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8. Planimetrie

Der Umfang eines rechtwinkligen Dreiecks betrigt 132 Lingeneinheiten; die
Summe der Quadrate der Seiten betriigt 6050 Flicheneinheiten. Wie groB sind
die Seiten?

In einem Parallelogramm sind der spitze Winkel & und die Abstinde m und p
des Schnittpunktes der Diagonalen von den beiden verschieden langen Seiten
gegeben. Bestimmen Sie die Linge der Diagonalen und die Fliche des Parallelo-
gramms!

In einem gleichschenkligen Dreieck ist die Basis gleich 30 cm und die Hohe
20 cm. Bestimmen Sie die Linge des Lotes von einem Eckpunkt der Basis auf
einen Schenkel!

In einem Dreieck ist die Grundseite gleich 60 cm und die Hohe gleich 12 cm.
Die Seitenhalbierende der Grundseite ist 13 cm lang. Berechnen Sie die un-
bekannten Seiten des Dreiecks!

Uber den Seiten eines rechtwinkligen gleichschenkligen Dreiecks zeichne man
die Quadrate so, daB sich die Quadratfléichen nicht iiberdecken. Die Diagonal-
schnittpunkte der Quadrate verbinde man miteinander durch Geraden. Berech-
nen Sie die Fliche des erhaltenen Dreiecks!

Die Seiten eines Quadrats teile man im Verhdltnis m: n, so daB jede Seite in
einen groBen und in einen kleinen Abschnitt geteilt wird. Danach verbinde man
die erhaltenen Punkte durch Geraden. Bestimmen Sie die Fliche des Vierecks,
wenn die gegebene Seitenlidnge a ist!

In ein Quadrat zeichne man ein anderes Quadrat so ein, daB die Eckpunkte des
zweiten auf den Seiten des ersten Quadrats liegen. Die Winkel zwischen den
Seiten des urspriinglichen und des eingezeichneten Quadrats sollen 30° betragen.
Welchen Teil der Fliche des gegebenen Quadrates nimmt das eingezeichnete
Quadrat ein?

In ein Quadrat mit der Seitenlinge @ zeichne man ein Quadrat so ein, daB die
Eckpunkte auf den Seiten des ersten Quadrates liegen. Bestimmen Sie die Ab-
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schnitte, in die die Seiten des ersten Quadrates durch die Eckpunkte des zweiten

Quadrates geteilt werden, wenn die Fliche des zweiten Quadrats = der Fliche
des ersten betragt! 49

In ein Rechteck, dessen Seitenlingen 3 m und 4 m betragen, zeichne man ein
anderes Rechteck so ein, daB sich dessen Seiten wie 1: 3 verhalten und seine
Ecken auf den Seiten des urspriinglichen liegen. Bestimmen Sie die Senenlangen
des eingezeichneten Rechtecks!

In ein gleichseitiges Dreieck ABC mit der Seitenliinge a zeichne man ein anderes
gleichseitiges Dreieck LMN so ein, daB die Eckpunkte des letzteren auf den
Seiten des ersteren liegen. Die Eckpunkte des Dreiecks LMN sollen die Seiten
des gegebenen Dreiecks im Verhiltnis 1: 2 teilen. Bestimmen Sie die Fldche des
Dreiecks LMN!

Bestimmen Sie die Linge der Seiten des rechtwinkligen Dreiecks, wenn der
Umfang 2s und die zur Hypotenuse gehorige Hohe 4 gegeben sind!

Auf den Schenkeln AC und BC des gleichschenkligen Dreiecks 4BC liegen die
gleich groBen Abschnitte CM und CN. Bestimmen Sie die Linge dieser Ab-
schnitte, wenn der Umfang 2s des Dreiecks 4BC, seine Basis AB = 2a und der
Umfang 2k des Vierecks ABNM, das durch MN abgeschnitten wurde, bekannt
sind!

Gegeben ist ein rechtwinkliges Trapez mit den Grundseiten @ und ¢ und dem
kleineren Schenkel 4. Bestimmen Sie den Abstand des Schnittpunktes der
Diagonalen des Trapezes von der Grundseite a und von dem kleineren Schenkel!

Berechnen Sie die Fliche des gleichschenkligen Dreiecks, dessen Basis 12 cm
lang ist und dessen zur Basis gehdrige Hohe ebenso groB ist wie die Verbindqus-
strecke der Mitte der Basis mit einer Seitenmitte!

Der Umfang eines Rhombus betrégt 2s cm, die Summe der Diagonalen m cm.
Berechnen Sie die Flache des Rhombus!

Die groBere Grundseite eines Trapezes sei a, die kleinere b. Die Winkel an der
langeren Grundseite betragen 30° und 45°. Berechnen Sie die Fldche des Trapezes!

Berechnen Sie die Fliche eines Trapezes, dessen Parallelseiten 16 cm und 44 cm
und dessen nichtparallele Seiten 17 cm und 25 cm lang sind!

Bestimmen Sie den Flicheninhalt des Quadrates, das in ein gleichseitiges Dreieck
mit der Seitenlidnge a so eingezeichnet wurde, daB alle vier Eckpunkte auf den
Dreiecksseiten liegen!
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Die Grundseite eines Dreiecks wird durch die Hohe in Abschnitte von 36 cm
und 14 cm geteilt. Senkrecht zur Grundseite zeichne man eine Gerade, die die
Fliche des Dreiecks halbiert. In welche Strecken teilt diese Senkrechte die
Grundseite?

Die Hohe eines Dreiecks betrégt vier Einheiten; sie teilt die Grundseite in zwei
Teile, die sich wie 1: 8 verhalten. Berechnen Sie die Strecke, die parallel zur
Hahe verlduft und die das Dreieck in zwei gleich groBe Teile teilt!

Ein Dreieck ABC wird durch zwei Geraden, die parallel zu 4B verlaufen, in
drei gleich groBe Figuren geteilt. Berechnen Sie die Gro8e der Abschnitte auf
AC = b, die durch diese Teilung entstehen!

Der Flicheninhalt eines gegebenen Dreiecks ABC sei A4,. Eine Parallele zur
Grundseite 4B teilt das Dreieck 4BC in ein Dreieck mit dem Flicheninhalt 4,
und in ein Viereck. Berechnen Sie die Flidche eines anderen Vierecks, von dem
drei Eckpunkte mit den Eckpunkten des kleineren Dreiecks zusammenfallen,

und dessen vierter Eckpunkt auf der Grundseite des groBeren Dreiecks liegt!

Die Grundseiten eines Trapezes sind @ und c. Berechnen Sie die Linge der
Strecke, die die Fliche des Trapezes halbiert! -

Von dem Eckpunkt eines Rhombus, der Scheitelpunkt eines stumpfen Winkels
ist, fille man die Lote auf die Seiten. Die Lange der Lote sei g, die Entfernung
ihrer FuBpunkte b. Berechnen Sie die Fliche des Rhombus!

Bestimmen Sie die Fliche eines Dreiecks, wenn zwei Seitenldngen 27 cm und
29 cm betragen und die Seitenhalbierende der dritten Seite 26 cm lang ist!

Gegeben sind zwei Seiten b und c eines Dreiecks und die Fliche 4 = 2bc.
Bestimmen Sie die dritte Seite @ des Dreiecks! 5

Von einem Trapez seien die Grundseiten a und b sowie die Schenkel ¢ und d
gegeben. Berechnen Sie die Diagonalen m und n!

Gegeben sei ein Parallelogramm, dessen spitzer Winkel 60° betrage. Berechnen
Sie die Lange der Seiten, wenn das Verhiltnis der Quadrate der Diagonalen den’

Wert i hat!

7
Innerhalb eines gleichseitigen Dreiecks wiihle man willkiirlich einen Punkt
und fille die Lote auf die Seiten des Dreiecks. Beweisen Sie, daB die Summe

dieser drei Lote gleich der Hohe des Dreiecks ist!

11
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Von einem Punkt auBerhalb eines Kreises zeichne man zwei Sekanten. Der
innere Abschnitt der ersten Sekante sei gleich 47 m, thr duBerer gleich 9 m.
Der innere Abschnitt der zweiten Sekante sei um 72 m linger als ihr duBerer.
Bestimmen Sie die Summe der Lingen der beiden Abschnitte auf der zweiten
Sekante!

Von einem Punkt, der vom Mittelpunkt eines Kreises die Entfernung m cm
hat, zeichne man die Tangenten an den Kreis. Die Entfernung zwischen den
Berithrungspunkten des Kreises sei gleich @ cm. Berechnen Sie den Radius des
Kreises!

Innerhalb eines Kreises mit dem Radius r = 13 cm sei ein Punkt P gegeben,

_ der vom Mittelpunkt des Kreises 5 cm entfernt ist. Durch P fiihrt eine Sehne

542.

543

545.

547.
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AB = 25 cm. Bestimmen Sie die Linge der Abschnitte, in die die Sehne 4B
durch M geteilt wird!

In einem gleichschenkligen Dreieck sei der Winkel y an der Spitze gegeben.
Bestimmen Sie das Verhiltnis von Um- zu Inkreisradius!

Gegeben sind die Seiten eines Dreiecks mit @ = 13¢m, b = 14cm, ¢ = 15 cm.
Zwei von ihnen (a und b) sind Tangenten an einen Kreis, dessen Mittelpunkt
auf der dritten Seite liegt. Bestimmen Sie den Radius des Kreises!

Einem Kreis mit dem Radius r ist ein gleichschenkliges Dreieck mit einem
Winkel von 120° umbeschrieben. Berechnen Sie die Seiten des Dreiecks!

Die groBere Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks 4BC sei Durchmesser eines
iiber ihr errichteten Halbkreises, der die Hypotenuse in D schneidet. Bestimmen
Sie die Lange des Halbkreisbogens, wenn die kleinere Kathete 30 cm lang und
die Sehne, welche den Scheitel des rechten Winkels mit dem Punkt D verbindet,
24 cm lang sind!

. In ein rechtwinkliges Dreieck ist ein Halbkreis so einbeschrieben, daB sein

Durchmesser auf der Hypotenuse des Dreiecks liegt und sein Mittelpunkt die
Hypotenuse in zwei Abschnitte (15cm und 20 cm) teilt. Berechnen Sie die

'Lénge des Bogens, der zwischen den beiden Beriihrungspunkten des Halbkreises

mit den Katheten liegt!

Uber einem Schenkel eines gleichschenkligen Dreiecks mit der Basis 4 cm und
mit einer Hohe von 6 cm sei ein Halbkreis so konstruiert, daB sein Durchmesser
auf dem Schenkel liege und dessen Linge habe. Die Schnittpunkte des Halb-
kreises mit der Basis und dem anderen Schenkel werden durch eine Gerade ver-
bunden. Berechnen Sie die Flache des dem Halbkreis einbeschriebenen Sehnen-
vierecks!



548.

Gegeben sei ein gleichschenkliges Dreieck mit der Basis 2¢, der Hohe 4 und dem
Inkreis. An den Inkreis sei eine Tangente parallel zur Basis des Dreiecks gelegt.
Bestimmen Sie den Radius des Inkreises und die Linge des Tangentenabschnittes

. zwischen den Schenkeln des Dreiecks!

549

550.

551.

552.

553.

554.

555.

Von einem Punkt auBerhalb eines Kreises sind zwei Sekanten konstruiert, deren
duBere Abschnitte eine Linge von je 2 m haben. Bestimmen Sie die Fliche des
Vierecks, dessen Eckpunkte durch den Schnitt der Sekanten mit der Peripherie
des Kreises entstehen! Zwei der gegeniiberliegenden Vierecksseiten sollen 6 m
bzw. 2,4 m lang sein.

Die Seiten eines Dreiecks sind 6 cm, 7 cm und 9 cm lang. Die drei Eckpunkte
des Dreiecks seien Mittelpunkte dreier Kreise, die sich gegenseitig beriihren.
Der Kreis, dessen Mittelpunkt Scheitelpunkt des kleinsten Dreieckswinkels ist,
wird von den beiden anderen Kreisen innen beriihrt, wihrend sich diese beiden
Kreise auBen beriihren. Bestimmen Sie die Radien der drei Kreise!

Die Linge der duBeren Tangente zweier Kreise mit den Radien 7, = 5 cm und
r, = 2cm sei gleich dem 1 %fachen der Linge der inneren Tangente'. Be-
stimmen Sie die Entfernung der Mittelpunkte der Kreise voneinander!

Die Entfernung der Mittelpunkte zweier Kreise mit den Radien 17 cm und
10cm betrégt 21 cm. Bestimmen Sie die Entfernung der Mittelpunkte vom
Schnittpunkt der Verbindungsgeraden beider Mittelpunkte mit den gemeinsamen
Tangenten an die Kreise!

An zwei sich auBen berithrende Kreise mit den Radien r und R sind die beiden
gemeinsamen duBeren Tangenten und die innere Tangente konstruiert, Be-
stimmen Sie die Lange des Abschnitts der inneren Tangente zwischen ihren
Schnittpunkten mit den duBeren Tangenten!

An zwei Kreise mit den Radien r und R, die sich auBen beriihren, sind die beiden
gemeinsamen duBeren Tangenten konstruiert. Bestimmen Sie die Fliche des
Trapezes, das durch die Tangenten und die Sehnen, die die Berithrungspunkte
verbinden, gebildet wird!

Gegeben sind zwei sich aulen beriihrende Kreise und eine gemeinsame duBere’
Tangente. In das dadurch bestimmte krummlinige ,,Dreieck® ist ein Kreis ein-
beschrieben. Bestimmen Sie seinen Radius!

! Innere Tangenten zweier Kreise sind solche, deren Schnittpunkt auf der Verbindungsstrecke der
Kreismittelpunkte liegt. Schneiden die T: inander nicht auf dieser Strecke, so nennt man
sie duBere Tangenten.
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Durch einen Punkt auf einem Kreis sind zwei Sehnen mit den Lingen ¢ und b
gelegt. Wenn man die Schnittpunkte der Sehnen mit der Peripherie unterein-
ander geradlinig verbindet, dann erhilt man ein Dreieck mit der Fliche 4. Be-
stimmen Sie den Radius des Kreises!

In einen Kreis mit dem Radius r sollen drei parallele Sehnen so eingezeichnet
sein, daB ihre Lingen gleich den Seitenldngen der diesem Kreis einbeschriebenen
regelmiBigen Sechs-, Vier- und Dreiecke sind. Bestimmen Sie das Verhaltnis
des Teils der Kreisfliche, der. zwischen der zweiten und dritten Sehne liegt, zu
der Teilflache, die zwischen der ersten und zweiten Sehne liegt!

Berechnen Sie die Fliche eines Kreises, der in ein rechtwinkliges Dreieck ein-
beschrieben ist, wenn der FuBpunkt der Hohe die Hypotenuse in die Abschnitte
p = 256cmund g = 14,4 cm teilt!

In einen Rhombus mit der Seite @, in dem der Winkel & = 60° ist, wird ein Kreis
einbsschrieben. Bestimmen Sie die Fliche dgs Vierecks, dessen Eckpunkte die
Beriihrungspunkte des Kreises mit den Seiten des Rhombus sind!

Zu einem Kreis mit dem Radius r seien vier Tangenten, die einen Rhombus
bilden, gegeben. Die groBere Diagonale des Rhombus betrage 4r. Bestimmen
Sie die Flichen der Figuren, die durch jeweils zwei einander schneidende
Tangenten und durch den kleineren Kreisbogen, der zwischen den Beriihrungs-
punkten liegt, gebildet werden!

Die Fliche eines gleichschenkligen Trapezes, das einem Kreis umschrieben ist,
sei A. Ermitteln Sie die Schenkelldnge des Trapezes, wenn der Winkel an der

Basis des Trapezes 7—; betrigt!
Einem Kreis mit dem Radius 2 cm ist ein gleichschenkliges Trapez umschrieben,
das eine Fliche von 20 cm? hat. Berechnen Sie die Ssitenldngen des Trapezes!

Einem Kreis ist ein Trapez umschrieben, dessen Schenkel mit der groBeren
der parallelen Seiten die spitzen Winkel « und f§ einschlieBen. Bestimmen
Sie den Radius des Kreises, wenn die Fliche des Trapezes gleich A4 ist!

Einem Kreis mit dem Radius 7 ist ein rechtwinkliges Trapez umbeschrieben,.
dessen kleinste Seite die Lange % hat. Bestimmen Sie die Fliche des Trapezes!
Der Mittelpunkt eines Kreises, der einem rechtwinkligen Trapez einbeschrieben

ist, ist von den Endpunkten des einen Schenkels 2 cm bzw. 4 cm entfernt. Be-
rechnen Sie die Fliche des Trapezes!
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In ein gleichseitiges Dreieck mit der Seitenldnge q ist ein Kreis einbeschrieben.
In die drei entstehenden krummlinigen ,,Dreiecke® werden drei Kreise so gelegt,
daB sie die beiden Dreiecksseiten und den ersten Kreis beriihren. Danach werden
wieder drei Kreise konstruiert, die jeweils zwei Dreiecksseiten und einen der
letztgenannten Kreise beriihren usw. Bestimmen Sie die Summe der Flichen
aller Inkreise!!

Ein Dreieck ABC ist einem Kreis einbeschrieben. Durch den Eckpunkt C wird
die Tangente an den Kreis konstruiert. Diese schneidet die Verldngerung der
Seite AB = 5cm in dem Punkt D. Von den Punkten 4 und B werden die Lote
auf die Tangente durch C gefillt, wobei das kleinere von ihnen eine Linge von
6 cm hat. Bestimmen Sie die Fliche des Trapezes, das aus den beiden Loten,
der Scite AB und dem Abschnitt auf der Tangente gebildet wird, wenn

€D~=5\/gcmist!

In einem gleichseitigen Dreieck mit der Seitenlédnge a seien drei gleiche Kreise
konstruiert, so dal jeder die beiden anderen und zwei Seiten des gegebenen
Dreiecks beriihrt. Bestimmen Sie den Radius der Kreise!

Innerhalb eines gleichseitigen Dreiecks mit der Seitenldnge a sind drei gleiche
Kreise so angeordnet, daf3 sie die Seiten des Dreiecks beriihren. Es mége ferner
jeder Kreis jeden anderen berithren. Geben Sie die Fliche des krummlinigen
,»Dreiecks* an, das aus den Bogen der dreisich beriithrenden Kreise entsteht ! (Die
Eckpunkte sind die Beriihrungspunkte.)

/
Innerhalb eines Quadrates mit der Seitenlinge a sind vier gleiche Kreise so an-
geordnet, daB jeder von ihnen zwei benachbarte Quadratseiten und zwei von
den restlichen drei Kreisen beriihrt. Bestimmen Sie die Fliche des krummlinigen
,» Vierecks®, das von den Bégen der sich beriihrenden Kreise gebildet wird! (Die
Eckpunkte sind die Beriihrungspunkte.)

Berechnen Sie die Fliche eines Kreissegments, wenn sein Umfang » bekannt
ist und der zugehdrige Zentriwinkel 120° betrégt!

In ein Dreieck ist ein Kreis mit dem Radius r = 4 cm einbeschrieben. Eine der
Dreiecksseiten wird durch dén Beriihrungspunkt in die Abschnitte von 6 cm
und 8 cm Linge geteilt. Berechnen Sie die Linge der beiden anderen Seiten!

Ein Lot, das von einem Basiseckpunkt eines gleichschenkligen Dreiecks auf die
gegeniiberliegende Seite gefillt wird, teilt die letztere im Verhéltnis 2 : n. Be-
rechnen Sie die Winkel des Dreiecks!

! Das heiBt, den Grenzwert der Flich der einbeschriebenen Kreise.
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In einem Kreis mogen ein Durchmesser und eine Sehne senkrecht aufeinander
stehen. Ferner soll die Sehne den Durchmesser im Verhéltnis m : » teilen. Be-
stimmen Sie (im BogenmaB) die Zentriwinkel der Bogen, die auf dem Kreis
durch Sehne und Durchmesser begrenzt werden!

Bestimmen Sie die Winkel eines Parallelogramms, wenn zwei Hohen k, und 4,
und der Umfang 2s gegeben sind!

Bestimmen Sie das Verhiltnis der Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks, wenn
bekannt ist, daB das Verhiltnis der Hohe der Hypotenuse zur entsprechenden
Seitenhalbierenden gleich 40 : 41 ist!

In einem rechtwinkligen Dreieck ist die Hypotenuse gleich ¢, einer der spitzen
Winkel gleich «. Bestimmen Sie den Radius des Inkreises!

Die Lingen der Seiten eines Dreiecks sind gleich 25 cm, 24 cm und 7 cm. Be-
rechnen Sie die Radien des In- und Umkreises!

Bestimmen Sie die Radien zweier sich auBen beriihrender Kreise, wenn der
Abstand d der Mittelpunkte und der Winkel ¢ zwischen den beiden gemein-
samen Tangenten gegeben sind!

Berechnen Sie die Winkel eines Rhombus, wenn seine Fliche 4, und die des
einbeschriebenen Kreises A, bekannt sind!

Einem Kreis mit dem Radius 7 ist ein regelméBiges n-Eck einbeschrieben. Dem
gleichen Kreis ist ein regelmiBiges n-Eck umbeschrieben. Die Flichendifferenz
der Vielecke ist gleich P. Berechnen Sie r!

Die Seitenmitten eines regelmidBigen n-Ecks sind untereinander geradlinig so
verbunden, daB ein neues regelméBiges n-Eck entsteht, das innerhalb des ge-
gebenen liegt. Ermitteln Sie das Verhéltnis beider Flichen zueinander!

Zu einem regelmiBigen n-Eck mit der Seite a sind In- und Umkreis gegeben.
Bestimmen Sie Flidche und Breite des Kreisringes!

Einem Kreissektor mit dem Radius r und dem Zentriwinkel « ist ein Kreis
einbeschrieben. Bestimmen Sie den Radius dieses Kreises!

An einen Kreis mit dem Radius r werden von einem Punkt auBerhalb des
Kreises zwei Tangenten konstruiert. Sie schlieBen den Winkel 2« ein. Berechnen
Sie die Fliche zwischen den Tangenten und dem kleineren Kreisbogen!

Ein Rhombus mit dem spitzen Winkel & und der Seite a wird von zwei Geraden,
die durch den Scheitelpunkt des Winkels « verlaufen, in drei gleich groBe Teile
geteilt. Bestimmen Sie die Ldnge der Abschnitte auf-den Geraden!
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Innerhalb eimes Winkels von 60° ist ein Punkt gegeben, der von den Schenkeln
die Abstinde a und b hat. Bestimmen Sie die Entfernung des Punktes vom
Scheitelpunkt des gegebenen Winkels!

Berechnen Sie die Fliche eines Dreiecks, wenn die Seiten @ und b sowie die
Linge w der Winkelhalbierenden des Winkels zwischen diesen Seiten gegeben
sind!

In einem gleichschenkligen Dreieck sei die Schenkellinge a und die Lénge ¢
des Abschnittes Basis—Scheitel auf einer Geraden, die durch den Scheitel des
Winkels an der Spitze verlduft und diesen Winkel im Verhaltnis 1:2 teilt;
bekannt. Berechnen Sie die Fliche des Drejecks!

Die Winkel eines Dreiecks seien bekannt. Bestimmen Sie den Winkel, der in
einem der Eckpunkte des Dreiecks von der Hohe und der Seitenhalbierenden
gebildet wird!

Die Seitenlinge eines gleichseitigen Dreiecks sei a. Um den Mittelpunkt! dieses
Dreiecks wurde mit dem Radius g ein Kreis geschlagen. Bestimmen Sie die
Teilfliche des Dreiecks, die auBerhalb des Kreises liegt!

Ein rechtwinkliges Trapez habe die Hohe 4. Die Seite, die nicht senkrecht zur
Basis des Trapezes steht, sei Durchmesser eines Kreises. Dieser Kreis soll die
gegeniiberliegende Seite beriithren. Berechnen Sie die Fliche des rechtwinkligen
Dreiecks, dessen Katheten gleich den Grundseiten des Trapezes sind!

503, Zeigen Sie, daB im rechtwinkligen Dreieck die Winkelhalbierende des rechten

594.

Winkels den Winkel zwischen der Seitenhalbierenden und der Hohe gleichfalls
halbiert!

Zeigen Sie, daB im rechtwinkligen Dreieck die Summe der Katheten gleich der
Summe der Durchmesser von Um- und Inkreis ist!

595, Bestimmen Sie die Winkel im rechtwinkligen Dreieck, wenn bekannt ist, daB

596.

sich der Radius des Umkreises zum Radius des Inkreises wie 5: 2 verhalt!

Die Seiten eines Parallelogramms seien gleichzeitig Seiten von vier Quadraten,
die auBerhalb des Parallelogramms liegen. Verbinden Sie die Mittelpunkte be-
nachbarter Quadrate geradlinig, und beweisen Sie, daB die so entstehende
Figur ein Quadrat ist!

! Um- und Inkreismittelpunkt fallen beim gleichseitigen Dreieck

2 [002163]



9. Polyeder

597. Die Seiten der Grundfliche eines rechtwinkligen Parallelepipeds (Quaders,
d. Ub.) seien a und b. Die Raumdiagonale schlieBe mit der Grundfliche den
Winkel « ein. Bestimmen Sie die GroBe der Mantelfliche des Korpers! -

598. Die groBte Raumdiagonale eines regelmiBigen, geraden, sechsseitigen Prismas
habe die Linge d. Sie schlieBe mit der Seitenkante des Prismas den Winkel o
ein. Bestimmen Sie das Volumen des Prismas!

599. Die Seitenkante einer regelméiBigen vierseitigen Pyramide habe die Linge m.
Sie schlieBe mit der Grundfliche den Winkel « ein. Bestimmen Sie das Volumen
der Pyramide!

600. Das Volumen einer regelméBigen vierseitigen Pyramide sei ¥V, der Winkel, den
eine ihrer Seitenkanten mit der Grundfliche einschlieBt, sei x. Berechnen Sie
die Linge der Seitenkanten!

601. Die Mantelfldche einer regelméBigen vierseitigen Pyramide sei 4, die Hohe der
Pyramide 4. Geben Sie die Linge einer Seite der Pyramidengrundfléiche an!

602. Bestimmen Sie das Volumen und die Mantelfliche einer regelmiBigen sechs-
seitigen Pyramide, wenn die Seitenkante / und der Durchmesser d;, des der
Pyramidengrundfiiche einbeschriebenen Kreises gegeben sind!

603. Bestimmen Sie die Hohe des Tetraeders’, dessen Volumen ¥ gegeben ist!

604. In einem geraden Parallelepiped seien von der Grundfliche die Seiten a und b
und der spitze Winkel x gegeben. Die groBe Diagonale der Grundfliche soll
der kleinen Diagonale des Korpers gleich sein. Bestimmen Sie das Volumen des
Parallelepipeds!

605. Die Raumdiagonalen eines geraden Parallelepipeds seien 9 cm und +/33 cm
lang. Der Umfang seiner Grundfliche betrage 18 cm, die Linge einer Seiten-
kante 4 cm. Bestimmen Sie die Oberfliche und das Volumen des Korpers!

1 Unter ,,Tetraeder* wird hier ein regelméBiges Vierflach verstanden (oft bezeichnet man auch eine
beliebige dreiseitige Pyramide als Tetraeder).
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606.

608.

609.

610.

61

=

612.

613.

614.

615.

Die Seitenkante einer regelmiBigen dreiseitigen Pyramide habe die Linge /, die
Hohe der Pyramide die Linge . Bestimmen Sie den Winkel, den die Grund-
fliche mit einer Seitenfléiche einschlieBt!

. Bestimmen Sie das Volumen einer regelmiBigen vierseitigen Pyramide, wenn

der Winkel «, den eine Seitenkante mit der Ebene der Grundfliche einschlieBt,
und die Fliche 4 eines Diagonalschnittes gegeben sind! .

Ferner ist der Winkel zu bestimmen, den Grund- und Seitenfliche miteinander
einschlieBen.

Die Grundfliche einer regelméBigen Pyramide sei ein Vieleck, dessen Innen-
winkelsumme 540° ist. Bestimmen Sie das Volumen dieser Pyramide, wenn
bekannt ist, daB die Seitenkante die Ldnge / hat und mit der Ebene der Grund-
fliche den Winkel & einschlieBt!

Bestimmen Sie die Winkel, die die Seitenkanten und die Seitenflichen in
einer regelmiBigen fiinfseitigen Pyramide mit der Grundfliche einschlieBen!
Die Seitenflichen der Pyramide seien gleichseitige Dreiecke.

Bestimmen Sie aus dem Volumen V einer regelméBigen n-seitigen Pyramide,
deren Grundkante a gegeben ist, den Winkel, den die Seitenkante mit der
Ebene der Grundfliche einschlieBt!

. Die Grundfliche einer vierseitigen Pyramide sei ein Rechteck mit der Dia-

gonalen b und dem Winkel x zwischen den Diagonalen. Jede Seitenkante bilde
mit der Grundfiiche den Winkel 8. Berechnen Sie das Volumén der Pyramide!

Die Grundfliiche einer Pyramide sei ein gleichschenkliges Dreieck mit der
Schenkelldnge @ und mit dem Winkel o an der Spitze. Alle Seitenkanten schnei-
den die Ebene der Grundfliche unter dem Winkel 3. Bestimmen Sie das Volumen
der Pyramide!

Die Grundfliche eines rechtwinkligen Parallelepipeds sei ein Rechteck, das
einem Kreis mit dem Radius r einbeschrieben ist. Zur kleineren Seite des Recht-
ecks gehore im genannten Kreis ein Zentriwinkel 2«. Geben Sie das Volumen
dieses Parallelepipeds an, wenn die Mantelfliche 4,, gegeben ist!

Die Grundfliche eines geraden Prismas sei ein gleichschenkliges Dreieck mit
der Basis  und mit dem Basiswinkel 8. Bestimmen Sie das Volumen des Pris-
mas, wenn seine Mantelfliche gleich der Summe von Grund- und Deckfliche
ist!

Seiten- und Grundfliche einer regelméBigen sechsseitigen Pyramide schlieBen
den Winkel « ein. Von der Mitte einer Grundkante habe die Spitze der Pyra-
mide die Entfernung m. Bestimmen Sie die Oberfliche der Pyramide!
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616. Durch die Hypotenuse ¢ eines rechtwinklig-gleichschenkligen Dreiecks ver-
laufe die Ebene E. Sie bilde mit der Ebene des Dreiecks den Winkel «. Be-
stimmen Sie den Umfang und die Fliche der Figur, die durch senkrechte Par-
allelprojektion des Dreiecks auf die Ebene E entsteht!

617. In einer regelméBigen n-seitigen Pyramide sei die Grundfidche 4, gegeben. Die
Hohe schlieBe mit jeder Seitenfliche den Winkel ¢ ein. Berechnen Sie die
Mantelfliche und die Oberfliche der Pyramide!

618. Die Seite der Grundfliche einer regelméBigen dreiseitigen Pyramide sei gleich a.
Die Seitenflichen schneiden die Grundflichenebene unter dem Winkel . Be-
stimmen Sie Volumen und Oberfliche der Pyramide!

619. Die Oberfliche einer regelméBigen dreiseitigen Pyramide sei gleich 4,. Eine
Seitenfliche und die Grundfliche schlieBen miteinander den Winkel « ein.
Bestimmen Sie die Lénge einer Grundkante!

620. Die Grundfliche einer Pyramide sei ein Rhombus mit dem spitzen Winkel o.
Die Seitenflichen bilden mit der Grundfliche den Winkel 8. Berechnen Sie die
Oberfliche und das Volumen der Pyramide, wenn der Radius des dem Rhom-
bus einbeschriebenen Kreises gleich r, ist!

621. Bestimmen Sie den Winkel, der von der Seitenfliche einer regelmiBigen fiinf-
seitigen Pyramide mit der Ebene der Grundfliche eingeschlossen wird, wenn
die Grundfliche der Pyramide A; und die Mantelfliche 4,, gegeben sind!

622. Die Grundfliche eines geraden Parallelepipeds sei ein Rhombus. Die Ebene,
die durch eine Seite der unteren und durch eine gegeniiberliegende Seite der
oberen Deckfliche verlduft, bilde mit der Ebene der Grundfliche den Winkel g.
Die erhaltene Schnittfliche habe die GroBe 4;. Bestimmen Sie die Mantel-
fliche des Parallelepipeds!

623. Die Grundfliche einer Pyramide sei ein gleichschenkliges Dreieck mit dem
Basiswinkel «. Jede Seite der Pyramide schlieBe mit der Grundfliche den Win-
kel ¢ ein. Errichtet man in der Ebene der Seitenfliche auf der Basis des Grund-
flichendreiecks die Hohe, so habe die Mitte dieser Hohe vom Mittelpunkt des
der Grundfliche einbeschriebenen Kreises die Entfernung d. Berechnen Sie die’
Oberfliche der Pyramide! :

624. Die Grundfliche einer Pyramide sei ein Vieleck, das einem Kreis mit dem
Radius r umschrieben ist. Der Umfang des Vieleckes betrage 2s. Die Seiten-
flichen der Pyramide bilden mit der Ebene der Grundfliche den Winkel ¢.
Geben Sie das Volumen der Pyramide an!
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626.

627.

628.

629.

630.

631.

632.

Die Seitenkanten eines regelméBigen dreiseitigen Pyramidenstumpfes bilden mit
der Grundfliche den Winkel «. Die Seite der Grundflédche habe die Linge c,,
die der Deckfliche die Linge ¢, (c; > ¢;). Berechnen Sie das Volumen des
Pyramidenstumpfes!

Die Grund- und Deckfliche eines regelméBigen Pyramidenstumpfes seien
Quadrate mit den Seiten a und b (a > b).

Die Seitenkanten schlieBen mit der Ebene der Grundfliiche den Winkel & ein.
Berechnen Sie das Volumen des Pyramidenstumpfes und die GroBe des Winkels
zwischen Grund- und Seitenfliche! .

Die Grundflache einer Pyramide sei ein rechtwinkliges Dreieck mit der Hypo-
tenuse b und mit einem spitzen Winkel «. Alle Seitenkanten bilden mit der
Grundfliche den Winkel 8. Bestimmen Sie das Volumen'der Pyramide und die
Winkel an der Spitze!

Die Grundfliche eines schiefen Prismas sei ein rechtwinkliges Dreieck ABC.
Die Summe der Kathetenldngen des Dreiecks sei gleich m und der Winkel an
der Ecke A gleich «. Die Seitenfliche des Prismas, deren Ebene durch die
Kathete AC verliuft, bilde mit der Grundfliiche den Winkel B. Durch die Hypo-
tenuse 4B und durch die gegeniiberliegende rdumliche Ecke C, wird eine Ebene
aufgespannt. Bestimmen Sie das Volumen der so entstandenen dreiseitigen
Pyramide, wenn bekannt ist, daB ihre Seitenkanten gleich lang sind!

Die Grundfliche einer Pyramide sei ein gleichschenkliges Dreieck mit dem
Basiswinkel f. Alle Seitenkanten schlieBen mit der Ebene der Grundfiiche die
gleichen Winkelx = 90° — fein. Die Schnittfidche durch die Hohe der Pyramide
und durch die Spitze des gleichschenkligen Dreiecks der Grundfliche habe die
GroBe A,. Berechnen Sie das Volumen der Pyramide!

Die Grundfliche einer Pyramide sei ein Rechteck. Von den Seitenflichen stehen
zwei auf der Ebene der Grundfldche senkrecht, wihrend zwei mit ihr die Winkel
o und B einschlieBen. Die Hohe der Pyramide sei gleich 4. Bestimmen Sie das
Volumen der Pyramide!

Eine Pyramide habe als Grundfliche ein Quadrat. Von zwei einander gegen-
iiberliegenden Seitenkanten stehe die eine senkrecht zur Ebene der Grundfliche,
wihrend die andere mit ihr den Winkel § einschlieBt und die Léinge / hat.
Bestimmen Sie die Lingen der iibrigen Seitenkanten und die Winkel, die sie
mit der Grundfliche der Pyramide einschlieBen!

Die Grundfliche einer Pyramide sei ein gleichseitiges Dreieck mit der Seiten-
linge a. Eine der Seitenkanten stehe senkrecht zur Grundfliche, die beiden
anderen bilden also mit der Grundfiichenebene gleiche Winkel 8. Berechnen
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633.

Sie die groBte Seitenfliche der Pyramide, und bestimmen Sie den Winkel, den
sie mit der Grundfldche einschliet!

Eine Pyramide habe als Grundfliche ein gleichschenkliges Dreieck, dessen
Schenkellinge gleich @ und dessen Winkel an der Spitze 120° seien. Die Seiten-
kante der Pyramide, die durch den Scheitel des stumpfen Winkels verliuft,
stehe senkrecht auf der Grundfliche. Die beiden anderen schneiden die Grund-
flache unter dem Winkel «. Berechnen Sie die GréBe der Schnittfliche der Pyra-
mide mit der Ebene, die durch die groBite Seite der Grundfiiche der Pyramide

- verlduft und die Seitenkante halbiert, die senkrecht auf der Grundfliche steht!

634.

635.

636.

637.

638.

639.

Eine regelmiBige dreiseitige Pyramide werde von einer Ebene geschnitten, die
senkrecht auf der Grundfliche steht und zwei Seiten der Grundfliche halbiert.
Bestimmen Sie das Volumen der restlichen Pyramide, wenn die Seite a der
Grundfliiche der urspriinglichen Pyramide und der Winkel & zwischen Grund-
und Seitenfliche gegeben sind!

Durch die Spitze einer regelmafBigen vierseitigen Pyramide verlaufe parallel zu
ciner Seite der Grundfliche eine Ebene, die die Grundflichenebene unter einem
Winkel ¢ schneidet. Die Grundkante der Pyramide sei gleich a, der Winkel
zwischen zwei benachbarten Kanten an der Spitze gleich «. Bestimmen Sie die
Gro6Be der Schnittfliche!

Durch die Spitze einer regelméBigen dreiseitigen Pyramide und durch die Hal-
bierungspunkte zweier Seiten der Grundfliche sei eine Ebene bestimmt. Be-
rechnen Sie die GroBe der Schnittfliche und die Volumina der Teile der Pyra-
mide, die durch den Schnitt entstanden sind, wenn die Seite @ der Grundfliche
der Pyramide und der Winkel «, den die Schnittebene mit der Grundfliche
bildet, bekannt sind!

Ein Tetraeder’, dessen Seitenkante gleich aist, werde von einer Ebene geschnitten,
die eine der Kanten des Tetraeders enthilt und die gegeniiberliegende Kante
im Verhiltnis 2: 1 teilt. Bestimmen Sie die Schnittfliche und ihre Winkel!

Bestimmen Sie das Volumen eines regelméBigen vierseitigen Pyramidenstumpfes,
wenn die Seiten der groBeren und der kleineren Grundfliche mit a und b ge-
geben sind und wenn der spitze Winkel der Seitenflichen gleich « ist! '

Bestimmen Sie das Volumen eines regelmiBigen vierseitigen }Srismas! Die
Raumdiagonale des Prismas bilde mit der Seitenfliche den Winkel &. Die Grund-
kante habe die Linge b.

1 Siehe FuBnote zu Aufgabe 603!
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641.

642.

643,

645.

Die Grundfliche eines geraden Prismas sei ein rechtwinkliges Dreieck mit der
Hypotenuse b und mit einem spitzen Winkel «. Durch die Hypotenuse der unteren
Grundfliche und durch den Scheitel des rechten Winkels der oberen Grundfléche
verlaufe eine Ebene, die mit der unteren Grundfliche den Winkel § bildet. Be-
rechnen Sie das Volumen der dreiseitigen Pyramide, die vom Prisma durch die
Ebene abgeschnitten wird!

Die Grundfliche eines geraden Prismas sei ein rechtwinkliges Dreieck. Die
Summe der Lingen einer Kathete und der Hypotenuse sei gleich m; zwischen
diesen beiden Seiten liege der Winkel p. Durch die andere Kathete und durch
die gegeniiberliegende riumliche Ecke des Prismas sei eine Ebene bestimmt,
die die Grundfliche unter dem Winkel 8 schneide. Bestimmen Sie die Volumen
der Teile des Prismas, die durch den Schnitt des Prismas mit der Ebene ent-
standen sind!

Die Grundfliiche einer Pyramide sei ein gleichschenkliges Dreieck mit dem
Basiswinkel y. Jede Seite der Pyramide bilde mit der Grundfliche den Winkel
@ = 90° — y. Die Summe der Seitenflichen sei 4,,. Berechnen Sie das Volumen
und die Oberflache der Pyramide!

Die Grundfliche einer Pyramide sei ein gleichschenkliges Dreieck mit der
Schenkellinge g und mit dem Basiswinkel o« (x > 45°). Die Seitenkanten schlieBen
mit der Grundfliche den Winkel f ein. In dieser Pyramide verlaufe eine Ebene
durch die Hohe der Pyramide und durch den Scheitel des einen Basiswinkels o.
Geben Sie die GréBe der Schnittfliche an!

Die Grundfiiche eines geraden Prismas sei ein Viereck, das zwei gegeniiber-
liegende rechte Winkel habe. Die Diagonale der Grundfliche, die die Scheitel
der beiden anderen Winkel verbindet, habe die Lénge / und teile einen dieser
Winkel in die Winkel « und f. Die Schnittfliche des Prismas mit der Ebene,
die durch die andere Diagonale verliduft und auf der Grundfliche senkrecht
steht, habe die GroBe 4,. Bestimmen Sie das Volumen des Prismas!

Die Grundfliche einer Pyramide sei ein Quadrat. Zwei gegeniiberliegende
Seitenflichen der Pyramide seien gleichschenklige Dreiecke. Die eine von ihnen
bilde mit der Grundfldche den inneren Winkel 8, die andere den dufleren spitzen
Winkel «. Die Hohe der Pyramide sei gleich A. Bestimmen Sie das Volumen
der Pyramide und die Winkel, die die beiden anderen Seitenflichen mit der
Grundfldche bilden!

Die Grundfliche einer Pyramide sei ein Rechteck. Eine der Seitenflichen der
Pyramide schlieBe mit der Grundfliche den Winkel § = 90° — « ein, wihrend
die ihr gegeniiberliegende Seitenfliche senkrecht auf der Grundfliche steht,
und die Form eines rechtwinkligen Dreiecks mit dem rechten Winkel an der
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647.

649.

651.

653.
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Spitze der Pyramide und einem spitzen Winkel & habe. Die Summe der Hhen
dieser beiden Seiten sei gleich m. Berechnen Sie das Volumen der Pyramide
und die Summe der beiden anderen Seitenflichen!

Die Grundfiiche einer Pyramide sei ein Rechteck. Eine der Seitenflichen habe
die Form eines gleichschenkligen Dreiecks und stehe senkrecht auf der Grund-
fliche. Die andere Fliche, die der genannten gegeniiberliegt, werde von zwei
Seitenkanten der Linge b begrenzt, die miteinander den Winkel 2« und mit
den Kanten, die die erste Fliche begrenzen, den Winkel « bilden. Berechnen
Sie das Volumen der Pyramide und den Winkel zwischen den beiden genannten
Fldchen!

In einer regelmiBigen dreiseitigen Pyramide, deren Grundkantenlinge a be-
trage, seien die Winkel zwischen den Kanten an der Spitze gleich & (x< 90°).
Bestimmen Sie die Winkel zwischen den Seitenflichen der Pyramide und die
Schnittfliche, die durch den Schnitt der Pyramide mit einer Ebene, welche
durch eine Grundkante und senkrecht zur gegeniiberliegenden Seitenkante ver-
laufe, gebildet wird!

Bestimmen Sie die Winkel zwischen den Seitenflichen und das Volumen eines
Oktaeders (regelméBiger Achtflichner) mit der Kantenlinge a!

. Der Winkel zwischen zwei Seitenflichen einer regelméBigen sechsseitigen Pyra-

mide sei @. Berechnen Sie die Winkel, die zwei benachbarte Seitenkanten an
der Spitze der Pyramide miteinander bilden!

Eine Pyramide habe als Grundfliche ein regelmaBiges Sechseck 4BCDEF. Die
Seitenkante AM stehe senkrecht auf der Ebene der Grundfliche. Die ihr gegen-
iiberliegende Kante DM bilde mit der Grundfliche den Winkel &. Berechnen
Sie die Winkel, die die Seitenflichen mit der Grundfliche einschlieBen!

Die Grundfldche einer Pyramide sei ein gleichschenkliges Dreieck 4BC, in dem
AB = ACist. Die Hohe SO der Pyramide verlaufe durch die Mitte der Hohe AD
der Grundfliche. Die Seite BC liege in einer Ebene, die senkrecht auf der Seiten-
kante A4S stehe und mit der Grundfliche den Winkel « bilde. Bestimmen Sie
das Volumen der Pyramide, die von der gegebenen abgeschnitten wird und mit
ihr die Spitze S gemeinsam hat, wenn das Volumen des anderen Teiles der
Pyramide gleich V ist!

Die Grundkante einer regelmaBigen dreiseitigen Pyramide sei a. Die Schnitt-
fliche, die den Winkel zwischen zwei Seitenflichen halbiere, sei ein rechtwink-
liges Dreieck. Bestimmen Sie das Volumen der Pyramide und den Winkel
zwischen einer Seiten- und der Grundflache! i



654.

655.

656.

657.

658.

659.

Durch eine Grundkante (Linge g) einer regelmaBigen dreiseitigen Pyramide sei
die zur gegeniiberliegenden Seitenkante senkrechte Ebene gelegt. Bestimmen
Sie die Oberfliche der Pyramide, wenn die gegebene Ebene die Seitenkante im
Verhiltnis m : n teilt!

Die Raumdiagonale eines rechtwinkligen Parallelepipeds habe die Linge d und
bilde mit zwei benachbarten Seitenflichen gleiche Winkel «. Berechnen Sie das
Volumen des Parallelepipeds und den Winkel, den die Grundfliche mit der
Ebene bildet, die durch zwei gegeniiberliegende Eckpunkte der Grundfliche
und durch einen der anderen beiden Eckpunkte der Deckfliche verlduft!

In einem rechtwinkligen Parallelepiped sei der Schnittpunkt der Diagonalen der
Grundfliche mit der Mitte einer der Seitenkanten geradlinig verbunden. Beide
Punkte haben die Entfernung m voneinander. Diese Strecke bilde mit der Grund-
fliche den Winkel « und mit einer der Seitenflichen den Winkel § = 2«. Nehmen
Sie eine der anderen angrenzenden Seitenflichen als Grundfliche an, berechnen
Sie dann die Mantelfliche und das Volumen des Korpers! (Zeigen Sie, daB
& < 30° sein muB!)

Die Grundfliche eines geraden Prismas sei ein Trapez, das in einen Halbkreis
mit dem Radius r so einbeschrieben ist, daB die groBere Grundseite des Trapezes
der Durchmesser des Halbkreises, die kleinere die Sehne zu einem Bogen mit
dem Zentriwinkel 2« ist. Bestimmen Sie das Volumen des Prismas, wenn die
Diagonale der von einem Schenkel der Grundfliche begrenzten Seitenfldche
mit der Grundfiiche den Winkel « bildet!

Die Raumdiagonale eines rechtwinkligen Parallelepipeds habe die Linge d. Sie
bilde mit einer Seitenfliche den Winkel 8 = 90° — «. Die Ebene, die durch
diese Diagonale und durch eine sich mit ihr schneidende Seitenkante aufge-
spannt wird, bildet mit einer Seitenfliche den Winkel «. (Weisen Sie nach, daB
&« > 45° ist!). Bestimmen Sie das Volumen des Parallelepipeds!

In einem regelméaBigen dreiseitigen Prisma seien zwei Ecken der oberen Grund-
fliche mit den Halbierungspunkten der gegeniiberliegenden Seiten der unteren
Grundfliche verbunden. Der mit seiner Offnung der unteren Grundfliche zu-
gewandte Winkel zwischen den erhaltenen Geraden sei «. Die Grundkante habe
die Linge b. Bestimmen Sie das Volumen des Prismas!

In einem regelmiBigen dreiseitigen Prisma sei der Winkel zwischen der Dia-
gonale einer Seitenfliche und der anderen Seitenfliche gleich «. Berechnen Sie
die Mantelfliche des Prismas, wenn die Linge der Grundkante mit a gegeben
ist!
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661. Die Grundfliche eines geraden Prismas sei ein rechtwinkliges Dreieck 4BC mit
den Stiicken:

% BCA = 90°; ¥ CAB = «; Kathete AC = b.

Die Diagonale der durch die Hypotenuse AB der Cﬁundﬂiche begrenzten
Seitenfliche bildet mit der Seitenfliche, die zur Kathete AC gehért, den Winkel B.
Geben Sie das Volumen des Prismas an!

662. Die Oberfliche einer regelméiBigen vierseitigen Pyramide sei 4,. Zwei benach-
barte Seitenkanten bilden an der Spltze den Winkel «. Geben Sie die Hohe der
Pyramide an! .

663. In einer regelméBigen n-seitigen Pyramide sei der Winkel zwischen zwei Seiten-
kanten an der Spitze gleich «. Die Grundkante habe die Linge a. Bestimmen
Sie das Volumen!

664. Aus einem regelmiBigen vierseitigen Prisma entstehe durch den Schnitt mit
einer Ebene, die durch eine Diagonale der unteren Grundflache und durch einen
Eckpunkt der oberen Grundfliche verlduft, eine Pyramide mit der Oberfliche 4.
Gesucht ist die Oberfliche des Prismas, wenn der Winkel an der Spitze des
durch den Schnitt erhaltenen Dreiecks « ist.

665. Die Seitenkanten einer dreiseitigen Pyramide haben die gleiche Linge /. Von den
drei Winkeln zwischen diesen Kanten an der Spitze der Pyramide seien zwei
gleich «, der dritte gleich 3. Bestimmen Sie das Volumen der Pyramide!

666. Die Grundfliche einer Pyramide sei ein rechtwinkliges Dreieck, das gleichzeitig
die Projektion der durch eine seiner Katheten begrenzten Seitenfliche sei. Der
Winkel, der in der Ebene der Grundfliche dieser Kathete gegeniiberliegt, sei «,
wihrend der in der Ebene der Seitenfliche der gleichen Kathete gegeniiber-
liegende die GroBe # habe. Die Fliche der genannten Pyramidenseitenfiiiche sei
um 4 grofer als die Grundfliche. Bestimmen Sie die Flichendifferenz zwischen
den beiden anderen Seitenflichen und die Winkel, die die Seitenflichen mit der
Ebene der Grundfldche einschlieBen!

667. In einer dreiseitigen Pyramide seien zwei Seitenflichen gleichschenklige, recht-
winklige Dreiecke mit den Hypotenusen b. Die beiden Hypotenusen bilden mit-
einander den Winkel «. Bestimmen Sie das Volumen der Pyramide!

668. In einer Pyramide mit rechteckiger Grundfldche sei jede der Seitenkanten gleich /.
Einer der Winkel zwischen zwei benachbarten Kanten an der Spitze sei gleich «,
der andere gleich f. Berechnen Sie die Schnittfliiche der Pyramide mit der
Ebene, die durch die Winkelhalbierenden der Winkel f verlduft!
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672.
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674.

675.

In einem Parallelepiped seien die Lingen dreier Kanten, die von einer gemein-
samen Ecke ausgehen, gleich g, b und ¢. Die Kanten @ und b stehen aufeinander
senkrecht, wihrend die Kante ¢ mit jeder dieser beiden Kanten den Winkel &
einschlieBe. Bestimmen Sie das Volumen des Parallelepipeds, die Mantelfliche
und den Winkel zwischen der Kante ¢ und der Ebene der Grundfliche! (Fiir
welche Werte des Winkels « ist die Aufgabe sinnvoll?)

Alle Fldchen eines Parallelepipeds seien gleiche Rhomben mit den Seiten-
ldngen a und den spitzen Winkeln «. Berechnen Sie das Volumen des Parallel-
epipeds!

Die Grundfliche eines schiefen Parallelepipeds sei ein Rhombus 4BCD mit den
Seitenlédngen a und den spitzen Winkeln «. Die Kante AA, habe die Linge b
und bilde mit den Kanten AB und AD den Winkel p. Bestimmen Sie das Volumen
des Parallelepipeds!

In einem rechtwinkligen Parallelepiped verlaufe eine Ebene durch eine Dia-
gonale der Grundflache und durch eine Diagonale einer groBeren Seitenfliche
(beide Diagonalen schneiden einander in einer Ecke). Der Winkel zwischen
diesen Diagonalen sei gleich 8. Bestimmen Sie die GroBe der Mantelflache des
Parallelepipeds, die Schnittfliche und den Winkel, den die Schnittfliche mit
der Grundfliche einschlieBt! Gegeben sind der Radius des der Grundfliche
des Epipeds umbeschriebenen Kreises und der kleinere Winkel 2x zwischen den
Diagonalen der Grundflache.

Die Grundfliche eines geraden Prismas sei ein rechtwinkliges Dreieck ABC.
Der Radius des dem Dreieck umbeschriebenen Kreises sei gleich », und die
Kathete 4B gehore als Sehne zu einem Bogen mit dem Zentriwinkel 2y. Durch
die Diagonale der Seitenfliche, die durch die Kathete BC begrenzt ist, sei eine
Ebene senkrecht zu dieser Seitenfliche errichtet. Diese Ebene schneide die
Grundflichenebene unter dem Winkel p. Bestimmen Sie die Mantelfldche des
Prismas und das Volumen der ‘entstandenen vierseitigen Pyramide!

Die Grundfliche einer Pyramide sei ein Trapez, in dem die Schenkel und die
kleinere der Grundseiten untereinander gleich seien. Die groBere Grundseite sei
gleich @ und der stumpfe Winkel des Trapezes gleich «. Alle Seitenkanten der
Pyramide bilden mit der Ebene der Grundfliche den Winkel §. Bestimmen Sie
das Volumen der Pyramide!

Die Grundfliche einer Pyramide sei ein Trapez, dessen Diagonale senkrecht
auf einem Schenkel stehe und mit der Grundseite des Trapezes den Winkel &
einschlieBe. Alle Seitenkanten der Pyramide seien untereinander gleich lang. Die
Seitenflidche, die zur groBeren Grundseite des Trapezes gehort, habe die GroBe 4.
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In ihr liege der Winkel ¢ = 2« an der Spitze der Pyramide. Bestimmen Sie das
Volumen der Pyramide und die Winkel, die die Seitenflichen mit der Ebene
der Grundfliche bilden!

Die Grundfiiche einer Pyramide sei ein gleichseitiges Dreieck mit der Seiten-
linge a. Das Lot, von der Spitze der Pyramide auf die Grundfliche gefllt, gehe
durch einen der Eckpunkte der Grundfliche. Die Seitenfliche, die durch die
Seite des Grundflichendreiecks, die dem genannten Punkt gegeniiberliegt, ver-
l4uft, bilde mit der Grundflichenebene den Winkel g. Bestimmen Sie die Mantel-
fliche, wenn man eine der beiden gleichen Seitenflichen als Grundfliche der
Pyramide wihlt!

Die Grundfldche eines geraden Prismas sei ein gleichschenkliges Dreieck mit
der Schenkellinge @ und dem Basiswinkel «. Durch die Basis des Dreiecks in
der oberen Deckfliche und durch die gegeniiberliegende Ecke der unteren Deck-
fliche verlaufe eine Ebene, die mit der Ebene der Grundfliche den Winkel g
bilde. Bestimmen Sie die Mantelfléiche des Prismas und das Volumen der durch
den Schnitt entstandenen vierseitigen Pyramide!

Die Grundfldche einer Pyramide sei ein Quadrat. Zwei Seitenflichen stehen
senkrecht auf der Ebene der Grundfliche. Die beiden anderen schlieBen mit ihr
den Winkel « ein. Der Radius des Kreises, den man einer der senkrecht zur
Grundfliche stehenden Seitenflichen umschreiben kann, sei gleich r. Bestimmen
Sie die Oberfliche der Pyramide!

Die Grundfliche eines geraden Prismas sei ein rechtwinkliges Dreieck mit einer
Kathete ¢ und mit dem ihr gegeniiberliegenden Winkel . Durch den Scheitel
des rechten Winkels der unteren Grundfldche verlaufe parallel zur Hypotenuse
eine Ebene, die die gegeniiberliegende Seitenfliche unter dem Winkely = 90° — «
schneide. Bestimmen Sie das Volumen des Prismateiles, der zwischen der
unteren Grundfliche und der Schnittfliche liegt! Geben Sie ferner die GréBe
der Mantelfliche des Prismas an, wenn bekannt ist, daB die durch die Kathete a
begrenzte Seitenfliche genauso groB ist wie die Schnittfliche im Prisma! Unter-
suchen Sie, fiir welche Werte des Winkels « die Schnittebene die Seitenfliche
schneidet, die zur Hypotenuse der Grundfliche gehort!

Die Grundfliche einer Pyramide sei ein Rechteck. Eine Seitenkante stehe senk-
recht zur Ebene der Grundfléche. Zwei Seitenfliichen schlieBen mit der Grund-
fliche die Winkel « und § ein. Bestimmen Sie die Mantelfliche, wenn die Hohe A
der Pyramide gegeben ist!

Die Grundfliche .einer Pyramide sei ein rechtwinkliges Dreieck, bei dem ein
spitzer Winkel gleich o und der Radius des einbeschriebenen Kreises gleich r ist.
Jede Seitenfliche bilde mit der Grundfliche den Winkel «. Bestimmen Sie das
Volumen, die Mantel- und die Oberfliche der Pyramide!



682. Die Grundfliche eines Prismas ABCA,B,C; sei ein gleichschenkliges Dreieck
ABC (AB = AC und ¥ ABC = «). Der Eckpunkt B, der oberen Grundfiiche,
projiziert auf die Ebene der unteren Grundfliche, liefere als Bildpunkt den Mittel-
punkt des Kreises mit dem Radius r, der der Grundfliche einbeschrieben ist.
Durch die Seite AC der Grundfléiche und durch den Eckpunkt B, wird eine Ebene
festgelegt, die die Ebene der Grundfliche unter dem Winkel o schneide. Berech-
nen Sie die Oberfliche der entstandenen dreiseitigen Pyramide ABCB, und das
Volumen des Prismas!

683. Die Grundfldche einer Pyramide sei ein rechtwinkliges Dreieck. Die Hohe der
Pyramide verlaufe durch den Schnittpunkt der Hypotenuse mit der Winkel-
halbierenden des rechten Winkels der Grundfliche. Die Seitenkante, die durch
den Scheitel des rechten Winkels gehe, bilde mit der Ebene der Grundfliche den
Winkel «. Bestimmen Sie das Volumen der Pyramide und die Winkel, die die
Seitenflichen mit der Ebene der Grundfliche einschlieBen, wenn die Winkel-
halbierende des rechten Winkels der Grundfliche die Linge m hat und mit der
Hypotenuse den Winkel 45° + « bildet!

684. Die Grundflache einer Pyramide sei ein Rhombus mit der Seitenlinge a. Zwei
benachbarte Seitenflichen bilden mit der Ebene der Grundfliiche den Winkel o,
die dritte Fliche schlieBe mit-der Grundfliche den Winkel B ein. (Zeigen Sie,
daB auch die vierte Fliche die Grundfiiche unter diesem Winkel schneidet N
Die Hohe der Pyramide sei 4. Berechnen Sie das Volumen und die Oberfliche
der Pyramide!

685. Die Grundfliche einer vierseitigen Pyramide sei ein Rhombus, dessen Seiten-
linge @ und dessen spitzer Winkel & gegeben seien. Die Ebenen, die durch die
Spitze der Pyramide und durch die Diagonalen der Grundfliche festgelegt sind,
schneiden die Ebene der Grundfliche unter den Winkeln @ und . Bestimmen
Sie das Volumen der Pyramide, wenn ihre Hohe eine Seite der Grundfliche
schneidet!

686. Die Grundfléche eines schiefen Prismas sei ein rechtwinkliges Dreieck 4BC mit
einer Kathete BC = a. Wenn man den Eckpunkt C, der oberen Grundfliche
auf die Ebene der unteren Grundfliche projiziert, erhalt man als Bildpunkt den
Halbierungspunkt der Kathete BC. Die Seitenflichen, die durch die Kathete BC
und durch die Hypotenuse AC begrenzt sind, bilden miteinander den Winkel «.
Die Seitenkanten schlieBen mit der Ebene der Grundfliche den Winkel B ein.
Bestimmen Sie die Mantelfliche des Prismas!

687. Die Grundﬂache des Prismas ABCA,B,C, sei ein gleichschenkliges Dreieck
ABC (4B = ACund ¥ CAB = 2x). Projiziert man den Eckpunkt 4, der oberen
Grundfldche auf die untere, so erhilt man den Mittelpunkt des Kreises mit
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de_m Radius r, der der unteren G_rundﬁﬁche umbeschrieben ist. Die Seitenkante
AA, bilde mit der Grundkante 4B den Winkel 2x. Bestimmen Sie das Volumen
und die Mantelfléiche des Prismas!

Bestimmen Sie das Volumen einer regelméBigen vierseitigen Pyramide, deren
Seitenkanten die Ldnge / haben! Der Winkel zwischen zwei benachbarten
Seitenflichen sei gleich £.

Von einem regelméBigen vierseitigen Pyramidenstumpf seien folgende Stiicke
bekannt:

die Linge der Raumdiagonale d, der Winkel « zwischen der unteren Grundflache
und einer Seitenfliche sowie die Héhe /.

Berechnen Sie das Volumen des Pyramidenstumpfes!

Die Seitenkante eines regelméBigen vierseitigen Pyramidenstumpfes habe die
Linge /. Sie bilde mit der Grundfldiche den Winkel . Die Raumdiagonale des
Pyramidenstumpfes stehe senkrecht auf ihrer Seitenkante. Bestimmen Sie das
Volumen des Pyramidenstumpfes!

Die Hohe eines regelméBigen vierseitigen Pyramidenstumpfes sei 4. Raum-
diagonale und Seitenkante des Stumpfes bilden mit der Ebene der Grundfiiche
die Winkel § und «. Bestimmen Sie die GroBe der Mantelfliche!

Die Seitenldngen der Grundflichen eines regelméBigen vierseitigen Pyramiden-
stumpfes seien a und a \/5 Die Seitenfliche bilde mit der Ebene der Grund-
fliche den Winkel p. Bestimmen Sie das Volumen und die Oberfliche des
Pyramidenstumpfes !

In eine regelméBige vierseitige Pyramide sei ein Wiirfel so einbeschrieben, daB
vier seiner Eckpunkte auf den Seitenkanten, die restlichen vier in der Grund-
fliche der Pyramide liegen. Bestimmen Sie die Kantenldnge des Wiirfels, wenn
die Hohe 4 der Pyramide und die Seitenkantenlinge / gegeben sind!

In eine regelmiBige vierseitige Pyramide sei ein Wiirfel so einbeschrieben, daB
seine Ecken auf den Symmetrieachsen der Grundflache und der Seitenflichen
liegen. Berechnen Sie das Verhiltnis zwischen dem Volumen der Pyramide und
dem Volumen des Wiirfels, wenn der Winkel & zwischen der Hohe der Pyramide
und einer Seitenfliche gegeben ist! ’

Die Grundfliche einer Pyramide sei ein rechtwinkliges Dreieck mit den Ka-
theten 6cm und 8 cm. Die Spitze der Pyramide habe von der Ebene der Grund-
fliche einen Abstand von 24 cm, und ihre Projektion auf die Ebene der Grund-
fliche liege im Innern der Grundfliche. Berechnen Sie die Kantenldnge des
Wiirfels, von dem vier Ecken in der Ebene der Grundfliche der gegebenen



Pyramide liegen und dessen Kanten parallel zu den Katheten des Grundfidchen-
dreiecks verlaufen! Die vier anderen Eckpunkte des Wiirfels hegen auf den
Seitenflichen der gegebenen Pyramide.

696. In einer regelmiBigen vierseitigen Pyramide sei der Winkel x zwischen der
Grundfliche und den Seitenflichen gegeben. Durch eine Kante, auf der der
Scheitel eines Winkels « liege, verlaufe eine Ebene, die mit der Grundfiiche den
Winkel § bilde. Die Linge der Grundkante sei gleich a. Bestimmen Sie die
GroBe der Schnittfliche!

697. Von einer regelmdBigen vierseitigen Pyramide sei die Grundkante a gegeben.
Seitenflichen und Grundflache schneiden einander unter dem Winkel . Durch
zwei gegeniiberliegende Seiten der Grundfliiche verlaufen zwei Ebenen, die
sich unter einem rechten Winkel schneiden. Bestimmen Sie die Linge der Schnitt-
strecke, die innerhalb der Pyramide liegt, wenn bekannt ist, daB sie die Achse
der Pyramide schneidet!

698. In einer regelmiBigen vierseitigen Pyramide verlaufe eine Ebene durch einen
Eckpunkt der Grundfliche senkrecht zur gegeniiberliegenden Seitenkante. Be-
stimmen Sie die Schnittfliche, wenn die Grundkante a der Pyramide gegeben
ist! Ferner bilde die Seitenkante mit der Grundfliche den Winkel @. (Weisen |
Sie nach, daB ¢ > 45° gilt!)

699. Ein regelmiBiges vierseitiges Prisma werde von einer Ebene so geschnitten, daB
die Schnittfigur ein Rhombus mit dem spitzen Winkel « ist. Bestimmen Sie den
Winkel zwischen der gesuchten Ebene und der Ebene der Grundfliche!

700. Die Grundfliche eines geraden Parallelepipeds sei ein Rhombus mit dem spitzen
Winkel &. Unter welchem Winkel muB eine zu bestimmende Ebene die Grund-
fldchenebene schneiden, damit die Schnittfliche ein Quadrat ist, dessen Ecken
auf den Seitenkanten liegen?

701. Ein gerades Parallelepiped, dessen Grundfliche ein Rhombus mit der Seiten-
linge a und dem spitzen Winkel « sei, werde von einer Ebene, die durch den
Scheitel eines Winkels der GroBe « verlduft, so geschnitten, daB als Schnitt-

fliche ein Rhombus mit dem spitzen Winkel & entsteht. Bestimmen Sie die
GroBe der Schnittfliche! 2

702. Die Kanten eines Tetraeders haben die Linge 5. Durch die Mitte einer Kante
sei eine Ebene so gelegt, daB sie parallel zu zwei sich nicht schneidenden Kanten
verlduft. Berechnen Sie die GroBe der erhaltenen Schnittflsiche !

703. Eine Pyramide besitze als Grundfldche ein rechtwinkliges Dreieck mit der einen
Kathetenlénge a. Eine der Seitenkanten der Pyramide stehe senkrecht auf der
Grundflichenebene, die beiden anderen bilden mit ihr die gleichen Winkel «.
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Eine Ebene, die senkrecht auf der Grundfliche steht, schneide die Pyramide
so, daB die Schnittfliche ein Quadrat ist. Bestimmen Sie die Fliche dieses
Quadrates!

In einem regelmiBigen vierseitigen Pyramidenstumpf seien die Seitenlédngen a
und 3a der oberen bzw. unteren Grundfliche gegeben. Die Seitenflichen bilden
mit der unteren Grundfliche den Winkel «. Durch eine Seite der oberen Grund-
flache verlaufe eine Ebene parallel zur gegeniiberliegenden Seitenfliche. Be-
stimmen Sie das Volumen des vierseitigen Prismas, das vom gegebenen Pyra-
midenstumpf abgeschnitten wurde, und die Oberfliche des verbleibenden Rests!

Durch einen Punkt, der auf einer Seitenkante eines regelmiBigen dreiseitigen
Prismas mit der Grundkantenlinge a liege, verlaufen zwei Ebenen. Eine von ihnen
verlaufe durch die Grundkante des Prismas unter dem Winkel & zur unteren
Grundfiiche, die andere durch die Seite der oberen Grundfliche, die zur ge-
nannten Grundkante parallel verlduft. Die obere Grundfliche werde von der
zweiten Ebene unter dem Winkel B geschnitten. Bestimmen Sie das Volumen
des Prismas und die Summe der entstandenen Schnittfiichen!

In einem regelmiBigen vierseitigen Prisma verlaufe eine Ebene durch die Mitten
zweier benachbarter Grundkanten. Diese Ebene schneide drei Seitenkanten
und bilde mit der Grundfiichenebene den Winkel «. Bestimmen Sie die Fliche
des erhaltenen Schnittes und seinen spitzen Winkel! Die Seite der Grundfiiche
des Prismas habe die Lange b.

Die Grundfliche eines geraden Prismas sei ein gleichschenkliges Trapez mit
dem spitzen Winkel . Dieses Trapez sei einem Kreis mit dem Radius r um-
beschrieben. Durch einen Schenkel der unteren Grundfliche und durch den
gegeniiberliegenden Scheitelpunkt des spitzen Winkels der oberen Grundfliche
werde eine Ebene aufgespannt, die mit der unteren Grundfliche den Winkel &
bilde. Bestimmen Sie die GroBe der Mantelfliche des Prismas und die GroBe
der entstehenden Schnittfliche!

Die Grundfidche eines geraden Prismas ‘ABCA,B,C; sei ein gleichschenkliges
Dreieck ABC mit dem Winkel « an der Basis BC. Die Mantelfléiche des Prismas
sei 4. Bestimmen Sie die GroBe der Fliche, die durch den Schnitt des Prismas
mit einer Ebene, welche durch die Diagonale der Seitenfliche BCC, B, par-
allel zur Hohe 4D der Grundfliche des Prismas verlduft, entsteht! Die Ebene
bilde mit der Ebene der Grundfliche den Winkel §. '

Die Grundfiiche eines geraden Prismas ABCA,B,C, sei ein rechtwinkliges
Dreieck ABC mit dem Winkel y an der Ecke C (y < 45°). Die Differenz der
beiden zu den Katheten BC und AB gehorenden Seitenfldchen sei gleich 4.
Geben Sie die GroBe der Schnittfliche des Prismas mit einer Ebene an, die mit



der Ebene der unteren Grundfliche den Winkel ¢ bildet und durch drei Punkte
bestimmt ist:

Scheitelpunkt C; des Winkels y der oberen Grundfliiche;

Mittelpunkt der Seitenkante 44, ;

Punkt D, der in der Ebene der unteren Grundfiiche symmetrisch zu C beziiglich
der Kathete 4B liegt!

710. Die sich nicht schneidenden Diagonalen zweier benachbarter Seitenfldchen eines
rechtwinkligen Parallelepipeds schlieBen mit der Ebene der unteren Grundfliche
die Winkel « und § ein. Bestimmen Sie den Winkel zwischen diesen Diagonalen!

711. Gegeben seien drei ebene Winkel der rdumlichen Ecke SABC:
XCSB=o; ¥ CSA=PB; & BSA=y.
Geben Sie die GroBe der Winkel zwischen den drei begrenzenden Ebenen an!

712. Ein Winkel zwischen zwei Ebenen einer rdumlichen Ecke sei gleich €. Die zu-
gehorigen ebenen Winkel der beiden Ebenen in der rdumlichen Ecke haben die
GroBen « und f. Bestimmen Sie den dritten ebenen Winkel!

713. In einer rdumlichen Ecke seien drei ebene Winkel 45°; 60° und 45° gegeben.
Bestimmen Sie den Winkel zwischen den beiden Ebenen, zu denen die Winkel
von 45° gehoren!

714. Auf der Schnittgeraden zweier Ebenen sei die Strecke 4B gegeben. Auf einer
der Ebenen liege ein Punkt M. Die Gerade durch A, die mit AB den Winkel «
bildet und in der Ebene von M verlduft, schneide die Gerade, die durch B senk-
recht zu AB verlaufe, im Punkt M. Bestimmen Sie die GroBe des Winkels

zwischen den Ebenen, wenn die Gerade AM mit der anderen Ebene den Winkel 8
bildet!

715. Gegeben seien zwei windschiefe Geraden g, und g,, die einen Winkel @' mit-
einander bilden. Ihr gemeinsames Lot habe die Linge PQ = h. Auf der Geraden
g liege der Punkt 4 und auf der Geraden g, der Punkt B so, daB von ihnen
die Strecke 7’6 unter den Winkeln « und § gesehen werde. Bestimmen Sie die
Linge der Strecke AB!

716. Auf zwei senkrecht zueinander verlaufenden windschiefen Geraden, deren Ab-
stand PQ = h ist, seien zwei Punkte 4 und B gegeben, von denen der Abstand
PQ unter den Winkeln « und nd 8 gesehen werde. Bestimmen Sie den Winkel zwi-
schen 4B und der Strecke PQ!

! Zum Winkel zweier windschiefer Geraden siche Losung dieser Aufgabe!
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717. Eine Schnittebene teile die Seitenkanten einer dreiseitigen Pyramide in den
Verhéltnissen:
m, omy My

B

ny  np ng

(von der Pyramidenspitze gerechnet).

In welchem Verhaltnis teilt die Ebene das Volumen der Pyramide?

718. Die Lote von der Mitte der Hohe einer regelméBigen vierseitigen Pyramide auf
die Seitenkanten haben die Linge a, die auf die Seitenflichen die Linge &.
Bestimmen Sie das Volumen der Pyramide!



10. Rotationskdrper

719. Die Mantellinie eines Kegels habe die Lange / und bilde mit der Ebene der
Grundfliche den Winkel 60°. Bestimmen Sie das Volumen des Kegels!

720. Die Linge der Mantellinie eines Kegels sei gleich / und der Umfang der Grund-
fliche gleich c. Bestimmen Sie sein Volumen!

721. Die Abwicklung der Mantelfliche eines Zylinders ergebe ein Quadrat mit der
Seitenlinge a. Bestimmen Sie das Volumen des Zylinders!

722. Die Mantelfliche eines Zylinders ergebe, wenn sie abgewickelt wird, ein Recht-
eck, in dem die Diagonalen die Linge 4 haben. Die Diagonalen bilden mit den
Seiten, die durch Abwicklung der Grundflichenkreise entstehen, den Winkel «.
Bestimmen Sie das Volumen des Zylinders!

723. Der Winkel an der Spitze des Achsenschnittes eines Kegels sei 2o. Die Summe
der Lingen seiner Hohe und einer Mantellinie sei gleich m. Bestimmen Sie das
Volumen und die Oberfliche des Kegels!

724, Das Volumen eines Kegels sei gleich V. Seine Hohe sei in drei gleiche Teile
geteilt, und durch diese Punkte verlaufen Ebenen parallel zur Ebene der Grund-
fliche. Bestimmen Sie das Volumen des mittleren Teiles!

725. Bestimmen Sie das Volumen eines Kegels, wenn in seiner Grundfliche eine
Sehne der Linge a liegt, die zum Zentriwinkel « gehort! Die Héhe des Kegels
bilde mit einer Mantellinie den Winkel 8.

726. Auf ein und derselben Grundfliche seien zwei Kegel (einer innerhalb des
anderen) errichtet. Der Winkel zwischen der Hohe und der Mantellinie des
kleineren Kegels sei «, der zwischen der Hohe und der Mantellinie des gréBeren
Kegels f. Die Differenz der Hohen beider Kegel habe den Wert 4. Bestimmen
Sie das Volumen, das zwischen den Kegelménteln eingeschlossen ist!

727. Die Mantelfliche eines Kegels habe die GroBe 4,,, die Oberfliche die GroBe 4, .
Berechnen Sie den Winkel zwischen der Hohe und einer Mantellinie im Kegel!
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Die Mantclfliche eines Kegels ergebe, in die Ebene abgewickelt, einen Kreis-
sektor mit dem Winkel « und der Sehnenlidnge a. Bestimmen Sie das Volumen
des Kegels!

Durch die Spitze eines Kegels verlaufe eine Ebene unter dem Winkel ¢ zur
Grundflache geneigt. Sie schneide aus dem Grundfldchenkreis einen Bogen aus,
der zum Zentriwinkel « gehore. Die Ebene habe vom Mittelpunkt der Grund-
fliche den Abstand a. Berechnen Sie das Volumen des Kegels!

Die Grundfliche eines Kegels sei einem Quadrat mit der Seitenlinge a um-
beschrieben. Die Ebene, die durch die Spitze des Kegels und durch eine Seite
des Quadrates verlduft, ergibt als Schnittfigur mit der Oberfliche des Kegels
ein Dreieck mit dem Winkel « an der prtze Berechnen Sie das Volumen und
die Oberflache des Kegels!

Die Mantellinie eines Kegelstumpfes, die die Linge / habe, bilde mit der Ebene
der unteren Grundfliche den Winkel « und stehe senkrecht auf der Geraden,
die den oberen Endpunkt von / mit dem unteren Endpunkt der gegeniiber-
liegenden Mantellinie verbinde. Bestimmen Sie die GroBe der Mantelfliche
des Kegelstumpfes!

Gegeben sei ein Kegel mit dem Volumen V. Seine Mantellinie bilde mit der
Ebene der Grundfliche den Winkel «. In welcher Hohe muB eine Ebene senk-
recht zur Achse des Kegels verlaufen, damit ihr Schnitt mit dem Kegel

a) die Mantelfldche des Kegels;
b) die Oberfliche des Kegels halbiert?

Bestimmen Sie das Volumen und die Oberfliche eines Kugelsektors, der aus
einer Kugel mit dem Radius r ausgeschnitten wurde, wenn dessen Achsen-
schnitt den Winkel & aufweist!

Ein Kugelsegment einer Kugel mit dem Radius r habe die Oberfliche 4,. Be-
rechnen Sie seine Hohe!

Die Fléche eiries Dreiecks ABC sei gleich A. Seine Seite AC = b und der Winkel
CAB = « seien bekannt. Bestimmen Sie das Volumen des Korpers, den man
durch Drehung des Dreiecks ABC um die Seite AB erhilt!

Von einem Dreieck seien die Seite @ und die Winkel # und y gegeben. Bestimmen
Sie das Volumen des Korpers, den man durch Drehung des Dreiecks um die
gegebene Seite erhdlt!

Ein Rhombus mit der gréBeren Diagonale d und einem spitzen Winkel y wird
um die Achse gedreht, die durch eine Ecke des Rhombus senkrecht zur groBeren
Diagonale auBerhalb der Figur verliuft. Bestimmen Sie das Volumen des
Rotationskorpers!
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Von einem Dreieck seien die Seiten b, ¢ und der Winkel o zwischen ihnen ge-
geben. Dieses Dreieck werde um eine Achse gedreht, die auBerhalb des Drei-
ecks durch den Scheitel des Winkels « verlaufe und mit den Seiten 5 und.c
gleiche Winkel bilde. Bestimmen Sie das Volumen des Rotationskdrpers!

In einem glei'chschenkligen Trapez mogen die Diagonalen senkrecht auf den
Schenkeln stehen. Die Schenkel haben die Léiinge 4 und bilden mit der groBeren
Grundseite den Winkel «. Bestimmen Sie die Oberfliche des Korpers, der
durch Drehung des Trapezes um die groBere Grundseite entsteht!

Durch die Spitze cines Kegels sollen zwei Ebenen verlaufen. Eine von ihnen
bilde mit der Ebene der Grundfiéiche des Kegels den Winkel & und schneide
die Grundfldche in einer Sehne der Linge a. Die andere bilde mit der Ebene
der Grundfliche den Winkel 8 und schneide die Grundfliche in einer Sehne
der Linge b. Bestimmen Sie das Volumen des Kegels!

Ein Kegel sei einer Kugel umbeschrieben. Bestimmen Sie das Volumen der
Kugel, wenn die Linge / der Mantellinie des Kegels und der Winkel «, den sie
mit der Ebene der Grundfidche bildet, bekannt sind!

Eine Gerade sei Tangente an den Mantel eines Kegels. Sie bilde mit der Mantel-
linie, die durch den Beriihrungspunkt verlaufe, den Winkel @. Welchen Winkel @
bildet diese Gerade mit der Ebene E der Grundfiiche des Kegels, wenn die
Mantellinie mit der Ebene E den Winkel & bildet?

Ein stumpfwinkliges Dreieck, dessen spitze Winkel o und  und dessen kleinste
Hohe h bekannt seien, werde um die Seite, dic dem Winkel 8 gegeniiberliege,
gedreht. Geben Sie die Oberfliche des Rotationskorpers an!

Ein kegelférmiges GefiB, das auf der Spitze steht und dessen Achsenschnitt
ein gleichseitiges Dreieck ist, sei génzlich mit Wasser gefiillt. Ferner soll sich
in ihm eine Kugel mit dem Radius r befinden, die die Wasseroberfliche und
den Kegelmantel beriihrt. Bestimmen Sie die Hohe des Wasserstandes nach dem
Entfernen der Kugel aus dem Wasser!

In’ einem Kegel, dessen Radius der Grundfliche gleich r ist und dessen Mantel-

linie mit der Grundfiiche den Winkel ;ﬁ bildet, sei ein gerades dreiseitiges

Prisma so einbeschrieben, daB die untere Grundfliche des Prismas in der Grund-
fliche des Kegels liege und die Ecken der oberen Grundfliche des Prismas auf
der Mantelfliche des Kegels liegen. Bestimmen Sie die Mantelfliche des Pris-
mas, wenn seine Grundfliche ein rechtwinkliges Dreieck mit einem spitzen
Winkel « ist! Die Hohe des Prismas sei gleich dem Radius des Schnittes des
Kegels mit der Ebene der oberen Grundfldche des Prismas.
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In eine dreiseitige Pyramide, deren Grundfliche ein gleichseitiges Dreieck mit
der Seitenliinge a ist, sei ein Zylinder so einbeschrieben, daB sich seine untere
Grundfliche in der Grundfliche der Pyramide befindet, wihrend der Rand der
oberen Grundfliche alle Seitenflichen der Pyramide beriihrt. Bestimmen Sie
das Volumen des Zylinders und das Volumen derjenigen Pyramide, die von der
urspriinglichen durch den Schnitt der Ebene der oberen Grundfliche abgetrennt

wird! Es sei ferner bekannt, daB die Hohe des Zylinders g betrigt, daBl eine

der Seitenkanten der Pyramide senkrecht auf der Ebene der Grundfliche steht
und daB eine Seitenfliche mit der Grundfliche den Winkel « bildet. (Zeigen
Sie, fiir welche Werte von « die Aufgabe 15sbar ist!)

In eine Kugel mit dem Radius r sei ein gerades dreiscitiges Prisma einbe-
schrieben. Die Grundfliche dieses Prismas sei ein rechtwinkliges Dreieck mit
einem spitzen Winkel x, die groBte Seitenfliche ein Quadrat. Bestimmen Sie
die GréBe des Prismenvolumens!

Die Grundfliche einer Pyramide sei ein Rechteck mit dem spitzen Winkel x
zwischen den Diagonalen. Die Seitenkanten bilden mit der Ebene der Grund-
fliche den Winkel ¢. Bestimmen Sie das Volumen der Pyramide, ‘wenn der
Radius der Kugel, die der Pyramide umbeschrieben ist, gleich r ist!

Der Radius der Grundfliche eines Kegels sei r, der Winkel an der Spitze des
Achsenschnittes gleich «. Berechnen Sie das Volumen der regelméBigen drei-
seitigen Pyramide, die dem Kegel umbeschrieben ist!

In einen Kegelstumpf sei eine Kugel mit dem Radius r einbeschrieben. Die
Mantellinie des Kegelstumpfes bilde mit der Grundfiiche den Winkel «. Be-
stimmen Sie die Mantelfliche des Kegelstumpfes!

. Einer Kugel mit dem Radius r sei ein Kegelstumpf umbeschrieben. Seine

Mantellinie bilde mit der Grundfliche den Winkel «. Bestimmen Sie die Ober-
fliche des Kegelstumpfes!

Einem Kegelstumpf sei eine Kugel mit dem Radius r einbeschrieben. Die Mantel-
linie des Stumpfes bilde mit der Ebene der Grundfliche den Winkel «. Be-
stimmen Sie das Volumen des Kegelstumpfes!

Durch einen Punkt auf der Oberfliche einer Kugel mit dem Radius r seien
drei Sehnen gleicher Linge so konstruiert, daB jede mit jeder den Winkel
bildet. Berechnen Sie die Linge der Sehnen!

In eine Kugel mit dem Radius r sei ein Kegelstumpf einbeschrieben. Seine
beiden Grundflichen schneiden von der Kugel zwei Segmente ab, zu deren



755.

756.

757.

Achsenschnitten die Zentriwinkel « und f gehoren. Bestimmen Sie die GroBe
der Mantelfliche des Kegelstumpfes!

Die Seitenflichen einer regelmiBigen vierseitigen Pyramide bilden mit der
Grundfliche den Winkel «. Die Symmetrieachsen der Seitenflichen der Pyra-
mide haben die Linge m. Berechnen Sie die Oberfliche des Kegels, der der
Pyramide einbeschrieben ist, und bestimmen Sie den Winkel, den die Seiten-
kanten der Pyramide mit der Grundfliche bilden!

Einer regelméiBigen sechsseitigen Pyramide sei ein Kegel umbeschrieben. Be-
stimmen Sie sein Volumen, wenn die Kanten der Pyramide die Linge / haben
und zwei benachbarte Seitenkanten sich jeweils unter dem Winkel « schneiden!

In ecine regelmiBige dreiseitige Pyramide sei ein Kegel einbeschrieben. Be-

. stimmen Sie das Volumen des Kegels, wenn die Kantenlinge der Pyramide /

758.

759.

760.

761.

762.

betrigt und wenn zwei benachbarte Seitenkanten miteinander den Winkel &
bilden!

In eine Kugel sei ein Kegel einbeschrieben, dessen Volumen gleich einem Viertel
des Volumens der Kugel ist. Die Hohe des Kegels sei h. Berechnen Sie das
Volumen der Kugel!

In ein regelmaBiges dreiseitiges Prisma sei eine Kugel so einbeschrieben, da3
sie die drei Seitenflichen und die Grundflichen des Prismas beriihrt. Bestimmen
Sie das Verhiltnis zwischen der Oberfliche der Kugel und der des Prismas!

Eine Kugel mit dem Radius 7 sei einer Pyramide einbeschrieben. Die Grund-
fliche der Pyramide sei ein Rhombus mit dem spitzen Winkel «. Die Seiten-
flichen der Pyramide bilden mit der Ebene der Grundfiiche den Winkel ¢.
Berechnen Sie das Volumen der Pyramide!

In eine regelmiBige vierseitige Pyramide sei eine Halbkugel so einbeschrieben,
daB ihre ebene Fliche parallel zur Grundfliche verlduft, wihrend die gekriimmte
Fliche die Grundfliche der Pyramide beriihrt. Bestimmen Sie die Oberfliiche
der Pyramide, wenn ihre Seitenflichen mit der Grundfliche den Winkel & bilden
und der Radius r der Halbkugel gegeben ist!

In eine regelmaBige vierseitige Pyramide sei eine Halbkugel so einbeschrieben,
daB ihre ebene Fliche in der Grundfliche der Pyramide liegt, wihrend die ge-'
kriimmte Fliche die Seitenflichen der Pyramide beriihrt. Bestimmen Sie das
Verhiltnis zwischen der Oberfliche der Halbkugel und der Oberfliche der
Pyramide und das Volumen der Halbkugel, wenn die Seitenflichen der Pyramide
mit der Ebene der Grundfliche den Winkel « bilden und wenn die Differenz
zwischen der Grundkante der Pyramide und dem Durchmesser der Halbkugel
den Wert m hat!
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In einem Kegel mit dem Grundflichenradius r, und dem Winkel & zwischen
der Hohe und einer Mantellinie befinde sich eine Kugel, die die Grundfiiche
und die Mantelfliche des Kegels beriihrt. Bestimmen Sie das Volumen des
Kegelteiles, der iiber der Kugel liegt!

Die Oberfliche eines geraden Kreiskegels sei #n-mal groBer als die Oberfliche
der dem Kegel einbeschriebenen Kugel. Unter welchem Winkel schneidet die
Mantellinie des Kegels die Ebene der Grundfiiche?

In einen Kegel sei eine Kugel einbeschrieben. Das Verhiltnis der beiden Volu-
mina sei gleich n. Bestimmen Sie den Winkel zwischen der Mantellinie des
Kegels und der Grundfliche, und iiberpriifen Sie das Resultat fiir n = 4!

Berechnen Sie den Winkel zwischen der Achse und einer Mantellinie des Kegels,
dessen Oberfliche n-mal grofer ist als die Fliche seines Achsenschnittes!

In einen Kegel sei eine Halbkugel einbeschrieben. Ihre ebene Fliche liege in
der Grundflache des Kegels. Bestimmen Sie den Winkel an der Spitze des Kegels,
wenn sich die Oberfliche des Kegels zur gekriimmten Oberfliche der Halb-
kugel wie 18 : 5 verhilt!

Bestimmen Sie den Winkel zwischen der H6he und der Mantellinie eines Kegels,

wenn bekannt ist, daB das Volumen des Kegels gleich dem 1—:1;-fachen des Volu-

mens der Halbkugel ist, die in den Kegel so einbeschrieben wurde, daB die
ebene Fliche der Halbkugel in der Grundfiiche des Kegels liegt und die Kugel-
kappe die Mantelfliche des Kegels beriihrt!

Berechnen Sie den Winkel zwischen der Hohe und der Mantellinie des Kegels,
dessen Mantelfliche durch den Schnitt mit einer Kugelfldche, deren Mittelpunkt
die Spitze des Kegels und deren Radius gleich der Héhe des Kegels ist, in zwei
gleich groBe Teile zerlegt wird!

Ein Kegel mit der H6he /, und mit dem Winkel & zwischen der Hohe und einer
Mantellinie soll durch eine Kugelfliche, deren Mittelpunkt die Spitze des Kegels
ist, so geschnitten werden, daB das Kegelvolumen halbiert wird. Bestimmen
Sie den Radius der Kugel!

Die Hohe eines Kegels sei Durchmesser einer Kugel. Die Spitze des Kegels
und der Mittelpunkt seines Grundkreises liegen dann auf der Kugeloberfliche.
Berechnen Sie das Volumen des Kugelteils, der auBerhalb des Kegels liegt!
Der Winkel zwischen der Hohe des Kegels und einer Mantellinie sei .

Gegeben seien zwei Kugeln um M und M,, die sich auBen beriihren und einem
gemeinsamen Kegel einbeschrieben sind. Berechnen Sie die Oberfliche des
Kegelstumpfes, dessen Grundflichen die Berithrungskreise der Kugeln mit der
Kegelfliche sind! Die Radien der Kugeln seien r und r,.



773. Auf einem Tisch liegen vier Kugeln mit dem Radius r. Die Kugeln beriihren
sich gegenseitig so, daB man auf die entstehende mittlere Liicke eine fiinfte
Kugel mit dem gleichen Radius legen kann. Berechnen Sie den Abstand des
hochsten Punktes dieser fiinften Kugel von der Tischebene!

774. Bestimmen Sie den Winkel an der Spitze des Achsenschnittes des Kegels, der
vier gleichen Kugeln umbeschrieben ist! Die Kugeln sollen so angeordnet sein,
daB jede Kugel drei andere beriihrt.

775. Die Flichen eines regelméBigen dreiseitigen Pyramidenstumpfes beriihren eine
Kugel. Berechnen Sie den Wert des Verhéltnisses zwischen der Oberfliche der
Kugel und der Oberfliche des Pyramidenstumpfes, wenn die Seitenflichen der
Pyramide mit der Ebene ihrer Grundfliche den Winkel « bilden!

776. In einen Kegel sei ein Zylinder einbeschrieben. Die Hohe des Zylinders sei
gleich dem Radius der Grundfliche des Kegels. Geben Sie die GroBe des Winkels
zwischen der Achse des Kegels und der Mantellinie an, wenn sich die Ober-
flache des Zylinders zur Grundfliche des Kegels wie 3 : 2 verhalt!

777. Der Radius einer Kugel, die einer vierseitigen regelmiBigen Pyramide einbe-
schrieben ist, sei gleich . Der Winkel zwischen zwei benachbarten Seitenflichen
der Pyramide habe die GroBe x. Bestimmen Sie das Volumen der Pyramide,
deren Spitze im Zentrum der Kugel liegt, wenn die Eckpunkte ihrer Grundfiziche
die vier Beriihrungspunkte der Kugel mit den Seitenflichen der gegebenen
Pyramide sind!

778. In einem Kegel befinde sich eine Kugel mit dem Radius r. Sie beriihre die
Mantel- und die Grundfliche des Kegels. Bestimmen Sie das Volumen des
Kegels, wenn bekannt ist, da3 die der Spitze nichste Ebene, die die gegebene
Kugel beriihrt und senkrecht auf einer der Mantellinien des Kegels steht, von der
Spitze des Kegels den Abstand d hat!

779. Die Kante eines Wiirfels habe die Linge a, die Strecke 4B sei Raumdiagonale
dieses Wiirfels. Bestimmen Sie den Radius der Kugel, die drei Flichen, deren
gemeinsamer Punkt 4 ist, und gleichzeitig die drei Kanten, die sich in Bschneiden,
beriihrt. Bestimmen Sie die Oberfliche der Kugelteile, die auBerhalb des Wiirfels
liegen! '

780. In einem Tetraeder! mit der Kantenlinge a sei eine Kugel so untergebracht,
daB sie alle Kanten des Tetraeders beriihrt. Bestimmen Sie den Radius dieser
Kugel und das Volumen der Kugelteile, die auBerhalb des Tetraeders liegen!

! Siehe FuBnote auf Seite 18.
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11. Trigonometrische Umformungen

Zeigen Sie die Richtigkeit folgender Identitéiten!

781. sec (i{ + zx) sec (Z - zx) = 2sec 2

sin 2x + B)
' sin &

782

sin 8

—2cos(x + ff) = —

sin &

783. 2(cosec 2x + cot 2x) = mt; - tanz

cos & + sin &
784 ———————
CoOSx — sSIn o

cos & + sino
785, ——M8M8MM—
cosa — sinx

786. sin’ (g + zx)

2 cos’

787.

= tan (45" + «x)

= tan 2 + sec 2x

_ sin? (it _ V) _ sin2x
8 V2

x—1

788, tan’ C-: - (x)

cos 20

790.

1. 1 + sin 2 _

cos 2

42

2tan (2 — o) -sin? (T +
4 4

_ 1 —sin2«
1 + sin 2«
=Lty

cot’x — tan®*a 4

sinx + cos (28 — &)

" cos o — sin (26 — &) - cot(i —ﬂ)

l_ttﬂgm(ffﬂ)

1 -tana



sinx 4 cos(2y —x) _ 1 +sin2yp

792. ° =
cosx — sin (2y — x) cos 2y

793. tan? x — tan? f = sin (x + B) sin (&« — B) sec* x sec?

tan <i‘ = (1 + sinx)
B B S—

794. - = cota
sin &
795, tan(’—’ o B
4 2 cos &

. 2
9. 2(sin 2 + 2 cos” & 1') —
coso — sinx — cos 3x + sin 3x

sin & — sin 3ax + sin S5x
797, MDY T SO F SNOY _ a3
cos & — cos 3 + cos S«

a—b a—c b—c

798..sin (@ — ) + sin(e — ¢) + sin (b — ¢) = 4cos sin cos

799. 2(sin® x + cos®x) — 3(sin*x + cos*x) +1 =10
800. sin x + sin(x + %R) + sin(a + 4%) =0

801. sin? (45° + x) — sin? (30° — &) — sin 15° cos (15° + 2«) = sin 2«

802. Zeigen Sie, daB’

l_2< 2
1 =Dt it
sin g cos @

gilt!
803. Zeigen Sie, daB

2 2sina — sin 2«
tan" - = ———
2 2sina + sin 2x

gilt!
804. Zeigen Sie die Richtigkeit der Identitét

cos? ¢ + cos? (x + @) — 2 cos x cos p cos (x + @) = sin? «!
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805. Formen Sie den Ausdruck sin? « + sin? 8 + 2 sin « sin § cos (x + ) um!
806. Zeigen Sie, dafl
sin? & + sin? § + sin?y — 2cosxcos fcosy = 2
gilt, wenn & + B + y = mist!
807. Zeigen Sie, daB
cotx cotf + cotacoty + cotficoty =1
gilt, wenn &« + f + y = mist!
808. Zeigen Sie, daBl

n  2n 1
€OS = COS — = -
5 5 4
gilt!
809. Zeigen Sie, daB

] 3z 1
COS = + COS — = =

5 5 2

gilt!
Formen Sie die folgenden Ausdriicke so um, daB sie sich einfach logarithmieren
lassen!

810.1 + coso + cosg

811. 1 — v/2cos & + cos 2x
812. 1 — sin? (& + B) — sin? (x — f)
813.1 + sinx + cosax + tanx
814, 1+ sinax — cosax
.0
sin =
2
815.1 — tan o + seca

816. cos &« + sin 20 — cos 3x

817. tan (a + z) + tan (a - :‘)

2sinf — sin 28
"2sinf + sin 28
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V2 - cosa — sina
sinx — cos o

819.

820. cot & + cot 2x + cosec 2«
821. cos 2x + sin 2o tan &
822, 2sin?« + +/3sin 20 — 1

1 + tan2x tan &
cotx + tan &

823.

824. 2 + tan 2x + cot2x
1

825.tanx — 1 + sinx(l — tanx) + ———-
1+ tan”x

826. 1 + cosx + cos 2x + cos 3x

cosa + 2cos” o — 1
827.1 — %sin2 20 — sin® f — cos* &

sin(x +y + 2)
COS X COS Y COS z

828.tanx + tany + tanz —

829.sinx + sinf + siny, wenn x +f+y =xn



-12. Goniometrische Gleichungen

Losen Sie die folgenden Gleichungen!
2
830. 1 — sin 5x = cos3—x - sin3—x
2 2

831. sin x + sin 2x + sin 3x + sindx = 0

832. sin (x + 30°) + cos (x + 60°) =1 + cos 2x

833. sin x + sin 2x + sin 3x = cosx + cos 2x + cos 3x
834. cos 2x — cos 8x + cos 6x = 1

835. cos x — cos 2x = sin 3x

836. sin (x — 60°) = cos (x + 30°)

837. sin 5x + sinx + 2sin’x = 1

838. sin? x(tan x + 1) = 3 sinx(cosx — sinx) + 3

839. cos 4x = —2cos?x

. e 1
840. sinx + cos x = —
B

in x
841, sin 3x = cos 2x

842. sin* X + cos* L = 2
3 3 8
843. 3tan?x — sec’x =1
844, (1 + cos 4x) sin 4x = cos? 2x
845, sin* x + cos* x = cos 4x
846. 3 cos?x — sin?x — sin2x = 0

847. cos® x + 3sin2x+2\/§sinxcosx= 1
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848. 6sin? x + 3sinxcosx — 5cos?x = 2
. 2 3 s S
849, sin x+£cos x=ismxcosx

850. sin x + \/gcosx =1
851.sinx + cosx = 1

852, sin x + cosx = 1 + sin 2x
853, sin 3x + cos 3x = \/5
854. sin x sin 7x = sin 3x sin 5x

. 855, cos x sin 7x = cos 3x sin 5x
856. sin x sin 2x sin 3x = %sin 4x
857. 2 cos® x + 4cosx = 3sin*x
858. 5cos 2x = 4sinx

859.tan<g +x> +tanx —2=0

860. Stanzg =1+ secx

. ’
cos (5 - .\-)
861 ——2 7 _gec2¥ _
1 + cosx 2

T+ X

862. 1 — cos (= — x) + sin =0

863. 2[1 — sin (3—” = \>] =3tan T =%
2 2

864. sin x — cos x — 4'cos? xsin x = 4sin® x.

865. cot x + L.
1+ cosx.

866. 2 cot (x — ) — (cos x + sin x) (cosecx — sec x) = 4

867. sin (= — x) + cot T _x =w
2 2sinx



1-tan”

868, — = =2sin>
x 2

1 —cot=

2

869. sin (# — x) + cot (3—; + x) = sec (—x) — cos 2n — x)

7
870. sec’ x — tan® x + cot (E + x) = cos 2x sec® x

871. sin® x(1 + cotx) + cos® x(1 + tan x) = cos 2x
872. sin® x cos 3x + sin 3x cos® x = 0,375

873. tan x + tan 2x = tan 3x

874.1 + sinx + cosx = Zcos()—zc - 45°>

875. 1 — cos® 2x = sin 3x — cos (’—2! + x)

876. 1 — 3cosx + cos 2x = M_—X)
cot2x — cotx

N 2 sin?
877. [cosx — sin(x — W + 1 = —m
sec“x — 1

878. (sin x + cos x)* = 2sin (g + x) sin (% - x)

2
879. 2 — sin x cos 2x — sin 2x cos x = | cos 7—’—32 — sin 7_1_3_"
4 2 4 2

880. (1 — tanx) (1 + sin2x) = 1 + tanx

cos 2x

881. cosx + sinx = ————
1 — sin 2x

882. (1 + sin 2x) (cosx — sinx) = 1 — 2sin’ x

cos? x — sin® 2x

883, —————— = sin(x + 30°) sin (x — 30°)
4cos” x
sin (60° + x) + sin (60° — x) tan x cotx
884, = 2 N2 2 52
2 (1 + tan®x) (1 + cot®x)
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= sin (x — 30°) + cos (60° — x)
cos x

885, sec’> x — (cos x + sin x tan ;)

tan;—‘+cot§
886.sin(f+x)—sin(’-f—x)= —
4 4 242

1 + cos 2x

$87.2/25in (45° +x) = .
1 + sinx

2 (sin 2x — cos 2x tan x)

V3sec?x

889. sin 3x = 4 sin x cos 2x

888. 1 — = cos* x — sin*x

; +x
890. secx + 1 = sin(w — x) — cos x tan =

o, BRIXMEAX @504 )N — ) = O
tan 2x — tanx
5 o 4cos® x
892. tan (x — 45°) tan x tan (x + 45°) =
: tan® — cot ¥ .
2 2

tan (x + 45°) + tan (x — 45°)
2

893

= tan (x — 45°) tan (x + 45°) tan x

894. tan (x + «) + tan(x — &) = 2cotx

2
895, (sin* — cos¥) = ;
2 2,

tan = = tan T2
2 2
. 2E =1 +tan(Z +45°) — tan(45° - %
sin (30° + x) + sin (30° = x) 2 ‘ 2

897a. sin*x + sin* (x + %) =
4 4

897b. sin®x + sin® [ x + %) + sin* [x — %) = 2
3 4) "8
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Lésen Sie folgende Gleichungssysteme!

x+y F=y_1 899.x +y=a

898. cos —— co!
2 2 2 '
cosxcosy=:1‘ sinxsiny =m
900.x +y =«

WLx+y="2
tanx +tany =m 4
tanx + tany =1

9Q2, 2Finx ooy _ ) 903.sinxsiny=—l—
42

tanxtany =

16:1::2 X+ cos2y _ 4

W | -

904. sinx = 2siny

1
CO$ X = —COS Y
2



. 13. Zyklometrische Funktionen

(Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen)

905. Berechnen Sie

2 arcsin [ — \L; + arccot (—1) + arccos L_ + larccos(—l)!
2 V2 2

906. Zeigen Sie, daB

tan (arccos x) =

N
x

gilt!
907. Zeigen Sie, daB
tan (arcsin x) = 7 Cd
gilt! N
Berechnen Sie!
908. sin larccot oy
2 4
909. sin 1:m:sm 2—2
2 3
910 cot 1a 4
2 7
911. tan ( 5 arctan ﬁ - 1ar(:sin ﬂ
3 4 2

912. sin (3 arctan \/3 + 2 arccos %)

913. cos [3 arcsin ? + arccos (— —;)]

4%
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Weisen Sie die Richtigkeit folgender Identitéten nach!
914. arctan (3 + 2 ;/i) — arctan g =

Ve+1_

=
243 6

916. arcsin‘—‘ + arcsin 3 + arcsin 16 =%
13 65 2

13

915. arccos § — arccos

917. arccos 1 + arccos —l = arccos fE
2 7 14
918. 2 arctau1 + arctan » = arctan 2
5 4 43
919, arctan L + arctan { + arctan ! + arctan1 £
3 5 7 8 4
Losen Sie folgende Gleichungen!
920. 4arctan (x> — 3x — 3) -z =0
. 921. 6 arcsin (x> — 6x + 8,5) ==n
922, arctan (x + 2) — arctan(x + 1) = ’i

923. thanl — arctanx = ~
2 4

924, arcsin L. ‘— arcsin \/ 1 — x = arcsin i
3Vx 3
925, arctang —aetin =0 = semng

a+
926. arcsin 3x = arccos 4x
927. 2 arcsin x = arcsin 10%

13
928. Lisen Sie das Gleichungssystem

2a
x + y = arctan

< 1-ad

tanxtany = a?, (la| < 1)!
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8. Planimetrie

510. Die Katheten des rechtwinkligen Dreiecks seien a und b, ¢ die Hypotenuse.
Zwei Beziehungen sind bekannt:

a+b+c=132 und a* + b* + ¢ = 6050.

Setzt man a? + b2 = c? in die obige Gleichung ein, so erhdlt man:

2¢? = 6050
¢ =+/3025 = 55.
Also muBl

(0)) a+b=1T1

sein. Andererseits gilt:

@ a* + b? = 3025.

Quadriert man (1) und subtrahiert davon (2), so erhilt man schlieBlich ab = 1452.
Also sind @ und b die Wurzeln der Gleichung

x2 — T7x + 1452 = 0.

Lisung: Die Lingen der Katheten des Dreiecks betragen 33 bzw. 44 Léngen-
einheiten, die Linge der Hypotenuse 55 Lingeneinheiten.

511. Die Hohe DK (Abb. 1) des Parallelogramms ABCD ist gleich 2MN = 2p. Weil

% DAK = wist, gilt 2D = 2. Amalogist 4B = 22,
& sin x
) c
0
»
A K N 8 Abb. 1
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Esgilt: 4 = AB-DK = 2P
S0 &

Die GréBe der Diagonalen berechnet man nach dem Kosinussatz.

= _2\p'+m’ —2mpcosa,

Losung: A = ﬂ; BD = -
sin & sin o

2\/p2 + m? + 2mp cos «
sin & :

AC =

512. Es sind AB = 30 cm und CD = 20 cm gegeben (Abb. 2). Die Hohe AF kann
man durch die Ahnlichkeit der Dreiecke BCD und ABE berechnen (beide
stimmen im % ABC iiberein). Die Rechnung ist einfacher, wenn man die
Flichenformeln fiir das Dreieck ABC aufstellt:

4=118.2p
2
und
4=15czE.
2
[4
(3
Abb. 2
A 0
Man isoliert AE und erhalt:
E=ABB'_CCD= 30-20 2cm=24cm.
\/ 20 + <§>
2
Lésung: 24 cm.

513. Im Dreieck CDE, von dem CD = 12 cm und CE = 13 cm bekannt sind, ‘be-
rechnet man DE = /132 cm? — 122 cm? = 5 cm. (Abb. 3) Folglich gilt:

AD = AE —DE=-AB - DE=-+60cm — Scm = 25¢cm

N
=

und = e = g
BD = BE + DE = 35cm.



Lésung: AC = V769 cm ~ 27,7 ecm
BC = /1369 cm = 37 cm

c
/M o
A D E 8

514. Es ist ABC das gegebene Dreieck (AC = BC = b).
Gesucht ist die Fliche des Dreiecks M, M, M, (Abb. 4).

Erstes Verfahren:

Man erhilt 4 = lM,M3 “CM,, wobei M,M, = AB und CM, = AB sind.

2
Folglich ist 4 = % AB? = b2
8 M,
M,
c A
M.
s Abb. 4

Zweites Verfahren:

Das Dreieck M, M, C ist flichengleich dem Dreieck M, BC (die Grundseite CM,
und die Hdhe sind gleich groB).

Das Dreieck M, CM, ist flichengleich dem Dreieck M, CA (analog zum vorigen).
Also ist das Dreieck M, M, M flichengleich dem Quadrat M, BCA.

Liosung: A = b2
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515. Erstes Verfahren:
Nach der Aufgabenstellung teilt der Punkt M die Strecke AB = a im Verhilt-
nis m : n (Abb. 5). Es gilt also

AM = a und BM =

a.
m+n m+n
D K [4
N
L
Abb. 5

A M 8
Man erhilt:

BN=CK=DL= und CN=DK=AL= -2

m+n m+n

Folglich gilt:

e —m, = S —
I = TR = R = R = [0 T ,
(m + n) (m + n)
M= m+n
m+n

Alle Winkel des Vierecks KLMN sind rechte Winkel.
(Aus der Gleichheit der Dreiecke AML und BNM erhalten wir:

‘X AML = ¥xBNM = 90° — XxNMB.
Folglich gilt:

X AML + ¥xNMB = 90°.

Deshalb ist xLMN = 90°.)
Also ist das Viereck KLMN ein Quadrat.

20 2 2
Losung: A = glm +u) : )
(m + n)

Zweites Verfahren:

Von der Fliche des Quadrates ABCD subtrahiert man vier fliichengleiche Drei-
ecke.
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516. Nach Voraussetzung ist X AML = 30° (Abb. 5).
Folglich gilt:

ﬂ:%m wiid m=%5m.

Man wei3 daher, daB

ﬁ=m+m=m+ﬁ=%a+\/i)m
ist und erhilt als Wert des Verhiltnisses der Flicheninhalte der Vierecke ABCD
und KLMN

B (1 +3)

LM? 4
Folglich gilt:

4
Agimn =. . o * A4sco.
a++v3
Lasung: Das Verhiltnis ist gleich ————— = 2(2 — \/3) ~ 0,54.
a+3

517. Man bezeicinet @mit x&bb. 5). Dann ist AL = BM = a — x. Folglich ist
Ay = LM? = AL* + AM? = (a — x)* + x%

Nach Voraussetzung gilt (2 — x)* + x* = gaz.
Man 16st diese Gleichung und erhélt die
Losung: Die Lingen der gesuchten Abschnitte betragen 37‘1".md 47"
518. Vorbemerkung: Zur Losung ist die Lage der Eckpunkte des eingezeichneten

Rechtecks KLMN (Abb. 6) zu ermitteln. Vorerst muB man das Rechteck KLMN
einzeichnen, ohne das gegebene Verhiltnis zugleich zu beriicksichtigen.

D K C
L
N
Abb. 6
A M B

Lssung: Man selzt@ = xund BN = y.
Es gilt: AB =4 und AM =4 — x.
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Die Dreiecke DLK und BNM sind gleich (Nachweis!).

Folglich gilt: DL = BN = yund AL = 3 — y.

Die Dreiecke AML und MBN sind hnlich, denn beide sind rechtwinklig und
XMLA = ¥ NMB. (Die Schenkel beider Winkel stehen paarweise senkrecht
aufeinander.)

Nach Voraussetzung ist LM dreimal so groB wie MN.

Ferner gilt AL = 3 - BM,

also auch AM = 3+ BN, d. h.

3—y=3x und 4—-x=3y.

Man erhilt
2 N2 e
w5 ou MN=J§ L (O = Y105
8 8 8 8 8
L—=3x/106
T

Lésung: Die Seiten des Rechtecks sind gleich

—%mzl,”m und 33106

519. Die Flache des gleichseitigen Dreiecks ABC (Abb. 7) ist gleich

1aiga =\4§a’.

2 2

m & 3,87 m.

Das Dreieck ALN, fiir das AL = % aund AN = § a gelten soll, hat den Winkel
NAL mit dem Dreieck ABC gemeinsam.
c
N
M
’ Abb. 7
A L "
ManrweiB, daB sich die Flichen wie die Produkte der Seiten verhalten:
1 2
~a'-a
Adgg_3 3
Aunc a-a



Man erhilt:

Daraus kann man herleiten:
1
Arun = Aupc — 3Aqn = :;Auc,

a*\/3

Apun =

Bemerkung: Das Dreieck LMN ist wie das Dreieck 4BC gleichseitig (Nach-
weis!). )

Aus diesem Grunde kann man die Fliche des Dreiecks LMN bei beliebigem
Teilverhdltnis in allen diesen Fillen bestimmen.

a3 5 .

Losung: ——.
% 12

520, Wenn die Bezeichnungen wie in Abbildung 8 gewahlt werden, erhilt man
a+b+c=2sunda+b=25—c.

Daraus folgt: a> + 2ab + b* = (25 — c)?.
Ferner gilt: a® + b*> = c> und ab = ¢ h.

C

Abb. 8

A b ¢

Deshalb ist c? + 2ch = 4s2 —~ 4es + c2.
Folglich gilt

232
h+2s

-Man erhilt weiter

a+b=2s(h+s)
h+ 2s
und .
a b= 2sh;
h+2s

61



a und b sind die Wurzeln der Gleichung

2
o Bty 2%
h+ 2s h+ 2s
232
h+2s

s .
a=——Th+s+(—h?=2";
h+2s[ ]

=0.

Losung: ¢ =

s T IN2 . Al
=——I1Ih - — h)* = 2hr7).
b=l Vi —h ]

Die Aufgabe ist nur losbar fiir s = h(\/i + 1).

521. Die Seiten 4C und BC (Abb. 9) des Dreiecks ABC haben die Lange

2s — 2k

—— =s5-a.
2
Wenn x die Linge der Strecke CM ist, dann gilt: CN=CM=x.
[
M N
Abb. 9

“A 8

Den Umfang 2k des Trapezes ABNM erhilt man aus dem Umfang 2s des Drei-
ecks ABC, wenn man von 2s die Summe CM + CN = 2x subtrahiert und die
Strecke MN zu dieser Differenz addiert.

Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke ABC und MNC erhélt man:

m=AB-CM= 2ax

AC s—a
Folglich gilt:
26— Ix 4 22 ok,
s—a
xeE—AE— B
s—2a
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Losung: CM = CN = w
s —2a

522, Gefordert wird die Linge der Strecken NO = x (Abstand des Punktes O
(Abb. 10) von der Gundlinie 4B = g)! und MO = y (Abstand des Punktes O
von AD = k). Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke AOM und ACD, wobei
CD = c, ist erhilt man

MO _AM ., y_x
CcD 4D’ T ¢ K
D c Cc
M 0
h Y
x
N Abb. 10
A a

Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke NBO und ABD erhilt man

NO_BN ., x_a—y
4D 4B h a

Man 1ost diese beiden Gleichungen.

ah ac

Losung: x = 5y .
a+c a+c

523. ABC ist das gegebene Dreieck (Abb. 11). DE ist die Verbindung des Mittel-
punktes eines Schenkels mit dem Mittelpunkt der Basis. Da nach Konstruktion

DE = B—C = und nach Voraussetzung CD = DE ist, folgt daraus CD =- ,ZZ‘.,
AC 4B 2 2

c

Abb. 11

A ] 8
1 Die Losung ist-unabhingig davon, ob a die groBere oder die kleinere Grundseite ist.
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Folglich muB < CAD = 30° betragen.
I LE,
3
CDh =23 cm.
Lisung: A = 12+/3 cm?.

524, Man bezeichnet wie folgt: DM = x und AM = » (Abb. 12). Die Fliche des
Rhombus ABCD ist gleich 2xy.
Nach Voraussetzung gilt

m
1 xX+y=—.
1) =5

8 Abb. 12

In dem rechtwinkligen Dreieck AMD gilt

= 1 2. 2 (5V
AD =- 25 = und (2) x +y=i.

s
4 2
Quadriert man die Gleichung (1) und subtrahiert davon die Gleichung (2), so

2 2
erhilt man 2xy = u 7y 2 .

m -5,
cm?,

Losung: A =

525, Man bezeichnet die Hshe DE mit  (Abb. 13).
Dann gilt: AE = hund BF = h \/.:a_
Es gilt ferner: AB = AE + EF + BF
=h+c+h \/3
Daraus folgt:

a-c =(a—c)(\/5—l)
J3+1 2 )

h=



@-N1-1
4

Losung: A =
b c C 0 C
h
A ! E a F 45 A E — - 3
Abb. 13 Abb. 14

526. Gegeben sind AB = 44 cm und CD = 16 cm (Abb. 14), folglich gilt '
AE + BF = 8 cm.

Man bezeichnet AE mit x (in cm): BF = 28 cm — x.

Ferner waren gegeben: AD = 17 ¢cm und BC = 25cm.

Es ist bekannt, daB DE? = 172 — x* und CF? = 252 — (28 — x)? ist.

Man erhilt die Gleichung: 172 — x* = 25 — (28 — x)? und daraus x = 8 cm.
Man berechnet daraus die Hohe # = DE = /172 — x? = 15 cm.

Man kann nun den Flicheninhalt berechnen:

=w-u_&

A

" Losung: A = 450 cm?,

527. Man bezeichnet die Seite des einbeschriebenen Quadrats mit x (Abb. 15). Die
Dreiecke AKN und ADC sind #hnlich.

4
N M
Abb. 15
A K D L
Es ergibt sich:
AR=AEMN _a-x g jp5-2 Tp-aY3
2 2 2 2
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Durch die Ahnlichkeit der Dreiecke findet man die Beziehung

a-xa_ .4 3
T g S
Man erhilt
o a3 =av32 - V3.

2++/3
Losung: A = 3a*@2 — /3)2 = 3(7 - 4/3) a2.

528. Gegeben sind AD = 36 cm, BD = 14 cm (Abb. 16). Die Flichen A, und 4, der
Dreiecke ADC und BCD (die Dreiecke besitzen beide die Hohe CD) stehen im
Verhéltnis

A, A, =36:14, a\lsoé = B‘-
A4, 7
C
F
Abb. 16
A E D

Daraus kann man schluBfolgern: 4, = gA, wobei 4, + A, = A (Fliche

des Dreiecks 4BC) ist. Die Strecke EF halbiert die Fliche des Dreiecks ABC.
Die Gerade durch E und F schneidet 4B zwischen den Punkten 4 und D (aber
nicht zwischen den Punkten D und B). |
Man erhilt das Dreieck AEF; sein Flicheninhalt 4, ist gleich iA.
Die Flichen der dhnlichen Dreiecke AEF und ADC verhalten sich wie die
Quadrate der Seiten AE und 4D:

18 4.1 4362 7%

25 2

Daraus fo__lgt: @: 30 cm.
Es gilt: BE = AB — AE = (36 cm + 14 cm) — 30 cm = 20 cm.

Losung: 30 cm und 20 cm.
529. Man beachte die Losung der vorigen Aufgabe. Nach Voraussetzung muB gelten:

AD:BD = 1:8.
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Die Flache des Dreiecks BCD (Abb. 17) ist gleich § der Fliche A des Drei-
ecks ABC.

Weil nach Voraussetzung CD = 4 ist, erhilt man

TF16=24:84.
2779

c

Abb. 17

A D £
Lisung: EF = 3 Langeneinheiten.

530. Weil Acrg = Apecr = Aapco (Abb. 18) ist, muB die Fliche des Dreiecks CFG
halb so groB wie die Fliche des Dreiecks DEC sein. Die Fliche ABC ist drei-
mal so groB wie die Fliche CFG. Weil diese Dreiecke dhnlich sind, gilt

CF2:CD?: AC? = 1:2:3.
c

7} 13
Z AN
A 8
Nach Voraussetzung ist AC =a. Folglich gilt
a -
F=_"_ —.
/3 V3
Lésung: Die Seite AC = a wird wie folgt geteilt:

“3&, ”‘/3(J2— D, "‘/3(~f3 - V2.

§31. Man bezeichnet, wie in der Aufgabenstellung gegeben, den Flicheninhalt des
Dreiecks ABC (Abb. 19) mit 4,, den Flicheninhalt des Dreiecks KFC mit 4,.
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Drei Eckpunkte des zu berechnenden Vierecks sind die Punkte X, F und C.
Der vierte Punkt kann beliebig auf der Seite AB liegen. Die Flidche 4, des Vier-
ecks KEFC 1aBt sich als Summe der Dreiecksflichen KFC und KEF darstellen.
Die Fliche KEF &ndert sich nicht, wenn der Punkt E beliebig auf 4B wandert.

[

Abb. 19

A ] E

. (Da FK|| 4B ist, ist die Hohe immer gleich, und alle diese Dreiecke besitzen die

gleiche Grundseite FK.) CD ist die Hohe des Dreiecks ABC, ihr FuBpunkt auf
AB st D. Liegt der Punkt E auf dem FuBpunkt des Lotes (D), so erhilt man das
Viereck CKDF, dessen Diagonalen aufeinander senkrecht stehen: =

4,=L.7%.Cx.
2

Es gilt ferner
4,= . 7R TP.
2
Daraus schluBfolgert man: 4;: 4, = CD:CH.
Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke 4BC und KFC folgt
Ay: A, = CD*: CH?.
Folglich gilt

[ 4,
Ay =A== = A, |21 =4, 4,.

CH A,

Bemerkung: Fillt der Punkt E nicht mit dem Punkt D zusammen, so erhilt
hilt man die Losung auf folgendem Wege:

FK-CH +

FK-EG =

A3 = éﬁ((CH+ G)=§_K~a).

SR

1
2
Der weitere Weg verlduft wie im vorangehenden Teil.

Losung: ~/ Ay - A,.



532. Eg Strecke EF = x (Abb. 20) teilt die Fliche des Trapezes- ABCD (A_B = a;
CD = c) in zwei gleich groBe Teile.

Also gilt:
) (a_+_2x)FL_,=(_x++)F]\_I" d.h. (@ +x)FL = (x + ¢) FN.
S
0 C N M
£ X £
A F a K L |8 Abb. 20

Es ist nicht moglich, die Hélen FL und FN einzeln zu finden. (Ihre Lingen
kann man zunichst beliebig wihlen.) Der Wert des Verhiltnisses FL : FN ist
eine GroBe, die man bestimmen kann.

Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke KBF und FMC (wobei BK = g — x und
CM = x — cist) folgt

2

a—x x-—¢

FL FN '
Man multipliziert die Gleichungen (1) und (2) miteinander und erhilt

@ — x* = — ¢2,

\/a2+cz
X = .
2

Anderes Lisungsverfahren:

Man verléngert die Schenkel des Trapezes und erhalt die Zhnlichen Dreiecke
DCS, EFS und ABS.

Ihre Flichen (4,, A,, 4;) sind den Quadraten der Seiten ¢, x und a propor-
tional, also gilt

Ay =q-c,
4, =q-x%,
A3 =gq-a*,

wobei g der Proportionalititsfaktor ist (seine GroBe ist abhingig von der Hohe
des Trapezes).
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Es gilt die Bezichung: 4, — 4; = A3 — A, d. h. g(x* — ¢?) = q(a* — x?).
Da g #+ 0 ist, erhilt man x? — ¢? = a% — x2.

2 2
Lésung: x = /a :c.

533, Wir setzen DE = DG = a (Abb. 21) und EG = b.

2
Wir wissen, daB EF =I§7 und DF = \/az - (g) ist.
Nach dem Kathetensatz gilt: DE? = BD - DF.
daraus folgt
nE2 2
Bp_PE___a

Abb. 21

Wir bestimmen die Seitenlinge 4B des Rhombus. Die gleichschenkligen Drei-
ecke ABD und DEG sind dhnlich, weil ihre Winkel iibereinstimmen (alle sind
spitze Winkel, und ihre Schenkel stehen paarweis aufeinander senkrecht).
Es gilt also: 4B: BD = DE: EG, d. h.

2

E:—a—==a:b

Fo

/ 2.

Man berechnet 4B und erhilt die Fliche des Rhombus
A=A4B-a.

Losung: L
b/ 4a* — b*
534. Die gegebenen GroBen sind: 4B = 27 cm, AC = 29 cm (Abb. 22) und die

Seitenhalbierende AD = 26cm. Man verlidngert AD, bis die Entfernung DE=AD
ist. Das Viereck ABEC ist ein Parallelogramm (das ist nachzuweisen!)
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mit den Seitenldngen 27 cm und 29 cm. Die Fliche des Dreiecks ABC ist halb
so groB wie die des erhaltenen Parallelogramms, aber auch die Fliche des
Dreiecks ABE ist halb so groB wie die Fliche des Parallelogramms ABEC.
Folglich ist die Fliche des Dreiecks ABC gleich der des Dreiecks ABE. Die
Seiten des Dreiecks 4BE sind aber bekannt:

AB =27cm, BE = 29cm, AE = 52cm.

A

Der Flicheninhalt wird nach der HEroNischen Dreiecksformel

A=+s@s—a)(s=b)(s—c)
berechnet.
Lésung: 270 cm?.
535. Nach dem Kosinussatz gilt a> = b2 + ¢ — 2bc cos .
Man verwendet die Formel 4 = % besine, d.h.

4
2

: 24
sinag = == =
be
Es gilt aber
cosx = i\/l —sin’a = ig-

Man erhilt zwei Losungen; beide Losungen sind brauchbar. (x ist im ersten
Falle ein spitzer, im zweiten Falle ein stumpfer Winkel.)

Lﬁsung:a=\/bz+cz—§bc oder a=\/bz+cz+gbc.
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536. Wihlt man die Bezeichnung wie in Abbildung 23 und fiihrt zusdtzlich noch

72

em:
XDAB =&, ¥XABC=p, XBCD=y, %CDA =34,

so erhilt man fiir das Dreieck BCD:
m? = c? 4+ b? — 2bccos y.

0 c c

A L :
a Abb. 23
i

Da cos y = cos (180° — B) = —cos B ist, erhilt man

[6)) m? = c? 4 b% + 2bc cos f.

Im Dreieck 4BD gilt

(¥3) m? = a® + d* — 2ad cos .

Aus (1) und (2) folgt

3) 2bc cos f + 2ad cos o = a* — ¢? + d* — b2

Betrachtet man die Dreiecke 4BC und ACD, so erhilt man durch die gleichen
Umformungen

(C)) 2abcos B + 2cdcos x = a* — c? — (d* — b?).

Man multipliziert (3) mit ¢, (4) mit a. Dann subtrahiert man die erste der so
erhaltenen Gleichungen von der zweiten und erhilt

2(a* — ) bcosB = (a*> — c¥)(a — ¢) — (d* — b (a + ¢).
Man dividiert beide Seiten der Gleichung durch (2> — ¢?) # 0 und erhilt

2 _ p2
) 2bcosﬂ=a—c-—d i 3
a-c




Die Gleichung (1) wird weiter umgeformt:

m?* =c®+b* + (2b cosﬁ) c,

m? = b*+ ac — w
a—c
= ab® — ¢*) + e(a® - dz).
a-c
Analog zu (5) erhilt man
da* — b

6) 2dcosa =a—c + N
a-—c

und daraus ergibt sich
n?=c?+d*+ (2dcosx)c

2 _ald —c®) + c(a® - b)

a-—c¢

Bemerkung: Ist AB = a die groBere Grundseite des Trapezes, so erhilt
man nur fiira < b + ¢ + deine Lésung. (Zunichst sagt diese Bedingung wenig,
aber im folgenden wird ihre Bedeutung offensichtlich.) Es seia > cund b = d.
(Wenn diese Ungleichungen nicht’ erfiillt sind, kann man die Bezeichnung so
4ndern, daB sie erfiillt werden.)

Man zeichnet die Gerade CL parallel zu 4D und erhilt ein Parallelogramm
ALCD, wobei AD = CL = dund AL = CD = c ist. Im Dreieck LBC ist die
Seite BL = AB — AL = a — ¢ groBer als die Differenz der Seiten BC = b und
AD = d.

Deshalb kann nur noch die zweite Bedingung gelten: @ — ¢ > b — d.

Wenn eine dieser Bedingungen nicht erfiillt ist, dann kann es vorkommen, daB
einer der Ausdriicke fiir m? oder n? negativ wird.

Die zwei Bedingungen a < b + ¢ + d und a — ¢ > b — d geniigen, um eine
Losung fiir die Aufgabe zu erhalten. Fiir die erste Bedingung kann man schreiben
a — b < ¢ + d. Esist also immer mdglich, aus folgenden drei Seiten das Drei-
eck BCL zu konstruieren:

BL=a—c, BC=b und CL=d.

Verlingert man BL um die Strecke AL = ¢ und konstruiert das Parallelo-
gramm ALCD, so entsteht das Viereck ABCD. Es ist ein Trapez mit den Grund-
seiten

AB=a und CD=c
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und den Schenkeln BC = b und AD = d.
ab® — ¢*) + c(a® — d*)
a=¢ ’
2 a(d® = c*) + c@® - b))
. @ —C '

Losung: m* =

n

§37. Wihit man die Bezeichnungen wie in Abbildung 24, wobei ¥ DAB = x = 60°
ist, so gilt

BD? = AB* + AD* — 24B - AD - cos 60° = a* + d* — ad
und —,
AC* =a* + d* + ad.

2
Da AC groBer als BD ist, muB das gegebene Verhaltnis 17—9 gleich A=Cz (also
oo BDY\ . 2y
+ nicht gleich —; ) sein.
AC
Man erhilt folgende Gleichung:
@ +d>+ad 19
a*+d*—ad 7

oder 5
‘_1 +1+‘_l
d d_19
= ==
AN -9 7
d d
Man erhilt ‘f=§ und £ = Z
d 2 d 3

Beide Losungen ergeben ein Parallelogramm. (In der Abblldung 24 miiBte man
dann eine Bezeichnungsinderung vornehmen: AB = d, 4D = a.)

e N

Lésung: Die Seiten verhalten sich wie 3: 2.

538. Es sei M ein beliebiger Punkt in dem gleichseitigen Dreieck 4BC (Abb. 25).
Man verbindet M mit den Eckpunkten 4, B und C. Die Summe der Flichen
der Dreiecke ABM, BCM und CAM ergibt die Fliche des Dreiecks 4BC. Be-
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zeichnet man die Lédnge der Seiten des Dreiecks ABC mit @ und die Hohe
mit A, so erhilt man

(O + Kbt + I & = 11,
2 26
Also gilt: h = OM + KM + LM.
C

A K 8
Abb. 25 Abb. 26

539. Gegeben sind DE = 47m und CD = 9 m (Abb. 26; die Abbildung ist nicht
maBstiblich). CE muB also 56 m betragen. Folglich gilt
BC-AC = 9-56m? = 504m>.

Setzt man BC = = x m, dann ist nach der Aufgabenstellung AB =xm + 72m.
Manerhiltalso AC = 2xm + 72 m. Aus der Gleichung xm(2xm +72m) = 504m
erhdlt man xm = 6 m.

Losung: AC = 84m.
540. Die Entfernung des Punktes 4 vom Mittelpunkt M betrégt m Meter. Das Drei-
eck MAB (Abb. 27) ist rechtwinklig. Die Strecke BD ist gleich g (nach Auf-

gabenstellung). Man bezeichnet die gréBere Kathete mit x, die kleinere mit y.
Den Flicheninhalt des Dreiecks MAB kann man berechnen:

Xy==-'m,

NI

also: 2xy = am.
AuBlerdem gilt: x2 + y* = m>.
Die Gleichungen werden addiert bzw. subtrahiert, und man erhalt

x+y=<m*+am
x—y=\/m2—am.

Sowohl x als auch y konnen der gesuchte Radius sein.
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Lo"sung:%(\/m2+am+ m* — am) oder ;-\/m2+am—\/m2—am)

IS,

c Abb. 27 Abb. 28

541. Da der Radius des Kreises gleich 13 cm und MP = 5cm sind, miissen DP = 8cm
und CP = 18cm sein (Abb. 28). Man bezeichnet BP mit x. Dann gilt
AP= 25 — x. Weil AP - BP = DP- CP ist, gilt (25 — x)x = 18- 8, woraus
x; = 16; x, = 9 folgen.

Losung: Die Lingen der Abschnitte betragen 16 cm und 9 cm.

542. Aus dem Dreieck ECM, (Abb. 29), mit CE = -; AC, erhilt man
r.=CM, = 4¢ .
2 cos v
2

Im Dreieck ADM, gilt

¥M4D =1 ycap =1 <9o° —:y),
2 2
also r, = DM, = E'tan(45° - g)
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Weil AD = AC- sing ‘ist (Dreieck ADC), folgt

cot(45 -7
4

rir= sny
cot <4S° - E) ,
Losung: L _—
r siny

543. Nach Voraussetzung sinda = BC = 13 cm,b = 4C = l4cm,c = 4B = 15cm
(Abb. 30). Man ersetzt EM = FM durch r. Die Fliche des Dreiecks ABC ist
gleich der Summe der Fléchen der Dreiecke AMC und MBC. Weil die Flichen

c

Abb. 30

dieser Teildreiecke gleich 1; und l—:—’- sind, folgt A zc = 7 Andererseits

ist nach der HEroNischen Formel

Aupc = /2121 — 15) (21 — 14) (21 — 13) = 84 cm?.

Setzt man beide Ausdriicke einander gleich, so findet man die

Losung: r = 6§cm.

544. Im rechtwinkligen Dreieck MCD (Abb. 31) ist der Winkel MCD gleich 60°.
Deshalb gelten die Beziehungen

=M%= wd TEorfis 2)rY3+2)
CM = Mf \/_ d CE (1+\/§) \/5 2
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Aus dem Dreieck AEC erhilt man

e 2/3 + 2)
3

Damit ist 4B = 2r(+/3 + 2).

und JE = r(v/3 + 2).

A E 8
Abb. 31
Lisung: AB = 2r(\/§ +2); AC=BC= ﬂ\/%ﬂ
3

545. Im Dreieck ADC (Abb. 32) ist bekannt
CD = /4C? — 4D* = 18 cm.
Weil BC- CD = AC?ist, gilt BC = fc_% = 50cm.
Folglich ist 4B = /BC? — AC? = 40 cm.
Lasung: Die Linge des Halbkreisbogens ist gleich 20z cm.

Abb. 32

A

Abb. 33

546. Da die Winkel ECD, CDM und MEC im Viereck MECD rechte sind, und weil
DM = EM ist (Abb. 33), muB das Viereck ein Quadrat scin. Die gesuchte
Bogenlinge DE ist also ein Viertel des Kreisumfanges. Man bezeichnet den
Radius des Kreises mit r. Aus den #hnlichen Dreiecken AMD und MBE folgt
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2 2
Ferner gilt AD = / AM? — DM* = /15 — 2, also \& =L, wor-
aus r = 12 folgt. 15 20
Losung: 6x Lingeneinheiten.

547. Die Fliche A4 des Vierecks ADEC (Abb. 34) ist
A = Aspc — Apps.

Man findet

S

Ausc = CD = 12 cm’.

2
Fiir die Bestimmung von Ap ist es wichtig, zu erkennen, daB die Dreiecke DBE
und DBC den Punkt D und die zugehdrige Hohe (in der Abb. 34 nicht ein-
gezeichnet) gemeinsam haben,

Es gilt Adppe = %Am = 6cm’, folglich Apgs: 6 = BE: BC. Die Linge der
Strecke BE erhilt man aus den Verhiltnissen auf den Sekanten, die durch den

Punkt B verlaufen. —_— e
— — — e Pty . B
Es gilt BE+ BC = BD - AB, woraus BE = BDB_CA folgt.

Folglich ist _ .
BE _BD-AB 2-4 2
A =6b—==6——=6—— = 12cm%
o~ "BC BC? 2?16
Losung: A = 10,8 cm?,
¢
c
o/ F £
£ M,
Abb. 34 Abb. 35
A [] B8 A G 8

548. Die Fliche 4 des Dreiecks 4BC (Abb. 35) ist gleich dem Produkt des Dreiecks-
umfanges 2¢ + 2/ ¢ + A mit rz—' (r, ist dabei der Radius des Inkreises):

A=(c+~Ve* + hd)r.
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Andererseits gilt
A= % AB - CG = ch.

Man setzt beide Ausdriicke einander gleich und erhilt

—

c+ N+ I

Die Strecke DE bestimmt man aus der Proportion DE : 4B = CF: CG. Dabei
sind 4B = 2¢; CF = h — 2r;; CG = h.

Bemerkung: Die GroBe von r, kann man auch so bestimmen: Die Strecke A3
liegt auf der Winkelhalbierenden des Winkels DAG, d. h. die Strecken GM =r,
und CM = h — r, sind den Seiten 4G und AC proportional, also

r =

r; - [4
h—rn Jc*+ 1
ch
c+eE+ B
.\/c2+h2—c=2c(\/c2+h2—c)‘
\/cz+hz+c B
549, Weil DP - AP = CP - BP (Abb. 36) und DP = CP sind, muB AP = BP sein.

Die gegeniiberliegenden Seiten 4D und BC des Vierecks ABCD sind gleich lang,
das bedeutet, daB die gegebenen Lingen von 6 m und 2,4 m zu den Seiten 4B

Losung: ry =

DE = 2¢

P

Abb. 36

und CD gehoren (E =6m; CD= 2,4m). Da die Strecken AD und BC gleich
lang sind, miissen die Geraden, auf denen die Strecken 4B und CD liegen,
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parallel zueinander verlaufen. Das Viereck ABCD ist also ein gleichschenkliges
Trapez. Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke DCPund ABP folgt DP: AP = CD: AB,

woraus — =

=Pl dl 20 o folgt; d.h. 4D =3m.
oD 2,4

Jetzt bestimmt man die Hohe des Trapezes

_ — — - 2
h = DK = </ AD? —AK2=\/32—(6—2’4) m = 2,4m.

2

Lisung: A = 10,08 m2,

550, Nach Voraussetzung sind AC = 6cm; 4B = 7cm; BC = 9 cm (Abb. 37). Man
bezeichnet mit r,, rp und rc die gesuchten Radien der Kreise mit den Mittel-

R
ﬁl\

punkten in 4, B und C. Dann sind r, + rc = 6cm, rs—r,=7cm,
ry — rc = 9cm. Man erhilt die Radien r,, rg und rec.

Losung: ry = 4cm, rg=1lcm, ro=2cm.
551. Man konstruiert EM, parallel zu AB und M,P parallel zu cD (Abb. 38). Nach

Voraussetzung ist g CD = 4B.

Man ersetzt CD durch x. Danf ist M,P =x; EM, = ax.

Aus den Dreiecken M, M,E und M, PM, findet man
M, M: = EM? + %x’ und M, Mj = M;P* + x*.

Man setzt die rechten Seiten einander gleich und bemerkt, daB die Beziehungen
EM, = AM, — 4E = AM, — BM, = 5cm — 2cm = 3cm

und analog M,P = CM, + DM, = 7cm gelten.
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Dann erhilt man 9 cm? + gx’ = 49 cm? + x?, woraus x* = 32 cm? folgt.

Deshalb ist M, M3 = 49cm? + 32cm? = 81cm?.

Lisung: M,Mz =9cm.

552. Weil die Entfernung der Mittelpunkte der Kreise kleiner als die Summe, aber
groBer als die Differenz der Radien dieser Kreise ist, miissen sich diese Kreise
schneiden, d. h., sie haben eine gemeinsame #duBere Tangente, aber keine ge-
meinsame innere.

Abb. 39
Man setzt CM,; = x, CM, = y (Abb.-39). ,
Dann gelten folgende Beziehungen
X—y=MM,=2lcm und x:y=AM,:BM, =17:10.
Lésung: C_Ml = 5lcm; C_M2 = 30cm.
553. Durch den Punkt E (Abb 40) verlaufen zwei Tangenten (DE und AE) an den

Kreis um M,, also ist DE = AE. Ebenso kann man zeigen, daB DE = BE ist.
Folglich gilt

EF = 2DE = 4E + BE = 4B.
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Um 4B zu bestimmen, konstruiert man parallel zu AB die Gerade CM,. Aus
dem Dreieck M,M,C, mit CM, = AB, M\M, =R+ rund CM, =R —r,
erhilt man

AB=v@®R+ 1’ — (R-r? oder AB=2vRr.

Abb. 40

Lisung: EF = 2\/E

554. Es sei FH die gemeinsame Tangente an die beiden Kreise (Abb. 41). Weil
DF = FP = CF ist, muB FH die Mittellinie des Trapezes ABCD sein.

8 Abb. 41

Man findet ﬁ-l_ia) = 2+/Rr (s. Losung der vorigen Aufgabe) und kennt
dann die Hohe CG des Trapezes. Nach dem Kathetensatz (4ECD) erhilt man

- 2
.
__CE
Da CE = M,M, = R + rist, folgt
G = 4Rr .
R+r
3
Losung: A = _S(Rr) 2
R+r
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558.

556.

84

Den unbekannten Radius des Kreises bezeichnet man mit x. Durch den Mittel-
punkt M, dieses Kreises (Abb. 42) wird die Parallele CD zu AB gelegt. Da diese
Parallele senkrecht auf den Radien BM,, AM, und EM, steht, gilt

FC_=E=J¢, d. h. ¢M1=k—x und DM, =r — x.
AuBerdem gilt M;M, = R + rund M,M; =r + x.

E ! A

Abb. 42

Es folgt .
CM; =V R + X% — (R — x)? = 2 Rx.

Ebenso gilt DM, = 2/rx. N _
Weil CD = 2+/ Rr(si.ﬁsung der Aufg. 553) ist, gilt 2 \/R.r +2 \/rx =2+/Rr,

\/ Rr
woraus \/;c = ——— folgt.
VR +/r

s e s Rr

Lésung: Der Radius des Kreises ist x = —————.

R+ /iy

Da 4= ;-ab siny gilt (y sei der Winkel zwischen den Sehnen), hat die Auf-

gabenurfir 4 £ iab Losungen.

Fir 4 < ;ab erhdlt man siny = 2—';; es existieren zwei Dreiecke, die die
a

Seiten @ und b sowie die Fliche 4 haben. Im ersten Falle ist der Winkel y spitz,

im zweiten stumpf. Fiir das erste Dreieck gilt
- N 44>
cosy = e

fiir das zweite

a4*
cosy = — l_ﬁ'



557.

Folglich ist ¢? = a? + b? — 2abcosy = a® + b* F 2/ a?h? — 442 (Das
obere Vorzeichen gilt fiir y < 90°, das untere fiiry > 90°.)

Fir 4 = iab erhilt man ein rechtwinkliges Dreieck, also ¢ =a* + b Den
Radius des Kreises, in den dieses Dreieck einbeschrieben ist, erhidlt man aus
der Formel

é
r= .
2siny

Ve + 0?2V — 4L

Losung: r =
£ 44

Fir 4> %ab existiert keine Losung, fir 4 < %ab existieren zwei. (Das

obere Vorzeichen gilt, wenn der Winkel zwischen den Sehnen spitz ist, das untere,
wenn dieser Winkel stumpf ist.)

Fir 4 = 1 ab gibt es genau eine Losung. (Die Sehnen stehen senkrecht aufein-
ander.)

Nach Voraussetzung (Abb. 43) sind 4,B, = ag =1, A,B, =a, = rs/i und
AsBy=as=r \/3. Die Hohen der Dreiecke M A, B, , MA,B, und MA;B; sind

_r2
2

bzw. C,M =

NI

Abb. 43

Daniit bestimmt man die Fldchen dieser Dreiecke und findet anschlieBend die
Fliche des Sektors MA,DB, . .

2
Sie betrigt % der Kreisfliche: Ap4,p8, = %

o 1 g
Aua og sind Aya,pp, = ‘-‘m2 und Aua;ps, = %mz.
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Wenn man von der Fliche eines Sektors jeweils die Fliche des entsprechenden
Dreiecks subtrahiert, erhdlt man die Fliche des betreffenden Segments:

A,=r27—[—£, Ayy=1r® Z_1) e Am=r27—'—£.
6 4 3 2 372

Die Teilfliche des Kreises, die von den Sehnen 4,B, und A4,B, begrenzt wird,
ist gleich

An —A.=’l—;(n+3\/3—6).

Die Fliche zwischen den Sehnen FBI und m hat die GroBe
Ay — Ay = ;—22(7: -3J/3+06.

7+ 32 —/3)

% — 3@2—/3)

558. Fiir die Bestimmung des Inkreisradius EM = r (Abb. 44) benutzt man die
Formel zur Berechnung einer Dreiecksfliche: 4 = s r (s ist der halbe Drei-
ecksumfang). Nach Voraussetzung sind AD = 14,4cm und BD = 25,6 cm;
folglich ist AB = 40 cm,

Lgsung: Das Verhiltnis der Flichen betrigt

c

Abb. 44

A D E

A]soistA_C=\/A—D-,_1§= 24cm,B_C=«/E-jﬂ§= 32cm.
Demnach sind s = 48 cm und 4 = 384 cm?2.

Losung: Die Fliche des Kreises ist gleich 4 = 64x cm?.

559, Die Strecke EG, die die Berithrungspunkte der beiden parallelen Seiten 4D
und BC mit dem Kreis (Abb. 45) verbindet, ist Durchmesser des Kreises.
Deshalb sind die Winkel GHE und EFG (und analog die Winkel HEF und
FGH) rechte. Folglich ist das Viereck EFGH ein Rechteck. Das Dreieck
ABD ist gleichseitig (denn 4B = 4D und o = 60°). Die Strecke EG (die Hohe

a\/3

des Rhombus) ist gleich der Hohe des Dreiecks 4BD, d. h. EG = . Die

86



Fliche des Rechtecks ist gleich
4= %EE’ sin xEMH = éEG’ sin ¥ DAB.

(Die Schenkel der Winkel EMH und DAB stehen i)aarweise aufeinander senk-
recht.)

2
Folglich ist 4 = 5(#) sin 60°.

0

) ‘l
X 60 (n
F G
- Abb. 45
Losung: A = —3a16\'/}.‘ o P i :

560. Gesucht sind die Flichen 4, und 4, der Figuren GCHN (Abb. 46) und FBGL
(die Fldchen der Flguren AFKE und EJHD sind gleich A, und 4,). Weil nach
Voraussetzung AC = 4r ist, gilt CM = 2HM, d. h. <):MCH = 30°. Ferner

Abb. 46

sind XHMG = 180° — 2-30° = 120° und ¥GMF = 60°. Die Fliche des
Vierecks GCHM ist gleich r? /3 und die des Sektorsj HMGN ist gleich ém’.
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- 2 2
Folglich ist 4; = r*+/3 — %», so daB man 4, = \érz = % erhilt.

4; =

2,
Losung: A, = i (3\/33 n),

23 - m)
- :
561. Weil der Winkel DAB = 30° ist (Abb. 47), muB die Hohe DE = h des Trapezes
gleich %E sein. Da ABCD ein Tangentenviereck ist, gilt

CD + 4B = 4D + BC = 24D,

deshalb gilt
_A4D + BC h= 1 1D
2 2
o C
e
A E 8
Abb, 47

. Losung: 4D = /24.
562. Aus der Fliche A = 20 cm? und der Hohe 2_}_5 = 2r = 4cm (Abb. 48) findet
man die Linge der Mittellinie des Ti'apezcs AB+CD = 5cm.

D C

Abb. 48

A E

Folglich ist AD = 5cm (s. Losung der vorigen Aufgabe). Jetzt berechnet man
4E = /4D* — DE* = 3cm.

AE ist aber der halbe Wert der Differenz beider Trapezgrundseiten,
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Aus der Linge der Mittellinie und dem Wert von AE erhélt man die Linge der
Grundszite selbst.

Losung: 4B = 8cm, CD = 2 cm, 4D = BC = 5cm.
563. Die Fliche A des Trapezes ABCD (Abb. 49) ist gleich

CD;ABDE—(CD+AB) r

(r ist der Radius des einbeschriebenen Kreises).

0 c

« B Abb. 49
A E F -

Weil dieses Trapez einem Kreis umbeschrieben ist, muB CD + AB = 4D + BC
sein. Ferner sind

= gy FE= 2,
" sina sin ﬁ
Deshalb gilt
A=27 —.l +—,1 =2rzs—-lf1a+?mﬁ
sine, sin sin « - sin B

564. Der Schenkel AD (Abb. 50) steht senkrecht auf der Grundlinie und hat die
Linge 2r. Der andere Schenkel BC muB deshalb groBer als 2r sein. Das heift,
die Kleinste Seite des Trapezes ist die (kleinere) Grundlinie CD mit der Linge

gr. Um die Linge der groBeren Grundlinie AB zu bestimmen, konstruiert

man die Strecken CM und BM. Sie sind die Winkelhalbierenden der Winkel
BCF und EBC, deren Summe gleich 180° ist.
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Folglich ist ¥ MCF + < EBM = 90°.
Aus dem rechtwinkligen Dreieck EBM erhilt man

¥BME + XEBM = 90°. '

Es folgt ¥ BME = ¥ MCF. Also sind die Dreiecke EBM und MCF &hnlich.
Man erhiilt die Proportion

BE:EM = FM: CF.
0 F _C

S

Abb. 50

A E
Hierin sind EM = FM = rund CF = ;(uach Voraussetzung).
Dann gilt BE = 2r und damit AB = AE + BE =r + 2r = 3r.

2
Losung: A = S%

565. Die Dreiecke MCF und BME (Abb. §Q sind dhnlich (s. vorige Aufgabe). Aus

B——__M=§=2 folgen -B_—E=2 und £_A1=2, d. h.
CM 2 FM CF

BE=2FM =2 und CF=L

Aus dem rechtwinkligen Dreieck EBM erhdlt man r? + (2r)? = 42, woraus

r= —4-cm folgt.

J5
Jetzt bestimmt man AB= AE + BE =r + 2r = 3r = Tcm
5
und CD = \/_ —-cm. Die Héhe EF des Trapezes hat die Lange 2r = T cm.
Lésung: A = 14,4 cm?.
566. Der Mittelwkt t M des ersten Kreises (Abb. 51) teilt die Hohe CE =h im
Verhiltnis CM : EM = 2: 1. 2 1
Der Durchmesser EG hat deshalb eine Linge von 3 h, d.h. CG = 3 h.
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Der zweite Kreis ist in das Dreieck DFC einbeschrieben. Die Hohe dieses Drei-
ecks betragt g der Hohe £ des Dreiecks ABC, d. h., der Radius des Kreises

um M, (r, = GM,) ist gleich einem Drittel des Radius » = EM. Wenn also 4

2 2
die Flache des Kreises um M ist [A =n (#) = %], dann ist die Fliche

des Kreises um M, gleich 4, = %A.

Von diesen Kreisen mit den Radien r, gibt es drei. Die Summe ihrer Flichen

betrigt 0, = %A. c
Ma
M,
0 3 F
M
Abb. 51
A E

Durch analoge Uberlegungen findet man, daB die Flichensumme der drei
folgenden Kreise sich zu

1 1
Qz=§;Q| =:FA

ergibt usw.
Man erhilt eine unendliche Reihe

A+Ql+Q;+Q,+<--=A+§A+§15A+%A+~~

Subtrahiert man von beiden Seiten A, so erhilt man eine konvergente geo-

metrische Reihe mit dem Anfangsglied a, = ;A und dem Quotienten ¢ = %

Li
Thre Summe ist 2 =3—=§A.
l-qg 8 8
9

Dazu muB noch 4 addiert werden.
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Lésung: Die gesuchte Fliche hat eine GréBe von 1;1 A= ; na.

567. Um die Fliche deslrapezes ABEF _(ibb. 52) bestimmen zu kénnen, muB} zu-
erst die Grundseite AF und die Héhe EF bitimmt werdﬁu denn BE ist bekannt.
Man bezeichnet BD mit xcm und findet: x(4B + x) = CD? oder x(5 + x) = 150.
Daraus folgt BD = xcm = 10 cm. T Bh
Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke ADF und BDE folgt == = =— oder

iF Gem AD BD
= —"—, woraus AF = 9 cm folgt.
15cm  10cm

F
(4

- Abb. 52
A 8 0

Die Hhe EF des Trapezes erhilt man aus der Proportion

E—_F=£, wobei DE = +/BD® — BE® ist.
AB BD

SchlieBlich erhdlt man EF = 4 cm.
Lésung: A = 30 cm?2,
568. Es mogen M, M, und M, die Mittelpunkte der gleich groBen inneren Kreise

und r ihr Radius sein (Abb. 53). Da AM, und BM, Winkelhalbierende der
c

Abb. 53

Winkel CAB = ABC = 60° sind, muB XM,AD = 30° sein. Folglich ist
AD=EB=r \/.;’
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569.

570.

Ferner gilt: DE = M0, = 2r. Deshalb ist 2r (1 + v/3) = a.

a  _aW3-p
26/3+1) 4
Die gesuchte Fliche FGH (in Abb. 53 schraffiert) erhdlt man, wenn man von
der Fliche des Dreiecks M, M, M, die Flichensumme der drei Sektoren M, HG,
M,FH und M;GF subtrahiert (ihre Flichensumme ist gleich der Fldche eines

Halbkreises mit dem Radius 7).
Die Seiten des Dreiecks M, M, M, sind gleich

_a/3-1)
T2

Losung: r =

2r

(siehe Losung der vorigen Aufgabe),

deshalb gilt
2 /3 (V3 - 1)
e, = P23 = %

Die Summe der Flichen der drei Sektoren hat den Wert
na’(\/f—i =1)? _ na*(2 — \/3)
32 6

Lisung: A = r? (\/3 - 7_') = a2 — \/3)(2\/-:’ —-@)
: i

16

ar® _
2

Der Losungsweg ist dem vorigen dhnlich (Abb. 54).
a4 — z)
16

Liosung: A =

Abb. 54

Anderes Verfahren:

Die 'Figur EKFL hat die gleiche Fliche wie die in Abbildung 54 schraffierte
Figur. Folglich erhilt man die gesuchte Fliche, indem man von der Fliche
des Quadrates EFGH die der zwei Halbkreise subtrahiert.
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571. Man bestimmt den Radius r des Kreisbogens. Der Umfang des Segments ist

572.

gleich der Summe aus den Langen des Bogens 4B und der Sehne 4B (Abb. 55).

Man erhilt z—nr +r/3= u, woraus r = 3u = folgt.
3 ’ 27 + 3\/ .
Die Fliche 4 des Segments ist gleich der Differenz der Flichen des Sektors und
des Dreiecks MBA, also
rv3
.

A=tar
3
3u¥(dn — 3/3)

Losung: A = —.
42n + 337

Abb. 56 Abb. 55 A E 8

Fiir die Bestlmmung der Lingen der Seiten AC und BC (Abb. 56) reicht

es aus, CD = CF = x zu errechnen, denn es gilt AD = AE = 6¢cm und
BF = BE = 8 cm. Man benutzt zwei Formeln fiir die Berechnung der Dreizcks-

fliche _
A=r;s und A=+s(s—a)(s—b)(s—c¢),

wobei s der halbe Dreiecksumfang ist, d. h. .
s=%(ﬁ+ﬁ+8_l£+ﬁ"+'C"?‘+a))=%(28cm+2x)
= l4cm + x.
Man erhilt die Gleichung
404 +x) =/(14 + x)x-6-8,
woraus x = 7 cm folgt.

Lisung: AC =13cm; BC = 15cm.

573. Es sei BD: CD = m: n (Abb, 57). Dann gilt CD: BC = n:(m + n), folglich ist
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Da'y = 180° — 28 ist, muB cos 28 = cos (180° — p) = — " sein. Man
findet mn
cosﬂ=\/1+cos2ﬂ‘= m__
2 2(m + n)
Lsung: y = arccos LA B = arccos ‘/ SN W arccos [ — —= .
m+n 2m +n)| 2 m+n

[

A C
A
'
’ A
2 B Abb. 57 Abb. 58

574. Die Peripherie des Kreises wird in vier paarweise gleiche Bogen AB = BC und
¢D = b4 geteilt (Abb. 58). Es wird angenommen, der Bogen BC gehore zu
einem Zentriwinkel & < 90° (der Fall m: n = 1 wird hier nicht betrachtet, da
dann jeder Bogen gleich einem Viertel des Kreisumfanges wire). Die GroBe des
Zentriwinkels & = ¥ CMB ist durch den Bogen BC bestimmt.

Nach Voraussetzung ist DE: BE = m:n. Man wiahlt als Einheitslinge die

GroBe E, dann sind DE =m und BE = n, d.h. D _min und
m 2 2
EM=DE-DM=m- 212 _M_"
, 2 2
Folglich ist covmim M =R i e arooas T
CM m+n m+n

m-—n

Der Zentriwinkel zum Bogen CD hat die GroBe 7 — arccos .
m+n

Losung: Der Zentriwinkel, der kleiner als 7—; ist, betrigt

m-—n i
arccos (m > n),
m+n

der, der groBer als g ist,

m-—n n—m
= arccos

7 — arccos 3
m+n
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575.

576.

96"

Es sei o ein Winkel im Parallelogramm (Abb. 59), dann gilt by = DE = 4Dsina
und b, = DF = CD-sin«, d.h., by + h, = (AD + CD)sinx = s - sin &, wor~

aus sino = Budily folgt. Wenn « ein spitzer (oder ein rechter) Winkel ist,
= ;

dann gilt &« = arcsin M Der stumpfe (oder rechte) Winkel des Parallelo-
K
gramms ist dann gleich = — arcsin M
5
C
«
h?
hy
s & Abb. 59
A E 8

Bemerkung: Die Aufgabe hat keine Losung fiir h; + h, > s. Ist dagegen
hy + h; S s, so ist die Aufgabe 16sbar (fiir 4, + h, = s entsteht ein Rechteck).
Lésung: Einer der Winkel ist gleich a.rcsin’Il +hy

. hy+h S
der andere 7 — arcsin ——=.

Nach Voraussetzung gilt CD : CE = 40: 41 (Abb. 60). Man verwendet als Ein-
heitslinge 4% der Strecke CD. Dann sind CD = 40 und CE = 41.

c

Abb. 60

A 0 E

Da das Dreieck .4 BC rechtwinklig ist und CE die Seitenhalbierende der Hypo-
tenuse ist, folgt AE = CE = 4l.

Das Dreieck DEC st rechtwinklig, also ist DE = /CE® — CD? = 9. Dann
folgt AD = AE — DE = 32. Aus den ahnlichen Dreiecken 4DC und ABC er-



577. Da AM die Winkelhalbierende des Winkels o = X CAD ist (Abb 61), folgt
5 = XMAB. Ebenso erhdlt man X ABM = -(90° — &) = 45° — 5 Aus den

Dreiecken ADM und DBM folgt AD =DM - cot% und

BD = W-coz(4s° - E)
Folglich gilt

c=4AB=4D + BD = W[cotg + cot<45° - %):l
Daraus erhélt man

c
r=

cotZ + cotf4as — %
2 2

c

Abb. 61

A 2] 8

Nun wird der Nenner auf eine bequem zu logarithmierende Form gebracht:
& cos®  cos (45" - ﬁ)
cotg + cot(45° - E) & _ 2 + .\ Y
sin%  sin(45° - %
2 2
cos Zsin(d5° — % + sin % cos (45° - &
_ 2 2 2 2
sin = sin (45° - %
2 2

sin 45°
sinZ sin (45° — %
2 2

Losung: r = c\/i siu%sin <45° - %)
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Bemerkung: Verwendet man die Formel r = 4 (A ist die Dreiecksfliche,
s

s der halbe Dreiecksumfang), so erhilt man das gleichwertige Ergebnis
¢ sin o cos o

T + cosx + sinax’

578. Man bezeichnet die Seiten des Dreiecks mit a, b und ¢. Dann sei @ = 7cm,
b=24cmund ¢ = 25cm.
Da hier a® + b* = ¢? ist, muB es sich um ein rechtwinkliges Dreieck handeln.

Folglich ist der Radius des Umkreises gleich % Den Radius des Inkreises er-

mittelt man aus der Beziehung r, = 4 (4 ist die Dreiecksfliche, s der halbe
Dreiecksumfang). ®
Lésung: r, = 12,5cm, r; = 3cm.

579. Nach Voraussetzung ist ¥ EAC = ¢ (Abb. 62). Daraus folgt *M,AC = %
Es sind die Radien R = C_Mx und r = BM, zu bestimmen, Es sind bekannt:

R+r=FM, + FM, = M\M, =d,

R—r=CM, - BM, = DM,.

Aus dem rechtwinkligen Dreieck M, M,D mit ¥ M, M,D = ¥ M,AC = 2er-
hilt man 2

—)Tll:MlM,sin% d.h. R—r=dsin§.

Aus diesen beiden Gleichungen ermittelt man

d(l + sin %) d(l — sin ?_’)
R=— % N
2

2

und r =
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Wenn man sinZ durch cos (90" - ?> ersetzt, kann man diese Ausdriicke
umformen. 2

+ Lisung: R = d cos® (45" - %), r = dsin® (45° - %)

580. Aus Abbildung 63 ersicht man sin X DAB = E = E=G-_ = 2—’ Nach Voraus-
AB AB a

setzung gilt EG - BC = Ay, d. h. 2ra = A, und auBerdem nr? = 4,.

Abb. 63

Aus diesen Gleichungen kénnen r und a bestimmt werden. Da man aber nur den
Quotienten T 7u bestimmen braucht, dividiert man die Zweite Gleichung durch
a

die erste und erhalt

Losung: ¥ DAB = arcsin ﬁ
TA,

581. Die Fliche des einbeschriebenen regelméBigen 2n-Ecks ist gleich

e

180°
n

A, =nr¥sin

die des umbeschriebenen regelméBigen n-Ecks gleich

Ay = nr* tan — 180

Nach Voraussetzung gilt nr (tan L — sin 180 ) =
Daraus findet man n n
VP

»
+/n(tan & — sin &)

r=
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. 180° . .
wobei &« = 1% ist. Den Ausdruck tan & — sin « formt man um:
n
. . -3
tana — sina = tana(l — cos &) = 2tanzxsm’§

P cot 150
) P 1 -
Ll v= 80180\ _ 90 |/ T2
nf tan—— — sin sin — 2n
n n n

582. Die regelmiBigen n-Ecke (n ist in beiden Fillen gleich) sind einander #hnlich
(Abb. 64). Thre Flichen (4, ist die des einbeschriebenen, 4, die des.umbe-
schriebenen Vielecks) verhalten sich wie die Quadrate der Radien:

A,: A, = DM?: BM?.

180°

Im Dreieck MDB gilt aber ﬁ = ¢cos XBMD = cos

Losung: F,: F, = cos

-] D A
’ C
g <P
Abb. 64 Abb. 65

583. Es sei AB = a die Seite des regelmiBigen n-Ecks (Abb. 65). Dann gilt

sori=nal® wmi zep=?=-2
n 2 n

2 180°
n

(£ CAD ist Peripheriewinkel iiber dem Bogen EE‘). Die Fliache A4 des Kreis-
ringes ist

2
A = 2(AM* — DM?) = 7AD" = ,,(g) .
Die Breite 4 des Ringes kann man aus dem Dreieck 4DC bestimmen.
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;d=gtan g
2 n

2
Losung: A = &
4
584. Der gesuchte Radius wird mit x bezgichnet (Abb. 66), so daB AM, = BM, = x
ist. Im rechtwinkligen Dreieck AM, M, sind
o

xAM\M, = und MM, = BM, — BM, =r — x.

[

Man findet 43, = MM, sin "5‘ dh x=(r—x) sin%.

@

Abb. 66

.o . x
rsmi rsmi
Losung: x = = :
1+sin®  2cos?(45°— %
2 4

585. Die Fliiche 4, des Vierecks ABCM (Abb. 67)ist gleich 2 - %C—M - BC = r*cota.

Von ihr wird die Fliche 4, des Sektors CMAD subtrahiert. Der Zentriwinkel

Abb. 67

dieses Sektors ist gleich (180° — 2«). Es gilt

— 180° — 2o - 90° — &

A4,
360° 180°
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2% ), (xim GradmaB)
180°

Liosung: A = A, — A, = rz(cotoc - g+
oder .
A=r* (cot o« — g + ac') (o' im BogenmaB).

586. Nach Voraussetzung ist die Fliche des Dreiecks AFD (Abb. 68) gleich einem

Drittel der Fliche des Rhombus ABCD, d. h. gleich zwei Dritteln der Fliche
des Dreiecks ACD.

G

Abb. 68
A
Da die Dreiecke ACD und AFD die gemeinsame Hohe 4G haben, gilt
pr=2cp =2,
3 3
Ferner ist
AF? = AD* + DF? — 24D - DF cos (180° — &)

=ad + gaz R —

Lésung: A—F=E=§\/l3 + 12 cosa.

587. Man verlingert die Strecke BP iiber P hinaus (Abb. 69) und erhilt den Schnitt-
punkt C mit dem Schenkel SA4 des Winkels BSA.

Abb. 69

s A Cc
" Aus dem Dreieck ACP, in dem £ CPA = ¥ BSA = 60° ist (die_Schenk_el dieser
Winkel stehen paarweise aufeinander senkrecht), erhilt man CP = 24P = 2a.
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Folglich ist BC = CP + BP = 2a + b. Im Dreieck SCB ist CS = 2BS. Man

findet (2B5)? — BS® = (2a + b)’, folglich ist BS = 225,
3

Die gesuchte Entfernung PS wird aus dem Dreieck SPB bestimmt.
== 2
Losung: PS = —=+/a* + ab + b*.
g \/ 3

588. Man fiihrt die Aufgabe auf die Ermittlung der GroBe des Winkels BCA = 2y
(Abb. 70) zuriick. L

Abb. 70

A o B
Dazu verldngert man AC iiber C hinaus und konstruiert eine Parallele zu CD
durch B. Mit Hilfe des Satzes iiber die Halbierende des Innenwinkels eines
Dreiecks weist man nach, daB BC = CL = aist.
Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke ADC und ABL erhalten wir BL = (a+_b)w'
Im gleichschenkligen Dreieck BLC ist BL = 2a cos y.

(a+byw
b

Folglich ist 2acosy = . Daraus erhilt man cosy und schlieBlich

siny. Also gilt
= iawsiny + il bwsiny = %w(a + b)siny.
Ein anderer LBsungsweg
Die Flache - ab sin 2y des Dreiecks ABC ist die Summe der Flichen — bw siny
und - aw smy der Dreiecke ADC und DBC. Dann gilt
absinycosy = —bw siny+ ;awsmy,
daraus bestimmt man cos y.

Lisung: A = (":‘%"\/sz —@+ bW
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589.

590.

Es wird angénommeu, die Strecken CE und CF (Abb. 71) wiirden den Winkel
BCA in drei gleiche Teile teilen:

¥BCF = ¥FCE = ¥ECA = y.

Nach Voraussetzung sind AC = BC = a und CE = CF = ¢. Aus dem Drei-
eck EBC erhilt man, wie in der vorangegangenen Aufgabe,

t(a+t)_l+a

cosy =

2at 2a

Abb. 71

A E F 8

Danach bestimmt man sin p. Die gesuchte Fliche ist die Summe der Flichen
der Dreiecke AEC, EFC und FBC.

Lésung: A = 4_‘a Qa+0VGa+ @0

Im Dreieck ABC (Abb. 72)sind die Strecken CE Hohe und CD Seitenhalbierende.
Man bezeichnet den gesuchten Winkel ECD mit ¢, die Winkel des Dreiecks
mit «, # und y. Aus den Dreiecken AEC, EBC und DEC findet man folgende
Bezichungen fiir die Abschnitte auf der Grundlinie 4B .

AE = CE - cot
BE = CE-cotB

DE = CE-tan g.
Weil 4D = BD ist, gilt A — BE = (4D + DE) ~ (BD — DE) = 2DE.
c

Abb. 72
A 0 E 8

In diese Gleichung setzt man die gefundenen Ausdriicke ein und erhalt

CEcota — CEcotf =2 CEtan ¢
oder
coto — cotf = 2tan ¢.



" Lisung: tan g = %(cota —~ cotf)

@ = arc tan I:% (cotox — cotlﬂ)].

591. Die gesuchte Fliche 4 (in Abb. 73 schraffiert) ist gleich dem Dreifachen der
Fliche EBH. Nach Voraussetzung ist EM = %ﬁ = 93. Im rechtwinkligen
Dreieck DEM ist die Kathete DM (der Radius des Kreises) gleich a%_
Folglich ist DM = m*/Ts d. h. XDEM = 60°. Ohne weiteres folgt

¥MHG= 60°. Da der Winkel EBH ebenfalls gleich 60° ist, miissen EM und BH
sowie HM und BE jeweils zueinander pa.rallel verlaufen. Das Viereck EBHM ist

also ein Rhombus mit der Seitenlinge - 2 und mit dem Winkel 60° an der Ecke M.
2
Man subtrahiert die Flache des Sektors HME, also Agyg = én (3) von der
2
Fldche (a) 73 des Rhombus und verdreifacht die Differenz.

2 -
Losung: A = ‘118-(3 \/3 — 7).

n

N8 Abb.74

592. Es soll die Fliche 4 = %ﬂr CD (Abb. 74) bestimmt werden.
Der Winkel CFB ist ein rechter (Satz des THALEs). Folglich ist CD = 4F, so daB
A= EE- AF gilt.
Auf Grund der Sekanteneigenschaften ergibt sich ferner
iB-F = IE° = (;)

hz
Losung: A = E-
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593. Da ¥DCA = %FEC (Abb. 75) und ¥ BCF = X FBC sind (die Seitenhalbierende
CF hat die halbe Linge der Hypotenuse), folgt ¥ DCA = ¥ BCF. ‘

Mo

Nach Voraussetzungist ¥ ECA = ¥ BCE. Man subtrahiert von dieser Gleichung
die vorige und erhilt

¥XECD = XFCE,

Abb. 75

d. h. CE halbiert den Winkel FCD.

594, Der Durchmesser 2r, des Umkreises ist gleich der _Hypotenusenlinge 4B
(Abb. 76). Der Durchmesser 2r; des Inkreises ist gleich CE + CG (denn EMGC
ist ein Quadrat).

c

S)

Abb. 76

A F
Danach gilt:
AC + BC = (4 + BG) + (CE + C6)
= (4F + BF) + (CE + CG)
R‘+-B_C=2r,,+2r,,
wie behauptet.

595. Wie in Aufgabe 594 zeigt man, daBa + b = 2(r, + r,),d. h.

a+b=2 gr,,+r., =zc
5 5

ist.
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AuBerdem gilt @ + b% = c2.
3 4 4 3
Darausfolgt a==¢c, b=-c(odera=-¢, b==c|.
5 5 5 5

Lésung: o = arcsin %; B= arcsing.
596. Man konstruiert (Abb. 77) die Dreiecke MFM; und MM _,E (die Punkte F und

E sind Seitenmitten des Parallelogramms). Diese Dreiecke sind kongruent dena
FM = CE, und aus der Voraussetzung folgt CE = EM,. Also ist M = EM,.

M
D F ¢
M, S W-E
el My
A B

Abb. 77

Ebenso zeigt man, daB FM, = EM ist. Die stumpfen Winkel MFM,; und
M ,EM sind gleich, dennihre Schenkel stehen paarweise aufeinander senkrecht.
Aus der Kongruenz der Dreiecke MFM, und MM,E folgt, da MM, = MM,
und ¥FM,M = ¥ EMM, sind. Da FM, und EM miteinander einen rechten
Winkel bilden, miissen MM, und MM, aufeinander senkrecht stehen, d. h.,
das Dreieck MM,M, ist gleichschenklig-rechtwinklig. Ebenso verhilt es sich
mit den Dreiecken MM, M, M,M3;M und M;M,M. Daraus folgt, daB das
Viereck M, M,M;M, ein Quadrat ist.
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9. Polyeder

In den Kapiteln 9 und 10 werden folgende Symbole'verwendet:

1 4

Volumen

A oder Az Grundfliche!
Aj Mantelfliche?!

Ay

a
L
rll

h

Oberfliche!

Seite der Grundfliche .
Radius des Inkreises der Grundfliche!
Radius des Umkreises der Grundfliche!

Héhe des Korpers

"h, Hohe der Grundfiziche!
Wenn gesuchte GroBen einmal anders bezeichnet werden sollten, wird das jeweils

vermerkt.

Bei Darstellungen rdumlicher Gebilde werden die unsichtbaren Kanten und die Hilfs-
linien durch gestrichelte Linien gekennzeichnet.

[7]] (o

Abb. 78

A 8

597. AC ist die Projektion der Raumdiagonalen 4,C des Parallelepipeds auf die
Ebene der Grundfliche ABCD (Abb. 78). Deshalb ist der gegebene Winkel «,

! Wenn in einer Aufgabe keine Unterscheidung nétig ist, werden die Symbole ohne Indizes ge-

schrieben.
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der zwischen A_,(_Z und der Ebene durch 4BCD liegt, der Winkel ACA,. Aus
dem Dreieck A4CA, erhilt man

AA; = AC-tana = vV a* + b - tana.
Das wird in die Formel 4,, = (2a + 2b) - E eingesetzt.
Losung: Ay = 2(a + b)v/ a* + b* - tan x.

598. In jeder Ecke des Prismas treffen sich drei Raumdiagonalen, so z. B. in 4, die
Diagonalen 4, E, 4, D und 4, C (Abb. 79). Ihre senkrechten Parallelprojektionen
auf die Ebene ABCDEF sind die Dlagonalen der Grundfliche ABCDEF: AE,
AD und AC. Von den Strecken A4,E, 4,D und A,C ist diejenige die ldngste,

¢ 8,

Abb. 79

deren Projektion am gréBten ist. Folglich ist die Diagonale 4, D die lingste der
gewihlten. (Im Prisma existieren weitere Raumdiagonalen, die die gleiche
Linge wie 4,D besnzen, es gibt aber keine groBeren.) Aus dem Dreieck DA4,

(XA4A4,D = «, A,D d) erhilt man 4 = 44, = dcoswa, AD = dsin«. Die

Fliche des gleichseitigen Dreiecks ABM ist 4 = i AM?- \/ 3. Démzufolge ist
AG=61AM’\/3 ( )\/3

Das Volumen ist gleich

V=Aa-h=38i5.E’.A_A,.

53/3

Losung: V = S—d3 sin® & cos ox.



Bemerkung: Anschauliche Zeichnungen erleichtern oft die Lsung der Auf-
gaben. Deshalb werden in einer Reihe von Aufgaben Méoglichkeiten zur Dar-
stellung rdumlicher Gebilde in der Ebene gezeigt. Sie ermdglichen selbst bei
Freihandskizzen gute Anschaulichkeit.

Die Darstellungen liegen in Parallelprojektion vor: Die Projektionsrichtung ist
beliebig. Parallele Geraden gehen in parallele Geraden iiber, wihrend z. B.
senkrecht aufeinander stehende Geraden nach der Abbildung (im allgemeinen,
d. Ubers.) nicht mehr senkrecht aufeinander stehen. Streckenverhaltnisse auf
einer Geraden bleiben nach der Abbildung unverindert.

Liegen gleich lange Abschnitte auf Geraden vor, die nicht parallel sind, dann
gehen sie durch Parallelprojektion in Strecken verschiedener Linge iiber.

Um die Abbildung des regelméBigen Sechseckes, der Grundfliche des Prismas,
zu konstruieren, braucht man nur ein beliebiges Parallelogramm BCDM zu
zeichnen. Verldngert man die Strecken DM, CM und BM iiber M hinaus um
sich selbst bis zu den Endpunkten 4, F und E, so erhdlt man ein Sechseck
ABCDEF.

Der Punkt M ist das Bild des Mittelpunktes der Figur.

599, a) Darstellungsverfahren:
Das Quadrat der Grundfliche wird durch ein beliebiges Parallelogramm 4BCD
dargestellt (Abb. 80). Der Schnittpunkt M der Diagonalen des Parallelogramms
liefert das Bild des Mittelpunktes der Grundfldche. Die Verbindung der Seiten-
mitte der Seite AB mit der Pyramidenspitze E stellt die Seitenhshe EF dar.

Abb. 80
b) Losungsweg:
Es gilt ¥V =1 3%h, wobei x = 4B ist und k die Hohe EFM der Pyramide dar-
stellt.
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Der Winkel « ist der Winkel MBE (s. Lsung der Aufgabe 597). Aus dem Drei-
eck MBE erhilt man k = m - sin «. Das Dreieck ABM liefert
x=BM- 2=m\/icosa.

m? sin 20 cos o

Lisung: V = gm’ cos®asina = 5

600. Wenn man die unbekannte Seitenkante mit m bezeichnet, erhilt man wie in

der vorigen Aufgabe

_ m®sin 2x cos &
3

v

Nun wird m bestimmt.

2 k124

Losung: m = [————,
sin 2o cos &

601. Es werden folgende Bezeichnungen benutzt (Abb. 80_):_4_3 = x, EF = y. Dann
gilt 4y = 2xy. Im rechtwinkligen Dreieck MFE ist EM = h. Man findet also

2
2 x 2
=(=) + 4.
’ (2)

Wird y eliminiert, so erhdlt man x* + 4h2x> — 42 = 0. Diese Gleichung hat"
zwei reelle Losungen, aber nur eine von ihnen ist positiv.

Losung: x = N /4h* + A3 — 202
602.! Man verbindet die Mitten Hund G der Grundkanten EFund BC miteinander und
erhiltin GH den Inkreisdurchmesser (Abb. 81). Esist also GH = d und GM = ;.
Weil GM die Hohe im gleichseitigen Dreieck mit a = BC = CM = BM ist,
gilt
ax/i d d
2’ V3

Die Hohe h = MS bestimmt man aus dem Dreieck MCS:

d
2

— 2
h=~/ES"—CM’=\/Iz—-az=\/Iz—d—;,

! Siche Bemerkung zur Darstellung einer regelmaBigen sechsseitigen Pyramide in Aufgabe 598!
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die Strecke m = GS aus dem Dreieck GCS:

a\? 1 —_—
m=_[I* - (-) =——=J12F &,

2

2 —
Losung: V = ‘%\/312 — &, Ay = g\/l212 — .

Abb. 81

603. a) Darstellungsverfahren:
Als Bild der Grundfliche kann jedes beliebige Dreieck 4BC dienen (Abb. 82).
Der Mittelpunkt der Grundfliche wird durch den Schnittpunkt M der Seiten-
halbierenden dargestellt.*
D

Abb. 82

! AnschlieBend kann man die beiden Seitenhalbierenden, die fiir die Aufgabe nicht von Bedeutung
sind, Man behilt lediglich M auf AE, wie dies in Abbildung 85 gezeigt wird.
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b) Losungsweg:

1 11
Bekannt ist ¥ = -AG h= 5 -d*h \/— Aus dem Dreieck AMD bestimmt
man die Bezxehung zwischen @ und h. Wenn AD = a und AM der Radius des
Umkreises ist, dann gilt a = r, \/5
Folglich ist

h* = 4D* - AM* = a* —

2
2

2
=Za
3

V3

Setzt man @® = ghz in die Formel fiir ¥ ein, so erhilt man ¥ = -—3—h3.

3
Losung: h = 2,}71’_.
3

604. a) Darstellungsverfahren:
Zum Unterschied vom Quader, der nur rechteckige Seiten aufweist, hat das
gerade Parallelepiped als Grund- und Deckfliche gleiche Parallelogramme,
wihrend die Seitenfliichen Rechtecke sind.
Wenn wir einen Quader darstellen wollen, sind wir gezwungen, seine Grund-
fliche als Parallelogramm zu zeichnen (s. Abb. 78, S. 108).
Deshalb unterscheiden sich Quader und gerades Parallelepiped in ihren Dar-
stellungen nicht, was das ,,Lesen* der Zeichnungen etwas erschwert.
Man muB also darauf achten, daB der spitze Winkel des Parallelogramms der
Grundfliche wirklich als solcher zu erkennen ist. Dazu empfiehlt es sich, den
Winkel sehr spitz zu zeichnen und unbedingt zu benennen.
b) Losungsweg:
Im geraden Parallelepiped sind jeweils zwei | Raumdiagonalen glelch lang (es
existieren insgesamt vier): 4;C = AC, und BD, = B,D. (ACl und B,D sind
in Abbildung 83 nicht eingezeichnet.)

Abb. 83

A b 8

Der spitze Winkel der Grundfléche sei der Winkel DAB = «. Dann ist der Winkel
ABC = 180° — & stumpf und AC > BD. Daraus folgt: die kleinere Raumdia-
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605.

114

gonale ist BD1 , denn BD;? = k? + BD?. Ebenso ist 4,C2 = h* + AC?, folg-
lich ist BD,2 < A,C2. Laut Aufgabenstellung ist BD, = AC also kann man A
bestimmen. Im Dreieck DBD, gilt

h?* = BD,> — BD? = AC* — BD*.
Aus dem Dreieck 4BD folgt
BD? = a® + b* — 2abcos «,

aus dem Dreieck ABC AC? = a® + b2 — 2ab cos (180° — «).
Folglich ist A* = 4ab cos «.

Lésung: V = 2 sin « +/ (ab)® cos a.

Man bezeichuetiie groBere Seite der Grundfliiche (4B in Abb. 84) mit a, die
kleinere mit b (BC). Dann gilt nach Voraussetzung a + b = 9 cm,

0, G
\
A \\ 8,
\
\
h \
\\
D\ _
gl == € avbam
A a 8

Um a, b und den spitzen Winkel « zu bestimmen, muB man die Linge der
Diagonalen der Grundfliche berechnen. Wie frither schon gezeigt, ist die
Diagonale BD die senkrechte Projektion der kleineren Raumdiagonalen
[BD, = /33 cm] auf die Ebene der Grundfliche. Deshalb gilt

BD? = BD,? — DD,? = (v/33)2cm? — 42 cm? = 17 cm?.
Ebenso findet man AC* = 65 cm?. Daraus folgen zwei'Gleichungen:

a? + b* — 2abcosax = 17; @* + b* + 2abcosx = 65.

Es werden beide addiert, und man erhélt a*> + b*> = 41 cm?. Unter Verwendung
der Gleichung a + 5 =9cm findet man ¢ = 5cm, b =4cm (man betrachtet a
als die groBere Seite). Durch Subtraktion erhélt man 4ab cos & = 48, d. h.,

cosos=L=0,6.
4:5-4

Folglich ist 4 = absinx = 4-5-0,8cm? = 16 cm?.
Lisung: V = 64cm3, A4, = 104 cm?2.



606. a) Darstellungsverfahren:
Zur Lage des Punktes M siche Aufgabe 603 (Abb. 82 auf Seite 112)! Um den
gesuchten Winkel zwischen Grund- und Seitenfliche darzustellen, verbindet man
die Mitte E der Kante BC mit D und 4 (Abb. 85). Der Punkt E ist das Bild des
Halbierungspunktes von BC. Weil die Dreiecke BCD und ABC in Wirklichkeit
gleichschenklig sind, stehen DE und AE auf BC senkrecht. Esistalsox = X AED
der gesuchte Winkel. Die Hohe DM = h liegt in der Ebene AED.

0

Abb. 85
8

b) Losungsweg:

» DM L —_— - . _—
Es gilt tana = = wobei DM = hund EM = EAM sind, denn die Seiten-
halbierenden teilen einander im Verhiltnis 1: 2. _
Die Strecke AM wird aus dem Dreieck 4MD bestimmt (4D = [).

2h
N

607. Es ist « = X MBE (Abb. 86), weil BM die senkrechte Projektion der Kante BE
auf die Ebene der Grundfliche darstellt. Um den Winkel ¢ zwischen den Ebenen
der Grund- und Scitenfliche zu veranschaulichen, verbindet man den Halbie-
rungspunkt F der Kante 4B mit M und E (s. Bemerkung zur Aufgabe 606).

2

Losung: &« = arc tan

Weil Ag =a® = d—2 ist, kann man das Volumen mit Hilfe von # = EM und
d = BD bestimmen. Im Dreieck MBE gilt h = ‘2—itan¢x und nach Voraus-
setzung ‘—;h = 4s. Multipliziert und dividiert man beide Gleichungen mit-

bzw. durcheinander, so erhilt man

2
h* = Astanx und (g) = Ascotx.
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Folglich ist V = éAs ch= %A? cot*a

Den Winkel ¢ bestimmt man im Dreieck MFE. Hier ist

F =

\&

a
2

-

und _2
tangp = iy
MF

F= '—\/——-=x/Astano: J—vAscota_mna f

E

i

Abb. 86

Losung: V = EAgcot%u tan ¢ = \/5 ‘tane.

608. a) Darstellungsverfahren:

116

Die Grundfliche der Pyramide ist ein regelméBiges Fiinfeck, denn aus der Glei-
chung 180° (n — 2) = 540° folgt n = 5. Im regelmédBigen Fiinfeck 4BCDE
(Abb. 87a) teilt jede Diagonale (z. B. AD) die andere (z. B. BE) innen in einem
konstanten Verhiltnis.

Soist z. B. DN = ‘/__52‘_1 4D ~ 0,6 AD (genauer: 0,61803 ... - D). AuBer-
dem lauft eine Diagonale parallel zu jeweils einer Fiinfeckseite (z. B. 4D || D_(:‘).
Der Mittelpunkt M liegt im Schnittpunkt der Strecken EL und CN. Deshalb
ist es mdglich, die Grundfliche der Pyramide wie folgt darzustellen: Man
zeichnet ein beliebiges Dreieck 4BD (Abb. 87b). Dann teilt man die Seiten AD
und BD durch die Punkte L und N in Teilstrecken, die sich wie AN: DN = 2:3
verhalten (Niherungskonstruktion, d. Ubers.).



Dazu teilt man eine Seite und konstruiert LN|AB. Ebenso wird AE|BD bis
zum Schnittpunkt mit der iiber N verlingerten Strecke BN konstruiert. ﬂ)alog
findet man C. Das Bild des Mittelpunktes M liegt im Schnittpunkt von CN und
EL. ;

Abb. 87a
b) Losungsweg: _ :
Aus dem Dreieck CMF (es sind X FCM = « und CF = [) bestimmt man
h=FM =Isinx, CM =lcosux.
Die Grundfliche ist
A= Séﬁl'm'sin ¥DMC = %C_M2~sin 72°
A =21 cos?asin 72°.
2
5 1 Sa e B
Losung: V = §Ah = al sin 72° cos* o sin «.
609.! Um den Winkel « zu bestimmen, betrachtet man das Dreieck CMF (Abb. 88).

Hier ist CF = BC = a, denn nach Voraussetzung ist das Dreieck BCF gleich-
seitig. Die Strecke CM (der Radius des Umkreises) kann durch a im Dreieck

CMU ausgedriickt werden. Es sind ¥xCMU = 36° und CU = g. Also gilt

a CcM 1 .
= , sodaB cosax = — = ist.
2 sin 36° CF  2sin36° =

Den Winkel ¢ bestimmt man aus dem Dreieck UMF, wobei FU = i L
(Hohe eines gleichseitigen Dreiecks!). 2,

! Zur Darstellung einer regelméBigen fiinfseitigen Pyramide s. vorige Aufgabe!
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Ferner gilt MU = a_co::l (s. Dreieck CMU).

MU _ acot 36° a\/— cot 36°

FU 2 Jfa

Es gilt dann cos ¢ =

Ljsung: o = arccos 2 = arccos ﬂs}—ﬁa
' 2sine ' /3

610. Es gelte (s. Abb. 88) BC =aund MU = fcot&
Die Grundfidche ist dann 2 n

(180° _ na? 180°
ot .

n-a

a
dg=22.9
T2 2 n

Die Beziehung ¥V = ;AG - h liefert h = ;j— 12—V tan 180 .

2
¢ na

Den Winkel FCM bezeichnet man mit .
a

— st
180°

Dann gilt tano = #, wobei CM =
CM "
2sin

24V sin -1—8(-)- tan l§0_
Lésung: o = arctan 5 4
na
Vorbemerkung zur Aufgabe 611 und zu den folgenden Aufgaben:
Wenn alle Seitenkanten einer Pyramide mit der Grundfliche gleiche Winkel bilden,

dann gilt:

1. Alle Seitenkanten sind gleich lang.
2. Um die Grundfldche 148t sich ein Umkreis konstruieren.
3. Die Hohe der Pyramide hat ihren FuBpunkt im Mittelpunkt des Umkreises.

18



Nachweis: Es mdgen AS, BS, CS usw. (Abb. 89) mit der Ebene ABCDE gleiche
Winkel bilden. Dann betrachtet man die rechtwinkligen Dreiecke AMS und MBS
(MS ist die Hohe der Pyramide). Da in beiden Dreiecken die Héhen und die spitzen
Winkel SAM und MBS g]elch sind (alle Kanten sollen mit der Grundfldche gleiche
Winkel einschlieBen), ist BS = 4S. Ebenso zeigt man, daB BS = CS ist usw.

Aus den kongruenten Dreiecken SAM und MBS folgt auch AM = BM, BM = CM
usw., d. h., auf dem Kreis mit dem Mittelpunkt in M und mit dem Radius Wliegen
die Punkte B, C usw.

A 8 Abb. 90
611. Wie gezeigt, liegt der FuBpunkt der Hohe EM im Mittelpunkt des Umkreises,
d. h. im Schnittpunkt M der Diagonalen (Abb. 90). Die Flidche eines Parallelo-
gramms errechnet sich aus dem halben Produkt der Diagonalen und dem Sinus
des von ihnen eingeschlossenen Winkels:
1., .
A==b"sinx.
2
Aus dem Dreieck AME erhilt man
- B
h=AM-tanf = Etanﬁ.

Lisung: V = Tliba sin o tan .

612. a) Darstellungsverfahren:
Die Hohe der Pyramide muB (s. Vorbemerkung zur Aufgabe 611) ihren FuB-
punkt im Mittelpunkt des Umkreises des gleichschenkligen Dreiecks 4BC
haben (Abb. 91). Da der Winkel & = & CAB beliebig gewihlt werden kann,
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613.

120

stellt man den Mittelpunkt M durch einen beliebigen Punkt M auf der Strecke
AE dar (E ist der Halbierungspunkt von B_C_). Man kann sogar M auf der Ver-
l4ngerung von AE festlegen. (In diesem Falle wire der Winkel & in Wirklichkeit
stumpf.)

b) Losungsweg:
Die Hohe DM der Pyramide bestimmt man aus dem Dreieck AMD. Hier ist
£DAM = § und AM = r der Radius des Umkreises. Nach dem Sinussatz ist
die Linge der Seite BC gleich dem Produkt aus der Linge des Umkreisdurch-
messers 2r und dem Sinus des gegeniiberliegenden Winkels «. Es gilt also
BC
2sina

r=

Die GréBie von HC - BE bestimmt man im Dreieck 4BE (E = gsin D—‘) d
Folglich ist 2 2
asin ;—‘ tan 8
h=rtanf = .
sin &

und damit 4 = —; a*sin .

a*sin Ztan B

Losung: V =
g 6

Abb. 91

a) Darstellungsverfahren:

Die Parallelprojektion eines Kreises auf eine Ebene ist (im allgemeinen) eine
Ellipse. Die Ellipse wird wie folgt konstruiert: In einem Kreis legt man einen
Durchmesser MN fest (Abb. 92). Von einem beliebigen Punkt P auf der



Peripherie des Kreises wird das Lot PP' auf den Durchmesser MN gefillt.
Der Punkt R sei der Schnittpunkt von PP’ und MN. Man verkiirzt die Strecke
PR in einem beliebigen Verhiltnis (z. B. 2:1) und trégt die verkiirzte Strecke ﬁ
auf der Strecke PP’ von R aus nach beiden Seiten ab (QR = Q'R). So erhilt
man punktweise die Ellipse.

Die Ellipse ist symmetrisch zur Strecke MN (der grofien oder Hauptachse der
Ellipse) und zur Strecke TU’ (diese steht in O senkrecht auf MN). Die Strecke
VV' ist die kleine oder die Nebenachse der Ellipse. Der Punkt O ist der Mittel-
punkt der Ellipse.

Um den Kreis, der einem Rechteck umbeschrieben ist, darzustellen, ist es be-
quemer, erst die Ellipse ABCD, d. h. das Bild des Umkreises, zu konstruieren
(Abb. 93). Dazu ordnet man die Hauptachse schrig an.!

¢

Abb. 93

A

Eine Seite des Rechteckes kann durch eine beliebige Sehne 4B in der Ellipse
dargestellt werden. Diese Sehne zeichnet man zweckmaBigerweise waagerecht.
Im Mittelpunkt O der Ellipse schneiden einander die Strecken BD und AC. Das
Viereck ABCD ist das Bild des Rechtecks.

b) Losungsweg: .
Der Peripheriewinkel CAB ist gleich «, denn der zu BC gehdrige Zentriwinkel
ist gleich 2«. Aus dem Dreieck ABC erhilt man

4B = 2rcosx, BC =2rsina
und damit A = 2(AB + BC) h = 4r(cos & + sin a) &.
_ A
4r(cos & + sin o)

t In Abbildung 93 ist die groBe Achse der Ellipse als Di le AC des Rect
Das vereinfacht die Abbildung, ist aber nicht unbedingt erforderlich.

121



Nun berechnet man ¥ = 4B+ BC - h.

Die Voraussetzung, daB der Zentriwinkel 2x zur kleineren Seite des Rechteckes
gehore, ist iiberfliissig.

Arcosasina_ Arsin 20

Lisung: V = - 5
cosx + sino \/§ cos (45° — &)

614. Die Grundfliche ist 4 = ‘—l‘az tan f# (Abb. 94). Nach Voraussetzung ist

Ay =24 =-;aztanﬂ.

Andererseits gilt
< ‘2—1 ) 2a cos® g
Ay=\a+2—|h=—_"h,
M cos 8 cos

Man setzt die beiden Ausdriicke fiir 4,, einander gleich und erhalt

8,

Abb. 94

615.! Man verbindet den Halbierungspunkt G der Seite CD mit M und S (Abb. 95).
Der Winkel SGM = « ist derjenigé Winkel, den die Ebene der Seitenfliche

! Zur Darstellung eines regelmiBigen Sechseckes in Parall jektion s. S. 109, Vorbemerkung zur
Aufgabe 598.
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mit der Ebene der Grundfliche einschlieBt (s. Bemerkungen zur Losung der
Aufgabe 606).
Folglich ist

HJ=G_Scosoc=m-cosa.

Aus dem Dreieck CGM (X GMC = 30°) bestimmt man
mcos .
Weiter erhdlt man )
2
Ag = 6(‘-‘) V3 und 4, =6%m.
2 2
Man setzt fiir g den gefundenen Ausdruck ein und erhilt
Ay = Ag + Ay = 2\/§m‘cosrx(1 + cos &).
Losung: A, = 4 \/3 m? cos x cos® g
616. Nach Voraussetzung sind die in der Skizze verkiirzten Strecken R‘__uudE
einander gleich (Abb. 96), d. h., auch ihre Projektionen sind gleich: 4D = BD.

Der Winkel CFD (F ist die Seitenmitte von AB) ist der Winkel zwischen den
Ebenen E und 4BC. Da das Dreieck ABC in C rechtwinklig ist, folgt

Demnach ist DF = g cos &.

SchlieBlich gilt noch 4D = BD = v/ AF* + DF* = g«/ 1 + cos® &,
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2 —
Losung: Augp = ”#, 4B + BD + AD = (1 + /1 + cos’a).

Vorbemerkung zur Aufgabe 617 und zu den folgenden Aufgaben:

Wenn alle Seitenfléichen der Pyramide mit der Grundfliche den gleichen Winkel &
einschlieBen und wenn die Hohe ihren FuBpunkt in irgendeinem Punkt O der Grund-
fliche hat, dann gilt:

1. Die Héhen aller Seitenflichen sind gleich lang.

2.In die Grundfliche der Pyramide 14Bt sich ein Kreis einbeschreiben, dessen
Mittelpunkt O ist.

3. Ag = Ay - cosa.
Nachweis:

1. (Abb. 97.) Man zeichnet dic Hohe FM der Seitenfliche BCF ein und verbin-
det M mit O. Die Strecke MO ist die Projektion von FM auf die Ebene 4BCDE.
Folglich steht MO senkrecht auf BC, d. h., der Winkel OMF = o gibt die
GroBe des Winkels an, den die Seitenflichen mit der Grundfliche einschiieBen.
Im Dreieck OMF gilt

FM = ——; MO = FO ‘cota.

Abb. 97

Alle weiteren Hohen FL, FN, ... der Seitenflichen sind, wie man ebenso beweist,
gleich —
FO

sin &
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2. Die Strecken ZO, MO usw. stehen jeweils auf den entsprechenden Seiten 4B, BC
usw. senkrecht, und jede hat die Linge

FO - cot .

Deshalb 148t sich um O ein Kreis mit dem Radius MO konstruieren, der der Inkreis
der Grundfliche ABCDE ist.

3. Der Punkt O (FuBpunkt der Hohe der Pyramide) ist Mittelpunkt dieses Inkreises.

4. Apco =§B_C'M_0=§EC_'(I~TMcosa)

Asco = (%176_‘ m)coso‘ = Apcr * COS .

Ebenso 14Bt sich zeigen, daB 4,50 = A ,pF €OS & ist usw.
Durch Summation findet man 4 = A cOs &.

617. Die Hohe FM des Dreiecks BCF (Abb. 97) ist die Projektion der Hohe FO der
Pyramide auf diese Seitenfliche. Deshalb ist x MFO = ¢. Weiter folgt:
o = 90° — @, d. h., alle Seitenflichen schlieBen mit der Grundfiéiche den gleichen
Winkel ein.

Es wurde gezeigt, daB A, = As = _—Ag- gilt.
CoS x sin @
.. Ag

Losung: Ay = ——.
sin ¢

i 24, cos® (45" = 9)

A,,=AG<1+_—)=——2 :

sin g, sin @

618. Aus dem Dreieck OED findet man (Abb. 98‘)

a3

h=EO-tan« —3 CE- tano;— = ——-tana

Es gelten dann folgende Beziehungen:

A
cos &

Ag =ia2\/§ und A, =

(Vergleichen Sie auch mit den Vorbemerkungen zur vorigen Aufgabe!)

3cos? %
- 3 2 .
L g:V=atana; A,.=a \/E(l-f-cosa): 2
24 4cos 2 cos o

! Vergleichen Sie mit der Darstellung in Abbildung 82 auf Seite 112!
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Bemerkung: Ein geschlossener Ausdruck fiir die Oberfliiche einer Pyramide,
deren Seitenflichen mit der Grundfliche gleiche Winkel einschlieBen, 148t sich

in der Form
24, cos? %
A,,=AG+AM=AG(1+L)= 2
cos o, cos &
angeben. D
c
Abb. 98

619. Es wird die Beziehung
-4
a* \/3 cos? -2

" 2cosx

benutzt, die in Aufgabe 618 gefunden wurde.

Lovarg: @ \/ZA cosa

620. a) Darstellungsverfahren:

Die Strecke LN, die die Beriihrungspunkte L und N auf den gegeniiberliegenden
Seiten des Rhombus (Abb. 992) miteinander verbindet, geht durch den Mittel-
punkt des Inkreises. Man zeichnet deshalb zuerst die Ellipse (Abb. 99b), die das
Bild des Inkreises darstellt!, dann legt man durch ihren Mittelpunkt O zwei
Strecken LN und KM. Durch die Endpunkte dieser Strecken (sie liegen auf der
Ellipse) werden Tangenten an die Ellipse gelegt. Man erhilt das Parallelogramm
ABCD, das Bild des Rhombus.

b) Losungsweg:

Zur Berechnung der Grundfliche bendtigt man die Hohe DF und die Seite AB
des Rhombus. In Abbildung 99a erkennt man, daB DF = 2KO= 2r ist. Im

! Zur Ellipsenkonstruktion vergleichen Sie mit der Losung der Aufgabe 613!
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Dreieck AFD (¥ DAF = «) gilt

Im Dreieck NOE (Abb. 99b), in dem NO = r und % ENO = f ist, bestimmt
man k. Zur Bestimmung von 4, verwendet man die Beziehung aus der vorigen
Aufgabe. ﬂ

2

5 8r” cos
4ritan

Losung: V = - 5 dp=—
3sinx sin & cos ﬁ

621. Es werden die Hinweise zur Losung der Aufgabe 618 ausgewertet.

Lisung: @ = arccos ﬁ

Ay

622. a) Darstellungsverfahren:!

Die Schnittfliche A5 ist das Parallelogramm 4,BCD, (Abb. 100). Um den
Winkel zwischen ihr und der Grundfiiche darzustellen, zeichnet man das Bild
der Héhe des Rhombus 4BCD, die Strecke DM, ein. Da in Wirklichkeit die
Strecken DM und DDI auf der Kante 4D senkrecht stehen, muf3 die Ebene
DMND; ebenfalls auf 4D (und damit auf BC) senkrecht stehen. Diese Ebene
schneidet die Schnittfliche in der Strecke DM, so daB also XxDMD, = B ist.

b) Losungsweg: .
Die Mantelflache ist die Summe der Flichen von vier gleichen Rechtecken (die
Grundfliche ist ein Rhombus!).

1 Siehe Seite 113, Aufgabe 604: D: eines den Parallelepipeds!
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Die Seitenfliche ADD; A, berechnet sich aus Ax = A4.D, Dx DD,, die Schnitt-
flédche ist gleich

As = 4,D, - D; M.
Im Dreieck DMD, gilt DD, = D, M - sin f.
2] [

7
l &/w
A v

Z Abb. 100
A 8

Es ist also Ax = Agsin .
Lisung: Ay = 44gsin B.

623. Man beachte die Vorbemerkungen zur Aufgabe 617. Nach Vqraussetzung ist
EM = d (Abb. 101). Der Punkt E ist Halbierungspunkt der Hypotenuse DF
des Dreiecks FMD und damit Mittelpunkt des Umkreises des Dreiecks FMD.

Abb. 101

Deshalb ist DF = 2DE = 2EM = 2d. Im Dreieck FMD bestimmt man ferner
den Radius FM = r des Kreises, der der Grundfiiche einbeschrieben ist:
r = 2d cos ¢, wobei ¢ = ¥ DFM ist. Zur Berechnung der Pyramidengrund-
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fliche benstigt man ﬁ’(die_halbe Basislidnge des gleichschenkligen Dreiecks ABC)
und die zugehdrige Hohe CF.

Der Mittelpunkt M des Inkreises liegt auf der Winkelhalbierenden des Winkels
CAB,d.h. xMAF = E

Aus dem Dreieck AFM erhdlt man AF = rcot E.
Aus dem Dreieck AFC erhilt man CF = AF - tan o, Folglich ist
46 =iA_B-a‘=A_-F-C7‘= AF - tana
A = ricot? gtan & = 4d* cos® g cot? ;ftan «.
Hieralus (s. Bemerkungen zur Aufgabe 618) folgt
" 24 cos® 22’

A, =
cos ¢

Lisung: A, = 8d*cos ¢ cos® %’cot’ ; tan o.

Abb. 102

624, Man beachte die Vorbemerkung zur Aufgabe 617*.

Die Hohe der Pyramide bestimmt man mit Hilfe des Dreiecks MGP (Abb. 102):
h = rtano.

! Konstruktion einer Ellipse (Darstellung des Inkreises einer Grundfliche) siehe Seite 120
(Aufgabe 613)! -
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Wenn a,, a,, ... die Seiten der Grundfliche sind, so ist

A = Aupy + Apcrg + ... = ~AB-FM + %R-W+

L
2

1 1
=-ayr + -ay + ...
27" T2

1 1
Ac=-ra, +a,+ ...)=-r-2s=r-s.
G 2(I 2 2

r’stan &

Liosung: V =
3

625. a) Darstellungsverfahren:
Man zeichnet das Bild einer regelmiBigen dreiseitigen Pyramide ABCD
(Abb. 103)! und konstruiert das Dreieck A;B,C, so hinein, daB seine Seiten
parallel zu den entsprechenden Seiten der Grundfliche ABC verlaufen und daB
seine Eckpunkte auf den Bildern der Kanten der Pyramide liegen. Das Drei-
eck A4,B,C, stellt die Deckfliche des Pyramidenstumpfes dar. Das Bild des

0

Abb. 103

8

Mittelpunktes O, der Deckfliche liegt im Schnittpunkt der Strecke DO mit

einer der Seitenhalbierenden (z. B. 4, E,) des Dreiecks 4, B, C, . Die Strecke 4, M

isteine Parallelezu OO, und schneidet die Seitenhalbierende 4 E des Dreiecks ABC
L Zur Darstellung einer regelméBigen dreiseitigen Pyramide s. S. 112 (Abb. 82).
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im Punkt M. Die Strecke 4, M stellt das Lot vom Punkt 4, auf die Grund-
fliche der Pyramide dar.

b) Losungsweg:

Das Volumen eines Pyramidenstumpfes berechnet sich aus

2 -
Vel + s Va,a3),

wobei 4; und A4, die Inhalte der Grundfliche bzw. der Deckfliche, im vor-
liegenden Fall der Dreieckflichen ABC bzw. 4,B,C, sind.
Fiir die Grundfliche und die Deckfliche erhilt man in dieser Aufgabe

\/32 \/Sz.

A, =—¢c* bzw. A4, =—c¢
1 4 2 4 : B

Die Hshe h = A, M bestimmt man aus dem Diieck AMA,,wobei ¥ A, AM = «
und AM = AO — A,0, sind. Die Strecken A0 und 4,0, sind die Radien der
Umkreise der Dreiecke ABC bzw. 4,B,C,.

Deshalb gilt
40 =< und 4,0, = -SL,
V3 J3
das heiBt
=5
3

Folglich ist

h="""ltana.
V3
. 1
Lésung: V = E(c —c})tana.

626. a) Darstellungsverfahren:

Der Pyramidenstumpf wird wie in der vorangegangenen Aufgabe dargestellt.
Um den Winkel zu veranschaulichen, den die Seitenflichen mit der Grundfiiche
einschlieBen, zeichnet man A, E und B,F (Abb. 104) parallel zu MM, bis zum
Schnittpunkt mit den Flichendiagonalen AC und BD. Dann zeichnet man durch
E und F eine zu AB parallele Gerade. Dxese schneidet 4D und BC in G bzw. H.
Die Ebene GHB, 4, steht senkrecht auf AD denn in ihr liegen die Strecken 4,E
und GH, die beide zu 4D senkrecht verlaufen. Folglich ist ¥ 4,GE = ¢ der
gesuchte Winkel.
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b) Losungsweg: 5
‘Aus dem Trapez GHB, 4, erhilt man EG = %

Die Hohe des Pyramidenstumpfes bestimmt man im Dreieck 4E4,. Hier gilt

Dann ist

Das Volumen berechnet man nach der Formel

V=g(a2+ab+b’).

Abb. 104

Den gesuchten Winkel ¢ = ¥ A4,GE bestimmt man im Dreieck GE4,, wobei

E—G a—b
ist. 2
Damit gilt
AE a-b a-5b
ne = — = tan o :
V2
3 3
Lésung: V = u—)ﬂl—f' @ = arctan (\/5 tan «).

353

627. Siehe Vorbemerkung zur Aufgabe 611 auf Seite 118!
Die Hohe der Pyramide muB ihren FuBpunkt im Mittelpunkt des Umkreises der
Grundfliche haben. Im rechtwinkligen Dreieck ABC (Abb. 105) liegt aber dieser
Mittelpunkt auf der Seitenmitte der Hypotenuse AC im Punkt E. Folglich sind
E, BE und CE Projektionen der Seitenkanten AD, BD und CD auf die Ebene
der Grundfliche, so daB ¥ DAE = £ DBE = ¥ DCE = f§ gilt. Das Volumen
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der Pyramide bestimmt man nach der Formel
LB gy
3 2

Im Dreieck ABC ist AB = b-cosa, BC = b-sina, im Dreieck AED ist

V=

Die Winkel an der Spitze bezeichnet man folgendermabBen:
¥CDA =0,, xCDB=0,, XBDA=0,.

Abb. 105

Die Dreiecke ABD, BCD und ACD sind gleichschenklig. Die Hohen dieser
Seitenflichen haben also ihre FuBpunkte in den Seitenmitten des Grundfiichen-
dreiecks. Aus Dreieck ACD folgt 6, = 180° — 28.

Im Dreieck BCD gilt
0, CM
sin = = =—

2 CcD

und im Dreieck 4BD
0, AN
in—= = —.

AD

Man erhilt ferner (Dreieck AED)

— — b

AD = CD
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628.

134

und (Dreieck 4BC)

CM=B—C=ésina; m=£=écoscx.
2 2 2 2
3 .
Losung: V=b smi;xtanﬁ:
6, = 180° — 28;

0, = 2 arcsin (sin « cos 8);
05 = 2 arcsin (cos « cos ).

Es ist das Volumen der Pyramide ABCC, zu bestimmen (Abb. 106). Da die
Seitenkanten dieses Korpers untereinander gleich sind, miissen sie mit der
Grundflichenebene gleiche Winkel einschlieBen. (Die Umkehrung dieses Satzes
wurde in den Vorbemerkungen zur Aufgabe 611 auf Seite 118 gezeigt). Die
Korperhshe C,0 hat ihren FuBpunkt im Mittelpunkt O des Umkreises der

8, A,

Abb. 106

Grundfliche ABC. Der Punkt O liegt auf dem Halbierungspunkt der Hypo-
tenuse AB, da das Dreieck ABC rechtwinklig ist. (Vgl. Sie mit der Bemerkung
zur vorigen Aufgabe!) Der Winkel ODC, (D ist die Mitte der Kathete 40)
stellt den Winkel, den die Seitenfliche C44,C, mit der Grundfliche bildet, dar.
Die Lingen der Katheten bestimmt man mit Hilfe der Gleichungen

BC+ AC=m und BC = AC-tan«x.
Es ergibt sich dann:
m _ mcos«x — m sin o

BC =

AaC = = . e
1+tanx sinax + cosw sinx + cos o




Nunmehr berechnet man Ag = %EZ‘ - 4C.

Die Korperhohe 4 erhdlt man im Dreieck ODC, .
Hicr ist DO — %B_C (Mittellinie im Dreieck).
nng: v L B s
12 (sin« + cos «)
_ m’sinfacosax
" 242 cos® (a — 459)

629. Der Punkt M ist der Mittelpunkt des Umkreises des Dreiecks ABC (Abb. 107).
(Vgl. Sie hierzu ﬂe Vorbemerkung zur Aufgabe 611 auf Seite 118!) Der Radius
des Kreises ist AM = r. Das Volumen der Pyramide ist gleich

tan §.

| BC-4E —— 1 AE-DM — —
=" M=—'ﬂBC=1AS'BC;
3 2 3 2 3
denn es gilt
AE'DM=AS.

Abb. 107

8
Mit Hilfe des Sinussatzes erhilt man
BC = 2rsin (180° — 28) = 2rsin 28.
Da AAMD ~ ABEA (denn X MDA = X ABE = B), gilt

1 — c—
AM _ DM 4.h. AH-BE - AE-DH.
AE BE
1 Die Abbildung 107, in der AM < AE ist, entspricht offenbar nicht dieser Bedis Eine Ab-

bildung, in der die Beziehung &« = 90° — # ihren Ausdruck finde, wére aber wenig iibersichtlich.
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In diese Gleichung setzt man AM = r, BE = 8_26" AE - DM = 24 ein und
erhilt

r-BC

= 24;.

Nachdem man die so gefundene Beziehung nach r aufgelSst hat, erhalt man
BC = /845sin 28.

Lésung: V = § a9} sin 28

630. Wenn die Flichen ADEund DCE (Abb. 108) senkrecht auf der Ebene der Grund-

fiiche stehen, dann ist die Kante DE die Hohe der Pyramide. Der Winkel EAD
gibt die GroBe des Neigungswinkels zwischen der Seitenfliche 4BE und der
Grundfliche an, da die Ebene ADE senkrecht auf der Kante 4B steht (nach-
weisen!).

E

v

5 -

Es sind also {EAD = o und analog ¥ DCE = f. Aus den Dreiecken ADE und
DCE, in denen DE = hist, bestimmt man 4D und CD und setzt die gefundenen
Ausdriicke in die Formel

v=17D-GD-n

w

ein.

Losung: V = :-1 h® cotx cot .

631. Im Dreieck DBE (Abb. 109) ist ¥ DBE = f. Man erhilt
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632.

d. h., es ist

E=£=1cosﬂ

V2 V2
Aus dem Dreieck ADE bestimmt man AE =/ AD* + DE?. Der Winkel ¢,
den die Kante AE mit der Ebene der Grundfldche einschlieBt, ist %< EAD (nach-
weisen!). ’

Im Dreieck ADE gilt ferner tan ¢ = %

Abb. 109

Lésung: DE = I-sin §;

.
,ﬁ:agﬂ\/u;ﬂ.

@ = arctan (\/i tan f).

Die Seitenfliche ABD in Abbildung 110 ist die groBte, da ihre Flichenhhe DE
groBer ist als die Hohe CD = h der beiden anderen Seitenflichen und da die
Grundlinien aller drei Seitenflichen gleich sind. Im Dreieck ACD gilt

und h =atanf.

Weiterhin erhilt man im Dreieck AED

—_— T — 2 2
DE=«/AD‘—AE’=\/ g _ 4
cos“f 4
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Der Neigungswinkel der groBten Seitenfliche gegeniiber der Grundfliche ist

P 3
der Winkel DEC (nachweisen!). Es gilt tana = 2=, wobei CE=i
: CE 2

ist.
2 i ——
Losung: A = 2 /4  cos? B; « = arctan 2ta_n_ﬂ.
4cos f \/3

/]

Abb. 110 Abb. 111
633. Die Schnittfiiiche 4 ist gleich %A_C - MN (Abb. 111). Tm rechtwinkligen Drei-

eck ABN (hier ist ¥ NAB = 30°) erhilt man

A—=3-A_C=L3a und BN =la.
2 2 2
. e a\° N2
Im Dreieck NBM gilt MN = [(=) + (-],
V2 2

wobei & = a tan « aus dem Dreieck ABD bestimmt werden kann.

a3

Losung: A =
4cosx

634. a) Darstellungsverfahren® : ]
Um die Schnittfliche, die senkrecht auf der Grundfiiche ABC (Abb. 112) steht
und die Seiten 4B und AC dieser Grundfliiche halbiert, darzustellen, wird die
Verbindungsstrecke MN der Seitenmitten dieser beiden Seiten konstruiert.

1 Zur Darstellung einer regelmaBigen dreiseitigen Pyramide sei auf die Aufgabe 603 auf Seite 112 ver-
wiesen.
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Durch den Schnittpunkt F dieser Strecke mit der Seitenhalbierenden AE kon-
struiert man eine Parallele FK zur Hhe DO. Das Dreieck NMK ist die darzu-
stellende Schnittfliiche, denn in ihrer Ebene liegt die Strecke FK, die auf der
Ebene ABC senkrecht steht. Der Winkel zwischen Grund- und Seitenfliche
wird durch den Winkel AED dargestellt (nachweisen!). In der Ebene 4ED
liegt die Strecke FK, weil die Punkte K und F in der Ebene AED liegen.

Abb. 112

b) Losungsweg:
Als Grundfliche des Pyramidenrestes AMNK werde das Dreieck AMN ange-

nommen. Seine Fliche betrigt % der Fliche des Dreiecks ABC, d. h.
= L az \/ 3
16
Die Hohe FK kann durch die Hohe DO ausgedriickt werden, indem man die
Ahnlichkeit der Dreiecke AFK und AOD beachtet. Da AF = ZZ_O gilt,

(denn AF = %A_E, 40 = %ﬁ), folgt FK = 3% Die Linge der Strecke

— a3

DO bestimmt man aus dem Dreieck OED. Hier ist EO = und

X OED = «.

a®tan

Lisung: V =
& 128

635. Die Strecke MN in (Abb. 113), in der sich Grund- und Schnittfliche schneiden,
verlduft pa{a_llel zu BC. Um den Winkel ¢ darzustellen, wird die Strecke FO
parallel zu 4B gezeichnet und der Punkt K, der durch Schnitt von MN und FO
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entsteht, mit E verbunden. Dann ist ¥ OKE = ¢ (nachweisen!). Die Schnitt-
fidche ist gleich 4 = % MN - ER, wobei MN = aund EK = —'— sind.

sin g
Die Korperhshe / wird aus dem Dreieck OFE, worin

FO =

und EF = gcotg‘

[ SRR

(siehe Dreieck BFE) sind, bestimmt. Man erhilt
f)" _a Vsina

2sin%
2

Abb. 113

2
a*+/cos o

Losung: A =
4sin % sin @
2

636." Durch den Schnitt der genannten Ebene mit der Pyramide erhilt man das
Dreieck NKD (Abb. 114). Wie in der Aufgabe 634 wird gezeigt, daB die Ebene
AED senkrecht auf der Seite BC steht, d. h., daB sie auch senkrecht auf der Ver-
bindungsgeraden KN der Scitenmitten steht. Folglich stellt der Winkel DME
den Winkel & zwischen der Grund- und der Schnittfliche dar. Im Dreieck MOD,
in dem

MO =

4E =

N%

-
Q-

1 Zur Darstellung einer regelmiBigen dreiseitigen Pyramide sei auf die Abbildung 82 auf Seite 112 ver-
wiesen.
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ist, findet man

Abb. 114

Die Grundfliche der Pyramide ANKD betrigt i der Grundfliche der Pyra-
mide 4BCD, wihrend die Hohen beider Kérper gleich sind. Deshalb ist das
Volumen V; der Pyramide ANKD gleich i V, wenn ¥ das Volumen der Pyra-
mide ABCD ist. Folglich ist das Volumen der Pyramide NBCKD V, = 3— V.
c o : 2
1 1.y/3 eV

Esist V=-Ag-h=--— ——tana.
3 3 4 12

@3

48 cos’

Losung: A =

637. Nach Voraussetzung ist BE: AE = 2:1 (Abb. 115). Das Dreieck ECD stellt
die Schnittfigur dar. Es wird seine Fliche A berechnet. Das Dreieck ECD ist
gleichschenklig, denn es ist CE = DE, wie aus den kongruenten Dreiecken AEC
und AED hervorgeht. (AC = AD; die Seite AE haben beide Dreiecke gemein-
sam, und die Winkel CAE und DAE betragen jeweils 60°). Nun wird die Hohe EN
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des Dreiecks ECD konstruiert. Dann ist
a-EN

Um EN berechnen zu koénnen, muB ‘man erst CE im Dreieck AEC bestimmen.
Bei der Anwendung des Kosinussatzes ergibt sich:

CTE? = AC* + AE* — 24 - AC cos 60° = ;a
Jetzt findet man im Dreieck ECN

2 v
-V v = [l - =2
Vo9 4 6

7

o=
A

ﬂ/l/[/l/fflllllllln

Abb. 115

Bezeichnet man die beiden gleichgroBen Winkel ECD und CDE mit &, dann ist
XDEC = 7 — 2«x.

Im Dreieck ECN ist cosx = _C?I.Y = i.
CE 2\/7
, =
Losung: A = 4 \/19, & = arccos —3——, f = = — 2 arccos 3 5
12 2+/7 27

638.' Die Seitenfliche BCC,B, (Abb. 116) ist ein gleichschenkliges Trapez mit den
Grundseiten BC = a und B_l(," = b (a > b) und mit dem Winkel « an der
Grundseite a. Die Strecke B, N ist die Hohe in diesem Trapez. Es ist

BN =2"ltna.
2

1 Zur D eines F i sei auf die Aufgaben 625 und 626 verwiesen.
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Im Dreieck FNB, (hler ist FN = Tb) erhilt man

h=B,F=+BN*—FN*= \/tan «—

Das Volumen ist

3 -
b Janta 1.

V=§(a2+b2+ab)=a

Bemerkungen:

. Wire der spitze Winkel « kleiner als 45°, dann wire der Radikand negativ.
Es kann némlich « nicht kleiner oder gleich 45° werden, da die Summe der
beiden Winkel BCC, = « und DCC, = « der rdumlichen Ecke in C immer
groBer als der dritte Winkel BCD sein muB. Weil aber <BCD = 90° ist,
muB 2x > 90° sein, d. h. x > 45°.

N

. Den Ausdruck \/ tan? « — 1 kann man umformen:

\/sinz & —cos’a v —cos 2«

cos® & cos o

Da 2x groBer als 90° und kleiner als 180° ist (es gilt 90° > &« > 45°), muB
cos 2« stets negativ sein. Das heiBt, der Radikand ist stets positiv.

Abb. 116

- 3 e —
Losung: V = \/— cos 2x = 3—— \/cos (180° — 2«x).
cos

6cosa

639, Die Strecke BC, (Abb. 117) stellt die Projektion der Raumdiagonalen B_D1 auf

die Fliche BCC,B, dar._Deshalb ist ¥xD,BC, = «. Aus dem Dreieck D,BC,
(esist C;D, = b) folgt BC, = bcotw.
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Im Dreieck BC, B, gilt

h=+BC,” — BiC;? = Vbicotla — b = i_“’s—z"‘.
. ) sin o
Dann ist .
V= b2k = b Y08 2%
v sina

Bemerkung: Der Radikand cos 2« ist hier (siche Bemerkung 2 zur Lsung der
Aufgabe 638) immer positiv, denn es ist & < 45°.

D' 3 c’
\
\
\
\
\
\\
4, \y B,
\
\
\
\
\
\
D s c
/ A
/ ¥
7/ X
/ ¥
I/ \
/ \
/ b Abb. 117
A B
Es gilt nédmlich
una = S0t L B
BC, BC,

da B,C, eine Kathete und B—Cl die Hypotenuse im Dreieck BC,B, ist. Des-
halb ist tanx < 1, d. h. & < 45°.

Losung: V = b* M.

640. Wenn BD (Abb. 118) die Hohe auf der Hypotenuse AC = b im Dreieck ABC
ist (in der Abbildung kann BD beliebig innerhalb des Winkels 4 BC eingezeichnet
werden), dann ist ¥B,DB = f§ (nachweisen!).

Es gilt dann BD = AC - sinx cos o = ib-sinZ«x und # = BB, = BD - tan .

Diese Ausdriicke setzt man in die Volumenformel der Pyramide ein und erhilt
veldon=21p.35s
3 3 2
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Lésung: V = 217161 sin® 2« tan B.

A b ¢
Bl
ANE/ D VT c
\
b |
\
\
\
B Abb. 118 Abb. 119

641, Ein Teil des Prismas ist die dreiseitige Pyramide ABCC, (Abb. 119). Ihr Volumen

ist ¥y =§ V, wobei ¥ das Volumen des Prismas ist. Das heiBt, der Raumin-

halt ¥, der vierseitigen Pyramide ABB;4,C, ist gleich 2 V. Nunmehr wird ¥
berechnet. Nach Voraussetzung ist BC + AC = m.
Im Dreieck 4BC gilt BC = AC - cos y. Folglich ist

BCwm 08P MOOSY

2cos??
2
Die Grundfliche des Prismas ist
4o =1 4B-BC = 1 3¢ tany.
2 2 s

Die Hohe & = CC, kann im Dreieck BCC, bestimmt werden, wobei % Cy BC = B
ist (nachweisen!). Man erhilt '

h=BC- tanf.
3 3
Losung: V, = m” cos” y tan y tan ﬂ;
48cos® L
2

m® cos® y tan y tan
yy = T SO yianytany

24cos®?
2
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642,

643.

146

Man beachte die Vorbemerkung zur Aufgabe 617:
Ag = Ap " COs @ = Ay siny.
Andererseits gilt
_ gty
4 .

G

Setzt man beide Ausdriicke einander gleich, so erhdlt man

a= ‘2\/AMcosy.

Abb. 120

Der Punkt O (der Inkreismittelpunkt des Dreiecks ABC, Abb. 120) liegt auf dem
Schnittpunkt der Winkelhalbierenden der Innenwinkel. Also ist

3,:EC0=1—’ und EO = CE-tan? = Ztan? .
2 2 2 2

Im Dreieck OED ist h = EO - tan .

1
Losung: V = §(AM cos y)% tan ’2—}, Ao = Au(1 + cos )

Ao = 24y cos® <45° - g)

Nach Abbildung 121 ist CO = BO = r, wobei r der Radius des Umkreises des
Dreiecks ABC ist. Ferner ist AC = BC = a. Auf Grund der Forderung & > 45°
muB der Punkt O innerhalb des Dreiecks ABC liegen. Fiir « < 45° wire der
Winkely in C (y = 180° — 2x) stumpf. Der Mittelpunkt des Umkreises lige
auBerhalb des Dreiecks ABC, und die betrachtete Ebene wiirde die Pyramide
nicht durchdringen.



Die Hohe der Pyramide verlduft durch O. (Vgl. Sie mit den Vorbemerkungen
zur Aufgabe 611 auf S. 118!) Aus dem Dreieck COD erhilt man h = r - tan §.

Weil nach dem Sinussatz BC = @ = 2r sin « gilt, muB

a -
h=——tan
2sinx B

sein.

Abb. 121

Jetzt bestimmt man die Grundlinie BE der Schnittfigur im Dreieck CEB. In ihm
ist X BCE = 180° — 2x, und & EBC ist Basiswinkel des gleichschenkligen Drei-
ecks BCO (BO = CO = r) mit der GrofBe

{BCO:%{BCE:QO"—N, d.h. ¥CEB = 3x — 90°.

Nach dem Sinussatz ist

BE B a
sin (180° — 2x)  sin 3x — 90°)

woraus

BE-Y sin (180° — 2a) ~ asin2x
sin (3x — 90°) sin (3 — 90°)
folgt.

Bemerkung: Im Nenner konnte man —cos 3x schreiben. Der Winkel 3x liegt
aber zwischen 135° und 270°, da 45° < & < 90° sein muB. Also ist — cos 3x
positiv. Deshalb ist es bei Berechnungen unter Verwendung von Tabellen vorteil-
hafter, mit dem Winkel 3x — 90°, der zwischen 45° und 90° liegt, zu rechnen.
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2
Lonngs dg= a. cos « tan 8 .
2sin (3x — 90°)
644. 1. Es wird die GroBe A der Grundfliche des Prismas (Abb. 122) berechnet.
Es gilt A = A, + A,, wobei 4, die Fliche des rechtwinkligen Dreiecks ABC
und A4, die des rechtwinkligen Dreiecks ACD ist.

_AB-BC _Isinalcosa _ I*sin2x
2 2 4

4,

und
2
i 17 sin 2;3‘

Folglich ist
IZ
Ag = 1 (sin 2x + sin 28)

_ Isin (o + f) cos (x — §)

4
° 2

2. Die Hahe A des Prismas berechnet man aus der Voraussetzung As = BD - h.

Da im Viereck ABCD die Summe der Innenwinkel bei B und D gleich 180°
ist, muB ein Umkreis konstruierbar sein, dessen Durchmesser die Diagonale

Abb. 122

AC ist, denn sie ist Hypotenuse beider rechtwinkliger Dreiecke. Im Drei-
eck BCD, das diesem Kreis einbeschrieben ist, erhilt man nach dem Sinus-
satz

BC = AC - sin ¥BCD = Isin (« + f).
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Folglich ist
As As

3D Isin(x+p)

Lisung: V = %Aslcos (x—p).
645. Die Seitenflichen ADE und BCE sind gleichschenklige Dreiecke (Abb. 123).

Die Ebene M_N_E_' (M und N sind Kantenmitten von 4D und BC) steht senkrecht
auf BC und 4D. In dieser Ebene verliuft die Hohe EF der Pyramide (nach-

Abb. 123

weisen!). Nach Voraussetzung ist der AuBenwinkel « des Dreiecks MNE (zwi-

schen EM und der Verldngerung von MN) spitz. Deshalb schneidet die Hohe EF

die Verldngerung von M. MN. _

Um ¥ zu bestimmen, berechnet man die Seite 48 des Quadrates ABCD. Es gilt
ﬂ=m=ﬁ—1—’l_ﬂ=h(cotﬁ — cot ).

Folglich ist ‘
V= %ﬁ‘-h = %h’(cotﬁ — cota)’.

Der Winkel, der von der Seitenfliche ABE und der Grundflache eingeschlossen
wird, werde mit ¢ bezeichnet. Dazu bringt man die Ebene ABE zum Schnitt
mit der Ebene EFK. Letztere steht senkrecht auf der Verldngerung von 4B.
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Durch F wird eine Gerade parallel zu 4D gezogen. Sie schneidet die Verlidngerung
von 4B in K (nachweisen!). Aus dem Dreieck EFK erhilt man

& & 1.3 5 1,5 sin® (x — ﬂ)
Lisung: V = ~h®(cotf — cota)? = - 23 &= F)
¢ 3 :( g 3 sin’«sin® g
2 sin o si
@ = arctan _2 . arctan .sm o sin ﬂ.
. cotff — coto sin (&« — f)

. Die Hohe EF der Pyramide (Abb. 124) liegt in der Seitenfliche CED, die senk-

recht auf der Ebene der Grundfiiche steht. Die Ebene, die durch EF senkrecht

Abb. 124

zur Kante 4B verliuft, schneidet die Grundfliche der Pyramide in der Strecke
FM | BC. Die Seitenfliche ABE wird von der gleichen Ebene in der Strecke EM
geschnitten (EM steht senkrecht auf 4B, ¥ EMF = f).

Die Strecken AD und BC stehen senkrecht auf der Ebene DEC, so daB
*BCE =90° und xA4DE = 90° sind. (Weisen Sie diese Angaben nach!)
Man berechnet die Hohe # = EF. Nach Voraussetzung ist EF + EM = m.
AuBerdem gilt

Deshalb ist

EF I+.L =m,
sin f}



woraus

g T s [ 1 oY i 1 ok o DB
sin cos & 20
2

2 cos

folgt.
Weiterhin erhélt man aus dem rechtwmkhgen Dreieck DCE

a=Th=SE__*

cosx  sinocoso

SchlieBlich findet man

b=BC=FM=hcotf =htanx.
Folglich ist

3
_-hab—lh3_t‘m_"‘_=_h_2__
3 sinxcosx 3cos"a

Die Summe 4, + A, der beiden Seitenflichen BCE und DEA ist gleich

1 5c. c_£+2AD DE——b(CE+DE)=-b< +L).

2 sina  cos«x
Losung: V = i
24 cos’ -
A+ Ay = m® (sina + cosa) _ m? cos (45° — (x).

8cos* ¥ 4+/2c0s*%
2 2

647. a) Darstellungsverfahren:
Die Hohe EF (Abb. 125) errichtet man im Mittelpunkt F der Seite CD. Der
Punkt E wird geradlinig mit der Seitenmitte M von 4B verbunden. Dann ist
@ = X FEM das Bild des Winkels zwischen den Seitenflichen 4BE und DCE
(nachweisen!).
b) Losungsweg:
Das Dreieck BCE ist rechtwinklig, und in ihm ist ¥ CEB = « (nachweisen!),
also BC = bsina.
Im Dreieck ABE gilt AB = 2b sin & und EM = bcosa.
Aus dem Dreieck MFE, in dem FM = BC = b sin « gilt, findet man

= VEM? — FM? = b+/cos*  — sin? &
EF = b+/cos 2x.
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Bemerkung: Der Radikand cos 2« ist hier stets positiv, wenn 2& < 90° ist.
Tatsdchlich muB die Summe der beiden ebenen Winkel

X ABE = ‘8_02‘_2'" und XEBC = 90° — «

Abb. 125
A M 8

der rdumlichen Ecke in B groBer als der dritte ebene Winkel 4BC = 90° sein,
d.h.

1802_‘2"‘ +(90° — ) > 90°, sodaB 2x < 90°

folgt. Den Winkel ¢ bestimmt man am besten mit Hilfe des Sinus.
Lisung: V = ‘—; b® sin® & v/ cos 2x;

@. = arcsin (tan «).

648. Die Ebene BCE (Abb. 126) verléuft durch die Kante BC senkrecht zur Kante 4S.
Die Winkel zwischen den Seitenflichen sind gleich und haben die GriBe
® = ¥ CEB. Das Dreieck BCE ist gleichschenklig. Um die Schnittfliche 4 und
den Winkel ¢ zu bestimmen, muB DE (D ist Seitenmitte von BC) berechnet
werden. Dazu bestimmt man zunéichst BS aus dem Dreieck BDS. Hier ist

BD=2 und £DSB=2.
2 2

Dann ermittelt man BE aus dem Dreieck BSE. Hier ist ¥ BSE = . SchlieBlich
bestimmt man

DE = /BE? — BD>.
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Jetzt berechnet man

2
4=%2DE=2 lcosz"-‘—l
2 2 2 4
und _
sin? = % = L
R 2cos -
Bemerkungen:

1. Die Summe der ebenen Winkel an der Spitze S muB immer kleiner als 360°
sein. Deshalb folgt fiir x:

0 <& < 120°

S

Abb. 126

Unter dieser Voraussetzung ist 2 cosz >1, d.h. < 1, so daB die

Gleichung 2cos E

sin? =

2cos %
2

immer eine Ldsung hat.
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154

2. Wenn « > 90°, d. h., wenn der Winkel BSA an der Spitze der Seitenfliche
stumpf ist, dann schneidet die Hohe BE des Dreiecks ABS die Verlingerung
der Seite AS und damit erzeugt der Schnitt ,,Pyramide-Ebene BCE* keine
Fldche mehr. Die Formel

3
A:“_\/COSZ‘Z_l
2 2 4

gibt allerdings auch fiir stumpfe Winkel « (kleiner als 120°, s. Bemerkung 1)
bestimmte Werte fiir 4!

Losung: @ = 2 arcsin ! s
&
2cos —

2
a* 2o 1 a @ 4 3
A== [cos®°=—-=— [sin{60°+ =)sin{60° — =).
2 2 4 2 2 2

Abb. 127

F

Alle acht Flichen des Oktaeders sind gleichseitige Dreiecke. Es gilt also
(Abb. 127)

EN = —.

Das Viereck ABCD ist ein Quadrat. Die Ebene, in der dieses Quadrat liegt,
teilt das Oktaeder in zwei gleiche regelmaBige Pyramiden, so daB

V=2'§a2'E_0-



gilt, wobei
e —— 2 2 2
E0=V/EN2—N0’=\/3L—a—=a—2
4 4 2

ist. Alle Winkel zwischen den Seitenflichen sind gleich. Der Winkel x = ¥ BMD
(M ist die Mitte der Kante CE) stellt den Winkel zwischen den Seitenflichen
BCE und EDC dar (nachweisen!).
Im Dreieck OBM gilt

__a_\/i_a\/§=f

sin‘z=%:BM— :
2 2, 2

@

3

w
N

Losung: V = & = 2 arcsin \/§(= 109° 28’ 48").

650." Die gleichschenkligen Dreiecke ABM und FMA sind kongruent (Abb. 128).
Deshalb haben die Lote, die man von B und F auf die gemeinsame Seite AM

Abb. 128

fillen kann, einen gemeinsamen Schnittpunkt N auf AM und die gleiche Linge:
BN = FN. Der Winkel FNB ist gleich ¢ (nachweisen!). Den Winkel § = xMAB
kann man durch den gesuchten Winkel « = X BMA mit Hilfe der Bezichung
3
=90° — -
A 2

1 Zur Darstellung eines regelmiBigen Sechsecks sei auf die Bemerkungen zur Aufgabe 598 auf
Seite 109 verwiesen.
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651.
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ausdriicken. Man verwendet zuerst eine trigonometrische Funktion des Win-
kels B. Aus dem rechtwinkligen Dreieck ABN erhélt man:

sinf = AN (a ist Grundkante der Pyramide).
a

Im gleichschenkligen Drejeck BFN findet man

B 2
sin 2
2
Es ist aber
a3
2

(Hohe im gleichseitigen Dreieck 4BO.) Folglich gilt

sinf = V3 , d.h sin(90“—o2f)=_\/_3.

2sin ¥ ¢
2

2sin

Bemerkung: Der Winkel zwischen den benachbarten Seitenflichen einer regel-
miBigen sechsseitigen Pyramide ist immer groBer als der Winkel FAB (man be-
trachte die Dreiecke BFN und BFA), d. h. gréBer als 120°. Deshalb ist der Wert

von stets kleiner als 1.
2sin?
2
m 3
Losung: o = 2 arccos S
25in®
2

Die Flichen BAM und FAM (Abb. 129a) haben die senkrecht zur Ebene
ABCDEF stehende Kante AM gemeinsam und bilden mit der Grundfliche
rechte Winkel. Man bestimmt die GroBe des Winkels B, den beide Seiten-
flichen CBM und EFM mit der Grundfliche bilden. Dazu fillt man von 4 das
Lot auf die Verlingerung von EF und erhilt den Punkt G. (Das Bild des Lotes
muB parallel zu CE verlaufen. Betrachten Sie dazu die Abbildung 129b!) Dann
ist § = ¥ MGA (nachweisen!).
a fa

Man findet tan 8 = A=hc’ wobei AG = EK = (Abb. 129b) ist. Im Drei-

eck DAM ist tana = % folglich gilt tan § = 2.  4tane

a3 \/3



Da AE senkrecht auf DE steht (nachweisen!), stellt der Winkel y = XxMEA
den Winkel dar, unter dem die Flichen DEM (und auch DCM) zur Grundfldche
geneigt sind. Im Dreieck EAM findet man
5 .
tany = =,
4 AE

wobei 4E = a /3 (Abb. 129b) ist.

4 tan 2 tan «

Losung: B = arctan y = arctan

\/5 H

Abb. 1292 Abb. 129b

652. Durch eine Gerade kann eine Ebene senkrecht zu einer anderen Geraden nur
dann gehcn wenn diese Geraden selbst senkrecht zueinander verlaufen. Man
zeigt, daB BC senkrecht zu AS verliuft (Abb. 130). Dazu legt man eine Ebene
AOS durch die Kante A4S und durch die Hohe OS. Da die Punkte 4 und O
sowohl in der Ebene AOS als auch in der Ebene 4BC liegen, miissen diese
beiden Ebenen einander in der Geraden 40 schneiden, d. h: in der Hshe 4D
des gleichschenkligen Dreiecks ABC. Die Dreiecke ODC und OBD sind kon-
gruent (nachweisen!), deshalb ist BO = CO. Folglich sind auch die Strecken CS
und BS gleich, d. h., die Strecke DS ist Seitenhalbierende (und zuglelch Hohe)
im gleichschenkligen Dreieck BCS. Da die Strecken 4D und DS senkrecht auf
der Kante BC stehen, wie bereits gesagt wurde, folgt, daB die Kante BC senk-
recht auf der Ebene ADS steht. Damit ist aber gezeigt, daB die Strecke A4S,
die in der Ebene ADS liegt, senkrecht zu BC verliuft, wie zu zeigen war. Um
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eine Ebene zu konstruieren, die senkrecht zu A4S durch BC verlduft, mufl man
das Lot von D auf AS fillen. Man erhilt E. Die Ebene BCE steht senkrecht
auf A4S, denn in ihr liegen zwei Strecken, die senkrecht auf AS stehen (DE und
BC). Die Ebene ADS, die senkrecht auf der Kante BC steht. liefert durch Schnitt

S

mit den Ebenen ABC und BCE den Winkel « = X ADE, d. h. den Winkel, den
diese beiden Ebenen miteinander bilden. Das Dreieck ADS ist gleichschenklig,
da die Hohe OS ihren FuBpunkt in der Mitte der Basis 4D hat.
Folglich ist ¥ DSA = 2 ¥ 0S4 = 2.
(X0SA = ¥ ADE = « sind Winkel, deren Schenkel paarweise aufeinander
senkrecht stehen.) Das Verhiltnis des Volumens ¥, der Pyramide EBCS zum
Volumen V¥ der Pyramide ABCE (diese beiden Pyramiden haben die Fliche BCE
gemeinsam) ist gleich dem Verhdltnis der entsprechenden Héhen, d. h.
Vy:V= ES: 4E.
Im Dreieck EDS findet man
ES = DE - cot ¥ DSE = DE - cot 2,
aus dem Dreieck ADE
AE = DE tan «.
Folglich ist ¥, : ¥ = cot 2« : tan «.

Losung: V, = V- cotx - cot 2.

653.! Um die Lage der geforderten Ebene zu bestimmen, muB man den Winkel

zwischen den Seitenflichen 4BD uind CBD an der Kante BD kennen (Abb. 131).

! Zur Darstellung einer regelmiBigen dreiseitigen Pyramide sei auf die Losung der Aufgabe 603 auf
Seite 112 verwiesen.

158



Diese beiden Flichen schneiden einander unter dem Winkel ADC, denn die
Ebene ADC steht senkrecht auf der Kante BD. Dieser SchluB geht wie in der
Losung der vorigen Aufgabe daraus hervor, daB die Kante BD senkrecht zur
Kante AC verliuft. AuBerdem steht im vorliegenden Falle die Kante BD senk-

Abb. 131

recht auf DF. Nach Voraussetzung ist das Dreieck FBD rechtwinklig. Die Winkel
in 4 und F sind sicher spitz, also liegt der Scheitel des rechten Winkels in D:

X BDF = 90°.
Da FO = 1 BO = 1r ist, folgt DO = /FO - BO = ;(wobeir = i.ist).
2 2 V2 V3

Der Winkel ¢ = & DFB stellt den Winkel dar, den die Seitenfliche CAD mit
der Grundfliche einschlieBt. Es gilt
tan ¢ = 55:;‘5=L.:5= \/E

Va2
Bemerkung: Die Seitenkante BD bildet mit den Kanten 4D und CD rechte
Winkel. Da _es sich m_ diesem Falle um eine regelméBige Pyramide handelt,
stehen auch 4D und CD senkrecht aufeinander.
a*\2

4

2

Losung: V = ; @ = arctan \/i

654. Um die Oberfliche berechnen zu kénnen, muB man die Seitenhalbierende DN
kennen. Zu ihrer Bestimmung verwendet man zuerst die Abschnitte 43 und
DM (Abb. 132), in die die Kante 4D durch ihre Senkrechte MN (N ist die
Seitenmitte von BC) geteilt wird. Dann bestimmt man im Dreieck ANM

(in ihm ist AN = q%) die Strecke MN und schlieBlich im Dreieck MND

die Strecke DN. In der Aufgabenstellung wurde nicht gesagt, welches der
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beiden Verhltnisse AM : DM _oder DM :AM gleich m:n ist. Deshalb kann
man etwa DM mit mx und AM mit nx bezeichnen, so daB AD = (m + n)x

ist. Aus der Ahnhchkext der Drenecke ANM und AOD erhdlt man f—i—l = ﬂ,
\/- g \/— A0 AD
‘wobei AN—q und A0—3'ﬂv—q
D"

Abb. 132
nx-(m+nx= q_@.q__\/}
2 3
und daraus
SR S
/2n(m + n)
Es ist also
—_— mq —_— nq
DM = ————— und AM = —————.
\/ 2n(m + n) . v 2n(m + n)
Weiter gilt .
WN? = AN? — dg? = L0+ 3m)
4(m + n)
und
DN* = DH* + WA = L0 2)
4n
Jetzt findet man
*J3  3¢-DN
4,=TV3 3 DN

2



. o B o
Lisung: A, = q___;/?» [l + \/—3('l + 2m)].
n

655. Es ist bekannt (Abb. 133): ¥ BD;A = « und £ CD,B = « (nachweisen!). Die
Dreiecke ABD, und BCD, sind kongruent (nachweisen!). Folglich ist die Grund-
fliche ABCD ein Quadrat mit der Seitenlidnge a = dsin «. Weiter erhilt man

AD, = dcosx

und

h= \/A_D,2 — AD? = Jd?cosa — d?sin? & = d\/m‘.
Die Ebene ACD, bildet mit der Ebene der Grundfliche den Winkel

@ = ¥DOD;.
Es ist also

\/2cos 2x

Losung: V = d®sin? « v/cos 2x; @ = arctan
. sm o

0, G

D, G

2 !
d— L
& AI t E
= L
% 1 m
(o | -
= == c Fo Jf p—— = c
‘%f/ == P /‘/QV;_
=X / =T | f
== 0 A O | /b
A 8 A a9 8
Abb. 133 Abb. 134

656. Der Winkel EOC ist gleich & (Abb. 134). Um den Winkel §, den die Strecke EO
mit der Seitenfliche BCC, B, einschlieBt, darzustellen, bendtigt man das von O
auf BC gefillte Lot FO. EF ist die Projektion von EO auf diese Seitenfliche.
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Es ist also X FEO = . Wihlt man die Bezeichnungen 4B = a, BC = b und
CCy = ¢, dann ist ¥ = abc und Ay = 2(a + ¢) b.

Aus dem Dreieck OFE bestimmt man: ‘23 =FO = msin B = msin 2«;
EF = mcosf = m cos 2x.

Im Dreieck OCE gilt g = CE = msin« und im Dreieck FCE

§=-ﬁ‘= VEF? — CE? = m+/cos® 2x — sin’ .

Nun soll der Radikand so gestaltet werden, daB er bequem zu logarithmieren
ist:
1 +cosdx 1 —cos2x _ cosdx + cos 2

2 2 2

cos® 20 — sin x =

= £0s 3x cos &.

Folglich ist b = 2m +/ cos 3« cos &.

Bemerkung: Der Winkel § = £ FEO muB kleiner als £ CEO = 90° — «
sein. (Man vergleiche die Sinus dieser Winkel!) Da nach Voraussetzung § = 2«
ist, muB 20 < 90° — « sein.

Folglich gilt & < 30°.

Losung: V = 8m® sin 2« sin & v/ cos 3o cos o
Ay = 16m? sin %x cosg V/cos 3a cos .

657. a) Darstellungsverfahren:
Den Halbkreis stellt man durch eine Halbellipse dar. Dabei ist 4D irgendein
Durchmesser der Ellipse (Abb. 135!). BC verliuft parallel zu 4D. Die Strecken,
die senkrecht auf 4D stehen, stellt man als Abschnitte auf Parallelen zu den
Tangenten 4G und DL dar.

b) Losungsweg:
Wihlt man die folgenden Bezeichnungen: 4D = a, BC = b, BF =CE = h,,

dannist ¥ =212, 4

! Zur Konstruktion einer Ellipse sei auf die Aufgabe 613 auf Seite 120 verwiesen.
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Nach Voraussetzung ist @ = 2r. Die Seite b berechnet man aus dgm recht-

winkligen Dreieck MHC, aus dem sinx = % = 22, also b = 2r sin « folgt.

Im Dreieck FBM ist BM = r, ¥ BMA = %ﬁ =90° — o,
Man erhilt h, = BF = rsin (90° — &) = rcos a.
b
5 C,

Abb. 135

Die Korperhdhe berechnet man im Dreieck ABA,. Dabei ist ¥ABA, = &
(nachweisen!), und 4B kann im rechtwinkligen Dreieck 4BD bestimmt werden

({BDA =45 — "-‘).
2
Es ergibt sich & = 2rsin (45" — g) tan «.

Es folgt
¥V = 2r*(1 + sin ) sin (45" - g) tan & cos &.

Es konnen nun einige Umformungen vorgenommen werden, z. B.
. - o
1 + sina = 2 cos® <4>° - 5.)
usw.

Lésung: V = r®sin 2« cos (45" - g)
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658. Die Strecke TDl'ist die Projektion der Raumdiagonalen BD, auf die Seiten-
fliche ADD, 4, (Abb. 136). Deshalb ist § = ¥ BD, 4. Der Winkel & zwischen
der Ebene der Schnittfliche DBB,D, und der Ebene DAA 1D, wird durch den
Winkel BDA dargestellt (nachweisen!). Aus dem Dreieck ABD, erhilt man 4B

0, G

EH

Abb. 136

B

A
und 4D, aus dem Dreieck 4BD die Kante AD und aus dem Dreieck ADD,

dann DD, = h:
h=~/4D,? — AD* = \/d*sin? x — d* cos? x cot? &

h= _L\/Sin4rx — cos* o = L\/—cosh.
sSin & sSin

Bemerkung: Der Winkel § ist immer kleiner als der Winkel x. (Man ver-
gleiche ihre Tangenswerte!) -Da nach Voraussetzung f = 90° — « ist, muB
90° — & < &, d. h. &« > 45° sein.
Aus der Ungleichung 45° < & < 90° folgt, daB der Winkel 2« im zweiten Qua-
dranten liegt, so daB cos 2x < 0 und —cos 2« > 0 sind.
Bei numerischen Berechnungen wird die Quadrantenbeziehung
—cos 2o = cos (180° — 2~) verwendet, denn der Winkel (180° — 2x) liegt im
ersten Quadranten.

Losung: V = d* cos « cot? x \/cos (180° —270

659. Die genannten Strecken seien 4,;N und C,;M (Abb. 137). Dann ist das Vier-
eck MNC, 4, ein gleichschenkliges Trapez (nachweisen!). Im gleichschenkligen

Dreieck MNG ist x NGM = « und MN = ;—7 Man erhiilt DG = gcot E.

Aus dem Dreieck 4,GC, bestimmt man E,G = gcot g. Addiert man beide
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Gleichungen, so erhidlt man DE, = %cot g. Aus dem Dreieck DE, E, worin

DE = 1—E= 1b\/§ ist, findet man’
2 4
h=EE, = 36 cot2® 4
4 2 3
h= %\/szlf — cot® 60° = Elz\/ cot 2 + cot60° ) cot % — cot 60°
4 2 4 2 2
3b \/sin 60° + ) sin (60“ - ‘l‘)
. 2 2
45sin % sin 60°
2
3
Evnge = 22 \/sin 60° + %) sin 60° — %).
.o 2 2
8sin -
2
A E; b’ (o8
T 7
A l]‘ b /
\\ 'b “ / C,
\ /
\ i i
\ i /
&
N o/ 4,
\ | | 7
Y ,'l//
Y
N
9!4\\: e
/)
A 7 c A A
M /
< | aq
' Abb. 137 !
8 B Abb. 138

660. Um den Winkel, den die Flichendiagonale 4B, mit der Seitenfliche BCC, B,
bildet, darzustellen, muB man die Projektion dieser Diagonalen auf die genannte
Seitenfliche bestimmen (Abb. 138). Die Projektion des Punktes 4 auf die Seiten-
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fliche BCC, B, liefert D, die Mitte der Kante BC (nachweisen!). Also ist B,D
die Projektion von 4B, und % DB, A = «. Aus dem Dreieck BDB, bestimmt man

h = BB, = VB,D* — BD*.

Die Linge der Strecke B, D findet man aus dem rechtwinkligen Dreieck ADB; .
Durch Umformung erhélt man 4 wie in der vorangegangenen Aufgabe.

3a® +/sin (60° + &) sin (60° — )

Losung: Ay = -
sin

661. Die Projektion der Diagonalen 4B, auf die Fliche CA4,C; liefert AC,
(Abb. 139), so daB ¥ B, AC, = f ist. Die Hohe des Prismas errechnet sich aus

CcC, = \/AC,2 — AC?, wobei AC, aus dem Dreieck B, AC; bestimmt werden

kann.
Man erhilt

CC, = v/ b*tan? « cot? § — b*

" = beotf/tan’ & — tan® B
— b o
CC, = ———— +/sin(x + p) sin (x — p).
cos « sin 8
3
Losung: V = ﬂfx— V/sin (x + ) sin (& — B).
2cosa sinf
5 Ay
\\\\
\\\ ¢,
\\
-
\\
8 <z A
L. /b
50
c
Abb. 139 Abb. 140
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662. Nach Voraussetzung ist A, = a? + 2a - EM (Abb. 140).
Im Dreieck BMEgilt: EM = gcot ;, folglichist A, = a* <1 + cot 02—‘), woraus

a= | 4o

1 +cot§
2

folgt.
Ferner erhilt man im Dreieck OME

, | Ao(cot’ﬁ‘—l)
h=-_[a*(cot% -1)="- . 2
2 2 2

cot% +1
e o 2
h=1\/A_o cot® 1)
2 2
Den Ausdruck cotg — 1 formt man um:
cot® — 1 = cot® — cot45°
2 2

sin (45" -2 \/5 sin(45° - %
2) _ 2

sin 45° sin & sin &
2 2

Ao sin (45“ = "25)

2\/§sinof
2

Losung: h =

663. Im Dreieck AFM (Abb. 141) ist

eris =20, g gcotﬂ,
n

d. h.

2 o
A= L,
4
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Aus dem Dreieck FME erhélt man

h= \/ﬁ = E\/coa‘i‘ o 180
2 2 n

Abb. 141

c
Den Radikanden formt man wie in der Losung der Aufgabe 659 um.

s . 180° /. [180° &\ . [180° «
na” cot sin -—5 sin + 5
Liosung: V = n 2 180° z .
24 sin % sin —
2 v
D, G
=
A B,
D; =0
-
il X Abb. 142
A -]
664. Setzt man DO = A0 = x (Abb. 142), so erhilt man
0 =4d0cot® = xcot%
2 2
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und
h = DD; = /D;0° — DO* = r\/cotzg— 1.
Die Oberfliche der Pyramide ACDD, ist gleich
A=D0-40 + AD-h + 40-D,0
A=x*+ x\/ix /cotzof— 1 +x-xcotaf,
N 2 “2
woraus
Asin%
2

Xt =

sin§+ \/2c:osa + cosozi

folgt.
Die Oberfliche des Prismas ist gleich

A0=4x2+4x~h\/i=4x’(1 +

Jm)'

Lo
sin -
2

44 (sin;f + \//2 cos zx)

Losung: Ao = .
sing + cos% +v2cosa

665. Die Pyramidenhhe DM hat ihren FuBpunkt in M (Abb. 143a), dem Mittel-
punkt des Umkreises des Dreiecks 4BC, in dem AB = AC = 2/ sin;—‘ und
BC = 2sin® ist! '
2
Der Punkt M liegt auf der in K errichteten Mittelsenkrechten zur Seite ACin
der Ebene ABC. Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke MKA4 und LCA folgt die

Proportion

m;%rc”—c;z

1 Vergleichen Sie mit den Vorbemerkungen zur Aufgabe 611 auf Seite 118!
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und daraus

Ac? 21 sinzg

13 e N e
\/412 sin®% — /2 sin? 4
2 2

Weiter erhilt man aus dem Dreieck MAD

sinza-sinzé
h=vE-ar=1|/ — 2

4sin% - sinz‘tz
2 2

P sin[f—}\/sin2 « — sin® E
2 2

und

Abb. 143a

Den Radikanden kann man so umformen, wie es in Aufgabe 656 gezeigt wurde.
Ein anderes Verfahren fiihrt folgendermaBen zur Losung:
Man betrachtet die Seitenfliche BCD als Grundfiziche der Pyramide (Abb. 143b),

ihre Flidche ist 4g = —112 sin 8. Die Seitenfliche BCD steht senkrecht auf der

Ebene DLA (nachwelsen') ). Folglich hegt die Hohe AM, | der Pyramide in dieser
Ebene. Man konstruiert EM, 1 senkrecht zu CD. Aus der Ahnlichkeit der Drei-
ecke M, ED und LCD folgt

DM, CD
DE DL
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Im Dreieck ADE ist

DE = lcosa, CD =1 und —l.)_]:=lcos§,
dann ist
DM1=1°_°S£‘._
-
2

Aus dem Dreieck ADM, erhilt man

h=AM, = JaD? — DM,* = b coszg— cos? .
cos
2

Lésung: V=lI’siué\/sin oc+é sin [ =B ),
3 2 2 2

Abb. 144

666. Da das Dreieck ABC (Abb. 144) die Projektion des Dreiecks BCD auf die Ebene
der Grundfldche darstellt, muB AD senkrecht auf der Grundfléche stehen.

Die Fliche A des Dreiecks ABC ist gleich 4 = %ab = %a’ cotax.
Die Fliche 4, des Dreiecks BCD ist 4y = %a’ cot f.
Nach Voraussetzung ist

%az (cotB — cotx) = 4,
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woraus
\/. 24
a= [———
cotf — coto
folgt.

Die Fliche A, der Seitenfliche CAD hat die GriBe Ay = ;—bh, die Fliche 4,

der Seitenfliche ADB die GroBe A, = 1 ch.
o s 2
Folglich ist

Ay — Ay = %h(c - b) = iah (coseca — cota).!
Die Hohe 4 bestimmt man aus dem Dreieck CAD. Man erhalt

h=+/CD? — 4c* = vV a?cot? § — a? cot? x.
Folglich ist

Ay — Ay = %az \/cotzﬁ — cot® & - (cosec o — cot &)

24

3 — 2 Jeot? B — cot® & - (cosec & — cot «)
2 cotf — cotw (

_ A(l —cosa) [cot’B — cot?a
sin & (cot B — cotx)?

t
As—Az:,uan"i\/M,
2 Vceotf — cota

Die Seitenflichen CAD und ADB bilden mit der Grundfiiche rechte Winkel.
Die Seitenfliche BCD bildet mit der Grundfliche den Winkel p = ¥ DCA.
Also gilt:

AC  cota
COSQp = ==
CD cotp

Losung: A3 — A, = Atan & \/w; @ = arccos cota 8
sin (x — B) cot:f

. 1 1
coseco = ——, analog secox = ——,
sino cos o
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667. Alle Seitenkanten der Pyramide sind Schenkel der gleichschenklig-rechtwinkligen
Dreiecke (Abb. 145) und damit gleich.lang. AuBerdem muB die Pyramiden-
héhe DO durch den Mittelpunkt O des Grundflichenumkreises verlaufen:

1.5
A=-b"sinx.
2
Aus dem Dreieck OCD erhilt man
h=~/CD* - Co?,

dabei ist CD = \—/lzz und CO = r(der Radius des Umkreises des Dreiecks 4BC).
2

Abb. 145
Da das Dreieck BCO gleichschenklig ist (BO = CO = r), folgt -
BC = 2rsin <90° = f).
2
Daraus folgt

CO=r=

2cos%
2

Losung: V = El b’ sin%\/cosa‘

668. Die Pyramidenhohe hat ihren FuBpunkt im Mittelpunkt M des Umkreises der
Grundfléiche! (Abb. 146). Die Winkelhalbierenden der Winkel DEA und CEB
sind gleichzeitig Symmetrieachsen der gleichschenkligen Dreiecke 4DE und
BCE. Die gesuchte Schnittfliche LNE hat die GréBe

LN Ed, wobei ¥ - qR =Isin®
2 2 2

! Vergleichen Sie mit den Vorbemerkungen zur Aufgabe 611 auf Seite 118!
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ist. Aus dem Dreieck MKE erhilt man
EM = VEK? — KM*.

Dabei ist EK = Icoso—; und KM = BN = Ising, so daB

EM = I\/cosag—sinlé
2 2

gilt.

Lisung: A = I sinoi\/cos“ + ﬂcosa = ﬁ.

N

0, ¢

Abb. 147

669. Man legt durch den Eckpunkt 4, (Abb. 147) die Ebene EOA, senkrecht zu
AB und die Ebene FOA, senkrecht zu AD. Diese Ebenen stehen senkrecht auf
der Grundfliche (nachweisen!) und schneiden einander in der Héhe 4,0 des
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Parallelepipeds. Man betrachtet nun die rechtwinkligen Dreiecke AEA, und
AFA,. Siessind kongruent, denn sie haben die Hypotenuse 44, = ¢ gemeinsam,
und es gilt ¥4, 4E = X A4,AF = «. Folglich ist 4,E = A,F, und deshalb sind
die Dreiecke E£4,0 und FOA, kongruent. Also ist EO = FO, und A0 ist die
Winkelhalbierende des Winkels DAB. Man findet

h =/ A4,E* — EO*.

Da die Fliche AEOF ein Quadrat ist, muB EO = AE sein. Man bestimmt AE
und A4, E aus dem Dreieck AEA, und erhilt

h=c/sin?a — cos?ox = e~/ —cos 2a.
Bemerkung: Zwei ebene Winkel der riumlichen Ecke in A sind gleich « und
einer gleich 90°. Folglich muB die Summe der beiden ebenen Winkel 2 groBer
als der dritte (90°) sein, d.h. 2« > 90° oder & > 45°. Unter dieser Voraus-
setzung ist —cos 2o > 0, folglich hat 4 einen reellen Wert. Die Seitenkante ﬂ:
bildet mit der Ebene der Grundfiiche den Winkel A,40 = ¢, weil 40 die
Projektion dieser Kante auf die Grundfliche ist:

cos @ = _-£=\/Ecosx.
A4,

Liosung: V = abe \/cos (180° — 2x); A, = 2c(a + b)sin«x;
@ = arccos (\/5 €OS «).
D, c

Abb. 148

670. Diese Aufgabe wird wiﬂie vorige gelost. Die Winkelhalbierende des Winkels
DAB ist die Diagonale AC des Rhombus (Abb. 148); es ist

Ag = @®sin«.
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Im Dreieck AEA, gilt
h=+/A4,> — 4E?,
wobei A—Al — gist. Um AE bestimmen zu kénnen, muB man zuerst AF aus dem

Dreieck AFA,, dann AE aus dem Dreieck AFE errechnen. Man erhilt

ﬁ': acoso"

[
cos -
2
woraus

a -3
h= —\/cosz- — cos®«
« 2
cos -
2

folgt.
s P2 T -
Lésung: V = 2a” sin - _[sin — sin —.
2 2 2

671. Die Aufgabe wird analog wie die vorige gelost. Man kann dazu die Abbil-
dung 148 verwenden, wenn man beachtet, daB ¥ 4,48 = «, ¥DAB = &« und
¥ A,AD = ¢ sind.

.

T
x 4 x
Lésung: V = 2a*bsin— _[sin (¢ — =)sin{¢ + = ).
e 2y (’ 2) ((P 2)
Cr

Abb. 149

672. Die Grundfliche ABCD ist ein Rechteck (Abb. 149). Zur Konstruktion des
Winkels, den die Schnittfliche mit delﬁrundﬁéiche bildet, legt man durch die
Kante DD, eine Ebene senkrecht zu AC. Es entsteht der Winkel DED, = ¢.
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673.

TDE & _

Es werden nun die folgenden Bezeichnungen eingefiihrt:

ZE=C_D=a; B_C=E=b(a>b); D_IL‘=H;

D,E=h; DE=h,. '
Im glﬁhschenkligen Dreieck ABO ist die Summe der Innenwinkel an der
Basis AB gleich dem AuBenwinkel 2xx=~Folglich ist ¥ CAB = «. Aus dem Drei-
eck ABC erhilt man

a=2rcosx; b=2rsina,
aus dem Dreieck DEC (£ ACD = &)

hy, = asina = 2r cos & sin o
und

CE = gcos& = 2rcos? .

Im Dreieck ECD, isth = CE - tan § = 2r cos?  tan f. Aus dem Dreieck DED,
erhdlt man

H =+~/D,E? — DE* = k> — h,?

= \/4r? cos* & tan? B — 4r?sin? x cos? &
H = 2rcos? x +/tan? § — tan? «.

Den Ausdruck tan? § — tan® « kann man wie in der Losung der Aufgabe 659
umformen.

Losung: Ay = 8r* cos « cos (45° — ) sec f+/2 sin (B + «) sin (8 — x);

As = 2r’cos’atan f; @ = arccos tanx
tan f
Wenn die Kathete 4B (Abb. 150) Sehne eines Kreisbogens mit dem Zentri-
winkel 2y ist, dann muB ¥ BCA als Peripheriewinkel in diesem Kreis gleich y
sein. In der Ebene, die durch die Diagonale BC, senkrecht zur Seitenfliche
BCC, B, verlduft, muB3 auch 4B liegen, denn AB steht senkrecht auf dieser
Seitenfliche. Die Schnittfliche schneidet die Grundfliche unter dem Winkel
C,BC = y. Die Hypotenuse AC ist Durchmesser des Umkreises, folglich gilt
AC = 2r. Es werden nun die folgenden Bezeichnungen eingefiihrt :

Fé=a; AB =c¢; AC = b.
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Die Ebene ABC, schneidet aus dem Prisma die vierseitige Pyramide ABB,A4,C,

heraus. Da das Volumen der Pyramide ABCC, gleich % des Prismenvolumens

ist, betrdgt das Volumen der vierseitigen Pyramide 3 des Prismenvolumens.

Bezeichnet man mit ¥; das Volumen der Pyramide ABB,A4,C, und mit ¥ das
Volumen des Prismas, dann ist

3 3 2 3
Ay C1
NN
\
A c
Abb. 150
B

Aus dem Dreieck ABC erhilt man a'und c und aus dem Dreieck BCC, die H6he A.
Man erhilt fiir die Mantelfliche folgenden Ausdruck:

Ay = (2rcosy + 2rsiny + 2r)- 2rcosy tany
Ay = 4r?siny(cosy + siny + 1).

Den Ausdruck in der Klammer formt man so um, daB er bequem zu logarith-
mieren ist:

cosy + siny + 1 = (1 + cosy) + siny

=2cos*Y + 2sin¥ cos? = 2cos (cos? + sin?
2 2 2 2 2 2

=2cos?|sin(90° =¥} + sin%
2 2 2

=2cos? - 2sin45° cos (45° — % =2\/£coszcos 45”—2).
2 2 2 2



. Losung: Ay =8 V2 r?sin y cos‘gc05 (45° = g)
V= gr’ sin y sin 2y.

674. Die Hohe EM (Abb. 151a) hat ihren FuBpunkt im Mittelpunkt M des Um-
kreises der Grundfliche ABCD*. Die Kreisbogen /@, BC und €D (Abb. 151b)

Abb. 151a

sind gleich lang, da nach Voraussetzung die Seiten 4B, BC und CD gleich lang
sind. ¥ CDA = 180° — « ist gleich dem halben Zentriwinkel, der zum Bogen
ABC gehort, d. h., die Kreisbogen AB, BC und €D haben gleiche Zentriwinkel

A\L F a =D
. =

Abb. 151b

1 Vergleichen Sie auch mit den Vorbemerkungen zur Aufgabe 611 auf Seite 118!
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(180° — ). Folglich ist der Zentriwinkel des Bogens Iﬁ}:
«DMA = 360° — 3(180° — «) = 3x — 180°.

Im Dreieck AMD ist AD = a. Man'erhilt

a a

AM =r = 3 i =
2 sin %= 2cos§

(Der Wert von cosBﬁ ist negativ, da & ein stumpfer Winkel ist, so daB
135° < 370‘< 270° gilt.)

Aus dem Dreieck BCM findet man

o

180° aCOSi
BC=b=2rsin—_—%— — )
2 3o

COoS —

=

Aus dem Dreieck ABF (hier ist 4B = b und ¥DAB = 180° — x) kann man

die Héhe des Trapezes ermitteln:
*
o . a $in & cos 5
BF = h,=bsina = ———=,
3o
CoS —
2

Im Dreieck MDE (Abb. 151a) ist DM = r und ¥ MDE = f.
Man erhilt A = r tan f. Nun wird die Grundfliche berechnet:

2 3 & x .
a®[cos — — cos - ) cos ~sin &
2 2 2

A=%(a+b)h,,= 2
2cos® %
2
_ a* sin® &
200523—0‘
2

a® sin® « tan B

SRR
Losung: V = & sin gunf =
12cos® ¥ 12 cos®  180° — 2%
; 2 2
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675. Die Pyramidenhohe EM hat ihren FuBpunkt im Mittelpunkt M des Umkreises
des Trapezes ABCD (Abb. 152a und b).

E

Abb. 152a

Der Winkel ACD = 90° ist Peripheriewinkel iiber dem Durchmesser in diesem
Kreis. Also muB der Mittelpunkt M auf der Seite AD liegen. Da das Trapez
ABCD dem Kreis einbeschrieben ist, muB es gleichschenklig sein. Folglich gilt

¥DAB = XCDA.

L a
AT M
|

N D
i
|
I

Abb. 152b

Zur Vereinfachung mégen folgende Bezeichnungen gelten:
AD =a, BC=b; ¥AED = ¢ = 2x.

Nach Voraussetzung ist 4 = % ah. Im gleichschenkligen Dreieck DEA ist

a= 2htan'(§ = 2htanx.
181



Aus diesen beiden Gleichungen erhilt man:

h=+Acotx und a= 2\/Atan<x.

" Die Seite b = BC findet man au$ dem Dreieck ABC, das dem Kreis mit dem
Durchmesser g einbeschrieben ist. In diesem Dreieck gilt:

¥ CAB = XDAB — ¥xDAC = £¥CDA — ¥ DAC.

Da das Dreieck ACD rechtwinklig ist, muB e):CDA = 90° — XDAC sein.
Folglich ist

¥CAB = 90° — 2 XDAC = 90° — 2«,
und man erhilt

b = asin (90" — 2&) = acos 2x.

SchlieBlich findet man CN = h, = AC sin« = a cos « sin o.
Also gilt:
puligd bh,, “h= laz(l + cos 2x)cosasina - h
3 2 6

—_

~-44 tan« - 2 cos® o:cosotsmom/Acotoc

O\

. .2 o
V= S“13—20‘\/,43(;0toc.

Die Seitenfliche DEA bildet mit der Ebene 4ABCD einen rechten Winkel. Um
den Winkel ¢;, den die Secitenfliiche 4BE mit der Ebene ABCD bildet, zu be-
stimmen, miissen wir von M das Lot auf 4B fillen. (Es wird durch die Strecke
KM dargestellt und verlduft parallel zur Dlagonalen BD, da diese ebenfalls
senkrecht auf 4B steht. Die Diagonale BD ist in der Abbildung nicht dar-
gestellt; X EKM = ¢,.) Im Dreieck AKM ist der Winkel M AK gleich dem Winkel

CDA = 90° — XxDAC = 90° — «.
Deshalb ist

KM = AM - sin (90° — &) = gcosa
und .
2h 2h 1

tan ¢ b = =
! KM acosax 2htanxcosx  sina
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Zur Bestimmung des Winkels ¢,, den die Fliche BCE mit der Ebene ABCD
bildet, konstruiert man LM senkrecht zu BC; ¥ MLE = ¢,.DaLM = CN =k,
ist, folgt

h 1

h
tanipy = —a ———=—=—= = ="p—.
h, acosasina 2sin”wx

i 2
Losung: V = 213—25\/,43 cota;
@, = arctan (coseca); @, = arctan (% cosec? oc).

676. Es soll die Summe der Dreiecksflichen ABC, ABD und ACD bestimmt werden
(Abb. 153). Die Fliche 4, des Dreiecks ABC ist gleich

die Fliche A, des Dreiecks ABD ist gleich

= A
2cosp cos@

Ay = %ﬁ- DE = 4B
und die Fliche 45 des Dreiecks ACD ist gleich

A; = B-FE-tanqa=A,tan¢.

Folglich ist
a* \/ 3

Ay =Ay + Ay + 43 = (1 + cos @ + sin ).
4.cos ¢
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Den Ausdruck in der Klammer formt man so um, wie es in der Losung der
Aufgabe 673 gezeigt wurde. Man erhilt dann

2 \/3 cos ¥ cos 450 — ),
2 2

Denkt man sich in der Gleichung fiir 4, im Nenner cos ¢ als sin (90° — ®),

dann kann der Ausdruck fiir 4,, durch cos (45“ — g) gekiirzt werden.
a* /6 cos ;

4sin(45° - €
2

677. Da die Ebene der Grundfliche ABC (Abb. 154) durch die Strecke AC, die
Schnittebene 4, BC, aber durch die Strecke 4,C, | A_C_verliiuft, miissen sich
die beiden Ebenen in der Geraden g, die parallel zu 4C und A,C, verlduft,

Lésung: Ay =

Abb. 154

schneiden. Zur Darstill_ung des Winkels zwischen beiden Ebenen konstruiert
man BD L AC und BD; 1 A4,C,. (Die Punkte Dund D, sind die Mittelpunkte
von AC bzw. 4,C,). Man erhilt

Ay = (24B + AC)DD, = (24B + AC) BD tan f

Ay = 2a*(1 + cos &) sin « tan f,
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Das Volumen ¥, der vierseitigen Pyramide 4CC, 4, B ist gleich 2 des Prismen-
volumens ¥ (siche Losung der Aufgabe 673). Folglich gilt 3

vy =§AG-DD,,

a” sin 2« ist.

N |-

wobei A = %azsin (180° — 2a) =
Lisung: Ay = 4a’ cos® Z—sin o tan 3;
a3
Vy = o sin 2« sin & tan .

678. Wie in der Losung der Aufgabe 630 zeigt man, daB die Seitenflichen BCE
(Abb. 155) und CDE mit der Ebene der Grundfliche ABCD die Winkel
&« = XEBAbzw. « = X ADE bilden. Beide Seitenflichen sind rechtwinklige
Dreiecke (x EBC = ¥ CDE = 90°). Die Fliche 4, des Dreiecks EBA (und auch
die Fliche des Dreiecks EAD) ist gleich

A éﬁ-ﬁ.

Abb. 155

Im Dreieck ADE ist DE = 2r. Man erhilt
4D = 2rcos o, AE = 2rsin «,

so daB A, = 2r? sin & cos « ist.
Die Flache 4, des Dreiecks BCE (und auch die des Dreiecks CDE) ist gleich

4D - DE = 2’ cos «.

15751
2 2

2 =
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679.

186

Man erhilt:
A, = A + 24, + 24, = 4r*(cos® & + cos & sin & + COS &)
A, = 4r? cos a(cos & + sinax + 1).
Den Ausdruck in der Klammer formt man so um, wie es in der Lsung der

Aufgabe 673 gezeigt wurde.

Losung: A, = 8 \/E r? cos & cos g cos (45° — g)
Die Schnittebene EBD (Abb. 156), die parallel zur Hypotenusq_ﬁ verlduft,
schneidet die Seitenfliche ACC, 4, in der Strecke DE | parallzl_zu AC. Man fillt
von B aus die Lote BM und BF auf die Strecken AC bzw. DE und erhilt das
rechtwinklige Dreieck MBF. Hier ist ¥ BFM = y (nachweisen!).

Abb. 156

A
Folglich ist AMBF ~ AMBC, denn beide Dreiecke haben die Kathete BM
gemeinsam, und ferner gilt nach Voraussetzung < BCM = 90° — « = y. Nun-
mehr muB das Volumen ¥ der Pyramide EACDB bestimmt werden. Die Grund-
fliche EACD dieser Pyramide ist ein Rechteck. Die Pyramidenhéhe ist

BM =asiny = acosa.
Es gilt
V=§A—c.m.m=%R-m-m=§ﬁz.m=§ascosa.

(Die Kathete BC ist die mittlere Proportionale zwischen AC und CM.) Weiter
gilt

AM=(§E+ﬁ+E)h=ah(l * ,me).
SIn &



Dabei ist ah die Fliche des Rechtecks BCC, B, , die nach Voraussetzung gleich
der Fliche A des Dreiecks BDE ist. Folglich ist

le.5c-_%

2 2sina’

As = ah = 4C- BF =
d.h.

2 2
1 .
= 7 1+ —+cota)= 72 (sinex + 1 + cos ).
2sina sin & 2sin” o

Den Ausdruck in der Klammer formt man wie in der Lsung der Aufgabe 673
um.

Damit die Ebene BDE die Seitenfliche CC, 4,4 schneidet, miissen die Strecken
FM = CM = asin « kleiner als die Strecke

a’ a

tg= 2
2sinx

MN=h-= :
2sinx

sein.
erhilt man
V2

sin’ o < l, d.h. sina < -~=.
2 2

Aus der Ungleichung asina < 5 4

Der Winkel « muB also kleiner als 45° sein.

\/Eazcosfcos 450 - %
a®cosa 2 2
Lésung: V = ;s Ay = — , (x < 45°).
3 sin® &

680. Die Mantelfléiche der Pyramide (Abb. 157) ist

h*cota  h*cotf | h*cotf  hcota
2 2 2sine  2sinf

Ay =

Daraus erhilt man
2
Ay = ———— (cosasinf + sinacos § + cos f + cos ).
2sinasin
Den Ausdruck in der Klammer kann man so umformen, daB er bequem zu
logarithmieren ist. Wenn man beachtet, daB3 die Beziehungen

cos & sin 8 + sin & cos f§ = sin (x + f)
und -

a+ﬂcosa_ﬁ
2

cosf + cosa = 2 cos
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gelten, so erhilt man

sin(a+ﬁ)+200s“;ﬁcosa—ﬁ
=2sina+ﬂcoso‘ +8 + 2cos2 +ﬂcosa‘———ﬂ
2 2 2 2

= 20050—‘—1——E sin“—Hg + cosu .
2 2 2

Abb. 157

Der Ausdruck cos % ;ﬂ wird durch sin (90° — -\;—ﬁ> ersetzt.

Formt man dann den Klammerausdruck wie die Summe zweier Sinus um, so

erhilt man:
4cos > +ﬂcos 45° — %) cos ( 45° _8 3
2 2 2
2h* cos 2 ﬂcns 45> — %) cos 45° _8
2 2 2 2
Losung: Ay = —.

sin « sin

681. Es sei r = GM der Radius des Inkreises der Pyramidengrundfliche®. Aus dem
Dreieck MGD (Abb. 158) erhilt man DM = h = rtan . Da der Mittelpunkt M
des Inkreises auf dem Schnittpunkt der Winkelhalbierenden der Winkel BCA
und CAB liegt, muBl

90° — & _ o«

XMAF = und XGCM = 45° — 5

«
2
! Vergleichen Sie mit den Vorbemerkungen zur Aufgabe 617 auf Seite 124!
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sein, Der Winkel ABC ist ein rechter, also ist das Viereck FBGM ein Quadrat

und BF = BG = r.
Folglich gilt

und

Abb. 158

Den Klammerausdruck formt man wie in der Losung der Aufgabe 662 um:

\/Ercos'z-x/arsin 450+ 2
2 2

sin(45° — %)-sin%
2 2

Ag = ricotZcot [45° — ‘}).
2 2
Folglich ist
- %A,,. e

Ag =-ac =

N -
-

Lo tan oot cot 457 =% A
3 2 2

Dieser Ausdruck kann vereinfacht werden, wenn man bedenkt, da3
X X 25sin % cos ¥
sin & sin _ 2 2

cosa sin@0" =) 5 (45° - g) cos (45° - 32‘)

ist.
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Die Mantelfliche 4, und die Oberfléiche 4, berechnet man nach den Fi orme._ln1 :

i 246 coszoz—‘
Ay =% und 4do,=—
cos & cos &
r® cos® o—; r* cot%‘
Losung: V= ; Ay = ;
3sin(45° - £ 2sin?(45° - £
2 2
2 cot % cos? g
Ao =

sin® (45° = "i)
2

682. Die Ebene schneidet aus dem Prisma die Pyramide 4BCB, (Abb. 159) heraus.
Die Hohe dieser Pyramide hat ihren FuBpunkt im Mittelpunkt M des Inkreises
der Grundfldche, deshalb miissen alle Seitenflichen der Pyramide mit der Grund-
fldche gleiche Winkel bilden. Folglich gilt*:

24, cos* X
Ao =
cosx
Man erhilt
4= 242 - CD- D

Aus dem Dreieck MDC (W =rund ¥xDCM = §) erhilt man
CD=r-cot%
2
und aus dem Dreieck ADC
4D = CD -tana = rcotgtana.
Folglich ist

Ag = r*cot? gtan «

! Vergleichen Sie mit den Vorbemerkungen zu den Aufgaben 617 und 618 auf den Seiten 124 bzw. 126!
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und

-3 o
2r? cot® = tan & cos® —
2 2
Ao =

Cos &

Ay

Abb. 159

Die erhaltenen Ausdriicke koénnen noch vereinfacht werden, indem man tan &
durch
. o
X 2sin - cos -
sina 2 2
cos & cos &
ersetzt.

Das Volumen des Prismas ist ¥V = Ag - h, wobei h = r - tan o (siche AMDB,)
ist.

X x
4r? cos* - cot —
Losung: Ao = 5
cos’ o

v = r?cot’ %‘tan’ «.

683. Aus dem Dreieck BCM (Abb. 160) ist ersichtlich:

¥BCM =45°; XMBC = 180° — (45° + &) — 45° = 90° — «.
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684,

192

Nach dem Sinussatz ist
BC m
sin (45° + «) - sin (90° — &)
Daraus findet man '

BC=a

_ msin (45° + )
cos o '

Abb. 160

Aus dem Dreieck 4BC erhdlt man

AT = b ity = AT + 0)
Sinx

und aus dem Dreieck MCD dann ’
h=mtanw.

Die Seitenflichen CAD und BCD bilden mit der Grundfliche die Winkel MND
und DKM. Diese Winkel sind gleich, da die Dreiecke MXC und MNC (die
Hypotenuse und der spitze Winkel stimmen in beiden iiberein) und die Drei-
ecke DKM und DNM (die Hypotenuse und eine Kathete stimmen in beiden
iiberein) kongruent sind.

Diese beiden Winkel mdgen die GréBe @ haben. Dann ist

tan ¢ = ; wobei MN = & ist.
MN

V2
%) o, . -
Lisung: V = L w; ® = arctan (v/2 tan «).
6 cos®
Es sei ABE (Abb. 161a) die erste und ADE die zweite Seitenfliche. Nach Vor-
aussetzung schneiden sie die Grundfliche unter dem Winkel «. Daraus folgt,
daB der FuBpunkt O der Hohe auf der Fldchendiagonalen AC liegen muB.



Fillt man vom FuBpunkt O (Abb. 161b) die Lote OM und ON* auf die Seiten
AB und 4D, so ist _¥EMO = x und ¥ENO = (nachweisen!). Folglich gilt
MO = hcota und NO = ‘hcota, d. h. MO = NO. Das bedeutet, der Punkt O

Abb. 161a

liegt auf der Winkelhalbierenden des Winkels DAB, also auf der Diagonalen Aac
des Rhombus ABCD.

Ebenso erhilt man M,0 = N;0 (M,0 und N,O sind die Verlingerungen von
MO und NO). Daraus folgt die Kongruenz der Dreiecke OM,E und ON,E.
Dann ist XxON,E = ¥ OM,E, was zu beweisen war.

Abb. 161b

Aus dem Dreieck EMO erhilt man MO = h cot & und aus dem Dreieck OM. WE
dann M,0 = hcotf.

1 In der riumlichen Darstellung (Abb. 161a) kann eines dieser Lote, z. B. OM, durch eine beliebige
Strecke dargestellt werden, dann ist aber das zweite eine ganz bestimmte Strecke, denn die Strecke

MN muB parallel zur Diagonalen BD verlaufen. Das 1aBt sich leicht an der ebenen Darstellung
(Abb. 161b) zeigen.
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Folglich ist die Hohe h, des Rhombus gleich 4, = MM, = h(cot« + cotf).
Das bedeutet

= §A5h - % ahh = éa.h’(cot«x + cot ).
Es gilt

= Ag + 2A 485 + 2Asce = alh, + EM + EN_x).
wobei

M = und EW, =

sin & sin B
sind. Dann gilt

Ao = ah(cotrx + b + cotf + —1—)
sin & sin

Ao=ah(l teose 1+ cosﬂ)

sin o sin

Driickt man die Zahler und Nenner durch % bzw. é aus, so kann man kiirzen
und erhilt 2 2

Ao=ah cotf-pcoté !
2 2

h’ sin (o + ﬁ)
sinosing’

a+f
2

Losung: V = ;ahz(cotoc + cotf) =

ah sin

Ao = ah cotﬁ+coté = .
2 2 Lx B
sin = sin -
2 2
685. Es sei ¥ DAB (Abb. 162) der spitze Winkel des Rhombus, so daB AC die groBere
Diagonale und ¥ DAO = g ist.

Man konstruiert XM L AC und MN L BD.!

Ferner sei ¢ der Winkel, unter dem die Ebene ACE die Ebene der Grundfliche
schneidet. Dann ist ¥ MKE = ¢ und XMNE = y. Zur Bestimmung von k
driickt man MK und MN durch 4 aus und erhilt

KTl=hCOtlp und W:hcotw.

1 In der Abbildung 162 verlaufen KM | BDund MN | AC weil die Diagonalen eines Rhombus auf-
einander senkrecht stehen. Vergleichen Sie auch mit der vorherigen FuBnote!
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Diese Ausdriicke setzt man in
g = dBos T + DR =i 4 N
X o0
sin - cos -
2

[

ein und erhélt

- h<c0t¢+ Cot’lp).
L «
sin = cos -

2 2

Abb. 162
3 si a®sin® o
Losung: V = — 4 ang — = .
3 Sm—¢+m 6 coso—‘cotq:+sin5cot1p
-2 &« 2 2
sin - cos—
2 2/

Die Ebene, die die Grundfliche unter dem Winkel ¢ schneidet, hat die groBere
Diagonale, die unter dem Winkel y schneidende die kleinere Diagonale als
Schnittlinie.

686. In der Abbildung 163 stellt die Strecke AC die Hypotenuse der Grundfliche
dar, Zur Kennzeichnung des Winkels «, den die Seitenflichen CA4,C, und
CBB,C, miteinander bilden, muB man eine Ebene senkrecht zur K Kante CT,
festlegen. Im gegebenen Falle kann diese Ebene durch die Kathete AB verlaufen.
Um das zu zeigen, muB man nachweisen, daB AB senkrecht zu CC, verlauft.
Nach Voraussetzung ist D, die Mitte von BC, die Projektion von C;. Wenn
man durch C eine Gerade g senkrecht zu BC legt, dann muB g auch senkrecht
zu CC, verlaufen (Satz iiber drei Senkrechte). Da 4B parallel zu g ist, muB
AB senkrecht zu CC, verlaufen, was zu beweisen war, Man legt durch AB eine
Ebene ABE senkrecht zu CC. Die Mantelfliche des Prismas ist dann gleich
dem Produkt des Umfanges BE + AB + AE des senkrechten Schnittes mit der
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Kantenlédnge CC,. Im rechtwinkligen Dreieck BEC ist ¥ECB = f (nach-
weisen!) und BC = a. Man erhilt BE = asin B. Die Gerade g und damit auch
die zu ihr parallele Strecke 4B stehen senkrecht auf der Fliche BB, C,C. Des-
halb ist das Dreieck ABE rechtwinklig in B. Das bedeutet

AB = BEtane uwnd AH= DL,
cos &«
so daf3

H:'+A—B+A—E=asinﬂ<l +tanzx+L>
cos &

Abb. 163

ist. Die Linge der Kante C—C, berechnet man aus dem Dreieck DCC,

(E = g) Man erhilt

ec; = —2—,
2cosf

so daB 3 ]
Ay = (BE + 4B + 4E)- CC, ="—_tﬂ9<1 + lana .+—>
. 2 COoSs o
gilt. F
Man formt nun den Ausdruck in der Klammer wie in der Lésung der Auf-
gabe 673 um und ersetzt cos « so, wie es in der Aufgabe 681 gezeigt wurde.

29
a” tan f cos 5

V2sin <45° = "ﬁ)
2

Liosung: Ay =



687. Wie in der Losung der vorigen Aufgabe zeigt man, daB die Kante E senk-
recht zu BC (Abb. 164) verluft, daB folglich auch BB, L BC und daB die
Fliche BB, C,C ein Rechteck ist. ¥4,4C = ¥ A;AB = 2«. (Zum Beweis ver-
gleichen Sie mit der Lésung der Aufgabe 669!) Folglich gilt:

ACCA, = ABB4,.

Abb. 164

Der Punkt E ist der Mittelpunkt der Grundkante AB. Die Strecke EO steht
senkrecht auf 4B (O ist der Mittelpunkt des Umkreises des Dreiecks ABC).
Dann ist 4,E L AB (Satz iiber drei Lote).

Der Sinussatz liefert

AB = 2rsin (90° — &) = 2rcos &.
Dann ist

A = %A_Bz sin 20 = 2r? cos® o sin 2x. |

Aus dem Dreieck AEA, erhilt man

cos2x ‘2cos2x  cos2x

und aus dem Dreieck 404,

e , —
h=vE-r = Vcos? & — cos? 2a.
cos 2o
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Den Radikanden formt man so um, wie es in der Losung der Aufgabe 656
gezeigt wurde. Die Seite BC ist gleich

2BD = 24Bsin .
Folglich gilt

V = Ag- h = 2r* cos® « sin 2« Vcos? a — cos 2x

cos 2u

V = 2r3 cos? & tan 2 v/ cos? & — cos? 2

und ) —
Ay = 2A,8p,4, + Appcic = 21° AB-sin 20 + 21+ AB -sin«

Ay = 21+ 4B - (sin 2 + sin ).
Losung: V = 2r® cos® & tan 2o/ sin 3o sin o

30«
8r% cos® & sm —~ cos :
Ay =

cos 2x

Abb. 163

688. Man konstruiert im Dreieck MCE (Abb 165) die Hohe FM. Dann ist & BFD = B
(nachweisen!). Nun wird CM = BM durch x ersetzt und x aus der Formel
CM? = CE-CF errechnet, wobei CE = I und CF = v/x?> — FM? sind. Aus
dem Dreieck MBF erhilt man )

i = B cot? = xcot,
2 2
so daB
CF = x\/l - colzé
2
ist.
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Setzt man die gefundenen Ausdriicke in die Formel CM? = CE - CF ein, so
erhélt man die Gleichung

*=1x 1 —cotZﬂ

Die Wurzel x = 0 ist offensichtlich nicht sinnvoll, so daB

x=CM=1 /l-—cov.zé
2
ist.

Folgllchlsth—\/CEz—CMz NI —Icotg

Jetzt erhilt man V = 3 - 2x%h.

Bemerkung:
Der Wert von cos f ist negativ, da E > 45° ist [ denn tané = _B—_A-_-{ = g
2 2 FM FM;

die Strecke CM ist aber lénger als die Senkrechte FA, folglich ist tang > l).

Lésung: V = ;I’ cotg(l cot? ﬁ) Zl" —2—
g sin’

Abb. 166

689. Aus dem Dreieck FEA, (Abb. 166) mit dem Winkel 4,FE = « erhilt man
EF = hcotound aus dem Dreieck ECA,,indem 4,C = dist, CE =+/d? — h2.

CE d> — h*
Folglich ist EK = == = 2

V2 2
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Jetzt bestimmt man die Seiten der Grundflichen
4B =a=EK + EF und 4,B, = EG'=b = EK — GK
= EK — EF.

In der Formel fiir das Volumen des Pyramidenstumpfes kommt die Summe
a* + ab + b? vor. Man erhilt dafiir den Ausdruck '

(EK + EF)* + (EK + EF) (EK — EF) + (EK — EF)* = 3 EK® + EF>.

Lisung: V = é(3 -EK® + EF?) = ﬂ[3(zi2 — k%) + 2h% cot® «]

690. Der Losungsweg dieser Aufgabe wird glelchfalls an der Abblldung 166 ver-
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anschaulicht. Hierzu gelten die Bezeichnungen: 44, = / und XA4,AC = 8.
Aus dem rechtwinkligen Dreieck 4CA4, erhélt man

ac=-L

so daB e i .
o= TR —

ist. \/2 cos f .

Im Dreieck AEA, ist h = Isin 8 und AE = I cos §, so daB
E: -l :i;s B

gilt. .

Folglich ist

b=FG=FK-2EF=——q —2cos?p) = — L1C0s2B

\/E cos \/5 cos

Jetzt erhilt man
Psin g

velt@ a0
3 6 cos”

(1 = cos 28 + cos® 28).

Wenn man den Bruch mit (1 + cos 28) erweitert und einige trigonometrische
Umformungen vornimmt, so erhilt man einen sehr einfachen Ausdruck.
Bemerkung: Der Winkel 8 muB groBer als 45° sein, da FK > 2EF sein muB.
Deshalb ist cos 28 < 0

Losung: V = ——L r Smﬁ (1 — cos 28 + cos 2B)
6cos* B

®sin B(1 + cos® 25)
12 cos* 8



691. Aus den Dreiecken AEA4, und ECA,; (Abb. 167*) erhilt man
AE = hcoto und CE = hcot .
Die Mantelfl4che ist gleich .

Ay = 4“_’; bW = 2a+ )y AN

Die Flichenhdhe A; N kann im Dreieck 4,NE bestimmt werden. Hier ist

Abb. 167

Man erhiit 4,N = h\/l + %cot2 o.
Nun bestimmt man den Wert der Summe

a+b=4B + 4,B, = 24,8, + 24N = 2BN = CE -2 = h /2 cot B.
Folglich ist

Ay = Zh\/icotﬁ-h-\/l + %cotza.

Lisung: Ay = 2h? cot /2 + cot® .
692. Im Dreieck NEA, (ebenfalls Abb. 167) ist
4B — 4,B,

2

EN = 4N = =§(\/5—1).

! ZurD eines Pyrami vergleichen Sie die Losung der Aufgabe 626 auf Seite 131!
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Man erhalt

h=HE=2(/3-1)tany
2 .

und

AN = M

2cosy
Jetzt konnen das Volumen und die Mantelfiiche bestimmt werden:
3 -
Ve ’3'(3{:2 ta +a Vi =2 W3- D6+ VHuny

und =
aW/3-1 2

A =2AB + 4,B) AN =23 + 1)
2cosy cosy

Folglich ist

2
A0=AM+3a2+a1=2a—(1M.

cosy

Den Ausdruck in der Klammer formt man so um, daB er bequem zu logarith-

mieren ist. B
3
Losung: V = m ~ 0,74° tan y;
8a® cos (Z + 30°) cos (Z - 30“)
4 _2a%(1 + 2cosy) _ 2 2
o = e .

cosy cosy

Abb. 168

693. Die Linge der Wiirfelkante sei x (Abb. 168). Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke
O0,K,E und OCE folgt
B, _%o,
EO ¢CO
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Hierbei sind

EO, =FE0O - 00,=h—x, EO=h, K101=vi_ und CO = /2 _ 2.
2

h—x x
Folglich ist =
2P0
2 2
Lisung: x = ——h \/2(1 =0

B+ V20— 1)
694. Im Dreieck OFE (Abb. 169) ist FO = g und ¥FEO = «.

Man findet # = i;cot «. Folglich ist das Volumen der Pyramide

a® cot .

V=1azh=
3

A=

Abb. 169

Driickt man die Seitenldnge a durch die Kantenlidnge x = MM, des Wiirfels
aus, so erhilt man

a=2F_O=2m+2F_M=IW+2M—Mltaua=x\/i+2xtana.
Folglich ist _
i x* (\/2 + 2tan &)® cota
6
Dabei ist x3 = ¥, das Volumen des Wiirfels.
v _ (\/5 + 2tana)’ cotx

Losung: —
Vy 6
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695.

a) Darstellungsverfahren:
Zuerst stellt man die Schnittfliche 4,B,M, (Abb. 170) dar, in der die ,,obere*
Fliche KL, M,N, des Wiirfels liegt. Diese Schnittfliche ist ein rechtwinkliges
Dreieck mit dem rechten Winkel in M. Da die Eckpunkte K,, L;, M, und N,
auf den Seitenflichen liegen sollen, miissen sie auf den Seiten des Dreiecks
A,B, M, liegen. (Der Punkt M; fillt mit dem Scheitel des rechten Winkels zu-
sammen. Die Strecke K;M, stellt die Winkelhalbierende des rechten Winkels
0

Abb. 170

dar, denn es ist m = L, M, .) Jetzt stellt man den Wiirfel KLMNK,L,M,N,
dar. Innerhalb des Vierecks K;L;M;N,; legt man einen beliebigen Punkt O,,
das Bild des Schnittpunktes der Hshe DO mit der Fliche K,L, M, N,, fest und
verbindet ihn geradlinig mit einem entsprechend im Viereck KLMN gelegenen
Punkt O. Nun werden die Strecken 4,0,, B,0,, ITO1 und dazu die parallelen
Geraden durch O konstruiert. Die Geraden durch DA4,, DB, und DM, schneiden
diese Geraden in den Punkten A4, B und C.

b) Losungsweg:

Nach Voraussetzung sind AC = 6 cm, BC = 8 cm und DO = 24 cm.!

Die Kantenlinge des Wiirfels sei x cm.

Dann sind %; = xcmund DO, = 24cm — x cm.

Da die Schnittfliche parallel zur Grundfliche der Pyramide liegt, gilt
B,M,:BC =D0,:DO, d.h. B,M,:8cm = (24 — x)cm: 24cm,

woraus
Bar,--n ., _B-x
%

folgt.

! In der Abbildung 170 wurden diese MaBe nicht beriicksichtigt.
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Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke K,B,L; und ABC folgt K,L, :BlL; =6:8.
Hierbei sind K,L, = x cm und

e min M= —4
BiL, = B.M, — LM, = 3xcm—xcm=24—3—x
Folglich ist
X b _£=6:8,
3

woraus x = 3 cm folgt.
Lisung: x = 3cm.

696. Die Schnittfliche BCC,B, (Abb. 171) ist ein Trapez (nachweisen!). Nun wird
die Ebene MNE betrachtet. (Die Punkte M und N sind Mitten der Kanten AD
und BC.) Sie schneidet die Ebene BCC, B, in der Strecke KN. (Der Punkt K
ist Seitenmitte von B,C,.) Es ist

¥EMN = ¥xMNE =x und XMNK =§

(nachweisen!). Die Héhe KN des Trapezes BCC, B, bestimmt man aus dem

Dreieck MNK. Hier sind MN = a und ¥ NKM = 180° — (x + B). Nach dem
Sinussatz gilt

KN _ a ah _ asina_
sinx  sin(x + ﬂ)’ o sin (x + ﬂ).
E
Abb. 171

Jetzt bestimmt man die obere Grundseite B,C, des Trapezes. Aus der Ahnlich-
keit der Dreiecke ADE und B, C, E folgt

Fo =2 ok gk

EM - EN
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697.

206

Den Wert des Verhiltnisses % bestimmt man aus dem Dreieck KNE. Hier
sind ¥KNE = & — fund XEKN = « + f (AuBenwinkel des Dreiecks MNK).
Man erhilt :

EK _sin(x — B)

EN sin(x + f)

Folglich ist
BC = a ?m (& — ﬂ
sin (x + B)
Die Schnittfliche ist
asin(x — f)
i at sin(x +p) asina
& 2 sin (& + B)°
- . §
Lisung: As = M A
s’ (x + )

a) Darstellungsverfahren:

Zunichst stelle man die Pyramide HPGQE (Abb. 172) dar und zeichne die
Strecke MN ein, in der sich die beiden genannten Ebenen schneiden sollen. Diese
Strecke verlduft parallel zur Seite HP der Grundfliche und schneidet die Achse
EO im Punkt B. Die Endpunkte M und N der Strecke MN liegen auf den Seiten-

E

Abb. 172

halbierenden EF und DE der Seitenflichen. Konstruiert man dann die Geraden
durch PN und GN, HM und QM, so erhilt man die Darstellung der Ebenen,
die einander in MN schneiden. Die Punkte 4, und C, sind die Schnittpunkte



der Geraden durch AB und CB mit den Seitenhalbierenden CE und AE. (Die
Punkte 4 und C sind die Mitten der Kanten HP und GQ) Der Winkel CBA
stellt den Schnittwinkel der beiden Ebenen dar. Nach Voraussetzung ist
¥ CBA = 90°,d. h., das Dreieck 4BC ist gleichschenklig-rechtwinklig, und es gilt

b) Lﬁ:ﬂsweg:
Es ist DF = a. Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke MNE und DFE folgt

MN = aﬁg
EO

Der Winkel EAO stellt den Winkel & zwischen Grund- und Seitenfliche dar.
Also ist

EO = 40 -tanw = gtano‘.
AuBerdem ist
E:E—E:g(tana— 1.

Folglich gilt
tan

WV = a2 =1 o~ cotuy:
tan &

\/5 asin(x — 45°)

Lésung: MN = a(l — cot ) = -
sin o

698. a) Darstellungsverfahren: .
Man konstruiert die Strecke CM (Abb. 173). Sie e stellt das Lot von C auf AE
dar. Der Punkt O, liegt im Schnittpunkt von CM mit der Korperhshe EO.
Durch O, legt man KN | BD. Das Viereck KCNM stellt die Schnittfliche dar.
Der Beweis geht aus der nachfolgenden Ldsung hervor.

b) Losungsweg:

Da die Ebene KCNM senkrecht auf der Kante AE steht, miissen auch die Seiten
KM und MN sowie die Dlagonale CM der Schnittfliche KCNM senkrecht auf
AE stehen. Da die Diagonale CM in der Ebene des gleichschenkligen Drei-
ecks ACE liegt, muB sie die Strecke EO, die Hohe dieses Dreiecks, schneiden.

Andererseits liegt die Diagonale KN in der Ebene des Dreiecks BDE und ver-
lduft, wie nachfolgend gezeigt wird, parallel zur Basis dieses Dreiecks. Auch sie
schneidet die Strecke EO, die Hohe des Dreiecks BDE. Da aber die Ebene KCNM
mit der Strecke EO nur einen Punkt 0, gemeinsam hat, miissen die Diagonalen
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KN und CM einander in diesem Punkt schneiden. Die Ebene KCNM steht senk-
recht auf der Kante ZE deshalb sind die Winkel KME und EMN gleich 90°.
Die rechtwinkligen Dreiecke KME und EMN sind kongruent (nachweisen!),
also gilt KM = MN und EK-= EN. Aus den letzten beiden Aussagen folgt,

E

=

AR
N

a\

o
i
it}

)

4!

A
8
\or
\

\
V.
&)

Abb. 173

daB KN parallel zu BD verlduft und KO, = NO, ist. Also stehen die Diagonalen
_CM und KN senkrechtaufeinander, und es gilt 4 = ;—C—M - KN. Die Diagonale

CM erhilt man aus dem rechtwinkligen Dreieck ACM. Dort sind ¥ MAC = ¢
und 4C = a\/i._ylan findet CM = a+/2sin @.

Die Diagonale KN bestimmt _man aus dem glel‘chschenkligen_Dreieck KNE
(XEKN = ). Man erhilt KN = 2EO, cot ¢, wobei EO, = EO — 00, ist.
Die Strecke EO wird aus dem Dreieck' AOE (oder BOE) zu EO = "—2—2 tan g

bestimmt. Die Strecke 00, findet man im Drejeck 0CO, mit )
X0CO, =90° — X MAC = 90° — Q.

Man erhalt 3
00, = —Cﬁtan(%" —q) = oy Zcotqz.
Also ist ~

—KTV=2E_0,cotq;=2(?2—2tan<p— aTzcotcp>cot¢p

= a\/i(l — cot? ¢).
Folglich gilt

A=cn a* cos 2¢

CM-KN = a*(1 — cot’ ¢)sing = — -
sin ¢

N | =
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‘Bemerkung: Damit die Ebene KCNM, die senkrecht auf AE steht, die Pyra-
mide schneidet, ist es notwendig, daB ihr Schnittpunkt M mit der Kante AE auf
dieser Strecke (nicht auf deren Verlingerung) liegt. Der Winkel CE4 muB des-
halb spitz sein, d. h. ¥CEA = 180° — 2¢p < 90°. Folglich ist ¢ > 45° und des-
halb der Wert von cos 2¢ negativ.

a’cos2p  a®cos (180° — 2¢)

Losung: A = — v n
sin @ sin ¢

699. Das Viereck AMKN (Abb. 174), das durch den Schnitt einer Ebene mit dem
Mantel des Prismas entsteht, ist immer ein Parallelogramm (nachweisen!). Da-
mit ein Rhombus entsteht, muB AM = AN sein. Aus der Kongruenz der Drei-
ecke ADN und ABM (nachweisen!) folgt DN = BM. Das bedeutet, die Strecke
MN verliuft parallel zu BD und damit auch parallel zur Ebene 4BCD.

0 ¢

Abb. 174

Also ist die Gerade durch E und F, in der die Ebenen AMKN und ABCD ein-
ander schneiden, eine Parallele zur Diagonalen MN (und zur Diagonalen BD)
und steht senkrecht auf der anderen Diagonalen 4K (und auf der Diagonalen E)
des Rhombus. Daraus folgt, daB ¢ = X KAC der gesuchte Winkel zwischen
Schoitt- und Grundflichenebene ist. Die Strecke 0O, verbindet den Mittel-
punkt des Rhombus mit dem Mittelpunkt der Prismengrundfliiche und steht
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senkrecht auf der Grundfliche (nachweisen!). Im Dreieck 400, gilt
40 _BO _ MO, _ tan®
40, 40, 40, 2’
Bemerkung: Die Ebene, die durch die Geraden AM und AN bestimmt ist,

schneidet die Kante CC, nur in dem Falle, daB CC, 2 CK ist, d. h. wenn die
Hohe des Prismas nicht kleiner als

= = V2 1 - tan?%
aﬁtan:p:a\/z‘/l_coszq’:a an 2 _av/2cosa

cos ¢

3 -
tan - sin —
2 2
ist. An@nfalls ist es unmoglich, durch 4 oder durch einen anderen Punkt der

Kante 44, die gesuchte Ebene zu legen.

Ldsung: @ = arccos tang.

a+/2cosw

Die Aufgabe ist nur fiir # =2 —————— 16sbar.
sin%
2

700.* (Vergleichen Sie mit der Losung der vorigen Aufgabe!)
Da MN = AC (Abb. 175)und BK > BD ist, nach Voraussetzung aber BK = MN
gilt, muB AC > BD sein, d. h. AC ist die groBere Diagonale des Rhombus, so
daB der Winkel ABC der stumpfe und der Winkel DAB der spitze ist. Der

! A o,

Abb. 175

Zur Darstellung eines geraden Prismas vergleichen Sie mit der Abbildung 83 auf Seite 113!
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Winkel ¢ = ¥0,BO ist der gesuchte Winkel zwﬁchen Schnitt- und Grund-
flichenebene. Im Dreieck BOO, st cosg = %, wobei BO = Etan;

ist. Da 40 = MO, = BO, ist, muB 1
BO z
)1 tan; «
COS ¢ = ———=— = tan -
BO, 2
sein.

Dabei gilt tang < 1, weil z;z ein spitzer Winkel ist.

Ldsung: @ = arccos tan ;—‘.
Die Aufgabe hat nur Lésungen fiir DD, > M.
sin %
2

701. (Vergleichen Sie mit der Lsung der vorigen Aufgabe!)
Die Fliche A des Rhombus BNKM (Abb. 176) ist gleich

A= -MN-KB = 2MO0, - BO,.

L
2

Abb 176

Im Dreieck MBO, ist ¥ MBO, = %, Man erhidlt BO, = MO, - cotZ.
Folglich ist 4 4

A =2M0.> cotoi = 240% cot E.
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Die Strecke E bestimmt man aus dem Dreieck ABO. Dort sind 4B = a und
%480 =%,
2

Man erhilt

40 = asinZ.
2
Lésung: A = 2a* sin® gcotz.

702.! Die genannte Ebene mdge durch die Mitte M der Kante AB (Abb. 177) parallel
zu den Kanten AC und BD verlaufen. Die Kante AC liegt in der Ebene ABC.
Deshalb schneidet die Ebene, die durch M parallel zu AC verlauft, die Fliche
ABC in der Strecke MN parallel zu AC. Das bedeutet, MN ist die Verbindung

zweier- Seitenmitten im Dreieck 4BC <1Tn‘v = %A_C = g) Dann ist also N
die Mitte der Kante BC. Die Kante BD liegt in der Ebene CBD, und die Schnitt-
1 b

ebene verlduft parallel zur Kante BD. Deshalbliegt LN || BD (EV =3 BD = 3

und L ist die Mitte der Kante CD. Aﬁ_diese Weise zeigt man auch, daB KM = l—,
ist und daB K die Mitte der Kante AD ist. 2

B Abb.177

Folglich ist KL| ACund KL = ;; d. h., die Schnittfliche MNLK ist ein Rhom-

bus. AuBerdem ist aber der Winkel KMN ein rechter. Begriindung: Die Kante BD
liegt in der Ebene EBD (c_lE Punkt E ist dig_Mitte von AC). Diese Ebene steht
senkrecht auf der Kante AC. Folglich ist BD L AC. Wie aber gezeigt wurde,

1 Zur Darstellung einer regelmiBigen
auf Seite 112!

dreiseitif Pyramide verglei Sie mit der Abbildung 82
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verlaufen KM | BD und Wl[ AC, d.h. KM L MN. Aus allem folgt, daB

MNLK ein Quadrat mit der Seitenldnge 121 ist.

bz
Losung®As = T

703. Es sei CD (Abb. 178) die Seitenkante, die senkrecht auf der Ebene der Grund-
fiache steht. Da nach Voraussetzung ¥ DAC = ¥ CBD = o ist, muB AC = BC
sein, d. h., das Dreieck 4BC ist gleichschenklig, und nach Voraussetzung ist
¥BCA = 90°. Jede Ebene, die die Pyramide senkrecht zur Grundfldche schnei-
det, ist ein Viereck NKLM mit zwei rechten Winkeln (¥ NKL und ¥ KLM)'.

D

Abb. 178

A

Damit das Viereck ein Quadrat wird, muB KN = KL = LM = x sein. Aus der
Kongr__u_enz gg,_r Dreiecke AKN und MLB (nachweisen!) folgt, daB AK = BL,
d. h. CK = CL ist. Also gilt

Aus dem Dreieck . AKN erhilt man AK =KN-cota = x - cot .
Da CK + AK = AC = a ist, erhilt man die Gleichung

x
—=+ xcotx = a,
V2

woraus x = —bL folgt.

1+ \/Ecota

1 Sofern die genannten Ebenen beide Katheten der Grundfiiche schneiden (Anmerkung der Ubers.).
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704.

214

2

Lasung: A = x* = ——23——.
(1 + v2cota)?

Als Schnittfliche entsteht das Trapez MND,A, (Abb. 179), das zur Seiten-

fliche BCC,B; kongruent ist (nachweisen!). Im abgeschnitte‘ﬁen Korper

MBCNA,B,C,D, sind 4,B, = C,D, = BM (parallele Strecken zwischen

Abb. 179

parallelen Ebenen). Der erhaltene Korper ist ein schiefes Prisma mit der Grund-
fliche BCC, B, . Durch die Symmetrieachse GG, der Seitenfliche des Pyramiden-
stumpfes und durch GO legt man die Ebene QGG,0Q;. Man erhilt xLGG, =«
(nachweisen!). Das Lot, von L auf die Strecke GG, gefillt, ist dic Hohe des
Prismas (nachweisen!). Aus dem Dreieck LGK mit GL = G10, = a erhilt man
KL = asina. 7 y

Im Dreieck LGG, ist GGy = —— = ——,
cos & Cos &

Das Volumen V des Prismas berechnet man nach der Formel
_B.C +BC ‘
2

v GG, - KL.
Nun wird die Oberfliche 4, des Kérpers AMNDA,D,, der durch die Ebene
MND, A, abgeschnitten wurde, bestimmt. Die Fliche D, 4, 4D hat denselben
Flicheninhalt wie die Schnittfliche MND, A, (nachweisen!). Jede dieser Flichen
hat die GréBe
a+ 3a
2

wobei 00; = GG, = —— ist.
cos &

A, =

00,

Jede der Seitenfliichen 4M A4, und DND, hat den Flicheninhalt
_ AW 4P

4
# 2



wobei AM = AB — BM = 3a — a = 2a und

— = a

A,P = GG,

" cosa
sind.
Die Seitenfliche DAMN ist gleich

Ay =AM - 4D = 2a - 3a.
Man erhélt: dpe= 24, + 24, + As.

26

124* cos
2

Lésung: V = 2a° tanx; A, =
cos &

Vorbemerkung zur Aufgabe 705 und zu den folgenden Aufgaben
Zur Lésung der Aufgaben 705 bis 708 bendtigt man den folgenden Satz:

Wenn ein Vieleck ABCDE ..., das in der Ebene E liegt, auf eine Ebene E,
projiziert wird (senkrechte Parallelprojektion), so daB ein Vieleck
AyB,C,D,E, ... entsteht, dann besteht zwischen der Fliche A des n-Ecks
ABCDE ... und der Fliche A; des Vielecks A,B,C\D\E, ... die Be-
ziehung A, = A cos &, wobei o der Winkel zwischen den Ebenen E und
Ej ist.

In Aufnahmepriifungen werden hiufig Aufgaben gestellt, bei deren Lésung man
ohne diesen Satz kaum auskommt.! In unseren Schulen wird dieser Satz aber nicht
behandelt. Deshalb wird der Satz nachfolgend bewiesen.

Beweis: Zuerst wird der Fall 1l betrachtet, bei dem das Original ein Dreieck ABC
(Abb. 180a) ist, dessen Seite 4B parallel zur Bildebene E{ verlduft. Durch AB wird
eine Ebene E’ parallel zur Ebene Ej gelegt (E ist ihr Schnittpunkt mit dem Pro-
jektionsstrahl CCI) Man erhilt das Dreieck 4BE. Es ist zum Dreieck AyB, Cl kon-
gruent. Nun wird die Héhe CD des Dreiecks ABC konstruiert. Die Strecke DE ist
Hohe im Dreieck 4BE, und der Winkel CDE ist der Neigungswinkel & zwischen
der Ebene des Dreiecks 4BC und der Ebene E’. Aus dem Dreieck DEC erhilt man
DE = CD cos x. Folglich ist

A, 4B- AB-CDcosx = A cosa.

NI'—‘
Nl'—‘

1 Das trifft zum Beispiel fiir die Aufgaben 705 und 706 zu.
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Jetzt betrachtet man den Fall, daB das Dreieck LMN das Original ist (Abb. 180b).
Keine Seite der Figur verlduft parallel zu E;. Dieses Dreieck kann man in
zwei Dreiecke des Typs, der oben behandelt wurde, zerlegen. Dazu legt man
durch einen Eckpunkt M (es darf weder der mit der gréBten noch der mit der
kleinsten Entfernung von Ej sein) eine Ebene E’ parallel zu E;. Sie schneidet das

- E,‘

5 Abb. 180a

Dreieck LMN in der zu Ej parallelen Strecke KM. Wenn A4’ und A" die Flichen
der Dreiecke KMN bzw. LMK sowie A; und A7 die Flichen ihrer Bilder (der Drei-
ecke K; M, N, und L, M, K,) sind, dann gilt, wie bereits gezeigt wurde,

Ay = A'cosac und Ay = A" cosa.
Daaber 4 = 4' + 4" und 4, = A, + AY sind, folgt
Ay = A7 + AY = A'cosa + A" cosx = (A" + A"')cos x = A cos x.

Den Fall, daB das n-Eck mehr als drei Seiten hat, kann man durch Zerlegung in Drei-
ecke auf den eben behandelten Fall zuriickfiihren und analog die Richtigkeit des all-
gemeinen Satzes zeigen. Es sei noch vermerkt, daB dieser Satz auch fiir krummlinig
begrenzte ebene Figuren gilt. Um das zu beweisen, muB man der krummlinig be-
grenzten Figur n-Ecke einbeschreiben und den Grenzwert derselben fiir wachsendes »
betrachten.
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705, Es gilt (Abb. 181) A = # und h = BB, = BD + B,D.
Aus den Dreiecken EBD und E, DB, (E und E, sind die Seitenmitten von 4C

bzw. 4,C,) erhilt man

BD = BEtana = a#tau(x

und
B.D = an B.
2
N
N
M
Abb. 180b

Folglich ist

34° sin (x + B)

3
V=dgoh=2 (tane + tanf) = 3
8 8 cosa cos B

Die Projektion der Schnittfliiche ADC auf die Ebene der unteren Grundfliche
ergibt das Dreieck 4BC. Wie in den Vorbemerkungen zur Aufgabe 705 gezeigt,
besteht zwischen der Fliche Ag des Dreiecks 4DC und der Grundfiiche As
(Dreieck ABC) die Beziehung 4 = A; cos «. Also gilt

As
cos
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Ebenso zeigt man durch Projektion der Schnittfliche 4, DC, auf die Deckfliche,
daB die Fliche A5 des Dreiecks 4,DC; gleich A = Aaﬂ ist. Folglich gilt
cos

As + 45’ =AG(;+L)

cosa cosp)

Abb. 181

3a’sin (« + ),

Lisung: V = ;
4 8 cos & cos 8
: /3 a* 3cosa;‘8cos“;ﬂ
As+As'=a _cosa+cosﬂ=
4 cos & cos 8 2 cosa cos B
. a) Darstellungsverfahren:

Man verbindet die Halbierungspunkte X und L (Abb. 182) der Seiten 4B und AD
miteinander geradlinig. Durch den Punkt E, in dem KL und AC einander schnei-
den, zeichnet man die Gerade EN. Der Winkel NEC stellt den Winkel & zwischen
Schuitt- und Grundfliche dar. Die Strecke EN schneidet 00,, das Bild der

' Achse, im Punkt O,. Durch O, zeichnet man MP || BD. Das Fiinfeck KLMNP

stellt die Schnittfliche dar. Der Beweis wird in der nachfolgenden Lésung er-
bracht.

B)Losumeiveg: : =

Da KLiBD ist, miissen die Ebene KLMNP (sie verléi_uft durc_h KL) und die
durch BD verlaufende Ebene DBB, D, in der parallel zu KL und BD verlaufenden



Strecke MP einander schneiden. Die Achse 0_01 liegt in der Ebene des Diagonal-
schnittes DBB, D, und schneidet folglich die Strecke MP. Die Ebene des Diagonal-
schnittes ACC, 4, und die Ebene KLMNP schneiden einander in der Strecke EN
(Eist Mitte von KL). Diese Strecke schneidet ebenfalls die Achse '0_0—1 Da beide
Strecken MP und EN in der Ebene KLMNP liegen, die Ebene mit der Achse aber
nur einen Schnittpunkt O, hat, miissen beide Strecken EN und MP durch diesen
Punkt verlaufen, d. h., der Schnittpunkt der Strecken MP und EN liegt auf der
Achse 00, . Die Strecken CE und EN stehen senkrecht auf KL (Satz iiber drei
Senkrechte), d. h. ¥ NEC = «. Die Fliche A des Fiinfecks KLBCD ist gleich
der Fliche des Quadrates 4BCD, vermindert um die Fliche des Dreiecks ALK,
also
A=0b— e Tp2
8 8

Die Fliche A5 des Fiinfecks KLMNP bestimmt man unter Anwendung des
Satzes, der in der Vorbemerkung zur Aufgabe 705 genannt wurde. Man erhilt

75*

Ty = Ascosa, d.h. Ag=——,
8 8cosa

D, b c,

Abb. 182

Vergleicht man die Dreiecke O,MN und OBC (hier sind BO = MO, und
MN > BC)miteinander, dann kann manssich iiberzeugen, daB ¥ MNO, < ¥ BCO
ist. Da aber XBCO = 45° ist, muB also XxMNO, < 45° sein. Folglich ist
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707.

der Winkel ¢ = ¥ MNP spitz. Die restlichen Winkel der Schnittfiiche sind
stumpf (der spitze Winkel O,MN = 90° — £ MNO, ist groBer als 45°, der
Winkel KLM ist gleich 180° — X LMO, = 180° — X O,MN. Im Dreieck O,MN
gilt :

tan? = MOz,
2 NO,
Es ist aber —
N02—2=£=M02,
COSx COSax  COS&
folglich ist
tan ? - cos &.
2

. 7b*
Lisung: As = ; @ = 2arctan cos .
8coso

a) Darstellungsverfahren:

Man zeichnet zuerst die Grundfliche des Prismas gesondert (Abb. 183a). Dann
konstruiert man eine Ellipse (Abb. 183b), das Bild des Inkreises der Grund-
fliiche.! Man zeichnet einen beliebigen Durchmesser MN der Ellipse ¢in und
konstruiert in M und N die Tangenten CD und AB an die Ellipse. Sie stellen
die Geraden dar, auf denen die Grundseiten des gleichschenkligen Trapezes

Abb. 183a

[ N 2]

liegen. Nun zeichnet man eine beliebige Gerade parallel zu CD und AB (zwischen
CD und 4B) ein. Durch ihre Schnittpunkte K und L mit der Ellipse konstruiert
man die Tangenten 4D und BC an die Ellipse. Das Viereck ABCD stellt das
gleichschenklige Trapez dar, das dem Kreis umbeschrieben ist. Dann konstruiert
man das Prisma ABCDA,B,C,D,. Die Ebene, die durch die Grundkante AD
und den Eckpunkt B, bestimmt ist, schneidet die Seitenfliche 44,B,B in der
Strecke AB; und die dazu parallele Seitenfliche in der Strecke DG parallel zu

1 Zur Konstruktion einer Ellipse vergleichen Sie mit der Abbildung 92 auf Seite 120!
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AB,. Als Schnittfliche erhilt man das Viereck 4B,GD. Durch den Punkt B
legt man eine Gerade BE parallel zum Berithrungsradius KO. Diese Gerade stellt
das Lot von B auf 4D dar. Folglich ist der Winkel BEB, die Darstellung des
Winkels « zwischen Schnitt- und Grundfidche.

8, A

Abb. 183b
b) Losungsweg: _— =
Im Dreieck DAF sind DF = MN = 2r und ¥ DAF = «.
Man erhilt
TCm AD
sin &

Man bezeichnet 4B mit a, CD mit b und 4D = BC mit c.
Auf Grund der Eigenschaft des umbeschriebenen Vierecks ist

s b BB D AD 4 B2 m 2,
sin &
Man erhilt
2
Ag=a+bha—_l'2’= 4r
2 sin & sin o
Folglich (siche Vorbemerkung zur Aufgabe 705) ist
2 2
g Ao 4 _ &
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Die Prismenhohe & = BB, findet man im Dreieck BEB, , nachdem BE im Drei-
eck BEA bestimmt wurde, wobei

4B = a = 24M = 2MO cot x0AM = 2rcot°2i

gilt.
Man erhilt BE = asin« und » = BE tan «.
Folglich ist

h= 2rcot‘;—:sino¢taua.

Jetzt bestimmt man Ay = h(a + b + 2c) = 4he.
2

Losung: Ay = 16r*tanacot %; A = L

2 sin 2
a) Darstellungsverfahren:
Die Schnittebene E kann durch eine der beiden Diagonalen der Seitenfldche
BCC, B, verlaufen (Abb. 184). Man leggi_e z. B. durch die Diagonale BC,. Nach
Voraussetzung verlduft E parallel zu 4D. Folglich schneidet die Ebene E die
Ebene der Grundfliche ABC in der Geraden g parallel zu AD. (Die Gerade g

Abb. 184

| 4
/G 9 B/

liegt auBerhalb des Dreiecks 4BC.) Da die Seitenfliche BCC, B, senkrecht auf
AD steht, muB sie auch auf der Geraden g senkrecht stehen. Das bedeutet, daB
der Winkel C,BC der Neigungswinkel 8 der Schnittebene gegeniiber der Grund-
fliche ist. Man zeichnet jetzt das Dreieck, also die Schnittfliche des Prismas mit
der Ebene E. Eine Seite dieses Dreiecks, nimlich BC,, ist bekannt. Man mu
also jetzt den gegeniiberliegenden Eckpunkt, d. h. den Schnittpunkt der Ebene E



mit der Kante AA, , finden. Dazu u geniigt es, den Schnittpunkt G der Geraden g
mit der Verldn lingerung der Kante AC mit C, zu verbinden. Der Punkt F, in dem
die Strecke C,G die Kante A4, schneidet, ist der gesuchte Eckpunkt.

Das kann folgendermaBen bewiesen werden:

Da der Punkt G auf der Geraden g, in der einander die Ebenen E und ABC
schoeiden, liegt, muB er auch in der Ebene E liegen. Andererseits liegt G aber
auf der Geraden durch 4 und C, in der die Ebenen 4CC; 4, und 4BC einander
schneiden, d. h., er liegt in der Ebene ACC, 4, (er ist auf der ebenen Fortsetzung
der Seitenfliche ACC, 4, zu finden). Folglich muB der Punkt E auf der Schnitt-
geraden der Ebenen E und ACC, 4, liegen. Der Punkt C, liegt nach Voraus-
setzung auch auf der Schnittgeraden dieser beiden Ebenen. Folglich schneiden
die Ebenen E und ACC, 4, einander in der Geraden durch C, und G, d. h., auf
dieser Geraden liegt die Seite C,F der Schnittfliiche. Der Punkt F, in dem
C,G und die Kante 44, einander schneiden, ist also der gesuchte Eckpunkt.

b) Losungsweg:
Da das Dreieck 4BC die Projektion des in der Ebene E liegenden Dreiecks FBC,
auf die Ebene der Grundfliche ist, gilt

L éiman
Ag

cos B cosf

'S

wobei a = AC die Schenkellinge des gleichschenkligen Dreiecks 4BC ist. Nun
wird a? durch die Mantelfliche 4, ausgedriickt. Es gilt

Ay = (24C + BC) - CC;.

Dabei sind AC = a, BC = 2a cos & und CC, = BCtan B = 2acos a tan B.
Folglich ist

Ay = 4a® cos (1 + cos &) tan B = 8a* cos & coszgtan B.
.3
Ay tan -
M

Lésung:As=ﬁ- sin 2x cot 8 _

a
cos 8 cos & cos? =

4sing

709. a) Darstellungsverfahren:
Wenn man die Strecke BC ' (Abb. . 185), das Bild einer Kathete der unteren
Grundfliche, um die Strecke BD = BC iiber B hinaus verldngert, erhilt man den
Punkt D, der in Wirklichkeit symmetrisch zu C bezughch der Kathete 4B liegt.
Man legt den Halbierungspunkt M auf der Kante AA; fest und stellt die Schnitt-
flache dar, die durch den Schnitt des Prismas mit der Ebene P entsteht. Die
Ebene P verliduft durch die Punkte C;, M und D. Dazu verbindet man die
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Punkte C; und D geradlinig miteinander. Im Schnittpunkt dieser Strecke mit
der Kante BB, findet man den Punkt N. Das Dreieck MNC, ist das Bild der
gesuchten Schnittebene. Der Punkt D liegt tatsichlich auf der Geraden durch
BC, d. h., er liegt in der Ebene BCC,B,. Der Punkt D liegt auBerdem in der

E D Abb. 185

Ebene P, deshalb befindet er sich auf der Schnittgeraden der Ebenen P und
BCC,B,. Auch der Punkt C, liegt auf dieser Geraden. Das bedeutet, daB die
Ebenen P und BCC, B, in der Geraden C,D einander schneiden. Der Punkt N,
in dem Cv) die Kante BB, schneidet, ist einer der Eckpunkte der Schnittfliche.
Also lst das Dreieck MNC1 die entstandene Schnittfiiche. Da BC = BD und

BN | CC, ist, muB BN Verbind ade zweier Sei itten im Dreieck
DCC, sein, d. h., N ist die Mitte der Kante BB; . Folglich verliuft die Strecke
MN parallel zur Strecke AB (4B liegt in der Ebene dér unteren Grundfiéiche).
Demzufolge verlduft auch die Strecke DE, in der die Ebene P die Ebene der
Grundfliche schneidet, parallel zu AB und senkrecht zur Ebene der Seiten-
fliche BCC, B, . Also ist ¥ C,DC der Winkel ¢, den die Ebene P mit der Ebene
der unteren Grundfliche bildet.

b) Losungsweg:
Es gilt (siehe Losung der vorigen Aufgabe)
As = Ae =% _ (dabei sind a = BC ¢= E).

cosg 2cos@
Da ¢ = atany ist, folgt

a tany

" Zoosg”



Nun wird 4? bestimmt. Nach Voraussetzung ist p der kleinere der spitzén Winkel
des Dreiecks ABC, so daB ¢ < a und die Fliche ch der Seite ABB, 4, kleiner als
die Fliche ah der Seite BCC, B, ist. Deshalb ist die Differenz 4 dieser Flichen
(es wird vorausgesetzt, daf sie positiv ist) gleich (a — ¢) - A.

Im Dreieck DCC, ist CD = 2BC = 2a.

Man erhilt 4 = 2a tan ¢. Folglich ist 4 = 24%(1 — tan y) tan ¢. Daraus kann
man @? bestimmen.

4. tany _ 4 siny
4 (1 - tany)sing 4\/5 sin(45°—y)sinzp'

Losung: As =

710. Der Winkel zwischen den windschiefen Diagonalen 4,D und 4B, (Abb. 186)
ist gleich dem Winkel ¢ = % C, D4, zwischen 4,D und der parallel zu 4B, ver-
laufenden Strecke C,D. Es gilt XC,DC = ¥B,AB = x und ¥4,DA = f. Um
den Winkel ¢ zu bestimmen, berechnet man 4,C,? zuerst im Dreieck DA, C,

c ' B,
i
n\
o7, A,
;o \
F RN
1 > B
i ' / /
4 "
[{y / k'S
B Abb. 186
0 o 2

nach dem Kosinussatz, dann im Dreieck D,4,C; und setzt die gefundenen
Ausdriicke gleich. Man erhilt

4,D? + C,D? — 24,D - C,D cos ¢ = 4,D;2 + C,D,2

und daraus
24,D - C,D cos ¢ = (4,D* — 4,D;?) + (C,;D? — C;D,?) = 2DD,2.
In diese Gleichung setzt man 4,D = /%A’ = P—D—‘ (aus dem Dreieck DAA,)
j— sinf sinf

und C,D = l_)D‘ ein.
sin o

Man erhilt cos ¢ = sin « sin f.

Anderes Verfahren: .
Durch die Kante C, D, legt man die Ebene D, D,C,C, senkrecht zu 4, D. (Das ist
moglich, da C,D, L 4,D.) Es sei E der Schnittpunkt der Strecken A4,D und
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D;D,. Aus dem rechtwinkligen Dreieck DEC, erhilt man DE = C,D cos @, aus
dem rechtwinkligen Dreieck DED, (£ D,DE = 90° — )

DE = DD, cos (90° — f) = DD, sin .

Die Strecke DD, driickt man durch C,D im Dreieck DC,D; aus. Dabei ist
¥D,DC; = 90° ~ .

Man erhilt DD, = C,D *sinx, d.h. DE = C,D sinxsinf. Setzt man die
beiden Ausdriicke fiir die Strecke DE einander gleich, so erhdlt man

C,D cos p= C,D sin « sin f.
Losung: @ = arccos (sin « sin ).

Man bezeichnet den Winkel zwischen den begrenzenden Ebenen SBC, SAC und
SAB, die einander in den Kanten CS, A4S und BS schneiden, der Reihe nach mit
@c, Pa_un und @z (Abb. 187). Man legt dann durch einen beliebigen Punkt F der
Kante CS die Ebene DEF senkrecht zu FS. Dann ist ¥ DEF = gc.

2] A Abb. 187

Nachdem DE? aus den Dreiecken EFD und ESD bestimmt wurde, setzt man die
erhaltenen Ausdriicke gleich. Man findet

EF? 4 DF?* — 2EF - DF cos gc = ES? + DS?* — 2ES - DS cos y.
Daraus folgt
2EF - DF cos gc = 2ES - DS cos y — (ES* — EF?) — (DS* — DF?),

d. h.
2EF - DF cos ¢¢ = 2ES - DS cos y — 2FS2.

In diese Gleichung setzt man
FS
cosf

FF=FS-tana, DF=FS-tanB, ES= 2> und DS=
cos



ein und erhilt

cos
tan & tan f cos g = .o S
cos & cos 8
und daraus :
€OS Y — COS & COS
COoS @ = ‘y‘ﬂ

sin o sin B
Analog findet man cos @, und cos @;.
- cos & — cos f cos
Losung: ¢, = arccos #
sin f sin y

cos B — cosy cos &
pp = arccos ————7
siny sin &

oA a10oes COSy — COS & COS ﬂ.,
sin & sin 8
712. Diese Aufgabe wird wie die vorige geldst.
Lgsung: y = arccos (cos « cos B + sin « sin 8 cos ).
713. Vergleichen Sie mit der Losung der Aufgabe 711!
Lésung: Der gesuchte Winkel betrigt 90°.
714. Der Punkt M mdge auf der Ebene E liegen (Abb. 188). Nach Voraussetzung

bildet die Strecke 4M mit AB den Winkel «, wihrend die Strecke BM senkrecht
auf 4B steht. Wir legen durch BM die Ebene senkrecht zur Kante 4B und fillen

Abb. 188

vom Punkt M das Lot auf g. (Dabei ist g die Schnittgerade der senkrechten
Ebene mit der Ebene E.) Die Gerade durch MN (N ist FuBpunkt des Lotes)
steht auch senkrecht auf AN und ¥ NAM = f (nachweisen ') Man erhilt so
@ = ¥ NBM. Den Winkel ¢ findet man im Dreieck NBM, wobei MN = AM sin 8

! Man beachte hierbei die zyklische Vertauschung der Argumente.
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"

(siehe Dreieck NAM) und BM = AM sin « (siehe Dreieck ABM)sind. Man erhilt
m_msinﬂ _sing

SiNQ =—= = —— = —
BM AMsina  sinx
- . sin
Losung: ¢ = arcsin —ﬁ
sin o

In der Abbildung 189 stellt PQ das gemeinsame Lot der windschiefen Geraden g,
und g, dar. Damit man den Winkel, unter dem die Strecke —I_’E vom Punkt A4
aus gesehen wird, erhilt, zeichnet man die Strecke AP. Dann ist ¥xQAP = «.
Analog ist XxQBP = f.

g2
8 F
A
A
5% s
BAP S agteeeny
h /.’/' \
/- \
L |
a A 91 Abb. 189

Man legt durch den Punkt P eine Gerade g’ parallel zu g, . Dann ist der Winkel
® = ¥ BPE derjenige, der von den Geraden g, und g, (nach Definition) gebildet
wird. Man fillt nun von A das Lot AE auf die Gerade g’ und zeichnet die
Strecke AB. (Alle weiteren Strecken, die die Darstellung eines Parallelepipeds
mit den Kanten PQ, EP und BP ergeben, wurden nur der besseren Anschaulich-
keit halber gezeichnet.)

Im rechtwinkligen Dreieck BPQ gilt

BP = PQ cotf = hcotf.

Analog ist EP = E = hcota.
Weiter findet man

BE? = BP> + EP> — 2+ BP-EP -cos ¢
BE? = h? (cot? & + cot? f — 2 cot & cot f cos ).

Die Strecke AE steht senkrecht auf der Ebenc PEB, weil sie parallel zur Strecke
PO, der gemeinsamen Senkrechten der Strecken BP und EP, verlduft. Aus dem



rechtwinkligen Dreieck AEB erhilt man
AB? = AE? + BE* = k* + BE>.

Lésung: AB = h~/1 + cot? & + cot? §,— 2 cot & cot § cos .

716. Die Abbildung der vorigen Aufgabe kann auch hierbei zur Veranschaulichung
dienen. In diesem Falle ist ¢ = 90°, und man erhalt

BE =V EP? + BP? = h~/cot? « + cot? .

Der Winkel zwischen den Strecken 4B und PQ ist gleich dem Winkel zwnschen
AB und der Strecke AE || PQ.
Bezeichnet man diesen Winkel mit y, so gilt:
BE h/cot> a + cot? B
S
cot? & + cot? f.

tany =

Losung: y = arctan
717. Es sei (Abb. 190)
DM m, DN _m DP _ms

M n, BN n, CP nm
Zuerst wird das Verhiltnis des Volumens V; der Pyramide MNPD zum Volu-
men ¥ der Pyramide ABCD bestimmt. Man betrachtet hierbei die Fliche BCD
als Grundfliche der Pyramide ABCD und die Fliche NPD als Grundfliche der

Abb. 190

. 8
Pyramide MNPD. Die Projektio_n der Kante 4D auf die Ebene BCD ergebe
einen Abschnitt auf der Strecke DE. Dann werden die Projektionen der Punkte A
und M zwei Punkte K und L auf der Strecke DE sein. Folglich liegen die Héhen
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4K ='hund ML = h, in der Ebene AED, und die Dreiecke MLD urd AKD
sind &dhnlich, d. h.

hy, DM DM - my

Die Fléichi,_«_l1 der Grundfiéiche NPD verhilt sich zur Fliche A der Gn;ndﬁiiche
BCD wie DN - DP zu BD * CD, da die Dreiecke NPD und BCD den Winkel CDB
gemeinsam haben, d. h.

Ay ﬁ\’_ DP m, msy

Folglich ist
Vi_ by Ar_ mymsms
V. h A (my+n)(my + ) (ms + n3)
Jetzt wird das Verhéltnis V‘7 der Teilvolumina der Pyramide ABCD be-
stimmt. =
" Vi mymyms
Losung:

V-" - (my + ny) (ma + n3) (m3 + n3) — mymym;

Abb. 191

718. Losungsplan:
Mit Hilfe der Ahnlichkeit der Dreiecke OLE und MKE (Abb. 191) driickt man

LO durch' KM = bund EM = g aus. Die Ahnlichkeit der Dreiecke OCE und
MNE ermbglicht es, die Strecke CO durch MN = a und EM =§ auszu-

driicken. Man setzt die erhaltenen Ausdriicke in die Gleichung CO? = 2202
ein und erhilt eine Gleichung, aus der 4 isoliert werden kann.

7
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Losungsweg: o
Esgilt LO:h = KM: EK, d. h.

R
LO:h= b:\/(ﬁ) — b,
2

4b°n*

woraus LO* = folgt.
: h* — 4b* =
Ebenso findet man
— 4a*n*
CO* = ———.
K — 4a*
Folglich ist
4a’n* 40K

-4 T K4
Wenn man beide Seiten der Gleichung durch 4? dividiert (2 = 0), so erhilt
man nach einigen Umformungen

2ab
b ———
2* - a*
und weiter
io* = ap*n* & 24°p*
W — 40> & - b
und schlieBlich

V= %(217))’;;.

16a°p°

3@ - b)V2E — &

Losung: V =
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10. Rotationskdrper

719. Losung: V =

720, Losung: V = T

T21. Losung: V = L
n
_ d®cos*asina

722, Losung: V
4

723. Der Radius der Grundfldche ist r = /sin & (Abb 192)?, die Hohe des Kegels
h = Icos &. Das Volumen ist

ar’h  al®sin® o« cos &
3 3

V=

und die Oberfliche Ay = mr(! + r) = 7l sin &(1 -+ 'sin &).
Nach Voraussetzung ist / + h = m, folglich gilt

faeaul o W

1+ cosw

2cos? S
2

. 3
o am® sin & cos? (45" - E)
p am’® sin® & cos &
Losung: V = 5 Ao =

24 cos® % 2cos*%
2 2

1 Hier und in den folgenden Aufgaben handelt es sich stets um gerade Kreiskegel, wenn die Be-
zeichnung Kegel verwendet wird.

2 Vergleichen Sie zur Konstruktion einer Ellipse bei der Darstellung des Grundfidchenkreises des
Kegels mit der Abbildung 92 auf Seite 120!
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724. (Abb. 193) Die Ebenen, die durch 4,B, und 4,B, senkrecht zur Achse CM
verlaufen, schneiden aus dem Kegel ABC die zu ABC &hnlichen Teilkegel
A;B,C und A4,B,C heraus. Thre Volumina verhalten sich zueinander wie die

Kuben der Héhen: .
3 3
2 h) : h
vy 3 3

h3

und —I—/—z=
14

A

Abb. 192 Abb. 193

Das Volumen V,, des mittleren Teils 4,B,B,4, ist gleich ¥, — V,. Man sub-

trahiert von der ersten Gleichung die zweite und erhilt
7

Va==—V.
27
o , 7
Losung: V= —V.
27
725. Aus dem Dreieck AEM (Abb. 194) erhilt man
Al . @

2sin%  2sin%-
2
aus dem Dreieck MBD erhilt man & = r cot §.
Losung: V = M.
24sin®%
2
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726. Nach Voraussetzung ist CM — C,M = h (Abb. 195). Es sind CM = r cot B
und C; M = rcote.
Folglich ist

h

r=—
cotf — cota

A Abb. 194 Abb. 195

Das gesuchte Volumen ¥ ist gleich der Differenz der Kegelvolumina ABC und
ABC, . Folglich ist
V= énrz(C__M - CiM) = %nrzh.

ah’® _ @k’ sin® o sin® B

Losung: V = = %
& 3(cot B — cotar)®>  3sin’(x — B)

727. Nach Voraussetzung ist srl = A,. Die Grundfliche A = ar? ist gleich
Ao — Ap. Wir dividieren die Glieder der Gleichung mr? = 4, — A4, durch
die der Gleichung nrl = Ay und erhalten

Ao — An

Au

~i~

Bezeichnet man den gesuchten Winkel mit 8, dann gilt im Dreieck MBD
(Abb. 194)

E r
sinff = -,
A 4

Ao— Ax

M

Lisung: B = arcsin
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728. Aus dem gleichschenkligen Dreieck 4BC (Abb. 196) erhilt man AC =

Wenn « die GréBe des Winkels BCA im BogenmaB ist, dann gilt 2sin%
2
AB=4C-a=2%
2sin =

In der Abwicklung des Kegelmantels ist die Strecke AC die Mantellinie des
Kegels, so daB

I=4c=-2
2sin g
gilt.
[o
A g Abb. 1%

Der Bogen AB hat die Linge des Umfangs der Grundfliche, so daB

a*o«
2nr =

2sin %
gilt. 2
Die Hohe h des Kegels ist gleich
h=VP P =% i _ .
4rsin %
2
2,3 2 2
Losung: V = Ma-. (x im BogenmaB)
19277 sin® %
2

729. Der Winkel DMF (Abb. 197) ist gleich dem Winkel ¢ = ¥ MED. Aus den
Dreiecken MFD und MEF erhilt man

DM=h=-2 ud EM=-2,

cos @ sin @
aus dem Dreieck MBE
B == o
o
cos =
2
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Liosung: V =

3 sin @ cos @ cos® g )

Abb. 197 ‘ Abb. 198

730. Der Radius der Grundfliche des Kegels ist gleich r = \% (Abb. 198).
2

, aus dem Dreieck AME

dem Dreieck AFE erhilt man AE =1[=

2sin ¥
2

he VI — A= O \/1_251112

x
2sin s 2
2

—
_a~/cosnx

2sin
2

Die Oberflache 4, des Kegels ist gleich

na a a wa® 1 LA
nr(1+r)=7 A==t = -/—_+sm§.
2 25in§ V2 25in‘;i V2

Der Ausdruck in der Klammer kann auf folgende Art umgeformt werden:

o o
L.+sine‘=sin45°+sin§=2sin90 +acos90 £

V22 2 4 4
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na‘x/g;;_
_—

Losung: V =
12sin &
2
- 90° + 90° — x
na® <l ++/25sin i) na® sin 7 s T
Ay = - =
2+/2sin ¢ sin%
2 2

731, Im Dreieck AGA, (Abb. 199) gilt 4G = I cos «.

Aus dem Dreieck 4BA, erhilt man AB=2r = L, so daf3
cos &
e i
AM =r

gilt, d. h.

Abb. 199

Jetzt kann die Fliche bestimmt werden:
2 1
A=allr+r)=al <— — cos o;).
cos &

2 1.2
= 7ol sin® & .
Liosung: A = ———— = al*tan & sin a.
cos &

732. Aus den Beziehungen V = %mzh und r = & cot « erhilt man

3 2 <
h= [3V tan® & Ed = \/3Vcoto¢'
t 41

Zunichst wird der Fall untersucht, bei dem die genannte Ebene die Mantel-
fliche halbiert.
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Da die Kegel ABC und 4,B,C, (Abb. 200) #hnlich sind, verhalten sich ihre
Mantelflichen 4 und 4, zueinander wie A2 = CM? zu h2 = CM,>.
Folglich gilt

h,:h=\/A1:A=\/%,

d. h.

Abb. 200

Jetzt soll eine Ebene die Oberfliche halbieren.
Dann ist

nrydy = %7z(r2 + rl).

Hier setzt man wie folgt an:

h
ry = hy cotwx, ll=,h—l und /= ——.
sin & sin o

Dann erhélt man:

t h? cot
ah? SR T (2 oopr g o o COLRY
sinae 2 sin &

woraus hy; = hcos‘;-‘ folgt.



Lésung: Wenn die Mantelfliche halbiert werden soll, dann muf§
1 favtan’a
By S g

V2V ooa

sein. Soll die Oberfliche halbiert werden, so ist

3 2
* \/3Vtan 3
hy = cos= —_
2 n

733. Der Kugelradius (Abb. 201) sei r, die Hshe CD des Segmentés ABC sei h, und

die Strecke AD sei r,. Das Volumen des Sektors ist dann ¥ = %nrzh.

Im Dreieck ADC ist xCAD = E (Peripheriewinkel iiber dem Bogen I’i’E, der
zum Zentriwin.kel g gehort).

Man erhilt A = r, tan 3

Aus dem Dreieck AMD erhélt man r, = rsin %
Folglich ist 2

V= %nr’h: §nr2-rsin0—‘tano—‘.

Abb. 201

Die Oberfliche des Sektors besteht aus der Oberfliche der Kugelkappe ABC
(sie ist gleich 2zrh) und der Mantelfliche des Kegels AMB (sie ist gleich nryr).
Folglich ist

Ao = 2mrh + mryr = qr(2h + ry).
Lisung: V = 4z, sin?%; Ao =mrsin®(2tan% + 1).
3 4 2 4
734. Im Losungsweg fiir diese Aufgabe wird noch einmal auf die Abbildung 201
Bezug genommen. Wihlt man die Bezeichnungen aus Aufgabe 733, so gilt

A = 2nrh + nr 2.
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Aus dem Dreieck AMD erhiilt man AM? = 4D? + DM2.
Weil DM =r — h ist, folgt r2 =12+ (r — K)? und r?> = 2rh — k2, d. h.
A = 4nrh — nh?.
Hierbei ist .
2.2 _
hl=2’+\/4nr —n_A; By =12 — \/4nr nA
.7 n
Da h < rist, entféllt die Wurzel h, .

Lisung: h =2r — \/4r2 =

Tt

735. In der Abbildung 202 ist der Achsenschnitt des Igrpers dargestellt, den man
durch Rotation des Dreiecks 4BC um die Seite 4B erhilt. Dieser Korper be-

Abb. 202 Abb. 203 [

steht aus zwei Kegeln. Sein Volumen ist I

V=§n-az.ﬁ+§naz-ﬁ>

V= %’~5’(E + BD) = %ZELE.
Da CD - AB = 24 und CD = b sin « gilt, kann man vereinfachen.
27Ab sin x
=

Lésung: V =
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736. Das Volumen des Rotationskdrpers (siche Losung der vorigen Aufgabe) ist
V=§n-ﬁ=(ﬁ+ D) =§naA_Dz.

Um 4D zu bestimmen, verfihrt ma.u_folgen;derma.Ben (Abb. 203):

Aus dem Dreieck DAB erhilt man BD = AD cot f und aus dem Dreieck CAD

CD =ADcoty.

Folglich ist a = BD + CD = AD (cot 8 + coty).

Hieraus bestimmt man 4D.

3 3 202 202
Lésung: V=1 na _ ma” sin” Bsin”y

3 (cotf + coty)*  3snt(B+7)

737. Das Volumen des Rotationskdrpers (sein Schnitt ist in Abbildung 204 dar-
gestellt) ist gleich der Summe der Volumina zweier gleicher Kegelstiimpfe, die
durch Drehung der Trapeze ACBM und ANDC um die vorgegebene Achse ent-
stehen, vermindert um die Summe der Volumina zweier gleicher Kegel, die durch

Abb. 204

Drehung der Dreiecke 4BM und AND um die gleiche Achse entstehen. Der
Radius der einen Grundfliche des Kegelstumpfes ist gleich 4C = d, der der

anderen gleich BM = ‘—1
Man findet 2

B 2 2 CBA 42 p—
V=z[” 3BO<dz+d—+d—>—” Bo-d:]=nd’-so.

4 2 3

50 = Ztan?
2 2
nd® tang
Lésung: V = =
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738. Das Volumen ¥ (Abb. 205) des Rotationskérpers ist gleich dem Volumen des
Kegelstumpfes, der durch Drehung des Trapezes OCBO, um die Achse 00,
entsteht, vermindert um die Volumina zweier Kegel, die durch Rotation der
Dreiecke ABO, und OCA um die Achse OO, entstehen. Da nach Voraussetzung
¥0,4B = XCAO gilt, folgt

¥0,4B = £CAO = 90° — %‘

und damit

Abb. 205

Wenn man die in Abbildung 205 verwendeten Bezeichnungen einfiihrt, so erhilt

man N
h =b-sin o> r=b- cosg (aus dem Dreieck 0CA4)
und
hy = c-sin %, r=c- cos;—‘ (aus dem Dreieck 4B0,),
also
V=20+ )+ + 1) = T = Ty
3 3 3
" v =Tsin%cos? X[(b + ) (b + be + ¢) — B — ¢7].
3 2 2
7bhe(b + ¢) sinx cosg
Losung: V =

3
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739. Die Oberfliiche 4, des Rotationskorpers (Abb. 206) setzt sich aus der Summe der
Mantelflichen zweier gleicher Kegel mit den Achsenschnitten DAD, und C,BC
und der Oberfliche eines Zylinders mit dem Achsenschnitt C, CDD, zusammen.
Fiihrt man die in Abbildung 206 verwendeten Bezeichnungen ein, so erhélt man:

r=b-sinx, h=MN=AB— 24M =

— 2b-cos,
cos o
also s
Ao = 2nr(b + h) = 2”——sm—"‘(c:osac + 1 —2cos’).
S cosa .

. .3
Losung: Ao = 2nb*tana (coso + 1 — 2 cos® &) = 4nb? tan o sin 3‘ sin —20—‘.

¢

Abb. 206 ) Abb. 207

740. Dreht man die gegebenen Ebenen um die Héhe des Kegels, ohne dabei die
Winkel & und f zu verdndern, so kann man sie in eine solche Lage bringen
(Darstellung in Abb. 207), daB sie einander in einer Mantellinie CD des Kegels
schneiden. Aus den Dreiecken MCF und MEC erhilt man

2 2
CM* = ’=%+FM’=%+EM’,

dabei sind FM = h cot & und EM = hcot f.
Folglich gilt
2 @ 2 2 a 2 2 b 2 3
r*==—+h*cot’« und — + h’cot’a = — + A’ cot®B.
4 4 4
Aus diesen Gleichungen erhélt man 4 und r.
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(B> cot? & — a? cot? B) v/ b* — a
24 (cot® & — cot? ﬂ)%

741. In der Abbildung 208 ist der Achsenschnitt des Kegels dargestellt,__}y_erbei ergibt
der Kugelschnitt den Inkreis des Dreiecks ABC mit dem Radius DM = r.
Man erhalt

Losung: V =

3 3
r=rytan - = /cosx tan —.
2 2

c

47l® cos® « tan® g
Losung: V = 3

Cc

A D nn B8
Abb. 208 Abb. 209

742. Durch den Punkt D (Abb. 209) der Mantelfldche des Kegels verlduft die Tangente
BD und bildet mit der Mantellinie AC den Winkel ® = ¥ BDA.
Es ist auBerdem der Winkel x = ¥ DAM bekannt.
Es soll der Winkel g bestimmt werden, der von der Strecke BD und der Ebene,
in der die Grundfldche des Kegels liege, gebildet wird.
Die Tangente g, an den Kegelmantel schneidet die Ebene in irgendeinem Punkt B,
der auf der Tangente g, an den Grundflichenkreis (in 4 konstruiert) liegt.! Man
fllt vom Punkt D das-Lot DE auf den Radius 4 und erhilt die Projektion BE
der Strecke BD auf die Ebene E, d.h. ¢ = ¥ EBD.
Aus dem Dreieck AED findet man

1 Das kann man nur mit Hilfe von Sitzen iiber die Eigenschaften von Tangenten an einen Kegel-
mantel zeigen. Diese Sitze werden aber in der elementaren Geometrie nicht gelehrt.
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743.

55 AD _ _ DE
cos @ sinxcos @
und aus A DEB

. DE _ . g
singp = = = sinx cos O.
BD
Losung: @ = arcsin (sin « cos ©).

Die Oberfliche 4, des Rotationskérpers ist gleich der Summe der Mantelfliichen
zweier Kegel mit den Achsenschnitten BAB, und BCB,. Verwendet man die
Bezeichnungen der Abbildung 210, so findet man 4, = nrc + nra.

Abb. 210

Aus dem Dreieck CBE folgt a = L Nach dem Sinussatz erhilt man

sin 8
_ & @ @
sin [180° — (x + f)] sino
woraus
P sin (x + B)
folgt. SR

Im Dreieck DBC ist XBCD = « + f. Esist also r = asin (x + f), d. h.
P 7h® sin (& + B) [sin (x + B) + sin«]
° sin o sin® g )

Den Ausdruck in der eckigen Klammer kann man.unter Beriicksichtigung von
Additionstheoremen fiir die Sinusfunktion umformen.
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27h? sin (& + f) sin (oc + g) cos g

Lisung: Ao =

8: Lo sin & sin® B

744, In der Abbildung 211 ist der Achsenschnitt des Kegels dargestellt. Dabei gibt TC
die Wasseroberfliche an. Das Dreieck 4BC ist gleichseitig, und der Kreis um M
(ein GroBkreis der Kugel) ist Inkreis des Dreiecks ABC. Wihlt man dieselben
Bezeichnungen, die in Abbildung 211 verwendet werden, so gilt

r,=m-tan60°=r 3 und h=BD =3t

8 Abb. 211
Das Volumen ¥ des Wassers ist gleich dem Volumen des Kegels ABC vermindert
um das Volumen der Kugel, d. h.

1 .3 5.5 3
Vo=is h— 4r%) = 2 ar’.
37!("1 I') 37[

Nimmt man die Kugel heraus, so sinkt der VEsserspiegel bis zu irgendeiner
Stellung FK und bildet den Kegel FBK. Es sei BE = h,. Dann ist
EF = BE-tan 30° = h—’_,
V3
i}
9

so daB
v=2EF BE=
3
gilt.
Man erhilt die Gleichung
w5,

=Zar
9 3

3
Losung: hy =r+/15. |
Der Radius des Kreises, der einem glei it Dreieck einbeschrieben wird, ist gleich ein

Drittel der Hohe dieses Dreiecks. Das folgt daraus, daB der Schnittf t der Seitenhalbi d
cines beliebigen Dreiecks jede Seitenhalbierende im Verhaltnis 1: 2 teilt.
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745. Wenn man den Radius 4,M, (Abb. 212) mit r, bezeichnet, dann ist die Hohe
A, E des Prismas ebenfalls gleich ry. Im Dreieck 4,B,C, ist 4,C, = 2r,, und
man erhilt

AB, = 2rycos; B,C, = 2rysin«.

D

Abb. 212

Die GréBe r, kann man auch aus dem Drejeck AEA, finden. Hier ist
AE=r—1r,.
Es ist

& r
r—ry =r,cot5 und ry = ———,

1 + cot %
' 2
Jetzt erhilt man die Mantelfiiche des Prismas:

Ay = (2ry + 2rycosa + 2rysine) - ry

2
Ay = 2;2(1 + cosx + sinw).

. (l + cota—‘)
2 1

~ o
5 ; V2r* sin =sin o
o A~=2r(1+cosa+smoc)= 2 .

2
1+ cot cos (45“ =2
2 2
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746. Der Radius r = FM (Abb. 213) des Zylinders ist gleich %a’f

Es ist aber
CF = CE - EF = CE - E;Fcota =“T‘/3_gcm
CF = ‘—l(cot30° _ cota):asx?(a — 30°) =asm(zx - 30 )'
2 2 sin « sin 30° sin &

A Abb. 213

Deshalb ist das Volumen des Zylinders:gleich
2. 0\"12
Vi = o TR s B | 280 = JOT 8
3sinx 2
Das Volumen ¥V, der Pyramide 4,B,C,D ist gleich

1By
2

b

Vy= < C.E, * C;D.

W -

1 Vergleichen Sie mit der FuBnote zur Losung der Aufgabe 744!
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Dabei ist
—= _ asin(x — 30°)

C.E, = CF =
S sin o B
C.D = C,E, -tanwx; C.E, = %"/3.
Es folgt daraus
A;B, CiE ClE1 ‘tan &

V.

2 BT s

Die Aufgabe ist losbar fiir den Fall, daB CE > EF ist, d. h. fiir

af

—_— —cotac

oder cot 30° > cot «, also fiir « > 30°.

3 sin? (x — 30° 2
Losng: Vl=na sin” (x — 3 ); v, = a® sin® (« 30)tanzx

18 sin’ & 3/3sin’a

Vorbemerkung zu der Aufgabe 747 und zu den folgenden Aufgaben

Die exakten Darstellungsverfahren einer Kugel, an denen man die Schnitte sowie
die ein- und umbeschriebenen Kd&rper erkennt, sind kompliziert. Deshalb begniigten
sich die Verfasser soweit wie méglich mit schematischen Zeichnungen, die anschau-
lich sind und dem Leser bei der eigenen Konstruktion nicht zu viele Schwierigkeiten
bereiten. In den Fillen, in denen die schematischen Zeichnungen nicht die notwen-
dige Anschaulichkeit hatten, wurden Korperdarstellungen beigefiigt.

Abb. 214

747. Die Ebenen der Grundflichen (4BC und 4,B,C; in Abbildung 214) des Pris-
mas schneiden die Kugel in zwei Kreisen. Die rechtwinkligen Dreiecke 4BC
und 4, B, C, sind in diese Kreise einbeschrieben. Deshalb sind die Hypotenusen
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ABund 4 1B, Durchmesser der Kreise. Die Ebene BAA, B, verliuft durch den
Mittelpunkt der Kugel. Da nach Voraussetzung A4, B, B ein Quadrat ist, gilt

h=A44; =r+/2 und fﬁ=r\/5.

r® sin 2x

V2

Losung: V =

748. Die Ebene der Grundfliche der Pyramide schneidet die Kugel in dem Kreis

250

ABCD (Abb. 215), der der Grundfliche umbeschrieben ist. Die Hohe der Pyra-
mide verlduft durch den Mittelpunkt M, dieses Kreises (da alle Kanten mit der

Abb. 215

Grundfliche gleiche Winkel bilden) und ferner durch den Mittelpunkt M der
Kugel. Die Ebene, die durch die Diagonale 4C der Grundfiiiche und durch die
Spitze E bestimmt ist, schneidet die Kugel in einem GroBkreis, der dem Dia-
gonalschnitt ACE der Pyramide umbeschrieben ist. Aus dem Dreieck ACE
(hier ist ¥ CEA = 180° — 2¢) erhilt man nach dem Sinussatz

AC = 2rsin (180° — 2¢) = 2r sin 2¢,

d.h. AM, = rsin 2¢.
Aus dem Dreieck AM, E findet man die Hohe der Pyramide

EM, = h = AM, - tan ¢ = r sin 2¢ tan ¢.

Losung: V = §73 sin® 2 sin o tan ¢.



749, Da der Radius EM (Abb. 216) des Inkreises der Grundfliche gleich r ist, folgt

E=2r\/§. g

Aus AMED erhilt man DM = h = rcot‘;,

Abb. 216

Lisung: V = J3r cotg.

750. In der Abbildung 217 ist der Achsenschmtt t dargestellt.
Man kennt 4y = al(ry + ;) == - 4D - (AG + DH).
Es ist aber 4G + DH = AE + DE = AD.

D Hrp C

3 3
N
Ef4__ \\
M
4 //
5 L r Abb. 217
A F G
Deshalb gilt 4y = 7+ AD?. Aus dem Dreieck AFD, hier ist DF = GH =
erhilt man
D=
sine

2r,
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751.

752.

“nr

Losung: Ay = —5—.
sin® o

Vergleichen Sie mit der Losung der _vorigen Aufgabe! Man verwendet die
Formel 4o = Ay + n(r? + r2). Aus dem Dreieck AGM (Abb. 217) erhélt man

4G = ry =MG-cot® = rcot% -
2 2

Im Dreieck DMH ist ¥ HDM = @2'—"‘ , also

DH=r,=rcot[90° = %) = rtan%.
2 2

Die Losung kann man vereinfachen, wenn man den Ausdruck r? + r2 fol-
gendermaBen umformt: r? + r7 = (ry + r2)*> = 2ryr,. Da ry 4+ r, =1 und
Ay = 7l sind (siche Losung der vongen Aufgabe), da ferner im rechtwinkligen
Dreieck AMD die Gleichung AE - DE = EM? = ryr; = r? gilt, muB
Ao = 7l + nl? — 27r? = 2a(]? — r?)
sein. Hierbei setzt man
2r

=<

sin &

4
Lésung: Ao = 2nr2( —— - 1).
sin® o

Vergleichen Sie mit der Losung der vorigen Aufgabe! Es gilt

2 2
V= ﬂ?r("xz + i+ r’) = %r[("x + 1)’ =yl

2nr

V=""o@-r.
3 ( )
N 2r
Hierin wird gesetzt: /| = —.
sin &
Lisung: V = zﬁ(i2 - 1).
3 \sina

753. Die Linge der drei gleichen Sehnen 4D, BD und CD (Abb. 218) sei . Aus dem
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gleichschenkligen Dreieck BCD erhilt man

BC = 2Isin .
2



Ebenso findet man, da 4B = AC = 2/ sing ist.

Folglich ist das Dreieck ABC gleichseitig. Man fillt vom Punkt D auf die
Ebene ABC das Lot DM, und zeigt, nachdem man die Kongruenz der Drei-
ecke AM;D, BM,D und CM, D festgestellt hat, daB AM, = BM, = CM, gilt,
d.h.,, daB M, der Mittelpunkt der Grundfidche ist. Die Pyramide ABCD ist
also regelmiBig. D

Abb. 218

Da die Punkte 4, Bund C auf der Oberfliche der Kugel liegen, gilt
AM = BM = CM (M ist der Mittelpunkt der Kugel).

Man fillt vom Punkt M das Lot auf die Ebene ABC und zeigt, daB der FuBpunkt
des Lotes der Mittelpunkt des Dreiecks ABC ist, d. h. mit dem Punkt M,

zusammenfillt.
Folglich liegt MM (und damit DM) auf einem Durchmesser der Kugel (DF in
Abb. 218). Aus dem rechtwinkligen Dreieck AFD (DF = 2r) erhilt man

12 = 4D? = 2r - DM,.

‘Man kann die Strecke DM, nun noch durch / ausdriicken.
Es gilt DM, = AD? — AM?, wobei AD = I und

—— B
AM, = — =
Vi3
sind, also
4sin? =
DM, =1} 1-
3
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Man setzt diesen Ausdruck in die Gleichung /> = 2r - DM, ein und findet

/ 4sinzg
l=2r 1- .

3

Nun wird dieser Ausdruck so umgeformt, daB er bequem zu logarithmieren ist:

I=2r\/l—w=2—r_\/1+2msa
3 V3

= i’: \/ 2(cos 60° + cos )
V3
l= 4—’.\/005 30° + %) cos (30° — £).
3 2 2
' 4 sin* 05‘ i
Losung: 1=2r |/ 1 - =L fcos(30° + ) cos (30° — %).
3 V3 2 2
754. Das gleichschenklige Trapez ABCD (Abb. 219) stellt den Achsenschnitt des

Kegelstumpfes dar. Nach Voraussetzung sind ¥ BMA = « und ¥xDMC = §.
Deshalb gilt

r,=A_E=msin°2-‘=rsin§ und r2=f)7’=rsmg.

» Abb. 219

Der Winkel AMD ist gleich

360° = (2 +B) _ 100 _ ¥+ B
2 2

24



Deshalb ist
. 1= 4D = 2rcos "%ﬂ-.
Man erhilt
+ . .
Ay =7ty + 1) = 27r* cos 2 - b (sln% + sin g)

Losung: Ay = 2nr®sin %—E cos a—:P.

755. Aus dem Dreieck MFE (Abb. 220) erhilt man
FM =r=mcosa; EM =h=msina.

Unter Verwendung der Formel 4, = ar(r + I), worin / = m ist, erhilt man

Ao = mm* cosa(l + cosx) oder A, = 2mm® cos & coszg.

Der Winkel ¢ = a:MBE unter dem die Seitenkante BE die Grundﬂache
schneldet bestimmt man aus dem Dreieck MBE. Hierbei ist

BM = FM /2 = m~/2 cos .

Abb. 220

R
tana

Lisung: Ao = 2mm” cos x cos? ;—‘; @ = arctan ——

V2
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756. Aus dem AABS (Abb. 221) erhilt man AB = 2Isin g, folglich ist

r=m=A_B=21sin§.

Aus dem AAMS erhilt man
Ms=h=~P-r =1 l—4sin2§,
Man findet
—4sin?%
Abb. 221

Den Radikanden kann man wie in dér Losung der Aufgabe 753 so umformen,
daB er leicht zu logarithmieren ist. Man erhlt

1— 4sin®Z = 45in (30° + %)sin 30° — ).
2 2 2
\
Lésung: V=§nl’sinzo-‘\/sin 30° +§)sin(30"—6 ;
3 2 2, 2

757. Aus dem AAED (Abb. 222) erhilt man AE = I'sin o—;, aus dem AAEM

r=EM = AE - tan 30° = lsini-i_
und 2 3
—  Usin?
7 SO | SR
cos 30° V3

256



Aus dem Dreieck AMD erhélt man

ﬁl=h=\/lz—r1 \/ 3—4sm£
Das Volumen ¥ des Kegels ist gleich
Psin?Z ;
Pe Tyt T -—_\/3—451112—
3 3 B

" Abb. 222

l®sin? %
Llung:: Vimim—e2 [3—asin*%
9/3 2
271 sin? & \/cos 30° + %) cos (30° — %
, 2 2 2

V=
9/3
758. Unter Verwendung der Bezeichnungen von Abbildung 223 ist das Volumen der

Kugel gleich g nr®, das Volumen des Kegels ABC gleich

1 , = 1 ,
—ary + CM, = ~nr{ h.
3 1 1 3 1
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Nach Voraussetzung ist

lnrfh =1‘S~m’,

3 4 3

d. h. r2h = r3. Eine weitere Beziehung zwischen r; und r erhilt man aus dem
rechtwinklig_en_ Dreiei ADC.

Man findet AM; = CM, - DM,, d. h. r} = h(2r — h).

Setzt man diesen Ausdruck in die vorige Gleichung ein, so erhilt man (nach
einigen Umformungen)

r® —2h% + h® = 0.

Abb. 223

Obgleich es sich dabei um eine Gleichung dritten Grades in der Unbekannten r
handelt, kann man eine ihrer Wurzeln r = A sofort erkennen (man findet sie
auch unmittelbar aus der Voraussetzung, weil der Kegel, dessen Grundfiichen-
radius und Héhe gleich dem Radius der Kugel sind, ein Viertel des Volumens
der Kugel hat).

Folglich kann man die linke Seite der Gleichung nach dem Satz von B£zout in
Faktoren zerlegen, von denen einer gleich r — & ist. Dazu dividiert man

r3 — 2h*r + h® durch r — h oder wendet folgende Umformung an:

r3 —2h%r + h® = (r® — h*r) — (Wr — %)
P=rr—he+h)—-hrr—hH=0=hE*+rh—h)=0.
Die Gleichung r? + rh — h* = 0 hat eine positive Wurzel

)
o Hdi =1,

(Die negative Wurzel r = — L \/52+ ) ist nicht brauchbar.)



Geometrisch bedeutet das, daB der Radius der Kugel gleich dem groBeren Teil
der Hohe des Kegels ist, der durch harmonische Teilung dieser Hohe entsgeht.!

L3sung: Die Aufgabe hat zwei Losungen:

V=§nh’ und V= gn(\/g - 2)K.

759. Die Hohe des Prismas ist gleich dem Durchmesser 2r der einbeschriebenen
Kugel. Legt man durch den Mittelpunkt M der Kugel eine Ebene parallel zur
Grundfliche des Prismas, so erhilt man als Schnittfliche mit dem Prisma ein
gleichseitiges Dreieck 4BC (Abb. 224)%, das kongruent zur Grundfliche des
Prismas ist. Als Schnitt mit der Kugel erhilt man den GroBkreis DEF, den In-
kreis des Dreiecks ABC.

Abb. 224

Im Dreieck CMF ist FM = r und £ FCM = 30°.
Man findet CF = r +/3. Folglich ist BC = a = 2r /3.
Die Mantelfliche A, des Prismas ist gleich ~

= 3ah = 12r2 Ji
Die Grundfliche ist gleich
Ao ‘/- =324/3,

Folglich ist o = 12rz V3 + 623 = 182 /3.
Die Oberflache der Kugel ist gleich 4nr?.

Losung: Das gesuchte Verhiltnis ist gleich ——.
. 9+/3
11n der Abblldung 223 wurde diese Tatsache nicht beriicksichtigt. .
2Zur V } wurde zur Abbildung 224 die Zei 224a beigefiigt. Sie stellt den
Korper ich dar. Solche zusitzlichen Zeich werden auch in einigen folgenden Aufgaben

gegeben. Ihre Ausfiihrung ist fiir den Lernenden nicht unbedingt nétig, obgleich sie sehr niitzlich
ist.
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260

a) Darstellungsverfahren:

Der Mittelpunkt M, der einbeschriebenen Kugel (wenn man iiberhaupt in die
Pyramide eine Kugel einbeschreiben kann) muB von der Seitenfliiche BCE und
von der Grundfiiche ABCD (Abb. 225) gleiche Abstinde haben. Deshalb muf
er auf der Ebene, die den Winkel ¢ zwischen den Ebenen BCE und ABCD
halbiert, liegen. Ebenso liegt M, auf den winkelhalbierenden Ebenen der anderen
drei Winkel g, d. h., alle Seitenflichen der Pyramide ABCDM; (in der Abbildung
nicht eingezeichnet) schneiden die Ebene der Grundfiiche unter ein und dem-

selben Winkel g Folglich liegt der FuBpunkt der Hohe der Pyramide ABCDM,

im Mittelpunkt M des Inkreises des Rhombus 4BCD. (Vergleichen Sie auch mit
der Bemerkung zur Aufgabe 617 auf Seite 124!) Durch diesen Mittelpunkt ver-
lauft die Hohe EM der gegebenen Pyramide, d. h., der Mittelpunkt M, der
Kugel liegt auf der Hohe EM.

s —
7 et .
Y it i BN Abb. 225

Der Beriihrungspunkt der Kugel mit der Ebene der Seitenfliche BCE ist der
FuBpunkt L des Lotes, das man vom Mittelpunkt M, der Kugel auf die Ebene
BCE fillen kann. Daraus folgt, daB die Ebene M,LE senkrecht auf der Seiten-
fliche BCE steht (nachweisen!). Gleichzeitig steht die Ebene M,LE senkrecht
auf der Ebene der Grundfliche ABCD, denn in ihr liegt die Hohe EM. Folglich
steht die Ebene M,LE senkrecht auf der Kante BC, d. h., die Strecke NO, in
der die Ebenen M, LE und ABCD einander schneiden, ist die Hohe des Rhombus



(sie verlduft durch den Mittelpunkt M). Ebenso findet man die drei weiteren
Beriihrungspunkte P, Q und K der Kugel mit den Seitenflichen.

Hieraus folgt die nachstehend beschriebene Konstruktion:

Man zeichnet die Hohe NO dés Rhombus ABCD (es ist giinstig, diese Strecke
horizontal zu legen), konstruiert die Schnittfliche NOE (ein gleichschenkliges
Dreieck) und zeichnet den Inkreis des Dreiecks NOE. Die Punkte L und @, in
denen dieser Kreis die Seiten EO und EN beriihrt, sind die Beriihrungspunkte
der Kugel mit den Seitenfliichen BCE und ADE. Um den Punkt K zu finden,
konstruiert man OS || 4C. Dann stellt die Gerade durch M (in der Abbildung
nicht eingezeichnet) die andere Hohe des Rhombus dar (nachweisen!). Nun wird
die Strecke ES eingezeichnet, und durch den Punkt L wird die Gerade LK || OS
gelegt. Den vierten Punkt P konstruiert man analog. Aus dieser Konstruktion
folgt, daB die Kugel mit dem Mittelpunkt in M, und mit dem Radius r = LM,
tatséchlich in die Pyramide einbeschrieben ist.

b) Lisungsweg:

Aus dem Dreieck MOM, erhilt man

MO = MM, cotz = rcot%,
so daB
h=EM=MO tang = rcot%tan«p

gilt. _
Weiter erhilt man aus dem Dreieck ABU (BU || NO)
@
— ——  2rcot
—_— 2
A== 2L WO_ 2
sina sina sin o
also
477 cot® ;
Ag = a’sina = —
sin &
4r® tan ¢ cot® g
Lésung: V =

3sina

761. a) Darsteflungsverfahren:
Der Mittelpunkt M des Aquators der Halbkugel (d. h. des Kreises, der die Halb-
kugel begrenzt, Abb. 226*) liegt auf der Hohe M. MS der Pyramide.
Da MO = MM, = r gilt, muB der Punkt O auf der Winkelhalbierenden M,0 i
des Winkels MM, 0, liegen. Wir bemerken, daB der Punkt O der Schnittpunkt

1 Vergleichen Sie auch mit der FuBnote 2 auf Seite 259!
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der Strecken M,0 und FS ist und stellen die Schnittebene KLON dar. Sie liegt
parallel zur Grundflache. Die Mitten K, L, O und N der Seiten dieser Schnitt-
fléiche sind die Berithrungspunkte des Aquators mit den Seitenflichen. Der Halb-
kreis KM, O ist die Schnittfigur, die beim S€hnitt der Halbkugel mit der Ebene
EFS entsteht. 3

i

.

Abb. 226 Abb. 226a

b) Losungsweg:
Die Seite a der Grundfliche ist gleich

a = EF = 2FM, = 2(M,0, + FO,).
Es ist M;0;, = MO = r und FO, = 00, - cote = rcota,

also a = 2r(1 + cot«x).
Man erhilt

24 cos® 2
do=
cos &
(Vgl. Hinweis zur Lésung der Aufgabe 619!) Hierbei ist

Ag = a* = 4r*(1 + cotw)?.



o

8r%(1 + cot &) cos®
( ) 2 _ 4r?sin® (45° + &)

Losung: Ao =

cos L 20
cos & sin H

762. Die Ebene EFS (Abb. 227)! schneidet die Halbkugel im Halbkreis OPN. Dieser
Halbkreis beriihrt zwei Symmetrieachsen der Seitenflichen in den Punkten Q
und G. Wenn man die Linge der Grundkante der Pyramide mit @ bezeichnet
und den Radius der Halbkugel mit », dann ist die Oberfliche A4, der Halbkugel

Ay = 2nr? + qr? = 3ar?,

die Oberfliche der Pyramide gleich

2
24* cos? 3

4, =
cos &
(Vgl. Hinweis zur Lésung der Aufgabe 619!)

S

1
|
|
|
|
|
I
!
|
|
i
i
)
|
i
i
|
|

[\ : |
EN M OF A B
Abb. 227 Abb. 227a
Ihr Verhiltnis hat den Wert

3mr® cos &
g==Z

-4
20% cos® -
2

Aus dem Dreieck MFG erhdlt man MG = FM sina, d.h. r = % 5in . Diesen
Ausdruck setzt man in die vorige Gleichung ein. 2

1 Vergleichen Sie mit der FuBnote 2 auf Seite 259!
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264

Zur Berechnung des Volumens ¥ der Halbkugel bestimmt man r aus der Be-

dingung a — 2r = m und aus der gefundenen Gleichung r = gsin «. Man

erhilt 3 .
_ _msinx msina

r= = .
AL =sine) g g (45" - "é)

96 sin® {45° — &
2

In der Abbildung 228 ist der Achsenschnitt des Kegels und der einbeschriebenen
Kugel dargestellt. Das gesuchte Volumen ¥ errechnet sich aus der Differenz
des Volumens des Kegels FGC und des Kugelsegmentes FGE.

Abb. 228

Folglich ist
V= %‘-FIZZ-C_K— nﬁz(r— éﬁ)

Dabei ist r der Radius der Kugel. Aus dem Dreieck 4DM erhilt man
r=DM = E~tan-§%€= rl‘tan(45° —%‘).

Jetzt erhilt man aus dem Dreieck MKF mit ¥ KFM = « (die Schenkel der

Winkel KFM und KCF stehen paarweise aufeinander senkrecht)
FK=FM-cosx =rcose und KM = rsina,
EK=EM — KM = r(l — sinx)."

SchlieBlich ist CK = FK - cot & = r cos & cot a.

also



Folglich gilt
. r(1 — sin oc)]

= 7—;r3 cos® ax cotox — mr’(l — sin «)® [ 3

4 ‘
V=§P[$iﬁ—(1—ﬁnnwz+smaq.
3 sin &

Diesen Ausdruck kann man umformen. Man klammert (1 — sin «)? aus, nach-
dem man vorher cos* &« umgeformt hat:
cos* o = (1 — sin? &) = (1 — sin &)? (1 + sin a)%
Jetzt erhilt man
301 _ o 2
pa 0 —800) 1y iy — 2 + sina) sinal.
3sina 2

Der Ausdruck in der eckigen Klammer ist gleich 1.
Wir erhalten

- 7r’(1 — sin “)2.
3sinax

Hier setz‘t man den gefundenen Ausdruck r = r; tan (45“ - %) ein.
AuBerdem kann man die Formel 1 — sina = 2 sin® { 45° — 02—‘ anwenden.

4nr? tan® <45° = 3) sin* (45° ~- %‘)
Losung: V = ¥

3sina

764. Wenn man die Bezeichnungen in der Abbildung 229 verwendet, dann driickt
die Gleichung nry (I + ry) = n - 4zr? die Voraussetzung der Aufgabe aus. Aus
dem Dreieck MBM, erhilt man r = ry tan 025, und aus dem Dreieck MBC er-

ry
cosx

hilt man BC = 1= . Die vorige Gleichung erhilt nach dem Kiirzen

durch zr} die Form

1+ —1— = 4ntan? %,
cos o 2

Man wendet die Formel
1 —tan2%
2

Cosx =

1+ tan2%
.an. ) 2
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Es entsteht die Gleichung

2 =dntan? %,
2

1-tan?%
Setzt man tan;—‘ = 2z, so erhilt man®

Z‘—zz+—1—=0, woraus z =1¢\/1_L
folgt. 2n 2 4 2n

c

Abb. 229

A
Hier erkennt man, daB die Aufgabe fiir n < 2 keine Losung hat (der Radi-

kand wiirde negativ). Fiir n 2 2 sind beide Werte von z? positiv (denn

\/1 -L < \/l, d.h. [1 - < L . Da der Wert von tan = positiv sein
4 2n 4 4 2n 2 2

muB, kannen nur zwei L8sungen brauchbar sein:

A vy

1 L.
2

2 4 2n

und

Da der Winkel E kleiner als 45° ist, muB tang kleiner als 1 sein, d. h. z* < 1.

1 Nach Multiplikation der Gleichung mit 1 — tanz konnten als Lésung der neuen Gleichung die

Wurzeln von t:m2 — =1 auftreten. Diese sind aber unbrauchbar, denn sie erfiillen die Ausgangs-
gleichung nicht.
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Diese Ungleichung ist immer erfiillt, denn

1, i 11 \/Y
S fre— <=+ [==1
2" Va w27 Va .
1\/1 1 1
-=[r==<=

2 Va4 w2

Lésung: Die Aufgabe ist nur 13sbar fiir n = 2.

und

Fiir 7 > 2 hat sie zwei Losungen:

x 1 \/1 1« \/1 \/1 1
— = arctan /- + J-— —; — =arctan /- — [- — —,
2 2 4 2n 2 2 4 2n

fiir n = 2 fallen beide Lsungen zusammen

tano—‘ = \/ 1 .
2 2
765. Man bezeichnet wie in der Abbildung 229 und erhilt
1m,’h =n- em:‘. :
3
Wenn man hier r = r; tan % und h = r, tan &« setzt, so erhélt man die Glei-
" chung tan« = 4ntan® %.

Wendet man nun die Formel

2tan?
2
tan & =
1 - tan?%
2

an und bezeichnet tan g mit z, so erhilt man die Gleichung

z 1 — 2nz2) = 0.
1-22

Sie zerfillt in zwei Gleichungen. Eine von ihnen (z = 0) stimmt mit der Voraus-
setzung nicht iiberein (der Winkel &« kann nicht gleich Null sein). Die andere
Gleichlﬂ‘lg bringt man auf die Form
2t -2+ L 0.
2n
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268

Sie stimmt mit der Gleichung der vorigen Aufgabe iiberein. Man erhalt infolge-
dessen zwei Wurzeln:

tan® — /1+\/1_L
2 2 4 2n

und

Fiir n = 4 lautet eine Wurzel

tanﬂ=\/£+\/l=\/l+l\/l,\/‘+°°545
2 2 8 2 2V2 2
= cos 22° 30’ ~ 0,9239,

die andere tano;—z = sin 22° 30’ » 0,3827

(hierbei ist «; ~ 85°28’ und &, ~ 41° 53").
Lésung: Ebenso wie in der vorigen Aufgabe. Fiir n = 4 erhilt man
o, = 2 arctan (cos 22° 30") ~ 85° 28’
«, = 2 arctan (sin 22° 30') ~ 41° 53.
Die Fliche des Achsenschnittes ist gleich rh. Die Oberfldche ist gleich zwr! + zr2,

Nach Voraussetzung ist 1(1—;2 = n. Wenn f der Winkel zwischen der Achse

und der Mantellinie ist, dann gilt » = Isin  und A = /cos f. Setzt man diese
Ausdriicke ein, dann erhélt man %’ =2 Diese Gleichung kann man
cos 7w

auf verschiedene Art und Weise 16sen. Am besten ist es, die Formel

1+ cosa «

——— =cot -

sin o 2

anzuwe'nden. Man erhalt

l1+sinf 1 +cos(90°—ﬁ)=cot(45°_é)
5)

cos B sin (90° — B)
Folglich ist cot (45° A
2 4 8

Hieraus kann man den Winkel 45° — 3 und schlieBlich 8 bestimmen.



Diese Aufgabe hat jedoch nicht fiir jedes beliebige » eine Losung. In der Tat,
der Winkel 8 liegt in den Grenzen zwischen 0° und 90° und damit der Winkel

45° —g zwischen 0° und 45°, d. h., der Wert von Z = cot (45° - g) muB
T

stets groBer sein als 1. Demnach gilt n > . Fiir n = 1, 2, 3 hat also die Auf-
gabe keine Losung. )
1+sinf _

Bemerkung: Die Gleichung z
cos L3

losen:
Man bringt sie auf die Form 2 cos B — 1 =sin B, quadriert beide Seiten der
L4

kann man auch folgendermaBen

Gleichung und driickt sin? 8 durch 1 — cos? 8 aus. Man erhilt zwei Losungen.
Eine von ihnen (cos f = 0) ist unbrauchbar (sie ist Losung der Gleichung

. . 2 : ;
2 cos B — 1 = —sinp). Die andere Losung cosf = z_nn_z stimmt mit der
.4 4+ n

vorigen iiberein. Sie kann allerdings leicht zu dem falschen SchluB fithren, daB
die Aufgabe auch fiir n = 1, 2, 3 I8sbar sei. Fiir beliebiges positives # liegt der

2
Wert von = jedoch zwischen 0 und 1 (man erhilt 1 — - 7"}_2_ =
n w4+
2
= ("z_ ")z > 0). Deshalb findet sich in den Grenzen von 0° bis 90° immer
T+ n
ein Winkel, dessen Kosinus gleich 22nn 5 st
7w +n

Der Fehler dieser Uberlegung besteht in folgendem:

Aus der Beziehung cosf =
2

2
daB sinf = nz__z ist. Hieraus ist ersichtlich, daB » > & sein muB (im
7+ n

und aus der gegebenen Gleichung folgt,
7':2 + nZ

anderen Falle wire der Winkel B negativ, das ist nicht mdglich).

Ljsung: Wenn n < 7 ist, dann hat die Aufgabe keine Losung,
ist # > 7, dann ist

B = 90° — 2 arccot 2
3

oder
n® - nt

n* + n*

2nn .
B = arccos ——— = arcsin
nt +n

767. Unter Verwendung der Bezeichnungen von Abbildung 230 gilt
r(l +ry) - _1_8

2r? 5
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Man erhilt (aus dem Dreieck AMD)

r=rycos XAMD =r cos xMCA=r, cosg
und (aus dem Dreieck AMC)

=1

.o
sin —
2

Die vorige Gleichung bringt man auf die Form

1+ sin;i 1+ sin‘; %
—:ls—s,' ah — ===
2sin % cos? & 2sin%(1 — sin*Z
2 2 2 2
Abb. 230

__|M

g S

Man kiirzt den Bruch durch 1 + sm = (dieser Ausdruck ist ungleich Null).
Die Gleichung erhilt die Form

gt % = ginE g S w0,
2 27 36

Lésung: o, = 2 arcsin % (~ 112° 53)
und
x, =2 arcsin;—(z 19°11%).

768. Verwendet man die Bezeichnungen der vorigen Aufgabe, so erhdlt man d_ie

Beziehung
Zrin = 4 2.
3 33 o

Man bezeichnet den gesuchten Winkel mit 8 (siehe Abb. 230, § = g) Dann

ist r =r cosf und 4 =r,cotp. Aus der vorigen Gleichung erhilt man
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3cotf — 8cos®f = 0. Man multipliziert beide Seiten dieser Gleichung mit
tan B (der Wert von tan § kann nach Voraussetzung nicht gleich Null sein) und
erhélt 3 — 8 sin # cos® f = 0. Daraus folgt 8 sin® § — 8sinf + 3 = 0.

Zur Losung dieser kubischen Gleichung verwendet man einen Kunstgriff. So
kann man z. B. die linke Seite in Faktoren zerlegen:

8sin®f — 8sinf + 3 = (8sin*f — 1) — 8sin B — 4)
= [(2sinf)* — 1] — 4@2sin B — 1)
=(@2sinf — 1) [(2sin B)*> + 2sinf + 1 — 4].
Folglich zerfallt die gegebene Gleichung in zwei Gleichungen. Aus der ersten
Gleichung erhilt man sing = i, aus der zweiten sinf = @ (Die

andere Wurzel der quadratischen Gleichung ist nicht brauchbar.) Die Probe
zeigt, daB beide gefundenen Losungen verwendbar sind.

Y13 =1

Losung: f, = 30°; B, = arcsin g

769. Nach Voraussetzung ist die Mantelfliche des Kegels DEC (Abb. 231) gleich dgr
halben Mantelfliche des Kegels ABC. Die Mantelflichen dieser Kegel verhalten

PN - CE* _1
sich wie die Quadrate der Mantellinien, d. h. e = 7
Az 2
Da CE = CM ist, gilt (& =1,dh cos?a = 1,

BC 2 2

Losung: « = 45°.

Abb. 231

770. Nach Voraussetzung ist das Volumen ¥ des Kugelsektors DKEC (Abb. 232)
gleich dem halben Volumen des Kegels ABC. Man bezeichnet die Strecke KL

271



mit 4 und die Hohe des Kegels mlt hy. Dann gilt ¥V =- nrlh Man erhilt
die Gleichung 3

2

1
—qr‘h ==+ -nrh,
3 2 171

d. h. 4r%h = r}h, oder 4r2h = h} tan? .

\ Abb. 232
8

h=K_L=a(—-a=r—rcosa=2rsinZ§

Man driickt k& durch r aus:

und erhilt die Gleichung 8r° sinzz = h,*tan® o

3 2
Losung: r = }il/——tm 2
2 Y-
sin® ~
2

771. In der Abbildung 233 ist der Achsenschnitt des Teiles der Kugel, dessen Volumen
bestimmt werden soll, durch Schraffur gek ich

t. Dieses Vol Ver-
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hélt man aus der Differenz des Volumens V; des Kugelsegmentes CGDKFH
und des Volumens ¥, des Kegels DFC. Man fiihrt folgende Bezeichnungen ein:

DK = rund CK = h;. Da der Radius der Kugel gleich CM = ;b—E = g ist,

folgt
V=V - V;=nhf(l—:—,-l-l-)—L1h'.
2 3 3
Hier muB man die Ausdriicke
' hy =CD-cosex = hcos?x und r = CD - sina = hcosasina

einsetzen. (Die Rechnung wird einfacher, wenn man vorher r? = DK? durch

s o . whih

CK « EK = hy(h — h,) ersetzt.) Dann ist ¥V = o
3 4

Lisung: V = nhc%.

772. Unter Verwendung der Bezeichnungen von Abbildung 234 gilt 4 = a(r + r,) /.
Man konstruiert die Beriihrungsradien DM = R und DM, = R, und die
Strecke KM, , das Lot von M, auf DM.

(o

Abb. 234

A
Man erhilt die Dreiecke M, E,D,, MED und KMM, . Sie sind dhnlich, denn
sie sind rechtwinklig und haben den gleichen Winkel «.
Im A KMM, gilt MM, = R+ R;; KM = R — R,; KM, = DD, = .
Folglich ist / = /(R + R,)? — (R — Ry)? = 2/RR,.
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773.

Aus der Ah.u]jchkeit_der Dreiecke MED und KMM, folgt

r R IR 2R~/ RR,

== und daraus r = e ge—thbis

! R+ R, . R+ R, R+ R,
Aus den Dreiecken M, E,D, und KMM, folgt

DO . T — ro= ME‘_R!

I R+R R+ Ry

Lisung: Ap = 4nRR;.

Auf der Ebene E (Abb. 235)* liegen vier Kugeln mit dem Radius r. 4, B, Cund D
sind ihre Beriihrungspunkte mit der Ebene E. Die Mittelpunkte M, My, M,
und M, haben von der Ebene die Abstinde AMl = BM, =CM; =DM, =r.
Die Entfernung zwischen den Mittelpunkten zweier sich beriihrender Kugeln
ist gleich 2r, d. h. M\M, = M, M3 = M3M, = M M, = 2r. Die fiinfte Kugel
beriihrt jede der vier anderen, folglich ist ihr Mittelpunkt My von den Mittel-
punkten M,, M,, M, und M, ebenfalls 2r entfernt,

d.h. MMy = MyMy = MM = MoMs = 2r.

A

! Vergleichen Sie mit der FuBnote 2 auf Seite 259!
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Abb. 235a

Also ist die Figur M, M, M ;M ,Mj eine regelmiBige vierseitige Pyramide, deren
Kanten (sowohl Grund- als auch Seitenkanten) alle gleich lang sind. Der Mittel-
punkt der fiinften Kugel hat von der Ebene E den Abstand

FMs + HF = FM5 + r.

Der hochste Punkt G der fiinften Kugel befindet sich auf der Verldngerung des
Lotes HM in der Entfernung GMs = r vom Mittelpunkt Ms. Aus diesem
Grunde ist der Abstand GH des hochsten Punktes der fiinften Kugel von der
Ebene E gleich 2r + FM, Die Strecke FM, bestimmt man im rechtwinkligen
Dreieck M,FM;. Dabei sind

M Ms =2r und FM, =

MM, MM, _ 2r

o V2 2
Lisung: GH = r(2 + v/2).

774. Die Mittelpunkte M, ,M,, M, und M, der vier Kugeln miissen voneinander die
Entfernung 2r haben (siche Losung der vorigen Aufgabe), d. h., die Figur
M, M,M;M, ist ein regelmiBiges Tetraeder mit der Kantenldnge 2r. Der Kegel
ABC (Abb. 236)*, der den vier Kugeln umbeschrieben ist, beriihrt eine von
ihnen (M,) im Kreis FH, jede andere (z. B. die Kugel um M,) in zwei Punkten.
Einer dieser Punkte (K) liegt in der Grundfliche, der andere (G) auf dem Mantel.

! Vergleichen Sie mit der FuBnote 2 auf Seite 259!
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Die Achse des Kegels fillt mit der Hohe EM, des Tetraeders zusammen. Der
Mittelpunkt M, liegt in der Ebene des Achsenschnittes ADC. Dieser Achsen-
schnitt verlduft durch den Beriihrungspunkt G (denn sowohl die Strecke GM,

Abb. 236

Abb. 236a

steht senkrecht auf der gemeinsamen Berithrungsebene von Kegel und Kugel als
auch die Ebene des Achsenschnittes 4DC). Das heiBt, die Ebe_lle_ ADC schneidet
die Kugeln um M, und M, in GroBkreisen. Die Mantellinie AC ist die gemein-
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same Tangente dieser GroBkreise. Folglich ist

AC| MM, und XEM,M, = xDCA =§

(« ist der gesuchte Winkel an der Spitze C des Achsenschnittes), d. h.

Da aber MM, = 2r ist, ist die Strecke EM,; (der Radius des Kreises, der dem
Dreieck M, M, M, umbeschrieben ist) gleich

M, _ 2
Vi /3
Man erhilt
sm - =—=

JS

Daraus kann man
a1
coso = cos? % — sin?% = -
2 2 3
bestimmen.
Lisung: « = %rcsin% = arccos %

775. Die Ebene, die den Schnittwinkel der Ebenen 4, B, B, A4, und 4,C,C, A, halbiert,
die also durch die Kante 4,4, verliduft (Abb. 237)!, geht durch die Hohe M, M,
und steht senkrecht auf der Seitenfliche B,C,C,B, (nachweisen!). Analog ver-
halten sich die beiden anderen Halbierungsebenen. Deshalb liegt der Mittelpunkt
der Kugel, die die Seiten des Pyramidenstumpfes beriihrt, auf der Héhe (ge-
naver: auf der Mitte der Héhe, da die Kugel auch die Grundflichen beriihrt).
Der Beriihrungspunkt K der Kugel mit der Seitenfléiche B, C,C,B, liegt auf der
Symmetrieachse D,D, dieser Seitenfliche. Analoge Betrachtungen treffen fiir
die anderen Seitenflichen zu. .

Es gilt _
. !
to, =Lt 4y 4 3@t
4 2
(a; = B,C, und a, = B,C, sind die Seiten der Grundfldchen, und / = D,D,
ist die Symmetrieachse einer Seitenfliche). Wenn r, = D,M, und r, = D, M,

! Vergleichen Sie mit der FuBnote 2 auf Seite 259!
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die Radien der Inkreise der Grundflichen sind, dann ist g, = 2r; /3 und

a2 = 2r, /3. Deshalb ist Ao, = 3+/3 (2 + 1) + 3/3(r + ) L.

Abb. 237

. ) Abb. 237a

Wie in der Losung der Aufgabe 751 findet man, daB
ro+ra=10und rP+ri=12-2r2

ist. Dann erhélt man

Am=6\/§(lz—r’)=6\/_3_< i —rz).

sin®

Ao, 27 sin” «

4o, 3./3(4—sin’w)

Losung:



776. Man bezeichnet den Radius LM des Zylinders (Abb. 238) mit x, den Radius BM
der Grundfliche des Kegels mit r. Da nach Voraussetzung LN = r ist, muB die
Oberfliche des Zylinders gleich 4o = 27x? + 27xr sein.

c

Abb. 238
PT Tt
r
Nach Voraussetiung ist
2 3 2
27x” + 27xr = - qr
2
oder 3
X+rx—->-r*=0,
4
woraus x = g folgt (der negative Wert x = — gr ist nicht braucnbar),

Aus dem Dreieck LBN erhilt man

Losung: @ = arctan %

777. Der Mittelpunkt M der einbeschriebenen Kugel (Abb. 239) liegt auf der Hohe
der Pyramide, die Beriithrungspunkte K, L, O und N der Kugel mit den Seiten-
flichen liegen auf den Symmetrieachsen EX,, EL,, EO, und EN; (siche Losung
der Aufgabe 775). Das Viereck KLON ist ein Quadrat und stellt die Grundfliche
der Pyramide dar, deren Volumen bestimmt werden soll. L
Man legt durch die Radien M0 und MN die Ebene MON. Sie steht senkrecht
auf der Seitenfliche BCE (denn in MON liegt die Strecke MO, und diese Strecke
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280

steht senkrecht auf BCE). Ebenso steht die Ebene MON senkrecht auf der Seiten-
fliche DCE (denn in ihr liegt MN). Folglich steht die Ebene MON senkrecht auf
der Kante CE.

Es sei P der Schnittpunkt der Ebene MON mit der Kante CE. Dann ist der
Winkel OPN der gegebene Winkel «. Im Viereck MOPN sind zwei Winkel
rechte (die in den Punkten O und N). Folglich ist ¥ NMO = 180° — &, also

a=NO = Zm'sinlsoT_“ = 2rcos§.(

Abb. 239

Im Dreieck MOM, ist M;0 = —2-. Wir erhalten

7

=VMO* - M,0* =+ /1—2cos -
Losung: V=ér cos?'= ll-—2cos =‘-1r cos -\/— cos .
3 2 2 3

Man kann zwei Ebenen konstruieren, die senkrecht auf einer gegebenen Mantel-
linie des Kegels (4C in Abb. 240) stehen und die einbeschriebene Kugel beriihren.

Thre Berithrungspunkte (N und N,) liegen auf dem Durchmesser NN,, der
parallel zu AC liegt. Man nimmt zuerst an, daB es sich um die Ebene durch DN
handelt. Sie beriihrt die Kugel im m Punkt N. Das Viereck MNDK (K ist der Be-
ruhrungspunkt der Mantellinie 4C mit der Kugel) ist ein Quadrat. Also ist
DK = MN = r. Nach Voraussetzung ist CD = d.

Folglich ist CK = d + r.




Aus dem Dreieck KMC erhilt man CM = «/‘ (d+r)?+r2
Folglichisth:ﬁ'=m+CM=r+\/(d+r)2+r2.___ o
Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke AFC und KMC folgt AF:h = KM : CK,

woraus — e
KMk =r[r+\/(d+r)+r]
folgt. CK d+r

c

Abb. 240

A & F 8
Verwendet man die Ebene durch D, N, , dann ist d = CD,, und man erhilt auf
gleiche Art und Weise

P T—— a2
h=r+~@—r?+7 und ,x=’[’+‘/(d—’)+’2].

\ d-r
2 o \/—22- 3
Losung: V = i 5 3(;d++r)'z) i oder
Ve r?lr + \/(d -r? 4+ r2]3
3d-r)?

779. Der Mittelpunkt M der Kugel (Abb. 241)! liegt auf der Raumdiagonale AB.
Folglich ist der Punkt M von den Seitenflichen ANN,4, und Q44,0 gleich
weit entfernt, d. h., er liegt auf der Ebene, die den Winkel zwischen diesen beiden
Seitenflichen halbiert. Aus den gleichen Griinden muB M auf der Ebene liegen,
die den Winkel zwischen den Seitenfliichen ANN, 4; und QANU halbiert. Diese
beiden Ebenen schneiden einander in der Raumdiagonalen AB.

Es seien C und D die Beriihrungspunkte der Kugel mit den Seitenflichen ANUQ
und ANN; 4, und r der Radius der Kugel.

Dann ist CM = DM = 1, und die Ebene CGDM steht senkrecht auf der Kante
4N und auf der Kante BQ,. Da die Kante BQ, nach Voraussetzung die Kugel

1 Vergleichen Sie mit der FuBnote 2 auf Seite 259!
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beriihrt, schneidet die durch €GDM bestimmte Ebene die Kante in E, dem Be-
rithrungspunkt von Kugel und Kante. Folglich ist EM = r. Andererseits ist der
Punkt E ein Eckpunkt des Quadrates FGKE, das man als Schnittfigur des Wiirfels

B__Z N
o
I
ELlds b N
N : \ ! \ K
7N N
" AR X
Wy /7 H P & | A N\
A \‘:M \
| | | Ny
{ Or-~—q-=——N"==-=—q——m- D
\ ! 5 :\ i
\
oo AN /
s 1 1o /
N | oy /
N ‘U ! \ //
‘,«\ g e e N Abb. 241
[ | A 3
1 rd 1
/,I{____}:_J_'/_.,_\_ S G
i
// \‘
Q A

Abb. 241a

mit der durch CGDM bestimmten Ebene erhilt, d. h., das Viereck OMLE (LM-
und MO sind Verldngerungen von CM bzw. DM) ist ein Quadrat. Folglich ist
MO =L,
N2 ’ .
Da MO + DM = DO = aist,gilt —= + r = a, worausr = (2 — \/Z)afolgt.
2
Der Teil der Kugeloberfliche, der auBerhalb des Wiirfels liegt, besteht aus drei
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gleichen Segmenten. Eines von ihnen ist EZTL. Die Oberfliche dieses Segmentes
ist gleich

2nr - LZ = 27r(CZ — CL) = 2nr(2r — a).
Losung: r = (2 — \/5) a; A= 6ra*(10 — 7\/5).

780. Der Mittelpunkt der Kugel, die die Kanten des Tetraeders ABCD (Abb. 242
und 242a)* beriihrt, fallt mit dem Mittelpunkt des Tetraeders zusammen (d. h.
mit dem Punkt M, der von den Ecken A4, B, C und D gleich weit entfernt ist).
Die Berithrungspunkte der Kugel mit den Kanten sind die Mitten der Kanten.
Zum Beispiel ist der Berithrungspunkt N die Mitte der Kante AD. In der Tat,
alle sechs gleichschenkligen Dreiecke ABM, BCM, CAM, BDM, CDM und
ADM (es ist nur das Dreieck AMD eingezeichnet) sind kongruent, denn sie
stimmen in drei Seiten iiberein. Folglich sind ihre Hohen 20, MN usw. gleich
lang. Deshalb muB die einbeschriebene Kugel mit dem Radius MN = r die Kan-
ten in den Mitten L, O, N, 0, K und R beriihren, so daB MN L AD usw. sind.
Man legt durch die Hohe DG des Tetraeders und durch die Kante AD eine
Ebene AGD. Sie steht senkrecht auf der Kante BC. (Der Nachweis wurde in
der Losung der Aufgabe 652 gebracht.)

Abb. 242

1 Vergleichen Sie mit der FuBnote 2 auf Seite 259!
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Abb. 2422

Die Ebene AGD schneidet diese Kante in ihrer Mitte O. Als Schnittfigur erhilt
man das gleichschenklige Dreieck AOD (AO DO). Man konstruiert die the
NO dieses Dreiecks (I ist die Mitte von 4D). Der Mittelpunkt M liegt auf NO
(so daB er von 4 und D gleich we:t_en_:tfemt ist).

Folglich ist 70 = MW, d.h. r = 22,

Die Hohe NO bestimmt man aus dem Dreieck AON, hier ist

— a3
2

AN = und A0 =

(Symmetrieachse des gleichseitigen Dreiecks ABC).

Es gilt TR T
- (-0 -

Folglich ist

Der Teil der Kugel, der auBerhalb des Tetraeders liegt, besteht aus vier gleichen
Segmenten, die durch die Seitenflichen des Tetraeders von der Kugel ab-
geschnitten werden. Wir betrachten eine der Seitenflichen, BCD. Der Kreis LKO
(er ist ,,Grundfliche* des Segments) ist dem gleichseitigen Dreieck BCD ein-



beschrieben, denn die Seiten des Dreiecks beriihren die Kugel, d. h., sie be-
rithren auch den Kleinkreis LKO, der in der Ebene BCD liegt. Der Radius dieses
V3

Kreises ist FO = 2>,
Folglich ist
FM = MO* — FO* = J/r* — FO*
m=\/(a_\/2 :_(a3) _ _a
4 6 24/6

also'die Hohe des Segmentes gleich

h=EF = EM — FM_—-—“——=“_‘Q(3—\/§).

2V2 2J6 12

Das Volumen V; eines Segmentes betrigt

V,=nh’(r_’3.'>
=,,[“l‘{2 f)] [“—‘Q "—‘ﬁ(s-\/i)]
V20 - 4/3)

V,=
432

Das gesuchte Volumen ist V' = 4V.

Bemerkung: Der Kreis LKO, der dem Dreieck BCD einbeschrieben ist, wird
durch eine Ellipse dargestellt, die man leicht freihdndig zeichnen kann, wenn
aufer den Punkten X, L und O noch drei Punkte gewihlt werden, die beziiglich
des Punktes F zu den genannten Punkten zentralsymmetrisch liegen (F ist der
Schnittpunkt der Seitenhalbierenden des Dreiecks BCD).

a2 na’x/Z_(9—4x/§)

Losung: r = ——; V=
4 108 |



11. Trigonometrische Umformungen

781. Man driickt den Sekans durch den Kosinus aus und erhilt auf der linken Seite:
1

(n ) (” )'
cos|—+ x)cos|— —
Weil 4 #
7 N K. 4 . (7
cos{—+a)=sm|—-——|—-4+«)|=smn|-—«
(4 ) [? (4 )] (4 )

gilt, ist die linke Seite gleich
2 2 2

2sin (E - o:) cos (7—’ = ) sin (f - 2a> c0s 2
4 4 2
782. Man bringt die linke Seite auf den Hauptnenner und formt 2 sin & cos (« + f)
wie folgt um:
sin [x + (¢ + B)] + sin'[x — (¢ + B)] = sin (2x + B) + sin (—p).
783. Die linke Seite ist gleich
2(1 + cos2x) 2+ 2:cos’
sin 2« " 2sinacosa

= 2cotu.

Um zum Argument g iibergehen zu konnen, benutzt man die Formel

t? @ —
cot2:p=cozT¢h71

<g setzt man fir ¢ ein) und erhalt:

: cot’i;—x
2cota =2—= = cot® — tan %
2 2

2cot%
2
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784. Man kiirzt den Bruch auf der linken Seite durch cos &« und erhilt

coso +sinx _ 1+ tana
cosx —sina 1 —tano .

. Weil 1 = tan 45° ist, erhdlt der Ausdruck folgende Form:

1+ tanw tan 45° + tano

= tan (45° + «),
1 —tanx 1 — tano-tan45°

was zu zeigen war.

785. Man erweitert den Bruch der linken Seite mit cos & + sin «, vereinfacht und

erhilt Hﬂ“ oder
c
1 + Ll = sec 2x + tan 2«.
cos2x  cos
786. Weil sin* ¢ = 1—%529-’ ist, erhilt man auf der linken Seite
1 — cos i'+2¢:¢ —1'+ cos Z o
4 4
2
cos i’—Zm — cos i!+2a
- 4 4
. 2 b

Man wendet die Formel fiir die Differenz der Kosinuswerte (oder auf die Aus-

driicke cos (f - 2rx) und cos (:—: + 2«x> die Additionstheoreme) an und
erhilt
7
2sin - gj
jsin2« _sin2x
2 V2

787. Der Zihler ist gleich cos 2«¢; den Nenner schreibt man in der Form
2tan (2 — & )sin? | T = (Z - a)] =
4 2 4
=2tan(Z — & )cos? (% — «).
4 4
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sin (2 - a)
Da tan (3 - zx) = ————~ jst, erhdlt man

2sin(Z — a)cos(Z — &) = sin T _2a).
4 4 2
Dieser Ausdruck ist gleich cos 2«, so daB die linke Seite gleich 1 ist.

788. Es gilt .

sin® (:’—z - )
tan® (i' - oc) —

cos? (’i - a;)
Man geht vom Argument Z— o« zum Argument g-— 2« iiber, formt mit

Hilfe der Gleichungen fiir den Sinus bzw. Kosinus halber Winkel um und erhilt

l—cos(’—z—Zoc)
lan’(’-‘—: )= 2 _ 1 —sin2«
4

1+cos(§—2¢x> L fleisin 22y

789. Man ersetzt den Tangens und den Kotangens durch den Sinus bzw. Kosinus
und erhilt
c
cot’a — tan® o = -_zos_ZaI_‘
sin® & cos® &
Man setzt fiir den Nenner der linken Seite den erhaltenen Ausdruck ein. Also
erhilt man auf der linken Seite: ‘
=2 2
. c
sin®ocos?o = 4 - 2L %05 %

L in? 26,
4 4

790. Man ersetzt sin & durch cos (g - ) sowie cosoa durch sin (g - a) und

wendet die Additionstheoreme an.

791. Man schreibt die Zahl 1 als sin? & + cos? & und ersetzt sin 2o durch 2 sin & cos «.
Im Zihler erhilt man (sin & + cos &)2.
Der Nenner ist gleich cos? &« — sin? & = (cos & + sin «) (cos & — sin &).

288



Man kiirzt den Bruch durch cos & + sin &« und erhélt
cosw + sino
cosa — sina
Dann dividiert man Zzhler und Nenner durch cos & und erhilt
‘1 +tanox
1—tana

In der Losung der Aufgabe 784 wurde gezeigt, daB dieser Ausdruck gleich

T .
tan |- + o) 1st.
()
792. Wie_iu der Losung der Aufgabe 790 ergibt die linke Seite cot G’ - y).

= Hﬂ an, setzt fiir % den Ausdruck

Man wendet die Formel cot* -
2 sin &

(i—: - ) ein und erhilt

1 + cos 7—‘—2y .
2 _ 1 +sin2y

sin (g - 2y) cos 2y

793. Man ersetzt die linke Seite der gegebenen Identitdt durch Sinus und Kosinus,
fiihrt die Subtraktion der erhaltenen Briiche aus und ersetzt die Differenz der
Quadrate. .

Dann erhilt man auf der linken Seite

(sin & cos B — sin B cos «) (sin & cos B + sin B cos &)
cos® x cos? B :

Dieser Ausdruck ist gleich dem auf der rechten Seite,
794, Man wendet die Formel tan % = _She

1+ cos g
(i" - g) ein. Dann erhdlt man

. T

sin(= —«

f] (2 ) cos &

tan A = =1 —.
1+cos(g— ) sl

an und setzt fiir %’ den Ausdruck

Nach dieser Umformung ist die linke Seite gleich der rechten,
795, Man verfahrt wie in der Losung der Aufgabe 794.
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796. Man ersetzt 2 cos? « durch 1 + cos 2.
Der Zihler erhilt dann die Form 2(sin 2& + cos 2«).
Er 148t sich wie folgt schreiben:

(cos & — cos 3x) + (sin 3o — sin &).

Man wendet nun die Formel fiir die Differenzen des Sinus und des Kosinus an,
klammert 2 sin & aus und erhélt

2 sin &(sin 2o 4+ cos 2x).

SchlieBlick kiirzt man durch 2(sin 2 + cos 2«) und erhilt den Ausdruck der
rechten Scite.

797. Man formt den Zahler des Bruches der linken Seite um und erhalt
sin& + sin Sx — sin 3& = 2 sin 3x cos 2« — sin 3o
= sin 3a(2 cos 2& — 1).
AnschlieBend fiihrt man die analoge Umformung im Nenner durch und erhilt
cos 3x(2 cos 2x — 1).

798. Man formt die Summe der ersten beiden Summanden der linken Seite mit
Hilfe der Formel fiir die Summe der Sinuswerte um. Den dritten Summanden
sin (b — ¢) formt man mit Hilfe der Gleichung fiir den Sinus des doppelten
Winkels um. '

Man erhalt
25in?a_—2b_—ccosb—c+25inb_ ccosb—c
=genl =0 a2t =0
2 2 2

Der Ausdruck in der eckigen Klammer kann noch mit Hilfe der Gleichung fiir
die Summe der Sinuswerte vereinfacht werden.

799. Man betrachtet den Ausdruck sin® x + cos® x als Summe zweier Kuben. Man
zerlegt ihn in Faktoren und beachtet dabei, daB sin? x + cos® x = 1 ist.
Die linke Seite der Gleichung 148t sich dann folgendermaBen vereinfachen:

—sin*x — 2sin?xcos?x — cos*x + 1 =1 — (sin?x + cos?x)? = 0.
800. Die Summe der beiden letzten Summanden formt man mit Hilfe der Gleichun-~
gen fiir die Summe zweier Sinuswerte um und erhélt

sin(«x + 2?7')+ sin(a +‘;—n) =25in(n+o¢)cos7£

= —2-1—-sinoc = —sinax.
2

Folglich ist die linke Seite gleich 0. -
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801. Man formt folgendermaBen um

sino — sin2ﬁ= 1- cosZa__ 1 —cos2f

2 2
_cos2f — cos 2

7 =’sin(<x+ﬁ)sin(oc—ﬂ).

Die linke Seite der Gleichung nimmt folgende Gestalt an:
sin (45° + &« + 30° — &) sin (45° + & — 30° + &) —

) — sin 15° cos (15° + 2x).

Da sin 75° = cos 15° ist, wird der vorstehende Ausdruck we%ter umgeformt in
cos 15° sin (15° + 2x) — sin 15° cos (15° + 2x) =
= sin (15° + 2& — 15°) = sin 2«,

was zu zeigen war.

802, Der Zihler der linken Seite ist gleich

(sin? ¢ + cos? p) — 2 cos? @ = sin? g — cos? @.

803. Auf der rechten Seite schreibt man fiir sin 2x den Ausdruck 2 sin « cos «.
Man kiirzt den Bruch durch 2 sin & und erhdlt auf der rechten Seite:

1 —cosa
1+ cosa

Dieser Bruch ist gleich tan® g.
804, FaBt man den zweiten und dritten -Summa:iden der linken Seite zusammen
und klammert ¥
cos (&« + @) = cos & cos ¢ — sin & sin ¢
aus, so erhalt die linke Seite folgende Form:
cos? @ — (cos & cos ¢ — sin & sin @) (Cos & cos ¢ + sin & sin @).
Man vereinfacht weiter: R
cos? g — cos? & cos? @ + sin? & sin? @
= cos? (1 — cos? &) + sin? « sin? ¢
= cos? @+ sin? & + sin? & * sin? @,

Der letztgenannte Ausdruck ist gleich sin? x.
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805. Man formt cos (x + f) mit Hilfe des Additionstheorems um und erhilt
sin o + sin?  + 2 sin & sin 8 cos & cos f — 2 sin? « sin? f.
LBt man den dritten Summanden vorerst unberiicksichtigt, so erhélt man:
(sin? & — sin? & sin? B) + (sin? B — sin? & sin? B) =
= sin? &« cos? § + cos? « sin? .
Der ganze Ausdruck hat also die Form: )
(sin & cos B)? + (cos & sin §)* + 2 sin & sin B cos & cos f =
= (sin & cos B + cos & sin f)? = sin? (x + ).
Lésung: sin? (x + f). _
806. Man vereinfacht die Summe der ersten drei Summanden folgendermaBex;:

1—cos2x 1 —cos28

+ sin?p.
2 2 4

sin® & + sin® B + sin’y =

Nach Voraussetzung istx + f + y = =,
alsogilt: y = @ — (¢ + f).
Man erhélt

sin® & + sin® g + sin®y =1- %(cost + cos 28) + sin’ (x + f) =
=1 —cos(x + B)cos (x — B) + [1 — cos? (&« + B)]

oder
sin? « + sin? § + sin?y =

=2 — cos(x + B) [cos (x — ) + cos (¢ + B)].
Der Ausdruck in der eckigen Klammer ist gleich
2 cos & cos B.
Weil x + f = 7 — pist, gilt
sin? o + sin? B + sin?p = 2 + 2 cos y cos & cos f,
woraus die Richtigkeit der gegebenen Beziehung folgt.
807. Man erhilt auf der linken Seite der Gleichung
cota cot B + (coto + cotf) coty.
sin (x + ﬂ)
sin & sin

Der Ausdruck in der Klammer ist gleich
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Dawx + 8 + y = = ist, gilt fiir cot y:
coty = cot [ — (x + B)] = —cot (x + f).
Folglich ist der gegebene Ausdruck gleich

cos (x + f)

cotx-cotff — — —.
sin « sin

Wendet man das Additionstheorem fiir den Kosinus an, so erhilt man

cotacotﬂ—-(

cosacosf  sinasinf)
sinxsinf  sin« sin ﬂ)

= cotacotf} — (cotaxcotf — 1) = 1.

808. Man ersetzt die Faktoren cos g und cos %ﬂ durch die Ausdriicke

. 2m . 4n
sin — sin —
und T,
2sin” 2sin %
5 5

Wenn man den Wert der linken Seite berechnet, so erhilt man

. 4n
sin —
5

4sin”
5
Weil aber sin"%n = sin (:z — g) = sinyg[ gilt, ist die linke Seite gleich i

809. Man formt die linke Seite mit Hilfe der Formel fiir die Summe der Kosinus-
werte um und erhilt

2n =
2cos —cos —.
5 5
Die weitere Rechniung verlduft analog zu der in der Lsung der Aufgabe 808.
810. Esist 1 + cosa = 2 cos® ‘;—‘. Also erhilt der gegebene Ausdruck die Form

2c08?% 4 cos® oder 2cos® cos§+l.
2 2 2\ . 2. 2
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Da cos 60° = ; ist, kann man schreibeﬁ:
2cos % (cos ¥ + cos 60° ).
2 2

Losung: 4cos Zeos (& + 30" Jcos 2 _300).
2 4 4

811. Man formt den gegebenen Ausdruck wie in der L3sung der vorigen Aufgabe um
und erhélt .

2
2cosx(cosa — ¥2).
B 2
Fir \/72 kann man cos 45° einsetzen.
45° + o . 45 —a
——— -sin
2

Lésung: 4 cos & sin

812, Man schreibt den gegebenen Ausdruck in der Form
cos? (o« + B) — sin? (& — B)
und bringt ihn (wie in der Lésung der Aufgabe 656) auf eine Form, die giinstig
zu logarithmieren ist.
Losung: cos 2x cos 28."
813. Man schreibt die Summe folgendermafen:
(1 + cos ) + (tan & + sina),
klammert aus der zweiten Klammer tan & aus und erhilt
(1 + cosx) (1l + tan ).
Der Ausdruck 1 + tan « kann auch als
sin (45° 4+ «)
cos 45° - cos &

tan 45° + tana =
geschrieben werden.
2+/2cos? %‘ sin (45° + &)
Losung: —
Cos x
814. Es werden die Formeln

1 — cosax = 2sin> &
2



und
. . &
sinx = 2 sin - cos —
’ 2 2
verwendet.

Im Zihler erhilt man
25in*% + 2sin%cos ¥ = 25in%|sin ¥ +cos>|.
2 2 2 2 2 2
Der Klammerausdruck ist gleich

sil:lo-‘+sin 90° — %).
2 2

Man wendet die Formel fiir die Summe zweier Sinuswerte an und schreibt den
Ausdruck in der Form

V2 cos (45° - 0—‘).
2

Lésung: 2 \/E cos <45° - E)

! s — si 1
815. Der gegebene Ausdruck ist gleich c_osasl—nzx-l-.
cos o

Der Zihler 148t sich vereinfachen. Man erhilt
2\/—2r:osqc—sin 45"—ﬁ i
B e

(Siehe Losung der vorigen Aufgabe!)
Der Bruch 148t sich noch umformen, wobei der Nenner folgende Form annimmt:

§in (90° — &) = 2sin (45° — %) cos (45° — ).
2 2
" \/E cos %
5 2
Losung: ——— .
o X
cos [ 45° — —)
2
816. Weil cos x — cos 3« = 2 sin 2« - sin o ist, gilt
2sin 2x sin & + sin 2o = 2 sin 2 (sinnc + %)
= 2 sin 2« (sin « + sin 30°).
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817.

818.

819.

820.

821.
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Lésung: 4 sin 2a sin (g + 15°) cos, (g - 15").

Der gegebene Ausdruck ist gleich

tanx +1  tanx —1 _ 4tanc h 2 2tana
l—tanax 1+tana 1—tan’a’ 1 —tan’a

Losung: 2 tan 2x.

Man ersetzt sin 28 durch 2 sin § cos # und kiirzt durch 2 sin 8. Man erhlt so
1 —"cos B
1 + cos ﬂ'

Unter Anwendung der Formel

anf = 4 [LC0SB o @B _ [L=cosB
2 1+ cosp 2 1+ cosp

erhilt man die

]

Lésung: tan* -

Nachdem man die Summe cos « + sin & im Zéhler \/E — (cos & + sin &) und
die Differenz sin &« — cos  im Nenner wie in der Ldsung der Aufgabe 814 um-
geformt hat, erhélt man:

oisin? %= 4%
V211 = cos (x — 45)] _ 2
V2sin (« - 45°) 2sin “—_245 cos u—_245

Losung: tan 2= iz .

Man formt die Summe der beiden letzten Summanden folgendermaBen um:

cos2x + 1 2cos’x

cot 2x + cosec 2x = = cotu.

sin 2x 2 sin & cos &

Lésung: 2 coto.
Man ersetzt cos 2« durch cos? & — sin? & und sin 2« durch 2 sin & cos «.

Losung: 1.



822. Man ersetzt 2 sin? « — 1 durch —cos 2.
Der gegebene Ausdruck erhilt dann die Form:

3

2(—sin2x — 1cos20¢ .
2 2

Man verwendet die Werte

cos 30° = ﬁ
2

sin 30° = l
2

und

Lésung: 2 sin 2x — 30°).
823. Der Zibhler ist gleich

cos2xcoso + sin2sinx _ cos(2a —a) 1
cos 20 COS & cos2xcosx  €OS 2

der Nenner gleich

sinfo + cos’a 1

sin & cos & )
—sin 2x
2

Lésung: % tan 2u.

824, Der gegebene Ausdruck ist gleich (siche Lsung der Aufgabe 823)
2 2

sin4x  sin 4o

(1 + sin 4w),

der Ausdruck in der Klammer gleich

I + cos (90° — da) = 2 cos? 22— 4%,

v 2 o
Lésung: 4 cos F45 - 20()'
sin 4o

825. Der letzte Summand ist gleich cos? x, so daB man den gegebenen Ausdruck in
folgender Forth schreiben kann:

(tanx — 1) (1 — sin x) + cos? x.
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826.

827.

Ersetzt man cos? x durch 1 — sin? x und klammert 1 — sin x aus, dann erhalt
man )
(1 —sinx)[(tanx — 1) + 1 + sinx] = (1 — sin x) (tan x + sin x)

= (1 — sinx)tanx (1 + cos x).

Der erste Faktor wird wie in der Losung der Aufgabe 824 vereinfacht.
Lésung: 4tan x cos® E sin? (45° = %)

Der Zihler des Bruches 148t sich folgendermaBen schreiben:
(I + cos 2x) + (cos &« + cos 3x) = 2 cos? & + 2 cos 2x Cos x,
der Nenner ergibt cos « + cos 2a.
Lisung: 2 cos c.
Der gegebene Ausdruck ist gleich
(1 — sin? B) — sin? x cos? x — cos* o =
= cos? f — cos? o (sin? & + cos? x).

Der Ausdruck cos? f — cos? x 14Bt sich wie in der Losung der Aufgabe 656
umformen.

Losung: sin (x + f) sin (x — f8).

828. Man bringt den gegebenen Ausdruck auf den Hauptnenner cos x cos y cos =

298

und erhilt im Zihler
sin x cos y cos z + sin y cos,z cos x + sin z cos x cos y —
i —sin [(x + y) + z].

Das letzte Glied ist gleich —sin (x + y) cos z — cos (x + y) sin z.
Die Summe der ersten beiden Summanden ist gleich dem Ausdruck

—sin (x + y) cos z.
Der Zihler erhélt die Form
sin zcosx cos y — cos(x + y)sinz = sinz [cosx cosy — cos(x + y)].

Wendet man auf cos (x + y) das Additionstheorem an, so erhilt man im Zahler
sin z sin x sin y.

Ldsung: tan x tan y tan z.



829. Der gegebene Ausdruck ist gleich
Lo 'BCOS e
2

2 sin

Nach Voraussetzung gilt y = 180° — (o + f).
Man erhilt

2sin2 1P +ﬁ ﬂ+25m +ﬁ J
2 2 2

Man klammert 2 sin > + 8 oder, was das gleiche ist,

Tain L0 = e 5 oo au,
2 2

In der Klammer erhilt man dann den Ausdruck

0s ¥ =8 x+h
2 2

+ cos

Dieser Ausdruck wird schlieBlich noch mit Hilfe der Formel fiir die Summe der
Kosinuswerte umgeformt.

B .7

Ljsung: 4 cos % cosP cos?.
2 2 2



12. Goniometrische Gleichungen

830. Formt man die Gleichung um, so erhilt man sin 5x — sin 3x = 0. Wendet man
die Formel fiir die Differenz zweier Sinuswerte an, so ergibt sich

2sinxcos 4x = 0.

Diese Gleichung spaltet sich in zwei Gleichungen auf:
sinx =0 und cos4x =0.

Aus der ersten erhélt man x = zn (n eine beliebige ganze Zahl), aus der zweiten
ax="+ nw,
2
wobei n eine beliebige ganze Zahl ist, d. h.
x = 7—’(1 + 2n).
8
Es ergeben sich also alle ungeraden Vielfachen von '—;
Losung: x = mn;
T
x==Q2n+ 1),
8
wobei n eine beliebige ganze Zahl ist.
831. Man formt die linke Seite der Gleichung folgendermaBen um:
sinx + sin 2x + sin 3x + sin4x =
= (sin x + sin 3x) + (sin 2x + sin 4x)

= 2sin 2x cos x + 2 sin 3x cos x
= 2 cos x (sin 2x + sin 3x)

. Sxe %
= 4 sin = cos = cos x.
2 2
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832.

833.

20

Die Gleichung erhilt also die Form:
. 5 %
sin —cos=cosx = 0
2 2
und zerfillt in drei Gleichungen:
1. sin%x= 0; 2. cosz =0; 3.cosx =0.

Losung: x = 72° -n; x = 180°2n + 1); x = 90°(2n + 1).
Man wendet folgende Umformungen an:
cos (x + 60°) = cos [90° — (30° — x)] = sin (30° — x),
1 + cos 2x = 2 cos® x.
Die Gleichung erhilt dann die Form:
sin (x + 30°) + sin (30° — x) = 2 cos? x.
Man wendet die Formel fiir die Summe zweier Sinuswerte an und erhélt

sin 30° cos x — cos>x = 0

cosx(l —cosx ) =0.
2

Losung: x = 90°(2n_+ 1); x = 60°(6n + 1).

oder

Man formt so um, daB alle Glieder auf der linken Seite der Gleichung stehen
und faBt zusammen. Dann erhilt man

(sin x + sin 3x) — (cos x + cos 3x) + (sin 2x — cos 2x) = 0.
Man formt die ersten beiden Klammerausdriicke um:

2sin 2xcos X — 2¢os 2x cos x + sin 2x — cos 2x = 0
oder
(2cos x + 1) (sin 2x — cos 2x) = 0.

Diese Gleichung zerfillt in zwei Gleichungen:
2cosx +1 =0 und sin2x — cos2x = 0.

Die Losung der ersten Gleichung lautet:

cosx = — —, x=27mj_—§n.

N 1=
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834,

835,

302

Da x = 45° bestimmt keine Ldsung der zweiten Gleichung ist, kann man
durch cos 2x dividieren und erhilt:

tan2x = 1,
woraus
2x = nn + £
4
folgt.

Losung: x = . n £ 3 x=Tn + 1.

Man faBt wie folgt zusammen:
(cos 2x + cos 6x) — (1 + cos 8x) = 0,

wendet die Formel

o
2cos2£= 1 + cosa

an und formt die Summe der Kosinuswerte um:
2 cos 4x cos 2x — 2cos? 4x = 0.
Man klammert 2 cos 4x aus und erhilt eine Differenz zweier Kosinuswerte:

cos 2x — cos 4x.
Diese formt man um und erhalt die Gleichung

cos 4x sin 3xsinx = 0,
die in drei Gleichungen zerfallt:
l.cosd4x =0; 2.sin3x =0; 3.sinx =0.

Die dritte Gleichung braucht man nicht zu 16sen, da ihre Losungen in denen der
zweiten Gleichung enthalten sind, denn im Falle sin x = 0 gilt auch

sin 3x = 3sinx — 4sin®*x = 0.
Losung: x = 7—’(271 +1); x= iy
8 3
Auf der rechten Seite schreibt man fiir sin 3x den Ausdruck
2sin Ead cos B—X
2 2

Die Gleichung erhilt die Form

. 3x . x . 3x 3x
2sin —sin - = 2sin — cos —
2 2 2 2



e o 3f . % 3x
sin —(sin- — cos— )} = 0.
2 2 2

Den Klammerausdruck schreibt man in der Form

X 3x . XN\ E
cos(= —=)—cos—=2sin|{=+ =)sin{x—=}).
2 2 2 4 2 4

Folglich zerfillt die gegebene Gleichung in drei Gleichungen:

sina—x-'—-o; sin(Z+% =0; sin ~H-o.
2 4 2 4

2nn 7 7
Losung: x = —; =—-(4n-1); x==-@n+1).
g 3 2( ) 4( )

836. Die rechte Seite ergibt:

sin [90° — (x + 30°)] = sin (60° — x) = —sin (x — 60°).
Die Gleichung erhilt die Form

sin (x — 60°) = —sin (x — 60°)
oder
sin (x — 60°) = 0,

woraus x — 60° = 180°n folgt.
Losung: x = 60°(3n + 1).

837. Man ersetzt 2 sin? x durch 1 — cos 2x und erhalt folgende Gleichung:

2 sin 3x cos 2x — cos 2x = 0.
Diese zerfillt in zwei Gleichungen:
1

l.cos2x = 0; 2. sin 3x = % Da 5 = sin 30° gilt, ist die Losung der zweiten

Gleichung 3x = 180°z + (—1)" 30°.
Losung: x = 45°(2n + 1); x = 60°1 + (—1)" 10°.

838. Die rechte Seite formt man folgendermaBen um:

20*

3(sin x cos x — §in? x + 1) = 3(sin x cos x + cos? x)
= 3cos? x(tanx + 1).
Die gegebene Gleichung zerfillt in zwei Gleichungen:
l.tanx + 1 =0; 2.sin?x — 3cos?x = 0.

Die zweite Gleichung ergibt tan x = i\@.
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839.

840.

841.

304

Lésung: x = %’(4,1 —1; x= %’(3;; £1).
Man erhilt cos 4x + 2 cos?x = 0.
Da 2cos?x = 1 + cos 2x ist, kann man die linke Seite wie folgt umformen:
v (1 4 cos 4x) + cos 2x = 2 cos? 2x + cos 2x.
Man erhilt die Gleichung
cos 2x(2cos 2x + 1) = 0,
die in zwei Gleichungen zerfallt:
l.cos2x =0; 2.2cos2x + 1 =0.
Als Losung der zweiten Gleichung erhdlt man:
2x = 360°n + 120°.
Losung: x = 180°1 + 45°; x = 180°n + 60°.
Man multipliziert beide Seiten der Gleichung mit sinx. Nachdem man

auf der rechten Seite 1 durch sin?x + cos®>x ersetzt hat, erhdlt man die
Gleichung

sin x cos x = cos? x.

Bemerkung: Wenn beide Seiten der Gleichung mit sin x multipliziert werden,
erhilt man keine Scheinlésung, da sin x fiir die.berechneten Werte des Argu-
ments verschieden von Null ist.
Lésung: x = 2 @n + 1); x="(n + 1).

2 4
Man schreibt die Gleichung folgendermaBen:

sin 3x — sin<§ - Zx) =0.

Sie zerfillt in zwei Gleichungen:

1. cos )—(+7E =0 und 2.sin 2 =0.
2 4 2 4

Die erste Gleichung hat die Losung



woraus
x=Z@n+1)
Ty

folgt; die zweite Gleichung ergibt x = % @n + 1.
T 4
Losung: x ==-@dn+1); x=—@4n+1).
g = ) ; 0( )
842. Man addiert auf beiden Seiten der Gleichung
2sin? % cos2 %
3 3
und erhilt auf der linken Seite
2 N2
sin*Z + 25in? Y cos? Y + cos* ¥ = (sin?¥ + cos?X) = 1.
3 3 3 3 3 3
Die Gleichung nimmt also folgende Form an:
2 X

1 =§+ 25sin*% cos
8 3

Z = 2sin? ¥ cos? 2.
8 3 3

Man multipliziert die Gleichung mit 2, wendet die Formel fiir den Sinus des
doppelten Arguments an und erhilt:

. 22x 3
sin® = =<
3 4
sinz—x= 1—3.
3 2

Lisung: x = 12‘(3n +1).

843. Man schreibt die Gleichung in der Form
3tan?x — (1 + tan?x) = 1,
also gilt
tanx = +1.

Lésung: x = 45°(2n + 1).
844. Man ersetzt 1 + cos 4x durch 2 cos? 2x.

Losung: x = = + 73; x = an + (—1)"2.
2 4 4 24
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845. Man addiert auf beiden Seiten der Gleichung 2 sin? x cos? x und erhilt

(sin2 x 4 cos? x)? = cos 4x + 2 sin? x cos? x
oder

1 —cosdx = %sinz 2x.
Losung: x = gn.

846. Man ersetzt sin 2x durch 2 sin x cos x und dividiert beide Seiten der Gleghung
durch cos? x, wobei x = 90° £ 180°7 sein soll.
Diese Argumente der Winkelfunktion kdnnen offensichtlich nicht Lésungen sein,
denn fiir cos x = Oist sin x = +1. Diese Werte erfiillen die gegebene Gleichung

nicht.
Man erhalt

3 —tan®’x — 2tanx = 0,
woraus tan x = 1 und tan x = —3 folgt.

Losung: x = 7in + 7‘-;; x = mn — arctan 3.

847. Man ersetzt sin? x + cos? x durch 1, dividiert beide Seiten der Gleichung durch
cos? x (siche Bemerkung zur Losung der vorigen Aufgabe) und erhalt
tan? x + \/gtanx =0,
woraus
tanx =0, tanx = —\/5
folgt.

Losung: x = nn; = §(3n - 1).
848, Man ersetzt 2 durch 2 sin? x + 2 cos® x.

Die Gleichung 18st man wie die entsprechende Gleichung in der vorhergehendea
Aufgabe. 3

Losung: x = min + :E; X =an— arctanz.

4 4
2 & 1 3
849. Losung: x = 4:(471 + 1); x = zn + arctan i

850. Man ersetzt \/2_5 durch cot 30°. (Es wird der ,,Hilfswinkel* 30° eingefiihrt.)
Dann kann man die Gleichung in folgender Form schreiben:

cos 30°
cosx =1
sin 30°

sinx +



851.

oder
sin x * sin 30° + cos x cos 30° = sin 30°

und weiter:

cos (x — 30°) =

N | =

Folglich gilt: x — 30:’ = 360°n + 60°.

Losung: x = 360°n + 90° = 90°(4n + 1);
x = 360°n — 30° = 30°(12n — 1).

Die linke Seite kann man als Produkt schreiben:
\/E cos (x — 45°).

Man erhilt folgende Gleichung:

cos (x — 45°) = —1—_
V2

und daraus

x — 45° = 360°n — 45°
und

x — 45° = 360°n + 45°,
d. h.

x = 360°n = 90° - 4n

bzw.

x = 360°n + 90° = 90°(4n + 1).

Ein anderer Weg fiihrt folgendermaBen zum Ziel:
Man quadriert beide Seiten der Gleichung und erhélt

sin?x + 2sinxcosx + cos’x = 1

oder
sin 2x = 0.

Diese Gleichung hat die Losung
x = 90°n.

Es treten auBerdem unechte Losungen auf (verglichen mit den vorstehenden
Ergebnissen). Das Erscheinen dieser unechten Losungen ist dadurch bedingt,
daB beide Seiten der Gleichung quadriert wurden.

AuBer der gegebenen Gleichung kann man noch sin x + cosx = —1 in Betracht
ziehen. Aus dieser Gleichung erhilt man ebenfalls sin 2x = 0. Um die unechten
Losungen zu erkennen, fithrt man die Probe durch.

Fiir n = 0 erhilt man x = 0°.

Dieser Wert geniigt der Gleichung.
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Das gilt auch fiir n = ..., 4, 8, 12, ..., also allgemein fiir n = 4k, d. h. fiir
x = 90° - 4k = 360°k.

Fiir n = 1 erhélt man x = 90°.
Dieser Ausdruck ist ebenfalls Losung der gegebenen Gleichung. Das gleiche
ergibt sich fiirn = ..., 5,9, 13, ..., also allgemein fiir n = 4k + 1, d. h. fiir

x = 90°(4k + 1) = 90° + 360°k.

Fiirn = ..., 2, 6, 10, ... (allgemein fiir n = 4k + 2) und firn= ..., 3,7, 11, ...
(allgemein fiir n = 4k + 3) wird die gegebene Gleichung nicht erfiillt.
Diese Werte erfiillen die Gleichung sinx + cosx = —1.

Losung: x = 90° - 4n; x = 90°(4n + 1).
852. Man formt die rechte Seite der Gleichung um:
1 + sin 2x = sin? x + cos?x + 2sin x cos x = (sin x + cos x)?.
Die Gleichung erhélt dann folgende Form:

sin x 4+ cos x = (sinx + cos x)?
oder
(sin x + cos x) (sinx + cosx — 1) = 0.

Sie zerfillt in zwei Gleichungen:

sinx + cosx =0
und
sinx +cosx — 1 =0.

Die erste Gleichung ergibt
T
x==(4n—-1).
4( )

Die zweite Gleichung 18st man analog zu der entsprechenden in der Losung der
Aufgabe 851.

Lisung: x = 3(4;1 —1); x= g(4n +1); x==-4n.

[ER]

853. Der Losungsweg ist analog dem in Aufgabe 851.

Losung: x = 15°(8n + 1).

854, Man wendet die Formel sin « sin § = %[cos (x —B) — cos(x + B)]

308



an und erhilt

%[cos (x — 7x) — cos (x + Tx)] = l;[cos (3x — 5x) — cos (3x + 5x)].

Nach einigen Umformungen erhilt man '

cos 6x — cos 2x = 0.

Es ergeben sich zwei Gleichungen:

. sindx =0
und
sin2x = 0.

Die Losungen der zweiten Gleichung sind auch Lésungen der ersten.

Losung: x = =

855. Man wendet auf der linken und der rechten Seite der Gleichung folgende
Formel an: '

sinx cos f = %lsin(o‘ + B) + sin(x — p)].
nn T
Losung: x = —; x=-Q2n+1).
LS 5 ( )
856. Es gilt
4 sin x sin 2x sin 3x = sin 2(2x)
oder
sin 2x(2 sin x sin 3x — cos 2x) = 0.
Man verwandelt 2 sin x sin 3x in cos 2x — cos 4x (s. Losung der Auféabe 854)
und erhilt die Gleichung
sin 2x(cos 2x — cos 4x — cos 2x)' =0
oder
sin 2x cos 4x = 0.

Losung: x = ?; X = §(2n + 1).

857. Man ersetzt sin? x durch 1 — cos?x und erhilt 5 cos? x +4cosy — 3 = 0,

J19 -2 J19 + 2
5

woraus cos x = = - folgt. Der andere Wert — ist unbrauch-

bar, da sein absoluter Betrag grofBer als 1 ist.

V19 -2
Y=

Losung: x = 2nn + arccos
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858. Man wendet die Formel fiir cos 2« an, driickt den Kosinus durch den Sinus
aus und erhdlt
10sin?x + 4sinx — 5 = 0.
Losung: x = zn + (—1)" arcsin _2-‘;:—‘;/54 ;

859. Man wendet dl;e Formel fiir den Tangens einer Summe an, erhilt

{an i’+x =1+tanx
4 1 —tanx

und bringt die gegebene Gleichung' auf die Form
tan?x — 4tanx + 1 = 0.
Losung: x = mn + arctan (2 + \/ 3).

1 — cosx

860. Da tan*Z =
2 1+4cosx

und secx = =5 gelten, erhilt man die Gleichung
cos x

8(1—cosx)=l+ 1 )
1 + cosx cos x

Man bringt sie auf die Form
9cos’x —6cosx +1 =0 oder (3cosx —1)* =0.

Losung: x = 2z@n + arccos :];

861. Die linke Seite der Gleichung ist gleich

T o X X

cos(- —x . 2sin = cos =
2 sin x 2 2 x

= = =tan-,

1 + cosx 1+ cosx 2 X
2 cos 5

die rechte Seite gleich seczg — 1 = tan® %

x
Man erhilt tang = tan® >

! Bei der Multiplikation mit dem Hauptnenner kann man eine unechte ‘Wurzel erhalten. In den
folgenden drei Aufgaben haben wir keine Betrachtungen dazu angestellt, denn es kommen keine
unbrauchbaren Losungen vor. Diesen Untersuchungen muB von Aufgabe 865 an groBe Aufmerk-
samkeit geschenkt werden. Siehe dazu Aufgabe 867!

310



Lésung: x = Z:m;v x=g(4n + 1).

& +2x = cos’—; gelten, erhilt man

862. Da cos (% — x) = —cosx und sin
1 + cosx +cos™ =0 oder 2cos*Z + cos¥ = 0.
2 2 2
. 4n
Losung: x = a(2n + 1); x = ?(3n + 1).

863. Man wendet die Formeln

. [3n £ x) x
sin[— — = —cosx und tan{=- — =) =cot=
2 2 2 2

an und érhilt die Gleichung
2(1 + cosx) — \/gcotg =0.

Nachdem man die Formel cotg = 1—+_cﬁc angewendet hat, zerfillt die
sinx

Gleichung in zwei Gleichungen:

14+cosx=0 und sinx = 73
Losung: x = a2n + 1); x=an + (=1)"" 7—;
864. Man driickt cos?x durch 1 — sin? x aus. Nach Umformungen erhdlt man
3sinx + cosx =0 loder tan x = -—%.
n 1
Losung: x = mn — arctan 3

865. Die linke Seite ist gleich
cos x sin x cos x + cos® x + sin® x 1 + cosx
E 1+ cosx = sin x(1 4 cos x) - sin x(1 + cos x)-
Man kiirzt den Bruch durch (1 + cosx). Dabei ist zu beachten, daB 1.+ cosx %0

sein muB. (Anderenfalls wiirde man die Losung erhalten, fiir die cosx = —1
wiire. Diese Losung ist aber unbrauchbar.) Man erhilt die Gleichung

;— =2, d.h. sinx= 1

sin x 2

(Fiir diesen Wert von sin x ist cos x #+ —1.)

311



866.

867.

312

Lésung: x = zin + (—1)" £

Nach den angefiihrten Formeln ist cot (x — n) = —cot (= — x) = cot x. Die
gegebene Gleichung kann man in der Form '

2cotx—(cosx+smx)(L_ 1 >=4
sinx cosx

schreiben. Bringt man die linke Seite auf den Hauptnenner, so erhilt die
Gleichung die Form

1 =
sin x cos x )

s 1 . 1
woraus sinxcosx = - oder sin2x = —
folgen. 4 2

T 4
Losung: x ==n + (=1)"- —.
2 12
Die rechte Seite ist gleich
— cosx % -
COos X _ 1 =cos®x _ sin” x
2sinx 2sinxcosx 2sinxcosx

Man kiirzt den Bruch durch sin x. Dabei ist zu beachten, daB sin x %+ 0 ist.
Sonst wiirde man die Losung erhalten, fiir die sinx = 0 ist. Diese Losung ist
unbrauchbar. Die gegebene Gleichung erhilt die Form (auf ihrer lmken Seite
wenden wir eine der nachfolgenden Formeln an)

sinx + tanx = %tanx oder sinx + %tanx =0.
Diese Gleichung kann man auf die Form

sinx(1+ ! =0
2cos x

bringen. Sie zerfillt in zwei Gleichungen, in

1
2cos x

sinx =0 und 1 + =0.

Die erste Gleichung liefert eine unbrauchbare Losung, denn der Bruch wurde
durch sin x gekiirzt.



Um das Wesen der Sache besser verstindlich zu machen, setzt man in die rechte
Seite sin x = 0 ein,-dann kann man fiir cos x sowohl 1 als auch —1 einsetzen.

In beiden Fillen erhélt man den unbestimmten Ausdruck g

Losung: x = 232(3n £1).

. Die linke Seite ist gleich

1—tanZ tan> (1 — tan2
2 2 2)

l—L I —tan®

x
tan =
2

Man kiirzt durch 1 — tan'—; (dabei ist zu beachten, dal 1 — tang + 0 ist;

sieche Losung der vorigen Aufgabe) und erhédlt —tan ; Die Gleichung hat
dann die Form

—tam)—c=25in'E oder sin™ sec{+2 =0.
2 2 2 2

Sie zerfallt in zwei Gleichungen, in

sin® =0 und cos{=-—£.
2 2 2

Aus der zweiten Gleichung erhilt man g: 360°-n + 120° und damit

x.= 720° - n &+ 240°. Die erste Gleichung hat nur die unbrauchbare L&sung
x = 360° - n. Die Ursache hierfiir ist eine andere als in der vorigen Aufgabe.

In der gegebenen Gleichung tritt cotg auf. Der Wert cot;f verliert fiir

x = 360° n seinen Sinn (,.er strebt gegen unendlich, wenn x gegen 360° - n
strebt‘), d. h., die ganze linke Seite der Gleichung ist nicht erklirt.
Bemerkung: Der linken Seite kann man auf folgende Art einen erweiterten
Sinn zusprechen. Wenn man den Winkel x unbegrenzt an 360° - n (an 0°, 360°,
720° usw.) annéhert, dann néhert sich die linke Seite unbegrenzt dem Wert
Null. Die Zahl Null (die Grenze der linken Seite) kann man im erweiterten
Sinne als Wert der linken Seite auffassen. Dann wire die Lésung x = 360° - n
nicht unbrauchbar. In der Elementarmathematik wird jedoch vom erweiterten
Sinn solcher Ausdriicke kein Gebrauch gemacht.

Lésung: x = 240°(3n £+ 1).
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869. Man wendet einige der genannten Formeln an und érhilt die Gleichung

870.

871.

- 314

sinx — tan x = secx — cos x
oder :
sin x 1 .
—— =— —cosx.
cosx  cosx

sin x —

Man multipliziert beide Seiten der Gleichung mit dem Hauptnenner cos x.
Dabei ist zu beachten, daB cosx = 0 ist. Wenn ndmlich cosx = 0 wire, so

wiirden die Ausdriicke mx und b ihren Sinn verlieren (sie ,,streben gegen

unendlich®). cos x cos x
Man erhilt die Gleichung cos x sin x — sin x = sin? x. Sie zerfillt in zwei
Gleichungen, in

sinx =0 und cosx —sinx = 1.

Die zweite Gleichung kann man auf die Form \/icos (45° + x) = 1 (siche
Losung der Aufgabe 851) bringen. Dann folgen

%y =360°-n und x; = 360°-n — 90°.

Die Losung x; =360°-n ist in der Losung der ersten Gleichung
(x3 = 180° * n) enthalten, die L&sung x, = 360° - n — 90° ist unbrauchbar, da
cos (360° - n — 90°) = 0 ist.

Losung: x = 180° - n.

Man wendet die Formeln sec? x — tan?x = 1 und cos 2x = cos? x — sin? x
an und erhilt die Gleichung

1 — tanax = cos® x — sin” x

cos® x
die auf die Form tan? x — tan x = 0 gebracht wird.
Losung: x = m-n; x= "_:(4,, 1)

Man schreibt die Gleichung in der Form

= cos® x — sin® x.

sin® x(sin x + cos x) n cos® x(sin x + cos x) _
sin x cos x
Dabei ist zu beachten, daB sinx = 0 und cosx + 0 sind. Man kiirzt die Briiche,

schreibt die Gleichung so, daB auf einer Seite 0 steht, klammert sin x + cos x
aus und erhilt

(sin x + cos x) (sin? x + cos? x — cos x + sinx) = 0.



Man ersetzt nun sin? x + cos? x durch 1. Die Gleichung zerfillt dann in zwei
Gleichungen, in
sinx + cosx =0 und cosx —sinx = 1.

Die erste Gleichung liefert x, = E(4n — 1), die zweite (sieche Losung der Auf-
gabe 869) hat die Losungen

X, = 27n und x; = ’5'(4n = 1.
Die Losungen x, und x; sind unbrauchbar, denn fiir x = 2zn erhilt man
sinx = O und fiir x = g(4n — 1) istcosx = 0.
Losung: x = 1‘:(4n - 1).

872. Man wendet die Formeln fiir trigonometrische Funktionen dreifacher Winkel
an:
sin 3x = 3sinx — 4sin®x, cos3x = 4cos®x — 3cosx.!

Die linke Seite bringt man auf die Form

3 sin x cos x(cos?x — sin’x) = gsin 2x cos 2x = %sin 4x.

. . . 1
Die gegebene Gleichung lautet dann sin 4x = >
mTn 4
Losung: x = —— + (=1)"- —.
4 ( 24 4

873. Man schreibt die gegebene Gleichung folgendermaBen um:
tan 2x = tan 3x — tanx.
AnschlieBend dividiert man beide Seiten der Gleichung durch 1 + tan x tan 3x,
um auf der rechten Seite die Formel fiir den Tangens der Differenz zweier
Winkel anwenden zu koénnen.

Man erhilt
ﬁ%; = tan 3x — x),
daraus folgt
tan 2x = tan 2x(1 + tan x tan 3x)

! Diese Formeln kann man sich miihelos selbst herleiten, indem man die Formeln fiir den Sinus und
Kosinus der Summen zweier Winkel (2x und «) anwendet und danach die Formeln fiir den Sinus
und Kosinus von 2« benutzt.
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oder
tan x tan 2x tan 3x = 0.

Diese Gleichung zerfillt in drei Gleichungen, in
tan3x =0, tan2x =0 und tanx =0.
Die Losung der ersten ist x = J;—" Die dritte Gleichung liefert keine neue

Lésung, da alle ihre Losungen (x = zm) in den Losungen der ersten enthalten

sind (fiir n=3m ist n_3_n = nm). Die zweite Gleichung hat die Losung

x=2 Fir gerades n ist diese Losung wiederum in der ersten enthalten
(fiir n = 2k erhilt man ? = nk), fiir ungerades n (n = 2n’ + 1) ist sie da-
gegen iiberhaupt nicht Losung der gegebenen Gleichung; denn die Funktionen
tan x und tan 3x, die in der Gleichung auftreten, verlieren fiir x = g(Zn’ +1)

ihren Sinn (,,streben gegen unendlich*). Deshalb muB die zweite Gleichung ver-
worfen werden.
Losung: x = %ﬂ

874. Man verwendet die Formel fiir den Kosinus einer Winkeldifferenz und bringt

damit die rechte Seite auf die Form \/5 (cosg + sin ;) Deshalb driickt man
auch die linke Seite durch das Argument ; aus und erhalt:
(1 + cosx) + sinx = 2 cos?> +2 sin2 cos ¥
2 2 2
X X o
= 2cos=(cos -+ sin-}.
2 ( 2 2)
Man schreibt die Gleichung so, daB auf der rechten Seite Null steht:

cos)—‘ + sin{ 2:05'5 - \6) =0.
2 2 2

Diese Gleichung zerfillt in zwei Gleichungen. Die Losung der einen ist
x = 360° - n — 90°, die der anderen x = 720° - n + 90°.

Im letzten Ausdruck kann man das doppelte Vorzeichen + durch das Vor-
zeichen ,,plus* ersetzen, weil sich alle Werte 720° - n — 90° unter den Werten
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360° - n — 90° befinden. (Wenn man néimlich im Ausdruck 360° - n — 90° nur
gerade n verwendet, d. h., wenn n = 2#’ ist, dann erhilt man 720° - n’ — 90°.)

Losung: x = 360°-n — 90°; x = 720°-n + 90°.

875. Man schreibt die gegebene Gleichung in die Form sin? 2x = sin 3x + sin x um,
Es folgt dann sin? 2x = 2 sin 2x cos x. Man formt die Gleichung so um, daB
auf einer Seite Null steht und erhilt

.sian(sian —2cosx) =0
oder
2sin2xcos x(sinx — 1) = 0.

Die Gleichung zerfallt in drei Gleichungen, in
sin2x =0, in cosx=0 undin sinx = 1.

Die beiden letzten braucht man nicht zu betrachten, da alle ihre Lésungen in
denen der ersten enthalten sind.
(Es ist sin 2x = 2sinx cosx = 2sinx+/1 — sin? x. Also ist sin 2x = 0, wenn
cos x = 0 oder sinx = 1 sind.)

Losung: x = 90° - n.
876. Die linke Seite der Gleichung ist gleich 2 cos? x — 3 cos x. Die rechte Seite
verliert ihren Sinn fiirr x = 72—’11, denn cot 2x ,,strebt gegen unendlich. Deshalb

muB x # gn sein. Der Nenner der rechten Seite ist gleich

cos2x _cosx _ (2cos’x — 1) — 2cos’x _ -1

sin2x sinx 2sinx cos x 2sinxcosx’
so daB die rechte Seite gleich
—cosec (# — x) * 2 sin x cos x = —2 cosec X * sin x cos x
ist, sin x
Das Produkt cosec x * sin x (d. h. ———) kann man durch den Wert eins er-
: sin x,

3 e sin x .
setzen, da die Werte von x, fiir die der Bruch —— den unbestimmten Aus-

0 sin x
druck 6 annimmt, ausgeschlossen sind.

Man erhilt die Gleichung

2cos’x — 3cosx = —2cosx oder cosx(cosx—§)=0,
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woraus cosx = 0 oder cosx = % folgen. Im ersten Falle erhdlt man den

Wert x = g(Zk + 1), der bereits ausgeschlossen wurde.

Lisung: x = 7—;(671 + 1).
Bemerkung: Der Wert x = g(2k + 1) ist dann Losung, wenn man der

rechten Seite einen erweiterten Sinn zuspricht, wie es in der Bemerkung zur
Lésung der Aufgabe 868 (S. 313) geschah.

877. Die linke Seite ist gleich
(cosx + sinx)?> + 1 =2 + 2cosxsin x,

2 sin® .
s"l X — 2cos*x. Dabei muB gefordert werden, daB

die rechte gleich

sin x # 0 ist. Die Gleichung erhilt die Form

2(1 — cos?x) + 2cosxsinx =0
oder
sin? x + sin x cosx = 0.

Sie zerfillt in zwei Gleichungen, in
sinx + cosx =0 und sinx =0.

Fiir sin x = 0 ist aber die rechte Seite nicht erklrt.
Losung: x = —:—: + 7.
878. Die rechte Seite ist gleich

2sin(Z + x)cos(Z + x) =sin(Z + 2x
4 4 2

= cos 2x = cos” x — sin’ x.

Weiter 16st man die Aufgabe wie die vorige.
Losung: x = 7‘—:(471 - 1); x=an.
879. Die linke Seite ist gleich 2 — sin 3x, die rechte gleich
1—2cos 7_:_3_x sin LA =1—sin(Z -3
4 2 4 2 2
=1 — cos 3x.
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Die Gleichung bringt man auf die Form
cos3x —sin3x + 1 =0.

Man 16st sie nach dem (ersten) Verfahren der Aufgabe 851, formt
cos 3x — sin3x zu 2sin (; = 3x)
um und erhilt
fid 1 . n 1
sin(- —3x)= ——=, d.h. sin (3x — —) = —.
(4 ) 2 4) /2

Folglich ist

T 7
Ix—==(-D"=+ nn,
(=1 7

B

d.h.
3x = %‘ 1+ (=1)] + nx.

Bei geradem » ist der Ausdruck in der eckigen Klammer gleich 2, fiir ungerades n
gleich Null. Deshalb erhilt man, wenn fiir n = 2n' (n’ eine ganze Zahl) gesetzt

wird, 3x = g + 2nn'. Setzt man n = 2n' + 1, dann erhilt man:

3x = a2n' + 1).

AuBer dem Verfahren, das in der Losung der Aufgabe 851 gezeigt wurde (es
fithrte unbrauchbare Wurzeln ein), kann man hier und auch in der Aufgabe 851
das folgende anwenden. Nachdem man wie oben die Gleichung

cos 3x —sin3x +1=0

erhalten hat, wendet man die Formeln

1+ cos3x = 2cos237x

und
sin 3x = 2 sin 3 cos )
2 2

an.

Dann erhiélt man eine Gleichung, die in zwei Gleichungen zerfllt. Eine davon
(cos%x = 0) ergibt

3x

7=’-2'(2n+1), d.h. 3x =20+ 1),
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die andere

3x i 3x
cos — — sin — =
2 2

ergibt

w

X

X am, doh 3x =74 2.
2 4 2

Lésung: x = ’g'(2n+ ); x= %(4n+ 1.

880. Man bringt 1 + sin 2x auf die Form
(cos? x + sin? x) + 2 sin x cos x = (cos x + sin x)?

und schreibt fiir tan x den Bruch anxy . Dann bringt man alle Glieder auf den
cos x

Hauptnenner (cos x) und multipliziert beide Seiten mit ihm. Dabei fordert man,
daB cos x # 0 ist. Man erhilt die Gleichung

(cos x — sin x) (cos x + sin x)? — (cos x + sinx) = 0.
Diese Gleichung zerfdllt in zwei Gleichungen, in cosx + sinx = 0 mit der
Losung x = 3(4; — 1) und in cos®’x — sin®x — 1 = Q oder cos2x — 1 =0
mit der Losung x = zn.

Losung: x = 7—‘:(ltn —1); x=an.

881. Man bringt 1 — sin 2x auf die Form (cos x — sin x)? und cos 2x auf die Form
(cos x + sin x) (cos x — sin x). e
Den Bruch kiirzt man durch cos x — sin x und beachtet dabei, daB diese Differenz
verschieden von Null ist.!
Man erhilt die Gleichung

cosx + sinx

cosx + sinx = —.
cosx — sinx

Beseitigt man den Nenner (unter den gleichien Bedingungen), so erhdlt man

(cos x + sin x) (cosx — sinx) — (cos x + sinx) = 0
oder
(cosx — sinx — 1) (cos x + sinx) = 0.

1 Dabei ist zu iiberpriifen, ob die Werte von x, fiir die cos x = sin x ist, Losungen der gegebenen
Gleichung sind.
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Wenn man die Gleichung cosx + sinx = 0 18st, erhilt man x = an — %‘

Die Gleichung cos x — sinx — 1 = 0 16st man folgendermaBen (s. Losung der
Aufgabe 879):
Man bringt sie auf die Form

\/§~sin(§——x>=l, d.h. sin< —§)=—\/LE.

Daraus folgt

14 Wf_T
x—z—(—l)( 4>+:'tn.

Fiir gerades n (= 2m) gilt x = 2n = 2am, fiir ungerades n (= 2m — 1)

7 n
x==4+an==0Am-1).
5 2( )

Man kann auch das zweite Verfahren der Aufgabe 879 anwenden.
Lisung: x = %‘(4;1 —1); x=27n; x= g(4n - D.

882. Die rechte Seite ist gleich cos 2x, die linke gleich
(cos x + sin x)? (cos x — sin x) = (cos x + sin x) (cos? x — sin? x).

= (cos x + sin x) cos 2x.

Lamg.-x=§(zn +1); x=2an x= §(4n + ).

883. Die linke Seite ist gleich '

1 4sin® x cos? x _1 .2

(unter der Voraussetzung, daB cos x # 0 ist). Auf der rechten Seite wendet man
die Formel

sinosin f = %[cos(oc — B) — cos(x + B)]
an. Man erhilt

— 1+ 4sin’x

1 - 11 o
= (cos 60° — cos 2x) = ~| = — (1 — 2sin =
2( ) 2[2 ( * x)] 4
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Jetzt hat die Gleichung die Form

1——si112x= - 1—sinzx g
2 3 ‘

woraus sin’x = &II folgt, d. h. sinx = % oder sinx = — %

Die beiden Lésungen x = 180° - n + (—1)"- 30° und x = 180° - n — (—1)" - 30°
kann man zu einer Formel zusammenfassen: x = 180° - n + 30°.

Losung: x = 30°(6n + 1).

884, Die linke Seite ist gleich sin 60° cos x, die rechte gleich

tan x cos* x + cot x sin* x = sin x cos® x + cos x sin® x.

(Bei der letzten Umformung wurde gefordert, daB cos x # 0und sin x % 0sind.)
Dieser Ausdruck ist gleich

sin x cos x (cos? x + sin? x) = sin x cos x.
Die Gleichung bringt man auf die Form cos x (sin 60° — sin x) = 0.

Diese Gleichung zerf#llt in zwei Gleichungen, von denen eine, ndmlich cos x = 0,
unbrauchbar ist.

Losung: x = 180° - n + (—1)"- 60°.

885. Man wendet die Formel

tan’—c N 1 — cOS X
2 sin x
an und erhilt auf der linken Seite sec> x — 1 = tan? x. (Da durch sin x gekiirzt
wurde, gilt die Bedingung sin x = 0.) Die linke Seite ist gleich
sin (x — 30°) + sin (x + 30°) =2smxcos 30 B \/gtanx.
cos x cos x
Die Gleichung bringt man auf die Form tan x (tan x — \/3) = 0. Sie zerfillt
in zwei Gleichungen, von denen eine, nimlich tan x = 0, eine unbrauchbare
Lésung liefert. (Wenn ndmlich tan x = 0 ist, dann ist auch sin x = 0).

Lésung: x = 60°(3n + 1).

886. Den Ausdruck tang + cotg bringt man auf die Form
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Man erhilt die Gleichung

1

\/isinx= 3
: V/isinx

)

Lisung: x = ’5(2,. +1).

887. Die linke Seite ist gleich

ZJE-%-(sinx + cos x),

die rechte gleich

2cos®x _20 - sin® x) _

- - 2(1 — sinx).
1+ sinx 1 + sinx

Man erhilt 2(sin x + cos x) = 2(1 — sin x) und formt weiter um:

(1 —=cosx) —2sinx =0,
2sin2% — 4sinFcos = 0.
2 2 2
Lisung: x = 2nn; x = 2(mn + arctan 2).
888. Der Bruch auf der linken Seite ist gleich

2z

/3

2 . : 21 .
= —=(sin 2x cos x — cos 2x sin x) cos x = —=sin x cos X.

3

Die rechte Seite ist gleich -

(sin 2x — cos 2x tan x) cos” x =

(cos? x + sin? x) (cos? x — sin? x) = cos? x — sin? x.
(Der Ubergang zu doppelten Winkeln wire hier unrationell.)
Die Gleichung schreibt man dann in der Form

. 2 .
(1 — cos®x) + sin*x — ——=sinxcosx = 0

V3

oder 2
2sin’x — —=sinxcosx = 0.

Losung: x = 180° - n; x = 180°-n + 30°.
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889, Die linke Seite ist gleich 3 sin x — 4 sin® x, die rechte gleich 4 sin x(1 — 2 sin? x).
Man erhilt die Gleichung sin x(4 sin? x — 1) = 0.

Lisung: x = 180°-n; x = 180° - n £ 30°
890. Die rechte Seite ist gleich

" o x
smxsm£+oosxcos—
g x
sinx + cos x cot — =

2 . X
sin=

Der Zighler dieses Ausdrucks ist gleich cos (x - ;:) = cos z, so daB man auf

der rechten Seite cotg erhalt.

Die linke Seite ist gleich

X

2cos*Z
1+cosx _ 2
cosx cosx

Die Gleichung hat jetzt die Form

x
2cos?=

x
—cot==0.
cos x 2

Man klammert cotg aus und erhilt

X . X
(2 cos = sin’=

Ccos x

cot z
2

—1>=0, d.h. cotg(tanx—l)=0.
L&.mng:x=nn+7—4‘; X =2an + w.

891. Der Nenner des Bruches ist gleich
sin 2x cos x — cos 2xsinx _ sin x _ tanx
€oS X oS 2x cosxcos2x  cos2x

Der ganze Bruch ist gleich sin 2x. Die Gleichung hat also die Form
sin 2x — 2 sin (45° + x) cos (45° + x) = 0
sin 2x — cos 2x = 0,

woraus tan 2x = 1 folgt.

oder

324



Lisung: x = 90° - n + 22° 30'.
892, Es gilt
. tan (x — 45°) tan (x + 45°) = tan (x — 45°) cot (45° — x) = —1.

Dabei muB x % 45°(2n + 1) sein, weil sonst einer der Faktoren gleich Null und
der andere nicht definiert wire.
Den Nenner der rechten Seite bringt man auf die Form

Dabei wird vorausgesetzt, daB x = 180° - n ist, weil sonst entweder tan;f oder

cotg nicht definiert wire.

Man erhilt die Gleichung
4cos® x
—tanx = —
2cotx

die unter der Voraussetzung, daB x = 180°x ist, auf die Form tan x cos 2x =0
gebracht wird. Die letzte Gleichung hat die Losungen x, = 180°-n und
X, = 45°(2n + 1). Diese Losungen entsprechen aber nicht den geforderten Be-
dingungen.
Antwort: Die Gleichung hat keine Losung.
893, Die rechte Seite ist gleich —tan x (siche Losung der vorigen Aufgabe), die linke
bringt man auf die Form
sin? (x + 45°) — cos? (x + 45°)
2sin (x + 45°) cos (x + 45°)
= — cot (2x + 90°).
Man erhalt die Gleichung tan 2x = —tan x.
Sie kann in der Form tan 2x = tan (—x) geschrieben werden.
Daraus kann geschlossen werden, daB sich die Winkel 2x und (—x) um 180° - n
unterscheiden. Man findet aus der Gleichung 2x = —x + 180°- n schlieBlich
x = 60°-n.

%[tan (x + 45°) — cot(x + 45°)] =

Ljsung: x = 60° * n.
894, Die linke Seite ist gleich
sin 2x _ sin 2x

Sl hehostige—ny 1 (cos 2& + cos 2x)
) 2
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Man erhilt die Gleichung

2 sin 2x

——————— _ =2cotx,
cos 2o + cos 2x

wendet die Formeln sin 2x = 2 sin x cos x sowie cotx = cf)j an und bringt
die Gleichung auf die Form BlLX:
cos x (2 sin? x — cos 2x — cos 2x) = 0.

Die Gleichung 2 sin? x — cos 2x — cos 2o = 0 liefert, wenn man 1 — cos 2x
statt 2 sin? x schreibt, 2 cos 2x = 1 — cos 2x, woraus cos 2x = sin2 & folgt.

Lisung: x = E(Zn +1); x=an+ %arccos (sin® &).

895. Die linke Seite ist gleich 1 — sin x, der Nenner der rechten Seite gleich

an® — tan (” + f) —tanZ + cot%.
2 2 2 2 2 .
Diesen Ausdruck bringt man auf die Form i . Man erhilt die Gleichung
1 —sinx = sinx.
Losung: x = 180° - n + (—1)"- 30°,

896. Die linke Seite ist gleich tan x, die rechte (siche Losung der Aufgabe 894) gleich
1+ 2tanx.

Losung: x = 45° - (4n — 1).

897a, Es gilt
sin®x = (sin?x)> = (I‘L“"‘)2
analog ist 2
l—cc:s(2x+7—z)2 L 2
sin® <x ” a_z) _ 2J| _ (1 + sin 2x> )
4 2 2

Die Gleichung hat jetzt die Form 1 — cos2x + sin2x = 0 oder

2sin?x + 2sinxcosx = 0.

Losung: x = mn; x = mn — 71
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897b. Die Gleichung bringt man (siehe Lésung der vorigen Aufgabe) auf die Form

= 2 : 2 - 2
1 — cos2x 3 1 + sin 2x + 1 — sin 2x = 2
2 2 . 2 8

Nach einigen algebraischen Umformungen erhilt man

3 — 2cos 2x 4 cos® 2x + Zsin22x=%.
Man driickt sin? 2x durch 1 — cos? 2x aus und erhilt die Gleichung
cos® 2x + 2 cos 2x — % =0.

V6 V6

Sie liefert cos2x = —1 + T (Der Wert —1 — 7 ist nicht brauchbar,

denn sein absoluter Betrag ist groBer als 1.)
Losung: x = zn £ larccos -1+ \/—6 :
2 2
898. Die linke Seite der ersten Gleichung bringt man auf die Form
%(cosx + cos y).

Man l6st das System und findet

N

cosx =—; COSy=

1
2

I
g

Losung: x = 2mk + g; y ! +

w1

cos(x — y) — cos(x + )

5 ist, kann man die zweite Gleichung

899, Da sinxsiny =
fo]gendermaBen schreiben:
cos (x — y) — cos(x + y) = 2m.
Es ist aber x 4+ y = «, folglich gilt cos (x — y) = 2m + cos «, woraus
Xx — y = 2zn + arccos (2m + cos x) .
folgt. Das gegebene System zerfillt in zwei Gleichungen
X+y=«

x — y = 2mn + arccos 2m + cos &)
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und
xX+y=un

x — y = 2an — arccos (2m + cos &)

Lisung: x = an + g %+ %arccos (2m + cos &)
o 1
y=—mn+ E - Earccos(2m + cos «)
a 1
X =azn+ 5 Earccos @2m + cos x)

y=—nn +'§ + éarceos (2m + cos x).

sin (& + )
cos x cos f

900. Man wendet dic Formel tano + tanf = an und schreibt die

zweite Gleichung folgendermaBen:
sin(x + ) _ -
€05 X COS y

Man ersetzt cos x cos y durch
cos(x + y) + cos (x — y)
—— . =

2
X + y durch « und erhilt
2sina
—_—=m
cosa + cos (x — y)
oder
2sina
cos(x — y) = —— — cos«x.
m

Folglich gilt entweder

X —y=2nn +arccos(m— cosa)
m

oder

2sin
y-—x=2m|+arccos( 'x—cosa).
m

Jede dieser Gleichungen ergibt zusammen mit der Gleichung x + y =« ein
System, das geldst werden muB. Nebenbei sei bemerkt, daB die beiden so er-
haltenen Systeme sich voneinander dadurch unterscheiden, daB die Unbekann-
ten ihre Rollen vertauscht haben. Deshalb geniigt es, eines der beiden Systeme '
zu losen.
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Lasung:x(=y)=nn+°—‘+larccos 2smo‘—cosm s
2 2 m

a 1 2sina
y(=x) = —an + - — - arccos —cos«x .
2 2 m
901. Man lgse wie in der vorigen Aufgabe.
Lb'swlg:x=1-t(4n+ 1; = —an
T
= —nn; =-(4n+1).
4( )
902. Da 1 = 2° und 4 = 16* ist, kann man das gegebene System folgendermaBen
schreiben:
sinx + cosy =0

sin®x + cos’y =

N | =

Daraus erhilt man

sinx=}-, cosy = —
2
und

NI= NI~

3 1
smx=—-5, cosy = -.

Lisung: x = 180°+n + (—1)"+30°; y = 360°-n £ 120°
x=180°-n—(=1)"+30°; y=360°n+ 60°.
sin x sin y

903. Die zweite Gleichung kann man auf die Form ——— =

| :
- — bringen, worin
cosxcosy 3

auf Grund der ersten Gleichung sin x siny = \l/_ ist.
Man erhilt das Gleichungssystem o
3 . » 1
COSXCosy = —=; sinxsiny = —-=,
42 42
addiert und subtrahiert gliedweise und erhélt
cos(x-—y):L_ und cos(x+y)=—l—.
V2 24/2

Daraus folgt

x + y = 2mwm + arccos x—y=2nki7£;

il
242’
hierbei sind m und k beliebige ganze Zahlen.
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In jeder der Gleichungen kann man das positive oder negative Vorzeichen
beliebig verwenden.

Bemerkung: Die Zahlen m + k und m — k sind auch ganz, jedoch nicht
vollig willkiirlich wihlbar. (Wenn eine von ihnen geradzahlig ist, dann ist es
auch die andere. Ist jedoch eine von ihnen ungeradzahlig, dann ist auch die
andere ungeradzahlig.)

Losung:
lx—:rm+larccosl—+:1'y-—m-i—larccos—l——]—[
2 242 % 2 22 8
1 1 F ] 1 1 F4
2. x = zn + - arccos — —; Y =@t + -arccos —= + —
2 2\/5 8 2 2\/2 8
3x—nn—--1-arccos——l—+§ y—nr—larccos——g
2 22 8 22 8
1 1 7T | 1 T
4. x =7n — —arccos —= — —; y = mt — —arccos —= + -,
2 242 8 2 242 8

wobein = m + kv; t = m — k (m und k beliebige ganze Zahlen) sind.

904. Man erhebt beide Seiten jeder gegebenen Gleichung ins Quadrat, addiert glied-
weise und erhilt

1=4sin’y +§coszy oder 1 =4(1 — cos®y) + icoszy.

Daraus folgt cos® y = g und sin’y = é In jeder der Gleichungen

cosy = ii und siny = iL

7 7

kann man ein beliebiges Vorzeichen verwenden (so daB in den Grenzen von
0° bis 360° der Winkel y vier Werte erhilt). Wir setzen diese Werte in die ge-
gebene Gleichung ein und finden, daB die Winkel x und y eine der vier folgen-
den Beziehungen erfiillen:

; 1
siny = —;

V5

1 y 2
l.cosx = —, sinx=—=, cosy=

NG NG

1 . 2
2.co8x = —=, sinx=——, cosy=

Js Js

2
NG

siny = —

2 1.
Js Vs
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3.cosx = - sinx = = cosy = L siny = ds
' ND) V5 NG NG

4. cosx = s sinx = - cosy = = s.iny= =t
Vs V5 V5 Vs

Betrachten wir die erste und nehmen eine einzelne Gleichung, z. B.

. 1
CosX = —=.

NE

Sie liefert x = 2mn + arccos —=

/ 5

Der Winkel ¢ = arccos :}—_ muB aber (nach Definition des Hauptwertes des
5

Arkuskosinus) im ersten oder zweiten Quadranten liegen, wo die Sinusfunktion

immer positiv ist, d.h., man kann nur das Vorzeichen plus beriicksichtigen. Aus

der Gleichung x = 27n + ¢ folgt tatsdchlich °

sinx = +sing = ii_.
W
Uns war indessen nur die Gleichung sinx = i_ (mcht aber sinx = ——)
gegeben. \/5 ‘/5
So verfihrt man auch mit dem Winkel y.
Fiir den Fall 1 erhilt man also

X = 2an + arccos —=
V3

2
y = 2nn; + arccos —,

NG

wobei # und n, beliebige ganze Zahlen sind.
Fahrt man so fort, dann findet man, daB im Falle 2

2
X = 27tn — arccos —=, y = 27n; — arccos —=

«/_’ NE

ist, analog im dritten und vierten Fall.

) 2
Losung: x = 2nn + arccos (j; —l—_) y = 2an; + arccos (i— ——_)
Vs Vs
Dabei sind die Vorzeichen in den Klammern fiir x und y und ebenso die vor
dem Arkuskosinus jeweils gleich.
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13. Zyklometrische Funktionen

905. Es gilt _
arcsin —ﬁ = —E, arccot (—1) = -—n,
2 3
1 ]
arccos —= = —; arccos (—1) = n.
N
Sm
Losung: —.
& 6

906. Der Winkel @ = arccosx liegt zwischen 0° und 180° (nach Definition des
Hauptwertes des Arkuskosinus), d.h., sin ¢ ist nicht negativ. Es gilt cos ¢ =x,
woraus sin ¢ = v/ 1 — x? folgt. (Nur das Vorzeichen ,,plus* kann beriicksichtigt
werden.) Folglich ist

J1-x

tanp = ———, d.h. tan (arccosx) =
) x

N
—

was zu beweisen war.

907. Siehe Ldsung der vorigen Aufgabe!

908. Angenommen, es sei arccot (— %) = @, dannist cotp = — 3 Der Winkel ¢
liegt zwischen 90° und 180° (denn der Hauptwert des Arkustangens liegt zwischen

0° und 180°). -
Man muB auch sin i; bestimmen. Dazu wendet man die Formel

s [l—cosqz
sin- =+ [———
2 2

an, in der von den beiden Vorzeichen + nur das Vorzeichen + verwendet

werden kann. (Der Winkel 22: liegt nédmlich im ersten Quadranten.) Vorher
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wird cos ¢ nach der Formel

cotx

COS & = ———m/———o—
+ 1 + cot’ &

bestimmt. Man erhilt

Hlw

3
Cosp = ———=—= — C.

Ji+d
16

(Vor der Wurzel steht nur das Vorzeichen ,,plus*, da ¢ im zweiten Quadranten
liegt.)
Jetzt findet man —

3
—_— 1+=
sin? = \/ﬂ? V. s5_2
2 2 2
3 2
Lisung: sin 1arccot -3)===
2 4 NE

V2 2+/2

909. Es sei arcsin (— 2T) =@, sodaB singp = — u ist. Der Winkel g liegt

in den Grenzen von —90° und 0°. (Der Hauptwert des Arkussinus liegt zwischen

—90° und 90°.) Es soll sin ? bestimmt werden. Dieser Wert ist negativ. Deshalb
kann in der Formel

sing‘:i\/l—cosa
2 2

nur das Vorzeichen ,,minus* verwendet werden. Man erhilt

sin P = \/1 —cosq)’
2 2

ist.

Ldsung: sin I} arcsin <— 23\/
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910.

Y1

—

912.

913,

914.

334

Der Winkel ¢ = arccos (— ;) liegt zwischen 90° und 180° (siche Losung der

beiden vorigeh Aufgaben), d. h., cotZ st positiv, so daB cot ¢ \/ ot o8 g
gilt. v 2 2 1 = cos¢p

Hier setzt man cos ¢ = — ;

i 1 NIRE)
Losung: cot| -arccos | — -} [ = —.
2 7 11

. Da arctan —\LS =7 und arcsin —\ﬁ =z sind, gilt
6 6 2 3
tan 5-——-— =tan3—n=—1
4
Lésung: —1.
Es gilt arctan \/3 = 13’ und arccos;— = 7—;

Der weitere Losungsweg ist analog dem der Aufgabe 911.

1
Losung: -.
52

Es sei
1) arctan (3 + 2 \/2) =«

()] arctan \LZ = f.
2
Dann ist zu zeigen, dal

@ «-p=7
ist. Aus

tan (x — B) =

tana — tan £
1+ tanax tan f

erhilt man mit Hilfe von (1) und (2)
. @ +2v2) - ‘/72
@ tan (& — f) = —\/
1+(3+2 \/ Y2



915.

Andererseits ist aus (1) und (2) zu erkennen, daB jeder der Winl(el « und B
zwischen 0 und g liegt und daB « > fist (denn 3+ 2\/5 > %-2) Folglich
liegt der Winkel & — § ebenfalls zwischen 0 und 7—;, so daB man aus (4)

x—f= Z erhilt, was zu zeigen war.

Bemerkung: Um zu beweisen, daB der Winkel « — f gleich E, d. h. gleich 45°

ist (nicht aber gleich 225°, —135° usw.), kénnte man Tabellen verwenden, in
denen man unmittelbar die Winkel & und g ablesen kann. Dabei kann man sich
mit groben Anndherungen begniigen (z. B. nur ganze Grade beriicksichtigen).

Setzt man \/5 ~ 1,4, so findet man « = arctan 5,8, was etwa bei 80° liegt. (Die
Abweichung iiberschreitet 15- bewuBt nicht.) Ebenso findet man ~ arctan 0,7,
was bei 35° liegt. (Die Abweichung ist auch hier kleiner als 1?) Folglich unter-

scheidet sich & — voﬁ 45° um weniger als 1°, d. h., es ist genau gleich 45°.

Es sei _
arccos \/2 = &, arccos \/6 +1 = ,3,‘
3 23

so daB = -
2 V6 +1
cosx = 3 und cosf = ———=—

24/3

sind. Beide Winkel  und f liegen im ersten? Quadranten. Es ist zu zeigen, daB

2
x—f = - ist.
4 6
Man bestimmt sin (x — B). Dazu berechnet man vorher
sinae =+/1 —cos?x und sinf =+1— cos?f.

(Die Winkel « und B liegen also im ersten Quadranten.) Man erhalt

sino = —l—_ und sinf =\/iﬂ,
\/3 12

1 Man kann diese Aufgabe auch ohne Einfiihrung der HilfsgroBen o und § nach dem Verfahren Iosen,
welches in der Bemerkung zur Losung der Aufgabe 914 genannt wurde.
2 Der t des Arkuskosinus liegt zwischen 0 und 7,

20%
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50 daB

sm(a—ﬂ) 1 «/6+1_\/§.\/5—2\/€

ist.

.
Man zeigt, daB der gefundene irrationale Ausdruck gleich L ist, Dazu formt
man die ,,zweifache Irrationalitit* ’ 2

Vs—2/6=Vs5-Vu

um. Die Umwandlung kann man nach der Formel

K - A+\/A2—B_\/A—\/Az—
2 2

durchfiihren.
Mit 4 = 5 und B = 24 erhilt man

\/ 541 o1 5
2
AuBerdem bringt man den Radikanden 5 — 2 /6 auf die Form
3+2-2v2-V/3=(/3-V2"
und findet dann
V5 -24/6=V(/3 -2 =3 - 21
Da jeder der Winkel « und g in den Grenzen von 0 bis g liegt, muB der Winkel

o« — B in den Grenzen zwischen — 7—2‘ und g liegen. Dann folgt aber aus der

Gleichung

sin (x — ) = % die Gleichung & — f =

3

ala

was zu zeigen war.?
916. Vergleichen Sie diese Lésung mit den Losungen der Aufgaben 915 und 914!
1 Die Zahl /3 — /2 st positiv.
2 Wenn man an Stelle von sin (x — ) den Ausdruck cos(x — f3) berechnet, dann wiirde man
3
cos (a ﬁ) = -\L erhalten. Zwischen — E und + konnte man zwei Werte von & — f, nfimlich

- _6 und =, finden. Deshalb miilte man vorher feststellen daBo > B, d. h. cosx < cos B ist.
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917.

Es sei
. 4 o i) . 16
arcsin - = &, arcsin— = f, arcsin— =y,
5 13 . 65
Dann ist

sino;—4 cosac—3 sinﬁ—i cosﬁ—12 siny—E-
o5 5’ 13’ 13’ 65’

Daraus folgt

" 4 12 3 5 63 16
sm(x+p)=-r—+=-+—=— und cos(x + B) = —.
( 2 513 513 65 ¢ A 65

Beide Winkel & und f liegen im ersten Quadranten, deshalb liegt der Winkel x + 8
zwischen 0° und 180°. Da aber der Kosinus des Winkels « + f positiv ist, muB
& + f im ersten Quadranten liegen.

AuBerdem ist cos (x + ) = siny und sin(x + f) = sin (7—2' - y).

Deshalb kénnen sich « + 8 und g — y nur um 2nn unterscheiden. Da aber

g— y auch im ersten Quadranten liegt, ist n = 0. Folglich ist
™ L4
a+f==—y, dh. a+8+y="2,
=" = Py =g
was zu zeigen war.
Es gilt arccos;— = g Man ersetzt arccos ( - ;) durch B, so daB cos f = — %

ist. Der Winkel f liegt zwischen 7—2' und 7. (Vergleichen Sie mit den Lésungen

der Aufgaben 914 bis 916!) Deshalb ist

1\? 1\?
sinfi = + \/1 - <—) (aber nicht — \/1 - (—) ),
d.h. 7 7
sinf = ‘;‘\/3.
Man erhilt

n n "
cos(— 4 B ) = cos =cos # — sin = sin

.(_ 1)_%5.‘3@: _B

7 7 14

337



338

Um das Bestehen der behaupteten Identitit zu zeigen, muB man sich noch davon

iiberzeugen, ob der Winkel 2% B im zweiten Quadranten liegt. [Der Winkel
arccos (— i—:) auf der rechten Seite .der Gleichung liegt ndmlich im zweiten

Quadranten.] 1 =
Der Winkel § = arccos (— -7-) liegt zwischen 5 und 7.

Folglich befindet sich der Winkel %T + f zwischen %Z und 473 Aus dieser

Abschitzung folgt aber noch nicht, daB der Winkel g + B im zweiten Quadran-
ten liegt. (Der Winkel 4—” lig,gt bereits im dritten Quadranten.)

Beriicksichtigt man aber, da — % > — % ist und daB folglich
1 1
arccos [ — - ) < arccos | — -
(-5)<w(-3)
1 2%
arccos [ — - ) < —,
7 3

dann folgt, daB

7 1
— +arccos|( — =) <=7
3 7

ist.

Da aber nach dem vorher Gesagten dieser Winkel groBer als 5—6{[- ist, liegt er im

ist, d. h.

zweiten Quadranten. Damit wurde die behauptete Identitit bewiesen.
Bemerkung: Die Zugehdorigkeit des Winkels 7—; + B zum zweiten (aber nicht

zum dritten) Quadranten kann man noch auf folgende Art zeigen:
Es gilt

" t . Tt .
sin (- + = SIn — COS + cos —sIin
(3 ﬂ) s 3nf

=¢_'3.<_ z)+z.ws=i.¢;

1) 21 14

Da diese Zahl positiv ist, liegt der Winkel Z_; + f im zweiten Quadranten.



918. Es sei au'ctzm1 = o und zu'ctan1 =g
] 4
Daraus folgt tanoa = § und taﬁﬂ = ‘—1 Man berechnet

tan 2« + tan

tan(2x + f) = —8M8M8M—.
¢ 2 1 — tan 2« tan 8

Vorher bestimmt man

2% 5
tan 26 = ———— = —
(1) 12
1=
£)
und dann
tan 2x + f) = —— = —.
l_i._l 43
12 4

1 . .
Die Winkel « = arctang und g = arctan}; liegen im ersten Quadranten,

daraus folgt aber nicht, daB der Winkel 2« + g im ersten (nicht aber im dritten)
Quadranten liegt. Wenn man annimmt, daf} jeder der Winkel & und g kleiner
als %’ ist (da ihre Tangenswerte kleiner als 1 sind), dann folgt daraus, daB

3n

2x + f kleiner als y ist. Da iiberdies tan (2« + f) = % positiv ist, muB

2& + f im ersten Quadranten liegen, d. h. 2x + f = arctani—z, was zu zeigen
war. ;

Bemerkung: Statt zu zeigen, daB der Winkel 2x + f die Grenzen des ersten
Quadranten nicht iiberschreitet, kann man diesen Winkel (es geniigt sehr
grob) mit Hilfe von Tabellen bestimmen. (Siehe Bemerkung zur Losung der
Aufgabe 914!)

Man erhilt:

&= a\rc(an1 ~ 11°, B = arctan1 ~ 14°,
5 4

so daB 2x + f ~ 36° ist.
919. Es sei

1
arctan - = &, arctan1 =8, arctanl =9y, m't.:tan1 =§,
3 5 7 8
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Man findet zuerst
tan (x4 p) = > =2,
7
danach
tan[(¢ + B) + y] = ——— =~
und schlieBlich

tan f(o + f +9) + 8] = ——— = L.

Wie in der vorigen Aufgabe wird gezeigt, daB der Winkel &« + f + y + 0 im
ersten Quadranten liegt.

Folglichist o + B + 9y + 6 = Z
920. Es gilt arctan (x> — 3x — 3) = %‘, o

x2—3x—-3=tan:£, dh x*-3x-3=1
folgt.
Lisung: x; = 4; x; = —1.
Bemerkung: Wiirde man an Stelle der Gleichung
arctan (x* — 3x — 3) = Z—:

die Gleichung

arctan (x*> — 3x — 3) = —37”

betrachten, dann hitte diese Gleichung keine Losung, weil der Hauptwert des
Arkustangens nicht gleich —3;7' sein kann. Beachtet man diese Tatsache nicht,

kann man ebenfalls zur Gleichung x> — 3x — 3 = 1 gelangen. Die Wurzeln
dieser letzten Gleichung sind jedoch unbrauchbar.
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921.

922.

Es gilt arcsin (x> — 6x + 8,5) = T woraus x* — 6x + 8,5 = 0,5 folgt.
Lésung: x; = 4; X, = 2. 6
Bildet man den Tangens von beiden Seiten der Gleichung und beriicksichtigt,
daB tan (arctan &) = « ist, so erhdlt man ;
x+2)—-(x+1 -1
14x+2E+1D

woraus x; = —1 und x, = —2 folgen. Uberpriifen wir beide Wurzein:
Wenn x = —1 ist, so ist arctan (x + 2) = arctan 1= :—' und

arctan (x + 1) ='arctan0 = 0,

so daB die gegebene Gleichung erfiillt wird.
Ebenso zeigt man, daB auch die zweite Waurzel verwendbar ist.

Liosung: x, = —=1; x3 = -2.
Bemerkung: Man sieht am folgenden Beispiel, warum die Probe durch-

* gefiihrt werden muB:

Betrachten wir die Gleichung

arctan (x + 2) — arctan (x + 1) = _3{_

Sie unterscheidet sich von der gegebenen nur durch den Wert des absoluten
Gliedes. Es wurde bereits gezeigt, daB sie keine Losung hat. (Siehe Losung der
Aufgabe 920!) Wire zB arctan (x + 2) gleich —g und arctan (x + 1) gleich
132 n (diese Werte konnen Hauptwerte der Arkustangensfunktion sein), dann.
wire die linke Seite gleich —-é‘:—z. Betrachten wir die Tangens beider Seiten
der genannten Gleichung, dann erhalten wir erneut die Gleichung

x+2)—-(x+1 _
1+Gx+2)Ex+1)

. aber jetzt ist keine der Wurzeln x; = —1 und x, = —2 verwendbar. Siehe

923.

auch Bemerkung zur Losung der Aufgabe 925!

Man bildet den Tangens von beiden Seiten der Gleichung. Vorher bestimmt
man

tan 2arctanl =_—=‘_‘
V@
1 —
2



und findet dann

4
= =X
3 —=1
142
3

(Siehe Losung der vorigen Aufgabe!) Die Wurzel dieser Gleichung ist x = ;
Sie muB iiberpriift werden. (Siehe Bemerkung zur Lésung der vorigen Auf-
gabe!) Setzt man in der linken Seite der Gleichung x = 1 ein, so erhélt man
2 arctan% — arctan !7- Der Winkel &« = arctan% liegt innerhalb der Grenzen

von 0 und :—: (da tanx = é < 1 ist). In denselben Grenzen liegt der Winkel

B = arctan%. Der Winkel 2« liegt im ersten Quadranten und der Winkel
20 — f zwischen —Z-‘: und g Es ist aber tan(2x —f) =1, so daB
20 —f=an + :—: ist. Aber nur fir n = O befindet sich der Winkel 2& — f

innerhalb der gegebenen Grenzen. Folglich wird die gegebene Gleichung erf‘iillt.

Losung: x =

N

924. Man bildet von beiden Seiten der Gleichung die Sinus. Es sei

o 2 . —
arcsin —= =« und arcsin \/1 —-x=4.
3vVx

(Siehe Losung der Aufgabe 915!) Man kann den Arkussinus beseitigen, wenn
man die Formel sin (arcsin x) = x (sie folgt unmittelbar aus der Definition des
Arkussinus) und die Formel cos (arcsin x) = /1 — x2 ! anwendet.

Folglich ist der Sinus der linken Seite gleich

2 \/? \/ 2 2 i
- (VT =2 - N
e 1 W1 -x) 1 (3 \/;> 8 | X,

! Diese Formel kann man auf folgende Art herleiten: Es sei arcsin x = «. Dann ist sino = x
und cosx = \/ 1 — x2, Vor dem Wurzelzeichen kann nur das Zeichen plus stehen, da der Winkel
« = arcsin x in den Grenzen von —90° bis +90° liegt (Hauptwert des Arkussinus). Setzt man an
Stelle « den Ausdruck arcsin x, so erhilt man die genannte Beziehung. .
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W

"(4) © arctan
a+b

und die gegebene Gleichung erhilt die Form
—

BT S )

3/x 34/x 3

Lést man sie, so erhdlt man x = Diese Wurzel muB iiberpriift werden.

Wi

(Siehe Bemerkung zur Losung der Aufgabe 922!) Das heiBt, es ist die Identitdt

) \/2 ) \/i 1
arcsin _[- — arcsin (- = arcsin -
3 3 3
nachzuweisen. Das kann wie in der Losung der Aufgabe 917 geschehen.

Losung: x = §

. Man bildet die Tangens von beiden Seiten der Gleichung und erhélt

a_a—b
b a+b
a a—b

i
b a+b

=X,

woraus x = 1 folgt.
Diesen Wert muB man iiberpriifen. (Siehe Bemerkung zur Losung der Auf-
gabe 922!) Setzt man x = 1in die gegebene Gleichung ein, so erhilt man

a—

(€)) arctang — arctan b = 45°,
b b

a+

Man fiihrt folgende Substitution ein:
?2) arctan% = @.

Hierbei liegt der Winkel ¢ (der Hauptwert des Arkustangens) in den Grenzen
3) —90° < @ < 90°.
Unter Verwendung dieser Substitution gilt -

a—b btangp — b

= arctan ————— = arctan tan (p — 45°),
btang + b N )

so daB die Gleichung
) @ — arctan tan (p — 45°) = 45°
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auf ihre Richtigkeit zu untersuchen ist. Diese Gleichung ist dann und nur dann
richtig, wenn

(6) arctan tan (p — 45°) = ¢ — 45°

ist. .

Die Gleichung (6) ist méglich, wenn der Winkel ¢ — 45° (der Hauptwert des
Arkustangens) in den Grenzen von

(@) -90° < ¢ —45° < 90°
liegt, d. h. wenn

® —45”" < @ < 135°

ist.

Beriicksichtigt man die Beziehung (3), so erhilt man fiir den Winkel @ engere
Grenzen:

© —45° < @ < 90°.
Aus (2) und (9) erhilt mdn

(10) E:tanqz>tan(—45°), d. h. :> =4

Also erfiillt der Winkel ¢ fiir % > —1 die Ungleichung (9). Folglich hat die

gegebene Gleichung eine Losung (x = 1) fiir g > —1. Fiir % < —1 existiert

dagegen keine Losung. Zum Beispiel erhalt man fiir ¢ = — «/5 und b = 1:
arctan';—: = arctan (= v/3) = —60°;

a—-b —\/5—

arctan = arctan 1 & arctan 3,732 = 75°,
a+b

—J3+1

so daB die linke Seite der gegebenen Gleichung gleich —135°, die rechte Seite
dagegen fiir x = 1 gleich 45° ist.

Losung: x =1 fiir g> -1
Die Gleichung hat fiir g < —1 keine Lésung.

Man bildet von beiden Seiten der Gleichung die Kosinus und erhilt

V1 —9x* = 4x. (Siehe Losung der Aufgabe 924!)



Diese Gleichung hat eine einzige Wurzel: x =
Wir iiberpriifen sie.

V)

Der Winkel « = arcsin 3x = arcsiné5 liegt im ersten Quadranten, der Winkel

B = arccos 4x = arccos% ebenfalls im ersten. Dabei ist sina = z, folglich
o o 4 :

cos o = % Andererseits gilt cos f = F Also ist & = f.

Lisung: x =

W | -

927. Man bildet von beiden Seiten der Gleichung die Sinus und erhiit

Zx\/l—x2=&x.
13

(Siehe Losung der Aufgabe 924!) Daraus folgen

x, =0; x —E' b ——E
1 £l 2 13$ 3 13'
Wir iiberpriifen diese Wurzeln.
12
Losung: x, = 0; X253 =+ —.
13
928. Aus der ersten Gleichung erhilt man
2 tan t.
tan(x + y) = 2a2, d.h. xbitany . 2"2,
l1—a 1 —tanxtany 1-—a

Man lenkt die Aufmerksamkeit auf die zweite Gleichung. Sie ergibt

tan tan 2
lalx ttany —a2 oder tanx + tany = 2a.

1-a* l1—a
Aus dem Gleichungssystem
tanx + tany = 2a
tanx-tany = a*
erhilt man tan x = qund tan y = a. Daraus folgt, daB x = 180° ' n + arctan a;
y & 180° - m + arctan a gilt, wobei » und m ganze Zahlen sind. Es kann jedoch
nur eine von ihnen in Frage kommen, da gleichzeitig (siche erste Gleichung) der
Wert von x + y als Hauptwert des Arkustangens zwischen —90° und +90°
liegen muB.
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Uth die Werte von n und m zu berechnen, setzt man die gefundenen Ausdriicke
in die erste Gleichung ein und erhalt
o 2a
(A) 180° (n + m) + 2 arctan @ = arctan —
—a
Da gleichzeitig die Bedingung |a| < 1 gilt, liegt der Winkel arctan a zwischen

—45°und 45°, d. h. 2 arctan q liegt zwischen —90° und +90°. In diesen Grenzen
2a

liegt der Winkel arctan (Hauptwert des Arkustangens).

1-a*
Folglich ist die Differenz dieser beiden Winkel kleiner als 180°. Deshalb ist die
Gleichung (A) nur moglich fiir n + m = 0.

Losung: x = 180° - n + arctana; y = —180° - n + arctan a.



