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Vorwort

Der vorliegende Band der MSB gibt eine Einfiihrung in die Determinantentheorie.

In den ersten drei Abschnitten wird von linearen Gleichungssystemen von zwei bzw. drei Glei-
chungen mit zwei bzw. drei Variablen ausgegangen, und in diesem Zusammenhang werden
Determinanten zweiter bzw. dritter Ordnung eingefiihrt und einige grundlegende Eigenschaf-
ten dieser Determinanten bewiesen.

Fiir Leser, die sich einen ersten Uberblick iiber Determinanten zweiter und dritter Ordnung
verschaffen mochten, geniigt das Durcharbeiten dieser ersten drei Abschnitte. Leser, die bereits
mit Determinanten zweiter und dritter Ordnung vertraut sind, kénnen mit dem Abschnitt 4.
beginnen.

Dieser Abschnitt, der die Determinantendefinition nach Leibniz vorbereiten soll, dient der
Bereitstellung einiger Begriffe aus der Kombinatorik. Hieran schlieBt sich die Definition der
Determinante n-ter Ordnung nach Leibniz an.

In den nachsten Abschnitten werden dann einige bereits fiir die Spezialfalle n = 2 und n = 3
bekannten grundlegenden Eigenschaften der Determinanten n-ter Ordnung bewiesen und mit
Hilfe dieser Satze einige Determinanten berechnet.

Die Auflésung linearer Gleichungssysteme mit nicht verschwindender Koeffizientendeterminan-
te, die Behandlung einiger Beispiele aus der Geometrie der Ebene mit Hilfe der Determinan-
tentheorie und eine kurze Einflihrung in ebene affine Abbildungen bilden den Abschluss des
Bichleins.

Definitionen, Satze, ausfiihrlich durchgerechnete Beispiele und in den Text eingestreute Auf-
gaben sind jeweils fortlaufend nummeriert.

Die Aufgaben dienen nicht nur der Festigung des vorher behandelten Stoffes, sondern sie ergan-
zen ihn auch. Das Losen dieser Aufgaben ist daher vor dem jeweiligen Weiterlesen unbedingt
erforderlich. Die Losungen, die sich nicht von selbst verstehen, sind am Ende des Biichleins
zusammengestellt.

Potsdam

Horst Belkner
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1 Determinanten zweiter Ordnung

Wir gehen von dem linearen Gleichungssystem

(1)

1171 + a2 = by
9171 + G999 = by

von zwei Gleichungen mit zwei Variablen x, x5 aus.
Die reellen Zahlen a1, CL12,(121,CLQQH heiBen die Koeffizienten und die reellen Zahlen by, by die
Absolutglieder des Gleichungssystems.

Setzen wir in der ersten Gleichung von (1) fir 1,z irgendwelche speziellen reellen Zahlen
ein, so wird die linke Seite im allgemeinen nicht mit b; (bereinstimmen.

Ist dies jedoch der Fall, so sagt man, das Zahlenpaar z1, x5 geniigt der ersten Gleichung. Ein
Zahlenpaar z1, x5 heiBt eine Losung des Gleichungssystems (1), wenn es beiden Gleichungen
von (1) geniigt. Die Koeffizienten des Gleichungssystems (1) fassen wir zu dem quadratischen

Schema
ail; Qa2
ag1 A2

zusammen, das man als quadratische Matrix oder im Hinblick auf das Gleichungssystem (1)
als Koeffizientenmatrix bezeichnet.

Matrizen werden mit groBen deutschen Buchstaben bezeichnet. Die Horizontal- bzw. Verti-
kalreihen einer Matrix heiBen Zeilen bzw. Spalten der Matrix. Zeilen und Spalten einer Matrix
werden unter der gemeinsamen Bezeichnung Reihen zusammengefasst.

Die Zahlen a11, a12, as1, ass der Matrix heiBen die Elemente der Matrix. Der erste bzw. zweite
Index der mit Doppelindizes versehenen Elemente der Matrix gibt die Zeile bzw. Spalte an, in
der das Element in der Matrix steht.

Die Diagonale der Matrix, in der die Elemente a1, ass bzw. ais, as; stehen, heiBt die Haupt-
bzw. Nebendiagonale der Matrix. Da die obige Matrix zwei Zeilen und zwei Spalten besitzt,
bezeichnet man sie auch als zweireihige Matrix.

Durch die Schreibweise 25 wollen wir zum Ausdruck bringen, dass es sich um eine zweireihige

Matrix handelt. Es ist also

annl  ai2

Ay = 2

a1 Q22 2)
Wir untersuchen, ob das Gleichungssystem (1) unter einer noch weiter unten zu treffenden
Voraussetzung eine Losung besitzt.
Dazu nehmen wir an, dass das Zahlenpaar x4, x5 eine Lésung des Gleichungssystems (1) sei.
Wir multiplizieren die erste Gleichung von (1) mit ass und die zweite Gleichung mit —a;, und
addieren die so erhaltenen Gleichungen; anschlieBend multiplizieren wir die erste Gleichung
von (1) mit —ag; und die zweite Gleichung mit a;; und addieren wiederum sie so erhaltenen
Gleichungen. Dadurch erhalten wir

(a11a22 - 012G21)I1 = byags — baaio (3)
(CL116L22 - 0126121)$2 = beay; — brag

Existiert ein Zahlenpaar x1, x5, das (1) erfillt, so geniigt es auch (3). Gilt nun

a11Q22 — A12021 7é 0 (4)

Il jes: a eine eins, a eins zwei usw.




1 Determinanten zweiter Ordnung

so folgt aus (3)

. biagy — baarz . beair — brag
T = y To = (5)
11022 — Q12021 A11G22 — Q12421

Besitzt also das lineare Gleichungssystem (1), dessen Koeffizienten (4) gentigen, tberhaupt
eine Losung, so ist die Losung von der Form (5). Durch Einsetzen von (5) in das lineare
Gleichungssystem (1) iiberzeugen wir uns, ob dieses Zahlenpaar auch dieses System erfillt. Es

gilt

biags — baaqs baaiy — biag b1(@11a22 - G12G21)
a1 a2 = =
a11Q22 — Q12021 11022 — A12021 a11Q22 — Q12021
biase — baaio baai; — brag bz(anam - a12a21)
as1 + Q99 = = by
a11Q22 — A12G21 A11Q22 — A12G21 a11G22 — A12G21

Das Zahlenpaar (5) geniigt also beiden Gleichungen von (1) und ist somit die Losung von (1).
Um das Ergebnis (5) in einer leicht einpragsamen Form zu schreiben, fithren wir folgenden
Begriff ein:

Definition 1. Unter der Determinante einer zweireihigen Matrix %[, oder einer Determinante
zweiter Ordnung versteht man

air a2
2| = = Q11022 — (12021 (6)
a1 Q22
In Bezug auf das Gleichungssystem (1) heiBt
air @12
Q21 Q22

auch die Koeffizientendeterminante von (1).

Die Berechnung einer Determinante zweiter Ordnung erfolgt wegen (6) in der Form, dass man
von dem Produkt der Elemente, die in der Hauptdiagonale der zweireihigen Matrix stehen, das
Produkt der in der Nebendiagonale stehenden Elemente subtrahiert.

1 2
3 4

|:1-4—2-3:—2

Beispiel 1. Wir berechnen

Es ist

1 2
| 3 4
Auch die Zahler in (5) koénnen wir als Determinanten zweiter Ordnung schreiben. Der Zahler
von z; bzw. x4 ist
ain b
as  be

b1 a

D2 — (7)

In Bezug auf das Gleichungssystem (1) bezeichnet man diese beiden Determinanten als Zahl-
erdeterminanten von z; und zo. Damit lasst sich (5) in der leicht einpragsamen Form

Dy = | by a9

D1 D2
T = — , Ty = —— 8
N 2= [y (8)
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schreiben. Das Ergebnis (8) fassen wir in einem Satz zusammen, der als Cramersche Regel
bezeichnet wird.

Satz 1. Ist die Koeffizientendeterminante eines linearen Gleichungssystems von zwei Gleichun-
gen mit zwei Variablen von null verschieden, so besitzt dieses Gleichungssystem genau eine
Losung.

Die Losung erhalt man, indem man die Quotienten (8), in deren Nenner die Koeffizientende-
terminante und in deren Zahler die entsprechende Zahlerdeterminante steht, bildet.

Die Zahlerdeterminante von x; bzw. x4 erhalt man, indem man in der Koeffizientenmatrix die
erste bzw. zweite Spalte durch die Absolutglieder des Gleichungssystems ersetzt und dann die
Determinante bildet.

Beispiel 2. Wir untersuchen, ob die Koeffizientendeterminante des Gleichungssystems

Tr1 — T = 2

2131 + X9 = 1
von null verschieden ist, und bestimmen gegebenenfalls mit Hilfe von Satz 1 die Lésung. Es
ist

1 -1
2 1

-3

Da die Koeffizientendeterminante von null verschieden ist, besitzt das Gleichungssystem die
eindeutig bestimmte Losung

1 2

2 1

1 , To = =—1

el e
Il

1

2 1
Beispiel 3. Wir zeigen, dass folgende Umformungsregeln fiir Determinanten zweiter Ordnung
gelten, wobei a;;, b;;,t beliebige reelle Zahlen bedeuten:

a) @11 Ag21 | | A11 (12
Q12 A22 a21 A2
b) tayr taiz | | a1 a2 | | a1 G2
(g1 Q22 tas; tage a1 Q22
) a1 +bii a2 +bi2 | | an a2 i bii bio
a1 22 Q21 22 Q21 Q22
a1 12 _ | a1 a2 a11 Q12
bzw = +
asy + ba1  age + b Qo1 Q22 ba1 Do
aj; a2
d) =0
a1; a2
) ai aq2 | ann Htagr arp +tasn | | ann aiz
az1 +tayy  age + tags a1 a2 Q21  QA22
) Q21 Q22 | Q11 a12
aj; a2 o1 Q22
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Es ist
ai; agy | _ | a1 a2
a) = a11022 — G21012 =
alz a92 a1 a2
ta11 taio air a2
b) = t(anaz — azraiz) =t
a1 a2 a21 Q22
a1 a2 ail a2
bzw. = t(aj1a22 — agra12) =1
tag1 tage a1 Q22

a1 + b1 a2 + b2 ain a2 b1 b2
c) = (a11a22 — aj2a21) + (bi1agze — bi2az;) =
a1 a2 as1 @22 as1 @22
ai a1 ailr a2 ail a2
bzw. = (aj1a22 — a12a91) + (a11b22 — a11be1) =
ag +ba1 ag + b az a2 bo1 b2
ail a2
d) = ajra12 —aitai2 =0
a1l 412
ai a12 ail a2
e) = (a11a22 — a12a91) + t(ar1a12 — a12a11) =
a1 +tai1  age + tar as1  a22
b ail +tagr ajg +tage | a1l a2
zw = (a11a22 — a12a91) + t(az1aze — azas) =
a1 aoo az; a2
[ | G2 a2 | _ B B ail a2
) = ag1a12 — axai; = —(azail — azaiz) = —
ail  a12 a1 a2

AbschlieBend untersuchen wir die Frage, ob das Gleichungssystem (1), dessen Koeffizienten
der Bedingung

a1l a2
Qg1 G22

—0 9)

genligen, l6sbar ist. Der Leser, der moglichst schnell zum Abschnitt 3. vordringen mochte,
kann bei einer ersten Lektiire diesen Teil iiberschlagen. Trivialerweise? ist (9) erfiillt, wenn alle
Koeffizienten aq1, ai2, as1, ase verschwinden. Zunachst betrachten wir den Fall, dass nicht alle
Koeffizienten aq1, ais, as1, ase des Systems (1) null sind. Gleichungssysteme, die diese beiden
Bedingungen erfiillen, sind beispielsweise die Systeme

Z‘1+I2:1 } ZE1+OZ‘2:1 } Z‘1+I2:2 } (10,11'12)

21’1+2$2:3 OZE1+OZL‘2:1 21’1+2$2:4

Um uns die folgenden Uberlegungen zu vereinfachen, beachten wir, dass wir bei der Herleitung
von (3) aus (1) die Bedingung (4) nicht verwendet haben. Unter Beriicksichtigung von (6)
und (7) kann aus (1) stets

[RAo| - 21 = Dy

13
|912| X9 = D2 ( )

gefolgert werden. Es gilt damit:

Ist ein Zahlenpaar x4, o Losung von (1), so ist das Zahlenpaar 1, x2 auch eine Losung von
(13). (14)

2Trivial bedeutet soviel wie einfach, selbstverstandlich.
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Fir die weitere Diskussion unterscheiden wir die folgenden Fille:
Fall 1. Die Determinanten D; und D, verschwinden nicht gleichzeitig.

Angenommen, das Zahlenpaar 1, x5 ware eine Losung von (1). Dieses Zahlenpaar geniigt
aber nicht beiden Gleichungen von (13), denn die linken Seiten beider Gleichungen von (13)
verschwinden wegen (9), dagegen verschwinden nicht beide rechten Seiten von (13) wegen der
Bedingung "nicht (D; = 0 und Dy = 0)".

Das Zahlenpaar z1, 5 ist also keine Lésung von (13). Das ist aber ein Widerspruch zu (14).
Also muss unsere Annahme, es existiere eine Losung von (1); falsch gewesen sein. Das Glei-
chungssystem (1) ist nicht lsbar.

Fall 2. Die Determinanten D; und D verschwinden gleichzeitig.

Es bedeutet keine Beschrankung der Allgemeinheit, wenn wir annehmen, dass ay; # 0 ist.
Dann folgt aus (9) bzw. Dy =0
21

a21
Qo9 = —— a2 bzw. by = —b;
a1 a1

Ferner gilt trivialerweise
a21

21 = —an
a1
Diese drei Beziehungen besagen, dass die zweite Gleichung von (1) aus der ersten Gleichung
durch Multiplikation mit der reellen Zahl % hervorgegangen ist. Jedes Zahlenpaar x, x5, das
also der ersten Gleichung von (1) geniigt, erfiillt auch die zweite Gleichung von (1).
Setzen wir x; = t, wobei ¢ eine beliebige reelle Zahl ist, so folgt aus der ersten Gleichung

xr, = % Fur jedes t erhalten wir also eine Losung

b1 — a12t
— =1 15
sl a11 ) T2 ( )
des Gleichungssystems (1). Da man in (15) fiir ¢ beliebige reelle Zahlen einsetzen kann, erhalt
man auf diese Weise alle Lésungen von (1).
Es gibt demnach unendlich viele Lésungen des Gleichungssystems (1). Die Menge aller Losungen
eines Gleichungssystems nennt man auch die Lésungsmannigfaltigkeit des Gleichungssystems.

Da in (15) ein freier Parameter ¢ auftritt, sagt man auch, die Lésungsmannigfaltigkeit des
Gleichungssystems (1) sei einfach unendlich.

Verschwinden alle Koeffizienten a;1, @12, as;, ass des Gleichungssystems (1), so lautet (1)
01‘1 + 01’2 = b1

01[’1 + Ol’g = bg } (16)

Sind in (16) die Absolutglieder b; und by nicht gleichzeitig null, so gibt es kein Zahlenpaar
x1, 22 das (16) genigt. Das Gleichungssystem (16) besitzt also keine Losung.
Ist dagegen b; = b, = 0, so erhalten wir mit Hilfe von

I = tl s To = tg (17)

wobei wir fiir die freien Parameter 1, t5 beliebige reelle Zahlen einsetzen konnen, alle Losungen
von (16). Die Lésungsmannigfaltigkeit des Gleichungssystems (16) ist also zweifach unendlich.
Unsere Ergebnisse fassen wir zusammen in dem
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Satz 1'.

Ist die Koeffizientendeterminante eines linearen Gleichungssystems von zwei Gleichungen mit
zwei Variablen gleich null und verschwinden nicht gleichzeitig alle Koeffizienten des Gleichungs-
systems, so besitzt dieses Gleichungssystem eine einfach unendliche Losungsmannigfaltigkeit
bzw. keine Losung, falls die Determinanten D; und D, gleichzeitig bzw. nicht gleichzeitig
verschwinden.

Verschwinden alle Koeffizienten eines linearen Gleichungssystems von zwei Gleichungen mit
zwei Variablen, so besitzt dieses Gleichungssystem eine zweifach unendliche Losungsmannig-
faltigkeit bzw. keine Losung, falls die Absolutglieder des Systems gleichzeitig bzw. nicht gleich-
zeitig verschwinden.

Nach Satz 1' besitzt das System (10) bzw. (11) keine Losung, da nicht alle Koeffizienten des
Gleichungssystems verschwinden und

11 11

bzw.

10 10 11

ist.
Im System (12) sind ebenfalls nicht alle Koeffizienten null, und es ist
11 2 1 1 2
|912|_‘2 2‘_0 ’ Dl_’4 2‘_0 ’ DQ_‘Q 4’_0
Nach Satz 1’ besitzt also das System (12) eine einfach unendliche Lésungsmannigfaltigkeit.
Die Lésungsmannigfaltigkeit ist

£L'1:2—t s I’QZt
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2 Determinanten dritter Ordnung

In diesem Abschnitt wollen wir das lineare Gleichungssystem

1121 + a12%2 + a13x3 = by
211 + Q92T9 + Ao3T3 = bg (1)
a3171 + a3aT2 + aszrz = by

von drei Gleichungen mit drei Variablen x1,zo, x3 analog wie in 1. unter einer noch zu tref-
fenden Voraussetzung losen. Dazu werden wir Determinanten dritter Ordnung einfiihren.
Zunéchst fassen wir die reellen Koeffizienten des Gleichungssystems (1) zu dem quadratischen

Schema
aj; a2 Aais
Az = | a1 az as (2)
az1 G32 0433

zusammen, das wir als dreireihige Matrix oder in Bezug auf das System (1) auch als Koef-
fizientenmatrix bezeichnen. Die Diagonale der Matrix, in der die Elemente a1, ass, azz bzw.
a13, 29, a3y stehen, heiBt die Haupt- bzw. Nebendiagonale der Matrix.

Definition 2. Unter der Determinante einer dreireihigen Matrix 23 oder einer Determinante
dritter Ordnung versteht man

11 daiz2 A3
!Ql3| =] Q21 G22 0a23
a31 daszz2 G33

= Q11Q22033 — Q11023032 + Q12023031 — Q12021033 + G13021032 — (13022031 (3)
In Bezug auf das Gleichungssystem (1) bezeichnet man

11 Qa2 Q13
Q21 Q22 Q23
a31 dazz G33

auch als Koeffizientendeterminante von (1).
Determinanten dritter Ordnung kann man berechnen mit Hilfe der

Regel von Sarrus. Die ersten beiden Spalten der dreireihigen Matrix werden rechts neben
der Matrix noch einmal hingeschrieben. Dann bildet man die Summe der drei Hauptdiagonal-
produkte des Schemas und subtrahiert von dieser die Summe der drei Nebendiagonalprodukte
des Schemas. Das Ergebnis ist die Determinante der dreireihigen Matrix.

Wir (iberzeugen uns von der Richtigkeit der Sarrusschen Regel:

a 1 Q12

11 Q12 Qi3 ag
N XS
21 Q22 Q23 Q21 Q2
XX N
32 G33 A31 43

a 2

asi 2

Die Summe der Hauptdiagonalprodukte (rote Linien) des Schemas ist

(11022033 + Q12023031 + A13021032

10
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und die Summe der Nebendiagonalprodukte (blaue Linien) des Schemas ist
11023032 + (12021033 + A13022031
Subtrahieren wir die zweite Summe von der ersten, so erhalten wir die Summe in (3).

Beispiel 4. Wir berechnen mit Hilfe der Sarrusschen Regel

12 3
D=4 5 6
789
Aus 1 2 3 1 2
XX
45 6 4 5
SN N
7 8 9 7 8
folgt

D=45+84496—-105—-48 =72=0

Wir zeigen, dass man die Berechnung einer Determinante dritter Ordnung auf die Berech-
nung von drei Determinanten zweiter Ordnung zuriickfilhren kann. Dazu fassen wir in (3)
alle Summanden zusammen, die die gleichen Elemente der ersten Spalte von 23 als Faktor
enthalten:

’Ql3| = CL11(CL226L33 - a23a32) - a21(a12a33 - a13a32) + a31(a12023 - CL13CL22)

Q12 a3
Q22 A23

Q12 a3
a32 33

Q22 Q23
= a1 — a1 + as;
a32 33

Ordnen wir nach den Elementen der zweiten bzw. dritten Spalte von 23, so erhalten wir

‘2[3| = —G12(a216l33 - a23a31) + a22(a11a33 - a13a31) - a32(a11a23 - a13a21)
Q21 Q23 11 Qi3 11 Q13
= —a2 + ago — ase
a31 31 A3z Q21 A23
bzw. ]913\ = 6113(6121&32 - a22a31) - Cl23(a11032 - a12a31) + CL33(G11G22 - GlQGzl)
a1 Q22 a11 a2 a a
=a —a +a e
13 23 33
a31 432 az1 as2 Q21 Q22

Um die in diesen Formeln auftretenden GesetzmaBigkeiten besser formulieren zu konnen, flihren
wir folgenden Begriff ein:

Definition 3. Unter der zum Element a;; gehdrigen Unterdeterminante D;; einer dreireihigen
Matrix 23 versteht man die Determinante der Matrix, die aus 23 durch Streichen der i-ten
Zeile und j-ten Spalte entsteht.

Beispiel 5. Wir bestimmen samtliche Unterdeterminanten D);; von 2f5. Es ist

A2 Qa23 Q21 Q23 Q21 A2
Dll = ) D12 = ) D13 == )
az2 as3 a31 ass a31 as2
Doy — Q12 A13 Doy — a11 13 Do — a11 Q12
21 — ) 22 — ) 23 — )
a32 33 a31 as3 a31 a3z
a12 a3 a11 a3 @11 a2
D3y = ; D3y = , D33 =
Q22 Qa23 Q21 a23 Q21 A22

11
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Damit gilt in Verbindung mit Beispiel 5
a11 D11 — a1 Day + a3 Day,
23] = ¢ —a12D19 + agDag — azaDsa,
a13D13 — as3 Doz + agsDss.

Diese Formeln gestalten sich noch tbersichtlicher mit Hilfe des folgenden Begriffs:

Definition 4. Unter der zum Element a;; gehdrigen Adjunkte A;; einer dreireihigen Matrix 23
versteht man die mit (—1)"*/ multiplizierte Unterdeterminante D;;, d.h., es ist

Aij - (—1)i+lej
Somit ist
ay1 A + a1 A + asi Az,
[RAz| = { a12412 + Ay + azpAsg, (4)
a13A13 + aggAsg + agzAss.

Die Formeln (4) bezeichnet man als die Entwicklung der Determinante dritter Ordnung nach
der ersten bzw. zweiten bzw. dritten Spalte.

Sie besagen: Werden in einer dreireihigen Matrix die Elemente einer Spalte mit ihren Adjunkten
multipliziert und die Produkte addiert, so erhalt man die Determinante der dreireihigen Matrix.

Beispiel 6. Wir berechnen die Determinante in Beispiel 4 durch Entwicklung nach der dritten

Spalte.
Esist D = 3(32 — 35) — 6(3 — 14) + 9(5 — 8) = 0.

AnschlieBend wollen wir untersuchen, zu welchem Ergebnis wir gelangen, falls wir die Elemente
einer Spalte von 23, etwa die der i-ten Spalte, mit den entsprechenden Adjunkten einer anderen
Spalte von 23, etwa denen der j-ten Spalte (i # j), multiplizieren und diese Produkte dann
addieren. Wir fithren dies zunachst fiir ¢ = 3 und 7 = 2 durch. Es ist

ai13Aia + aszAgg + azzAzy =

a13(ag3as1 — ag1ass + ags(ariass — aisasy + ass(aizag — arnags) =0
Wir werden in Aufgabe 2b zeigen, dass wir fiir die restlichen Falle dasselbe Ergebnis erhalten.

Aufgabe 1. Man zeige, dass folgende Umformungsregeln fiir Determinanten dritter Ordnung
gelten, wobei a;;, b;;,t beliebige reelle Zahlen bedeuten:

a1lp asg1 G31 11 a2 13
3) A12 Q22 32 | = | Q21 d22 (23
13 ag3 Gs33 a31 dazz G33
ta;; taz tags air a2 a3 aipr a2 Qi3 air a2 a3
b) | a2 @z ass | =|tam tasy tass | =| a1 Az ag | =1| axn axn as
azy Gz (33 azr  Gzz a3z tazr tazp tass azy Gzz A33
aj; +bi aig +bi2 aiz + b3 a1l a2 a13 bii bz b3
C) 21 22 Qo3 | = | Q21 G2 G323 |+ | G21 G22 (23
a31 32 a33 31 a3z G33 31 a3z 33
11 Q12 a13 11 Qa2 Q13 a1 Qa2 Q13
bzw. | ag1 4+ ba1 a2 +bag a3 +bas | = | az1 aze ags |+ | bar by Do
a31 a32 a33 a31 32 a3z a31 32 Q33

12
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11 12
bzw. 921 929
azy +bs1  asy + b3y
@11 a2 13 a1
d) 11 A1z @13 | = | 21
a31 dazz G33 a11
ay 12
e) asy + t(ln a99 + tCng
asi a32
11 a2
= | G921 + tCLgl 929 -+ tCng
a31 as2
a11 a12
= 21 A22
agi +tayr  asp + tags
a11 Aaiz2 i3
= | Q21 G22 0A23
a31 a3z Aas3
11 a2 13 21
f) a31 daz2 33 | = | a11
Q21 d22 (23 a31

Aufgabe 2. Man zeige, dass gilt:

)

a3

ag3

as3 + bss
Q12 a3
a22 A23
aiz2 a3
a13

a93 -+ tCng
33

a13

as3 -+ tCL33
33

a13

23

ass -+ ta13
Q22 Q23
Q12 13
a3z Aa33
|RAz| =

11 a2 Q13 aix Qa2 Qi3
= | Q21 G2 G323 |+ | G21 G2 a23
a31 aszz G33 bsi by b33
a1; a2 i3
=|an axp a3 |=0
ag1 A2z Q23
a1 + tClgl a12 + ta22 a13 -+ ta23
= 21 22 23
a31 a32 as3
a1 12 13
= 21 22 23
as1 +tasy ase 4 tasy asz + tass
a1 + tagl a192 + ta32 a13 + ta33
= a2 Q22 23
a31 @32 a33
az1 asz g3 11 Qa2 Q13
= | Q21 Q22 QA23 | = — | G21 Q22 (23
ai; Qa2 Qi3 a31 32 a3z

ap1 A + aiglie + a13Ass
21 A9 + agaAsg + a3 Ass
as1 Az + azaAss + agzAss

a11A12 + ag Agg + agi Ass
a11Arg + a1 Az + azi Ass
a19A11 + axpAs + aspAs;
a1A13 + axpAgz + aspAss
a13Ai1 + agAgy + aszAs;
ai13A12 + aggAg + asgAsm

a1 A1 + a12A2 + a13Ass
a1 Aszr + a1pAsp + a13As3
a1 Aq1 + axpAip + axsAis
a1 A31 + a2 Asy + a3 Ass
a1 A1 + aspAig + aszAis
az1 Aoy + aspAgg + azzAos

(7)

Aufgabe 3. Unter der Determinante einer einreihigen Matrix (aq1) versteht man das Element
a1 selbst, und unter der zum Element a;; gehdrigen Unterdeterminante D;; einer zweireihigen
Matrix 25 versteht man die Determinante der Matrix, die aus 25 durch Streichen der i-ten

Zeile und j-ten Spalte entsteht. Mit A;; =

(—=1)" D;; bezeichnet man die Adjunkte des
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2 Determinanten dritter Ordnung

Elements a;; von 2(,. Man zeige, dass gilt:

a) ]Ql ‘ _ a1 A1 + agg Aoy
2 a12A12 + aga Az
a) 0— a11 A2 + a9y Aso
a2 A1 + agAy

AbschlieBend untersuchen wir, ob das Gleichungssystem (1) unter der Voraussetzung, dass die
Koeffizientendeterminante von null verschieden ist, eine Losung besitzt. Dazu nehmen wir an,
dass das Zahlentripel x4, x9, x3 eine Losung des Gleichungssystems (1) sei.

Wir multiplizieren die erste bzw. zweite bzw. dritte Gleichung von (1) mit Ay bzw. A bzw.
Asp und addieren die so erhaltenen Gleichungen.

AnschlieBend multiplizieren wir die erste bzw. zweite bzw. dritte Gleichung mit A5 bzw. As
bzw. As, und addieren ebenfalls die so erhaltenen Gleichungen. SchlieBlich multiplizieren wir
die erste bzw. zweite bzw. dritte Gleichung von (1) mit A;3 bzw. Ay3 bzw. A3z und addieren
wiederum die so erhaltenen Gleichungen. Auf diese Weise erhalten wir

(a1 A1 + a1 Ax + aziAg)xr + (@121 + a2 Aot + azeAgi) o+
(a13A11 + as3Aar + aszAsi)xs = biAvr + baAoy + b3As
(a11A12 + a1 Ago + az1Ase)xy + (a12A12 + ageAgs + azaAse) o+
(a13A12 + ag3Aas + assAsa)xs = by Arg + baAggy + b3 Asy
(a11Avs + ag1 Asg + a1 Ass)xy + (a12A13 + azaAag + azoAss)xa+
(a13A13 4 agsAog + assAsz)xs = b1 A1z + by Ags + by Ass

Beriicksichtigen wir (4) und (6), so folgt

23] - 21 = b1 Ay + boAgy + b3 Az
23] - 2 = by A1a + baAgg + b3 Aso
|As| - x5 = b1 A1z + boAog + b3 Ass

Da nach Voraussetzung |203| # 0 ist, ergibt sich

vy = bi A1 + by Ay + b3Asy
|2As|

oy — b1 Ao + baAgo + b3 Asy (8)
|2As|

vy — b1 A1z + byAgg + b3 Asg
|2

Besitzt das System (1) unter der Voraussetzung |3 # O tberhaupt eine Lésung, so ist die
Losung von der Form (8). Durch Einsetzen von (8) in (1) iiberzeugen wir uns, ob dieses
Zahlentripel das System (1) erfullt. Es ist fiir i = 1,2, 3

;11 + ATy + A;3T3 = W[bl<ai1All + a;pAis + a;3A;3)
3

+ bo(a; Ao + ainAas + aizAaz) + bs(ain Asy + aipAse + a;3As3)]
Wegen (5) und (7) ist die rechte Seite fir i = 1 bzw. i = 2 bzw. i = 3 gleich by bzw. by bzw.

bs. Das Zahlentripel (8) geniigt also allen drei Gleichungen von (I) und ist somit die Lésung
von (1).
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2 Determinanten dritter Ordnung

Auch die Zahler in (8) kdnnen wir als Determinanten dritter Ordnung schreiben. Ersetzen wie
in der Koeffizientenmatrix (2) die Elemente der ersten bzw. zweiten bzw. dritten Spalte durch
die Absolutglieder by, by, b3 des Gleichungssystems, so erhalten wir die Matrizen

bi a2 a3 ayp by ams a; a2 b
by ase ass ) az; by ags ) as Gz by (9)
bs asr as3 as; by ass asi asy b

In der ersten Matrix von (9) stimmen die Adjunkten der Elemente der ersten Spalte mit den
Adjunkten der Elemente der ersten Spalte der Koeffizientenmatrix (2) tberein, da sich jeweils
die beiden Matrizen nur in den Elementen der ersten Spalte unterscheiden.
Analog stimmen in der zweiten bzw. dritten Matrix von (9) die Adjunkten der zweiten bzw.
dritten Spalte mit den Adjunkten der zweiten bzw. dritten Spalte von (2) iberein. Bezeichnen
wir die Determinante der ersten bzw. zweiten bzw. dritten Matrix von (9) mit Dy bzw. D,
bzw. D3, so erhalten wir durch Entwicklung der ersten Determinante nach der ersten Spalte
bzw. der zweiten Determinante nach der zweiten Spalte bzw. der dritten Determinante nach
der dritten Spalte

Dy =01 A1 + baAg + b3 Az

_D2 = b1A12 + bQAQQ + b3A32 (10)

D3 = b1 A1z + by Az + b3 Asg

Da D; bzw. Dy bzw. Dj3 der Zahler in (8) von z1 bzw. xo bzw. x5 ist, bezeichnet man D,
bzw. Dy bzw. D3 als Zahlerdeterminante von x; bzw. xo bzw. x3. Mit Hilfe von (10) lasst
sich daher (8) in der ibersichtlichen Form

D, Do Ds
xzi’ a’/‘:i’ Lo = — 11
TR TR T (1)

schreiben. Dies bedeutet:

Satz 2. Ist die Koeffizientendeterminante eines linearen Gleichungssystems von drei Gleichungen
mit drei Variablen von null verschieden, so besitzt dieses Gleichungssystem genau eine Losung.
Die Losung erhélt man, indem man die Quotienten (11), in deren Nenner die Koeffizientende-
terminante und in deren Zahler die entsprechende Zahlerdeterminante steht, bildet.

Die Zahlerdeterminante von x; bzw. x5 bzw. x5 erhalt man, indem man in der Koeffizienten-
matrix die erste bzw. zweite bzw. dritte Spalte durch die Absolutglieder des Gleichungssystems
ersetzt und dann die Determinante bildet.

Beispiel 7. Wir untersuchen, ob die Koeffizientendeterminante des Gleichungssystems

ZE1+$2:O
$1+$3:2
$2+$3:O

von null verschieden ist, und bestimmen gegebenenfalls mit Hilfe von Satz 2 die Losung.
Wir berechnen die Koeffizientendeterminante durch Entwicklung nach der ersten Spalte:

11
A =|1 0 1|=1-(=1)—1-1=-2
01

— = O

15



2 Determinanten dritter Ordnung

Da die Koeffizientendeterminante von null verschieden ist, ist das Gleichungssystem eindeutig
|6sbar. Es ist

010 100 110
D=2 0 1|=-2 Dy=|121|=2 Ds=|10 2|=-2
01 1 00 1 010

und folglich ist
l’lz]., I’Qi—L $3:1

die Losung des Gleichungssystems.

Verschwindet die Koeffizientendeterminante des Gleichungssystems (1), so liegen die Verhalt-
nisse ahnlich wie im Fall |2;| = 0 bei linearen Gleichungssystemen von zwei Gleichungen mit
zwei Variablen.

Das System (1) ist dann entweder nicht I6sbar, oder es ist |6sbar und besitzt eine einfach bzw.
zweifach bzw. dreifach unendliche Losungsmannigfaltigkeit. Auf die Diskussion der verschie-
denen Falle soll im Rahmen dieses Biichleins nicht eingegangen werden.
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3 Einige grundlegende Eigenschaften der Determinanten zweiter und dritter Ordnung

3 Einige grundlegende Eigenschaften der Determinanten
zweiter und dritter Ordnung

In diesem Abschnitt wollen wir die bereits in 1. und 2. bewiesenen grundlegenden Eigenschaften
der Determinanten zweiter und dritter Ordnung zusammenstellen.
Das Ergebnis von Beispiel 3a und Aufgabe 1a fiihrt zum

Satz 3. Werden in einer zwei- bzw. dreireihigen Matrix die Zeilen mit den Spalten vertauscht,
so ist die Determinante der entstehenden Matrix gleich der Determinante der Ausgangsmatrix.

Auf Grund dieses Satzes sind in Determinantensatzen Zeilen und Spalten gleichberechtigt. Es
genlgt daher, dass die folgenden Satze entweder nur fiir Zeilen oder nur fiir Spalten bewiesen
wurden.

Aufgabe 3a und (4) in 2. liefern den

Satz 4. Werden in einer zwei- bzw. dreireihigen Matrix die Elemente einer Reihe mit ihren
Adjunkten multipliziert und die Produkte addiert, so erhalt man die Determinante der Matrix.

Die Ergebnisse des Beispiels 3 und der Aufgabe 1 fithren in der Reihenfolge b), c), d), e), f)
zu den folgenden Satzen:

Satz 5. Die Determinante einer zwei- bzw. dreireihigen Matrix multipliziert sich mit einer re-
ellen Zahl, falls man alle Elemente einer Reihe der Matrix mit dieser reellen Zahl multipliziert.

Satz 6. Bestehen alle Elemente der i-ten Reihe einer zwei- bzw. dreireihigen Matrix aus zwei
Summanden, so ist die Determinante der Matrix die Summe der Determinanten zweier Matri-
zen, wobei in der i-ten Reihe der ersten bzw. zweiten Matrix jeweils die ersten bzw. zweiten
Summanden stehen, wahrend die tbrigen Elemente der drei Matrizen Gibereinstimmen.

Satz 7. Die Determinante einer zwei- bzw. dreireihigen Matrix mit zwei gleichen parallelen
Reihen verschwindet.

Satz 8. Die Determinante einer zwei- bzw. dreireihigen Matrix bleibt unverdndert, wenn man
zu einer Reihe ein beliebiges Vielfaches einer parallelen Reihe der Matrix addiert.

Satz 9. Die Determinante einer zwei- bzw. dreireihigen Matrix wechselt ihr Vorzeichen, wenn
man zwei parallele Reihen der Matrix vertauscht.

Eine Verallgemeinerung von Satz 7 ist

Satz 10. Sind in einer zwei- bzw. dreireihigen Matrix zwei parallele Reihen proportional, so
verschwindet ihre Determinante.

Beweis. Die Behauptung folgt aus Satz 5 und Satz 7.
SchlieBlich besagen Aufgabe 3b und Aufgabe 2b:

Satz 11. Werden in einer zwei- bzw. dreireihigen Matrix die Elemente einer Reihe mit den
entsprechenden Adjunkten einer parallelen Reihe multipliziert und die Produkte addiert, so
erhalt man null.

Im folgenden Beispiel wollen wir mit Hilfe dieser Satze einige Determinanten dritter Ordnung
berechnen.

Beispiel 8. Wir berechnen
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3 Einige grundlegende Eigenschaften der Determinanten zweiter und dritter Ordnung

1 a a
a)A=|1 b b2
1 ¢ ¢
1 a —b
byB=|—-a 1 ¢
b —c 1
4 4 5 4 4 5
c)C=|7 -2 =3|+|-7 3 3
5 7 8 5 7 8

a) Durch mehrmalige Anwendung des Satzes 8 kdnnen wir erreichen, dass in einer Reihe nur
noch ein von null verschiedenes Element auftritt. Entwickeln wir dann die Determinante nach
dieser Reihe, so verbleibt nur ein einziger Summand:

Wir subtrahieren von der ersten Zeile die zweite Zeile, und an- schlieBend subtrahieren wir von
der zweiten Zeile die dritte Zeile. Nach Satz 8 ist dann

0 a—b a®>—10?
A=10 b—c b —=¢?
1 ¢ c?

Die Elemente der ersten Zeile enthalten ¢ — b und die Elemente der zweiten Zeile b — ¢ als
gemeinsamen Faktor. Damit ist nach Satz 5

b

C

02

01 a+
A=(a=b)b—c)|0 1 b+
1 ¢

Diese Determinante entwickeln wir nach der ersten Spalte und erhalten

1 a+bd

A—(a—b)(b—c)‘ L bte

Diese Determinante zweiter Ordnung ist ¢ — a, und somit ist
A= (a—=b)b—c)(c—a)
b) Zur zweiten bzw. dritten Zeile addieren wir das a-fache bzw. —b-fache der ersten Zeile:

1 a —b
B=|0 1+4+a®> c—ab
0 —ab—c 1+

Diese Determinante entwickeln wir nach der ersten Spalte:

. 1+a2 c—ab . ) 9 2
B = —ab—c 1+ =lta+b+c
c) Es ist nach Satz 6
4 4 5
C=/010
5 7 8

Diese Determinante entwickeln wir nach der zweiten Zeile und erhalten C = 7.
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3 Einige grundlegende Eigenschaften der Determinanten zweiter und dritter Ordnung

Aufgabe 4. Man berechne
12 22 32
22 3% 42
32 42 52

a) A=

Aufgabe 5. Man bestimme den Grad des Polynoms

rz 1
fley=12 =
r x?
Aufgabe 6. In der Matrix
N A Ap
Az = [ Ay A
Az Az

AlS
A
A33

sind die Elemente die Adjunkten der entsprechenden Elemente der Matrix 2(3. Man zeige, dass

gilt

12| = |2As]?
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4 Permutationen

4 Permutationen

Um uns die Uberlegungen im folgenden Abschnitt zu erleichtern, beschaftigen wir uns in diesem
Abschnitt mit einer Fragestellung der Kombinatorik.

Die Kombinatorik, die u.a. die verschiedenen Moglichkeiten der Anordnung von Gegenstanden
unter bestimmten Bedingungen untersucht, ist ein Teilgebiet der Mathematik, das bei den
verschiedensten mathematischen Uberlegungen als Hilfsmittel auftritt. Diese Gegenstande, die
Elemente genannt werden, konnen Dinge der uns umgebenden Umwelt oder mathematische
Objekte sein.

Es seien n voneinander verschiedene Elemente gegeben. Jede Zusammenstellung dieser n
Elemente in irgendeiner beliebigen Anordnung bezeichnet man als Permutation der gegebenen
Elemente.

Zwei verschiedene Permutationen der gegebenen n Elemente unter- scheiden sich durch die
Anordnung der Elemente. Da bei unseren kiinftigen Uberlegungen die gegebenen n Elemente
natirliche Zahlen sind, so wollen wir im folgenden den allgemeinen Begriff Element durch den
speziellen Begriff Zahl ersetzen.

Die Anzahl der moglichen verschiedenen Permutationen der Zahlen 1,2, ..., n wollen wir mit
P(1,2,...,n) oder kurz nur mit P, bezeichnen. Um P, zu bestimmen, gehen wir schrittweise
vor.

Ist n = 1, so handelt es sich um die eine Zahl 1. Es gibt also nur die eine Anordnung, die wir
durch
(1)

bezeichnen wollen, und es ist P, = 1.
Sind zwei Zahlen 1, 2 gegeben, so ist n = 2, und es gibt offensichtlich nur die beiden Permu-
tationen

(1,2) und (2,1)

Damit ist P, = 2.

Sind drei Zahlen 1,2,3 gegeben, ist also n = 3, so wollen wir die Anzahl der Permutationen
dadurch bestimmen, dass wir von den Permutationen der beiden Zahlen 1,2 ausgehen. Aus der
Permutation (1,2) entstehen drei neue voneinander verschiedene Permutationen, indem wir
die 3 vor die erste, vor die zweite und hinter die zweite Zahl setzen, also die Permutationen

(3,1,2), (1,3,2), (1,2,3)
Entsprechend entstehen aus der zweiten Permutation (2,1) die drei neuen Permutationen
(3,2,1), (2,3,1), (2,1,3)

Auf diese Weise haben wir samtliche Permutationen der Zahlen 1, 2, 3 erhalten, und es ist
P3; = 6. Fiihren wir fiir das Produkt der ersten n natirlichen Zahlen 1,2,....n mit n > 2 das
Symbol n! E]ein, und setzen wir 1! = 1, so ist

P=1, P=1-2=2, P=1-2-3=3

Auf Grund der bisher erhaltenen Ergebnisse vermuten wir den

3Lies: n Fakultat.
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4 Permutationen

Satz 12. Die Anzahl der Permutationen von n verschiedenen Zahlen ist
P, =n! (1)

Beweis durch vollstandige Induktion nach n.
Wie wir bereits gesehen haben, ist (1) richtig fiir n = 1. Wir zeigen, dass aus der Giiltigkeit
von (1) fir eine beliebige natiirliche Zahl n = k > 1 die Giiltigkeit von (1) fiir n = k+1 folgt.

In jeder der P, Permutationen der k Zahlen 1,2, ..., k setzen wir die Zahl k + 1 vor die erste,
vor die zweite, ..., vor die k-te und hinter die k-te Zahl.

Dadurch entstehen aus jeder Permutation der k& Zahlen k + 1 verschiedene Permutationen mit
k+1 Zahlen, insgesamt also Py - (k+ 1) verschiedene Permutationen der Zahlen 1,2, ..., k+1.
Auf diese Weise haben wir samtliche Permutationen der Zahlen 1,2, ...,k + 1 erhalten, und es
ist daher Py = Py - (k4 1).

Berlicksichtigen wir die Induktionsvoraussetzung P, = k!, so folgt

Py =k (k+1)=(k+1)!
womit der Satz bewiesen ist.

Aufgabe 7. Wieviel verschiedene fiinfstellige Zahlen kann man mit den Ziffern 1, 3, 5, 7, 9
bilden, wenn in jeder der fiinfstelligen Zahlen jede Ziffer nur einmal auftreten soll?

Aufgabe 8. Wieviel verschiedene vierstellige Zahlen kann man mit den Ziffern 0, 1, 2, 3 bilden,
wenn in jeder der vierstelligen Zahlen jede Ziffer nur einmal auftreten soll?

Es gibt nur eine Permutation der Zahlen 1,2,...,n, in der alle Zahlen in der natiirlichen
Reihenfolge stehen. Es ist dies die Permutation (1,2,...,n). Wir kdénnen die verschiedenen
Permutationen der gegebenen n Zahlen dhnlich wie in einem Lexikon ordnen. Man sagt, die
Permutationen von n verschiedenen Zahlen seien lexikographisch geordnet, wenn von zwei
verschiedenen Permutationen stets die Permutation vorangeht, deren erste Zahl die kleinere
ist. Stimmen jedoch die ersten Zahlen dieser beiden Permutationen (iberein, so geht die Per-
mutation voran, deren zweite Zahl die kleinere ist usw.

Beispiel 9. Wir ordnen die Permutationen der Zahlen 1, 2, 3 lexikographisch. Es ist
(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2),(3,2,1)

die lexikographische Anordnung samtlicher Permutationen der Zahlen 1,2,3.

Aufgabe 9. Man ordne die Permutationen der Zahlen 1, 2, 3, 4 lexikographisch.

Aufgabe 10. Man bestimme die 37. Permutation der Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, falls die Permuta-
tionen lexikographisch geordnet sind.

Aufgabe 11. An wievielter Stelle steht die Permutation (3,2, 5, 1,4, 6), falls die Permutationen
der Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6 lexikographisch geordnet sind?

Wollen wir zum Ausdruck bringen, dass es sich um eine beliebige Permutation der n Zahlen
1,2,...,n handelt, so schreiben wir (ki, ks, ..., k,). Um gewisse Permutationen besser (iber-
sehen zu koénnen, setzen wir lber die eigentliche Permutation (ki, ko, ..., k,) nochmals die
permutierten Zahlen in der natiirlichen Reihenfolge, also

1, 2

S ey n
kl? k27 e kn
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Soll es sich um eine beliebige Permutation handeln, die der Bedingung geniigt, dass die Zahl
j an i-ter Stelle steht, so schreiben wir

1,2, ... S N
klv ) ki—lvjv ki+17 (ERE) kn
was auch schon in (ky, ..., ki—1, j, ki1, ..., kn) zum Ausdruck kommt. Die Anzahl aller Permuta-

tionen der Zahlen 1,2, ..., n mit dieser Eigenschaft betragt (n —1)!. So besitzen beispielsweise
die 3! Permutationen

(1,2,4,3),(1,3,4,2),(2,1,4,3),(2,3,4,1), (3,1,4,2),(3,2,4,1)

der Zahlen 1, 2, 3, 4 die Eigenschaft, dass die Zahl 4 an dritter Stelle steht. Entsprechend

verstehen wir unter
1

( L2 ., j—1, g+1, n)

k?l, k‘g, ceey kj—h k?j+1, ceey ]Cn

eine beliebige Permutation der n — 1 Zahlen 1,2,...,7 — 1,7 + 1,...,n. Es sei ausdriicklich
darauf hingewiesen, dass die Bezeichnung in der zweiten Zeile, die eine beliebige Permutation
der darliberstehenden Zahlen angibt, willkiirlich gewahlt werden darf.

So konnen wir beispielsweise eine beliebige Permutation der n — 1 Zahlen 1,2,....5 — 1,5 +
1,...,m auch in der symbolischen Form

1, 2, o, j—1, j+1, ..., n

oder
1, 2 o j—1, j+1, ... n
k27 ey e ki—b ki+1a ) kn

angeben. Wesentlich ist bei den verwendeten Darstellungsformen lediglich, dass die erste Zeile
stets die zu permutierenden Zahlen, die zweite Zeile dagegen eine Permutation der dariiber-
stehenden Zahlen angibt.

Enthalt also die erste Zeile n — 1 Zahlen, so mussen in der zweiten Zeile ebenfalls dieselben
n — 1 Zahlen auftreten.

Definition 5. Stehen zwei Zahlen k; und k; einer Permutation (ky, ko, ..., ki, ..., kj, ..., ky,) der
Zahlen 1,2, ...,n in der zur natiirlichen Reihenfolge entgegengesetzten Reihenfolge, so bilden
die Zahlen k; und k; eine Inversion.

Die Anzahl aller Inversionen einer Permutation (ky, ks, ..., k,,) der Zahlen 1,2, ..., n bezeichnen
wir mit /. So besitzt beispielsweise die Permutation (4,1, 3,2) die Inversionen 4,1; 4,3; 4,2;
3,2. Esist also [ = 4.

Definition 6. Eine Permutation (ky, ko, ..., k,,) der Zahlen 1,2, ..., n heiBt gerade oder ungerade,
je nachdem, ob die Anzahl I ihrer Inversionen gerade oder ungerade ist. Die Zahl (—1)! heiBt
das Vorzeichen der Permutation, in Zeichen

Sgn(k‘l, kg, ey kn) = (-1)1

Demnach ist also das Vorzeichen einer Permutation + 1 oder - 1, je nachdem, ob die Permu-
tation gerade oder ungerade ist. So ist beispielsweise die Permutation (4,1, 3,2) gerade, da
die Anzahl ihrer Inversionen gerade ist. Es ist

sgn(4,1,3,2) = (=1)* = +1
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Die Permutation, in der die gegebenen n Zahlen in der natiirlichen Reihenfolge stehen, besitzt
0 Inversionen. Demnach ist also

sen(1,2,...,n) = (1) = +1

Beispiel 10. Wir bestimmen das Vorzeichen der Permutationen der Zahlen 1, 2, 3.

Es ist
Sgn(17273) - <_1)0 = +1 ) Sgn(1737 2) - (_1)1 = _]-7
Sgn(27 173) = (_1)1 =-1 ) Sgn(2737 1) = <_1)2 = +1,
sen(3,1,2) = (=1 =+1 ,  sgn(3,2,1) = (-1)* = —1.

Aufgabe 12. Man bestimme das Vorzeichen der Permutationen der Zahlen 1,2,3,4.

Satz 13. Werden zwei benachbarte Zahlen in einer Permutation (kq, ks, ..., k,) der Zahlen
1,2, ...,n vertauscht, so andert sich das Vorzeichen der Permutation um -1.

Beweis. Aus der Permutation
(kla k?a ) kia kiJrla ) kn)

entsteht durch Vertauschung der beiden benachbarten Zahlen £; und k;,; die Permutation
(K1, kay ooy kigay Ky ey ko)

Die Anzahl der Inversionen der ersten Permutation sei I, die der zweiten I. Die Inversionen, die
die Zahlen kq, ko, ..., k;_1 miteinander und mit allen folgenden Zahlen bilden und ebenfalls die
Inversionen, die die Zahlen k; o, k;.3, ..., k, miteinander bilden, sind in beiden Permutationen
die gleichen.

Die weitere Untersuchung beschrankt sich daher nur auf die beiden Zahlen k; und k;, . Ist
k; < ki1, so hat die zweite Permutation eine Inversion mehr, es ist also I = I+ 1. Ist dagegen
k; > k;+1, so hat die zweite Permutation eine Inversion weniger, es ist also I=1-1.
Fassen wir beide Falle zusammen, so ist ] = I & 1, d.h., durch die Vertauschung zweier
benachbarter Zahlen in einer Permutation andert sich die Anzahl der Inversionen um eins. Es
ist also

und damit
sgn(kl, k’2, ey /{Zi, ki+1, ey kn> = — Sgﬂ(kl, ]{32, . li’i+1, ]{?Z’, ey kn)

womit der Satz bewiesen ist.

Satz 14. Vertauscht man in einer Permutation (ki, k2, ....,k,) der Zahlen 1,2,...,n zwei be-
liebige Zahlen miteinander, so andert die Permutation ihr Vorzeichen.

Beweis. In der Permutation
<k17 3] ki—h kia ki+17 st kj—l? k]? kj—‘rl? st kn)

sollen etwa die Zahlen k; und k; (i < j) miteinander vertauscht werden. Zunachst vertau-
schen wir die Zahl k; der Reihe nach mit allen benachbarten, zwischen £; und k; stehenden
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Zahlen und dann mit k; selbst. Dabei haben wir j — i Vertauschungen vorgenommen, und die
Ausgangspermutation ist in die Permutation

(kla ...,]{,'2',1, ki+1’ ceey kjfl, kj, kia kj+17 ceey kn)

ibergegangen. Dann vertauschen wir in dieser Permutation die Zahl k; der Reihe nach mit den
Zahlen k;_1,k;_2, ..., kiy1. Dann steht k; an der Stelle, in der k; in der Ausgangspermutation
gestanden hat.

Dazu bendtigen wir j — (i+1) = j —i — 1 Vertauschungen benachbarter Zahlen und. erhalten
somit die gewiinschte Permutation

(kla ceny ki—l) k’j, ki+17 ceey kj—l) kia kj+17 ceey kn)
Die Anzahl der vorgenommenen Vertauschungen benachbarter Zahlen betragt also insgesamt
(j—i)+ (G —i—1)=2(j — L.
Diese Anzahl ist aber ungerade, und da nach Satz 13 die Permutation bei jeder Vertauschung
benachbarter Zahlen ihr Vorzeichen wechselt, gilt
Sgn(/ﬁ, . ki, ey kj, ey k?n) = — Sgﬂ(kl, ey /{Zj, ey /{Zi, ceey kn)
womit der Satz bewiesen ist.
Beispiel 11. Wir beweisen, dass
1,2, i, n o 1,2,..,5—1,7+1,..... n

son )~ ) ) — _ 1 z+js n y“ 9 9 9 9 2

& < kl,...,]{fi_l,j,ki+1,...k ) ( ) & ( k’l, ....... 7ki—17ki+17 ........ k > ( )
ist.
Beweis. In der Permutation auf der linken Seite von (2) steht die Zahl j an i-ter Stelle. Bringen

wir 7 an die erste Stelle, so haben wir i —1 Vertauschungen benachbarter Zahlen vorgenommen.
Nach Satz 13 andert sich daher das Vorzeichen der Permutation um (—1)""!, und es ist

] 1,2, SN\ i 1,2, ,N
sgn( ki, ki1, gy Kigrs ok ) =) sgn( Jy ks s kica, Kiga, ok > G)
In der Permutation auf der rechten Seite von (3) steht die Zahl j an erster Stelle. Sie bildet also

mit jeder der Zahlen 1,2, ..., 5 — 1 eine Inversion, insgesamt also j — 1 Inversionen. Streichen
wir in dieser Permutation die Zahl 7, so erhalten wir die Permutation

1,2, i—1,741,....mn
(kb k) (4)

die 7 — 1 Inversionen weniger als die Permutation

1,2, n
'7 Y Y 5
( jvkb'"vki—laki—i—h'“k > ( )
besitzt. Bezeichnen wir die Anzahl der Inversionen der Permutation (4) bzw. (5) mit I bzw.

I,sogilt I =1+ (j—1).Esist also

(-1 = (~1)H7 = (~1p - (-1
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und damit
1,2, i, n o L2, —1,7+1, ... n
son K ) = (—1) 1 y Syt ) ’ )
& ( ],k’17...,]{fi_1,]€i+1,...]€ > ( ) < kl) ....... aki—bki—i-la ........ k >
Setzen wir dies in (3) ein, und beachten wir, dass (—1)72 = 1 ist, so erhalten wir (2).

Satz 15. Ordnet man die nach der ersten Koordinate geordneten Zahlenpaare (1, k1), (2, k2),
oty (n, ky), wobei (ky, ka, .., k,,) eine beliebige Permutation der Zahlen 1,2, ..., n ist, nach der
zweiten Koordinate, so erhalt man die Paare (mq, 1), (m2,2), ..., (my,,n).

Dann haben die beiden Permutationen kq, ks, ..., k,,) und (mq, ma, ..., m,) das gleiche Vorzei-
chen.

Beweis. Wir schreiben die nach der ersten Koordinate geordneten Zahlenpaare in der Form,
dass wir die Koordinaten der einzelnen Zahlenpaare untereinander schreiben:

1 2 ... n
ki ko ... k,

Es seien etwa ¢ Vertauschungen von je zwei Zahlen notwendig, damit die Permutation
(k1, ko, ..., k,) in die Permutation mit der natirlichen Reihenfolge libergeht. Fiihren wir diese
t Vertauschungen durch, so geht das obige Schema in

my Mo ... My
1 2 ... n

iber. Wir bestimmen nun das Vorzeichen der beiden Permutationen (ky, ko, ..., k,) und
(mq,ma, ...,m,). Da t Vertauschungen erforderlich sind, um das erste Schema in das zweite
Schema zu tberfiihren, so ergibt die t-malige Anwendung des Satzes 14

Sgn(k17k27'”7kn) - (_1)tsgn(1727"'7n) (6)

Andererseits ist die Permutation (my,ms,...,m,) aus der Permutation (1,2,...,n) durch ¢
Vertauschungen von je zwei Zahlen hervorgegangen. Die t-malige Anwendung von Satz 14
ergibt in diesem Fall

sen(1,2,...,n) = (=1)"sgn(my, ma, ..., my)
Setzen wir dies in (6) ein, und beachten wir, dass (—1)* = 1 ist, so erhalten wir
sgn(ky, ko, ..., k) = sgn(mq, ma, ..., my,)
womit der Satz bewiesen ist.

AbschlieBend wollen wir die Summe in (3) in 2. naher untersuchen.

Jeder der sechs Summanden ist von der Form £ay, asy,ask,, wobei in jedem Summanden fir
die zweiten Indizes k1, ko, k3 die drei Zahlen 1, 2, 3 so einzusetzen sind, dass jede genau einmal
vertreten ist. Die Reihenfolge der zweiten Indizes ist in allen sechs Summanden verschieden.
Schreiben wir die zweiten Indizes der einzelnen Summanden auf, so erhalten wir

(1,2,3),(1,3,2),(2,3,1),(2,1,3),(3,1,2), (3,2, 1).

Die verschiedenen Zahlentripel sind aber nichts anderes als die sechs Permutationen der drei
Zahlen 1,2, 3.
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Auch das Vorzeichen der einzelnen Summanden steht mit diesen Permutationen im Zusam-
menhang. In Verbindung mit Beispiel 10 ergibt sich, dass das Vorzeichen jeder Permutation
der zweiten Indizes mit dem Vorzeichen des entsprechenden Summanden Ubereinstimmt.
Damit kdnnen wir (3) in 2. unter Verwendung des Summenzeichens auch in der Form

11 a2 i3
an Gz ags | = Y_sgn(ki, ko, k3)aig, ak, azk, (7)
asy asy ass Py

schreiben, wobei die Summation (iber alle Permutationen der Zahlen 1,2, 3 erfolgt.
Wir untersuchen, ob diese GesetzmaBigkeit auch fiir Determinanten zweiter Ordnung gilt. Dazu
berechnen wir zunachst

Z Sgﬂ(k?h k’2)a1k1 A2k,

Py

wobei die Summation in Analogie zu (7) liber die Permutationen der Zahlen 1 und 2 zu erfolgen
hat. Die Permutationen dieser beiden Zahlen sind (1,2), (2,1). Ferner ist sgn(1,2) = +1,
sgn(2,1) = —1. Somit gilt

ngn(k’h k2)a1k1a2k2 = a11022 — G120a21
Py

Folglich kann (6) in 1. auch in der Form

aix a2
Q21 Q22

= Z sgn(k1, ko)aix, ask, (8)
Py

geschrieben werden, wobei die Summation (iber alle Permutationen der Zahlen 1, 2 erfolgt.
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5 Determinanten n-ter Ordnung

Unter einer quadratischen Matrix versteht man ein System von n? reellen Zahlen a;, (i, k =
1,2,..,n), die in einem quadratischen Schema angeordnet sind. Man schreibt

ay;;r a1 ... QAip

agy Qo2 ... QA2
A, = "

Ap1 Ap2 ... Qpp

Die n? reellen Zahlen heiBen die Elemente der Matrix, die Horizontal- bzw. Vertikalreihen von
2, heiBen Zeilen bzw. Spalten der Matrix, die unter der gemeinsamen Bezeichnung Reihen
zusammengefasst werden.

Der erste bzw. zweite Index der mit Doppelindizes versehenen Elemente der Matrix gibt die
Zeile bzw. Spalte an, in der das Element in der Matrix steht.

Durch die Schreibweise 2(,, wollen wir zum Ausdruck bringen, dass es sich um eine n-reihige
Matrix handelt. Die dieser quadratischen Matrix zugeordnete Determinante definieren wir ana-
log zu (8) und (7) in 4. folgendermaBen:

Definition 7. Unter der Determinante einer n-reihigen Matrix 2l,, oder einer Determinante n-ter
Ordnung versteht man

air a1 ... Qip
a a .. a

|91n| = 2 = n = Z(k)h k?g, ceny kn)a1k1a2k2...ank,n (2)
Ap1 Ap2 ... Qpp !

wobei die Summation (iber alle Permutationen der Zahlen 1, 2, ..., n erfolgt.

Diese Definition der Determinante stammt von dem deutschen Philosophen und Mathematiker
G.W. Leibniz. Die Formel (2) bezeichnen wir daher im folgenden als Leibnizsche Determinan-
tenformel.

In jedem Summanden der Summe in (2) ist aus jeder Zeile und jeder Spalte der Matrix 2,
genau ein Element als Faktor vertreten, da in jedem einzelnen Summanden jeder Zeilenindex
und jeder Spaltenindex genau einmal vertreten ist.

Beispiel 12. Wir berechnen mit Hilfe der Leibnizschen Determinantenformel
ai; Qr2 a3 G4

a) |Ql4| _ | @21 Q22 Q23 (24
az1 Q32 0433 G34
A41 Q42 Q43 Q44

b) und mit Hilfe des Ergebnisses von a)

a) Unter Beriicksichtigung von Aufgabe 9 und Aufgabe 12 gilt

|914| =@11022033044 — 12021033044 + 113021032044 — A14021034042 — 011022034043
+ 120921034043 — Q13021034042 + Q14021033042 — Q11023032044 + Q12023031044
— (13022031044 + 014022031043 + 111023034042 — A12023034041 + Q13022034041
— (14022033041 + 11024032043 — A12024031043 + Q13024031042 — 014023031042

— 111024033042 + Q12024033041 — Q13024032041 + Q14023032041
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5 Determinanten n-ter Ordnung

by D=2-2.2.2-3-2.2-1-2-1-3-243-1-3-1=1.

Beispiel 13. Wir berechnen mit Hilfe der Leibnizschen Determinantenformel

I
o~ o oo
coo~o
coo o

|
cor oo
_moooo

In der Summe in (2) ergibt sich fir den Summanden, der der Permutation (3,2,4,1,5) zuge-
ordnet ist, der Wert

Sgn(372747 L, 5) -1 <_1) ’ (_1) ) (_1) 1= —Sgﬂ(?), 2,4,1, 5)
In allen anderen Summanden tritt wenigstens einmal der Faktor null auf. Demnach ist
D= —sgn(3,2,4,1,5) = —(-1)* = -1

Aufgabe 13. Man berechne mit Hilfe der Leibnizschen Determinantenformel

aip Qi2 @13 ... Qin
0 92 Q23 ... Q92pn
A= 0 0 ass ... dzpn

0 0 0 ... am

Aufgabe 14. Man beweise mit Hilfe der Leibnizschen Determinantenformel, dass die Deter-
minante einer quadratischen Matrix 2(,, verschwindet, wenn alle Elemente einer Reihe null
sind.

28



6 Einige grundlegende Determinanteneigenschaften

6 Einige grundlegende Determinanteneigenschaften

Da die Summe in (2) in 5. aus n! Summanden besteht, nimmt die Anzahl der Summanden
mit wachsendem n sehr schnell zu.

Die unmittelbare Anwendung der Leibnizschen Determinantenformel zur Berechnung von De-
terminanten n-ter Ordnung ist bereits fir n = 4 mihsam. Fir n = 5 besteht die Summe
bereits aus 120 Summanden. Daher ist diese Formel fiir die Berechnung von Determinanten
n-ter Ordnung fiir n > 4 praktisch ungeeignet.

Aus diesem Grunde werden wir in diesem Abschnitt die bereits in 3. fir n = 2 und n = 3
bewiesenen Determinantensatze fir alle natirlichen Zahlen n > 4 beweisen. Mit Hilfe dieser
Satze wird es uns dann moglich sein, die Berechnung von Determinanten erheblich zu verein-
fachen.

Satz 16. Werden in einer quadratischen Matrix die Zeilen mit den Spalten vertauscht, so ist
die Determinante der entstehenden Matrix gleich der Determinante der Ausgangsmatrix.

Beweis. Es ist
’Q[n’ = Z(kl,kg,...,kn)alklam...ankn (]_)

P
Aus der Matrix (1) in 5. entsteht durch Vertauschen der Zeilen mit den Spalten die Matrix

ajpy a21 ... Qpi

a2 A22 ... (Ap2
B, = "

A1y, A2 ... Qpp

Setzen wir ag; = by, (i,k =1,2,...,n), so ist

bll b12 bln
%n _ b21 b22 an
bnl bn2 bnn

und damit
’%n| - Z(k‘l, k‘Q, ceey kn)blklekQ-'-bnkn

Py
Wegen ay; = by, gilt somit

‘SBn| = Z(k‘l, k‘g, ceey kn)akllakﬂ_,,aknn

Py

wobei auch hier die Summation iiber alle n! Permutationen der Zahlen 1,2, ..., n erfolgt. Erset-
zen wir die Summationsbuchstaben ky, ks, ..., k,, durch die Summationsbuchstaben my, mo, ..., m,,
so ist

IB,,| = Z(ml, M2y evy My ) Ay 1 Qg2+ -Gy (2)

Py

Wir greifen einen beliebigen Summanden aus (2) heraus. Die Reihenfolge der reellen Faktoren
g1y Gmg2y ooy G, darf beliebig gewahlt werden. Daher ordnen wir diese Faktoren so um,
dass die ersten Indizes in der natiirlichen Reihenfolge 1,2, ...,n stehen. Die Reihenfolge der
zweiten Indizes sei ky, ko, ..., k,. Dann ist

Amq11Amy2---Omyn = A1k Q2ky ---Ank,
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6 Einige grundlegende Determinanteneigenschaften

Da auBerdem nach Satz 15
sgn(ky, ko, ..., k) = sgn(my, ma, ..., my,)
gilt, ist
SN (M1, My ooy My ) A1 Qg2 Oy = SEN(K1, Koy ooy K ) @1k, G2y - Qe

Der rechts stehende Ausdruck tritt aber auch in der Summe (1) auf. Da beide Summen die
gleiche Anzahl von n! Summanden besitzen, sind alle Summanden und damit die Summenwerte
gleich, und es ist

ay;y a2 ... QAip a1y a1 ... QApi
G21 Q22 ... Q2p | | A12 G22 ... Q(p2
Ap1 Ap2 ... Qpp A1p Q2p ... Qpp

womit der Satz bewiesen ist.

Nach Satz 1 sind also in Determinantensatzen Zeilen und Spalten gleichberechtigt. Wir brau-
chen daher die folgenden Satze etwa nur fiir Zeilen zu beweisen.

Definition 8. Unter der zum Element a;; gehérigen Unterdeterminante D;; einer quadratischen
Matrix 2,, versteht man die Determinante der Matrix, die aus 2,, durch Streichen der i-ten
Zeile und j-ten Spalte entsteht.

Es ist also
ai, ... ay j—1 a1 41 - Q1n
D.. — Ai—11 o @i—15-1 Ai—1454+1 -~ Qi—1n
] T
Ai+1,1 oo Qit15-1 Aig141 - Qitlp
Ap1 .. Qp,j—1 Qpj+1 - Apn

Nach der Leibnizschen Determinantenformel ist

1, o =1, j+1, .. n
Dij_PZ_:lsgn<k1, T BT 7 N TR k‘n>.a1k1'“a"Lkilaiﬂvkwl“'anvkn (3)

wobei die Summation iber alle (n — 1)! Permutationen der Zahlen 1,2,....57 — 1,7+ 1,...,n
erfolgt.

Definition 9. Unter der zum Element a;; gehdrigen Adjunkte A;; einer quadratischen Matrix
21, versteht man die mit (—1)"*/ multiplizierte Unterdeterminante D;;, d.h., es ist

Ay = (1) Dy

Satz 17. Werden in einer quadratischen Matrix die Elemente einer Reihe mit ihren Adjunkten
multipliziert und die Produkte addiert, so erhalt man die Determinante der Matrix.

Beweis. Wir formen die Summe in (2) in 5. so um, dass wir zunachst die Summanden zusam-
menfassen, die a;; als Faktor enthalten.

Da u.a. in jedem Summanden der Summe in (2) in 5. aus der i-ten Zeile von 2(,, genau ein
Element als Faktor vertreten ist, sind in den Summanden, die a;; als Faktor enthalten, die
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6 Einige grundlegende Determinanteneigenschaften

Elemente a;o, a;3, ..., a;, nicht als Faktoren vertreten. Durch Ausklammerung von a;; aus
diesen Summanden erhalten wir eine Darstellung der Form

|Q(n| =a;1by + Ry

wobei in R, alle die Summanden vertreten sind, die a;; nicht als Faktor enthalten. In b;;
sind keine Summanden vorhanden, die a;», a;3, ..., a;, als Faktoren enthalten. In R; fassen
wir nun alle Summanden zusammen, die a;» als Faktor enthalten. Indem wir diesen Faktor
ausklammern, erhalten wir

|20,| = ai1bi + aizbin + Ro

wobei in Ry alle Summanden vorkommen, die weder a;; noch a;y als Faktor enthalten. Durch
Fortsetzung dieses Verfahrens erhalten wir schlieBlich

11 a2 ... QAip
Ay = a'zl 6%2 a;;; = aibi1 + apbiz + ... + ainbin (4)
pl Gpo - Qpy
wobei die b;q, b;o, ..., b;, keine Elemente der i-ten Zeile von 2,, enthalten. Unterscheiden sich

daher zwei n-reihige Matrizen nur in den Elementen der i-ten Zeile, so stimmen die b;1, b,
..., by, fur beide Matrizen lberein.

Ersetzen wir in der Matrix 2,, die Elemente a;1, a;o, ..., a;, durch x1, o, ..., z,,, und bezeichnen
wir die so entstehende Determinante mit f(x1, zo, ..., 2,), so gilt entsprechend

a1 a1 ... Q1
i—11 Qi—12 .- Qi—1n
flzy, 2o, ... xy,) = o Ty ... Ty | = 2101 + xabio + ... + x,bin, (5)
Ai+1,1 @412 oo Gigln
Qn1 Apo ... Apn
Setzen wir insbesondere
xlz...zxj_lzo, szl, .fl?j+1:...:.?fn:()
so erhalten wir
aip ... aypj—1 Q1 Ay, 541 --- QA1n
@j—11 - Qj—15-1 Gi—15; Ai—1441 -~ Qi—1n
f(O,...,(),l,O,...,O): 0 .. 0 1 0 .. 0 :bij
N——
j—1 Qi+1,1 oo @ip15-1 Qi1 Qb1 41 - Qitln
ap1 .- A, j—1 QA j Qp,j41 - QApn

Andererseits gilt fir (5) nach der Leibnizschen Determinantenformel

flzy, 29, .y xy) = ngn(kl, ko, kp) @ik - @i 1ky Ty Qi 1y g - Oy
P,
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Setzen wir wieder z;,, = 0 fir k; = 1,...,5 — 1,74+ 1,...,n und z; = 1, so verschwinden in
der Summe diejenigen Summanden, fiir die k; # j ist, da in ihnen null als Faktor auftritt. Wir
brauchen daher in der Summe nur diejenigen Summanden zu beriicksichtigen, fiir die k; = j
ist.

Das bedeutet aber, dass wir nur tiber die Permutationen (k1, ks, ..., k,,) zu summieren brauchen,
bei denen k; = j ist, d.h., die Zahl j an i-ter Stelle steht. Die Anzahl dieser Permutationen
betragt (n — 1)!. Da f(0,...,0,1,0,...,0) = b;; ist, gilt

bi; = sgn Y ’ ’ Y 1y Qi1 gy L Qi1
1) Pn;:] g k'17 ceey ki—l; k‘, k’i+17 e kn 1kq i—1,ki—1 i+1,ki41 nkn
Beriicksichtigen wir (2) in 4., so ist
" 1 jg—1, j5+1 n
i+ [ ) (AR
bij = (=1)"7 > sgn| I i P TR W AR N
o 1y oo i—1, Rit1, -y Rn

(6)

wobei die Summation lber alle (n — 1)! Permutationen der Zahlen 1,2,...,5 — 1,5+ 1,....n
erfolgt. Vergleichen wir (6) mit (3), so folgt unter Beriicksichtigung von Definition 9

bij = (—1)""Dy; = Ay

Folglich geht (4) iber in

a1 a2 ... A1p
a1 Qg ... Qin | = ap A+ apdip + .+ A (7)
Ap1 Ap2 ... Qpp

Wegen Satz 16 gilt fir die Spalten der Matrix 2, analog

air ... Qi ... QAip

asy ... A9; ... Qap )
= a1;A1; + agiAgi + ...+ apiAn; (7)

Ap1 v Api ... QApp

Man bezeichnet (7) bzw. (7') als die Entwicklung der Determinante nach der i-ten Zeile bzw.
i-ten Spalte. Beim Beweis der folgenden Satze werden wir haufig von (7) bzw. (7') und in
diesem Zusammenhang von der Tatsache Gebrauch machen, dass fiir zwei n-reihige Matrizen,
die sich nur in den Elementen einer Reihe unterscheiden, die Adjunkten der Elemente dieser
Reihe fiir beide Matrizen (ibereinstimmen.

Satz 18. Die Determinante einer quadratischen Matrix multipliziert sich mit einer reellen Zahl,
falls man alle Elemente einer Reihe der Matrix mit dieser reellen Zahl multipliziert.

Beweis. Wir multiplizieren alle Elemente der i-ten Zeile von 2(,,, mit einer reellen Zahl ¢. Durch
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Entwicklung nach der i-ten Zeile erhalten wir

a1 Q12 ... Qip
taﬂ' talg tam = (taﬂ)Aﬂ + (taiQ)AZ'Q + ...+ (tam)Am
ap1  Ap2 Ann
a1 Q12 ... QAip
— tanAn +apdn + o+ andy) =t| an ap . G
Qp1  Gp2 QAnp,

Aufgabe 15. Man beweise Satz 18 mit Hilfe der Leibnizschen Determinantenformel.

Satz 19. Bestehen alle Elemente der i-ten Reihe einer quadratischen Matrix aus zwei Summan-
den, so ist die Determinante der Matrix die Summe der Determinanten zweier Matrizen, wobei
in der i-ten Reihe der ersten bzw. zweiten Matrix jeweils die ersten bzw. zweiten Summanden
stehen, wahrend die lbrigen Elemente der drei Matrizen Gbereinstimmen.

Beweis. Durch Entwicklung nach der i-ten Zeile erhalten wir

= (anAn + apfip + ... + ainAin) + (bin Al + bjoAiz + ... + binAin)

Die erste bzw. zweite Summe stellt die Entwicklung der Determinante einer n-reihigen Matrix
2A,, bzw. B,, nach der i-ten Zeile dar, wobei die Matrix b,, aus der Matrix 2I,, dadurch entsteht,
dass die Elemente der i-ten Zeile von 2, durch die Elemente b;1,0; 2, ...

aii a2 A1n
a;1 +bi1 aip + bio Qin + bin | = (a1 + b)) An + (ai2 + bi2) Aso + ... + (@in + bin) Ain
an1 An2 Ann

, b;, ersetzt werden.

Es ist also
ai1 Q12 A1p a1 G12 A1p a1 ai12 A1n
a;1 + bzl Qo + b12 Qin + bm = ;1 Qg2 Qin bzl bz2 bzn
an1 An2 Ann Ap1  An2 Ann ) Ann

Satz 20. Die Determinante einer quadratischen n-reihigen Matrix mit zwei gleichen parallelen
Reihen verschwindet.

Beweis fiir Zeilen durch vollstandige Induktion nach n.

Der Satz gilt wegen Satz 7 fiir n = 2. Wir zeigen, dass aus der Giiltigkeit des Satzes fiir eine
beliebige natirliche Zahl n = k > 2 die Gliltigkeit des Satzes fir n = k + 1 folgt.

Es sei x4 eine (k + 1)-reihige Matrix, in der die i-te und j-te Zeile (i # j) elementweise
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6 Einige grundlegende Determinanteneigenschaften

Ubereinstimmen. Wir entwickeln

a1 aiz2 ... a1,k+1

a;1 a2 ... Q5 k41

1| =] aj-11 @jo12 o A1k
Q41 Qjo ... Qj k+1

Ajr11 Aj41,2 o Qi1 k41

ag+1,1 Ag41,2  --- Qk41k+1

nach der r-ten Zeile mit r # ¢, # j und erhalten

1] = ar1Ars + ar2Aro + .o+ Gr 1 Ar
= (—1)7'+16L,«1D7-1 + (—1)T+26LT2DT2 + ...+ (—1)T+k+1aT7k+1D7-7k+1

Es sind D,y, D,g, ..., D, j+1 Determinanten k-reihiger Matrizen, in denen jeweils zwei Zeilen
elementweise (ibereinstimmen. Nach Induktionsvoraussetzung ist D,y = D,o = ... = D, 41 =
0 und damit |x,1| = 0, womit der Satz bewiesen ist.

Aus Satz 18 und Satz 20 folgt unmittelbar die Verallgemeinerung von Satz 20:

Satz 21. Sind in einer quadratischen Matrix zwei parallele Reihen proportional, so verschwindet
ihre Determinante.

Satz 22. Werden in einer quadratischen Matrix die Elemente einer Reihe mit den entsprechen-
den Adjunkten einer parallelen Reihe multipliziert und die Produkte addiert, so erhalt man
null.

Beweis. Wir ersetzen in 2, die Elemente der i-ten Zeile a;1, a;2, ..., a;, durch die Elemente
der j-ten Zeile a;1,ajs, ..., ajn (1 # j).

Dabei erfahren die Adjunkten A;;, Az, ..., A, keine Anderung, da sie nicht von den Elementen
der i-ten Zeile abhangig sind. Wegen (7) gilt dann

a1l a1y ... Q1n
ai—11 @j—12 - @i—1k+1
aj1 Qo ... Qjn
@ip11 Qir12 - Qipipsl | = Gj1An + ajplp + .+ ajpAn (8)
51 ajo ... Qjn,
QAn1 Apo ... Apn

Die linke Seite von (8) verschwindet aber nach Satz 20, und es ist somit
aj Ay + ajplio + ...+ ajnAp =0 (i # J)

Satz 23. Die Determinante einer quadratischen Matrix bleibt unverandert, wenn man zu einer
Reihe ein beliebiges Vielfaches einer parallelen Reihe der Matrix addiert.
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6 Einige grundlegende Determinanteneigenschaften

Beweis. Wir addieren in 2L, zur i-ten Zeile das t-fache der j-ten Zeile (i # j). Durch Entwick-
lung nach der i-ten Zeile erhalten wir

an aiy ... QA1n

a;1 + taﬂ Q9 + tCLJQ eee Qyy + tajn
Qj1 Qo ... Qjn N
An1 an2 ... Ann

= (a; +taj1)Ain + (a2 + taje)Ain + ... + (Qin, + tajn)Aim
= (ailAil + apApp+ ...+ ainAin> + t(aﬂAil + angig +...+ ajnAm)

, wahrend die zweite Summe wegen (9)

Die erste Summe hat wegen (7) den Summenwert |2,
verschwindet. Es ist also

ay; a2 ... QAip a1 aig ... Q1n
;1 Q2 ... Qip a;1 + taﬂ Q9 + taﬂ eee QT+ tajn
a1 Qj2 ... Qjp aj1 Qo ... Qjn
ap1 QAp2 ... Qpp QAn1 an2 ... QAnp,

Satz 24. Die Determinante einer quadratischen Matrix wechselt ihr Vorzeichen, wenn man zwei
parallele Reihen der Matrix vertauscht.

Beweis. Wir addieren in 2, zur i-ten Zeile die j-te Zeile (i # j), anschlieBend subtrahieren
wir von der j-ten Zeile die i-te Zeile, und schlieBlich addieren wir zur i-ten Zeile die j-te Zeile.
Nach Satz 23 ist dann der Reihe nach

aj; aiz ... Qip a1 a1z ... Ain
i1 Qi ... Qip a;1t+ a1 Gt ajp ... Gptajy
a1 Qj2 ... Qjp aj1 Qo ... Qjn
ap1 QAp2 ... Qpp QAn1 Ap2 ... QAnp
a11 a1z ... Q1n 11 Q12 ... Q1n
a;1 + CLJ1 ;0 + G/jg. vee QT+ Qjn a1 ajo ... Qjn
—ai1 —Qi2 ... —Qin —Gi1 —Gi2 ... —Qin
Qn1 an2 ... Qnp, Qn1 Ap2 ... Qnp,
Die Elemente —a;1, —a;9, ..., —a;, besitzen -1 als gemeinsamen Faktor. Auf Grund von Satz
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6 Einige grundlegende Determinanteneigenschaften

18 gilt damit
a1; a2 ... QAip a1 a2 ... Qip
;1 Q2 ... Qip @51 Q2 ... Qjp
aj1 Q2 ... Qjp ;1 Qg2 ... QAip
Ap1 QAp2 ... Qpp Ap1 QAp2 ... Qpp

Aufgabe 16. Man beweise Satz 24 mit Hilfe der Leibnizschen Determinantenformel.
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7 Berechnung von Determinanten

Wir sind nun in der Lage, mit Hilfe der Satze in Abschnitt 6. Determinanten ohne allzu groBen
Rechenaufwand zu berechnen.

Die wichtigsten Hilfsmittel werden hierbei die Satze 23, 17 und 18 sein. Mit Hilfe von Satz 23
kénnen wir erreichen, dass in einer Reihe nur noch ein von null verschiedenes Element auftritt.
Entwickeln wir dann nach Satz 17 die Determinante nach dieser Reihe, so verbleibt nur ein
einziger Summand.

Damit haben wir die Berechnung der gegebenen Determinante n-ter Ordnung auf die Berech-
nung einer einzigen Determinante (n — 1)-ter Ordnung zuriickgefihrt.

Wiederholte Anwendung dieses Verfahrens fiihrt schlieBlich auf die Berechnung einer einzigen
Determinante zweiter Ordnung.

Der Satz 18 ermoglicht insofern Vereinfachungen, als ein gemeinsamer Faktor aller Elemente
einer Reihe vor die Determinante gezogen werden kann. Treten in einer Reihe Briiche auf, so
kann man die Rechnung mit Hilfe dieses Satzes dadurch vereinfachen, dass man alle Elemente
dieser Reihe mit dem Hauptnenner und die Determinante zugleich mit dem Kehrwert dieses
Hauptnenners multipliziert.

Beispiel 14. Wir berechnen

17 _1 3
23 45
D:4
12 -2
3 2 =35

Wir multiplizieren alle Elemente der ersten bzw. dritten Zeile mit 4 bzw. 3 und die Determinante
mit é Wir erhalten

2 4 -2 3
112 3 4 5
D‘E46—203
32 —-35

Durch mehrmalige Anwendung des Satzes 23 konnen wir erreichen, dass in einer Reihe nur
noch ein von null verschiedenes Element auftritt. Um auch hier das Rechnen mit Briichen zu
vermeiden, formen wir zunachst so um, dass ein Element +1 oder -1 wird:

Wir subtrahieren von der ersten Zeile die vierte Zeile und erhalten

~1 2 1 -2
1| 2 3 4 5
D‘E 4 6 —20 3

32 -3 5

Zur zweiten bzw. dritten bzw. vierten Zeile addieren wir das Doppelte bzw. Vierfache bzw.
Dreifache der ersten Zeile:

1 2 1 -2
1 0 7 6 1
121 0 14 —-16 —5

0 8 0 —1

D=
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7 Berechnung von Determinanten

Die Entwicklung nach der ersten Spalte liefert

1 7 6 1
D = 1 14 —-16 -5
8 0 -1

Zur ersten Spalte addieren wir das Achtfache der dritten Spalte:

L6
D=—7| 26 —16 -5
0 0 —1

Die Entwicklung nach der dritten Zeile liefert

D

1|15 6
T 12| —26 —16

Die Elemente der ersten bzw. zweiten Zeile besitzen 3 bzw. -2 als gemeinsamen Faktor. Wir
erhalten

11 5 2
D__2‘ 13 8 ‘__7
Beispiel 15. Wir berechnen
a> (a+1)* (a+2)? (a+3)?
D= v (b+1)* (b+2)* (b+3)?
& (e+1)? (e+2)? (e+3)
d> (d+1)* (d+2)* (d+3)?

Von der vierten Spalte subtrahieren wir die dritte Spalte, anschlieBend von der dritten die
zweite Spalte und schlieBlich von der zweiten die erste Spalte:

a> 2a+1 2a+3 2a+5
b 20+1 2b+3 2b+5
cc 2c+1 2¢+3 2c+5
d> 2d+1 2d+3 2d+5

Abermals subtrahieren wir von der vierten Spalte die dritte und schlieBlich von der dritten die
zweite Spalte:

a? 2a+1 2 2
D > 2b6+1 2 2
T 2e+1 2 2

> 2d+1 2 2
Da die dritte und vierte Spalte elementweise iibereinstimmen, ist nach Satz 20: D = 0.

Beispiel 16. Wir berechnen

a bbb b c
b a bbb c b
b b a c b b
e
b ¢ b b a b
c bbb b a
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7 Berechnung von Determinanten

Zur ersten Zeile addieren wir die restlichen Zeilen. Die Elemente der ersten Zeile erhalten dann
a + 4b + c als gemeinsamen Faktor. Es ist

1 1 1 1 11
b a b b c b
b ba c¢c b b
D=(atdbto)ly 1o 0 p p
b ¢ b b a b
c bbb b a

Subtrahieren wir von der zweiten, dritten, vierten, fiinften bzw. sechsten Zeile das b- bzw.
c-fache der ersten Zeile, so ergibt sich

1 1 1 1 1
0 a—25> 0 0 ¢c—b
0 0O a—b c—0D 0
0 0 ¢c—b a—2»> 0
0 c—b 0 0 a—20>
0 b—c b—c b—c b—c a-—

D= (a+4b+c)

O DO OO

Die Entwicklung nach der ersten Spalte und die anschlieBende Entwicklung nach der letzten
Spalte liefert
a—2b 0 0 c—b
0 a—b c—b 0
0 c—b a—> 0
c—b 0 0 a—0»

Wir subtrahieren von der vierten Zeile die erste, und anschlieBend addieren wir zur vierten
Spalte die erste:

D= (a—c)a+4b+c)

a—>b 0 0 a—2b+c

0 a—b c—b 0
D=(a=c)(at+db+c) 0 c—b a—-0 0
c—a 0 0 0

Die Entwicklung nach der vierten Spalte und die anschlieBende Entwicklung nach der ersten
Spalte liefert

— _ )2 _
D=(a—c)(a+4b+c)(a—2b+c) b oa—b

a—>b c—b‘

Damit ist
D = (a—c)*(a+4b+c)(a—2b+c)(a* — ¢ — 2ab + 2bc)

Aufgabe 17. Man berechne
5 6

a) A=

~J =~ O Ot
© 00 I
W O =~
O
N—r
Sy
Il
e
no
w
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8 Cramersche Regel

Um uns die folgenden Uberlegungen zu vereinfachen, stellen wir zunachst die Aussagen der
Satze 17 und 22 zusammen:
Fir jede quadratische Matrix 2, gilt

A, fir j=i
ajiAn + ajolio + ...+ ajn Ay = { (‘) | far j i (1)
und
A, fir j=1i
a1 A1 + agjAa; + ... + anjAn; = { (‘) | fiir j #i (2)

Wir wollen nun wie in den bereits behandelten Fallen n = 2 und n = 3 untersuchen, ob das
lineare Gleichungssystem

a11°1 + aj9xy + ... + ATy = b1
a91%1 + A22To + ... + GopT, = by (3)
A1 L1 + AnoXo + ... + Appy = bn

von n Gleichungen mit n Variablen x, s, ..., x,, unter der Voraussetzung, dass die Determi-
nante der Koeffizientenmatrix

ay;;y a1 ... QAip
agy Qo2 ... QA2

A = " (4)
ap1 Ap2 ... Qpp

von null verschieden ist, eine Losung besitzt. Dabei heit ein n-Tupel von reellen Zahlen
Ty, X2, ..., T, eine Losung von (3), wenn dieses n-Tupel allen n Gleichungen geniigt.

Angenommen, es sei x1, Za, ..., T, eine Losung von (3). Wir multiplizieren die erste bzw. zweite
... bzw. n-te Gleichung von (3) mit der Adjunkte Aj; bzw. As; ... bzw. A,,; und erhalten

(@111 + @122 + ... + a1,2,) Ay = b1 Ay,
(2121 + agaTs + ... + agnxy) Ag; = b Ay, (5)
(anlxl + Ap2T9 + ...+ a’rmxn)Am - bnAm
Addieren wir die linken und die rechten Seiten von (5) und ordnen dabei die linke Seite nach
x1, T, ..., T, so folgt
(a1 Avi + azAgi + oo + ani Api) Ty + (@121 + a2 Az + o+ anpApi)Ta + ..
+ (ah-Ah- + CLQZ‘AQi + ...+ (lmAm)l’Z + ...+ (alnAli + CLQTLAQZ’ + ...+ CLnnAm)l’n
= b1 Ay + b2 Agi + ... + bp Ap
Beriicksichtigen wir (2), so erhalten wir
|9’[n| ﬂfZ:blAh—l—bgAQZ—F—anAm, (Z: 1,2,...,71)
Da nach Voraussetzung die Determinante von (4), die wir im Hinblick auf (3) als Koeffizien-
tendeterminante bezeichnen, von null verschieden ist, ergibt sich

. by Ay + boAg + ... + b, Ay
’ 24|

(i=1,2,...n) (6)
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8 Cramersche Regel

Falls also das lineare Gleichungssystem (3) unter der Voraussetzung |2,,| # 0 iberhaupt eine
Losung besitzt, so ist die Losung von der Form (6). Wir zeigen, dass (6) die Lésung von (3)
ist.

Dazu setzen wir zunachst (6) in die linke Seite der k-ten Gleichung von (3) ein und erhalten,
wenn wir nach by, by, ..., b, ordnen,

1
k121 + Qoo + ... + Qpp®y, = W[h(amx‘ln + agoA1a + ... + arnAin)

+ bo(ag1Aar + aga Ao + ... + agnAan) + ...
+ bi(ap1 Ak + are Ak + ... + apnAin) + ...
+ bn(amAm + a/kQAnQ + ...+ aknAm)]

Beriicksichtigen wir (1), so folgt

121 + Qoo + ... + Appx, = ‘22[ ‘ . bk . ‘Q[n‘ = bk
d.h., die k-te Gleichung ist erfullt.
Da wir fir & der Reihe nach die Zahlen 1,2, ..., n einsetzen konnen, haben wir gezeigt, dass
(6) die Losung des Gleichungssystems (3) ist.

Wir zeigen, dass sich auch der Zahler in (6) als Determinante n-ter Ordnung schreiben Iasst.
Ersetzen wir in der Koeffizientenmatrix (4) die Elemente der i-ten Spalte durch die Absolut-
glieder des Gleichungssytems (3), so erhalten wir die Matrix

ayp ... A15-1 by a1,i41 .- Qin
i a1 ... A92;-1 bg asiy1 ... Q9
%7(;) — i i+ n (7)
Ap1 ... am-_l bn &n,i—i-l e Qpp

Da die Matrizen (4) und (7) sich nur in den Elementen der i-ten Spalte unterscheiden, stimmen
in beiden Matrizen die Adjunkten der Elemente der i-ten Spalte iiberein.
Bezeichnen wir die Determinante der Matrix B() mit D;, so erhalten wir durch Entwicklung
nach der i-ten Spalte

D; = b1 Ay + boAgi + ... + b Ay

Da D; der Zahler von (6) ist, bezeichnet man D; als Zahlerdeterminante von x;. Es ist also

26|

T (i=1,2,...,n) (8)
Dieses Ergebnis fassen wir in einem Satz zusammen, der als Cramersche Regel bezeichnet
wird.

Satz 25. Ist die Koeffizientendeterminante eines linearen Gleichungssystems von n Gleichungen
mit n Variablen von null verschieden, so besitzt dieses Gleichungssystem genau eine Losung.
Die Lésung erhalt man, indem man die Quotienten (8), in deren Nenner die Koeffizientende-
terminante und in deren Zahler die entsprechende Zahlerdeterminante steht, bildet.

Die Zahlerdeterminante von x; erhalt man, indem man in der Koeffizientenmatrix die i-te
Spalte durch die Absolutglieder des Gleichungssystems ersetzt und dann die Determinante
bildet.
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Aufgabe 18. Man untersuche, ob die Koeffizientendeterminante des Gleichungssystems

T+ To+ a3+ 24 =2
201 —x3 =1

To —3x3 =11
1]3+ZE4:1

von null verschieden ist, und bestimme gegebenenfalls mit Hilfe der Cramerschen Regel die
Losung.

Verschwinden alle Absolutglieder in (3), so heiBt das Gleichungssystem homogen; ist wenigs-
tens ein Absolutglied von null verschieden, so heit das Gleichungssystem inhomogen. Alle
Gleichungen des homogenen linearen Gleichungssystems

a1 + aj9x9 + ... + a1pT, = 0
A91X1 + A22T2 + ... + Q2 Ty = 0 (9)

Ap1T1 + GpoTs + ... + pnty, =0
von n Gleichungen mit n Variablen x1, xs, ..., z,, sind erfillt, wenn wir
L1 =Ty =23=..=x, =0 (10)
setzen. Die Losung (10) bezeichnet man als die triviale Losung von (9).

Satz 26. Ein homogenes lineares Gleichungssystem von n Gleichungen mit n Variablen besitzt
stets die triviale Losung.

Besitzt das System (9) neben (10) noch eine weitere Losung, in der also nicht alle z; = 0
sind, so nennt man diese Losung eine nichttriviale Lésung von (9). In diesem Fall sagt man,
das System (9) ist nichttrivial losbar.

Besitzt (9) dagegen nur die Losung (10), so sagt man, das System ist nur trivial ldsbar. So
besitzt beispielsweise das homogene lineare Gleichungssystem

x|+ X9 + 21’3 =0
5371 + 3132 + 81’3 =0
31’1 + 21’2 + 51’30

neben der trivialen Lésung 1 = 9 = x3 = 0 auch nichttriviale Losungen wie etwa x; = 1,
o =1,23=—1und 1 = =2, 19 = —2, x3 = 2. Der folgende Satz beantwortet die Frage,
wenn ein homogenes lineares Gleichungssystem der Form (9) nur trivial lésbar ist.

Satz 27. Ist in einem homogenen linearen Gleichungssystem von n Gleichungen mit n Va-
riablen die Koeffizientendeterminante von null verschieden, so ist das Gleichungssystem nur
trivial lésbar.

Beweis. Da die Koeffizientendeterminante von null verschieden ist, kénnen wir die Cramer-
sche Regel anwenden. Da in jeder Zahlerdeterminante alle Elemente einer Spalte null sind,
verschwinden alle Zahlerdeterminanten, und somit ist

T :0,I2:O,...,x3:0

die einzige Losung des homogenen linearen Gleichungssystems, womit der Satz bewiesen ist.
Der Satz 27 ist logisch dquivalent mit

Satz 28. Ist ein homogenes lineares Gleichungssystem von n Gleichungen mit n Variablen
nichttrivial 16sbar, so verschwindet die Koeffizientendeterminante des Gleichungssystems.
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9 Einige Anwendungen auf die Geometrie der Ebene

In diesem Abschnitt wollen wir einige geometrische Anwendungen der Determinantentheorie
behandeln.

Beispiel 17. Es seien (z1,v1), (x2,92), (v3,y3) die kartesischen Koordinaten der Punkte P,
P, P3. Wir zeigen, dass

Ty oy 1
F=— T2 Yo 1
2
r3 ys 1
die MaBzahl des Flacheninhalts des Dreiecks P, P, Ps ist.
y
al X ET =
Abb. 1 und 2

Auf die Parallele zur z-Achse durch P, fallen wir von Ps bzw. P, das Lot (Abb. 1 bzw. Abb.
2). Den FuBpunkt bezeichnen wir mit A bzw. B. Setzen wir Z(AP,P;) = o, Z(BP,P,) = 3,
so ist

1
F:§P1P2'P1P3'S1H(Oé—6)

Esist £/ > 0 bzw. F' < 0, je nachdem, ob das Vorzeichen von sin(a — ) positiv (Abb. 1)
bzw. negativ (Abb. 2) ist. Im ersten bzw. zweiten Fall wird die Berandung des Dreiecks in der
Reihenfolge P, — P, — P3 im mathematisch positiven bzw. negativen Drehsinn durchlaufen.
Wenden wir das Additionstheorem der Sinusfunktion an, so erhalten wir

1
F = §P1P2 - Py P3(sin v cos 3 — cos arsin f3)

= ;[(P1P2 cos 3) (P Py sin o) — (P Py sin 3)( Py Ps cos o)

Wie wir aus Abb. 1 bzw. Abb. 2 entnehmen, ist PiPycosf = PiB, PiP3sina = AP;,
P, P,sin BBP,, P,P; = cosa = PiA und damit
1
F = §(PlB - APy — BP, - P A)
Da PB=xy—xl, AP; = y3—vy1, BPy = yo — 1y, PLA = x3— 7 ist, erhalten wir schlieBlich
1

k= ;[(952—951)(?/3—?;1)—(92—91)($3—$)] - 5[9‘71@2—y3)+x2(?/3—y1)+1’3(y1—?/2)] (2)

In der eckigen Klammer steht die Entwicklung der in (1) auftretenden Determinante nach der
ersten Spalte, womit die Behauptung bewiesen ist.
Die Formel (1) ist leichter zu merken als die Formel (2).

Beispiel 18. Wir zeigen, dass zwischen den Winkeln «, 3, eines Dreiecks ABC' die Beziehung

—1 cosy cospf
cosy —1 cosa |=0 (3)
cosfB cosa  —1
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besteht.

Fallen wir von C' auf die Gerade durch die Punkte A, B das Lot (Abb. 3, Abb. 4), so erhalten
wir den FuBpunkt C. Es ist, wenn wir die MaBzahlen der Langen der Dreiecksseiten AB, BC,
CA mit ¢, a, b bezeichnen,

c
]
i
& i B
Abb.3und 4 A Zi 8 A 8 (1
ACY = bceos a, BC) = acos 3, c=AC, + BC4 (Abb. 3)
bzw.
AC) = bcos a, BC, = —acos 3, c=AC, — BC4 (Abb. 4)
und damit
c=acosf3+bcosa (4)
Durch zyklische Vertauschung
g
b c

Abb. 5

bei der a in b, bin ¢, cinaund « in 3, B in 7, v in « tUbergeben, erhalten wir die beiden
anderen Gleichungen

a = bcosy+ ccosf3 , b= ccosa+ acosy (5,6)
Diese drei Gleichungen fassen wir in der Reihenfolge (5), (6), (4) zu

cosy-a+(=1)-b+cosa-c=0

(=1)-a+cosy-b+cosf-c=0
cosy-a+cosa-b+(=1)-c=0

zusammen. Das homogene lineare Gleichungssystem

cosy-x—y+cosa-z=0
cosy-x+cosa-y—z=0

—x+cosy-y+cosf-z=0
(8)

von drei Gleichungen mit drei Variablen x, y, z besitzt wegen (7) das Tripel t = a,y = b,z = ¢
als Losung.

Da nach Voraussetzung die Punkte A, B, C' ein Dreieck aufspannen, ist somit a # 0, b # 0,
¢ # 0 und das System (8) daher nichttrivial l6sbar.

Nach Satz 28 muss also die Koeffizientendeterminante von (8) verschwinden, womit (3) be-
wiesen ist.
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Aufgabe 19. Man berechne unter der Voraussetzung, dass cos45° und cos 60° bekannt sind,
cos 75° mit Hilfe von (3).

Beispiel 19. Es seien Py (z1,y1), Pa(x2,y2) zwei verschiedene Punkte und P(z,y) ein beliebiger
Punkt der Geraden durch die Punkte P, Ps.
Wir zeigen, dass zwischen den Koordinaten der drei Punkte P, P;, P, die Beziehung

z y 1
1 U 1(=0 (9)
Ty Y2 1

besteht.
Da die Punkte P(x,y), Pi(x1,y1), Pa(x2,y2) in einer Geraden liegen, ist F' = 0, und es gilt
wegen (1)

rz y 1
~lx y1 1]|=0
2

Ty Y2 1

Hieraus folgt (9).

Wir wollen das Ergebnis (9) nochmals auf anderem Wege herleiten. Die Gleichung einer Ge-
raden lautet
ar+by+c=0 (10)

[nicht (a = 0 und b = 0)], wobei z, y die Koordinaten eines in der Geraden gelegenen Punktes
darstellen. Die Gleichung (10) muss erfiillt sein, wenn wir die Koordinaten von P bzw. P; bzw.
P; in (10) einsetzen:
xa+yb+1lc=0
ria+11b+1lc=0 (11)
Toa + yob+1c =10

Das System (11) ist ein homogenes lineares Gleichungssystem von drei Gleichungen mit drei
Variablen a, b, ¢, das wegen der Bedingung "nicht (a = 0 und b = 0)"nichttrivial 16sbar ist.
Das bedeutet nach Satz 28, dass (9) gilt.

Im Anschluss an dieses Beispiel betrachten wir den Fall, dass umgekehrt fiir drei Punkte
P(z,y), Pi(x1,11), Pa(x2,y2) mit P, = P, die Beziehung (9) gelte. Entwickeln wir die De-
terminante nach der ersten Zeile, so erhalten wir

(Y1 — y2)r + (12 — 21)y + (T1y2 — Y172) =0 (12)

Wegen Py(x1,y1) # Pa(x2,ys) ist nicht zugleich 1 = x5, y; = y» und daher verschwinden in
(12) nicht gleichzeitig die Koeffizienten y; — ya, 3 — 1. Damit ist (12) und somit auch (9)
eine Gleichung einer Geraden. Setzen wir in (9)

r=x, Y=1 bzw. T =122, Y=1Yo

so verschwindet in beiden Fallen die linke Seite, da jeweils zwei Zeilen elementweise (iberein-
stimmen.

Die Gleichung (9) wird also durch die Koordinaten der Punkte P;(z1,41), Pa(xe,ys) erfillt,
d.h., esist (9) eine Gleichung der Geraden durch die Punkte Py, P». In Verbindung mit Beispiel
19 haben wir somit folgendes Ergebnis erhalten:
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9 Einige Anwendungen auf die Geometrie der Ebene

Satz 29. Der Punkt P(z,y) liegt in der Geraden durch die Punkte P;(z1,y1), P2(x2,y2) genau
dann, wenn gilt

z y 1
1 Y1 1 =0
To Y2 1

Diese Gleichung heiBt Zweipunktegleichung der Geraden in Determinantenform. Sie zeichnet
sich durch Symmetrie aus und pragt sich daher besonders gut ein, ein Vorzug der Determi-
nantenschreibweise.

Von der Zweipunktegleichung der Geraden in Determinantenform gelangen wir zu der aus der
Schulmathematik bekannten Form, wenn wir in (9) folgende Umformungen vornehmen:

Wir subtrahieren von der ersten bzw. dritten Zeile jeweils die zweite Zeile und erhalten

r—r1 y—y O
T yi 1|=0
To—21 Yo—y1 O

Die Entwicklung nach der dritten Spalte liefert
(y —yl)(w2 —21) — (z —21)(y2 — 1) =0

Ist x1 # x5, so kdnnen wir dies auch in der nicht ausnahmslos giiltigen Form

Y=y _ -
r — I To — I

schreiben.

Aufgabe 20. Man untersuche mit Hilfe der Determinantentheorie, ob die Punkte P;(1,2),
P5(2,3), P5(3,5) in einer Geraden liegen.

Es seien
a1 x+by+cp =0 , asx 4+ boy +co =0

Gleichungen zweier Geraden g1, go. Genligen die Koeffizienten aq, b1, as, by der Bedingung

ap b
as by

£0

so besitzt das Gleichungssystem

amr+ by =—c
asx + bay = —co

auf Grund der Cramerschen Regel genau eine Losung, d.h., die Geraden g, go haben genau
einen Punkt gemein. Wir fassen zusammen:

(13) Ist
aq b1
a9 b2

so haben die Geraden

gr:ax+biy+c =0 , go:asx +boy +co =0
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genau einen Punkt gemein.

Wir nennen zwei Geraden
gr:ax+biy+c =0 , o :asx +boy +co =0

parallel genau dann, wenn sie nicht genau einen Punkt gemein haben. Demnach sind also zwei
Geraden g1, go parallel genau dann, wenn sie entweder keinen oder mindestens zwei und damit
alle Punkte gemein haben.

Durch Kontraposition erhalten wir aus (13) die zu (13) logisch aquivalente Aussage:

(14) Sind die Geraden
Griar+bhy+a=0 ; g2 i ax + by +c2=0

parallel, so ist
ar b

(05} b2 =0

Wir zeigen, vgl. Abschnitt 1., dass (14) auch eine hinreichende Bedingung fiir die Parallelitat
von g1, g ist:
Wegen "nicht (a; = 0 und b; = 0)" bedeutet es keine Beschrankung der Allgemeinheit, wenn
wir annehmen, dass a; # 0 ist. Dann folgt aus (14) sofort by = 2by.
Ferner gilt trivialerweise ay, = Z—fal. Es ist a; # 0, da sich anderenfalls a3 = by = 0 im
Widerspruch zu "nicht (ay = 0 und by = 0)" ergeben wiirde. Da also

a9 = %(ll, b2 = %bl bzw. ay = ﬂCLQ, b1 = ﬂbQ

ax ay Qg az

ist, gehen die Koeffizienten der Variablen in der zweiten bzw. ersten Geradengleichung aus den
entsprechenden Koeffizienten der ersten bzw. zweiten Geradengleichung durch Multiplikation
mit derselben von null verschiedenen reellen Zahl Z—i bzw. Z—; hervor.
Ist auch noch ¢y = Z—fcz bzw. ¢; = %02' so geniigen die Koordinaten eines jeden Punktes von
g1 bzw. go auch der Gleichung von g5 bzw. g;.

Somit liegt jeder Punkt der Geraden ¢; auch in der Geraden ¢g> und umgekehrt, die Geraden
g1, g2 sind also parallel.

Ist dagegen ¢y # o2c1, so gibt es keinen Punkt von g; bzw. g,, dessen Koordinaten der
Gleichung von gy bzw. g; genligen. Die beiden Geraden g¢;, g» haben keinen Punkt gemein,
d.h., sie sind ebenfalls parallel. Damit haben wir bewiesen:

Satz 30. Die Geraden

gr:ax+biy+c =0 , g2 asx +boy+co =0
. aq 1 .
sind parallel genau dann, wenn = 0 ist.

a9 b2

Der Satz 30 ist logisch dquivalent mit
Satz 31. Die Geraden

grrmxr+by+a=0  grax+by+c=0
. . aq bl .
sind nicht parallel genau dann, wenn 0 b # 0 ist.

2 b2
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Beispiel 20. Es seien
a1r+by+c =0 , as® + boy +co =0 , azr + bsy +c3 =0

Gleichungen der Seiten eines Dreiecks. Wir zeigen, dass die MaBzahl des Flacheninhalts des
von den drei paarweise nicht parallelen Geraden ¢y, g2, g3 gebildeten Dreiecks

aq bl C1
(05} b2 (&)
1 b
A az 03 C3 (15)
2 aq bl (05} b2 as bg
as by as b3 ar by
ist.
Abb. 6

Mit P,(z;,v;) bezeichnen wir den Eckpunkt des Dreiecks, der g; gegentiberliegt (Abb. 6). Da
keine zwei Geraden parallel sind, ist nach Satz 31

ap b
as bs

a; by
as bo

#0, 70

as bs

Die Koordinaten von P; sind die Koordinaten des Schnittpunktes des Geradenpaars gs, gs.
Diese Koordinaten berechnen wir mit Hilfe der Cramerschen Regel, wobei wir die Gleichungen
von ¢s, g3 in der Form

s + boy = —co

azr + b3y = —c3

schreiben. Es ist dann

—cy by Gz —C
—c3 by a3z —C3
[L‘l oy s yl g
az by az by
as bs as bs

Fir die Koordinaten der restlichen Eckpunkte erhalten wir analog

—c; by a —C —c; by a —C
—c3 by a3 —C3 —cy by az —Co
Lo = ) Y2 = ) T3 = ; Ys =
a; by a; by a; by a; by
as bs as bs as by as by
Fihren wir die Matrix

ap by
(05} bz Co (16)
as by c3
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ein, und bezeichnen wir die Adjunkten der Elemente a; bzw. b; bzw. ¢; mit A; bzw. B; bzw.
C;, so ist

Al _ bg (&) _ —C9 bQ : Bl _ as Co _ ay —Co : Cl _ as b2
b3 C3 —C3 bg as C3 a3 —cC3 as bg
A2 _ b1 C1 _ —C1 bl : 32 _ ar C _ ar —C1 : 02 _ al b1
b3 C3 —C3 bg az C3 a3 —C3 as bg
AS _ b1 C1 _ —C1 bl : B3 _ ar C _ a,y —C : Cg _ al b1
by o —co by as ¢ as —C as by
und damit
Al A2 AB Bl BZ BS
€rT1T = —_, To = —_, Ta = -, = —_, = —_, = —
el S e . C v Cy v Cs
Wegen (1) und Satz 18 gilt
1 % % 1 1 Al Bl Cl
F - = 072 =2 1 —_ A2 BQ C2
2 Co
2 %g %2 1 2C105C% As By Cs

ist, so erhalten wir schlieBlich (15).

Aufgabe 21. Man berechne die MaBzahl des Flacheninhalts des von den Geraden
gl:x+y—4=0, go:2xv —y+1=0, gs:x—2y—1=0
gebildeten Dreiecks.
Beispiel 21 . Es seien
a1x + by +c, =0, asx 4+ boy + co =0, asr +bsy +c3 =0

Gleichungen dreier Geraden g;, g2, g3, die einen Punkt gemein haben oder paarweise parallel
sind. Wir zeigen, dass
ar by o
(45} bg Cy | = 0 (17)
as bg C3

Soll Py(xg,yo) in allen drei Geraden liegen, so gilt
a1%o + blyo +c = 0, Ao + b2y0 + co = 0, as3xo + bgyo +c3 = 0
Diese drei Gleichungen besagen, dass das Zahlentripel

T = Zo, Y = Yo, z=1
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wegen z # 0 eine nichttriviale Losung des homogenen linearen Gleichungssystems

a1 x + by +ciz=0
asT + boy + coz =0
asx + b3y +c3z2 =0

von drei Gleichungen mit drei Variablen x, v, z ist. Nach Satz 28 verschwindet die Koeffizien-
tendeterminante dieses Systems, und es gilt somit (17).

Die Geraden g1, g2, g3 seien paarweise parallel. Dann ist nach Satz 30

a b1 | am bl | Qa2 b2 _
(45} b2 - as bg - as bg =0 (18)
Wegen (18) ist dann
e Zl 1 . a9 bg aq b aq b1 .
a9 2 Co | = C1 Co + c3¢ =0
as b3 as b 2 b2
as b3 C3

d.h., es gilt (17).
Hieran anschlieBend betrachten wir den Fall, dass umgekehrt fiir drei Geraden
g1:a1x + by + ¢ =0, g2 : azx + boy + 2 = 0, g3 :azr+bsy+c3 =0

die Beziehung (17) gelte. In Analogie zu Beispiel 20 fihren wir die Matrix (16) ein. Fir die
weitere Diskussion unterscheiden wir die folgenden Falle:

Fall 1. Die Adjunkten C, Cy, C3 der Elemente ¢4, ¢3, c3 in (16) verschwinden nicht gleichzeitig.
Es bedeutet keine Beschrankung der Allgemeinheit, wenn wir annehmen, dass C # 0 ist. Da

aq b1 C1
[05) b2 Cy | = a1A1 + blBl + 016’1
as b3 C3

ist, gilt unter der Voraussetzung (17)
a1A1 + b1B1 + 0101 =0

Multiplizieren wir weiter in der Matrix (16) die Elemente der zweiten bzw. dritten Zeile mit
den Adjunkten der ersten Zeile, so erhalten wir unter Beriicksichtigung von Satz 22

a2A1 + bQBl + 6201 =0 R CL3A1 + b3B1 + 0301 =0
Die drei Gleichungen fassen wir zu

CL1A1 + blBl + 0101 =0
agAl + bgBl + 6201 =0 (19)
a3A1 -+ bgBl -+ 0301 =0

zusammen. Da ¢; # 0 ist, folgt aus (19)

a1%+b1%+61:0
B

aga—i‘bgﬁ—f—CQ:O
B

a3ﬁ+b3ﬁ+63:0
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Dies bedeutet, dass
. Al Bl

—a ) yozg1

Zo

eine Losung von
a1x+b1y+cl =0
st + boy +co =0
asy +bsy +c3 =0
ist, d.h., der Punkt Py(xo, o) liegt in allen drei Geraden g1, g2, g3.
Fall 2. Esist C1 = Cy = C5 = 0.
Dann ist auch
aq bl
a9 bg

ap b
as bs

az by

as bg =0

und nach Satz 30 sind somit die drei Geraden g1, g2, g3 paarweise parallel.
Unsere Ergebnisse fassen wir zusammen in dem

Satz 32. Drei Geraden
g1:a1x+ by +c =0, g2 1 AT + by + ¢ =0, gs:azx +bsy+c3 =0
haben einen Punkt gemein oder sind paarweise parallel genau dann, wenn

a by
Q9 bg Cy | = 0
as bz c3

ist.
Der Satz 32 ist logisch dquivalent mit
Satz 33. Drei Geraden g1, g2, g3 haben keinen Punkt gemein und sind nicht paarweise parallel
genau dann, wenn
ap by o
a9 b2 Cy 75 0
az by c3

ist.

Beispiel 22. Wir untersuchen die Lagebeziehung zwischen den Geraden

g1:x—2y—2=0, go:x+2y—2=0, gs:2x+y+1=0

Da
1 -2 =2 1 -2 =2
1 2 =2|=|0 4 0]|=20#0
2 1 1 2 1 1

ist, folgt aus Satz 33, dass die drei Geraden keinen Punkt gemein haben und nicht paarweise
parallel sind.

Aufgabe 22. Mit Hilfe der Determinantentheorie untersuche man fiir alle reellen Zahlen X die
Lagebeziehung zwischen den Geraden

g :rx+y+A=0, Go T+ Ny + A =0, g3 Nr+y+ (220 —-2A) =0
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10 Ebene affine Abbildungen

In einer Ebene ¢ sei ein kartesisches xy—Koordinatensystem vorgegeben (Abb. 7).

Abb. 7

Der Punkt O heiBt Ursprung des Koordinatensystems und die Punkte Ey, E5 heiBen Einheits-
punkte der Koordinatenachsen (Abb. 7). In dem linearen System

Ty =ax) +bry + ¢ (1)
xh = asxy + bao + o

seien die Koeffizienten ay, by, c1, as, by, co beliebige reelle Zahlen.

Fassen wir in (1) die x1, 25 und ), 2}, als kartesische Koordinaten von Punkten P und P’
von ¢ bzgl. desselben kartesischen Koordinatensystems auf, dann wird durch (1) jedem Punkt
P(x1,x2) von ¢ eindeutig ein Punkt P’(z, x}) von € zugeordnet (Abb. 7).

Man sagt auch, (1) vermittelt eine eindeutige Abbildung der Punkte einer Ebene ¢ in sich.
Hierfir sagt man auch kiirzer, durch (1) erfolgt eine eindeutige Abbildung einer Ebene in sich.
Der Punkt P’ heiBt Bildpunkt von P, der Punkt P heiBt Originalpunkt von P’.

Die durch (1) definierte Abbildung wird auf Grund der besonderen Form der Gleichungen von
(1) auch als lineare Abbildung bezeichnet.

Wie das folgende Beispiel zeigt, kann es durchaus vorkommen, dass bei linearen Abbildungen
der Form (1) nicht jeder Punkt von ¢ einen Originalpunkt in € besitzt.

Beispiel 23. Durch
£LJ1:£E1+$2+1 (2)
xh =2x; + 229 — 4
erfolgt eine eindeutige Abbildung einer Ebene ¢ in sich.
Wir bestimmen den Bildpunkt von A(1, —1) und untersuchen, ob der Punkt B(2,—1) einen
Originalpunkt in ¢ besitzt.
Setzen wir in (2) fir z1, x5 die Koordinaten von A ein, so erhalten wir

=1+ (-1)+1=1 | a,=2-142-(-1)—4=—4

Damit ist A’(1, —4) der Bildpunkt von A(1,—1).

Setzen wir in (2) fur 2, x}, die Koordinaten von B ein, so erhalten wir das lineare Gleichungs-
system (10) von 1., von dem wir schon gezeigt haben, dass es nicht l6sbar ist.
Damit besitzt der Punkt B keinen Originalpunkt in ¢.

AnschlieBend stellen wir die Frage, ob es bei einer durch (1) definierten linearen Abbildung
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einer Ebene ¢ in sich vorkommen kann, dass ein Punkt F' von £ mit seinem Bildpunkt F”
zusammenfallt.

Ein Punkt mit dieser Eigenschaft heiBt Fixpunkt der Abbildung. Die Koordinaten x1, x5 von
F miissen wegen der Forderung

F(xy,19) = F'(x], 73)

der Bedingung
T = a1x + bl.CL'Q +
To = QoX1 + bgl‘g + ¢

geniigen. Dieses lineare Gleichungssystem bringen wir auf die Form

(a1 — Dy + byra = —y } 3)

A2%1 + (bg - 1)1’2 = —Co

Je nachdem, ob das System (3) l6sbar ist oder nicht, besitzt die durch (1) definierte Abbildung
von ¢ in sich Fixpunkte oder nicht.

Beispiel 24. Wir untersuchen fiir alle reellen Zahlen )\, ob die durch

T :(>\+1)Q31+)\2$’2—1} (4)

/
1
wh=Ar1+ A+ 1)zy—1

definierte lineare Abbildung von ¢ in sich Fixpunkte besitzt, und bestimmen gegebenenfalls
alle Fixpunkte dieser Abbildung. Das Gleichungssystem (3) lautet im vorliegenden Beispiel

2, _
)\xl—l—)\xg—l} (5)

)\{L‘1+/\ZL‘2:1

Es ist )
A A

D_‘A A

die Koeffizientendeterminante von (5), und es gilt
D = )\*(1—-)\)
Fir die weitere Untersuchung unterscheiden wir die folgenden Fille:

Fall 1. Fir alle reellen Zahlen )\, die der Bedingung A # 0 und A # 1 genligen, ist D # 0. Das
Gleichungssystem (5) besitzt dann die eindeutig bestimmte Losung

1
r1 = — y $2:0

A

Also ist F (%,O) der Fixpunkt der Abbildung (4).

Fall 2. Ist A = 1, so ist neben D = 0 auch D; = 0 und Dy = 0. Auf Grund von Satz 1 besitzt
das Gleichungssystem (5) dann eine einfache unendliche Lésungsmannigfaltigkeit.

Demnach gibt es unendlich viele Fixpunkte F'(z1, x2). Die z-Koordinate z; und die y-Koordinate
xo dieser Fixpunkte genligen wegen 1 + x5 = 1 der Gleichung

r+y—1=0
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Das ist die Gleichung einer Geraden g. Alle Punkte dieser Geraden sind Fixpunkte der Abbildung
(4). Die Gerade g heiBt daher Fixgerade der Abbildung.

Fall 3. Ist A = 0, so ist das Gleichungssystem (5) nicht l6sbar, da die Absolutglieder in (5)
nicht verschwinden. Die Abbildung (4) besitzt dann keinen Fixpunkt.
Im folgenden setzen wir stets voraus, dass die Koeffizienten ay, by, as, by in (1) der Bedingung

a; b
R =] " #0 (6)

geniigen. In (2) ist diese Bedingung nicht erfillt.

Wir beweisen, das unter der Voraussetzung (6) bei einer durch (1) definierten eindeutigen
Abbildung von ¢ in sich auch jeder Punkt von ¢ genau einen Originalpunkt in ¢ besitzt:

Es sei Q(z), ) ein beliebiger Punkt von ¢. In (1) durfen wir dann 2/, z, als bekannt voraus-
setzen. Schreiben wir (1) in der Form

/
axy +bhixo =27 — ¢ (7)
asy + bowy = T — o

so besitzt das lineare Gleichungssystem (7) wegen (6) auf Grund der Cramerschen Regel genau
eine Losung, d.h., zum Punkt Q(z/, z,) von ¢ existiert in € genau ein Originalpunkt P(x1, z3),
womit die Behauptung bewiesen ist.

Auf Grund des soeben Bewiesenen sagt man auch, (1) vermittelt im Fall || # O eine
umkehrbar eindeutige Abbildung einer Ebene auf sich. Eine durch (1) definierte Abbildung
einer Ebene in sich heiBt affin oder eine Affinitat, wenn |2(5| # 0 ist.

Damit vermittelt also eine durch (1) definierte Affinitat eine umkehrbar eindeutige Abbildung
einer Ebene auf sich.

Wir beweisen den

Satz 34. Bei einer durch (1) definierten Affinitat von ¢ auf sich

a) gehen Geraden in Geraden lber,

b) gehen parallele (nicht parallele) Geraden in parallele (nicht parallele) Geraden tber,

c) geht der Mittelpunkt einer Strecke in den Mittelpunkt der Bildstrecke (iber,

d) ist die MaBzahl des Flacheninhalts des Bilddreiecks gleich dem Produkt aus || und der
MaBzahl des Flacheninhalts des Originaldreiecks.

Beweis von Satz 34 a. Es sei (10) in 9. die Gleichung einer Geraden ¢ in € und P(z1,x9) ein
beliebiger Punkt von ¢. Dann erfiillen die Koordinaten von P diese Gleichung, d.h., es gilt

axry, +brs+c=0 (8)

Wir untersuchen, welcher Relation die Koordinaten des Bildpunktes P’(z], x}) genigen. Wegen
(6) folgt aus (7)

/
xy—c b
1 1 1
/
Ty — C2 b2 bzl',l — bgCl — blfﬂlz + blcg
:L’l —_= =
2] R
/
a Ty —C
/
Ay Ty — Co Cllflflz — Q1Cy — Clgl'/l + aqsCy
To = =

|RAo | B |As|
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Setzen wir dies in (8) ein, so erhalten wir nach Multiplikation mit |2ly|
a(boy — bacy — byl + bico) + b(alaly, — ajcy — agx| + agey) + ¢|Az| =0
Ordnen wir die linke Seite nach x/, 7, so folgt
(aby 4 bag)xy + (bay + aby)zy + a(bicy — bacy) — b(ajca — asey) + ¢|Az| =0 (9)

Mit Hilfe von Determinanten lasst sich (9) in der dbersichtlichen Form

a b a; b a b
Z’ll—l- ! ! .l’/z—l- aq b1 C1 =0
a9 bg a b
az by ¢

schreiben. Dies besagt, dass die Koordinaten 2/, 2, des Bildpunktes von P(xy,x2) der Glei-
chung

a b a; b a boc
x4+ Y et la by e | =0 (10)
a9 bg a b
as bg Co

geniigen. Wir zeigen, dass (10) Gleichung einer Geraden ¢’ ist:
Angenommen, es gelte

a b

as by

a; by

=0 und 0 b

—0 (11)

Wegen "nicht (¢ = 0 und b = 0)" bedeutet es keine Beschrankung der Allgemeinheit, wenn
wir a # 0 voraussetzen. Dann folgt aus (11)

b b

by = —as ) by = —ay
a a
und es ist dann
aq bl b a; ap
2] = = - =0
az by a| az Qa2

im Widerspruch zur Voraussetzung (6). Demnach muss unsere Annahme (11) falsch gewesen
sein. (10) ist also Gleichung einer Geraden ¢'.

Durchlauft nun P(x1,z5) alle Punkte von g, so liegen die zugehorigen Bildpunkte in der
Geraden ¢'.

Wir zeigen noch, dass jeder Punkt von ¢’ auch einen Originalpunkt in g besitzt. Es sei P’'(z, x%)
ein beliebiger Punkt von ¢/, d.h., es gelte (9). Setzen wir (1) in (9) ein, so erhalten wir durch
Zusammenfassen

CL(CleQ — b1a2)x1 + b(a1b2 - b1a2)$2 + C|Q[2‘ =0

Hieraus ergibt sich durch Multiplikation beider Seiten mit dem Kehrwert von |20;| unmittelbar
(8), d.h., die Koordinaten des Originalpunkts geniigen der Gleichung von g. Die Gerade ¢"
heiBt Bildgerade von g.

Beweis von Satz 34b. Es seien

pxr+qy+r; =0 : Pt + oy + 12 =0
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Gleichungen zweier Geraden gy, go und

pe+aqy+ri=0 ,  phr+gy+ry=0
Gleichungen der Bildgeraden ¢/, g5. Auf Grund von (10) gilt dann
;| P q1 r | a1 by ;| P2 Q2 A 1 by
1 az by |’ “ o oa|’ P2 az by |’ & q2 42

Wir untersuchen, welche Lagebeziehung zwischen den beiden Bildgeraden ¢, g5 besteht. Nach
Satz 30 bzw. Satz 31 miissen wir dazu die Determinante

P q
P (12)
P2 4o
berechnen. Es ist
pll qi _ /! AN A b b b b
P, g | TP ar:= (P1b2 — qraz)(a1qz — bipa) — (a1q1r — bip1)(p2bz — qoaz)

= a1bop1p2 — a1a2q1Gq2 — b1bapipa + a2bipaqs
= —a1bapaq1 + b1bapipe + a1a2q1G2 — axbipige
= P1Q2(alb2 - a2bl) - pQQI(alb2 - CLle) = (p1Q2 - P291>(alb2 - a2b1)

P1 41
P2 Q2

ap b
as by

Wegen (6) ist der zweite Faktor der rechten Seite von null verschieden. Daher verschwindet
(12) genau dann, wenn

1 G1
P2 Q2

verschwindet, d.h., die Geraden ¢/, g5 sind parallel genau dann, wenn die Geraden g, g» parallel
sind, womit Satz 34b bewiesen ist.

Beweis von Satz 34c. Es sei M(z1, z2) der Mittelpunkt einer Strecke PQ) mit P(z1,x2) und
Q(y1,y2). Zwischen den Koordinaten von M und P, () besteht bekanntlich der Zusammenhang

1+ Z_x2+y2
2 ’ 2T
Auf Grund von Satz 34a liegen die Bildpunkte von P, ), M wieder in einer Geraden, und
wegen (1) gilt

21

(13)

Ty =ar + by + } (14)

xh = asxy + byry + 4
Y1 =ayr +biye + 1

/ (15)
Yy = aoy1 + bayo + 1

21 =a1z1 +bize +
zh = agz1 + bozo + ¢

(16)

Der Mittelpunkt der Bildstrecke P'QQ’ hat die Koordinaten xﬁ;yll und % Wegen (14) und
(15) ist

iy, oz b+ ay Fhiye +a r1+ To + Y2
= = a1 + bl + C1
2 2 2 2
TH+ Yy  asxy + baa + co + agyr + bays + ¢ r1+ To + Y2
2 = 2 = a2 2 bQ 2 Co
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10 Ebene affine Abbildungen

Beriicksichtigen wir (13) und (16), so erhalten wir

I,/ /

1;‘% =a121 +bizo + ¢ = 2]
I,/ /

2;‘% = ag21 + bazy + o = 2

d.h., der Mittelpunkt der Bildstrecke fallt mit dem Bildpunkt des Mittelpunkts der Original-
strecke zusammen, womit Satz 34c bewiesen ist.

Beweis von Satz 34d.

Es seien P(x1,x2), Q(y1,y2), R(z1, 22) die Eckpunkte eines Dreiecks PQR. Dann ist die Bild-
figur P'Q'R' mit P'(x), 2)), Q'(v1,v5), R (21, z5) auf Grund des bereits Bewiesenen ebenfalls
ein Dreieck. Die MaBzahl des Flacheninhalts des Dreiecks PQR bzw. P'Q)'R’ ist wegen (1) in
9.

1 w1 |
FPQR =< Y1 Y2 1 bzw. FP’Q’R’ = — yi yé 1
2 21 2y 1 2 21 2h 1

Beriicksichtigen wir (14), (15), (16), so gilt

a1r1 + b1$2 +cC1 Qo1 + bgl’g + Co 1
Fpor = B ayy +biya + 1 agyr oy +cp 1
a121 + bl,ZQ +c1 aszy + bQZQ + C 1

Mehrmalige Anwendung von Satz 19 liefert

a1r1 QA2 1 a1 bgl'g 1 a1x1 Co 1
FP’Q’R’:§ ayr agyr 1|+ | ayi by 1|4 | aryn e 1
a1z1 Qa921 1 a1 zq ngQ 1 aiz1 Cy 1
bl.TQ [H¥A] 1 bll’g b2$2 1 bll‘g Co 1
+| biya azyn 1|+ | biya baya 1|+ | biya 2 1
b12’2 a9 21 1 b122 bQZQ 1 b12’2 Co 1
C1 Qa9 1 C1 le’Q 1 C1 Co 1
+lc oayn 1 |+|c by 1]+ o 1
c1 asz 1 c1 bozy 1 cp ¢y 1

Die Anwendung der Satze 18 und 20 ergibt

1 1 w2 1 xy 11 1
Fpgr = B arba | y1 Yo 1 |+bias| yo 1 1
Z1  R2 1 29 2 1

Berlicksichtigen wir Satz 24, so erhalten wir

1 Tr1 T2 1
FP/Q/R/ = §(a1b2 - b1a2> Y1 Y2 1
Z1  R2 1
Damit gilt
FP’Q’R’ — |Q[2| . FPQR (17)

womit Satz 34d bewiesen ist.
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10 Ebene affine Abbildungen

Beispiel 25. Wir untersuchen, in welche Bildfigur die affine Abbildung
ri=x +r+1 , xhy = 2x) + 19 — 2 (18)

von ¢ auf sich das Quadrat ABC'D mit A(0,0), B(1,0), C(1,1), D(0,1) tberfihrt.

Da auf Grund von Satz 34b parallele Geraden in parallele Geraden iibergeben, ist die Bildfigur
A'B'C'D’ ein Parallelogramm. Die Eckpunkte der Bildfigur berechnen wir mit Hilfe von (18)
und erhalten A’(1,—-2), B'(2,0), C'(3,1), D'(2,—1). In Abb.8 sind Original- und Bildfigur
eingezeichnet.

£
4
i
D g Iy pc
19,"‘,’ /
A :’r /! X
/ /
i’ ’/dor
/I,’
fr
o
Af
Abb. 8

Wie aus Abb. 8 hervorgeht, wird durch (18) das Quadrat ABCD in das Parallelogramm
A'B'C'D’ Uberfiihrt, das weder orthogonale noch gleichlange Seiten hat.

Die durch (18) definierte Affinitat lasst also von den Eigenschaften des Quadrats ABC'D
lediglich die Parallelogrammeigenschaften unverandert.

Aufgabe 23. Gegeben sei die Affinitat
.T,1:3l’1+$2+1 s [L’/QZZE1+JI2+2

von ¢ auf sich.

a) Zu den Geraden g1, g2, g3 von Aufgabe 21 ermittle man Gleichungen der Bildgeraden
91+ 95, 95-

b) Zu dem in Aufgabe 21 gegebenen Dreieck berechne man die MaBzahl F” des Flacheninhalts
des Bilddreiecks.

Aufgabe 24. Man untersuche, in welche Bildfigur die lineare Abbildung
] =1+ 2wy — 2 , rh =11+ 139+ 4

von ¢ auf sich das Trapez ABC'D mit A(0,0), B(3,0), C(2,2), D(0,2) tberfiihrt.
Aufgabe 25. Man untersuche, in welche Bildfigur die affine Abbildung

x’—lx +1x x’—lx —laz
1= 5%t 5% ; 2= T T T

von ¢ auf sich den Kreis k mit der Gleichung 22 + 3? = 1 iiberfiihrt.

Satz 35: Es seien P(z1,x2), Q(y1,v2), R(21, 22) bzw. P'(x}, 25), Q'(yy,v3), R (21, 25) je drei
nicht in einer Geraden gelegene Punkte einer Ebene €. Dann gibt es genau eine affine Abbildung
von ¢ auf sich, die das eine Punktetripel in das andere Punktetripel tiberfiihrt.
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10 Ebene affine Abbildungen

Beweis. Das System (1) muss erfiillt sein, wenn wir die Koordinaten von P und P’ bzw. @
und @’ bzw. R und R’ in (I) einsetzen:

101 + by + 1oy = 2
Tri1a9 + $zbg + 162 = ZL'/2
yra1 + y2b1 + 1oy = )
Y1a2 + y2by + 1 = v
zZ1a1 + Zle + 101 = Zi
21ag + 22by + 1y = 2

Das System (19) ist ein lineares Gleichungssystem von sechs Gleichungen mit sechs Variablen
a1,b1,c1, as, by, co. Da die Variablen ay, by, c; bzw. as, by, co jeweils nur in der ersten, dritten,
finften bzw. in der zweiten, vierten, sechsten Gleichung von (19) auftreten, kénnen wir die
weitere Untersuchung von (19) auf Lésbarkeit getrennt an den beiden Systemen

xr1ay + x2by + 1oy = 2 T103 + 12by 4 1oy = 14
yrar + yaby + 1y =y} und yraz + yabz + lez =y (20,21)
z1a1 + z0by + 1l = 24 21ag + 22by + 1y = 2

vornehmen. Da nach Voraussetzung die Punkte P, (), R nicht in einer Geraden liegen, gilt auf
Grund von Satz 29

1 T2 1
yioy2 1|#0 (22)
Z1 22 1

d.h., die Koeffizientendeterminante des Systems (20) bzw. (21) ist von null verschieden. Dem-
nach besitzt das System (20) bzw. (21) auf Grund der Cramerschen Regel genau eine Lésung
ay, by, c; bzw. ag, by, co, d.h., in (1) sind die Koeffizienten ay,by, ¢y, as,be, c2 eindeutig be-
stimmt.

Es bleibt noch zu zeigen, dass 25 von null verschieden ist.
Da nach Voraussetzung die Punkte P, Q), R bzw. P’,Q)’, R’ nicht in einer Geraden liegen, gilt
Fpor # 0 und Fpgr # 0. Aus (17) folgt dann || # 0, womit der Satz bewiesen ist.

Beispiel 26. Bei einer affinen Abbildung von ¢ auf sich werden die Punkte P(—1,0), Q(1,2),
R(2,1) auf die Punkte P'(—3,—-2), Q'(3,4), R'(4,3) abgebildet. Wir bestimmen den Bild-
punkt von A(1,1).

Zunachst missen wir in (!) die unbekannten Koeffizienten ermitteln. Die Gleichungssysteme
(20) und (21) lauten im vorliegenden Beispiel

—CL1—|—01:—3 —CL2—|—62:—2
a1+2b1—|—C1:3 und a2+262+02:4
2&1+b1+€1:4 2a2+62—|—62:3

Das erste bzw. das zweite Gleichungssystem besitzt die eindeutig bestimmte Lésung
a=2, b=1, ¢ =-1 bzw. as =1, by=2, c3=-1
Damit nimmt (1) die Gestalt

¥y =211+ a9 — 1 : Ty =x1 + 2wy — 1 (23)
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10 Ebene affine Abbildungen

an. Setzen wir in (23) die Koordinaten von A ein, so erhalten wir den Bildpunkt A’(2,2).

Aufgabe 26. Bei einer affinen Abbildung von ¢ auf sich werden der Ursprung O eines karte-
sischen Koordinatensystems und die Einheitspunkte £;(1,0), E2(0, 1) der Koordinatenachsen
auf die Punkte O’(1,0), E1(0,1), E4(0,0) abgebildet.

Zu der Geraden g mit der Gleichung x — y + 1 = 0 gebe man eine Gleichung der Bildgeraden
g’ an.
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11 Lésungen der Aufgaben

11 Losungen der Aufgaben

2.b) a11Aig + a1 Ay + az1 Asy =

= a11(a23a31 - CL21G33) + CL21(CL11CL33 - a13a31) + asl(a13a21 - a11a23) =0

3. a) a1 A1y + agg Asy = agragy + a21(—a12) = \52(2’

a10A19 + a9 Ags = a12(_a21) + agoa11 = \9[2’

b) aj1Ais + ag Az = ayi(—a9) + a1 =0

a12A11 + a9A21 = 12099 + ase(—az) =0

)B:(a+2b)(a—b)
c) C=(a+b+c)(ab+bc+ ca—a®—b*—c?) = 3abc — (a® + b3 + 3)

5. Esist f(z) = 2, d.h. der Grad der Polynoms ist null.

6.

|2[3| = A11(A22A33 - A23A32) - A12(A21A33 - A23A31) + A13(A21A32 - A22A31)
= All[(a11a33 - G13&31](a11022 - a12a21) - (CL11&32 - 61126131](%1@23 - CL13CL21)]
+ A12[(a12a33 - a13a32](a11a22 - a12a21) - (a11a32 - a12a31](a12a23 - (l13a22)]
+ A13[(a12a33 - a13a32](&11a23 - CL13CL21) - (a11a33 - a13a31](a12a23 - a13a22)]
= All(a 1022033 — 110412021033 — 11013022031 — a%1a23a32 + ajjaizazaze + 011a12a23031)
+ A12(a11a12a22a33 - af2a21a33 + @12a13021a32 — A110A12023032 + a12a23a31 - CL126L136L22G31)
+ Av3(—a12a13a91a33 — a11a13a23a32 + a13a21a32 + (11013022033 + A12013023031 — &13(122(131)
= An(a; A + annarnAis + arjaizAiz) + Ara(aiyArs + arain A + arpaizAss)

+ A13(Cl13A13 + a11a13A411 + a12a13412)

= aflAi + a%QA%Q + a%3A%3 + 2a11013A11 A3 + 2012013 A12A13 + 2011012411 Ao

= (a1 A + a12410 + a13A13)2 = |Ql3|2

7. Es lassen sich P(1,3,5,7,9) = 5! = 120 verschiedene fiinfstellige Zahlen bilden.

8. Es lassen sich P(0,1,2,3) — P(1,2,3) = 4! — 3! = 18 verschiedene vierstellige Zahlen
bilden.

9. In der Aufstellung sind die Permutationen nach Spalten geordnet:

(1,2,3,4),(2,1,3,4),(3,1,2,4), (4,1,2,3),(1,2,4,3),(2,1,4,3),(3,1,4,2), (4,1, 3,2),
(1,3,2,4),(2,3,1,4),(3,2,1,4), (4,2,1,3),(1,3,4,2),(2,3,4,1), (3,2,4, 1), (4,2,3, 1),
(1,4,2,3),(2,4,1,3),(3,4,1,2), (4,3,1,2), (1,4,3,2), (2,4,3,1),(3,4,2,1), (4, 3,2, 1)

10. Bei lexikographischer Anordnung der Permutationen ist die 1. Permutation: (1,2,3,4,5).
Die 1 steht bei 4! = 24 Permutationen an erster Stelle. Damit ist die 25. Permutation:
(2,1,3,4,5).

Die Zahlen 2 und 1 stehen bei 3! = 6 Permutationen an erster bzw. zweiter Stelle. Demnach
ist die 31. Permutation : (2,3,1,4,5).

Bei ebenfalls 3! = 6 Permutationen stehen die beiden Zahlen 2 und 3 an erster bzw. zweiter
Stelle. Damit ist schlieBlich die 37. Permutation: (2,4, 1,3,5).
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11 Lésungen der Aufgaben

11. Bei lexikographischer Anordnung der Permutationen steht an
1. Stelle: (1,2,3,4,5,6) , 121. Stelle: (2,1,3,4,5,6) , 241. Stelle: (3,1,2,4,5,6) , 265. Stelle:
(3,2,1,4,5,6) , 271. Stelle: (3,2,4,1,5,6) , 277. Stelle: (3,2,5,1,4,6) .

12.

sgn(1,2,3,4) = +1,sgn(2,1,3,4) = —1,sgn(1,2,4,3) = —1,s¢gn(2,1,4,3) = +1,

sgn(1,3,2,4) = —1,sgn(2,3,1,4) = +1,sgn(1,3,4,2) = +1,sgn(2,3,4,1) = —1,

sgn(1,4,2,3) = +1,sgn(2,4,1,3) = —1,sgn(1,4,3,2) = —1,s¢gn(2,4,3,1) = +1,

sgn(3,1,2,4) = +1,sgn(4,1,2,3) = —1,sgn(3,1,4,2) = —1,sgn(4,1,3,2) = +1,

sgn(3,2,1,4) = —1,sgn(4,2,1,3) = +1,sgn(3,2,4,1) = +1,sgn(4,2,3,1) = —1,

sgn(3,4,1,2) = +1,5gn(4,3,1,2) = —1,sgn(3,4,2,1) = —1,sgn(4,3,2,1) = +1.
13. A =sgn(1,2,....,n)a11a92...0p, = A11022...0nyp,

14. Sind alle Elemente einer Reihe von 2(,, null, so verschwindet die Summe in (2) in 5., da in
jedem der n! Summanden null als Faktor auftritt. Damit ist || = 0.

15. Es ist
a1 a1 ... QA1
tag tap ... tap, | = Z P, sgn(ky, ko, ..., kp)aig, aog, ... (ta, )...ang,,
Ap1 QApa ... QApp
ai;; a2 ... QAip
=t Z Pn sgn(kl, ]{32, PN kn)a1k1a2k2...taiki...ankn =1 ;1 Qz2 ... Qip
Ap1 Gp2 ... Qpp
16. Es ist
ay;; a1 ... QAip
;1 Q42 iy,
= Z Pn sgn(k:l, kg, ]{727 . kj, . kn)allq o Qikgy oAk - - Ay,
CLJ1 CL]'Q Qjn
Qp1  Gp2 QAnp,
und
ail a2 A1in
a1 aj2 Ajn
= Z Pn Sgn(krl, k?g, ...k’j, ceey k’i, . kn)alkl...ajk]....aiki...ankn
;1 ;2 Qin,
Qp1  Gp2 QAnp,

Da die Reihenfolge der Faktoren des Produkts A1ky @ik, - Ak, - Onk,, beliebig gewahlt werden
kann, ist
alkl...aiki...ajkj...ankn = alkl...ajkj...aiki...ankn
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11 Lésungen der Aufgaben

In den beiden Permutationen (ky, ko, ...ki, ..., kj, ..., k) und (ki, ko, ...kj, ..., ki, ..., ky,) sind
zwei Zahlen miteinander vertauscht. Das bedeutet nach Satz 14, dass

sgn(k‘l, k‘g, ]{JZ, ey k?j, ey kn) = — sgn(k‘l, k’g, ...k’j, ey k‘i, ceey kn)
ist. Demnach gilt
sgn(k‘l, k’g, k?z, ey k)j, ey kn)alkl...aiki...ajkj...ankn =

— Sgﬂ(k‘l, k‘g, ...]{Zj, ceey ki7 ceey kn)alkl...ajkj...aiki...ankn

und somit
a1 Q12 ... QAip a1 Q12 ... QAip
;1 Az2 ... Aip a1 Qg2 ... Qjp
aj1 Q2 ... Qjp ;1 Az ... Qip
Ap1 Ap2 ... Qpp Ap1 QAp2 ... Qpp
17. a) A =50
b)
1 0 0 0
B 1 ay—a; as(ay —ay) a3(ay —ay)
1 asz — ap CL3(CL3 — al) a%(a;, — CL1>
1 as—ar ag(ay —ay) a2(ag —ap)
1 (05} CL%
= (ay —ay)(az —a1)(as —a1)| 1 a3 a3
1 ay a?
1 0 0
= (ag - Cll)(ag — al)(a4 — al) 1 a3 — as a3(a3 — 0/2)
1 aq4 — a9 ( ay — CLQ)
1 as
= (az — a1)(az — ar)(as — a1)(az — az)(as — az) 1 ay
= (az — ar)(az — ar)(as — ar)(az — az)(as — az)(as — as)
18. Es ist
11 11
2 0 -1 0
Ral=1y 1 5 0|77
0 0 11

Da die Koeffizientendeterminante von null verschieden ist, ist das Gleichungssystem eindeutig
|6sbar. Es ist

21 11 1 2 11
1 “10 2 1 -1
Dy = 11 1 30*_7’ D2*011 —30*14’
1 11 0 1 11
11 21 11 1 2
20 10 20 -1 1
Ds=1¢0 111 o= 2L Di=ly 1 3 11 |=28
00 11 00 1 1
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11 Lésungen der Aufgaben

und folglich ist
r1 = —1, Ty = 2, T3 = —3, Ty =4

die Losung des Gleichungssystems.
19. cos 75° = ¥2(/3 — 1).

4
20. Da

1 oy 1 1

T2 Yo 1 |=]2

3

x3 yz 1

Tt W N

1
1]=1+#0
1

ist, liegen wegen Satz 29 die drei Punkte nicht in einer Geraden.

21. F =6.

22. Es ist
11 A 1 0 0
I M=) 1 M-1 A—1]=-A\-1)
A2 20— )2 D e D

Fir alle reellen Zahlen \, die der Bedingung A\ # —1,0, 1 geniigen, haben die Geraden keinen
Punkt gemein und sind nicht paarweise parallel.

Fir A = —1,0,1 haben die Geraden einen Punkt gemein oder sind paarweise parallel.

A = —1: Die Geraden sind paarweise parallel, aber nicht identisch.

A = 0: Die Geraden haben den Ursprung gemein.

A = 1: Die Geraden sind identisch.

23. a)
g1:y—6=0, gy :3x —by+9=0, g5 :3x—Ty+9=0

b) F' = 12

24. Die Bildfigur A’B'C'D’ ist ein Trapez mit A'(—2,4), B'(1,7), C'(4,8), D'(2,6).
25. Die Bildfigur £’ ist eine Ellipse mit der Gleichung 222 + 8y? = 1.

26. Eine Gleichung der Bildgeraden ¢ ist = + 2y = 0.

64



12 Literaturverzeichnis

12 Literaturverzeichnis

1. Brehmer, S., und H. Belkner, Einfiihrung in die analytische Geometrie und lineare Algebra,
2. Aufl., VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin 1968.

2. Keller, O.-H., Analytische Geometrie und lineare Algebra, 2. Aufl., VEB Deutscher Verlag
der Wissenschaften, Berlin 1966.

3. Kochendorffer, R., Determinanten und Matrizen, 5. Auflage, B. G. Teubner Verlagsgesell-
schaft, Leipzig 1967.

4. Kowalewski, G., Einfiilhrung in die Determinantentheorie, Walter de Gruyter & Co., Berlin
1954,

5. v. Mangoldt, H., und K. Knopp, Einfiihrung in die hohere Mathematik, Band 1, 13. Aufl,,
Hirzel Verlag, Leipzig 1966.

65



	Determinanten zweiter Ordnung
	Determinanten dritter Ordnung
	Einige grundlegende Eigenschaften der Determinanten zweiter und dritter Ordnung
	Permutationen
	Determinanten n-ter Ordnung
	Einige grundlegende Determinanteneigenschaften
	Berechnung von Determinanten
	Cramersche Regel
	Einige Anwendungen auf die Geometrie der Ebene
	Ebene affine Abbildungen
	Lösungen der Aufgaben
	Literaturverzeichnis

