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Vorwort

Aus dem Vorwort des Autors zur dritten Auflage

Die Unterhaltsame Algebra ist, dhnlich wie die anderen Werke dieser Serie, ein Buch zum
ungezwungenen Lesen, also keine Lernanleitung und kein leichtverstandliches Algebralehrbuch.
Das Buch wird fiir den Leser, der iiber einige Kenntnisse aus der Algebra verfligt und Freude
an der Mathematik, an kniffligen Fragen und tberraschenden Losungen hat, zur Unterhaltung.

Auch solche Leser, deren Kenntnisse auf dem Gebiet der Algebra noch nicht ganz sicher oder
schon wieder halb vergessen sind, werden die teils lustigen, teils erstaunlichen Aufgaben dieses
Buches mit Gewinn lesen, denn die Unterhaltsame Algebra stellt sich das Ziel, die Kenntnisse
zu prazisieren, wiederzubeleben und zu erharten, und darlber hinaus, die gelegentliche Be-
schaftigung mit der Algebra zu einer haufig ausgeiibten Tatigkeit werden zu lassen.

Um dieser Beschaftigung Anziehungskraft zu verleihen,und den Eifer anzufachen, werden auch
ungewohnliche Themen, die die Neugier wecken, beriihrt.

Unterhaltsame Ausfliige in die Geschichte der Mathematik und unerwartete Anwendungen der
Algebra im taglichen Leben dienen demselben Zweck. Die Stoffauswahl (ibersteigt nicht die
Anforderungen im Rahmen des Schulunterrichts und beriihrt dabei fast alle Zweige der Algebra.
Schwierige theoretische Fragen werden entsprechend der Aufgabenstellung der Unterhaltsamen
Algebra vermieden.

J. |. Perelman
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1 Die fiinfte Grundrechenoperation

Die Algebra wird nicht selten "Arithmetik der sieben Grundrechenoperationen" genannt, womit
man unterstreichen will, dass sie den vier bekannten mathematischen Operationen - Addieren,
Subtrahieren, Multiplizieren und Dividieren - drei weitere hinzufiigt: das Potenzieren und zwei
ihm entgegengesetzte Rechenoperationen.

Unsere Unterhaltung soll mit der fiinften Operation, dem Potenzieren, beginnen.

Die Frage, ob das Bediirfnis nach einer neuen Rechenoperation durch die Praxis hervorgerufen
wurde, kann man zweifellos bejahen. Wir begegnen dem Potenzieren oft im taglichen Leben.
Erinnern wir uns der vielen Falle, in denen Flacheninhalte oder Volumina zu berechnen sind.
Gewdhnlich st6Bt man hierbei auf Zahlen, die in die zweite oder dritte Potenz erhoben werden
mussen. Auch bei Berechnungen der Schwerkraft der Erde, der elektrostatischen und magneti-
schen Wechselwirkungen, der Beleuchtungsstarke, der Schallstarke treten Potenzen auf, denn
alle diese GroBen vermindern sich proportional der zweiten Potenz der Entfernung.

Die Umlaufzeiten der Planeten um die Sonne (und die der Trabanten um die Planeten) stehen
mit der Entfernung vom Drehzentrum ebenfalls in Verhaltnissen, die Potenzen enthalten: Die
Quadrate der Umlaufszeiten verhalten sich untereinander wie die dritten Potenzen der Entfer-
nungen.

Man darf aber nicht glauben, dass uns die Praxis nur mit zweiten und dritten Potenzen be-
kannt macht und die héheren Exponenten nur in Ubungen algebraischer Aufgabensammlungen
existieren.

Ein Ingenieur, der standig Berechnungen durchfiihrt, hat auf Schritt und Tritt mit vierten
Potenzen zu tun. Bei manchen Berechnungen, z. B. bei der Ermittlung des Durchmessers
einer Dampfleitung, treten sogar sechste Potenzen auf.

Erforscht ein Hydrotechniker die Kraft, mit der flieBendes Wasser Steine fortreiBt, so trifft auch
er auf sechste Potenzen. Ist z.B. die Stromung in einem Fluss viermal so stark wie in einem
anderen, so ist der schnellere Fluss fihig, in seinem Bett 4° = 4096 mal so schwere Steine
fortzubewegen wie der langsamere Fluss.

Noch hoéheren Potenzen begegnen wir, wenn wir uns mit der Abhangigkeit der Helligkeit
erwarmter Korper von ihrer Temperatur beschaftigen, etwa bei Gliihfaden in elektrischen
Glihlampen.

Die allgemeine Helligkeit wachst bei WeiBglut mit der zwolften Potenz der Temperatur und
bei Rotglut mit der dreizehnten Potenz der Temperatur (der absoluten, d. h. von —273°C an
gerechnet). So wachst beispielsweise die Helligkeit eines Korpers um das 2'*fache, wenn seine
Temperatur von 2000 K auf 4000 K steigt, d. h., wenn sie verdoppelt wird.

Astronomische Zahlen

Wir sahen, dass in vielen Wissenschaften mit hoheren Potenzen gerechnet wird, aber niemand
rechnet wohl so haufig mit Potenzen wie die Astronomen. Die Erforscher des Alle haben auf
Schritt und Tritt mit gewaltigen Zahlen zu tun, die aus ein- oder zweistelligen Ziffern und einer
langen Reihe Nullen bestehen.

Wiirde man nicht eine andere Schreibweise einflihren, so wiirden diese sehr groBen Zahlen, man
kann schon sagen "astronomische" Zahlen, unweigerlich zu groBen Unbequemlichkeiten fiihren,
besonders bei Berechnungen. Die Entfernung zum Andromedanebel betragt beispielsweise in
tblicher Schreibweise 9 500 000 000 000 000 000 km.
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Bei astronomischen Berechnungen muss man nun haufig noch die Entfernungen in Zentimetern
angeben. Die Entfernung zum Andromedanebel wird in diesem Falle durch eine Zahl dargestellt,
die finf Nullen mehr aufweist:

950 000 000 000 000 000 000 000 cm.

Die Angabe der Masse eines Sterne fiihrt auf noch groBere Zahlen, besonders wenn man sie,
wie es flir viele Berechnungen verlangt wird, in Gramm ausdriicken muss. Die Masse unserer
Sonne betragt beispielsweise

1 983 000 000 000 000 000 00O 000 000 000 000 g.

Man kann sich leicht vorstellen, wie erschwerend es ware, Berechnungen mit solchen gewaltigen
Zahlen durchzufiihren, und wie leicht man sich dabei verrechnen kdnnte.

Dabei sind ja eben bei weitem nicht die groBten astronomischen Zahlen angefiihrt worden.
Mit Hilfe der fiinften mathematischen Grundrechenoperation bietet sich aber ein einfacher
Ausweg aus dieser Schwierigkeit an. Jede Eins, verbunden mit einer Anzahl von Nullen, stellt
eine Potenz der 10 dar.

Zum Beispiel 100 = 10%; 1000 = 10%; 10000 = 10*.

Die vorher angefiihrten sehr groBen Zahlen kann man deshalb folgendermaBen darstellen:
die Entfernung Andromedanebel-Erde: 950 - 10! cm,
die Masse der Sonne: 1983 - 10%° g.

Dies macht man nicht nur, um Raum zu sparen, sondern
auch zur Erleichterung der Berechnungen. Wenn bei-
spielsweise beide Zahlen miteinander multipliziert wer-
den sollen, so genligt es, das Produkt 950 - 1983 zu
berechnen und es vor den Faktor 102!*30 = 105! zu
stellen:

950 - 10%' - 1983 - 10%° = 188385 - 102

P . - . . .
..',‘,-:.'f?;jf::i:gz,. Das ist natirlich viel bequemer, als zuerst die Zahl mit
S 21 Null hreiben, d it 30 und endlich mi
02 ullen auszuschreiben, dann mit und endlich mit
52 Nullen; nicht nur bequemer, sondern auch sicherer,
da man beim Schreiben dieser vielen Nullen eine oder

zwei Ubersehen kann und ein falsches Resultat erhalt.

Welche Masse hat die gesamte Luft unserer Erde?
Um uns zu vergewissern, wie sehr der Gebrauch der Potenzschreibweise groBer Zahlen die
praktischen Berechnungen erleichtert, fiihren wir gleich einmal eine solche Berechnung durch:
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Wir wollen ermitteln, um wieviel Mal die Masse der Erdkugel groBer ist als die Masse der
gesamten sie umgebenden Luft.
Der durchschnittliche Luftdruck in Meeresspiegelhohe betragt 760 Torr. Der Druck schwankt
natirlich mit dem Wettergeschehen, und er ist auch je nach den verschiedenen klimatischen
Zonen der Erde unterschiedlich.

Dem Luftdruck von 760 Torr entspricht nun ungefahr eine Kraft je Quadratzentimeter Boden-
flache, die ein Korper mit der Masse von 1 kg infolge der Schwerkraft erhalt. Der Korper ist
in diesem Fall die Luftsiule mit der Grundflache 1 cm?.

Die Lufthille der Erde besteht aus sehr vielen Luftsaulen dieser Art. lhre Anzahl entspricht der
Anzahl der Quadratzentimeter, die die Oberfliche unseres Planeten ausmachen.

Sehen wir in ein Nachschlagewerk, so erfahren wir, dass der Flacheninhalt der Erdoberflache
rund 510 Millionen km? betragt, also 51 - 107 km?. Rechnen wir nun den Flacheninhalt in
Quadratzentimeter um:

1 km =1000-100 cm = 10° km : 1 km® = (10°)? cm 2 = 10** cm?
Der Flacheninhalt der Erdoberflache betragt also:
51-107- 10" cm? = 51 - 10'7 cm?

Die Masse der Lufthiille betragt demnach 51-10'7 kg. Wandeln wir in Tonnen um, so erhalten
wir:

(51-10'7:1000) t = (51-10"7:10%) t =51-10""%t =51-10"t

Die Masse der Erde betragt 6 - 10%! t. Um festzustellen, wievielmal unser Planet schwerer ist
als seine Lufthiille, dividieren wir:

(6-10*" t): (51-10"t) ~10°
d. h., die Masse der Atmosphare stellt ungefdhr den millionsten Teil der Erdkugelmasse dar.

Brennen ohne Flamme und Hitze

Wenn man einen Chemiker fragt, warum Holz und Kohle nur bei einer verhaltnismaBig ho-
hen Temperatur brennen, so wird er antworten, dass eine Verbindung von Kohlenstoff und
Sauerstoff, strenggenommen, bei beliebiger Temperatur vor sich geht.

Bei niedrigen Temperaturen verlauft dieser Prozess auBerordentlich langsam (d. h. in Reaktion
tritt nur eine unbedeutende Anzahl von Molekiilen) und entgeht deshalb unserer Beobachtung.

Das Gesetz, das die Geschwindigkeit chemischer Reaktionen ermittelt, besagt, dass mit Ver-
ringerung der Temperatur um 10 grd sich die Reaktionsgeschwindigkeit (die Anzahl der an ihr
beteiligten Molekiile) auf die Halfte verringert.

Wenden wir das Gesagte auf die Reaktion der Verbindung von Holz und Sauerstoff an, d. h.
auf den Verbrennungsprozess von Holz. Es moge bei einer Flammentemperatur von 600°C in
jeder Sekunde 1 g Holz verbrennen. In welcher Zeit verbrennt 1 g Holz bei 20°?

Wir wissen schon, dass bei einer Temperatur, die um 580 grd = 58 - 10 grd niedriger ist, die
Reaktionsgeschwindigkeit den 2°%ten Teil betragt, d.h., 1 g Holz verbrennt in 2°® s. Wieviel
Jahren entspricht ein solcher Zeitunterschied?

Wir kénnen diese Potenz anndhernd berechnen, ohne 57 wiederholende Multiplikationen mit
2 durchzufiihren und ohne die Logarithmentafeln zu benutzen.
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Da 2'0 = 1024 =~ 103 ist, folgt:
1 1
258 _ 260—2 — 260 . 22 _ 210 6 — 71018
4( ) 4

d. h. annahernd ein Viertel Trillionen Sekunden. Da ein Jahr ungefdhr 30 Millionen Sekunden
sind, erhalt man bei der Umrechnung dieser Zeitspanne:

1 1
—. 1018> 1 (3-10") = — - 10" ~ 10"
(3:10%) 610 = 5
Das ist ungefahr die Anzahl der Jahre, in denen 1 g Holz bei Zimmertemperatur verbrennen
wiirde. Also, Holz und Kohle "brennen" auch bei niedrigen Temperaturen, ohne iiberhaupt
angezilindet worden zu sein. Die Erwarmung und Entziindung beschleunigte diesen schrecklich
langsamen Prozess milliardenfach.

Die Vielfdltigkeit des Wetters

Im folgenden sollen die Tage nach dem herrschenden Wetter beurteilt werden. Und zwar soll
unterschieden werden in Tage mit trilbem Wetter und in solche mit heiterem Wetter. Wenn
wir den Wetterablauf jeweils einer Woche in dieser Weise verfolgen, ergibt sich eine gewisse
Anzahl von Maglichkeiten.

Es steht nun die Frage, wieviel Wochen mit unterschiedlichem Wetterverlauf moglich sind.
Wann also wiirde, wenn sich jede Woche durch eine andere Wetterfolge (nur in triibe und
heitere Tage wird unterschieden) auszeichnete, die erste Woche sein, in der sich die Wetterfolge
wiederholt?

Vielleicht denken Sie, es werden zwei Monate vergeben, und alle Kombinationen von heiteren
und triben Tagen in der Woche werden erschopft sein, so dass sich unweigerlich eine der
Kombinationen, die schon vorher beobachtet wurden, wiederholt.

Wir wollen versuchen, genau zu errechnen, wieviel verschiedene Kombinationen unter solchen
Bedingungen moglich sind. Wir haben damit eine der Aufgaben vor uns, die unerwartet zur
finften Grundrechenoperation fiihren.

Also: Wie viele Kombinationen von heiteren und triiben Tagen einer Woche sind moglich?

Losung: Der erste Tag der Woche kann entweder heiter oder triib sein; d. h., wir haben vorlaufig
zwei Kombinationen. Wahrend einer zweitagigen Periode sind folgende Wechsel von heiteren
und triben Tagen moglich:
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1. Tag 2. Tag
1. Moglichkeit | heiter  heiter
2. Méglichkeit | heiter  triib
3. Moglichkeit | trib heiter
4. Moglichkeit | trib trib

Infolgedessen gibt es im Laufe zweier Tage 22 verschiedenartige Wetterfolgen.

Fir die Zeit von drei Tagen wird jede der vier Kombinationen der ersten beiden Tage mit den
beiden Kombinationen des dritten Tages in Verbindung gebracht.

Dann gibt es 22 - 2 = 23 Méglichkeiten. Im Verlauf von vier Tagen erreicht die Anzahl der
Wetterfolgen 23 - 2 = 2% In fiinf Tagen gibt es 2°, in sechs Tagen 2 und, schlieBlich und
endlich, in einer Woche 27 = 128 verschiedene Kombinationen.

Daraus folgt, dass es 128 Wochen mit verschiedener Reihenfolge heiterer oder triiber Tage
gibt. Nach 128 - 7 = 896 Tagen muss sich unbedingt eine der vorherigen Kombinationen
wiederholen.

Die Wiederholung kann sich natiirlich auch vorher ereignen, aber 896 Tage sind die Zeit, nach
deren Ablauf eine solche Wiederholung unvermeidlich ist. Und umgekehrt:

Es konnen zwei Jahre vergehen, sogar mehr (zwei Jahre und 166 Tage), in deren Verlauf nicht
eine Woche dem Wetter nach der anderen gleicht.

Ein Schloss mit einem Geheimnis

In einem Amt fand man nach der GroBen Sozialistischen Oktoberrevolution einen Schrank, der
dort schon seit geraumer Zeit gestanden hatte. Man fand zwar den Schrankschliissel, aber um
den Schrank damit 6ffnen zu kénnen, musste man das Geheimnis des Schlosses kennen.

Die Tir des Schrankes 6ffnete sich namlich nur, wenn man die an der Tir befindlichen, mit
Buchstaben versehenen fiinf Ringe auf ein bestimmtes Wort einstellte.

Da niemand dieses Wort kannte, beschloss man, alle Buchstabenkombinationen auszuprobie-
ren, denn man wollte den Schrank nicht aufbrechen. Fiir die Einstellung einer Kombination
wurden 3 s Zeit benétigt.

Kann man hoffen, dass der Schrank innerhalb der nachsten 10 Arbeitstage gedffnet wird? Die
Ringe trugen auf ihrem duBeren Rand 36 Buchstaben. (Es handelte sich um das alte russische
Alphabet.)

Wir miissen also herausbekommen, wieviel Buchstabenkombinationen man ausprobieren miiss-
te.

Jeder der 36 Buchstaben des ersten Ringes kann mit jedem der 36 Buchstaben des zweiten
Rings kombiniert werden. Das bedeutet, dass 36 - 36 = 362 zweibuchstabige Kombinationen
moglich sind.

Zu jeder dieser Kombinationen kann man jeden beliebigen der 36 Buchstaben des dritten
Ringes hinzufiigen. Deshalb ergeben sich 36% - 36 = 36 dreibuchstabige Kombinationen.
Nach dem gleichen Verfahren ermitteln wir, dass es 36* vierbuchstabige Kombinationen und
36° = 60466176 fiinfbuchstabige geben kann.

Um diese rund 60 Millionen Kombinationen zusammenzustellen, brauchte man bei einer Ein-
stellzeit von jeweils 3 s insgesamt 3 - 60466176 s = 181398528 s. Das sind mehr als 50000
Stunden oder fast 6300 achtstiindige Arbeitstage, was einer Zeit von mehr als 20 Jahren
entspricht.

Das bedeutet, die Chancen, dass der Schrank im Laufe der nachsten 10 Arbeitstage geoffnet
wird, stehen 10 zu 6300 oder 1 zu 630. Das ist eine sehr geringe Wahrscheinlichkeit.
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Der aberglaubische Radfahrer

Ein Gberaus aberglaubischer Mensch kaufte sich ein Fahrrad und wollte fahren lernen. Als
er jedoch von einem Fahrradschaden erfuhr, der landlaufig "Acht" genannt wird, beflirchtete
er, dass es Ungliick brachte, wenn die in den Rahmen eingestanzte Fahrradnummer (sie sei
ostellig) eine oder gar mehrere Ziffern 8 enthielte.

Bevor er jedoch in den Keller ging, um nachzusehen, welche Fahrradnummer sein Rahmen
tragt, beruhigte er sich durch folgende Uberlegung:

Beim Schreiben jeder Zahl konnen 10 Ziffern beteiligt sein, namlich 0, 1, ..., 9. Unter ihnen
erscheint als "ungliickliche Ziffer" nur die 8. Deshalb gibt es nur einen Fall von zehn, der als
"ungliicklich" bezeichnet werden muss. Ist diese Uberlegung richtig?

Losung: Insgesamt gibt es 999999 Nummern, und zwar lauft die Nummerierung von 000001,
000002 usw. bis 999999. Ermitteln wir zunachst die Anzahl der "gliicklichen" Nummern.

Auf dem ersten Platz kann jede beliebige der neun "gliicklichen" Ziffern stehen, namlich 0,
1, 2, 3, 4, 56, 7, 9. Auf dem zweiten Platz ebenfalls jede beliebige dieser neun Ziffern.
Deshalb gibt es 9-9 = 92 "gliickliche" zweistellige Zahlen. Zu jeder dieser Kombinationen aus
zwei "gliicklichen" Ziffern kann man (auf dem dritten Platz) jede beliebige der neun Ziffern
hinzuschreiben, so dass 92 - 9 = 93 dreistellige "gliickliche" Zahlen méglich sind.

Auf gleiche Art ermitteln wir, dass die Anzahl der 6stelligen "gliicklichen" Zahlen gleich 96 ist.
Man muss aber beachten, dass in dieser Anzahl von Kombinationen auch 000000 enthalten
ist, die als Fahrradnummer nicht brauchbar ist. Somit betragt die Anzahl der "gliicklichen"
Fahrradnummern nur 9% — 1 = 531440, was etwas mehr als 53 % aller Nummern ausmacht
und nicht 90 %, wie unser Radfahrer annahm.

Interessant ist nur die Klarung der Frage, wie das Verhaltnis "gliicklicher" und "ungliicklicher"
Zahlen im Falle einer Nummerierung mit siebenstelligen Zahlen ausfallt ...

Uberzeugen Sie sich doch bitte selbst, dass in diesem Fall mehr "ungliickliche" als "gliickliche"
Nummern existieren!

Die Ergebnisse einer wiederholten Verdoppelung

Ein eindrucksvolles Beispiel fiir das auBerordentlich schnelle Anwachsen von Zahlen im Falle
ihrer wiederholten Verdoppelung stellt die bekannte Legende von der Belohnung des Schopfers
des Schachspiels dar[T| Im folgenden sollen interessante Beispiele hierzu angefiihrt werden, die
sicherlich weniger bekannt sind.

Aufgabe: Das Pantoffeltierchen teilt sich durchschnittlich alle 27 Stunden. Fiir diese Aufgabe
werde nun vorausgesetzt, dass alle Nachkommen eines Pantoffeltierchens am Leben bleiben.
Wie lange wiirde es dauern, bis die Nachkommenschaft eines Pantoffeltierchens das Volumen
einnimmt, das gleich dem Volumen der Sonne ist?

Fir die Berechnung sei noch bekannt, dass die Pantoffeltierchen nach der vierzigsten Teilung
ein Volumen von 1 m? einnehmen. Das Volumen der Sonne werde mit 10>” m? in Rechnung
gestellt.

Lésung: Die Aufgabe lauft darauf hinaus, zu ermitteln, wie oft man 1 m?® verdoppeln muss,

YHierzu sei verwiesen auf: A. A. Kolossow: Kreuz und quer durch die Mathematik. Erschienen im volkseigenen
Verlag Volk und Wissen Berlin.
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um ein Volumen von 103" m? zu erhalten. Formen wir um:
1077 = (10%)? =~ (2')? = 2%, denn  2'° ~ 1000

Das bedeutet, dass sich die Pantoffeltierchen noch 90 mal teilen miissen, um auf das Volumen
der Sonne anzuwachsen. Die Gesamtzahl der Teilungen ist dann gleich 40 4+ 90 = 130. Es ist
leicht zu errechnen, dass die Kultur am 147sten Tag das Volumen der Sonne erreichen wiirde.

Das Problem, das in dieser Aufgabe behandelt wird, kann man sozusagen auch umkehren:
Stellen wir uns vor, unsere Sonne teilte sich, die Halfte wiirde sich ebenfalls wieder teilen usw.
Wieviel Teilungen waren notwendig, damit ein Teilchen von der GroBe eines Pantoffeltierchens
herauskame? Obwohl die Antwort (130) den Lesern schon bekannt ist, verblifft sie doch durch
ihre unbeschreibliche Einfachheit.

Mir stellte man die gleiche Aufgabe in der folgenden Form: Ein Blatt Papier wird halbiert,
eine der Halften wird wieder halbiert usw. Wieviel Teilungen sind notwendig, um Teilchen von
atomaren MaBen zu erhalten?

Nehmen wir an, das Blatt Papier wiege | g, und nehmen wir fiir die Masse eines Atoms 10% g
an. Da 10%* ~ 28 ist, sind insgesamt 80 Teilungen erforderlich, nicht Millionen, wie man des
ofteren als Antwort auf diese Frage erhalt.

100000 mal so schnell

Ein elektrisches Gerat, Trigger genannt, enthalt zwei Rohren. Der Strom kann im Trigger je-
weils nur tiber eine Rohre flieBen: entweder durch die "linke" oder durch die "rechte". Das Gerat
hat zwei Kontakte, denen von auBen ein kurzzeitiges elektrisches Signal (ein Impuls) zugefiihrt
werden kann, und zwei Kontakte, iiber die vom Kipprelais her ein Gegenimpuls erfolgt.

Sobald der elektrische Impuls von auBen gegeben wird, schaltet sich der Trigger um: die Rohre,
durch die der Strom zuerst floss, schaltet sich aus, und der Strom beginnt schon durch die
zweite Rohre zu flieBen. Der Gegenimpuls des Triggers wird in dem Moment ausgelost, in dem
sich die rechte Rohre ausschaltet und die linke sich einschaltet.

Verfolgen wir, wie der Trigger arbeiten wird, wenn ihm nacheinander einige elektrische Im-
pulse zugefiihrt werden. Wir werden den Zustand des Triggers an Hand der rechten Rohre
charakterisieren: flieBt der Strom nicht durch die rechte Rohre, so soll sich der Trigger in
der "Nullstellung" befinden, flieBt der Strom aber durch die rechte Rohre, so befinde sich der

Trigger in der "Stellung 1".
.I'A
Wi O

Anfanggstellung O

4
O MY\ erster Impuls

Stellung nach dem ersten Impuls: Stellung 1

A
— | . -—
Gegeninmpuls |\ ) O zweiter Impuls

Stellung nach dem zweiten Impuls:Stellung O
und luftthrung des Gegenimpulses

Als Anfangsstellung werde die Nullstellung gewahlt. (Vergleichen Sie mit der vorstehenden
Abbildung!) Der Strom flieBt also durch die linke Réhre. Nach dem ersten Impuls wird der

10
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Strom durch die rechte Rohre flieBen, d. h., der Trigger geht in die Stellung 1 iber. Dabei
geht vom Trigger kein Gegenimpuls aus, da der Gegenimpuls im Moment des Ausschaltens der
rechten Réhre (und nicht der linken) ausgeldst wird.

Nach dem zweiten Impuls wird der Strom schon durch die linke Rohre flieBen, d. h., der Trigger
nimmt von neuem die Nullstellung ein. Jedoch gibt der Trigger dabei ein Gegensignal ab.

Nach zwei Impulsen befindet sich also der Trigger wieder im Anfangszustand. Nach dem dritten
Impuls nimmt der Trigger genauso wie nach dem ersten wieder die Stellung 1 ein und nach
dem vierten Impuls so wie nach dem zweiten die Nullstellung mit gleichzeitiger Abgabe des
Gegenimpulses usw. Nach jeweils zwei Impulsen wiederholen sich die Zustande im Trigger.

Stellen wir uns jetzt vor, dass mehrere Trigger vorhanden sind und dass die Impulse von
auBen dem ersten Trigger zugefiihrt werden, die Gegenimpulse des ersten Triggers werden
dem zweiten zugefiihrt, die Gegenimpulse des zweiten dem dritten usw. (In der Abbildung sind
die Trigger hintereinander von rechts nach links dargestellt.) Verfolgen wir, wie eine solche

Triggerkette arbeiten wird.
Impulse
OO0 0009

dritter Trigger zweiter Trigger erster Trigger

Mogen sich anfangs alle Trigger in der Nullstellung befunden haben. Fiir eine Kette, die bei-
spielsweise aus flinf Triggern besteht, wiirden wir die Kombination 00000 haben. Nach dem
ersten Impuls gerat das erste Kipprelais (das rechte) in die Stellung 1. Da hierbei kein Gegen-
impuls gegeben wird, bleiben alle iibrigen Kipprelais in der Nullstellung, d. h., die Kette wird
durch die Kombination 00001 gekennzeichnet.

Nach dem zweiten Impuls schaltet sich der erste Trigger aus (gerat in die Nullstellung), gibt
aber dabei einen Gegenimpuls ab, durch den der zweite Trigger eingeschaltet wird. Die librigen
Trigger bleiben in der Nullstellung, d. h., es wird die Kombination 00010 hergestellt.

Nach dem dritten Impuls schaltet sich der erste Trigger ein, die lbrigen aber verandern ihre
Stellung nicht. Wir erhalten so die Kombination 00011. Nach dem vierten Impuls schaltet sich
der erste Trigger aus, nachdem er einen Gegenimpuls ausgeldst hat. Durch diesen Gegenimpuls
schaltet sich der zweite Trigger aus und lost ebenfalls einen Gegenimpuls aus. Durch diesen
letzten Impuls schaltet sich schlieBlich der dritte Trigger ein. Es ergibt sich die Kombination
00100.

Fithrt man die Uberlegungen in dieser Weise weiter, so gelangt man zu dem folgenden Ergebnis:

Kombination

1. Impuls: 00001
2. Impuls: 00010
3. Impuls: 00011
4. Impuls: 00100
5. Impuls: 00101
6. Impuls: 00110
7. Impuls: 00111
8. Impuls: 01000

Wir sehen, dass die Triggerkette die von auBen kommenden Signale zahlt und die Anzahl
dieser Signale auf ungewohnliche Art "festhalt". Es ist nicht schwer zu sehen, dass diese
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1 Die fiinfte Grundrechenoperation

"Aufzeichnung" der Anzahl der gegebenen Impulse nicht in dem uns gewohnten Dezimalsystem
erfolgt, sondern im Dualsystem.

Im Dualsystem werden die Zahlen mit Hilfe der Ziffern 0 und 1 aufgezeichnet. Die 1 der jeweils
folgenden Stelle ist nicht zehnmal so groB wie eine 1 der vorhergehenden Stelle (so ist es im
dekadischen System), sondern nur doppelt so groB. Eine Ziffer 1, die in der dualen Schreibweise
ganzer Zahlen auf der duBersten rechten Stelle steht, stellt die gleiche Zahl dar, die eine 1 an
dieser Stelle in dezimaler Schreibweise darstellen wiirde.

Eine 1 auf der nachstfolgenden Stelle (auf dem zweiten Platz von rechts) stellt im dualen
System einen Zweier dar, an der nachstfolgenden Stelle einen Vierer, dann einen Achter usw.

Die im dekadischen System durch die Ziffer 19 dargestellte Zahl wird im dualen System als
10011 geschrieben. 19 besteht namlich aus 1 Sechzehner, 0 Achtern, 0 Vierern, | Zweier und
1 Einer.

Also, die Triggerkette zahlt die Anzahl der gegebenen Signale und fixiert sie in dualer Weise.
Das Umschalten des Triggers, d. h. die Registrierung eines ankommenden Impulses, dauert nur
den zehnmillionsten Teil einer Sekunde. Die modernen Triggerzahler konnen bis zu 1000000
Impulse und mehr in der Sekunde zahlen.

Das ist beispielsweise 100000 mal so schnell wie ein Mensch es ohne jegliche Hilfsmittel kann.
Das menschliche Auge vermag nur dann Signale genau zu unterscheiden, wenn sie mindestens
einen Abstand von 0,1 s haben.

Stellt man eine Kette aus 20 Triggern zusammen, d. h., die Anzahl der Signale wird auf zwan-
zig Ziffern des Dualsystems beschrankt, so kann man bis 22° — 1 zahlen. Das ist eine Zahl, die
groBer als eine Million ist. Stellt man eine Kette aus 64 Triggern auf, so kann mit ihrer Hilfe
die beriihmte "Schachzahl" aufgezeichnet werden.

Die Moglichkeit, Hunderttausende von Signalen in einer Sekunde aufzuschreiben, ist sehr wich-
tig fiir experimentelle Arbeiten auf dem Gebiet der Kernphysik. So kann man z. B. die Anzahl
der Teilchen dieser oder jener Art zahlen, die bei einem Atomzerfall herausgeschleudert wer-
den.

10000 und mehr Operationen in einer Sekunde

Es ist bemerkenswert, dass Triggerschemata es ebenfalls ermoglichen, Operationen mit Zahlen
durchzufiihren. Sehen wir uns z. B. an, wie man die Addition zweier Zahlen verwirklichen kann.

0 0 1 erster Summand
g R

zweiter Summand

0 1 1 1 1
7 Y 3 Summe

vierter Trigger  dritter Trigger aweiter Trigger erster Trigger

Drei Triggerketten seien so verbunden, wie es in der vorstehenden Abbildung angefiihrt ist.
Die obere Triggerkette dient der Aufzeichnung des ersten Summanden, die zweite Kette der
Aufzeichnung des zweiten Summanden, die untere Kette aber der Ermittlung der Summe.

Im Augenblick des Einschaltens des Gerates wirken auf die Trigger der unteren Kette die
Impulse der oberen und mittleren Kette, die sich in der Stellung 1 befinden. Mégen z. B., wie
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das in der obigen Abbildung dargestellt ist, in den ersten beiden Ketten die Summanden 101
und 111 (im Dualsystem) aufgezeichnet sein.

Dann wirken auf den ersten (rechten) Trigger der unteren Kette im Moment des Einschaltens
des Gerates zwei Impulse, und zwar je einer von den ersten Triggern jedes Summanden. Wir
wissen schon, dass im Ergebnis nach Empfang zweier Impulse der erste Trigger in der Nullstel-
lung bleibt, aber einen Gegenimpuls an den zweiten Trigger abgibt. AuBerdem wirkt auf den
zweiten Trigger das Signal des zweiten Summanden.

Somit wirken auf den zweiten Trigger zwei Impulse, weshalb sich der zweite Trigger in der
Nullstellung befindet und einen Gegenimpuls an den dritten Trigger abgibt.

AuBerdem wirken auf den dritten Trigger noch zwei Impulse ein (ein Impuls von jedem der
Summanden). Als Ergebnis dreier erhaltener Signale geht der dritte Trigger in die Stellung
1 lber und gibt einen Gegenimpuls ab. Dieser Gegenimpuls fiihrt den vierten Trigger in die
Stellung 1 (andere Signale wirken auf den vierten Trigger nicht ein). Somit fithrte das in der
Abbildung dargestellte Gerat folgende Addition zweier Zahlen (im Dualsystem) aus:

101
+ 111
1100

Das entspricht im Dezimalsystem der Rechnung 5 + 7 = 12. Die Gegenimpulse in der unteren
Triggerkette entsprechen dem Vorgang, den der Mensch als "merken" beim Uberschreiten des
Zehners ausfiihrt.

Waren in jeder Kette nicht vier, sondern, sagen wir, zwanzig Trigger, so konnte man Additionen
im Bereich einer Million durchfiihren, und bei einer groBeren Anzahl von Triggern kann man
noch groBere Zahlen zusammenstellen.

Das Additionsgerat besitzt natiirlich in Wirklichkeit ein etwas komplizierteres Schema als das,
das in der Abbildung auf Seite 18 dargestellt ist. Insbesondere muss das Gerat Einrichtungen
enthalten, die eine Impulsverzégerung zur Folge haben, sonst kénnten die Signale der beiden
Summanden auf den ersten Trigger der unteren Kette gleichzeitig (im Moment des Einschal-
tens des Gerates) einwirken.

In diesem Fall wiirden sich beide Impulse vereinigen, und der Trigger wiirde sie als ein Signal
wahrnehmen. Um das zu vermeiden, ist es notwendig, dass die Signale der Summanden nicht
gleichzeitig ankommen, sondern mit etwas "Verspatung"einer nach dem anderen. Das Vor-
handensein solcher "Verspatungen" fiihrt dazu, dass die Addition zweier Zahlen mehr Zeit in
Anspruch nimmt als die Registrierung eines Signals im Trigger.

Wenn man die Schaltung in gewisser Weise verandert, kann man das Gerat zur Subtraktion
verwenden. Man kann auch Multiplikationen (sie fiihrt zu aufeinanderfolgender Addition und.
braucht deshalb um einiges mehr Zeit als eine Addition), Divisionen und andere Operationen
realisieren. In modernen Rechenmaschinen werden solche Triggerketten verwendet. Sie sind in
der Lage, 200000 und mehr Operationen in einer Sekunde auszufiihren.

Die Zahl der moglichen Schachpartien

Beschaftigen wir uns nun mit der ungefahren Berechnung der Anzahl der verschiedenen Schach-
partien, die iberhaupt auf einem Schachbrett gespielt werden kénnen.

Eine genaue Berechnung ist in diesem Falle undenkbar, aber man kann versuchen, die Anzahl
der moglichen Schachpartien annahernd zu ermitteln. In dem Buch des belgischen Mathema-
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tikers Maurice Kraitchik, Mathematik der Spiele und mathematische Zerstreuungen?} ist eine
solche Berechnung enthalten. Es heiBt dort:

Beim ersten Zug hat der Spieler mit den weiBen Figuren die Auswahl unter 20 moglichen Ziigen
(16 Zige der acht Bauern, jeder von ihnen kann sich ein oder zwei Felder vorwarts bewegen,
und je zwei Ziige jedes Springers). Auf jeden Zug von WeiB kann Schwarz ebenfalls unter den
entsprechenden 20 Zigen auswahlen.

Kombinieren wir jeden solchen Zug von WeiB mit jedem Zug von Schwarz, so sind 20 - 20 =
400 verschiedene Partien bereits nach dem ersten Zug jeder Seite vorhanden.

Beim nachsten Zug erhoht sich die Anzahl der moglichen Ziige. Hat WeiB zuerst den Zug e 2-e
4 getan, so stehen ihm beispielsweise flir den zweiten Zug 29 verschiedene Ziige zur Auswahl.
Bei den weiteren Ziigen wachst die Anzahl der moglichen Ziige immer mehr. Allein mit der
Dame kann man, wenn diese z. B. auf Feld d 5 steht, 27 verschiedene Ziige ausfiihren. (Dabei
wurde angenommen, dass alle Felder, die sie besetzen konnte, frei sind.)

Zur Vereinfachung der Berechnung werden wir uns an folgende Durchschnittswerte halten:

Je 20 mogliche Ziige fiir beide Seiten bei den ersten finf Ziigen;
je 30 mogliche Ziige fiir beide Seiten bei den folgenden Ziigen.

Nehmen wir auBerdem an, dass bei einer normalen Partie durchschnittlich 40 Ziige gespielt
werden, so finden wir fiir die Anzahl der moglichen Partien den Ausdruck

(20 - 20)° - (30 - 30)*

Soweit die Ausfiihrungen des belgischen Mathematikers Maurice Kraitschik.
Wir wollen nun diesen Ausdruck naherungsweise errechnen. Wir formen zunachst folgender-
maBen um und vereinfachen:

(20 -20)° - (30 - 30)% =20 . 307 = 210.370 . 10%
Wir ersetzen 2!° durch die annahernd gleich groBe Zahl 1000 = 10%; Dann formen wir 37° um

370 =3%.3%~10(3")" ~ 10-80'" = 10-8'7 - 10'" = 2°' . 108
=2(2")° . 10® ~ 2-10% - 10" = 2. 10%

Folglich ist:
(20 -20)° - (30 - 30)* ~ 10* - 2- 10** - 10** = 2. 10*1°

Diese Zahl lasst die ungeheure Anzahl von Weizenkdrnern 264 — 1 ~ 18- 10'8, die als Beloh-
nung fur die Erfindung des Schachspiels erbeten wurden, weit hinter sich zuriick. Wenn die
gesamte Bevolkerung des Erdballs einen vollen Tag Schach spielen und jede Sekunde je einen
Zug ausfiihren wiirde, so miisste, um alle moglichen Schachpartien zu erfassen, ein solches
allgemeines ununterbrochenes Spiel nicht weniger als 10'°° Jahrhunderte dauern.

Das Geheimnis des Schachautomaten

Sicherlich werden Sie verwundert sein, wenn man lhnen nun sagt, dass es bereits vor 150
Jahren Schachautomaten gegeben hat. Sie werden sich fragen, wie das wohl moglich ist, wenn
man den Stand der Technik der damaligen Zeit mit der Anzahl der Figurenkombinationen auf
dem Schachbrett vergleicht.

2Mathématique des jeux ou récréations mathématiques (1930).
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Die Sache klart sich aber so auf, dass der angebliche "Schachautomat" in Wirklichkeit ein Bluff
war. Im Innern des "Automaten” saB namlich, geschickt versteckt, ein guter Schachspieler, der
iber mechanische Vorrichtungen die Figuren bewegte.
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Besonderer Popularitat erfreute sich die Maschine des ungarischen Mechanikers Wolfgang von
Kempelen (1734-1804), die am osterreichischen und auch am russischen Hof gezeigt wurde.
Spater wurde sie in Paris und London offentlich vorgefiihrt.

Napoleon I. spielte mit diesem Automaten, iiberzeugt, dass er seine Krafte mit der Maschine
messen kann. In der Mitte des vorigen Jahrhunderts kam der beriihmte "Automat" nach Ame-
rika, wo er in Philadelphia durch einen Brand zerstort wurde.

Die anderen Schachspielautomaten wurden schon nicht mehr in solchem MaBe bewundert.
Nichtsdestoweniger ist der Glaube an ahnliche automatisch arbeitende Maschinen auch in spa-
terer Zeit nicht versiegt.

Ein solcher Schachautomat stellte einen geraumigen Kasten dar, der einen komplizierten Me-
chanismus enthielt, aber, wie bereits erwdhnt, auch Raum fiir einen Spieler bot. Auf dem
Kasten befand sich ein Schachbrett mit Figuren, die durch die Hand einer groBen Puppe be-
wegt wurden.

Der Mechanismus hatte iiberhaupt keine Bedeutung fiir die Aufgabe des Apparates, sondern
verdeckte lediglich den lebenden Spieler;
Wie steht es nun um Schachautomaten in der heutigen Zeit?

Da die Anzahl der méglichen Schachpartien praktisch unendlich groB ist, kann man keine Ma-
schine bauen, die alle nur denkbaren Ziige auf ihre ZweckmaBigkeit hin untersucht. Es gibt
aber bereits Maschinen, die nach einem vorher in die Maschine eingegebenen Operationssche-
ma Berechnungen ausfiihren konnen, die eine Bewertung der verschiedenen Moglichkeiten bei
den nachsten drei Ziigen vornehmen.

Ein solches "Schachprogramm" wird von Mathematikern auf der Grundlage einer bestimmten
Spieltaktik zusammengestellt, wobei unter Taktik ein System von Regeln verstanden wird, das
es ermdglicht, fir jede Position einen einzigen Zug (den "besten" im Sinne dieser Taktik)
herauszufinden.

Wir wollen uns an dieser Stelle nur einmal ein Beispiel fiir eine solche Taktik ansehen. Jeder
Figur wird eine bestimmte Punktzahl (Wert) zugeschrieben:
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Konig: + 200 Punkte | Bauer + 1 Punkt
Dame: + 9 Punkte zuriickgebliebener Bauer - 0,5 Punkte
Turm: + 5 Punkte isoliert stehender Bauer - 0,5 Punkte

Laufer: + 3 Punkte doppelt stehender Bauer - 0,5 Punkte
Springer:  + 3 Punkte

AuBerdem werden nach einem bestimmten Verfahren die Positionsvorteile (die Bewegungsfa-
higkeit der Figuren, die Lage der Figuren nach der Entfernung vom Zentrum oder vom Rand
usw.) bewertet, die in Zehntelteilen eines Punktes ausgedriickt werden.

Wir subtrahieren von der Gesamtsumme der weiBen Figuren die Punktsumme der schwarzen
Figuren. Die erhaltene Differenz charakterisiert bis zu einem gewissen Grad die Situation, und
zwar die vorhandenen Figuren und die momentane Position der WeiBen im Vergleich mit den
Schwarzen.

Ist diese Differenz positiv, so befinden sich die WeiBen in einer glinstigeren Situation als die
Schwarzen, ist sie negativ, so sind die WeiBen im Nachteil. Die Rechenmaschine berechnet,
wie sich diese Differenz im Laufe der nachsten drei Ziige verandern kann, sie wahlt die beste
Variante aller moglichen Kombinationen von drei Ziigen aus und druckt sie auf eine spezielle
Karte. Damit ist seitens der Maschine der Zug getan. Fiir einen Zug bendtigt die Maschine
sehr wenig Zeit, was natirlich noch vom Programm und von der Rechengeschwindigkeit des
Rechenautomaten abhingt J

Da die eben beschriebene Maschine nur drei Ziige im voraus beurteilen kann, ist sie ein relativ
schwacher "Spieler" [

Aber man kann nicht daran zweifeln, dass bei der standigen Vervollkommnung der Rechentech-
nik und der Rechenautomaten bald Maschinen entwickelt werden, die weit bessere "Schach-
spieler" sind. Einige einfache Arten von Programmen werden wir uns schematisch im nachsten
Kapitel ansehen.

Zahlen mit drei Zweien

Allen ist wahrscheinlich bekannt, wie man drei Ziffern schreiben muss, um durch sie die mog-
lichst groBte Zahl darzustellen. Drei Nennen muss man beispielsweise folgendermaBen anordnen
9%

Diese Zahl ist so ungeheuerlich groB, dass man sie auch durch Vergleiche nicht ausreichend ver-
standlich machen kann. Die Anzahl der Elektronen des sichtbaren Universums ist im Vergleich
mit ihr winzig.

Wir wollen uns aber zunachst einmal mit drei Zweien beschaftigen.

Aufgabe: Ohne Rechenzeichen zu verwenden, ist die moglichst groBte Zahl mit drei Zweien zu
schreiben.

Losung: Unter dem frischen Eindruck der dreischichtigen Anordnung der Neunen sind Sie
wahrscheinlich bereit, auch den Zweien eine solche Anordnung zu geben: 22

3Es existieren auch andere Arten von "Schachtaktiken". So kann man z. B. bei Berechnungen nicht alle
moglichen Gegenziige des Gegners voraussehen, sondern nur die "starken" Zige (Schach, Figurenraub,
Angriff, Verteidigung usw.). Ferner kann man bei besonders starken Ziigen des Gegners die Berechnungen
nicht nur auf drei, sondern auch auf eine groBere Anzahl von Ziigen im voraus ausdehnen. Man kann auch
eine andere Figurenwertskale verwenden. In Abhangigkeit von der Auswahl dieser oder jener Taktik dndert
sich der "Stil des Spiels" der Maschine.

*In den Partien der besten Schachmeister trifft man auf Kombinationen, die auf 10 und mehr Ziige im voraus
"berechnet" sind.
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Aber diesmal erhalten wir auf diese Weise nicht die gewlinschte groBte Zahl mit drei Zweien.
Die Zahl 2% ist namlich gar nicht groB, kleiner sogar als 222. Mit 22° haben wir nur 2%, d. h.
16, erhalten.

Die tatsachlich gréBte Zahl aus drei Zweien ist aber auch nicht 222 und nicht 222 (d. h. 484),
sondern 222 = 4194304.

Das Beispiel ist sehr lehrreich. Es zeigt, dass es in der Mathematik gefahrlich ist, nach Analo-
gien zu verfahren. Analogien fiihrten namlich schon haufig zu falschen Schlussfolgerungen.

Zahlen mit drei Dreien

Aufgabe: An die Losung der nachsten Aufgabe gehen Sie jetzt sicherlich umsichtiger heran: Es
ist die groBte Zahl mit drei Dreien niederzuschreiben, ohne dass irgendwelche mathematischen
Operationszeichen verwendet werden.

Lésung: Auch hier fihrt die dreischichtige Anordnung nicht zur gréBten Zahl, da 3%, d.h. 327,
kleiner als 333 ist. Die groBte Zahl mit drei Dreien ist also 3.

Zahlen mit drei Vieren

Aufgabe: Es ist die groBte Zahl mit drei Vieren zu schreiben, ohne dass mathematische Ope-
rationszeichen verwendet werden.

Losung: Wenn Sie die Lésung entsprechend den Losungen der beiden vorangegangenen Auf-
gaben angeben, also 4** schreiben, so haben Sie eine zu kleine Zahl ermittelt; denn dieses Mal
fiihrt gerade die dreischichtige Anordnung 44" auf die gréBte Zahl. Da namlich 4* = 256 ist,
fiihrt die Zahl 4" auf die Zahl 4256, die gréBer ist als 444,

Zahlen mit drei gleichen Ziffern

Wir wollen uns nun allgemeiner mit Zahlen, die aus drei gleichen Ziffern gebildet werden,
beschaftigen. Wie kommt es wohl, dass einige Zahlen bei einer dreischichtigen Anordnung
Zahlenungeheuer darstellen und andere nicht?

Bezeichnen wir die Ziffer mit dem Buchstaben a, so entspricht der Anordnung 2%2, 333, 4% der
Ausdruck a'%**e also a''®. Dagegen fiihrt die dreischichtige Anordnung in allgemeiner Form
auf a®”.

Wir wollen nun untersuchen, fiir welche Werte von a die erste Anordnung und fiir welche
die zweite die groBere Zahl darstellt. Da es sich bei beiden Anordnungen um Potenzen mit
den gleichen ganzzahligen Basen handelt, hangt die GroBe der Zahl offenbar nur von den
Exponenten ab. Die Aufgabe beschrankt sich also auf die Losung der Frage, wann a® groBer
als 11a ist. Dividieren wir beide Zahlen durch a, und stellen wir eine Ungleichung auf, so
erhalten wir:

a® ' >11

Damit nun a®! gréBer als 11 ist, muss a groBer als 3 sein; denn 4*~! > 11.

Dagegen sind die Potenzen 32 and 2! kleiner als 11. Aus diesem Grunde also mussten wir fiir
die Zweien und Dreien die Anordnung a'*™® nehmen und fiir die Vieren und die gréBeren
Zahlen die Anordnung a®".

Zahlen mit vier Einsen

Aufgabe: Es ist die groBte Zahl mit vier Einsen zu schreiben, ohne dass mathematische Ope-
rationszeichen verwendet werden.
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Losung: Die Zahl 1111, auf die man wohl zuerst kommt, ist nicht die gesuchte Zahl, da die
Potenz 11! um viele Male groBer ist. Wenn man diese Potenz durch eine zehnfache Multipli-
kation mit elf ausrechnen Will, braucht man viel Geduld.

Man kann aber die GroBenordnung dieser Zahl bedeutend schneller mit Hilfe logarithmischer
Tafeln ermitteln. Man erhilt dabei eine Zahl, die groBer als 285 Milliarden ist. Die Potenz 111!
ist also groBer als die Zahl 1111.

Zahlen mit vier Zweien

Aufgabe: Gehen wir nun zum nachsten Schritt in der Reihe solcher Aufgaben iiber, indem
wir die Frage nach der groBten Zahl mit vier Zweien stellen. Welche Anordnung ist hierfiir zu
wahlen?

Losung: Beim Schreiben einer Zahl mit vier Zweien sind acht Kombinationen méglich:

2
222 X 22
;2

2222; 229%; 22%2; 222, 99", 922° 9
Welche dieser Zahlen ist nun die groBte?
Beschaftigen wir uns zunachst mit den ersten vier, d. h. mit den Zahlen in zweischichtiger
Anordnung. Die erste, 2222, ist offensichtlich kleiner als die drei anderen. Um die beiden
folgenden, 2222 und 22%2, zu vergleichen, wandeln wir die zweite von ihnen um:

2222 — 222~11 — (222)11 — 48411

Mit dieser Potenz erhalten wir eine Zahl, die groBer als 2222 ist, da sowohl die Basis als auch
der Exponent der Potenz 484! gréBer sind als bei der Potenz 2222.

Vergleichen wir jetzt 2222 mit der vierten Zahl der ersten Zeile, mit 2222 Ersetzen wir 2222
durch die groBere Zahl 32%2 und zeigen wir, dass sogar diese groBere Zahl der GroBe nach
hinter der Zahl 2222 zuriicksteht. Es ist namlich

3222 — (25)22 — 2110

Die Potenz 2222 ist also erheblich kleiner als 2222, Also, die groBte Zahl der ersten vier Zahlen
ist 2222, Jetzt brauchen wir also nur noch fiinf Zahlen miteinander zu vergleichen, die eben
erhaltene und die folgenden vier:

992%. 922, 9222, 92%°

Die letzte Zahl, die man in 2'® umformen kann, scheidet sogleich aus. Desgleichen auch die
Zahl 222°, die nach der Umformung 22* ergibt und kleiner als 32%, also kleiner als 22 ist. Die
drei ubrigen Zahlen sind samtlich Potenzen von 2. Wir missen also wieder die Exponenten
vergleichen.

Von den drei Exponenten 222, 484 und 22972 (= 2102. 922 ~ 105 - 4) ist der letzte wohl der
groBte. Deshalb ist die groBte Zahl, die man mit vier Zweien darstellen kann, die Potenz 2%

Ohne die Logarithmentafeln in Anspruch nehmen Zu missen, kénnen wir uns doch eine anna-
hernde Vorstellung (iber die GroBe dieser Zahl machen, wenn wir folgende Naherung zugrunde
legen: 2% ~ 1000.

Dann erhalten wir namlich:

222 _ 220 . 22 ~ 4. 106 7 2222 ~ 24000000 = 101200000

Diese Zahl enthalt also tiber eine Million Ziffern.
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2 Die Sprache der Algebra

"Um eine Frage zu losen, die sich auf Zahlen und auf abstrakte Verhaltnisse von GroBen bezieht,
muss man lediglich die Aufgabe aus der Muttersprache in die , Sprache der Algebra libersetzen",
schrieb der beriihmte Newton in seinem Algebralehrbuch, der Arithmetika universalis.

Wie wird nun eine solche Ubersetzung aus der Muttersprache in die Sprache der Algebra
durchgefiihrt? Newton zeigt es an dem folgenden Beispiel:

Ein Kaufmann besaB eine gewisse Geldsumme. z

Im ersten Jahr verbrauchte er 100 Pfund. xr —100

Zur restlichen Summe legt er ihren dritten Teil hinzu. (z —100) + x—Tl(JO = w

Im nachsten Jahr verbrauchte er wieder 100 Pfund 4x—73100 — 100 = w

und vergroBerte die restliche Summe um ihren dritten Teil. 4x3700 + 4x5700 = 169552800

Im dritten Jahr verbrauchte er wieder 100 Pfund. 1622800 _ 100 = 623700

Er figte nun dem Rest den dritten Teil des Restes zu 1695_93700 + 1676573700 = 64$_2174800
und verdoppelte auf diese Weise sein Anfangskapital. w =2

Um das Anfangskapital des Kaufmanns zu ermitteln, bleibt nur iibrig, die letzte Gleichung zu
l6sen. Die Losung von Gleichungen ist haufig eine leichte Sache; das Aufstellen von Gleichungen
nach Angaben der Aufgabe ist weitaus schwerer.

Die Kunst, Gleichungen aufzustellen, setzt das Verstandnis fiir Ubersetzungen aus der Mut-
tersprache in die Sprache der Algebra voraus.

Aber die Sprache der Algebra ist duBerst wortarm. Deshalb ist es oftmals recht mithsam, jede
Redewendung der Muttersprache zu lbersetzen. Die folgenden Beispiele sollen auf so manche
der beim Aufstellen von Gleichungen ersten Grades auftretenden Schwierigkeiten hinweisen.

Das Leben des Diophantos

Aufgabe: Die Geschichtsschreibung tberlieferte uns nur wenige Einzelheiten aus dem Leben
des recht bedeutenden antiken Mathematikers Diophantos. Alles, was lber ihn bekannt ist,
ist einer Grabinschrift entnommen, einer Inschrift, die in Form einer mathematischen Aufgabe
verfasst ist.

Wanderer! Hier ruht die sterbliche Hille des Diophantos.

Die Zahlen konnen Auskunft geben, o Wunder, wie lang seine Lebenszeit war. T
Ihren sechsten Teil bildete eine herrliche Kindheit. "
Es verrann noch ein Zwolftel des Lebens, dann bedeckte sich das Kinn mit Flaum. 6
Ein Siebentel verbrachte Diophantos in kinderloser Ehe. %
Es vergingen fiinf Jahre. z
Dann wurde er mit einem schonen Erstlingssohn begliickt, dem das Schicksal 7
im Vergleich zum Vater nur die Halfte eines herrlichen und hellen Lebens 5
auf der Erde beschied. z

2

Und in groBer Trauer nahm der Greis des irdischen Schicksals Ende wahr,
nachdem er vier Jahre den Tod des Sohnes (iberlebte.
Sage, wie alt war Diophantos, als er starb?

Gleichungr =5+ {5+ 2 +5+ 35 +4
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2 Die Sprache der Algebra

Losung: Die Losung dieser Gleichung ergibt x = 84.

Man kann auch die Einzelheiten der Grabinschrift in Jahren angeben. Diophantos heiratete
mit 21 Jahren, er wurde Vater im 38. Lebensjahr, verlor den Sohn, als er 80 Jahre alt war,
und starb mit 84 Jahren.

Das Pferd und das Maultier

Aufgabe: "Ein Pferd und ein Maultier gingen Seite an Seite mit einer schweren Last auf dem
Riicken. Das Pferd beklagte sich {iber seine (ibermaBig schwere Biirde.

'Was beklagst du dich?’, antwortete ihm das Maultier. "Wenn ich von dir einen Sack nehme,
wird meine Last doppelt so schwer wie deine. Wiirdest du von meinem Riicken einen Sack
abnehmen, wiirde deine Last meiner gleich sein!

Sagt nun, weise Mathematiker, wieviel Sacke trug das Pferd und wieviel trug das Maultier?

Losung: Nehme ich von dir einen Sack, x—1

wird meine Last y+1
doppelt so schwer wie deine. y+1=2(x—-1)
Wirdest du von meinem Riicken einen Sack abnehmen, y—1
wiirde deine Last r+1
meiner gleich sein. y—1l=x+1

Wir erhalten demnach ein Gleichungssystem mit zwei Unbekannten:

y+1=2(z—-1) bzw. 20 —y=3 (1
y—1l=z+1 bzw. y—x =2 (11

Die Losung lautet: Das Pferd trug 5 Sacke und das Maultier 7 Sacke.
Die vier Briider

Aufgabe: Vier Briider besitzen zusammen 45 Rubel. Damit alle vier gleich viel Geld besitzen,
miisste der Betrag des ersten Bruders um 2 Rubel vergroBert werden, der Betrag des zweiten
Bruders um 2 Rubel verringert, der Betrag des dritten Bruders verdoppelt und der des vierten
Bruders halbiert werden.

Wieviel Rubel besitzt dann jeder?

Losung: Vier Briider besitzen 45 Rubel. r+y+z+t=45
Vermehrt man den Betrag des ersten um 2 Rubel, T+ 2

verringert man den Betrag des zweiten um 2 Rubel, y—2
verdoppelt man den Betrag des dritten, 2z

halbiert man den Betrag des vierten, 0,5t

so haben alle das gleiche. r+2=y—2=22=0,5¢
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2 Die Sprache der Algebra

Gliedern wir die letzte Gleichungskette in drei einzelne Gleichungen auf, so erhalten wir:

T4+2=y—2 (N
T+2=2z (1
x+2:; (1)

Aus diesem Gleichungssystem kann man nach Umformung gewinnen:
1
y=u1x+4, z=§@+ﬂx t=2x+4
Wenn wir nun in die erste Gleichung einsetzen, so erhalten wir:
2
x+x+4+x;+2x+4:45

woraus x = 8 folgt. Fiir die anderen Unbekannten erhalt man dann: y = 12, 2 = 5 und ¢t = 20.
Der erste Bruder besitzt also 8 Rubel, der zweite 12 Rubel, der dritte 5 Rubel und der vierte
20 Rubel.

Die Vogel am Fluss

Von einem arabischen Mathematiker des 11. Jahrhunderts stammt die folgende Aufgabe:

An den beiden Ufern eines Flusses stehen sich zwei Palmen gegeniiber. Die Hohe der einen ist
30 Ellen, die der anderen 20 Ellen; der Abstand zwischen ihnen betragt 50 Ellen. Im Wipfel
jeder Palme sitzt ein Vogel.

x \ A/ - 50-2

Plotzlich bemerken beide Vogel einen bestimmten Fisch, der an die Oberflache des Wassers
zwischen den Palmen geschwommen war. Beide Vogel stiirzen sich gleichzeitig auf ihn und
erreichen ihn zum gleichen Zeitpunkt. In welcher Entfernung vom Standort der groBeren Palme
zeigte sich der Fisch?

Losung: Aus der schematischen Zeichnung wird ersichtlich, dass nach dem Satz des Pythagoras
gilt:
AB°=30°+2> und  AC® =20%+ (50 — z)?

Da fiir die Aufgabe AB = AC gesetzt wird (beide Vogel legen die Strecken in der gleichen

Zeit zuriick), erhalt man
307 + 22 = 202 + (50 — z)?
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2 Die Sprache der Algebra

Nach Umformung ergibt sich daraus:
100z = 2000 : x =20

Der Fisch zeigte sich also 20 Ellen weit von der groBeren Palme entfernt. Diese Palme ist 30
Ellen hoch.

Der Spaziergang

Aufgabe: "Kommen Sie morgen bei mir vorbei!", sprach ein alter Doktor zu einem jungen
Bekannten. Dieser antwortete: "Ich danke Ihnen fiir |hre Einladung. Ich gehe um 15.00 Uhr
los. Sollten auch Sie gedenken, einen Spaziergang zu machen, so gehen Sie zur gleichen Zeit
los, so dass wir uns auf dem halben Wege treffen konnen!"

Darauf wandte der Doktor ein: "Sie vergessen, dass ich ein alter Mann bin. Ich bringe es in
der Stunde hochstens auf 3 km, aber Sie, ein junger Mensch, legen selbst bei langsamstem
Schritt 4 km in der Stunde zuriick. Es ware besser, wenn Sie mir eine kleine Vergiinstigung
einrdumen wiirden."

"Das lasst sich einrichten", entgegnete der andere. "Da ich 1 km in der Stunde mehr gehe als
Sie, ibernehme ich zusatzlich, um uns gleichzustellen, einen Kilometer, d. h., ich gehe eine
Viertelstunde friiher los. Geniigt das?"

"Das ist sehr liebenswiirdig von Ihnen", sagte der Doktor und war einverstanden.

Der junge Mensch verlieB also sein Haus um 14.45 Uhr und ging mit einer Geschwindigkeit
von 4 km in der Stunde dem Doktor entgegen. Dagegen ging dieser genau um 15.00 Uhr los,
und zwar mit einer Geschwindigkeit von 3 km - h~!. Sie trafen sich und gingen nun gemeinsam
zur Wohnung des Doktors zuriick.

Als der junge Mann wieder zu Hause war, lberlegte er sich noch einmal die Geschichte mit der
Zeitvorgabe und stellte fest, dass er wegen der Viertelstunde Vorgabe schlieBlich nicht doppelt,
sondern viermal so weit wie der Doktor gehen musste.

Wie weit ist es vom Haus des Doktors bis zum Haus seines jungen Bekannten?

Losung: Die Entfernung zwischen den Hausern sei « km. Dann hatte der junge Mann insgesamt
die Strecke 2x km zuriickzulegen. Da der Doktor nur % dieser Strecke zu laufen hatte, entfallen
auf ihn £ km.

Als sich beide trafen, hatte der Doktor die Halfte seines Spazierganges hinter sich, und zwar
die Strecke 7 km. Da er mit der Geschwindigkeit 3 kTm lief, benotigte er also fiir 1 km % h und
fﬂr%kmdieZeitﬁ-éh:%h.

Der junge Mann legte bis zum Treffpunkt den (brigen Teil der x km, also = km -
km zuriick. Er benétigte hierzu %x h.
Beriicksichtigt man nun, dass der junge Mann eine Viertelstunde langer als der Doktor unter-

wegs war, so kann man folgende Gleichung aufstellen:

T 3
4km_491:

3z T 1

16 12 4
Daraus ergibt sich x = 2,4. Von Haus zu Haus sind also 2,4 km zurlickzulegen.
Der Schnitter

Der sowjetische Physiker A. W. Zinger berichtet in seinen 'Erinnerungen an L. N. Tolstoi’ iber
die folgende Aufgabe, die er dem groBen Schriftsteller einst vortrug und die diesem sehr gefiel:
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2 Die Sprache der Algebra

"Eine Gruppe von Schnittern sollte zwei Wiesen mahen, eine doppelt so groB wie die andere.
Einen halben Tag arbeiteten die Schnitter zusammen auf der groBen Wiese. Den (ibrigen Teil
des Arbeitstages arbeitete eine Halfte der Gruppe auf der groBen Wiese und mahte bis zum
Abend noch den verbliebenen Rest.

Die andere Halfte arbeitete auf der kleinen Wiese und schaffte bis zum Abend alles bis auf eine
kleine Flache, die am anderen Tag von einem Schnitter in einem Arbeitstag gemaht wurde."

Wieviel Schnitter gehorten zu dieser Arbeitsgruppe?

Losung: In diesem Falle ist es bequemer, mit zwei Variablen zu rechnen. Die Anzahl der Schnit-
ter, nach der eigentlich gefragt wurde, sei x. Die Flache, die ein Schnitter an einem Arbeitstag
maht, werde mit y bezeichnet. Obwohl die Aufgabe nicht die Bestimmung der Leistung je Tag
verlangt, erleichtert diese Hilfsunbekannte das Auffinden der Hauptunbekannten.

Stellen wir durch = und y die Flache der groBen Wiese dar. Auf dieser Wiese mahten an einem
halben Tag zu Schnitter, sie mahten

1 Ty
x . — - - =
2 VT
Wiahrend der zweiten Halfte des Arbeitstages mahte die Halfte aller Schnitter auf dieser Wiese,
d. h. 5 Schnitter. Sie mahten in dieser Zeit:

v
2 277
Da zum Abend die ganze Wiese gemaht war, ist ihre Flache gleich

ry xy  3xy

2 4 4

Driicken wir jetzt die Flache der kleineren Wiese durch = und y aus. Also § Schnitter mahten
auf dieser kleineren Wiese einen halben Tag, und zwar mahten sie die Flache:

x 1 xy

2 2Y 7y
Das noch fehlende Stiick auf dieser Wiese entspricht gerade der GroBe y. Fiigen wir dieses
Stiick hinzu, so erhalten wir fir die kleinere Wiese:

zy _xy+4y
4

Wir miissen nun noch den Satz:
"Die erste Wiese ist doppelt so groB wie die zweite" in die Sprache der Algebra (ibersetzen
und konnen dann die Gleichung aufstellen:

3zy zy+4y 3Ty
— =2 oder =
4 4 xy + 4y

Kiirzen wir den Bruch auf der linken Seite der Gleichung mit y, so wird die Hilfsunbekannte y

eliminiert:
3z

r+4 -
Der Arbeitsgruppe gehorten demnach 8 Schnitter an.

2

; 3r = 2x + §; r =38
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2 Die Sprache der Algebra

Nachdem die erste sowjetische Auflage der 'Unterhaltsamen
Algebra’ erschienen war, erhielt J. |. Perelman ein Schreiben
von A. W. Zinger, das eine interessante Mitteilung tber die-
se Aufgabe enthielt. Zinger schrieb, dass es sich eigentlich
um eine recht einfache Aufgabe handle, die nur durch ihre
nicht schablonenhafte Form erschwerend wirkt.

A. W. Zinger zeigte in seinem Schreiben die folgende Mog-
lichkeit fiir einen Losungsweg, der die zweite Unbekannte
uberflissig macht und dabei recht einfach ist.

Wenn einen halben Tag lang die ganze Gruppe und einen halben Tag lang die Halfte der
Gruppe die groBe Wiese mahte, so ist klar, dass an einem halben Tag die Halfte der Gruppe %
der Wiese abmaht. Folglich blieb auf der kleinen Wiese eine ungemihte Flache von § — 3 = ¢.
Wenn ein Schnitter an einem Tag ; der groBen Wiese maht, aber 2 + 2 = 8 gemaht wurden,
so waren es acht Schnitter.

Tolstoi, der scharfe, jedoch nicht besonders listige Aufgaben liebte, war begeistert, dass diese
Aufgabe viel klarer und liberschaubarer wird, wenn man sich bei der Losung einer einfachen
Zeichnung bedient.

Kiihe auf der Wiese

Aufgabe: "Beim Studium erweisen sich die Aufgaben oft niitzlicher als die Regeln", schrieb
Newton in seiner Arithmetica universalis und fiihrte hierfiir eine Reihe von Beispielen an. Unter
diesen Ubungen finden wir die Aufgabe von den Ochsen, die auf einer Wiese weiden.

Diese Aufgabe ist ein Reprasentant fiir einen ganz besonderen Typ von Aufgaben, mit dem
wir uns zunachst durch eine andere Aufgabe bekannt machen wollen.

Das Gras wachst auf der ganzen Wiese gleich dicht und schnell. Es ist bekannt, dass 70 Kiihe
es in 24 Tagen auffressen wiirden, und 30 Kiihe in 60 Tagen. Wieviel Kiihe wiirden das ganze
Gras in 96 Tagen auffressen? Diese Aufgabe ist nicht so einfach, wie man auf den ersten Blick
meint. Uberlegen wir:

"Wenn 70 Kiihe das gesamte Gras der Wiese in 24 Tagen auffressen, dann missten 96 Kiihe
das Gras in einem Viertel der Zeit, also in 70 Tagen : 4 = 17,5 Tagen, auffressen."
Das ware aber schon die erste Dummbheit. Wir werden gleich sehen, weshalb das so dumm ist.

Auch die folgende Uberlegung ist téricht:

"Wenn 30 Kiihe das Gras in 60 Tagen auffressen, so wird in 96 Tagen das Gras von 18% Kihen
gefressen." Ja, wenn man weiter nach diesem Verfahren (berlegt, dann werden einem auch die
beiden Voraussetzungen der Aufgabe falsch vorkommen.

Denn man denkt: "Wenn 70 Kiihe das Gras in 24 Tagen fressen, so bendtigen 30 Kiihe 56
Tage dazu und nicht 60, wie die Aufgabe behauptet."

Der Fehler liegt darin, dass nicht beriicksichtigt wurde, dass das Gras in der Zeit, in der die
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2 Die Sprache der Algebra

Kiihe weiden, weiterwachst. Wie wird die Aufgabe nun gelost?

Losung: Wir fiihren auch in diesem Fall eine Hilfsunbekannte ein, die den taglichen Graszuwachs
auf der Wiese in Teilen seines Vorrates bezeichnet. An einem Tag wachst y hinzu, in 24 Tagen
demnach 24y. Setzt man fiir den urspriinglichen Vorrat 1, so fressen die Kiihe in 24 Tagen
1+ 24y.

An einem Tag frisst die ganze Herde von 70 Kiihen 2%, und eine Kuh frisst 2. Auf
gleiche Weise leiten wir aus der zweiten Voraussetzung, dass namlich 30 Kiihe das Gras der

gleichen Wiese in 60 Tagen fressen wiirden, her, dass eine Kuh an einem Tag 1346§60(§, frisst.

Da nun die Grasmenge, die je Kuh in beiden Herden gefressen wird, als gleich angenommen

werden kann, gilt:
1+24y 1460y

2470 30 - 60

woraus y = 4 folgt.
Da wir nun y ermittelt haben, fallt es nicht mehr schwer, den Teil des anfanglichen Grasvorrats

zu ermitteln, den eine Kuh je Tag verzehrt. Wir erhalten:
1+24y 142475 1
24-70  24-70 1600

Zum Schluss stellen wir die Gleichung fiir die endgiiltige Losung der Aufgabe zusammen: Ist
die gesuchte Anzahl z Kiihen zu, dann gilt:

1+9- 45 1
96 ~ 1600

Fir o ergibt sich daraus 20.
Ergebnis: Es wiirden 20 Kiihe in 96 Tagen das gesamte Gras fressen.

Eine Aufgabe des groBBen englischen Mathematikers Newton

Beschaftigen wir uns jetzt mit der schon erwahnten Aufgabe von Isaac Newton iiber die Ochsen,
nach deren Beispiel die eben betrachtete gebildet wurde. Die Aufgabe ist (ibrigens nicht von
Newton selbst erdacht werden.

"Drei Wiesen haben die GroBen 3% ha, 10 ha und 24 ha. Auf allen drei Wiesen seien die
Wachstumsbedingungen gleich. Das Gras wachse in gleicher Dichte, und auch der Zuwachs
sei gleich.

Auf der ersten Wiese werden 12 Ochsen fiir die Dauer von vier Wochen gehalten, auf der
zweiten Wiese 21 Ochsen fiir die Dauer von 9 Wochen.

Dann ist das Gras so weit abgefressen, dass die Weide ruhen muss.

Wieviel Ochsen konnen auf der dritten fiir die Dauer von 18 Wochen gehalten werden?

Losung: Mit der Hilfsunbekannten y bezeichnen wir den Teil des anfanglichen Grasvorrates
auf 1 ha, der im Laufe einer Woche hinzuwachst. Auf der ersten Wiese wachst in einer Woche
33y hinzu und in 4 Wochen 33y - 4 = 22y des Vorrates, der anfanglich auf 1 ha vorhanden
war. Das ist gleichbedeutend mit einer VergroBerung der Anfangsflache der Wiese auf

1 4
(33 + ?)Oy) Hektar

Mit anderen Worten, die Ochsen fraBen so viel Gras, wie auf einer Wiese mit der Flache
3%—1—%?; ha vorhanden ist. In einer Woche fraBen 12 Ochsen den vierten Teil dieser Menge, und
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1 Ochse in der Woche 7, d. h. den Vorrat, der auf einer Flache von (3% + 43—0y) 1 48 = 1043y
ha vorhanden ist.

Auf die gleiche Weise ermitteln wir den Flacheninhalt einer Wiese, die ein Ochse in einer Woche
leer frisst, aus den Angaben fiir die zweite Wiese:

Wochenzuwachs auf 1 ha: Y
neunwochiger Zuwachs auf 1 ha: 9y
neunwochiger Zuwachs auf 10 ha: 90y

Die Flache des Stiicks, das den Grasvorrat zur Fitterung von 21 Ochsen in 9 Wochen bringt,
ist gleich 10 + 90y.
Die Flache, die fiir die Fiitterung eines Ochsen in einer Woche ausreicht, ist
10 1
+ 90y ha — 0+ 90y ha

9-21 189

groB. Da, die Fiitterung der Ochsen konstant angenommen wird, gilt:

10 4 40y 10 + 90y
———~ha =—— ha
144 189

Die Losung dieser Gleichung lautet y = % ha.
Bestimmen wir jetzt die Wiesenflache, die fiir die Haltung eines Ochsen fiir die Dauer einer

Woche ausreicht:

10 + 40y 10440 L 5
DT, = 2T, 2y
1aa 144 VIRLS

Nun koénnen wir an die urspriingliche Fragestellung ankniipfen. Die gesuchte Anzahl Ochsen
wurde mit z bezeichnet. Es gilt also:
24424-18- 3 5
18z 54

woraus sich x = 36 ergibt. Auf der dritten Wiese konnen in 18 Wochen 36 Ochsen gehalten
werden.

Uber das Vertauschen der Uhrzeiger

Als der bekannte Physiker Albert Einstein einmal krank war, stellte ihm sein Freund A. Mosch-
kowski eine mathematische Aufgabe zur Unterhaltung.

"Nehmen wir an", sagte Moschkowski, "die Zeiger einer Uhr zeigen 12 Uhr an. Bei dieser
Zeigerstellung konnte man die beiden Zeiger vertauschen, ohne dass die Uhr eine falsche Zeit
anzeigte. Dagegen ware dieses Vertauschen zu anderen Zeiten, z. B. um 6 Uhr, nicht méglich,
denn man wiirde Zeigerstellungen erhalten, die bei richtiggehenden Uhren nicht vorkomme
konnen:

Der Minutenzeiger kann nicht auf 6 stehen, wenn der Stundenzeiger 12 anzeigt. Es entsteht
die Frage: Wann und wie oft stehen die Uhrzeiger so, dass sich bei einem Austausch der Zeiger
Stellungen ergeben, die tatsachlich moglich sind?"

"Ja", antwortete Einstein, "das ist eine passende Aufgabe fiir einen Menschen, der wegen einer
leichten Erkrankung das Bett hiiten muss. Die Aufgabe ist genligend interessant und nicht
sehr leicht. Ich fiirchte nur, dass das Vergniigen nicht lange anhélt. Ich bin schon auf den
Losungsweg gestoBen.”
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Einstein richtete sich auf, skizzierte in einem Heft mit einigen Strichen ein Schema, das die
Bedingungen der Aufgabe darstellte, und nach kurzer Zeit hatte er die Losung gefunden. Wir
werden wahrscheinlich etwas mehr Zeit fiir die Lésung dieser Aufgabe bendtigen.

Losung: Zunachst teilen wir den Umfang des Ziffernblattes in Sechzigstel. Den Ausgangspunkt
stellt die 12 dar. Der riicklaufige Abstand eines Zeigers zur 12 wird dann in Sechzigsteln
angegeben.

So soll z.B. bei einer Zeigerstellung der Stundenzeiger von der Ziffer 12 um x Teilstriche
entfernt sein und der Minutenzeiger von der 12 um y Teilstriche.

Da der Stundenzeiger in 12 Stunden 60 Teilstriche durchlauft, d. h. 5 Teilstriche in einer
Stunde, so legt er x Teilstriche in £ Stunden zuriick. Mit anderen Worten:
Seitdem es 12 Uhr war, sind £ Stunden vergangen.

Der Minutenzeiger durchliefe y Teilstriche in y Minuten, d. h. in & Stunden. Mit anderen

Worten: An der 12 befand sich der Minutenzeiger vor ¢ Stunden. Beide Zeiger standen

demnach vor (% — %) Stunden auf 12. Diese Zahl ist eine ganze Zahl zwischen 0 und 11

einschlieBlich; denn sie zeigt an, wieviel volle Stunden nach 12 vergangen sind.

Wenn die Zeiger ihre Platze wechseln, finden wir analog, dass von zwolf Uhr bis zu der Zeit,

die von den Zeigern angezeigt wird, (£ — 6%) volle Stunden vergangen sind. Diese Zahl ist

ebenfalls eine ganze Zahl zwischen 0 und 11.
Wir erhalten somit das Gleichungssystem:

r Yy
——=m

5 60

y x

S ——=n

5 60

Hierin stellen m und n ganze Zahlen zwischen 0 und 11 einschlieBlich dar. Die Losung dieses
Gleichungssystems lautet:

60(12m + n) 60(12n + m)

v 143 Y= 143

Setzen wir fir m und n die Werte von 0 bis 11 ein, so erhalten wir alle Zeigerstellungen, fiir
die das Auswechseln der Zeiger moglich ist.

Da jeder der 12 Werte m zusammen mit je einem der 12 Werte n ein Lésungspaar ergibt,
so liegt der Gedanke nahe, dass 12 - 12 = 144 Lésungen moglich sind. Es gibt aber nur 143
Losungspaare, weil sich bei m = 0 und n = 0 sowie bei m = 11 und n = 11 ein und dieselbe
Zeigerstellung ergibt.

Bei m = 11, n = 11 erhalten wir x = 60, y = 60, d. h., die Uhr zeigt 12 Uhr wie auch im
Falle von m =0, n = 0.
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Zur Uberpriifung der Lésungsformel wollen wir nun fiir zwei beliebig ausgewahlte Zeigerstel-
lungen die Vertauschung vornehmen.

aym=1n=1
60-13 5 5
TETg 0 vEOq

Das bedeutet, dass die urspriingliche Zeigerstellung 1 h 5% min anzeigt. In diesem Moment
stehen die beiden Zeiger (ibereinander, und ein Vertauschen fiihrt natiirlich nicht zu einer
unmoglichen Zeigerstellung.

bym=8 n=5

12 12
L _60(5+ 8)%42738 | y:90(8+ 5)

143 143

Das entspricht der Uhrzeit 8 h 28,53 min. Nach der Vertauschung der Uhrzeiger erhalt man
die Zeit 5 h 42,38 min.

~~ 28,53

Unsere Uberlegung ergab 143 Zeigerstellungen mit Vertauschungsmoglichkeit. Man kann alle
Punkte auf dem Rand des Ziffernblattes markieren, die fiir Zeigerstellungen mit Vertauschungs-
moglichkeit in Frage kommen, indem man den Kreis in 143 Teile teilt. Wenn ein Zeiger oder
gar beide Zeiger sich zwischen diesen Punkten befinden, ist ein Vertauschen nicht moglich.

Wie oft stehen die Zeiger einer Uhr iibereinander?

Aufgabe: Bei gewissen Uhrzeiten nehmen die Zeiger der Uhren eine Stellung ein, bei der die
beiden Zeiger libereinanderstehen. Wieviel verschiedene Zeigerstellungen dieser Art gibt es?

Losung: Wir kénnen uns der Gleichung bedienen, die bei der Losung der vorangegangenen Auf-
gabe hergeleitet wurde: Denn, wenn Stunden- und Minutenzeiger (ibereinanderstehen, kann
man sie austauschen, ohne dass sich die Zeitangabe andert. Dabei durchlaufen beide Zeiger
von der Zahl 12 ab die gleiche Anzahl von Teilstrichen, also ist x = y.

Somit leiten wir aus den Schlussfolgerungen, die sich auf die vorangegangene Aufgabe beziehen,

die Gleichung
r

— — — =m
5 60
her, in der m eine ganze Zahl von 0 bis 11 ist. Aus dieser Gleichung ermitteln wir
60m
r=—
11

Aus 12 moglichen Werten fiir m (von 0 bis 11) erhalten wir nicht 12, sondern nur 11 ver-
schiedene Zeigerstellungen, da wir bei m = 11 den Wert x = 60 ermitteln, d. h., beide Zeiger
legten 60 Teilabschnitte zuriick und befinden sich auf der Ziffer 12. Diese Zeigerstellung ergibt
sich aber auch bei m = 0.

Die sieben Spieler

Aufgabe: Sieben Spieler vereinbarten, dass jeder Verlierer jedem der ibrigen sechs Partner so
viel Geld bezahlt, wie dieser besitzt, mit anderen Worten, dessen Geld verdoppelt. Sie spielten
7 Partien. Es verloren alle, namlich jeder einmal.

Nach Abschluss des Spieles zahlte man, wieviel Geld jeder hatte. Es zeigte sich, dass alle gleich
viel hatten - 12 Rubel 80 Kopeken. Wieviel Geld hatte jeder vor Beginn des Spieles?

Losung: Ungeachtet der scheinbaren Schwierigkeiten, findet man die Lésung ziemlich leicht,
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wenn man sich vorstellt, dass wahrend des Spiels die Summe des Geldes aller Spieler unver-
andert blieb. Das Geld wechselte nur aus der Tasche des einen in die Tasche des anderen.

Daraus folgt, dass die gesamte Geldmenge zu Beginn des Spiels dieselbe war wie am Ende, d.
h. 7-12,8 Rubel.
Untersuchen wir, wie sich die Geldmenge des Spielers anderte, der als erster verlor.

Vor dem ersten Spiel besaB er x Rubel. Nach der ersten Partie, die er ja verloren hatte, zahlte
er an die sechs Partner so viel wie sie besaBen, d. h. 7- 12,8 — x. Er behielt nach der ersten
Partie

x—(7-12,8 —x) Rubel =2z —7-12,8 Rubel

Nach dem zweiten Spiel verdoppelte sich sein Geld. Er hatte dann also
2(2z — 7-12,8) Rubel
Nach dem dritten Spiel verdoppelte sich sein Geld wieder und betrug
22(2x — 7-12,8) Rubel
Nach dem vierten Spiel hatte er
23(2x — 7-12,8) Rubel
und nach dem siebenten Spiel schlieBlich 12,8 Rubel. Folglich gilt die Gleichung
2620 —7-12,8) = 12,8
Bei der Losung dieser Gleichung erhalt man:

64(2x —7-12,8) = 12,8
20 —T7-12,8=0,2

22 — 89,6 =0,2
r=44,9

Vor den Spielen besaBl dieser Mann also 44 Rubel und 90 Kopeken.

Auf die gleiche Weise konnen wir nun den Betrag ermitteln, den der Spieler, der als zweiter
verlor, mitbrachte. Wir bezeichnen diesen Betrag zunachst mit y Rubel.

Nach dem ersten Spiel erhohte sich sein Betrag auf 2y. Das zweite Spiel verlor er und zahlte
7-12,8 — 2y aus; es blieben ihm

2y — (7-12,8 — 2y) Rubel =4y —7-12,8 Rubel
Nach dem dritten Spiel vermehrte sich sein Geld wieder, und zwar auf
2(4y — 7-12,8) Rubel

Diese Verdopplung seines Spielgeldes ging so fort, bis das Spielen nach der siebenten Partie
abgebrochen wurde. Nach dem vierten Spiel hatte er also

2%(4y — 7-12,8) Rubel
und nach dem siebenten Spiel schlieBlich

2°(4y — 7-12,8) Rubel
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Die Gleichung lautet dieses Mal
25(4y — 7-12,8) = 12,8

und die Losung y = 22,5. Der Spieler, der als zweiter verlor, brachte also 22 Rubel und 50
Kopeken mit zum Spiel.

Der Spieler, der als dritter verlor, brachte 1 Rubel und 30 Kopeken mit. Wenn man auf diese
Weise die Einsatzbetrage aller sieben Spieler berechnet hat, kann man sich leicht durch eine
Probe (iberzeugen, ob die Rechnung keine Fehler enthalt. Die Summe aller Einsatzbetrage
muss namlich mit der Summe der Betrage der einzelnen Spieler am Ende des Spiels (iberein-
stimmen.

Ein mathematisches Problem fiir den Archivar

Beim Ordnen langst vergessener mathematischer Handschriften stieB ein Archivar auf die fol-
gende Aufgabe, die ihm zunachst sinnlos erschien:
"Welche Zahl ist gleich 84,wenn 8 - 8 = 54 gilt?"

Nach langerem Uberlegen erkannte der Archivar jedoch den Sinn dieser Aufgabe, die ihm dann
ganz und gar nicht mehr seltsam erschien. Die Aufgabe kann mit Hilfe von Gleichungen gelost
werden. Versuchen Sie es!

Losung: Sie errieten wahrscheinlich, dass die Zahlen, die in der Aufgabe enthalten sind, nicht
nach dem Dezimalsystem geschrieben sind. Anderenfalls ware die Fragestellung in der Aufgabe
tatsachlich unverstandlich.

Moge die Basis des unbekannten Zahlensystems = sein. Die Zahl "84" bedeutet dann, dass
8 Einheiten der zweiten Stufe und 4 Einheiten der ersten Stufe vorhanden sind. Wir erhalten

also die Gleichung:
7847 =8x +4

Die Zahl "54" dieses Systems fiihrt analog zur Gleichung:
"54” =bxr +4
Die Voraussetzung in der Aufgabenstellung ergibt dann die Gleichung:
8§:-8=br+4
Geht man nun ins Dezimalsystem (iber, so erhalt man:
64 = bx + 4

woraus = = 12 folgt.

Die Zahlen wurden also im Zwolfersystem geschrieben, und "84" entspricht der Zahl 8-124+4 =
100 im dekadischen System.

Ergebnis: Wenn 8 - 8 = 754" ist, so ist "84” = 100.

Auf gleiche Weise wird auch die folgende Aufgabe dieser Art gelost: "Welche Zahl ist gleich
100, wenn 5 - 6 = 33 gilt?"
Ergebnis: 81 (Die Zahlen sind nach dem Neunersystem niedergeschrieben.)

Die Gleichung denkt fiir uns

Wenn Sie daran zweifeln, dass eine Gleichung manchmal weitsichtiger ist als wir selbst, [6sen
Sie die folgende Aufgabe. Der Vater ist 32 Jahre alt, sein Sohn 5 Jahre.
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In wieviel Jahren wird der Vater 10 mal so alt sein wie der Sohn?

Losung: Bezeichnen wir die gesuchte Zeit mit . Nach = Jahren wird der Vater (32+ x) Jahre
alt sein, der Sohn (5 + x). Da der Vater dann 10 mal so alt wie sein Sohn sein soll, gilt die
Gleichung 32 4+ x = 10(5 + x).

Als Loésung erhalten wir x = —2.

Das Ergebnis, bringt zum Ausdruck, dass dieses Ereignis vor zwei Jahren eingetreten ist, als
namlich der Vater 30 und der Sohn 3 Jahre alt waren.

Als wir die Gleichung aufstellten, dachten wir nicht daran, dass das Alter des Vaters in Zukunft
niemals das 10fache Alter des Sohnes sein wird. Solch ein Verhaltnis der Jahresangaben konnte
es nur in der Vergangenheit geben. Die Gleichung erwies sich als kritischer und ermahnt uns
zu erhohter Griindlichkeit bei der Vorbereitung eines Losungsweges.

Kuriositdten und Uberraschungen

Bei der Losung von Gleichungen erhalt man zuweilen mathematische Ausdriicke, die einen
weniger erfahrenen Rechner stutzen lassen oder in eine Sackgasse fiihren.

1. Es ist eine zweistellige Zahl zu suchen, die iiber folgende Eigenschaften verfiigt:

Die Zehnerziffer ist um 4 kleiner als die Einerziffer. Wechselt man die Ziffern dieser Zahl, so
dass also die Einerziffer um 4 kleiner als die Zehnerziffer ist, und subtrahiert die gesuchte Zahl,
so erhalt man 27. Wie heiBt diese Zahl?

Losung: Bezeichnet man die Zehnerziffer mit x und die Einerziffer mit y, so erhalt man das
Gleichungssystem:

r=y—4
(10y + z) — (10x + y) = 27

Wir setzen in die zweite Gleichung den Wert fiir x ein und erhalten:
10y +y—4—[10(y —4) +y] =27
und nach Auflésung der Klammern sowie nach dem Zusammenfassen der Glieder:
36 =27

Wir haben dabei nicht die Werte der unbekannten Ziffern der gesuchten Zahlen ermittelt.
Dafiir erfuhren wir, dass 36 = 27 ist. Was bedeutet das?

Das bedeutet lediglich, dass es eine zweistellige Zahl, die den gestellten Bedingungen gerecht
wird, nicht gibt und dass die aufgestellten Gleichungen einander widersprechen. Das wird
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deutlich, wenn wir beide Seiten der ersten Gleichung mit 9 multiplizieren und eine Umordnung

vornehmen, also:
9y — 9z = 36

Aus der zweiten Gleichung gewinnt man aber
9y — 9z =27

Ein und dieselbe Differenz, namlich 9y — 9z, soll entsprechend der ersten Gleichung gleich 36
und entsprechend der zweiten gleich 27 sein. Das ist natiirlich unmdéglich, da 36 # 27 ist.

Eine dhnliche Aussage ermittelt der, der folgendes Gleichungssystem [6st:

2’y =8
xy =4

Dividieren wir die erste Gleichung durch die zweite, so erhalten wir xy = 2. Stellen wir aber
diese Gleichung der zweiten gegebenen Gleichung gegeniiber, so erhalt man das System:

xy =4
Ty = 2

Das bedeutet aber, dass 2 = 4 ist. Es gibt keine Zahlen, die dieses Gleichungssystem erfiillen.

2. Einer Uberraschung anderer Art begegnen wir, wenn wir die Bedingung der vorangegange-
nen Aufgabe ein wenig verandern. Wir nehmen an, dass die Zehnerziffer nicht um 4, sondern
um 3 kleiner ist als die Ziffer der Einer. Im iibrigen aber belassen wir die gleichen Aufgaben-
bedingungen. Was ist das fiir eine Zahl?

Losung: Stellen wir die Gleichung auf. Bezeichnen wir die Zehnerziffer mit =, so wird die An-
zahl der Einer durch x + 3 dargestellt. Wir bersetzen die Aufgabe in die Sprache der Algebra
und erhalten

10(z 4+ 3) + x — [10x + (z + 3)] = 27

Nachdem wir eine Vereinfachung durchgefiihrt haben, gelangen wir zur Gleichheit 27 = 27.
Diese Gleichheit ist unbestreitbar richtig, aber sie sagt uns nichts iiber den Wert von x. Bedeu-
tet das etwa, dass es Zahlen, die den Bedingungen der Aufgabe gerecht werden, nicht gibt?

Im Gegenteil, das bedeutet, dass die von uns aufgestellte Gleichung eine ldentitat ist, d. h., sie
ist richtig fiir jeden Wert der Unbekannten x. Man kann sich tatsachlich leicht davon (iber-
zeugen, dass (ber die in der Aufgabe gezeigten Eigenschaften jede zweistellige Zahl verfiigt,
deren Einerziffer um 3 groBer ist als die Zehnerziffer:

14427 =41, 47T+27=74,  25+27 =52,
58427 =285,  36+27=63, 69+ 27 =96.

3. Es ist eine dreistellige Zahl zu suchen, die lber folgende Eigenschaften verfiigt:

a) die Zehnerziffer ist 7;

b) die Hunderterziffer ist um 4 kleiner als die Einerziffer;

c) werden die Ziffern dieser Zahl in umgekehrter Reihenfolge angeordnet, so wird die neue
Zahl um 396 groBer als die gesuchte sein.

Wie heiBt diese Zahl?
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Losung: Wir stellen die Gleichung auf und bezeichnen die Einerziffer mit x
100z + 70 + x — 4 — [100(x — 4) + 70 4+ 2] = 396

Diese Gleichung fiihrt nach Vereinfachung zur Gleichheit 396 = 396.

Wir Wissen nun schon, wie man ein solches Resultat erklart. Es bedeutet, dass jede dreistellige
Zahl, bei der die erste Ziffer um 4 geringer ist als die dritte, sich auf 396 vergroBert, wenn
man die Ziffern in umgekehrter Reihenfolge niederschreibt. Die Zehnerziffer ist dafiir nicht von
Bedeutung.

Bis jetzt betrachteten wir Aufgaben, die einen mehr oder weniger gekiinstelten Eindruck mach-
ten. Sie trugen aber dazu bei, Fertigkeiten beim Aufstellen von Gleichungen und bei ihrer
Losung zu erwerben.

Wir wollen uns nun mit einigen praktischen Aufgaben aus dem Gebiet der Produktion, des
taglichen Lebens, des Militarwesens und des Sports beschaftigen.

Im Frisiersalon

Aufgabe: Wird die Algebra auch beim Friseur gebraucht? Es zeigt sich, dass es solche Falle
gibt. Ich musste mich davon iiberzeugen, als einmal im Frisiersalon der Meister mit einer
unerwarteten Bitte an mich herantrat:

"Wiirden Sie uns nicht eine Aufgabe I6sen helfen, mit der wir nicht fertig werden?"

"Wieviel Losung haben wir deshalb schon verderben!" ergénzte ein Geselle.

"Worin besteht die Aufgabe?" erkundigte ich mich.

"Wir haben zwei Wasserstoffperoxidlosungen, eine 30 prozentige und eine 3 prozentige, und
wollen sie so mischen, dass eine 12 prozentige Losung entsteht. Wir konnen aber nicht her-
ausbekommen, in welchem Verhaltnis wir die Losungen mischen miissen."

Man gab mir Papier und Bleistift, und in kurzer Zeit war das gesuchte Verhaltnis gefunden.
Es war ein sehr einfaches Verhaltnis. Welches namlich?

Losung: Mogen fiir das Entstehen eines 12 prozentigen Gemisches x g der 3 prozentigen Lo-
sung und y g der 30 prozentigen gefordert sein. Dann sind in dem ersten Anteil 0, 03z g reinen
Wasserstoffperoxids enthalten, im zweiten 0, 3y und insgesamt 0,03z + 0, 3y.

Nach dem Mischen erhalt man (z+y) g Losung, in der 0, 12(x+y) g reinen Wasserstoffperoxids
sein sollen. Wir erhalten die Gleichung:

0,03z + 0,3y = 0,12(z + y)

Nach Vereinfachung erhalt man x = 2y. Das bedeutet, dass man doppelt soviel 3 prozentige
wie 30 prozentige Losung nehmen muss.

Die StraBenbahn und der FuBgdnger
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Aufgabe: Ein FuBganger spazierte eine StraBe entlang, durch die auch eine StraBenbahnlinie
fuhrt. Ihm fiel auf, dass ihn regelmaBig alle 12 Minuten eine Bahn iiberholte und dass ihm alle 4
Minuten eine Bahn entgegenkam. Der FuBganger spazierte mit gleichmaBiger Geschwindigkeit,
aber auch die StraBenbahn fuhr auf diesem Streckenabschnitt mit konstanter Geschwindigkeit.
In welchem Abstand verkehren die Wagen auf dieser Linie?

Losung: Angenommen, die Wagen fahren in einem Abstand von = Minuten. Das wiirde be-
deuten, dass an einem festen Punkt der Strecke jeweils nach x Minuten die nachste Bahn
kommt. Der FuBganger geht jedoch weiter in Fahrtrichtung und wird nach 12 Minuten von
der nachsten Bahn eingeholt.

Das bedeutet, dass die StraBenbahn diese Strecke in 12 — x Minuten zuriicklegt. Fir den
Weg, fiir den der FuBgénger 1 Minute benétigt, braucht die StraBenbahn 1252 Minuten. Die

12
entgegenkommenden Bahnen fahren alle vier Minuten am FuBganger vorbei.

Die Strecke, fiir die der FuBganger vier Minuten benétigt, legt die Bahn also in z — 4 Minuten

zurick. Fir den Weg, fiir den der FuBganger 1 Minute benétigt, braucht die entgegenkom-
mende Bahn %‘4 Minuten.
Man erhalt die Gleichung:

12—z -4
12 4
Daraus ergibt sich als Loésung x = 6. Die Wagen fahren im Abstand von 6 Minuten.

Man kann auch folgenden Losungsweg einschlagen. Man bezeichnet die Entfernung zwischen
zwei aufeinanderfolgenden StraBenbahnen mit a. Dann verringert sich der Abstand zwischen
dem FuBganger und der StraBenbahn, die entgegenkommt, um ¢ in der Minute; denn der
FuBganger legt den Abstand a in 4 Minuten zuriick.

Der Abstand, der zwischen der (iberholenden Bahn und dem FuBganger besteht, verringert sich
um 15 in der Minute. Nimmt man nun an, dass der FuBganger nur 1 Minute lang vorwartslief,
sich dann umdrehte und 1 Minute lang zurlickging, also den Ausgangspunkt wieder erreichte.
Dann hat sich zwischen dem FuBganger und dem zuerst entgegenkommenden Wagen in der
ersten Minute die Entfernung um ¢ und in der zweiten Minute, als ihn die Bahn schon eingeholt

hatte, um 15 verringert.

Der Abstand verringert sich demnach insgesamt um ¢ + {5 = 2. Die gleiche Verringerung der
Entfernung zur Bahn ware allerdings auch erreicht, wenn der FuBganger an der gleichen Stelle
stehengeblieben ware; denn er ist ja wieder an seinen Ausgangspunkt zuriickgekehrt.

In diesem Fall hatte sich die StraBenbahn also in zwei Minuten um % oder in einer Minute

um £ : 2 = % gendhert und hatte die gesamte Entfernung in 6 Minuten zuriickgelegt. Das
bedeutet aber, dass die Bahnen in einem zeitlichen Abstand von 6 Minuten an einem stehenden

Beobachter vorbeifahren.
Der Dampfer und die FloBe

Aufgabe: Ein Dampfer legte die Entfernung zwischen den Orten A und B, beide an einem Fluss
gelegen, stromab in 5 Stunden zuriick. Fir die Rickfahrt stromauf bendtigte er bei gleicher
Motorleistung ebenfalls ohne Halt 7 Stunden.

In wieviel Stunden schwimmen Fl6Be von A nach B (die FI6Be bewegen sich mit der Stré-
mungsgeschwindigkeit des Flusses)?

Losung: Wir bezeichnen die Zeit, die ein Dampfer dafiir benétigt, um die Entfernung von A
nach B im stehenden Wasser, d. h. bei einer Fahrt mit eigener Geschwindigkeit, zuriickzulegen,
mit = Stunden. Die Fahrzeit der FI6Be werde mit y Stunden angenommen.
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Dann legt der Dampfer in einer Stunde % der Entfernung AB zuriick, die FI6Be (Stromung)
aber . dieser Entfernung. Deshalb legt der Dampfer den Fluss stromab in der Stunde ; +

der Entfernung AB zuriick, den Fluss stromauf aber % — i der Entfernung.

Laut Aufgabenstellung legt der Dampfer stromabwarts in der Stunde % der Entfernung zuriick,
stromauf aber % Wir erhalten das Gleichungssystem:

11 1
27y 75
11 1
x oy 7

Bei der Losung dieses Gleichungssystems braucht man nur die zweite Gleichung von der ersten
zu subtrahieren. Man erhalt dann

- = — =35
3 woraus Y

folgt. Die FloBe bendtigen 35 Stunden von A nach B.
Zwei Biichsen Kaffee

Aufgabe: Zwei Biichsen, mit Kaffee gefiillt, haben die gleiche Form und sind aus gleichem
Blech hergestellt. Die erste wiegt 2 kg und hat eine Hohe von 12,0 cm; die zweite wiegt 1 kg
und hat eine Héhe von 9,5 cm. Wieviel Kaffee haben wir in beiden Biichsen !

Losung: Wir bezeichnen die Masse des Inhalts der groBeren Biichse mit x kg, die der kleineren
Buchse mit y kg. Die Masse der Biichsen selbst bezeichnen wir entsprechend mit z kg bzw. ¢
kg.

Wir erhalten die Gleichungen:

rT+z=2 , y+t=1

Da sich die Massen des Inhalts der vollen Biichsen wie ihre Volumina verhalten, d. h. wie die
Kuben ihrer Hc">hen[f], SO ist

x 123

;Zw%2,02 Und $:2,02y
Die Massen der leeren Biichsen verhalten sich jedoch wie ihre vollen Oberflachen, d. h. wie
die Quadrate ihrer Hohen. Deshalb ist

212 160 od 1,60t

—= = oder =

t 95 o
Nachdem wir die Werte von x und z in die erste Gleichung eingesetzt haben, erhalten wir das
Gleichungssystem

2,02y 4+ 1,60t = 2 , y+t=1
Daraus ermitteln wir y = % = 0,95 und t = 0,05. Durch Einsetzen in die obigen Gleichungen

erhalten wir auch x = 1,92 und z = 0,08. In der groBeren Biichse sind 1,92 kg und in der

5Dieser Proportion darf man sich nur in dem Falle bedienen, wenn die Biichsenwande nicht sehr dick sind,
da die duBere und innere Oberflache der Biichse, strenggenommen, nicht gleich sind, und auBerdem unter-
scheidet sich die Hohe des Bilichseninnenraumes, strenggenommen von der Hohe der Biichse selbst.
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kleineren 0,94 kg Kaffee enthalten.
Der Tanzabend

Aufgabe : Bei einem Tanzabend im Jugendklub tanzten insgesamt 20 Jungen und Madchen.
Maria tanzte mit 7 jungen Mannern, Olga mit acht, Vera mit neun usw. bis zu Nina, die mit
allen Tanzern tanzte. Wieviel Jungen tanzten an diesem Abend im Klub?

Losung: Die Aufgabe lasst sich sehr einfach l6sen, wenn man die Unbekannte gilinstig wahlt.
Wir werden nicht die Anzahl der Tanzer ermitteln, sondern die der Tanzerinnen, die wir mit
zu bezeichnen:

die erste, Maria, tanzte mit 6 4+ 1 jungen Mannern,
die zweite, Olga, tanzte mit 6 + 2 jungen Mannern,
die dritte, Vera, tanzte mit 6 + 3 jungen Mannern,

die z-te, Nina, tanzte mit 6 + x jungen Mannern.

Wir erhalten die Gleichung x + (6 4+ x) = 20, woraus sich = = 7 ergibt. Folglich waren 20 - 7
= 13 junge Manner anwesend.

Meeresaufklarung

Erste Aufgabe: Einem Aufklarungsboot, das zu einem Flottenverband gehort. wird der Auf-
trag gegeben, ein Meeresgebiet von 70 Seemeilen in Fahrtrichtung des Verbandes zu erkunden.
Die Geschwindigkeit des Flottenverbandes betragt 15 Knoten] die Geschwindigkeit des Aufkla-
rungsbootes ist 28 Knoten. Nach welcher Zeit kann der Aufklarer beim Verband zuriickerwartet
werden?

Losung: Wir bezeichnen die gesuchte Zeit mit x Stunden. In dieser Zeit legte der Flotten-
verband 15z Seemeilen zuriick, das Aufklarungsschiff jedoch 28z Seemeilen. Der Aufklarer
fuhr 70 Seemeilen in Fahrtrichtung der Flotte, brauchte aber auf der Riickfahrt nur einen Teil
zuriickzulegen, den Ubrigen Teil des gleichen Weges legte der Flottenverband zuriick.
Zusammen legten sie einen Weg von 28x + 15x Seemeilen zuriick, was 2 - 70 Seemeilen
entspricht. Wir erhalten die Gleichung

140 11
8r + 15x 0 woraus T - 343
folgt.

Der Aufklarer kehrt zum Geschwader in ungefahr 3 Stunden 15 Minuten zurlick.

Zweite Aufgabe: Ein Aufklarungsboot erhielt den Befehl, eine Erkundung in Fahrtrichtung des

61 Knoten = 1 Seemeile je Stunde.
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Flottenverbandes durchzufiihren. Nach 3 Stunden soll dieses Schiff zum Verband zuriickkehren.
Nach welcher Zeit, gerechnet vom Zeitpunkt des Beginns der Aufklarungsfahrt, muss das
Aufklarungsschiff wenden, wenn seine Geschwindigkeit 25 Knoten und die Geschwindigkeit des
Flottenverbandes 15 Knoten betragen?

Losung: Der Aufklarer muss nach x Stunden umkehren; das bedeutet, er entfernte sich z
Stunden lang vom Flottenverband und fuhr ihm anschlieBend 3 —z Stunden entgegen. Solange
alle Schiffe in einer Richtung fuhren, konnte sich der Aufklarer in x Stunden vom Verband um
die Differenz der von ihnen zuriickgelegten Wege, d. h. um 252 — 152 = 10z Seemeilen,
entfernen.

Bei der Riickkehr des Aufklarers legte dieser dem Flottenverband entgegen einen Weg von
25(3 — x) Seemeilen zuriick. Der Verband selbst fuhr 15(3 — ) Seemeilen. Beide zusammen
legten 102 Seemeilen zuriick. Folglich erhalt man die Gleichung

25(3 —x) +15(3 —x) = 10z

woraus z = 22 folgt.
Das Aufklarungsboot muss nach 2 Stunden 24 Minuten wenden.

Auf der Radrennbahn

Aufgabe: Auf der Radrennbahn trainieren zwei Fahrer. Sie fahren mit konstanten Geschwin-
digkeiten. Fahren sie in entgegengesetzten Richtungen, so treffen sie sich alle 10 Sekunden;
fahren sie jedoch in einer Richtung, so iiberholt einer den anderen alle 170 Sekunden.

Wie groB ist die Geschwindigkeit eines jeden Radfahrers, wenn die Lange der Bahn 170 m ist?
Auf der Radrennbahn

Losung: Ist die Geschwindigkeit des ersten Radfahren x Meter je Sekunde, so fahrt er in 10
Sekunden 10x m. Fahrt ihm der zweite entgegen, so legt dieser Fahrer in dieser Zeit den Rest
der Rennbahn, namlich 170 — 10z m, zuriick. Ist die Geschwindigkeit des zweiten y, so sind
das 10y m; also

170 — 10x = 10y

Fahren die Radfahrer hintereinander her, so legt der erste in 170 Sekunden 170x m zuriick und
der zweite 170y m. Fahrt der erste schneller als der zweite, so legt er von einer Begegnung bis
zur anderen bei einer Runde mehr zurlck als der zweite, d. h.

170z — 170y = 170

Nach Vereinfachung dieser Gleichungen erhalten wir x +y = 17 und z —y = 1, woraus x = 9
Meter je Sekunde und y = 8 Meter je Sekunde folgen.

Der Motorradwettkampf

Aufgabe: Bei Motorradwettbewerben kam eine der drei gleichzeitig gestarteten Maschinen, die
15 km - h~! weniger als die erste fuhr und 3 km - h™ mebhr als die dritte, am Ziel 12 Minuten
spater als die erste und 3 Minuten friiher als die dritte an. Auf dem Wege wurde nicht gehalten.
Es soll ermittelt werden, wie lang die Strecke ist und wie groB die Geschwindigkeit jeder Ma-
schine ist.

Losung: Obwohl verlangt wird, sieben unbekannte GréBen zu ermitteln, kommen wir bei der
Losung der Aufgabe mit nur zwei Unbekannten aus. Wir stellen ein System von zwei Gleichun-
gen mit zwei Unbekannten auf.
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Wir bezeichnen die Geschwindigkeit der zweiten Maschine mit 2 km - h™'. Dann wird die
Geschwindigkeit der ersten durch (z + 15) km - h™! ausgedriickt, und die der dritten durch
(r — 3) km - h™'. Die Lange des Streckenabschnitts bezeichnen wir mit y km.

Dann wird die Renndauer fir die erste Maschine mit —%- h, die fiir die zweite Maschine mit

x+15
% h und die fir die dritte Maschine mit % h bezeichnet.

Tr—

Wir wissen, dass die zweite Maschine 12 min langer als die erste unterwegs war, d. h. % h.

Deshalb ist £ — —“_ = 1 Die dritte Maschine war 3 min langer, d. h. X h, als die zweite
T 415 5 20

unterwegs. Folglich gilt:

y _y_ 1
r—3 x 20
Die zweite dieser Gleichungen multiplizieren wir mit 4 und subtrahieren sie von der ersten:

y_ Y _4< Y _?J):O

r x+15 r—3 x
Wir dividieren alle Glieder dieser Gleichung durch y (diese GroBe ist, wie wir wissen, nicht
gleich Null) und befreien dann die Gleichung von den Nennern. Wir erhalten

(x+15)(x —3) —x(x —3) —dax(x+ 15) + 4(z + 15)(x — 3) =0
und nach Beseitigung der Klammern und Zusammenfassen gleichartiger Glieder
3r—225=0 woraus =175

folgt.
Wir kennen nun z und ermitteln y aus der ersten Gleichung:
y y 1 _
% 9 5 o 4=
Damit sind die Geschwindigkeiten der Maschinen ermittelt: 90 km - h=%, 75 km - h=! und 72
km - h~1. Die Lange der gesamten Strecke betragt 90 km.

Nachdem wir die Streckenlange durch die Geschwindigkeit jeder Maschine dividiert haben,
finden wir die Fahrzeit einer jeden Maschine:

Die erste Maschine benétigte 1 Stunde, die zweite Maschine benétigte 1 Stunde 12 Minuten,
die dritte Maschine bendtigte 1 Stunde 15 Minuten.

Somit sind alle sieben Unbekannten ermittelt.

Die Durchschnittsgeschwindigkeit einer Fahrt

Aufgabe: Mit einem Kraftwagen wurde die Entfernung zwischen zwei Stadten mit einer Ge-
schwindigkeit von 60 km - h~! zuriickgelegt. Auf der Riickfahrt wurde mit einer Geschwindigkeit
von 40 km - h=! gefahren.

Wie groB war die Durchschnittsgeschwindigkeit?
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Losung: Die triigerische Einfachheit der Aufgabe fiihrt viele irre. Ohne die Fragestellung zu er-

griinden, wird das arithmetische Mittel zwischen 60 und 40 berechnet. Ubereilige finden dann:

60+40 __
H10 — 5,

Diese "einfache" Losung ware richtig, wenn fiir zwei Streckenabschnitte die gleiche Zeit beno-
tigt worden ware. In diesem Fall handelt es sich aber um gleiche Strecken, und die Zeiten sind
gerade unterschiedlich, denn die Riickfahrt muss bei der geringeren Geschwindigkeit langer
gedauert haben.

Aus diesem Grunde ist die "Lésung" 50 km - h™! falsch.

Eine Gleichung fiir die Berechnung dieser Aufgabe aufzustellen, ist nicht schwer, wenn man
eine Hilfsunbekannte, namlich die Entfernung [ zwischen den Stadten, einfiihrt. Nachdem wir
die gesuchte Durchschnittsgeschwindigkeit mit 2 km - h=! bezeichnet haben, stellen wir die
Gleichung auf:

A1 1
r 60 40

Da [ nicht gleich Null ist, konnen wir die Gleichung durch [ dividieren; wir erhalten:
2 1 n 1
r 60 40

Diese Gleichung fiihrt auf

60 " 40
Also ist die richtige Antwort nicht 50 km - h™!, sondern 48 km - h=!. Wenn wir die Aufgabe

allgemein lésen, so erhalten wir die Gleichung
20 1 1

T a b

worin a die MaBzahl der Geschwindigkeit des Kraftfahrzeuges in km - h=! auf der Einfahrt ist
und b die MaBzahl der Geschwindigkeit auf der Riickfahrt.
Fir x ergibt sich der Wert ﬁ der das harmonische Mittel fir die GréBen a und b ist.

a'b

Also wird die Durchschnittsgeschwindigkeit nicht durch das arithmetische Mittel, sondern durch
das harmonische Mittel der beiden betreffenden Geschwindigkeiten dargestellt. Fiir die posi-
tiven Zahlen a und b, wobei a # b ist, ist das harmonische Mittel immer kleiner als ihr
arithmetisches Mittel “Ter was wir auch am Zahlenbeispiel sahen (48 ist kleiner als 50).

Schnellarbeitende Rechenmaschinen

Die Arbeit mit Gleichungen wird in Fallen, in denen die hohe Anzahl der Unbekannten umfang-
reiche Systeme von Gleichungen erforderlich macht, mithsam und zeitraubend. Wissenschaftler
und Techniker haben deshalb auch Rechenmaschinen fiir die Bewaltigung solcher Probleme
geschaffen und eingesetzt.

Die Anwendungsgebiete fiir Rechenautomaten sind sehr verzweigt. Wir horten schon davon,
dass Rechenmaschinen Schach oder Dame spielen kénnen. Die mathematischen Maschinen
kénnen auch andere Aufgaben ausfiihren, so z. B. die Ubersetzung aus einer Sprache in eine
andere, die Orchestrierung einer Melodie usw. Man muss nur ein entsprechendes "Programm"
ausarbeiten, nach dem die Maschine arbeiten soll.

Natiirlich werden wir hier nicht "Programme" fiir die Ubersetzung von einer Sprache in die
andere aufstellen. Solche "Programme" sind auBerst kompliziert. Wir werden uns lediglich zwei
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sehr einfache "Programme" genauer besehen. Zunachst jedoch wollen wir uns ein wenig tiber
den Aufbau von Rechenmaschinen informieren.

Es wurde schon iiber Anlagen berichtet, die es erméglichen, Tausende und Zehntausende von
Rechnungen je Sekunde durchzufiihren. Dieser Teil einer Rechenmaschine, der der unmittel-
baren Durchfiithrung von Operationen dient, ist das sogenannte Rechenwerk.

AuBerdem enthalt die Maschine eine Steuereinrichtung, die die Arbeit der gesamten Maschine
reguliert, und den sogenannten Speicher. Der Speicher ist eine Merkvorrichtung fiir Zahlen
und bedingte Signale. SchlieBlich ist die Maschine noch mit einer besonderen Einrichtung fiir
die Zuleitung neuer Zahlen und fiir die Herausgabe fertiger Ergebnisse versehen. Diese fertigen
Resultate druckt die Maschine, schon im Dezimalsystem, auf Spezialkarten.

Sicher ist jedem bekannt, dass man Tone auf eine Platte oder auf ein Band aufnehmen und
danach reproduzieren kann. Aber die Aufnahme eines Tones auf eine Platte kann nur einmal
durchgefiihrt werden, fiir eine neue Aufnahme braucht man eine neue Platte.

Etwas anders wird die Aufzeichnung des Tones bei einem Tonband verwirklicht, namlich mit
Hilfe der Magnetisierung eines besonderen Bandes. Den aufgenommenen Ton kann man be-
liebig oft reproduzieren, und wird die Aufnahme nicht mehr gebraucht, so kann man das Band
"entmagnetisieren" und auf ihm einen neuen Ton aufnehmen. Bei jeder neuen Aufnahme auf
ein schon bespieltes Band wird die alte Aufnahme "geloscht".

Auf dem gleichen Prinzip beruht die Arbeit der Merkvorrichtungen. Die Zahlen und beding-
ten Signale werden mit Hilfe elektrischer, magnetischer oder mechanischer Signale auf einer
Spezialtrommel, auf einem Band oder einer anderen Einrichtung aufgenommen. Im richtigen
Augenblick kann die aufgezeichnete Zahl "vorgelesen" werden, und wird sie nicht mehr ge-
braucht, so kann man sie I6schen und an ihrer Stelle eine andere Zahl aufschreiben.

Das "Einpragen" und das "Lesen" von Zahlen oder bedingten Signalen dauert insgesamt nur
millionstel Teile einer Sekunde. Das "Gedachtnis" kann einige Tausend Zellen enthalten, jede
Zelle einige zehn Elemente, z. B. magnetische Elemente.

Bei der Aufzeichnung von Zahlen im Dualsystem verfahrt man im allgemeinen so, dass jedes
magnetisierte Element die Ziffer 1 und jedes nicht magnetisierte die Ziffer 0 darstellt. Mag z.
B. jede Zelle des Gedachtnisses 25 Elemente oder, wie es heiBt, 25 "Binarzahlen" enthalten,
wobei das erste Element der Zelle die Vorzeichen (+ oder -) bezeichnet, die nachsten 14 Ele-
mente dienen der Aufzeichnung des ganzen Teils der Zahl und die letzten 10 der Aufzeichnung
der Bruchteile.

Die untenstehende Abbildung stellt schematisch zwei Speicherzellen dar, jede mit 25 Elemen-
ten. Die magnetisierten Elemente sind mit dem Zeichen + bezeichnet; die nichtmagnetisierten
sind mit dem Zeichen - bezeichnet.

FEEEEFFEEEFREEREREEEEEEER
1
ration I Ny ! ar
P RFEEEERE EEsnE T
i |

1 |

Schauen wir uns die obere der dargestellten Zellen an, das Komma zeigt an, wo die Dezi-
malstellen der Zahl beginnen, und die gestrichelte Linie trennt das erste Element, das das
Vorzeichen enthélt, von den Gbrigen. In dieser Zelle wurde die Zahl + 1011,01 im dualen Sys-
tem festgehalten. In dezimaler Schreibweise lautet diese Zahl 11,25.
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2 Die Sprache der Algebra

AuBer den Zahlen werden in den Speicherzellen die Befehle, aus denen ein Programm besteht,
notiert. Schauen wir uns an, wie die Befehle fiir die sogenannte Triadressiermaschine aussehen.
In diesem Falle zerfallt die Gedachtniszelle bei der Aufnahme von Befehlen in vier Teile. (Die
gestrichelten Linien in der unteren Zelle der Abbildung deuten das an.) Der erste Teil dient der
Bezeichnung von Operationen, wobei die Operationen als Zahlen (Nummern) notiert werden.

Addition - Operation 1,
Subtraktion - Operation 2
Multiplikation - Operation 3 usw.

Die Befehle werden so dechiffriert: Der erste Teil der Zelle ist die Operationsnummer, der zweite
und dritte Teil sind die Zellennummern (Adressen), denen man die Zahlen fiir die Durchfiihrung
dieser Operation entnehmen muss, der vierte Teil ist die Zellennummer (Adresse), wohin man
das erhaltene Resultat schicken muss.

In der unteren Zeile der Abbildung sind die Zahlen 11, 11, 111, 1011 im Dualsystem eingegeben.
Das entspricht den Zahlen 3, 3, 7, 11 im Dezimalsystem. Diese Zahlen stellen folgende Befehle
dar:

Es ist die Operation 3, d. h. die Multiplikation, mit Zahlen durchzufiihren, die sich in der
dritten und siebenten Speicherzelle befinden.

Das erhaltene Resultat ist in der elften Zelle "einzupragen" , d. h. zu notieren.

Wir werden im folgenden die Zahlen und Befehle nicht durch vereinbarte Zeichen notieren,
sondern direkt im Dezimalsystem. Der Befehl, der beispielsweise in der unteren Zeile der
Abbildung dargestellt ist, wiirde bei der nun folgenden Beschreibung von Programmen mit 3
7 11 niedergelegt werden.

Betrachten wir jetzt zwei einfache Programme.

Programm 1

1. Addition 454
2. Multiplikation 44 —
3. Steuerungsiibergabe 1

4. 0

5. 1

Wie wiirde ein Rechenautomat arbeiten, wenn ihm {iber das Eingabewerk dieses Programm
ibermittelt wiirde?

1. Befehl: Es sind Zahlen zu addieren, die in der vierten und fiinften Zelle eingetragen sind.
AnschlieBend ist das Resultat wieder in die vierte Zelle weiterzuleiten (an Stelle dessen, was
dort vorher eingetragen war).

Somit schreibt die Maschine in die vierte Zelle die Zahl 0 + 1 = 1. Nach Ausfiihrung des
ersten Befehle werden in der vierten eine 1 und in der fiinften Zelle auch eine 1 gespeichert
sein.

2. Befehl: Es ist die Zahl der vierten Zelle mit sich selbst zu multiplizieren, d. h. ins Quadrat
zu erheben.

Das Ergebnis, also 12, soll auf eine Karte gedruckt werden. (Der Pfeil bezeichnet die Aushan-
digung des fertigen Resultate.)

3. Befehl: Steuerungsiibergabe an die erste Zelle. Der Befehl "Steuerungsiibergabe" bedeutet,
dass alle bisherigen Befehle von neuem der Reihe nach ausgefiihrt werden sollen. Es folgt also
noch einmal der 1. Befehl.
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1. Befehl: Es sind die Zahlen in der vierten und fiinften Zelle zu addieren, und das Resultat ist
nochmals in die vierte Zelle einzutragen. Als Resultat wird in der vierten Zelle die Zahl 1 + 1
= 2 stehen. In der finften Zelle steht weiterhin die 1.

2. Befehl: Die Zahl der vierten Zelle ist zu quadrieren. Das Resultat, d. h. 22, soll wieder auf
eine Karte gedruckt werden.

3. Befehl: Steuerungsiibergabe an die erste Zelle; also wieder Ubergang zum ersten Befehl.

|. Befehl: Die Zahl 2 4+ 1 = 3 wird an die vierte Zelle gegeben. In der fiinften Zelle bleibt die
1 erhalten.

2. Befehl: Die Zahl 3% wird auf eine Karte gedruckt.

3. Befehl: Steuerungsiibergabe zur wiederholten Ausfiihrung des ersten Befehls. So geht es
weiter.

Wir sehen, dass die Maschine nacheinander die Quadrate ganzer Zahlen ausrechnet und sie auf
eine Karte druckt und ausgibt. Beachten Sie, dass man nicht jedesmal eine neue Zahl manuell
wahlen muss, die Maschine wahlt nacheinander ganze Zahlen und quadriert sie. Ein Automat,
der nach diesem Programm operiert, berechnet in einigen zehn Sekunden die Quadrate aller
ganzen Zahlen von 1 bis 10000.

In der Praxis sieht das Programm zur Berechnung der Quadrate ganzer Zahlen allerdings nicht
ganz so einfach aus, aber ein Bild von der Arbeitsweise eines Rechenautomaten kénnen wir uns
vielleicht schon machen. Der zweite Befehl wiirde z. B. in der Praxis anders gewahlt werden.
Das Drucken des fertigen Resultate auf eine Karte wiirde namlich viel mehr Zeit in Anspruch
nehmen als die Durchfiihrung einer Rechenoperation durch die Maschine.

Deshalb werden die fertigen Resultate anfangs in freien Zellen des Speichers gespeichert und
erst anschlieBend, ohne den weiteren Ablauf des Rechenwerks zu hemmen, auf eine Karte
gedruckt. So muss das erste endgiiltige Resultat in der ersten freien Zelle des Speichers fest-
gehalten werden, das zweite Resultat in der zweiten freien Zelle, das dritte in der dritten usw.
In dem oben angefiihrten vereinfachten Programm wurde das iiberhaupt nicht beriicksichtigt.

AuBerdem kann man eine Maschine nicht lange mit der Berechnung von Quadraten beschafti-
gen, denn die Zellen des Speichers wiirden nicht ausreichen, um die in groBer Geschwindigkeit
anfallenden Ergebnisse zu speichern. AuBerdem muiisste die Maschine nach kurzer Zeit wieder
abgeschaltet werden, wenn man "nur" die Quadrate der Zahlen 1 bis 10000 benétigt, denn sie
fuhrt ja Tausende von Operationen in einer Sekunde aus.

Deshalb sind besondere Befehle zum Anhalten der Maschine im notwendigen Augenblick vor-
gesehen. Das Programm kann z.B. so aufgestellt sein, dass die Maschine die Quadrate aller
ganzen Zahlen von 1 bis 10000 ausrechnet und sich dann automatisch abschaltet.

Unter Beriicksichtigung dieser Momente wiirde das Programm, das hier als erstes Beispiel
angefiihrt wurde, folgendermaBen aussehen:

1. Addition 898 |[7. 10000
2. Multiplikation 8810(8. 0
3. Addition 262 |9. 1
4. Bedingte Steuerungsiibergabe 871 | 10. 0
5. Halt! 11. 0
6. 001 |12. O

Die ersten beiden Befehle unterscheiden sich wenig von denen, die im vorangegangenen ver-
einfachten Programm enthalten waren. Nach Ausfiihrung dieser beiden Befehle werden in der
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achten Zelle eine 1, in der neunten Zelle eine 1 und in der zehnten Zelle 12 gespeichert.

Der dritte Befehl ist sehr interessant: Es sollen die Zahlen, die in der zweiten und sechsten
Zelle stehen, addiert und von neuem in die zweite Zelle eingetragen werden. Nach Ausfiihrung
dieser Operation hat die zweite Zelle die Form

2. Multiplikation 8 8 11

Wie Sie sehen, andert sich nach Ausfithrung des dritten Befehls der zweite Befehl, genauer, es
andert sich eine der Adressen des zweiten Befehls. Spater wird erklart, weshalb das geschieht.
Vierter Befehl: Bedingte Steuerungsiibergabe (an Stelle des dritten Befehls im friher betrach-
teten Programm). Dieser Befehl wird so ausgefiihrt:

Ist die in der achten Zelle stehende Zahl kleiner als die in der siebenten Zelle stehende Zahl,
so wird die Steuerung an die erste Zelle abgegeben; andernfalls wird der nachstfolgende, d. h.
der fiinfte Befehl, ausgefiihrt. Im vorliegenden Falle ist die in der achten Zelle stehende Zahl
kleiner, namlich 1 < 10000, so dass eine Steuerungsiibergabe an die erste Zelle stattfindet.
Also wieder der erste Befehl.

Nach Ausfiihrung des ersten Befehls wird in der achten Zelle die Zahl 2 stehen. Der zweite
Befehl, der jetzt die Form

2. Multiplikation 8 8 11

hat, besteht darin, dass die Zahl 2% in die elfte Zelle geschickt wird. Jetzt ist klar, warum
vorher der dritte Befehl ausgefiihrt wurde: Die Zahl 22 soll nicht in die zehnte Zelle gelangen,
denn die ist schon besetzt. Vielmehr soll diese Zahl in die nachste gelangen. Nach Ausfiihrung
des ersten und zweiten Befehle besitzen wir folgende Zahlen: 8. 2; 9. 1; 10. 1%; 11. 22.

Nach Ausfiihrung des dritten Befehle nimmt die zweite Zelle die Form

2. Multiplikation 8 8 12

an.

Da in der achten Zelle immer noch eine kleinere Zahl steht als in der neunten Zelle, so
bedeutet der vierte Befehl wieder Steuerungsiibergabe an die erste Zelle. Jetzt erhalten wir
nach Ausfiihrung des ersten und zweiten Befehle: 8. 3; 9. 1; 10. 1%; 11. 22; 12. 32,

Wie lange wird die Maschine nun nach diesem Programm Quadrate berechnen?

Die Maschine wird so lange arbeiten, bis in der achten Zelle die Zahl 10000 erreicht wird. Erst
dann wird der vierte Befehl nicht mehr die Steuerung an die erste Zelle iibertragen; denn in
der achten Zelle steht dann eine Zahl, die nicht kleiner, sondern gleich der Zahl, die in der
siebenten Zelle steht, ist. Nach dem vierten Befehl fiihrt also die Maschine den fiinften Befehl
aus; sie schaltet sich aus.

Betrachten wir jetzt ein weit komplizierteres Programm,

dxsey=y
{a'x+b’g=‘¢, mit den Losungen:

dxseyrS
;% x_ce—bf _af —cd

L 7 die Losung eines Gleichungssystems:

@® Q ® e

z ar + by =c

ax4by=C ’ de+ey=f
e
e
-]
]

BCNEN In i wouh nl
(T

ae — bd ’ Y= ae—bd
Ein Mensch bendtigt fiir die Losung eines Systems der angegebenen Art (in dem also fiir die
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Konstanten a, b, ¢, d, e, f irgendwelche Zahlenwerte gegeben sind) bei nicht allzu schwieriger
Wahl der Konstanten vielleicht einige zehn Sekunden. Ein Rechenautomat kann aber in einer
Sekunde Hunderte solcher Systeme losen.

Wie muss nun das Programm fiir einen Rechenautomaten aufgebaut sein, wenn der Automat
Gleichungssysteme dieser Art 16sen soll? Zum besseren Verstandnis betrachten wir wieder ein
vereinfachtes Programm.
Nehmen wir an, dass gleich mehrere Gleichungssysteme angegeben werden:

ar +by =c dr+by="< a"v+"by ="

de+ey=f da+ey=f  dax+ey=f"

Die Zahlenwerte der Koeffizienten a, b, ¢, d, e, f, d’, I/, ... seien bekannt.

Programm 2

1 -283020 14. +3193 27. b

2 -273121 15. 44194 28. ¢

3 -263022 16. +5195 29. d

4, -272923 17. +6196 30. e

5. -263124 18. Steuerungsiibergabe 1l 31. f

6 -282925 19. 660 32. a
7. -202120 20. O 33. b
8. -222321 21. O 34. ¢
9. -242522 22. 0 35. d
10. 2021 — 23. O 36. ¢
11, 2221 — 24. 0 37. f'
12 +1191 25. 0 38. a"
13. +2192 26. a

Erster Befehl: Das Produkt der Zahlen, die in der 28. und 30. Zelle stehen, ist zu ermitteln
und das Resultat in der 20. Zelle zu speichern. Das bedeutet, dass in der 20. Zelle die Zahl ce
gespeichert ist. (Vgl. dieses Produkt mit der Angabe der allgemeinen Lésung)

Analog werden die Befehle 2 und 3 ausgefiihrt. Dann befinden sich in den Zellen 21 bis 25 die
folgenden Zahlen: 20. ce; 21. bf; 22. ae; 23. bd; 24. af; 25. cd.

7. Befehl: Von der in der 20. Zelle stehenden Zahl ist die in der 21. Zelle stehende Zahl zu
subtrahieren und das Resultat, d. h. ce — bf, von neuem in die 20. Zelle einzutragen.

Analog werden die Befehle 8 und 9 durchgefiihrt.

Im Endergebnis befinden sich in den Zellen 20 bis 22 die folgenden Zahlen: 20. ce — bf, 21.
ae — bd, 22. af — cd. 10. und 11. Befehl: Die Briiche

ce —bf o af —cd
ae — bd . ae — bd

werden addiert und auf eine Karte gedruckt. Damit sind die Unbekannten aus dem ersten
Gleichungssystem ermittelt.

Der weitere Programmteil, der die Befehle umfasst, die in den Zellen 12 bis 19 enthalten sind,
ist fiir die Berechnung des nachstfolgenden Gleichungssystems vorgesehen.

Wie geht das nun vor sich?

Die Befehle 10 bis 17 bestehen darin, den Zahlen in den Zellen 1 bis 6 eine Aufzeichnung
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hinzuzufligen, die sich in Zelle 19 befindet. Die Resultate bleiben aber in den Zellen 1 bis 6.
Somit werden die ersten sechs Zellen nach Ausfiihrung des 17. Befehls folgendes Aussehen
haben:

- 34 36 20
- 333721
- 32 36 22
- 3335 23
- 32 37 24
- 343525

ok wnd =

18. Befehl: Steuerungsiibergabe an die erste Zelle. Wodurch unterscheiden sich nun die neuen
Aufzeichnungen in den ersten sechs Zellen von den vorherigen Aufzeichnungen?

Sie unterscheiden sich dadurch, dass die ersten beiden Adressen in diesen Zellen nicht Zahlen
von 26 bis 31 besitzen wie vorher, sondern Zahlen von 32 bis 37.

Mit anderen Worten, die Maschine fiihrt von neuem die gleichen Operationen durch, wird die
Zahlen aber nicht den Zellen 26 bis 31, sondern den Zellen 32 bis 37 entnehmen, in denen die
Koeffizienten des zweiten Gleichungssystems stehen.

SchlieBlich I6st die Maschine das zweite Gleichungssystem. Diese Darlegungen lassen erkennen,
wie wichtig es ist, ein richtiges "Programm" aufzustellen. Die Maschine selbst fiihrt ja nur die
Befehle aus, die ihr durch das Programm vorgeschrieben sind, selbst "iiberlegen" kann die
Maschine nicht.

Es gibt Programme zur Berechnung von Wurzeln, Logarithmen, Sinusfunktionen, zur Lésung
von Gleichungen, hoherer Potenzen u. a. Dass es Programme fiir das Schachspiel, fiir die
Ubersetzung aus einer Sprache in eine andere und vieles mehr gibt, wurde bereits erwihnt. Je
schwieriger natirlich die jeweilige Aufgabe ist, desto komplizierter ist das erforderliche Pro-
gramm.

Zum Schluss wollen wir noch die sogenannten "programmierenden Programme" anfiihren.
Das, sind Programme, mit deren Hilfe die Maschine selbst das fiir die Aufgabenlésung gefor-
derte Programm aufstellen kann. Das erleichtert natiirlich wesentlich das Programmieren, das
mitunter sehr kraftraubend ist.
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3 Der Arithmetik zu Hilfe

Augenblicksmultiplikationen

Rechenklinstler erleichtern sich in vielen Fallen die Arbeit, indem sie zu einfachen algebrai-
schen Umwandlungen Zuflucht nehmen. Die Berechnung der Potenz 9882 wird beispielsweise
folgendermaBen ausgefiihrt:

988 - 988 = (988 4 12)(988 — 12) + 122 = 1000 - 976 + 144 = 976144
Es handelt sich in diesem Fall um die Anwendung der algebraischen Umformung:
a®=a’>—b*+b* = (a+0b)(a—0b)+ b

Diese Formel kann man fiir miindliche Berechnungen mit Erfolg anwenden. Sehen wir uns die
folgenden Beispiele an:

27% = (274 3)(27 = 3) + 3% = 729
63% = 66 - 60 + 3% = 3969

182 =20-16 + 2% = 324

372 =40 - 34 + 3% = 1369

48% = 50 - 46 + 2% = 2304

54* = 58 - 50 + 4% = 2916

Eine andere Form der Erleichterung beim mindlichen Rechnen wird im folgenden Beispiel
gezeigt. Es soll das Produkt 986 - 997 berechnet werden. Man wandelt folgendermaBen um:

986 - 997 = (986 — 3) - 1000 + 3 - 14 = 983042
Um dieses Verfahren zu erlautern, stellen wir die Faktoren in der Form
(1000 — 14)(1000 — 3)
dar und multiplizieren aus:
1000 - 1000 — 1000 - 14 — 1000 - 3 4+ 14 - 3

Wir wandeln um:
1000(1000 — 14) —1000-34+14-3=1000-98 —1000-3+14-3 = 1000(986 — 3) +14-3

Die letzte Zeile stellt das oben angewandte Verfahren dar. Interessant ist das Multiplikations-
verfahren zweier dreistelliger Zahlen, deren Zehnerzahl gleich ist und deren Einerziffern die
Summe 10 bilden. Die Multiplikation 783 - 787 wird beispielsweise folgendermaBen durchge-
fahrt:

78 .79 = 6162 ; 3-7=21

Ergebnis: 616221.
Die Begriindung dieses Verfahrens wird klar durch folgende Umwandlungen:

(780 + 3)(780 4+ 7) = 780 - 780 + 780 - 34780 - 7+ 3 - 7= 780 - 780 4+ 780 - 10 4 3 - 7
= 780(780 + 10) + 3 - 7 = 780 - 790 + 21 = 616200 + 21.

46



3 Der Arithmetik zu Hilfe

Ein anderes Verfahren zur Durchfiihrung dhnlicher Multiplikationen ist noch einfacher:
783 - 787 = (785 — 2)(785 + 2) = 785% — 4 = 616225 — 4 = 616221

In diesem Beispiel mussten wir die Zahl 785 quadrieren. Es ware also auch ein Verfahren zum
bequemen, schnellen Quadrieren zu wiinschen. Machen wir uns mit dem folgenden Verfahren
vertraut, das die Quadrate der auf 5 endenden Zahlen umfasst.

352: 3.-4=12  Lésung: 1225
652: 6-7=42  Losung: 4225
75%: 7-8=56  Losung: 5625

Die Regel besteht darin, dass man die Zehnerziffer mit einer Zahl multipliziert, die um 1 groBer
ist, und dann diesem Produkt die Ziffern 2 und 5 anhangt.

Das Verfahren kann folgendermaBen analysiert werden. Ist die Zahl, die die Anzahl der Zehner
angibt, a, so kann man die Basis der Quadrate durch 10a + 5 beschreiben. Das Quadrat dieser
Zahl ist als Quadrat eines Binoms gleich

100a* + 100a + 25 = 100a(a + 1) + 25

Darin ist a(a + 1) das Produkt einer ganzen Zahl (die die Anzahl der Zehner darstellt) mit der
um 1 groBeren Zahl.

Die Multiplikation einer Zahl mit 100 und die anschlieBende Addition von 25 fiihrt auf dasselbe
Resultat, das man durch das Anhangen der Ziffern 2 und 5 an die betreffende Zahl erhalt. Auf
demselben Verfahren beruht die Rechenregel, die man anwenden kann, wenn das Quadrat aus
einer ganzen Zahl vermehrt um % berechnet werden soll.

Beispiele:

(31>2—3 52 = 12.95 = 12 (71)2—5631 (81)2—721
2 - 9 - 9 - 47 2 - 9 2 -

Die Ziffern 1, 5 und 6

Wahrscheinlich haben alle bemerkt, dass bei der Multiplikation einer Reihe von Zahlen, die
auf 1 oder 5 enden, sich eine Zahl ergibt, die auf die gleiche Ziffer endet. Weniger bekannt
ist, dass sich dieses merkwiirdige Verhalten auch auf die 6 bezieht. Deshalb endet jede Potenz
einer Zahl, die auf eine 6 auslauft, ebenfalls mit einer 6.

Beispiele: 462 = 2116;46° = 97336.

Diese interessante Besonderheit der Ziffern 1, 5 und 6 kann man folgendermaBen begriinden.
Beschaftigen wir uns in diesem Zusammenhang mit der 6.

Die Zahlen, die auf eine 6 enden, kann man darstellen als 10a + 6; 10b+ 6; usw., wobei a und
b ganze Zahlen sind. Das Produkt zweier solcher Zahlen ist gleich

100ab 4 60b + 60a + 36 = 10(10ab + 6b + 6a) + 30 4+ 6 = 10(10ab + 6b + 6a + 3) + 6

Wie wir sehen, besteht das Produkt aus einer gewissen Anzahl von Zehnern und aus der Ziffer
6, die sich natirlich am Ende dieser Zahl befinden muss. Dasselbe Beweisverfahren kann man
bei den Ziffern 1 und 5 anwenden.

Das Gesagte, gibt uns das Recht zu behaupten, dass z. B.
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3862°67 auf 6 endet, 815723 auf 5 endet, 4911732 auf 1 endet.
Die Zahlen 25 und 76

Es gibt auch zweistellige Zahlen, die liber die eben fiir die Endziffern 1, 5 und 6 dargelegte
Eigenschaft verfiigen. Das sind die Zahlen, die auf 25 oder auf 76 enden.

Die Ziffern 7, 6 werden wohl firr viele Leser unerwartet sein, aber es ist schon so: Das Produkt
zweier Zahlen, die beide auf 76 enden, ist eine Zahl, die wieder auf 76 endet.

Beweisen wir das.

Der allgemeine Ausdruck fiir solche Zahlen lautet: 100a 4 76 oder 100b 4 76 usw. Wir multi-
plizieren zwei Zahlen dieser Art und erhalten

10000ab + 76000 + 7600a + 5776 = 10000ab + 7600b + 7600a + 5700 + 76
= 100(100ab + 76b + 76a + 57) + 76

Die Behauptung ist bewiesen: Das Produkt wird auf die Zahl 76 enden. Daraus folgt, dass
jede Potenz einer Zahl, die auf 76 endet, eine Zahl ist, die wieder auf 76 endet.
376% = 141376; 576° = 191102976.

Der Zuschlag

Vor langer Zeit begab sich folgendes: Zwei Viehhandler verkauften eine ihnen gehdrende Och-
senherde, wobei sie fiir jeden Ochsen so viel Rubel erhielten, wie die Herde Ochsen zahlte. Fiir
das ausgehandigte Geld kauften sie sich eine Schafherde, je 10 Rubel fiir ein Schaf, und ein
Lamm.

Beim Aufteilen in gleiche Teile erhielt einer ein (ibriges Schaf, der andere nahm dafiir das Lamm
und erhielt von seinem Kameraden den entsprechenden Zuschlag. Wie groB war der Zuschlag?

(Es wird vorausgesetzt, dass der Zuschlag durch eine ganze Anzahl von Rubeln ausgedriickt
wird.)

Losung: Die Aufgabe lasst sich nicht direkt in die algebraische Sprache iibersetzen, denn man
kann keine Gleichung aufstellen. Man muss sie auf besonderem Wege 0sen, sozusagen nach
freier mathematischer Uberlegung. Aber auch hier erweist die Algebra der Arithmetik wirksame
Hilfe.

Der Preis der ganzen Herde Schafe (in Rubeln) ist ein vollstandiges Quadrat, da die Herde
Schafe vom Geld des Verkaufs von n Ochsen zu je n Rubel fiir jeden Ochsen erworben wurde.
Einer der Teilhaber erhielt das lbrige Schaf, folglich ist die Anzahl der Schafe eine ungerade
Zahl.

Das bedeutet, dass auch die Anzahl an Zehnern der Zahl n? ungerade ist. Wie lautet nun die
Ziffer fir die Einer?

Hier hilft uns der folgende Satz weiter: Wenn bei einem vollstandigen Quadrat die Zehnerziffer
eine ungerade Zahl ist, so ist die Einerziffer auf jeden Fall 6. Das Quadrat jeder Zahl aus a
Zehnern und b Einern, also (10a + b)? ergibt:

100a* + 20ab + b* = (10a® + 2ab)10 + b*

Darin sind (10? 4 2ab) auf jeden Fall Zehner, aber auch in b? sind noch Zehner enthalten.
(10a2 + 2ab) ist durch 2 teilbar, d. h., es ist eine gerade Zahl. Deshalb wird die Anzahl der
Zehner, die in b? enthalten sind, eine ungerade Zahl sein. Erinnern wir uns daran, was (10a—|—b)2
ist.
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Das ist das Quadrat einer einstelligen Zahl, d. h., eine der folgenden 10 Zahlen: 0, 1, 4, 9, 16,
25, 36, 49, 64, 81. Unter ihnen haben nur 16 und 36, beide enden auf 6, eine ungerade Anzahl
von Zehnern. Das bedeutet, das vollstandige Quadrat

100a? + 20ab + b*

kann nur in dem Fall eine ungerade Anzahl von Zehnern haben, wenn es auf 6 endet.

Jetzt ist die Antwort auf die Frage unserer Aufgabe leicht zu finden. Es ist klar, dass das
Lamm fiir 6 Rubel wegging. Der Teilhaber, der es erhielt, bekam folglich 4 Rubel weniger als
der andere. Um die Teile anzugleichen, musste der Besitzer des Lamms von seinem Kameraden
2 Rubel hinzubekommen.

Die Teilbarkeit durch 11

Die Algebra erleichtert iiberaus die Suche nach Kriterien, nach denen man vor der Ausfiihrung
einer Division entscheiden kann, ob eine gegebene Zahl durch diesen oder jenen Divisor teilbar
ist oder nicht. Die Kriterien der Teilbarkeit durch 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10 sind allgemein bekannt.
Leiten wir jetzt das Kriterium fiir die Teilbarkeit durch 11 her.

Es moge sich die vielstellige Zahl N aus a Einern, b Zehnern, ¢ Hundertern, d Tausendern
usw. zusammensetzen:

N = a+ 10b + 100c¢ + 1000d + ... = a + 10(b + 10c + 100d + ...)

Wir subtrahieren von N die Zahl 11(b + 10¢ + 100d + ...), also ein Vielfaches von 11. Dann
ist die erhaltene Differenz, wie leicht einzusehen ist, gleich

a—0b—10(c+10d + ...)

Diese Differenz ergibt bei der Division durch 11 den gleichen Rest wie die Zahl N bei der
Division durch 11.
Nun addieren wir zu dieser Differenz wieder ein Vielfaches von 11, namlich 11(c + 10d + ...).
Auf diese Weise erhalten wir wieder eine Zahl, die bei der Division durch 11 den gleichen Rest
ergibt. Diese Zahl ist

a—b+c+10(d+ ...

Wir kénnen nun folgendes Kriterium fiir die Teilbarkeit einer Zahl durch 11 gewinnen:

Man muss von der Summe aller Ziffern, die an ungeraden Stellen stehen, die Summe aller
Ziffern, die gerade Stellen einnehmen, subtrahieren. Erhalt man als Differenz 0 oder eine Zahl
(positiv oder negativ), die ein Vielfaches von 11 ist, so ist auch die untersuchte Zahl ein
Vielfaches von 11; andernfalls ist die gegebene Zahl nicht durch 11 teilbar.

Priifen wir auf diese Weise die Zahl 87635064
84+6+5+6=25; T+34+04+4=14; 25 —14 =11

Das bedeutet, die gegebene Zahl ist durch 11 teilbar.

Es gibt noch ein anderes Merkmal fiir die Teilbarkeit durch 11, das fiir die Uberpriifung nicht
sehr groBer Zahlen giinstig ist. Es besteht darin, dass man die zu priifende Zahl von rechts
nach links in Teile zu je zwei Ziffern zergliedert und diese Teile addiert. Lasst sich die erhaltene
Zahl ohne Rest durch 11 teilen, so ist die gegebene Zahl ein Vielfaches von 11, anderenfalls
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nicht.

Es soll auf diese Weise die Zahl 528 iiberpriift werden. Wir zergliedern die Zahl in Teile (5 28)
und addieren beide Teile: 5 + 28 = 33. Da sich 33 ohne Rest durch 11 teilen |asst, so ist auch
die Zahl 528 ein Vielfaches von 11: 528 : 11 = 48.

Beweisen wir dieses Teilbarkeitskriterium. Wir teilen die vielstellige Zahl N. Dann erhalten
wir zweistellige (oder einstellige)[] Zahlen, die wir mit a, b, ¢ usw. (von rechts nach links)
bezeichnen. Wir erhalten also die Zahl NV in der Form

N = a+ 1000 + 10000c + ... = a + 100(b + 100c¢ + ...)

Wir subtrahieren von IV die Zahl 99(b +100c + ...), die ein Vielfaches von 11 ist. Wir erhalten
die Zahl
a+ (b+100c+...) =a+ b+ 100(c + ...)

Diese Zahl ergibt bei der Division durch 11 den gleichen Rest wie die Zahl N bei der Division
durch 11. Von dieser Zahl subtrahieren wir die Zahl 99(c + ...), die ein Vielfaches von 11 ist,
usw. Als Ergebnis finden wir, dass die Zahl N bei der Division durch 11 den gleichen Rest
ergibt wie auch die Zahla +b+c+ ...

Die Autonummer

Aufgabe: Drei Mathematikstudenten kamen an einer StraBenkreuzung vorbei, als sich gerade
ein Verkehrsunfall ereignete. Der schuldige Kraftfahrer verlibte Fahrerflucht.

Bei der polizeilichen Aufnahme des Unfalls konnte keiner der Studenten die vierstellige Auto-
nummer des fliichtigen Wagens nennen. Da sie aber Mathematiker waren, bemerkte jeder von
ihnen eine gewisse Besonderheit dieser vierstelligen Zahl.

Einer der Studenten erinnerte sich daran, dass die ersten beiden Ziffern der Zahl gleich waren.
Der zweite erinnerte sich, dass die beiden letzten Ziffern ebenfalls miteinander Gbereinstimm-
ten. Der dritte schlieBlich behauptete, dass die gesamte vierstellige Zahl ein vollstandiges
Quadrat darstellt.

Kann man nach diesen Angaben die Autonummer herausbekommen?

Losung: Wir bezeichnen die erste (und die zweite) Ziffer der gesuchten Zahl mit a und die
dritte (und vierte) mit b. Dann hat die ganze Zahl die folgende Form:

1000a + 100a + 10b 4+ b = 1100a + 116 = 11(100a + b)

Diese Zahl ist durch 11 teilbar. Da sie aber ein vollstandiges Quadrat darstellt, ist sie sogar
durch 112 teilbar. Mit anderen Worten, die Zahl 100a + b lasst sich durch 11 teilen.

Wir wenden nun eine der beiden oben angefiihrten Teilbarkeitsregeln durch 11 an und finden,
dass sich die Zahl a + b durch 11 teilen lasst. Das aber bedeutet, dass a + b = 11 ist, da jede
der Ziffern a und b kleiner als zehn ist.

Die letzte Ziffer b der Zahl, die ein vollstandiges Quadrat sein soll, kann nur folgende Werte
annehmen: 0, 1, 4, 5, 6, 9. Deshalb ermitteln wir fiir die Ziffer a, die gleich 11 — b ist, die
folgenden moglichen Werte: 11, 10, 7, 6, 5, 2.

Die ersten beiden Werte sind ungeeignet. Bleiben also folgende Moglichkeiten:

"Wenn die Zahl N eine ungerade Anzahl von Ziffern hat, so ist der letzte Teil (ganz links) einstellig. In
diesem Fall wiirde man beispielsweise die Zahl 03 als einstellige Zahl 3 ansehen.

50



3 Der Arithmetik zu Hilfe

b=4,a=7 b=5a=6; b=6,a=5 b=9,a=2

Wir sehen, dass man die Autonummer unter folgenden vier Zahlen suchen muss: 7744, 6655,
5566, 2299.

Aber die letzten drei dieser Zahlen sind keine vollstindigen Quadrate: die Zahl 6655 ist durch
5 teilbar, nicht aber durch 25; die Zahl 5566 ist durch 2 teilbar, nicht aber durch 4; die Zahl
2299 = 121 - 19 ist ebenfalls kein vollstandiges Quadrat.

Es bleibt nur die eine Zahl 7744 = 882 iibrig, sie liefert auch die Lésung der Aufgabe.

Die Teilbarkeit durch 19

Es ist folgendes Merkmal fiir durch 19 teilbare Zahlen zu begriinden:
"Eine Zahl ist durch 19 dann und nur dann teilbar, wenn die Zahl ihrer Zehner vermehrt um
die verdoppelte Zahl der Einer ein Vielfaches von 19 ist."

Losung: Jede Zahl N kann man in der Form N = 10x + y darstellen, wobei = die Anzahl der
Zehner angibt und y die Anzahl der Einer. (Hierbei ist zu beachten, dass x nicht die Ziffer an
der Stelle der Zehner in der Zahl N ist. Vielmehr handelt es sich um die Zahl, die sich nach
der Subtraktion der Einer von der Zahl N und anschlieBende Division durch 10 ergibt.)

Wir miissen zeigen, dass N dann und nur dann ein Vielfaches von 19 ist,

wenn N’ = x + 2y ein Vielfaches von 19 ist. Daflir multiplizieren wir N’ 47045881
mit 10 und subtrahieren von diesem Produkt N. n 9
Wir erhalten: —_—
4704590
10N" — N = 10(z + 2y) — (10z + y) = 19y 470459
+ 18
Daraus geht folgendes hervor: —
Wenn N’ ein Vielfaches von 19 ist, so ist auch N = 10N’ — 19y durch 19 47063
teilbar. + 6
4712

umgekehrt gilt auch: Wenn N durch 19 teilbar ist, so ist 10N’ = N — 19y

ein Vielfaches von 19 und dann ist N’ durch 19 teilbar. o4
Untersuchen wir beispielsweise, ob die Zahl 47045881 durch 19 teilbar ist. 475
Wir wenden die Teilbarkeitsregel an: 47045881; 2 = 4704588;y = 1 (siehe +10
Rechnung rechts) .
Ergebnis: Die Zahl 19 lasst sich natiirlich ohne Rest durch 19 dividieren. +14
Damit sind aber auch die Zahlen 57, 475, 4712, 47063, 470459, 4704590, Tg

47045881 Vielfache von 19. Die Zahl 47045881 ist also durch 19 teilbar.
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Der Satz der Sophie Germain

Die folgende Aufgabe stellte die franzdsische Mathematikerin Sophie Germain (1776-1831):
Es ist zu beweisen, dass keine Zahl der Form a* + 4 mit a # 1 eine Primzahl ist.

Losung: Fir den Beweis werden folgende Umwandlungen vorgenommen:

a*+4=a*+4a® +4—4a® = (a® +2)* — 4d?
= (a*+2)* — (2a)* = (a* +2 — 2a)(a* + 2 + 2a)

Die Zahl a* + 4 kann also in Form eines Produkts zweier Faktoren, die sich selbst und EinsE]
nicht gleich sind, dargestellt werden. Die Zahl a* + 4 ist demnach keine Primzahl.

Zusammengesetzte Zahlen

Es gibt unendlich viele ganze Zahlen groBer als 1, die durch keine ganze Zahl ohne Rest teilbar
sind, ausgenommen durch 1 oder durch sich selbst. Man nennt diese Zahlen Primzahlen.
Unter den Zahlen bis 30 findet man die folgenden Primzahlen: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23,
29.

Sie liegen zwischen den zusammengesetzten Zahlen und zergliedern die Folge der natiirlichen
Zahlen in mehr oder minder lange Intervalle zusammengesetzter Zahlen. Welche Lange haben
diese Intervalle? Gibt es beispielsweise irgendwo tausend zusammengesetzte Zahlen, die nicht
durch eine Primzahl unterbrochen werden? -

Man kann beweisen, obwohl das auch unglaubwiirdig erscheinen kann, dass solche Intervalle
von zusammengesetzten Zahlen zwischen Primzahlen in beliebiger Lange vorkommen. Es gibt
keine Grenzen fiir die Lange solcher Intervalle: Sie kdnnen aus Tausenden, aus Millionen, aus
Trillionen zusammengesetzter Zahlen bestehen.

Der Bequemlichkeit halber verwenden wir das vereinbarte Symbol n!, das das Produkt aller
Zahlen von 1 bis einschlieBlich n bezeichnet. So ist z. B. 5! =1-2-3-4-5. Wir wollen nun
beweisen, dass die Folge

(n+1)!+2], [(n+D!+3], [(n+D)!+4], .. [(n+D!+n+1]

aus n aufeinanderfolgenden zusammengesetzten Zahlen besteht. Diese Zahlen laufen unmit-
telbar hintereinander in einer natiirlichen Zahlenfolge, da jede folgende Zahl um 1 groBer ist
als die vorangegangene. Es bleibt zu beweisen, dass sie alle zusammengesetzte Zahlen sind.

Die erste Zahl
m+1)!+2=1-2-3-4-...-(n+1)+2

ist eine gerade Zahl, da ihre beiden Summanden den Faktor 2 enthalten. Und jede gerade
Zahl, die groBer als 2 ist, ist eine zusammengesetzte Zahl.
Die zweite Zahl

m+11+3=1-2-3-4-...-(n+1)+3

besteht aus zwei Summanden, von denen jeder ein Vielfaches von 3 ist. Das bedeutet, dass
auch diese Zahl eine zusammengesetzte Zahl ist. Die dritte Zahl

(n+1)+4=1-2-3-4-...-(n+1)+4

8Esista#1,alsoa?+2—2a=(a>-2a+1)+1=(a—1)2+1#1.
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|asst sich ohne Rest durch 4 dividieren, da sie aus Summanden besteht, die ein Vielfaches von
4 sind.

Auf gleiche Weise stellen wir fest, dass die folgende Zahl (n + 1)! + 5 ein Vielfaches von 5 ist
usw. Mit anderen Worten, jedes Glied unserer Folge enthalt einen Multiplikator, der verschieden
von 1 und verschieden von sich selbst ist. Es sind folglich zusammengesetzte Zahlen.
Wiinschen Sie, z. B., fiinf aufeinanderfolgende zusammengesetzte Zahlen zu schreiben, so ge-
nlgt es, in die oben angefiihrte Folge an Stelle von n die Zahl 5 einzusetzen. Sie erhalten die
Zahlen 722, 723, 724, 725, 726. Das ist aber nicht die einzige Moglichkeit fiir fiinf aufeinan-
derfolgende zusammengesetzte Zahlen. Es gibt auch andere, z. B. 62, 63, 64, 65, 66. Oder
noch kleinere Zahlen: 24, 25, 26, 27, 28.

Versuchen wir jetzt, die folgende Aufgabe zu I6sen:
Es sind zehn aufeinanderfolgende zusammengesetzte Zahlen zu schreiben.

Losung: Auf Grund des frither Gesagten stellen wir fest, dass man als erste der gesuchten zehn
Zahlen
1-2-3-4-...-10-11 4+ 2 = 39816802

wahlen kann. Als gesuchte Zahlen erhalt man dann 39816802, 39816803, 39816804 usw.

Aber es existieren Serien von zehn wesentlich kleineren aufeinanderfolgenden zusammengesetz-
te Zahlen. So kann man sogar auf eine Serie nicht nur von zehn, sondern sogar von dreizehn
aufeinanderfolgenden zusammengesetzten Zahlen schon im zweiten Hunderter hinweisen: 114,
115, 116, 117 usw. bis 126 einschlieBlich.

Die Menge der Primzahlen

Die Existenz so beliebig langer Folgen aufeinanderfolgender zusammengesetzter Zahlen kann
Zweifel darin wecken, ob die Menge der Primzahlen tatséachlich beliebig groB ist. Deshalb wird
es sicher interessant sein, hier den Beweis fiir diese Behauptung zu erbringen. Dieser Beweis
stammt von dem antiken griechischen Mathematiker Euklid.

In seinem umfangreichen Werk Elemente ist dieser Beweis enthalten. Es handelt sich um einen
indirekten Beweis.

Wir nehmen namlich an, dass die Anzahl der Primzahlen endlich ist, und bezeichnen die letzte
Primzahl mit N. Wir stellen das Produkt 1-2-3-...- N = N! auf und addieren | hinzu. Wir
erhalten N! + 1.

Diese Zahl muss, falls es eine ganze Zahl ist, wenigstens einen Primfaktor enthalten, d. h.,
sie muss wenigstens durch eine Primzahl teilbar sein. Aber alle Primzahlen (ibersteigen, nach
Voraussetzung, nicht N, die Zahl N!+ 1 jedoch ist durch keine Zahl, die kleiner oder gleich
N ist, ohne Rest zu dividieren - es ergibt sich jedesmal der Rest 1.

Also durfte man nicht voraussetzen, dass die Menge der Primzahlen endlich ist. Diese Voraus-
setzung fiihrte namlich zu einem Widerspruch.

Wie lang wir also auch das Intervall aufeinanderfolgender zusammengesetzter Zahlen wahlen
wollen, wir kdnnen stets liberzeugt sein, dass sich hinter ihr noch unendlich viele Primzahlen
befinden.

Die groBBte bekannte Primzahl

Uberzeugt zu sein, dass beliebig groBe Primzahlen existieren, ist eine Sache, die Primzahlen
aus der Folge der natiirlichen Zahlen herauszufinden, eine andere. Je groBer eine natiirliche
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Zahl ist, um so mehr Rechnungen muss man durchfiihren, um zu erkunden, ob es sich um eine
Primzahl oder um eine zusammengesetzte Zahl handelt. Die groBte Zahl, von der man heute
weiB, dass es eine Primzahl ist, lautet 22281 — 1.

Es handelt sich dabei um eine Zahl mit nahezu siebenhundert Stellen. Die Rechnungen, mit
deren Hilfe festgestellt wurde, dass diese Zahl eine Primzahl ist, wurden mit modernen Re-
chenautomaten durchgefiihrt.

Eine verantwortungsvolle Berechnung

Bei der Losung von Aufgaben sind manchmal Berechnungen erforderlich, die ohne erleichternde
Methoden iiberaus umstandlich sind.
Um eine solche Aufgabe handelt es sich beispielsweise bei der Vereinfachung des Ausdrucks

2
1

* 90000000000

Auf diesen Ausdruck kann man stoBen, wenn man Berechnungen tber Bahngeschwindigkeiten
von Teilchen unter dem Aspekt der Relativitatstheorie vornimmt.

Wir wollen diese Berechnung auf zweifache Weise vornehmen, zuerst rein rechnerisch, dann
unter Benutzung vereinfachender Verfahren.

1

Ein Blick auf die langen Zahlenkolonnen, die man beim ersten Weg erhalt, wird Sie iiberzeugen,
dass der zweite Weg bequemer ist.
Zunachst wandeln wir unseren "vieletagigen" Bruch um:

2 130000000000

1+ 1 ~ 90000000001
90000000000

Jetzt fuhren wir die Division des Zahlers durch den Nenner aus:

180000000000 :90000000001=1,999999999977...

90000000001
899999999990
810000000009
899999999810
810000000009
899999998010 899800000010
810000000009 810000000009
899999980010 898000000010
810000000009 810000000009
899999800010 880000000010
810000000009 810000000009
899998000010 700000000010
810000000009 700000000010
899980000010 70000000003
810000000009

Die Berechnung ist, wie Sie sehen, sehr ermiidend. AuBerdem kann man sich leicht verrechnen.
Indessen will man gerade wissen, an welcher Stelle der Losung die Folge der Neunen abbricht
und eine Folge anderer Ziffern beginnt.
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Sehen wir uns nun die zweite Methode an. Sie bedient sich folgender anndhernden Gleichheit:

Ist a ein sehr kleiner Bruch, so ist 1%1 ~ 1 — a. Es ist sehr einfach, sich von der Richtigkeit
dieser Behauptung zu iiberzeugen. Wir vergleichen den Dividenden 1 mit dem Produkt aus
dem Divisor und dem Quotienten

l=(0+a)(l—a) also 1=1-a

Da a ein sehr kleiner Bruch ist (z. B. 0,001), so ist a* ein noch kleinerer Bruch (0,000001),
und ihn kann man vernachlissigen. Wenden wir diese Feststellung auf unsere Berechnung| an:

2 2
I - I
T
90000000000~ " 91010
= 1,9999999999777...

~2(1—0,111...- 10~ ') = 2 — 0,0000000000222...

Wir gelangen zu dem gleichen Resultat wie vorher, aber auf kiirzerem Wege.
Wann ist es ohne Algebra einfacher?

Neben den Fallen, in denen man mit etwas Uberlegung ein bequemeres Verfahren findet, gibt
es auch solche, bei denen das rein rechnerische Verfahren doch das giinstigste Verfahren ist.
Das echte Wissen in der Mathematik besteht in der Fahigkeit, so iber die mathematischen
Mittel zu verfiigen, dass immer der geradeste und zuverlassigste Weg fiir die Losung ausgewahlt
wird.

Aufgabe: Welches ist die kleinste Zahl, die bei der Division
durch 2 den Rest 1 ergibt,
durch 3 den Rest 2 ergibt,
durch 4 den Rest 3 ergibt,
durch 5 den Rest 4 ergibt,
durch 6 den Rest 5 ergibt,
durch 7 den Rest 6 ergibt,
durch 8 den Rest 7 ergibt,
durch 9 den Rest 8 ergibt.

Losung: Diese Aufgabe legte man mir mit folgenden Worten vor: "Wie wiirden Sie diese
Aufgabe 16sen? Sie enthalt verhaltnismaBig viele Gleichungen, bei denen es schwierig ist, einen
Losungsweg aufzuspiiren.”

Und dennoch ist es gar nicht so schwer, einen Weg zu finden. Es werden hierbei keine Glei-
chungen, keine algebraischen Umformungen benétigt, sondern nur einfache Uberlegungen.

Wir addieren zur gesuchten Zahl eine Eins. Welchen Rest liefert sie dann bei einer Division
durch 27

Der Rest ist 1 + 1 — 2; mit anderen Worten, die Zahl |asst sich durch 2 ohne Rest dividieren.
Genauso lasst sie sich auch ohne Rest durch 3, durch 4, durch 5, durch 6, durch 7, durch 8
und schlieBlich durch 9 dividieren. Die kleinste dieser Zahlen ist 9-8-7-5 = 2520, die gesuchte
Zahl aber ist gleich 2519, was unschwer durch eine Probe zu iiberpriifen ist.

SWir verwenden dabei weiterhin die Niherungsformel Hia ~ A(l —a).
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Der Kauf eines Halstuches

Aufgabe: Angenommen, Sie wollen in einer Verkaufsstelle ein Halstuch fiir 19 Rubel kaufen.
Sie besitzen lediglich Dreirubelscheine, der Kassierer nur Fiinfrubelscheine. Gibt es eine Mog-
lichkeit, die in diesem Falle eine sofortige Bezahlung der Ware mit Dreirubelscheinen und das
Herausgeben von Fiinfrubelscheinen ermoglicht?

Der Kaufer gibt also dem Kassierer eine bestimmte Anzahl von Dreirubelscheinen, und zwar
in einem Gesamtwert, der natiirlich héher als 19 Rubel ist, und erhalt eine bestimmte Anzahl
von Funfrubelscheinen zuriick, so dass der Kaufer letztlich 19 Rubel bezahlt hat. Die Anzahl
der Dreirubelscheine bezeichnen wir mit x, die der Flinfrubelscheine mit .

Man kann nun die folgende Gleichung aufstellen:

3r — o5y =19

Nun lasst eine Gleichung mit zwei Unbekannten im allgemeinen unendlich viele Lésungen zu.
Wir suchen aber eine Lésung, die positive ganzzahlige Werte fiir x und y liefert. Eine solche
Gleichung nennt man Diophantische Gleichung. Das Verdienst ihrer Einfiihrung in die Algebra
gebiihrt dem bekannten Mathematiker der Antike Diophantos, weshalb ihm zu Ehren diese Art
von Gleichungen seinen Namen tragen.

Losung: Wir wollen nun die Werte von x und y in der Gleichung 3z — 5y = 19 finden, wobei
wir wissen, dass x und y ganze positive Zahlen sind.

Wir isolieren zunachst diejenige Unbekannte, deren Koeffizient kleiner ist, also 3z, und erhalten
3r = 19 + 5y, woraus folgt:

19 + 5y 1+ 2y
T = =6+y+
3 T3
Da x, 6 und y ganze Zahlen sind, kann die Gleichheit nur unter der Bedingung gewahrleistet
sein, dass % ebenfalls eine ganze Zahl ist. Wir bezeichnen sie mit dem Buchstaben ¢. Dann
ist 1+2
r=0+y+t wobei t= 3y
ist. Daraus folgt
gt=1+2y , 20=3t —1

Aus der letzten Gleichung ermitteln wir y zu:

C3t—-1 . t—1

O
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Da y und t ganze Zahlen sind, so muss auch % eine gewisse ganze Zahl t; sein. Folglich ist

y =1+ ty, wobei t; = % ist, woraus 2ty =t — 1 und t = 2t; + 1 folgen.

Den Wert t = 2t; 4+ 1 setzen wir in die vorangegangenen Gleichungen ein:

r=6+y+t=6+(3t1+1)+ (2t; +1) =8+ 5t;

Fir die beiden Unbekannten = und y fanden wir also die GIeichungerE]
r = 8+ 5ty , y=1+4+3

Da z und y positive ganze Zahlen sind, also Zahlen groBer als 0, muss gelten:
8+ 5t >0 , 143t >0

Aus diesen Ungleichungen ermitteln wir

8 1
5t > —8 und t; > —5 sowie 3t > —1 und t; > —g
Damit ist die GroBe t; abgegrenzt; sie ist groBer als —% (und also weit groBer als —%). Aber da
t1 eine ganze Zahl ist, kommen wir zu dem Schluss, dass fiir sie nur folgende Werte moglich
sind: t1 =0;1;2;3:4; ...
Entsprechende Werte fiir x und y; sind diese:

r =845t = 8;13;18;23; ... , y=1+4+3t; =1;4;7;10; ...

Jetzt haben wir festgestellt, wie die Bezahlung durchgefiihrt werden kann: Entweder der Kunde
bezahlt acht Dreirubelscheine und erhalt einen Fiinfrubelschein zuriick:

8-3—-5=19
oder er bezahlt 13 Dreirubelscheine und erhalt 4 Flnfrubelscheine zurtick:
13-3—4-5=19 USW.

Theoretisch hat die Aufgabe unbegrenzt viele Lésungen, aber praktisch ist die Anzahl der
Losungen natiirlich begrenzt,da sowohl der Kaufer als auch der Kassierer nur eine beschrankte
Anzahl von Banknoten haben.

Hat beispielsweise jeder nur je 10 Banknoten, so kann die Zahlung nur in einer Art durchge-
fihrt werden: namlich durch die Zahlung von 8 Dreirubelscheinen und die Riickgabe von einem
Finfrubelschein.

Wie wir sehen, kann die eine diophantische Gleichung gegebenenfalls auch ein eindeutig be-
stimmtes Losungspaar ergeben.

Welche Méglichkeiten ergeben sich nun aber, wenn der Kaufer nur Fiinfrubelscheine und der
Kassierer nur Dreirubelscheine hat? Wir schlagen dem Leser diese Aufgabe zur Ubung vor. Als
Ergebnis erhalt man die Losungen

r=5;811;... , y=2;7,12; ...

10Strenggenommen haben wir nur bewiesen, dass jede ganzzahlige Lésung der Gleichung 3z — 5y = 19 die
Forma x = 84 5t1; y = 1+ 3t1 hat, wobei t; eine gewisse ganze Zahl ist. Das Umgekehrte, d. h. das, dass
wir bei beliebigem ganzen ¢; eine gewisse ganzzahlige Lésung der uns gestellten Aufgabe erhalten, war nicht
bewiesen. Trotzdem kann man sich leicht davon lberzeugen, stellt man die Betrachtung in umgekehrter
Reihenfolge an oder setzt man die gefundenen Werte x und y in die Ausgangsgleichung ein.
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Beim Einsetzen dieser Zahlen in die Gleichung 5x — 3y = 19 erhélt man
5-5—2-3=19 bzw. 8:5—-7-3=19 bzw. 11-5-12-3=19

Wir konnten diese Resultate ebenfalls aus der schon fertigen Losung der ersten Aufgabe erhal-
ten, wenn wir ein einfaches algebraisches Verfahren benutzen. Da es gleich ist, ob man Fiinfru-
belscheine gibt und Dreirubelscheine erhalt oder ob man "negative Fiinfrubelscheine bekommt"
und "negative Dreirubelscheine erhalt", so wird die neue Aufgabenvariante durch dieselbe Glei-
chung gelost, die wir fiir die eigentliche Aufgabe aufstellten: also durch 3z — 5y = 19, aber
unter der Bedingung, dass x und y negative Zahlen sind. Deshalb leiten wir aus den Gleichun-
gen
r =8+ 5t , y=1+4+3t

wobei wir wissen, dass x < 0 und y < 0 sind, her
8+5t; <0 , 14+3t; <0

Folglich ist ¢; < —%.
Nehmen wir an, dass t; = —2, —3, —4, ... ist, so erhalten wir aus den vorigen Formeln folgende
Werte fir x und y

t1 -2 -3 -4
x |-2 -7 -12
y|-5 -8 -11
Das erste Losungspaar x = —2, y = —5 bedeutet, dass der Kaufer "minus 2 Dreirubelscheine

bezahlt" und "minus 5 Fiinfrubelscheine erhalt", d.h. in der Ubersetzung in die gewdhnliche
Sprache, er bezahlt 5 Fiinfrubelscheine und erhalt 2 Dreirubelscheine zuriick. Auf gleiche Weise
deuten wir auch die anderen Losungen.

Revision einer Genossenschaft

Aufgabe: Bei der Revision der Rechnungsfithrung einer Genossenschaft stellte man fest, dass
eine der Eintragungen mit Tinte libergossen war.

Es war nicht méglich, die Anzahl der verkauften Meter Stoff festzustellen, aber es handelte sich
bei dieser Zahl keinesfalls um einen Bruch. Von der ausgehandigten Summe konnte man nur
die letzten drei Ziffern lesen und dann noch feststellen, dass vor diesen Ziffern irgendwelche
drei andere Ziffern gestanden haben mussten.

Kann die Revisionskommision auf Grund dieser Spuren die Eintragungen rekonstruieren?
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Losung: Wir bezeichnen die Anzahl der Meter mit z. Die ausgehandigte Summe wird in Kope-
ken durch 4936z ausgedriickt. Die Zahl, die durch die drei Gibergossenen Ziffern in der Eintra-
gung der Geldsumme zum Ausdruck gebracht wird, bezeichnen wir mit v.

Das ist offensichtlich eine Zahl von tausend Kopeken, die gesamte Summe in Kopeken wird
also ausgedriickt durch 1000y + 728. Wir erhalten damit die Gleichung:

49362 = 1000y + 728

oder nach dem Kiirzen durch 8
617z — 125y = 91

In dieser Gleichung sind x und y ganze Zahlen, und y ist dabei nicht groBer als 999, da diese
Zahl nicht aus mehr als drei Ziffern bestehen kann. Wir l6sen die Gleichung, wie es in der
vorigen Aufgabe gezeigt wurde:

125y = 6172 — 91

34 — 8z 2(17 — 4x)
=5r—1 =bhr—1+———-2=Dbx—1+2¢
Y T + 125 x + 125 T +
In dieser Gleichung setzten wir % =5 — %, da es fiir uns vorteilhaft ist, moglichst kleine
Reste zu haben. Der Bruch 2(117;5496) ist eine ganze Zahl, und da 2 nicht durch 125 teilbar ist,
so muss 1T=2% eine ganze Zahl sein, die wir auch mit ¢ bezeichneten.

Aus der Gleichung

174z
125
erhalten wir
17 — 4o = 125t
1—t
p=4-3l+—— =4-3lt+14
wobei ¢; = 1% ist. Folglich gilt:
4t1:1—t oder t:1—4t1

und™]

xr = 125t — 27 , y =617t — 134
Wir wissen, dass 100 < y < 1000 ist. Folglich ist 100 < 617¢; — 134 < 1000, woraus

. 234 d [ 1134

' =617 b 617
folgen.
Es ist offensichtlich, dass fiir £; nur ein ganzer Wert existiert: ¢t; = 1, und dann gilt x = 98;
y = 483, d. h., es wurden 98 Meter fiir die Summe von 4837 Rubeln 28 Kopeken verkauft.

Die Eintragung wurde also rekonstruiert.

1Richten Sie lhre Aufmerksamkeit darauf, dass die Koeffizienten von ¢ gleich den Koeffizienten von = und
y in der Ausgangsgleichung 617z — 125y = 91 sind, wobei einer der Koeffizienten von ¢; ein umgekehrtes
Vorzeichen hat. Das ist kein Zufall. Man kann beweisen, dass es immer so sein muss, wenn die Koeffizienten
von x und y gegenseitig nicht teilbar sind.
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Auf der Post

Piotr soll fiir 5 Rubel Briefmarken kaufen, und zwar sollen es insgesamt 20 St. sein, und es
sollen Wertzeichen zu 40 Kopeken, zu 25 Kopeken und zu 5 Kopeken dabei sein.
Wieviel Briefmarken werden von jeder Sorte gekauft?

Losung: In diesem Falle haben wir zwei Gleichungen mit drei Unbekannten:
40z + 25y + 5z = 500 , r+y+z2=20

wobei = die Anzahl der 40-Kopeken-Marken, y die Anzahl der 25-Kopeken-Marken und z die
der 5-Kopeken-Marken ist. Dividiert man die erste Gleichung durch 5 und subtrahiert dann die
zweite, so erhalt man eine Gleichung mit zwei Unbekannten:

Tx + 4y = 80

Wir finden fir y: -
= 2 — —

Y 0 74

Offensichtlich ist 7 eine ganze Zahl. Wir bezeichnen sie mit ¢. Wir erhalten dann:
y=20—-"Tt und x =4t
Wir setzen die Ausdriicke fiir x und y in die zweite der Ausgangsgleichungen ein:
A4t +20 - Tt + 2 =20 , z =3t

Daz >0,y > 0und z > 0 ist, fallt es nicht schwer, die Grenzen fiir ¢ festzulegen: 0 < t < 28,
woraus wir schlieBen, dass flir ¢ nur zwei ganzzahlige Werte méglich sind: ¢t =1 und ¢t = 2.
Beim Einsetzen dieser Werte erhalten wir die folgende Tabelle:

Probe:
4-404+13-25+3-5 =500 , 8-40+6-254+6-5=500

Fir den Briefmarkenkauf sind also unter den genannten Voraussetzungen nur zwei Moglich-
keiten gegeben.

Der Kauf von Friichten

Aufgabe: Fiir 50 Rubel wurden 100 verschiedene Friichte gekauft. Dabei wurden die folgenden
Preise verlangt: Melonen, das Stiick zu 5 Rubel, Apfel, das Stiick zu 1 Rubel, Pflaumen, das
Stiick zu 10 Kopeken.

Wieviel Friichte von jeder Art wurden gekauft?

Lésung: Haben wir die Anzahl der Melonen mit z, die Anzahl der Apfel mit 3 und die Anzahl
der Pflaumen mit z bezeichnet, so stellen wir zwei Gleichungen auf:

500z + 100y + 10z = 5000 , r+y+z=100
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Wir dividieren die erste Gleichung durch 10, subtrahieren dann die zweite und erhalten eine
Gleichung mit zwei Unbekannten:

492 4 9y = 400
Der weitere Verlauf der Losung ist folgender:
—W—44—5x+4(1_$) — 44— Sr+4t;  t = 1;3:; r=1-9t

y =44 — 5(1 — 9t) + 4t = 39 + 49t
Aus den Ungleichungen
1-9t>0 und 39 449t > 0

stellen wir fest, dass
39

1

9 >t > 19
ist. Folglich ist t = 0. Deshalb ergeben sich z =1 und y = 39.
Nachdem wir die Werte x und y in die zweite Gleichung eingesetzt haben, erhalten wir z = 60.
Es wurden also 1 Melone, 39 Apfel und 60 Pflaumen gekauft. Andere Kombinationen kann es

nicht geben.
Das Erraten des Geburtstages

Aufgabe: Die Fertigkeit, diophantische Gleichungen zu l6sen, gibt uns die Moglichkeit, folgen-
den SpaB durchzufiihren.

Sie schlagen einem Bekannten vor, seinen Geburtstag (also nur den Tag) mit 12 und die
Monatszahl mit 31 zu multiplizieren. Er teilt lhnen die Summe beider Produkte mit, und Sie
errechnen danach das Geburtsdatum.

Wourde z. B. |hr Bekannter am 9. Februar geboren, so fiihrt er folgende Berechnungen durch:

9.-12=108, 2-31=62, 108+ 62=170

Diese letzte Zahl 170 teilt er lhnen mit, und Sie ermitteln das Datum. Wie kann man das
machen?

Losung: Die Aufgabe fiihrt zur Losung der diophantischen Gleichung

122 + 31y = 170
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wobei x und y positive ganze Zahlen sein sollen. AuBerdem soll = als Anzahl der Tage des
betreffenden Monats nicht groBer als 31 sein und y nicht groBer als 12.

170 — 31y 2+ by
= =14 — =14 —
T G 3y + G 3y+1
24 by =12t
—2 4+ 12t 1—1¢
927_‘_ =2t—-2-— =2t —2t;
5 5
t=1->5

x=14—3(2—12t;) + 1 — 5t; = 9 + 31¢,

Wir wissen, dass 31 > x > 0 und 12 > y > 0 sind, und finden nunmehr die Grenzen von t;:

9<15<1
31 ' T 6

Folglich sind ¢t; =0,z =9,y = 2.

Das Geburtsdatum ist der neunte Tag des zweiten Monats, d. h. der 9. Februar.

Wir beweisen, dass der SpaB immer ohne Fehlschlag gelingt, d. h., dass die Gleichung immer
nur eine Losung mit ganzen positiven Zahlen hat. Wir bezeichnen die Zahl, die lhr Bekann-
ter mitteilte, mit a, so dass das Suchen seines Geburtsdatums zur Losung der Gleichung
122 + 31y = a fihrt.

Wir fiihren unsere Untersuchung indirekt und setzen voraus, dass diese Gleichung zwei ver-
schiedene Losungen mit ganzen positiven Zahlen hat, namlich die Losung 1, y; und die Losung
X2, Y2, Wobei x1 und x5 den Wert 31 nicht und y; und y, den Wert 12 nicht (ibersteigen.
Wir erhalten:

1221 4+ 31y = a , 1229 4+ 31y, = a

Von der ersten Gleichung subtrahieren wir die zweite und erhalten
12(1’1 — $2) + 31(?}1 — yg) =0

Aus dieser Gleichheit ergibt sich, dass die Zahl 12(z; — x2) durch 31 teilbar ist. Da z; und
xo positive Zahlen sind, die 31 nicht tbersteigen, so ist ihre Differenz x; — x5 kleiner als 31.
Deshalb kann die Zahl 12(x; — 3) durch 31 nur in dem Falle teilbar sein, wenn z; = x5 ist,
d. h., wenn die erste Losung mit der zweiten zusammenfallt.

Somit fiihrt die Voraussetzung der Existenz zweier verschiedener Losungen zu einem Wider-
spruch.

Der Kiitkenverkauf

Drei Schwestern kamen mit Kiuken auf den Markt. Eine brachte 10 Kiiken zum Verkauf mit, die
andere 16, die dritte 26. Bis Mittag verkauften sie einen Teil ihrer Kiiken fiir ein und denselben
Preis. Nachmittags senkten sie den Preis, da sie befiirchteten, dass nicht alle Kiiken verkauft
werden, und. verkauften die restlichen Kiiken fiir einen gesenkten einheitlichen Preis.

Sie kehrten alle drei mit gleichem Erlos nach Hause zuriick, jede Schwester erhielt vom Verkauf
35 Rubel.

Fiir welchen Preis verkauften sie die Kitken vormittags und fiir welchen nachmittags?

Losung: Wir bezeichnen die Anzahl der Kiiken, die von jeder Schwester bis Mittag verkauft
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wurden, mit z, y bzw. z. In der zweiten Tageshalfte verkauften sie 10 — z, 16 — x bzw. 26 — x
Kiiken. Den Preis bis Mittag bezeichnen wir mit m, den gesenkten Preis mit n.
Der Klarheit halber stellen wir diese Bezeichnungen noch einmal in einer Tabelle gegeniiber:

Anzahl der verkauften Kiken Preis
vormittags T Y z m
nachmittags 10—z 16—y 26—z | n

Die erste Schwester nahm maz + n(10 — =) Rubel ein. Da das 35 Rubel waren, erhalten wir
die Gleichung:
mz +n(10 — z) = 35

Die zweite Schwester nahm my + n(16 — y) Rubel ein. Wir erhalten die Gleichung:
my +n(16 —y) =35

Die Einnahmen der dritten Schwester betrugen mz+n(26—z) Rubel, so dass sich die Gleichung
mz+n(26 — z) =35

ergibt. Wir formen diese drei Gleichungen um:

(m —n)x +10n = 35 (1)
(m —n)y + 16n = 35 (2)
(m —n)z+26n =35 (3)

Subtrahieren wir von der dritten Gleichung die erste und dann die zweite, so erhalten wir
nacheinander

(m—n)(z—2z)+16n=0
(m—n)(z—y)+10n =0

oder (m—n)(zx —z) =16n
(m—n)(y—z)=10n

Wir dividieren die erste dieser Gleichungen durch die zweite. Dann erhalten wir:

— 8 - —
2TE_C und nach Umformung rtTE_Y7s
y—z > 8 5

Da z,y, z ganze Zahlen sind, so sind auch die Differenzen x — z und y — z ganze Zahlen.
Wegen der Gleichung

missen nun aber z — z durch 8 und y — 2z durch 5 teilbar sein. Folglich ist

T —z y—z
:t:
8 5

woraus
r=2z+8t und y=z+5t

folgen.

Wir bemerken, dass die Zahl ¢ nicht nur eine ganze Zahl ist, sondern, auch eine positive, da
x > z ist. (Im umgekehrten Falle hatte die erste Schwester nicht soviel verdienen kdnnen wie
die dritte.)
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Da z < 10 ist, so ist 748t < 10. Bei ganzen und positiven z und ¢ wird die letzte Ungleichheit
nur in dem Falle erfillt, wenn z = 1 und ¢t = 1 sind. Haben wir diese Werte in die Gleichungen

r=2z+8 und y=2z-+0t

eingesetzt, so finden wir z = 9 und y = 6.
Wir wenden uns jetzt den Gleichungen

maz + n(10 — z) = 35my + n(16 — y) = 35mz +n(26 — z) =35

zu. Setzen wir die ermittelten Werte fiir x und y ein, so kénnen wir die Preise berechnen:
3 1
m = 31 Rubel, n= 11 Rubel

Die Kiiken wurden also vormittags fiir 3 Rubel 75 Kopeken verkauft, nachmittags fiir 1 Rubel
25 Kopeken.

Zwei Zahlen und vier Rechenoperationen

Die vorherige Aufgabe, die zu drei Gleichungen mit fiinf Unbekannten fiihrte, I6sten wir nicht
nach einer bekannten Rechenregel, sondern nach freier mathematischer Auffassung. Genauso
werden wir auch die folgenden Aufgaben lésen, die zu quadratischen diophantischen Gleichun-
gen fiihren.

Aufgabe: Mit zwei positiven Zahlen wurden folgende vier Rechenoperationen ausgefiihrt:
1. Die Zahlen wurden addiert;

2. die kleinere Zahl wurde von der groBeren subtrahiert;

3. sie wurden miteinander multipliziert;

4. die groBere Zahl wurde durch die kleinere dividiert.

Die erhaltenen Ergebnisse wurden addiert, es ergab sich 243. Die beiden Zahlen sind zu er-
mitteln.

Losung: Wenn wir die groBere Zahl mit « und die kleinere Zahl mit y bezeichnen, so erhalten
wir .
(x—l—y)—l—(x—y)—l—:chrg = 243

Multiplizieren wir diese Gleichung mit g, [6sen dann die Klammern auf und ordnen die Glieder,
so erhalten wir
r(2y + 1y + 1) = 243y

Da aber 2y +y* + 1 = (y + 1)? Ist, kann man noch weiter zusammenfassen zu:

9243
(y+1)?

Damit x eine ganze Zahl ist, muss der Nenner (y + 1)? ein Teiler der Zahl 243 sein (weil y
keinen gemeinsamen Teiler mit y + 1 haben kann).

Da 243 = 3 ist, schlieBen wir darauf, dass 243 sich nur durch folgende Zahlen, die samtlich
vollstandige Quadrate sind, ohne Rest teilen lasst: 1,32, 92.

Also muss (y + 1)? gleich 1, gleich 3? oder gleich 92 sein, woraus wir (wir erinnern uns, dass
y eine positive Zahl sein muss) entnehmen, dass y gleich 8 oder 2 ist. Dann ist x gleich 2‘;%
oder %. Also sind 24 und 8 oder 54 und 2 die gesuchten Zahlen.
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Ein Rechteck besonderer Art

Aufgabe: Die Seiten eines Rechtecks werden durch ganze Zahlen dargestellt, Wie lang miissen
die Seiten sein, damit der Umfang des Rechtecks zahlenmaBig gleich dem Flacheninhalt ist?

Losung: Haben wir die Seiten des Rechtecks mit x und y bezeichnet, so stellen wir die Gleichung

2y

2x + 2y = xy auf, woraus folgt xr = 5
y —

Da x und y positive Zahlen sein sollen, muss auch die Zahl y — 2 positiv sein, d. h., ¥ muss
groBer als 2 sein. Wir stellen jetzt fest, dass

2 2y —2)+4 4
po 2 _2y-2+4
y—2 y—2 y—2
gilt.
Da z eine ganze Zahl sein muss; so muss der Ausdruck y;i2 eine ganze Zahl sein. Bei y > 2

ist das aber nur moglich, wenn y gleich 3, 4 oder 6 ist. Entsprechende Werte von = werden 6,
4 und 3 sein.

Also ist die gesuchte Figur entweder ein Rechteck mit den Seiten 3 und 6 oder ein Quadrat
mit der Seite 4.

Zwei zweistellige Zahlen

Aufgabe: Die Zahlen 46 und 96 weisen eine interessante Besonderheit auf: Ihr Produkt andert
seine GroBe nicht, wenn man ihre Ziffern umstellt.

Es ist namlich 46 - 96 = 4416 = 64 - 69.

Es entsteht nun die Frage, ob es noch andere Paare zweistelliger Zahlen mit dieser Eigenschaft
gibt. Wie kann man alle diese Paare herausfinden?

Nachdem wir die Ziffern der gesuchten Zahlen mit x und y bzw. 2z und ¢ bezeichnet haben,
stellen wir die Gleichung

(102 + y)(10z + t) = (10y + z)(10t + 2)
auf. Wir multiplizieren aus und vereinfachen:
Tz =Yyt

wobei x,y, z,t ganze Zahlen kleiner als 10 sind. Um die Losung zu finden, stellen wir aus 9
Ziffern alle Paare mit gleichen Produkten zusammen:

2:8=4-4, 2:9=3-6, 3-8=4-6, 4-9=6-6

Es gibt insgesamt 9 Gleichungen. Von jeder kann man eine oder zwei gesuchte Zahlengruppen
aufstellen. Aus der Gleichung 1 -4 = 2 - 2 stellen wir beispielsweise das Paar 12 und 42 auf.
Die Uberpriifung ergibt 12 - 42 = 504 = 21 - 24.

Aus der Gleichung 1-6 = 2 - 3 ermitteln wir die Paare 12 und 63 sowie 13 und 62. Man erhalt
damit 12-63 =21 -36 und 13- 62 = 31 - 26.
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Auf diese Art und Weise konnen wir insgesamt 14 Zahlenpaare ermitteln, die auf folgende 14
Gleichungen fiihren:

12-42=21-24, 12-63=21-36, 12-84=21-48,  13-62=31-26,
13-93=231-39, 14-82=41-28, 23-64=132-46,  23-96=32- 69,
24-63=42-36, 24-84=42-48,  26-93=062-39,  34-86=43-68,
36-84=63-48,  46-96 = 64 - 69

Pythagoreische Zahlen

Ein bequemes und sehr genaues Verfahren, das von Landvermessern zur Absteckung senkrech-
ter Linien im Gelande benutzt wird, besteht in folgendem.

Es soll beispielsweise im Punkt A, der auf der Geraden M N liegt, eine Senkrechte errichtet
werden.

Man steckt von A aus langs der gegebenen Geraden irgendeine Entfernung a dreimal hinter-
einander ab und bezeichnet den gefundenen Punkt mit B. Dann kniipft man in eine Schnur
regelmaBig Knoten, die jeweils den Abstand a voneinander haben.

Die ganze Leine muss 3 + 4 + 5 = 12 solcher Langeneinheiten enthalten. Legt man dann
die Leine so um die Pflocke in A und B, wie es die Abbildung zeigt, so bildet die Leine ein
Dreieck, in dem der Winkel bei A rechtwinklig ist.

Dieses antike Verfahren, das schon vor Jahrtausenden von den Erbauern der agyptischen Py-
ramiden angewendet wurde, beruht darauf, dass jedes Dreieck, dessen Seiten sich wie 3:4 : 5
verhalten, entsprechend dem bekannten Satz des Pythagoras rechtwinklig ist, da 3% + 42 = 52
ist.

AuBer den Zahlen 3, 4, 5 existiert bekanntlich eine unzahlige Vielfalt ganzer positiver Zahlen
a, b, ¢, die die Gleichung a? + b? = ¢? erfiillen.

Sie werden pythagoreische Zahlen genannt. Entsprechend dem Satz des Pythagoras kénnen
solche Zahlen als Langen der Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks dienen; deshalb nennt man
die Seiten a und b Katheten und die Seite ¢ Hypotenuse.

Nun ist leicht einzusehen, dass, wenn a, b und ¢ drei pythagoreische Zahlen sind, auch pa, pb,
pc, wobei p ein ganzzahliger Faktor ist, pythagoreische Zahlen sind.

Umgekehrt gilt: Haben die pythagoreischen Zahlen einen gemeinsamen Faktor, so kann man
sie alle durch diesen gemeinsamen Faktor kiirzen. Es ergeben sich dann wieder drei pythago-
reische Zahlen.

66



4 Diophantische Gleichungen

Aus diesem Grunde werden wir anfangs nur solche Dreiergruppen untersuchen, die unter-
einander teilerfremd sind, d. h. Zahlen, die keinen gemeinsamen Teiler haben. (Die brigen
pythagoreischen Zahlen ergeben sich ja durch Multiplikation mit einem ganzzahligen Faktor

p.)

Wir wollen nun zeigen, dass in jeder solchen Dreiergruppe von Zahlen jeweils eine Zahl, die
einer Kathete entspricht, geradzahlig sein muss, wahrend die Zahl, die der anderen Kathete
entspricht, ungeradzahlig sein muss.

Wir fiihren diese Untersuchung indirekt. Waren die Zahlen a und b, die den Katheten entspre-
chen, beide geradzahlig, so ware auch die Zahl a® + b? geradzahlig. Dann ist aber auch die
Zahl ¢ geradzahlig, was hier nicht bewiesen werden soll. Das widerspricht jedoch dem, dass
die Zahlen a, b, ¢ keine gemeinsamen Teiler haben, da drei gerade Zahlen den gemeinsamen
Teiler 2 haben. Somit muss wenigstens eine der Zahlen a, b und ¢ eine ungerade Zahl sein.

Die Annahme, dass die Zahlen a und b, die den Katheten entsprechen, beide ungeradzahlig
sind, und die Zahl ¢, die der Hypotenuse entspricht, geradzahlig ist, fiihrt ebenfalls auf einen
Widerspruch.

Die Zahlen a und b haben dann namlich die Form 2x + 1 bzw. 2y + 1, und fiir die Summe der
Quadrate ergibt sich:

4 Az + 1+ 4y’ Hdy + 1 =47 o+ +y) + 2

Das Quadrat stellt eine Zahl dar, die bei der Division durch 4 den Rest 2 ergibt, wahrend das
Quadrat einer geraden Zahl doch durch 4 teilbar ist. Die Zahl ¢ ist also nicht gerade.

Also ist von den Zahlen, die den "Katheten" a und b entsprechen, eine gerade, und die andere
ungerade. Deshalb ist auch die Zahl (a® + b?) ungerade und folglich auch die Zahl ¢, die der
Hypotenuse entspricht. Fiir die weiteren Erdrterungen wollen wir nun festlegen, dass die Zahl
a ungeradzahlig und die Zahl b geradzahlig ist.

Aus der Gleichung a? + b* = ¢? erhalten wir
a? =c* —b* = (c+b)(c—D)

Die Faktoren (¢4 b) und (¢ — b), die auf der rechten Seite stehen, sind teilerfremd.
Ja, wenn diese Faktoren einen gemeinsamen Primteiler hatten, so wiirde sich auch die Summe

(c+b)+ (c—0b)=2c
durch diesen Teiler teilen lassen. Dann hatten aber auch die Differenz
(c+b)—(c—b)=2b  unddas Produkt  (c+b)(c—b) = a?

einen gemeinsamen Teiler.

Da er ungeradzahlig ist, ist dieser Teiler ungleich 2, und deshalb haben die Zahlen a, b, ¢ diesen
gemeinsamen Teiler, was aber nicht sein kann. Dieser Widerspruch zeigt, dass die Zahlen (c+b)
und (¢ — b) teilerfremd sind.

Ist aber das Produkt gegenseitig teilerfremder Zahlen ein vollstandiges Quadrat, so ist jede
dieser Zahlen ein Quadrat, d. h.

c+b=m? , c—b=n?
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Dieses Gleichungssystem fiihrt auf:

2 | 2 2 _ 2
JR L o und  p= ™
2 2
a®> = (c+b)(c—b) = m*n? : a=mn

Also haben die betrachteten pythagoreischen Zahlen die Form

m2—n m? + n?
a=m-n, b= ——, c=—5—

wobei m und n gegenseitig teilerfremde ungerade Zahlen sind. Umgekehrt kann man nun
sagen:

Sind m und n zwei teilerfremde ungerade Zahlen, so erhalt man beim Einsetzen in die oben
angefiihrten Formeln drei pythagoreische Zahlen a, b und c.

Als Beispiel werden wir einige Dreiergruppen von pythagoreischen Zahlen durch Einsetzen
ermitteln.

firm=3,n=1 3%4+42 =52 firm=5n=1 5>+12% =13?%
firm=7n=1 T7T°4+24>=252, firm=9n=1 92 +40% =412
firm=11,n=1: 1124602 =612, firm =13,n=1. 13% 4 842 = 852,
firm=5n=3 15248 =172 firm="7n=3: 212 +20% =292,
firm=11,n=3: 3324562 =652 firm=13,n=23: 392+ 80% =892,
firm="T,n=5 3524122 =37%, firm=9,n=>5:  45%+28% =532
firm=11,n=>5 5524482 =732 firm=13,n="5: 652+ 722 =972
firm=9n="7 6324162 =652 firm=11,n="7 722+ 362 =852

(Alle Gbrigen Dreiergruppen pythagoreischer Zahlen haben entweder gemeinsame Faktoren
oder enthalten Zahlen, die groBer als 100 sind.)

Die pythagoreischen Zahlen weisen tiberhaupt eine Reihe interessanter Besonderheiten auf, die
wir im folgenden ohne Beweise nur erwahnen wollen:

1. Eine der Zahlen, die den Katheten entsprechen, ist ein Vielfaches von 3.
2. Eine der Zahlen, die den Katheten entsprechen, ist ein Vielfaches von 4.
3. Eine der pythagoreischen Zahlen ist ein Vielfaches von 5.

Die Richtigkeit dieser Aussagen kann man an den oben angefiihrten Beispielen von Dreier-
gruppen pythagoreischer Zahlen lberpriifen.

Diophantische Gleichungen dritten Grades

Die Summe der dritten Potenzen dreier ganzer Zahlen kann die dritte Potenz einer vierten
Zahl sein, z. B.: 32 + 43 + 53 = 63. Das bedeutet unter anderem, dass ein Wiirfel mit der
Kantenlange 6 cm das gleiche Volumen hat wie drei Wiirfel, von denen je einer die Kantenlange
3 cm, 4 cm bzw. 5 cm hat.

= I N o
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Mit diesem Ergebnis soll sich nach einer Uberlieferung bereits der griechische Philosoph Platon
beschaftigt haben.

Versuchen wir auch in diesem Fall weitere Zahlengruppen mit dieser Eigenschaft zu finden.
Wir stellen uns also die Aufgabe, Losungen der Gleichung 22 + y3 + 23 = «® zu ermitteln.
Bequemer aber ist es, die Unbekannte u mit —¢ zu bezeichnen. Dann erhalt die Gleichung die
einfachere Form z3 + 32 + 23 + 3 = 0.

Beschaftigen wir uns mit dem Verfahren, mit dessen Hilfe wir die vielen Losungen dieser
Gleichung finden konnen. Fiir die Werte sollen ganze (positive und negative) Zahlen in Frage
kommen. Moégen a, b, ¢, d und «, (3, 7y, 0 zwei Vierergruppen von Zahlen sein, die die Gleichung
erfillen.

Wir fligen den Zahlen der ersten Vierergruppe die Zahlen der zweiten Vierergruppe hinzu,
multipliziert mit einer gewissen Zahl k, und bemiihen uns, die Zahl k£ so zu wahlen, dass die
entstandenen Zahlen a + ko, b+ kB , ¢+ kv, d+ kd ebenfalls unsere Gleichung erfiillen. Mit
anderen Worten, wir wahlen k so, dass die Gleichung

(a+ka)* + (b+ kB> + (c+ky)> 4+ (d+ K6 =0

entsteht.
Wir multiplizieren die Klammern aus. Bedenken wir nun, dass die Vierergruppen a, b, ¢, d und
a, B, 7, 0 diese Gleichung erfiillen, d.h. also, dass gilt

A+ +F+d=0 5 P+ +P =0
so erhalten wir:
3a’ka + 3ak*a? + 3V°kf + 3bk* 5% + 3c*ky + 3ck*y? + 3d%ko + 3dk*6* = 0

oder
3k[(a®a + b?B + vy + d*0) + k(aa® + bB% + cy? +dé*)] =0

Ein Produkt kann nur in dem Fall gleich Null sein, wenn wenigstens ein Faktor gleich Null ist.
Wir setzen nacheinander jeweils einen Faktor gleich Null und erhalten zwei Werte fiir k. Der
erste Wert, k = 0, interessiert uns nicht.

Er besagt: Wenn man den Zahlen a, b, ¢, d nichts hinzufligt, so genligen die entstandenen
Zahlen unserer Gleichung.

Deshalb nehmen wir nur den zweiten Wert fiir k:

_d*a+ 0B+ Py +d%
aa? 4+ b? + cy? + do?

Kennt man also zwei Vierergruppen von Zahlen, die die Ausgangsgleichung erfiillen, so kann
man eine neue Vierergruppe ermitteln. Dabei muss man den Zahlen der ersten Vierergruppe
die Zahlen der zweiten Vierergruppe hinzufiigen, die mit k& multipliziert wurden, wobei k& den
oben erwahnten Wert hat.

Um dieses Verfahren anwenden zu kénnen, muss man zwei Vierergruppen von Zahlen kennen,
die die Ausgangsgleichung erfiillen. Eine solche Vierergruppe (3,4,5, —6) kennen wir schon.
Woher noch eine Vierergruppe nehmen?

Es ist einfach, den Ausweg aus dieser Lage zu finden: Als zweite Vierergruppe kann man die
Zahlen r, —r, s, —s nehmen, die die Ausgangsgleichung offensichtlich erfiillen.
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Das heiBt also, das uns folgende Werte zur Verfligung stehen:
a=3, b=4, c¢=5 d=—6; a=r, pf=-r, =5 0=-—5

Dann erhalten wir fur k, wie leicht zu ersehen ist, den Wert

j— —77’—115_77’—1—115

Tr2 — 52 Tr2 — 52

und fir die Zahlen a + ka, b+ k3, ¢ + kv, d + ko erhalten wir die Werte:

2872 + 11rs — 352 . 21r2 — 11rs — 45
Tr2 — s2 ’ Tr2 — s2

3512 4+ Trs + 652 . —427r%2 — Trs — 5s?
Tr2 — s2 ’ Tr2 — 52

GemaB dem vorher Gesagten erfiillen diese vier Ausdriicke die Ausgangsgleichung
Py 4+ =0

Da alle diese Werte den gleichen Nenner besitzen, so kann man ihn beseitigen (d.h., die Zahler
dieser Briiche erfiillen ebenfalls die betrachtete Gleichung). Die aufgeschriebenen Gleichungen
erfillen somit (bei beliebigem r und s) folgende Zahlen:

r =28 4+ 11rs — 3s*
y=21r? — 11rs — 4s?
2 = 35r% + Trs + 652

t = —42r* — Trs — 5s*

Indem man diese Zahlen in die dritte Potenz erhebt und die Glieder addiert, kann man sich
von der Richtigkeit dieser Aussage iiberzeugen. Geben wir r und s verschiedene ganze Werte,
konnen wir eine ganze Reihe ganzzahliger Losungen unserer Gleichung erhalten. Haben die
entstehenden Zahlen einen gemeinsamen Faktor, so kann man diese Zahlen durch diesen Faktor
dividieren.

Im Falle = 1, s = 1 erhalten wir beispielsweise fiir x, y, z und ¢ folgende Werte: 36, 6, 48,
-4, oder, wenn man durch 6 kurzt: 6, 1, 8, -9.
Somit ist 6% + 13 + 8% = 9.

Hier noch eine Reihe von Gleichungen desselben Typs, die nach dem Kiirzen durch einen
gemeinsamen Faktor entstehen:

firr=1,s =2, 383 4733 = 173 + 763,
fuirr=1,s =3, 173155% = 243 + 543,
firr=1,s =5, 43 +110% = 673 + 1013,
firr=1,s=4, 8 453%=29% 4503,
firr=1,s=—1, 73+ 1434+ 17 = 203,
firr=1,5s= -2, 234+16% =934 153,
firr=2,5s=—1, 293+ 343 + 443 = 533

Wenn wir in der Ausgangsvierergruppe 3, 4, 5, -6 oder in einer der neu entstandenen Vierer-
gruppen die Stellen der Zahlen vertauschen und das gleiche Verfahren anwenden, erhalten wir
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eine neue Losungsserie.

Nehmen wir z. B. die Vierergruppe 3, 5, 4, -6 (d. h., wir setztena =3, b=5,c=4, d=—6
voraus), so erhalten wir fiir x, y, z und ¢ die Werte:

x = 20r* + 10rs — 352,
y =122 — 10rs — 5s?,

2 = 1612 + 8rs + 652,

t = —24r?2 — 8rs — 45>

Daraus erhalten wir bei verschiedenem r und s eine Reihe neuer Gleichungen:

firr=1,s=1, 9% +10% = 13 4 123,
firr=1,s =23, 2334 94% = 633 + 84,
firr=1,s =5 5%+ 1633+ 1643 = 2063,
firr=1,s=6, 73+5434+57 =703,
firr=2,s=1, 23%+97 4+ 86% = 1163,
firr=1,s =—-3, 3%+36%+ 37 = 46°

Auf diesem Wege kann man eine Vielfalt von Losungen der betrachteten Gleichung erhalten.
Einhunderttausend fiir den Beweis eines Satzes

Eine Aufgabe aus dem Gebiet der diophantischen Gleichungen erlangte aufsehenerregende
Beriihmtheit, da fir ihre richtige Losung ein ganzes Vermogen ausgesetzt war: 100000 Mark!
Die Aufgabe besteht darin, den Beweis fiir die folgende Behauptung des franzdsischen Mathe-
matikers Pierre Fermat?| zu erbringen:

Die Summe zweier ganzer Zahlen gleicher Potenz kann nicht die gleiche Potenz irgendeiner
dritten ganzen Zahl sein. Eine Ausnahme stellt nur die zweite Potenz dar, fiir die das moglich
ist.

Mit anderen Worten, man muss beweisen, dass die Gleichung x™ +y" = 2", wobei 2", y™ und
2" ganze Zahlen sind, fir n > 2 unlésbar ist.
Erlautern wir noch einmal den Sachverhalt:

Wir sahen, dass die Gleichungen 2 + y?> = 2% und 2® + 93 + 23 = t? viele ganzzahlige

Losungen haben. Versuchen Sie aber, drei ganze positive Zahlen zu ermitteln, fir die die
Gleichung 22 + y® = 23 erfiillbar ware; lhr Suchen bliebe nutzlos.

Der gleiche Misserfolg erwartet Sie auch bei der Suche nach Beispielen fiir die vierte, flinfte,
sechste und fiir héhere Potenzen.

Fermat behauptet nun, dass es unmoglich ist, Beispiele zu finden. Allerdings ist diese Aussage
noch nicht bewiesen, obwohl inzwischen drei Jahrhunderte vergangen sind, seitdem sie von
Fermat formuliert wurde.

Beriihmte Mathematiker arbeiteten an diesem Problem. Im besten Falle gelang es ihnen aber

12Pjerre Fermat (1603-1665) war kein Berufsmathematiker. Der Ausbildung nach Jurist und Parlamentsrat,
beschaftigte er sich mit mathematischen Forschungen nur nebenbei. Trotzdem verdanken wir ihm eine be-
trachtliche Anzahl von duBerst wichtigen Erkenntnissen auf dem Gebiet der Mathematik. Er veréffentlichte
seine Arbeiten jedoch nicht, sondern teilte sie nach Sitte der damaligen Zeit in Briefen seinen gelehrten
Freunden Pascal, Descartes, Huygens, Roberval u. a. mit.
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nur, die Behauptung fiir diesen oder jenen einzelnen Exponenten oder fiir eine Exponentengrup-
pe zu beweisen. Notwendig ist es jedoch, den allgemeinen Beweis fiir jeden ganzen Exponenten
zu finden.

Besonders interessant ist auch der Umstand, dass ein Beweis angeblich schon einmal gefunden
war. Und zwar soll Pierre Fermat selbst einen Beweis fiir seine Vermutung gefunden haben.
Fermat schrieb seine mathematischen Entdeckungen haufig nur in Form von Notizen auf die
Rander von Biichern, in denen er gerade las.

Auch die Annahme, dass die Summe zweier ganzer Zahlen gleicher Potenz nicht die gleiche
Potenz einer dritten Zahl sein kann, schrieb er auf einen solchen Buchrand, und zwar in einem
Werk von Diophantos. Er fligte dann den folgenden Satz hinzu:

"Ich habe hierfiir einen Wahrhaft wunderbaren Beweis entdeckt, doch ist dieser Rand hier zu
schmal, um ihn zu fassen."

Weder in den Papieren des groBen Mathematikers noch in seiner Abschrift, tberhaupt nirgend-
wo an anderer Stelle, gelang es, Spuren dieses Beweises zu finden.

Die Nachfolger Fermats mussten einen selbstindigen Weg gehen. Hier die Resultate ihrer
Anstrengungen:

Euler bewies 1797 den Fermatschen Satz fiir die dritte und vierte Potenz, fiir die fiinfte Potenz
bewies ihn Legendre 1833, fiir die siebente Lamé und Lebesgue 1840/

1849 bewies Kummer den Satz fiir eine weitlaufige Gruppe von Potenzen und, unter anderem,
fur alle Exponenten kleiner als 100. Diese letzten Arbeiten gehen weit tber die Grenzen des
Gebietes der Mathematik hinaus, das Fermat bekannt war, und es ist ratselhaft, wie letzterer
den allgemeinen Beweis seines "groBen Satzes" finden konnte.

13Fiir zusammengesetzte Exponenten (auBer 4) wird kein besonderer Beweis gefordert.
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5 Die sechste Grundrechenoperation

Fir die Addition und die Multiplikation gibt es je eine Umkehroperation, die Subtraktion bzw.
die Division. Die fiinfte Grundrechenoperation, das Potenzieren, hat zwei Umkehroperationen:
Das Ermitteln der Basis und das Ermitteln des Exponenten.

Das Suchen der Basis ist die sechste Grundrechenoperation und heiBt Radizieren. Das Suchen
des Exponenten ist die siebente Grundrechenoperation und wird Logarithmieren genannt. Der
Grund dafiir, dass das Potenzieren im Gegensatz zur Addition und Multiplikation zwei Um-
kehroperationen hat, ist unschwer zu verstehen:

Bei der Addition kann man die Summanden vertauschen. Das gilt auch fir die Multiplikation.
In einer Potenz kann man jedoch nicht die Basis und den Exponenten gegeneinander austau-
schen. So gilt beispielsweise 3% # 5.

In einer Summe kann man also jeden Summanden nach dem gleichen Verfahren ermitteln,
namlich durch die Subtraktion. In einem Produkt lasst sich jeder Faktor nach dem gleichen
Verfahren, namlich durch die Division, ermitteln. In einer Potenz wird jedoch der Exponent
anders ermittelt als die Basis.

Die sechste Grundrechenoperation, das Radizieren, wird mit dem Wurzelzeichen / angedeu-
tet. Nicht alle wissen, dass das eine Formveranderung des lateinischen Buchstabens "r" ist,
des Anfangsbuchstabens in einem lateinischen Wort, das "Wurzel" bedeutet™]

Im 16. Jahrhundert wurde als Wurzelzeichen nicht der kleine, sondern der groBe Buchstabe "R"
benutzt. Daneben wurde dann der erste Buchstabe der lateinischen Wérter "quadratisch" (q)
oder "kubisch" (c) geschrieben, um anzuzeigen, welche Wurzel gemeint ist, die Quadratwurzel
oder die Kubikwurzel.

Man schrieb z.B. R. q. 4352 an Stelle der heutigen Bezeichnung /4352.

Berlicksichtigt man nun noch, dass in dieser Zeit die heutigen Zeichen fiir "plus" und "minus"
noch nicht in allgemeinen Gebrauch gekommen waren, sondern an ihrer Stelle die Buchstaben
p. und m. verwendet wurden, und dass unsere Klammern durch die Zeichen | und | ersetzt
wurden, so wird klar, welches fiir das moderne Auge ungewohnliche Aussehen die algebraischen
Ausdriicke damals haben mussten.

Hier ein Beispiel aus dem Buch des italienischen Mathematikers Rafael Bombelli aus dem Jahre
1572:

R.c. | R.g.4352p. 16 | m. R.c. [ R. q. 4352 m. 16 |

Wir wiirden diese Zeile heute folgendermaBen schreiben:

/4352 + 16 — V4352 — 16

AuBer der Bezeichnung /a wird jetzt fir die gleiche Operation auch noch eine andere ver-
wendet, a%, eine im Sinne der Verallgemeinerung duBerst bequeme Bezeichnung:

Sie unterstreicht anschaulich, dass jede Wurzel nichts anderes ist als eine Potenz, deren Expo-
nent eine gebrochene Zahl ist. Sie wurde von dem bedeutenden hollandischen Mathematiker
des 16. Jahrhunderts Simon Stevin eingefiihrt.

¥radix (lat.), Wurzel.
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Was ist groBer?

In den folgenden Aufgaben soll jeweils von zwei Wurzeln entschieden werden, welche groBer
ist, und zwar soll die Frage beantwortet werden, ohne dass die Wurzeln ausgerechnet werden.

1. Aufgabe: Welche Zahl ist groBer: v/5 oder v/27?

Losung: Wir erheben beide Wurzeln in die zehnte Potenz und erhalten:
Da 32 > 25, gilt auch: V2 > /5.

2. Aufgabe: Welche Zahl ist groBer: v/4 oder v/7?

Losung: Wir erheben beide Wurzeln in die 28. Potenz und erhalten:
(\4/4_1)28:47:214:27-27:1282; (\77)28:74:72-72:492

Da 128 > 49 ist, gilt auch Vi > 7.
3. Aufgabe: Welche Summe ist groBer, v/7 4+ /10 oder /3 + /197

Loésung: Haben wir beide Ausdriicke quadriert, so erhalten wir

(VT+V10)2=17+2V70  und (V3 +V19)? =22+ 257

Wir subtrahieren in beiden Werten 17. Dann verbleiben 2+/70 bzw. 5+ 24/57. Wir quadrieren
nun diese Ausdriicke:

(2vV70)2 =280 ;  (5+2V57)* =253+ 20V/57

Wir subtrahieren jeweils 253 und erhalten dann 27 bzw. 20+/57. Da /57 groBer als 2 ist, so
ist 200/57 > 40; folglich ist v/3 + v/19 > /7 + v/10.

Auf einen Blick zu losen

Aufgabe: Betrachten Sie aufmerksam die Gleichung z* = 3, und nennen Sie einen giiltigen
Wert fir x!

3

Losung: Jeder, der sich gut an die algebraischen Symbole gewohnt hat, erfasst, dass z = /3
ist.

In diesem Fall ist namlich 2® = (¥/3)® = 3, und folglich ist 2*° = 2% = 3, was auch gefordert
war.

Wer dieser "Losung auf einen Blick" nicht gewachsen ist, kann sich die Suche nach der Unbe-
kannten auf folgende Weise erleichtern.

Moge 23 = y sein. Dann ist x = ¢/y und die Gleichung erhalt die Form ({V@)y =3.

Wenn wir nun die Gleichung in die dritte Potenz erheben, so erhalten wir: y¥ = 33. In diesem
Fall ist sicher y = 3 und folglich » = {/y = /3.

Wo steckt der Fehler?

Recht interessant sind Aufgaben, die in der Losung einen getarnten Fehler enthalten und dann
zu erstaunlichen Fehlaussagen fiihren. Auf diese Weise wird dem Unkundigen z. B. "nachge-
wiesen", dass 2 -2 =5 ist.
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Die sechste Grundrechenoperation eignet sich nun ganz besonders gut fiir solche "getarnten
Fehler". Betrachten wir einen solchen Fall, in dem es heift: Es ist 2 = 3.

Man beginnt mit der unbestreitbaren Gleichheit:
4-10=9-15

Wir addieren nun auf beiden Seiten der Gleichung den Bruch 6%:

1 1
4—-1046-=9—-154+6-
+ 4 * 4

Nun soll die Gleichung umgeformt werden:

5 (52 5 (52
22 -2.2. = () =32-2.3.-~ ()
22 272

(-2 - -3

Radiziert man auf beiden Seiten der Gleichung, so ergibt sich wohl

5 5
2——=3— =
2 2
Nun wird noch auf beiden Seiten der Gleichung g addiert, und die sinnlose Form
2=3

ist erreicht. Worin verbirgt sich nun der Fehler?

Losung: Der Fehler entstand bei folgendem Schritt: Es sollte in der Gleichung

5 5
2——-—=3—-—
2 2
die Quadratwurzel auf beiden Seiten gezogen werden. Man erhielt angeblich:
5 5
2——=3—-—
2 2

Man kann jedoch nicht aus der Gleichheit zweier Quadrate auf die Gleichheit ihrer Quadrat-
wurzeln schlieBen. Das zeigt schon folgender simpler Fall, dass zwar (—5)? gleich 52 ist, nicht
aber -5 gleich 5.

Eine zweite Aufgabe dieser Art zeigt den eingangs erwahnten Fall 2 - 2 = 5. Wir fithren hier
nur den Rechengang an, und Sie suchen bitte selbst den Fehler heraus:

16 — 36 = 25 — 45
16 — 36 201 =25 45+201
4 4

(b2 - (-3

9 9

4-Z=5-—=
2 2
4=5

2.2=5

Diese Falle sollen einen unerfahrenen Mathematiker vor unbedachten Operationen mit Glei-
chungen, die eine Unbekannte unter dem Wurzelzeichen enthalten, warnen.
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Der Handedruck

Aufgabe: Zu Beginn einer Sitzung begriiBten sich die Anwesenden durch Handedruck. Es
wurden insgesamt 66 Handedriicke ausgetauscht. Wieviel Personen waren auf der Sitzung?

Losung: Die Aufgabe wird mit algebraischen Mitteln gelost. Jeder der x Teilnehmer driickte
x — 1 Hande. Man miisste demzufolge annehmen, dass z(x — 1) Handedriicke ausgetauscht
wurden.
Dabei gilt es aber zu beachten, dass, wenn Iwanow die Hand Petrows driickt, so driickt auch
Petrow die Hand Iwanows. Diese beiden Handedriicke muss man als einen rechnen. Deshalb
erhalten wir die Halfte der Handedriicke, die das Produkt x - (z71) ergibt. Wir gewinnen so
die Gleichung

x(r —1)

—= =66

2
die wir gleich noch etwas vereinfachen:
22— —132=0

Daraus erhalten wir:

1 1 528
x:§j: Z+T mit r1 =12 und x,=-11
Da die negative Losung (-11 Personen) dieser quadratischen Gleichung im gegebenen Falle
keinen Sinn hat, kommt nur die erste in Betracht: An der Sitzung nahmen 12 Menschen teil.

Der Bienenschwarm

Aufgabe: Im alten Indien war eine eigenartige Sportart verbreitet - 6ffentliche Wettbewerbe
in der Losung komplizierter Aufgaben. Die indischen mathematischen Handbiicher hatten teil-
weise das Ziel, als Unterstiitzung fiir solche Wettbewerbe um die Meisterschaft im Denksport
zu dienen. Der Verfasser eines dieser Lehrbiicher schrieb folgendes:

"Nach den hier angefiihrten Regeln kann sich der Weise tausend an-
dere Aufgaben ausdenken. Wie die Sonne mit ihrem Schein die Sterne
iberstrahlt, so stellt auch der gelehrte Mensch den Ruhm eines an-
deren in den Volksversammlungen in den Schatten, stellt und st er
algebraische Aufgaben."

In der Originalschrift ist das poetischer ausgedriickt, da das ganze
Buch in Versen geschrieben ist. Die Aufgaben waren auch in Gedicht-
form gehalten. Wir fiihren eine von ihnen in prosaischer Ubertragung
an.

"Bienen von der Zahl, gleich der Quadratwurzel der Halfte ihres ge-
samten Schwarmes, setzten sich auf einen Jasminstrauch und lieBen
% des Schwarmes zuriick. Und nur eine Biene desselben Schwarmes
kreist um eine Lotosblume, angelockt vom Gesumm einer Freundin,
die unvorsichtigerweise in die Falle der siiB duftenden Bliite geriet.
Wieviel Bienen waren insgesamt im Schwarm?"
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Losung: Bezeichnet man die Anzahl der Bienen, aus denen der Schwarm bestand, mit x, so

hat die Gleichung die Form
/ 8

Wir konnen ihr eine einfachere Form geben, wenn wir die Hilfsunbekannte y = \/g einfiihren.
Dann ist # = 292, und es entsteht die Gleichung:

16
y+§y2—|—2:2y2 bzw. 2y — 9y — 18 =10
Als Losung dieser Gleichung erhalten wir die beiden Werte y; = 6 und y, = —%. Die entspre-
chenden Werte fiir x sind dann: 1 = 72 bzw. x5 = 4, 5.
Da die Anzahl der Bienen ganzzahlig, positiv sein muss, kann nur die erste Wurzel als Losung
der Aufgabe angesehen werden: Der Schwarm bestand aus 72 Bienen. Uberpriifen wir dieses
Ergebnis:

|
_l’_

2-72:+2:6+64+2:72
Eine Affenherde

Eine andere indische Aufgabe, die, in die russische Sprache
ibersetzt, in dem Biichlein "Wer erfand die Algebra?’ von
W. |. Lebedew zu finden ist, lautet folgendermaBen:

"Kurzweil trieben Affen, die in zwei Parteien aufgeteilt wa-
ren. Der achte Teil zum Quadrat tummelte sich frohlich
im Gehdlz, wahrend 12 Affen die frische Luft mit ihrem
Geschrei erfiillten. Sag mir, wieviel Affen dort insgesamt
waren!"

Losung: Wir bezeichnen die Anzahl der Affen zunachst mit z, dann gilt:

2
() -

Daraus erhalt man als Lésungen x1 = 48 und x5 = 16.
Die Aufgabe hat zwei positive Losungen: In der Herde konnten entweder 48 oder 16 Affen
sein. Beide Antworten werden der Aufgabe gerecht.

Die Voraussicht der Gleichungen

In den drei letzten Aufgaben verfiigten wir lber die jeweils entstandenen zwei Losungen der
Gleichungen unterschiedlich. Wir machten die Brauchbarkeit der Losungen von den Bedingun-
gen der Aufgabe abhangig. Im ersten Falle verwerten wir die negative Losung als dem Inhalt
der Aufgabe nicht entsprechend, im zweiten Falle lehnten wir den Bruch ab, in der dritten
Aufgabe dagegen erkannten wir beide Losungen an.

Die Existenz einer zweiten Lésung erweist sich manchmal als echte Uberraschung, nicht nur
fir denjenigen, der die Aufgabe l6st, sondern auch fiir den Verfasser dieser Aufgaben. Wir
fihren ein Beispiel an, wo sich die Gleichung weitsichtiger als der erweist, der sie aufstellte.

"Ein Ball wurde mit einer Geschwindigkeit von 25 m - s™! senkrecht in die Hohe geworfen. In
wieviel Sekunden wird er in einer Hohe von 20 m Gber der Erde sein?"
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Losung: Fiir den senkrechten Wurf nach oben lautet die Formel

t?
h=ot -9
2

wobei h die erreichte Hohe des Korpers tiber der Erde ist, v die Anfangsgeschwindigkeit, ¢ die
Erdbeschleunigung und ¢ die benétigte Zeit zum Steigen. (Der Luftwiderstand wird in dieser
Formel nicht beriicksichtigt.)

Den Luftwiderstand kdnnen wir im gegebenen Falle auBer acht lassen, da er bei unbedeutenden
Geschwindigkeiten nicht so groB ist. Um die Berechnung zu vereinfachen, setzen wir g nicht
gleich 9,8 m - s72, sondern 10 m - s2 (der Fehler betragt 2%). Haben wir in die angefiihrte
Formel die Werte h, v und g eingesetzt, so erhalten wir

10t
20 = 25t — 5 und nach Umformung t? —5t+4=0

Als Loésungen erhalten wir t; = 1 und £, = 4.

Der Ball wird demnach zweimal in der Hohe von 20 m sein: 1 Sekunde nach dem Werfen und
4 Sekunden nach dem Werfen.

Kann das moglich sein? Ein voreiliger Rechner wiirde vielleicht lberlegen, welche Losung er
ausschlieBen soll. Aber es ist nicht an dem, beide Losungen sind berechtigt.

Der Ball befindet sich tatsachlich an zwei Zeitpunkten in dieser Hohe, einmal beim Aufstieg
und das zweite Mal beim Zuriickfallen. Es ist leicht zu errechnen, dass der Ball bei einer An-
fangsgeschwindigkeit von 25 m in der Sekunde 2,5 Sekunden lang hoch fliegt und die Hohe
31,25 m erreicht. Hat er nach einer Sekunde die Héhe 20 m erreicht, wird der Ball noch 1,5
Sekunden steigen. Dann féllt er in der gleichen Zeit bis zum Stand von 20 m wieder hinunter
und erreicht nach einer weiteren Sekunde die Erde.

Eine Aufgabe von Euler

Zwei Bauerinnen gingen zusammen auf den Markt, um Eier zu verkaufen. Beide hatten unter-
schiedliche Mengen mit, zusammen waren es 100 Eier, aber sie nahmen gleiche Geldbetrage
ein. Da sagte die erste zur zweiten: "Hatte ich deine Eier gehabt, so hatte ich 15 Kreuzer
verdient."

Die zweite antwortete: "Und hatte ich deine Eier verkauft, so hatte ich an ihnen 6% Kreuzer
verdient."

Wieviel Eier besaB jede?

Losung: Wenn die erste Bauerin x Eier verkaufte, dann verkaufte die zweite 100 — x Eier.
Hatte aber die erste 100 — x Eier verkauft, so hatte sie, wir wissen es, 15 Kreuzer verdient.

Also verkaufte die erste Bauerin Eier fiir den Preis von mé‘r’_x Kreuzer das Stuck.

Auf gleiche Weise ermitteln wir, dass die zweite Bauerin die Eier fiir den Preis von 6% Cxr = %
Kreuzer das Stiick verkaufte. Jetzt wird der tatsachliche Erlos jeder Bauerin ermittelt.

Die erste Bauerin verdiente: x - 10%)5 = 5z Kreuzer.
—z  100—=
. . . . . 20(100—
Die zweite Bauerin verdiente: (100 — ) - 22 = % Kreuzer.

Da der Verdienst beider gleich ist, so gilt:

152 20(100 — x)

100 — 2z 3x
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Nach der Umformung lautet diese Gleichung
2% +160x — 8000 =0  woraus man  z; =40 undzy = —200

ermittelt.
Die negative Wurzel hat im gegebenen Falle keinen Sinn. Die Aufgabe hat nur eine Losung:
die erste Bauerin brachte 40 Eier und die zweite also 60.

Die Aufgabe kann noch nach einem anderen, weit kiirzeren Verfahren gelost werden. Dieses
Verfahren ist bedeutend scharfsinniger, dafiir ist es aber auch bedeutend schwerer zu finden.
Wir nehmen an, dass die zweite Biuerin & mal soviel Eier besaB wie die erste. Sie verdienten
die gleiche Summe; d. h., dass die erste Bauerin ihre Eier k£ mal so teuer verkaufte wie die
zweite. Hatten sie vor dem Handel die Eier getauscht, so hatte die erste Bauerin k£ mal soviel
Eier wie die zweite Bauerin gehabt und sie k£ mal so teuer verkauft. Das heiBt, sie hatte das
k2-fache im Vergleich zur zweiten Bauerin eingenommen. Auf diese Weise erhalten wir

/@2:15:62:4—5=g

3 20 4

woraus k = % folgt.
Jetzt muss man noch die 100 Eier im Verhaltnis 2 : 3 aufteilen. Wir ermitteln dann wieder,
dass die erste Bauerin 40 Eier besaB und die zweite 60 Eier.

Finf Lautsprecher

Aufgabe: Auf einem Platz sind fiinf Lautsprecher gleicher Leistung angebracht, und zwar be-
finden sich an einem Mast zwei Lautsprecher und an einem anderen drei Lautsprecher. Die
Entfernung zwischen den Masten betragt 50 m.

Wo muss man sich hinstellen, damit man die Ubertragung aus beiden Gruppen von Lautspre-
chern mit gleicher Starke hort?

20077

s
Losung: Wenn wir die Entfernung des gesuchten Punktes von dem Mast mit zwei Apparaten
mit = bezeichnen, so wird dessen Entfernung vom Mast mit drei Lautsprechern durch (50 —z)

ausgedriickt. Da die Schallstarke proportional dem Quadrat der Entfernung abnimmt, gilt die
Gleichung

2_ o

3 (50 — z)2

und nach Umformung 2 4 200z — 5000 = 0.
Als Loésungen dieser Gleichung finden wir x; = 22,5 und o = —222/ 5.
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Der positive Wurzelwert gibt sofort eine klare Antwort auf die Frage der Aufgabe: Der Punkt
gleicher Horbarkeit befindet sich 22,5 m von dem Mast mit zwei Lautsprechern und folglich
27,5 m von dem Mast mit drei Apparaten entfernt.

Aber was bedeutet der negative Wurzelwert der Gleichung?

Hat er einen Sinn? Ohne Zweifel. Das Minuszeichen bedeutet, dass der zweite Punkt gleicher
Horbarkeit entgegengesetzt der Richtung liegt, die im Falle des ersten Abstands bei Aufstellung
der Gleichung angenommen wurde.

Legen wir also vom Standort des Mastes mit den beiden Apparaten in der geforderten Richtung
222,5 m zurick, so finden wir den Punkt, wo beide Lautsprechergruppen mit gleicher Starke
gehort werden. Von der Gruppe mit drei Apparaten ist dieser Punkt 222,5 m 4+ 50 m = 272,5
m entfernt.

Von uns sind also zwei Punkte gleicher Horbarkeit ermittelt worden. Beide liegen auf einer
Geraden, die die Schallquellen verbindet. Andere Punkte dieser Art gibt es in dieser Richtung
nicht, aber auBerhalb von ihr sind sie vorhanden.

Man kann beweisen, dass der geometrische Ort von Punkten, die der Forderung unserer Aufga-
be gerecht werden, ein Kreis ist, der durch beide eben ermittelte Punkte gezogen wird. Dieser
Kreis begrenzt, wie wir sehen, eine geniigend groBe Flache (auf der Zeichnung gestrichelt),
innerhalb derer die Horbarkeit der Gruppe von zwei Lautsprechern starker ist als die Horbar-
keit der Gruppe der drei Apparate. AuBerhalb dieses Kreises wird die umgekehrte Erscheinung
beobachtet. (Hierbei werden Lautsprecher zugrunde gelegt, die den Schall in alle Richtungen
gleichmaBig ausstrahlen.)

Algebra des Mondfluges

Die eben betrachtete Aufgabe enthalt, so unwahrscheinlich das auch klingen mag, gewisse
Parallelen zum Problem des Mondflugs. Wahrend es in der letzten Aufgabe Punkte gleicher
Intensitat des Schalls, der von zwei Erregern ausgeht, gab, gilt es in der folgenden Aufgabe
uber den Mondflug Punkte zu suchen, an denen die Anziehungskraft der Erde gleich der des
Mondes ist.

Nach dem Newtonschen Gesetz ist die Kraft, mit der sich zwei Korper gegenseitig anziehen,
direkt proportional dem Produkt der sich anziehenden Massen und indirekt proportional dem
Quadrat der Entfernung zwischen ihnen.

Ist die Masse der Erde M und die Entfernung der Rakete von ihr x, so wird die Kraft, mit der
die Erde jedes Gramm der Raketenmasse anzieht, durch ]‘f—f ausgedriickt, wobei £ die Kraft
der gegenseitigen Anziehung eines Gramms durch ein Gramm auf eine Entfernung von 1 cm

Ist.

Die Kraft, mit der der Mond jedes Gramm der Rakete in dem gleichen Punkt anzieht, ist gleich

mk

(= wobei m die Mondmasse ist und [ ihre Entfernung von der Erde (die Rakete wird als

zwischen Erde und Mond, auf einer geraden Linie, die ihre Zentren verbindet, angenommen).
Die Aufgabe fordert, dass
ME mk M x?

e d _——
2 (Il—1x)? oaer m 1?2 =2z +a?

ist. Aus der Astronomie ist bekannt, dass das Verhaltnis % annahernd gleich 81,5 ist. Wir
setzen diese Zahl in die Gleichung ein:

.Z'2

81, = ————
’ 12 —2lx + 22
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Daraus ergeben sich die Lésungen 21 = 0,97 und 25 = 1, 121.

Wie auch in der Aufgabe (iber die Lautsprecher, gelangen wir zu dem Schluss, dass auf der
Linie Erde-Mond zwei Punkte vorhanden sind, in denen die Rakete von beiden Himmelskorpern
mit gleicher Kraft angezogen wird.

Der eine Punkt befindet sich auf dem 0,9ten Teil der Entfernung zwischen ihnen, der andere
auf dem 1,12ten Teil der gleichen Entfernung. Da der Abstand [ zwischen den Zentren der
Erde und des Mondes rund 384000 km betragt, ist einer der gesuchten Punkte 346000 km
vom Zentrum der Erde entfernt, der andere 430000 km.

Aber wir wissen (siehe vorige Aufgabe), dass iiber dieselben Eigenschaften auch alle Punkte des
Kreises, der durch die zwei ermittelten Punkte wie durch die Endpunkte ;eines Durchmessers
verlauft, verfiigen. Drehen wir diesen Kreis um die Linie, die die Zentren der Erde und des
Mondes verbindet, so beschreibt er eine Kugeloberfliche. Alle Punkte auf der Oberflache
werden den Anforderungen der Aufgabe gerecht. Der Durchmesser dieser Kugel ist gleich

1,121 — 0,90 = 0,22 ~ 84000 km

Befindet sich nun die Rakete innerhalb dieser Kugel und verfiigt sie nur tiber eine unbedeutende
Geschwindigkeit, so fallt sie auf die Mondoberflache zu, da die Anziehungskraft des Mondes
in diesem Bereich starker ist als die Anziehungskraft der Erde.

o A= _!" e -
// I \\
7 s AN
| 384000km / | \
1 ] - \
; I ond! \
@ Erde l 3500;,,,_'D|
11! \
[o % q
| | \\ /
— g \\ 7’
13000 Km N E 4

In diesem Bereich ist
die Anziehungshraft
dea Mondes starker
ais die der Erde
84000Km

Eine schwierige Aufgabe

Auf einem Gemalde von Bogdanow-Belski mit dem Titel "Eine schwierige Aufgabe" wird ein
Klassenzimmer in einer kleinen Landschule dargestellt. Der Lehrer hat eine Aufgabe an die
Tafel geschrieben, und die Schiiler sind eifrig bemiiht, diese Aufgabe im Kopf zu l6sen. Die
Aufgabe ist tatsachlich recht schwierig. Es soll der Bruch

102 + 112 + 122 + 133 + 142
365

vereinfacht werden. Aber die Schiiler sind an schwere Aufgaben gewohnt. |hr Lehrer ist S.
A. Ratschinski, ein Professor der Naturwissenschaften, der seinen Universitatslehrstuhl verlieB
und an eine einfache Landschule als Lehrer ging.
Unter der geschickten Anleitung Ratschinskis lernten die Schiiler auch besondere Eigenschaften
von Zahlen kennen. Auch die Zahlen 10, 11, 12, 13 und 14 verfligen (ber eine interessante
Besonderheit.
Es gilt namlich

10% + 117 + 12 = 13% + 147
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Da auBerdem 100 + 121 + 144 = 365 ist, kann man die auf dem Bild geforderte Aufgabe
tatsachlich recht schnell im Kopf I6sen:

365 + 365
365

Die Algebra gibt uns die Mittel, dariiber hinaus die Frage zu klaren, ob es noch andere aufein-
anderfolgende Zahlen mit dieser interessanten Eigenschaft gibt oder ob das die einzige Folge
von finf aufeinanderfolgenden Zahlen ist, von denen die Quadratsumme der ersten drei gleich
der Quadratsumme der beiden letzten ist.

2

Losung: Wir bezeichnen die erste der gesuchten Zahlen mit = und stellen die Gleichung
P+ (@+1) (2422 = (24324 (. +4)?

auf. Etwas bequemer wiirden wir verfahren, wenn wir nicht die erste, sondern die zweite der
gesuchten Zahlen mit x bezeichneten. Dann erhalt die Gleichung die einfachere Form

(z—124+22+ (@ +1)?=(z+2)*+ (z+3)?
Wir 16sen die Klammern auf und vereinfachen: 22> — 10z — 11 = 0. Daraus erhalt man
r=5+t+v25+11 mit den Losungen r1 =11 und x,=-1

Es existieren folglich zwei Zahlenfolgen, die iiber die geforderte Eigenschaft verfligen: die Folge
10, 11, 12, 13, 14 Ratschinskis und die Folge -2, -1, O, 1, 2.
Eine Uberpriifung der letzten Zahlenfolge ergibt tatsichlich

(=2)* + (=1 +0* = 1% + 22
Welche Zahlen erfiillen die folgende Bedingung?

Aufgabe: Es sind drei aufeinanderfolgende Zahlen zu finden, die sich dadurch unterscheiden,
dass das Quadrat der mittleren um 1 groBer ist als das Produkt der beiden (ibrigen.

Losung: Ist die erste der gesuchten Zahlen z, so hat die Gleichung die Form
(x+1)? =2(r+2)+1
Wir multiplizieren die Klammern aus und erhalten die Identitat:
P +2r+1=a?+22+1

Das bedeutet, dass man fiir = jeden beliebigen Wert wahlen kann, dass also jeder Wert z die
Gleichung erfiillt.
Also, jegliche drei aufeinanderfolgende Zahlen erfiillen die geforderte Eigenschaft.

Uberpriifen wir das an den Zahlen 17, 18 und 19. Es ist tatsachlich
182 —17-19=324-323 =1

Man kann sich das Ergebnis unserer Untersuchung auch dadurch veranschaulichen, dass man
die zweite Zahl mit x bezeichnet. Dann erhalten wir die Gleichheit:

?—1=(x+1)(z—1)
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Die in diesem Teil enthaltenen Aufgaben gehoren zu der (iberaus interessanten Art von Aufga-
ben zur Untersuchung des Maximum- oder Minimumwertes einer gewissen GroBe. Sie kdnnen
nach verschiedenen Verfahren gelost werden, von denen wir jetzt eine zeigen werden.

Zwei Ziige

Aufgabe: Zwei geradlinig verlaufende Eisenbahnlinien kreuzen einander unter einem rechten
Winkel. Dem Knotenpunkt fahren auf diesen Linien zwei Ziige entgegen. Beide Ziige sind
gleichzeitig von Stationen abgefahren, die sich in einer Entfernung von 40 km auf der einen
Strecke bzw. 50 km auf der anderen Strecke, gerechnet vom Kreuzungspunkt, befinden.

Der erste Zug legt 800 m in der Minute zuriick, der zweite 600 m je Minute. Nach wie-
viel Minuten, vom Augenblick der Abfahrt an gerechnet, befanden sich die Ziige in kleinster
gegenseitiger Entfernung? Wie groB ist diese Entfernung?

A
50
0|l —— A —
¢ M D
40
fs

Losung: Wir zeichnen ein Schema (iber die Zugbewegungen in unserer Aufgabe. Mogen die
Strecken AB und C'D die einander kreuzenden Eisenbahnstrecken sein. Die Station B befindet
sich 40 km vom Kreuzungspunkt O, die Station D sogar 50 km von O entfernt.

Wir setzen voraus, dass sich die Ziige nach  Minuten in kiirzester Entfernung MN = m
voneinander befinden. Der Zug, der von B abfuhr, legte bis zu diesem Augenblick den Weg
BM = 0,8z km zuriick, da er mit einer Geschwindigkeit von 800 m - min=! = 0,8 km - min~!
fahrt.

Folglich ist OM = 40 km —0, 8z km. Genauso finden wir auch, dass ON = 50 km —0, 6x
km ist. Nach dem Satz des Pythagoras ist

MN =m = \OM" + ON" = /(40 — 0,82)2 + (50 — 0, 6)?

Wir quadrieren beide Seiten der Gleichung und vereinfachen:

m? = (1/(40 — 0,82)2 + (50 — 0, 6)2)?
2% — 1242 + 4100 — m? = 0

Wir I6sen nach z auf und erhalten die Losungen

=62+ vVm?2 — 256

Da z als Anzahl der vergangenen Minuten nicht imaginar sein kann, so muss m? — 256 eine
positive GroBe sein oder im duBersten Falle gleich Null werden. Das letztere entspricht dem
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kleinsten moglichen Wert von m. In diesem Fall ist m? = 256 km?, d. h. m = 16 km.

Offenbar kann m nicht kleiner als 16 km sein, sonst wird x eine imaginare Zahl. Und wenn
m? — 256 = 0 ist, so ist ©x = 62.

Also haben die Ziige nach 62 Minuten ihren kiirzesten Abstand. Ihre gegenseitige Entfernung
betragt dann 16 km.

Wir wollen nun noch berechnen, wie weit die Ziige in diesem Moment noch vom Kreuzungs-
punkt entfernt sind. Der erste Zug hat zu dieser Zeit noch die Entfernung OM = 40 km
62 -0,8 km = —9,6 km vom Kreuzungspunkt.

Das Minuszeichen bedeutet, dass der Zug bereits 9,6 km iiber die Kreuzung hinaus gefahren
ist. Die Entfernung ON st gleich ON = 50 km —62-0,6 km = 12,8 km.

Der zweite Zug befindet sich also zu diesem Zeitpunkt noch 12,8 km vom Knotenpunkt ent-
fernt. Die Stellung der Ziige zum Zeitpunkt, an dem der kiirzeste Abstand erreicht wird,
veranschaulicht die Abbildung.

4 16
9,5\V

Wie wir sehen, stimmt diese Abbildung nicht mit der vorigen, in der wir zunachst eine Vermu-
tung Gber den Bewegungsablauf niedergelegt haben, iiberein. Die Gleichung wurde natiirlich
nicht von diesem Irrtum beeinflusst, sondern lieferte uns das richtige Ergebnis, wonach wir die
erste Darstellung korrigieren konnten.

Wo ist die Zwischenstation zu errichten?

Aufgabe: Abseits eines geradlinigen Streckenabschnitts einer Eisenbahnlinie, und zwar 20 km
von ihr entfernt, liegt der Ort B. Zwischen A und D soll eine Station errichtet werden. Weiter-
hin ist eine VerbindungsstraBe von dieser Station C' zum Ort B geplant, so dass ein Omnibus
die Fahrgaste, die mit dem Zug in C' ankommen, zum Ort B bringen kann.

Der Zug fahrt von A nach C mit einer durchschnittlichen Geschwindigkeit von 0,8 km - min~!,
der Bus auf der Chaussee von C' nach B mit einer Geschwindigkeit von 0,2 km - min™!.

Wo muss man die Station C' anlegen, damit fiir die Reisenden von A nach B der geringste

Zeitaufwand erforderlich ist?
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Lésung: Wir bezeichnen die Entfernung AD (von A bis zum FuBpunkt des Lotes von B auf
die Eisenbahnstrecke) mit a, C'D mit x. Dann ist

AC=AD—-CD=a—-2 und CB=\CD'+BD>=v22+20

Die Zeit, in der der Zug den Weg AC zuriicklegt, ist (in Minuten):

AC a—u
0,8 0,8

Die Zeit, die der Bus von C' nach B benétigt, betragt (in Minuten):

CB Va2 + 202
0,2 0,2

Insgesamt werden also fiir die Fahrt von A nach B (in Minuten) benétigt:

a—x+ Va2 4+ 202
0,8 0,2

Diese Summe, die wir mit m bezeichnen wollen, soll ein Minimum werden. Die Gleichung, die

wir damit erhalten,
a—x_l_ Va2 + 202 .
0,8 0,2
werden wir folgendermaBen umformen:
x Va? 4202 a

ST A e
08 02 0.8

Wir multiplizieren beide Seiten der Gleichung mit 0,8:
—x+4vV22+20=0,8t—a
Nun setzen wir (0,8t — a) = k und quadrieren. Wir erhalten dann die quadratische Gleichung

2 4 2
1522 — 2kx + 6400 — k2 = 0 , 3:2——ka:+w—k

15 5 15 0

mit den Losungen
k 16k2 — 96000
r=—+——
15 152

Da k = 0,8t — a ist, wird auch ¢t am kleinsten, wenn k£ am kleinsten wird, und umgekehrtE]
Damit aber z eine reelle Zahl wird, darf 16k nicht kleiner als 96000 sein. Das heiBt, £ nimmt
dann seinen kleinsten Wert an, wenn 16k? = 96000 ist, so dass der Radikand Null wird: Daraus

folgt fir k
k = /6000

Kehren wir nun zur Lésung unserer quadratischen Gleichung zuriick. Wir erhalten:

k V6000
T G 0 5 9,16

5Man muss bedenken, dass k > 0 ist, da 0,8t =a — . + 4v/22 +202 > a — 2 + = = a ist.
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Die Station C' muss demnach rund 5 km vor dem Punkt D gebaut werden.
Die Losung hat natirlich nur fir die Falle einen Sinn, bei denen x < a gilt, da wir, als wir die
Gleichung aufstellten, den Ausdruck a — x als eine positive Zahl annehmen.

Ist x = a ~ 5,16, so braucht man die Zwischenstation tberhaupt nicht zu errichten, da man
die Chaussee genau zur Station fiihren muss. So muss man auch in den Fallen verfahren, wenn
die Entfernung a kiirzer als 5,16 km ist.

Dieses Mal sind wir weitsichtiger als die Gleichung. Wiirden wir namlich blindlings der Gleichung
vertrauen, so mussten wir im letzten Falle die Zwischenstation hinter dem Bahnhof errichten,
was naturlich Unsinn ware. In diesem Falle ist z > a und die Zeit “OTB“C die man auf der
Eisenbahnlinie fahren muss, ist deshalb negativ.

Das ist ein lehrreiches Beispiel, das zeigt, dass man sich bei der Benutzung mathematischer
Mittel mit der nétigen Umsicht zu den erhaltenen Resultaten verhalten soll und sich dessen
bewusst ist, dass sie den realen Sinn verlieren konnen, wenn die Voraussetzungen, auf denen
die Anwendung des verwendeten mathematischen Mittels beruht, nicht erfiillt sind.

Wie soll man die Chaussee anlegen?

Aufgabe: Am Ufer eines Flusses liegt die Stadt A. Von dort aus sollen Waren nach B gebracht
werden, einem Ort, der d km vom Fluss entfernt liegt. Der Transport soll auf dem Wasserwege
bis zum Ort D erfolgen und dann auf einer Chaussee bis zum Ort B.

Die Transportkosten je Tonnenkilometer sind auf dem Landwege doppelt so hoch wie auf dem
Wasserweg. Wie ist die Chaussee von B zum Fluss zu legen, damit die Transportkosten von
A nach B insgesamt am niedrigsten sind?

Lésung: Wir bezeichnen die Entfernung AD mit x und die Lange der Chaussee DB mit .
Wir setzen die Lange der Strecke AC gleich a voraus und die Linge BC gleich d.

Da der Transport auf der Chaussee doppelt so teuer ist wie auf dem Wasserwege, muss die
Summe x + 2y, entsprechend der Forderung der Aufgabe, ein Minimum sein.
Wir bezeichnen diesen Minimumwert mit m. Wir erhalten somit die Gleichung:

TH+2y=m

Da aber x = a — DC und DC = /y? — d? ist, erhalt die Gleichung nach dem Einsetzen die

Form:
a—\y —d*+2y=m

Nun wird die Wurzel beseitigt:

3y —4(m—a)y+ (m—a)*+d* =0
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Losen wir diese quadratische Gleichung, so erhalten wir die Losungen:

2 (m —a)? — 3d?

Damit y eine reelle Zahl ist, darf (m—a)? nicht kleiner als 3d? sein. Der Minimumwert (m—a)?
ist gleich 3d?, und dann sind

2(m —a)+0  2dv/3

—a=dv3 d = =
m—a V3 un Y 3 3

Da nun sin ZBDC' = d : y gilt, ergibt sich durch Einsetzen:

snsBpe <9 g, 20v3 V3
Y 3 2

Aber der Winkel, dessen Sinus gleich ? ist, betragt 60°. Das heiBt, die Chaussee muss man
unter einem Winkel von 60° zum Fluss anlegen, wie groB die Entfernung AC auch sei.

Hier stoBen wir von neuem auf dieselbe Besonderheit, der wir in der vorangegangenen Aufgabe
begegneten. Die Losung hat nur unter einer bestimmten Bedingung einen Sinn.

Ist der Punkt so gelegen, dass die Chaussee, die unter einem Winkel von 60° zum Fluss
angelegt ist, auf dieser Seite der Stadt A entlanglauft, so ist die Losung nicht anwendbar; in
einem solchen Falle muss man den Punkt B mit der Stadt A durch die Chaussee unmittelbar
verbinden, ohne (iberhaupt den Fluss fiir den Transport zu beriicksichtigen.

Wann ist das Produkt am groBten?

Fir die Losung vieler Maxima- und Minimaaufgaben, also fiir die Ermittlung der Maximum-
und Minimumwerte einer Variablen, kann man einen algebraischen Satz verwenden, mit dem
wir uns jetzt bekannt machen. Wir betrachten folgende Aufgabe:

In welche zwei Summanden muss man eine gegebene Zahl zerlegen, damit das Produkt der
Summanden ein Maximum wird?

Losung: Die gegebene Zahl mag a sein. Dann kann man die Summanden, in die die Zahl a
zerlegt ist, mit § +x und & —x bezeichnen. Die Zahl x gibt dabei an, wie groB der Unterschied
dieser Summanden von der Halfte der Zahl a ist. Das Produkt beider Summanden ist

G+ G-2)-5 -
2 2 4

Es ist klar, dass das Produkt der gewahlten Summanden bei Verringerung von x groBer werden
wird, d. h. bei Verringerung der Differenz dieser Summanden.

Das Produkt wird am groBten bei z = 0 sein, also in dem Falle, wenn beide Teile % entsprechen.
Demnach muss man die Zahl in zwei Halften zerlegen: Das Produkt zweier Zahlen, deren
Summe konstant ist, wird dann am groBten sein, wenn diese Zahlen untereinander gleich sind.

Betrachten wir die gleiche Frage fiir drei Zahlen: In welche drei Summanden muss man die
gegebene Zahl zerlegen, damit ihr Produkt ein Maximum ist?

Losung: Bei der Losung dieser Aufgabe kénnen wir uns auf die vorangegangene stiitzen. Moge
die Zahl a in drei Summanden zerlegt sein. Wir setzen zuerst voraus, dass nicht einer der
Summanden gleich 5 ist. Dann findet sich unter ihnen ein Summand, der groBer als g ist (alle
drei kénnen nicht kleiner als § sein).
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Wir bezeichnen diesen Summanden mit 3+

¢ jst. Diesen Summanden

Genauso findet sich unter ihnen ein Summand, der kleiner als
bezeichnen wir mit ¢ —y.

Die Zahlen x und y sind positiv. Der dritte Summand wird offenbar gleich § + y — = sein.

wl

Die Zahlen £ und § +x —y besitzen die gleiche Summe, die auch die ersten beiden Summanden
der Zahl a haben. lhre Differenz, also x — y, ist geringer als die Differenz der beiden ersten
Summanden, die gleich x + y war. Wie wir aus der Losung der vorangegangenen Aufgabe
wissen, folgt hieraus, dass das Produkt

a/a

3 (3 e y)
groBer ist als das Produkt der beiden ersten Summanden der Zahl a. Vertauscht man also die
ersten beiden Summanden der Zahl @ mit den Zahlen 5 und § + x —y und dndert den dritten
Summanden nicht, so vergroBert sich das Produkt. Mége jetzt einer der Summanden schon
gleich £ sein. Dann haben die anderen beiden Summanden die Form £ + z bzw. § — 2.
Wahlen wir fir die beiden letzten Summanden die GréBe § (wodurch sich ihre Summe nicht

andert), so vergroBert sich das Produkt von neuem und wird gleich

Ist die Zahl a in drei Summanden zerlegt, die untereinander nicht gleich sind, so ist das
Produkt dieser Glieder kleiner als g also kleiner als das Produkt dreier gleicher Faktoren,
die die Summe a bilden. Auf die gleiche Weise kann man diesen Satz auch fiir vier Faktoren

beweisen, auch fir fiinf usw. Betrachten wir jetzt den allgemeinen Fall.

Es ist zu ermitteln, bei welchen Werten x und y der Ausdruck xPy? am groBten ist, wenn
T+ 1y =a ist.

Losung: Man muss ermitteln, bei welchem Wert = der Ausdruck x?(a—x)? die maximale GroBe

erreicht. Wir multiplizieren diesen Ausdruck mit der Zahl pzqu und erhalten:

2  (a—x)9
P q1
Dieser Ausdruck erreicht seinen maximalen Wert offenbar dann, wenn auch der erste Ausdruck
seinen maximalen Wert erreicht. Wir formen diesen Ausdruck nun folgendermaBen um:
x a—xr a—=
p q q
p mal q mal

iSRS

Die Summe aller dieser Faktoren ist

r x a—r a-—=x pr  qla—x)
-+ =+ ...+ + +.=—F—=x+a—-r=aqa
p p q q p q

p mal g mal

Es ergibt sich also der konstante Wert a.
Auf Grund des frither Bewiesenen schlussfolgern wir, dass das Produkt

a—Tr a—

i
P q q

TR
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bei Gleichheit aller seiner einzelnen Faktoren ein Maximum erreicht.
Es musste also
r a—x

p q
sein. Wir wissen, dass a — x = y ist, und erhalten, nachdem wir die Glieder umgestellt haben,
die Proportion 5 = %.
Also, das Produkt zPy? erreicht einen maximalen Wert (unter der Voraussetzung, dass die
Summe x + y konstant ist), wenn x : y = p : q ist.
Auf gleiche Art und Weise kann man beweisen, dass die Produkte xPy?z", xPy?z"t" usw. bei
konstanten Summen =z + vy + z, x + y + 2z +t usw. den maximalen Wert dann erreichen, wenn
ziy:z=p:q:r,r:y:z:t=p:q:r:uusw.sind.

Wann ist die Summe am kleinsten?

Der Leser, der seine Krafte am Beweis nutzbringender algebraischer Satze erproben will, mag
selbst folgende Behauptungen beweisen:

1. Die Summe zweier Zahlen, deren Produkt konstant ist, wird ein Minimum, wenn diese
Zahlen gleich sind.

Beispiel fiir das Produkt 36;

44+49=13;3+12=15;2+18=20; 1 4+36 =37, 6 +6 = 12.

2. Die Summe mehrerer Zahlen, deren Produkt konstant ist, wird ein Minimum, wenn diese
Zahlen gleich sind.

Beispiel fiir das Produkt 216:
3+124+6=21;24+1846=26;9+6+4=19;6+6+6 = 18.

An einer Reihe von Beispielen wird nun gezeigt, wie diese Satze in der Praxis angewendet
werden.

Ein Balken von maximalem Volumen

Aufgabe: Aus einem zylindrischen Holzstamm soll man einen rechtwinkligen Balken maximalen
Volumens heraussagen. Welche Form muss sein Schnitt haben?

Losung: Sind die Seiten des rechtwinkligen Schnitts = und ¥, so gilt nach dem Satz des
Pythagoras 22 4 y? = d?, wobei d der Durchmesser des Stammes ist.

Das Balkenvolumen ist am groBten, wenn seine Schnittfliche am groBten ist, wenn also das
Produkt xy einen maximalen Wert erreicht. Ist aber xy ein Maximum, so wird auch das
Produkt z2y? am groBten sein. Da die Summe 22 + y? konstant ist, so ist, nach dem oben
bewiesenen Satz, das Produkt x2y? am groBten, wenn 22 = y? oder wenn z = ¥ ist.

Also muss die Schnittflache des Balkens quadratisch sein.
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Zwei Landstiicke
Aufgaben:

1. Welche Form muss ein rechtwinkliges Grundstiick mit vorgeschriebenem Flacheninhalt ha-
ben, damit die Lange des Zaunes, der das Grundstiick umschlieBt, minimal ist!

2. Welche Form muss ein rechtwinkliges Grundstiick haben, damit sein Flacheninhalt bei einer
vorgegebenen Lange des Zaunes maximal ist?

Losungen:

|. Die Form des rechtwinkligen Grundstiicks wird aus dem Verhéltnis seiner Seiten x und y
ermittelt. Der Flacheninhalt des Stiicks mit den Seiten z und y ist gleich zy, und die Lange
des Zaunes betragt 2x - 2y. Die Lange des Zaunes wird minimal, wenn z 4y die kleinste GroBe
erreicht.

Bei konstantem Produkt zy ist die Summe x + y im Falle der Gleichheit x = y minimal.
Folglich ist das gesuchte Rechteck ein Quadrat.

2. Wenn x und y die Seiten des Rechtecks sind, so ist die Lange [ des Zaunes 2x + 2y und der
Flacheninhalt xy. Dieses Produkt wird dann am groBten sein, wenn auch das Produkt 4xy, d.
h. 2z - 2y, am groBten ist; das letzte Produkt nun wird bei konstanter Summe seiner Faktoren
2x + 2y am groBten bei 2z = 2y sein, wenn also das Stiick die Form eines Quadrates besitzt.

Zu den uns aus der Geometrie bekannten Eigenschaften des Quadrates kénnen wir also noch
die folgende hinzufligen: Von allen Rechtecken verfiigt das Quadrat (iber den kleinsten Umfang
bei gegebenem Flacheninhalt und liber den groBten Flacheninhalt bei gegebenem Umfang.

Der Papierdrachen

Aufgabe: Ein Drachen, der die Form eines Kreissektors hat, soll eine solche Form erhalten,
dass er innerhalb eines vorgegebenen Umfangs den maximalen Flacheninhalt einnimmt. Wie
muss die Form des Sektors sein?

Losung: Wir wollen die Aufgabenstellung zunachst noch prazisieren: Wir sollen feststellen, bei
welchem Verhaltnis aus Bogenlange und zugehérigem Radius der Flacheninhalt bei vorgege-
benem Umfang einen maximalen Wert annimmt.

Der Radius des Sektors sei  und der Bogen y. Dann werden sein Umfang « und sein Flachen-
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inhalt A folgendermaBen dargestellt:

ry  x(u—2x)

u=2x+y , A= 5 = 5

Der Wert fiir A erreicht beim gleichen Wert zu ein Maximum, bei dem auch 2z(u — 2x), was

ja den vierfachen Flacheninhalt darstellt, ein Maximum erreicht.

Da die Summe der Faktoren 2z und (u—2x) den konstanten Wert u besitzt, ist deren Produkt

am groBten, wenn 2x = u — 2z ist, woraus
u

x 1 un y=u

u
42

folgen.

Der Sektor hat also bei vorgegebenem Umfang dann einen maximalen Flacheninhalt, wenn der
Radius die Halfte des Bogens darstellt. In diesem Fall ist also die Lange seines Bogens gleich
der Summe der Lange der Radien.

Der Zentriwinkel betragt annahernd 115°. Wie die Flugeigenschaften eines solchen breiten
Drachens sind, ist eine andere Frage, deren Behandlung nicht mit, in unsere Aufgabe einbe-

zogen wird.
Der Bau eines Hauses

Aufgabe: Ein neues Haus soll auf einem Grundstiick errichtet werden, auf dem noch ein altes
baufalliges Haus steht. Eine Wand des alten Hauses ist noch gut erhalten und kann fiir den
Neubau mit verwendet werden. Sie hat eine Lange von 12 m. Der Flacheninhalt des Grundrisses
des neuen Hauses soll 112 m? betragen.

Folgende Preise sind fiir den Neubau zu beachten:

1. Die Ausbesserung eines laufenden Meters Wand betragt 25% der Kosten fiir die Errichtung
einer neuen;

2. der Abriss eines laufenden Meters der alten Wand und die Errichtung einer neuen Wand aus
dem erhaltenen Material erfordert 50% der Kosten, die der Bau eines laufenden Meters Wand
aus neuem Material kostet.

Wie kann man unter solchen Bedingungen am giinstigsten die erhalten gebliebene Wand ver-
wenden?

Losung: Mogen von der ehemaligen Wand = Meter erhalten bleiben, und die ibrigen 12 — x
Meter werden abgetragen, um aus dem erhaltenen Material von neuem einen Teil der Wand
des neuen Hauses aufzufiihren. Wenn die Errichtung eines laufenden Meters der Wand aus
neuem Material den Betrag a kostet, so wird die Ausbesserung von x Metern alter Wand den

Betrag “F kosten.
a(12—x)

Die Errichtung eines Teils der Mauer mit der Lange 12 — z Meter wird den Betrag ==

erfordern, der lbrige Teil dieser Wand den Betrag
aly— (12 —z)| =aly + = — 12)
Die Errichtung der dritten Wand macht schlieBlich den Betrag ax, und die der vierten Wand
ay erforderlich. Die Kosten fiir die gesamte Arbeit betragen
ar  a(l12—x) a(7z + 8y)
4 2 4

Der letzte Ausdruck erreicht einen minimalen Wert, wenn auch die Summe 7x + 8y einen
minimalen Wert erreicht.

+aly+z—12)+ax +ay = — 6a
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Wir wissen, dass die Grundflache des Hauses xy gleich 112 m? ist; folglich ist
7z -8y = 56 - 112 m?

Bei konstantem Produkt erreicht die Summe 7z+8y dann ihren minimalen Wert, wenn 7z = 8y
ist, woraus y = %x folgt. Setzen wir diesen Ausdruck fir y in die Gleichung zy = 112 ein, so

erhalten wir -
—a? r=+128 ~ 11,3

g% = 112 ,
Da die Lange der alten Wand 12 m betragt, unterliegen also nur 0,7 m dem Abriss.

Das Gartengrundstiick

Ein Gartengrundstiick sollte eingezaunt werden. Dafiir war Material fiir 1 m Zaun vorhanden.
Da sich das Grundstiick an ein anderes bereits eingeziduntes anschloss, brauchte eine Seite
nicht beriicksichtigt zu werden.

Wie kann man unter diesen Bedingungen ein rechtwinkliges Grundstiick mit groBtem Flachen-
inhalt einzdunen?

Losung: Die Lange einer Seite des Grundstiickes (langs des vorhandenen Zaunes) sei = Meter,
die Lange der anderen Seite sei y Meter. Dann werden fiir die Einzdunung des Grundstiickes
x + 2y Meter Zaun bendtigt, so dass x + 2y = w ist.

Der Flacheninhalt des Grundstiickes betragt A = xy m? = y(u — 2y) m.

Diese GroBe nimmt ihren Maximalwert gleichzeitig mit der GroBe 2y(u — 2y) an. Der zweite
Ausdruck, der den doppelten Flacheninhalt des Grundstiickes darstellt, ist ein Produkt zweier
Faktoren mit der konstanten Summe .

Die groBte Flache erhalt man dann, wenn 2y = u — 2y ist. Aus dieser Gleichung ermitteln wir

u u
S d — -2y — —
y=7 un T=u—2y=g
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Das Ergebnis lautet demnach mit anderen Worten, es muss & = 2y sein. Die Seite des Grund-
stlickes, die langs des vorhandenen Zaunes verlauft, muss doppelt solang sein wie die andere
Seite.

Eine Rinne von maximaler Querschnittsflache

Aufgabe: Ein rechteckiges Blech soll zu einer Rinne mit einem trapezférmigen Querschnitt
gebogen werden. Dabei sollen die Schenkel des Trapezes gleich lang sein. Das kann man auf
verschiedene Weise tun, wie aus der untenstehenden Abbildung hervorgeht. Welche Hohe miis-
sen die Seitenflache haben, und unter welchem Winkel missen die Seitenflachen abgebogen
sein, damit der Querschnitt der Rinne einen maximalen Flacheninhalt besitzt?

\/ B/}
o2 |

Losung: Mag die Breite des Bleches [ sein. Die Hohe der abgebogenen Seitenflachen bezeichnen
wir mit z und die Breite des Grundbleches der Rinne mit y. Wir fiihren noch eine Unbekannte
z ein, deren Bedeutung aus der nachfolgenden Abbildung klar wird. Der Flacheninhalt des
Trapezes, das den Rinnenquerschnitt darstellt, ist dann

= (z+y;—z)+ym:\/(y+z)2(m2_22)

Die Aufgabe flihrt auf die Ermittlung der Werte von z, y und z, bei denen A einen Maximalwert
erreicht. Dabei behalt die Summe 2z + y (d. h. die Blechbreite) den konstanten Wert [ bei.
Wir wandeln die Gleichung mehrfach um, bis wir

A= (y+2)(z+2)(z —2)

erhalten. Fiir A% erhalt man dann das Maximum, wenn z, i und z den gleichen Wert annehmen.
In diesem Fall nimmt natiirlich auch 3A? seinen maximalen Wert an. 3A2 kann man auch in
Form des Produktes

(y+ 2)(y + 2)(x + 2)(3z — 32)

darstellen. Die Summe dieser vier Faktoren lautet
y+z+y+z+r+z2+3r—-3z2=2y+4r =2

Die Summe ist also eine Konstante. Deshalb ist das Produkt aus diesen vier Faktoren ein
Maximum, wenn die Faktoren untereinander gleich sind. Es missen also gelten:

y+z=x+z2 und r+z=3x—32
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Aus der ersten Gleichung entnehmen wir, dass y = x ist, und da y+2x = [l ist, folgt x = y = é
Aus der zweiten Gleichung ermitteln wir

T
T2 6
Ferner ist, da die Kathete z gleich der halben Hypotenuse ist, der dieser Kathete gegen-
uberliegende Winkel gleich 30°, und der Neigungswinkel der Seiten zum Boden ist gleich
90° 4+ 30° = 120°. Die Rinne wird also den groBten Querschnitt haben, wenn die Querschnitt-
seiten in Form dreier angrenzender Seiten eines regelmaBigen Sechsecks gebogen sind.

Ein Trichter maximalen Volumens

Aufgabe: Aus einem kreisformigen Stiick Blech soll der konische Teil eines Trichters angefer-
tigt werden. Dafiir wird aus der Kreisflache ein Sektor ausgeschnitten, und der lbrige Teil der
Kreisflache wird zu einem Kegel zusammengerollt.

Wie groB muss der Zentriwinkel des ausgeschnittenen Sektors sein, damit ein Kegel groBten
Volumens entsteht?

Losung: Die Bogenlange des Kreissektors, der zu einem Kegel zusammengerollt wird, bezeich-
nen wir mit z. Folglich wird der Radius R der Kreisflache zur Mantelstrecke des Kegels, und
der Umfang des Grundkreises des Kegels wird gleich = sein.

Den Radius r des Grundkreises ermitteln wir aus der Gleichung 277 = x, woraus r = ;- folgt.
Die Hohe des Kegels ist nach dem Satz des Pythagoras

2
H=vVR—12= /R — =

42

Das Volumen dieses Kegels ist

T T/ \2 2
V—ZH—(> Jo
3" 3\ 27 Ar2

Dieser Ausdruck nimmt dann seinen maximalen Wert an, wenn auch der Ausdruck

z \2 2
v R2_
(271') 472

sowie auch das Quadrat dieses Ausdrucks

(=) 73]

94
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ein Maximum wird. Da
(&) r-(3) -
27 o)

eine Konstante ist, nimmt das letztgenannte Produkt, in dem zu Variable ist, dann seinen
maximalen Wert an, wenn folgendes gilt:

x\?2 x\?
—) :|R*— () =2:1
(27T> [ 2
(Zu dieser Feststellung gelangt man auf Grund der bewiesenen Herleitung auf den vorherge-
henden 117 und 118.) Aus der Proportion erhalt man dann weiter:

x\? x\? x\?
Bl s(2) e
(%) R -2 (. and  3(o-) =2n
Als Losung dieser quadratischen Gleichung ergibt sich schlieBlich:
2
z = %R\/E ~5 15R

Diese Bogenlange entspricht beim Radius R einem Winkel von rund 295°. Der Bogen des
ausgeschnittenen Sektors hat demnach einen Zentriwinkel von rund 65°.

Die hellste Beleuchtung

Aufgabe: In welcher Hohe tiber dem Tisch muss sich eine Kerzenflamme befinden, damit sie
die auf dem Tisch liegende Miinze am hellsten beleuchtet?

Losung: Mancher wird vermuten, dass man die Flamme fiir eine bestmogliche Beleuchtung der
Miinze recht niedrig anordnen muss. Das ist nicht richtig: Bei niedrigem Stand der Flamme
fallen die Strahlen flach ein. Wenn man aber die Kerze héher stellt, so dass die Strahlen steil
einfallen, so entfernt man dadurch die Lichtquelle von der Miinze.

\\:\f//;
7B A ,
|
ax |
al
a
M C B N
— &‘_

Am giinstigsten ist die Beleuchtung offenbar dann, wenn eine bestimmte mittlere Flammenhohe
iiber dem Tisch gewahlt wird. Wir bezeichnen sie mit z. Die Entfernung BC der Miinze B
vom FuBpunkt C der Senkrechten AC' bezeichnen wir mit a.

Ist die Helligkeit der Flamme 4, so wird die Beleuchtung der Miinze entsprechend den Gesetzen
der Optik folgendermaBen dargestellt:
1 1COS (v 1COS (v
5 COS Qv = =

(Va2 + 222  a®+a?
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wobei der Winkel o der Einfallswinkel des Lichtstrahls AB ist. Da

T T
AB Va2 + 2

ist; erhalt man nach dem Einsetzen in die Ausgangsgleichung:

cosa = cos(LCAB) =

@+ Jalt+a® (a® + 22)2

Dieser Ausdruck wird zu einem Maximum bei dem Wert fiir z, bei dem auch sein Quadrat,
also

2'21,2
(a® + 22)3
ein Maximum wird.

Den Faktor i kénnen wir nun unberiicksichtigt lassen, denn es handelt sich ja um eine Kon-
stante. Den anderen Faktor, namlich

[L’2

(CL2 + ZL’2)3

wandeln wir folgendermaBen um:

x? B 1 1 a? _( 1 )2 1 a?
(a2 4+ 22)3 (22 + a?)2 2+a2)  \22+ a2 22 + a?

Der umgewandelte Ausdruck wird gleichzeitig mit dem Ausdruck

a? 2 a?
- 11— —
<x2+a2> ( x2+a2>

zu einem Maximum, da der eingefiihrte konstante Faktor a? keinen Einfluss auf den Wert von
x hat, bei dem das Produkt zu einem Maximum wird. Wir stellen fest, dass die Summe der
ersten Potenzen dieser Faktoren eine Konstante ist:

Y SR B
x2+a2+ _x2+a2 -

Daraus schlussfolgern wir, dass das betrachtete Produkt ein Maximum wird, wenn

2 2
ai: 1_a7 —92-1
22+ a? 2+ a?

ist. Wir erhalten auf diese Weise die Gleichung

a’® = 22% + 2a® — 24>

Nachdem wir diese Gleichung gelost haben, ermitteln wir z = 7 ~ 0, 71a. Die Miinze wird
demnach am hellsten beleuchtet, wenn sich die Lichtquelle in einer Hohe befindet, die dem
0,71ten Teil der Entfernung entspricht, die die Miinze vom FuBpunkt des Lotes durch die
Flamme auf die Tischplatte besitzt.
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Die alteste uns bekannte Aufgabe iiber Folgen

Aufgabe: Die alteste Aufgabe (iber Folgen behandelt nicht die Belohnung des Erfinders des
Schachspiels, die allerdings auch schon ein zweitausendjahriges Alter aufweist, sondern es
handelt sich um das Aufteilen von Korn.

Die Aufgabe ist auf dem beriihmten agyptischen Papyrus Rhind aufgezeichnet. Dieser Papyrus,
der von Rhind Ende des vorigen Jahrhunderts aufgefunden wurde, stammt aus der Zeit um
das Jahr 2000 v. u. Z. und stellt eine Abschrift eines anderen, noch alteren mathematischen
Werkes dar, das wahrscheinlich ins dritte Jahrtausend vor unserer Zeitrechnung gehort. Unter
den arithmetischen, algebraischen und. geometrischen Aufgaben dieses Schriftstiicks befindet
sich auch die folgende (wir fiihren sie in freier Ubertragung an):

Hundert MaB Getreide sind unter fiinf Menschen folgendermaBen zu teilen: Der zweite be-
kommt etwas mehr als der erste. Der dritte bekommt wieder mehr als der zweite, und zwar
so viel mehr, wie der zweite mehr als der erste bekam. Der vierte bekommt im Vergleich zum
dritten so viel mehr, wie der dritte mehr als der zweite bekam. Der fiinfte bekommt schlieBlich
mehr als der vierte, und zwar wieder um so vielmehr, wie der vierte mehr als der dritte bekam.
Dabei soll durch diese Aufteilung erreicht werden, dass die ersten beiden nur ein Siebentel
dessen erhalten, was die librigen drei zugeteilt bekommen.

Wieviel muss man jedem geben?

Losung: Offenbar stellt die Getreidemenge, die die fiinf Personen erhielten, die Summe einer
steigenden arithmetischen Folge dar. lhr erstes Glied sei x und die Differenz y. Dann betragen

der Anteil des ersten z,

der Anteil des zweiten x + v,
der Anteil des dritten = + 2y,
der Anteil des vierten x + 3y,
der Anteil des fiinften = + 4y.

Auf Grund der Aufgabenbedingungen stellen wir folgende zwei Gleichungen auf:

r+ (z+y)+ (z+2y)+ (v +3y) + (z + 4y) = 100 (1)
e+ (z+y)=(r+2y)+(x+3y)+ (x+4y) (Il

Nach Vereinfachung erhilt die erste Gleichung die Form = + 2y = 20, die zweite 11x = 2y.
Nachdem wir dieses System gelost haben, erhalten wir

12 d ol
r = 11— un = Y-
3 Y=%

Das heiBt, das Getreide muss in folgende Anteile aufgeteilt werden:
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Der erste erhilt 12 MaB, der zweite 102 MaB, der dritte 20 MaB, der vierte 203 MaB und der
fiinfte 385 MaB Getreide.

Algebra auf kariertem Papier

Auch die folgende Aufgabe, die auf ein fliinfhundertjahriges Alter zuriickblicken kann, handelt
von einer Folge.

Wie wir sehen, ist das Wissen um Folgen und das Losen von Aufgaben dieser Art schon recht
alt, und doch beschéftigen wir uns in der Schule erst seit verhaltnismaBig kurzer Zeit damit.

Indessen kann man die Summenformel von Gliedern einer arithmetischen Folge durch ein ein-
faches und anschauliches Verfahren mit Hilfe karierten Papiers herleiten.

Auf solchem Papier wird jede beliebige Folge als Stufenfigur dargestellt. Die Figur ABC'D in
der Abbildung stellt beispielsweise die Folge 2, 5, 8, 11, 14 dar. Um die Summe ihrer Glieder
zu ermitteln, erganzen wir die Figur zu einem Rechteck AEGB.

8|

9

Wir erhalten die beiden gleich groBen Figuren ABDC und C'EGD. Die Flache einer jeden von
ihnen stellt die Summe der Glieder unserer Folge dar. Das heiBt, die Doppelsumme der Reihe
ist gleich der Flache des Rechtecks AEGB, d.h. (AC'+ CFE) - AB. Aber AC' + CE stellt die
Summe des 1. und 5. Gliedes der Folge dar; AB veranschaulicht die Anzahl der Folgenglieder.
Deshalb ist die Doppelsumme

25 = (Summe der AuBenglieder) - (Anzahl der Glieder) oder

o (erstes + letztes Glied) - (Anzahl der Glieder)

Gemiisebeete werden gegossen

Aufgabe: Ein Gemisegarten hat 30 Beete, jedes 16 m lang und 2,5 m breit. GieBt der Gartner
die Beete, so holt er das Wasser aus einem Brunnen, der 14 m vom Garten entfernt gelegen
ist. Das Wasser, das er bei einem Gang holt, soll gerade fiir ein Beet reichen.

Wenn nun alle Beete gegossen werden sollen, muss der Gartner wiederholt den Weg am Brun-

nen zurlcklegen. Wie lang ist die Wegstrecke, die man erhalt, wenn man alle diese Wege
addiert?
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Die Berechnung soll mit dem ersten Wassertragen vom Brunnen beginnen und mit der Riickkehr
zum Brunnen enden.

Losung: Um das erste Beet zu gieBen, muss der Gartner einen Weg von
(144+1642,5+16+2,5+14) m =65 m
zuriicklegen. Beim GieBen des zweiten geht er
(14+2,54+16+2,5+16+2,5+2,5+14) m=(654+5 m=70m

Jedes folgende Beet verlangt einen um 5 m langeren Weg als das vorangegangene. Wir erhalten
die Folge 65;70;75;...;65 + 5 - 29.
Die Summe ihrer Glieder ist gleich

(65 + 65 4 29 - 5)30

= 4125
5 m m

Der Gartner muss beim GieBen des gesamten Gartens einen Weg von 4,125 km zuriicklegen.
Das Fiittern von Hiihnern

Fir 31 Hihner ist eine gewisse Menge Futter, ausgehend von je einem Dekaliter in der Woche
fir jedes Huhn, angeschafft werden. Dabei wurde vorausgesetzt, dass sich die Anzahl der
Hiihner nicht dndern wird. Da sich aber spater herausstellte, dass sich die Anzahl der Hiihner
jede Woche um 1 verringerte, so reichte das beschaffte Futter fiir die doppelte Zeit.

Wie groB war der Futtervorrat und fiir welche Zeit war er anfangs berechnet worden?

Losung: Mogen = Dekaliter Futter fiir y Wochen angeschafft werden sein. Da das Futter fir
31 Hihner je 1 Dekaliter je Huhn in der Woche berechnet war, so ist z = 31y.

In der ersten Woche wurden 31 Dekaliter verbraucht, in der zweiten 30, in der dritten 29 usw.,
bis in der letzten Woche der gesamten verdoppelten Zeit (31 — 2y + 1) Dekaliter verbraucht
waren [[9]

Der gesamte Vorrat besteht demnach aus
x=3ly=31-30+29+ ...+ (31 — 2y + 1) Dekalitern

Die Summe 2y der Glieder der Folge, deren erstes Glied 31 und deren letztes 31 — 2y + 1 ist,
ist gleich

31431 —2y+1)2y
( 5 2 _ (63 — 2y)y

Da y nicht gleich Null sein kann, so sind wir berechtigt, beide Seiten der Gleichung durch
diesen Faktor zu kiirzen. Wir erhalten 31 = 63 — 2y und y = 16, woraus x = 3ly = 496 folgt.
Es wurden 496 Dekaliter Futter fiir 16 Wochen angeschafft.

3ly =

Ein Graben wird angelegt

Aufgabe: Eine Gruppe von Tiefbauarbeitern erhielt den Auftrag, einen Graben auszuheben.
Wegen dringender anderer Arbeiten konnte zum festgesetzten Arbeitsbeginn jedoch nur ein

16Zur Erklarung sei noch angefiihrt: Der Futterverbrauch betrug in der 1. Woche 31 Dekaliter, in der 2. Woche
(31 — 1) Dekaliter, in der 3. Woche (31 — 2) Dekaliter, in der 2y-ten Woche 31 — (2y —1) = (31 —2y+1)
Dekaliter.
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Arbeiter dieser Kolonne mit dem Graben beginnen. Nach einiger Zeit erschien ein zweiter
Arbeiter und begann ebenfalls mit der Arbeit.

Nach genau der gleichen Zeit erschien ein dritter, nach ihm im gleichen Zeitabstand ein vierter
und so fort bis zum letzten. Bei der Abrechnung zeigte es sich, dass an dieser Baustelle der
erste 11 mal solange gearbeitet hatte wie der letzte.

Hatte die Kolonne geschlossen mit dem Grabenbau begonnen, so ware die Arbeit nach 24
Arbeitsstunden beendet gewesen. Wie lange arbeitete der letzte?

Losung: Der letzte Tiefbauarbeiter mag x Stunden gearbeitet haben, dann arbeitete der erste
11z Stunden. Die Arbeitsstunden der einzelnen Arbeiter bilden eine fallende arithmetische
Folge, deren erstes Glied 11z und deren letztes x ist. Bezeichnen wir nun noch die Anzahl der
Arbeiter mit y, so konnen wir fiir die Summe der benétigten Arbeitsstunden folgende Gleichung

aufstellen:
(1lz + )

Y
=6
2 Y
Andererseits ist bekannt, dass die Kolonne mit ¥ Mann in voller Besetzung den Graben in 24
Stunden ausgehoben hatte. Es waéren also 24y Arbeitsstunden erforderlich gewesen. Folglich
gilt:

S:

6xy = 24y

Die Zahl y kann nicht gleich Null werden. Durch diesen Faktor kann man deshalb die Gleichung
kirzen, wonach wir 62 = 24 und z = 4 erhalten.
Also arbeitete der Arbeiter, der zuletzt an der Arbeitsstelle eintraf, noch 4 Stunden.

Damit haben wir die Frage beantwortet. Wenn wir jedoch wissen wollen, wieviel Arbeiter zu
dieser Kolonne gehoren, so konnten wir das nicht ermitteln. Obwohl diese Zahl unter dem
Symbol y auftaucht, reichen die Angaben fiir die Berechnung nicht aus.

Apfel

Aufgabe: Ein Gartner verkaufte dem ersten Kaufer die Halfte aller seiner Apfel und noch einen
halben Apfel, dem zweiten Kaufer die Halfte der restlichen und noch einen halben Apfel, dem
dritten die Halfte der tbriggebliebenen und noch einen halben Apfel usw.
Dem siebenten Kaufer verkaufte er die Halfte der iibrigen Apfel und noch einen halben Apfel.
Dann hatte er keine Apfel mehr. Wieviel Apfel besaB der Gartner vorher?

Lésung: Wenn die anfangliche Anzahl der Apfel x ist, so erhielt der erste Kaufer

g_i_l_x—l—l
2 2 2
der zweite Kaufer
1< x+1)+1_:r;+1
2 \" T 2~ 2

der dritte Kaufer

1( z+1 x—i—l) 1 r+1
7‘1'_ —_— _ =
2 2 4 2 23 7
der siebente Kaufer ,

z+1
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Wir erhalten die Gleichung:
r+1 z+1 z+1 z+1
+ + +o =

2 22 93 T Tor T
1 1 1 1
(:c+1)(2+22+23+...+27):x

Die Glieder in der zweiten Klammer bilden eine geometrische Zahlenfolge. Fiir die Summe
dieser Zahlenfolge erhalten wir:

T 1 1
r+1 27

und xr=2"—-1=127

Insgesamt waren es 127 Apfel.
Pferdekauf

Aufgabe: In der alten Arithmetik Magnizkis finden wir folgende lustige Aufgabe:

Jemand verkaufte ein Pferd fiir 156 Rubel. Als der Kauf bereits perfekt war, reute es jedoch
den Kaufer, und er wollte das Pferd gern zuriickgeben. Er ging zum Pferdehandler und sagte:
"Der Preis fiir dieses Pferd war viel zu hoch. Ich méchte den Kauf riickgangig machen."

Da schlug der Verkaufer mit den folgenden Worten andere Bedingungen fiir den Kauf vor: "Ist,
nach deiner Meinung, der Preis des Pferdes zu hoch, so kaufe nur seine Hufnagel, das Pferd
erhaltst du dann als Zugabe unentgeltlich. An jedem Hufeisen sind 6 Nagel. Fiir den ersten
Nagel gib mir nur ; Kopeke, fiir den zweiten  Kopeke, firr den dritten 1 Kopeke usw."

Der Kaufer, der durch den niedrigen Preis verleitet wurde und umsonst ein Pferd zu bekommen
winschte, nahm die Bedingungen des Verkaufers an. Er schatzte den Kaufpreis auf nicht mehr
als 10 Rubel.

Um wieviel verrechnete sich der Kaufer?

Losung: Fir 24 Hufnagel mussten

1 1
(4 +o 142+ 2243 4.+ 2243) Kopeken

bezahlt werden. Diese Summe ist gleich

921 .9 1 1
S 922 _ 1= 4194303?1 Kopeken

Das sind annahernd 42000 Rubel.
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Unter solchen Bedingungen ist es natiirlich nicht schade, auch ein Pferd zu den Hufnageln
zuzugeben.

Die Belohnung des Soldaten

Aufgabe: Einem anderen alten russischen Mathematiklehrbuch, das den umfangreichen Titel
"Gesamter Kurs der reinen Mathematik, verfasst vom Stick-Junker der Artillerie und Zivillehrer
der Mathematik Jefim Woitiachowski zum Nutzen und zur Verwendung der Jugend und sich
in der Mathematik Ubender’ (1795) tragt, ist die folgende Aufgabe entnommen:

"Einem gedienten Soldaten wurde fiir die erste Verwundung eine Belohnung von 1 Kopeke
gegeben, fiir die zweite Verwundung 2 Kopeken, fiir die dritte 4 Kopeken usw. Laut Berechnung
wurde ermittelt, dass der Soldat insgesamt 655 Rubel 35 Kopeken Belohnung erhielt.
Gefragt ist nach der Anzahl seiner Wunden.

Losung: Wir stellen die Gleichung
65535 =1 +2 4 2%+ 2% + . 427!

oder die Gleichung

2719 -1

65535 = =2"-1
2—-1

auf. Daraus ergibt sich:
65536 = 2* und x =16

Dieses Ergebnis konnen wir leicht Gberpriifen.

Bei einem solch "groBziigigen" System der Belohnung muss der Soldat 16 Verwundungen
erhalten und dabei am Leben bleiben, um sich der Auszeichnung durch 655 Rubel 35 Kopeken
wirdig zu erweisen.
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9 siebente Grundrechenoperation

Es wurde schon dargelegt, dass die fiinfte Grundrechenoperation, das Potenzieren, zwei Um-
kehroperationen besitzt. Ist a® = ¢, so ist die Berechnung von a eine Umkehroperation, das
Radizieren, und die Berechnung von b eine andere, ndmlich das Logarithmieren.

Es wird nun vorausgesetzt, dass der Leser die Grundlagen des Logarithmierens so weit be-
herrscht, wie sie im Unterricht behandelt werden. Zur Probe wollen wir uns zunachst einmal
mit der folgenden Aufgabe beschaftigen:

aloga b

Es ist nicht schwer, einzusehen, dass die Potenz mit der Logarithmenbasis a und einem Loga-
rithmus zu dieser Basis als Exponenten die Zahl b ergibt. An der folgenden Entwicklung wollen
wir uns das noch einmal klarmachen.

Wir gehen aus von der obigen Grundgleichung:

a=c (1
Wenn man nach b auflost, erhalt man:
b=log,c (1)
Setzen wir nun in die Gleichung (1) den neuen Exponenten ein, so ergibt sich:
a8 = ¢ (1)

Wofiir wurden nun Logarithmentafeln aufgestellt?

Natiirlich zur Beschleunigung und Vereinfachung der Berechnungen. Der Schopfer der ersten
Logarithmentafeln, der schottische Mathematiker John Neper (1550 bis 1617), spricht folgen-
dermaBen liber sein Werk:

"Ich bemiihte mich, soweit ich konnte und fahig war, mich von der Schwierigkeit und Lange-
weile der Berechnungen zu I6sen, deren Lastigkeit gewohnlich tberaus viele vom Studium der
Mathematik abschreckt."

Tatsachlich erleichtern und beschleunigen die Logarithmen die Berechnungen, ganz zu schwei-
gen davon, dass sie die Durchfiihrung solcher Operationen ermdglichen, die ohne ihre Hilfe nur
mithsam zu bewaltigen sind. (Hierher gehort beispielsweise das Ziehen einer Wurzel beliebiger
Potenz.)

Nicht ohne Grund schrieb Laplace, dass "die Herausgabe der Logarithmentafeln das Leben
der Astronomen im wahrsten Sinne des Wortes verdoppelt hat, denn die Berechnungen einiger
Monate werden zu einer Arbeit von einigen Tagen verkiirzt."

Der groBe Mathematiker spricht von Astronomen, da sie besonders schwierige und ermiidende
Berechnungen durchfiihren miissen. Aber seine Worte kénnen sich mit vollem Recht iiberhaupt
auf alle beziehen, die mit Zahlenberechnungen zu tun haben.

Wir, die wir uns an den Gebrauch der Logarithmentafeln und an die durch sie geschaffene
Erleichterung der Rechnung gewohnt haben, konnen uns schwer die Verwunderung und Be-
geisterung vorstellen, die sie bei ihrem Erscheinen hervorriefen.

Ein Zeitgenosse Nepers, der Englander Henry Briggs (1561 bis 1630), der sich spater durch
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die Schaffung der dekadischen Logarithmen einen Namen machte, schrieb, als er das Werk
Nepers zum ersten Male sah:

"Mit seinen neuen und bewundernswerten Logarithmen veranlasste mich Neper, verstarkt mit
Kopf und Handen zu arbeiten. Ich hoffe, ihn im Sommer zu sehen, da ich niemals ein Buch
las, das mir mehr gefiel und in groBeres Staunen versetzte."

Briggs verwirklichte seine Absicht und begab sich nach Schottland, um den Schopfer der Lo-
garithmen zu besuchen. Bei der Begegnung sagte Briggs:

"Ich unternahm diese lange Reise mit dem einzigen Ziel, Sie zu sehen und zu erfahren, mit Hilfe
welcher Mittel des Scharfsinns und der Kunst Sie auf den ersten Gedanken iiber die vorzigliche
Eignung der Logarithmen fiir Berechnungen gebracht wurden. Uberhaupt wundere ich mich
jetzt mehr dariiber, dass niemand sie friiher gefunden hat, so einfach erscheinen sie, nachdem
man dariber von lhnen erfahrt."

Die Konkurrenten der Logarithmen

Vor der Schaffung von Logarithmentafeln wurden, gedrangt von der Notwendigkeit der Be-
schleunigung von umfangreichen Berechnungen, Tabellen anderer Art zusammengestellt. Mit
ihrer Hilfe war es moglich, das Multiplizieren nicht wie beim Logarithmieren durch die Addi-
tion, sondern durch die Subtraktion zu ersetzen. Der Aufbau dieser Tabellen beruht auf der
Identitat ) .

b — (a+ D) B (a—10)

4 4
Wenn man namlich jeweils ein Viertel der Quadrate tabellarisch zusammenstellt, so kann man
zur Berechnung des Produkts zweier Zahlen eine Differenz berechnen. Man subtrahiert nam-
lich vom Quadratviertel der Summe dieser beiden Zahlen das Quadratviertel ihrer Differenz.

Diese Tafeln erleichtern auch das Quadrieren und das Radizieren einer Quadratwurzel und ver-
einfachen in Verbindung mit Tafeln reziproker Zahlen auch die Division. |hr Vorteil gegeniiber
Logarithmentafeln besteht darin, dass sich mit ihrer Hilfe genaue Resultate ergeben und nicht
gerundete. Dafiir stehen sie den logarithmischen Tafeln in einer Reihe anderer Punkte, die
wesentlich wichtiger sind, nach.

Wahrend die Quadratvierteltabellen unmittelbar nur die Multiplikation zweier Zahlen ermog-
lichen, kann man mit Hilfe der Logarithmentafeln gleich das Produkt einer beliebigen Anzahl
von Faktoren ermitteln.

AuBerdem kann man eine Zahl in jede beliebige Potenz erheben und das Radizieren von Wurzeln
mit beliebigem Exponenten (mit ganzen und gebrochenen) durchfiihren. Schwierige Prozent-
berechnungen kann man beispielsweise mit Hilfe der Quadratvierteltabellen nicht durchfiihren.

Nichtsdestoweniger wurden Quadratvierteltafeln auch noch in spaterer Zeit herausgegeben, als
die Logarithmentafeln bereits in verschiedenen Arten erschienen waren.

Im Jahre 1856 erschienen in Frankreich Tafeln unter dem Titel 'Tabelle der Quadrate der Zah-
len von 1 bis 1000 Millionen, mit deren Hilfe man das Produkt von Zahlen nach einem tiberaus
einfachen Verfahren ermitteln kann, einem Verfahren, das bequemer ist als die Berechnung
mit Hilfe der Logarithmen’, aufgestellt von Alexander Kossar.

Vorstellungen dieser Art entstehen bei vielen, die nicht vermuten, dass ihre Ideen schon langst
verwirklicht sind. Auch an mich wandten sich zweimal Schopfer dhnlicher Tafeln wie mit einer
Neuigkeit und wunderten sich sehr, als sie erfuhren, dass ihre Erfindung schon ein mehr als
dreihundertjahriges Alter hat.
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Andere, weit jingere Konkurrenten der Logarithmen sind die Rechentafeln, die in vielen techni-
schen Handblichern enthalten sind Das sind Tabellen, die folgende Spalten enthalten: Quadrate
von Zahlen, Kuben, Quadratwurzeln, Kubikwurzeln, reziproke Zahlen, Kreisumfange und Kreis-
flacheninhalte. Fir viele technische Berechnungen sind diese Tafeln sehr geeignet, trotzdem
sind sie nicht immer ausreichend; die Logarithmentafeln haben ein bedeutend weiteres Anwen-
dungsgebiet

Die Entwicklung der Logarithmentafeln

In unseren Schulen wurden noch vor einigen Jahren bstellige Logarithmentafeln verwendet.
Jetzt verwendet man 4stellige Tafeln, da diese fiir technische Berechnungen vollig ausreichen.
Fiir die meisten technischen Anforderungen kann man sich sogar 3stelliger Mantissen bedienen,
werden doch die gebrauchlichen Ausmessungen selten mit mehr als drei Stellen ausgefiihrt.

Des Gedankens, dass auch kiirzere Mantissen ausreichen, wurde man sich vor verhaltnismaBig
kurzer Zeit bewusst. Ich erinnere mich noch der Zeit, als in unseren Schulen die schweren Ban-
de 7stelliger Logarithmen in Gebrauch waren, die ihren Platz erst nach beharrlichem Kampf
an die bstelligen abtraten.

Aber auch die 7stelligen Logarithmen erwiesen sich bei ihrem Erscheinen (1794) als unerlaubte
Neuerung. Die ersten dekadischen Logarithmen, geschaffen von dem Londoner Mathematiker
Henry Briggs (1624), waren 14 stellige Logarithmen. Sie wurden nach einigen Jahren von den
10stelligen Tabellen des hollandischen Mathematikers Andrian Valcq abgelost.

Wie wir sehen, ging die Entwicklung der gebrauchlichen Logarithmentafeln von vielstelligen
Mantissen zu kiirzeren tber und ist bis in unsere Tage nicht abgeschlossen, da auch jetzt
vielen der einfache Gedanke nicht bewusst ist, dass die Genauigkeit der Berechnungen nicht
die Genauigkeit der Abmessungen lbertreffen kann. Die Verkiirzung der Mantissen zieht zwei
wichtige praktische Schlussfolgerungen nach sich:

1. eine merkliche Verringerung des Tabellenumfanges und

2. eine damit verbundene Vereinfachung ihrer Verwendung, und folglich auch eine Beschleu-
nigung der mit ihrer Hilfe ausgefiihrten Berechnungen.

Die siebenstelligen Logarithmen von Zahlen nehmen an 200 Seiten ein, die bstelligen 30 Seiten
eines um die Halfte kleineren Formats, die 4stelligen nehmen nur ein Zehntel an Umfang ein,
sie haben auf 2 Seiten GroBformat Platz, die 3stelligen haben sogar auf einer Seite Platz.

Dariiber hinaus bedeutet das Rechnen mit Logarithmentafeln geringerer Stellenzahl natiirlich
eine groBe Zeitersparnis. So wurde beispielsweise festgestellt, dass fiir eine Berechnung mit
Hilfe von fiinfstelligen Logarithmen nur ein Drittel der Zeit bendtigt wurde, die man bei der
entsprechenden Berechnung mit Hilfe von siebenstelligen Logarithmentafeln benétigt.

Logarithmische Raritaten

Werden die Rechnungsanforderungen des praktischen Lebens und des technischen Gebrauchs
vollkommen durch 3- und 4stellige Tabellen gewahrleistet, so stehen andererseits dem Theo-
retiker Tabellen mit einer bei weitem groBeren Zahl von Stellen zur Verfiigung als sogar die
14stelligen Briggsschen Logarithmen.

Die Logarithmen sind in ihrer Mehrheit irrationale Zahlen. Sie kdnnen immer nur durch gerun-
dete Zahlen dargestellt werden. Die Annaherung kann um so genauer werden, je mehr Stellen
die gerundete Zahl hat.
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Fir wissenschaftliche Arbeiten erweist sich manchmal die Genauigkeit 14stelliger Logarithmen
als unzureichend [/ Aus diesem Grunde stehen den Mathematikern noch umfangreichere Lo-
garithmentafeln zur Verfiigung. Da gibt es z. B. die 20 stelligen Logarithmen der Zahlen von
2 bis 1200, die in Frankreich 1795 von Callet herausgegeben wurden.

Fiir eine noch begrenztere Gruppe von Zahlen existieren Logarithmentafeln mit einer gewalti-
gen Stellenzahl, wahre logarithmische Wunder, deren Existenz, wie ich mich (iberzeugte, sogar
von vielen Mathematikern nicht vermutet wird. Hier diese Logarithmenriesen; sie alle sind keine
dekadischen, sondern naturliche Logarithmen:ﬁ

die 48 stelligen Tabellen Wolframs fiir die Zahlen bis 10000;
die 61 stelligen Tabellen Parkhursts und
schlieBlich das logarithmische Superwunder, die 260stelligen Logarithmen von Adams.

Im letzteren Falle besitzen wir lbrigens keine Tabelle, sondern nur die natiirlichen Logarithmen
von fiinf Zahlen: 2, 3, 5, 7, 10 und den 260stelligen Umrechnungsfaktor fiir ihre Umrechnung
in dekadische Logarithmen.

Es ist nicht schwer, einzusehen, dass man mit Hilfe der Logarithmen dieser fiinf Zahlen durch
einfache Addition oder Multiplikation die Logarithmen einer Vielzahl von zusammengesetzten
Zahlen erhalten kann. Der Logarithmus der Zahl 12 ist z. B. gleich der Summe der Logarithmen:
2 und 2 und 3.

Zu den logarithmischen Wandern konnte man auch mit vollem Recht den Rechenstab zahlen.

Logarithmen auf der Biihne

In Varietés treten manchmal "Rechenkiinstler" auf, die das Publikum durch ihre enorme Re-
chenfertigkeit in Erstaunen setzen. Jemand horte davon, dass ein Rechenvirtuose im Kopf
hohe Wurzeln aus vierstelligen Zahlen zieht. Der junge Mann nahm sich nun fest vor, den
Rechenkiinstler auf die Probe zu stellen.

Er bereitete zu Hause auf dem Wege umstandlicher Berechnungen die 31. Potenz irgendeiner
Zahl vor und war gewillt, den Rechner durch einen 35stelligen Zahlenkreuzer niederzuschmet-
tern. Als die Vorstellung lief, konnte der junge Mann auch tatsachlich auf die Bithne kommen
und sagte nun zu dem Rechner: "Versuchen Sie, die 31. Wurzel aus der folgenden 35 stelligen
Zahl zu ziehen!"

Damit schrieb er die so miihsam eingepragte Zahl an die Tafel. Aber ehe er noch die Zahl
vollstandig angeschrieben hatte, nannte der Rechner schon den Wurzelwert, die 13. Ohne die
Zahl zu kennen, zog er aus ihr die Wurzel, ja sogar die 31. Wurzel und sogar noch im Kopf
und sogar noch mit der Geschwindigkeit eines Blitzes!

Der junge Mann war verbliifft, vernichtet, obwohl es dabei nichts Ubernatiirliches gibt. Das
Geheimnis besteht einfach darin, dass es nur eine Zahl gibt, namlich die 13, die in der 31.
Potenz ein 35 stelliges Resultat ergibt. Zahlen, die kleiner als 13 sind, ergeben weniger als 35
Ziffern, groBere mehr.

Jedoch, woher wusste der Rechner das? Wie ermittelte er die Zahl 137 Ihm halfen die Logarith-
men, zweistellige Logarithmen, die er fiir die ersten 15 bis 20 Zahlen kennt. Es ist Gberhaupt
nicht schwer, sie sich einzupragen. Besonders leicht ist das Einpragen, wenn man sich dessen

1714stellige Briggsche Logarithmen gibt es iibrigens nur fiir die Zahlen von 1 bis 20000 und von 90000 bis
101000.

18N atiirliche Logarithmen werden die Logarithmen genannt, die nicht die Basis 10, sondern die Basis 2,718...
haben. Uber diese Logarithmen wird noch spater berichtet werden.
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bedient, dass der Logarithmus einer zusammengesetzten Zahl gleich der Summe der Logarith-
men der Faktoren des Produktes ist.

Wenn Sie die Logarithmen der Zahlen 2, 3 und 7 fest kennen, dann kennen Sie bereits die
Logarithmen der ersten zehn natiirlichen Zahlen["]

Fir die Zahlen von 11 bis 19 ist es erforderlich, die Logarithmen von vier weiteren Zahlen
zu kennen. Wie es auch sei, der Biihnenrechner verfligte gedanklich iiber folgende Tabelle
zweistelliger Logarithmen:

Zahlen Logarithmen | Zahlen Logarithmen
2 0,30 11 1,04
3 0,48 12 1,08
4 0,60 13 1,11
5 0,70 14 1,15
6 0,78 15 1,18
7 0,85 16 1,20
8 0,90 17 1,23
9 0,95 18 1,26
19 1,28

Der mathematische Trick, der den jungen Mann verbliiffte, bestand in folgendem:

4, ...
Ig 3\1/(ganze Zahl mit 35 Ziffern) = 33’1

Der gesuchte Logarithmus kann sich zwischen 2% und 2% oder zwischen 1,09 und 1,13

31 31
befinden.

In diesem Zwischenraum gibt es nur den Logarithmus einer ganzen Zahl, namlich 1,11, der
Logarithmus von 13, somit ist auch das verbliiffende Resultat ermittelt.

Natiirlich muss man, um das alles schnell im Kopf ausrechnen zu kénnen, iiber die Findigkeit
und Fertigkeit eines Berufsrechners verfiigen. Die Sache selbst ist aber in Wirklichkeit, wie Sie
sehen, duBerst einfach. Sie konnen jetzt auch selbst ahnliche SpaBe durchfiihren, wenn nicht
im Kopf, so auf dem Papier.

Moge |hnen die Aufgabe vorgelegt sein: Es ist die 64. Wurzel aus einer 20stelligen Zahl zu
ziehen. Ohne sich dariiber zu informieren, was das fiir eine Zahl sei, kdnnen Sie das Resultat
des Radizierens bekanntgeben: Die Wurzel ist gleich 2. Tatsachlich ist

19, .
lg ©/(ganze Zahl mit 20 Ziffern) = 24

Der Logarithmus muss sich folglich zwischen é—i und % befinden, d. h. zwischen 0,29 und
0,32.

Es gibt nur einen Logarithmus fiir eine ganze Zahl in diesem Intervall, namlich 0,30. Damit
erhalten wir als Numerus die Zahl 2.

Wenn Sie dem Aufgabensteller nun noch die Zahl mitteilen kénnen, die er eigentlich nieder-
schreiben wollte, so wird er noch mehr erstaunt sein. Bei 26 handelt es sich niamlich um die
beriihmte "Schachzahl":

18446744073709551616

PEsist z.B. lgh =1g il =1 —Ig2.
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Logarithmen auf dem Viehhof

Aufgabe: Die Menge des sogenannten "erhaltenden" Futters, d.h. die geringste Futtermenge,
die notwendig ist, um die Verluste des Organismus fiir die Warmeabgabe, die Arbeit der inneren
Organe und den Wiederaufbau der absterbenden Zellen u. é.@ zu ersetzen, ist proportional
der Oberflache des Korpers eines Tieres.

Es soll nun der Kaloriengehalt des erhaltenden Futters fiir einen Ochsen, der 420 kg wiegt,
ermittelt werden, wenn unter den gleichen Bedingungen ein Ochse von 630 kg Masse 13500
Kalorien bendtigt.

Losung: Um diese praktische Aufgabe aus dem Gebiet der Viehzucht zu I6sen, ist es notwendig,
auBer der Algebra auch die Geometrie zu Hilfe zu nehmen. Entsprechend der Bedingung der
Aufgabe ist der gesuchte Kaloriengehalt = proportional der Oberflache (Ap) des Ochsen, also

x
13500 A

Aus der Geometne wissen wir, dass sich die Oberflaichen Ay ahnlicher Korper verhalten wie
die Quadrate ihrer linearen Stiicke, z.B. der Kérperkanten (a). Die Volumina (und folglich die
Massen) verhalten sich dagegen wie die Kuben der linearen Stiicke. Deshalb gilt:

, wobei Ap, die Korperoberflache des Ochsen ist, der 630 kg wiegt.

Ao, a? . 420 af
Ao, a3 ’ 630 a3

Daraus ergibt sich:

und weiter:

IRZEE 420 722 4
< \/ ::g/ ) , a:=:13500§/
13500 /G302 630 3 9

Mit Hilfe der Logarithmentafeln ermitteln wir x = 10300. Der Ochse benétigt 10300 Kalorien.
Die SterngroBen

Die Skale der SterngroBen ist eine logarithmische Skale. Die Astronomen teilen die Sterne nach
den Stufen der sichtbaren Helligkeit in Sterne erster GroBe, zweiter GroBe, dritter GroBe usw.
ein.

Die aufeinanderfolgenden SterngroBen stellen dabei die Glieder einer arithmetischen Folge dar.

Ihre physikalische Helligkeit andert sich aber nach einem anderen Gesetz. Die objektiven Hellig-
keiten stellen eine geometrische Folge mit dem Quotienten 2,5 dar. Man wird sicher einsehen,
dass die "GroBe" eines Sterns nichts anderes ist als der Logarithmus seiner physikalischen
Helligkeit.

Ein Stern dritter GroBe ist z. B. um 2, 537! heller als ein Stern erster GréBe, d. h., 6,25 maI.@
Wenn also ein Astronom die sichtbare Helligkeit von Sternen einschatzt, so arbeitet er eigent-
lich mit Logarithmen, die auf der Basis 2,5 aufgebaut sind.

Ahnlich verh3lt es sich mit der Lautstirke. Man bewertet die Lautstirke mit der Einheit Phon.
Das leise Rascheln von Blattern hat danach eine Lautstarke von 10 Phon, lautes Sprechen

20lm Unterschied zum "produktiven" Futter, d.h. des Teils des Futters, das fiir den Aufbau bendtigt wird.
21 Anmerkung: Dem Autor ist hier ein Fehler unterlaufen. Der Stern erster GriiBe ist 6.25 mal heller als der
Stern 3. GroBe.
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von 60 Phon und ein Motorrad verursacht etwa 100 Phon. Das Ansteigen der Lautstarke nach
dieser Skale empfinden wir als ein Ansteigen nach einer arithmetischen Zahlenfolge.

Die Schallstarke jedoch, die die Energie dieser Gerausche darstellt, durchlauft beim Ansteigen
in der genannten Weise eine geometrische Zahlenfolge mit dem Quotienten 10. Das Blatter-
sauseln hat z. B. die Schallstirke 10!, lautes Sprechen die Stirke 10°. Daraus kénnen wir
ersehen, dass die Lautstarke wie der Logarithmus der Schallstarke anwachst.

Beide Erscheinungen, die Einschatzung der SterngréBe wie auch der Lautstarke, beruhen dar-
auf, dass die Empfindung des Auges wie auch des Ohres anndhernd proportional mit dem
Logarithmus der Lichtstarke bzw. der Schallstarke wachst?

Dieses sogenannte psychophysikalische Gesetz wird auch folgendermaBen formuliert: Die GroBe
der Empfindung ist proportional dem Logarithmus der ErregungsgroBe.

Wie wir sehen, haben die Logarithmen auch auf dem Gebiet der Psychologie eine Bedeutung.

Vermachtnis auf Hunderte von Jahren

Wer horte nicht von der legendaren Zahl von Weizenkornern, die der Erfinder des Schachspiels
fir sich als Belohnung gefordert haben soll? Diese Zahl entstand auf dem Wege der aufeinan-
derfolgenden Verdoppelung der Eins: Fiir das erste Feld des Schachbrettes forderte der Erfinder
1 Korn, fiir das zweite 2 usw., bis zum letzten, dem 64. Feld.

Jedoch wachsen die Zahlen nicht nur bei aufeinanderfolgender Verdoppelung, sondern auch
schon bei einer iiberaus gemaBigteren VergroBerung erstaunlich schnell an. Kapital, das 5%
Zinsen bringt, vergroBert sich in einem Jahr auf das 1,05 fache. Das Anwachsen ist zunachst
zwar nicht so augenfillig, liegt es jedoch tiber einen langeren Zeitraum hinweg auf der Bank,
so wachst es zu einer gewaltigen Summe an.

Darauf beruht auch die unerwartet starke VergroBerung von Betragen, die eine verhaltnisma-
Big lange Zeit auf dem Konto gestanden haben. Es erscheint merkwiirdig, dass zuweilen in
Testamenten von Leuten, die gar nicht einmal (iber groBe Geldmittel verfiigten, Verfligungen
iber die Zahlung groBer Kapitalien gemacht werden.

In diesem Zusammenhang soll das Testament des beriihmten amerikanischen Staatsmannes
Benjamin Franklin nicht unerwahnt bleiben. Darin steht unter anderem:

"Ich vertraue der Biirgerschaft von Boston tausend Pfund Sterling an. Wenn sie diese tausend
Pfund annimmt, so soll sie den Betrag ausgesuchten Biirgern libertragen. Diese Biirger sollen
die finanziellen Mittel an Handwerker mit 5% jahrlich verIeihen.@

Die Summe erhoht sich dann nach hundert Jahren auf 131000 Pfund Sterling. Ich wiinsche,
dass dann 100000 Pfund fiir den Bau gemeinniitziger Gebaude verwendet werden und die
restlichen 31000 Pfund mit Zinsen auf 100 Jahre angelegt werden. Nach Ablauf des zweiten
Jahrhunderts wachst die Summe auf 4061000 Pfund Sterling an, von denen ich 1060000 Pfund
den Einwohnern Bostons zur Verfiigung stelle und 3000000 der Regierung des Staates Massa-
chusetts. Weiter wage ich nicht, meine testamentarischen Bestimmungen auszudehnen."

Indem er nur 1000 Pfund zuriicklasst, verteilt Franklin doch Millionen. Hier liegt jedoch lber-
haupt kein Fehler vor.

Die mathematische Berechnung bestatigt, dass seine Vorstellungen vollkommen real waren.
Der Betrag von 1000 Pfund, der sich jahrlich auf das 1,05fache vergroBert, muss nach 100
Jahren 1000 - 1, 05'% Pfund ergeben. Diesen Ausdruck kann man mit Hilfe von Logarithmen

22In Amerika gab es zu dieser Zeit noch keine Krediteinrichtungen.
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ausrechnen:
x =1000- 1,05 | lg x = 1g 1000 + 1001g 1,05 = 5,11893

Daraus folgt: = 131000.

Das, entspricht dem Text des Testaments. Ferner erhoht sich der Betrag von 31000 Pfund im
Laufe des folgenden Jahrhunderts auf y = 31000-1, 05'%°, woraus wir mit Hilfe der Logarithmen
y = 4076500 Pfund ermitteln. Das ist eine Summe, die sich nur wenig von der im Testament
angegebenen unterscheidet.

Eine andere Aufgabe dieser Art wurde einem Buch von Saltykow entnommen:

"Porfiri Wladimirytsch hatte sich nach dem Mittagessen bereits ausgeschlafen und saB im
Arbeitszimmer mit der Niederschrift endloser Zahlenreihen beschaftigt.

Diesmal interessierte ihn die Frage, wieviel Geld er jetzt besitzen wiirde, wenn seine Mutter
die vom GroBvater Piotr lljitsch bei seiner Geburt geschenkten hundert Papierrubel sich nicht
angeeignet, sondern auf den Namen des kleinen Porfiri bei einer Bank eingezahlt hatte. Es
waren, wie er feststellte, nur achthundert Papierrubel gewesen."@

Nehmen wir an, dass Porfiri im Augenblick der Berechnung 50 Jahre alt war und dass er die
Berechnung richtig ausfiihrte (die Annahme ist wenig glaubwiirdig, da Golowlew kaum die
Logarithmen kannte und sich mit schwierigen Prozenten ab- miihte). Wieviel Prozent zahlte
damals die Bank?

Ununterbrochenes Wachsen des Kapitals

In den Sparkassen kommen jahrlich zum Grundkapital die Zinsgelder hinzu. Bleibt das Kapital
mehrere Jahre auf der Bank, so wachst das Kapital schneller an, da an der Zinsbildung eine
groBere Summe teilnimmt. Beschaftigen wir uns mit dem folgenden rein theoretischen, liberaus
vereinfachten Beispiel.

Mégen auf der Sparkasse 100 Rubel mit 100% Jahreszinsen eingebracht worden sein. Kommen
die Zinsgelder erst nach Ablauf eines Jahres zum Grundkapital hinzu, so wachst der Betrag
von 100 Rubeln zu diesem Zeitpunkt auf 200 Rubel an.

Uberlegen wir jetzt, wie der Betrag von 100 Rubeln anwichst, wenn man die Zinsgelder dem
Grundkapital jeweils nach Ablauf eines halben Jahres hinzufligt. Nach Ablauf des ersten halben
Jahres wachsen 100 Rubel auf 100 Rubel - 1,5 = 150 Rubel an. Nach einem weiteren Halbjahr
sind es schon 150 Rubel - = 225 Rubel.

Figt man die Zinsen jeweils nach % Jahr hinzu, so wachst der Betrag von 100 Rubeln nach

3
Ablauf eines Jahres auf 100 Rubel - (1%) ~ 237 Rubel 3 Kopeken.
Wenn man nun die Zufithrung der Zinsen in immer kleineren Bruchteilen eines Jahres durch-

fihrt, so dass der Faktor vielleicht zu 1,1; 1,01, 1,001 wird, dann erhalt man als Betrag am
Ende des Jahres:

100 Rubel -1, 1'% ~ 259 Rubel 37 Kopeken,
100 Rubel -1,01'%° ~ 270 Rubel 48 Kopeken,
100 Rubel -1,001'%% ~ 271 Rubel 69 Kopeken.

Mit Methoden der hoheren Mathematik lasst sich beweisen, dass bei einer unbegrenzten Ver-
kirzung der Angliederungstermine das angewachsene Kapital nicht unbegrenzt ansteigt, son-

23Entnommen Saltykow-Schtschedrin Die Herren Golowlew. 1. Aufl. Riitten & Loening, Berlin 1952.
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dern sich einer gewissen Grenze nahert, die annahernd gleich 271 Rubel 83 Kopeken ist [
Um mehr als 2,7183 mal kann sich das Kapital, das mit 100% verzinst ist, nicht vergréBern,
auch wenn sich die angewachsenen Zinsen mit dem Grundkapital jeweils nach einer Sekunde
vereinigen wiirden.

Die Zahl ¢

Die erhaltene Zahl 2,718..., die in der hoheren Mathematik eine groBe Bedeutung hat, eine
nicht geringere als zum Beispiel die beriihmte Zahl 7, hat als besondere Bezeichnung den
Buchstaben e. Das ist eine irrationale Zahl.

Sie kann durch eine endliche Anzahl von Ziffern nicht erschopfend dargestellt werden®] Sie
wird deshalb mit beliebiger Genauigkeit, mit Hilfe folgender Reihe angenahert:

1 1 1 1
Mttt tiosa e
Aus dem vorher angefiihrten Beispiel iiber die Verzinsung des Kapitals nach kiirzerer Zeit ist
leicht zu ersehen, dass die Zahl e die Grenze des Ausdrucks (1 + %)n bei unendlichem An-

wachsen von n ist.

Aus vielerlei Griinden, die wir hier nicht erortern kdnnen, kann man die Zahl e sehr zweck-
entsprechend als Basis eines Logarithmensystems verwenden. Solche Tabellen ("natirlicher
Logarithmus") finden breite Anwendung in der Wissenschaft und Technik. Die Logarithmen-
riesen aus 48, aus 61, aus 102 und 260 Ziffern, liber die wir frither schon sprachen, besitzen
als Basis auch die Zahl e.

Die Zahl e erscheint nicht selten dort, wo man sie liberhaupt nicht erwartet hat. Stellen wir
uns z. B. folgende Aufgabe:

"In welche Teile muss man eine gegebene Zahl zu zerlegen, damit das Produkt aller Teile ein
Maximum ist?"

Wir wissen schon, dass die Zahlen das groBte Produkt bei einer konstanten Summe dann
ergeben, wenn sie untereinander gleich sind. Es ist klar, dass man die Zahl a in gleiche Teile
gliedern muss. In wieviel gleiche Teile aber genau?

In zwei, in drei oder in zehn? Mit Methoden der hoheren Mathematik kann man feststellen,
dass das groBte Produkt entsteht, wenn die Teile moglichst nahe an die Zahl 3 herankommen.
Die Zahl 10 z. B. muss man in eine solche Anzahl gleicher Teile zerlegen, dass die Teile
moglichst nahe bei 2,718... liegen. Deshalb muss man den Quotienten % = 3,678...
ermitteln.

Da es unmoglich ist, in 3,678... gleiche Teile zu zerlegen, muss man als Divisor die nachste
ganze Zahl 4 wahlen.

Wir erhalten folglich das groBte Produkt der Teile von 10, wenn diese Teile gleich %, also 2,5
sind.

Das bedeutet, (2,5)* = 39,0625 ist die groBte Zahl, die bei der Multiplikation gleicher Teile
von 10 entstehen kann. Das finden wir bestatigt, wenn wir 10 in 3 oder 5 gleiche Teile zerlegen.

Dann ergibt sich (%)3 = 37 bzw. (%0)5 = 32.

Die Zahl 20 muss, wenn man das groBte Produkt ihrer Teile erhalten will, in 7 gleiche Teile
zerlegt werden, da 20 : 2,718... = 7,36 ~ 7 ist.

24Bruchteile von Kopeken wurden weggelassen.
25AuBerdem ist sie, wie auch die Zahl 7, transzendent, d. h., sie kann nicht als Resultat irgendeiner algebrai-
schen Gleichung mit ganzen Koeffizienten entstehen.
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Die Zahl 50 muss man in 18 Teile zerlegen und 100 in 37, weil 50 : 2,718... =~ 18,4 und
100 : 2, 718... = 36, 8 ist.

Die Zahl e spielt eine groBe Rolle in der Mathematik, der Physik, der Astronomie und in
anderen Wissenschaften. Hier einige Fragen, bei deren mathematischer Betrachtung man sich
dieser Zahl bedienen muss (die Reihe konnte man unbegrenzt fortsetzen):

die barometrische Hohenformel (Verringerung des Drucks mit der Hohe), die Eulersche For-
me@, das Gesetz der Abkihlung von Korpern, der radioaktive Zerfall und das Alter der Erde,
Pendelschwingungen in der Luft, die Formel Ziolkowskis fiir Raketengeschwindigkeiten, Schwin-
gungserscheinungen im Schwingkreis, Zellenwuchs.

Wo steckt der Fehler?

Als Erganzung zu den entsprechenden Aufgaben im Teil 5 sei noch ein Beispiel gleicher Art
angefiihrt, in dem der "Beweis" der Ungleichung 2 > 3 gebracht wird.

Diesmal ist am Beweis das Logarithmieren beteiligt. Die Untersuchung beginnt mit der Un-
gleichung

<

e~ =
ool

die unzweifelhaft richtig ist. Dann folgt eine Umwandlung:

1\?2 1\?3
— > —
) >
die ebenfalls keinen Zweifel zulasst. Der groBeren Zahl entspricht der groBere Logarithmus,

das bedeutet, dass . .
21g | = lg ( =
& (2) >3l (2)

ist. Wir kiirzen nun noch durch lg (%) und erhalten tatsachlich:
2>3

Worin besteht der Fehler dieses Beweises?

Losung: Der Fehler besteht darin, dass beim Kirzen durch Ig (%) das Ungleichheitszeichen
nicht geandert wurde (> in <). Das hatte namlich unbedingt geschehen miissen, da der
lg (%) eine negative Zahl ist.

Hatten wir nicht mit der Basis 10, sondern einer anderen, kleiner als % multipliziert, so ware

Ig (%) positiv; wir hatten dann aber nicht das Recht gehabt zu behaupten, dass der groBeren
Zahl der groBere Logarithmus entspricht.

26Sjehe: Der Riese von Jules Verne und die Eulersche Formel in Unterhaltsame Physik, Teil Mechanik, S. 35
(Best.Nr. 08 101-1). Volk und Wissen, Volkseigener Verlag Berlin 1962.
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