Berechnung pythagoraischer Tripel
Autor: Dieter Behrendt, 2020

Im rechtwinkligen Dreieck gilt u.a. der Satz des Pythagoras. Wir schreiben ihn in der Form
a’ 4+ 2% = (z 4+ m)?
a, z und m sind natiirliche Zahlen (auBer Null). Gleichung 1 umgeformt nach a? ergibt

2

a’ = 2mx + m?> bzw. a=vV?2mz +m?2

Fir m = 1 wird Gleichung 2 zu

a1 =vVar+1

Nachstehende Wertetafel zeigt die Werte fiir a1 in Anhangigkeit von z:

T 1 2 3 4 5 12 24 39 40 60
a | V3 VB VT VB VIT VB VA Vi VBT VI

Nur die a; bilden mit den zugehdrigen = (und = + 1) pythagoraische Zahlentripel, bei denen in der

Waurzel eine Quadratzahl steht (unterstrichene Wurzelausdriicke).

Tabelle 1 zeigt die ersten funf Tripel fir m = 1. In der gleichen Weise konnen die Zahlentripel fiir

weitere m ermittelt werden, Tabellen 2 bis 6.

Der Anschaulichkeit halber sind den Tabellen 1, 3 und 5 auch die ungeraden Werte 1, 3 und 5 fiir

m zugeordnet, sowie den Tabellen 2, 4 und 6 die geradzahligen 2, 4 und 6.

Dabei sind auch hier die jeweils ersten fiinf Tripel aufgelistet. Die Nummerierung der einzelnen Tripel
in den Tabellen erfolgt fortlaufend von n = 1 — 5 fiir ungerade m und von n = 2 — 6 fiir gerade m

(Erklarung dafiir weiter unten).

Tabellen 1, 3, 5 ; m = ungerade

m=1=a =vV2x+1 Gl. 2.1

n o x a T +m 22 a®  (z+m)?

1 4 3 4+1=5 16 9 25

2 12 5 12+1=13 144 25 169

3 24 7 24+1=25 576 49 625

4 40 9 40+1=41 1600 81 1681

5 60 11 60+1=61 3600 121 3721

m=3=a3=+06x+9 Gl. 2.3

n x a Tz +m x? a?  (z+m)?
1 12 9 12+3=15 144 81 225
2 36 15 36+3=39 1295 225 1521
3 72 21 T7243=75 5184 441 5625
4 120 27 120+43=123 14400 729 15129
5 180 33 180+3=183 32400 1089 33489

m=>5= a5 =+10x + 25 Gl. 2.5
r  a Tz +m x? a?  (z+m)?
20 15  20+5=25 400 225 625
60 25  60+4+5=65 3600 625 4225
120 35 120+5=125 14400 1225 15625
200 45 200+5=205 40000 2025 42025
300 55 300+5=305 90000 3025 93025
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Tabellen 2, 4, 6 ; m = gerade

m=2=ay=+A4r +4=2yr+1 Gl. 2.2
n T a r+m 22 a®  (z+m)?
2 3 4 3+2=5 9 16 25
3 8 6 8+2=10 64 36 100
4 15 8 1542=17 225 64 289
5 24 10 2442=26 576 100 676
6 35 12 3542=37 1225 144 1369

= a4 =+/8x + 16 =22z + 4 Gl. 2.4
a xT+m 22 a®? (z+m)?
8 6+4=10 36 64 100
12 164+4=20 256 144 400
16 30+4=34 900 256 1156
20 48+4=52 2304 400 2704

24 704+4=74 4900 576 5476
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m=06= ag =122+ 36 = 2/3x + 9 Gl. 2.6
r  a T +m x? a?  (z+m)?
9 12 9+6=15 81 144 225
24 18  24+46=30 576 324 900
45 24  4546=51 2025 576 2601
72 30 T7246=78 5184 900 6084

105 36 105+6=111 11025 1296 12321
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Aus den Tabellen 1-6 ist zu erkennen, dass die Werte fiir a in besonderer Weise mit m und n verkniipft
sind. Danach lasst sich a,,, fir ungerade m durch die Beziehung

ayn = m(2n + 1) (3.1)
und ag. fiir gerade m durch die Beziehung
Qge =M N (3.2)

ausdriicken. Damit kénnen pythagordische Zahlentripel (iber die frei wahlbaren Variablen m und n
berechnet werden, wobei fiir die Berechnung von x, je nachdem ob m ungerade oder gerade ist, die
Gleichung 3.1 oder Gleichung 3.2 in Gleichung 1 eingesetzt werden miissen.
Gleichung 1 wird damit mit Gleichung 3.1 fiir ungerade m zu

a?—m? m22n+1)%2 —m?

= = = 2m(n? 4.1

und mit Gleichung 3.2 fiir gerade m zu

m2n2 - m2 m

Tge = —5—— = 5 ( 2-1) (4.2)

Fir n =1 wird 4 = 0 zu null, d.h. @ = m, was natiirlich keine Lésung im o.g. Sinne ist. Daher gilt
Gleichung 4.2 nur fiir n > 2.

Addiert man in Gleichung 4.1 und 4.2 das zugehorige m, erhalt man:

(4 M)un = 2m(n* +n) +m = m(2n® + 2n + 1) (5.1)
(z+m)ge = 5-(n* = 1) +m = T (n?+1) (5.2)



Einfacher ist es natiirlich zum ermittelten = sofort m zu addieren um die dritte Zahl des Tripels zu
erhalten.

Noch einige Zahlenbeispiele:
1. m=5n=6
GL31  au=m@m+1)=52-6+1)=65
Gl.41 2y, =2m(m%+n)=2-5(6%46) = 420
GL51  (z+m)un=m2n*+2n+1)=5(2-624+2-6+1) =425
Probe: 652 + 4202 = 4252, d.h. 4225 + 176400 = 180625
2. m=7,n=3
az;3="T(2-3+1) =149
T73=2-7(3%+3) = 168
(x +m)7/3 =175
Probe: 492 + 1682 = 1752, d.h. 2401 + 28224 = 30625
3. m=8 n=2
Gl. 3.2 ag/p =m-n =16
GlL42  wgp=—(n—1)=12

2

G52  (z+m)ys— g(n2 +1)=20

Probe: 162 4+ 122 = 202, d.h. 256 + 144 = 400
4. m=2,n="17
(12/7:2'7:14
2
=(7*-1)=48
L2/7 2( )

Probe: 142 4 482 = 502, d.h. 196 + 2304 = 2500



Berechnung pythagoraischer Tripel der Form
a?+ (a+1)* = 2
Autor: Dieter Behrendt, 2020

GemaB der obigen Gleichung ist die groBere Kathete im rechtwinkligen Dreieck um ¢ groBer (i ganze
Zahl) als die kleinere. Es geniigt, wenn man diese Aufgabe fiir i = 1 16st.

Alle weiteren Tripel ergeben sich dann durch Multiplikation der gefundenen Losungen fiir ¢ = 1 mit
den Faktoren f =2,3,..., 5.

Aus a? + (a + 1)% = 2 ergibt sich fiir a die quadratische Gleichung in der Normalform

2 c?
a”+a+ 5" 3 = 0 (1)
mit der Losungsgleichung
ai2 = —% —i+c22 (1.1)
Umgeformt ergibt sich daraus die positive Losung fiir a in Abhéangigkeit von ¢ zu:
1
a=3 (V2 —1-1) (1.2)

Die erste Losung ist sofort bekannt, schon das einfachste (und erste) Tripel 3, 4 und 5 ergibt fiir a

eine ganze Zahl
o= (VZ R —1-1) = (Vi9-1) =3

2 2
mit b = a + 1 wird b = 4, so dass das erste Tripel dieser Form komplett ist.

Leider geht es nicht so bequem weiter, da der Wurzelausdruck in (1.2) eine ungerade Quadratzahl
sein muss, damit sich in Verbindung mit dem Subtrahenden 1 in der Klammer und dem Faktor % vor
der Klammer fiir a eine natirliche Zahl ergibt.

Die ersten sechs Tripel, bei denen b — a = 1 gilt, sind in nachstehender Tabelle aufgelistet:

Nr. c c? a b=a+1 a? v’ = (a+1)>
1 5 25 3 4 9 16

2 29 841 20 21 400 441

3 169 28561 119 120 14161 14400

4 985 970225 696 697 484416 485809

5 5741 32959081 4059 4060 16475481 16483600
6 33461 1119638521 23660 23661 559795600 559842921



Berechnung pythagoraischer Tripel

Verkniipfung x + m-Methode (S. 1-3) mit u — v — w-Methode
Autor: Dieter Behrendt, 2020

1. m ist ungerade

Es gelten Gl. 3.1 ay, = m(2n+1), Gl. 4.1 2, = 2m(n® +n), Gl. 5.1 ¢y = m(2n? +2n+ 1) und
Cyn = T + M.

1.1. geg.: m und n; ges.: u und v (und w)

Nach der u — v — w-Methode gilt

[ W+t =c
1 w?—v’=a

Il 2 u-v=w==zx

Wir setzen gleich: GI. | und Gl. 5.1, sowie Gl. Il und GI. 3.1:

A: u? + 0% = m(2n? + 2n + 1)
B: u? — vt =m(2n+1)
A-B: 202 = m(2n% +2n 4+ 1) — m(2n + 1)
v? =m - n? (1.1.1)
und u? = m(2n + 1) + v?
u? =m(2n + 1) +m - n?
u? = m(n® 4 2n +1) (1.1.2)

Zahlenbeispiel: m =3, n =2

111 0?*=3-22=12
112 w?=3022+2-2+1)=27
GLII  w=2V27-V/12=2-/324 = 36
c=ul+v*=27+12=139
a=u?—0v?=27-12=15
Das Tripel lautet somit: 15, 36 und 39, damit 152 4+ 362 = 392 bzw. 225 + 1296 = 1521.
Probe: m =3, n=2
GL31 a=3(2-2+1)=15
Gl.41 2=2-3(2°4+2)=36  und
GL51 ¢=3(2-2242-2+1)=39  oder
c=x+m=26+3=239

1.2. geg.: uw und v (und w); ges.: m und n

Wieder setzen wir gleich gemaB Pkt. 1.1, subtrahieren und erhalten wieder Gleichung 1.1.1. Diese
umgestellt nach m ergibt

m=2 (1.2.1)



Gleichung 1.2.1 eingesetzt in B ergibt:

2
v
u? — % = ﬁ(2n +1) (1.2.2)

u2—v2

- Damit wird 1.2.2 zu:

Wir setzen E =

v
E=Lnt1)
= —(2n
n2

eine quadratische Gleichung mit der Normalform

2 1
n2—E-n—E =0 (1.2.2.2)

Die Losungsformel fiir das positive n ist dann:
n=—+\—+= (1.2.2.b)

Wir iibernehmen das Zahlenbeispiel von 1.1 u? = 27 und v? = 12. Damit wird die positive Lésung
von Gl. 1.2.2.b zu:

_ 12 12 12 18 30,
"Tor 12" Vo "5 T 15 T15 15
12
Aus Gl. 1.2.1 folgt dann m = 52 = 3.

Es geht natiirlich auch anders. Wir berechnen aus | und Il ¢ = u? + v? = 27 4+ 12 = 39 und
a=u?—v*=27—12 =15 und aus Ill schlieBlich w = 2 - v/27/15 = 2/324 = 36.
Dann wird m = 39 — 36 = 3 und Gl. 3.1 nach n umgestellt ergibt:

1 /15 1
— (2 1) =2 4=2
" 2(3 ) 2

Es gelten Gl. 3.2 age =m - n, Gl. 4.2 4 = %(n2 —1), Gl. 5.2 ¢ge = %(Tﬂ +1) und ¢cge = +m.

2. m ist gerade

2.1. geg.: m und n; ges.: u und v (und w)

Wir setzen gleich:

u2+v2:@(n2+1):c

2
D: w1 =m-n=a
C-D: 20 = %(n2 +1)—m-n
2 1
v? = % (2 +5on (2.1.1)
und w2 =m-n+v?
u? =m TH—m an—i-l—n
N 2 2
2 1
u2:m<z+g+4 (2.1.2)



Zahlenbeispiel: m =2, n =3

232 1
2.1.1 1)2:2<+—3>:

2 2
32 3 1
212 22442 ) =
U <4+2+4> 8
Gl. w=1x=2vV8 vV2=2-v16 =8
Gl. | W +vP=8+2=10=c¢
Gl 1l W —12=8-2=6=a

Das Tripel lautet somit: 6, 8 und 10, damit 62 + 82 = 10% bzw. 36 + 64 = 100.
Probe: m =2, n=3

Gl.32 a=2-3=6
2

Gl. 4.2 x:§(32—1):8 und
2

Gl.52 c¢= 5(32+1) =10

2.2. geg.: w und v (und w); ges.: m und n

Gl. D umgeformt ergibt fir m

u? —v?
= 221
m=" (22.1)
Gleichung 1.2.1 eingesetzt in C ergibt:
u? + v? 1
2,2
Mit u27—i—v2 = F wird 2.2.2 zu:
u? —v
1
F=—mn*+1
2n(n +1)
und umgeformt zur Normalform der quadratischen Gleichung
n2— 2 i 1=0 (2.2.2.a)
mit der Lésungsformel fiir das ny:
n=F+VF2-1 (2.2.2.b)
Zahlenbeispiel:
8+2 5
Wir iibernehmen die Zahlen von 2.1, ©2 =8, v2 = 2 und w = 2/16 = 8. Mit F = 8% = 3 folgt
fur nq, Gl. 2.2.2.b
5 n 25 1 5 n 4 3
n=— R _ — —_ =
3 9 3 3
8—2 ,
Aus Gl. 2.2.1 folgt dann m = 5 = 2. Damit werden
Gl. 3.2 a=2-3=6
2
Gl.42 z= 5(32 ~1)=8  und

2
Gl.52 c¢= 5(32 +1)=10



Der andere Weg

I: WHrP=8+2=10=c¢
w=x=2v16 =218
Il uW?—12=8-2=6=a
m=c—xz=10—8=2 und
:—:7:3
" m 2

Die Tabellen | und Il zeigen Beispiele fiir die Verknilipfung der m — n-Methode mit der u — v — w-
Methode bei vorgegebenen m und n. In Tabelle 1l sind Beispiele fiir die Verkniipfung beider Methoden
bei vorgegebenen u und v und gesuchten m und n aufgelistet.

3. Verknipfung Berechnungsmethode Seite 4 mit Methode Seiten 1-3 bzw. u — v — w-Methode

Die Berechnung von PZT der Form a? + (a + 1)? = ¢? erfolgte (iber einen anderen Ldsungsweg
(quadratische Gleichung zur Berechnung von a bei Vorgabe von ¢ bzw. ¢?).

Die beiden betrachteten Verfahren miissen natiirlich auch hier zum Ziel fithren. Wir nehmen Tabelle
IV, Zeile 3 als Beispiel zur Bestimmung von m und n bzw. von w und v.

Das Tripel lautet: a = 119, a + 1 = 120 und ¢ = 169, also 119% 4 120! = 1692.
Damit wird m = 169 — 120 = 49, es gelten die Gleichungen fiir ungerade m.
Gl. 3.1 umgestellt nach n ergibt:

1(a ) 1(119 ) 1 70 5
n=-|(——1)=-(—-1)==-.—==2
2 \m 2\ 49 2 49 7

Mit Gl. 4.1 wird x = a + 1 berechnet:
9 5 5
r=a+1=2m(m*+n)=2-49 ﬁ+? =2-60=120

Gl. 5.1 liefert dann c;

2

5
+2.2+1

c:m(2n2+2n+1)=49<2-72 -

u und v kénnen wir auf verschiedene Weise berechnen:

52
Gl.1.1.1 W=m-n>=49.- - =25=>0v=+25=5

72
5 9 52 5
GL112 w?=mmn?>+2n+1)=49 7—+2~?+1
144
u2:49-E:144:>u:\/144:12
und GI. 11l w=a+1l=2z=2-v-v=2-12-5=120
oder
Gl. | u? + 0% = 169
Gl. Il u? —v? =119

202 =50=>v=v25=5
w2 =119+25 =144 = u = /144 = 12 und
w=b=x=2-u-v=2-12-5=120



Weiteres Beispiel, Tabelle 1V, Zeile 2
c=29, a=20b=21
m=c—b=29—21 =38, d.h. m ist gerade

a 20 5 m, 5 8 (52
. 3. i ¥ nN=—=— = — : 42 fi —ph=— _D==-1Z—-1] =921
Gl. 3.2 ergibt fir n: n - g 5 Gl.42firxz=0b 2(n ) 2<22 > )
m 8 (52
I. 5.2 fii = e =-(= =9
Gl. 5.2 fiir ¢ 2(n+) 2<22+> 9
Gl. Il u? —v? =20
9
v v 2
9 49 49
2 — - — = e JR—
w2 =20+w _20+2 5 U .
49 [9
Gl. 11l r—b—2.u-v—2. \[_21
w X u-v 2 2
oder
m (n? 1 8 [ 52 1 5 9
Gl.2.1.1 2 - i -_2)1_?
v 2<2+2 n=9\lg 2ty 3) 73
n2 n 1 8 [ 52 5 1 49
Gl.2.1.2 2 _ LT GO T T
Y m<4+2+4 AV AR 2
Gl. 11 wie oben

4. Diskussion der Ergebnisse

Jede der beiden Methoden fiihrt bei Verwendung von natiirlicher Zahlen fiir die Parameter n sowie
u und v zu einem pythagoraischen Zahlentripel.

Es ist aber nicht so, dass ein bestimmtes nach der einen Methode berechnetes Tripel bei der anderen
Methode ebenfalls durch natiirliche Zahlen der Parameter darstellbar sein muss (siehe Beispielrech-
nungen und Tabellen I-1V).

Das bedeutet wiederum nicht, dass man mit beiden Methoden fiir sich betrachtet (und Einsatz gan-
zer Zahlen bei den Parametern) alle existierenden Tripel vorausberechnen kann. Die Verkniipfung
beider Methoden zeigt, dass es eine Vielzahl von Tripeln gibt, bei denen entweder n oder v und v
Briiche und Wurzelausdriicke mit keinen ganzzahligen Wurzeln sind.

Bei der Berechnung von Tripeln der Form a? + (a + 1)2 = ¢? gibt es sogar in einigen Fillen die
Besonderheit, dass alle Parameter nicht natiirliche Zahlen sind (Tabelle 1V).

Die GroBe m ist als Differenz zweier natiirlicher Zahlen m = ¢ — b immer eine natiirliche Zahl.
Genauso ist bei der u — v — w-Methode w = x = b = 2 - u - v ebenfalls immer eine natirliche Zahl,
selbst wenn u oder v (und im Einzelfall sogar deren Quadrate) keine natirlichen Zahlen sind, wohl
aber deren Summen.

Zusammenfassend ist festzustellen, dass sich die betrachteten Berechnungsmethoden durch ihre Ver-
knipfung miteinander bei der Vorausberechnung der unendlich vielen pythagoraischen Zahlentripel
sinnvoll erganzen.



Tabelle I: Verkniipfung, m und n gegeben, m ungerade, gesucht u und v

m=1
n a x r+m=c a? x? 2 u? 02
1 3 4 44-1=5 9 16 25 4 1
2 5 12 12+1=13 25 144 169 9 4
3 7 24 2441=25 49 576 625 16 9
4 9 40 40+1=41 81 1600 1681 25 16
m=3
n a x rT+m=c a? x? 2 u?
1 9 12 12+3=15 81 144 225 12
2 15 36 364+3=39 225 1296 1521 27
3 21 72 72+3=75 441 5184 5625 48
4 27 120 120+3=123 729 14400 15129 75

wW4+ri=c uw2—-1’=a 2z=w=2w
44+1=5 4-1=3 4
9+4+4=13 9-4=5 12
16+9=25 16-9=7 24
26+16=41 25-16=9 40
2 w4 vi=c uw—-vP=a z=w=2w
3 124-3=15 12-3=9 12
12 27412=39 27-12=15 36
27  48+27=T74 48-27=21 72
48 75+48=123 75-48=27 120

Tabelle 1I: Verkniipfung, m und n gegeben, m gerade, u und v gesucht

m=2
n a x T+m=c a> 22 2w v w4l =c wr—-1v’=a z=w= 2w
2 4 3 342=5 16 9 25 % % %—&-%:5 %—%:5 3
3 6 8 8+2=10 36 64 100 8 2 8+2=10 8-2=6 8
4 8 15 1542=17 64 225 289 2 § V4317 B 5= 15
5 10 24 24+2=26 100 576 676 18 8 18+-8=26 18-8=10 24
m=4
n a x T+ m=c a? x? 2 w v W4 t=c wW—-vP=a z=w=2uw
2 8 6 6+4=10 64 36 100 9 1 9+4+1=10 0-1=8 6
3 12 16 16+4=20 144 256 400 16 4 16+4=20 16-4=12 16
4 16 30 30+4=34 256 900 1156 25 9 25+9=34 25-9=16 30
5 20 48 48+4=52 400 2304 2704 36 16 36+16=52 36-16=20 48
Tabelle Il: Verkniipfung, u und v gegeben, m und n gesucht
u v uwr4vi=c -1’ =a w=b=zx=2-u-v a? b2 c? c—b=m n
2 1 4+1=5 4-1=3 2:2-1=4 9 16 25 5-4=1 1
3 1 9+1=10 9-1=8 2:3-1=6 64 36 100 10-6=4 2
4 1 16+1=17 16-1=15 2:4.-1=28 225 64 289 17-8=9 é
5 1 25+1=26 25-1=24 2-5-1=10 576 100 676  26-10=16 ¢
3 2 9+4=13 9-4=5 2:3.-2=12 25 144 169 13-12=1 2
4 2 16+4=20 16-4=12 2:-4-2=16 144 256 400 20-6=4 3
5 2 25+4=29 25-4=21 2:5.-2=20 441 400 841 20-20=9 %
6 2 36+4=40 36-4=32 2:6-2=24 1024 576 1600 40-24=16 1
4 3 16+9=25 16-9=7 2:4.-3=24 49 576 625 25-24=1 3
5 3 254+9=34 25-9=16 2:-5-3=30 256 900 1156 34-30=4 4
6 3 36+9=45 36-9=27 2:6-3=236 729 1296 2025  45-36=9 1
7 3 4949=58 49-9=40 2-7-3=42 1600 1764 3364 58-24=16 g
5 4 25416=41 25-16=9 2-5-4=140 81 1600 1681 41-40=1 4
6 4 36+16=52 36-16=20 2-6-4=148 400 2304 2704 452-48=4 5
7 4 49416=64 49-16=33 2-7-4=056 1089 3136 4225 65-56=9 %
8 4 644+16=80 64-16=48 2-8-4=064 2304 4096 6400 80-64=16 3
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Tabelle IV: Verkniipfung Berechnung von PZT der Form a? + (a + 1)? = ¢ mit Methoden | und Il

Nr. c c? a b=a+1 a? b? = (a+1)>2
1 5 25 3 4 9 16
2 29 841 20 21 400 441
3 169 28561 119 120 14161 14400
4 985 970225 696 697 484416 485809
5 5741 32959081 4059 4060 16475481 16483600
6 33461 1119638521 23660 23661 559795600 559842921
Nr. m n U v w=b=2-u-v u? v w? =02 = 4u? 0P
1 1 1 2 1 4 4 1 16
2 8 3 /B \/g 21 o 9 441
3 4 2 12 5 120 144 25 14400
4 288 101 2 697 gL 28 485809
5 1681 22 70 29 4060 4900 841 16483600
6 9800 4 /5T 2 23661 S 559842921

11



