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Vorwort

Vorwort

Dieser 3. Teil der "Ubungen fiir Junge Mathematiker" entstand ebenso wie die Teile "Zahlen-
theorie" und "Geometrie" aus Aufgabenmaterial, das fiir Schiilerzirkel und Spezialistenlager
Junger Mathematiker zusammengestellt und mit einem Schiilerkreis ab Klassenstufe 7 behan-
delt wurde.

Um auch dem Leser, der mit dem Gebiet der Ungleichungen noch nicht so vertraut ist, ein
moglichst rasches Eindringen zu ermoglichen, haben wir hier den bewahrten Aufbau beibehal-
ten, von den in der Schule erworbenen Kenntnissen auszugehen und dann die Ungleichungen
systematisch anhand von Aufgaben einzufiihren.

Dabei sind einerseits Ungleichheitsaussagen (auch goniometrische) zu beweisen und anderer-
seits Losungsmengen von Ungleichungen mit und ohne Parameter zu bestimmen. Um das
Rechnen mit absoluten Betragen zu festigen und entsprechende Vorstellungen zu vermitteln,
wurden einige wenige Aufgaben mit hinzugenommen, in denen die graphische Darstellung von
Funktionen bzw. Zuordnungen verlangt wird, in deren analytischen Ausdriicken absolute Be-
trage auftreten.

Bei der Bestimmung von Losungsmengen wurde auch darauf Wert gelegt, diese durch graphi-
sche Veranschaulichungen zu interpretieren. Daher ist dieses Biichlein vor allem fiir die Schiiler,
Lehrer und Arbeitsgemeinschaftsleiter geeignet, die in irgendeiner Form an den Olympiaden
Junger Mathematiker beteiligt sind.

Die mit einem "e" versehenen Aufgaben sind wie auch in den Teilen 1 und 2 wieder Ubungs-
aufgaben, deren Losung am Schluss des Buches angegeben ist. Es empfiehlt sich aber, jede
Aufgabe zunachst erst einmal selbst zu I6sen, bevor die angegebene Lésung durchgearbeitet
wird. Dabei kann die Losung, die der Leser selbstandig gefunden hat, mitunter aus den ver-
schiedensten Griinden von der angegebenen abweichen.

Die Aufgaben selbst sind so zusammengestellt, dass der Schwierigkeitsgrad allmahlich ansteigt.
Gerade fiir den noch nicht mit dem Stoff vertrauten Leser wird daher empfohlen, zunachst
immer mit den ersten Aufgaben jedes Kapitels zu beginnen. Dabei konnen Aufgaben auch
ibersprungen werden, ohne dass der Zusammenhang verloren geht, obwohl bei manchen Lo6-
sungen teilweise auf vorhergehende zuriickgegriffen wird.

Im Anhang sind einige Blicher angefiihrt, die als Zusatzliteratur von allen, die den Wunsch
haben, noch tiefer in das hier behandelte Stoffgebiet einzudringen, genutzt werden kénnen.

Mein besonderer Dank gilt vor allem Herrn P. Borneleit und allen, die durch manchen Rat-
schlag und Hinweis bei der Abfassung des Buches mitgeholfen haben.

Leipzig, Herbst 1967 Gerhard Kleinfeld

Vorwort zur zweiten Auflage

Schon nach relativ kurzer Zeit war die erste Auflage vergriffen, so dass sich die Herausgabe einer
Nachauflage erforderlich machte, die bis auf einige Korrekturen ein Nachdruck der ersten ist.

Dabei sei allen Lesern fiir die freundlichen Hinweise und Einschatzungen gedankt, die das Anliegen
dieser Aufgabensammlung bestatigen. Wir hoffen, dass auch die zweite Auflage weiterhin dazu bei-
tragen wird die im Vorwort zur ersten Auflage genannten Ziele zu verwirklichen.

Leipzig, Frithjahr 1971 Gerhard Kleinfeld
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Einleitung

1 Einleitung

1.1. Im folgenden sollen kurz und ohne Beweis die zum Verstandnis der einzelnen Kapitel not-
wendigen Voraussetzungen angefiihrt werden. Dabei wird, wenn geeignete Literatur vorliegt,
auf diese verwiesen.

Unter einer Aussage verstehen wir einen sinnvollen Satz, der die Eigenschaft hat, entweder
wahr oder falsch zu sein (I). Enthalt der Satz Leerstellen (Variable), so wird er als Aussage-
form bezeichnet, wenn er bei Ersetzen der Variablen durch Objekte eines bestimmten, vorher
festgelegten Grundbereichef] in eine wahre oder falsche Aussage lbergeht.

"Eine Variable ist nichts anderes als ein Zeichen (oder eine Bezeichnung) fiir ein beliebiges
Element aus einem fest vorgegebenen Bereich, dem Variabilitatsbereich dieser Variablen." (Ma-
thematisches Woérterbuch, Leipzig 1961, Seite 796.)

Wird die Aussageform H(x) durch die Verwendung von "es gibt ein z" bzw. "fur alle z"
quantifiziert, so bezeichnen wir die Variable = als gebundene Variable.

Gebunden wird sie auch durch den bestimmten Artikel "dasjenige". In allen anderen Fallen
nennen wir die Variable freie Variable.

Beispielsweise sind die Variablen a und b in folgender Allaussage gebunden:
Fir alle reellen a,b gilt (a — b)? > 0, wihrend = in der Aussageform x + 7 < 5 — 2z als freie
Variable bezeichnet wird (1).

Beispiele fiir Aussagen bzw. Aussageformen sind Gleichheits- und Ungleichheitsaussagen bzw.
Gleichungen und Ungleichungen mit Variablen und einem Grundbereich, der Teilmenge der re-
ellen Zahlen ist. Dabei ist natiirlich die Existenz von Gleichheitsaussagen tiber anderen Grund-
bereichen nicht ausgeschlossen.

Somit ist jede Gleichheits- bzw. Ungleichheitsaussage auch eine Gleichung bzw. Ungleichung
(die in diesem Falle jedoch keine Variablen enthélt), aber nicht umgekehrt.

Sollen die Zahlen eines vorgegebenen Grundbereiches bestimmt werden, die an Stelle der Va-
riablen in die Ungleichung eingesetzt, diese zu einer wahren Aussage machen, so heiBt es, dass
die Ungleichung geldst werden soll. Die Zahlen, die dieser Bedingung geniigen, bezeichnet man
als Losungen der betreffenden Ungleichung.

Die Menge der Losungen einer Ungleichung wird kurz als Losungsmenge oder Erfiillungsmen-
ge der betreffenden Ungleichung bezeichnet. Es ist unmittelbar klar, dass die Lésungsmen-
ge Teilmenge des Grundbereiches ist, wobei unter gewissen Bedingungen Lésungsmenge und
Grundbereich zusammenfallen kénnen, wie zum Beispiel in der Aufgabe:

Gesucht ist die Menge aller der Zahlen des Grundbereiches A, die an Stelle der Variablen x in
die Ungleichung 22 > 0 eingesetzt, diese zu einer wahren Aussage machen.

(Der Leser moge fiir A nacheinander als Grundbereiche die Menge der natiirlichen, der gan-
zen, der rationalen und der reellen Zahlen einsetzen und sich davon lberzeugen, dass in diesen
Fallen die jeweiligen Losungsmengen mit den jeweiligen Grundbereichen zusammenfallen).

Andererseits kann sich durchaus auch als Lésungsmenge die leere Menge ergeben. In diesem
Falle existiert also kein Element des Grundbereiches, das an Stelle der Variablen in die Un-
gleichung eingesetzt, diese zu einer wahren Aussage macht. Das trifft beispielsweise in der

!Der Grundbereich ist dabei so zu bestimmen, dass alle in der Ungleichung auftretenden Zahlen in ihm
enthalten und die vorgeschriebenen Operationen in ihm ausfithrbar sind ((I1) Seite 257).
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Aufgabe zu:
Gesucht ist die Menge aller der positiven ganzen Zahlen, die an Stelle der Variablen z in die
Ungleichung 2% + 2 — 1 < 0 eingesetzt, diese zu einer wahren Aussage machen.

Eine Ungleichung mit Variablen hat als Aussageform keinen Wahrheitswert. Man nimmt an,
dass es eine Zahl des Grundbereiches gibt, die Losung der Ungleichung ist und bezeichnet diese
mit . Indem man in der Aussageform die Variable an allen Stellen durch zy ersetzt, erhalt
man eine Aussage, die nach bekannten Regeln umgeformt werden kann.

Man erhilt fiir die Lésungsmenge eine notwendige Bedingung und prift durch die Probe, ob
diese Bedingung auch hinreichend ist.

Treten in Ungleichungen auBer den Variablen, die durch Elemente des Grundbereiches ersetzt,
diese zu Aussagen machen, noch zusatzliche Buchstaben auf, die an Stelle beliebiger aber
fester reeller Zahlen stehen, so bezeichnet man diese als Parameter.

Bei jeder Aufgabe muss also explizit angegeben sein, welche Buchstaben Variable und wel-
che Parameter darstellen sollen (I). Zur Bestimmung der Losungsmenge einer Ungleichung
zu einem vorgegebenen Grundbereich gehoren also die Auflosung der betreffenden Unglei-
chung (d.h., die Umformung der durch die Annahme "angenommen, es existiert eine Zahl des
Grundbereiches, die Losung der betreffenden Ungleichung ist" gewonnenen Aussage) und der
Nachweis, ob die Zahlen des Grundbereiches, die durch die Auflosung gefunden wurden, die
Ungleichung erfiillen.

Aus Platzgriinden wird oft auf die Probe verzichtet, der Leser moge sich aber auch immer
bewusst sein, dass die Probe Bestandteil des vollstandigen Losungsweges ist.

Wir unterscheiden zwischen zwei Aufgabenstellungen.

1. Die Menge der Losungen einer Ungleichung mit vorgegebenem Grundbereich ist zu bestim-
men.

2. Es ist zu beweisen, dass eine bestimmte Ungleichung fiir alle Elemente eines vorgegebenen
Grundbereiches gilt.

Wahrend also im ersten Fall diejenigen Elemente des vorgegebenen Grundbereiches gesucht
werden, die an Stelle der Variablen in die Ungleichung eingesetzt, diese zu einer wahren Aus-
sage machen, wird im 2. Fall der Beweis einer Allaussage gefordert.

Weitere Voraussetzungen fiir diesen Teil der Aufgabensammlung sind die elementare Kenntnis
der Lehre von den Gleichungen und Ungleichungen, wie sie etwa ab Klassenstufe 7 unserer
polytechnischen Oberschulen vermittelt wird, sowie fiir einige Aufgaben elementare Kenntnisse
iber Folgen, Reihen und Grenzwerte, tiber Binomialkoeffizienten und (iber einige Begriffe der
Mengenlehre, die in (1) und (I1) ausfihrlich behandelt werden.

Eine wesentliche Voraussetzung ist die Kenntnis der Regeln und Gesetze fiir das Rechnen mit
natirlichen, ganzen, rationalen und reellen Zahlen. Der Charakter dieses Biichleins als Aufga-
bensammlung verbietet es von selbst, auf den Aufbau des Systems der reellen Zahlen naher
einzugehen. Wir verweisen den interessierten Leser auf (II).

Nur die fiir diesen Teil der Aufgabensammlung wichtigsten Begriffe und Gesetze der reellen
Zahlen seien kurz angefiihrt ]

’Diese Gesetze und Regeln gelten bekanntlich auch in den iibrigen oben angefiihrten Zahlsystemen, sofern
die auszufiilhrenden Operationen in diesen definiert sind und aus diesen Zahlsystemen nicht herausfiihren.
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Sind a und b zwei beliebige reelle Zahlen, so gilt stets genau eine der folgenden drei Aussagen:
a<b, a="b, a>b (1)

Fir die angefiihrten Relationen gelten folgende Gesetze:
a) Es ist stets a = a (Reflexivitat).

b) Aus a = b folgt b = a (Symmetrie).

c) Aus a = b und b = ¢ folgt a = ¢ (Transitivitat).

d) a < b und b < a schlieBen einander aus (Asymmetrie)
e) Aus a < b und b < 0 folgt a < ¢ (Transitivitat)

Aus d) und e) folgt insbesondere, dass die Menge der reellen Zahlen hinsichtlich der Relation
< geordnet ist.

Die Relation < wird als "Kleiner-Relation" bezeichnet, und man liest a < b als "a ist kleiner
als b" oder "b ist groBer als a". Fiir die Negation (Verneinung) der drei Aussagen (1) schreibt
man:

a > b ("a groBer oder gleich 0"), wenn nicht a < b gilt.
a # b ("a ungleich b"), wenn nicht a = b gilt.
a < b ("a kleiner oder gleich b"), wenn nicht a > b gilt.

Damit folgt:

Aus a < bund b < c oderaus a < bund b < ¢ folgt a < c.

1.2. Fiir das Rechnen mit Ungleichungen gelten folgende Regeln:

1. Aus a > b und b > c folgt a > ¢, das schon angefiihrte Gesetz der Transitivitat.
2. Wenn a, b, c beliebige reelle Zahlen sind und a > b ist, dann gilt a + ¢ > b+ a.

3. Wenn a > b und ¢ > 0 gilt (a, b, ¢ reelle Zahlen), dann gilt ac > bc bzw. ¢ >

Qs olo

ale ale

4. Wenn a > b und ¢ < 0 gilt (a, b, c reelle Zahlen), dann gilt ac < be bzw. ¢ <
5. Wenn a, b, ¢, d beliebige reelle Zahlen sind und @ > b und ¢ > d gilt, dann gilt a+c > b+d.

6. Wenn a, b, ¢, d beliebige positive reelle Zahlen sind, und wenn a > b und ¢ > d gilt, dann
gilt ac > bd.

7. Wenn a, b beliebige positive reelle Zahlen sind, und wenn a > b ist, dann gilt a™ > b",
wobei n eine beliebige natiirliche Zahl > 0 ist.

8. Wenn a, b beliebige nichtnegative reelle Zahlen sind, und wenn a > b ist, dann gilt {/a > b,
wobei n eine beliebige natiirliche Zahl > 1 ist.

Weiterhin gilt:

9. Unter dem absoluten Betrag einer reellen Zahl a (geschrieben |a|) verstehen wir:

la] = a fira>0
W= —q fira<o0

10. Sind a und b beliebige reelle Zahlen, so gelten fiir das Rechnen mit absoluten Betragen
folgende Gesetze: |a| = | — al,

11. |a —b| = |b—q,
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12. |ab| = |al[b]
13. Fiir beliebige reelle a # 0 gilt H = 1

|af®

la

[o]
1.3. Es ist weiterhin zweckmaBig, folgende Festlegungen zu treffen:

14. Fiir beliebige reelle Zahlen a und b (b # 0) gilt

a
b

1. Zur Bestimmung der Losungsmenge einer Ungleichung muss der Grundbereich, aus dem die
Losungen entnommen werden sollen, vorgegeben sein. In den Fallen, wo das nicht der Fall ist,
wollen wir als Grundbereich die Menge der reellen Zahlen annehmen.

2. Die Menge der natiirlichen Zahlen wollen wir mit N, die der ganzen Zahlen mit Z, die der
rationalen mit Q und die der reellen Zahlen mit R bezeichnen. Der Buchstabe A sei allgemein
das Zeichen fir den Grundbereich (II).

3. Ist die Losungsmenge als Teilmenge eines Grundbereiches A zu einer vorgegebenen Unglei-
chung zu bestimmen, so lautet die Aufgabenstellung: L = {z;x € A und H(x)}, wobei H(z)
die betreffende vorgegebene Ungleichung darstelle.

(Gelesen: Gesucht ist die Menge L aller Zahlen aus A, die an Stelle der Variablen x in die
Ungleichung H(z) eingesetzt, diese zu einer wahren Aussage machen.) Wir wollen kiirzer
folgendes schreiben:

Man bestimme alle und nur die reellen (rationalen, ganzen, natirlichen) x, die die Ungleichung
H(z) erfiillen.

Bei dieser Aufgabenstellung ist der Grundbereich A durch die Formulierung "reelle (rationale,
ganze, natirliche) 2" als Menge P(Q,Z,N) gegeben.

4. Um die stets wiederkehrende Formulierung, "angenommen, es gibt ein = € A, das Losung
der vorgegebenen Ungleichung H(x) ist, ein solches x sei xy zu vermeiden, schreiben wir
kirzer vor jede Auflosung:

"Angenommen: 3z € A und H(z)) : xo.

5. Die Ungleichheitsaussage H(x) wird nach bekannten Regeln in die letzte Aussage H*(zo)
umgeformt. Da Uber z( nichts weiter angenommen wurde, als dass es eine Losung der Unglei-
chung H(x) sei, muss jede solche Lésung o Element der Menge L4 = {x € A: H*(z)} sein,
wobei L 4 das Symbol fiir die Menge der moglichen Lésungen sei.

Deshalb werden wir in jede dieser Aufgaben die Menge L 4 oder, wenn es erforderlich ist, L mit
einem anderen Index zu versehen, dieses L mit dem entsprechenden Index sofort nach H*(x)
angeben.

6. Die Schreibweise . = L, bedeutet, dass die durch die entsprechenden Umformungen
gefundene Menge der moglichen Losungen L, identisch ist mit der Losungsmenge L der
betreffenden Ungleichung.

7. Die Allaussagen werden nicht in jedem Falle (z.B. Aufgabe 2.1.1.) als solche besonders
gekennzeichnet.




2.1 Aufgaben, die sich auf elementare Ungleichungen zuriickfiihren lassen

2 Beweis von Ungleichungen

2.1 Aufgaben, die sich auf elementare Ungleichungen zuriickfiihren
lassen

2.1.1. Wenn a > 0 und b > 0 beliebig reell, dann gilt die Ungleichung
(a+b)? > a® + b*

Analyse 1. Teil:
Aus (a + b)? = a® + b* folgt nach Auflésung

a4 2ab + b* = a® + b

und daraus 2ab = 0, ab = 0.

Ein Produkt ist genau dann gleich Null, wenn mindestens einer der Faktoren Null ist, wenn also
a = 0 oder b = 0. Damit ist aber auch der Fall @ = b = 0 zugelassen, denn das "oder" wird
(wenn nicht ausdriicklich anders gesagt oder wenn eine andere Bedeutung nicht unmittelbar
aus dem Inhalt folgt) im nichtausschlieBenden Sinne gebraucht.

Wie man sich durch Einsetzen iiberzeugen kann, ist damit auch gezeigt, dass das Gleichheits-
zeichen dann und nur dann gilt, wenn a = 0 oder b = 0 oder a = b = 0.

Analyse 2. Teil:
Aus (a+b)?>a*+b und  a>0;b>0 (1)
folgt nacheinander 42 4 2ab 4 0* > a* + 0%,  2ab>0,  ab>0 (2,3,4)

Da a und b nach Voraussetzung beide positiv sind, ist auch das Produkt positiv, also ist die
Aussage (4) wahr.

Jetzt kann die Aussage der Aufgabe 2.1.1. bewiesen werden, indem man die Schliisse (1) bis
(4) ruckwarts verfolgt. Dabei kann der Beweis auf Grund der Analogie der Analysen mit dem
GroBer- und Gleichheitszeichen gleichzeitig gefiihrt werden, indem man von der letzten als
wahr erkannten Schlussfolgerung ausgeht und priift, ob die Schlusskette umkehrbar ist.

Losung:

Voraussetzung: a > 0, b > 0.
Behauptung (a + b)? > a® + V°.
Beweis:

Aus ab > 0 folgt 2ab > 0 und daraus

a® + 2ab + b* > a® + b und letztlich (a+b)? > a® + b? (g-e.d. )]

Dass man aus der Richtigkeit der letzten Schlussfolgerung bei einer durchgefiihrten Schluss-
kette nicht notwendig auf die Wahrheit der Ausgangsbeziehung schlieBen kann, verdeutlicht
folgendes Beispiel:

Behauptung: Es gilt 4 = 5.
"Beweis":

3]st ein Beweis vollstandig gefiihrt und damit die Wahrheit einer Aussage nachgewiesen, so wird der Beweis
durch die Abkiirzung q.e.d. (lat. quod erat demonstrandum, d.h., was zu beweisen war) abgeschlossen. Im
folgenden wird dieser Abschluss nicht mehr mit angegeben.
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Aus 4 = 5 folgt nach Subtraktion von 2

9 9
4——=5——
2 2
und daraus N o2
4——) =(5—=
(1-3) = (-3)
und nach Auflésung
81 81

16 — 22 =925 —45+ —
636+ =25-45+ -

Nach Subtraktion von % folgt 16 — 36 = 25 — 45 und daraus —20 = —20.

Bei diesem Beispiel sind wir von einer falschen Aussage ausgegangen und gelangten zu einer
wahren Aussage. Die einzelnen Schritte der Schlusskette sind aber nicht samtlich umkehrbar,
daher gilt nicht 4 = 5.

b
2.1.2. Man beweise, dass fiir a > 0 beliebig reell und b > 0 beliebig reell % + — > 2 gilt.
a

Analyse 1. Teil: a + 14 —9 : a® + b% = 2ab
b a
a’>—2ab+b*=0 ) (a—b)2:0
und daraus folgt a = b.
Analyse 2. Tell: % + b >2 a’ +b* > 2ab
a
a® —2ab+b*> >0 ; (a—0)*>0

Das ist eine wahre Aussage fiir a # b.

Losung:

Voraussetzung: a > 0 bel. reell, b > 0 bel. reell.

Behauptung: %+g > 2.

Beweis:

Aus (a —b)? > 0 folgt a®> — 2ab + b* > 0, a* + b*> > 2ab. Da ab > 0, ist Division durch ab
moglich, also folgt

a b
—+=->2

b + a

Das Gleichheitszeichen gilt nur fir a = b. Aus diesem Grund wurde die Analyse getrennt, denn

Teil 1 der Analyse ist als Beweis fiir folgende Aussage anzusehen:

Wenn ¢ + 2 = 2 gilt, dann gilt a = 0.
Es ist noch zu zeigen: Wenn a = b, dann gilt 7 + g = 2.
Dies kann leicht durch Einsetzen von a = b in der Behauptung gezeigt werden.

Die Losungen der Aufgaben 2.1.1. und 2.1.2. zeigten, dass die Analyse benutzt werden kann,
um entscheidende Aussagen liber die Gliltigkeit des Gleichheitszeichens zu erhalten. Bei wei-
teren Aufgaben wird diese Trennung nicht mehr durchgefiihrt. Es wird nur noch angegeben,
wann das Gleichheitszeichen gilt; der Leser mége den Beweis in diesen Fallen selbst fiihren.

Ab Aufgabe 2.1.2. soll auch aus Platzgriinden auf ein gesondertes Formulieren von Vorausset-
zung und Behauptung verzichtet werden, es wird aber empfohlen, sich jeweils Voraussetzung
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und Behauptung zu iiberlegen.

2.1.3.e Man beweise, dass fiir alle positiven reellen x folgende Ungleichung gilt:

r+—>2

X

2.1.4. Es ist zu zeigen, dass fir jedes reelle = die Ungleichung gilt:

2
a2,
a? +1

Wie bereits festgestellt, darf zum Beweis einer Aussage nicht von der Behauptung ausgegan-
gen werden, es sei denn, man untersucht jede einzelne Schlussfolgerung auf Umkehrbarkeit.
Man kann aber die Seiten einer Ungleichung fiir sich betrachten und nach bekannten Regeln
abschatzen oder umformen. Letzteres soll beim Beweis der Behauptung der Aufgabe 2.1.4.
durchgefiihrt werden.

Losung:

a?+2 a*+1+1  a®+1 L1
Va2 +1l Va2+1l a2+l JVaz+1
a?+1  (@+1)Va2+1 Va?+1
Va?z+1 /(a2 +1)? 1
a’+ 2 B a? 41 1
a2+1 1 a?+1

Beweis:

Da Aufgabe 2.1.3. zeigt (unter der Annahme, dass die Behauptung stimmt), dass unter den
entsprechenden Voraussetzungen = + % > 2 gilt, fallt die jetzige Behauptung mit der der
Aufgabe 2.1.3. zusammen, wenn man = = v/a? + 1 setzt.

Da va? + 1 fir jedes reelle a positiv ist, ist die Voraussetzung der Aufgabe 2.1.3. erfillt;
demnach gilt auch die Behauptung der Aufgabe 2.1.4.

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn a = 0.

2.1.5. Es ist zu beweisen, dass fiir a > 0 bel. reell und b > 0 bel. reell gilt:
a® + > > a’b + ab?
Analyse:
a®+ 02> ad’b+ab® . a®+ b > abla+b)
Da a + b > 0, folgt nach Division durch a + b

a?—ab+b>>ab und daraus (a —b)* >0

Das ist eine wahre Aussage. Um die Richtigkeit der Behauptung zu beweisen, muss die Schluss-
kette riickwarts verfolgt werden.

Beweis:
(a —b)* >0, a’ — 2ab+b* > 0, a?—ab+b*>ab

(a+b)(a* — ab+b*) > ab(a + b) : a® +b* > a*b + ab®

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn a = b.
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2.2 Beweise mittels Fallunterscheidung

2.2 Beweise mittels Fallunterscheidung
2.2.1. Man beweise, dass fiir a > 0 beliebig reell und b > 0 bel. reell gilt:

a4+ b —a'b—ab* >0

Analyse: a® +b° —a'b—ab* >0 (1)
a*(a —b) +b*(b—a) > (2)

a*(a — ) ~ba—b)> (3)

(a* = b")(a—0) = (4)

Es ist zu untersuchen, ob (4) eine wahre Aussage ist. Dazu ist notwendig festzustellen, ob unter
der Voraussetzung a > 0 und b > 0 bel. reell (4) gilt. Um diese Untersuchung durchzufiihren,
ist eine Fallunterscheidung notwendig. Es muss also festgestellt werden, ob die Ungleichung
(4) gilt far

1. Fall: a > b, 2. Fall: a < b, 3.Fall:a=b

Beweis:
Zum 1. Fall: Es sei @ > b, dannist a — b > 0.
Aus a* > b* folgt a* — b* > 0, also gilt auch (a* — b*)(a — b) > 0.

Zum 2. Fall: Es sei a < b, dann ist a — b < 0. Aus a* < b* folgt a* — b* < 0. Das Produkt
zweier negativer Zahlen ist aber positiv, also gilt (a* — b*)(a — b) > 0.

Zum 3. Fall: Es sei a = b, dann ist a —b = 0. Da ein Produkt gleich Null ist, wenn mindestens
einer der Faktoren Null ist, gilt (a* — b?)(a — b) = 0.

Damit ist nachgewiesen, dass (a* — b%)(a — b) > 0 eine wahre Aussage ist.

Aus (a* — b*)(a — b) > 0 folgt a® + b°> — a*b — ab* > 0.

Die Falle 1. und 2. zeigten, dass das Gleichheitszeichen hochstens im Fall 3. gelten kann, und
Fall 3 zeigt, dass das Gleichheitszeichen in diesem Fall auch wirklich gilt.

2.2.2. Es ist zu zeigen, dass fiir alle reellen Zahlen a und b die Ungleichung a* —4ab® +3b* > 0
gilt!

Analyse:
Es sei a = b+ p (p geeignet reell). Damit sind die 3 Falle a < b, @ > b und a = b je nach
Wabhl von p erfasst.

a* — 4ab® + 3b* > 0 (1)
(b+p)* —4b*(b+p)3b* >0 (2)
b 4 4b%p + 6b%p2 + 4bp? + pt — 4b* — 4b3p + 36 > 0 (3)

Da sowohl b* — 4b* 4 3b* = 0 als auch 4b3p — 4b%p = 0, folgt aus (3):
6b°p? 4+ 4bp® + p* >0 (
AVPp? + 4bp” + p + 20%p* > 0 (

p*(4b* + 4bp + p?) + 26%*p* > 0 (6
p*(20+p)® +20*p* > 0 (

Die linke Seite von (7) ist als Summe von Quadraten fiir jedes reelle b und fiir jedes reelle p
nichtnegativ und (7) folglich eine wahre Aussage.
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2.3 Beweise mit Hilfe des arithmetischen und geometrischen Mittels

Beweis:

Da alle Schliisse in der Schlusskette umkehrbar sind, d.h., dass also aus (7) die Ungleichung
(1) folgt, ist die Behauptung bewiesen. Fiir p = 0 gilt in (7) das Gleichheitszeichen. Fir p = 0
gilt a = b und somit das Gleichheitszeichen dann, wenn a = b ist.

2.2.3.e Es ist zu beweisen:
Sind 1 < 1 und x5 <1 beliebige reelle Zahlen, dann gilt x1 + xo > x121 + 1.

2.2.4. Es seien 1, x5 und x3 beliebige positive reelle Zahlen und es gelte xyx22x3 = 1, dann
gilt die Ungleichung =1 + x5 + 23 > 3.

Losung:
Es sind zwei Falle zu unterscheiden:

1. Alle Faktoren sind gleich 1, dann ist ihre Summe gleich 3. Das Gleichheitszeichen gilt also
dann, wenn z1 = 29 = x3 = 1.

2. Mindestens ein Faktor sei ungleich 1, dann gibt es sicher einen Faktor, der kleiner und einen,
der groBer als 1 ist.

O.B.d.Aff|sei ; < 1 und x5 > 1. Nach Aufgabe 2.1.2. gilt, dass die Summe zweier beliebiger
positiver reeller Zahlen nicht kleiner als 2 ist, falls deren Produkt 1 betragt. Setzt man x125 =
y, so gilt, da yz3 = 1, die Ungleichung y + x5 > 2.

Y+ w3 >2
y—y+x1+$2+x322+$1+x2—y
1+ To+ax3 >3+ +20 — 2179 — 1

Nach Aufgabe 2.2.3. ist aber xy + x5 — z125 — 1 unter denselben Voraussetzungen lber x
und x5 positiv.

Damit ist gezeigt, dass © — 1 + x5 + x3 nicht kleiner als 3 vermehrt um eine positive Zahl ist.
Folglich gilt erst recht 1 +22+x3 > 3 und wegen 1. damit die Behauptung: x1 + x5+ 13 > 3.

2.2.5.8 Die Aufgabe 2.2.4. ist ein Spezialfall der folgenden Ungleichung, die zu beweisen ist:
Es seien x1, x9, ..., z,, beliebige positive Zahlen und es gelte x1x5...2,, = 1, dann gilt x1 + x5+
.. + T 2 N

2.3 Beweise mit Hilfe des arithmetischen und geometrischen Mittels

2.3.1.e Es seien a; (i = 1,2,...,n) beliebige nichtnegative reelle Zahlen, dann gilt die Unglei-

chungﬂ
l'zai > <Hai>n
no4 i=1

1
1 n n n
Man nennt — - Zai das arithmetische Mittel dieser Zahlen und (H a; das geometrische
noiZ i=1
Mittel aus diesen Zahlen a;.

a) Es ist unter Benutzung der Aussage von Aufgabe 2.2.5. zu beweisen, dass das arithmetische

4Ohne Beschriankung der Allgemeinheit.
SErklarung dieser Zeichen s. Teil 1.
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2.4 Gemischte Aufgaben

Mittel groBer oder gleich dem geometrischen Mittel aus n beliebigen nichtnegativen reellen
Zahlen ist!

b) Dieselbe Aussage ist mit Hilfe der Methode der Vollstandigen Induktion zu beweisen!

2.3.2. Man beweise, dass fiir alle positiven ganzen reellen Zahlen a und b stets gilt:

a;bz R b

Beweis: O. B. d. A. sei ¢ > b > 0. Dann ist

abfb > bafb

aa—i—bbb—H 2 a2bb2a

7 aafbbbfa > 1
’ Vaatbpatd > albh?
(Vab)*+® > abb? : Vab > “Vabbe
Da “T“’ > v/ab nach Aufgabe 2.3.1. und vab > “Vabbe gilt, so folgt “TH’ > “Nabbe.
Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn a = b.

2.3.3.e Es seien a und b zwei beliebige positive reelle Zahlen und n und m zwei beliebige
nichtnegative ganze reelle Zahlen mit m < n. Es ist zu zeigen, dass

n"(a™b"™) < [am + b(n —m)]"
2.3.4. Es seien x; (i = 1,2,...,n) beliebige nichtnegative reelle Zahlen. Es ist zu zeigen, dass

dann gilt:

(1131 + 2o+ ...+ .’L‘n)

n
N T1Ty + A/ T1T3 + oo F ST 1T, <

Beweis:
Unter denselben Voraussetzungen gilt nach Aufgabe 2.3.1.

i i Tp—1+ Tp

VI1xy < 5 Vrixrz < 5 VIn-1Ty < 5

Durch Addition dieser Ungleichungen erhalt man:

r1+x2 T+ T3 Tp—1+ Tp

VT1XT2+/T123 + oo+ /Tp—1Tn, < > + 5 + ...+ 5

1 1
=—(r1+x2t+r1+a3+ ..+ Tpo1+zp) = 5[(12 —Dz1+(n—1za+ ... + (n — 1)zy]

2
n—1
V1T \/T1T3 + oo + A Tp—1Zn < 5 (x1+z2 + ... + )
Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn zy = 29 = ... = z,,.

2.4 Gemischte Aufgaben

2.4.1.e Es ist nachzuweisen, dass fiir beliebige positive reelle Zahlen x und y die Ungleichung

gilt:
1\2 1\ T+ 2\’
(x+> +<y+> 22( Y4
T Y 2 T+y

2.4.2. Es seien x1,x9,y; und ys beliebige reelle Zahlen. Man beweise, dass dann gilt:

Vot + g3+ 2+ 3 = (a F22)? + (g + )

13



2.4 Gemischte Aufgaben

Beweis:
Annahme: Es gelte das Gegenteil der Aussage, also

Vit + g3+ b+ 03 < (@ + 222 + (1 + )2 (1)

Durch Quadrieren der Ungleichung (1) erhalt man:

iy 2\/(3:% +23) 4+ (V2 +yd)ad 4+ y3 < aF + 2120 + 23+ yF + 2y1y0 + 5

V@2 + g3+ 13) < wras + yiye
(2 +y1) (@3 + 13) < (122 + Y1y2)°
2373 + 21y5 + yias + yiys < 2173 + 231 2011Ye + YiYs

(z1y2 — y122)> < 0

Das ist aber eine falsche Aussage, da das Quadrat einer beliebigen reellen Zahl stets groBer oder
gleich Null ist. Damit ist die Annahme falsch und es gilt die Behauptung. Das Gleichheitszeichen
gilt genau dann, wenn 1 : 23 = Y1 : Ya.

2.4.3.e Der Beweis der Aussage von Aufgabe 2.4.2. ist direkt zu fiihren!

2.4.4. Es ist zu beweisen, dass fiir beliebige reelle Zahlen a,b, ¢, z,y und z die Ungleichung

gilt:
ar + by +cz < Va? + 0 + cJa? +y? + 22 (1)

Analyse:
Durch Quadrieren beider Seiten von (1) erhalt man{f]

(ax + by + c2)* < (a® + b* + A) (2 + 9° + 2?) (2)
Jede Seite der Ungleichung wird durch Ausrechnung der Klammerausdriicke umgeformt:

a’z? + 2abxy + 2acwz + 2bcyz + b*y? 4 227 <
222 + a2 + 222 + D22 + By + 022 + Pa® + P + P2 (3)
Durch Subtraktion der Ausdriicke a?z?, b*y? und c%2? erhilt man
2axby + 2acxz + 2bcyz < a’y? + a2 + 02w + 0222 + Aot + Py? (4)
0 < (ay — bx)* + (az — cx)* + (cy — bz)? (5)

1. Beweis:
Zum Beweis der Ungleichung (1) wird von folgenden gesicherten Aussagen ausgegangen :

0 < (ay — bx)?, 0 < (az — cx)?, 0 < (cy — b2)? (6)

Aus (6) folgt durch Addition der einzelnen Ungleichungen die Ungleichung (5). Aus (5) folgt
die Ungleichung (4) und aus dieser durch Addition von a?z?, b*y* und ¢?z? die Ungleichung
(8) und daraus (2). Da beide Seiten dieser Ungleichung nichtnegativ sind, kann die Wurzel

gezogen werden, also

\/(cw:—l—by—l—cz)2 < Va4 b2+ 2\ /2?2 4+ y? + 22

®Dabei braucht der Fall ax + by + cz < 0 nicht extra betrachtet zu werden.
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2.4 Gemischte Aufgaben

Der Ausdruck ax + by + cz ist entweder negativ oder nichtnegativ, man erhalt

L az +by + ¢z < Va2 + 0+ 222 + 2 + 22
2. —(az + by + cz) < Va + 02+ E\Ja? 4y 4 22,

Damit gilt ax + by + cz < Va? + b> + 2\/x? + y? + 22 und es ist gezeigt, dass unter den
geltenden Voraussetzungen die Ungleichung (1) gilt. Das Gleichheitszeichen gilt genau dann,
wenna:b:c=x:y:z.

2. Beweis:
Zum Beweis gehen wir von folgender Gleichung’| aus:

(ax + by +c2)* = (a® + b2 + ) (2® + y* + 2°) — [(ay — bx)® + (az — cx)® + (bz — cy)?] (1)

Da der Subtrahend als Summe von Quadraten stets groBer oder gleich Null und andererseits
nur kleiner oder gleich dem Minuenden ist, folgt

(az + by + c2)® < (a® + b* + 2) (2 + 3y + 27)

und daraud®|
ar + by +cz < Va? + b0 + cyJa? +y? + 22

2.4.5. Es ist zu beweisen, dass fiir jede natiirliche Zahl ungleich Null die Ungleichung gilt:

1 1
> 1
n—i—l—i_n—i-Q+ +3n+1
Beweis:
1. Fiir ng = 1 erhalt man 5 + 3 4+ 1 > 1 und daraus 3 > 1.
2. Wir nehmen an, die Behauptung sei richtig fir n = k:
1 1
—t—F .+ =——>1 1
s R s R T (1)

und zeigen, dass dann die Ungleichung auch fiir n = k + 1 gilt, also

S (2)
k+2 k+3 7 3k+1)+1
Es gilt fir jedes reelle k£ > 0 die Ungleichung (siehe Aufgabe 2.4.6.)
1 1 1 1
> 3
S +2  3k+3  3ktd kil 3)

Durch Addition von (1) und (3) erhalt man:

1 | | ! |
o 14
1 Tttt e T T o i

"Diese Gleichung ist ein Spezialfall der Lagrangeschen Identitat:
(a161 + ...+ Clnbn)2 = (a% + ...+ a%)(b? + ...+ b%) - (Ccllbg — a2b1)2 — . — (an_lbn - anbn_1)2
8Diese Ungleichung ist ein Spezialfall der Ungleichung von Cauchy auch Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
genannt: Sind a;, b; beliebige reelle Zahlen, dann gilt:
(a1by + ... + anbp)? < (a2 + ... +a2) (b3 + ... + b2)
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2.4 Gemischte Aufgaben

und daraus ] {
— >1
Fr2 T304l
Die Ungleichung — + nTQ + ..+ m > 1 gilt also fiir jede natiirliche Zahl n # 0.

2.4.6.e a) Wie findet man die in Aufgabe 2.4.5. im Beweis benutzte Ungleichung (3)?
b) Die Ungleichung (3) ist zu beweisen!

2.4.7. Wenn a,b, ...,n die voneinander verschiedenen ganzen positiven ‘ reellen Zahlen sind,
die nicht durch eine Primzahl groBer als 3 teilbar sind, so gilt die Ungleichung

1 1 1

- +-+..+—<3

a b n
Beweis:
Da es Zahlen sind, die durch keine Primzahl groBer als 3 teilbar sein sollen, miissen sie die
Form 2¢ - 37 haben, wobei i,5 = 0,1,2,...,m ist.
Die Behauptung ist also aquivalent folgender Aussage: Bei obiger Voraussetzung gilt die Un-
gleichung

moq
P2

Bildet man die Folgen der Partialsummen fiir beide Reihen, so erhalt man fiir die Folge der

m
Teilsummen der Reihe ) - :

1 1 1 1 1
=1; =14+ =14+=-+- . sp=1 —
S1 ;52 +2, 52 +2—|—4, ; +2—|— —|—2m
o : Loy 1 1
Analog ist die m-te Teilsumme der Reihe 3° =7 : s, =1+ 5 + ...+ Im
j=0

Da sich die Folgen der s,,, und s/, monoton wachsend ihren Grenzwerten nahern, ist also jedes
der s,, kleiner als der entsprechende Grenzwert. Es ist daher zweckmaBig, die Summe der
Reihen als Summen unendlicher Reihen zu bestimmen.
1 1 3
s = lim s, = =2 und s = lim s = = =

und demnach als Summe fiir die Doppelreihe:

—92.2-3
5 3

Also gilt fiir alle positiven ganzen reellen Zahlen a, b, ..., n, von denen keine durch eine Primzahl
groBer als 3 teilbar sein soll, die Ungleichung 1 + 3 + ... + 1 < 3.

2.4.8. Es ist zu beweisen, dass fiir jede natiirliche Zahl n > 2 gilt:
4n 2n
< 1
n—+1 ( n > ( )
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2.4 Gemischte Aufgaben

Beweis:

1. Fiir ng = 2 ist die Ungleichung (1) richtig, denn
2 _(2:2) _4:3 16 _
2+1 2 ) 1.2 3

2. Die Ungleichung (1) sei fiir eine beliebige natiirliche Zahl n = k > ny richtig, das heiBt es

gelte
4k 2k
— 2
k+1<<k> @)

Durch Umformung der rechten Seite von (2) erhalt man:

<ﬁ>__@m!_(%m

CORED (KD)?
Damit erhalt man fir (2) folgende dquivalente Aussage:

45 (2k)!

3
1o (B2 (3)
Es ist zu zeigen, dass dann die Ungleichung gilt fir n = k£ + 1, also
4+l 2(k+ 1))
20k + 1) »

K12~ [(k+ D2

Ungleichung (3) muss mit einer Ungleichung = < y multipliziert werden, so dass dann Unglei-
chung (4) erhalten wird. Es ist daher zweckmaBig, eine Analyse von (3) und (4) durchzufiihren.

Analyse:
Die rechte Seite der Ungleichung (3) hat die Form
1-2-3- k- (k+1)-(k+2)-.. 2k
1-2-3-...-k-1-2-3-...-k

Die rechte Seite von (4) hat die Form '

12k 2k- (2k+1)(2k+2) 1. 2k(2k + 1)(2k + 2)

1-2- - k(k+1)-1-2- .- k(k+1) (kD2 (k+1)2
Wie man sieht, hat die rechte Seite der gesuchten Ungleichung x < y die Form

(2k +1)(2k + 2)
(k+1)2

Aus der linken Seite von (3) soll die linke Seite von (4) durch Multiplizieren mit der linken
Seite der gesuchten Ungleichung entstehen, das heiBt

4k 4l<:+1
k+1 " kte2

Man erhalt far 2 den Ausdruck:

AU 1) Ak + 1)
4Rk +2) k+2
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2.4 Gemischte Aufgaben

Damit ist die Ungleichung, mit der (3) multipliziert werden muss, gefunden. Sie miisste wie

folgt lauten:
4k+1)  (2k+1)(2k+2)

5
k42 (k+1)2 (5)
Ob aber diese Ungleichung nun richtig ist und fiir welche k sie richtig ist, muss als nachstes
gezeigt werden.

Behauptung: Fiir alle reellen k£ > 0 gilt die Ungleichung (5).
Beweis:
Nach Voraussetzung ist k& > 0, daraus folgt dann 0 < k, 0 < 2k

4k* + 8k + 4 < 4k* + 10k + 4
4k +1)* <2(2k* + 4k + k +2) = 2(2k + 1)(k + 2)
4(k+1) _ 22k+1) 22k+1)(k+1) (2k+1)(2k+21)

k+2 E+1 (k+ 1) B (k+1)?

Also ist die Ungleichung (5) fiir alle reellen Zahlen k& > 0 richtig, und es kann nun gezeigt
werden, dass die Ungleichung (4) unter der Annahme, dass (3) richtig ist, gilt. Aus
4+ _ (2k)! ind 4k+1)  (2k+1)(2k+2)
E+1 (k)2 k+2 (k+1)2

folgt nach Multiplikation
47 Ak +1) (2K (2k+1)(2k +2)

Fr1l k+2 (B2 (hr1p
4R+l (2k + 2)!

K12 Skt )P

Damit ist bewiesen, dass die Ungleichung (1) fir alle natiirlichen Zahlen n > 2 gilt.

2.4.9.e Es ist zu beweisen, dass die Ungleichung In! > v/n fur jede natiirliche Zahl n > 2
gilt!

2.4.10.e Es seien z und y beIiebiﬁe natlrliche Zahlen mit > y. Man beweise, dass dann die

2
2
Ungleichung <$> < ( m) gilt)
Y 2y

2.4.11.e a) Es ist zu beweisen, dass fiir jede natirliche Zahl n > 2 gilt:

n -+ 2 n 1
>
2 Z:IH—I

=0

b) Man zeige, dass diese Ungleichung ein Spezialfall der folgenden ist, die bewiesen werden
soll!
(14+a)(1+4a)...(14+a,) >14+a;+as+ ... + a,

n>2 a; (i=1,2,...,n) positiv.

9Man benutze beim Beweis folgende Beziehung: Wenn a, b, n natiirliche Zahlen sind, dann gilt

0+ ()G )+ L) G =000

(Kleine Enzyklopadie "Mathematik", Leipzig 1965, Seite 497).
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3.1 Ungleichungen mit einer Variablen

3 Bestimmung der Losungsmenge von Ungleichungen

3.1 Ungleichungen mit einer Variablen

3.1.1. Es ist die Menge aller reellen x zu bestimmen, die die Ungleichung 8¢ + 2 > 4z + 1
erfillen!

Losung:
Angenommen: Jz(z € R und 8z +2 > 4o + 1) : x.
Aus
8rg+2>4xg+1 (1)
erhalt man nacheinander
1

8xog > 4ag — 1, dxg > —1, To > _Z (2,3,4)
Ly={zeR:z>-1}.
Probe: Aus zy > —% folgt g = —i + p, wobei p > 0 geeignet reell. Durch Einsetzen von

—i + p in die linke Seite der Ungleichung, 8z + 2, erhalt man

1
8(—1 +p)=28p

in die rechte Seite der Ungleichung, 4x + 1, erhalt man

4(—i+p)+1 =4p
Durch Vergleich folgt, da p > 0, 8p > 4p. Damit ist gezeigt, dass fiir alle reellen x > —i die
Ungleichung 8x +2 > 4x + 1 gilt. Man kann die Probe auch so fiihren, dass man entweder bei
jeder der Umformungen (1) bis (4) prift, dass es sich um aquivalente Umformungen handelt
oder von (4) ausgehend die Schlusskette (1) bis (4) riickwarts verfolgt und prift, ob aus (4)
auch (1) folgt.

Geometrische Veranschaulichung: Fasst man 8x + 2 = y; und 42 + 1 = g, als analytische
Ausdriicke von Funktionen auf, so sind deren graphische Darstellungen im kartesischen Koor-
dinatensystem folgende Geraden{™|

Bild 1

Fir z > —i ist yl > o

Wie man sieht, gilt y; > yo fir —i < x < 4+00. Wegen y; = 8 + 2 und yp = 4z + 1

ist mit dem Intervall —i < x < +oo die Losungsmenge der Ungleichung 8x + 2 > 4x + 1
veranschaulicht werden.

0Kleine Enzyklopadie "Mathematik", Leipzig 1965, Seite 343.
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3.2 Ungleichungssysteme mit einer Variablen

Das Intervall bezeichnen wir wie folgt:

{reA:a<x<b}=(a,b) : {reA:a<z<b}=]ab)
{reAd:a<x<b}=]a,b : {reA:a<z<b} = (a,b

Dabei soll A nur durch P(Q,Z,N) ersetzt werden.

In Aufgabe 3.1.1. erhielten wir = > —i. Diese Ungleichung ist aquivalent der Ungleichung
—i < x < 4o00. Damit kann fir die Losungsmenge L der Aufgabe 3.1.1. auch geschrieben
werden:

1 1
L:{xER:—Z<x<+oo} oder L:(—4,—|—oo>

3.1.2.e Es ist die Lésungsmenge von 2z — ; + 6z > 4(x + 2) zu bestimmen!

3.2 Ungleichungssysteme mit einer Variablen

3.2.1. Es ist die Menge L aller reellen x zu finden, fiir die folgendes System von Ungleichungen
gilt:

Mz—3+6>2+1 | g—1<5—x (1,2)

Losung:

Angenommen: 3z : (z € Rund 4(z —3) +6 > 2x + 1) : x

Aus 4(xg — 3) + 6 > 2x¢ + 1 folgt xy € (%,+oo>, Ly = {x ceR:z> %} (3).
Angenommen: dx : (x €Rund §-1<5— m) Yo

Aus 0 —1 <5 —yo erhdlt man yo € (—00,4); Lao = {z € R: 2 < 4}. (4)

Als Losung der Ungleichung (1) kommen wegen (3) nur die reellen = > ¥ in Frage, als Lésungen
von (2) wegen (4) nur die reellen x < 4.

Beide Ungleichungen gemeinsam werden also nur von solchen reellen x erfiillt, die groBer als

% und kleiner als 4 sind. Die Menge aller dieser ist aber gerade der Durchschnitt von L 4; und

L 4.

7 7
Lio=LsiNLyy= <2,+OO> N (—00,4) = <2,4>

Auf die Durchfilhrung der Probe sei hier verzichtet, sie wird analog wie bei Aufgabe 3.1.1.
durchgefiihrt.

Geometrische Veranschaulichung der Losungsmenge auf der Zahlengeraden:

.~ = Wi

Bild 2 e 1 2 3 4

Die folgenden 5 Systeme von Ungleichungen sind zu lésen!

3228 6-3wx<5-6z, <zl r>2u+1

3236 iz +i>dr+41, r+3 < 4(x +6)

3.2.4. 2(x +5) > Tr+ 3, 5 — 7 < 3z + 10, r—1>%(z+5)
3.2.5. 15z +3 > 12z — 1, 10x +6 > 4(x — 3)

3.2.6.0 s+ix<z-—g, (z—-3)<z-3
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3.2 Ungleichungssysteme mit einer Variablen

3.2.7. Es ist die Lésungsmenge L der Ungleichung 22 > 3 zu bestimmen!

a—1
1. Losung:

Es ist A = R. Angenommen: Jdz (z € R und i—f} > 3) iz

Dann gilt zy # 1, da die linke Seite der Ungleichung fiir x = 1 nicht erklart ist. Um diese
Ungleichung aufzulésen, missen beide Seiten mit der Zahl o — 1 multipliziert werden.
Angenommen zo — 1 > 0 (1), dann erhlt man aus ig—i >3, 20+ 1>3x9— 3 und zg < 2.
Wegen (1) gilt auch zy > 1. Damit gilt 2 € (1, 2).

Sei jedoch x5 — 1 < 0 (2), dann folgt aus ﬁg—f} >3, 20+ 1<3x9—3und zy > 2.
Wegen (2) gilt jedoch xy < 1. Wegen dieses Widerspruches ist die Annahme zy —1 < 0 falsch.
Damit gilt also L4 = (1,2).

Geometrische Veranschaulichung der Losungsmenge auf der Zahlengeraden:

o
Bild 3 tati2)
Probe:
Aus 1 < xg < 2 folgt xg° = 1+ p, wobei 0 < p < 1 geeignet reell. Setzt man zp = 1+ p in
die linke Seite der Ungleichung an Stelle der Variablen ein, so erhalt man

l+p+1  2+4p 2 2(1 — p)

= =14+-=3+
I+p-—1 P P P

Der Ausdruck @ ist aber wegen 0 < p < 1 positiv, also gilt 3+ @ > 3 und damit auch
ZEL > 3 fiir alle reellen z € (1,2).

2. Losung:
Angenommen: dx (I € R und i—ﬂ > 3) D X.
Aus jg—ﬂ > 3 folgt

1 2 4
o+ —3>0 und daraus To +
o — 1 o — 1

>0

Ein Bruch ist positiv genau dann, wenn Zahler und Nenner jeweils das gleiche Vorzeichen
haben. Es gilt demnach
—2x9+4>0 , xg—1>0 (1)

oder

—2190+4<0 , x9g—1<0 (2)
Damit hat die vorgegebene Ungleichung die Lésungsmenge L = (1,2), da (2) auf einen
Widerspruch fiihrt. Die Probe wird analog wie nach der 1. Lésung durchgefiihrt.

3.2.8. Es ist die Menge aller reellen z zu bestimmen, fir die gilt

Tx —3

-1<
8 —5

<1

Es ist also ein System von Ungleichungen zu lésen, namlich

7:6—3<1 o Tx —3

1. ,
8 —5 8 —5

> —1 (1,2)
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3.2 Ungleichungssysteme mit einer Variablen

Losung:
2 kann keine Lésung sein, da dann die linke Seite von (1) und (2) nicht definiert ist.

Tx—3
8x—5 <1

Angenommen: Jx (x € R und ;i:g < 1) : Tp.
Da zur Losung beide Seiten der Ungleichung ;‘”0—:?
x0

missen, sind folgende zwei Falle zu unterscheiden:

1. Bestimmung der Lésungsmenge von

< 1 mit 8xy — 5 multipliziert werden

a)8x0—5>0  b)8zg—5<0.
Fall a): Es sei 8xy — 5 > 0, dann folgt aus

71‘0—3
<1
8130—5 ’

Txg —3 < 8xrg—5H

Damit gilt also
8xg—5>0 und Txg—3 < 8xrg—5

Aus 8z¢g — 5 > 0 folgt =y > g und aus 7zy — 3 < 8z — 5 folgt xg > 2. Wie die Probe (hier
nicht angegeben) zeigt, gentgen alle reellen = € (2, +00) den Bedingungen.

Fall b): Wie man leicht sieht, gilt 8z —5 < 0 und 7xy — 3 > 8z — 5, woraus sich die Menge
aller reellen z € (—o0, g) ergibt. Der Leser moge die Probe selbst durchfiihren.

Fir die Ungleichung gﬁ:g’ < 1 erhalt man folglich

5
L = (2,400)U <—oo, 8)

Geometrische Veranschaulichung:

Setzt man y; = gi:g und yo = 1, so erhalt man folgende Bilder:

Yl
3..

S
-7 1

] ?
—— e e

-1 | 1 2 X

-;1-—
il

Bild 4
Wie die Darstellung zeigt, gilt fir alle reellen z aus (2, 4+00) bzw. (—c0, g): 1y < Ys.

2. Bestimmung der Losungsmenge der Ungleichung gg:g > —1. (2)
Angenommen: Jdz (z € R und g;:g > —1) D T.

Da auch hier wieder 2 Falle zu unterscheiden sind, wird analog wie bei der Losung von 1.
vorgegangen.

Fall a) Es sei 8xg — 5 > 0. Aus % > —1 folgt 7Txg — 3 > 5 — 8.
Es gilt 8xto — 5 > 0 und 7xg — 3 > 5 — 8x(. Damit folgt, x( € (g, +00).

Probe: 29 > 2 bzw. 29 = 3 +p (p > 0, geeignet reell) in (2) eingesetzt ergibt:

7(§+p)—3_1§1+7p

8(§+p)—5_ 8p > 1
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3.2 Ungleichungssysteme mit einer Variablen

Fall b) Fiir 829 — 5 < 0 ergibt sich nach Multiplikation mit 8z9 — 5 7zg —3 < 5 — 8z und
damit 2y € (—o0, ).

Die Probe (in diesem Fall hier nicht durchgefiihrt) zeigt, dass alle reellen = € (—oo, %) auch
Losungen sind.

Als Menge der moglichen Losungen fiir Ungleichung (2) erhalt man

Ly = (5 —|—oo>U<—oo 8)
A2 — 87 715

3. Bestimmung der Losungsmenge des Ungleichungssystems

Tx —3

<1
8 —5

-1<

Dieses hat alle die reellen z als Losung, die Elemente von L 4; und L 45 sind, also

8
La=Lu0 L= (—oo, 15) U (2, +00)
Probe: 29 = ¥ — p (p > 0 geeignet reell) in £2=2 fiir 2 eingesetzt, ergibt:

T(%-p) =3 _ —105p+11_120p+11  15p+22 _
8(§—p) -5 —120p—11 120p+11 120p+ 11

1

Der Vergleich liefert — < by < 1.@
Analog erhalt man fir xy > 2 bzw. g = 2+ ¢ (¢ > 0, geeignet reell):
724+q) —3 o4 _
8(2+q)—5 ~ 8¢+11

by
und der Vergleich ergibt —1 < by < 1.
Damit ist gezeigt, dass L4 = L = (—oo, %) U (2, 4+00).

Tx—3
8x—>5

Geometrische Veranschaulichung: Darstellung von —1 <

;x:?’, so erhalt man folgende Bilder:
xr—5

: Setzt man y; = —1 und yy =

o G

Bild 5

Fir alle = aus (g, +oo) bzw. (—oo, %) gilt y1 < ys.

=3 <.
r—5
s und y3 = 1, so erhalt man die Bilder:

1.5ex] Darstellung von —1 <
Tx—3
8x—

Setzt man y; = —1, yp =

1Dje Abschitzung —1 < by (by < 1 ist unmittelbar klar) verlangt den Beweis folgender Allaussage: Fiir alle

s, 15p4-22
reellen p > 0 gilt 5557 < 2.
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3.3 Ungleichungen héheren Grades

4/ A L B, iy

¥s
-3 -2
N = A

--21.

Bild 6

Wie man sieht, gilt fiir alle reellen x aus (—oo, 1%) bzw. (2, +00): y1 < Yo < Ys3.

3.3 Ungleichungen hoheren Grades

3.3.1. Es sind alle reellen x zu bestimmen, fiir die gilt:
9 1
x—4x—|—3>§x+1 (1)

Losung:
Angenommen: Jz(z € R und 2% — 4z + 3 > %x + 1) : .
Aus 3 —4zo+3 > Lzo+1 folgt 23 — 45z > —2 und daraus, nach Addition der quadratischen
Erganzung,

9 81 81 ( 9)2 49

2
_Z o209 _ 2 =
Yo~ 5% 1657 16 ’ =) 7 16

Da beide Seiten der Ungleichung nichtnegativ sind, kann die Wurzel aus beiden Seiten gezogen

werden:
< 9)2 - 49
0Ty 16

woraus ‘xo — %’ > T folgt.
1. Ist zg — % > 0, so folgt weiter

9 7
To — 1 > 1 und daraus xo >4

Da zg > 4 und aus xo—% >0x9 > % folgt, erhalt man im ersten Fall alle reellen x € (4, +00)
als Losung.

2. Ist oy — % < 0, so folgt aus |zg — %\ > %

—|—9>7 nd daraus <1
—x - > - u u T —
047y 09

Wegen xy — % < 0 ist aber auch zy < %.

Also erhalt man im 2. Fall alle reellen x € (—007 %)

Fur die Ungleichung (1) erhalt man demnach

Ly=(4,+00)U <—oo, ;)

Probe:
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3.4 Wurzelungleichungen

To >4 bzw. o =4+ p (p > 0, geeignet reell) in 2% — 4z + 3 fiir x eingesetzt, ergibt

(44p)?—4(d+p)+3=p"+4p+3=10b

und fir x in %l‘ + 1 eingesetzt

p

3=10
5 T 2

1
Jdtp) +1=

Der Vergleich ergibt: b; > by. Die Probe fiir 2y < % (hier nicht angefiihrt) zeigt, dass auch
alle reellen x € (—oo, %) der Ungleichung (1) gentigen, also ist L4 = L.

Geometrische Veranschaulichung: Wird 2% — 42 + 3 = y; und %m + 1 = y, gesetzt, so erhalt
man folgende Bilder:

Bild 7
Fir alle z aus (4, 400) bzw. (—oo, %) gilt y1 > yo.
3.3.2.¢ Man bestimme die Menge aller reellen x, fiir die gilt
2t +102° 4 352° + 50z + 24 < 0

Hinweis: Die Ungleichung hat die Gestalt P, < 0; man betrachte zunachst P, = 0 und
suche unter der Annahme, dass diese Gleichung ganzzahlige Wurzeln hat, diese nach Vieta zu
bestimmen!

3.4 Wurzelungleichungen

3.4.1. Fiir welche reellen z gilt Vo +2 <27
Losung:
Angenommen: Jz(x € R und vz +2 < 2) : .
Da eine Wurzel nur fiir nichtnegative Radikanden erklart ist, enthalt die Losungsmenge nur
reelle Zahlen, die der Ungleichung = + 2 > 0 geniigen.
Aus xy+2 > 0 folgt 29 > —2. Durch Quadrieren beider Seiten der Ungleichung /zo + 2 < 2
folgt
To+2<4 und daraus To < 2

Fir L4 erhalt man folglich L, = [—2,2).

Probe: Aus —2 < zy < 2 folgt 2o = —2 + p, wobei 0 > p < 4 geeignet reell. Durch Einsetzen
von —2 + p an Stelle der Variablen in die Aussageform erhalt man

V=2+p+2=p<2
da p < 4. Also gilt fiir alle z € [—2,2) die Ungleichung vz + 2 < 2.

Geometrische Veranschaulichung: Setzt man /z 4+ 2 = y; und 2 = y», so erhalt man folgende
Bilder:
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3.4 Wurzelungleichungen

Y1

rs
=

Y2

A

\
.
(Y- S

!
dad

1
™~

|
-t
ey

Bild 8 o
3.4.2.¢ Man bestimme die Lésungsmenge der Ungleichung
r+3

T —\x—r+2

3.4.3. Es ist die Losungsmenge der Ungleichung

> 1

T+

T AT —= x+2;79

S

> 1 (*)

zu bestimmen!
Losung:

3
Angenommen: Jdz | z € R und SENLVS > 1] : .
I—H/x—\/@
Da eine Wurzel nur fiir nichtnegative Radikanden erklart ist, enthalt die Losungsmenge nur
reelle Zahlen, die den beiden folgenden Ungleichungen geniigen:

29 29
1. ;vo—{—ZZO und 2. :1:0—\/3;20

Aus xq + % > 0 folgt z¢ > —24—9 also

29
Zo - l:—4,+OO) = T1 (].)

Aus z¢ — \/m > 0 folgt wo > \/m (2)

Da /xo + % nicht negativ ist, folgt fiir xo: zo > 0 und, da o = 0 zum Widerspruch fiihrt,
) S (O, —|—OO) = TQ (3)
Man kann daher beide Seiten von (2) quadrieren, woraus dann

29
x5 > w0 + T (4)

folgt. Aus (4) erhalt man:

a2 x>§
0 0—4

und nach Addition der quadratischen Erganzung

) 1 _ 30
xo—ﬁo—i-zzz
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3.4 Wurzelungleichungen

und daraus N
_ ) > ==

(xo 2) = (5)

Da beide Seiten von (5) nichtnegativ sind, kann aus beiden Seiten die Wurzel gezogen werden:
1 V30

— > =
Ty 2 (6)

1. Fall: Es sei 9 — 3 > 0, dann folgt aus (6)

S 1+ 30

Tog = 9

2

1+ /30 )
77+m

also Ty € [

Andererseits folgt aus xy — % >0:x9 € B, +oo) =Tj.
2. Fall: Es sei 2y — 1 < 0, dann folgt daraus 2o < 1 und aus (6)

<1—\/%

To > B

Das ist aber ein Widerspruch zu (3), also scheidet dieser Fall aus. Man erhilt als Teilbereich
damit die Menge aller der reellen Zahlen, die sowohl Element von T3, T5, T3 als auch T} sind.
Das ist aber gerade der Durchschnitt dieser 4 Mengen.

1++/30 )
77_’_00

T:{Tlngng]mT4:[ 2

Aus dem Vorhergehenden folgt, dass kein x ¢ T Losung sein kann. Auch die Nullstellen des
Nenners von (*) kénnen keinesfalls Lésungen von (*) sein. Wegen

29 29
T+ w+f also —x =\|lz— x+z

miissen die Nullstellen, falls sie reell sind, negativ sein. Damit sind sie dann auch nicht im
Teilbereich T" enthalten, also brauchen die Nullstellen in diesem Fall nicht bestimmt zu werden.

Bestimmung der Losungsmenge: Wegen

1++30 / 29
X € [Z,%‘OO) gl|t £L‘0+\IZEO— ZL‘0+Z>O

Somit erhalt man aus

z0+ /2 3 29
> 1 , Ty + §>l’0+ Ty — l’o—i-z (7)
Ty + %0—\/1’04‘29

Da beide Seiten von (7) positiv sind, folgt, nachdem man beide Seiten quadriert hat,

3 29 29 3
§>930—\/9€0+Z und daraus \/ZB0+Z>{E0—§ (8)
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3.4 Wurzelungleichungen

Wegen z, € {H;/%,—i-oo) ist zg — % positiv, also kdnnen beide Seiten von (8) quadriert

werden, ohne dass sich das Ungleichheitszeichen andert. Aus (8) folgt dann

29 3\ 2 9 9
x0+4>(x0—2>, x5 — 4xo — 5 <0, (xg—2)° <9

Wegen ¢ € T ist zy — 2 positiv, also folgt weiter
To—2<3 R To <O (9)

Fir L4 erhalt man demnach L, = {HT\/%,@_

Probe: Wie man nachweisen kann, sind fiir alle x € T die vorgenommenen Umformungen
von (7) bis (9) umkehrbar, also ist L4 tatsachlich auch die Lésungsmenge der vorgegebenen
Ungleichung.

3.4.4.¢ Man bestimme die Menge aller reellen z, fiir die die folgende Ungleichung gilt:

vVr—2+3
1—vVz—3

3.4.5. Man bestimme die Menge aller reellen z, fiir die die Ungleichung gilt:

< =2

1 1 1
+ > = 1
r+V2—22 x—\2—22" 2 (1)

Losung:
: 1 1 1) .
Angenommen: Jx (x € R und Py B ey -y R 5) L X.
a) Die Lésungsmenge kann nur reelle 2 zu Elementen haben, die der Ungleichung 2 — 22 > 0

genligen, da die Wurzel nur fiir nichtnegative Radikanden definiert ist. Aus

2—25>0 folgt xs <2

Da beide Seiten dieser Ungleichung nichtnegativ sind, kann aus beiden Seiten die Wurzel
gezogen werden. Man erhilt |zo| < /2. (2)

Ist 9 > 0, so folgt aus (2) zo > v/2, mithin 24 € [0, v/2)-

Ist dagegen z¢ < 0, so folgt aus (2) —xo < /2 und weiter 2y > 2, also zy € [—/2,0).

Die Losungsmenge kann also nur reelle x zu Elementen haben, die ihrerseits Elemente sind
von

b) Zur Lésungsmenge konnen weiterhin die x nicht gezahlt werden, fiir die der Nenner gleich
Null ist. Es ist also zu untersuchen, fiir welche reellen = die beiden Ausdriicke z + /2 — 2
und z — /2 — 22 den Wert Null annehmen.

Aus z + v2 — 22 = 0 folgt x = +1.
Ebenfalls aus © — v/2 — 22 = 0 folgt x = +1
Man erhalt somit als Teilbereich

T={rec:—V2<z<V2}\{-1,+1}

c) Bestimmung der Lésungsmenge:
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3.4 Wurzelungleichungen

Durch Umformung der linken Seite von (1) folgt
1 1 2z T

+ = =
r+V2—22 —+2-—22 2x2-1) 22-2

Fir o muss also gelten

—_

To S 2
3 -1 2

Da zur weiteren Lésung beide Seiten von (3) mit der Zahl 22 — 1 multipliziert werden missen
und wegen b) der Fall 2022 — 1 = 0 ausscheidet, sind zwei Fille zu unterscheiden.

1. Fall: 22 — 1> 0. 2. Fall: 23— 1 <0.

Zum 1. Fall: Es sei 23 — 1 > 0, dann ist 23 > 1 und |zo| > 1. (4)
Ist 2o > 0, dann folgt aus (4) xo > 1, also =g € (1, +00).

Andererseits erhilt man aus (3) 2z > 22 — 1 und daraus (xo—1)? < 2, woraus |7y — 1| < /2
folgt.

Fir xg — 1 > 0ist g > 1 (z — 0 = 1 muss wegen b) ausgeschlossen werden). Aus (6) folgt
dann zo <1+ V2, also zo € (1,1 + \/5]

Fir 2o — 1 < 0 ist zy < 1, Widerspruch zu (5).
Ist 2o < 0, dann folgt aus (4), —x¢ > 1 bzw. zq < —1, also 2 € (—o0, —1). (7)
Fir diesen Fall erhalt man aus (3) |z — 1] < V/2.

Fir 2o — 1 > 0 ist o > 1, Widerspruch zu (7).
Ist zg — 1 < 0, dann ist 70 < 1 und aus (6) folgt —(vo — 1) < /2, woraus man dann
zo > 1 — /2 erhalt, Widerspruch zu (7).

Man erhélt somit fiir den 1. Fall als Menge der moglichen Losungen
La=T0(1,1+v2]=(1,V2]
Zum 2. Fall: Es sei 13(2) — 1 < 0, dann erhalt man analog wie beim 1. Fall
Lay=TN(-1,1-v2]=(-1,1 -2

Die Ungleichung (1) hat als Menge der moglichen Losungen die Vereinigungsmenge von L 43
und L 49, also

La=LnULp=(1,v2]U(-1,1-V2)
Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn zy = 1 — /2.

3.4.6.e Der Leser fiihre die Probe, indem er folgende Allaussage beweist:

Fir alle reellen z € (1,v/2]U (—1,1 —V/2) gilt % > 1.

Hinweis: Der Beweis dieser Allaussage erfordert eine genaue Analyse dhnlich der der Aufgaben
2.1.1. bis 2.4.9.

3.4.7.e Es ist die Menge aller reelle x zu bestimmen, fiir die folgende Ungleichung gilt:

1

29



4.1 Graphische Darstellungen

4 Das Rechnen mit absoluten Betragen

4.1 Graphische Darstellungen

4.1.1. Es ist die Funktion f, gegeben durch den analytischen Ausdruck y = f(z) = |z,
graphisch darzustellen!

Losung:

Nach Definition ist y = || > 0. Der Definitionsbereich ist das IntervaIF_Z] —00 < x 4 0o und
der Wertevorrat 0 < y < +o0.

Es ergeben sich die beiden Halbgeraden mit den analytischen Ausdriicken y = —x fir x < 0
und y = x fir > 0 als graphische Darstellung.

wt
=Y

-3 -2 -1 1 2

Bild 9 E

4.1.2.e Es ist die Funktion f, die durch den analytischen Ausdruck y = f(z) = |z — | — 1|
gegeben ist, graphisch darzustellen.

4.1.3. Es ist die durch den analytischen Ausdruck |y — 1| = 1 — |z| vermittelte Zuordnung im
kartesischen Koordinatensystem graphisch darzustellen.

Losung:
Wegen |y—1| > 0sind nur den = € [—1; 1] reelle y zugeordnet. Firy < list —(y—1) = 1—|z|
und damit y = |z|.

Firy>1listy—1=1—|z|, alsoy =2 — |z|.
Firy=1ist x = 1.
Damit erhalt man

y = |z| mit dem Definitionsbereich —1 < z < 1 und dem Wertevorrat 0 <y < 1
y = 2 — |x| mit dem Definitionsbereich —1 <z < 1 und dem Wertevorrat 1 <y < 2.
Es ergibt sich damit folgendes Bild:

Bild 10

4.1.4.e Es ist die Funktion f, gegeben durch den analytischen Ausdruck y = f(x) = ||| — 2],
graphisch darzustellen!

2Unter dem Definitionsbereich wollen wir im folgenden immer die groBte Menge verstehen, fiir die der ana-
lytische Ausdruck f(x) noch sinnvoll ist.
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4.2 Bestimmung der Lésungsmenge von Gleichungen und Ungleichungen mit absoluten
Betragen

4.2 Bestimmung der Losungsmenge von Gleichungen und
Ungleichungen mit absoluten Betragen

4.2.1. Es ist die Menge aller reellen = zu bestimmen, fiir die gilt:
|z — |z —1|| = -2z +1 (1)

Losung:
Angenommen: Jz(x € R und |z — |z — 1|| = =2z + 1) : x.
Nach Definition gilt |zg — |zo — 1|| > 0, also ist auch —2x¢ + 1 > 0.
Aus —2x9+ 1 > 0 folgt 1 > 2x4 oder xy < % Man erhalt 7' = (—oo, %}
Fir alle x € (—oo, %} gilt wegen (1)

le+x—1=2z—-1=—-22—-1) also gilt — (2x — 1) = -2z + 1
Wegen dieser Identitat ist L4 =T

Probe: Alle reellen x, die der Bedingung —oo < z < % genligen, sind Losung der Gleichung
(1).

Ty = % —p mit 0 < p < +o0 in die linke Seite der Ausgangsgleichung eingesetzt, ergibt

1 1 1 1
‘2 p |2 P \‘ ’2 P=p—3 | —2p| =2p

Setzt man fiir = den Ausdruck % — p in die rechte Seite der Gleichung ein, so folgt

1
—2(2—p>+1:—1—|—2p+1:2p

Der Vergleich liefert 2p = 2p. Alsoist L =L, ="1T.

4.2.2. Es ist die Menge aller reellen x zu bestimmen, fiir die die Ungleichung |z| < 5 gilt!

Losung:

Angenommen: Jz(z € R und |z| < 5) : zo.

Da fir alle reellen z gilt |x| = | — x|, ist eine Fallunterscheidung notwendig.
1. Fall: Fir zg < 0 ist |xo| = —xzy, also gilt —z¢ < 5 bzw. x5 > —5.

2. Fall: Fiir xzy = 0 ist |xo| = 0, es gilt 0 < 5.
3. Fall: Fir zg > 0 ist |xo| = xg, also gilt g < 5;

Man erhalt: L4 = (—5,5).

Geometrische Veranschaulichung: Setzt man |z| = y; und 5 = ys, so erhalt man folgende
Bilder:

Bild 11 =
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4.2 Bestimmung der Lésungsmenge von Gleichungen und Ungleichungen mit absoluten
Betragen

4.2.3.e Es ist zu zeigen, dass die Ungleichung |z| < a fiir alle reellen z € (—a,+a) und fir
alle positiven reellen a gilt!

4.2.4.e Es ist die Losungsmenge L fiir folgende Ungleichung zu bestimmen: |z — 3| < 4.
4.2.5. Es ist die Losungsmenge der Ungleichung |z| > x zu bestimmen!

Losung:
Es sei A = R. Nach Definition des absoluten Betrages gilt fir alle x > 0

2] = 2

Als Lésungen kamen damit nur alle reellen = < 0 in Frage. Wegen |z| > O fiir alle reellen z < 0
sind diese offensichtlich auch Lésungen. Als Menge der Losungen erhalt man L = (—o0,0).

Geometrische Veranschaulichung: Setzt man |z| = y; und = = ys, so erhalt man folgende
Bilder:

Yr X

L

e L S T 2 3 x
%

Bild 12

Wie man sieht, gilt fiir alle reellen z < 0 die Ungleichung y; > ys.

4.2.6.e Es ist die Menge aller reellen x zu bestimmen, fiir die gilt:

x ‘> x
z+1 r+1

4.2.7. Fir welche reellen x # £1 gilt folgende Ungleichung

1. Losung:

1. Bestimmung der Losungsmenge L:

Angenommen: Jx (x e R\ {-1,+1} und Lﬂj > %) L X,

Da beide Seiten der vorgegebenen Ungleichung mit 22 — 1 zu multiplizieren sind, ist eine
Fallunterscheidung durchzufiihren.

1. Fall: 22— 1> 0. 2. Fall: 22 —1 < 0.

Zum 1. Fall: Es sei 22 —1 > 0, dann ist 23 > 1 und daraus folgt, /23 > /1, mithin |zo| > 1.
Diese Ungleichung wird von allen reellen x erfillt, fir die x € (—oo,—1) oder x € (1,400)

gilt.

Fir 23 — 1 > 0 folgt aus ‘53‘__11 > 5 nacheinander:
0

1
2

2(|wg| = 1) >ai -1 || >
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4.2 Bestimmung der Lésungsmenge von Gleichungen und Ungleichungen mit absoluten
Betragen

Fir zq > 0 folgt:

2%021’%"‘1, OZ($0—1)2

Das ist aber fiir zy # 1 eine falsche Aussage, also gilt nicht xq > 0. Fiir xq < 0 folgt:

241 241
—$02m0+ ; xoﬁ—%; ; 279 < —xp — 1, (zo+1)*<0
Diese Aussage ist aber fiir zy # —1 ebenfalls falsch, also gilt nicht ¢y < 0. Da sowohl zy > 0
als auch zy < 0 nicht gelten und auch xqg = 0 zum Widerspruch fiihrt, kann der 1. Fall

insgesamt nicht eintreten, ist also auszuschlieBen.

Zum 2. Fall: Es sei 22 — 1 < 0, dann ist 22 < 1 und daraus folgt —1 < xp < 1, also
Ty = (—1,1).
Fir 23 — 1 < 0 folgt aus

1 g+ 1

|$‘0|—1 1
> 5 lwl=1<5@—1),  fwl <=5

3 —1
Da nach Definition fiir o > 0 gilt: |zo| = o, folgt aus (1)

3+ 1
2

und daraus

g <

279 < 25+ 1 , 0 < (zg—1)2
Da beide Ausdriicke nichtnegativ sind, folgt weiter 0 < |z — 1| und daraus

a) xg > 1, xp € [1,+00) = T3 und
b) zo <1, zy € (—00, —1] = T5.

Der Durchschnitt von T} und 75 ist leer und T} N'T5 = T}, da nach Voraussetzung x # 1 ist.

Andererseits ist nach Definition |z¢| = —x¢ fir o < 0, also folgt aus (1)
2 2
x5+ 1 x5+ 1
—xg < 28 und daraus To > _OT

und weiter (zo+ 1) > 0. Da beide Seiten nichtnegativ sind, kann die Wurzel gezogen werden
|zo + 1| > 0 und daraus folgt

c) xg < —1, zg € (—o0,—1] =T}
d) To > —1, 29 € [—1,—|—OO) =1T5

Der Durchschnitt von 77 und T} ist leer und T} N Ts = T}, da nach Voraussetzung x # —1
ist. Man erhalt letztlich als Menge der moglichen Losungen der Ungleichung ‘ﬂ'j > %: Ly =

(—1,1). :

2. Bestimmung der reellen z, fir die !,Z;Ij =1(1)

Aus (1) folgt |zo| = xg;l und daraus wiirde zp = +1 folgen. Diese Werte sind aber nach
Voraussetzung auszuschlieBen, so dass die Gleichung (1) fiir kein reelles x gilt.

Damit ist riickschlieBend die Ungleichung zu verandern, und zwar gilt ‘;2':
re(—1,1).

> % fur alle
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4.2 Bestimmung der Lésungsmenge von Gleichungen und Ungleichungen mit absoluten
Betragen

Probe: —1 < 2y < +1 bzw. 2y = —14+p mit 0 < p < 2 wird in die linke Seite der Ungleichung

=1 > L eingesetzt und man erhilt
[=1+p/—1 @
(=1+p)2-1
a) Fir 0 < p < 1 folgt aus (1)
l-p-1 -1

=2 p-2
Dap <1, ist p—2 < 0. Durch Erweitern mit -1 erhalt man

-1 1
P R
Der Vergleich zeigt in diesem Falle ﬁ > %
b) (1) ergibt fur 1 <p < 2
—1+p—-1 1
p(p—2) p

. . 1 1
Da 1 < p < 2, ergibt der Vergleich 5> 5

2. Losung:
Es gilt (Jz| — 1)(Jz| + 1) = |z|> — 1 = 2* — 1 fiir alle reellen x. Daraus folgt, da x # +1 ist,
—1 1
|93g| _ >
i —1  wol+1 " 2

Da |zo| +1 > 0, erhalt man weiter
1
1>§(|x0|+1), 2> |xo| + 1, 1> ||

Diese Ungleichung ist nach Aufgabe 4.2.3. der Ungleichung 11 < xy < 1 aquivalent. Man
erhalt als Losungsmenge das Intervall (—1,1).

4.2 8. Es ist die Menge aller reellen = zu bestimmen, fiir die gilt:
1
3-2—a| 21+ x (1)

Losung:

Angenommen: 3z : (z € Rund 3 — |2 — 2| > 1+ 1x) : .
Dann folgt aus (1) |2 — x| < 2 — 1.

Zur weiteren Losung ist eine Fallunterscheidung erforderlich:

1. Fall: 2—2¢9 >0 und 2 — zg §2—%x0.

2. Fall: 2 — 29 < 0 und m0—2§2—%m0.

Der 1. Fall liefert dann 0 < xy < 2, und der 2. Fall ergibt dann 2 < x5 < %. Somit erhalt man
fur LAC LA = [O, %}
Geometrische Veranschaulichung : Setzt man y; =3 — |2 — x| und yo = 1+ %x so erhalt man
folgende Bilder:
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4.3 Beweise von Ungleichungen mit absoluten Betragen

Bild 13
Wie man sieht, gilt y; > yo im Intervall [0, %}

4.2.9.e Es ist die Losungsmenge von folgendem Ungleichungssystem mit einer Variablen zu
bestimmen!

1
1-1—2|<2z §x+2>|x+1|

4.3 Beweise von Ungleichungen mit absoluten Betragen

4.3.1. Es ist zu beweisen, dass fiir 2 beliebige reelle Zahlen = und y die Ungleichung |z + y| <
|z| + |y| gilt!

Beweis:
Lasst man in Aufgabe 4.2.5. das Gleichheitszeichen zu, so gilt nach dieser Aufgabe folgende
Abschatzung:

|z| > +x und ly| > +y

Damit gilt auch

[2[ + |yl = £(z+y)  mithin [z +[y] = +]z +y]
Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn z und y das gleiche Vorzeichen haben.
4.3.2.¢ Man beweise, dass fiir 2 beliebige reelle Zahlen = und y |z + y| > |z| — |y| gilt!

4.3.3. Fiir alle reellen a,b,c,z,y,z mit a2 +0*> +c®> =1 und 22 + 9% + 22 = 1 gilt
lax + by + cz| < 1.

1. Losung:
Voraussetzung: a? +b* + ¢ =1
22 +y? +22=1;a,bc,x,v, 2 geeignet reell.

Behauptung: |ax + by + cz| < 1.
Beweis:
Nach Aufgabe 2.4.4. gilt fiir beliebige reelle a, b, c, x,y, z

(az + by + c2)* < (a® + b* + 2)(2® + 3y + 27)

Da beide Seiten der Ungleichung nichtnegativ sind, kann die Wurzel gezogen werden. Man

erhalt
\/(a:c—by—cz)2 <Va?+ b2+ 2\ Ja? +y? 4 22

lax — by — cz| < Va? + 0%+ c2yJa? +y? + 22

und daraus

Da nun insbesondere

A+ b+ =1 und Pyt =1
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4.3 Beweise von Ungleichungen mit absoluten Betragen

erhalt man |ax 4 by + cz| < 1, wobei das Gleichheitszeichen genau dann gilt, wenn a = =z,
b=y, z=codera=—x, b= —yund c = —=z.

2. Losung:
Wir betrachten die Vektoren a = ai+bj + ct und b = xi +yj + 2€. Aus a® +b? + 2 = 1 bzw.
22 + 9% + 22 =1 folgt

la| =vVa?+ b2+ =1 bzw. o] = /22 +y2+ 22 =1

a und b sind also Einheitsvektoren.
Aus der Definition des skalaren Produkts zweier Vektoren,

a-b=lal-|b]-cosp
folgt fiir Einheitsvektoren, wegen |cosp| < 1,
-1<a-b<1 (1)

Da a-b = az + by + cz, folgt aus (1) unmittelbar |ax + by + cz| < 1.

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn | cos p| = 1, das heiBt, wenn die Vektoren gleich
oder entgegengesetzt gerichtet sind, wenn also entweder a = b oder a = —b gilt.
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5.1 Bestimmung der Lésungsmenge

5 Ungleichungen mit Parametern

5.1 Bestimmung der Losungsmenge
5.1.1. Fur welche reellen z gilt 2px + 3 < 7, wobei p eine reelle Zahl (Parameter) ist? (1)

Losung:

Angenommen: Jz(x € R und 2pz 4+ 3 < 7) : x.

Dann folgt aus 2pxg + 3 < 7: pxg < 2. (2)

Da liber p keine weiteren Voraussetzungen gegeben sind, ist eine Fallunterscheidung durchzu-
fihren.

1. Fall: p = 0.
Fir p = 0 ist jedes reelle x Lésung der Ungleichung (1), das heiBt, die Lésungsmenge fallt

mit dem Grundbereich zusammen, also mit der Menge der reellen Zahlen. Es ist in diesem Fall
LAl - R

2. Fall: p > 0.

Fir p > 0 folgt aus (2) zo < £ und man erhilt fir diesen Fall Lo = (—oo, %)
3. Fall: p < 0.

Fir p < 0 folgt aus (2) x¢g > 2 also La3 = (z%’ —|—oo).

Probe:

1. Fall: Fir p=0 gilt 0 -z < 2 fir jedes reelle x.
2. Fall: £ in die linke Seite der Ungleichung (1) an Stelle der Variablen x eingesetzt, ergibt,
dax <

ISISSHTS

2
2px +3 < 2p—+3 , 2pr +3 <7
p

3. Fall: % + ¢ mit 0 < ¢ < oo in (1) an Stelle der Variablen z eingesetzt, ergibt

2
2p<p+q>—|—3:4+2pq+3:7+2pq

Da 2pq wegen p < 0 negativ ist, ergibt der Vergleich 7+ 2pq < 7.
5.1.2. Man bestimme alle reellen z, die der Ungleichung

r  2p
—— =<2 1
v (1)

geniigen, wobei p eine positive reelle Zahl (Parameter) bedeutet!

1. Losung:
Angenommen: Jx (x € R und % — 2;" < 2) : .
Aus (1) folgt dann ) )
TH — 2p -
bTo
Da fiir o = 0 die linke Seite von (2) nicht erklart ist, sind bei der weiteren Lésung nur noch
zwei Falle zu unterscheiden:

1. Fall: zg > 0.

2 (2)
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5.1 Bestimmung der Lésungsmenge

Fur o > 0 folgt aus (2) nacheinander
o — 20" < 2pwo, g —2pro+p° <3P, (z0—p)* <3’

und daraus
w0 = pl < |pIV3 (3)
Da nach Voraussetzung p > 0, folgt fiir 7o — p > 0 aus (3) zo < p(1 +V/3).
Fiir 2o — p = 0 folgt 2o = p und fiir 2o — p < 0 folgt aus (3) z¢ > p(1 — /3).
Man erhilt wegen zy > 0 schlieBlich L4; = (0,p(1 + v/3)).

2. Fall: ¢y < 0.
Fir 2o < 0 folgt aus (2) nacheinander

x3 — 2p* > 2pag, (zo — p)* > 3p?, |zo — p| > |p|\/§

Da nach Voraussetzung p > 0 und x < 0 ist, gilt nur p—x¢ > pv/3 und damit 24 < p(1—+/3).
Man erhalt also L4y = (—o0, p(1 — v/3)).

Als Menge der moglichen Lésungen von (1) erhalt man letztlich
La=LatULaz = (0,p(1++3)) U (=o00,p(1 - V3))
Probe: Setzt man p(1 + +/3) fiir z: in (1) ein, so folgt, da = < p(1 + /3),
g_@<p(1+¢§)_ 2p (1+v3)?2—2 2+2V3

p = P p(1+V/3) 1+v3  1+v3
p(1 —+/3) in (1) an Stelle der Variablen z eingesetzt, ergibt

v o2 _p(1-V3) % 21-v3) _

p = P p1—v3)  1-V3

2. Losung:
Setzt man %’ =z, mit zop > 0 in % — i—g < 2 ein, so erhdlt man z —% < 2 und daraus
nacheinander

22—-922-2<0, 22-2:+1<3, (z—1)? < 3, lz—1] <3

Diese Ungleichung ist nach Aufgabe 4.2.3. der Ungleichung —v/3 < z — 1 < /3 aquivalent,
woraus dann 1 — /3 < z < 1+ /3 folgt.

Wegen z = %0 gilt
p(1 —V3) < x5 < p(1 4+ V3)
Da z¢ > 0 vorausgesetzt wurde, hat das Ungleichungssystem (4) die Lésungsmenge L) =

(0, +(1 +/3)).
Fir xg < 0 ist %0 = 2z < 0, mithin gilt
22 —22—-2>0 : lz—1] >3

und daraus folgt z < 1 —+/3 bzw. z < p(1 —/3). Als Lésung erhilt man L) = (—oo, p(1 —
V/3)) und letztlich als Lésungsmenge von (1):

L = (—o00,p(1 —V/3)) U (0,p(1+ V3))

5.1.3.e Es ist zu untersuchen, fiir welche x und unter welchen Voraussetzungen fiir p die
Ungleichung £ — 22 < 7 gilt!
p x
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5.2 Bestimmung der Losungsmengen von Ungleichungssystemen

5.2 Bestimmung der Losungsmengen von Ungleichungssystemen

5.2.1. Es ist folgendes Ungleichungssystem zu lésen, in dem p eine beliebige reelle Zahl (Pa-
rameter) ist!

pr—2>z+1 (1
3—x p

< = [l

= <3 (1)

Losung:

Angenommen: Jz(x € Rund pr —2 >z + 1) : z.

Aus | erhalt man pxy — xy > 3 und daraus zo(p — 1) > 3. Zur weiteren Lésung ist eine
Fallunterscheidung notwendig.

l.Fall: p—1=0.
Aus p — 1 =0 folgt 0 > 3, also ist dieser Fall auszuschlieBen.

2.Fall: p—1>0.
Aus p — 1 > 0 folgt p > 1, und damit erhalt man alle die x( als Lésung, die der Ungleichung
x> % geniigen.

3.Fall: p—1<0.
Aus p—1 < 0 folgt p < 1, und man erhélt alle die x als Losung, die der Ungleichung = < p%l
genugen.

Angenommen: Jz (:L‘ € Rund %% < g) : Yo-
Aus Il erhalt man dann 3 — gy < %p und daraus yy > 3 — gp.

Damit sind alle reellen = des Intervalls (3 — gp, +00) Lésung von I, wobei p jede reelle Zahl
sein kann.

Es ist zu untersuchen, welches die Losungsmenge des Ungleichungssystems fiir p > 1 ist.

Fiir p > 1 ist die Menge der méglichen Lésungen von | Ly, = (1%’ oo).

und die der Ungleichung Il L4, = (3 - 2p, oo).
Losung des Ungleichungssystems sind alle die reellen x, die Elemente von L; und L 45 sind,
die also Elemente des Durchschnitts von L 4; und L 45 sind.

3 5 3
Li=|— _ - = —
A (p_l,oo>ﬂ<3 2p,oo) (p_l,oo>

Weiterhin ist die Losungsmenge fiir p < 1 zu untersuchen. Man erhalt analog

Ly = —oo,i 0(3—5]),00) =g
p—1 2

Die Probe moge vom Leser selbst durchgefiihrt werden.

5.2.2.e Es ist das Ungleichungssystem
I. ple—3)>z—-3 : II. 2p+3)(z—1)>(p—1)(z+2)

zu losen, wobei p eine reelle Zahl ist!
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5.3 Gemischte Aufgaben

5.3 Gemischte Aufgaben

5.3.1. Es ist die Lésungsmenge L der Ungleichung px(3 — ) > 7p — 5 zu bestimmen, in der
p eine reelle Zahl ist!

Losung:

Angenommen: Jz(x € R und pz(3 —x) > Tp —5) : x.
Aus pxo(3 — x9) > Tp — 5 folgt nacheinander

3pwo — prs < Tp — 5, —pxg + 3pro — Tp+ 5> 0, pre —3pro+Tp—5<0 (1)

Zur weiteren Losung ist eine Fallunterscheidung notwendig.

1. Fall: p=0.
Fir p = 0 ist jedes reelle x Losung, d.h., die Lésungsmenge fallt mit dem Grundbereich (Menge
der reellen Zahlen) zusammen.

2. Fall: p > 0.
Fur p > 0 folgt aus (1) nacheinander:

9 5 19 ( 3)2 5 19
D 4

5
2 2
Ty — 39 +7——-<0 Ty — 3+ - < — — — To— =
0 0 D ) 0 0 4 D 4 ’ 0 92
Da zg — % entweder nichtnegativ oder negativ ist, ist eine weitere Fallunterscheidung durch-
zufiihren.
a) Istxo—% > 0, dann istx0<%+

ut ot
|
o s

b) Ist 2y — 2 < 0, dann ist 2y < 2 —

p 4
Da eine Wurzel nur fiir nichtnegative Radikanden erklart ist, gilt % — % > 0. Daraus folgt fiir
pip <5
Far p = % ist zp = % Damit erhalt man im 2. Fall
3 5 19 3 5 19 20
Lyo=|=—4/-——,= -— — bei 0,}
A2 <2 Vo~ 12\ 4) oRe! pE( 19
3. Fall: p < 0.
Fir p < 0 folgt aus (1) nacheinander
5 9 5 19 3\? 5 19
Da p < 0, ist auch g < 0, mithin ware beim Radizieren die Diskriminante D = g — % <0

und die Wurzel nicht erklart. Also ist die Aufgabe fiir p < 0 nicht losbar.

Die Menge der moglichen Losungen der vorgegebenen Ungleichung ist demnach fiir den Fall
p=0
Ly =R

L (3 D3 [ D
272 p 472 p 4
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5.3 Gemischte Aufgaben

5.3.2. Man bestimme die Losungsmenge folgender Ungleichung: |1 — pz| < p+ . (p beliebige
reelle Zahl.)

Losung:
Nach Aufgabe 4.2.3. ist diese Ungleichung der Ungleichung

—(pt+zr)<l—pr<p+z

aquivalent.
Es ist also die Losungsmenge von folgendem Ungleichungssystem zu bestimmen:

I. —p—x:<1—px , II. p+xz>1—pzx

Angenommen: dx(x € Rund —p—z <1 —pr;p+x>1—pz): x0.
Formt man I. und Il. um, so erhalt man

px0—$0<1+p , px0—|—$0>1—p

Die Losung erfolgt weiter analog der Aufgabe 5.1.3. Man erhalt, ahnlich wie dort, nachstehende
Falle:

Fir Ungleichung I:

1. p =1 und damit L4 = R.

2. p>1und damit Ly = (—oo, %).
3. p < 1 und damit L5 = (119%1‘1’,00).

Fir Ungleichung I

1. p = —1 (dieser Fall ist auszuschlieBen).
2. p> —1 und damit L4y = (L%Z,oo).

. 1—
3. p < —1und damit L5 = (—oo, ﬁ).

Als Menge der moglichen Losungen fir das Ungleichungssystem erhalt man dann:
Fl]rp = 1, LA = LA4.

Fir —1 < p < +1, L= LA3 N Lag.

F(er >1, Ly = LA2 N Laa.

Fl'jrp < —1, Lg= LasN Lys.

Fir p = —1 ist die Aufgabe nicht losbar.
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6.1 Beweise fiir goniometrische Ungleichungen

6 Goniometrische Ungleichungen

6.1 Beweise fiir goniometrische Ungleichungen
6.1.1. Es ist zu beweisen, dass stets sinx + cosx # 1,5 ist!

1. Losung:
Angenommen, es sei sinx + cosx = 1,5 fir ein x € R. Dann folgt

sinz +1/1 —sintz=1,5

Durch Ordnen und beiderseitiges Quadrieren erhalt man

sin x—§smx+£ 0
2 2
und daraus
. 3 n 1
sinx = 1 16

Da der Radikand negativ ist, ist die Wurzel nicht erklart, die Aussage sinx = % + ,/—% ist
also sinnlos. Demnach ist die Annahme falsch, und es gilt sinx + cosx # 1,5 fir alle x € R.

2. Losung:

Mit y; = sinz und y» = cosz ist auch f(x) = y = y; + y» stetig™| und periodisch mit
derselben Periodenlange wie y; und ys».

Wegen der Periodizitdt von y (Periodenlange 27) kann die Untersuchung auf das Intervall
[0,27) beschrankt werden. In einem abgeschlossenen Intervall nehmen stetige Funktionen ihr
absolutes Maximum bzw. Minimum an, welches bei dieser Losung ermittelt werden soll.

Diese absoluten Extrema kénnen auch am Rand des Intervalls liegen, was allerdings in diesem

Fall nicht untersucht zu werden braucht. Aus iy’ = —sinx + cos x = 0 folgt cos z = sinx und
damit z; = 5 und 23 = Zﬂ'.

Es gilt f”(z1) < 0, also liegt an der Stelle z; ein Maximum vor. Mithin gilt fiir alle z € [9, 27)
f(z) < fz).

Wegen f(x1) = /2 < 1,5 folgt damit fiir alle = € [0,27) f(x) # 1,5 und, da y = y1 + 1o

periodisch ist, letztlich fiir alle reellen x € (—o0, 00).

Geometrische Veranschaulichung:

Setzt man sinx = y; und cosx = 1, S0 ist y = y; + Yo der analytische Ausdruck, durch den
die Funktion dargestellt wird, deren Bild man durch Superposition der grafischen Darstellungen
der Funktionen y; und y, erhélt. Man erhalt folgende Bilder:

y

. Ye=COSX  Yy=sinXy
1

Y-ty
FANAN (3 X
-1
-2
Bild 14

13"Enzyklopadie der Elementarmathematik", Band Ill, Analysis; Berlin 1958 Seite 1795.
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6.1 Beweise fiir goniometrische Ungleichungen

3. Losung:
Es gilt
(1 —sinz)* >0 und (1—cosz)* >0

Da sinz und cosx nicht beide gleichzeitig gleich 1 sein kdnnen, ist wenigstens einer der
Summanden ungleich Null, folglich erhalt man nach Addition beider Ungleichungen

(1 —sinz)® + (1 —cosz)? >0

und daraus
12sinz +sin?z +1—2cosz +cos’z > 0

Da sin? x + cos? z = 1, folgt weiter
. . . 3
3 —2sinx —2cosx > 0, 2(sinx + cosx) < 3, s1nx—|—cosx<§

4. Losung:
Annahme, es gelte sinx + cosx = 1,5 fir ein z € R. (1)
Durch beiderseitiges Quadrieren folgt aus (1)

sin? x + cos® ¥ + 2sinz cosr = 2,25 (2)

Da
sin?z +cos’z =1 und 2sinx cosx = sin 2x

folgt aus (2) sin2z = 1, 25.
Das ist aber fiir jedes reelle = eine falsche Aussage, also ist die Annahme falsch, und es gilt
die Behauptung:

sinx +cosx # 1,5

6.1.2. Es ist zu beweisen, dass fiir jedes reelle x die Ungleichung gilt:
|sinz + cosz| < V2

Beweis
(sinx + cosx)® = sin® z + 2sinz cos z + cos® x (1)

Da sin?z + cos? x = 1, folgt aus (1)
(sinz + cosw)? = 1+ 2sinz cosx (2)
Wegen sin 2x = 2sin x cos x, folgt aus (2)
(sinz + cosz)? = 1 + sin 2z (3)

Da beide Seiten der Gleichung nicht negativ sind, kann aus (3) die Wurzel gezogen werden,

und man erhalt
|sinz + cosx| = /1 + sin 2z

Nun ist aber sin 2x fiir jedes reelle = kleiner oder gleich 1, also gilt

|sinz + cosz| = /1 + sin 2z < V2

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn z = 7 + 2k7 oder x = %71’ + 2k ist, wobei k
eine beliebige ganze Zahl ist.
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6.1 Beweise fiir goniometrische Ungleichungen

6.1.3. Es ist zu zeigen, dass fiir beliebige, von Null verschiedene, reelle z gilt:
|tan x| + | cot x| > 2

Beweis:
Nach Aufgabe 2.1.2. gilt: Ist das Produkt zweier positiver reeller Zahlen gleich 1, so ist die
Summe dieser Zahlen nicht kleiner als 2. Da tanz cot x = 1, gilt

|tanz| + | cot x| > 2

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn x = 7(2k 4-1) ist, wobei k eine beliebige ganze
Zahl ist.

6.1.4. Folgende Aussage ist zu beweisen:
Far alle reellen x und y aus (O, g) gilt: tan z cot y ist groBer oder gleich 1 genau dann, wenn

sin(z —y) > 0.

Voraussetzung: sin(z —y) > 0; z,y € (O, g)
Behauptung: tan x coty > 1.

Beweis:

Aus sin(xz — y) > 0 folgt

sinx cosy — cosxsiny > 0 und daraus sinx cosy > cosxsiny

Dividiert man beide Seiten durch cos x siny, dann folgt, da coszsiny > 0,

sin x cos .
%y >1 und folglich tanxcoty <1
cos x siny
Umkehrung:
Aus tanx coty > 1 folgt 222°2Y > 1 ynd daraus
cosxsiny
sinx cosy > cosx siny ) sinxcosy —coszsiny > 0

und letztlich sin(z — y) > 0.. Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn z =y = 7.

6.1.5. Es ist zu beweisen, dass fiir alle reellen x € (O, ﬂ gilt:

tan? z + cos® ztan? <1+ sin? z tan?

Beweis:
Nach Voraussetzung ist sinz < ? Daraus folgt nacheinander:

sin x cos 2 2
7§£ , tanxcosx§£
CoS T 2 2
tan®z cos’z < 1 : tan z(1 + cos’z — sin®z) < 1
woraus dann sofort die Behauptung folgt. Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn z = 7.

6.1.6. Es ist zu zeigen, dass fiir alle reellen z € [O, g} gilt

sinz + cosz > V/2v/2sin xv/cos x (1)
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6.1 Beweise fiir goniometrische Ungleichungen

Analyse:
Wegen 2sin x cos x = sin 2z, folgt aus (1)

sinx + cosx > V4 sin 2z

und daraus wegen z € [O, g]

(sinx + cosx)* > 4sin2z  oder [(sinz + cosz)?]* > 4sin 2 (2)
Wie in Aufgabe 6.1.2. unter anderem gezeigt wurde, gilt
(sinz + cosz)? = 1 + sin 2z
daher erhalt man aus (2) weiter
(1 +sin27)? > 4sin 2

und daraus
sin? 2z — 2sin 2z +1 > 0 mithin (sin2x —1)*> >0 (3)

Die Ungleichung (3) ist fiir jedes reelle = eine wahre Aussage, sie kann daher als Grundlage
fir den Beweis von (1) genommen werden.

Beweis:
Es gilt (sin2z — 1)? > 0. Man erhalt daraus sin? 2z — 2sin 2z + 1 > 0 und weiter

sin? 2z + 2sin 2z + 1 > 4sin 2z , (sin 2z + 1)2 > 4sin 2z
Da sin2x + 1 = (sinz + cos x)? folgt weiter
[(sinx + cosx)?]* > 4sin2x  oder (sinx + cosx)* > 4sin 2z (4)

Nach Voraussetzung ist x € {0, g} daher kann aus beiden Seiten von (4) die Wurzel gezogen

werden:
. 4 .
sinx + cosx > V4sin 2x

Aus dieser letzten Ungleichung folgt dann sofort die Behauptung. Das Gleichheitszeichen gilt
genau dann, wenn x = 7.

6.1.7. Man beweise, dass fiir beliebige reelle = gilt:

sin* z + costz >

N | —
—~
-
N—r

Beweis:
Da sin?z + cos? z = 1 ist, folgt (sin?z + cos? z)? = 1. Daraus erhalt man

2 si 2
sin*x + cos*r =1 — 2sin*zcos’z =1 — (smxzcosm) (2)

Wegen 2sin x cos x = sin 2z, folgt aus (2)

. 4 4 L.,
sin” x + cos x:1—§sm 2z
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6.1 Beweise fiir goniometrische Ungleichungen

Fiir jedes reelle = gilt sin? 22 < 1, daher folgt aus sin® 2z < 1 nach Multiplikation mit %

1 1
5 sin? 2z < 3

und nach Addition von 1

1
oder — —gin?2r > ——
2 2

1
1 — —sin?2x >
2

N | —

Mithin gilt letztlich

sin® + cos?

N | —

1
mzl—isin22x2

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn x = 7 + 2k7 ist, wobei £ eine beliebige ganze
Zahl ist.

6.1.8. Es ist zu beweisen, dass fiir beliebige reelle = und y folgende Ungleichung gilt:
sin?z + sin?y > sinxsiny + sinx 4+ siny — 1 (1)
Analyse: Aus (1) folgt nacheinander
sin?z — sinxsiny + sin®y > sinx + siny — 1

sin? x — 2sinwsiny + sin®y > sinz + siny — 1 — sinxsiny
(sinz —siny)? > sinz +siny — 1 —sinasiny
Untersucht man die rechte Seite der letzten Ungleichung fiir sich, so erhalt man aus sinz +
siny — 1 —sinxsiny
sinz +siny — 1 —sinzsiny = sinz(1 —siny) — (1 —siny) = (1 — siny)(sinz — 1)
Da 1—sin y fiir alle reellen y stets nichtnegativ und sin x — 1 fiir alle reellen x stets nichtpositiv

ist, folgt,
(1 —siny)(sinx —1) <0

Da (sinz—siny)? > 0 fir alle reellen = und y ist, kann beim Beweis von folgenden gesicherten
Aussagen ausgegangen werden:

(sinz —siny)? >0 und (1 —siny)(sinx —1) <0

Beweis:
Man geht aus von

(sinz —siny)® >0 und — (1 —siny)(sinz —1) >0
Durch Addition beider Ungleichungen erhalt man:
(sinz —siny)? — (1 — siny)(sinz — 1) > 0

und daraus folgt

2

sin?x — 2sinzsiny + sin?y —sina + 1 + sinzsiny > 0

woraus sofort
sin?z + sin?y > sinxsiny + sinx 4+ siny — 1

folgt. Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn © = y = 7 + 2km ist, wobei k eine
beliebige ganze Zahl ist.
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6.2 Bestimmung der Lésungsmenge

6.2 Bestimmung der Losungsmenge
6.2.1. Man bestimme alle reellen z, fiir die sinx + cosx > 1 gilt!

1. Losung:

Da bei goniometrischen Ungleichungen die Variablen auch fiir Argumente trigonometrischer
Funktionen stehen und diese periodisch sind, gestattet es deren Periodizitat, unsere Betrach-
tung zunachst auf das entsprechende Periodenintervall zu beschranken.

Angenommen: Jz(x € [0,27] und sinz + cosz > 1) : x.

Aus
sinxy + coszg > 1 folgt sinzg + /1 —sin?xy > 1

Durch Ordnen und beiderseitiges Quadrieren erhalt man
1 —sin®xy > 1 — 25sin x + sin® x
und daraus
sin? zo — sinzg < 0 oder sin xg(sinzg — 1) <0
Zur weiteren Losung ist eine Fallunterscheidung notwendig:

1. Fall: sinzg > 0 und sinxg — 1 < 0.
2. Fall: sinxg < 0 und sinxg — 1 > 0.

Der 2. Fall ist auszuschlieBen, da sinzy — 1 stets negativ oder Null fiir jedes reelle z ist.
Zum 1. Fall: Im Periodenintervall [0, 27) folgt aus sinzg > 0: 0 < g < 7.

Fir alle reellen x gilt stets sinx — 1 < 0, deshalb ist die Losungsmenge enthalten in L4, =
[0, 7].

™

Die Probe zeigt, dass aber nur alle reellen z € [O, f] Losungen sind, da fir alle reellen

2
T € [g,ﬂ cosx <0 ist.

Bei der Bestimmung der allgemeinen Losungsmenge muss die Periodizitat beachtet werden.
So sind nicht nur alle reellen x € {0, g} Losung der vorgegebenen Ungleichung, sondern auch

alle reellen x € [277, %ﬂ] und weiterhin alle die Intervalle, die man erhalt, wenn man zu jedem

reellen x € [O, g] 2k addiert.
Allgemein erhalt man:

L=

2km, g + 2/{:7r] : (k beliebig ganze Zahl)

2. Losung:
Angenommen: Jz(z € R und sinz +cosx > 1) : xq.
Aus sin xg + cos xg > 1 folgt

sin? 2o + 2sin 2 cos g + cos® xy > 1

und daraus 1+sin 2z > 1, mithin sin 2z¢ > 0. Im Periodenintervall [0, 27) folgt aus sin 22y >
0

0<2xy<m und daraus 0<ay < g

14Siehe auch die graphische Darstellung der Aufgabe 6.1.1.
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6.2 Bestimmung der Lésungsmenge

also L4 = {0, g} und allgemein

L= [2/{:7?, g + 2k‘7r] : (k beliebig ganz)

6.2.2. Fiir welche reellen x gilt v/3sinz + cosz > /27 (1)

Losung:

Da die linke Seite von (1) groBer als /2 sein soll, sind nur reelle 2 Lésung, die der Bedingung
0 <z < 7 geniigen, wobei also zunachst nur die Untersuchung im Intervall [0, 7] durchgefiihrt
wird.

Angenommen: Jz(z € [0, 7] und V3sinz 4 cosx > \/5) : Xp.

Aus (1) folgt dann
3 2
sinxg + \é— cos Ty > \/; (2)

V3

Man fiihrt nun die reelle Zahl ¢ mit 0 < ¢ < 7 und tan ¢ = % ein, also folgt aus (2)

2
sin xy + tan ¢ cos xy > £

V3

Nach Multiplikation mit cos ¢ folgt wegen cos ¢ > 0

. . V2
SIN X COS Y + SN Y COS Ty > —= COS Y

V3

Da tanp = ? erhalt man fiir ¢ = & und deshalb fiir
T 1\/§

COS (P = COS — = —

4 6 2

also ist

T T 1
; Z in — > -2
sin xq cos 5 + sin 5 COS g 2\/_

Nach Anwendung des entsprechenden Additionstheorems folgt

T 1
' - -2
sin <x0+ 6) > 2\/_

Aus sin (xo + %) > % folgt wegen %\/ﬁ =sin §

T T 3
- < ZTyg+=<-7

4 6 4
und daraus
r_r <x0 < §7r T und letztlich i < x0 < lﬂ
4 6 4 6 12 12

Wegen der Periodizitat folgt, dass die vorgegebene Ungleichung fiir alle reellen
NS (1—”2 + 2k, 1—727r + ka) gilt, wobei k eine beliebige ganze Zahl ist.

6.2.3.¢ Man bestimme alle reellen z, fiir die folgende Ungleichung gilt:

CcoS T cos3x > cosHxr cosTx
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7 Losungen und Losungshinweise

Im folgenden findet der Leser die Lésungen der in den einzelnen Kapiteln gestellten Ubungs-
aufgaben. Dabei ist die Mehrzahl ausfiihrlich gelost.

Bei Aufgaben, die sich in ihrer Problematik kaum von den in den einzelnen Kapiteln behan-
delten unterscheiden, ist nur der Losungsweg skizziert und die Losung angegeben.

Bei der Bestimmung der Losungsmenge wird die Annahme, dass eine Losung existiert nicht
mehr gesondert formuliert. Um aber dem Leser diese wichtige Annahme bewusst zu machen,
werden stets die Ungleichheitsaussagen mit der angenommenen Lésung (xg, yo oder zg) um-
geformt.

Zu 2.1.3.
Voraussetzung: > 0 beliebig reell.
Behauptung: = + % > 2.
Beweis: Es gilt
(r—1)*>0 (1)
Aus (1) folgt
2 —2x+1>0 und daraus 2 +1>22

und nach Division durch z, da z > 0
1
T+ —>2
€T

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn x = 1.

zu 2.2.3.

Voraussetzung: x1 < 1, x5 > 1 mit x1, x5 bel. reell.
Behauptung: 1 + 29 > 129 + 1

Beweis: Aus 1 < 1 folgt 1 — 1 < 0 oder

1—2; >0 (1)
Aus x5 > 0 folgt

2y —1>0 ()
Das Produkt zweier nichtnegativer Zahlen ist ebenfalls nichtnegativ, also gilt: (1—z1)(x2—1) >

0 und daraus
$2—1—$1$2+ZE120 oder l’1+$22$1$2+1

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn z; = 1 oder x5 = 1 oder z; =, 2_1,

Zu 225,

Voraussetzung: x1xs...x, = 1, x1, x4, ..., x, bel. positive reelle Zahlen.

Behauptung: z; + 29+ ... + 2, > n

Beweis:

1. Die Ungleichung ist richtig fir n = 3 (nach Aufgabe 2.2.4.) und wie man leicht nachweisen
kann auch fir n = 2.

2. Die Ungleichung gelte fiir eine beliebige natiirliche Zahl k£ > 3. Es ist zu zeigen, dass sie
dann auch fiir den Nachfolger k£ + 1 richtig ist,

Dabei sind 2 Falle zu unterscheiden:
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1. Es seien alle Faktoren gleich 1. Dann ist ihre Summe sicher gleich n.
2. Mindestens ein Faktor sei ungleich 1, dann gibt es sicher einen Faktor, der kleiner und einen
der groBer als 1 ist.

O.B.d.A.sei x1 < 1und x4 > 1, dannist 21 - g1 - 2.2, = 1. Setzt man z1x,1 =y, SO
folgt
yfﬂgl'gxk:l

und es gilt
Yy+To+ax3+ ... +xp >k

Da 1+ ..+ T =Y+ T2+ ...+ — Y+ 21+ T ist, gllt

y+arot+ . tr -yttt 2kt -yt >kt 1l+togg —y+a -1
Zk+1+l’k+1—l’1l‘k+1+$1—1

Da 2y < 1und zg1 > 1, ist (2441 — 1)(1 — 21) > 0. Es gilt also '’
T1F et T >k + 1+ (2 — 1)1 —21) > k+1

Das Gleichheitszeichen gilt also genau dann, wenn alle Faktoren gleich 1 sind.

Zu 2.3.1.
Voraussetzung: ay, as, ..., a, beliebige positive reelle Zahlen;
Behauptung: @ta2tetan > w/q g, Toa,

n

In der Aufgabenstellung wird gefordert, den Beweis fiir nichtnegative reelle Zahlen zu fiihren.
Wegen der anschlieBenden Division durch /a; - as - ... - a,, miissen die a; aber samtlich positiv
sein. Es ware also die Untersuchung fiir den Fall, dass mindestens eines der a; gleich Null ist,
gesondert zu flihren. Das ist aber trivial, da dann der Radikand in der Behauptung Null ist
und damit die Behauptung erst recht gilt.

Beweis a)
Essei /a;-as-...-a, = g dann ist
Mo T mithin B2y
g g g g g
Nach Aufgabe 2.2.5. gilt dann
ap Gz Qn,
o2 >
g g
und daraus folgt
a+as+...+a,>n-g oder a1+a2+"'+a”29
n
und letztlich
ay + ag + ... + an,
> Ay Gy ... Ay
n
Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn a; = as = ... = a,,.
Beweis b):

1. Die Behauptung gilt fir n = ng = 2: 9392 > /aja,.
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Beweis: Aus (a; — as)? > 0 folgt
a% — 2a1a9 + a% >0 , a% + ag > 2aia9
und daraus nach Addition von 2a;a-
a% + 2a1a9 + a% > 4aqas

und weiter

aq + a9
ap + az)? > 4ajas, a1 + az > 2¢/ayaz, 5 > \/a1as

2. Die Behauptung gilt fiir beliebige natiirliche Zahlen n > n—0. Wir nehmen an, die Behaup-
tung sei flir n = m wahr und zeigen, dass dann die Richtigkeit fiir die nachfolgende natiirliche
Zahl m + 1 gilt.

Es wird zuerst folgender Hilfssatz bewiesen:

Ist die Behauptung fir n = m giiltig, so gilt sie auch fir n = 2m.
Beweis:

Ay ApQp_1 * ... s A2y = T{/\/al e A1 * e Aoy
= T{l/\/a1a2\/a3a4 teee s/ A2m—1G02m

Da die Behauptung fiir n = m giiltig sein soll, gilt

< Vai1ag +y/asas + ... + \/Aam—102m,

m

"\1/\/ A1A24/A304 * ... " /G2m—-102m

folglich

R < V@102 /303 + ... + {/A2m—102m
ai ... Aom > m

Wie gezeigt, gilt die Behauptung fiir n = 2, daher ist eine weitere Abschatzung moglich:

ai1+ao + asz+aq + + a2m—1+0a2m
— G - 9

/a1 . Aoy < 2

m
Daraus folgt:
a;+...+a
AL gy < 2T
2m

Da die Richtigkeit der Ungleichung fiir n = 2 nachgewiesen wurde, kann der Hilfssatz fir
m = 2 angewandt werden. Dann gilt die Behauptung auch fiir n = 4. Weiterhin wird der
Hilfssatz fiir m = 4 angewandt, also gilt die Behauptung fiir n = 8 usw.

Es ist also zu zeigen, dass die Ungleichung allgemein fiir 27 gilt, wobei p eine beliebige natiirliche
Zahl > 1 ist.

1. Die Richtigkeit der Behauptung fir p = 1 wurde gezeigt:

a1 + as

5 > y/aijas

2. Die Ungleichung sei richtig fiir ein beliebiges p = k. Durch die Anwendung des Hilfssatzes
folgt dann sofort

n=28.2=2!
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Damit gilt die Ungleichung fiir alle Zahlen der Folge
ol 22 93 2P

Es gilt nur noch zu zeigen, dass die Ungleichung auch fiir alle natiirlichen Zahlen gilt, die nicht
in dieser Folge vorkommen. Um das zu zeigen, wird eine natiirliche Zahl k so bestimmt, dass
n < 2% = r gilt. (Diese Ungleichung gilt sicher fiir k = n).

= s any = o an) = o an)
= \T/al...an (aran)

Da fiir » = 2 die Ungleichung gilt, erhilt man folgende Abschitzung:

Vay .t Ay =

a+ ...+ a, + (r—m)a; - a,
r

\T/al...an (ay .. -ay) T <

Also gilt
a+ ...+ a, + (r—n)ar - a,

r

und daraus folgt
r/ay . an <ap+ ... +a,+(r—n)fa .. ay
N/a1 -« ... - Qy < ay; + ... + a,
ay + ... +an
/a]l._“.anél—

Zu 2.3.3.
Voraussetzung: a, b beliebige positive reelle Zahlen, n, m beliebige nichtnegative ganze reelle

Zahlen, m < n.

Behauptung: n"(a™b™ ™) < [am + b(n — m)]"

Analyse:
nvVambr—m < am + b(n —m)
o am -+ b(n —m
ambn—m S + ( )
n Summanden
at+a+..+a+b+...+0
\/a-...-a b-...-b <
N e — N — n
m Faktoren n—m Faktoren
Beweis:

Nach Aufgabe 2.3.1. gilt: Das geometrische Mittel beliebiger nichtnegativer reeller Zahlen ist
kleiner oder hochstens gleich dem arithmetischen Mittel aus diesen Zahlen.
Also gilt:

b(n —
Vamprn—m < am + b(n — m) , nvVamb"—m < am + b(n —m)

n

und weiter
n"(a™b""™) < [am + b(n — m)|"
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Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn a = b ist.

Zu24.1.
Voraussetzung: =,y > 0 beliebige reelle Zahlen.
Behauptung:
1\? 1\ T+ 2\’
(m+>+<y+> 22( A )
T Y 2 T +y
Beweis:

Formt man zunachst jede Seite fiir sich um, so erhalt man
2 +1 2+ v +1 2>2 (r+y)?+4 ?
x y — [ 2z ty)
ot 4222 4 1 +y4+2y2+1 L @ty +8@+y)’+16

a? Y B 2(x +y)?
Durch Analyse dieser Ungleichung findet man die zum Beweis notwendige wahre Aussage:

und daraus

2?7 (2® — y)? +2(2% — y°)? + day(z — y)* > 0
Durch Umkehrung der bei der Analyse angewandten Schlusskette folgt dann daraus

(' +22% + Dy’ + (y* + 27 + Da® (2 +9)" +8(x +9)* + 16
x2y? - 2(r +y)?

und weiter
t+222+ 1 yt 4207+ 1 _ (w4 y)? + 4]
+ >
x? Y 2z ty)?

Durch weitere Umformung erhalt man

N GH =

2(z +y)?

und nach Erweiterung mit 2 letztlich

1\2 1\’ T+ 2\’
(x+> +<y+> 22< .
T Y 2 ]

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn z = y ist.

Zu 2.4.3.
Behauptung: \/x% + 7 + \/x% +y3 > \/(m +2)% + (Y1 + 12)?
Beweis: Es gilt

(212 — T2y1)* > 0

Daraus folgt
TiYs + 231 = 211 T9Y1Ys

und nach Addition von z2x2 + 3?12

1wy + 215 + i Ty + ytys > wias 4 2 Toyiye + Yis
(2 + yi) (@5 + v3) > (2122 + y112)°
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Da beide Seiten der Ungleichung nichtnegativ sind, kann die Wurzel gezogen werden, und man
erhalt:

Vat + a3+ yE > |z + g1yl
und daraud™|

2\/$% + y%\/xg + 3 > 2(w129 + Y1%p)
und nach Addition von z3 + y3 + 2% + y7

D24 g7+ 22+ g\ Jed + ud el yE > 24 R+ 2w + i) + 7E + 4

woraus folgt

(Va3 + 92+ 23+ 13)> > (21 + 22)° + (1 + 1)°

Beide Seiten der Ungleichung sind nichtnegativ, daher kann die Wurzel gezogen werden und
man erhalt letztlich,

Vet +\ad + 93 > /(@ + 02) + ( + )
Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn xq : xo = y; : yYs.
Zu 2.4.6. Die fiir den Beweis der Aufgabe 2.4.5. notwendige Ungleichung.

1 N 1 n 1 S 1
3k+2 3k+3 3k+4 Ek+1

erhalt man durch folgende Analyse:

1 1 1
I S T i i A B VA
| 1
TR T TS T2 T 3+ )41
1 1 1 1
—r = . I _
k+1 3k+2 3k+3 3k+4
| 1 1 1
+ +

T3k 12 3%k +3  3k+4 k1

Es ist weiterhin zu untersuchen, ob fiir alle positiven reellen Zahlen k gilt: > 0; denn nur
dann gilt

1 1 1 1
Y= t2 T 3k+s 3ktd kel 0
und damit
1 1 1 1
SE+2  3k+3  Bhid kil
Es gilt

6k 4 6 - 6k 4 6
9k2 4+ 18k +8 = 9k + +18k +9
fur alle reellen k£ > 0. Aus dieser Ungleichung folgt dann:

1 1 1 1
>
3k+2 3k+d 3k+3 33

Der triviale Fall 2129 4+ y1y2 < 0 braucht nicht untersucht zu werden.
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und daraus nach Addition von =—1—

3k+3
N SR S SR
3k+2 3k+3 3k+4 3k+3 k41
Zu 2.4.9.
Aus /n! > /n (1) folgt n! > v/n" (2) und daraus

(nh)* = n" (3)

Da die Schritte in der Schlusskette umkehrbar, sind die Ungleichungen (1) und (3) aquivalent.
Es gilt also zu beweisen, dass (3) gilt, damit gilt dann auch (1).

1. Die Ungleichung (n!)? > n" gilt fiir ein spezielles n = ny = 2: (2!)? = 22, 4 = 4.

2. Die Ungleichung (3) sei fiir n = k richtig, das heiBt es gelte (k!)? > kF.
Es ist zu zeigen, dass sie dann auch fiir den Nachfolger von k fir k& + 1, richtig ist, also aus

(K)? >k, [(k+ 11> (k+1)"*  folgt.

Beweis:
(k)2 > k" ist aquivalent der Ungleichung

(1-2-. - k)?*>k- .-k (4)
und [(k + 1)!]* > (k + 1)*"! ist dquivalent
(12 k-(k+1D)?*>(k+DF- (k+1) (5)
Multipliziert man (4) mit folgender Ungleichung
KF(k+1)% > (k+ 1"k +1) (6)

so folgt (5).
Es gilt also zu zeigen, dass (6) firr jede natirliche Zahl richtig ist, dann kann aus (4) mit Hilfe
von (6) die Ungleichung (5) gefolgert werden.

Hilfssatz: Fir jede natiirliche Zahl n > 1 gilt
n"(n+1)>> (n+1)"(n+1) (7)

Beweis:
Aus (7) folgt durch dquivalente Umformungen nacheinander

1 n
n"(n+1)>(m+1)" : n+12m
nn
1\" 1
n+12(n+ ) ., on+1>(14+-)"
n n
Nun ist aber Jgrgo (1 + %)n = e, wahrend n + 1 fiir n — oo uber alle Grenzen wachst, also

gilt
1 n
n+1> <1+>
n

wobei das Gleichheitszeichen genau dann gilt, wenn n = 1 ist.
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Damit ist gezeigt, dass die Ungleichung (6) fiir jede beliebige natiirliche Zahl n > 1 gilt.
Multipliziert man (4) mit (6), so gilt:
(1-2 k)2 K (k+ 1) > Kk + D) (k+ 1)
(1.2 k(k+ 1)) > (k+ )M
[(k+ D > (k + 1)+

Damit sind die Bedingungen 1. und 2. erfiillt, folglich ist die Giiltigkeit von (1) wegen Aquiva-
lenz mit (3) fir jede natirliche Zahl n > 2 bewiesen. Das Gleichheitszeichen gilt genau dann,
wenn n = 2 ist.

Zu 2.4.10.
Voraussetzung: z,y beliebige natiirliche Zahlen mit = > y.

Behauptung: (Z)z < @g)
Beweis:
Setzt man in (“) (Z) + ..+ (“) (b) = (“+b) a =b =z und n = 2y, dann erhalt man

0 n/ \0 n
2z z\ [ n x x T x x o+ T\ (w
2y 0/ \2y 1/\2y—1 y) \2y —y 2y ) \0
Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn y = 0 ist.

v

()6 -C)

Zu2.4.11.
a) Die Ungleichung "*2 > Z ; kann wie folgt umgeformt werden:
z=0"
n+2 1 1
> -+ .. 1
2 2 n+1 (1)
1. Die Ungleichung gilt fiir ein spezielles n = ng = 2.
11 11
2>1+-+-=—
* 2 + 3 6
2. Die Ungleichung sei fiir eine natiirliche Zahl n = k > ny richtig, es gelte also
b2 >1+ = ! +...+ !
2 2 k+1

Es ist zu zeigen, dass (1) dann auch fir den Nachfolger von k gilt, dass also folgt:

kts >1+ - ! + ...+ ! + ! + !
2 2 kK k+1 k+2
Da % > k+2 fur jede natiirliche Zahl k gilt, und da Ungleichungen gliedweise addiert werden

konnen, folgt aus (1):

2 272 k+1 k+2
Eié>1+1+ +417+4l7
2 2 k+1 k+2
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Damit gilt fiir jede natiirliche Zahl n > 2 die vorgegebene Ungleichung

b) Setzt man in

(I4+a)(l4+ag)...(l—ay) >14+a+..+a, (2)
fir a; = 75 (i = 1,...,n), so folgt
<1+1><1+1> <1+1>>1+1+ + L
2 3) 7" n 2 7 n+1
und daraus
3 é § n+1 n+2>2": 1
4 3 4 7 n n+1l —ar+1
letztlich also ' ) .
n+ n
>
2 gx—i-l

Die Ungleichung (2) beweist man sofort durch Ausmultiplizieren der linken Seite:
l1+a1+...+a,+a1a0+ ... +a,_1a,+...+ay...a, >1+a1+a+ ... + a,

Zu 3.1.2. 3 ]
1$—1+6x>4(x+2) (1)

Aus 2z — 1 + 6z > 4(zo + 2) folgt nacheinander
3xg — 1+ 24x9 > 16(1’0 + 2) s 27xg — 1 > 1620 + 32
zg € (3, 00).

Probe: zy = p+3 mit p > 0 in (1) eingesetzt und die beiden Seiten fiir sich betrachtet, liefert

3 1 27 27p + 80
2 - ) ="pyo0=2ET"7
4@+3) 4+6@ 3) APt 0 1
und
16p + 80
4(p+3+2):(p+5)4:4p+20:pT
s . 27p+80 16p+80
Vergleich: 22550 > 102550,
Zu 3.2.2.
r+3 z+1
I. 6—3z<5— 6z, I1I. 5 < 1 111, x>2r+1

Der Grundbereich A umfasst alle reellen Zahlen.
Aus |. folgt =g < —3, also 2 € (—oo, —%) =T.
Aus |. folgt yo < —5, also yp € (—o0, —5) = Ts.
Aus lll. folgt zg < —1, also zy € (—o0, —1) = T3.
Man erhalt: L, = (11 NT3) NT5 = (—o0, —5).

Zu 3.2.3. ] 1
I. §x+§>4x—1, II. x+4+3<4(x+06)
Aus |. folgt g < 2%, also xg € (—oo, %) =1T;.
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Aus Il. folgt yo > —7, also yp € (—7,00) = Ts.
La=TinTy=(-7,%)

)29
Zu 3.2.4.

3 1
I 2w+5)>Te+3, I 5e—T< o+10, [ 2-1> (x+5)

Aus |. folgt g < % also zg € (—oo, %) =T.

Aus 1. folgt yo < 4, also yo € (—00,4) = Ts.

Aus 1. folgt zo > 7, also zy € (7,00) = T5.

Daraus folgt fir La: Ly = (ThNTe)NT3 = .

Man erhalt als Durchschnitt die leere Menge, d. h., es gibt kein x € R, welches alle 3 Unglei-
chungen gleichermaBen erfiillt.

Zu 3.2.5.
I 152+13>12z+1, II. 10z+6 > 4(zx — 3)

Aus |. folgt xy > —4, also zg € (—4,00) = T7.

Aus Il folgt yo > —3, also yp € (—3,00) = Ts.

LA = T1 ﬁTQ = (—3,00)

Zu 3.2.6. 11 . 5
Aus |. folgt xy > 3, also zy € [3,00) = T7.

Aus Il. folgt yo < 3, also yp € (—o0, 3] = Ts.

LA :TlﬂTQ = [S,OO) N <—OO,3] = {3}

Der Durchschnitt enthalt nur ein Element und, wie die Probe zeigt, geniigt dieses auch beiden
Ungleichungen.

Zu 3.3.2.
1. Losung:

ot + 102 + 352 + 50z + 24 = (v + 1)(z + 2)(z + 3)(z + 4)

Es sind also alle reellen = zu bestimmen, fiir die (z + 1)(z + 2)(x + 3)(z + 4) < 0 gilt.
Dabei sind 2 Falle zu unterscheiden:

L. Fall: (zo+ 1)(zo+2) >0, (xg+3)(xzo+4) <0
2. Fall: (xzo+ 1)(z0+2) <0, (2o +3)(xg+4) >0

Es sei (zg + 1)(zo + 2) > 0, dann sind 2 weitere Fille zu unterscheiden:

18) To+1>0,20+2>0
1b)$0+1<0,$0+2<0

1a) Aus 29+ 1 > 0 folgt zp > —1, d.h. z € (=1, 0).
Aus zo + 2 > 0 folgt g > —2, d.h. € (-2, 00).
Aus 1a) erhalt man 7} = (—1,00).

1b) Aus z¢ + 1 < 0 folgt zg < —1, d.h. z € (—o0, —1).
Aus oy + 2 < 0 folgt zy < —2, d.h. z € (—o0, —2).
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Aus 1b) erhalt man T = (—o0, —2).
Fir (zo + 3)(xo +4) < 0 sind ebenfalls 2 weitere Falle zu unterscheiden:

Ic)zp+3>0,20+4<0
1d)$0+3<0,$0+4>0

1c) Aus 2 + 3 > 0 folgt xp > —3, d.h. z € (=3, ).
Aus 2o +4 < 0 folgt zp < —4, d.h. z € (—o0, —4).
Aus 1c) erhilt man T3 = &.

1d) Aus z¢ + 3 < 0 folgt 29 < —3, d.h. z € (—o0, —3).
Aus zy + 4 < 0 folgt zy > —4, d.h. z € (—4, —c0).
Aus 1d) erhalt man Ty = (—4, —3).

Fir den 1. Fall erhalt man folglich:
Ly =(T1UD)N(T3UTy) = (—4,-3)
Analog erhalt man nach der Untersuchung des 2. Falls:
Ly =(-2,-1)

Und letztlich
Ly=La1 ULy =(—4,-3)U(=2,-1)

2. Losung:
Setzt man y = ‘(x + 1)(z + 2)(x + 3)(xz + 4), so erhilt man folgendes Bild:

¥y

Bild 15

Essei y = (v + 1)(z + 2)(z + 3)(z + 4) der analytische Ausdruck, durch den die Funktion f
dargestellt wird. Dann ist f eine ganzrationale Funktion 4. Grades und deshalb iiberall stetig.
Daher ergibt die graphische Darstellung dieser Funktion notwendig den skizzierten Kurvenver-
lauf, und es gilt © < O fiir alle z € (—4, —3) und alle x € (-2, —1).

Zu 3.4.2.
Bestimmung der Losungsmenge folgender Ungleichung:

r—+3

T+ T — o+ 2
Losung:

a) Da eine Wurzel nur fiir nichtnegative Radikanden erklart ist, kdnnen nur solche reellen x
Elemente der Losungsmenge sein, die folgendem Ungleichungssystem geniigen:

> 1

I. z+2>0 , II. 2—+vz+22>0

Aus |. folgt xy > —2, also zy € (—2,+00) = T}. (1)
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Aus II. folgt zg > /zo + 2 (2)

Da die rechte Seite von (2) nichtnegativ ist, muss xz, ebenfalls nichtnegativ sein. Es gilt also
To > 0.

Fiir 29 = 0 folgt aus (2) aber 0 > /2, also muss zy > 0 sein, d.h. 75 € (0, +00) = Ty. (3)
Unter dieser Voraussetzung konnen beide Seiten von (2) quadriert werden, und man erhilt

N2 .9
x8 > w9 + 2 und daraus (IO — 2) > 2 (4,5)

Da beide Seiten von (5) nichtnegativ sind, kann aus beiden Seiten die Wurzel gezogen werden.
Dabei sind zwei Falle zu unterscheiden:

1. Fall: zg — % >0
und damit x(y € [ , oo) =T3.
0

ergibt xy > %
+ >0 folgt aus (5) zo — 3 > 2 und daraus zo > 2, d.h. 2 € 2, +00) = T}.

. 1
Fir Ty — 3

2. Fall: g — % <0
fuhrt zu zy < % und aus (5) folgt unter dieser Voraussetzung xy < —1.
Das fiihrt aber mit (3) zum Widerspruch, also scheidet der 2. Fall aus. Man erhalt somit:

T = [(Tl N TQ) N Tg] N T4 - [2, ‘f‘OO)

Analog wie bei Aufgabe 3.4.3. brauchen die Nullstellen des Nenners nicht bestimmt zu werden.

b) Bestimmung der Lésungsmenge:
Man erhélt dann aus

3 /
Tot >1 , To+3>x90+\Vxo— Vrg+2 (6)
J]0+\/J]0—\/I0+2

und daraus 3 > \/xg — /o + 2.
Da beide Seiten positiv sind, kann quadriert werden, ohne dass sich das Ungleichheitszeichen

andert:
9> a0 —Vxg+2 , VEg+2>x9—9 (7)

Zur weiteren Losung von (7) ist eine Fallunterscheidung notwendig.

1. Fall: Aus (7) folge nach dem Quadrieren zy + 2 > (zo — 9)? (
2. Fall: Aus (7) folge z¢ + 2 < (29 — 9)? (8b)
3. Fall: Aus (7) folge nach Quadrieren o + 2 = (2o — 9)?, dann ist

19 3
=42
Zo 5 2\/5 (8C)
1. Fall:

Aus x¢ + 2 > (2o — 9)? folgt nacheinander

) ) 19\2 45
To+2> 22— 1870+ 81, 22— 19z + 79 < 0, @h_2> <7

Da z¢ — 1—29 entweder nichtnegativ oder negativ sein kann, ist eine weitere Fallunterscheidung
notwendig.
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a) zy — % >0, dann gilt

19 19
Ty > ? s Ty € |:2, +OO> (10)
Fir 2o — & > 0 folgt aus (9) nacheinander
19 _3V5 _19+3V5
Lo 9 9 ) Lo 9
und daraus wegen (10) x, € {%, %) (11)
b) Es sei 29 — & < 0, dann ist 2y < & also z € (—oo, 1—29) (12)
Fir 29 — 2 < 0 folgt aus (9) nacheinander
P Y
TR ST 0 T T
und damit wegen (12) zy € (19%3\/5, 1—29) (13)

Ungleichung (8a) und damit auch (6) wird von allen x erfiillt, die Elemente der Vereinigungs-

menge
19 —3v5 19 19 19+ 3v5
Lpy=|\—F— 5|V |5 —F5—
2 2 2 2
sind, da alle Elemente von L 4; auch Elemente von T sind und alle vorgenommenen Umfor-

mungen umkehrbar waren. Es bleibt noch zu untersuchen, ob sich im 2. und 3. Fall weitere
Elemente ergeben, die (6) erfiillen.

2. Fall: Aus (7) folgt =g + 2 < (zo — 9)? und daraus folgt dann

10N? 45
AN 14
(xo 2) ~ (14)

Auch hier ist wieder eine Fallunterscheidung notwendig.

a) xy— = >0, dann ist zp > ¥, 1z € [§’+OO),

Aus (14) folgt dann z > 1243Y5,

Damit wére aber xy — 9 positiv, und aus (7) wiirde 8a statt 8b folgen. Das ist aber ein
Widerspruch zur Voraussetzung des 2. Falls, da dann beim Quadrieren das Ungleichheitszeichen
nicht durch das entgegengesetzte ersetzt zu werden braucht.

Also scheidet dieser Fall aus.

b) zo — 5 < 0, dann ist zy < .

Aus (14) folgt unter dieser Annahme dann zy < 19%3‘/5 und damit fiir den 2. Fall zp €
(Coc )

Wegen T = [2,4+00) erhalt man

19 —
Ly = lQ, 93V5>

2
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Da fir den 3. Fall zy = % + 37‘/5 ebenfalls zur Losungsmenge gehoren, erhalt man letztlich:

19 — 3v/5 19 —3v5 19+ 35 19+ 3v5
LA: 27 U ) = 277
2 2 2 2
Zu 3.4.4.
VT —2
vr—-2+3 _ (1)
1—+vax—3

a) Die Losungsmenge kann nur reelle x, die den Ungleichungen
I. x—22>0, 1. z—-32>0, I11. 1—+vVx—3+#0

geniigen, zu Elementen haben.

Aus |. folgt xy > 2, also = € (2, 4+00).
Aus Il. folgt xy > 3, also z € (3, +00).
Aus Ill. folgt z¢ # 4

Man erhalt somit zunachst als Teilmenge T1: T = [3,4) U (4, +00).

b) Bestimmung der Lésungsmenge:
Da der Zahler von (1) fiir jedes = € T} positiv ist, muss der Nenner von (1) kleiner als Null
sein, da die linke Seite von (1) kleiner als -2 sein soll. Es gilt also:

Vio—2+3>0 und 1—+vV2o—3<0 (*,*%)

Aus (*) folgt wegen a): zo € Tj.
Aus (**) folgt zo > 4, also zg € (4, +00).
Aus (*) und (**) folgt: 7" = (4, +00). (2)

Da 1 — /xg — 3 < 0 ist, erhalt man aus (1)
10V xg — 2 > 329 — 35

1.Fall: Aus (3) folge nach dem Quadrieren 100(zo — 2) > 922 — 210z + 1225. Dann erhilt
man daraus ) )
155 11200
il bt 4
<x0 9 ) 81 )

Ist ¢ — 1% > 0, dann ist zy > %, und aus (4) folgt

155 + 404/7 [
Tog < ——— also Ty €

155 155 + 40\/7>
9

9’ 9

155
9

155
9 1

155 — 4047 <155 — 407 155)
_— also To€ | ———, —

Ist zy — 222 < 0, dann ist zy < und aus (4) erhalt man

o0 9 9 9

Aus dem ersten Fall folgt somit als Menge der méglichen Losungen

155 155 + 40\/7> U (155 — 40V/7 155> B (155 —40v/7 155 + 40ﬁ>

L= |—
A [9’ 9 9 9 9 9
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2. Fall: Aus (3) folge 100(zo — 2) < 923 — 210z + 1225, woraus man

( 155>2 11200
x —_— — S —
07 g 81

erhalt.

Fiir 2 — 135 > 0 folgt aus (5) zy > 120HOVT,

Das ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung des 2. Falls, da fiir alle g > W aus (3)
100(zg — 2) > 923 — 210z + 1225 folgen wiirde.

Fir 2o — 122 < 0 ist 2 <

Also erhalt man im 2. Fall:

155

155 155—40v/7
9 9 :

und aus (5) folgt zy <

155 — 407 155 — 407
Li=10 o f) - (4 f)

9 9

3. Fall: Aus (3) folge nach dem Quadrieren 100(zq — 2) = 923 — 210z + 1225. Dann erhélt
man:

Lo 185 dovT o o [155 440V 155 — 40V7
T 9 43 9 9
SchlieBlich folgt fiir L 4:
155 — 40v/7
Ly=(LaiULas)ULys= (47 9]

Zu 3.4.6.
Das Ergebnis der Auflosung zu Aufgabe 3.4.5. lasst sich durch folgende Allaussage beschreiben:
Fiir alle reellen z, die der Ungleichung > 1 geniigen, gilt

ze(1,V2U(-1,1 - V72

Wie gezeigt wird, ergibt die Probe, dass alle reellen = € (1,v/2] U (—1,1 — /2] auch Lésung
von —*— > £ sind.
Wir kénnen die Probe also fiihren, indem wir die Allaussage

"Fir alle reellen x € (1,v/2] U (1,1 — /2] gilt, = > 1"

z2—-1 — 2
beweisen.
Analyse: Aus —" > % folgt durch Partialbruchzerlegung
1 1
X _ x _ B} i 5 S 1
2-1 (z—1)(z+1) zx4+1 z-17"2
Durch Multiplikation mit 2 erhalt man
L + L >1
r+1 x—1"7
z € (1,v/2]U (=1,1 — /2] ist aquivalent mit
1<y§\/§ oder —l<z<<1-V2

1.Fall: Ausl <2 <+V2folgt2<x+1<1++2und0<z—1<—1++2.
Offensichtlich sind (z+)(1+v/2) und (z — 1)(—1 + v/2) positiv.
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Betrachtet man nur 2 + 1 < 1 4 /2, so erhilt man nach Division durch (z + 1)(1 4+ v/2)

1 1
< 1
1+v2 ~ z+1 (1)
Analog erhalt man aus x — 1 < 1—+2
1 1
< 2
—14+v2  z-1 (2)
Wegen (1) und (2) folgt also
1 1 1 1 2v/2
V2 =2V2>1

+ > + =
r+1 x—-1714v2 V2-1 2-1

2.Fall: Aus —1<x§1—\/§fo|gt0<x+1§2—\/§und —2<r—1< -2
Das Produkt (z+1)(2—+/2) ist offensichtlich positiv. Das Produkt (z—1)(—+/2) ist ebenfalls
positiv, da beide Faktoren negativ sind. Analog zum 1. Fall erhalten wir

1 < L d L < L (3,4)
un — :
22 xz+1 Y |
Wegen (3) und (4) folgt
1 1 1 1 2—2v2
+ > + = V2 =
r+1 x—17"2-v/2 =2 2-2V2
Beweis:
Wegen z € (1,v/2] U (1,1 —2] gilt 1 <z <y2oder —1 <z <1—+/2.
1.Fall: Aus 1 < 2 < /2 folgt (wie in der Analyse gezeigt)
1 1 1 1
< und < 1,2
1+v2 ~ z+1 V2—1"xz+1 (1.2)
Wendet man die bei der Analyse angewandte Schlusskette riickwarts an, so folgt
24/2 242 1 1
1<2V2= V2 — V2 = +
2—-1 (V2+1)(vV2-1) 1+vV2 —1+4+2
PR RS SR
t+1 -1 22-1
Also gilt fiir alle reellen = € (1,+/2] die Ungleichung % < =
2. Fall: Aus —1 <2 <1—+2 folgt
1 1 1 1
< und —< 3,4
2—-vV2 " x+1 —V2 T x+1 (34)

Wegen (3) und (4) folgt
L 2-2v2 V2422 1 1 1 1 2z

1_2—2\/5_(2—\/5)(2—1-\/5):2—\/§+—\/§§x+1+x—1_:ﬂ2—1
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Also gilt fir alle z € (—1,1 — /2] die Ungleichung % < —". Damit gilt auch fir alle reellen

1
z € (1,v2] U (—1,1 — v/2] die Ungleichung = > 1.
Zu 3.4.7.

Bestimmung der Lésungsmenge von /3 —z — vz +1 > 3. (1)
Zur Losungsmenge konnen nur alle reellen x, die folgenden Ungleichungen geniigen, gehoren

I. 3—x>0 , II. z+1>0
Aus |. folgt xg < 3. Aus Il. folgt zyp > —1. Man erhalt somit:
T = (—00,3]N[-1,400) = [-1, 3]

Aus (1) folgt /3 — z¢ > % + v/Zo + 1 und daraus nacheinander

1 7
3—$0>Z+\/$0+1+1’0+1, Z—2$0>\/I0+1 (2)
Da /zo + 1 > 0 ist, muss E — 2z > 0 sein, woraus zy < % folgt, also ¢ € {—1, %) (3)
Aus (2) folgt dann (2o — 1)? > 2% und daraus

a) xg > 8+T\/ﬁ Widerspruch zu (3), und
b) Ty < 8_T\/371

87\/371)‘

Als Menge der moglichen Losungen erhalt man folglich: L, = [—1, 5

Zu 4.1.2.
y = |z — |z — 1||. Gesucht ist das Bild der Funktion.

Losung:
Firz>1listy=|z—|z—1||=]z—(z—1)| = 1.
Firz <listy= |z — |z —1|| = |2z — 1.

Fir 2¢ — 1 > 0 erhélt man z >
Fir 2z — 1 < 0 erhadlt man z <

D [0 | =

Zusammenfassend erhalt man:

Aus (1): y = 1 mit dem Definitionsbereich 1 < z < co und dem Wertevorrat y = 1.

Aus (3) und (2): y = 2z — 1 mit dem Definitionsbereich 3 < z < 1 und dem Wertevorrat
0<y<l1

Aus (4) und (2): y = —2x+ 1 mit dem Definitionsbereich —co < x < % und dem Wertevorrat
0 <y < 4o0.

Man erhalt folgendes Bild:

Bild 16
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Zu 4.1.4.

y = llz[ =2].

1. Losung:

Wegen ||z] —2| > 0 ist y > 0.

Firz > 0isty = ||z| —2| = |z — 2. (1)

Istz —2>0,dannistz > 2. Ist x — 2 < 0,50 ist z < 2.

Firxz=0ist y = 2.

Firz <Oisty=|lz] —2|=|—2—2|. (2)
Ist —x —2—>0,s0ist < —2.Ist —x —2 <0, soist x > —2.

Zusammenfassend erhalt man:

Aus (1): y = £—2 mit dem Definitionsbereich 2 < 2 < +00 und dem Wertevorrat 0 < y < oc.
y = —x + 2 mit dem Definitionsbereich 0 < x < 2 und dem Wertevorrat 0 < y < 2.

Aus (2): y = —x — 2 mit dem Definitionsbereich —co < = < —2 und dem Wertevorrat
0<y <400,

y = x + 2 mit dem Definitionsbereich —2 < x < 0 und dem Wertevorrat 0 < y < 2.

Man erhalt folgendes Bild:

-4 -3 -2--1 7 2 3 4 x

Bild 17 ¥

2. Losung:

Stellt man die Funktion graphisch dar, die durch den analytischen Ausdruck y = |z| — 2
gegeben ist, so erhalt man die gestrichelt dargestellte Kurve.

Da wegen ||z| — 2| > 0 auch y > 0 ist, wird die "Spitze" in den 1. und 2. Quadranten
hochgeklappt, und man erhalt die voll ausgezogen dargestellte Kurve.

Mooy =
+

Zh =3 —2\\-1 1 72 3 % X

)
e

~,
~

!//‘
1Y
pS

Bild 18

Zu 4.2.3.

Behauptung: Alle reellen = € (—a, +a) erfillen die Ungleichung |z| < a.

Beweis:

r=—a+pmit 0 <p<2ain |z| eingesetzt, ergibt: | —a + p|,

und fir —a+p < 0 folgt aus | — a + p| = —(—a + p) = a — p. Der Vergleich zeigt, dass gilt:
a—p<a.

Ist —a+p >0, sofolgt | —a+p| =—a+p. Dap < 2aund p > 0 ist, zeigt der Vergleich
p—a < a.
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Zu 4.24.
Bestimmung der Losungsmenge von |z — 3| < 4.

1. Losung:

1. Fall: Fir xg —3 < 0ist |zg — 3| = —(z9 — 3).

Mithin gilt —x¢ + 3 < 4 oder xy > —1. Aus x¢o — 3 < 0 folgt andererseits xq < 3. Also erhalt
man L4 = (—1,3).

2. Fall: Fir 2y — 3 > 0 ist |zg — 3| = 2o — 3.
Mithin gilt o — 3 < 4 oder xqg < 7. Ferner folgt aus xg — 3 > 0 xo > 3. Folglich ist
Las =1[3,7).

Man erhalt L4 als Vereinigungsmenge von L 41 und L s5:
La=LxyULpgp=(-1,3)U[3,7) =(-1,7)

Probe: Setzt man —14+p mit 0 < p < 8in |z — 3| ein, so erhdlt man | —1+p—3| = |p—4|.
Fir p — 4 < 0 ist nach Definition |p — 4| = —(p — 4) = 4 — p, also kleiner als 4.

Fir p — 4 > 0 ist nach Definition |p — 4| = p — 4. Da fir p in diesem Fall 4 < p < 8 gilt, ist
p—4 <4

Damit ist gezeigt, dass alle reellen x € (—1,7) der Ungleichung |z — 3| < 4 geniigen.

2. Losung:
Nach Aufgabe 4.2.3. gilt die Ungleichung |z| < a fir alle reellen x € (—a,+a). Es gilt also
fur |z — 3] < 4

—4d<r—-3<4

und nach Addition von 3;: —1 <2 < 7.

Zu 4.2.6.

Bestimmung der Lésungsmenge von | 25| > 55, @ # —1.
Losung:

= - . - . . .
Es sei ;> 0, dann ist 0 +1 = o prrers gelten. Das ist aber ein

Widerspruch also ist dieser Fall auszuschlieBen.

___x
xo+1'

Es sei “’CO 1 <0, d

+1 und es gilt

To o
— >
$0—|—1 :L'Q+1

1. Fall: Fir o +1 > 0 folgt 29 > 1 und au +1 onOrl folgt —xg > x( oder zy < 0.
Im ersten Fall ist L4, der Durchschnitt von (—o0,0) und (—1, +00).

L = (—00,0)N (=1, +00) = (~1,0)

2. Fall: Es sei zyp +1 < 0, dann ist g < —1, und aus —gcfj)rl
daraus xg > 0.
Bildet man den Durchschnitt von (—oo, —1) und (0, +00), so ist dieser leer.

—x9 < xp und

Die Menge der moglichen Losungen der Ungleichung ’ ) T =L =(1,0).
Die Probe moge der Leser fiir diese Behauptung selbst fiihren.
Geometrische Veranschaulichung: Setzt man y; = x‘%‘ und y, = %5, so erhalt man folgende

Bilder:

o7



Lésungen

IR EIRE

Bild 19
Wie man sieht, gilt im Intervall (—1,0) offensichtlich y; > ys.

Zu 4.2.9.
Bestimmung der Losungsmenge des Ungleichungssystems

1
I. 1—-|1—2| <2z : I1. §x+2>|x~|—1|

Losung:
Aus |. folgt |1 — zo| > 1 — 2xy. (1)
1. Fall: 1 — 29 > 0 ergibt 2o < 1, d.h. g € (—00,1] = T3.
Aus (1) folgt dann 1 — zy > 1 — 2z und daraus zo > 0, also zg € (0,4+00) = Ts.
Man erhalt fir diesen Fall:
T[.l. - T1 N TQ = (0, 1]

2. Fall: Es sei 1 — xg < 0, dann ist 2y > 1, also z¢ € (1, +00) = Ts.

Aus (1) folgt dann, da |1 — xo| > —(1 — xg), z9 — 1 > 1 — 2z, dann ist 27 > % also
Ty € (%,—I—oo =Ty
Fir diesen Fall folgt fir die Ungleichung I.:
Tro. =T3NTy = (1,+00)
Aus II. folgt |zg — 1| < 320 + 2. (2)

1. Fall: o+ 1 > 0 ergibt zp > —1, d.h. 7y € [—1,+00) = T5.
Aus (2) folgt dann zy + 1 < %xo + 2, also g € (—00,2) = Ts. Fir diesen Fall folgt fir
Ungleichung II.:

T =T:NTs =[—1,2)

2. Fall: Es sei g+ 1 < 0, dann ist 9 < —1, also 2y € (—o0, —1) = T7.
Fir zo+1 < 0 folgt aus (2) —zp—1 < %xo—i—Q und daraus oy > —2, also xy € (-2, +00) = Tg.
Man erhalt somit

TII'Q_ = T7 N Ts = (—2, —1)

Als Menge der méglichen Losungen fiir |. erhalt man:
Lar =T, UTre = (0,1] U (1, +00) = (0, 400)
Analog folgt fir Il.
Lajr=Ti1. UTe =[-1,2)U(=2,—-1) = (-2,2)
Letztlich folgt fir das Ungleichungssystem:
Ly=Lar0Lar=(0,400)N(=2,2) =(0,2)

Geometrische Veranschaulichung:
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y-%x*?

i
=lx+1l |
|
72N
| . |
<k 3 -7 -1 7 2NJd 4 X
4
y=T=[1-x|

Bild 20 E
Zu 4.3.2.
Behauptung: |z + y| > |z| + |y|. (x,y bel. reell)
Beweis: Es gilt

lz+yl+ yl = |z +yl+] -yl
Nach Aufgabe 4.3.1. gilt:

lz+yl+|—yl > |r+y—y|= |z

Aus |z +y|+ |y| > |z| folgt |x 4+ y| > |z|+ |y|. Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn
die Vorzeichen von x und y verschieden sind.

Zu 5.1.3.

Bestimmung der Lésungsmenge von % — %p < 7, wobei p eine beliebige reelle Zahl ist. (1)
Losung:

1. Fall: p = 0.

Dieser Fall muss ausgeschlossen werden, da % fur p = 0 nicht erklart ist.

2. Fall: p > 0.
Analog wie bei der Aufgabe 5.1.2. erhalt man fiir diesen Fall:

LA2:<O,;p+g\/6_1)U( 00, p—\/_>

3. Fall: p < 0.

Da = # 0, sind folgende Falle zu unterscheiden:

a) To > 0.

Fiir p < 0 und o > 0 ist pzy < 0, daher folgt aus (1) 3 — 3p? > Tpx, und daraus

(o)
Zo 2p 4p )

iUo—P‘ p\/

Wegenp<0 ist — p>0und da auch g > 0, ist x —%p>0.
Fir zo — Zp > 0 erhalt man zo > 2(7 + /61)

T = <g(7+ \/6_1),+oo)

b) Ty < 0
Da p < 0 und 2 < 0, ist pzo > 0, und man erhalt aus (1)

( 7)2<612
x_i —_—
0 2p 4p 9

N
IO_QP‘
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und nach Fallunterscheidung:
7 7
a) To< =p+ Pver : B) xo>=p— NG
2 2 2 2
Da nach Voraussetzung p < 0, ist —§\/61 > 0, also zg > 0, Widerspruch, dieser Fall ist

auszuschlieBen! - -
v) T = 5P : Ty = (—007 JPt val)

Ist p < 0, so erhalt man fir Ungleichung (1) L3 = T3 N T5. Die Proben mdgen vom Leser
selbst durchgefiihrt werden.

Zu 5.2.2.
Bestimmung der Losungsmenge von

I. p(x—3)>ux—3, II. 2p+3)(z—1)>(p—1)(x+2)
wobei p eine beliebige reelle Zahl ist. Aus | und Il folgen
I". x(p—1)>3(p-1), Ir. zo(p+4)>4p+1

Bei der notwendigen Fallunterscheidung der einzelnen Ungleichungen erhalt man:

Falle: P X Bemerkungen

Ungleichung |

p—1=0 p=1 Widerspruch, also p # 1

p—1>0 p>1 xo >3, (3,00) = La;

p—1<0 p<l x9<3, (—00,3)=Lao

Ungleichung Il

p+4=0 p=—4 Widerspruch, also p # —4
dp+1  [(4p+1

p+4>0 p>—4 x0>;’T+4, ;T—Z,OO>:LA3

p+4<0 p<—4 mp< BE, (o0, ) = Ly

Fiir p € (—4,1) ist La = Lap N Las = (*2£],3).
Firp € (1,00) ist La = L4y N Laz = (3, +00).

Firp € (—oo,—4) ist Ly = Lys N Ly = (—00,3).

Zu 6.2.3.
Es sind alle reellen x zu bestimmen, fiir die cos x cos 3z > cos bx cos Tz gilt.

Losung.
Die Ungleichung kann zunichst auf das Periodenintervall (0, 27) beschrankt werden.
Aus cos z cos 3xg > cos b cos Txg folgt

1 1
i(COS 2x¢ + cosdxy) > §(COS 2z + cos 12x) , cos4xy > cos 12z
Setzt man 4xy = «, so folgt weiter cos & — cos 3a > 0 und daraus nacheinander

3+1 3—-1
2 si i >0
sin 5 « sin 5 o >

sin2asina > 0
sin?avcosa > 0

(1 —cos®a)cosa > 0
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Zur weiteren Losung ist eine Fallunterscheidung notwendig.

1. Fall: 1 —cos®?a < 0 und cosa < 0.
2. Fall: 1 — cos?a > 0 und cosa > 0.

Losung des 1. Falls:
Aus 1 — cos? o < 0 folgt cos® « > 1 und daraus | cos o > 1.
Das ist aber ein Widerspruch, da stets gilt | cosa < 1, also ist dieser Fall auszuschlieBen.

Losung des 2. Falls:

Aus 1 — cos? a > 0 folgt cos? o < 1 und daraus |cosal < 1.

Ist cosa < 0, dann Widerspruch, da nach Voraussetzung des 2. Falles cosa > 0 gelten soll.
Fir cosa > 0 folgt aus |cosa| < 1, cosa < 1.

Aus cos o < 1 folgt fiir v im Periodenintervall [0, 27).

0<a<2rm (1)

Aus cos o > 0 folgt fiir o im Periodenintervall [0, 27)

3
0<a< oder §7r§a§27r (2)

il
2
Aus (1) und (2) folgt fir

3
0§4$0§g oder S < 4y < 2
und daraus 3
T T
ngogg oder §7r§4x0§§
m 3 m
L= [o.2]0 2]
A2 { 8} 8™ 9
3
Lj = |27k, g + 27rk:] U {87r + 2mk, g + 277]{:}
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