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Vorwort

Vorwort

Gegenstand dieses Biichleins sind verschiedene Systeme von "Zahlen", die aus den reellen
Zahlen durch Hinzufiigen einer Reihe "imaginarer Einheiten" aufgebaut werden kénnen. Ein
klassisches Beispiel eines solchen Systems ist das System der komplexen Zahlen.

Eine der wichtigsten Eigenschaften komplexer Zahlen wird durch die Identitat

22" = 12| - 2] (1)

ausgedriickt (der absolute Betrag eines Produktes ist gleich dem Produkt der absoluten Be-
trage). Wenn man z = a; + asi und 2’ = by + byt setzt, dann wird (1) in der Form

(a1by — agby)? + (arby + aghy)? = (a3 + a3)(b5 + b3)

geschrieben. Von rechts nach links gelesen lautet diese Identitat so:
Das Produkt der Summe zweier Quadrate mit der Summe zweier Quadrate ist wiederum die
Summe zweier Quadrate.

Existieren noch ahnliche ldentitdten mit mehr als 2 Quadraten?
Wie beschreibt man alle solche ldentitaten?

Schon L. Euler zeigte ein Beispiel einer Identitat fiir 4 Quadrate; spater wurde eine Identitat
fir 8 Quadrate gefunden. Es gelang jedoch erst am Ende des 19. Jahrhunderts, die vollstandige
Losung der Frage zu erhalten.
Man kann annehmen, dass jede Identitat fir n Quadrate mit der Formel (1) zusammenhangt,
in der z und 2’ bereits keine komplexen Zahlen mehr sind, sondern "Zahlen" der allgemeineren
Form

ai + ast + asj + ... + anl

wobei ,7,....,[ imaginare Einheiten sind. Indem man die Lage der Dinge etwas vereinfacht,
kann man sagen, dass dies tatsachlich so ist. Das Aufstellen der Verbindung zwischen den
|dentitaten fiir n Quadrate und der Formel (1) fiir einige Systeme "hyperkomplexer" Zahlen
bildet eine der Grundlinien im Aufbau dieses Biichleins.

Eine Frage, der in diesem Biichlein viel Platz eingeraumt wurde, ist die Frage nach der Division
hyperkomplexer Zahlen.

Es verhalt sich so, dass in jedem System hyperkomplexer Zahlen stets drei der vier "arith-
metischen" Operationen definiert sind: die Addition, die Subtraktion und die Multiplikation.
Was die Division anbetrifft, erfordert die Frage nach der Moglichkeit dieser Operation fiir ein
gegebenes System hyperkomplexer Zahlen eine gesonderte Betrachtung.

Man muss tberhaupt sagen, dass hyperkomplexe Systeme, in denen die Division moglich ist,
eine groBe Seltenheit bilden. Es versteht sich, dass Systeme reeller Zahlen (wie auch komplexer
Zahlen) Beispiele von Systemen mit Division darstellen. Es gibt aber auBer ihnen auch andere
Beispiele.

Die bemerkenswertesten unter ihnen sind das System der sogenannten Quaternionen und das
System der Oktaven. Das Problem des Auffindens aller hyperkomplexen Systeme mit Division
ist bis zur heutigen Zeit noch nicht in erschopfender Weise gelost worden. Einige Varianten
dieses Problems werden im vorliegenden Biichlein betrachtet.

Das erste Kapitel dieses Buches macht den Leser mit verschiedenen Beispielen hyperkomple-
xer Zahlen, darunter die Quaternionen und die Oktaven, bekannt; fiir diese und andere ist die
Formel (1) richtig, und diese und andere bilden ein "System mit Division".




Vorwort

Das dritte Kapitel ist der auBergewohnlichen Rolle gewidmet, die die drei Systeme der kom-
plexen Zahlen, der Quaternionen und der Oktaven in Bezug auf die oben gestellten Fragen
spielen. Das zweite Kapitel tragt einen Hilfscharakter. In ihm werden auf elementarem Niveau
die grundlegenden Begriffe der linearen Algebra dargelegt.

Das Biichlein ist fiir die auBerschulische Mathematikarbeit gedacht und einfach fiir alle, die
sich fir Mathematik interessieren.

Das erste und das zweite Kapitel sind im wesentlichen Schiilern hoherer Klassen zuganglich,
die Lektire der anderen Teile mag ziemlich intensive Bemihungen erfordern. In allen Fallen
werden keine Vorkenntnisse vom Leser verlangt.
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1 Hyperkomplexe Zahlen

1.1 Komplexe Zahlen
1.1.1 Einleitung

In der elementaren Algebra wird zusammen mit den reellen Zahlen auch das umfangreichere
System der komplexen Zahlen betrachtet. Der Grund, der dazu zwingt, die komplexen Zahlen
zu betrachten, ist mit der Losung quadratischer Gleichungen verbunden. Er besteht darin, dass
man einige quadratische Gleichungen, zum Beispiel

> +1=0 (1)

nicht l16sen kann, wenn man sich nur auf die reellen Zahlen beschrankt (denn es existiert keine
solche reelle Zahl a, so dass a? gleich -1 ist).

Die Geschichte der komplexen Zahlen beginnt mit dem 16.Jahrhundert. Die italienischen Ma-
thematiker Girolamo Cardano und Raffael Bombelli fiihrten beim Lésen quadratischer Glei-
chungen das Symbol \/—1 die formale Lésung der Gleichungen (1), aber auch den Ausdruck
by/—1, die formale Lésung der Gleichung

2+ =0

ein.
Ausdriicke der noch allgemeineren Form a + by/—1 kann man dann als formale Losung der
Gleichung

(x—a)+b*=0 (2)

betrachten.
Spater wurden die Ausdriicke a + by/—1 als imaginare und danach als komplexe Zahlen be-
zeichnet und a + bi geschrieben.

Das Symbol i zur Bezeichnung von /—1 fithrte L. Euler im 18. Jahrhundert ein. Diese Zahlen
erweisen sich bereits zur Losung einer beliebigen quadratischen Gleichung als ausreichend.
Wenn die Diskriminante der quadratischen Gleichung nicht negativ ist, dann sind, wie bekannt
ist, die Wurzeln einer solchen Gleichung reelle Zahlen; wenn die Diskriminante negativ ist, wird
die Gleichung notwendig die Form (2) haben.

Man nennt einen Ausdruck der Form
a-+ b

komplexe Zahl, wobei a und b reelle Zahlen sind und dem Symbol i die Eigenschaft i = —1
zugeschrieben wird. Wir bemerken, dass die komplexen Zahlen, insbesondere alle reellen Zahlen
(man erhilt sie bei b = 0), aber auch alle rein imaginaren Zahlen bi (man erhalt sie bei a = 0)
enthalten.
Indem wir der Kiirze halber eine komplexe Zahl mit dem Buchstaben z bezeichnen, werden
wir weiter schreiben

z=a+bi

Die Zahl a wird Realteil, die Zahl bi Imaginarteil der komplexen Zahl z genannt; das Symbol
i bezeichnet die imaginare Einheit.

Die Bezeichnung "imaginar" darf man nicht wortlich auffassen, sie hat sich aus den Zeiten (16.-
17. Jahrhundert) her erhalten, in denen man die komplexen Zahlen als etwas Unreales ansah
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und sie von einer Aureole tiefen Geheimnisses umgeben waren. Fiir die heutige Mathematik
sind die komplexen Zahlen eine véllig natirliche Sache (ebenso wie die reellen Zahlen nichts
"Imaginares" mehr).

1.1.2 Die Grundrechenarten fiir komplexe Zahlen

Addition, Subtraktion und Multiplikation komplexer Zahlen werden ganz natdrlich auf folgende
Weise definiert:

(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+ d)i
(a+bi)—(c+di)=(a—c)+ (b—d)i
(a+bi)(c+ di) = ac + adi + bei + bdi® = (ac — bd) + (ad + be)i

Beim Definieren der Multiplikation beriicksichtigten wir die Tatsache, dass i? = —1 ist.

Wir bemerken zugleich, dass wir aus der Gleichung, die die Multiplikation der komplexen Zahlen
definiert, fiir b = 0 die Regel der Multiplikation einer reellen Zahl mit einer komplexen Zahl
erhalten:

a(c+yi) = ac + adi

Es ist nicht schwierig zu lberpriifen, dass die Gesetze, denen die oben definierten Operationen
fir komplexe Zahlen unterworfen sind, die gleichen Gesetze sind wie die der Grundrechenarten
fir reelle Zahlen. Die Addition besitzt kommutative und assoziative Eigenschaften:

Atzn=nt+tn ; (21 +22) + 23 = 21 + (22 + 23)
ebenso verhalt es sich mit der Multiplikation:
2172 = 2221 ) (2122) 23 = 21(2223)

schlieBlich gilt das Distributivgesetz, das eine Verbindung zwischen diesen zwei Grundrechen-
arten aufstellt:
z1(22 + 23) = 2122 + 2123 (3)

Wir iberpriifen zum Beispiel die Giiltigkeit der Gleichung (3). Es mégen z; = a; + bii,
29 = Ao + bei und z3 = a3 + bsi sein. Wir haben

21(29 + 23) = (a1 + b11)((ag + az) + (b + b3)i)

= (a1(az + a3) — bi(ba + b3)) + (a1(by + b3) + by (as + as))i und
2129 + 2123 = (a1 + byi)(ag + bai) + (ay + byi)(as + bsi)

= (a1a2 — biby + araz — bibg) + (a1by + bras + a1bs + byag)i

Durch Vergleichen der Resultate beider Rechnungen liberzeugt man sich davon, dass sie liber-
einstimmen.

1.1.3 Konjugiert komplexe Zahlen

Wir gehen jetzt auf andere Eigenschaften des Systems der komplexen Zahlen ein. Jeder kom-
plexen Zahl
z=a-+bi
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kann man eine andere komplexe Zahl a — bi zuordnen, die man konjugiert komplexe Zahl zu
z nennt und mit Z bezeichnet. Auf solche Weise gilt nach Definition

Z=a—b
Man kann sich leicht davon tiberzeugen, dass die Formeln
21+ =zZ+7%  und 212 = 71 %2

gelten. Anders ausgedriickt ist die konjugiert komplexe Zahl einer Summe gleich der Summe
der konjugiert komplexen Summanden und die konjugiert komplexe Zahl eines Produkts gleich
dem Produkt der konjugiert komplexen Faktoren. Den Nachweis (iberlassen wir dem Leser.

Durch Addieren und Multiplizieren der Zahlen z und Z finden wir
24+Z=2a und Z=a*+b?

d.h., die Summe und das Produkt von konjugiert komplexen Zahlen stellen immer reelle Zahlen
dar.

1.1.4 Der absolute Betrag einer komplexen Zahl. Identitat fiir zwei Quadrate

Die nichtnegative reelle Zahl v/a? 4+ b wird absoluter Betrag der komplexen Zahl z genannt
und mit |z| bezeichnet:
2| = a® + b?

Folglich gilt
2z = |z)?
Aus der letzten Gleichung geht eine bemerkenswerte Folgerung hervor. Es mogen z; und 2z
zwei komplexe Zahlen sein. Wir haben
|2122|2 = (n122)(2122) = 212071 T2 = 2171 - 9% = |Zl|2 : ’22|2
folglich ist
[21zef” = |21, |2122| = | 21|22 (4.5)

Der absolute Betrag eines Produktes ist so gleich dem Produkt der absoluten Betrage. Dies
ist eine auBerordentlich wichtige Eigenschaft der komplexen Zahlen. Im § 16 wird ihr eine
spezielle Bezeichnung gegeben (die Eigenschaft der Normiertheit).

Wir werden gleich sehen, wie die Gleichung (4) in einer dhnlichen Schreibweise aussieht. Wenn

21:a1+b1i 3 22:a2+b27;

ist, dann gilt
2129 = (a1a2 — blbg) + (albg + agbl)i

und Gleichung (4) nimmt, von rechts nach links geschrieben, die Form
(a3 4 b3)(a5 + b3) = (aras — biba)? + (a1by + aby)?

an. Wir haben eine recht interessante ldentitat erhalten. Wenn wir eine gewisse Unklarheit
der Formulierung einrdumen, dann kdénnen wir sie so lesen: Das Produkt einer Summe aus
zwei Quadraten mit einer Summe aus zwei Quadraten ist wiederum eine Summe aus zwei
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Quadraten.

Natirlich taucht die Frage auf: Existiert eine analoge Identitat fiir eine groBere Zahl von
Quadraten? Die Frage ist, wie wir weiter sehen werden, durchaus nicht einfach; im Verlauf von
vielen Jahren beschaftigte sie die Mathematiker.

Im vorliegenden Biichlein wird sie einen der hervorragenden Platze einnehmen.

Im § 3 formulieren wir sie noch klarer und im Kapitel 3 zeigen wir, wie sie gelost wird.

1.1.5 Division von komplexen Zahlen

Bis jetzt haben wir die Frage nach der Division der komplexen Zahlen noch nicht beriihrt.
Dariiber wollen wir jetzt reden. Es mogen 2z’ und z zwei komplexe Zahlen sein, auBerdem
moge z # 0 sein. Der Quotient 2’ durch z ist nach Definition die Losung der Gleichung

2w =7 (6)

Durch Multiplizieren beider Seiten der Gleichung mit 7 erhalten wir Zzx = z2’ oder |z|*z = z2.
Wenn wir jetzt beide Seiten mit der reellen Zahl 1/|z|? multiplizieren, so erhalten wir
1 !/
T = —52% 7
e (7)
Durch Einsetzen kann man sich leicht davon (iberzeugen, dass die gefundene GréBe x tatsach-
lich der Gleichung (6) geniigt.

Wir veranschaulichen uns die Division durch ein Beispiel. Es soll 2/ =5 — i durch 2 =2 — 3i
geteilt werden. Nach Formel (7) haben wir

Z 1

. . 1 . .

1.2 Andere Arithmetiken fur die Zahlen a + bi
1.2.1 Aufgabenstellung

Wir haben aus Ausdriicken der Form a-bi ein Zahlensystem aufgebaut, indem wir die Addition
und die Multiplikation solcher Ausdriicke durch die Formeln

(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i (1)

und
(a+ bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i (2)

definierten.

Die Formel (1) wirkt vollig natiirlich. Die Form der Formel (2) ruft hingegen diesen Eindruck
nicht hervor. Wir werden sehen, ob man nicht mit den Ausdriicken a -+ bi ein hinreichend
verniinftiges Zahlensystem aufbauen kann, wobei die Additionsvorschrift (1) erhalten bleiben
soll, aber (2) durch irgendein neues Multiplikationsgesetz ersetzt werden soll.

Wie konnte dieses neue Gesetz aussehen? In bedeutendem MaBe hédngt dies davon ab, mit
welchen Eigenschaften wir die neue Multiplikation versehen wollen.
Wir sehen, dass es unsinnig ware, sie durch die Formel

(a+bi) - (c+ di) = ac® + bdi
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einzufiihren, weil wir dann zum Beispiel fiir b = 0, d = 0 die ziemlich eigentiimliche Gleichung
a-c=ac

erhalten wiirden. Wir nennen diejenigen Forderungen, die wir gesammelt haben, um sie an die
neue Multiplikation zu stellen:

1) Die Multiplikation einer reellen Zahl a, die als Element des neuen Zahlensystems betrachtet
wird (a = a + 07), mit jeder Zahl z = b + ci soll das gleiche Resultat wie im Falle komplexer
Zahlen ergeben, d.h.,

(a+0i)(b+ ci) = ab+ aci und (b+ ci)(a + 0i) = ab+ aci

Insbesondere bedeutet dies, dass die neue Multiplikation fiir reelle Zahlen mit der iblichen
ubereinstimmen muss:
(a4 0i)(b+ 0i) = ab + 0i

Da dasselbe auch fiir die Addition richtig ist (aus (1) folgt (a + 0i) + (b+ 07) = (a + b) + 04,
sind die reellen Zahlen mit ihrer natiirlichen Arithmetik in das neue Zahlensystem einbegriffen.

2) Es soll die Gleichung
(az1) - (bz) = (ab) - (2122)

erfullt werden, wobei a und b beliebige reelle Zahlen sind. Zum Beispiel ist
(2i)(3i) = 64°

3) Sowohl fiir den ersten Faktor als auch fir den zweiten Faktor soll die Eigenschaft der
Distributivitat, die die Multiplikation mit der Addition verbindet, erfiillt sein:

21(20 4+ 23) = 2120+ 2120 und (21 4 29)23 = 2123 + 2223

Natirlich erlauben es diese Forderungen noch nicht, das neue Gesetz der Multiplikation voll-
standig aufzuschreiben, aber dennoch folgt aus ihnen einiges. Und zwar

(a+bi)(c+di) = a(c+ di) + (bi)(c + di) = ac + adi + bei + bdi®

Wir miissen jetzt, um ein Resultat niederschreiben zu kénnen, nur noch festlegen, wem 3>

gleich ist. Wenn wir 2 = —1 annehmen, dann kommen wir zur Multiplikation der komplexen
Zahlen.

Dies ist aber durchaus nicht die einzige Moglichkeit. Im Prinzip ist es doch nur erforderlich,
dass das Produkt 7 - ¢ dem von uns betrachteten Zahlensystem angehorte, d.h., dass es eine
Zahl der Form p + qi ist.
Wenn p und q festgelegt sind, dann kdnnen wir schlieBlich die Form des Multiplikationsgesetzes
angeben:

(a + bi)(c + di) = (ac+ bdp) + (ad + bc + bdq)i (8)

Der Gegenstand unserer Untersuchung wurde auf diese Weise definiert. Jetzt kann man die
"hinfiihrenden" Uberlegungen vergessen, die uns zur Formel (3) brachten, und kann einfach
sagen, dass ein System von Zahlen der Form a + bi mit dem Additionsgesetz (1) und dem
Multiplikationsgesetz (3) betrachtet wird, wobei p und ¢ zwei feste reelle Zahlen sind (die sich
sozusagen aus der "Arithmetik" des gegebenen Zahlensystems ergeben).
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Wenn wir die Formel (3) aufmerksam betrachten, iiberzeugen wir uns ziemlich leicht davon,
dass die neue Multiplikation die Eigenschaft der Kommutativitat (2129 = 2921) besitzt. Das
ist ein recht unerwartetes Resultat, wenn man beriicksichtigt, dass unter den Forderungen, die
an die Multiplikation gestellt wurden, eine solche Eigenschaft nicht vorkam!

Erfiillt wird auch die Eigenschaft der Assoziativitat [(2122)23 = 21(2223)], obwohl die Uberprii-
fung dieser Tatsache etwas mehr Geduld erfordert.

Wir erhalten

[(a + bi)(c+ di)|(e + fi) = [(ac + bdp) + (ad + bc + bdq)i](e + fi)
= ((ac + bdp)e + (ad + be + bdq) fp)
+ (ac+ bdp) f + (ad + bc + bdg)e + (ad + be + bdq) fg)i

und

(a+ bi)[(e+di)(e+ fi)] = (a+ bi)[(ce + dfp) + (cf + de + dfq)i
= (a(ce +dfp) + (b(cf + de + dfq)p)
+ (a(ef + de +dfq) + (b(ce + dfp) + b(cf + de + df q)i

Durch Vergleichen der Ergebnisse der beiden Rechnungen kann man sich leicht von ihrer Uber-
einstimmung iiberzeugen. (Um die Uberpriifung zu vereinfachen, haben wir gleiche Ausdriicke
mit der gleichen Zahl gerader Linien unterstrichen.)

1.2.2 Riickfiihrung auf drei Systeme

Man konnte vermuten, dass wir eine unendliche Menge von Zahlensystemen gefunden haben,
da zwei beliebige reelle Zahlen p und ¢ in Formel (3) eingehen. Dies verhalt sich aber nicht
ganz so. Wir werden gleich sehen, dass sich jedes System auf eins der drei reduziert:

1) Zahlen a + bi, wobei i* = —1 (komplexe Zahlen);
I1) Zahlen a + bi, wobei > = 1 (sogenannte binare Zahlen);
I11) Zahlen a + bi, wobei i*> = 0 (sogenannte duale Zahlen).

Die Riickfiihrung eines beliebigen Falles auf einen von diesen drei erfolgt auf folgende Weise.
Aus der Gleichung i®> = p + qi geht i> — gi = p oder

g\’ 7’
N 4 4
(Z 2) PEy (4)
hervor. Moglich sind drei Falle:
l. p+ ¢*/4 ist eine negative Zahl, d.h.,

2
q 2
—:—]{;

p+4

wobei k irgendeine von Null verschiedene reelle Zahl ist. Dann ist

2 1 2
(i _ g) — 12 und (—2(2 n kz) _ 1 (5)

Wenn wir die Zahl; die in Klammern steht, mit J bezeichnen, erhalten wir

J?=—1

10
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Dabei ist i = q/2 + kJ, so dass jede Zahl a + bi in der Form
. q b
a+bz:a+b<2+kJ> — (a+a) +bhkJ

geschrieben werden kann. Anders ausgedriickt, die Zahl a + bi lasst eine Darstellung in der
Form a' + b'J zu, wobei J? = —1 ist.

Das bedeutet, dass wir es in der Tat mit komplexen Zahlen zu tun haben.

Il. p + ¢*/4 ist eine positive Zahl, d.h.

2
q 2
—:l{j

p+4

Dann erhalten wir anstelle von (5)

q 1 .>2
B -1
( % E
Wenn wir diesmal die Zahl, die in Klammern steht, mit £ bezeichnen, erhalten wir
E*=1

Auf diese Weise lasst jede Zahl a + bi unseres Systems eine Darstellung in der Form o' + V' F
zu, jetzt ist aber £? = 1. Das Multiplikationsgesetz solcher Zahlen ist

(a +VE)(d +dE)=(dd +Vd)+ (dd +Vd)E
Wir erhalten also fiir p + ¢*/4 > 0 das System der binaren Zahlen.

. p+ ¢*>/4 = 0. In diesem Fall erhalten wir, wenn wir die Zahl i — ¢/2 mit ) bezeichnen
Q=0

Eine beliebige Zahl a + bi unseres Systems kann umgeformt werden zu (a +b/2q) + 0€2, d.h.,
in die Form a + bS2. Das Multiplikationsgesetz sieht so aus

(@ + bQ)(¢ + dQ) = ac + (ad + bé)Q
Dies ist das System der dualen Zahlen.

Wir fassen zusammen. Wir zeigten, dass jedes System von Zahlen a + bi mit den Regeln der
Grundrechenarten (1) und (3) stets eines der nachfolgenden drei ist:

|. komplexe Zahlen a +bJ, J? = —1;
Il. bindre Zahlen a + bE, E? = 1;
l1l. duale Zahlen a + b2, Q2 = 0.

Wir haben die Eigenschaften der komplexen Zahlen ausfiihrlich genug untersucht. Die dualen
und die binaren Zahlen sind weniger interessant. Der Hauptunterschied zu den komplexen Zah-
len besteht darin, dass man die dualen und bindren Zahlen im allgemeinen nicht durcheinander
dividieren kann.

Ubrigens ist es hier nétig, noch einmal den Sinn des Wortes "Division" zu erkliaren. Wenn
ein bestimmtes Multiplikationsgesetz gegeben ist, dann bedeutet z; durch z3 (22 # 0) zu
dividieren, die Gleichung

29T = 21

11
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zu lésen.

Wir zeigen, dass es im System der bindren Zahlen nicht moglich ist, zum Beispiel die Zahl
z1 =1 (d.h. 1 +0F) durch zo = 1 + E zu dividieren. In der Tat, wenn die Gleichung

(14 E)x=1+40F

eine Losung besitzen wiirde, dann wiirden wir, wenn wir beide Seiten der Gleichung mit 1 — F
multiplizierten, (1 — E)?z =1 — FE, d.h., 0 = 1 — E, eine unrichtige Gleichung, erhalten.
Ebenso kann man im System der dualen Zahlen zum Beispiel nicht 1 durch 2 dividieren.
Tatsachlich gilt fiir beliebiges © = a + bS2

r-Q=ad#1

Natirlich stellt die Unmoglichkeit der Division das Recht der binaren und der dualen Zahlen in
Zweifel, als "Zahlen" bezeichnet zu werden, denn in der Hauptsache besteht der Begriff einer
Zahl doch gerade darin, dass man Zahlen addieren, multiplizieren und dividieren kann.

In der Mathematik spielen jedoch auch solchen Systeme von "Zahlen" (&hnlich den binéren und
den dualen Zahlen) eine groBe Rolle, bei denen nur die Grundrechenarten Addition, Subtraktion
und Multiplikation definiert sind, wahrend die Division nicht immer ausfilhrbar ist (d.h. nicht
fur alle z1, zo # 0).

In jenen Féllen, in denen die Division fiir jedes 21, 2o # 0 erfiillt wird, spricht man von einem
System mit Division. In diesem Biichlein werden wir in der Hauptsache Systeme mit Division
betrachten.

1.3 Quaternionen
1.3.1 Einleitende Uberlegungen

Die Erfahrung beim Aufbau des Systems der komplexen (sowie auch der binaren und dualen)
Zahlen bringt uns auf den Gedanken, weiterzugehen und Zahlen der Form

z=a-+bi+cy

zu betrachten, wobei a, b und ¢ beliebige reelle Zahlen und i und j gewisse Symbole sind. Als
Additionsregel fiir Zahlen solcher Form ist es offensichtlich verniinftig

(a+bi+cj)+ (d+Vi+dj)=(a+ad)+D+V)i+ (c+)j

zu nehmen; (iber die Multiplikationsregel miissen wir noch nachdenken.

Es versteht sich, dass wir von dieser Regel erwarten, dass sie nicht zu allzu eigentiimlichen
Ergebnissen fiihrt. Beispielsweise ware es wiinschenswert, dass fiir reelle Zahlen die neue Mul-
tiplikation mit der gewdhnlichen (ibereinstimmt

(a+0i+07)(b+0i+0j) = ab+ 0i + 05

Im vorigen Paragraphen wurden diejenigen natiirlichen Forderungen aufgezahlt, die gegeniiber
neuen Multiplikationen erhoben werden. Wir wiederholen sie sinngemaB noch einmal:

1) Das Produkt einer reellen Zahl k = k + 0i + 05 mit einer beliebigen Zahl z = a + bi + ¢j
muss gleich ka + kbi 4 kcj sein.
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1.3 Quaternionen

2) Es muss die Gleichung
(az1)(bzg) = (ab)(2z122)

erfillt sein, wobei a und b beliebige reelle Zahlen sind.
3) Das Distributivgesetz muss sowohl in der Form
21(20 + 23) = 2120 + 2123

als auch in der Form
(Zl + ZQ)Zg = Z1%3 + 2923

erfullt sein.
Es bereitet keine Miihe, sich ein Multiplikationsgesetz auszudenken, das allen aufgezahlten
Forderungen genligt. Man kann zum Beispiel

(a+bi+bj)(a' +Vi+j) =ad + (ab' + ba')i + (ac’ + ca’)j
annehmen, Bei einer solchen Multiplikationsregel werden sogar das Kommutativgesetz und das
Assoziativgesetz erfillt (2120 = 2221) und (2122)23 = 21(2223); jedoch fehlt offensichtlich die
Moglichkeit der Division! Man kann zum Beispiel 1 nicht durch ¢ dividieren, denn die Gleichung
0+i+0j)r=14+0i+0j

besitzt keine Losung.

Dies ist aber nicht zufallig so. Man kann zeigen, dass bei jeder Multiplikationsregel fiir die
Zahlen a + bi + ¢j, die den Bedingungen 1), 2) und 3) geniigt, man wenigstens ein Paar
Zahlen zy, z5 (wobei z5 # 0 ist) derart finden kann, dass z; nicht durch zy dividiert werden
kann.

So ist es nicht moéglich, aus Zahlen der Form a + bi + ¢j ein System mit Division aufzubauen!

Es zeigt sich jedoch, wenn man noch ein Symbol % hinzufiigt und die Zahlen der Form
a+bi+cj+dk (1)

betrachtet, dann ist es moglich, ein System mit Division zu erhalten.

Genauer gesagt, man kann die Multiplikation fiir die Zahlen (1) so einfithren, dass mit den
Forderungen 1), 2) und 3) auch die zur Multiplikation entgegengesetzte Grundrechenart, die
Division, erfiillt wird. Das interessanteste Beispiel eines solchen Systems sind die Quaternionen
("Vierer"-Zahlen).

1.3.2 Definitionen der Quaternionen
Zahlen der Form (1) mit dem Additionsgesetz
(a+bi+cj+dk)+ (d +bi+dj+dk)=(a+d)+ 0+b)i+ (c+)j+ (d+d)k

und einem sehr eigenartigen Multiplikationsgesetz nennt man Quaternionen. Um dieses Mul-
tiplikationsgesetz zu beschreiben, geniigt es, alle moglichen paarweisen Produkte der Zahlen
t, 7 und k zu kennen. Wir setzen durch Definition

?=-1, F=-1, K¥=-1
ij=k, ji=—k, k=i, kj=—i, ki=3j, ik=—j (2)

Die Abbildung 1, in der die Quaternionen ¢, 7 und k als drei im Uhrzeigersinn angeordnete
Punkte eines Kreises dargestellt sind, hilft, sich diese "Multiplikationstafel" zu merken.
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1.3 Quaternionen

Ny

Das Produkt zweier beliebiger Zahlen aus dem Tripel ¢, j und k ist gleich der dritten Zahl,
wenn die Bewegung vom ersten Faktor zum zweiten im Uhrzeigersinn erfolgt, und ist gleich
der dritten Zahl mit negativem Vorzeichen, wenn die Bewegung entgegen dem Uhrzeigersinn
erfolgt.

Wir wir sehen, ist die kommutative Eigenschaft der Multiplikation hier nicht erfiillt. Das Pro-
dukt hangt von der Reihenfolge der Faktoren ab!

Abb.1

Die Multiplikation beliebiger Quaternionen wird mit Hilfe der oben eingefiihrten Tafel und
unter Beriicksichtigung der Forderungen 1)-3) ausgefiihrt. Es moge

g=a+bi+cj+dk und ¢ =d +Vi+dj+dk

sein. Nach der Regel der Multiplikation einer Summe mit einer Summe (die aus 3) hervorgeht,
erhalten wir

qq = ad' + a(b'i) + a(c'j) + a(d'k) + (bi)a’ + (bi)(b'i) + (bi)('5) + (bi)(d'k)
+(cf)a’ + (ef) (Vi) + (cf)(¢9) + () (d'k) + (dk)a’ + (dk)(V'3) + (dF)(5) + (dk)(dk)
Wir haben eine Summe von 16 Summanden erhalten. Durch Umformen jedes Summanden
mit Hilfe der Forderungen 1) und 2) und der Multiplikationstafel (zum Beispiel (bi)(c'j) =
bc'(ij)" = bc'k) gelangen wir zum Resultat:
q¢' = (ad’ — bb' — e — dd') + (ab' + ba’ + cd' — dc')i
+ (ad +ca' +db' —bd)j + (ad' + da' + b’ — bk (3)

1.3.3 Assoziativgesetz fiir die Multiplikation der Quaternionen

Obwohl die Multiplikation der Quaternionen nicht dem Kommutativgesetz unterworfen ist, sind
alle Rechnungen mit Quaternionen nicht so schwierig, wie es auf den ersten Blick erscheinen
mag. Das liegt daran, dass die Multiplikation der Quaternionen das Assoziativgesetz erfiillt:

(Q1CI2)CJ3 = CJ1(C]2Q3) (4)

Wir werden die Richtigkeit dieser Gleichung iberpriifen. Da jede Quaternion ¢, (o = 1,2, 3)
sich als Summe von vier Summanden (g, = an + bai + coj + do k) darstellt, ist die linke Seite
von (4) gleich der Summe von 4 x 4 x 4 = 64 Summanden der Form

(urug)us (5)

wobei u; ein beliebiger der vier Summanden der Quaternion ¢, us ein beliebiger der Summan-
den von g2 und ug ein beliebiger der Summanden von g3 ist. Analog ist die rechte Seite von
(4) gleich der Summe von 64 entsprechenden Summanden

uy (uguz) (6)
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1.3 Quaternionen

Deshalb ist die Gleichung (4) bewiesen, wenn wir zeigen, dass jeder Summand (5) gleich dem
entsprechenden Summanden (6) ist. Folglich geniigt es zum Beweis der Gleichung (4), wenn
als ¢1, g2 und g3 die Quaternionen a, bi, ¢j und dk (in jeder Kombination) genommen werden.
Weil man den Zahlenfaktor vor 1, 7, 7 und k weglassen kann, ist es hinreichend, die Gleichung
(4) fur die Falle zu dberprifen, in denen ¢;, g2 und g3 beliebige der Quaternionen 1, 4, j oder
k sind; zum Beispiel ist es hinreichend, anstelle von

((b2)(c)) (V'F) = (bi)((cs)(b'5))

die Gleichungen

(i5)i = i(j?)
zu beweisen. In denjenigen Fallen, in denen eine der Quaternionen g1, g2 oder g3 gleich 1 ist,
ist die Gleichung (4) offensichtlich. Deshalb lauft die Aufgabe auf eine Uberpriifung dieser
Gleichung fir die Falle hinaus, in denen ¢, g2 und g3 beliebige der Quaternionen 4, j und k
sind. Im ganzen unterliegen auf diese Weise 27 Gleichungen der Uberpriifung. Wir schreiben
als Beispiele einige von ihnen auf:

(w)i =i(in), (id)j =i(ij), (ij)i=1i(ji), (ij)k =i(jk)
Die Richtigkeit jeder der 27 Gleichungen folgt leicht aus der Multiplikationstafel (2).

Die Multiplikation der Quaternionen ist also assoziativ. Spater werden wir sehen, dass das
System der Quaternionen in vielen der wichtigsten Beziehungen dem System der komplexen
Zahlen 3hnlich ist. So haben wir uns eben von der Assoziativitat der Multiplikation der Qua-
ternionen Uberzeugt.

Die Ahnlichkeit von Quaternionen und komplexen Zahlen ist jedoch bedeutend groBer. Erstens
ist es, wie bereits erwahnt wurde, moglich, Quaternionen durcheinander zu dividieren.

Zweitens kann man auf natirliche Weise fir Quaternionen den Begriff des absoluten Betrags
so einflihren, dass die Regel "der absolute Betrag eines Produktes ist gleich dem Produkt der
absoluten Betrage" erfiillt wird. Der aufgezeigten Ahnlichkeit liegt die Existenz der Operation
des Konjugierens im System der Quaternionen zugrunde, die libereinstimmende Eigenschaften
mit der gleichen Operation bei komplexen Zahlen besitzt.

1.3.4 Konjugierte Quaternionen
In Analogie zu den komplexen Zahlen fiihren wir folgende Definition ein.

Gegeben sei die Quaternion
q=a-+bi+c+dk

Die Quaternion
g=a—bi—cj—dk (7)

wird zu ihr konjugiert genannt.
Es ist offensichtlich, dass die Summe konjugierter Quaternionen eine reelle Zahl ist. Ebenso
ist auch das Produkt ¢g eine reelle Zahl, was sofort aus der Formel (3) fir die Multiplikation
folgt:

(a+bi+cj+dk)(a —bi — c¢j — dk) = a® + b* + & + d? (8)

Indem wir die Analogie mit den komplexen Zahlen fortfiihren, werden wir die reelle Zahl

Va2 + b2+ 2+ d2
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1.3 Quaternionen

den absoluten Betrag der Quaternion ¢ nennen und vereinbaren, den absoluten Betrag von ¢
mit |g| zu bezeichnen. Dann wird die letzte Gleichung so geschrieben

qq = |qI”
also genau die gleiche Formel wie fiir die komplexen Zahlen.

Bemerkung. Wenn ¢’ eine rein imaginare Quaternion
¢ =bi+cj+dk
ist, dann folgt aus Gleichung (8)
*=—-++d) <0

Umgekehrt ist, wenn das Quadrat irgendeiner Quaternion eine reelle Zahl kleiner oder gleich
Null ist, diese Quaternion rein imaginérﬂ

Auf diese Weise konnen die Quaternionen bi + ¢j + dk, und nur sie, durch die Bedingung
charakterisiert werden, dass ihre Quadrate reelle Zahlen kleiner oder gleich 0 darstellen. Damit
kann man eine andere Beschreibung der Operation des Konjugierens geben: fiir jede Quaternion
g mit der eindeutigen Darstellung a+¢’, wobei ¢’ eine Quaternion ist, deren Quadrat eine reelle
Zahl kleiner oder gleich 0 ist, gilt fir die konjugierte Quaternion § = a — ¢’. Diese Bemerkung
werden wir spater im § 17 brauchen.

Die direkte Uberpriifung zeigt, dass die Operation des Konjugierens die folgenden Eigenschaften
besitzt:

G+ =q+q¢ (9)

(die Konjugierte einer Summe ist gleich der Summe der Konjugierten) und

0132 = q1 Q2 (10)

(die Konjugierte eines Produktes ist gleich dem Produkt der Konjugierten in umgekehrter
Reihenfolge). Diese Gleichungen sind, wie sich der Leser erinnern wird, auch fiir den Fall der
komplexen Zahlen giiltig.

Man muss nur im Auge behalten, dass man bei den komplexen Zahlen anstelle von Z3 Z7
auch z7 z; schreiben kann (da das Produkt nicht von der Reihenfolge der Faktoren abhéngt),
wahrend im allgemeinen fiir die Quaternionen G @i nicht gleich g7 @ ist. Um sich von der
Giiltigkeit der Gleichung (10) zu iiberzeugen, geniigt es, sie fiir jeden der Falle zu Gberpriifen,
in denen anstelle von ¢y, und ¢5 %, 7 und & genommen wird.

Die Uberpriifung l3sst sich leicht mit Hilfe der Tafel (2) durchfiihren. Zum Beispiel ist

it=—1=-1, aber auch 7 i = (—i)(—i) =% = —1

iy =k=—Fk, aber auch j i = (—j)(—i) = ji = —k usw.

Yn der Tat, fiir die Quaternion ¢ = a + ¢’ = a + bi + ¢j + dk erhalten wir
q2:(a+q/)(a+q/) :a2+q/2+2aq/:a2_b2_c2_d2+2aq/

Wenn dieser Ausdruck eine reelle Zahl darstellt und a # 0 ist, dann ist ¢’ = 0. Dann ist aber ¢ = a, und
folglich kann nicht ¢ < 0 sein.
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1.3 Quaternionen

1.3.5 Ausfiihrbarkeit der Division im System der Quaternionen

Zunachst wenden wir unsere Aufmerksamkeit auf den bestehenden Unterschied in der Frage-
stellung nach der Division der Quaternionen und der Division der komplexen Zahlen.
Fir die komplexen Zahlen wird, wie sich der Leser erinnert, als Quotient von z; und 2z, die
Losung der Gleichung zox = z; bezeichnet. Fiir die Quaternionen aber hangt das Produkt von
der Reihenfolge der Faktoren ab, deshalb ist es notwendig, anstelle einer Gleichung zwei zu
betrachten:

@pr=q und 2@ =q (11,11")

Demgemal werden wir die Losung der ersten Gleichung den linken Quotient von ¢; durch ¢,
nennen und ihn mit z; bezeichnen, die Lésung der zweiten hingegen rechter Quotient x, (im
Falle der komplexen Zahlen stimmen beide Quotienten offensichtlich dberein).

Um die Gleichungen (11) und (11') zu lésen, wenden wir das gleiche Verfahren wie auch im
Falle der komplexen Zahlen an. Wir multiplizieren beide Seiten der Gleichung (11) von links
zuerst mit g und dann mit 1/|qz|?. Wir erhalten

|-
= WCDCH
Durch Einsetzen in Gleichung (11) iiberzeugen wir uns, dass dieser Ausdruck tatsachlich die
Losung ist. Auf diese Weise ist

1
X, = Wﬂlzﬁh
Analog findet man x,
1
Ty = @Ch@

Als Beispiel ermitteln wir den linken und den rechten Quotienten der Division von k durch
14+i+k:

1 1
= —(l—i—kk=-(k+j+1
m=g(l=i= Kk = (b +j+1)
1 1
v=k(l—i—k)=—(k—j+1
7= gh(L=i—k) = 5(k=j +1)

Somit haben wir zwei der wichtigsten Eigenschaften des Systems der Quaternionen ermittelt:

1) Fir die Multiplikation der Quaternionen gilt das Assoziativgesetz;
2) Die Quaternionen sind ein System mit Division.

1.3.6 Der absolute Betrag eines Produktes

Eine weitere wichtige Eigenschaft der Quaternionen besteht darin, dass der absolute Betrag
eines Produktes gleich ist dem Produkt der absoluten Betrage.
Der Beweis ist genau der gleiche wie im Falle der komplexen Zahlen; in ihm wird die Formel

92 =G 1

und die Eigenschaft der Assoziativitat fiir die Multiplikation der Quaternionen verwendet. Hier

dieser Beweis:
? ?

1" = (1) (1¢2) = (1¢2) (@ @) = (1 (R)T = ’CJ1|2\Q2
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1.3 Quaternionen

1.3.7 Identitat fir vier Quadrate, Allgemeine Aufgabenstellung iiber die Summe
von Quadraten

Wenn man die von uns erhaltene Gleichung
? = gl (12)

ausfihrlich schreibt, fiihrt sie zu einer interessanten Identitat. Es moge

|€I1Q2

q =a+bi+cj+dk und @=d+bi+dj+dk

sein; dann ist ¢;¢, der Ausdruck, der auf der rechten Seite von Gleichung (3) steht. Folglich
nimmt die Formel (12), von rechts nach links gelesen, die Form

(a2—|—b2+62+d2)(a/2+b/2—|—c/2+d/22) —
= (aa' — bb' — ¢ — dd')* + (al/ + ba' + cd' — dc')?
+ (ac + ca' + db' — ba')* + (ad' + da’ + bc’ — cb')? (13)

an. Wir erinnern daran, dass uns im Falle der komplexen Zahlen die Gleichung
2122]* = |21]? |22
zur analogen ldentitat
(a® +b%)(a”? + V?) = (ad’ — bV')* + (ab + ba')? (14)

fihrte, der wir eine solche Deutung gaben: das Produkt einer Summe von zwei Quadraten mit
einer Summe von zwei Quadraten ist erneut eine Summe von zwei Quadraten. Eine analoge
Deutung gestattet offensichtlich auch die Identitat (13):
Das Produkt einer Summe von vier Quadraten mit einer Summe von vier Quadraten ist erneut
eine Summe von vier Quadraten. Wenn man von den komplexen Zahlen und den Quaternionen
abstrahiert, ist es natiirlich, jetzt diese Frage zu stellen:

Fiur welche n kann man die ldentitat "das Produkt einer Summe von n Quadraten mit einer
Summe von n Quadraten ist gleich einer Summe von n Quadraten" finden?

Fir n = 1 folgt sofort die Losung:
a’b® = (ab)?

aber dies ist sehr einfach. Fir n = 2 und n = 4 ist die Antwort, wie wir sehen, auch positiv.
Das ist aber von vornherein durchaus nicht klar!
Wie verhilt es sich aber mit n = 3, mit n = 5,6 usw.?

Wie wir bereits bemerkten, erhielt diese Frage lange Zeit keine endgiiltige Losung. Eine er-
schopfende Antwort wurde im Jahre 1898 durch den deutschen Mathematiker A. Hurwitz
erhalten, der einen erstaunlichen Satz bewies:

Die Identitat des uns interessierenden Typs ist nur fir n = 1,2,4,8 moglich und fir alle an-
deren n unmoglich.

Damit beim Leser nicht irgendeine Unklarheit in der Aufgabenstellung liber die Summe von
Quadraten zuriickbleibt, werden wir sie jetzt genauer formulieren.

Es mogen aq, as, ..., a, und by, b, ..., b, zwei Folgen sein. Wir werden eine Summe Form zweiten
Grades nennen, wenn ihre Summanden so aufgebaut sind, dass jeder von ihnen das Produkt
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eines Elements der ersten Folge mit einem Element der zweiten Folge ist und mit einem
beliebigen (reellen) Zahlenfaktor verbunden ist. Zum Beispiel ist der Ausdruck

CL1b1 + 8a1b2 — 2@31)5 + 3@3()”

eine Form zweiten Grades. Die genaue Formulierung der Aufgabe (iber die Summe von Qua-
draten besteht in folgendem.
Es ist erforderlich zu beantworten:

Wie muss die, Zahl n sein und wie missen die n Formen zweiten Grades, die wir der Kirze
halber mit ®,, ®,, ..., ®,, bezeichnen, ausgewahlt werden, damit die ldentitat

(@ +ai4 .. +a2) PP+ 4. +0) =02+ D2+ .. + D2 (*)

gilt. Die von uns frither gezeigten Identitaten fiir die komplexen Zahlen und die Quaternionen
waren offensichtlich gerade von diesem Typ. Fiir komplexe Zahlen ist

(a3 + a3) (b7 + b3) = (a1by — asbs)* + (arby + ashy)?
und fiir Quaternionen
(a2 + a3 +a; +aj) (b3 + b3 + b3 +b]) =
= (Clel — a2b2 — agbg — a4b4)2 + (a162 + a261 + a3b4 — a4b3)2
+ (a1bs + asby + asbs — a2b4)2 + (a1by + asby + agbs — a3b2)2

In Ubereinstimmung mit der allgemeinen Aufgabenstellung haben wir die Bezeichnungen in
den Identitaten (13) und (14) geandert.

Im § 6 werden wir auf der Basis eines weiteren Zahlensystems (der sogenannten Oktaven) die
|dentitat (*) fir n = 8 konstruieren.

So umfasst das Verzeichnis der Werte n in der Identitat (*) die Zahlen 1, 2, 4 und 8. Der oben
erwahnte Satz von Hurwitz, der behauptet, dass andere Werte von n nicht moglich sind, wird
in Kapitel 3 bewiesen, nachdem wir alle dafiir notwendigen Fakten kennengelernt haben.

1.4 Quaternionen und Vektoralgebra

Die Entdeckung der Quaternionen in der Mitte des 19. Jahrhunderts gab den AnstoB fiir
die verschiedenartigsten Untersuchungen auf dem Gebiet der Mathematik und der Physik.
Insbesondere entstand durch die Quaternionen ein auBerordentlich fruchtbares Gebiet der Ma-
thematik - die Vektoralgebra.

Wir werden in diesem Paragraphen tiber die Verbindungen sprechen, die zwischen den Rech-
nungen mit Quaternionen und den Operationen mit Vektoren im dreidimensionalen Raum
existieren.

1.4.1 Skalarer und vektorieller Teil eines Quaternions

Wir erinnern den Leser an einige aus der Geometrie bekannte Satze. Wenn man in einem
gewohnlichen Raum ein rechtwinkliges Koordinatensystem einfiihrt und mit ¢, j und k& Vektoren
der Lange 1 bezeichnet, die vom Koordinatenursprung in Richtung der Koordinatenachsen
ausgehen (Abb. 2), dann wird jede Summe der Form

bi + cj + dk

wobei b, ¢ und d reelle Zahlen sind, genau einen Vektor darstellen. Dieser Vektor verlauft vom
Koordinatenursprung O zum Punkt M mit den Koordinaten b, ¢, d.
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Yk Mib,0d)

Abb.2

Auf die Quaternionen zuriickkommend, bemerken wir, dass jede Quaternion
gq=a+bi+cj+dk

formal die Summe der reellen Zahl a und des Vektors bi + ¢j + dk darstellt. Die Zahl a werden
wir den skalaren Teil (oder Realteil) und den Ausdruck bi + ¢j + dk den vektoriellen (oder
imaginaren) Teil der Quaternion ¢ nennen. Wir werden jetzt zwei rein vektorielle Quaternionen
(Vektoren)

aq1 :b12+01j+dzk und q2:b2j+C2j+d2]€

betrachten. Wenn wir sie nach der Regel der Multiplikation der Quaternionen miteinander
multiplizieren, so erhalten wir

G1q2 = —(b1by + c109 + didy) + (c1dy — dyca)i + (diby — bids) g + (bica — c1bo)k (1)

Wir schreiben den skalaren Teil und den vektoriellen Teil der Quaternion ¢;¢, einzeln:

skalarer Teil —(blbg “+ ci1co + d1d2> (2)
vektorieller Teil (Cldg — d1C2)i + (dle - bldg)j + (blCQ — Clbg)]{? (3)

1.4.2 Das Skalarprodukt

Jeder der Ausdriicke (2) und (3) besitzt eine bestimmte geometrische Bedeutung. Die Summe
b1by + c1co + didy ist, wie wir sofort zeigen werden, gleich |q1||ga| cos ¢, d.h., dem Produkt
der Langen der Vektoren ¢; und ¢ (oder, was das gleiche bedeutet, der absoluten Betrage der
Quaternionen ¢; und ¢2) mit dem Kosinus des eingeschlossenen Winkels.

Ein solches Produkt wird in der Mathematik sehr haufig betrachtet. Es tragt den besonderen
Namen Skalarprodukt der Vektoren ¢; und ¢ und wird gewdhnlich mit (¢;,q2) bezeichnet. Wir
betonen, dass das Skalarprodukt eine (reelle) Zahl und kein Vektor ist.

Auf diese Weise haben wir durch Definition

(Q17QZ) = |Q1H(J2\ COs

Wir wollen noch die Formel
(q1,92) = b1by + c1c0 + dids

beweisen.

In der Abb. 3 ist ein Dreieck dargestellt, das durch die Vektoren ¢; und g gebildet wird. Eine
seiner Ecken befindet sich im Koordinatenursprung, die zwei anderen Ecken sind die Punkte
M und M, (die Endpunkte der Vektoren ¢; und ¢2), deren Koordinaten entsprechend by, ¢1, dy
und b, ¢, dy sind.
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%

74

Abb.3 ¥

Wir haben
(OM))? =24+ +d2 , (OMy)* = b2+ 2+ d2

und
(M1M2)2 = (bl — 62)2 + (Cl — 62)2 + (dl — d2)2

woraus folgt
(MlMQ)Q = (OM1)2 + (OM2)2 — 2(b1b2 + C1Co + dldg)

Nach dem bekannten Kosinussatz ist aber
(M1M2)2 = (OM1)2 + (OM2)2 - 2OM1 . OMQ - COS @

wobei ¢ der Winkel an der Ecke O ist, d.h., der Winkel zwischen den Vektoren ¢; und g¢s.
Durch Vergleichen der hingeschriebenen Gleichungen erhalten wir

OM; - OMs - cos ¢ = biby + c1c0 + didy

was zu beweisen war.
Folglich ist der Realteil des Produktes der vektoriellen Quaternionen ¢; und ¢ gleich dem mit
dem Minuszeichen versehenen Skalarprodukt von ¢; und ¢s.

Wir bemerken: wenn die Vektoren ¢; und ¢y senkrecht aufeinander stehen, so ist ihr Skalar-
produkt gleich Null (¢ = 7/2, cosp = 0); folglich ist auch der Realteil des Produktes der
Quaternionen ¢;qo gleich Null. In diesem Falle wird die Quaternion ¢;g2 zu einem "reinen"
Vektor.

Die Umkehrung ist natiirlich auch richtig: wenn die Quaternion ¢;¢> ein "reiner" Vektor ist,
dann ist das Skalarprodukt von ¢; und ¢y gleich Null, folglich ist cos ¢ = 0 und die Vektoren
¢1 und ¢o stehen senkrecht aufeinander.

Es bleibt noch zu bemerken, wenn ¢; und ¢, senkrecht aufeinander stehen, ist q1q2 = —q2q;.
Dies ist sofort aus Formel (1) ersichtlich, wenn man beriicksichtigt, dass der Realteil von ¢;¢2
gleich Null ist.

1.4.3 Das Vektorprodukt

Die geometrische Bedeutung des vektoriellen Teils des Produktes ¢;g2 zu bestimmen, d.h. des
Ausdrucks, der auf der rechten Seite der Gleichung (3) steht, ist etwas schwieriger. Dieser
Ausdruck wird Vektorprodukt des Vektors ¢; mit dem Vektor ¢ genannt und mit ¢; X ¢
bezeichnet:

1 X @2 = (c1dy — dyca)i + (diby — bida)j + (bica — c1bo)k

Es zeigt sich, dass der Vektor ¢; x go senkrecht auf jedem der Vektoren ¢; und ¢; steht
und seine Lange gleich |¢1] - |go| sin g ist oder, was das gleiche ist, dem Flacheninhalt S des
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1.4 Quaternionen und Vektoralgebra

Parallelogramms, das durch die Vektoren ¢; und ¢, aufgespannt wird.

Um zu beweisen, dass die Vektoren ¢; X ¢o und ¢ senkrecht aufeinander stehen, geniigt es,
wie wir wissen, zu Uberpriifen, dass der Realteil des Produktes dieser Quaternionen gleich
Null ist oder dass ihr Produkt ein "reiner" Vektor ist. Aufgrund von (1) und (4) gilt aber

@1 X g2 = q1¢2 + (q1,q2), deshalb ist]

a(2 % @) — a(1g2 + (¢1,92)) = 12 + (q1.2) 1 = —|@1)*@2 + (¢1,¢2)

Rechts steht die Summe zweier Vektoren, d.h, erneut ein Vektor. Dass die Vektoren ¢; X ¢o
und go senkrecht aufeinander stehen, wird analog bewiesen.

Wir bestimmen jetzt die Lange des Vektors ¢; X go. Sein Quadrat ist gleich
(c1dy — dica)? + (diby — bida)® + (bico — c1bo)?
oder (nach identischer Umformung)
(b7 + ¢ +d3) (b3 + &5 + d3) — (biby + c1co + dids)®

Der letzte Ausdruck ist gleich

|q1|2|q2|2 - (QM]Q)Q
oder, wenn man sich die Definition des Skalarprodukts in Erinnerung ruft, gleich
|2

|@1go” — |@1]?[q2? cos® 0 bzw.  |gi[?|ga|*sin® ¢

Folglich ist das Quadrat der Lange des Vektors ¢; x ¢ gleich

|¢1]?|ga|* sin® ¢

d.h. S?, was zu beweisen war.

Die von uns aufgezeigten Eigenschaften des Vektors ¢; x g2, namlich das Senkrechtstehen auf
@1 und g2 sowie seine Lange .S, bestimmen ihn noch nicht vollstandig.

Abb.4

2|m Verlauf der Rechnung haben wir ¢? durch die Zahl —|q;|? ersetzt. Dies kann man aufgrund der Gleichung
(1) tun. Aus (1) folgt
¢ = — (07 + ¢l +d7) + 0i + 0 + Ok = —[q1|?
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1.4 Quaternionen und Vektoralgebra

Genau zwei einander entgegengesetzte Vektoren (Abb. 4) besitzen solche Eigenschaften. Wel-
cher von ihnen ist aber ¢; X ¢27 Die letzte charakteristische Eigenschaft, die die Beschreibung
des Vektors ¢; X gy abschlieBt, besteht in folgendem: die Vektoren ¢, g und ¢; X ¢o sind im
Raum ahnlich wie ¢, j und k orientiert.

Damit wollen wir sagen, wenn man von der Spitze des Vektors ¢; X ¢, auf die Ebene der
Vektoren ¢; und ¢s sieht, so erfolgt die Drehung von ¢; nach g3 um den kleinsten Winkel in
der gleichen Richtung (d.h. im Uhrzeigersinn oder entgegengesetzt), in der man von der Spitze
des Vektors k die Drehung von i nach j um den kleinsten Winkel sehen kann (Abb. S)EI.

9=
71

Abb.5

Folglich gilt fiir die Multiplikation rein vektorieller Quaternionen die Formel

012 =—(q1,¢) + @1 X ¢

wobei (¢1, ¢2) das skalare und ¢; x g2 das vektorielle Produkt der Vektoren ¢; und g, ist. Wir
sehen daher, dass das Skalarprodukt und das Vektorprodukt sich so darstellen, als waren sie
"Bruchstiicke" des Produktes der Quaternionen.

Die Operationen der skalaren und der vektoriellen Multiplikation zusammen mit der Addition
von Vektoren und der Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl liegen einem ganzen Gebiet
der Mathematik zugrunde, der Vektoralgebra, die sowohl in der Mathematik selbst, als auch in
der Physik (besonders in der Mechanik) zahlreiche Anwendungen besitzt. Verschiedene dieser
Anwendungen sind dem Leser wahrscheinlich bekannt.

Die Arbeit ist das Skalarprodukt des Vektors der Kraft mit dem Vektor des Weges u.a.m. Wir
bemerken, dass, genaugenommen, die Vektoralgebra bedeutend spater als die ersten Arbeiten
Uber die Theorie der Quaternionen auftrat.

Die Arbeiten des Schopfers der Theorie der Quaternionen, des englischen Mathematikers W.
Hamilton, gehen bis in die fiinfziger Jahre des vergangenen Jahrhunderts zuriick, wahrend die
Hauptsatze der Vektoralgebra erst in den achtziger Jahren des vergangenen Jahrhunderts in
den Arbeiten des amerikanischen Mathematikers und Physikers J. W. Gibbs formuliert wurden.

1.4.4 Geometrische Deutung der Multiplikation einer beliebigen Quaternion mit
einer rein vektoriellen Quaternion

Da die Multiplikation der Quaternionen zwei Formen der Vektormultiplikation (skalare und
vektorielle) in sich vereinigt, werden die Quaternionen zu einem bemerkenswerten Hilfsmittel
bei der Losung einiger Aufgaben der Geometrie und der Mechanik. Etwas weiter unten werden

3Hier eine kurze Erklarung dieses Sachverhaltes. Wir stellen uns vor, dass sich die Spitzen der Vektoren i und
J, wenn man sie im Raum verschiebt, den Spitzen der Vektoren ¢; und g2 (entsprechend) nahern. In der
Ausgangslage ist das Tripel i, 7, i x j ahnlich orientiert wie ¢, j, k (da ¢ x 7 = k). Da sich wahrend des
Verschiebens die Orientierung nicht dndern kann, muss das Endtripel g1, g2, 1 X g2, die gleiche Orientierung
wie 1, 7, k haben.
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1.4 Quaternionen und Vektoralgebra

wir als Beispiel eine sehr schwierige Aufgabe anfiihren, deren Losung man mit Hilfe der Qua-
ternionen besonders einfach und elegant erhalt.

Wir missen jedoch dazu zuerst lber die geometrische Bedeutung der Multiplikation einer
beliebigen Quaternion mit einer rein vektoriellen Quaternion sprechen. Es moge

g=a+bi+cj+dk
eine beliebige Quaternion sein, deren absoluter Betrag gleich 1 ist, d.h.
A+ +E+d2=1

Wir setzen
g=a+¢q mit ¢ =bi+cj+dk
Weil |a?| + |¢']* = 1 gilt, existiert ein solcher Winkel o, dass

a=cosy  und |¢'| = sing
ist. Offensichtlich ist ¢ = |¢'|p, wobei p ein Vektor der Lange 1 ist. Folglich ist
q = COs @ + psin

Wir betonen noch einmal, dass jede Quaternion mit einem absoluten Betrag gleich 1 in einer
solchen Form (wobei p ein Vektor der Lange 1 ist) dargestellt werden kann. Wir multiplizieren
jetzt von rechts die Quaternion ¢ mit irgendeiner vektoriellen Quaternion v, wobei wir uns auf
den Fall beschranken, dass der Vektor v senkrecht auf p steht. Wir erhalten

qu = (cos ¢ + psing)v = v cos ¢ + pvsin p

Da p und v senkrecht aufeinander stehen, besitzt das Produkt pv einen verschwindenden
Realteil; der vektorielle Teil wird gleich pxwv sein, d.h., ein Vektor der Lange |p|-|v| sinsin 7/2 =
|v|, der senkrecht auf p und v steht und in Bezug auf p und v auf die gleiche Weise orientiert
ist, wie der Vektor k in Bezug auf ¢ und j.

Wir werden diesen Vektor mit © bezeichnen. Man kann sagen, dass ¥ aus v durch Drehung
des Vektors gf*| um 7 /2 erhalten wurde. Also ist

qu = v Cos p +TUsin

Es geniigt jetzt ein Blick auf Abb. 6, um zu verstehen, dass der Vektor gv aus v durch Drehung
um die Achse des Vektors p um den Winkel ¢ erhalten wurde.

Abb.6

*Der Begriff "Drehung um p" ist zweideutig, da man in zwei Richtungen drehen kann. Von nun an betrachten
wir eine Drehung (um p) stets in der Richtung, in der sich die kiirzeste Drehung von i nach j (um k)
vollzieht.
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Folglich stellt, wenn p irgendein Vektor der Lange 1 und v ein beliebiger Vektor ist, der
senkrecht auf p steht, die Multiplikation von v von links mit der Quaternion

q = COs @ + psin

die Drehung des Vektors v um die Achse p um den Winkel dar. Bis zu einem gewissen Grad
kann man diese Tatsache als geometrische Deutung der Multiplikation (von links) mit der
Quaternion ¢ betrachten; enttduschend ist, dass man den Vektor v nicht willkiirlich, sondern
nur senkrecht auf p stehend wahlen kann.

1.4.5 Darstellung einer beliebigen Drehung im Raum mit Hilfe der Quaternionen

Man kann, wie sich erweist, auch die Drehung eines jeden Vektors v um die Achse p in
Quaternionenform schreiben; man muss jedoch dazu mehr Operationen auf v ausiiben: anstelle
der Multiplikation von links mit ¢ wird der kompliziertere Ausdruck

qug!

benétigt. Hier bedeutet ¢! die Quaternion, die zu ¢ invers ist, d.h., eine solche, fiir die gilt
gqq~' = 1. Man kann leicht sehen, dass

¢t = cos (p — psin g
gilt; in der Tat ist
(cos ¢ + psin)(cos ¢ — psin ) = cos® p — p?sin® p = cos? ¢ +sin® p = 1

Wir werden zeigen, dass man den Vektor qug~! aus v durch Drehung um die Achse p um den
Winkel 2¢ erhalt!

Zunachst moge v senkrecht auf p stehen. Wir haben

qug~' = qu(cos ¢ — psin @) = qucos ¢ — (qu)psin ¢
Wie wir aber bereits wissen, ist guv erneut ein Vektor, der senkrecht auf p steht; deshalb ist

(qu)p = —p(qv). Die Quaternion p(qv) ist, wie wir friiher sahen, der Vektor, den man aus qv
durch Drehung um die Achse p um den Winkel 7w/2 (Abb. 7) erhalten kann.

-

P g

Abb.7
Wir bezeichnen ihn wie frither mit gv. Folglich ist
quq! = qu cos @+ qusinp

Der Ausdruck, der auf der rechten Seite steht, stellt den Vektor dar, der aus gv durch Drehung
um p um den Winkel ¢ erhalten wurde.
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1.4 Quaternionen und Vektoralgebra

Wenn man noch beriicksichtigt, dass der Vektor quv selbst aus v durch dieselbe Drehung
erhalten wurde, zeigt sich, dass man quq~! aus v durch Drehung um p um den Winkel 2y
erhalt.

Um den allgemeinen Fall zu betrachten, bemerken wir: Wenn ein Vektor v proportional p ist
(d.h. v = Ap), dann gelten offensichtlich qv = vq und qug'™ = vqq™" = v.

Es moge jetzt v ein beliebiger Vektor sein. Wir zerlegen ihn in zwei Bestandteile
V=1 + Vs
wobei v; ein Vektor ist, der senkrecht auf p steht und v, proportional p ist. Dann ist

quq = quigT + quagTt = quigT! + vy

Daraus ist ersichtlich, dass der Bestandteil v; sich um den Winkel 2¢o um p dreht, der Bestand-
teil vy aber unverandert bleibt. Als Ergebnis dreht sich der ganze Vektor v um den Winkel 2¢
um die Achse p.

Wir haben so bewiesen, dass jeder Vektor v bei einer Drehung um die Achse p um den Winkel
2¢ in qug~! iibergeht, wobei
q = cosp+psing

ist. Deshalb sagen wir, dass die beschriebene Drehung der Quaternion ¢ entspricht.

1.4.6 Die ,,Addition*“ von Drehungen

Wir hatten friiher versprochen, die Anwendung der Quaternionen an einem Beispiel, einer
schwierigen Aufgabe aus der Geometrie, zu beschreiben. Wir tun dies jetzt. Die Aufgabe, von
der die Rede sein wird, behandelt die Zusammensetzung von Drehungen (im Raum).

Die Drehung moge um den Winkel 2, um irgendeine Achse, die durch den Einheitsvektor p;
charakterisiert ist, ausgefiihrt werden; danach moge eine andere Drehung um den Winkel 2¢,
um die Achse, die durch den Einheitsvektor py charakterisiert ist, ausgefiihrt werden.

Als Ergebnis erhalten wir eine bestimmte neue Drehung, das Resultat der aufeinanderfolgenden
Ausfiihrung der zwei angegebenen. Es fragt sich, wie man die Achse und den Winkel der
resultierenden Drehung findet?

Bei der ersten Drehung geht der beliebige Vektor v, wie wir wissen, in vy = qlfuqfl uber, wobei
q1 = cos 1 + p1 sin ¢ ist. Bei der zweiten Drehung geht v; in
— -1 _ 1y, —1 __ 1
vy = @uigy - = @(qvgy)qy - = (02q1)v(q2q1)
1

liber (wir bemerken, dass (g2q1) ™" gleich ¢y gy " ist, weil (g2q1)(qi—1¢5y ") = 1 ist). Als Er-
gebnis der aufeinanderfolgenden Ausfiihrung zweier Drehungen geht der Vektor v in

vy = (¢2q1)v)q2q1) "

uber. Auf diese Weise erhalt man als Resultat von zwei aufeinanderfolgenden Drehungen,
die den Quaternionen ¢; und ¢, entsprechen, eine dritte Drehung, die der Quaternion ¢»q;
entspricht.

Es bereitet keine Schwierigkeit, die Quaternion ¢sq; zu berechnen, da die Multiplikationsregel
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fir Quaternionen bekannt ist. Wenn wir ¢»g; gefunden haben, bringen wir diese Quaternion in
die Form

G2q1 = cos + psin (6)
wobei p ein Vektor mit der Lange 1 ist. Dann ist die resultierende Drehung die Drehung um die

Achse p um den Winkel 2. Wie wir sehen, haben wir die Antwort mit Hilfe der Quaternionen
sehr einfach erhalten!

Wir betrachten ein Beispiel. Die erste Drehung mége um den Winkel 7/2 um die z-Achse
ausgefiihrt werden, die zweite hingegen um die y-Achse um den gleichen Winkel. Der ersten
Drehung entspricht die Quaternion

2
q1:COSZ+iSiHZ:\g_(1+i>

der zweiten die Quaternion
V2

G2 = 7(1+j)

Im gegebenen Fall ist
1 4 . 1 o
Qg = §<1+Z)<1+J) = 5(1+Z+J — k)

Um diese Quaternion in die Form (5) zu bringen, stellen wir fest, dass ihr Realteil gleich
0,5 = cos(w/3) ist. Davon ausgehend schreiben wir

T 1 (,+ k)| si T
=cos— |—(2 — sin —
q2q1 3 \/§ J 3

so verlauft die resultierende Drehung um den Winkel 27/3 um den Vektor p = (i +j —k)//3.

1.5 Hyperkomplexe Zahlen
1.5.1 Definition eines hyperkomplexen Zahlensystems

Die von uns betrachteten komplexen, bindren und dualen Zahlen sowie die Quaternionen wer-
den durch den allgemeineren Begriff des hyperkomplexen (iiberkomplexen) Zahlensystems zu-
sammengefasst.

Jetzt, da wir die einfachsten Beispiele solcher Systeme kennen, wird es uns leichter fallen, die
allgemeine Definition eines hyperkomplexen Zahlensystems zu verstehen.

Fiir eine feste natirliche Zahl n betrachten wir Ausdriicke der Form
ag + CLlil -+ a2i2 + ...+ anin (1)

wobei ag, ai, as, ..., a,, beliebige reelle Zahlen und iy, is, ..., 7, bestimmte Symbole sind (die wir
manchmal imaginare Einheiten nennen werden). Vor allem vereinbaren wir, dass die Gleichheit
zweier solcher Ausdriicke

ag + alil + Ggig + ...+ anin = bo + blil -+ bQiQ + ...+ bnln

bedeutet, dass
ag = bg,a; = by,...,a, = b,
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ist. Fur eine abgekiirzte Schreibweise der Ausdriicke (1) werden wir die halbfetten Buchstaben
a, b, c, u, v, w, ... verwenden, wobei wir nur fir Ausdriicke der Form

eine Ausnahme machen, indem diese manchmal einfach mit ay bezeichnet werden.[‘f]

Wir werden fiir die Ausdriicke (1) die Grundrechenarten Addition, Subtraktion und Multipli-
kation erklaren. Die Addition und die Subtraktion werden definiert durch die Formeln

(ap + aqiy + ... + anin) + (bo + by + ... + bpiy) = (ag + bo) + (a1 + b1)iy + ... + (an + by)iyn)
und
(ao + (Ilil + ...+ anln) — (bo + b1i1 + ...+ bnin) = (CLQ — b[)) + (a1 - bl)il + ...+ (an — bn)'n)

die Multiplikation hingegen wird auf folgende Weise eingefiihrt.
Es wird eine "Multiplikationstafel" gegeben, d.h., es wird gezeigt, wem alle moglichen Produkte

g

gleich sind, wobei o und /3 beliebige Zahlen von 1 bis n sind. Im ganzen gibt es offensichtlich
n X n = n? solcher Produkte. Jedes Produkt i,is muss erneut einen Ausdruck der Form (1)
darstellen, d.h.

iaiB =po+ plil + ... +pnin (2)

wobei pg, p1, ..., P, bestimmte reelle Zahlen sind. Jeder Kombination der Indizes «, 3 entspricht
natirlich ein eigener Koeffizientensatz pg, p1, ..., Pn-
Um die Abhangigkeit dieser Koeffizienten von «, 3 zu unterstreichen, schreiben wir in (2)
Pa.pi anstelle von p;; damit wird (2) moglicherweise uniibersichtlicher, aber dafiir umfasst die
Gleichung

iaig = Dapo + Pagilt + ... + Papnin (2)

gleich alle Falle. Der Satz Zahlen p,s,; ergibt gerade die Multiplikationstafel.
Im ganzen muss es n?(n + 1) dieser Zahlen geben, denn fiir jede Kombination «, 3 lauft i von
0 bis n.
Im Falle der komplexen Zahlen zum Beispiel ergibt sich die Multiplikationstafel aus der einzigen
Gleichung

i-i=—1+0i

Im Falle der Quaternionen ergibt sich die Tafel aus neun Gleichungen und kann auf folgende
Weise geschrieben werden:

‘ i j k
i -1 k -
j |-k -1 i
k| j -i -1

5Durch die von nun an konsequent benutzte Schreibweise ergeben sich gelegentlich verschiedene Schriftbil-
der fiir die gleichen Sachverhalte, so wird fiir die imaginare Einheit i der komplexen Zahlen zukiinftig i
geschrieben werden u.d.m. (A.d.R.)
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Es ist verstandlich, dass jedes Quadrat der Tafel eine der Gleichungen (3) vertritt: zum Beispiel
i-j=k=0+0i+0j+ 1k
Nachdem die Multiplikationstafel gegeben ist, erklaren wir das Produkt
(ap + ariy + ... + aniy) - —(bo + byiy + ... + byiy)

durch die ibliche Regel der Multiplikation einer Summe mit einer Summe (wir multiplizieren
jeden Summanden der ersten Summe mit jedem Summanden der zweiten und addieren die
Resultate), wobei wir Produkte der Form (a,is)(8sig) in aaBs(iaig) umformen und i,ig nach
Formel (3) ersetzen; danach fassen wir gleichartige Glieder zusammen. Als Ergebnis erhalt man
erneut einen Ausdruck der Form (1).

Die Menge aller Ausdriicke der Form (1), fiir die die Operation der Addition und der Multipli-
kation, wie oben gezeigt, eingefiihrt wurde, wird hyperkomplexes System der Dimension n + 1
genannt, die Ausdriicke (1) selbst aber hyperkomplexe Zahlen. Wie aus der oben angefiihr-
ten Beschreibung folgt, ist ein hyperkomplexes System einer gegebenen Dimension vollstandig
durch seine Multiplikationstafel definiert.

Wir erwahnen einige Eigenschaften der Multiplikation, die in jedem hyperkomplexen System
erfullt sind.

1) Die Multiplikation einer reellen Zahl a, die als hyperkomplexe Zahl a + 0i; + ... + Oi,, be-
trachtet wird; mit der beliebigen Zahl by + b1iy + ... + b,i,, reduziert sich auf die Multiplikation
aller Koeffizienten by, by, ..., b, mit a:

(a+ 0iy + ... + 0ip)(bo + byiy + ... + buiy) = abg + abyiy + ... + abyiy,

und
(bo + b1iy + ... + buiy)(a + 0iy + ... 4+ 0i,,) = aby + abyiy + ... + abyiy,

Insbesondere gelten
l-v=v und v-l=v

wobei v eine beliebige hyperkomplexe Zahl ist.
2) Wenn u und v hyperkomplexe Zahlen sind sowie a und b beliebige reelle Zahlen sind, dann
ist
(au)(dv) = (ab)(uv)
3) Es gelten beide Varianten (linke und rechte) des Distributivgesetzes:

u(v+w)=uv+uw und (Vv+w)u=vu-+wu

Die Eigenschaften 1), 2) und 3) folgen offensichtlich aus dem Multiplikationsverfahren. Wir
unterstreichen noch einmal, dass sie in jedem hyperkomplexen System gelten.

1.5.2 Kommutative und assoziative Systeme. Systeme mit Division

Im Gegensatz zu den oben gezeigten Eigenschaften werden andere "gute" Eigenschaften der
Operation der Multiplikation wie

uv = vu (Kommutativgesetz)
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und
(uv)w = u(vw) (Assoziativgesetz)

bei weitem nicht in jedem hyperkomplexen System erfiillt. Wenn fiir je zwei Zahlen u und v,
die einem gegebenen System angehéren, die Gleichung

uv = vu

gilt, dann wird ein solches System kommutativ genannt. Die friiher von uns betrachteten Syste-
me der komplexen, bindren und dualen Zahlen sind kommutativ; das System der Quaternionen
ist demgegeniiber nicht kommutativ.

Es ist nicht schwer zu verstehen, was die Bedingung der Kommutativitat in den Termen der
Multiplikationstafel (3) bedeuten. Da im Falle eines kommutativen Systems

inis = isia
(fir alle & und 3 von 1 bis n) sein muss, ist

Pag,o +paﬁ,1i1 + ...+ paﬂ,nin = PBa,0 + pﬁa,lil + ... +pﬂa,nin

und folglich
Pap,o = PBa,05  PaB,l = PBa,1; -5 PaBn = PBan

(fiir alle o und S von 1 bis n).

Umgekehrt ist, wenn diese Gleichungen erfiillt sind, ein gegebenes System offensichtlich kom-
mutativ. So ist die Beziehung (4) zwischen den Zahlen p,s,; der Multiplikationstafel eine
notwendige und hinreichende Bedingung fir die Kommutativitat.

Wenn fiir je drei Zahlen u, v und w aus einem gegebenen hyperkomplexen System die Glei-
chung
(uv)w = u(vw)

erfiillt ist, wird das System assoziativ genannt [

Die Bedingung der Assoziativitat ist ebenfalls an bestimmte Beziehungen zwischen den Zahlen
Pap,i gekniipft, deren Auffindung wir dem Leser iiberlassen.

Wie wir wissen, sind die Systeme der komplexen, bindren und dualen Zahlen sowie auch der
Quaternionen assoziativ. Ein einfaches Beispiel eines nichtassoziativen Systems bilden die Zah-
len der Form a + bi + ¢j mit der Multiplikationstafel

i’=0, =0, ji=0, ij=i
In diesem Falle ist
(ii)j # i(ij)
Fir alle hyperkomplexen Zahlen kann man die Grundrechenarten Addition, Subtraktion und

Multiplikation erklaren. Eine Division ist nur in sehr wenigen hyperkomplexen Systemen mog-
lich.

SWir merken an, dass die von uns gegebene Definition eines hyperkomplexen Systems nicht in der geschicht-
lichen Tradition steht. Gewohnlich ist der Begriff der Assoziativitat in der Definition eines hyperkomplexen
Systems enthalten.
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1.6 Das Verdopplungsverfahren. Oktaven

Ubrigens miissen wir hier einmal genau sagen, was man unter der Méglichkeit der Division
versteht. Man sagt, dass ein gegebenes hyperkomplexes System ein System mit Division ist
(oder dass in ihm die Division moglich ist), wenn jede der Gleichungen

VX = U und XV =u

eine und nur eine Losung fiir jedes u, v mit v # 0 besitzt. Die Losung der ersten Gleichung
wird linker Quotient von u durch v, die Losung der zweiten rechter Quotient genannt. Im
allgemeinen stimmen der linke und der rechte Quotient nicht Gberein.

Beispiele von Systemen mit Division sind die komplexen Zahlen und die Quaternionen. Die
Dimension des ersten dieser Systeme ist gleich 2, die Dimension des zweiten ist gleich 4.
Eine merkwiirdige Tatsache, liber die wir spater noch sprechen werden, wurde erst unlangst
festgestellt: hyperkomplexe Systeme mit Division kdnnen nur die Dimension 2, 4 oder 8 besit-
zen.

Daraus ist ersichtlich, dass man in der groBen Zahl hyperkomplexer Systeme solche mit Divi-
sion nur sehr selten antrifft. Insbesondere ist jedes hyperkomplexe System, das aus Zahlen der
Form a + bi + ¢j mit einer beliebigen Multiplikationstafeln besteht, ein System ohne Division
(die Dimension eines solchen Systems ist gleich 3).

1.6 Das Verdopplungsverfahren. Oktaven

Wir werden jetzt von noch einem bemerkenswerten System hyperkomplexer Zahlen, die Okta-
ven genannt werden sprechen. Ebenso wie fiir die komplexen Zahlen und die Quaternionen sind
fir die Oktaven nicht nur Addition, Subtraktion und Multiplikation definiert, sondern auch die
Division.

AuBerdem erlaubt es die Betrachtung der Oktaven bei der Aufgabe liber die Summe von
Quadraten, die am Ende von § 3 gestellt wurde, einen Schritt weiterzugehen und die Identitat
(*) fur n = 8 zu erhalten.

Wie die Bezeichnung Oktaven (achtfache Zahlen) selbst zeigt, sind dies Ausdriicke, die aus acht
Gliedern bestehen. Zur Beschreibung solcher Ausdriicke muss man notwendigerweise sieben
"imaginare Einheiten" i, 75, ...,i7 haben. Also sind Oktaven Ausdriicke der Form

ap + aiiy + agiy + asiz + aqis + asis + agig + aziz

wobei ag, ai, as, ..., ag und a; beliebige reelle Zahlen sind.

Das Multiplikationsgesetz der Oktaven ist ziemlich kompliziert, deshalb werden wir es nicht
gleich definieren. Dafiir werden wir ein Verfahren beschreiben, das es erlaubt, auf sehr natiir-
lichem Weg die Oktaven aufzubauen, indem wir von den Quaternionen ausgehen.

Wir werden dieses Verfahren Verdopplung| nennen und die Oktaven als "verdoppelte" Qua-
ternionen definieren.

Das Verdopplungsverfahren besitzt lbrigens nicht nur eine Beziehung zu den Oktaven: Wir
werden sehen, dass man die Quaternionen selbst durch Verdopplung der komplexen Zahlen
erhalt und die komplexen Zahlen ihrerseits durch Verdopplung der reellen Zahlen.

"Oft wird es Cayley-Dickson-Verfahren genannt, nach den Mathematikern A. Cayley, dem Schopfer des
Systems der Oktaven, und L. E. Dickson, der als erster dieses Verfahren betrachtete.
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1.6.1 Ein anderer Zugang zur Definition der Quaternionen

Wir werden mit einer bestimmten Analyse des Systems der Quaternionen beginnen. Eine be-
liebige Quaternion
q=a+bi+cj+ dk

kann man unter Ausnutzung dessen, dass ij = k ist, in der Form
q = (a+ bi) + (¢ + di)j oder  q=12z; + 2y

darstellen, wobei z; = a + bi und z5 = ¢+ di ist. Wir werden sehen, wie sich bei einer solchen
Art der Darstellung der Quaternionen ihr Multiplikationsgesetz schreiben lasst.

Es moge zusammen mit q noch eine Quaternion
r=w; + wyj
gegeben sein. Durch Multiplikation von q mit r erhalten wir

qr = (21 + z2i) (W1 + Waj) = zywy + z1(Waj) + (Zo2j)wi + (22)) (wWaj)

= Z1W + Z1Wa] + ZojW; + Zojwoj (4)

(die Klammern in den Produkten haben wir weggelassen, weil die Multiplikation der Quater-
nionen assoziativ ist). Wir bemerken jetzt, da ij = —ji ist, gilt (a + bi)j = j(a — bi), d.h.

zj=jz
AuBerdem ist es leicht zu iiberpriifen, dass je zwei Elemente z und w der Form a+bi kommutativ
sind:
ZW = Wz

Damit kann man den zweiten und den dritten Summanden auf der rechten Seite von (1)
entsprechend in der Form wyz;j und z;w;j schreiben, anstelle des vierten Summanden aber
22W2j2 oder —wiz,. Folglich ist

qr = (z;w; — Wazy) + (Waz; + 2oW)j (2)

Wenn wir zur Darstellung einer Quaternion die Form q = z; + z5j benutzen, werden wir ein
wichtiges Moment bemerken. Da i = —1 ist, kann man alle Quaternionen a -+ bi, insbeson-
dere z; und z, als komplexe Zahlen deuten. Zusammen mit Formel (2) fiithrt uns dies zu einer
solchen Schlussfolgerung.

Man kann die Quaternionen als Ausdriicke der Form z; + z,j definieren, wobei z; und z, belie-
bige komplexe Zahlen sind und j ein bestimmtes Symbol. Dabei ist das Multiplikationsgesetz
solcher Ausdriicke durch die Formel (2) gegeben.

Das ist eine wesentliche Feststellung. Sie hilft uns, das Verdopplungsverfahren der hyperkom-
plexen Zahlen zu verstehen.

1.6.2 Verdopplung eines hyperkomplexen Systems. Definition der Oktaven

Wir fiihren eine Reihe von Definitionen ein. Es moge ein hyperkomplexes System %/ gegeben
sein, das aus Zahlen der Form

u=ag+ aiiy + asis + ... + a,iy,
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1.6 Das Verdopplungsverfahren. Oktaven

mit einem bestimmten Multiplikationsgesetz besteht. Wir vereinbaren, das Element
u=ag— alil — a2i2 — .. ani

konjugiert zu u zu nennen. Verdopplung des Systems %/ wird ein neues hyperkomplexes System
7 * mit doppelt so groBer Dimension (wie %) genannt, das auf folgende Weise aufgebaut wird.

Seine Elemente stellen Ausdriicke der Form
u; + use (3)

dar, wobei u; und us beliebige Elemente aus % sind und e ein bestimmtes Symbol ist. Die
Addition der Elemente aus % erfolgt auf natiirliche Weise

(u; + use) + (v +voe) = (u; +vp) + (uz + vo)e (4)
die Multiplikation hingegen wird durch die Formel
(u; + uze)(vy + voe) = (uvy — Vaus) + (Vouy + ugvy) (5)
definiert (der Strich bedeutet die Konjugation in %/).

Den Leser mag es befremden, dass wir beim Definieren des Systems % (2 erstens auf die
gewohnte Schreibweise der hyperkomplexen Zahlen und zweitens auf die Angabe der Multipli-
kation mit Hilfe einer Tafel verzichteten. Die Zahlen aus % mdissten in der Form

ag + ayiy + agly + ... + aply + Apyiingr + oo+ Qopgiiong (6)

geschrieben werden, jedoch bevorzugen wir die kiirzere Schreibweise (3), da man jedem Aus-
druck (6) zwei Elemente des hyperkomplexen Ausgangssystems zuordnen kann:

u; = ag + aiip + ... + iy ; Uy = Gpy1 + Gpyolt + .o+ A2pg1in

und folglich auch den Ausdruck (3) (er kdonnte als "Code" fiir die hyperkomplexen Zahlen (6)
gelten). Umgekehrt, wenn ein Ausdruck der Form (3) gegeben ist, so kann man durch ihn (6)
bilden.

Die kurze Schreibweise (3) besitzt im Vergleich mit (6) einen wesentlichen Vorteil. Statt die
Multiplikation in % ®) mit Hilfe einer Tafel anzugeben, kénnen wir sie in der iiberschaubaren
Form (5) schreiben. Natiirlich kann man der Formel (5) die Multiplikationstafel fir die "ima-
ginaren Einheiten" iy, iy, ..., is, 1 entnehmen.

Wir werden uns in allgemeiner Form nicht mit dieser Tafel beschaftigen, fiir den uns am meis-
ten interessierenden Fall der Oktaven werden wir sie weiter unten vollstindig angeben.

Wir haben damit das Verdopplungsverfahren definiert. Als Beispiel mag der Ubergang von den
komplexen Zahlen zu den Quaternionen dienen. Das, was am Anfang dieses Paragraphen ge-
tan wurde, bedeutet faktisch, dass das System der Quaternionen die Verdopplung des Systems
der komplexen Zahlen ist. Man kann auch leicht tberpriifen (dem Leser wird empfohlen, dies
selbsténdig zu tun), dass man die komplexen Zahlen durch Verdopplung der reellen erhilt.

Das Hauptziel dieses Paragraphen ist, wie wir bereits sagten, der Aufbau des Systems der Ok-
taven. Die Definition der Oktaven kann jetzt in einigen Worten formuliert werden: das System
der Oktaven ist die Verdopplung des Systems der Quaternionen.

Alle Eigenschaften des Systems der Oktaven erhalt man auf natiirliche Weise aus der gege-
benen Definition. Im nachsten Punkt beginnen wir mit der ausfiihrlichen Untersuchung dieser
Eigenschaften.

33



1.6 Das Verdopplungsverfahren. Oktaven

1.6.3 Die Multiplikationstafel im System der Oktaven

Oktaven sind also gemaB Definition Ausdriicke der Form

q; + g€

wobei q, und q, beliebige Quaternionen sind. Das Multiplikationsgesetz besitzt folgende Form

(a; + gqe)(r1 + ree) = (g — Fody) + (r2q; + gyt )e (7)

Wir werden vor allem sehen, wie eine solche Definition der Oktaven mit der Darstellung in der
Form
ap + aqiy + agis + agiz + aqig + asis + agig + arziz (8)

verkniipft ist, genauer gesagt, wir werden die Multiplikationstafel fiir die imaginaren Einheiten
i1, ..., iy bilden. Die Quaternionen q, und q, die der Schreibweise (8) entsprechen, sind

d, = ao + aqi + asj + ask und d, = a4 + asi + agj + a7k
Wir vereinbaren, der groBeren Einheitlichkeit halber anstelle von (8) zu schreiben

a+bi+ cj + dk + AE + Bl + CJ + DK

wobei a,b,c,d, A, B,C, D die fritheren ag,ay, ...,a7 sind und i,j, k, E,1,J, K die neuen Be-
zeichnungen fiir die "imaginaren Einheiten" iy, ..., i;7. In diesen Bezeichnungen werden die Qua-
ternionen ¢; und ¢ zu

q; =a+bi+cj+dk und q, = A+ Bi+ Cj+ Dk

Aus (7) ergibt sich, wie wir bereits bemerkten, die Multiplikationstafel fiir die Einheiten
i,j,k,E, 1,J K.
Wenn wir zum Beispiel in der Formel (7) q, = ro = 0 setzen, erhalten wir

(9, + 0e)(r; + 0e) = q,r; + Oe

auf diese Weise werden die Oktaven ¢; und r; wie Quaternionen multipliziert. Daraus folgt,
dass die Multiplikationstafel fiir die Einheiten i, j und k genau dieselbe ist wie im Falle der
Quaternionen:

ij=k ji=—k jk=i kji=—i, ki=j, ik=—j

Die niedergeschriebenen Gleichungen geben die Ausdriicke fiir nur 9 Produkte von insgesamt
49 wieder (in unserem Falle haben wir 7 Einheiten und folglich 7 x 7 = 49 paarweise Produkte).
Es besteht keine Notwendigkeit, die (ibrigen 40 Produkte niederzuschreiben, da es eine ziemlich
einfache Methode gibt, sich die ganze Tafel zu merken. Sie besteht in der Angabe der folgenden
sieben Triaden:

I J -k i E |
i j k I j K j E J
i J K k E K
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1.6 Das Verdopplungsverfahren. Oktaven

Es ist nicht schwer, sich diese Triaden zu merken: Jede Triade im ersten Rahmen erhalt man
aus der Triade der Symbole i, j, k, wenn man vor eins das Minuszeichen setzt und die zwei
anderen durch die entsprechenden groBgeschriebenen Symbole - ersetzt; jede der Triaden im
zweiten Rahmen enthélt E und zwei gleichartige Symbole.

Um die Multiplikationstafel zu erlautern, bezeichnen wir mit «, 3, eine beliebige der an-
gegebenen sieben Triaden (die Reihenfolge der Symbole in der Triade ist wesentlich). Dann
ist

oF=-1, pF=-1 7=-1
af =7y, Pa=-y, Py=qa, AB=-a, ya=p ay=-pf
d.h., a, 8 und v werden genauso multipliziert wie die Quaternionen i, j und k.

J

Abb.8 1 J K

Als gute lllustration dieser Regel dient Abb. 8. Auf ihr ist ein Dreieck mit den Ecken I, J und
K und den Seitenmittelpunkten i, j und k abgebildet; im Schnittpunkt der Seitenhalbierenden
liegt der Buchstabe E.

Auf jeder Geraden befinden sich drei "imaginare Einheiten". AuBerdem betrachtet man die drei
Einheiten i, j, k als einer "Geraden" zugehorig (die auf der Abbildung symbolisch durch einen
Kreis dargestellt ist).

Auf der Abbildung sind also 7 "Geraden" und auf jeder von ihr liegen drei Einheiten. Um das
Produkt von zwei beliebigen Einheiten zu finden, muss man die "Gerade" betrachten, die durch
diese Einheiten bestimmt wird, und die dritte Einheit dieser "Geraden" mit dem Zeichen +
oder — nehmen.

Es ist interessant, dass man die Einheiten i,j,k,E,1,J, K in dieser Zeichnung auf mehrere
Arten darstellen kann. Es geniigt, i,j,k als auf einer "Geraden" (einer beliebigen von den
sieben) liegend zu nehmen, irgendeinen der lbrigen Punkte mit E zu bezeichnen und dann I,
J, K auf den Geraden iE, JE, kE anzuordnen; das Resultat fiihrt uns erneut zu einem richtigen
Bild.

1.6.4 Die Konjugation im System der Oktaven. Der absolute Betrag einer Oktave

Es moge
u=a+bi+c+dk+ AE+ Bl + CJ+ DK (9)

eine beliebige Oktave sein. Die Oktave
u=a—-bi—c¢—dk—AE—- Bl -(CJ—- DK
werden wir konjugiert zu u nennen. Wenn man anstelle von (9) die kiirzere Schreibweise

u=gq; +qpe
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1.6 Das Verdopplungsverfahren. Oktaven

verwendet, wobei
q, =a+bi+cj+dk und g, = A+ Bi+Cj+ Dk

ist, dann erhalt man fir die konjugierte Oktave den Ausdruck

u=q; —qe

Wir berechnen jetzt das Produkt einer beliebigen Oktave u mit ihrer konjugierten Oktave .
Wir werden sehen, dass dieses Produkt, wie auch im Falle der komplexen Zahlen oder der
Quaternionen, gleich einer reellen Zahl ist (d.h. einer Oktave der Form a + 0i+ 0j + ... + 0K).
Es ergibt sich

ut = (4, + z¢) (@ — a2¢) = (0,01 + Tx0a) + (—920; + A0y )€

Unter Beriicksichtigung, dass fiir Quaternionen qq = qq = |q|* gilt, finden wir damit

uu = q;q; +qyqy = |CI1|2+ |q2’2 (10)
Die Quadratwurzel aus dem Ausdruck

. + [a*

wird absoluter Betrag oder Norm der Oktave u genannt und mit |u| bezeichnet. Wir bemerken,
dass fiir eine Oktave u, die in der Form (9) gegeben ist, das Quadrat ihres absoluten Betrages
gleich
A+ + A+ dP+ AP+ B+ O+ D? (11)
ist. Auf diese Weise haben wir nach Definition des absoluten Betrags
ut = |ul? (12)
Zu dieser Gleichung kann man eine andere hinzufiigen

uu = |uf?

die aus der Tatsache hervorgeht, dass das Quadrat des absoluten Betrages der Oktave u mit
dem Quadrat des absoluten Betrages der konjugierten Oktave © Ubereinstimmt (das auch
gleich (11) ist).

1.6.5 Der absolute Betrag eines Produkts von Oktaven

Das System der Oktaven besitzt viele Gemeinsamkeiten mit den Systemen der komplexen
Zahlen und der Quaternionen. Eine der Gemeinsamkeiten besteht in der wichtigen Eigenschaft,
dass der absolute Betrag des Produkts von je zwei Oktaven gleich dem Produkt der absoluten
Betrage dieser Oktaven ist

|uv| = [ul|v| (13)

oder, was aquivalent ist,
uv|* = Jul*|v]? (14)

Den Beweis der Gleichung (14) kann man durch direkte Berechnung fithren. Wir berechnen
luv|? und |u|?|v|? einzeln. Da

uv = (q; + q,e)(r, + rze) = (q,ry — F2q,) + (r2q; + qyf7)e

36



1.6 Das Verdopplungsverfahren. Oktaven

ist, erhalten wir durch Anwenden von Formel (10)

]uv|2 = (q,r1 — 12Qy)(q,r1 — F20qy) + (r2qy + qoF1) (r2q; + qyf7)

oder unter Beriicksichtigung der Eigenschaft der Konjugation fiir Quaternionen

luv|® = (g, — 2q,) (Fa; — Gur2) + (r2qy + 4,77 (GrFs + 1ay)

Andererseits gilt

u?lv|* = (@,@; + Q.85) (177 + rof)
Durch Vergleichen beider Ausdriicke finden wir, dass sie sich durch die Summe der vier Sum-
manden

S =g nQ; + QN q Tz — g0, — R24,Nq;

unterscheiden. Deshalb bleibt noch zu beweisen, dass fiir je vier Quaternionen py,q,, ¥, ¥y
stets S = 0 ist.

Wir beginnen mit der offensichtlichen Bemerkung, dass S = 0 ist, wenn r; eine reelle Zahl ist.
Andererseits ist, wenn 75 eine rein imaginare Quaternion ist (und folglich ©z = —ry),

S = r3(q11Q; + 4,71q;) — (9,10, + 9F1qy)rs

Der Ausdruck in Klammern ist selbst die Summe zweier konjugierter Quaternionen und deshalb
gleich einer reellen Zahl; wir bezeichnen sie mit ¢. Dann ist

SZI’QC—CI'QZO

Man muss jetzt eine offensichtliche Eigenschaft des Ausdrucks S beriicksichtigen. Wenn er
fir ro = a und ry = b gleich 0 ist, so verschwindet er auch bei ro = a + b. Weil sich jede
Quaternion ry als Summe einer reellen Zahl und einer rein imaginaren Quaternion darstellen
|asst, wobei fiir beide Summanden S = 0 ist, ist damit .S identisch Null.

1.6.6 Eine ldentitat fiir acht Quadrate

Die im vorhergehenden Punkt aufgestellte Gleichung
uv|* = |uf?|v]” (15)

stellt einen neuen Beitrag zur Losung der Aufgabe tiber die Summe von Quadraten, die am Ende
von § 3 gestellt wurde, dar, weil sie in der ausfiithrlichen Schreibweise (wenn man sie von rechts
nach links liest) selbst eine Identitat darstellt: das Produkt einer Summe von acht Quadraten
mit einer Summe von acht Quadraten ist wiederum eine Summe von acht Quadraten.

In der Tat, es moge

u=a+bi+c+dk+AE+ Bl +CJ+ DK
v=d +bVi+j+dk+AE+B1+C'J+ DK und
UV:®0+®1I+<I)2J—|—q)3k+q)4E+q)5l+(I>6J—|—(I>7K

sein. Dann nimmt Gleichung (15) die Form

(a®>+ ...+ D)(a?+ ..+ D?) =02+ & + ... + d2
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1.6 Das Verdopplungsverfahren. Oktaven

an. Es versteht sich, dass man hier @y, @1, ..., 7 unter Benutzung des Multiplikationsgesetzes
der Oktaven durch Ausdriicke in a,...,D, d’, ...,D’ ersetzt. Nachdem diese umfangreiche Arbeit
getan ist, gelangen wir zur folgenden ldentitat:
(a2+b2+02+d2+A2+B2+C’2+D2)-(a’2+b’2+c’2+d’2+A’2+B’2+C’2+D’2):
= (ad' — bV — ¢ —dd — AA' — BB' — CC' — DD')?
(ab' +ba' +cd +dd — AB+ B'A+C'D — DC’)2
(ad 4+ ca' —bd +dv — A'C +C'A— B'D + D'B)?
(ad' +da’ +bc +ct — AD+D'A+ B'C—C'B)?
(A'a— B'b—C'c— D'd+ Ad + BY + Cc + Dd')?
(Ab+ B'a+C'd—D'c — AV + Bd' — Cd' + Dc)?
(Ac+C'a— B'd+ D'b— Ac + Cd' + Bd' — DV)?
+(A'd+D'a+ B'c—C'b— Ad + Dd' — B + CV)?
Es ist interessant zu bemerken, dass gerade die Suche nach der Identitat fiir 8 Quadrate

den Schopfer des Systems der Oktaven, den englischen Mathematiker A. Cayley, zu deren
Entdeckung fiihrte.

1.6.7 Nichtassoziativitat der Multiplikation von Oktaven. Die Eigenschaft der
Alternativitat

Wir sagten oben, dass viele Eigenschaften der Oktaven mit den Eigenschaften der Quaternionen
und der komplexen Zahlen libereinstimmen.

Wir wenden nun die Aufmerksamkeit einem wesentlichen Unterschied zwischen diesen Syste-
men zu. Wahrend die Multiplikation der komplexen Zahlen und der Quaternionen assoziativ
ist, wird das Assoziativgesetz bei der Multiplikation der Oktaven nicht erfiillt. Zum Beispiel
gilt

(i))E # i(E)
weil

) E=kE=k und i(E)=iJ=-K

ist. Die Ungiltigkeit des Assoziativgesetzes fiir die Oktaven bedeutet durchaus nicht, dass fir
je drei Oktaven u, v, w gilt

(uv)w # u(vw)
Man kann beweisen, dass die folgenden zwei Formeln gelten
(uv)v = u(vv) : v(vu) = (vw)u (16,17)

wobei u und v zwei beliebige Oktaven sind. Man kann die Formeln (16) und (17) als eine
gewisse abgeschwachte Variante der Assoziativitat betrachten. Fiir Systeme, in denen diese
Formeln gelten, existiert eine spezielle Bezeichnung; man nennt solche Systeme alternativ.

Indem wir uns dem Beweis der Formeln (16) und (17) zuwenden, bemerken wir, dass man an
ihrer Stelle

(uv)V = u(wv) und v(vu) = (W)u (16',17")
beweisen kann, da man, indem man in diesen Gleichungen v durch —v + 2a (wobei a der
Realteil der Oktave v ist) ersetzt, leicht (16) und (17) erhalt. Wir werden die Formel (16’)
beweisen; die Formel (17') erhalt man analog. Es moge

u=aq; +q,e und V=r+nre
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sein. Wir haben dann

(uv)v = ((q; + qq.e)(r1 + re))(r — roe)
= (q,r1 — Faqy)F1 + Fo(raq; + qoF1)) + ((—r2)(qyr — FaQy) + (r2q; + qyfp)ri)e
(Ir? + [r2?)ay + (] + [r2]*)age = (Jr1]? + [r2]?) (g, + aze) = |v[°u

Andererseits ist
| = |v|?

deshalb gilt u(vv) = |v|?u. Daraus folgt (16’).

1.6.8 Die Oktaven sind ein System mit Division

Eine weitere wichtige Eigenschaft des Systems der Oktaven, die diese den komplexen Zahlen
und den Quaternionen naherbringt, ist die Moglichkeit der Division. Es mégen u und v beliebige
Oktaven sein, wobei v £ 0 ist.

Wir erinnern uns daran, dass der linke Quotient u durch v die Lésung der Gleichung

VX =u (18)
ist, der rechte Quotient hingegen die Losung der Gleichung
XV =u (19)

Wir werden zunachst die Gleichung (18) I6sen. Indem wir genauso verfahren wie im Falle der
Quaternionen, multiplizieren wir beide Seiten von (18) von links mit v. Wir erhalten

V(vx) = Vvu
oder unter Beriicksichtigung von (17')

v[*z = vu
Daraus folgt |

X = WVU

Die direkte Uberprifung (wiederum unter Verwendung von Formel (17')) zeigt, dass der ge-
fundene Wert x der Gleichung (18) geniigt. Also ist der linke Quotient u durch v gleich

ist; dabei muss man Formel (16) verwenden. Auf diese Weise sehen wir, dass die Oktaven ein
System mit Division darstellen.
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1.7 Algebren
1.7.1 Einfiihrende Uberlegungen

Wir kommen noch einmal auf den allgemeinen Begriff eines hyperkomplexen Systems zuriick.
GemaB der in § 5 gegebenen Definition ist ein hyperkomplexes System der Dimension n + 1
die Menge der Ausdriicke der Form

ag + a1i1 + a2i2 + ...+ anin

(der hyperkomplexen Zahlen) mit der natiirlichen Additionsregel und einer bestimmten Multi-
plikationsregel. Die letztere besteht darin, dass eine Tafel der Form

iaiﬁ = paﬁ,o —+ paﬂ,lil + ... +paﬁ,nin (1)

(Multiplikationstafel der "imaginaren Einheiten" iy, is, ..., i, ) angegeben wird, aus der das Pro-
dukt zweier hyperkomplexer Zahlen nach der Regel der Multiplikation einer Summe mit einer
Summe bestimmt wird, wobei nachfolgend die Summanden (a,i,)(bgiz) in der Form a,bs(isis)
geschrieben werden und die Produkte i,iz gemaB Formel (1) ersetzt werden.

Wir betrachten den Fall, dass alle Zahlen p,s0 (die "freien Glieder" in den Gleichungen (1))
gleich Null sind. Dann ist das Produkt von je zwei imaginaren Einheiten i,, iz erneut eine
Kombination imaginarer Einheiten.

Wir bezeichnen mit (A) die Menge aller hyperkomplexer Zahlen der Form
a=aqi; +asiy + ... + aniy, (2)

(ohne die freien Glieder). Es ist vollig klar, dass die Summe von zwei derartigen Zahlen wie-
derum eine Zahl der Form (2) ist.

Aus dem oben beziiglich der Produkte i, iz Gesagten folgt, dass auch die Multiplikation zweier
Zahlen der Form (2) erneut eine Zahl der Form (2) ergibt. Die Menge (A) besitzt also die
Eigenschaft, dass beide Operationen - die Addition und die Multiplikation - nicht aus dieser
Menge herausfiihren.

Diese Eigenschaft erlaubt es, (A) auch als selbstandiges System mit zwei Operationen, der
Addition und der Multiplikation, zu betrachten. Es ist jedoch im allgemeinen kein hyperkom-
plexes System in der Bedeutung, die wir diesem Wort zuschrieben (von den Fallen, in denen
man das System (A) trotzdem als hyperkomplexes betrachten kann, werden wir etwas spater
sprechen).

Der Hauptunterschied des Systems (A) zu einem hyperkomplexen reduziert sich auf folgendes.
Jedes hyperkomplexe System muss ein bestimmtes besonderes Element e der Art enthalten,
dass

e-a=a-e=a

fur ein beliebiges Element a aus dem gegebenen System gilt (dieses Element e ist 1 + Oi; +
... + 0i,). Im allgemeinen existiert indessen im System (A) kein Element mit einer solchen
Eigenschaft.

Es gibt noch einen Unterschied, der eng mit dem ersten verbunden ist:

In einem hyperkomplexen System kann man vom Produkt einer reellen Zahl k mit einem
beliebigen Element a des gegebenen Systems sprechen (nach der Definition ist dies das Produkt
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1.7 Algebren

der Elemente k£ = k + 0iy + ... + 0i,, und a); im System (A) dagegen besitzt das Produkt ka
keinen Sinn.

Man kann jedoch diesen letzteren Unterschied leicht aufheben. Dazu genligt es, die Operation
der Multiplikation einer reellen Zahl mit den Elementen von (A) durch

k(a1i1 + agig + ...+ (lnln) = ka1i1 + kagiz + ...+ kanin

einzufiihren. Mit einer solchen Operation versehen, verwandelt sich die Menge (A) (in ihr gibt
es bereits die Addition und die Multiplikation) in ein Objekt, das die spezielle Bezeichnung
Algebra der Dimension n oder einfach Algebraf| tragt.

1.7.2 Definition einer Algebra

Wir werden jetzt die genaue Definition einer Algebra angeben. Eine Algebra der Dimension n
wird eine Menge von Ausdriicken der Form

CL1i1 -+ a2i2 + ...+ anin (2)

genannt (wobei aq, as, ..., a, beliebige reelle Zahlen und iy, ..., i,, bestimmte Symbole sind), die
mit folgenden Operationen versehen ist:

1) der Multiplikation mit reellen Zahlen, die nach der Formel
k‘(alil -+ G,Qig + ...+ anln) = k’(llil + ka2i2 + ...+ k:anin (3)

ausgefihrt wird,

2) der Addition
<a1i1+a2l2++6Lnln)+<b1i1+bglg++bnin> = (a1+b1>l1+(a2+bg)lg++(an+bn>in (4)
3) der Multiplikation, die durch eine Tafel der Form

iaiﬁ = paﬁ,lil + pa6,2i2 + ... +paﬁ,nin (5)

gegeben ist, wobei «, 3 beliebige Zahlen von 1 bis n sind (die Tafel wird zum Auffinden der
Produkte

(a1i1 + CLQiQ + ...+ anin)(blil + bgig + ...+ bn'n)
genauso verwendet wie im Falle eines hyperkomplexen Systems).

Aus der oben gegebenen Definition einer Algebra ist ersichtlich, dass eine Algebra der Dimensi-
on n vollstandig durch ihre "Multiplikationstafel" (5) bestimmt ist, d.h. durch einen bestimm-
ten Satz von n® Zahlen p,s.. Im Prinzip sind diese Zahlen keinen Bedingungen unterworfen;
jeder Satz von ihnen ergibt eine bestimmte Algebra.

1.7.3 Hyperkomplexe Systeme als Spezialfall einer Algebra

Obwohl wir zur groBeren Klarheit der Darlegung den Begriff der Algebra aus dem Begriff eines
hyperkomplexen Systems "entnahmen", muss man deutlich herausstellen, dass der Begriff der
Algebra umfassender ist.

8Auf diese Weise besitzt das Wort "Algebra" zwei Bedeutungen: Algebra als Gebiet der Mathematik und
Algebra als mathematisches Objekt mit den definierten Eigenschaften.
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Anders ausgedriickt, kann man jedes hyperkomplexe System als Algebra der entsprechenden
Dimension betrachten. Wir erklaren dies ausfiihrlicher.

Es moge eine Algebra o7, die aus den Elementen
alil + a2i2 + ...+ anin
besteht, mit der Multiplikationstafel

iaiﬁ = paﬁ,lil +paﬁ,2i2 + ... +po¢5,nin
(c, 5 sind beliebige Zahlen von 1 bis n) gegeben sein, wobei die Einheit i; die spezielle Eigen-
schaft

o =ia  und g =g (6)
fir alle 7 von 1 bis n besitzt. Wir betrachten zusammen mit ihr ein hyperkomplexes System,
das aus den Elementen
a; + a2i2 + ...+ CLnin

mit einer Multiplikationstafel

iaiﬁ = Pap,1 + paB,QiQ + ... +po¢ﬁ,nin
(o, 5 sind beliebige Zahlen von 2 bis n) besteht; dieses hyperkomplexe System werden wir als

mit der Algebra o7 (ibereinstimmend nachweisen.

Unter Verwendung der Multiplikationstafel kann man das Produkt von je zwei Elementen der
gegebenen Algebra finden:
(a1i1 -+ a2i2 —+ ...+ anin)(blil —+ b2i2 + ...+ bnin) == Clil + CQig + ...+ Cnin

Wenn man jetzt in der niedergeschriebenen Gleichung i; "wegnimmt", erhalt man die Bezie-
hung
(CLl + a2i2 + ...+ anin)(bl + b2i2 + ...+ bnln) = + CQiQ + ...+ Cnin

die aufgrund von (6) das Multiplikationsgesetz im entsprechenden hyperkomplexen System aus-
driickt. Auf solche Weise verwandelt sich jede Algebra mit der Bedingung (6) durch "Wegstrei-
chen" des Symbols i; aus der Schreibweise aller Elemente in ein hyperkomplexes System der
gleichen Dimension.

Mehr noch, da die Zahlen p,s~ fir & > 1, 8 > 1 in der vorhergehenden Uberlegung beliebig
waren, kann man auf dem gezeigten Wege jedes hyperkomplexes System erhalten.

Zur lllustration betrachten wir ein Beispiel. Es moge eine zweidimensionale Algebra .o/ mit der
folgenden Multiplikationstafel gegeben sein:

hhh =h, nhlk=1ly, kli =10, klh=—1

Die Gleichung (6) wird hier offensichtlich erfillt. Das Multiplikationsgesetz in <7 sieht folgen-
dermaBen aus:

(aqiy + agiz)(briy + baiz) = (a1by — agbe)iy + (ar1by + asby )iy
Wenn man i; "wegstreicht", verwandelt sich die Multiplikationstafel in
il = —1
das Multiplikationsgesetz nimmt die Form
(a1 + agiz) (b + baiz) = (a1b1 — azbs) + (a1be + asb )iz

an, woraus sofort klar wird, dass die betrachtete Algebra vollig mit dem System der komplexen
Zahlen lbereinstimmt.
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1.7.4 Kommutative, assoziative Algebren. Algebren mit Division

Im § 5 fiihrten wir eine Reihe Termini zur Bezeichnung bestimmter Eigenschaften hyper-
komplexer Systeme ein. Diese Terminologie wird ohne jegliche Veranderung auf die Algebren
ubertragen.
Und zwar wird eine Algebra kommutativ genannt, wenn fiir je zwei Elemente a und b der
Algebra o7 die Gleichung

ab = ba

gilt. Wenn fir je drei Elemente a, b und c die Gleichung
(ab)c = a(bc)
gilt, wird die Algebra assoziati\,ﬂ genannt. Weiter sagt man, wenn jede der Gleichungen
ax=>b und ya=b (7,8)

wobei a und b beliebige Elemente der Algebra 7 sind und a # 0 ist, eine eindeutige Losung
besitzt, dass &7 eine Algebra mit Division ist.

Das Element x, das aus Gleichung (7) bestimmt wird, nennt man in diesem Falle den linken
Quotient, das Element y, das aus (8) bestimmt wird, den rechten Quotient von b durch a.

Es ist nicht schwer zu sehen, dass in jeder Algebra mit Division folgendes gilt: Wenn das
Produkt ab gleich Null ist, dann ist wenigstens einer der Faktoren a oder b gleich Null.

In der Tat ist b = 0 wenn a # 0 ist, da x = 0 die einzige Losung der Gleichung ax = 0 ist.
Spater werden wir beweisen (siehe § 9), dass auch die Umkehrung richtig ist.

Wenn eine Algebra o7 die Eigenschaft besitzt, dass aus dem Verschwinden des Produkts ab
folgt, dass wenigstens einer der Faktoren a oder b verschwindet, dann ist ./ eine Algebra mit
Division.

Wenn in einer Algebra <7 ein solches Element e existiert, dass

ae —a und ea—a

fur jedes a € o7 gilt, dann wird dieses Element Einselement der Algebra &/ genannt; man
spricht in diesem Falle auch davon, dass .7 eine Algebra mit Einselement ist.
Jedes hyperkomplexe System ist, wie schon bemerkt wurde, eine Algebra mit Einselement.
Das einfachste Beispiel einer Algebra mit Einselement ist die eindimensionale Algebra mit der
Multiplikationstafel

i1ip =iy

Das Multiplikationsgesetz hat in dieser Algebra die Form

(Ch)(blil) = aibiiy

d.h. es fiihrt zur Multiplikation der reellen Zahlen. In Ubereinstimmung damit werden wir die
gezeigte Algebra als Algebra der reellen Zahlen bezeichnen.

%In der Anfangsphase der Entwicklung der Theorie der Algebra empfand man die Bedingung der Assoziativitat
als so natiirlich, dass sie in die Definition einer Algebra eingeschlossen wurde; unter dem Terminus "Algebra"
wurde eine "assoziative Algebra" verstanden.
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1.7.5 Beispiele

Wir werden einige Beispiele von Algebren betrachten, die keine hyperkomplexen Systeme dar-
stellen.

Beispiel 4. Nullalgebra der Dimension n.
Die Multiplikationstafel hat in dieser Algebra eine duBerst einfache Form:

i =0
(fir alle Zahlen «, 3 von 1 bis n). Daraus folgt sofort, dass das Produkt von je zwei Elementen
auch gleich Null ist.

Beispiel 2. Wir betrachten die zweidimensionale Algebra mit der Multiplikationstafel
ifi; =i, iio = i, ioi; = —io, ioiy = iy
Das Multiplikationsgesetz ist dann
(a1iy + agiz)(biiy + baiz) = (a1b1 + asbs)iy + (a1by — asby )iz

Obwohl in dieser Algebra die Multiplikation an die Multiplikation der komplexen Zahlen erin-
nert, stimmt sie nicht mit der Algebra der komplexen Zahlen tberein. Wir schlagen dem Leser
vor, selbst zu tberpriifen, dass es in dieser Algebra kein Einselement gibt (daher kann sie auch
kein hyperkomplexes System sein).

Eine schwierigere Ubung ist die Uberpriifung der interessanten Tatsache, dass die betrachtete
Algebra eine Algebra mit Division ist.

Beispiel 3. Die Algebra dreidimensionaler Vektoren mit der vektoriellen Multiplikation. Diese
Algebra besteht aus Elementen der Form

bi + cj + dk

die gemaB der Tafel

multipliziert werden. Auf diese Weise erhalten wir
(bi + cj + dk)(Vi+ j+ d'k) = (cd' — d)i+ (db' — bd')j + (b’ — cb' )k (9)

Wenn man im gewohnlichen Raum ein rechtwinkliges Koordinatensystem einfiihrt und unter i,
j, k Vektoren der Lange 1 versteht, die die Richtung der Koordinatenachsen haben (Abb. 9),
dann stellt der Ausdruck

q = bi+cj+dk

selbst (bei der iiblichen geometrischen Bedeutung der Summe von Vektoren und des Produkts
eines Vektors mit einer Zahl) einen bestimmten Vektor im Raum dar.

Die Operation (9) wird als vektorielle Multiplikation bezeichnet (geometrische Bedeutung siehe
§ 4). Sie spielt in der Geometrie und der Physik eine wichtige Rolle.
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Abb.9

1.7.6 Ein wichtiges Beispiel: die Algebra quadratischer Matrizen n-ter Ordnung

Die Dimension dieser Algebra ist gleich n2. Die entsprechenden imaginaren Einheiten kénnten
mit iy, io, ..., i,,2 bezeichnet werden.

Bequemer ist jedoch ein anderes Prinzip der Indizierung: anstelle des Index «, der die Werte
von 1 bis n? durchlauft, ist es zweckmaBiger, einen "Index" zu nehmen, der aus zwei Zahlen o
und (3 besteht, von denen jede die Werte von 1 bis n durchlauft (offensichtlich ist die Anzahl
verschiedener Paare «, 3 genau n?).

Wir fiihren auf diese Weise fiir die imaginaren Einheiten die Bezeichnung i,g ein. Die Reihen-
folge der imaginaren Einheiten kann man nach Belieben festlegen; der Eindeutigkeit halber
werden wir sie in solcher Reihenfolge darlegen

1,12, .y lip, 121,129, «oos 120, 131, s Int, In2,y oovy Inp
Die Elemente unserer Algebra sind also Ausdriicke folgender Form

A = ajiin + agig + ... + ainiin
+ ag1iar + agolze + ... + agnlon
+ ...
+ Apiint + Ap2ing + ... + Apping (10)

In dieser Schreibweise wird die Tatsache besonders klar, dass jedes Element A unserer Algebra
durch die Anordnung

aip a2 ... Qip
21 A9 ... QAgpn
Ap1 QAp2 ... Qpp

die aus n? Zahlen besteht, definiert wird. Solche Anordnungen tragen die Bezeichnung Matri-
zen, genauer, quadratische Matrizen n-ter Ordnung (Ordnung wird die Zahl der Zeilen oder
Spalten des quadratischen Schemas genannt). Im weiteren werden wir anstelle von (10) kurz

a; a2 ... Qip
A _ 21 A2 ... QAgpn
Ap1 Qp2 ... Qpp

schreiben und annehmen, dass die Elemente unserer Algebra Matrizen sind.
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Wir definieren jetzt die Multiplikationstafel der Einheiten i,g; in ihr sind alle Charakteristika
der Matrizenalgebren enthalten. Wir setzen

ialilﬁ - ia67 ia2i2ﬂ - iaﬁa L3 iominB - iaﬁ (11)
oder kiirzer
ioxihg = iag
(cr, 5 und A sind beliebige Zahlen von 1 bis n); alle iibrigen Produkte der imaginaren Einheiten
sind nach Definition gleich Null. Damit ist die Multiplikationstafel vollstandig angegeben. Man
kann (brigens die ganze Multiplikationstafel in der knapperen Form
ioz/\iuﬁ = 5)\uia5 (12)

schreiben, wobei das Symbol 4, definitionsgemaB gleich 1 ist, wenn A = 1 und gleich 0 ist,
wenn \ # L.

Wir werden jetzt sehen, wie das Produkt von je zwei Elementen A und B unserer Algebra
geschrieben wird, d.h., wir berechnen

ayin + ...+ apiiy, biiiig + ... + bipitn
Qo1lo1 + ... + Qoplop barigr + ... + bapiay
anlinl + ...+ anninn bnlinl + ...+ bnnlnn

Als Resultat muss man ein bestimmtes Element C erhalten:
C11l11 + Ci2hi2 + ... + Ciplin
C— Ca1l21 + Coglog + ... + Couloy

Cn1ln1 + Cp2In2 + ...+ Cnnlnn

Wir betrachten einen beliebigen Summanden c,ging in C. Wie die Multiplikationstafel (11)
zeigt, entsteht dieser Summand nur durch die Multiplikation von
aalial mit blgilg, aagiag mit bgﬁigg, ey amian mit bnﬂinﬁ
folglich ist er gleich
(aalbm + aagbgg =+ ...+ aanbng)iag

Also ist
Cap = aalblﬁ + aa2b2ﬁ + ...+ aanbnﬁ

Es ist durchaus nicht schwierig, sich diese Formel zu merken:
Man nimmt die a-te Zeile der Matrix A

An1Aa2-.-Qan

und die (-te Spalte der Matrix B

big
bog

b
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multipliziert dann jede Zahl der Zeile mit der entsprechenden Zahl der Spalte und addiert alle
diese Produkte; als Ergebnis erhalt man die Zahl c,s aus der Matrix C'.

Die Regel, die wir gerade aufgestellt haben, erlaubt es, aus je zwei Matrizen A und B eine
dritte Matrix C' aufzubauen; man nennt sie naturgemaB Produkt der Matrizen A und B. Um
die Elemente A und B unserer Algebra zu multiplizieren, muss man also das Produkt der
entsprechenden Matrizen A und B finden.

Als Beispiel berechnen wir das Produkt der Matrizen

1 2 6 —4
A—<34> und B—(_3 3>

ap_ [ 16+2:(=3) 1-(-4+2-3)_(0 2
“3:64+4-(=3) 3-(-4)+4-3) {6 0
Die auf diesem Wege entwickelte Multiplikation der Matrizen spielt in der Mathematik eine

auBerordentlich wichtige Rolle. Der Rahmen des vorliegenden Biichleins erlaubt es nicht, uns
ausfiihrlicher mit der Untersuchung dieser Operation zu beschéftigen.

Wir bekommen

Wir wollen uns auf die Feststellung einer wichtigen Eigenschaft der Multiplikation der Matrizen
beschranken. Wir werden zeigen, dass die Multiplikation der Matrizen assoziativ ist oder,
anders ausgedriickt, dass die Matrizenalgebra eine assoziative Algebra ist. Fiir den Beweis ist
es hinreichend zu tberpriifen, dass die Gleichung

(AB)C = A(BC)

richtig ist, wenn fiir A, B und C drei beliebige "imaginare Einheiten" der Matrizenalgebra
genommen werden (siehe die analoge Uberlegung beim Beweis der Assoziativitat der Multipli-
kation der Quaternionen im § 3). Anders gesagt, man braucht nur zu tberpriifen, dass

(ia/\iuﬁ>iw = ia)\(iub’iw)

gilt. Die linke Seite ist aber gemaB (12) gleich (),inp)i,y. oder, erneut aufgrund von (12),
gleich 0,08Viq..

Analog findet man die rechte Seite: sie ist gleich iy (ds,i,y) oder §5v0y,iq,. In beiden Fallen
erhalt man ein und dasselbe Resultat.

1.7.7 Charakteristische Eigenschaften der Multiplikation in einer beliebigen
Algebra

HAUS der Definition einer Algebra gehen direkt die folgenden Eigenschaften der Multiplikation
hervor:

1) (a+b)c=ac+bc, a(b+c)=ab-+ac
2) ka-b = k(ab), a-kb=k(ab)

Diese Eigenschaften sind in einem gewissen Sinne fiir die Multiplikation bestimmend. Genauer,
es gilt der folgende Satz:

Der Inhalt dieses Punktes hat erlauternden Charakter und wird von uns nur in den §§ 16 und 18 benétigt.
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In der Menge &7 aller Ausdriicke der Form
(11i1 + (12i2 + ...+ anin

seien die Multiplikation mit einer Zahl, (3), die Addition, (4), sowie eine weitere bestimmte
Operation'a o b, die die oben gezeigten Eigenschaften 1) und 2) besitzt, definiert:

1) (a+b)oc=aoc+boc, ao(b+c)=aob+aoc
2) kaob=k(aob), aokb=~Fk(aob)

Dann ist die Menge o eine Algebra, in der a o b die Rolle der Multiplikation spielt.

Um diesen Satz zu beweisen, miissen wir uns vergewissern, dass die Operation a o b die
Multiplikation in der Bedeutung ist, wie in der Definition einer Algebra festgelegt wurde. Wir
betrachten den Ausdruck i, o ig. Dieser ist ein bestimmtes Element der Menge 7, d.h.,

ia o ',3 = paﬁ71i1 + pa,B,ZiQ + ... +pa6,nin (13)

Aus den Eigenschaften 1) und 2) folgt, dass

aob = (a1 + ... + auin) 0 (biiy + ... + bpin) = > _[(aaia) o (bgis)] Zaabg )oig)
a,B

gilt [zum Nachweis der ersten Gleichheit verwendeten wir die Eigenschaft 1), fir die zweite
Gleichheit verwendeten wir 2)].

Danach braucht man zur Berechnung von aob nur noch anstelle von i, oiz das entsprechende
Element (13) zu setzen, die Zahl a,bs mit diesem Element zu multiplizieren und danach
entsprechende Glieder einzufiihren. Dies ist aber genau dasselbe Verfahren, mit dessen Hilfe
die Multiplikation der Elemente in einer beliebigen Algebra <7 definiert wurde.

1 An dieser Stelle bedeutet "ist eine bestimmte Operation gegeben" nur die Tatsache, dass je zwei Elementen
a und b ein drittes Element, das mit a o b bezeichnet wird, zugeordnet wird.
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2 n-dimensionale Vektoren

Wir wenden uns noch einmal zuriick zur Definition einer Algebra der Dimension n. In dieser
Definition besteht das schwierigste Moment unbestreitbar im Vorhandensein der Multiplikation.
Bleibt noch irgend etwas iibrig, wenn man von dieser Eigenschaft absieht?

Man sieht leicht, dass, obwohl nicht viel, doch noch etwas librigbleibt. Es bleibt die Gesamtheit
der Elemente Ubrig, die eindeutig in der Form

aiiy + aqis + ... + ayiy,
dargestellt werden mit der natirlichen Additionsregel der Elemente untereinander
(ariytagiz + ... + aniy) + (b1iy + boiz + ... + byiy) =
= (ay + by)iy + (ag + bo)iz + ... + (an + by)iy
und mit der ebenso natiirlichen Multiplikationsregel der Elemente mit einer reellen Zahl
k(ariy + agis + ... + aniy) = kajiy + kasgis + ... + kayiy)

Ist es moglich, nur auf der Grundlage dieses Materials irgendeine inhaltsreiche Theorie zu
entwickeln? Es erweist sich, dass dies moglich ist.

Mehr noch, es existiert ein ganzes Gebiet der Mathematik, dem nur die oben gezeigten Ope-
rationen zugrunde liegen. Dieses Gebiet wird lineare Algebra genannt. Es ist sehr inhaltsreich
und wird oft sowohl in der Mathematik selbst als auch in ihren zahlreichen Anwendungen be-
nutzt. In diesem Kapitel werden wir den Leser mit einigen Tatsachen aus der linearen Algebra
bekanntmachen. Sie bilden die Basis, auf der die Untersuchung der Theorie der Algebren im
Kapitel 3 fortgesetzt wird.

2.8 Der n-dimensionale Vektorraum A,
2.8.1 Grundlegende Definitionen

Definition 1. Wir werden ein Objekt der Form
CL1i1 -+ a2i2 T anin (1)
einen n-dimensionalen Vektor nennen, wobei aq, as, ..., a,, beliebige reelle Zahlen und

I,12,...,1

einfach n verschiedene Symbole sind, denen wir keine spezielle Bedeutung zuschreiben.
Wir erkléaren, warum der Ausdruck (1) "Vektor" genannt wird. Es ist so, dass man bei n = 2
einen Ausdruck der Form

aiiy + asiy (2)

erhalt, und wenn man i; und i, als zwei fixierte Vektoren in der gewohnlichen Ebene ansieht,
dann wird der oben aufgeschriebene Ausdruck auch einem bestimmten Vektor in der Ebend™]
entsprechen (Abb. 10).

12Wir gehen vom gewdhnlichen geometrischen Verstindnis der Summe von Vektoren und des Produktes eines
Vektors mit einer Zahl aus. Wir erinnern daran, dass die Summe von Vektoren nach der "Parallelogramm-
regel" bestimmt wird und die Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl k seine Verldngerung um das
k-fache ist mit einer anschlieBenden Richtungsumkehrung, falls k& < 0 ist.
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Abb.10

Mehr noch, wenn die Vektoren i; und iy nicht auf einer Geraden liegen, kann jeder Vektor der
Ebene (eindeutig) in einer solchen Form dargestellt werden.

Definition 2. Zwei n-dimensionale Vektoren
aiiy + agig + ... + ayiy, und biiy + boig + ... + byiy,
betrachtet man dann und nur dann als gleich, wenn
a1 =by,as =bo,...,a, = b,
ist.
Als Motiv fir eine solche Definition dient die oben bereits erwdhnte Tatsache, namlich die

Gleichwertigkeit der Darstellung eines beliebigen Vektors in der Ebene in der Form (2), wenn
die "Basis"-Vektoren iy, iy so ausgewahlt wurden, dass sie nicht auf einer Geraden liegen.

Definition 3. Die Addition n-dimensionaler Vektoren erfolgt nach der Regel

(alil—f—agig + ...+ anin) + (blil + bgig + ...+ bn'n) =
= (a1 + bl)il -+ (CLQ —+ bg)ig + ...+ (an + bn)in

die Multiplikation eines n-dimensionalen Vektors mit einer reellen Zahl nach der Regel
k(a1i1 + a2i2 + ...+ CLnin> = ]{]Cl,lil + k'(l2i2 + ...+ /{:anin)

Diese Definition wurde verstandlicherweise durch die Analogie mit den geometrischen Vektoren
angeregt.

Zur abgekirzten Bezeichnung n-dimensionaler Vektoren werden wir die halbfetten Buchstaben
a, b, e usw. verwenden. Die Gleichheit der Vektoren a und b wird in gewdhnlicher Weise

a=>b
geschrieben. Es ist leicht zu sehen, dass die oben definierte Vektoraddition die Eigenschaften
at+tb=b+a und (Kommutativitat)

(@a+b)+c=a+(b+c) (Assoziativitat)

besitzt und fiir die Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl die folgenden Beziehungen

gelten:
k(la) = (kl)a , (k+la=ka+la

50



2.8 Der n-dimensionale Vektorraum A,

Die Gesamtheit aller n-dimensionalen Vektoren werden wir n-dimensionalen Vektorraum nen-
nen und mit A,, bezeichnen. Der Vektor der Form

Oi; + Oig + ... + Oij,
wird Nullvektor genannt und mit 0 bezeichnet. Offensichtlich gelten
a+0=a und 0a=0

fir jeden Vektor a. Wir werden von nun an den Nullvektor einfach Null nennen.

2.8.2 Der Begriff der linearen Abhangigkeit

Gewohnlich wird man es bei der Untersuchung irgendeiner Frage nicht mit einem einzelnen
Vektor zu tun haben, sondern mit einem ganzen System n-dimensionaler Vektoren. In diesem
Falle werden sie in der Regel durch ein und denselben Buchstaben (sagen wir durch a) mit
verschiedenen Indizes bezeichnet.

Beispiel.
a; = —bip + 3i2 + 5i3 + 3iy
dy = —i1 + i2 + 4l3 + 3i4 (3)
az — i1 + Oig + 3i3 — 2l4

Das ist ein System von drei 4-dimensionalen Vektoren.

Es moge ay, ay, ..., a,, irgendein System n-dimensionaler Vektoren sein. Wir nehmen die be-
liebigen Zahlen kq, ks, ..., ky, und bilden den Vektor

a = k1a1 + k’gag =+ ...+ k:mam

Jeder Vektor a von dieser Form wird Linearkombination der gegebenen Vektoren aq, as, ..., a,,
genannt und die Zahlen ky, ko, ..., k,, die Koeffizienten dieser Linearkombination.

Beispiel. Gesucht ist die Linearkombination
a; — 332 + 233
der Vektoren aj, ay, a3 aus dem oben angefiihrten System (3). Durch Addition der Vektoren
a; = —5i1 + 3l2 + 5l3 + 3I4
—332 = 3i1 — 3l2 — 12i3 — 9I4
233 = 2i1 + Oig + 6i3 — 4I4
erhalten wir
a; — 332 -+ 233 = 0I1 + 0I2 — 1l3 — 10l4

Wenn der Vektor a eine Linearkombination der Vektoren ay, as, ..., a,, ist, dann sagt man
"a wird durch aq, as, ..., a,, linear dargestellt"

oder

"a wird in a, as, ..., a,, zerlegt."

Wir werden meist den letzten Ausdruck verwenden, Wir fiihren noch eine wichtige Definition
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ein.

Definition 4. Ein System von Vektoren
a;,as,...,a, (4)

wird linear abhangig genannt, wenn eine bestimmte Linearkombination dieser Vektoren gleich
dem Nullvektor ist
S1a1 + Sq@9 + ... + Spdp = 0 (5)

wobei mindestens einer der Koeffizienten sy, s9, ..., 5, von Null verschieden ist. Im entgegen-
gesetzten Fall (d.h. wenn keine Linearkombination solcher Art existiert) wird das System (4)
linear unabhangig genannt.

Aus der Definition geht direkt hervor, dass ein System, das aus einem Vektor besteht, nur
in dem Falle linear abhangig ist, wenn dieser Vektor der Nullvektor ist (tatsachlich folgt aus
S1a1 = 0 und S1 7é 0, ai 7& 0)

Im Falle eines Systems von zwei Vektoren bedeutet die lineare Abhangigkeit, dass man die
Zahlen s; und s5, von denen mindestens eine von Null verschieden ist, derart ermitteln muss,
dass

S1a1 + Sga = 0

ist. Es moge zum Beispiel s; # 0 sein. Dann folgt aus der niedergeschriebenen Gleichung
a; = ]{Iag

(wobei k = —sy/sq ist). Zwei Vektoren, die durch eine solche Abhangigkeit verbunden sind,
werden zueinander proportional genannt.

Es sei jetzt ein linear abhangiges System von p Vektoren gegeben, wobei p eine beliebige Zahl
ist. Wir setzen der Eindeutigkeit halber voraus, dass in Gleichung (5) der Koeffizient s; von
Null verschieden ist. Dann folgt aus dieser Gleichung

a; = kgag -+ k3a3 + ...+ kpap

d.h., der Vektor a; wird durch die iibrigen Vektoren des Systems linear dargestellt. Diese
Uberlegung zeigt, dass ein linear abhingiges System entweder aus einem Vektor besteht (und
dann ist dieser 0 oder dass einer der Vektoren des Systems durch die tbrigen Vektoren linear
ausgedriickt wird.

2.8.3 Eine andere Definition der linearen Abhangigkeit

Im weiteren wird es fiir uns bequemer sein, eine dndere Formulierung des Begriffs der linearen
Abhangigkeit zu verwenden.

Das System (4) ist linear abhangig, wenn man irgendeinen Vektor des Systems linear durch
die ihm vorhergehenden Vektoren des Systems ausdriicken kann oder wenn a; = 0 ist.

Wir werden zeigen, dass diese Formulierung der urspriinglichen aquivalent ist. In der Tat, wenn
a; = 0 ist, dann ist das System linear abhangig, da in diesem Falle die Linearkombination

1-a1+0a2+...+0ap
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gleich Null ist, wobei der erste Koeffizient von Null verschieden ist. Wenn einer der Vektoren
des Systems linear durch die vorhergehenden ausgedriickt wird

a;, = klal + ...+ k:z-_lai_l
dann ist in diesem Falle das System auch linear abhangig, denn die Linearkombination
]{7131 + ...+ k:i_lai_l — la; + Oai+1 + ...+ Oap

ist gleich Null, wobei der Koeffizient von a; von Null verschieden ist. Umgekehrt moge das Sys-
tem linear abhangig sein, d.h., es gilt (5), wobei mindestens einer der Koeffizienten s1, so, ..., Sp
nicht gleich Null ist.

Wir betrachten den letzten von Null verschiedenen Koeffizienten. Wenn dieser s; ist, dann
gilt s;a; = 0, folglich ist a; = 0. Wenn der betrachtete Koeffizient s; ist, wobei 7 > 1 ist,
dann erhalten wir durch Hinzufligen des Vektors —s;a; zu beiden Seiten der Gleichung und
Multiplikation beider Seiten —1/s; eine Gleichung der Form

a;, = k1a1 + ...+ /{:i,lai,l

d.h., wir kommen zur Zerlegung des Vektors a; in die ihm vorhergehenden Vektoren des
Systems.

2.8.4 Die Ausgangsbasis

Den Vektor

li; + Ois + ... + Oiy,
bezeichnet man natiirlicherweise kurz mit i;. Auf diese Weise wird das Symbol i;, dem wir
friiher keine spezielle Bedeutung zuordneten, jetzt mit einem Vektor identifiziert. Analog wird
der Vektor

Oiy + liy + ... 4 Oi,

mit iy identifiziert usw., schlieBlich wird der Vektor
Oiy, + Oig + ... + 1ij,
mit i, identifiziert. Die auf diesem Wege definierten Vektoren
i1, 0o, .00y

besitzen die Eigenschaft, dass man jeden Vektor aus A, in sie zerlegen kann. In der Tat,
betrachten wir einen beliebigen Vektor a € A,,. Er besitzt die Gestalt einer formalen Summe

Cllil -+ a2i2 + ...+ anin (6)

Wenn wir die oben angegebenen Definitionen 2 und 3 beriicksichtigen, dann kénnen wir Schrei-
ben

ayiy+agis+...4+ani, = ay(1liy+0is+...40i, ) +as(0i,+lis+...4+0i, ) +...4+a, (0i, +0iy+...+1iy,)

Daraus ist ersichtlich, dass der Vektor a eine Linearkombination der Vektoren iy, io, ...,i, mit
den Koeffizienten ay, as, ..., a, ist. Auf diese Weise kann man jetzt die formale Summe (6)
als echte Linearkombination betrachten. Die Vektoren iy, is, ..., i, bilden eine sogenannte Basis
des Raumes A,,. Die genaue Bedeutung dieses Wortes wird im folgenden Paragraphen definiert
werden.

Wir bemerken, dass es unendlich viele Basen gibt und dass unter diesen sich die Basis iy, iy, ..., iy,
durch nichts besonderes auszeichnet.
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2.9 Eine Basis des Raumes A,
2.9.1 Definition einer Basis

Eine Basis des Raumes A,, ist ein System einer endlichen Anzahl von Vektoren

ai,as,...,a, (1)

das die zwei Eigenschaften besitzt:
1) Jeder Vektor a € A, erlaubt eine Zerlegung in die Basis

a=Fka +..+kpa, (2)
2) Diese Zerlegung ist eindeutig; anders ausgedriickt, wenn es neben (2) noch eine Zerlegung
a=la+..+[a,
des Vektors a gibt, dann gilt
ky =1, ky=1o, ... kp =1,

Wir beweisen eine Eigenschaft jeder Basis: Vektoren, die eine Basis bilden, sind linear unab-
hangig.

Wir nehmen an, dass die Vektoren (1) linear abhangig sind. DefinitionsgemaB bedeutet dies,
dass eine bestimmte Linearkombination dieser Vektoren gleich Null ist

s1a1 + sqas + ... + s,a, =0 (3)

wobei unter den Zahlen sy, s9, ..., 5, mindestens eine von Null verschieden ist. Durch Addition
der Gleichungen (2) und (3) erhalten wir

a= (k?l + 31)a1 + (]{72 -+ 82)32 + ...+ (k?p + sp)ap

d.h. eine andere Zerlegung von a in die Vektoren (1). Dies widerspricht aber der Definition
einer Basis.

2.9.2 Eine Methode zur Gewinnung anderer Basen

Als Beispiel einer Basis mag das System
i1, 0, .0y

dienen, das aus den urspriinglichen Basisvektoren gebildet wurde; die Bedingungen 1) und 2)
werden fiir sie offensichtlich erfiillt. Dies ist aber durchaus nicht die einzige Basis des Raumes
A,

Man kann zum Beispiel aus einer beliebigen Basis viele andere mit Hilfe der folgenden Opera-
tionen erhalten:

1. Multiplikation irgendeines Vektors der Basis mit einer Zahl, die von Null verschieden ist. So
erhalten wir durch Multiplikation des ersten der Vektoren (1) mit einer beliebigen Zahl k # 0
das neue System

kai,as, ..., a, (1)

das offensichtlich auch eine Basis darstellt.
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2. Hinzufiigen eines anderen Basisvektors zu einem der Basisvektoren. Zum Beispiel erhalten
wir, wenn wir a, zu a; addieren, das neue System

a; +as,a,....,a, (1")

das auch eine Basis ist. In der Tat, es moge a ein beliebiger Vektor sein. Dann gilt Gleichung
(2), aus der
a = ]{71(31 + 32) + (k’g — ]{31)32 + k333 + ...+ k:pap

folgt, d.h. dass der Vektor a in die Vektoren (1") zerlegt wird.
Weiter geht aus der Eindeutigkeit der Zerlegung von a in die Basis (1) leicht die Eindeutigkeit

der Zerlegung in (1") hervor. Folglich ist (1") wieder eine Basis des Raumes A,,.

Es erhebt sich eine natiirliche Frage: Wie findet man alle Basen des Raumes A,,?

Die Antwort miisste man aus der Sicht des Verfahrens her erwagen, das es erlaubt, aus irgend-
einer Basis alle iibrigen zu erhalten. In bestimmten Sinne ist eine solche Antwort im folgenden
Satz enthalten, in dem unter "elementaren Umformungen" die oben definierten Operationen 1
und 2 verstanden werden. Man kann von jeder Basis mit Hilfe einer endlichen Zahl elementarer
Umformungen zu jeder anderen Basis libergehen.

Wenn man insbesondere als Ausgangsbasis die Basis nimmt, die aus den urspriinglichen Ba-
sisvektoren iy,ia, ..., i, gebildet wird, und sie allen méglichen elementaren Umformungen (in
beliebiger Anzahl) unterwirft, dann erhalt man alle Basen des Raumes A,,.

Den Beweis des oben formulierten Satzes fiihren wir nicht an (obwohl er nicht schwierig ist).
Ubrigens gilt unser Interesse nicht so sehr diesem Satz selbst, sondern einer Folgerung aus
ihm, namlich:

Jede Basis des Raumes A,, besteht aus n Vektoren. Tatsachlich ist in der urspriinglichen Basis
i1, o, ..., 1, die Zahl der Vektoren gleich n. Dann folgt aber aus dem oben Gesagten, dass auch
in jeder anderen Basis die Zahl der Vektoren gleich n ist. Weiter unten wird ein unabhangiger
Beweis dieses Satzes angegeben.

2.9.3 Die Anzahl der Basisvektoren
Unser nachstliegendes Ziel ist der Beweis des folgenden Satzes.

Satz 1. Jede Basis des Raumes A,, besteht aus n Vektoren.

Da die urspriingliche Basis iy, io, ..., i, aus n Vektoren besteht, ist es fiir unsere Absicht hin-
reichend zu zeigen, dass je zwei Basen aus ein und derselben Anzahl von Vektoren bestehen.
Dem Beweis dieser Tatsache stellen wir eine Bemerkung voran.

Bemerkung. Das System von Vektoren
aj,dg, ..., ap

moge derart sein, dass jeder Vektor a € A,, in es zerlegt werden kann. Wir vereinbaren, ein
solches System vollstandig zu nennen.

Wenn wir zu einem vollstandigen System als ersten Vektor irgendeinen Vektor b # 0 hinzu-
nehmen, dann erhalten wir das neue System

b,a;,ay, ..., a,
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das linear abhangig ist (weil aufgrund der Vollstandigkeit eine Gleichung der Form
b— k:lal — k2a2 — ... — pap =0

gilt). GemaB § 8 kann man in diesem System einen Vektor a; finden, der eine Zerlegung in die
ihm vorhergehenden Vektoren zulasst.

Wir verabreden, einen solchen Vektor a; "uberflissig" zu nennen. Durch Streichen des "lber-
flissigen" Vektors erhalten wir erneut ein System von p Vektoren.

Wir zeigen, dass dieses System, das dem urspriinglichen System &hnlich ist, vollstandig ist.
Dies ist fast offensichtlich. Man kann einen beliebigen Vektor a in a;, ay, ..., a, zerlegen; wenn
man in dieser Zerlegung den "liberfliissigen" Vektor a; durch seine Zerlegung in b, a;,as, ..., a,
ersetzt, dann gelangt man zur Zerlegung des Vektors a in dem oben gezeigten System von p
Vektoren. Das letztere System ist vollstandig.

Der Beweis des Satzes erfolgt jetzt mit einigen Worten. Es mdgen
alaa27"'7ap Und bl,b27...,bq (4,5)

zwei verschiedene Basen des Raumes A,, sein. Unser Ziel ist es, zu zeigen, dass p = ¢ gilt. Wir
nehmen p # ¢ an. Aus Griinden der Eindeutigkeit nehmen wir p < ¢ an.

Wir fiigen b, als ersten Vektor dem System (4) zu und befreien das auf diese Weise erhaltene
System von dem "iberfliissigen" Vektor. Wir kommen zu dem neuen System

by, ...... (4)

das nach dem oben Bewiesenen vollstandig ist. Zu dem System (4') fugen wir b, als ersten
Vektor hinzu und befreien das auf diese Weise erhaltene System von dem "lberfliissigen"
Vektor. Wir kommen zum System

das wiederum vollstandig ist, usw.

Wir bemerken, dass keiner der hinzugenommenen Vektoren by, b,, ... die Rolle des "iiberfliissi-
gen" Vektors ibernehmen kann, da diese Vektoren nach Voraussetzung derart sind, dass keiner
von ihnen in die dbrigen zerlegt werden kann (da (5) eine Basis ist). Auf diese Weise wird bei
jedem Schritt einer der Vektoren ay, ay, ..., a, gestrichen. Nach p Schritten sind alle Vektoren
aj, ay, ..., a, gestrichen, und wir kommen zum System

bp) bp—lu e b27 bl

das vollstandig sein muss. Dies ist aber nicht moglich, weil zum Beispiel der Vektor b,,_; nicht
in diesem System zerlegt werden kann.

Folglich sind wir, indem wir annehmen, dass ¢ > p ist, zu einem Widerspruch gekommen. Der
Satz ist damit bewiesen.

2.9.4 Die Anzahl der Vektoren, die ein linear unabhangiges System bilden

Nach dem frither Bewiesenen miissen die Vektoren, die eine beliebige Basis bilden, linear un-
abhangig sein. Als triviale Folgerung erhalten wir daraus, dass im Raum A,, linear unabhangige
Systeme existieren, die n Vektoren enthalten. Dann ist es aber natiirlich, die Frage zu stellen:
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Kann man im Raum A, ein linear unabhangiges System aus mehr als n Vektoren aufbauen?
Wir werden zeigen, dass man dies nicht kann.

Satz 2. Es moge im Raum A, ein linear unabhangiges System von Vektoren
aj,ag, ..., ap

gegeben sein. Dann ist p < n. Wenn p = n ist, dann ist das gegebene System eine Basis des
Raumes A,,.

Beweis. Wir bezeichnen der Kiirze halber das gegebene System mit S. Wir werden eine Basis
des Raumes A,, aufbauen, indem wir zu dem System S Vektoren irgendeiner Basis

€1,€2,...,€,

hinzufiigen. Wir betrachten den Vektor e;.
Wenn er im System S zerlegt wird, schenken wir ihm keine Beachtung; wenn er nicht zerlegt
wird, figen wir ihn zum System S zu (als letzten Vektor).

In beiden Fallen bezeichnen wir das erhaltene System mit S’ (es stimmt entweder mit .S iiberein
oder wird durch Hinzufiigen des Vektors e; zu S erhalten).

Danach gehen wir zum Vektor e, liber. Wenn er im System S’ zerlegt wird, dann bleibt er
unbeachtet; wenn er nicht zerlegt wird, dann fiigen wir ihn zu S’ hinzu. Das in beiden Fallen
erhaltene System bezeichnen wir mit S” (es stimmt entweder mit S’ iiberein oder wird durch
Hinzufiigen des Vektors e, zu S’ erhalten). So fahren wir weiter fort.

Indem wir auf diese Weise alle Vektoren e;, e,, ..., e, betrachten, erhalten wir das System S
Es besitzt folgende Eigenschaften:

1. Jeder Vektor a € A,, wird in ihm zerlegt. Tatsachlich wird der Vektor a in e, e,,....e,
zerlegt. Jeder dieser Vektoren wird aber seinerseits in die Vektoren des Systems S zerlegt,
wie aus dem Aufbauverfahren dieses Systems folgt.

2. Kein Vektor des Systems S wird in vorhergehende Vektoren zerlegt (dies folgt wieder aus
dem Aufbauverfahren von S™), Das bedeutet, dass das System S(™ linear unabhingig ist.

3. Die Zerlegung eines beliebigen Vektors a im System S(™) ist eindeutig. Tatséchlich wiirden
wir, wenn fiir a zwei verschiedene Zerlegungen existieren, durch Subtraktion der einen von der
anderen eine lineare Abhangigkeit zwischen den Vektoren des Systems S erhalten.

Die Eigenschaften 1 und 3 erlauben es, den Schluss zu ziehen, dass das System S(™) eine
Basis des Raumes A,, ist. Nach Satz 1 ist die Zahl der Vektoren in diesem System gleich n. Da
das System S(™ die Ausgangsvektoren a;, a,, ..., a, enthalt, ist p < n; im Fall p = n bilden
die Ausgangsvektoren selbst eine Basis. Der Satz ist damit bewiesen.

2.9.5 Eine Folgerung aus Satz 2, die sich auf Algebren bezieht

Im § 7 hatten wir versprochen, einen solchen Satz zu beweisen:

Wenn eine Algebra o7 die Eigenschaft besitzt, dass aus dem Verschwinden des Produkts ab
auch das Verschwinden mindestens eines der Faktoren a oder b folgt, dann ist .« eine Algebra
mit Division.

Zu jenem Zeitpunkt verfiigten wir noch nicht tber die notwendigen Mittel, um diesen Satz zu
beweisen. Wir beweisen ihn jetzt.
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Es moge erforderlich sein, die Gleichung
ax=>b (6)
zu lésen, wobei a # 0 ist. Wir wahlen im Vektorraum <7 irgendeine Basis
el e, ..., e, (7)
aus. Durch Multiplikation der Basisvektoren von links mit a erhalten wir n andere Vektoren
ae, ae,, ..., ae, (8)

Wir zeigen, dass diese wiederum eine Basis bilden. GemaB Satz 2 ist es hinreichend zu zeigen,
dass die Vektoren (8) linear unabhangig sind. Wir nehmen an, dass dies nicht der Fall ist.
Dann existieren Zahlen ky, ko, ..., k,,, die nicht gleichzeitig Null sind, derart, dass

k,ae; + k,aes + ... + kpae, =0
gilt. Daraus folgt
a(k1e1 + k2e2 + ...+ k‘nen) =0

Da nach Voraussetzung aus dem Verschwinden des Produktes folgt, dass einer der Faktoren
Null ist, und weil in unserem Falle a # 0 ist, haben wir

k:lel + ]{?Qeg + ...+ knen =0

was der linearen Unabhangigkeit der Vektoren (7) widerspricht.
Also bilden die Vektoren (8) eine Basis. Wenn man den Vektor b in sie zerlegt, kann man
schreiben

b = s;ae; + s.aes + ... + s,ae,

oder
b= a(51e1 + S99 + ... + snen)

Daraus ist ersichtlich, dass das Element
X = S1€; + Ss€9 + ... + s,e,

eine Losung der Gleichung (6) ist.
Diese Losung ist eindeutig. Wenn x’ eine andere Ldsung ist, erhalten wir durch Subtraktion
der Gleichung (6) von der Gleichung ax’ = b

ax—x)=0
woraus x — X' = 0 bzw. x = x’ folgt.

Analog werden die Existenz und die Eindeutigkeit der Losung der Gleichung xa = b bewiesen.
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2.9.6 Die Vektorkoordinaten einer gegebenen Basis

Die letzte Frage, die wir in diesem Paragraphen beriihren wollen, ist die Frage nach den
Vektorkoordinaten einer gegebenen Basis des Raumes A,,.
Es moge

aj,dg,...,ad,

irgendeine Basis des Raumes A,, sein und
P = k1a1 + k2a2 + ...+ knan

die Zerlegung eines beliebigen Vektors p € A, in dieser Basis. Dann werden die Zahlen
k1, ks, ..., k, die Koordinaten des Vektors p in Bezug auf die gegebene Basis genannt. Die
Gleichung

(k1ay +koas+ ...+ kpa,) + (hay +lbas+ ...+ 1,a,) (kr + 1 )ay + (ko +1a)as + ... + (b, + 1),

die aus den Eigenschaften der Vektoraddition und der Multiplikation eines Vektors mit einer
Zahl hervorgeht, zeigt, dass bei der Vektoraddition die entsprechenden Koordinaten addiert
werden (die erste mit der ersten, die zweite mit der zweiten usw.). Analog zeigt die Gleichung

k(k1a1 + k’QEIQ + ...+ k:nan) = ]{31{3131 + kaaQ + ...+ k:k:nan)

dass bei der Multiplikation eines Vektors p mit der Zahl k alle seine Koordinaten mit dieser
Zahl multipliziert werden. Auf diese Weise bleiben in jeder Basis ay, as, ..., a,, die Regeln der
Vektoraddition und der Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl genau dieselben wie in der
Ausgangsbasis iy, ig, ..., ip.

2.10 Teilraume

Wir gehen kurz auf die Frage nach den Teilraumen des Raumes A,, ein. So werden die Mengen
von Vektoren genannt, die einige spezifische Eigenschaften besitzen. Dank dieser Eigenschaften
kann man jede dieser Mengen als selbstandigen Raum A,, betrachten, wobei p < n ist.

2.10.1 Definition eines Teilraumes

Es moge P eine bestimmte Menge von Vektoren aus A, sein. Wir vereinbaren, diese Menge
Teilraum des Raumes A,, zu nennen, wenn sie die folgenden Eigenschaften besitzt:

1) Ausac Pund b € P folgta+be P;
2) Aus a € P folgt ka € P, wobei k eine beliebige reelle Zahl ist.

Anders ausgedriickt ist ein Teilraum eine Menge von Vektoren, die zusammen mit beliebigen
ihrer Vektoren a, b, c, ... auch alle Linearkombinationen ka + (b + sc... aus ihnen enthalt.

Ein triviales Beispiel eines Teilraumes ist die Menge, die lediglich aus dem Nullvektor besteht.
Dies ist der sogenannte Nullteilraum. Ein anderes triviales Beispiel ist der ganze Raum A,,.
Jedoch gibt es auBer diesen beiden Extremfallen auch noch andere Teilraume. Im folgenden
Punkt zeigen wir, wie man einen beliebigen Teilraum des Raumes A,, aufbaut.
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2.10.2 Der Teilraum als selbstandiger Vektorraum

Wir setzen voraus, dass der Teilraum P verschieden vom Nullteilraum ist. Wir zeigen, dass
man dann in P ein System von Vektoren auswahlen kann, das eine Basis bildet.

Wir nehmen irgendeinen Vektor a; € P, der von Null verschieden ist. Wenn alle Vektoren aus
P in a; zerlegt werden, bleiben wir bei diesem. Wenn es in P noch Vektoren gibt, die nicht in
a; zerlegt werden, dann wahlen wir einen Vektor a; von ihnen aus und fligen ihn zu a; hinzu.
Wenn alle Vektoren aus P in a;,a; zerlegt werden, bleiben wir bei diesen. Wenn es in P
noch Vektoren gibt, die nicht in a;, a; zerlegt werden konnen, wahlen wir einen Vektor as von
ihnen aus und fiigen ihn zu a;, ay hinzu usw. Indem wir diesen Prozess fortsetzen, bauen wir
nacheinander die Vektoren
dj,do, ds

auf, wobei keiner von ihnen in die vorhergehenden zerlegt werden kann. Auf diese Weise erhalten
wir bei jedem Schritt ein linear unabhangiges System von Vektoren. Aufgrund des Satzes 2
im vorhergehenden Paragraphen ist dieser Prozess nach hochstens n Schritten abgeschlossen.
Wir erhalten dann das linear unabhéngige System von Vektoren

a;,a,...,a, (p <n) (1)
das dem Teilraum P angehort, und derart ist, dass:

1) fir jeden Vektor aus P eine Zerlegung in ihm maglich ist;
2) diese Zerlegung eindeutig ist.

In der Tat wiirden wir, wenn fiir den Vektor a zwei verschiedene Zerlegungen existieren wiirden,
durch Subtraktion der einen von der anderen zu dem Resultat kommen, dass eine bestimmte
Linearkombination

S1a] + S2a9 + ... + Spap

gleich Null ist, wobei mindestens einer der Koeffizienten si, s, ..., s, von Null verschieden ist;
dies wiirde die lineare Abhangigkeit des Systems (1) bedeuten.
Folglich besteht der von uns betrachtet Teilraum P aus allen moglichen Vektoren der Form

k1a1 -+ k2a2 + ...+ kpap

wobei die Darstellung eines beliebigen Vektors a € P in solcher Form eindeutig ist. Dies
erlaubt es uns, den Teilraum P als selbstandigen p-dimensionalen Vektorraum A, mit den
urspriinglichen Basisvektoren ai, a, ..., a, zu betrachten. Es ist natirlich offensichtlich, dass
in diesem Raum die frither bewiesenen Satze gelten, insbesondere besteht jede Basis in ihm
aus p Vektoren.

Die Zahl p wird Dimension des Teilraumes P genannt. Wie wir sahen, ibertrifft sie n nicht; in
dem Falle p = n wird das System (1) zu einer Basis des ganzen Raumes A,, (siehe wiederum
Satz 2 des vorhergehenden Paragraphen), und folglich stimmt P mit A, (berein.

Aus dem oben Gesagten geht eine offensichtliche Folgerung hervor, die wir besonders betonen
wollen:

Jeder Teilraum P stimmt mit der Menge aller Linearkombinationen bestimmter p Vektoren
ai, s, ..., a, Uberein.
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2.10.3 Beispiele

Wir erlautern den Begriff des Teilraumes fiir den Fall eines dreidimensionalen Vektorraumes
As. Es moge P ein Teilraum in Ajs sein, der nicht Nullteilraum ist. Eine Basis von P besteht
aus nicht mehr als drei Vektoren, d.h., sie besitzt eine der Formen:

di; ai,dz; ai,adz, as

Im ersten Fall besteht P aus allen Vektoren der Form ka;, d.h. aus allen Vektoren, die zu a;
proportional sind (Abb. 11).

iy +ky 8y +K; 0y

kay

ay

Abb.11, 12, 13

Im zweiten Fall ist P die Menge aller Vektoren der Form kia; + ke.as folglich besteht P aus
allen Vektoren, die in der gleichen Ebene wie auch a;, ay liegen (Abb. 12).

Im dritten Falle ist P die Menge aller Vektoren der Form kja; + keas + kszas, d.h. tiberhaupt
aller Vektoren des Raumes A,, (Abb. 13).

2.11 Lemma iiber ein homogenes Gleichungssystem

Dieser Paragraph dient nur einem Hilfszweck. Wir schweifen fiir kurze Zeit von den Vektoren
ab und wenden uns einem Gegenstand zu, der, wie es scheint, keine direkte Beziehung zu ihnen
hat, den Systemen linearer Gleichungen.

Im Grunde genommen wird nur die Rede von den homogenen Gleichungen sein, genauer noch,
von einem Lemma, das sich auf Systeme solcher Gleichungen bezieht. Im weiteren wird uns
der Verweis auf dieses Lemma helfen, wichtige Satze aufzustellen.

Wie bekannt ist, wird eine lineare Gleichung homogen genannt, wenn ihr absolutes Glied gleich
Null ist. Etwas abweichend von der Schreibweise, wie sie in der elementaren Algebra eingefiihrt
wurde, werden wir die Unbekannten in den Gleichungen mit ein und demselben Buchstaben
bezeichnen, jedoch mit verschiedenen Indizes: x; ist die erste Unbekannte, x5 die zweite usw.
Dann wird eine lineare homogene Gleichung mit n Unbekannten in der Form

a1r1 + asxs + ... + ap,x, =0

geschrieben.
Ein System, das aus homogenen Gleichungen besteht, wird selbst homogen genannt. In allge-
meiner Form wird ein homogenes System aus m Gleichungen mit n Unbekannten in folgender
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Weise geschrieben:

a121 + asxsy + ... + apr, =0 1. Gleichung
bix1 + bowe + ... + by, =0 2. Gleichung (1)

dyxy + doxy + ... +dyz, =0 m. Gleichung

Wenn wir
r1=0,20=0,...,2, =0

annehmen, erhalten wir offensichtlich eine Lésung des homogenen Systems. Sie wird die triviale
Losung genannt. In vielen Fallen ist es wichtig zu wissen, ob ein gegebenes homogenes System
auch noch eine nichttriviale Losung besitzt. Das folgende Lemma gibt eine Teilantwort auf
diese Frage.

Lemma. Ein homogenes System, in dem die Anzahl der Gleichungen kleiner als die Anzahl der
Unbekannten ist, besitzt immer eine nichttriviale Lésung.

Den Beweis werden wir durch vollstandige Induktion tGber m, der Anzahl der Gleichungen im
System (1), fihren. Wenn m = 1 ist, dann ist nur eine Gleichung gegeben, wihrend die Anzahl
der Unbekannten groBer als 1 ist.

Es ist klar, dass diese Gleichung unbedingt eine nichttriviale Lésung besitzt. Wir nehmen an,
dass die Behauptung des Satzes fiir Systeme, die aus m — 1 Gleichungen bestehen, richtig ist
und beweisen dann, dass sie fiir Systeme von m Gleichungen richtig bleibt.

Es moge also das System (1) gegeben sein, in dem die Anzahl m der Gleichungen kleiner als
die Anzahl n der Unbekannten ist. Wenn alle Zahlen aq, b1, ...,d; die Koeffizienten von x1,
gleich 0 sind, dann besitzt das System zweifellos eine nichttriviale Losung; zum Beispiel kann
man

r1=0,29=0,...,2, =0

nehmen. Wir nehmen jetzt an, dass es unter den gegebenen Koeffizienten von Null verschiedene
gibt. Gegebenenfalls durch das Vertauschen der Platze der ersten Gleichung mit einer der
nachfolgenden kann man annehmen, dass a; # 0 ist. Wir nehmen an dem System folgende
Umformungen vor.

Wir figen die erste Gleichung, die mit —b; /a; multipliziert wurde, zur zweiten Gleichung hinzu.
Man erhalt ein neues System, das offensichtlich mit dem Ausgangssystem gleichwertig ist. Die
zweite Gleichung in ihm wird die Form

bhze + ... + bz, =0

haben (ein Glied mit z; kommt nicht vor). Weiter nehmen wir analoge Umformungen mit der
dritten, vierten usw. (bis zur m-ten) Gleichung des Systems vor. Zu jeder von ihnen fligen wir
das entsprechende Vielfache der ersten Gleichung hinzu. Als Ergebnis erhalt man das System

a1x1 + asxy + ... + apx, = 0 1. Gleichung
byrg + ...+ bz, =0 2. Gleichung (1)

dyxs + ... +d,x, =0  m. Gleichung
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das mit dem Ausgangssystem gleichwertig ist. Der Teil dieses Systems (ohne die erste Glei-
chung) stellt ein homogenes System von m — 1 Gleichungen mit n — 1 Unbekannten dar. Weil
m < n ist, gilt

m—1<n-—1

Folglich ist in diesem System die Anzahl der Gleichungen kleiner als die Anzahl der Unbe-
kannten. Fir ein System aber, das aus m — 1 Gleichungen besteht, ist die Behauptung des
Lemmas infolge der Induktionsannahme richtig. Damit besitzt das eingerahmte System eine
nichttriviale Lésung

L9 = (g, T3 = (A3, ..., Ty, = Oy,

Wenn wir den Wert 2 hinzufiigen, den man aus der ersten Gleichung des Systems (1) erhalten

kann:
1
Ty = ——(agay + ... + azay)
a1

dann erhalten wir eine nichttriviale Lésung des ganzen Systems (1'), folglich auch des Aus-
gangssystems (1). Das Lemma ist bewiesen.

2.12 Das Skalarprodukt

Allen Begriffen, die wir bis jetzt in diesem Kapitel untersucht haben, liegen zwei Operationen
uber Vektoren zugrunde: die Vektoraddition und die Multiplikation eines Vektors mit einer
Zahl. Indessen ist, wenn wir die gewdhnlichen geometrischen Vektoren™|im Auge haben, der
Kreis der Begriffe, die mit ihnen verbunden sind, bedeutend groBer.

Zum Beispiel besitzt jeder Vektor eine Lange, existieren senkrecht aufeinanderstehende Vek-
toren usw. Deshalb wird man naturgemaB versuchen, fiir den n-dimensionalen Fall eine ver-
niinftige Methode zur Einfiihrung solcher Begriffe wie Lange, das aufeinander Senkrechtstehen
u.a.m. zu finden. Das wird weiter unten getan werden.

2.12.1 Das Skalarprodukt gewdhnlicher geometrischer Vektoren

Es mogen in der Ebene zwei Vektoren x und y gegeben sein, die vom Ursprung 0 eines recht-
winkligen Koordinatensystems ausgehen. Die Koordinaten des ersten Vektors mogen z1, x5 die
des zweiten 1, y» sein. Also ist

X = Tyl + Taiy ; y = y1i1 + Yl

i; und iy Vektoren der Lange 1 sind, die die Richtung der Koordinatenachsen haben (Abb. 14).

Abb.14

13Das heiBt, gerichtete Strecken in der Ebene oder im Raum.
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Wir bezeichnen die Spitzen der gegebenen Vektoren entsprechend mit X und Y. Der Punkt
X hat die Koordinaten 1, x5, der Punkt Y hat die Koordinaten ¥y, y>. Aus der Formel fiir
den Abstand zwischen zwei Punkten erhalten wir

(XY)? = (g1 — 1) + (2 — 22)7, (0X)? =z + a3, (OY)? =oi + 5
woraus
(OX)? +(0Y)? — (XY)? = 2(z1y1 + 2232) (1)

folgt. Aus dieser Gleichung ist leicht zu ersehen (wenn man den Satz des Pythagoras beriicksich-
tigt), dass eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir das aufeinander Senkrechtstehen
von x und y
T1y1 + xoy2 =0
ist: Wir bemerken, wenn wir diese Uberlegung nicht nur auf Vektoren einer Ebene, sondern
im Raum anwenden, dann erhalten wir die Bedingung fiir das aufeinander Senkrechtstehen in
analoger Form:
T1y1 + oY + x3y3 = 0

Die Formel (1) bringt uns auf den Gedanken, mit jedem Vektorpaar x und y in der Ebene die
Zahl

T1Y1 + ToYo (2)

zu verbinden und im Raum die Zahl

T1Y1 + ToYo + T3Y3 (2)

Diese Zahl nennt man in der Geometrie Skalarprodukt der Vektoren x und y und bezeichnet
sie mit (x,y).
Wir bemerken, dass die Lange eines beliebigen Vektors x durch das Skalarprodukt ausgedriickt

wird. Im Falle der Ebene ist namlich
x| = y/a + 03

x| = /2% + 23 + 23

x| = /(%)

im Falle des Raumes

so dass in beiden Fallen die Formel

gilt.

2.12.2 Eine allgemeinere Definition des Skalarproduktes

Das oben betrachtete Skalarprodukt von Vektoren in der Ebene und im Raum besitzt eine
Reihe einfacher Eigenschaften. Hier sind einige davon:

1) (x,x) > 0, wobei (x,x) = 0 nur fir x = 0 gilt;

2) (xy) = (yx);
3) (x,ky) = k:(x y); wobei k eine beliebige reelle Zahl ist;
(

)xy+) (x,y) + (x,2).

Die ersten drei Eigenschaften gehen direkt aus der Definition des Skalarproduktes hervor. Der
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Beweis der letzten Eigenschaft ist ein wenig komplizierter. Wir fiihren ihn fiir den Fall des
Raumes an:

(x,y +2) =x1(y1 + 21) + 22(y2 + 22) + 23(ys + 23)
= (2151 + Tay2 + T3Y3) + (2121 + T222 + T323) = (X)) + (X,2)
Wir kommen jetzt zum zentralen Punkt in diesem Paragraphen.

Bei einer beliebigen Verallgemeinerung des Begriffs des Skalarproduktes auf den n-dimensionalen
Fall ware es wiinschenswert, dass die Eigenschaften 1)-4) Geltung behielten. In Anbetracht des-
sen verwenden wir die folgende Definition.

Definition. Wir sagen, dass im n-dimensionalen Vektorraum A, ein Skalarprodukt erklart ist,
wenn je zwei Vektoren x und y eine bestimmte Zahl, die wir mit (x,y) bezeichnen, so zuge-
ordnet ist, dass die Eigenschaften 1)-4) erfiillt sind. Die Zahl (x,y) werden wir Skalarprodukt
des Vektors x mit dem Vektor y nennen.

2.12.3 Eine Methode zur Einfiihrung des Skalarproduktes

Die angegebene Definition lasst eine Frage offen: Kann man nur auf eine Weise das Skalar-
produkt im Raum A,, einfiihren?
Die Antwort darauf deuten bereits die Ausdriicke (2) und (2') an.

Und zwar wahlen wir im Raum A,, irgendeine Basis
aj,as, ..., a,
aus und ordnen je zwei Vektoren x und y die Zahl
(X,¥) = 11 + Tays + oo + Tnyy (3)

zu; hierbei sind z1, z9, ..., x,, die Koordinaten des Vektors x und v, yo, ..., ¥, die Koordinaten
des Vektors y in der ausgewahlten Basis, d.h.,

X = r1a1 + T2d2 + ... + LA, ; Yy = t1a1 + Yoz + ... +ypa,
Wie nicht schwer zu zeigen ist, werden dann alle Eigenschaften 1)-4) erfiillt, und folglich ist

(x,y) das Skalarprodukt. Wenn man eine andere Basis

/
n

aj,a,, ..,a
auswahlt und den Vektoren x und y die Zahl
(x,y)" = @yy1 + 255 + - +

zuordnet (wobei 2, x}, ..., und Yy}, y5, ...,y die Koordinaten der Vektoren x und y in der
neuen Basis sind), dann wird im allgemeinen die Gleichung

(xy) = (xy)

nicht erfullt. Daraus wird klar, dass man im Raum A,, viele verschiedene Skalarprodukte ein-
fihren kann.

Im weiteren wird gezeigt werden, dass die obige Methode der Einfilhrung des Skalarproduktes
allgemein ist, denn wie auch das Skalarprodukt im Raum gewahlt wird, man wird stets eine
solche Basis (und sogar nicht nur eine) finden, in der Formel (3) gilt.
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2.12.4 Die Lange eines Vektors, orthogonale Vektoren

Nachdem die Definition des Skalarproduktes angegeben wurde, werden solche Begriffe wie die
Lange eines Vektors und das aufeinander Senkrechtstehen zweier Vektoren in Analogie zu den
zweidimensionalen und dreidimensionalen Fallen eingefiihrt.

Und zwar definieren wir die Lange oder Norm eines n-dimensionalen Vektors x durch die Formel

x| =/ (x,%)

(die Zahl, die unter dem Waurzelzeichen steht, ist aufgrund von Eigenschaft 1) des Skalarpro-
duktes nicht negativ); senkrecht aufeinanderstehend oder orthogonal nennen wir die Vektoren
x und y, deren Skalarprodukt gleich Null ist. In diesem Fall schreiben wir

xly

Also bedeutet x Ly, dass (x,y) = 0 gilt.

2.12.5 Ein Ausdruck fiir das Skalarprodukt in Vektorkoordinaten

Wir kehren jetzt zur Definition des Skalarproduktes zuriick und ziehen aus den grundlegenden
Eigenschaften 1)-4) einfachste Schlussfolgerungen. Vor allem werden wir feststellen, dass die
folgenden zwei Eigenschaften, die 3) und 4) ergénzen, gelten:

3') (kx,y) = k(x,y);
4') (x+y,2z) = (x,2) + (y,2).

Die Eigenschaft 3') ergibt sich aus der Kette der Gleichungen
(kx,y) = (y,kx) = k(y,x) = k(x,y)

von denen in jeder eine der Eigenschaften des Skalarproduktes benutzt wurde. Analog wird die
Eigenschaft 4') bewiesen:

(x+yz) = (zx+y) = (zx) + (zy) = (x2) + (y,2)
Durch Kombination der Eigenschaften 3) und 3') erhalten wir
3") (kx,ly) = kl(x,y)
Weiter folgt sofort aus 4) und 4'), dass
(X1 + X2 oo+ X, Y1 ¥+ Y) =D (%)
1]
gilt, d.h., die skalare Multiplikation einer Summe mit einer Summe ist der iiblichen Regel un-
terworfen: Man muss jeden Summanden der ersten Summe mit jedem Summanden der zweiten

Summe multiplizieren und die Resultate addieren. Daraus sowie auch aus der Eigenschaft 3')
erhalt man auch die Regel fiir die Multiplikation einer Linearkombination mit einer anderen:

(kixq + koxo 4 ... + kpXp, 1y + loyy + ... +1y,) = Z kilj(xi,y;) (4)
i,J

Aus dieser Formel erhalten wir sogleich den Ausdruck des Skalarproduktes (x,y) in den Vek-
torkoordinaten von x und y. Es moge eine bestimmte Basis

a1, az, ..., Gy (5)
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im Raum A,, ausgewahlt sein. Wir betrachten zwei beliebige Vektoren x und y. Wenn wir sie
in der Basis (5) zerlegen, erhalten wir

X = ria1 + Toag + ... + 1,4a, , Yy = yia; + yea2 + ... + ypa,

Jetzt kann man zur Berechnung des Skalarproduktes (x,y) die Formel (4) benutzen:
(X7y> = Z‘rlyj(awa])
2y
Die GroBen
9ij = (ai,a))
sind konstante Zahlen, die nur von der ausgewahlten Basis abhangen. Auf diese Weise erhalt
man, wenn eine bestimmte Basis festgelegt wurde, fiir das Skalarprodukt den Ausdruck

(z,y) = Zgz‘jl‘z‘yj (6)

Dies ist ein sehr nitzliches Resultat; mit seiner Hilfe konnen wir sofort eine Reihe wichtiger
Satze beweisen.

2.12.6 Die Existenz eines Vektors, der zu p gegebenen Vektoren orthogonal ist
(p <n)

Wir nehmen an, dass wir den Vektor y festgelegt haben und den Vektor x so auswahlen wollen,
dass er y gegeniiber orthogonal ist, d.h., dass (x,y) = 0 sein moge.

Dann erhalt man zur Bestimmung von x1, x5, ..., x,, der Koordinaten des unbekannten Vektors
x, aufgrund von (6) die Gleichung

> gijziy; =0
irj

Da g;; und y; gegebene konstante Zahlen sind, nimmt die linke Seite der Gleichung nach dem
Ordnen der Glieder die Form

a1x1 + asTo + ... + apTy,
an; folglich ist die erhaltene Gleichung linear und homogen in Bezug auf die Unbekannten
L1,L9y eeey Ty

Wenn der Vektor x nicht nur zu einem Vektor y orthogonal sein soll, sondern zu verschiedenen
Vektoren

Yi, Y2, "'Jyp
dann erhalt man zur Bestimmung seiner Koordinaten nicht nur eine Gleichung, sondern ein
System von p Gleichungen. Nach dem Lemma aus § 11 besitzt ein solches System sicher
eine nichttriviale Losung, wenn die Anzahl der Gleichungen kleiner ist als die Anzahl der
Unbekannten. Daraus geht der folgende Satz hervor.

Satz. Wenn im Raum A,, die Vektoren

Y15 Yo, "'Jyp

gegeben sind, wobei die Anzahl dieser Vektoren kleiner als n ist, dann existiert ein vom Null-
vektor verschiedener Vektor derart, dass dieser Vektor zu jedem der gegebenen Vektoren or-

thogonal ist["

4Der Nebensatz "der nicht der Nullvektor ist" in der Formulierung des Satzes ist wesentlich, da der Nullvektor
jedem anderen Vektor y gegeniiber orthogonal ist. Dies folgt aus der Gleichung (0,y) = (Oy,y) = 0(y,y) =
0.
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Dieser Satz schlieBt zahlreiche Folgerungen ein. Wir werden hier nur eine davon betrachten;
im weiteren spielt sie eine wichtige Rolle.

Folgerung. Wenn der Teilraum P des Raumes A,, nicht mit dem ganzen Raum A,, lberein-
stimmt, dann existiert ein Vektor x € A, mit x # 0, derart, dass dieser Vektor zu jedem
Vektor aus P orthogonal ist (oder, wie wir kiirzer sagen werden, der zum ganzen Teilraum P
orthogonal ist).

Der Beweis ist fast offensichtlich. Wir wahlen in P eine Basis aus den Vektoren

Y15 Yo, "'aYp

Da P nicht mit A,, Gbereinstimmt, ist p < n. Nach dem Bewiesenen findet man einen Vektor
x # 0, der zu jedem der Vektoren y,,y,, ..., y, orthogonal ist. Dann ist x aber auch zu jeder
Linearkombination dieser Vektoren orthogonal:

(x,k1y; + koyy + ... + kpyp) = k1(x,y1) + ka(x,y5) + ... + kp(xayp) =0

Folglich ist x zu jedem Vektor aus P orthogonal.

2.12.7 Zerlegung eines Vektors in zwei zueinander orthogonale Komponenten

Wir schlieBen diesen Paragraphen mit einer Behauptung ab, die in zweidimensionalen und
dreidimensionalen Fallen eine geometrisch offensichtliche Tatsache ausdriickt; hier wird sie fiir
einen Raum beliebiger Dimension bewiesen werden.

.

-

Abb.15 bk

Es moge i irgendein Vektor sein, der vom Nullvektor verschieden ist. Dann kann man jeden
Vektor a in zwei Summanden zerlegen, von denen einer i proportional ist, der andere aber
orthogonal zu i (Abb. 15) ist:

a=Fki+u mit u #i

Um diese Behauptung zu beweisen, ist es notwendig zu Uberpriifen, dass eine Zahl k existiert,
fur die der Vektor a — ki orthogonal zu i ist. Dann erhalten wir, wobei wir diesen Vektor mit
u bezeichnen, die verlangte Zerlegung fiir a. Es ist also notwendig, dass

(@a—Fkii)=0
ist, oder, was das gleiche bedeutet,
(a,i) = k(i, i)

Daraus finden wir sofort die gesuchte Zahl k:

k=

(man muss beriicksichtigen; dass (i,i) # 0 gilt, weil der Vektor i nicht der Nullvektor ist).
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2.13 Die orthonormierte Basis. Orthogonale Transformationen
2.13.1 Definition einer orthonormierten Basis

Wir wissen bereits, dass im Raum A,, eine unendliche Menge von Basen existiert. Bis zur Ein-
fuhrung des Skalarproduktes in A,, gab es keinen Grund fiir uns, irgendwelche davon besonders
hervorzuheben.

Von dem Moment an jedoch, in dem das Skalarprodukt auftritt, beginnen einige Basen eine
privilegierte Rolle zu spielen. Dies sind die sogenannten orthonormierten Basen.

Eine Basis
ap,dg, ..., d,

wird orthonormiert genannt, wenn je zwei Basisvektoren zueinander orthogonal sind
(a,a;) =0 (ij = 1,050 # j) (1)
und die Lange jedes Basisvektors gleich 1 ist
(a;,a;) =1 (i=1,...n) (2)

Im gewdhnlichen dreidimensionalen Raum ist eine orthonormierte Basis ein beliebiges Tripel
paarweise senkrecht aufeinanderstehender Einheitsvektoren (Abb. 16).

a

a
Abb.16 4

Wir bemerken, dass das Wort "orthonormiert" aus der Zusammenziehung der Worte "orthogo-
nal" und "normiert" entstanden ist. Der Vektor a wird normiert oder Einheitsvektor genannt,
wenn seine Lange gleich 1 ist.

Eine orthonormierte Basis ist deshalb bemerkenswert, weil man in ihr einen besonders einfa-
chen Ausdruck fir das Skalarprodukt erhalt. Wir benutzen die im vorhergehenden Paragraphen

bewiesene Formel
(xy) = >_wiy;(aiay)
0,
Wenn man beriicksichtigt, dass die Basis orthonormiert ist, d.h., dass die Gleichungen (1) und
(2) gelten, erhalt man sofort

(xy) = 211 + Tay2 + ... + oYy (3)

Auf diese Weise ist in einer orthonormierten Basis das Skalarprodukt gleich der Summe der
Produkte gleichnamiger Koordinaten (der ersten mit der ersten, der zweiten mit der zweiten
usw.).
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2.13.2 Die Existenz orthonormierter Basen

Obwohl wir eine wichtige Eigenschaft einer orthonormierten Basis bestimmt haben, wissen wir
die Hauptsache noch nicht. Existiert wenigstens eine orthonormierte Basis?

Wir werden sogleich beweisen, dass eine solche Basis existiert. Wir beginnen mit der folgenden
Bemerkung.

Der Vektor a moge nicht normiert sein (jedoch sei a # 0). Dann kénnen wir nach der Formel

1
a=—a
al

aus ihm einen normierten Vektor a’ erhalten: Tatsachlich ist

1
(@'d) = —(aa)=1
al
Der Ubergang von a zu a’ wird Normierung des Vektors a genannt.
Die Existenz einer orthonormierten Basis folgt leicht aus dem Satz, der im vorhergehenden
Paragraphen bewiesen wurde.

Wir wahlen einen beliebigen von Null verschiedenen Vektor b; aus. Indem wir ihn normieren,
erhalten wir den Einheitsvektor a;. Weiter wahlen wir einen beliebigen von Null verschiedenen
Vektor b, aus, der orthogonal zu a; ist: indem wir ihn normieren, erhalten wir as.

Weiter wahlen wir einen Vektor bs # 0 aus, der zu a; und ay orthogonal ist. Indem wir ihn
normieren, erhalten wir den Vektor a3 usw. bis wir zum Vektor a,, kommen, der orthogonal zu
dem frither aufgebauten Vektoren ay, ay, ..., a,_; ist. Das auf diesem Wege erhaltene System

dp, s, ..., ap

ist aufgrund von Satz 2 aus § 9 eine Basis. In der Tat ist die Anzahl der Vektoren im System
gleich n, und auBerdem ist dieses System linear unabhangig. Im entgegengesetzten Fall, wenn
man einen der Vektoren des Systems durch die ihm vorhergehenden zerlegen konnte, zum
Beispiel

az = aa; + fay,

wiirden wir, indem wir beide Seiten der Gleichung skalar mit dem Vektor a3 multiplizieren,
(ag,a3) =0

erhalten, was nicht moglich ist, da (a3, a3) = 1 gilt.

Wir stellen fest, dass wir, nachdem wir die Existenz einer orthonormierten Basis bewiesen
haben, das Versprechen erfiillt haben, das wir im vorhergehenden Paragraphen gegeben hatten.
Wir haben gezeigt, dass wenigstens eine Basis existiert, in der das Skalarprodukt durch Formel
(3) ausgedriickt wird.

2.13.3 Eine Methode zum Auffinden aller orthonormierten Basen

Bei der Untersuchung der orthonormierten Basen erhebt sich eine Reihe interessanter Fragen.
Hier ist eine davon: Wie ergibt sich eine orthonormierte Basis aus einer anderen?

Im § 9 sprachen wir davon, dass man je zwei Basen des Raumes A,, auseinander durch eine
Kette elementarer Umformungen erhalt. Natirlich ist dieser Satz insbesondere auch fiir ortho-
normierte Basen richtig, aber fiir diese ist er nicht von besonderem Interesse, denn wir erhalten
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2.13 Die orthonormierte Basis. Orthogonale Transformationen

durch Anwenden der elementaren Umformung auf eine orthonormierte Basis in der Regel keine
orthonormierte Basis mehr (obwohl man nach einigen elementaren Umformungen wiederum
eine orthonormierte Basis erhalten kann).

Wir wiirden natdrlich gern je zwei orthonormierte Basen durch eine Kette solcher Umformun-
gen verbinden, um nach jeder von ihnen erneut eine orthonormierte Basis zu erhalten. Es zeigt
sich, dass man dies auf folgende Weise tun kann.

Es moge ay, ay, ..., a, eine orthonormierte Basis sein. Wir nennen jede der folgenden Opera-
tionen eine elementare orthogonale Transformation lber einer Basis:

1. Die Multiplikation eines beliebigen Basisvektors mit —1. Es ist klar, dass man als Ergebnis
einer solchen Transformation erneut eine orthonormierte Basis erhalt.

2. Das Ersetzen irgendwelcher zwei Vektoren a;,a; (i # j) der gegebenen Basis durch die
neuen Vektoren a;, a’ nach den Formeln

r . r_
; = cosa a; —sina a; und ; =sina a; — cosa aj

wobei « eine beliebige reelle Zahl ist.
Der folgende Satz, den wir hier ohne Beweis anfiihren, zeigt die Rolle der elementaren ortho-
gonalen Transformationen.

Satz. Man kann mit Hilfe einer endlichen Anzahl elementarer orthogonaler Transformationen
von jeder orthonormierten Basis zu jeder anderen orthonormierten Basis tibergehen.

2.13.4 Orthogonale Transformationen

Dem Leser ist wahrscheinlich der Begriff der Transformation schon bekannt (einige Transfor-
mationen werden zum Beispiel im Geometrieunterricht der Schule untersucht). Im vorliegenden
Fall wird von Transformationen des n-dimensionalen Vektorraumes A,, die Rede sein.

Wir sagen, dass eine Transformation des Raumes A,, gegeben ist, wenn die Vorschrift bekannt
ist, vermittels der jedem Vektor a € A, ein anderer Vektor @’ € A,, entspricht. Das Vorhan-
densein einer solchen Vorschrift kann man durch die folgende Schreibweise wiedergeben:

a’'=F(a)
wobei das Symbol F' zur Bezeichnung des Verfahrens dient, durch das man a’ aus a erhilt.

Die Transformation F' wird linear genannt, wenn sie den folgenden zwei Bedingungen genligt:

1) F(x+y) = F(x) + F(y);
2) F(kx) = kF(x)

wobei x und y zwei beliebige Vektoren und k eine beliebige Zahl ist.

Wenn wir die Vektoren F'(x) und F'(y) mit X’ und y’ bezeichnen, kann man diese Bedingungen
so umschreiben: die Transformation F' tberfiihrt das Vektortripel x,y,x +y in X,y , x" +y
und das Paar x, kx in das Paar x’, kx'.

Anders ausgedriickt, die Transformation ist linear, wenn sie weder die Summe von Vekto-
ren, noch das Produkt eines Vektors mit einer Zahl "zerstort". Daraus folgt, dass die lineare
Transformation auch die Linearkombinationen nicht zerstort

F(k1x1 + k?QXQ + ...+ knxn) = /CF(Xl) + k2F<X2) + ...+ knF(Xn)
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2.13 Die orthonormierte Basis. Orthogonale Transformationen

Wir nehmen an, dass ein Skalarprodukt im Raum A,, eingefiihrt ist. Dann kommt unter allen
linearen Transformationen denen ein besonderes Interesse zu, die dieses Skalarprodukt "erhal-
ten", d.h. die Eigenschaft

(F(x), F(y)) = (x,y) fur alle x,y € A,

besitzen. Solche Transformationen werden orthogonal genannt.
Es ist klar, dass eine orthogonale Transformation auch die Lange jedes Vektors x erhalt, d.h.

[F(x)| = [x|
Dies folgt daraus, dass die Lange durch das Skalarprodukt ausgedriickt wird:
x| = /(xx)

Die Erhaltung der Lange eines beliebigen Vektors kann man als Definition der orthogonalen
Transformationen nehmen. Das wird daraus ersichtlich, dass das Skalarprodukt seinerseits
durch die Lange ausgedriickt wird. In der Tat geht aus der offensichtlichen Gleichung

(x+y,x+y)=(xx)+ (y,y) + (x,y) + (y,x)

die Gleichung

2(xy) = (x +yx+y) — (xx) = (yy) =[x+ y[> = [x]* = |y|?

hervor.
Die orthogonalen Transformationen besitzen eine Reihe wichtiger Eigenschaften. Wir zeigen
eine davon. Es moge

ai;,agz, ..., a,

eine orthonormierte Basis sein. Dann bilden die Vektoren
a; = F(ay),ay = F(ay),...,a, = F(a,)

auch eine orthonormierte Basis. Anders ausgedriickt, eine orthogonale Transformation liber-
fihrt jede orthonormierte Basis wiederum in eine orthonormierte Basis. In der Tat, da die
Transformation F' orthogonal ist, gilt (a;,a;) = (aj,a}) (i und j sind beliebige Indizes von 1
bis n); folglich geniigen die Vektoren

/ / / .
aj,a,,...,a die a;,as,....a,
ahnlich sind, den Beziehungen
/ / / / - . .
(aj,a;) =1 und (aj,a;) =0 fir i#j

Daraus geht hervor, dass sie eine orthonormierte Basis bilden (siehe die Uberlegungen am Ende
von 2).
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2.13.5 Die zu einer orthogonalen Transformation inverse Transformation

Wir wollen zuerst die folgende Tatsache feststellen. Fiir eine orthogonale Transformation F'
besitzt die Gleichung
F(x)=b (4)

fir jedes b € A,, eine eindeutige Losung. Dies kann man auf folgende Weise beweisen.

Es moge a1, ay, ..., a,, eine orthonormierte Basis sein. Dann bilden die Vektoren a} = F'(ay),

a, = F(ay), ..., a, = F(a,), wie wir wissen, auch eine orthonormierte Basis. Wir stellen den

Vektor b durch sie dar
b= kia) + kqa, + ... + kpa),

und zeigen, dass der Vektor
a = kia; + kqag + ... + kya,
der Gleichung (4) geniigt. Tatsachlich folgt aus der Linearitat der Transformation F
F(a) = kya] + kea, + ...+ k,a, =b

Damit ist die Losbarkeit der Gleichung (4) bewiesen. Die Tatsache, dass die Losung eindeutig
ist, kann man ganz einfach beweisen.

Wenn F(x;) = b und F'(x2) = b, gelten, dann ist F'(x;) = F'(x2) und folglich F'(x; —x2) = 0.
Dann ist aber |z — 25| = 0, d.h. x; = x.

Wenn man jedem Vektor b € A,, den Vektor x, der eine Lésung von Gleichung (4) ist, zuordnet,
erhalten wir eine neue Transformation, die die inverse Transformation zu F genannt wird und
mit £’ bezeichnet wird.

Der oben bewiesene Satz kann jetzt anders formuliert werden.

Zu jeder orthogonalen Transformation existiert stets eine inverse Transformation. Es erhebt sich
natlrlich die Frage: Wird die inverse Transformation wiederum orthogonal sein? Wir werden
beweisen, dass dies so ist.

Die Linearitat von F'~! folgt in offensichtlicher Weise aus der Linearitat von F.

Wenn F' das Tripel der Vektoren x, y, x +y in das Tripel x’, y', X' + y’ Uberfiihrt, dann
iiberfithrt F'~! umgekehrt X', y/, X' +y’ in x, y, x +y; wenn F das Paar x, kx in das Paar x/,
kx' iiberfiihrt, dann iiberfihrt F~! x’, kx’ in x, kx.

Weiter folgt aus der Gleichung
(xy) = (xy)
die Gleichung
(FH(X), FHY)) = (XY
Damit ist die Transformation F~! linear und erhalt das Skalarprodukt.

Folglich ist sie orthogonal. Also ist die Transformation, die zu einer orthogonalen invers ist,
wiederum orthogonal.

2.13.6 Wie viele verschiedene orthogonale Transformationen existieren?

Es erheben sich die natiirlichen Fragen: Existieren (iberhaupt orthogonale Transformationen
und wie groB ist ihre Anzahl? Der folgende Satz hilft uns, sie zu beantworten.
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2.13 Die orthonormierte Basis. Orthogonale Transformationen

Es mogen zwei orthonormierte Basen

/
n

/ /
ai,as,...,a, und aj,a,,...,a

gegeben sein. Dann existiert eine, zudem eindeutige, orthogonale Transformation, die die erste
Basis in die zweite lberfiihrt.
Die gesuchte Transformation wird auf folgende Weise bestimmt: jedem Vektor

a = k1a1 + kgag + ...+ knan

wird der Vektor
F(a) = kya) + kqal, + ... + k,a),

zugeordnet. Wir werden zeigen, dass diese Transformation orthogonal ist. Die Linearitat der
Transformation F’ ist offensichtlich. Es bleibt nur noch zu tGberpriifen, dass I’ das Skalarprodukt
erhalt.
Es mogen

X =mxa; + ...+ z,a, und y =yia; + ... + ypa, (5)

zwei beliebige Vektoren aus A,, sein. Es gilt
F(x) = za] + ... + z,a), und F(y) = ya) + ... + y,a), (6)
Da die Basis ay, ..., a, orthonormiert ist, folgt aus (5)

(xy) = z1y1 + Toyo + ...+ TpYn

/
n

Aber auch die Basis a/, ..., a/, ist orthonormiert, deshalb folgt aus (6)

(F(x),F(y)) = z191 + a2 + .. + Tnn

Daher ist
(x,y) = (F'(x),F(y))

d.h., die Transformation F' ist orthogonal.

Aus der Linearitat der orthogonalen Transformation folgt leicht, dass es keine andere orthogo-
nale Transformation geben kann, die die erste Basis in die zweite liberfiihrt. Tatsachlich muss
aufgrund der Linearitat die gesuchte Transformation so sein, wie wir sie bestimmt haben.

Aus dem von uns bewiesenen Satz kann man diese Schlussfolgerung ziehen. Zwischen der
Menge aller orthonormierter Basen und der Menge aller orthogonalen Transformationen kann
man eine umkehrbar eindeutige Zuordnung aufstellen.

Dazu muss man eine der orthonormierten Basen, die wir mit By bezeichnen, festhalten und
einer beliebigen anderen orthonormierten Basis B die orthogonale Transformation zuordnen,
die By in B Uberfiihrt. Es gibt auf diese Weise "so viele" orthogonale Transformationen, wie
es verschiedene orthonormierte Basen gibt.

74



Die Ausnahmestellung von vier Algebren

3 Die Ausnahmestellung von vier Algebren

In der unendlichen Vielfalt aller Algebren nehmen einige Algebren eine Ausnahmestellung ein.
Dies sind die Algebra %  aller komplexen Zahlen, die Algebra 2 der Quaternionen und die
Algebra & der Oktaven.

Was unterscheidet nun gerade diese Algebren von allen (ibrigen? Auf diese Frage kann man
verschiedenartig antworten. Das Gemeinsame aller Antworten fiihrt jedoch zu folgendem:

Im Vergleich mit anderen Algebren stehen die drei gezeigten ihrer Ursprungsalgebra, der Alge-
bra & aller reellen Zahlen, am nachsten. Diese Nahe duBert sich zum Beispiel darin, dass:

1. die Algebren &, % und 2 die einzigen Algebren mit Division sind, in denen die Multiplikati-
on die Eigenschaft der Assoziativitat besitzt. Dieser Satz tragt in etwas genauerer Formulierung
die Bezeichnung Satz von Frobenius.

2. die Algebren 2, J#', 2 und & die einzigen Algebren mit Division sind, in denen die Formeln
(uv)v = u(vv) und v(vu) = (w)u

gelten (eine abgeschwachte Variante der Assoziativitat, die Alternativitat genannt wird). Diese
Behauptung wird verallgemeinerter Satz von Frobenius genannt.

3. die Algebren ¥, J#°, 2 und O die einzigen Algebren mit Einselementen sind, in denen
man ein Skalarprodukt derart einfiihren kann, dass die Regel "die Norm eines Produktes ist
gleich dem Produkt der Normen" erfiillt wird. Diese Tatsache bildet den Inhalt des Satzes von
Hurwitz.

Kurzum, in der Hierarchie der Algebren stellt sich die Lage so dar. Als "Grundlage" dient die
Algebra der reellen Zahlen.

Als ihr nachster Nachbar tritt die Algebra der komplexen Zahlen auf, in der die Multiplikation
alle wichtigsten Eigenschaften der Multiplikation der reellen Zahlen besitzt. Die Multiplikation
ist kommutativ, assoziativ, umkehrbar (anders ausgedriickt, die Division ist méglich) und fiir
sie existiert ein Einselement. Dann folgt die Algebra der Quaternionen, wobei in ihr von den
oben aufgezahlten Eigenschaften nur die Kommutativitat der Multiplikation verschwindet.

Noch weiter entfernt gelegen ist die Algebra der Oktaven, in der die Assoziativitat durch eine
abgeschwachte Form dieser Eigenschaft, die "Alternativitat", ersetzt wird, jedoch wie bei der
vorigen ist die Division moglich und ein Einselement existiert.

Alle (ibrigen Algebren besitzen nicht einmal mehr diese Eigenschaften. Natiirlich folgt daraus
nicht, dass die lbrigen Algebren weniger interessant oder weniger wichtig sind, im vorliegenden
Fall ist nur von der gréBeren oder kleineren Ahnlichkeit mit der Algebra der reellen Zahlen die
Rede.

Zu allem Gesagten kénnen wir noch eine Bemerkung hinzufiigen.

Im Kapitel 1 wurde die Aufgabe (iber die Summe von Quadraten aufgestellt, die darin bestand,
alle Identitaten des bestimmten Typs

(@2 +ai4 .. +a2) PP+ + .. +0) =02 + D2+ .. + D2 (1)

aufzufinden (siehe § 3). Ausgehend von einer oben erwahnten Eigenschaft der Algebren 2,
', 2 und O (die Norm eines Produktes ist gleich dem Produkt der Normen) konstruierten
wir im Kapitel 1 konkrete Beispiele solcher Identitaten fir n = 1,2,4,8.
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In diesem Kapitel wird gezeigt werden, dass die Zahl n in der Identitdt (1) nur diese vier
Werte annehmen kann. Eine entscheidende Rolle im Beweis dieser Tatsache wird der Satz von
Hurwitz spielen. Auf diese Weise werden auch in der Aufgabe (iber die Summe von Quadraten
als hauptsachliche Mitwirkende eben die Algebren &, ¢, 2 und O auftreten.

Dieses Kapitel ist der Prazisierung und dem Beweis aller oben aufgezahlten Tatsachen gewid-
met.

3.14 Isomorphe Algebren

GemaB der Definition, die in § 7 gegeben wurde, besteht eine beliebige Algebra der Dimension
n aus Elementen, die man gleichbedeutend in der Form

a1i1 + a2i2 + ...+ anin

darstellen kann und die in natiirlicher Weise untereinander addiert werden und mit reellen Zah-
len multipliziert werden. Mit anderen Worten, jede Algebra der Dimension n ist insbesondere
ein n-dimensionaler Vektorraum.

AuBerdem muss die Multiplikationstafel der (urspriinglichen) Basiselemente iy, iy, ..., i, ange-
geben sein, d.h., der Tafel von n? Beziehungen der Form

iai/j = kaﬁ,lil + k’a/&gig + + ka,@,nin (1)

(o, B =1,2,...,n), wobei k,p ., bestimmte reelle Zahlen sind. Nachdem die Regeln der Multi-
plikation der Basiselemente erklart wurden, wird das Produkt beliebiger zwei Elemente

a1i1+a2i2—|—...+anin und b1I1+b2I2++bnln

der Algebra nach der gewohnlichen Regel der Multiplikation einer Summe mit einer Summe
unter anschlieBender Benutzung der Beziehungen (1) hergeleitet.

Man kann daher sagen, dass eine beliebige Algebra der Dimension n ein n-dimensionaler
Vektorraum A,, ist, in dem zusatzlich die Multiplikationstafel der Basiselemente, die Tafel
(1), Giiltigkeit hat. Es scheint, als wiirde sich daraus der Schluss aufdrangen, dass man zwei
Algebren der Dimension n, die durch verschiedene Multiplikationstafeln bestimmt wurden, als
verschiedene Algebren betrachten muss. Jedoch wiirde dieser Gesichtspunkt nicht ganz korrekt

sein, hier den Grund dafir.

Es moge <7 eine Algebra der Dimension n mit der urspriinglichen Basis iy, is, ..., i, und der
Multiplikationstafel (1) sein. Wenn wir im Vektorraum &/ zu einer anderen Basis iy, i), ..., i,
ubergehen, erhalten wir natiirlich auch eine andere Multiplikationstafel

ini = lapai] + lagoly + ... + lagal), (2)

(o, 6 =1,2,...,n).
Wir stellen uns jetzt noch eine Algebra .7’ mit der Basis i}, ij, ..., i, und der Multiplikationstafel
(2) vor. Muss man sie als neue Algebra ansehen?

Es versteht sich, dass dies formal so ist, im Grunde genommen ist <7’ aber dieselbe Algebra
</, nur auf eine andere Basis bezogen. Es ist deshalb natiirlich, den Unterschied zwischen den
Algebren o7 und &/’ als unwesentlich anzusehen.

Dieser Gesichtspunkt findet seinen Ausdruck im Begriff des Isomorphismus.
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Definition. Zwei Algebren ein und derselben Dimension n werden einander ahnlich oder iso-
morph genannt, wenn man aus ihnen Basen mit gleichen Multiplikationstafeln auswahlen kann.

Wie sich versteht, setzt die Ubereinstimmung der Multiplikationstafeln durchaus nicht dieselbe
Wabhl der Bezeichnungen fiir die Basiselemente beider Algebren voraus; zum Beispiel kdnnen
die Basiselemente der ersten Algebra mit ¢y, Co, ..., ¢, bezeichnet werden und die der zweiten,
sagen wir, mit dy,ds, ..., d,.

Es ist lediglich erforderlich, dass sich jedes Produkt c,cs in ¢y, €y, ..., ¢, mit genau denselben
Koeffizienten zerlegen lasst, in die auch das Produkt d,dgs in d;,ds, ..., d,, zerlegt wird. Dies
bedeutet, dass, wenn zum Beispiel

C3Cy = 3C1 — 7C5 gilt, auch d3Cd = 3d1 — 7d5
sein muss.

In der Mathematik werden zwei isomorphe Algebren nicht als verschieden angesehen. Man
betrachtet sie so, als waren sie zwei verschiedene Exemplare ein und derselben Algebra. In
Verbindung damit wird, wenn man die Frage nach dem Auffinden aller Algebren stellt, die
irgendeine bestimmte Eigenschaft besitzen, die Antwort in dieser Form gesucht:

Die gesuchte Algebra ist isomorph entweder dieser oder jener konkreten Algebra usw.

Im Kapitel | fiithrten wir den Begriff eines hyperkomplexen Systems ein und danach den breiteren
Begriff einer Algebra. Die Beziehung zwischen ihnen kann in vollem MaBe erst jetzt aufgedeckt
werden, da wir den Begriff des Isomorphismus besitzen.

Es wurde gezeigt (§ 7), dass man jedes hyperkomplexe System als Algebra betrachten kann,
in der das erste Basiselement als Einselement der Algebra auftritt:

iy, =i i =i, fur alle o

Jetzt konnen wir zu diesem Satz in bestimmtem Sinne die Umkehrung hinzufiigen: Jede Algebra
mit Einselement ist einem bestimmten hyperkomplexen System isomorph.

Tatsachlich, wenn eine Algebra mit dem Einselement 1 gegeben ist, dann erhalten wir durch
Auswihlen einer neuen Basis i, iy, ..., i, aus ihr, so dass ij = 1 gilt, eine Multiplikationstafel,
in der

/- of =
ihi

=/
=,

o = Toll =1,
fur alle « gilt, d.h., die Multiplikationstafel in einem bestimmten hyperkomplexen System ./ .
Daraus folgt, dass die Ausgangsalgebra dem hyperkomplexen System .# isomorph ist.

Zum Abschluss fiihren wir noch ein Beispiel an, das die Rolle des Begriffs des Isomorphismus
illustriert. Ausgehend von den Resultaten, die wir in § 2 erhalten haben, kénnen wir jetzt
sagen, dass eine beliebige Algebra der Dimension 2, die ein Einselement besitzt, einem der drei
hyperkomplexen Systeme isomorph ist: den komplexen, den bindren oder den dualen Zahlen.

Gerade dies ist der Ubergang zum genauen Sprachgebrauch fiir den Sachverhalt, den wir in §
2 durch die Worte "ein beliebiges System von Zahlen a + bi reduziert sich auf eines der drei
..." ausdriickten. "Reduziert sich auf" bedeutet "ist isomorph"!

3.15 Unteralgebren

Im Kapitel | stieBen wir mehrfach auf eine solche Erscheinung, dass eine Algebra als Teil
einer anderen auftrat. Zum Beispiel ist die Algebra der reellen Zahlen ein Teil der Algebra
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3.15 Unteralgebren

der komplexen Zahlen, die letztere stellt einen Teil der Algebra der Quaternionen dar, diese
Algebra geht ihrerseits in die Algebra der Oktaven ein u.a.m.
In dhnlichen Fallen wird anstelle des Wortes "Teil" der Terminus "Unteralgebra" gebraucht.

Definition. Eine Menge & von Elementen der Algebra <7 wird Unteralgebra der Algebra o
genannt, wenn:

1) & ein Teilraum des Vektorraumes <7 ist;
2) & beziglich der Multiplikation in der Algebra 7 abgeschlossen ist, d.h. wenn a € &7 und
b € & ist, dann gilt ab € &.

Die erste Forderung ist gleichbedeutend (§ 10) mit der, dass &7 die Menge aller Linearkombi-
nationen
kiai + ksas + ... + kpa,

bestimmter Vektoren ay, ..., a, ist. Die letzteren kénnen linear unabhangig ausgewahlt werden;
in diesem Falle bilden sie eine Basis des Teilraumes &7 (und ihre Anzahl iiberschreitet n nicht).

Damit die zweite Forderung erfiillt ist, ist es faktisch hinreichend, dass alle méglichen Produkte
der Basiselemente

a,ag (o, B=1,2,...;p)

wiederum & angehoren, d.h.; dass die Gleichungen
ajag = kopi1a1 + kapoas + ... + koppap (1)

(o, B =1,...,p) gelten.
Aus der oben gegebenen Definition wird direkt klar, dass man die Unteralgebra & als selbstan-

dige Algebra mit den urspriinglichen Basiselementen ay, as, ..., a,, und der Multiplikationstafel
(1) betrachten kann.

Wir fiihren einige Beispiele von Unteralgebren an.

1. In der Algebra der Quaternionen stellt der Teilraum mit der Basis 1, j eine Unteralgebra dar.
Ein allgemeineres Beispiel: der Teilraum mit der Basis 1, q, wobei q irgendein Quaternion ist,
das 1 nicht proportional ist. Jede solche Unteralgebra ist der Algebra der komplexen Zahlen
isomorph.

2. In der Algebra der Oktaven stellt der Teilraum mit der Basis 1, i, E, | eine Unteralgebra
dar. Diese Unteralgebra ist der Algebra der Quaternionen isomorph (in der gezeigten Basis ist
die Multiplikationstafel dieselbe wie in der Basis 1, i, j, k der Algebra der Quaternionen).
Analoge Beispiele: Jeder Teilraum mit der Basis 1, a, b, ab, wobei a und b zwei beliebige
imaginare Einheiten der urspriinglichen Basis 1, i, j, k, E, I, J, K der Algebra der Oktaven
sind.

3. In der Algebra der Matrizen der gegebenen Ordnung n stellt der Teilraum der Matrizen, in
denen alle Elemente der ersten k Zeilen (k ist eine feste Zahl) gleich Null sind, eine Unteralgebra
dar. Ein komplizierteres Beispiel: der Teilraum der "Schachbrett"- Matrizen, d.h., der Matrizen,
deren Elemente a;; gleich Null sind, wenn i+ j eine ungerade Zahl ist. Fiir n = 3 zum Beispiel
werden das Matrizen der Form

* O %
O ¥*x O
* O *

sein.
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3.16 Ubertragung der Aufgabe iiber die Summe von Quadraten in die Sprache der
Algebrentheorie. Normierte Algebren

Die Uberpriifung, dass die gezeigten Teilraume Unteralgebren darstellen, liberlassen wir dem
Leser.

3.16 Ubertragung der Aufgabe iiber die Summe von Quadraten in
die Sprache der Algebrentheorie. Normierte Algebren
Wir erinnern den Leser an die Formulierung der Aufgabe liber die Summe von Quadraten, die
im Kapitel 1 aufgestellt wurde.
Es ist erforderlich, zu klaren, wie n beschaffen sein muss und wie die n Formen zweiten Grades
@1([[‘1, L2y ooy Ty Y1, Y25 +-0y yn)7
@2(.]]17 T2y ooy Ty Y1, Y2, ooy yn)7

Qn(xlax% -y Ty Y1, Y2, "'7yn>

ausgewahlt sein mussen, damit die ldentitat
(242l + )P+ ) =02+ D2 (*)

richtig ist.

Die Untersuchung bestimmter konkreter Algebren (der Algebren der komplexen Zahlen, der
Quaternionen und der Oktaven) erlaubte es uns, im Kapitel 1 Beispiele der Identitaten (*) fir
n =2, n =4 und n = 8 aufzubauen.

Jedoch wurde dort nichts dariiber gesagt, wie man eine beliebige Identitat (*) aufbaut.

Mit dieser Frage werden wir uns nun beschaftigen.

3.16.1 Die Verbindung zwischen der Identitit (*) und einer bestimmten Algebra
o

Zu Beginn bemerken wir, dass mit jeder ldentitit (*) eine bestimmte Algebra verbunden
ist. Diese Algebra wird auf folgende Weise bestimmt. Wir betrachten den n-dimensionalen
Vektorraum, als dessen Elemente die Vektoren

T1i1 + Taly + ... + Tpiy, (1)
auftreten. Das Produkt von zwei beliebigen Elementen dieses Raumes
T = 21l + Taiy + ... + Tpiy und Yy = Y1l + Yoo + ... + Ypin
bestimmen wir durch die Formel
xy = ®qiy + Poiy + ... + D, (2)

Aufgrund der "Linearitat" der Formen &, ®,, ..., ®,, in den Veranderlichen z1, x», ..., x,,, aber
auch in den Veranderlichen vy, s, ..., ¥, ist klar, dass jede der weiter unten niedergeschriebenen
Gleichungen erfiillt wird:

kx-y=k(xy) ,  x-ky=k(xy)

(xi+x)y=xiy+xy ,  x(y; +y5) =xy; +xy,
Daraus folgt, dass das Multiplikationsgesetz (2) tatsachlich eine bestimmte Algebra definiert
(siehe § 7). Wir bezeichnen diese Algebra mit .o7.
Wie aus dem oben Gesagten folgt, ist die Algebra o7 vollstindig definiert, wenn nur die
|dentitat (*) angegeben ist.
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3.16 Ubertragung der Aufgabe iiber die Summe von Quadraten in die Sprache der
Algebrentheorie. Normierte Algebren

3.16.2 Normiertheit der Algebra

Wir werden jetzt sehen, welcher Eigenschaft der Algebra o/ die Tatsache entspricht, dass
®, Py, ..., D, nicht einfach irgendwelche Formen zweiten Grades sind, sondern solche, fiir die
die Identitat (*) gilt.

Zu diesem Zweck geben wir in der Algebra <7 ein Skalarprodukt (x,y) an, das wir durch die
Koordinaten der Vektoren x und y in der Basis iy, is, ..., i,, definieren:

(x,y) = 211 + Zays + ... + TuYn (3)

Insbesondere gilt
(x,x) =233 + 25 + ... + 22

Indem wir das Skalarprodukt auf die gezeigte Weise definieren, schreiben wir damit von vorn-
herein der Basis iy, is, ..., i,, die Rolle einer orthonormierten Basis zu, da

(la,i0) =1 , (ia,ig) =0

fur alle o, B = 1,...n, a # [ gilt. Zur Erlauterung dieser Gleichungen bemerken wir, dass beim
Vektor i, nur die a-te Koordinate von Null verschieden ist (sie ist gleich 1), und beim Vektor
ig nur die S-te.

Nachdem in der Algebra o/ ein Skalarprodukt definiert worden ist, kann man erneut die
|dentitat (*) deuten. Der Ausdruck, der auf der rechten Seite der Identitat steht, ist, wie man
unschwer bemerkt, gleich (xy,xy), dem "skalaren Quadrat" des Elementes xy; die linke Seite
stellt das Produkt zweier "skalarer Quadrate" dar: (x,x) und (y,y). Deshalb kann man anstelle
von (*)

(xy,xy) = (x,x)(y.y) (4)

schreiben. Ubrigens, wenn man die Norm des Elementes x die durch die Formel
X[ =4/ (x.x)

definiert wird, in die Betrachtung einfithrt, kann man die Gleichung (4) ihrerseits folgender-
maBen schreiben:
Ixyl| = [x[ly| (4)

(die Norm eines Produktes ist gleich dem Produkt der Normen).
Wir verwenden jetzt die folgende

Definition. Eine Algebra .« wird normiert genannt, wenn man in ihr ein Skalarprodukt auf die
Art einfiihren kann, dass die Identitat (4) erfllt ist.

Beispiele normierter Algebren stellen die uns schon bekannten Algebren der komplexen Zahlen,
der Quaternionen und der Oktaven dar. lhre Normiertheit folgt daraus, dass in jeder dieser
Algebren die Formel (4) gilt; man braucht dabei, damit alles genau der Definition einer nor-
mierten Algebra entspricht, nur ein Skalarprodukt zu finden, fiir das die Gleichung

x| = /(%)

erfillt ist. Im Falle der Algebra der komplexen Zahlen wird ein solches Skalarprodukt durch
die Formel

(z,Z') = z1y1 + 2202
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3.17 Normierte Algebren mit Einselement. Satz von Hurwitz

definiert, wobei z = x; + ;i und Z’ = x5 + 1»i ist; fiir die Algebra der Quaternionen durch

(q, q') = T1Y1 + T2Y2 + T3Y3 + T4y

wobei q = 1 + xoi + x3j + x4k und q° = Y1 + yoi + y3j + ysk ist; in analoger Weise wird das
Skalarprodukt in der Algebra der Oktaven definiert.

3.16.3 Schlussfolgerung

Wir haben also bewiesen, dass man jeder Identitat (*) eine bestimmte normierte Algebra o7/
zuordnen kann. Die Multiplikation beliebiger zwei Elemente

X =201 + ... + x50, und y = i1 + ... + yiip
wird in dieser Algebra durch die Formel
xy = $iip + ... + D, (5)
definiert, das Skalarprodukt aber nach der Formel

(X,y) =T1Y1 + ToY2 + ...TpYn

In der Algebra <7 bilden die Elemente iy, iy, ...,i, eine orthonormierte Basis. Dabei ist die
Identitat (*) nichts anderes als die Bedingung der Normiertheit der Algebra <7, in dieser Basis
geschrieben.

Man kann leicht sehen, dass auch die umgekehrte Behauptung richtig ist, namlich: Wenn
eine beliebige normierte Algebra .7 gegeben ist und in ihr eine beliebige orthonormierte Basis
11,19, ..., i, ausgewahlt wurde, dann erhalt man, wenn man das Multiplikationsgesetz in dieser
Basis niederschreibt, n Formen &, ®,, ..., ®,, und wenn man die Bedingung der Normiertheit
der Algebra .7 niederschreibt, dann erhalt man die Identitat (*) mit diesen Formen auf der
rechten Seite.

Wenn wir die Bilanz des Gesagten ziehen, kommen wir zu folgender Schlussfolgerung:

Alle Formen @, ®y, ..., ®,,, die der Identitat (*) gentgen, kdnnen auf folgendem Wege erhalten
werden.

Man betrachtet eine beliebige normierte Algebra <7 und in ihr eine beliebige orthonormierte
Basis i1, i, ..., i, und schreibt danach das Multiplikationsgesetz der Algebra <7 in der Form
(5).

Daraus ist ersichtlich, dass die Aufgabe der Aufzdhlung aller Identitaten (*) sich auf zwei
Aufgaben reduziert:

1) Das Auffinden aller normierter Algebren.
2) Die Niederschrift des Multiplikationsgesetzes fiir jede dieser Algebren in jeder ihrer ortho-
normierten Basen.

Die erste dieser Aufgaben werden wir in den nachsten zwei Paragraphen betrachten. Auf der
Basis ihrer Lésung wird ein Uberblick iiber alle Identitaten (*) erhalten werden.

3.17 Normierte Algebren mit Einselement. Satz von Hurwitz
3.17.1 Die Formulierung des Satzes von Hurwitz

Im vorhergehenden Paragraphen gelangten wir bei der Erlauterung der Aufgabe tber die Sum-
me von Quadraten zur Notwendigkeit, alle moglichen normierten Algebren zu finden. Weiter
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3.17 Normierte Algebren mit Einselement. Satz von Hurwitz

unten wird ein Satz bewiesen, der erstmalig durch den deutschen Mathematiker A. Hurwitz
im Jahre 1898 aufgestellt wurde.

Obwohl er noch nicht die vollstandige Aufzéhlung aller normierten Algebren bringt, behebt er
doch den Hauptteil der Schwierigkeiten, die mit der Losung dieser Aufgabe verbunden sind.

Satz (von Hurwitz). Jede normierte Algebra mit Einselement ist isomorph einer der vier Alge-
bren: der reellen Zahlen, der komplexen Zahlen, der Quaternionen oder der Oktaven.

Die Bedingung, dass die Algebra ein Einselement enthalt, darf in der Formulierung des Satzes
nicht weggelassen werden. Wie wir weiter sehen werden, existieren normierte Algebren, die
keine Einselemente enthalten. Solche Algebren konnen keiner der vier im Satz angefiihrten
Algebren isomorph sein, da es in jeder dieser vier Algebren ein Einselement gibt.

Es moge also 7 eine normierte Algebra mit Einselement sein. Wir erinnern uns, dass wir
vereinbart hatten, eine Algebra normiert zu nennen, wenn man in ihr ein Skalarprodukt mit
folgender Eigenschaft einfiihren kann:

(ab,ab) = (a,a)(b,b) (1)

Bevor wir zum Beweis des Satzes schreiten, wollen wir darauf hinweisen, dass er ziemlich lang
sein wird. Deshalb legen wir zuerst das allgemeine Schema dar, das die Beweisidee aufdeckt
und fiillen danach das "Loch" in den durchgefiihrten Uberlegungen.

3.17.2 Entwurf des Beweises

Wir bezeichnen das Einselement der Algebra &/ mit 1. Man kann jedes Element a € &
gleichwertig als Summe von zwei SummanderE] darstellen, von denen einer proportional 1 ist
und der andere orthogonal zu 1 ist

a=kl+a

wobei k eine reelle Zahl ist und @’ 1. 1. Wir fiihren in der Algebra die folgende Operation der
Konjugation ein. Das zu a konjugierte Element ist

a=kl-a

Insbesondere ist @ = a, wenn das Element a proportional zu 1 ist; wenn a orthogonal zu 1 ist,
dann gilt @ = —a. Offensichtlich ist auch, dass

—a und atb=a+b

||

gelten. Nachdem die Konjugation in der Algebra o7 eingefiihrt wurde, kdnnen wir zur Darlegung
der Idee schreiten, die dem Beweis des Satzes zugrunde liegt.

Es moge % irgendeine Unteralgebra der Algebra o/ sein, die 1 enthalt und nicht mit der

ganzen Algebra (ibereinstimmt. Wir wahlen in % eine Basis aus den Elementen 1,iy,is, ..., i,,
wobei iy, s, ..., 1, orthogonal zu 1 sind. Dann wird
ag — Cl,lil — . anin

konjugiert zu einem beliebigen Element

ag + a1i1 + ...+ @nin

15An dieser Stelle sowie auch in den folgenden Uberlegungen stiitzen wir uns auf die allgemeinen Eigenschaften
des Skalarproduktes, die im § 12 betrachtet wurden.
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3.17 Normierte Algebren mit Einselement. Satz von Hurwitz

aus % sein. Daraus ist ersichtlich, wenn das Element u zu % gehért, dann gehort das ihm
konjugierte Element u ebenfalls % an.

GemaB dem Satz in § 12 existiert ein Vektor, der nicht der Nullvektor ist und der orthogonal zu
% ist. Wenn man ihn mit einer geeigneten Zahl multipliziert, erhalt man einen Einheitsvektor
e, der orthogonal zu % ist. Es wird gezeigt werden, dass die Menge der Elemente der Form

u; + uge (Ul € %, us; € %) (2)

bezliglich der Multiplikation abgeschlossen ist, d.h., wiederum eine Unteralgebra bildet. Wir
bezeichnen die letztere mit % + % e Wir werden beweisen, dass:

1) die Darstellung eines beliebigen Elementes aus % + % e in der Form (2) nur in einer einzigen
Weise moglich ist;

I) fir das Produkt der Elemente der Form (2) die Formel
(U1 + uge)(vy + vee) = (ujvy — Vou) + (Vouy + usvy)e (3)

gilt.
Wenn wir diese Tatsachen mit dem Verdopplungsverfahren, das in § 6 beschrieben wurde,

vergleichen, kommen wir zu folgender Schlussfolgerung: die Unteralgebra % + % e ist isomorph
der verdoppelten Unteralgebra % .

Damit sind die hauptsachlichen Schwierigkeiten fiir den Beweis des Satzes iberwunden. Bevor
wir zur abschlieBenden Etappe des Beweises (ibergehen, machen wir noch eine Bemerkung
bezliglich der Konjugation in der Algebra <7

Da die Algebra o7 ein Einselement enthalt, gibt es in ihr eine Unteralgebra, die aus Elementen
der Form k1 besteht. Diese Unteralgebra ist zur Algebra der reellen Zahlen isomorph; wir
bezeichnen sie mit 2. Wenn man in den vorhergehenden Uberlegungen als %/ die Unteralgebra
2 nimmt, dann wird e ein beliebiger Vektor der Lange 1, der orthogonal zu 1 ist. Aus Formel
(3) folgt dann, dass

e’ =(0+1e)(0+1le) = —1

gilt. Daraus kann man den Schluss ziehen, dass das Quadrat eines beliebigen Vektors a’, der
orthogonal zu 1 ist, gleich A1 mit A < 0 ist. Man kann auch leicht die Umkehrung beweisen.
Wenn das Quadrat irgendeines Elementes gleich A1 ist, wobei lambda < 0 ist, dann ist dieses
Element orthogonal zu 1[T

Auf diese Weise sind die und nur die Elemente, die orthogonal zu 1 sind, dadurch charakteri-
siert, dass ihre Quadrate gleich A1 sind, wobei A\ < 0 ist. Dies erlaubt es uns, die Konjugation
in der Algebra 7 anders zu beschreiben. Fiir jedes Element a € .o/, das eine eindeutige
Darstellung in der Form

kl1+a

besitzt, wobei a”? = \1 und A < 0 gilt, ist @ = k1 — a’.

6 Tatsachlich ist das Quadrat eines beliebigen Elementes, das nicht orthogonal zu 1 ist, d.h., eines Elementes
der Form a = k1 + a’, wobei k£ £ 0 und @’ L 1 ist, gleich

(k1 +a') (k1 +a’) = k*1 +a"® + 2ka’ = k?1 + ul + 2ka’

Wenn dieser Ausdruck proportional zu 1 ist, dann gilt a’ = 0, folglich ist a = k1, das Quadrat eines
solchen Elementes kann aber nicht gleich A1 sein, wobei A < 0 ist.
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3.17 Normierte Algebren mit Einselement. Satz von Hurwitz

Wir gehen zum abschlieBenden Teil des Beweises lber. Er stellt die folgende, sehr leicht
durchschaubare Uberlegung dar. Wir betrachten erneut die Unteralgebra 2.

Wenn sie nicht mit der ganzen Algebra o7 lbereinstimmt, kann man einen Einheitsvektor e
finden, der orthogonal zu & ist. Wir betrachten dann die Unteralgebra 2" = & + Ze. Sie
stellt die Verdopplung von & dar und ist folglich der Algebra der komplexen Zahlen isomorph.

Aus dem, was oben (iber die Konjugation in der Algebra o/ gesagt wurde, folgt, dass die
Konjugation fiir die Elemente aus J#" mit der gewohnlichen Konjugation der komplexen Zahlen
ibereinstimmt.

Wenn die Unteralgebra %" nicht mit der ganzen Algebra o7 Ubereinstimmt, dann kann man
wieder einen Einheitsvektor €’ finden, der orthogonal zu % ist.

Wir betrachten dann die Unteralgebra 2 = % + £ '€, die die Verdopplung von % darstellt.
Sie ist der Algebra der Quaternionen isomorph. Aus der oben gegebenen Charakteristik der
Konjugation in der Algebra o7 folgt erneut, dass die Konjugation fiir die Elemente aus 2 mit
der gewdhnlichen Konjugation in der Algebra der Quaternionen {ibereinstimmt.

Wenn die Unteralgebra 2 nicht mit der ganzen Algebra &7 iibereinstimmt, wahlen wir erneut
einen Einheitsvektor €’ aus, der orthogonal zu 2 ist, und betrachten die Unteralgebra & =
2+ 2¢€”, die die Verdopplung von 2 darstellt und folglich der Algebra der Oktaven isomorph
ist (§ 6).

Es erweist sich, dass diese Unteralgebra notwendig mit .o/ tbereinstimmt, da, wie wir bewei-
sen werden, eine beliebige Unteralgebra, die 1 enthalt und nicht mit der ganzen Algebra o/
iibereinstimmt, assoziativ ist. Da die Multiplikation der Oktaven nicht assoziativ ist, muss die
Unteralgebra & mit der ganzen Algebra o7 (ibereinstimmen!

Wenn wir aus dem oben Gesagten die Bilanz ziehen, dann erhalten wir das Ergebnis: Wenn
die Algebra o7 keiner der Algebren &, J# oder 2 isomorph ist, dann ist sie der Algebra &
isomorph.

Dies ist aber die Behauptung des Satzes. Also wird der Satz bewiesen sein, wenn wir die
Richtigkeit der Behauptungen | und Il lberpriifen sowie die Behauptung Il beweisen:

Jede Unteralgebra %, die 1 enthalt und nicht mit der ganzen Algebra o/ lbereinstimmt, ist
assoziativ.

3.17.3 Zwei Lemmata

Einleitend bendtigen wir zwei Lemmata. Wir empfehlen dem Leser, sich zuerst mit ihrer For-
mulierung vertraut zu machen und sich den Beweis fiir die "zweite Lektiire" vorzubehalten.

Lemma 1. In jeder normierten Algebra <7 gilt die Identitat
(a1by, a2by) + (a1by, azb;) = 2(ay,az) (b1, by) (4)

Wir bemerken, dass diese Identitat vier beliebige Elemente a;, as, by, by der Algebra o7 mit-
einander verbindet.

Beweis. Wir setzen in der grundlegenden Identitat (1) an die Stelle des Elementes a die Summe
a; + as. Wir erhalten

(a;b + asb,a;b 4 asb) = (a; + az,a; + as)(b,b)
oder

(a;b,a;b) + (azb, a;b) + 2(a;b, asb) = (aj,a;)(b,b) + (az, as)(b, b) + 2(a;, ay)(b, b)
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3.17 Normierte Algebren mit Einselement. Satz von Hurwitz

Infolge der Identitat (1) ist der erste und zweite Summand der linken Seite gleich dem ent-
sprechenden ersten und zweiten Summanden der rechten Seite. Folglich gilt

(alb, agb) = (al, az)(b, b) (5)

Um das geforderte Resultat zu erhalten, muss man in der Identitat (5) b durch by +b, ersetzen.
Wir haben dann

(a1b1 + albg, a2b1 + azbg) = (al, 82)(b1 -+ bg, b1 + bg)
oder

(a1b1 + agbl) + (a1b2 + agbg) + (a1b1 + agbz) + (albg + agbl) =
= (a1,a2)(b1,by) + (a1,a2)(ba, by) + 2(ay,a2)(by, by)

Aufgrund von (5) aber sind der erste und der zweite Summand der linken Seite gleich dem
entsprechenden ersten und zweiten Summanden der rechten Seite. Durch Streichen gleicher
Summanden kommen wir zur ldentitat (4).

Lemma 2. In einer normierten Algebra o7 mit Einselement gilt die Identitat

(ab)b = (b,b)a (6)
Anders ausgedriickt, das Element (ab)b ist immer proportional a, wobei der Proportionalitéts-
faktor gleich dem Skalarprodukt (b, b) ist.

Beweis. Wir bemerken zunichst, dass es hinreichend ist, die Identitat (6) fir die Falle zu
beweisen, in denen b L 1 ist. Tatsachlich, es mége b’ ein beliebiges Element der Algebra .o/
sein. Wir stellen es in der Form

b'=%k1+b

dar, wobei b L 1 ist. Dann gilt b = —b und
(ab")b' = (a(k1 + b))(k1 — b) = k*a — (ab)b = k%a + (ab)b
Wenn wir jetzt annehmen, dass die Formel (6) fir den Vektor b gilt, dann erhalten wiﬂ
(ab’)b’ = k%a + (bb)a = [k* + (b,b)]a = (b',b)a)

d.h., wir erhalten, dass die Formel (6) fiir den Vektor b’ gilt.

Wir werden also die Identitdt (6) unter der Voraussetzung beweisen, dass b L 1 ist (oder, was
dasselbe ist, b = —b).

Zur Abkiirzung der weiteren Formulierungen werden wir die Zahl (b, b) mit A bezeichnen. Wir
betrachten das Element
c= (ab)b — )a

17Aus der Gleichung b’ = k1 + b erhalten wir
(b',b") = k*(1,1) + (b,b)

weiter muss man beriicksichtigen, dass (1,1) = 1 ist, wie leicht aus der grundlegenden Identitat (1) fiir
a=b =1 folgt.
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3.17 Normierte Algebren mit Einselement. Satz von Hurwitz

Wir miissen zeigen, dass ¢ = 0 ist, oder, was dasselbe bedeutet, dass (c,c) = 0 ist. Aufgrund
der Eigenschaften des Skalarproduktes haben wir

(c.c) = (ab)b, (ab)b) + \*(a,a) — 2A((ab)b.a) (7)
Die rechte Seite besteht aus drei Summanden. Den ersten davon kann man leicht mit Hilfe
der grundlegenden Identitat (1) vereinfachen:
((ab)b, (ab)b) = (ab,ab)(b,b) = (a,a)(b,b)> = \*(a, a)

Zur Vereinfachung des dritten Summanden benutzen wir die Identitat (4). Einleitend schreiben
wir diese |dentitat in der Form

(a1by, asby) = 2(ay,az)(by, by) — (a1by, azby)
Wenn wir hier B

a; = ab, b, = b, a; = a, b, =1
setzen, dann erhalten wir

((ab)b,a) = 2(ab,a)(b, 1) — (ab, ab)

Der erste Summand der rechten Seite ist aufgrund von b L 1 gleich Null, der zweite ist gleich

—(ab, ab) = (ab, ab) = (a,a)(b,b) = \(a, a)
AbschlieBend erhalten wir B

((ab)b,a) = \(a, a)
Wenn wir uns Gleichung (7) zuwenden, kdnnen wir jetzt
(c,c) = \*(a,a) + A\*(a,a) — 2)\(a,a) =0

schreiben, was zu beweisen war.
Folgerung aus Lemma 2. Aus der ldentitat (6) leiten wir jetzt eine andere Identitat ab, die

in den weiteren Uberlegungen eine sehr wichtige Rolle spielen wird. Wir setzen in (6) anstelle
von b die Summe x + y. Wir erhalten

(alx+y))(xy) = (x+yx+y)a
oder
(ax)x + (ay)y + (ax)y + (ay)x = (x,x)a + (y.y)a + 2(x,y)a
Aufgrund der Identitat (6) aber sind der erste und zweite Summand der linken Seite gleich
dem entsprechenden ersten und zweiten Summanden der rechten Seite, folglich ist

(ax)y + (ayx = 2(x,y)a (8)
Dies ist die bendtigte Identitat.
Aus der ldentitat (6) erhalten wir fir a =1
bb = (b,b)1
Diese Formel ergibt in Verbindung mit (6)

(ab)b = a(bb)
Daraus folgt sofort

(ab)b = a(bb)
Durch analoge Uberlegungen kann man die Formel

b(ba) = (bb)a

erhalten. Die zwei letzten Formeln zeigen, dass die Algebra o alternativ ist.
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3.17.4 Abschluss des Beweises

Wir kommen jetzt zum Beweis der Behauptungen |, Il und Ill. Wir erinnern daran, dass in
diesen Behauptungen % eine beliebige Unteralgebra der Algebra o7 bezeichnet, die 1 enthalt
und nicht mit der ganzen Algebra libereinstimmt, wahrend e ein beliebiger Einheitsvektor ist,
der orthogonal zu % ist.

Zu Beginn stellen wir fest, dass die Teilrdume % und % e zueinander orthogonal sind, d.h.,
dass u; L use fiir zwei beliebige Elemente u; € % und uy € % ist. Dazu benutzen wir das
Lemma 1.

Wenn man in der Identitat (4)

a; = Uy, b, = uy, a; = €, b, =1

setzt, dann erhalt man
(ujuz,e) + (ug,uze) = 2(uy, e)(uy, 1)

Man muss jetzt beriicksichtigen, dass % eine Unteralgebra ist, und folglich gehort ujuy zu
% . Also ist u; L e und ujuy L e. Deshalb folgt aus der oben niedergeschriebenen Gleichung

(Ul, UQE) =0

d.h. u; L use. Folglich sind die Teilrdume % und % e zueinander orthogonal.
Daraus folgt leicht die Behauptung 1:

Die Darstellung jedes Elementes aus % + % e in Form von u; + use ist auf genau eine Art
moglich. In der Tat, es moge
u; + use = u} + uje

sein. Dann gilt
u; —u] = (u) —uy)e
und folglich gehort das Element v = u — u’ gleichzeitig den Teilrdumen % und % ¢ an. Nach

dem frither Bewiesenen sind aber diese Teilraume zueinander orthogonal. Folglich ist (v,v) = 0
und damit v = 0. Dies ergibt

u—u; =0 und (U2 —uy)e=0

Weiter kann man leicht sehen, dass aufgrund der grundlegenden Identitat (1) aus ab = 0 folgt
a=0oderb=0.

Im gegebenen Fall ist das Produkt (u), — uy)e gleich 0, und da e # 0 ist, muss u, —u; =0
sein. Also ist u; = u} und uy = u. Die Behauptung | ist damit bewiesen.

Wir gehen jetzt zum Beweis der Behauptung Il Giber. Wir miissen die Giiltigkeit der Formel (3)
uberpriifen. Dazu beweisen wir, dass fiir zwei beliebige Elemente u und v aus der Unteralgebra
% die Formeln

(ue)v = (uv)e, u(ve) = (vu)e, (ue)(ve)= —vu (a,8,7)
gelten. Aus diesen Beziehungen geht die Formel (3) in offensichtlicher Weise hervor. Tatsachlich
erhalten wir nach der gewohnlichen Regel der Multiplikation einer Summe mit einer Summe

(u; + uze)(vy + voe) = ugvy + (uze)(vee) + (uze)vy + ug(vee)
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und wenn wir die letzten drei Summanden der rechten Seite mit Hilfe der Formeln («), (3)
und () umformen, dann erhalten wir

(u; + use)(vy + voe) = (uvy — Voup) + (Vouy + ugvy e

d.h. Formel (3). Zum Beweis von («), () und () gehen wir von der frither bewiesenen
|dentitat (8) aus:

(ax)y + (ay)x = 2(x,y)a (8)
Wenn wir in dieser Identitat

a=u, X =e, y=v

setzen und beriicksichtigen, dass v | e ist, dann erhalten wir

(ue)v+ (uv)e=0
Wenn wir beriicksichtigen, dass € = —e ist (da e L 1 ist), erhalten wir die Formel (). Um
(B) zu beweisen, setzen wir in der Identitat (8)
a=1, X = u, y =Vve

Wenn wir beriicksichtigen, dass ve = —ve ist (da ve L % ist und folglich ve L 1 ist), dann
erhalten wir
u(ve) — (ve)u =0

Wenn wir jetzt die schon bewiesene Formel («) benutzen, dann haben wir
u(ve) = (ve)u = (vu)e

Zur Ableitung der Formel () benutzen wir die folgende offensichtliche Bemerkung. Wenn diese
Formel fiir v=c und v = d gilt, so ist sie auch fiir v=c + d richtig. Da man jedes Element
v in Form einer Summe von zwei Summanden darstellen kann, von denen einer proportional
zu 1 und der andere orthogonal zu 1 ist, wird aus der oben gemachten Bemerkung klar, dass
es genligt, die Formel () fir zwei Falle zu beweisen, fir v = k1 und fiir v 1 1.

Wenn v = k1 ist, dann nimmt die Formel () die Form
k(ue)e = —ku

an. Eine solche Formel gilt aber aufgrund der Identitat (6). Es moége v L 1 sein (und folglich
v = —v). Wenn wir in der Identitat

setzen, so erhalten wir
(ue)(ve) — (u(ve))e = —2(e, ve)u

Der Ausdruck (e, ve) ist aber aufgrund der Identitat (5) gleich (1,v)(e,e), d.h. gleich Null.
Weiterhin ist aufgrund von (/3) der zweite Summand der linken Seite gleich

—((vu)e)e = —vu = vu

Daraus folgt
(ue)(ve) = —vu
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was zu zeigen war.
Also sind alle drei Formeln («), (3) und () und zusammen mit ihnen auch die Behauptung
Il bewiesen.

Um den Beweis des Satzes abzuschlieBen, bleibt noch ein letzter Schritt. Es ist zu zeigen, dass
(Behauptung I11) jede Unteralgebra % der Algebra o7, die 1 enthalt und nicht mit der ganzen
Algebra o7 Ubereinstimmt, assoziativ ist, d.h., dass

(uv)w = u(vw)

fur je drei Elemente u, v und w aus % gilt. Dazu benutzen wir wiederum die Identitat (8).
Wenn wir darin a = ve, x = w und y = ue, setzen, so erhalten wir

((ve)w)(—ue) + (ve)(ue))w =0
oder, wenn wir die Formeln («) und () anwenden,
u(vw) — (uv)w =0

Der Beweis des Satzes von Hurwitz ist damit vollstandig abgeschlossen.

3.18 Eine Methode zum Aufbau einer beliebigen normierten Algebra
und daraus hervorgehende Folgerungen fiir die Aufgabe iiber
die Summe von Quadraten

3.18.1 Eine Methode zum Aufbau neuer normierter Algebren

Zu Beginn zeigen wir ein spezielles Verfahren, mit dessen Hilfe man, ausgehend von einer
gegebenen normierten Algebra <7, viele andere normierte Algebren aufbauen kann. Es mogen
A und B zwei orthogonale Transformationen in .o/ sein (d.h., zwei Transformationen, die die
Norm jedes Elementes x € o7 erhalten).

Wir definieren im Vektorraum der Algebra o7 eine neue Multiplikation, die wir mit Hilfe des
Symbols "o" bezeichnen, durch die Formel

uov = A(u)B(v) (4)

Wie aus dieser Definition ersichtlich ist, muss man, um das Produkt der Elemente u und
v in der neuen Bedeutung zu erhalten, anstelle von u und v die Elemente A(u) und B(v)
nehmen und sie im alten Sinne miteinander multiplizieren. Es ist nicht schwierig, sich davon
zu iberzeugen, dass fiir die neue Operation die folgenden Beziehungen gelten:

uo(vi+vy)=uov+uovy , uokv=~Fk(uov) und

(up +uy))ov=ujov+usov , kuov =Fk(uov)

Die ersten zwei der niedergeschriebenen Gleichungen gehen aus der Linearitat der Transfor-
mation B hervor, die beiden anderen aus der Linearitat von A.

Diese Beziehungen zeigen, dass die neue Operation "o" tatsachlich eine Multiplikation ist
(siehe § 7).

Den Vektorraum der Algebra o7, der mit der neuen Operation der Multiplikation versehen ist,
bezeichnen wir mit .o%. Auf diese Weise sind &7 und .o ein und derselbe Vektorraum, jedoch
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mit verschiedenen Multiplikationen ausgestattet.

In der Algebra 7 ist nach Vereinbarung das Skalarprodukt (x,y) gegeben. Es erweist sich,
dass in Bezug auf dieses Skalarprodukt die neue Algebra o7, wie die alte, auch normiert ist.
Tatsachlich folgt aus Formel (1)

juov| =[A(u)B(v)| = [A(u)|[B(v)| = [ul]v]

Hier benutzten wir die Normiertheit der Ausgangsalgebra o7 sowie auch die Tatsache, dass die
Transformationen A und B orthogonal sind,d.h., dass |A(u)| = |u| und |B(v)| = |v| gelten.

3.18.2 Konstruktion einer beliebigen normierten Algebra

Mit der oben gezeigten Methode kann man aus einer normierten Algebra o/ viele andere
erhalten. Dazu muss man in der Formel (1) die eine oder andere orthogonale Transformation
A und B einsetzen.

Uns sind vier bemerkenswerte normierte Algebren bekannt: die der reellen Zahlen, der kom-
plexen Zahlen, der Quaternionen und der Oktaven.

Ist es nicht moéglich, durch Anwenden der beschriebenen Methodik auf sie tiberhaupt alle nor-
mierten Algebren zu erhalten? Es erweist sich; dass man es kann.

Da nach dem Satz von Hurwitz alle normierten Algebren mit Einselement durch die vier ge-
zeigten Algebren ausgeschopft werden, miissen wir hierzu den folgenden Satz beweisen.

Satz. Jede normierte Algebra @7, kann aus einer bestimmten normierten Algebra .7 mit Eins-
element durch Einfiihren einer neuen Multiplikation nach Formel (1) erhalten werden (in dieser
Formel bedeutet o die Multiplikation in der Algebra 7).

Zum Beweis nehmen wir ein beliebiges Element e € .o, dessen Norm gleich 1 ist, und betrach-
ten die Transformation der Algebra .2, bei der jedes ihrer Elemente x in x o e libergeht. Diese
Transformation (Multiplikation mit e von rechts) wird rechte Verschiebung um das Element e
in der Algebra .27 genannt; wir bezeichnen sie kurz mit A. Wir fiihren also die Transformation

A(x) =xoe

ein. Es ist nicht schwierig zu sehen, dass die Transformation A orthogonal ist. Tatsachlich
folgt aus der Gleichung
[AX)| = |x o e] = [x|le] = [x|

dass die Transformation A die Norm eines beliebigen Elementes x erhalt. In analoger Weise
kann man die andere Transformation

B(x) =eox

die linke Verschiebung um das Element e in der Algebra o7, erklaren und kann zeigen, dass
sie auch orthogonal ist.

Aus der Orthogonalitat der Transformation A und B geht (§ 13) die Existenz der inversen
Transformationen A~! und B~ sowie auch deren Orthogonalitit hervor['¥]

8Wir machen eine beilaufige Bemerkung. Die Existenz der Transformationen A~! und B! bedeutet, dass

jede der Gleichungen x o e = a und e o y = a eine eindeutige Losung besitzt. Die Tatsache, dass |e| = 1
ist, spielt hier natiirlich keine Rolle; wichtig ist nur, dass e # 0 ist.

Daraus kann man folgende Schlussfolgerung ziehen: Jede normierte Algebra ist eine Algebra mit Division.
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Indem wir diese Transformationen benutzen, fiihren wir gleich ein neues Multiplikationsgesetz
in den Vektorraum der Algebra % ein. Und zwar definieren wir das Produkt der Elemente x
und y in neuer Bedeutung durch die Formel

xy = A7!(x) o B~(y) (2)

Die auf diese Weise erhaltene neue Algebra bezeichnen wir mit o/. Die niedergeschriebene
Gleichung driickt die neue Multiplikation durch die alte aus. Man kann aber aus ihr auch
leicht den Ausdruck der alten Multiplikation durch die neue erhalten. Wenn wir

AN x)=u und B l(y)=v

setzen, dann werden wir

A(u)B(v) =uov

erhalten. Auf diese Weise wird man, wenn man die Algebra .27 mit der Multiplikation uv als
Ausgangsalgebra nimmt, die uns von vornherein gegebene Algebra .7, aus ihr durch Ersetzen
der Multiplikation durch die Multiplikation u o v nach der Formel

uov = A(u)B(v)

erhalten.

Um den Beweis des Satzes abzuschlieBen, bleibt jetzt nur noch zu zeigen, dass die Algebra o
ein Einselement besitzt. Wir werden beweisen, dass in der Algebra </ das Element € = eoce
die Rolle des Einselementes spielt. In der Tat, betrachten wir die zwei Produkte

xe und ey

Fir das erste davon gilt
xe = A '(x) o B~ '(e)

Nach Definition der inversen Transformation ist das Element u = B~!(&) die (eindeutige)
Losung der Gleichung
B(u)=e

oder, was dasselbe ist, der Gleichung eou = eoe. Daraus wird klar (aufgrund der Eindeutigkeit),
dass dieses Element gleich e ist. Weiter bedeutet v = A~*(x), dass x = A(v) ist, d.h. voe = x.

Damit erhalten wir
xe = A'(x)oB (&) =voe =x

Genauso finden wir, dass
éy=A"'(€)oB '(y)=eoB '(y)=y

gilt. Damit haben wir gezeigt, dass e die Einheit der Algebra ist. Der Satz ist vollstandig
bewiesen.

Folglich kénnen durch Einfiihrung der neuen Multiplikation nach Formel (1) ohne Ausnahmen
alle normierten Algebren aus den vier bekannten Algebren &, JZ°, 2 und O erhalten werden.
Bis zu der jetzt bekannten Stufe kann man diese Tatsache als Methode der Beschreibung aller
normierter Algebren betrachten.
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3.18.3 Die Zahl n in der Ildentitat (*)

Als Folgerungen aus dem Satz erhalten wir, dass die Dimension einer beliebigen normierten
Algebra gleich einer der Zahlen 1, 2, 4 oder 8 ist (entsprechend den Dimensionen der Algebren
der reellen Zahlen, der komplexen Zahlen, der Quaternionen und der Oktaven).

Wir erinnern jetzt daran, dass eine bestimmte Verbindung zwischen normierten Algebren und
Identitaten der Form

(4224 4+ P+l + .+ ) =D+ PP+ D2 (*)

existiert. Diese Verbindung (siehe § 17) besteht darin, dass wir, wenn wir eine beliebige nor-
mierte Algebra der Dimension n nehmen, in ihr eine beliebige orthonormierte Basis auswahlen
und das Multiplikationsgesetz in dieser Basis niederschreiben, dann n Formen &, ®,, ..., ¢,
erhalten, die der Identitat (*) gentigen; mehr noch, auf solchem Wege kénnen ohne Ausnahme
alle Identitaten (*) erhalten werden. Unter Beriicksichtigung dieser Verbindung werden wir die
folgenden fundamentale Schlussfolgerung ziehen.

Die Zahl n in der Identitat (*) kann nur einer der vier Zahlen 1, 2, 4 oder 8 gleich sein.

3.18.4 Uberblick iiber alle Identititen (*)

Natdrlich kann man aus dem oben bewiesenen Satz etwas mehr ableiten, als nur die Schluss-
folgerung tiber die Zahl der Quadrate in der Identitat (*).

Tatsachlich haben wir, wenn wir das Verfahren des Aufbaus einer beliebigen normierten Algebra
kennen, damit eine bestimmte Methode, eine Beschreibung aller Identitaten (*) zu geben.
Wir werden zeigen, dass man alle solche Identitaten auf folgendem Wege erhalten kann.

Fir gegebenes n, das einer der Zahlen 2, 4 oder 8 gleich ist, muss man in der entsprechenden
Algebra 2, 2 oder & drei orthonormierte Basen

€1,€2,...,€n; k17k27"'7kn; 1,02, ...,

nehmen, einen beliebigen Vektor x durch die erste Basis darstellen, einen beliebigen Vektor y
durch die zweite und ihr Produkt durch die dritte, d.h., man schreibt

X =) Ta€q, y=>_ysks, xy = Oyi,
« B ¥

Dann geniigen die Formerﬁ Q. (z1, ..., Tn; Y1,-.., Yn) der Identitat (*), wobei auf solchem Wege
jede Identitat (*) erhalten werden kann.

Dass der gezeigte Weg immer auf Formen fiihrt, die (*) geniigen, folgt aus der Gleichung

(T (; yﬁkﬁ) - T,

19Um tatsichlich Ausdriicke fiir die Formen @®; zu finden, muss man

Xy = (Z (L'aea) (Z yﬁkﬁ) = Zxayﬁeakﬁ
« B a,B

aufschreiben und jedes Produkt e kg durch seine Zerlegung in iy, ..., i, ersetzen.
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Tatsachlich erhalten wir die Identitat (*), wenn wir die Norm beider Seiten der Gleichungen
nehmen.

Umgekehrt werden wir zeigen, dass jede ldentitat (*) auf die gezeigte Weise erhalten werden
kann. Wir wissen bereits, dass man jede Identitat (*) erhalt, wenn man das Multiplikations-
gesetz in der Form

xoy = Ax)B(y)

betrachtet (wobei A und B orthogonale Transformationen sind), und es in einer beliebigen
orthonormierten Basis i, ...,1i, schreibt. Mit anderen Worten, die Formen &, ®,, ..., ®,,, die
in die gegebene Identitat eingehen, werden aus der Gleichung

A (Z x.> B (Z yﬁiﬂ) —Y e, 3)
o] B ¥
tbernommen. Aufgrund der Linearitat der Transformationen A und B aber haben wir
A(Soia) =Tt B (z yﬁiﬁ) Y usB)
« 67 B f)’

Wenn wir A(i, ) mit e, und B(ig) mit ks bezeichnen, so kommen wir auf folgende Schreibweise
der Gleichung (3):

(Z xaea> (; yﬁkﬁ) - T,

Wenn wir jetzt beriicksichtigen, dass jeder der Satze ey, e, ...,e, und ki, ko, ..., k,, eine or-
thonormierte Basis darstellt, so kommen wir zu dem Schluss, dass man den Satz von Formen
Dy, Py, ..., D, so erhilt, wie oben gezeigt wurde.

Fiir den besser vorgebildeten Leser fiihren wir jetzt denselben Uberblick tiber die Identititen (*)
in anderen Termini an. Fir gegebenes n = 1,2, 4,8 muss man irgendeinen bestimmten Satz
®, Py, ..., D, nehmen und ihn auf folgende Weise verandern. Die Veranderlichen z1, x», ..., x,
in dem Ausdruck fir ®,, werden durch die Veranderlichen 2/, x5, ..., x/, ersetzt, die mit Hilfe
einer bestimmten orthogonalen Transformation A durch die x4, xo, ..., x,, ausgedriickt werden.
Analog wird die Operation lber yi,ys, ..., y, mit Hilfe einer anderen orthogonalen Transfor-
mation B ausgefiihrt. Danach wird der erhaltene Satz von Formen ®, ®,, ..., ®,, einer dritten
orthogonalen Transformation C' unterworfen.

Wir vereinbaren, zwei Identitidten (*) als dquivalent zu betrachten, wenn man die eine von
ihnen aus der anderen gerade durch das gezeigte Verfahren erhalt. Dann ist der folgende Satz
richtig.

Bei gegebenem n = 1,2, 4,8 existiert bis auf Aquivalenz nur eine Identitat (*).

3.18.5 Beispiele normierter Algebren der Dimension 2 und 4 mit zugehorigen
Identitdten (*)

Unter den normierten Algebren der Dimension 2 besitzt, wie wir wissen, nur eine ein Eins-
element. Das ist die Algebra .# der komplexen Zahlen. Weil der Ubergang zur konjugiert
komplexen Zahl

X — X
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eine orthogonale Transformation der Algebra % ist (da |[x| = |x]| ist), kénnen wir noch
mindestens drei neue Algebren aufbauen.

Dazu ersetzen wir die gewohnliche Multiplikation xy der komplexen Zahlen durch die neuen
Operationen

xQy =xy xQy =xy xQy =Xy (4)

Man erhélt die drei neuen normierten Algebren J#1, %5 und 7.

Als niitzliche Ubung schlagen wir dem Leser vor, zu beweisen, dass eine beliebige normierte
Algebra der Dimension 2 isomorph einer der Algebren 7", J#1, %5 und J#5 ist,wobei unter
diesen vier Algebren keine zwei einander isomorph sind.

Wir fiihren jetzt Beispiele von Identitaten (*) an, die mit den beschriebenen Algebren verbunden
sind. Firr die Algebra _#] erhalten wir mit der Basis 1, i
xDy = xy = (21 + 220) (Y1 + y2i) = (2191 + 2292) + (Y172 — 2231 )i

Deshalb wird die entsprechende Identitat

(23 + 23) (Y7 + v3) = (21y1 + T2yo)? + (212 — T2t )?

sein. Sie unterscheidet sich, wie wir sehen, etwas von der uns bereits bekannten Identitat

(23 + 23) (Y7 + v3) = (2191 — 22y0)” + (712 + Tot1)? (5)

der der Algebra .#" entsprechenden in derselben Basis 1, i. Eine Identitat, die sich starker von
(5) unterscheidet, kann man erhalten, wenn man als Ausgangsalgebra J#" nimmt und in ihr
als Basisvektoren die Elemente
o= —(1+i) und e = —(1—i)
= — un =—(1-

1 \/§ 2 \/§
nimmt. Es ist nicht schwierig zu iberpriifen, dass diese zwei Elemente eine orthonormierte
Basis bilden. Wir schreiben das Multiplikationsgesetz in dieser Basis nieder:

1 1
(ure1tugey)(vie;+vaey) = ﬁ (U102+U1U2+U1U1—U202)e1+ﬁ(U1UQ+U1U2—U101+U2712)62

Die entsprechende Identitat ist

2
1
(uf + u3)(v] 4 v3) = [(Ul’l& + ViU + U1V — uzvz)]

V2

2
1

+ | —=(u1v9 + viUus — UV + UV
[\/5(12 1U2 1U1 22)]

Wir wenden uns den normierten Algebren der Dimension 4 zu.

In diesem Falle ist die einzige Algebra mit Einselement, wie wir wissen, die Algebra 2 der
Quaternionen. Ebenso wie im Falle der komplexen Zahlen ist die Operation der Konjugation
eine orthogonale Transformation der Algebra 2.

Deshalb existieren noch mindestens drei normierte Algebren 2, 25 und 25 der Dimension
4 mit einer Multiplikation, die durch die Formeln (4) definiert wird. Im vierdimensionalen Fall
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jedoch existieren auch noch andere normierte Algebren, zum Beispiel Algebren mit Multipli-
kationen der Form

axyb, axyb, axyb, axyb
wobei a und b zwei feste Quaternionen sind. Man kann zeigen (wir Giberlassen dies dem Leser),

dass jede normierte Algebra der Dimension 4 einer solchen Algebra isomorph ist.

Wir betrachten als Beispiel die erste der gezeigten Multiplikationen mit a =i, b = j. Wir
erhalten die normierte Algebra 2 mit dem Multiplikationsgesetz

x oy = (ix)(yj)

Wenn wir als Basiselemente 1, i, j, k nehmen, werden wir herausfinden, welche Identitat (*)
dieser Algebra entspricht. Wir erhalten

xoy = (i(zo + w1 + w2j + 23k)) (Yo + y1i + y2j + ysk)j)

= (ol — 1 + 22k — x3)) (yoi + y1k — y2 — ysi)

= (T1y2 — T2y1 + Toys + T3yo) + (—ToY2 — T2yo + T1Y3 — T3y )i
+ (=190 — Toy1 + T3y2 — T2y1 )i + (ToYo — T1y1 — Tay2 — T3Y3)k

Die entsprechende ldentitat ist

(x§+ a3+ a5+ 23) (o + i + 5 +13) =
= (T1y2 — T2y + ToYs + T3y0)” + (—Toy2 — T2y + T1Ys — T3y1)’
+ (=210 — Toy1 + T3y2 — T2y1)” + (Toyo — T1y1 — Tays — T3Y3)”

Beispiele der Identitat (*) fir n = 8 (die von der "Standard"-Identitat verschieden sind) fithren
wir hier, weil sie umfangreich sind, nicht an. lhr Auffinden bereitet aber keine prinzipiellen
Schwierigkeiten.

3.19 Satz von Frobenius
3.19.1 Formulierung des Satzes von Frobenius

Eine der klassischen Aufgaben der Theorie der Algebren ist das Auffinden aller Algebren mit
Division. Ungeachtet ihres, wie es scheint, fundamentalen Charakters (aber auch ungeachtet
dessen, dass sich eine Reihe von Fragen aus anderen Gebieten der Mathematik, zum Beispiel
der Topologie, auf die Lésung dieser Aufgabe stiitzt) wurde diese Aufgabe in vollem Umfang
bis in unsere Zeit nicht gelost.

Ein wichtiges Resultat wurde erst vor nicht allzu langer Zeit erhalten. Es besteht darin, dass
die Dimension jeder solcher Algebren gleich einer der Zahlen 1, 2, 4 oder 8 ist. Obwohl, wie
hieraus ersichtlich, die Dimension von Algebren mit Division nicht allzu groB ist, gibt es trotz-
dem selbst jetzt noch keinen vollstindigen Uberblick iiber diese Algebren.

Wenn wir jedoch auBer der Existenz der Division noch andere Forderungen natiirlicher Art an
die gesuchte Algebra stellen, dann wird natiirlich unsere Aufgabe bedeutend leichter. Im Jahre
1878 bewies der deutsche Mathematiker G. Frobenius den folgenden bemerkenswerten Satz.

Satz (von Frobenius). Jede assoziative Algebra mit Division ist einer der drei Algebren iso-
morph: der Algebra der reellen Zahlen, der Algebra der komplexen Zahlen oder der Algebra
der Quaternionen.
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In der Folge wurde ein allgemeineres Ergebnis gefunden, das man verallgemeinerten Satz von
Frobenius nennen kann.

Verallgemeinerter Satz von Frobenius. Jede alternative Algebra mit Division ist einer der vier
Algebren isomorph: der Algebra der reellen Zahlen, der komplexen Zahlen, der Quaternionen
oder der Oktaven.

Wir erinnern daran, dass eine Algebra alternativ genannt wird, wenn fiir je zwei Elemente a
und b die Gleichungen

(ab)b = a(bb) und (bb)a = b(ba)

richtig sind. Es ist offensichtlich, dass jede assoziative Algebra automatisch alternativ ist, des-
halb geht der Satz von Frobenius aus dem verallgemeinerten Satz von Frobenius hervor (man
muss berticksichtigen, dass die Algebra der Oktaven nicht assoziativ ist).

Um die beiden oben formulierten Satze zu beweisen, zahlen wir zuerst einige Eigenschaften
einer assoziativen Algebra mit Division auf. Danach wird gezeigt, wie man aus diesen Ei-
genschaften den Satz von Frobenius ableitet. Der Beweis dieser Eigenschaften wird danach
angegeben werden.

Im letzten Punkt des Paragraphen wird unter Verwendung des Satzes von Hurwitz der Beweis
des verallgemeinerten Satzes von Frobenius angegeben.

3.19.2 Drei Behauptungen iiber Eigenschaften jeder assoziativen Algebra mit
Division
Behauptung |. Die Algebra o/ enthalt ein Einselement 1.

Behauptung Il. Wenn das Element a € &7 nicht proportional zu 1 ist, dann bildet die Gesamt-
heit .7, der Elemente der Form
al + Sa

eine Unteralgebra, die der Algebra der komplexen Zahlen isomorph ist.

Behauptung Ill. Wenn die Elemente a; € &7 und a, € &7 nicht gleichzeitig einer Unteralgebra
, angehoren, dann bildet die Gesamtheit 2,, ,, der Elemente der Form

ol + Bal + vaz + 5a1a2
eine Unteralgebra, die der Algebra der Quaternionen isomorph ist.

Wir bemerken, dass in der Beweisfiihrung der Behauptung Ill folgender Sachverhalt festgestellt
wird: wenn b; und by zwei Elemente sind, deren Quadrat gleich -1 ist, dann gilt

bibs + bob; = Al (1)

wobei \ eine reelle Zahl ist.

3.19.3 Beweis des Satzes von Frobenius

Wenn wir von den Behauptungen |, Il und Il ausgehen, bereitet es keine Schwierigkeiten mehr,
den Satz von Frobenius zu beweisen.

Es moge o7 eine assoziative Algebra mit Division sein. GemaB der Behauptung | besitzt die
Algebra o7 ein Einselement.
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3.19 Satz von Frobenius

Die Elemente der Form k1 bilden eine Unteralgebra &, die der Algebra der reellen Zahlen
isomorph ist. Wenn Z nicht mit der ganzen Algebra 7 lbereinstimmt, dann ist gemaB Be-
hauptung Il in o/ eine Unteralgebra .7, enthalten, die der Algebra der komplexen Zahlen
isomorph ist.

Wenn %, nicht mit der ganzen Algebra o (libereinstimmt, dann ist gemaB Behauptung IlI
in o/ eine Unteralgebra 2,; enthalten, die der Algebra der Quaternionen isomorph ist. In
dem Fall, dass £,;, mit der ganzen Algebra &/ Ubereinstimmt, braucht man nichts mehr zu
beweisen.

Wir nehmen deshalb an, dass ein Element c existiert, das nicht 2,; angehort, und zeigen,
dass dann &7 keine Algebra mit Division sein kann.

Wir wahlen in der Quaternionenalgebra 2, ; eine Basis 1, i, j, k mit der "Standard"-Multiplikationstafel
=P =K=-1, ij=-ji=k, jk=—kj=i, ki=—ik=]j

aus. Das Element c stellen wir in der Form pl+ge dar, wobei € = —1 ist (e ist die "imaginare
Einheit" der komplexen Algebra 7).

Wir formen jetzt das Element ie unter Benutzung der Assoziativitat der Multiplikation in der
Algebra o7 sowie der Beziehung (1) um. Wir erhalten

ie = (jk)e = j(ke) = j(—ek + \'1) = —(je)k + Nj = —(—ej + N'1)k + Nj =ei — \'k + \j

und folglich
ie—ei = \j— \'k
Andererseits gilt, wiederum aufgrund von (1), ie + ei = \"'1.
Wenn wir diese zwei Gleichungen addieren, finden wir, dass ie ein Element aus 2, ist. Folglich

ist ic = i(pl + ¢e) auch ein Element aus 2, ;. Wir sehen, dass die Multiplikation von i mit
jedem Element, das nicht 2, angehdrt, ein Element aus 2, ergibt.

Aber auch in dem Fall, dass ¢’ € 2, ist das Produkt ic’ ein Element aus 2,;. Auf diese
Weise ergibt das mit jedem Element der Algebra <7 multiplizierte Element i ein Element aus
Db

Dies ist aber nicht méglich, wenn 7 eine Algebra mit Division ist (die Gleichung ix = ¢, wobei
e nicht in 2, enthalten ist, erweist sich als unlosbar). Damit ist (wenn man die Behauptungen
I, Il 'und Il als richtig annimmt) der Satz von Frobenius bewiesen.

3.19.4 Beweis der Behauptungen I, 1l und Il

Um den Beweis des Satzes von Frobenius abzuschlieBen, bleibt uns also nur noch, die Rich-
tigkeit der Behauptungen |, Il und Ill zu beweisen.

Beweis der Behauptung |.
Es moge a irgendein von Null verschiedenes Element der Algebra <7 sein. Wir betrachten die
Gleichung

xa=a

Weil 7 eine Algebra mit Division ist, besitzt die niedergeschriebene Gleichung eine und zwar
eindeutige Losung. Wir bezeichnen diese Losung (d.h. das gesuchte Element x) mit e. Folglich
ist ea = a.
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3.19 Satz von Frobenius

Wenn wir beide Seiten dieser Gleichung von links mit b multiplizieren, erhalten wir b(ea) = ba
oder unter Beriicksichtigung der Assoziativitat der Algebra </ (be)a = ba. Aufgrund der
Eindeutigkeit der Losung der Gleichung xa = ba folgt daraus

be=b

Wenn wir jetzt die erhaltene Beziehung von rechts mit ¢ multiplizieren und analog schlieBen,
finden wir
ec=c

Da die Elemente b und c beliebig sind, bedeuten die letzten zwei Gleichungen, dass das Element
e das Einselement der Algebra <7 ist. Im weiteren werden wir das Einselement der Algebra wie
ublich mit 1 bezeichnen.

Beweis der Behauptung |I.
Fir unsere Aufgabe ist es hinreichend zu zeigen, dass das Element a der quadratischen Glei-
chung
2 —
a“+sa+tl=0 (2)

mit einer negativen Diskriminante geniigt | Wir betrachten die aufeinanderfolgenden Potenzen

des Elementes a:

a’=1a'a%a’ .. a"

wobei n die Dimension der Algebra ist. Aus Satz 2, § 9, geht hervor, dass dieses System aus
n—+1 Vektoren linear abhangig ist, d.h., dass sich eine bestimmte Potenz in die vorhergehenden
zerlegen lassen muss:

a” = km_lam_l + ...+ /{?232 + /{?13 + k'()].
Anders ausgedriickt, das Element a geniigt einer Gleichung m-ten Grades
Xm = km_lxm_l + ...+ ]fQX2 + k:lx + k’ol = 0

Dem Ausdruck, der auf der linken Seite dieser Gleichung steht, kann man das gewdhnliche
Polynom m-ten Grades

" = kmfll’mil + ...+ ]i?21’2 -+ k1$ -+ k()

zuordnen. Wir bezeichnen es kurz mit P(z). Wie bekannt ist, kann jedes Polynom mit reellen
Koeffizienten in das Produkt von Polynomen ersten und zweiten Grades zerlegt werden.
Dabei kann man, wie sich versteht, annehmen, dass jeder Faktor zweiten Grades nicht mehr
zerlegbar in das Produkt zweier Faktoren ersten Grades ist. Also ist

P(z) = Pi(z)Py(x)...Ps(x) (3)

wobei jeder der Faktoren der rechten Seite entweder ein Polynom ersten Grades oder ein
nichtzerlegbares Polynom zweiten Grades ist.

2In der Tat, aus (2) folgt a®> = —sa — t1, also ist die Menge der Elemente der Form a1l + (a beziiglich der
Multiplikation abgeschlossen. Damit ist die betrachtete Menge ein hyperkomplexes System der Dimension

2. GemaB § 2 ist fir
2

s
——1<0
4

(Negativitat der Diskriminante) ein solches System dem System der komplexen Zahlen isomorph.
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3.19 Satz von Frobenius

Um die weiteren Uberlegungen zu verstehen, muss sich der Leser die Bedeutung der Gleichung
(3) deutlich vorstellen.

Jedes der Polynome P;(z), ..., Ps(z) stellt eine Summe der zwei oder drei Glieder
x+t oder 2%+ sz +t

dar. Die Gleichung (3) sagt aus, dass man, wenn man die Ausdriicke P;(x), ..., Ps(x) nach der
Regel der Multiplikation einer Summe mit einer Summe miteinander multipliziert, danach die
Formel

o ——

verwendet und nach ahnlichen Gliedern ordnet, dann den Ausdruck P(zx) erhilt. Die Regeln
der Grundrechenarten fiir die Potenzen des Elementes a sind aber die gleichen wie fiir die
Potenzen der Unbekannten x:

(da doch die Algebra o7 als assoziativ vorausgesetzt wurde). Daraus ist ersichtlich, dass die
Gleichung (3) giiltig bleibt, wenn man das Element a an die Stelle der Unbekannten z setzt:

P(a) = Pi(a)P»(a)...Py(a)

Da aber P(a) = 0 ist, gilt
Pi(a)Py(a)...Ps(a) =0 (4)

Wir verwenden weiter, dass <7 eine Algebra mit Division ist. Aus dieser Tatsache geht hervor,
wenn das Produkt mehrerer Elemente gleich Null ist, dann ist mindestens einer der Faktoren
gleich 0 (tatsachlich, wenn uv = 0 und u # 0 ist, dann muss aufgrund der Eindeutigkeit der
Losung der Gleichung ux = 0 v = 0 sein).

In Anwendung auf (4) bedeutet dies, dass fiir einen bestimmten Index i

Fi(a) =0

ist, d.h., dass das Element a einer Gleichung ersten oder zweiten Grades genligt. Eine Gleichung
ersten Grades kann man fiir a jedoch nicht erhalten, da dann

a+tl1=0

ist, d.h., das Element a ist proportional zu 1 entgegen der Bedingung des Lemmas.

Folglich genlgt a einer bestimmten quadratischen Gleichung (2). Weil dabei das Polynom
zweiten Grades P;(x) nicht zerlegbar ist, muss seine Diskriminante eine negative Zahl sein.
Die Behauptung Il ist bewiesen.

Beweis der Behauptung IIl.

Wir wahlen in der Unteralgebra %, ein solches Element b, aus, dass b? = —1 ist (b, ist die
"imaginare Einheit" in der komplexen Algebra J7;, ).

In analoger Weise wahlen wir in der Unteralgebra .%;,, ein Element by aus, derart, dass
bg = —1 ist. Weil by und b, sich von a; und as (entsprechend) durch Summanden, die ein
Vielfaches von 1 sind, unterscheiden, stimmt die Gesamtheit der Elemente der Form

al + Ba; + yas + dajas
mit der Gesamtheit der Elemente der Form

a'l+ 3'by ++'by + §'b1by
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3.19 Satz von Frobenius

iiberein, anders ausgedriickt, Z,, 4, stimmt mit 2, ;, lberein.
Weiter kann man leicht sehen, wenn

e =b; ; ey = kib; + kobs

ist, wobei ky # 0 ist, dann ist die Menge 2., ., dieselbe wie die Menge 2, ;, und folglich
auch wie die Menge 2, ,,.
Wir werden zeigen, dass man die Zahlen k; und ks so wahlen kann, dass die Gleichungen

el=-1, e =-—1, (erey)* = —1 (5)

gelten (wobei die erste Gleichung fiir jede Wahl von k; und ks richtig ist). Zu diesem Zweck
notieren wir, dass

(by + by)? = b? 4+ b2 + (byby + byby) = —2-1 + (b;by + byby)

gilt, andererseits aber muss sich das Quadrat des Elementes b; + b, in 1 und by + by zerlegen
lassen:
(b +by)? = pl + g(by + b,)

Folglich haben wir
b1b2 + b2b1 = (p + 2)1 + Q(bl + bg) (6)

Analog gilt
(by + 2by)* = b? + 4b? + 2(b;by + byby) = —5-1 + 2(b;by + byby)

und
(b + 2bs)* = p'1 + ¢'(b; + 2b,)
Folglich ist

1 1
b1b2 + b2b1 = i(p, -+ 5)1 -+ §q/(b1 -+ 2b2)

Wenn ¢ # 0 ware, dann wiirden wir, wenn wir beide Ausdriicke fiir b;bs + bsb; gleichsetzen,
feststellen, dass b; sich von by durch ein Element unterscheidet, das ein Vielfaches von 1 ist,
d.h., by € J#,, was nach der Voraussetzung ausgeschlossen ist. Folglich ist ¢ = 0, und die
Gleichung (6) ergibt

b;bs + bob; = A1 (1)
Wenn also by und by zwei Elemente sind, deren Quadrate gleich -1 sind, dann ist die Gleichung
(1) richtig.

Es ist jetzt nicht schwierig, die gesuchten Elemente e; und ey zu bestimmen. Wir betrachten

dazu das Element
c = \b; + 2by

wobei A der Gleichung (1) entnommen ist. Sein Quadrat ist gleich
c?=—-)1-4-1+2)\(bjby +byb)) = (\* —4)-1 (7)
deshalb muss \2 — 4 < 0 sein Y
2lWenn p = A2 — 4 > 0 wire, dann wiirde aus ¢ = p1 folgen
(c—p-1)(c+p-1)=0

d.h, ¢ = ,/pl oder c = —,/pl. Dies ist aber nicht moglich, weil b; und by nicht in der gleichen komplexen
Unteralgebra liegen.
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3.19 Satz von Frobenius

Wir setzen 1
e = ————C
SV
dann folgt aus (7), dass €3 = —1 ist, d.h., die zweite der Gleichungen (5). Um die dritte
aufzustellen, bemerken wir zuerst, dass
e e +ee; = 0 (8)

ist. Dies folgt aus

e e; + ee; = (b1 ()\bl + 2b2) + (/\bl —+ 2b2)b1)

1
Vi— a2
1
_ ﬁ(_” -1+ 2((biby + byby)) =0

Mit (8) erhalten wir
(er1e2)” = (e1e2)(e1e:) = (e1€2)(—e201) = —(e1€3)e; = €] = —1 (9)

was den Beweis der Gleichungen (5) abschlieBt.

Wir werden jetzt feststellen, dass die Menge 2., ., der Elemente der Form
ol + 561 + veq + 56162

(die, wie wir bereits sagten, mit 2, ., Ubereinstimmt) eine Unteralgebra der Algebra o7 ist.
Dazu geniigt es zu Uberpriifen, dass man das Produkt von zwei beliebigen Elementen aus dem
Quadrupel

1, e, e, ee (10)

in diese vier Elemente zerlegen kann. Uns sind schon auBer den folgenden alle Produkte be-
kannt:

e1(e1e2), (3192)917 92(9192), (9192)32

Jedes von ihnen lasst sich leicht berechnen:

e (eje;) = ele; = —ey

(erer)e; = —(eser)e; = —eze’ = e, (11)
er(eje;) = —ey(ere)) = —ese; = e

(e1e3)e; = el = —e;

Die uns interessierende Menge 2., ., ist also eine Unteralgebra.

Es bleibt noch zu tiberpriifen, dass diese Unteralgebra der Algebra der Quaternionen isomorph
ist. Dazu beweisen wir erstens, dass das Quadrupel der Elemente (10) in dieser Unteralgebra
eine Basis bildet, und zweitens, dass die Multiplikationstafel fiir diese Basis genau die gleiche
wie die fiir die Basis 1, i, j, k in der Algebra der Quaternionen ist.

Zum Beweis dessen, dass die Elemente (10) eine Basis bilden, bemerken wir, dass jedes Element
der Unteralgebra 2., ., durch sie dargestellt wird. Folglich bleibt nur noch zu beweisen, dass die
betrachteten Elemente linear unabhangig sind oder (siehe § 8), dass keines der vier Elemente
(10) durch die ihm vorhergehenden Elemente dieses Quadrupels dargestellt wird.

101



3.19 Satz von Frobenius

Das Element e, wird aber nicht durch ey, 1 dargestellt (dies folgt aus der Tatsache, dass e;
und e, nicht gleichzeitig einer Unteralgebra .#, angehéren).
Es bleibt deshalb zu beweisen, dass e;e; nicht durch e;, e, 1 dargestellt wird, d.h., dass eine
Gleichung der Form

eie; = pey +qe; + 71 (12)

nicht moglich ist. Wir nehmen an, dass eine solche Beziehung gilt.
Dann ist keine der Zahlen p und ¢ gleich Null. (Wenn zum Beispiel p = 0 ware, so wiirden wir
durch Multiplizieren beider Seiten von (12) mit e; von links erhalten, dass e, durch e; und 1
dargestellt werden kann, was nicht moglich ist.) Wenn wir beide Seiten von (12) von links mit
e; multiplizieren, erhalten wir
1 T q
—ey = pejey — q]. + re; oder e e, = —§EQ — —e| + ;91

Wenn wir von dem einen Ausdruck fiir e;e, den anderen subtrahieren, erhalten wir

1
<p+>e2+<q+r>e1+<r+q>1:0
p p p

In dieser Gleichung muss der Koeffizient von e, gleich Null sein (sonst wiirden wir feststellen,
dass e, durch e; und 1 dargestellt werden kann), was fiir kein reelles p moglich ist. Auf diese
Weise bilden die Elemente 1, e;, e, e3 wobei e3 = ese; ist, eine Basis der Unteralgebra 2., ,.
Um festzustellen, dass die Unteralgebra 2., .,, der Algebra 2 der Quaternionen isomorph ist,
bleibt noch ein letzter Schritt zu gehen, zu zeigen, dass die Multiplikationstafel fiir die Algebra
2., ¢, in der Basis

1, €e;,ey, e3

genau die gleiche wie die fir die Algebra 2 in der Basis
17 i?j? k
ist. Dies ist aber direkt aus den Beziehungen (5), (8) und (11) ersichtlich.
3.19.5 Beweis des verallgemeinerten Satzes von Frobenius mit Hilfe des Satzes
von Hurwitz

Wir werden zuerst eine Bemerkung beziiglich der Definition einer alternativen Algebra machen.
Wir nannten die Erfiillung der Identitaten

(ab)b = a(bb) und b(ba) = (bb)a

Alternativitat. AuBer dieser Definition gibt es jedoch noch eine andere, die wir die zweite
Definition der Alternativitdt nennen wollen. Sie besteht aus folgendem.

Es mogen a und b zwei beliebige Elemente der Algebra o7 sein. Wir werden alle moglichen
Produkte betrachten, die aus ihnen gebildet wurden. Wenn jedes solches Produkt nicht von
der Anordnung der Klammern abhangt, wird die Algebra <7 alternativ genannt.

Zum Beispiel bedeutet dies, dass

(ab)b = a(bb) ) (ab)(ba) = (a(bb))a

u.a.m. ist.
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Offensichtlich folgt aus der zweiten Definition der Alternativitat die erste. Man kann zeigen,
dass auch umgekehrt aus der ersten Definition die zweite folgt (diese Tatsache bildet den Inhalt
eines Satzes von Artin, den wir hier nicht beweisen werden).

Zum Beweis des verallgemeinerten Satzes von Frobenius werden wir von der zweiten Definition
der Alternativitat ausgehen. Auf diese Weise werden wir, strenggenommen, den folgenden Satz
beweisen:

Wenn eine Algebra o7 mit Division von der Art ist, dass jedes Produkt von zwei beliebigen
Elementen a und b nicht von der Anordnung der Klammern abhangt, dann ist die Algebra .«
isomorph einer der vier Algebren: der Algebra der reellen Zahlen, der komplexen Zahlen, der
Quaternionen oder der Oktaven.

Als wichtiges Moment des Beweises erscheint die Tatsache, dass die Behauptungen |, Il und Ill
uber die Eigenschaften einer assoziativen Algebra mit Division auch im Falle einer alternativen
Algebra mit Division richtig bleiben. Was die Behauptungen Il und Il betrifft, so braucht man
in ihren oben angefiihrten Beweisen keine Zeile zu verandern.

In der Tat, wenn man diese Beweise aufmerksam durchsieht, so zeigt sich, dass die Assoziati-
vitat einer Algebra nur an zwei Stellen benutzt wurde: in der Formel a™ - a™ = a"*™ fiir die
Multiplikation von Potenzen und in der Beziehung (e;e;)(ese;) = (eie3)ey, die in der Kette
der Gleichungen (9) gebraucht wurde.

Es ist klar, dass auch das iibrige im Falle einer alternativen Algebra richtig bleibt. Der Beweis
der Behauptung | muss fiir den alternativen Fall etwas verandert werden.

Indem wir das Element e aus Gleichung xa = a bestimmen und beide Seiten der Gleichung
ea = a von links mit e multiplizieren, erhalten wir e(ea) = ea oder unter Beriicksichtigung
der Alternativitit (ee)a = ea.

Daraus folgt, dass ee = e ist.

Wiederum erhalten wir aufgrund der Alternativitat (be)e = b(ee) und e(ec) = (ee)c d.h.,
(be)e = be und e(ec) = ec.
Daraus folgen be = b und ec = c. Folglich ist e das Einselement der Algebra.

Um jetzt den verallgemeinerten Satz von Frobenius zu beweisen, kénnte man den gleichen
Weg gehen wie auch bei Beweis des Satzes von Frobenius, d.h., zeigen, wenn die von uns
betrachtete alternative Algebra 7 durch die Unteralgebra 2, nicht ausgeschépft wird, dann
ist in ihr eine Unteralgebra enthalten, die der Algebra der Oktaven isomorph ist.

Danach wiirde nur noch zu beweisen sein, dass diese Unteralgebra mit der ganzen Algebra
iibereinstimmt. Ein solches Beweisverfahren ist moglich, jedoch wiirde es ziemlich lange Uber-
legungen erfordern.

Deshalb wahlen wir einen anderen Weg, und zwar versuchen wir zu beweisen, dass die Alge-
bra @ normiert ist. Daraus wird nach dem Satz von Hurwitz das von uns benoétigte Resultat
folgen.

Wir fiihren auf folgende Weise in der Algebra <7 die Operation der Konjugation ein. Wenn ein
Element a proportional zu 1 ist, dann gilt @ = a. Wenn a nicht proportional zu 1 ist, dann ist
es, gemaB Behauptung II, in der komplexen Unteralgebra J#, enthalten.

In dieser Unteralgebra ist das zum Element a konjugierte Element @ enthalten, das wir auch
als das Element in der Algebra &7 zu a konjugierte Element nehmen. Aus der Definition von
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a geht direkt hervor, dass @ = a ist, aber auch
ka = ka (13)
wobei k eine beliebige reelle Zahl ist.

Fir die Ableitung anderer Eigenschaften der Konjugation ist es notwendig, eine Frage zu klaren.
Das Element a moge nicht proportional zu 1 sein. Wir betrachten irgendeine Quaternionen-
unteralgebra 2,, ,,, die a enthilt.

In dieser Unteralgebra gibt es fiir a auch ein konjugiertes Element a. Wird es mit dem oben
definierten Element (bereinstimmen? Wir werden zeigen, dass dies der Fall ist.

Die zueinander konjugierten Elemente a und a der Algebra der komplexen Zahlen geniigen den
Bedingungen

a+a = (reelle Zahl) -1 und a-a = (reelle Zahl) -1 (14,15)

Die konjugierten Elemente a und a in der Algebra der Quaternionen geniigen den analogen
Bedingungen:

a+a = (reelle Zahl) -1 und a-a = (reelle Zahl) -1 (14',15")

Durch Subtrahieren der entsprechenden Gleichungen (14’) und (15') von den Gleichungen (14)
und (15) erhalten wir

a — a = (reelle Zahl) - 1 und a(a—a) = (reelle Zahl) - 1

Wenn a # a ist, dann geht aus diesen Beziehungen hervor, dass das Element a proportional zu
1 ist, was der Voraussetzung widerspricht. Auf diese Weise ist das Element, das zu a konjugiert
ist, ein und dasselbe, unabhangig davon, ob wir a als Element einer komplexen Unteralgebra
Ky (d.h. als eine komplexe Zahl) oder als Element irgendeiner Unteralgebra 2, o, (d.h. als
Quaternion) ansehen.

Wir bemerken zugleich, dass es sich beim absoluten Betrag des Elementes a ebenso verhilt.
Da (absoluter Betrag von a)? = aa sowohl im Falle der komplexen Zahlen als auch im Falle
der Quaternionen gilt, hangt der absolute Betrag des Elementes a nicht davon ab, ob wir a
als Element der komplexen Unteralgebra oder der Quaternionenunteralgebra betrachten.

Aus dem, was von uns beziiglich der Konjugation bewiesen wurde, folgt leicht, dass fiir zwei
beliebige Elemente a und b der Algebra <7 die Gleichungen

atb=a+b ud ab=ba (16,17)

gelten. In der Tat, wenn a und b einer komplexen Unteralgebra angehéren (d.h. 7, stimmt
mit %, Uberein), dann driicken die niedergeschriebenen Gleichungen die Eigenschaften der
Konjugation in dieser Unteralgebra aus:

Wenn b nicht in 7, enthalten ist, sind diese Gleichungen wiederum richtig, ebenso die Eigen-
schaften der Konjugation in 2, ;.

Aus Formel (17) und aus b=b geht hervor, dass das Element, das zu ab konjugiert ist, gleich
ba ist; folglich gilt B
ab + ba = (reelle Zahl) - 1
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Wir definieren in der Algebra 7 ein Skalarprodukt (a, b) mit Hilfe der Formel
ab + ba=2(ab)-1

Dass der Ausdruck (a,b) alle Eigenschaften des Skalarproduktes besitzt, lasst sich leicht tber-
prifen. Wir rufen diese Eigenschaften in Erinnerung:

1) (a,a) > 0 wenn a # 0 und (0,0) = 0;
2) (a, ) (b,a);

3) (a, kb) = k(a, b);

4) (a,b; + by) = (a,by) + (a,by).

Im gegebenen Fall ist die Eigenschaft 2) offensichtlich. Die Eigenschaften 3) und 4) gehen
direkt aus den Formeln (13) und (16) hervor.
Zum Beweis der Eigenschaft 1) muss man schreiben

(a,a) -1 = aa = (absoluter Betraga)® - 1 (18)

und berticksichtigen, dass der absolute Betrag der komplexen Zahl a positiv ist, wenn a # 0
ist und gleich Null, wenn a = 0 ist. Wir bemerken, dass aus den Gleichungen (18) folgt

(a,a) = absoluter Betrag von a

d.h., die Norm des Elementes a in der Algebra <7 stimmt mit dem absoluten Betrag von a als
komplexer Zahl (oder eines Quaternions) lberein.

Weil je zwei Elemente a und b der Algebra <7 einer komplexen Unteralgebra oder einer Qua-
ternionenunteralgebra angehoren, gilt

(absoluter Betrag von ab)? = (absoluter Betrag von a)? - (absoluter Betrag von b)?

(da die Algebra der komplexen Zahlen ebenso wie auch die Algebra der Quaternionen normiert
ist) oder
(ab, ab) = (a,a)(b, b)

Die Gleichung aber bedeutet gerade die Normiertheit der Algebra 7.

Weiterhin kommt der Satz von Hurwitz zur Geltung, gemaB dem die Algebra <7 einer der
vier "Standard"-Algebren isomorph ist: der Algebra der reellen Zahlen, der komplexen Zahlen,
der Quaternionen oder der Oktaven. Darin besteht aber gerade der verallgemeinerte Satz von
Frobenius.

3.20 Kommutative Algebren mit Division
3.20.1 Formulierung des Resultats

Im vorhergehenden Paragraphen fanden wir alle Algebren mit Division, die zusatzlich der Be-
dingung der Assoziativitat gentigen.
Weiter unten wird eine Beschreibung aller Algebren mit Division unter der zusatzlichen Bedin-
gung der Kommutativitat gegeben. Vor allem kommen wir auf die folgende Tatsache zuriick,
die wir hier nicht beweisen werden.
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3.20 Kommutative Algebren mit Division

Jede kommutative Algebra mit Division besitzt eine Dimension, die nicht gréBer als 2 ist[?]

Deshalb missen wir zur Losung der gestellten Aufgabe alle kommutativen Algebren der Di-
mension 2 mit Division ermitteln. Um die Antwort zu formulieren, fiihren wir die Bezeichnung
o (a, B,7) ein fir eine kommutative Algebra der Dimension 2 mit der Multiplikationstafel der
Form

kl o kl = Olkl +6k2
koo ky = —ak; — ﬁkz (1)
ki oky = Bk + vks

wobei die Zahlen «, 3 und ~ folgenden Bedingungen geniigen:

1) ay — 3? = 41,
2) 5 >0;
3) o > 0, wobei o = 0 ist, wenn y > 0 ist.

Satz. Jede kommutative Algebra 7 der Dimension 2 mit Division ist einer der Algebren
o («, 3,7) isomorph. Alle Algebren o7 (v, 3,+) sind Algebren mit Division und je zwei von
ihnen sind untereinander nicht isomorph.

Der weitere Teil dieses Paragraphen ist dem Beweis dieses Satzes gewidmet.

3.20.2 Die Verbindung zwischen der Multiplikation in der Algebra ./ und der
Multiplikation der komplexen Zahlen

Es moge also .« eine kommutative Algebra mit Division sein. Wir bezeichnen die Multiplikation
in der Algebra o7 mit x¢y.
Wir halten irgendein Element a # 0 fest und betrachten die Transformation

X—>aoX

Diese Transformation ist offensichtlich linear. Wir bezeichnen sie mit A. Weil die gegebene Al-

gebra eine Algebra mit Division ist, existiert zur Transformation A eine inverse Transformation
AL
Wir fiihren fir die Elemente unserer Algebra das neue Multiplikationsgesetz

x-y=A"(x)o A7\(y) (2)

22Einen geistreichen Beweis dieses Satzes unter Verwendung topologischer Uberlegungen fand der deutsche
Mathematiker G. Hopf. Wir fiihren den Beweis fiir den Leser an, der mit den elementaren Begriffen der
Topologie vertraut ist.
Es moge &7 eine kommutative Algebra der Dimension n mit Division sein. Wenn fiir je zwei Elemente x
und y die Gleichung x> = y? gilt, dann haben wir aufgrund der Kommutativitit (x —y)(x+y) = 0. Wegen
des Fehlens von Nullteilern bedeutet dies x =y oder x = —y. Daraus ist ersichtlich, dass die Abbildung

X — x2

eine monomorphe und stetige Abbildung der Sphire S™~! in den projektiven Raum RP™! induziert.
Bekanntlich gibt es eine solche Abbildung nur fir n = 2.

Wir stellen fest, dass der von G. Hopf bewiesene Satz ein algebraischer ist. Deshalb muss es auch
einen rein algebraischen Beweis dieses Satzes geben. Ein solcher Beweis wurde von dem hollandischen
Mathematiker T. A. Springer gefunden.
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3.20 Kommutative Algebren mit Division

ein. Die Algebra mit der Multiplikation x - y ist wiederum eine Algebra mit Division (aus der
eindeutigen Losbarkeit der Gleichungen

aox=Db und xca=>b
geht die eindeutige Losbarkeit der Gleichungen
a-x=Db und x-a=Db

hervor). In dieser Algebra spielt das Element a ¢ a die Rolle des Einselementes. Die einzige
Algebra mit Division aber, die ein Einselement besitzt, ist die Algebra der komplexen Zahlen (§
2). Deshalb kann man die Elemente x und y als komplexe Zahlen behandeln und die Operation
x -y als die gewohnliche Multiplikation der komplexen Zahlen.

Indem wir A~!(x) mit u und A~!(y) mit v bezeichnen, schreiben wir (2) um in die Form
uov=A(u)- A(v)

Damit haben wir die Multiplikation in der Ausgangsalgebra <7 durch die Multiplikation in der
Algebra der komplexen Zahlen ausgedriickt.

Wir gehen jetzt den nachsten Schritt. Wir betrachten die Multiplikation
u-v=A(uov) (3)
und werden zeigen, dass Algebren mit den Multiplikationen
uov und uov

einander isomorph sind. Dazu schreiben wir die Tafel der Multiplikation o in irgendeiner Basis
e1, ey nieder und beweisen, dass sie dann genau mit der Tafel der Multiplikation ¢ in der Basis
e) = A '(ey), €, = A7'(e,) lbereinstimmt. In der Tat, es moge

e oe; = ae; + Beg
sein. Dann gilt
ejoe, = A(e])- A(e)) =e;-e; = A (e;0e;) = A (cve; + fey)

i J

= aA l(e)) + BA (ey) = e} + S,

was die Ubereinstimmung der Multiplikationstafeln beweist.

Wir haben also gezeigt, dass die Ausgangsalgebra .7 der Algebra mit der Multiplikation (3)
isomorph ist, wobei u-v das gewohnliche Produkt komplexer Zahlen ist und A eine bestimmte
lineare Transformation, fiir die die inverse Transformation A~! existiert.

Andererseits ist offensichtlich, dass jede Algebra solcher Art eine kommutative Algebra mit
Division ist. Auf solche Weise fiihrte die Aufgabe.der Aufzahlung aller Algebren mit Division der
Dimension 2 dazu, unter den Algebren (3) alle untereinander nicht isomorphen auszusuchen.
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3.20 Kommutative Algebren mit Division

3.20.3 Auffinden der Algebren </ (o, 3,7), die der Algebra </ isomorph sind

Es ist notwendig, in der Algebra (3) eine solche Basis ki, ks zu finden, in der die Multiplika-
tionstafel die Form (1) besitzt (mit bestimmten Beschrankungen fiir o, 3,v). Wir schreiben
zuerst die Multiplikationstafel der Algebra (3) in der Basis e; = 1, e; =i auf. Da

ejoe; = A(e;oe) = A1),
€y 0 ey = A(EQ @) 62> = A(-l = —A(].),
e 0ey = A(e1 o e2) = A(i)

gilt, werden wir, indem wir
A(l) =a+bi : Ali) =c+di
setzen,

e, oe; =ae; + beg
e, 0e, = —ae; — bey (4)

e oe;, =ce; + de2

erhalten. Wir stellen die Frage, ob auBer e;,es (d.h. auBer 1, i) in der Algebra 7 andere
Basen existieren, fir die die Multiplikationstafel dhnlich der Tafel (4) ist:

k1 o) k1 = Ozkl —Fﬁkg
k2 ©) kQ = —Oékl — Bkg (5)
kl @) kQ = (Skl +’}/k2

Anders ausgedriickt, existieren Basen, fiir die

ki - ki = —ks o ks (6)
gilt. Weil Gleichung (6) gleichbedeutend mit A(k; - ki) = —A(ks - ko) oder A(k; - ki) =
A(—ky-ky) ist, folgt aus der Existenz der inversen Transformation A~!, dass k; -k; = —ks - ks
ist, oder

k2 - :i:lkl
Folglich sind
ki=f , ko =if (7)

alle Basen, fiir die die Multiplikationstafel die Form (5) besitzt, wobei f eine beliebige komplexe
Zahl (nicht gleich Null) ist.

Es versteht, sich, dass eine unendliche Menge von Basen (7) existiert. Wir werden gleich zeigen,
dass man unter ihnen unbedingt eine solche finden kann, in der die Bedingung

B=9o
erfilllt ist. d.h., eine Basis, in der die Multiplikationstafel die Form (1) besitzt. Dazu nehmen
wir als Ausgangsbasis e; = 1, e; = i, die gesuchte Basis aber schreiben wir in der Form
ki = p(cosp +isiny) : ko = tip(cos +isinp)

Um p und ¢ zu finden, miissen wir:
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3.20 Kommutative Algebren mit Division

a) das Produkt k; o kq, mit Hilfe der Formeln (4) berechnen und das erhaltene Element in k;
und ko zerlegen;

b) auf die gleiche Weise das Produkt k; o ks berechnen und das erhaltene Element in ky und
ko zerlegen;

c) den Koeffizienten von ks in der ersten Zerlegung dem Koeffizienten von k; in der zweiten
Zerlegung gleichsetzen.

Wir Uberlassen es dem Leser, diese Rechenarbeit auszufiihren.

Das Resultat ist folgendes. p wird keine Beschrankung auferlegt und ¢ findet man aus der
Bedingung

b—c

a+d

Offensichtlich bestimmt diese Bedingung einen Winkel ¢ bis auf Vielfache von 7 und legt in
der Ebene zwei Strahlen fest (Abb. 17), die eine Gerade [; bilden.

tanp =

Abb.17

Auf dieser Geraden liegt der Vektor, der die komplexe Zahl k; darstellt (oder, wie wir sagen
werden, den Vektor k). Der andere Vektor ky = +ik; liegt auf der zugehdrigen Geraden [5.
Die Lange beider Vektoren stimmt (iberein. Wir kommen also zur folgenden Beschreibung aller
Basen ki, ky in denen die Multiplikationstafel die Form (1) besitzt.

Der Basisvektor ki wird auf der eindeutig bestimmten Geraden [; ausgewahlt, der Basisvektor
ko auf der senkrecht daraufstehenden Geraden [5; die Lange p der Vektoren muss gleich sein.
Wir bemerken, dass bei gegebener Lange genau 4 der gesuchten Basen moglich sind.

K, b i

Abb.18 v \
Es bleibt jetzt noch zu sagen, wenn wir von der Basis ki, ko zu einer anderen Basis Akj, \ko,
iibergehen, wobei \ eine positive reelle Zahl ist, dann werden alle Koeffizienten in der Mul-
tiplikationstafel (1) mit p multipliziert. Deshalb wird, wenn man der Basis die zusatzliche
Bedingung

ay — =41

auferlegt, damit eindeutig der Wert von A\ bestimmt. Dann bleiben von der oben gezeigten
unendlichen Menge genau 4 Basen (siehe Abb. 18). Es existieren also genau 4 Basen

klzzl:k y kzzﬂ:k
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fur die die Multiplikationstafel die Form

kl o kl = Clkl +6k2
ks o ky = —ak; — SBk; (1)
k1 (@) kQ = (Skl +’yk2

besitzt, wobei ay — 3% = £1 ist.

Wir gehen jetzt den letzten Schritt und zeigen, dass man unter den oben gezeigten vier Basen
eine solche auswahlen kann, in der « > 0 und 8 > 0 ist, wobei v > 0 ist, wenn o = 0 ist.

In der Tat, wenn 3 < 0 fiir die Basis ki, ko ist, dann erhalten wir, indem wir zur Basis k;, —ks
ibergehen, eine neue Tafel, in der 5 > 0 ist.

Analog erhalten wir, wenn « < 0 ist, durch Multiplizieren des ersten Basisvektors mit -1, eine
Tafel, in der a > 0 ist (dabei wird das Vorzeichen von /3 nicht verandert); wenn o = 0 ist,
dann ermoglicht es diese Transformation, das Vorzeichen von « zu verandern.

Wir ziehen Bilanz. Fiir jede kommutative Algebra <7 der Dimension 2 mit Division existiert
eine Basis, in der die Multiplikationstafel die Form (1) besitzt, wobei gilt

1) ay — 3% = 41,
2) =0,
3) a > 0, wobei v > 0 ist, wenn o = 0 ist.

Diese Basis ist im allgemeinen die einzige. In einigen besonderen Fallen (wenn 5 = 0 oder
a = v = 0 ist) gibt es zwei solcher Basen, die Tafel (1) aber wird fiir sie ein und dieselbe
sein. Daraus ist ersichtlich, dass jede Algebra <7 genau eine Tafel (1) mit den oben gezeigten
Beschrankungen fiir «, 8 und ~ entspricht, d.h., die Algebra 7 ist isomorph einer und nur
einer Algebra <7 (a, 3, 7).

Jede Algebra <7 («, [3,7) ist eine Algebra mit Division. Das folgt bereits aus der Tatsache, dass
jede solche Algebra die Form
uov=A(uov)

besitzt, wobei die Transformation A entsprechend den Formeln
A(kl) = Oékl + ﬁkg und A(kg) = 5'(1 + ’)/kg
mit oy — 32 # 0 wirkt. In der Tat geht aus der Bedingung

a B
574
(die ay — 32 # 0 aquivalent ist) hervor, dass

Afky) # M(ky)

ist und damit, dass die Vektoren A(k;) und A(ks) eine Basis bilden. Daraus erhalt man
unschwer, dass zur Transformation A eine inverse Transformation A~! existiert und daraus
wiederum, dass eine Algebra mit der Multiplikation u o v eine Algebra mit Division ist. Der
Satz ist bewiesen.
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4 Schlusswort

Ein groBer Teil von dem, woriiber in diesem Biichlein gesprochen wurde, bezieht sich auf die
Anfangsetappe in der Entwicklung der Theorie der Algebren.

Wir wollen jetzt, obwohl nur sehr fliichtig, von einigen weiteren Ergebnissen dieser Theorie
sprechen.

Die Entwicklung der Algebrentheorie beginnt mit den Arbeiten W. Hamiltons liber Quaternio-
nen, die im Jahre 1843 erschienen. Spater wurde ihr Inhalt zusammen mit einer Reihe anderer
Ergebnisse von ihm in den "Vorlesungen iiber Quaternionen" niedergelegt. Der Einfluss der
Ideen Hamiltons war sehr bedeutsam.

Sie bereiteten den Boden fiir eine ganze Serie von Arbeiten iiber assoziative Algebren vor, die
mit dem Beweis einer Reihe tiefliegender Satze liber den Bau solcher Algebren abgeschlossen
wurden.

Um Gber diese Satze zu berichten, prazisieren wir zuerst einen wichtigen Sachverhalt, den wir
bis zu dieser Zeit Giberhaupt noch nicht beriihrt haben. Er ist mit den GroBen aq,ao, ..., a,
verbunden, die die Koeffizienten in dem Ausdruck

Cllil + a2i2 + ...+ anin (1)

fir die Elemente einer n-dimensionalen Algebra darstellen. In unserer Darlegung werden diese
GroBen immer als reelle Zahlen vorausgesetzt.

In diesem Falle ist es (iblich, von Algebren liber dem Korper der reellen Zahlen zu sprechen.
Neben diesen betrachtet man auch andere Algebren, deren Elemente Ausdriicke der Form
(1) darstellen, wobei ay,as, ..., a, beliebige komplexe Zahlen sind. Solche Algebren werden
Algebren tber dem Korper der komplexen Zahlen genannt.

AuBer dem Korper der reellen und dem Korper der komplexen Zahlen gibt es viele andere
KérpelF_:‘r] (zum Beispiel den Korper der rationalen Zahlen) und dementsprechend viele andere
Typen von Algebren.

Viele Ergebnisse in der Theorie der Algebren andern sich stark in Abhangigkeit davon, welchem
Korper die Koeffizienten ay, ..., a,, in den Ausdriicken (1) angehéren, d.h., iber welchem Kérper
die Algebra betrachtet wird.

Zum Beispiel existieren liber dem Korper der reellen Zahlen, wie wir wissen, drei assoziative
Algebren mit Division (und eine unendliche Menge nichtassoziativer Algebren solcher Art),
wahrend es nur eine komplexe Algebra mit Division gibt.

Das ist die eindimensionale Algebra, die aus den komplexen Zahlen selbst besteht.

AuBer ihr existiert keine Algebra mit Division iber dem Korper der komplexen Zahlen (selbst
ohne die Bedingung der Assoziativitat). Der Beweis dieser Tatsache ist nicht kompliziert, wir

2Dje allgemeine Definition eines Korpers ist folgendermaBen. Es moge & eine bestimmte Menge von Objekten
sein, Gber der man zwei Operationen ausfiihren kann. Eine von ihnen werden wir durch Vereinbarung
Addition nennen und mit a + b bezeichnen, die andere werden wir Multiplikation nennen und mit ab
bezeichnen.

Die Menge & wird Korper genannt, wenn die beiden in ihr gegebenen Operationen kommutativ und
assoziativ sind, das Distributivgesetz richtig ist, so wie auch die Subtraktion ausfiihrbar ist (anders aus-
gedriickt, dass die Gleichung a 4+ 2 = b eindeutig lésbar ist) und die Division ausfiihrbar ist. Die letztere
bedeutet, dass die Gleichung ax = b eindeutig losbar ist, wenn a # 0 ist. Hier bedeutet 0 ein Element der
Menge &2 von der Art, dass a + 0 = a fiir alle a € & ist (die Existenz eines solchen Elementes ist leicht
zu beweisen). Unter dem Wort "Operation"versteht man in dieser Definition eine beliebige Regel, die je
zwei Elementen a € &2 und b € & ein drittes Element ¢ € & zuordnet.
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3.20 Kommutative Algebren mit Division

werden uns aber damit nicht aufhalten.

1. Ein Teilraum einer Algebra o/ wird ldeal genannt, wenn
AU C U und UA CU

gilt. Dies bedeutet, wie auch die Elemente a € &/ und u € % gewahlt werden, die beiden
Produkte au und ua gehéren % an.

Anders ausgedriickt, das Produkt jedes Elementes, das aus dem ldeal genommen ist, mit jedem
Element der Algebra gehort wiederum dem ldeal an.

Dabei ist es nicht tblich, die zwei Grenzfalle, dass der Teilraum % mit der ganzen Algebra <7
ibereinstimmt und dass % aus einem einzigen Element 0 besteht, als Ideale anzusehen (man
sagt dbrigens manchmal, dass .7 und 0 uneigentlich Ideale sind).

Als Beispiel eines |deals mag der Teilraum der Elemente der Form b€ in der Algebra der dualen
Zahlen dienen (d.h., der Zahlen a+b(2, wobei 02 =0 ist). Ein anderes Beispiel ist der Teilraum
der Elemente der Form a(1+ E) in der Algebra der bindren Zahlen (der Zahlen a + bE, wobei
E? =1 ist).

2. Eine Algebra, die keine Ideale besitzt, wird einfach genannt.

Man kann sagen, dass der Begriff der einfachen Algebra den Begriff der Algebra mit Division
abschwacht. Jede Algebra mit Division ist notwendig einfach. In der Tat, wenn es in einer
Algebra ein Ideal % gibt, besitzt die Gleichung

ux =>b

wobei u dem ldeal angehért und b ihm nicht angehort, keine Losung. Deshalb kann eine solche
Algebra keine Algebra mit Division sein.

Am Ende des 19. Jahrhunderts wurden die Forschungen, die die Theorie der Algebra betra-
fen, hauptsachlich auf die Untersuchung assoziativer Algebren konzentriert (wie wir bereits
bemerkten, verstand man den Terminus "Algebra" stets als "assoziative Algebra").

Als Ergebnis entstand eine ziemlich klare Vorstellung von der Struktur einer assoziativen Al-
gebra.

Das erste Resultat, das sich auf einfache Algebren bezieht, wurde im Jahre 1893 durch F. Mo-
lin erhalten; unabhangig davon erhielten G. Frobenius und E. Cartan das gleiche Ergebnis. Es
zeigt sich, dass alle einfachen komplexen, assoziativen Algebren bis auf Isomorphie vollstandige
Matrizenalgebren einer beliebigen Ordnung n sind (d.h. Algebren aller quadratischen Matrizen
der Ordnung n).

Ein allgemeinerer Satz, der fiir Algebren iiber einem beliebigen Kérper & gilt, wurde im Jahre
1907 durch den amerikanischen Mathematiker J. Wedderburn bewiesen: Alle einfachen as-
soziativen Algebren tber dem Korper & sind genau alle vollstandigen Matrizenalgebren mit
Elementen aus einer assoziativen Algebra mit Division iiber &.

GemaB diesem Satz bestehen zum Beispiel alle einfachen assoziativen Algebren iiber dem Kor-
per & der reellen Zahlen aus drei Serien:

1) Matrizenalgebren mit reellen Zahlen als Elementen;

2) Matrizenalgebren mit komplexen Zahlen als Elementen (wir betonen, dass man diese Alge-
bren als Algebren iiber dem Kérper & betrachten muss), von denen die Algebra der komplexen
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Zahlen selbst ein Spezialfall ist (fiir n = 1), deren Dimension gleich 2 ist; entsprechend besitzt
die Algebra aller komplexen Matrizen der Ordnung n die Dimension 2n?;

3) Matrizenalgebren mit Quaternionen als Elementen (fir Matrizen der Ordnung n ist die
Dimension einer solchen Algebra gleich 4n?).

Den vorigen Satz iiber komplexe, einfache Algebren erhalt man leicht aus dem Satz von Wed-
derburn, wenn man sich daran erinnert, dass die einzige komplexe Algebra mit Division die
Algebra der komplexen Zahlen selbst ist.

Auf diese Weise wurden alle einfachen assoziativen Algebren gefunden. Gleichzeitig damit
wurde (durch die gleichen Autoren) geklart, dass die Struktur einfacher assoziativer Algebren
in vielem die Struktur beliebiger assoziativer Algebren bestimmt. Um die letztere Behauptung
genau zu formulieren, brauchen wir noch einige Definitionen.

3. Es mogen %, und %, zwei Algebren sein. Die neue Algebra <7 deren Elemente alle moglichen
Paare

(uh u2)

(mit u; € % und uy € %) sind, wird die direkte Summe von %4 und % genannt, wobei
folgende Gesetze der Addition und der Multiplikation erklart sind:

(ug,uz) + (U}, u)) = (uy + uf,ug + uy)

(ug, ug) - (U}, uh) = (uyul, ugus)

Es ist leicht zu sehen, dass die Elemente der Form (uy,0) eine Unteralgebra der Algebra o/
bilden, wobei diese Unteralgebra zu %4 isomorph ist; wir bezeichnen sie mit 7. Analog bilden
die Elemente der Form (0, uy) eine Unteralgebra <%, die zu %, isomorph ist.

Beide gezeigte Unteralgebren sind |deale; zum Beispiel folgt dies fiir die erste von ihnen aus
den Gleichungen

<u17 0)(u/17 u/2) = (ulu/hO) und (u/17 u/2)<u17 0) = (u/1u17 0)

Wir bemerken; dass die Unteralgebren <7 und 7% komplementar sind. So nennen wir zwei
Unteralgebren, die die Eigenschaft besitzen, dass jedes Element der Algebra, und zwar in
eindeutiger Weise, in der Form

a; + ag mitaleﬂﬁ,age%

dargestellt werden kann.
Analog der direkten Summe zweier Algebren wird die direkte Summe einer beliebigen Zahl
von Algebren definiert. Elemente der direkten Summe der Algebren %, Y, ..., % sind alle
k-Tupel
(ug,ug, ...,u) mitw € 24, ...,u, €U
Ein Beispiel einer direkten Summe ist die Algebra der Matrizen der Ordnung p + ¢, die die
"blockférmig-diagonale" Form
A 0
Saxd

besitzt, wobei A und B beliebige Matrizen der entsprechenden Ordnung p und ¢ sind. Es ist
nicht schwer zu tberpriifen, dass fiir Produkte solcher Matrizen die Formel

A 0ON(A ] o) (44 ] o
0| B 0| B )" 0 | BB
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gilt, woraus ersichtlich ist, dass die gegebene Algebra isomorph zu der direkten Summe der
Algebra aller Matrizen der Ordnung p und der Algebra aller Matrizen der Ordnung ¢ ist.

Es ist interessant zu bemerken, dass die von uns am Anfang des Buches (siehe § 2) betrachtete
Algebra der binaren Zahlen isomorph zu der direkten Summe zweier Algebren reeller Zahlen
ist. In der Tat, wir wahlen als Basis die folgenden zwei Elemente der Algebra o7:

. 1-F d . 1+FE
ih=— un Iy = ———
V2 V2

Offensichtlich ist
ii =i, i3=0, 0ib=0

Jedes Element a € &7 kann man gleichwertig darstellen in Form der Summe
ayiy + aqio
wobei fiir das Produkt zweier Elemente die Formel
(aqiy + agiz)(briy + boia) = aibyiy + azbais

gilt. Wenn wir das Element a dem Zahlenpaar (a;, as) zuordnen, so sehen wir, dass die Algebra
</ die direkte Summe zweier Algebren 2 (reeller Zahlen) ist.

4. Die direkte Summe einfacher Algebren wird halbeinfach genannt. Weil eine direkte Summe
durch ihre Summanden bestimmt ist, kann man alle halbeinfachen assoziativen Algebren als
bekannt annehmen, sobald alle einfachen assoziativen Algebren bekannt sind.

Zum Beispiel ist eine beliebige halbeinfache assoziative Algebra tiber dem Korper der komplexen
Zahlen isomorph zur Algebra aller "blockférmig-diagonalen" Matrizen mit Blocken der Ordnung
P1, D2, -, D in der Diagonale (die Zahlen py, po, ..., pi. sind fest). Insbesondere erhalten wir fir
k = 3 Matrizen der Form

A 0 0
0| B 0
0 01| C

5. Eine Algebra wird nilpotent genannt, wenn eine Zahl £ existiert, so dass das Produkt von je
k Elementen gleich Null ist, wobei die Klammern im Produkt willkiirlich gesetzt werden. (Wir
haben die Definition einer nilpotenten Algebra fiir den allgemeinen Fall angefiihrt, d.h. ohne die
Bedingung der Assoziativitat. Deshalb ist der letzte Zusatz tiber die willkiirliche Reihenfolge
der Multiplikation notwendig.)

Eine Unteralgebra einer bestimmten Algebra wird nilpotent genannt, wenn sie, als selbstandige
Algebra betrachtet, nilpotent ist.

Das einfachste Beispiel einer nilpotenten Algebra ist die Nullalgebra (das Produkt von je zwei
Elementen ist gleich Null). Ein anderes Beispiel ist die Algebra mit der Basis i1, 75, i3 und der
Multiplikationstafel

i1i2 - i3

die Gbrigen i,ig sind gleich 0
Wir bemerken, dass nilpotente Algebren in einem gewissem Sinne in ihren Eigenschaften ent-
gegengesetzt zu halbeinfachen Algebren sind. Zum Beispiel besteht fiir eine nilpotente Algebra

o/ eine bestimmte "Potenz" 27, d.h., die Menge aller Produkte von je k Elementen der Al-
gebra 7, aus der Null (darin besteht die Definition einer nilpotenten Algebra), wahrend im
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Falle einer halbeinfachen Algebra jede Potenz mit der ganzen Algebra lbereinstimmt.

Es ist nicht schwierig zu beweisen, wenn 77, und 75 zwei nilpotente Ideale einer beliebigen
Algebra <7 sind, dann ist ihre Summe (d.h. die Gesamtheit der Elemente der Form vy + vy,
wobei v; € Y] und vy € ¥; ist) wiederum ein nilpotentes Ideal.

Daraus kann man leicht ableiten, dass unter allen nilpotenten Idealen der Algebra o7 ein ma-
ximales existiert, d.h., ein solches, das alle anderen nilpotenten ldeale enthalt. Jetzt kdnnen
wir einen grundlegenden Satz in der Theorie der assoziativen Algebren formulieren.

Satz von Wedderburn. In jeder assoziativen Algebra .o existiert eine halbeinfache Unteralgebra
2 , die komplementédr zu dem maximalen nilpotenten Ideal 7 ist.

Mit anderen Worten, jedes Element a € o/ wird gleichbedeutend in Form der Summe u + v
dargestellt, wobei der erste Summand der halbeinfachen Unteralgebra % angehort und der
zweite dem maximalen nilpotenten Ideal #’; dem Element a wird gleichbedeutend das Paar
(u,v) zugeordnet, wobei u € % und v € ¥ ist.

Dabei gilt fiir das Produkt zweier beliebiger Elemente der Algebra .o/ die Formel

(ug,v1)(uz,v2) = (ujug, v) (2)

wobei
V=uVy +vius +vivy € ¥

ist (man muss berticksichtigen, dass 7" ein ldeal ist).

In dem Spezialfall, dass die Unteralgebra % auch ein Ideal ist, ist jedes der Produkte u;vs
und vou; gleich 0 (weil es gleichzeitig %7 und ¥ angehdéren muss), und die Formel fiir die
Multiplikation nimmt die Form

(ug,vi)(ug,va) = (ujug, vyvy)
an. In diesem Fall ist die Algebra o7 das direkte Produkt der Algebren %/ und 7.

Im allgemeinen Fall wird die Struktur der Algebra <7 nicht vollstandig durch die Struktur der
Algebra % und ¥ einzeln bestimmt, weil das Element v in (2) nicht nur von vy, vo abhingt,
sondern auch noch von uq, us.

Dennoch klart der Umstand, dass man jede assoziative Algebra <7 als Menge der Paare (u,v)
darstellen kann, wobei u eine bestimmte halbeinfache Algebra durchlauft und v eine nilpoten-
te, und die Multiplikation dem Gesetz (2) unterworfen ist, deutlich die Struktur assoziativer
Algebren.

Als Beispiel zum Satz von Wedderburn betrachten wir die Algebra der Matrizen der Ordnung
p + q, bei denen die Elemente der letzten g Zeilen Null sind. Jede solche Matrix kann man in

der Form
U v
0 0

schreiben, wobei u eine quadratische Matrix der Ordnung p und v eine rechteckige Matrix
mit p Zeilen und ¢ Spalten bedeutet. Es ist nicht schwierig zu zeigen, dass sich das maximale
nilpotente Ideal ¥ aus den Matrizen (3) fiir u ergibt (und eine Nullalgebra darstellt).

Als zu ihm komplementare halbeinfache Unteralgebra % kann man die Menge der Matrizen
(3) fur v = 0 nehmen (im gegebenen Fall ist die Unteralgebra % einfach).

Um die Reichhaltigkeit des Satzes von Wedderburn zu unterstreichen, fiihren wir Beispiele
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zweidimensionaler Algebren (natirlicherweise nichtassoziativer) an, fiir die die Behauptung
des Satzes falsch ist.
Im ersten Beispiel besitzt die Multiplikationstafel die Form

eje; =e; + ey, ee; =0, eje; = ey, ee; =0

Es ist leicht zu sehen, dass die Elemente der Form ke, ein eindimensionales nilpotentes Ideal
A bilden.

Dieses ldeal ist maximal, da der einzige es enthaltende Teilraum die ganze Algebra ist, die aber
nicht nilpotent ist (jede Potenz des Elementes e; ist von Null verschieden). Es ist leicht zu
uberpriifen, dass auBer .4 keine andere Unteralgebra der gegebenen Algebra existiert. Damit
existiert auch keine komplementare Unteralgebra zu 4.

Die zweite Algebra besitzt folgende Multiplikationstafel:
ee =ey, ee; = ey, ee; = e, ee; =0

In dieser Algebra gibt es iberhaupt keine nilpotenten Ideale.

Wenn die Algebra dem Satz von Wedderburn "geniigen" wiirde, ware sie einfach oder halb-
einfach. Das erste ist nicht der Fall, weil die Algebra ein Ideal enthalt, das aus Elementen der
Form ke, besteht, das zweite ist auch nicht moglich, weil dieses Ideal das einzige ist.

Die Resultate, die in der Theorie assoziativer Algebren erhalten wurden, dienten als Modell
fur weitere Untersuchungen. Viele der nachfolgenden Arbeiten bewiesen, dass die Behauptung
des Satzes von Wedderburn fiir andere Klassen von Algebren richtig ist (obwohl sie nicht fiir
alle Algebren, wie wir gerade sahen, richtig sein kann), und zahlten einfache Algebren dieser
Klassen auf.

Es wurde bewiesen (M. Zorn), dass man den Satz von Wedderburn auf alternative Algebren
verallgemeinern kann, d.h. auf eine umfassendere Klasse von Algebren als die der assoziativen.
Wir bemerken, dass bei der Untersuchung einfacher alternativer Algebren eine interessante
Tatsache aufgeklart wurde. Obwohl auf den ersten Blick die Klasse solcher Algebren viel um-
fassender als die Klasse der einfachen assoziativen Algebren erscheint, erhalt man im Falle des
Korpers der komplexen Zahlen tatsachlich die erste Klasse aus der zweiten durch Hinzufligung
von nur einer Algebra "komplexer" Oktaven; im Falle des Korpers der reellen Zahlen werden
einige Algebren des gleichen Typs wie die Oktaven hinzugefiigt.

Wir werden noch zwei Klassen von Algebren betrachten, fiir die der Satz von Wedderburn
gilt. Dazu nehmen wir eine beliebige assoziative Algebra <7 und mit ihr bauen wir zwei neue
Algebren <7/t und &/~ auf, die aus den gleichen Elementen mit den folgenden Multiplikati-
onsgesetzen bestehen

in &/%T: aob = ab+ ba,
in@/ :aob=ab —ba

In der Algebra &7 ist die Multiplikation kommutativ und, wie nicht schwer zu Gberpriifen ist,

es wird die Identitat
(b’0a)ob=b?c(ach) (3)

erfillt. In der Algebra o7~ ist die Multiplikation antikommutativ (d.h. acb = —boa) und es
wird die |dentitat
ao(boc)+bo(coa)+co(aob)=0 (4)
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erfullt. Jede kommutative Algebra, fir die (3) gilt, wird Jordansche Algebra genannt (nach
dem deutschen Physiker P. Jordan).

Jede antikommutative Algebra, fir die (4) gilt, wird Liesche Algebra genannt. Der norwegi-
sche Mathematiker Sophus Lie betrachtete am Ende des 19. Jahrhunderts zum ersten Mal in
Verbindung mit der Theorie "stetiger Transformationsgruppen" diese Algebren, die dann nach
ihm benannt wurden.

In der heutigen Mathematik spielen die Lieschen Algebren eine sehr wichtige Rolle und finden
in fast jedem ihrer Gebiete Anwendung.

Die Klassifikation einfacher Jordanscher Algebren wurde durch den amerikanischen Mathema-
tiker A. Albert erhalten; durch ihn Wurde auch die Richtigkeit des Satzes von Wedderburn fiir
Jordansche Algebren bewiesen. Grundlegende Satze tber die Struktur von Lieschen Algebren
wurden durch einen der bedeutendsten Mathematiker des 20. Jahrhunderts E. Cartan erhalten.

Durch ihn wurde insbesondere eine Klassifikation einfacher Liescher Algebren gefunden. Eine
Erweiterung des Satzes von Wedderburn auf Liesche Algebren wurde durch E. Levi angegeben;
dabei erwies es sich als erforderlich, den Begriff des nilpotenten Ideals in den allgemeineren
Begriff des losbaren Ideals zu verandern. Der Rahmen des vorliegenden Biichleins erlaubt es
uns nicht, ausfiihrlicher auf diese Fragen einzugehen.
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