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Vorwort

Vorwort

Es ist schwer, den Inhalt der Kombinatorik zu umreiBen, ihn von dem anderer mathematischer
Disziplinen abzugrenzen. Die einstige Domane der Unterhaltungsmathematik ist unentbehrli-
cher Bestandteil der Mathematik geworden. Dabei ist Kombinatorik u. a. eng mit der Zahlen-
theorie, mit Geometrie/ Topologie und Wahrscheinlichkeitstheorie /Statistik verbunden; es gibt
Querverbindungen zur Analysis und Informationstheorie.

Anwendungen aus der Zeit der Anfange sind vor allem Anzahlbestimmungen im Zusammen-
hang mit Gliicksspielen, Versicherungsstrategien und handelskonomischen Problemen; Anwen-
dungen heute in der Okonomie, Technik, Chemie, Biologie, Medizin, Linguistik, Kriminalistik,
im Sport, kdnnen durch einige Stichworte angedeutet werden:

Planung von Produktionsprozessen, Optimierung, insbesondere Transportoptimierung, Waren-
fluss, Netzplantechnik, Statistik, statistische Versuchsplanung, mogliche Molekil- und Kris-
tallstrukturen, genetischer Code, Zellwachstumsprobleme, Diagnose, Entschliisselung und Ver-
schliisselung, Farbungen, Turnierplanung, ...

Deshalb sollte Kombinatorik nicht nur Gegenstand der Unterhaltungsmathematik sein, sondern
sie muss einen gebiihrenden Platz in der Allgemeinbildung einnehmen, einen gebiihrenden Platz
im Mathematikunterricht sowie in Schiilerarbeitsgemeinschaften besitzen.

Dabei kommen fiir die Arbeit durchaus die Vorziige zum Tragen, die der Kombinatorik einen
festen Platz in der Unterhaltungsmathematik gesichert haben und auch weiterhin sichern wer-
den. Das vorliegende Biichlein wird daher auch dem "vorhandenen Bediirfnis nach anspruchs-
vollerer Unterhaltungsliteratur gerecht."

Der Inhalt der vorliegenden Sammlung von Aufgaben und Lésungen lieBe sich vielleicht am
besten als Propadeutik der diskreten Mathematik zusammenfassen. Dieser Name ist aber im
allgemeinen noch nicht gelaufig, so dass er nicht gewahlt wurde.

Die Beschaftigung mit den oben genannten Problemen soll einerseits ansprechende Freizeitbe-
schaftigung sein und andererseits dazu beitragen, das Denken gemaB dieser modernen Richtung
der Mathematik zu schulen.

Dabei wurden hauptsachlich Aufgaben aus der Geometrie ausgewahlt, um so einerseits An-
schaulichkeit und Fasslichkeit der Geometrie nutzen zu kénnen und andererseits zur Bereiche-
rung der geometrischen Allgemeinbildung beizutragen. Hierbei ging es uns um ein vielseitiges,
ansprechendes und zugleich praktikables Material flir Lehrer.

Auf der Grundlage vorliegender Erfahrungen wurden fiir die einzelnen Kapitel oder fiir deren
Abschnitte Empfehlungen zur Arbeit mit Schiilern formuliert; jede Empfehlung schlieBt insbe-
sondere die Nutzung der Aufgaben in einer hoheren als der angegebenen Klassenstufe ein. Es
muss jedoch bemerkt werden, dass keine umfangreiche Erprobung stattgefunden hat. Wir sind
deshalb fiir Hinweise auf Grund von eigenen Erfahrungen sehr dankbar.

Die Auswahl von Aufgaben und Loésungen zur Kombinatorik in der Geometrie wurde im WB
Geometrie in der Sektion Mathematik/Physik der Padagogischen Hochschule "Karl Lieb-
knecht" Potsdam entwickelt, wobei zunachst Frau K. Schroter besonders aktiv war. Die vor-
liegende Fassung wurde von den (ibrigen Autoren erarbeitet. Fiir viele Anregungen, Hinweise
und Verbesserungsvorschlage haben wir den Herren J. Flachsmeyer und G. Geise zu danken.

Potsdam, im Herbst 1983 B. Klotzek, U. Lengtat, E. Letzel, K. Schroter
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1 Propadeutische Kombinatorik

1.1 Aufgaben fiir den Geometrieunterricht

Mit den folgenden Vorschlagen wird der Versuch unternommen, Kombinatorik in den Geome-
trieunterricht einzubeziehen. Die Losung der Aufgaben fithrt an kombinatorische Denk- und
Arbeitsweisen heran und bereichert gleichzeitig den Geometrieunterricht der Klassen 4 bis 7.
Dabei steht die systematische und vollstindige Fallunterscheidung im Vordergrund.

Die Anordnung geometrischer Objekte gestattet anfangliches Probieren und sollte zum syste-
matischen Vorgehen gefiihrt werden; das Vermuten von Anzahlformeln macht dann den dritten
Schwierigkeitsgrad aus. In einer Reihe von Musterldsungen werden daneben Rekursionsformeln
aufgestellt, wird mit endlich vielen geometrischen Objekten gearbeitet und das sogenannte
"Und-so-weiter-Denken" vorbereitet (Propadeutik fiir hohere Klassenstufen).

Die Ergebnisfindung sollte durch schrittweises Vorgehen und Zuriickfiihren auf den vorher be-
trachteten Fall (heuristische Hilfsmittel) gekennzeichnet sein. Bisherige Erfahrungen zeigen,
dass kombinatorische Aufgaben das Bemiihen um selbstandiges Arbeiten stimulieren. Die in
den folgenden Uberschriften angegebenen Klassenstufen sind als Empfehlung aufzufassen.

1.1.1 Klasse 4

Aufgabe 1. Fir die Lage von einem Punkt X und einer Geraden g unterscheide man zwei Falle
(Abb. 1a): a) X liegt auf g, b) X liegt nicht auf g.

Gegeben seien eine Gerade g und voneinander verschiedene Punkte P, ), R, ... Welche und
wie viele Lagemoglichkeiten von ¢ und zwei, drei, vier, ... Punkten sind zu unterscheiden?

g g Qx Q Q= Q
Px Px P/ P// /
f=]
R g g g g
Abb.1 @ b)

Losung. Nach Abb. 1b ist 4 die gesuchte Anzahl fiir zwei Punkte.
Wird ein Punkt hinzugenommen, so ergeben sich aus jedem vorliegenden Fall zwei neue.
Beziiglich g gibt es bei n Punkten 2-2...2 = 2" Lagemoglichkeiten.

= %}{7&
£ 4t Ao L kAN XK

In Abb. 2 werden Lagemoglichkeiten fiir zwei, drei bzw. vier Geraden unterschieden.

I

Abb. 2

Aufgabe 2. a) Wie viele Lagemoglichkeiten gibt es fiir zwei, drei, vier, ... Geraden ?

b) Wie viele Lagemdglichkeiten gibt es fiir zwei, drei, vier, ... Geraden, von denen keine drei
einen Punkt gemein haben 7

c) Wie viele Lagemoglichkeiten gibt es fiir zwei, drei, vier, ... Geraden, von denen keine drei
einen Punkt oder die Richtung gemein haben?

Losung (vgl. Abb. 2):
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Geraden 2 3 4 5
Moglichkeiten a) 2 4 8 18
by 2 3 5 7
c) 2 2 3 3

Aufgabe 3. Es seien H; und H, die Halbebenen beziiglich einer Geraden g. Welche Mog-
lichkeiten gibt es, ein, zwei, drei, vier, ... ununterscheidbare Punkte auf diese Halbebenen zu
verteilen 7 Dabei gehore kein Punkt von g zu einer der Halbebenen.

Losung: Beim systematischen Vorgehen kann man die Anzahl der Punkte in Hy von null auf
ein, zwei, ... Punkte erhéhen (Abb. 3). Bei n Punkten gibt es n + 1 Méglichkeiten.

Abb. 3
Anzahl der Punkte Anzahl der Moglichkeiten

1 2
: yalvalvs 3
3 palvalvalws 4
s lvalyclvelws :

Aufgabe 4. Wie viele Strecken ohne Schnittpunkte im Innern werden durch die Schnittpunkte
von drei, vier, finf, ... paarweise sich schneidenden Geraden gebildet, wenn keine drei Geraden
einen gemeinsamen Punkt besitzen 7

Losung: Von drei Geraden werden die drei Seiten eines Dreiecks gebildet (Abb. 4a). Eine vierte
Gerade ergibt auf diesen Geraden drei weitere Strecken und auf sich zwei (Abb. 4b), insgesamt
3+4(3+2)=8=4-2.

P, U S

7 | ! =
Abb. 4 a) B) c)
Ahnliches gilt fir eine fiinfte Gerade (Abb. 4c): 8 + (4 +3) =15 =53 usw.

Die Vermutung fir die Anzahl A,, bei n Geraden lautet:
A=A, 1+(n—1)+(n—-2)=nn-2)

Aufgabe 5. Wie viele Strecken werden von zwei, drei, vier, ... Punkten auf einer Geraden g
gebildet, wenn die Strecken (im Gegensatz zur Aufgabe 4) gemeinsame innere Punkte besitzen
dirfen?

Lésung: Wegen PQ = QP gilt zunichst:

Anzahl der gebildete Anzahl der Strecken
Punkte Strecken
—f—— g
2 4B AB 1
—t— g
34 BC AB,AC.BC 3=1+2=(3-2):2
e e e ot S
44 BCD ABACAD 6=1+2+3=(4-3):2
BC,BD,CD
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Anzahl der gebildete Anzahl der Strecken
Punkte Strecken
—t——t—— g
54 B G D.E 10=1+2+3+4=(5-2):4

Bei der Hinzunahme eines (n + 1)-ten Punktes kommen die mit ihm gebildeten n Strecken
hinzu, so dass sich die Anzahl der Strecken als Summe der Zahlen 1,2, ..., n ergibt. Andererseits
gehort jeder der n+ 1 Punkte zu n Strecken; um die gesuchte Anzahl zu erhalten, ist (n+1)n
wegen PQ) = QP durch 2 zu dividieren.

1.1.2 Klasse 5

Man lose nochmals Aufgabe 5.
Aufgabe 6. Von einem Punkt P gehen zwei, drei, vier, finf, ... Strahlen aus. Wie viele Winkel
mit voneinander verschiedenen Schenkeln werden gebildet ?

Losung: Da je zwei Strahlen zwei Winkel bilden, gibt es zwei (Abb. 5a), sechs (Abb. 5b), 12,
20, ... Winkel. Bei n 4 1 Strahlen betragt die gesuchte Anzahl nach der Losung der Aufgabe
5 schlieBlich (n + 1).

Abb. 5

Aufgabe 7. Auf einem Kreis mit dem Mittelpunkt M seien zwei, drei» vier, ... Punkte gegeben.
Wie viele Drehungen um M, bei denen wenigstens ein gegebener Punkt Bild eines der anderen
ist, gibt es?

Losung: Zur Bestimmung der gesuchten Drehungen sind nur deren Drehwinkel zu finden.
Geeignete Winkel werden von M und den gegebenen Punkten gebildet (Abb. 6a). Firr zwei
Punkte A und B kann es zwei Drehungen mit A — B bzw. B — A geben (Abb. 6a), aber
auch nur eine, falls M Mittelpunkt der Strecke AB ist (Abb. 6b). Die Aufgabe lasst sich
folglich nicht nur in Abhangigkeit von der Anzahl der gegebenen Punkte I6sen, es konnen aber
eine Mindestanzahl und eine Hochstanzahl gefunden werden:

A A A A
B B8 o
Abb. 6 @ b) 2 &

Ist A einer der gegebenen Punkte, dann kann er in jeden der lbrigen gedreht werden; bei n+1
regelmaBig gelegenen Punkten gibt es auBer den schon bestimmten n Drehungen keine weitere
(Abb. 6¢). Die Hochstanzahl ergibt sich aus der Anzahl der gebildeten Winkel; sie betragt fur
n + 1 Punkte nach der Lésung der vorigen Aufgabe (n + 1)n (vgl. Abb. 6a, d).

Aufgabe 8. Wie viele Rechtecke sind in Abb. 7a zu erkennen? Man unterscheide dabei die
Rechtecke nach Umfang U und Flacheninhalt A, wenn die Grundbausteine Einheitsquadrate
sind.
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!

Abb. 7 @ L

Losung: a) Es gibt sechs Einheitsquadrate mit U = 4 cm und A = 1 cm?.

b) Fir Rechtecke, die von zwei Einheitsquadraten gebildet werden (Abb. 7b), gilt U = 6 cm
und A = 2 cm?. Von dieser Sorte existieren sieben.

c) Zwei Rechtecke werden von drei Einheitsquadraten gebildet (Abb.7c). Fiir sie gilt U = 8
cmund A =3 cm?.

d) Vier Einheitsquadrate ergeben ein Quadrat mit U =8 cm und A =4 cm?. Abb. 7a enthilt
zwei davon.

e) Alle Einheitsquadrate ergeben ein Rechteck vom Umfang U = 10 cm und vom Flacheninhalt
A =6 cm?. Insgesamt sind 6 + 7+ 2 + 2 + 1 = 18 Rechtecke erkennbar.

Die Aufgabe 8 lasst sich mannigfach variieren. Schon im Fall 2 x 4 geniigt A allein nicht mehr
zur Kennzeichnung der Sorten.

1.1.3 Klasse 6

Wenn zwei Dreiecke kongruent (deckungsgleich) sind, AABC = AA'B'C’, dann sind ent-
sprechende Seiten und Winkel kongruent, d.h.

AB~AF, AC=AC, BC=TBC,
/ABC = /A'B'C', /BCA~/BC'A, /CAB=~/C'AB

Die folgende Aufgabe zielt auf die Umkehrung ab:
Aufgabe 9. Sind Dreiecke kongruent, wenn drei von den obigen sechs Kongruenzen fiir Seiten
und Winkel gelten ?

Losung: Es werden alle wesentlichen Falle untersucht.
a) Es gelten die drei Streckenkongruenzen. Nach sss ist AABC = AA'B'C'.

b) Es gelten zwei Strecken- und eine Winkelkongruenz.

Fall 1: Eingeschlossener Winkel. Es gilt AABC = AA'B’C" nach SWS.

Fall 2: Gegenwinkel der langeren Seite. Dann ist AABC = AA'B’C’ nach ssw.

Fall 3: Gegenwinkel der kiirzeren Seite. Es kann AABC % AA'B'C’ sein, obwohl Z/BAC =
LB'A'C", AC'= A'C" und BC = B'C" gilt (Abb. 8a).

C A7 c’
M /{‘\?C /EQ
A B A g’ A=a 58 g’

Abb. 8 ¢ b)

c) Es gelten eine Strecken- und zwei Winkelkongruenzen.

Fall 1: Anliegende Winkel. Nach wsw gilt AABC = ANA'B'C".

Fall 2: Ein anliegender und ein gegeniiberliegender Winkel. Nach dem Satz (iber die Innenwinkel
muss auch die dritte Winkelkongruenz bestehen, so dass AABC = AA’B’C" nach wsw folgt.

d) Es gelten die drei Winkelkongruenzen. In Abb. 8b ist diese Voraussetzung wegen BC || B'C”
nach dem Stufenwinkelsatz erfillt, dennoch gilt AABC % ANA'B'C".
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Aufgabe 10. Welche Figuren entstehen, wenn ein Quadrat von einer Geraden geschnitten wird
?

Losung: Die Gerade kann zwei, einen oder keinen Eckpunkt enthalten. Im ersten Fall entstehen
zwei beziiglich der Geraden symmetrische und damit kongruente Dreiecke (Abb. 9a), im zweiten
ein Dreieck und ein Trapez (Abb. 9b). Schneidet die Gerade g im dritten Fall benachbarte
Seiten, dann entstehen ein rechtwinkliges Dreieck und ein Fiinfeck (Abb. 9c); trifft sie jedoch
gegeniiberliegende Seiten, dann werden zwei Trapeze gebildet.

. A v |
£ // 7/ !

/
d) e) )

Die Trapeze sind speziell kongruent, wenn die Gerade den Mittelpunkt enthélt (Abb. 9d);
die Teile sind Rechtecke, wenn g zu einer Seite parallel oder senkrecht verlauft (Abb. 9e);
schlieBlich entstehen sogar kongruente Rechtecke, wenn g eine Symmetrieachse ist (Abb. 9f).
(Diese Aufgabe kann schon in der 4. Klasse gestellt und z. T. geldst werden.)

Vierecke kdnnen eine Symmetrieachse oder ein Symmetriezentrum (Mittelpunkt) besitzen. Bei
der Spiegelung an einer Symmetrieachse wird das Viereck auf sich abgebildet. Dasselbe trifft
bei der Drehung um den Mittelpunkt um 180° zu.

Aufgabe 11. Man ermittle fir alle konvexen Vierecke die Symmetrien und ordne sie auf dieser
Grundlage.

Losung: Eine Symmetrieachse eines Vierecks kann Diagonale oder Mittelsenkrechte einer Seite
sein; das Viereck ist dann ein Drachen- bzw. Giebelviereck (Abb. 10).

v *E—f .

Bl

Abb. 10 '

Da ein Symmetriezentrum nur Mittelpunkt der Diagonalen sein kann, ist ein zentralsymmetri-
sches Viereck stets ein Parallelogramm. Zwei Symmetrieachsen besitzen Rechteck und Rhom-
bus. (Abb. 10); der Schnittpunkt der Symmetrieachsen ist dabei Mittelpunkt.

Das Quadrat hat vier Symmetrieachsen und einen Mittelpunkt. Die Symmetrien sind fiir die
genannten Vierecksformen kennzeichnend. Sie kdnnen folgendermaBen geordnet werden:

Viereck
Trapez
/ \
Drachenviereck Parallelogramm Giebelviereck
Rhombus Rechteck
\ /

Quadrat
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Um das Trapez herauszustellen, konnen Schiefsymmetrien betrachtet werden; dann lasst sich in
der Ubersicht die Liicke zwischen "Drachenviereck" und "Viereck" durch den "Schiefdrachen"
schlieBen (vgl. etwa [18]).

1.1.4 Klasse 7

Aufgabe 12. Welche Moglichkeiten gibt es fiir die Lage zweier Kreise k1 und &, einer Ebene?
Man versuche, die Falle mit Hilfe der Radien r; und 5 (> r1) sowie des Abstandes a der
Mittelpunkte zu beschreiben.

Die Losung ist Abb. 11 zu entnehmen: a) Es gibt keine gemeinsamen Punkte. Dann gilt
1+ 719 < aodera+r; <ry, dh.a<ry—ry. (Abb. 11a, b).

GICIOIGIONS

Abb. 11 @

Im Fall My = M, sind k; und ks speziell konzentrisch (Abb. 11e).

b) Fiir einen (Berithrungs-) Punkt ist @ = 7 + 75 oder a = ry — r; kennzeichnend (Abb. 11d,
e).

c) Liegen zwei Schnittpunkte vor, dann gilt 7, — r; < a < r; — ry (Abb. 11f).

Es gilt der fiir die Losung von Konstruktionsaufgaben wichtige Sachverhalt: k1 und k5 schneiden
sich genau dann, wenna, r1, 5 der Dreiecksungleichung geniigen.

Drei Punkte, die nicht in einer Geraden liegen, bestimmen genau einen Kreis. Sein Mittelpunkt
ist Schnittpunkt der Mittelsenkrechten.

Aufgabe 13. Gegeben seien drei, vier, fiinf, ... Punkte, von denen keine drei in einer Geraden
und keine vier in einer Kreislinie liegen. Wieviel Kreise gibt es, die durch drei der gegebenen
Punkte gehen 7

Losung: Fir drei bzw. vier Punkte ist die Losung Abb. 12 zu entnehmen; es gibt einen Kreis
bzw. vier Kreise. lhre Anzahl ist gleich der Anzahl der Moglichkeiten, aus den gegebenen
Punkten drei auszuwahlen.

Abb. 12 B

Bei n gegebenen Punkten kann das folgendermaBen geschehen:

Fir den ersten Punkt gibt es n Moglichkeiten, fiir den zweiten nur noch n — 1 und fiir den
dritten nur noch n — 2, insgesamt also n(n — 1)(n — 2) Mdglichkeiten. Dabei gibt es aber
jeweils verschiedene Punkttripel, die ein und denselben Kreis bestimmen, beispielsweise PQR,
PRQ, QPR, QRP, RPQ, RQP. Somit lautet die Losung w.
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1.2 Anordnen von Quadraten, Drei- und Sechsecken sowie von
Wirfeln

Die folgenden Aufgaben zielen auf die Entwicklung von Fahigkeiten zum
- Anordnen und Verteilen mathematischer Objekte,
- Lésen von Anzahlproblemen.

Im Vordergrund steht auch hier die vollstandige Fallunterscheidung. Da die meisten Aufgaben
auf der Stufe manueller Handlungen ausgefiihrt werden kénnen, ist ihre Losung bereits mit
Schiilern von 4. und 5. Klassen moglich.

Dazu missten Applikationen (Quadrate, regelmaBige Drei- bzw. Sechsecke, Wiirfel) vorhanden
sein oder gebastelt werden, mit denen die Schiiller Anordnungen experimentell gewinnen, die
dann noch zu zeichnen sind. Inhaltlich wird bei Schiilern in solchen Klassenstufen der Kongru-
enzbegriff vorbereitet (Propadeutik der Begriffe "deckungsgleich" und "deckungsverschieden").
Bei der Behandlung in hoheren Klassenstufen wird dieser Begriff gefestigt, vertieft bzw. wie-
derholt. Fiir die Entwicklung des raumlichen Vorstellungsvermogens sind die Aufgaben mit den
Wiirfeln besonders wertvoll.

Bei den Ubungen kann und sollte der Schiiler von manuellen zu geistigen Handlungen gefiihrt
werden. Bei den Musterldsungen werden diesbeziigliche Vorschlage gemacht, die insbesondere
zu einer systematischen und vollstandigen Fallunterscheidung fiihren.

1.2.1 Anzahlaufgaben

Aufgabe 1. Es seien n Einheitsquadrate in Form von Plattchen gegeben. Wie viele Moglich-
keiten gibt es, sie derart an eine Wand zu schichten, dass sie jeweils durch eine gemeinsame
Seite verbunden sind?

Losung: Man beginne mit n = 1,2, 3,4,5 und gehe dabei so vor, dass die erste Schicht ein,
dann zwei usw. Plattchen enthalt. Man ermittle jeweils alle Moglichkeiten, die sich aus einer
Anordnung ergeben, wenn ein weiteres Plattchen hinzugenommen wird (Abb. 13).

n Schichtung der Plattchen Anzahl A,
1 . 1

3 a B][:B 1 4 — 92
i EhEd o B .,
5

14641 16 = 24
n A, =2"
Abb. 13

Welche Vermutung lasst sich hinsichtlich der Anzahl A,, auf Grund der Werte Ay, A,, ..., As
aussprechen 7

Ebene Figuren, die durch Aufeinanderlegen zur Deckung gebracht werden konnen, heien de-
ckungsgleich. Ist das nicht moglich, so sind sie deckungsverschieden.

Aufgabe 2. Wie viele deckungsverschiedene Figuren gibt es, die aus n = 1,2, ..., 6 langs Seiten

10



1.2 Anordnen von Quadraten, Drei- und Sechsecken sowie von Wiirfeln

zusammenhangenden Einheitsquadraten bestehen ?

Losung. Man versuche, fiir jedes n die Anzahl der deckungsverschiedenen Figuren herauszufin-
den, indem jeweils die Lage eines Quadrates verandert und geprift wird, ob die erhaltene Figur
zu einer bereits vorhandenen deckungsgleich ist. Um alle Falle zu ermitteln, bilde man wieder
Ausgangsschichten mit beispielsweise fiir n = 4 vier, drei, zwei Einheitsquadraten (Abb. 14).

n Deckungsverschiedene Figuren Anzahl A,
o M 0O13 I:E]

1,2,3 11,2

4 D:EDD:BEB]EH]BEI 5

|
]

H_Il

Hq b
LH‘

L] 35
Abb. 14

Aufgabe 3. Wie viele deckungsverschiedene Figuren gibt es, die aus n = 1,2, ..., 7 langs Seiten
zusammenhangenden Einheitsdreiecken bestehen?
Die Lésung erfolgt analog der Lésung der vorigen Aufgabe (Abb. 15).

n Deckungsverschiedene Figuren Anzahl A,
1 A 1
2 AY 1
3 JAVAY 1
AN
! " 3
o & & &
5 4

6 oy R (o 8 K ;
R YE

Abb. 15

Aufgabe 4. Wie viele deckungsverschiedene Figuren gibt es, die ausn = 1,2, ..., 5 regelmaBigen,
langs Seiten zusammenhangenden "Einheitssechsecken" bestehen?

11



1.2 Anordnen von Quadraten, Drei- und Sechsecken sowie von Wiirfeln

Losung. Man gehe so wie bei der Losung von Aufgabe 2 und 3 vor (Abb. 16).

n Deckungsverschiedene Figuren Anzahl A,

1 O 1

2 1

O
3 oo o & 3

i daede

i A N

 Baroad 88 & ok

Abb. 16

N

22

Aufgabe 5. In Aufgabe 2 hangen die Einheitsquadrate in den Figuren an jeweils einer Sei-
te zusammen. Welche Figuren kommen noch hinzu, wenn das Zusammenhangen an einem
Eckpunkt zugelassen wird? Die Seiten sollen dabei stets senkrecht oder parallel zueinander
sein.

Die Losung fir n = 2, 3,4 ist Abb. 17 zu entnehmen.

n Figuren Anzahl A,

2 Eb 1
; T :
mp o BR L

m——
A
R B

Abb. 17

17

Aufgabe 6. Wie viele aus Einheitsdreiecken bestehende Figuren kommen noch hinzu, wenn der
Zusammenhang an einem Eckpunkt zugelassen wird ? Man priife die Fallen n =2 und n = 3
unter der Voraussetzung, dass je zwei Dreiecke parallele Seiten besitzen (Abb. 18).

Aufgabe 7. Es seien n = 1,2,...,5 Einheitswiirfel gegeben. Wie viele deckungsverschiedene
Korper, die aus diesen Einheitswiirfeln bestehen und in jeweils einer Wiirfelflaiche zusammen-
hangen, gibt es?

12



1.2 Anordnen von Quadraten, Drei- und Sechsecken sowie von Wiirfeln

Kann durch eine Bewegung ein Korper in den anderen (ibergefiihrt werden, so sind diese als
deckungsgleich anzusehen.

Losung: Man erfasse alle Korper, indem die Lage eines Wiirfels verandert und dieser so erhaltene
Kérper mit den ibrigen verglichen wird (Abb. 19).

;L AZgurenAv Anza2hl A,
208 28 A
2, % o

N2, N ol

Abb. 18

n Figuren Anzahl A,

1 @ 1
2 @ 1

. @d :
T @@%@ |

5 23
Abb. 19

Aufgabe 8. Wie viele aus Einheitswiirfeln bestehende Korper kommen hinzu, wenn der Zusam-
menhang lber eine Kante und lber einen Eckpunkt zugelassen ist Man gebe alle Méglichkeiten
fir n = 2 und n = 3 unter der Voraussetzung an, dass die Wiirfelflachen senkrecht oder parallel
zueinander sind (Abb. 20).

Figuren Anzahl A,

2§5363 2

Abb. 20

1.2.2 Aufgaben zum Auslegen

In diesem Abschnitt werden wir hauptsachlich mit den Figuren, die bei der Losung der Aufgabe
2 des vorigen Abschnittes ermittelt wurden (Abb. 14), andere Figuren auslegen. Deshalb ist
es ratsam, dass sich die Schiiler einen "Vorrat an Bausteinen" schaffen. Das macht wenig
Mihe, wenn kariertes Papier verwendet wird. Um eine schnelle Verstandigung zu ermoglichen,

13



1.2 Anordnen von Quadraten, Drei- und Sechsecken sowie von Wiirfeln

werden wir je nach Anzahl der Teilquadrate von Einern, Zweiern (Domino), Dreiern, Vierern
usw. sprechen.

Offenbar lasst sich jedes Schachbrett mit 64 Einheitsquadraten mit Einern bzw. Zweiern aus-
legen.

Aufgabe 9. Man priife, ob jedes Schachbrett mit Dreiern ausgelegt werden kann.

Losung: Der Misserfolg beim Experiment fiihrt zu der Vermutung, dass die Bedingung nicht
erfillt werden kann. Der Beweis ist indirekt moglich:

Jede mit Dreiern auslegbare Figur hat eine Anzahl von Einheitsquadraten, die durch 3 teilbar
ist. Folglich kann das Schachbrett nicht mit Dreiern ausgelegt werden, weil 64 nicht durch 3
teilbar ist.

Bei den folgenden Aufgaben ist die Losung den entsprechenden Abbildungen zu entnehmen.

Aufgabe 10. Man priife, ob das Schachbrett mit Vierern der Abb. 21a auslegbar ist, wenn von
jeder Sorte vier Bausteine verwendet werden diirfen (Abb. 21b).

H b =

Abb. 21 @ b)

Aufgabe 11. Man gebe verschiedene Moglichkeiten an, das Schachbrett so mit Fiinfern auszu-
legen, dass die vier Einheitsquadrate im Zentrum frei bleiben. Man versuche, alle Fiinfer genau

einmal zu benutzen (Abb. 22).
ﬁH — | L ‘__| =
L
s\ A
5 — = 0 L
Abb. 22 1

Aufgabe 11'. Man bilde mit den zwdlf Fiinfern ein 6 - 10-Rechteck (Abb. 23).

Abb. 23, 24

Aufgabe 11”. Man fiille mit den zwolf Fiinfern das "Dreieck mit dem Loch" aus Abb. 24 so
aus, dass das schraffierte Quadrat frei bleibt.

Aufgabe 12. Man wahle zwei Finfer aus und setze sie zu einer Figur F' zusammen. Man
versuche dann, aus zwei weiteren Fiinfern eine zu F' deckungsgleiche Figur F’ zu bilden. Man
gebe mehrere Losungen an (Abb. 25).

w52 O gy e O
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1.2 Anordnen von Quadraten, Drei- und Sechsecken sowie von Wiirfeln

Aufgabe 13. Gegeben sei eine Figur F', die aus vier Fiinfern besteht (Abb. 26a). Man bilde
aus den lbrigen acht Fiinfern zwei solche Gruppen dass aus jeder eine zu F' deckungsgleiche
Figur gebildet werden kann (Abb. 26b und c)

iﬁ}@ﬁbrﬁé

Abb. 26 @

Aufgabe 14. Man ordne die zwolf Fiinfer auf drei Rechtecken aus je 21 Einheitsquadraten so
an, dass jeweils ein Einheitsquadrat frei bleibt (Abb. 27).

LR ]

Aufgabe 15. Man fiille ein Quadrat aus 25 Einheitsquadraten mit Hilfe eines Fiinfers und den

funf Vierern aus (Abb. 28).
= ? [—
Abb. 28

Aufgabe 16. Man versuche, die Rechtecke aus Abb. 29 mit den fiinf Vierern auszulegen.

Abb. 27

Losung: Nach Probieren vermuten wir, dass sich die fiinf Vierer weder zu 2-10- noch zu 4-5-

Rechtecken zusammensetzen lassen. Um zu einem Beweis der Vermutung zu gelangen, nehmen
wir fir die Vierer ebenfalls eine Schwarz-WeiB-Farbung vor (Abb. 30).

o NN
Abb. 30 @ B) c) L

Die entscheidende Erkenntnis besteht in der Feststellung, dass die Figuren sowohl in Abb. 29
als auch in Abb. 30a bis d gleich viele schwarze und weiBe Einheitsquadrate enthalten, wahrend
Abb. 30e einen Uberschuss an schwarzen Einheitsquadraten besitzt, der bei Umfarbung in einen
Uberschuss von weiBen Einheitsquadraten iibergeht.

Gabe es eine Auslegung von Abb. 29a bzw. Abb. 29b mit den fiinf Vierern, dann konnten wir
die Rechtecke in Vierer zerschneiden und erhielten einen Satz von fiinf Vierern mit gleich vielen
schwarzen und weiBen Einheitsquadraten, aber das ist unmoglich. Folglich ist die Aufgabe nicht
|6sbar.

Aufgabe 17. Man lege die Tafel der Abb. 31 mit den 35 Sechsern so aus, dass das Kreuz frei
bleibt. Dabei sind die Seiten des Kreuzes drei Einheiten lang; der Abstand des Kreuzes von
Ober- und Unterkante betragt je vier, der von den Seitenkanten je drei Einheiten.

Aufgabe 18. Welche Sechser sind Wiirfelnetze?

Losung: Die in Abb. 31 mit einem Punkt gekennzeichneten Sechser sind Wiirfelnetze. Es gibt
davon elf Stiick.

15



1.2 Anordnen von Quadraten, Drei- und Sechsecken sowie von Wiirfeln

i

miy =
[hon

Abb. 31,32

Aufgabe 19. In Abb. 15 gibt es zwolf Figuren, die aus sechs Dreiecken bestehen. Man schneide
sie aus und stelle damit einen Rhombus zusammen (Abb. 32).

1.2.3 Einige Aufgaben zum Somawiirfel

In Aufgabe 7 (Abschnitt 1.2.1) wurden u.a. aus vier Einheitswiirfeln Kérper hergestellt (Abb.
19). Im folgenden dienen die Korper Ty, T, ..., T; (Abb. 33) als Bausteine; dabei besteht
lediglich Ty aus drei Einheitswiirfeln. Fir die Losung der Aufgaben ist auBerdem bedeutsam,
dass T5 aus T3 durch Spiegelung an einer Ebene gewonnen wurde.

Abb. 33 @ TZE% %TB EE@ Eﬁ %@ %

Das eigentliche Ziel dieses Abschnittes ist die Losung der Aufgabe 20. Man stelle aus den
Korpern T bis T' — 7 einen Wiirfel her. Um eine Lésung gut beschreiben zu kénnen, werden
zunachst einige Bezeichnungen festgelegt. Da 71, ..., T'7 insgesamt 6-4+43 = 27 Einheitswiirfel
enthalten, muss eine Losung ein 3 - 3 - 3-Wiirfel sein, dessen 27 Grundbausteine gemaB Abb.
34a nummeriert werden. Die drei Schichten werden mit I, Il und Il bezeichnet.

25 /76 /27
2 23 72 /| I
19 /20 /21 o

7 I
19 | 20| 21 18
HZE
279
CHRIN RIS
3
1 2 3
a
Abb. 34 % b

Musterlosung der Aufgabe 20:

A) Wir belegen zunachst durch Ty die Platze 2, 3, 4 und 5 (Abb. 34a, b) und stellen 75 gemaB
Abb. 34b, d. h., dass die Platze 7 in I, 16 und 17 in Il sowie 25 in Il besetzt sind. Das kann
tbersichtlich in einer Tabelle erfasst werden:

I [l 1
2.. 22, 2..
66.

.66

Die Belegung der Schichten wird durch

16



1.2 Anordnen von Quadraten, Drei- und Sechsecken sowie von Wiirfeln

2 22 |2
66
66

noch kirzer festgehalten.

B) Wahlen wir T5 um den Platz 1 zu belegen, dann werden in Il zwangslaufig die Platze 10,
13 und 14 besetzt:

2 22 |2
66 | 55
566 | 5

C) Wir wollen den Platz 8 so belegen, dass die Lage des verwendeten Korpers dadurch bereits
eindeutig bestimmt ist. Nach Probieren finden wir eine Realisierung mit Hilfe von 77:

211 | 221 | 2
661 | 55
566 | 5

D) Nun soll die Liicke 15 mit T3 geschlossen werden. Es missen verschiedene Méglichkeiten
beachtet werden: Von Tj; liegen

1. drei Wiirfel in der Schicht Ill: Werden die Platze 15, 24, 26, 27 oder 15, 20, 23, 24 belegt,
so kann der Wiirfel mit den verbleibenden Kérpern nicht ausgefiillt werden.

2. zwei Wiirfel in der Schicht II:

211 | 221 | 2
661 | 553
566 | 5 3| 33

Dann kann aber der Platz 11 nicht mehr belegt werden.

3. drei Wirfel in der Schicht II:

211 | 221 | 2
661 | 553 3
566 | 533

Damit konnen wir die Belegung fortsetzen.

E) Wir betrachten jetzt den Platz 21: Werden die Platze 20, 21, 23, 26 mit 7% belegt, so kann
Platz 27 nicht mehr ausgefiillt werden. Belegt 7% die Platze 19, 20, 21, 22,

211 | 221 | 2
661 | 553 | 7 3
566 | 533 | 777

so konnen die verbliebenen Platze mit T4 belegt werden:

211 | 221 | 244
661 | 553 | 743
566 | 533 | 777

17



1.2 Anordnen von Quadraten, Drei- und Sechsecken sowie von Wiirfeln

Wir sind bei der Musterlésung stets so vorgegangen, dass beim Belegen eines Platzes ein
passender Korper ausgewahlt wurde. Tritt der Fall ein, dass sich ein Platz Giberhaupt nicht
belegen lasst, so ist es notwendig, einen Schritt zuriickzugehen und die vorherige Belegung
abzuandern.

Das Problem der Angabe aller Losungen wurde international bearbeitet. Hierzu vergleiche
man [15] mit der Angabe von 240 nichtisomorphen Losungen; unter Beriicksichtigung von
Drehungen und Spiegelungen gibt es insgesamt 11520 Losungen, namlich 240-48 (vgl. die
Losung der Aufgabe 6).

Aufgabe 21. Welche Falle konnen fiir die Einordnung des Korpers T5 unterschieden werden,
wenn durch

66
66

die Lage von Tg festgelegt ist?

Losung: Welche Falle lassen sich zunachst unterscheiden? Der Korper T5 liegt in einer, in zwei
oder in drei Schichten.

Fall 1: T liegt in der Schicht | oder Ill. Es gibt je acht Mdoglichkeiten:

222 || 2 2 2 2 2
2 22 2 22 || 222 || 22 222 22
2 222 2 2 2 2

Fall 2: T, liegt in zwei Schichten.

2 222 | 2 2
2 | 662 66 662 2
2| 66 66 66 2
2 | 222 2 | 222 222 | 2
66 66 66
66 66 66

Fall 3: T5 liegt in drei Schichten.

2 22 |2 2 |22 2 2 22| 2
66 66 662 2
66 66 66 2
2 2 2 2 2 2 2
66 662 2 | 662 2
66 06 66

Als Voriibung zur Lésung der Aufgabe 20 lassen sich analog der Aufgabe 21 noch zahlreiche
Aufgaben formulieren.

Aufgabe 22. Man setze aus den Koérpern T3 bis T, die "Mauer", das "Schloss", das "Glashaus"
und das "Bassin" (Abb. 35a, b, c bzw. d) zusammen.

18
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5
;1/::/23
5 /5 /2,3 /3
& /Se 1 ST /7
!14.’./?66
1
6 /76 /] ¢
1116 |68
b)
5 /5 /2
2|77 P T AP A TET L
5 |5 |2
£ 7|7 Lox| 1 1 A&
3,5 /2 /4 /4 1./6 /6 73 /73 A4
Li/17 kRV4RS
3|S5 [ 2|4 | A BN ERERERYS
Ly
306|864 U IR N S B
c) d)
Abb. 35

1.3 Geometrie der ,,neun Nagel“

Es liege ein Brett vor, auf dem regelmaBig im Quadratraster 3 x 3 Nagel eingeschlagen sind
(Abb. 36). Wir veranschaulichen uns die neun Nagel durch neun Punkte auf kariertem Papier.

P
b
[ )

Abb. 36

Mit kleinen Gummiringen lassen sich auf diesem Brett vielfaltige Figuren durch Umspannen
der Nagel herstellen (Abb. 37).

)
@) @) (6]
@) @) @) (6]
Da als Eckpunkte nur die neun "Nagel" in Frage kommen, ergeben sich interessante Anzahlauf-
gaben. Beispielsweise kann gefragt werden, wie viele deckungsverschiedene Vierecke existieren.
Soll diese Aufgabe von Schiilern der Unterstufe geldst werden, so wird man auffordern, mog-

lichst viele Vierecke zu finden. In hoheren Klassenstufen kann naturlich durch "wieviel" nach
der groBten Anzahl gefragt werden.

Der Teilabschnitt zur Flacheninhaltsberechnung in der Geometrie der "neun Nagel" ist so auf-
gebaut, dass er auch vor der Behandlung der Inhaltslehre im Mathematikunterricht bearbeitet
werden kann. Er setzt dann die Propadeutik zur Deckungsgleichheit des vorigen Abschnittes
fort.

Die Geometrie der "neun Nagel" |asst vielfaltige Verallgemeinerungen zu. Beispielsweise kdnnen
"groBere rechteckige Teilgitter" der Ebene zugrunde gelegt werden.

1.3.1 Deckungsgleichheit und Bewegungen

Aufgabe 1. Man gebe mindestens fiinf verschiedene Dreiecke durch Umspannen an.
Beispiele: Abb. 38.
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1.3 Geometrie der ,,neun Nigel*

oo oo ozo
Abb.38a)ooo oo\ k oo e)ooo

Aufgabe 2. Wie viele Dreiecke gibt es, die zu dem Dreieck aus Abb. 38c deckungsgleich sind ?

b 2 W %

Losung: Es gibt vier Dreiecke (Abb. 39).

Aufgabe 3. Wie viele Dreiecke lassen sich finden, die zu dem Dreieck aus Abb. 38a deckungs-
gleich sind? (Hinweis: Man wende auf das Dreieck Bewegungen an.)

Losung: Im "linken oberen" Feld gibt es zum gegebenen Dreieck drei von ihm verschiedene
deckungsgleiche Dreiecke. Auf jedes dieser Dreiecke lassen sich jeweils vier Verschiebungen
anwenden (einschlieBlich der identischen Verschiebung). Also gibt es auf dem Brett 4-4 = 16
verschiedene zum gegebenen Dreieck deckungsgleiche Dreiecke (Abb. 40).

I (@] (@] (@] I O (@] (@] (@] (@] O O (@] Z (@] O O : (@] (@] (@]
: K i E ) % %
(@] (@] (@] (@] (@] O (@] (@] (@] (@] (@] O O O (@] O

o

o O

(0]
(0]
o
(0]
o

W @) @) w o O O o O O ?D @) (6] V o O O 0O O O
@) @) o O (ij @) @) (iz o O (6] (@] EV) @) (6] EV)
o O O o O O @) @) o O o O O 0O O O o O (6] (@]

Abb. 40

Aufgabe 4. Man finde moglichst viele deckungsverschiedene Dreiecke. Lésung: Abb. 41.

AN VO b ofe>
o O
o O O o O O o O O
Abb. 41
Aufgabe 5. Man entscheide, ob die Figuren in Abb. 42 zueinander deckungsgleich sind.

JWADN i il gme o

Abb. 42

Losung: a) Die Figuren sind deckungsgleich, da sie durch Spiegelung auseinander hervorgehen.
b) Die Spiegelung an der Achse von "links unten nach rechts oben" bildet die Figuren aufein-
ander ab, sie sind daher deckungsgleich.

c) Auch in diesem Fall sind die Figuren deckungsgleich, da sie durch eine Drehung (um den
mittleren Nagel) ineinander iibergefiihrt werden konnen.

Aufgabe 6. Gegeben seien sechs Figuren F; bis Fg (Abb. 43). Man untersuche, welche der
Figuren nur durch Drehung und Verschiebung aufeinander abgebildet werden kénnen.

Losung: Beim systematischen Vergleich der Figuren erhalten wir letztlich die beiden Mengen
{Fy, Fy, F3, F5} und {F}y, Fg} mit folgenden Eigenschaften: Sind I und F” aus einer Menge,
dann kénnen sie im Sinne
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O o O o @)
S
o FQO o O Fgo O F4O o O F5 O F6 o

Abb. 43

der Aufgabenstellung aufeinander abgebildet werden; anderenfalls ist das nicht moglich.

1.3.2 Vierecke und Vielecke

Die im folgenden betrachteten Vierecke und Vielecke setzen wir als einfach voraus; solche
Vielecke zerlegen die Ebene in zwei Teile: das Innere und das AuBere. Nicht einfach sind z. B.
das Viereck in Abb. 44 und die Vielecke in Abb. 49.

O O O o—0O0—=0 o A ©O
] ] @] O O .0.
Abb.44§<.?: Abb. 45 101 0230‘ o

Aufgabe 7. Wie viele deckungsverschiedene Quadrate gibt es? Losung: Abb. 45.
Aufgabe 8. Man gebe moglichst viele deckungsverschiedene Vierecke an.

Losung: In Abb.45 sind die Quadrate angegeben: alle weiteren Vierecke sind in Abb. 46 einge-
zeichnet.

... 0.0 O o O @ o O0—0

T 05 N 0B 8

—d o o o 7 8 & 94d 10
o o o o

j % & 5?/

11 o 12 0 o 130 o 140 o 16

Abb. 46

»
N

Die ersten zwolf Vierecke sind konvex, die restlichen vier konkav. (Ein Viereck - allgemeiner
Vieleck - heiBt konkav, wenn es eine "eingesprungene" Ecke besitzt. Ist keine solche Ecke
vorhanden, dann ist es konvex.)

Aufgabe 9 (vgl. Abb. 45 und 46).

a) Wie viele Vierecke sind darunter, deren Seiten alle gleichlang sind?

b) Wie viele Vierecke sind darunter, deren gegeniiberliegende Seiten gleichlang, alle vier Seiten
aber nicht gleichlang sind 7

c) Wie viele Vierecke gibt es, bei denen genau zwei benachbarte Seiten gleichlang sind ?

d) Wie viele Vierecke mit genau zwei Paaren gleichlanger benachbarter Seiten gibt es?

e) Wie viele Vierecke lassen sich finden, bei denen genau zwei gegeniiberliegende Seiten gleich-
lang sind 7

f) Welche Vierecke haben samtlich verschieden lange Seiten?

Die Lésung ergibt sich aus folgenden Angaben: a) 1, 2, 3; b) 7, 10, 12; ¢) 4, 6, 8; d) 9, 13,
16; €) 11, 15; f) 5, 14,

Aufgabe 10. Welche deckungsverschiedene konvexe Filinfecke und Sechsecke kann man bilden?
Losung: Abb. 47.

na 8O

Abb. 47
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Aufgabe 11. Man gebe samtliche deckungsverschiedene konkave Fiinf- bzw. Siebenecke an.
(Hinweis: Man beginne mit der "eingesprungenen Ecke" und vervollstandige zu einem Finf-
bzw. Siebeneck.)
Losung: Abb. 48.
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Abb. 48 b

Aufgabe 12. Ist es moglich, ein Achteck oder ein n-Eck mit mehr als acht Seiten zu bilden 7

Losung: Da sich die Seiten der n-Ecke nicht iiberschlagen diirfen, ist es nicht moglich, ein
n-Eck mit n > 8 einzuzeichnen. Beispielsweise sind die Vielecke in Abb. 49 keine n-Ecke.

Abb. 49 % %

1.3.3 Zur Flacheninhaltsberechnung

Im folgenden gehen wir von einem Zentimeterquadratraster, in den Abbildungen verkleinert
dargestellt, aus.

In Abb. 50a ist ein "Einheitsquadrat" dargestellt. Sein Flicheninhalt betrigt 1 cm?.

Der Flacheninhalt eines Dreiecks wie in Abb. 50b betragt 1/2 cm?, da zwei dieser Dreiecke zu
einem Quadrat mit dem Flacheninhalt 1 cm? zusammengelegt werden kénnen.

o o o o o
i:i o oﬁ o o o
Abb.50a o o o b) o o o C) o)

Abb. 50 c zeigt zwei Dreiecke, die zu einem Rechteck zusammengelegt wurden. Das Rechteck
hat einen Flicheninhalt von 2 cm?. Folglich hat ein Dreieck dieser Gestalt (wie das Quadrat
in Abb. 50a) einen Flacheninhalt von 1 cm?.

Aufgabe 13. Durch Zerlegen der in Abb. 51 bis 53 gegebenen Figuren in Dreiecke bzw. Quadrate
ist ihr Flacheninhalt zu ermitteln:

0 00— 0 A o
OO 000
a)Abb.51 &4 o o Yo

Al=10+Dem?=2cm? A= (:+14+1 4+ em?=2cm?
2 2 2 2
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(@]
/N P
Abb 52 .

A = ( Jem? =2cem? Ay = (5 +1+3) cm? =2 cm?

M&%%@§

A =3cm? Ay, = 3% cm?: Az =3 cm? Ay =2 cm?; As = 13 cm?

Aufgabe 14. Man bestimme den Flacheninhalt der Figuren aus Abb.54a, indem man durch
Figuren bekannten Inhalts zu Figuren erganzt, deren Inhalt leicht zu ermitteln ist.

Losung: 1. Wir erganzen das gegebene Viereck durch das schraffierte Dreieck zu einem Dreieck
mit dem Flacheninhalt 2 cm? (Abb. 54b). Das Viereck hat somit einen Flacheninhalt von
Al=(2-1)cm?=1cm?

Analog verfahren wir bei den Figuren 2 bis 5 (Abb. 54c bis f):

o o oo oQ o o o o0 o o
A NS N
Abb. 54a o o oo™ o0 o o o
o o oo 0 g0 o o

0 o o%
Abb.54bA&oo

Ay =(2—-1)em?*=1cm? A3 = (3

—%) cm? =1 cm?;
A5:1cm2:2:%cm2;

N[ =

Es gibt Vielecke auf unserem Nagelbrett mit einem "inneren" Punkt (Abb. 55), wahrend andere
Vielecke keinen solchen Punkt besitzen (Abb. 56). Offenbar kann nur der mittlere Nagel innerer
Punkt eines Vielecks sein. Wir wollen im folgenden den Flacheninhalt von Vielecken mit innerem
Punkt bzw. ohne inneren Punkt berechnen.

Mit n bezeichnen wir die Anzahl der Punkte (Nagel), die auf dem Rand des Vielecks liegen.

—

Figur (Abb. 55) n  Flacheninhalt A in cm?

w
—_

N =

NIV 2

8 4

Aufgabe 15. In Abhangigkeit von n ist der Flacheninhalt von Vielecken a) mit innerem Punkt,
b) ohne inneren Punkt zu bestimmen.
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1.4 Parkettierungen

Losung: a) Wir betrachten zunachst Vielecke mit innerem Punkt und stellen obige Tabelle auf
(die man leicht durch weitere Vielecke erganzen kann); sie enthalt Abb. 55a bis e.

Man vermutet anhand dieser Tabelle, dass der Flacheninhalt stets halb so groB ist wie die
n

Anzahl der Punkte auf dem Rand der gewahlten Figuren. Es gilt A = % weil eine Zerlegung
in n Dreiecke mit dem inneren Punkt als gemeinsamer Ecke und dem Inhalt existiert.

Figur (Abb. 56) n  Flicheninhalt A in cm?

A .
o
oog 3 %
[
0O 0 O 4 1
o
ﬁo
o o 5 1%
o
SO
o 6 2

(@] (@]
\'
(\»)
|

8 3

b) Wir verfahren ebenso mit Vielecken ohne inneren Punkt (Abb. 56a bis f):

Der Zusammenhang zwischen n und A wird in diesem Fall durch die Formel A = § — 1
beschrieben. Die Lésung der Aufgabe 15 kann zur Formel A = % 44— 1, i Anzahl der inneren
Gitterpunkte eines Gitterpolygons verallgemeinert werden (Satz von Pick).

1.4 Parkettierungen

Der folgende Aufgabenkomplex hat das Anordnen von Vielecken zu Parketten zum Inhalt.
Dabei sollten Lehrer wie Schiiler einen Satz von ausgeschnittenen Vielecken zur Verfiigung
haben, um mit ihnen auf dem Polylux bzw. auf dem eigenen Platz experimentieren zu kénnen;
sie konnen auch bei der Anfertigung von Skizzen helfen.

Insgesamt sollte das sinnvolle Probieren im Vordergrund stehen, wenn etwa die Aufgaben
1, 2 und 3 in der Unterstufe bearbeitet werden. In der Mittelstufe wird die zeichnerische
Komponente ausgebaut, wobei mit der Forderung, samtliche oder moglichst viele Parkette zu
realisieren, die selbstandige, schopferische Arbeit eingeleitet werden sollte.

In Abhangigkeit von der zur Verfiigung stehenden Zeit konnen mehr oder weniger Aufgaben
vollstandig gelost werden. Auf jeden Fall sollte die Funktion der notwendigen Bedingung (*) fiir
die Realisierbarkeit archimedischer Parkette herausgestellt werden; in diesem Zusammenhang
sind indirekte Beweise oft nicht zu umgehen.

Dagegen kann unter der Voraussetzung von (*) ein entsprechendes Parkett meist experimentell
gefunden werden; hier steht die vollstandige Fallunterscheidung im Vordergrund.

Die Selbstandigkeit kann durch die Bearbeitung analoger Aufgaben bzw. noch ausstehender
Falle als Hausaufgaben gefordert werden. Die abschlieBende Suche nach Parketten, die nicht
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1.4 Parkettierungen

samtliche Eigenschaften eines archimedischen Parketts besitzen, soll Phantasie und Schopfer-
tum wecken. Bei einer Behandlung der Parkette in der Oberstufe wird der Vollstandigkeit einer
Losung besondere Aufmerksamkeit geschenkt.

1.4.1 Aligemeine Parkette

Ein Parkett ist eine vollstindige, iiberlappungsfreie Uberdeckung der Ebene durch Vielecke.
Diese Definition soll anhand folgender Aufgabe erarbeitet werden.

Aufgabe 1. a) Man gebe Parkette an, die nur aus Rechtecken bestehen. (Man denke dabei an
Séle, Treppenaufgange, Wohnungen u. 3.)

b) Welche anderen Parkette gibt es, die aus verschiedenen Vielecken bestehen? Man gebe
Beispiele dafiir an.

c) Wie sind die Figuren in einem Parkett angeordnet ?

d) Aus welchen Sorten von Figuren bestehen die Parkette in Abb. 57, und wie viele Symme-
trieachsen kénnen in diesen Parketten angegeben werden ?

1] — 7]

~i—:lT

Abb. 57

Einige Antworten zu a), b) und d) enthalt Abb. 57. Beziiglich c) werden folgende Ergebnisse
angestrebt:

- Die Figuren uberdecken die gesamte Ebene.

- Es gibt keine Uberlappungen von Figuren.

- Es gibt keine Liicken zwischen den Figuren.

Aufgabe 2. Man gebe ein Parkett an, das nur aus a) regelmaBigen Dreiecken, b) Quadraten, c)
Parallelogrammen, d) Trapezen (symmetrischen), e) regelmaBigen Sechsecken besteht. Dabei
sollen zwei Vielecke (im Gegensatz zu Abb. 57a, b, c) entweder genau eine Seite oder genau
einen Eckpunkt oder keinen Punkt gemeinsam haben.

Mogliche Antworten enthalt Abb. 58.

miiLE:

1.4.2 Archimedische Parkette

Aufgabe 3. Ein Fliesenleger soll eine Wand kacheln. Er hat aber nur dreieckige und quadra-
tische Fliesen mit derselben Seitenlange zur Verfiigung. Welche Muster kann der Fliesenleger
verwenden, wenn an jeder Ecke die gleiche positive Anzahl von Dreiecken und Quadraten zu-
sammenstoBen soll und die Bedingungen aus Aufgabe 2 erfiillt werden ?

Losung: Es werden folgende Teilaufgaben gelost:
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1.4 Parkettierungen

a) Welche Moglichkeiten gibt es, mit den Dreiecken und Quadraten einen Vollwinkel zu bilden
? Die Anzahl p der Dreiecke kann weder 1 noch 2 sein, fiir drei Dreiecke und zwei Quadrate
gibt es zwei Méglichkeiten (Abb. 59a), schlieBlich gilt p # 4,5, 6.

%

Abb. 59 ¥

b) Man bilde Parkette. (Vgl. Abb. 59b, c.)

Aufgabe 4. Gibt es Drehungen, Verschiebungen oder Spiegelungen, die die Parkette in Abb.
57d bzw. Abb. 59b, c auf sich abbilden?

Ein Parkett heiBt genau dann archimedisch, wenn es folgende Eigenschaften besitzt (Abb. 574,
59b, ¢):

1. Es enthalt zwei oder mehr Sorten regelmaBiger Vielecke.

2. An jeder Ecke gibt es von jeder Vieleckssorte die gleiche Anzahl.

3. Jede Seite eines Vielecks ist Seite eines weiteren Vielecks; insbesondere sind alle Seiten
gleichlang.

4. Zu je zwei Ecken P und @ des Parketts gibt es Drehungen, Verschiebungen oder Spiege-
lungen, die P auf () und das Parkett auf sich abbilden.

Aufgabe 5. Man suche ein archimedisches Parkett, das aus Dreiecken, Quadraten und Sechs-
ecken besteht.

Losung: a) Man bilde einen Vollwinkel mit regelmaBigen Vielecken der drei Sorten. Da jede
Sorte vorkommen muss, verbleibt vom Vollwinkel 360° — 60° — 90° — 120° = 90°. Es gibt nur
zwei Moglichkeiten (Abb. 60a, b).

& & BES

Abb. 60 &

b) Man versuche, von Abb. 60a, b ausgehend, Parkette zu zeichnen. In Abb. 60c erscheint nur
Abb. 60a; in Abb. 61 sind Abb. 60a und b zu finden. Man (iberpriife speziell, ob fiir Abb. 60c
und Abb. 61 alle Eigenschaften eines archimedischen Parkettes nachgewiesen werden kdénnen.
Es ist mit Sicherheit anzunehmen, dass es noch weitere archimedische Parkette gibt. Wir wollen
uns im folgenden die Aufgabe stellen, alle archimedischen Parkette herauszufinden. Um dabei
Vollstandigkeit zu erreichen, werden wir uns noch weitere Kenntnisse verschaffen.

Aufgabe 6. Man gebe die GroBe der Innenwinkel der regelmaBigen Vielecke an (vgl. Abb. 62).

360'

M h 360
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1.4 Parkettierungen

Losung:

Anzahl n der Ecken  GroBe der Innenwinkel (180O — %)
60°
90°
108°
120°

~ 128,6°
135°
140°
144°

~ 147,3°
150°

==
g =t R BN & I OV

—
N

Aufgabe 7. Man ersetze den Ldsungsschritt a) beiden Aufgaben 3 und 5 durch eine Rechnung
und verallgemeinere den Lésungsansatz.

Losung: Zu Aufgabe 3: 3 - 60° + 2 - 90° = 360°;
zu Aufgabe 5: 1-60° +2-90° + 1 -120° = 360°.

Sind a3, ay, as, ... die GroBen der Innenwinkel eines regelmaBigen Dreiecks, Vierecks usw. und
ns, Ng,... die Anzahlen der Vielecke der jeweiligen Sorte in einer Ecke, dann gilt

nsaz + ngoy + nsas + ... = 360° (*)
als notwendige Bedingung fiir ein archimedisches Parkett.

Aufgabe 8. Ist es moglich, dass in einer Ecke eines archimedischen Parketts vier oder mehr
Vieleckssorten vorhanden sind?

Losung: Schon fir ng = ngy = ns = ng = 1 gilt
1-60°+1-90°+1-108°+1-120° = 378°

Diese Summe iibertrifft bei VergroBerung der Anzahl der Ecken der Vielecke erst recht 360°.
Folglich gibt es nur archimedische Parkette mit zwei oder mit drei Vieleckssorten.

Zur Untersuchung der angegebenen notwendigen Bedingung hat sich die Bezeichnung (])
eingebiirgert. Dabei werden in die erste Spalte die Eckenzahl k der vorkommenden Vielecke
und rechts daneben n,; eingetragen.

311

) zu Abb. 59b,cund | 4 |2 | zu Abb.
6|1

60c. Nach Abb. 59b, c ist ein Parkett durch die Angabe von (]) noch nicht eindeutig bestimmt.

Beispielsweise gehort < ;l ; > zu Abb. 57d, ( 3|3

412

Aufgabe 9. Wie viele Vielecke konnen in einer Ecke eines archimedischen Parkettes aufeinan-
derstoBen 7

Losung: Diese Anzahl ergibt sich als Summe der rechten Spalte; die obigen Beispiele liefern
1+42=3,3+2=5und 14+ 2+ 1 = 4. Sie ist mindestens 3 und héchstens 5, denn fur
ng = 5 und ng = 1 gilt schon 5-60° + 1 - 90° = 390°.

Aufgabe 10. Welche Méglichkeiten fiir (|) gibt es, wenn in jeder Ecke vier Vielecke aufeinan-
derstoBen; wann gehort dazu ein archimedisches Parkett 7
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1.4 Parkettierungen

Losung: Es kommt erst einmal darauf an, 4 in zwei oder drei Summanden zu zerlegen: 4 = 1+3;
4=24+2;4=1+1+2.
Das ergibt fir 2 < k <1 < m die Falle

k|1 k|1 k|2
. 1|1, 2| 1]2 3.ll,4.k2,5.k1,6.k3
12 l]3 [1

m |2 m |1 m |1

Es ist jetzt herauszufinden, zu welchem (]) ein archimedisches Parkett gehort.

Fall 1. Schon fir k=3, 1 =4, m =5 gilt
1-60°+1-90°+2-108° > 360°

In diesem Fall existiert kein archimedisches Parkett.
Fall 2. Dazu gehort die Losung von Aufgabe 5.

Fall 3. @) Zu k = 3 und [ = 4 kann wegen 360° — 2 - 60° — 1 - 90° = 150° nach der Aufgabe
6 nur m = 12 gehoren.

Beim Versuch, von einem regelmaBigen Zwolfeck ausgehend, ein archimedisches Parkett auf-
zubauen, ergibt sich zwangslaufig ein "Kranz" von gleichseitigen Dreiecken und Quadraten
(Abb. 63); in den Punkten P und ) missten sich regelmaBige Zwolfecke anschlieBen, wobei
bei R ein Widerspruch entstiinde. Es existiert zu £ = 3, [ = 4 und m = 12 kein archimedisches
Parkett.

Abb. 63,64

b) Zu k = 3 lassen sich keine I,m > 4 so bestimmen, dass die notwendige Bedingung (*)
erfiillt ist. Wegen 2-90° +1-108° + 1 - 120° = 408° gilt (*) fir & > 3 nicht.
Im Fall 3 existiert wie schon im Fall 1 kein archimedisches Parkett.

Fall 4. Aus 360° —2-60° = 240° = 2-120° folgt k£ = 3 und | = 6; Abb. 64 zeigt ein zugehodriges
Parkett. Dagegen lasst sich (*) mit k,l > 3 nicht erfiillen.

Fall 5. Weder zu k = 3 noch zu k > 3 gibt es ein [ derart, dass (*) erfiillt ist. Es kann somit
kein archimedisches Parkett existieren.

Fall 6. Weder mit & = 3 noch mit k£ > 3 lasst sich die notwendige Bedingung fiir die Existenz
eines archimedischen Parkettes erfiillen.

Aufgabe 11. Welche Méglichkeiten fiir (|) gibt es, wenn in jeder Ecke drei Vielecke aufeinan-
dertreffen; wann existieren unter dieser Voraussetzung archimedische Parkette 7

Losung: Wegen 3 =14+ 141 =1+ 2 sind die Falle

k|1
k|1 k|2
1. [1 ,2.<l2),3.<l1>mogllch.

m |1
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1.4 Parkettierungen

Fall 1. Die Werte k = 4, [ = 6 und m = 12 erfiillen (*) und gehdéren zu einem archimedischen
Parkett (Abb. 65). Weitere Mdglichkeiten werden in der folgenden Bemerkung diskutiert.

S

Abb. 65,66 ... ..

Fall 2. Sowohl £ = 3 und [ = 12 als auch k = 4 und [ = 8 fiihren zu (*). Dazu gibt es jeweils
ein archimedisches Parkett (Abb. 66a, b). Zu keinem k > 4 existiert ein (*) erfillendes .

Fall 3. Wenn ein entsprechendes Parkett existierte, dann miissten um ein k-Eck abwechselnd
k- und [-Ecke liegen, d. h., dass k gerade ware.

a) k = 4. Wegen 360° — 2 - 90° = 180° kann dieser Fall nicht eintreten.

b) k = 6. Hier ergabe 360° — 2 - 120° = 120° den Widerspruch 6 = k < [ = 6.

Es gibt kein entsprechendes Parkett, weil k£ > 6 erst recht unmoglich ist.

Bemerkung. Ergénzung der Losung im Fall 1. Die notwendige Bedingung (*) lautet

360° = (180° — 360 ) + (1800 — 360 ) + (180" — 360 )
k [ m

woraus Uber

360°  360°  360° 360°
+ + = 180° =
k l
eine aquivalente Gleichung fiir Stammbriiche folgt:
1 1 1 1
Sy =Z *%
k + [ + m 2 (%)

Wegen 2 < k£ <[ <m und % = (% — %) — % gibt es folgende Losungen

N |1 2 3 45 6
k|3 3 3 3 4 4
I |7 8 9 10 5 6
m |42 24 18 15 20 12

aber auch keine weiteren (warum ?).

SchlieBlich kann festgestellt werden, dass lediglich die sechste Lésung zu einem archimedischen
Parkett gehort (vgl. Abb. 65), denn um jedes Vieleck miissen sich die Vielecke der anderen
Sorten abwechseln (vgl. Aufgabe 11, Fall 3), d. h., k, [ und m missen gerade sein.

Aufgabe 12. Man bestimme alle Moglichkeiten fiir (|), wenn in jeder Ecke fiinf Vielecke auf-
einandertreffen. Wann existieren unter dieser Voraussetzung archimedische Parkette 7

Losung: Von 5=144=2+3=141+3 =1+ 2+ 2 ausgehend, ergeben sich die Falle
k|1 k|1l
k|1 k|2 k|3 k|4
(12 () (B e (3 s [ ) s 1]
m |3 m |1
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1.5 Einige Aufgaben aus der kombinatorischen Geometrie

k13 k|1 k12 k1|2
7. {1 |,8. 112 1,09. {11 |, 10. [12 ].Fall 1. Wegen 1-60°+44-90° =
m |1 m | 2 m |2 m |1

420° lasst sich (*) nicht erfiillen.

Fall 2. Wegen 2-60°+3-90° = 390° kann in diesem Fall kein archimedisches Parkett existieren.
Fall 3. Zunachst gilt 3-60° + 2 -90° = 360°, und entsprechende Parkette enthalt Abb. 59b, c.
Fall 4. Mit £ = 3 ist wegen 360° — 4 - 60° = 120° nur [ = 6 vertraglich; dazu existiert ein

archimedisches Parkett (Abb. 67).

In den Fallen 5 bis 10 kann (*) nicht gelten, denn es ist bereits

Abb. 67

-60°4+1-90° + 3 - 108° > 360°
-60°+3-90° +1-108° > 360°
-60°+1-90° +1-108° > 360°
-60° 4+ 2-90° + 2 - 108° > 360°
-60° 4 1-90° +2-108° > 360°
-60° 4 2-90° +1-108° > 360°

NN = W =

Aufgabe 13. Man versuche, Parkette zu finden, die von den Forderungen an archimedische
Parkette lediglich die zweite nicht erfiillen. Lésungsbeispiele enthalt Abb. 68.
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b)

AbschlieBend kann festgestellt werden, dass unter Berlicksichtigung der drei Falle fiir eine Sorte
(Abb. 58) die Bedingung (*) in 17 Fallen erfiillt ist, dass drei (regulare) Parkette mit einer
Sorte, sechs mit zwei und zwei mit drei Sorten regularer n-Ecke existieren; in ihnen sind alle
Eckenkonfigurationen deckungsgleich (vgl. [4]).

Auch sei bemerkt, dass Parkette einer Sorte regularer n-Ecke selbst regular genannt werden.

1.5 Einige Aufgaben aus der kombinatorischen Geometrie

Der abschlieBende Aufgabenkomplex zur propadeutischen Kombinatorik umfasst Anzahlauf-
gaben im Zusammenhang mit Nachbarn, mit der Beleuchtung konvexer Figuren und ihrer
Uberdeckung mit gestauchten Bildern sowie das beriihmte Problem der Zerlegung von Figuren
in Teile kleineren Durchmessers.
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Angestrebt wird eine erste Bekanntschaft mit Problemen, deren allgemeine Losung nicht be-
kannt ist, die zu den ungelosten Problemen der kombinatorischen Geometrie gehoren. Vorlie-
gende Losungen fiir die ebene Geometrie sind in der angegebenen Literatur enthalten, werden
aber hier nicht dargestellt.

Wir begniigen uns mit der Formulierung von einigen Aufgaben beziiglich bekannter Figuren-
klassen, beziiglich der Vielecke und Kreise bzw. Polyeder, Kegel, Zylinder und Kugeln.

Bei der Losung der Aufgaben sollten die Schiiler anfangs ermuntert werden, mit ausgeschnit-
tenen Figuren zu experimentieren. Die Lésung wird stets Zeichnungen umfassen. Die logische
Absicherung kann oft nach gewissen Mustern erfolgen.

Der erste Teilabschnitt setzt im wesentlichen den Verschiebungsbegriff voraus und kann zu
dessen Vertiefung bzw. Wiederholung genutzt werden. Die Beleuchtungsaufgaben gehéren zur
Anordnungslehre, und der Durchmesser einer beliebigen Figur verallgemeinert den Begriff des
Kreisdurchmessers.

Die Loésung der Aufgaben zur Uberdeckung einer Figur mit gestauchten Bildern setzt die
Ahnlichkeitslehre voraus. Samtliche Aufgaben wurden im Kreisklub Junger Mathematiker mit
Schiilern der 4. bis 8. Klasse gelost.

Stillschweigende Voraussetzung bei der Betrachtung "beliebiger Figuren" ist deren Abgeschlos-
senheit und Beschranktheit: Eine abgeschlossene Figur enthélt alle Begrenzungspunkte; sie bil-
den deren Rand. (Nicht abgeschlossen ist z. B. das Innere eines Kreises, weil die begrenzende
Kreislinie nicht zum Inneren gehort.)

Eine Figur der Ebene oder des Raumes ist beschrankt, wenn sie im Inneren eines Kreises bzw.
einer Kugel enthalten ist.

1.5.1 Nachbarn einer Figur

Bei einem karierten Blatt gehen die Karos auseinander durch Verschiebung hervor; weiterhin
besitzt jedes Karo acht Nachbarn (Abb. 69a).

In diesem Abschnitt nennen wir eine Figur F’ genau dann einen Nachbar der Figur F', wenn
1. F’ Bild von F' bei einer Verschiebung ist,

2. F" und F' gemeinsame Punkte, aber nur gemeinsame Randpunkte besitzen.

b e

17 EHE

/// ;:3/
7

e)

Abb. 69 %

Die Anzahl von Nachbarn eines Quadrates, die untereinander hochstens Randpunkte gemein-
sam haben, lasst sich nicht vergroBern: Dazu wird durch eine Seite von F' eine Gerade gelegt
und diejenige (randlose) Halbebene betrachtet, die keinen Punkt von F' enthélt (in Abb. 69b
schraffiert). Sie wird hochstens drei Nachbarn der geforderten Art treffen (Abb. 69c, d, e).
Da in Abb. 69a fiir jede Seite genau drei Nachbarn existieren, kann insgesamt die Anzahl 8
nicht dbertroffen werden.

Aufgabe 1. Man zeichne als Figur F' a) ein Rechteck, b) ein gleichseitiges Dreieck, c) ein
rechtwinkliges Dreieck, d) ein Parallelogramm, e) ein konvexes Fiinfeck, f) ein regelmaBiges
Sechseck, g) einen Kreis und ermittle moglichst viele Nachbarn, die untereinander hochstens
Randpunkte gemeinsam haben.
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a) b)

Abb. 70 ® f) f,) 9)

Abb. 70 enthalt Losungsbeispiele.

Aufgabe 2. a) Man fasse die Ergebnisse der Aufgabe 1 in einer Tabelle zusammen und stelle
eine Vermutung firr die jeweils groBte Anzahl auf.

b) Man beweise die Vermutung fiir Parallelogramme, wozu insbesondere die Rechtecke (und
Quadrate) gehéren.

c) Wie lasst sich die Vermutung fir Kreise begriinden 7

Losung: a) Fir Parallelogramme vermuten wir 8 als groBtmogliche Anzahl, sonst 6.

b) Die eingangs fiir Quadrate ausgefiihrte Uberlegung l3sst sich auf beliebige Parallelogramme
ubertragen.

c) Ist M der Mittelpunkt des Kreises F' und sind M;, M, die Mittelpunkte zweier Nach-
barn, dann hat der Winkel ZM; M M, eine GréBe von mindestens 60°. Somit kann es wegen
6 - 60° = 360° hochstens sechs Nachbarn geben. Diese Anzahl wird erreicht (Abb. 70g).

Aufgabe 3. Wie viele Nachbarn, die untereinander hochstens Randpunkte gemeinsam haben,
lassen sich fiir a) einen Wiirfel, b) einen Quader finden ? ¢) Man gruppiere moglichst viele
Nachbarn um eine Kugel.

Losung: a) Es lassen sich 26 Nachbarn der geforderten Eigenschaft angeben (vgl. die Ab-
bildungen zum Somawiirfel). Zur Begriindung kénnen in Verallgemeinerung der Uberlegungen
fir Quadrate oder gar Parallelogramme hier Halbraume beziiglich einer Seitenflache betrachtet
werden.

b) Vgl.a).

c) Auf einem Tisch kénnen um eine Kugel sechs Nachbarn gelegt werden (Abb. 70g). Dann
lassen sich noch drei obere und drei untere Nachbarn hinzufligen. Diese Lésung ist Teil der
bekannten dichtesten "ebenen" Lagerung. Geht man jedoch von keiner Ebene aus, dann lasst
sich mit einigem Aufwand zeigen, dass man um eine Kugel keine 14 Nachbarn legen kann.

Uns ist nicht bekannt, ob ein befriedigender Beweis fiir die Vermutung existiert, dass sich um
eine Kugel keine 13 Nachbarn lagern lassen (vgl. jedoch [8], S. 177ff.).
Bemerkung. Fir raumliche Figuren gibt es kaum gesicherte Ergebnisse.

1.5.2 Beleuchtung konvexer Figuren

Die zweckmaBige Beleuchtung ist ein im Alltag oft zu l6sendes Problem. Bei festlichen Anlassen
werden abends die Fassaden bedeutender Gebdude einer Stadt mit mehreren Scheinwerfern
ausgeleuchtet, um den optischen Eindruck durch unerwiinschte Schatten nicht zu verfalschen.
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Bei der folgenden Behandlung des Problems wird stets vorausgesetzt, dass die Figuren konvex
sind und dass der gesamte Rand aus moglichst wenigen Richtungen beleuchtet werden soll.

Doch wann heiBt ein Randpunkt P einer Figur F' beziiglich einer Geraden [ (mit einem ausge-
zeichneten Durchlaufsinn - beachte die Pfeilspitze in Abb. 71) beleuchtet ? Das sei hier genau
dann der Fall, wenn

1. die zu [ parallele Gerade g durch P noch einen inneren Punkt () von F' enthalt und
2. P (beziiglich des zum Durchlaufsinn von [ &quivalenten Durchlaufsinnes von g) der erste
Punkt von F' innerhalb von g ist.

Folglich gelten in Abb. 71 die Punkte B und P und alle inneren Punkte der Seiten AB und BC
als beleuchtet, aber weder A noch C', geschweige denn die "im Schatten" liegenden Punkte
D und E bzw. X und Y.

zZZ
22K
=

Abb. 71,72

Die obige Definition lasst sich auch auf raumliche Figuren anwenden, jedoch ist zu beachten,
dass dann ein innerer Punkt einer Figur F' Mittelpunkt einer ganz in F' liegenden Kugel ist.
Die folgenden Aufgaben beziehen sich mit Ausnahme der letzten auf die ebene Geometrie.

Aufgabe 4. Wie viele Richtungen reichen zur Beleuchtung eines Dreiecks aus? Welches ist die
kleinste derartige Anzahl 7

Losung: Ist ) ein Punkt im Inneren des Dreiecks ABC', dann kann ABC' mit Hilfe der Geraden
940, 9 und gog beleuchtet werden (Abb. 72). Dagegen kénnen zwei Richtungen nicht aus-
reichen, da von keiner Richtung zwei Ecken beleuchtet werden. Die gesuchte kleinste Anzahl
betragt folglich 3.

Aufgabe 5. Man versuche, eine moglichst kleine Anzahl von Richtungen zur vollstindigen Be-
leuchtung a) eines Quadrats, b) eines Rechtecks, c) eines Parallelogrammes, d) eines Trapezes
mit einem Paar nichtparalleler Seiten, e) eines Sechsecks, f) eines Achtecks, g) eines Kreises
zu finden. Man gebe die Losung in einer Zeichnung an und begriinde, weshalb eine geringere
Anzahl von Beleuchtungsrichtungen nicht ausreicht.

Losung: Weder beim Quadrat noch beim Rechteck noch beim Parallelogramm koénnen aus
einer Richtung zwei Ecken beleuchtet werden, so dass die gesuchte kleinste Anzahl groBer als
3 sein muss; andererseits lasst sich die Beleuchtung aus vier Richtungen vornehmen, etwa in
Richtung der Geraden gans, 9B, gonr und gpas, wobei M Mittelpunkt ist (Abb. 73a, b, c).

\\

Abb. 73 @ b) ©)
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1.5 Einige Aufgaben aus der kombinatorischen Geometrie

Bei den Teilaufgaben d) bis f) gelingt es, wenigstens zwei Ecken aus einer Richtung zu be-
leuchten (Abb. 74a, b, c), ja es reichen sogar nur drei Richtungen zur Beleuchtung aus; hier
ist 3 die gesuchte kleinste Anzahl. Auch im Fall des Kreises sind drei Richtungen ausreichend
(Abb. 74d).

re

T =

Abb. 74 ) = c)

Aufgabe 6. Man stelle die Ergebnisse der Aufgabe 5 in einer Tabelle zusammen und stelle eine
Vermutung fiir die kleinste, zur Beleuchtung einer konvexen Figur F' der Ebene ausreichende
Anzahl von Richtungen auf.

Losung:

Figur I Anzahl der Beleuchtungsrichtungen
Dreieck 3

Quadrat

Rechteck

Parallelogramm

Trapez, kein Parallelogramm
Sechseck

Achteck

Kreis

W wWwwwss~p

Die Vermutung lautet: Die kleinste zur Beleuchtung einer konvexen Figur ausreichende Anzahl
von Richtungen ist fiir Parallelogramme 4, sonst stets 3. (Beziiglich eines Beweises vgl. [1].)

Aufgabe 7. Man ermittle die kleinste zur Beleuchtung a) einer Kugel, b) eines Kegels, c) eines
Zylinders, d) eines Wiirfels ausreichende Anzahl von Richtungen.

Losung: Die gesuchten Anzahlen sind 4, 4, 6 bzw. 8.

1.5.3 Uberdeckung mit gestauchten Bildern

Eine zentrische Streckung (P, k) mit einem positiven Streckungsfaktor k& < 1 heiBt Stauchung.
Dabei erhilt jede Figur F' ein gestauchtes Bild F”.

Um eine Dreiecksflache mit gestauchten Bildern zu iiberdecken, kénnen deren Ecken als Stau-
chungszentren und ky = ky = k3 = % gewahlt werden, denn die Seitenhalbierenden schneiden
sich in einem Punkt S, der sie innen im Verhaltnis 2 : 1 teilt (Abb. 75a). Andererseits kann eine
Dreiecksflache von zwei gestauchten Bildern noch nicht liberdeckt werden, da kein gestauchtes
Bild zwei Ecken enthalten kann.

c C
A B A 8
b)

Abb. 75 ¥
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1.5 Einige Aufgaben aus der kombinatorischen Geometrie

Es konnen auch ein beliebiger Punkt P im Inneren von ABC gewahlt und dann k4, kg, ko so
bestimmt werden, dass das Bild von ABC' bei den Stauchungen (A, k4), (B, kg) bzw. (C, k¢)
noch den Punkt P enthalt (Abb. 75b).

Aufgabe 8. Wie viele gestauchte Bilder werden zur Uberdeckung einer Parallelogrammfliche
benotigt?

Die Losung kann analog den obigen Ausfiihrungen fiir Dreiecke erfolgen: Kein gestauchtes
Bild Giberdeckt zwei Ecken, so dass wenigstens vier gestauchte Bilder notwendig sind; vier
gestauchte Bilder konnen je eine Ecke und einen Punkt P im Inneren enthalten und damit die
Parallelogrammflache (iberdecken (Abb. 76a). Die Uberdeckung gemaB Abb. 76b ergibt sich
bei den Stauchungen (4, 1), (B,3), (C,3) und (D, 3).)

12

12

Abb. 76 @
Aufgabe 9. Man lberdecke eine Kreisflaiche F' mit gestauchten Bildern.

Losung: Der Misserfolg, F' mit zwei gestauchten Bildern zu lberdecken, kann als unausweich-
lich erkannt werden: Es sei M der Mittelpunkt und  der Radius von F'. Fiir die Radien r; und
ro zweier gestauchter Bilder F} bzw. F, von F' gilt

r<r ro < T

Wir legen eine Gerade g durch die Mittelpunkte A und B von F; bzw. F5 und féllen von M
das Lot A auf g. Es seien C' und D die Schnittpunkte von h mit dem Rand von F', wobei etwa
C' von g einen Abstand [ > r habe (Abb. 77a). Da die Hypotenuse stets die langste Seite
eines rechtwinkligen Dreiecks ist, gilt

a>l>r>nr , b>1>r>nr

d. h., dass C' weder zu Fi noch zu F5 gehort.

b)

Dagegen gelingt eine Uberdeckung von F' mit drei gestauchten Bildern (etwa mit r; = ry =
re = g\/g) vgl. Abb. 77b.

Aufgabe 10. Wie viele gestauchte Bilder sind ndtig, um jeden Punkt a) eines Tetraeders, b)
eines Wiirfels,; c) eines Zylinders, d) einer Kugel zu erfassen ? Man nutze bei der Losung die-
ser Aufgabe Ergebnisse und Erfahrungen bei der Uberdeckung ebener Figuren mit gestauchten
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1.5 Einige Aufgaben aus der kombinatorischen Geometrie

Bildern aus.
Losung: Die gesuchten Anzahlen sind 4, 8, 6 bzw. 4.

Bemerkung. Die gesuchte Anzahl betragt fiir jedes Parallelepiped 8, wahrend sie nach einer
Vermutung von Hadwiger fiir alle anderen konvexen Kérper kleiner als 8 = 23 sein soll. Das
Uberdeckungsproblem ist in einem gewissen Sinne dquivalent zum Beleuchtungsproblem von
Boltjanski (vgl. [1]), so dass die Ubereinstimmung der in Aufgabe 7 und 10 ermittelten An-
zahlen sich aus dem allgemeinen Zusammenhang ergibt und ein Beweis der Hadwigerschen
Vermutung lber die Losung des Beleuchtungsproblems gewonnen werden konnte.

1.5.4 Zerlegung von Figuren in Teile kleineren Durchmessers

Fur eine beliebige Figur F' ist d deren Durchmesser genau dann, wenn

1. F' zwei Punkte A und B mit dem Abstand d besitzt und
2. der Abstand fiir zwei beliebige Punkte X und Y der Figur F' kleiner oder gleich d ist.

Jede beliebige Figur besitzt einen eindeutig bestimmten Durchmesser.

Aufgabe 11. Man bestimme den Durchmesser eines Kreises, eines Quadrats, eines gleichseitigen
und eines stumpfwinkligen Dreiecks.

SRt

Abb. 78 @ 5l
Losung: Abb. 78a-d.

Aufgabe 12. Man zerlege die Figuren von Abb. 78 in Teile kleineren Durchmessers. Ist es
moglich, a) einen Kreis, b) ein gleichseitiges Dreieck in zwei Teile kleineren Durchmessers zu

zerlegen?
a
‘F d’ ‘b b [\a=d
c dz
c) d) e)

Abb. 79 9 b}
Losung: In Abb. 79a bis e haben die Teile kleineren Durchmesser, weil in einem Dreieck dem
groBeren Winkel die langere Seite gegeniiberliegt. (Bei a), b) bzw. c) gilt genauer d' = g\/g
d = %\/E bzw. d' = %x/g
Bei einer Zerlegung des Kreises in zwei Teile (Abb. 80a) enthélt wenigstens ein Teil diametrale
Punkte A und A’, hat also ein Teil den Durchmesser d.

A ¢

A 8
Abb. 80,81 @

e

a) b)
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1.5 Einige Aufgaben aus der kombinatorischen Geometrie

Bei einer Zerlegung eines gleichseitigen Dreiecks in zwei Teile hat wenigstens ein Teil den
Durchmesser d, weil er zwei der Ecken A, B und C' enthalt (Abb. 80b).

Der Ungar Imre Pal hat gezeigt, dass sich jede ebene Figur mit dem Durchmesser d in ein re-
gelmaBiges Sechseck einschlieBen lasst, dessen gegeniiberliegende Seiten den Abstand d haben
(Abb. 81a).

Aufgabe 13. Man beweise mit Hilfe des Palschen Satzes, dass sich jede ebene Figur F' in drei
Teile kleineren Durchmessers zerlegen lasst.

Losung: Zunachst wird F' in ein regelmaBiges Sechseck eingeschlossen, dessen gegeniberlie-
gende Seiten den Abstand d besitzen. Fiir die Sechseckflache existiert eine Zerlegung in drei
Teile vom Durchmesser d’' < d (d” + %2 = d® nach Abb. 81b d.h. d' = 4/3).

Die Teilung der Sechseckflache ergibt eine Zerlegung von F' in drei Teile kleineren Durchmes-
sers.

Aufgabe 14. Man suche Korper, fiir die Zerlegungen a) in zwei, b) in drei, aber nicht in zwei,
c) in vier, aber nicht in drei Teile kleineren Durchmessers existieren.

Loésungsbeispiele: a) Gerade Zylinder und Prismen lassen sich in zwei Teile kleineren Durch-
messers zerlegen (Abb. 82a, b).

-

Abb. 82 @ o) ©) )

b) Fiir einen geraden Kegel mit h = r gibt es eine Zerlegung in drei Teile kleineren Durch-
messers, aber bei jeder Zerlegung in zwei Teile hat ein Teil den Durchmesser des Kegels (Abb.
82c).

c) Fir ein regelmaBiges Tetraeder kann es keine Zerlegung in drei Teile kleineren Durchmessers
geben, aber es kann leicht eine Zerlegung in vier Teile kleineren Durchmessers gefunden wer-
den. Letzteres gilt auch fiir eine Kugel (Abb. 82d), dagegen ist es relativ schwer zu beweisen,
dass fiir sie keine Zerlegung in drei Teile kleineren Durchmessers existiert (vgl. [1]).

Bemerkung. Im Jahre 1933 formulierte der polnische Mathematiker Borsuk die Vermutung,
dass jeder Korper des n-dimensionalen Raumes in n + 1 Teile kleineren Durchmessers zerlegt
werden kann. Erst 1955 bzw. 1957 wurde von Eggleston bzw. Griinbaum gezeigt, dass die Ver-
mutung im Anschauungsraum richtig ist (vgl. [1]). In ihrer Allgemeinheit ist die Vermutung
weder bestatigt noch widerlegt worden.
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2.1 Arbeiten mit Mengen

2 Grundlegende Begriffe der Kombinatorik

Die Begriffe Permutation, Variation und Kombination nehmen in der Kombinatorik einen zen-
tralen Platz ein, sie sind auch fiir die folgenden Kapitel unentbehrlich. Inwieweit jedoch Teile
der "Endlichen Graphen" bzw. "Endlichen Geometrie" mit geringerer Voraussetzung als dem
ganzen zweiten Kapitel entwickelt werden kénnen, wird dort genau ausgewiesen.

Hier werden Permutation, Variation und Kombination im Rahmen der Mengenlehre erklart, so
dass zwei Abschnitte iber Mengenalgebra bzw. Abbildungen zur Wiederholung und Vertiefung
der im Mathematikunterricht erworbenen Kenntnisse vorgesehen sind. Dariiber hinaus wird
das Beweisverfahren der vollstandigen Induktion bereitgestellt.

Somit kénnen nicht nur zahlreiche Aufgaben vollstandig gelost, sondern auch allgemeine Aus-
sagen Uber Fakultaten und Binomialkoeffizienten hergeleitet werden.

Andererseits kann bei der Losung einiger Aufgaben auf vollstandige Induktion verzichtet wer-
den, weil andere Losungsmoglichkeiten bestehen, konnen Zielstellungen, die fir die "Propa-
deutische Kombinatorik" formuliert wurden, in einem "breiten Induktionsanfang" realisiert wer-
den, d. h., dass auf der Grundlage des Aufgabenmaterials auch bedeutende Bildungsziele ohne
vollstandige Induktion erreicht werden konnen, wenn man auf der Stufe des "Und-so-weiter-
Denkens" stehenbleibt.

Dieses Kapitel wird zur Behandlung in einer Arbeitsgemeinschaft von Schiilern der 9. und 10.
Klasse empfohlen, da es in diesen Klassenstufen schon erfolgreich unterrichtet wurde. Mog-
licherweise kann es den Inhalt einer Arbeitsgemeinschaft in der 8. Klasse bilden, denn Teile
hiervon und der folgenden Kapitel konnten im Kreisklub Junger Mathematiker u.a. in Gruppen
mit Schiilern von 5. und 6. Klassen realisiert werden.

2.1 Arbeiten mit Mengen

Im Mathematikunterricht wurde der Begriff Menge schon oft verwendet. Es lassen sich leicht
Beispiele angeben:

- die Menge der Stadte eines Staates,

- die Menge der gebrochenen Zahlen,

- die Menge der Ecken eines Quadrats,

- die Menge der Diagonalen eines n-Ecks.

Ist das Objekt x in der Menge M enthalten, dann schreibt man x € M und nennt x Element
der Menge M. Gehort x nicht der Menge M an, so wird x ¢ M geschrieben.

Beispiele. Jeder Schiiler ist Element seiner Klasse. Die Elemente der Menge der natiirlichen
Zahlen sind 0,1, 2, 3, ... Die Elemente einer Geraden sind ihre Punkte.

Die Menge, die kein Element enthalt, ist die leere Menge &.

Beispiele. Die Menge der gemeinsamen Punkte von Grund- und Deckflache eines Wiirfels ist
leer.
Die Losungsmenge der Gleichung x + 2 = 0 ist im Bereich der natiirlichen Zahlen leer.

Mengen M und N sind genau dann gleich, wenn jedes Element von M auch zu N gehért und
umgekehrt.

Beispiel. In jedem gleichseitigen Dreieck ist die Menge M der Seitenhalbierenden gleich der
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Menge N der Mittelsenkrechten: M = N. /Wenn jedes Element einer Menge M auch in der
Menge N liegt, dann ist M Teilmenge von N, in Zeichen: M C N (Abb. 83a). Insbesondere
gilt @ C M und M C M fiir jede Menge M. Es besteht folgende Aquivalenz:

MCN undNCM& M=N

y N ,-,
6@\\ 7y
= 7

()
——

Abb. 83 @ b)

Beispiele. (1) Es gilt AB C gap, d. h., die Verbindungsstrecke zweier Punkte A, B ist Teil-
menge der Verbindungsgeraden der Punkte A, B.

(2) Die Quadrate bilden eine Teilmenge der Menge aller Vierecke.

(3) Die Menge M = {0, 1,2} hat 2% = 8 Teilmengen: &, {0}, {1}, {2}, {0,1}, {0,2}, {1,2},{0,1,2}.

Die Menge aller Elemente z, fiir die x € M und = € N gilt, heiBt der Durchschnitt D der
Mengen M und N, in Zeichen: D = M N N (Abb. 83b).

Beispiele. (1) {0, 1,2} N {0,2,4,6} = {0,2}.
(2) Der Durchschnitt der Menge der Primzahlen und der der geraden Zahlen ist die einele-
mentige Menge 2.

Die Menge aller Elemente x, fiir die x € M oder x € N gilt, heiBt die Vereinigung V' der
Mengen M und N, in Zeichen: V.= M U N (Abb. 83c).

Beispiel. Fiir die Buchstaben des Alphabets gilt
({a,b,c} U{ab,d}) U{b,c,d,e} ={a,bec,d} U{b, cde} ={ab,c,de}

Ist M eine m-elementige und N eine n-elementige Menge und gilt m < n, so hat M N N
hochstens m Elemente, wahrend M U N mindestens n und hochstens m +n Elemente besitzt.

Aufgabe 1. Auf einem Tisch liegen zwolf Rechtecke und neun Rhomben; sie bilden eine 17ele-
mentige Vereinigung. Wie viele Quadrate befinden sich auf dem Tisch?

Losung: Jedes Viereck, das sowohl Rechteck als auch Rhombus ist, muss ein Quadrat sein (Abb.
84a). In 12 4+ 9 werden gerade die Quadrate doppelt gezahlt. Folglich enthélt die Vereinigung
(124 9) — 17 = 4 Quadrate.

® @ @

Abb. 84 ) b) ¢)

Aufgabe 2. Auf einem Tisch liegen nur Parallelogramme und Drachenvierecke, insgesamt 20
Stiick. Es sind genau elf Drachenvierecke und fiinf Rhomben darunter. Wie viele Parallelo-
gramme liegen auf dem Tisch ?

Losung: Die Rhomben bilden den Durchschnitt; sie werden demzufolge in p + 11 doppelt
gezahlt, wenn p die gesuchte Anzahl bezeichnet (Abb. 84b). Somit gilt

(p+11)—20=5 p+11=25  p=14
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Die Vereinigung enthalt also 14 Parallelogramme.

Aufgabe 3. Gegeben sind eine m- und eine n-elementige Menge M bzw. N, deren Durchschnitt
d und deren Vereinigung v Elemente besitzen. Es ist

m+n=d-+ov

zu beweisen.

Beweisbeispiele. (1) In m + n werden die Elemente von M N N doppelt gezahlt, also gilt
m +n — v = d und folglich die behauptete Gleichung.

(2) In M liegen m — d Elemente, die nicht zu N gehdren, also gilt (m —d) +n = v und somit
die behauptete Gleichung.

Im zweiten Beweis wurde die Menge M \ N der Elemente von M gebildet, die nicht in N
liegen (Abb. 84c). M \ N heiBt die Differenz von M und N.

Ist M eine m- und N eine n-elementige Menge, so hat M \ N hochstens m Elemente. Unter
der Voraussetzung N C M besitzt M\ N genau m —n Elemente. Das haben wir oben benutzt.

Unter dem Produkt M x N versteht man die Menge der Paare (a,b) mit a € M und b € N:
M x N={(ab):a€ Mundbe N}

Gilt beispielsweise M = {ay,as} und N = {by, by, b3}, dann kénnen die Elemente von M x N
in einer Tabelle angegeben werden:
\ by by bs
a (ah bl) (ah b2) (ah b3)
a2 (a2, 52) (a2, bz) (GQ, 53)

Das Produkt einer m- und einer n-elementigen Menge hat m - n Elemente.

2.2 Das Beweisverfahren der vollstandigen Induktion
Aufgabe 1. Wie viele Teilmengen besitzt eine n-elementige Menge 7

Losung: Die Aufgabe wird schrittweise gelost.

a) Um zu einer Vermutung zu gelangen, werden wir zunachst Mengen mit einer einfach zu
uberblickenden Anzahl von Elementen betrachten. Die Anzahl der Teilmengen der einelemen-
tigen Menge {1} soll mit a(1) bezeichnet werden. Da @ und {1} samtliche Teilmengen von
{1} sind, gilt a(1) = 2.

Nun wird {1, 2} untersucht; die gesuchte Anzahl sei a(2). Wir wissen nach den obigen Ergeb-
nissen, dass {1} = {1,2}\ {2} die Teilmengen @ und {1} hat. Jede dieser Mengen kénnen wir
mit der Menge {2} vereinigen, um mit {2} und {1, 2} neue Teilmengen von {1,2} zu erhalten.
Da {1,2} keine weiteren Teilmengen besitzt, erhalten wir a(2) =2 - a(1) = 2%,

Dieses Vorgehen kann nun folgendermaBen auf die Menge {1,2,3} (vgl. Beispiel (3)) tber-
tragen werden: Die Differenz {1,2,3} \ {3} hat 4 = 22 Teilmengen. Die Vereinigung je-
der dieser vier Teilmengen mit {3} ergibt vier weitere Teilmengen von {1,2,3}, namlich
{3},{1,3},{2,3},{1,2,3}. Nun lasst sich a(3) = 2a(2) = 23 erkennen.

Die bisherigen Ergebnisse ordnen wir in einer Tabelle:
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n Menge Teilmengen a(n)
1 {1} o, {1} 2
2 {12} @, {1}, {2},{1,2} 2.a(1) =22 =22
3 {1,2,3} @,{1},{2},{1,2},{3}, 2-a(2) =23
{1,3},{2,3},{1,2,3}

n {1,2,3,....,n} 2" Vermutung

b) Wie kann man sich von der Richtigkeit der Vermutung iberzeugen?

Selbst nach der Beantwortung der Frage bis n = 100, die schon viel Zeit in Anspruch ndhme,
bleibt zu Uberpriifen, ob die Vermutung auch fiir alle folgenden Zahlen gilt. Zu diesem Zweck
uberlegen wir, was allen Teilschritten unter a) gemeinsam war.

Wir erkannten bereits die Anzahlen a(1) und a(k) und haben dann auf die Anzahl a(k + 1)
geschlossen. Wenn es uns gelingt, zu beweisen, dass dieser Schluss fiir ein beliebiges &k aus
dem Bereich der natiirlichen Zahlen gilt, dann ist unsere Vermutung fiir 1, dann fiir 2, dann
fir 3, dann fiir 4 usw. richtig, d. h. fiir alle natirlichen Zahlen.

Unter der Voraussetzung, dass a(k) = 2 fiir k-elementige Mengen gilt, wollen wir a(k+ 1) =
251 fiir (k + 1)-elementige Mengen beweisen:
Die Differenz

{1.2,...k, k+ 13\ {k+1} ={1,2,.... k}

hat 2% Teilmengen. Werden diese Teilmengen mit {k + 1} vereinigt, dann gibt es wegen
k+1¢ {1,2,....,k} sofort 2F weitere Teilmengen der urspriinglichen (k + 1)-elementigen
Menge M. Da jede Teilmenge von M zu einer der beiden betrachteten Sorten gehort, gilt

alk +1) =28 428 = 2.2~ = o+l

Damit ist die Aufgabe gelost.

Unser Beweisprinzip baute sich auf folgenden Schritten auf: Eine Aussage ist fir jede natiirliche
Zahl n >> 1 richtig, wenn

a) die Aussage fiir n = 1 richtig ist und

b) aus der Richtigkeit der Aussage fiir eine beliebige natiirliche Zahl n = k die Richtigkeit fur
n =k + 1 folgt.

Eine Aussage (iber natiirliche Zahlen ist richtig, wenn der Beweis beider Teile erbracht wird.
Dass beide Teile unbedingt des Beweises bediirfen, zeigen die folgenden Gegenbeispiele:

Aussage |. Fir alle natiirlichen Zahlen n gilt n?> = n. Diese Aussage erfiillt a) wegen 1* =1,
ist aber falsch, denn es gilt 22 # 2. (Hier lasst sich b) nicht beweisen.)

Aussage II. Fiir alle natirlichen Zahlen gilt n+ 1 = n. Diese Aussage erfillt b), denn unter der
Voraussetzung, dass k + 1 = k richtig ist, folgt, dass (k+ 1) + 1 = k + 1 ebenfalls richtig ist.
Aber fir n = 1 gilt die Aussage nicht, da 1+ 1 # 1 ist. Die Aussage Il ist ebenfalls falsch.

Damit haben wir uns mit dem Beweisverfahren der vollstandigen Induktion bekannt gemacht.

Aufgabe 2. Man beweise: Die Anzahl der Diagonalen von einem n-Eck betragt.

n(n — 3)
2

Losung durch vollstandige Induktion.
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2.3 Abbildungen

a) Da es weder ein Ein- noch ein Zweieck gibt, ist die erste sinnvolle Aussage fir n = 3
moglich: % = 0 Diagonalen. In einem Viereck gibt es %1 = 2 Diagonalen.

b) Fir n = k > 2 sei die Aussage richtig. Es ist zu zeigen, dass sie auch fir n = k + 1
gilt. In einem (k + 1)-Eck verbinden wir die erste mit der k-ten Ecke und lassen zunachst die
(k + 1)-te Ecke unberiicksichtigt (Abb. 85); das erhaltene k-Eck hat @) Diagonalen.

Zum (k + 1)-ten Eckpunkt fithren zwei Seiten und k — 2 Diagonalen; auBerdem wird die P,

und P verbindende Seite des k-Ecks nun zu einer Diagonale. Wir erhalten

k(k — 3) k(k=3) 2(k—1) K —k-2 (k+1)(k-2)

k—2)+1= =

2 + )+ 2 + 2 2 2
Diagonalen.
K-Eck
Yol
O
SN s L/
ST
%4-1
Abb. 85

Nach a) und b) gilt die Behauptung fiir alle n-Ecke.

2.3 Abbildungen

Ordnet man jedem Element einer Menge M genau ein Element aus der Menge N zu, dann
nennt man diese Zuordnung eine Abbildung f der Menge M in die Menge N. Wird durch die
Abbildung f einem Element z ein Element y zugeordnet, so schreibt man f(z) = y und nennt

f(z) Bild des Elementes z bei der Abbildung f,

x Original des Bildes oder Urbild des Bildes y = f(x),
M Definitionsbereich der Abbildung f,

f(M) Wertebereich der Abbildung f.

Eine Abbildung f heiBt eineindeutig, wenn jedes Bild bei der Abbildung f genau ein Original
hat. Im Fall F(M) = N sagen wir Abbildung auf N.

Beispiele. Vgl. Abb. 86 a) Abbildung, b) eineindeutige Abbildung

Mit diesen Begriffen wird festgelegt: Eine Menge M heiBt genau dann endlich, wenn es eine
natiirliche Zahl n derart gibt, dass die aus natirlichen Zahlen gebildete Teilmenge {k : k < n}
eineindeutig auf M abgebildet werden kann. Dabei ist n die Anzahl |V | der Elemente von M.
Nicht endliche Mengen heiBen unendlich.

Endliche Mengen konnen stets durch Angabe ihrer Elemente aufgeschrieben werden; z. B. ist
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2.4 Permutationen

{a,b,c} die Menge mit den drei Elementen a, b, ¢, d.h. insbesondere a # b # ¢ # a.

Offenbar ist [{ay,as,as}| = 3, |{b1,b2,b3,b4}| = 4 und |@] = 0. Ist f eine eineindeutige
Abbildung einer endlichen Menge M auf eine Menge NN, dann ist auch N endlich, und es gilt
M| = |N].

Eine Aufgabe der Kombinatorik ist die Anzahlbestimmung bei endlichen Mengen, die gewisse
Eigenschaften besitzen.

2.4 Permutationen

Aufgabe 1. Gegeben seien n verschiedene Punkte einer Geraden ¢. Auf wieviel verschiedene
Arten konnen die Punkte mit Ay, A, ..., A,, bezeichnet werden 7

Beispiel. Fiir n = 5 enthalt Abb. 87 zwei Bezeichnungsweisen.

T

1 2 3 &

s
A A

||
A A

B— b
B — x4

2z 3 & 1

Abb. 87

Losung: Jeder der n gegebenen Punkte erhalt genau eine der n Bezeichnungen A,,. Uberlegt
man sich eine weitere Bezeichnungsmoglichkeit, so werden die gleichen Bezeichnungen fiir
evtl. andere Punkte verwendet. Bei jeder Bezeichnungsweise wird demnach die Menge der
Bezeichnungen eineindeutig auf sich abgebildet.

Alle Bezeichnungsweisen aufzufinden heiBt also, die Menge aller eineindeutigen Abbildungen
einer n-elementigen Menge auf sich zu finden.

Abb. 87 zeigt fiir n = 5 Punkte zwei Moglichkeiten der Bezeichnung. Sicherlich sind das nicht
alle, die man fiir finf Punkte finden kann. Um zu einer allgemeinen Aussage zu gelangen, geht
man systematisch vor.

n Bezeichnungsweisen Anzahl

1 A 1

2 AlAQ, AQAl 2=1-2

3 A1A2A3, A1A3A2, AQAlAS, A2A3A1, 6=1-2-3

A3A1 Az, AsArAy

4 A1 A A3Ay, A1AA A, A1 A3A A A1 A3 AL A, 24=1-2-3-4
A1 AL A A, A1ALAS Ay, Ag A1 AsAy, AgA1AAs, ... 24=1-2-3-4
5 1201-2-3-4-5
n 1-2:3:4-...-(n—=1)-n
Es gibt vermutlich 1-2-3-4-...- (n — 1) - n verschiedene Bezeichnungsweisen der n Punkte.

Fir das Produkt 1-2-3-4-...-(n—1)-n schreibt man kurz n! (sprich: n Fakultat). Spater wird
auch 1! = 1 und 0! = 1 benutzt. Unsere Vermutung kdnnen wir mit Hilfe der vollstandigen
Induktion beweisen.

a) Fir n =1 gilt unsere Vermutung.

b) Wir wollen annehmen, dass es fiir k Punkte genau k! Bezeichnungsweisen gibt, und bewei-
sen, dass es fir k + 1 Punkte genau (k + 1)! Bezeichnungsweisen gibt.

Fassen wir unsere Bezeichnungsweisen aus k + 1 Elementen in Gruppen zusammen wie in der
Tabelle, so dass in jeder Gruppe ein bestimmtes Element an erster Stelle steht, dann erhalten
wir k + 1 Gruppen. In jeder einzelnen Gruppe kommen so viele Bezeichnungsweisen vor, wie
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2.4 Permutationen

es Moglichkeiten gibt, die verbleibenden k£ Elemente anzuordnen. Das sind aber nach unserer
Voraussetzung k! Stiick.

Insgesamt gibt es also (k + 1) - k! = (k + 1)! Bezeichnungsweisen. Damit ist der Beweis
erbracht.

Eine Abbildung, die eine endliche Menge eineindeutig auf sich abbildet, nennt man Permu-
tation. Gleichwertig damit kann man wie oben eine Permutation als eine der n! moglichen
Anordnungen bzw. Bezeichnungsweisen von n Elementen einer Menge auffassen.

Es sollen alle Permutationen von vier Elementen in einer anderen Schreibweise, in der soge-
nannten Permutationsschreibweise, notiert werden:

(A B C D (A B C D (A BCOD

1=\Aa B c D) 2714 D c) B3 \Aac B D)
(A B C D (A B C D (A B CD

““NacpB) " \abpBcCc) " \aADbDc B)
(A4 B CD (A4 B CD (A B cCD

T \B A c D) 7 \B ADC) " \Bc A D)
(A4 B CD (A B CD (A B CD
SW=\p o p Al =\ B D aAc)|] "2°\BDc A
(A B CD (A B CD (A B C D

B=\c aB D) W= \c apDpB)J) *5=\c B A D]/
(A B CD (A B CD (A B C D
8=V c B D A " \cbp aB) "\ cDbDB 4a)
(A4 B cCoD (A4 BcCoD (A B CD
W=tp A B c) 7 \p acB) 2 \pDB A C)
(A B CD ~(aBcCoD (A4 B cCD
2=\ p B c A) BT\ pbc aB) *"\pcB A}

Beispielsweise besagt s4: A wird auf D, B auf C, C auf B und D auf A abgebildet. Damit haben
wir eine Moglichkeit gewonnen, gewisse Deckabbildungen f einer Figur F', d.h. Bewegungen
f mit f(F) = F, zu beschreiben.

Es sei etwa ein Rechteck mit den Eckpunkten A, B, C, D gegeben, das an der Symmetrieachse,
die parallel zur Seite AB ist, gespiegelt wird. Dabei werden A, D und B, C jeweils vertauscht.
Folglich lasst sich diese Deckabbildung durch sy beschreiben.

Die Bezeichnungen s, sollen auch im folgenden benutzt werden.

Aufgabe 2. Welche und wie viele Deckabbildungen gibt es fiir: jede einzelne Vierecksklasse 7
Wir betrachten im folgenden Vierecke ABC'D.

Figur

Giebelviereck
(gleichschenkliges Trapez)
Parallelogramm
Drachenviereck

Rechteck

Rhombus

Quadrat (Abb. 88a)

Deckabbildungen # s¢

sg bzw. bei anderer Bezeichnung so4,

(Spiegelung an der Symmetrieachse)

s17 (Drehung um 2R)

s¢ bzw. s15 (Spiegelung an der Symmetrieachse)

S17; S8, S24 (Drehung um 2R; Spiegelung an den Symmetrieachsen)
s17; S6, 515 (Drehung um 2R; Spiegelung an den Symmetrieachsen)
810, S17, 519, S6,S15, S8, S24 (Drehung um R, QR, 3R;

Spiegelung an den Symmetrieachsen)
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2.4 Permutationen

A B 515
s
10 Szr.
Sy S
o C
Sg Se
Abb. 88 ¢

Aufgabe 3. Man beschreibe durch Permutationen dreier Elemente die Deckabbildungen a)
eines gleichseitigen Dreiecks und b) eines gleichschenkligen, aber nicht gleichseitigen Dreiecks.

Losung: Man gebe zunachst samtliche Permutationen dreier Elemente an, also

(A B C (A B C (A BC
1=l aBc) 27\ac B 3\ B 4 c)|

(A4 B C (A B C (A B C
M=\ ca) " \c aB)] “\c B a)

Man iberlege, welche Bewegung bei den einzelnen Abbildungen ausgefiihrt wird (Abb. 88b):
a) sp: identische Abbildung, so: Spiegelung an h,, ss: Spiegelung an h¢, s4: Drehung um
120°, s5: Drehung um 240°, s¢: Spiegelung an hp.

b) s1 und (s2 oder s3 oder sg), d. h. identische Abbildung und Spiegelung an der Mittelsenk-
rechten der Basis.

Aufgabe 4. Man gebe die Anzahl der Deckabbildungen eines regelmaBigen n-Ecks an. Durch
welche Bewegungen konnen sie gewonnen werden ?

Losung: Man untersuchte zunachst Drehungen. Man erhalt n Deckabbildungen, die durch Dre-
hung um den Mittelpunkt mit den Winkeln 0°, % - 360°, % - 360°, ..., ”T_l - 360° entstehen.

Man beachte nun noch die Symmetrieachsen. Dabei soll zunachst der Fall "n ungerade" dann
der Fall "n gerade" betrachtet werden:

Ist n» ungerade, so geht eine Symmetrieachse stets durch einen Eckpunkt und den Mittel-
punkt der ihm gegeniiberliegenden Seite; ist n gerade, so geht solche Achse entweder durch
gegeniberliegende Eckpunkte oder gegeniiberliegende Seitenmittelpunkte.

Es werden also n Deckabbildungen durch Drehungen und weitere n durch Spiegelungen an
Geraden gewonnen.

Unsere Betrachtungen sollen nun auf den Raum ausgedehnt werden.

Betrachtet man ein regelmaBiges Tetraeder, so kann man seine vier Eckpunkte A, B, C, D
durch Bewegungen im Raum, d.h. auch durch Drehungen und Spiegelungen im Raum, auf sich
abbilden. Man fiihre Bewegungen gegebenenfalls mit einem Modell aus.

Aufgabe 5. Welche und wie viele Deckabbildungen eines regelmaBigen Tetraeders auf sich gibt
es’?

Losung: Dazu werden wieder die Permutationen von vier Elementen genutzt. Zunachst soll
festgestellt werden, welche Bewegungen das Tetraeder auf sich abbilden. Man betrachte da-

zu die Drehachsen bzw. Symmetrieebenen und beschreibe ihre Lage beziiglich des Tetraeders
(Abb. 89):

1. Drehung um die Achsen, die durch jeweils einen Eckpunkt und den Schwerpunkt der gegen-
iberliegenden Seitenflache gehen.

46



2.5 Variationen

2. Drehung um die Symmetrieachsen, die jeweils gegeniiberliegende Kantenmittelpunkte mit-
einander verbinden (z.B. in Abb. 89 die Mittelpunkte von AB und C'D).

3. Spiegelung an einer Ebene durch eine Kante und den Mittelpunkt der gegeniiberliegenden
Kante.

4. Nacheinanderausfiihrungen von Drehungen und Spiegelungen.

Zusammenfassung: Jede Permutation der Ecken lasst sich durch Deckabbildung realisieren. Da
sich die Permutationen der Ecken und die Deckabbildungen eineindeutig entsprechen, gibt es
4! = 24 Deckabbildungen.

bl e

Abb. 89,90 &

Bisher wurden Punkte abgebildet. Betrachtet man einen Wiirfel, so stellt man fest, dass dieser
vier Raumdiagonalen besitzt (Abb. 90).

Diese bezeichnen wir mit A, B, C, D, um die Bezeichnungen von S. 45 benutzen zu kdnnen.
Wird der Wiirfel bewegt, so bewegen sich seine Diagonalen gleichfalls mit. Genauer gilt: Die
Drehungen des Wiirfels und die Permutationen der Diagonalen entsprechen sich eineindeutig.

Aufgabe 6. Man gebe die Anzahl und die verschiedenen Deckabbildungen eines Wiirfels mit
Hilfe der Permutationen seiner vier Raumdiagonalen an.

Losung: Bei der Losung gehe man wie in Aufgabe 5 vor. Man betrachte die Symmetrieachsen
des Wiirfels naher und fiihre mit ihrer Hilfe Bewegungen aus.

1. Drehung um die drei Symmetrieachsen, die die Mittelpunkte der gegeniiberliegenden Wiir-
felflaichen miteinander verbinden:

510, S17, 19, S11, S24, S14, S23, S8, S18-

2. Drehung um die vier Raumdiagonalen:

S4, S5, 516, S21; S12: S20, 59, S13-

3. Drehung um die Symmetrieachsen, die jeweils gegeniiberliegende Kantenmittelpunkte mit-
einander verbinden:

82, 83, S6, 57, S15, S22-

4. |dentische Abbildung: s;.

Die Permutationen s, ..., s94 lassen sich bereits durch die Drehungen des Wiirfels auf sich
(einschlieBlich der identischen) beschreiben. Man erhélt die ibrigen 24 Deckabbildungen des
Wiirfels, indem nach jeder Drehung noch die Spiegelung am Mittelpunkt ausgefiihrt wird.

2.5 Variationen

Aufgabe 1. Gegeben seien die Namen von n Stadten. Es sollen Reiserouten zwischen k (k < n)
Stadten festgelegt werden. Bei £ = 1 denke man an eine Stadtrundfahrt. Wie viele Moglich-
keiten gibt es, solche Routen auszuwahlen, bei der jede Stadt héchstens einmal vorkommt.
Um eine Vermutung aufstellen zu konnen, soll zunachst fir den Fall n = 4 eine Tabelle
aufgestellt werden, wobei die Stadte mit A, B, C, D bezeichnet seien.
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2.5 Variationen

k  Reiserouten Anzahl
1 ABCD 4
2 ABBACADAACBCCBDBADBDCDDC 4-3=12
3 ABC BAC CAB DBA ABD BAD CAD DAC
ACB BCA CBA DAB ACD BCD CBD DBC
ADB BDA CDA DCA ADC BDC CDB DCB 4.3-2=24
4 alle Permutationen von vier Elementen 4-3-2-1=24

Aus der letzten Spalte der Tabelle lasst sich die Vermutung aufstellen:
Es gibt n(n — 1)...(m — (k — 1)) verschiedene Reiserouten.

Betrachten wir die Menge der Stadte als n-elementige Menge, so haben wir soeben bei jeder
Reiseroutefestlegung eine eineindeutige Abbildung einer Menge mit k& Elementen in eine n-
elementige Menge vorgenommen. Diese Abbildungen heiBen Variationen.

Als k-elementige Menge kann stets {1, ..., k} gewahlt werden. Damit erweist sich eine Variation
als ein k-Tupel aus voneinander verschiedenen Elementen der n-elementigen Menge (vgl. obige
Tabelle).

Wir behaupten jetzt:

Bei gegebenen natiirlichen Zahlen k£ und n mit k£ < n betragt die Anzahl der Variationen

n(n—1)..(n—(k—1)).

Beweis. Jede Variation ordnet k& Elemente (vgl. die Tabelle). Die restlichen n — k Elemente
bleiben unberiicksichtigt. Diese lieBen sich jedoch auf (n — k)! verschiedene Weisen anordnen,
um je eine Permutation aller n Elemente zu erhalten. Da jede Permutation so gewonnen werden
kann, ergibt das (n — k)!-fache der Anzahl der Variationen die Anzahl n! der Permutationen
aller n Elemente. Folglich gibt es

(= F) =n(n—1)...(n—(k—1))

Variationen. Das Resultat bestatigt unsere Vermutung.
Welche Zusammenhange bestehen zwischen Permutationen und Variationen ?

Man vergleiche dazu die aufgestellten Tabellen zur Anzahlermittlung. Man vergleiche die ge-
fundenen Formeln zur Bestimmung der Anzahl der Variationen und Permutationen.

In welchen Fallen treten bei Variationen Permutationen auf?

Ist £ = n, so erhalt man bei der Ermittlung der Variationen samtliche Permutationen von n
Elementen (letzte Zeile der Tabelle). Die Gleichung zur Anzahlbestimmung lautet in diesem
Fall:

nn—1)..(n—n+1)=nn-1)..2-1=n!

Jede Permutation ist eine Variation.

Aufgabe 2. Als Anfangs- bzw. Endpunkt von Pfeilen (gerichteten Strecken) dienen n Punkte
einer Geraden. Wie viele solcher Pfeile gibt es, bei denen Anfangs- und Endpunkt voneinander
verschieden sind?

1. Losung: Von jedem der n Punkte geht ein Pfeil zu jedem weiteren Punkt; folglich gibt es
n(n — 1) Pfeile.
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2.6 Kombinationen

2. Losung: Man betrachte die Pfeile als Paare, deren Anfangs- bzw. Endpunkt zur n-elementigen
Punktmenge auf der Geraden gehdren. Gesucht ist die Anzahl der eineindeutigen Abbildungen
einer Zweiermenge in eine n-elementige Menge.

Man erhalt fir £ = 2 wieder (n%;)' = n(n — 1) verschiedene Pfeile.

Aufgabe 3. Wie viele verschiedene Moglichkeiten gibt es, eine Anzahl von k& Punkten auf n
punktfremden Geraden festzulegen ?

Losung: Wir verdeutlichen uns die Aufgabenstellung fiir den Fall n = 2. Gegeben sind die
parallelen Geraden g, h mit g # h.

k  Punkte auf ¢ Punkte auf h Anzahl
1 A _ g 2 =21
_ A h
2 AB _ gg 4=2°
A B gh
B A hg
_ AB hh
3 ABC _ 999 8=2°
AB C ggh
AC B ghg
A BC ghh
BC A hgg
B AC hgh
C AB hhg
_ ABC hhh
k 2k

Bei dieser Aufgabe wurde nur eine (eindeutige) Abbildung einer k-elementigen Menge in eine
n-elementige Menge vorgenommen. In den Bildmengen ist zu erkennen, dass die Elemente
wiederholt vorkommen.

Diese Abbildungen nennt man Variationen mit Wiederholung. Sie konnen stets als k-Tupel
gedeutet werden.

Der Beweis der Vermutung n* fiir die gesuchte Anzahl fiir beliebiges n und k wird durch
vollstandige Induktion gefiihrt.

Beweis. Die Zahl n sei als beliebige natiirliche Zahl gegeben.

a) Fur k£ = 1 gilt: Es gibt n = n! verschiedene Abbildungen eines Elementes in eine n-
elementige Menge.

b) Wenn die Anzahl der k-Tupel n* betragt, dann ist die Anzahl der (k + 1)-Tupel n**!: Aus
jedem k-Tupel erhdlt man, indem an die (k + 1)- te Stelle noch eines der n Elemente der
gegebenen Menge gesetzt wird, ein (k + 1)-Tupel. Es gibt also wie behauptet n* - n = n**!
Variationen mit Wiederholung in Form von (k + 1)-Tupeln.

Insgesamt gibt es n* Moglichkeiten fiir die Verteilung der Punkte auf die Geraden.

2.6 Kombinationen
Jede k-elementige Teilmenge einer n-elementigen Menge heiBt Kombination (zur k-ten Klasse).

Beispiel. Fir {A, B,C, D} und k = 3 gibt es folgende Kombinationen: {A, B,C'}, {A, B, D},
{A,C,D}, {B,C,D}.
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2.6 Kombinationen

Um bei gegebenen Zahlen n und k (< n) die Anzahl der Kombinationen zu bestimmen, bilden
wir zunachst von jeder Kombination samtliche k- Tupel ohne Wiederholungen und erhalten
auf diese Weise alle n(n — 1)...(n — (k — 1)) Variationen.

Da zu jeder k-elementigen Menge genau k! solcher k-Tupel gehoren, ist

(n) _ n(n—1)..(n—(k—1)) _ n!
k) 12 ..k (n— k)'kl

die Gesamtanzahl der Kombinationen. Der Binomialkoeffizient (Z) wird "n Uber k" gelesen:
er kommt auch bei der Berechnung "binomischer" Potenzen (a + b)" vor und gibt auch fiir
k > n die Anzahl 0 der Kombinationen an. Beispielsweise ist

5\ 5-4-3 2 2-1-0
g s '2:1 p—t p—
<3> 123 " o (3) 123 "

Binomialkoeffizienten sind natiirliche Zahlen; deshalb kénnen alle Faktoren des Nenners gekiirzt
werden.

Aufgabe 1. Wie viele Verbindungsgeraden gibt es zwischen n Punkten, von denen keine drei
auf einer Geraden liegen sollen?

Losung: Je zwei Punkte haben genau eine Verbindungsgerade (Abb. 91). Fir einen Punkt
existiert keine Verbindungsgerade, jedoch fiir zwei genau eine. Nimmt man einen dritten Punkt
hinzu, so entstehen noch seine zwei Verbindungsgeraden zu den beiden bereits vorhandenen

Punkten.
\
YRR,
< E - o
X

Kommt ein vierter Punkt hinzu, so erhalten wir weitere drei Verbindungsgeraden zu den schon
vorhandenen Punkten. Das lasst sich beliebig weiterfiihren, wobei entscheidend ist, dass bei
n + 1 Punkten zu den schon ermittelten Verbindungsgeraden n weitere dazukommen, namlich
diejenigen, die den (n + 1)-ten Punkt mit allen anderen n Punkten verbinden.

Abb. 91

n Anzahl der Verbindungsgeraden
1 A =0
2 Ay =1
4- A4 == Ag —|— 3 == 6
5 A5 = A4 + 4 =10
n A,
n+1 A=A +n
Bis jetzt konnen wir lediglich die Anzahl A, ., aus A, ermitteln: A,,1 = A, + n, eine

sogenannte rekursive Bildungsvorschrift. Das geniigt uns noch nicht. Doch wie lassen sich die
bereits erworbenen Kenntnisse anwenden?
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2.6 Kombinationen

Gegeben sind n Elemente (die Punkte), gefragt wird indirekt nach der Anzahl der verschiedenen
zweielementigen Teilmengen, es werden Kombinationen gesucht.
Fir k = 2 gibt es (”) = =D Kombinationen und damit ebenso viele Verbindungsgeraden.

2 12
(Jeder der n Punkte hat eine Verbindungsgerade zu den anderen n — 1 Punkten. Da aber
gaB = gpa ist, erhalt man, wie oben angegeben, @

Aufgabe 2. Wie viele Diagonalen hat ein n-Eck 7

Losung: Fir die ersten n erhalt man

n |3 45 6 7
D,[0 2 5 9 14

Um eine Aussage (iber alle n-Ecke machen zu kénnen, (iberpriife man, ob sich die Losung von
Aufgabe 1 verwenden lasst. Es gibt zwischen n nicht kollinearen Punkten (72‘) Verbindungs-
strecken. Welche dieser Verbindungsstrecken sind keine Diagonalen des n-Ecks?

Ein n-Eck hat n Seiten. Man hat also genau

(n)_n n(n—1) n-2  n(n—3)

9 T2 2 2

Diagonalen.
Aufgabe 3. Wie groB ist die Anzahl der Verbindungsgeraden von n Punkten, wenn man die

Bedingung der Nichtkollinearitat von Aufgabe 1 unberiicksichtigt lasst 7

n

2) sein. In einer ersten Geraden

Losung: In diesem Fall muss die Anzahl ab n = 3 kleiner als (

g1 mogen ny > 2 der gegebenen Punkte liegen; sie bestimmen statt (”;) Geraden nur g; usw.
SchlieBlich gebe es eine r-te Gerade g, mit n, > 2 der gegebenen Punkte, wahrend keine
weitere Gerade mehr als zwei der gegebenen Punkte enthalte. Somit ist die gesuchte Anzahl

0 I 1 I (N L ) gy (L By L IR 4 +r
2 2 2 2 2 2
Beispiel. Wie viele Geraden kénnen durch sechs Punkte gelegt werden, von denen jeweils drei

in einer von drei Geraden liegen 7

Losung: Abb. 92a, n =6, ny =3,ns =3,n3 =3,r = 3:

(2)-(5) - (5) - (5) rrmmmsvrass

Abb. 92 ¢ b)

Aufgabe 4. Wie viele Dreiecke kdnnen n > 3 Geraden einer Ebene bilden ? Dabei mogen keine
drei der Geraden durch einen Punkt gehen und keine zwei zueinander parallel sein.

Losung:
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2.6 Kombinationen

n |3 4 5
Dreiecksanzahl‘l 4 10

(vgl. Abb. 92b).
Unter den angegebenen Bedingungen bestimmen je drei Geraden ein Dreieck. Man formuliere
das Problem, indem die geometrischen Objekte (die Geraden) als Elemente einer Menge auf-
gefasst werden. Es ist die Anzahl der dreielementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge
herauszufinden.

Es gibt folglich (g) = % verschiedene Dreiecke.

Wir erklaren uns das Resultat noch auf eine andere Weise:

a) Aus n gegebenen Geraden lasst sich fiir ein Dreieck auf n verschiedene Weisen eine Gerade
auswahlen.

b) Hat man sich fiir eine entschieden, so bleiben fiir die zweite

c) Hat man sich firr die zweite Gerade entschieden, so bleiben fiir die dritte nur noch n — 2
zur Auswahl. Insgesamt hatte man n(n — 1)(n — 2) Dreiecke erhalten.

Aber es kommt bei einem Dreieck nicht auf die Reihenfolge der Geraden an. Drei Elemente
lassen sich auf 3! verschiedene Arten vertauschen; damit erhalt man W verschiedene
Moglichkeiten, aus n Geraden Dreiecke zu bilden.

Aufgabe 5. Wie viele Dreiecke werden durch n > 3 Geraden einer Ebene gebildet, wenn die in
Aufgabe 4 gemachten Einschrankungen wegfallen?

Losung: Haben wir eine dhnliche Aufgabe gelost? Man beachte das Vorgehen in Aufgabe 3.
a) Es mogen durch einen ersten Punkt ny, durch einen weiteren ny usw. bis durch einen r-ten
Punkt n, der gegebenen Geraden gehen, wahrend kein weiterer Punkt mehr als zweien davon
angehort.

b) AuBerdem mogen von den gegebenen Geraden p; einem ersten Parallelenbiischel angehéren,
po einem zweiten, ..., ps einem s-ten. Jedes Parallelenbiischel wird von ¢y, ...,q, Geraden
geschnitten (Abb. 93), wobei ¢; = n — p; gilt.

=2
¢, =8

py=3 n,
g;=7
P, =5

Abb. 9394  %7°

Die fiir die Aufgabe 4 ermittelte Anzahl verringert sich folgendermaBen:
ny (niy (n2\ [N} (P1) (P2}
3 3 3 3 3 3
AT U A S A AN EUA pi\ ., (P
() (o ()= () -5 (5) -5 1E) - (s

Aufgabe 6. In einer Ebene seien n; Geraden eines Parallelenbiischels und n, Geraden eines
zweiten Parallelenbiischels gegeben. Wie viele Parallelogramme entstehen dabei ?

Losung: Fir ein Parallelogramm bendétigen wir aus jedem Biischel zwei parallele Geraden. Die
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2.6 Kombinationen

Frage lautet jetzt: Wie viele Moglichkeiten gibt es, aus jedem der Biischel zwei Parallelen
auszuwahlen?

Die Anzahl der zweielementigen Teilmengen einer mi-elementigen ist (";) Jedes der (”21)
Parallelenpaare des ersten Biischels kann mit jeweils zwei Parallelen aus dem zweiten Biischel
ein Parallelogramm bilden. Es gibt folglich ("21) (";) Parallelogramme (Abb. 94).

Aufgabe 7 (Zerlegungsproblem von Jacob Steiner (1796-1863), Schweizer Mathematiker).
In wie viele Teile wird die Ebene durch n Geraden zerlegt, wenn keine drei der Geraden durch
einen Punkt gehen und keine zwei der Geraden parallel sind?

1. Losung: Die Anzahl der Ebenenteile wachst beim Hinzunehmen einer n-ten Geraden um n

(Abb. 95a):
Abb. 95 & B
Anzahl der Geraden 1 2 3 4 N
Anzahl der Teile 2 242 24243 24243+4 ... 242+3+...4n

Dabeigilt 2+2+3+...+n =141+ 2+ 3 4+ n. Durch vollstdndige Induktion kann noch
14243+ .. +n = """ pewiesen werden (vgl. auch S. 89/90), d.h, 1 + "2 ist die
gesuchte Anzahl.

2. Losung: Auf unserem Blatt unterscheiden wir "oben" und "unten" und setzen voraus, dass
keine Gerade "horizontal" verlauft (Abb. 95b). Dann gibt es Ebenenteile mit einem "untersten"
Punkt.

Da sich in einem solchen Punkt zwei der n Geraden schneiden, gibt es (g) unterste Punkte, zu
denen ebenso viele Ebenenteile mit unterstem Punkt gehdren. AuBerdem gibt es "nach unten
offene" Ebenenteile.

Bei einer einzigen Geraden gehoren beide Teile dazu. Bei Hinzunahme einer k-ten Gerade
entstehen k neue Ebenenteile, wovon k£ — 1 Teile einen untersten Punkt haben. Folglich gibt
es bei n Geraden n + 1 nach unten offene Ebenenteile. Insgesamt gibt es

n nn—1) n-2 n(n+1)
1) = =14 —1—
<2>+(n+) 5 T + =

Ebenenteile.
Kiinftig wollen wir Diagonalen als Geraden auffassen.

Aufgabe 8. Wie viele Diagonalenschnittpunkte gibt es im Inneren eines konvexen n-Ecks, bei
dem sich nie drei Diagonalen in einem Punkt schneiden ?

Losung: Ein Schnittpunkt im Inneren wird durch seine vier Diagonalenendpunkte festgelegt.
(Beispielsweise legen die Eckpunkte A, C, D, B aus Abb. 96a den Schnittpunkt der Diagonalen
AC und DB eindeutig fest.)
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A -
8 ' 3 :’75
]
D E
Abb. 96 @) b)

Da das n-Eck konvex ist, konnen durch je vier Ecken zwei Diagonalen stets so gelegt werden,
dass sie sich im Inneren schneiden.
Zu welchem kombinatorischen Problem sind wir jetzt gekommen?

Die Ecken bilden eine n-elementige Menge, aus der zur Bestimmung eines Diagonalenschnitt-
punktes eine vierelementige Menge ausgewahlt wird (vierelementige Kombination). Wie viele
dieser Kombinationen lassen sich finden?

Es sind (Z) und das ist die Anzahl der Diagonalenschnittpunkte im Inneren eines konvexen
n-Ecks.

Aufgabe 9. Wie viele Diagonalenschnittpunkte hat ein n-Eck in der gesamten Ebene, wenn
keine zwei Diagonalen parallel zueinander sind und keine drei Diagonalen durch einen Punkt
gehen 7

Losung: Wie viele Diagonalen hat ein n-Eck 7
Nach Aufgabe 2 gibt es w Diagonalen. Jeweils zwei Diagonalen bestimmen genau einen
Schnittpunkt (Abb. 96b). Wie viele Diagonalenschnittpunkte gibt es?

n(n—3
3

Es werden die zweielementigen Teilmengen einer )—elementigen Menge gesucht:

(”'(”;3>'2> = lu(n = 3)]-[n(n — 3) — 2] = ((n* — 60 + T + 6)

ist die Anzahl der Diagonalenschnittpunkte.

2.7 Eigenschaften der Binomialkoeffizienten

Aufgabe 1. Wie oft kann im folgenden Buchstabenrechteck (Abb. 97a) das Wort "Kombina-
torik" gelesen werden ?

1)1 1 1

3|4 5 6

6 (10| 15 | 21
10 |20 | 35 | 56
15 35| 70 | 126
21 | 56 | 126 | 252
28 | 84 | 210 | 462

Abb. 97

>Z2—mWZOX
4>r=Z2—-—wZ O
Odrz2—wmw
TOHd>r2—w
—VOd>» 22—
X—O4Hd>»=2
(PG (U [V UG (PRI (U I
~N| OOl B W N

Losung. Fiir jedes Feld notieren wir die Anzahl der Lesewege bis zum entsprechenden Buch-
staben, wobei die offensichtliche Tatsache ausgenutzt werden kann, dass die gesuchte Zahl
Summe der Anzahlen fir den linken und den oberen Nachbarn ist:

l
k| k41
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2.7 Eigenschaften der Binomialkoeffizienten

Diese Anzahlen wurden in Abb. 97b systematisch ermittelt; in der ersten Zeile bzw. Spalte
erscheint stets eine "1". Somit kommen wir zu 462 als der gesuchten Anzahl, die bestimmt
die zunachst geschatzte Zahl lbertrifft.

Aufgabe 2. In einem Stadtviertel, in dem sich alle StraBen rechtwinklig treffen, gibt es meist
mehrere gleichwertige kiirzeste Wege von einer Stelle A zu einer anderen B (Abb. 98a). Wieviel
kiirzeste Wege fiihren von A nach B?

Abb. 98 ¢

Losung. Die Aufgabe ist aquivalent der vorigen; hier hat man fiir jede zu passierende Kreuzung
die Anzahl zu notieren (Abb. 98b). Sie ergibt sich hier als Summe der "oberen Nachbarn".

Die Aufgabe lasst sich auf beliebig viele jeweils parallele QuerstraBen verallgemeinern. Wie die
Losungen der Aufgaben zeigen, kann unser bisheriges Losungsverfahren miihselig werden, wenn
die Anzahlen der QuerstraBen mehrstellig sind. Wir suchen deshalb eine Berechnungsformel,
bei der nicht die Werte flir Kreuzungen ermittelt werden miissen.

Wir geben zunachst fir einen Weg einen "Code" an (vgl. Abb. 98a):

"0" bedeute stets fortschreiten in der einen Richtung, "1" entsprechend in der anderen. Demzu-
folge sind die beiden Wege in Abb. 98a durch 00 111 001 bzw. 1111 0000 zu kennzeichnen.
Allgemein wird eine zulassige Folge mit n = j+k Ziffern j-mal die 0 und k-mal die 1 enthalten.
Es kommt also darauf an, die Anzahl derartiger Folgen zu ermitteln. Hatten wir n verschiedene
Ziffern, so kamen die n! Permutationen als die Folgen in Frage; werden in den Permutationen
j Ziffern durch 0 und £ Ziffern durch 1 ersetzt, dann gibt es nur noch

n! B n! _(n
k! (n— kK \k

Folgen; es sind Kombinationen der k-ten Klasse.

Damit kann die bereits vorher ermittelte Zahl, die an jedem Kreuzungspunkt steht, mit einem
Binomialkoeffizienten ausgedriickt werden:

(o)

o)
5) () . ()
y

1
1
3
2

G 0 6 0

Bei den Aufgaben 1 und 2 gilt ) =6, £k =5 bzw. j = k =4, d.h., es war
11
( . ) = 462 bzw. (i) =70
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2.8 Figurierte Zahlen

zu ermitteln.

Das bei der Lésung erhaltene Schema lasst sich zu einem Dreieck vervollstandigen, das in der
n-ten Zeile die Binomialkoeffizienten von (g) bis (Z) enthalt.

Dieses Dreieck heit Pascalsches Dreieck. Es wurde nach dem franzésischen Mathematiker
Blaise Pascal (1623-1662) benannt, der die Binomialkoeffizienten untersuchte. Betrachtet man
den Aufbau des Pascalschen Dreiecks, so erkennt man folgende Eigenschaften:

1. Das Dreieck ist symmetrisch aufgebaut: In der n-ten Zeile gilt (Z) = (nﬁk) Das bedeutet,
die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge ist gleich der Anzahl
ihrer (n — k)-elementigen Teilmengen.

2. Aus der Losung der Aufgabe war zu erkennen, dass (Z) durch Summenbildung ermittelt

werden konnte:
n—1 n n—1 _(n
kE—1 k - \k

3. Die Summe der Binomialkoeffizienten in der n-ten Zeile ist 2": Es gilt
" (n
> (1) =
k=0 (k>

denn in der n-ten Zeile werden die Anzahlen der null-, ein-, zwei-, ..., n-elementigen Teilmengen
einer Menge mit n Elementen angegeben. Ihre Summe ist die Anzahl aller Teilmengen, namlich
2" (vgl. Aufgabe 1 von 2.2.).

2.8 Figurierte Zahlen

Folgende Aussagen sollen zunachst in der Ebene durch eine bestimmte Anordnung von Punkten
veranschaulicht werden:

a) Die Summe der ersten n ungeraden Zahlen ist n?.
b) Die Summe der ersten n natiirlichen Zahlen ist 1(n + 1)n.

Zu a). Durch Hinzunahme der nichstfolgenden ungeraden Anzahl von Punkten erhilt man
folgende quadratisch aufgebaute Figurationen:

1 1+3 1+345 1+345+7
. . L) e s e
.—I ° I e o0
e 0 e
1 4 9 16

Fir die ersten n ungeraden Zahlen erhalt man ein Quadrat aus n mal n Punkten.

Zu b). Jede Teilsumme soll ebenfalls durch eine Figuration dargestellt werden:

1 3 6 10 usw,

Wegen der Anordnung in Dreiecken heiBen diese Zahlen Dreieckszahlen.
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2.8 Figurierte Zahlen

Man vervollstindige das "Dreieck" zu einem "Rhombus" mit n? Punkten, indem am Mittel-
punkt einer "Seite" gespiegelt wird. Dabei wird eine "Diagonale" mit ihren n Punkten auf sich
abgebildet, d. h., die gesuchte Anzahl der Punkte des Ausgangsdreiecks betragt

n*+n  (n+1ln  (n+1
2 2\ 2

Die Dreieckszahlen sind folglich die Binomialkoeffizienten

BO0-01)
BAA

1
Abb. 99 @

W.

c) Auch die Binomialkoeffizienten der Form (g) lassen sich durch eine Figuration darstellen

(Abb. 99a). Auf Grund der Anordnungsmoglichkeit auf einem Tetraeder heiBen die Zahlen
Tetraederzahlen. Ein anschaulicheres Bild zeigt fir n = 6 die Abb. 99b).

Die erfolgreiche Untersuchung von figurierten Zahlen ist uns aus den friihen Zeiten der Pytha-
goreer bekannt.
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3.1 Begriff des endlichen Graphen

3 Endliche Graphen

In diesem Kapitel erfolgt mit Hilfe zahlreicher Beispiele eine Einfiihrung in die Theorie der
endlichen Graphen. Samtliche Teile wurden bereits mit ausgewahlten Schiilern der 6. Klasse
im Kreisklub Potsdam erprobt.

Bis auf den letzten Abschnitt (Isomorphismus und Automorphismus), der erst in hoheren Klas-
senstufen (etwa ab Klasse 9) behandelt werden sollte, verlief diese Erprobung recht erfolgreich.
Dadurch, dass teils spielerische, teils schopferische Elemente in die Erarbeitung einflossen,
wurde das Interesse der Schiiler wachgehalten. Meist konnten Losungen selbstandig gefunden
werden.

Die zu fiihrenden Untersuchungen sind teils Anzahlbestimmungen (iber Knoten, Kanten, Kno-
tengrade, Hamiltonsche Linien, Baume, Automorphismen), teils Existenzuntersuchungen (iiber
Eulersche und Hamiltonsche Linien, Automorphismen, Farbungen). Meist wird von realen Ob-
jekten (wie z. B. von Landkarten, geometrischen Koérpern, Verkehrsnetzen, Schaltplanen, Mo-
lekiilen) ausgegangen, um ihnen dann einen endlichen Graphen zuzuordnen.

Der dabei zu vollziehende Abstraktionsprozess sollte den Schiilern stets deutlich gemacht wer-
den und sie zu der Einsicht fiihren, dass die Mathematik ihren Ursprung in der objektiven
Realitat hat, ihr Gegenstand jedoch abstrakte Objekte sind, die bestimmte wesentliche Eigen-
schaften aufweisen.

Fast alle Abschnitte dieses Kapitels sind gegeniiber den anderen relativ abgeschlossen. Nur die
in 3.5. zu betrachtenden Baume und deren Eigenschaften finden bei Farbungsproblemen in
3.6. weitere Verwendung.

Bei den Losungen der Aufgaben tiber Anzahlbestimmungen steht neben der vollstandigen und
systematischen Fallunterscheidung das Beweisverfahren der vollstandigen Induktion im Vor-
dergrund. Bei der Losung von Existenzproblemen sind dagegen die Schiiler eingehend mit der
Beweismethode des indirekten Beweises vertraut zu machen.

Das schopferische Arbeiten der Schiiler kann in vielen Fallen durch sinnvolles Probieren: ange-
regt und gefordert werden. Bei der Losung gleichartiger Aufgaben sollte auch dem Analogie-
prinzip Aufmerksamkeit geschenkt werden. Inwieweit Teile von Kapitel 2 Verwendung finden,
zeigt die folgende Ubersicht:

3.2. Eulersche Graphen: 2.6. Kombinationen

3.4. Die Eulersche Formel: 2.2. Das Beweisverfahren der vollstandigen Induktion

3.5. Baume: 2.2. Das Beweisverfahren der vollstandigen Induktion, 2.6. Kombinationen
3.6. Farbungsprobleme: 2.2. Das Beweisverfahren der vollstandigen Induktion

3.7. Isomorphismus und Automorphismus: 2.3. Abbildungen

3.1 Begriff des endlichen Graphen

Man stelle sich das Kantenmodell eines Wiirfels vor. Wir nehmen an, dass der Korper anstelle
der Kanten Gummibander habe, die an den Eckpunkten miteinander verknotet sind. Auf Grund
der Bauweise des Modells ist man in der Lage, das Modell zu deformieren, es sogar in die Ebene
zu driicken.

Wir kénnten dann etwa Abb. 100a als Bild in der Ebene erhalten. Zieht man vier Knoten
geeignet auseinander, so konnte sich auch das in Abb. 100b gezeigte Bild ergeben.
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3.1 Begriff des endlichen Graphen

Abb. 100 @ b) <)

Bei einer weiteren Deformation sind die Gummibander nicht mehr gestrafft. Die Bilder der
Kanten werden dann durch Bogen dargestellt (vgl. Abb. 100c).

Ahnliche Darstellungen findet man bei Schaltkreisen, in denen verschiedene Bauelemente auf
unterschiedliche Weise miteinander verbunden sind, oder auch in Planen fiir Telefonverbindun-
gen und in Karten fir Flugverbindungen.

Bei all diesen Darstellungen sind folgende Eigenschaften nicht mehr entscheidend (die jedoch
beim Wiirfel wichtig sind):
Langenbeziehungen, Winkeleigenschaften, Parallelitat, Geradlinigkeit.

Erhalten geblieben sind jedoch all jene Beziehungen, die dariiber Auskunft. geben, welche
Knoten miteinander durch Kanten verbunden sind. Es ist also eine bestimmte Menge P von
Knoten gegeben, die durch Kanten, Elemente einer Menge K, miteinander verbunden sind.
Damit haben wir einen Graphen G erhalten.

Wir betrachten Abb. 100 und bestimmen die Anzahl |P| der Knoten und die Anzahl |K| der
Kanten sowie ihre Zuordnung. Fir alle drei Graphen gilt |P| = 8, |K| = 12, und zu jedem
Knoten fiihren genau drei Kanten.

Weitere Beispiele enthalt Abb. 101.

PR po s

Abb. 101 e %
Welche Unterschiede bestehen in der Zuordnung der Kanten zu den Knoten in Abb. 101 7 In
den Graphen a), b) und c) sind jeder Kante genau zwei Knoten zugeordnet. Das ist bei d)
nicht der Fall. Hier tritt eine sogenannte Schlinge auf, die genau einem Knoten zugeordnet ist.
Im letzten Fall ist nur ein isolierter Knoten angegeben, die Menge K der Kanten ist leer.

Wir wollen fiir die nachsten Untersuchungen von Graphen Schlingen und isolierte Knoten
ausschlieBen.
Jetzt ist alles bekannt, um fiir den Begriff des Graphen eine Definition anzugeben.

Definition. Ein (schlingenfreier) Graph G (ohne isolierte Knoten) ist ein Tripel (P, K, f),
wobei P eine nichtleere Menge von Knoten, K eine nichtleere Menge von Kanten und f eine

Abbildung ist, die jeder Kante aus K genau zwei Knoten aus P zuordnet.
Ein Graph heiBt endlich, wenn die Mengen P und K endlich sind.

Wir werden uns im folgenden nur mit endlichen Graphen beschaftigen. Wenn keine Missver-
standnisse zu befiirchten sind - etwa auf Grund einer vorliegenden Abbildung - werden wir
Graphen kiirzer mit (P, K') bezeichnen.

Die Anzahl der Kanten, die zu einem Knoten p fiihren, heiBt Grad des Knotens und wird mit
s bezeichnet.
Ist s; der Grad von p;, dann gilt in Abb. 102
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G1281:$2:83:S4:S5:4
Gy:s1=584=1,8=83=2
Gg151:2,82:83:5’4:4,85256:3
G4381:4782:83:2

p
.
b,

P P, fel
= 5 D3 v 3 p1p3
Py P, Py Ps il Ps

Abb. 102 E Gz = %
Ein Graph G heiBt zusammenhangend, wenn je zwei Knoten durch einen Kantenzug (eine
Linie) verbunden werden kénnen, der ganz zu G gehort.

In Abb. 102 sind G bis G4 zusammenhangend, in Abb. 103 jedoch nur Gf.

SchlieBlich nennen wir einen Graphen GG einfach, wenn je zwei Knoten durch héchstens eine
Kante verbunden sind. G, G5, G5, G5, G sind demnach einfache Graphen, G4 und GG; dagegen

L T Gt

Abb. 103 % 6 %

Aufgabe 1. Es sind die £ Kanten und n Knoten sowie die Knotengrade s1, s9, S3, ..., S,, eines
Graphen G gegeben. Wie groB ist die Summe der Knotengrade von G? (Man probiere zunichst
an einem Beispiel.)

Losung: Gesucht ist s1 4+ s9 4+ ... + 8, = Y S;.
=1

Jede Kante lasst sich durch zwei Halbkan’éen ersetzen, von denen jede zu genau einem Knoten
fihrt. Hat der Knoten p; den Grad s;, so filhren zu ihm genau s; Halbkanten. Daraus folgt,
dass die Summe aller Knotengrade gleich der Anzahl der Halbkanten und deshalb gleich der
doppelten Kantenzahl ist:

n

Folgerung. Die Summe der Knotengrade ist also stets eine gerade Zahl.
Durch die nachsten Aufgaben sollen weitere Zusammenhange zwischen den Knotengraden und
der Anzahl der Knoten aufgedeckt werden.

Aufgabe 2. Gegeben ist ein Graph G, der auch Knoten ungeraden Grades hat. Ist die Anzahl
der Knoten ungeraden Grades eine gerade oder ungerade Zahl?

Losung: Es wird die Summe der Knotengrade von GG in zwei Summen zerlegt: i 5; =S¢+ Su.
i=1
Dabei ist

Sy die Summe der Knotengrade der Knoten mit geradem Grad,
S; die Summe der Knotengrade der Knoten mit ungeradem Grad.

Sy ist eine Summe gerader Zahlen und damit selbst eine gerade Zahl. Da i s; eine gerade
i=1
Zahl ist (Aufgabe 1), muss auch S, gerade sein. S, hat nur ungerade Summanden, deshalb
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3.1 Begriff des endlichen Graphen

kann S, nur gerade sein, wenn es aus einer geraden Anzahl von Summanden besteht.

Folgerung. Die Anzahl der Knoten ungeraden Grades ist eine gerade Zahl.
Diese Aussage lasst sich in anderen Bereichen anwenden:

1. Jedes Kohlenwasserstoffmolekiil enthalt geradzahlig viele Wasserstoffatome (Abb. 104).

H HH H H H
L] b
H—C—C—C—C—H H. . H
T T o=l
H HHH H” “H

Abb. 104

Wir betrachten das Molekiil als Graphen, in dem die Atome die Knoten und die Bindungen
die Kanten darstellen. Wasserstoff ist einwertig, kann also als Knoten ungeraden Grades be-
trachtet werden; davon gibt es stets geradzahlig viele.

2. Ein Korper, von dessen Eckpunkten eine ungerade Anzahl von Kanten ausgeht (vgl. Tetra-
eder, Dodekaeder, lkosaeder und Abb. 105), hat geradzahlig viele Eckpunkte.

Py

/N

P " Ps
Py
Abb. 105 P s =05, 82,...,56 = 3, |[P| = 6

3. Die Anzahl der Menschen, die einer ungeradzahligen Anzahl von Personen (z. B. in einer
Klasse, Schule usw.) die Hand geschiittelt hat, ist eine gerade Zahl.

4. Die Anzahl der Lander, die eine ungerade Anzahl von Grenzen zu anderen Landern haben,
ist gerade. Denn nehmen wir die Hauptstadte als Knoten und kennzeichnen die Existenz einer
gemeinsamen Grenze durch eine Kante, so haben wir einen Graphen, fiir den die bewiesene
Aussage ebenfalls gilt. Die Anzahl der Lander mit ungeradzahlig vielen Grenzen ist in Abb. 106

T
S5

Abb. 106 )

5. a) In Abb. 107 sind Graphen mit ungerader Knotenzahl gegeben. Man bestimme die Anzahl
P, der Knoten geraden Grades.

PT-PINE

Abb. 107 & &
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3.2 Eulersche Graphen

b) In Abb. 108 sind Graphen mit gerader Knotenzahl gegeben. Man bestimme die Anzahl der
Knoten geraden Grades.

2 AL AP

Abb. 108 A* 2

Welche Vermutung lasst sich daraus ablesen?

a) Ein Graph G mit ungerader Knotenzahl hat stets ungeradzahlig viele Knoten geraden Grades.
b) Ein Graph G’ mit gerader Knotenanzahl hat stets geradzahlig viele Knoten geraden Grades.
Aufgabe 3. Man beweise diese beiden Aussagen.

Beweis. a) Ist eine ungeradzahlige Knotenanzahl gegeben, so ergibt sich die Zahl der Knoten
geraden Grades aus der Differenz einer ungeraden Zahl und einer geraden Zahl (nach Aufgabe
2). Diese Zahl ist stets ungerade.

b) Ist eine gerade Anzahl von Knoten gegeben, so ist die Anzahl der Knoten geraden Grades
die Differenz zweier gerader Zahlen (nach Aufgabe 2). Man erhélt eine gerade Zahl.

Aufgabe 4. a) Man gebe Graphen an, bei denen jeder Knoten den Grad 3 hat.

b) Man begriinde, weshalb es unmdglich ist, in einem solchen Graphen, der aus n Knoten
besteht, einen Graphen mit n — 1 Knoten vom Grade 3 anzugeben.

Losung: a) Beispiele zeigt Abb. 109.

Abb. 109 f

b) Solche Graphen haben geradzahlig viele Knoten (nach Aufgabe 2). Deshalb ware n — 1
eine ungerade Zahl. Ein Graph kann aber (nach Aufgabe 1) niemals eine ungerade Anzahl von
Knoten mit dem Grad 3 besitzen.

3.2 Eulersche Graphen

Einen AnstoB zur Entwicklung der Theorie der Graphen gab 1735 der bekannte Mathematiker
Leonhard Eulefl]in seinem "Kénigsberger Briickenproblem":

Die Stadt Konigsberg hatte vier Stadtteile, die durch einen Fluss getrennt, aber durch sie-
ben Briicken erreichbar waren (Abb. 110a). Diese vier Stadtteile sollen auf einer Route so
durchlaufen werden, dass jede der sieben Briicken genau einmal benutzt wird.

Abb. 110 < b)

11707 in Basel geboren, 1785 in St. Petersburg gestorben. Er wirkte an den Akademien in Petersburg und
Berlin.
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3.2 Eulersche Graphen

Dazu miisste man im unginstigsten Fall alle Anordnungen der Zahlen 1 bis 7, d.h. 7! = 5040
verschiedene Wege tiberpriifen. Um diesen Aufwand zu ersparen, nutzen wir die bereits erlang-
ten Kenntnisse iiber Graphen.

Stellt man sich jeden Stadtteil als Knoten und jede Briicke als Kante vor, so erhélt man einen
Graphen, aus dem man alle weiteren Informationen entnehmen kann (Abb. 110b). Der so er-
haltene Graph stellt nur die Verbindungen der einzelnen Teile dar; das ist auch das Wesentliche
fir die Aufgabe.

Jetzt gilt es, diesen Graphen in einem Zuge zu durchlaufen, ohne eine Kante zweimal zu
benutzen. Dieses Problem konnen wir l6sen, wenn wir Bedingungen kennen, unter welchen
man in Graphen eine Linie finden kann, die simtliche Knoten und Kanten enthélt, so dass
dabei jede Kante genau einmal durchlaufen wird. Eine solche Linie nennt man Eulersche Linie.

Aufgabe 1. Man untersuche als Beispiele die Graphen in Abb. 111.

N
N

Abb. 111 " ) )
Welche Graphen lassen sich in einem Zuge durchlaufen 7 Man betrachte bei diesen Graphen
die Knotengrade. Welchen Knotengrad haben die Anfangs- und Endknoten 7

Losung: Die Graphen a) bis d), f), h), i), j), I), m) in Abb. 111 besitzen eine Eulersche Linie.
Aufgabe 2. Welche Einsichten vermitteln uns die Beispiele?

Losung: 1. Es ist offensichtlich, dass der Graph zusammenhangend sein muss, da sonst von
vornherein keine geschlossene Linie geforderter Art zu finden ware.

2. Wollen wir einen Knoten, der weder Anfangs- noch Endknoten ist, (iber eine Kante erreichen,
so missen wir ihn iiber eine andere wieder verlassen. Gelangt man iber zwei Kanten zu ihm,
so muss man ihn (iber zwei andere wieder verlassen usw.

Das heiBt, die Anzahl der Kanten eines solchen Knotens muss gerade sein, um unsere Bedin-
gung zu erfiillen.

3. Bei einem Graphen kann die Linie dort enden, wo sie begonnen hat. Das muss aber nicht
immer der Fall sein. Dann haben Anfangs- und Endknoten als einzige Knoten einen ungeraden
Grad.

Es gilt sogar folgender

Satz. Ein Graph G besitzt genau dann eine Eulersche Linie, wenn
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3.3 Hamiltonsche Linien

1. G zusammenhangend ist und

2. GG entweder keinen Knoten ungeraden Grades oder genau zwei Knoten ungeraden Grades
hat.

Ein solcher Graph G heiBt Eulerscher Graph.

Kehren wir zum "Briickengraphen" zuriick und wenden die erarbeiteten Kriterien an, so stellen
wir fest, dass die im Satz genannte Bedingung 2 nicht erfiillt ist. Das bedeutet, dass dieser
Graph keine Eulersche Linie hat und dass man deshalb die Briicken nicht genau einmal benutzen
kann.

Aufgabe 3. Wie konnte eine weitere "Briicke" angelegt werden, um einen solchen Weg doch
noch zu ermoglichen ?

Losung: Es konnte eine Kante von IV nach Il hinzugefiigt werden, dann gabe es genau zwei
Knoten (1, 1ll), die einen ungeraden Grad haben.

3.3 Hamiltonsche Linien

Aufgabe 1. In Abb. 112 ist eine Karte der Flugverbindungen von neun Stadten gegeben. Ein
Reisender mochte alle Stadte genau einmal bereisen und dann zu seinem Ausgangsort, der
Stadt 1, zuriickkehren. Ist eine solche Reise moglich 7 Wenn ja, ist die Anzahl der Reiserouten
anzugeben.

ne
o

Abb. 112 9

Losung: Betrachtet man diesen Plan als Graphen, so sind die Stadte seine Knoten und die
Flugverbindungen seine Kanten. Sollen die gestellten Bedingungen realisiert werden, dann
miissen alle Kanten genutzt werden, die zu einem Knoten vom Grad 2 fiihren; das sind die
Knoten 1, 3, 4, 5, 6.

Damit erhalten wir die Teilgraphen mit den Knoten 8, 5, 1, 9 bzw. 9, 4, 3, 6,7.

Gehen von einem Knoten dieser Teilgraphen mehr als zwei Kanten aus, so konnen nur zwei
davon zur Reise gehoren. Damit fallt zunachst die Verbindung 92 und schlieBlich auch 78
heraus, damit 2 in der Reiseroute verbleibt. Wir erhalten dann einen Graphen, der alle Knoten
genau einmal enthalt.

Damit sind zwei Reiserouten gegeben, namlich 1943672851 bzw. 1582763491. Weitere Rei-
serouten gibt es nicht, und die beiden gefundenen Reiserouten unterscheiden sich nur im
Durchlaufsinn. In den graphentheoretischen Betrachtungen werden diese beiden Routen (We-
ge) als gleichwertig angesehen und nicht unterschieden.

Wir haben in einem Graphen G eine Linie gesucht, die jeden Knoten genau einmal enthalt.
Nach W. R. Hamilton (1805-1865) heiBen diese Linien Hamiltonsche Linien. Sind sie geschlos-
sen (wie in Aufgabe 1), so werden sie geschlossene Hamiltonsche Linien genannt.

Eine geschlossene Hamiltonsche Linie eines Graphen (P, K') erweist sich als Teilgraph (P, K'),
fir den jeder Knoten den Grad 2 hat.
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3.3 Hamiltonsche Linien

Aufgabe 2. Man gebe in den Graphen der Abb. 113 eine Hamiltonsche Linie an. Fiir welche
Graphen ist das nicht moglich?

ORI
T@m

Abb. 113

Losung: In den Graphen G5 und Gj lassen sich Hamiltonsche Linien finden, in den (ibrigen

dagegen nicht.
\ 3 | 5 6 usw

Abb. 114 P! 2

Die Graphen in Abb. 114, bei denen jeder Knoten mit jedem anderen durch eine Kante ver-
bunden ist, haben stets eine Hamiltonsche Linie. Solche Graphen heiBen vollstandige Graphen.

Aufgabe 3. In Abb. 115a ist ein Eisenbahnliniennetz gegeben. Ein Reisender will auf dem Wege
von A nach Z alle verzeichneten Stadte genau einmal besuchen. Ist das moglich?

Losung: Wir wollen das Netz als Graph auffassen, der 24 Knoten besitzt, und suchen eine
Hamiltonsche Linie von A nach Z. Wir konnen leicht nachpriifen, dass sich die Knoten des
Graphen so mit zwei Farben farben lassen, dass benachbarte Knoten stets verschiedene Farben
haben (Abb. 115b).

Angenommen, man kdnnte von A nach Z alle Stadte genau einmal besuchen. Der Reisende
aus A misste 23 fremde Stadte besuchen, die Farbe somit auch 23mal wechseln. Das heiBt
aber, da 23 eine ungerade Zahl ist, dass A und Z verschieden gefarbt sein miissten. Das ist
nicht der Fall.

Aus diesem Widerspruch ergibt sich, dass es in diesem Graphen keine Hamiltonsche Linie gibt
und deshalb der Reisende die gewiinschte Reise nicht durchfiihren kann.

A A

z
Abb. 115,116 «) b)
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3.3 Hamiltonsche Linien

Aufgabe 4. Ist in dem durch Abb. 116 gegebenen Eisenbahnliniennetz eine Rundreise moglich,
die jede Haltestelle genau einmal enthalt 7

Losung: Wir betrachten das Eisenbahnnetz als Graphen, in dem jeder Knoten eine Haltestelle
ist, und suchen im gegebenen Graphen eine Hamiltonsche Linie. Angenommen, es géabe eine
solche. Wir stellen fest, dass von zwei benachbarten Knoten stets einer den Grad 3 und der
andere den Grad 4 hat.

Damit missten sich auch in der Hamiltonschen Linie die Knotengrade 3 und 4 abwechseln. Der
Graph hat aber acht Knoten mit dem Grad 3 und sechs Knoten mit dem Grad 4. Eine Abwechs-
lung ist also nicht moéglich. Mit diesem Widerspruch ist gezeigt, dass es keine Hamiltonsche
Linie gibt.

Abb. 117 f2) s

Aufgabe 5. In Abb. 117a ist das Busliniennetz einer Stadt dargestellt. Jede Linie soll geschlossen
sein und jede der sechs Haltestellen genau einmal enthalten. Man ermittle méglichst viele
verschiedene Buslinien.

Losung: Wir betrachten das Busliniennetz als Graphen und die Haltestellen als Knoten des
Graphen ] Es kommt also darauf an, in ihm moglichst viele geschlossene Hamiltonsche Linien
zu finden.

1. Man versuche, eine solche Linie zu finden (Abb. 117b).
2. Man gebe von dieser Linie ausgehend weitere an, indem diese innerhalb des Graphen gedreht
wird. Warum ist das moglich? (Vgl. Abb. 117c.)

2Es sei bemerkt, dass der Graph in Abb. 117a auch als Graph eines Oktaeders aufgefasst werden kann.
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3.3 Hamiltonsche Linien

3. Davon ausgehend, sind weitere Hamiltonsche Linien mit Hilfe von Spiegelungen anzugeben
(Abb. 117d).

4. Man suche weitere geschlossene Hamiltonsche Linien (Abb. 117e,, g) und gebe davon aus-
gehend durch Spiegelung und Drehung weitere voneinander verschiedene Hamiltonsche Linien
an (Abb. 117e, g).

Nachbemerkung zur Losung. Es gibt im obigen Graphen genau 16 Hamiltonsche Linien.

Beweis. Die Losung der Aufgabe schloss die Erzeugung neuer Linien durch Drehungen und
Spiegelungen der Grundfigur ein. Es kommt hier zunachst darauf an, alle moglichen Hamilton-
schen Linien bis auf Kongruenz herauszufinden.

Fall 1. Zwei der Kanten AB, BC, C'A gehoren zur Hamiltonschen Linie. Wir diirfen nach der
Vorbemerkung ABC' als Anfang voraussetzen.

a) Fortsetzung mit C'D. Hier kann nur zu ABCDFEA (Abb. 117e;) erganzt werden.

b) Fortsetzung mit OF'. Die Erganzung kann nur ABCFDE A (Abb. 117f;) oder ABCFEDA
(Abb. 117e4) lauten.

Fall 2. Zur Hamiltonschen Linie gehort genau eine der Kanten AB, BC', C'A, etwa AB.
a) Fortsetzung BE. Hier ist nur ABEFCDA (Abb. 117d;) moglich.
b) Fortsetzung BF. Es gibt nur die Ergdnzung ABFCDEA (Abb. 117b).

Fall 3. Keine der Kanten AB, BC, C'A gehort zur Hamiltonschen Linie, so dass sie nur
ADCFBEA (Abb. 117g) sein kann.

Alle tGibrigen Hamiltonschen Linien gehen aus den ermittelten durch Drehung oder Spiegelung
hervor. Da die Hamiltonschen Linien unserer Fallunterscheidung in Abb. 117 enthalten sind,
lasst sich keine weitere finden; d. h., Abb. 117 enthalt bereits die 16 moglichen Hamiltonschen
Linien.

Aufgabe 6. Es liegt eine Ubersicht eines Gebaudes mit 20 Raumen vor (Abb. 118a). Ist ein
Rundgang, bei dem alle Raume genau einmal besucht werden, moglich?

Q R
[ O\
Abb. 118, 119 @ b} 0

Losung: Um diese Aufgabe zu l6sen, schaffen wir uns einen zugehorigen Graphen. Er soll so
beschaffen sein, dass seine Knoten die 20 Rdume darstellen und seine Kanten die Verbindungs-
moglichkeiten durch eine Tir. Dann erhalten wir den Graphen der Abb. 118b.

In diesem Graphen gibt es keine Hamiltonsche Linie, da im mittleren "Kreis" nur jeder zweite
Knoten mit dem inneren "Kreis" durch eine Kante verbunden ist. Ein Knoten vom Grad 2 wird
deshalb nicht oder mehr als einmal erfasst.

Aufgabe 7. a) Gegeben sei ein Dodekaeder. Kann man entlang seiner Kanten eine "Rundreise"
machen, so dass alle seine Ecken genau einmal besucht werden ? (Hamilton, 1859)

Losung: Wir projizieren das Dodekaeder geeignet in die Ebene (Abb. 119) und erhalten einen
Graphen, bei dem jeder Eckpunkt einen Knoten und jede Kante des Korpers eine Kante des
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3.3 Hamiltonsche Linien

Graphen darstellt. Formuliert man die Aufgabe um, so sind in diesem Graphen geschlossene
Hamiltonsche Linien gesucht.
ABCDEFGHIKLMNOPQRSTU A ist eine geschlossene Hamiltonsche Linie.

b) Man gebe weitere geschlossene Hamiltonsche Linien an, die mit AB beginnen und mit U A
enden. Losungsbeispiele sind:

ABMLPQRGHIKCDEFTSONUA, ABCKIHDEFGRQPLMNOSTUA,
ABCDEFTSOPQRGHIKLMNUA

c) Wie konnen aus diesen Hamiltonschen Linien weitere gewonnen werden, die mit AE begin-
nen und wieder mit U A enden?

Losung: Durch Spiegelung an AU geht z. B. die unter a) genannte Linie in
AEDCBMLKIHGFTSRQPONU A uber.

Es soll nun ein Verfahren erlautert werden, wie man Hamiltonsche Linien auffinden kann, wenn

der Graph solche iiberhaupt enthalt. Dazu soll das folgende Beispiel dienen:

Gegeben sei der Graph (P, K), in dem man zwei Teilgraphen (P, K;) und (P, K3) angeben
kann, die in sich geschlossen und nicht verbunden sind sowie alle Knoten von P enthalten
(Abb. 120a).

Indem wir aus KUK, die Kanten AD und EF entfernen und die Kanten AF und D Ehinzunehmen,
erhalten wir eine Hamiltonsche Linie (Abb. 120b).

E H
~. 0 cC_ - | -~ D
-K F
~ A : B~ | ¢ E
~ !
£ Ky G 8 A

Abb. 120 121 & 2 u

Aufgabe 8. Es ist mit Hilfe dieses Verfahrens eine Hamiltonsche Linie im Dodekaeder anzuge-
ben.

Losung: Wir betrachten die geschlossenen Linien
K, : ABCDFEA, Ky : FGHIKLMNUTF, K3 : OPQRSO.

Damit kann das beschriebene Verfahren angewendet werden. Beispielsweise lieBen sich die
Kante AE aus K1, und F'T aus K5 entfernen und die Verbindungen E'F und AU schaffen

(Abb. 121). Es kénnen nun OS und NU entfernt und NO, ST hinzugenommen werden.
Damit haben wir eine Hamiltonsche Linie erhalten.

Aufgabe 9. a) Auf einem "Schachbrett" mit 4 x 4 Feldern operiert ein Springer. Es sind vier
Folgen von je vier Ziigen, die in sich geschlossen sind, derart anzugeben, dass dabei alle 16
Felder erreicht werden.

Losung: Die vier Folgen bilden einen Graphen G (Abb. 122a) mit |P| = 16 (Anzahl der Felder)
und | K| = 16 (Anzahl der Zige), der in vier Teilgraphen G; mit |P;| = |K;| =4 (i =1, ...,4)
zerfallt, die nicht miteinander verbunden sind.

b) Man finde auf einem Schachbrett eine Folge von Springerziigen, bei der auf jedes der 64
Felder genau einmal gesetzt wird (L. Euler).
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3.4 Die Eulersche Formel

Abb. 122, 123 @ b)

Losung: Das "Schachbrett" aus a) wird nun verwendet, um eines aus 8 x 8 Feldern zusam-
menzusetzen (Abb. 122b). Wir haben damit einen Graphen erhalten, der aus 16 Teilgraphen
besteht, die alle in sich geschlossen und nicht miteinander verbunden sind. Alle 64 Felder
werden genau einmal benutzt, und jeder Knoten ist vom Grad 2. Es sind demnach alle Vor-
aussetzungen fiir das oben genannte Verfahren gegeben, eine Hamiltonsche Linie zu finden.
Jeder Teilgraph muss mit einem anderen durch Kanten verbunden werden, die erlaubte Ziige
eines Springers darstellen (z. B. die Kante k in Abb. 122b).

Durch geeignetes Verbinden und Weglassen der Kanten erhalt man den Graphen in Abb. 123.

Es soll noch folgendes vermerkt werden: Wenn man die Ziige - wie im Graphen angedeutet
- der Reihe nach mit 1, 2, ..., 64 nummeriert, erhdlt man die quadratische Anordnung dieser
Zahlen in acht Zeilen und acht Spalten, so dass alle Zeilensummen und alle Spaltensummen
gleich sind. Hier betragt die Summe 260 (Jaenisch, 1862).

Ein allgemeines Kriterium (mit einer hinreichenden und notwendigen Bedingung) fiir die Exis-
tenz von Hamiltonschen Linien hat man noch nicht gefunden.

Aufgabe 10. Es ist zu untersuchen, ob man mit einem Springer alle 7 - 7 = 49 Felder eines
"Schachbretts" durchlaufen kann, so dass auf jedes Feld genau einmal gesetzt wird und der
letzte Zug auf einem dem Ausgangsfeld benachbarten Feld endet.

Losung: Die Felder des Brettes konnen abwechselnd mit zwei Farben gefarbt werden. Bei jedem
Zug des Springers wechselt die Farbe des Feldes. Da 48 Ziige auszufiihren sind, missen das
erste und 49. Feld die gleiche Farbe haben. Das ist fiir benachbarte Felder nicht der Fall, d.
h., dass die gestellten Forderungen nicht erfiillt werden konnen.

3.4 Die Eulersche Formel

Ein einfacher, zusammenhangender Graph G heiBt planar, wenn er in der Ebene so dargestellt
werden kann, dass sich keine Kanten schneiden (Abb. 124).

— A

Aufgabe 1. Man stelle die Graphen in Abb. 125 so dar, dass die Eigenschaft, planar zu sein,

erkennbar wird.
GZ GJ G{,,
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3.4 Die Eulersche Formel

Bemerkung. GG1, G, G3 sind planare Graphen. (G4 lasst sich in der Ebene nicht so darstellen,
dass zwei Kanten einander nicht schneiden. Der Beweis erfolgt nach weiteren Betrachtungen
in Aufgabe 3. Da sich Kanten eines planaren Graphen nicht schneiden, wird die gesamte Ebene
in Teile zerlegt, die wir Flachen nennen (Abb. 126). Unter |F'| verstehen wir die Anzahl der
Flachen.

Abb. 126

Der Graph G5 teilt die Ebene in vier Flachen. Der Graph Gg teilt die Ebene in drei Flachen.
Stets ist eine der Flachen unbegrenzt.

Aufgabe 2. a) Man erfasse |P|, |F'| und | K| fiir die planaren Graphen G; in Abb. 125 und 126
in einer Tabelle.
b) Welcher Zusammenhang von |P|, |F| und | X] ist zu vermuten?

Losung:
Graph |P| |F] |K|
G, 4 4 6
Goy 5 4 7
Gjs 5 6 9
Gy 4 4 6
Gs 7 3 8
Vermutung: | |P|+ |F| = |K|+2

Diese Aussage soll nun mit Hilfe der Beweismethode der vollstindigen Induktion bewiesen
werden. Dazu werden vorher noch folgende Vereinbarungen getroffen: |P| = e, |K| = k,
[F| = /.

Satz. Fiir planare Graphen gilt e + f = k + 2.

Beweis. 1. Ist £ = 1, so gilt f = 1 und e = 2. Die Formel e 4+ f = k 4 2 ist fiir diesen Fall
richtig.

2. Es wird nun vorausgesetzt, dass die Formel fiir beliebige Graphen mit n Kanten gilt: ¢/4 ' =
n + 2. Es soll gezeigt werden, dass sie auch fiir einen Graphen mit n + 1 Kanten gilt, der f
Flachen und e Knoten aufweist: e + f = (n + 1) + 2.

Man unterscheide dabei zwei Falle:

a) In einem Graphen G mit n+1 Kanten existiert zwischen je zwei Knoten genau ein Kantenzug
(vgl. Abb. 127a). Dann gibt es aber keinen in sich geschlossenen Kantenzug, d. h., es gilt f = 1.
Da nur endlich viele Knoten gegeben sind, gelangt man stets von einem beliebigen Knoten zu
einem auBeren Knoten. Entfernt man einen duBeren Knoten zusammen mit der dazugehorigen
Kante, so erhalten wir einen neuen Graphen GG’ mit ¢ = e — 1 Knoten und n Kanten, der
zusammenhangend bleibt.

Fir den Graphen GG’ gilt nach Voraussetzung ¢’+ f' = n+2. Danach erhalt man e—1+4f = n+2
und damite+ f = (n+1) + 2.
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= b W

Abb. 127,128 ¢

b) Der Graph G mit n + 1 Kanten hat zwei Knoten, die durch mindestens zwei Kantenziige
verbunden sind, d.h., durch diese Knoten existiert ein in sich geschlossener Kantenzug (vgl.
Abb. 127b).

Entfernt man aus diesem Kantenzug eine Kante, so erhalt man einen neuen Graphen G’ mit
e€=e kK =n+1-1und f' = f — 1, der zusammenhangend bleibt. Nach Voraussetzung
gilt fir diesen Graphen mit n Kanten ¢’ + f' =n + 2.

Daraus erhalt man e + f — 1 = n + 2 und somit e + f = (n + 1) + 2. Damit haben wir die
Eulersche Formel e + f = k + 2 bewiesen.

Diese Formel, die schon R. Descartes (1596-1650) als Polyederformel bekannt war, soll uns
bei der Losung der nachsten Aufgaben helfen.

Aufgabe 3. Es ist zu beweisen, dass ein vollstandiges Fiinfeck (Abb. 128) nicht planar ist.

Beweis. a) Angenommen, der Graph des vollstandigen Fiinfecks ware planar. Dann wiirde fiir
ihn die Eulersche Formel gelten, d.h. 5+ f == 10+ 2 bzw. f = 7. Jede dieser Flachen muss
von mindestens drei Kanten begrenzt sein. Deshalb miisste k > 27 = 10,5 (> 10) gelten.

Da nur zehn Kanten vorhanden sind, ist das ein Widerspruch. Damit haben wir den Beweis
erbracht.

Aufgabe 4. Ist der Graph in Abb. 129a planar?

Losung: Fir diesen Graphen gilt e = 6, &k = 9. Ware der Graph planar, so galte nach der
Eulerschen Formel f = 5. Jede Flache hatte in diesem Graphen wenigstens vier Kanten. Ein
Beispiel dafiir ist in Abb. 129b angegeben. Deshalb miisste a = 10 gelten.
Das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung. Dieser Graph ist nicht planar.

A
2 v L
I \
|
!
. /
b) a) b)

Abb. 129,130

Aufgabe 5. In wie viele Ebenenteile wird ein konvexes n-Eck durch seine Diagonalen geteilt?
Dabei sollen niemals drei Diagonalen durch einen Punkt gehen (Abb. 130a).

Losung: Arbeiten wir mit den Begriffen der Graphentheorie, so stellt das n-Eck mit seinen
Seiten, Diagonalenabschnitten, Eckpunkten und Diagonalenschnittpunkten einen Graphen dar.
Ein solcher Graph ist planar (vgl. Abb. 130b). Da nur das Innere des n-Ecks von Interesse ist,

wird f — 1 gesucht. Die Anzahl der Knoten ist e = n + (Z) namlich gleich der Anzahl der
Eckpunkte und der Schnittpunkte der Diagonalen (vgl. Aufgabe 8 in 2.6.).

Von jeder Ecke des n-Ecks gehen n — 1 und von jedem Schnittpunkt der Diagonalen vier
Kanten aus; dabei wurde aber jede Kante doppelt gezahlt, d.h.

s () 4-) ()
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3.4 Die Eulersche Formel

Fir diesen planaren Graphen gilt e + f = k + 2. Somit ist

s () (o)) ()

die Anzahl der Ebenenteile, die durch die Diagonalen im Inneren eines konvexen n-Ecks ent-
stehen.

Aufgabe 6. Wie viele Kanten kann ein planarer Graph mit e Knoten hdchstens besitzen?

Losung: Wir gehen von einem planaren Graphen mit e Knoten aus. Es lasst sich ein planarer
Graph mit einer groBeren Anzahl von Kanten finden, solange eine Flache mehr als drei Kanten
besitzt.

Wir gehen nun zu einem neuen planaren Graphen mit denselben Knoten iiber, der die alten
Kanten und neue Kanten derart besitzt, dass jede Flache genau drei Kanten hat (Abb. 130b);
furihn gilt ¢ = e und k&' = %f/ bzw. [’ = %’“' Nach der Eulerschen Formel ist e + %’“' =k +2
und folglich k < k' = 3(e — 2).

Aufgabe 7. Gibt es planare Graphen, deren Knotengrade alle groBer als 5 sind 7

Losung: Angenommen, es gabe einen planaren Graphen, von dessen Knoten keiner einen Grad
kleiner als 6 hat. Dann gilt (vgl. Aufgabe 1 in 3.1.)

2k = Z s; > be
11
Aus Aufgabe 6 ist £ < 3e — 6 bekannt. Damit folgt

2k > 6e > 2k + 12

Dieser Widerspruch zeigt, dass ein planarer Graph mindestens einen Knoten vom Grad kleiner
6 besitzen muss.

Aufgabe 8. Welche Beziehung besteht zwischen der Anzahl e der Ecken, k der Kanten und f
der Flachen eines Tetraeders, Hexaeders, Oktaeders, Dodekaeders, |kosaeders ?

Losung:
e k f
Tetraeder 4 6 4
Hexaeder 8 12 ©
Oktaeder 6 12 8
Dodekaeder 20 30 12

Ikosaeder 12 30 20

Fiir diese Korper gilt ebenfalls die Eulersche Formel. Wo liegt der Grund dafiir? Ubertragen wir
die Begriffe der Graphentheorie auch auf konvexe Polyeder, so kann man folgende Uberlegungen
anstellen.

Wir blasen einen Korper auf - indem wir uns vorstellen, er ware aus Gummi -, so dass aus ihm
eine Kugel wird. Auf dieser Kugel wahlen wir auBerhalb der Kanten einen Punkt und ziehen
von dort aus den Gummiball solange auseinander, bis man ihn in die Ebene ausbreiten kann.
Haben wir die Kanten auf dem Gummi markiert, so konnen wir nun in der Ebene einen Graphen
betrachten. Die Flachen sind dann auch die Flachen aus der Graphentheorie, die Ecken sind
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3.4 Die Eulersche Formel

Knoten und die Kanten des Korpers sind zu Kanten des Graphen geworden. Dieser Graph ist
planar, also gilt fir ihn die Eulersche Formel.

In Aufgabe 8 haben wir die sogenannten platonischen Korper betrachtet.
Fir sie gibt es natiirliche Zahlen m und n, so dass

1. der Grad jedes Knotens gleich m und
2. die Anzahl der Kanten jeder Flache gleich n ist.

Aufgabe 9. Man ermittle fiir die platonischen Kérper die Zahlen m und n.

Losung:
m n
Tetraeder 3 3
Wiirfel 3 4
Oktaeder 4 3
Dodekaeder 3 5
Ikosaeder 5 3

Aufgabe 10. Man betrachte die Angaben aus Aufgabe 8 und 9. Welche Beziehungen zwischen
m, n und k, e, f lassen sich erkennen?

Losung: 2k = em = fn.

Aufgabe 11. Kann es auBer den platonischen Korpern noch weitere regelmaBige Polyeder mit
den Eigenschaften 1 und 2 geben?

Losung: Da m > 3 und nach Aufgabe 7 auch m < 6 gelten muss, haben wir nur die Falle
m = 3,4,5 zu betrachten.

m = 3: Hier kommt fiir n nur 3 (Tetraeder), 4 (Wiirfel) und 5 (Dodekaeder) in Frage. Es
scheiden alle n > 6 aus, da dann die GroBe «,, der Innenwinkel dieser regelmaBigen n-Ecke
> 120° ist und bereits drei dieser n-Ecke wegen 3 - a,, > 360° keine korperliche Ecke mehr
bilden konnen.

m = 4: Hier kommt nur n = 3 (Oktaeder) in Frage, denn schon vier Quadrate bilden wegen
m - o, =4-90° = 360° keine korperliche Ecke mehr.

m = 5: Auch hier scheidet bereits n = 4 aus, weil m - a,, = 5 - 90° > 360° ist.
Aufgabe 12. Gibt es ein konvexes Polyeder, das sieben Kanten hat ?

Losung: Der Korper lasst sich als planarer Graph darstellen, firden k42 =7+2=9=¢+ f
gilt. Welche Falle ergeben sich daraus fiir e und f (vgl. Abb. 131)7

Fall 1. e = 6, f = 3. Es gibt kein Polyeder mit drei Flachen.

Fall 2. e = 5, f = 4. Ein Korper mit vier Flachen ist ein Tetraeder das aber vier Eckpunkte
besitzt.

Fall 3. e =4, f = 5. Das Tetraeder mit vier Eckpunkten besitzt aber vier Flachen.

Weitere Falle sind nicht moglich, da drei Eckpunkte hochstens eine Ebene aufspannen konnen.
Es gibt also keinen Korper mit den geforderten Eigenschaften.

Aufgabe 13. Gibt es ein konvexes Polyeder mit sieben Eckpunkten, von denen jeweils vier
Kanten ausgehen?
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Abb. 131,132 =

Losung: Angenommen, es gabe einen solchen Korper. Wie viele Kanten hatte er?

Wegen s1+...+s7 = 28 = 2k, d.h. k = 14, ware nach dem Eulerschen Satz f = k+2—e = 9.
Als Korperflachen kommen nur ein Viereck und acht Dreiecke in Frage. Man liberpriife, ob es
einen planaren Graphen mit drei "Dreiecken" und einem "Viereck" gibt, bei dem jeder Knoten
vom Grad 4 ist. Diese Forderungen koénnen nicht erfiillt werden, weil dabei stets ein nicht
planarer Graph entsteht (vgl. Abb. 132).

3.5 Baume

Wir betrachten einen beliebigen Graphen, z. B. den, der in der Abb. 133a angegeben ist. Im
Graphen betrachten wir den Kantenzug (ey, k1, es, k2, €3).

Kommt keine Kante doppelt vor, so heiBt dieser zusammenhangende Teil des Graphen Kette.
Gilt e; # ep1 fir eine Kette (ey, k1, ..., €n, kn, e —n + 1) mit dem Anfangsknoten e; und dem
Endknoten e, 1, dann heiBt die Kette offen. Gilt e; = e,,;1, dann heiBt die Kette geschlossen
bzw. ein Kreis.

Aufgabe 1. Man gebe im Graphen G in Abb. 133a eine geschlossene Kette an.

Losung: (eq, k1, ez, k3, es, ky, €4, ks, e1) ist eine geschlossene Kette in G.
Die Anzahl der Kanten einer Kette gibt ihre Lange an. Die geschlossene Kette in Abb. 133a
hat die Lange 4.

lbmrp

_/ -V//

e, k, €
Abb. 133 @) b)

Es sollen nun Graphen betrachtet werden, die keine geschlossenen Ketten besitzen.

Beispiele. a) Vgl. Abb. 133b-d.
b) Stammbaum aus der Schweizer Mathematikerfamilie Bernoulli (Abb. 134).

Nikolaus
Bernoulli
Jakob Johann
1654 —1705 1667 — 1748
Nikolaus Daniel
1695—-1726 1700 =1782
Abb. 134
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[ GB lKenia| [Mexiko | [ kuba ]| 8RO | [ USA |lUdSSR
7, , 7z

Kenia

Abb. 135

c) "K.O.-System" beim Boxturnier der Olympischen Spiele 1972 im Weltergewicht (Abb. 135).
d) Wie viele Teilmengen M hat die Menge {1,2,3} 7 (Vgl. Abschnitt 2.2.)

Fir ein Element = aus der gegebenen Menge gibt es auf die Frage x € M nur zwei Antworten:
ja oder nein (Abb. 136).

Element z Entscheidungsgraph fir x € M

1

Abb. 136 2

M {123} {12} {13} {1} {23} {2} (3} &

Man sieht, dass sich die Anzahl der Teilmengen verdoppelt, wenn ein weiteres Element hinzu-
genommen wird. Folglich hat eine n-elementige Menge 2" Teilmengen.

Ein zusammenhangender Graph G heit Baum, wenn er keine geschlossenen Ketten enthalt.
Es sollen nun die Eigenschaften eines Baumes ndher untersucht werden. An den zuvor ange-
gebenen Beispielen lasst sich ablesen:

Eigenschaft 1.: Ein Baum besitzt mindestens zwei Knoten vom Grad 1.

Aufgabe 2. Wie lasst sich die Anzahl der Kanten eines Baumes aus der Anzahl der Knoten
bestimmen?

a) Man stelle dazu eine Vermutung mit Hilfe der gegebenen Beispiele auf.

b) Man beweise die Vermutung durch vollstandige Induktion iiber die Anzahl der Knoten.

Losung: a)

Abb. |K| |P| Bemerkung
133p 9 10 9=10-1
133¢ 3 4 3=4-1
133d 1 2 1=2-1
134 4 5 4=5-1
135 14 15 14=15-1

Vermutung: |K| = |P| — 1.

b) Beweis durch vollstandige Induktion. Ist | K| = 1, so hat diese eine Kante zwei Knoten, und
esgilt | K|=1=2-1=|P|—1.
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Vorausgesetzt wird nun: Fiir | X| = n gilt | K| = | P|—1. Es ist zu zeigen, dass diese Beziehung
auch fir n + 1 Kanten gilt.

Gegeben sei ein Baum B; mit n + 1 Kanten. Wegen der Eigenschaft 1 kénnen wir in By,
einen Knoten = vom Grad 1 angeben. Entfernen wir x und die zu x gehorige Kante aus By, so
erhalten wir einen neuen Graphen B,, der zusammenhangend bleibt. Da Bs keine geschlossene
Kette enthalten kann, ist By ein Baum mit n Kanten, fiir den |Ks| = |P»| — 1 gilt.

Wegen |Pi| = |Py| + 1 und |Ky| = |K3| + 1 folgt |Ky| = |Ks| + 1 == |Py| = || — 1 fur
einen Baum B; mit n + 1 Kanten.

Eigenschaft 2.: Fir Baume gilt |K| = |P| — 1.
Aus dieser Eigenschaft folgt unmittelbar:

- Fligt man zu einem Baum eine neue Kante hinzu und verandert die Knotenanzahl nicht,
dann enthélt der neue Graph eine geschlossene Kette (Abb. 137a).

- Entfernt man aus einem Baum eine Kante und verandert die Knotenzahl nicht, dann ist der
neue Graph nicht mehr zusammenhangend (Abb. 137b).

N )
R \/ H—C—OH
Abb. 137,138 a) b) H

Fir die nachsten Betrachtungen wollen wir uns ein interessantes Beispiel auswahlen. Das
Beispiel stammt aus der Geschichte der chemischen Erforschung der Alkohole und demonstriert
die enge Verflechtung mathematischer und naturwissenschaftlicher Forschung.

Bei der Betrachtung der Strukturformel der Alkohole C,,Hyn + 10H stellt man fest, dass diese
einen Baum darstellt (Knoten: Atome, Kanten: Bindungen), z. B. CH30H (Abb. 138).

A. Cayley (1821-1895) wusste bereits 1874 auf Grund mathematischer Uberlegungen, dass es
acht Alkohole mit der Formel C5H;;OH gibt. Es waren jedoch nur zwei bekannt.

Spater, im Jahre 1901, sagte auch der deutsche Mathematiker Ahrenz die Existenz der acht
verschiedenen Alkohole voraus. Damals waren schon sieben davon bekannt. Die neuen Che-
miebiicher zeigen alle acht Alkohole der Zusammensetzung C5;H;; OH.

Man gebe alle acht verschiedenen Baume durch die Strukturformel an. Dabei sollen Bau-
me "gleicher Bauart" (vgl. Abschnitt 3.7 iiber Isomorphie) als nicht (wesentlich) verschieden
voneinander angesehen werden.

Isomere des Pentanols zeigt Abb. 139.

L] | A
—C—C—C—C—C— —C—C—C—C—C OH —C
IR T o ol
1 OH OH ‘
| | | ‘
ST I o
[l Ty == ~C—C—C~0H
e L E
—C— —C—
5 l 6 [ 7 OH 8
Abb. 139
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3.5 Biume

Wir betrachten jetzt einen Baum, der genau einen Knoten vom Grad 2 hat. Diesen Knoten
nennt man Wurzel. Es wird weiter gefordert, dass mit Ausnahme der Wurzel und der Endknoten
alle Knoten des Baumes den Grad 3 haben. Ein solcher Baum ist ein Catalanscher Baum. Die
von der Wurzel ausgehenden beiden Teilgraphen heiBen Aste (Abb. 140).

Abb. 140 1.Ast 2.Ast

Aufgabe 3a). Man gebe alle Catalanschen Biaume mit n = 2,3,4,5 Endknoten an. Zwei
Catalansche Baume sind nur dann als nicht verschieden voneinander anzusehen, wenn sich die
beiden ersten und die beiden zweiten Aste gleichen (oben/unten sowie rechts/links beachten).

AN N
RN

Bezeichnen wir die Anzahl der Catalanschen Baume fiir n Endknoten mit C'(n), dann erhalten
wir C(2) =1, C(3) =2, C(4) =5, C(5) = 14. C(n) heiBt Catalansche Zahl.

Aufgabe 3b). Welche Resultate erhalt man, wenn man aus einem Catalanschen Baum die
Wurzel und die zugehoérigen Kanten entfernt 7

Losung: Man erhalt entweder o) zwei Knoten, ) einen Catalanschen Baum und einen Knoten
oder ) zwei Catalansche Baume. Interessant ist, dass die Catalanschen Zahlen C'(n) noch
auf andere Art interpretiert werden kénnen.

1. Wie viele verschiedene Moglichkeiten gibt es, ein Produkt von n Faktoren zu klammern ?
Beispiel. n = 4:

(w129)23) 24, (T172)(T324), (01 (2223)) T4, 1 (T2(T324) ), 71 ((T273)T4)

2. Man gebe die Anzahl aller Moglichkeiten fir die Teilung eines konvexen (n + 1)-Ecks in
Dreiecke an, die durch sich im Innern des (n+ 1)- Ecks nicht schneidende Diagonalen erfolgen
soll.
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Beispiel. n = 4: Funfeck (Abb. 142).

AWLRAREWA

3. Zwei Kandidaten A, B erhalten bei einer Stimmenauszahlung je n — 1 Stimmen. Wie viele
Reihenfolgen der Stimmenauszahlung gibt es, bei der A wahrend der Auszahlung nie weniger
Stimmen als B hat?

Abb. 142

Beispiel. n = 4:
A B A B A BADBAB
1 01 01 01 0 1O
2 02 0 2 01 1 11
302 1 2 1 2 1 21
313 1 2 2 2 2 2 2
32 3 2 3 2 3 2 3 2
333 3 3 3 3 3 3 3

Die Lésungen von 1. - 3. sind die Catalanschen Zahlen C(n).

Aufgabe 4. Gegeben sei. ein zusammenhangender Graph G mit |P| Knoten und | K| Kanten.
Wie viele Kanten miussen aus GG entfernt werden, damit aus G ein Baum mit denselben Knoten
entsteht 7

Losung: Ist aus G durch Entfernen von Kanten ein Baum mit denselben Knoten entstan-
den, dann hat dieser wie der Graph G noch |P| Knoten. Wegen der zweiten Eigenschaft
der Biaume hat er |P| — 1 Kanten. Deshalb ist die Anzahl der zu entfernenden Kanten
|K| = (IP|=1) = [K| = [P[ + 1.

Die Anzahl Z(G) der Kanten, die aus einem zusammenhangenden Graphen G zu entfernen
sind, um aus diesem einen Baum mit denselben Knoten entstehen zu lassen, heiBt zyklomati-
sche Zahl. Nach den Voriiberlegungen aus Aufgabe 4 gilt Z(G) = |K| — |P| + 1.

Aufgabe 5a). Wie viele Méglichkeiten gibt es, aus dem in Abb. 143a angegebenen Graphen G
durch Beseitigung von Kanten einen Baum mit denselben Knoten zu schaffen?

Losung: Es missen Z(G) = |K| —|P|+1 =6 — 4 + 1 = 3 Kanten entfernt werden, damit
ein Baum mit denselben Knoten entsteht.

NN ZX

CNVIX N7
NAX
TZNK N A

Abb. 143 @ b)

Man gebe mit Hilfe von Drehung und Spiegelung alle Méglichkeiten an (vgl. Abb. 143b).

Wir konnten 16 Baume angeben. Es bleibt noch zu zeigen, dass es keine weiteren auBer den
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angegebenen Baumen gibt. Um drei Kanten aus den sechs Kanten des Graphen G auszuwahlen,
haben wir (g) = 20 Moglichkeiten. Darunter befinden sich auch die vier Falle, bei denen die

drei Kanten ein Dreieck der Abb. 143c, aber keinen Baum darstellen.

Aufgabe 5b). Wie viele Méglichkeiten gibt es, aus dem in Abb. 144a gegebenen Graphen G
durch Beseitigung von Kanten einen Baum mit denselben Knoten zu schaffen ?

Losung: Wegen Z(G) = |K| — |P|+1=8—5+1 =4 missen vier Kanten entfernt werden.
Wir unterscheiden folgende Falle:

Abb. 144 Q)

Fall 1. Wie viele Baume gibt es, die genau einen Knoten vom Grad 4 haben? Es gibt genau
eine Moglichkeit (Abb. 144b).
Fall 2. Wie viele Badume gibt es, die genau einen Knoten vom Grad 3 haben ?

a) Der Knoten vom Grad 3 ist ein auBerer Knoten. Es gibt genau vier Moglichkeiten (Abb.
144c). Jede kann auf drei verschiedene Weisen vervollstandigt werden (Abb. 144d). Damit
erhalt man zwolf Baume.

b) Der Knoten vom Grad 3 ist der mittlere Knoten. Es gibt dafiir vier Méglichkeiten (Abb.
145a). Wie kénnen diese Graphen zu einem Baum vervollstandigt werden ? Es gibt dafiir zwei
Moglichkeiten (Abb. 145b). Damit erhalt man acht Baume.

Abb145?/:(0/<7>\?D\:< ?;)ZM

Fall 3. Alle Knoten des Baumes sind vom Grad 2. Diese Baume haben keine "Verzweigungen" .
Um alle Moglichkeiten herauszufinden, sollen die fiinf Knoten nacheinander festgelegt werden
(Abb. 146).

1. Knoten 2. Knoten 3. Knoten
a (o] — () =] /0
o) ic.\'o L/o O}/

o o a) rg o a) — =0 Ed o
[ —

441 N |

(alle Knoten kénnen b) ¢ ™o b) o s

Anfangsknoten sein) (4-3)+(14) (4-3:2) + (1-4-2)

4 Knoten 5. Knoten

s >0 L] I >y
b):—ﬂ b)m

(4:3-2-2)-8 +(1-4-2-1)
Abb. 146

Da es bei den Baumen nicht auf die Bestimmung von Anfangs- und Endknoten ankommt,
haben wir jeden Baum doppelt gezahlt. Im Fall 3 erhdlt man 4-3-2 — 4 4+ 4 = 24 Baume.
Insgesamt erhalt man 1 4 12 + 8 + 24 = 45 verschiedene Baume.

Zum Abschluss sollen die Aussagen (iber die zyklomatische Zahl auf nichtzusammenhangende
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Graphen erweitert werden. Jeder beliebige Graph setzt sich aus Zusammenhangskomponenten
zusammen. Die Knoten und Kanten des Graphen, die sich durch eine Kette verbinden lassen,
gehoren zu einer Zusammenhangskomponente.

In Abb. 147 besteht G| aus einer, G5 aus zwei und ('3 aus vier Zusammenhangskomponenten.

ﬁ k« a
—e
X >
Abb. 147  © G, G

Aufgabe 6. Wie viele Kanten sind aus einem Graphen G mit p Zusammenhangskomponenten
zu entfernen, damit p Baume mit denselben Knoten entstehen 7

Losung: Ist p die Anzahl der Komponenten von G, dann zerfallt G in p durchschnittsfrem-
de Teilgraphen, die zusammenhangend sind. Man ermittle von jedem einzelnen Teilgraphen
Gi(P,K;), 1 =1,...,p, die zyklomatische Zahl.

Aus jedem dieser Graphen G;(P;, K;) miissen |K;| — | P;|+ 1 geeignete Kanten entfernt werden,
um aus ihnen einen Baum mit denselben Knoten werden zu lassen. Die Gesamtzahl der zu
beseitigenden Kanten betragt dann

p p p

DK =[Pl +1) =Y K| = > || +p=I|K[-|P|+p

i=1 i=1 i=1

Die zyklomatische Zahl Z(G) = |K| — |P| + p gibt die Anzahl der Kanten an, die aus einem
Graphen GG mit p Zusammenhangskomponenten zu entfernen sind, um aus GG ohne Veranderung
der Knotenzahl p Baume zu erhalten.

3.6 Farbungsprobleme

Fragen, bei denen man sich Gedanken iber die unterschiedlichen Moglichkeiten der Farb-
gebung machen muss, treten beim Einfarben von Landkarten auf. Um eine politische Karte
ibersichtlich zu gestalten, werden zwei darauf eingezeichnete Lander, die eine gemeinsame
Grenze haben, meist mit unterschiedlichen Farben gefarbt. Da es friiher relativ schwierig war,
mit mehreren Farben Drucke auszufiihren, ergab sich das Problem, herauszufinden, wie viele
Farben man mindestens benétigt, um die genannten Farbungsbedingungen zu erfiillen.

Damit wir bekannte Aussagen anwenden kénnen, betrachten wir zunachst eine Landkarte und
ordnen jedem Land einen Knoten zu. Haben zwei Lander eine gemeinsame Grenze, die aus
mehr als einem Punkt besteht, so werden die ihnen zugeordneten Knoten mit einer Kante
verbunden.

Durch diese Vorschrift erhalt man einen Graphen, auf den die Farbungsprobleme iibertragen
werden konnen. Der Farbung der Lander entspricht jetzt die Farbung der Knoten. Deshalb soll
festgestellt werden:

Ein Graph ist mit k£ Farben gut farbbar genau dann, wenn je zwei Knoten einer Kante stets
mit unterschiedlichen Farben gefarbt werden konnen. Vorausgesetzt sei zunachst, dass der
zugeordnete Graph einer Karte ein Baum ist (Beispiel in Abb. 148a).
Es soll nun herausgefunden werden, wie viele Farben mindestens nétig sind, um einen Baum
gut farbbar zu machen. Mit einer Farbe ist das sicher nicht moglich. Versucht man es mit zwei
Farben bei einem beliebigen Baum, so kann man wie folgt vorgehen:
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Abb. 148 ©)

Man wahlt einen beliebigen Knoten des Baumes und farbt ihn mit einer Farbe. Alle Knoten,
die mit ihm durch eine Kante verbunden sind, werden mit der anderen Farbe gefarbt. Das wird
fortgesetzt, indem abwechselnd gefarbt wird, bis alle Knoten eine Farbe erhalten haben vgl.
(Abb. 148b).

Auf diese Weise lasst sich der Baum mit zwei Farben gut farben. Wir vermuten, dass dies fiir
jeden Baum moglich ist.

Aufgabe 1. Man beweise durch vollstandige Induktion, dass jeder Baum mit zwei Farben gut
farbbar ist.

Losung: 1. Da ein Baum mit genau einer Kante zwei Knoten hat, lassen sich diese unterschied-
lich farben.

2. Vorausgesetzt sei, dass ein Baum mit n Knoten mit zwei Farben gut farbbar ist. Zu beweisen
ist, dass das auch fiir einen Baum mit n 4+ 1 Knoten gilt.

In einem Baum mit n + 1 Knoten gibt es nach der Eigenschaft 1 fir Baume (Abschnitt 3.5)
mindestens zwei Knoten ersten Grades. Wir wahlen einen von ihnen aus, bezeichnen ihn mit =
und die dazugehorige Kante mit xy. Entfernt man x und die Kante zy, so erhalten wir einen
neuen Baum mit n Knoten, der nach Voraussetzung mit zwei Farben gut farbbar ist. (Der
Zusammenhang wurde nicht gestort.)

Der Knoten z erhalt die zur Farbe des Knotens y entgegengesetzte Farbe, und der Baum mit
n + 1 Knoten ist somit mit zwei Farben gut farbbar (Beispiel Abb. 149a).

Abb. 149 @ b)

Es kann aber nicht jeder Karte ein Baum zugeordnet werden. AuBerdem treten auch Falle auf,
bei denen die Karte nicht mehr mit zwei Farben gut farbbar ist (Abb. 149b). Der Graph G, der
dieser Karte mit vier Landern zugeordnet wurde, lasst sich nicht mit zwei Farben gut farben.

Aufgabe 2. Woran liegt es, dass die Zweifarbung des Graphen G in Abb. 149b nicht mdglich
ist 7

Losung: Betrachtet man den Bau des Graphen G, so stellt man fest, dass er geschlossene
Ketten enthalt. Diese enthalten jeweils drei Knoten, die nicht abwechselnd mit zwei Farben so
gefarbt werden kénnen, dass benachbarte Knoten unterschiedlich gefarbt sind.

In Abb. 149b liegen Ketten der Lange 3 vor, die eine gewiinschte Zweifarbung verhindern.

Aufgabe 3. Sind die Graphen der Abb. 150 mit zwei Farben gut farbbar ? Man untersuche
dazu die Kettenlangen der Graphen naher.
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Abb. 150 % G 6, G5 2 5,
Losung: G1, G4, G5 und Gg lassen sich nicht mit zwei Farben gut farben; bei allen anderen ist
es moglich.

Aufgabe 4. Man beweise, dass ein Graph GG genau dann mit zwei Farben gut farbbar ist, wenn
er keine geschlossenen Ketten ungerader Lange enthalt.

Beweis. a) Die Graphen, die mit zwei Farben gut farbbar sind, enthalten keine geschlossenen
Ketten ungerader Lange.

b) G' habe nur geschlossene Ketten gerader Lange. Durch Induktion nach der Anzahl k der
geschlossenen Ketten ist zu zeigen, dass G mit zwei Farben gut farbbar ist.

1. Ist kK = 0, so ist der Graph ein Baum, und die Behauptung gilt nach Aufgabe 1.

2. Vorausgesetzt wird, dass jeder Graph G’ mit hochstens k geschlossenen Ketten gerader
Lange mit zwei Farben gut farbbar ist. Zu beweisen ist, dass das auch fiir einen beliebigen
Graphen G mit k + 1 geschlossenen Ketten gerader Lange gilt.

Wir wahlen aus dem gegebenen Graphen G eine geschlossene Kette gerader Lange aus und
bezeichnen sie mit T'. Aus T' entfernen wir eine Kante xy und erhalten einen zusammenhan-
genden Graphen G’ mit nur k geschlossenen Ketten gerader Lange, der nach Voraussetzung
mit zwei Farben gut farbbar ist.

G’ ist von gerader Lange; deshalb ist nach Entfernen der Kante xy eine Kette entstanden,
die eine gerade Anzahl von Knoten enthalt. Damit sind = und y in G’ von unterschiedlicher
Farbung. Setzt man nun die Kante zy wieder ein, so bleibt die Farbung von G’ in GG erhalten,
und G ist mit zwei Farben gut farbbar. (Ein Beispiel zeigt Abb. 151.)

T
Y y

X X

Abb. 151 © &'

Aufgabe 5. Die gesamte Ebene soll durch beliebige Kreise in Ebenenteile zerlegt sein; es sollen
die Ebenenteile, die einen gemeinsamen Kreisbogen besitzen, unterschiedlich gefarbt werden.
Es ist zu beweisen, dass die Ebene, die durch n Kreise in Ebenenteile zerlegt wurde, sich mit
zwei Farben gut farben lasst.

Beweis durch vollstandige Induktion. Ist » = 1, so wird die Ebene in zwei Teile geteilt, von
denen jeder eine der beiden Farben erhilt.

Wir setzen voraus, dass sich die Ebene, die durch n Kreise in Ebenenteile zerlegt wurde, mit
zwei Farben gut farben lasst. Die Behauptung wird nun fiir n + 1 Kreise nachgewiesen.

Wir lassen zunachst einen Kreis unbeachtet, so dass sich die Ebenenteile beziiglich der tbrigen
n Kreise mit zwei Farben gut farben lassen (Abb. 152a). Farbt man alle im Inneren des (n+1)-

ten Kreises gelegenen Ebenenteile um, so erhalt man die gewiinschte Farbung mit zwei Farben
(Abb. 152b).
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Abb. 152

Aufgabe 6. Man beweise, dass sich die Ebene, die durch n Geraden zerlegt wurde, mit zwei
Farben gut farben lasst.

Losungshinweis: Man verwende dazu die Aussage aus Aufgabe 4 oder das Beweisverfahren der
vollstandigen Induktion.

Aufgabe 7. Es seien ey, e, ..., e,, gerade LandstraBen, die ins "Unendliche" fiihren. Die StraBen
sollen modernisiert werden, und jede Kreuzung soll genau eine Uber- und eine Unterfiihrung
erhalten. Das soll aber so ausgefiihrt werden, dass entlang jeder StraBe die Uber- und die
Unterfiihrungen einander abwechseln. Kann man diese Bedingung stets realisieren, falls man
voraussetzt, dass sich jeweils nur zwei StraBen an einer Stelle kreuzen?

Losung: Betrachtet man das Land als Ebene und darin die StraBen als Geraden, so teilen die
Geraden die Ebene in Ebenenteile. Die Ebenenteile lassen sich nach der Lésung der Aufgabe
6 mit zwei Farben gut farben.

Statt der Einfarbung mit zwei Farben konnte man Getreide und Blumen aussaen, ohne dass
langs einer StraBe auf beiden Seiten die gleiche Bodenkultur zu sehen ist. Aus diesen Grunde
kann man eine Vorschrift fiir den Bau der Uber- und Unterfiihrungen erlassen (vgl. Abb. 153a).
Wie konnte diese lauten 7

fuhrung

Abb. 153 @ B

1. Nahert man sich einer Kreuzung und es stehen auf der rechten Seite Blumen, dann soll eine
Uberfithrung gebaut werden.

2. Steht auf der rechten Seite Getreide, dann soll die StraBe durch eine Unterfiihrung geleitet
werden (Abb. 153b).

Da sich Blumen und Getreide langs einer StraBenseite abwechseln, wird die StraBe auch ab-
wechselnd eine Uber- und eine Unterfithrung haben.

Aufgabe 8. In der Ebene sollen Dreiecke so aneinander grenzen, dass zwei Dreiecke genau eine
Seite oder genau einen Eckpunkt oder keinen Punkt gemeinsam haben (Abb. 154).

S 7O

Abb. 154
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Eine Anordnung dieser Art nennt man Triangulation.

a) Ist jede Triangulation der Ebene so mit zwei Farben farbbar, dass Dreiecke, die eine ge-
meinsame Seite haben, mit verschiedenen Farben gefarbt werden ?

b) Welchen Bedingungen muss die Triangulation geniigen, um die unter a) genannte Farbung
zu ermoglichen 7

Losung: a) Wir ordnen jeder Triangulation nach der folgenden Vorschrift einen Graphen zu:

- Jedem Dreieck wird ein Knoten zugeordnet.

- Knoten werden durch eine Kante verbunden, wenn die zugehorigen Dreiecke eine gemeinsame
Seite haben.

Wir erhalten dann z. B. aus Abb. 154a, b die in Abb. 155a, b angegebenen Graphen.

Abb. 155 % o
Jetzt kann das Problem auf die Graphen lbertragen werden. Nach Aufgabe 4 ist G, mit zwei
Farben gut farbbar, GG, dagegen nicht, da GG, geschlossene Ketten ungerader Lange enthalt.
Es lasst sich also nicht jede Triangulation in der gewiinschten Art mit zwei Farben gut farben.

b) Hat der zugehdrige Graph keine geschlossenen Ketten ungerader Lange, dann ist folglich die
Triangulation mit zwei Farben gut farbbar, denn sie hat keine ungerade Anzahl von Dreiecken,
die einen gemeinsamen Eckpunkt haben.

Aufgabe 9. Die Flachen eines Graphen seien mit zwei Farben gut farbbar. Es ist zu beweisen,
dass dann alle Knoten des Graphen von geradem Grad sind. (Beispiel Abb. 156a.)

D]
Illlﬁllill{{w-

Abb. 156 @ b)

Losung (indirekter Beweis): Angenommen, es gabe in diesem Graphen einen Knoten x, der
von ungeradem Grad ist (Abb. 156b). Dann konnten die an ihn angrenzenden Flachen - im
Widerspruch zur Voraussetzung - nicht mit zwei Farben gut gefarbt werden. Dieser Widerspruch
bestatigt die zu beweisende Aussage. (Man Ubertrage diese Aussage auf Landkarten.)

Aufgabe 10. Es sei GG ein Graph, dessen Knoten alle den Grad 3 haben. Man beweise:

a) Sind die Flachen des Graphen G mit drei Farben gut farbbar, so ist die Anzahl der Ecken
jeder Flache von GG gerade.

b*) Ist die Anzahl der Ecken jeder Flache von G gerade, so sind die Flachen von G mit drei
Farben gut farbbar.

Losung: a) Wir fiihren den Beweis indirekt. Hatte eine Flache F' des Graphen eine ungerade
Eckenzahl, so miisste die Anzahl der Flachen um F' ebenfalls ungerade sein (Abb. 157).
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Abb. 157

Wabhlen wir fir F' die Farbe «, so miissen die angrenzenden Flachen die Farbe 5 oder v haben.
Wegen der ungeraden Anzahl ist eine abwechselnde Farbung 3,7, 3,7, ..., 8,7 nicht moglich.

b*) Diese Umkehrung von a) kann durch vollstandige Induktion bewiesen werden. Der Beweis
ist jedoch recht aufwendig und soll hier nicht gefiihrt werden. Der interessierte Leser findet
ihn z.B. in [10'], § 2, Beispiel 13 (Dreifarbensatz).

In vielen Fallen ist es notig, bei der Farbung von Landkarten vier Farben zu benutzen. Fur
alle Landkarten, die man bis jetzt gezeichnet hat, waren vier Farben stets ausreichend, um die
angestrebte Farbung zu erreichen.

Aus diesem Grunde vermuteten die Mathematiker tiber lange Zeit, dass fiir jede nur mogliche
Landkarte vier Farben geniigen. Diese Vierfarbenvermutung konnte lange Zeit nicht bewiesen
werden.

Die langjahrigen Bemithungen um den Beweis des Vierfarbensatzes haben viele Impulse gege-
ben, die Theorie iiber Graphen weiter auszuarbeiten und eine Reihe von Anwendungen aufzu-
finden. Die Vermutung, dass man bei jeder nur denkbaren Landkarte mit vier Farben auskom-
men kann, ist wohl zuerst vom Londoner Mathematikstudenten Francis Guthrie ausgesprochen
worden, aber erst 1878 durch eine Anfrage auf einer Sitzung der Londoner Mathematischen
Gesellschaft richtig bekannt geworden.

Bereits 1879 und 1880 gaben daraufhin P. Kempe bzw. P. Tait je einen "Beweis", jedoch
wurden in beiden (bei Kempe erst 1890 durch P.J. Heawood) Fehler nachgewiesen. Heawood
konnte aber nachweisen, dass fiinf Farben stets ausreichend sind.

Trotz vieler Versuche blieb das "Guthriesche Problem" noch rund ein Jahrhundert ungelost.
Nach Vorarbeiten von H. Heesch konnten Wolfgang Haken und Kenneth Appel im Jahre 1976
mit Hilfe aufwendiger Computerrrechnung (mehr als 1000 Rechnerstunden!) an der Universitat
von lllinois in Urbana (USA) diese Vermutung bestatigen.

Der vollstandige Beweis umfasst 56 Seiten Text und 114 Seiten Abbildungen (mit durchschnitt-
lich mehr als 30 Abbildungen pro Seite). Die Suche nach einem "computerunabhéngigen" Be-
weis des "Satzes von Kempe-Heesch-Appel-Haken" geht jedoch weiter.

Aufgabe 11. Es ist zu beweisen, dass sich die Kanten eines vollstandigen Graphen mit 2n
Knoten mit 2n — 1 Farben gut farben lassen.

Losung: Insgesamt konnen (22") = n(2n — 1) verschiedene Kanten angegeben werden. Die 2n

Knoten werden im folgenden mit 0, 1,2, ...,2n — 1 bezeichnet. Eine Kante wird dann durch ein
entsprechendes Zahlenpaar dargestellt.

Durch geschickte Notierung kann man alle Zahlenpaare so in Zeilen anordnen, dass in jeder
Zeile jeder der 2n Knoten genau einmal vorkommt:

(0,1) 22n—1) (32n—2) .. (nn+1)
(0,2) (3,1) 42n—1) ... (n+1n+2)
(0,3) (4,2) (5,1) . (n+2n+3)
(020-1) (120-2) (220—3) .. (n—1n)
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2n

In den 2n — 1 Zeilen kommt jedes Zahlenpaar genau einmal vor. Es sind alle (2

) Kanten
erfasst worden. Jede Zeile gibt die Farbung mit einer der 2n — 1 Farben an.

0125 34
— — —— 02 31 4%
— = 03425

ot e s Q4RI

-------- 05 14 23

Beispiel. n = 3 (Abb. 158).

3.7 Isomorphismus und Automorphismus

Bei komplizierten Schaltungen, Netzplanen oder verzweigten chemischen Verbindungen ist es
oft von groBer Bedeutung zu entscheiden, ob zwei diesbeziigliche Modelle von gleicher "Bauart"
sind. Diese konnen auch als Graphen betrachtet werden.

Wir wollen jetzt die Frage stellen, wann zwei Graphen von gleicher "Bauart" sind und sich
nur durch ihre Darstellung voneinander unterscheiden. Diese Graphen heiBen dann zueinander
isomorph.

Zwei einfache Graphen G1(P;, K1) und Go( Py, K3) heiBen genau dann zueinander isomorph,
wenn es eine eineindeutige Abbildung f gibt, die folgender Bedingung geniigt:

Sind z,y € Py und f(x) =2' € P, f(y) =y € P», dann gibt es eine Kante 2'y’ € K5 genau
dann, wenn es eine Kante zy € K gibt. Die Abbildung f heiBt Isomorphismus.

Existiert zwischen zwei Graphen kein Isomorphismus, dann sind beide nicht isomorph zueinan-
der.

Aufgabe 1. Man Uberpriife, ob die in Abb. 159a-c angegebenen Graphen isomorph zueinander
sind.

Losung. a) Bezeichnet man die Knoten in G; mit a bis f und die in G5 mit @’ bis f’ wie
in Abb. 159a und legt fest, dass a auf a’, b auf b’ usw. abgebildet wird, so erfillt man die

Bedingungen fiir einen Isomorphismus.
a
b c
GZ 63
P e!
a.r‘
d!
bf
G, G,
Abb. 159 9 o) )

a b ¢ d e f
a/ b/ Cl d/ e/ f/

Den Isomorphismus kann man wie folgt beschreiben: ( > Die Abbil-

dung ( c; elz fc/ j be/ ‘c]i ) ist ebenfalls ein Isomorphismus. G und G sind zueinander
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isomorph.

b) Die Graphen G2 und G} enthalten jeweils fiinf Knoten. G enthélt eine geschlossene Kette
der Lange 3, G eine der Lange 4. Deshalb kann es keinen Isomorphismus geben.

c) Bezeichnet man die Knoten von G5 und G mit a bis f bzw. mit o’ bis f" wie in Abb. 159c,

a b ¢ d e f

so ist die Abbildung ( d Y d e > ein Isomorphismus. Ein anderer Isomorphismus

a b ¢ d e f

CL/ C/ b/ d/ e/ f/

Aus den Beispielen konnen weitere Isomorphieeigenschaften abgeleitet werden. Wir betrachten
dazu die geschlossenen Ketten und die Knotengrade isomorpher Graphen:

ist

1. Sind die Graphen G und G’ isomorph zueinander und hat G eine geschlossene Kette der
Lange [, dann enthalt auch G’ eine geschlossene Kette der Lange (.

2. Sind die Graphen G und G’ isomorph zueinander, dann bleiben bei jedem Isomorphismus
die Grade der Knoten erhalten, d.h., jeder Knoten hat den gleichen Grad wie sein Bild bei der
Abbildung f.

Besondere Bedeutung haben die Isomorphieuntersuchungen fiir die organische Chemie. Mit
Hilfe der Kenntnisse tiber endliche Graphen werden Strukturformeln von Verbindungen unter-
sucht. Sind die zugeordneten Graphen zweier Verbindungen nicht isomorph, dann sind diese
als verschieden voneinander anzusehen (vgl. hierzu das Beispiel der Isomere des Pentanols in
3.5.).

Eine isomorphe Abbildung f von G auf G’ heiBt Automorphismus von GG, wenn G = G’ ist.
Ein Automorphismus von G(P, K') kann durch eine geeignete Permutation von P beschrieben
werden.

Aufgabe 2. Man gebe alle Automorphismen des Graphen GG der Abb. 160a an.

W . :> c d :f
a b e
Abb. 160 b)

Losung: Automorphismen sind

Jo= Z Z 2 Z ) (das ist der identische Automorphismus),
a b ocd a b cd a b c d

f1_<ClCdb>’ f2—<adbc>7 f3_<adcb>
a b cd a b c d

f4:<abdc>7 fS:(dde)

Haben wir damit bereits alle Automorphismen angegeben 7 Der Knoten a hat als einziger den
Grad 3. Er kann deshalb nur auf sich abgebildet werden. Es lassen sich die (ibrigen drei Knoten
vom Grad 2 auf ebenso viele Arten aufeinander abbilden, wie man Permutationen mit drei
Elementen angeben kann. Das sind genau 3! = 6 Permutationen.

Aufgabe 3. Man gebe alle Automorphismen des Graphen G der Abb. 160b an. Welche der 6!
Permutationen beschreiben einen Automorphismus ?

Losung: Automorphismen sind
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N ) d f [ a b c d f [ a b d e f
fO_(ab d f>’ fl_(bacd f)' f2_<ab dfe>
[ a b d e f _(fa b c d e f _(fa b c de f
=113 4 d f e f4_efdcab'f5_efdcba
[ a b cd e f [ a b cde f
f6_fedcab'f7_fedcba'

Konnen noch weitere Automorphismen angegeben werden ? Werden die Knoten ¢ und d zu-
nachst festgelassen, so konnen zwei Elemente (f, e bzw. a, b) auf zwei Arten permutiert
werden; es gibt vier Permutationen. Da nur ¢ und d den Grad 3 haben, gibt es keine weiteren
Permutationen.

Aufgabe 4. Zwei Automorphismen f;, f> werden miteinander verkniipft, indem die beiden
Automorphismen nacheinander ausgefiihrt werden.

Jeder Bildpunkt des Automorphismus f; wird zum Originalpunkt fiir f,. Welche Resultate
erhalt man, wenn jeder der gefundenen Automorphismen von Aufgabe 3 mit jedem anderen
verknlpft wird 7

Losung: Die Nacheinanderausfiihrung von zwei beliebigen Automorphismen fy, ..., f7 ergibt
wieder einen Automorphismus aus der Menge {fo, ..., f}. Das kann in Form einer Tabelle
dargestellt werden, aus der man die Verkniipfung von f; mit f; (in Zeichen: f; o f;) aus der
i-ten Zeile und der j-ten Spalte ablesen kann.

Beispielsweise gilt f, o f¢ = f2, denn bei f; wird a auf e und e bei f, auf a abgebildet, also
insgesamt a auf a, ..., f wird bei f, auf b und b bei f, auf ¢, also insgesamt f auf e abgebildet.

ol fo fi fo f3 fa fs fo [fr
Jolfo i fo fs fa fs fo [7
Al fo fs fo fe fo fo fs
Lol o fs fo i fs fa Ju Jo
falfs fo fi fo fo fo f5 fa
falfa fs f6 fr fo i fo f3
Is|fs fo fr fo fo f3 fo S
JelJe fr fo fs J1 Jo f3 [fo
el fe fo fs fo fs fo fi fo

Welche Merkmale sind der Tabelle zu entnehmen 7
1. Die Nacheinanderausfiihrung zweier Automorphismen hangt im allgemeinen von der Rei-
henfolge ab, ist also nicht kommutativ.

Beispiel: fyo fs = f2, foo fa= f1
2. foofi=fiofo=[fi,1=0,..7

3. Es gilt das Assoziativgesetz

<f1 © f]) o fk - fz o (fj © fk)v i7j7k = 07"'77

(an Beispielen zu iiberpriifen).

4. Zu jedem Automorphismus gibt es genau einen weiteren, so dass die Verkniipfung beider f
ergibt.

Aufgabe 5. a) Man gebe Graphen an, die nur den identischen Automorphismus besitzen.
Beispiele zeigt Abb. 161.

89



3.7 Isomorphismus und Automorphismus

Abb. 161

o

a)

b)

b) Man gebe mindestens zwei Beispiele fiir Baume an, die 1. neun Knoten haben, 2. zueinander
nicht isomorph sind und 3. nur einen - den identischen - Automorphismus haben. Beispiele

zeigt Abb. 162.

e

_{ : .

Abb. 162
n Baume mit n Knoten Automorphismen # fj
*—s
a b [ a b
: (5 0)
a b c
a b ¢ —_
3 f_<cba>
: b d
a b d a c
4 ng.Aufgabe2,f:(d c b a)
a
b d b d
¢ & & { g a b c d e a b c d e
c — _
> f_(edcba)'f_(cbade>
I 24=4! Automorphismen
a
— b
60060’&‘ Cdef a b c d e f a b c d e f
f e d c b a) ' \¢c b a d e f
d
g b ¢ & F a c e f
lb a b c d e f a b c d e f
f e cd b a) ' \a dc b e f

120=5! Automorphismen Abb. 163

c) Man zeige, dass alle Baume mit weniger als sieben Knoten wenigstens einen nicht identischen
Automorphismus besitzen (in Abb. 161a haben. wir dagegen einen Baum mit sieben Knoten
kennengelernt, der nur den identischen Automorphismus besitzt).

Losung: Abb. 163.
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4.1 Lateinische Quadrate

4 Endliche Geometrien

Der umfangreiche Komplex der endlichen Geometrien bietet eine Fiille reizvoller kombinatori-
scher Aufgaben. In 4.1. wird mit den lateinischen Quadraten ein klassischer (schon auf Euler
zurlickgehender) Gegenstand der frilhen Unterhaltungsmathematik behandelt. Er ist heute u.a.
zu einer wichtigen Methode der systematischen Versuchsplanung geworden.

Das Arbeiten mit lateinischen Quadraten wird durchsichtiger, wenn man sich einer "geome-
trischen Sprache" bedient. Dabei steht nicht die bloBe Verwendung geometrischer Termini im
Vordergrund, sondern die Tatsache, dass eine geometrische Sprache die angemessene Sprache
zur Beschreibung lateinischer Quadrate ist.

Wenn der Schiiler erkennt, dass n — 1 paarweise orthogonale lateinische Quadrate der gleichen
Ordnung n den Keim einer geometrischen Struktur in sich bergen, dann ist auch eine gute
Grundlage fiir das Verstandnis axiomatischer Vorgehensweisen in der Mathematik gelegt.

Systeme solcher Quadrate liefern Modelle fiir eine endliche (affine) Ebene der Ordnung n und
zugleich Beispiele fiir spezielle Blockplane.

Damit wird ein Bogen geschlagen zu den Abschnitten 4.3 und 4.2, wo endliche Ebenen bzw.
Blockplane eine genauere Behandlung erfahren. Blockplane besitzen vielfache Anwendungen;
hier wurden jedoch solche Aufgaben ausgewahlt, die Schiilern leicht zuganglich sind, u.a. ein
Turnierplan fir einen Wettkampf mit gewissen Nebenbedingungen. Der zweite Abschnitt wird
mit Aufgaben iiber Steinersysteme, spezielle Blockplane, abgeschlossen.

Im folgenden Abschnitt werden hauptsachlich Anzahlaussagen iiber Punkte und Geraden in
endlichen Ebenen gemacht, aber auch (iber Dreiecke und Parallelogramme. Dariliber hinaus
wird der Zusammenhang zu den lateinischen Quadraten hergestellt.

Umfangreicher und tiefer wird die endliche Ebene der Ordnung 3 untersucht, indem Koordina-
ten zur Beschreibung von Sachverhalten und Lésung von Aufgaben eingefiihrt werden. Diese
Uberlegungen kénnen sowohl der Propadeutik als auch der Vertiefung der analytischen Geo-
metrie dienen; sie geben insbesondere einen Anlass zur Wiederholung des Bewegungsbegriffes.
Der Reiz und der Nutzen der Beschaftigung mit endlichen Ebenen bestehen in der Uber-
prifung von Aussagen der Geometrie des Anschauungsraumes unter neuen Voraussetzungen.
Somit wird die Schulgeometrie wiederholt, und sie dient als heuristisches Mittel. Da gewohnte
Aussagen in der endlichen Geometrie falsch sein konnen, wird das Beweisbediirfnis in hohem
MaBe gefordert.

Dieses Kapitel wird zur Behandlung in einer Arbeitsgemeinschaft von Schiilern der 9. und
10. Klasse empfohlen. Der Stoff ist schon Schiilern der Mittelstufe zugéanglich, denn im Vor-
dergrund steht systematisches Probieren, etwa bei der Aufstellung eines Paares orthogonaler
lateinischer Quadrate. Diese Erfahrung konnte bei der Realisierung groBerer Teile dieses Ka-
pitels im Kreisklub Junger Mathematiker u.a. in Gruppen mit Schiilern von 5. und 6. Klassen
gewonnen werden.

4.1 Lateinische Quadrate

Dem Buch [2] entnehmen wir folgende Aufgabe: Auf einem Versuchsfeld soll die Vertraglichkeit
von drei unterschiedlichen Sorten Getreide mit je einer von drei unterschiedlichen Diingersorten
getestet werden. Um zu exakten Ergebnissen zu kommen, um jede Getreidesorte mit jeder
Diingersorte zu testen, wird das Versuchsfeld in 3 x 3 kleinere Felder aufgeteilt, so dass drei
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4.1 Lateinische Quadrate

Zeilen und drei Spalten entstehen (Abb. 164a).

1.Z¢eile
2.Z¢eile 1123
Abb. 164 a) 3 Zeile b)| 2
' 3

1. 2. 3. Spalte

Zunachst soll fiir die Untersuchung folgende Bedingung gelten:
(A) In jeder Zeile und jeder Spalte soll jede Getreidesorte genau einmal auftreten.

Um zu einer Verteilung zu kommen, die dieser Bedingung geniigt, bezeichnen wir die drei
Getreidesorten mit 1, 2, 3 und verteilen sie in der ersten Zeile und in der ersten Spalte so, dass
jede Sorte genau einmal auftritt. Das kann z. B. wie in Abb. 164 b geschehen.

Hat man sich fiir diese Verteilung entschieden, dann ist zu untersuchen, wie die noch leeren
Felder zu belegen sind. Wir unterscheiden zwei Falle hinsichtlich der Belegung des zweiten
Feldes der zweiten Zeile.

Fall 1: Wird das zweite Feld der zweiten Zeile mit 3 belegt, dann ergibt sich fiir das dritte Feld
dieser Zeile notwendig die 1 usw. Die Bedingung (A) kann erfillt werden:

—

W N =
=W N
N = W

Fall 2: Wird das zweite Feld der zweiten Zeile mit 1 belegt, dann muss das dritte Feld dieser
Zeile mit 3 belegt werden. Das widerspricht aber der Bedingung (A).

Allgemein gilt, dass unser Quadrat durch die erste Zeile und das erste Element der zweiten
Zeile bereits vollstandig bestimmt ist. Zahlenquadrate vom Format n x n, bei denen in jeder
Zeile und jeder Spalte jede der n Zahlen genau einmal vorkommt, nennt man lateinische Qua-

drate.E] Die Zahl n heiBt die Ordnung des Quadrates.
Aufgabe 1. a) Wie viele lateinische Quadrate der Ordnung 3 gibt es?

Losung: Die drei Elemente in der ersten Zeile konnen auf 3! = 6 verschiedene Weisen ange-
ordnet werden:

123 132 213 231 312 3 21

Wie wir oben gesehen haben, ist ein lateinisches Quadrat der Ordnung 3 nach Vorgabe der
ersten Zeile durch das erste Element der zweiten Zeile bereits eindeutig bestimmt. Es gibt
jeweils zwei Moglichkeiten, den durch die zweite Zeile und erste Spalte bestimmten Platz mit
Elementen der Menge {1,2,3} zu belegen. Man erhalt somit 6 - 2 = 12 lateinische Quadrate
der Ordnung 3, und zwar:

1 2 3 1 3 2 2 1 3 2 31 31 2 3 21
2 31 2 1 3 1 3 2 1 2 3 1 2 3 1 3 2
31 2 3 21 3 21 3 1 2 2 31 2 1 3

3Der Name erklart sich dadurch, dass frither in der quadratischen Anordnung nicht Zahlen, sondern die
Buchstaben des lateinischen Alphabets verwendet wurden.
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4.1 Lateinische Quadrate

1 2 3 1 3 2 2 1 3 2 31 31 2 3 21
31 2 3 21 3 21 3 1 2 2 31 2 1 3
2 31 2 1 3 1 3 2 1 2 3 1 2 3 1 3 2

Aufgabe 2. Wie viele lateinische Quadrate gibt es, wenn man zwei Quadrate als nicht ver-
schieden voneinander ansieht, die durch eine Permutation der Ziffern 1, 2, 3 auseinander
hervorgehen 7

Losung: Ist z. B. die Permutation ( :_13 ? g > gegeben, dann sind die beiden Quadrate

w N =
= W N
N~ W
N~ W

1
2
3

=W N

gleich. Es gibt 3! = 6 verschiedene Permutationen von drei Elementen. Das bedeutet, dass
sechs lateinische Quadrate jeweils untereinander gleich sind. Insgesamt gibt es also 12 = 2

6
voneinander verschiedene lateinische Quadrate der Ordnung 3.

Kehren wir noch einmal zum einleitenden Beispiel zuriick. Fiir den Versuch soll nun auch die
zweite dort genannte Bedingung beachtet werden:

(B) In jeder Zeile und jeder Spalte soll jede Diingersorte genau einmal auftreten, und auf
dem gesamten Versuchsfeld soll jede Zusammenstellung von je einer Getreidesorte und einer
Diingersorte genau einmal vorkommen.

Aufgabe 3. Ist es moglich, zu einer Verteilung der Getreide- und Diingersorten unter Beachtung
der Bedingungen (A) und (B) zukommen 7

Losung: Um die Frage zu beantworten, wollen wir die Diingersorten ebenfalls mit den Zahlen
1, 2, 3 bezeichnen. AuBerdem wollen wir voraussetzen, dass die Aussaat des Getreides durch
das lateinische Quadrat

w N =
= W N
N = W

gegeben ist. Jedes Feld kénnen wir durch ein Zahlenpaar (x, y) beschreiben, wobei = € {1,2,3}
Getreidesorte und y € {1,2,3} Diingersorte sei. Das Paar (x,y) werde hier kurz mit xy be-
zeichnet.

Der Bedingung (B) entnimmt man: Jedes Zahlenpaar (x,y) soll in dem durch Abb. 164a, b
gegebenen Schema genau einmal auftreten.

Wir haben alle z-Werte bereits verteilt und kénnen die Verteilung der y-Werte (Diingersorten)
1, 2, 3 in der ersten Zeile z. B. wie folgt vornehmen:

11 22 33
2 3 1
3 1 2

Wie muss die erste Spalte weiter ausgefillt werden, um die Bedingung (B) zu erfiillen ? Im
zweiten Feld der ersten Spalte kann nicht 22 stehen, da das Paar (2,2) schon vorhanden ist.
Man erhalt daher:
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11 22 33
23 3 1
32 1 2

Das zweite Feld der zweiten Spalte darf wegen (B) nicht 33 und nicht 32 enthalten; es enthalt
also 31, und folglich steht im dritten Feld 13. Daraus erhalt man sofort die Paare der dritten
Spalte, und die Bedingung (B) ist erfiillt:

11 22 33
23 31 12
32 13 21

Dieses Schema stellt einen Plan dar, wie die Aussaat und das Diingerstreuen zu erfolgen haben.
Alle ersten Glieder und alle zweiten Glieder der Paare bilden je ein lateinisches Quadrat:

1 2 3
Lll L2312
2 31

W N =
=W N
N = W

Entstehen zwei lateinische Quadrate so wie L, Ly, dann heiBen sie zueinander orthogonal.
Wir erklaren gleich allgemeiner:

Zwei lateinische Quadrate der gleichen Ordnung n heiBen zueinander orthogonal, wenn durch
"Ubereinanderlegen" der Quadrate ein Schema von n? Feldern entsteht, in dem jedes Paar zy
mit z,y € {1,2,....,n} genau einmal vorkommt.

Fiir weitere Uberlegungen ist die folgende Bemerkung niitzlich:

Sind Ly, Ly zueinander orthogonale lateinische Quadrate der Ordnung n, dann sind auch die
Quadrate L', L), die aus Ly bzw. Ly durch Permutation der Elemente 1,2, ..., n hervorgehen,
zueinander orthogonal (hierbei muss nicht die Permutation, die L; in L) Uberfihrt, mit der
Permutation ibereinstimmen, die Ly in L), Gberfiihrt).

Denn nimmt man an, dass beim Ubereinanderlegen von L) und L/, zwei gleiche Paare entste-
hen, dann miissten durch Riickgangigmachen der Permutationen beim Ubereinanderlegen von
Ly und Ly ebenfalls zwei gleiche Paare vorkommen (was aber wegen der Orthogonalitat von
Ly und L nicht sein kann).

Aufgabe 4. Gibt es ein von L, verschiedenes lateinisches Quadrat, das zu L; orthogonal ist?
(Quadrate, die durch eine Permutation der Elemente auseinander hervorgehen, sollen als nicht
verschieden angesehen werden, siehe Aufgabe 2).

Losung: Wir nehmen an, es gabe ein weiteres zu L; orthogonales lateinisches Quadrat L3, das
durch keine Permutation der Zahlen 1, 2, 3 aus L5 hervorgeht. Nach der obigen Bemerkung
konnen wir diese Zahlen aber so permutieren, dass sie in der ersten Zeile in der "natiirlichen"
Reihenfolge 1, 2, 3 stehen.

Wir iiberlegen uns nun, durch welche Ziffer der erste Platz in der zweiten Zeile belegt werden
miisste. Diese Ziffer muss folgende Voraussetzungen erfiillen:

1. Sie muss ungleich 1 sein, da 1 schon in dieser Spalte in der ersten Zeile auftritt.

2. Sie muss ungleich 2 sein, da sonst das Zahlenpaar 22 auftreten wiirde, das bereits vorhanden
ist.

3. Sie muss ungleich 3 sein, da sonst L3 = Lo ware.
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Alle diese Voraussetzungen konnen nicht gleichzeitig erfiillt werden. Folglich gibt es kein wei-
teres von Ly "wesentlich verschiedenes" lateinisches Quadrat, das zu L, orthogonal ist.

Aufgabe 5. Man konstruiere samtliche zum lateinischen Quadrat der Ordnung 4

1 2 3 4
2 1 4 3
L1'3412
4 3 2 1

orthogonalen lateinischen Quadrate. (Zwei Quadrate, die durch Permutation der Ziffern aus-
einander hervorgehen, sehen wir wieder als "gleich" an.)

Losung: Fuir die zu konstruierenden Quadrate konnen wir in der ersten Zeile die Ziffernreihen-
folge 1, 2, 3, 4 wahlen:

11 22 33 44

2x 1 4 3
3 4 1 2
4 3 2 1

Bezeichnet man das erste Element in der zweiten Zeile mit , dann kann nur die Belegung von
x mit 3 oder 4 ein zu L; orthogonales lateinisches Quadrat liefern (denn x = 1 wiirde kein
lateinisches Quadrat ergeben, und im Fall z = 2 bekdme man das schon vorhandene Paar 22).
Wenn z = 3 gewahlt wird, dann sind die weiteren Elemente des zu konstruierenden Quadrates
bereits eindeutig festgelegt. Dasselbe gilt fir x = 4.

Dass man in diesen Fallen (unter Beachtung der Bedingungen (A) und (B)) "bis zum Schluss"
weiter konstruieren kann, beweist die Existenz von zwei zu L; orthogonalen lateinischen Qua-
draten. Wie nach Wahl von x = 3 oder z = 4 die weiteren Elemente zu konstruieren sind,
zeigen die beiden "gerichteten Graphen" der Abb. 165. (Natirlich kann man zu Ly und L;
noch auf anderen als den hier angegebenen Wegen gelangen.)

L1 2 3 4 gl 2 3 &

by T2 I

4 |3—b-2 1| 2 ‘tl 4—1]’:

Abb. 165 £—1—4—; 1|’/‘*—1"’2

Folglich sind L, und L3 die beiden einzigen zu L, orthogonalen lateinischen Quadrate. Aber
auch Ly und Ls sind zueinander orthogonal. Man iiberzeugt sich leicht davon durch Uberein-
anderlegen dieser Quadrate.

Die Quadrate Ly, Ls, L3 sind also paarweise orthogonal. Gibt es ein weiteres zu L1, Lo, L3
orthogonales Quadrat 7 Die Antwort lautet: Nein. Denn ein solches ware insbesondere zu L
orthogonal und fiele daher mit L, oder L3 zusammen.

Wir werden spater im Zusammenhang mit einer anderen Fragestellung auf unsere drei soeben
konstruierten lateinischen Quadrate zuriickkommen. Einige Eigenschaften dieser Quadrate wol-
len wir schon jetzt festhalten. Dazu betrachten wir die 4x4 = 16 Felder des "Grundquadrates"
(), auf dem die zueinander orthogonalen Quadrate L1, Lo, L3 konstruiert wurden.

Gewisse Mengen von Feldern wollen wir Linien nennen, und zwar sollen es die folgenden sein:
die Zeilen von (), die Spalten von @ und fiir jedes der lateinischen Quadrate L, Lo, L3 die
gleichbezeichneten Felder. Damit haben wir fiinf Linienscharen erhalten.
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Wir wollen iber Linien einige einfache Behauptungen notieren; die Felder werden hier Punkte
genannt:

(1) Jede Linie enthélt vier Punkte.

(2) Zwei (verschiedene) Linien einer Schar enthalten keinen gemeinsamen Punkt. (Wir nennen
Linien ein und derselben Schar deshalb auch parallel.)

(3) Durch jeden Punkt geht genau eine Linie einer vorgegebenen Schar.

(4) Durch jeden Punkt gehen insgesamt finf Linien.

(5) Durch zwei (verschiedene) Punkte geht genau eine Linie.

(6) Zwei Linien k, [, die verschiedenen Scharen angehdren, haben genau einen Punkt gemein-
sam.

Aufgabe 6. Man beweise die Eigenschaften (1) bis (6).

Losung: Die ersten vier Eigenschaften sind leicht einzusehen. Man hat dabei nur zu beachten,
dass Linien entweder Zeilen oder Spalten oder die gleichbezeichneten Felder eines der Quadrate
Ly, Ly, L3 sind.

Schwieriger ist der folgende Beweis von (5) und (6), und man muss in der konkreten Situation
entscheiden, ob er mit den Schiilern erarbeitet wird oder nicht.

Wir beweisen zunachst, dass es durch zwei Punkte P, () nicht mehr als eine Linie gibt. Das ist
klar, wenn P, () einer Zeile oder einer Spalte angehoren. Es seien nun P, () nicht gemeinsam
in einer Zeile oder Spalte gelegen. Durch P, () kénnen dann nur Linien gehen, die durch die
Quadrate L1, Lo, L3 definiert werden.

Wir schlieBen indirekt und nehmen an, dass durch diese Punkte zwei Linien [, k£ gehen. Es
mogen etwa die mit 2 bezeichneten Felder von L; die Linie [ und die mit 4 bezeichneten
Felder von L, die Linie k ergeben.

Durch "Ubereinanderlegen" der Quadrate L, Lo entsteht dann auf den beiden durch P, Q
bestimmten Feldern das Elementepaar 24, im Widerspruch zur Orthogonalitat von Lq, Ls.
Damit ist auch klar, dass zwei Linien hochstens einen gemeinsamen Punkt haben.

Wir zeigen nun, dass Linien k und [ aus verschiedenen Scharen einen Punkt gemeinsam haben.
Das ist klar, falls sich unter k& und [ eine Zeile oder Spalte befindet. Andernfalls liegt jeder der
vier Punkte von k auf genau einer der vier Linien der Schar von [, weil sonst k& und eine Linie
der Schar von [ im Widerspruch zur Orthogonalitat der lateinischen Quadrate zwei Punkte
gemeinsam hatten. Insbesondere schneiden sich & und [.

AbschlieBend ist noch zu zeigen, dass je zwei Punkte eine Verbindungslinie besitzen. Das trifft
offensichtlich zu, falls P und @ in einer Zeile liegen. Sind jedoch die Zeilen von P und @
voneinander verschieden, dann miissen von den finf Linien durch P nach (6) vier die Zeile von
@ in ihren vier Punkten treffen, d. h., dass eine der Linien durch P den Punkt () enthalten
muss, was zu beweisen war.

Bemerkung. Liegen n — 1 paarweise orthogonale lateinische Quadrate der Ordnung n vor,
dann kann man leicht die zu (1) bis (6) analogen Eigenschaften beweisen. Es sind hierzu keine
prinzipiell neuen Uberlegungen erforderlich. Es ist aber zu beachten, dass es nicht zu jeder
natirlichen Zahl n > 3 stets n — 1 paarweise orthogonale lateinische Quadrate der Ordnung
n gibt (vgl. die Bemerkung im Anschluss an die Lésung der folgenden Aufgabe).

Aufgabe 7. Gibt es zu dem angegebenen lateinischen Quadrat L ein orthogonales 7
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1 2 3 4
2 4 1 3
L'3142
4 3 2 1

Losung: Angenommen, es gabe ein zu L orthogonales lateinisches Quadrat L'. Fir L' kénnen
wir wie oben in der ersten Zeile wieder die Ziffernreihenfolge 1, 2, 3, 4 wahlen.

Der erste Platz der zweiten Zeile von L’ kann nur mit den Ziffern 3 oder 4 belegt werden.
Wabhlen wir fiir diesen Platz zunachst die 3. Wie oben konstruieren wir unter Beachtung von
(A) und (B) die weiteren Elemente von L'.

Gelingt eine solche Konstruktion "bis zum Schluss", dann existiert ein zu L orthogonales
lateinisches Quadrat, bleiben wir unterwegs irgendwo "stecken" (d.h., lassen sich (A) und (B)
nicht mehr erfiillen), dann gibt es kein zu L orthogonales Quadrat, das auf dem ersten Platz
der zweiten Zeile eine 3 tragt. Wir geben in Abb. 166 eine mogliche Konstruktion wieder durch
einen gerichteten Graphen an.

1 2 3 4
G =2
Eag
Abb. 166 * *

Jede Belegung des ersten Platzes in der dritten Zeile durch die Ziffern 1, 2, 3, 4 fiihrt auf einen
Widerspruch: Bei der Belegung mit 1, 2 oder 3 entsteht kein lateinisches Quadrat; die Belegung
mit 4 widerspricht der Orthogonalitatsbedingung, denn das in diesem Fall entstehende Paar
34 ist in unserer Konstruktionskette bereits vorhanden.

|

2 .

|
—1

Ebenso fiihrt die Belegung des ersten Platzes der zweiten Zeile mit 4 auf einen Widerspruch.
Aus der Untersuchung samtlicher Moglichkeiten ergibt sich, dass es zu dem gegebenen Quadrat
kein orthogonales gibt.
Das historisch gesehen erste Problem, das auf die Konstruktion zweier orthogonaler lateinischer
Quadrate hinauslauft, wurde von Euler im Jahre 1779 gestellt. Es ist das beriihmte Problem
von den 36 Offizieren:

36 Offiziere aus sechs verschiedenen Regimentern und mit sechs verschiedenen Dienstgraden
sollen so in einem Quadrat vom Format 6 x 6 angeordnet werden, dass in jeder Zeile bzw. in
jeder Spalte jeder Dienstgrad und jedes Regiment genau einmal vorkommen. Ist es moglich,
eine solche Aufstellung anzugeben?

Wie lasst sich die Aufgabe mit mathematischen Begriffen umformulieren? Die sechs Regimenter
bzw. sechs Dienstgrade missen offenbar so angeordnet werden, dass sie lateinische Quadrate
der Ordnung 6 ergeben.

AuBerdem muss jedes Paar (Dienstgrad, Regiment) genau einmal auftreten. Anders gesagt: Die
Quadrate miissen orthogonal sein. Dieses Problem ist unlsbar. Der Beweis dieser Behauptung
ist recht kompliziert. Er konnte erst 1900 durch Tarry erbracht werden.

Ist dagegen n eine Primzahlpotenz (insbesondere also eine Primzahl), dann gibt es stets n — 1
paarweise orthogonale lateinische Quadrate der Ordnung n. In 4.3. kommen wir auf diese
Behauptung zuriick. Die Untersuchungen (iber orthogonale lateinische Quadrate sind noch
nicht abgeschlossen.

Es ist z. B. gelungen, zwei orthogonale lateinische Quadrate der Ordnung 22 anzugeben. Ei-
nige Paare orthogonaler lateinischer Quadrate der Ordnung 10 wurden gefunden. Man kennt
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jedoch noch nicht die genaue Anzahl.

Eine bereits bewiesene Aussage lautet: Ist n = p{*p52...p% die Primzahlzerlegung von n € N,

dann gibt es wenigstens ¢ orthogonale lateinische Quadrate, wobei ¢ das Minimum der m-
elementigen Menge {p{* — 1,p5* — 1, ...,pm* — 1} ist.

Schon vor mehr als 2000 Jahren haben sich die Gelehrten mit auffalligen und sonderbaren
Eigenschaften von Zahlenquadraten beschaftigt. Bekannt ist sicherlich das Quadrat vom For-
mat 3 x 3, in dem alle 3 -3 = 9 Ziffern so angeordnet sind, dass alle Zeilensummen und alle
Spaltensummen gleich sind:

4 9
3 5
8 1

Eine alte Legende aus China, die etwa aus der Zeit 2200 v. u. Z. stammt, besagt, dass
sich dieses Quadrat auf dem Panzer einer Meeresschildkréte befunden habe. Es soll etwa so
ausgesehen haben wie in Abb. 167 dargestellt.

&
S o

C@ :
Abb. 167 %

Quadrate vom Format n x n mit n? verschiedenen Ziffern, bei denen alle Zeilensummen und
alle Spaltensummen gleich sind, heiBen magische Quadrate. Mitunter wird die gleiche Summe
auch noch fiir die Diagonalen verlangt.

2
.
6

g

Da in friiheren Zeiten Araber diesen Quadraten Zauberkrafte zusprachen, hat sich der Name
"magisch" erhalten. Ein magisches Quadrat vom Format 4 x 4 befindet sich auf dem von
Albrecht Direr gefertigten Kupferstich "Melancholia" (1514).

Es soll im folgenden untersucht werden, ob es einen Zusammenhang von lateinischen und
magischen Quadraten vom Format n x n gibt.

Wir betrachten die zueinander orthogonalen lateinischen Quadrate L; und L, der Aufgabe 5
und ersetzen die 4 durch die 0. Damit andern wir nichts an den Eigenschaften der Quadrate:

1 2 30 1 2 30
2 1 0 3 301 2
L1'3012L2'0321
0 3 2 1 2 1 0 3

Durch "Ubereinanderlegen" der Quadrate von L; und L,, entstehen n? verschiedene Zahlen-
paare.

Jedem Paar zy kénnen wir die Zahl 4z + y zuordnen (im vieradischen Positionssystem ist
y die Anzahl der "Einer"und z die Anzahl der "Vierer"). Die 16 Zahlen, die auf diese Weise
entstehen, stellen wir im folgenden zusammen:

1. Spalte 2. Spalte 3. Spalte 4. Spalte
1-4+1 2-4+2 3-4+43 0-440
2-4+3 1-440 0-4+1 3-4+42
3-440 0-4+43 1-4+42 2-4+41
0-4+2 3-4+1 2440 1-4+3
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5 10 15 O
11 4 1 14
12 3 6 9
2 13 8 7

In jeder Spalte und jeder Zeile treten die Zahlen 0, 1,2, 3 genau einmal als Faktor von 4 und
genau einmal als Summand auf. Jede der 16 hochstens zweistelligen vieradischen Zahlen zy
(= 4z + y) ist also genau einmal aufgeschrieben. Die Summe jeder Zeile und jeder Spalte
betragt

(1424+34+0)-4+(1+2+340)=30

Folglich haben wir ein magisches Quadrat erhalten.

Aufgabe 8. Man gebe nach dem eben beschriebenen Verfahren das zu den orthogonalen latei-
nischen Quadraten

W N =
=W N
N /= W
N W
w = N
=N W

gehorige magische Quadrat an.
Losung: Wird die 3 durch die 0 ersetzt, dann erhalt man die lateinischen Quadrate

1 20 1 2 0
2 01 0 1 2
01 2 2 01
die wieder zueinander orthogonal sind. Durch Ubereinanderlegen dieser Quadrate gewinnt man
neun paarweise verschiedene Zahlen zy im triadischen System:

ry =3z + v, z,y =0,1,2
Aus diesen Zahlen entsteht das magische Quadrat

4 8 0
6 1 5
2 3 7
mit der Zeilen- bzw. Spaltensumme 12.

Allgemein gilt: Den n? verschiedenen Zahlenpaaren (,%) aus zwei zueinander orthogonalen
lateinischen Quadraten der Ordnung n lassen sich n? Zahlen xy im n-adischen Positionssystem
zuordnen:

Ty =nT + Yy, z,y=0,1,..n—-1

Diese Zahlen sind paarweise verschieden, und in jeder Zeile bzw. jeder Spalte tritt jede der
Zahlen 0,1, ....,n — 1 genau einmal als Faktor von n und genau einmal als Summand auf. Die
Zeilen- und Spaltensummen sind somit konstant. Wir kdnnen sie sofort berechnen:
(n—1)n nn—1) 1,6,
. — —(n2 -1
5 n+ 5 5 (n n
Man iiberzeugt sich leicht davon, dass die konstanten Zeilen- und Spaltensummen eines beliebi-
gen n-reihigen magischen Quadrates (unabhéngig von seiner "Herkunft" etwa tiber orthogonale
lateinische Quadrate) stets gleich dem eben berechneten Wert sein missen.

1+2+.+n-1)n+(1+2+...+n-1)=
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4.2 Blockplane

In einem solchen Quadrat tritt namlich jede der Zahlen 0,1,2,...,n%? — 1 genau einmal auf. Da
die Zeilensummen (ebenso wie die Spaltensummen) jeweils gleich sind, braucht man nur die
Summe

1
O+14+2+..+n*= §(n?—l)n2
durch n zu dividieren.

Es ergibt sich nun die Frage, ob man durch Umkehrung unseres oben dargestellten Verfahrens
aus einem magischen Quadrat wieder zwei zueinander orthogonale lateinische Quadrate erhal-
ten kann. Dazu stellen wir die folgende

Aufgabe 9. Gegeben sei das magische Quadrat

15 10 5 O
4 1 14 11
M 8 13 2 7
3 6 9 12

Lasst sich M aus zwei zueinander orthogonalen lateinischen Quadraten der Ordnung 4 gewin-
nen?

Losung: Jede der Zahlen 0, 1,2, ..., 15 kann man eindeutig im vieradischen Positionssystem in
der Form 4x +y, z,y = 0,1, 2, 3, darstellen. Beispielsweise folgt aus dem Ansatz

dxr +y = 15, x,y =0,1,2,3

notwendig * = y = 3. Auf diesem Wege kann man jedem der n? Felder des Quadrats genau
einen x- und genau einen y-Wert aus der Menge {0,1,2, 3} zuordnen. Man erhilt die beiden
Quadrate

3210 3210
1 0 3 2 01 2 3
2 3 01 01 2 3
01 2 3 3210

Das zweite ist aber kein lateinisches Quadrat. Die gestellte Frage ist also zu verneinen.

4.2 Blockplane

Den nun folgenden neuen Begriff wollen wir uns anhand von Beispielen klarmachen.

Aufgabe 1. Fir ein Busliniennetz werden in einer Stadt sieben Bushaltestellen eingerichtet.
Diese Haltestellen seien wie folgt zu einem Schema angeordnet:
1o

2o ob

oo of

s} 2

3 7

Auf Grund der ortlichen Gegebenheiten soll das Liniennetz folgende Forderungen erfiillen:
1. Jede Buslinie soll genau drei Haltestellen haben.

2. Jede Haltestelle gehort zu genau drei Buslinien.

3. Je zwei beliebige Haltestellen sollen durch genau eine Linie verbunden sein.
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4.2 Blockplane

Wie muss das Busliniennetz unter diesen Bedingungen aussehen?

Losung: Wir versuchen zunachst, Forderung 1 zu erfiillen. Derartige (Bus-)Linien sind z. B. in
Abb. 168a dargestellt.

Abb. 168 @ B

Die zweite Forderung ist dagegen noch nicht erfiillt: Die Haltestellen 2, 5 und 6 gehéren erst
zu zwei Linien. Auch die dritte Forderung ist nicht erfiillt. Beispielsweise gibt es keine Linie,
die die Haltestellen 2 und 5 miteinander verbindet.

Fihren wir eine weitere Buslinie ein, die durch die Haltestellen 2, 5 und 6 verlduft, dann
erhalten wir ein Liniennetz, das den Bedingungen 1 bis 3 geniigt (Abb. 168b).

Aufgabe 2. In einem Stadion wird ein Motorradrennen veranstaltet. Zum Wettkampf haben
sich 16 Sportler angemeldet, von denen jeweils vier an den Start gehen sollen. Um einen fairen
Wettstreit zu gewahrleisten, ist folgende Bedingung einzuhalten:

Jeder Fahrer muss gegen jeden anderen genau einmal antreten. Gibt es mogliche Startreihen-
folgen, die dieser Bedingung geniigen? Wie oft muss jeder einzelne Fahrer an den Start gehen?
In welchen Anordnungen starten die Fahrer ?

Losung: Wir denken uns die Fahrer mit den Startnummern 1 bis 16 versehen und benutzen
diese Nummern auch zur Bezeichnung der Fahrer. |hre Grundstellung sei

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
13 14 15 16

Wenn die Aufgabe losbar ist, muss jeder Fahrer fiinfmal an den Start gehen, denn in jedem
Rennen ist er mit drei der tbrigen 15 Fahrer zusammen. Mit dieser Feststellung ist noch nicht
viel fiir eine mogliche Startreihenfolge gewonnen.

Fahrer 1 kann z. B. mit 2, 3 und 4 starten, die lbrigen dann "zeilenweise". Weiter kann 1 etwa
mit 5, 9 und 13 starten, die tbrigen dann "spaltenweise". Wenn so verfahren wird, kann 1 z. B.
nicht mit 6, 7, 8 starten, denn diese Fahrer sind schon zusammen mit 5 in einer Vierergruppe
gewesen. Um die Aufgabe zu I6sen, muss man aber noch drei weitere Rennen mit jeweils vier
Startergruppen bilden. Ein schwieriges Problem 7

Schauen wir uns noch einmal die einzuhaltende Bedingung an. Ein wenig umformuliert lautet
sie: Zwei beliebige Fahrer missen genau einer Startergruppe angehoren. Erinnern wir uns an
dieser Stelle der drei paarweise orthogonalen lateinischen Quadrate der Ordnung 4, die wir in
4.1. konstruiert haben. Die dort genannte Bedingung (5) lautet:

Durch zwei Punkte geht genau eine Linie. Wir machen Linien zu Startergruppen und erken-
nen, dass die gestellte Aufgabe bereits gelost ist. Zu den oben genannten, aus den Zeilen und
Spalten des Fahrerfeldes gebildeten acht Startergruppen treten noch zwolf weitere:

Jedem der lateinischen Quadrate Ly, Lo, L3 (siehe Aufgabe 5 in 4.1.) entsprechen vier Star-
tergruppen. Die folgende Aufstellung zeigt die 20 sich daraus ergebenden Startergruppen:
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4.2 Blockplane

1 2 3 4 1 5 9 13 1 6 11 16
5 6 7 8 2 6 10 14 2 5 12 15
(1) 9 10 11 12 (2) 3 7 11 15 (3) 38 9 14
13 14 15 16 4 8 12 16 4 7 10 13
1 7 12 14 1 8 10 15
2 8 11 13 2 7 9 16
(4) 3 5 10 16 () 3 6 12 13
4 6 9 15 4 5 11 14

Wir wollen jetzt die Aufgaben 1 und 2 miteinander vergleichen und zugleich in der folgenden
Tabelle von den Besonderheiten dieser Aufgaben abstrahieren (Spalte 3):

Aufgabe 1 Aufgabe 2 Modell

7 Haltestellen 16 Fahrer v Punkte

7 Buslinien 20 Startergruppen b Linien

Jede Haltestelle gehort  Jeder Fahrer gehort zu  Jeder Punkt gehort zu

zu 3 Linien. 5 Startergruppen. r Linien.

3 Haltestellen in einer 4 Fahrer in einer Star-  Jede Linie enthalt k&
Linie tergruppe Punkte.

Je 2 Haltestellen werden Je 2 Fahrer gehdéren zu  Je 2 Punkte werden
durch eine einzige Linie  genau einer Starter- durch A (= 1) Linien ver-
verbunden. gruppe. bunden.

Verallgemeinernd stellen wir fest: Aus einer v-elementigen Menge werden gewisse k-elementige
Teilmengen gebildet, die wir Blécke nennen. Durch jedes Element gehen r Blécke. Insgesamt
sind b Blocke vorhanden. Je zwei Elemente gehoren genau A Blocken an.

Mengen mit einem ausgezeichneten System von Teilmengen (den Blocken), die diesen Be-
dingungen geniigen, heiBen Blockpléneﬂ genauer (v, b, k, \)-Blockplane. Wir nennen das
5-Tupel (v,b,r, k, X) auch Typ des Blockplans. Die Blockplane in den Aufgaben 1 und 2 ha-
ben die Typen (7,7,3,3,1) bzw. (16,20,5,4,1).

Aufgabe 3. Man gebe ein Modell fiir einen (9, 12,4, 3, 1)-Blockplan an.

Losung: Wir veranschaulichen die neun Elemente des Blockplans wieder durch ein Punktegitter
(Abb. 169a) und fassen jeweils drei kollineare Punkte zu einem Block zusammen (Abb. 169b).
Die weitere Konstruktion ist damit bereits eindeutig festgelegt.

Da r = 4 ist, missen durch jeden Punkte genau vier Blocke gehen. Beispielsweise gehen durch
den Punkt 1 erst drei Blocke. Dieser Punkt kann mit keinem der Punkte 2, 3, 4, 5, 7, 9 in
einem weiteren vierten Block liegen. Dann erhielte man namlich jeweils zwei Punkte, durch
die zwei verschiedene Blocke gehen (im Widerspruch zu A = 1). Also bilden die Punkte 1, 6,
8 einen Block.

1 7
2 > 38
3e—a8 49

Abb. 169,170 @ b)

“Die Benennung Blockplan stammt aus der Statistik; ebenso die Bezeichnungen v (Varietat, Gesamtheit), r
(Replikation, Wiederholung) und b (Block).
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4.2 Blockplane

Auf die gleiche Weise lberlegt man sich, dass die Mengen {2.4,9}, {3,4,8}, {2,6,7} Blocke
sind, die wir durch Linien veranschaulichen (Abb. 170).
Man mache sich klar, dass alle geforderten Bedingungen erfiillt sind.

Die Losung der Aufgabe 2 fiihrte uns auf drei paarweise orthogonale lateinische Quadrate
der Ordnung 4. Auch im vorliegenden Fall der Aufgabe 3 hatte ein Blick auf die zueinander
orthogonalen lateinischen Quadrate L, L, sofort zu einer Lésung gefiihrt. Die Menge der
gleichbezeichneten Felder jedes dieser Quadrate liefert (neben den Zeilen und Spalten des
Neunerfeldes) jeweils einen Block.

Dass durch zwei Punkte genau ein Block geht, folgt wieder aus der Orthogonalitat von Ly, Lo.

Allgemeiner gilt folgendes: Aus n — 1 paarweise orthogonalen lateinischen Quadraten der Ord-
nung r kann man einen (n% n? +n,n + 1,n,1)-Blockplan konstruieren. Die Richtigkeit dieser
Behauptung folgt sofort aus der Bemerkung im Anschluss an die Aufgabe 6 in 4.1.

Wir wissen aber, dass es nicht zu jeder natiirlichen Zahl n einen Blockplan des angegebenen
Typs gibt (nach dem Resultat von Tarry gibt es einen solchen z. B. fir n = 6 nicht). Ist
dagegen n eine Primzahlpotenz, dann gibt es stets einen Blockplan dieses Typs.

Die Zahlen v,b,r, k, A eines (v, b, r, k, \)-Blockplans sind durch zwei Gleichungen miteinander
"gekoppelt". Um die erste dieser Gleichungen aufzustellen, zdhlen wir die Menge aller Paare
(P, g), bei denen das Element P zum Block g gehort, auf zwei Arten ab.

Durch jeden Punkt gehen r Blocke, also gibt es v - r Paare dieser Art. Zum anderen enthalt
jeder Block genau k& Elemente. Da es b Blocke gibt, gibt es auch b - & Paare der geforderten
Art. Damit haben wir die folgende Beziehung zwischen den Zahlen b, k, v, r erhalten:

b-k=v-r (1)

Um die zweite Gleichung abzuleiten, wahlen wir ein festes Element P und fragen nach der
Anzahl der Moglichkeiten, P mit allen anderen Elementen durch einen Block zu verbinden.
Der Blockplan enthalt auBer P noch v — 1 weitere Elemente. Durch diese Elemente und P
gehen jeweils A Blocke. Also gibt es A(b — 1) Moglichkeiten, P mit allen anderen Elementen
durch einen Block zu verbinden.

Zu einer zweiten Berechnung dieser Anzahl kommen wir durch folgende Uberlegung: Durch P
gehen r Blocke, die samtliche v Elemente erfassen miissen. Alle diese Blocke enthalten auBer
P noch k — 1 weitere Elemente. Damit ist die zu bestimmende Anzahl auch gleich r(k — 1).
Damit haben wir eine zweite Gleichung gewonnen:

AMo—1)=rk-1) (1

Aufgabe 4. Man zeige, dass die Daten in den Aufgaben 1, 2 und 3 die Gleichungen (I) und
(I1) erfillen.

Aufgabe 5. Ist es moglich, in einer Schule von 450 Schiilern Arbeitsgemeinschaften mit je acht
Mitgliedern so einzurichten, dass jeder Schiler Mitglied von genau drei Arbeitsgemeinschaften
ist 7

Losung: Eine Aufgabenstellung dieser Art fiihrt zwar i. allg. nicht auf einen Blockplan, aber
man kann auch hier die GréBen v, b, k,r im oben angegebenen Sinne deuten und sich leicht
iberlegen, dass fiir diese GroBen (unter der Annahme, es gabe eine Losung der Aufgabe)
Gleichung (1) gelten muss.
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4.2 Blockplane

Mit v = 450, r = 3, k = 8 hatte man dann fir b (= Anzahl der Arbeitsgemeinschaften):

6_2_450‘3
k8

Da b nicht ganzzahlig ist, muss die in Aufgabe 5 gestellte Frage verneint werden.

Aufgabe 6. Jeden Tag gehen neun Madchen in Dreierreihen spazieren.

Jedes Madchen mochte, dass es mit jedem anderen einmal in einer Reihe gegangen ist. Wieviel
Tage missen sie miteinander spazieren gehen, damit dieser Wunsch erfiillt werden kann 7
Man gebe die Aufstellung der Madchen fiir jeden Spaziergang an.

Losung: Wir stellen zunachst fest, dass mindestens (9 — 1) : 2 = 4 Tage erforderlich sind,
um dem Wunsch der Madchen zu entsprechen (vgl. dazu die Losung der Aufgabe 2). Die
geringste Anzahl von Tagen erhielte man sicher dann, wenn zusatzlich vorausgesetzt wird,
dass kein Madchen zweimal mit einem anderen in einer Reihe geht.

Fasst man unter dieser Bedingung die Dreierreihen als Blocke auf, dann ist nach der Existenz
eines Blockplans gefragt, fir den v = 9, kK = 3 und A = 1 ist. Fiir diesen ware dann r = 4
und b = 12, wie man den Gleichungen (Il) und (I) entnimmt.

Die Aufgabe lautet also mit anderen Worten: Gibt es einen (9,12,4,3, 1)-Blockplan 7 Wir
haben aber einen Blockplan dieses Typs bereits angegeben (Abb. 170).

Er enthilt vier Parallelenscharen (= Spaziergénge) mit je drei Blocken (= Dreierreihen). Wird
die Spaziergangsordnung nach diesem Blockplan eingerichtet, dann kann dem Wunsch der
Madchen entsprochen werden, wenn an vier Tagen spazieren gegangen wird.

Bezeichnet man die Madchen mit den Nummern 1, ..., 9 (vgl. Abb. 169a), dann gibt die
folgende Aufstellung eine mogliche Spaziergangsordnung an:

1. Tag 2. Tag 3. Tag 4. Tag

123 147 249 159
456 258 357 267
789 369 168 843

Aufgabe 7 (Kirkmanproblem). Wie sind 15 Madchen in Dreierreihen anzuordnen, wenn jedes
an jedem Tag mit einem anderen spazieren gehen mochte? Wieviel Tage sind notwendig, um
das zu erfiillen?

Der Mathematiker Kirkman stellte diese Aufgabe 1850.

Es ist sehr kompliziert, eine Losung dafiir zu finden. Natiirlich sieht man wieder sofort, dass die
gestellte Bedingung nur dann erfiillt werden kann, wenn die Madchen an mindestens (15—1) :
2 = 7 Tagen spazieren gehen.

Dass sieben Tage auch tatsachlich ausreichen, zeigt die folgende Lésung des Problems (die
Madchen wurden durch die 15 Buchstaben A, B, ..., O bezeichnet):

1.Tag 2.Tag 3.Tag 4.Tag b5.Tag 6.Tag 7.Tag
AFK  ABE ALM ADO AGN AHJ Adl
BGL CNO BOF BIK BDJ BMN BHO
CHM DFL DEH CJL CEK CDG DKM
DIN GHK GIO EGM FMO EFT ELN
EJO UM IKN  FHN HIL KLO FGI

Aufgabe 8. Man gebe wenigstens zwei Blockplane an, die ebenso viele Elemente wie Blocke
enthalten.
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4.3 Endliche Ebenen

Losung: Abb. 171a, b sind Beispiele fiir v = b = 3 und v = b = 4; dabei sind die Blocke zwei-
bzw. dreielementige Mengen. Nach den Gleichungen (1) und (II) gilt fiir Abb. 171a auBerdem
r=k=2und A =1 sowie r =k =3 und A = 2 fiir Abb. 171b.

3i 3 2
1 2 1
Abb. 171 @ b)

In beiden Fallen gibt es zu jedem Element genau einen Block, dem es nicht angehort.

Mit dieser Aussage als Forderung lasst sich aus jeder n-elementigen Menge mit n > 3 ein
Blockplan konstruieren: Die n Teilmengen mit n — 1 Elementen seien die Blocke, und wir
erhalten einen (n,n,n — 1,n — 1,n — 2)-Blockplan, was leicht zu bestatigen ist.

Eine wesentlich andere Losung stellt Abb. 168b mit v = b = 7 dar. Mit der Lésung des
Kirkmanproblems (vgl. Aufgabe 7) ist es gelungen, einen (15,35,7,3,1)-Blockplan anzuge-
ben. Blockplane, fiir die k£ = 3 und A = 1 gilt, heiBen Steinersysteme (nach dem Schweizer
Mathematiker Jakob Steiner). Offenbar sind auch die in den Losungen zu den Aufgaben 1 und
6 konstruierten Blockplane Steinersysteme.

Aufgabe 9. Welche natiirlichen Zahlen v kommen fiir Steinersysteme in Frage ?
Losung: Die Gleichungen (1) und (Il) lauten fiir ein Steinersystem
3b=v-r , 2r=v—1

Aus der zweiten Gleichung folgt, dass v ungerade sein muss. Aus beiden Gleichungen leitet
man leicht her, dass (w_1)
v(v —
b="%
ist, d. h., dass 6 ein Teiler von v(v — 1) sein muss. Da v ungerade ist, lasst v bei der Division
durch 6 nur die Reste 1, 3 oder 5. Folglich besitzt v die Darstellung 6k + 1, 6k 4+ 3 oder 6k +5
(k=0,1,2,...). In den ersten beiden Fillen ist v(v — 1) ein Vielfaches von 6:

v(v—1) = 6k(6k + 1) bzw. viv—1)=6(2k+1)(3k+ 1)
Ist dagegen v = 6k + 5, dann folgt
v(v—1) =2(6k +5)(3k + 2)

In diesem Fall ist aber keiner der rechts stehenden Faktoren durch 3, also v(v — 1) auch nicht
durch 6 teilbar.

Fir v kommen nur die natiirlichen Zahlen in Frage, die bei der Division durch 6 den Rest 1
oder 3 lassen: v = 3,7,9,13, 15,19, 21, ...

Man kann zeigen, dass fiir diese Zahlen tatsachlich Steinersysteme existieren.

4.3 Endliche Ebenen

Wir betrachten das Modell in Abb. 172 und wollen es geometrisch interpretieren. Es sind Punkte
gegeben, deren "Verbindungsgeraden" g1, go3, 934, 941, 913, g23 genau zwei Punkte enthalten.
(Sie sind als zweielementige Punktmengen aufzufassen.)
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4.3 Endliche Ebenen

IA 3
Abb. 172 2

Wir wollen anhand der folgenden Fragestellungen die uns gewohnte (ebene) euklidische Geo-
metrie mit der "Geometrie" vergleichen, fiir die uns in Abb. 172 ein Beispiel gegeben ist.

Euklidische Ebene Modell

Wie viele Punkte gibt es? unendlich viele 4
Wie viele Geraden existieren 7 unendlich viele 6
Wie viele Geraden gehen durch einen Punkt?  unendlich viele 3
Wie viele Punkte hat eine Gerade ? unendlich viele 2
Wie viele Geraden gehen durch zwei Punkte 7 1 1
Wie viele Parallelen gibt es zu 1 1

einer Geraden durch einen Punkt ?

Geraden g und h heiBen parallel (in Zeichen: ¢ || k), wenn g = h oder g N h = & ist. Nach
dieser Erklarung sind die Geraden g14 und go3 im Modell parallel. Das trifft z. B. auch fir die
Geraden g3 und goy zu.

Damit haben wir Eigenschaften einer endlichen Ebene untersucht. Eine endliche Ebene wird
durch die folgenden Axiome beschrieben:

Al. Zu je zwei beliebigen Punkten existiert genau eine Verbindungsgerade.

A2. Zu jeder beliebigen Geraden g und zu jedem Punkt P gibt es genau eine Parallele zu ¢
durch P.

A3. Es gibt drei nicht kollineare Punkte, d. h. drei Punkte, die auf keiner Geraden liegen.
A4 Die Ebene enthalt nur endlich viele Punkte.

Aus A2 folgt eine wichtige Eigenschaft der Parallelitat: Sind die Geraden f, g zu einer dritten
Geraden h parallel, dann sind sie auch untereinander parallel.

Nach A1l haben zwei nicht parallele Geraden genau einen gemeinsamen Punkt, ihren Schnitt-
punkt.

Aufgabe 1. Man zeige, dass samtliche Geraden einer endlichen Ebene gleich viele Punkte ent-
halten.

Losung: Gegeben seien zwei Geraden g und h sowie Punkte P € g\ hund Q € h\ g. Um die
Behauptung zu beweisen, bilden wir die Punkte von g eineindeutig auf die Punkte von h ab.
Dazu fithren wir die Verbindungsgerade f von P und @ ein (Abb. 173a).

Abb. 173 @ b)

Durch jeden Punkt X von g gibt es nach A2 genau eine Parallele x zu f. Die Gerade x
schneidet h in einem Punkt X’. Durch dieses Verfahren haben wir eine Abbildung von g in h
hergestellt. Die Abbildung hat folgende Eigenschaften:
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4.3 Endliche Ebenen

(1) Verschiedenen Punkten X, Y auf g entsprechen verschiedene Punkte X', Y’ auf h. Denn
aus X' =Y’ folgt x = y nach A2 (zwei verschiedene Parallele kann es durch einen Punkt zu
einer Geraden nicht geben). Dann ware aber auch X =Y.

(2) Zu jedem Punkt Z auf h kann man einen Punkt angeben, der auf Z abgebildet wird. Die
Parallele durch Z zu f schneidet g. Der Schnittpunkt ist offenbar Originalpunkt von Z.

Auf Grund von (1) und (2) bildet unsere Abbildung die Punkte von ¢ eineindeutig auf die
Punkte von h ab. Liegen also auf g genau n Punkte, dann auch auf h.

Ist £/ eine endliche Ebene, dann heiBt die Anzahl der Punkte, die auf einer Geraden liegen, die
Ordnung von FE.

Die Aufgabe 1 zeigt, dass diese Erklarung wirklich unabhangig von der ausgewahlten Geraden
ist.
Die Menge aller Geraden, die zu einer festen Geraden parallel sind, heiBt Parallelenbiischel.

Aufgabe 2. Fiir eine endliche Ebene der Ordnung n bestimme man die Anzahl a) der Geraden
eines Parallelenbiischels, b) der Geraden durch einen Punkt, c) aller Punkte, d) aller Paralle-
lenbiischel, €) aller Geraden.

Losung: a) Wir wahlen eine Gerade g, die dem gegebenen Biischel nicht angehort. Jede Bii-
schelgerade ist dann nicht parallel zu g, schneidet also g in einem Punkt.

Umgekehrt geht durch jeden Punkt von g (nach A2) auch genau eine Biischelgerade (Abb.
173b). Daher enthalt das Biischel genauso viele Geraden, wie es Punkte auf ¢ gibt, also genau
n Geraden.

b) Um die Geraden durch einen Punkt P abzuzahlen, wahlen wir eine Gerade g, die P nicht
enthalt. Jede Gerade durch P geht dann entweder durch einen Punkt von g, oder sie ist zu g
parallel (Abb. 174a).

Umgekehrt kann man jeden Punkt von g nach Al mit P durch genau eine Gerade verbinden.
Es gibt also eine eineindeutige Abbildung von der Menge der g schneidenden Geraden durch
P auf die Menge der Punkte von ¢. Auf g liegen n Punkte, also gehen durch P insgesamt

n 4+ 1 Geraden.
I g /i///
P
AN h

Abb. 174 @ b)

c) Ein Parallelenbiischel enthalt samtliche Punkte der Ebene (warum ?). Auf jeder der n Gera-

den des Biischels liegen n Punkte. Die endliche Ebene der Ordnung n enthilt also n? Punkte
(Abb. 174b).

d) Es sei P ein beliebiger Punkt. Jeder Geraden g durch P kdnnen wir genau ein Parallelenbii-
schel zuordnen, namlich die Menge der zu g parallelen Geraden der Ebene. Zwei verschiedene
Geraden g, h durch P erzeugen auch verschiedene Biischel (denn fiir Geraden g, h # g durch
P gilt g |/ h).

Ist umgekehrt ein beliebiges Parallelenblischel gegeben, dann geht nach A2 genau eine Bii-
schelgerade durch P. Es gibt also so viele Parallelenbiischel, wie es Geraden durch einen Punkt
gibt, folglich n + 1 Parallelenbiischel

e) Jede Gerade gehort genau einem Parallelenbiischel an. Zwei verschiedene Biischel enthalten
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4.3 Endliche Ebenen

keine Gerade gemeinsam. Da es n + 1 Biischel gibt, die nach a) je n Geraden enthalten, gibt
es insgesamt n(n + 1) Geraden.

Wir haben zu Beginn dieses Abschnitts ein Modell fiir eine endliche Ebene der Ordnung 2
kennengelernt. Gelingt es, auch fiir héhere Ordnungen endliche Ebenen zu konstruieren?

Es sei an dieser Stelle gleich vor einem Trugschluss gewarnt: Wir haben zwar Aussagen (iber
beliebige Ebenen der Ordnung n gemacht (vgl. Aufgabe 2), aber diese Aussagen hatten alle
die logische Form: Wenn E eine endliche Ebene der Ordnung n ist, dann gilt fir E ...
Daraus folgt keineswegs, dass es fiir jede natiirliche Zahl n > 2 eine Ebene der Ordnung n gibt
(das gilt beispielsweise nicht fir n = 6,14,21). Wir haben aber bereits endliche Ebenen der
Ordnung 3 bzw. 4 kennengelernt. Um das einzusehen, brauchen wir nur zwei bereits geloste
Aufgaben "umzudeuten”.

Aufgabe 3. Man zeige, dass drei paarweise orthogonale lateinische Quadrate der Ordnung 4
eine endliche Ebene der Ordnung 4 definieren. Dazu fasse man die 16 Felder eines vierreihigen
Quadrates @ (vgl. Abb. 175) als Punkte und folgende Mengen als Geraden auf: die Zeilen
von (), die Spalten von @) und fiir jedes der drei lateinischen Quadrate die gleichbezeichneten
Felder.

Losung: Wir haben in 4.1. (vgl. dort Aufgabe 5) drei paarweise orthogonale lateinische Qua-
drate L,, L,, L, der Ordnung 4 konstruieren konnen. Zur besseren Orientierung seien sie hier
noch einmal angegeben:

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
2 1 4 3 3 4 1 2 4 3 2 1
L1‘3412L2'4321L3'2143
4 3 2 1 2 1 4 3 3 4 1 2

Die Losung der Aufgabe ist leicht, wenn man sich auf die im Anschluss an die Lésung der
Aufgabe 5in 4.1. angegebenen Eigenschaften (1) bis (6) der Linienscharen (= Geradenscharen)
stiitzt. Wir haben uns davon zu lberzeugen, dass die vier Axiome Al bis A4 fiir unsere 16
Punkte und 4 - 5 = 20 Geraden erfiillt sind.

Axiom Al folgt sofort aus (5). Es sei nun P ein Punkt und ¢ eine Gerade. Liegt P auf g,
dann ist offenbar g einzige Parallele durch P zu g. Im Fall P ¢ g betrachte man die durch
g erzeugte Geradenschar. Nach (2) geht durch P genau eine Gerade h dieser Schar; g und h
sind punktfremd, also parallel.

12 3 4

o

Abb. 175,176,177

Eine weitere Parallele durch P zu g kann es nicht geben, denn nach (6) schneidet jede Gerade
aus einer anderen Schar die Gerade g in einem Punkt. Damit ist A2 bewiesen.

Es ist auch leicht, drei nicht kollineare Punkte anzugeben. Man betrachte z. B. die ersten
beiden Felder der ersten Zeile und das erste Feld der zweiten Zeile von ). Durch diese drei
Punkte geht keine von uns als Gerade ausgezeichnete Punktmenge. Dass A4 erfiillt ist, ist klar.

Das von dem lateinischen Quadrat L, erzeugte Parallelenbiischel wurde in Abb. 176 darge-
stellt. Man entwerfe analoge Bilder fiir die durch L, und L3 definierten Geradenscharen.
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4.3 Endliche Ebenen

Beachten wir die Bemerkung im Anschluss an Aufgabe 6 in 4.1., dann kann man die Behaup-
tung in Aufgabe 3 verallgemeinern:

n—1 paarweise orthogonale lateinische Quadrate der Ordnung n definieren eine endliche Ebene
der Ordnung n.

Punkte und Geraden sind auch im allgemeinen Fall so zu definieren, wie in Aufgabe 3 fir n = 4
angegeben. Der Beweis der Eigenschaften A1l bis A4 erfordert keine neuen Uberlegungen.

Wir wollen uns nun davon liberzeugen, dass auch die Umkehrung der obigen Behauptung rich-
tig ist; der Beweis ist aufwendig.

Aufgabe 4. Man zeige: Jeder endlichen Ebene E der Ordnung n kann man n — 1 paarweise
orthogonale lateinische Quadrate der Ordnung n zuordnen.

Losung: Wir zeichnen zwei Parallelenbiischel der Ebene als System von Zeilen bzw. Spalten
aus und nummerieren sie der Reihe nach; in Abb. 177 ist das fir n = 4 veranschaulicht.

Es sei nun B ein drittes Parallelenbiischel, das von den beiden gegebenen verschieden ist. Auch
die Geraden von B nummerieren wir willkiirlich von 1 bis n.

Die nummerierten Geraden von B seien x1,Z», ..., x,. Da B von den beiden gegebenen Bii-
scheln verschieden ist, schneidet jede Gerade x; (i = 1,...,n) jede Zeile und jede Spalte in
genau einem Punkt.

Durch jeden der n? Punkte muss auch genau eine Gerade des Biischels B gehen. Die Punkte,
durch die die Gerade x; geht, bezeichnen wir mit i (i = 1,...,n). Diese Konstruktion liefert
ein lateinisches Quadrat L.

Beispielsweise tritt in der ersten Zeile von L jede der Zahlen 1,2,....n genau einmal auf,
denn jede der Geraden 1, ..., z,, schneidet die erste Zeile, und zwar (nach dem Axiom A2) in
verschiedenen Punkten. Dasselbe trifft fiir die anderen Zeilen und auch fiir die Spalten zu.

Wir wahlen nun ein viertes, von den ersten drei verschiedenes Biischel B’. Ebenso wie B liefert
B’ ein lateinisches Quadrat L'. Wir zeigen die Orthogonalitat von L und L'.

Dazu nehmen wir an, es gidbe Punkte P, ) # P, denen dasselbe Zahlenpaar, etwa (1,3)
zugeordnet sei. Das bedeutet: Durch die Punkte P, () geht die mit 1 bezeichnete Gerade des
Bischels B und die mit 3 bezeichnete Gerade des Biischels B’. Diese Geraden stimmen aber
nach dem Axiom Al (iberein, da wir P # () angenommen hatten.

Die Biischel B, B’ hatten eine gemeinsame Gerade, was aber wegen der Verschiedenheit von B
und B’ nicht moglich ist. Daher ist die Annahme falsch, d. h., jedes Paar (i, j), i,j = 1,2,...,n,
kommt genau einmal vor. Damit ist die Orthogonalitdat von L, L’ bewiesen und zugleich
folgendes gezeigt:

Zeichnet man von den n + 1 Parallelenbiischeln einer endlichen Ebene der Ordnung n zwei
aus, dann liefern die (ibrigen Blischel n — 1 paarweise orthogonale lateinische Quadrate.

Es gibt also einen bemerkenswerten Zusammenhang zwischen endlichen Ebenen der Ordnung
n und Systemen von n — 1 paarweise orthogonalen lateinischen Quadraten der Ordnung n.
Das Resultat von Tarry kann jetzt folgendermaBen gedeutet werden:

Es gibt keine endliche Ebene der Ordnung 6.

Bemerkung. Ist n eine Primzahlpotenz, dann kann man stets eine endliche Ebene der Ordnung
n konstruieren (und zwar auf analytischem Wege iiber einen Korper mit n Elementen statt des
Kérpers der reellen Zahlen). Solcher Ebene kann man nun nach dem obigen Verfahren n — 1
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4.3 Endliche Ebenen

paarweise orthogonale lateinische Quadrate zuordnen. Das ergibt:

Zu jeder Primzahlpotenz n (insbesondere zu jeder Primzahl) gibt es stets n — 1 paarweise
orthogonale lateinische Quadrate der Ordnung n.

Aufgabe 5. Man zeige, dass jede endliche Ebene E als Blockplan (mit den Geraden von E als
Blocken) aufgefasst werden kann.

Losung: Die Geraden einer endlichen Ebene kénnen genau dann als Blocke eines Blockplans
gedeutet werden, wenn folgende Bedingungen gelten: a) Durch jeden Punkt geht die gleiche
Zahl von Geraden, b) alle Geraden enthalten gleich viele Punkte, c) durch je zwei Punkte
gehen gleich viele Geraden.

Durch je zwei Punkte geht genau eine Gerade, d.h., c) ist eine unmittelbare Folge aus Al.
Dass auch a) und b) richtig sind, haben wir bereits bei der Losung von Aufgabe 2 gezeigt.
Dieser Aufgabe entnimmt man auch, dass eine endliche Ebene der Ordnung n als (n?,n(n +
1),n + 1,n,1)-Blockplan aufgefasst werden kann:

n v b r kA
2 4 6 3 2 1
3 9 12 4 3 1
4 16 20 5 4 1
5 25 30 6 5 1
6 - - - -

7 49 56 8 7 1
n

n?> nn+1) n+l1 n 1

Aufgabe 6. Wie viele Dreiecke gibt es in einer endlichen Ebene der Ordnung n? (Ein Dreieck
fassen wir als dreielementige Punktmenge auf, deren Punkte nicht auf einer Geraden liegen.)

Losung: Wir subtrahieren von der Anzahl aller Dreiermengen die Anzahl der "kollinearen Drei-
ermengen" (das sind dreielementige Punktmengen, die kein Dreieck bilden). Es gibt n? Punkte,
insgesamt also @2) dreielementige Teilmengen.

Es gibt n(n + 1) Geraden; auf jeder Geraden lassen sich (g) dreielementige Punktmengen

auswahlen, d.h., n(n + 1)(;? dreielementige Punktmengen bilden keine Dreiecke.
Man erhalt daher die Anzahl der Dreiecke zu

(7;) —n(n+1)<g> :én3(n3—n2—n—|—1)

Beispielsweise existieren in der 9-Punkte-Ebene (g) — 12 = 72 Dreiecke (Abb. 178).

=] o (o] o Qg o o Q Q Q o O

I7Z o A 6 & o ofp o N
oo o o o o o o S—o— o c o o)

Abb. 178 16 & 8 & 16 16 8

Ein Parallelogramm ist eine vierelementige Punktmenge ABCD, fir die gap || gcp und
g9sc || 9ap gilt.

(o DC D c & D 0 B
o o O [o = N Q—0 O
#4880 X K
cij o v o 0 O
A B A A B A B A B A c
Abb. 179 @) &)
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4.4 Analytische Goemetrie der Ebene der Ordnung 3

Abb. 179a zeigt einige Parallelogramme der 9-Punkte-Ebene und Abb. 179b samtliche Par-
allelogramme der 4-Punkte-Ebene. Man lasse sich durch die letzten beiden Figuren der Abb.
179 b nicht irritieren, auch in diesem Fall sind die Geraden g4p und gcp sowie gap und ggc
als zweielementige Punktmengen parallel.

Aufgabe 7. Wie viele Parallelogramme gibt es in einer endlichen Ebene der Ordnung n?

Losung: Wir betrachten zwei verschiedene Parallelenbiischel By, B;.
Wahlt man aus B; bzw. By je ein Parallelenpaar aus, dann bestimmen diese beiden Paare
genau ein Parallelogramm. Da jedes Biischel n Geraden enthalt, lassen sich (g) Parallelenpaare

fir jedes Bischel bilden. Zwei Biischel erzeugen somit (;‘) . (g) Parallelogramme. Da n + 1

Parallelenbiischel vorhanden sind, lassen sich daraus (";r ) Parallelenbiischelpaare auswahlen.
Insgesamt gibt es also

T —

Parallelogramme.

4.4 Analytische Goemetrie der Ebene der Ordnung 3

Das Modell einer endlichen Ebene der Ordnung 3 ist bereits dargestellt worden (vgl. Abb.
170). Fiir die neun Punkte wollen wir Koordinaten einfiihren. Dazu zeichnen wir zwei Geraden
als z- bzw. y-Achse aus (Abb. 180a).

02| 1.2] 2,2

(0,1)1 (1,1)[ (2,1)

(2,0)

Abb. 180 @ b)

Jetzt kann jedem Punkt ein Koordinatenpaar (z,y) zugeordnet werden (Abb. 180b); es gilt
z,y € {0,1,2}. Um mit Koordinaten rechnen zu kénnen, benétigen wir eine Neufestlegung
der Addition und der Multiplikation, die aus diesem Bereich nicht herausfiihrt.

Beispielsweise lasst sich die Addition 2 + 2 nach der bis jetzt bekannten Vorschrift nicht
ausfithren, da 4 ¢ {0, 1,2} ist. Es ist uns also nicht méglich, in der iiblichen Weise zu rechnen;
darum stellen wir eine fiir unsere Zwecke abgeanderte Additions- und Multiplikationstabelle
auf.

Beide Rechenoperationen werden mit Hilfe der "Division durch 3 mit Rest" festgelegt.

Addition: Man addiert aus {0, 1,2} zwei Elemente und dividiert die Summe durch 3. Der dabei
auftretende Rest sei das Ergebnis der Rechenoperation +. Er ist Element aus {0, 1, 2}.

Multiplikation: Man multipliziert zwei Elemente aus {0, 1,2} und dividiert das Produkt durch
3. Der dabei auftretende Rest sei das Ergebnis der Rechenoperation -. Er ist Element aus
{0,1,2}.

+012] -012]|

0012 0000

1120 1012

2201 2021

Additionstabelle: Multiplikationstabelle:
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4.4 Analytische Goemetrie der Ebene der Ordnung 3

Wir haben allen Punkten Koordinatenpaare zugeordnet.

Aufgabe 1. Man versuche, die Punkte einer Geraden durch Gleichungen fiir ihre Koordinaten
zu beschreiben.

Losung: a) Wir betrachten zundchst im Koordinatensystem (Abb. 180b) die Parallelen zu
den Achsen und wahlen eine Gerade, die parallel zur y-Achse verlauft. Die x-Koordinaten der
Punkte einer solchen Geraden sind stets gleich. Die y-Koordinaten nehmen die Werte 0,1,2
an. Fiir diese drei Geraden erhalten wir die Gleichungen (Abb. 181a)

.2 1,2 2,2 [ D SR | =2
(0. 2)0 (1,2)0 ( )T TRy (2'2))’

=1

e (L1 (2,1 oy an’
©Ne (LMo (2N on an @n’

010 1,0) (2;0) fo S y=0
s e % (0.0) (10) (2,0)

Abb. 181 @ b)

b) Wir betrachten jetzt die Geraden, die parallel zur z-Achse verlaufen. Die y-Koordinaten aller
Punkte einer Parallelen zur z-Achse sind stets gleich. Die x-Koordinaten nehmen die Werte
0,1,2 an. Fiir diese drei Geraden erhdlt man die Gleichungen (Abb. 181 b)

Die bekannte Form der Geradengleichung y = max + n lasst sich aus den soeben aufgestellten
Gleichungen bereits ablesen. Hier gilt m =0 und n =0, m = 0 und n = 1 bzw. m = 0 und
n=2.

Es liegt nun nahe zu untersuchen, ob sich die tbrigen Geraden auch mit Hilfe dieser Gleichung
beschreiben lassen. Dariiber hinaus werden wir feststellen, dass es niitzlich war, fiir unseren
endlichen Bereich Rechenvorschriften neu festzulegen.

c) Wir wahlen m = 1 und n = 0, d.h. y = z. Dieser Gleichung geniigen die Punkte (0,0),
(1,1), (2,2), die Punkte einer Geraden des Modells.
Insgesamt erhalt man fiir m = 1 folgende Ergebnisse:

m n Gleichung Erfillungsmenge  Bemerkung
1 0 y=x (0,0),(1,1),(2,2) Diese drei Geraden
1 1 y=z+1 (0,1),(1,2),(2,0) sind untereinander
1 2 y=z+2 (0,2),(1,0),(2,1) parallel (Abb.182a).
y=2x+1
Y=x+1 y=2x+2
y=X

y=x+2 y=2X

Abb. 182 &
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d) Analoge Ergebnisse erhalt man fiir m = 2 (Abb. 182b).

Weitere Moglichkeiten fiir die Wahl von m und n gibt es nicht. Es ist uns gelungen, alle zwolf im
Modell vorhandenen Geraden durch eine Gleichung zu beschreiben. Diese sollen abschlieBend
noch einmal in einer tabellarischen Ubersicht angegeben werden:

Gleichung Bemerkung
a) =0 Parallelen zur y-Achse
T =
Tr =
m mn o Yy=mr-+n
by 0 0 y= Parallelen zur x-Achse
1 y=
2 y=
c) 1 0 y==z Parallelenbiischel
1 y=2+1
2 y=x+2
d 2 0 y=22 Parallelenbiischel
1 y=2z+1
2 y=2x+2

Bislang wurde nur die Parallelitdt von Geraden betrachtet. Es soll nun untersucht werden, ob
sich auch die Orthogonalitat von Geraden in geeigneter Weise auf unser Modell iibertragen
lasst; dabei bezeichne g L h die Orthogonalitat von g und h.

In unserem Koordinatensystem soll die x-Achse orthogonal zur y-Achse sein, deshalb auch jede
Parallele zur - Achse orthogonal zu jeder Parallelen zur y-Achse (Abb. 183a).

Abb. 183 9

AuBerdem legen wir fiir die beiden librigen Parallelenbiischel fest, dass jede Gerade des einen
Bischels orthogonal zu jeder Geraden des anderen Biischels ist (Abb. 183b).E] Daraus ergibt
sich, dass durch jeden beliebigen Punkt zwei Paare orthogonaler Geraden gehen. Die Abb. 184
zeigt das fiir noch zwei weitere Punkte.

Abb. 184 @ b)

SIn der 11. Klasse wird in der analytischen Geometrie der Ebene die Orthogonalititsbestimmung fiir zwei
Geraden mit den Anstiegen m, und mo wie folgt angegeben:

1
my = ——
ma
Diese Bedingung trifft auch fiir unsere Geometrie zu. Durch Umformung erhdlt man myms = —1 = 2.

Diese Gleichung wird von den beiden Parallelenbiischeln, die nicht parallel zu den Achsen verlaufen, erfillt.
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Eine zu einer Geraden g orthogonale Gerade h heiBt auch ein Lot auf g. Aus unseren Festset-
zungen Uber die Orthogonalitat von Geraden ergibt sich: Durch jeden Punkt gibt es zu jeder
Geraden genau ein Lot.

Wir geben einige Beispiele fiir rechtwinklige Dreiecke an:
Al (07())’ Bl (0,1), 01(1,0) A2(070)7 BQ(l7l)a 02(27 0)

In 4.3., Aufgabe 6, ist schon ermittelt worden, dass es insgesamt 72 verschiedene Dreiecke
gibt.

Aufgabe 4. Wie viele von den 72 Dreiecken sind rechtwinklig?

Losung: Gegeben sei ein beliebiges Dreieck ABC'. Die Verbindungsgerade von A, C' sei g, die
von B, C' sei h und die von A, B sei die Gerade 7. Da ABC' ein Dreieck ist, gehoren die
Geraden g, h, i verschiedenen Parallelenbiischeln an. Es gibt aber nur zwei Paare zueinander
orthogonaler Parallelenbiischel.

Ein Seitenpaar des Dreiecks ABC' muss daher aus solch einem orthogonalen Biischelpaar
stammen. Man erhalt also stets ein rechtwinkliges Dreieck. Alle 72 Dreiecke sind rechtwinklig.

Wahlt man im Anschauungsraum zwei beliebige Punkte A, B € g, so lasst sich stets der
Mittelpunkt M (A, B) ermitteln. Die Koordinaten von M (A, B) lassen sich berechnen. lhre
allgemeine Form lautet fir M (A, B) mit A(zq,y;) und B(z2,ys)

RS Gl Y1ty
Ty = B ) Ym = 5

In der Ebene der Ordnung 3 suchen wir die Lésung der Gleichungen

2:L’M =T + X9 und2yM = + Yo

Aufgabe 5. Man bestimme rechnerisch den Mittelpunkt zweier Punkte A, B und zeichne ihn
im Modell ein.

Losungsbeispiele (Abb. 185).
a) A(0,1), B(2,1)

A MAB) B
o————0——0

200 =0+2, 2y=1;, 2yn=14+1yu=1 MAB)=(11) ° ° °
b) A(0,1), B(L,1)

20 =0+ 1, 2y =2, 2yn=1+1yy=1, M(AB) =21 ° ° °
c) A(2,0), B(1,1)

20y =2+1=0,2p=0; 2y, =0+1,ypy =2, M(AB)=1(0,2)
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Wie wir an einigen Beispielen gesehen haben, ist der Mittelpunkt zweier beliebiger Punkte auf
einer Geraden g der dritte Punkt auf g. Diese Aussage gilt allgemein.

Aufgabe 6. Es sei ABC' ein beliebiges Dreieck. Welche Lagebeziehung hat die Verbindungs-
gerade i von M (A,C) und M(B,C') zu der Verbindungsgeraden h von A und B (Abb. 186)?

Abb. 186,187 M(8,0l C

Losung: Die Parallele j zu A durch M = M(B,C) muss gac in einem Punkt S schneiden.
Es gilt S # C wegen f # h und S # A, denn sonst folgte A, B, M,C € h. Somit gilt
S=M(AC)undi=j]| k.

In der euklidischen Ebene schneiden sich in einem beliebigen Dreieck die Seitenhalbierenden
in einem gemeinsamen Punkt S (Abb. 187).

Aufgabe 7. Man (berpriife, ob diese Aussage auch fiir die endliche Ebene der Ordnung 3 giiltig
ist.

Losung: Wir betrachten etwa das Dreieck mit den Eckpunkten A(0,0), B(2,0), C(0,2) und
den Mittelpunkten My, My, M3 (Abb. 188a). Die Verbindungsgeraden der Seitenmittelpunkte
mit den gegenlberliegenden Eckpunkten sind in Abb. 188b eingezeichnet.

(& o o
M1 M, o
A MZ B
Abb. 188

Sie gehoren einem Parallelenbiischel an. Folglich gilt die obige Aussage nicht fiir die endliche
Ebene der Ordnung 3, da ein Gegenbeispiel gefunden wurde. (Die Seitenhalbierenden jedes
Dreiecks unserer Ebene sind parallel.)

Aus dem Geometrieunterricht ist uns folgende Beziehung bekannt:

Geht in einem Dreieck ABC' die Hohe durch C' und den Mittelpunkt M (A, B), dann sind die
Seiten AC und BC gleichlang. (Das Dreieck ist gleichschenklig.)

Abb. 189

Wir wollen diese Aussage in der endlichen Ebene der Ordnung 3 untersuchen und betrachten
dazu das in Abb. 189a gegebene Dreieck. In diesem Dreieck ist der Mittelpunkt von A, C' mit
dem Punkt B verbunden worden. Diese Verbindungsgerade, die Seitenhalbierende von AC, ist
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gleichzeitig Hohe auf AC. Wiirde die obige Aussage gelten, so miissten die Seiten BA und
C B gleichlang sein.

Um die Vermutung zu bestatigen oder zu widerlegen, miissen wir entscheiden kénnen, wann
Strecken AB und C'D gleichlang sind. Das gelingt mit Hilfe der Koordinaten von A, B, C,
D. Gilt etwa A(x1,y1), B(x2,y2), C(r3,y3), D(z4,y4), dann definieren wir:

Die Strecken AB und C'D der endlichen Ebene der Ordnung 3 heiBen gleichlang, wenn

(w2 —21)* + (y2 — 11)° = (x4 — 23)° + (g2 — 12)°

gilt. (Bei dieser Erklarung haben wir uns natirlich von den Ergebnissen der analytischen Geo-
metrie des Anschauungsraumes leiten lassen.)

Aufgabe 8. a) Man prife, ob fir A(1,0), B(0,2) und C(1,2) die Verbindungsgerade von
M (A, B) und C senkrecht auf g4p steht, indem man die Geraden im Modell veranschaulicht.
b) Sind AC' und BC gleichlang?

Losung: a) Vgl. Abb. 189b.
b) Man erhalt

AC:(1-1)*4+(2-0%*=0+1=1 , BC:(1-00 +(2-2°=1+1=1

Aufgabe 9. Gegeben ist eine beliebige Gerade g mit den drei Punkten A, B und C'. Man
uberprife, ob die Strecken AB und AC gleichlang sind.

Losung: Wir nehmen an, dass g keine Parallele zur y-Achse ist; g kann dann durch eine
Gleichung der Form y = max + n dargestellt werden. Man erhalt samtliche Punkte auf g, wenn
man in dieser Gleichung fiir x die Werte 0, 1, 2 einsetzt:

AO,n), B(l,m+n), C(22m+n)
Es gilt
AB:(1 -0+ (m+n—n)>=12+m>=1+m?
AC:(2-02+(2m+n—n)?=22+2"m? =1+m?

Man erhalt dasselbe Resultat, wenn g eine Parallele der y-Achse ist, d. h., die Strecken einer
beliebigen Geraden sind gleichlang.

In unserer endlichen Ebene der Ordnung 3 lassen sich auch Kreise definieren. Wir erklaren:
Ein beliebiger Punkt X gehort dem Kreis mit dem Mittelpunkt M durch den Punkt A genau
dann an, wenn die Strecken AM und X M gleichlang sind. Die Menge dieser Punkte bildet
den Kreis.

A(1,2) £(2,0)
8(0,1) F(2,2)
c(1,0) 6(0, 2)
D(21) H(0, 0)

a)
Abb. 190
Als Beispiel geben wir in Abb. 190 zwei Kreise mit dem Mittelpunkt M (1,1) an. Durch Nach-
rechnen liberzeugt man sich leicht davon, dass jeweils die Strecken M A, M B, MC, M D
gleichlang sind.
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Auf dem Kreis um M durch A liegt auBer den Punkten A, B, C, D kein weiterer Punkt; alle
weiteren Punkte bilden den Kreis um M durch E. Es gibt also genau zwei Kreise mit dem
Mittelpunkt M (1,1).

Aufgabe 10. Man beweise, dass es um jeden Punkt als Mittelpunkt genau zwei Kreise gibt.

Losung: Das gewiinschte Resultat ergibt sich aus der folgenden Tabelle fir P(z,y) und
M (zar, ym):

r—xy Y—ym (@—2am)?+ (y—ym)?
0 0 0°+02=0 dh. P=M

24+ 12=1+1=2
224+22=14+1=2

1 024+12=0+1=1

2 024+22=0+1=1
1 0 12+0°=1+0=1

1 PP+12=14+1=2

2 12422=141=2
2 0 224+02=140=1

1

2

Man veranschauliche sich fir M # P(1,1) diese Kreise. Jeder Kreis enthalt genau vier Punkte.

Es sei k ein Kreis. Eine Gerade g heiBt Passante von k, wenn auf g kein Punkt von k liegt
(wenn also kN g = @ ist). Enthélt g genau einen Punkt von k, dann heiBt g Tangente von k.
SchlieBlich heiBt g Sekante von k, wenn auf g genau zwei Punkte von k& liegen (Abb. 191).

g
Abb. 191 Passante Tangente Sekante

Aufgabe 11. Gegeben sei ein Kreis k.

a) Wie viele Tangenten gibt es?

b) Wie viele Sekanten hat der Kreis?

c) Wie viele Passanten existieren ?

d) Welche Lagebeziehung haben zwei beliebige Tangenten eines Kreises zueinander ?

Losung: Wir Gberlegen uns zunachst, dass je drei Punkte A, B, C eines Kreises k nicht auf einer
Geraden liegen konnen. Da k genau vier Punkte enthalt, muss auf der Verbindungsgeraden
zweier dieser Punkte der Punkt M liegen. Wiirden A, B, C' auf einer Geraden liegen, dann
gabe es auf dieser Geraden vier Punkte, was aber in unserer Ebene unméglich ist.

a) Es sei nun P ein Punkt von k. AuBer P enthilt k noch drei weitere Punkte @, R, S. Die
Geraden gpg, gpr, gps sind nach dem eben Festgestellten paarweise verschieden.

Die vierte durch P gehende Gerade muss dann Tangente an den Kreis sein. Durch jeden Kreis-
punkt geht also genau eine Tangente. Insgesamt gibt es vier Tangenten.

b) Wir wissen, dass je drei Punkte eines Kreises nicht auf einer Geraden liegen. Zwei Kreis-
punkte bestimmen also genau eine Sekante. Die Anzahl der zweielementigen Teilmengen von
k ist daher auch gleich der Anzahl der Sekanten von k.
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Nun enthalt eine vierelementige Menge genau (;l) = 6 zweielementige Teilmengen. Der Kreis
k hat also sechs Sekanten.

6 Sekanten
— —— 4 Tangenten

------- 2 Passanten

Abb. 192

c) In unserer Ebene gibt es insgesamt zwolf Geraden (Abb. 192). In Bezug auf & sind von
diesen Geraden vier Tangenten und sechs Sekanten. Deshalb sind die librigen zwei Geraden
Passanten. Auf diese Weise haben wir alle Geraden beziiglich eines Kreises in Klassen eingeteilt.
Beide Passanten sind orthogonal zueinander und schneiden sich im Kreismittelpunkt.

d) Je zwei beliebige Tangenten sind orthogonal oder parallel zueinander.

Wir wissen, wie man in der euklidischen Geometrie Bildpunkte bei Verschiebungen konstruiert.
Abb. 193a zeigt die moglichen Falle bei einer durch die Punkte A, B gegebenen Verschiebung.

X X ¥ y’
A B A B X x
Abb. 193 @ o)
Die Bildpunkte gewinnt man also allein durch das Ziehen von Parallelen. Daraus entwickeln

wir nun fir die 9-Punkte-Ebene eine konstruktive Beschreibung fiir den Bildpunkt X’ von X
bei einer Verschiebung A — B:

A, B seien zwei (verschiedene) Punkte unserer Ebene, und X sei ein beliebiger Punkt. Liegt
X nicht auf der durch A, B gehenden Geraden g, dann ist X’ der vierte Eckpunkt des durch
X, A, B bestimmten Parallelogramms.

Ist dagegen X ein Punkt von g, dann wird X’ mit einem Hilfspunkt Y ¢ ¢ so wie in Abb.
193b konstruiert.

X' ist - was sich aus spateren Uberlegungen ergibt - im zweiten Fall unabhingig von der Wahl
des Punktes Y ¢ g. Weiter legen wir fest, dass die Abbildung, die jeden Punkt fest lasst,
ebenfalls eine Verschiebung sein soll. Zu beliebigen Punkten A, B gibt es also stets genau eine
Verschiebung, die A auf B abbildet.

Wir wollen die Punkte unserer Ebene wieder durch Koordinaten darstellen (vgl. Abb. 180b).

Aufgabe 12. Man konstruiere das Bild X’ des Punktes X bei der durch A, B gegebenen
Verschiebung.

a) A(1,0), B(0,1), X(2,1),
c) A(0,0), B(1,1), X (1,1),

Abb. 194 @ B)
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Durch ein Koordinatenpaar (a, b) ist genau eine Verschiebung festgelegt, namlich die Verschie-
bung, die den Punkt O(0,0) auf den Punkt A(a,b) abbildet. Dabei gilt: Der Punkt P(2’,1/)
ist Bild von P(z,y) genau dann, wenn (x + a,z + b) = (2, y/) ist.

Es gibt neun Moglichkeiten, dem Punkt O(0,0) Bildpunkte zuzuweisen, also gibt es auch
genau neun Verschiebungen unserer Ebene.

Aus dieser Darstellung folgt, dass die Nacheinanderanwendung von zwei Verschiebungen stets
wieder eine Verschiebung ist. Denn sind zwei Verschiebungen durch (a,b) und (o, V') gegeben,
dann wird ein beliebiger Punkt P(x,y) bei diesen Verschiebungen folgendermaBen abgebildet:

. / /

P(ZE,y) 1.Vers;>iebung P(ZL’ + @Y b) 2.Vers;>iebung P((I T (l) ta ’ (y T b) t b )
Man erhélt den gleichen Bildpunkt, wenn man auf P(z,y) die durch (a+a’,b+ V') bestimmte
Verschiebung anwendet.

Aufgabe 13. Wie viele Verschiebungen langs einer Geraden ¢ gibt es?

Losung: Ist g nicht zur y-Achse parallel, dann hat g eine Gleichung der Form y = max + n.
Zwei ihrer Punkte P;(z1, mxy + n), Py(xa, mxs + n) bestimmen genau eine Verschiebung.
Diese Verschiebung wird durch (z5 — x1, m(zy — 1)) festgelegt. Da fir x5 — x; nur die Werte
0, 1, 2 in Frage kommen, ergeben sich genau die durch (0,0), (1,m), (2,2m) bestimmten
Verschiebungen.

Es gibt also genau drei Verschiebungen langs einer Geraden; denn dass diese Behauptung auch
fur die Parallelen zur y-Achse gilt, ist ebenso klar.

Wir wissen, dass es genau neun Verschiebungen gibt. Die durch (0, 0), (0,1), (0,2), (1,0),
(1,1), (1,2), (2,0), (2,1), (2,2) festgelegten Verschiebungen bezeichnen wir der Reihe nach
mit V7, Vs, V3, ..., Vs. Die Nacheinanderanwendung zweier Verschiebungen fiihrt wieder auf
eine Verschiebung.

Aufgabe 14. Man fertige eine "Produkttafel" fiir die Verschiebungen Vi, V5, V3, ..., Vg an.

Losung: Um z.B. die Verschiebungen V5 und Vj zu verkniipfen, braucht man nur die Paare,
die diese Verschiebungen festlegen, namlich die Paare (0,2) und (1, 2) koordinatenweise zu
addieren (s. 0.). Man erhilt folgende Tafel:

Vo i Vo lVs Vi V5|V Vi W&
Vo o.Vo i VallVa Vi Vs | Vs Vi g
VilVi Vo Vo[V Vs Vs | V2 Vg Vg
ValVo Vo Vi | Vs V5 Vi|Ws Vs V7
Vs | Vi Vi V5| Ve Vo Vs|VWo Vi V3
ViV Vs V| Vo Vs V| Vi Vo W
Vs | Vs Vs Vi | Ve Vo Ve[ Vo W W4
Vo | Ve Vi Vs Vo Vi Va| V3 Vi V5
Ve lVe Vs Ve | Vi Vo Vo | Vi Vs V3
Ve | Vs Vo Vi Va Vo Vi|Vs V5 V)

Die Uberlegungen dieses Abschnitts lassen sich auf endliche Ebenen verallgemeinern, deren
Ordnung eine Primzahlpotenz ist. Das ist bei Ebenen mit Primzahlordnung noch relativ einfach.
Man iibertrage obige Uberlegungen auf solche Ebenen, bei denen die Ordnung n eine nicht zu
groBe Primzahl ist, z. B. p = 5.
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Anhang. Spiegelungen in der Ebene der Ordnung 3

Wir gehen zunachst davon aus, dass die in Abb. 195 dargestellten Punktabbildungen Spie-
gelungen an einer Geraden sind. Betrachten wir die angegebene Zuordnung, so stellen wir
fest, dass die Ausfiihrung der Geradenspiegelung von unseren bisherigen Vorstellungen nicht
abweicht.

&
Abb. 195 @ b)

Ausgehend von dieser anschaulichen Uberlegung definieren wir: Eine Spiegelung an einer Ge-
raden g soll eine eineindeutige Abbildung der Menge der Punkte auf sich sein, fiir die die
Bildpunkte folgendermaBen zu konstruieren sind:

1. Fir X € g sei X' = X.
2. Fiur X ¢ g werde X’ wie folgt bestimmt: X, X' € h L g, X’ # X und X' ¢ g, d.h., der
FuBpunkt des Lotes von X auf ¢ ist Mittelpunkt von X und X’.

Diese "konstruktive Erklarung" zeigt zugleich, dass es an jeder Geraden genau eine Spiegelung
gibt. Sie zeigt auBerdem, dass die Nacheinanderanwendung einer Geradenspiegelung mit sich
selbst die identische Abbildung auf der 9-Punkte-Ebene ist. Den Bildpunkt von X bei der
Spiegelung an ¢ bezeichnen wir mit X9.

Weiter gilt: Die Spiegelung an einer Geraden ¢ vertauscht die beiden iibrigen Geraden des
Parallelenbiischels, dem ¢ angehoért. Die drei zu g orthogonalen Geraden werden auf sich
abgebildet. Sind B, B’ die beiden restlichen Biischel, dann wird jede Gerade von B auf eine
Gerade von B’ abgebildet und umgekehrt (kurz: B und B’ werden vertauscht). Insbesondere
folgt: Geradenspiegelungen bilden Geraden wieder auf Geraden ab.

Aufgabe 15. Man spiegele die Punkte P, (), R der Abb. 196 an der y-Achse bzw. an der
Geraden g.
Abb. 196 zeigt zugleich die Lésungen.

Abb. 196 @

Aufgabe 16. Wie viele verschiedene Geradenspiegelungen gibt es in der endlichen Ebene der
Ordnung 37

Losung: An jeder Geraden gibt es genau eine Spiegelung. Deshalb gibt es zwolf Geradenspie-
gelungen.

Aufgabe 17. Es seien a, b, c die (voneinander verschiedenen) Geraden eines Parallelenbiischels.
Man zeige: Die Nacheinanderanwendung der Spiegelungen an a, b und c ist gleich der Spiege-
lung an b.
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Die Losung geht aus der oben angegebenen Konstruktion fiir die Bildpunkte und aus Abb. 197
hervor.

Pabc Pcb , ’
Pab =p Lpo f,a = pobe P N P y
=p' =8 =p' =p|=p
a b c a b ¢ a b c
Abb. 197 1.Fall: Peb 2.Fall: Pe a 3.Fall: Pe ¢

Ausgehend von anschaulichen Vorstellungen kénnte man die in Abb. 198a dargestellte Punk-
tabbildung als Spiegelung am Punkt P ansehen.

Wir erklaren: Eine Spiegelung am Punkt P ist eine eineindeutige Abbildung aller Punkte auf
sich, fiir die folgendes gilt:

1. P wird auf sich abgebildet.
2. Ist X # P, dann ist P der Mittelpunkt von X und seinem Bildpunkt X".

Aus dieser Erklarung geht hervor, dass es an jedem Punkt P genau eine Spiegelung gibt. Wir
schreiben X* fiir den Bildpunkt von X bei der Spiegelung an P. Die Nacheinanderanwendung
einer Punktspiegelung mit sich selbst ist (ebenso wie bei Geradenspiegelungen) die identische
Abbildung der 9-Punkte-Ebene.

S! R." a!

Abb. 198,199

Aufgabe 18. Man spiegele die Punkte (), R der Abb. 199 am Punkt P. Abb. 199 zeigt zugleich
die Losung.

Aufgabe 19. a) Wie viele Punktspiegelungen gibt es in der endlichen Ebene der Ordnung 37
b) Man stelle alle Punktspiegelungen durch Permutationen dar.

Losung: a) Da es an jedem Punkt genau eine Punktspiegelung gibt, hat man insgesamt neun

Punktspiegelungen.
b) Werden die neun Punkte der Reihe nach mit den Zahlen 1,...,9 bezeichnet, dann erhilt
man folgende Permutationen:

1 2 3 45 6 7 8 9 12 3 45 6 7 8 9
123 45 6 7 8 9)° 321 9 87 6 5 4
1 23 4 5 6 7 8 9 1 2 3 45 6 7 8 9
21287 9 5 46)° 79 8 46 5 1 2 3
12 3 45 6 7 8 9 1 2 3 45 6 7 8 9
9 8 76 54 2 3 1) 8 79 5 4 6 3 1 2
1 2 3 45 6 7 8 9 12 3 45 6 78 9
4 6 513 279 8)° 6 54 3 219 8 7
1 2 3 45 6 7 8 9

5 46 213 8 79

Aufgabe 20. Man zeige, dass jede Punktspiegelung eine Gerade auf eine parallele Gerade
abbildet.
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Losung: Es sei P ein Punkt und g eine Gerade. Im Fall P € g gilt ¢ = g und damit auch
g” || g. Wir setzen nun P ¢ g voraus. Das durch g bestimmte Parallelenbiischel enthalt auBer
g noch zwei weitere Geraden a und b. Von diesen geht genau eine durch P, etwa a.

Aus der Definition der Punktspiegelung folgt dann, dass die Bildpunkte der Punkte auf g weder
auf g noch auf a liegen konnen, also auf b liegen missen. Da sie auch paarweise verschieden
sind, gilt g©’ = b.

Insbesondere folgt aus diesem Ergebnis, dass Punktspiegelungen Geraden stets wieder auf Ge-
raden abbilden.

Aufgabe 21. Man zeige: Jede Spiegelung an einem Punkt P lasst sich als Produkt von Spie-
gelungen an Geraden g und h darstellen, wenn P € g, h und g L h ist.

Losung: Wir miissen beweisen, dass stets X9" = X* ist. Das gilt sicher, wenn X auf g oder
h liegt. Es sei nun X ein Punkt, der auf keiner dieser Geraden liegt. Wir verbinden X mit P.
Der dritte Punkt auf dieser Verbindungsgeraden ist X (Abb. 200a).

C
EE..
A B
xpxg-h Y Xg o] L] o]
Abb. 200 b) g

Wird die Parallele durch X zu g mit = bezeichnet, dann ist sowohl 2% als auch 9 die dritte
Gerade y des durch g bestimmten Parallelenbiischels, und es gilt

XPXI(#X ) ey,  ylh

Hieraus folgt X9" = X' Ebenso folgt natiirlich X" = X ¥

Aufgabe 22. Es ist zu zeigen, dass die Nacheinanderausfithrung der Spiegelungen an Punkten
A, B, C wieder eine Punktspiegelung ist.

Losung: Falls A = B oder B = C' gilt, ist die Behauptung offensichtlich richtig: Wir erhalten
die Spiegelung an C bzw. an A. Wir betrachten nun die weiteren Moglichkeiten.

Fall 1: A, B, C sind die drei Punkte einer Geraden g (Abb. 200b).

Nach der vorigen Aufgabe lassen sich die Spiegelungen an den drei Punkten durch die Spiege-
lung an g und den drei Geraden a, b, ¢, die in A, B bzw. C' auf g senkrecht stehen, wie folgt
ersetzen.

Es sind nacheinander auszufiihren die Spiegelungen an a, g; g,b; ¢, g. Das "Produkt" der ersten
finf Geradenspiegelungen verkiirzt sich zunachst auf die Nacheinanderausfiihrung der Spiege-
lungen an a, b und ¢; und nach Aufgabe 17 ist dieses Dreierprodukt gar nur die Spiegelung an
b.

Es verbleibt, an den Geraden b und g zu spiegeln, d. h. nach Aufgabe 21 am Punkt B.

Fall 2: A # B, aber A= C.

Die Nacheinanderausfithrung der Spiegelungen an A, B, C' (= A) lasst sich durch das "Pro-
dukt" der Spiegelungen an A, B, P, P, A ersetzen, wobei P den dritten Punkt der Geraden
gap bezeichne.

Nach zweimaliger Anwendung des Falles 1 verkiirzt sich diese "Folge" auf B, P, A und dann
auf die Spiegelung an P.
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Fall 3: A, B, C liegen auf keiner Geraden (Abb. 200c).

Es seien g die Verbindungsgerade von A und B, h ihre Parallele durch C' und a, b die Lote in
A bzw. B auf g.

Die Nacheinanderausfiihrung der Spiegelungen an A, B, C' lasst sich dann ersetzen durch das
"Produkt" der Spiegelungen an a, g, g, b, C bzw. a, b, C bzw. a, h, h, b, C. Das ergibt nach
den obigen Uberlegungen die Spiegelung an einem Punkt von h.

Bekanntlich ist die Spiegelung an einem Punkt Spezialfall einer Drehung.

Fir die endliche Ebene der Ordnung 3 lieBen sich Drehungen als geraden- und abstandeerhal-
tende eineindeutige Abbildungen mit genau einem Fixpunkt oder als Nacheinanderausfiihrung
von Spiegelungen an zwei Geraden durch einen Punkt einfiihren. Dann ist es moglich, wieder
interessante Aufgaben zu formulieren.
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