N. N. Worobjow

Teilbarkeitskriterien

Ubersetzung: W. Arnold, L. Boll, D. Bottcher

1972 Deutscher Verlag der Wissenschaften

MSB: Nr. 52

Abschrift und LaTex-Satz: 2021 https://mathematikalpha.de



https://mathematikalpha.de

Vorwort

Vorwort

welches der Autor besonders aufmerksam zu lesen empfiehlt

Die moderne Mathematikausbildung in der Schule orientiert sich hauptsachlich auf die Erzie-
hung der Schiiler zum funktionalen Denken und zur Fahigkeit, mit kontinuierlichen mathema-
tischen Objekten umzugehen. Die vielfach vorgenommenen Veranderungen in den Lehrplanen
fir Mathematik weisen in dieselbe Richtung.

Nun wurden aber in der letzten Zeit neue Gebiete der Anwendung mathematischer Kenntnisse
erschlossen wie das Aufstellen von Programmen fiir Rechenautomaten, Aspekte der Kyber-
netik und Operationsforschung, mathematische Okonomik, mathematische Linguistik und so
weiter. Die Beherrschung dieser Gebiete der Wissenschaft sowie die Vervollkommnung des klas-
sischen Apparates erfordern die Entwicklung einer kombinatorischen Technik, der Analysis des
Diskreten und die Schaffung neuer fruchtbarer Abstraktionen. Deshalb miissen die genannten
Aspekte der Mathematik auch in der populdrwissenschaftlichen Literatur behandelt werden.

Vom Waldrand fiihren viele Pfade ins Dickicht. Sie sind verschlungen, laufen zusammen, gehen
wieder auseinander und kreuzen sich. Bei einem Spaziergang wird man nur die Vielzahl dieser
Pfade bemerken, einige von ihnen betreten und ihre Richtung in die Tiefe des Waldes verfol-
gen. Will man den Wald griindlicher kennenlernen, so muss man die unterschiedlichsten Pfade
entlanggehen, so lange sie Gberhaupt noch unter trockenen Nadeln und Heidelbeerstrauchern
erkennbar sind.

Um sich die Gaben des Waldes zunutze zu machen, muss man die gangbaren Wege aber
iberhaupt verlassen und sich einen Weg durch das Geflecht dorniger Zweige bahnen.

Die vorliegende Broschiire kann als Beschreibung eines der moglichen Spaziergange am Rande
der modernen Mathematik angesehen werden. Die Darlegung grundlegender Dinge, die sich
auf Teilbarkeitskriterien beziehen, erlaubt es, einige ziemlich abstrakte Fragen der diskreten
Mathematik zu berihren.

Dazu gehoren vor allem die Aussagen der elementaren Zahlentheorie, die sich um den Hauptsatz
der Arithmetik und die kanonische Zerlegung einer natiirlichen Zahl in Primfaktoren gruppieren.
Ferner wird die Teilbarkeit der Zahlen selbst als Relation liber der Menge der ganzen Zahlen
betrachtet, d. h. als Verwirklichung eines ziemlich abstrakten allgemeinen Begriffes.
SchlieBlich werden die Teilbarkeitskriterien hier als Algorithmen behandelt, die jede Zahl dar-
aufhin untersuchen, ob sie durch eine gegebene Zahl teilbar ist oder nicht. Der Autor hielt es
fir zweckmaBig, unter den Teilbarkeitskriterien besonders die Restklassenkriterien hervorzuhe-
ben, welche die Zahlen bei Division durch eine gegebene Zahl in ihre Reste tberfiihren.

Um die Wechselbeziehungen zwischen mathematischen Tatsachen hervorzuheben und zu zei-
gen, wie an ein- und denselben Gegenstand auf verschiedene Art und. Weise herangegangen
werden kann, werden einige Aussagen zweimal, auf verschiedenen Wegen, bewiesen.

Das Bichlein ist fur mathematikinteressierte Schuler der oberen Klassen bestimmt und setzt,
von einigen Anwendungen des binomischen Satzes abgesehen, keinerlei Vorkenntnisse voraus
auBer der Fahigkeit, einige einfache identische Umformungen vornehmen zu kénnen. Die logi-
sche Struktur des Stoffes dagegen ist kompliziert, so dass seine Aneignung in allen Einzelheiten
viel Aufmerksamkeit und Geduld erfordert.

Dem Leser sei folgender Plan fiir das Studium dieses Biichleins empfohlen:

Bei der ersten Lektiire sollte er sich lediglich auf den Haupttext der Paragraphen 1 bis 3 be-
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schranken und keine Aufgaben I6sen (mit Ausnahme der Aufgaben 31, 33, 35, 41, 43, 45,
46).

Das wird ihn mit dem Stoff sozusagen propadeutisch bekannt machen. Da die meisten in der
Mathematik unbewanderten Menschen von der Richtigkeit des Satzes lber die Eindeutigkeit
der Zerlegung einer natiirlichen Zahl in Primfaktoren (iberzeugt sind, ihn gewissermaBen fiir
ein Axiom halten, kénnen sie die Satze 9 bis 13 als Folgerungen daraus auffassen.

Beim zweiten Studium sollte man versuchen, selbstandig alle Satze in der angefiihrten Reihen-
folge zu beweisen.

Damit der Leser nicht zu oft der Versuchung erliegt, die fertigen Beweise der Satze zu benutzen,
wurden diese alle in einem besonderen Abschnitt zusammengefasst. Eine Ausnahme bildet der
Beweis des Satzes 7, welcher - einer Stimmgabel vergleichbar - den Leser bereits beim ersten
Lesen auf das erforderliche Niveau an mathematischer Strenge einstimmt.

Beim zweiten Lesen missten der Paragraph 4 studiert und auch die Aufgaben des Haupttextes
gelost werden.

Beim dritten Lesen schlieBlich sollten das Kleingedruckte sowie die dazu gehérenden Aufgaben
studiert werden.

Der Leser, der seine Kenntnisse auf dem Gebiet der Zahlentheorie, der abstrakten Relationen-
theorie oder schlieBlich der Theorie der Algorithmen vertiefen mochte, sei auf das Literatur-
verzeichnis am Ende des Biichleins verwiesen.

N. N. Worobjow
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1 Die Teilbarkeit von Zahlen

1. Summe, Differenz und Produkt zweier ganzer Zahlen sind ebenfalls ganze Zahlen. Dieser
Sachverhalt wird im allgemeinen als Abgeschlossenheit der Menge der ganzen Zahlen hinsicht-
lich der Grundrechenarten Addition, Subtraktion und Multiplikation bezeichnet.

In Bezug auf die Division ist die Menge der ganzen Zahlen jedoch nicht abgeschlossen, denn
der Quotient einer ganzen Zahl durch eine andere ganze Zahl ist im allgemeinen keine ganze
Zahl.

Daher ergibt sich beim Betrachten der Division ganzer Zahlen als erstes die Frage nach der
Ausfiihrbarkeit dieser Grundrechenart fiir zwei gegebene Zahlen, d. h. die Frage nach der
Teilbarkeit dieser Zahlen.

Bei der Betrachtung der lbrigen arithmetischen Grundrechenarten mit ganzen Zahlen taucht
eine entsprechende Frage offensichtlich nicht auf.

Im folgenden werden wir die wesentlichen Eigenschaften der arithmetischen Operationen mit
ganzen Zahlen und auch die einfachsten Eigenschaften von Gleichungen und Ungleichungen
als allgemein bekannt voraussetzen. Als "Zahl" ist dabei immer eine ganze Zahl gemeint, wenn
nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt wird.

Wie iiblich werden die ganzen nichtnegativen Zahlen 0, 1, 2, ... als natirliche Zahlen bezeich-
net. Wenn wir von allen natirlichen Zahlen sprechen, werden wir die Bezeichnung Menge der
natirlichen Zahlen benutzen.

Definition. Die Zahl a ist teilbar durch die Zahl b (oder, was das gleiche ist, die Zahl b teilt
die Zahl @), wenn es eine solche Zahl ¢ gibt, dass a = be gilt.

Dieser Sachverhalt wird als Teilbarkeit der Zahl a durch die Zahl b bezeichnet und durch bla
ausgedriickt.

Wir betonen, dass die Schreibweise b|a nicht etwa eine Rechenoperation bedeutet, die mit
den Zahlen a und b auszufiihren ist, sondern eine Aussage liber diese Zahlen. Je nachdem,
wie die Zahlen a und b beschaffen sind, kann die Aussage b|a richtig oder falsch sein. So ist
beispielsweise die Aussage 2|4 wahr, aber die Aussage 3|4 falsch.

Um festzustellen, ob die Aussage b|a @ wahr ist oder nicht, d. h., ob die Zahl a durch die Zahl
b teilbar ist, gibt es eine Reihe verschiedener Verfahren. Eines davon besteht einfach darin, die
Zahl a durch die Zahl b zu dividieren.

Das ist jedoch oft ziemlich langwierig und ermiidend. NaturgemaB mochte man sich von der
Ausfiihrbarkeit der Division (iberzeugen, ohne die Division wirklich durchfiihren zu miissen.
Auch ist folgende Uberlegung nicht liberfliissig: Uns interessiert eigentlich nur die Tatsache,
ob die Zahl a durch die Zahl b teilbar ist; wenn wir aber die Division tatsachlich ausfuhren,
erhalten wir nebenbei den Quotienten dieser Division und den Rest (wenn die Division "nicht
aufgeht"); diese beiden Zahlen sind fiir uns jedoch ohne Belang, weil uns ja im Augenblick nur
interessiert, ob der Rest gleich Null ist oder nicht.

Es besteht also Grund zu der Annahme, dass wir beim Ausfiihren der Division einen Teil der
Arbeit (und offenbar keinen kleinen) darauf verwendet haben, Nebenprodukte herzustellen.
Man kann hoffen, dass es direktere Verfahren zur Klarung der Teilbarkeit gibt als die "primiti-
ve" Division, welche nicht so viele Nebenprodukte liefern, welche Okonomischer sind und uns
ermoglichen, schneller zu erkennen, ob Teilbarkeit vorliegt oder nicht. Diese Hoffnung geht in
Erfillung, und entsprechende Verfahren zur Klarung des Problems der Teilbarkeit existieren
tatsachlich. Sie werden Teilbarkeitskriterien genannt.
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Einige dieser Teilbarkeitskriterien sind dem Leser zweifellos bekannt. Das Ziel dieses Biichleins
ist nun die hauptsachlich prinzipielle Untersuchung verschiedener Teilbarkeitskriterien.

Das Wesen jedes Kriteriums fiir die Teilbarkeit durch eine gegebene Zahl b besteht darin, dass
mit seiner Hilfe die Frage, ob eine beliebige Zahl a durch b teilbar ist, auf das Problem zu-
rickgefiihrt wird, ob eine Zahl kleiner als a durch b teilbar ist. (Es ist leicht zu sehen, dass
das Verfahren, die Teilbarkeit mittels der Gblichen Division festzustellen, ebenfalls auf diesem
Gedanken beruht.)

Somit ist ein Teilbarkeitskriterium ein mathematisches Objekt von weit verbreiteter, aber un-
auffalliger Art. Es ist keine Formel, kein Satz, keine Definition, sondern ein Verfahren, etwa
von der Art wie das Verfahren, Zahlen schriftlich zu multiplizieren, oder etwa das Verfahren,
die Glieder einer arithmetischen Folge nacheinander zu berechnen.

Den Begriff des Teilbarkeitskriteriums werden wir im nachsten Abschnitt prazisieren.

2. In der Definition der Teilbarkeit von Zahlen ist nichts dariiber gesagt, wieviel verschiedene
Werte der Quotient bei Division von a durch b haben kann. Diese Frage werden wir hier aus-
fihrlich behandeln, um spater nicht darauf eingehen zu miissen.

Es sei
a = bc (1)

und auBerdem
a = bcy

Aus diesen Gleichungen erhalten wir
be = bey oder blc—c1) =0

Ist b £ 0, dann ist ¢ — ¢; = 0, also ¢ = ¢;. Ist aber b = 0, so ist offenbar auch a = 0, und die
Gleichung (1) ist fiir jedes c erfiillt.

Also ist nur Null durch Null teilbar, und der Wert dieses Quotienten ist unbestimmt. Gerade
das ist gemeint, wenn man sagt, durch Null kénne man nicht dividieren. Ist jedoch der Divisor
von Null verschieden und die Division ausfuhrbar, so hat der Quotient einen wohlbestimmten
Wert.

Wenn im folgenden von Division die Rede ist, werden wir den Divisor immer als von Null
verschieden annehmen.

Wir stellen hier die einfachsten Eigenschaften der Teilbarkeitsrelation zusammen.
Satz 1. Es gilt ala.

Diese Eigenschaft der Teilbarkeitsrelation wird Reflexivitat genannt.

Satz 2. Aus bla und c|b folgt c|a.

Diese Eigenschaft der Teilbarkeitsrelation wird Transitivitat genannt.

Satz 3. Gilt bla und a|b, so gilt entweder a = b oder a = —b (Antisymmetrie der Teilbarkeits-
relation).

Satz 4. Aus bla und |b| > |a| folgt @ = 0.
Folgerung. Aus bla und a # 0 folgt |a| > |b].
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Satz 5. Es gilt genau dann b|a, wenn |b|||a| gilt.

Aufgrund dieses Satzes konnen wir uns im folgenden auf den Fall beschranken, dass der Divisor
eine positive Zahl ist.

Satz 6. Aus blay, blas|, ..., bla, folgt
b|(CL1 +ag+ ... + an)

Folgerung. Ist die Summe zweier Zahlen und einer ihrer Summanden durch eine Zahl b teilbar,
so ist auch der andere Summand durch b teilbar.

Man darf nicht annehmen, diese Satze seien offenkundig und bediirften keines besonderen
Beweises. Es geht hier sogar nicht darum, dass in der Mathematik auBer Axiomen und Defi-
nitionen alle Aussagen eines Beweises bediirfen. Die Beweise dieser Tatsachen (beispielsweise
der, dass jede Zahl durch sich selbst teilbar ist) sind prinzipiell notwendig, weil sie nicht einfach
aus der Definition der Teilbarkeit folgen, sondern auf Eigenschaften der Zahlen selbst beruhen.

Das folgende Beispiel wird uns das verdeutlichen.

Offenbar sind Summe, Differenz und Produkt von geraden Zahlen immer gerade. Die Division
einer geraden Zahl durch eine andere gerade Zahl dagegen ist nicht immer ausfiihrbar, und
wenn sie es ist, braucht der Quotient nicht gerade zu sein. Daher kann man den Begriff der
geradzahligen Teilbarkeit gerader Zahlen einfiihren.

Definition. Eine Zahl a heiBt geradzahlig teilbar durch eine gerade Zahl b, wenn eine solche
gerade Zahl c existiert, dass a = bc gilt.

Offenbar gilt fiir die geradzahlige Teilbarkeit der Satz 1 nicht. Es gibt namlich keine gerade
Zahl ¢, fur die a = ac gilt.

Auf weitere Fragen, die mit der geradzahligen Teilbarkeit gerader Zahlen zusammenhan-
gen, werden wir noch einige Male zuriickkommen. Das Beispiel der geradzahligen Teilbarkeit
zeigt, dass man verschiedene Teilbarkeitstheorien mit unterschiedlichen Eigenschaften aufstel-
len kann. Satze, die fiir eine dieser Theorien gelten, brauchen fiir andere nicht richtig zu sein.

Aufgaben. Man beweise folgende Aussagen:

1. al0.

2. 1]a.

3. Aus all folgt a = £1.

4. Zu jedem a # 0 existiert eine von a verschiedene Zahl b, fir welche a|b gilt.

5. Zu jeder Zahl a existiert eine Zahl b derart, dass aus c|b und a|c entweder ¢ = b oder ¢ = a
folgt.

6. Man beweise fiir die geradzahlige Teilbarkeit die den Satzen 2, 3, 4 und 5 analogen Satze.
7. Man formuliere eine Teilbarkeitstheorie, in welcher die Satze 1, 3 und 4 gelten, nicht aber
die Satze 2 und 6.

3. Schon bei fliichtiger Betrachtung der konkreten Eigenschaften der Teilbarkeitsrelation fallt
noch etwas auf: Die Teilbarkeit von Zahlen ist praktisch von deren GroBe unabhangig.

Einerseits gibt es kleine Zahlen, die durch eine relativ groBe Anzahl von Zahlen teilbar sind.
Zum Beispiel ist 12 durch die Zahlen 1, 2, 3, 4, 6 und 12 teilbar; die Zahl 60 hat zwolf
Teiler. Solchen an Teilern reichen Zahlen kann man sehr groBe Zahlen gegeniiberstellen, die
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die Minimalzahl von Teilern - ndmlich zwei - haben (nach Satz 1 und Aufgabe 2 ist jede von
1 verschiedene Zahl durch mindestens zwei verschiedene Zahlen teilbar).

Es sind zwar bestimmte GesetzmaBigkeiten bekannt, die die Teilbarkeit von Zahlen mit deren
GroBe verkniipfen, doch sind diese so kompliziert und verwickelt, dass wir sie hier nicht beriihren
werden.

4. Um so interessanter ist die Tatsache, dass es die Teilbarkeit an sich ermoglicht, die Zahlen
in bestimmter Weise zu ordnen, wobei diese Ordnung von der gewohnlichen - der GroBe nach
- abweicht, aber mit ihr vieles gemeinsam hat.

Uberlegen wir einmal genau, was es eigentlich bedeutet, wenn wir sagen, man kénne die natiir-
lichen Zahlen ihrer GroBe nach ordnen. Man versteht darunter, dass flir bestimmte Zahlenpaare
a, b eine Ordnungsbeziehung ("groBer oder gleich")

a>b

besteht ; das soll heiBen, die Differenz a — b sei nicht negativ (d.h., es existiere eine natirliche
Zahl ¢ derart, dass a = b + c ist).

Das Wesen der Teilbarkeit besteht nun ebenfalls darin, dass bestimmte Paare von Zahlen a und
b einer ganz bestimmten Bedingung genligen (namlich der, dass eine ganze Zahl ¢ existiert,
fur die a = be gilt).

Somit sind die Teilbarkeitsrelation und die Relation "groBer oder gleich" Begriffe ein und der-
selben Art. Daher kann man von ihren gemeinsamen Eigenschaften sprechen oder sie einander
gegeniiberstellen.

Insbesondere ist die Ordnungsrelation "groBer oder gleich" zwischen zwei natirlichen Zahlen
analog der Teilbarkeitsrelation eine bestimmte Aussage lber diese Zahlen, die wahr oder falsch
sein kann. (Zum Beispiel ist die Beziehung 5 > 3 wahr, aber die Beziehung 3 > 5 falsch.)

Wir bemerken sofort, dass die Relation "groBer oder gleich" mehr gemeinsame Eigenschaften
mit der Teilbarkeitsrelation hat als die Relation "gréBer als". Das hangt damit zusammen,
dass die Relation "groBer oder gleich" ahnlich der Teilbarkeitsrelation reflexiv ist (denn die
Beziehung a > a gilt fiir jedes a), aber die Relation "groBer als" nicht reflexiv ist (denn die
Ungleichung a > a gilt ja nie).

Gerade deshalb wird hier als Ordnungsbeziehung zwischen natiirlichen Zahlen die Relation
"groBer oder gleich" und nicht die scheinbar einfachere Relation "groBer als" betrachtet.

5. Die Relation > besitzt folgende leicht nachpriifbare Eigenschaften:

1. a > a (Reflexivitat).

2. Aus a > b und b > a folgt a = b (Antisymmetrie).
3. Aus a > b und b > ¢ folgt a > ¢ (Transitivitat).
4. In jeder Folge natiirlicher Zahlen

a1 2 Ay 2 ... 2 Qp = ...

deren Glieder samtlich voneinander verschieden sind, gibt es eine letzte Zahl. Diese Eigenschaft

der Relation > nennt man manchmal die Wohlordnungseigenschaft der Menge der natiirlichen
Zahlen.

Die Wohlordnungseigenschaft ist ziemlich kompliziert formuliert und sieht ein wenig gekiinstelt
aus. Sie erschlieBt jedoch auBerordentlich wichtige Ziige der Struktur der durch die Beziehung
geordneten Menge der natlirlichen Zahlen. Daraus lassen sich viele andere Eigenschaften dieser
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Relation folgern; wir werden sehen, dass gerade darauf solche in verschiedenen Gebieten der
Mathematik benutzten Uberlegungen wie die vollstindige Induktion beruhen.

Als eine nitzliche Anwendung dieser Eigenschaft erwahnen wir die folgende: Es gibt eine Zahl
a derart, dass aus a > b sogar a = b folgt (hier sind a und bnattrlicheZahlen). Wenn
es namlich keine solche Zahl gibe, konnten wir zu jedem a, ein a,.; finden derart, dass
Gy > Gpyq und a, # a,.1 ware. Beginnend mit einem willkiirlich gewahlten a; erhielten wir
die unendliche Folge aus verschiedenen Zahlen -

ay 2 Ay 2 ... 2 Gy = Ayl = -

Die Existenz einer solchen Folge widerspricht aber der Wohlordnungseigenschaft der Menge
der natiirlichen Zahlen.

Somit existiert die genannte Zahl a tatsachlich. Sie heiBt erste Zahl oder Minimalzahl (offenbar
ist es die Null). Wir mochten hier jedoch bemerken, dass wir nicht bewiesen haben, dass diese
Minimalzahl eindeutig bestimmt ist. Diese Eindeutigkeit wird im weiteren indirekt festgestellt.

5. Zu jeden Zahl a gibt es eine von a verschiedene Zahl b, fir welche b > a gilt. Diese
Eigenschaft der natiirlichen Zahlen heiBt ihre Unbeschranktheit im Sinne der Relation >.

6. Zu jeder Zahl a, die nicht Minimalzahl ist, gibt es ein solches b, dass a > b, a # b gilt und
fir jede Zahl ¢ mit a > ¢ > b entweder ¢ = a oder ¢ = b folgt.

Diese formale Aussage bedeutet inhaltlich, dass jede natiirliche Zahl auBer der Null einen un-
mittelbaren natirlichen Vorganger hat. (Man kann das auch so formulieren: Unter allen Zahlen,
die kleiner als eine gegebene Zahl sind, gibt es eine groBte.)

7. Es gilt entweder a > b oder b > a. Diese Eigenschaft nennt man Dichotomie. In der Ma-
thematik besagt dieses Wort, dass von zwei Moglichkeiten eine unbedingt realisiert wird. Das
Wort selbst ist griechischen Ursprungs und bedeutet "Zweiteilung".

Wir betonen, dass die Aussagen 1 bis 7 Eigenschaften einer Relation tber der Menge aller
natirlicher Zahlen sind und nicht Eigenschaften irgendwelcher Zahlen, die durch diese Rela-
tionen verknipft sind. Daher kann es vorkommen, dass sich fiir irgendeine andere Relation,
welche Zahlen paarweise, aber nicht ihrer GréBe nach, sondern auf andere Weise verkniipft,
einige der Aussagen 1 bis 7 als falsch herausstellen.

Aufgabe 8. Man beweise ausschlieBlich unter Benutzung der Aussagen 1 bis 7 (iber die Relation
> und ohne Zuhilfenahme irgendwelcher Eigenschaften der Zahlen oder von Rechenoperatio-
nen

a) die Eindeutigkeit der Minimalzahl,

b) die Eindeutigkeit des unmittelbaren Vorgangers.

c) Man formuliere die Definition des unmittelbaren Nachfolgers einer Zahl a (d.h. der Zahl
a+ 1) und beweise seine Existenz und eindeutige Bestimmtheit.

Aufgabe 9. Man stelle fest, welche der Aussagen 1 bis 7 auch fiir die Relation "groBer" (>)
gelten.

6. Die Giiltigkeit von Eigenschaften der Relation > (wie lbrigens jeder anderen auch) kann
auf zweierlei Art gezeigt werden. Erstens konnen wir Eigenschaften irgendwelcher Zahlen oder
bekannte Besonderheiten der Struktur der Menge der natirlichen Zahlen verwenden. In dieser
Weise haben wir die Aussagen 1 bis 7 verifiziert.

Zweitens konnen wir, wenn wir uns von der Richtigkeit der Aussagen | bis 7 iiberzeugt haben,
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daraus ableiten, dass die Relation > Zahlen paarweise verkniipft, und die weiteren Eigenschaf-
ten dieser Relation ausschlieBlich aus den Aussagen 1 bis 7 folgern. So wurden von uns die
Existenz der Minimalzahl und die Aussagen der Aufgabe 8 bewiesen.

Der zweite Zugang zu einem Problem wird in der modernen Mathematik sehr haufig benutzt,
man nennt ihn die axiomatische Methode.

Bei einem solchen Ansatz werden bestimmte Axiome aufgestellt (in unserem Fall sind es die
Aussagen 1 bis 7), welche die Grundeigenschaften der zu untersuchenden Objekte widerspie-
geln und ohne Beweis an den Anfang der Theorie gestellt werden. Daraus lassen sich alle
ibrigen Aussagen durch rein logisches SchlieBen folgern, ohne dass auf Eigenschaften der zu
untersuchenden Objekte zuriickgegriffen zu werden braucht. Diese Aussagen werden dann Sat-
ze genannt.

Vielleicht erscheint einigen meiner Leser die Untersuchung von Eigenschaften von Relationen,
losgelost von den durch diese Relationen verkniipften Objekten, als die hochste mathematische
Abstraktion, die im praktischen Leben vollig unnétig sei. In diesem Zusammenhang seien zwei
Bemerkungen gestattet.

Erstens: Vom Standpunkt der modernen Mathematik aus betrachtet, sind alle hier durchge-
filhrten Uberlegungen keineswegs "besonders abstrakt". Uberdies miissen die Mathematiker
unserer Zeit gleichzeitig viele Relationen untersuchen und sogar(!) Paare verschiedener Rela-
tionen durch neue Relationen, sogenannte "Relationen hoherer Ordnung" verknipfen.

Der bisher dargelegte Stoff gestattet es, den Begriff der Relation zwischen Relationen durch
ein Beispiel zu veranschaulichen.

Es sei «, 3, ... ein System von Relationen, welche natiirliche Zahlen verknipfen. Das bedeutet,
dass wir fiir jedes Paar von Zahlen a und b und jede Relation « aus unserem System wissen, ob
das Paar a,b durch die Relation ~ verkniipft ist oder nicht. Wenn a mit b durch die Relation
~ verkniipft ist, wollen wir a~yb schreiben.

Wir sagen, die Relation « sei starker als die Relation 3, und schreiben a@ O 3, wenn jedes Paar
von Zahlen, das durch 3 verkniipft ist, auch durch die Relation « verkniipft ist, d. h., wenn
aus afb auch aab folgt.

Bezeichnen wir zum Beispiel die Relation der geradzahligen Teilbarkeit mit |, , so kénnen wir
| D |, schreiben. Ferner ist offensichtlich >>>.

Dagegen gilt weder | D> noch >D |. Die Teilbarkeitsrelation und die Relation "groBer oder
gleich" sind nicht durch die Relation D verknipft. Ein solcher Sachverhalt wurde im Abschnitt
3 beschrieben. (Teilbarkeit und GroBe von Zahlen sind nicht durch eine Relation verknipft.)
Natirlich erfordert das freie Operieren mit so komplizierten Begriffen wie einer Relation zwi-
schen Relationen besondere Ubung.

Zweitens: Derartige und sogar noch abstraktere Uberlegungen treten immer ofter bei der An-
wendung der Mathematik auf Okonomie, Biologie, Linguistik oder das Militarwesen auf. Leider
wirden uns ausfiihrlichere Betrachtungen dariiber zu weit von unserem Hauptanliegen weg-
fihren.

7. Damit, dass die Menge der natiirlichen Zahlen durch die Relation > geordnet werden kann,
hangt die Tatsache zusammen, dass die Methode der vollstandigen Induktion moglich ist. Ge-
wohnlich wird diese Methode in folgender Form angewandt:

Es sei A(n) eine bestimmte Aussage, die eine beliebige natirliche Zahl n betrifft. Das bedeutet
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im Grunde genommen, dass wir es mit einer unendlichen Folge von Aussagen

uber jede natiirliche Zahl zu tun haben. Wir setzen voraus; dass

a) die Aussage A(0) gilt (Basis der Induktion)));
b) aus der Giiltigkeit der Aussage A(n) die Giiltigkeit der Aussage A(n + 1) folgt (Induktions-
schritt).

Das Prinzip der vollstandigen Induktion garantiert, dass unter den Voraussetzungen a) und b)
die Aussage A(n) fir jedes natiirliche n gilt.

Das Prinzip der vollstandigen Induktion ist nicht etwa irgendeine selbstandige Behauptung,
sondern lasst sich aus den Eigenschaften 1 bis 7 der durch die Relation > geordneten Menge
der natiirlichen Zahlen folgern.

Nehmen wir namlich einmal an, die Voraussetzungen a) und b) des Induktionsprinzips fiir die
Aussage A(n) seien erfiillt, die Schlussfolgerung jedoch nicht. Letzteres bedeutet, dass Zahlen
m existieren mussen, fiir welche die Aussage A(m) nicht gilt. Es sei m; eine dieser Zahlen.
Wenn fiir alle n < m; die Aussage A(n) gilt, ist m; die kleinste der Zahlen, fiir welche A(n)
nicht gilt. Wenn jedoch A(n) nicht fiir alle n < my gilt, muss ein my < m; existieren, fiir das
A(mg) nicht gilt.

Im Endergebnis kommen wir zu einer Folge verschiedener Zahlen

my > Mo > ... > m, > ... (2)

fur welche A(m) nicht gilt. Nach der Wohlordnungseigenschaft 4 muss in der Folge (2) ein
letztes Glied m, existieren. Offenbar ist m, die kleinste aller Zahlen n, fir die A(n) nicht gilt.

Da A(0) nach Voraussetzung wahr ist, muss m, # 0 sein, so dass eine Zahl m?* existiert, die
der unmittelbare Vorganger von m, ist (in Wirklichkeit ist dies m, — 1). Da m} < m,. ist,
muss die Aussage A(m}) gelten.

Nach der Bedingung b) des Induktionsprinzips muss dann auch die Aussage A(m; + 1), also
auch A(m,) gelten.

Wir haben einen Widerspruch erhalten. Dieser Widerspruch zeigt, dass es keine Zahlen m gibt,
fur welche A(m) nicht gilt. Also gilt A(m) fir alle Zahlen.

Wir wollen folgendes festhalten: Die soeben angestellten Uberlegungen diirfen weder als Be-
weis des Induktionsprinzips noch als Begriindung betrachtet werden. Sie weisen lediglich auf
die Moglichkeit hin, eine mathematische Aussage (Methode der vollstandigen Induktion) aus
anderen (den Eigenschaften der Relation ;) zu folgern.

Diese Eigenschaften wurden von uns als Axiome angenommen und deshalb nicht bewiesen,
sondern nur verifiziert. Jeder Versuch ihres mathematischen Beweises wiirde unvermeidlich
dazu fiihren, dass irgendwelche neuen Voraussetzungen als Axiome eingefiihrt werden miissen.

Insbesondere muss man, um die Wohlordnungseigenschaft zu beweisen, die gleichen induktiven
Uberlegungen anstellen (der Leser kann sich selbst davon iiberzeugen).

Die Methode der vollstandigen Induktion und verschiedene ihrer Varianten werden in den Band-
chen von Sominski, Die Methode der vollstandigen Induktion, und Golowina / Jaglom, Die

1Oft wird als Induktionsbasis auch A(1) genommen. Das ist unwesentlich. Wichtig ist nur, dass sich die Basis
der Induktion auf die erste der zu untersuchenden Zahlen bezieht.
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Induktion in der Geometrie, (vgl. das Literaturverzeichnis) ausfiihrlich mit vielen Beispielen
behandelt. Auch wir werden sie hier mehrfach verwenden.

Aufgabe 10. Gegeben seien Paare von Objekten beliebiger Natur (das kénnen Zahlen, Funktio-
nen, Punkte, Satze usw. sein), die durch eine Relation - verkniipft sind, welche Eigenschaften
besitzt, die den Aussagen 1 bis 7 analog sind.

Man beweise, dass man dann diese Objekte (Elemente) nummerieren (d. h. in einer bestimmten
Ordnung schreiben) kann: Ay, Ay, As, ..., so dass A; > A;, genau dann gilt, wenn ¢ > j ist.

Im Grunde bedeutet das, dass eine Relation, fiir welche die Aussagen 1 bis 7 gelten, eine Menge
zu einer linearen Kette von Elementen ordnet:

Ay = Ay = Az = ...

8. Wir wollen jedoch zur Teilbarkeitsrelation zuriickkehren. Wie die Satze 1, 2 und 3 und die
Aufgaben 3, 4 und. 5 zeigen, konnen wir fiir positive Zahlen in den Aussagen 1 bis 6 die
Relation > durch die Relation | ersetzen.

Was jedoch die Aussage 7 betrifft, so lautet sie in Bezug auf die Teilbarkeit: "Von zwei Zahlen
ist wenigstens eine durch die andere teilbar." Das ist aber nicht wahr.

Somit besitzt die Teilbarkeitsrelation alle Eigenschaften der Ordnung bis auf eine Ausnahme.
Daraus lasst sich ableiten, dass die Teilbarkeitsrelation die naturlichen Zahlen nicht als lineare
Kette, sondern in anderer, komplizierterer Art und Weise ordnet:

Wir bemerken, dass sich Zahlen, die in Bezug auf ihre GroBe "nahe beieinander" liegen, in Bezug
auf die Teilbarkeit als "ziemlich weit voneinander entfernt" erweisen. Anschaulich demonstrieren
das die Zahlen 4 und 5 oder 7 und 8.

Wir versuchen nun, von der Betrachtung der Teilbarkeit positiver ganzer Zahlen zur Teilbarkeit
der natirlichen Zahlen iberzugehen, d. h. die Null in die Betrachtung einzubeziehen. Im
Schema wiirde dadurch ein Kastchen dazu kommen miissen, das hoher liegt als alle anderen,
da die Null durch jede Zahl teilbar ist, wahrend keine von Null verschiedene Zahl durch Null
teilbar ist.

Diesmal bleibt es dem Leser (iberlassen, die Aussagen 1 bis 7 selbstandig zu formulieren und
nachzuprifen.

9. Definition. Jede Relation >, welche die Bedingungen

1. der Reflexivitat (a = a),
2. der Antisymmetrie (aus a > b und b > a folgt a = b),
3. der Transitivitat (aus a > b und b > ¢ folgt a > c¢) erfillt, heiBt Halbordnungsrelation.

11
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Die Halbordnungen spielen dort eine groBe Rolle, wo keine "echte" lineare Ordnung vorhanden
ist, beispielsweise dort, wo jedes Objekt durch mehrere verschiedene, qualitativ nicht vergleich-
bare Merk- male beschrieben oder bewertet wird.

Als Beispiel dafiir konnte man die Bewertung von Ergebnissen verschiedener Sportarten bei
einem Wettkampf anfiihren. Belegt eine Mannschaft in allen Disziplinen bessere Platze als eine
andere, dann ist sofort zu lbersehen, dass die erste Mannschaft den groBeren Erfolg errang.
Wenn jedoch die besseren Platze in allen Disziplinen des Programms bis auf eine Ausnahme
(sagen wir im Krocketspiel, das aus irgendeinem Grunde diesmal in das Wettkampfprogramm
aufgenommen wurde) belegt wurden und sich bei diesem Spiel die zweite Mannschaft als
starker erwies, dann ist die Endplatzierung beider Mannschaften schon nicht mehr so klar.
Ja, die Enthusiasten des Krockets kdnnen sogar einen besseren Platz in der Gesamtwertung
fur die zweite Mannschaft beanspruchen. Auf alle Falle muss jeder summarischen Verteilung
der Platze eine bestimmte vereinbarte Punktwertung zugrunde liegen.

10. Die Bedingungen 1 bis 3, deren Einhaltung die Relation zu einer Halbordnung macht, sind
ziemlich weit gesteckt. Daher konnen verschiedenartigste Objekte halbgeordnet sein, und das
auf ganz verschiedene Arten.

Dementsprechend kann man (iber eine beliebige Halbordnungsrelation wenig mehr sagen, als
dass sie halbgeordnet ist. Insbesondere kann man im allgemeinen auf Objekte, fiir welche eine
Halbordnung definiert ist, die vollstandige Induktion nicht anwenden.

Wir wollen nun die Bedingungen 1 bis 3 noch durch die folgenden erganzen:

4. Wohlordnung.

5. Unbeschranktheit.

6. Jedes vom minimalen Objekt verschiedene Objekt habe einen unmittelbaren Vorganger.

8. Jedes Objekt habe nur endlich viele Vorgéanger.

9. Zu jedem a und b > a (b # a) existiert ein ¢, das b unmittelbar vorangeht, derart, dass
c > a gilt.

Es zeigt sich, dass man aufgrund der Halbordnung der Menge der natiirlichen Zahlen durch
die den Bedingungen 1 bis 6 und 8 und 9 geniigende Relation eine gewisse Modifikation der
Methode der vollstandigen Induktion vornehmen kann, die in folgendem besteht:

Es sei wieder A(n) eine Aussage, welche sich auf eine willkiirlich gewahlte Zahl n bezieht. Wir
nehmen an, dass folgendes gilt:

a) Die Aussage A(a), in welcher a Minimalzahl im Sinne der Ordnung - ist, ist wahr.
b) Ist n eine Zahl und gilt die Aussage A(m) fir alle n > m mit n # m, so gilt auch die
Aussage A(n).

Die neue Form des Induktionsprinzips besagt, dass dann, wenn die Bedingungen a) und b)
erfullt sind, die Aussage A(n) fir jedes n gilt.

Aufgabe 11. Man leite die "neue" Form des Induktionsprinzips aus seiner "alten" her.

Da die Teilbarkeitsrelation den Bedingungen 1 bis 6, 8 und 9 geniigt (man formuliere und
verifiziere fir die Teilbarkeitsrelation die Bedingungen 8 und 9), ist dieses Induktionsprinzip
auf die Teilbarkeitsrelation anwendbar.

Hinsichtlich seiner Verwendung fiir die Teilbarkeit kann das neue Induktionsprinzip wie folgt
formuliert werden:

Ist eine Aussage A(n) giiltig fir n = 1 und folgt aus ihrer Giltigkeit fir alle von n verschie-

12
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denen Teiler der Zahl n ihre Giiltigkeit fiir die Zahl n, so ist sie fiir jede Zahl wahr.

11. Wie wir sahen, ist die Division ganzer Zahlen nicht immer ausfiihrbar. Daher ist es zweckma-
Big, gleichzeitig mit der Division eine allgemeinere Rechenoperation zu betrachten, die immer
ausfiihrbar ist und in den Fallen, in denen die Division ausfiihrbar ist, mit ihr Gbereinstimmt,
namlich die Division mit Rest.

Definition. Eine Zahl a durch eine Zahl b (b > 0) mit Rest teilen heiBt die Zahl a in der Form
a=bq+r
darstellen, wobei 0 < 7 < b ist.

Die Zahl ¢ heiBt dabei unvollstandiger Quotient, die Zahl r der Rest bei Division von a durch
b. Offenbar gilt » = 0 genau dann, wenn b|a gilt. In diesem Fall ist ¢ gleich dem Quotienten
bei Division von a durch b.

Wir werden zeigen, dass die Division mit Rest immer ausfiihrbar ist und dass der unvollstandige
Quotient und der Rest durch den Dividenden und den Divisor vollstindig bestimmt werden,
also eindeutig bestimmt sind.

Es sei zunachst ¢ > 0. Wir schreiben die Zahlen

a,a —b,a—20, ... (3)

so lange nacheinander auf, bis eine negative Zahl auftritt. Frither oder spater muss das ge-
schehen (genauer gesagt folgt das aus der Wohlordnung der Menge der natirlichen Zahlen in
Bezug auf die Relation >).

Das letzte der nichtnegativen Glieder der Folge (3), d. h. das kleinste der Glieder, sei die Zahl
a — ba. Bezeichnen wir sie mit r so erhalten wir

a="bqg+r (4)

Offenbar ist dabei < b, denn sonst ware die Zahl r — b, also a — (¢ + 1)b nichtnegativ. Das
kann aber nicht sein, weil 7 die kleinste nichtnegative Zahl von (3) sein sollte. Somit ist (4)
wirklich die gesuchte Darstellung der Zahl a.

Es sei jetzt a < 0. Wir gehen wie oben vor und schreiben die Folge der Zahlen
a,a+b,a+20b,...
auf, bis die erste nichtnegative Zahl r auftaucht (man verifiziert leicht, dass r < b ist). Es sei
r=a-+bq
Bezeichnen wir —¢’ mit ¢, so erhalten wir
a=bq+r
was zu beweisen war.

Damit ist die Ausfiihrbarkeit der Division mit Rest in allen Fallen bewiesen.

Jetzt beweisen wir die Eindeutigkeit dieser Division: Ist

a=bqg+r und zugleich a=bgqp +nr (5,6)

13
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so folgt ¢ = ¢; und r = ry.

Diesen Beweis der Eindeutigkeit darf man keinesfalls dadurch umgehen, dass, man etwa er-
klart, die Subtraktion sei eindeutig, daher konne die Folge (3) in eindeutiger Weise konstruiert
werden; ihr letztes nichtnegatives Glied sei ebenfalls wohlbestimmt, es werde mit r bezeichnet
usw.

Diese Uberlegung garantiert uns nicht, dass wir nicht auf ganz anderem Wege andere Werte
q und r erhalten kénnten.

Vergleichen wir (5) und (6), so folgt

bg+r =bq + 11 also r—r;=0b(g —q)

Daher ist  — 71 durch b teilbar. Nun ist aber |r — r1| < b, und nach Satz 4 ist das nur fiir
r—ry =0, d.h. fir » = r{ moglich. Dann ist aber

b(q—Q1) =0

und da b # 0 ist, muss ¢ — ¢ = 0, also ¢; = ¢ sein. Damit ist die Eindeutigkeit der Division
mit Rest bewiesen.
Wir haben somit folgenden Satz hergeleitet:

Satz 7 (Division mit Rest). Zu beliebigen Zahlen a und b (b > 0) existieren Zahlen r und ¢
derart, dass a = bg+r und 0 < r < b ist, wobei die Zahlen r und ¢ eindeutig bestimmt sind.

Aufgabe 12. Man formuliere und beweise den Satz (iber die Division mit Rest fiir die gerad-
zahlige Teilbarkeit.

12. Definition. Eine von 1 verschiedene Zahl p wird Primzahl genannt, wenn sie nur durch sich
selbst und durch 1 teilbar ist.

Beispielsweise sind die Zahlen 2, 3, 5, 7, 11, 13 usw. Primzahlen.
Eine von 1 verschiedene Zahl, welche keine Primzahl ist, heiBt zusammengesetzt.

Satz 8. Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Jede Zahl, die gleichzeitig die Zahlen a und b teilt, heiBt gemeinsamer Teiler dieser Zahlen.
Der groBte dieser Teiler von a und b wird groBter gemeinsamer Teiler (g.g.T.) genannt und
gewohnlich mit (a, b) bezeichnet. Wenn der g.g.T. der Zahlen a und b gleich 1 ist, werden diese
Zahlen zueinander teilerfremd oder relativ prim genannt. Anders ausgedriickt: Zwei Zahlen a,
b heiBen relativ prim, wenn sie gleichzeitig durch keine Zahl auBer 1 teilbar sind.

Satz 9. Sind a und p natiirliche Zahlen und ist p eine Primzahl, so gilt entweder p|a, oder die
Zahlen a und p sind relativ prim.

Jede Zahl, welche gleichzeitig durch die Zahlen a und b teilbar ist, heit gemeinsames Vielfaches
dieser Zahlen. Das kleinste positive dieser Vielfachen von a und b wird kleinstes gemeinsames
Vielfaches (k.g.V.) dieser Zahlen genannt.

Satz 10. Ist M ein gemeinsames Vielfaches von a und b und m ihr kleinstes gemeinsames
Vielfaches, dann gilt m|M.

Satz 11. Das k.g.V. zweier teilerfremder Zahlen ist gleich ihrem Produkt.

Folgerung. Eine Zahl a ist genau dann durch teilerfremde Zahlen b und c teilbar, wenn sie
durch deren Produkt teilbar ist.

14
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Satz 12. Gilt ¢|ab und sind die Zahlen b und c teilerfremd, so gilt c|a.

Satz 13. Wenn ein Produkt mehrerer Faktoren durch eine Primzahl p teilbar ist, muss mindes-
tens einer der Faktoren durch p teilbar sein.

Folgerung. Ist p eine Primzahl und 0 < k£ < p, so ist die Zahl

<p>_ P! 1-2-...-(p—p

k) K-k 1-2-..(k—Dk-1-2-..(p—k—1)(p—k)
durch p teilbar.

Satz 14 (Hauptsatz der elementaren Zahlentheorie). Jede von 1 verschiedene positive ganze
Zahl kann als Produkt von Primfaktoren dargestellt werden. Diese Darstellung ist eindeutig.
(Produkte, die sich nur durch die Reihenfolge ihrer Faktoren unterscheiden, gelten dabei nicht
als verschieden.)

Dieser Satz der Zahlentheorie bringt die prinzipielle Moglichkeit zum Ausdruck, jede Zahl in
Primfaktoren zu zerlegen. Die praktische Durchfiihrung einer solchen Zerlegung stoBt oft auf
groBe Schwierigkeiten, welche auch die moderne Mathematik noch nicht (iberwinden kann.
Die Zerlegung groBer Zahlen in Faktoren oder der Nachweis, dass eine groBe Zahl Primzahl
ist, wird gegenwartig mit Hilfe elektronischer Rechenautomaten durchgefiihrt. So wurde erst
1957 gefunden, dass die Zahl 23217 — 1 eine Primzahl ist. Diese Zahl besteht aus 969 Ziffern
und ist die groBte bisher bekannte Primzahl. Zum Nachweis, dass es sich tatsachlich um eine
Primzahl handelt, brauchte der Rechenautomat 5% Stunden.

Es sei eine beliebige Zahl a in ein Produkt von Primfaktoren zerlegt. Fassen wir gleiche Faktoren
zusammen, so erhalten wir

a=pypst.py (r)
Wobei py, po, ..., p. verschiedene Primzahlen und ay, as, ..., o, gewisse positive ganze Zahlen
sind. Das in der Formel (7) rechts stehende Produkt heiBt kanonische Zerlegung der Zahl a.

Satz 15. Zwei Zahlen a und b sind genau dann teilerfremd, wenn kein Primfaktor der kanoni-
schen Zerlegung von a in der kanonischen Zerlegung von b vorkommt.

Satz 16. Ist (7) die kanonische Zerlegung der Zahl a, so ist b genau dann durch « teilbar, wenn
die Teilbarkeitsrelationen

pitb,  pe?lb, ..., Db,

erfllt sind.

Aus den Satzen 15 und 16 folgt, dass die Teilbarkeit einer Zahl durch ein Produkt mehrerer
teilerfremder Zahlen damit gleichbedeutend ist, dass diese Zahl durch jede einzelne der Zahlen
teilbar ist.

Aufgabe 13. Man schatze den kleinsten Primteiler einer zusammengesetzten Zahl nach oben
ab.

Aufgabe 14. Es sei a = p{"'p5?...p%" die kanonische Zerlegung einer Zahl a. Dann ist a genau
dann durch b teilbar, wenn die kanonische Zerlegung von b die Gestalt

b=p'pp)

hat und 0 S ﬁl S A, 0 S 52 S a9, ..., 0 S 67’ S (7% gllt
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Aufgabe 15. Man gebe ein Verfahren an, nach dem man aus der kanonischen Zerlegung zweier
Zahlen die kanonischen Zerlegungen ihres groBten gemeinsamen Teilers und ihres kleinsten
gemeinsamen Vielfachen bestimmen kann.

Aufgabe 16. Man beweise: Bezeichnet man die Anzahl der verschiedenen Teiler der Zahl a
mit 7(a) (wobei die 1 und die Zahl a selbst mitgezahlt werden) und hat a die kanonische
Zerlegung p7'p3*...por, so gilt

7(a) = (oq + 1)(ag + 1)...(c, + 1)

Aufgabe 17. Man bestimme die Zahl a, wenn bekannt ist, dass sie durch 3 und 4 teilbar und
dass 7(a) = 14 ist.

Aufgabe 18. Die kanonische Zerlegung der Zahl a sei p{'p5?, und es sei 7(a?) = 81. Wie groB
ist 7(a3)?

Aufgabe 19. Wie groB ist a, wenn a = 27(a) ist?

Aufgabe 20. Gelten fiir die geradzahlige Teilbarkeit Satze, die den Satzen 11 bis 14 analog
sind ?
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2 Die Teilbarkeit von Summen und Produkten

1. Bei der Division mit Rest kommt es in vielen Fallen gerade darauf an, den Rest der Division
einer Zahl a durch eine Zahl b zu finden, Wahrend die GroBe des unvollstandigen Quotienten
dabei keine Rolle spielt.

Wir wollen zum Beispiel feststellen, auf welchen Wochentag der 1. Januar des Jahres 2000
fallt (natiirlich unter der Voraussetzung, dass der gegenwartig giiltige Kalender auch dann
noch giltig ist). Ein Blick auf den Kalender zeigt, dass der 1. Januar 1973 ein Montag ist. Die
27 Jahre, die diese beiden Daten von- einander trennen, bestehen aus 27 - 365 + 6 Tagen (der
zweite Summand ist die Anzahl der Tage, welche durch die Anzahl der in diesem Zeitraum
liegenden Schaltjahre dazu kommen); also betragt der gesamte Zeitraum 9861 Tage.

Diese Tage bilden 1408 vollstandige Wochen und fiinf Tage. Nach Ablauf dieser 1408 Wochen
kommt also wieder ein Montag, so dass nach den noch verbleibenden Tagen ein Sonnabend
kommen muss, welcher der 1. Januar 2000 ist. Offenbar ist es fiir die Losung dieser von uns
selbst gestellten Aufgabe vollig unerheblich, wieviel vollstandige Wochen in diesen 27 Jahren
vergehen.

Entscheidend ist lediglich, wieviel Tage tber die Anzahl der vollstindigen Wochen hinaus
vorhanden sind.

Mit Aufgaben dieser Art werden manchmal vor allem Historiker - besonders die Orientalisten
- konfrontiert, wenn sie Daten verschiedener Kalender miteinander vergleichen sollen.

Es hat den Anschein, als wiirde man den Rest bei Division einer Zahl durch eine andere
am leichtesten erhalten, indem man die Division tatsachlich ausfiihrt. Bei der praktischen
Durchfithrung einer solchen Division stellt man jedoch recht oft fest, wie umstandlich ein
solches Verfahren vor allem dann ist, wenn der betreffende Dividend nicht in unserem vertrauten
Dezimalsystem, sondern als komplizierter Ausdruck, etwa in der Form 2090 4 31000 gegehen
ist.

AuBerdem beansprucht gerade die Berechnung des unvollstandigen Quotienten den Lowenanteil
der Arbeit, obwohl uns dieser an und. fiir sich gar nicht interessiert. Deshalb ist es notwendig,
Verfahren zu entwickeln, mit deren Hilfe man den Rest unmittelbar erhalt, ohne erst den
unvollstandigen Quotienten berechnen zu miissen.

Wir fiihren ein solches Verfahren an Hand des oben dargestellten Beispiels vor. Dabei {iberlegen
wir folgendermaBen: Jedes Jahr, das kein Schaltjahr ist, besteht aus 365 Tagen, hat also 52
ganze Wochen und einen Tag.

Ein Schaltjahr dagegen hat ebenso viele ganze Wochen und zwei Tage. Das heiBt, der Zeitraum
vom 1. Januar 1973 bis zum 1. Januar 2000 enthélt eine gewisse Anzahl (es ist vollig unwichtig
zu wissen wieviel) ganzer Wochen plus eine Anzahl von Tagen, die gleich der Zahl der Jahre
dieses Zeitraumes ist, wobei fiir die Schaltjahre jeweils ein zusatzlicher Tag hinzukommt.

Diese Anzahl der Tage ist 27 + 6 = 33. Ziehen wir davon wieder die Anzahl der Tage fiir ganze
Wochen ab, so erhalten wir noch fiinf Gibrig bleibende Tage, die wir zu unserem Montag dazu
zahlen. Es zeigt sich, dass ein solches "Ersetzen eines Jahres durch einen Tag" das Modell eines
auBerst allgemeinen Verfahrens ist, mit welchem wir uns im folgenden beschaftigen wollen.

2. Definition. Wir nennen die Zahlen a und b restgleich hinsichtlich der Division durch m, wenn
die Reste bei Division von a und b durch m einander gleich sind.

Wir wollen einige Eigenschaften restgleicher Zahlen ermitteln.
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Satz 17. Die Zahlen a und b sind dann und nur dann restgleich hinsichtlich der Division durch
m, wenn ihre Differenz a — b durch m teilbar ist.

Satz 18. Sind die Zahlen a4, as, ..., a,, den Zahlen by, b, ..., b,, hinsichtlich der Division durch
m restgleich, so sind es auch die Summen a; + as + ... + a,, und by + by + ... + b,, sowie die
Produkte ajas...a,, und b;by...b,,.

Folgerung. Sind die Zahlen a und b hinsichtlich der Division durch m restgleich, so sind es
auch die Zahlen a™ und b™ fiir jedes natiirliche n.

Der Satz 18 und seine Folgerung liefern schon viele Moglichkeiten, Reste bei Division zu
erhalten. Wir fiihren einige Beispiele an.

Beispiel 1. Man bestimme den Rest bei Division der Zahl A = 136 — 225 . 515 durch 3.

Offenbar sind hinsichtlich der Division durch 3 die 13 mit der 1, die 2 mit der -1 und die 5
ebenfalls mit der -1 restgleich. Aufgrund des bisher Bewiesenen heit das:

Die Zahl A ist hinsichtlich der Division durch die Zahl 3 restgleich mit der Zahl 1'6 — (—1)% —
(—1) =1—1=0. Das heiBt, der gesuchte Rest ist Null und A demzufolge durch 3 teilbar.

Beispiel 2. Man bestimme den Rest bei Division derselben Zahl A durch 37.

Dazu stellen wir die Zahl A in folgender Form dar:
A= (132)3 o (25)5 . (53)5

Bei Division durch 37 ist 132 = 169 restgleich mit -16, ferner 2° = 32 restgleich mit -5 und
53 = 125 restgleich mit 14. Somit ist die gesamte Zahl A restgleich mit

(—16)" — (=5) - (+14)°

oder, was das gleiche ist, mit (16%)*+70°. Da 16 = 256 restgleich mit -3 und 70 restgleich mit
-4 ist, heiBt das, A ist restgleich mit —(—3)*+ (—4)° oder, was das gleiche ist, mit 81 — (25)2,
also mit

81 — (—5)* = 81 — 25 = 56

SchlieBlich ist 56 hinsichtlich der Division durch 37 restgleich mit 19; diese Zahl ist nicht
negativ und kleiner als 37, also der gesuchte Rest.

Aufgabe 21. Man bestimme den Rest bei Division von
a) A= (116 + 17'")?! durch 8;
b) A = 14%°6 durch 17.

Aufgabe 22. Man beweise, dass fiir jedes n die folgenden Teilbarkeitsbeziehungen gelten:
a) 6(n® + 11n);

b) 9|(4™ + 15n — 1);

c) 3"2|(10%" - 1);

d) (a*> —a+ 1)|(a® ! + (a — 1)"?) fiir beliebiges a.

3. Die hinsichtlich der Division durch m restgleichen Zahlen a und b werden auch kongruent
modulo m genannt, in Zeichen:
a=b (modm) (4)

Diese Formel selbst nennt man eine Kongruenz, die nattrliche Zahl m den Modul.

Die Kongruenz zweier ganzer Zahlen nach einem festgelegten Modul m oder, was das gleiche
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ist, ihre Restgleichheit hinsichtlich der Division durch m ist ebenfalls eine Relation, welche
zwei ganze Zahlen miteinander verknupft. Einige Eigenschaften dieser Kongruenzrelation nach
einem Modul seien hier aufgefiihrt:

1. Reflexivitat: a = a (modm), denn a — a = 0 ist durch m teilbar.

2. Symmetrie: Ist a =b (modm), dann ist auch b=a (modm).
Ist ndmlich @ — b durch m teilbar, so ist es nach Satz 5 auch b — a.

3. Transitivitidt: Ist a =b (modm) und b=c (modm), so gilt a=c¢ (modm).
Zum Beweis genligt es zu bemerken, dass aus m|(a — b) und m|(b — ¢) nach Satz 6 die
Beziehung m|(a — ¢) folgt.

Wenn eine Relation (wir wollen sie mit ~ bezeichnen) die Eigenschaften der Reflexivitat, der
Symmetrie und der Transitivitat besitzt, wird sie eine Aquivalenzrelation genannt.

Das einfachste Beispiel einer Aquivalenzrelation iiber einer Menge von Zahlen ist die Gleich-
heitsrelation.

Aufgabe 23. Eine Aquivalenzrelation ~ iiber einer Menge von Zahlen zerlegt diese Menge so
in Klassen (sogenannte Aquivalenzklassen), dass je zwei Zahlen aus ein und derselben Klas-
se durch die Aquivalenzrelation verkniipft sind, jedoch keine zwei Zahlen aus verschiedenen
Klassen (der Leser moge das beweisen). In dieser Aufgabe ist von einer Aquivalenzrelation die
Rede, durch welche Zahlen verkniipft werden.

Das ist jedoch unwesentlich, die Aussage der Aufgabe gilt fiir Aquivalenzrelationen, welche
Objekte ganz willkiirlicher Art verkniipfen. Da die Kongruenzbeziehung nach einem Modul m
eine Aquivalenzrelation ist, zerlegt auch sie die Menge der ganzen Zahlen in Klassen. Diese
Klassen nennt man Restklassen modulo m.

4. Die Anzahl der Restklassen modulo m ist gleich m. Zwei Zahlen gehoren namlich dann
und nur dann ein und derselben Restklasse modulo m an, wenn sie bei der Division durch m
ein und denselben Rest liefern. Als Reste bei der Division durch m konnen aber nur die m
verschiedenen Werte 0, 1, ..., m — 1 auftreten. Daraus folgt, dass die Anzahl der Klassen gleich
m ist.

Wir weisen auf einen auBerordentlich interessanten Umstand hin:
Eine Restklasse modulo m; ist genau dann in einer Restklasse modulo my enthalten, wenn
m2]m1 gllt

Zum Beweis betrachten wir die Restklasse K7 modulo m, welche die Zahl 0 enthalt. Offenbar
besteht K aus allen Zahlen, die bei Division durch m; den Rest O liefern, d. h., die durch m,
teilbar sind.

Insbesondere enthalt K die Zahl m;.

Eine Restklasse modulo my, die K; enthalt, enthalt ebenfalls die Null und besteht deshalb
aus allen Zahlen, die durch my teilbar sind. Da darin die Zahl m; enthalten ist, muss ms|m;
gelten. Damit ist die Notwendigkeit bewiesen; die Hinlanglichkeit ist offensichtlich.

Auf diese Weise kann eine Teilbarkeitsrelation durch eine Beziehung zwischen Restklassen defi-
niert werden. Dieses Verfahren erlaubt es, fiir Objekte weitaus allgemeinerer und komplizierterer
Natur, als es die naturlichen Zahlen sind, eine Teilbarkeit zu definieren.

Die folgerichtige Entwicklung dieser Gedanken fiihrte zur Gruppentheorie, einem wichtigen
Zweig der modernen Algebra, der in der theoretischen Physik und in der Kristallographie
Anwendung findet.
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Nun wollen wir die Aufzdhlung der Eigenschaften der Kongruenz von Zahlen fortsetzen. Aus
Satz 18 folgt unmittelbar:.

5.Ista=b (modm)und c=d (modm),soista+c=b+d (modm).
Folgerung. Ist a =0 (modm), soista+7r=0b+r (modm) fir jedes ganze r.
6.Ista=b (modm)undc=d (modm),soista-c=b-d (modm).

Die Eigenschaften 5 und 6 zeigen, dass man Kongruenzen ahnlich wie Gleichheiten seitenweise
addieren und multiplizieren kann.

Aufgabe 24. Ist iiber der Menge der ganzen Zahlen eine Aquivalenzrelation gegeben, die diese
Menge so in m Klassen einteilt, dass aus @ ~ b und ¢ ~ d die Aquivalenz a + ¢ ~ b+ d folgt,
so ist diese Relation eine Kongruenz nach dem Modul m (d. h., es gilt a ~ b dann und nur
dann, wenn ¢ =b (modm) ist).

Aufgabe 25. Man formuliere und beweise die Regeln fiir das Kiirzen von Kongruenzen.

Aufgabe 26. Ist p eine Primzahl und a nicht durch p teilbar, so sind keine zwei Zahlen aus der
Folge a,2a,3a, ..., (p — 1)a kongruent modulo p. Dabei ergeben sich bei Division der Zahlen
a,2a,3a,...,(p — 1)a alle Reste auBer der Null je einmal.

Aufgabe 27 (Satz von Wilson). Eine Zahl p ist genau dann Primzahl, wenn
p-1)+1=1-2-3-..-(p—1)+1

durch p teilbar ist.

Aufgabe 28. Man formuliere und beweise fiir die Restgleichheit einen Satz, der dem Satz 16
analog ist.
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3 Restgleichheits- und Teilbarkeitskriterien

1. Eine ganz allgemeine Methode, bei Division einer willkiirlichen, aber festen natiirlichen Zahl
a durch eine gegebene Zahl m den Rest zu finden, besteht in folgendem: Wir konstruieren
eine Folge natiirlicher Zahlen, welche in Bezug auf die Division durch m restgleich sind:

CL:Ao,Al,AQ,... (8)

Das Verfahren zur Bildung der Folge (8) wahlen wir so, dass nach jedem Glied, welches groBer
oder gleich m ist, noch mindestens ein weiteres Glied folgt. Dann ist offensichtlich das letzte
Glied der Folge (8) in Bezug auf die Division von a durch m (falls ein solches existiert) gleich
dem Rest 7 bei Division von a durch m.

Das einfachste Beispiel einer solchen Folge ist die Folge (3) aus § 1, Abschnitt 11.

Dem Wesen nach lassen sich Aufgaben zur Bestimmung des Bestes in den Beispielen 1 und 2
des vorigen Paragraphen auf die Bildung einer Folge dieses Typs zuriickfiihren.

Jede Methode zur Bildung einer Folge (8) nennen wir ein Kriterium fiir Restgleichheit hin-
sichtlich der Division durch m.

Insbesondere ist eines der Kriterien fir Restgleichheit hinsichtlich der Division durch m das
Verfahren aufeinanderfolgender Subtraktionen, bis man zum ersten mal eine Zahl erhilt, die
kleiner ist als an.

2. Offenbar muss ein Kriterium fiir Restgleichheit folgenden drei Forderungen geniigen, damit
man davon Uberzeugt sein kann, dass es reibungslos funktioniert:

1. Es muss wohlbestimmt sein, d. h., die Zahl a muss alle Glieder der Folge (8) vollstandig
festlegen und darf keine Willkiir zulassen.

2. Es muss allgemeingiiltig, d. h. auf jede natiirliche Zahl a anwendbar sein.

3. SchlieBlich muss garantiert sein, dass in der Folge (8) mindestens ein Glied kleiner als m ist.
Diese Forderung ist gleichbedeutend damit, dass die Folge (8) nur aus endlich vielen Gliedern
bestehen darf und dass das Verfahren zur Bildung der Folge nicht unbeschrankt fortgesetzt
werden kann, sondern frither oder spater durch das Auftreten des Restes von a bei Division
durch m beendet wird. Ein Kriterium fiir Restgleichheit muss also zum Ziel fiihren.

Die genannten Forderungen konnen auf ganz verschiedenen Wegen erreicht werden. Der natiir-
lichste Weg besteht darin, dass wir versuchen, eine Funktion f(x) zu finden, welche folgende
Bedingungen erfiillt:

a) f(z) ist fir x > m eine natiirliche Zahl;
b) f(x) ist fir x < m nicht definiert (hat keinen Sinn);

(Es ist durchaus nicht ungewohnlich, dass die eine oder andere Funktion fiir einige Werte ihres

Arguments nicht definiert ist. So ist zum Beispiel der Wert der Funktion ﬁ weder fir

x = 0 noch fiir x = 1 definiert.)

c) wenn f(x) definiert ist, so ist f(z) < z;
d) wenn f(z) definiert ist, so sind die Zahlen = und f(x) restgleich hinsichtlich der Division
durch m.
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Solche Funktionen existieren. Ein Beispiel dafiir ist die Funktion

folz) = r—m firx > m
o)=Y nicht definiert fiir z < m

Gerade diese Funktion vermittelt die Bildung der Folge (3) in § 1.

Jeder Funktion f(z), die den Bedingungen a) bis d) genigt, entspricht eine Methode zur
Bildung der Folge (8), d. h. ein Kriterium der Restgleichheit hinsichtlich der Division durch m.
Um das zu zeigen, nehmen wir eine beliebige natirliche Zahl a und bilden mit ihr die Folge
der Zahlen

Ap, Ay, Ag, ... (9)

wobei Ag = aund Ay = f(Ag) firk =0,1,2, ... ist. Fir Ay, > m ist der Wert der Funktion
f(Ay) definiert; daher folgt auf A, mindestens ein Glied.

Ist aber Ay < m, soist f(Ag) nicht definiert, und Ay, ist das letzte Glied der Folge (9). Damit
haben wir tatsachlich ein Kriterium fiir Restgleichheit erhalten.

3. Nun zeigen wir, dass dieses Kriterium den Forderungen 1, 2 und 3 genlgt.
Die erste Forderung ist erfillt, weil jedes Glied der Folge (9) das nachfolgende Glied eindeutig
bestimmt (natirlich nur, wenn es ein solches tatsachlich gibt).

Dabei tritt jedoch ein subtiles Problem auf, das zwar nicht augenfallig, aber auBerordentlich
Wichtig ist. Es besteht darin, dass man beim Aufstellen der Folge (9) noch vor der Berechnung
des Wertes f(Ay) ergriinden muss, ob dieser Wert (iberhaupt existiert.

Mit anderen Worten, wir miissen feststellen, ob die Zahl A, groBer oder kleiner als m ist.
Sind die Zahlen A und m in einer fir diesen Vergleich geeigneten Form gegeben, etwa in
Dezimalschreibweise, so lassen sie sich miihelos vergleichen.

Ein GroBenvergleich etwa der Zahlen 22° —3.52.11-31-41 und 3'° — 78 - 757 erfordert jedoch
eine umfangreichere Arbeit, obwohl die erste Zahl gleich 1 und die zweite gleich 3 ist.

Im Zusammenhang damit werden wir im folgenden das Kriterium fiir Restgleichheit ausschlieB-
lich auf positive Zahlen in Dezimaldarstellung anwenden.

Hinsichtlich der zweiten Forderung geniigt folgende Feststellung: Ist a > m, dann kénnen wir
faktisch mit der Bildung der Folge beginnen, nachdem wir den Wert f(a) berechnet haben,
welcher nach Voraussetzung existiert. Ist a < m, so ist f(a) nicht definiert. In diesem Fall ist
a selbst Rest hinsichtlich der Division durch an. Dann besteht eben die ganze Folge (9) nur
aus der Zahl a, also aus einem einzigen Glied.

Wir kommen nun zur dritten Forderung. Nach Voraussetzung ist die Funktion f(x) so aus-
gewahlt, dass alle Glieder der Folge (9) ein und dasselbe Vorzeichen haben, wéhrend ihre
absoluten Betrage abnehmen.

Da das erste Glied der Folge positiv ist, gibt es in ihr ein kleinstes nichtnegatives Glied. (Man
pruft leicht nach, dass dieses Glied in der Folge eine Nummer hat, die hochstens gleich a ist.)

Wiare dieses Glied (wir bezeichnen es mit «) groBer oder zumindest gleich m (also nicht kleiner
als m), so wiirde der Wert f(«) existieren und ebenfalls nichtnegativ und kleiner als « sein.
Das heiBit aber, das Glied « ware nicht das letzte unter den Gliedern der Folge (9). Demnach
muss das letzte nichtnegative Glied der Folge (9) kleiner als m sein. Dann ist aber der Wert
f(a) nicht definiert, und « ist iberhaupt das letzte Glied der Folge. Somit ist der Bildungs-
prozess der Folge beendet, und ihr letztes Glied ist der Rest von a bei Division durch m.
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Damit haben wir festgestellt, dass das von uns beschriebene Kriterium der Restgleichheit tat-
sachlich die geforderten Eigenschaften hat, also wohlbestimmt und allgemeingiiltig ist und zum
Ziel fihrt.

Verfahren, welche diese drei Eigenschaften besitzen, werden Algorithmen genannt. Sie begin-
nen in der modernen Mathematik eine immer groBere Rolle zu spielen. Einige einfache Beispiele
fir Algorithmen wurden am Ende des Abschnitts 1 in § 1 angefiihrt. Andere Beispiele werden
wir im folgenden kennenlernen.

4. Einer der wichtigsten Algorithmen in der Mathematik ist der sogenannte Euklidische Algo-
rithmus:

Es seien a und b zwei natiirliche Zahlen, 0 < b < a. Wir dividieren a durch b mit Rest:
a = bgy + 11, wobei 0 <7y < b

ist. Ist 1 # 0, dann kann b durch r; mit Rest dividiert werden, und es ergibt sich
b=riq + 19, wobei 0 < ry < 1y

ist.
Wenn wir dieses Verfahren, jeweils den Divisor bei einer Division mit Rest durch den Rest zu
dividieren, fortsetzen, erhalten wir die weiteren Gleichungen

1 =T2q2 + 73

o =7T3q3 + T4

Wir beweisen nun, dass das hier beschriebene Verfahren wirklich ein Algorithmus ist, d. h.
wohlbestimmt und allgemeingiiltig ist und zum Ziel fiihrt.

Wir bemerken, dass das betrachtete Verfahren darin besteht, nacheinander Divisionen mit
Rest durchzufiihren. Deshalb ergeben sich Wohlbestimmtheit sind Allgemeingiltigkeit dieses
Verfahrens aus der uneingeschrankten Ausfiihrbarkeit und der Eindeutigkeit der Division mit
Rest.

Dass das Verfahren zu einem Ziel fiihrt, lasst sich ebenfalls relativ einfach zeigen. Die Zahl b
und die Divisionsreste bilden offenbar eine abnehmende Folge nichtnegativer Zahlen

b7r17r27"' (10)

Die Anzahl aller nichtnegativen Glieder, die nicht groBer sind als b, ist aber b+ 1. Daher kann
auch die Folge (10) nicht mehr als b Glieder enthalten, so dass unser Verfahren aus hochstens
b Divisionen mit Rest bestehen kannP| Somit ist das betrachtete Verfahren tatsichlich ein
Algorithmus und tragt seinen Namen vollig zu Recht.

Wir werden nun die Bedingungen klaren, unter denen dieses Verfahren abbricht. Offenbar muss
die letzte Division so beschaffen sein, dass keine weitere Division durch den verbleibenden Rest
mehr moglich ist. Das trifft aber nur dann zu, wenn dieser letzte Rest Null ist, d.h., wenn die
letzte Division aufgeht.

Aufgabe 29. Man beweise:

2|n Wirklichkeit ist die Anzahl dieser Divisionen hochstens gleich 51og b, wie man mit Hilfe der Fibonaccischen
Zahlen erkennt. Der Leser vergleiche dazu das ebenfalls in dieser Reihe erschienene Bandchen von N. N.
Worobjow, Die Fibonaccischen Zahlen.
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a) Der letzte von Null verschiedene Rest 7, des Euklidischen Algorithmus fiir zwei Zahlen a
und b ist der groBte gemeinsame Teiler (a, b) von a und b.

b) Zu je zwei natiirlichen Zahlen a und b gibt es ganze Zahlen A und B derart, dass
aA+bB = (a,b) ist.

Aufgabe 30. Man folgere aus der Aussage b) der Aufgabe 29 die Satze 9, 12, 13 und 14. (Es
sei betont, dass sich unsere Uberlegungen zum Euklidischen Algorithmus nur auf die Existenz
der Division mit Rest griindeten. Wir haben dabei weder die Satze 9 bis 14 noch irgendwelche
anderen Uberlegungen benutzt, die auf dem Hauptsatz der elementaren Zahlentheorie (Ein-
deutigkeit der Primzahlzerlegung) beruhen.)

5. Natirlich ist die in Abschnitt 3 angegebene Beschreibung des Begriffs Algorithmus nicht
etwa dessen genaue Definition; diese ist verhaltnismaBig kompliziert und. kann deshalb hier
nicht formuliert werden.

Allerdings werden durch die dort aufgefiihrten Forderungen diejenigen Bedingungen ziemlich
genau widergespiegelt, denen mathematische Verfahren geniigen missen, damit sie als Algo-
rithmen bezeichnet werden konnen. Die Bedeutung der Algorithmen wird dadurch bestimmt,
dass sie einheitliche Methoden zum Losen einer ganzen Reihe von Aufgaben gleichen Typs
liefern. Die Algorithmen, von denen oben die Rede ist, ermoglichen es, den Rest einer Zahl 0
bei Division durch eine feste Zahl m zu berechnen.

Spezialfalle von Algorithmen sind die verschiedensten Berechnungen mit Hilfe von Formeln, in
denen statt der Buchstaben Zahlen eingesetzt werden kénnen.

Man koénnte etwa sagen, alle mathematischen Probleme, deren Lésung automatisiert werden
kann, lassen sich auf Algorithmen zuriickfiihren. Dabei ist es kein Zufall, dass die Entwick-
lung der Algorithmentheorie historisch mit der Entstehung und verbreiteten Anwendung von
Rechenmaschinen zusammenfallt.

Auf Algorithmen lassen sich nicht nur Rechenaufgaben im engeren Sinne zuriickfiihren, d. h.
solche Aufgaben, in denen man nach mehr oder weniger komplizierten Regeln auf der Grund-
lage von AusgangsgroBen ein Resultat in Zahlen erhalten kann.

Man kann auch die Aufgabe stellen, einen geeigneten Algorithmus zu bestimmen, der es ge-
stattet, jedes Problem eines bestimmten Teilgebiets der Mathematik zu lésen. Ein solcher
Algorithmus muss aus den Formulierungen der Satze die Beweise dafiir herleiten konnen. Wie
phantastisch das auch klingen mag, solche Algorithmen existieren tatsachlich, allerdings nicht
fur sehr breite Gebiete der Mathematik. Es gibt aber auch einige Gebiete (beispielsweise alle
diejenigen, welche die ganze Arithmetik umfassen), fiir die es prinzipiell keine solchen Algo-
rithmen geben kann.

6. Wir wollen nun unter Benutzung der in Abschnitt 1 dargestellten Verfahren zur Konstruktion
Von Kiriterien fiir Restgleichheit einige solcher Kriterien aufstellen. Hier und auch im folgenden
nehmen wir an, dass die Zahlen, deren Divisionsreste wir suchen, im Dezimalsystem dargestellt
sind.

Als erstes suchen wir ein Kriterium fiir Restgleichheit bei Division durch 5.

Es sei A eine natirliche Zahl, die wir in der Form 10a + b darstellen wollen (b ist die letzte
Ziffer der Zahl A). Wir setzen

b fur A > 10
fi(A) =4 b—5 fur5<A<10
nicht definiert fur A <5
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Der Leser moge selbst nachpriifen, dass die so definierte Funktion den Bedingungen a) bis d)
aus Abschnitt 2 genligt.

Somit geniigt es zum Berechnen des Bestes einer Zahl bei Divisionen durch 5, die letzte Ziffer
dieser Zahl zu betrachten. Ist diese Ziffer kleiner als 5, so ist sie selbst der gesuchte Rest;
andernfalls muss 5 von der letzten Ziffer subtrahiert werden.

Wir erkennen, dass die Anwendung des Kriteriums fiir Restgleichheit auf eine beliebige Zahl
auf die Bildung einer Folge des Typs (9) fithrt, Welche aus hochstens drei Gliedern besteht.

Selbstverstandlich besteht das Ziel aller dieser Uberlegungen nicht darin, das wohlbekannte
"Teilbarkeitskriterium" fiir 5 zu entdecken, sondern vielmehr darin, es durch das (in Abschnitt
2 beschriebene) einheitliche Verfahren zu erhalten.

Aufgabe 31. Man gebe entsprechende Kriterien fiir Restgleichheit bei Division durch 2, 4, 8,
10, 16, 20 und 25 an und analysiere sie.

Aufgabe 32. Wir schreiben die natirliche Zahl A in der Form

10 +b (0 <b< 10"

und setzen
b far A > 10F
f(A) = ¢ Rest von A bei Division durch m firm < A < 10%
nicht definiert fir A< m

Fir welche Zahlen m ist dieser Algorithmus bei bestimmtem £ ein Kriterium fiir Restgleichheit?

17. Als zweites Beispiel untersuchen wir das Kriterium fiir Restgleichheit bei Division durch 3.
Dazu schreiben wir die natiirliche Zahl A in der Form

10"a, + 10" ta,_4 + ... + 10a; + aq
wobei 0 < a; < 10 ist (die Zahlen ag, ay, ..., an_1, a, sind die Ziffern der Zahl A). Wir setzen

apg+ar+..+an_1+a, firA>10
f2(A) = { Rest bei Division durch 3 fir 3 < A < 10
nicht definiert fir A <3

Aufgabe 33. Man beweise, dass die Funktion f>(x) den Bedingungen a) bis d) aus Abschnitt
2 genligt und damit ein Kriterium fiir Restgleichheit bei Division durch 3 definiert.

Aufgabe 34. Man wende dieses Kriterium fiir Restgleichheit bei Division durch 3 auf folgende
Zahlen an:

a) 858773 und 789988;
b) auf die Zahl, die in Dezimalschreibweise aus 4444 Vieren besteht.

Aufgabe 35. Man bestimme und untersuche dhnliche Kriterien fiir Restgleichheit bei Division
durch 7, 9, 11, 13 und 37.

8. Bei vielen Divisionsaufgaben ist sowohl die GroBe des unvollstandigen Quotienten als auch
die GréBe des Divisionsrestes unwesentlich; von Interesse fur uns ist nur, ob der Rest Null ist
oder nicht, ob also die erste Zahl durch die zweite teilbar ist oder nicht. Nach dem in Abschnitt
1 Gesagten ist klar, wie Aufgaben solcher Art zu behandeln sind.
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Wir nennen Zahlen a und b teilbarkeitsgleich hinsichtlich der Division durch m, wenn entweder
sowohl @ als auch b durch m teilbar ist oder wenn weder a noch b durch m teilbar ist.

Aufgabe 36. Fiir beliebiges m sind je zwei hinsichtlich der Division durch m restgleiche Zahlen
auch teilbarkeitsgleich in Bezug auf m. Man beweise, dass die Umkehrung falsch ist.

Aufgabe 37. Fiir welche m folgt aus der Teilbarkeitsgleichheit zweier Zahlen hinsichtlich der
Division durch m ihre Restgleichheit in Bezug auf m?

Aufgabe 38. Man beweise, dass die Beziehung der Teilbarkeitsgleichheit hinsichtlich einer ge-
gebenen Zahl m eine Aquivalenzrelation ist und die Menge der ganzen Zahlen in zwei Klassen
zerlegt.

Aufgabe 39. Gilt Satz 18 fiir teilbarkeitsgleiche Zahlen? Gilt auch die Folgerung?

9. Angenommen, wir sollten feststellen, ob die Zahl A durch m teilbar ist. Wir bilden eine

Folge ganzer Zahlen
A:Ao,Al,AQ,... (11)

die dem absoluten Betrag nach abnehmen und mit A hinsichtlich der Division mit Rest durch
m teilbarkeitsgleich sind. Die Bildung der Folge (11) nehmen wir so vor, dass auf jedes Glied
dieser Folge, das absolut mindestens gleich m ist, noch wenigstens ein Glied folgt. Wird dabei
das letzte Glied von (11) gleich Null, dann ist A durch m teilbar, ist das letzte Glied von Null
verschieden, dann ist A nicht durch m teilbar.

Jedes Verfahren zur Bildung einer Folge (11) nennen wir ein Kriterium fiir Teilbarkeit durch
m.

Aufgabe 40. Man beweise, dass jedes Kriterium fiir Restgleichheit hinsichtlich der Division
durch m ein Kriterium fiir Teilbarkeit durch m ist.

Offenbar miissen Teilbarkeitskriterien den gleichen Bedingungen wie Kriterien fiir Restgleichheit
genligen: wohlbestimmt und allgemeingiiltig sein und zum Ziel fiihren.
Man priift leicht nach (der Leser sollte es tun), dass mit Hilfe jeder Funktion f(x), die den
Bedingungen a) bis d) aus Abschnitt 2 und zusatzlich der Bedingung

d*) wenn f(x) definiert ist, sind die Zahlen m und f(z) teilbarkeitsgleich hinsichtlich der
Division durch m

genlgt, ein Teilbarkeitskriterium fiir m auf die gleiche Art und Weise gebildet werden kann wie
das Kriterium fiir Restgleichheit hinsichtlich der Division durch m mit Hilfe jeder Funktion,
welche den Bedingungen a) bis d) geniigt.

Wir gehen nun einige Teilbarkeitskriterien an.
Nach Satz 16 geniigt es, die Teilbarkeit von Zahlen durch Zahlen der Form p* (Primzahlpo-
tenzen) festzustellen.

10. Kriterium fur Teilbarkeit durch 7. Es sei A eine natlirliche Zahl. Wie friher schreiben wir
A in der Form
10a + b mit 0 < b < 10

Wir setzen
a—2b fur A > 19
f3(A) = 1 Rest bei Division von A durch 7 fir 7 < A < 19
nicht definiert fuir A< 7
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Aufgabe 41. Man weise nach, dass die Funktion f3;(A) den Bedingungen a) bis c) und d*)
genugt.

Die Funktion f3(A) liefert uns das bekannte Teilbarkeitskriterium fiir 7: Die Zahl 10a + b
(0 < b < 10) ist dann und nur dann durch 7 teilbar, wenn die Zahl a — 2b durch 7 teilbar ist.
Diese Zahl wird mit Hilfe der gleichen Methode auf ihre Teilbarkeit durch 7 (iberpriift usw.

Aufgabe 42. Man beweise, dass das erhaltene Kriterium fir Teilbarkeit durch 7 kein Kriterium
fir Restgleichheit hinsichtlich der Division durch 7 mit Rest ist.

11. Kriterium fir Teilbarkeit durch 13. Wir schreiben die natirliche Zahl A in der Form

10a +b mit 0 < b < 10

und setzen
a+4b fur A > 40
f4(A) = ¢ Rest bei Division von A durch 13 fiir 13 < A < 40
nicht definiert fur A < 13

Aufgabe 43. Man weise nach, dass die Funktion f;(A) den Bedingungen a) bis c) und d*)
geniigt, und formuliere das erhaltene Kriterium fiir Teilbarkeit durch 13.

Aufgabe 44. Welche Auswirkungen hat es, wenn man in der Definition der Funktion f; die
Zahl 40 durch eine kleinere ersetzt ?

Aufgabe 45. Man gebe Kriterien fiir Teilbarkeit durch 17, 19, 23, 29 und 31 an, die denjenigen
fir Teilbarkeit durch 7 und 13 hnlich sind.

Aufgabe 46. Man formuliere zwei Kriterien fiir Teilbarkeit durch 49.

12. In den vorangegangenen Abschnitten dieses Paragraphen lernten wir eine groBe Zahl ver-
schiedenartigster Kriterien fiir Restgleichheit und fiir Teilbarkeit kennen. Das praktische Ziel
bei der Konstruktion aller dieser Kriterien besteht darin, bequeme Algorithmen zum Auffinden
der Reste hinsichtlich der Division durch bestimmte Zahlen (Kriterien fiir Restgleichheit) zu
erhalten bzw. Algorithmen, mit deren Hilfe wir erkennen, ob diese Reste gleich Null sind oder
nicht (Teilbarkeitskriterien).

Inwiefern haben wir nun dieses Ziel erreicht?

Einige Kriterien fir Restgleichheit, wie zum Beispiel bei Division durch 2, 3, 5, 10, erwiesen
sich tatsachlich als hochst praktisch und bequem. Die Anwendung anderer Kriterien wiederum
ist mit mehr oder weniger aufwendigen Rechnungen verbunden.

NaturgemaB sucht man also nach solchen Kriterien fiir Teilbarkeit und Restgleichheit, deren
Anwendung auf moglichst einfachem Weg zum Ziel fiihrt.

Eine dieser Schwierigkeiten, auf die wir hier stoBen, besteht darin, dass wir lernen miissen,
die Einfachheit (bzw. die Kompliziertheit) der Anwendung des einen oder anderen Kriteriums
durch eine Zahl zu bewerten. Als eine solche charakteristische Zahl konnte man beispielsweise
die Anzahl der Rechenoperationen mit einstelligen Zahlen nehmen, welche bei Anwendung des
betreffenden Kriteriums ausgefiihrt werden missen.

Leider hangt jede dieser Charakteristiken fiir das AusmaB der notwendigen Rechnungen in star-
kem MaBe von den individuellen Eigenschaften der Zahl ab, deren Teilbarkeit wir untersuchen
wollen.

So ist zum Beispiel leicht zu erkennen, dass der Rest von 31025 bei Division durch 8 die Zahl
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1 ist. Dazu genlgt es, den Rest von 25 bei Division durch 8 zu bilden. Sollen wir aber den
Rest von 30525 bei Division durch 8 finden, so missen wir die Zahl 525 durch 8 mit Rest
dividieren, und das erfordert schon eine groBere Anzahl von Rechenoperationen (gleichgiiltig,
ob sie im Kopf oder schriftlich durchgefiihrt werden).

Als weiteres Beispiel wollen wir das Kriterium fiir Restgleichheit hinsichtlich der Division durch
37 untersuchen (vgl. Aufgabe 35). Der Rest von 11014023 bei Division durch 37 ergibt sich,
indem man 10, 14 und 23 addiert und hiervon 37 subtrahiert. Der Rest ist also 10, wie ganz
leicht festzustellen war.

Wie viele - oder besser wie wenige - Leute aber werden wohl dieses Kriterium fiir Restgleichheit
auf die Zahl 782639485 im Kopf anwenden kénnen?

Wenn wir also von der ZweckmaBigkeit der Benutzung von Kriterien fiir Restgleichheit und
Teilbarkeit sprechen, miissen wir von den Schwierigkeiten einzelner Untersuchungen von Zahlen
in Bezug auf ihre Teilbarkeit absehen und die Moglichkeiten jedes Kriteriums "im Durchschnitt"
bewerten.

Bei einem solchen Herangehen dirfen wir hoffen, ein MaB der Schwierigkeit jedes Kriteriums
fur Teilbarkeit oder Restgleichheit genau formulieren zu kénnen und sogar das in diesem Sinne
beste Kriterium zu finden. Leider haben wir hier keine Moglichkeit, diese Seite des Problems
ausfihrlicher zu behandeln.

13. Alle bisher konstruierten Kriterien fiir Restgleichheit und Teilbarkeit wirken etwas gekiins-
telt. Auf den ersten Blick mag es scheinen, als ob diese Kriterien oder wenigstens einige von
ihnen zufallig oder durch Probieren gefunden worden seien. In Wirklichkeit ist dem aber nicht
so. Es zeigt sich, dass Methoden zur Konstruktion von Teilbarkeits- und Restgleichheitskriterien
fur jede vorgegebene Zahl existieren.

Sie werden allgemeine Teilbarkeitskriterien bzw. allgemeine Restgleichheitskriterien genannt.

Die allgemeinen Teilbarkeitskriterien sind Methoden, mit deren Hilfe man konkrete Teilbarkeits-
kriterien erhalt. Daher kann man die konkreten Teilbarkeitskriterien als Ergebnisse auffassen,
zu denen die allgemeinen Teilbarkeitskriterien fiihren.

Von diesem Standpunkt aus betrachtet verhalten sich die allgemeinen Teilbarkeitskriterien zu
den konkreten ganz so wie ein konkretes Teilbarkeitskriterium zum Ergebnis seiner Anwendung
auf eine bestimmte Zahl, d. h. zum Rest einer gegebenen Zahl a bei Division durch eine ge-
gebene Zahl m.

Die allgemeinen Teilbarkeits- und Restgleichheitskriterien erinnern an Algorithmen, und zwar
ziemlich eigenartige Algorithmen: lhre Ergebnisse sind ebenfalls Algorithmen, namlich die kon-
kreten Teilbarkeits- bzw. Restgleichheitskriterien.

Um jedoch bei den allgemeinen Teilbarkeits- und Restgleichheitskriterien von Algorithmen
sprechen zu kénnen, miissen wir uns davon tiberzeugen, dass sie die notwendigen Bedingungen
erflllen: Sie miissen wohlbestimmt und allgemeingiiltig sein und zum Ziel fiihren.

Ausfihrlicher gesagt, wenn wir ein allgemeines Teilbarkeitskriterium (ebenso wie ein allgemei-
nes Restgleichheitskriterium) erwahnen, missen wir priifen, ob folgende Bedingungen erfillt
sind:

Erstens muss es zu jeder Zahl m wirklich ein Kriterium fir die Teilbarkeit (Restgleichheit)
hinsichtlich dieser Zahl geben.

Es muss also sozusagen jede natiirliche Zahl m in das entsprechende Kriterium "verarbeiten".
Gerade darin besteht die Tatsache, dass es zum Ziel fiihrt.
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Zweitens muss das allgemeine Kriterium wohlbestimmt sein. Es muss also in Bezug auf eine
gegebene Zahl m mit Hilfe eines ganz bestimmten Verfahrens zu einem vollig bestimmten
konkreten Kriterium der Teilbarkeit (Restgleichheit) durch diese Zahl m fiihren.

Drittens schlieBlich muss ein Kriterium allgemeingiiltig, d. h. wirklich allgemein sein und ein
Teilbarkeits- bzw. Restgleichheitskriterium fiir jede vorgegebene natiirliche Zahl liefern.

In diesem Sinne sind weder die in Abschnitt 2 beschriebene Methode, zu einem Kriterium fir
Restgleichheit zu kommen, noch die in Abschnitt 6 beschriebene Methode, zu einem Teilbar-
keitskriterium zu gelangen, allgemeine Kriterien. Denn die Angabe von Funktionen, die den
notwendigen Bedingungen geniigen, ist ein Verfahren, das zunachst noch keiner der bekannten
Forderungen genligt: wohlbestimmt und allgemeingiiltig zu sein und zum Ziel zu fiihren.

Diese Verfahren bieten namlich keinerlei Garantie dafiir, dass die geforderte Funktion gefunden
wird, d. h., sie erfiillen nicht die Bedingung, dass sie zum Ziel fiihren.

Weiterhin kann man die geforderte Funktion, wenn sie existiert, auf verschiedenen Wegen
erhalten, ganz abgesehen davon, dass mehrere solcher Funktionen existieren konnen. Das heift,
diese Verfahren sind nicht wohlbestimmt.

SchlieBlich sind sie auch nicht allgemeingiiltig, weil es uns moglicherweise nicht gelingt, die
geforderten Funktionen fiir gewisse Zahlen zu finden.

Das Verfahren selbst sagt in keinem Fall etwas dariiber aus. Somit muss das beschriebene
Verfahren, damit es zu einem Algorithmus wird, noch durch genaue Hinweise erganzt werden,
welche die Konstruierbarkeit einer vollig bestimmten Funktion f,, fiir jede konkrete Zahl m
garantieren.

Diese "Algorithmisierung" der Konstruktion von Teilbarkeitskriterien kann (sogar ohne groBe
Mihe) durchgefiihrt werden, und allgemeine Teilbarkeitskriterien sind seit langem bekannt.

Eines dieser allgemeinen Restgleichheitskriterien haben wir praktisch schon in Abschnitt 11 von
§ 1 aufgestellt, als wir das Problem der Division mit Rest l6sten. Wir kdnnen es so formulieren:

Jeder positiven ganzen Zahl m lasst sich das Verfahren zuordnen, sukzessive die Zahl m so
lange zu subtrahieren, bis sich eine Zahl ergibt, die kleiner als m ist (vgl. den letzten Satz in
Abschnitt 1).

Es ist klar, dass dieses Verfahren die notwendigen Eigenschaften besitzt: Es ist wohlbestimmt
(wir wissen genau, was der Zahl m zugeordnet ist, namlich das Verfahren der sukzessiven
Subtraktion von m), es ist allgemeingiiltig (das Verfahren der sukzessiven Subtraktion kann
man jedem m zuordnen), und es fiihrt zum Ziel (ein Versuch fihrt unbedingt zum Erfolg).
Der praktische Wert des beschriebenen allgemeinen Kriteriums der Restgleichheit ist jedoch
nicht sehr groB.

Eine gewisse Vervollkommnung des allgemeinen Kriteriums fiir Restgleichheit, das auf der suk-
zessiven Subtraktion beruht, filhrt auf das bekannte Verfahren der schriftlichen Division von
ganzen Zahlen. Dieses Divisionsverfahren kann ebenfalls als allgemeines Kriterium fiir Rest-
gleichheit angesehen werden.

Es ist nicht Gberfliissig, daran zu erinnern, dass die tiberwaltigende Mehrheit aller Menschen
gerade dieses Kriterium zum Bestimmen des Divisionsrestes benutzt. Dabei werden die Uberle-
gungen nach folgendem Schema durchgefiihrt, das wir in zwei Varianten wiedergeben, erstens
in der Umgangssprache und zweitens in algorithmischer Sprache.
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in Umgangssprache in Algorithmensprache

1. Ich muss den Rest einer gegebenen | Das allgemeine Restgleichheitskriterium

Zahl a bei Division durch ein beginnt mit der Verarbeitung der Zahl m.
gegebenes m bestimmen.

2. Dazu dividiere ich durch m. Das allgemeine Kriterium "liefert" das Ergebnis

der Verarbeitung der Zahl m: Das konkrete
Restgleichheitskriterium hinsichtlich der Division
durch m besteht in der unmittelbaren Division

durch m.
3. Jetzt beginne ich, a durch m Das erhaltene konkrete Kriterium beginnt mit
zu dividieren. der Verarbeitung der Zahl a.

4. Ich dividiere und erhalte den Rest. | Das konkrete Kriterium fiihrt zum Ziel:
zum Rest von a bei Division durch m.

Da bei dieser Betrachtung die ersten drei Schritte sehr einfach sind, darf man sich nicht
wundern, dass der vierte Schritt, der faktisch in der Ausfiihrung der Division besteht, bedeutend
umfangreicher ist.

Das Ziel, allgemeine Restgleichheits- und Teilbarkeitskriterien zu schaffen, besteht gerade dar-
in, den vierten Schritt auf Kosten des zweiten zu entlasten, indem jener vervollkommnet wird.
Gerade das hat man im Auge, wenn man von allgemeinen Teilbarkeits- und Restgleichheitskri-
terien spricht.

14. Historisch gesehen wurde das erste allgemeine Teilbarkeitskriterium (genauer gesagt sogar
ein Restgleichheitskriterium) bereits in der Mitte des 17. Jahrhunderts von dem franzésischen
Mathematiker Blaise Pascal aufgestellt. Das Wesen dieses Kriterium besteht in folgendem:

Es sei m eine natlrliche Zahl. Nun bilden wir die Zahlenfolge
1,792,173, ... (12)
indem wir

r1 gleich dem Rest von 10 bei Division durch m,
r9 gleich dem Rest von 107, bei Division durch m,
r1 gleich dem Rest von 1075 bei Division durch m,

usw. setzen. Jetzt stellen wir eine beliebige natirliche Zahl A in der Form
10"a, + 10" ta,_; + ... + 10a; + ao

dar und definieren die Funktion

aog + ria; + roas + ... + rpan, fur 10" > m
F,.(a) = { Rest bei Division von A durch m fiir 10" <m < A
nicht definiert fir A<m

Aufgabe 47. Man priife nach, dass die Funktion £}, fiir jedes m den Bedingungen a) bis d)
aus Abschnitt 2 genligt.

Damit haben wir ein Restgleichheitskriterium fiir die Division durch ein beliebiges m aufgestellt,
d. h. ein allgemeines Restgleichheitskriterium.

Aufgabe 48. Man formuliere die sich aus dem allgemeinen Restgleichheitskriterium von Pascal
ergebenden Restgleichheitskriterien beziiglich der Division durch
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a) 2, 5 und 10; b) 4, 20 und 25; c)3und9; d) 11; e) 7.
Aufgabe 49. Es sei in der Folge (12)

r1 gleich dem Rest von 100 bei Division durch m,
ro gleich dem Rest von 1007; bei Division durch m,
r1 gleich dem Rest von 10073 bei Division durch m,

usw. Man entwickle daraus ein allgemeines Restgleichheitskriterium, das dem Restgleichheits-
kriterium Pascals analog ist.

15. In Abschnitt 12 sprachen wir iiber den Vergleich der Giite von Teilbarkeitskriterien (bzw.
Restgleichheitskriterien) fiir eine gegebene Zahl. Da ein allgemeines Teilbarkeitskriterium uns
Teilbarkeitskriterien fiir jede natiirliche Zahl liefern muss, ist es nicht verwunderlich, dass es
fur verschiedene Zahlen auf Teilbarkeitskriterien hochst unterschiedlicher Giite fithren kann.

So liefert zum Beispiel das Pascalsche allgemeine Kriterium nicht nur recht annehmbare Rest-
gleichheitskriterien hinsichtlich der Division durch 3 und 11, sondern in Bezug auf die Anwen-
dung fiir die Division durch 7 auch ein recht umstandliches und unzweckmaBiges (vgl. Aufgabe
48e).

In diesem Zusammenhang kann man fiir die allgemeinen Teilbarkeitskriterien (bzw; Restgleich-
heitskriterien) Uberlegungen anstellen, die denen ahnlich sind, die wir im Abschnitt 12 bei der
Behandlung der Gite konkreter Teilbarkeitskriterien durchgefiihrt haben.

In diesem Sinne muss als bestes allgemeines Kriterium der Teilbarkeit bzw. Restgleichheit ein
solches Kriterium angesehen werden, welches bei der Anwendung auf eine beliebig vorgegebene
positive ganze Zahl m das beste Kriterium der Teilbarkeit bzw. Restgleichheit fiir dieses m
liefert.

Der Leser muss sich aber dariiber im klaren sein, dass das Problem, das beste allgemeine Teil-
barkeitskriterium aufzustellen, nicht nur von seiner Losung, sondern sogar von seiner strengen
Formulierung weit entfernt ist.
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4 Die Teilbarkeit von Potenzen

|. Die Frage nach der Teilbarkeit von Potenzen ist im Grunde genommen eine Frage nach der
Teilbarkeit eines Produktes, und zwar eines Produktes mehrerer gleicher Faktoren. Daher kann
man diese Frage auf, der Grundlage der Ergebnisse von § 2 beantworten.

Im Fall groBer Exponenten fiihrt eine Verkleinerung der Basis der Potenz jedoch noch nicht
gleich zum Auffinden des Bestes bei der Division der Potenz, und wir missen mehrere Kunst-
griffe anwenden (vgl. die Beispiele in 52, Abschnitt 2).

AuBerdem haben wir bei der Bildung allgemeiner Teilbarkeitskriterien sukzessive die Reste von
Potenzen von 10% bei Division durch m berechnet. Obwohl dieser Prozess an und fiir sich
nicht kompliziert ist, zeigt er jedoch noch keinerlei GesetzmaBigkeiten in der Folge (12) und
liefert auch keine Moglichkeit dafiir, die Zahl k so festzulegen, dass alle Reste klein genug sind
(Ubrigens existiert eine solche Moglichkeit; ferner zeigt sich, dass die Zahl k so gewahlt werden
kann, dass alle diese Reste gleich 1 sind).

Alles bisher Gesagte zeigt, dass es notwendig ist, sich mit dem Studium der Teilbarkeit von
Potenzen ausfiihrlicher zu beschéaftigen.

2. Wir wollen nun unsere Kenntnisse auf dem Gebiet der Zahlentheorie noch ein wenig erwei-
tern.

Satz 19 (Satz von Fermat). Ist p eine Primzahl, dann ist die Differenz a? — a durch p teilbar.

Diesen "kleinen Fermatschen Satz" darf man nicht mit dem "groBen Fermatschen Satz" ver-
wechseln. Der letztere sagt aus, dass fiir ganzes n > 2 keine ganzen Zahlen a, b und c existieren,
fir welche a™ 4 b™ = ¢ gilt. Trotz zahlreicher Versuche konnte der groBe Fermatsche Satz bis
jetzt weder bewiesen noch widerlegt werden. Daher spricht man vielfach von der Fermatschen
Vermutung.

Folgerung. Ist p eine Primzahl und a nicht durch p teilbar, so ist a?~! — 1 durch p teilbar.

Aufgabe 50. Man zeige an einem konkreten Beispiel, dass sowohl der Satz 19 als auch die
Folgerung daraus flir zusammengesetztes p falsch ist.

Aufgabe 51. Man beweise den Fermatschen Satz unter Zuhilfenahme des Ergebnisses der Auf-
gabe 26.

Gegeben sei ein natiirliches m in der kanonischen Zerlegung

m = p{pst...pp* (13)
wir setzen
p(m) =pi*(pr = Dps>H(p2 — 1)opp (e — 1) (14)

Die Formeln (13) und (14) ordnen jeder natiirlichen Zahl m eine wohldefinierte Zahl ¢(m)
zu. Das bedeutet, dass wir von einer Funktion ¢ mit natiirlichem Argument sprechen kénnen.
Solche Funktionen werden als als zahlentheoretische Funktionen bezeichnet.

Definition. Die soeben definierte Funktion ¢ wird Eulersche Funktion genannt.

Die Eulersche Funktion spielt in vielen Fragen der Zahlentheorie eine hochst wichtige Rolle.
Auch in unserem Biichlein werden wir auf einige Anwendungen dieser Funktion eingehen.
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Satz 20. Sind my und my teilerfremd, dann gilt die Gleichung

p(mims) = p(mq)p(ms)
Aufgabe 52. Man berechne ¢(12), ©(20), ©(100).

Aufgabe 53. Man bestimme alle Zahlen m, fiir welche
a) ¢(m) = 10, b) ¢(m) =28 gilt.
Aufgabe 54. Man beweise, dass kein m mit ¢(m) = 14 existiert.

Aufgabe 55. Man beweise, dass p(m) gleich der Anzahl der zu m teilerfremden natiirlichen
Zahlen ist, welche kleiner als m sind. (Diese Eigenschaft der Eulerschen Funktion ist auBeror-
dentlich wichtig. Sie wird haufig als Definition dieser Funktion verwendet.)

Satz 21 (Satz von Euler). Sind die Zahlen a und m teilerfremd, dann ist a¥™ — 1 durch m
teilbar.

3. Durch Anwendung dieser Satze gelangen wir zu einigen allgemeinen Kriterien fiir Teilbarkeit
und Restgleichheit.

Es sei m eine feste natiirliche Zahl und A dargestellt in der Form
A = ag + a110°) 4 510%™ 4 4q, 1070

wobei 0 < ag, a1, as, ...ar < 1090 ist, d. h., die Zahlen a; (i = 0,1, ..., k) seien ¢(m)-stellig.
Die durch

ap+ay +as + ... + ag fur A > 1090(m)
F(A) = { Rest bei Division von A durch m fiir m < A < 10¢(™)
nicht definiert fir A <m

definierte Funktion F liefert, wie leicht zu erkennen ist, ein allgemeines Restgleichheitskriteri-
um.

Aufgabe 56. Man beweise diese Behauptung.

Satz 22. Sind die Zahlen a und m teilerfremd und die Zahlen k; und k- restgleich hinsichtlich
der Division durch ¢(m), dann sind die Zahlen a*' und a*? restgleich hinsichtlich der Division
durch m.

Aufgabe 57. Man beweise, dass n'? — n durch 2730 teilbar ist.

4. Das soeben angegebene allgemeine Restgleichheitskriterium ist nicht in allen Fallen hinrei-
chend "6konomisch", weil die Zahl ¢(m) im allgemeinen recht groB sein kann.

Daher muss man bei der Benutzung des Kriterium einerseits groBe Zahlen addieren und
andererseits (m)-stellige Zahlen direkt durch m dividieren (oder aber irgendein anderes
Teilbarkeits- bzw. Restgleichheitskriterium anwenden).

Es empfiehlt sich deshalb, statt ¢(m) einen anderen, und zwar kleineren Exponenten zu ver-
wenden. In manchen Fallen gelingt das auch. So kann man zum Beispiel bei m = 37 anstelle
von ¢(m) = 36 den Exponenten 3 nehmen, weil 1000 bei Division durch 37 den Rest 1 liefert.
Bei m = 11 konnte anstelle von ¢(m) = 10 der Exponent 2 genommen werden usw.

Definition. Die kleinste Zahl 6, fiir welche a® bei Division durch m den Rest 1 liefert, heiBt der
Exponent, zu dem die Zahl a hinsichtlich der Division durch m mit Rest gehort.
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Oft sagt man, diese Zahl sei der Exponent, zu dem die Zahl a mod m gehort.

Fir beliebige teilerfremde Zahlen a und m ist der Exponent, zu dem die Zahl a hinsichtlich der
Division durch m gehért, hochstens gleich ¢(m). Eben diesen Exponenten kann man anstelle
von ¢(m) in der Formulierung des allgemeines Teilbarkeitskriteriums aus Abschnitt 3 nehmen.

Aufgabe 58. Man modifiziere die Konstruktion des allgemeinen Teilbarkeitskriteriums, indem
man statt ¢(m) den Exponenten benutzt, zu dem die Zahl 10 hinsichtlich der Division durch
m mit Rest gehort.

5. Die Bedeutung der Eulerschen Funktion und des Eulerschen Satzes erschopft sich nicht in
Teilbarkeitskriterien. Mit ihrer Hilfe kann man z. B. sogenannte diophantische Gleichungen
l6sen.

Satz 23. Sind die Zahlen a und b teilerfremd, so ist die Gleichung
ar +by =c (15)

in ganzen Zahlen immer I6sbar, und ihre ganzzahligen Lésungen sind die Zahlenpaare (x, y;)
mit (b)
1 —q?
z, = ca¥ 1 4 bt , Y = cia —at

b
wobei ¢ eine beliebige ganze Zahl ist.

Aufgabe 59. Man beweise einen zu Satz 23 analogen Satz, ohne vorauszusetzen, dass die Zah-
len @ und b teilerfremd sind.

Aufgabe 60. Auf der Grundlage des Ergebnisses von Aufgabe 29 ermittle man eine Losungs-
methode fiir diophantische Gleichungen der Form (15).

Aufgabe 61. Man I6se folgende Gleichungen in ganzen Zahlen:

a) 5r+ Ty =9, b) 25x + 13y = 8.

6. Satz 24. Es sei m zu 10 teilerfremd, und %k sei mit 10¥(™—1 restgleich hinsichtlich der
Division durch m. Dann sind die Zahlen 10a + b und a + kb teilbarkeitsgleich in Bezug auf m.

Stiitzt man sich auf diesen Satz, dann kann man folgendes allgemeine Teilbarkeitskriterium
bilden: Wir bezeichnen den Rest von 10"~ bei Division durch m mit &/, stellen die beliebige
Zahl A in der Form 10a + b (0 < b < 10) dar und setzen

a-+k'b fur A >a+ KD
F(A) = { Rest bei Division von A durch m firm < A <a+k'b
nicht definiert fir A <m

Ist &’ sehr groB (d.h. ist die Differenz von m und &’ klein), so ist es zweckmaBig, in der For-
mulierung des entsprechenden Kriteriums &’ — m statt k' zu nehmen.

Aufgabe 62. Man priife nach, ob fiir die Funktion F' die Bedingungen a) bis c) und d*) erfiillt
sind.

Aufgabe 63. Aufgrund des soeben gebildeten allgemeinen Teilbarkeitskriteriums leite man Kri-
terien fir Teilbarkeit durch 17, 19, 27, 29, 31, 49 her.

Aufgabe 64. Man bilde ein ahnliches allgemeines Teilbarkeitskriterium, indem man eine belie-
bige natirliche Zahl in der Form 100a + b (0 < b < 100) darstellt, und leite daraus Kriterien
fur Teilbarkeit durch 17, 43, 49, 67, 101, 199 her.
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5 Beweise der Satze

1. Es geniigt, darauf hinzuweisen, dass a = a - 1 gilt.

2. Nach Voraussetzung lassen sich Zahlen d; und ds finden, fiir welche a = bd; und b = cd,
gilt. Dann ist aber
a = cdidy, d.h. cla

3. Nach Voraussetzung ist a = bcy und b = acs; hieraus folgt a = acics, also cico = 1.
Da nach Voraussetzung die Zahlen ¢; und ¢y ganz sind, gilt entweder ¢; = ¢, = 1 oder
L =c = —1.

Im ersten Fall ist @ = b, im zweiten ist a = —b.

4. Es sei a = bc. Ware |c| > 1, so miisste wegen |b| > |a| auch |bc| > |a] sein. Das steht jedoch
im Widerspruch zur Annahme. Also muss |c| kleiner als 1 sein. Da ¢ nach Voraussetzung aber
eine ganze Zahl ist, muss ¢ = 0 sein, und somit ist auch a = 0.

5. Aus a = be folgt offensichtlich |a| = |b||c| und umgekehrt, wobei die Zahlen ¢ und |¢|
zugleich ganz oder nicht ganz sind.

6. Nach Voraussetzung gilt
a; = bcy, as =bcy, ..., a,=bc,
wobei alle Zahlen ¢y, cs, ..., ¢, ganz sind. Addiert man diese Gleichungen, so erhalt man
a;+ag+ ...+ a, =blci +ca+ ...+ ¢,)
In der Klammer steht eine ganze Zahl, was zu beweisen war.

8. Wir fiihren den Beweis indirekt. Angenommen, es gabe nur endlich viele Primzahlen; man
konnte sie also aufschreiben:

P1,D2, .-+, Pn (16)

Das Produkt dieser Zahlen wollen wir mit P bezeichnen. Nun betrachten wir die Differenz
P — 1. Diese Differenz ist groBer als jede der in (16) enthaltenen Primzahlen und kann daher
selbst keine Primzahl sein. Demzufolge ist sie durch mindestens eine Primzahl p; teilbar.

Da aber aufgrund der Folgerung aus Satz 6 die Zahl P ebenfalls durch py teilbar ist, muss
auch pg|l gelten. Daraus folgt aber p, = 1, was der Annahme widerspricht, dass pj. eine
Primzahl ist.

Der Gedankengang dieses Beweises fiir die Unendlichkeit der Menge der Primzahlen stammt
von Euklid (4. Jh. v.u.Z.).

9. Sind die Zahlen a und p teilerfremd, so ist der Satz bewiesen. - Sind diese beiden Zahlen aber
nicht teilerfremd, so miissen sie beide durch eine Zahl teilbar sein, welche von 1 verschieden
ist. Da p Primzahl ist, kann diese Zahl nur p selbst sein. Das heiBt fiir unseren Fall p|a, was
zu beweisen war.

10. Teilen wir M mit Rest durch m, dann erhalten wir
M =mq+r

wobei 0 < r < m ist. Da sowohl M als auch m durch a und durch b teilbar sind, muss nach
der Folgerung aus Satz 6 auch die Zahl r durch diese beiden Zahlen teilbar sein; r ist also ein
gemeinsames Vielfaches von a und b.
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Wegen r < m ist m das kleinste positive gemeinsame Vielfache der Zahlen a und b. Daher
kann r nicht positiv sein; also ist » = 0. Somit ist M durch m teilbar.

11. Die Zahlen a und b seien teilerfremd und m ihr kleinstes gemeinsames Vielfaches. Wegen
alab und blab gilt nach dem vorhergehenden Satz auch m|ab.

Es sei ab = mk. Setzen wir m = ac an, dann ist ab = ack, also b = ck, so dass k|b gilt.
Ebenso kénnen wir uns davon iiberzeugen, dass k|a ist.

Da nach Voraussetzung die Zahlen a und b teilerfremd sind, muss k = 1 sein, und das bedeutet,
dass m = ab ist.

12. Das kleinste gemeinsame Vielfache der Zahlen b und ¢ bezeichnen wir mit m. Nach dem
vorhergehenden Satz ist m = bc.

Nach Voraussetzung ist c|ab und dariiber hinaus offenbar bjab. Nach Satz 10 heiBt das bc|ab,
also ab = bck oder (nach Kirzen durch b) a = ck, was zu zeigen war.

13. Der Beweis wird durch Induktion nach der Anzahl der Faktoren gefiihrt. Ist die Anzahl der
Faktoren gleich 1, dann ist der Satz trivial.

Wir nehmen an, der Satz sei fir jedes Produkt von n Faktoren bewiesen, und aias...a,a,1
sei durch p teilbar. Bezeichnen wir das Produkt ajas...a, mit A, dann gilt also p|Aa, .

Ist p|a,y1, so ist der Satz bewiesen. Andernfalls sind nach Satz 9 die Zahlen a,,; und p
teilerfremd. Dann gilt aber nach dem Vorangehenden p|A. Da A ein Produkt aus n Faktoren
ist, muss nach Induktionsvoraussetzung einer dieser Faktoren durch p teilbar sein, womit der
Satz bewiesen ist.

Folgerung. Der Bruch selbst ist eine ganze Zahl, d. h., sein Zahler ist durch den Nenner teilbar.
Nehmen wir an, der Zahler sei das Produkt aus den beiden Faktoren pund 1-2-3-...(p —
1) = (p — 1)!. Keiner der Faktoren im Nenner des Bruches ist durch p teilbar. Nach dem
vorhergehenden Satz ist somit auch der gesamte Nenner nicht durch p teilbar.

Dann aber ist er nach Satz 9 zu p teilerfremd. Folglich muss der zweite Faktor des Zahlers
durch den Nenner teilbar sein. Bezeichnen wir den Quotienten bei dieser Division mit ¢, dann
erhalten wir (Z) = pq, und die Behauptung ist bewiesen.

14. Zunachst zeigen wir, dass es moglich ist, jede von 1 verschiedene Zahl in Primfaktoren zu
zerlegen.

Wir nehmen an, alle Zahlen, die kleiner als N sind, konnten so zerlegt werden. Ist die Zahl N
eine Primzahl, dann ist sie automatisch in Primzahlen zerlegbar (namlich in ein Produkt, das
nur den einzigen Faktor N enthalt), und der Satz ist bewiesen.

Nun sei N eine zusammengesetzte Zahl, N; ein Teiler von N, der sowohl von N als auch von
1 verschieden ist, und Ny der Quotient bei Division von N durch V;.

Dann ist N = N;N,, wobei, wie man leicht sieht, 1 < Ny < N gilt. Da N; und Ny kleiner
sind als N, sind sie nach Voraussetzung Produkte von Primzahlen. Sind Ny = pip>...p, und
N2 = q1qs...q; diese Zerlegungen, dann ist pips...prq1qge...q; die gesuchte Zerlegung der Zahl
N, und die Moglichkeit der Zerlegung ist damit bewiesen.

Nun fihren wir den Beweis fiir die Eindeutigkeit dieser Zerlegung. Es seien die beiden Zerle-
gungen p1ps...pr und q1qs...q; der Zahl N in Primfaktoren gegeben. Offenbar ist

PiP2---Pk = q192---Q1 (17)

Da das Produkt ¢;¢s...q; durch p; teilbar ist, ist nach dem vorangehenden Satz mindestens einer
der Faktoren ¢, g2, ..., q; durch p; teilbar. Es sei etwa p;|q;. (Dass wir gerade den ersten Faktor

36



5 Beweise der Sitze

auf der rechten Seite (17) als durch p; teilbar annehmen, bedeutet durchaus keine zusatzliche
Voraussetzung, da wir ja auf der rechten Seite die Faktoren miteinander vertauschen, also
umnummerieren konnen, so dass der durch p; teilbare Faktor an die erste Stelle kommt, also
mit ¢; bezeichnet werden darf.)

Da aber alle Faktoren - und damit auch ¢; - Primzahlen sind, ist das nur fiir p; = ¢; moglich.
Kiirzen wir die Gleichung (17) durch p;, so erhalten wir

P2D3---Dk = 2G3---i (18)

Ahnlich dem Vorhergehenden iiberzeugen wir uns davon, dass eine der Zahlen g, qs, ..., q,
(zum Beispiel ¢2) durch py teilbar ist, also go = p, gelten muss. Kiirzen wir (18) durch p,, so
verringert sich die Anzahl der Faktoren auf beiden Seiten wieder um 1.

Diesen Kiirzungsprozess kann man so lange fortfiihren, bis sich eines dieser Produkte vollig
weggekiirzt hat. Angenommen, das in (17) links stehende Produkt sei als erstes weggekiirzt.

Dann muss sich auch das rechts stehende Produkt vollig mit weggekiirzt haben, weil wir sonst
eine Gleichung der Form

1= grr1Qrs2---q

erhalten wiirden; das ist unmoglich, da die Eins nicht durch eine Primzahl teilbar ist. Somit
haben wir die Beziehungen

P1=q1,P2 = 42, -, Pk = 4k

erhalten, womit der Satz vollstandig bewiesen ist

15. Es sei p{'p5?...p"* die kanonische Zerlegung von a bzw. qfquBQ...qlﬁl die von b; ferner sei d
ein gemeinsamer Teiler dieser Zahlen. Ist d # 1, so muss d durch eine Primzahl p teilbar sein.
Nach Satz 3 gilt dann p|a und p|b, so dass p sowohl eine der Zahlen p,po, ..., p als auch
eine der Zahlen ¢y, qs, ..., a; ist. Daher muss unter den Primzahlen der kanonischen Zerlegung
von a wenigstens eine vorkommen, die auch in der kanonischen Zerlegung von b auftritt. Sind
dagegen a und b teilerfremd und kommt p in der kanonischen Zerlegung von a vor, so ist b
nicht durch p teilbar, so dass p nicht in der kanonischen Zerlegung von b auftreten kann.

16. Die Bedingung ist notwendig; denn wegen pi“la (i = 1,2,...,k) ergibt sich aus a|b die
Behauptung einfach durch Hinweis auf Satz 2. Dass die Bedingung hinreichend ist, wird durch
vollstandige Induktion bewiesen.
Die Teilbarkeitsrelation p(*|b ist eine der Voraussetzungen. Wir nehmen nun an, wir hatten
schon bewiesen, dass

prteptle (1<1<k)

ist. Nach unseren Annahmen gilt aber auch p;'i"|b. Da nach vorigem Satz die Zahlen p{*...p;"
und plaf{l teilerfremd sind, kdnnen wir die Folgerung aus Satz 11 anwenden; diese liefert uns
die Beziehung

Q41 |b

Py’ "'p?lpl+1
Damit ist der Induktionsschritt begriindet.
17. Die Bedingung ist notwendig: Es sei

a=mgq; +11 (0<r; <m) (19)
b=mqy + 1y (0 <ry<m) (20)
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Da a und b restgleich sind, muss r; = r5 sein. Das bedeutet aber
a—b=m(q — )

also m|(a — b), die Differenz ist durch m teilbar.
Die Bedingung ist auch hinreichend: Es sei also m|(a — b). Dividieren wir a und b durch m
mit Rest, so erhalten wir (19) bzw. (20). Hierbei ist

a—b=m(g —q)+r —ry also  (a—0b)—m(q —q) =1 —r

Nach Satz 6 gilt m|(r; —r2). Nun ist aber |r; — 73| < m. Nach Satz 4 folgt daraus r; —ry = 0,
also r; = r9, was zu beweisen war.

18. Aus der Voraussetzung erhalten wir nach Satz 16
a1 = by + mqq
as = by + mqs
an; b, + mq, (21)
Wenn wir diese Gleichungen seitenweise addieren, ergibt sich nach einfachen Umformungen
(a1 +as+ ...+ a,) — (b1 +ba+ ... + b)) =mlqs + @2+ ... +¢n)

Nach Satz 17 besagt das aber, dass die Summen restgleich sind. Zum Beweis, dass die Produkte
restgleich sind, verwenden wir die ldentitat

(k4 Im)(p + gm) = kp + (kq + Ip + lgm)m

Daraus folgt, dass das Produkt zweier Zahlen der Gestalt a + bm wieder eine Zahl der gleichen
Form ist. Durch einen Induktionsschluss liberzeugen wir uns davon, dass auch das Produkt
beliebig vieler Zahlen der Gestalt a + bm ebenfalls eine Zahl dieser Form ist. Multiplizieren
wir jetzt alle Gleichungen von (21) seitenweise und wenden die soeben durchgefiihrten Uber-
legungen auf die rechte Seite an, so erhalten wir

a1as...a, = b1ba...n, +mt
wobei t eine ganze Zahl ist. Damit ist bewiesen, dass die Produkte restgleich sind.
19. Der Beweis wird durch vollstandige Induktion nach a gefiihrt. Fir a = 1 gilt
a—a=1-1=0

und 0 ist ja durch p teilbar. Wir nehmen an, a? — a sei durch p teilbar, und beweisen, dass
auch (a + 1)? — (a + 1) durch p teilbar ist. Wenn wir (@ + 1)? nach dem binomischen Satz
ausrechnen, erhalten wir

(a—i—l)p_(a—i—l):ap—l—(?)a”_l+<g>a”_2+...+< b >a+1—a—1
p

:ap_a+(f)ap—1+<g>ap—2+...+(Zﬁl)a (22)
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Nach Voraussetzung ist a? — a durch p teilbar. Nach der Folgerung aus Satz 13 kann ge-
schlossen werden, dass (Z) 1 <k < p—1, ebenfalls durch p teilbar ist. Demzufolge ist jeder
Summand der Summe (22) durch p teilbar, also (nach Satz 6) auch die gesamte Summe. Der

Induktionsschritt ist also begriindet und der ganze Satz damit bewiesen.

Folgerung. Nach dem Satz von Fermat gilt
pl(a” —a) = a(a”! - 1)

Ist a nicht durch p teilbar, so muss a?~* — 1 durch p teilbar sein (nach Satz 13).

20. Es sei my = p{'pS?..pt und my = ¢i'¢y*...q/". Nach Satz 15 ist jede der Zahlen
p1, ---, Pk von jeder der Zahlen ¢y, ..., q; verschieden. Die kanonische Zerlegung von mymy ist
ag B

also pi"p5®...pp% ¢, qQBQ...qfl. Daher gilt
p(mima) = p?" " (pr = 1)ps*  (pa—1)pp e — Dt o —1)g5 (= 1)-q (@ —1)

also
p(mima) = @(my)p(ms)

21. Wir beweisen zuerst durch Induktion nach «, dass a* =1 _ 1 durch p* teilbar ist.
Fir o = 1 ist die zu beweisende Behauptung offenbar eine Folgerung aus dem Fermatschen
Satz, den wir schon bewiesen haben. Die Induktionsbasis ist damit gesichert.

Wir nehmen jetzt an, es gelte p|(a?” ®~) — 1), und betrachten den Ausdruck a?" =1 Wir
miissen beweisen, dass er durch @1 teilbar ist. Nun ist aber

P DI T (apa‘l(p—l))p 1

Da a” =1 — 1 nach Voraussetzung durch p® teilbar ist, hat die Zahl a?*~'®=1 die Form
Np* + 1. Also ist
aP" 1) — (Npo‘ + 1)19 -1

oder nach dem binomischen Satz

P (=1 — NPp? + (?) Np—lpa(p—l) + .+ ( p 1) Np®4+1-1
p —

Der erste Summand dieser Summe ist durch p®*!, da er durch p°? teilbar ist und ap > a + 1
gilt. In jedem der p—1 Summanden, welche noch folgen, ist p mit einem Exponenten enthalten,
der mindestens gleich « ist, und auBerdem ist nach Satz 13 der zugehodrige Binomialkoeffizient
durch p teilbar.

Also ist jeder dieser Summanden durch p®*! teilbar. SchlieBlich kann die Differenz 1 — 1 =0
unberiicksichtigt gelassen werden. Daher gilt nach Satz 6

pa+1’(apa(p*1) _ 1)

Der Fall, dass die Zahl m nur einen einzigen Primteiler hat, ist somit geklart.

Wir nehmen jetzt an, der Eulersche Satz sei fiir die Exponenten m; und msy bewiesen, und
diese beiden Zahlen seien teilerfremd.

Wir beweisen nun den Eulerschen Satz fiir den Exponenten m = mjymsy. Setzen wir m; =
pt.pit und my = pyt', so erhalten wir offensichtlich genau den Induktionsschritt, der

zur Vervollstandigung des Beweises fiir den Satz notwendig ist. Damit ist die formulierte
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Teilbehauptung bewiesen.

Sind die Zahlen a und m teilerfremd, dann ist @ auch zu m; teilerfremd. Das bedeutet aber,
dass auch a¥(™2) zu m, teilerfremd ist. Nach Voraussetzung ist daher

(aw(mz))w(ml) — 1 = gfm2)e(mi) _ 1 — gelmimz) _ 1 — 4e(m) _q

durch m; teilbar. Ebenso iiberzeugen wir uns davon, dass a?™ — 1 durch ms teilbar ist. Da
aber die Zahlen my und ms zueinander teilerfremd sind, ist a#™ — 1 auch durch ihr Produkt,
also durch m teilbar. Der Eulersche Satz ist damit bewiesen.

22. Es sei
ky=om)q +r ) ko = p(m)ga +r

Dann ist
akt = gPmartr _ (a</?(m))<I1a7‘

Nach dem Eulerschen Satz und Satz 18 ist a®("%a" hinsichtlich der Division durch m rest-
gleich. Analog beweist man, dass die Zahlen a*? und a” hinsichtlich der Division durch m
restgleich sind. Das bedeutet aber, dass auch die Zahlen a*' und a*? hinsichtlich der Division
durch m restgleich sind.

23. Wir wollen zunachst wenigstens eine Losung (z’,y') dieser Gleichung ermitteln. Hierzu
genugt es offenbar, eine Zahl 2’ zu bestimmen, fir die b|(az’ — ¢) gilt.

Nach dem Eulerschen Satz ist a#" — 1 durch b teilbar, also b|(ca?®) — ¢); daher kann fiir 2’
die Zahl ca®®~! genommen werden.

Nun sei (z”,y") eine andere Lésung der Gleichung ax + by = c¢. Wir werden zeigen, dass die
Zahlen 2’ und 2" hinsichtlich der Division durch b restgleich sind. In der Tat ist

ar’ + by =c , ar” + by’ = ¢
Subtrahieren wir die zweite Zeile von der ersten, so erhalten wir
a<x/ _ xl/) _ b(y/ _ y/l) — O

also bla(z’ — x"). Da a und b nach Voraussetzung teilerfremd sind, gilt nach Satz 12 die
Beziehung b|(z" — x”), und wir brauchen uns nur noch auf den Satz 17 zu berufen.
Somit befinden sich alle gesuchten Werte fiir m unter den Zahlen

z = ca¥ P 4 pt
Da jedoch b|(az; — ¢) gilt, konnen wir, wenn wir noch

—ar; + ¢ 1 —a®
=c —at

b N b

setzen, feststellen, dass alle Zahlenpaare (x, ;) tatsachlich Losungen unserer Gleichung sind.

Yt =

24. Da die Zahlen m und 10 zueinander teilerfremd sind, sind die Zahlen 10a + b und (10a +
b)10#(™~1 nach Satz 15 teilbarkeitsgleich in Bezug auf m. Nun gilt aber

(10a 4 b)10°™ =1 = 10¢(Mg 4 10¥™~1p

so dass nach dem Eulerschen Satz und nach Satz 18 die Zahlen 10a + b und a + kb in Bezug
auf m teilbarkeitsgleich sind.
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6 Losungen der Aufgaben

1. Es gilt 0 = a - 0 fir jedes a, also al0.
2. Esgilta=1-a, also 1]a.

3. Es sei a|l. Das bedeutet 1 = ac, ¢ eine ganze Zahl. Hieraus folgt |a| < 1. Da aber a # 0
sein sollte, muss a = +1 sein.

4. Es genligt, ein beliebiges ¢ > 1 zu nehmen und b = ac zu setzen.

5. Die Zahl 2a beispielsweise ist ein solches b.
Beweis. Fir irgendein ¢ mdge also sowohl ¢|2a als auch a|c gelten. Das bedeutet, dass es
Zahlen d; und d, gibt, fiir welche 2a = d;c und ¢ = dsya gilt. Hieraus folgt 2a = dydsa oder,
nach Kiirzen von a,

2= dldg

Fir ganze d; und dy ist diese Gleichung jedoch nur zu erfiillen, wenn der eine Faktor 1 und
der andere 2 ist. Ist d; = 1, so ist ¢ = 2a = b. Ist jedoch dy = 1, dann ist ¢ = a.

6. Die Beweise unterscheiden sich in keiner Weise von denen fiir die gewdhnliche Division.

7. Es sei n eine feste Zahl groBer als 1. Wir setzen b|,a, wenn ein ¢ existiert, fiir welches
a = be und ¢ < n ist. Die Glltigkeit der Satze, die den Satzen 1, 3 und 4 analog sind, lasst
sich mihelos nachprifen.

Setzen wir jetzt jedoch a = nb und b = nc, dann gilt b|,,a und c|,.b. In diesem Fall ist a = n’c.
Da aber n* > n ist, gilt weder c|,a noch b|a + a).

8. a) Es seien zwei Minimalzahlen a; und ay gegeben. Aufgrund der Dichotomie ist entweder
ay > ag oder as > ay. Fir a; > ay folgt daraus, dass a; minimal ist, a; = as. Ist jedoch
as > aq, so folgt a; = ay daraus, dass a; minimal ist.

b) Es sei a eine Zahl, und by und b, seien zwei ihr unmittelbar vorangehende Zahlen. Aufgrund
der Dichotomie muss entweder b; > by oder b2 > by sein.
Wir nehmen einmal b; > by an. Ist @ > b; > by, so muss, da die Zahl by der Zahl a unmittelbar
vorangeht, entweder by = a oder b; = by sein. Nach Voraussetzung ist aber b; # a; also ist
b1 = by und damit die geforderte Eindeutigkeit bewiesen.

c) Unter einem unmittelbaren Nachfolger einer Zahl a versteht man eine Zahl b, fir welche
b > a und b # a gilt und fiir welche aus b > ¢ > a entweder ¢ = b oder ¢ = a folgt.

Nehmen wir einmal an, ein gewisses a habe keinen unmittelbaren Nachfolger. Das bedeutet,
dass zu jedem a, > a, das von a verschieden ist, ein a,,, existiert, das sowohl von a, als
auch von a verschieden ist und fiir welches a,, > a,.1 > a gilt. Wir nehmen jetzt ein von
a verschiedenes a; > a an (das ist aufgrund der Bedingung 2 mdglich) und bilden davon
ausgehend die unendliche Folge

a1 2 A3 2 ... 2 0p 2 Ayl 2 .o 2 G

verschiedener Zahlen. Die Existenz einer solchen Folge widerspricht jedoch der Bedingung 4.
Demzufolge existiert ein unmittelbarer Nachfolger von a. Seine Eindeutigkeit lasst sich mit
Hilfe der Dichotomie ahnlich herleiten, wie dies in a) und b) geschah.

9. Giltig bleiben die Transitivitat (3.), die Unbeschranktheit der Menge der Zahlen (5.), die
Eigenschaft 4. und die Existenz des unmittelbaren Vorgangers (6.). Die Dichotomie wird durch
die Trichotomie (entweder gilt a > b oder b > a oder a = b) ersetzt.
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Die Reflexivitat (1.) gilt nicht mehr, da @ > a immer falsch ist.

Was schlieBlich die Bedingung 2. betrifft, so bleibt sie formal in Kraft, denn streng genommen
lautet diese Aussage in unserem Fall: Fiir beliebige natirliche Zahlen a und b folgt aus a > b
und b > a die Beziehung a = b.

Nehmen wir an, diese Behauptung sei falsch. Dann miissen solche Zahlen a und b gefunden
werden, fir die gleichzeitig @ > b, b > a und a # b gilt. Das ist aber unmoglich. Dieser
Widerspruch beweist die Richtigkeit unserer Aussage.

10. Eine Menge beliebiger Objekte sei durch eine Relation > geordnet, welche die Bedingungen
1. bis 7. erfullt. Wie schon bewiesen, enthalt sie dann ein Minimalelement, das wir mit qg
bezeichnen wollen.

Aus den Ergebnissen der Aufgabe 8 folgt, dass jedes Element einen unmittelbaren Nachfolger
hat. Wir bezeichnen das unmittelbar auf a folgende Element mit ay, das unmittelbar auf a,
folgende Element mit as usw. Als Ergebnis erhalten wir die Folge

ap, a1, A9, ... (23)

in welcher fiir jedes n die Relation a,.1 > a, gilt. Aufgrund der Reflexivitat und Transitivitat
der Relation folgt hieraus, dass a; > a; dann und nur dann gilt, wenn 7 > j ist.

Es muss noch gezeigt werden, dass die Folge (23) tatsachlich alle von uns betrachteten Objekte
umfasst. Das lasst sich mittels einer scharfsinnigen Uberlegung durch vollstindige Induktion
bewerkstelligen.

Angenommen, by gehore der Folge (23) nicht an. Die Existenz von by werten wir als ersten
Schritt unserer Induktionsiiberlegung. Es seien schon n Schritte durchgefiihrt werden, in deren
Ergebnis wir ein Element b,,_; erhalten haben mégen. Fir b, 1 = ay konnen wir unseren
Prozess als beendet ansehen.

Fir b,_1 # ag jedoch hat das Element b, _; einen unmittelbaren Vorganger, welcher mit b,
bezeichnet werde. Als Ergebnis erhalten wir eine Folge verschiedener Elemente

bo = by = by = ... = b, = ...

Aufgrund der Bedingung 4. muss diese Folge ein letztes Glied haben. Nun kann aber nach dem
Bildungsprinzip dieser Folge ihr letztes Glied nur ag sein. Um etwas Bestimmtes vor Augen zu
haben, sei b,, = ag.

Es ist leicht nachzupriifen, dass dann, wenn a ein unmittelbarer Vorganger von b ist, b unmit-
telbar auf a folgt. Das bedeutet

b1 =ai, b,o=as .. by=a,

Letzteres besagt, dass by der Folge (23) angehért. Das aber widerspricht unserer Annahme.
Demnach enthilt die Folge (23) alle von uns untersuchten Objekte.

11. Es sei a eine Zahl. Jede Folge verschiedener Zahlen ag = a, aq, as, ..., a,, fir welche
g = a1 > A3 = ... = ap (24)

gilt und in welcher a,, im Sinne der Relation > minimal ist, nennen wir eine Kette von Vor-
gangern von ag; die Zahl n heiBt dabei die Lange dieser Kette.

Wir zeigen zunachst, dass unter denjenigen Bedingungen, denen die Relation > geniigt, keine
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konkrete Zahl beliebig lange Ketten von Vorgangern haben kann.

Es sei a eine Zahl, by, bs, ..., by seien ihre unmittelbaren Vorganger. Geht a; nicht unmittelbar
der Zahl a( voran, dann konnen wir aufgrund von Bedingung 9. eine unmittelbar vor a liegende
Zahl in die Kette (24) einfiigen. Falls es also beliebig lange Ketten von Vorgangern von a gabe,
konnten auch solche beliebig lange Ketten gefunden werden, welche bei Zahlen beginnen, die
a unmittelbar vorangehen. Im folgenden werden wir ausschlieBlich solche Ketten betrachten.

Jede Kette von Vorgangern von a ist genau um 1 langer als eine Kette von Vorgangern einer
der unmittelbaren Vorganger von a. Wenn jede dieser Zahlen Vorgangerketten beschrankter
Lange hatte, dann konnte a selbst keine beliebig langen Ketten von Vorgangern haben.

Das bedeutet, dass unter unserer Annahme wenigstens eine der Zahlen, welche ag unmittelbar
vorangehen, beliebig lange Vorgangerketten hat. Wir bezeichnen diese Zahl mit a; und wie-
derholen in Anwendung darauf alle soeben durchgefiihrten Uberlegungen. Dadurch erhalten
wir eine Zahl a,, die unmittelbarer Vorganger von a; ist und beliebig lange Vorgangerketten
hat. Wiederholen wir dieses Verfahren, so kommen wir zu einer Folge

Qg > a1 = Q2 > ...

die der Bedingung 4. zufolge friiher oder spater abbrechen muss.

Das bedeutet, dass die Folge ein Glied enthalt, auf welches unsere Uberlegungen nicht mehr
anwendbar sind. Wir haben aber die Anwendbarkeit der Uberlegungen fiir jedes folgende Glied
der Folge bereits nachgewiesen. Dieser Widerspruch zeigt, dass tiberhaupt keine Zahl beliebig
lange Ketten von Vorgangern haben kann.

Demzufolge kann man unter den Ketten von Vorgangern jeder Zahl a eine langste auswahlen.
Wir bezeichnen ihre Lange mit n(a). Ist b unmittelbarer Vorganger von a, dann ist offensichtlich
n(b) = n(a) — 1, und fir alle minimalen a gilt n(a) = 0.

SchlieBlich sei A(a) eine von a abhangige Aussage. Mit B(n) wollen wir die folgende Aussage
bezeichnen: A(a) gilt fiir alle Zahlen a, fir welche n(a) = n ist. Wie leicht zu erkennen
ist, stimmt dann die neue Formulierung des Induktionsprinzips fiir die Aussage A(a) mit der
Formulierung dieses Prinzips fiir die Aussage B(n) iiberein.

12. a) Zu beliebigen geraden Zahlen a und b existieren immer gerade Zahlen ¢ und r derart,
dass
a=bqg+r (0 <r<2b) (25)

gilt. Dabei sind die Zahlen ¢ und r eindeutig bestimmt.
Beweis. Nach Satz 7 existieren solche ¢ und rg, dass
a = bgo + 1o (0 <79 < qo)

erfullt ist. Die Zahl 7o muss nach Satz 6 gerade sein. Ist ¢y ebenfalls gerade, so kénnen wir
q = qo und r = g, setzen. Ist jedoch die Zahl ¢y ungerade, dann setzen wir ¢ = ¢y — 1
(offenbar ist dieses ¢ gerade) und r = ro+b. In beiden Fallen erhalten wir die Beziehung (25).

Nehmen wir an, es gabe auBer (25) noch eine andere Darstellung
a=bq +r' (0 <7 < 20b)
mit geraden Zahlen ¢’ und . Dann erhalten wir

b —q)=r—7
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Wegen 0 < |r — 7’| < 2b muss |¢' — q| < 2 sein. Nun ist aber ¢’ — g eine gerade Zahl. Das
bedeutet ¢ — ¢ = 0, und hieraus folgt das Gewiinschte.

13. Es sei p der kleinste Primteiler der Zahl a. Daraus folgt a = pb. Jeder Primteiler ¢ der
Zahl b ist auBerdem auch Teiler von a. Daher ist ¢ > p, also auch b > p, hieraus folgt a > p?
und schlieBlich p < /a.

14. Die Bedingung ist notwendig. Es sei bla. Aus Satz 13 folgt, dass jeder Primteiler von b
auch Primteiler von a ist. Daher hat b die Form

e
wobei 0 < 31, 0 < By, ..., 0 < B ist. Angenommen, es sei 3; > «y. Da

a  predteprt o prtepyt
b p Pl T

eine ganze Zahl ist, muss der Zahler dieses Bruches durch den Nenner, also erst recht durch die
Zahl pfl_al teilbar sein. Dann miisste nach Satz 13 aber wenigstens eine der Zahlen ps, ..., p,
durch p; teilbar sein, was unméglich ist. Also ist 31 < aj.

Da die Nummerierung der Primteiler von a beliebig ist, haben wir damit bewiesen, dass 5 <
Qa, ..., B = ay, gilt. Die Notwendigkeit ist also bewiesen.

Um zu zeigen, dass die Bedingung hinreichend ist, bemerken wir, dass

a1 —P1, az—f2 ap—P

a = bpy ) --Dk
gilt, wenn b die angegebene Form hat.

15. Es sei p1,po, ..., pr die vollstandige Liste aller Primzahlen, die wenigstens in einer der
kanonischen Zerlegungen von a und b vorkommen. Wir setzen

a=plpstoptt . b=

(Wenn a nicht durch p; teilbar ist, gilt o;; = 0; ist b nicht durch p; teilbar, so ist 5; = 0.) Es
sei 7; die groBte der Zahlen «; und §; fir i = 1,2, ..., k und 9; die kleinste dieser Zahlen. Dann
ist aufgrund des bei der Losung von Aufgabe 13 Gesagten der groBte gemeinsame Teiler von
a und b die Zahl

pl151pg2mpik

und ihr kleinstes gemeinsames Vielfache die Zahl
PPy

16. Wie schon festgestellt wurde, muss jeder Teiler der Zahl a mit der kanonischen Zerle-
gung pps...ppt die Form (26) haben, wobei 3; die o + 1 Werte 0, 1,2, ..., und 3, die
entsprechenden as + 1 Werte haben kann, usw.

Da beliebige Kombinationen dieser Werte moglich sind und uns alle Teiler von a liefern, wobei
jeder Teiler genau einmal auftritt (wenn einer der Teiler mehrfach vorkame, so wiirde das
bedeuten, dass fiir ihn mehrere kanonische Zerlegungen existieren), ist die Anzahl der Teiler
von a gleich

(n + (g +1)...(ap + 1)
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17. Es sei pi'p32...pp* die kanonische Zerlegung von a. Offen bar kann man p; = 2, ay > 2
und ps = 3, ap > 1 annehmen. AuBerdem ist

(Oél -+ 1)(0{2 + 1)(0% + 1) =14

Hieraus ergibt sich k =2, oy +1 =T und ay +1 =2, also a = 2° - 3 = 192.

18. Es ist
7(a®) = T7(P2* p3®?) = (201 + 1)(2a + 1) = 81

so dass (2 + 1)(2ae + 1) eine Zerlegung der Zahl 81 in zwei Faktoren ist. Da die Numme-
rierung der Primteiler von a von uns abhangt, kdnnen wir uns auf die Untersuchung folgender
Moglichkeiten beschranken;

2051+1:1 y 20&2+1:81
2041+1:3 s 20&2‘{'1:27
200 +1=9 , 200 +1 =9

Im ersten dieser Falle ist a; = 0, im Widerspruch dazu, dass «a; positiv sein soll. Die restlichen
Falle liefern
ap =1, ay =13, ar =4, ay=4

Das bedeutet entweder
7(a®) = (P} p3*) = T(pipd’) = (3+1)(39 4 1) = 160

oder
7(a®) = 7(pPp3t) = 7(pi2pl?) = 13- 13 = 169

19. Es sei pi*p52...pL* die kanonische Zerlegung der Zahl a. Die Voraussetzung der Aufgabe
liefert

P st ppt =2(q + 1) (e + 1)...(ow + 1)

oder o o o
ar+lag+1 ap+1
Nun ist
21 22 23 2
=l — < — =2 < — >4
1+1 241 341 ar1n @z
1< il <2< 5 (a>2)
«
1+1 a+1’ -
pOé
2 < = >ha>1
L (p>5a>1)

Daher ist in (27) jeder Bruch auf der linken Seite nicht kleiner als 1, also kann keiner der
Briiche groBer als 2 sein. Das bedeutet, dass auf der linken Seite nur Briiche stehen kdnnen,
die unter den Briichen
21 22 23 3!
1+1'241'34+171+1

vorkommen. lhr Produkt muss 2 sein. Das ist jedoch nur in zwei Fallen moghch wenn in (27)

nur der Bruch 3+—1 steht oder wenn dort die beiden Briiche % und 1+1 auftreten. Diesen

beiden Fallen entsprechen die beiden Losungen der Aufgabe, ndmlich 8 und 12.
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20. Firr die geradzahlige Teilbarkeit gibt es keine den Satzen 11 bis 14 dhnlichen Satze.
Die Zahlen 30 und 42 sind namlich "gerade Primzahlen". Ihr kleinstes gemeinsames gerades
Vielfaches ist 420, aber ihr Produkt 1260.

Ferner ist 60 = 6 - 10 geradzahlig teilbar durch die "gerade Primzahl" 30, die Zahlen 6 und
30 sind geradzahlig teilerfremd, aber 10 ist durch 30 nicht geradzahlig teilbar.

SchlieBlich sind 60 = 6 - 10 = 30 - 2 zwei verschiedene Zerlegungen der Zahl 60 in "gerade
Primfaktoren".

21. a) Hinsichtlich der Division durch 8 ist 116 restgleich mit 4 und 17 mit 1. Daher ist A
restgleich mit 52' = (5%)19. 5.

Nun ist aber 52 = 25 hinsichtlich der Division durch 8 restgleich mit 1. Folglich liefert A bei
der Division durch 8 den Rest 5.

b) Die Zahl 14 ist hinsichtlich der Division durch 17 restgleich mit -3. Daher ist A restgleich
mit —3)?°0 = 32°6 = (33)%5. 3. Nun kénnen wir 3? durch die restgleiche Zahl 10 ersetzen, und
es ist 10% -3 = (10?)*2 - 30. Ferner ist 10? hinsichtlich der Division durch 17 restgleich mit -2
und 2% mit -1.

Das heiBt, A ist restgleich mit (—2)%2-30 = 2% .30 = (24)1.4-.30 = (—1)'%-4- 30 = 120,
und diese Zahl liefert bei Division durch 17 den Rest 1.

22. a) Es sei ny der Rest von n, bei Division durch 6. Dann kann n; die Werte 0, 1, 2, 3, 4,
5 annehmen, und n} + 11n; ist hinsichtlich der Division durch 6 restgleich mit n® + 11n.
Wir haben also die Teilbarkeit der Zahlen 0, 12, 30, 60, 108 und. 180 durch 6 zu untersuchen.
Alle diese Zahlen sind aber durch 6 teilbar.

b) Fir n > 2 erhalten wir (unter Benutzung des binomischen Satzes)

4" 415" —1=(3+1)"+15m — 1

:3”+3”1C§+mu+§<n22>+3<nil>+1+um—d

n—2 n—3 n n
=9(3 +3 1 + ...+ "9 + 18n

und offensichtlich sind beide Summanden durch 9 teilbar.
Fiir n = 1 erhalten wir 4! +15-1—1 = 18.

c) Der Beweis wird mittels vollstandiger Induktion gefiihrt.
Fir n = 0 haben wir

10 —1=10'-1=9 und 3°2=9

und die Behauptung ist richtig.
Nun gelte 3"72|(103" — 1). Dann ist

3n+1

1037 — 1= (10%")% — 13 = (10*" — 1)(10*3" +10*" + 1)

Nach Induktionsvoraussetzung ist der erste Faktor rechts durch 372 teilbar. Im zweiten Faktor
konnen wir die Zahl 10 durch 1 ersetzen, die hinsichtlich der Division durch 3 restgleich damit
ist. Der zweite Faktor ist also durch 3 teilbar.

Folglich ist das Produkt durch 3"*3 = 3("*1+2 teilbar, was zu beweisen war.
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d) Hinsichtlich der Division durch a? — a + 1 ist offensichtlich a? restgleich mit a — 1. Also ist
a1+ (@ — 1)"*? restgleich mit

a2n+1 4 (a2)n+2 — CL2n—i—1 +a2n+4 — a?n-l—l(l +(13) — a2n+1(1 +a)(1 o a+a2)
was zu beweisen war.

23. Es sei ~ eine Aquivalenzrelation (iber der Menge der Zahlen. Wir greifen eine beliebige
Zahl a heraus und betrachten alle Zahlen, die zu a &aquivalent sind. Sie sind aufgrund der
Transitivitat der Beziehung ~ samtlich zueinander aquivalent. Die Klasse aller dieser Zahlen
bezeichnen wir mit K.

Jetzt betrachten wir eine beliebige Zahl b, die nicht zu K gehort.

Ware b ~ ¢ und c eine Zahl aus K, so ware auch b ~ a, was jedoch aufgrund der Wahl von b
nicht sein kann. Das heiBt, keine der Zahlen, die auBerhalb von K liegen, ist einer der Zahlen
in K aquivalent. Folglich ist K die Aquivalenzklasse, die a enthilt.

Da die Zahl a vollig willkiirlich gewahlt war, zeigen unsere Betrachtungen, dass jede Zahl einer
bestimmten Aquivalenzklasse angehort. Damit ist die Behauptung bewiesen.

24. Offenbar gibt es unter den Zahlen 0, 1,2, ..., m zwei Zahlen, die der gleichen Klasse ange-
horen. Diese Zahlen seien k£ und .
Dann ist also £ ~ [. Es kann auch mehrere solcher Zahlenpaare in einer Klasse geben. Wir
wahlen darunter dasjenige Paar aus, fiir das der Wert |k — [| am groBten ist. Wegen —1 ~ —1
erhalten wir nach Voraussetzung

k—l~1—-1=0

Ferner finden wir, dass auch fiir jedes ganze n
n(k—1)~0

gilt. SchlieBlich gilt fir jedes r
nk—10)+r~r

d.h., aus a = b(mod k — ) folgt 0 ~ b. Somit enthalten die Aquivalenzklassen der Relation ~

eine ganze Restklasse modulo m.

Dafiir, dass es an Aquivalenzklassen der Relation ~ gibt, ist notwendig, dass jede ~-Aquivalenzklasse
nicht mehr als eine Restklasse enthalt und £ — [ = m ist.

25. a) Beide Seiten einer Kongruenz und den Modul kann man durch eine (selbstverstandlich
von Null verschiedene) Zahl teilen. In der Tat bedeutet ad = bd(mod md), dass

md|(ad — bd) = (a — b)d
d.h. m|(a — b) gilt, woraus a = b(mod m) folgt.

b) Beide Seiten einer Kongruenz kann man durch eine dem Modul teilerfremde Zahl dividieren.
Sind namlich d und m teilerfremd, so folgt aus

ad =bd (modm)
d.h. aus m|(a — b)d, aufgrund des Satzes 12, dass m|(a — b) gilt, was zu beweisen war.
26. Wir nehmen an, es sei

1<k<i<p-1 , ka =la (modp)
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Das bedeutet p|(I — k)a. Da a nicht durch p teilbar ist, muss [ — k durch p teilbar sein. Das
kann aber wegen 0 < [ — k < p nicht der Fall sein. Damit ist die Aussage bewiesen.

27. Die Bedingung ist notwendig. Es sei p eine Primzahl. Dann betrachten wir ein ¢ mit
0 < g < p. Unter den Zahlen ¢, 2q, ..., (p — 1)q befindet sich genau eine, die bei Division durch
p den Rest 1 liefert. Diese Zahl sei gq:

Gg=1 (modp)

Andererseits kann unter den Zahlen @, 27, ..., (p — 1)q ebenfalls nur eine Zahl sein, die bei
Division durch p den Rest 1 liefert. Das ist aber die Zahl Gq, wie festgelegt. Nun klaren wir, in
welchen Fallen g gleich ¢ ist. In allen diesen Fallen Iasst sich die Kongruenz (28) in der Form

=1 (modp)
oder, was das gleiche ist, in der Form
¢ —1=0 (modp)

darstellen. Das bedeutet
pl(@*=1)=(g+1)(¢g—1)

Da p Primzahl ist, muss nach Satz 13 entweder p|(q+ 1) oder p|(¢ — 1) gelten. Da die Zahl ¢
zwischen 0 und p liegt, ist der erste Fall nur fir ¢ = p — 1, der zweite nur fiir ¢ = 1 moglich.
Folglich kann man die librigen Zahlen 2, ..., p — 2 so zu Paaren zusammenfassen, dass das aus
den beiden Zahlen gebildete Produkt bei Division durch p den Rest 1 liefert.

Wir schreiben die Kongruenzen (28) fiir alle diese Paare auf und multiplizieren alle so erhaltenen
% Kongruenzen miteinander. Im Ergebnis dieser Multiplikation erhalten wir links das Produkt
aller Zahlen von 1 bis p — 1 (wobei die Faktoren 1 und (p — 1) doppelt aufgefiihrt sind) und
rechts 1:

1-1-2:3-..-(p—1)(p—-1) =1 (modp)

d.h.
1-2:3-...-(p—1)=p—1 (modp) : 1-2:3-..-(p—1)+1=0 (modp)
Die letzte Kongruenz bedeutet

pl(1-2-...-(p—1)+1)
was zu zeigen war.

Die Bedingung ist hinreichend. Ist p keine Primzahl, so kann sie in ein Produkt von zwei
kleineren Zahlen zerlegt werden: p = p1ps.

Im Fall p; # p, sind sowohl p; als auch p, Faktoren des Produktes 1-2-...- (p — 1), welches
somit durch p; und ps und damit durch p teilbar ist.

Es sei jetzt p; = py = ¢. Dann ist p = ¢* (d. h. gleich dem Quadrat einer Primzahl). Fur
q > 2 ist p > 2q, und in dem Produkt 1-2-...- (p — 1) sind ¢ und 2q als Faktoren enthalten,
so dass es durch ¢? und damit durch p teilbar ist.

In beiden Fallen kann 1-2-...- (p— 1) + 1 nicht durch p teilbar sein. Fiir p = 4 schlieBlich ist
1-2-3 —1 =5 nicht durch 4 teilbar.
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28. Satz. Es sei m = p{'p32...pp* die kanonische Zerlegung von m. Dann sind die Zahlen
A und B hinsichtlich der Division durch m genau dann restgleich, wenn sie hinsichtlich der
Division durch pi*, durch p3?, ..., durch p.* restgleich sind.

Beweis. Die Bedingung ist notwendig. Restgleichheit der Zahlen A und B hinsichtlich der
Division durch m bedeutet m|(A — B).
Um so mehr gilt pi|(A — B) fiur i = 1,...,k, d. h., die Zahlen A und B sind restgleich
hinsichtlich der Division durch alle p;*.

Die Bedingung ist hinreichend. Die Zahlen A und B seien hinsichtlich der Division durch jedes
pi* restgleich. Wir bezeichnen den Rest von A und B bei Division durch pi* (i = 1,2,..., k)
mit m. Es ist also

A=r; (modp;i) (29)

Ferner setzen wir
m

o — my (221,,]{3)
i

und multiplizieren in der Kongruenz (29) beide Seiten und den Modul mit m;:
Am; = myr;  (modm)
Wenn wir alle so erhaltenen Kongruenzen addieren, gelangen wir zu
Almy+m2+ ... +my) = myry +maory + ... + myry  (modm) (30)

Wegen der Restgleichheit von A und B hinsichtlich der Division durch p{*, p32, ..., pp* erhalten
wir auch

B(my+ma+ ... +mg) = myry + mare + ... + myry  (modm) (31)
Subtrahieren wir (31) von (30), so ergibt sich

(A=B)(mi+ma+...+m) =0 (modm)

d. h.
m|(A — B)(m1 +mo + ... + mk)

Nun ist aber die Summe m; +msy + ... +my zu m teilerfremd. Hatte sie namlich mit m einen
gemeinsamen Primteiler p, so ware dieser in der kanonischen Zerlegung von m enthalten, d.
h., er hatte die Form p;. Dann ware sowohl die gesamte Summe als auch jeder Summand auBer
einem - namlich m; - durch p; teilbar. Das kann aber nicht sein.

Jetzt konnen wir den Satz 12 anwenden, welcher aussagt, dass m|(A — B) gilt, d. h., die
Zahlen A und B sind hinsichtlich der Division durch m restgleich.

29. a) Bei der Anwendung des Euklidischen Algorithmus auf die Zahlen a und b ergeben sich
durch die Divisionen mit Rest Gleichungen, die wir hier systematisch aufschreiben:

a=bqy+m
b=riq1 + 12

T =T2q2 + 73

Th—2 = Tn—1qn-1 1+ Tn

Tn—1 = T'ndn (32)
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Wir haben also r,|r,_1 erhalten. Wegen r,,_o = r,_1¢u_1 + 7y ist r,|r — n — 2. Setzen wir
dieses Verfahren dem Gleichungssystem (32) entsprechend nach oben weiter fort, so erhalten
wir schlieBlich r,|a und r,|b, d.h., r, ist ein gemeinsamer Teiler von a und b.

Es sei d ein beliebiger gemeinsamer Teiler von a und b. Wegen a = bqy + 71 gilt also d|r;.
Gehen wir im Gleichungssystem (32) nach unten weiter, so erhalten wir nacheinander d|r,,
d|rs, ..., d|ry, d. h., r, ist durch jeden gemeinsamen Teiler von a und b teilbar und ist also
eben darum der groBte gemeinsame Teiler dieser Zahlen.

b) Beweis durch vollstandige Induktion: Wir setzen
Ap=0, By=1, A1 =1, By=—q
dann erhalten wir
ro =b=aAy+ 0By und r1 = aA; + bB;

Nun sei
Th—1 = Ag_10 + by_1b ) i = Ara + Byb

Dann gilt aber
Th1 = Th-1 — TkQrr1 = (Ak—1 — @1 Ar)a + (Br—1 — qry1 Bi)b
und wir brauchen nur noch
Ap1 = Q1A = Ap1 By—1 — @+1Br = By

zu setzen. Die Zahlen A,, und B, sind die gesuchten Zahlen A und B.

30. Sind b und ¢ zueinander teilerfremd, so kann man aufgrund des bisher Gesagten ganze
Zahlen B und C finden, fir die bB 4+ ¢C = 1 oder, nach Multiplikation mit a,

abB + acC = a

gilt. Nach Voraussetzung gilt c|ab, offenbar ist c|ac, daher gilt auch c|a. Das Weitere ist leicht
ersichtlich.

31. Wir beschranken uns auf die Betrachtung des Kriteriums fiir die Restgleichheit hinsichtlich
der Division durch 8.

Eine beliebige natiirliche Zahl A sei in der Form 1000a + b mit 0 < b < 1000 dargestellt; b ist
also hochstens eine dreistellige Zahl, sie liefert die letzten drei Ziffern der Zahl A. Es sei

b fuar A > 1000
F(A) ={ Rest von A bei Division durch 8 fiir 8 < A < 1000
nicht definiert fir < A <8

32. Fiir diejenigen Zahlen, deren kanonische Zerlegung die Form 2 - 57 hat.

33. Die Bedingungen a) und b) sind automatisch erfillt. Da die Zahlen 10 und 1 hinsichtlich
der Division durch 3 restgleich sind, missen auch die Zahlen A und f(A) restgleich sein.
SchlieBlich lasst sich durch einfaches Nachrechnen zeigen, dass f(A) < A fiur A > 3 gilt.

34. a) £(858773) = 38, f(38) = 11, f(11) = 2.
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b) f(A) = 4444 - 4 = 17776, f(17776) = 28, f(28) = 10, f(10) = 1.

35. Das Kriterium der Restgleichheit hinsichtlich der Division durch 9 ist dem betrachteten
Kriterium der Restgleichheit hinsichtlich der Division durch 3 ahnlich.
Um ein Restgleichheitskriterium hinsichtlich der Division durch 11 zu erhalten, stellen wir die
Zahl A in der Form

10*"a,, + 10*" a1 + ... + 10%a1 + ag

dar, wobei 0 < a; < 100 ist. Offensichtlich entspricht diese Darstellung der Zerlegung einer
Zahl in zweistellige "Blockchen" (von rechts nach links). Es sei

ap+a; + ... +a,fur A > 100
f(A) =< Rest von A bei Division durch 11 fir 11 < A < 100
nicht definiert fir <A< 11

Es muss noch gezeigt werden, dass die Zahlen A und f(A) hinsichtlich der Division durch 11
tatsachlich restgleich sind und auBerdem f(A) < A ist.

Ein anderes Restgleichheitskriterium hinsichtlich der Division durch 11 erhalten wir aufgrund
der Darstellung der Zahl A in der Form

A=10"a, + 10" a,_1 + ... + 10a; + ag

wobei wir die Tatsache benutzen, dass 10 hinsichtlich der Division durch 11 restgleich mit -1
und 100 restgleich mit 1 ist. Die Zahl A ist daher mit der Zahl

apg—ay+ay—as+...+a,

restgleich, und die Formulierung des entsprechenden Restgleichheitskriteriums kostet keine
Muhe.

SchlieBlich kann man die Zahl A, wenn man sie in dreistellige "Gruppen" zerlegt, darstellen als
10%"a,, + 10" 3a,_1 + ... + 103a1 + ao

mit 0 < a; < 1000. Dann ist A hinsichtlich der Division durch 37 restgleich mit der Summe
ag + a; + as + ... + a, und hinsichtlich der Division durch 7, 11 und 13 mit der alternierenden
Summe ag — a; + as — ... £ a,.

36. Sind die Zahlen a und b restgleich, dann gilt m|(a — b). Dabei sind nach Satz 6 die beiden
Zahlen a und b entweder durch m teilbar oder nicht.
Hinsichtlich der Division durch 3 sind die Zahlen 4 und 5 teilbarkeitsgleich, aber nicht restgleich.

37. Aus der Teilbarkeitsgleichheit hinsichtlich der Division durch m moge die Restgleichheit
folgen. Das bedeutet, dass alle nicht durch m teilbaren Zahlen hinsichtlich der Division durch
m ein und denselben Rest liefern. Dieser Rest muss also gleich 1 sein, so dass m = 2 ist.

38. Die Relation der Teilbarkeitsgleichheit hinsichtlich der Division durch m ist offensichtlich
reflexiv (jede Zahl ist teilbarkeitsgleich mit sich selbst), symmetrisch (ist @ teilbarkeitsgleich
mit b, so ist b teilbarkeitsgleich mit @) und transitiv (ist a teilbarkeitsgleich mit b und b
teilbarkeitsgleich mit ¢, so ist auch a teilbarkeitsgleich mit ¢).

Folglich ist die Teilbarkeitsgleichheit eine Aquivalenzrelation. Dabei fallen alle durch m teilbaren
Zahlen in die eine Klasse und alle nicht durch m teilbaren Zahlen in die andere.
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39. Man stellt leicht fest, dass fiir m > 2 die Teilbarkeitsgleichheit von Summen nicht aus der
Teilbarkeitsgleichheit der Summanden folgt.

Die Teilbarkeitsgleichheit von Produkten ergibt sich genau dann aus der Teilbarkeitsgleichheit
ihrer Faktoren, wenn m Primzahl ist. Ist namlich eines der Produkte durch eine Primzahl p
teilbar, so muss nach Satz 13 wenigstens einer der Faktoren dieses Produktes durch dieses p
teilbar sein. Dann ist aber der ihm teilbarkeitsgleiche Faktor des anderen Produktes, also das
ganze Produkt, durch p teilbar.

Ist jedoch ein Produkt nicht durch p teilbar, dann kann auch das andere nicht durch p teilbar
sein (weil sonst aufgrund unserer Uberlegungen auch das erste Produkt durch p teilbar ware.)
Ist p dagegen eine zusammengesetzte Zahl, so brauchen Produkte teilbarkeitsgleicher Faktoren
nicht restgleich zu sein. Es geniigt, p = pi1p2 (p1 # 1, p2 # 1) zu setzen. Dann sind die Zahlen
1 und p; sowie die Zahlen 1 und p, in Bezug auf p teilbarkeitsgleich, aber ihr Produkt ist es
offenbar nicht.

40. Folgt unmittelbar aus Aufgabe 36a).

41. Die Bedingungen a) und b) sind offensichtlich erfiillt.

Ist ferner a — b > 0, dann ist offenbar f(A) < A. Ist aber a — 2b < 0, so braucht diese
Ungleichung nicht zu gelten. Dabei wird der groBte Wert von |a — 2b| fir a = 0 und b = 9
angenommen, und zwar ist dieser Wert gleich 18.

Folglich muss fir A > 19 die Ungleichung f(A) < A gelten. Fiir kleinere Werte ist die
Gultigkeit dieser Ungleichung durch die Definition der Funktion f gewahrleistet.

SchlieBlich ist 10a + b hinsichtlich 7 teilbarkeitsgleich mit 50a + 5b (denn die Zahlen 5 und 7
sind teilerfremd) und somit auch mit 50a + 5b — 7(7a + b) = a — 2b.

42. Hinsichtlich der Division durch 7 liefert 15 den Rest 1, aber 1 — 2 -5 = —9 den Rest 5.

43. Bedingung c). f(A) < A bedeutet a + 4b < 10a + b, d. h., 3b < 9a. Daher ist fiur a > 4
die notwendige Bedingung erfiillt.

Bedingung d). Offenbar ist 10a + b hinsichtlich der Division durch 13 teilbarkeitsgleich mit
40a + 4b, und diese Zahl ist restgleich mit a + 40.

44. Das Teilbarkeitskriterium fiihrt nicht mehr zum Ziel, weil f(39) = 39 ist.

45. Angenommen, wir sollen ein Teilbarkeitskriterium fiir eine Zahl m konstruieren. Dazu
suchen wir ein passendes s, das zu m teilerfremd und méglichst klein ist und fiir das m|(10s+-1)
gilt (das war der Fall fiir m = 7, s war gleich 2) oder aber m|(10s — 1) gilt (fir m = 13 war
s =4).

Im ersten Fall ist A = 10a + b hinsichtlich m teilbarkeitsgleich mit

10as + bs = (10s + 1)a — a + bs
d. h. mit @ — bs, im zweiten Fall mit
(10s — 1)a + a + bs

So ist die Zahl 10a + b hinsichtlich der Division durch

17 teilbarkeitsgleich mit a — 5b,
19 teilbarkeitsgleich mit a + 2b,
23 teilbarkeitsgleich mit a + 79,
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29 teilbarkeitsgleich mit a — 30,
31 teilbarkeitsgleich mit a + 3b.

Es sei dem Leser (iberlassen diese Teilbarkeitskriterien exakt zu formulieren.
46. a) Da 100 hinsichtlich der Division durch 49 restgleich mit 2 ist, ist jede Zahl der Form
10*"a, + 10*"2a,_ 1 + ...+ 10%a; +ap (0 < a; < 100)
hinsichtlich der Division durch 49 restgleich mit
2y + 2" a1 + ... + 2a1 + ag
b) 10a + b ist hinsichtlich der Division durch 49 teilbarkeitsgleich mit a + 5b.

47. Die Bedingungen a) und b) sind automatisch erfiillt. Die Bedingungen c) und d) sind
erfiillt, weil der Ubergang von A zu f(A) dem Ersetzen bestimmter Zahlen durch ihre Reste
(die kleiner als die Zahlen selbst und restgleich mit ihnen sind) bei Division durch A entspricht.

48.a)ro=r3=..=1,=0,dh. r,=0 (k> 2);
byrs=ry=..=r,=0,dh r,=0(k>3),
c)ri=ro=..=r,=1dh r,=1,
d)ri=rm=.=ry1=—1,r=ry=..=7ry=1dh r,= (-1

e) T6t+1 = 3, Totra = 2, Tt+3 = 0, Tet4a = 4, Tors = D, Ter = 1.
49. Sei dem Leser Uberlassen.

50. Weder 2* — 2 noch 22 — 1 ist durch 4 teilbar.

51. Firr p|a gilt p|a®, und der Satz ist bewiesen. Wenn jedoch a nicht durch p teilbar ist, so ist
a teilerfremd zu p, und wir kénnen die in der Voraussetzung des Satzes enthaltene Kongruenz
kirzen:

a’'=1 (modp)

Zum Beweis dieser Kongruenz dividieren wir jede der Zahlen der Form ta (t =1,2,...,p — 1)
durch p mit Rest: ta = ¢;p + r;. Das kann wie folgt geschrieben werden:

a=r (modp)
2a =ry (modp)

(p—1a=r,1 (modp) (33)

Aus dem Ergebnis der Aufgabe 26 folgt, dass unter den Zahlen r jede der Zahlen 1,2,...,p—1
genau einmal vorkommt. Wenn wir alle Kongruenzen (33) multiplizieren, erhalten wir

1-2:3-..-(p—Da*'=1-2-...-(p—1) (modp)
Jetzt brauchen wir diese Kongruenzen nur durch 1-2-...- (p — 1) zu kiirzen.

52. (12) = (2% -3) = 22-1(3 — 1) = 4,
0(120) = (23 -3-5) = 23-1(3 — 1)(5 — 1) = 32,
©(1000) = (28 - 53) = 23-1531(5 — 1) = 400.

53. Wir setzen m in der Form p{*p5%...p%* an. Dann ist a)

PP (pr — Dp52(p2 — 1)..p3* (e — 1) = 10
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Das links stehende Produkt muss durch 5 teilbar sein. Demnach ist entweder eine der Zahlen
D1, D2, -, D gleich 5 (es sei also etwa p; = 5) oder eine der Differenzen p; — 1, po — 1, ...,
pr. — 1 durch 5 teilbar (dann sei etwa 5|(p; — 1)).

Im ersten Fall gilt p; — 1 = 4; das kann aber nicht sein, da 10 nicht durch 4 teilbar ist. Der
zweite Fall ist nur méglich fir p; = 11, da p; eine Primzahl sein und somit (p; — 1)|10 gelten
muss. Dann ist aber a; = 1, und aus Satz 21 folgt

(i) =

d. h. entweder 77 =1 oder {7 = 2. SchlieBlich ist also m; = 11, my = 22.

b)

P (1 — Dps* (p2 — 1)..pp* (e — 1) = 8
Ist m ungerade, so ist ay = g = ... = ay, = 1 (weil die rechte Seite dieser Ungleichung eine
Potenz von 2 ist):

(1= D2 —1)..ps — 1) =8
Das ist nur moglich fir k£ = 2,p; = 3, ps = 5, d.h. fir m = 15.
Jetzt sei m gerade, und zwar sei p; = 2. Dann ist offensichtlich wie friiher a; = ... = a3, = 1,
und wir erhalten
2 Hpy —1).(pr, — 1) =8

Offenbar ist o < 4. Fiir « = 1 ist der Fall dem betrachteten ahnlich: Die Ungleichung ist nur
moglich fir k = 3, py = 3, p3 = 5, d. h. fiir m = 30.

Fira =2ist k =2, po =5 und m = 20.

Fira=3ist k =2, pp =3 und m = 24.

Fir a = 4 schlieBlich ist £k = 1 und m = 16.

Als Losung unserer Aufgabe ergibt sich also m; = 15, my = 30, m3 = 20, my = 24, ms = 16.

54. Wir nehmen an, es ware
Pt (o1 — Dp*(pe — 1)..pp*(pr — 1) = 14

Jede der Zahlen p; — 1 ist entweder eine Eins oder eine gerade Zahl und kann somit nicht
7 sein. Da sie nur um 1 kleiner als ein Primzahl ist, kann sie nicht gleich 14 sein. Demnach
miisste eine der Zahlen p?*~' die Zahl 7 sein. Dann wire aber p; — 1 = 6, und 14 ist nicht
durch 6 teilbar.

55. Es sei m = p{'p5%...ph*. Wir betrachten zunachst den Fall, dass m eine Potenz einer

Primzahl ist: m = p®.

Eine beliebige Zahl ist aber dann und nur dann zu m teilerfremd, wenn sie nicht durch p teilbar
ist. Nun gibt es aber unter den Zahlen 0,1, 2, ...,m — 1 insgesamt m/p durch p teilbare Zahlen.
Die lbrigen sind zu p teilerfremd, und das sind

p

m_m:m(l_j) e (1—;) — U (p— 1) = p(m)

Zahlen.
An dieser Stelle ware zu bemerken, dass a und m dann und nur dann teilerfremd sind, wenn
der Rest von a, bei Division durch m zu a teilerfremd ist.
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Nach unseren obigen Uberlegungen ist die Anzahl der bei Division durch p$* zu p" teilerfrem-
den Reste gleich ¢(p;").

Wie wir bei der Losung der Aufgabe 40 festgestellt haben, folgt aus der Restgleichheit von
Zahlen hinsichtlich der Division durch alle p}“ ihre Restgleichheit hinsichtlich der Division durch
m und umgekehrt. AuBerdem ist eine Zahl genau dann zu m teilerfremd, wenn sie zu jeder
der Zahlen p;" teilerfremd ist.

Folglich entspricht jeder Kombination von Resten bei Division durch die Zahlen pi*, p32, ..., pp*,
die zu den entsprechenden Divisoren teilerfremd sind, genau ein zu m teilerfremder Rest be-
zlglich der Division durch m. Es bleibt zu bemerken, dass die Anzahl solcher Kombinationen
von Resten gleich

(P )p(py?)-p(pp*) = ¢(m)
ist.
56. Sei dem Leser Uberlassen.

57. Offenbar ist n'> —n = n(n'? — 1). Nun ist

012 — pe(13) _ p26(T) _ 30(5) _ 60(3) _ 120(2)

Somit gilt fir p = 2, 3,5, 7,13 entweder p|n oder p|(n'? —1). Jetzt braucht nur noch auf Satz
16 verwiesen zu werden.

58. Der Leser moge die Aufgabe selbstandig losen.

59. Es sei d der groBte gemeinsame Teiler der Zahlen a und b. Wenn ¢ nicht durch d teilbar
ist, dann ist die Gleichung
ar +by =c

nicht ganzzahlig |6sbar; Ist jedoch ¢ durch d teilbar, dann konnen beide Seiten der Gleichung
durch d gekiirzt werden, und wir kommen zu dem bereits betrachteten Fall.

60. Es seien A und B so beschaffen, dass aA + bB = 1 gilt. Wir setzen

1—aA_
b

x; = cA+ bt , Y =C at

Dann ist

1—-aA

axy + by, = a(cA+bt) + b (c - at> =caA+ abt + c(1l —aA) —abt = ¢

und (x¢, ;) ist tatsachlich eine Lésung unserer Gleichung.

61.a) z; = 9-5° + Tt = 28125 + Tt, Y = 91—756 — 5t = —20088 — 5t.

Da die absoluten Glieder und die Koeffizienten von ¢ in den Formeln fiir x; und ¥, sozusagen
"angenahert proportional" sind, kdnnen wir hoffen, eine Darstellung unserer Losung in kleineren
Zahlen zu erhalten. In der Tat kénnen wir

xy =64 7(t +4017) , yy = —3 — 5(t + 4017)
schreiben oder, wenn wir ¢ + 4017 = ¢’ setzen,

Ty =64+ Tt , Yp = —3 — 5t/
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Wir bemerken, dass die in Aufgabe 60 angegebene Methode zum Lésen von Gleichungen
in ganzen Zahlen es ermoglicht, zu kleineren Zahlen iiberzugehen. Allerdings erfordert diese
Methode einige komplizierte Berechnungen.

b) Wir benutzen die Tatsache, dass 25 mod 13 zum Exponenten 2 gehért. Daher kénnen wir
schreiben:

Ty =8-25+ 13t = 200 + 13¢

1 — 252
Y =8 13 D 38 5
oder nach Vereinfachung
Ty — 5+ 13t/ y Yy = -9 — 25t,

62. Die Bedingung c) ist automatisch erfillt, die Bedingung (1) folgt aus Satz 25.

63.

m 17 19 27 29 31 49
k' | 12 (oder5) 2 19 3 28 (oder-3) 5

64. Sei dem Leser Uberlassen.
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