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Vorwort 

Die vorliegende vOllig Oberarbeitete Auf lage der Kleinen Enzyklopiidie/Mathematik geht von den gleichen Grundsiitzen aus wie die bisherigen Auflagen, weil Herausgeber und Verlag im Absatz von rund 800000 Exemplaren nicht nur cine Bestatigung ihrer Absichteo, sondern auch cine Verpflichtung sehen, das erworbene Vertrauen der Leser zu erhalten. Das Buch ist nach wie vor ein systematisch geordnetes, populiirwissenschaftliches NachschJagewerk, das sich auch zum Selbststudium eignet. 
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�:g����!'��:�/:��;���: sprache des Mathematikers ist die Ausdrucksweise der Mengenlehre durchgehend verstiirkt verwendet worden. Besondere Kapitel Uber Mengenlehre, mathematische Logik und Grundlagenforschung zeigen aber, zu welchem Abstraktionsgrad diese Disziplinen fiihren. Um auch in anderen Gebieten den AnschluO an die Entwicklung der Mathematik zu gewahrleisten, wurden die Kapitel Algebraische Strukturen, Lineare Algebra, Numerische Mathematik, Mathematische Optimierung und Graphentheorie aufgenommen und die Kapitel Ober den Aufbau des Zahlenbereichs, Uber algebraische Gleichungen, darstellende Geometric, Uber Folgen, Reihen, Grenzwerte, Uber Differentialrechnung und Jntegralrechnung, Funktionentheorie und projektive Geometrie sowie Uber Grundlagen der Geometric neu konzipiert. Eine durchgehende Numerierung der Kapitel und ihrer Hauptabschnitte sowie der Textabbildungen in ihnen hebt die Gliederung des Stoff es mehr hervor und gibt zugleich die MOg)ichkeit, dem Leser innere Beziehungen zwischen den Disziplinen durch Verweise zu zeigen. Auch die Beispiele wurden 
in jedem Abschnitt durchnumeriert. An der Unterlegung in .blauer Farbe fur Beispiele und der in roter fur Satze ist festgehalten worden, die gelbe Unterlegung dagegen ist auf Definitionen erweitert worden. Auch geben wie bisher farbige Preile in schwierigen Beispielen Programmhinweise zum Rechengang. Auch das Verstandnis der Textabbildungen wird durch die Verwendung von Farben erleichtert. Nach internationalem Brauch werden Vektoren und Matrizen im Druck halbfett-kursiv wiedergegeben, es wird z. B. unterschieden zwischen den Vektoren a, y und den Skalaren a, y. Um den Leser an den Gebrauch der Literatur anderer Lander zu gewOhnen, sind auch in beschranktem Umfang schriige Bruchstriche zugelassen worden ; dabei wird ein Produkt im Nenner stets in Klammern eingeschlossen. Ftir diesen EntschluB sprechen zu53.tzlich technische Belange der graphischen Industrie sowie die Tatsache, da8 sich immer mehr Leser mit Programmiersprachen vertraut machen mUssen, die nur schr3ge Bruchstriche kennen. Nach wie vor zeigen viele Beispiele, wie Zusammenhiinge aus Natur und Technik durch mathematische Methoden verstandlich und berechenbar gemacht werden kOnnen, z. B. der Kurs eines SchiffCS oder Flugzeugs oder der Weg eines Lichtstrahls oder eines Planeten. Zahlreiche Bildtafeln, auch mehrfarbige, unterstUtzen die Veranschaulichung des Textes. Viele von ihnen geben dem Leser zugleich interessante Einblicke in die Geschichte der Mathematik. Das BemUhen der Autoren um eine allgemeinverstandliche Darstellung, selbst wenn sie Abweichungen von der Ublichen Form notwendig macht, erfordert unseren besonderen Dank. Vor allem in den Kurzberichten Uber Spezialgebiete der Hochschulmathematik danken wir den Autoren fiir ihren Mut, nur wenig Uber ein Gebiet zu sagen, das sic beherrschen. Zu den vielseitigen auch beim Ausbau deF Kleinen Enzyklopadie/Mathematik aufgetretenen Fragen war uns wieder Herr Professor Dr. Reichardt ein unermUdlicher, hochgesch.iitzter Ratgeber. Die Vollstandigkeit der behandelten Gebiete, die Art der Darstellung im jeweiligen Kapitel und Verbesserungen zahlreicher Einzelheiten verdanken wir ihm. Auch viele Leser haben durch ihre Anregungen zur weiteren Verbesserung des Buches beigetragen. Sie haben uns unterstUtzt, die Kleine Enzyklop3.die/Mathematik zu einem zuverlbsigen Wissens-
O:�t�fc�"z�����h:J;n�i�irL���e�uzci 5f:l�e�������cf:J:s;�r�e:��=nd���bs��� Ober Neues einen 
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Einleitung 

Die groBen und tief in das Leben aller Menschen eingreifcndcn Erfolge der Technik in alien ihrcn 
Fomien habcn bewirkt, daB die Erkenntnis von der Bedcutung der Mathematik weit verbreitct isl; 
denn ein jcder wciB oder ahnt zumindest, daB diese Erfolge in ihrcr Gesamtheit ohne Mathematik 
nicht zu erzielen gewcsen wliren. Daher ist das lntcressc an der Mathematik immcr mchr gewachscn, 
und damit ist auch das BcdUrfnis grOller gewordcn, sich Uber diese Wisscnschaft nach MOglichkeit 
zu informieren. 
Nun ist die Mathematik in vielen Beziehungen cine extreme Wisscnschaft; das gilt in besonderem 
MaBe fiir die Darlegung ihrcr Probleme. Wlihrend ein Forscher. dcr ganz auf dem KOnnen seiner 
Zeit stcht, in der Mcdizin, dcr Zoologie, der Botanik, der Geographic, dcr Geologic, oder auch in 
den Sprachwissenschaftcn, dcr Geschichtc, dcr Astronomic den grOOtcn Tcil seiner Problcme und 
seiner Ergcbnissc, womOglich auch noch seine Mcthodcn oder die Grundprinzipicn seines Spczial
gcbictcs cincm Laicn so darlcgcn kann, daO dicser cincn Eindruck von dcm Inhalt dicscs Gebictes 
crhalt, ist das in der Chemic und dcr Physik von hcute viel schwerer mOglich - und noch schwicrigcr 
ist es in dcr hcutigen Mathematik. Nicht nur der :iu8crc Umfang dcr Resultate ist stark angcwachsen, 
die Problcmc sind so schwer zu bchandcln und liegcn so tief, daO kcin Mathematiker rnehr eincn nicht 
nur obcrfl3.chlichen Obcrblick Uber die gesamte Mathematik habcn kann. 
Der Zersplitterung der Mathematik, die durch das Nebeneinander vieler Spezialgebiete cntstandcn 
ist, sucht man dadurch cntgegenzuwirken, daB man nach MOglichkcit aus vcrschicdcncn Gebictcn 
gemeinsamc, manchmal gar nicht an der Oberfl3.che liegcnde Stiicke hcrausprapariert, daraus cine 
neue, noch abstraktere Thcorie und gerade damit wicder Vcrbindungcn zwischen den scheinbar 
weit auseinanderliegendcn Spezialrichtungen schafft. Man kann dicscn ProzeB als cine wiederholte 
Abstraktion ansehen: WAhrend die grundlegcnden Oisziplincn, wie etwa Algebra und Geometric, 
durch Abstraktioncn aus der t:iglichcn Erfahrung cntstanden sind, kommt man zu einer solchen ver
bindenden Theorie durch weiterc Abstraktioncn, z. B. aus der Algebra und der Geometric, und 
solchc Abstraktionsprozesse kOnncn unter Umst:indcn noch mchrfach Ubereinandcr geturmt werdcn. 
Unter abstrakt verstcht man dabei in der ursprilnglichen Bcdcutung des Wortes abgezogen, abgcschcn 
von allcm, was in dem bctrcffenden Zusammcnhang und fur einen bestimmten Zweck unwcsentlich 
ist; z. B. in geomctrischen Figuren abgesehen von den Farben, die bei Ornamenten sehr wohl cine 
Rolle spiclcn kOnnen. 
Aus all dem ergibt sich, daO cs nicht mehr mOglich ist, einem Laicn einen Obcrblick Uber die gcsamte 
hcutigc Mathematik zu gcbcn. Dabci sind unter laien alle zu verstehcn, die nur den iiblichen Schul
stoff der Mathematik kcnnen. Aber auch Diplom-Mathematikcr oder Mathcmatiklchrcr werden 
auf viclcn Tcilgcbieten dcr Mathematik immer noch als Laien anzuschen sein, da es in eincm vier
j3.hrigcn Studium ganz cinfach nicht mOglich ist, Fachmann auf alien Gebictcn der Mathematik zu 
werden. Das vorlicgcndc Buch kann deshalb nicht den Ehrgeiz habcn, Kenntnissc Uber alle Spezial
gcbicte dcr Mathematik zu vcrmittcln; es muB sich vielmehr beschr:inken. 
In ihrcr historischen Entwicklung ist die Mathematik zunachst einmal in ganz naiver Weise vor
gegangcn. Sic hat angefangen bci den Zahlen I, 2, 3 usw. und bei den anschaulich ganz selbstvcr
standlichen Figuren der Geometric, den Punkten, Streckcn, Geraden, Ebcnen im Raum, Winkcln, 
Drciecken, Kreisen, und ist zu komplizierteren Gcbilden aufgestiegen, wobei das Reich der Zahlcn und 
das dcr Figuren sich nicht gctrennt voneinandcr entwickcln, sondcrn durch den Bcgriff des Messens 
mitcinandcr verbundCn sind. In dicser vom anschaulich Einfachcn und Sclbstverstiindlichcn zu 
komplizicrtercn Problcmen fortschreitendcn Entwicklung vollzog sich der Aufbau dcr Mathematik· 
zum Bcispiel bei den Babyloniern und den A.gyptern, und dabci wurdcn schon erstaunlichc Leistungen 
erziclt wie ctwa in der Astronomic die Vorausbcrechnung von Mondfinsternissen. Auf cine vOllig 
ncuc Stufe dcr Entwicklung wurde die Mathematik durch die alten Gricchen gchoben, die sich vcr
anlaBt sahcn, nicht nur immcr wciter vorwiirts zu sturmcn, sondern sich Rechcnschaft darilber ab
zulegen, was man cigcntlich tut, wenn man Mathematik treibt. Der Erfolg war, daB durch sic die 
Mathematik zu einer Wissenschaft im hcutigcn Sinne wurde. Einmal crkannten sic, daO cin &weis 
darin bestcht, cine mathematische Behauptung durch cinfachste logische Schlilsse, die genUgcnd oft 
durch die Anschauung oder Erfahrung untcrstiltzt und nahegelcgt werden, auf bcrcits bekannte 
Dinge zuriicktufuhren. Zurn andercn fanden sic, daO cine solchc ZurUCkfuhrung njcht ohnc Ende 
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weitergehen kann, sondern nur bis zu gewissen einfachsten Eigenschaften der Zahlen oder Figuren, 
die durch Anschauung oder Erfahrung gesichert erscheinen. 
Auf diesem Wege stellten sic zum ersten Mal bewu8t ein System von Grundtatsachen zusammen, 
z. B. der, daD durch zwei Punkte genau cine Gerade geht, und entwickelten andererseits die Grund
lagen der Logik. Bcides zusammen crgibt dann einen systematischen, deduktiven, vom Einfachen 
zum Komplizierteren aufsteigenden Aufbau der Geometric. 
Diese euklidische Geometric blieb, abgesehen von einigen kleinen Erg3nzungcn, lange das Vorbild 
einer Wissenschaft. Trotzdem hat man etwa zwei Jahrtauscnde Jang bei weitem nicht in dem gleichen 
MaBe versucht, die Algebra und sp3ter die Analysis in gleicher Weise aufzubauen. Die Grundeigen• 
schaften der natiirlichen Zahlen waren fur die alten Gricchen etwas Selbstverstandliches. und erst 
Teilbarkeitsfragen und einige Primzahlprobleme haben sie interessiert. Auch mit den gewOhn/ichen 
Briichen verstanden sie umzugehen, jedoch kamen sic nicht auf die Idec. negative Zah/en einzufuhren. 
Dagegen waren sic im Zusammenhang mit dem gleichschenklig•rcchtwinkligen Dreieck darauf ge
stoBen, daB die Briiche nicht zur Beschreibung aller Gr08eriverh3ltnisse ausreichen: Sic bemerkten, 
daB das Verh3ltnis von Kathete und Hypotenuse in einem solchen Dreieck nicht durch einen Bruch 
dargestellt werden kann. Daraus zogen sie aber nicht etwa die Konsequenz, den Bereich der Briiche 
in der Weise zu erweitern, daB m.it den neuen Zahlen des umfassenderen Bereichs dieses und mOglichst 
auch alle anderen geometrischen Verh3Jtnjsse zahlenm38ig beschrieben werden kOnnen. Sic taten 
gerade das umgekehrte, sic geometrisierten ihre Algebra. Es entstand dabei zwar cine Lehre, die ein 
Aquivalent fur unsere Theorie der reellen Zahlen war; aber durch die Geometrisierung entstanden 
solche Komplikationen, daB es zu einem Stillstand der griechischen Mathematik kam. 
Doch die Praxis der Astronomen und der Seefahrer erforderte gebieterisch trigonometrische Rech
nungen, die nur mit Hilfe von Tafeln gewisser trigonometrischer Funktionen bew31tigt werden 
konnten. Da die Beobachtungswerte nur mit beschr3nkter Genauigkeit gemessen werden konnten, 
geniigte es dabei, auch die zu berechnenden GrOBen nQherungsweise anzugeben. So kam man bald 
auf die abbrechenden Dezimalbriiche. die sich fur die praktische Rechnung als viel geeigneter als 
die gewOhnlichen Briiche erwiesen. Dariiber hinaus wird man sicher auch das Gefuhl gehabt haben, 
daB man um so genauere Ergebnisse erhalt. mit je mehr Dezimalstellen man rechnet, ja noch mehr, 
daB man mit geniigend vielen Dezimalen jede beliebig vorgeschriebene Genauigkeit erreichen kann. 
Damit hatte man im tiefsten Grunde schon das Wesen der reel/en Zah/en erfa8t und scheute sich 
dann auch nicht mehr. von Dezimalbriichen mit unendlich vielen Stellen zu sprechen. Ware deren 
Theorie konsequent aufgebaut worden, so hatte man damals schon cine exakte Theorie der reellen 
Zahlen gehabt. 
An einem interessanten und au8erdem prinzipiell sehr wichtigen Beispiel kann man sehen. wie diese 
Auffassung, allerdings in einer etwas anderen Form, schon bei ARCHIMEDES auftrat, der versuchte, 
den Fl3.cheninhalt gewisser krummlinig begrenzter Stucke der Ebene zu berechnen. Zunachst ein
mal gelang es ihm, mit seiner berUhmten Exhaustions• (AusschOpfungs•) Methode den Fl3cheninhalt 
zu berechnen, der von einem Parabelstiick und einer Sehne eingeschlossen wird. Ein Fl3chenverh3.lt
nis, cine Zahl. auf die es dabei entscheidend ankam, erwies sich als 1 / 3. Dagegen gelang es ARCHI
MEDES nicht, ein entsprechend einfaches Ergebnis fur den Fl3cheninhalt des Kreises zu finden. Er 
h3.tte zur LOsung des Problems die Zahl n: berechnen miissen. Wie wir heute wissen, konnte ihm 
das nicht gelingen, da ihm nur die BrUche zur VerfUgung standen; er muBte sich damit begnUgen. 
die Zahl n: zwischen zwei BrUche. zwischen 31 /7 und 310/71, einzuschlieBen. Zu dem Zwecke be
rcchnete er durch wiederholte Anwendung des Satzes von Pythagoras die Fl3cheninhalte des dem 
Kreis einbeschriebenen und des umbeschrie�nen regellll38igen 96-Ecks und gab dafur N3herungs
werte an. Es ist klar. da8 sich ARCHIMEDES bewuBt war, n: in immer engere Grenzen einschlieBen, ja 
mit einer vorgeschriebenen Genauigkeit berechnen zu kOnnen, wenn er die Eckenzahl genUgend 
gro8 nimmt. Diese MOglichkeit aber, cine Zahl durch Briiche mit vorgeschriebener Genauigkeit 
naherungsweise festlegen zu kOnnen, ist eben das Wesen der reellen Zahlen. 
Diese gefuhlsm38ige Vertrautheit mit dem Wesen der reellen Zahlen festigte sich im Laufe der Zeit 
bei alien mOglichen Gelegenheiten immcr mehr, so z. B. - lange vor der Begriindung der Differential
und Jntegralrechnung - bei der Aufstellung von Logarithmentafeln, bei der Erfassung der P\Jnkte 
der Ebene und des Raumes durch Koordinatcn in der ana/ytischen Geometric von DESCARTES und 
dann in groBem Ma8c bei dem Aufbau der Differential- und Integralrechnung, begonncn von LEIBNIZ 
und NEWTON, weitergefiihrt wie in einem Rausch der Entdeckerfreude durch die BERNOULLIS, durch 
EULER und FERMAT, durch CAUCHY, GAUSS und andere - keiner dachte mehr daran, daB man sich 
intensiv mit den Grundlagen der Theorie der reellen Zahlen zu befassen babe. 
Grundlagenfragen spielten aber auf zwei anderen Gebieten cine Rolle, in der Geometric und in der 
Algebra. In der euklidischen Geometrie war, wic schon angedeutet, ein System von einfachsten gco
metrischen S3tzcn an die Spitzc gestellt worden, aus denen sich dann weiterc S3tze der Geometric 
herleiten lie8en. Diese einfachen S3tz.c, Axiome genannt. stellten einen Extrakt der damaligen geo
metrischen Erfahrungcn dar und waren anschaulich so klar, daB man nicht das Bedllrfnis hatte, sic 
zu beweisen. Eine Ausnahme gab es allerdings dabei, das Parallelenaxiom. Es besagt, daB es zu ciner 
gegebenen Geraden und einem gegebenen Punkt, der nicht auf dieser Geraden liegt. genau cine Ge-



13 

rade gibt, die durch den gegebenen Pun.kt hindurchgeht, ohne die gegebene Gerade zu schneiden. 
War es nicht vielleicht doch mOglich, diesen Satz dadurch aus dern Axiomensystem zu beseitigen, 
daB man ihn auf Grund der anderen Axiome beweist? - 2000 Jahre hat man vergeblich mit diesem 
Problem gerungen, bis es drei Mathematikern, GAUSS, LOBATSCKEWSKI in Kasan und BoLYAI in 
Ungarn, gelang, zu zeigen, daO das Parallelenaxiom unabhangig von den anderen Axiomen besteht. -
Die BedeulUng dieser Erkcnntnis wird aber erst im Zusammenhang mit anderen Entwicklungen 
klar. 
In der Algebra kam man bei dem Versuch, cine Formel fur die LOsung der GJeichungen 3. Grades 
zu finden, auf den zunachst sinnlosen Ausdruck V-1. Wenn man aber mit ihm so rechnete, wie man 
es mit den ilblichen Wurzeln, z. B. V2, VJ oder auch v; gewohnt war, kam immer etwas Vernllnftiges 
hCraus. Das starkte den Glauben an die Existenzberechtigung dieses Gebildes, fur das sich inzwischen 
die Bezeichnung i eingebllrgert hat. Doch dauerte es fast 300 Jahre, bis GAUSS zeigte, daO das, was 
man bisher getan hatte, in durchaus sinnvoller Weise gedeutet werden kann als eine Erweiterung des 
JJereiches der reellen Zah/en, in der es eine neue Zahl gibt, deren Quadrat gleich -1 ist. 
Aber auch GAUSS war noch so innig mit den reellen Zahlen vertraut, daB er sie bedenkenlos gebrau
chen zu dUrfen glaubte. Erst einige Schwierigkeiten, die in der damaligen Mathematik im Zusammen
hang mit der Klarung des Begriffes Grenzwert durch CAUCHY und andere Mathematiker auftraten, 
gaben Veranlassung dazu, sich ernsthaft Gedanken Uber die reellen Zahlen zu machen. Man erkannte, 
d�O ihre Bcgrtindung sogar auf verschiedene Weise gegeben werden kann, indem man sie auf BrUche 
zuriickfuhrt. Diese wieder lieBen sich auf die natllrlichen Zahlen reduzieren, und wieder zeigte es sich, 
daB es auch auf dem Gebiet der naturlichen Zahlen mOglich war, deren Eigenschaften in wenigen, 
vOllig selbstverst3ndlich erscheinenden Grundtatsachen, den Peanoschen Axiomen, zusammenzu
fassen. 
Mit dieser Reduktion auf die natllrlichen Zahlen war die Grundlage fur die Theorie der reellen und 
der komplexen Zahlen gelegt, damit aber auch fur die gesamte reelle und komplexe Analysis und 
darllber hinaus sogar noch fur die Geometrie; denn in dcr analytischen Geometric wird gelehrt, wie 
man die Grundgebilde der Geometric, vor alJem die Punkte, mit Hilfe ihrer Koordinaten beherrschen 
kann, die reelle Zahlen sind. 
Auf eine anderc Entwicklung, die vor etwa 150 Jahren sehr zOgernd begonnen hat, muB in diesem 
Zusammenhang noch hingewiesen werden. Man wuBte langst, daB einigc Regeln fur das Multipli
zieren und einige fur das Addiercn von Zahlen eine groDe formale Ahnlichkeit aufweisen. Ahnliche 
ganz einfache Gesetzm3Bigkeiten beobachtete man auch bei anderen mathematischen Operationen, 
z. B. beim Ausftihren von mehreren Bewegungcn nacheinander. Aber nur sehr langsam zog man 
daraus die Konsequenz, die gemeinsamen Grundeigenschaften herauszupr3parieren und daraus 
durch rein logischc Prozesse ncue und immer tiefer liegende Eigenschaften hcrzuleitcn. Dieses sich 
so allm3hlich entwickelnde Gcbiet ist die heutige Gruppentheorie, und wieder schen wir ganz 3.hnlich 
wie in der euklidischen Geometric das Auftrctcn cines Axiomensystems mit den sich daran anschlieBen
den Entwicklungen. 
GroDe Teilc der modemen Mathematik, vor allem der Algebra, ater in immer steigendem MaBe auch 
der Analysis und der Geometric, werden jctzt axiomatisch aufgezogen. Das sieht dann etwa so aus: 
Gegeben ist cine meist Menge genannte Gesamtheit von mathematischen Objekten, den £/ementen 
dieser Menge, mit irgendeinem Axiomensystem, das die Grundeigenschaften dieser Objekte beschreibt. 
Es entstehen nun folgende Probleme: Zun3chst das. mOglichst weitgchcnde Folgcrungen aus den 
Axiomcn zu ziehen. also die Theorie einer solchen Struktur mOglichst weit zu treiben; dann aber das 
weitere, eine Ubersicht zu bekommen Uber alle konkreten Rea/isierungsm0glichkeiten des jeweiligen 
Axiomensystems. Es kann sein, daB es im wesentlichen nur eine solche MOglichkeit. daB es mehrere 
oder sogar unend/ich vie/e voneinander wesentlich verschicdene MOglichkeiten der Rcalisierung gibt; 
es kann aber auch vorkommen, daB man keine solchen RealisierungsmOglichkeiten findet, z. B. dann, 
wenn sich die gegebenen Axiome untereinander widersprechen. Gibt es viele RealisierungsmOglich
keiten, so sucht man charakterislische Gr0.Pen, durch die man die verschiedenen MOglichkeiten nach 
cndlich vielcn Schritten wirklich voneinander unterscheiden kann. Bei manchen Strukturen sind dicse 
Probleme vOllig gelOst, bei anderen ist man noch weit davon entfernt. Man sieht hier Ubrigens, 
wie eng Axiomatik und mathematische Logik miteinander zusammenh3ngen. 
Noch gebieterischer wurde die Forderung nach einer lcistungsfiihigen mathematischen Logik, als im 
vorigen Jahrhundert in einer dieser neuen Strukturtheorien, der Mengenlehre. Widerspriiche auf
traten. Die Mengenlehre ist insofern die einfachste Strukturtheorie, als in ihr nur irgendwelche 
Gesamtheiten betrachtct werden, deren Objekte keinerlei Axiomen unterworfen sind und z. B. 
Punkte, Zahlen, Bewegungen, Funktionen, geometrische Figuren, aber auch Menschen, Sterne, 
Sttihle oder sonst irgend etwas sein kOnnen. Da keine Strukturvoraussetzungen gemacht werden, 
sind zwei solche Mengcn als g/eichwertig anzusehen, wenn sie gleich viel Elemente haben. 
Was das bedeutet, ist bei cndlichen Mengen jedem naiven Menschen unmittelbar klar; -es war aber 
eine groBartige Leish�ng, auch fur unendlichc Mengen so etwas wie cine Anzahl ihrer Elemente zu 
definieren, ihre sogenannte M<ichtigkeit. Diese hat allerdings cine Reihe von Eigenschaften nicht, 
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die uns von der Anzahl der Elcmentc einer cndlichen Menge her vertraut sind; z. B. gibt cs in dicsem 
Sinne cbenso vicle natUrliche Zahlcn wic Briiche. aber nicht so vicle Briichc wic reellc Zahlcn, und 
die Menge dcr Punktc auf cincr Geradcn ist der Menge dcr Punkte in dcr Ebcnc g]eich m.iichtig. 
Alles das sind Dingc, die trotz ihrer scheinbarcn Unanschaulichkeit noch vom Standpunkt dcr 
vOlligcn mathematischen Exakthcit durchaus cinwandfrei sind. Widerspriiche aber traten bei eincr 
uferloscn Bildung von solchen Mengen auf; z. B. ist dcr Bcgriff .,Menge allcr Mengen" in sich wider• 
spruchsvoll. Trotzdcm lag hicr keine Krisis der Mathematik vor, wic dicse Erscheinung manchmal 
gcnannt wurdc, sondern die Mathematik.er nahmcn AnlaO, cinmal genaucr dariibcr nachzudenken, 
was man cigcntlich tut, wcnn man irgendwclchc mathcmatischcn Begriffc definicrt. In dcr Tat cnt
wickcltc sich cine systematischc mathcmatischc Logik, und man weiB hcutc ganz genau, wie solche 
WidcrsprUche zu vcrmeidcn sind. 
Man kOnnte mcinen, daB diese sehr weit getriebene Abstraktion in Gestalt der Axiomatisierung, 
dcr sehr allgcmcinen Strukturtheorien und der mathcmatischen Logik immer weiter von einer hand
festen angewandten Mathematik wegfuhren. Aber es war schon, wie wir heute y,j;scn, kein Zufall, 
da8 bereits LEtBNIZ, der sich neben seiner unmittelbaren schOpferischen mathematischcn Arbeit auch 
schon mit cinigcn Grundfragcn dcr Logik beschaftigte, eine funktionsfahige Rechenmaschine kon
struicrt hat. 
Zwar hat das Auftauchcn von fabrikm:i8ig hcrgestcllten Rcchenmaschinen, die von Hand oder von 
cinem Motor angetrieben wcrden, zu keincn bedeutenden prinzipiellen Oberlegungen AnlaB gegeben. 
Aber das wurde ganz anders, als die elektronischen Rechenmaschinen entstanden, durch die die 
Rcchcngcschwindigkcit ganz erheblich gesteigert wurde. Diesc Maschinen arbeiten zwar nur nach 
cinem einfachen Schwarz-Wei.P-Prinzip, da in jedem ihrcr Bcstandteile cntweder Strom flieBt oder 
nicht. Trotzdem kann man mit ihnen Rcchbungen bew:iltigen, die sonst praktisch nicht zu erledigen 
warcn, da sic mit einer unvorstellbaren Gcschwindigkeit sehr viclc solcher einfachsten Opcrationen 
ausfuhren und damit ein kompliziertes und langwierigcs Programm in praktisch annehmbarer Zcit 
durchrcchnen kOnnen. NatUrlich wird die Dauer einer solchen Rechnung davon abhli.ngen, wie 
gcschickt ein solches Programm aufgestellt ist. Bald stellte es sich nach gcwissen Vorarbeitcn, die 
schon vor der Erfindung der elektronischen Rechenmaschine gcleistet worden waren, hcraus, da8 
fur die Programmierung Gesctzma.Oigkeiten zu beobachten sind, die auch in der mathcmatischen 
Logik cine Rolle spielen, wenn man sich z. B. mit dcr Theorie der Algorithmen beschaftigt. Damit 
war wicdcr cinmal dcr praktische Nutzen gewisser rein mathematischer Untersuchungen nachgewiescn 
wordcn, die aus thcorctischen Bedilrfnissen angestcllt wordcn waren - ein wahrhaft klassisches 
Beispicl fur die cnge natUrliche Beziehung zwischen reiner und angewandter .Mathematik, hier der 
Rechentechnik. 
Es erscheint in diescm Zusammenhang angebracht, auf den Untcrschicd zwischen prinzipieller oder 
theoretischer LOsbarkeit eines mathematischen Problems und seiner prakrischen LOsbarkeit hinzu• 
weisen. Man pftegt in der Mathematik h:iufig nicht vereinzelte, zahlenma.Oig gegcbene Probleme zu 
behandeln, sondern a/lgemeine Probleme, die noch von gewissen Oaten abh:ingen, die auf viele, meist 
sogar unendlich viele Arten zahlenma.Big gewahlt werden kOnnen. Ein ganz einfachcs Beispiel: Es 
ist der Fl3cheninhalt eincs Dreiecks in Abh3ngigkcit van seinen drei Sciten zu bestimmen. FUr diesen 
Fllicheninhalt gibt es cine Formel, die fur allc Dreiecke gUltig ist, obwohl es fur jede Scitenl:inge un
cndlich viele MOglichkeitcn gibt. 
Man betrachtet cin solches Problem als gclOst, wenn man cine Formel, cinen Algorithmus angeben 
kann, mit dessen Hilfe man die LOsung in jedem Fall berechnen kann. Dabei wird man fordern, 
daO die Formcl oder das Verfahren in endlich viclen Schritten zahlcnm3.8ig durchgcrechnet werdcn 
kann. Wenn das dcr Fall ist, bctrachtet dcr Vertreter der reinen Mathematik das Problem als gclOst. 
Trotzdem kann das Problem praktisch immer noch unlOsbar sein, wenn die Anzahl der nOtigcn 
Rechcnschritte zwar endlich, aber aus zeitlichen oder Okonomischen GrOnden zu gro8 ist. Das kann 
zu neuen intcressanten, rein mathematischen Problemen fOhrcn, um leistungsfahigere Verfahrcn 
zu finden, falls man sich nicht mit N:iherungslOSungen begnUgt oder schneller arbeitende Rechcn
maschinen baut. 
Ein ganz gcwaltiger Sprung war in dieser Hinsicht die Erfindung der elektronischen Rechenmaschihen. 
Sic hattc zur Folge, daB ncue Disziplinen, vor allem der angcwandten Mathematik, entstanden, 
die man frOher nicht entwickelt hat, weil man von vornherein wuOte, da8 die wesentlichen Problemc 
diescr Disziplincn doch nicht in praktisch annehmbarer Zeit zu bew3.ltigcn sein wllrden. Zwei Bei
spiele fur prinzipie/1 /Osbare Problemc sind das MUhle- und das Schachspiel. Prinzipiell IOsbar sind 
beidc deswegcn, weil es auf Grund der Spiclrcgcln nur endlich vielc Spielabl:iufe gibt. Das MUhlespie/ 
ist auch praktisch gclOst, indem man cine genaue Vorschrift fur den Anziehenden geben kann, wie 
er auf alle mOglichen Spielweisen seines Gegners zu reagieren hat, damit er auf jedcn Fall gcwinnt. 
Das gleiche Problem, ob bcim Schachspie/ WeiB immer gewinnen kann, ist jcdoch trotz der Endlich
kcit des Problems noch ungelOst; auch wenn man alle zur Zcit existierenden elektronischen Rechcn
maschinen auf der Welt nur zur LOsung des Schachproblems einsetzen wtirdc, k3me man nach dem 
jetzigcn Stana immcr noch nicht zum Ziel: man wtirde dazu Rechenmaschincn brauchen, die noch 
unvorstellbar vicl schnellcr arbeiten als die jetzigen. 
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Die hier nur in groben Zilgen angedeutete Entwicklung der Mathematik fuhrte von den einfachsten 
Grundbcgritfen Zahl, Rochenvorschrift, Figur und Ma8 zu ihrer hcutigcn, weitgehcnd durchaxioma
tisierten Gestalt einer gro8cn Filllc hOChst abstrakter Strukturcn und zu den modemen Rochenauto
maten. deren MOg)ichkeitcn noch Jange nicht ausgeschOpft sind: Ein Vcrglcich dieser Entwicklung 
mit dem Inhaltsverzeichnis des vorliegcnden Buches zcigt vielc direkte und indircktc Bezichungcn. 
So deckt sich der Stoff des ersten Teils ,,Elementarmathematik .. zu eincm groBen Teil mit derjenigcn 
Mathematik, wic sic sich vom Altertum an ilbcr das Mittclaltcr hinweg und vor der Begrllndung 
dcr Differential- und lntegralrechnung entwickclt hat. Nur werden bier die Arithmetik, die Lehre 
von den Zahlen, und die Geometric nicht nebeneinander gcschildert, sondern nacheinander darge• 
stellt. Am Anfang stehen die natiirlichen Zahlen mil den Rechenregeln fur die Grundoperationen, 
wie sic sich dem naiven Menschen als ganz selbstverstandlich anbieten. Sofort aber schliellt sich 
daran der axiomatische Aufbau an. beginnend bei den natUrlichen Zahlen und aufsteigend bis zu 
den komplexen Zahlen. 

Bereits bei diesen einfachen Grundbegriffen wird cine Schreibweise angewendet, die die alten Griechen 
noch nicht kannten und deren Fehlen ein Grund fur cine auBerst umstandliche und schwer zu Uber
sehende Darstellungsweise war, niimlich die meist Buchstabenrechnung genannte. Sie ist heute in 
der Schule eine Selbstverstiindlichkeit. Die Bezeichnungen sind hier den mathematischen Grund
begriffen aufs beste angepallt, aber andererscits so bequem zu handhaben, dall schon manchmal die 
Gefahr des gedankenloscn mechanischen Rechnens mit Buchstaben besteht. Dieser Suggestivwirkung 
mull besonders auf der Schule schon scharf entgegengetreten werden: Das Prima.re ist die mathe• 
matische /dee, die rechnerische Durchfiihrung das Sckundiire und nicht umgekehrt! In einem Brief an 
SCHUMACHER schrieb GAUSS am I. 9. 1850 hierUber: .,Es ist der Charakter der Mathematik der 
neueren Zeit ... , da8 durch unsere Zeichensprache und Namengebung wir einen Hebel besitzen, 
wodurch die verwickeltsten Argumentationen auf einen gewissen Mechanismus reduziert werden . 
Wie oft wird jener Hebel eben nur mechanisch angewandt, obgleich die Befugnis dazu in den meisten 
Fallen gewisse stillschweigende Voraussetzungcn impliziert. lch fordcre, man soil bei allem Gcbrauch 
des Kalkuls, bei alien Begriffsverwendungen sich immer der urspriinglichen Bedingungen bewu8t 
bleiben und alle Produkte des Mechanismus niemals Uber die klare Befugnis hinaus als Eigentum 
betrachten ..... 
Viele Aufgaben bestehen darin, aus gegebenen GrOBen gesuchte Gr08en zu bestimmen. Mit der 
Buchstabenrechnung )assen sich solche Aufgabcn meist sehr einfach und iibersichtlich formulieren. 
Oft genug kommt es dann vor, daB Probleme, die zunachst als vOllig voneinander verschieden er
scheinen, in den nun entstehenden Gleichungen oder Gleichungssystemen dieselbe Gestalt haben. 
Hier zeigt sich wieder cine Parallelitat zwischen der Art der rechnenden Formulierung von Problemen 
und der Abstraktion, die im Absehen von der Bedeutung der gegebenen und gesuchten GrOBen be· 
steht und nur den mathematischen Kern UbrigliiBt. 

Charakteristisch fur die moderne Mathematik ist das funktionale Denken. Es besteht darin, dall man 
sich mit funktionalen Zusammenhiingen beschaftigt, wie also gewisse GrOBcn von gewissen anderen 
abhangen, z. B. der Fl:icheninhalt oder die Winkel eines Dreiecks von dessen Seiten. Beispiele fur 
dieses Denken lcrnen wir hier an den elementaren Funktionen kennen. 
Die elemenrare Geometrie beschiiftigt sich mit Punkten, Strecken, Winkeln, Geraden, Dreiecken, 
Vierecken, Kreisen, Tetraedern u. a. in der Ebene und im Raum. Dabei spielt durch das Bedi.irfnis, 
die Gebilde zu messen, der Zahlenbegriff, wie er zuvor entwickelt wurde, cine wesentliche Rolle. 
NatUrlich darf dadurch das rein geometrische Denken, besonders beim LOsen irgendwelcher Probleme, 
auf keinen Fall vemachl3ssigt werden. Man wird versuchen, geometrische Probleme rein geometrisch, 
d. h. durch zeichnerische Konstruktion, zu !Osen. Wie man riiumliche Probleme durch Zeichnungen 
in der Ebene behandeln kann, ist Aufgabe der darstellenden Geometrie. In der ana/ytischen Geometrie 
dagegen erfolgt die innigste Verschmelzung zwischen Geometric und Rechnung: Durch den Ko• 
ordinatenbegriff lassen sich geometrische Probleme in Zahlenprobleme verwandeln; damit wird 
die Geometric den weittragenden Methoden der Analysis zug:inglich. 

Die Anfange der Analysis selbst werden im 2. Hauptteil .,Schritte in die hOhert Mathematik .. be.,. 
handelt.. Wenn auch in der Elementarmathematik schon der Begriff des Grenzwertes anschaulich 
verwendet wurde, so beginnt die hOhere Mathematik gerade mit einer strengen Theorie der Grenz
wute. Sic bildet dann die Grundlage einerseits fur die Theorie der unendlichen Reihen von Zahlen 
und Funktionen, die zur praktischen und theoretischen Erfassung einzelner Zahlen und ganzcr 
Funktionen auBerst nUtzlich sind, und andererseits fur den Stetigkeitsbegrijfvon Funktionen sowie 
vor allem fiir die Differential• und lntegralrechnung, deren Bedeutung nicht nur fiir die gesamte 
Mathematik, sondern auch fiir die Anwendung in Physik, Technik u. a. grundlegend ist. Viele 
Probleme der Geometric und dcr Physik pr3.senticren sich in Gestalt von Differentialgleichungen, 
also in Bcziehungcn zwischen einer Funktion und ihren Ableitungen, deren heute sehr umfangreiche 
Theorie hier nur in ihren einfachsten Teilen wiedergegeben werdcn kann. Bcsonders reizvoll ist die 
Differentialgeometrie, eine Anwendung der Differential• und Integralrechnung auf die Theorie der 
Kurven der Ebene und des Raumcs sowie der Fl3chen im Raum. 
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Wie schon oben bemerkt, ist die theoretische LOsung eines Problems haufig noch von ciner unmi ttel
baren Anwcndung konkreter Fille weit entfemt, weil die dabei auftretenden Zahlcnrechnungen zu 
umfangreich werden. Aufgabe der graphischen Darsullungen und von numerischen Methoden ist es, 
theoretische LOsungen in unmittelbar anwendbare zu verwandeln. Die Wahrschein/;chktitsrechnung 
und die Statistik spielen ebenfalls in den Anwendungen cine groBe Rolle. 
Im lctzten Hauptteil ,,Spezialgebiete im Kurzbericht •• wird der Versuch untcrnommen, einen Ein
blick in cine Reihe von Forschungsgebieten der heutigen Mathematik zu geben. Aus den anfangs 
genannten Grunden ist bier ein naheres Eingehen auf die cinzclnen Probleme unmOglich, und Ge
biete, die z. Z. noch im Werden oder in einer Starken Umwandlung begriffcn sind, kOnncn nicht 
berficksichtigt werden. Wcr sich Uber einzelne Gcbictc niiher oricntieren will - und das gilt auch fur 
die ersten beiden Hauptteile -, mOge die Fachliteratur hinzuziehen. 

Hans Reichardt 



I. Elementarmathematik

1. Gnmdrecbenarten mit rationalen Zahlen 
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Was sind. natiirlicbe Zablen? Unsere Vorfahren wurden dutch zweierlei BedUrfnisse vor die Not
wendigkeit gestellt, sich mit Zahlen zu besch3.ftigcn; dies fiihrte zu Kardinalzahlen und Ordinal
zahlen. 
Kardinalzahlen .  Der Mensch muBte verschiedene Mengen von Dingen- z. B. Feuersteine, Hunde, 
Jagdgefahrten - miteinander vergleichen, um festzustellen, welche Menge mehr Elemcnte (Bestand
teile, Glieder) enth3.lt. Wir tun das heute in der Regel durch AbZ3hlen und VergJeichen der so ge
wonncnen Anzah/en; das setzt aber voraus, daB man z.iihlen kann, d. h., da8 man die Zahlen schon 
kennt. Man kommt aber auch einfacher zum Ziel: Will man z. B. ermitteln, ob Manner und Pferde 
in gleicher Anzahl vorlicgen,.so setzt man einfach einen Reiter auf je ein Pferd. Mit anderen Worten: 
Man schafft cine paarweise Zuordnung zwischen Mannern und Pferden. Diese Zuordnung kann 
aufgehen - dann sind genausoviel Manner wie Pferde da, man sagt auch: die Mengen sind gleich
miichtig -, oder es bleibt von einer Sorte etwas Uhrig; davon sind dann mehr vorhanden (Abb. 1.1-1, 
1.1-2). Sicher ist mancher beim Deeken eines Tisches auch schon so vorgegangen, daO er Mengen 
von Tassen, Untertassen, LOffeln u. a. einander zugeordnet hat. Aile Mengen, zwischen denen sich 
eine solche paarweise Zuordnung ohne Rest herstellen la8t, haben die entsprechende Anzahl als 
gemeinsame Eigenschaft (Abb. I. 1-3; vgl. Kap. 14.). Auf diese Art werden auch heute von unseren 
Kindern die Kardi11alzah/e11, die Gnmdzahlen gewonnen. 

I.I-I Manner ulld Pferde ohne Zuordnung 

2 Mathematik 

1.1-2 Miinner und Pferde mit Zuordnung; 
ein Mann bleibt ii.brig 



18 1. Grundrechenarten mit rationalen Zahlen 
Nicht auf alien Kulturstufen ist die Abstraktion so weit gediehen. Es gibt NaturvOlker, die fur gleiche 
Zahlen verschiedene ZahlwOrter benutzen, wenn sic in Verbindung mit unterschiedlichen Dingen 
gebraucht werdcn. Zwei Frauen sind also etwas anderes als zwei Pfeile; bier ist die AblOsung der 
Anzahl von den ilbrigen Eigenschaften der Mengen noch nicht gelungen. 

ill
Kardinalzahlen sind Anzahlen I 1, 2, 3,. 

� fflfi � ._j _o_r d_1_na_lza_hl_en_sm_d_P_l_a1_zn_u_m_m_e _rn _ _._l_1-'.,_2..;..,_J • .;.., _...., 

� 'l--� I 1-3 Gemeinsame Anzahl: drei 
Ordinalzah/en. Das zweite Bediirfnis bestand im Schaffen von Ordnungen innerhalb ein und der
selben Menge. Nach irgendwelchen Gesichtspunkten - etwa nach der GrOBe, dem Alter oder der 
Tapferkeit des Reiters - muOte z. B. festgelegt werden, wer bei der Jagd an erster, zweiter •... Stelle 
ritt (Abb. 1.1-4). Etwas ganz A.hnliches liegt vor, wenn man die Elemente einer Menge abziihlt; 
nur ist die dabei hergestellte Ordnung im allgemeinen ohne Bedeutung. Auf diese Weise entstehen 
Ordinalzah/en (Ordnungszahlen). 

1.1-4 Menge von vier Jagern, ungeordnet und nach der GrOOe geordnet 
Kardinal- und Ordinalzahlen haben sich im Zusammenhang miteinander entwickelt und bilden die 
beiden Aspekte der natiirlichen Zahlen, zu denen man - verabreduagsgemaD - haufig auch die Null 
rechnet. 

Zahlwort und Zifl'er. Filr Kardinal- und Ordinalzahlen muBten zur milndlichen und schriftlichen 
Verstandigung und zum Merken Zahlw0rter und Zahlzeichen oder Ziffern gebildet werden, die 
Zahlzeichen besonders zur Abkilrzung und zum bequemen Rechnen (Abb. 1.1-5). Die grolle 
Ahnlichkeit zwischen den Wbrtern fiir einander entsprechende Kardinal- und Ordinalzahlen in allen 

j natiirliche Zahlen I 0, I, 2, 3, . - I N I Zahlwort: neun 

1.1-5 Drei Zahlzeichen filr das Zahlwort neun Zahlzeichen: -ffit 1111 oder IX oder 9 
Sprachen oder Schriften ist ein Hinweis fiir ihren engen Zusammenhang. Im Deutschen kennzeichnet 
man die Ordinalzahl meist durch die Endsilbe -te oder -ste (vier- der Vierte; hundert - der Hundert
ste), in der Schrift durch Anfi.igen eines Punktes (z. B. am 30. 4. I 777 wurde GAUSS geboren). Wegen 
der groJ3en Ahnlichkeit genilgt es, sich im folgenden auf Kardinalzahlen zu beschr3.nken; fur Ordinal
zahlen gelten entsprechende Oberlegungen. 
Zahldarste/ lungen. Die einfachsten Darstellungen einer Zahl treten wohl auf Kerbh0/zern (Abb. 
1.1-6) auf, die besonders zum Notieren von Schulden Uhlich waren - wie man aus der Redewendung 
erkennt: er hat etwas auf dem Kerbholz. Auch heute noch, besonders bei langwierigen Zahlungen, 
bedient man sich der Strichmethode, nach der auch Robinson Crusoe die Tage z3.hlte. Sehr bald 

1.1-6 KerbhOlzer 
Grundzeic/Jen: 

I X C M 

1 10 100 1000 

V L 
Hilfszeichen: 

1.1-7 ROmische Zahlzeichen lJeispiel: 

5 50 500 

MDCCLXVlll 1768 
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aber - wenn die Zahlen gr08er werden - geht bei ihrer Darstellung die Obersicht verloren; 
sie kann wieder hergestellt werden <lurch Zusammenfassen zu Gruppen. Etwas ganz Entsprcchendes 
liegt vor, wenn neue Zahlwiirter zu biJden oder neue Zahlzeichen zu erfinden sind: Es ware h&:hst 
unOkonomisch, fur jede Zahl ein vollkommen neues Wort und cine neue Ziff er einzufiihren. Man setzt 
vielmehr WOrter und Zeichen fur grOBere Zahlen a.us denen der kleineren zusammen; dabei sind diese 
Bausteine oft selbst wieder durch Zusammenfassung von Einheiten oder kleineren Gruppen entstan• 
den. Jc nach Art dieser Zusammenfassung und der Anordnung der Zeichen unterscheidet man 
Additionssysteme und Positionssysteme. 
A ddit ionss ys tem. Das bekannteste Beispiel fi.ir ein Additionssystem ist die r6mische Zahlenschreib
weise. Von den Grundzeichen werden je zehn zur n3chsth6heren Gruppe zusammengefaBt; dazwi
schen gibt es noch Hilfszeichen (Abb. 1.1-7). Uber den Ursprung dieser Zeichen besteht ilbrigens 
keine vollstandige Klarheit. Auch werden einige von ihnen - z. B. M filr I 000 nach mi/le - erst seit 
dem Mittelalter in dieser Form benutzt. Die ROmer schrieben CO filr I 000. 
Das Wesen dieses Additionssystems besteht darin, daB alle Zahlzeichen durch Aneinanderfilgen von 
mOglichst wenigen dieser sieben Zeichen gebildet werden. Dabei gilt noch die Regel, daB stets das 
Zeichen fiir die gr6Jere Zahl links von dem filr die kleinere steht. Diese Regel erfiihrt cine Ausnahme 
durch das Bestreben, m6glichst wenig Ziffern zu verwenden. Neun kann dargestellt werden als 
Villi (5 + 4) oder IX (JO- I); die kO.rzere Schreibweise wird bevorzugt. Steht das Zeichen einer 
kleineren Zahl links, so ist die entsprechende Zahl zu subtrahieren statt zu addieren. Es ist aber nicht 
gestattet, mehrere Grundzeichen oder ein Hilfszeichen voranzusrellen: 
MCMLIX fur 1959, aber nicht LM, sondern CML filr 950. Nachteile eines Additionssystems sind: 
Die Zahlzeichen sind imallgemeinen sehr Jang und daher unO.bersichtlich; werden die Zahlen grOBer, 
hier z. B. Uber I 0000 hinaus, so muB man immer: neue Ziffern erfinden, will man die Zahlzeichen 
nicht ilbermaBig Jang rnachen; schriftliche Rechnungen sind im Additionssystem auBerst urnst3.nd·· 
lich. 
Posi t ionssyst em. Das heutzutage benutzte Positions- oder Stel/enwertsystem geht auf die lnder 
zurO.ck, von denen es Ober den Vorderen Orient zu uns kam, daher die Bezeichnung arabische Ziffern. 
Es ist in dieser Vollkommenheit in der geschichtlichen Entwicklung der Zahlendarstellungen cine 
recht spate Frucht. In ihm werden je zehn lndividuen zu einer neuen Gruppe zusammengefa8t, 
z. B. die Einer E zum Zehner Z, und davon wieder zehn zu einem Hunderter H usw. Jedoch wird 
filr diese ilbergeordneten Gruppen kein neues Symbol wie bei den ROmern eingefuhrt, sondern sic 
werden durch die Stellung innerhalb des ganzen Zahlzeichens kenntlich gemacht. In dem rOmischen 
Zeichen XXX fur drei/Jig hat jede der drei Ziffern den Zahlwert 10, und da es sich um ein Additions
system handelt, ergibt sich die ganze Zahl durch Addition der drei Einzelwerte. In dem Zeichen 
444 filr vierhundertvierundvierzig haben auch alle drei Ziffern den gleichen Zahlwert vier; innerhalb 
des ganzen Zahlzeichens stehen sic aber an verschiedenen Stellen und haben verschiedene Stellen
werte; dabei steht der niedrigste Stellenwert - die Einer - am weitesten rechts: 

321 bedeutet: 3 H + 2 Z + 1 E, 
CCCXXI bedeutet: 100+ 100+ 100+ 10+ 10+ I. 

Da das Zusammenfassen jeweils zu Zehnergruppen erfolgt, spricht man von einem dekadischen 
[griech. deka, zehn) Positionssystem, auch von einem Dezimalsystem [lat. decem, zehn]. Das rbmische 
Zahlensystem ist demnach ein dekadisches Additionssystem. Die Zahl zehn hei8t auch Grundzahl oder 
Basis des Systems. DieStellenwerte sind demgemaD die Potenzen von zehn,z. T. mit besonderen Bezeich
nungen wie Million fur 106 = I 000000, Milliarde fur l09

, JJil/ion fur 1012
, Trillion fur 1018

• Es fol
gen - jeweils mit 6 Nullen mehr - Quadrillion, Quintillion. Seltener sind Bildungen wie Billiarde filr 
I 0 15; in der UdSSR, in den USA und in Frankreich wird 109 als Billion bezeichnet. Es ist wahrschein
lich, aber nicht sicher, da8 die Wahl der JO als Grundzahl mit der Zehnzahl der Finger zusammen
h3.ngt. In alten ZahlmaBen, z. B. in Dutzend und Gros, finden sich Hinweise auf ein verschwundenes 
ZwOlfersystem; das franzOsische quatre-vingt fur achtzig deutet auf ein, allerdings nicht-positionelles, 
Zwanzigersystem hin. Unsere ZeitmaBe ( I h = 60 min, I min = 60 s), ebenso wie die Einteilung 
des Vollwinkels in 360°, erinnern an das Sexagesimalsystem oder Sechzigersystem der JJaby/onier� 
Dieses Zahlensystem zeigte bereits deutliche Zilge eines Positionssystems. Zur vollkommenen Aus
bildung eines solchen Systems fehlte aber vor aUem die konsequente Benutzung eines Zeichens filr 
leere Stellen, einer Null. Deren Einfiihrung ist cine der grOBten Leistungen der lnder (um 800 u. Z.). 
Nicht nur JO, 12, 20 oder 60 sind als Grundzahlen eines Positionssystems geeignet. Jede natilrliche 
Zahl g > I kann als Basis dienen, weil es filr jede natilrliche Zahl a dann genau cine g-a.dische Dar
stel/ung a= a

,.g" + a,._1g
,._1 + •·· + a1 g + a0 gibt, in der O � a1 < g fur die natilrlichen Zahlen 

a, mit i = 0, ... , n gilt. Die a1 werden als Ziffern bezeichnet bzw. als Grundziffern, wenn das gesamte 
Zahlzeichen Ziff er genannt wird. Filr jedes Positionssystem sind danach genau g verschiedene Ziffern 
bzw. Grundziffern notwendig. 
Dua/system. Besondere technische Bedeutung hat das Dual- oder Zweiersystem- gewonnen, das 
auch dyadisches oder Bintirsystem genannt wird. Stellenwerte sind in ihm die Potenzen der Basis 
2, also I, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, ... Diese Stellenwerte liegen wesentlich dichter beieinander als die 

2• 
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des Zehnersystems; die Zahlzeichen wcrden deshalb verh3.ltnisrnailig tang. Dafiir braucht man aber 
nur zwei Ziff em: 0 und 1. Filr die Dualziffem hat sich die Schreibweise O und L eingebilrgert: 

7 = 1 · 4 + 1 · 2 + 1 · 1 = 1 · 22 + 1 · 21 + 1 · 2• = LLL, 
9 = 1 · 8 + 0 · 4 + 0 · 2 + I · 1 = I · 23 + 0 · 22 + 0 · 21 + I · 2• = LOOL, 

22 = I · 16 + 0 · 8 + I · 4 + I · 2 + 0 · 1 = I · 2• + 0 · 23 + I · 22 + I · 21 + 0 · 2• 
= LOLLO. 

Dieses Dualsystem wird in Digitalrechnern oft verwendet. 

Anordnuog der natilrlichen Zahlen N. Jede natiirliche Zahl hat gen au einen (unmittelbaren) Nach
folger; z.B. ist 96 Nachfolger von 95. Das bedeutet, da8 es in der Folge der natilrlichen Zahlen keine 
letzte gibt, da8 diese Folge nie abbricht. Die Zahl 0 ist nicht Nachfolger; jede nattirliche Zahl aul3er 0 
aber hat genau einen unmittelbaren Vorg3.nger; das bedeutet, daB die Folge der natilrlichen Zahlen 
in O als ihrem ersten Glied einen Anfang hat. 
Fiir je zwei nati.irliche Zahlen z1 und z2 gilt stets genau cine der drei Beziehungen: 

z1 < z2, d. h., z1 ist k/einer a/s z2 , z. B. 3 < 7, 
z1 = z2 , d. h., z1 gleich z2 , z. B. 5 = 5, 
z1 > z2, d. h., z1 ist grOjJer a/s z2 , z. B. 8 > 6. 

Will man zum Ausdruck bringen, daB cine Zahl z1 hOchstens so groP wie z2 ist, so schreibt man 
z1 � z2 , d. h. z1 kleiner oder gleich z2 • Demzufolge bedeutet z1 # z2 , daB z1 gr0ller oder gleich 
z2 ist, daB z1 mindestens so grojJ ist wie z2; richtig ist demnach sowohl 4 � 19 als auch 11 � I 1. 
Diese Beziebungen haben cine Eigenschaft, die man als Transitivitiit bezeichnet; sie hat z. B. fur die 
Kleiner-Beziehung die Form: Aus z1 < z2 und z2 < z3 folgt z1 < z3 • Die GrOjJer- bzw. Kleiner
Beziehung ordnet die naturlichen Zahlen linear an. Ausdruck dieser linearen Anordnung ist der 
Zah/enstrahl (Abb. 1.1-8). Auf ihm sind die natiirlichen Zahlen durch eine Menge isoliert liegender 
diskreter Punkte dargestellt. DaB z1 kleiner ist als z2, ist dann gleichbedeutend damit, daB der zu z1 

geh0rende Punkt auf dem Zahlenstrahl links vom Punkt fur z2 liegt. 

� 
0 1 2 3 4 5 5 7 8

1.1-8 Zahlenstrahl 

1.1-9 Vereinigung zweier Mengen ,.5 + 3 = 8" 

Das Rechnen mil natiirlichen Zahlen N 

Addition und Subtraktion. Das Addieren ist die einfachste Rechenoperation oder Rechenart mit 
natilrlichen Zahlen, das Subtrahieren ist die Umkehrung dazu. Sie sind Rechenoperationen erster 
Stufe. 
Add ition. Das Addieren spiegelt das Zusammenfi.igen, das Vereinigen zweier Mengen wider 
(Abb. 1.1-9). Als Operationszeichen dient + [lies plus]. Die Addition kann auch aufgefaBt werden 
als abgekiirztes Vorw3rts7.ahlen: 5 + 3 als 5 + I -+ 6 + 1 -+ 7 + 1 -+ 8; daher auch der volkstiim
liche Name Zusammenzcih len oder ZuzQh/en fur Addieren. Die beiden Zahlen, die addiert werden, 
bezeichnet man als Summanden, das Ergebnis heiBt Summe. Die Bezeichnung Summe wird in doppelter 
Bedeutung verwendet: »8 ist die Summe von 5 und 3« und »der Term 3 + 5 ist cine Summe«. Die 
Addition zweier natiirlicher Zahlen la8t sich stets ausfuhren, d. h., zu zwei natilrlichen Zahlen gibt 
es stets genau eine dritte, die Summe der beiden ist. Fiir die Addition natiirlicher Zahlen gelten ver
schiedene Gesetze: 
Kommutativgesetz. Die Reihenfolge der Summanden hat keinen Einflufi auf das Ergebnis; 
z. B. ist 5 + 3 = 3 + 5 = 8. Da diese Vertauschbarkeit der Summanden filr alle natilrlichen·zahlen 
gilt, schreibt man kurz a + b = b + a. Dabei sind a und b - wie auch im folgenden - Symbole filr 
beliebige naturliche Zahlen. 

Addition Summand plus Summand g]eich Summe 
3 + 2 5 

Kommutativgesetz der Addition 

N 

Assoziat ivgeset z. Zunacbst ist die Addition nur filr zwei Summanden erklart. Solien drei Zahlen 
addiert werden, so miissen erst zwei von ihnen addiert werden, und aus dieser Summe kann dann 
mit der dritten Zahl eine neue Addition aus zwei Summanden gebildet werden. Dabei ist die Reihen
folge der Zusammenfassung ohne EinfluB auf das Ergebnis. 
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Auch dieses Gesetz der Zusammenfassung bzw. der dabe i einzuhaltenden Reihenfolge gilt fur alle 
natiirlichen Zahlen. Nach ihm dilrfen die Klammern weggelassen werden: 5 + 3 + 4 = 12. Ent
sprechend lassen sich Additionen von mehr als drei Summanden ohne Klammern schreiben. 
Beispie/e. /: 5 + 3 + 4 = (5 + 3) + 4 = 8 + 4 = 12, 

2: 5 + 3 + 4 = 5 + (3 + 4) = 5 + 7 = 12. Assoziativgesetz der Addition 
(a + b) + c = a+ (b + c) N 

Monotoniegesetz. Die Kleiner-Beziehung zwischen zwei naturlichen Zahlen bleibt erhalten, wenn 
zu beiden Zahlen die gleiche Zahl addiert wird; aus 3 < 4 folgt z. B. 3 + 7 < 4 + 7. Auch dieses 
Gesetz gilt fur alle natiirlichen Zahlen. 
Monotoniegesetz der Addition aus a < b folgt a + c < b + c N 

Subtraktion. Auf diese Rechenoperaiotn fuhrt der zum Hinzurn&en entgegengesetzte Vorgang, 
das Wegnehmen oder Abziehen. Operationszeichen ist hier das Zeichen - [lies minus]. Die Sub
traktion kann auch aufgefar3t werden als abgekiirztes Riickwiirtsziihlen, z. B. 7 -3 als 7 - I -+ 6 - 1 
-+ 5 - I -+ 4 (Abb. 1.1-10). Man gel an gt von der Addition zur Subtraktion, wenn man bei bekannter 
Summe nach einem Summanden fragt. Wegen der Kommutativitiit fiihren dabei sowohl 4 + x = 1 

als auch x + 4 = 7 auf x = 1 - 4 = 3. Die Subtraktion isl demzufolge die Umkehrung der Addition. 
Die Zahl, von der subtrahiert wird, heif3t Minuend; die Zahl, die subtrahiert wird, heir3t Subtrahend, 
das Ergebnis Differenz. Wie das Wort ,,Summe" wird auch ,.Differenz" in zweierlei Bedeutung 

Subtraktion 
Minuend minus Subtrahend gleich Differenz 

7 3 4 0 ' 

0 ' 

0 ' 

1.1-11 

2 3 4 5 6 7 8 

2 3 4 5 6 7 8 

5+3=8 

2 3 ' 5 6 7 8 

5-3=2 

Operationen am Zahlenstrahl 

gebraucht: »die Differenz von 7 und 3 betriigt 4« und »der Term 7 -3 ist cine Differenz.« 

9 

9 

9 

Die Subtraktion zweier natiirlicher Zahlen ist zum Unterschied von der Addition nicht immer aus
fiihrbar; z. B. hat die Aufgabe 2- 9 keine natiirliche Zahl als L0sung. Bedingung ist: Der Minuend 
darf nicht kleiner sein als der Subtrahend. 
Operali onen  e r s t e r  S tufe am Zahle n s t r ah l. Addition und Subtraktion natiirlicher Zahlen 
]assen sich als Streckenadditiofl und Streckensubtraktion am Zahlenstrahl darstellen (Abb. 1.1-11). 
Schriftliches Addieren. Dabei werden die Summanden so untereinandergeschrieben, daD gleiche 
Stellenwerte untereinander stehen. Die Addition beginnt bei den Einern, wegen des Kommutativ-
:�:!r!� �!��:��;rt��
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S�=�:n::1: 
so wird der entsprechende Betrag iibertragen; im Beispiel 3 ist der ZehnerUbertrag rot angegeben. 
Beispiel 3: T l-i Z E T H Z E 7362 7362+1 6 8 4 oder +t 6 8 4 

I 46 I I 
...,...._ I 0 910 14 6 

9 

7362 
geschrieben ats + I 684 

9046 

Entsprechend erfolgt die Addition bei mehr als zwei Summanden. 
Schri/1/iches Subtrahieren. Subtraktionen k0nnen auf zwei etwas voneinander verschiedene Arten 
vorgenomm�n werden: 
(a) Wegnehmen: »7 weniger 3 ergibt 4«, ( b) E r giinzen: »von 3 bis 7 ist 4«. Entsprechend sind 
auch zwei Verfahren der schriftlichen Subtraktion gebr3uchlich. Gemeinsam ist beiden; daD Sub
trahend unter Minuend, Einer unter Einer usw. geschrieben werden und daB mit den Einern begon• 
nen wird. Der Unterscliied wird im Beispiel ·4 besonders bei den Zehnern deutlich. 
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&ispi,t,. 4: 82328 5: 70003 
- 7163 -11628 

75165 58375 

(a) Wegnehrnen: 

6: 6311 
- 768 

- 229 

-1046 

4268 

(b) Ergiinzen:
Da »2 weniger 6« nicht geht, wird ein Hunderter 
aufge/Ost, und »12 weniger 6« ergibt 6. Danach 
muB statt »3 H weniger 1 H« gerechnet werden 
»2 H weniger I H«; das ergibt I H. 

»6 bis 2« geht nicht; »6 bis 12« ergibt 6. Der 
cine Zehner von I 2 wird als 1 H zum Sub
trahenden hinzugeftigt. Das filhrt zum gleichen 
Ergebnis: »2 H bis 3 H ist 1 H«. 

Das Ergiinzen ist durchsichtiger, wenn z. B. die Aufgabe zu mehreren .,AuflOsungen" von Stellen
werten hintereinander zwingt, weil der Minuend mehrere aufeinanderfolgende Nullen enth3lt 
(t Beispiel 5). Ferner kann die Subtraktion mehrerer Subtrahenden in einem Schritt ausgefiihrt 
wcrden. Im Beispiel 6 z. B. lautet die Rechnung bei den Einern »6 + 9 + 8 = 23, von 23 bis 31 ist 8«. 
Die drei Zehner von 31 sind den Subtrahenden zuzuschlagen; bei den Zehnern ist also zu rechnen 
»3 + 4 + 2 + 6 = 15 und 6 ist 21«, usw. 

Multiplikation und Division. Das Multiplizieren und das Dividieren sind die Rechenoperationen 
zweiter Stufe. 
Multipl ikati on. Zurn Multiplizieren kann man auf verschiedene Weise 
gelangen, z. B. durch Addieren mehrerer gleicher Summanden, etwa 

12 + 12 + 12 = 3 · 12 = 36 (Abb. 1.1-12). 
Operationszeichen ist ein Punkt in halber HOhe [lies ma/], auch ein 
liegendes Kreuz x wird verwendet. Wegen der Vertauschbarkeit von 
Multiplikand und Multiplikator werden beide auch gemeinsam als Fak
toren bezeichnet. 

Multiplikator mal Multiplikand gleich Produkt 
Multiplikation 3 12 36 

Faktor mal Faktor gleich Produkt 
1.1-12 3 · 12 = 12 + 12 

+ 12 � 36 

Die Bezeichnung Produkt wird wieder in doppeltem Sinn gebraucht: »36 ist das Produkt von 3 und 
12« und »der Term 3 · 12 ist ein Produkt«. Die Multiplikation zweier natllrlicher Zahlen ist stelS 
aus/Uhrbar, d. h., zu zwei natfirlichen Zahlen gibt es immer genau cine dritte, die Produkt der beiden 
ist. Fiir jede natiirliche Zahl a gilt: 

a· 0 = 0 ·a= 0 und a· I= I· a= a. 

Kommutativgesetz. Es gilt 3 · 4 = 4 + 4 + 4 = 12 und 4 · 3 = 3 + 3 + 3 + 3 = 12, d. h., 
4 · 3 = 3 · 4. Die Faktoren eines Produkts diirfen vertauscht werden, ohne dall sich das Ergebnis 
iindert. Dies giH fiir alle natiirlichen Zahlen als Faktoren. 

Kornmutativgesetz der Multiplikation Assoziativgesetzder Multiplikation 

a·b= b·a N (a· b) · c = a· (b · c) N 

Assoz i ativgesetz. Sind drei Zahlen miteinander zu multiplizieren, so sind zun3.chst zwei von 
ihnen zu multiplizieren und dieses Produkt dann mit der dritten. Dabei ist die Reihenfolge der 
Zusammenfassung ohne EinftuB auf das Ergebnis; z. B. 3 · 4 · 7 = (3 · 4) · 7 = 12 · 7 = 84; 
3 · 4 · 7 = 3 · (4 · 7) = 3 · 28 = 84. Auch dieses Gesetz gilt fur alle nati.irlichen Zahlen. Deshalb ist 
es erlaubt, die Klammern wegzulassen, 3 · 4 · 7 = 84. Entsprechend wird bei mehr als drei Fakto
ren verfahren. 
Mon oton iegesetz. Mit 3 < 4 ist auch 3 · 8 < 4 · 8, aber 3 · 0 = 4 · 0. Auch das gilt fur a l l e  
natiirlichen Zahlen a,  b,  c. 

Monotoniegesetz der Multiplikation aus a< b folgt a· c < b · c fur c > 0 N 

Divis i on. Zwei verschiedene Vorgiinge der Wirklichkeit fiihren auf die andere Grundrechenart 
zweiter Stufe, die Division. 
a) Te i len: / 2 Birnen sind g/eichmiiftig unter 4 Personen zu vertei len;jede erhiilt 3 Birnen (Abb. 1.1-13); 
b) En th al tens ein: Wie oft sind 4 cm in 12 cm enthalten? - Jmal (Abb, 1.1-14). 
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Mathematisch gelangt man zur Division als Umkehrung der Multiplikation, indem man bei Bekannt
sein von Produkt und einem Faktor nach dem anderen Faktor fragt; sowohl 3 • x = 15 als auch 
x · J = 15 fuhren auf · = 15: 3. Wegen der Vertauschbarkeit der Faktoren fiihren beide Fragen, 
die dem Teilen oder dem Enthaltensein entsprechen, auf die gleiche Divisionsaufgabe. Operations
zeichen ist der Ooppelpunkt : (lies durch]. Man sagt sowohl »derQuotient von 15 und 3 ist 5« als auch 
»der Term 15 : J ist ein Quotient«. 

Division Dividend <lurch Divisor gleich Quotient 
15 3 5 

Ausfiihrba rke i t  der Divi sion. Die Division zweier natllrlicher Zahlen ist im Bereich der natiir
Uchen Zahlen nicht immer ausfiihrbar; z. B. gibt es keine natllrliche Zahl n, fur die gilt 3 · n = 17, denn 
aus 3 · 5 = 15 und 3 · 6 = 18 folgt, daB ·17 nicht durch 3 teilbar ist. Unexakt in der Verwendung 
des Gleichheitszeichens ist die Schreibweise 17 : 3 = 5 Rest 2; einwandfrei schreibt man (17 -2): 3 
= 5 oder 17 = 3 · 5 + 2. Grunds3.tz l ich  unm0glich i s t  die  Divis ion durch 0;denn 5: 0=n 
wilrde heiflen: n · 0 = 5. Filr jede Zahl n ist ein solches Produkt aber 0, niemals 5. Auch beim Divi
denden 0 ist die Division durch 0 nicht m0glich, weil dieser Aufgabe kein eindeutiges Ergebnis zuge
schrieben werden kann. Es k6nnte ja sein 0: 0 = 17 wegen 0 · 17 = 0 oder 0: 0 = 193 wegen 
0 · 193 = 0. 

Reihenfolge der Rechenoperationen. Kommen in einer Aufgabe Rechenoperationen verschie
dener Stufen vor, so ist die Reihenfolge der Ausffihrung von EinfluB auf das Ergebnis: 7 · 5 + 3 
liefert 7 · 8 = 56, wenn man erst addiert, aber 35 + 3 = 38, wenn zuerst multipliziert wird. Ent
sprechendes gilt, wenn Subtraktionen oder Divisionen auftreten. Deshalb muB man die Reihenfolge 
der Ausffihrung verabreden: 

Die R-.,...11oabilbenr Stme wlnl zaent 
-�-

Paaktredlaaaa 1ebt •or Stridu I -. 
l'lmkle blndea 1drker als Strldae. 

Wegen der Form der Rechenzeichen spricht man auch, solange keine Operationen dritter Stufe auf
treten, von Punkt- bzw. Strichrechnung. 
Solien die Operationen dennoch - etwa entsprechend der praktischen Situation - in anderer Reihen
folge ausgefuhrt werden, so sind Klammem zu setzen. Das jeweils in Klammem Stehende wird 
dann zuerst behandelt: 

(12 + 9 6): 3 - 8 · (5 -2) = 108: 3 -8 · 3 = 36-24 = 12. 
Distri butivgesetz. Dieses Gesetz der Verreilung drllckt einen Zusammenhang zwischen Rechen
operationen verschiedener Stufe aus; z. B. gilt 5 · (4 + 3) = 5 · 7 = 35, aber auch 5 · 4 + 5 · 3 
= 20 + 15 = 35; also ist 5 · (4 + 3) 
= 5 · 4 + 5 · 3. Diese Art, wie sich bei der ,------,------------,--, 
Multiplikation einer Summe der andere I Distributivgesetz I a ·  (b + c) =a· b +a· c I N I 
Fak.tor au[ die Summanden verteilt, ist fur �-----�-------�� 
alle natllrlichen Zahlen a, b, c die gleiche. 
Aus dem Distributivgesetz sind ableitbar die Beziehungen (a -b) · c =a· c- b · c; (a+ b): c 
=a: c + b: c fur c =+= 0; (a-b): c =a: c-b: c fur c =t= 0. Fllr naturliche ZahJen a, b, c sind 
diese Gleichungen nur sinnvoll, falls die Subtraktion a -b und die Divisionen a: c und b: c aus
fuhrbar sind. 

Schrifrliche Multipli kation. Da bei der schriftlichen Multiplikation das Distributivgesetz aus
genutzt wird, kommt man mit dem kleinen Einmaleins aus. Im Prinzip geht man folgendermaBen vor: 

2356 · 473 = 2356 · (400 + 70 + 3) 
= 2 356 · 4 H + 2 356 · 7 Z + 2 356 · 3 E 
= 9 424 H = 16492 Z + 7068 E = I 114388. 

Auch die Multiplikation des ersten Faktors 2356 in der zweiten Zeile wird ausgefuhrt, indem man 
diesen Faktor in SCine Einer, Zehner usw. zerlegt. Die abschlieBende Addition der Teilprodukte wird 
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ebenfalls schriftlich ausgefiihrt. Statt Nullen an die Teilprodukte, die zu hOheren Stellenwerten des 
Multiplikanden gehOren, anzuhangen, rilckt man sinngema.8 ein. Dabei sind verschiedene Schreib
weisen Oblich. 

Beispiel 7: 235�73 235� 
� �8 

16492 oder 16492 
7068 9424 

1114388 

selten 

235� 
ms--

2365 
1419 
946 

1114388 
Schriftliche Division. Beim schriftlichen Divisionsverfahren wird der Dividend in Einer, Zehner, 
Hunderter usw. zerlegt; z. B. 86: 2 = (80 + 6): 2 = 80: 2 + 6: 2 = 40 + 3 = 43. Da die Division 
die Umkehrung der Muhiplikation ist, muB das Produkt aus Quotient und Divisor den Dividend 
liefern, und das muB auch fiir die Teilquotienten gelten. So ergibt sich das Divisionsschema von 
Beispiel 8. 
Beispiel 8: 

,,-.... 11201: 23 - 487; 
92__,, 
:iM!l 184 
161 
� 

0 

oder kUrzer, indem die einzelnen 
Subtraktionen im Kopf ausge
fiihrt werden: 

11208: 23 = 487 + 7: 23. 
� 
168 

Elementare Zahlentheorie 

Teilbarkeit. Es ist 12: 4 = 3, d. h., die ZahJ 12 ist durch 4 teilbor, 15 dagegen ist nicht durch 4 teilbar. 
Man sagt auch, 4 ist ein Tei/er von 12, 4 reilt 12 (symbolisch 4 I 12); 4 ist aber kein Teiler von 15 
(4 .f' 15). AUgemein heiBt eine naturliche Zahl a durch eine andere b teilbar, wenn es eine natilrliche 
Zahl n gibt, so daB a= n · b ist; b heiBt dann ebenso wie n Teiler von a. Andererseits heiBt dann a 
Viel/aches von b und von n. Die Zahl O ist durch alle Zahlen a =F O teilbar und Vielfaches jeder Zahl. 
Jede Zahl a =F O ist durch 1 und sich selbsfteilbar, doch spricht man dann von unechten Teil ern. 

Primzahlen. PrimzahJen sind Zahlen, die nur unechte Teiler haben; z. B. sind 5 nur durch I und 5, 
13 nur durch 1 und 13 teilbar; d. h., 5 und 12 sind Primzahlen. Die 1 selbst ziihlt man nicht zu den 
Primzahlen, so da8 die Primzahlfolge mit 2 beginnt: 

I Primzahlen I 2,3,5,7,11,13,17,19,23, ... 1 
120- 4 30 

4= 2·2 30=2·15 
also 120=2·2 · 2 · 3 · 5 = 23 • 3 · 5 

Pri mfak torenzerlegung. Jede natilrliche Zahl ist entweder selbst cine Primzahl oder la8t sich als 
Produkt von Primzahlen schreiben, in Primfaktoren zerlegen, z. B. 120 = 4 · 30 = 23 • 3 · 5. 
Zu derselben Zerlegung gelangt man, wenn man etwa ausgeht von 120 = 10 · 12. Mittels des 
Euklidischen Algorithmus 13.Bt sich beweisen, da8 es - bis auf die Reihenfolge - nur eine ein
zige MOglichkeit gibt. cine natilrliche Zahl in Primfaktoren aufzuspalten (vgl. 1.5. - Eindeutig
keit der Zerlegung einer natilrlichen Zahl in Primfaktoren). Diese Formulierung des Satzes 
ware unrichtig, wilrde man auch 1 zu den Primzahlen rechnen. Durch Anwenden der Potenz
schreibweise 13.Bt sich die Primfaktorenzerlegung einer natilrlichen Zahl bequemer schreiben, z. B. 
I 008 = 2 · 2 · 2 · 2 · 3 · 3 · 7 - 24 • 32 • 7. 
Si eb des Eratosthenes. Der griechische Mathematiker ERATOSTIIENES (etwa 275-194 v. u. 2.) 
gab folgendes Verfahren an, sarntliche Primzahlen in einem Abschnitt der Folge der natilrlichen 
Zahlen zu finden: Man streicht in ihm nach der 2 jede durch 2 teilbare Zahl, dann nach der 3 jede 
durch 3 teilbare Zahl, dann nach der 5 jede durch 5 teilbare Zahl usW. Es bleiben gerade die 
Primzahlen des Abschnitts stehen. Wieman aus der Tabelle sieht, sind bis zur 100 nur vier Streichun
gen nOtig, die Jetzte filr alle durch 7 teilbaren Zahlen. Das liegt daran, da8 7 · 7 = 49 < 100, aber 
bereits 11 · 11 = 121 > 100 ist; 11 ist die auf 7 folgende nicht gestrichene Zahl, d. h. die nachste 
Primzahl. 
Will man von einer Zahl, z. B. I 303, feststellen, ob sie Primzahl ist, so braucht man dazu nicht das 
Sicbverfahren bis I 303 fortzusetzen. Vielmehr braucht man nur zu priifen, ob 1 303 durch Prim
zahlen p teilbar ist, filr die p2 < I 303 gilt. Primzahlen q rnit q2 > I 303 kommen als Teiler our in 
Frage, wenn auch .Primzahlen p als Teiler auftreten. Filr 1303 braucht man die Division also nur fur 
die Primzahlen p = 2, 3, 5, ... , 31 zu versuchen, denn 372 ist bereits 1369. 
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9 10 

19 20 

29 30 

39 40 

49 so 

59 60 

69 70 

79 80 

89 90 

99 100 

erste, zweite, dritte, vierte Streichung. 

Unend/ ichkeit der Primza hlf olge. Schon EUKLID legte sich die Frage vor, ob die Falge der 
Prirnzahlen einmal abbricht oder ob es unendlich viele Primz.ahlen gibt. Er bewies indirekt, daB es 
keine gr6ftte Primzahl geben kann. Angenommen, es g3.be eine grOBte Primzahl P; dann bildet man 
die natiirliche Zahl N = 2 · 3 · 5 · 7 · 11 • • P + l ,  die das um I vermehrte Produkt samtlicher Prim
zahlen einschlieBlich P ist. Diese Zahl N ist durch keine der Primzahlen bis P teilbar, da sie bei jeder 
Teilung den Rest I Ia.Bt. Also ist sie entweder selbst Primzahl oder hat Primzahlen als Teiler, di'e in 
der Falge 2, 3, ... , P nicht auftreten. Beides steht aber im Widerspruch zu der Annahme, P sei die 
gro8te Primzahl - mithin isl die Folge der Primzahlen unendlich. Die Tafel Va. im Anhang gibt 
die Primz.ahlen zwischen l und 1000 und ihre nattirlichen Logarithmen an. Die gr613te bis zum Jahre 
1970 bekannte Primzahl ist 219937 -1, sie hat 6002 Ziffern. Ungelost ist noch das Problem, ob es 
auch unendlich viele Primzahlzwillinge gibt, d. h., ob auch die Folge von Paaren von Primzahlen mit 
der Differenz 2 nie abbricht, wie z. B. (S, 7), (59, 61), (641,643) oder (I 451, 1453). 

Gemeinsame Teiler und Vielfache. GrOftter gemeinsamer Tei/er. Wenn t ein Teiler von a ist, dann 
kOnnen in der Primfaktorenzerlegung von t nur Primzahlen auftreten, die in der Primfaktorenzer
legung von a vorkommen und auch hOchstens  mit dem Exponenten, den sie in der Zerlegung von 
a haben; ist z. B. 12 I 60, so enth:ilt 12 = 22 

• 3 dieselbe Potenz 22 wie 60 = 22 
· 3 · 5. 1st t gemein

samer Tei/er von a und b, so kann t nur Primfaktoren enthalten, die in a und in b vorkommen, und 
zwar hOChstens in der kleinsten in a oder b auftretenden Potenz; z. B. ist 12 ein gemeinsamer Teiler 
von 48 und von 360; aus den Primfaktorenzerlegungen 12 = 22 

· 3, 48 = 24 
· 3 und 360 = 23 

• 32 
· 5 

erkennt man, daB 48 und 360 mehrere gemeinsame Teiler haben: I, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24. Von ihnen 
isl 24 = 23 • 3 der grOBte. Man sagt: 24 ist der grOjJte gemeinsame Tei/er (ggT) von 48 und 360. 
Jeder gemeinsame Teiler von a und b geht danach im grOBten gemeinsamen Teiler von a und b auf; 
denn dieser ist das Produkt aus alien in a und b auftretenden Primfaktoren, und zwar genau in der 
kleinsten vorkommenden Potenz. Darauf beruht auch ein Verfahren zur Ermittlung des ggT, das 
sich, wie im Beispiel I gezeigt ist, ganz entsprechend auch fur mehrere Zahlen anwenden 13Bt. Haben 
zwei Zahlen a und b keinen gemeinsamen Teiler (au Ber I), ist also ggT (a, b) = I, so nennt man a 
und b teilerfremd oder relativ prim. 

Beispiel I: 1260 = 22 • 32 • S · 7 
3024 = 2• · 33 • 7 
5544 = 23 • 32 • 7 · 11 
ggT 22 • 32 • 7 = 252 

Beispiel 2: 53667 = 25527 · 2 + 2613 
25527 = 2613 · 9 + 2010 
2613 = 2010 · I + 603' 
2010 = 603 · 3 + 201 

603= �-3 
Es ist ggT (53 667, 25 527) = 21i! 

Eukl id i scher Alg orithmus. Ftir grOBere Zahlen ist das Zerlegen in Primfaktoren h:iufig sehr 
mtihsam, da es imrner durch Probieren geschehen muB, z. B. fur 23 613 864 709, das Produkt der 
Primzahlen 112843 und 209263. Will man auch bei solchen Zahlen den ggT bestimmen, so.ist ein 
Verfahren zweckm3Big, das die Primfaktorenzerlegung nicht verwendet- der Euklidische Algorithmus. 
Er sei bier ohne Beweis am Beispiel 2 ftir die Zahlen 53 667 und 25 527 durchgefuhrt: 
FUr den Fall teilerfremder Zahlen erhalt man 

87=4l ·2+5 
·41 = S · 8 + I 

S =I· S 
Es ist ggT (87,41) = I, die Zahlen 87 und 41 sind 
teilerfremd. 

Beispiel 3: 40 = 23 • S 
36 = 22 • 32 

126 = 2 •'32 • 7 
kgV 23 

• 32 
• S • 7 = 2 520 
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Will man mit dem Euklidischen Algorithmus den ggT zu mehr als zwei Zahlen bestimmen. etwa zu 
a, b und c. so muD man schrittweise vorgehen: Erst ist ggT (a, b) = d zu ermitteln, dann ist 
ggT (a, b, c) = ggT (d, c). 

Kleinstes  gemeinsames  Vi el/a ches. 60 ist ein gemeinsames Viel/aches von 6 und 15, denn 60 ist 
sowohl Vielfaches von 6 als auch von 15. Es gibt aber noch mehrere, sogar unendlich viele gemeinsame 
Vielfache von 6 und 15; denn wenn cine Zahl v Vielfaches von a und b ist, so sind alle Vielfachen von v 
auch gemeinsame Vielfache von a und b. Gemeinsame von O verschiedene Vielfache von 6 und t 5 
sind 30, 60, 90, 120, ... Von ihnen ist 30 das kleinste; man sagt: 30 ist das k/einste gemeinsame Viel� 
/ache (kgV) von 6 und 15; es ist Teiler jedes anderen Vielfachen. Wenn e = kgV [a, b) ist, dann 
muB e alle Primfaktoren enthalten, die in der Zerlegung von a oder b vorkommen, und zwar in der 
h6chsten auftretenden Potenz. 
Diese Tatsache dient auch zur Ermittlung des kgV, nach dem Schema von Beispiel 3 fur drei Zahlen. 
Bei grOBeren Zahlen wird dieses Verfahren wegen der Primfaktorenzerlegung wieder unhandlich. 
Doch kann man sich dann helfen, indem man mit dem Euklidischen Algorithmus den ggT bestimmt 
und dann die Beziehung ausnulzl [kgV (a, b)] · [ggT (a, b)] = a· b. Diese Beziehung kann jedoch 
im allgemeinen nicht auf mehr als zwei Zahlen a, b ausgedehnt werden ! 

Teilbarkeitsregeln. Die Zahl 84 ist durch 4 und durch 3 teilbar, daher auch teilbar durch 4 · 3 = 12. 
Dieser SchluB ist aber nur erlaubt, wenn die beiden Teiler relativ prim sind. Allgernein gilt: 

/st a teilbardMrch m und durch n und gilt ggT(m, n) = 1, so ist a auch durch m · n teilbar. 

Das Bestimmen von Teilern, mOglichst das sofortige Erkennen der Teilbarkeit durch gewisse Zahlen, 
ist nicht nur fur die Primfaktorenzerlegung, sondern vor allem auch fur das Kiirzen in der Bruch
rechnung zweckm3.Big. Die hierfiir aufgestellten Regeln benutzen einfache Gesetzm3.Bigkeiten der 
dezimalen Zahlenschreibweise; z. B. brauchen bei der Teilbarkeil durch 2 oder 5 Vielfache von 10 
nicht beriicksichtigt zu werden, weil IO durch 2 und durch 5 teilbar ist. Das Entsprechende gilt fur 
Vielfache von 100 in bezug auf die Teilbarkeit durch 4 und durch 25 und schlieBlich fur Vielfache 
von I 000 in bezug auf die Teilbarkeit durch 8. Alic Potenzen von 10, d. h. IO, 100, I 000 usw., !assen 
bei Teilung durch 3 sowie auch bei Teilung durch 9 den Rest I. Aus den Regeln Uber das Rechnen 
mil Reslen folgl, daO z. B. 600 = 6 · I 00 dann den Rest 6 · I = 6 liiOt und 240 = 2 · I 00 + 4 · I 0 
den Rest 2 · 1 + 4 · I = 6. ln bezug auf die Teiler 3 oder 9 hat danach die Quersumme jeder Zahl 
denselben Rest wie die Zahl selbst. Dabei versteht man unter der Quersumme die Summe der Zahlen
werte aller Ziffern; 7309 hat danach die Quersumme 7 + 3 + 0 + 9 = 19 und ist weder durch 3 
noch durch 9 teilbar. 
Aile geraden Potenzen von 10, d. h. 100, 10000, 1000000 usw., !assen bei Teilung durch 11 den 
Rest I, die ungeraden Potenzen 10, I 000 usw. lassen den Rest IO oder IO - 11 = -1. Hier hat die 
a/ternierende Quersumme denselben Rest wie die Zahl. Wie man die alternierende Quersumme bildet, 
zeigt Beispiel 4. 

Beispiel 4: 9 6 6+9+8=23 

altemierende Quersumme 23 -!!2J = 11 

Also isl 85976 durch 11 leilbar. 

Eine Zahl isl genau dann teilbar 
durch 2, wenn die Jetzte Ziff er durch 2 teilbar ist; 
durch 4, wcnn die lctztcn bcidcn Ziff cm cine durch 4 leilbare Zahl darstellen; 
durch 8, wcnn die lctzten drei Ziff cm cine durch 8 teilbare Zahl darstellcn; 
durch 5, wcnn die lctzte Ziffer durch 5 teilbar isl, d. h. 5 oder O ist; 
durch 25. wcnn die letzten zwci Ziffem cine durch 25 teilbare Zahl darstellcn; 
durch 3, wenn ihre Quenumme durch 3 teilbar ist; 
durch 9, wcnn ihre Qucnumme durch 9 tcilbar ist; 
durch 11, wcnn ihrc altemicrcodc Qucnumme durch 11 tcilbar ist. 

Rechenprobeo. Rechnen mil Resten. Fiir die Tatsache, daB a und b bei Division durch d denselben 
Rest r lassen, schreibt man a == b (mod d) [lies a kongruent b modulo dJ, z. B. 17 e 42 (mod 5). 
Fiir den Rest r gilt dann auch a - r (mod d) und b = r (:nod d); z. B. isl 17 = 2 (mod 5) und 
42 !=l 2 (mod 5). Dafiir, daB a durch d teilbar ist, kann man auch schreiben a== 0 (mod d). 

Es gelten folgende Regeln: 

aus a 1 = b1 (mod d) 
und a2 a b2 {mod d) 

folgt a1 + a, s b, + b, (mod d) 
a 1 -a2 • b1 -b2 (modd) 
a, · a2 = b, · b2 (mod d) 

Beispiel 5: 

22 � 4 (mod 6) 
15 • 3 (mod6) 

37 • 7 (mod 6) a I (mod 6) 
7 a I (mod6) 

330 m 12 (mod 6) - 0 (mod 6) 
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Die Beispiele zeigen auch, wie man immer wieder auf das einfache Restsystem 0, I. 2, ... , d- I 
(hier 0, I, ... , 5) zuri.ickfiihren, reduzieren kann, indem man beliebig oft d addiert oder subtrahiert. 
Diese Regeln Uber das Rechnen mit Resten finden Anwendung beim Oberpriifen von Rcchnungen, 
indem man - statt die Rechnung mit den Zahlen selbst zu wiederholen - mit den Resten modulo d 
rechnet; wegen der bequemen Berechenbarkeit der Reste tut man dies gern fur d = 9, oftmals auch 
fur d = I 1. Ergeben sich dabei WidersprUche, so ist man sicher, daO die Rechnung falsch ist; treten 
keine Widerspri.iche auf, so kann man sich noch um Vielfache von d verrechnet haben; deshalb 
ist auch cine Rechenprobe mit d = 2 von zu geringer Aussagekraft. 
Neunerprobe. Jede Zahl JaOt bei der Division durch 9 den gleichen Rest wie ihre Quersumme. 
Dies ist eine Verallgemeinerung der Teilbarkeitsregel durch 9. Sie ermOglicht die bequeme Ausfiih
rung der Neunerprobe bei den Grundrechenarten. 
Der Neunerres t einer Summe, einer Differenz bzw. eines Produkts isl gleich der Summe, der Differenz 
bzw. dem Produkt der einzelnen Neunerreste. 

Beispiel 6: Aufgabe� Quersumme--.. Neunerrest 
412 7 7 

+3 964 --22 ---· +4 
+4 722 15 +6 

9098--26s8-J7e8 
Die Rechnung kann hOChstens bis auf Vielfache von 9 falsch sein, z. B. durch Vertauschen zweicr 
Ziffem. 
Beispiel 7: Aufgabe-Quersumme-Neunerrest 

_;i;: --�� ---· : 
3 442 --13 s 4 --5 a 4 

Hier ist besonders das Reduzieren auf das einfache Restsystem zu beachten, wenn man bei Sub
traktion der Reste zu einem negativen Ergebnis kommt. 
Beispiel 8: Aufgabe--.. Quersumme � Neunerrest 

.m .. :;---•-! 
234694 --2s s I -20 s 2 

Der Neunerrest des Produktes stimmt nicht mit dem Produkt der Neunerreste iiberein, das Pro
dukt kann nicht richtig sein; richtig isl 235694. 

Elferprobe. Bei der alternierenden Quersumme fur den Elferrest ist darauf zu achten, welche 
Stellen einen Beitrag zum Minuenden und welche einen zum Subtrahenden der alternierenden Quer
summe liefern. Im Beispiel 9 kann die Summe hOChstens um Vielfache von 11 falsch sein. 
Beispie/ 9: Aufgabe� altemierende Quersumme � Elferrest 

+rn� --
l

�=I�=-: •--• ;
6761- 8-J2a--4•7-- 7 

Wendel man Neuner- und Elferprobe bei der gleichen Aufgabe an, so erhalt man AufschluO Uber die 
Richtigkeit der Rechnung bis auf Vielfache von 99. 

1. 2. Die ganzen Zahleo Z 

Grundlagen 

Warum ganze Zahlen? - Es gibt in der Realitat Verha.Jtnisse, bei denen man mit den natUrlichen 
Zahlen zur Charakterisierung der GrOBen nicht auskommt, weil bei ihnen noch zwei gegensatzliche 
Tendenzen, zwei entgegengesetzte Richtungen, mOglich sind; z. B. ist die Temperaturangabe 23 °C 
unvollstandig; es mu3 hinzugesetzt werden, ob sie ober- oder unterhalb des Gefrierpunktes gemessen 
worden ist (Abb. 1.2-1 ). Zwar ist ein Betrag von I 00 Mark immer der gleiche. Wird er aber im Zu
sammenhang mit den Eigentumsverhiiltnissen einer Person genannt, so ist wichtig, ob er als Gut
haben in einem Sparbuch oder als Kredit von der Sparkasse gefuhrt wird. Auch fur die HOhenlage 
eines Ortes ist es wesentlich, ob er auf einer Erhebung 395 m iiber NN (Normalnull) oder in einer 
Tiefebene 395 m unter NN liegt. Zur Kennzeichnung dieser entgegengesetzten Tendenzen werden 
die jeweiligen Zahlenangaben mit Vorzeichen versehen, z. B. +23 °C und -23 °C oder +395 m 
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und -395 m, bci Jahresangaben vor und nach der Zeitrechnung auch -300 und +300. Dabei muB 
ein Bezugspunkt existieren, von dem aus gemessen wird. Seine Festlegung erfolgt meist nach prakti
schcn Gesichtspunk1en, aber an sich willkUrJich; die Fahrenheitskale fur Temperaturen hat z. B. 
einen anderen Nullpunkl. In Fallen der Begrenztheit nach einer Richtung kann man durch entspre
chende Festlegung des Bezugspunktes auf die Vorzeichen verzichten, z. B. in der absoluten Temperatur
skale nach Kelvin. Auch HOhenangaben auf der Erde kOnnte man grund$atzlich vom Erdmittel
punkt aus mcsscn. Die unter BerUcksichtigung der Richtung gewonnenen positiven Zahlen +I, 
+2, +3, ... und die negativen Zahlen -1, -2, -3, ... nennt man, zusammen mit O (eigcntlich ±0), 
ganu Zahlen. 
Aus/Uhrbarkeit  der  S11b1r aktion. Mathematisch ist die Einfuhrung der ganzen Zahlen notwen• 
dig, damit die Umkehroperation der Addition, die Subtraktion, stets ausgefuhrt werden kann; z. B. 
hat die Subtraktion 7 -11 mit natilrlichen Zahlen keine LOsung. Man sagt aucb: Die Gleichung 
x + l I = 7 ist im Bereich N der natilrlichen ZahJen nicht IOsbar. 

Die ganzen Zahlen bi/den einen Zah/enbereich Z, in tkm jede Subtraktionsaufgabe eine LOsung hat. 

1.2-1 Temperatur 23 °C 

-6 -4 -2 

1.2-2 Zahlengerade 

0 

0 

+2 +4 +6 +8 

+4 

Zueinander entgegengesetzte Zahlen. Ahnlich wie die natUrlichcn Zablen am Zahlenstrahl kann man 
die ganzen Zahlen an der Zahlengeraden veranschaulichen (Abb. 1.2-2). Die nichtnegativcn ganzen 
Zahlen entsprechen dabei den natilrlichen Zahlen. Auf der Zahlcngeraden gibt es zu jeder von 0 
verschiedenen ganzen Zahl genau eine, die den g]eichen Abstand vom Nullpunkt hat, aber auf der 
andcren Seitc liegt. Zwei derartige Zahlen, die sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden, heiBen 
einander entgegengeselzte Zahlen, z. B. -4 und +4. Das Bilden der entgegengesetzten Zahl drilckt 
man durch Vorsetzen eines Minuszeichens aus, so daB auch gilt -(-4) = +4 und -(+4) = -4. 
Filr den Nullpunkt setzt man ---0 = 0 fest. 

Absoluter Betrag. Da zwei entgegengesetzte Zahlen auf der Zahlengeraden den g]eichen Abstand vorn 
Nullpunkt haben, sagt man, sie haben den gleichen absoluten Betrag oder kurz Betrag. Der absolute 
Betrag wird als die nichtnegative der beiden Zahlen festgelegt: 

l•I = a fiir a;;, 0 und 1•1 = -a fur a< 0.

Anordnung. Von zwei verschiedenen ganzen Zahlen ist  diejenige die kleinere, die auf der Zahlcn• 
gcraden weitcr links liegt. Darnit gilt fur zwci beliebigc ganzc Zahlen g1 und g2 stets gcnau cine dcr 
drei Beziehungen g1 < g2 oder g, = g2 oder g1 > g2 , z. B. -3 < +2, +s < +7, +s = +s, 
-1 > -7, +3 > -5. Jedc ganze Zahl hat genau einen unrnittclbaren Vorg3.nger und genau einen 
unmittelbaren Nachfolger, d. h., in dcr Folge der ganzen Zahlcn gibt es weder cine kleinste noch eine 
grOBtc, wedcr cine erste noch cine letzte Zahl. 

Rechnen mit ga nzen Zahlen Z 

Rechenoperationen erster Stufe. Urn die Reche11- oder Operationszeichen + und - von den auBerlich. 
gleichen Vorzeichen zu unterscheiden, schlieBt man die vollst3ndigcn Zahlzeichen, zu dcncn die 
Vorzeichcn gchOren, vorerst in Klamrnern ein. Das Minuszeichen - dient zusatzlich noch zur Kenn• 
zeichnung entgegengesetzter Zahlen (Abb. 1.2•3). 
Bci der Festlegung der Addition ganzer Zahlen orientiert man sich an der Addition natilrlicher Zahlen, 
d. h. (+3) + (+4) = +7 wegen 3 + 4 = 7. 

Hoben beide Summanden gleiches Vorzeichen, so gibt man der Summe der natUr-

-

-
lichen Zah/en, die den &trOgen entsprechen, das Vorzeichen der Summanden. • · 

. In (-3) + (-2) = -5 erhalt die Summe 3 + 2 = 5 das negative Vorzeichen. 

Haben beide Summanden unterschiedliches Vorzeichen, so gibt man der • 
Differenz der .naliirlichen Zahkn, die den &trQ8en entsprecMn, dos Vor-
zeichen des Sumn1anden mil dem grOjJeren Betrag. k;�ic��;r:���en und 
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1.2-4 Vcranschaulichung dcr Addition 
auf dcr Zahlengeraden 

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -7 0 -7 -2 -3 -4 -5 -6 -7 

(+3)+(+4.J = +7 +3 +4 

I I t 
3 + 4 = 7 +I 

-2 -3 (-3) + (-2) - -5 
�� 

I I t 
-5 3 + 2 - 5 

....--------... 
f +6) + f-2) = + 4 +6 

I I t 
-=z 6 - 2 = 4 +4 

In (+6) + ( -2) = +4 ist der Betrag 
+6 des positiven Summanden +6 gr6-
8er als der Betrag +2 des negativen 
Summanden-2; in(-7) + (+3) =-4 
ist der Betrag + 7 des negativen Sum
manden gr68er als der des positiven 
Summanden undin(+4)+(-6)=-2 
der Betrag +6 des negativen Summan
den gr68er als der des positiven Sum
manden (Abb. 1.2-4). 

---------------
-7 (-7)+(_..3) - -4 

� -4 

Beispiele wie ( +4) + (-6) = -2 und 
( -6) + (+4) = -2 zeigen die Gultig
keit des Kommutativgesetzes. Die ande
ren Gesetze der Addition gelten ebenfalls 
fiir beliebige ganze Zahlen. 

( 

--

4)+ (-6) - -2 

X t 
6 - 4 - 2 

Kommutativgesetz 
Assoziativgesetz 
Monotoniegesetz 

a+b=b+a Z 
(a + b) + c = a + (b + c) Z 
ausa<bfolgta+c<b+c Z 

_-2 

I I I 
7 - 3 = 4 

+4 

-6 

Die Subtraktion mu� auch bei ganzen Zahlen die Umkehrung der Addition sein; (-7)-(+3) = x 
mu8 gleichbedeutend sein mit x + ( + 3) = -7. Entsprechend der Festlegung der Addition ist 
aber (-l0)+(+3)=-7, demnach x=-10; d.h., ( -7)-(+3)=-IO. Es ist aber auch 
(-7) + (-3) = -IO. 

Elne ganze Zahl wird subtrahiert, indem man ihn enlgegengesetzte Zahl addiert. 
Die Subtraktion ist danach im Bereich Z der ganzen Zahlen unbeschr3.nkt ausfuhrbar, da es die 
Addition ist und da zu jeder ganzen Zahl die entgegengesetzte stets existiert; z. B. ist ( +28)-(-16) 
= (+28) + (+16) = +44. 

Algebraische Summen. Da man bei ganzen Zahlen jede Subtraktion durch cine entsprechende 
Addition ersetzen kann, bezeichnet man Terme, in denen die Glieder nur durch Operationen er
ster Stufe verknilpft sind, als algebraische Summen. Enthalten sie mehr als zwei Summanden, so 
empfiehlt sich bei der Ausrechnung folgendes Vorgehen: 

(+l5)-(+27)+(-11)-(-9) +(+31) 
=(+15)+(-27)+(-l1)+(+9) +(+31) 
= (+15) + (+9) + (+31) + (-27) + (-11) 
= (+55) + (-38) 
= +11. 

Umwandeln 
Ordnen 
Zusammenfassen 
SchluBaddition 

Rechenoperationen zweiter Shue. Auch bei der Festlegung der Multiplikation ganzer Zahlen orientiert 
man sich an der Multiplikation nattirlicher Zahlen und geht dann schrittweise vor. 
Siad belde FaktOffll poslt!T, so 1st lbr Produkt die pooltlYe Zahl, die dem Produkt der eatsprecbenden 
natllrllcben Zahlea entsprlcbt, 

Das Produkt (+4) · ( -7) wird analog zu der Festsetzung 4 · 7 = 7 + 7 + 7 + 7 als wiederholte 
Addition gleicher Summanden aufgefaBt und bestimmt durch (+4) · ( -7) = ( -7) + (-7) + 
+ (-7) + ( -7) = -28. 1st der Multiplikator negativ, so verfiihrt man in der Weise, daB das 
Kommutativgesetz giiltig bleibt: (+4) · (-7) = ( -7) · (+4). 

Du Pradut neler Faktorm •- Vorzeldlaa Isl -11', uacl selD Betrag Isl du Produkt 
der Betrta• der Faktorm. 
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(�-21 ♦ ♦ ♦ 3 · 7 = 21 
(-�--40 t ♦ ♦ 5·8=40 

Beim Vergleich der bisher.igen Festsetzungen stellt man fest, daB sich das Vorzeichen des Produkts andert, wenn das eines Faktors geandert wird. Deshalb setzt man fest: (--4) · ( -7) = +28. 
Du ...-..1 zweler-tner Faktorea 1st posltn,.,.. oeln Being 1st &ltldl - Produkt der Betrige derFak-. 
HalomnelpazeZulm&lelchtsVorzeidlen,oolstlllr..,_..tpositr,,.,_t_ti,;derBetragdes 
-ta 1st &lelcb - ..,_.., der Betrige. 
B,ispi,le. /: (-13) · (+5) = -65. 2: (-8) · ( -12) = +96. 

3: (+3) · (--4) · (-9) = (+3) · (+36) = -1-108. 4: (-3)4 = (-3) · (-3) · (-3) · (-3) = +81. 
Gesetze der Multiplikation. Wie bereits an der EinfUhrung der Multiplikation und an dem Beispiel mit drei Faktoren ersichtlich ist, gelten Kommutativ� und Assoziativgesetz auch fur die Multiplikation ganzer Zahlen a, b, c. 

Kommutativgesetz a • b = b • a Z Assoziativgesetz (a• b) • c = a• (b • c) Z 
Fiir natiirlicM Zahlen a, b, c mil c > 0 

gilt das Monotoniegesetz: 
aus a< bfo/gt a·c< b· c. 

Dicses Geselz gilt fur ganze Zahlen nicht; aus a < b und negativem c folgt ac > be, wie folgendes Beispicl zeigt: (+5) < (+7), aber (+5) · (-3) > (+7) · ( -3). 
Dividieren. Die Division ist die Umkehrung der Multiplikation. Deshalb ist (+12): (-4) = x gleichbedeutend mit (---4) · x = + 12. Das ist aber nur fiir x = -3 erfiillt. In 3hnlicher Weise kann man sich die Divisionsregeln fiir alle Vorzeichenkombinationen herleiten. Allgemein gilt: 
Belli- Vorzelmm ..,_ DITidead .... - ■t derQaotleod poaltn, bel -leldiea Vorzelmm _In, sela Betrag 1st glelcb dem Qa>-tm der lletrlae-
Bei.spie/e. 5: (+72): (+6) = +12. 

7: ( -75): (+25) = -3. 6: (+119):.(-17) = -7. 
8: (-91): (-7) = +13. 

Da die Rechenoperationen fur nichtnegative ganze Zahlen, das sind positive ganze Zahlen und die Null, so festgelegt wurden wie fiir nati.irliche Zahlen, kann bei positiven ganzen Zahlen das Vorzeichen weggelassen werden. Man ersetzt sie damit durch die en tsprechenden natilrlichen Zahlen und erhiilt eine einfachere Darstellung; z.B. (+9) + (-17)-(+6) + (+21)-(-2) = 9- 17- 6 + 21 + 2 = 9 oder 7 · (-9) = -63 oder (-56): (-7) = 8. Ob sie dann als natiirliche Zahlen mil Anz.ahlcharakter oder als positive ganze Zahlen anzusehen sind, ergibt sich aus dem jeweiligen Zusammenhang. 
Zur Geschichte der ganzen Zahlen . Die griechische Mathematik kennt die negativen Zahlen nicht, allerdings finden sich bei dem splitgriechischen Mathematiker DIOPHANT um 250 u. Z. erste Ansatze. Bei den Jndernjedoch war um 700 u. Z. das Rechnen mit negativen Zahlen voll entwickelt. Interessant ist dabei, da8 die Bezeichnungen fur posit iv und negativ von ihren WOrtern fur Guthaben und Scliulden herrUhren. Die negativen Zahlen spielen besonders In der indischen Gleichungslehre eine gro8e Rolle. In Europa fassen die negativen Zahlen erst recht spat FuB; das liegt wohl daran. da8 von der mathe
matischen BrUcke zwischen Jndien und Europa, den Arabern. die negativen Zahlen abgelehnt wurden. Den Durchbruch schaffte hier Michael STIFEL mit seiner Arithmetica integra ( 1544). Die endgfiltige Verankerung der ganzen Zahlen in der Mathematik erfolgte aber erst 1867 durch Hermann HANKEL. 

1.3. Rationale Zahlen Q 
Grundlagen 

Was sind Briiche? - Wenn 6 Apfel unter 3 Kinder gleichm3.Big verteilt werden sollen, so rechnet man 6 : 3 = 2 und wei8 damit, daB jedes Kind 2 Apfel bekommt. Hat man fur den gleichen Zweck our 2 Apfel zur Verfiigung, so mu8 man die Divisionsaufgabe 2: 3 !Osen. Diese Aufgabe ist aber rnit natUrlichen Zahlen nicht losbar, siegeht nicht auf Trotzdem wird man die Verteilung bewerkstelligen, 
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indem man zum Messer greift. In diesem Fall wird der Anteil jedes Kindes durch den Bruch 1/3 

gekennzeichnet (Abb. 1.3•1). Auch alle ahnlichen Fa.lie filhren auf Briiche. 

BrildleaitstelleabeldffTell-.elaesodera..._Gamu. 

1.3•1 2 Apfel for 3 Kmder 

Erkliirung. Jeder Bruch hat die Form f oder p/q. Der Zti.h/er p gibt die Anzahl der geteilten Ganzen 

an, der Nenner q gibt an, in wieviele Teile ein Ganz.es geteilt worden ist. Der Bruchstrich ver13.uft 
waagerecht; sofern die Obersichtlichkeit nicht leidet, sind auch schr3.ge Bruchstriche zugelassen, 
z. B. 3/4. Im vorliegenden Buche werden aus drucktechnischen Grilnden schriige Bruchstriche 
hiiufiger verwendet, besonders im laufenden Text. Der Eindeutigkeit halber wird dabei ein Produkt 
im Nenner stets in Klammern eingeschlossen. Brilche mit dem Zahler I heiBen StammbrUche, z. B. 
1/3, 1/8, 

1/12• Briiche, deren Zahler kleiner ist als der Nenner, heiBen echte BrUche, z. B. 2/3, 1/7 , 
5/9, 

10/11. Brilche, bei denen der Zahler grOBer ist als der Nenner, heiBen unechte BrUche, z. B. 
3/2, 16/3, 9/8• Auch BrUchc mit gleichem Zahler und Nenner wie '/5 sind unechte Briichc. 
1st der Zahler eines Bruches gleich dem Nenner eines anderen und umgekehrt, so heiBen die Briicbe 
zueinander reziprok; z.B. 3/, und 5/3, 

17/6 und 6/i7• Briiche mit gleichen Nennem heiBen zuein
ander gleichnamig, z. B. 2/5, "/,, 7 /5. Dagegen sind 3/8 und 7 /12 zueinander ungleichnamige BrUche. 
Zahler oder Nenner ktinnen auch negativ sein, z. B. -3/,; (-2)/(-9); 7/(-4). Wcgen der Vorzeichen
regeln beim Rechnen mil ganzen Zahlen gilt ( -3)/5 = 3/(-5) = -3/5 und (-3)/(-5) = 3/5. 
Bei horizontalem Bruchstrich werden die Vorzeichcn vor den Bruchstrich und in gleichcr HOhe mit 
ihm geschrieben, in der Regel nicht im Zahler oder Nenner. Erst dann gelten die angefiihrten Er
klarungen der echten und unechten Briiche auch fur negative Briiche. Da8 im folgenden bei den 
Beispielen Uberwiegend positive Brilche benutzt werden, geschieht nur zur Vereinfachung der Dar
stellung; sinngema.B gilt alles auch filr negative Briichc. 

Fonninderungen. Teilt man einen Apfel in 3 Teile (Abb. 1.3-2) und nimmt davon 1 Teil, so hat man 
die gleiche Quantitat wie bei einerTeilung in 6 Teile, wenn davon 2 Teile genommen werden, 1 /3 = 2/6• 
Entsprechend gilt z. B. 2/, = 4

/10, 5/3 = 20
/12, 2/3 = 4/6 = 6/9 = ··· = 24/36 = ··· 

Erweitern. Wenn zwei Brilche derart beschaffen sind, daB Zahler und Nenner des zweiten Bruches 
gleiche Vielfache von Zahler und Nenner des ersten Bruches sind, z. B. 8/9 = 40/,.,,, so sagt man, der 
zweite Bruch sci aus dem ersten durch Erweitern entstanden: 

I Erweitern I l) = fi I Erwelten bellt: 7.aler _. N- - - 1111 der 
glek:bea Zu1 c ,t, 0 -•tlplb:leR,,. 

KUrzen. Den umgekehrten Vorgang bezeichnet man als KUrzen eines Bruches. 

Kiirzen llelllt: 7.aler _,. N- .- llndles darm die 
glelche Zahl c 'F O dMcllerea. 

Man kann jeden Bruch kiirzen, in dem Zahler und Nenner gleiche Faktoren enthalten. In 2/7 = 
= (2 · 3)/(7 · 3) = 6/21 bedeutet der Obergang von links nach rechts Erweitern. von rechts nach 
links Kfuzen. Da das Kilrzen im allgemeinen Zahler und Nenner verkleinert, isl cs meist vorteilhaft, 
Brilche mOglichst weitgehend zu kiln.en. 

Die rationale Zahl. Alie Brilche, die die gleiche Quan ti tat darstellen, die durch Erweitern oder Kiirz.en 
ineinander iibergCfuhrt werden kOnnen, z. B. (¾, 6/8, .•. , 27/36 , .•• ), werden zu einer einzigcn Zahl 
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zusammengefaBt, zu einer ra1io110/en Zahl. Die Briiche ¾ .. 6/8, 17/36 sind lediglich verschiedene 
Darstellungsweisen ein und derselben rationalen Zahl. Es ist iiblich, diese Zahl durch den nicht weiter 
kiirzbaren Bruch anzugeben, in diesem Fall durch 3/4. Demnach hat 3/4 cine doppelte Bedeutung: 
Erstens ist es ein Bruch, zweitens stellt es cine rationale Zahl dar und steht fur die Gesamtheit aller 
Brllche, die sich durch Erweitern aus ¼ ergeben und verschiedene Schreibweisen derselben Zahl 
sind. Beim Rechnen kann jede Schreibweise eincr rationalen Zahl je nach Bedarf <lurch cine beliebige 
andere Schreibweise derselben Zahl ersetzt werden. Auch Bri.iche mit dem Nenner I bzw. solche, die 
durch Erweitern aus ihnen hervorgehen, wie 3/1 = 6/2 = •·· = 18/6 = •·· werden in den Bereich der 
rationalen Zahlen einbezogen und sind den ganzen Zahlen gleichwertig, z. B. 15/3 = 5/1 = 5, 
8/8 = 1 / 1 = I. Auch hierbei gilt, daD - den Bedtirfnissen entsprechend - cine Schreibweise <lurch die 
andere ersetzt werden kann. Die ganze Zahl O wird <lurch siimtliche Bn1che dargestellt, die den 
Zahler O haben. 
Anordnung der rat ionalen  Z ah/en. Wie fur die nattirlichen und die ganzen Zahlen, so gilt auch 
fur zwei rationale Zahlen r1 und r2 entweder r1 < r2 oder r1 = r2 oder r1 > r2• FU.r positive Zahlen 
a, b, c ist mil a< b stets a/c < b/c und c/a > c/b. Bei gleichen Nennern stellt der Bruch mit dem 
gr6Bcren Zahler die grOBere Zahl dar, z. B. 2/7 < 6/7. Bei gleichen Ztihlern stellt der Bruch mit dem 
kleineren Nenner die gr60ere Zahl dar, z. B. 5/9 < 5/6. Will man van zwei positiven rationalen 
Zahlen feststellen, welche die gr613ere ist, kann man g/eichnamiK machen, indem man Schreibwei
sen sucht, die gleiche Nenner haben, und die Zahler vergleicht; aus 7/ 12 = 35/60 und 11 /20 = 33/60 
folgt 11/20 < 7/12. Zwei gleichnamige Schreibweisen lassen sich fur a/b und c/d immer finden; in 
jedem Fall ist das Produkt b · d beider Nenner ein gemeinsamer Nenner. Die zugehOrigen Zahler 
heillen dann a · d und b · c. 

! a/b < c/d genau dann, wenn a · d < b · c fur b, d > 0 !
Auch im Bereich der rationale□ Zahlen gibt es weder eine kleinste noch eine gr6jJte Zahl. Die Nac/1-
folgerbeziehung gilt aber nichl mehr: Eine beliebige rationale Zahl hat weder einen unmittelbaren 
Vorgiinger noch einen unmittelbaren Nachfolger. 
Zwilcllm zwel belieblpa n-len Zablen ,1 uDd ,, llegen stets -11 weita-e, _, unendlidl Yiele 
n-1• Zablen ,. Filr lie gilt,, <, < ,, ocla- ,, > , > ,, . 

Die Zahlengerade. Wegen ihrer Anordnung lassen sich die rationale□ Zahlen <lurch Punkte oder 
Pfeile auf der ZahJengeraden darstellen (Abb. 1.3-3). Jeder Punkt wird dabei <lurch eine Schreib
weise der rationale□ Zahl gekennzeichnet. Bei einer Veranschaulichung aller Brtiche sttinden samt
liche Schreibweisen einer rationalen Zahl an derselben Stelle. Auf der Zahlengeraden steht dann auch 
die kleinere rationale Zahl stets links von der grOBeren. 

_11 10 s 1 I 1 2 1S 11 

9 -, -, -J ,; 2 J B ,; 

-3 -2 -1 0 1 2 3 1.3-3 Rationale 
Zahlen auf der 

ff} (-fl (-ti (f) m m Zahlengeraden 

Rechnen mit gemeinen Briichen 
Das Rechnen mit rationalen Zahlen wird zunii.chst an den gemeinen Bn1chen als ihrer Schreibweise 
erliiutert. Es wird z. B. vom Addieren gleichnamiger Briiche gesprochen anstatt genauer, aber auch 
umstandlicher, vom Addieren rationale, Zah/en, die durch gleichnamige /Jriiche gegeben sind. In den 
dann folgenden Abschnitten werden die DczimalbrUche als cine weitere Schreibweise rationaler 
Zahlen behandelt, fur die sich das Rechnen etwas anders gestaltet. Die Bezeichnung gemeiner Bruch 
betonte dabei urspriinglich den Unterschied zum Sexagesimalbruch, betont heute den zum Dezi .mal
bruch und hat nichts mit niedertriichtig zu tun. 

AckUeren und Subtrabieren. Dabei kann es sich um gleichnamige oder ungleichnamige Brtiche han
deln. I a b _ a ± b I Gkicluramige Briiche werden add�rt oder subtrahiert, indem man die Ztihltr 

. 
C ± C - -c- . 

addiert oder subtrahkrt ,· der Nenner bleibt wrverandert. 

Beispiele. 1: 3 /7 + '/1 = 

8/,. 2: J,11- '/11 = -3/11, 
3: 

5/11 + 
9/11- 11/.7 + 

13/11 - ;.7 - /17. 
Danach kann man jeden unechten Bruch in zwei Summanden aufspalten, von denen der erste eine 
ganze Zahl und der zweite ein echter Bruch ist: 8/7 = 7/7 + 1/7• 22/, = 20/5 + 2/5• Man schreibt 
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deshalb unechte Briiche hiiufig als gemischte Zahlen, z. B. 8/7 = 1 1/7; 11/5 = 4 2/5; zwischen der ganzen Zahl und dem echten Bruch ist dabei ein Additionszeichen zu denken. Die Verwandlung gemischter Zahlen in unechte Briiche wird in alterer Literatur h:iufig als Einrichten bez.eichnet. 
unc1-.. - ........ addlert oc1n sabtnblert, lndem - sle glelcbnalnJc -dlt and dam, addlert oder llllbtrablert. 

Im einfachsten Fall ist der cine Nenner gemeinschaftliches Viclfaches dcr anderen Nenner; z. B. fur 2/3 - 7/12 + 5/4 ist 12 der Hauptnenner. Man erweitert deshalb 2/ J und 5/4 so mit 4 bzw. 3, da8 sic ebenfalls den Nenner 12 erhalten: 2/3 -
7h 2 + '!,/, = 8/12 -

7/12 + 
15/1 2 = 1 6/12 = "/ 3 = 1 1/3. Meist vereinfacht man sich die Ausfilhrung, indem man die zweite Summe sofort zu einem Bruch vereinigt, dessen Zahler dann die Surnme der .einzelneo Uhler ist: 2/3 - 7/ 12 + 5/4 =(8-7+ 15)/12=4/3 = 1 1/3. Ftir 1/6 + 3/10- 11/15 mu8 ein gemeinsames Vielfaches der Einzelnenner erst gesucht werden. Es lie8e sich durch Probieren oder Raten finden, etwa 60. Die Brllche waren dann - der Reihenfolge nach - mit 10, 6 und 4 zu erweitem. Um die 23.hler, mit denen man zu rechnen hat, mOglichst klein zu halten, w3.hlt man als Hauptnenner HN das kleinste gemeinsame Viel/ache kgV der einzelnen Nenner. Man bestimmt das kgV in der tiblichen Weise etwa durch Zerlegen in Primfaktoren. Aus . der Produkt4arstellung des Hauptnenners ergibt sich acuh der jeweilige Erweiterungs/aktor Ewf, wenn die Primfaktoren des betreffenden Nenners weggelassen werden; ist z. B. der Hauptnenner 2 · 3 · 5, der letzte Nenner aber 15 = 3 · 5, so ist sein Erweiterungsfaktor 2 .  

Beispiel 4 :  Ewf Beispiel 5: 

it: f � � 3 17'" - 3/, - 11[12 + 2 
15 = 3. 5 2 = "/21 - '/, -

1
/12 + 2 

HN2·3·5 =30 I 3 II (5+9-22) 6 + 1o - 1s = 30 -8 4 =30 = -1s 

EwF 21 = 3 · 7 2 3 = 8 8 = 2 3 3 · 7 = 21 12 = 2 2 · 3 2 · 7 = 14 HN 2 3 • 3 • 7 = 168 
Bei der Bestimmung des Hauptnenners durch Primfaktorenurlegung der Einzelnenner braucht cine ganze Zahl nicht berllcksichtigt zu werden, da sic den Nenner 1 hat. Mit dem gefundenen Hauptnenner 168 erhiilt man z. B. 80/21- 3/8 -11/12 + 2 = (640-63-154 + 336)/168 = 759/168 =253 /56 = 4 29/56. Ftir 3/5 + 1

/4 -
2/9 haben die Nenner keine gemeinsamen Faktoren, sie sind f��J::i.se teilerfremd. Der Hauptnenner ist deshalb das Produkt der Einzelnenner; die LOsung ist 

Multiplizieren und Dividieren. Bei den gemeinen Brtichen !assen sich die Rechenoperationen zweiter Stufe leichter ausfuhren als die erster Stufe, weil das Bestimmcn des Hauptnenners entf3.llt. Man braucht deshalb auch nicht zwischen Operationen mit gleichnamigen und mit ungleichnamigen BrUchen zu unterscheiden. Du Proclukt ..,. BrildleD 1st wleder eln Bracb; sela Zlbler 1st das Prociuk! 
I !!... 

. 
� _ !!..:...:_ I der Zlbler, - N- lit du Prociuk! der N- der Fllktoren. b d - b · d 

Ganze Zahlen werden dabei wieder als Brilche mit dem Nenner 1 aufgefaOt. Um beim Rechnen grof3e Zahlen und damit Fehler mOglichst zu vermeiden, kUrzt man vor dem Ausmultiplizieren. 
B,ispiel,. 6: -}--} = �: ! = �: ! = }0 . 7: .;-· 3'/,2 = + · �� = � ·. ��5 

9 2 7·9·2 1·3·1 3 8.- 1- 2
8

·3=�=m=2=1'/2-
9. :� . :; = :�: :; = : : : = I. 
JO: Ein Schleppzug mit Lastkiihnen hat die Geschwindigkeit 4 1/2 km/ h und legt in 2 3/. Stunden (9/2) · (11/4) km= 99/8 km = 12 3/8 km zuriick. 

Das Beispiel 9 .  zeigt, daB das Produkt zweier zueinandGr reziproker BrUche I ist. Diese Eigenschaft la.fit sich zu einer einfachen Erklarung der Reziprozitat rationaler Zahlen ausnutzen: 
Zwel ni-.e Zablen lleUlen _. clam zuelmatlet- rezlprok, ,._ Dir Prociuk! I lat. 
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Danach gibt es zujeder rationalen Zahl auBer O cine reziproke, z. B. sind-3 und-1/3 zueinander re
ziprok wegen -3 · (-1/3) = I. 

j:,�=:-�, 
Mu cllYidlert dan:b eiaea llndl, ...._ - alt ..- rezlprukm Bnch 
-,Jtlpllzlert. 

Von der Richtigkeit dieser Ausfilhrung der Division ilberzcugt man sich durch folgende Vberlegung: 

-} : ¾ =-} · f = ¾; da die Division die Umkehrung der Multiplikation ist, muB das Produkt 

aus Quotient und Divisor den Dividend ergeben, und es ist auch } · ¾ =-} bzw. :: · 7 = i-.

Bdspi,l,.11: 12 :}= 1:·.\ = ;:! = :: 12: {:6= ;:� =-k--
13. 5. � - ::� = 

3
: =55/6• 14: 2 I�:�:-�:�:-

I
r:-� -55/8. 

15: :� : :� = :�: :: = I. 

16: Ein Kleinroller mit eincm mittleren Brennstoft'verbrauch von 2½ I auf 100 km kann mit 
6'/. I im Tanlc 25/4: ( 5/2) · 100 km= 250 km fahren. 

Da die Division rationaler Zahlen auf die Multiplikation zurllckgefiihrt wurde. gilt: 

Mit rationakn Zahl�n ist Jeth Dioision - mil Ausnalune tier d11rclr O - OIIS}lllubar. 
Doppe/brUche. Divisionsz.eichen und Bruchstrich sind im allgemeincn gleichwertig, z. B. ist 
2: 3 = 2/1: 3/1 = 2/1 · 1/3 = 2/3. Danach kann jede Division von gemeinen Brtichen als Doppel
bruch dargcstcllt wcrdcn, dessen Zahler und Ncnncr keine ganzen Zahlen, sondem Briichc sind. 
Umgekchrt 138t sich danach jeder Doppelbruch durch Division vereinfachen. Die Darstcllung 
durch cincn Doppelbruch ist aber erst eindcutig, wenn sein Hauptbruchstrich, z. B. durch grODere 
Lange oder durch ein folgendes Gleichheitsz.eichen, deutlich gekennzeichnet ist. 

Beispi,le. /7: += 3:+ = 3 ·+= 1!. 
s 
I 

3 I I I I 
19' 9 = 3 : 

9 - 3 . 9 - 27 . 

3 

T 3 
18's = 35· 

Auch fur rationale Zahlcn geltcn die fur das Rechncn mit ganzcn Zahlen angegebenen Gesetzc, das 
Kommutativ-- und das Assoziativgesetz der Addition und der Multiplikation sowie das Distributiv
gesetz. 

Dezimalbriiche 

Grund.lagen. In einem Posilionssystem kommt jeder Ziffer innerhalb eines Zahlzeichens auBer dem 
Zah/wert auch ein Stellenwert zu; in 3 75 2 z. B. gibt die 5 durch ihre SteUung an, daB es sich um 
5 Zehner Z handelt. Bei einem dekadischen Positionssystem betr3.gt jeder Stellenwert 1/10 des links 
von ihm stehenden. Solange nur natiirliche bzw. ganze Zahlen in diesem System dargestellt wurd�n. 
mu8ten die Einer E letzter Stellenwert sein. Zur Darstellung rationaler Zahlen kann dieses System 
aber Uber die Einer hinaus fortgesetzt werden. Dann ergcben sich von links nach rechts im AnschluB 
an die Einer die Stellenwerte Zehntel z, Hundertstel h, Tausendstel t usw. War vorher die Ste11en
zahl durch die Einer nach rechts begrenzt, so ist sie jetzt beiderseits unbegrenzt. Daher muB cine 
Stelle - gewisserma8en als Bezugspunkt - ausgezeichnet werden. Zu diesem Zweck wird zwischen 
Einern und Zehnteln ein Komrna gesetzt. 

B,ispiel /: 58,37 bedeutet 5 Z + 8 E + 3 z + 7 h = 5 · 10 + 8 ·I+ 3 · 1/10 + 7 · 1/100 
= 50 + 8 + 3/10 + '/100• 

Das cntspricht auch dem Verfahren bei dezimal geteilten Ma Den; 7 ,5 cm bedeutet 7 cm und 5 mm, 
wcil ein Millimeter ein Zehntel eines Zentimeters ist, und 3,75 m bedeutet 3 m und 75 cm, weil 1 m 
die Lllnge von 100 cm hat. 
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AuBer in Verbindung mit solchen Benennungen, die gelesen werden a1s drei•Meter-fiinfundsiebzig, 
sind die Stel/en nach dem Komma einzeln zu sprechen, fur 2,31 z. B. lies zwei-Komma-drei-eins, da 
sonst leicht Febler auftrCten kOnnen. Welche Zahl z. B. ist grOBer- drei-Komma-elf oder drei
Komma-neun? - Die Stellen nach dem Korn.ma heiBen Dezimalen, auch Dezima/stel/en. Zehntel 
stellen die erste Dezimale dar, Hundertstel die zweite usw. Die Zahl 4,81 hat drei Stellen, aber nur 
zwei Dezimalen. Jede nicht ganze Zahl, die im oben erl3.uterten Dezimalsystem geschrieben ist, 
z. B. 0,375 oder 17,8, nennt man Dezimalbruch. Unter einem Zehnerbruch hingegen soil ein gemeiner 
Bruch verstanden werden, dessen Nenner cine Potenz von 10 ist, wie IO, 100 oder 1000, z. B. 3/JO, 
17/100000. St:itt Dezimalbruch findet man auch die Bezeichnung Dezimalzahl, jedoch erfolgt die 
Verwendung dieses Begriffs nicht einheitlich in diesem Sinne. 

Umschreibungen. V o m  gemeinen Bru ch zu m Dezi ma{bruch. Jeder Zehnerbruch lallt sich ohne 
weiteres in einen Dezimalbruch umschreiben, indem man seinen Zahler auf die durch den Nenner 

Beispiele. 2: 3/
10 = 0,3. 3: 23/100 = (20 + 3)/100 = 2/,o + 3/100 = 0,23. 4_: 7010'/i000=70, l05. 

im Dezimalsystem bezeichnete Stelle setzt und - sofem der Zahler mehrere Ziffern hat - auch die 
vorangehenden Stellen berUcksichtigt. Wegen 10 = 2 · 5 enthalten alle Zehnerpotenzen nur die 
Primfaktoren 2 und 5 im Nenner. Daher kann man alle Brtiche, deren Nenner auch keine anderen 
Primfaktoren enthalten, durch Erweitern stets zu einem Zehnerbruch umformen und dann den 

· Zehnerbruch als Dezimalbruch schreiben. '/,0 = 35/100 = 0,35; 1 3/8 = 1375/1000 = 1 ,375. Eine 
derartige Umformung ist urunOglich, wenn der Nenner des gemeinen Bruches andere Primfaktoren 
als 2 und 5 enth3.lt und diese sich nicht wegktirzen lassen. Solche gerneinen Brtiche )assen sich nicht 
zu DezimalbrUchen der bisherigen Form urnschreiben. Folgende tlberlegungen helfen bier weiter: 
Die Division 2 : 7 z. B. ist innerhalb der nattirlichen Zahlen nicht ausfuhrbar. Im Bereich der ratio
nalen Zahlen ergeben sich zwei Mbglichkeiten: 
a) 2: 7 = '/,: '/, = '/, · 1/7 = 2/7; 
b) 2: 7 = 0,28571428 ... 

20 
60 

40 
50 
10 
30 

In Gedanken: 
2 durch 7 = 0 und ein Rest von 2 E = 20 z = 20/10; 
20 z durch 7 gleich 2 z und ein nicht geteilter Rest von 6 z = 60 h = 601100; 
60 h durch 7 g]eich 8 h und ein nicht geteiler Rest von 4 h = 40 t = 40/ I 000; 
usw. 

Auf die Problematik einer solchen Schreib- und Sprechweise wurde bei der Division nattirlicher 
ZahJen hingewiesen. Der Umwandlung des Restes auf die nachste Zehnerpotenz entspricht das 
Weiterriicken um cine Dezimale. Das Verfahren verlauft wie die schriftliche Division naturlicher 
Zahlen; beim Obergang von Einern zu Zehnteln im Dividenden ist das gleiche im Quotienten zu 
tun, d. h., es ist ein Komma zu setzen. 
Die beiden Ergebnisse der Division 2: 7 werden g]eichgesetzt, 1/7 = 0,28571428 ... Bei der Division 
durch 7 kann nur einer der Reste I, 2 ,  3, 4, 5, 6 auftreten. Der Rest O ist ausgeschlossen, da das 
Zehnfache von keiner dieser Zahlen durch 7 teilbar ist. Das bedeutet, da8 der Dezimalbruch unend
lich ist, daB seine Ziffernfolge nie abbricht. Die Ziffern dieser Folge miissen sich wiederholen, sobald 
ein Rest das zweitemal auftritt. Der Dezimalbruch ist periodisch, und bei Division durch 7 kann die 
Periode hOChstens 6 Ziffern haben. 

htp/q eln geldlrzter Bruch, uad enlbilt q aucb...., 2 uncl 5·� Prhmahlen, so Isl der mge
h6rtge DezimalbnK:11 perlodlscb, uad seine Perlode bat b6cbstens q - I Zllfem. 

Die Periodizit3.t wird gekennzeichnet, indem die Periode nur einmal geschrieben und i.iberstrichen 
wird. 
1/3 = 0,33 ... = 0,3; 34/99 = 0,34 [lies nul/-Komma-drei•vier-Periode-drei•vier]; 

17/11 = 1,416 [lies eins-Komma•vier•eins•sechs•Periode-sechsl; 11/16 = 0,4230769. 
In den ersten beiden Beispielen sind die Dezimalbriiche reinperiodisch: Die Periode beginnt gleich 
nach dem Komma. Die letzten beiden haben zwischen Komma und Beginn der Periode weitere 
Ziffern. Man nennt diese Ziffern Vorziffern oder Vorperiode, die Dezimalbriiche heiBen gemischt· 
periodisch; sic entstehen immer, wenn der Nenner die Faktoren 2 oder 5 mit enth3.lt . . 
Vom Dezima/ bruch zum gemeinen Bruch. Die Umformung eines endlichen Dezimalbruchs 
in einen gemeinen·Bruch folgt aus seiner Erkliirung, z.B. 0, 17= 1/l0+7/l00=(10+7)/100 

= 17/100; 6,05 = 605/100 = 121/20. Man setzt die Ziffern des Dezimalbruchs- bei Weglassen von 
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Komma und von ,,AnfangsnuUen" - als Zahler und diejcnige Zehncrpotcnz als Nenncr, die dcr 
Dczimalenanzahl entspricht. Auch jedcn periodischen Dezimalbruch kann man in einen gcmcinen 
Bruch umwandeln. Bci eiaem reinperiodischen Dtzimalbruch sctzt man die Ziffern der Pcriodc als 
Zahler und die der Periodcnlinge entsprechende Zchncrpotenz, vermindert um 1, als Nenner, z. B. 
0, = 3/9 = 1/3 ; 0,27 = IT/99 = 3/11 ; 0,253 = ffi/999. Auf der zunilchst noch nicht bewiesenen 
Tatsachc, dall mit uncndlichcn �ericdischen DezimalbrOchen genauso gcrechnet werden darf wic mil 
endlichen, bcruht das in den Beispielen S und 6 angcwandte Umwandlungsverfahren. Seine Anwcn
dung sctzt Kcnntnissc Ober das Arbeiten mit Gleichungcn voraus. Die Anwendung der angegebcncn 
Regel filhrt zum gleichen Ergebnis, wenn man aufspaltct und umfonnt: 
0,338 = 0,3 + 0,038 = 0,3 + 0,38 · 0,1 = 3/10 + 58/99 · 1/10 = (297 + 58)/990 = 355/990· 

= 71/198. . 

&ispitl J: 
p/q=0,m 

l 000 p/q = 369,m 
999p/q = 369 

Btispitl 6: 
p/q = 0,338 

100 · p/q = 35,838 
99 · p/q = 35,S = 355/10 

p/q = 369/999 
p/q=41/III 

p/q = 355/ IO: 99 = 355/990 
p/q = 71/198 

Jeder pmelae Brudl IUt slch als eadllcber oder perlodlocber Dezlmalbrucb sdu-etbea. - Jeder ead· 
lldle ad jecler perlocllsd,e Dezbnalbrucb luln slcb In elnen 1emetnen -b umwandeln. Gem,• 
Brilche elaenelts, eadlldle uad perlocllsd,e Dezbnalbriidle -ts slnd zwel •encbledffle Scbttlb
welse,i der slelcbea Zabl-,t, dff ratloaalea Zablm. 

Um hier die Unterscheidung zweier M0glichkeiten - endlicher und periodischer Dezimalbrfiche -
zu venneiden, kann man folgende Uberlegung anstellen: Nach dem angegebenen Verfahren lii0t 
sich zcigen, daB 0,9" = I ist. Daher kann man jeden endlichen Dczimalbruch und entsprechend jcdc 
ganze Zahl in cincn periodischen Dezimalbruch vcrwandeln, indem man die letzte von Null verschie• 
dene Ziffcr um 1 emicdrigt und die Neuncrpcriode anh.ingt: 

0,84 = 0,839; 3,156 = 3,1559"; 17 = 16,9". 

Rechnen mit Dezimalbriichen 
Hier wird nur das Rcchncn mit endlichen DezimalbrUchcn behandelt; periodische Dezimalbrilche 
sind vor dem Rechnen entsprechend zu runden (vgl. 28.1. • Fehlerrechnung) - oder man mu!! mit 
gemeinen Brilchen rcchnen. 
Addleren und Subtrahieren. Beim schriftlichen Addieren und Subtrahieren von Dezimalbr0chen 
verflhrt man genauso wie bei naturlichen bzw. ganzen Zahlen: Gleiche Stellen werden untereinander 
geschrieben, Komma also unter Komma, unter Ber0cksichtigung entsprcchender Obertriige wird spal
tenweise von rechts nach links vorgegangen, und beim Ubergang von Zehnteln zu Einem wird auch 
im Ergebnis das Komma gesetzt. Die bequeme Ausfuhrbarkeit der Rechenoperationen erster Stufe 
ist ein wesentlicher Vorteil der Dezimalbriiche gegeniiber den gcmeincn Briichen. 

&ispitl,. 1: 713,25 
+ 1,085 
+ 22,9 

737,235 

2: 38,023 
-9,13 
-0,0258 

28,8672 

3: 0,175·3,5 
---:m-

875 
0,6125 

Multlplizleren. Jeder endliche Dezimalbruch 13.0t sich in cinen Zehnerbruch verwandeln; Zehncr
briiche als gemeine Briiche !assen sich in bekannter Weise multiplizicren, z. B. 0, 175 · 3,5 

= 
/� • :� 

= 
/� .

3
:0 = 1�� , wobei nicht gekurzt werden darf. Das Ergebnis ist wieder 

cin Zehnerbruch, dessen Zahler das Produkt der Einzelzahler ist und dcssen Nenner bei der Umwand• 
lung in eincn Dezimalbruch soviel Dezimalen erfordert, wie die Faktoren zusammen haben. Das 
gleiche Ergebnis ergibt Beispiel 3. 
Man multip/iz,'ert zwtl Dezima/brUche, indtm man zuniicltst ohnt RUckskht au/ das Komma - d. h. 
wle be/ natUl'llchen Zahkn - multipliziert und tkm Ergebnls sovltl Dtzimaltn gibt, wie dit Faktoren 
zwammen haben. 

Mil Zehnerpotenzen wird multipliziert, indem lediglich das Komma um soviel Stellen nach rechts 
versetzt wir<I, wie die Potenz Nullen hat: 7,136 · 100 = 713,6. 
DITidiertn. Ein Quotient indert sich nicht, wean man Dividend und Divisor mjt der gleichen Zahl 
multipliziert (vgl. Erweitem von Briichen), z. B. 12: 4 = 48: 16 = 120: 40 = 1,2: 0,4 = 6: 2 = 3. 
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Um sich auch beim Dividieren an das Verfahren bei den natiirlichen Zahlen anlehnen zu k6nnen, 
fonnt man Dividend und Divisor unter Ausnutzung dieser Tatsache so um, da8 der Divisor eine ganze 
Zahl ist, am einfachsten <lurch Multiplikation mit Zehnerpotenzen, z. B. 33: 6,5 = 330: 65 oder 
6,729: 13,58 = 672,9 : 1358. Jetzt la8t sich die Division wie bei naturlichen Zahlen durchfiihren, 
wenn beim Ubergang von Einern zu Zehnteln im Dividenden der gleiche Ubergang auch im Quotien
ten <lurch Setzen eines Kommas vollzogen wird. 
Beispiele. 4: 47,275: 3,1 5: 714,5 : 100 = 7,145. 

= 472,75: 31 = 15,25. 6: 1,92: 1,000 = 0,00192. 
162 
77 

155 
0 

Durch Zehnerpotenzen wird dividiert, indem das Kom
ma im Dividenden um soviel Sttl/en nDch links ge
riickt wird, wie der Divisor Nu/fen hat. 

Abgekilrzte Rechenverfahren. Das Multiplizieren und das Dividieren von Dezimalbriichen liefem im 
alJgemeinen Ergebnisse, die mehr Stellen haben als die Ausgangszahlen. Handelt es sich bei diesen 
nicht um absolut genaue Zahlen, sondern um Niiherungszah/en, die gerundet oder durch Messung 
mit Fehlern behaftet sind, so sind diese Stellen unzulassig oder besser sinnlos, weil eine nicht vor
hafldene Rechen- oder Me8genauigkeit vorgetauscht wird (vgl. Kap. 28.1. - Fehlerrechnung). 
Bei Rechenoperationen erster Stufe mit Naherungszahlen dilrfen im Ergcbnis nur so vie)e Dezi
malen als zuver/Dssige Dezimalstel/en angegeben werden, wie die Ausgangszahl mit der geringsten 
Anzahl Dezimalstellen hat. Bei Multiplikation und Division hat dasErgebnis nur sovielegii/tige 
Ziffern (nicht Dezimalen !) wie die Ausgangszahl mit der kleinsten Anzahl gilltiger Ziff em. 

Gultige Ziffern einer Zahl sind all ihre Ziffern mit Ausnahme der vor der ersten von Null verschiede
nen Ziffer stehenden Nullen; z. B. haben sowohl 307,6 als auch 0,0002643 vier giiltige Ziffern. 
Um sich das Berechnen von Stellen, die Uber die zuverlassige Stellenzahl hinausgehen, zu ersparen, 
benutzt man abgekiirzte Verfahren, bei denen das Ergebnis von vornherein nur die geforderte oder 
die zulassige Stellenzahl hat. 
A bgekiir ztes Addieren und  Subtrahieren. Haben die Summanden die gleiche Anzahl zuverlas
siger Dezimalen, so wird in der iiblichen Weise addiert oder subtrahiert. Bei ungleicher Dezimalen
anzahl wird wie folgt verfahren: Sei die kleinste vorkommende Dezimalenanzahl k, so rundet man 
alle mit grOBerer Genauigkeit angegebenen Werte auf k + 1 Dezimalen und addiert bzw. subtrahiert 
dann; dabei wird die letzte Stelle our beim tlbertrag beriicksichtigt, so daB das Endergebnis nur k 
Dez.imalen hat. 1st fiir die Summe bzw. die Differenz von vornherein cine Genauigkeit bis zur k-ten 
Dezimale gefordert, so wahlt man die Summanden ebenfalls mOglichst bis zur (k + 1 )-ten Dezimale 
genau. 
Beispiel 7: 

2,7362 m 2,736 m 
!1�:�;

49

�•t1rn
5

� 
+ 8;665 m + 8,665 m 

29,81 m 

Beispiel 8: 27,8673 · 49,23 
1114692 
2508057 

557346 
836019 

1371,907179 

21A,M · 4,923 
111468 

25080 
557 

83 
I 371,9ss 1372 

Abgek iir ztes Mul ti p l i zieren. Hier kommt es nicht auf die Dezimalstellen, sondern auf die giilti
gen Ziffern an. Wenn der cine Faktor k giiltige Ziffern hat und der andere cine grOBere Anzahl, so 
rundet man diesen auf k + l Ziffern, auf cine Oberstelle. Es ist zweckm3.8ig, den Faktor mit k + l 
Ziffem als Multiplikator zu schreiben und - besonders fiir grOBere k - durch passende Umformungen 
dafiir zu sorgen, dal3 der Multiplikand nur noch Einer vor dem Komma hat, z. B. 27,8673 · 49,23 
= 278,673 · 4,923. Das anschlieBende Vorgehen wird am deutlichsten durch Gegeniiberstellung von 
normalem und abgekiirztem Multiplikationsverfahren. Wahrend bei der ersten Teilmultiplikation 
noch der ganze Multiplikator auftritt, wird bei den spateren Teilprodukten Stelle fiir Stelle wegge
lassen. Um sich hier nicht zu irren, markiert man die jeweils nur noch zum Obertrag fiir die nachst
hOhere Stelle benutzte Ziffer durch Dariibersetzen eines Punktes. Fiir das dritte Teilprodukt z. B. 
wird die Ziffer 6 markiert und gerechnet: 2 · 6 = 12, als Obertrag wird I gemerkt, 2 · 8 + I = 17, 
2 · 7 + I = 15, 2 · 2 + I = 5. Bei der abschliellenden Addition der Teilprodukte wird die letzte 
Stelle auch nur noch fiir den tlbertrag beriicksichtigt. Falls das Endergebnis dann - wie beim ausge
fiihrten Beispiel - noch immer eine Stelle iiber die HOchstzahl giiltiger Ziffern hinaus aufweist, ist 
nochmals zu runden. 1st die Berechnung eines Produkts auf k Stellen genau gefordert, so filhrt man 
die Berechnung mOglichst mit Faktoren aus, die jeweils k + l giiltige Ziffern haben, und rundet 
dann. 
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Abgekiirzte s Divi d i e r en. Auch die Anz.abl der im Quotienten anzugebenden gilltigen Ziffern ist gleich der kleinsten in den Ausgangszahlen (Dividend oder Divisor) auftretenden Anzahl gtiltiger Stellen. so daD von vornherein so gerundet werden kann, daB cine UbersteUe belassen wird. 1st der Quotient k-stellig verlangt, so wahlt man Dividend und Divisor mOglichst (k + 1)-stellig; bei der k-ten Stelle des Quotienten ist dann das Runden zu beachten. Zur Erliuterung sci wieder die abgekUrzte Division der ausfuhrlichen gegeniibergestellt. Dabei handelt es sich um die Berechnung des Quotienten 674,283: 439,17 auf drei Stellen. 
Beispiel 9: 67428,3 : �35 ... 43917 235113 219585 155280 131751 ""ITmo 

6743 : 439i - l
_,

54 4392J 2351 2196 155 176 -21 
Statt an die jeweiligen Reste Nullen anzuhangen, wird bei der abgekUrzten Division der Divisor jeweils um eine Stelle verkUrzt. Diese Stelle wird jedoch beim Bilden des Zwischenpr$;ukts im Obertrag beriicksichtigt: 2351: 439 = 5; 5 · 2 = t'o(t'm;rken); 5 • 9"'T't = 46; 5 • 3 4 = 19; 
5 · 4 +I= 21; beim niichsten Schrill: 155: 44 - 4, weil 44 · 4 - 176 niiher an 155 liegt als 44 · 3 = 132. Geschicbtlicbes. Die Lehre von den gemeinen Briichen und dem R�hnen mit ihnen, so wie es heute Uhlich ist, ist eigentlich das Werk der /nder (BRAHMAGUPTA, um 600 u. Z.). Von bier nahmen die Bniche ihren Weg Uber die Araber und die italienischen Kaufleute. Jedoch uigt schon das Rechenbuch des AHMES (Papyrus Rhind, um I 700 v. u. Z.) eine erstaunlich gut cntwickelte Bruchrechnung: Es wurdcn auBer 2/3 nur StammbrUche benutzt und alle andcren Brilche zu solchen umgeformt, z. B. 5/6 = ½ + 1/3. Das Urnformen selbst crfolgte weniger auf Grund hergeleitcter Rcgcln als vielmehr nach Tafelzusammenstellungcn; das Rechnen mit BrGchen war dadurch vcrh3.ltnisma.Big schwerfallig. Die Babylonier benutzten Sechziger- oder Sexagesimalbn1che. In gewisser Weise sind diese Brilche Vorlaufer der Dezimalbrilche, da sie auf dem allerdings nicht voll ausgebildeten Positionssystem mit der Basis 60 fuBen, auf das heute noch unsere Zcit- und Winkelteilung hinwciscn. Das Rechnen gestaltete sich dadurch, daO keine Nenner geschrieben wurden, recht einfach. Die 
Gr iechen haben kein eigenCS: Bruchsystcm entwickelt. Oiirftig ist das Bruchsystem der Romer, das eigentlich nur Brilche mit dem Nenner 12 kennt, abgeleitet von dem GewichtsmaB I As= 12 Unzen; andere Brilche werden durch ZwOlferbrilche angen3.hert. In Deutsch/and bilrgerten sich die gemeinen Brilche erst im Mittelalter ein; es dauerte jedoch bis etwa 1700, ehe die Bruchrechnung zum Unterrichtsgegenstand allgemeinbildender Schulen wurde. Auch bier wurde zun3.cbst nur das AllernOtigste meist ohne Begrilndung, in Form von Ged3.chtnisregeln, geboten. Die Dezimalbn1che treten erst verhiltnismaOig spat auf. Als Begrilnder der Lehre von den Dezimalbrilchen gilt allgemein der holl3ndische Kaufmann und lngenieur Simon STEVIN (1548-1620). In seinem Werk, das den Dezima.1-brilchen in Aillehnung an das dekadische Positionssystem zum Durchbruch verhalf, fordcrte er u. a. die Einfuhrung dezimal geteilter Milnz-, MaB- und Gewichtssysteme in alien Undem. Allerdings hatte SnvIN Vorlaufer; zu ihnen zahlen vor allem Johannes REGIOMONTANUS (1436-1476), V1nA und Christoff RUDOLFF (geb. um I 500). 

1.4. Proportionalitit und Proportionen 

Direkte Proportionalltit. Die Verlii.ngerung einer Schraubenfeder wichst mit der Masse der angehingtcn KOrper (Abb. 1.4-1). Bei einer bestimmten Feder verursachte cine Belastung x·eine Verlangerung y in cm: 
x I SO 100 125 175 240 300 
y 10 20 25 35 48 60 

y direkt proportional x 

y = c · x oder y/x = c 

Aus den MaOzahlen x fur die Belastung ergeben sich die MaBzahlen y fur die zugebOrigen Verlingerungen jeweils durch Multiplikation mil 0,2; d. h., y = 0,2 x oder y/x = 0,2. Allgcmein nennt man zwei GrOBen x und y zueinander direkt proportional [lat. proportio, soviel wie Ebcnma8) genau dann, wenn I. jedem Wert der einen GrOBe genau ein Wert der zweiten Gr08e zugeordnet ist und wenn sich 2. aus jeder MaBzahl von x die zugehOrige Ma8zahl von y durch Multiplikation mit ein und derselben Zahl c ergibt. StelJt man diesen Zusammenhang in einem rechtwinkligen Koordinatensystem dar, so Jiegen die Punkte (x, y) auf einer Geraden durch den Ursprung. Die Zahl c heiOt Proportionalitiits/ak.tor. 
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Er charakterisiert den jeweiligen praktischen Sachverhalt. Im angefuhrten Beispiel ist er das Reziproke der sogenannten Federkonstanten k = 0,2 rnm/p = 20,4 mm/N, die fiir die benutzte Feder charakteristisch ist. 
lndirekte oder umgekehrte Proportionalitit. Hat bei einer Transmission (Abb. 1.4-2) das cine der beiden Rader einen Durchmesser von 500 mm und dreht es sich einmal, so ist die Umdrehungszahl y des anderen Rades um so grOOer, je kleiner sein Durchmesser x in mm ist: 

x I 100 125 250 375 500 750 
y 5 4 2 4/3 I 2/3 

FUr einander zugehOrige Werte von x und y gilt stets y · x = 500 oder y = 500/x. Die g]eiche Beziehung besteht, wenn die Kraft zwischen den beiden R3dern durch Rei bung oder durch ineinandergreifende Ziihne iibertragen wird. 
I y indirekt proportional x I y = c/x oder y · x = c I

1.4-2 Transmission 
1.4-1 Federwaage 

Allgemein nennt man zwei GrOBen x und y genau dann zueinander umgekehrt proportional. wenn l. jedem Wert der einen GrOBe genau ein Wert der zweiten zugeordnet ist und wenn sich 2. aus jeder MaBz.ahl von x die zugehOrige MaBz.ahl von y dadurch ergibt, daB man ein und dieselbe Zahl c =t= 0 durch die MaBzahl von x dividiert. 
Stellt man diesen Zusammenhang in einem rechtwinkligen Koordinatensystem dar, so liegen die Purlkte auf einer gleichseitigen Hyperbel. Wegen y = c/x = c · 1/x nennt man die Zahl c auch hier 
Proportionalitiitsfaktor. 

Verhaltnis. Ein Schnellzug legt in der Stunde 130 km, ein Turbopropfl.ugzeug 650 km, also 520 km mehr zurUck. Der Vergleich wird deutlicher, wenn man sagt, daB das Flugzeug die 5fache Strecke je Zeiteinheit zuriicklegt. Er ist in dieser Form von der betrachteten Zeitspanne unabhiingig. Man gewinnt dabei die Zahl 5 als Quotient 650: 130 = 5 : I = 5 und sagt: Die in der g/eichen Zeit zu
riickgelegten Strecken verhalten sich wie 5: J oder stehen im Verhiiltnis 5: J. 

Das Verlu:iltnis zweier g/eichbenannter GrO,Jkn ist tier Quotient ihrer Ma.Pzah/en. 

Fiir Zahlen statt Gr68en gilt entsprechendes; in beiden Fallen ist das Verh3.ltnis eine Zahl. Man bildet aber auch das Verh3.ltnis aus verschieden benannten Gr613en. Braucht ein Fu8g3.nger fur 14 km Weg 3 Stunden, so bildet man das Verhiiltnis 14 km: 3 h ="14/3 km/h= 14/3 km h-1 und sagt, da8 14/3 kmje Stunde zurUckgelegt werden. ln diesem Fall fuhrt die Bildung des Verhiiltnisses zu dem neuen Begriff der Geschwindigkeit mit der MaBeinheit km· h-1• Bei direkter Proportionalitiit haben die einander zugeordneten Werle das gleiche Verhiiltnis, bei umgekehrter Proportionalitiit haben sic stets das gleiche Produkt. Da ein Quotient sich nicht iindert, wenn Dividend und Divisor mit der gleichen Zahl c =t= 0 multipliziert oder <lurch die gleiche Zahl dividiert werden, kann ein und dasselbe Verh3.ltnis in unterschiedlichster Weise angegeben werden, z. B. 5: 1 = 10: 2 = 30/6 = 1 : 0,2 = 650: 130. Man spricht auch vom Erweitern oder Kiirzen eines Verhiiltnisses. In der Regel w3.hlt man die Angabe mit kleinsten naturlichen Zahlen, z. B. 5 : I. 
Verhiltnisgleichung oder Proportion. Eine Gleichung aus zwei Verhiiltnissen hei8t Verhiiltnisgleichung oder Proportion, z. B. 2 : 3 = I : 1,5 oder 4/5 = 8/ IO; dies liest man als 4 verhiilt sich zu 5 wie 8 zu JO oder kurz 4 zu 5 wie 8 zu JO. Eine Proportion ist wahr, wenn auf beiden Seiten tatsiichlich das gleic�e Verhiiltnis steht, in der Regel unterschiedlich ausgedrUckt; 4: 5 = 5 : 4 ist dagegen cine falsche Proportion. Hat cine wahre Proportion gleiche Innenglieder (Abb. 1.4-3), so nennt man diese Gr6Be oder Zahl die mitt/ere Proportionale der AuBenglieder; z. B. ist 6 wegen 12 : 6 = 6: 3 die mittlere Proportionate zu 12 und 3. Nach der Produktgleichung (vgl. S3.tze Uber Proportionen) ist das geometrische Mittel 
m

J 
= Vri zweier positiver Zahlen a und b die mittlere Proportionale dieser Zahlen. 

c mlltlere Proport1onale zu a und b 

j [r�a�d•ti J ._a_c _=-_c_:_b _______ � 

I 4-3 Beze1chnung der Ghcdcr cmcr Proportion 
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Sind die Hintergliedereiner Proportion den Vordergliedern einer zweitcn gleich, so schreibt man haufig 
eine fortlaufende Proportion, fur 2: 5 = 4: 10 und 5: 8 = 10: 16 z. B. 2: 5: 8 = 4: 10: 16. Aller
dings handelt es sich dabei Jediglich um cine symbolische Schreibweise, denn wiirde man die beiden 

Sci ten als Quotientcn auffassen, so ergibe sich die falscbe Aussage ½o = 1 
/40• Allgemein ist a: b : c 

= d: e: f cine Kurzdarstellung fur drei Proportionen a: b = d: e, b: c = e: / und a: c = d: /, 
von denen sich jeweils cine aus den anderen folgern 13.Bt. Durch Vertauschcn der inneren Gliedcr 
(vgl. Sitze Uber Proportionen) der ersten beiden z. B. erhilt man a: d = b: e und b : e = c: /, 
mi thin a: d = c: / oder a: c = d: /, d. h. die dritte Proportion. Durch Multiplizieren der crstcn zwei 
Proportionen mit b/d bzw. c/e li8t sich auch die Gleichungskette a/d = b/e = cf/ gewinnen, aus der 
sich umgekehrt die Proportionen erhalten !assen; z. B. gibt man dem Sinussatz der ebenen Trigono
metric die Form a/sin (X = b/sin fl = c/sin y oder a : b : c = sin tx.: sin fl: sin y. 

fortlaufende Proportion a: b : c = d: e: / g)eichwertig mit a: d = b: e = c: f 

Sitze iiber Proportionen. Jede Proportion darf wie cine Gleichung umgeformt werden, z. B. durch 
Vertauschen der Seiten. Oaneben gibt es spezielle Regeln, die von einer wahren Proportion a: b= c: d 
zu einer anderen wahren Aussage fuhren. 
Multipliziert man a/b = c/d beiderseits mit bd, so cntsteht die Produktgleichung a· d = b · c. 

Produktgleichung. In jeder wahren Proportion ist dos Produkt der lnnenglieder gleich dem Produkt 
der Aujknglieder. 

Aus der Gleichung a ·  d = b · c (=t= 0) kann man umgekehrt Proportioncn erhalten. Division durch 
b · d liefert a: b = c: d, Division durch a· b ergibt d: b = c: a usw. Dies filhrt auf die Yertauschungs
siitze. 

Vertauschungssiitze. In jeder wahren Proportion [Uhrt dos Vertauschen der beiden Aujlenglieder, der 
beiden Jnnenglieder oder der lnneng/ieder mil den Au]Jengliedern wieder zu einer wahren Proportion. 

Addiert oder subtrahiert man in a: b = c: d bzw. in b: a= d: c auf beidcn Sciten I, so ergibt sich 
als korrespondierende Addition (a+ h): h = (c + d): d und (a+ h): a= (c + d): c sowie als 
korrespondierende Suhtraktion (a-h): h = (c -d): d und (a- h): a = (c-d): c. Das Divi
dieren entsprechender Proportionen fur a =t= b und damit c =t= d liefert (a + b): (o -b) 
= (c + d): (c -d). Diese Formeln sind nur die wichtigsten Sonderf:ille des allgemcincn Gesetzes 
der korrespondierenden Addition und Subtraktion. 

Korrespondierende Addition Aus a/h = c/d folgt (pa+ qh)/(ra + sh) 
und Subtraktion = (pc + qd)/(rc + sd) fiir beliebige p, q, r, s mit ra + sh ,i, 0 

Die Richtigkeit dieser Behauptung ergibt sich, wenn nach a: b = c: d = k die Werte a= bk und 
c = dk in sic eingesetzt werden und mit b bzw. d gekGrzt wird. 

Proportionalitit und Proportionen. Wenn zwischen zwei Gr0Oen x und y direkte ProportionalitAt 
besteht, so gilt yifx1 = y2/x2 = ... = y,,

/x
,, = c fiir je n einander zugeordnete Werte X1 , y1. Wicder

holtes Vertauschen der Inncnglieder fuhrt zu y1: y2: y3: ... : y,, = x,: x2 : x3: ... : x,,. Das besagt, 
daB bei direktcr Proportionalitat zueinandergeh0rige Werte Yt und x, stets das g)eiche Vcrh:iltnis 
bilden, und daB zwei be1iebige Werte x1 und x1 das gleiche Verh:iltnis wie die zugeh0rigen Werte y1 
und YJ bilden. 
Bei indirekter Proportionalitat zwischen den Gr0Ben x und y gilt x1 • y1 = x2 • y2 = ... x

,, · y,. = c 
fur einander zugeordnetc Werte x1 und y1 • Aus all diesen Produktgleichungen !assen sich Propor
tionen wiey1: y2 = x2: x, gewinnen und daraus schlieBlichy1: y2: y3: ···: y11 = x,. : ... : x3: x2: x1• 
Das besagt, da8 bei indirekter Proportionalitit zwei beliebige Werte x, und x1 das umgekehrtc 
Verhiltnis wie die zugeh0rigen Wcrte y, und y1 bilden. 

Losen von Proportionen. Die Proportionen 50: 140 = 10: x und x: 2 = 50: 80 enthalten jc eine 
Variable. Sie I0sen heiBt, Zahlen finden, die Verhaltnisgleichheit ergeben, wcnn man sie fur x einsctzt. 
Man spricht auch vom Bestimmen der vierten Proportionate. Im ersten Fall erkennt man sofort 
x = 28, im zweiten x = 5/4. Die Richtigkeit kann man mit Hilfc der Produktgleichung ilberprilfcn. 
Die Produktgleichung kann auch beim L0sen selbst verwendet werden. 
B,ispiel J: (Sx-7): (4x-I)= (6x- 5): 3x. 
Mil Hilfe der Produktgleichung bzw. durch Multiplikation beider Seiten mil 3x(4x- 1) erhiilt man 
3x(8x-7) = (4x-1) (6x-5) !Probe:! 
24x2- 21x = 24x2- 26x + 5 l-24x2 + 26x linke Seite: (8 · 1-7)": (4 · 1-1) =I: 3, 

5x=5 1:5 rechteSeite:(6·1-5):3·1 =1:3, 
·x=l Vergleich 1:3 =1:3. 
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&ispi,I 2: Von zwei Korpcm mil gleichem Volumen hat der erste die Dichte e, = 7,3 kg/dm3, 
der zweitee2 = 2, 7 kg/dm3• Wclcbe Masse hat der zweite KOrper, wenn die des ersten 4,8 kg ist? -

4,8: X = 1,3: 2,7 
x = 1,775. Die Masse des zweiten Korpcrs ist 1,775 kg. 

B,ispi,I 3: Ein /1 =400m !anger Draht vom Durchmesser d, =4mm hat die Masse m1 = 36,7kg. 
Wievicl Meter Oraht aus dem g]eichen Material, abcr vom Durchmcsscr d2 = 6 mm habcn die 
Masse m2 = 90 kg? - Da die Drahte aus dem g]eichen Material bestehen, verhaltcn sich ihre 
Ma.ssen wie ihre Rauminhalte; es gilt m1 : m2 = [1t/1dl/4]: [1t/2dj/4] oder m1 : m2 = d;li: dj/2 . 
Nach der Produktgleichung ergibt sich die Losung: /, = (m,d;l,)/(m,dj), in der entsprechende 
GrOBen /1 und /2 , d1 undd2 sowie m1 und m2 in der gleichen MaBeinheit gcmessen werden mUssen. 
Im angegebencn Zahlenbcispiel errechnct man cine Llinge von 436 m. 

&ispi,I 4: Eine Tankstelle hat einen Dieselkraftstoffvorrat fur 24 Tage, wenn sie tiiglich I 000 I 
abgibt. Wie lange reicht der Vorrat, wenn ti!glich 1200 I gebraucht werden? -

24:x= 1200:1000, 
X = 24000/1200, 
x = 20. Der Vorrat rcicht dann nur 20 Tage. 

Zur Geschichte. Die Lehre von den Proportionen hat in der alteren Mathematik cine zentrale Stellung 
eingenommen, da die viclfahigsteo Aufgaben auf Proportionen fuhren. 
Die gricchische Mathematik bcstimmte die vierte Proportionale geometrisch, mit den Methoden der 
geometrischen Algebra. Die rechnerische BehandJung der Proportionen und der Kalkiil des Drei• 
satzes wurden indessen in Europa erst in der Zeit vom 15. bis 17. Jahrhundert durchgebildet, ins• 
besondere im Zusammenhang mil dem kaufm3nnischen Rcchnen. Deranige Aufgaben bilden einen 
Hauptbestandteil der weitverbreiteten Rechenbllcher und den hauptS3chlichen Lehrgegenstand der 
Rcchenrneiste1r und Cossisten. Von ihnen ist in Deutschland besonders Adam RLES (1492-1559) 
bekannt geworden. 
Proportionen spielten auch cine groBe Rolle in der darstellenden und in der bildenden Kunst der 
Renaissance. Geb3ude und Darstellungen von Menschen in Gemalden und Plastiken muOten, um 
als schOn zu gelten, nach einem besonderen .,Kanon" aufgebaut sein, d. h., Teile des Ganz.en mull ten 
in bestimmten Gr08enverh3.ltnissen stehen; z. B. Kopf: K0rperl3nge = I: 8; Kopf: Gesicht 
= 5: 4; Rumpf: Oberschenkel = Oberschenkel: Unterschenkel; HOhe eines Geb3.udes: Breite 
= 3: 7 u. a. Eine groBe Rolle spielte hier auch der Goldene Schnitt (vgl. Kap. 7.8. - Teilung einer 
Strccke). Noch heute verwendet man das Wort .,wohlproportioniert0 im Sinne von ,.dem SchOn• 
heitsgefiihl genGgend". In der bildenden Kunst haben auf diesem Gebiet in der Renaissance insbe• 
sondere Leonardo DA VINCI und Albrecht DORER gearbeitet (/ Tafel 18). 

1.5. Arbeiten mil Zahlenvariablen 

Den als Distributivgesctz fur rationale Zahlcn bekannten Sachvcrhalt drOckt man kurz in dcr Form 
a · (b + c) = a · b + a · c aus. Dabei stehen a. b und c fur beliebigc rationale Zahlen, sind Variable 
fur rationale Zahlen. Allgemein kennzeichnen Variable, fur die man meist Buchstaben w3hlt, cine 
lecre Stelle, in die man ein bcliebiges Element bzw. seine Bezeichnung aus einer fest vorgegebenen 
Menge einsetzen kann. Die Zahlenvariablen a. b und c werden zuweilen auch allgemeine Zahlsymbole 
genannt, ihr Variabilittitsbereich ist die Menge der rationalen Zahlen. 
Mit Variablen kOnnen nicht nur Gesetzm3.0igkeiten bequem formuliert werden, cine durch sic aus• 
gedriickte LOsung einer Aufgabe lief en auch ohne neue Berechnung fur beliebig viele Einzelfii.lle durch 
bloOes Einsetzen das Ergebnis. 
Als Terme bezeichnet man Zahlzeichen, Zahlcnvariable und Aneinandcrreihungen solcher Zeichen 
mil Operationszeichen und Klammem (vgl. Kap. 15.), z.B. '/., 12-5, 3·a, 5·(17+6c), 
(2z -13): (5z + I 0). Die Zeichenreihen 5 : 0 oder 7 + · a (sind hingegen keine Terme. Auch 
7 + 8 = 15 oder a-3 < 3a sind keine Terme, sondern AusdrUcke. 
1st in dem Term (2z -I 3)/(5z + I 0) die Menge der rationalen Zahlen der Variabilittitsbereich von 
z, so unterscheidet sich davon der Definitionsbereich des Terms, da der Term fur z = -2 nicht 
dcfiniert ist (vgl. Kap. 4.1. - Gleichung. LOsungsmenge). 
Aquivalenz von Termen. Seim Belegen einer Variablen wird sic in einem Term an jeder Stelle, an der sic 
auftritt, durch ein bestimmtes Element des Variabilitatsbereichs, bzw. durch desscn Zeichen, ersetzt. 
Verschiedene Variable kOnnen mit verschicdencn Elcmenten, aber auch mit demselben Element 
belegt werden; z. 8. liefert 2a + 5b fur a= b = -3/7 den Wert -3. 
Zwei wertverlaufsgleiche oder einander iiquivalente Terme enthaltcn die gleichen Variablen und nehmen 
bci jcder Belegung dieser Variablen mit den gleichen Elcmcnten denselben Wert an; z. B. sind 
3a + 1a und 10a bzw. a· (b + c) und a· b +a· c einander 3.quivalent. 
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Einfache Umformungen. Ein eigentliches Rechnen mit Variablen, wie etwa mit ganzen Zahlen. 
z. B. ein Berechnen der Sum.me 2a + 3b, ist nicht mOglich. Ternie mit Variablen lassen sich nur in
aquivalente Terme umformen, z. B. 3a + 1a in J 0a; dabei sind die Gesetze zu beach ten, die fur das 
Rechnen mit Zahlen im jeweiligen Variabilititsbereich gelten. 

Kommutativgesetz 
Assoziativgesetz 
Distributivgcsetz 

a+ b = b + a; a· b = b · a Q 
a + (b + c) = (a+ b) + c; a· (b · c) = (a· b) · c Q 

a · (b + c) = a · b + a · c Q 

Obwohl bei Tennen our Umformungen mOglich sind, werden Bezeichnungen wie Summe oder 
ProdukJ auch filr Terme vcrwendet. Beim Addieren und Subtrahieren dOrfen nur gleichartigc Glieder 
mit gle1chen Variablen zusammengefaBt werden, und zwar nach dem Distributivgesetz. Dabei er
hiilt man z. B. Sa- 2a = (5 - 2) a= 3a oder unter zus3.tzlicher Ausnutzung von Kommutativ
und Assoziativgesetz der Addition Sa+ 7c-3b + 6c- 2a- 7b-Sc= 3a - !Ob+ Sc. Auch 
beim Multiplizieren und Diuidieren kOnnen Terme mit verschiedenen Variablen, z. B. m · n oder 
s: t, nicht berechnet oder zusammengefaOt werden. Bei gleichen Faktoren wird die Potenzschreib
weise verwendet. Bei Produkten ist es iiblich, das Multiplikationszeichen zwischen Variablen und 
zwischen Zahlzeichen und Variablen wegzulassen, anstatt a· b oder 6 · (p + q) zu schreiben ab 
bzw.6'.JJ+q). 

&ispiele. I: 4m · 3n · ISk = 180/cmn. 
3: l 2Sc2 • (-3/7) d · ( 14/75) cd = -lOc'd2• 

2: (-320pq): (-80q) = 4p. 

4: 93s2t4 : 3Jst 2 = 3st 2. 

Algebraiscbe Summen. Auch der Begriff der enrgegengesetzten Zahl liiBt sich auf Variable und Termc 
iibertragen. Dann kann wieder jede Subtraktion als Addition dargestellt werden. Die algebraischen 
Summen mit Variablen werden vielfach als Polynome [griech. poly-, viel] bezeichnet, obgleich diesc 
Bezeichnung auch in anderem Sinne verwendet wird. Ein Monom [griech. mono-, einzeln} ist dann 
ein eingliedriger Term, ein Binam [lat. bi-, zweifach] enthalt zwei, ein Trinom [lat. tri-, dreifach] drei 
Glicder. 
Lexikographische Anordnung. Wege□ der GOltigkeit der Kommutativgesetze ist zwar die Reihenfolge 
von Summanden oder Faktoren beliebig, es ist aber iiblich, der Obersicht halber die Variable□ 
mOglichst entsprechend der Reihenfolge im Alphabet, /exikographisch, zu ordnen, wie dies auch in 
alien bisherigen Beispielen geschehen ist; statt 28b3a/2d steht besser 28ab3df 2, statt 36vw + 2,5uv -
3,2uw besser 2,5uv -3,2uw + 36vw. Kommt dieselbe Variable mehrfach mit verschicdenen Expo
nenten vor, so ordnet man meist nach fallenden oder manchmal auch nach steigenden Potenz.en; 
statt 2s2 - 3s' + s5 - 8s z. 8. besser s5 - 3s' + 2s2 - 8s. 

Arbeiten mit algebraischen Summen 

Addieren und Subtrahieren. Bei der Addition und der Subtraktion algebraischer Summen kOnnen 
Klammern auftreten, z. B. (7a-3b) + (Sc-3b - 6a) - (7b - Sa+ 2c). Bevor bier ein Zu
sammenfassen und Vereinfachen mOglich ist, sind die Klammern zu beseitigen. 
A uf/Os en  von Klammern. Ein Zahlenbeispiel fiir die schriftliche Darstellung der Art, wie man 
cine Additions- und Subtraktionsaufgabe im allgemeinen im Kopf !Ost, zeigt das Verfahren: 

227 + 36 -213 - 1 9 8  + 29 
= 227 + (30 + 6)-( 200 + 13)-( 200- 2) + (30- I) 
= 227 + 30 + 6 - 200- 13 - 200 + 2 + 30- I. 

Stdlt eln Pluszelcbea vor der Klammer, so blolbt die Klammer elnfach weg. Stdlt dqegeo eln Mlnus
zelcben davor, so slad belm Weglusen der Klammer alle In 1hr vorkommenden Vor- bzw. Rechen
zelcbea umzukehren. 

1st z. B. zu berechnen 6a - (4o- b), so ist die Zahl von 6a zu subtrahieren, die um b kleiner ist als 
4a. Subtrahiert man also 4a, so hat man b zuviel subtrahiert, man muB deshalb b wieder addicrcn 
und erhiilt 6a- (4a - b) = 6a- 4a + b = 2a + b. Entsprechende Oberlegungen gelten fur die 
anderen Fiille. 

&ispiel I: 8p-(1Sr-7q + 6p) + ( 8q-p + 7,) 
= Sp-!Sr+ 7q-6p + 8q-p + 7r = p + !Sq-Sr. 

Mehr/a che Klammern. Sind in einem Term algebraische Summen wiederum zusammcngefaBt, 
so unterscheidet man die Klammer□ zweckmii.Bigerweise durch verschiedenc Formen. In solchen 
Fallen ist es haufig voneilhaft, mit dem AuflOsen der Klammern innen zu beginnen: 
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(Jn-6m)I} 
= l7m+ 4nl-{8m-n- 6m } 
= 17m + [-Jm+ 2n)-{8m-n-[-m + Jn)} 
= 17m-Jm + 2n-{8m-n + m-3n} 
= 14m + 2n-{9m-4n} = 14m + 2n-9m + 4,, =Sm+ 6n. 

Beim AufIOSCn der Klamrnern von auBen erhiilt man dasselbe Ergebnis: 

17m + [6n-(Jm + 4n) )-(8m-n) + [5m + (3n-6m) J 
= 17m + 6n-(3m + 4n)-(8m-n) +Sm+ (3n-6m) 
= 22m + 6n-3m-4n- 8m + n + 3n-6m 
= 5m + 6n. 

Multiplizieren. Man kann algebraische Summen mit einer Zahl, einem Monom, oder wiederum mit 
einer algebraischen Summe multiplizieren. 
Multiplikation mit einem Monom. Hier handelt es sich um cine Anwendung des Distributivgesetzes. 
Beziiglich der Rechenzeichen braucht man sich nur einmal grunds.ii.tzlich klarzumachen, daB jede 
Subtraktion in cine Addition der jeweils entgegengesetzten Zahl verwandelt werden kann und umge-
kehrt. a+b 

Wegen a(b + c) = ab + ac 

ist a(b -c) = a[b + (-c)J 

= ab+ a{-c) = ab+ (-ac) 

= ab-ac. 

Zu beachten sind dabei die Vorzeichenregeln, die schon 
vom Rechnen mit ganzen Zahlen her bekannt sind. 

ad 

QC 

a 

bd " 

be C 

b Beispiel 2: 6x + 7(Jx-2y)-5x(J -6y)-Jy(IOx+9 ) 
= 6x + (21x-14y)-(15x-J0xy)-(30xy + 27y) 
= 6x + 21x-14y-15x + JOxy-JOxy-21y 

1.5-1 Vcranschaulichung der Multipli• 
kation zweier Binome; 

= 12x-4ly. (a + b) (c + d) - ac + ad+ be+ bd 

Wenn man in der Anwendung der Vorzeichenregeln bzw. der Rechenzeichenregeln geniigend sicher 
ist - aber auch nur dann ! - kann man gJeich von der ersten zur dritten Zeile Ubergehen. 
Multi p/ikat ion a lgebra i scher Summen m ileinander. Die Regel fur das Vorgehen bei der 
Multiplikation mehrerer algebraischer Summen erh3.lt man durch mehrfache Anwendung des Di
stributivgeselzes, wobei die Vorzeichenregeln zu beachten sind (Abb. 1.5-1). 

i�+��+� = *+�+*+�=�+�+k+MI 
Mu ..ttipllzlert a....,.._S.-..mlt-, ladea - jeda Glled der - S-e mlt 
jedem GlledW-..itipllzlert_.dlele _te-addlerl. 

In den folgenden Beispielen treten auch mehrgliedrige Summen auf; bei mehr als zwei Faktoren geht 
man schrittweise vor: 

Beispiele. 3: (1u-Jv) (4u + 5v) = 28u' + 3 5uv-12uv-1Sv' = 28u' + 23uv-l5v2• 
4: (2s-Jr)(5r-7s + 21) = 10rs-14s2 + 4st-15rt + 2lst-6t2 

= 10rs-15rt-14s2 + 2 5st-6t'. 

5: (u + 7v) (Ju + v) (9u -6v) (2u -v) = (Ju' + 22uv + 7v2 )(18u2 -21 uv + 6v2) 
= 54u4 + 333u3v- 318u2v2 - 15uv3 + 42v4. 

Asusk/ammern. Das Distributivgeselz a(b + c) = ab + ac kann nicht nur von links nach rechts, 
sondern auch umgekehrt von der Summe zum Produkt hin angewendet werden. Dieses Vorgehen 
bezeichnet man als Ausklammern von Faktoren. Es ist immer mOglich, wean mehrere Summanden 
gleiche Faktoren enthalten. Dieser gleiche Faktor kann in einem Zwischcnschritt besonders hervor
gehoben werden. Die Umwandlung in ein Produkt aus zwei algebraischen Summen geht meist in 
mehreren Schritten vor sich. 

Beispiele. 6: 44p-77q + 99r =II· 4p-II· 7q +II· 9r = I 1(4p-7q + 9r). 
7: S4a3b'c' + 18a2b3c'-J6a'b'c' = 18a'b'c2(3ac + b-2 ). 
8: I Sam - 24bm + I 5an -20bn = 6m(Ja -4b) + Sn(Ja -4b) = (Ja - 4b) (6m + 5n). 
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B inomische Formeln. Einen besonders wichtigcn Sonder
fall dcr MultipJikation algcbraischcr Sµmmen erfaOt man 
mit Hilfe der binomischen Formeln; z. B. ist (a + b) (a + b) 
=a'+ ab+ ab+ b' = a1 + 2ab + b'. 

(a + b)' = a' + 2ab + b' 
Binomische Formeln (a -b)2 = a2 -2.ab + b2 

(a+ b)(a-b) = a1-b1 
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die Vorzeichenregeln zu bcachten. AuOerdem ergibt sic sich 
auch durch Einsetzen von -b fur b in diese Formel (Abb. 
1.5-2). 
Durch Anwendung dieser Formeln kann sowohl das Quadrat 
einer algebraischen Summe angegeben als auch cine Summe 
in Faktoren zerlegt werden. In beiden Richtungen ergeben 
sich auch Rechenuortei/e fur das Kopfrechnen. 
&ispiele. 9: (1uv-5vw)2 = 49u2v2 -10uv2w + 2Sv2w2. 

1.5-2 Veranschaulichung von 
(a - b)' = a• - 2ab + Ir 

JO: (5m + n/2)(Sm-n/2) = 25m1-n2 /4. 
JJ: J,96r 2 + l,4rs + 0,25s' = (l,4r + 0,5s)2• 
12: l6a2 -56ab +49b'-64c' = (4a-7b)2 -64c2 = (4a-7b + 8c)(4a-7b- Sc). 
13: 394 · 406 = (400-6)(400 + 6) = 160000- 36 = 159964. 
14: 2042 = (200 + 4)2 = 40000 + 1600 + 16 = 41616. 
15: 472 -432 = (47 + 43) (47-43) = 90 · 4 = 360. 

HOhere Potenzen. So wie fur (a+ b)2 kann man auch filr grOllere Exponenten als 2 entsprechcnde 
binomische Formeln herleiten: 

(a+ b)' =a'+ 2ab + b1, 
(a+ b)3 = a• + 3a'b + Jab' + b3, 
(a+ b)4 =a•+ 4a'b + 6a'b' + 4ab3 + b4, 
(a+ b)' =a'+ Sa4b + IOa'b' + IOa'b' + 5ab4 + b' 

usw. 
Ersetzt man ein Glicd eines Binoms durch sein entgegengesetztes, z. B. b durcb -b, so habcn alle 
ungcradcn Potcnzcn diescs Gliedes negatives Vorzcichen, z. B. (a-b)3 = a3 - 3a2b + 3ab2 - b3. 
Wieman sieht, f:illt der Exponent des a von Glied zu Glied, wahrend der des b steigt, und zwar so, 
da8 bei (a + b)n die Summe beider Exponenten in jedcm Glied n ist. Die jeweils davor stehenden

Faktoren sind die Binomia/koeffizienten (Z) [lies n Uber k]. Sic bedeuten fur a> b > 0: 

(") n(n-I) (n-2) ... (n-k + I) n(n-1) (n-2) ... (n-k + I) n! 
k 1·2·3 ... k k! (n-k)!·k! 

Setzt man fest, da8 ( � ) = I = ( : ) sein soil, so la8t sich der binomische Lehrsatz auch mit Hilfc 

des Summenzcichcns vereinfacht darstellen (vgl. Kap. 18.2.). 

Binomischer 
Lchrsatz 

Demnach erhalt man filr das 5. Glied, d. h. das 4. gemischte Glied von (a+ b)6 wegcn n = 6, k = 4 
den Wert: 

(6) 6-•b• = � 2b• = 15 2b• 
4

a 1-2-3-4 a a ·

Das Pasca/sche Drei eck. Dieses Dreieck ist cin Hilfsmittcl, das die Ennittlung der Binomial

koeffizienten auch demjenigen mOglich macht, der mit der Bildung von (:) nicht vcrtraut ist. Man 

erhalt es, wenn man, beginnend mit (a + b)0 = I und (a + b) 1 =a+ b, die Koeffizientcn drei
eckformig untereinanderschreibt bzw. die Gleichung (a+ b)n+i = (a+ b)" (a + b) verwendct 
(Abb. 1.5-3). 
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Abb. 1.5-J ,.• 
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1 

Dabei entstehen die Zahlen jeder Zeile, indem die zwei benachbarten Zahlen der darUberstchenden 
. (6) (5) (5) . . . . add1ert werden, z. B. 4 = 

3 
+ 

4 
= IO + 5 = 15. Allgemem lautet d1ese Bez1ehung zw1schen 

. . . (") ( n ) (" + I) den Bmo!Dlalkoeflizienten k + k + 1 = k + 1 , wegen 

(:) + (k: 1) = (n-:)!k! + (n-k-�;!(k+ I)! 
n! [(k +I)+ (n-k)] (n +I)! 

(
"+I

) (n-k)!(k+I)! (n-k)!(k+I)! k+I. 

Dirid.iereo. Auch bei der Division ist zu unterscheiden zwischen der Division durch cine Zahl, ein 

AMonom, d. h. einen eingliedrigen Term, und der Divison durch cine algebraische Somme. Dabei 
mUssen die Variablen stets auf Variabilitatsbereiche beschrankt werden, in denen der Divisor den 
Wert O nicht annehmen kann, auch wenn dies nicht in jedem Beispiel hervorgehoben ist. 
Divi s ion durch e in Monom. Setzt man im Distributivgesetz (a + b) d =ad+ bd fur d = l/c 
mit c =t= 0 und bedenkt, daB der Bruchstrich auch als Oivisionsz.eichen aufgcfa8t wcrdcn kann, so 
erh31t man die Regel fur die Division einer Summe durch eine Zahl. AJgebraische Summen werden 

����
h unter Beachtung der Vorzeichenregeln gliedweise divi- I (a+ b): c = 0: c + b: c I 

&ispi,I 16: (28m'n-63m'n' + 84mn'): 7mn = 4m-9mn + 12 n. 
Division durch e i ne algebrai sche Sum me. Vielfach kommt man bei Aufgaben, die die Division 
durch eine a]gebraische Summe verlangen, mit den Kenntnissen Uber das Ausklammern oder die 
binomischen Formeln aus. Man zerlegt dann den Dividend entsprechend in Faktoren, nachdem man 
ihn nOtigenfalls passend umgeordnet hat. 
&ispi,I 17: (0,54fg-0,3,h--0,45fh + 0,36eg): (0,2, + 0,3/) 
= [0,2, (l,8g-l,5h) + 0,3/(l,8g-l,5h)]: (0,2, + 0,3/) 
= [(l,8g-l,5h) (0,2, + 0,3/)]: (0,2, + 0,3/) = l,8g-l,5h. 

Gelingt es nicht, cine solche Umwandlung des Divide!lden zu erreichen, weil etwa die verlangte 
Division nicht ohne Rest aufgeht, so muB man zum Verfahren der schrillweisen Division greifen. 
Schrittweise Division. Dieses Verfahren ist lediglich eine Verallgemeinerung der gewOhnlichen 
schriftlichen Division, bci dee man im Grunde genauso vorgeht, wenn auch nicht jeder Schritt wie 
im Beispiel 18 niedergeschrieben wird. Ganz entsprechend verfiihrt man bei der Division algebraischer 
Summen, mu8 aber darauf achten, da8 Dividend und Divisor in gleicher Weise geordnet sind. 
Ebenso wie das Hinschreiben der Nullen kann auch das Herunternehmen aller noch im Dividenden 
verbleibenden Glieder nach jedem Schritt zur Ersparung von Schreibarbeit unterbleiben, falls man . 
sicher ist, kein Glied zu vergessen. 
Beispiel 18: Beispiel 19: 

286: 22 = (13a'x + 3x3-ax' + 10.3 ): (2a+ 3x) 
(200 + 80 + 6):(20 + 2)= 10 + 3 = (10.3 + 13a2x-ax'+ 3x3 ):(2a+3x)=5a'-ax+x' 

-(200+20 ) =13 -(IOa3 +15a'x) 
0 + 60 + 6 0 - 2a'x- ax'+ 3x3 

-(60 + 6) --(- 2a1 x-3ax1 ) 
- -0 -- 0 + 2ax' + 3x' 

--(2ax' + 3x3 ) 
0 
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Ubrigens geht nicht nur die Division (a3 - b3): (a -b) auf. FUr jedes natUrliche n ist (a" -ti') durch (a-b) ohne Rest teilbar, wiihrend die Division (a"-b"): (a+ b) nur fur gerades n aufgeht. Allgemein ist 
(a"-b"): (a-b) =a"-'+ a"-'b + a"-'b' + ··· + ab"-2 + b"-•. 

n Glieder 
Division mil Rest. Auch wenn bei der Division ein Rest bleibt, andert sich am Verfahren nichts; in der Schreibweise verfiihrt man analog zu 47: 5 = 9 + 2/,. 

Beispiel 21: 

Beispiel 20: (a3 -b3): (a-b) =a'+ ab+ b2• --(a 3-a2b) 

--( a2b -ab') ab2-b3 --(ab2-b') ---0-

(x4 - x3 - 5x2 -40x + 7): (x' + 3x + 9) = x' - 4x -2 + ,2-" � 25 9 . --(x' + 3x' + 9x') x + x + 

-4x3-J4x2 --(-4x3 - 12x'-36x) 2x - 4x --(- 2x2-6x-18) Rest 2x + 25 
Briiche mit Variablen Erweitern und Kiirzen. Erweitern und KOrzen sind nur Formiinderungen der durch die Brllche dargestellten rationalen Zahlen. Diese Form3.nderungen sind auch bci Brllchen mit Variablen mtiglich. 

Erweitern. Zahler und Nenner werden mit dem gleichen Faktor multipliziert; man erhalt a/b = (a· k)/(b · k) durch Erweitern mil k0 entsprechend 5m/(9n) = (3 · 5m)/(3 · 9n) = 15m/(27n) durch Erweitern mit 3 bzw. 7/(3a + 3b) = (7a -7b)/(3a2 - 3b2) durch Erweitern mit (a -b). 

Kiirzen. Zahler und Nenner des Bruches werden durch den gleichen Term dividiert, z. B. (6cd)/(22de) = 3c/(1 le). Eine gentigende Fertigkeit im Ausklammern und in der Anwendung bi• nomischer Formeln ist bier besonders wichtig, da nur gleiche Faktoren gekilrzt werden kOnnen: 15u2 - 24uv 3u(5u -8v) Su - 8v I 2u2 I 2u2 _4_u_ Den bekannten Vers ,.Aus Differenzen und Summen kiirzen nur die Dummen" kOnnte man allerdings erweitern durch die Worte ..... und die besonders Klugen" - die niimlich, die das Ausklammern im Kopf vornehmen und damit jedes  Gl ied der algebraischen Summe durch die Kiirzungszahl p4-I p2-1 dividieren oder binomische Formeln entsprechend anwenden, z. 8. Jp2 + 3 = -3-. 
Addieren und Subtrahieren. Addition und Subtraktion gleichnamiger BrUche sind bei Bn1chen mit Variablen ebensowenig problematisch wie beim Rechnen mit rationalen Zahlen: a/c± b/c= (a±b)/c. 

Beispiel /: 7i�;k 5i;24k 7i+ 5k
;-;;

?i-4k) 

7; + 5k _ 5; + 4k 2; + 9k (Klammern beachten !) 
3k' �-Auch hier kann man - bei genUgender Sicherheit ! - die Zwischenergebnisse weglassen. Besonders ist aber auf die Vorzeichen bzw. die Rechenzeichen zu achten, da der zweite Bruch subtrahiert wird 

Ungleich,iamige Briiche. Ungleichnamige BrUche mUssen zuerst gleichnamig gemacht, d. h. so erweitert werden, daB sie denselben Nenner erhalten. Als gemeinsamen Nenner wiihlt man auch hier meist den Hauptnenner, den einfachsten Nenner, der alle vorkommenden Nenner als Faktoren enthiilt. Oftmals ist er ohne schriftliche Arbeit nach kurzem Oberlegen zu ermitteln: 
Beispiele. 1: �; + !; - Y !}"' 4 · 2Y + 2 · ;;,-3<Y + 2x) 

Sy+ 10x-3y-6x 4x + 5y 12z 12z 
3: 4+ a�b - b2:_a =4+ a�b 

+ 
a�b 

4(a-��;a+2b 1:=: · 



1.5. Arbeiten mit Zahlenvariablen 47 $ind die Nenner komplizierter, so ist ein schriftliches Bestimmen des Hauptncnncrs empfehlenswcrt. 
Best immung des Hauptnen ners. In der Aufgabe I 2u � 1 Sv - 36}2" � ;I v2 + Su2 };.;:-}� 1Sv2 bestimmt man den Hauptnenner wie in der gewOhnlichen Bruchrechnung durch Zerlegung dcr Einzel• nenner in nicht ;i;:·;�;;�;r: Ftt;;; l:? (2u + 3v) I rn: t �t

Su' + 24uv + I Sv2 = 2 · (2u + 3v)2 32(2u -3v) HN 2 · 32 · (2u-3v) (2u + 3v)2 Daraus ergibt sich fur die vorangestellte Aufgabe 32(2u + 3v)2 - 2(2u + 3v) (2u -v) + 32(2u -3v) (6u -5v) IS(2u-3v) (2u + 3v)2 Ein solcher Bruch wird dann durch Zusammenfassen im Zahler und gegebenenfalls durch Kilrzen weiter vereinfacht. Multiplizieren und Dividieren. Da bei den Rechenoperationen zweiter Stufc mit BrOchen das Bestimmen des Hauptnenners entf.illt, ist die Ausfuhrung einfacher als bei den Opcrationen erster Stufe. SowohJ beim Multipliziercn als auch beim Dividieren ist auf die MOg)ichkeit des Kilrzens vor dem Ausrechnen zu achten. 
Mu ltip lizieren. Filr die Multiplikation von Brilchen gilt -i- · 7 = : �;. 32r 2 25p 32r 2 • 25p 4, · Sp 20pr Beispiele. 4: 3Sq 24, - 35q. 24, - 7q. 3 - 21q . 

5: ISm�2Sn · (6m-!On)= l:p nach Kiirum mil (3m-5n). 
Divid ieren. Die Division kann stets ausgefilhrt werden als Multiplikation mit dem Reziproken des Divisors, f : 7 = : : : . 
Beispiele.6: 14m . 7mn 14m·6k 4 ?: ISs-lSI :(!2,,_1212)=--3 __ _ 9k' · 6k - 9k2 · 7mn - 3kn · u 2u(s + 1) 8: 4 , ,. 3�2/3g4 _ 95e4/ 3g2 • 3h 15e2h 9s. I g · __ 3_h_ - 3Se2f3g• 2g2 

Doppelbriiche. Ooppelbrfiche liegen vor, wenn im Zahler oder Nenner eines Bruches abennals Brilche auftreten: a/7 x l/m2 + 2/(mn) + 1/n' 
3b ; y/x + 9 ; 3/m + 3/n Oas Umformen geschieht wie bei Doppelbrilchen mit Zahlen, indem man den Hauptbruchstrich als Divisionszeichen auffaBt. 

Beispiel 9: l/m2 + 2/(mn) + 1/n' 
3/m + 3/n (m2 + 2mn + n2) mn m2n2(3m + 3n ) 

(n2 + 2mn + m2)/(m2n2) (3n + 3m)/(mn) m+n 
3mn Eindeutigkeit der Zerlegung einer nati.irlichen Zahl in Primfaktoren Als Beispiel dafur, wie durch die Verwendung von Variablen die GUltigkeit mathcmatischer Oberlegungen fur allc Zahlen aus einem Zahlenbereich gezeigt werden kann, folgt ein Beweis des in der elementaren Zahlentheorie verwendeten Satzes, daB die Zerlegung einer natilrlichen Zahl in Primfaktoren bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutig ist. Der Beweis geht vom Euk/id ischen 

Algori thmus aus. Filr 13013 und 390, bzw. zwei Zahlen a und b erh3lt man durch Dividiercn dcr grOBeren durch die kleinere, der kleineren durch den Rest ,1 und jedes Restes durch den folgcnden die folgende Obersicht. Von ihr wurde in 1.1. - Elementare Zahlenthcorie behauptet, daB im Zahlenbeispiel die Zahl I 3, im allgemeinen Fall r,. der grOBte gemeinsame Teiler ist, d.h .. 13 = ggT (13 013, 390) bzw. ,,. = ggT (a, b). Die Reste ,1 sind stets um mindestens I kleiner als der Divisor; nach endlich vielen Schritten muB deshalb ein Rest 'n+t Null seio. Aus den Gleichungen von unten nach 
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oben gelesen erkennt man, daB r,. ein 
Teiler von ,,._ 1 ist, damit auch von ,11_2 

usw., also auch von b und von a, d. h., ,,. 

ist ein gemeinsamer Tei/er von a und b. Aus 
der Gleichung ,1 = a- bq1 folgt sogar, 
daB jeder gemeinsame Teiler von a und 
b auch r1 teilt, mithin auch ,2 usw., daB 

13013 = 390 · 33 + 143 
390 = 143 · 2 + 104 
143 = 104 · I + 39 
104 = 39 · 2 + 26 
39 = 26 · I + 13 
26= 13· 2+ 0 

a = b · q1 + r, 
b = r, · q2 + r2 

r, = r2 
. q3 + r3 

r,._2 = r,._l. q,. + r,. 

r,._l = r,.
. q11+l + 0 

schlie81ich ,,. jeden gemeinsamen Teiler von a und b enthiilt, mithin der grO.Pte gemeinsame Tei/er 
ist; man schreibt ggT (a, b) = r,. . Nach der vorletzten Gleichung erhalt man ggT (a, b) = ,,. = 
r,._2 - r,._1q,. . Ersetzt man in ihr r,._1 <lurch r,._J = r,._3 - r,._2q,._1 sowie r,._2 <lurch ,,._2 = 
r,._4 - r,._3q,._2 usw., so erhiilt man zwei nati.irliche Zahlen x und y, fur die die Beziehung gilt 
ggT (a, b) = r,. = ax-by. Sind insbesondere die Zahlen a und b teilerfremd, so ist ggT (a, b) =,,. =I 

= ax-by. Daraus JaBt sich der Satz gewinnen: 

Wenn die Zahlen a und b tei/erfremd sind und wenn b ein Tei/er von ac ist, so ist c durch b teilbar. 

Nach Voraussetzung gibt es eine natiirliche Zahl k, fur die ac = b · k gilt, wegen ggT (a, b) = I hat 
man zug]eich 1 = ax- by oder e = aex- bey, also auch c = bkx - bey= b{kx - ey), d. h., b 
ist Teiler von e. 

Folgerung: Wenn das Produkt ab dureh eine Primzahl p teilbar ist, so ist wenigstens einer der Fak· 
toren a oder h dureh p teilbar. 

Damit kann die Eindeutigkeit der Zerlegung einer natiirlichen Zahl n in Primfaktoren bewiesen werden. 
Waren nii.mlich n = p1 · p2 · Pr = q1 · q2 ••· q, zwei Zerlegungen in Primfaktoren, so mUBte p1 

Teiler des Produkts q1 · q2 • · q,, d. h. aber Teiler eines der Primfaktoren q1 sein. Das ist our mOglicb, 
wenn p1 diesern Primfaktor q1 gleich ist. Durch geeignete Numerierung der qi, indem z. B. sowohJ 
die p1 als auch die q1 der GrOBe nach geordnet werden, darf angenommen werden p1 = q1• Der 
gleiche SchluB gilt fur p2 • p3 · · · p, = q2 • q3 · · • qs 

und ergibt p2 = q2• Durch wiederholte Anwendung 
ergibt sich schlieBlich r = s und Pr

= q1 • 

Geschichtlicbes. In der Anfangszeit mathematischer Betatigung driickte man Recbnungen, Lehrsitze 
und Formeln our in Worten aus. Wegen der Urnstandlichkeit und der Unilbersichtlichkeit dieses 
Verfahrens wurden dann fur hiiufig vorkommende Objekte AbkUrzungen Uhlich, z. B. bezeichneten 
schon die Griechen Punkte, Linien und Flii.chen mit Buchstaben. D10PHANT von Alexandria (um 
300 u. Z.) verwendete auch generell fur unbekannte Zahlen einen Buchstaben; dabei ist aber zu be· 
merken, da8 auch alle griechischen Ziffern mit Buchstaben bezeichnet wurden. 
Die Entwicklung bei lndern und Arabern bezog sich mehr auf die Gleichungslehre. Deshalb sei sie 
bier ilbergangen, auch wenn der Name Algebra auBer for die Gleichungslehre in der Elementar• 
mathematik vielfach im erweiterten Sinn filr das Arbeiten rnit Zahlenvariablen verwendet wird. 
Buchstaben als Variable finden sich erstmals in grOBerem Umfang bei LEONARDO von Pisa (1 180 
bis 1228), der auch schon Bruchstriche benutzte; jedoch fehlen ihm noch Rechenzeichen. Der eigent
liche BegrUnder des konsequenten Arbeitens mit Variablen ist VJETA (1540-1603). Auch Rene DF.S· 
CARTES (latinisiert CARTESIUS, 1596--1650) betonte das Arbeiten mit Variablen; auf ihn geht auch die 
heutige Schreibweise for Potenzen zurUck. 
Die Rechenzeichen + und - treten erstmals 1489 im Rechenbuch des Johannes WIDMANN von Eger 
auf; 1631 fuhrte William OuGHTRfD das Zeichen x als Multiplikationszeichen ein. Der Punktals 
Multiplikationszeichen und der Doppelpunkt als Divisionszeichen wurden von LEIBNIZ (1646-1716) 
eingefuhrt, das Gleichheitszeichen geht auf Robert RECORD£ ( 1557) zuriick (vgl. Kap. 4.). 
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Potenzen 
Tafeln fUrQuadrat- und Kubikzah/en 
Wurzeln. 
Wurzeln a/s Potenzen mit gebroehenen 
Exponenten 

49 2.2. Rechnen mit Logarithmen . 58 
49 Logarithmengesetze und Logarithmen-
52 systeme 59 
53 Das praktisehe logarithmische Reehnen 62 

57 
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Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division bezeichnet man als die vier Grundrechenarten. 
Wie das wiederholte Addieren desselben Summanden zu einer neuen Rechenart, dem Multiplizieren, 
geftihrt hat, so fuhrt auch das wiederholte Multiplizieren mit demselben Faktor zu einer neuen 
Rechenart, dem Potenzieren. Wie die Addition oder die Multiplikation kann man auch diese Rechen
art umkehfen, erhalt jetzt aber zwei verschiedene Umkehrungen, das Radizieren und das Logarith· 
mieren. 
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2.1. Rechnen mit Potenzen und Wurzeln 

Gescbichtliches. Die Potenz war schon durch ihrc Anwendung bei gcometrischen Berechoungcn 
bzw. durch Gleichungen zwcitcn und hOheren Grades den VOlkem des Altertums bekannt. Die 
Babylonier kannten Tabellen von Quadratzahlen und Potenzen. Sic waren ferner in der Lage, Zinscs• 
zinsaufgaben mit Hilfe von Zweierpotenzen zu IOsen. In den .,Elementen" des EUKLID findet man 
(a + b)2 ausgerechnet, cine fur die damalige Zeit erstaunliche Leistung. Zurn ersten Male nachwcis
bar tritt der Begriff Potenz im 5. Jh. v. u. Z. bei Hl'PPOKRATES von Chios auf. In der Folgezeit wurdc 
er hiufiger verwendet, z. B. von PLATON (427-347 v. u. Z.). Urspriinglich mcinte man damit nur die 
zweitc Potenz. Rafaele BOMBELLI dllrfte im 16. Jh. als crster das Wort potenza [lat. potentia, Macht, 
F3.higkeit, VermOgen] verwendet haben. Auch er bezeichnete damit das Quadrat der Unbekanntcn. 
Erst spater erhielt der Bcgrilf Potenz seine heutige allgemeine Bcdeutung. Die jetzige Schreibweise 
der Potenz geht im wesentlichen auf Rene DESCARTES (1596-1650) zurUck. Er fuhrte sic aber nur fur 
ganzzahlige Exponenten grOOer als 2 ein. Das Quadrat einer Zahl schrieb er noch a · a. Potenzen 
mit gebrochenen Exponenten waren ebenfalls seit 13.ngerer Zeit bekannt. Schon bei Nicole ORESME 
(1323-1382) findet man einige Satze Uber das Rechnen mit 8ruchpotenzen. 
Wie die Potenzen waren auch die Wurzeln bereits im Altertum bekannt. So benutzten die Babylonier 
Tafeln von rationalen Quadratwurzeln. Die irrationalen Quadratwurzeln wurden naherungsweise 
mit Hilfe des Verfahrens vom arithmetisch-geometrischen Mittel berechnet. Als Formel benutzte 
man Va2 + b � a+ b/(2a). Den Griechen war um 400 v. u. Z. bekannt, daO die Quadratwurzeln 
aus den Zahlen 2, 3, ... , 17, mit Ausnahme von 4, 9 und 16, irrational sind. Die Beweise der Irrationa
litat dieser Wurzeln werden H1PPASOS von Metapont bzw. THEOOOROS von Kyrene zugeschrieben. 
In den ,,Elementen" des EUKUD werden die Rechnungsarten der zweiten Stufe auf die Wurzeln ange
wendet. 
Im Mittelalter wurde die Wurzelrechnung standig weiter ausgebaut. Im 9. Jh. wuOten die Jnder 
bereits, daO die quadratische Gleichung und die Quadratwurzel doppeldeutig sind, sowie, daB sich 
die Quadratwurzel aus einer negativen Zahl nicht reell bestimmen 13.Bt. Auch sie konnten Quadrat• 
und Kubikwurzeln naherungsweise berechnen. Michael STIFEL (1487-1567) schrieb Uber das numeri
sche Radizieren bis zur 7. Wurzel. Die in Euklids ,.Elementen" vorkommende lrrationalitatstheorie 

von Termen der Form l/a + Vb erweiterte er aufTerme der Form Va +
11

Vb. Allmiihlich schrieb man 
auch das Wurzelzeichen in der heutig;n Form, n:chdem z. 8. noch im 16. Jh. Christoph RuooLFF 
folgende Symbole verwendete: Y fur JI, YYY fur JI, usw. Man erkennt auch, daB sich Wurzeln durch 
die schon bekannten Potenzen mit gebrochenen Exponenten darstellen !assen. 

Potenzen 
Potenzbegrilf. Es kommt h3.ufig vor, daB man gleiche GrOBen addieren muf3: 3,7 + 3,7 + 3,7 + 
- 3,7 + 3,7. FUr diese Summe von gleichen Summanden schreibt man das Produkt 5 · 3,7. Gleich
falls sehr oft trill die Multiplikation gleicher GrOOen auf. Auch bier wurde eine abgekO.rzte Schreib
weise eingefuhrt; in der Geometric z. B. berechnet man den Fl3.cheninhalt eines Quadrats als Seiten
Jange a mal Seitenl3.nge a oder A= a· a oder kO.rzer A= a2 (lies: zweite Potenz von a oder a hoch 2 
oder aim Quadrat]. Entsprechend erhalt man fur das Volumen V eines WUrfels V = a· a· a= a3• 
Allgemein setzt man a" fur positive ganze Zahlen n und liest n-te Po1enz von a oder a hoch n. 

Potenz a= a· a· ... · a= a" oder a1 = a,a2 =a· a, ... , a"= a"-1 • a 
n Faktoren a; n > 09 ganz 

Dabei ist a die Basis (griech. Basis, Grundlage] oder Gnmdzahl der Potenz, n der Exponent [lat. 
exponere, heraussetzen] oder die Hochzahl der Potenz. Demnach ist die n-te Potenz einer Zahl der 
zusammenfassende Ausdruck fur ein Produkt von n gleichen Zahlen; z. B. 25 = 2 · 2 · 2 · 2 · 2 = 32. 
Man sagt auch, 2 isl in die 5. Potenz zu erheben, oder 2 ist mit 5 zu pore11ziere11, und nennt diese 
Rechenart das Potenzieren: es isl ein mehrfaches Multiplizieren mit derselben GrOOe. Da sich das 
Potenzieren auf den bisher bekannten Rechenarten der I. (Addition und Subtraktion) und 2. Stufe 
(Multiplikation und Division) aufbaut, spricht man von einer hOheren Rechenart oder Rechenart der 
3. Stufe. 
Da O • O = O, gilt allgemein: O" = 0 fur 11 > 0. Ebenso erhalt man beim Potenzieren der I, d. h. 
beim Multiplizieren der I mit sich selbst, wieder I. Es gilt: 1" = 1 fur ganzzahlige 11 > 0. Beim Po
tenzieren darf man im allgemeinen niemals Basis und Exponent miteinander vertauschen, d. h., es 
gilt a" =I= 11", z. 8. ist 23 =I= 32

, denn 23 = 8 =I= 9 = 32
; die einzige Ausnahme ist 24 = 16 = 42

. 

Man unterscheidet gerade und u11gerade Potenzen. Gerade Potenzen sind 64, cl.6 oder allgemein 
ai., d. h., man nennt cine Potenz gerade, wenn ihr Exponent gerade, d. h. durch 2 teilbar ist. Unge
rade Potenzen sind solche, deren Exponent ungerade ist, wie etwa 5"1, m11, allgemein a211-1• 
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&ispiel 1: Die Potenzen treten in vielen Formcln und Gesctz.en der Mathematik, dcr Naturwissen
schaft und der Technik auf; z. B. stellt in der Geometric (4/3) n,3 das Volumen einer Kugel dar, 
(s2/4) V:i den Flacheninhalt eines gleichseitigen Dreiecks; in der Physik stellt (Jf/2)1 2 das Weg
Zeit-Gesetz des freien FalJes dar und in der Zinseszins- und Rentenrechnung b · (r"- J)/(r-1) 

. die Rentenformel. 
Eine besondere Bedeutung haben die Zehnerpotenzen. Man benutzt sie, um sich z. B. bei Ober
schlagsrechnungen oder beim Rechenstabrechnen einen Oberblick iiber die GriifJenordnung ei11er 

Zahl zu verschaffen sowie um sehr groj)e bzw. sehr kleine Zahlen abgekiirzt und ilbersichllich darzu
stellen: 100= 10· 10= 102, 1000= 10· 10· 10= 103

; ferner schreibt man fur eine Million 106
, 

fur cine Milliarde 109
, fur cine Billion 1012 und fur cine Trillion 10• 8

; fur 1291000 ware z. 8. zu 
schreiben 1,291 · 106 oder I 291 · 103. Auch Maf3einheiten werden in der Potenzschreibweise dargestellt, z. B. m2 (Quadratmeter), cm3 (Kubikzentimeter) oder m/s2 (Meter je Sekundenquadrat). 
Potenzen, deren Basis zwischen 0 und I liegt, werden kleiner, wenn der Exponent gr0Oer wird: 
(1/2)2 > (1/2)3 > (1/2)4 

.•.• dagegen groller, wenn die Basis groller als I ist. Sic wachsen sehr stark 
an; aus dem 3.ltesten Rechenbuch, das nach AHMES benannt wird, stammt folgende Aufgabe: 
Beispiel 2: 7 Personen besitzen je 7 Katzen, jede Katze friBt 7 Ma.use, jede Maus friBt 7 Ahren 
Gerste, aus jeder Ahre Gerste k0nnen 7 Mall Getreide entstehen. Wieviel MaB sind das? - LOSung: Das sind 75 MaO oder 16807 MaO. 

Vorzeichen in Potenzen. Da sich auch negative Zahlen miteinander multiplizieren !assen, darf die 
Basis einer Potenz auch negativ sein; nach den tekannten Vorzeichenregeln erh:ilt man z. 8. (-3)4 = (-3) · (-3) · (-3) · ( -3) = +81 oder ( -5)3 = (-5) · ( -5) · ( -5) = -125. Es leuch1e1 ein, daB das Produkt zweier negativer Faktoren positiv ist, das von dreien negativ, das von vier 
negativen Faktoren positiv und so im Wechscl fort. 1st die Anzahl der Minuszeichen gerade, so hat 
die Potenz einen positiven Wert, ist ihre Anzahl ungerade, einen negativen. Der Exponent gibt aber die Anzahl der gleichen Faktoren an. 
Eine Potenz mil negativer Basis hat einen positiven Wert bei geradem Exponenten und einen negativen 
Wert bei ungeradem Exponenten. 

Um das Wesentliche dieser Vorzeichenregeln deutlich zu machen, wahlt man als Basis (-1); nimmt man noch die selbstverstandliche Tatsache dazu, daf3 bei positiver .Basis der Potenzwcrt positiv ist, 
so erhiilt man fur jede ganze positive Zahl 11: 
1(-1)"=+1. (-1)2"=+1, (-1)2•-•=-l.1 
Multiplikation und Division von Potcnzen. Potenzen, dcren Basis u n d Exponent verschieden von
einander sind, kann man durch Multiplikation und Division nicht zusammenfasscn; z. 8. a" · c3 

oder b3/x7• 
Potenzen  mir g le ichen Exponenten. Potenziert man ein Produkt, z. 8. (ab)", so crhilt man n 
Faktoren a· b, insgesamt also 2n Faktoren, niimlich 11 Faktoren a und n Faktoren b im Wechsel. 
Da die Faktoren nach dem Kommutativgesctz vertauscht werden dllrfen, 13.Bt sich das Produkt 
umordnen in ein Produkt aus" Faktoren a und " Faktoren b. 
£in Produkt wird potenziert. indem man jeden Faktor mil di!m gleichen Exponent en polenziert und 
die so erhaltenen Polenzen multipliziert. Umgekehrt werden Potenzen mit gleichen Exponenren 
multiplizierl, indem man das Produkt der Basen mil dem gemeinsamen Exponenten potenziert. 

Beispiele. 3: (2.xyz)5 = 25x5y5z5 = 32.x5y5z5• 4: (3a)3 = 3a · 3a · 3a = 3 · 3 · 3 · a· a· a= 21a3• 
5: 28 • 57 = 2 · 27 • 57 = 2 · (2 · 5)7 = 2 · 107 = 20000000. 

Analog ergibt cine Potenz (a/b)n, deren Basis ein Bruch ist, durch Multiplirieren der n gleichen 
faktoren a/b einen Bruch, <lessen Zahler n Faktoren a und <lessen Nenner n Fakwren b enthalt, 
also an/b". 

I (a b)" � a" If" ! l (a/b)' = a"/lf" ! I a'" . a" � ,,..., ! 
£in Bruch (Quotient) wird potenziert, indem man Ztiltler (Dividend) und Nenner (Divisor) mil dem 
Exponenten einzeln potenziert und die so erhaltener. Potenzen dividiert. Umgekehrt werden Potenzen 
mil gleichen Exponenten dividiert, indem man ihre Base,r di,iidiert und den so erhaltenen Qu01ienten 
mil dem gemeinsamen Exponenten potenzierr. 

&ispiele. 6: (5/6)3 = (5/6) · (5/6) · (5/6) = (5, 5 · 5)/(6 · 6 · 6) = 51/63 = 125/216 . 
. (5x)3 -�- 125x3 

7. 1a - 23a3 - Sal . 
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B: 34' - 34 · 344 - 34 34 = 34 T - 34 · 2• - 544 · 
Potenzen mit gleicher Basis. Mulriplikation. Nach der Definition der Potenz bedeutet das Multi
plizieren zweier Potenzen am und a" mit gleicher Basis a: zu m Faktoren a noch n Faktoren a dazu
zugeben; man hat dann (m + n) Faktoren, also die (m + n)-te Potenz. 

I. Potemgeoetz: Potenzeo mil glelcber Basis werdea iiiwtlpllzlert, lndem man die Basis mil der 
Smmne der Ex-tea potenzlert. 

Beispiele. 9: 34 · 32 = (3 · 3 · 3 · 3) · (3 · 3) = 3 · 3 · 3 · 3 · 3 · 3 = 34+2 = 36. 
JO: 56a5b · 98a1b5 • 14a2b3 = 23 • 7 · a5b · 2 · 72a7b5 • 2 · 7a2b3 

= zl+t+I . 71+l+la5+7+2b1+5+3 = 2' . 7''a1"-b9. 

Division. Sieht man das Ergebnis einer Division als Bruch an, in dem der Dividend der Zahler und 
der Divisor der Nenner ist, so erhalt man beim Dividiercn der Potenza'" durch die Potenz an einen 
·eruch mit m Faktoren aim Zahler und n Faktoren a im Nenner. 1st n der kleinere Exponent, so er
halt der Nenner durch n-maliges Ki.irzen den Wert 1, und der Zahler hat n Faktoren a weniger, d. h. nur noch (m - n) Faktoren, mithin den Wert am~n_ 1st dagegen m der kleinere Exponent, so 
erhalt der Zahler durch Ki.irzen den Wert I, und im Nenner bleiben (n- m) Faktoren ilbrig; man 
er halt I /an-m. Es kann auch zutreffen, dal3 beide Exponenten einander gleich sind, dann ergibt sich 
bei gleicher Basis im Zahler und im Nenner durch Kilrzen ein Produkt gleicher Faktoren I, und die 
Division hat fi.ir jede Basis den Wert I .  

;; = d"-", wenn m > n � = an�m , wenn n > m 
a• 
'an= l,wennm=n 

Beispiele. I I: 
76: 74 

I I I I 
7 · 7 · 7'· -.,... ).. ).. 

,:.,:.7d, 

/2: II3 : I I' 

I I I I 
I I I 

l"l-l"l-l"l 

N.·N.•fi-tI·tt 
I I I 

76-4 = 72 = 49. 

Yerglichen mit dem Ergebnis fi.ir die Multiplikation zweier Potenzen mit gleicher Basis ist das fi.ir die 
Division erhaltene unbefriedigend, dort ergab sich die Summe der Exponenten fi.ir das Produkt, 
hier tritt eine der Differenzen (m - n) oder (n - m) als Exponent auf oder gar die Zahl I fi.ir den Quo
tienten, die mit Potenzen scheinbar nichts zu tun hat. Dabci sollte man, weil die Division die Um
kehrung der Multiplikation ist, erwartcn, daf3 die Differenz (m - 11) aus zahlerexponent m und 
Nennerexponent n in jedem Fall das Ergebnis bestimmt, dal3 das 2. Potenzgesetz gilt. 
2. Poteugesetz: Potenzen mlt gleicher Basis wenlen diridiert, lndem man die Buis mit der Dltrereoz 
der E:s:ponenteo potenzlert. 

Nach dem 1867 von Hermann HANKEL aufgestellten Permanenzprinzip wird die GUltigkeit der 
Rechenregeln beibehalten, die Begriffe der durch sie verknilpften mathematischen Objekte aber 
werden erweitert. Die Diffcrcnz (m - n) der Exponenten, die nach dem zweiten Potenzgesetz auf
tritt, hat zunachst nur fi.ir m > n Bedeutung. Soll nach dem Permanenzprinzip dieses Gesetz auch 
fur m = 11 und fi.ir m < n gelten, so treten ein Exponent O oder negative Exponenten auf, die nach 
der bisherigen Definition »av bedeutet 1• gleiche Faktoren a« keinen Sinn haben. Man erweitert 
deshalb den Begriff der Potenz durch zwei Definitionen. 

Erweiterung des Potenzbegriffs a0 = I und a-" = +.- fi.ir alle a=½= 0 

Damit gilt ohne Ausnahme in Obereinstimmung mit den bisherigen Ergebnissen am : a" =: a"'-n, 
denn es gilt jetzt: 
I. for m > n die ursprUngliche Definition; 
2. fur m = n dagegen a"'-n = a0 = I und 3. fi.ir m < n nach·der neuen Definition am-11 = a-(n-mJ = 1/a"-m. 
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Beispiele. 13: a3 : a5 = a3-5 = a-2 = l/a2 . 
if ���•�j�>;;;)b�t ·/��;b'fl:J;�=;:.bS.2_-;: ;;�2� --n3 •• x7-� -;'. ��;;;:: ;t � �'!•b• 

= (22 • 32 • 7a2b2)2• 
16: Welcher Energie in kWh (lkWh = 3,6 · 1013 gcm2 s-2) entspricht ein Massendefekt von 
). mg? - E = m · c2 (E Energie, m Masse, c Lichtgeschwindigkeit � 3 · 1010 cm s-1). 

2 · 10-3 • (3 · 1010)2 2 · 9 · w-3 • I020 
Man erhalt 3,6. JO" kWh 3,6. IO" kWh= 5 · 10+< kWh. 
Wenn sich demnach 2 mg eines Stoff es vollst3.ndig in Energie umsetzen, werden 50000 kWh Energie 
frei. 

Die Potenzen mit negativen Exponenten werden fur Maj)einheiten und Zehnerpotenzen hiiufig verwendet; z. B. ms· 1 = rn/s fi.ir die Geschwindigkeit; gcm·3 = g/cm3 fur die Dichte u. a. Man ver
wendet Zelmerpotenzen mil nega1ive11 Exponenten wegen ihrer besseren Obersichtlichkeit bei sehr kleinen Zah len wie etwa bei der elektrischen Elementarladung e = 1,602 · 10-19 C oder beim Durchmesser eines Wasserstoffatoms d = 1 ,06 · 10-s cm. Wie klein diese Zahl ist, erkennt man daraus, daB sich der Durchmesser eines Wasserstoffatoms zu dem eines Ful3balls etwa so verhalt wie der Durchmesser des Ful3balls zu dem der Erde. 
Potenzieren einer Potenz. Eine Potenz a"' zu potenzieren, d. h. (a"')" zu berechnen, bedeutet nach der urspriinglichen Definition, ein Produkt zu bilden aus n Faktoren (a'"), von denen jeder wieder aus 
m gleichen Faktoren a besteht. Es sind demnach insgesamt m · n Faktoren a zu multiplizieren. Die 

I (a"')"= a'""" I ��=�
!�,����� ��l�e

i� ����� ��h'[�;1�:c��dF:�����nl�au����!��i� !l

i��he Fak-
3. Potenzgesetz. Potenzen werden potenziert, ind.em man die Basis mit dem Produkt der Exponenten potenziert. 

Da Faktoren in ihrer Reihenfolge vertauschbar sind, kann man auch die Reihenfolge der Ex.ponenten vertauschen. Man kann deshalb den Ex.ponenten einer Potenz in Faktoren zerlegen, und die 

Reihenfolge der Faktoren ist dabei beliebig; es gilt a"'·"= (a'")"= (a")'". 
Beispiele. 17: (22)4 = (24)2 = 162 = 256. 

(-9a2h3r5 (-1 )5 (32a2b3)5 31001ob1s 36a2b11 
18: (-6a2b)4 ( -J)4 (2 . Jalb)4 24. J4a8b4 = ---2•-
l9: Die grOBte Zahl, die man mit 3 Ziffern schreiben kann, falls nur Addition, Multiplikation und 
Potenzieren erlaubt sind, ist die Zahl 9<•'>, denn 9 + 9 + 9 < 9 · 9 · 9 < 999 < 999 < (99)9 <

< 999 < 9l99> = 9387 420489. Um diese Zahl hintereinander aufzuschreiben, brauchte man einen Streif en Papier, der etwa von Leipzig bis Helsinki reicht, oder man kOnnte damit 33 Biicher mit je 800 Seiten und 14000 Ziffern je Seite fiillen. 
Tafeln fiir Quadrat- und Kubikzahlen 

Aufsuchen von Quadratzahlen. In der Quadratzahlentafel findet man in der mit O bezeichneten Spalte die Quadrate der Zahlen von 1,0 bis 9,9 (linke oder Eingangsspalte unter n); z. B. 5,92 = 34,81 
(Abb. 2.1-1). Die folgenden, mit I, 2, ... , 9 gekennzeichneten Spalten enthal

Q ten die auf vier gultige Ziffern gerundeten Quadrate al ler dreiziffrigen Zahlen (Uber Runde□ vgl. Kap. 28. 1. -
Absoluter und relativer Fehler), und zwar die Quadrate von Zahlen mit der letzten Ziff er I unter ,. 1 ", die mit der letzten Ziffer 2 unter .,2" usw., das Quadral von 5,93 also im Schnittpunkt dei Zeile ,,5,9" mit der Spalte ,,3", d. h. 5,932 = 35, 1 6, auf vier Ziff"ern ge
rundet, wahrend der genaue Wert 35,1649 ist. Zugleich hat man damit 
die Quadrate der Zahlen 59,3; 593; 0,593; 0,0593 usw. mit der gleichen 
Genauigkeit, da eine U-berschlagsrechnung zeigt, dafl z. B. 59,32 zwischen 2.1-1 Aufsuchen der Quadratzahl 5,93� = 35,16 502 = 2500 und 602 = 3600 liegt, 
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aur 4 Stellen gerundet also 3516 sein mu0 - oder da0 0,5932 zwischen 0,52 = 0,2 5 und 0,62=0,36 
liegt, nach der Tafel also 0,3516 sein mu0. Entsprechend erhalt man 4532 = 205200 (genau 205209) 
oder 0,009082 = 0,00008245 (genau 0,0000824464). Hat die Basis, deren Quadrat gesucht wird, 
4 Ziff"ern, so wird der Unterschied d der Quad rate der benachbar1en dreiziffrigen Zahlen, die Tafel

differenz d, gleichma.Oig auf die zehn Zwischenraume der als vierte Ziff er mOglichen Zahlen 0, I, 2, 3, 
4, 5, 6, 7, 8, 9, I0 aufgetcilt. Da z. B. 5,936 2 nach der Tafel zwischen 5,930 2 = 35,16 und 5,940

2=35,28 
liegl, wird der Unterschied 0,12 (oder 12 Einheiten der 4. Stelle) auf 10 Zwischenraume verteilt; 
auf einen kommt 0,12 : 10 = 0,012 (oder 1 ,2, allgemein d/ 10 Einheiten), auf die in 5,9362 geforderten 
6 und allgemein z Einheiten der 4. Stelle der Basis, also 6·0,01 2 = 0,072 oder 6 · 1,2 = 7,2, allge• 
mein d • z/ 10 = v Einheiten. Die Verbesserung v des Tafelwertes ist danach auf 4 gtiltige Ziffern ge. 
rundet 0,07; man erh.iilt 5,936 2 = 35, 16 + 0,07 = 35,23. Wegen der gleichm30igen Verteilung der 
Tafeldifferenz spricht man von linearem /111erpolieren. Wiihrend die Kurve der Quad rate cine Parabel 
ist, wurde zwischen den den Quadraten 5,932 und 5,942 entsprechenden Punkten eine gerade Linie, 
eine Sehne der Parabel, angenommen. Je kleiner die Differenz benachbarter Tafelwerte ist, um so 
weniger unterscheidet sich der durch lineare Interpolation gefundene vom wahren Wert. Entspre• 
chend ergibt sich fur 7,6072 der Reihe nach: 

7,602 =56,25; 7,612 = 56,40 ; d=15, v=d·z/10 =15·7/10= 1 0,5se10; also 
7,6072 = 56,35. 

· Kubikzahlen sucht man entsprechend in der Kubikzahlentafel auf (Abb. 2. 1 •2 ). 

TAFEL 8 ltubikzahlen n3, n - !,00 .. ,5,59 

n I 0 I • 3 4 6 

1,0 l,000 1,030 1,061 1,093 I,US 1,158 1,225 1,191 
1,1 1,331 1,368 1,40S 1,443 1,48.a 1,5.ar 1,561 r,6o2 
... 1,728 r,77.a r,8r6 1,861 1,907 1,953 2,000 2,048 1,3 2,197 2,248 2,300 2,353 .a,406 2,460 2,515 1,4 2,744 2,803 2,863 2,924 2,986 

2,5;1 
3,o49 3,112 3,177 

3,443 3,512 3,582 3,652 3,724 
4,173 

�J: 4,S,I 4,411 .. _ ,!i,ooo 5,171 5,268 5,359 
5,930 6,0:19 6,1aa 6,230 6,338 
6,968 7,071 7,119 7,JOI 7,41.� 

2.1-2 Aufsuchen der Kubikzahl 1,573 =- 3.870 

Wurzeln 
Der Wurzelbegriff. Schon die Griechen hatten die Frage auf8eworfen, die Lange der Seite eines 
Quadrats anzugeben, dessen Fl.iicheninhalt bekannt ist, z. B. 2 m2

• Es ist leicht, die Seitenliinge x 
anzugeben, wenn der Fl3cheninhalt x2 den Wert 4 m2

, 9 m2
, 16 m2 usw. hat, wenn er das Quadrat 

einer ganzen Zahl ist; aus x? = 32 m2 oder x} = (0,5) 2 m2 folgt x1 = 3 m bzw. x2 = 0,5 m. Ftir 
den allgemeinen Fall, da0 der Fliicheninhalt cine beliebige positive 
reelle Zahl ist, fand man damals keine allgemeine L0sung; in einem 
Platonischen Dialog setzt SoKRATES dem MENON durch 13ngere 
geometrische Erlauterungen auseinander, da0 die Diagonale eines 
Quadrats von der Seitenl3nge I ihrerseits Seite eines Quadrats vom 
Fl3cheninhalt 2 ist (Abb. 2.1 ·3). Heute wtirde man den geometrischen 
Inhalt des Dialogs mit MENON in der Feststellung zusammenfassen, 
da0 die Seitenl3nge x3 eines Quadrats mit dem Flacheninhalt 2 den 
Wert x3 = J/2 hat. Dabei soil das Zeichen �'2 [lies zweite oder Q11a
dratw11rzel a11s 2] die positive Zahl x3 bezeichnen, die, mit sich selbst 
multipliziert oJer ins Quadrat erhoben, den Wert 2 ergibt. Die 
damit gestellte Aufgabe, diese Zahl x3 wirklich anzugeben, ist 
in einigen Fallen leicht zu Ibsen; z. 8. gilt X4 = �,9 = 3, 2_1.3 Quadrat mit dem :c3 = V0,0144 = 0,12, wie man durch die Probe xI = 32 = 9 bzw. doppelten Flacheninhalt 
xi = (0, 12)2 = 0,0144 sofort nachweist. eines gegebenen 
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x = Va x mit x � 0 heiOt Quadratwurzel aus a mit a � 0, falls x2 = a 

Analog fuhrte das De/iJche Problem der griechischen Mathematiker zur dri11en oder Kubikwurzel; 
es verlang1e, die Seitenlange eines Wfirfels anzugeben, dessen Rauminhalt das Doppelte eines 
Wllrfels von der Kantenlii.nge I ist. Heute drOckt man diese Fragestellung in fo1gender Form aus: 

Die Kantenl.inge k eines WOrfels, dessen Rauminhalt 2 isl, soll die Zahl k = I 2 [lies drille bzw. 
Kubikwurze/ aus 2) sein, deren dritte Potenz d�n Wert 2 hat; k3 

� 2. Diese Aufgabe ist wieder in 

einigen Fallen lcicht zu !Osen: z. B. gilt k 1 = � 8 = 2 oder k 2 = I o.i"25 = 0,5, weil kj = 23 = 8 
bzw. kl= (005)3 = 00125. _ , _ 
So wic die Aussagen x = � a und x2 = a, x;;. 0 bzw. k = I a und k 3 = a, k � 0, a;;;;, 0 gleichwertig 

sind, sollen es auch a= Vb fur b ;;;i, 0 und a"= b fur a � 0 <.ein. 

x mit x � 0 heil3t n-te Wurzel aus a mit a;;,, 0, falls x" = a 

Das Radizieren [lat. radix, Wurzel) oder Wurzelziehe11 lallt sich offenbar als eine Umkehrung des 
Potenzierens auffassen. Die Zahl b, aus der die Wurzel gezogen wird, heillt Radikand und entspricht 
dem Potenzwert; der Wert a der Wurzel entspricht der Basis der Potenz, und der Exponent wird 
hier Wurzelexponent genannt. 
Da fur jede ganze positive Zahl n gilt I"= I, mull entsprechend gelten I I= 1; ebenso folgt aus 

� - I -

0" = 0 die Umkchrung Vo= 0. Der Vollst3.ndigkeit halber wird schliefllich definiert: I a soil a be
deure11. 

Als LOsungen der Glcichung x2 =- 2 ergeben sich x1 = + 1ri und x1 = - V2, denn xf =, ( + V2)2 = 2 

und xi = (- �'2)1 = (-1)1 • {12)2 = + 2. Die Wurzel Vb= x ist eindeutig definiert. Die zwei 
LOsungen der Glcichungx" = b fur gerade n mllssen deshalb durch das Vorzeichen der Wurzel 
unterschieden werdcn. 
Die Gleichung x3 = -8 hat die LOsung x = --; 2. Da in de\ Definition der Radikand als nicht 

negativ vorausgesetzt wird, ist zu setzen x = -JI -(-8) = -VS. Fllr ungerade " und b < 0 ist 
"- a _ 

_ t = -11-b die LOsung der Gleichung x" = b. Manchmal wird noch die Schreibweise x = I -8 
fur die LOsung x3 = -8 verwendet und damit stillschweigend vereinbart, dal3 fur ungerade n die 
Wurzel aus einer negativen Zahl die negative Wurzel aus ihrem Betrag ist. 
Der im Sche� gezogene 11Schlul3, au! (+2)2 = (-2) 2 durch Wurzelziehen +2 = -2 zu erhalten, 

isl falsch, weil V(+2) 2 �I�= !"4 = 2; erst als LOsung der Gleichungx2 = 4 erh3.lt man neben 
x1 = 2 auchx2 = -�4= -2. 

Radizieren und Potenzieren sind Umkehrungen voneinander, solangc man im Bereich posili1·er Zahlen 
bleibt. 

Berechnen l'On Wuneln. In den Anwendungen kommen meist nur Quadrat- und Kubikwurzeln vor. 
Im folgenden werden diese Wurzeln deshalb vor allem betrachtel. Aus den verschiedenen vorhande
nen Mcthoden kann man die fur die jeweilige Aufgabe am besten passende auswahlen, die mit dem 
geringsten Rechenaufwand ein Ergebnis mit genOgender Genauigkeit ergibt. 
Numerische Verfahren. Schon im 16. Jh. findet man bei Michael STIFEL das numerische Radi
zieren bis zur 7. Wurzel. Heute benu1zt man dazu Logarithmen. Es genllgt deshalb, das Verfahren 
fur Quadratwurzeln zu zeigen. 
Zuerst einige Oberlegungen zur Stellenzahl bei Quadratwurzeln. Das Quadrat einer 2stelligen Zahl 
wie 21 oder 85 ergibt eine 3- oder 4stellige Zahl. Allgemein ergibt dasQ11odra1 einer 11-stell,i,ren Zahl 
eine (2n - 1)- oder 2n-srelliRe Zaltl. Da das Radizieren die Umkehrung des Potenzierens ist, gilt 
fur das Radizieren: Die Q11adratw11rzel aul· ei11er (2n - I)- oder 2n-stelligen Zahl ist n-stellig. 

Bcispiele dazu sind Y44J = 21 und Vill5 = 85. Man kann auf einfache Weise die Stellenzahl der 
Wurzel bestimmen, indem man den Radikanden vom Komma aus nach beiden Seiten in Gruppen 
zuje 2 Stellen abteilt. Die Anzahl der Stellen der Wurzel vor bzw. nach dem Komma isl dabei gleich 
der Anzahl der Gruppen var bzw. nach dem Komma. Bei dem Beispiel V44144[48,88189 = 666,67 
hat man 3 Stellen vor und 2 nach dem Komma. 
Betrachtet man 1'441, so weifl man, daD die Wurzel 2stellig sein mull, d. h. die Form a+ b hat, 
in der a ein Vielfaches von 10 ist. Demnach isl 441 =(a+ b)1 = a2 ,- 2ab + b2 oder 441 = a2 
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+ (2a + b) b. Diese Form verwendet man zur Berechnung der Quadratwurzel, indem man vom 
Radikanden zuerst a 1 und dann das 2. Glied (2a + b) b subtrahiert: 

11441 = 20 + I = 21 
-a' -400 b a+ b 

41 
-(2a + b)b - 41 

--0 
Analog herechnet man einen 3stelligen Wurzelwert: 

V 51 45,64 = 10 + 5 + o,8 = 75,8 
- a1 - 49 00 a b a + b + c 

� :14b 
- ( 2a + b)b -:--� 145 · 5 

I 20,64 : 15c 
-( 2a+2b+c)c- 1 20,64 158·8 ----0 

Nilherung.sformeln. An dieser Stelle sollen nur die schon im Altenum bekannten und zur Be
rechnung herangezogenen N3herungsverfahren erwahn1 werden. Im Kap. 21.2. (N3herungswerte 
und Niiherungsformeln) wi�d aur einige andcre cingegangen. 

( b )' b' Wenn � se
3
hr grail gegenl.l

b
�r b is�/ind in den AusdrUcken a = 

�o = a 1 + b •r 402 und 

( a + Jal) = a 3 + b + ']al + � Gliedcr mit Potenzen von a 1m Nenner vernachliissigbar 

klein; man erhalt Nii.herungswerte fur die Quadrat- und Kubikwurzel. 

( b )
' -- b ( b ) '.r- b 

a+
2a 

R::1a 2+b; 11a 2+b�a+--i;; a+
3a

2 3R::la 3 +b; Va 3 +bR::S:a+ 302 

Beispic/e. /: /is= i/36=-i" s. 6-1/12 = 5,917 g�genuber dem genauen Wert 5,91608 ... 
•,� I JO(X} 

2: v 730000 = V729000 + 1000"" 90+ 3 . 90, = 90,041 gegenuberdem genauenWert 90,0411 ... 

Radizieren mil anderen Hil/smirre/11. Das Radizieren wird vielfach mil Hilfe von Rechenstab oder 
Logarithmentafel ausgefuhrt, da hierbei der Arbeitsaufwand sehr gering ist. Das logarithmische 
Radizieren hat zudem den Vorteil, dafl man Wurzeln mit beliebigen Wurzelexponenten ohne be
sondere MUhe schnell ausrechnen kann. 
Zurn graphischen Radizieren kann das Kurvenbild y" = x einer Potenzfunktion dienen. Bei genUgend 
genauer Zeichnung oder genftgend geringer verlangter Genauigkeit darf auch fur Punkte, die zwischen 
den zur Kurvenko�struktion benutzten liegen, fur den gegebenen Ordinatenwert x der zugehOrige 

Abszissenwert y = I x als Wert der 11-ten Wurzel verwendet werden. 
AuOerdem benutzt man sehr haufig Nomogramme. Den Zusammenhang zwischen den Langen / 
und d von HOhe und Durchmesser und dem Volumen V eines Zylinders kann man z. B. durch ein 

omogramm wiedergeben (Abb. 2.1-4), wenn z. 8. / und din cm und Vin cm3 gemessen werden. 
Beispiel J: Wie grofl ist der Durchmesser eincs 20 cm langen Zylinders mil einem Volumen von 
160 cm3?-
Auf dcr Volumcnskalc crmittelt man den Punkt 160 und auf dcr Uingcnskalc den Punkl 20. Man 
verbindet die beiden Punkte durch cine Gcradc. die die mittlere Skale, die Durchmesserskalc, in 
dcm gesuchten Durchmcsser schneidel. Der gesuchte Durchmesser bctragt 3,2 cm. 
Analog: Ein Zylinder mil einem Volumen von 900 cm3 und einer Lange von 18 cm hat einen Durch
messcr von 8,0 cm. 

Das geometrische Miue/ laflt sich ebenfalls graphisch darstellen und dient damit als Nomogramm 
fur die Quadratwurzel aus einem Produkt (Abb. 2.1-5). 
Auch die beim Potenzieren verwendete quadratische Doppelleiter kann man zum Radizieren be
nutzen. (S. a. Kap. 29.5. - Nomogramm fur drei Verilnderliche.) 
Radizieren mit H il/e 1.,·011 Tafeln. Die Tafel der Quadratzahlen enthalt die aur vier gUltige Ziffern 
gerundeten Quad rate. Nach der Definition der Wurzel dUrfen sic als Radikanden angesehen werden. 
Die Ziffernfolge der Wurzel eines Radikanden ergibt sich aus den Ziffern am Eingang der Zeile des 
Radikanden, in der Eingangsspalte, und aus der Ziffer am Kopf der Spalte, in der der Radikand 
steht, z. B. findet man l.'76,39 = 8,74; v'o,1136 = 0,337; I 2777 = 52,7 oder J/2.402 = 1,55 
(Abb. 2.1-6). 
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2.1-4 Nomogramm zur Berechnung des Durchmessers 
d = V 4 V/(nl) zylindrischer KOrper, wenn Vin cm3 und 
I sow1e d in cm gemessen werden 

a C 

700 700 700 

90 90 90 

80 80 80 

70 70 70 

60 60 60 

50 50 

40 40 

30 

20 20 

10 70 10 

2.1-5 Quadratwurzel aus einem Produk1 
C - y.;i; 

2.1-6 Aursuchen dcr Qua
dratwurzel aus V2,402 = 1,55 

Liegt der gegebene Radikand zwischen zwei Quadratzahlen der Tafel, so ist auBer der Tafeldifferenz d 
die Verbesserung v gegeben; aus dem fur das Aufsuchen der Quadrate gefundenen Ergebnis d · z/ 10 
= v ergibt sich die 4. giilrige Ziffer z = 10 · v/d; z. B. liegt V56,90 zwischen V56,85 und V57,00, 
hat also einen Wert zwischen 7 ,54 und 7 ,55; die Tafeldifferenz ist d = 15, die Verbesserung v = 5 

und die 4. Ziff er z = 50/15 = 3; das Ergebnis ist V 56,90 = 7,543. Entsprechend findet man Vi 5,78 
= 3,972 oderJ/6666 = 81,64. 
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In der Tafel der Quadratwurzeln erfolgen das Ablesen und das lnterpolieren ebenso wie bei der Tafel der Quadratzahlen. Zu beachten ist, daB in der Kopfspalte und •zeile jetzt der Radikand, in der Mitteltafel aber die zugehOrige Quadratwurzel stehen; z. B. V55,3 = 7,437. Alles Ober die Quadratwurzel Gesagte gilt analog fur die Kubikwurzel. Von den Ausnahmefallen abgesehen, in denen der Radikand das Quadrat bzw. die n-te Potenz einer rationalen Zahl ist, sind alle Quadrat- bzw. n-ten Wurzeln irrationale Zahlen (vgl. Kap. 3.). 

Wurzeln als Potenzen mit gebrochenen Exponenten 
Das Wurzelziehen darf als Umkehrung des Potenzierens aufgefaBt werden. Nun wird aber cine Potenz mil einer pooitiven ganzen Zahl n potenziert, indem man ihren Exponenten mit der Zahl n multipliziert. Da die Division die Umkehrung der Multiplikation ist, wird nach dem Permanenzprinzip festgesetzt: 
Die .te Wmzel aus elaer Potem wlnl lftOlffl, IDdem man den Expoaeuten der I a"''' = j;;;;; IPot- dardl ft tellt. . . 

Damit ist eine neue Zahl tl"1" definiert, fur die gelten soil t1"1" = v�. wenn a eine positive reelle Zahl ist und m sowie n zwei positive ganze Zahlen sind. Nach den bisher abge\eiteten Rechenregeln ist die n-te Potenz dieser Zahl (a'"'")"= a'", wie es nach der Definition der ,i-ten Wurzel sein soil. 
Z�gleich ist diese Darstellung eindeutig, aus '!'/n = m'/n', z. B. 4/6 = 6/9, folgt v� = ila'"•.,. Erb!�! 
man n3.mlich wegen mn' = m'n die Wurzel Vd" in die (m'. n)-te Potenz, so erh.iilt man (v;;;;;) 
=l(v;;;J'r = [a"'r' = a"'0

". Entsprechend gilt aber auch (j;;;;;;;)m,• = [(v;;;;)T = [a"''r = a"''•, d. h., man erhalt denselben Wert. Aus den Definitionen la.Bt sich herleiten, daB die Potenzgesetze auch fur gebrochene Exponenten gelten. Daraus ergeben sich eine Reihe von Beziehungen. 
, - , - , - v� ·v-;; a"" 

1. Va · Vb= Vab, weil a1 I" • b1 '" = (ab) 1 '"· 2.-;.:- = b' weil 7jf1n = (a/b) 1 I". 
Jib 

3. 1/"vb = Vl/b. weil b-11" = (b-1) 11". 4.rv� = v�. weil a<s.e)/(r,v} = tr''· 
Beispiele. I: i/24x4 = V23 • 3 · x3 • x = vv · V:;, · v� = 2x VJx.

2 Vii = 1/3-4 = 1/3:: = 2_ . v21 V� VT 3 • 
5, V9 ==·v� =VJ.

4: l = (x2 - a2)-112, Vx2 -a2 

7: -,-1- = (14aJ-'''· 
VCt4al' 

8: 3V18a'b · V12ab2 · v'l6ab = V2 · 32 22 • 3 · 24 ·a4 • b4 = v'26·2· 33 ·a4 • b4 ' '
9· 8, 1/JT = 2, lfiI _ 23 l@_ lfiI = 22 • 31 ·a'· b' •Vi;;/;= 12abVi;;/;. · Vrn VY 2• VT VT· 

( 14) a• 64·a• 8a2 JO: 2 + 25 p2q2 = 25p'q' = 5pq . 
1� 122b2c2 .5a l� -

II: 12hc 
VT◄iTc--= 24b'c 

= V---Y---2-= V30ac , 
12, (V'l6)' = M = vc2•)' = Vz11 = 212,• = 2' = 8. 
J 3: (Mt= [(n2v)l /6]9 = n2•9/6. r,9/6 = n3v3/2 = n3vl+l /2 = nlv vl/2 = nlv v; . 

. l� V'(a"+l - a)+a j� i� u. va + ..--=--T = a"- I V..--=--T 
= a 

V..--=--T;
fur a= 3, n = 2 bedeutet dies V3 + 3/8 = 3 VJ/8, 
filr a= 2, n = 5 bedeutet dies 'vi+ 2/31 = 2 V2/31. 
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15: � = 1(2')'1'1''' = 2•110 = 2112 = V2. 

16: � = [a'(a')l/4]1/3 = a!l/3, a5/l2 = a5fl+!5/l2 = a25/ll = al+l/12 = a2
1v';.

17.- v3 v3v3 = [3(3. 3
:
12)1,211,2 = 31,2. (3. 31,2)1, ... = 3t/l. 31, .... 3,,. = 31,2+11•+1,. 

= 3118 =VJ'. 

/8; Va2 : (v;i)l = al/3: al/2 = al/3-3/2 = a-5/6 = 1tv;;. 
19: v;;;:;. 'v;,; = 02x1s. 0Sx/6 = 02x1s+s11:J6 = 0J7x/JO = 0(l+7/JO).x = tr :�. 

vi� •�r,.:: ... ... ... 
20: a) V VvTo = V J/IO = V10 = V10 = 100,01 , b) Vw = 100,0001, 

Rationalmachen des Nenners. Wurzeln sind im allgemeinen irrationale Zahlen, die durch un
endliche unperiodische DezimalbrUche dargestellt werden. Man vermeidet es deshalb, durch Wurzeln 
zu dividieren, d. h., daB Wurzeln im Nenner stehen. Es 13.Bt sich auch stets cine Zahl angebcn, mit 
der man den gegebenen Bruch, dessen Nenner ein; �urzel aus einer rationalen Zahl ist, so erweitert, 
daB sein Nenner rational wird. 1st der Nenner Vam = a""'" mit rationalem a, so nimmt er durch 
�ultiplizieren mit am : tf"I" = a<1-1 1")m = a'"<11-1 11" den Wert a'" an, ist also rational. Der Bruch 
1/V/J muB danach mit p<3-1>13 = p1l3 erweitert werden. Entsprechendes gilt, wenn unter dem Wurzel
zeichen nicht rationale Zahlen, sondern rationale Funktionen einer oder mehrerer Veranderlicher 
stehen. 

' '-
Beispie/e. 21: l/Vp = (I · p213)/(p 113 • p213) = p213/p = (1/p) VP'. 

22: l/V2 = (I . V2)/(V2. V2) = V2/2. 

Hat der Nenner die Form (V� - jib), so wird er durch Multiplizieren mit (V� + Vb) rational, da 
(V� - Vb) (V� + Vb) = [(V;;)' - (Vi,)'] = a - b. 

Beispiel 23: 
(JI 

VJ 
) 3 - v2 

J/J(VJ+V2) HJ/6 =3+V6 
(V3 - V:i)(VH V2) 3 - 2 

Potenzen mit irrationalen Exponenten. Ausgehend von der Definition der Potenz als Produkt einer 
ganzzahligen Anzahl gleicher Faktoren ist ihre Bedeutung nach dem Permanenzprinzip erweitert 
warden auf negative und schlie131ich auf beliebige rationale Exponenten. Es liegt nahe, noch einen 
Schritt weiterzugehen und irrationale Exponenten zuzulassen. 1st o: ein solcher irrationaler positiver 
Exponent, so l3Bt er sich durch einen unendlichen unperiodischen Dezimalbruch darstellen, d. h. in der 
Form schreiben: et= a, a1a2a3 •.• a1 •• =a+ a 1/I0 + 02/102 + ··· + aifl01 + ---, dabei bedeuten 
a die Ganzen, a 1 die Anzahl der Zehntel, a1 die der Hundertstel usw.; a ist danach eine ganze Zahl, 
und die a1 sind eine der Ziffern 0, I, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 oder 9 eines Dezimalbruchs, die von einer 
bestimmten Stelle an nicht alle Null sind und sich auch nicht in irgendeiner geregelten Folge, einer 
Periode, abwechseln. Fllr oc = V2 = 1,414 213 56 ... z. B. gilt a= I, a 1 = 4, a1 = I, a3 = 4, a4 = 2, 
a5 = I, a6 = 3, a1 = 5, ... Briehl man die Summe fur oc nach dem Glied a,/101 ab, so erhalt man einen 
Niiherungswert oci , der um weniger als 1/10' vom wahren Wert abweicht. Wie klein auch immer eine 
Zahl e gewahlt wird, so la.fit sich stets ein Index / finden, so daB der Unterschied zwischen ex 1 und ()'. 
kleiner als e wird, \o:1 -ocl < e, dabei isl ex1 eine rationale Zahl. Fllr cine positive Basis b ist also b1 

eine Potenz mit rationalem Exponenten, deren Wert sich um einen Faktor von b unterscheidet, der 
naher an I Iiegt als be. Da b0 = I und e eine beliebig kleine Zahl ist, laBt sich die Potenz LP mit ir
rationalem Exponenten beliebig genau durch Potenzen mit rationalen Exponenten annahern, deren 
Folge den Grenzwert LP hat (vgl. Kap. 18. 3. - Einige wichtige Grenzwerte). 1st ()'. negativ, so gilt 
die gleiche Oberlegung fur den Nenner des Bruches I /b-0

, dessen Exponent positi\' ist. Es liiBt sich 
zeigen, daB die Potenzgesetze auch fur beliebige reelle Exponenten gelten. 

2.2. Rechnen mil Logaritbmen 
Vor J 50 Jahren gab es Dichter, die in der Logarithmentafel die Verk0rperung der Mathematik 
sahen. ,, Was der Mathematik die Logarithmen sind, ist die Mathematik den anderen Wissenschaften" 
(NOVALIS). Heute ist die Logarithmentafel in diesem Sinne !angst enlthront. Rechenschieber und 
Rechenmaschinen sind an ihre Stelle getreten. 
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Logarithmengesetze und Logarithmensysteme 
Multiplizieren mit Hilfe l'On Potenzen. Stellt man die Exponenten /, die Potenzen p und ihre Werte,, 
etwa fur die Basis 2 zusammen, so !assen sich die Multiplikationen und Divisionen mit den Potenz
werten 11 leicht mit Hilfe der Exponenten / ausfuhren; z. 8. 4 · 8 = 22 • 23 = 22+3 = 25 = 32 oder 
J 6: 64 = 24: 26 = 2-2 = 1/4. Unter Benutzung der Tabelle ist nach den Potenzgesetzen nur zu 
rechnen 2 + 3 = 5 bzw. 4 - 6 = -2. Anstatt zu potenzieren, genUgt es zu multiplizieren: 
43 = !22)3 = 26 = 64; entsprechend kann das Wurzelziehen durch das Dividieren ersetzt werden, 
z. B. Vl/16 = 2-414 = 1/2. Alie Rechenoperationen werden um eine 
Swfe herabgese1zt, wenn man anstatt mit den in der Aufgabe enthal
tenen Potenzwerren mil den ihnen entsprechenden Expone111e11 rechnet. 
Ein Nachteil des Verfahrens ist, daB fur Zahlen zwischen den Potenzen 
io�n 2 keine Exponenten bekannt sind. Berechnet man aber 

V2 = 1,006 956 = 2°•0 1, so ergeben die Potenzen dieser Zahl filr alle 
Exponenten zwischen 0,01 und I die Potenzwerte, z. B. 2° ,02 = (2° -01)2 

= 1,01396, oder 2°- 1 = (2°-01)10 = 1,071 773. Auch Zwischenwerte 
zwischen den anderen Potenzwerten !assen sich danach finden, z. B. 
ist 21,01 = 21+0.01 = 2 . 20,01 = 2,013 912 oder 2J, 1 = 2J+o.1 = 
= 8 • 1,071 773 = 8,574 184. Alie diese Potenzwerte ergeben sich als 
irrationale Zahlen aus der Rechnung; anzustreben ist aber, Exponenten 
zu finden, fur die der Potenzwert eine beliebig vorgegebene Zahl ist, 
z. B. die Zahlen 3 oder 5 oder 7 ,26. 

-4 

-3 

-2 

'- I 
0 
I 
2 
3 
4 
5 

6 

p 

1/24 

1/23 

1/22 

1/2 
2• 
2' 
2' 
2' 
2• 
2' 
2• 

1/16 
1/8 
1/4 
1/2 
I 
2 
4 

8 
16 

32 
64 

Logarithmen. Fllr eine Basis b, die gr6Ber als I ist, und fur eine beliebige positive Zahl x ltiOt sich 
leicht zeigen, daO ein Exponent I existieren muB, fur den die Potenz b' den Wert x hat. Fllr genllgend 
grolle positive Exponenten v sind die Potenzen b� der Zahl b > I grOBer als jede reelle Zahl x > I 
bzw. fur negative Exponenten v kleiner als jede reelle Zahl x mit O � x < I. Es gibt deshalb 
einen Exponenten a der Eigenschaft, daB b0 � x < ba+1 • Teilr man das Interval! von a bis a --r- I in 
zehn Teile der GrOBe 1/10, so 13.Bt sich eine Zahl a, aus den Zahlen von O bis 9 finden, so daB 
b0+01l10 � x < ba+a,/IO+t·po_ F3.hrt man fort, das lntervall zwischen den beiden Ietzten Exponen
ten in IO Tei le zu teilen, so ergibt sich fur den kleineren Exponenten ein Oezimalbruch <>: = a 
+ ai/10 + 02/100 + --- + a,/ 10 1 + ···, der abbricht, wenn von einem lndex i0 ab fur i > io gilt 
a 1 = 0. Briehl er nicht ab, so stellt er, falls er periodisch ist, eine rationale Zahl, falls er nicht perio
disch ist, eine irrationale Zahl mit beliebiger Genauigkeit dar. Man nennt diese Exponenten / = <>: 
Logarithmen zur Basis b und die Zahl x = b1 den Numerus [Plural Numeri]; man sagt k1,1rz: I ist 
der b-Logarithmus von x oder in Zeichen I= logb x. Nach der Ableitung mllssen die Basis b dabei 
grOBer als I und der Nurnerus positiv sein. Alie Logarithmen zu einer bestimmten Basis b1 werden 
zusammengefallt als Logarithmemyslem zur Basis b1 bezeichnet. 

b-Logarithmus von x fur b > l o:: heiOt b-Logarithmus von x, falls IP = x 

Logarithmen zur Basis 2 werden mit lb bezeichnet [bi,,Qr, aus zwei Einheiten bestehend]: 
l bx = log2 x. 

I b 2 = , denn 2 = 2 ; I b 4 = 2, denn 2 2 = 4 ; 
lb32= , denn 25=32; lb(l/16)=-4, denn 2-•=1/24 =1/16; 
Ibl,006956 =0,0I, denn 2°·•• = 1,006956; lbl,071773 =0,I , denn 2 °·'=1,071773; 
lb 8,574184 = 3,1, denn 2 3• 1 = 8,574184; lb (4 · 8)=lb 4Tlb 8 = 2+3=5=1b 32, 
lb(l6:64)=1bl6 -lb64-4-6-- -lbl/4; lb43 =3·lb4=3·2= =lb64; 

lb if-;!;=+lb*=¼(-4) = -l=lb+. 

Die hierin enthaltenen Beziehungen gelten filr jede Basis 
b > I, da sie nur· die /Ur Exponenten ausgesproche,,e11 
Potenzgesetze darstellen. Aus der Folge der Potenzen 
... ,b-3, b-2, b-1, I, b1, b2, bl, ... folgt zuniichst 
logb b2 == 2, logb b

l = 3, ...• logb b• = v, 

log,b = I, log, I= 0, log,, 1/b = -1, ... , log, 1/b• = -v, 

Numeri 
zwischen 
I •• b 
b .. b' 
b• ... b�+I 
I ... 1/b 
Ifb•-• ... Ifb• 

Logarithmen 
zwischen 
0 ... I 
I ... 2 

... v+ I 

0 ... -1 
-v+ I 

d. h., der Logarithmus von I isl stets Null, und fur die Ubrigen Werte gilt die nebenstehende Tabelle. 
Die Regeln fur das Rechnen mit Logarithmen werden wegen ihrer baufigen Anwendung oft als 
besondere Logarithmengesetze ausgesprochen. 
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I. Loprl--lz: Der 1..opr1-.,. - Produkls 1st glelcb der Summe der Loprithmen der Faktor m. 
Aus I= logb (n 1 • n2); /1 = lo&, n 1 ; /2 = logb n2 folgt namlich: 

b1 = n 1 · n2 , b'1 = n1 , b'• = n2 oder b1 = n, · n2 = IJ1+1,, d. h., / = /1 + /2 . 
2. Lopri_"'ll.:;..lz: Der Loprlthmus eines Quotiealeo isl glelcb der Dtfferenz aus dem Loprlthmus des DMdendeo und dem des Dlmors. 

Aus/= lo&, (n i/n 2); /1 = logi, n1; /2 = log,, n2 folgt namlich: 
b' = n1/n2 ; b', = 111 ; Ila= 112 oder 
b' = n 1 :n2 = b',-1,, d. h., l= 11 -12 • 

Beispie//:log,(1/17)= log, I - log, 17= -Jog, 17. 
j 1og, (p') = , Jos. p l !�uir.,�=:..��:.1:i=.�115.;;:.!:!."':erls�!:::.!:'.' mil 
Aus I= log"p'; /1 = logi,p folgt niimlich: 

b' = p'; b', = p oder b1 = p' =(ti,)'= !Jr· 1,, d. h., / = r/1 • 
Beispiele. 2: log, [53 • x'/64] = 3 log, 5 + 2 log, x - 4 log, 6. 
3: logi, b' = r logb b = r · I = r. 

I 
' -

I 
4. Loprithm"'lleselz: Der Lopr ithmus elner Wurzel 1st glelcb dem log, Vw = (1/r) log, w clurcb den Wurzelnpoamteo getelltm Loprl-as des Racllbnclen. 

Aus / = logi,, v;; 11 = logi, w folgt n3mlich: 
, _  b'=Vw;b'•=w oder b1 =w1''=b(lfr),f,, d.h., l=(t/r)·/1• 

•-

Beispie/ 4: log, J/q5/s2 = 1 
/3 (log, q' - log, s2) = (5/3) log, q - (2/3) log, s. 

Logarithmensysteme. Von alien mOglichen Logarithrnensystemen mit einer Basis b > 1 werden im 
wesentlichen nur zwei verwendet, das System der naHirlichen und das der dekadischen logarithmen. 
Die natiirlichen Logarithmen werden in der hOheren Mathematik fast ausschliefilich benutzt. Ihre 
Basis ist die durch den Grenzwert Jim (1 + 1/nl oder durch eine uncndliche Reihe definierte 
transzendente Zahl n-oo 
e = Jim (I + l/11)' = I + 1/1 ! + 1/2! + 1/3! + · I e = 2,7182818 .. 
lhre Potenz ex ist die Exponentialfunktion, die zurn Beschreiben aller Vorg3.nge geeignet ist, 
deren Abnahme bzw. Zunahme ihrern jeweiligen Betrag entspricht, d. h., fur die der Differential
quotient dem Funktionswert proportional ist, z. B. zur Beschreibung des radioaktiven Zerfalls oder 
des Anwachsens eines Waldbestands bzw. der BevOlkcrungszahl der Erde. Auch die Mathematiker 
im 16. und 17. Jh. berechneten erst Logarithmen dieses Systems. Sie werden mit In anstatt loge: gekennzeichnet: lo& x � In x [lies Logarithm11s natura/is von x}. Aus den zur Berechnung von 
logarithrnen angewendeten Reihen ergeben sich die Werte von natllrlichen Logarithmen. Die 
dekadischen oder pew0/111/ichen Logarithmen haben die Basis 10 und werden nach Henry BRIGGS, 
der sie zuerst berechnete, auch Briggssche Logarithmen genannt. 
Sie werden zum praktischen Rechnen fast stets verwendet und Numerus Logarithmus 
mit lg anstatt log,0 gekennzeichnct; log10 x-== lg x. Den Vor- ____ __, ___ _ 
teil, den sic bieten, weil ihre Basis die des Zahlensystems ist, er
kennt man aus ihren ganzzahligen Werten (s. nebenstehende 
Tabelle). Das bedeutet aber, da8 die Zelmerlogarithmen nur fur 
die Zahlen von I bis 10 berechnet zu werden brauchen bzw., 
daB es nur auf die Ziffernfolge einer Zahl bei der Berechnung 
der Zehnerlogarithmen ankommt. Hat man z. B. gefunden 
lg 2,37 = 0,3747, so hat man zugleich die Zehnerlogarithmen der Zahlen 23,7; 2370; 0,237; 0,00237 usw., d. h. von jeder Zahl, 
die sich als Produkt aus 2,37 und einer Zehnerpotenz darstellen li!Bt (s. Tabelle). 

ii'w = 10-' 1/100 = 10-2 

I/JO= 10-1 

I 10 100 
JOO() 

-3 

-2 

-1 0I 2 3 

Man nennt die als Logarithmus wirklich zu berechnenden Ziffern 3747 seine Mantisse und die 
Zahlen I; 3; O •.... -1; 0, ... -3 seine Kem,ziffer. Diese Kennziffer hat fur Numeri n mit I � n < 10 
den Wert 0, fur 10 � n < 100 den Wert I, allgemein fur Numeri mit 11 Ziffern vor dem Komma den 



Aus Jg 2,37 = 0,3747 abzuleitende Logarithmen 

Numerus 
23,7 = 10 · 2,37 2370 = 103 · 2,37 0,237 = (1/10) · 2,37 0,00237 = (1/103) • 2,37 

Umrechnung 
lg 10 + lg 2,37 lg 103 + lg 2,37 lg (1/10) + lg 2,37 lg (l/103) + lg 2,37 
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Logarithmus 

lg 23,7 = 1,3747 lg 2 370 = 3,374 7 lg 0,237 = 0,374 7 - I lg 0,002 37 = 0,374 7 - 3 

Kenn
ziffer 

I 3 
-1 

-3 

Wert (v - I); ist der Numerus aber ein Dezimalbruch kleiner als I ,  so ist die Kennziffer des Zehnerlogarithmus negativ, und ihr Betrag gibt an, um wie viele Stellen das Komma nach rechts verschoben werden muB, bis es hinter der ersten von Null verschiedenen Ziff er des Numerus steht. Filr Logarithmen mit der Basis b braucht man auch nur die Werte filr Numeri von I bis b als Mantissc zu berechnen; fur Numeri von b bis b2 ist die Kennziffer I usw. DerVorteil der dekadischen Logarithmen beruht demgegenUber darauf, daB ihre Basis dieselbe wie die des Zahlensystems ist und die Kennziffer unmittelbar, d. h. ohne Umrechnung auf Potenzen von b, an den Numeri abgelesen werden kann. 
Obergang von einem Logarilhmensystem in ein anderes. Die Tatsache, da8 man durch ReihenentWicklung natilrliche Logarithmen erhalt, praktisch aber Zehnerlogarithmen braucht, macht es notwendig, die Logarithmen zur Basis b aus denen zu einer anderen Basis a von demselben Numerus n zu berechnen. Bekannt soil danach la = log

0
n sein; gesucht wird lb = logbn. In dern bekannten System zur Basis a kann als Numerus die Basis b des neuen Systems gew3.hlt werden, man erh3.lt 

/0 = log0b. In Potenzschreibweise lauten diese drei Gleichungen 
ala = n; b'b = n; ala= b. Erhebt man die dritte in die /11-te Potenz, so folgt 
al,., lb= b'b = n = a'"• d. h., ala· 'b = a1.. oder lu ·lb = la, Diese Beziehung wird als Kettenregel bezeichnet. Werden die naturlichen Logarithmen als berechnet angesehen, so ist zu setzen a = e und b = I 0, und man erhii.Lt In 10 · lg n = In 11. 

I Kettenregel I tog. b · log,. n = lo&r n I ! lgn=(l/lnl0)·lnn=M10·1nn !
I M10 = 0,434 2945.. I tg M10 = 9,637 7843 - 10 1/M10 = In 10 = 2,302 5851.. 
Die Zehnerlogarithmen ergeben sich danach aus den natiirlichen durch Multiplizieren mit der Konstanten I/In 10 = M10 ; sie heiBt Modul des Logarithmensystems zur Basis 10. Solien dagegen aus einer vorhandenen Tafel von Zehnerlog- _

I 
___ I ____ I ___ 

I ��i����� �a:r:�.h� �r��=� :re�:1�n1� �o- ��t !"=d�; �ettenregel Inn= 1ge · lg n = Ai;;; lg n 
DaO tats3.chlich lg e = M10, erkennt man sofort, indem man setzt n = 10; aus Inn= lg n/lg e wird dann In 10 = I/lg e oder lg e = I/In 10 = M,0. Umkehroperation. Die Addition und die Multiplikation haben jede nur einc Umkehroperation, die Subtraktion bzw. die Division, denn aus s1 + s2 = s folgt s1 � s - s2 bzw. s2 = s - s1 , und entsprechend folgt aus /1 • /2 = p entweder /1 = p : /2 oder /2 = p : /1• Will man aber aus einer Potenz r" = p die Basis r oder den Exponenten q berechnen, so sind zwei verschiedene Operationen 

•-notwendig; die Basis ergibt sich als Wurzel r = V p, der Exponent dagegen als Logarithmus tJ = log, p. 

Durch Einsetzen der formalen Umkehrungen in die Potenz r" = p erhah man entweder G1p)11 = p, d. h. die Definition der Wurzel, oder die Gleichung r 10•,.P = p, d. h. die Definition des Logarithrnus. Die Wurzel als Umkehrung der Potenz geht allerdings von der Annahme eines rationalen Pote11z
exponente11 aus; for q = t/s, wenn, und s ganze, teilerfremde Zahlen sind, ergibt sich aus ,,,s = p 

'-sofort r' = p3
, r = V p3

• Wenn aber q den irrationalen Wert � hat, kann die Wurzel nur als Potenz mit gebrochenem Exponenten aufgefaBt werden: r = p 1 1<>-. Zur Berechnung der Potenz p und der Wurzel r bei irrationalem Exponenten � werden die Logarithmen zu Hilfe gezogen. Man erhalt aus 
p = r<>- durch Logarithmieren auf beiden Seiten etwa im Zehnersystem lg p = tX. lg r und daraus als Numerus p = l� 1'" oder aus lg r = (lg p)/tX- den Numerus r = JQ<lul/co, Bis auf Numeri, die Potenzen mit rationalem Exponenten der Basis b des Logarithmensystems sind, haben alle Logarithmen irrationale Werte. Ware z. B. lg 2 = t/s eine rationale Zahl, in der t und s mit s > t ganze, teilerfremde Zahlen sind, so mUOte gelten 101/s = 2 oder 1or = 2s bzw. nach dem KU:rzen 5' = 21

-
1 = z im Widerspruch zum Satz von der eindeutigen Zerlegbarkeit der Zahl z in 



62 2. Hohere Rechenarten 

Primfaktoren. Der Schlu813Bt sich auf die Basis b und den Numerus n verallgemeinern, da,, zwischen 
I und b angenommen werden darf. Der Widerspruch in der Gleichung b' = ,,s ergibt sich dann 
daraus, daB b wegen b > 11 mindestens einen von II verschiedenen Teiler haben muB. 

Anwendung der l..ogarithmen. Zur Erfindung der Logarithmen sagte LAPLACE: .,Die Erfindung der 
Logarithmen kOrzt rnonatelang wtihrende Berechnungen bis auf einige Tage ab und verdoppelt 
dadurch sozusagen das Leben (der Rechner)." 
Die Bedeutung der Logarithmen erschOpft sich aber nicht in der gewahigen Erleichterung des 
Rechnens. Der Begriff des Logarithmus dient als Arbeitsmittel in vielen Bereichen der hOheren 
Mathematik, z. 8. in der Differential- und lntegralrechnung, bei Differentialgleichungen, in der 
Funktionentheorie, der Potentialtheorie und der analytischen Zahlentheorie. 
In der Thermodynamik ist die Entropic Seines KOrpcrs bzw. eines Systems van KOrpern dem nati.ir
lichen Logarithmus der thermodynamischen Wahrscheinlichkeit W direkt proportional, d. h., es gilt 
S = k • In W, wobei k die Planck-Boltzmannsche Konstante (k = 1,380 · J0-23 J • K-1) dar
stellt. 
Jn der Astronomie dient als Ma13 fur die Helligkeit m eines Sterns nicht die Energie / der Strahlung, 
die das Auge trifft, sondern der Logarithmus dieser Strahlungscnergie. Es gilt m-m0 =-2,5 · lg/J lo , 
wobei /0 die Strahlungsenergie bei einer Helligkeit m0 und / die bei einer Helligkeit m ist. 

Beispie/ 5: Hat die Sonne die absolute Helligkeit M0 = +4,7, der Stern Rigel im Orion dagegen 
M = -5,8, so erhalt man -5,8 - 4,7 = -2,5 · lg //10, 10,5: 2,5 = 4020 = lg 1/10 oder l/10 

� 16000, d. h., der Stern Rigel strahlt in jeder Sekunde rund das 16000fache der Sonnenenergie 
aus. 

Das Gesetz kann als Spczialfall des Weber-Feclmerschen Gesetzes g_edeutet werden, nach dem die 
Empfindung sich proportional mit dem nati.irlichen Logarithmus der Reizstarke andert, d. h., es 
werden nicht gleiche Reizdifferenzen, sondern gleiche Reizquotienten als gleich empfunden. 

In der barometrischen HiJhenformel I, - h0 = 18400 (lg b0 - lg b) bedeuten h die gesuchte HOhe und 
b bzw. b0 den Barometerstand am Ort der HOhe I, bzw. h0 . 

Beispiel 6: Wie hoch Uber dem :Boden fliegt ein F/ugzeug, von dem aus der Druck der umgebenden 
Luft zu b = 59,6 k Pa gemessen wird, wahrend eine Bodenstation b0 = 75,0 k Pa meldet? -
Da Jg bo = 1,875 I und lg b = 1,7752, erhiilt man abgerundet h = 18400 · 0,1 m = I 840 m als 
FlughOhe Uber der Bodenstation. 

In der Bio/ogie kann man mil Hilfe der von der Zinseszinsrechnung bekannten Formel 
b,. = b(l + p/lOOt etwa die Anzahl der fur cine bestimmte YergrOBerung eines Waldbestandcs 
notwendigen Jahre berechnen. Dabei sind b bzw. bn der Waldbestand am Anfang bzw. am Ende des 
betreffenden Zeitraums und p die jiihrliche Wachstumsrate in Prozent. Diese Formel gilt allgemein 
fur organisches Wachstum, wenn mit Prozentsatzen des Wachstums gerechnet wird. 
Bei der Untersuchung radioaktiver Stoffe fand man, dafl von jeweils vorhandenen n Kernen An Kerne 
zerfallen, wobei). ein Wert zwischen O und I ist. Es gilt danach die Differentialgleichung dn/d1 = -i.11, 
die sich durch Trennung der Variablen integrieren Hi.Gt: dnf,1 = -A di oder ln(n/n0) = -Ar bzw. 
n = n0 e-lr, wenn die lntegrationskonstante n0 die zur Zeit t = 0 vorhandenen Kerne angibt. Die 
Zeit T, in der die Halfte der Kerne zerfallen ist, heiBt Halbwertszeit; fur sie gilt In (1/2) = -AT oder 
T= (In 2)/l. 

Das praktische logarithmische Rechnen 

Fi.ir das praktische Rechnen haben die Zelmerlogarithmen die gr0f3te Bcdeutung. Da au8erdem 
einfache Beziehungen bestehen, aus den Logarithmen eines Systems die eines anderen zu tcrechnen, 
geni.igt es, die dekadischen Logarithmen zu betrachten. Von ihnen ist schon bekannt, daf3 die Log
aritlunentafel nur die Wertc fur N11meri zwischen I u,u/ 10 zu enthalten braucht. Alie anderen Zahfen 
des Zehnersystems !assen sich darstellen als Produkt einer Potenz von 10 mit einer dieser ·zahlen. 
Der Exponent dieser Potenz ist eine ganze Zahl, die fur Numeri gr013er als I positiv, fur Numeri 
kleiner als I negativ ist; sie heil3t Ke1111zijj'er. Die Logarithmen der Numeri zwischen I und IO sind 
irrationale Dezimalbri.iche zwischen O und I; die Falge ihrer Ziffern nach dem Komma heiBt Man-
tisse. 

Logarithmentafel. Je nach der Anzahl der Stellen, auf die die irrationalen Werle der Logarithmen 
gerundet sind, spricht man von 4-, 5-, 7stelligen Logarithmen. Logarithmen mit hOherer Stellenzahl 
wcrden nur fur spezielle Aufgaben verwendet. Die Eingangsspalte links enthtilt die ersten 2, 3 oder 
4 Ziffern des Numerus, d. h., je nach der Stellenzahl die Zahlen von 10 bis 99 in 4stelligen, von 100 
bis 999 in 5stelligen bzw. von I 000 bis 9999 in 7stelligen Tafeln. Hinter jeder Zahl der Eingangs
spalte stehen 10 Mantissen fur die Numeri, deren 3., 4. bzw. 5. Ziffer einer der Werte 0, I, 2, 3, 4, 5, 
6, 7, 8, 9 ist. In 5stelligen Tafeln allerdings wi.irden fur viele Mantissen die ersten beiden Ziffern 
dieselben sein, z. B. 97 fur die Werle lg 9,333 = 0,97002, ... , lg 9,340 = 0,97035, ... , Jg 9,549 
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= 0,97996, das sind 217 Mantissen! Um diese unn0tigen und unllbersichtlichen Wiederholungen 
zu vermeiden, werden diese ersten beiden Ziffern in einer be.sonderen Spalte (vor der Spalte 0 der 
4. Ziffern) nur einmal, und zwar vor der ersten Zeile gedruckt, deren Mantissen a/le mit diesen beiden 
Ziffern beginnen; im Beispiel (Abb. 2.2-1) in derZeile rechts von der Eingangszahl 934. Die vorher
gehenden Mantissenteile 002 bis 030 stehen dann unter dem Ziffernpaar 96, geh6ren aber schon zu 97 
und werden deshalb mit einem Stern gekennzeichnet: •002 bis •030_ In 7stelligen Tafeln sind ent
sprechend die ersten 3 Ziffern der Mantissen herausgezogcn wordcn. 

1.s 935 .. I 

936 ... 

I 

,.. 
946 
"' 
.,. 

... 

IP 

85' Na ..., 17a 
904 9119 914 911 
951 956 96o 965 
9"7-"007 •011 

... 049 053 o,51 

090 095 100 104 
137 l,P 146 151 

176 111 116 '90 

9"3 ,.. ,,. 937 
970 974 979 984 

"o16 •oa1 *02$ •030 2.2-1 DieZeilen 
o63 ..., 072 .,,., 930 bis 936 der 
109 Eingangsspalte 

155 
ciner 5stelligcn 
Logarithmentafel 

Die letzten Stellen z der Numcri wcrdcn wic i.'iblich durch li11cme /1uapv1a1io11 lvgl. Tafeln fiir Qua
drat- und Kubikzahlen) berUcksichtigt, d. h., die Tafeldij}'erenz d dcr benachbarten Mantissen wird 
in 10 gleiche Teile d/10 geteilt, deren z-faches z · d/10 =--' v die Verbesserung der Mantisse ist. Der 
lg 5,728 z. B. liegt zwischen 0,7574 und 0,7582 (Abb. 2.2-2), die Tafcldifferenz dist 0,7582 - 0,7574 
= 0,0008, die n3.chste Ziffer z des Numerus ist 8, die Verbesserung v der Mantisse also v = z · d/10 
= 8 · 8/10 = 6,4 � 6 Einheiten der 4. Dezimalc nach dem Komma: man erh3.lt lg 5,728 =- 0,7574 
+ 0,0006 = 0,7580 (Abb. 2.2-3). Fur eine 4stelligc Tafel hat lg 5,7283 den gleichen Wert; nach einer 
5s1el/igen liegt er aber zwischen lg 5,728 = 0,75 800 und lg 5,729 = 0,75 806 und hat wegen d = 6, 
z = 3 und v = 0,6 · 3 = 1,8 den Wert lg 5,7283 = 0,75 802. Das gleiche Ergebnis erh3.lt man fur 
lg 5,728342, die Ziffern 4 und 2 k6nnen im allgemeinen nach der 5stelligen Tafel nicht berUcksichtigt 
werden. Nach der 1stellige11 Ta/id dagcgen erhiilt man: lg 5,7283 - 0,758 0258 und lg 5,7284 
= 0,758 0333 (At,b. 2.2--4); fur die Tafeldifferenz d = 15 ergibt sich nach der Proportionaltafel 

2.2-3 Graphischl! lrucrpol,111011 fur die Man• 
2.2-2 Aufsuchen dcr Mantisse von lg 5,728 = 0,7580 tisse zu lg 5,728 - 0,7580 

75 
I 7,5 
2 15,0 
3 22,5 

. 4 30,0 
5 37,5 
6 45,0 
7 52,5 
8 60,0 
9 67,5 

fur die Ziffer 4 eine Verbesserung v4 
= 30,0 

fur die Ziffer 0,2 eine Verbesserung v0 2 = 1,5 
d. h. fur die Ziffern 42 die Verbesserung v = 31,5 � 32, 
mithin lg 5,728432 - 0,758 0290. 

1st dagegen ein Logarithmus gegeben und dcr zugch6rige 
Numerus gesucht, so ist neben der Tafcldifferenz d die Ver
besserung v bekannt, filr die ntichste gUltige Ziffer z des 

· Numerus ergibt sich z = 10 · v/d. 

249 
I 24,9 
2 49,8 
3 74,7 
4 99,6 
5 124,5 
6 149,4 
7 174,3 
8 199,2 
9 224,1 
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!i 
.., 

917• 
ire: 

9413 
758� 01b 

ol64 "94" 

6730 7581546 16H 1'98 
31 SJ04 s38o 1456 

� 
9575 
0333 

1016 1091 
1774 1'49 
1531 1'°7 

9'51 

� 
1915 
s683 

2.2-4 Die Zcilcn 5727 bis 5731 der Ein
gangsspalte cincr 7stelligen Logarith
mentafel 

Beispiele. I: lgn, = 0,5412 liegt zwischen 0,5403 und 0,5416, d. h. n, zwischen 3,47 und 3,48; 
d= 13, v = 9 und danach z = 90/13"" 7; mithin gilt lg 3,477 = 0,5412. 
2: lgn, = 0,50000 liegt zwischen lg 3,162 = 0,49996 und lg 3,163 = 0,50 010; wegen d= 14, 
v = 4 und z = 40/14"" 3 gilt n2 = 3,1623. 
3: lgn3 = 0,2409357 liegt zwischen lg 1,7415 = 0,240 9235 und lg 1,7416 = 0,240 9484. Die 
ProPortionaltafel fur d = 249 ergibt fur v = 122 als 6. Ziffer 4, weil 4 · 24,9 = 99,6 < 122, und 
wegen 122 - 99,6 = 22,4 als 7. Ziffer unter 224 den Wert 9; also gilt lg 1,741549 = 0,240 9357. 

Oft sucht man negative Kennziffern dadurch zu vermeiden, dall man sich cine Kennziffer -10 dazu 
denkt, aber nicht schreibt; besonders in Tafeln der trigonometrischen Funktionen wird nur diese 
Schreibweise angewendet. 
Beispiel 4: lg 0,723 = 0,8591 - I =  9,8591 - 10, geschrieben 9.8591. 
Beispiel 5: lg 0,00723 = 0,8591 - 3 = 7,8591 - 10, geschrieben 7,8591. 
Beispiel 6: Wie groD ist n = lg 2/lg 1,03? - Nach einer 4stelligen Tafel erhiilt man: lg 2 = 0,3010 
und lg 1,03 = 0,0128. In der Gleichung n = 0,3010/0,0128 wird auf beiden Seiten logarithmiert: 
lg n = lg 0,3010 - lg 0,0128 = (0,4786 - I) - (0,1072 - 2) = 0,3714 + I = 1,3714. Der Nu
merus zu diesem Logarithm us ist 23,52; also gilt n = 23,52. In der Schreibweise mit Kennziffern 
(k, ... -10) lautet die Rechnung: lg n = (9,4786 - 10) - (8,1072 - 10) = 1,3714 - 10 + 10 
= 1,3714. 
Beispie/ 7: Wie groB ist In 2? - Fllr die Urnrechnung vom System der dekadischen logarithmen 
in das der natllrlichen gilt: 

In 2 = lg 2/lg e = 0,3010/M,0 = 0,3010/0,4343. 
Durch Logarithmieren erhalt man: 
lgQn 2) = lg 0,3010-lg·o,4343=(9,4786-10) - (9,6378 - 10)=(19,4786- 20)- (9,6378 - 10) 
= 9,8408 - 10 = 9,8408. Der Numerus zu diesem Logarithmus isl 0,6931; d. h.1 

es gilt 
In 2 = 0,6391. 

Kurvenbild der Funktion y = lg x. Nach der Tafel !assen sich die Funktionswerte y fur jede reelJe 
Zahl x > 0 angeben. Tr3.gt man die Werte in ein kartesisches Koordinatensystem ein, so ergibt sich 
die Kurve der Funktion y = lg x (Abb. 2.2-5). Sic schneidet die x-Achse im Punkte x0 = I, y0 
= lg 1 = 0. Fllr x-Werte von I bis Ofiillt die Kurue sehr stark ab und n3hert sich fur x - O asympto
tisch der negativen y-Achse. Fllr x > I wachst die Funktion monoton. Wegen dy/dx = 1/(x In 10) 
-= M10/x = 0,4343/x ist der Neigu11gswi11kel IX einer Tangente an die Kurve gegen die x-Achse klein, 

T ··� . + ·'"-

-+·· ·= �---
. ' I ""'- -

-
--:.-- I C 

r

-;:: I I l 5 

I I I 1 

--1 

H i;j; ,1·,, . Is 
.1\jt r:. 

1-,-,, 
,,p "ll: """' uj\ ·.- ' 

1- _i__L I 
2.2-5 Kurve 
der Funktion y = lg x 

denn tan rx. = dyfdx nimmt ab von 0,4343 fur x = I bis 0,043 43 fur x = 10. Da die Numeri von 
JO bis JOO die Kennziffer I haben, w3.chst die Funktion in diesem !Ofach gr013eren x-lntervall um 
genausoviel wie zwischen I und 10, n3.mlich insgesamt umL'.ly = I. Das gleiche gilt fur das lntervall von 
x = I 000 bis x = 10 000. Man sieht, wie wenig nur die Kurve von einer Geraden verschieden ist, wie 
berechtigt es in diesem Fall ist, linear zu interpolieren. Die in der Tafel unmittelbar gegebenen Werte 
liegen fur cine 4stellige Tafel zwischen x = 100 und x = I 000, fur cine 7stellige sogar zwischen 
10000 und 100000. 
Recbenbeispiele. Die im folgenden berechneten Zahlenausdrllcke sind verschieden aufgebaut. Ent
halten sic nur hOhere Rechenarten, so !assen sic sich durchgehend logarilhmisch berechnen, d. h., 
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erst vom Ergebnis ist der Numerus zu suchen. Enthalten sie aber Summen bzw. Differenzen, so 
mO.ssen die numerischen Werte ihrer Summanden und daraus die der Summen als Zwischenrechnung 
bestimmt werden. Dabei kann es vorkommen, dail der Logarithmus einer Zahl auftritt, die zu sub
trahieren ist. Logarithmen negativer Zahlen gibt es im Reellen nicht. Man gibt daher, besonders in 
trigonometrischen Rechnungen, oft hinter dem Logarithmus durch die Zeichen n (negativ) bzw. p 

(p.ositiv) die Operation an, die auf seinen Numerus anzuwenden ist. Dabei gel ten die i.iblichen Vor
z eichenregeln, z. B. w ird aus (+) · (-) = (-), jetzt p + n = n bzw. aus (-) · (-) = (+), jetzt 
n + n = p. 

Die Kennziffer wird zwar anders bestimmt als die Mantisse, diese gibt aber erst mit der Kennziffer 
zusammen den Wert des Logarithrnus. Auf den Logarithrnus anzuwendende Operationen werden 
auf die Ziff em der Kennziffer genauso angewendet wie auf die der Mantisse. Hat nach lg x = 5,6 
der Logarithmus einer Zahl x den Wert 5,6, so hat der halbe Logarithmus den Wert 2,8, (1/2) lg x 
= lg Vx = 2,8, bzw. der dreifache den Wert 16,8, 3 lg x = lg x3 = 16,8. Bei Logarithmen positiver 
reeller Zahlt:n kleiner a/s I treten scheinbare Schwierigkeiten in der Anwendung dieser selbstver
st3.ndlichen Regeln auf. Diese Logarithmen haben negative Werle, und diese negativen Zahlen werden 
etwas abweichend vom Ublichen Brauch sozusagen im Zickzack dargestellt. Man geht (Abb. 2.2-6) 

2.2-6 Logarithmen mil 
negativen Kennziffern 

+0,38 -1,62 
t----1 

-1,5 
-1 

-as 

+Q65 -QJS
t-------1 

nicht von Null zu der auf der Zahlengeraden gegebenen Zahl, sondern dariiber hinaus bis zu einer 
ganzen negativen Zahl und von dieser wieder bis zur gegebenen Zahl zurUck; z. B. -0,35 = -I +0,65 
oder -1,62 = -2 + 0,38. Dieses Vorgehen wird durch die Zehnerpotenzen im Nenner des echten 
Bruches bedingt und macht verschiedene Darstellungen derselben Zahl m0glich, z. B. -0,35 

= -2+1,65; -0,35=-10+9,65; -1,62=-5+3,38; -I,62=-20+18,38 usw. Die 
Mantissen in diesen Beispielen sind 65 bzw. 38; die Kennziffern bestehen aus zwei ganzen Zahlen, 
einer positiven und einer 0blicherweise nachgestellten negativen, lauten somit in den Beispielen 
(0, ... -1); (0, ... -2); (I, ... -2); (9, ... -IO); (3, ... -5) oder (18, ... -20). Beim Multiplizieren, 
Dividieren bzw. Potenzieren der Numeri, d. h. beim Addieren, Subtrahieren bzw. Multiplizieren der 
Logarithmen ergeben sich keine Schwierigkeiten, wenn man sich vor Augen halt, daB zum Aufsuchen 
des Numerus von der zur gefundenen Zahl n3.chstniederen negativen ganzen Einheit ausgegangen 
wird. Das Wurzelziehen, d. h. das Dividieren des Logarithmus, erfordert aber eine Kennziffer, 
deren ganze negative Zahl auch nach der Division wieder ganz ist. Eine solche Darstellung 13.Bt 
sich stets erreichen. 

' 
Beispiel 8: x = J/IOO, 
lgx = 1/3 lg 100 = 1/3 • 2 = 2/3 = 0,667, 

X = 4,642. 
Beispiel 9: x = JIO,Z, 
lg x = '!, lg 0,2 = '/, (0,30!0 - I) 

= 1/, (1,3010 - 2) = 0,6505 - I; 
oder lg x = 1/, (9,3010 - 10) 

= 1/, (19,30IO - 20) = 9,6505 - IO, 
X = 0,4472. 

•�--,,=� 
Beispiel 10: x = J/I - (0,927)5 

lg 0,927 = 9,9671 - 10 
5 lg 0,927 ·= 49,8355 - 50 

= 9,8355 - I 0, 
(0,927)5 = 0,6847 
lg 0,3 I 53 = 29,4987 - 30, 
1/3 lg0,3I5j = 9,8329 - 10, 

x = V0,3153 = 0,6807. 

x=v�.6847 
=·vo,3153. 

Beispiel 11: x =�·rullil·!0 006998f 
liil . rn . ra 

lgx = lga + 1gb + lgc. 
Im Schema werden Numerus N und Logarith• 
mus lg <lurch eine senkrechte Gerade getrennt: 

N 

a· b · c 
X = 0,3210 

Beispiel 12: x =f0075 35f:'6.&2] 

19]:� 
lg x = lg a - lg b. 

N lg 

0,0670 - 2 

+
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Beispiel /3: x = 56,07: 992,6 

. 

Beispiel 17: x = VD 009 028) 
= v0=8'''· lgx = 1/5 Igo. N lg 

Beispiel 14: x =)0 002934!:)0 000089 98) 
� � lgx = lga-lgb. N lg 

X = 32,62 
Beispiel J 8: 

X = v• -�-89 -49-,.-, --�--- v�U - � .
lQ.QQQ.Q.!.Q..Q•-�· C 

2 "d4 ' lgx = 1
/6[3,5 ig)!!I+ 1/2 lgl!il-2 Ig@-4 Jg)iil], --�--+-----;'5 x=0,017 74. 

X = 0,3900 N 

264 0,017 74 
7203-121 0,2490 -2 : 6 ---o------J,4939 -12 Geschichtliches. Die Entstehung des logarithmischen Rechnens zeigt deutlich die Zusammenhange zwischen der Entwicklung der Gesellschaft und der der Mathematik. Die Entdeckung des Seewegs nach lndien ist eng verflochten mit einer Bltitezeit der Astronomic, der Navigation und der Trigonometric. Die Mathematik war ein unentbehrliches Hilfsmittel der Seefahrer. Mit dem sich ausbreitenden Handel gewannen aber zugJeich kaufmtinnische Rechenverfahren an Bedeutung, in diesem Zusammenhang besonders die Zinseszinsrechnung. Auf beiden Gebieten waren nach damaligen Begriffen die Anforderungen an die Rechenmeister aufkrordentlich groO; man bedenke nur die Rechenarbeit, die Johannes KEPLER fur die Ableitung der nach ihm genannten Gesetze brauchte. Die fuhrenden Rechenmeister suchten nach vereinfachenden Verfahren, insbesondere nach einer Verkntipfung arithmetischer und geometrischer Zahlenfolgen, die das M ultiplizieren durch das Addieren ersctzen sollte. Die d3nischen Mathematiker Paul WnTJCH und Christoph CLAVIUS schlugen in ihrem 1593 erschienenen Buche ,.de Astrolabio" vor, die Multiplikation zweier Zahlen a und b (kleiner als I) dadurch auf cine Addition zurtickzufilhren, daB man sie als Werte trigonometrischer Funktionen auffaOt, 

a = sin ex und b = cos {J. Nach den Additionstheoremen gilt: sin (et + P> = sin et cos fJ + sin /1 cos et sin (et -/1) = sin et cos fJ - sin fJ cos C\ 1/2 [sin(o. +/J) + sin(o,-/J)J = sin" cos/l =a · b. Fur a= 0,615 66 und b = 0,939 69 erhielten sie o. = 38°, /J = 20° und danach (o. + /JJ = 58° und (o. - /J) = 18°, mi thin a· b = '/2 [0,848 05 + 0,309 02] = 1/2 • 1,157 07, d. h., 0,615 66 · 0,939 69 = 0,57854. Simon STEVIN (1548-1620), der eine fuhrende Stelle in der Verwallung der niederlandischen Armee einnahm, sctzte sich fur die indisch-arabische Zahlenschreibweise, insbesondere fur die dezimale 
Schreibweise von Briichen ein. Er bearbeitete Tafeln zur Berechnung von Zinseszinsen, die Jost BORGJ fortsctzte und als .,Arithmetische und geometrische Progre.Ptabu/n" 1620 in Prag verOffentlichte. Er ging von der Basis 1,000 I = (I + 1/10 000) aus, dercn Potenzen sich leicht berechnen !assen, da -in moderner Ausdrucksweise - nur wenige Glieder der Binomialentwicklung schon die von Bilrgi 



Beispiel 15: x =�5 

=@!· 
lgx = 5 lga. 

Beispiel I 9: 
�----

·5 
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Beispiel 16: x =�• 

=�•, 
lgx=,rlga, 

Jg (lg x) = lg,r + lg (lg a). 

N 

16,24 
" 

lg 
0,0830 1+ 
0,4971 
0,5801 

v� · ILffil' - � · � · � 
X= 

N 

[+48,62 

-336,50 

-287,88 i,4- B 1------

f-------+----+---f-------'--------l 
[iJ 
[i3 

Iii] 

[£ (0,9093 - I) p 

-354,8 

verlangtc Genauigkeit von 10 Stellen ergeben. Die 10 000. Potenz (I + 1/10 000)10000 seiner Basis 
ist die Zahl 2,718 46, wiihrend e = 2,718 281 8 ... der Grenzwert ;�

00 

(1 + 1/n)" ist. Die durch 
IO 000 geteilten Exponenten sind demnach angendhert nariirliche Logarithmen der Potenzwerte. 
Die Tafel enthalt in der Eingangsspalte die Logarithmen und an Stelle der Mantissen der jetzigen 
Tafeln die Numeri, sie isl c:ine Antilogarithmenta/el. 
Auch John NEPER (1550-1617) erreichte in seinem 1614 vcrOtfentlichten Werke ,,Mirifici logarithmo
rum canonis descriptio" sein Ziel nur angeniihert, niimlich in moderner Schreibweise Werte der 
Funktion y = g · e-x,,,, in der g = 10000000 ist. FUr die Summe x = x1 + x2 zweier Exponenten 
ergab sich y = g e-x,/g · e-x,/g = Yi · y2/g. Zusarnmen mit Henry BRIGGS (l 556-1630), der Neper 
bewunderte, entschied er sich deshalb fur die Funktion y = IOX. Nach Nepers Tod vollendete BRIGGS 
die Berechnungen; seine 1624 erschienene ,,Arithmetica logarithmica'' enthielt die l4steUigen Log
arithmen der Zahlen von I bis 20 000 und von 90 000 bis I 00 000. Die fehlenden Logarithmen be
rechneten die niederlandischen Feldmesser Ezechiel DE DECKER und Adrian VLACQ; 1627 erschicn 
ihre erste vollst3.ndige Logarithmentafel. 
5• 
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Zur Umwandlung einer Tafel der Antilogarithmen in cine der Logarithmen benutzte BRIGGS die 
Beziehung zwischen einer arithmetischen und der ihr zugeordneten geometrischen Folge, da8 dem 
arithmetischen Mittel (a1 + a2)/2 zweier Zahlen a1 und a2 der ersten das geometrische Mittel 
Vg1g2 der entsprechenden GrOBen g1 und g2 der zweiten entspricht. In der 
Folge der Potenzen der Basis 3 z. B. entspricht (2 + 3)/2 = 2,5 der Wert 1 2 3 4 .. . 

V9-21 = 9 VJ, da 3<l+l)ll = v� = V9-21. Wiihlt man als Basis IO 
3 9 27 81 

.
. 
. 

und bezeichnet die Glieder der arithmetischen Folge als Logarithmen rnit /1, die der geometri· 
schen Folge, die Potenzwerte, aber als n 1, so erhalt man fur die Intervalle O < /1 < I bzw. 
I < n1 < 10 der Reihe nach: 

I, = '/2 (0 + I) = 0,5 n, = filO = 3,162277 .. 
I,='/,(/,+ I)= 0,75 n, = 11;;;--:-W = 5,623 413 ... 
,, = '!, (/, + /,) = 0,625 n, = v;;;-:-;;-; = 4,216964 .. 
,. = •1, <', + ,,> = o,687 5 "• = v� = 4,869 674 .. 
/5 = '/, (/2 + /4) = 0,718 75 n, = V� = 5,232 991 .. 
/6 = '/,(/4 +I,)= 0,703125 n6 = V� = 5,048065 ... 
17 = 1/2 (/4 + /6) = 0,695 312 5 n, = Vn4 · n6 = 4,958 067 ... 
,. = , 1, u. + 1,> = o,699 218 15 •• = v� = 5,002 865 .. 

In den angegebenen acht Schritten ergibt sich der Logarithmus lg 5,002 865 = 0,699 218 75, und das 
Verfahren zeigt, wie durch Quadratwurzelziehen der Wert lg 5 schlief31ich beliebig genau erreicht 
werden kann. 

Der logarithmische Rechenstab 
Geschichtlicbes. Bereits in den 20er Jahren des 17. Jh. wurde von dem Englander Edmund GUNTER 
das Prinzip des Stabrechnens angegeben. Er verwendete dabei cine logarithmisch eingeteilte Rechen
skalc. Die Rechenoperationen wurden zun3chst mit Hilfe eines Zirkels ausgefuhrt, mit dem die 
entsprechenden Langen abgegriffen wurden. Wenige Jahre darauf bediente sich William OuGHTRED 
geradliniger und kreisformig aneinander gleitender Skalen, die den Zirkel tiberfltissig machten. 
Um die Mitte des 17. Jh. verwendeten Edmund WINGATE und Seth PARTRIDGE einen Rechenschieber 
mit eingeftigter Zunge, d. h. ein unserem heutigen Rechenstab 3hnliches Instrument. Im 19. Jh. 
erh3\t er sein heutiges Aussehen. Gegen Ende des 19. Jh. beginnt man mil der industriellen Massen
produktion der Rechenstiibe. Wenig sp3ter werden Rechenst3be fur besondere Zwecke, etwa fur 
Kaufleute und Elektriker, gebaut. 

Aufbau des logarithmischen Rechenstabs. Die folgenden Ausfiihrungen beziehen sich auf einen Rechen
schieber vom System Rietz oder Darmstadt. Letzteres wird von wissenschaftlichen Rechnern und 
Technikern bevorzugt. Gew0hnlich benutzt man Rechenschieber mit einer Skalenlange von 25 cm. 
Der Rechenschieber besteht aus drei Teilen, dem Stab, dem Schieber oder der Zunge und dem Laufer. 
Auf dem Stab befinden sich die Skalen K, A, D und L (Abb. 2.2-7), in ihm bewegt sich die Zunge. 
Auf der Vorderseite der Zunge findet man die Skalen B, R und C, auf der RUckseite die Skalen der 
Winkelfunktionen. Ober Zunge und Stab bewegt sich der Laufer mit den drei Uiuferstrichen. Man 
benutzt im allgemeinen den mittleren Uiuferstrich. Die beiden :.i.nderen spielen bei der Berechnung 

Liiufer 

der Kreisflachen und 
Stab des Zylinderinhalts eine 

Rolle. 

2.2-7 Der logarithmi
sche Rechenstab 
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Die Skalen des Rechenstabs. Die Skalen des Rechenstabs sind Fu11ktio11slei tem der Funktiony = Jg x. 
Bei diesen logarithmischen Skalen stellen die Skalenzahlen Numeri dar, deren Logarithmen ein MaB 
fur den Abstand vom Anfangspunkt bis zum betrachteten Skalenteil sind. 
Bei den Ska/en C und D handelt es sich um logarithmische Skalen mit den Numeri von I bis 10. 
Den Abstand vom Anfangspunkt bis zu einem bestimmten Skalenteil erh3lt man, wenn man die 
Lange der Ska le mit dem betreffenden Logarithmus der Skalenzahl multipliziert; z. 8. betr3.gt der 
Abstand vom Anfangspunkt I zum Skalenpunkt 2 bei einer 250 mm langen Skale 250 mm • lg 2 
= 75,3 mm. Das unproportionale Wachsen der Logarithmen bedingt eine unproportionale Log
arithmenskale (Abb. 2.2-8). Man sieht, daB beim GrOBerwerden der Zahlen, der Numeri, die Zwi
schenraume zwischen den einzelnen Zahlen kleiner werden. 

2.2-8 Logarithmische und lineare Skalc 

gewiilmlichl> Skale 

p 1 U l 

I I ' I I I I I ' I I I ' I I I 

Die Skalen A und B sind ebenfalls logarithmische Skalen. Sie bestehen aus zwei gleichen Abschnitten: 
Auf.der Skale A und damit auch bei 8 ist die Strecke zwischen den Zahlen I bis 10 halb so groB wie 
auf der Skale D. Demnach entspricht eine bestimmte Strecke auf der Skale D von der Lange lg x 
auf der Skale B einer Strecke von 2 · lg x oder, nach dem 3. Logarithmengesetz, lg x2• Oas bedeutet, 
daB Uber den Zahlen der Skale O bzw. C in den Skalen A bzw. B die Quadrate dieser Zahlen stehen. 
Ebenso findet man in der Skale K die Kubikzahlen zur Skale 0. Die Skale K besteht aus drei hinter
einander angeordneten Skalen, die unter sich gleich Jang sind. 
Die Skale L findet man am unteren Rand des Rechenstabs. Sie ist eine regulare Leiter. Auf ihr fin
det man die zu den darllberstehenden Numeri gehOrenden Mantissen der dekadischen Logarithmen. 
Die Skale R oder Cl heiBt Reziprokskale. Sie entspricht der Skale D, ist aber von rechts nach links 
angeordnet. Sic gibt zu jedem Wert der Skale D den reziproken Wert oder Kehrwert 1/x an. 
Able s en und Ein stellen. Man kann auf einem Rechenstab 3ziffrige Zahlen ablesen. Die ersten 
beiden Ziffern bereiten kaum Schwierigkeiten. Man denke dabei an das Ablesen bei einem Lineal. 
Anders ist es mit der Jetzten Ziff er. Die ungleichma.Bigen Skalen bedingen ungleichm3.Bige Teilungen . 
.Betrachtet man die Skale D, dann erkennt man drei Abschni tte der Teilung: Der I. Abschnitt liegt 
zwischen I, genauer 1,00, und 2, genauer 2,00. Zwischen zwei benachbarten 2ziffrigen Zahlen findet 
man jeweils 9 Teilstriche, d. h., auf 1,00 folgt 1,0 I ; 1,02; ... Man spricht von einer Zehnerteilung. 
Der 2. Abschnitt liegt zwischen 2 und 4. Hier liegt cine Fiinferteilung vor, d. h., zwischen den benach
barten Strichen fi.ir 2stellige Zahlen sind 4 Teilstriche (Abb. 2.2-9). Der Abstand zwischen den Teil
strichen betr3.gt dann 2 Einheiten der 3. Ziffer. Auf 2,00 wllrde folgen 2,02; 2,04; 2,06; ... Da die 
Zwischenr3.ume zwischen den Zahlen nach rechts immer kleiner werden, ist im 3. Abschnitt nur noch 
eine Zwei ertei/ung mOglich. In dem Abschnitt zwischen 4 und IO betr3.gt demzufolge der Abstand 
zwischen den Teilstrichen 5 Einheiten der 3. Ziffer. 

1,7 l,8�16 

�02 

:W• 
3/)6 

3.08 2.2-9 Die verschiedenen Unterteilungen 
beim Rechenstab 

Das Ablesen und das Einstellen geschieht mit Hilfe des mittleren L<iu ferslrichs. Der Lauferstrich 
wird dabei genau auf die Zahl gebracht, die man zur Berechnung braucht bzw. die man errechnet hat. 
Das wird beim Rechnen mit dem Rechenstab nochmals verdeutlicht. Sollte man eine Einstellung 
erhalten, die zwischen den Teilstrichen liegt, so muB man sch3.tzen. 

Rechnen mit dem Rechenstab. Ebenso, wie zu jeder logarithmischen Rechnung eine Ermittlung der 
Kennziffer gehOrte, muB man zu jeder Rechnung mil dem Rechenstab eine Oberschlagsrechnung 
bzw. eine Rechnung mit Zehnerpotenzen zur Ermittlung der Stellenzahl durchfi.ihren. Es empfiehlt 
sich cine Oberschlagsrechnung, da sie nicht nur die richtige Stellenzahl, sondern auch cine Kontrolle 
des Ergebnisses liefert. Das Rechnen mit dem Rechenstab ist ein geometrisches Addieren bzw. 
Subtrahieren von Strecken; durch die Skalen A, B und K I assen sich auch Strecken in 2 oder 3 Tei le 
teilen bzw. verdoppeln oder verdreifachen. Hierzu werden einige Beispiele besprochen. 
Multiplikatio n. Zugrunde liegt das Gesetz lg(a·b)=lga+lgb. Das Addieren der beiden 
Logarithmen wird beim Rechenschieber als Addieren zweier Strecken der Lange lg a und lg b aus-
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gefiihrt. Man stellt Uber den Punkt a der Stab
teilung D den Anfangspunkt t der Zungentci
lung C. Dann wird der Laufer auf den Pun kt h 

lg a 

lg b 

a-b 
der Zungenteilung C eingestellt und daruntcr 
auf der Stabteilung D das Produkt a ·  b ah- 1 
gelesen (Abb. 2.2- 1 0). f-------lg_a_+-lg__.b 

Igo - 1gb g b 

��2r-1giv����nschaulichung der M ultiplikation undl 
I-______ '_c_g_o __ o_, b ____ _, 

eing stellf abgelesen 

Beispiel I: 2 · 1,5 ist zu berechncn. · 
Uber 2 auf der Skalenteilung D 
stellt man die l der Zungenteilung 
C ein. Unter 1,5 der Zungentei
lung C liest man auf der Stabtei
lung D das Produkt 3 ab. 
Losung: 2 · 1,5 = 3 (Abb. 2.2-1 I). 

2.2-11 Beispiel fur das Multiplizieren 
mit dem Rcchenstab: 2 · 1,5 = 3 

BeiJpiel 2: 2,84 · 4,55 ist zu berechnen. - Uberschlag: 3 · 4 = 12. Man sieht schon au sder Uber
schlagsrechnung, daB das Ergebnis nicht mehr auf der Skale D abgcJesen wcrden kann. Dann 
rechnet man wie folgt: Man stellt wieder 2,84 auf der Stabteilung D ein. Durch Verschieben der 
Zungc nach links stellt man den Endpunkt IO von der Zungenteilung C Uber den Pun kt 2,84. Den 
Laufer stellt man auf 4,55 der Zungenteilung C ein und liest darunler auf der Stabtcilung D das 
Produkt 2,84 · 4,55 - I 2,9 ab. 

Man nennt diese Art der Rechnung Multiplikation mir Riicksch/ag. Eine Erkl3rung fur dieses Rechnen 
findet man, wenn man dieselbe Rechnung auf den bciden vorderen Teilen der Skalen A und B 
ausfuhrt. Dann fallt das Ergebnis in den 2. Teil der Skale A bzw. B. 

Bei der Mulriplika1ion werden I oder JO auf der Zunge auf den ersten Fakior am Stab eingesiellt; 
dem zweiten Faktor auf der Zunge /iegt dann das Produkt am Stab gegeniiber. 

Divi sion. Das entsprechende Gesetz lautet lg (a/b) = lg a - lg b. Auf dem Rechenschieber be
deutet das, dafl die Strecke der Lange lg b von der Strecke der Lange lg a subtrahiert werden mull. 
Man stellt Uber dem Punkt a der Stabteilung D den Punkt b dcr Zungenteilung C ein. Danach liest 
man unter dem Anfangspunkt I bzw. unter dcm Endpunkt 10 dcr Zungcntcilung C aur dcr Skale D 
den Quotienten a/b ab. 

Beispiel 3: 88,5: 0,515 ist zu berechnen. -
Oberschlag: 90: 0,5 = 180. Ober dem 
Punkt88 ,5 auf D stellt man aufC0,515 ein. 
Unter dem Anfangspunkt I der $kale C 
findet man auf D den Quotienten 172. 
Losung: 88,5 : 0,5 1 5 = 172. 
Beispiel 4: 19,2: 89 ist zu berechnen. -
Oberschlag: 20: 90 = 0,2. Man verfahrt 
gcnauso wie beim vorigcn Beispiel, nur 
wird der Quotient unter dem Endwert 

��s�"n'/
k

n�2C ::!:
1

�76 (Abb. 2.2-12). JliilliiiJ! 

2.2-12 Dividiercn mit dcm Rcchenstab: 19,2: 81J---' 0,216 
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Bei der Division wird dem Dividenden am Stab der Divisor auf der Zunge gegeniibergeste/lt, neben 
J bzw. JO au[ der Zunge liegt dann die Zahl desQuotienren au/ dem Stab. 

Bei AusdrUcken der Form (a1 • a2 ••• ): (b1 • b2 ••• ) wird abwechselnd dividiert und multipliziert, um 
mit mOglichst wenig Verschiebungen der Zunge auszukommen. Auch bei Berechnung von Pro
portionen, also AusdrUcken der Form y = a· c/b, wird erst der Wert a <lurch b dividiert und schlieB
lich mit c multipliziert. WOrde man zuerst a ·  c bilden und dann durch b dividieren, waren zwei 
Zungeneinstellungen erforderlich. Berechnct many in der vorgeschlagenen Weise, so kann es vor
komrnen, da8 die Einstellung von c auf der Zunge ilber die Stabteilung hinausfallt. Dann ist eine 
zweite Zungenverschiebung notwendig. die kleine Ungenauigkeiten mit sich bringt. Daher wird man 
solche AusdrUcke besser mit der Quadratteilung bilden. 
Rechnen mit der Rezip rokskale. Die Reziprokskale R gibt zu jedem Wert der Skale C bzw. D 
den reziproken Wert an, z. B. befindet sich Uber der Zahl 4 auf der Skale C der Kehrwert 0,25. 
Die Reziprokskale kann man bei der Multiplikation und Division benutzen. Dabei ist zu beachten, 
dall a· b =a: (1/b) ist. Statt zu multiplizieren, mull man bei Verwendung des Kehrwertes dividieren. 
Beispie/ 5: 4,8 • 3,6 ist zu berechnen. - Oberschlag: 5 · 3 = 15. Ober 4,8 auf der Stabteilung D 
stellt man 3,6 der Reziprokskale ein. Unter dem Anfangswert I der Reziprokskale liest man das 
Ergcbnis 4,8 · 3,6 = I 7,28 auf D ab. 

Quadratzahlen und -wurzeln. Wie schon bemerkt wurde, stellen die Zahlen auf den Skalen A 
bzw. B die Quadratzahlen der entsprechenden Zahlen von D bzw. C dar. Will man das Quadrat 
einer Zahl a ermitteln, so braucht man nur den Uiuferstrich auf die Zahl der Skale D einzustellen 
und kann auf der Skale A die Zahl a1 ablesen (Abb. 2.2-13). Beim Quadratwurzelziehen verfahrt 
man umgekehrt. Der Lauferstrich wird auf den Radikanden b der Ska le A eingestellt und auf Ska le D 
die Zahl a abgelesen. 
Beim Wurzelziehen ist auf die richtige Einstellung von b auf der Quadratteilung zu ac.hten: 

� 25 = 5 Einstellen von 25 auf der Teilung zwischen IO und I 00. 
V250 = 15,81 Einstellen von 25 auf der Teilung zwischen I und 10, weil V250 = j/2,5 · 100 

= 10 · V2.s. 

Die Radikanden zwischen 1 und I 00 werden danach direkt eingestellt, andere Radikanden bringt 
man durch Multiplikation mil Potenzen von 100 auf einen Wert zwischen I und 100. 

1eingeslellt 

2.2·1.l Bcispiel fi.ir das Quadriercn: 4,52 = 20,25 

2.2-14 Rechenschieberstcllung zur Be• 
rechnung von VI + (b/a)" 

Kubik zahlen u11d -wur zeill. Auf Skale K findet man die Kubikzahlen zu den Zahlen der Skale D. 
Das Berechnen der Kubikzahlen und -wurzeln erfolgt ebenso wie das der Quadratz.ahlen und -wur-
zeln. -- --
Berechnung von c = Va2 + b1 . H3ufig treten Ausdrllcke der Form c = Va2 + b1 auf. Man kann 
b > a voraussetzen. Die Berechnung erfolgt nach der Vorschrift c = a Vi + (b/a) 2 in folgenden 
Schritten: Berechnung von b: a mit Hilfe der Grundteilung; Ablesen von (b: a)2 auf der Quadrat
teilung; Addition von I im Kopf und Einstellen von I+ (b: a)2 auf der Quadratteilung; Ablesen 
von Vi + (b : a)1 auf der Grundteilung; anschlieBend Multiplikation mit a (Abb. 2.2-14). 
Tr igonometris che, pythagore i sche und Exponent ia l te i lungen. Die Rllckseite des Rechen
schiebers vom System Darmstadt tragt weitere Teilungen: die Sinus-Tangens-Teil,mg fur kleine 
Winkel von 34,5' bis 6°, fur die die Sinus- und die Tangenswerte annahernd iibereinstimmen; die 
Sinusteilung fur Winkel von 5° 45' bis 90°. Die Tangenstei/ung gestattet die Berechnung von Tangens� 
und Kotangenswerten und geht in Ableserichtung von links nach rechts Uber Winkel von 5° 45' bis 
45° und rUckliiufig von 45° bis 84° 15'. Die pythagoreische Teilung enthiilt cine Funktionsskale fur 
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1/1 - x2 und ermOglicht damit auch die Berechnung von Kosinuswerten. Die drei Skalen der Ex• 
ponentialteilung geben dem Rechenschieber vom System Darmstadt ein besonderes Gepriige. Sie 
machen cine Reihe von weiteren Berechnungen mbglich. 
Rechenge11auigkeit. Der Rechenstab ist das bequemste Rechenhilfsmittel. Seine Anwendung wird 
nur durch die erreichbare Genauigkeit der Resultate begrenzt. Bei einer Lange der Skalen der Grund
teilung von 25 cm kann der Fehler einer sorgfaltigen Ablesung mit rund 0.1 % angenommen werden. 
Ftir Skalen von nur 12,5 cm Lange verdoppclt sich der Ablesefehler. Durch mehrere Einstellungen 
w3hrend einer Rechnung vergrOOert sich der mittlere Fehler nach dem GauOschen Fehlerfortpflan
zungsgesetz. Bei 4 Einstellungen betragt er ungefahr 0,2 %. Schon einfache Rechnungen sollten mehr
fach vorgenommen und die Ablesungen gemittelt werden. 
Rechensch eib en. Die Rechenscheiben haben als Trager der logarithmischen Skale keine Gerade 
wie der gewOhntiche Rechenstab, sondern einen Kreis. Bei den Rechenriidem werden die Teilungen 
auf den Stirnftachen von zwei gegeneinander verschiebbaren Radern angebracht. Diese besonderen 
Formen des Rechenschiebers haben den Vorteil, daB die Skalentange bei relativ kleiner Ausdehnung 
des Instruments verhaltnismaBig groB ist und daO bei ihnen das Durchschieben der Zunge vermieden 
wird, da alien Teilen der einen Skale immer Teile der anderen gegenllberstehen. Diese Vorteile fuhren 
zu einer Steigerung der Rechengenauigkeit. 
Da durch VergrOBerung der Langen der Skalen die Rechengenauigkeit erhOht wird, zerlegt man bei 
den Rechentafeln die Skalen in einzelne Stucke und ordnet die Teile parallel nebeneinander in 
einer Ebene an. Bei den Rechenwalzen werden die Skalenteile auf einem Zylinder angeordnet. Es 
sind Rechenwalzen konstruiert worden, mit denen man dieselbe Genauigkeit wie beim Rechnen 
mit 5stelligen Logarithmentafeln erreicht. 
Es gibt heute bereits eine ganze Reihe von Sonderrechensriiben fur besondere Zwecke, so zur Berech
nung bestimmter Formeln der Elektrotechnik, des Wasserbaues, des Stahlbetonbaues, der Geodiisie, 
der Nautik und der Optik. Weiterhin gibt es Sonderrechenstabe, die andere Funktionsskalen als der 
Schieber Darmstadt haben und eine Vereinfachung gewisser Rechenprozesse mOglich machen. 

3. Aufbau des Zahlenbereicbs 

3.1. Natllrliche Zahlen N . 
3.2. Gebrochene oder absolut-rationale 

Zahlen Q> 
3.3. Rationale Zahlen Q 

72 3.4. Ganze Zahlen Z . 
3.5. Reelle Zahlen R . 
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76 3.7. Komplexe Zahlen C . 
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81 
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Die Zahlen sind seit Jahrtausenden ein wichtiges Werkzeug zur Erfassung der Welt und zur Be
waltigung der in Verwaltung, Wirtschaft, Technik und Wissenschaft anfallenden Aufgaben. Aber 
erst in den letzten hundert Jahren fuhrte das Bedllrfnis nach grOBerer Strenge und besserer logischer 
Fundierung zu einer Untersuchung der einzelnen Zahlenarten und ihrer GesetzmaBigkeiten. Sie 
I assen sich auf wenige logische Grundbegriffe und Ax.iome zurtickfuhren. Die Grundlagen fur diesen 
deduktiven Auf bau des Zahlenbereichs sind die Mengenlehre und die mathematische Logik. Auf 
dieser Basis werden zunachst die natUrlichen Zahlen und von ihnen aus die weiteren Zahlenbereiche 
konsruiert. 

3.1. Natiirliche Zahlen N 

Der Begriff der natllrlichen Zahl ist aus einer Verschmelzung der endlichen Kardinalzahl, der Gi'und
zahl oder Anzahl, mit der endlichen Ordinalzahl, der Ordnungszahl oder Platznummer, entstanden 
(s. Kap. 14.6.). Im folgenden soil aber nicht zwischen Kardinal- und Ordinalzahl unterschieden 
werden. 

Die Peanoschen Axiome. Schon 1891 hat PEANO gezeigt, daB sich die Eigenschaften der natllrlichen 
Zahlen aus funf nach ihm benannten Axiomen ableiten !assen. 

p..,-.. 
Axiomm• 
system 

1. 0 isl elne Zahl. 
2. Jede Zahl ff hat genau elnen Nacbfolger ff'. 
3. 0 isl nlcbt Nacbfolger elner Zahl. 
4. Jede Zahl isl Nacbfolger biicbstens elner Zahl. 
5. Von alien Mffltlen. die die Zahl O und mlt der Zahl ff aucb derea Nacbfolger n' 

enthalten, 1st die Mffltle N der natiirllcben Zahlea die klelnste. 
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Ein Zahlenbereich mit Nachfolgerelation, der diesen Axiomen geniigt, wird als Bereich N der naliir

lichen Zahle11 bezeichnet. Die Existenz eines solchen Bereichs wird durch die Mengenlehre gesichert 
(s. Kap. 14.). Nach diesen Axiomen kann jede von 0 verschiedene natiirliche Zahl als Nachfolger 
oder als Nachfolger des Nachfolgers bis zu 0 hin bezeichnet werden. Anstatt 0, 0', 0", ... verwendet 
man aber einfacher das dekadische Positionssystem und bezeichnet diese Zahlen mit 0, I, 2, ... 
Das Axiom 5 insbesondere rechtfertigt den Schlul3 der vollstiindigen Jnduktion. 

Vollstindige Induktion. Dieses Schlu0verfahren wendet man an, um zu zeigen, da0 cine Behauptung 
H(n) ilber nattirliche Zahlen n auf alle natilrlichen Zahlen zutrifft; z. B. daB fur alle naturlichen 
Zahlen n die Gleichung I + 2 + ··· + n = (n/2) (n + I) gilt. 
Dazu betrachtet man die Menge Maller natilrlichen Zahlen, fur die die Behauptung H(n) zutrifft. 
Kann man zeigen, daB I. 0 e M, d. h., daB die Behauptung fur fl= 0 wahr ist (Jndukrionsa11faflg), 
und daB 2. mit n e Mauch stets (n + I) EM, d. h., daB die Gilltigkeit der Behauptung fur irgendeine 
natilrliche Zahl n (Jnduktionsvoraussetzuflg) ihre Richtigkeit fur den Nachfolger n + I impliziert 
(lnduktionsschluft), so mu8 nach dem 5. Peanoschen Axiom M die Menge a Iler natUrlichen Zahlen 
sein. Im angefuhrten Beispiel ist H(O) ersichtlich wahr, und aus der Wahrheit der Aussage filr die 
natiirliche Zahl n folgt I + 2 + ··· + n + (n + 1) = (I + 2 + ··· + n) + (n +I)= (n/2) (n + I) 
+ (n + I)= [(n + 1)/2) (n + 2), d. h., folgt ihre Gilltigkeil filr die nalilrliche Zahl 11 + I.
Infolgedessen ist die Behauptung fur alle natilrlichen Zahlen richtig. Das Prinzip der voll-

. standigen Induktion, das kein induktives, sondern ein streng deduktives Yerfahren darstellt, dient 
nicht nur zum Beweisen von Aussagen, sondern bietet auch die Grundlage fur Definitionen, z. B. 
von Rechenoperationen. Sie erfolgen schrittweise, und bei jedem Schritt werden die Ergebnisse der 
bereits zurUckgelegten Schritte benutzt. DaB dabei keine logischen Komplikationen auftreten k0nnen, 
wird durch den von DEDEKIND stammenden Rechtfertigungssarz gesichert, der sich auf das 5. Peano
sche Axiom stutzt. 

Rechenoperationen mit natiirlichen Zahlen. Die Addition wird durch m + 0 = 0 + m = m und 
(m + n') = (m + n)', die Mulriplikation durch m · 0 = 0 · m = 0 und m · n' = m ·fl+ m erklart. 
Durch diese rekursiven Definitionen sind die Addition und die Multiplikation eindeutig bestimmt. 
Mittels vollstandiger lnduktion werden dann ihre Rechengesetze gesichert. 

Kommutativgesetz 

a+b=b+a 
a·b=b·a 

Assoziativgesetz 

(a+ b) + c = a+ (b + c) 
(a· b) · c = a· (b · c) 

Distributivgesetz 

a· (b + c) = a· b +a· c 

FUr das Assoziativgesetz der Addition z. B. ergibt sich der Beweis wie folgt: Die Behauptung ist 
richtig filr c = I (Induktionsanfang); denn es isl (a+ b) + I =(a+ b) + O' = [(a+ b) + OJ' 
= (a+ b)' =a+ b' =a+ (b + 1 ). Wird jetzt die Behauptung als richtig angenommen fur c = 11 
(lnduktionsvoraussetzung), (a + b) + n = a -+- (b + 11). so ist zu zeigen, daD sie dann auch fur 
c = n + l gilt (lnduklionsschluD). Es isl (a + b) + n' = [(a + b) + n)' = [a+ (b + n))' 

=a+ (b + n)' =a+ (b + n'). Nach dem 5. Peanoschen Axiom haben dann a Ile natUrlichen 
Zahlen die im Assoziativgesetz ausgedrUckte Eigenschaft. 
Filr mehr als zwei Glieder werden die Operationen erkl3.rt durch a+ b + c = (a+ b) + c bzw. 
a· b · c = (a· b) · c. In einer Summe bzw. in einem Produkt k6nnen folglich, wie wieder mittels 
vollstandiger Induktion zu beweisen ist, beliebig Klammer□ gesetzt oder fortgelassen werden. 
Sub1raktion und Division zweier Zahlen a und b werden als Umkehroperationen der Addition bzw. 
der Multiplikation bestimmt: Gibt es zu den Zahlen a und b eine Zahl x so, daB a+ x = b, so 
heiBt x = b- a Differenz aus b und a; sie ist, falls sie existiert, eindeutig bestimmt. Gibt es zu den 
Zahlen a =t= 0 und b eine Zahl y derart, daB a · y = b, so heiflt y = b : a Quotient aus b und a; auch 
er ist, falls er existiert, eindeutig bestimmt. Es !assen sich leicht natilrliche Zahlen a und b angeben, 
for die keine oder nur eine der Zahlen x und y existiert. 
Potenzieren. FUr die Zahlen a =t= 0 und n fohrt man die Potenz a" wieder durch rekursive Definition 
a0 = I und a'' = cl'· a ein. FUr das Multiplizieren und das Potenzieren sowie fur das Dividieren 
von Potenzen gelten die bekannten Potenzgesetze, falls der Quotient existiert (vgl. Kap. 2.). Die 
Operation des Potenzierens ist weder kommutativ noch assoziativ. wie folgende Beispiele zeigen: 
32 = 9, aber 23 = 8; (32)3 = 93 = 729, aber 3(2') = 38 = 6561. 
Wurzelziehen und Logarithmieren. Wenn es zu den Zahlen a und n (n * 0 und n =t= 1) eine Zahl b 

so gibt, daB b" = a ist, so wird b als n-te Wurzel aus a bezeichnet, b = v�. Gibt es zu den Zahlen 
a* 0 und b eine Zahl 

3
n so, daB d' = b ist, so heiflt n Logarithmus von b zur Basis

. 
a, geschrieben 

n = log41 b; z. B .. 5 = Vi"25, 6 = log2 64. Auch diese Umkehroperationen sind, falls ausfohrbar, 
eindeutig. 
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Obersicht Uber die Rechenoperotionen 
J. Stufe: Addieren mit Subtrahieren a/s Umkehroptration, 
2. Stufe: Multiplizieren mit Dividieren a/s Umkehro�ration, 
3. Stufe: Potenzieren mil Wurzelziehen und Logarithmieren als Umkehroperationen. 

Eine Ordmmg n' > 11 wird zwischen benachbarten Zahlen schon durch die Nachfolgerelation herge
stellt. Filr,beliebige natUrliche Zahlen a, b soil a> b bzw. b < a genau dann gelten, wenn es eine 
Zahl c =+= 0 gibt, so dafl a= b + c. Die so erkl3rte Relation ist irreflexiv und transitiv (vgl. Kap. 14.3.). 
DaB sie auch linear ist, d. h., da13 fur zwei Zahlen a, b genau cine der drei Fa.Ile a> b, b > a, a= b 
gilt, kann mit Hilfe von vollst3ndiger Jnduktion bewiesen werden. Die Gr6jJenrelation ist danach cine 
irreflexive Ordnungsre/ation. FUr sie gel ten die Monotoniegesetze sowie das Archimedische Axiom. 

Moootoole ,oa Addition und Multlpllkatioa: Aus a > b folgt Im Bereich N ttir belleblaes c und fiir 
dat, O,da8a+ c> b+ cund a·d· > b· ti. 
Arddmediscbes Axiom: Zu bellebileo Zahl en a > 0 und b glbt es stets elne Zahl ft so, da8 a · ft > b. 

Wegen dieser Eigenschaften wird der Bereich N der naturlichen Zahlen als linear und archimedisch 
geordnel be.zeichnet. Mit Hilfe der Monotoniegesetze kann die Eindeu1igkei1 der Umkehroperationen 
bewiesen werden. Wird z. 8. filr die Division angenommen, es gabe zwei Zahlen x1 , x2 , die der 
Gleichung ax = b genilgen und fur die gilt x1 � x2 , so folgt b = ax 1 � ax2 = b und daraus x2 = x1• 
Filr das .Rechnen mit den natUrlichen Zahlen gelten die bekannten Regeln, z. B. folgende, fur die 
angenommen wird, dal3 alle vorkommenden Operationen ausfilhrbar sind: 

a+ (b-c) =(a+ b)- c =a+ b-c = a-c + b, 
a-(b + c) = (a-b)-c= a-b-c= a-c-b, 
a-(b-c) = (a-b) + c = a-b + c =a+ c-b, 

(a· c): (b · c) =a: b, 
(b-c): a= (b: a)- (c: a). 

3.2. Gebrochene oder absolut-rationale Zahlen Q
> 

Das Teilen und das Messen verlangen einen Zahlenbereich, in dem nicht nur die im Bereich der 
natilrlichen Zahlen mOglichen Rechenoperationen ausfilhrbar sind, sondern darilber hinaus unein
geschrankt dividiert werden kann. Ferner soil er die natiirlichen Zahlen als Teilbereich enthalten. 

Konstruktion der neuen Zahlen. Man bildet geordnete Paare von natUrlichen Zahlen n =t= 0 und m und 
schreibt sie in Bruchform m/n. Zwei solche Briiche m/n und p/q heil3en quolientengleich, in Zeichen 
m/n = p/q, wenn mq = pll ist, z. B. 2/1 = 4/2, denn 2 · 2 = 4 · I. Diese Gleichheit erfi.illt die an 
cine Aquivalenzrelation zu stellenden Forderungen. Alie einander gleichen BrUche kOnnen daher zu 
einer Klasse zusammengefaDt werden, z. B. ist (2/1, 4/2, 6/3, ... , 100/50 •... ) eine solche Klasse 
quotientengleicher BrUche. Jeder Bruch gehOrt dann zu genau einer Klasse. Diese Klassen werden 
als gebrochene oder absolut-rationale Zahlen bezeichnet. Jede dieser Zahlen kann durch einen be
liebigen Bruch der betreffenden Klasse dargestellt oder reprasentiert werden; z. B. sind 2/3, 4/6, 
30/45 Darstellungen oder Reprasentanten fi.ir ein und dieselbe gebrochene Zahl o: = (2/3, 4/6, 6/9, 
8/12, 18/27, 30/45, ... ). Dabei wird die Darstellung durch einen gekUrzten Bruch bevorzugt, im 
letzten Beispiel schreibt man o: = (2/3). Die Klammer dient der Unterscheidung zwischen der 
Klasse und ihrem Vertreter. 

Rechenoperationen und Ordnung. Bei der Festlegung der Rechenoperationen und der Ordnung fur 
gebrochene Zahlen sind die altbekannten Regeln der Bruchrechnung Vorbild. Nach ihnen richten 
sich die Definitionen, damit der neue Zahlenbereich die Eigenschaften bekommt, die sich in einer 
jahrhundertelangen Rechenpraxis als sinnvoll erwiesen haben. Die Rechenoperationen erster und 
zweiter Stufe werden fi.ir die Zahlen o: = (m/n), P = (p/q) in folgender Weise festgesetzt: 

"+ fi = ((mq + pn)/(nq)), z. B. (2/3) + (10/7) = ((2 · 7 + 10 · 3)/(3: 7)) = (44/21), 

e<-fi = <(mq-pn)/(nq)), fallsmq;;.pn,z.B.(1/2)-(1/3)= ((I· 3-1 ·2)/(2· 3))= (1/6), 

"· fi = ((mp)/(nq)), z. B. (3/5) · (20/9) = ((3 · 20)/(5 · 9)) = (60/45) = (4/3). 

"-: fJ = ((mq)/(np)), falls p ,ja 0, z. B. (3/5): (7/1) = ((3 · 1)/(5 · 7)) = (3/35). 
Die letzte Festsetzung zeigt, daB die Division durch jede von O verschiedene gebrochene Zahl in Q> 
ausfi.i.hrbar ist. Subtraktion und Division erweisen sich als Umkehroperationen der Addition bzw. 
der Multiplikation. Die Subtraktion ist nicht stets ausfuhrbar. 
Eine Ordnung wird in Analogie zur Gleichheit erklart durch: o: > P, wenn mq > pn; z. B. 
(8/9) > (I 1/14). da 8 · 14 > 11 · 9. Fur diese Ordnung gelten dieselben Eigenschaften wie fur die 
der naturlichen Zahlen. 
Alie diese Festsetzungen sind aber nur dann sinnvoll, wenn sie von der Wahl der Reprasentanten fur 
o: und p unabh3ngig sind. Dies sei am Beispiel der Ordnung nachgewiesen. 
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Voraussetzung: (m/n) > (p/q), also mq > pn; m1 /n1 sei ein anderer Bruch aus (m/11) und p1 /q 1 

ein anderer aus (p/q). 
Behauptung: Es ist auch (m 1/n 1 ) > (p 1/q 1). 
Beweis: Aus mq > pn folgt, wenn man mit 111q1 =t= 0 multipliziert: 111111qq 1 > pq 1 nn 1 und wegen 
111111 = m1n, pq 1 = p 1q die Ungleichung m111qq1 > p 1 qfln1 • Da auf beiden Seitcn der Faktor 11q =t= 0 
auftritt, folgt m1q1 > p,11 1 , mithin die Behauptung. 

Der Berei�h Q> der gebrochenen Zah/en ist linear und archimedisch geordnet. 

Die Beweise stUtzen sich auf die Definitionen und auf die entsprechenden Eigenschaften der natllr
lichen Zahlen. Der Bereich Q> kann unter Erhaltung der Ordnung punktweise auf einen Strahl, 
den Zahlenstrahl, abgebildet werden. Die Bildpunkte liegen auf dem Strahl dicht, d. h., zwischen 
zweien laBt sich stets ein dritter angeben, z. 8. zwischen den Bildpunkten der Zahlen <X und p liegt 
der von (0< + (f)/2. 
Das Kommutativ-, das Assoziativ- und das Distributivgesetz fur die Rechenoperationen und die 
anderen fur naturliche Zahlen geltenden Regeln gelten auch in Q>· Die Nachweise stlltzen sich gleich
falls auf die Geltung dieser Geselze im Bereich der naturlichen Zahlen, wie das folgende Beispiel 
des Assoziativgesetzes zeigt. 
Es seien"' = <mfn), P = <pfq). y = <rfs). Dann ist [<X ·Pl· y = <(mp)/(nq)) · <rfs) 
= <(m · p · r)/(11 · q · s)) = <mfn) · <(p · r)/(q · s)) ="' · [/J ·y]. 
Gebtochene und natiirliche Zahlen. Der Bereich Q> enthiilt einen Teilbereich, der dem Bereich der 
natiirlichen Zahlen genau entspricht: den der Zahlen <J/1), <2/1). <3/1) •... , <k/1), ... Werden 
zwei Zahlen dieser Art addiert oder mullipliziert, so entsteht wieder eine solche: (m/1) + (n/1) 

= ((m + n)/1) und <m/l) · <n/1) = ((m · n)/1). Ferner ist <m/1) > <n/1) genau dann richtig. 
wenn m > n ist. Ord net man jetzt der Zahl (I/I) die natiirliche Zahl I, der Zahl (2/ I) die natllrliche 
Zahl 2, allgemein der Zahl (k/1) die natUrliche Zahl k zu, so zeigt sich, daB man mil den Zahlen 
(k/ I) genauso rechnen kann wie mit den nattirlichen Zahlen. 
Der Teilbereich de, gebrochenen Zah/en von der Form (k/1) ist dem Bereich der natiirlichen Zahlen 
isomorph hinsichtlich der dort ausfii.hrbaren Rechenoperationen und hinsichtlich der Ordnung. 

Die Zahlen (k/ I) k6nnen nun einfach als k geschrieben und als nattirliche Zahlen behandelt werden, 
da sie den Peanoschen Axiomen genUgen. Auch bei den Obrigen Zahlen aus Q> k6nnen jetzl die 
Klammern wegfallen; z. B. wird m/n fur (m/n) geschrieben. Fehler beim Rechnen kOnnen dabei 
nicht auftreten, sofern die Regeln der Bruchrechnung beachtet werden. Zwar besteht hier ein be· 
grifflicher Unterschied: Die Brtiche 3/7 und 6/ 14 sind nicht identisch, da sie verschiedene Ziihler und 
Nenner haben, sie sind aber quotientengleich. Die gebrochenen Zahlen 3/7 und 6/14 sind hingegen 
schlechthin identisch. Oiese Vereinfachung war das Ziel bei der Festsetzung der Rechenoperationen 
und der Ordnung. Die Definitionen erfolgten gerade so, daB die erwiihnte Isomorphic eintritt. Es 
entspricht dem Hankelschen Perma nenzprinzip, Operationen und Ordnung im neuen Bereich 
in der Weise festzuselzen, daB die im ahen Bereich geltenden Gesetze nach MOglichkeit erhalten 
bleiben. Im Gegensatz zum Prinzip der vollstandigen Induktion hat das Permanenzprinzip keine 
Beweiskraft, sondern ist cine Anleitung zur Erkliirung von Rechenoperationen und Ordnung. In 
diesem Sinn gilt: 
Der Bereich Q> de, gebrochenen Zahlen stellt eine Er we it e r  u ng des Bereichs der nariirlichen Zah/en 
dar. Er bestelrt aus den natiirlichen Zahlen und den Briichen. 

Rechenoperationen dritter Srufe. Die Potenz aft= y wird fur den Fall, daB p = n eine natUr
liche Zahl ist, wie bei den natUrlichen Zahlen erkliirt. Entsprechend werden bei gegebenem y unter 

tt = j;y und n = log" y solche Zahlen verstanden, fur die gilt tt" = y. 1st fJ aber keine naturliche, 

sondern cine echt gebrochene Zahl, p = r/s mit s > I, so isl unter ttfl = y eine Zahl y = V;; zu ver
stehen. Bei gegebenem tt > 0 und y ist p = log" y als eine Zahl aus Q> definiert, fur die <Xt1 = y gilt. 
Da et11 sowohl fur wachsendes et als auch fur wachsendes n monoton ist, sind Potenzen, Wurzeln und 
Logarithmen, sofern sic existieren, eindeutig bestimmt. 
Beispiele. 1: Fur "'• = 2/3 und P, = 3 erhiilt man y1 = af' = (2/3)3 = 2/3 · 2/3 · 2/3 = 8/27. · 

p, 3 
Sind dagegen y1 = 8/27 undP, = 3 gegeben, so folgta1 = Vr, = V8/27 = 2/3, oder ausy1 = 8/27 
und "'• = 2/3 folgt: /11 = log., y1 = log2/, (8/27) = 3. , 
2: Fur a2 = 9/16 und p, = 1/2 erhiilt man y2 =a�•= (9/16)'1' = V9/l6 = 3/4. Sind aber ge
geben y2 = 3/4 und P, = 1/2, so folgt a,= 9/16, deno (9/16)1/2 = 3/4, und aus y2 = 3/4 und 

a2 = 9/lo folgt P, = log., y2 = log.,,. (3/4) = 1/2. 
3: File tt3 = 2, p3 = 1/2 ware y3 = °'�• = 2 1/2 = V2. Diescr Ausdruck stcllt, wie spii.tcr tiewicscn 
wird, keine gebrochcne.Zahl dar. 
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3.3. Rationale Zahlen Q 

Um auch die Subtraktion unbeschrlinkl ausfuhrbar zu machen, wird cine neue Erweiterung vorgenommen. Dabei werden die gebrochenen Zahlen vonjetzt an mit lateinischen Buchstaben bezeichnet. FUr geordnete Paare (m, n) aus Q> wird als Aquivalenzrelation cine Differenzengleichheir eingefuhrt: 
(m, n) :rr (m1, ni), wenn m + n1 = m1 + n ist. Die Klasse des Paares (m, n) heil3t eine rationale 

Zahl. Sie werde vorlaufig als a: = ((m, n)) bezeichnet. Der Bereich aller a: wird Q genannt. 
Recheooperationen in Q. Eine Addition wird erkliirt durch ((m, n)) + ((p, q)) = ((m + p, n + q)), eine Subtraktion durch ((m, n)) - ((p, q)) = <(m + q, n + p)), eine Multiplikation durch ((m, n)) · <(p, q)) =((mp+ nq, mq + np)). Beispiel eines Produkts: ((2

/,, 
3

/2)) · <(5
/6, 

2
/ 1)) = <(2

/, • '/6 + 3/2 • 
2

/1, 2/, • 
2

/1 + 3/2 • '/.)) = ((2
/6 + 

3
/1, 

4
'/5 + 15

/12)) = ((20
/6, 

123
/60)), Die Repriisentantenunabhlingigkeit werde am Beispiel der Subtraktion nachgewiesen. Es sci (m, n) = (m1 , n 1), (p, q) = (p1, q1). Zu zeigen ist dltr dllf (m1 + q,, n1 + p1) = (m + q, n + p). Es ist (m, + q1) + (11 + p) = m + 11, + q + p1 

.,. = (n1 + p1) + (m + q), was zu zeigen war. Die Subtraktion ist stets ausfilhrbar und erweist sich als Umkehrung der Addition. Die Rechengesetze werden durch RO:ckfO:hrung auf den Bereich Q> an hand die Definitionen verifiziert. Die Division wird als Umkehrung der Multiplikation erklart. Auf die Ausfilhrbarkeit und Eindeutigkeit wird spater eingegangen, desgleichen auf das Potenzieren. Vorzeichen. Um die schwerfallige Schreibweise °" = ((m, n)) zu beseitigen, stellt man zunachst fest, dall sich ein Zahlenpaar ((m, n)) fiir m > 11 in der Form (n + k, n), filr m < n in der Form (m, m + j) und fur m = n als (m, m) schreiben liiBt; z. B. <(2, 1
/2)) - <( 1/2 + 3/2, '/,)), <('/., 1)) = <('/., '!. + 1

/4)), <('/,, 4/10)) = <(2
/,, '/,)). Neue Schreibweise: 

I (+k), falls m = n + k und k > O; z. B. ((2, '/2)) = (+'/2), a<= (-j), falls n = m + j und j > O; z. B. <('/.,I))= (-
1/4), 

(OJ, falls m = n; z. B. <(2/,, 4/10)) = (0). Die Vertreterunabhangigkeit dieser Schreibweise ergibt sich aus der Differenzengleichheit. Das Plus- und das Minuszeichen werden als Vorzeiche n bezeichnet. Sic dllrfen nicht mit den g]eich aussehenden Rechenzeichen verwechselt werden. Die Zahlen <X = ( +k) heiBen positiv, die Zahlen P = (-j) negativ, k bzw. j heiBt der absolute Betrag von tX bzw. p, in Zeichen k = !<XI, j::..: IPI; 
k und j sind Zahlen aus Q> Filr die Multiplikation und Division gelten folgende Regeln, die leicht durch Riickgang auf die Paare verifiziert werden kOnnen: 

Vorzeichenregeln ( +k) · (+I)= ( +kl), ( +k) · (-/) = (-k) · (+I)= ( -kl), (-k)·(-/)=(+kl), undfiir /aj=O:(+k):(+/)=(+k/1), ( +k): (-/) = (-k): (+I)= (-k/1), (-k): (-/) = ( +k//). 

lkispiel 1: (+k) · (-/) = <(n + k, n)) · <(p,p + /)) = <((n + k) p + n<.p + I), (n + k)(p +I)+ np)> = ((np + kp + np + nl, np + kp + nl + kl +  np)) = <(O, kl)) = (-kl). Da die bei der Division in den Klammern entstehenden Zahlen kjl Elemente aus Q
> 

sind, ist die Division in Q stets ausfiihrbar. Die Eindeutigkeit folgt aus den Monotoniegesetzen. 
Ord.nung. Wenn <X und p Elemente aus Q sind, so hei8t <X > p, wenn es eine positive Zahl y gibt, �o da8 <X = P + y. Dann sind alle positiven Zahlen grOBer, alle negativen kleincr als 0. Durch diese Gr08errelation wird Q linear geordnet. Die rationale Zahl (0) hat die additive und multiplikative Eigenschaft der natfirlichen Zahl 0: Es isl ((m, m)) + <(a, b)) = <(m + a, m + b)) = <(a, b)) und <(m, m)) · <(a , b)> = <(ma + mb, mb + ma)) = (0). Ebenso verifiziert man die multiplikative Eigenschaft von ( + 1). Die Monotoniegesetze gelten in der frilheren Form nur filr die Addition und fur die Multiplikation mit positivem Faktor. Die GrOBerbeziehung kehrt sich dagegen um, wenn beide Seiten mit der gleichen negativen Zahl multipliziert werden; z. B.: Aus (+5) > (+2) folgen (+5) + (-1) > (+2) + (-1) und (+5) · (+3/4) > (+2) · (+3/4), aber (+5) · (-1) < (+2) · ( -1), da (-2) = ( -5) + (+3). Aus den Monotoniegesetzen folgt wieder die Eindeutigkeit der Umkehroperationen. 
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In dem Bereich Q der rationalen Zahlen sind die vier Grundoperationen Addition. Multiplikation und ihre Umkehrungen erklart und erfiillen die KOrperaxiome (s. Kap. 16.2.) Rationale Zahlen und gebrochene Zahlen. Der Bereich Q enthiilt als Teilbereich den der positiven rationalen Zahlen. Ordnet man der Zahl ( +k) ihren Betrag k zu, so wird dieser Teilbereich eineindeutig auf den Bereich der absoluten rationalen Zahlen abgebildet. Dabei bleiben die ausfi.ihrbaren Rechenoperationen und die Ordnung erhalten, z. B. (+k) · (+m) = (+k · m). 
Der Bereich der positiven rationa/en Zahlen ist dem der abso/uten rationo/en Zah/en isomorph hin
sichtlich der dort ausfiihrboren Rechenoperationen und der Ordnung. Wegen ( +k) + (-j) = ( +k) -( +j) kann die Schreibweise weiter dadurch vereinfacht werden, daB das positive Vorzeichen weggelassen wird: z.B. (+3/4) +(-2/5)=(+3/4)-(+2/5) = 3/4 - 2/5. Die Potenz C'l.fl wird, wenn fJ cine von Null verschiedene natilrliche Zahl ist, durch wiederholte Multi- \ = k 1fl1

, falls k � 0, {J > 0 plikation erkl3.rt. Andernfalls ist (X,'l nur fur (X = k � 0 C'l.11 = I, falls k > O, fJ = O ���iert, und z�ar durch Riickfilhrung auf Elemente vo� _ = J/klfl!, falls k > o, p < o. 
Die Potenz txfl ist fi.ir £X = fJ = 0 nicht erkl3.rt. Linter {J = V(X fur tx ;;;, 0 und cine natiirliche Zahl n wird cine nichtn�gative rationale Zahl verstanden, fur die {J" = a ist, unter _y = log,q £X �ine nichtnegative Zahl, fur die pr = o: ist. Die Eindeutigkeit folgt aus den Monotomegesetzen, die Existenz · ist nicht immer gesichert. 

Beispie/ 2: In Q existiert nicht V2. Denn ware V2 eine rationale Zahl r/s mit s > I und r und s teilcrfrcmd, so mUOte r 2/s2 = 2 sein. Das ist aber unmOgJich, da mit r und s auch r2 und s2 teilerfremd sind, der Bruch also nicht gekilrzt werden kann. Entsprechend verl.iiuft der Bewcis, daB VJ, V3 und Uberhaupt alle n-ten Wurzeln aus positiven Radikanden, die keine n-ten Potenzcn von Zahlcn aus Q sind, in Q nicht existieren. 
Der Bereich Q der rationa/en Zahlen stellt eine Erweiterung des Bereichs der absoluten rationalen 
Zahlen dar. In ihm sind die Rechenoperationen der ersten und der zweiten Stufe unbeschriinkt aus
/Uhrbar, nicht aber die der dritten Stufe. Man kann zeigen, daB es zu jeder rationalen Zahl a eine naturliche Zahl n gibt, die grOBer ist als C'I.. Dadurch wird das Archimedische Axiom gesichert: Zu jedem ix und positivem rationalem fJ gibt es eine natilrliche Zahl n so, daB n{J > C'I.. Die rat-I en Zablen blldea elnen ■rchlmedlsch geonlneten Klirper. 

3.4. Ganze Zahlen Z 

Anstatt von den natiirlichen Zahlen aus erst den Bereich Q> der gebrochenen und dann von ihm aus den der rationalen Zahlen Q zu konstruieren, wie es hier in Anlehnung an das Vorgehen im Schulunterricht geschah, h3.tte man auch einen anderen Weg einschlagen kOnnen (vgl. Kap. I.). Dort wurde erst mit Hilfe differenzengleicher geordneter Paare von natilrlichen Zahlen der Bereich der 
ganzen Zahlen 0, ±I, ± 2, ... und von diesem aus durch quotientengleiche Paa re der KOrper der rationalen Zahlen gewonnen. Der Bereich Z der ganzen Zahlen bildet einen lntegritiitsbereich mit + I als Einselement (s. Kap. 16.2. - KOrper und lntegritiitsbereiche). Er enthalt als Teilbereich den der positiven ganzen Zahlen, der dem der natilrlichen Zahlen isomorph ist. Der Bereich Q der rationalen Zahlen enthiilt seinerseits den Teilbereich der Zahlen ±k/1, der dem der ganzen Zahlen isomorph ist. Es liegen demnach in beiden Fiillen Erweiterungen vor. Der Bereich Q ist der Quotien
tenk0rper des Bereichs der ganzen Zahlen. 

gebrochene Zahlen Q> 3/4, 9/7,. 

na turliche Zahlen N 0, I, 2, 3, ... 

rationale Zahlen Q ±1/3, ± 17/4, ... 

ganze Zahlen Z 0, ±1, ±2, ±3, ... 
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3. S. Ree Ile Zahlen R 

Ziele der Erweiterung. Wie die gebrochenen Zah
len auf dem Zahlenstrahl, so liegen die rationalen 
Zahlen auf der Zahlengeraden dicht. Dennoch er
fullen sie diese nicht luckenlos, wie fol&ende Ober
legungen zeigen: Wird mit Hilfe rechtwinkligcr 
Dreiecke eine Folge von Strecken s1 = VJ, s2 = V2, 
s, =VJ, ... konstruiert (Abb. 3.5-1), die von 0 

aus in positiver Richtung auf der Zahlengeraden 
abgetragen werden, so entstehen die Punkte P1 , 
Pi• P3 • ... , denen meist keine rationale Zahl ent- 3.5-1 Konstruk.1ion dcr Strccken s,. ,.,. . : d,ir-
spricht. Denn wie gezeigt wurde, isl IOP"I =s,. = v; unterdie Punkte P,, P2 , ... aufder Zahfengeraden 
nur fur Zahlen n rational, die das Quadrat 
einer rationalen Zahl sind, z. B. fur " = 4 oder fur n = 49. Damit sind aber noch !angst nicht alle 
LUcken auf der Zahlengeraden erfal3t. Ein Punkt P,, z. B .• fi.ir den IOP.,I = u = nd die Lange 
des Umfangs eines Kreises ist, <lessen Durchmesser eine rationale Zahl d als MaBzahl hat, stcllt kcinc 
rationale Zahl dar und.ist auch von jedem Punkt Pn verschieden. Solien alle LUcken auf der Zahlcn
geraden geschlossen werden, so ist ein neuer Zahlenbereich R erforderlich, der den der rationalen 
Zahlen enth3lt und <lessen Ordnung und Rechenoperationen im Sinn des Permanenzprinzips mit 
denen in Q Ubereinstimmen sollen. Jedem Streckenverh3ltnis und damit jeder Streckenlange mU0te 
sich eine Zahl aus R zuordnen lassen, und alle Wurzeln aus nichtnegativen Zahlen mUBten z. B. in 
R existieren. 

Hinweise zur Konstruktion von R. Der neue Bereich kann nicht wie bisher mit Hilfe von Zahlenpaarcn 
konstruiert werden. Vielmehr gibt die theoretische Fortsetzung des Mel3vorgangs bei Strecken Hin
weise zu seiner Konstruktion. Wird die Streckenlange jOP2 1 als Hypotenuse des rechtwinkligen 
Dreiecks bestimmt, <lessen gleich lange Katheten <lurch cine Einheitsstrecke emit rationaler MaBzahl 
gemessen werden, so gibt es auf Grund des Archimedischen Axioms in seiner geometrischen Form 
(s. Kap. 40. - Axiomatisierung der euklidischen Geometrie) eine naturliche Zahl k, so da0 P2 zwi
schen den beiden <lurch Abtragen von k · e bzw. (k + I) e entstehenden Punkten A 1 • B1 liegt. 
Wird die Strecke A1 B1 <lurch e/10 gemessen, so kommt P2 zwischen zwei neue Punkte A2 und B2 

zu liegen, deren Abstand jA282I durch e/100 gemessen wird. Setzt man dieses Verfahren fort, so 
entsprechen den Punkten A,. B1 die rationalen Zahlen a,, b1 , und der ProzeB bricht nicht ab. Wahlt 
mane= IOP,I als MeDstrecke, so ist b1 -a 1 = l/l0'-1• Obwohl die dem Punkt P2 zuzuordnende 
Zahl lX noch unbekannt ist, weiB man auf Grund der geforderten Ordnungsbeziehungen schon, daB 
sich fur sie folgende Einschlie8ung ergeben wird: 

1 <<><< 2,  da  1' <2<2', 
1,4 <<><< 1,5, da 1,42 < 2< 1,52

, 

1,41 <<><< 1,42, da 1,412 < 2 < 1,422
, 

1,414<<><< 1,415, da 1,4142 < 2 < 1,4152
, 

Daraus entnimmt man 01 = 1, a2 = 1,4, a3 = 1,41, a4 = 114141 ••• ; b1 = 2, b2 = 1,5, b3 = 1,42, 
b4 = 1,415, . 
Die Folgen {a1}, {b1} gen0gen dem Cauchyschen Konvergenzkriterium: FUr jedes e. > 0 gibt es cine 
natUrliche Zahl N, so daB fur alle m, q > N gilt la,., - a,.1 < e.. Auflerdem ist {e1} = {b1 - a,} wieder 
eine Folge, sogar eine Nullfolge (s. Kap. 18.1.). Das Cauchysche Kriterium ist eine notwendige, 
aber nicht hinreichende Bedingung fur die Existenz eines Grenzwertes; in der Tat existiert in Q nicht 
der Grenzwert der Folge {a,}, da V2 nicht rational ist. Ein K0rper, in dem jede Fundameritalfolge 
einen Grenzwert hat, heiBt vollstiindig. Der K0rper Q der rationalen Zahlen ist nicht vol1st3ndig. 
Der gesuchte Erweiterungsbereich soil ein vollstiindiger K6rper sein. 
Anstelle von e hiitte cine andere MeBstrecke mit rationaler MaBzahl benutzt werden ki:innen, und 
die nachstfeinere Messung brauchte nicht durch Zehntelung entstanden zu sein. Man wllrde andere 
Folgen rationaler Zahlen (al} und {b:} erhalten, die aber wieder Fundamentalfolgen sind und sich 
fur genUgend grolles i beliebig wenig von den Folgen {a1}, {b1} unterscheiden. Der Punkt P2 und die 
<lurch ihn markierte neue Zahl lX, die konstruiert werden soil, ki:innten auf unendlich vie le Weisen durch 
ein .,rationales Netz" eingefangen werden. 
Eine Messung kann abbrechen, wenn die zu messende Strecke IOP"\ mit der MeBstrecke e kommen
surabel ist, d.h., wenn das Verh3ltnis ihrer Ma0zahlen rational ist. In diesem Fall wUrde dem Punkt 
Pn cine rationale Zahl lX entsprechen, z. B. fur P9 mit IOP9I = l/9 = 3. 
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Konstruktion der neuen Zahlen. Diese Vorbetrachtungen werden der Konstruktion der neuen Zahlen 
zugrunde gelegt. Dazu wird die Menge aller Fundamentalfolgen aus Elementen von Q gebildet, 
und zwei Fundamenralfolgen {a1}, {b1} werden ciquivalent genannt, wenn {a,---: b1} cine Nullfolge 
bildet. Diese Relation ist reflexiv, symmelrisch und transitiv und deshalb cine Aquivalenzrelation. 

Jede Klasse c:r iquivalenter Fundamentalfolgen aus Q wird als reelle Zahl beuichnet. Sie kann durch 
eine beliebige Folge {a1 ) der Klasse vertreten werden und wird dann als ({a1}) geschrieben. 

Beispiele. I: Die Folgen a1 = 0,3, a2 = 0,33, a, = 0,333, ... , b1 = 0,4, b2 = 0,34, b, = 0,334, ... 
und die konstante Folge c1 = 1/3, c2 = 1/3, c3 = 1/3, ... sind aquivalente Fundamentalfolgen, 
sie stellen die reelle Zahl"'= ({1/3)) dar. 
2: Die Folgen a1 = 1, a2 = 1,4, a3 = 1,41, 04 = 1,414, ... und b1 = 2, b2 = 1,5, b3 = 1,42, b4 

= 1,415, ... gehOren zu der Klasse. die sp3.ter als tX = V2 bezeichnet wird. Eine weitere Folge der
selben Klasse liiBt sich durch die Kettenbriiche c1 = 3/2, c2 = 7/5, c3 - 17/12, c4 = 41/29, 
c5 = 99/70, ... gewinnen (vgl. 3.6.). 
3: Die Folgen a,= 1/i, b, = 2/i3, c1 = 0 mit i = I, 2, 3, ... gehOren zur Klasse aller Nullfolgen 
und definieren"' = (0). 

Rechenoperationen. Werden die reellen Zahlen tX durch /at l, /3 durch {b,l repr3.sentiert, so wird 
a =F p definiert als die Klasse von {a, =f b1}, tX ·Pals die Klasse von {a1b1}. Diese Folgen sind gleich
falls Fundamentalfolgen (s. Kap. 18.1.). 
1st p "F (0) und {b1} cine p repr3.sentierende Folge, die kein einziges verschwindendes Glied hat, 
so wird der Quotient a: /3 erkl3rt als die Klasse von {a1 : b1}. Diese Folge stellt sicher eine Funda
mentalfolge dar, wenn P keine Nullfolge enthalt. 
Ordnung und Rechengesetze. Eine reelle Zahl a heiBt posiliv, wenn es bei einer beliebigen Folge jcx i } 
aus der Klasse ex eine positive rationale Zahl e und cine natllrliche Zahl n gibt, so daI3 fur i > n alle 
a, gr013er als e sind. Die Folge {-a1} repr3.sentiert die negative Zahl -a. Die Zahlen tx und -a sind 
entgegengesetzt, ihre Summe ist (0). Summe und Produkt van positiven reellen Zahlen sind wieder 
positiv. Fllr die reellen Zahlen ex, p soil a> /3 genau dann gelten, wenn es cine positive reelle Zahl y 
gibt, so daO tx = p +y. FUr drei Folgen {a1}, {b1}, {c1}, die ex, p, y repr3sentieren, gilt dann a1 = b1 + c,. 
wobei fur genllgend grol3es i alle c, positiv sind. Umgekehrt folgt aus dieser Gleichung aber nur 
"' ;, /J, wie das Beispiel a,= I, b, = (i - I )/i, c, = 1/i, a, = b, + c., aber ({a,)) = ({b,)) zeigt. 
Alie positiven Zahlen sind gr013er als (0), alle negativen kleiner als (0). 
Im Bereich R der reellen Zablen sind die vier Grundoperationen erklirt. R wird durcb die Grofter
relation linear geordnet. Es gelten die Rechengesetze und die Moootoniegesetze in derselben Fonn 
wie in Q. 

Als Beispiel werde bewiesen: Aus"> fJ und 6 < (0) folgt «6 < fJ6. Die Gultigkeit des Distributiv
gesetzes wird vorausgesetzt. Wird J vertreten <lurch die Folge {d1}, so kann ohne Beschr3nkung der 
Allgemeinheit angenommen werden, dal3 fur jedes i gilt d1 < 0. Die zu b entgegengesetzte positive 
reelle Zahl f/ = ---(5 werde durch die Folge {d;} = { -d1} repr3sentiert, so daI3 d; > 0 fur alle i gilt. 
Wegen a:> /3 gibt es eine reelle positive Zahl y, so daB tx = P + y. Dann ist nach dem Distributiv
gesetz ixJ' ={Jo'+ yb', und yJ1 ist als Produkt zweier positiver reeller Zahlen gleichfalls positiv. 
Wird y vertreten durch {c1}, so kann diese Folge wieder so gewahlt werden, dal3 alle c1 > 0 sind. 
Geht man von der Gleichung zwischen den reellen Zahlen zu den vertretenden Folgen Uber, so er
gibt sich a1df = b1df + c1d/. Dabei ist der zweite Summand positiv, mithin ai

d/> b,d/. Aus 
dieser in Q bestehenden Ungleichung folgt durch Multiplikation mit -I: a1d1 

< b1d1 und bei Ober
gang zu den Klassen zunachst oo5 � {3b. Da {c1d1} keine Nullfolge ist, scheidet das Gleichheitszeichen 
aus, und es ergibt sich cxJ < /36. 
Archimedisches Axiom. Sind p > (0) und tX beliebige reelle Zahlen, so kann die /3 vertretende Folge 
{b1} so gew3hlt werden, daB alle b, gr013er sind als eine gewisse positive rationale Zahl b. Denn wenn 
es solch ein b nicht g3.be, ware {b 1} eine Nullfolge oder eine zu einer negativen Klasse gehOrende Folge. 
Die Folge {a1} ist als Fundamentalfolge beschrankt (s. Kap. 18.1.). Es gibt deshalb eine rationale 
Zahl a, so daI3 fur alle i gilt a1 < a. Da fur die rationalen Zahlen b > 0 und a das Archimedische 
Axiom gilt, gibt es eine naturliche Zahl n, so daI3 nb >a> a,, und damit nb1 >a> a1 , mithin 
n/3 � tx, wobei unter n/3 die n-fache Addition von P zu verstehen ist und mP > ex fur m > n. 
Die reellen Zablen bi Idea elnen arcblmediscb geordneten Ktirper. 

Relle und rationale Zahlen. Unter den rationalen Fundamentalfolgen gibt es solche, die nur einander 
gleiche Glieder enthalten (vgl. Beispiel I und 3). 1st dieses Glied die rationale Zah1 c, so l3I3t sich ihre 
Klasse als (c) schreiben. Summe, Differenz, Produkl und Quotient solcher stationarer Folgen haben 
d ieselbe Eigenschaft. lhren Klassen entsprechen rationale Zahlen. 

Der K&per R der re11 .. Zablen mtbilt elnen Tellk&per Q', der dem K&per der ratlonalen Zablen Q 
blnslcbtllch der R�tlooen uncl der Ontnung Isomorph 1st. 
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Vollst.iindigkeit. In einem archimedisch geordneten Ktirper kOnnen die Begriffe Fundarrwn1alfolge
und Grenzwerr definiert werden. Linter dem absoluten Betrag la] einer reellen Zahl o; soll die positive 
der beiden Zahlen ex, -a verstanden werden. Um zu zeigen, daB Rein t1olls1Q11di'ger KOr�r is11 d. lL. 
daB jede Fundamentalfolge reeller Zahlen in R einen Grenzwert hat, wird zun3.chst der Hilf.ssatz 
bewiesen, daB es zu jeder reellen Zahl y Folgen von Elementen aus Q' gibt, die gegen y konverg.icrcn. 
Wird I' repr3sentiert durch die rationale Fundamentalfolge {ct}, so ist y Grenzwcrt der Folgc 

(c1), (c2), (c3), ..• aus Q'. 
Beweis. 1st e. > (0) cine beliebige reelle positive Zahl, die durch die rationale Fundamcnt:alfolgc 
{e,} repr3sentiert wird, so gibt es cine positive rationale Zahl e, so daH von einem bestimmtcn Index an 
alle e1 grOOer als e sind, d. h., (e) ,s;;;;; e. Da die rationalen Zahlen c1 cine Fundamentalfolgc bilden, 
gibt es eine natilrliche Zahl n, so daD fur alle p, q > n gilt lcP -c41 < e/2. Sci m cine beliebigc fest
gehaltene natilrliche Zahl, die gleichfalls grOOer als n ist. Dann bestehen in Q die ngleichungen 
Cp- Cm < e/2 und Cm -c4 < e/2. Nimmt man lndextransformationen vor, so ist die Folge c, -'"•• 
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{cf-Cm} gehOrt zu der Klasse y- (cm), die Folge {cm - c;'} zu der Klasse (c,.)-y, wthrcnd d.ie 
Klasse von e/2 die reelle Zahl (e/2) ist. Filr die Klassen gelten danach die Ung]eichungcn y-(c,.) 
,,;; (e/2) und (cm)-y,,:; (e/2), d. h., IY -(cm)I ,,:; (e/2) < (e) ,,:; ,. Die reelle Zahl;, ist danach 
in der Tat Grenzwert der Folge {(cm)}. 
Der Nachweis, daD R vollstandig ist, stUtzt sich auf diesen Hilfssatz. Im folgenden sollcn E. ei , e 
dieselbe Bedeutung haben wie oben. Es sei cx1 ,cx2 ,cx3, ••• cine Fundamentalfolge reeUer Zahlcn. 
Wird cx.1c vertreten durch die rationale Fundamentalfolge {at•>}, so ist nach dcm Hilfssatz O.t Grcnz
wert der Folge (a\_"->), (a�t1),(a�k>), ... aus Q'. Es gibt deshalb fur jedes k rationale Zahlen, deren 
lsomorphiebild in Q' sich beliebig wcnig von cx1,. unterscheidet. Sei 01; solch eine Zahl, so daO 
lcx1,. -(a1)1 < (e/6) ist. Die Folge dieser ausgewahlten a1 ist cine Fundamentalfolge in Q, denn fur 
genUgend gro!le p, q gilt: 

l<•,>-<•,>I,,:; l<•,>-�,1 + 1�, -�,I+ 1�, -<•,>I, 
wobei auch der zweite Summand fur genilgend gro!le p, q kleiner als (e/6) ist, da die t'.\1 cine Funda
mentalfolge bilden. Mithin gilt l(a,)- (a,)I ,,:; (e/6) + (e/6) + (e/6) = (e/2) < (,).,;;, und 
deshalb l(ap) - (a..,)! < e. Die dieser Fundamentalfolge entsprechende Folge a 1 , a2 , a3 , ••• in Q
ist auf Grund der zwischen Q' und Q bestehenden Isomorphic gleichfalls cine Fundamcntalfolge. 
lhre Klasse sei ex. Diese reelle Zahl exist nach dem Hilfssatz Grenzwert der Folge (a1), (a1), (aJ), ... 
aus Q', sic ist aber auch der gesuchte Grenzwert der Folge {ex1,.}, denn es gilt fur alle genUgcnd groBen 
k: la - cx1,.I .< lex - (cxa)J + l(at) -cx1,.I, und jeder der beiden Summanden kann beliebig klein ge
macht werden. In R hat deshalb jede Fundamentalfolge einen Grenzwert. 

Der K6rper R der reellen Zablea 1st vollstindig. 
Wird jetzt der zu Q isomorphe TeilkOrper Q' von R durch Q ersetzt, d. h., wird fur jede Zahl (a) 
aus Q' die Zahl a gesetzt, so stellt R cine echte Erweitcrung des KOrpers dcr rationalen Zahlen dac 
Sic erfullt die oben gestellten Forderungen: In R existieren zunachst alle Wurzeln aus nichtnegativen 
rationalen Zahlen, da sic nach Art von Beispiel 2 durch rationale Fundamentalfolgen approximiert 
werden kOnnen, deren Grenzwert in R liegt. Wegen der Vollstandigkeit von R existieren aber auch 
alle Wurzeln aus nichtnegativen reellen Zahlen. Aus denselben Grunden kann ferner jedes S1recken
verha.1tnis durch cine reelle Zahl angegeben und deshalb jeder Streckenlange cine nichtnegative 
reelle Zahl zugeordnet werden. Die Zahlengerade der reellen Zahlen weist keine LUcke mehr auf. 

Die nicht in Q liegenden Zahlen von R htDcn lrrationalza/rle11. Zu ihncn gchOrcn I 2, I 3, i 5, Uber
haupt die meisten Wurzeln aus nichtnegativen Zahlen sowie die Zahl :-z: und unziihlige Y,'Citere, zum 
Teil schon seit Jahrhunderten bekannte Zahlen. 
Reelle Zahlen und Dezimalbrtiche. Jede reel le Zahl kann mit beliebiger Genauigkeit durch cine Folge 
rationaler Zahlen approximiert werden. Dabei leistet deren Dezimaldarstellung gute Diens1e, wie die 
Beispiele zeigen. Da auch jede rationale Zahl durch einen unendlichen Dezimalbruch erfaOt werden 
kann, z. B. l/3 durch OJ, 5 durch 4,9, kOnnen durch unend/iche Dezimalbriiche alle reel/en Zahlen 
dargestellt werden. Die Rechenoperationen mit reellcn Zahlen kOnnen demnach mit beliebiger 
Genauigkeit durch Rechnungen mit abbrechenden DezimalbrUchen durchgefuhrt werden, was fur 
die Praxis von gro!ler Bedeutung ist. 
Andere Eneugung der reellen Zahlen. Der KOrper der reellen Zahlen h3tte statt durch Fundamentale 
folgen auch auf andere Weise konstruiert werden kOnnen, z. B. durch lnrervallschachtelungen, die 
man sich anhand der oben dargestellten EinschlieBung des Punktes P2 veranschaulichen kann. Die 
reellc Zahl erscheint dann als Klasse oon Qquivalenlen l11terva/lschach1e/imgen. DEDEKIND fohrte die 
reellen Zahlen als Schnille im Bereich der rationalen Zahlen ein. In jedem Fall sind die dabei ent
stehenden Bereiche zueinander und zu R isomorphe KOrper. Das Verfahren der Fundamentalfolgen 
geht auf CANTOR, das 'der lntervallschachlelungen auf WEIERSTRASS zurUck. 
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Die KettenbrUche bieten cine MOglichkeit, reelle Zahlen in mancher Beziehung besser zu approximieren, als es mit Hilfe der Dezimaleinschachtelung mOglich ist. 
Kettenbruch n-ter Ordnung. Seien b0 , b1 , b2 , ... , b,. 

ganzeZahlen mit b1 > 0 fur k > 0. Unter dem Kettenbruch n-ter Ordnung [b0; b1, b;, ... , b,.] mit den Teilnennern b1, b1 , •.. , b,, und dem Anfangsglied b0 versteht man 
b

o + I I b, +-- -l
b
, + b, + I +-

b. 

Beisoiel 1: Fiir n = 3; b0 = 2; b1 = 3, b1 = I, b3 = 4 erhiilt man 
2 +--1-1-= [2;3, t,4]=43/19. 

3 +--1 +¼ 
Niiherungsbruch. Zur Darstellung reeller Zah1en werden unendliche, d. h. nicht abbrechende KettenbrUche gebraucht. Unter einem Niiherungsbruch k-ter Ordnung mit k � n versteht man den mit dem k-ten Teilnenner abbrechenden Kettenbruch. Aus der Definition des Kettenbruchs k-ter Ordnung geht hervor, da8 man ihn auch als gewOhnlichen Bruch schreiben kann. Man erhalt dann: 
[bo; b,l =b

o +�=bob, +  1 = ..'.'.!!_, b1 b1 B1 1 b
2 (b

0b1 +I)+ b0 � Ibo; b,, b,J = bo + 
b, + 1/b, b,b, + 1 B, , 

Ibo; b,, b,, b,] = bo + 1 
1 b,+ 

b, + 1/b, 
b,lb,(b0b1 + I)+ bol + bob, + I A, usw. b,(b1 b2 + I)+ b1 B, ' 

Dabei sind alle A1 und B1 ganze Zahlen; z. B. ist fur den Kettenbruch [2; 3, t, 4, 2, I, 2] der 2. Na. I 9 . herungsbruch 12; 3, I]= 2 + J+I = 4 rmt A2 = 9, 82 = 4. 
Definiert man zur Vervollstandigung A0 = b0 , A_ 1 = I, A_2 = O; B0 = I, B _ 1 = 0, B _2 = I, so )assen sich durch vollstandige lnduktion folgende Rekursionsformeln nachweisen: 

Rekursionsformeln 
Beispiel: 

nach Definition 
� f 

3 i � gegebene Gro8en 
, ..... 9��3-9-5-�3-�~ 3 4 19 42 \1 tll berechnete Gr68en 

Am Beispiel {2; 3, I, 4, 2, I, 2) erkennt man: Um zu A11 zu gelangen, multipliziert man das Uber 
A11 stehende ba mit dem (bereits vorhandenen) linken Nachbarn A11_ 1 und addiert dessen linken Nachbarn A11_2• In den beiden im Schema durch Pfeile markierten Fallen rechnet man z. B.: 0 +I· 2 = 2 bzw. 7 + 9 · 4 = 43. FUr B• gilt das Entsprechende. Als Naherungsbrilche ergeben sich: A0/B0 = 2; 
A1/81 = 7/3 = 2,33;A2/B2 = 9/4 = 2,25;A3/B3 = 43/19 = 2,263 1 ... ;A4/B4 = 95/42=2,2619 ... ; A,/B,=138/61=2,2623 ... ; A6 /86 =371/164=2,262 195 . .  =12;3, l,4,2,l,2]. Ein Ver• gleich des Endbruches mit den NaherungsbrUchen zeigt die Berechtigung dieses Namens: 
Die NtiMrun,alkM opproximier,n dm Elidbriii:lr obwcfwbid oon 1111ten und oon obm mil wacJr •. smtkr Genaulgkelt. 

Jede rationale Zahl 13.Bt sich in einen Kettenbruch entwickeln. 
Beispiel 2: Soll 964/437 in einenKettenbruch Die Fortsetzung des Verfahrens liefer! schlielllich: entwickelt wcrdcn, so crhalt man: 1 

r = 964/437 = 2 + -------, = 964/437 = 2 + 90/437;, = b0 + 1/r,; 
b0 = [, ], groBte ganze Zahl ,,;; , ; 
,, = 437/90 = 4 + 77/90; 
r1 = b1 + l/r2 ;r1 > I, 
wcnn r1 nicht ganz, b1 = [r1]. 

4 + I 1 +  I 
·s+ 1·+1/12 oder ,= [2; 4, I; 5, 1, 12]. 
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. . I Das Beisp,el 1/2 = 0 + 1/2 = 0 + J+l/1 , also [0; 2] = [O; I, I] zeigt, daB die Eindeutigkeit 
der Kettenbruchentwicklung noch nicht gesichert ist. Sie wird durch die Forderung bn > J herge
stellt, die sich wegen [b0; b,, b2, •.• , b,0 I]= [b0; h1, b2 , ••• , b" + I] immer erfiillen la8t. Die Kettenbruchentwicklung gestattet es, cine rationale Zahl mit unhandlichern Zahler und Nenner durch cine 
andere mit kleinerem Zahler und Nenner zu approximieren, und ist deshalb fur technische Probleme 
mitunter von Bedeutung. 
Nichtabbrechende Kettenbriiche. Enlsprechend !assen sich nichtabbrechende Kettenbriiche [b0 ; b1 , b2 , ... ] betrachten. lhre NaherungsbrOche konvergieren gegen cine reelle Zahl. Umgekehrt 
la.fit sich jede reelle Zahl durch einen (endlichen oder unendlichen) Kettenbruch darstellen, und zwar 
gilt: 
Die Kettenbruchentwicklung einer reel/en Zahl bricht dann und nur dann ab, wenn die Zahl rational 
j t. 

Auch hier gilt, dall die NaherungsbrOche die reelle Zahl mit wachsender Genauigkeit von unten und von oben abwechselnd approximieren. 
Beispiel 3: <X = V2 soil in einen Kettenbruch entwickelt werden. Um die Teilnenner zu gewinnen, 
bildet man: 

I."' = bo + (<> - [<>]), bo = [<>], " -[<>] = 1/<>1 

2. tX1 = b1 + (tX1 -[ad), b1 = [ad, <X1 - [!Xi]= 1/tX1 

3. <>2 = b2 + (<>2-[a21), b, = [<>2], e<2 -[e<2] = 1/c,3 ............. 
Man verwendet die Ungleichung I < V2 < 2 und formt um unter Benutzung der Umrechnung 
1/(V:2-l )=V2+1: 

I.<> -1+(V2-1), bo=l, 112-1=1/0<1, 0<1=112+1 
2.0<, = 2+(112-1), b,=2, 112-1=1/<>,, "'2=V2+1 

3.e<,=2+(V2-1), b,=2, 112-1 = 1/c,,, e<,=V2+1 ............ 
Setzt man dies Verfahren fort, so entstebt der zu V2 gehOrende periodische Kettenbruch [I; 2, 2, ... ]. 

Mittels des Schemas fur die At und Bt kOnnen die NaherungsbrOche fur beliebiges k gefunden werden: 
k -2 -1 0 
b, 1 

0 I 

I 0 

4 2 
17 41 99 239 
1 2  29 70 169 

Also ist z.B. A6/B6=239/169= 1,414 201 ... , wiihrend V2se 1,414 214 . Die Niiherungsbriiche 
konvergieren gegen V2. 
Nicht nur die Kettenbruchentwicklung fur V2 ist periodisch; periodische KettenbrOche entstehen 
stets bei sogenannten quadratischen lrrationalittiten, das sind Zahlen der Form (a + b VD)/c, dabei 
sind a, b =t= 0, c =t= O und D ganze Zahlen, und D > l ist quadratfrei. LAGRANGE zeigte, daB die 
Kettenbruchentwicklung einer quadratischen lrrationalitat stets periodisch ist. Die Urnkehrung, 
da8 ein periodischer Kettenbruch cine quadratische Irrationalitat darstellt, wurde bereits von 
L. EULER bewiesen. 

3. 7. Komplexe Zahlen C 

Im Bereich der reellen Zahlen sind die Rechenoperationen ei:ster und zweiter Stufe unbeschrankt 
ausfuhrbar. Das gilt nicht for die der dritten Stufe; so ist die Potenz a1'" = v� fur negatives a nicht 
erkl3rt, z. B. V--4 ist keine reelle Zahl. Quadratwurzeln aus negativen Zahlen werden aber u. a. beider AuflOsung der kubischen Gleichung durch die Cardanische Formel gebraucht, und zwar gerade 
im Casus irreducibilis, bei dern drei verschiedene reelle LOsungen vorhanden sind. Um diese Ein
schr3nkung zu beseitigen, wird wieder eine Erweiterung des Zahlenbereichs vorgenornmen. 
Konstruktion der neuen Zahlen. Man betrachtet das geordnete Paar (a, b) beliebiger reeller Zahlen 
a und b. Als A.quivalenzrelation dient diesmal die gewOhnliche Identitat, d. h., das Paar (a, b) soil 
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genau dann dem Paar (a', b') 3.quivalent heiOen, wenn a= a' und b = b' ist; jede Klasse besteht demnach aus nur e inem Zahlenpaar. 
Das Zahlenpaar (a, b) wird als komplexe Zahl bezeichnet. Die Rechenoperationen der ersten und der 
zweiten Stufe fiir die komplexen Zahlen z1 = (a1 , b1 ), z2 = (a2 , b2 ) werden festgesetzt durch: 

Z1 ± z2 = (a, ± a2 , b, ± b2), z, · Z2 = (a1a2 - b1b2 , a1b2 + b1a2), 

. (a1a2 + b1b2 b,a2 - b2a,) . 2 2 z1 , Zz = a} + bi , a} + b} , wobet a2 + b2 =t= 0 vorauszusetzen 1st. 
Man verifiziert leicht, daB Subtraktion und Division Umkehroperationen zur Addition bzw. Multi
plikation sind. Filr die Addition und die Multiplikation gelten das Kommutativ-, Assoziativ- und Distributivgesetz. Das Distributivgesetz z. B. wird wie folgt bewiesen: Es seien drei komplexe Zahlen z1 = (a,, 61 ) mit i = I, 2, 3 gegeben. Dann ist: 

z1(z2 + z3] = (a1 ,b1 ) (a2 + a3,b2 + b3) 
Andererseits ist 

z1z2 + z1z3 = (a1 a2 -b,b2 , a1b2 + b1a2) + (a1a3 -b,b3 , a1b3 + b1a3) 
= (a1a2 -b,b2 + a1a3 -b1b3, a,b2 + b1a2 + a1b3 + b,a3). 

Beide Ausdrticke sind identisch. Ferner gelten fur die genannten Operationen alle Gesetze, die im Bereich der reellen Zahlen erfullt sind, auBer denjenigen, in denen eine Gr0Berbeziehung vorkommt. Eine Ordnung wird fur komplexe 
Zahlen nicht  eingefuhrt. 
Komplexe und reelle Zahlen. Der Bereich der komplexen Zahlen enth3.lt einen Teilbereich, den der Zahlen (a, 0), der dem Bereich der reellen Zahlen hinsichtlich der dort ausfi.ihrbaren Rechenopera• tionen isomorph ist; es ist z. B. (a, 0) + (a'. 0) =(a+ a', 0) und (a, 0) · (a', 0) = (aa', 0). Man darfdaher solche Zahlen wie reelle Zahlen behandeln; fur (a, 0) wird einfach a geschrieben. Die Zahlen (0, b) heiBen rein imaginiire Zahlen. Insbesondere wird die komplexe Zahl (0, I)= i als imaginiire 
Einheit bezeichnet; filr sie gilt i2 = (0, I) (0, I)= ( -1, 0) = -1. Die Klammern bei den Rechen• operationen kbnnen jetzt fortgelassen werden, da keine Fehler dadurch zu befurchten sind. Es ist 
(0, b) = (b, 0) · (0, I)= bi und (a. b) = (a, 0) + (0, b) =a+ bi. J imaginiire Einheit i I i2 = -I J 
In diesem Sinne gilt: 
J� komplexe Zahl kann als Summe einer reel/en und eiMr rein imaginiiren Zahl dargestellt werden; 
z = a+ bi. Man bezeichMt a als Realteil, b a/s lmagiMrteil von z,· a und b sind ree/le Zahlen. Die Addition reel/er Zah/en isl als S�zialfa/1 in der Addition komplexer Zahlen enthalten. 

Darstellung der komplexeo Zah.len. Man zeichnet in der Ebene ein kartesisches Achsenkreuz und tragt auf der X•Achse die reellen Zahlen in der Ublichen Weise, auf der y•Achse die imagin3.ren Zahlen mit i als Einheit auf. Der komplexen Zahl z = a+ bi wird der Punkt z mit den Koordinaten (a, b) oder der vom Nullpunkt zu diesem Punkt hinfilhrende Vektor : zugeordnet. Diese Zuordnungen sind eineindeutig. Der Summe z1 + z2 entspricht der Vektor :1 + :2 , der durch vektorielle Addition (nach dem Parallelogrammverfahren) der Vektoren :1 und :2 entsteht (Abb. 3.7•1). Um auch das Produkt geometrisch deuten zu kbnnen, stellt man z = a+ bi mit Hilfe der Lange, des Vektors : und des Winkels der Gr0Be <p, den der Vektor mit der positiven x•Achse bildet, dar; , heiOt der (absolute) Betrag, <p das Argument von z (Abb. 3.7•2). Bei der Darstellung durch r und <pist zu beachten, dall <p nur bis auf Vielfache von 2n bestimmt und in positivem Drehsinn orientiert ist. 

+Ji 

+2i 

+i 

-1 
-i 

+1 +2 +3 +4 

3.7•1 Addition von komplexen 

-3 -z 

+3; 

·2i 

Umrechnungsformeln: 
a=rcos<p, b=r sin<p, 
z =a+ bi 

r2=a2 +b2, r reell�O cos <p = a/r, sin <p = b/r 
z = r (cos q, + i sin q,), fur z = 0 ist <p unbestimmt 

Zahlen 3. 7-2 Betrag und Argument cincr komplcxco Zahl 
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DasProdukt z1z2 = r1 (cos<p1 + i sin tp1 )· r2 (cosqi2 + i sinq;2 ) 13.Bt sich mit Hilfe des Additionstheorems fur den Sinu-; 
und Kosinus umformen in z1z2 = ,1,2 [cos (q,1 + q,2) 

+ i sin (q,1 + q:i2)]. Diese Darstellung fuhrt auf folgende geo
metrische Deutung (Abb. 3.7-3): Das Dreieck, .das von den 
Punkten 0, z2 und z1 • z2 gebildet wird, ist dern durch die 
Punkte 0, + I und z1 gegebenen 3.hnlich, denn der Winkel 
der Gr68e r:p1 ist beiden Dreiecken gemeinsam, und das 
Verh3.ltnis der Langen der ihn einschlieBenden Seiten. 
r1r2 : ,2 = r1 : I, ist das gleiche. Dadurch ist cine einfachc 
geometrische Konstruktion des Produkts mOglich. 
Potenzen und Wurzeln. 1st n cine naturliche Zahl, so wird .:" 
wie ilblich durch z0 = 1, zn = z"-1 • z definiert. Mit Hilk 
der Additionstheoreme findet man die wichtige Moivreschc 
Formel. 

Zz ' 
\ .,...,,,, I 
>c' 

z, \ / 
\ I 
'I 

! Moivresche Formel ! z" = r"(cos mp+ i sin mp) I J. 7-.• 1\1 ultiplil-.atio11 l..ompkxl·r z,,hkn 

Unter V;- versteht man eine komplexe Zahl w, deren n-te Potenz gleich z ist, d. h., eine LOsung der 
Gleichung w" = z. Sei w = e(cos 1P + i sin 1J)). Dann folgt aus w" = z = r(cos q; + i sin q;) nach der 
Moivreschen Formel: 
e" = r, e = j;;, 'I' = q,/n + k · m/n oder w =•V;[cos (q,/n + k · m/n) + i sin (q,/n + k · 2.,-i/n)]. Fi.irk= 0, 1, 2, ... entstehen n verschiedene Werte fur w. lm Bereich der komplexen Zahlen bezeich-
net das Symbol V;- ein Funktionselement eines analytischen Gebildes, das auf der n-bl3.ttrigen Rie
mannschen Fl3.che eindeutig definiert ist (vgl. Kap. 23.3. - Riemannsche Fl3.chen). 1st z speziell eine 
positive reelle Zahl, so wird die eindeutig bestimmte positive reelle Wurzel w aus z als Hauptwert 
bezeichnet. Im Bereich der komplexen Zahlen ist das Wurzelziehen unbegrenzt ausfi.ihrbar . 

J.7-4 \Vertc fur w = ! � I im Komplcxcn 
. 

. 

Beispiel 1: Fiir w = V -1 erhilt man aus 

z = l[cos (18 0 ° + k · 360 °) + i sin (180° + k • 360°)] 
fiir k = 0, 1

0 
2, 3 die Wurzeln 

w0 = cos 45° + i sin 45°, w1 = cos 135° + isin 135°, 
11·2 = COS 225° 

+ i sin 225°, W3 = COS 315° 
+ i sin 315°. 

FUr k = 4 ist v,4 = 405° = 360 ° + 45°, d. h., es gilt 
11·0 , W5 = 11'1 ' •.. (Abb, 3.7--t) 

t, 

Beispiel 1: Filr w = V+1 ertialt man aus 
z = l(cos(0° + k · 360°) + i sin (0° + k · 360·11 
fur k = 0, I, 2, 3, 4 die Wurzeln 
w0 = + I als Hauptwert, w1 = cos 72° 

+ i sin 72 °, w2 = cos 144° + i sin 144 °, w3 ·* cos 216° 
+ i sin 216°, w4 = cos 288 ° 

+ i sin 288 °. 
FW' k =t 5 gilt V's = 360°, d. h., es gilt W5 = Wo, 3.7-5 Werte fur w = r'+I im K◊mplexen; w6 = Wi, •·· (Abb. 3.7-S). fi.infte Einheitswurzeln 

Die n-ten Einheitswurze/n liegen auf dem Umfang des Einheitskreises und teilen seinen Bogen in 
n gleiche Teile. 
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Die Potenz z°' wird fur rationales o: irn Einklang mit den entsprechenden Defi:nitionen fur absolute 
rationale und fur rationale Zahlen erklart. 1st ex> 0 und sind r und sin ex = r/s positiv ganz, so ist 

,_ 

unter za. der Term Jlz" zu verstehen; falls ex< 0 rational und z =t= 0, wird zcc erklart durch l/z-0
• 

Weiterhin wird z0 = I gesetzt. Von besonderer Wichtigkeit ist der zuerst von GAUSS mehrfach 
bewiesene Fundamentalsatz der klassischen Algebra. 
Der Bereich der komplexen Zahlen 1st algebnlsch abgesdtloosen, d. b., Jede algebraiscbe Gleidluag 
mit komplexen Koeffizienten ist in ibm auf'Josbar. 

Historisches zu den komplexen Zahlen. Wurzeln aus negativen Zahlen werden seit der Mitte des 
17. Jh. verwendet und ftihren seit jener Zeit den Namen imaginiire Zahlen. Die Mathematiker des 
17. Jh. konnten sich dabei auf die 1572 erschienene Algebra des Bologneser Mathematikers Raffaele 

BoMBELLl stUtzen, der bereits cine konsequente Theorie der rein imaginaren Zahlen entwickelte. 
Die Lehre von den komplexen Zahlen wurde spater durch Johann BERNOULLI, Leonhard EULER 
und vor allem durch Carl Friedrich GAUSS sehr gefordert. Auf Gaufl geht u. a. die Darstellung in der 
Gau.Pschen Ebene zuriick. Die komplexen Zahlen bi Iden die Grundlage fur die Funktionentheorie. 

4. Algebraiscbe Gleicbungen und Ungleichungen 

4.1. 

4.2. 
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4.1. Begrilf der Gleichung 
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Gleichung 98 
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chungen. 102 
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4.4. Gleichungen dritten und vierten Grades 103 
Die kubische Gleichung . . 103 
Die Gleichung vier/en Grades 107 

4.5. Allgemeine Satze . 108 
4.6. Systeme rnit nichtlinearen Gleichungen 109 
4.7. Algebraische Ungleichungen ... I IO 

LOsungsmenge und LOsen einer Un-

gleich,mg 110 
Spezielle Ungleichungen 113 

Gleichungen gehOren nach den Zahlen zu den ersten mathematischen Errungenschaften der Mensch
heit. Sic treten schon in den altesten uns schriftlich Oberlieferten mathematischen Quellen auf, z. B. 
in Keilschrifttexten des Alten Babylon, die bis ins 3. Jahrtausend v. u. Z. zurUckreichen, und in 
Papyri aus dem alten Agypten der Zeit des Mittleren Reiches, d. h. um 1800 v. u. Z. 
Der Struktur der babylonischen Gesellschaft nach waren Erbteilungsaufgaben von groBem Interesse. 
Dabei erhielt jeweils der erstgeborene Sohn den grOBten Teil, der zweite wieder mehr als der dritte 
usw. Eine dieser Erbteilungsaufgaben lautete: 

.,IOBriidor; 12/3 Minen Silber. 
Bruder Uber Bruder hat sich erhoben (hinsichtlich seines Anteils). Was er sich erhoben hat, weiB 
ich nicht. Der Anteil des achten (ist) 6 Schekel. Bruder Uber Bruder, um wieviel hat er sich er
hoben?" 

Eine Mine war cine altorientalische MaBeinheit, die in 60 Schekel unterteilt wurde. Die Aufgabe 
filhrt auf cine arithmetische Reihe; der jUngste Bruder bekam (2 + 48/60) Schekel und jeder folgende 
jeweils (I + 36/60) Schekel mehr; der Erstgeborene z. B. (17 + 12/60) Schekel, alle zusammen also 
100 Schekel oder 12/3 Minen. 
W3hrend in dieser babylonischen Aufgabe die unbekannte GrOBe hinreichend deutlich umschrieben 
wird, tritt in 3.gyptischen Papyri fur sic die Hieroglyphe fur h, d. h. Hauf en, Menge, a.uf, die mOglicher
weise hau ausgesprochen wurde. Die Hau-Rechnungen traten recht h3.ufig auf; sie entsprechen 
unseren linearen Gleichungen. Ein Vergleich zwischen einem 3.gyptischen Text aus dem Moskauer 
Papyrus (vgl. Tafel IO) und der modernen Schreibweise macht dies deutlich: 
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wOrtliche Obcrsetzung modcrne Schreibweise 

Form der Berechnung eines Haufens, gerechnet 1 ½x + 4 = IO 
I ½mal zusammen mil 4. Er ist gekomrnen bis 10. 
Der Haufe nun nennt sich? 
Berechne Du die Grolle dieser IO fiber dieser 4. IO - 4 = 6 
Es entsteht 6. 
Rechnc Du mit 1 1/z, urn zu finden I. Es entstehen 2/3 . I: 3/2 = 2/3 

Berechne Du 2/3 von diesen 6. Es entsteht 4. 6 · 2/3 = 4 
Siehe: 4 nennt sich. Du hast richtig gefunden. x = 4 

Bevor sich cine algebraische Zeichensprache herausgebildet hatte, mullten die Gleichungen in Worten 
geschrieben werden. Noch der um die Algebra so verdienstvolle Fran�ois V1ITE - meist VJETA ge
nannt - behalf sich rnit dem Verb aequare, gleichsein. Das heute verwendete Gleichheitszeichen = 
ist von Robert RECORDE vorgeschlagen worden, wenn es auch noch langere Zeit dauerte, bis es sich 

�lallrit,foJratrlltCrdor,,:'�lia�io• 
,oanoe ■ f&llc cripta,Maar, die lftlllrtr 
roo1u,mllllllc•11:■ptlf•lltJtupr,. .9111111, 
uoioellJelellnf'trtpctillentftWc ...._:lie• 
qa■Ue i,: J IDIII.-.US ■1J • onm 1a1DffJlc11Ce,■ 
patrc or,u■Ildet,oJ �mrow jfllff If 1n, lml!W, 
rbu1: ==-• �•,•icaur. noe. 2. fti!alrs,t■n n mo■rc 
cquauc. anonolllmarlletl,rfenomllrr .. 

1. 14-:te•-t--1r.f=n•=71.f. 
1. 20.:re..--.1S.f===.102.f. 
I- 26-b'-1-lo:te�_:?:b' ·10�-t-211.f. 

Gleichung. Losungsmenge 

durchsetzte. Er machte diesen Vor
schlag in einem in Dialogform geschrie
benen Lehrbuch der Algebra, betitelt 
.,The Whetstone of Witte", Wetzstein 
des Witzes, 1557, und begrtindete ihn 
damit, daB nichts gleicher sei als ein 
Paar paralleler Linien (Abb. 4,1-1, vgl. 
Tafel 24). 

4.1-1 Aus dem .,Wetzstein des Witzes", 1557, des Englanders RECORD£. Erstes Auftreten des Gleichheitszeichens. Unmittelbar ilber den Formeln die· Begri.in• dung fur die Wahl dieses Symbols 

Man geht aus von einer bestimmten Menge von Zahlen, dem Grnndbereich, und von Variable11, fur 
die die Elemente aus dem Variablengrundbereich, einer echten oder unechten Teilmenge des Grund
bereichs, eingesetzt werden dtirfen. Bei der Angabe des Grundbereichs und des Variablengrund
bereichs bedeutcn N die Menge der nattirlichen Zahlen, Z die der ganzen, Q die der rationalen, R die 
der reellen und C die der komplexen Zahlen. Falls nichts anderes gesagt wird, gilt im folgenden R als 
Grundbereich und Variablengrundbereich. Der Begriff der Gleichung wird unter Verwendung des 
Begriffs Term crkl3.rt, der induktiv definiert wird (vg]. Kap. 15.2.), 

Tenn. Alic Zahlcn und alle Variablen sind Terme. Summe, Differenz, Produkt und Quotient zweier 
Terme sind wieder Terme. Auch das Potenzieren und Radizieren von Termen liefert erneut Terme. 
Ausgcnommen ist die Division durch Null; beim Potenzieren und Radizieren sei vorerst der Potenz
bzw. Wurzelexponent positiv ganz und der Radikand nicht ncgativ. 3 
&ispielefiir Terme: 5; 4/7; a; 4x; b + 1; S(a + b); (4x + 3)/y; x4/2; J/�. 

Der Termbegriff la.fit sich crwcitern, z. B. auf sin x, lo&r x, �-
Zwei Terme T1 und T1 mit Variablen heiBen Oquivalent oder gleichwertig, wenn sie bei jeder Er
setzung der Variablen durch dieselben Zahlen aus den gegebentn Variablengrundbereichen den 
g]cichen Wert annehmen; z. B. sind 4a + 5a und 9a 3.quivalente Terme in bezug auf die Menge R 
der reellen Zahlen, die Tcrme (x1 + x)/x und x + 1 dagegcn nicht, da (x2 + x)/x fur x = 0 nicht 
erkl3.rt ist, x + I aber fur x = 0 den Wert I annimmt. Diese beiden Terme sind 3qliivalent fur alle 
reellen Zahlen ungleich Null, d. h. bezfiglich R\{0}. 
Offenbar gilt 
1. Jeder Term ist zu sich selbst iquivalent. 
2. 1st T1 i.quiv�ent zu T1 , so ist auch T1 ii.quivalent zu T,. 
3. Sind zwei Temie eincm dritten Term 3.quivalent, so sind sic auch untereinander 3.quivalcot. 
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Definitionsbereich eines Terms mit einer Variablen nennt man die Menge aller Zahlen des Variablen
grundbereichs, filr die der Term in cine Zahl aus dem Variablengrundbereich Obergeht; ist dieser R, 
so besteht z. B. der Definitionsbereich des Terms (4a - 5)/3 aus alien reellen Zahlen, wahrend der 
Definitionsbereich von x/(x- 3) alle reellen Zahlen ung]eich 3 enth3.lt, d. h., er ist R\{3}. Ent
sprechend definiert man den Definitionsbereich fur Terme mit rnehreren Variablen. 

Gleichung. Ein Ausdruck, in dem zwei Terme T1 und T2 durch 
das Gleichheitszeichen verbunden sind, hei8t Gleichung T, = T2 • 
Die beiden Terme T1 und T2 nennt man auch die Seiten der 
Gleichung; man spricht dann von einer linken und einer rechten 
Seite der Gleichung. 
Der Definitionsbereich D einer Gleichung ist der Durchschnitt 
der Definitionsbereiche aller in ihr vorkommenden Terme mit 
Variablen (Abb. 4.1-2), z. B. D,, D, und D,. 

6rund/Jereich 

Vqrfa/Jlengrund/Jereich 

4.1-2 Schematische Darstellung des Definitionsbereichs D der Gleichung T1 -r- T
2 

= T3 

Eine Gleichung, deren Terme keine Variablen enthalten, ist im Sinne der mathematischen Logik 
cine Au;sage, die entweder wahr oder falsch ist, z. B. sind 3 + 2 = 5 und 3 · (5 + 2) = 20 + 1 
wahre Aussagen, wiihrend 2 + 3 · 4 = 15 eine falsche Aussage ist. Enthalten die Terme dagegen 
Variable, so ist die Gleichung eine Aussageform, z. B. die Gleichungen 3x = -12, 4a + 3b = I 
oder x2 = (6x + 24)/3. Erst nach Ersetzen der Variablen durch Zahlen aus dem Definitionsbereich 
der Gleichung,geht die Aussageform in cine Gleichheitsaussage Uber, die wahr oder falsch ist. 

Losung.Jede Zahl aus dem Definitionsbereich einerGleichung mit einer Variablen, die beimEinsetzen 
fur die Variable die Gleichung in cine wahre Gleichheitsaussage iiberfUhrt, heiBt Liisung dieser 
Gleichung. Man �agt auch, daB diese Zahl die Gleichung /Ost oder erfiillr. Enthiilt die Gleichung 
2, 3, ... , n Variable, so ist cine LOsung ein geordnetes Paar, Tripel, ... , n-Tupel von Zahlef f mit 
folgender Eigenschaft: Ersetzt man die Variablen unter Beachtung der Reihenfolge durch die Ele
mente des geordneten Paares, Tripels, ... , n-Tupels, so geht die Gleichung in cine wahre Gleichhcits
aussage Uber. 

Beispiele. 1: Die Gleichung 3x = -12 wird fur xE R von der recllen Zahl (-4) gelOst, denn 
3 · (-4) = -12 ist cine wahre Gleichheitsaussage. Da es keine weiteren LOsungen gibt, ist (-4) 
d ie  LOsung der Gleichung. 1st dagegen N der Variablengrundbereich, so hat die Gleichung keine 
Losung, da -4 � N. 
2: Die Gleichung 4a + 3b = II fur aE R, be R wird z. B. von dem Zahlenpaar (2, I} erfiillt, 
denn 4 · 2 + 3 · 1 = 11 ist wahr. Da es jedoch weitere, sogar unendlich vie1e LOsungen gibt, ist 
(2, 1) c i n e  LOSung der Gleichung. 
3: Die Gleichung x1 = (6x + 24)/3 hat fur x E R dieZahlen-2 und +4als Losungen,denn sowohl 
(-2)2 = [6 · (-2) + 24)/3 als auch 42 = [6 · 4 + 24)/3 sind wahre Gleichheitsaussagen; das 
sind die einzigen LOsungen. 
4: Die Gleichung x2 = 2 hat iiber der Menge Q der rationalen Zahlen als Variablengrundbcrcich 
keine Losung, denn es gibt keine rationale Zahl, deren Quadrat gleich 2 ist. 

Losungsmenge. Die Menge al/er L6sungen einer Gleichung bezUglich ihres Definitionsbereichs heiilt 
L6sungsmenge L der Gleichung. Die Gleichung ist nicht er/iii/bar, falls L die leere Menge 0 ist, sic ist 
er/iii/bar, falls L cine nicht leere Teilmenge des Definitionsbereichs ist. 

Er/iii/bare G/eichungen 

I 

?x = -28 fur xE Z; L = {-4) 
x

2 =9 filr xER; L={-3,+l) 
4a1 = I fur aEQ; L = {-'/,, +'/1) 
3x = 2x + x fur x E R; L = R 

Nicht er/Ullbare Gleichungen 
?x =-28 filr xEN; L=0 
x2 =-9 fur XE R; L=0 
4a1 =1 filr aeZ; L=0 
3x = 3x + I fur x E R; L = 0 

Man nennt cine erfullbare Gleichung mit einer Variablen allgemeingii/rig, wenn alle Elemente des 
Definitionsbereichs LOsungen sind; z. B. ist 2x + x = 3x bezUglich der Menge der reellen Zahlen 
allgemeingiiltig. Eine erfO.llbare Gleichung mit n Variablen heillt allgemeingUltig, wenn jedes ge
ordnete n-Tupel von Zahlen aus den gegebenen Variablengrundbereichen LOsung der Gleichung ist. 
Oemnach ist (a + b)2 = a2 + 2ab + b2 fur a e R, be R cine allgemeingUltige GJeichung, denn sic 
wird <lurch alle geordneten Paare (a, b) reeller Zahlen erfU.llt. Bei alien <iquivalenten Termumformungen, 
das sind Umformungen, die einen Term in einen zu ihm aquivalenten Uberfi.ihren, treten Ketten 
allgemeingUltiger Gleichungen auf; z. B. ist die Umformung (4a + 7a) · 2 = I la· 2 = 22.a 3.quiva• 
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lent bezUglich der Menge R der reellen Zahlen. Hingegen ist die Termumformung 

[(a2-16a + 64)/(5a-5)] · [(a-1)/(a2-64)] 
= {(a-8)2/[5(a- l)l} · {(a-1)/((a + 8) (a-8)]} = (a-8)/[5(a + 8)] 

nur 3.quivalent in bezug auf Mengen reeller Zahlen, die keine der Zahlen -8 oder I oder +8 ent

haltcn, denn diese Zahlen gehOren nicht zum Definitionsbereich der auftretenden Terme. 

Gleichungen mit Parametern. Bei einer Gleichung mit mehreren Variablen, etwa bei der Gleichung 
2a + b = 5 mit a e Rund be R, sind zwei Auffassungen mOglich: 
Erstens kann man beide Variablen als gleichberechtigt ansehen, beide Variable als G/eich,mgs
voriablen betrachten, d. h. nach allen geordneten Zahlenpaaren (a, b) fragen, die diese Gleichungen 
erfiillen. Dann sind z. B. (2, I), ( 1/i , 4), (-5, 15) drei von den unendlich vielen LOsungen dieser 
Gleichung. 
Zweitens kann man cine der Variablen als Gleichungsvariable, die andere als Parameter auffassen. 
Man fragt dann nach den LOsungen der Gleichung in Abh8.ngigkeit vom Parameter; cine LOsung 
ist ein Term, der im allgemeinen noch den Parameter enth8.lt und die Gleichung fur jeden zulassigen 
Wert des Parameters erfi.illt. 1st in obigem Beispiel etwa a Gleichungsvariable, b Parameter, so ist 
a= (5 -b)/2 und (5-b)/2 der Losungsterm fur die gegebene Gleichung, denn 2 · (5-b)/2+b= 5 
ist cine fur alle be R wahre Aussage. 1st b Gleichungsvariable, a Parameter, so ist b = 5 -2a und 
5 -2a der LOsungsterm, da 2a + (5 -2a) = 5 fur alle a e R wahr ist. 
Bei einer Gleichung mit mehreren Variablen ist stets anzugeben, welche der Variablen Gleichungs
variablen, welche Parameter sein sollen. Solien z. B. in der Gleichung 3x -2y = 5a + I die Glei
chungsvariablen x und y sein, wahrend a als Parameter aufzufassen ist, so spricht man von einer 
Gleichung in x und y. 
Sind bei einer Gleichung mit n Variablen alle Variablen Gleichungsvariablen, so ist cine LOsung der 
Gleichung ein geordnetes n-Tupel von Zahlen. Solien nur m Variable (0 < m < n) Gleichungs
variable sein, die anderen dagegen Parameter, so ist eine LOsung ein geordnetes m-Tupel von Termen, 
in denen im allgemeinen noch die Parameter auftreten. 

AJgebraische Gleichung. In einer algebiaischen Gleichung werden mit den Gleichungsvariablen nur 
algebraische Rechenoperationen vorgenommen, d. h., die Variablen kOnnen addiert, subtrahiert, 
multipliziert, dividiert oder potenziert werden. Danach sind z. B. x3 -5x2 - 8x + 12 = O; 9x- 7 
= 4 · (5x-31)5 ; 4 · (x + a)2 (x-b) = c/x algebraische Gleichungen in x. Dabei kOnnennattirlich 
sowohl die Koeffizienten als auch die LOsungen transzendente Zahlen sein, wie bei der in x alge
braischen Gleichung :rrx

2 - 5 = 12. 

Die Gleichung sin2 x- 1 /2 sin x - 1 /2 = 0 dagegen ist nicht algebraisch in x, wohl aber algebraisch 
in sin x. 

Algebraische Gleichungen 
mil einer G/eichungsvariablen 

I 

mil mehreren Gleichungsvariablen 

linear I nichtlinear linear 

I
nichtlinear 

a+5=12 x3 = 27 x+y +z=4 (x+4)'+y2 =16 
3x-4=27 x'+3x-4= 0 4a+3b-6=0 y'=x'+z' 

Allgemeine Form der algebraischen Gleichung mit einer Gleichungsvariablen. Ftir die Variable x wird 
als Variablengrundbereich die Menge C der komplexen Zahlen zugrunde gelegt. Die A, mit v= I, ... ,,, 
kOnnen reelle oder komplexe Parameter sein. Das Glied A0 heiBt absolutes Glied. Der Exponent der 
hOChsten auftretenden Potenz der Gleichungsvariablen heiBt Grad der Gleichung. 1st A" =I= 0, so ist n 
der Grad der Gleichung. Treten in einer Gleichung mehrere Gleichungsvariable auf, so bildet man 
fur jedes Glied die Summe der Exponenten der Gleichungsvariablen und nennt ihr Maximum den 
Grad der Gleichung. Die Gleichung x5/6 + 4x-6 = 0 ist z. B. vom 5. Grad; es sind A5 = 1/6, 
A4 = A3 = A2 = 0, A1 = 4, Ao= -6; die Gleichung x2 • y-xy + 3x = 1 ist vom Grade_ 3. 

Allgemeine Form der in x algebraischen 

Gleichung n-ten Grades 

A,.x-' + A0_,x"-' ··· + A1x +Ao
= 0 

xeC; A,eC; •= 1,2, ... ,n; An =f"O 

Nonnalform. Dividiert man die allgemeine Form der algebraischen Gleichung n-ten Grades mit einer 
Variablen durch An =t= 0, so erh8.lt man ihre Norrnalfqrm. 

Transzendellte Gleichungen. AJle Gleichungen mit Variablen, die nicht algebraisch sind, nennt man 
transzendente Gleichungen, wie z. B. Exponentialgleichungen, logarithmische Gleichungen und 
goniometrische Gleichungen. Sie erfordern Auf!Osungsmethoden, die die Kr8.fte der Algebra Uber
stcigen - quod algebrae vires transcendit -, wie sich EULER ausdrikkte. Zu ihrer LOsung werden oft 
graphische oder N8.herungsverfahren herangezogen (vgl. Kap. 10.2. - Goniometrische Gleichungen). 
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Zwei Gleichungen mit Variablen heif3en zueinander iiquivalent, wenn sic gleiche Definitionsbereiche 
u nd gleiche LOsungsmengen haben. Andernfalls sind die Gleichungen nicht iiquivalent. 

Beispiele. J: Die Gleichungen 4a + 2 = 10 und 6x = 12 sind beziiglich der Menge R der reellen 
Zahlen aquivalent, denn £1 = {2} und £2 = {2}, so daB L, = L,. 

2: Die Gleichungen a2 = 9 und x3 = 27 sind in bezug auf die Menge Z der ganzen Zahlen nicht 
iiquivalent, denn £1 = {-3, +3} und £2 = {3}, so daB £1 ,j= £2• Bezuglich der Menge N der 
natUrlichen Zahlen sind diese Gleichungen iiquivalent, denn dann ist l 1 = L2 = {3}. 

Beispiel 2 zeigt, dal3 der Begriff ,,aquivalente Gleichungen" nur relativ zu vorgegebenen Variablen� 
grundbereichen bzw. den sich daraus ergebenden Definitionsbereichen gilt, ebenso wie die Begritfc 
,.erfUllbar", ,,nicht erfiillbar" und ,.allgemeingiiltig". 
BezUglich gleicher Definitionsbereiche sind allgemeingUltige Gleichungen untereinander aquivalent. 
dasselbe gilt auch fiir nicht erfiillbare Gleichungen. 

Elgenschaften iqulvalenter Glelchungen 
1. Reflexivitit: Jede Gleicbung ist zu sich selbst iquivalent. 
2. Symmetrie: 1st eine Gleichung iquivalent zu einer zweiten Gleichung, so ist' diese wiederum iqui

valent zur ersten. 
3. Tramithitit: Sincl zwei Gleichungen einer dritten iquivalent, so sind sie aucb untereinander 

iqulvalent. 

Die Aquivalenz von Gleichungen ist demnach eine Aquivalenzrelation (vgl. Kap. 14.3.). 

A.quivalente Umformungen. Beim Umformen von Gleichungen mit Variablen unterscheidet man 
aquivalente und nichtaquivalente Umformungen. 
Formt man eine Gleichung (1) so um, dal! die entstehende Gleichung (2) zu (1) aquivalent ist, so ist 
(2) aus (I) durch Oquivalente Umformung hervorgegangen. 
Sind L1 bzw. L2 die LOsungsmengen der Gleichungen (I) bzw. (2), so ist eine iiquivalente Umformung 
folglich gekennzeichnet durch L1 = L2 • 1st hingegen L1 C L2 , d. h., sind beim Umformen LOsungen 
hinzugekommen, bzw. ist L1 :::> L2, d. h., sind beim Umformen LOsungen verlorengegangen, so ist 
die Gleichung (2) durch nichtOquivalente Umformung aus (1) hervorgegangen. Im Falle l1 C L2 

!assen sich diejenigen LOsungen der Gleichung (2), die nicht LOsungen der Gleichung (1) sind, <lurch 
die in (I) vorgenommene Probe aussortieren. 

Beispiele. 3: Beim Obergang von (1) 4x = 20; x e N zu (2) x = 5; x e N handelt es sich um eine 
3.quivalente Umformung, denn es ist L1 = {5} und L2 = {5}, also Li = L2 • 
4: Die Umformung der Gleichung (I) x = 6; x E Z in (2) x(x + 2) = 6(x + 2); x E Z isl nicht 
iiquivalent, denn £1 = {6}; £2 = {-2, 6}; also £1 C £2. 

5: Geht man von (1) x3 = x2 + 12x; xe Z <lurch Division mit x Uber zu (2) x2 = x +·12, so ist 
L1 .= {-3, 0,4}; L2 = {-3,4}; also L1 :::>L2, d. h., es handelt sich um eine nichtaquivalente 
Umformung. 

Umformungen, die zu einem Verlust von LOsungen fuhren, kOnnen z. B. bei Division der Gleichung 
<lurch einen eine Variable enthaltenden Term oder beim Radizieren der Gleichung aurtreten. Benutzt 
man beim LOsen von Gleichungen nichtiiquivalente Umformungen, so sind zusatzliche Unter
suchungen Uber mOglicherweise verlorengehende LOsungen erforderlich. Solche Komplikationen 
werden vermieden, wenn nur iiquivalente Umformungen vorgenommen werden. Deshalb ist es sehr 
wichtig zu wissen, welche Umformungen einer Gleichung 3.quivalente Umformungen sind. Darilber 
geben die folgenden Satze Auskunft; der Variablengrundbereich ist dabei R. 

Satz 1: Die Gleichung T1 = T2 ist genau dann mr Gleidnmg Ti = Ti iquivalent, wenn sowohl die 
Terme Ti und T� als aucb T2 und T� iqutvalente Tenne siod. 

Nach diesem Satz darf man speziell Glieder zusammenfassen oder BrUche mit Zahlen kUrzen oder 
Klammern auflOsen; z. B. sind die G leichungen 4x + 7 - 2x + 15 = Bx - 6x + 13 - 3x und 
2x + 22 = -x + 13 aquivalent, es ist Li = L2 

= {-3}. 

Satz 2: Die Gleicbung T1 = T2 ist iquMllentzur Gleicbung T2 = T1 , d. b., durch Seitenvertauschung 
geht elne Glelcbung In elne zu ibr iqulvalente ilber. 
Satz 3: Aclcllert (subtrahlert) man zu belden Seit.,; elnel' Glelchung T, = T2 deriselben Term T,, 
der fur den gesamten Definitionsbereich von T1 = T2 erklirt ist, so ist die Gleichung T1 + T3 

= T2 + T3(T1 - T3 = T2 - T3 ) zur Ausgangsgleidumg iquivalent. 
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Beispiel 6: (1) 8x-29 = 4x + 31 I + (29-4x) I T1 = T2 I + T, 
8x-29 + (29-4x) = 4x + 31 + (29-4x) T1 + T, = T, + T, 

(2) 4x = 60 

Die Gleichungen 8x- 29 = 4x + 31 und 4x = 60 sind nach den SAtzcn 1 und 3 3quivalente 
Gleichungen. Tatsachlich isl L1 = L2 = {15}. 
&ispiel 7, das die Notwendigkeit der Einschrinkung fur T3 zeigt: . (!) x = 4 +l/(x-4) 
(2) x + l /(x-4) = 4 + l/(x-4) 
Wiihrend die Llisungsmenge von (I) L, = {4} isl, ist die Losungsmenge von (2) L, = 0, da I /(x -4) filr die Zahl 4 nicht definiert ist. Folglich sind wegen L1 9'= L2 die Gleichungen (1) und (2) nicht 
aquivalent beziiglich R. Sic sind aquivalent bezilglich R \ {4}. 
Satz 4: Multipliziert (dMdiert) man beide Seiten einer GJeichung T1 = T1 mit demselben (durch denselben) Term T3 , der filr den gesamten Definitionsbereicb ,on T1 = T2 erklirt und dort verschieden 
von Null ist, so ist die Gleichung T1 · T3 = T2 • T3 (T1/T3 = T1 /T3) zur Ausgangsgleichung&qui
valent. 
Beispiel 8: (1) 6a = -3 I : 6 

I 
T, = T, I : T, 

(6a)/6 = -3/6 T1/T3 = T2/T3 

(2) a=-½ 
Die Gleichungen 6a = -3 und a= -½ sind nach Satz 4 3quivalent. In der Tat ist L1 = L2 = {-1/2}. Dagegen handelt es sich beim Ubergang von 

(I) a/(a + 4) = -4/(a + 4) I ·(a+ 4) zu (2) a= -4 
um cine nichtaquivalente Umformung, da der Term (a + 4) fur a = -4 den Wert O annimmt.Wegen L, = 0 undL2 = {-4}, also L1 ,j= L,, sind (I) und (2) nichtiiquivalente Gleichungen be
ziiglich R. 

Die genannten Satze bedllrfen des Beweises, der jedoch hier unterdriickt werden soil. Fiir Potenzieren bzw. Radizieren gilt kein solcher allgemeiner Aquivalenzsatz, weil bei diesen Operationen auch nichtaquivalente Gleichungen auftreten kOnnen, wie das folgende Beispiel zeigt: 
Beispiel 9: (1) I + x = i,'r"=x I Die Gleichungen (I) und (2) sind in bezug 2. Potenz auf die Menge (x: xE R und x< 1) nicht iiquivalcnt, denn es ist L1 = {O} und L2 = {-3,0}; alsoL, ,j=L2 • Beim Qua

drieren ist cine LOsung, namlich -3, hinzugekommen. (2) 

(l+ x)2 =(�2 

I + 2x + x' = I - x fur 
x2 +3_;=0 

Losen von Gleichungen. Als LOsen einer Gleichung bezeichnet man das Angeben al/er LOsungen be
zUglich vorgegebener Variablengrundbereiche, d. h. die Angabe der LOsungsmenge, deren Elemente Zahlen, Zahlenpaare, n-Tupel von Zahlen, Terme mit Parametem bzw. n-Tupel aus solchen sein kOnnen. Das LOsen einer Gleichung wird in besonderen Fallen durch systematisches Probieren, im Falle einfachster Gleichungen durch sofortiges Ablesen der LOsungen und im allgemeinen durch Abarbeiten einer LOsungsvorschrift oder eines L6sungsa/gorithmus erreicht. Solche LOsungsvorschriften und LOsungsalgorithmen beruhen meist dar-auf, die gegebene Gleichung so lange schritt-

(
1x - 2 - 5x = -4x + 3 + 3x - 8 

weise 3.quivalent umzuformen, bis schlieOlich Satz 1 
eine Gleichung entsteht, deren LOsungen so- 2x _ 2 = -x _ 5 +2 + x fort ablesbar sind. ( 
Musterbeispiel /Ur den L6sungsweg, wie er 2x _ 2 + 2 + x = -x _ 5 + 2 + Satz 3 
s1ch unter Verwendung der angegebenen ( 

x 
.Aqmvalenzsatze fur eme lmeare Gle1chung Satz 1 
mlt emer Vanablen und mlt dem Vanablen- (

3x = -3 : 3 
grundbere1ch R ergibt Das Ziel der Um- Satz 4 formung 1st es

.
, eme so emfache Gle1chung zu 

(
3x/3 = -3/3 erhalten, daO deren LOsungen sofort ablesbar sind. x = -1 

Satz I 



4.2. Lineare Gleichungen 91 Es entsteht cine Kette zueinander 3.quivalenter Gleichungen. Wegen der Transitivit3t der Aquivalenz ist auch die letzte Gleichung x = -I zur Ausgangsgleichung iquivalent. Die Zahl -I ist offenbar die einzige LOsung der Gleichung x = -I und mithin die einzige LOsung der Ausgangsgleichung. Jede Gleichung der Kette einander 3.quivalenter Gleichungen hat die LOsungsmenge L = {-I}. Probe. Zujeder Gleichung mit Variablen gehOrt zur Oberpri.ifung der Richtigkeit der LOsungsmenge cine Probe. Bei nur aquivalenten Urnformungen dient sic zum Auffinden von Rechenfehlern und zum OberprUfen der ZugehOrigkeit der LOsungen zum Definitionsbereich; wurden auch nichtOquivalente Umformungen verwendet, bei denen zusatzliche LOsungen auftreten kOnnen, dann sortiert die Probe diese aus. Die Probe ist immer in der Ausgangsgleichung auszufuhren. Im I. Teil der Probe ersetzt man alle Gleichungsvariablen durch die fur sie gefundenen Zahlen; z. B. fur das obige Musterbeispiel: 7 · (-1)- 2 - 5 · (-1) = -4 · (-1) + 3 + 3 · (-1)- 8 
-7-2+5 =4+3-3-8 

-4= -4 Man erhalt cine wahre Gleichheitsaussage und damit die Bestatigung fur richtiges Rechnen. Im 2. Teil der Probe ist zu ilberprilfen, ob die gefundenen Zahlen dem Oefinitionsbereich angehOren, hier dem Bereich R. Da -I e Reine wahre Aussage ist, wird bestatigt, daO L = {-1} die LOsungs.menge ist. Legt man einen anderen Variablengrundbereich zugrunde, z. B. x e N, dann verlauft der I. Teil der Probe wie oben, im 2. Teil erhiilt man aber -I ,; N, also die LOsungsmenge L = 0. Losen von Textaufgaben mittels Gleichungen mit Variablen Textaufgaben kOnnen eingekleidete Aufgaben oder Anwendungsaufgaben sein. Bei eingekleideten 
Aufgaben ist ein mathematischer Sachverhalt in der nati.irlichen Sprache gegeben. Anwendungsauf
gaben haben Sachverhalte aus der Praxis, z. B. aus Naturwissenschaften, Technik oder Okonomie zurn Inhalt. In beiden Fa.Hen geht es darum, den Text in die formalisierte Sprache der Mathematik zu ilbersetzen. Dabei kOnnen sich Gleichungen mit Variablen ergeben; z. B. fuhrt der Text: .,Vermehrt man das Dreifache einer natilrlichen Zahl urn 7, so erh3.lt man ebensoviel, wie wenn man diese Zahl von 13 subtrahiert" auf die Gleichung: 3x + 7 = 13 - x; x e N, wenn man anstelle der gesuchten Zahl die Variable x einfUhrt. Bei Anwendungsaufgabcn fuhrt die .,Obersetzung" im allgemeinen zun3.chst zu einer Gleichung zwischen GrOBen und von dieser dann zu einer Gleichung rnit Zahlen und Variablen fur Zahlen. 
Beispiel I: Eine 9 m hohe Tanne bricht 4 m Uber dem Erdboden ab. Wie weit vom FuBpunkt des Baumes entfemt trifft die Baumspitze auf den Boden? - Filr das LOsen solcher Textaufgaben empfiehlt sich das folgende Schema: 
I. Festlegen der Variablen, wenn mOglich anhand einerSkizze(Abb.4.1-3): Die Spitze des Baumes 1rijf1 x m vom FuBpunkt des Baumes auf • den Boden. r� 2. Au/slel/en der Gleichung( en) undAngeben der Variablengrundbereiche: Gleichung (4 m)2 +(x m)2 = (5 m)2 mit Grollen bzw. mit Zahlen .; ,�m "'[.� und Variablen fur Zahlen 42 + x2 = 52 mit x e R und x > 0. \...'v: 3. LOsen der Gleichung(en): x2 = 25 - 16 = 9, also x1 = 3 und X2 = -3. 4. ProbeanhanddesTex/es:Aus demTextbzw.demdaraus entnommcnen Variablengrundbereich geht hervor, daB nur x1 = 3 als LOsung der Anwendungsaufgabe in Frage kommt und tatsachlich auch LOSung ist. 5. Anlwortsalz: Die Baumspitze trifft 3 m vom FuBpunkt des Baumes 4.1-3 Abgebrochcncr entfernt auf den Boden. Baum 

4.2. Lioeare Gleicbuogen In einer linearen Gleichung oder Gleichung ersten Grades treten simtliche Gleichungsvariablen nur in der ersten Potenz auf; z. B. sind 5x - 2 = 8, 3a + 2b = 4, 4u + Sv + 3w - I = 0 lineare Gleichungen mit einer, zwei bzw. drei GJeichungsvariablen. Auch die Gleichung (x + 4) (x + 3) = (x + I) (x + 7) fur x e Rist zu einer lin�n Gleichung aquivalent, da sie sich durch aquivalente Umformungen, namlich durch Ausmultiplizieren, Ordnen und Subtrahieren von x2 von beiden Seiten der Gleichung auf die Form x - 5 = 0 fur x e R bringen taBt. Dagegen ist die Gleichung (x + 4) (x + 3) = 6 fur x e R 3.quivalent zu der nichtlinearen Gleichung x 2 + 7x + 6 = O; x e R. Auch Bruchg]eichungen und Wurzelg]eichungen kOnnen zu linearen Gleichungen aquivalent sein. 
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Lineare Gleichungen mit einer Gleichungsvariablen 

! Allgemeine Form I ax + b = 0 I x e R; a, be R; a aj, O 

Durch 3quivalente Umformungen 1313t sich jede lirH.:are Gleichung mit einer Gleichungsvariablen 
auf diese allgemeine Form bringen, in der x die Gleichungsvariable, a und b reelle Parameter sind. 
Man nennt ax das lineare Glied und b das absolute Glied. Die Voraussetzung a =F O sorgt dafi.ir, daB 
das lineare Glied nicht verschwindet. Im Falle a = 0 liegt cine Gleichung vor, die nicht mehr linear 
ist, ihre LOsungsmenge ist L = 0, falls b =t= 0, und L = R, falls b = 0. Hingegen ist cine lineare 
Gleichung stets eindeutig IOsbar. 
LOsen der Gleichung ax + b = 0, a =F 0. 

ax+b=0 , -b 
ax = -b : a 

ro e. I. a(-b/a) + b = 0 
-b + b = 0 

x = -b/a 2. -(b/a) e R, denn a, be Rund a aj, 0. 

Die LOsungsmenge ist danach L = {-b/a}, d. h., die vorgelegte lineare Gleichung hat for alle 
a, b E R und a =f= 0 eine eindeutige LOsung. 
Andert man den Variablengrundbereich, dann ist es durchaus mOglich, daB x = -b/o keine LOsung 
hat bzw. eine allgemeingfiltige Gleichung ist. Die Gleichung 5x + 10 = 0; x e R hat z. B. die 
LOsungsmenge L = {-2}; w3.hlt man aber N als Variablengrundbereich, dann ist wegen -2 f$ N 
die LOsungsmenge leer: L = 0. 1st hingegen {-2} der Variablengrundbereich, dann ist das einzige 
Element des Variablengrundbereichs auch die einzige LOsung der Gleichung, diese ist allgemein� 
gfiltig. 
Beispie/ 1: Lincare Glcichung ohnc Parameter. 

4a/3 + 1/, - a= -3/, + 2a/3 + '/,;

a/3 + 1/2 = 2a/3 + I 
- a/3 = 1/2 

a = _3/2 

� I. <•J,) · (->/,) + '/, - (->/,) = _,/, + '!,. (-'/,) + '!, 
-2 + 1/, + 3/2 = -3/2 - I + '/2 

0 = O»wahr« 
2. -3/2 e Q »wahr« Damit ist die LOsungsmenge: L = {-3/2}. 
Beispiel 2: In 'der Gleichung mit dcr Gleichungsvariablen x ER und den Paramctem a, be R, dieauf 
cine lineare Gleichung in x fuhrt, ist cine Fallunterscheidung nOtig. 

(x + a)' - (x - b)' = 2a(a + b); 

x' + 2ax + a2 - x' + 2bx - b' = Za' + 2ab -ll' + /,2 
2ax + 2bx =a'+ 2ab + b2 

2x(a + b) = (a + b)' : 2(a + b) 

/. Fall: 1st (a+ b) aj, 0, so ergibt die Division 
x = (a+ b)/2 und damit L = {(a+ b)/2). 

!Probe:! 
I. [(a+ b)/2 + a]'- [(a+ b)/2-b]2 = 2a(a + b), 
[(3a + b)/2]2 - [(a - b)/2]2 = 2a(a + b), 
(9a' + 6ab + b2 -a'+ 2ab -b2)/4 = 2.a' + 2ab, 
2a2 + lab = 2a2 + 2ab. Das ist cine fur 
alle reellen Zahleno und b wahreGleichhcitsaussage. 
2. (a + b)/2 e R, denn a, be R. 

2. Fall: 1st a+ b = 0, d. h., b = -a, 
so Jautet die gegebene Gleichung 
(x + a)' - (x + a)' = 2a(a - a). 
Sie ist aquivalent zu O · x = 0 und hat 
die LOsungsmenge L = R. 
Prabe. (x + a)2 -(x + a)' � 0 isl fur 
JC es x E R und jeden Parameter a e R 
wahr. 

Bruchg/eichungen sind Gleichungen, bei denen mindestens cine der Gleichungsvariablen mindestens 
einmal im Nenner eines Quotienten auftritt. 

· 2 3 5 Beispie/ 3: x _ 2 + x + 2 = X; x ER 

Ffir a!Je reellen Zahlen x =f= -2, x =f= 2 und x =f= 0 ist die Multiplikation mit dem Hauptnenner 
x(x - 2) (x + 2) cine iiquivalente Umformung, die auf cine lineare Gleichung fiihrt. 



2xlx + 2) + 3x(x - 2) = S(x - 2) (x + 2) 
2x2 + 4x + 3x2 - 6x = Sx2 - 20 I 

-2x = -20 I :(-1> 

4.2. Lineare Gleichungen 93 

Dic�in der Ausgangsgleichung ergibt: 
I. 2/(10 - 2) + 3/(IO + 2) = 5/10· 

2/8 + 3/12 = 1/2 
x = 10 1/2 = 1/2 »wahr« 

DieUisungsmenge ist somitL={I0), 2. IOeR und I0aej=0, 10,Jc-2, J0aej=0 
sind »wahr« 

Beispie/ 4: Die Bruchgleichung enth3lt noch den Parameter a; fur die Aquivalenz der folgcnden 
Umformung ist x =+= 2a, x =+= -2a notwendig. 

(x + 2a)/(2a - x) + (x - 2a)/(2a + x) = (4a2)/(4a2 - x2) I 
(x + 2a) (x + 2a) - (2a - x) (2a - x) = 4a2 

x
2 + 4ax + 4a2 - 4a2 

+ 4ax - xl = 4a2 

J.Fall: a+o 
X = a/2 
L={ai2) 

Sax= 4a2 

2.Fa/1: a=0;xaej=0 
x/(-x) + x/x = 0/(-x') I • -x2} 

+xl -,xl =0 
Die Probe zeigt die Richtigkeit. 

0 · x2 = 0. Alie reellen Zahlen aufler Null IOsen diesc 
Gleichung. 

Wurzelgleichungen sind Gleichungen, bei denen mindestens cine der Gleichungsvariablen mindestens 
einmal im Radikanden einer Wurzel auftritt. Hier filhrt in einfachen Fallen Potenzieren zum Ziel; 
man muf3 aber beachten, daO das cine nichtiiquivalente Umformung sein kann, bei der zusiitzliche 
LOsungen mOglich sind . 

. 

&ispiel 5: Vx + 2 = 3; xe Rist eine Wurzelgleichung, die zu einer linearen Gleichung 3.quivalent 
ist. 

Vx+""2 = 3 
X + 2 = 27 

x= 25 
L = {25) 

ro : 

I. vis+ 2 = 3 

2. 
3 = 3 »wahr« 

25 e R «wahr« 
Beispiel 6: Treten mehrere Quadratwurzeln auf, so isoliert man jeweils eine davon vor dem Po
tenzieren. 

14=�+Vx+24;xeR 
Vx-4=14-Vx+24 I 

x - 4 = 196 - 28 Vx + 24 + x + 24 
28 Vx + 24 = 224 

Vx+ 24= 8 
x+24= 64 

x= 40 
L= {40) 

ro e: 
1. 14 = V4o-4 + V40 + 24 

14 = 6 + 8 
14 = 14 »Wahr« 

2. 40 e R »wahr« 

Bruch- und Wurzelgleichungen, die sich auf quadralische Gleichungcn zuriickfuhren !assen, findet 
der Leser dort. 
Zu einigen Typen von Anwendungsaufgaben, die auf lineare Gleichungen mit einer Variablen fuhren, 
wird jeweils ein Muslerbeispiel angefuhrt. 

Beispiel 7: Mischungsaufgabe. ln einem Siemens-Martin-Of en werden 20 t Stahl von 0,5 % Kohlen-
stoffgehalt mit 5 t Graugu8 von 5 ¾ Kohlenstoffgehalt zusammengeschmolzen. Wieviel Prozent 
Kohlenstoff enthiilt die Mischung? - Der Kohlenstoffgehalt der Mischung sei x%, d. h., 25 t der 
Mischung enthalten ((25 · x)/100] t Kohlenstoff. Die 20 t Stahl enthalten ((20 · 0,5)/100] t und die 
St GrauguB ((5 · 5)/100] t Kohlenstoff. Da die Summe der Kohlenstoffmengen der Teile der Ge
samtmenge an Kohlenstoff gleich sein muB, erhalt man die Gleichung (20 · 0,5)/100 + (5 · 5)/100 
= (25 · x)/ 100, nach der die Mischung 1,4 % Kohlenstoff enthiilt. 
Beispiel 8: Verteilungsaufgabe. Drei Abraumbagger eines Braunkohlentagebaues•bewegen tiiglich 
zusammen 31 Q00 m3 Abraum. Dabei schafft der zweite Bagger 1000 m3 mehr als der dritte und 
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der erste 4000 m3 weniger als das Doppelte des zweiten. Welche Abraummenge wird t3glich von jedem der drei Bagger bewegt? - Befordert der dritte Bagger x m3 Abraum, dann schafft der zweite 
(x + I 000) m3 und der erste [2(x + I 000) - 4000] m3 Abraum. Alie drei Bagger befordern 31 000 m3 = {x + (x + I 000) + [2(x + I 000) - 4000]} m3. Die Rechnung liefert L = {8000}; das bedeutet, daB der dritte Bagger 8000 m3, der zweite 9000 m3 und der erste 14000 m3 Abraurn befordern und alle drei zusammen tatsiichlich 31000 m3 Abraum. 
Beispiel 9: £in/ache Bewegungsaufgabe. Ein 250 m )anger Eisenbahnzug fiihrt mit einer Geschwindigkeit von 50 km/h durch einen 200 m langen Tunnel. Wie lange dauert die Durchfahrt? -Die Zeit zwischen der Einfahrt der Lokomotive in den Tunnel und der Ausfahrt des letzten Wagens sci x Sekunden. In dieser Zeit legt der letzte Wagen [50()(X)/(60 · 60)] · x m zuriick, das ist aber die Strecke Tunnelliinge plus Zugliinge. 200 + 250 = [50000/(60 · 60)] · x; L = {32,4). Die Durchfahrt dauert 32,4 Sekunden. 
Beispiel JO: Schwierigere Bewegungsaufgabe. Ein Elbschlepper fiihrt stromabwarts und erreicht sein Ziel in 2 Stunden. F:ihrt er dagegen mit gleicher Maschinenleistung stromaufwarts, so braucht er fur dieselbe Strecke 3 Stunden. Seine Geschwindigkeit betr:igt im stillstehenden Wasser 250 m/min. Wie groO ist die Geschwindigkeit des strOmenden Wassers? -Die Geschwindigkeit des strOmenden Wassers sei x m/min; ftuOabwarts hat dann der Dampf er die Geschwindigkeit (250 + x) m/min und fiihrt 120 min; fluBaufwiirts dagegen (250 - x) m/min und braucht fur dieselbe Strecke 180 min. Die Gleichung lautet somit: (250 + x) · 120 = ( 250 - x) · 180. Die Geschwindigkeit des Wassers betriigt 50 m/min. 

Lineare Gleichungen mit zwei Gleichungsvariablen Die LOsungsmenge einer linearen Gleichung mit zwci Variablen, z. B. 4x + 3y - 10 = 0 mit 
x ER, y E R, besteht aus alien geordneten Paaren reeller Zahlen (x, y), die die Gleichung zu einer wahren Gleichheitsaussage machen, z. 8. ist (1, 2) eine LOsung, denn 4 · 1 + 3 · 2 - IO = 0 ist eine wahre Aussage. Ebenso sind (0, 10/3) und (3, 2/3) LOsungen. Fordert man, daO x und y natllrliche Zahlen sein sollen, dann sind nur die Paare natllrlicher Zahlen, die die Gleichung erfullen, LOsungen; ebenso kOnnte man andere Variablengrundbereiche fur x und y zugrunde legen. Systeme von zwei linearen Gleichungen. Die lineare Algebra stellt Methoden bereit, um m lineare Gleichungen mit n Variablen zu losen (vgl. Kap. 17.1.). Sollen m Gleichungen rnit n Variablen gleichzeitig erfullt sein, so spricht man von einem System von m Gleichungen mit n Variablen. Jede LOsung eines solchen Systems ist ein geordnetes n-Tupel von Zahlen. Hier wird nur der Fall m = n = 2 aus• fiihrlich behandelt. Jede LOsung eines solchen Gleichungssystems ist ein geordnetes Paar (x, y) von Zahlen. 

Allgemeine Form eines Systems linearer Gleichungen (I) a1 x + b1y = c1 Gleichungsvariablen x, y ER (2) a2x + b2y = c2 
Parameter a1 , a2 , b 1 , b2 , c1 , c2eR 

Losen einesSystems von zwei linearen Gleichungen. Ein System von zwei linearen Gleichungen mit zwei Gleichungsvariablen !Osen heif3t, a lie geordneten Paare (x, y) zu bcstirnmen, die sowohl die erste als auch die zweite Gleichung erfi.illen; d. h., man hat den Durchschnitt L der LOsungsmengen 
L1 , L2 beider Gleichungen zu ermitteln. Dahei sind folgende drei Flille m6glich und weitcr kcine: I. L = L, r- L2 = {(x1 , y1)}; das Gleichungssystem ist eindeuri"g /Osbar; 11. L = L 1 r- L2 = 0; die Gleichungen des Systems widersprechen einander; IIJ. L = L1 r- L2 = L 1 = L2 ; das Gleichungssystem ist nichr eindeutig liisbar, es hat unendlich viele LOsungen. Dieser letzte Fall tritt genau dann ein, wenn die beiden Gleichungen linear abhii.ngig sind, d. h., wenn cine Gleichung ein reelles Vielfaches der anderen Gleichung ist. FUr das rechnerische Lo·sen von Systemen von zwei linearen Gleichungen mit zwei Variablen stehen an elernentaren Methoden das Einsetzungs•, das Gleichsetzungs. und das Additionsverfahren zur Verfiigung. Sie beruhen alle darauf, eine der Variablen zu eliminieren, so daO nur noch zwei lineare Gleichungen mit je einer Variablen zu Ibsen sind. Beim Einserzungs- oder Substirurionsverfahren wird eine Gleichung nach einer der Variablen aufgelost und der erhaltene Term in die andere Gleichung eingesetzt. 
Beispiel 1: (l) x+y =-31-��� x+(2x+6) = -3 (ywirdberechneti iy wird e!im1�:...:_ __ .j..._'y�=���-r(::-i3)f°++66 l (2)y-2x = 6 y=2x+6 3x+9 = 0 y = O T 

.
--------x = -3 



4.2. Lineare Gleichungen 95 Die robe uB fur beide Ausgangsgleichungen durchgefiihrt werden: 1.(1) -3 +0= -3»wahr« 2. -3ER»wahr«und0eR»wahr« (2) 0 - 2·(-3)= 6»wahr« Das Zahlenpaar (-3, 0) ist die einzige LOsung des Gleichungssystems. Die LOsungsmenge ist 
L = {(-3, 0)). Beim Gleichsetzungsverfahren werden beide Gleichungen nach derselben Variablen aufgelOst und die erhaltenen Terme gleichgesetzt; das Verfahren beruht damit auf der Transitivitiit der Aquivalenz 

von Termen. 

Beispre/ 2 (I) �x - 2y = 4 � x = 4 + 2y j Ix w1rd ehmm1ert j (2)\�x = (35 - 5y)/2 
X - 2 • 3-:; 4 1 4 + 2y = (35 - 5y)/2 

+ x = 10 y = 3 Es ,st L = {(10, 3)) 
Das Additionsverfahren. Durch Multiplizieren jeder der Gleichungen mit einer geeigneten Zahl liiBt sich stets erreichen, da8 die Koeffizienten einer der Variablen in beiden Gleichungen entgegengesetzte Zahlen sind. Addiert man beide Gleichungen, so ist die cine Variable eliminiert. (I') 36x - 24y = 12 l (2') -36x + 30y = -6 

0 · x + 6y = b y=I Die Losungsmenge ist L = ({I, I)}. Es ist cine Frage der Erfahrung zu erkennen, welches der Verfahren jeweils das rationellste ist. Die LOsungsmenge L eines Systems von zwei Gleichungen (I) und (2), (I) + b _ die in den zwei. Variablen x e R �nd. ye R linear sind, hiingt ab (2) :�; + b:�:; �� von den Koeffiz1enten a1 , b,. c1 mlt l = I, 2 und ai , b1, c1 e R. Sind in mindestens einer Gleichung beide Koeffizienten a1 und b1 Null, fur i = 2 etwa a2 = b2 = 0, so ist das vorliegende Gleichungssystem nicht linear, denn O · x + 0 · y = c2 ist keine lineare Gleichung. Fi.ir c2 = 0 ist diese Gleichung fur jedes reelle x und jedes reelle y erfi.illt, ihre LOsungsmenge ist L2 = Rx R; fur c2 =+= 0 dagegen hat die Gleichung keine reelle LOsung, d. h., Li= 0. Bezeichnet man mit L1 die LOsungsmenge der Gleichung (I), so gilt L = L 1 ,-.. Lj; = 0, falls c2 =+= 0 oder 
L = L1 ,.... L2 = L1 , falls c2 = 0. In einem System aus zwei /inearen Gleichungen sind in keiner der Gleichungen beide Koeffizienten 
a, und b1 Null. Dann ergeben sich folgende drei LOsbarkeitsfiille: Fall A FaJIB FaJIC LineareGleichungen linear unabhiingig und liMar abluingig z. B. : widersprUch/ich z. B. : mit zwei Gleichungs- widerspruchsfrei z. B .: variablen (la)4x+y= 12 (lb)4x+ y =  12 (lc)4x+y = l2 (28) X + 2y = 10 (I b) 8x + 2y = 24 (2c) 4x + y = 10 Anzahl der genau cine unendlich viele keine LOsungen (2, 4) z. B.: (I, 8), (2,4), (3, 0), (4, -4), ... LOsungsmenge L = {(2,4)) L={(x,y)l4x+y= 12) L = 0 graphische Ver- zwei einander schnei- zwei zusamrnenfal- zwei parallele nicht anschaulichung dende Geraden; ein Jende Geraden; zusammenfallende Schnittpunkt unendlich viele Geraden; kein 

gemeinsame Punkte gemeinsamer Punkt 
Fall A: Sind die Gleichungen, z. B. (I a) und (2a) in der vorhergehenden Tabelle, linear unabhiingig und widerspruchsfrei, so gibt es genau cine LOsung, im Beispiel (2, 4), und die LOsungsmenge L = {(2, 4)}. Bei graphischer Veranschaulichung entsprechen den linear unabhiingigen und wider-
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spruchsfreien Gleichungen des Systems zwei einander schneidende Geraden; sind (x, y) die Koordinaten ihres Schnittpunkts, so ist L = {(x, y)} die LOsungsmenge des Systems, und umgekehrt. 
Fall B: Sind die Gleichungen linear abhiingig, z. B. (1 b) und (2b) in der Tabelle, so gibt es unendlich viele LOsungen, z. B. die Zahlenpaare (I, 8), (2, 4), (3, 0) und (4, -4), und die LOsungsmenge ist 
L = {(x, y) I 4x + y = 12}. Bei graphischer Veranschaulichung entsprechen zwei linear abhiingigen Gleichungen zwei zusammenfallende Geraden; die Koordinaten jedes Punktes der Geraden filhren auf cine LOsung des Systems. 
Fall C: Sind die linearcn Gleichungen widerspriichlicl,, z. 8. (I c) und (2c) in der Tabelle, so gibt es keine Lbsung, und L = 0. In der graphischen Veranschaulichung entsprechen zwei widersprilch• lichen Gleichungen zwei parallele nicht zusammenfallende Geraden, die keinen Punkt gemeinsam habcn. 
Beispie/ 4: (I) 4y(IOx - 3) - 5x(Sy + 7) + 165 = 0 (2) 9.x<4y - 7) + 3y(5 -12x) = -114 (I") -175x - 60y = -82511 (2") -252x + 60y = -456 f (l')

[
-35x - 12y = -165 (2') -63x + 15y = -114 
35·3-12y= -165 -421x = -12s1 I : (-427) ♦ y=5 x=3 Die Probe bestatigt die Richtigkeit dcr Rechnung. Es ist L = {(3, 5)). 

Beispiel 5: Die Gleichungen sind als Bruchgleichungen in x e R und ye R gegeben. Zu beach ten ist, daB die Nenner unglcich Null sein miissen. Die Ltisung ist L = {(3, 2)). (I) (x+y+ 1)/(x+y- I)= 3/2 l-----►(I') x+y= 5 I (2) (x + y - 1)/(x + y + I)= 1/3 (2') 2x - 4y = -2 
Beispie/ 6: In den Gleichungen (]), (2) sind die Variablen x e R und ye R, a und b sind reelle Parameter. Die Ltisungsmcnge ist L = {(a+ b, a - b)). 
Beispiel 7: Die Glcichungcn (3), (4) in v e R und n e R sind linear abhiingig, denndic zweite ist ein Vielfaches dcr ersten; dann erfUllt jedes geordnetc Paar, weJches die erste Gleichung erfilllt, auch die zweite und umgekehrt. Es gibt unendlich viele LOsungen. Die LOSungsmenge ist 
L = {(v, n) Iv - 2n/3 = I}= {(v, (3v - 3)/2)}. 
Beispiel 8: Die Gleichungen (5), (6) widersprechen einander. Es gibt keine LOsung. L = 0 (I) x + y = 2a I (3) v - 2n/3 = I 
(2) x - y = 2b . (4) 6v - 6 = 4n 

2x=2a+2b x=a+b =a- b (3') 
(4') 

3v-2n=31 6v- 4n=6 
Anwendungsaufgabeo, die auf ein lineares Gleicbungssystem fiihren 

(5) 4a+3b=1 (6) 4 (a - 2) = -3b 
(5') 4a+3b=71 (6') 4a+3b=8 

I 

Belsptel 9: Verteilungsaufgabe. Ein Wasserbehiilter kann durch cine Warmwasser- oder durch cine Kaltwasserleitung gefullt werden. LiiBt man den Warmwasserhahn 3 Minuten und den Kaltwasserhahn I Minute offen, so sind 50 Liter eingeftossen. Sind dagegen der Warmwasserhahn l Minute und der Kaltwasserhahn 2 Minuten offen, so sind 40 Liter eingeftossen. Wieviel Liter Wasser liefert jede Leitung in I Minute? -Zur Einfuhrung der Variablen nimmt man an, die Warmwasserleitung (I) 3x + Y = SO liefere x //min und die Kaltwasserleitung y I/min; aus dem nebenstehen• (2) x + 2y = 40 den Gleichungssystem erhilt man die LOsung: Die Warmwasserleitung liefert 12 Liter in der Minute, die Kaltwasserleitung 14 Liter in der Minute. 
Beispie/ 10: Mischungsaufgabe. Um da Gefrieren des KUhlwassers im Motorblock und KUhlsystem eines Kraftfahrzeugs zu verhindem, mischt man zu Beginn des Winters Frostschutzmittel der Dichte 1,135 g/cm3 dem KUhlwasser bei. Hat dieses eine Dichte von 1,027 g/cm3, so erh.ilt man Frostschutz bis -10

°
C. Wieviel Liter Frostschutzmittel und wieviel Liter Wasser kommen bei der angegebenen Temperatur auf 100 Liter Gefrierschutzmischung? -
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Zur Einfuhrung der Variablen nimmt man an, die Menge des x + y = JOO 
I ::h°:l�����

=
��

t

�:c�;�:Y��:�
s

n:���{dt���s:O� 1,135 x + y = 1,027 · 100 
Man mischt 20 Liter Frostschutzmittel mit 80 Liter Wasser, um die gewiinschte Mischung zu erhaltcn. 

Graphisches Losen von linearen Gleichungen und Gleichungssystemen 
Beim graphischen LOsen von Gleichungen ordnet man den LOsungsmengen eineindeutig Punktmengen zu. Durch das Darstellen dieser Punktmengen in einem Koordinatensystem gelangt man zu Naherungslbsungen fur die Gleichungen. Als Koordinatensystem soll bier ein kartesisches System verwendet werden. 
Graphisches Losen einer linearen Gleichung mit einer Variablen. Urn die Gleichung ax+ b = 0, a =f= 0, graphisch zu !Osen, geht man Uber zur Funktion mit der Gleichung y = ax + b, a =t= 0. 1hr Bild ist eine Gerade (vgl. Kap. 5.2. - Lineare Funktion). Die Nullstelle der Funktion, d. h. die Abszisse des Schnittpunktes der Geraden mit der x-Achse, ist die LOsung der gegebenen Gleichung. 

Beispiel 1: Von der G1eichung 2x - 6 = 0 geht man Ober zur Funktion mit der Gleichung 
y = 2x - 6. 1hr Bild ist eine Gerade, die die x-Achse im Punkt P (3, 0) schneidet; also ist 3 die Li.isung der Gleichung 2x - 6 = 0 (Abb. 4.2-1) 

4.2-1 Graphisches LOsen der Gleichung 
2x - 6 = 0 

4.2-2 Graphisches LOscn des Gleichungssystems 
4X - y = 2, X - 2y = -3 

y 

b 

4.2-3 Zu linearen Gleichungssystemcn: a) ohne LOsung, b) mit unendlich vielen LOsungcn 
Graphisches Losen von Systemen von zwei linearen Gleichungen mit zweiVariablen. Die LOsungsmengen der beiden Gleichungen werden graphisch dargestellt und ihr Durchschnitt bestimmt. Dazu faBt man die gegebenen Gleichungen als Funk'tionsgleichungen auf und zeichnet die Bilderdieser Funktionen. Diese sind im allgemeinen Geraden. Die Koordinaten alter Punkte der ersten Geraden - und nur diese - erfi.illen die erste Gleichung, die der zweiten Geraden - und nur diese -die zweite Gleichung. Man entnimmt der Zeichnung dann a Ile die Punkte, die sowohl auf der ersten als auch auf der zweiten Geraden, also im Durchschnitt liegen. Den Koordinaten jedes dieser Punkte entspricht eineindeutig eine LOsung des Gleichungssysterns. Je nach der Lage der Geraden zueinander erhalt man einen, keinen oder unendlich viele gemeinsame Punkte, d. h., das Gleichungssystem ist eindeutig, nicht oder nicht eindeutig losbar. 

Beispiel 2: Um das Gleichungssystem (l), (2) graphisch losen zu ki.innen, (I) 4x - y = 2 

I��d�h���p�����(���) ��:e�iv.�)�::�i�":��n"gh��h�l:���� (2) x - 2y = -3 
systems und damit als Losungsmenge L = {(l, 2)} (Abb. 4.2-2). 
Beispiel 3: Bei der graphischen Losung des Gleichungssystems (l), (I) -x + Y = 21
�T�d w�! �o':,,��!a:':i ����•��; �f

r

��;nd::��� !o�g)�c� (2) -Jx + Jy = 6 
gegebenen Geraden liegt, cine Li.isung des Systems und damit L = {(x, y) I -x + y = 2} = {(x, x + 2)} (Abb. 4.2-3). 

4.3. Quadratische Gleicbuogen 

In einer quadratischen Gleichung oder Gleichung zweiten Grades mit einer Gleichungsvariablen tritt diese Var.iable rnindestens einmal in der 2. Potenz auf und in keiner hOheren, z. B. ist 2x2 + 5x = 16 - x eine quadratische Gleichung in x und a2 = a2/2 + 6 Cine quadratische Gleichung in a. 
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Die Bruchgleichung 3/(u - 2) + 8/(u + 3) = 2 fiihrt fur u aj,, 2, u,j, -3 durch die Multiplikation beider Seitcn mit dem Term (u - 2) (u + 3) und Ordncn auf die zu ihr aquivalente quadratischeGleichung 2u2 - 9u - 5 = 0. Treten in ciner Gleichung mehrcre Gleichungsvariablen auf und ist die Summc der Exponenten mindestens bei einem Glied 2, abcr niemals hOher, so spricht man cben· falls von ciner quadratischen Gleichung; z. B. sind x1 + y2 = 4 und x · y = const quadratische Glcichungen mit 2 Gleichungsvariablen. Im folgendcn werden quadratische Gleichungcn mit einer Gleichungsvariablen behandelt. 

�l��':1:.;;:h:ndGleichung Ax' + Bx + C = 0 x e R; A, B, Ce R; A ,t, O 
Dabei ist x die Gleichungsvariable, und A, 8, C sind rccllc Parameter. Man nennt Ax2 das quodrati
sche, Bx das lineare und C das absolute Glied. Es muB A =f= 0 sein, da sonst keine quadratische Gleichung vorliegt. Oividiert man die allgemeine Form Ax1 + Bx + C = 0 beiderseits durch A =t= 0, so erhalt man die dazu iiquivalenle Gleichung x' + (B/A) x + CfA = 0. Mil den Abkiirzungen B/A = p und C/A =q ergibt sich die Norma/form. 

i Normalform der quadralischen Gleichung i x' + px + q = 0 I x e R; p, q e R i
Sie ist dadurch gekennzeichnet, daO der Koeffizient des quadratischen Gliedes + I ist. Treten alle Glieder wirklich aur, ist also p =t= 0 und q =t= 0, so spricht man von der gemischtquadratischen 
Gleichung in Normalform. 

Von dcr gemischtquadratischen Gleichung untcrscheidet x2 +px+q=0 p,j-,0,qaj,,0 man folgende Spezialfalle: 
I. reinquadratische Gleichung ohne Absolutglied x1=0 p=0,q=0 

I I. reinquadratische Gleichung x' + q = 0 p=0,qaj,,0 

II I. gemischtquadralische Gleichung ohne Absolutglied x1 +px=0 p,,-,0,q=0 
Rechneriscbes Losen der quadratischen Gleichung 

I. Losen der reinquadratischen Gleichung ohne Absolutglied. Die Gleichung x1 = 0 oder x · x = 0 mit x e R kann nur die LOsungen x1 = x1 =- - 0, d. h. die LOsungsmenge L = {O} haben, da fur 
x =t= 0 stets x1 > 0 ist und umgekehrt. 
ll. Losen der reinquadratischen Gleicbung. FOr q > 0 hat die Gleichung x1 + q = 0 mit x e Rund 
q e R sicher keine LOsung im Bereich der reellen Zahlen, da in diesem Fall fur den Tenn auf der linken Seite stets gilt x1 + q > 0. FUr q < O und damit (-q) > O wird der Term x1 + q mittels der binomischen Formel a1 - b1 

= (a - b) (a + b) in das Produkt zweier in x linearer Terme zerlegt: x1 + q = x1 - (J-"=q)1 

= (x - 1/'=q) (x + (f=q). Danach ist die Gleichung (x - 1/'=q) (x + f=q} = 0 iiquivalent zur vorgelegten. Oa das Produkt T1 · T1 zweier Terme T1 und T1 genau dann Null ist, wenn T1 = 0 
oder T, = 0, folgl x- 1/'=q = 0 oder x + 1/'=q = 0 aus derGleichung(x-J/-q){x + V�) = O; dabei wird oder im nicht ausschlieBenden Sinne gebraucht. Dam.it ist das LOsen der reinquadratischen Gleichung zurUckgefiihrt auf das LOsen zweier linearer Gleichungen. Man erhalt 
aus der ersten Gleichung x1 = V-q und aus der zwciten Gleichung x1 = -V-q. Die vorgelegte Gleichung hat mithin die beiden LOsungen x1 und x1; das schreibt man zusammenfassend in der 
Losungsformel x,. 1 = ± V-q. Die LOsungsmenge L ist die Vereinigung der LOsungsmen&en der 
beiden linearen Gleichungen, d. h., L = (i/=q, -v=;;}. 
!Probe:p. (± V-q)'+ q = 0 2. ± Jf-q ist reell, falls qe R und q < 0. -q+ q=0 0 = 0 »wahr« 

Reinquadratische x' + q=0 q<0 L=li/=q,-V-q} Gleichuog xER,qER q=0 L={O} 
q>0 L = 0, keine roelle Ulsung 
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Wahlt man dagegen als Variablengrundbere ich die Menge C der komplexen Zahlen, so existieren 
fur q > O zwei imaginare LOsungen x1 2 = ±V-q, die sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden 
und die man formal ebenso fiber das'zerlegen des Terms x2 + q in (x + V-q) (x - V-q) erhalt. 

2:x2 + 144=0;xeR 
x,., =+� 

Beispie/e. l:x2 -4=0·xeR 
x,., = ±V4 
x1, 2 = ±2, L = {-2; +2}. Fur x e R gibt es keine Losung, da �;, R; 

es istL = 0. 

! Probd 1. (±2)2 - 4 = 0 
FurxeC istx,, 2= ±12i undL={-12i, + 12i}. 
!Probe:!!. (±12i)2 + 144 = 0 

-144 + 144 = O»wahr« 
2. ±l2i e C »wahr« 

4-4 = O»wahr« 
2. +2 ER »wahr« 

. -2 e R »wahr« 
III. Losen der gemischtquadratischen Gleichung ohne Absolutglied. Ausklarnmem von x ftihrt die Gleichung x2 + px = 0 in die dazu 3.quivalente Gleichung x(x + p) = 0 Uber. Daraus folgt x: = 0 oder x + p = 0. Die erste d_ieser linearen Gleichungen hat als einzige LOsung x1 = 0, die zweite 

x2 = -p. D ie gemischtquadratische Gleichung ohne Absolutglied hat danach stets zwei reelle LOsungen, von denen die cine gleich Null ist; die LOsungsmenge ist L = {O, -p}. 
I Probe:[ 02 + p · 0 = 0 »wahr« fur alle p e R; (-p)2 + p(-p) = 0 »wahr« fur alle p e R. 

Gemischtquadratische Gleichung x2 + px = 0 
ohne Absolutglied x e R, p e R, p =t= 0 

Beispiel 3: 7x2 - 2x = 0 I !Probe:i 
L= {O, -p) 

x2 - 2 /1x = 0 fiir x1: 7 · 0 - 2 · 0 = 0 »wahr«;OeR»wahr« 
x(x - 2/7) = 0 fur x2: 7 · (2/7)2 - 2 · 2/7 = 0 

L = {O, 2'/,} •t, - •t, = 0 »wahr«; 2/7 ER »wahr« 
IV. Uisen der gemischtquadratischen Gleichung x2 + px + q = O. Das LOsen beruht darauf, den Term x2 + px durch die quadratische Erganzung zu einem vollst3ndigen Quadrat zu machen und 
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Damit die gegebene Gleichung aquivalent urngeforrnt wird, ist +(p/2)2 - (p/2)2 zu addieren. Fiir 
die G leichung x2 + 2x - 5 = 0 z. B. isl p = 2 und (p/2)2 = I. Durch Addition von + I - I geht diese Gleichung in x2 + 2x + I - 5 - 1 = 0 oder (x + 1)2 

- 6 = 0 Uber, d. h. in cine reinquadra
tische Gleichung in (x + 1 ), aus deren LOsungen sich die der gegebenen Gleichung ergeben. Aus 

(x + 1)1 2 = ±V6 folgt x1,2 = -1 ± V6. Um im folgendenLosungsweg(vgl. II.) die entstehendereinquadratische Gleichung stets )Osen zu kOnnen, wird voriibergehend die Menge C der komplexen Zahlen als Variablengrundbereich zugelassen. 
Losungsweg: x2 + px + q = 0, I + (p/2)2 - (p/2)2 

quadratische Erganzung x2 + px + (p/2)2 
- (p/2)2 + q = 0, 

reinquadratische Gleichung (x + p/2)2 
- [(p/2)2 

-q] = 0, 
ihre Losung (x + p/2), 2 = ±V(p/2)2 

- q, 
Losungsformel x,: 

2 = -p/2 ± V(p/2)2 - q. 
! Probe:i 1. [-p/2 ± V(p/2)2 -q]' + PL-p/2 ± V(p/2)2-q] + q = 0, 

(p/2)2 =i= P V(p/2)' - q + (p/2)' - q - P'/2 ± P V(p/2)2 - q + q = o, 
p2

/4 + p2
/4 - q - p2/2 + q = 0, 

2. -p/2 ± V(p/2)2 - qe C »wahr« fur p, q ER 
0 = 0 »wahr« 

gemischtquadra- x2 +px + q = 0 XEC Losunss-

x,., 
= -1r ± V(1r)'- q tische Gleichung p, qE R formel 

I D>0 L = \-p/2-VD,-p/2+ VD) 
Diskriminante D=(p/2)2 -q xeR II D=0 L = { -p/2) 

III D<0 L=0 
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Die LOsungsformel enthalt auch die LOsungen fur die Spezialfalle, wie man sich durch Einsetzen 
von p = 0, q = 0, von p = 0 oder von q = 0 Uberzeugt. Sie ist aber nur anwendbar, wenn die Glei
chung in ihrer Normalform vorliegt. 

Diskriminante (discriminare lat. trennen, scheidenJ. Ober die Art der LOsungen der quadratischen 
Gleichung entscheidet offenbar der Radikand D = (p/2)2 - q der Wurzel in der LOsungsformel. Er 
heiBt Diskriminante. Sind p und q reelle Parameter und kehrt man zur Menge R der reellen Zahlen 
als Variablengrundbereich zuriick, so ergeben sich drei LOsbarkeitsfalle I, II und 111. 
W3.hlt man als Variablengrundbereich die Menge C der komplexen Zahlen, so treten im Fall D < O 
zwei konjugiert komplexe LOsungen aur. Wahlt man als Variablengrundbereich eine Teilmenge 
dcr Menge der reellen Zahlen, so kann sich das auf die LOsungsmenge auswirken. 

Beispiel 4: x2 + 4x - 5 = O; x e R � x,., = -2 ± V�' + 5 rnr x,: 
x,., = -2±V9 12 +4·1-5=0 
x1,2=-2±3 I +4 -5=0 >>Wahr«,leR»wahr« 

X1 = 1 fur X2 : 
x,=-5 (-5)'+4(-5)- 5=0 
L = {-5, l} 25 - 20  - 5 = 0>>Wahr«, -5E R»wahr« 

Es treten zwei verschiedene reelle LOsungen auf. Wahlt man aber z. B. x e N, so ist L = {I}, da 
-5¢,N. 
Beispiel 5: 

2x2-16x+36=0; xER 
x2 -Bx+IB =0 

x1 ,2=4±VI6-18 
x,., = 4±V-2 

L=0,daV-2¢,R. 

W3hlt man x e C, dann gibt es zwei verschiedene 
komplexe Losungen: L = \ 4 + i VZ, 4 - i j/!j. 

� 2(4:::_i_V2)2-16(4±iVz2+36=o 
2(16 ± s; v2 - 2l -64 :i: 16 iV2 + 36 = o 

3 2  ± 16 i vz - 4 -64 'f 16 i j/2 + 36 = 0 
0 = 0 »wahr« und 4 ± i 1/z e C »wahr« 

&ispiel 6: Die Gleichung x2 - 14x + 49 = 0 mit x e R hat zwei zusammenfallende reelle LO
sungen, es ist L = {7}, wie die Probe zeigt. 

. . x -I 4x - 3 7 . .. 
Beispiel 7: Die Bruchgle1chung � = Sx _ 10 -To; x e R w1rd fur x =t= -I und x =t= 2 
durch Multiplikation mit dem Term IO(x + I) (x -2) 3quivalent umgeformt in.:die quadratische 
Gleichung 9x2 - 39x + 12 = 0. Die LOsungsmenge der Bruchgleichung ist L = { 1 / 3, 4}. 
&i.spie/8: 

Vx + 2 + v 2x + 1 = 4 
x+2+ v 2x+1= 16 

2. Potenz Pro : fur x,: V21 + 2 + v2 · 21 + 7 = 4 

V2x + 7 = 14 - x I 2. Potenz 
2 x + 7 = 196 - 28x + x' 

x2-30x+l89=0 
Xt =21 
X2 =9 

V30 = 4 »fa Isch« 

rnr x,: V_9_+_2_+_v�2
=
-=9=+=1 = 4 

4 = 4»wahr« 
Das Potenzieren war cine nicht<iquivaleme Umfor
mung. Wie die Probe zeigt, isl nur x2 = 9 Lbsung 
der Ausgangsgleichung, also L = {9}. 

Nicht jede Gleichung mit Quadratwurzeln fuhrt auf eine quadratische Gleichung. Es isl aber'mOg
lich, alle Wurzeln mit ganzzahligem Wurzelexponenten zu beseitigen; z. B. in der Gleichung 
Vex+ 7)2 = v'x + 1 + 6 durch die Substitution Vx + 1 = z und LOsen der quadratischen Glei
chung z2 - z -6 = O; man erhalt fur x e C die LOsungsmenge L = {-15, 20}. 

Anwendungsaufgaben, die auf quadratische Gleichungen fiihren. 
Beispiel 9: Echolot. Um Meerestiefen zu messen, wird das Echolot benutzt. Der Schallerreger 
bcfindet sich in A, der Schallempf3.nger in B (Abb. 4.3-1). Die Schiffsbreite betr3gt 16 m. Der 
Schall pflanzt sich im Wasser mit einer Geschwindigkeit von 1510 m/s fort. D.as Schiff kann w.ii.h
reod der Zeitrnessung als ruhend angesehen werden. Wie groO ist die Wassertiefe fur einen Zeit
unterschied.- von 0,1 s? - Die Wasserticfe betrage x m. Der Schall legt bis zum Meeresboden den 



Weg (15IO · 0,1)/2 m zuriick. 
Nach dem Satz des Pythagora-, 
erhalt man 

x2 = [(15IO · 0,1)/2)2 - 82 

x' = 5 636,25 
x1.,=±V5636,25"' ±75,1 
Die Wassertiefe betragt rund 
75 m. Der negative Wert hat 
keine praktische Bedeutung. 

4.3. Quadratische Gleichungen I OJ 
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4.3-1 Zur Aufgabc vom Ech�llot 4.3-2 Zur ,\ufgabc- uber die T1cfe 
eincs Brunncns 

Beispiel JO: Tiefe eines Brunnens. Um die Tiefe eines Brunnens zu bestimmen, kann man einen 
Stein frei hinabfallen !assen und die Zeit messen vom Beginn des Fallcs bis zu dem Zeitpunkt, 
zu dem man das Aufschlagen des Steines auf das Wasser des Brunnens hOrt. Diese Zeit soil 4 Se· 
kunden bctragen (Abb. 4.3-2). Man nimmt die Schallgeschwindigkeit zu c = 333 m/s und die 
Erdbeschleunigung zu g = 9,81 m/s2 an. Wie lief liegt der Wasserspiegel unter dem Rand des 
Brunnens? -
Fillt der Stein x Sekunden bis zum Auftreffen auf das Wasser, so hat er (9,81/2) x2 Meter zu• 
rilckgelegt. Der Schall hat (4 - x) Sekunden zum Rilckweg gebraucht und in dieser Zeit 
(4 - x) · 333 Meter zurilckgelegt. Da die beiden Wege gleich sind, erhiilt man die quadratische 
Gleichung (9,81/2) x' = (4 - x) · 333 oder x2 + 67,9x - 271,6 = 0. 
Man erhiilt cine Brunnenticfe von rund 70 m, da nur die positive Losung x1 � 3,8 s der qua
dratischen Gleichung die praktische Aufgabe !Ost. 
Beispiel 11: Hiirtebestimmung. Bei der H3rtebestimmung eines Werkstotfes mittels der Kugel
druckprobe nach BRINELL wird die Eindrucktiefe h einer kleinen Stahlkugel von bekanntem Durch
messer d = 2r in einem zu prilfenden Werkstotf aus dem Durchmesser � = 2e des Eindruckkreises 
berechnet (Abb. 4.3-3). Wie groB ist die Eindrucktiefe h bei einem Durchmesser der Kugel von 
d = 2r = 10 mm und einem Durchrnesser des Eindruckkreises von � = 2e = 6 mm? -
Filr die Eindrucktiefe h (in mm) erh3lt man nach dem Satz des Pythagoras ,2 = (r - h)2 + e2 

oder h2 - 2rh + e2 = 0. Von den LOsungen h 1 2 =, ± V,2 - rzl ist nur h2 = ,-V, 2 - e2 

brauchbar, da fur Eindrucktiefen h > r der Eindruckkreis stets den Radius e = r hat und das 
Verfahren nicht anwendbar ist. Setzt man filr r und e die angegebencn GrOOen ein , so erhiilt man 
h= I mm. 

4.3-3 Zur Kugeldruckprobc 
nach BRINELL 

4.3-4 Schnitt durch eine 
Hohlkugel 

Beispiel 12: S1ereome1rische Aufgabe. Eine Hohlkugel aus Stahl hat die Masse M = 72 900 g. 
lhre Wanddickc betri:igt w = 6 cm (Abb. 4.34). Wie groB sind innerer Radius r und aullerer 
Radius R, wenn die Dichte fl= 7,8 g/crn3 betragt? -
Wenn der innere Radius r die Lange x (in cm) hat, so ist der iiuBere Radius R = (x + w). Die 
Masse der Hohlkugel findet man als M = •t," (R' - r3), d. h. bier, M = •J,n ((x + w)3 - x3) e. 
Daraus ergibt sich die quadratische Gleichung x' + wx + w2/3 - M/(41tew) = 0 mit den Lo
sungen x1 2 = -w/2 ± V M/(4"1!w)- w2/12. 
Dabci liefer! nur x1 = -w/2 + V M/(41tew)- w2/12 die Losung der Textaufgabc. Die gcsuchten 
Radien sind R = ·14 cm und r = 8 cm. 
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Graphisches Losen quadratischer Gleichungen 
Parallel verschobene Normalparabel. Die Nullstellen der quadratischen Funktion mit der Gleichung 

y = x' + px + q oder y = (x + p/2)' + [q -(p/2)1] liefern die Losungen der quadratischen 
Gleichung x1 + px + q = 0. Das Bild dieser Funktion ist die in Richtung der +x-Achse um 
-p/2 und in Rich lung der + y-Achse um -D = + [q - (p/2)'] parallel verschobene Normalparabel, 
deren Scheitelpunkt S(xs, y5) demnach die Koordinaten x5 = -p/2, Ys = q - (p/2)2 hat. 
Je nach der Lage des Scheitelpunktes schneidet die Normalparabel die x-Achse in zwei Punkten, 
falls y5 < 0, berOhrt sic, falls Ys = 0, bzw. hat keinen Punkt mit ihr gerneinsam, falls y5 > O; dem
entsprechend hat die quadratische Gleichung zwei verschiedene, zwei zusammenfallende bzw. keine 
reellen LOsungen. 

Schnitt von Parabel und Gerade. Die gegebene Gleichung x2 + px + q = 0 wird in der Form x2 

= -px - q als Bedingung dafiir aufgefaBt, daB die Funktionen mit den Gleichungen y = x 2 und 
y = -px - q fiir gewisse Abszissenwertc x dieselbcn Ordinatenwcrte y liefern sollen. Gcometrisch 
heiBt das, die Schnittpunkte der Bilder dieser Funktionen zu ermitteln. Die Abszissen der Schnitt
punkte liefern dann die LOsungen der Gleichung. Ftir y = x2 erhalt man als Bild die Normalparabel 
mit dem Scheitelpunkt S(O. 0), fury= -px - q eine Gerade. Je nachdem, ob diese Gerade Sekante 
oder Tangente der Parabel ist oder mit ihr keinen Punkt gemeinsam hat, erhalt man zwei, cine oder 
keine reeUen LOsungen der Gleichung. 

Beispiel 1: xl - x- � = 0 
Man geht ilbcr zur Funktion mit der Glei
chung y = x2 - x - 2. Das Bild ist die ver
schobcne Normalparabel mit dem Scheitel
punkl S1(1/1, -2'/.). Es isl Ys < 0. Die Pa
rabel schneidet die x-Achse bei x1 = -I und 
x, = 2 (Abb. 4.3-5). 

Man formt die Gleichung um in x2 = x + 2. 
Die Abszissen der Schnittpunkte der Normal
parabel mit der Gleichung y = x2 und der 
Geraden mit der Gleichung y = x + 2 sind 
x, = -I und x, = 2 (Abb. 4.3-6). 

Die Gleichung x2 - x - 2 = 0 hat zwei verschiedene reclle LOsungen. Ihre LOSungsmenge ist 
L= {-1,2). 
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Beispkl 2: x' - 2x + I = 0 
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4.3-5 Wurzcln cincr quadratischcn Glcichung als Abszisscn 
der Schnittpunkte einer parallel verschobencn Normalparabel 
mit dcr Abszisscnachsc 

4.3-6 Graphische 
LOsung cincr qua
dratischen Glcichung 
mit rester Normal
parabel 

Man geht Uber zur Funktion mit der Gleichung 

I 

Man fonnt die Glcichung um in x2 = 2x - I. 
y = x' - 2x + I, deren Bild die venchobenc Die Normalparabel mil der Gleichung y = x' 
Normalparabel mil dem Scheitelpunkt S,(I, 0) und die Gerade mil der Gleichung y = 2x- I 
ist. Es ist y, = 0. Die Parabcl beriihrt die beriihn,11 einander. Die Abszisse des Bcriih-
x-Achse bei x1 = x, = I (Abb. 4.3-5). rungspunktcs isl x1 = x2 = I (Abb. 4.3-6). 
Die Gleichung x' - 2x + I = O hat zwci zusammenfallende reelle Losungen. Die Losungsmcnge 
istL = {I'}. 



4.4. Gleichungen dritten und vierten Grades I 03 

B,ispiel 3: x' + x + 2 = 0 Die Funktion mit der Gleichung 
y = x' + x + 2 hat als Bild die verschobeoe Normalparabel mil dem Scheitelpunkt S3(- 1 /,, +I'/.). Es isl Ys > 0. Die Parabel scfineidet die x-Achse nicht (Abb. 4.3-5). I Die umgeformte Gleichung heiBt x 2 = -x - 2. Die Gerade mit der Gleichung 

y = - x - 2 schneidet die Normalparabel mit der Gleichung y = x' nicht (Abb. 4.3-6). 
Die Gleichung x 2 + x + 2 = 0 hat keine reellen LOsungen. Die LOsungsmenge ist L = 0. Zur Geschichte Praktische Bediirfnisse, insbesondere Vermessungsaufgaben unter Benutzung des Satzes des Pythagoras fiihrten schon frilhzeitig auf quadratische Gleichungen. Aus der baby/onischen Mathematik ist cine Vielzahl derartiger Aufgaben auf Keilschrifttafeln erhalten geblieben. Dort treten sogar schon Systeme quadratischer Gleichungen mit mehreren Variablen auf. ln moderner Schreibweise lautet ein aus dee Zeit um 20CK> v. u. Z. stammendes Problem x 2 - 29y + 210 = O; aus etwas spaterer Zeit stammt z. B. das System x' + y2 = I 000, y = 2x/3 - 10. Die griechische Mathematik behandelte algebraische Aufgaben in geometrischer Form, d. h. durch Konstruktion. Da Quadratwurzeln stets mit Zirkel und Lineal zu konstruieren sind, waren die griechischen Mathematiker in der Lage, s3.mtliche reell IOsbaren Typen quadratischer Gleichungen zu behandeln. lhre klassische Darstellung fanden diese Methoden im Buch X der ,,Elemente" des EuKLID (um 300 v. u. Z.), das inhaltlich auf TKEAITITOS (410?-368 v. u. Z.) zurilckgeht. Der hellenistische Techniker und Mathematiker HERON von Alexandria (um JOO u. Z.) nahm die babylonische und alt3.gyptische Tradition der rechnerischen Behandlung quadratischer Gleichungen wieder auf; dabei benutzte er zum Ziehen dee Quadratwurzeln Naherungsverfahren. Solche Ansatze finden sich auch bei ARCKIMEDES (278?-212 v. u. Z.). Die Einsicht des paarweisen Auftretens der Wurzel verdankt man den indischen Mathematikern, vor allem BHASKARA (geb. 1114 u. Z.). lhre Methoden fanden durch Vermittlung der arabisch schreibenden Gelehrten, die selbst weitere Fortschritte erzielten, in Europa Eingang. 

4.4. Gleichungen dritten und vierten Grades Im allgemeinen sind algebraische Gleichungen um so schwieriger zu IOsen, je hOher ihr Grad ist. Filr die Rechenpraxis sind deshalb zur numerischen AuflOsung cine ganze Reihe von graphischen LOsungsmethoden und von Naherungsverfahren ausgearbeitet warden, nach denen sich die LOsungen auf eine beliebige Anzahl von Dezimalstellen berechnen !assen. Die kubische Gleichung Allgerneine Form Ax'+ Bx'+ Cx + D = 0 xec; A,B,C,DeR der kubischen Gleichung A "F 0 In der allgemeinen Form dee kubischen Gleichung oder Gleichung dritten Grades ist x die Gleichungsvariable, als deren Variablengrundbereich die Menge C der komplexen Zahlen zugrunde gelegt wird. A, B, C, D sind reelle Parameter. Man nennt Ax3 das kubische, Bx2 das quadratische, 
Cx das lineare und D das ab.solute Glied. Dividiert man beide Seiten durch A =t= 0 und setzt B/A = r, 
C/A = s, D/A = t, so erhalt man die zur allgemeinen Form 3.quivalente Norma/form. 

! Normalform der kubischenGleichung ! x'+rx'+sx+t=0 ! xec; r,s,teR !Uisbarkeitsralle. Spezialfille. Im Bereich der komplexen Zahlen hat jede kubische Gleichung drei LOsungen, die auch zusammenfallen kOnnen. Da jede ganze rationale Funktion ungeraden Grades mindestens eine reelle Nullstelle hat, ist eine dee LOsungen stets reell. Die anderen beiden sind entweder ebenfalls reell oder konjugiert komplex. 1st x 1 eine ceelle Wurzel, so laBt sich (vg1. Kap. 5.2. -Produktdarstellung ganzrationaler Funktionen) die kubische Gleichung in ein Produkt aus dem Linearfaktor (x - x1) und aus einem Polynom zweiten Grades zerlegen. Da ein Produkt dann und nur dann Null ist, wenn einer der Faktoren Null ist, sind die beiden anderen LOsungen dee kubischen Gleichung die LOsungen einer quadratischen Gleichung. Nach dem Satz von Vieta (vgl. 4.5.) ist das Produkt x 1 • x2 • x 3 der drei LOsungen dem negativen Absolutglied (-1) der Normalform gleich. Wenn also feststeht, da8 die gegebene Gleichung ganzzahlige LOsungen hat, 13.Bt sich cine reelle ganzz.ahlige LOsung x 1 durch Probieren als Faktor von 
(-t) finden, z. B. hat die kubische Gleichung x 3 - 5x2 - 8x + 12 = 0 die LOsung x 1 = + 1 und 



104 4. Algebraische Gleichungen und Ungleichungen 13.Bt sich in das Produkt (x - 1) (x2 - 4x -12) = 0 zerlegen. Da die quadratische Gleichung die LOsungen -2 und +6 hat, ist die LOsungsmenge der gegebenen kubischen Gleichung 
L = (-2, +I, +6}. Die kubische Gleichung x3 + rx2 + sx = 0, in der das Absolutglied t gleich Null ist, wird durch Ausklammern von x in die aquivalente Gleichung x(x2 + rx + s) = 0 Ubergefiihrt. Neben der reellen LOsung x1 = 0 sind die LOsungen der quadratischen Gleichung x2 + rx + s = 0 LOsungen der gegebenen kubischen Gleichung. , 
DiereinkubischeGleichung x3 + t =: Oentsteht fiir r = 0, s = 0. Sic hat die drei LOsungenx1 = V-t, 3 3 x,=,,V=-i und x,=,,V=-i, wenn <2 = 1/2 (-l+iVJ) und <3 = 1/2 (-1-iVJ) dritte Einheitswurzeln sind. 1st auch t = 0, d. h., x3 = 0, so kann nur x1 = x2 = x3 = 0 LOsung sein, da fur x =I= 0 auch x3 =t= 0 ist und umgekehrt. Cardanische Formel. Diese FormeJ zur Berechnung der LOsungen der kubischen Gleichung gewinnt man in zwei Schritten. Zun3.chst wird die Normalform x3 + rx2 + sx + t = 0 durch die Substitution x = y - r/3 auf die reduzierte Form gebracht, in der das quadratische Glied nicht mehr auftritt: 
! Reduzierte Form der kubischen Gleichung I y3 + py d- q = 0 !Dabei wurde der KUrze wegenp = s - r2/3, q = 2r3/27 - sr/3 + 1 gesetzt; z. B. fiihrt die Rcduktion von xJ - 9x2 + 33x - 65 = 0 auf y3 + 6y - 20 = 0. Dann zerlegt man die gesuchte LOsung y in zwei Bestandteile u und v, die fur sich bestimmt werden. Man macht den Ansatz y = u + v und erhalt (u + v)' + p(u + v) + q = 0 oder u' + v' + q + (u + v) (3uv + p) = 0. Es handelt sich um eine Gleichung in den zwei Variablen u und v; also ist noch eine Nebenbedingung Uber den Zusammenhang von u und v frei verfugbar. Man w3.hlt sie so, daB der Faktor 3uv + p und damit der letzte Summand verschwindet: 3uv + p = 0. Damit ergibt sich fur die Variablen u und v das Gleichungssystem 
[ u

3 + vJ - q quadr1ercn �u6 + 2uJv3 + v6 = q2 
+ j - - das V1erfache "" = -p/

3 der 3 Potenz 4u'v' = -4(p/3)' -Das Gle1chungssystem (u3 - v3)2 = q2 + 4{p/3)3 u3 - v3 = ±V q' + 4{p/3)3 u3 + v3 = -q liefert u3 = -q/2 ±V(q/2)2 + (p/3)3 und v' = -q/2 :i=V(q/2)2 + (p/3)3 • Durch Vertauschen der oberen mil den unteren Vorzeichen der Wurzeln geht u3 in v3 Uber, durch Vertauschen von u und v bleiben die Gleichungen u3 + vJ + q = 0 und uv = -p/3 aber unver3.ndert. Es genUgt danach, nur eines der Vorzeichenpaare, etwa das obere, zu betrachten. Jcde 3. Wurzel aus einer komplexen Zahl hat drei Werte; neben einer LOsung x1 treten noch die LOsungen E2x1 und e3x1 auf, in denen e2 und e3 die oben angegebenen dritten Einheitswurzeln sind. Danach ergeben sich for u und v die Werte u, = V-q/2 + V<qf2>' + (p/Jl', v, = V -q/2 -V(q/2)2 + (p/3)', Fiir y = u1 + v1 wUrde man danach wegen i = I, 2, 3; j = I, 2, 3 neun LOSungen der kubischen Gleichung erhalten. Die Anzahl der LOSungen rcduziert sich aber auf die drei, y1 = u1 + v1 , Yi = u2 + v3, y3 = u3 + vi , da die Nebenbedingung u1v1 = -p/3 auBer fur u1v1 our fur u2 v3 und u3v2 erfUllt i st, weil ,,,, = 1/,(-1 + iVJ) · 1/,(-1 - ; VJ)= '/.0 + Jl = 1 .  Unter der Voraussetzung, daB der Radikand derQuadratwurz.el nicht negativ ist, (q/2)2 + (p/3)3 ;;i, 0, ist die LOsung Yi recll, wihrend y2 und y3 konjugiert komplex sind, wie die Rechnung zeigt: 
y, = u,,, + v,<, = -(u1 + v1)/2 + [(u1 - v1)/21 · i VJ, y3 =· u1<3 + v1t2 = -(u1 + v1)/2 - [(u1 - v1)/21 · i VJ. 
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Reduzierte Form der Gleichung dritten Grades 
y' +py+q=0 

Cardanische Fom1el 
Y, = V-q/2 + V(q/2)2 + (p/3)3 + Y-q/2 - V(q/2)2 + (p/3)3 

Diese berUhmte LOsungsformel stammt allerdings nicht von CARDANO, sondern von TARTAGLIA, 

Beispiel J: y3 - l5y - 126 = 0. Die Gleichung liegt schon in reduzicrter Form vor. Es istp= -IS 
und q = -126. In die Cardanische Formel eingesetzt, ergibt sich 

y, = y 63 + V632 - 5' + Y 63 - V632 - 5' = V125 + V• = 5 + 1 = 6, 
Y, = -(5 + 1)/2 + [(5 - 1)/2] i VJ= -3 + 2i VJ,

Y, = -(5 + 1)/2 - [(5 - 1)/2] i VJ= -3 - 2i V3. 
Es isl L = {6, -3 + 2i VJ, -3 - 2i VJ}. 

Casus irreducibilis, trigonometrische AuflOSung. Scheinbar wird die AuflOsung der kubischen Gleichung 
dann besonders schwierig, wenn der Radikand (q/2)2 + (p/3)3 der Quadratwurzel negativ ist. Dann hat man die dritte Wurzel aus komplexen Zahlen zu ziehen. Andererseits hat cine kubische Gleichung 
stets mindestens cine reelle LOsung. Die Mathematiker im 15. und 16. Jh. vermochten diese reelle LOsung Jange nicht herzustellen und bezeichneten diesen fur sie nicht zu bewaltigenden Fall als ,.nicht zurUckfiihrbaren Fall", als casus irreducibilis. Die LOsung gelang erst V!ETA um 1600, und 
zwar auf trigonometrischem Wege. Ja, es zeigt sich, daB in diesem scheinbar so komplizierten Fall 
sDmtliche drei LOsungen reel/ sind. Da (q/2)2 + (p/3)3 < 0, ist sicher p < O; setzt man p = -p', so ist p' positiv, und die reduzierte 
Gleichung y3 + py + q = 0 geht iiber in y' - p'y + q = 0, wobei (p'/3)3 - (q/2)2 > 0. Der Radikand der dritten Wurzel von 111 bzw. v1 laute,t _da_n_n_: ��� -q/2 ± V -<p'/3>' + (q/2>2 = -q/2 ± V-rcp'/3>' - (q/2>'1 

= -q/2 ± i V(p'/3>' - (q/2>'. 
Dieser komplexe Wert kann in trigonometrischer Form geschrieben werden: 

-q/2 ± i V(p'/3)3 - (q/2)2 = r(cos <p ± i sin <p), 
wobei r = V(p'/3)3, cos <p = -q/2: V(p'/3)3, sin <p = V(p'/3)3 - (q/2)2 : V(p'/3)3• 

Nach dem Moivreschen Lehrsatz erh3.lt man fur u 1 bzw. v1: 
3 

Vr [cos (cp/3) ± i sin (cp/3)], und damit 3 3 
y1 = 111 + v1 = V;: [cos (cp/3) + i sin (cp/3) + cos (cp/3) - i sin (cp/3)] = 2 Vr cos (cp/3). 

Da der Winkel wegen der Periodizit3.t der Kosinusfunktion auch den Wert <p + 360° bzw. <p + 720° 

• 3 

haben kann, lauten die anderen Uisungen: y2 = 2 v;: cos(cp/3 + 120°) und y3 = 2 V, cos (cp/3 + 240°). 
Kubische Ax3 + Bx' + Cx + D = 0 Gleichung 
Normal form x3 + rx2 + sx + t = 0 

reduzierte y3 +PY+ q =,0 Form 
Cardanische (q/2)2 + (p/3)3 > 0 
Formel cine reelle LOsung und zwei 

konjugiert komplexe LOsungen; 
(q/2)2 + (p/3)3 = 0 
drei reelle LOsungen, von denen zwei zusammcnfallen 

Casus (q/2)2 + (p/3)3 < 0 
irreducibilis drei verschiedene reelle 

LOsungen 

r- -

xeC; A, B, C, DeR; A "1a0 

r=B/A;s=CfA;t=D/A 

p = s - r2/3 
q = 2r3/27 - rs/3 + t 

u, = Y -q/2 + V(q/2)2 + (p/3)3 

v, = V -q/2 - V(q/2)2 + (p/3)3 

Yi = 

U1 + Vi 

Y,., = -(u, + v,)/2 ± [(u 1 - v1)/2] i VJ 

r = V-(p/3)3,cos<p= (-q/2)/V-(p/3)3 

. . 

Y, = 2v;: cos(q,/3),y,=2V�cos(cp/3+120°), 
. 

Y, = 2 V;: cos (q,/3 + 240°) 
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Beispiel 2: In der Gleichung y3 - 98 ly - 11 340 = 0 sind die Bedingungen des Casus irreducibilis 
erfiillt, man erhiilt, = ¥3273

, cos,p = 5670 /V3273
. Die logarithmische Rechnung ergibt den (gerundeten) Wert ,p = 16° 30', also ,p/3 = 5° 30'. Durch logarithmische Auswertung der Formeln fur y1 ,y2 ,y3 findet man y1 R::1 36, y2 R::1-21, 

YJ� -15. Wie die Probe zcigt, gilt sogar das Gleichheitszeichen. Es ist also 
L = {-21, -15, 36). 
Beispie/ 3: Der Achsenschnitt eines genormten Glastrichters ist ein gleichseitiges Dreieck (Abb. 4.4-1). Wie gro8 ist die Trichterweite d, wenn das FassungsvermOgen des Trichters V = 165 cm3 

betr3gt? - Da die Trichterweite deine Seite des Achsenschnittes ist, ist 
die Htihe des Trichters h = (d/2) Y3 und der Grundkreisradius , = d/2. Aus der Volumenformel fur den Kegel V = (n/3) ,, · h folgt 765 cm' 
= (n/3) · (d/2)2 • (d/2) YJ oder d3 = (765 · 24)/(n YJ) cm3

• Von den drei Wcrten fiir dist bier nur der reelle Wert brauchbar. Man erhiilt cine Trichterweite von d = 15 cm. 4.4-1 Gcnormtcr Glastrichtcr 
Graphisch.es Losen einer kubischen Gleichung. Von der kubischen Gleichung Ax3 + Bx2 + Cx + D = 0 geht man Uber zur Funktion dritten Grades mit der Gleichung y = Ax3 + Bx

2 + Cx + D. Die Abszissen der Schnittpunkte der Funktionskurve mit der x-Achse liefern die LOsungen der gegebenen kubischen Gleichung. Man erhalt Naherungslosungen, deren Werte sich etwa nach dem Newtonschen Verfahren beliebig verbessern !assen. Meist wird man sich begntigen, eine LOsung x, graphisch zu finden. um dann das gegebene Polynom dritten Grades durch den Linearfaktor (x - x1) 

zu teilen und eine quadratische Gleichung zu bekommen, die leicht ge!Ost werden kann. 

y 

4.4-2 Zur graphischcn LOsung einer kubischen Gleichung 

Beispiel 3: Von der Gleichung 8x3 - 20x2 - 2x + 5 = O geht man Ober zur Funktion mit der Gleichung y = 8x3 - 20x2 

- 2x + 5 (Abb. 4.4-2). lhre Kurve ist mil Hilfe der Tabelle 
x 

. I -2 I -I I O I I I 2 I I .. y -135 -21 -9 -15 35 
in so guter Ann3herung zu zeichnen, da8 man bei x1 = -1

/2, 
x2 = +½, x3 = +5/2 Nullstellen vermuten kann. Dabei hat es auf die Lage der Nullstellen keinen Einflu8, wenn auf der y-Achse eine andere Einheit gew3hlt wird als auf der x-Achse. Die TabeUe sagt schon vor Ausfuhrung der Zeichnung durchden Vorzeichenwechsel der Ordinaten aus, da8 die NullsteUen zwischen -1 und 0, zwischen O und I sowie zwischen 2 und 3 liegen milssen. Durch Einsetzen der Werte in die Gleichungfindet man, daB die vermuteten Nullstellen tatsachlich LOsungen sind. Es h3tteaber auch genU:gt, etwa mit x2 = ½ die Probe zu machen und dann nach der Polynomdivision 
(Bx' - 20x2 - 2x + 5): (x - 1

/2) = Bx' - l6x + 10 
die quadratischeGleichung 8x2 -16x- IO= O zu IOsen, deren LOsungen x3•1 = I ± 3

/2 sind. Dam.it best3tigen sich die gra-phisch festgestellten Ltisungen. Es istL= {-1/2 , +'/,, +'/,}. 

Zur Geschichte. Einfache kubische Gleichungen treten schon in der altgriechischen, der indischCn und arahischen Mathematik auf. Da die griechische Mathematik algebraische Probleme mit den Methoden der Geometric behandelte, sahen sich die griechischen Mathematiker bei der Behandlung kubischer Gleichungen vor prinzipielle Schwierigkeiten gestellt. Der Techniker und Mathematiker HERON von Alexandria (urn 100 u. Z.) tat bei der Behandlung von Gleichungen dritten Gr:ades einen bedeutenden Schritt vorwarts. Indem er an 3.ltere babylonische und ahagyptische Naherungsverfahren zum numerischen Wurzelziehen ankniipfte, gelang ihm die rechnerische AuflOsung von rein kubischen Gleichungen. Die eigentlichen Fortschritte bei der rechnerischen Behandlung und die beginnende Algebraisierung der Recheng3nge verdankt man den indischen und vor allem den arabischen Mathematikern. Zwar vermochten sie samtliche Typen quadratischer und die einfachsten Typen kubischer Gleichungen rechnerisch aufzulOsen, die Auf!Osung der allgemeinen Gleichung gelang ihnen indessen nicht. Die europaische Mathematik hat auch 
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bei der rechnerischen Behandlung von Gleichungen unmittelbar an die arabische Mathematik ange
kntipft. Die formelmaOige, algebraische AuflOsung der allgemeinen Gleichung dritten Grades hielt 
indes der auBerordentlich um die Algebra verdiente Luca PACIOLI (1445-1514) noch fur un
mOglich. 
Diese war um 1500 dem Bologneser Magister Scipione DEL FERRO (urn 1465-1526) geglilckt, sie 
blieb aber unverOffentlicht. Davon ganz unabhlingig hatte der Rechenmeister und technisch-wissen
schaftliche Berater Niccolo TARTAGLIA (um 1500-1557) die heute nach CARDANO benannte Formel 
gefunden und betr3.chtliChen Ruhrn erworben, indem er mit den damit erzielten Ergebnissen auf den 
damals iiblichen Offentlichen Wettrechnen gliinzte. Der ehrgeizige venezianische Professor Geronimo 
CARDANO (1501-1576), der selbst die LOsungsformel nicht finden konnte, erhielt sie nach jahrelangem 
heftigem Drangen 1539 von TARTAGLIA, wobei er sich zur Wahrung des von TARTAGLIA als cine Art 
Zunftgeheimnis betrachteten Ergebnisses mit feierlichen Eiden verpftichtete. CARDA.NO brach jedoch 
das Versprechen und nahm das Ergebnis in seine ,.Ars magna" [d. i. ,.Die groBe Kunst"} 1545 auf. 
Und weil die LOsungsformel schriftlich zuerst unter CARDANOS Namen erschien, erhielt sic auch den 
Namen Cardanische Formel. Daran vermochte auch der Protest TARTAGLIAS, an den sich ein heftiger 
Streit anschloB, nichts mehr zu andern. Obrigens tr3gt auch die Cardanische Aufhiingung ihren 
Namen zu Unrecht; sie war weit vor CARDANO schon in Gebrauch. 

Die Gleichung vierten Grades 

Allgemcinc Glcichung Ax4 
+ Bx3 + Cx2 + Dx + E = 0; x e C 

vicrten Grades A+ 0 A, B, C, D, Ee R 

Auch filr die allgemeine Gleichung 4. Grades existiert cine allgemeine LOsungsformel. Diese ist 
indessen noch weitaus komplizierter als die der kubischen Gleichung und findet darum zum rechneri
schen Bestimmen der LOsungen kaum Anwendung. Es sei deshalb ein LOsungsweg ohne Zwiscben
rechnung nur angedeutet. Durch die Substitution x = y - a/4 erh3lt man aus der Norma/form 
x• + ax3 + bx' + ex+ d = 0 mit a = B/A, b = C/A, c = D/A und d = E/A die reduzierte 
G/eichung mit neuen Koeffizientenp, q, r: y4 + py1 

+ qy + r = 0. Ihre vier LOsungeny1, y2 , y3 , y4 
mit 

2y, = v;;-+ V½ + V�; 
2y, =· -v;;-+ V½ - V�; 

2y, = v;;-- V ,, - V�; 

2y. = -v;;-- V½ + v� 

!assen sich gewinnen aus den drei LOsungen z1 , z2 , z3 der kubischen Resolvente der gegebenen Glei• 
chung vierten Grades: 

z3 + 2pz2 + (p2 - 4r) z - q2 = 0.  
Dabei gilt die Nebenbedingung, daB das  Produkt dieser drei LOsungen z1z2z3 = q2 stets positiv sein 
mull. FUr die LOsbarkeit der reduzierten Gleichung vierten Grades ergeben sich dabei im Bereich der 
komplexen Zahlen folgende drei Fiille: 

LOsungen z1 , z2 , z3 der kubischen LOsungen YL,Y2,y3,y4 der 
Resolvente Gleichung vierten Grades 

samtlich reell und positiv vier reelle Werte 

cine positiv, zwei negativ vier paarweise konjugiert 
komplexe Werte 

zwei konjugiert komplex zwei reelle, 
zwei konjugiert komplexe Werte 

Die biquadratische Gleichung. Ein Spezialfall der Gleichung 4. Grades tritt recht haufig auf und 
la.Ot sich bequem behandeln. Es ist dies die biquadratische Gleichung x4 

+ px1 
+ q = 0. Sie zeichnet 

sich dadurch aus, daO die Variable x nur mit geraden Potenzexponenten auftritt. Die Gleichung 
kann deshalb als quadratische Gleichung in x2 aufgefaOt werden; daher rUhrt auch ihr Name. Fi.ir 
y = x2 erhcllt man y2 + py + q = 0. Man lost die quadratische Gleichung in y auf. Durch nachfol� 
geodes LOsen von x2 = y erhalt man die LOsungen der biquadratischen Gleichung. 
&ispiel 1: x• - 29x2 + 100 = 0 

Yi =25,yz =4; x1 = +5,x2 = -S,x3 =2,x4 = -2; 
L � {-S, -2, +2, +s}. 
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Zur Geschichte. Die formelmaBige AuflOsung der allgemeinen Gleichung vierten Grades wurde von 
Ludovico FERRARI ( 1522-1565) gefunden. FERRARI war Schuler und Mitarbeiter von CARDANO. 
Die LOsungsformel wurde von CARDANO in seine .,Ars magna" aufgenommen. 

4.5. Allgemeine Satze 

Fundamentalsatz der Algebra. Die Vermutung, daB im Bereich der komplexen Zahlen eine Gleichung 
,Hen Grades stets II LOsungen hat, wurde schon van dem niederlandischen Mathematiker Albert 
GIRARD (1595-1632) ge3ul3ert. Beweisversuche unternahmen sp3.ter DESCARTES, o"AUMBERT und 
andere. Aber erst GAUSS gluckte 1799 ein in allen Teilen hlckenloser Beweis, der den Hauptgegen• 
stand seiner Dissertation darstellte; auch sp3ter fand GAUSS noch andere und voneinander unab
hilngige Beweise dafilr, daO eine algebraische Gleichung stets eine LOsung hat (vgl. Kap. 23.3.). 
Fundamentalsatz der Algebra: Jede Gleicbung n-ten Grades x" + a1rt-1 + a2r"-2 + ... + 0

11
_1.r 

+ a,. = 0, in der die a., (v = I, 2, ... , n) reelle oder komplexe Zahlen bedeuten, hat wenigstens 
eine LOSung im Bereich der komplexen Zahlen. 

Produktdarstellung. Bezeichnet man x 1 als die durch den Fundamentalsatz gesicherte LOsung der 
Gleichung x" + a1 x"- 1 +a2x11-2 + • •· + a,._1x + a,.= 0 und subtrahiert von der gegebenen Gleichung 
die durch Einsetzen von x=x, erhalteneGleichung x1+a,x1:-1 +a2x1-2+-·•+a,._,x1 -a,.= O, 
so erhalt man (x" - x1) + a 1 (.t"- 1 - r.:-') + ... + a,._ 1(x - x 1) = 0. Jeder Summand enthiilt 
den Faktor (x - x 1 ), also folgt durch Ausklammern (x - x 1) • [x"-1 

+ •·· + a"_i] = 0. Der Term 
in der eckigen Klammer ist die linke Seite einer Gleichung vom Grade (n - I). Nach dem Funda-

. mentalsatz hat diese ebenfalls eine LOsung. Bezeichnet man sie mit x2 , so liiBt sich der Faktor 
(x - x2 ) abspalten. Man erhalt (x - x 1) (x - x2) [x"-2 

+ •·· + 011_2] = 0. Setzt man das Ver
fahren fort, so erhiilt man schlieBlich die Produktdarstellung (vgl. Kap. 5.2. - Produktdarstellung 
ganzrationaler Funktionen). 

Produktdarstellung x" + 0 1.x"-1 
+ ··· + a11_1x + 011 x e C� a, e C, x, e C, 

der Gleichung n-ten Grades = (x - x1) (x - x2) .• (x - x,.) = 0 ; = I, 2, ... , n 

Anzahl der Losungen. Aus der Produktdarstellung folgt sofort der wichtige Lehrsatz: Eine Gleichung 
,Hen Grades mit einer Variablen hat stets genau n LOsungen. Diese brauchen nicht samtlich vonein
ander verschieden zu sein. Kommt eine LOsung 2-, 3-, ... , k-mal vor, so spricht·man von einer 
2-, 3-, ... , k•fachen LOsung oder Wurzel. Sind die Koeffizienten der Gleichung reell und hat die 
Gleichung eine komplexe LOsung a+ ib, so ist stets auch die dazu konjugiert komplexe Zahl a - ib 
LOsung der Gleichung. 
\Vurzelsatz von Vieta. Multipliziert man die rechte Seite der Produktdarstellung aus und ordnet nach 
gleichen Potenzen von x, so ergibt sich durch Koeffizientenvergleich der Wurzelsatz von Vieta. 

Wurzelsatz von Vieta 

Xi + X2 + · • + X,. = -al 
X1X2 + X1X3 + X2X3 + •·· + X,._1X11 = 02 
x,x2XJ + X1X2X4 + ... + x,._2X11-1X,. = -aJ 

DarUber hinaus gilt: Hat die Gleicl11mg n•ten Grades in Norma/form mit ganzzahligen Koeffizienten 
eine ganzzahlige LOsung, so ist diese als Tei/er im absoluten Glied enthalren. 
FUr die quadratische und die kubischeGleichung nimmt derWurzelsatz von Vieta folgende Form �n: 

x' +px+q-0 
Xi +x2 = -p 

x 1x2 = q x3 + rx2 + sx + I = 0 
Xi + X2 + X3 = -r 
X1X2 + X2X3 + X3X1 = S 
X1X2X3 = -t 

Losbarkeit durch Radikale. Der Fundamentalsatz der Algebra garantiert die Existenz der Wurzeln 
der Gleichung xn + a1x"- 1 + a2x"-

2 
+ ... + a,._1x +an = 0 fiir a/le Grade. FUr n = 2, 3, 4 kann 

eine allgemeine LOsungsformel angegeben werden. Sie besteht fi.ir n = 3 aus einer lneinanderschachte-

lung von Wurzeln; die LOsung ist vom Typ Va + Vb ; fi.ir n = 4 ist sic vom Typ Va + Vb + V c + Vd. 
Unter einem Radikal versteht man einen Ausdruck, der durch lneinanderschachtelung von Wurzeln 
rnit natUrlichez:n Wurzelexponenten gebildet wird. Unter Verwendung dieses Begriffes kann man 
sagen: 
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Die algebraischen Gleichungen bis zum 4. Grad einschlie,Plich sind durch Radikale au//Osbar. 

Offensichtlich gibt es eine unersch0pfliche Mannigfaltigkeit von Radikalen, und man sollte zuniichst 
denken, daB sich durch irgendeine Kornbination von ineinandergeschachtelten Wurzeln auch die 
L0sungen z. 8.der Gleichung 5. Grades ergeben k0nnten. Oas istjedoch nicht der Fall. Im Gegenteil: 
Es ist unm0glich, die allgemeine algebraische Gleichung vom 11-ten Grade durch Radikale aufzul0sen, 
falls n > 4. 
Zur Geschichte. Nachdem wiihrend der Renaissance die L0sungsformeln fur die Gleichung dritten 
und vierten Grades gefunden worden waren, haben die Mathematiker im 17. und 18. Jahrhundert 
mit groBer Hartnackigkeit entsprechende L0sungsformeln fur die Gleichungen von fi.inftem und 
h0heren Graden gesucht. Einige, wie z. B. Ehrenfried Walter von TscHIRNHAUS ( 1651-1706), glaubten 
auch, die M0glichkeit der Aufl0sbarkeit durch Radikale bewiesen zu haben. 
Langsam bahnte sichjedoch die Erkenntnis an, da0 die Aufl0sung der allgemeinen Gleichung h0herer 
Grade durch Radikale unm0glich sei; in diesem Sinne traten 1770 LAGRANGE und GAUSS hervor. 
Nach einem noch !Uckenhaften Beweisversuch (1799) von Paolo RUFFINI (1765-1822) gelang 1824 
dem genialen jungen Mathematiker Niels Henrik ABEL (1802-1829), der !eider viel zu frilh an Tuber
kulose starb, der Nachweis, daB die allgcmeine Gleichung vom 5. Grade und darn it auch die Gleichun
gen h0herer Grade nicht durch Radikalc auf!0sbar sind. Der Einblick in die L0sbarkeitsverhaltnissc 
von Gleichungen h0herer Grade war darum so schwierig zu gewinnen, weil spezielle Gleichungen 
h0herer Grade sehr wohl durch Radikale I0sbar sind. Der genaue und vollstandige Oberblick Uber 
alle durch Radikale IOsbaren Gleichungen samtlicher Grade wird durch die Galoissche Theorie ge
liefert. Sie wurde von E.variste GALOIS ( 1811- I 832) unter AnknUpfung an die von GAUSS erzielten 
Ergebnisse zur Krcisteilung konzipiert. GALOIS war gluhender Republikaner. Er wurde - 3hnlich 
wie PuscHKIN im zaristischen RuOland - in einem von der reaktion3ren monarchistischen Polizei 
inszenierten Duell t0dlich verwundet. 
In der Galoisschen Theorie wird jeder Gleichung eine Gruppe zugcordnct; ihre Struktur gibt Auf
schlu0 dan1ber, ob eine Gleichung durch Radikale aufl0sbar ist (vgl. Kap. 16.2. - Galoissche 
Theorie). 

4.6. Systeme mit nichtlinearen Gleichungen 

Einige Typen von nichtlinearen Gleichungssystemen tretcn recht htiufig auf, etwa in der analytischen 
Geometric oder im Zusammenhang mit Systemen gewOhnlicher Oifferentialgleichungen. Es werden 
einige Ftille aus der Menge von nichtlinearen Gleichungssystemen hcrausgegriffen. Eine systematische 
Behandlung ist hier nicht m0glich. Fi.ir alle Variablen ist R im folgenden der Grundbereich. 
Eine lineare und eine quadratische Gleichung. Nach der Einsetzungsmethode 13.0t sich das System 
leicht I0sen. Es trill z. 8. auf, wenn die Schnittpunkte eines Kegelschnittes mit einer Geraden zu 
berechnen sind. 
&ispitl I: x2 + y2 + 4x - I= 0 ( -y-1)2 + y2 +�Y - I) - I= 0 .! x+y=-1 x=-y-1----· y2- y- 2=0 

----------� x, = -3; X2 =0 Yi = 2; Y2 = -1 Einc Probe bcstatigt, daO diese Werte Uisungen sind. Es ist L = {(-3, 2 ), ( 0, -1)). 
Zwei quadratische Gleichungen. Dieses Problem trill beim Schnitt zweier Kegelschnitte auf. Treten 
keine gemischtquadratischen Glieder auf und sind in beiden Gleichungen die einander entsprechen
den Koeffizienten der reinquadratischen Glieder bis auf einen konstanten Faktor k einander gleich, 
so la0t sich durch Multiplizieren mil 1/k und Subtrahieren erreichen, daB die quadratischen Glieder 
wegfallen und eine lineare Gleichung erhalten wird, mit deren Hilfe eine Variable durch Einsetzen 
in eine der quadratischen Gleichungen eliminiert werden kann. 

&ispie/2: x2 +y2 -18x-18y+ll2=0 x2 +y2 -18x-18y+ll2=0 j x'/2 + y'/2 - I Ix+ Sy - 52 = 0 ·2 x' + >'' - 2 2 x  + I0 y -104 = 0 y2 -18y+80=0 4x-28y+216=0 
t Y1 = 10, Y2 = 8 X = 1y - 54� 

x1 = 16, x� = 2 Y Die Probe bcstiitigt, daO L = {( 2, 8), (16, 10 )) die ltisungsmenge des Systems ist. 
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Beispiel 3: (I) x2 + y2 = a 
I Losungsw,g I /,;<2) x · y = b � Losungsweg II 

(x+y)2= a+2b (I + 2·(2v �l a) b2/y'+y'=a
J 

(x - y)2 = a - 2b (I) - 2 · (2) (2a) 

j 

x = b/y 

x+y = ±Va+2b 

x-y=±� 
y4 -ay2 +b1=0 

Y,., = ±'/,(Va+ 2b - f'a - 2b) biquadratischc Gleichung

� 
x,., =±'/,(Va+ 2b + Va - 2b) 

CY,.2)2 = 1/4(a +.25+a -.25± 2Va2 - 4b')------,►(y1 _ 2) 2 = a/2 ± 1 /2 Va' - 4b2 

<x,.,l' = '/.(a +.2/f + a -.25=F 2v;, - 4b') Cx,.,l' = a/2 =F ½ Va' - 4b2 

Wie man sieht, ergibt jeder LOsungsweg dasselbe Ergebnis. 

Drei quadratische Gleichungen mit drei Variablen. Auf ein spezielles Gleichungssystem di�r A.rt 
fuhrt die Aufgabe der analytischen Geometric. die Gleichung eines Kreises durch drci Punkte, etwa 
P 1 (-8, 12), P,(-4, 4), P3 (9, -5) anzugeben. Gesucht sind die Koordinatcn des Miuelpunktcs 
M(c. d) und der Radius, des Kreises. Man erhalt das neben-
stehende Gleichungssystem fur die Variablen c, d und r. Rech- (-8 - c)2 

+ (12 - d)2 = ,2 

net man die Quadrate aus und subtrahiert z. B. die zweite Glei- (-4 - c) 2 + (4 - d)2 = r2 

chung von der ersten und die dritte von der ersten, so erhalt (9 - c)2 + (-5 - c/)2 = r2 

man zwei lineare Gleichungen mit den Variablen c und d, die 
zur Bestimmung von c = 16 und d = 19 fuhren. Setzt man die ffrr c und d errechneten Werte in 
eine der Ausgangsgleichungen ein, so erh3.lt man cine reinquadratische Gleichung fur r. Deren 
positive LOsung ist der gesuchte Radius. Hier ist r = 25. 

4. 7. Algebraische Ungleichungen 

Eine Ungleichung wird wie eine Gleichung mit Hilfe des Termbegriffs definiert. Ein Ausdruck, in 
dem zwei Terme T1 und T2 durch eines der Relationszeichen > «grOBer als», � «grOBer oder gleich», 
< «kleiner als». i:;;;; «kleiner oder gleich» oder =t= «ungleich» verbunden sind, heiOt Ung]eichung, 
z.B. T1 >T2,T,<T2,T,�T2 ,T1 �T2 oder T,=t=T2; z.B. sind 3x<5,a2�9,2�8, 
x + y > 6, 1/2 =t= 1/3 Ungleichungen. Im folgenden sollen nur Ungleichungen der Formcn T1 > T2 

und T1 < T2 behandell werden. 
Wie bei Gleichungen unterscheidet man auch bei Ungleichungen solche ohne Variable, die wahre 
oder falsche Ungleichheitsaussagen sind, von solchen, die Aussageformen sind; z. B. Siad 2 < 8 
und ½ > 1/3 Aussagen und a2 < 9 und x + y > 6 Aussageformen. 

Losungsmenge und Losen einer Ungleichung 

Jede Zahl aus dem Dcfinitionsbereich, die, fur die Variable eingesetzt, eine Ungleichung mit einer 
Variablen in eine wahre Ungleichheitsaussage ilberfuhrt, heiBt Ltisung der Ungleichung. Dabci 
definiert man den Definitionsbereich einer Ungleichung analog zu dem einer Gleichung. Enth3lt die 
Ungleichung zwei, drei, ... , n Variable, so ist eine LOsung ein geordnetes Paar, Tripe), ... , n•Tupel 
von Zahlen. Die Ltisungsmenge L ist die Menge al/er LOsungen einer Ungleichung bezUg)ich ihrcs 
Definitionsbcrcichs; z. 8. hat die Ungleichung x < 4 fur x e N die LOsungen 0, 1, 2, 3, d. h., cs ist 
L={0,1,2,3}; dagcgcn fiir xeZ ist L={ ... ,-3,-2,-1,0,l ,2,3}. und fiir xeR ist 
L = {x Ix e Rund x < 4}. Fiir die Unglcichung x + y < 2, x E N,y eN ist L = {(0, 0),(1, 0),(0, I)} 
die LOsungsmenge. Filr x e Z, ye Z enth3lt die LOsungsmenge dieser Ungleichung unendlich viclc 
LOsungen, namlich alle geordneten Paare ganzer Zahlen. filr die x + y < 2 ist, z. B. (-5, I) und 
(1,-4). 
Erfiillbare, nicht erfilllbare und allgemeingiiltige Ungleichungen. Von einer er/Ullbaren bzw. nicht 
er/Ullbartn Ungleichung spricht man, je nachdem, ob die Ungleichung mit Variablen bczUglich ihres 
Dcfinitionsbercichs LOSungen hat bzw. nicht hat. 
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Erfilllbare Ungleichungen x<O fiirxeZ: L={ ... ,-3,-2 ,-1} a'>O fiiraeN: L={ l ,2,3,4, ... } 2x> 3x fiirxeR: L = {xi xERundx<O} y+J<y+4 fiiryeR: L=R 

Nicht erfUllbarc Ungleichungen x < 0 fiir x EN: L = 0 a'<O fiiraeN: L=0 2x>3xfilrxEN: L=0 y+J<y+3 fiiryeR: L=0 
Dabei ist die Ungleichung y + 3 < y + 4 fury e R nicht nur erfullbar schlechthin, sondern sogar 
al/gemeingU/tig, da alle ye R Lbsungen sind. Eine erfullbare Ungleichung mit n Variablen heiBt a/1-
gemeingiiltig, wenn alle geordneten n•Tupel von Zahlen aus dem Definitionsbereich LOsungen der 
Ungleichung sind, z. 8. ist die sogenannte Dreiecksungleichung la+ bl � !al + lbl fur alle geordne
ten Paare reeller Zahlen erfullt, d. h., sie ist allgemeingUltig fur a e R, be R. A.quivalente Ungleichungen. Zwei Ungleichungen mit Variablen heiBen aquivalent, wenn sic gleiche Definitionsbereiche und  gleiche LOsungsmengen haben, andernfalls nennt man die Ungleichungen 
nicht iiquivafent; z. B. sind x + 4 < 7 und x < 3 bezilglich der Menge N der natGrlichen Zahlen iiquivalent, denn es ist l1 = {O, I, 2} und l2 = {O, 1, 2 } , also L1 = L2 • Ebenso sind -2a > 4 und a< -2 fur a e Z 3.quivalente Ungleichungen, da l1 = l2 = { ... , -6, -5, -4, -3} = L ist. Dagegen sind die Ungleichungen y > 0 und y > -2 zwar Gber N 3.quivalent, nicht aber z. B. Gber 
Z. Umformungen, die eine Ungleichung in cine dazu 3.quivale�te Gberfuhren, heiBen iiquivalente 
Umformungen, sie beruhen auf den Grundgesetzen der Arithmetik, speziell den Monotonieeigenschaften reeller Zahlen. 
Sitze iiber das iquMllente Umfonnen von Unglelchungea mil Varlableu. 
Zar Unglek:h- T1 < T2 slnd lquivaleut die Ungleich-eu I. Tl< Tl, falls Tl uad T, sowle T; uad T2 lqaiYaleate Terme sind; 2. T,> T1 ; 
3. T1 ± T3 < T, ± T3 , faHs der Term T3 Im gamnten Varlablenpundberelcb dellnlert 1st; 
4. T1 • T3 < T 2 • T3 uad T1 

/ T3 < T, / T3, falls der Term T3 Im gamntea Varlablenpundberek:h 
deftnlert und posltlv 1st; 

5. T1 • T3 > T2 • T3 uad T,/ T3 > T2
/ T3 , falls der Term T3 Im gamnten Varlablenpundberelch 

dellniert uad nepth- 1st. Losen von Ungleichungen. Unter losen einer Ungleichung versteht man die Angabe a/fer LOsungen bezGglich gegebener Variablengrundbereiche, d. h. die Angabe ihrer LOsungsmenge. Wie bei Gleichungen geht es auch beim LOsen von Ungleichungen darum, mOglichst mittels gezielter 3.quivalenter Umformungen schlieBlich zu einer so einfachen Ungleichung zu gelangen, da13 ihre LOsungsmenge leicht ablesbar ist. Hiiufig benutzt man auch, insbesondere bei Abschiitzungen, die Transilivitiit der 

Relationen < bzw. >, die aus T1 < T2 und T2 < T3 auf T1 < T3 zu schlieBen gestattet. Filr eine lineare Ungleichung mit einer Variablen ergibt sich ein LOsungsweg unter VerwCndung der 
Umformungssiitze. Die LOsungsmenge besteht aus allen reellen Zahlen, die kleiner als -3 sind: 
L = {x Ix E R und x < -3}. Die gefundene LOsungsmenge HH3t sich auf der Zahlengeraden g raphisch veranschaulichen (Abb. 4.7-1). -3 -2 -1 
4.7-1 Graphische Darstellung der LOsungsmenge L = {x Ix e Rund x < �J) 

2x + 2 + 3x < 3x -8 + 4; x ER 

"" Satz I 
,,...------

5x + 2 < 3x - 4 I -3x - 2 

/ Satz 3 
5x + 2 - 3x - 2 < 3x - 4 - 3x -2 

� Satz l 
C2x< -6 I :2 Satz 4 

2x/2 < - 6/2 

Satz I 
x<-3 

IProbe.iBei Ungleichungen ist es im allgemeinen nicht mOglich, wie bei Gleichungen durch Einsetzen aller LOsungen anstelle der Yariablen die Richtigkeit der Rechnung zu GberprGfen. Es ist aber zweckmaflig, fur einzelne Elemente der LOsungsmenge Stichproben zu machen, z. 8. hier fur -5 e R: �-�+2 +X-�<X-�-8+4 -10+2- 15 <-15 -8+4 
-23< -19»wahr« Die Probe kann auch vollst3.ndig durchgefuhrt werden, indem man alle Elemente v.on L in der Gestalt x = -3 - h(h > 0) schreibt, in die gegebene Ungleichung einsetzt und priift, ob die dadurch entstehende Ungleichheitsaussage fur alle reellen h > 0 wahr ist. 



112 4. Algebraische Gleichungen und Ungleichungen 

B,ispi,/1: 25- Ja<22-2a; aeN I +2a- 2S 
25 - Jo+ 2a - 25 < 22 - 2a + 2a - 25 

-a<-2 
a > 2 Die losungsmenge besteht aus alien oatiirlicbm Zable&, 

die groller als 2 sind: L= (a I a e N und a> 2) = (3, 4, 5, ... } (Abb. 4.7-2). 

Beispiel}:y+x<4;xeN,yEN 1-x 
Y< -x+ 4 

Die losungsmenge ist in diesem Falle L = ((0, 0), (0, I), (0,2), 
(0, 3), (I, 0), (I, I), (I, 2), (2, 0), (2, I), (3, 0)) (Abb. 4.7-3). 
Wiihlt man R als Variablengrundbereich fur x und y, so liefern die 
Koordinaten alJer Punkte der unterhalb der Geraden mit der Glei
chungy= -x+ 4 gelegenen Halbebene LOsungen der Ungleichung. 

4.7-3 Graphische Darstellung der LOsungsmenge der Ungleichung 
y + x < 4 fur x e N, y e N und fi.ir x e R, y E R 

Beispie/3: x2- 4>0;xeR Ein Produkt ist genau dann positiv. wenn bcidc Faktoren 
gleiche Vorzeichcn habcn. Damit ergebcn sich :N-ci Fa.lie: (x- 2) (x+2)>0 

l.Fall:x-2>0 und x +2>0 2. Fall: x - 2 < 0 und x + 2 < 0 
x>2 und x>-2 
x>2 

x < 2 und x< -2 
x<-2 

Die LOsungsmenge enthalt somit alle reellen Zahlen, die gr68er als 2 oder kleioer als -2 sind. 

-2 0 +2 4. 7-4 Graphische Darstellung der LOsungsmenge der Ungleichung 
x:! - 4 > 0; x e R 

Beispiel 4: x2 - 4 < O; x e R Ein Produkt aus zwei Faktoren isl genau dann negativ, 
(x - 2) (x + 2) < 0 wenn die Faktoren entgegengesetzte Vorzeichen haben. 

Es ergebcn sich zwei Falle: 

I. Fall: x -2 < 0 und x + 2 > 0 2. Fall: x - 2 > 0 und x + 2 < 0 
x < 2 und x > -2 x > 2 und x < -2 
-2 < x < 2 -2 > x > 2 »nicht erfullbar« 

Die LOsungsmenge enthaJt alle reellen Zahlen. die im Intervall -2 < x < 2 liegen (Abb. 4.7-4). 

L = {x I x ER und -2 < x < 2). 

Beispiel 5: Bei Bruchungleichungen sind ebenfalls Fallunterscheidungen nOtig. 

(x+2)/(x -1)>4; xER 
Der Definitionsbereich der Ungleichung ist die Menge aller reellen Zahlen x ,j,, I, d. h. R \ {I}. 

I. Fall: 2. Fall: 

(x + 2)/(x - I)> 4 und x - l > 0 (x + 2)/(x - I)> 4 und x - l < 0 

x+2>4(x-l)und x>I x+2<4(x- l )  und x<I 
x+2>4x-4 und x>l x+2<4x-4 und x<l 

6>Jx und x>I 6<Jx und x<l 
x < 2 und x > l x > 2 und x < l »nicht erfullbar« 

£1 = {x I x e R und I < x < 2} £2 = 0 
Die LOsungsmenge der gegebenen Ungleichung ist L = L1 v L2 = L1 , sie enthilt alle reellen 
Zahlen x im lntervall I < x < 2. 
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Beispiel 6: la+ 51 < 2; ae Z. Nach Definition des absoluten Betrages gilt: la+ 51 =a+ S fiir a+ S;;,, 0 oder la+ SI = -(a+ 5) fur a+ S < 0. Man hat dcshalb wieder zwei Fiille zu unterscheiden: 
I. Fall: a + 5 < 2 und a + 5 ;;,, 0 2. Fall: -(a+ 5) < 2 und a+ S < 0 a<-3 und a�-5 

L1 = {-5, -4). 
-a - 5 < 2 und a< -S 

-a< 7 und a<-5 
•> -7 und •<-5 
L2 = {-6). 

Daraus ergibt sich als LOsungsmenge filr die Ausgangsg]eichung L = L1 v L2 = {-6, -5, -4}, wie man in diesem Fall auch <lurch Einsetzen leicht best3tigen kann. 
Beispiel 7: Aus den wahren Werten a, b gewisser physikalischer GrOBen, den MeBwerten <X, fJ dicser GrOOen und den MeDfehlern £1 bzw. e2 fur a bzw. b kann man den Maximalfehler des Quotienten a/b bercchncn. 1st 1/ll >•2 und nach Voraussctzung la-0<1 <•, sowie lb-/ll <•2, so gilt: 

a a/l - bO< /l(a - 0<) - 0<(b -/J) 
b-/J bP b/J 

l�-�1 = 1/l(a-0<)-0<(b-/J) I .;:"I/JI la-0<1 + l0<I lb-/ll
,;; 

1/ll•, + 1"'1•2• 
b /l b/l � lbl I/JI lbl 1/ll 

. . I a "I 1/ll•, + l0<le, 
�i��i�J�.> 

,, !St lbl < ,, + 1/ll , danach 1St 7, - 7f ,;; l/ll ( l/ll + ,,) der Maximalfehlcr des. 

Spezielle Ungleichungen 
I. Dreiecksungleiclumg: Fiir alle reellen Zahlen a, b gilt la+ bl � la] + lbj. Daraus ergibt sicb durch vollstindige lnduktion: 
la1 + a2 + a3 + ··· + a,. I � ja1 1 + la21 + la31 +···+]a,.[ fiir n= 1, 2, 3, .. unda1 , a2 , ... ,a,.e R. 
2. Ebenfalls fur alle a, be R gilt llal - lbll ,;; la + bl . 
3. Ftir alle natilrlichen Zahlen n � I ist stets l" > n (Beweis durch vollstiindige lnduktion). 
4. Fiir reelle Zahlen a > 0, b > 0 und n = I, 2, 3, .. gilt nach dem binomischen Lehrsatz stets 
a" + b",;; (a+ b)". 
5. &rno11/lisde Ungleiclumg: (I + a)"> I + na, fur natiirliches n � l und reelles a =F O und 
a> -1. 
6. Fiir reelle Zablen a� 0, b � 0 gilt stets ab� ((a+ b)/2(2 oder V;,; � (a + b)/2; allgemein gilt furn= 1, 2, 3, ... und reelle Zahlen a1 � 0, . . .  ,a,.� 0 

Va1 a1 ..• a,. � (a1 + a2 + ··· a,.)/n 
d. h.: Das geornetrische Mittel ist stets kleiner oder gleich dem arithmetischen Mitte/. 
7. Zwischen dem harmonisden Mittel H = n/(1/a1 + l /a2 - •·· + 1/a,. ), dem geometrisclun 

Mittel G = V�a2a3 ... a,. und dem arithmetischen Mittel M = (a1 + a2 + · · · + a,.
)/n besteht folgcnde Beziehung: H � G -.;;; M, wobei die a1 nicht negative reelle Zahlen sind und n = 2, 3, .. 

8. Cauchy•Schwarzsche Ungleichung: Fiir alle reellen Zahlen ai, a1 , ... , a
,.
, b1 , b1 , ... , b,. gilt 

(a1 b1 + a1 b1 + ··· + u,.b,.)1 � (af + aj + · ·+a;) (hf+ bj + · · + b!). 
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Im Anschluf3 an cine Festlegung, die Leonhard EULER bereits im Jahre 1749 gegeben hat, erkl3.rt 
man oft cine Funktion als cine veriinderliche GrOjJe, die von einer anderen verOnder/ichen GrO/Je ab
hiingt. Fiir manche Zwecke geniigt cine solche Bestimmung des Funktionsbegriffs. Im Laufe der 
weiteren Entwicklung der Mathematik erwies es sich aber als notwendig und zweckm3.Big, dem 
Begriff der Funktion einen allgemeineren und abstrakteren Jnhalt zu geben. Nicht die Abhangigkeit 
von Gr08en, untcr denen man Ublicherweise Zahlen versteht, die man in einer Kleiner- oder GrtiBer
bczichung vergleichen kann, ist der wesentliche lnhalt des Funktionsbegriffs, sondern die Tatsache 
der Zuordnung selbst, nach der bestimmte Objekte bestimmten anderen Objekten als zugehOrig 
erklart werden. Man fuhrt den Funktionsbegriff auf mengentheoretische Begriffsbildungen zurllck 
(vgl. Kap. 14.4.). 

Zuordnungen. Jeder Metal/stab andert beim Erwarmen seine Lange; hat z. B. ein Kupferstab bei 
O °C cine Lange /0 von 200 cm, so ist seine Lange / bei der Temperatur t in °C gegeben durch 
= 200/0 (1 +0,000 016 t). Diese Forme/ordnetjedem t-Wert zwischen 0°C und 100°Ceine bestimmte 
Lange I zu, die zwischen 200 cm und 200,32 cm liegt. Entsprechend gehOrt zu jeder Masseangabe 
einer Ware cine bestimmte Geldangabe als Verkaufspreis, zu jeder Seitenzahl, die in diesem Buch 
vorkommt, cine Zahl, die angibt, wieviel Buchstaben auf der betreffenden Seite stehen. 
Es werden nicht nur Zahlen einander zugeordnet, sondern allgemein Elemente a einer Menge A 
Elementen b einer Menge B, z. B. jeder Sitzplatz fur eine Vorstellung in cinem Theater einer Ein
trittskarte oder einem bestimmten Besucher. Die Zuordnung ist dabei festgelegt <lurch· eine auf 
Av B definierte Relation F (vgl. Kap. 14.3.) mit dem Vorbereich Vb F � A und dem Nachbereich 
Nb Ff,;; B. Wird in bezug auf diese Relation F jedem Element a ihres Vorbereichs Vb Fein und nur 
ein Element b ihres Nachbereichs Nb F zugeordnet, so nennt man die Relation r,acheindeutig und 
spricht von einer Funktion oder Abbi/dung aus  der Menge A in die Menge B; ein Element a des Vor
bereichs wird Urbild oder Original genannt, das ihm zugeordnete Element b des Nachbereichs 
Bild von a bezllglich F. Die Funktion F isl danach cine Menge von geordneten Paaren (a, b), dcrcn 
erstes Element dem Vorbereich Vb Fund deren zweites dem Nachbereich Nb F der Relation F angc
hOrt. Bei einer Abbildung von A in B ist Vb F = A, d. h., jedes Element a e A tritt als Urbild auf. 
bei ciner Abbildung a us A a uf B trill jedes Element be B als Bild auf, d. h., Nb F = B. 1st sowohl 
Vb F= A als auch Nb F= B, so ist Feine Abbildung von A auf 8. 
Haufig wird das dem Element x <lurch die Funktion / zugeordnete Element y mit /(x) und die Zu• 
ordnung Jnit x - y = f(x) oder kllrzer mit y = f(x) bezeichnet. Man nennt das Element x auch 
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Argument und das zugeordnete Element y den Fu11ktiot1.swerr f(x) an der Stelle x. Der Vorbereich 
der Funktion x - y = f(x) wird Definitionsbereich X, der Nachbereich Wertevorrat Yoder, wenn 
er nur aus Zahlen besteht, Wertebereich genannt. 1st/ cine Funktion a u  s A i n B, so gilt offenbar 
X� A und Y� B. 

Eine Abblldung oder Funktlollfaus einer Meage A In eine Menge B isl elne nachelndeutlge Relation 
auf Av B mil dem Vorberelcb Vb fr;;;. A und dem Nachberelch Nb fr;;;. B, d. b. eine nk:htleere 
Meage von geordneten Paarea (x,y) mil x EX= Vb/, y E Y = Nbf und mil der Elgenschaft, 
daB durclif jedem x EX genau eln y E Y zugeordnet win!. 

Darstellung von Funktionen 

Um c ine Funktion zu beschreiben, rnuD man ihren Definitionsbereich und ihren Wertevorrat angeben 
und die Vorschrift der Zuordnung. 
Graph. Beim Graph einer Funktion werden Definitionsbereich und Wertevorrat unmittelbar zeichne
risch dargestel\t, und die Zuordnung wird durch Pfeile veranschaulicht (Abb. 5.1-1). Von jedem 
Element des Definit ionsbereichs darf dabe i nur eine Zuordnungslinie ausgehen, wiihrend zu den 
Elementcn des Wcrtevorra1s cine oder mehrere Zuordnungslinien fuhren k6nnen. 

Oefi'nifionsbereich Wertevorrar 5.1-1 Graph einer Funktion 

Definitionsbereich 1 2 3 4 S 6 7 

Wertevorrat f:. ••• D D [l 

5.1-2 Werte1arc1 eincr Funktion 

Werlelafel. Statt mit Hilre eines Graphen 13.Bt sich die Zuordnungsvorschrift auch in einer Werte
tafel niederlegen (Abb. 5.1-2). In der oberen Zeile der Tafel werden die Elemente des Definitions
bere ichs eingetragen und jeweils darunter das zugeordnete Element aus dem Wertevorrat. 
Eine Wertetafel kann nur endlich viele geordnete Paare angeben; sic reicht nicht aus zur vollstiindigen 
Beschreibung einer Funkt ion F. 

Erkl&rung durch Worte. Sind Definitionsbereich und Wertebereich einer Funktion nicht endlich oder 
so umfangreich, daB man den Graph oder die Wertetafel nicht mehr Obersichtlich auf einem Papier
blatt unterbringen kann, so genOgt es, die beiden Bereiche durch eine exakte Beschreibung zu um
reiBen und durch cine Vorschrift anzugeben, wie man zu jedem Element des Definitionsbereichs 
das zugeordnete Element des Wertebereichs finden kann. Diese Vorschrift kann im Einzelfall sehr 
unterschiedlich aussehen. Es ist mOgl ich, cine Funktion ganz ohne Verwendung einer mathematischen 
Symbolik durch einen Satz der Umgangssprache festzulegen; wenn z. B. jedem Punktspiel der 
Oberliga im Ful3ba11 der Quoriem aus der Anzahl der verkauften Eimrillskarten und der Einwohner
zahl des Austragungsortes zugeordnet wird, so ist damit eine hmktion festgelegt. Diese Funktion 
kann einen gewissen AufschluB Uber das lnteresse geben, das den einzelnen Spielen vom Publikum 
entgegengebracht wird. Fiir Zuordnungsvorschriften, die ganz oder teilweise durch sprachliche 
Formulierung gegeben sind, !assen sich viele Beispiele finden. 
Beispie/ 1: Jeder reeUen Zahl x wird entweder der Wert O oder der Wert 1 zugeordnet, je nachdem, 
ob x irrational oder rational ist, z. B. V2-+ O; 3/4 -+ 1. 
Beispie/ 2: Durch g(x) = [xi wird jeder bcliebigen reellen Zahl x die grtiBtc ganze Zahl [xi zu
geordnet, die kleiner oder gleich x ist. 

Diagrarnrn. Ein Diagramm stellt ebenfalls cine Funktion dar, wenn man als Definitionsbereich eine 
Menge von Zahlen der horizontalen Achse, als Wertebereich eine Menge von Zahlen der vertikalen 
Achse wiihlt und dem Argument x des Definitionsbereichs genau den Wert y zuordnet, fur den der 
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die <lurch die Kurve vermittelte Zuordnung muB eindeutig sein. Dies ist der Fall, Wenn die Kurve 
des Diagramms von jeder zur vertikalen Achse parallelen Geraden in h6chstens einem Punkt ge
schnitten wird. 
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Funktionsgleichung. Die in der Mathematik am haufigsten angewendete Darstellungsart fur cine 
Funktion ist die Formel oder die Funktionsgleichung. Dabei kbnnen die Elemente des Definitions
bereichs und des Wertebereichs jetzt nur noch Zahlen sein oder zumindest mathematische Objekre, 

fur die man geeignete Rechenvorschri/te11 angeben kann, z. B. (I) y = ?x + 2; (2) y = 1
1
x � 4; 

(3) y = sin x. Wenn Ober den Definitionsbereich keine besonderen Festlegungen getroffen werden, 
betrachtet man in der Regel die reellen Zahlen als ihm zugehOrig, denen durch die Funktionsgleichung 
ein bestimmter Wert zugeordnet werden kann. In den Fallen (I) und (3) sind das alle reellen Zahlen. 
im Fall (2) alle reellen Zahlen, die grOBer oder gleich 4 sind. Ftir den Wertevorrat ergibt sich dann: 
(1)-oo<y< +oo:(2) 0<.;y< +oo:(3)-1 <;;y<;; +1. 

Einschriin kungen des Definit i onsberei chs. Man kann den Definitionsbereich auch will
ktirlich einschriinken, z. 8. (I)* y = 7x + 2 ftir -3 � x < 5 oder(l) .. y = 7x + 2 ftir -8<x<O. 
Als Wertevorrat ergibt sich dann bei (I)•: -19 � y < 37; und bei (J)••: -54 < y < 2. Wesentlich 
ist hierbei, daB (1), (1 )• und (!)•• nach der Definition des Funktionsbegritfs durchaus verschiedene 
Funktianen darstellen. Da Mengen genau dann gleich sind, wenn sie elementweise tibereinstimmen, 
sind Funktionen /1 und /2 ebenfalls genau dann gleich, wenn jedes Elementepaar, das zu /1 gehOrt, 
(x, y) e /1 , auch zu /1 gehOrt, (x, y) e /1 , und umgekehrt. Bei den Funktionen (I), (I)• und (1)•• 
ist das nicht der Fall. 

Beispiel 3: 1st P das Zeichen fur den Preis, p das ftir den Preis von 100 Gramm einer Ware und 
m das Symbol ftir ihre Menge in Gramm, so gibt P = p · (m/100) den Zusammenhang zwischen 
Menge und Preis der Ware an. Setzt man 0,72 ftir p und etwa 100,200,300 usw. ftir min die Formel 
ein, so erhiilt man die Werte 0,72; 1,44; 2,16 usw. ftir P. 
Beispiel 4: In der Formel ftir die Liinge eines Kup/erstabs beim Erwiirmen I= /0(1 + 0,0000161) 
sind I und I Symbole mit verschiedener Bedeutung: / steht fur die Zahlen des Liingenbereichs, 
t ftir die Zahlen des Temperaturbereichs. Die Formel ist gUltig, wenn t Werte zwischen O °C und 
100 °C annimmt. 
Beispiel 5: Die Berechnung des Fliicheninhalts erfolgt beim Quad rat nach der Gleichung A = a1, 
wenn a das Symbol fur die MaBzahl der Seitenliinge und A das fur die MaBzahl des Fliichen
inhalts ist. 

Abstrahiert man van den speziellen lnhalten der einzelnen Beispiele, so ergibt sich folgender Tat
bestand: 
I. Filr die Elemente des Definitionsbereichs sawie ftir die Elemente des Wertevorrats werden Variable 
eingeftihrt. In den angeftihrten Beispielen sind das die Symbole m, 1, a bzw. P, /, A. In der Mathe
matik verwendet man hiiufig die Symbole x bzw. y als Variable in Funktionen und die Symbole 
I, g, <p u. a. zur Bezeichnung der Funktion. 
2. Die Zuordnungsvorschrift wird mit Hilfe der Variablen durch cine Gleichung fixiert. Man erhalt 
das einem Element des Definitionsbereichs zugeordnete Element des Wertevorrats, indem man 
das gegebene Element ftir die entsprechende Variable x in die Gleichung einsetzt und dann y aus
rechnet; ist z. B. die Funktion durch dieGleichungy = -2x2 + 4x - v; mit dem Definitiansbereich 
0 :s;;;; x < +oo gegeben, so findet man den zu x = 9 gehOrenden Wert, indem man einsetzt: 
y = -2 · 91 + 4 · 9 - V9 = -129. Die vorliegende Funktion ordnet auf diese Weise der Zahl 9 
die Zahl -129 zu. Entsprechend IaBt sich zu jeder Zahl des Definitionsbereichs der zugeordnete 
Wert finden. 
Das Symbol ftir die Elemente des Definitionsbereichs heiBt unabhii1tgige Variable, das filr die Ele
mente des Wertebereichs einer Funktian heiBt abhiingi'ge Variable. Eine Gleichung, durch die die 
Zuordnungsvorschrift einer Funktion gegeben wird, bezeichnet man als Funktionsgfeiclumg. 

Graphische Darstellung. Von der Funktionsgleichung gelangt man in vielen Fallen Uber eine Werte
tafel zu einer anschaulichen Oarstellung der betreffenden Funktion. Man ardnet mit Hil(e eines 
ebenen Koardinatensystems (s. Kap. 13.1. - Parallelkoordinatensysteme) jedem Zahlenpaar (x, y) 
einen Punkt P der Ebene zu und bezeichnet die Gesamtheit der Bildpunkte Pals Bild der Funktion. 
Je nach der Beschaffenheit des Definitiansbereichs und der Funktionsgleichung erhalt man cine 
Folge isolierter Punkte, einzelne Kurvenstticke oder auch cine zusammenhtingende Funktio11skurue. 

Beispiel 6: 1st x unabhangige Variable im Definitionsbereich -1 � x � +2, so gibt die Funktions-
gleichung y = x/2 fury einen Wertebereich von -1/2 � y .s;;;; + I. FUr einzelne Werte van x er
hilt man die folgende Wertetafel. Mit ihr kOnnen im Bereich -I :s;;;; x � 2 zunachst einzelne 
Punkte der Funktionskurve gezeichnet werden. Berechnet man die Funktianswerte ftir weitere 
Argumente, so erhalt man eine immer x -I -1/2 o +J/2 · + J +3/2 +2 
dichtere Folge von Punkten, die alle auf 
derselben Geraden liegen (Abb. 5.1-3). y -1/2 -1/4 0 +1/4 +J/2 +3/4 +1 
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S. l •3 Bild der Funktion y = x/2 

Es ist Uhlich, auf der horizontalen 
Achse eines kartesischen Koordi
natensystems die Werte der un
abh3.ngigen Veranderlichen, auf der 
vertikalen Achse die der abh3.ngigen 
Veriinderlichen aufzutragen. 

Explizile Form. Die Form y = A(x) einer Funktionsgleichung, in der A(x) ein beliebiger Rechenaus
druck ist, der auBer der Variablen x nur Zahlen bzw. Elemenle des zugrunde liegenden Zahlen
bereichs enthalt, nennt man explizite Form. 

lmplizite Form. Zurn Unterschied dazu ist cine implizite Form dadurch gekennzeichnet, daB auf 
mindestens einer Seite der Gleichung beide Variablen vorkommen, z. B. (I) 4x - 2y = 6; (2) xy =I; 
(3) y - sin x · sin y + x2; (4) x2 + y2 - 16; (5) x2 + xy + y' = Vxy. Liegt cine Funktions

·gleichung in der expliziten Form vor, so betrachtet man in der Regel die isoliert stehende Variable 
als abhiingige und die andere als unabhiingige Variable - ganz gleich, ob sie mit x, y; u, v; s, t oder 
noch anders bezeichnet sind. Bei der impliziten Form ist das nicht immer eindeutig. Zwar wird bei 
Verwendung von x und y gewOhnlich y als abhiingige Variable betrachtet, aber h3.ufig ist doch cine 
entsprechende Fes1legung notwendig - besonders, wenn andere Symbole benutzt werden. Es ist aber 
auch mOglich, die in einer impliziten Gleichung auftretenden Variablen als gleichberechtigt anzti
sehen. Wesentlich ist nun, daB in impliziter Form gegebene Gleichungen sich nicht immer in cine 
explizite Form umwandeln )assen. In den Beispielen (I) und (2) ist es leicht mOglich, man erh3.lt 
(I) y = 2x - 3 und (2) y - 1/x. Die Beispiele (3) und (5) dagegen trotzen alien diesbezfiglichen 
BemUhungen. Man kann in beiden Beispielen weder y noch x isolieren (vgl. Kap. 4.1. - Transzen
dente Gleichungen). 
Eine andere Tatsache zeigt sich deutlich am Beispiel (4). x2 + y2 = 16 ist bekanntlich die Gleichung 
des Kreises um den Ursprung des Koordinatensystems mit dem Radius 4. Hier gibt es zu jedem Wert 
von x zwei Werte von y, die die Gleichung erfullen. Betrachtet man y als abh3.ngige Variable, so ist 
damit eine Zuordnung gegeben, die nichr einde11tig ist ! Die Gleichung (4) ist aus diesem Grunde 
zunachst keine Funktionsgleichung. Die explizite Form y = +VI 6 - x2 stellt dagegen eine Funktion 
dar. 1hr Bild besteht allerdings nur aus dern oberen Halbkreis. Die zurn unteren Halbkreis gehOrige 
Funktionsgleichung ist y = -V 16 - x2 . Manchmal werden beide Funktionsgleichungen zusammen• 
gefaBt zu y = ±1116 - x2

• Es ware aber verfehlt, diese zusammengefal3te Schreibweise als Gleichung 4 
einer Funktion aufzufassen, die mehrdeutig ist; Funktionen sind nach Definition eindeutige Zuord• � 
nungen. 

Parameterdarstellung. Hierbei hat man es zuniichst mit zwei  expliziten Funktionsgleichungen zu 
tun, z. B. t - x = /1(t) und , _ y = fi(t), die jede fur sich eine Funktion festlegen. Dabei ist der 
Definitionsbereich in beiden Fiillen derselbe. Ordnet man nun jedem x0 = /1 (t0) den Wert Yo= /2(10) 
zu, so ist damit eine Abbi/dung des Wertebereichs von /1 auf den Wertebereich von /2 gegeben, die 
allerdings nicht eindeutig zu sein braucht. 

Beispiel 7: 1st x = 2t und y = t/2 mit -oo < t < +oo, so lauten die Wertetabellen zu beiden 
Funktionsgleichungen: 

-10 -8 -6 -4 -2 0 

-20 -16 -12 -8 -4 0 4 

y -5 -4 -3 -2 -I 0 

12 16 20 

Der Funktion x = 2t entsprechen die erste und die zweite Zeile, der Funktion y = t/2 die erste 
und die dritte Zeile. 
Die zu jeweils gleichen Werten von t gehOrenden Werte van x und y legen cine neue Zuordnung 
fest, die durch die zweite und dritte Zeile der Wertetabelle erfaBt wird. Diese neue Zuordnung ist 
offensichtlich eindeutig und wird <lurch die Funktionsgleichung y = x/4 beschrieben, )Vie man der 
Wertetabelle unmittelbar entnehmen kann. Man hatte dicse Funktionsglcichung auch ohne Werte
tabelle gefunden: Aus x = 2t folgt t = x/2; selzt man in y = t/2 fur I den Ausdruck x/2 ein. 
so erhiilt man y = x/4; der Parame1er I isl e/iminiert worden. 
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Beispie/ 8: Ist x = t 2 und y = t/2 mit dem Definilionsbereich -oo < t < +oo,so erhilt man als 
Wertetabellen: 

-10 -8 -6 -4 -2 0 10 

X 100 64 36 16 16 36 64 100 

y -5 -4 -3 -2 -I 0 4 

Hier ist die Zuordnung x - y aber nicht mehr eindeutig. Zu jcdem Wert von x gehOren vielrnehr 
zwei Werte von y. Man kann die Eindeutigkcit erreichen, wenn man den ursprilng]ichen Defi
nitionsbereich einschrankt, etwa O � t < +oo vorschreibt. Dann ist die Zuordnung x - y 

wieder cine Funkrion mil dee Gleichung y = V;/2. 

Bfispiel 9: 1st x =cos t und y = 2t mit dem Definitionsbereich -oo < t < +oo, so ist die Fllnk
tion x = cos t bekanntlich periodisch. W3hrend filr t beliebige Werte gewiihlt werden dfirfen, 
wlederholen sich fur x immer wieder die Werle zwischen -1 und +I, es gilt -1 � x � +I. Filr 
y = 2t ist der Wertebereich dagegen <lurch -oo < y < +oo gekennzeichnet. Betrachtet man hier 
die Zuordnung x - y, so zeigt sich, daB zu einem Wert von x unendlich viele Werte von y gehOren. 
Es genUgt, sich diese Tatsache an einem speziellen Wert klarzumachen: Man erhlilt x = I fur 
t = 0, t = ±211, t = ±4n usw. Somit gchOren zu x = I die Werley= 0, y = ±4n, y = ±Sn 
usw. Zu einer eindeutigen Zuordnung gelangt man erst wieder durch Einschr3.nkung des ursprUng
lichen Definitionsbereichs, etwa durch O � t ,s;; n. Die dann vorliegende Funktion hat die Glei
chung y = 2 arccos x mit dem Definitionsbereich -1 � x � 1 und dem Wertcbereich 
0,;;;; y,;;;; 2,-.. 

Wenn cine Funktion x - y = /(x) durch zwei getrennte Funktionen der Form x = /1(1) und 
y = /2(c) dargestellt wird, heiBt die Variable/ Parameter. Durch cine solche Parametrisierung kann 
cine gegebene implizite Beziehung zwischen x und y oft durch zwei explizite Funktionen dargestellt 
werden; z. 8. x2 + y2 = I durch x =cost, y = sin t mit O :s;; t < 2n. 
Um Eindeutigkeit zu erreichen, muB der Definitionsbereich fur t jeweils geeigneten Einschr3.nkungen 
unterworfen werden. 

Mittelbare Funktionen. Wird durch die Abbildung G dem Element a das Element b und durch cine 
weitere Abbildung F dem Element b das Element c zugeordnet, so erhalt man durch Hinrereinander
aus/Uhren der beiden Abbildungen erst G und dann F cine Abbildung, die dem Element a das Ele
ment c zuordnet. Diese so definierte Abbildung nennt man das Produkt F · G der beiden Abbildungen 
Fund G; es gilt: (a, c) e F · G genau dann, wenn es ein Elernentb gibt, so daB (a, b) e G und (b, c) e F. 
Offensichtlich muf3 das Element b sowohl dem Definitionsbereich XF von F als auch dem Werte
vorrat Ya von G angehOren (Abb. 5.1.4). Daraus folgt, daB F· G nur gebildet werden kann, wenn 
XF ,,.... Ya =t= 0 ist. Des weiteren ist beim Hintereinanderausfilhren streng auf die Reihenfolge zu 
achten, denn es ist im allgemeinen F· G =t= G · F. Bezeichnen XF , Xa , XF • a die Definitionsbereiche 
und YF , Ya , YF · a dieWertebereiche vonF,G und F· G, so 13.Bt sich F· G genau dann bilden, wenn 
XF ,,.... Ya =t= 0; XF · a �Xa ; YF · a � YF ; schiirfer for• 
muliert enthiilt XF - a gcnau die Elemente aus Xa, deren 
Funktionswert bezilglich G in XF ,,.... Y0 lieg1, und YF . a 
enth3.lt genau die Elemente aus YF, deren Argumente 
bezilglich F in XF ,-.. Ya liegen. Das Produkt /· g zweier 
Funktionen /, g mit den Funktionsgleichungen y = /(x) 
und y = g(x) wird oft y = f[g(x)I geschrieben und heiBt 
die aus den Funktionen g und / in dieser Reihenfolge ge• 
bildete mitre/bare Funkrion; g wird in diesem Zusammen
hang haufi.g die i1mere F1,1nktion der rnittelbaren Funk
tion / · g, f die iiuftere Funktion genannt. (Zur Stetigkeit 
mittelbarer Funktionen vgl. Kap. 18.3. - Stetigkeit einer 
Funktion, zur Berechnung ihres Differentialquotienten 
vgl. Kap.19.1. - Oifferentiationsregeln.) 

5.1-4 Zum Produkt F· G dcr Abbildungcn G und F; dcr Definitionsbcreich XF'G (gclb) ergibt sich als 
vollstiindiges Urbild der Menge XF ,.... YG (griln) bezUglich G, der Wertevorrat YF'G (schwarz) als Bild 
von X F ,.... Y G bezi.iglich F 

Beispiel JO: FUr den Definitions- und den Wertebereich der gegebenen Funktionen g(x) = xz - 2 
und /(x) = v; erhiilt man X, = ]-oo, +oo[, Y, = [-2, oo[ und x, = [O, oo[, Y, = [O, oo[. 
Die mittelbareFunktion / · g hat die Funktionsgleichung /[g(x)] = V x' - 2, und ihr Definitions-
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bereich X1 ., enthalt genau die Elemcnte aus X,, dcren Funktionswerte bczUglich gin x1 .,.... Y, 
= [O, oo[ liegen; das sind abcr a11e x mit der Eigenschaft x2 � 2, das ist die Menge aller recltcn 
Zahlcn mit Ausnahme des Bcreichs 1-VZ, +VZ[. Die mittelbare Funktion K · /hat die Funktions
gleichung g[/(x)] = (V:;)' - 2 = x - 2 mil dcm Definitionsbereich X,.

1 
= [O, oo[. 

Besondere Funktionentypen 

In den folgenden Betrachtungen sollen our solche Funktionen erfaBt werden, deren Definitions
bereich und deren Wertevorrat in der Menge der reellen Zahlen enthalten sind. Man bezeichnet 
solche Funktionen gewOhnlich als ree/le Funktionen. Nach bestimmten allgemeinen Eigenscharten 
faBt man die speziellen reellen Funktionen in Gruppen zusammen, z. 8. monotone, beschriinkte, 
gerade, ungerade oder periodische Funktionen. 
Monotone Funktionen. Eine Funktion x-,. y = f(x) heiBt in einem Intervall a< x < b monoton 
wachsend, wenn filr den grOBeren x2 von zwei beliebigen Werten x1 und x2 aus dem lntervall stets 
auch der Funktionswert /(x2) gr68er ist; wenn x1 < x2 stets /(x 1) < /(x 2) zur Folge hat. 
Beispiel 1: Die Funktion y = 2x mit dem Definitionsbereich -oo < x < +oo ist eine im gesamten 
·Dcfinitionsbereich monoton wachsende Funktion. 
Beispiel 2: Die Funktion J' = sin x mit -oo < x < +oo als Definitionsbereich wichst monoton 
nur in den Intervallen 

-5n/2 < x < -3"/2; -n/2 < x < n/2; 3n/2 < x < Sn/2 usw., 
stellt aber als Ganzes betrachtet keine monoton wachsende Funktion dar. 

Eine Funktion heif3t in einem Jntervall a< x < b monoton fa/lend, wenn rnit x1 < x2 fur Werle 
x1 und x2 , die dem Jntervall ]a, b[ angeh6ren, stets /(x 1) > f(x2) gilt. 
Beispiel 3: Die Funktion y = l/x fa.lit monoton fur -oo < x < 0 und O < x < +oo und ist 
fur den Wert x = 0 nicht defi.niert. 
Beispiel 4: Die Funktion y = x2 ist monoton fallend fur -oo < x � 0. Filr x � 0 ist die Funk
tion dagegen monoton wachsend. 
Beispiel 5: Die f'unktion y = -3x + S ist in ihrem gesamten Definitionsbereich monoton fallend. 

Manchmal wird eine Funktion in einem l ntervall schon monoton genannt, wenn mit x1 < x2 stets 
/(x 1) � /(x 2) bzw. stets /(x 1) > /(x 2) gilt. Genauer sollte man solche Funktioncn nichr-falfend 
bzw. nicht-wachsend nennen und zum Unterschied dazu die bishcr betrachtetcn echr monoron oder 
e,"g�nrlich monoton wachsend bzw. fallend. 
Beschrinkte Funktionen. Eine Funktion x - y = f(x) hciBt in einem offenen oder abgcschlossencn 
lnterva/1 beschrOnkt, wenn es cine Zahl B > 0 gibt rnit der Eigenschaft, da8 1/(x)l � B ist filr jeden 
Wert von x, der dem Intervall angchOrt. 1st insbesondere 1/(x)I � 8 filr jcdcn Wert des Definitions
bereichs, so heif3t x - y = f(x) cine beschrQnkte Funktion. 

Beispiel 6: Die Funktion y = x3 ist in jedem al;,gcschlossenen Jntervall beschrankt. Sei z. B. 
0 � x � a solch ein Interval!, so ist auf jeden Fall l/(x)[ � 8 = a3• Es handelt sich aber nicht um 
cine insgesamt beschrankte Funktion, denn filr den Definitionsbereich -oo < x < +oo IaBt sich 
k e i n  e Zahl B finden, die von keinem Funktionswert ilbertroffcn wird. 
&ispitl 7: Die Funktion y = x-2 ist beschrankt fur jedes Interval! der Form a� x < +oo mit 
a > 0. Dagegen ist sic n i ch t beschra.nk:t fOr O < x � b. 

Beispiel 8: Die Funktion y = Vtoo - x2 ist im gesamten 
Definitionsbereich -10 � x � + 10 beschrankt, da stets 
IVlOO - x'I ,a;; 10 gilt (Abb. 5.1-5). 
Beispiel 9: Beschrankt im gesamten Definitionsbereich ist auch 
die Funktiony= (x 2 -1)/(x 2+ 1), wie man erkennt, wenn man 
sic in der Form y = I - 2/(x' + I) schreibt. Fur jcdcn Wert 
von x gilt stets II - 2/(x 2 + 1)1 < I. -10 

Fllr die graphische Darstellung beschr3.nkter Funktionen ist 
kennzcichnend, daB man stets zwei Parallelen zur x-Achse finden 

y 10 

2 

kann, zwischen denen das vollstiindige Bild der Funktion 5.1-5 Bild der Funktion 

licgt. y = VIOO - x2 

10 
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Gerade und ungerade Funktionen. Eine Funktion x - y = f(x) heiOt gerade, wenn fur jeden mOg
lichen, dem Definitionsbereich angehOrenden Wert von x die Gleichung f(-x) = f(x) erfullt ist. 
Eine Funktion x - y = f(x) heiBt ungerade, wenn fur jeden mOglichen Wert von x die Gleichung 
f(-x) = -f(x) gilt. 

y gerade Funktionen ungerade Funktionen 

y-txt 

X 

-1 
-T 

y = -x'/2 y = x' 
y=lxl y=-1/x 
y = (x' - 1)/(x' + I) y = x/2 
y = a. xl" y = a. xl,1+1 

fur a ,ja o. n = 0, ±1, ±2, ... 
y=cosx I y=sinx 

( 5.1-6 Graphische Darstellung der geraden Funktion y = Ix! und der 
ungeraden Funktion y = - 1/x 

Das Bild einer geraden Funktion liegt symme1risch in bezug au/ die y-Achse. Das Bild einer ungeraden 
Funktion liegt ze111ralsymmetrisch in bezug au/ den Punkt (0, 0). Es geht bei einer Drehung von 180° 

um diesen Punkt in sich Uber (Abb. 5.1-6). 

Periodische Funktionen. Eine nicht konstante Funktion x---+ y = /(x) hei8t periodisch, wenn es cine 
Zahl a > 0 gibt, so daB f(x) = f(x + a) fur jeden mOglichen Wert von x gilt. Dann gelten auch 
f(x) = f(x + 2a) und f(x) = f(x - a) oder allgemein f(x) = f(x + na) fiir jede ganze Zahl 11, 
sofern nur die Werte (x + no) noch dem Definitionsbereich der Funktion angehOren. Jede solche 
Zahl a heiBt eine Periode, die kleinste positive Zahl k, fur die gilt /(x) = /(x + k), heiBt die primitive 
Periode der periodischen Funktion. Die graphische Darstellung einer periodischen Funktion geht 
stets, bei Verschiebung in Richtung der x-Achse um ein ganzzahliges Vielfaches einer Periodenliinge 
in sich Ober (Abb. 5.1-7). 

111 l rJ\ rJ\ 

�
5.1-7 Bild einer periodischen Funktion 
mit der primitiven Periode k = 2 

5.1-8 Graphische Darstellung der Funk
tionen y = sin (2x), y = 2 sin (Jx/2) und 
y - sin (2x) + 2 sin (3x/2) 

Die bekanntesten periodischen Funk
tionen sind die trigonometrischen Funk
tionen. Aus ihnen !assen sich weitere 
periodische Funktionen aufbauen; z. B. 
haben die Funktionen y = b sin (ax) mit 

1 • I 

b =t= O und a =t= 0 die Periode 2n/a. Zusammengesetzte Funktionen wie y = b1 sin (a1x) + b2 sin(a2x) 
sind periodisch, sofern nur o1 und o2 in einem ganzzahligen Verhiiltnis zueinander stehen, d. h., 
wenn o1: a2 = m: n und m und n ganze teilerfremde Zahlen sind. 1st die Periode der ersten Funktion 
2n/a1 , ist 'bi/o2 die der zweiten und ist ihr Verhiiltnis (2n/a1): ('m/a2) = a2: a1 = n: m, so ent
sprechen m Perioden der ersten Funktion genau n Perioden der zweiten Funktion. Mithin hat die 
Summenfunktion die Periode m · 2.,"l/a1 = n · 2'T'l/a2 • 

&ispiel JO: Die Perioden der Eiozelfunktionen der Funktion y = sin (2x) '.f- 2 sin (3x/2) sind 
n: und 4:n/3, .ihr Verh3.ltnis ist :re: (4:rc/3) = 3 : 4. Die Periode der gcgebenen Funktion ist demnach 
4,, (Abb. 5.1-8). 
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Umkehrbare Funktionen. Die <lurch eine Funktion bestimmte eindeutige Zuordnung der Elemente des Definitionsbereichs zu den Elementen des Wertebereichs gibt umgekehrt auch zu jedem Element des Wertebereichs ein oder mehrere Elemente des Definitionsbereichs an (Abb. 5.1-9). Dabei haben die Funktionen, bei denen jedes Element des Wertebereichs nur einmal als zugeordnetes Element aurtritt, eine besondere Bedeutung, weil auch die Um-kehrung der Zuordnung eindeutig ist: zu einem 5.1-9 Graph cincr nichtumkehrbaren Oinks) und Element w des Wertebereichs gehOrt nur ein einer umkehrbaren Funktion (rechts) 
Element d des Definitionsbereichs. Man kann hier den Wertebereich der gegebenen Funktion fzum Definitionsbereich einer neuen Funktion q; erklaren. Gilt filr die gegebene Funktion f die Zuordnung d- w = f(d), so gilt w- d = q;(w) filr die neue Funktion q;, oder, mit anderen Worten, es ist (w, d) E q; genau dann, wenn (d, w) e / Funktionen, bei denen man in diesem Sinne die Zuordnung zwischen Definitionsbereich X und Wertebereich Y umkehren kann, heiflen umkehrbare Funktionen, es sind dies eineindeutige bzw. umkehrbar eindeutige Abbildungen von X auf Y. Die monotonen Funktionen gehOren zur Klasse der umkehrbaren Funktionen; eine monotone Funktion ist stets umkehrbar. Dagegen mul3 eine umkehrbare Funktion nicht notwendig monoton sein, z. B. kOnnen Definitions- und Wertebereich nichtgeordnete Mengen sein, in denen der Begriff der Monotonic gar nicht erklart ist. Zurn anderen kann auch eine nichtmonotone Funktion umkehrbar sein, wenn Definitions- und Wertebereich etwa nur aus endlich vielen Elementen bestehen. Ein Beispiel dafi.ir isl die <lurch folgende Wertetabelle gegebene _x

-+1-1 __ _ _ _ _ _ _ ________ 1_0_ Funktion: y O 
Umkehrfunktion. Betrachtet man den Wertebereich Yeiner umkehrbaren Funktion /als Definitionsbereich einer neuen Funktion q;, deren Wertebereich der Definitionsbereich X von fist, und kehrt man die durch die Funktion f gegebene umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den Mengen 
X und Yum, so erhalt man die Umkehrfunktion q; oder inverse Funkrion zur gegebenen Funktion f Die Umkehrfunktion ist selbst wieder eine umkehrbare Funktion. Man ilberlegt sich mittels d- w = f(d) und w - d = q;(w) sehr leicht, daf3 die Umkehrfunktion zur Umkehrfunktion einer gegebenen Funk.lion f die gegebene Funktion f selbst ist. Daher ist man berechtigt, fund q; als zueinander 
inverse Funktionen zu bezeichnen. 
Beispiel 1: Funktion f Definitionsbereich 
Wertebereich 

Umkehrfunktion q; zu f Definitionsbcreich t a t b t c � d t e 
Wertebcreich I 2 3 4 5 

1st y = f(x) die Funktionsgleichung einer umkehrbaren Funktion, so beschreibt diesel be Gleichung natilrlich auch die Umkehrfunktion, nur daf3 dann y die unabhangige und x die abhangige Veranderliche sein muB. Man verabredet jedoch, in einer Funktionsgleichung dieser Form stets die unabhangige Veranderliche mit x, die abhangige Veranderliche mit y zu bezeichnen und - falls mOglich - die ex:plizite Form der Funktionsgleichung herzustellen. Daher formt man wie fol gt um: I. In der gegebenen Funktionsgleichung y = f(x) werden y als unabhangige und x als abhangige Veranderliche angesehen. - 2. Bezeichnet man die unabhiingige Veranderliche mit x und die abhiingige mity, so ist x = f(y) cine implizite Form der Gleichung der inversen Funktion. - 3. Falls sich diese Gleichung nach y auflOsen IaBt, erhalt many= q;(x) als ihre explizite Form. 
Beispiel 2: Aus der Funktionsgleichung y = x/2 der gegebenen umkehrbaren Funktion erhalt man x = y/2 nach dem Vertauschen der Bczeichnung der Veriinderlichen. Die Auf lOsung nach y ergibt 
y= 2x. 

Die Funktion y = x/2 rnit dem Definitionsbereich -J � x � 2 und dem Wertebereich -I /2 � y � l 
hat die Urnkchrfunktion y = 2x mit dem Definitionsbereich I /2 � x � I und dem Wertebercich -I � y � 2 

Beispiel 3: Aus der gegebenen umkehrbaren Funktion y = 3x + sin x ergibt sich durch Vertauschen der Bezeichnung der Ver3.nderlichen die Funktionsgleichung x = 3y + sin·y, die sich nicht nach y auflOseo 13.Bt, so daB die Umkehrfunktion in der impliziten Form 3y + sin y - x = 0 anzugeben ist. 
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Funktionskurve der Umkehrfunktion. Wegen der Eindeuligkeit der Abbildung, die eine Funktion 
darstellt, schneidet jede Parallele zur y-Achse das Bild der funktion nur in einem Punkt. Soll die 
Funktion /(x) eine Umkehrfunktion qi(x) haben, d. h. eineindeutig sein, so darf auch jede Parallele 
zur x-Achse das Bild der Funktion nur in einem Punkte schneiden. Dicscs Kurvenbild gibt ebenso 
den Zusamrnenhang x - y wie den Zusammenhang y - x wieder. Wegen des Vertauschens der 
Veriinderlichen in der Umkehrfunktion geht aber jedes spezielle Zahlenpaar (a, b) der Funktion / 
in ein Zahlenpaar (b, a) der Funktion 'P i.iber. Die diesen Zahlenpaaren (a, b) und (b, a) entsprechen
den Punkte liegen spiegelbildlich zur Winkelhalbierenden der Quadranten I und 111 des kartesischen 
l<.oordinatensystems. Man erhalt demnach die Funktionskurve der Umkehrfunktion q:;i(x) durch 
Spiegeln an dieser Winkelhalbierenden aus der Funktionskurve der gegebenen Funktion /{x) 
(Abb. 5.1-10). 

y 
y•rp(x/ 

5.1-10 Die Bilder zu
einander inverser Funk
tionen 

5.1-11 Graphische Dar
stellung von y = arcsin x, 

X Hauptwert y = Arcsin x 
schwarz gezeichnet 

Umkehrung von Funktionen in einzelnen Jntervallen. Bei den Darlegungcn 
Uber monotone Funktionen wurde bereits festgestellt, daf3 nichtmonotone 
Funktionen in einzelnen lntervallen ihres Definitionsbereichs durchaus 
monoton sein kOnnen. In diesen lntervallen sind sie auch umkehrbar. 

Beispie/ 4: Die Funktion y = x2 ist im lntervall O :s;;;;: x < +oo monoton 
und umkehrbar. lhre inverse Funktion ist y = V� Die Funktion ist auch im 
Intervall -oo < x :s;;;;: 0 monoton und umkehrbar. Die Umkehrfunktion ist 
dorty= -JI:;: 

1I 
2 

Beispiel 5: Der Definitionsbereich von y = sin x kann in verschiedener Weise in Intervalle zerlegt 
werden, in denen die gegebene Funktion monoton ist. In jedem solchen Interval! ist die Funktion 
umkehrbar. Man bezeichnet die Umkehrfunktion mit y-= arcsin x, muf3 aber den jeweiligen 
Wertebereich angeben, da sonst unklar ist, in welchem Monotonie-Intervall die Umkehrung ge
bildet wurde. 1st y = sin x im Intervall 3n/2 :s;;;;: x :s;;;;: 5n/2 umgekehrt' worden, so muB die Umkehr
funktion durch y = arCsin x fur 3n/2 :s;;;;: y :s;;;;; 5n/2 bezeichnet werden. Fehlt cine genauere Kenn
zeichnung des Wertebereichs, so ist unter arcsin x stets der Hauptwert zu verstehen, der im Intervall 
[-n/2, +n/2] liegt und mil Arcsin x bezeichnet wird (Abb. 5. 1-1 I). 

Beispiel 6: Auch fur die ilbrigen trigonometrischen Funktionen lassen sich Intervalle angeben, 
in denen sic monoton sind, in denen mithin zyklometrische oder Arkusfunktioncn als ihre Um
kehrfunktion erkl3.rt sind. Die Funktion y = cos x fa.lit z. B. im lntervall O :s;;;;: x :s;;;;: +n monoton 
von y = + l bis y = -1 und nimmt dabei jeden Wert ihres Wertebereichs genau einmal an. In 
diesem Interval! existiert deshalb cine Umkehrfunktion. Man bezeichnet sie mit y = arccos x. 
Ihr Definitionsbereich ist -1 � x � +I, ihr Wertevorrat ist n � y � 0. Wird die Funktion 
y = cos x in einem anderen Monotonie-Intervall umgekehrt, etwa im Intervall n :s;;;;: x :s;;;;: 2n, so hat 
y = arccos x dort den Wertevorrat n :s;;;;: y .:s;;;;: 2n. Um anzugeben, welche Umkehrfunktion jeweils 
gemeint ist, muB der Wertebereich angegeben werden. Geschieht das nicht, so ist unter arccos x 
stets der Hauptwert zu verstehen, der durch O :s;;;;: arccos x :s;;;;: n gekennzeichnet ist und oft mit 
Arccos x bezeichnet wird. 

Entsprcchendes gilt for die Funktion y = arctan x im lntervall -7t./2 < Arctan x < +7t./2 und fur 
y = arccot x und das lntervall O < Arccot x < +n (vgl. Kap. JO. I. - Eigenschaften der trigono
metrischen Funktionen). 
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5.2. Ganzrationale und gebrochenrationale Funktionen 

Begriff der rationalen Funktion 

Man nennt eine Funktion rational, wenn ihre Zuordnungsvorschrift durch einen expliziten Rechen
ausdruck gegeben werden kann, in dem mit der unabh3.ngigen Variablen nur endlich viele und nur 
rationale Rechenoperationen wie Addition, Subtraktion, Multiplikation oder Division auszufuhren 
sind. 

Beispiele fiir rationale Funktionen. 
1: y = Bx - 3. 2: y = (4x2 + 1)/[x(x' - 2)]. J: y = 10 · x2 - (In 5)/x. 4: y = 1/x4. 
Beispiele fiir nichtrationale Funktionen. 
5:y=V;i. 6:y=cos2x. xJ x5 x' � x211+1 

7:y = x-3T+
5
T -71+···= ,;':'o(2n+ 1)!

0 

Eine rationale Funktion, die sich als Polynom mit konstanten Koeffizienten darstellen la.Bt, wird 
ganzrationale Ftmkrion genannt zum Unterschied von einer gebrochenrarionalen Funktion, die sich 
als Quotient zweier Polynome darstellen liiBt, von denen das im Nenner nicht konstant ist. Als 
Definitionsbereich kann fur die ganzrationalen Funktionen der Bereich R aller reellen Zahlen ge
wiihlt werden. Wenn nicht durch besondere Festlegungen eine Einschrankung getroffen wird, ist R 
stets als Definitionsbereich anzusehen. FOr gebrochenrationale Funktionen gilt dasselbe, nur sind 
die Werte auszunehmen, fur die ein Nenner Null wird. Es sci auBerdem darauf hingewiesen, dal3 
die rationalen Funktionen in ihrem gesamten Definitionsbereich stetig und beliebig oft differenzierbar 
sind. 
Im folgenden sollen zuerst die ganzrationalen und anschlieBend die gebrochenrationalen Funktionen 
betrachtet werden. Yor der Darlegung allgemeiner Eigenschaften werden immer erst einige spezielle 
Typen solcher Funktionen, die besonders hiiufig vorkommen, einzeln untersucht. 

Lineare Funktioncn 

Die Funktioneny = mx. Aus den Wertetafe/nder Funktioneny = x, y = x/2 undy = -4x/3ergeben 
sich Zahlenpaare (x, y), aus denen man in einem kartesischen Koordina1ensys1ern P1mkle der Bilder 
dieser Funktionen erhalt (Abb. 5.2-1). 

0 1 2 3 
0 0,5 1 1,5 
0 -4/3 -8/3 -4 

5.2-1 Bilder der Funktioncn 
y ~ x. y ~ x/2, y ~ -4x/3 
mil m = I, m = 1/2, m = -4/3 

S.2-2 y = mx hat als Bild eine Gerade 

Wegen des stets vorhandenen Wertepaares (0, 0) gehen die Kurvenbilder stets <lurch den Koordinaten
anfangspunkt. Die Kurven sind Geraden, denn fur die Koordinaten beliebig herausgegriffener 
Punkte P1 , P2 , ••• , P ergibt sich aus y = mx (Abb. 5.2-2) y1 /x 1 = y2 /x2 = ... = y/x = m, wobei 
m fur jede Funktion cine Konstante ist. Sind P1," P2 ," ••• , Px die Projektionen der Punkte P,, P2 , • • •  ,P 
auf die x-Achse, so sind die Dreiecke OP1Ph , OP2Pix , ... , OPPx 3.hnlich; da die Punkte 
P1x , P2," ••. , P x auf einer Geraden liegen, miissen auch P1 , P2 , ••• , P auf einer Geraden liegen. 



124 5. Funktionen 

Zwischen entsprechenden Koordinaten verschiedener Punkte besteht wegen der Konstanz van m 
die Proportion y1 : x1 = y2 : x2 • Die GrOBe y ist der GrOOe x direkt proportional; die Konstante m 
ist der Proportio,ra/itiitsfakror. lst der Arbeitslohn L der Arbeitszeit t in Stunden proportional, so 
wird der Zusammenhang zwischen beiden durch die lineare Funktion L = ml hergestellt. Der 
Proportionalitiitsfaktor hat die Bedeutung des Stundenlohns. 
Aus dem Kurvenverlauf der linearen Funktiony = mx und den Wertetafeln der speziellen Funktionen 
y = x1 y = x/2 und y = -4x/3 erkennt man, daB die Funktion monoton ist, und zwar monoton 
s1eigend bei positivem m und monoto11 fa/lend bei negativem m. Die Konstante wird besonders in 
bezug aufStraf3en oder Eisenbahnstrecken oft Steigung oder Geftille bzw. negative Steigung, allgemein 
Anstieg, genannt (Abb. 5.2-3). In der Mathematik wird der Anstieg als das Verhaltnis HOhenunter
schied !BC/ zur Horizonta/entfernung IAB) festgelegt (Abb. 5.2-4). Er wird angegeben durch cine 
Verh3ltniszahl oder in Prozenten; bei der Deutschen Reichsbahn wird gewOhnlich auch die Strecke 
genannt, fur die der angegebene Anstieg denselben Wert hat, z. B. I: 50 - 2500 m; gleichbedeutend 
mit I : 50 sind die Angaben 3/ 1500 

I /50
0 2/ I 00, 2 % = 0,02. 

A 
� 5.2-3 Gefalle1are1 

C 

;o:en-
nter
d,ied 

A: Horizontafen�rnung :B- -

5 .2-4 Anstieg 

5.2-5 Zur Funktion 
)'= 11/X + 1/ 

n-o 

5.2-6 Bilder wcitcrcr Funktioncn y = mx + n 

Die Funktionen y = mx + n. Wenn man zur Ordinate y = mx an jeder Stelle x noch einen festen 
Wert n hinzufilgt oder abzieht, so bedeutet dies im Bild cine Parallelverschiebung der durch y = mx 
dargestellten Geraden, die man am geeignetsten durch den Abschnitt n auf der y-Achse kennzeichnet 
(Abb. 5.2-5). Es ist daher die Kurve einer Funktion y = mx + n cine Gerade mit dem Anstieg m 
und dem y-Abschnitt n (vgl. Kap. 13.2. - Geradengleichungen). 
Es ist nicht notwendig, beim Zeichnen der Geraden immer die Paral1elverschiebung nachtr3glich vor
zunehmen. Man erh3lt die im Bild dargestellten Geraden, indem man zuniichst den y-Abschnitt n 
abtr3gt, sich durch den Endpunkt eine Parallele zur x-Achse gelegt denkt und in bezug auf sic den 
Anstieg konstruiert (Abb. 5.2-6). 
lmplizite Schreibweise der linearen Funktion. Im Kapitel I 3.2. - Geradengleichungen wird gezeigt, 
daO die graphische Darstellung von Ax +By+ C = 0 in einem kartesischen Koordinatensystem 
stets cine Gerade liefert, sofern nicht A und B zugleich den Wert Null haben. Als implizite Form einer 
linearen Funktion kann Ax+ By+ C = 0 nur aufgefaOt werden, wenn B =I= 0 bzw. A =t= 0 ist (vgl. 
Kap. 4.2 - Lineare Gleichungen mit einer Gleichungsvariablen). Die Umrechnung in die explizite 
Form ergibt dann y = -(A/B) · x - C/B oder y = m · x + n mil m = -(A/B) und n = -(C/B). 
Filr A= 0 und B =I= 0 liegt cine konstante Funktion vor, deren Bild cine Parallele zur x-Achse im Ab
stand -C/B ist. Filr A =t= 0 und B = 0 liegt tiberhaupt keine Funktion mehr vor. Die graphische 
Darstellung der Gleichung Ax+ C = 0 ist cine Parallele zur y-Achse im Abstand -C/A. 

Quadratische Funktionen 

Die Funktion y = x2• Die Funktionsgleichung y = x2 fo.hrt auf cine gekrUmmte Kurve, die Norma/
parabel (Abb. 5.2-7)_ 

Wertetafel zu y = x2 -,,__ __________ _ 
x , -3 -2 -I 0 

y 9 4 I 0 

Zwischenwerte zur Wertetafel liefert cine Quadrattafel, die nichts anderes als eine geschickt und 
Ubersichtlich angeordnete Tabelle der Werte der Funktion y = x2 darstellt. 
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Eigensch aften. Da fur jeden Wert von x stets x1 � 0 gilt, muB die Kurve immer oberhalb der x-Achse verlaufen, d. h .. 
zum Definitionsbereich -oo < x < +oo gehOrt der Wertebereich O � y < +oo. Die Normalparabel ist symmetrisch zur y-Achse, sie ist axialsymmetrisch. D�r zu sich selbst symmetrische Nullpunkt heiBt Scheitelpunkt. Die im Unterschied zur Geraden vorhandene Kriimmung der Normalparabel zeigt sich rechnerisch darin, dafl sich y um immer grO!lere Betrage 3ndert, wenn !xl gleichmiiflig wachst. In derTabelle sind die Diff'erenzenfolgeniJx und L1y eingetragen sowie die mitLJ ly bezeichnete Differenzenfolge fur Ay. Es zeigt sich: Lly wachst bei konstantem L1x, und erst die 
zweite Differenzenfolge L1 2 y ist konstant. 

Llx I I · 

X .•• -2 -I 0 

y ··· +4 +I O +1 +4 +9 +16 +25 
Lly -3 -I +I +3 +5 +7 +9 Ll2y 2 2 2 2 

Zur Veranschaulichung der KrUmmung stellt man sich vor, daO ein Auto in Richtung wachsender x-Werte auf der Kurve entlangfahrt. MuO es die Vorderrader nach links einschlagen, um auf der Kurve zu bleiben, so nennt man die Kurve positiv ge
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krUmmt, beim Rechtseinschlagen negativ gekrUmmt. Die 5.2-7 Normalparabcl als Kurve der Normalparabel hat demnach durchg3.ngig positive KrOmmung. Funktion J' = x:? 

Die Funktionen y = x2 + px + q. Durch die quadratische Ergiinzung, d. h. das Quadrat des halben Koeffizienten vom linearen Glied px, liiBt sich die gegebene 
Funktion in die Form y = (x -a)2 + b umrechnen: 
y = .,1 + px + q = x1 + px + (p/2)2 - (p/2)1 + q = (X T p/2)1 + (q - p2/4). 5.2-8 Bilder der Funktionen y = x2 + b 

5.2-9 Bilder von Funk• tionen y = (x - a)2 

.;,;. ) ' "I �*-fµ'.;1-l-c-81+ 
'l\. � �,r ../_,, / 5.2- 10 Bilder von y = (x - a)2 + b, 1 , r.1 • 1 durch Parallelverschiebung der Nor-4'-'+-'-½4+-c+'-'~l--_ lcr·c'+-+:1j; malparabel gewonnen 

ccj= \1-'-F-H,',_-,_,_,,.,,...-".f." Setzt man a= -p/2, b = -+-+--t--+'-+-+-+--r- (q - p
1/4), so erhiilt man in der 

4H-"-+·-"'·¥-/J=r�b-H·'' Tat y = (x-a)'+b oder (y-b) 
�-·-- u..:..L ....... 11 •. _ =(x-a)2 bzw. 1}=�2, wenn 

y - b = 11 und x - a = i;. Das bedeutet, im �. 71-Koordinatensystem'beschreibt wiederdie Normalparabel 11 = e2 den Funktionsverlauf; das <;, 11-System geht aber durch die lineare Transformation x- a=�. y - b = 11 aus dem x, y-System durch cine Parallelverschiebung hervor (Abb. 5.2-8, 5.2-9). Im x, y-Koordinatensystem hat der Scheitelpunkt S der Normalparabel 17 = e die Koordinaten S(a, b) bzw., in den Koeffizienten p und q der gegebenen quadratischen Funktion y = x2 + px + q ausgedrfickt, 
die Koordinaten S(-p/2, q -p1/4) (Abb. 5.2-10). 
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&ispiel I: Formt man die Funktionsglcichung y = x2 + 6x + 11 mit Hilfe der quadratischen 
Erglnzung um zu y = (x' + 6x + 9) - 9 + 11 bzw. (y - 2) = (x + 3)2, so kann man ablesen, 
daB ihr Bild cine ver-:chobene Normalparabel mit dem Scheitcl S (-3, 2) ist. 

Allgemeine quadratische Funktion y = A.r2 + Bx+ C. In dieser Gleichung wird A =t= 0 voraus
gesetzt, weil sonst gar kcine quadratischc Funktion vorliegt. A darf deshalb ausgeklammcrt werden: 
y = A[x' + (B/A) x + C/A] =A· Y. Setzt man p = (B/A) und q = C/A, so erhiilt man die qua
dratische Funktion Y = x' + px + q = x' + (B/A) x + C/A bzw. Y = (x + p/2)2 + (q - p2/4) 
= [x + B/(2A)]2 + [C/A - B2/(4A2)], deren Kurve cine parallelverschobene Normalparabel mit 
dem Scheitelpunkt S(a, b) ist, wenn a= -p/2 = -B/(2A) und b = q - p1/4 = [C/A - B2/(4A2)]. 
Die Beziehung y = A · Y aber besagt, daB jeder diescr Y-Werte mit der Zahl A zu multiplizieren ist 
(Abb.5.2-11). Fllr A-Werte grOBer als 1 werden sowohl alle Ordinaten der Normalparabel als auch 
die Strcckc (C/A - B2/(4A')J im Verh3ltnis A: I gesrreckt, fur A-Werte zwischen O und I werden 
sic im sclben Verhaltnis gestauchr; nimmt aber A negative Werte an, so folgt auf dieses Strecken, 
falls !Al> I, bzw. Stauchen, falls IAI < I, eine Spiegelung an der x-Achse. 

Beispiel 2: Das Bild dcr Funktion y = -x2 ist die an dcr x•Achse gcspicgelte Normalparabel. 

Beispiel 3: Das Bild dcr Funktion y = x2/4 ist die im Vcrhaltnis 1/,: I = I: 4 gestauchte Normal
parabel. 
&ispiel 4: Die quadratische Funktion y = 3x2 - 4x - 1/6 geht durch Ausklammern und die 
quadratische Erginzung Uber in: 

y = 3[x2 - 4x/3 + (2/3)2 - (4/9 + 1/18)] = 3[(x - 1/,)1 - 1/,J. 

Das Bild dcr Funktion ist demnach cine im VcrMlltnis 3 : I gcstrecktc Normalparabel, dcren 
Schcitelpunkt S die Koordinaten S(2/3 , -3/2) hat. 

5.2-11 Die Bilder der Funklionen 
y = x1, y = x2/2 und y""' 2x2 

5.2-12 Kubische Parabel mit 

der Funklionsgleichung y = x' 

Kubische Funktionen 

Die Funktlon y = x3• Mit einer Kubiktafel verfugt man Uber eine umfang
reiche und Ubersichtliche Wertetafel der Funktion y = x3 ; mit ihrer Hilfe 
erh3.lt man das Bild der Funktion, die kubische Parabel oder Parabel 
dritten Grades (Abb. 5.2-12). 
Eig enscha/ten. Die Funktion wiichst im gesamten Definitionsbereich 
-oo < x < +oo monoton; sic ist cine ungerade Funktion, ihr Bild liegt 
daher zentralsymmetrisch zum Koordinatenursprung. Die kubische Parabel 
verl3.uft fur ]xi > 2/3 steiler als die quadratische, erst die 3. Differenzen
folge LJ l

y ihrer Funktionswerte ist konstant: 

Llx I 

x -4 -3 -2 -I 0 

-64 -27 -8 -I 0 

37 19 I 

-18 -12 -6 0 
6 6 

27 64 
19 37 

12 18 

Die Krtimmung der kubischen Parabel ist negativ fur x < 0 und positiv fur x > 0, im Nullpunkt 
wechselt sie ihr Vorzeichcn. Solche Punkte werden Wendepunkte genannt. Die kubische Parabel 
hat im Ursprung einen Wendepunkt. 
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Andere kubische Funktionen. Um Yerlauf und Eigenschaften anderer kubischer Funktionen zu untersuchen. setzt man sie oft in Beziehung zu der im selben Koordinatensystem dargestellten Funktion y = x3, deren Bild deshalb auch kubische Vergleichs- oder kubische Einheitsparabel genannt wird. Die Kurve der Funktion y = -x3 7.. B. ist die an der x-Achse gespiegelte kubische Einheitsparabel. Zur Funktion y = kx3 mit dem Streckungsfaktor k > 0 gehOrt fur k > l cine gegenUber der kubischen Einheitsparabel gestreckte, fur k < I gestauchte Parabel. Die Funktion y = (x - a)3 + b schlieBlich hat als Bild cine zu den Achsen des Koordinatensystems parallel verschobene kubische Einheitsparabel mit dem Symmetriezentrum Z(a, b). 
Die allgemeine kubische Funktion y = Ax3 + Bx2 + Cx + D hat stets drei Nullstellen, von denen zwei unter bestimmten Bedingungen zwischen den Koeffizienten konjugiert komplex sein kOnnen. In der Differentialrechnung wird auDerdem gezeigt, daB diese Funktion bei drei reellen Nullstellen zwei Extremwerte hat, ein relatives Maximum und ein relatives Minimum. Das Beispiel zeigt, dall man das Bild einer solchen Funktion nicht durch einfache Transformationen aus dem der kubischen Einheitsparabel y = x3 gewinnen kann. 

Beispiel I: y = x' - 3x2 - x + 3 (Abb. 5.2-13) 
x 

I 
-2 -1 -0,15 0 + 1 2,15 +3 Wertetafel --->- ----------------

Y -15 0 +3,08 +3 0 -3,08 0 
y 

5.2-13 Bild der Funktion y=x3-Jx2-x+3 

Potenzfunktionen mit positivem Exponenten 
Begriff der Potenzfunktion. Eine Funktion y = x", in der n eine ganze Zahl ist, bezeichnet man als Potenzfunktion ; ist n positiv, so ist die Funktion ganzrational, hat II aber einen negativen Wert, 11 = -v mit v > 0 und ganz, so geht die Funktion Uber in y = 1/x.,, ; sie ist gebrochenrational. Die ganzrationalen Funktionen y = x" sind gerade, wenn ihr Exponent n = 2m gerade ist. Sie fallen monoton fur -oo < x � 0 und wachsen mono- 7 
:0: �\s� �e; fxto:·n!" nu�e;!,d�n 

t����
i
r��:� o,9 

sie wachsen Uberall monoton. 0,8 Gerade ganzrationale Potenzfunktionen y = x2"'. O,l Die Funktionskurven dieser Funktionen liegen symmetrisch zur y-Achse und haben stets positive 0,6 KrUmmung (Abb. 5.2-14). Jede von ihnen enthah den Ursprung (0, 0) und die Punkte Q (-·I, +I) 0,.5 und P( +I,+ 1 ). lhre Tangenten verlaufen in einer O,¥ Umgebung des Schei tels (0, 0) um so flacher, je grO-Ber mist, in einer gewissen Umgebung der Punkte 0,J 
Q und P dagegen um so steiler, je grODer m ist. Zu jeder Stelle (x1 , y1) auf y = x2'"1 13.Bt sich mit den 0,2 

0,1 5.2-15 Tcilstucke der Bilder zu den Funktionen y = x2"' als Parabelrl der Ordnung 2m 

y 

0,7 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 
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Mitteln der Differentialrechnung eine Stelle (x2 , y2) auf y = x2m, mit m2 > m 1 so bestimmen, dalJ 
die Tangenlen in beiden Stellen einander parallel sind (Abb. 5.2-15). Man bezeichnet diese Kurven 
als Parabeln der Ordmmg 2m. 

, Ungerade ganzrationale Potenzfunktionen y = x2m+1 , Die Funktionskur
-d,,,,fci:l!)�IHffir.ii!ftlilll!i-: ven liegen zentralsymmetrisch zum Koordinatenanfangspunkt. Bis auf 
,lf'44--4--'-¥l'lislir+11 die Winkelhalbierende der Quadranten I und I II mit y = x haben sie 

fur negative Werte ihres Definitionsbereichs aus -oo < x < 0 negative 
KrUmmung, fur positive Wcrte aus O < x < +oo positive Krllmmung, 
im Koordinatenanfangspunkt also einen Wendepunkt. kde dieser 
Parabeln der Ordnung 2m + I enthiilt die Punkte (+I, +I) und 
(-1, -1), und ihre Tangenten verlaufen in der Umgebung dieser Stellen 
um so steiler, je grOBer m ist, in der Umgebung des gemeinsamen 
Wendepunkts (0, 0) aber um so ftacher, je grOBer mist (Abb. 5.2-16). 

5.2-16 Bilder der Funktionen y = x2"' .. 1 form= 0, I, 2 

Polynomdarstellung ganzrationaler Funktionen 

Man nennt einen Ausdruck Onx" + On_1x"-1 + ··· + a1 x + a0, in dem II eine natllrliche Zahl, die 
Koeffizienten a

,. 
beliebige reelle Zahlen und an q= 0, ein Polynom vom Grade 11. Eine rationale Funk

tion y = f(x), die sich als Polynom darstellen liillt, wird ganzrational genannt. 
Beispie/ /: y = 2(x1 - 1)1 + (x + 2)(x3 - 2)- 2x + x2 -I 

= 2x• - 4x2 + 2 + x• - 2x + 2x3 - 4 - 2x + x' - I oder 
y = 3x4 + 2x3 - 3x2 - 4x - 3 ist ein Polynom 4. Grades mit den Koeffizienten 

a4 = 3, a3 = 2, a2 = -3, a1 = -4, ao = -3. 
Eindeutigkeit der Polynomdarstellung. Die Annahme, daB zwei voneinander verschiedcne Polynome 
dieselbe ganzrationale Funktion darstellen kOnnen, fuhrt auf einen Widerspruch. Wegen der an
genommenen Verschiedenheit der Polynome in 

y,. = a,,x' + On_lxn-I + · · + 01X + Oo und 
Yi,= b�m 

+ bm_tx"'-1 + ··· + b1x + bo 

mllllte n q= moder, wenn schon n = m, doch wenigstens fur ein Koeffizientenpaar gelten a
., 
"f' b

,.
. 

Jhre Differenz 
(a,,x" + a._,x"-1 + ··· + a,x + •o) - (bMx"' + bM_,x"'-1 + ··· + b,x + bo) 

JaOt sich nach Potenzen von x ordnen und ist ein Polynom, das wenigstens einen von Null verschiede
nen Koeffizienten hat und <lessen Grad hOChstens so groO ist wie die grOBere der beiden Zahlen m 
oder 11. Es stellt cine ganzrationale Funktion dar, die entsprechend ihrem Grade nur an endlich vielen 
Stellen Null ist. Da y

0 
und Yb aber nach Voraussetzung diesel be Funktion sein sollen, mull ihre Dif

ferenz identisch Null sein, d.h. fur a Ile x-Werte. Dieser Widerspruch in bezug auf die Anzahl der 
Nullstellen zwingt zu der Folgerung, daO beide Polynome denselben Grad haben, m = n, und daO 
ihre entsprechenden Koeffizienten einander gleich sind, a,= b,, weil nur dann auch die Differenz 
der Polynome identisch Null ist. 
Jn diesem Sinne spricht man von der Eindeutigkeit der Darstellung einer ganzrationalen 'Funktion 
durch ein Polynom und bezeichnet dieses als Norma/form der ganzrationalen Funktion. Der SchluB 
auf die Gleichheit entsprechender Koeffizienten wird h3.ufig benutzt, um durch Koeffizienlenvergleich 
die Koeffiziertten eines Polynorns zu bestimmen, z. B. bei der Partialbruchzerlegung und beim LOsen 
von Differentialgleichungen (zum Koeffizientenvergleich bei Potenzreihen vgl. Kap. 21.2.). 

Produktdarstellung ganzrationaler Funktionen 

Ein Polynom P(x) vom Grade n � I wird als reduzibel bezeichnet, wenn es als Produkt von Poly
nomen niedrigeren Grades dargestellt werden kann. 1st eine derartige Darstellung nicht rnOglich, 
so nennt man das Polynom irreduzibel. Polynome vorn Grade Null sind Konstante; man bezieht 
sic in diese Einteilung nicht ein; sie sind weder reduzibel noch irreduzibel. Polynome ersten Grades 
sind dann stets irreduzibel. 
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1st ein Polynom P(x) vom Grade " reduzibel, d. h., lal3t es sich in ein Produkt P(x) = p 1(x) p2(x) 
zerlegen, so mOssen die Polynome p1 (x) und pi(x) einen Grad haben, der mindestens I und notwendig 
kleiner als II ist. Wenn p1(x) oder p2(x) reduzibel ist, 1381 sich der SchluB wiederholen; nach hOChstens 
n Schritten ist das Polynom P(x) in ein Produkt P(x) = g(x) h(x) k(x) ... zerlegt. Mit Hilfe des hier 
nicht bewiesenen Satzes, dal3 ein irreduzibles Polynom, das ein Produkt aus zwei oder mehreren 
Polynomen teilt, mindestens eines von ihnen teilen mu 13, ergibt sich, dal3 die Zerlegung eines redu
ziblen Polynoms bis auf konstante Faktoren eindewig ist. Wenn P(x) = g1 (x) h1 (x) k1 (x) ... und 
P(x) = g(x) h(x) k(x) ... zwei Zcrlegungen in irreduzible Faktoren waren, milOte g1 (x) eines der 
Polynome g(x), h(x), k(x), ... teilen, da diese aber selhst irreduzibel sind. ihm bis auf einen konstanten 
Faktor c 1 gleich scin. Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit darf man annehmen, daO g(x) dieses 
Polynom ist. Es gilt dann: g1(x) = c1 g(x). Durch Dividieren von P(x) durch g(x) erhtilt man: 
c1 h1 (x) k1(x) ... = h(x) k(x) ... Nach derselben Betrachtung folgt h1(x) = c1h(x) und c1 c2k1 (x) ... 
� k(x) .. Bis auf konstante Zahlenfak1oren stimmen danach beide Zerlegungen miteinander ilber
em. 
Die Frage, ob ein Polynom reduzibel ist, hiingt allerdings wesentlich davon ab, welchem Zahlenbereich 
seine Koeffizientcn und die der irreduziblen Faktoren angehOren. Sind fur die Koeffizienten der 
Polynome beliebige komplexe Zahlen zugelassen, so ergibt sich aus dem Fundamentalsatz der 
Algebra, daB jede ganzrationale Funktion n-ten Grades in "Linearfaktoren (x - °'t), k = I, 2, ... , 11 
zerlegt werden kann (vgl. Kap. 4.5. - Produktdars1ellung). Die Werte ix* sind dabei die Nullstellen 
der Funktion. 1st einer dieser Werte l\ = a+ bi komplex, so tritt, allerdings nur im Falle von Poly
nomen mit reellen Koeffizienten, auch der konjugiert komplexe Wert CX = a - bi als Nullstelle aur. 
Filr das Produkt der zugehOrigen Linearfaktoren erhtilt man dann 
(x - �) (x - <>) = (x - a - bi)· (x - a + bi) = (x - a)1 + b1 = x1 - 2ax + (a1 + b'). 
d. h, ein quadratisches Po/ynom mit reel/en Koeffizie11te,i. FaBt man in dieser Weise alle konjugiert 
komplexen Linearfaktoren zu Produkten zusammen, so ergeben sich als irreduzible Faktoren im 
Bereich der reellen Zahlen entweder reel/e Li11earfakrore11 oder quadratische Polynome mit reellen 
Zahlen; danach haben alle irreduziblen Polynome hOchstens den Grad 2. Wird darLlber hinaus von 
den Koeffizienten des gegebenen Polynoms und den Faktoren, in die es zerlegt wird, gefordert, daB 
sic rational sein sollen, so gilt dieser Satz nichr mehr, z. 8. ist die fur reelle Zahlen mOgliche 
Zerlegung x4 - 5 = (x2 + VS) (x2 - (5) nicht mehr zugelassen. 

Nullstellen 

Eine Zahl oi: heiBt Nullstelle einer Funktion x - y = f(x), wenn der Zahl <X durch die Funktion / die 
Zahl O zugeordnet ist, d. h., wenn <X - j(C() = 0 gilt. Filr cine ganzrationale Funktion /in der Poly
nomdarstellung ist dann 

/(e<) = QnC(n + an-l°'n-1 + ... + a1oi: + ao = 0. 
In der graphischen Darstellung einer Funktion erscheint cine reelle Nullstelle als Schnittpunkt oder 
Berilhrungspunkt der Funktionskurve mit der x-Achse. 

1st ,. •In• Nullstell• des Polynoms /(x), so 1st /(x) durch (x - ,. ) tellbar, d. b., es gibt eln Polynom 
g(x) denrt, daB/(x) = (x - ,.)g(x) 1st. 

Auf alle Hi.lie darf die Funktion /(x) durch (x - ix) geteilt werden. Durch diese Division erhiilt man 
eine Funktion g(x) von niedrigerem Grade als /(x), und der etwa vorhandene Rest r muO von niedri
gerem Grade als (x - <X), also eine Konstante sein: /(x) = (x - <X) g(x) + r. Da <X Nullstelle ist, 
ergibt sich fur x = <X der Wert O = 0 · g(x) + r, d. h., der Rest r muft Null sein, die Funktion /(x) ist 
durch den L inearfaktor (x - �) ohne Rest teilbar, /(x) = (x - 0<) g(x). 
Eine Verallgemeinerung dieses Satzes kann durch vollst3.ndige lnduktion bewiesen werden (vgl. 
Kap. 4.5. - Produktdarsteilung): 

Sind «J , «1, «3, •.. ,«t Nullstellen desPoJynomsf(x),soistdasProdukt(x- «1) (x-«1)··· (x- «,t) 
eln Teller ,on/(x), d.b., es glbt eine Dantellung der Form/(x)= (x-.. ,) (x-,. 2)··• (x-.. ,) g(x). 

Beispiel J: Das Polynom /(x) = x3 - 5x1 + 1x - 3 hat die Nullstelle x = 3. Die Division durch 
(x - 3) ergibt x2 - 2x + I, so daD man das Polynom in der Form /(x) = (x - 3) (x2 - 2x + I) 
darstellen kann. 

Eln Polynom /(x) = a,.x" + a._,x•-1 + • · + a,x+ a0 bat bilc:bstens ft verscbledene Nullstellen. 

Beweis  durch vol lstOndig e lnduk rion: I. Filr n = I, d. h. fur das Polynom a 1x + a0 mit a 1 =f= 0, 
da sonst kein Polynom ersten Grades vorlage, gilt der Satz, denn dieses Polynom hat die cine Null-
stelle x = -a0/a1 • 
2. 1st /(x) ein Polynom vom Grade n + I und ist tX cine Nullstelle dieses Polynoms, so laOt es sich 
nach dem vorigen Satz in der Form /(x) = (x - ex) g(x) mit einem Polynom g(x) darstellen, das 



130 5. Funktionen 

nur noch den Grad II hat. Das Produkt (x - ix) g(x) kann nur Null werden, wenn wenigstens ein 
Faktor Null wird. Der erste Faktor wird fur x = ex Null, der zweite Faktor g(x) wird nach lnduktions
voraussetzung fur hbchstens n weitere Wene von x Null. Danach werden aber das Produkt und 
damit /(x} fur hOChstens n + I verschiedene Werle gleich Null. Damit ist der Satz bewiesen. 

Vielfachheit einer Nullstelle. Es kann vorkommen, daf3 ein Polynom mit einer Nullstelle a nicht nur 
durch (x - o:), sondern auch durch (x - ix)1, (x - a:)3 oder cine noch h6here Potenz von (x - o.) 
teilbar ist. 1st f(x) durch (x - o.:)t, nicht aber durch (x - cx)k+1 teilbar, so nennt man ex cine 
k-fache N111/srelle oder cine Nullstelle k-ter Ordnung von /(x) mit k � I und ganz. 

JJeispiel 2: Das Polynom x4 - 9x3 + 27x2 - 31x + 12 hat fur x = I eine zwei/ache Nullstcllc, 
d. h.,es ist durch (x-1)2 teilbar, abernicht durch (x - 1)3. Es gilt/(x) = (x - 1)2 (x2 - 7x+ 12) 
= (x - 1)2 (x - 3) (x - 4J. 

Die unterschiedliche Vielfachheit von Nullstellen bewirkt in der graphischen Oarstellung der Funk
tionen einen unterschiedlichen Funktionsverlauf in ihrer Umgebung. In ein/achen Nul/stellen hat 
die Funktionskurve stets einen von Null verschiedenen Anstieg, der positiv oder negativ sein kann 
(Abb. 5.2-17), wahrend er in mehrfachen Nullstellen Null ist, d. h., die Tangente an die Funktions
kurve fallt in diesen Punkten mit der x-Achsc zusammen (Abb. 5.2-18). 

5.2-17 Funktionskurven in der Umgebung 
einfacher Nullstellen 

5.2-18 Funktionskurvcn in <kr Umgcbung mehr
fachcr Nullstellen 

Nulfstelfen gerader und u ngerader Or d111mg. Der Funktionsverlauf unterscheidet sich auch 
danach, ob die Vielfachheit oder Ordmmg einer Nullstel/e gerade oder ungerade ist. 1st etwa o: eine 
k-fache Nullstelle von f(x), so gibt es cine Zerlegung /(x) = (x - 0;)k g(x) mit der Eigenschaft, 
daB g(x) aus Grilnden der Stetigkeit in einer ganzen Umgebung von ix verschieden von Null ist und 
somit auch sein Vorzeichen in dieser Umgebung nicht andert, d. h., es gibt ein e > 0, so daB fur 
jedes x mit der Eigenschaft Ix - txl < £ gilt g(x) =F 0. Der Linearfaktor (x - i:x) andert aber beim 
Obergang von x < o: zu x > o: sein Vorzeichen. Das Polynom /(x) = (x - 0:),1: g(x) andert sein 
Vorzeichen bei diesem Obergang dann und nur dann, wenn k ungerade ist. Filr gerade k behalt /(x) 
sein Vorzeichen bei. Die Nullstelle kann cine ungerade Ordnung haben, z. B. a, b, c in Abb. 5.2-17 
bzw. Abb.5.2-18, oder cine gerade Ordnung wie d und e in Abb. 5.2-18. 
Nu/Js te /Jen und Pr oduktdars1e/Jung. Man kann jede ganzrationale Funktion als Produkt irre
duzibler Faktoren in der Form 

f(x) = c(x - o:1t1 (x - rx2)'1 ·•• (x - rx�)',1: (x2 + a 1 x + b1)s1(x2 + a 2x + b2Y• ··· (x2 + a,x + b1t' 

darstellen. Dabei ist c ein ·Polynom nullten Grades, d. h. cine von Null verschiedene Konslante, 
rx1 sowie a1 und b1 bedeuten reelle Zahlen, r1 und s1 sind natilrliche Zahlen. Filr die Exponeriten gilt 

k I 
n = £ r1 + 2 ,E s1 • Man erkennt soforl, daf3 die tx1 NuJlstellen der Funktion sind. Es gibt .-iuch keine 

, ... , 1-1 

weiteren reellen Nullstellen. Filr jeden von o: 1 ,o:2 , ••• ,rx11: verschiedenen Wert"' von x ist jeder der 
Linearfaktoren (x - "',), i = 1, 2, ... , k von Null verschieden. Ware aber eines der quadratischen 
Polynome x2 + a1x + b1 filr x = o: gleich Null, so ware es entgegen der Annahme reduzibel. Ein 
irreduzibles quadratisches Polynom isl filr alle reel/en Werte von x von Null verschieden, weil es nur 
zwei konjugiert komplexe Nullstellen hat. Als Folgerung aus diesen Oberlegungen erhalt man den 
Satz: 

Die Anzabl der mit ibrer Vielfachheit geziblten reellen Nullstellen eines Polynoms ist genau dann 
gerade bzw. ungerade, wenn der Grad des Polynoms gerade bzw. ungerade ist. Speziell gllt:Wenn der 
Grad elnes Polynoms ungerade 1st, so bat es wenigstens eine reelle Nullstelle. 
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Sturmscher Satz. Nach einem Naherungsverfahren, z. B. dern Newtonschen, laBt sich von jeder 
ganzrationalen Funktion jede Wurzel beliebig gcnau berechnen, wenn ein x-Wert in der Niihe der 
Nullstelle bekannt ist. Schon DESCARTES, FOURIER und NEWTON haben sich deshalb bemOht, Kri
terien zu finden, nach denen man entscheiden kann, ob in einem vorgegebenen ln1ervall des De
finitionsbereichs eines Polynoms cine Wurzel liegt. Durch passende Wahl des lntervalls )assen sich 
daraus x-Werte in der Ntihe der Nullstelle finden. 
Descarressche Zeichenregel. DESCARTES betrachtete die Vorzeichcn der Koeffizienten des 
Polynoms J(x) = anx" +an.ix"·'+ ... + a1x + ao, d. h. der Falge der Zahlen a,u an.i, ... , a1 , a0 . 
In ihr darr angenommen werden, da/3 weder a,, noch a0 Null sind. Andere Koeffizienten, die Null sind, 
werden in die Falge nicht aufgenommen. Haben dann zwei benachbarte Koeffizienten verschiedene 
Vorzeichen, so spricht man van einem Zeichenwechsel. 

Descartes /and, daft die Anzahl der Zeichenwechsel oder eine um eine gerade Zahl kleinere Zahl der 
Anzahl der positiven Nullstellen des Polynoms g/eich isl. Die Anzahl der nega1iven Nullstelltm ergibl 
:,-ich entsprechend aus der Anzahl der Zeichenwechsel in der Folge der Koeffizienten des Polynoms 
f(-x). 

Beispiel 3: Das Polynom /(x) = xs - x4 + 2x3 + x2 - 3x + 2 hat vier, zwei oder keine 
positiven Nullstellen, denn in der Folge der Koeffizienten 1; - I; 2; I; -3; 2 kommcn vier Zeichen• 
wcchscl vor. Bildet man f(-x) = -x5 - x" - 2x3 + x2 + 3x + 2, so sieht man, daB f(x) 
genau eine negative Nullstelle haben muB, denn in der Folge der Kocffizicnten von f(-x) kommt 
ein Zeichenwechsel vor. 

Die genaue Anzahl der Nullstellen ergibt sich nach einem Satz von Franc;ois STURM (1803-1855). 
Er gehl aus van der Produktdarslellung des Polynoms 

f(x) = c(x-o,; 1)'1(x-o.2)'1 ·•• (x-o,;,,f"(x2 +a 1 x+ b1)"',(x2 +a2x+ b2)°'••·· (x2+a,x+ b,)'1• 

Treten in ihr irreduzible Faktoren mehrfach auf, so genilgt es, ein Polynom q,(x) zu betrachten, das 
jeden dieser Faktoren, aber jede11 nur einmal, enthalt; q.i(x) hat dann diesel hen Nullstellen wie /(x), 
aber nur einfache Nullstellen. 
Die Ableitung tp'(x) entsteht durch Differenzieren des Produkts nach der Produktregel, besteht dem• 
nach aus Summanden. In jedem Summanden ist ein anderer der irreduziblen Faktoren differenziert 
warden, jeder Summand enthalt deshalb einen der Faktoren, in die q>(x) zerlegt werden kann, nicht. 
Die Summe ist durch keinen dieser Faktoren teilbar; tp(x) und q,'(x) sind bis aur cine Konstante 
reiler/remd. 
Dividiert man q,(x) durch q,'(x), so erhalt man ein Polynom q 1(x) und 
einen Rest -tpz(x), der ein Polynom von geringerem Grade als q,'(x) 
ist; q,(x) = q, (x) q,'(x) - q,2(x). Durch Division von q,'(x) <lurch q,2(x) 
ergibt sich danach ein neuer Rest -tp3'x), fur den gilt tp'(x) = 
q2(x) q;,2(x) - q;,3(x). Dieses Verfahren muO nach endlich vielen Schritten 
abbrechen; in vereinfachter Schreibweise erhtilt man das nebenstehende 

tp= Qitp' -'f)z 
tp' =q2tpz-<p3 

'1'2 = Q3tp3-<p4 
tp3 =q4-tp4-<p5 
'P• = Qs'Ps - tp6 

Schema. q,,_2 = q,-1'P,-1 - <p, 
Aus der letzten Gleichung, der vorhergehenden und schrittweise bis zur q,,_1 = q,.q,, 
ersten zuriick erkennt man, daB tp, ein Teiler isl von q.i,_ 1, von q;,,_2 , von 
<p,_3 usw., schlieBlich auch von tp' und van q.i. Da q, und q,' aber teilerfremd sind, kann tp, nur cine 
von Null verschiedene Konstante sein. 
Die Falge dieser Funktionen tp,tp',tp2 ,tp3 , ... ,q,, wird Srurmsche Kelle genannt. Setzt man in den 
Polynomen der Sturmschen Kette filr x einen bes1immten Wert a ein, so ergibt sich die Folge von 
reellen Zahlen q,(a), q,'(a), q,2(a), ... , tp,(a). Haben in dieser Falge zwei benachbarre Zahlen q,1(a) und 
'Pi+1 (a) verschiedene Vorzeichen, so spricht man von einem Vorzeichenwecl,se/. Mit W(a) bezeichnet 
man die Anzahl der Vorzekhenwechsel in der Sturmschen Kette filr den Wert x = a. Die Anzahl 
W(x) der Zeichenwechsel kann sich offenbar nur dann andern, wenn das Argument x cine Nullslelle 
eines der Kettenpolynome q,,tp',q,2, ••• ,tp,_ 1 durchlauft. Zunachst sei filr x =; eines der auf tp 
folgenden Polynome q,', q;,2 , ••• , q,,_ 1 Null. Aus dem obigen Schema kann sofort abgelesen werden, 
daO dann seine Nachbarglieder nicht Null sind und verschiedene Vorzeichen haben. Jnfolgedessen 
kann sich die Anzahl W(x) der Zeichenwechsel beim Durchlaufen dieser Stelle nicht andern; dies kann 
nur noch geschehen, wenn x eine Nullstelle von tp selbst durchliiuft. Tatsilchlich nimmt W(x) in diesem 
Fall genau um I ab, denn daq.i nach Vorausselzung nur einfache Nullstellen hat, andert tp beim Durch• 
laufen der Nullstelle sein Vorzeichen, wiihrend q/ in einer gewissen Umgebung dieser Stelle von Null 
verschieden isl und aus Stetigkeitsgrilnden konstantes Vorzeichen hat. Damit ist der folgende Satz 
bewiesen. 

Sturmscher Satz. Isl q>(x) ein Polynom mit nur �infachen Nulls1el/en, isl a < b und sind ,p(a) =t= 0 
und q,(b) ,ja 0, so ist W(a) - W(b) g/eich d,r Anzahl der Nullstellen des Polynoms q,(x) im abge
schlossenen lnle'rva/1 [a, b]. 
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Um mit Hilfe dieses Satzes die genaue Anzahl al/er NullStellen des Polynoms ip(x) zu bestimmen, 
wiihlt man fur" bzw. b > a solche Werte -M bzw. +M, deren Absolutbetrag grOBer ist als das 
Maximum der absoluten Betr3ge aller Nullstellen, d.h., M >max(lo:d,]o:2 1, ... ,lc.\11!), wo 0; 1 ,0. 2 , ... ,0.11 die Nullstellen von q,(x) sein sollen. Dabei muB M ohne Kenntnis der Nullstellen bestimmbar sein. 
Das ist auch mOglich, da fur die Absolutbetriige der Nullstellen des betrachteten Polynoms qi(x) 
= x" + a,._ ,x11-1 + . -+ a0 die Abschatzung gilt 

max (I", I. l"2I, ... , icx,I) < 1 + la,_, I -1- la,_,I + ··· + la,I + laol-
Jedes Polynom mit a,. =½= I kann leicht normiert werden, indem man es <lurch a11 dividiert. Die Null
stellen bleiben dabei erhalten. Man kann deshalb M = I + la.,_ 1 I + •·· + la, I + laol wahlen und 
ist dann sicher, dal3 irn Interval! [-M, M] a Ile Nullstellen von qi(x) liegen. 
Ein Beweis dieser Tatsache wi.irde hier zu weit fuhren. Sie wird aber plausibel, wenn man an den 
Zusarnmenhang der als reell vorausgesetzten Nullstellen x, und x2 von /(x) = x2 +ax+ b mil 
den Koeffizienten a und b denkt. Bekanntlich ist x1 + x2 = -a und x1x2 = b; daraus ist ersichtlich, 
da8 nicht lxd bzw. [x2 J sehr gro8 und lal bzw. lbl beide gleichzeitig sehr klein sein kOnnen. Mit 
anderen Worten: Die Abso\utbetrage der Nullstellen kOnnen gewisse Schranken, die sich aus den 
Absolutbetragen der Koeffizienten ergeben, nicht Ubenreffen. 

Beispiel 4: Um von dem Polynom qi(x) = x5 - 2x4- x + 2 die Anzahl der reellen Nullstellen zu 
bestimmen, ist die Sturmsche Kette zu berechnen. Um die Rechnung zu vereinfachen, sind die 
Kettenpolynome gegebenenfalls mit positiven Zahlen multipliziert worden; off en bar andert sich die 
Anzahl der Vorzeichenwechsel dadurch nicht. DaO q,(x) nur einfache Nullstellen hat und deshalb 
der Sturmsche Satz anwendbar ist, erkennt man daran, dall die Sturmsche Kette erst bei einem 
Polynom nullten Grades abbricht. 
Fi.ir das gegebene Polynom ergibt sich die folgende Obersicht: 
Sturmsche Kette Berechnung Schema Vorzeichen an den Intervallgrenzen 

q.:(-6) - -10360 

tp'(-6) - +8 207 

1P1C-6) - -724'/• 

q,.(-6)- 1600 

q,,(-6) - 394 

9'1(-6) - 6 61/u 

q.:(+6) - +5180 

q,'(+6)- +4 751 

1P1(+6) - +1os•1. 
q,,(+6) - +400 

9',(+6) - -242 

q,,(+6) - -16"'/u 

Die Grolle M hat fiir das Polynom ,p(x) = x'- 2x4 - x + 2 den Wert I +J- 2I +l-1I + I +21
= 61 d. h., alle Nullstellen des Polynoms liegen im Intervall [-6, 6]. In der bersichtstabelle sind 
die Werte fiir q,(-6), q,'(-6), q,2(-6), q,3(-6), q,4(-6), q,5(-6) und fiir q,(6), q,'(6), q,2(6), q,3(6), 
q,,(6), q,5(6) angegeben. Durch Abzlihlen findet man W(-6) = 4, W(6) = I; das Polynom hat 
genau 4 - I = 3 reelle Nullstellen. 

Trennung der Nullstellen. Unter Trenmmg der Nullstellen versteht man die Angabe von Intervallen, 
in denen jeweils genau eine Nullstelle liegt. An Hand von Beispiel 4 soil gezeigt werden, wie das 
mit Hilfe des Sturmschen Satzes rnOglich ist. 
Setzt man in der zu qi(x) = x5 - 2x4 - x + 2 gehOrenden Sturmschen Kette einmal x = 0, so 
liefert W(-6) - W(O) die Anzahl der Nullstellen im lntervall [-6, OJ. Da ,p(O) = +2, q,'(O) = -1, 
q,2(0) = -93/,, q,3(0) = + I 00, q,4(0) = + 76, q,5(0) = -I 6"/,,, erhiilt man W(O) = 3, wegen 
W(-6) = 4 also W(-6) - W(O) =I; im lntervall [-6, O] liegt demnach genau eine Nullstelle. 
Die beiden anderen mi.i.ssen dann im lntervall [O. 6] liegen. Um sie zu trennen, kann man dieses 
Intervall wiederum halbieren und die Sturmsche Kette fur x = 3 untersuchen. Man findet W(3) = I. 
Da W(O) - W(3) = 2 ist, mi.issen be ide  Nullstellen im Jntervall [O. 3] licgen, sie sind noch nicht 
getrennt. Nochmaliges Halbieren liefert W(l ,5) = 2. Nun ist W(O) - W(l ,5) = I und W(l ,5)- W(3) 
= J, d. h., in den Intervallen [O; 1,5) und [1,5; 3] liegt genau je cine Nullstelle. Die drei Nullstellen 
sind somit getrennt. 
Erginzung zum Stunnschen Satz. Voraussetzung fur die bisherige Diskussion war, daB in der Pro
duktdarstellung von /(x) keine mehrfachen Faktoren auftreten. Bestimmt man mit Hilfe des Euk/idi
schen Algorithmus den grOBten gemeinsamen Teiler von /(x) und f'(x) und ist dieser ggT cine von 
Null verschiedene Konstante, so ist die angegebene Voraussetzung erfi.illt, und der Sturmsche Satz 
kann unmittelbar angewendet werden. 1st dagegen die angegebene Voraussetzung nicht erfi.i.llt, 
so gibt es in der Produktdarstellung von /(x) Faktoren der Form (x - al' bzw. (x2 + a1x + bJ)s1 

mit ,,, SJ EN und r1 > I bzw. SJ> I. Nach der Produktregel fur das Differenzieren treten in der 
Produktdarstellung von f'(x) dann die Faktoren (x - a,}',-' bzw. (x1 + aJx + bjtr 1 auf, die aus
geklammert werden kOnnen. Das Produkt aus diesen Faktoren und eventuell einer Konstanten c 
mit c =t= 0 und C"'F I erscheint dann alsder ggT von /(x) und f'(x). Der Quotient aus/(x) und diesem 
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ggT erfullt aber die Vorausselzungen des Sturmschen Satzes, so daB dieser auf ihn Anwendung 
finden kann. Der ausgeschaltete ggT von /(x) und /'(x) braucht nicht weiter auf Nullstellen hin 
untersucht zu werden, da er nur solche haben kann, die auch dem verbleibenden Polynom, dem 
bcreits genannten Quotienten, eigen sind. 

Das Verhalten ganzrationaler Funktionen im Unendlichen 
Neben den Nullstellen interessieren haufig noch andere 
besondere Eigenschaften ganzrationaler Funktionen, 

a. 

z. B. Extremwerte, Wendepunkte, Anstieg in Nullstellen 
und Wendepunkten. Die entsprechenden Untcrsuchungen 
werden mit den Hilfsmittcln der lnfinitesimalrechnung 
durchgefuhrt (vgl. 19.1. - Anwendungen auf Kurvendis
kussionen). Allen diesen Betrachtungen ist abcr gemeinsam, 
daO durch sie immer nur ein beiderseits beschranktes 
lntervall des Definitionsbereichs erfaOt wird. Es erhebt sich 
die Frage nach dem Verlauf einer ganzrationalen Funk
tion aufterliafb eines solchen lntervalls, die Frage, welche 
Werte die Funktion annehmen kann, wenn Ix[ gr013er 
wird als das Maximum der absoluten Betrage allcr 
ihrer Nullstellen, Extremstellen, Wendestellen u. a. -
Die Antwort auf diese Frage bezeichnet man gewOhnlich 
als ihr Verliaftet1 im U,ie,idliclie1t. K lammert man in f(x) 
= anx" + a,._ 1 x"- 1 + ... + a1x + a0 das erste Glied aus, 
so ergibt sich 
f(x) = a,x'[l + a,_,/(a,x) + a,_,/(a,x2

) + ··· + a0/(a,x')]. 

>O 

<O 

Aus dieser Darstellung erkennt man, daO fur unbeschrankt wach
sendes ]x/ auch 1/(x)I Uber alle Grenzen wachst, denn der Ausdruck 
in der Klammer strebt in diesem Fall gegen 1, wahrend lanxn[ 
beliebig groB wird. Man drUckt dieses Verhahen haufig auch symbo
lisch in der Form lim l/(x)l = oo aus. txJ-m 
Das Vorzeichen der Funktion f(x) fur Jxl - oo hangt nur von Onx" 
ab, da der Ausdruck in der Klammer von einem gewissen x

P 
ab 

fur alle lxl > x
P 

sicher positiv ist. Es gibt nur die in der Tabelle 
zusammengestellten MOglichkeiten. 

" x- f(x)-

+oo +oo 
gerade 

-oo +oo 
+oo +oo 

ungerade 
-00 -00 

+oo -00 
gerade 

-00 -oo 
+oo -oo 

ungerade 
-00 +oo 

, ... ,.,.. "T1 

Beispiel 1: Die Funktion y = x4 - x3 - x2 - x - 2 hat die 
rcdlen Nullstellen x = - I und x = 2. Bei x � 1,3 Jiegt ein 
Minimum der Funktion vor, bei x � 0,13 und x � -0,23 hat sic 
Wendepunkte. Filr das Verhalten der Funktion im Unendli
chen gilt.:c��

0

/(x) = +oo undx!�m/(x) = +oo. Bestimmt man 
einige Funktionswerte, so entsteht folgende Wertetabelle: 

i;" i--,� I-"',\ "'-iht= 
;:i t°"'t=. ""�� i!iH '" 

5.2-19 Graphische Darstellung der Funktion y = x4 - x3 - x2 - x - 2 

x -2 -1,6 -1,3 -I -0,7 -0,23 0 0,3 0,73 1,3 1,6 2,3 

y 20 7,6 2,6 0 -1,2 -1,8 -2 -2,4 -3,4 -4 -4,3 -3,7 0 6,2 40 

Die Funktion liiDt sich nun graphisch darstellen (Abb. 5.2-19). 

Beispiel 2: Die Funktion y = 0,025x5 + 0,05x4 - 0,6x3 - 0,55x' + 2,515x - 1,5 hat cinfachc 
Nullstcllen bei x = -S, x = -3 und x = 4 sowie eine zweifachc Nullstelle bei x = J. 
Zur graphischen Darstcllung dcr Funktion (Abb. 5.2-20) wird folgcnde Wcrtctabclle bcnutzt: 

X -5,3 -5 -4,7 -4,24 -3,8 -3,22 -3 -2,3 -1,53 -I -0,3 

y -6,4 0 3,6 5,3 4,3 1,25 0 -3,25 -4,5 -4 -2,3 

X 0 0,5 1,5 2,32 3,16 3,7 4 '4,3 

y -1,5 -0,42 0 -0,45 -1,75 -2,9 -4,8 -5 -3,2 0 5,6 
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Bci x � -1,53 und x� 3,16 liegtjeweils ein relatives Minimum und 
bei x � -4,24 sowic x = I ein relatives Maximum. Wendepunkte 
sind bei x � -3,22, x � -0,3 und x � 2,32. Das Verhalten der 
Funktion im Unendlichen isl durch lim /(x) = +oo und 
Jim /(x) = -oo gekennzeichnet. x-+00 

5.2•20 Graphische Oarstellung der Funk1ion 
y = 0,02Sx' + 0,0Sx' - 0,6x3 

- 0,5Sx1 + 2,S1Sx - 1,5 

Potenzfunktionen mit negativen Exponenten 

f\N 
Die einfachsten gebrochenrarionafen Funktionen sind solchc, deren Zuordnungsvorschrift in der 
Form y = l/x" fur n = I, 2, 3, ... gegeben werden kann. Man bezeichnet sie als Po1e11zfunktionen 
mil negativem Exponenten, da man bekann1lich fur 1/r' auch x-11 schreiben kann. Sic sollen zunachst 
untersucht werden. 

Die Funktion y = 1/x. Sie ist offensichtlich eine ungerade Funktion, und deshalb ist ihr Bild zentral
symmetrisch in bezug auf den Nullpunkt (Abb. 5.2-21). 

x -4 -3 -2 -I -1/2 -1/100 1/1000 1/50 1/5 I 
Wertetafel zu y = 1/x 

y -1/4 -1/3 -1/2 -I -2 -100 1000 50 

FUr !xi > 1 nahern sich die Ordinaten der Kurve um so mehr dem Wert Null, je gr013er !xi wird, 
wahrend im Bereich -1 < x < + l die Ordinaten filr kleiner werdende fxl Uber alle Grenzen wach
sen. Die Kurve niihert sich sowohl fur positive als auch fur negative Werle der x- und auch der 
y-Achse, ohne diese je zu erreichen. Die x- und die y-Achse sind Asymptoten der Kurve. FUr x = 0 
gibt es keinen Funklionswert, die Funktion y = 1/x ist an der Stelle x = 0 nicht definiert. Ihre Kurve 
besteht aus zwei A.sten; sie ist eine gleichseilige Hyperbel . 
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5.2-21 Bild der Funktion y = 1/x 5.2-22 Bild der Funktion y = 1/x-:. 

Die Funktionen y = l/x2'"+1• 1hr Kurvenverlauf 3.hnelt dem der Hyperbel y = 1/x. Die Funktionen 
sind ebenfalls ungerade. Sic sind fur x = 0 nicht definiert, haben zwei Aste, von denen einer im I. und 
einer im 111.Quadranten liegt, und gehen alle durch die PunkteP(I, I) und R(-1, -1). Sie steigen 
bzw. fallen im Gebiet - I < x < 0 bzw. 0 < x < + I um so steiler, je gr0Ber mist, und niihern sich 
fur Jxl > I um so schneller der x-Achse, je gr0Ber mist. Die x- und die y-Achse sind wiederum Asym
ptoten. 

Die Funktion y = l/x1• Sie isl cine gerade Funktion, deren Kur"'.� symmetrisch zur y-Achse liegt 
(Abb. 5.�-22). FUr x = 0 ist sie nicht definiert und hat deshalb zwei Aste. Die positive und die negative 
x-Achse sowie die positive y-Achse sind Asymptoten. 
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Die Funktionen y = l/x2'". Hier ergeben sich iihnliche Kurven wie fury= 1/x2 • Ober die Steilheit 
dieser Kurven gilt Entsprechendes wie fur die Aste der Potenzfunktionen mit ungeraden negativen 
Exponenten. Ihnen allen sind die Punkte P(l, I) und Q(-1, I) gemeinsam. 
Potenzfunktionen und Proportionalitat. Da aus y = kx" folgt, da8 fur alle einander zugeordneten 
Werte das Verhiiltnis y1/x� = y2/x; = · · · = y/x" = k konstant ist, nennt man die n-te Potenz 
von x proportional zu y. 
In der Zuordnungy = k/x wird yum so kleiner,je grOOer x ist und umgekehrt. Ein solches Verhalten 
wird als indirekt proportional bezeichnet und dadurch definiert, daB das Produkt zugeordneter Werte 
konstant ist, xy = k; k heiOt in beiden Fallen Proportiona/itiitsfaktor. 
Beim freien Fall ist die Fallstrecke s dem Quadrat der Zeit proportional; die Anziehungskraft F 
zweier Massen ist umgekehn proportional dem Quadrat ihrer Entfernung r voneinander. Die ent
sprechenden Gesetze mOssen daher die Gestalt haben: s = kt 2 bzw. F= m/r 2

• wobei jeweils der 
Proportionalitatsfaktor berechnet werden kann, wenn ein Wertepaar (s, r) bzw. (r, F) bekannt ist. 

Allgemeine Form gebrochenrationaler Funklionen 

Ahnlich wie fur die ganzrationalen Funktionen existiert auch fur die gebroch.enrationalen Funk• 
tionen eine Darstellung, die man als Norma/form bezeichnen kann. 

Die Zuordnungsvorschrift jeder rationalen Funktion f(x) /0,Pt sich als Quotient zweier teilerfremder 
Polynome p(x) und q(x) dorsttllen, d. h., x- /(x) = p(x)/q(x). 

Hat das Polynom q(x) im Nenner den Grad 0, ist es cine Konstante, so entsteht als spezieller Fall eine 
ganzrationale Funktion. Im folgenden wird angenommen, daO der Grad von q(x) mindestens I ist, 
so daB cine gebrochenrationale Funktion vorliegt. 

Nullstellen und Pole gebrochenrationaler Funktionen 
Nullstellen. Eine gebrochenrationale Funktion kann nur fur solche Werte von x den Wert Null 
annehmen, fur die in der Normalform p(x)/q(x) der Zahler p(x) Null wird und gleichzeitig q(x) ver
schieden von Null ist; eine Zahl exist genau dann eine Nullsrelle, wenn p(ec) = 0 und q(ix) =f= 0 sind. 
Man spricht von einer k-fachen Nullstelle o:, wenn p(x) in der Form (x - ex).t p1(x) dargestellt werden 
kann mit p1(cx) =t= 0. 
Gibt es fur cine beliebig gegebene gebrochenrationale Funktion /(x) = g(x)/h(x), in der g(x) und 
h(x) Polynome sind, eine Zahl o:, so daB sowohl g(o:) = 0 als auch h(ec) = 0 gilt, so gehOrt ec nicht zum 
Definitionsbereich, denn f(c,.) existiert nicht. Dann liegt /(x) nicht in der Normalform vor; g(x) und 
h(x) sind in diesem Fall nicht 1eilerfremd. Es existiert fur g(x) cine Darstellung g(x) = (x - cx)k g1(x) 
und entsprechend fur J,(x) eine Darstellung h(x) = (x - ec)1 h1 (x) mit k, I� I und ganz; d. h., 
g(x) und h(x) haben einen Faktor (x - ec)'" gemeinsam, den man in g(x)/h(x) fur alle x * ex kOrzen 
kann; m ist dilbei der kleinere der beiden Werte k oder /. Es ergeben sich drei MOglichkeiten: I. fur 
k > I ist lim /(x) = 0, d. h., /(x) verha!t sich in der Nahe von ex wie in der Na.he einer m-fachen 
Nullstelle; .. �. fur k = I ist lim /(x) = c =f= 0, d. h., x = :x ist keine Nullstelle von /(x); - 3. fur 
k < I ist lim /{x) = oo, d. h�/(x) verhalt sich in der Na.he von ex wie in der Nahe eines Pols. 

Pole. Die Funktion /(x) = p(x)/q(x) hat an der Stelle x = "einen Pol, falls q(IX) = 0 und p(a) al= 0. 
Tritt der Linearfaktor {x - ex) dabei k-mal in der Faktorenzerlegung von q(x) auf, q(x)=(x-cx).t q,(x), 
so spricht man von einem Pol der Ordnung k. Die Funktion /(x) laBt sich in der Umgebung dieses 
Pols darstellen durch f(x) = p(x)/q(x) -
(1/(x - IX)']· Jp(x)/q1(x)]. Sind p(x) und q(x) tei
lerfremd, so haben in einer Umgebung von x = G\ 
weder p(x) noch q1(x) cine Nullstelle, 3..ndern ihr 
Voneichen nicht, und ihr Quotient hat einen von 
Null verschiedenen, beschr3.nkten positiven oder 
negativen Wert. Die Funktion 1/(x - o:).t wachst 
aber fur x - ec unbeschrankt. Nahert man sich 
dem Pol im Sinne wachsender x-Werte, d. h. fur 
x < c,., so ist (x - ex) negativ, fur ungerade Wene 
von k, z. B. fur k = I, 3, 5, ... , geht dann 1/(x -ex).t 

gegen -oo, fur gerade Werte von k, z. B. fur k = 
2, 4, 6, ... , dagegen gegen +oo. Nahert man sich 
dem Pol im Sinne abnehmender x-Werte, d. h. 
fur x > ex, so ist (x - ex) positiv, J/(x - ec)t geht 
deshalb stets gegen +oo. Dieses Verhalten der 
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.5.2-23 Graphischc 
Darstellung des Funk
tionsverlaurs bei Polen 
ungerader Ordnung 

.5.2-24 Graphische 
Darstenung des Funk
tionsverlaurs bei Polen 
gcradcr Ordnung 
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Funktion 1/(x - �)k iindert sich durch den Faktor p(x)/q1(x) nur insofcrn, als sich fur negative Werte des Faktors das Vorzeichen der Funktion f(x) umkehrt (Abb. 5.2-23, 5.2-24). Die Gerade 
x = l\: ist Asymptote der Funktion (vgl. Kap. 18.3. - Stetigkeit einer Funktion). 

Das Verhalten gebrochenrationaler Funktionen im Unendlichen 
Geht man van der allgemeinen Form 
f(x) = � = Om.t"'" + Om_,x

m-l + ··· + a1x + a0 
q(x) bnx" + b11_1 _r'- 1 + ··· + b1X + bo 

aus, so sind drei MO&lichkeiten in Betracht zu ziehen, niimlich m < n, m = n, m > "· Jst der Grad des Ziihlerpolynoms p(x) dem des Nennerpolynoms q(x) gleich (m = n) oder grOOer als dieser (m > 11), so nennt man die Funktion f(x) unecht gebrochenrorional. Nach Division des Ziihlers durch den Nenner la.Dt sich dann stets eine ganzrationale Funktion g(x) abspalten, 
/(x) = p(x): q(x) = g(x) + r(x), 

deren Grad (m - 11) ist. Im Fa11e m = 11 ist g(x) die Konstante a,,Jbrr . Der Rest r(x) dagegen ist stetseine echt gebroche11rationafe Funktion, d. h., der Grad ihres Zahlers ist kleiner als der ihres Nenners. Das Verhalten einer ganzrationalen Funktion irn Unendlichen ist aber bekannt; es ist somit nur noch das der echt gebrochenrationalen Funktion zu untersuchen. Dividiert man in ihr Zahler und Nenner durch x'" mit m < n, so erhalt man: 
/(<)=a.+ a._,/x + ··· + a,Jx•-• + a0/x• . brrr'-'" + ... + /l'i- t + bo/xm 

Filr lxl - oo strebt der Zahler dem Wert om zu, wahrend der Absolutbetrag des Nenners gleichzeitig beliebig grolle Betrage annimmt, d. h., 1/(x)j-+ 0 filr lxl-+ oo. Die x-Achse ist danach Asymp101e der Funktion /(x). Je nach dem Vorzeichen van a
,.. 

und von brr und nach dem Grad (n - m) n3hert sich das Bild der Funktion van oben oder unten, von positiven oder negativen Werten her asymptotisch der x-Achse; ist z. B. om > 0, brr > 0 und (11 - m) ungerade, so ist /(x) filr x-+ +oo positiv, fur x-+ -oo negativ. Das Entsprechende gilt filr den Rest r(x), der nach Abspalten der ganzrationalen Funktion g(x) von der unecht gebrochenrationalen Funktion /(x) geblieben ist. Die Funktion /(x) nahert sich fur x- oo asymp101isch der Funktion g(x), und zwar vo11 oben, wenn r(x) zwar kleine, aber posi1ive Werle hat, bzw. von unten, wenn r(x) Uber negative Werle gegen Null konvergiert; das Bild der Funktion g(x) wird Greflzkurve genannt. 1st speziell m = fl und g(x) = am/b,., so ist die Paralfele im Abstand n
m 

h,. zur x-Achse Asymptote der Funktion f(x) filr x-+ oo. 
Beispiel 1: Die Funktion y = x3 �;:: ! 2 hat fi.ir x = 2 cine 
NullsteJle, fur x = -2 einen Pol erster Ordnung und fur x = I einen Pol zweiter Ordnung. Zwei relative Extremwerte - beides Maxima - liegen bei x � -0, 74 und x � 2, 74. Das Verhalten der Funktion im Unendlichen ist durch Jim y = 0 gekennzeichnet. 1,1-� Die x•Achse ist daher Asymptote der Funktionskurve. Zur Betrachtung des Vorzeichens der Funktionswerte fur den gesamten Definitionsbereich schreibt man zweckmiiBigerweise die 
F k . I . h . d F 3(x - 2) E · un uonsg e1c ung m er orm y = (x _ l)2 (x 

+ 2) . s 1st zu 
erkennen, daB y fur -oo < x < -2 positiv ist, filr -2 < x < I und I < x < 2 ist y negativ und fur x > 2 wieder positiv (Abb. 5.2·25). Zur genaueren graphischen Darstellung ist eine Wertetabelle notwendig: 

:1 
-5 -4 -3 

0,2 0,36 0,94 

X -1,5 -1 -0,74 

-2,5 

2.20 

-0,3 

-2,2 -1,8 

6,15 -7,27 

0 0,5 1,3 

-1 
1 1 I I I I I I 

5.2-25 Graphische Darstellung 
der Funktion 3x - 6 
y - (x - 1)2 (x + 2) 

1,5 1,8 2,74 

y -3,36 -2,25 -2,14 -2,4 -3 -7,2 -7,1 -1,72 -0,25 0 0,16 0,15 

Beispiel 2: Die Funktion y = (x' - 1)/(x' + I) hat die Nullstellen x = -1 und x = I; Pole sind nicht vor�den. Ein Minimum liegt bei x = 0, Wendestellen bei x � -0,57 und x � 0,57. Durch 
Ausdividieren erhalt man die Darstellung y = 1 - 2/(x' + 1). Die durchy = I festgelegte Gerade 
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ist einc Asymptote der Funktionskurve, da lim y = I. Es ist auBcrdem zu sehen, daB die Funk-
1.111:1-00 

tionskurve iiberall unterhalb der Asymptote verliiuft (Abb. 5.2-26). 

Wertetabelle: 
X O ±0,3 ±0,5 ±I ±1,5 ±2 ±8 ±5 

y - l -0,84 -0,6 0 0,38 0,6 0,8 0,92 

5.2-26 Graphische Darstellung der Funktion 
y ~ (x' - 1)/(x' + I) 

5.2-27 Graphische Darstel\ung der Funktion 
y ~ (x' - x - 2)/(2x - 6) 

Beispiel 3: Die Funktion y = (x2 - x - 2)/(2x - 6) hat die Nullstellen x = - I und x = 2, einen 
Pol fiii x = 3 sowie ein relatives Maximum bei x = I und ein relatives Minimum bei x = 5. 
Abtrennen des ganzrationalen Teils liefert die Darstellung y = x/2 + I + 4/(2x - 6). Danach 
ist y = x/2 + I cine Asymptote der Funktionskurve. Die Ann3.herung an die Asymptote erfolgt 
fur x-+ -oo von unten und fur x - +oo von oben (Abb. 5.2-27). 

Wertetabellc: 

X -5 -3 -2 -I 0 1,5 2,5 2,8 3,5 4 5 

y -1,75 -0,83 -0,4 0 0,33 0,5 0,42 0 -1,75 -7,6 6,75 5 4,5 4,67 

Beispiel 4: Fiir y = f(x) = (x3 + 2)/(2x) ist wegen /(x) = x'/2 + 1/x und ,!':'� [f(x) - x2/2] 
= x�n_:.Jfx = 0 die Kurve y = x.2/2 Grenzkurve. 

Partialbruchzerlegung 

Besonders fur die Integration einer gebrochenrationalen Funktion /(x) ist es notwendig, sie als Summe 
von PartialbrUchen darzustellen; das sind BrUche, deren Nenner ganzzahlige Potenzen je eines der 
irreduziblen Faktoren sind, die sich aus der Faktorenzerlegung des Nenners q(x) einer gebrochen
rationalen Funktion ergeben. In ihrer Normalform /(x) = p(x)/q(x) sind Zahler p(x) und Nenner 
q(x) des Quotienten teilerfremd. 1st der Grad des Zah\ers p(x) grOBer oder gleich dem des Nenners, 
so lilBt sich durch Division ein ganzrationaler Teil g(x) abspalten, /(x) = g(x) + p1(x)/q(x). Der 
Nenner q(x) seinerseits laBt sich im Bereich C bis auf einen konstanten Faktor, der zum Zahler ge
rechnet werden kann, in ein Produkt von Linearfaktoren zerlegen, 

q(x) = (x - IX 1)'' (x - 1X2)'' ·•• (x - <>,)'' (x - p,)'• (y - /J,)'' ··· (x - p,)'' (x - /J,)'', 

in dem die k reellen Nullstellen l\ 1 sowie die/ Paare von konjugiert komplexen Nullstellen {11 bzw. /11 

mit den Vielfachheiten r1 sowie s1 auftreten. Das Produkt zweier konjugiert komplexer Linearfaktoren 
ergibt ein reelles Polynom zweiten Grades, (x - Pl (x - /J) = x' - (P + /J) x + P/J = x +ax+ b. 
Hierin wurde a= -(/1 + /J) und b = /JP gesetzt: q{x) laBt sich dann als das folgende Produkt von 
Polynomen darstellen, die im Bereich der reellen Zahlen irreduzibel sind; 

q(x) = {x - o:. 1 )'' (x - l\2)'1 · • (x - o:.,f1c (x 2 + a 1 + b1 )'' ••• (x2 
+ a,x + b1>

5
'. 

1st der Nenner eines Partialbruchs cine Potenz eines Linearfaktors, so ist der Zilhler eine Konstante 
A, ist der Nenner cine Potenz eines irreduziblen Polynoms zweiten Grades, so ist sein Zahler ein 
lineares Polynom B + Cx. Die echt gebrochenrationale Funktion p1 (x)/q(x) laOt sich in folgender 
Form darstellen: 
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Partialbruchzerlegung der echt gebrochenrationalen Funktion 
P1(x) _ A11 + A12 + ... + A1r1 + A21 + A22 + __ +�
q(x) x-cx1 (x-cx1)2 (x-cx,)'• x-ix2 (x-L\2)2 (x-o-.2)'1 

+ ············ 

+�+�+---+� x-o.11 (x- ex,:) (x _ cx,,fk 
B11+C11X + B12+C12X +···+ B111 +C11, X + x2 + a1x + bi (x2 + a1x + b1)2 (x2 + a1xb1)

6

• 

+ B21+C21X + B22+C22X + .. ·+ Bh,+C2.i,X 
x2 + a2x + b2 (x2 + OzX + b2)2 (x2 + a2x + b2}'1 

+. 

Hierbei sind A1i , B11, C1t samtlich reelle Konstanten. DaB cine solche Zericgung mOglich ist, kann man fur Linearfaktoren bzw. ihre Potenzen im Nenner folgendermaDen einsehen. 1st o: cine r-fache Nullstelle des Nenners q(x), so gilt q(x) = (x - o:Y q1(x), und cx isl keine Nullstelle mchr von q1(x). Spaltet man den Partialbruch A/(x -IX)' von der gegebenen echt gebrochenen Funktion p1(x)/q(x) ab, so erhiilt man: 
p,(x) A p,(x) - Aq,(x) <t>(x) 

(x - 0<)' q,(x) (x -0<)' (x - 0<)' q,(x) (x -0<)' q,(x) 
Da weder p1(x) noch q1(x) fur x = a Null werden, darf fur die noch unbcstimmc Konstantc A die Zahl p1(0<)/q,(0<) = A gewiihlt werden. Man erreicht damit, daB <t>(x) = p,(x) -Aq,(x) fur x ="' cine Nullstclle hat, so daO gilt cJ)(x) = (x -a) q;,(x). Durch Kfirzen ergibt sich 

p,(x) A ,p(x) 
(x - 0<)' q,(x) (x- 0<)' = (0< - xy-• q,(x) · 

Diese rationale Funktion ist wieder echl gebrochen, denn der Grad von q;(x) ist um I kleincr als dcr von (J)(x). <lessen Grad h&hstens dem von p1(x) oder von q1 (x) gleich ist; deren Grad ist abcr auf alle Fa.Ile kleiner als der von q(x) = (x - a)'" q1(x). Von dieser Funktion 'P(x)/[(x -(Xy-1 · q1(x)1 kann nach demselben Verfahrcn wieder cin Partialbruch Ai/(x - (Xy-1 abgespalten werden. Entsprechendes gilt ebenso fur die andcren reellen Nullstellen des Nenners q(x). L3Bt man voriibergehend komplexe Zahlen zu, so gill die gleiche Oberlegung auch fur die Nullstcllen p und p des Nenners q(x), nur muB man bedenken, daB <lurch Einsetzen des zu p konjugicrt komplcxcn 
Wertes pin cine der Funktionen p 1(x) bzw. q 1(x) mit reellen Koeffizienten diese konjugiert komplexc 
Werte annehmen, daB also gill: A, = p,(/1)/q,(Pl = fi,(/IJ/ii,<P) = A. Zu jedem Partialbruch 
A/(x -PY tritt dann auch ein Partialbruch A/(x - PY auf; ihre Summe 

A(x - PY + A(x -/I)' 

(x' - [ft + Pl x + PPY 
geht durch Vertauschen einer komplexen Zahl mit ihrer konjugiert komplexcn in sich Uber, d. h., sic muB reel/ sein und die Form haben h(x)/(x2 +ax+ b)', dabei hat h(x) hOchslens den Grad r. 1st sein Grad grOBer als I, so 13.Bt sich h(x) <lurch (x2 + ax + b) dividieren 

h(x) = h,(x) (x2 +ax+ b) +(Bx+ C) bzw. 
h(x) Bx+ C h,(x) 

(x2 +ax+ b)' (x2 +ax+ b)' 
+ (x' + ax + w-• 

1st der Grad von h1 (x) wieder grOBer als I, so kann erneut durch (x2 + ax + b) dividiert wcrden. 
Diese Zerlcgung in Partialbriiche ist auch eindeutig, wie man nach Multiplizieren mit (x -(Xl)'A durch Koeffizientenvergleich zeigen kann. 
Praktische Durchfiihnmg der Partialbruchzerlegung. Fiir die praktische Durchfiihrung der Partialbruchzerlegung einer gebrochenrationalen Funktion gibt es verschiedene MOglichkeiten. Man kann z. B. enisprcchend 1.km Beweis die Zerlegung schrittweise herstellen. Meist ist aber ein anderes Ver-



5.3. Nichtrationale Funktionen 139 

fahren zweckmaBiger, das im folgenden an Beispielen erlautert werden soll. Es handelt sich um die 
Methode der unbesrimmten Koeffizienten. 

Beispiel 1: Die Funktion y = 
(x + 

2�
1
(x

1 _ 1) soil als Summe von PartialbrUchen dargestellt 
werden. Auf Grund des allgemeinen Satzes weiB man, daB die Zerlegung folgendes Aussehen 
h be D 

2x - I A, A, 
+ 

A, 
M I . r . d' GI . a n mu :  

(x+2)1(x-l) (x+l)1+x+2 x=-t· ut1pmert man 1ese e1-
chung mil dem Ne nne r (x + 2)2 

(x - I), so fo lgt 2x - I = A 1 (x - J) + A,(x + 2) (x - I) 
+ Aix + 2)1. AuflOsen der Klammern dieser Identitiit und Zusammenfassen gleichartigcr Po
tenzen von x ergibt 

2x- I= (A,+ A 3)x' + (A 1 +A,+ 4A 3) x + (-A 1 -2A 2 + 4A 3). 
Durch Koeffizientenvergleich erhalt man zur Bestimmung von Ai , A 2 und A3 folgcndes Glei
chungssystem: 

I. A,+ A, = O; II. A 1 + A 2 + 4A3 = 2; III. -A 1 - 2A, + 4A3 =-I. 
Es hat die Ltisung A 1 = 5/3, A,= -1/9 und A, = 1/9. Somit ist die gesuchte Partialbruchzer le
gµng: 

2x- I 
(x + 2)2 (x- I) 3(x + 2)' 

I I 
9(x + 2) + 9(x - I)· 

Beispiel 2: Die Partialbruchzerlegung gewinnt aus dr.c Zerlegung des Nenncrs ihrcn Ansatz: 
x2 +Sx x2 +5x A 1 A 2 B+Cx 

y = 
x•-2x>

+2 x '-2x+ I (x- J)'(x' + I) (x- I)'+
(x- l) + (x' +I). Dur ch 

Multiplizicren mit dcm Hauptnenner erha.It man 

x'+ 5x= A 1 (x' + l)+A,(x'+ l)(x- l)+(B+ Cx)(x-1)2 

= (A,+ C) x3 +(A 1 -A,+B -2C)x'+(A,-2B+ C)x+ (A,-A,+B). 
Die Kocffizienten A 1, A2, B und C mUssen folgendem Gleichungssystem genUgen: 

I. A 2 + C = O; II. A 1 -A, +B-2C= I; III. A,-2B+ C = 5; IV. A, -A, +B=O. 
Man findet A 1 = 3, A,= 1/2, B = -5/2 und C= -1/2. Somit ist die gesuchte Partialbruch
zerlegung: x 2 + 5x 3 I 5 + x 

(x -1)' 
+ 

2(x -1) - 2(x2 +I)' x4 -2x3 +2x2 -2x + l  

5.3. Nichtrationale Funktionen 

Funktionen, die nicht rational sind, werden auch 
irrationale Funktionen genannt. 

Wurzelfunktionen 

Die Funktion y = V:;,. Entsprechend der Definition 
der Quadratwurzel ist die Funktion y = 11� nur 
fi..ir nichtnegative Werte von x erklart; wilhlt man 
den maximalen Bereich O � x < +oo als 
Definitionsbereich, so ist der Wertebereich 
0 ¾ y < +oo. Wie sich aus der Definition wei• 
ter ergibt, ist y = 11; die Umkehrfunktion von 
y = x1 im lntervall O ¾ x < +oo. Das Bild 
der Funktion y = v; kann man sich mit Hilfe 
einer Quadratwurzeltafel oder durch Spiegeln dcr 
durch y = x1 im lntervall O � x < +oo be· 
stimmten .,halben" Parabel an der durch y = x 
bestimmten Geraden verschaffen (Abb. 5.3·1). 

3 

.Y 

Die Funktion y = )I:;.. Auch diese Funktion ist nur 5.3·1 Die Kurvcn der Funktionen y = V� und fur nichtnegative Werle des Arguments definiert. y = x2 als Spicgelbilder 
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Im Definitionsintervall O � x < +oo ist sie die Umkehrfunktion der Funktion y = x1 mit y � O 
und deshalb x � 0. 1hr Bild kann wieder durch Spiegeln der ,,halben" kubischen Parabel y = x3 mit 

0 � x < +oo an der Geraden y = x gewonnen werden (Abb. 5.3-2). Die Umkehrfunktion von 
,_y = x3 mit y < O und deshalb x < 0 wird dagegen durch die Gleichung y = -1 '-x im Definitions

intervall -oo < x < 0 beschrieben. Es sind danach zwei Gleichungen notwendig, um die gesamie 
Umkehrfunktion von y = x3 explizit zu beschreiben, die wegen der Eineindeutigkeit von y = x3 

existieren muO. 

,,,,., . ...;:!"!' -, :, .::-,1·.: -., .. ,.....,. !l:;-t"'"TT':. 

H� cjc,·1� ·J ·u

'de "" , .. TJ/ .1. "'1 ·"' 
·'b'f = 

1P:, .;k. ""· ,.., :aL-.¥ fi� 
.�. -<:-:::- �fl? ••"'F! ... 

I -y -1 X ,.., . - L "' 
7·•1 � ':'i' c1' , "" 

5.3-2 Graphische Darstellung der Umkehrfonktion zu y = x3 
5.3·3 Ku�en dertunktionen y � _:-1':;:. 
y = -Vx, y = VX und y - - Ix 

Die Funktionen y = "v;, Nach der allgemeinen Wurzeldefinition ist n > 1 und n ganzzahlig anZU· 
nehmen. Die Falle n = 2 und n = 3 sind schon betrachtet worden; die Untersuchung grOBerer 
Werte von n liefert nichts wesentlich Neues. Filr den Definitionsbereich O ,s;;;; x < +co und den 
Wertebereich O � y < +co wachsen alle Funktionen monoton, unterscheiden sich abcr darin 
voneinander, daB furn< m gilt v:; <;;,:;.falls O < x < I. und v:; >;;,:;,falls x > I. 
Die betrachteten Funktionen y = V; treten bei der Umkehrung der Potenzfunktioncn auf. 1st n 
gerade, so ist y = x' im lntervall O ,s;;;; x < +oo monoton wachsend, demzufolge dort umkchrbar, 
und y1 = V; ihre Umkehrfunktion (Abb. 5.3-3); im Intervall ]-oo, O] sind y = x" und y2 = - jr; 
zueinander inverse Funktionen. Fi.ir ungerades n ist y = x" im gesamten Definitionsbereich ]-0.>,100( 

Exponentialfunktionen 

monoton wachsend und hat die Umkehr
funktion x = y", deren explizitc Formen 
y = v� fi.ir O ,s;;;; x < +oo und .v = - i -x 
fur -oo < x ,;;; 0 lauten (Abb. 5.3-4). 

5.3-4 Bilder der Funktionen 
= V:;:,y = -V=-;, y = j1:;: und y = -i'�

Die e-Funktion y = e% , Die Zuordnungsvorschrift kann durch einen expliziten Rechenausdruck mit 
unendlich vielen rationalen Rechenoperationen gegeben werden, wobei durch Einsetzen in die Reihe 
for jedes reelle oder komplexe x dcr Funktionswert mil bcliebiger Genauigkeit berechnet werden 
kann (vgl. Kap. 21.2. - Taylorsche Reihen). Filr den speziellen Wert x = I ergibt sich der Wert fur 
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die transzendente Zahl e = 2,718 281 828459 ... Einige I , 
Logarithmentafeln enthalten gerundete Werle dieser y= e" =< \ +..::.. + -2.._ + -2.._ +. 
Funktion. I ! 2 ! 3 ! 
Wertetafel der Funktion y = ex 
X ••• -3 -2 -\ 0 '/3 '/1 I 

y 0,05 0,14 0,37 I 1,40 1,65 2,72 7,39 20,09 · 
Nach den Potenzgesetzen gilt e0 = I und e-x = I/ex. Da die Funktion y = ex ftir positive x-Werte 
nur positive y-Werte annimmt und fur x - oo monoton unbeschr3.nkt w3chst, nimmt auch die 
Funktion y = e-x nur positive Wene an, und die y-Werte fallen mit wachsendem Argument x 
monoton. lhre Kurve nahert sich fur x-+ +oo asymptotisch der x-Achse (Abb. 5.3-5). 
Die Exponentialfunktion wird oft als Wachst11msfunktio11 bezeichnet, weil jeder Naturvorgang auf 
diese Funktion fi.ihrt, in dem die Zu- bzw. Abnahme ± !7 einer Anzahl N betrachteter Objektc 
in der Zeit t van ihrer jeweiligen Anzahl abhilngt; ist k ein Proportionalit3.tsfaktor, so gilt 
±dN/dr = Nk; dN/N = ±k dt oder e=« = N; z. B. liegt dem Anwachsen eines Waldbestandes, 
dem Anwachsen der Erdbev0lkerung oder dem radioaktiven Zerfall diese Funktion zugrunde. 

5.3-S Bilder der Funktioncn y = ex und y = e·-'' 

5.3-6 Bilder der Exponentialfunktionen 2"', e"' und 10"' 

sowie dcr Logarithmusfunktioncn Id x, In x und lg x 

Die Funktion y = a". Nach den Potenzgesetzen ist a= e10 ", da In a die Zahl ist, mit der man e po
tenzieren muD, um a zu erhalten. Man erhalt y = a" = ex 1° ", d. h., die a/lgemeine Expone11tial
funktion ist eine e-Funktion y = etx, deren De/initionsintervall gleichm3.13ig um den konstanten 
Faktor k = In a gestreckt bzw. gesraucht worden ist. Das Intervall von x bis x + I hat dann nicht
mehr die Lange I, sondern I · k = In a - (lg a)/(lg e) = 2,302 59 . · lg a. Man erhalt In 2 = k1 

� 0,693 < I und In 10 = k 10 � 2,30 > I. Wftchst das Argument x von ex um I, so nimmt das 
Argument k2x der Funktion y = 2" = CX 10 2 nur um 0,693, das der Funktion y = I ox = ex 10 10 da
gegen um 2,30 zu. Die Funktion y = 2" wachst Jangsamer, die Funktion y = 10x sclmeller an als 
die e-Funktion e" (Abb. 5.3-6). Allgemein wachst y = a" fur I < a< e langsamer und fur a> e 
schneller als y = e". 

Wertetafel fur die Funktionen y1 = 2"' und y2 = 10" 
X . -3 -2 -\ 0 1/3 1/2 3 .  I y=aX =exlnll 

y, 0,125 0,25 0,5 I 1,26 1,41 8. 

Y, 0,001 0,01 0,1 I 2,15 3,16 10 100 1000 . 

Im Bereich der reel/en Zahlen ist der Logarithmus weder fur a= 0 noch fur negative Werte von a 

definiert; die allgemeine Exponentialfunktion y =ax = e" 10" existiert deshalb nur fur positit·e 
Werre dtr Basis a. Je naher die Basis dem Werle I ist, um so Hacher wird die Kura der Exponential
funktion; filr a.=- I geh0rt zu jedem beliebigen x-Wert der Funktionswert y = I. Die Funktions
kurve ist eine Gerade parallel zur x-Achsc. 
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FUr O <a< I ist y =a"= (I/a)-..-, d. h., das Bild von y = ax gehi aus der Funktionsku.rve von 
v = h" mit b = I /a> I <lurch Spiegeln an der y-Achse hervor. 
Die Funktionen y = k · ax. Durch den konstanten positiven Faktor k werden die Ordinatenwene y der Funktion im Yerhilltnis 1 : k gestreckt, falls k > I, bzw. gestaucht, falls k < I. Es la.Ot sich zeigen, dall dadurch das Kurvenbild bis auf eine Parallelverschiebung in Richtung der x-Achse in sich Ubergeht. Wegen k = e•n" ergibt sich y = k · a-" = e 1" 1: • e ... 1" a = ex 1" a+ln "• d. h. cine Parallelverschiebung um c = -Ink in Richtung der +x-Achse. 

Logarithmische Funktionen 
Die Funktion y = log

0 
x. Diese Funktion ist die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion y = tr, die in ihrem ganzen Definitionsbereich monoton ist (vgl. Kap. 2.2. - Logarithmengesetze und Logarithmensysteme). Da der Wertebereich der Exponentialfunktion O < y < ...1...00 ist, kann die logarithmische Funktion nur fur posithe Werte des Arguments erklart sein, hat also den Definitionsbereich O < x < +oo. Spezielle Umkehrfunktionen sind y = In x zu y = e.r und y = lg x zu y = 1ox_ !hr K11rvenbild ergibt sich danach durch Spiegelung der Kurven von y = e"' bzw. y = 10--an der Geraden y = x (vgl. Abb. 5.3-6). 

Die Funktion y = log
0 

:t'. Da offenbar y = k log.,, x, ergibt sich der Funktionswert durch Multiplizieren mit der Konstanten k. 1hr Wert kann auch negativ sein, da man fur k = -x mit x > 0erhalt y = log
0 
x-x = logaCl/xx) = -Jog., xx= -Y. log., x. Speziell fur k = -1 hat die Funktion ein Kurvenbild, das durch Spiegeln an der +x-Achse aus dem der Funktion y = log. x hervorgeht; die Funktion y = -lo&i x = log., x·1 = log0(1/x) ist die Umkehrfunktion von y = a·.r_ 

Die Funktion y= log.,(kx). Fi.ir positive Werte der Konstanten k geht das Kurvenbild dieser Fun tion wegen y = log., (kx) = log.,, k + log .. x aus dem von y1 = log .. x durch Parallelverschieben um 
d = + log .. k in Richtung der + y-Achse hervor. Fi.ir negative Werte k' = -k(k > 0) ist die Funktion nur fi.ir negative x-Werte definiert, da dann k'x = lkxl, sind die Funktionswerte die gleichen wie fi.ir y = loga (kx) mil O < x < +oo. 

Trigonometrische und zyklometrische Funktionen 
Die trigonometrischen oder Winkelfimktionen und die zyklometrischen oder Arkusfunktionen sind ein sehr haufig vorkommender Typ von nichtrationalen Funktionen. Sie werden in der Goniometric naher untersucht (vgl. Kap. 10.1.). 
Zusammenh3nge zwischen trigonometrischen und zyklometrischen Funktionen. Auf Grund der Definition der zyklometrischen Funktionen als Umkehrjimkrionen der trigonometrischen Funktionen ergeben sich sofort folgende Zusammenhiinge: sin (arcsin x) = x; cos (arccos x) = x usw. Weiter gilt fi.ir positive x, wenn auf beiden Seiten der Hauptwert genommen wird: Arccot x = Arctan l tx, da cot x = I/tan x ist. Dadurch wird die Funktion y = arccot x fi.ir die meisten Untersuchungen entbehrlich. J nteressant sind weiter folgende Beziehungen: 

sin (Arccos x) = Vt - x2
, sin (Arctan x) = .t/Vl + x2, cos (Arcsin x) = � 

cos(Arctanx)= 1/\!I+x2, tan(Arcsinx)=x/Vt -x2
, tan(Arccosx) = Vl -x2 /x 

Es soil hier genOgen, die Begri.indung fur die erste Beziehung anzugeben, da die anderen ganz entsprechend gewonnen werden kOnnen. Aus sin2 y + cos2 y = 1 folgt sin y = ±Vt - cos2 y oder sin(Arccosx)= ±VI -x2 . Fi.ir den Hauptwert von arccosx gilt o,-,;;:,:Arccosx,-,;;:,:n; in diesem Definitionsbereich hat die Sinusfunktion keine negativen Werle, sin (Arccos x) � O; die Quadratwurzel kann deshalb Our positives Vorzeichen haben, sin (Arccos x) = +VI -x2 , wie in der.Tabelle angegeben ist. Entsprechend folgt fur den Hauptwert -"1/2 ,-,;;:,: A resin x,.,;;;; -l-;r/2, daB cos (A resin x) = +VI -x2, weil die Kosinusfunktion in diesem Intervall keine negativen Werte annimm1. Unter Benutzung eines von Leonhard EULER zuerst gefundenen Zusammenhangs zwischen den trigonometrischen Funktionen und der Exponentialfunktion ergibt sich eine Beziehung zwischen der Arkusfimktion und der Log
arithmusfimktion. Diese Beziehungen gelten im Bereicl, der komplexefl 
Zahle11. 

Eulersche Funktion I e1 'P = cos <p + ! s(n <p e·lqi = COS<p- I smrp
errp - e·lrp sin <p = --2-i -. eicp - e-Hp tan <p = -, e''P + e·•q, 

eiff + e•lf! cos<p=--2--
. e1f + e·1f cot<p = +1 elf - e·lf 
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Nach den oben hergeleiteten Beziehungen lautet fur sin <p = x und den Hauptwert von A resin x = q; 
die erste Eulersche Formel el<P =ix+ JI\ - x2 • Daraus gewinnt man durch Logarithmieren iip 
= i Arcsin x = In ( ix+ j/J -x2). Durch entsprechendc Umrechnungen fur die Ubrigen Arkus
funktionen ergibt sich: 

Arcsinx= -i ln(xi +�) Arccosx= -i ln(x+ i 11 - x') 

Arctan x = -i In V(I + xi)/(1 - xi) Arccot x= -i lnV(xi-1)/(xi+ I )  

Hyperbolische Funktionen 

Als hyperbolische Funktionen bezeichnet man die durch folgende Funktionsgleichungen festgelegten 
Zuordnungen: 

I. Hyperbelsinus, Sinus J,yperbolicus: 
y = sinh x = sh x = (ex - e-JC)/2; 

2. Hyperbelkosinus, Cosinus hyperbolicus: 
y = cosh x = ch x =(ex + e-")/2; 

3. Hyperbeltangens, Ta11ge11s l,yperbolicus: 
y = tanh x = th x = (ex - e-x)/(e% + e-..-); 

4. Hyperbe/korangens, Cota11ge11s l,yperbolicus: 
y = coth x = cth x =(ex+ e-x)/(ex -e-x).

Die Funktion y = sinh x. Aus der Definitionsgleichung ergibt sich, dafl y = (ex - e-x)/2 fur a lie 
Werte von x definiert ist. Die Funktion hat eine Nullstelle bei x = 0. Strebt x gegen +oo, so wird 
e-x beliebig klein. Da ex gleichzeitig Uber alle Grenzen w3.chst, werden die Funktionswerte beliebig 
groB. Ftir x --oo wird umgekehrt e-x beliebig gro8 und ex nahert sich dem Wert Null, d. h., die 
Funktionswerte streben gegen -oo. Aus der Definitionsgleichung ergibt sich ferner, da8 sinh x 
= -sinh (-x) ist. Die Funktion ist ungerade, ihr Bild liegt zentralsymmetrisch in bezug auf den 
Koordinatenursprung; der Wertebereich ist -oo < y < +oo (Abb. 5.3-7). 

5.3-7 Graphischc Darstellung von y = sinh x und y = cash x 

5.3-8 Graphische Darstellung dcr Funktionen 
y = tanh x und J' = coth x 

Die Funktion y = cosh x. Auch diese Funktion ist fur alle Werte von x definiert, ihr Wertebereich 
ist durch I � y < +oo gekennzeichnet, wie man an Hand der Funktionsgleichung y = (ex+e-x)/2 
leicht erkennt. Die Funktion ist gerade, ihr Bild liegt symmetrise/, zur y-Achse (vgl. Abb. 5.3-7). 
Die Funktionen y = tanh x und y = coth x. Die erste dieser beiden Funktionen isr fur alle Werte 
von x definiert, w3.hrend bei der zweiten der Wert x = 0 ausgcschlossen werden mull. Der Werte
bereich von y = tanh x ist beschr3.nkt, es gilt -1 < y < +I. FUr den Wertebereich von y = coth x 
gilt dagegen: -oo < y < -I und + 1 < y < +oo. Seide Funktionen sind ungerade (Abb. 5.3-8). 
Zusammenhiinge zwischen den hyperbolischen Funktionen. Aus den Funktionsgleichungen ergeben 
sich unmittelbar folgende ldentit3ten: 

tanh x = sinh x/cosh x coth x = 1/tanh x cosh2 x - sinh2 x = I 

Die weitgehende Ahnlichkeit dieser Beziehungen mit denen zwischen den trigonometrischen Funk• 
tionen rechtfertigt die Verwendung der Bezeichnungen Sinus hyperbolicus, Cosinus l,yperbolicus 
usw. Weshalb man von 71yperbolische11 Funktionen spricht, sieht man an Hand der dritten Beziehung 
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ein: Setzt man cosh x = X und sinh x = Y, so lautet diese Beziehung X2 - Y2 = I. Das ist aber die Gleichung einer Hyperbel in der X, Y-Ebene, und zwar wird wegen cosh x � I nur der rcchte 
Hyperbelast dargestellt. 

Die Umkehrfunktionen der hyperbolischen Funktionen 

Die hyperbolischen Funktionen sind umkehrbar. FUr y = sinh x und y = tanh x crsicht man das an ihren graphischen Darstellungen; fur y = coth x ergibt es sich aus der Eineindeutigkeit dieser Funktion. Zu y = cosh x kann zu jedem der beiden lntervalle -oo < x � O und O ¾ x < Too, in denen diese Funktion monoton verlauft, cine Umkehrfunktion angegeben werden. 
Areasinus, Area Sinus hyperbolicus, y = arsinh .x = arsh x. Dies ist die Umkehrfunktion von y = sinh x, die nach x aufzulOsen ist. Die Gleichung y = (ex - e-x)/2 bzw. 2y = � - c-i geht durch Multiplikation mit ex in die in e ... quadratische Gleichung 2y ex = e2x - J bzw. e2.r - 2y� = I 

Uber. Als LOsung kommt nur e ... = y + lly 2 + I in Frage, da y - I y 2 + I stets negativ ist, 
wahrend ex nur positive Werte annehmen kann. Logarithmieren liefert schlief3Iich x = lnG,1'\ y21 I). 
Daraus erh3lt man sogleich y = In (x + �1x2 + I) als explizite Fu11k1io11sgleichu11g der Umkehrfunktion; sic stellt y = arsinh x dar. Das Bild der Funktion y = arsinh x erh3lt man durch Spie
gelung der Funktionskurve von y = sinh x an der Geraden y = x. 
Areakosinus, Area Cosinus hyperbolicus, y = arcosh x. Bei der Umkehrung von y = cosh x gelangt man nach entsprechenden Schrillen wie bei y = sinh x zu der Gleichung e2.r - 2y ex + 1 = O, 
die auf ex = y ± VY2 - I fi.ihrt. Es ergeben sich schlie!31ich fur die lntervalle -co< x � O bzw. 
0,;; x < +oo die Umkehrfunktionen y = In (x - V x2 - I) bzw. y = In (x + V x' - I). Fur beide ist I � x < +oo der Definitionsbereich, und als Wertebereich erh3lt man -co< y � 0 bzw. 0 � y < +co. Die Umkehrfunktion mit dem Wertebereich O � y < +co bzeichnet man als Area
kosinus, der folglich den expliziten Ausdruck y = arcosh x = In (x + I' x 2 - I) hat. 
Areatangens, Area Tangens hyperbolicus, y = artanh x. Durch Erweitern mit e"" ergibt sich aus der Funktionsgleichung y = (ex - e-i)/(CZ + e-.r) die Gleichung y = (e2x - J)/(e2"" -r- 1) bzw. y e2x + y = e2x - l oder y e2 ... - e2.r = -y - I; durch Ausklammern und Multiplikation mit 
(-1) erhiilt man danach e2'(1 - y) = I + y oder e2' = (I + y)/(1 - y) bzw. e' = V(I + y)/(1 -y). Logarithmieren und schlieBlich Umbenennen der Variablen ergibt die explizite Funktionsgleichung 
y = In V( l + x)/(1 - x) oder y = 1/2 In ((I + x)/(1 - x)) fury= artanh x. Der Definitionsbereich ist beschr3nkt auf - I < x < + 1, der Wertebereich umfaf3t alle reellen Zahlen. Der Vollstandigkeit wegen sei hier noch die Gleichung fur Areakotangens, Area Cotangeru hyper
bolicus, y = arcoth x angegeben: y = 1/2 In [(x + 1)/(x - I)] mil dem Definitionsbereich -oo < x < -I und I < x < +oo. 
Anschauliche Deutung der Areafunktionen. Die Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen kOnnen geometrisch gedeutet werden als die Boge11/011ge y, filr die die Funktionen Sinus, Kosinus, Tangens bzw. Kotangens den vorgegebenen Wert x haben. Wird diese Bogenlange als Parameter r aufgefaf3t, so stellen x = cos r und y = sin r einen Punkt in der x, y-Ebene dar, der wegen der Beziehung cos2 t + sin2 t = x2 + y2 = I auf dem Einheitskreis liegt. En1sprcchend Ja.01 sich fur die 
Hyperbel/unklionen cine Parameterdarstellung x = cosh r und y = sinh t bilden. Der Punkt P(x, y) liegt aber wegen der Be- Y ziehung cosh2 , - sinh2 t = I auf der gleichseitigen Hyperbel mit der Gleichung x 2 - y 2 = I. Es 13.0t sich zeigen, daO in diesem Fall der Parameter t dii::: doppelte Fl3.che bedeutet zwi-schen der Strecke OS der x-Achse, dem Hyperbelbogen SP bis zum Punkte P(x0 , y0) und der Verbindungsstrecke zwischen 
P und dt:m Koordinatenanfangspunkt O (Abb. 5.3-9). Mit Hitfc B 

der Integralrechnung erhillt man fur das Flachensti.il'k 1 
ISAPI =/'Vx' - I dx 

= 1/2 x0)1xfl- 1 - 1/2 Injx0 + VxA- 11 
bzw. fur das Fl3chensti.ick 

IOSPBI = j'11y 2 + I dy 
= '/, Yo VY3 + I -:- '/, In lro T V.,'6 + 1 I. 5.J-9 Zur g..:ometrisch..-n Deu1ung der Areafunktionen 
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Dara us 138t sich die Fl3.che 10/2 = jOS Pl auf zwei Wegen berechnen: 
I. IOSPI = IOAPI - ISAPI = '/,xoro - ISAPI 

= '/,x0Vx5 - l - 'f,x0Vx5 - l + '/,lnlxo+Vxt-1 I 
= '/, lnlxo + Vxt - 1 I. 

2. IOSPI = IOSPBI-IOPBI= 1/,YoVYB + 1 + 1/,lnlyo + VYB + 11- 1/,Yo Vrt + 1 
= '/, lnlro + VYB + 1 I. 

Wie bei der Betrachtung der Funktion Areakosinus gefunden wurde, ist ½ In lxo + Vxg - 1 j 
= ½ arcosh x0 , also t0 = arcosh x0 ; bei der Betrachtung der Funktion Areasinus dagegen zeigte 
sich, daB ½ In [y0 + V Yt + I f = ½ arsinh Yo, also 10 = arsinh y0. 

5.4. Funklionen mil mehr als einer unabhiingigen Variablen 

Allgemeine Definition 
Sind n Mengen M1 • M2 , ••• , Mn gegeben, die nicht notwendig voneinander verschieden sind, so 
kann aus jeder Menge unter Einhaltung der Reihenfolge ein Element entnommen werden, x 1 

aus M1 ,x 2 aus M2 , ••• , Xn aus Mn
. Die Gesamtheit (x 1 , X2 , ••• , Xn)dieser Elemente heiBtein n-Tupel. 

1st jedem durch die Reihenfolge geordneten n-Tupel genau ein Element einer Menge N zugeordnet, 
so spricht man von einer Funktion mit n unabhangigen Variablen und schreibt dafur allgemein 
y = f(x, ,x 2 , ••• , x11). 

Reelle Funktionen mit zwei unabhingigen Variablen 
Bei den folgenden Funktionen besteht der Definitionsbereich aus geordneten Paaren von reellen 
Zahlen, wahrend der Wertebereich in der Menge der reellen Zahlen enthalten ist. In allgemeiner 
Form schreibt man dafOr gewOhnlich z = f(x, y), wobei z als abhii.ngige und x und y als unabh3.ngige 
Variable verwendet werden. 
Darstellung des Definitionsbereichs in der Ebene. Der Definitionsbereich einer reellen Funktion mit 
zwei unabhii.ngigen Variablen kann so beschaffen sein, daO er sich geornetrisch deuten Hi.Ot. Da sich 
jedes geordnete Paar reeller Zahlen umkehrbar eindeutig einem Punkt einer rnit einem Koordinaten
system versehenen Ebene zuordnen la.Ot, kann der Definitionsbereich ein zusammenhangendes 
Gebiet dieser Ebene darstellen, kann natUrlich auch nur aus isolierten Punkten bestehen. 
Beispiel 1: 1st der Definitionsbereich durch -oo < x < +oo und O � y < +oo gegeben, so 
entspricht ihm die obere Halbebene der x, y-Ebenc einschlieBlich der x-Achse (Abb. 5.4-1). 
Beispie/ 2: Bei der Festlegung x 2 + y 2 < I ist der Definitionsbereich das Innere des Einheits
kreises (vgl. Abb. 5.4-1). 
Beispief 3: Durch -oo < x :G'.; -I bzw. I� x < +oo und -oo < y < +oo sowie <lurch 
·-I < x < + l und + I � y < +oo bzw. -oo < y :s;;;: -I wird die gesamte Ebene mit Ausnahme 
des lnnern eines Quadrats als Definitionsbereich festgelegt (vgl. Abb. 5.4-1). 

y .Y 

+ + ,._, ....................... , .. , .. 
I I 
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-7 I I 
-/ 

-1 

(71 (2) (3) angegebencn Gcbictc 

Darstellung der Funktionen im Raum . .Bei diesen Funktionen treten drei Variable auf, und man be
nutzt bei der geometrischen Darstellung ein rtiumliches Koordinatensystem mit drei Achsen, meist 
ein Rechtssystem. Jedem geordneten Tripe/ von reellen Zahlen entspricht genau ein Punkt im rii.um
lichen Koordinatensystem und umgekehrt. Auf Grund dieser eindeutigen Zuordnung lassen sich alle 
reellen Funktionen· mit zwei unabh3ngigen Variablen geometrisch darstellen: 1st durch die Funktion 



146 S. Funktionen 

z = f(x, y) dem Paar (x0 , y0) die Zahl z0 zugeordnet, so entspricht dem in der geometrischen Dar
stellung der Pun kt P0 mil den Koordinaten (x0 , Yo, z0). 1st die Funktion so beschaffen, daB ihr Bild 
cine Fliiche darstellt, so erhebt sich die Frage, wie man im Einzelfall cine Vorstellung von der Be
schaffenheit die�er Fliiche gewinnen kann. Im Prinzip ware es zwar mOglich, cine Wertetabelle der 
Funktion aurzustellen und danach cine Zeichnung anzufertigen. Um jedoch auf diesem Wege ein 
einigermaBen zutreffendes Bild zu gewinnen, mU:Ote die Wertetabelle sehr umfangreich sein. Man 
bedient sich deshalb in der Praxis meist anderer Methoden, z. B. werden die Hilfsmittel der Diffe
rentialrechnung herangezogen, um eventuell Extremwerte, Sattelpunkte u. a. zu hestimmen (vgl. 
Kap. 19.2. - Relative Extrema von Funktionen mehrerer Variabler). Weitgehende Einsichten erh.llt 
man schon dadurch, da13 man von den drei Variablen der Funktion jeweils eine konstant halt. Man 
w3hlt z. 8. aus dem Definitionsbereich alle die Paare (x, y) aus, deren x-Wert einer vorher festgelegten 
Zahl c gleich ist; aus z = f(x, y) wird die Funktionsgleichung z = f(c, y), die nur noch eine unab
hangige Variable enthalt. 1hr Bild ist cine Kurve, die Schnittkurve der durch z = f(x, y) bestimmten 
Fl3che mit der durch x = c festgelegten Ebene. Ermittelt man diese Kurven fur verschiedene feste 
x-Werte, so entsteht eine Kurvenschar, die eine Vorstellung von der betrachteten Fl2.che liefert. 
Nalllrlich kann dasselbe Verfahren auch auf die Variable y angewendet werden. Etwas anderes ist 
es jedoch, wenn die abh3ngige Variable z konstant gehalten wird. Jeder spez.ielle Wert von z fuhrt 
dann auf eine Bestimmungsgleichung mit zwei Variablen, aus z = /(x, y) wird f(x, y) = c. Die 
Menge der LOsungsl)aare (x, y), die diese Gleichung erfollen, fuhrt bei geometrischer Interpretation 
auf efne Punktmenge in der durch z = c bestimmten Ebene. Wenn man voraussetzt, dal3 c dem 
Wertebereich der Funktion angehOrt, ist diese Punktmenge auch nicht leer. Im allgemeinen bildet 
sic gewisse Kurven. Da man sich die z-Achse gewOhnlich als vertikale Achse vorstellt, nennt man diese 
Kurven HOhenlinien oder Niveaulinien. Im Prinzip sind sic dasselbe wie die HOhenlinien in einer 
Landkarre. In beiden Fallen liegen auf ihnen alle Punkte, die sich in gleicher HOhe Uber bz.w. unter 
einem Normalniveau befinden - in der Landkarte ist es gewOhnlich das Niveau des Meeresspiegels, 
im vorliegenden Fall ist es die x, y-Ebene. 

Beispie/ 4: Die Funktion z = x + y ist in der gesamten x, y-Ebene definiert. lhre Wertebereich 
ist offenbar -oo < z < +oo. Hiilt man x konstant, so ergibt sich fur jeden spcziellen Wert von 
x cine Funktionsgleichung der Form z = y + c. Die geometrische Darstellung liefert cine Schar 
paralleler Geraden. Untersucht man die HOhen/inien, die sich aus x + y = c ergeben, so erh3.lt 
man ebenfalls eine Schar paralleler Geraden. Die Funktion z = x + y kann nur cine Ebene als 
Bild haben (Abb. 5.4-2). 

Beispiel 5: Die Funktion z = V 4 - x2 - y2 ist our im Bereich x2 + y2 � 4 definiert, d. h., der 
Definition.sb,reich ist ein Kreis mit dem Radius 2 um den Nullpunkt. 1hr Wertebereich ist be
schrankt: 0 � z � 2. Halt man x konstant, so ergeben sich Funktionsgleichungen der Form 
z = V(4 -- c1) - y2 • Jhre geometrische Darstellung ergibt Halbkreise. Dasselbe findet man, 
wenn y konstant gehalten wird. Die HOhenlinien ergeben sich aus c = V4- x2 - y2. Aus dcr 
Umformung x2 + y2 = 4 - c2 erkennt man, dal3 es sich um Kreise mit dem Radius V4 - c1 

handelt. 
Die geomctrische Darstcllung von z = V 4 - x1 - y2 ergibt somit eine Halbkugclft3che 
(Abb. 5.4-3). 

Beispiel 6: Die Funktion z = xy ist in der gesamten x, y-Ebene definiert. 1hr Wertebereich ist 
-oo < z < +oo. Wird hier x konstant gehalten, so erhalt man mit z = cy Funktionen, deren 

5.4-2 Gcomctrische Darstellung dcr Funktion z = x + y 5.4.3 Gcomctrische Darstellung der 

Funktion z = V4 - x2 - y2 



5.4. Funktionen mil mehr als einer unabhiingigen Variablen 147 
Bilder Geraden sind. Diese laufen alJerdings nicht parallel wie im Beispiel I. Dasselbe Ergebnis liefert das Konstanthalten von y. Als 
HOhenlinien treten hier Hyperbeln mit dcr 
Gleichung xy = c und c =I= 0 auf. FU:r c = 0 ergeben sich die x-Achse und die y-Achse als Hohenlinien (Abb. 5.4-4). Wird die Fliiche mit einer auf der x. y-Ebene senkrechten Ebene zum Schnitt gebracht, so ergeben sich als Schnitlkurvcn 1mmer dann Parabeln, wenn die schneidende Ebene nicht zur x, z-Ebeneoder zur y, z-Ebene parallel verlauft - in diesen hier ausgeschlossenen Fallen ergeben sich die oben bereits gefundenen Geraden . . Mein erkennt das wie folgt: Jede schneidende Ebene hat cine Gleichung der Form Ax + 

By + C = 0, die zu y = ax + b umgeformt werden kann. Setzt man in z = xy fur y jeweils den Ausdruck ax + b ein, so erhiilt man z = 
ax2 + bx. Das ist aber die Gleichung einer Parabel. Die Scheitelpunkte aller Parabeln liegen in den Ebenen x = y oder x = -y. Die geometrische Oarstellung der Funktion 
z = xy ist cine Fl3.che, die man als hyperbo-
lisches Paraboloid beuichnet (vgl. Kap. 24.3.). 

, t11 l. L i lJi,.'.·'t11ct~ I '·:·h-c,J. -.�--.:::i= t;il; 11:.:,. -Ji' -c� - •· 
5.4-4 HOhenlinien der f'unktion z = xy 

Vorkommen in anderen Gebieten. Reelle Funktionen mit zwei unabhiingigen Yariablen werden nicht nur benutzt, mathematische, sondern auch physikalische, technische u. a. Zusammenhange zu erfassen; Beispiele sind: Fliicheninhaltsformeln wie A= ab und A= gh/2, Volumenformeln wie 
V = nr 2h und V = a2h/3, LOsungsformeln fur Gleichungen wie x = -p/2 + V p 2/4 - q, Formeln fur das Ohmsche Gesetz J = U/R oder fur den Zusammenhang zwischen Weg, Geschwindigk:eit und Zeit s = vt, Formeln fur die Schnittgeschwindigkeit von Drehmaschinen v = ndn/ I 000 u. a. Dabei kOnnen die Funktionsgleichungen auch in impliziler Form vorliegen, in denen nicht von vomherein festgelegt ist, welche Variable als die abh3.ngige betrachtet werden soil. Ein Beispiel dafiir ist die Zustandsgleichung fur ideale Gase p Vm = RT, die die gegenseitige Abhiingigkeit von Druck p, Volumen V

'" 
(Volumen eines Mols Gas) und der Kelvin-Temperatur T angibt; R ist die absolute Gaskonstante. Jede dieser drei Variablen kann als abhiingige Variable betrachtet werden. Es ist nur zu beachten, daO vom physikalischen Sachverhalt her nur positive Werte fur die Variablen in Betracht kommen. Kurven, die durch Konstanthalten von T entstehen, heil3en lsothermen und verlaufen im Prinzip so wie die HOhenlinien der Funktion z = xy fur positive Werte von x und y. Ein etwas komplizierteres Beispiel ware die van der Waalssche Zustandsgleichung fiir reale Gase 

(p + a/ V2) ( V - b) = RT, in der a und b von dem jeweiligen Gas abhiingige Konstanten sind. 
Reelle Funktionen mit n unabhiingigen Variablen 

Im folgenden sollen einige allgemeine Eigenschaften wie auch einige Sonderfalle derartiger Funktionen betrachtet werden, ohne daf3 in systematischer Weise ein erschOpfender Uberblick gegeben wird. 
Definitionsbereich und Darstellung der Funktionen. Besteht der Definitionsbereich aus geordneten 
Tripeln reeller Zahlen, so la.Bt er sich geometrisch noch darstellen. Er kann dann im allgemeinen als 
Gebiet in einem riiumlichen x, y, z-Koordinatensystem aufgefaOt werden. Die Funktion als Ganzes ist dann geometrisch gedeutet cine eindeutige Zuordnung, die jedem Raumpunkt des Definitionsbereichs einen gewissen Zahlenwert zuordnet. Solche Funktionen treten z. B. in der Physik bei der Beschreibung von elektrischen oder magnetischen Feldern bzw. bei Gravitationsfeldern auf. Fllr die den Raumpunkten zugeordneten Zahlenwerte wird dabei der Begriff des Potentials verwendet. Punkte mit gleichem Potential bilden Potentialfltichen, die im wesentlichen dasselbe darstellen wie die HOhenlinien bei den Funktionen mit zwei unabhiingigen Variablen, Hat man es mit Funktionen mit mehr als drei unabhiingigen Variablen zu tun, so ist cine geometrische Darstellung im bisherigen Sinne, d. h. als Veranschaulichung der Funktion, nicht mehr mOglich. 
Symmetrische Funktionen. Eine reelle Funktion mit 11 unabhangigen Variablen hei8t symmetrisch, wenn man die unabh3.ngigen Variablen beliebig untereinander vertauschen kann; ohne dabei die Funktion zu veriindern. Am wichtigsten sind die ganzrationalen bzw. die rationalen symmetrischen Funktionen. Eine ganzrationale Funktion y = f(x 1 , xi , ... , x11) hei8t symmetrisch, wenn fur jede 
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Permutation (x,' Xz, ···, x" ) der Variablen x1 ,x2, .. ,x" gilt: /(x 1,x2, ••• , x,,)= f(x,.1,x,.1, .. , x.,"). 
x.,,x.,, ... ,x,,. 

&ispitlt /Ur ganzrationalt symmetrischt Funktiontn. 
J: y = x 1 + x1 + •·· + x,,, speziell z. B. die bcrcits untersuchte Funktion z = x + y. 
2: y = x 1 x 2 ••• x,. , dazu gehOrt z. B. die schon bctrachtctc Funktion z = xy. 

J: Y = X1Xz + X1X3 + XzX3 . 
4: y = xf + x 1 x2 + xJ. 

Einc besondere Rolle kommt den e/ementarsymmetrische11 Funktionen zu. Sie sollen hier fur den Fall n = 4 vollstiindig angegeben werden: 
elementa.rsymmetrische Funktionen G1(X1, Xz, X3,X4) = x, + Xz + X3 + X4 

ai<x1, Xz, X3, X4) = x,xz + X1X3 + X1X4 + XzX3 + XzX4 + X3X4 
0"3(X1,Xz,X3,X4) = X1XzX 3 + X1XzX4 + X1X3X4 + XzX3X4 
G4(x,, Xz, X3, X4) = X1XzX3X4 

Diese elementarsymmetrischen Funktionen geben nach dem Vietaschen Wurzelsatz die Koeffizienten des Polynoms, das x 1 • X2 , .•. , xn zu Wurzeln hat, bis auf das Vorzeichen an: z. B. gilt fur 
x4 + ox3 + bx2 +ex+ d = 0 mit den Wurzeln x 1 • x 2 , x3 und x4 : 

a= -a 1(x 1 ,x 2 ,x3 ,x4); b= +a2(x 1 ,x2 ,x3 ,x4); 
c= -aix 1 ,x 2,x3 ,x4); d= +a,..(x 1 ,X2 ,X3,x4). 

FUr die symmetrischen Funktionen gilt der Satz: 
Jtdt symmttrischt gonzrotionalt Funktion mit n unobhOngigtn Voriobltn konn als Polynom der 
ele�ntarsynrmttrischen Funktif)ntn a 1 , a2 , •••• a,. dorgestellt werden. 

An Stelle cincs Bcweises, der relativ umfangreiche Darlegungen erfordern wiirde, soil der Sachverhalt an einem ganz einfachen Beispiel verdeutlicht werden: Die symmetrische Funktion /(x 1 , x2) 
= xf - x1x2 + xj la8t sich durch g(a1 , a2) = af - 3a2 darstellen, wie man durch Einsetzen nachprilft: af = xf + 2x1 x 2 + xj und 302 = 3x 1 x 2 ergeben in der Tat af - 3a 2 = xf - x 1 x1 + x). 
FUr die gebrochtnrationalen symmetrischtn Funktiontn gilt dtr Satz, daJJ sie stets a/s Quotient 
zwtitr ganzrationaler symmetrischer Funktiontn dargtsttllt wtrdtn kOnnen. 

AbschlieOcnd sei zu den symmetrischen Funktionen noch bcmerkt, dafl sie im Falle geometrischer 
Darstellbarkeit auch geometrische Symmetrieeigenschaften zeigen; z. 8. haben die Darstellungen derbcreits betrachteten Funktionen z = x + y und z = xy bcide die Ebene x = y als Symmetrieebene. 
Homogene Funktionen. Eine Funktion mit II unabh3ngigen Variablen nennt man homogen vom 
Grode m, wenn bei Multiplikation jeder einzelnen unabhangigen Yariablen mit t der Funktionswert mitt "' multipliziert erscheint, d. h., es gilt: f(1x1 • tx2, ... ,ix,.)= t "'f(x1 , x2 , ... , x,,). 
Von besonderem lnteresse sind wieder die gonzra1io11alen homogenen Funktionen oder - anders ausgedrllckt - die homogenen Polynome. Ein homogcnes Polynom vom Grade m wird haufig auch als cine Form vom Grade m bezeichnet. 1st m = 2, so spricht man von quadratischen Formen, bci 
m = 3 von kubischen Formen. Im Falle m = I wird ein solches Polynom eine Unearform genannt. 
&ispiele /Ur homogtnt Polynome. 

5: f(x1 ,x 2 ,x3) = xf + xJ + xJ. 
6: f(x1 , X2) = xf + xfx2 + xfx}. 
7: /(X1,X2 ,X 3 ,X4) = X1 + X2 - X3 - X4 , 

FUr homogene Polynome gilt der Satz: 
Das Produkt von homogenen Polynomen ist wiedtr ein homogenes Polynom. Sein Grad isl gleich du 
Summe der Grade der einzelnen Polynome. Das Nullpolynom wird hier ausgeschlossen. 

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich unmittelbar aus der Multiplikationsregel fur Polynome. Homogene Funktionen - insbesondere homogene Polynome - spielen in verschiedenen Gebieten der Mathematik cine Rolle. Eine Determinante mit n Zeilen und n Spalten ist z. B. cine homogeneFunktion mit n2 unabhangigen Variablen vom Grade n. Quadratische Formen wie F(x, y) = Ax2 

+ Bxy + Cy2, d. h. homogene Funktionen zweiten Grades mit zwci unabhangigen Variablen, tretenin der Theorie der quadratischen ZahlkOrper auf. Von einem anderen Gesichtspunkt aus werden gcwisse quadratische Formen auch in der analytischcn Geometric untersucht. 
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6.1. Prozentrechnung 

Prozentsatz und Prozentwert. Auf sehr vielen Gebieten des t3glichen Lebens stoBt man auf den Begriff Prozent. Es wird z. B. angegeben, um wieviel Prozent sich in einem bestimmten Zeitraum die Produktion erhOht hat oder die Selbskosten gesenkt wurden oder wieviel Prozent der BevOlkerung mannlichen oder weiblichen Geschlechts sind. Bei all diesen Angaben findet ein Vergleich statt. Dabei werden die Bezugszahlen, die Gnmdwerte genannt werden, z. B. die Produktion oder die Selbstkosten in einem bestimmten Zeitpunkt oder die GesamtbevOlkerung, gleich 100 gesetzt, und die zu vergleichenden Zahlen, die Prozentwerte genannt werden, z. B. die Produktion oder die Selbstkosten zu einem anderen Zeitpunkt oder die weibliche Bev6l kerung, auf 100 bezogen. Diese BrUche mit dem Nenner I 00 erhielten den Ausdruck Prozent und das Zeichen %. Die Zahl, die angibt, wieviel Prozent einer Menge berechnet wurden oder zu berechnen sind, heillt Prozentsatz, auch ProzentfujJ oder 
Prozentzahl. Sind p der Prozentsatz, a der Grundwert und h der Prozentsatz Prozentwert p b 

rr���t:�!i s�ei��lt�ra :: : ��ss��;::C��:n· h��a� __ l_OO _ _  = Grunciwert Too 
5 m3 bzw. 10 m3, enthalten aber 3 m3 bzw. 4 m3 

Flussigkeit, so enth31t der 10-m3-Beh31ter zwar mehr Fliissigkeit als der 5-m3•Beh3lter, ist aber im Verh3.ltnis zu seinem FassungsvermOgen schlechter ausgenutzt, namlich im Verhaltnis 4: 10 zum Unterschied von 3: 5 fur den 5-m3-Behalter. Rechnet man auf die Grundzahl 100 um, so ergibt sich 4: 10 = x1 : 100 oder x, = (4 · 100)/10 = 40 sowie 3: 5 = x,: 100 oder x, = (3 · 100)/5 = 60. Das FassungsvermOgen des 10-m3-Behalters ist zu 40%, das des 5-m3-Behalters zu 60% ausgenutzt (Abb. 6.1-1). 
10m' 

6.1-1 und 6. I -2 Ausnutzung des Fassungsver
mOgens und Zusammensetzung einer Belegschaft, 
durch Fliichen veranschaulicht 

Beijpiel 1: In einem Betrieb sind unter I 500 Belegschaftsmitgliedern 300 Frauen beschaftigt. Von I 00 Belegschaftsmitgliedern sind im Mittel 300: 15 = 20 Frauen. Obgleich offensichtlich ist, daB danach 20% Frauen in diesemBetrieb arbeiten, IaBt sich dieses Ergebnis formal <lurch Einsetzen in die abgeleitete Formel finden. Aus dem Grundwert a = 1 500 und dem Prozentwert b = 300 ergibt sich fur den Prozentsatzp = (300 · 100)/1500 = 20, d. h., 20% der Belegschaft sind Frauen (Abb. 6.1-2). 
Beispiel 2: Wieviel Kilogramm Titan sind in 275 kg einer Stahllegierung enthaltcn, wenn der Titangehalt 4 % betriigt? - Hier wird der Prozentwert h gesucht, der Grundwert a = 275 und der Prozentsatz p = 4 sind gegeben. Die angegebcne Fomiel ist nach dem Prozentwert aufzul6sen. Es ergibt sich b = (p • a)/100 und in den Zahlen des Beispiels b = (4 • 275)/100 = 11. Die Stahllegierung enthalt 11 kg" Titan. 
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Beispiel 3: Die durchschnittliche jahrliche Milchleistung von 2800 kg je Kuh wird im Laufe eines 
Jahres um 8% gesteigert. Aus b = (p · a)/100 erhalt man b = (8 · 2800)/100 = 224. Die Milch
leistung ist um 224 kg auf 3024 kg je Kuh gestiegen (Abb. 6.1-3). 
B-'spiel 4: Durch cine verbesserte Planung kOnnen die in einem Quartal entstehenden Transport
kosten fur Maucrziegel um 48 000 Mark oder l 2 % �nkt werden. Hier ist der Grundwert a 
nichl bekannl, kann aber aus a= (b · 100)/p berechnefwerden. Man findet a= (48000 · 100)/12 
= 400 000. V�rhcr fielen 400000 Mark Transportkosten an, jctzt sind es 352 000 Mark. 
&ispiel 5: Von cinem Gegenstand werden in einem Jahr 3600 Stuck hergestellt. Gegenilber dem 
Vorjahr ist die Produktion auf 120% gestiegen. Wieviel StOck sind im letzten Jahr hergestellt wor
den? - Aus dem Prozentwert b = 3600 und dem Prozentsatz p = 120 13.Bt sich der Grundwert a 
berechnen: a= (3600 · 100)/120 = 3000. Im vorangegangenen Jahr wurden 3000 Stuck pro
duziert. 
108 --------- ---

m � -

J02fl{,g 

2800kg 

[J[J 
6.1-3 ErhOhung der Milchleistung 6.2-1 Zinseneintragung im Sparbuch 

6.2. Zinsrechnung 

Im Geldverkehr ist es Ublich, fur cine leihweise Oberlassung eines Geldbetrages cine Vergiltung zu 
zahlen, die von der HOhe des Geldbetrages sowie von der Zeit abhiingt und Zins genannt wird; 
z. B. zahlen Sparkassen und Banken der BevOlkerung fur Spareinlagen oder sonstige Einlagen als 
Zinsen 3¼ % des eingezahlten Betrages in einem Jahr (Abb. 6.2-1). Diese Spareinlagen liegen aber 
nicht brach; vielmehr werden sie von den Ban ken und den Sparkassen dazu verwendet, kurz- oder 
langfristige Kredite zu gewiihren, z. B .  fur grOBere Anschaffungen. Filr diese leihweise Uberlassung 
verlangen die Kreditinstitute ihrerseits ebenfalls Zinsen. 
Zinssatz. Der Prozentsatz, Zinssatz p oder frilher· ZinsfuJJ genannt, gibt an, daB man fur je 100 Mark 
in einem Jahr p Mark Zinsen erhiilt. Ein Betrag k enth3.lt k/100 mal 100 Mark, bringt deshalb in 
I Jahr (k/100) · p Mark und in j Jahren z = (k · p · j)/100 Mark Zinsen. 

Zinsformel (Jahre) z = k ; ;; j Zinsen Betrag · Zinssatz · Anzahl der Jahre 
100 

Zinsformel j Jahre m Monate t Tage 
filr 
Zin.sen z = (k · p ·j)/100 z = (k · p · m)/(12 · 100) z = (k · p · t)/(360 · 100) 
Betrag k = (100 · z)/(p ·j) k = (I 200 · z)/(p · m) k = (36 000 · z)/(p · t) 
Zinssatz p = (100 · z)/(k · j) p = (1200 · z)/(k · m) p = (36000 · z)/(k · I) 
Zeit j = (100 · z)/(k · p) m = (1200 · z)/(k · p) t = (36000 · z)/(k · p) 

&ispitl 1: Wievicl Zinsen bringcn 20 000 Mark, die als Hypothekenpfandbriefe mit 3½ % angelegt 
sind� in 5 Jahren?- Es sind der Bctrag k = 20000, der Zinssatzp = 31/2 � und die Anzablj = 5 
der Jahre gegeben. Milder Zinsformel ergibt sich z = (20000 · 3,S · S)/100 = 3500. Der angegebene 
Betrag bHngt in S Jahren 3500 Mark Zinsen. 
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&ispiel 2: Wie boch isl der Zinssatz, wenn ein Betrag von 12000 Mark in 6 Jabreo 2880 Mark 
Zinsen bringt? - In diesem Fall sind der Betrag k = 12000, die Zinsen z = 2880 und die Anzabl 
der Jabrej = 6 gegeben. Aus der Zinsformel erbllt man fiir den Zinssatzp = (100 · z)/(k · j) oder 
mil den Werten des Beispiels p = (100 · 2880)/(12 000 · 6) = 4; d. h., der Zinssatz betriigt 4%. 

Zlnsteiler. Die Zinsformel fur die Tageszinsen zerlegt man haufig in Zinszahl z1 = (k · t)/100 und 
Zinsteiler d = 360/p. Diese beiden Werte kOnnen aus Tabellen abgelesen werden, und die Zinsen z 
ergeben sich durch Division der Zinsi.ahl z1 durch den Zinsteiler d zu z = z1/d. 

Zinsteiler 

Zinssatz Zinsteiler Zinssatz Zinsteiler Zinssatz Zinsteiler 
p d p d p d 

'/. 1440 2 180 4 90 
'!, 720 3 120 4'/, 80 

I'/, 240 3'/. 110,77 5 72 

&ispiel J: Wicviel Mark Zinsen bringt cin Bctrag von 400 Mark in 5 Monaten bei Zinssitun von 
3¼% und ✓..½%?-
Da in der Zinsrechnung die Monate einheitlich mit 30 Tagen angesetzt werdcn, sind r = 150 und 
z, = (400 · 150)/100 = 600. Bei 3'/. % Ziossatz isl d = 110,77, also z,: d = 5,42, bei 4'/, % isl 
d = 80, also z,: d = 1,SO. 400 Mark bringen in 5 Monalen 5,42 Mark Zinsen beim Zinssatz 
31 /4% und 7,50 Mark Zinsen beim Zinssatz 41 /1 %. 

6.3. Zinseszinsrechnung 

Die Sparkassen schlagen die bis zum Ende eines Jahres aufgelaufenen Zinsen zum Sparbetrag; sie 
berechnen damit im folgenden Jahr auch von diescn Zinsen Zinsen. Man nennt die Berechnung 
Zinseszinsrechnung. Auch Renten und Tilgungsraten von Anleihen werden mit Zinseszinsen 
bercchnet. Renten sind dabei in festgelegten Zeitabst3.nden, z. B. j3.hrlich, gezahltc Betr3.ge. Im Vcr
sicherungswesen hiingt die Zahlung einer Rate entweder vom Erleben eines festgesetzten Zeitpunktes 
ab, z. B. bei Leib- und Altersrenten, oder vom Eintreffen von bestimmten Voraussetzungen, z. B. 
bei Kranken- und bei Jnvalidenrenten. 
Ein Betrag k0 ergibt zu p Prozent in einem Jahre (k0 • p)/100 Zinsen. Vom Anfang des 2. Jahres ab 
wird dann der Betrag k1 = k0 + k0 • (p/100) = k0(1 + p/100) = k0r verzinst. Er wachst in einem 
Jahr um (k, · p)/100 an auf k, = k, + k,(p/100) = k,r = k0r2

• Die gleiche Be1rachlung gilt fur 
das 3., ... , n-te Jahr. Am SchluB des n-ten Jahres ist der Betrag k0 

durch Zinseszins angewachsen auf k,. = k0r"; dabei wird r = I Zinseszins I k
,, 

= k0r" I 
(I + p/ I 00) Aufzinsungsfaktor genannt. 

Beispie/ J: Ein Betrag von l 500 Mark w3.chst bei p = 3 % in 5 Jahren auf I 738,91 Mark an. Bet rage 
und Zinsen fur die einzelnen Jahre sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt. 

Jahr Betrag in Mark Zinsen in Mark Betrag in Mark 
am Anfang des Jahres am Ende des Jahres am Ende des Jahres 

I. 1500,00 45,00 I 545,00 
2. 1545,00 46,35 1 591,35 
3. 1591,35 47,74 1639,09 
4. 1639,09 49,17 1 688,26 
5. 1 688,26 50,65 1738,91 

Hille der Betrag nicht auf Zinseszins, sondem nur auf Zins gestanden, so wire er nach 5 Jahren 
auf I 725 Mark angewachsen. 

Die Abbildung 6.3-1 zeigt das Anwachsen des Betrages k0 = l bei Zins und Zinseszins. Aus der 
Zinseszinsformel k0nnen sowohl die Anzahl n der Jahre als auch der Prozentsatz p berechnet wer
den, 
Durch beiderseitiges Logarithmieren erh3lt 
man aus der Zinseszinsformel lg k,. = lg k0 + 
n lg r oder n = (lg k. - lg k0)/(lg r) und kann 
danach die Anzahl n der Jahre berechnen. 

Anzahl der Jahre n = (lg _k. - lgk0)/(lgr) 

Prozentsatz 
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, = Vk./k0 = 1 + p/100 und aus diesem der 
Prozentsatz p = 100 (v k./k0 - I). 
Beispiel 2: Nach wievicl Jahren hat sich cin 
Betrag von 500 Mark bei einem Zinssatz von 3 % verdoppelt? - AuBer dem Anfangsbetrag k0 = 500 und dem Endbetrag 
k,. = I 000 ist der Aufzinsungsfaktor r = 1,03 gcgcben. Man erhalt filr die Anzahl n der 
Jahre: 
n = (lg I 000 - lg 500)/(lg 1,03) = 23,516 .. 
Nach rund 24 Jahren hat sich der Betrag 
verdoppelt. 
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Diskontierung. Bei bekanntem Endbetrag k,. und dem Aufzinsungsfaktor r kann mit Hilfe der Zinses
zinsformel der Anfangsbetrag k0 berechnet werden: k0 = k

,./r"= k" · i;"; dabei wird v = 1/r als 
Abzinsungs/aktor bezeichnet. 
Diesen Sachverhalt bezeichnet man auch als Diskonrierung und v als Disko111ierimgsfak10r. Man sagt: 
Der nach n Jahren zahlbare Betrag kn wird auf die Gegenwart diskontiert. 
Beispie/ 3: Ein Ehepaar beabsichtigt, nach Ablauf von 5 Jahrcn cine Anschaffung im Werte von 
7 500 Mark zu machen. Ein Betrag soil schon heute auf ein Sparkassenbuch mit 31 /4 % Zinsen in 
der HOhe eingezahlt werden, daB nach 5 Jahren der voile Betrag zurVerfiigung steht. Zur Berech
nung des gesuchten lietrages kennt man den Betrag nach 5 Jahren k5 = 7 500, den Zinssatz p = 3,25 % und die Anzahl der Jahre n = 5. Aus der Tafel der Zinsfaktoren liest man unter 
Abzinsung bei n = 5 und p = 3,25 den Wert v' = 0,8522 ab und errechnet k0 = 7 500 · 0,8522 
= 6391,63. Zurn jefzigen Zeitpunkt sind 6391, 63 Mark auf das Sparkassenbuch einzuzahlen. 

Zinsfakroren 

Aufzinsung r" Abzinsung v" 
Jahre Zinssatz Zinssatz Jahre 
n 3% 3,25% 4% 3% 3,25% 4% II 

1 1,03 1,0325 1,0400 0,9709 0,9685 0,9615 1 
2 1,0609 1,0661 1,0816 0,9426 0,9380 0,9246 2 3 1,0927 1,1007 1,1249 0,9151 0,9085 0,8890 3 
4 1,1255 1,136 5 1,1699 0,8885 0,8799 0,8548 4 
5 1,1593 1,1734 1,2167 0,8626 0,8522 0,8219 5 

6 1,1941 1,2116 1,2653 0,837 5 0,8254 0,7903 6 7 1,2299 1,2509 1,3159 0,8131 0,7994 0,7599 7 8 1,2668 1,2916 1,3686 0,7894 0,7743 0,7307 8 
9 1,3048 1,3332 1,4233 0,7664 0,7499 0,7026 9 

10 1,3439 1,3769 1,4802 0,7441 0,7263 0,6756 10 
11 1,3842 1,4216 1,5395 0,7224 0,7034 0,6496 11 
12 1,4258 1,4679 1,6010 0,7014 0,6813 0,6246 12 13 1,4685 1,5156 1,6651 0,6810 0,6598 0,6006 13 14 1,5126 1,5648 1,7317 0,6611 0,6391 0,577 5 14 15 1,5580 1,6157 1,8009 0,6419 0,6189 0,5553 15 
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Zinseszinstabellen. In den Sparkassen und den Banken werden zur 
Berechnung des Endbetrages k,, bzw. des Anfangsbetrages k0 Zin
seszinstabellen verwendet, in denen fur verschiedene Zinssatze p 
und verschiedene Anzahlen von Jahren II die Potenzen r" des Auf
zinsungsfaktors r und die Potenzen v" des Abzinsungsfaktors v an
gegeben sind. 
Die Auf- und die Abzinsung eines Betrages k0 mit dern Aufzin
sungsfaktor r und dem Abzinsungsfaktor v kOnnen graphisch mit 
Hilfe einer Zeitgeraden dargestellt werden (Abb. 6.3-2). 

6.�-2 Darstcllung der Auf- und der Abzinsung eines Betrages k0 mil 
H llfe der Zeitgeraden 

Beispiel 4: Wie hoch ist der Zinssatzp, wenn cin Betrag von 400 Mark nach IO Jahren auf 592 Mark 
angewachsen ist? -
Man kennt den Anfangsbetrag k0 = 400, den Endbetrag k. = 592 und die Anzahl der Jahre 
n = I 0. Die Bcrechnung des Zinssatzes erfolgt entweder mit Hilfe der Zinseszinstabelle, indem 
, 10 = 592/400 = 1,48 berechnct und in der Tabelle der Zinssatzp = 4 abgelescn wird, oder nach 

der Forrnel p = I 00 · Cv 592/400 - I) = 4. Der Zinssatz betriigt 4 %, 

6.4. Rentenrechnung 

Die wichtigste Form einer Rente ist die Zeitrente, d. h. cine Folge von Zahlungen in voraus fest• 
gelegten Zeitpunkten cine bestimmte Anzahl von Jahren hindurch. Die einzelnen Zahlungen heiBen 
Raten der Zeitrente; sic werden meist am Ende des betrachteten Zeitabschnitts, man sagt nach
schiissig oder postnumerando, und selten am Anfang, d. h. vorschiissig oder priinumerando, in ver
einbarter HOhe geleistet. Unter dem Endwert einer Zeitrente versteht man den Betrag, auf den die 
gezahlten Renten am Ende der Laufzeit angewachsen waren, wenn man sie zu p% ausgeliehen h3.tte. 
Der &rwert gibt hingegen den Betrag an, der am Anfang der Laufzeit zu zahlen ist, wenn der End· 
wert der Rente durch cine einmalige Zahlung abgelOst werden soil. 

Nachschiissige Zeitrente. Die am Ende jedes Jahres gezahlten Renten b wachsen nach der Zinses
zinsformel an. Nach 11 Jahren hat die l. Rate den Wert br"-1, die 2. den Wert br"-1 usw., die letzte 
b isl gerade ausgezahlt worden. Der gesamte Endwert s,. ist danach die Summe einer geometrischen 
Reihe: 

s,. = b + br + ... + b,11-1 = b · "i: ,, = b 
r" - l . 

1-0 r - I 

Endwert einer nachschUssigen Zeitrente s,. = b · (r" - I )/(r - I) 

Barwert einer nachschtissigen Zeitrente a = (b/r") · (r" - 1 )/(r - I) 

Eine nachschtissige Zeitrente von 150 Mark hat bei 3 % nach 5 Jahren einen Endwert von 
s, = 150 · (I ,Q34 + 1,033 + 1,03 2 + 1,03' + I) = 796,50 Mark. Zur Berechnung des Barwertes a 
ist der Endwert s5 auf den Zeitpunkt O zu diskontieren; mit dem Diskontierungsfaktor v = 1/1,03 
= 0,9709 erhiilt mana=s,v5 =s, · 0,8626 = 687,06.Allgemein gilt:a=s.v"=[b(r"-l)]/[r"(r-l)]. 

Beispiel 1: It Jahre lang soil nachschfissig cine Rente von 200 Mark gezahlt werden. Wie hoch ist 
der Endwert der Rente, wenn der Zinssatz 3 % betfagt'! -
FUr den Aufzinsungsfaktor r = 1,03 liest man aus derTafel der Zinsfaktoren r 11 = 1,3842 ab. Dann 
wird s,. = 200 · (1,3842 - 1)/(1,03 - 1) = 2561,33. Am Ende des II. Jahres betriigl der End
wert 2561,33 Mark. 

Beispiel 2: Durch welche AblOsungssumme kann die im Beispiel 1 zu zahlende Renie ersetzt wer• 
den?-
Mit Hilfe derTafel der Zinsfaktoren ergibt sich a= 200 · 0,7224 (1,3842 -1)/(1,03 - I) = 1849,39. 
Der Barwert der Rente ist 1 849,39 Mark. 

Beispiel 3: Nach wieviel Jahren hat die nachschiissige Zeitrente vom Betrag 100 Mark bei 3 % 
Zinseszins den Endwert 1800 Mark? -
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Aus derFormel s, = b(r" - 1)/(r -I) erhiilt man s,(r -1)/b = r• - I und r• = s.(r - 1)/b + I, 
also 

lg [s,(r - 1)/b + I] 
lg r 

Mil den Zahlenwerten s, = 1800, b= 100 und r= 1,03 ergibl sich n=(lg 1,54)/(lg 1,03)= 14,603. 
Nach rund 15 Jahren ist der Endwert erreicht. 

Vorschilssige Zeitrente. Von einer vorschUssigen Zeitrente wird jede Rate b ein Jahr Hinger verzinst. 
Nach der Zinseszinsformel ist ihr Endwert i" danach das r-fache des Endwerts der nachschUssigcn 
Renie rb · (r" -1)/(r -I)=;,. 

Endwert der vorschUssigen Zeitrente 

1hr Barwert a ergibt sich durch Diskontierung des Endwerts S11 ; man erhalt 

a= s,11' = rb · [(r" -1)/(r -I)]· (1/r") = b · (I - 11')/(I - v). 

Barwert der vorschilssigen Zeitrente 

Beispie/ 4: Fiir das bei der nachschiissigcn Zeitrentc angcgcbenc Bcispiel I erhalt man als End
wert einer vorschiissigen Zeilrente s11 = 200 · 1,03 · (1,3842 - 1)/(1,03 - I)= 2638,17. Nach 
JI Jahrcn betragt bei vorschilssiger Zahlung der Endwert 2638,17 Mark. 
Beispiel 5: Zurn .Beispiel 2 der nachschUssigen Zeitrcnte erg\bt sich bei vorschiissigcr Zahlung 
<i=200·0,7441 ·(1,3842-1)/(1,03-1) = 1904,86. Durch einen Belrag von 1904,86 Mark 
kann die Rente abgelost werden. 
Beisp,'e/ 6: Fiir das Bcispicl 3 der nachschUSSigen Zeitrente ergibt sich bei vorschUSSiger Zahlung 
n = lg(\:. ·ti;+ I)/ (lg 1,03) = 14,26. Nach rund 14 Jahren isl der Endwert erreicht. 

Tilgung einer Anleihe. Die Tilgung von Krediten und Hypotheken, z. B. fur lnvestitionen oder Neu
bauten, wird meist in der Weise vorgenommen, daB cine jahrlich zu zahlende, wahrend der Tilgungs
dauer unveranderliche Leistung, die Annuitiir, festgelegt wird. Von ihr werden die Zinsbetriige und 
die TilgungsbetrOge bezahlt. Der Tilgungsverlauf fur einen Kredit von 8000 Mark, der mit 3¼ % 
verzinst wird, ist aus dem folgenden Tilgungsplan ersichtlich, bei dem cine Annuitiit von 500 Mark 
festgelegt wurde. 

Jahr Schuld Annuitiit Zinsbetrag Tilgungsbetrag Schuld 
am Anfang des Jahres am Ende des Jahres 

I 8000,00 500,00 260,00 240,00 7760,00 
2 7760,00 500,00 252,20 247,80 7512,20 
3 7 512,20 500,00 244,15 255,85 7 256,35 
4 7256,35 500,00 235,83 264,17 6992,18 
5 6992,18 500,00 227,25 252,46 6719,43 

. . .

Man erkennt, daB mit fortschreitender Tilgung der Zinsbetrag abnimmt und der Tilgungs�trag 
wachst. 
Diesem Tilgungsplan liegen folgende Gesetzma.Bigkeiten zugrunde. Am Ende des ersten Jahres sind 
fur die Schuldsumme San Zinsen S · (p/100) zu zahlen: von der Annuitat A bleibt deshalb die 
Tilgungssumme T1 = A -S · (p/ I 00). Am Ende des zweiten Jahres sind fur die geringere Schuld
summe S1 = S -T1 an Zinsen S1 • (p/100) zu zahlen; von der Annuit3.t A bleibt die Tilgungs
summe T, = A -S1 • (p/100) = A -S · (p/100) = T1 + T, ··(p/100) = T,r. Zu tilgen ist noch 
S2 = S1 - T2. Am Ende des dritten Jahres sind die Zinsen S2 · (p/100), die Tilgungssumme be-
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betrag des elf ten Jahres T11 = 240 Mark · 1,032 510 = 330,45 Mark. 
Die Summe sn der Tilgungsraten der n ersten Jahre entspricht dem Endwert einer nachschllssigen 
Zeitrente nach n Jahren, s

n = T1 • (rn - 1)/(r - I). Im Beispiel ist nach 11 Jahren gezahlt worden 
s11 = 240·(1,032511 

- 1)/(1,0325 - I) Mark= 3113,36 Mark. 
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Die Anleihe ist abgezahlt, wenn die gesamte Tilgungssumme gleich dem Schuldbetrag wird: s,. = S 
oder T1 • (r" - 1)/(r - I)= S. 

! Tilgungsformel ! S = T1 • (r" - I )/(r - I) j 

Aus dieser Gleichung kann man die Anzahl der Jahre n berechnen, nach denen die Anleihe getilgt 
ist: n == lg [(S/T1) (r - I)+ 1)/()g r); im_Beispiel wird n = 22,95, d. h., nach rund 23 Jahren ist die 
Anleihe getilgt. 

Lebensversicherung. Ein we.iteres Anwendungsgebiet der Zinseszins- und Rentenrechnung sind die 
verschiedenen Formen der Lebensversicherung. Bei diesen unterscheidet man unter anderem cine 
Vcrsicherung auf den Todes- und Er/ebensfa/1, cine lnva/iden- und Altersversicherung oder cine 
Sparrentenversicherung. Bei jeder dieser Versicherungen gehen die Versicherungsanstalt und der 
Versicherungsnehmer einen Vertrag ein, den Versicherungsvertrag. Zwischen den Zahlungen des 
Versicherungsnehmers und den Leistungen der Versicherungsanstalt, die sich unter anderem nach 
der Art der Versicherung richten, muB Gleichwertigkeit, A.quivalenz, bestehen, soil der Versicherungs-
vertrag fur keinen der Beteiligten zu einem Verlust filhren. Natilrlich gilt die Gleichwertigkeit der 
Aufwendungen nicht fur einen einzelnen Versicherten, dann ware die Versicherung ilberflilssig, 

Asondern nur filr die Menge aller Versicherten. Bei der mathematischen Formulierung des Aquivalenz- I prinzips spielen deshalb neben der Zinseszins- und Rentenrechnung unter anderem demographische, 
d. h. bevOlkerungsstatistische Annahmen eine Rolle. 

Sterbetafel. Das wichtigste demographische Hilfsmittel ist die Sterbetafel. Diese teils auf der Grund
lage von VolksZ3hlungen, teils nach den langj3.hrigen Erfahrungen der Versicherungsanstalten auf
gestellte Tafel geht von einer bestimmten groBen, im ilbrigen aber willkilrlich gewahlten Anzahl 
I,. gleichaltriger, ruimlich n-jahriger Personen aus und gibt an, wie viele von diesen das x-te Jahr 
erleben. Diese Anz.ahl von Personen wird mit /% bezeichnet und wird A.nzahl der Lebenden des Alters x 

genannt. 
AuBerdem sind in der Tafel folgende Beziehungen enlhalten: 
/% - /%+1 = d%, die Gestorbenen im Alter x, 

p% = l:r.+i/1% , die Lebenswahrscheinlichkeit der x-jiihrigen, 
q% = d;,;{1% , die Sterbenswahrscheinlichkeit der x-jiihrigcn und 

e% = (1/1:r.)k! lx+lt. - 1/2, die mitt/ere Lebenserwartung. 

In Abbildung 6.4-1 ist ein Ausschnitt aus der allgemeinen Sterbetafel I 969/70 angegeben. Man 
Iiest darin filr 100 000 gleichzeitig geborene miinnliche Personen, die jetzt 50 Jahre alt sind, z. B. ab, 
daB noch 89 179 leben und daB fiir jeden Uberlebenden die mittlere Lebenserwartung noch 23,85 Jahre 
betriigt, fiir jede der 92 939 Frauen dagegen 27,77 Jahre. 

22. Allgemeine Sterlletafel 1969/701) 
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Die Planimetrie {griech., Fliichcnmessung] ist cine Tcildisziplin dcr Geometric [griech., Erdmessung). 
Obwohl die Gegenstande der objektiven Realitat dreidimensional [lat. dimensio, Ausdehnung) sind, 
vermittelt die Planimetrie als Geometrie der hOChstens zweidimensionalen Gebilde dennoch eine ver
tiefte Einsicht in die raumlichen Beziehungen der Umwelt. 
Ahnlich wie der Begriff Zahl der Aul3enwelt entnommen wurde, sind auch die Begriffe, die der 
Geometric zugrunde liegen, im Laufe vieler Jahrhunderte durch Abstraktion aus der AuOenwelt 
gewonnen worden. Man sah ab von nicht wesentlichen Unterschieden, z. B. von denen der Masse, 
der Farbe, der Form oder der OberH3.chenbeschaffenheit, und kam unter weiterer Vernachl3.ssigung 
von Unrcgelm3.f3igkeiten der kOrperlichen Gcbilde auf Raumformen, die sich nach drei Richtungen 
hin, der Lange, der Breite und der HOhe, erstrecken. Man sagt dementsprechend, cine Raumform hat 
drei Dimensionen, ihrc Oberfl3.che dagegen nur zwei; eine Linie, z. B. cine Kante, in der zwei Flachen
teile dieser Oberfl3.che einander schneiden, hat eine Dimension, und ein Punkt, etwa als Schnitt 
zweier Linien aufgefaOt, hat die Dimension Null. 
In der Planimetrie wird stets eine Ebene als gegeben vorausgesetzt. Die planimetrischen Untersu
chungen werden im allgemeinen in dieser Ebene durchgefilhrt, in cinzelncn Fallen jedoch wird auch 
der euklidische Raum als umfassenderes geometrisches Grundgcbilde bei den Untersuchungen mit 
herangezogen. 

7. 1. Punkt, Gerade, Strahl, Strecke 

Punkt und Gerade 

Punkte und Geraden sind Grundbausteine der Elementargeometrie. In der modernen Mathematik 
gibt man fur sic keinc Definitionen, sondern lcgt die Beziehungen zwischen ihncn durch Axiome fest 
(vgl. Kap. 40. - Die euklidische Geometrie). 
Eine Gerade wird durch zwei auf ihr liegende Punkte A und B eindeutig bestimmt, man bezeichnet 
sic mit KAB oder- wenn der Zusammenhang eindeutig ist - kurz mit AB. Auch durch kleine lateini
sche Buchstaben werden Geraden symbolisiert, z. 8. durch g, h, a, b, c. Eine Gerade ist orientiert, 
wenn fur sie cine Durchlaufrichtung festgelegt ist. 
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Anzahl der Schnittpunkte mehrerer Geraden. Zwei Geraden einer Ebene haben hOchstens ei11e11 Punkt 
gemeinsam, wenn sie nicht in alien ihren Punkten zusammenfallen. Zwei Geraden einer Ebene, die 
keinen Punkt gemeinsam haben, heil3en parallele Geraden, kurz: Para/le/en. 
Drei Geraden einer Ebene, die nicht alle durch einen gemeinsamen Punkt gehen und ·;on denen keine 
zu einer der beiden anderen parallel ist oder in allen Punk ten mit einer der beiden anderen zusammen
fallt, mit ihr inzidiert, haben genau drei Schnittpunkte miteinander. 
Vier Geraden einer Ebene, die paarweise voneinander verschieden und nicht parallel zueinander 
sind und von denen keine drci <lurch einen gemeinsamen Punkt gehen, haben genau sechs Schnitt
punkte miteinander (vgl. Kap. 25.4. - Vollst3.ndiges Vierseit). 
Wird von II Geraden in einer Ebene angenommen, daB keine dieser Geraden zu einer anderen parallel 
ist oder mit ihr zusammenfalh und daB keiner der Schnittpunkte einer der Geraden mit einer zweiten 
zugleich Schnittpunkt mit einer dritten ist, so hat jede der n Geraden (n - 1) Schnittpunkte mit einer 
anderen; da aber hierbei jeder Schnittpunkt doppelt aurtritt, gibt es n(n - 1)/2 Schnillpunkte. 

Anzahl der Geraden durch mehrere Punkte. Durch zwei voneinander verschiedene Punkte gibt es 
genau ei11e Gerade. Durch drei voneinander verschiedene, nicht in einer Geraden gelegene Punkte 
!assen sich genau drei Geraden legen, die jeweils zwei Punkte miteinander verbinden. Durch die 
drei Punkte, durch zwei derVerbindungsgeraden oder durch eine Verbindungsgerade und den dritten, 
nicht auf ihr gelegenen Punkt ist genau eine Ebene bestimmt. 
Sind in einer Ebene n verschiedene Punkte so gegeben, daB nie drei von ihnen auf einer Geraden 
liegen, so bestimmt jeder der n Punkte mit jedem der (n - I) i.ibrigen Punkte eine Gerade; da aber 
hierbei jede Gerade doppelt auftritt, sind 11(11 - 1)/2 Geraden m6glich; zwischen vier Punkten z. 8. 
sechs Geraden (vgl. Kap. 25.4. - Vollstandiges Viereck). 

Geradenbiischel. Durch einen Punkt !assen sich in einer Ebene beliebig viele Geraden legen. Die 
Menge aller Geraden einer Ebene, die einen und nur einen Punkt gemeinsam haben, bildet ein Ge
radenbiische/. Den alien Geraden gemeinsamen Punkt P bezeichnet man als Triiger des Geraden
bi.ischels, das man mit P symbolisiert. Analog dazu nennt man die Gesamtheit aller zu einer Geraden 
parallelen Geraden einer Ebene Parallelgeradenbiischel. 
Werden die Geraden eines beliebigen GeradenbUschels oder eines Parallelgeradenbi.ischels durch zwei 
Geraden g1 und g2 geschnitten, die nicht zum BUschel geh6ren, so vermitteln die Geraden des BU· 
schels cine perspektive Abbi/dung aller Punkte von g1 auf die von g2• 

Strahl und Strecke 

Strahl. Ein Strahl enthalt genau die Menge aller Punkte einer Geraden, die bezogen auf einen 
Punkt O von ihr auf der gleichen Seite dieser Geraden liegen, den Punkt O inbegriffen. Als dem 
Strahl angeh6rig werden danach alle und nur die Punkte einer Geraden bezeichnet, die von O in 
geradliniger Bewegung ohne Richtungsumkehr erreicht werden kOnnen. 
Der Begriff des Strahles ist, wie alle mathematischen Begriffe, durch Abstraktion entstanden. Zu 
seinem Verstandnis sei erinnert an den Sonnenstrahl, der geradlinig von der Sonne ausgeht, oder an 
die Visierlinie, die stets geradlinig verlauft und vom Auge begrenzt wird; dabei werden Sonne und 
Auge als punktformig angenommen. 

Strecke. Eine Strecke AB enthiilt genau die Menge aller Punkte einer Geraden, die zwischen den 
Punk ten A und B dieser Geraden liegen, die Punkte A und B inbegriffen. Die Strecke ist die kUrzeste 
Verbindung der beiden Punkte A und B. Eine Strecke wird durch ihre Endpunkte bezeichnet, z. B. 
Strecke AB oder - wenn der Zusammenhang eindeutig ist - kurz AB. Fi.ir die Lange der Strecke 
schreibt man IAB/, lies: Lange der Strecke AB. Sie gibt den gegenseitigen Abstand der Punkte A 
und B an. Kleine lateinische Buchstaben, z. B. a, b, c, symbolisieren die Lange von Strecken, z. 8. 
a = IABI; sie werden aber der Einfachheit halber auch fur die Strecke selbst verwendet. Die Lange 
einer Strecke la.Bt sich als formales Produkt ne auffassen, wenn n die MaBzahl und e die verwendete 
Liingeneinheit einer Einheilsslrecke bedeuten, also a= lABI = ne. Die Liinge der Einheitsstrecke 
dient als MaBeinheit fur Liingenmessungen. Kommt es auf den Durchlaufsinn einer Strecke an, so 
legt man fest, daB stets der zuerst genannte Punkt den Anfangspunkt, der zuletzt genannte den End
punkt bezeichnet. Dann symbolisiert AB cine orientierte Strecke, die von A nach B durchlaufen wird. 
A uf einer orientierten Geraden g sind dann die Strecken AB und BA zu unterscheiden. Den orientier
ten Strecken ordnet man ein Ma.P m(AB) zu, das gleich der Liinge ist, wenn der Durchlaufsinn der 
Strecke mit dem der sic enthaltenden Geraden g i.ibereinstimmt. Das MaB ist gleich der mit Minus
zeichen versehenen Lange, wenn Strecke und Gerade gegenlaufig orientiert sind. 

MaB einer Strecke AB auf einer m(AB) = IABI, falls AB und g gleich orientiert 
orientierten Triigergeraden g m(AB) = -]ABI, falls AB und g entgegengesetzt orientiert 

FUr orientierle Streck.en ist m(BA) = -m(AB). Der Betrag des MaBes ist immer die Lange 
IABI = lm(AB)I = lm(BA)I (vgl. auch Kap. 24.2. - Strecke). 
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MajJeinheiten fiir LOngenmess,mgen. Das grundlegende LangenmaB ist das Merer. Es ist cine 
Grundeinheit des lnternationalen Einheitensystems SI [SystCme International d'UnitCs] und ist 
definiert als das 1 ·650763,73fache der Wellenl3nge der Orangelinie des Kryptonisotops 86 im Vakuum. 

Vom Meter abgeleitete LQngeneinheiun 

UngenmaB Zeichen Beziehung 

Kilometer km 
Dezimeter dm 
Zen1imeter cm 
Millimeter mm 

Mikrometer µm 
Nanomeler nm 
Pikomcter pm 
Femtometer fm 

Attometer am 

I km= I0'm 
I dm = 10-1 m 
I cm = 10-2 m 
I mm= w-3m 
1 µm = 10-6 m 
1 nm = 10-9 m 
I pm= 1Q-•2m 
1 fm = JQ-1' m 
I am= rn-11m 

Parallele und orthogonale Geraden 

Nicht vom Meter abgeleitete Lcingeneinheiten 

Parallax.ensekunde 
I pc= 30,857 · 10" km 

Astronomische Einheit 

I AE <ae 149,6 · 106 km 
geographische Meile 

I/ 15 Aquatorgrad = 7 421,5 m 
Seemeile, 1/60 Meridiangrad 

I sm= 1852 m 
englische Landmeile, statute 

mile,-, I 609,344 m 
Yard, I yd,-, 0,9144 m 
FuB, I ft ss 0,3048 m 
Zoll, I in ss 0,025 4 m 

Parallele Geraden. Zwei Parallelen haben keinen Punkt gemeinsam. 1st die Gerade g parallel zur 
Geradeng', in Zeicheng II g', dann verlaufen g und g' in gleicher Richtung. Die Gerade g' kann aus g 
gewonnen werden durch Translation, indem alle Punkte von g um cine Strecke, deren Liinge z. B. 
gleich \AA'I ist, in gleicher Richtung verschoben werden. Darauf beruht die Konstruktion paralleler 
Geraden mit'Hilfe von Lineal und Zeichendreieck (Abb. 7.1-1). 
Wird ein Punkt einer Geraden g mit alien Punkten einer zu g parallelen Geraden g' geradlinig ver
bunden, so_gibt es unter den Verbindungsstrecken cine kiirzeste. Sie gibt den Abstand d der Parallelen 
an. Der Abstand zwischen zwei Parallelen ist fiir a/le Punkte g/eich, sie schneiden einander nicht. 

, A' 

g A 

7.J-1 Paralle\e g' zu g im Abstand a durch 
Yerschiebung {Translation) 

7.1-2 Abstand paralleler Flachen eines 
Werkstikkes (Dickcnmessung) 

Der Abstand der stets parallel verlaufenden Schienen der Eisenbahn hat gewOhnlich die Normalspur
breite von 1,435 m, in der Sowjetunion betriigt er 1,524 m, in Spanien und in Portugal 1,670 m. 
Der Abstand der parallel vcrlaufenden Backen eines Me]Jschiebers kann verandert werden; daher 
la.Bt sich der MeBschieber z. 8. fur die Dickenmessung von Werkstllcken mit parallelen Begrenzungs
ftachen benutzen (Abb. 7.1-2). 
Zu jeder Geraden g gibt es in der Ebene genau eine Para/lele g', die auf einer bestimmten Seite von g 
in vorgeschriebenem Abstand a verliiuft. Entsprechend kann durch jeden Punkt P, der mit gin einer 
Ebene liegt, nicht aber selbst Punkt von gist, genau cine Gerade g' gezogen werden, die zu g parallel 
ist. 
Diese Aussage Uber die Existenz und die Eindeutigkeit der Parallelen g' zu g durch P ist Inhalt des 
in der euklidischen Geometric geltenden Parallelenaxioms (vgl. Kap. 40. I. - Das Parallelenaxiom). 

Ortbogonale Geraden. Der Abstand paralleler Geraden g und g' wird auf einer Verbindungsstrecke 
AA' gemessen, die sowohl mit gin A als auch mit g' in A' je zwei gleiche Winkel bildet. Diese Winkel 
werden rechte Winkel genannt. Orthogonale Geraden bilden beim Schnitt miteinander rechte Winkel; 
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sic stehen senkrecht oufeinander. Die Orthogonalitat zweier Geraden ist wie die Parallelitiit cine 
Lagebeziehung zweier Geraden zueinander; es ist keineswegs notwendig, daO von zwei zueinander 
orthogonalen Geraden cine ,.senkrecht nach unten" weist. 

7.2. Winkel 

Zwei Strahlen a und b, die von demselben Punkt S ausgehen, kOnnen durch cine Drehung ineinander 
Ubergefuhrt werden, durch die der Winkel (a, h), in Zeichen 4: (a, b), bestimmt wird. 
Als Orientierung der Ebene, in der die Strahlcn a und b liegen, gilt der Drehsinn dieser Bewegung; 
als positiver Drehsinn wird in der Mathematik der entgegen dem Uhrzeigersinn bezeichnet, in der 
Geodiisie der im Uhrzeigersinn. Es ist demnach zu unterscheiden zwischen 4: (a, b) und <r (b, a). 
Liegen auf dem Strahl a ein Punkt A und auf dem Strahl b ein Punkt B. so kann der Winkel auch 
durch 4: ASB bzw. 4: BSA bezeichnet werden. Der Punkt S wird Scheite/p1mkt, die Strahlen a und b 
werden Schenkel des Winkels (a, b) genannt. Jeder Schenkel gibt als 
Strahl eine Richtung an. Die GrOBe des Winkels ist der Un1erschied 
dieser beiden Richtungen (Abb. 7.2-1) in einer orientierten Ebene. 
Kommt es nur auf den Betrag dieses Unterschiedes an, so werden die 
Beu:ichnungen l<l: ABCI bzw. l<l: (a, b)I fiir die Grolle des Winkels ver
wendet. Solien jedoch in einer orientierten Ebene mit einem aus
gezeichneten Drehsinn positive und negative GrOOen des Winkels in 
der Bezeichnung erfaOt werden, so gelten m(<l: ABC) oder 

AS 
A 

111 (<l: (a, b)) = i<l: (a, b)I als MaB fiir die Grolle des Winkels, falls 7_2.1 Zur Definition des 
die Drehung des Strahls a in den Strahl b im Sinne der Orientierung der Winkels 
Ebene erfolgl, und m(<l: (a, b)) = -14: (a, b)I, falls diese Drehung ent-
gegen der Orientierung erfolgt. 
Dabei gilt m(<l: (a, b)) = -m(<l: (b, a)), aber stets lm(<l: (a, b))I = lm(<l: (b, a))I = l<l: (a, b)I. 
Winkelgr013en werden auch durch kleine griechische Buchstaben, z. B. a:, {J, y, ausgedrllckt. Diese 
kOnnen in Ausnahmefallen der Einfachheit halber auch fur den Winkel verwendet werden, wenn sich 
ihre Bedeutung aus dem Zusammenhang ergibt. 

Einteilung der Winkel 

Winkel werden nach dem Richtungsunterschied der Schenkel eingcteilt. Entspricht der Richtungs
unterschied der Schenkel eines Winkels einer Orehung des einen Schenkels um einen Viertelkreis, 
so bezeichnet man den Winkel als rechten Winkel oder kurz als Rechten. 1st die gegenseitige Neigung 
der Schenkel eines Winkels geringer als bei einem Rechten, so wird der Winkel als spitzer Winkel 
bezeichnet, ist sie grOOer, so heiOt der Winkel stump/ Bei einem gestreckten Winkel liegen der 
Scheitelpunkt und beide Schenkel mit- entgegengesetztem Richtungssinn auf einer Geraden. Winkel, 
deren Schenkelneigung gr013er ist als bei einem gestreckten Winkel, werden Uber.stump/ genannt. 
Ein Uberstumpfer Winkel, dessen Schenkel zusammenfallen, heillt Vollwinkel (Abb. 7.2-2). 

spitztr Wink,/ rtchlw- Wink,/ sfumpftr 
Q P.-0---

Wlnktl �kttrWinktl iibtrltumpftr Vo/lwinkel 

Winkelma8e 

Alie WinkelmaOe beruhen auf Kreisteilungen (Abb. 7.2-3). 
Man unterscheidet GradmaD und Bogen.mafl. 

GradmaO. Wird ein beliebiger Kreis durch Radien in 360 
gleiche Teile geteilt, so ergibt der Richtungsunterschied 
zweier Radien, die vom Kreismittelpunkt zu benachbarten 
Teilpunkten auf dem Kreis fuhren, die Malleinheit 
I Grad. Zeichen 1°, fur die Winkelmessung. Ein Grad ist 
somit der 360. Teil des Vollwinkels bzw. der 90. Teil des 
rechten Winkels. Der 60. Teil eines Grades ist cine 
Minute, Zeichen I', ihr 60. Teil cine Sekunde, Zeichen 
J". Obwohl die Unterteilungen der Winkeleinheit Grad 

Winkd 

7 .2-3 Winkelmesser mit TransversalmaB
stab: ix= 57•, a= 43,7 mm 
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gleiche Namen tragen wie die Unterteilungen der Zeiteinheit Stunde (h), dllrfen nicht die glei
chen Symbole fur ihre Bezeichnung benutzt werden. 
J 1° = 60' = 3600"; I h = 60 min= 3600 s I J 11 = IO()<= 10000" I 
Bei Unterteilung des Kreises in 400 Teile bzw. des Rechten in 100 Teile ergibt sich die MaBeinheit 
I Neugrad, Zeichen 11. Ein Neugrad wird in I 00 Neuminuten, Zeichen c, cine Neuminute in I 00 Neu• 
sekunden, Zeichen c:c, unterteilt. 
Fllr den rechten Winkel gelten die Beziehungen 90° = 5400' = 324 000" bzw. JOOS= 10 000<= 
= I 000 000". 
Beispiel 1: 62°48'1Sn sollen in Neugrad, Neuminuten und Neusckunden umgerechnet werden. -
48' = 48°/60 = 0,800 000°; 15" = 15°/3600 = 0,004 167"; 
62°48'15" = 62,804167° = 62,804 167 • 1()()1/90 = 69,78241 = 69'78'24". 
Beispiel 2: 13S•46cs2cc sollen in Grad, Minuten und Sekunden umgcrechnet werdcn. -
135•46'82" = 1()()1 + 35,4682• = 90° + 35,4682 · 90°/100 = 121,92138°; 
0,92138° = 0,92138 · 60' = 55,2828'; 0,2828' = 0,2828 · 60" = 16,968"; 
135146'82""' 121°55'17". 
Umrechnungen 
90" = 1()()1 
1° = lfJl/9= 1,111 11!. .. • 
I' = (1/60) · lfJl/9;,, 0,018 5191 
I"= (1/3600) · lfJl/9RJ 0,0003091 

1()()1 = 90° 

11 = 9°/10 = 54' 
I' = 0,01• = 54'/100 = 32,4" 
I" = 0,000 I• = 324" / I 000 = 0,324" 

BogenmaB. Im Kreis ist die Lange des Kreisbogens b den GrOllen von Zentriwinkel tx und Radius r 
proportional, Umfangliinge zu Bogenliinge verh3.lt sich wie Voll-
win�elgrOBe zu ZentriwinkelgrOBe (vgl. 7.9. - Berechnungen am j 2,-r,r: b = 360": oc j oc in ° I 
Kreis). 
Daraus folgt, dal3 das Verhiiltnis der Langen von Bogen und Radius nur von der GrOBe des zugehOri
gen Zentriwinkels abhiingt: b/r = (t:t./360°) ·bi= ex· 2-ri/180° mit ex in °. 
Somit kann dieses Uingenverhiiltnis zum Messen der GrOfle des zugehOrigen Zentriwinkels benutzt 
werden. Man bezeichnet das Verh3.ltnis b/r als Bogenma,P des Winkels und ordnet diesem dimensions
losen Quotienten die MaBeinheit Radiant, Zeichen rad, zu. Demnach ist die Bogenliinge das Produkt 
aus den GrOflen von Radius und Zentriwinkel in rad, dem gestreckten Winkel entspricht die Bogen• 
Uinge n. 

I b/r=cxin raO I b=r·c:x,cxin rad 11 c:xin rad£:(n/t80)·c:xin °lc:xin ° £:(180/n)·c:xin rad I 
1 rad ist der Winkel, fur den das Verhaltnis der Langen von Bogen zu Radius gleich I ist. Es ist 
I rad£ 57,29578° = 57°17'44,8" s,, 57°17'45", I rad£ 63,662fJI. 
I 1°£(,i/180) rad=0,017 453rad; 1•£(,i/200}rads,,0,0157078 rad I 
Im Einheitskreis ist die Lange des Ra� Obersicht Uber die Winkelarten 
dius die Langeneinheit. Daher ist die 
Maf3zahl der WinkelgrOBe in rad gleich 
der MaBzahl der Lange des zugehOri• 
gen Bogens aur dem Einheitskreis 
(Abb. 7.2-4). 

7.2-4 Einheit.l rad des BogcnmaBes 

Winkel 
spuzer 

rechler 

stump/er 

gestreckter 

iiberstumpfer 

Vollwinkel 

Grad 
oo .. 90° 

30° 

45° 

57°17'45" 
60" 
90° 

90° .. 180° 

180° 

180° .. 360° 

360° 

Neugrad Radiant 
0• ··· IOQI 0-·· ,.,2 

33'/,' ,i/6 
5fJI :-r/4. 63,662fJI I 
66'/,' ,r/3 

1001 ,r/2 
IOQI .. 2()()1 :i/2···" 
200• " 

200 ·•40fJI ,, ... i,. 

400• 2,, 
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Schneiden zwei Geraden einer Ebene einander, dann entstehen vier Winkel. Man unterscheidet Nebenwinkel und Scheitelwinkel. 
Nebenwinkel. Winkel an zwei einander schneidenden Geraden, die einen gemeinsamen Schei1el S und einen gemeinsamen Schenkel haben, heifien Nebenwinkel. Die nicht zusammenfallenden Schenkel liegen auf ein und derselben Geraden, jedoch auf verschiedenen von S ausgehenden Strahlen. Die Nebenwinkel erg3.nzen sich deshalb gegenseitig zu einem gestreckten Winkel; in Abb. 7.2-5 gilt z. B. "' + fJ = fJ + y = y + d = d + o: = I 80°. Die beiden Winkel eines Nebenwinkelpaares, z. B. � und p, sind im allgemeinen verschieden groB; sind sic gleich groO, so muB jeder der beiden Nebenwinkel die GrOBe 180° : 2 = 90° haben, d. h. ein Rechter sein. Das wurde bei der Definition orthogonaler Geraden benutzt und liegt der folgenden Festlegung zugrunde. 
Der rechte Winkel oder Rechle ist jeder der vier ebenen Winkel, 
die z�i einander U11ler gleichen Nebenwinkeln schneitknde Ge• 
raden biltkn. 

7.2-5 Nebenwinkel, z. B."' und /1, und Scheitelwinkel, z. B. CJ und ,., 
Nicht jedes Paar von Winkeln, deren GrOBen zusammen 180° messen, ist ein Nebenwinkelpaar; jedoch werden zwei Winkel, deren Gr013en einander zu 180° erganzen, immer Supplementwinkel genannt und Winkel, deren GrOBen einander zu 90

° ergiinzen, Komplementwinkel. Nebenwinkel sind danach durch ihre spezielle Lage ausgezeichnete Supplementwinkel. 
Scheitelwinkel. Winkel an zwei einander schneidenden Geraden, die einen gemeinsamen Scheitel S, aber keinen gemeinsamen Schenkel haben, hei13en Scheitelwinkel. Da Scheitelwinkel beim Schnitt zweier Geraden entstehen, liegt auf jeder der beiden Geraden genau ein Schenkel eines jeden dcr beiden Winkel des Scheitelwinkelpaares. In Abb. 7.2-5 sind lX und y sowie {Jund d Scheitelwinkel. 
Zwei Scheilelwinkel sind einantkr grOjJengleich, da jetkr zu demselben Nebenwinkel Supplement• 
winkel isl. 

Winkelpaare an geschnittenen Parallelen 
Wird ein Paar paralleler Geraden von einer dritten Geraden geschnitten, dann entstehen acht Winkel, von denen je vier einander grOllengleich sind, z. B. lX = y = lX' = y' und {J = d = {J' = d'. Bei gemeinsamem Scheilelpunkt sind die Schenkel der Scheite/winkel paarweise entgegengesetzt gerichtet, z. B. et= y oder {J' = 15'; bei Nebenwinkeln sind die nicht zusammenfallenden Schenkel entgegengesetzt gerichtet, so da8 die Summe ihrer Gr6f3en 180° betriigt; z. B. et+ fl= 180° oder 
y + 6 = 180° (Abb. 7.2-5). 
Bei voneinander ver.schiedenen Scheitelpunkten gilt: I. Stufenwinkel oder gleichliegende Winkel haben paarweise gleichgerichtete Schenkel, z. B. lX = et' odery = y'; 2. Wech.selwinkel haben paarweise entgegengesetzt gerichtete Schenkel, z. B. et = y' oder y = et'; 
3. Von entgegengesetzt liegenden Winkeln ist ein Schenkelpaar gleichgerichtet, das andere entgegengesetzt gerichtet, so daB die Summe ihrer Gr613en t 80° betriigt; z. B. C¥ + �, = 180° oder y + {J' = 180° (Abb. 7.2-6 und 7.2-7). 

7.2-6 Winkel an ge- +g, +

g

, schnittcncn Parallelen g 9 92 92 
Stufenwinkef 

---r-9, -\--g, 

�g, �g, Wec/lselwinke/ 9 

+g,�g, 
7.2-7 Beispicle rnr 92 • g g2 Winkel an geschniue-nen Parallclcn entgegengesetzt /iegende Winkel 
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Stu/tnwinktl an gtsclurilltnen Paralltltn sind ,�, g,6/Jfflglnclt. Wttluctlwi111ctl an pxhnilltMn 
Para/kltn sind einander grO/Jengleich. Entgegengesetzt /iegent:k Winkel an geschnittenen Para/Jelen 
sind Supplementwinkef. 

Aus den Umkehrungen dieser Satze kann die Parallelit3.t von geschnittenen Geraden bewiesen 
werden. Die Lage der drei Winkelarten 13.Bt sich auch unabh.ingig davon kennzeichnen, wenn die geschnittenen 
Geraden g1, g2 einander parallel sind. Auf derselben Scite der schneidenden Geraden g liegen 
Stufenwinkel und entgegengesetzt liegende Winkel; bezogen auf die geschnittenen Geraden g1 und g2 Jiegt von einem Stufenwinkelpaar ein Winkel innerhaJb und der andere auBerhalb, dagegen licgen 
beide Wechselwinkel und beide entgegengesetzte Winkel eines Paares innerhalb oder beide auBer
halb. 

Winkelkonstruktionen 
Zeichendreiecke. Mit Hilfe von Zeichendreiecken !assen sich Winkel von 90°, 60°, 45° und 30° unmittelbar zeichnen, da Winkel dieser GrOBen an den handelsilblichen Zeichendreiecken vorhanden sind, andere ergeben sich <lurch Zusammensetzen (Abb. 7 .2-8). Durch Halbieren dieser Winkel mil Hilfe von Zirkel und Lineal kOnnen weitere WinkelgrOBen gewonnen werden, z. B. Winkel von 
22,5°, 15°, 7 ,5° u. a., durch Zusammenfilgen verschiedener so konstruierter Winkel wiederum andere. 

Beim Zusammenfugen mOssen zuwei
len auch die GrOBen bereits konstru
ierter Winkel ilbertragen werden. 

7.2-8 Darstellung von spczicllcn Winkeln dcrGrt>Oen 75 °, l5 ° und l05 ° mitZeichenc....ce.....,_�� dreiecken 
Antragen von Wink.ctn. Das Obertragen voa Winkeln mit Hilfe von Zirkel und Lineal ist filr jedcn 
vorgegebenen Winkel mOglich. Es soil z. B. cin 
Winkel gcgebener GrOBe (X im Punktc P der orien
tierten Gcraden g an diese angetragcn werdcn (Abb. 7.2-9). Dazu wcrrlc11 der Scheitel in,den vor- 4p� 
geschriebenC:n Punk.t P uud ein Schenkel auf die ge- 7.2-9 Antragen eines Winkels 
gebene Gerade g gelegt. Zur Konstruktion be-
schreibt man um den Scheitel S des vorgegebenen Winkels und um den Punkt P auf der Geraden g je cinen Kreisbogen mit demse/ben Radius, die die Schenkel des gegebenen Winkels in den Punk ten A und 
B, die Gerade g im Punkte A' schneiden. Der Kreisbogen um Pun.kt A' mit dem Radius 1ABI schncidet 
den Kreisbogen um Punkt Pin dem Punkte B', der durch den Drchsinn der Ebene eindeutig bestimmt ist. Der Strahl von P nach B' ist der freie Schenkel des Winkels der GrOBe ex, der im Punkle Pan die orientierte Gerade g angetragen worden ist. 1st nicht der Winkel selbst gegeben, sondern nur seine MaBzahl in Grad, z. B. °' = 52°, so wird der Winkelmesser oder Transporteur (Abb. 7 .2-3) benutzt. 
Die Konstruktion von Winkeln bestimmter GrOjJe allein mil Zirkel und lineal ist nicht in jedem Falle ausfiihrbar. Da regelm:iBige Drei-, Vier- und Filnfecke allein mil Zirkel und Lineal konstruiert 
werden kOnnen, lassen sich durch sic Winkel von 120°, 90° und 72° gewinnen. Durch fortgesetztes Halbieren erhiilt man daraus Winkel von 60°, 30°, 15°, von 45°, von 36°, 18°, 9°, wenn man sich auf ganzz.ahlige Gradzahlen beschriinkt. Durch Zusammensctzen der Winkel voa 15° und 9° zu 24° erh:ilt man die Folge der Winkel von 12°, 6°, 3°. Somit sind alle Winkel, deren Gr08cn Vielfache von 3° sind, allein mit Zirkel und Lineal konstruierbar. Damit ist aber die Menge aller allein mit Zirkel 
und Lineal konstruierbaren WinkelgrOBen noch nicht erschOpft. 

7.3. Symmetrie 

Axiale Symmetrie 
Jede Ebene £ wird durch cine ihrer Geraden s in zwei Halbebenen zerlegt. Durch cine riiumliche 
Drehung um 180° um s als Achse wird jede Halbebene eindeutig auf die andere abgebildet. FOr diese Umklappung ist jcder Punkt S der Ach.se s se;:in eigener Bildpunkt S� = S, die Achse s ist 
Fixgerade; weiterhin schlieBt jede Gerade AS mit dieser Fixgeraden diesel be WinkelgrOBe ein wie ihre 
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Bildgerade A'S, die Strccken AS und A'S sind glcich Jang, und die Vcrbindungsgerade AA' von 
Original- und Bildpunkt steht auf der Fixgeraden scnkrecht und wird von ihr halbiert (Abb. 7.3-1). 
Jede Figur Fist nach der Umklappung ihrem Bild F' kongruent. 

Gleichwertig mit dcr Umklappung ist die Spiegelung jeder Halbebene an eincm cbenen Spiegel, der 
. in der Achse s auf dcr Ebcne £ scnkrecht steht. Man ncnnt deshalb Original Fund Bild F' spiegel

bildlich zueinandcr, bevorzugt aber die Bezeichnung der Abbildung der Halbcbcnen aufeinandcr fur 
dicsc Art axialer Symmttrit. Sic ist ei1_1e ebene geometrische Abbildung oder Transformation, die 
eindcutig bcstimmt ist durch ein Punktepaar Pals Original und P' als sein Bild oder durch die Sym
metrieachse s. Sind die Punkte P und P' gegeben, so lassen sich durch cine Konstruktion in der Ebene 
£ Punkte S, der Symmetrieachse s aus PS, = P'S, als Schnittpunkte zweier Krcisbogen finden und 
damit die Achse s. 1st diese aber gegeben, so hat der Bildpunkt P' eines beliebigen Punkies P der 
Ebene den gleichen Abstand von s wie P, und die Strecke PP' mu0 senkrecht auf s steheo. 
Das auf die Symmctrieachse s1 bezogene axialsymmctrische Bild F' einer Figur Fin £ ist kongruent 
zu F, hat aber in einer orientierten Ebene £ den entgegengesetzten Drehsinn wie F. Ein auf cine 
andere Achse s1 oder s3 bezogenes axialsymmetrisches Bild F" oder F"' von F' hat dann denselben 
Drchsinn wie F. W3.hrend F und F' bei jeder Bewegung in der Ebene ungleichsinnig-kongruente 
Figurcn bleiben, sind Fund F" bzw. Fund F'" gleichsinnig-kongruent (vgl. 7.4. - Kongruenz von 
Dreiecken). 1st speziell s3 !) s1 , so kann F durch cine Schiebung oder Translation in F"' Ubergefiihrt 
werden; wenn die Achsen s1 und s1 einander schneiden, kann F durch cine Drehung in F" ilber
gefiihrt werden (Abb. 7.3-2). 

Axialsymmetrische Figuren. Liegen Strecken oder einzelne Punkte einer Figur auf einer Geraden s, 
die zur Symmetrieachse einer Umklappung wird, so entsteht beim Umklappen eine axialsymmetrische 
Figur, d. h. cine Figur aus zwei zu s symmetrischen Teilen (Abb. 7.3-3). 

. 

��t-----
Y••' * 

• 

Zentrale Symmetrie 

7.3-3 Axial
symmetrische 
Figuren 

W3.hrend sich bei axialsymmctrischen Figurcn einander entsprechende Punkte durch cine riiumliche 
Drehung von 180° um eine Gerade zur Deckung bringen lassen (Umklappung), bezeichnet man 
Figurcn als zentralsymmetrisch, dercn Punkte durch cine ebene Drehung von 180° um einen Punk/ S 
zur Deck:ung gebracht werden k0nnen. Den Punkt S nennt man Symmetriezentrum oder Zentralpunkt 
(Abb. 7.3-4). Bci der ebenen Drehung um 180° wird jeder Punkt B der Ebene so auf einen anderen 
Pun.kt B' dieser Ebenc abgebildet, daB die B und B' verbindende Strecke durch den Zcntralpunkt S 
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halbiert wird. Man nennt die Abbildung daher eine Spiegehmg an einem Punkt, dem Symmetrie
zentrum. Sie ist wie jede Drehung um einen festen Punkt der Ebene eine Ko11grue11ztra11sformatio11, 
die Gr013e und Gestalt der Figuren bei der Abbildung nicht ver3.ndert. Auch hinsichtlich des Umlauf
sinnes stimmen- zum Unterschied von der Umklappung - die auseinander hervorgegangenen ebenen 
Figuren Oberein, sie sind gleichsinnig-kongruem. Zwei hintereinander an demselben Punkt ausgefuhrte 
Spiegelungen bringen das Original und das zweite Bild vollstlindig zur Deckung (F - F' - F" = F). 

A' 

I 
I 

le 

Bei jeder Spiegelung an einem Punkt bleibt nur 
der Zentralpunkt fest; er ist der einzige Fixpunkt 
der Bewegu ng. 

7.3-4 Zentrale Symmetric 
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7,3-5 Radialsymmetric in regelmiiBigen Vielecken 

Figuren, die bei ciner ebenen Drehung um einen Winkel der GrOBe tp um einen Punkt P zur Deckung 
gebracht werden kOnnen, heiBen radia/symmetrisch oder strahli'gsymmelrisch. Alie regelm3.13igen 
Vielecke haben dieseEigenschaft (Abb. 7.3-5). Da bei Zentralsymmetrie die GrOBe des Drehwinkels 
q; = I 80° betriigt, ist diese ein Spezialfall radialer Symmetric. 

Grundkonstruktionen 

Eine Strecke halbieren. Das Halbieren einer Strecke AB erfolgt mit Zirkel und Lineal auf Grund der 
oben angegebenen Eigenschaften axialsymmetrisch gelegener Punkte, indem man zu A und B die 
Symmetrieachse s konstruiert (Abb. 7.3-6). 
Um die Endpunkte A und B der Strecke werden mit gleich grojJem Radius, dessen Lange aber grOBer 
als die halbe Lange der Strecke AB sein mul3, Kreisbogen beschrieben, die einander in zwei Punkten 
S1 und S2 der Symmetrieachse s sch.neiden. Die Gerade s durch die Punkte S, und S2 schneidet die 
Strecke AB in ihrem Miuelpunkt Mund steht senkrecht auf ihr, sic ist ihre Mirtelsenkrechte. 

7.3-6 Eine Strecke halbieren 

7.3-7 Einen Wink.el halbiercn 

Einen Winkel halbieren. Auch das Halbieren von Winkeln erfolgt mit Zirkel und Lineal aufGrund 
der Eigenschaften axialsymmetrisch gelegener Punkte. Ein Kreisbogen mit beliebigem Radius um den 
Scheitel S des Winkels (a, b) schneidet seine Schenkel in den Punk.ten A und B. Die Mittelsenkrechte 
der Strccke AB ist Symmetrieachse der Figur und halbiert den Winkel (a, b). Da auch der Scheitel S 
auf der Symmetrieachse s liegt, bestimmt schon ein Schnittpunkt, z. B. S2 , der beiden Kreisbogen 
mit gleichem Radius um die Punkte A und B zusammen mit dem Scheitel S die Winkelhalbierende 
(Abb. 7.3-7). Die Dreitei/ung des Winkels 13.Bt sich nur in Ausnahmefallen allein mit Zirkel und Lineal 
durchfiihren. 
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Eine Senkrechte errichten. Aur einer Geraden g soil in einem ihrer Punkte P die Senkrechte errichtet 
werdcn. Man beschreibt um Peinen Kreis mit heliebig grollem Radius r. Er schneidet gin zwei Punk ten 
A und B. Um A und B wird je ein Kreis mit gleich grollem Radius, der aber gr613er als r ist. be
schrieben und einer seiner Schnittpunkte, z. B. S 1, mit P durch cine Gerade verbunden. Diese Ge
rade ist die gesuchte Senkrechte (Abb. 7.3-8). 

Lr 

9 

7.J-8 Auf einer Geraden in cinem 

ihrer Punkte cine Scnkrechte 
errichten 

p 

M 

Die Mittelsenkrechte zu einer 
vorgegebenen Strecke wird nach 
der angegebenen Konstruktion 
zur Halbierung einer Strecke 
gewonnen. 

7.3-9 Yon einem Pun kt aufcine 

Gcrade das Lot fallen 

Ein Lotfiillen. Auf cine Gerade g soll von einem Pun kt P aulJerhalb von g aus das Lot gefiillt werden. 
Ein Kreisbogen um P schneidet bei hinreichend grofl gewiihltem Radius die Gerade gin zwei Schnitt
punkten A und B. Die Mittelsenkrechte der Strecke AB geht durch den Punkt P, ist mithin das ge
suchte Lot (Abb. 7.3-9). 

Eine Parallele ziehen. Will man zur Geraden g eine 
Parallele allein mit Zirkel und Lineal konstruieren, 
so errichtet man in zwei verschiedenen Punkten A 
und B von g die Senkrechten. Auf diesen markiert 
man in gleichen Absltinden zu g und auf derselben 
Seite je einen Punkt, etwa A' und B'. Die durch A' 
und B' gezogene Gerade g' verlauft parallel zu g 
(Abb. 7.3-10). 

7.3-10 Zu einer Geraden mit Zirke\ und Lineal eine Para\lele ziehen 

Konstruierbarkeit allein mit Zirkel und Lineal. EUKLID benutzte beim Aufbau der Planimetrie ein 
Axiomensystem, das sicherstellt 

I. das Ziehen einer Geraden durch zwei beliebig gegebene Punkte, 
2. das Zeichnen von Kreisen mit Radien, die als Abstiinde zweier Punkte abgegriffen werden, um 

beliebig gegebene Punkte. 

In der Planimetrie Euklids werden dementsprechend Lehrsiitze dadurch bewiesen, daB man sie zu
rUckfilhrt auf Grund- bzw. Lehrs3.tze Uber das Schneiden von Geraden mit Geraden, von Geraden 
mit Kreisen oder von Kreisen mit Kreisen bzw. Uber das Verbinden von Punkten <lurch Geraden oder 
Kreise. Dementsprechend werden fur exakte Konstruktionen im Sinne Euklids nur das Lineal 
fur das Zeichnen von Geraden und der Zirkel fur das von Kreisen benutzt und zugelassen. Die 
Forderung, eine Konstruk1ion al/ein mit Zirkel und Lineal auszufuhren, wurzelt auf diese Weise _im 
euklidischen Axiomensystem; sie ist die Frage des Aufbaus der Planimetrie, nicht cine Frage der 
Genauigkeit von Konstruktionen. Oftmals sind sogar Konstruktionen genauer, d. h. ma8haltiger, 
wenn sic nicht nur mit Zirkel und Lineal ausgefiihrt werden. 
Da zudem bei den Griechen der Antike die Rechentechnik relativ gering entwickelt war, versuchten 
sic, alle wesentlichen mathematischen Probleme durch geometrische Konstruktionen mit Zirkel 
und Lineal zu !Osen; z. B. fuhrten sie das Quadratwurzelziehen auf das Konstruieren der mittleren 
Proportionalen zu zwei gegebenen Streckenl3.ngen zurUck. 
Nicht gel0st werden konnten vor allem drei beriihmt gewordene Probleme: die Triseklion des Winkels, 
die Dreiteilung des Winkels, die Quadratur des Zirkels, die Verwandlung des Kreises in ein fl3.chen
gleiches Quadrat, und die Verdopplung des Kubus, das Delische Problem, die Verwandlung eines 
Wiirfels in einen anderen mit doppeltem Rauminhah. Durch moderne Untersuchungen wurde nach
gewiesen, daB diese drei Probleme des Altertums im Sinne Euklids prinzipiell unl0sbar sind (vgl. 
Kap. 16.2. - Konstruktionen mit Zirkel und Lineal). 
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7. 4. Dreieck 

Benennungen am Dreieck und Einteilung der Dreiecke 

Durch drei voneinander verschiedene, nicht in einer Geraden gelegene Punkle einer Ebene las.sen sich 
genau drei Geraden Jegen, die jeweils zwei Punkte verbinden. Die so in der Ebene gebildete geschlos
sene Figur heiBt Dreieck, die drei ausgezeichneten Punkte der Ebene heiBen Ecken des Dreiecks, die 
auf den Geraden liegenden Verbindungsstrecken der Ecken Seilen. Das Dreieck ist cine konvexe 
Figur, da die Verbindungsstrecken von je zwei beliebigen Dreieckpunkten stets nur innere Punkte, 
d. h. Punkte der vom Dreieck umschlossenen Dreiecksfliiche enthalten. 

Die Ecken werden meist mit A, B und C und die Lin
gen der Seiten nach den gegentiberliegenden Eckcn be
zeichnet: die Linge der Seite AB mit c, die der Scite BC 
mit a und die der Seite CA mit b (Abb. 7 .4-1 ). 
Je zwei der Geraden, auf denen die Dreieckseiten liegcn, 
bilden einen lnnenwinkel des Dreiecks. Innenwinkel von 

Dreiecken bzw. ihre GrOBe werden entweder mil Hilfe der 
Eckpunkte des Dreiecks oder mit kleinen gricchischen 
Buchstaben bezeichnet. Die GrOOcn der drei l nnenwinkel 
sind 
l<J:CABI="'; l<J:ABCl=P; l<l:BCAI=;,. 
Von den zwei Nebenwinkeln eines Innenwinkels wird je• 

7,4·1 Das Dreieck ABC weils derjenige als AujJenwinkel<x',/J' bzw. y' des Dreiecks 
bezeichnet, dessen Schenkel die Verliingerung einer Seire, 

z. B. von AB iiber B, von BC iiber C bzw. von CA iiber A hinaus, und der die folgendt Seitt ent• 
haltende Strahl sind, im Beispiel BC, CA bzw. AB. 
Das gesamte Dreieck wird mitb,,ABC oder- wenn der Zusammenhang eindeutig ist- kurz mit ABC 
bezeichnet. Die Grolle seines Fliicheninhalts wird durch lt:.ABCI oder IABCI bezeichnet. Wird es 
mit einem bestimmten Umlaufsinn versehen, so sagt man, b,,ABC sei positiv orientierl, wenn beim 
Durchlaufen von AB - BC - CA cine Drehbewegung im Sinne der Orientierung der Ebene vor• 
genommen wird. Bei negativ orientierten Dreiecken wird die GrOBe des Fl3.cheninhalts mit einem 
Minus•Zeichen versehen. Damit erh3h man fiir orientierte Dreiecke ein lnhalrsmojJ, das auch 
negative Werle haben kann: m(L',ABC) = It.ABC!, falls L',ACB positiv orientiert ist, und 
m(L',ABC) = -IL',ABCI, falls L',ABC negativ orientiert ist. 
Ein Dreieck heiBt gleichschenklig, wenn zwei Seiten, die Schenkel der Lange a, gleich groB sind; die 
dritte Seite wird Basis der Lange c genannt, die ihr gegenilberliegende Ecke Spilze. Im g/eichseitigen 
Dreieck sind alle drei Seiten gleich groB. 
Im spitzwinkligen Dreieck ist jeder Winkel spitz, im rechrwinkligen einer ein Rechter, im stumpj.. 
winkligen einer grOOcr als ein Rechter. Im rechtwinkligen Dreieck wird die dem rechten Winkel 
gegeniiberliegende Seite Hypotenuse, die beiden anderen Seiten werden Katheten genannt (Abb. 7 .4-2). 

spitzwinkli9 rechtwinklig 

7.4•2 Formcn dcr Orcicckc 

Grundbezielwngen am Dreied< 

stumpfwinklig gl�ichschenklig gleichuitig 

Seitenbeziebungen. Von einem beliebigen Eckpunkt einesDreiecks aus kann man liin� der Dreieck• 
seiten auf zwei Wegen zu einem anderen Eckpunkt gelangen: entweder entlang der verbindenden 
Dreieckseite oder entlang den beiden anderen Dreieckseiten Uber den dritten Eckpunkt, z. B. von A 
nach B 13.ngs der Geraden durch diese Punkte oder von A nach B Uber C. Da die Strecke die kiirzeste 
Verbindung zweier Punkte einer Ebene ist, gelten fur die Langen der Seiten die Unglcichungen 
c < a + b, b <a+ c und a< b + c, aus denen sich durch Subtraktion sechs Ungleichungen 
c - a < b oder a - c < b, c - b < a oder b - c < a und b - a < c oder a - b < c ergeben. 
Von ihnen haben - wenn die Strecken nicht orientiert sind - jeweils nur drei einen geometrischen 
Sinn, da dann die Differenzen der Streckenlangen nichtnegative MaBzahlen haben miissen. 
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la Dnleck llt die S-,,_ Seltallaaa stets p-liiler ala die I.lap._ drltt• Selte. Im Dnleck lst die I.lop-Selle·-......... die...._ .. beldea - Seit ....... Es li8t sich z. B. cin Drcieck konstruieren, dessen Seitenlangen 3 cm, 4 cm und 5 cm sind. Es 138t 
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de���it�ecnrnstt: �� & bzw. weil 8 cm - 4 cm> 3 cm, d. h., weil die Differcn.z zweier Seitenlingen nicht kleiner als die Lange der dritten Seite ist. Winkelbez.iebungen. Wird durch einen Eckpunkt eines Dreieclcs, z. B. durch C, die Parallele g zur Gegenseite AB gezogen, so entsteht bei C ein gestreckter Winkel, der durch zwei Dreieckseitcn in drei Teilwinkel zerlegt wird (Abb. 7.4-3). Die beiden Parallelen g und AB werden von den Drcieckseiten BC bzw. CA geschnitten. Dabei entstehen als Schnittwinkel u. a. Wechselwinkel, die an geschnittenen Parallelen gleich gro8 sind; es gilt�="' und •=fl. Nun ist 6 + y +, = 180', folglich gilt auche<+r+/i= 180°. Die S- der -elpilllea Im Drelec:k betrllt 180'. Da jeder AuBenwinkel Nebenwinkel eines Innenwinkels des Dreiecks ist, gilt: "'+e<'= 180',/i+/J'= 180',y+y'= 180°. Addiert man die link.en Seitcn und die rechten Seiten der drei Gleichungen jeweils miteinander, so ergibt sich: (e< +fl+ y) + (e<' +fl'+ y') = 3 · 180°. Nach dem lnnenwinkelsatz folgt daraus: e<' + ff + y' = 360' • Di4 S""""' Mr A11_8enwinlu/grofkn Ml Dni,c/c, b,tragt 360'. Da jeder Au6enwinkel Supplementwinkel des ihm anliegenden Innenwinkels des Dreiecks ist, dieser wiederum Supplementwinkel zur Summe der beiden anderen Innenwinkel des Dreiecks ist, gilt der 
AujJenwinkelsatz: Jeder Alllleawlakel elaea Dnleckl 1st plllmalelda ._ S- ._ beldea U.. alcllt aailepndm lnaenwlakel: •' = /l + y; /l' = !' + •; y' =•+fl. 
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A O 8 7.4-5 Aus a> b folgt .:r >/Jim Dreieck ABC Aus den S.itzen Uber Winkclbeziehungen im Dreieck folgt unmittelbar der besonders in der Physik oft angewendete Satz (Abb. 7.4-4): 
Winkel, t:knn Schenkel paa�ise aufeillDIIMr senlcrecht stehen, sind g/eich groJ, falls tkr Scheitel 
des einen nicht Im Jnn,ern OMr au/ einem Schenkel des anderen Winkels liegt; ihre GrOjJen ergOnzen 
einander zu 18()°. sle sind S11pplementwinkel. falls der Scheitel des einen Im lnnern oder au/ einem Sch,nk,I Ms andenn Wlnlctls //qt. Winkel-Seiten-Beziehungen. Fllr das Dreieck ABC gelte a> b, und die Halbierende wy des Winkels der Gro8e y moge AB im Punkte D schneiden (Abb. 7.4-5). Wird das Teildreieck ADC an w, gespiegelt und ist A' das Bild von A, so gilt b = IACI = IA'CI < a sowie"' = 14: DACI = 14: DA'CI = ex'. Da 4:. DA'C im Dreieclc DBAi AuBenwinkel ist, Ubertrifft seine GrOlle «xi die des nicht anliegenden Innenwinkels. 4:. DBA\ d. h., es gilt /J < ex' bzw. fJ < ex. Umgekehrt 13.Bt sich auch nachweisen, daB aus"' > /J stets a > b folgt. 
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Im Dreieck liegt du aroBeren von zwei Seit en der grtiBere Winkel aqeniiber, daa erolerea l'OO 
zwei Winkeln die grollere Selle gegenilber; gleich gro8en Sellen llegen glelch gro8e Wink ti gegtn
iiber und umgekebrt. 
Jedes glek:bscbenkllge Dreieck isl axlalsynunetriscb. Das YOO der Spitze auf die Buis gefillte Lot 
balbiert die Basis und den Winkel an der Spltze. Die Buiswinkel sind glelcb gro8. 
Im recbtwlakllgen llreleck ergiinzea slch die Gro8en der spltzen Winkel zu 90°. Im glek:bscbenkllg
recbtwlnkllgen Dreleck bat jeder Basiswlnkel die Grolle 45°. 
Im gleichseltigen Dreieck sind die drel lnnenwinkel gleich gro8; jeder mIBt 60°. 
Gielchseltlge Drelecke haben drel Symmetrieachsen. 
MIBI in elnem recbtwlnkligen Dreieck elner der spltzen Winkel 30°, so isl die Ihm gegeniiberllegende 
Kalhete halb so lang wle die Hypotenuse. 

Der letzte Satz folgt unmittelbar aus den Symmetrieeigenschaften des gleichscitigen Dreiecks und 
findet vielfiiltige Verwendung; z. B. sind die handelsi.iblichen Zeichendreiecke so beschaffen, daB 
entwcder die Katheten gleich tang sind oder aber cine der beiden Katheten halb so Jang ist wie die 
Hypotenuse. 

Kongruenz von Dreiecken 

Allgemeines. Als Kongruenz, Obereinstimmung oder Deckungsgfeichhei1, wird die geometrische 
Verwandtschaft bezeichnet, die vOllige Ubereinstimmung ebener Figuren in GrOjJe und Gestalt 
bedingt. Kongruente Figuren kOnnen durch geometrische Transformationen ineinander ilbergefuhn 
werden, die nur die Lage der Figuren, nicht aber die GrOBe von Strecken und Winkeln und damit auch 
den Flii.cheninhalt, die Parallelitii.t und die Inzidenzbeziehungen· von Punkten und Geraden veriln• 
dern. Stimmen kongruentverwandte Figuren im Umla11fsinn ilberein, so fiihren stets die Bek·egungen 
Schiebung oder Drehung sowie Zusammensetzungen beider Transformationsarten zum Ziel; die auf 
diese Weise aufeinander abbildbaren Figuren sind gleichsinnig•kongrnent. Stirnmen kongruent• 
verwand1e Figuren im Umlaufsinn nicht Uberein, so kommt zu den Transformationen der Bewegung 
noch cine Spiegelung an einer Geraden hinzu. Die durch Spiegelung an einer Geraden und eventuell 
durch zusatzliche Bewegungen aufeinander abbildbaren Figuren sind ungleichsinnig•kongruenr. 
Die Kongruenztransformationen Schiebung, Drehung und Spiegelung an einer Geraden kOnnen bei 
Beweisen als Kriterien fur die Kongruenz zu untersuchender Figuren oder Figurenteile benuut 
werden, spielen aber auch beim Gewinnen neuer geometrischer Erkenntnisse cine Rolle. 

Die vier Kongruenz.sitze. In der Definition der Kongruenz wird die volle Obereinstimmung der 
GrOBe al/er Stficke kongruenter Figuren gefordert, insbesondere die aller Seiten und lnnenwinkel bei 
kongruenten Dreiecken. In den Kongruenzsii.tzen fur Dreiecke werden jeweils nur drei in bcstimm1er 
Art miteinander verknUpfte HauptstUcke, z. B. Seiten und Innenwinkel, genannt, die Ubcrcinstim• 
mung der GrOBe aller anderen StUcke kongruenter Dreiecke ist eine Folge der Ubereinstimmung der 
drei in einem Kongruenzsatz genannten. Die vier Kongruenz.satze fur Dreiecke lau1en: 

1. Drelecke slnd koogruent, wenn sie in den Lingen der drei Seiten iibereinstimmen (S, S, S). 
2. Drelecke sind kongruent, wenn sie in den Ungen zweler Selten und der GrOBe des zwiscbeo illDen 

gelegenen lnnenwinkels ilbereinstlmmen (S, W, S). 
3. Drelecke sind kongruent, wenn sie In den Ungen zweier Seiten und in der Gr08e des Innenwinkels 

ilbereinstimmen, der der gro8eren dleser belden Seiten gegeniiberllegt (S, s, W). 
4. Drelecke slod kongruent, wenn sie In der Linge elner Seite uod in den GroBen der beiden a.nlitgen-

den lnnenwinkel iiberelnstimmen (W, S, W). 

Mit Hilfe von Ko11s1ruktione11 vo,, Dreiecke,, mil vorgeschriebenen StUcken ist leicht zu zeigen, daB 
1a1sachlich nur solche Kons1ruktionen aus Haup1stucken cindeutig ausfuhrbar sind, bei denen diese 

� 
a=- 2cm 

�
c

-� 
A 8 A C 8 

so verknUpft sind, wie es einer der Kongruenz. 
satze angibt. Sind dagegen z. B. die Lilngen 
zweier Seiten und die GrOBe des der kleineren 
Seite gegenUberliegenden lnnenwinkels gegeben, 
etwa a= 3 cm, c = 5 cm und i:x = 20°, so 13.Bt 
sich keine eindeutige Dreieckskonstruktion aus• 
fuhren (Abb. 7.4•6). Trii.gt man n.3.mlich an 
IA Bl = c in A den Winkel der GrOBe i:x an und 
beschreibt um B mil einem Radius der Lange a 

cinen Kreisbogen, so schneidet dieser den freien 
Schenkel des anget.ragenen Winkels in den zwei 
Punkten C' und C". Dabei erfullen die beiden 
Dreiecke A BC' und A BC" die gestellten Be• 

7.4-6 Diese Dreiei.:kc stimmcn in drci S1ud.cn dingungen. Wii.hlt man dagegen o: = 80°, so 
i.ibcrcin und sind doch nicht kongruent schneidet der um B mil einem Radius der 



Lange a beschriebene Kreis den freien Schen
kel dieses Winkels ilberhaupt nicht, und es 
gibt kein Dreieck, das die gestellten Be
dingungen erfiillt (Abb. 7.4-7). 
Bei Konstruktionen nach dem 4. Kongruenz
satz ist zu unterscheiden, ob die Winkel der 
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getragen werden, im zweiten, wenn z. 8. c, l\ a - 2cm 
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und Y gegeben sind, muB entweder die 7.4-7 Aus diesen drei Sti.icken la.Bt sich kein Dreieck Gr013e des dritten Winkels /J = 180° - ex - Y konstruieren 
Uber den lnnenwinkelsatz bestimmt werden, 
oder man tr3gt in einem beliebigen Punkte C' auf dem freien Schenkel des Winkels der GrOBe ex 
die WinkelgrOBe y an die Strecke C' A an und zieht zum freien Schenkel cine Parallele durch den 
Pun kt B, die den freien Schenkel des Winkels der GrOfk tt im Punkt C schneidet. Dreieck A BC 
ist dann das verlangte. 

Transversalen und ausgezeichnete Punkte im Dreieck 

Unter einer Transversalen versteht man allgemein jede Gerade, die das Dreieck schneidet. 

Mittelsenkrechte. Diese Transversalen stehen im Mittelpunkt einer Seite senkrecht auf ihr und wer
dcn nach der Seite, auf der sic senkrecht stehen, mil m,,. mb bzw. me bezeichnet. 

Die Mlttelsenkrechten der Sellen 

eines Dreiecks schneJden einander in 
einem Punkte M. 

Jeder Pun.kt der Mittelsenkrechten 
einer Strecke ist von den beiden End
punkten der Strecke gleich weir ent
fernt, der Schnittpunkt M zweier Mit
telsenkrechten, z. B. von m0 und mb , 

A '----,._ hat deshalb denselben Abstand von 
B und C wie von C und A, ist mithin 
auch von A und B gleich weit entfernt 

7.4-8 Mittclsenkrcchte und Umkrcis und liegt daher auch auf der Mittel-
senkrechten me . Der Punkt M ist so-
mit der Mittelpunkt des Umkreises 

(Abb. 7.4-8) mit dem Radius r. Bei spitzwinkligen Dreiecken liegt der Mittelpunkt M des Umkreises 
inuerhalb, bei stumpfwinkligen aufterhalb des Dreiecks, bei rechtwinkligen Dreiecken auf der Hypo
tenuse. Da der Umkreis eines rechtwinkligen Dreiecks danach die Hypotenuse zum Durchmesser hat, 
mtissen die Scheitelpunkte C der rechten Winkel aller rechtwihkligen Dreiecke mit derselben Hypo
tenuse AB auf demselben Umkreis liegen, der oft Thaleskreis genannt wird, weil diese Erkenntnis dem 
griechischen Mathematiker THALES von Milet zugeschrieben wird (Abb. 7.4-9). 

Satz des Thales. Der geometrische Ort der Scheitelpunkte C, aller rechten Winkel, deren Schenkel 
durch zwei feste Punkte A und B gehen, ist der Kreis Uber der Strecke AB als Durchmesser. 

7.4-9 

Zurn Satz des THALES 

7.4-10 M1ttelsenkrech1c 

, 

C 

, 
, 

und HOhen A C' B 

Der Mittelpunkt des Umkreises jedes gleichschenkligen Dreiecks liegt auf seiner Symmetrieachse, 
die zugleich Mittelsenkrechte zur Basis ist. 
Verbindet man die Seitenmitten eines Dreiecks, so entsteht ein neues Dreieck A'B'C' im Jnnern des 
ursprtinglichen DreiecksABC (Abb. 7.4-10). Die Seiten von 6A' B'C' verlaufen parallel zu den Seiten 
von !:,.ABC. 
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Die Mittelsenkrechten in �ABC stehen daher senkrecht auf den Seitcn von l:lA'B'C' und vcrlau
fen durch dessen Endpunkte, sic sind die HOhen dieses Dreiecks. 

Hollen. Ecktransversalen enthalten jede cine Ecke des Dreiecks; stehen sic senkrccht auf der Geraden 
durch die beiden anderen Ecken des Oreiecks, so liegen auf ihnen die HOhen als Strecken zwiscben 
der Ecke und dem Fu0punkt der Senkrechten auf der gegenUberliegenden Geraden. Die Langen 
dieser Strecken werden mit h01 hb bzw. he bezeichnet. 

Die drel Hilben elnea llrdecks sdlaeldm •lauder stets la - ..-1. 

Der H6henschnittpunkt liegt im spitzwinkligen Dreieck innerhalb, im stumpfwinkligcn aufkrhalb 
des Dreiecks; im rechtwinkligen Dreieck ist der Scheitel des rechten Winkels zugleich H0henschnitt
punkt, zwei der H0hen fallen mit den Katheten zusammen. Im gleichschenkJigen Dreieck ist die 
H0be zur Basis zuglcich dcrcn Mittclsenkrechtc; beidc Transvcrsalcn licgen auf dcr Symmctric
achse. 

A 
I 

! 
I 

I 

I 

', 

A 8 

7.4-11 HOhen im Dreieck 

7.4-12 Gerade durch cinen Punkt Hund den unzuganglichen Schnitt- A 
pun kt C der nichtparallelen Geraden g

1 
und g

2 

Mit Hilfc des H0hcnschnittpunkts wird z. B. in bcgrenzter Zeichenebcnc die Aufgabe gelOSt, cine 
Gerade durch cincn gegebencn Punk/ H zu legen, die diesen mit dem tiicht zugOnglichen Schnittpunkt 
C zweicr gegebener, nicht paralleler Geraden g1 und g1 verbindel. Die von H auf die Geraden g1 

bzw. g1 gefallten Lote schneidcn bei Verlangerungjeweils die andere Gerade in den Punkl'cn B bzw. A 

und sind im Dreieck ABC H0hcn. Die dritte H0he zur Ecke C bestimmt die gcsuchtc Geradc; sic 
geht durch den H0henschnittpunkt Hund stcht senkrecht auf dcr Streckc AB (Abb. 7.4-12). 

Seitenhalbierende. Die Seitenhalbierenden verbinden die Seitenmitten mit den gegenfiberliegcndcn 
Eckpunkten des Dreiecks; die Langen dieser Strecken werdcn mit s., sb, sc bezcichnet. 

FA\0 

� 
A F 8 

7.4-13 Die drei Seitcnhalbicrcndcn 

eines Dreiecks schneiden sich in S 

DiedrelSel•-r::z.-.._DrelKb __ 
la - l'Wlkte, ._ Scllwwpaokt tier Do I • Dlesff 
tellt jede Seit�- - �t - • Venll-
2: I. 

Zurn Beweis sind in Abb. 7.4-13 die beidcn Scitcnhalbierenden 
AD und BE mit ihrem Schnittpunkt S eingetragcn. Die Strcckcn 
ED und AB schneiden die Streck.en CA und CB sowie die Strek
ken AD und EB. Da ICBI: ICDI = ICAI: ICEI = 2: I, sindnach 
den SlrahlensOtzen bzw. zulassigen Umkehrungen dicser S3.tze 
AB und ED parallel, und es gilt IABI: IEDI = 2: I. Daber gilt 
auch ISAI: ISD = ISBI: ISEI = IABI: IEDI = 2: I. Das gleiche 
la.Bt sich fur zwei andere Scitenhalbierende nachweisen, z. B. 
CF und BE. Auch diese schneiden einander in s. da es nur 
einen Punkt gibt, der BE von B aus im Verba.ltnis 2: I teilt. 

Winkelhalbierende. Im Dreieck ABC werden auf den Halbierenden der Jnnenwinkel die Strecken 
vom Scheitelpunkt bis zum Schnittpunkt mit der Gegenseite als Winkelhalbierende bczeichnet und 
ihre Langen nach der Gr0Be des Jnncnwinkels mit wa , w11 bzw. w

>' 
bezcichnet. 

Die drel Winkelbalbieffllda, der 1-wlakel elaes Drelecks lldnelda, eltiander la ...,. P-t•. 

Der Schnittpunkt M der Winkelhalbierendcn w" und WfJ hat den gleichen Abstand sowohl von den 
Seiten CA und AB (w.,) als auch von AB und BC (w11)- Da er danach auch von BC und CA gleichen 
Abstand hat, muB er auf w

>' 
licgen. Der gleiche Abstand ist die Lange des Radius e des Jnkreises, 

der jede D(Cieckseite in genau einem Punkt beriihrt. Diese Punk.le D, E, F sind die FuBpunkte der 
von M auf die Seiten ge/01/ten Lote (Abb. 7.4-14). Die Verliingerung je einer Winkelhalbierenden 



schneidet sich mil den Halbierenden der 
AuBenwinkel dcr anderen beiden lnnen
winkel in je einem Punkte M

111 M0 bzw. M,, 
die die Mittelpunkte der drei Ankreise sind, 
von denen jeder cine Dreiecksseite und die 
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Verlangerungen der beiden anderen Drei- Nb 

ecksseiten in je einem Punkt berilhrt. Da die 
Winkelhalbierenden von Nebenwinkeln senk-
recht aufeinander stehen. sind in dem Dreieck 
MQM,,M, die Strecken AM,, , BM,, und CM, 
HOhen mitden FuBpunktenA, B bzw. C. Fllr 
das Dreieck M

11
M,,M, gilt danach der Satz: 

Die Holwn e/Ms Drel«ks /talbieren di, 
lnnenwinlcel Im Holren/"1,nmktdni,ck. 
Im gkic�/wnlclipn Drel«k follt die Win
kelhalbierendl! des Win/eels, der der Basis 
gegeniib,rliqt, ZIUtllfffflffl mlt d,r Ml11el• 
senlcrechten, der Holw rmd d,r Seitenhalb/,
renden zur Basis. 

7.5. Viereck 

Allgemeines 7.4-14 Die drei Ankreise eines Dreiecks 

Winkelsumme im Viereck. Wahrend in der projektiven Geometric durch vier Punkte A, B, C, D, 

von dencn keine drei auf einer Geraden liegen, ein vollsttindiges Viereck mit seinen sechs Seiten 
bestimmt ist (vgl. Kap. 25.4. - Vollstindiges Viereck und vollstandiges Vierseit), mu8 in der Plani
metrie noch die Reihenfolge der Punkte bekannt sein. Danach bezeichnet man IABI = a, IBCI = b, 
ICDI = c und IDAI = d als die Langen seiner Seiten und IACI = e und IBDI = / als die Langen 
seiner Diagona/en. Meist setzt man cine Rcihenfolge voraus, die ein konvexes Viereck ergibt 
(Abb. 7.5-1), im allgerneinen kann das Viereck aber auch konkav sein, z. B. Uberschlagen (Abb. 
7.5-2 links). 

7.5-1 Das konvexe Viereck 7.5-2 Das konkave Viereck 

Ein konvexes Viereck und ein konkaves mit einer einspringenden Ecke !assen sich durch cine Diago
nale e so in zwei Dreiecke zerlegen, da8 die Summe der GrOOen der Innenwinkel beider Dreiecke 
die der Gr66en dcr lnnenwinkel des Vierecks ergibt. Die Berechtigung, in einem Oberschlagencn Vier
eck die Gr66en der Scheitelwinkel {} = e im Schnittpunkt S der Seiten BC und DA zur Winkel
summe zu zahlcn, ergibt die folgende Oberleguog. Ein Richtungsvektor e, der stets liings einer Seite 
bis zu ihrem Endpunkt verschoben und dann im positiven Drehsino in die Richtung der folgenden 
Seite gedreht wird, hat sich nach dem Durchlaufen der Seiten eines konvexen Vierecks um 3600-

gedreht; im einzelnen gilt (180° -a)+ (180° -/l) + (180° - y) + (180° -,5) = 360° oder 
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� + fJ + y + c5 = 360° ; fur ein Uberschlagenes Viereck erh3.lt man dagegen: ( 180° - ") + (180° -P) 
+ (180° + y) + (180° + b) = 720°. Im Dreieck ABS gilt dabei 180° - p =" + e und 180° -
= fJ + e; wegen {) = E folgt daraus durch Einsetzen o:: + p + y + cS + s + {} = 360°. 

Die Summe der Innenwinkelgriillen eines Viereeks belrigt 360°. 

Einteilung der Vierecke. FUr bestimmte koncexe Vierecke sind besondere Bezeichnungen Ublich 
(Abb. 7.5-3; gleiche Anzahl von roten Punkten bedeutet gleiche Langen der Seiten des betreffendcn 
Vierecks). 

CJL \� 

0 $:�� t§JT�� 
Rhomboid Rhombus (Route) Rechteck I I Quodral 

7.5-3 Besondere Bezeichnungen ror Yierecke 

Das allgemeine konvex.e Viereck wird auch Trapezoid. das schiefwinklige Parallelogramm mit un
gleichen Seitenl3ngen wird auch Rhomboid genannt. 

Nach der Liinge der Seiten werden unterschieden: 
allgemeines Viereck 
Drachenviereck 
Parallelogramm 
Rhombus 

alle vier Seiten verschieden Jang 
zwei Paare gleich !anger Nachbarseiten 
zwei Paare gleich )anger Gegenseiten 
alle vier Seiten gleich lang 

Nach der Lage der Seit en zueinander werden unterschieden: 
allgemeines Viereck keine parallelen Seiten 
Trapez ein Paar paralleler Seiten 
Parallelogramm zwei Paare paralleler Seiten 

Parallelogramme 

0 C 

$%Jl! 
A 8 

7.5-4 Parallelogramm (Rhomboid) 

Allgemeines. Jedes Parallelogramm hat zwei Paare je gleich !anger Seiten, die Gegenseiten hei3cn, 
und zwei Paare je gleich gro13er Winkel, die Gegenwinkel. Sind alle vier Seiten gleich Jang, so heillt 
das Parallelogramm Rhombus oder Raute. Parallelogramme mit vier gleich grol3en Winkeln sind 
Rechtecke; jeder Winkel betr3.gt den vierten Teil von 360°, d. h., er ist ein Rechter. Sind alle vier 
Seiten und alle vier Winkel gleich gro0, so ist das Parallelogramm ein Quadrat. Das Quadrat ist ein 
Rhombus mit rechten Winkeln bzw. ein Rechteck mit gleich langen Seiten. 
Mit Hilfe der Kongruenzs3tze fur Dreiecke ergeben sich die wichtigsten Eigenschaften der Parallelo
gramme. 

In jeclem Puallelopuun halbieren die belden Diagooalen elnander, erpnun sicb die Griiln zwaer 
bemcbbarter Winkel zu 180° und sind 1.....-Hecende Winkel und gqeniiberliegende Seit .. gleicb 
1ro8 (Abb. 7.5-4). 

Symmetrieeigenschaften. Das Rechteck hat zwei durch die Seitenmitten, der Rhombus zwei du.rch die 
Gegenecken verlaufende Symmetrieochsen. Das Quadrot, das gleichzeitig Rechteck und Rhombus ist, 
hat mithin vier Symmetrieachsen. In jedem Parollelogromm ist der Schnittpunkt der Diagonalen ein 
Symmetriezentrum; d. h., das Parallelogramm laBt sich durch eine um diesen Punkt ausgefG.hrte 
ebene Drehung um I 80° mit sich selbst zur Deckung bringen. 
Durch die beiden Diagonalen wird jedes Parallelogramm in zwei Paare kongruenter Dreiecke zer• 
legt. 
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Die Dtaeonalen slnd Im Redlleck und damlt Im Quadral gleich lang, Im Rhombus und damlt Im 
Quadral sleben sle senkrecbl aufelmnder und balbieren die lnnenwlnkel; sle zedegen den Rhombus 
und damlt das Quadral In ,ier kongruenle Drei,cke. 

Konstruktion. Da jede Diagonale ein Pllrallelogramm in zwei kongruente Dreiecke zerlegt, sind zur 
Konstruktion eines Parallelogramms wie beim Dreieck drei voneinander unabhiingige Sti.icke not
wendig. Fi.ir die Konstruktion eines allgemeinen Vierecks werden zwei weitere Sti.icke gebraucht, 
d. h. insgesamt funr, da die durch cine Oiagonale gebildeten zwei Dreiecke nicht kongruent sind, 
aber ein Sti.ick, die Diagonale, gemeinsam haben. Zur Konstruktion von Rechteck und Rhombus 
sind zwei Stllcke, zur Konstruktion eines Quadrats schlieBlich ist ein Stuck notwendig. Dabei kom
men beim Quadrat nur die Lange der Seite oder der Diagonale in Frage, beim Rechteck entweder die 
Langen zweier ungleicher Seiten oder von einer Seite und der Diagonale; beim Rhombus kann 
zum Unterschied von Rechteck oder Quadrat auch eine Wink:elgrOOe gegeben werden, falls zusatzlich 
die Seitenl3nge oder die Lange einer Diagonalen bekannt sind. Die Konstruktionen werden im all
gemeinen Uber Teildreiecke durchgefuhrt, unterscheiden sich deshalb nicht prinzipiell von Dreiecks
konstruktionen. 

Trapez 

Ein Trapez ist ein konvexes Viereck mit mindestens einem Paar paralleler Seiten. Sind bei einem 
Trapez die nicht parallelen Seiten gleich lang, so nennt man es gleichschenklig, Sind bei einem 
Trapez je zwei Gegenseitenpaare zueinander parallel, so isl es ein Parallelogramm. Die parallelen 
Seiten eines Trapezes, das kein Parallelogramm ist, werden oftmals als Grundlinien bezeichnel, die 
nicht parallelen als Schenkel (Abb. 7.5-5). Die Verbindungsstrecke der Mittelpunkte £ und F der 
Schenkel eines Trapezes ABCD heillt Mirtellinie des Trapezes. Ihre Lange m kann berechnet werden. 
Zunachst ist EF parallel zu den Seiten mit den Langen IAB! = a und ICDI = c, denn im anderen 
Falle wtirde eine Parallele zu AB durch £ die Seite BC in einem Punkl F' schneiden, fur den nach 
dem Strahlensatz mit dem StrahlentriigerS gelten wiirde 1D£1: IEAI = ICF'I: IF'BI, wiihrend nach 
Voraussetzung gilt 1D£1: IEAI = ICFI: IFBI = I. Es muO somit F' = F, also auch £ FIi AB sein. 
Eine Gerade durch D und F schneidet die Verl3ngerung von AB in G. Die Dreiecke BG Fund CD F 
sind kongruent, d. h., AG hat die Lange (a + c), und im Dreieck AGD gilt IEFI = m = (a+ c)/2. 

7.5-6 Abs1and der Diagonalmitten im Trapez 

Im Trapez ,erliufl die Mltlelllnle parallel zu dm Gnmdllnlen und Isl balb so lang wie beide Grund
llnlen zt18111111Den; die Lingo m = (a + c)/2 der Mlttelllnle isl das arillnnellsche Mlttel aus I AB I= a 
undlCDl=c. 

Die Mittellinie verl3uft auch durch die Mi11elp1mkte der Diagonalen des Trapezes. 

Der Abstand der Ml11elpunk1e der Diagonalen eines Trapezes isl gleich du halben Di.lferenz du 
LQngen der beiden Grundlinien, m' = (a - c)/2. 

Die parallelen Seiten des Trapezes seien IABI = a und ICDI = c; M1 und M2 seien die Mitten der 
Diagonalen AC und BD. Die Parallelen durch diese Mitten jeweils zur benachbarten der nicht 
parallelen Seiten schneiden die Seite A 8 in den Punkten Fund G (Abb. 7.5-6) und die Seite CD in 
einem Punkte £ ,  da 1D£1 = c/2 = ICEI. Wegen ID£[= IAFI = c/2 = ICEI = IBGI gilt IFG[ = a-c. 
Im Dreieck EFG halbiert M1M2 zwei Seiten und isl halb so groll wie die dritte, d. h., IM1 M2 1 = m' 
= (a- c)/2. 
Da die Schenkel des Trapezes die Grundlinien schneiden, bilden die an einem Schenkel gelegenen 
Innenwinkel entgegengesetzt liegende Winkel an geschnittenen Parallelen, und ihre GrOOen erg3nzen 
einander zu 180°, sie sind Supplementwinkel. 

Die GrOjJen der on einem Schenkel ge/egenen lnnenwinkel eines Trapezes ergQnzen einander zu 180
°
. 



174 7. Planimetrie FUr die Konstruktion eines Trapezes genUgt somit die Kenntnis von vier voneinander unabha.Jlgigen Stucken. beim gleichschenkligen Trapez dementsprechend von drei. Im gleichschenkligen Trapez sind beide Diagonalen gleich Jang und die beiden an der gleichen Grund-
linie liegenden Winkel gleich groB. 

\V. 
Drachenviereck, Deltoid Ein konvexes Viereck mit zwei Paaren gleich !anger Nachbar-seiten heiOt Drachenviereck (Abb. 7.5-7) oder Deltoid. : 

Die Diagonalen tines Drachenvierecks stehen aufeinamkr .stnk-
-•. & ,w - - "',,_,,_� - ...,, ., ffi_ 
Drachenviereck in zwei kongruente Dreiecke, die an<kre zer- . · . /egt es in zwei gleichschenklige Duiecke. £in Drachenv�reck 7.5-7 

. 
Drachenv1ercck (links) und 

mit vier gleich langen Seiten ist ein Rhombus. 
Deltoid (rechts) Ein nicht konvexes Viereck mil zwei Paaren gleich )anger Nachbarseiten heiBt Windvogelviueck oder Deltoid (Abb. 7.5-7). Wie beim Drachenviereck stehen die Diago11ale11 aufeinander senkrecht: die eine von ihnen ist Symmelrieachse und zerlegt die Figur in zwei kongruente Oreieckc, die andcrc verliiuf1 auBerhalb des Yierecks und bildet zusammen mit den je zwei gleichen achbarsciten zwci gleichschenklige Dreiecke. Seim Zeichnen in begrcnzter Zeichenebene wird die Figur des Windvogelvierecks dazu benutzt, um am Rande gelegene Strecken zu halbieren. Zur Konstruktion eincs Drachenvierecks bzw. eines Windvogelvierecks ist im allgemeinen die Kenntnis von drei voncinandcr unabhiingigen St0cken notwendig. 

7.6. Polygone 

Allgemeine Polygone Geschlossene ebene Figuren mit geradlinigen Begrenzungsstrecken als Seiten werden Yielccke oder 
Polygone genannt; Dreiecke und Yierecke sind be-sondere Polygone. Yielecke werden im allgemeinen 

O C> 
durch dje Anzahl ihrer Eckpunkte charakterisiert 

CXJ und n-Ecke genannt. Vielecke, deren Seiten einander schneiden, hei8en Uberschlagene Vielecke. Verliiuft jede Verbindungsstrecke zweier beliebiger Punkte cines Polygons in seinem lnnern, so ist es konvex und hat daher keinen Winkel, <lessen Gr08e 180° konve, iiberschlogen /conkm' Ubersteigt, andemfalls ist das Polygon konkav, es hat einspringende Ecken, d. h. Ober 180° groBe 7.6-1 Verschiedene Formen von Polygonen Innenwinkel, oder ist ilberschlagen (Abb. 7.6-1). Die Verbindungsstrecken benachbarter Ecken eines Polygons heillen Seilen, die nicht benachbarter Ecken Diagonalen des Yielecks. Die Anzahl der Seiten ist stets gleich der der Ecken. Da sich von jeder Ecke eines n-Ecks zu den (n - 3) nicht benachbarten Ecken je cine Diagonale ziehen la.Bt und von der k-ten zur m-ten Ecke cine, von der m-ten zu k-ten Ecke aber die gleiche Diagonale verlaufl, ergibt sich als Anzahl der Diagonalen eines n-Ecks n(n - 3)/2. Fllr n = 3 folgt daraus. da8 es im Dreieck keine Diagonalen gibt, fur n = 4, da8 jedes Viereck zwei Diagonalen hat. Durch die von ciner Ecke ausgehenden Diagonalen wird das n-Eck in n - 2 Dreiecke zerlegt. Daraus ergibt sich als 
Summe der lnnenwinkelgrO/Jen eines beliebigen konvexen Vie/eeks (n - 2) · 180°. Fllr n = 3 folgt als WinkelgrOBensumme des Dreiecks aus dieser Formel I · 180° = 180°, fur n= 4 im Viereck 2 · 180° = 360°. RegelmiBige konvexe n-Ecke Regelmii8ige konvexe n-Ecke haben n gleich lange Seiten und n gleich gro8c I.nnenwinkel. Jcdem regelmiiBigen konvexen n-Eck liiBt sich ein Kreis einbeschreiben, fur den seine Seiten Tangenten sind, sowie ein Kreis umbeschreiben, in dem die Polygonseiten Sehnen sind. Da die WinkelgrOBensumme eines beliebigen konvexen n-Ecks (n - 2) · 180° betriigt, entfallt auf jeden Jnnenwinkel eines regelmiiBigen konvexen n-Ecks L\ = (n - 2) · 180°/n = 180° - 360°/n. Durch die Radien r vom Mittelpunkt M des umbeschriebenen Kreises nach den n Ecken wird das n-Eck in n kongruente gleichschenklige Dreiecke zerlegt, die je einen Winkel der GrOlle 360°/n an der Spitze M habcn. Durch die GrOBe dieses Winkels und des Radius r ist das regelmiiBige n-Eck bestimmt. 



7. 6. Polygone I 7 5 

a.,.i,dlll,ta;� Sedl.wck. Die sechs kongruenten gleichschenkligen Dreiecke sind hier gleichseitig 
-m gc r. Tragt man danach von einem Punkte auf dem Umfang des Kreises mit dem 

r secm, Schoen dcr U.nge dieses Radius hintcreinander ab, so erhalt man die Eckpunkte fur 
- ·gc Scch.scck von der Seitenl3.nge r. Verbindet man drei nicht benachbarte Ecken mit-

• so c:rgibt sich ein regelm3.Biges Dreieck mit der Seitenl3.nge r Vi 

Felpa nsdaililer .11-Ecke. Umgekehrt !assen sich aus einem dem Kreis mit Radius r einbeschriebe
am n:p:lmi.8igcn Dreieck die Ecken des einbeschriebenen regelmii8igen Sechsecks gewinnen als 
'do=-irnm,lct.e des Kreises mit den Verl3.ngerungen der Lote, die vom Kreismittelpunkt auf die 

des Drciccks gefiillt worden sind. Das bier angewendete Prinzip der Seitenhalbierung er
cs gan:z allgcmein, aus dem regelm3.Bigen n-Eck das regelmiiBige 2n-Eck zu gewinnen. Mit 
pcic:hseitigcn Oreicck sind somit konstruierbar das regelm30ige 6-, 12-, 24-, ... , 3 · 2"-Eck. 

�es Viereck. Oas regelm30ige konvexe Viereck ist das Quadrat. Seine Ecken ergeben sich 
Schnittpunkte zweier zueinander senkrecht stehender Durchmesser mit dem Kreis (Abb. 7.6-2). 

Dan:h Seitenhalbierung lassen sich daraus das regelm3.Bige 8-, 16-, ... , 2"-Eck konstruieren. 

-.6-2 RegelmaBiges Scchseck (a). regelmi:iBiges Drcicck (b) 
11:Dd rcgelm3Biges Viereck (c) 

Rege.lmiliges Zehneck. Verbindet man zwei benach
barte Ecken P und Q eines dem Kreis um Punkt M 
mit dem Radius r einbeschriebenen regelm3Bigen 
Zehnecks mit dem Mittelpunkt M, so ist das Drei
ec:k PQM gleichschenklig, der Mittelpunktswinkel hat 
die Gr0Oe � = 36° und jeder Basiswinkel die Gr0Be 
{J = (180° - 36°)/2 = 72°. Durch die Winkelhalbie
rcndc QR des Basiswinkels PQM entstehen zwei 

u 

g)cichschenklige Drciecke PQR und QMP. In ihnen 7.6-3 RegelmliBigcs Zehneck 
ist IPQI = IQRI = IRMI = s1o die Seitenliinge des 
rcgclmaBigen Zehnecks und \RPI= r - s10 • Die Dreiecke PQR und QMP haben gleich grofle 
Winkel, sind also einander 3hnlich (Abb. 7.6-3); daraus folgt r: s10 = s10: (r - s10). Die L0sung 
der quadratischen Gleichung sf

0 + rs10 = r 2 ist s10 = 1/ir VS - r/2 = ½r (VS - 1). 

Dk �iltn/aiiit Ms regelm4/ligtn Zthnecks isl die Lange des gr6/lertn Abxhnills tier nach dem 
Goldtnen Schnitt geteilten Liingt dts Umkreisradius. 

Zur Konstruktion wird auf dem Ourchmesser AB des Kreises um M mit dem Radius r der zu AB senk
rechte Radius MD gezeichnet. Der Radius AM wird im Punkt H halbiert. Die Streckenl3nge IHDI 
crgibt sich nach dem Satz des Pythagoras aus IHDI' = IHMI' + IMDI' = (r/2)2 + r 2 = (5r 2)/4 
zu IHDI = (r/2) Vs. Der Kreisbogen mit IHDI um H schneidet den Radius MB in£. Es ist IMEI 
= IHEI- IHMI = (r/2) Vs - r/2, d. h. gleich ,, •. Mil dem regelmiiBigen Zehneck ist auch das 
rcgelm3Bige konvcxe Fiinfeck gewonnen und damit die Folge der regelm3.Bigen konvexen 5-, 10-, 
20-, ... , 5 · 2"-Ecke. 

Regelmi0iges 17�Eck. Die Konstruktion der genannten regelma8igen konvexen Vieleckc und die 
der davon ableitbaren Folgen sowie die des regelm8.Bigen konvexen 15-Ecks, die m0glich ist, weil der 
zugeh0rige Zentriwinkel von 24° sich aus (60/4)0 

+ (72/8)0 = 15° 
+ 9° konstruicren la.Bt, war bereits 

den gricchischen Mathematikern des Altertums bekannt. Erst im Jahre 1796 gelang es dem knapp 
neunzehnj3hrigen GAUSS, den Nachweis zu erbringcn, da0 auch das regelm8.8ige 17-Eck konstruier
bar ist. Gau8 schreibt in seiner ersten wissenschaftlichen Ver0ffentlichung (I. 6. 1196): 
.,Es ist jedem Anfanger der Geometric bckannt, daO verschiedene ordent1iche Vie\ecke, namentlich 
das Dreyeck, Filnfeck, FUnfzehneck und die, welche durch wiederholte Verdoppelung dee Seitenzahl 
cines dcrselben entstehen, sich geometrisch construicren !assen. So weit war man schon zu Euklids 
Zeit, und es schcint, man habc sich seitdem allgcmein Ubcrredet, daB das Gcbiet der Elementar
gcomctrie sich nicht wciter erstrecke: wenigstens kenne ich keinen gegliickten Vcrsuch, ihre Grenzen 
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auf dieser Seite zu erweitern. - Desto mehr dUnkt mich, verdient die Entdeckung Aufmerksamkeit, 
daB aul3er jenen ordentlichen Vielecken noch eine Menge anderer, z. B. das Siebzehneck, einer 
geometrischen Construktion fahig ist. Diese Entdeckung ist eigentlich nur ein Corollarium einer 
noch nicht ganz vollendeten Theorie von grOBerem Umfange, und sie soil, sobald diese ihre Voll
endung erhalten hat, dem Publicum vorgelegt werden. - C. F. GauD, a. Braunschweig. Stud. der 
Mathematik zu GOttingen." 
Die Theorie, von der GauB hier spricht, ist die der LOsung der Kreis1ei/1mgsgleich1mg xn - I = O, 
wenn n cine natUrliche Zahl ist. Dien Einheitswurzeln, die LOsungen dieser Gleichung, liegen in der 
GauBschen Zahlenebene in gleichem Abstand auf dem Einheitskreis um den Schnittpunkt der reellen 
und der imaginiiren Achse. Gaul3 zeigte, dal3 die Kreisteilung dann sicher mit Zirkel und Lineal vor
genommen werden kann, wenn in x" - I = 0 der Exponent n eine Primzahl der Art 22" + I ist 
fur k = 0, I, 2, ... 
Jn der Tat folgt fur k = 0 die Zahl 22' + I = 3, fur k = I die Zahl 22' + I = 5, fur k = 2 die Zahl 
22' +I= 17. 
Eine reelle Darstellung filr cos rp mit q; = (360°/17) teilte GAUSS seinem Schlller GERLING in der 
folgenden, nur rationale Zahlen und Quadratwurzeln enthaltenden Form mit: 
cos,p = -'/,. + 'J,.m + '/ .. V34 - 211T1 + '/, V11 + 3117 - V34 - 2117 -2 V34 + 2v11. 
Obersicht Uber regelm<iftige ko11vexe Vielecke (r Liinge des Umkreisradius) 

J 

6 

10 

12 
15 

16 
17 
20 

24 

Zentriwinkcl Scitcnlingc Umfanalin&c 

120° ,v� 2, 2,59807621. .. 
90" ,v2 2, 2,82842712 .. 
12· -i-Vio -2115 2, 2,93892626. 
60' 

:� 
2r · 3 

45• 2, 3,06146746 .. 
36' -i-<vs - 1) 2, 3,09016923 ... 
JO" ,v� 2, 3,10582854 .. 
24' -i-v,_ vs- i1,o-6V, 2, 3,11867536 .. 

22°30' , V2- V2 + v, 2, 3,12144515 .. 
21°!0'(351/u)'' 0,367 499  04 r 2, 3,12374180 .. 
18' , �2 - V<, + (,l12 2, 3,12868930 .. 
,,. , 2 - V2 + VJ 2, 3,13262862.. 

allacmcin: 

si,, - V2,1 - ,V4r1-s� 

7. 7. Fliichenberechnung geradlinig begrenzter Figuren 

Flichenma8e Quadratkilometer 
Hektar Das grundlegende Flachenmal3 ist das Qua- Ar 

flilchcnarOBc 

,,.,, vj "" 1,2990 ,1 
2,• 
,,,,, V 10 + 2 V5 .. 2,1116 ,1 

.,.,1 {3 • 2,5981 ,, 
2 ,1V2- 2,8284,1 

,,,,, V IO - 2 115 "" 2,9389 ,1 
3 ,, .r----c=== 
u,,,, 1 -VS - V 30 + 6 V5 
• J,0505 ,, 
4 ,, V2 - Vi ... 3.0615 ,, • ),0706 ,, 
•11,1 l 6 - 2 VS ... 1,0902 ,1 

6 ,1 ��-3.1058 ,' 

1 km2 = 106 m2 

I ha =100a=l04 m2 

I a = 100m2 = 10 2 m2 

I dm2 = 10-2 m2 

1 cm2 = 10-4 m2 

I mm2 = 10-6 m2 

dratmeter, Zeichen m2• Es ist definiert als die Quadratdezimeter Flfiche eines Quadrats von der Seitenlange Qua.dratzentimeter I m. Yorn Quadratmeter werden grOBere Quadratmillimeter bzw. kleinere Fl:icheneinheiten abgeleitet. L...C-----------------'

Besonders in der Landwirtschaft sind in verschiedenen Gegenden zur Zeit noch veraltete Fliichen
mal3e im Gebrauch. Am bekanntesten ist der Morgen, der im allgemeinen mit 25 a = 0,25 ha 
angesetzt wird. 

Berechnung der Fliicheninhalte einfacher Figuren 
Quadrat. Die Fl3.che A eines Quadrats der Seitenl3.nge me la8t sich durch Einheitsquadrate der 
Seitenl:inge e, z. B. mite= I cm, volt auslegen (Abb. 7.7-1). Dabei entstehen m Streifen mit je 
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m Einheitsquadraten, insgesamt also m · m = m2 Einheitsquadrate. Setzt man a = me, so ist A = a2 ---= m2e2 mit dern Einheitsquadrat e2• 
§ A-36cm2 

� ! 
1. 

-

Flacheninhalt des Quadrats mit der Seitenlange a A = a2 

I 
A-24cm2 

- I 

Rechteck. Ein Rechteck mit den Seitenlangen me und ne lid3t sich durch m Streifen mit je fl Einheitsquadraten, d. h. mit m · n Einheitsquadraten, voll auslegen (Abb. 7.7-2). Der Fli:i.cheninhalt betri:i.gt daher " · b, wenn man a = me und h = ne setzt. 

cm2 a-6cm 1c,,,'zl a•6cm Fl3.cheninhalt des Rechtecks mit den Seitenl3.ngen a und b 7.7-1 Fliicheninhalt des Quadrats 7.7-2 Fliicheninhalt des Rech1ecks 
A =a·b In beiden Fallen wurde vorausgesetzt, daO Einheitsquadrate existieren, deren Seiten\3.nge mit der der zu messenden Rechtecke bzw. Quadrate vergleichbar ist. Die angegebenen Formeln gelten auch, wenn die MaBz.ahlen m, n beliebige reelle Zahlen sind. $ind sie rationale Vielfache a= (p1/q1) e, b = (p2/q2) e der Seitenl3.nge e des Einheitsquadrats, so la.Bt sich die Fl3.che des Rechtecks lilckenlos mit Quadraten der Seitenlange e' bedecken, wean e = (q1, q1) e' und (q1, q1) das kleinste gemeinsame Vielfache der Nenner q1 und q2 ist. Es la.Bt sich aber zeigen (vgl. Kap. 3.5.), daB jede reelle Zahl mit beliebiger Genauigkeit durch rationale Zahlen angen3.hert werden kann. Die Berechnung des Inhalts ebener Flachen, von deren Berandung nur gefordert wird, daB sie in einem Koordinatensystem durch cine stetige Funktion beschrieben wird, ist mit den Mitteln der lntegralrechnung mOglich (vgl. Kap. 20.2. - Fl3cheninhalt und bestimmtes Integral). 

Parallelogramm. Ein allgemeines Parallelogramm (Rhomboid) 13.Bt sich in ein fliichengleiches Recht
eek verwandeln, wenn man ein rechtwinkliges Dreieck an der einen Seite abtrennt und an der anderen anfugt (Abb. 7.7-3). Bezeichnet man im Parallelogramm die Lange des Lotes von einer Ecke auf die Gegenseite oder deren Verlangerung als HOhe, so ergibt sich die MaBzahl des Fl3.cheninhalts des Parallelogramms als Produkt der MaBz.ahlen der Langen einer Parallelogrammseite und der zugehOrigen HOhe, d. h .. A - a· h,. = b · hb . 

a-6cm 

A-24cm2 

I Parallelogrammflache I A = a · h. = b · h, I Der Flidlmllollaltdes Panll.....,.._ 111 ...... - Pro. dukt aus dea l,.iaaee elner Selteuadder � Hlllae. 
§ 

>--+---+-+--+-----,-......, • C C 

7.7-3 Flachenmhall des Parallelogra:
0

ms A\ /
1

/ l ma c 
I 

a f� 7 7-4 Flachemnhalt des Dre1ecks / Dreieck. Jede Dreiecksfl3.che ka n n als Hiilfte einer Parallelogrammflache Ac 8 Cb AA a 
2 aufgefaBt werden (Abb. 7.7-4). Daher ergibt sich ihr Flacheninhalt aus A = c · h

c
/2. 

2-
2 Bei rechtwink/igen Dreiecken fa.Ht die HOhe einer Kathete auf die andere Kathete. Sind a und b die Kathetenlangen, so ergibt sich A aus der allgemeinen Formel zu A = a· b/2. Bei gleichseiagen Dreiecken betr3gt die Lange der HOhe h = 1 / 2a VJ, wie sich aus dem pythagoreischen Lehrsatz ergibt; also gilt A = ¼a2 Vi Dreieckflache Der l'llcbellmlltlt ..... Dnledli lit peld, - llalbee .... dakt aus dea Unilea ei- Seit• and der Zllllf!ailrilee Hlllae. A = a · h

0
/1 = b · h,/1 = c · h</1 
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Aus den Uingen der drci Seiten laBt sich der Fl3cheninhalt eines Dreiecks nach der Formel von 
HERON bercchnen: A = V s(s - a) (s - b) (s - c) mit 2s = a+ b + c. Die Heronische Formel war wahrscheinlich bereits ARCHIMEDES bekannt. Ats Heronische Dreiecke bezeichnet man Dreieckc, deren Scitenliingen rationale MaBzahlcn haben und deren Flachcninhalt ebenfalls durch cine rationale Ma8zahl angegeben wcrden kann. Filr 
a= 13e, b = 14e, c = 15e, wenn e die Liingeneinheit ist, crgibt sich nach der Heronischen Formel 

A= V21(21 - 13)(21 - 14)(21 - IS) e2 = �,2 = V4' · 32 • 72 e2 = 84,2• 
Der Fliichcninhalt eines Dreiecks h3.ngt auch von dcr GrOBe der Winkel im Dreieck, von der Liingedes Radius r seines Umkreises oder von der des Radius e seines Inkreiscs ab (vgl. Kap. 11.3. -Geometric). 
Trapez. Um den Fliicheninhalt eines Trapezes ABCD zu berechnen, wird das Trapez an dem Mittelpunkt M eines seiner Schenkel gespiegelt oder, was auf das Gleiche hinauslauft, um diesen Punkt in der Ebene um 180° gedreht (Abb. 7.7-5). Das dabei entstehende Parallelogramm AD'A'D hat gegenilber dem Trapez den doppelten FUicheninhalt. Es hat cine Seite der Lange a + c, die zugehOrige HOhe h ist die des Trapezes. Somit ergibt sich als Flacheninhalt des Trapez.es der halbe Flacheninhalt dieses Parallelogramms, d. h. A = (a + c) h/2. Da die Lange der Mittelfinie des Trapezes 
m = (a+ c)/2 ist, erhalt man seinen Fl3cheninhalt als das Produkt A = mh. 

, 7. 7-5 Fllcheninhalt des o_....:........;,FC=..- -,-----,,.A Trapezes 

7. 7-6 Fllcheninhalt des Drachenvierecks 
! T rapezfliiche A = mh = (a + c) h/2 

o. F'lkMalollalt - Tnpous lat ateldi ._ Predukt •• den 
U.- ._ Mlttelllale ... Hilbe. 

1st im Trapez c = a, so wird es zum Parallelogramm; entsprechend geht die Formel A = (a + a)h/2 iiber in die fiir das Parallelogramm gilltige Formel A = a · h. 1st im Trapez c = 0, so entartet es zum Dreieck, und A = (a + 0) · h/2 geht in die fur das Dreieck gUltige For;nel A = a· h0/2 Ober. 
Drachenvtereck. Drachenvierecke werden durch ihre Diagonalen der Langen e und / in vier rechtwinklige Drciecke zerlegt (Abb. 7.7-6). Daraus folgt die Flacheninhaltsformel A = e • f/2, in der nur die Uingen der Diagonalen enthalten sind. Diese Formel hat auch Giiltigkeit fur Rhomben, die spezielle Drachenvierecke sind, und geht beim Quadrat mit der Diagonalenl3nge d Uber in A = d 2/2. 
! Drachcnvicreckfl�chc I A = e · f/2 !
Der Flocheninhalt tks Drache,wierttks isl gleiC'I, tkm l,a/M,r Produkt aus den Langen der beiden Dia
-kn. 

8' 
2 

�!,��i":e�:�ec� F�l)g�:ef�!�h��ii��al�1:��eJ��:� A 86 Formeln aufgestellt; Sonderfa.Ue sind die regelm38igen konvexen Vielecke. Man berechnet den Flacheninhalt als Summe der Inhalte einfacher Teilfiguren, 
:::��;�:� ����ec���n!n���r:�1f��u��!· e���::� Bi 8s 

���t��:::�
d �i��e�� zweck:ma.Biger Weise so zer- 7.7-7 FHkheninhalt cines allgemcinen Vielctks 

legt, da8 cine der angcfuhrten Formeln benutzt werden kann. In der Praxis entscheidet fur den Gang der Rechnung meist nicht der Schwierigkeitsgrad der Berechnung, sondern die MOglichkeit einer relativ genauen Messung. Abbildung 7.7-7 zeigt cine Zerlegung cines unregelmaBigen Vielecks, die nur aufTrapeze und Dreiecke fiihrt. 
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Flichensitze am rechtwinkligen Dreieck Lehrsatz des Pythagoras. Dieser Satz zihlt wegen seiner gro8en Bedeutung fur Berechnungen und 
Beweisfilhrungen in der Elementargeometrie mit Recht zu den bertihmtesten Lehrsatzen der Planimetrie. Seine Entdeckung wird, was in dieser Absolutheit sicher nicht richtig ist, meist PYTHA• 
GORAS von Samos zugeschrieben. Historisch belegte Einzel
heiten aus seinem Leben sind nur wenige bekannt. Wohl aber 
ranken sich mancherlei Sagen und Legenden um sein Wirken, 
und der Lehrsatz wurde manchem zum Gegenstand der Poesie; CHAMISSO beispielsweise dichtete folgendes Sonett: Die Wahrheit, sic besteht in Ewigkeit, wenn erst die b!Ode Welt ihr Licht erkannt: 
der Lehrsatz, nach Pythagoras benannt, gilt heute, wie er gait zu seiner Zeit. Ein Opfer hat Pythagoras geweiht den GOttern, die den Lichtstrahl ihm gesandt; es taten kund, geschlachtet und verbrannt, ein Hundert Ochsen seine Oankbarkeit. Die Ochsen seit dcm Tagc, wcnn sie wittern, daO cine neuc Wahrheit sich enthillle, erheben ein unmenschliches GebrUlle; Pythagoras erfilllt sie mit Entsetzen; und machtlos, sich dem Licht zu widersetzen, verschlieOen sic die Augen und erzittern. 
Satz des Pythagoru. Im recbtwinklipa Dreleck Isl die 
Fllcbe des Quaclrats ilber der Hypo!- glelcb der Summe 
der Fllcben der Quadnte Ober den Katbeten. 
Satz des Pythagoras a

1 + b1 = c1 

c Lange dcr Hypotenuse; a, b Langen der Katheten 

c' 

7. 7-8 Lehrsatz des PYTHAGORAS 

FUr den Satz sind mehr als 100 Beweise bekannt, von dcnen einer der ki.irzesten wohl der folgcnde Zcrlcgungsbeweis ist. Aus Abb. 7. 7-9 kann man unmittelbar erkennen, daO die gesamte Quadratfl3che (a + b)2 sich zusammcnsetzt aus der gclben Quadratft3che c
1 und den vier roten Oreieckflachen 4 · ab/2 = 2ab; d. h., (a+ b)2 = c2 + 2ab oder a1 + 2ab + b1 = c1 + 2ab und hicraus al -L b1 = c1. 

7.7-9 
Zerlegungs
beweis 

7.7-10 Gleiche Flichen nach dem Satz des EuKLID 

C C·Q P·C 

Satz des Euklid. Der klassische Beweis des pythagoreischen Lehrsatzes benutzt den Satz des Euklid oder Kathetensatz (Abb. 7.7-10): Im recbtwinkligen Dreleck Isl das Quadnt llber eiaff Katbete lllcbenglelcb dem 
I , _ . I Recbteck aus der Lina• der Hypotenuse und der Lina• der Projel<tloa dleser ;, = P • c Katbete auf die Hypot-. - q c 

Oas Dreieck ABD hat mit dern Quadrat ACED die Grundlinie AD und die HOhc AC gemcinsam und deshalb den halbcn Fl3cheninhalt des Quadrats. Dreht man es um den Punkt A um 90°, so gehen der Punkt D in C und der Punkt Bin F uber (Abb. 7.7-11). Das gedrchtc Dreieck AFC ist dem ursprtinglichcn ABD kongruent. Wegen dcr gleich langen Basis IAFI und der gleich groOcn 
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Hohe IAHI hat das Dreieck AFC den halben Fliicheninhalt des Rechtecks AFGH. Dieses hat des
halb den gleichen Flacheninhalt wie das Quadrat ACED; es gilt b2 = c · q und entsprechend a2 

=pc. 

Durch Addition beider Ausdriicke ergibt sich derSatz des Pythagoras. a2 + b2 = cp + cq = c(p+q) 
=c·c=c2

• 

Von den vielfaltigen Anwendungen des pythagoreischen Lehrsatzes sei nur auf die Berechnung der regelmafligen n-Ecke, auf die des Abstands zweier Punkte in der analytischen Geometric, auf die 
Bercchnung dcr HOhe eines gleichseitigen Dreiecks oder der RaumhOhe im Tetraeder verwiesen. 

M 

I 

7.7-1 I Bcwcis dee Siitze von 

EUKLID und PYTHAGORAS 

q' 

/ 

I C 

/ p q·p 
/ 

--"-!-------'K 7.7-12 HOhensatz 

HOhensatz. Neben dem Satz des P)'thagoras und dem des Euklid gibt der HOhensatz ebenfalls interes
sante Fl3chenbeziehungen an rechtwinkligen Dreiecken wieder. 
la redl-lpa Dreleck 1st du Qaadrat - der Halle aaf der 
Hniot- llldleDaleicb mlt dem Redlledt aao dea � der ! Hohensatz I h' = qp ! 
Hnrt bedeeftte. 

Da die HOhe h = ICDI (Abb. 7.7-12) das rechtwinklige Dreieck ABC in zwei einander iihnliche 
Teildreiecke, D,ADC,...., D, CDB, zerlegt, gilt in der Tat q: h = h: p oder h2 = pq. 

Flichenverwandlung 
Jedes geradlinig begrenzte konvexe n-Eck 13.Bt sich in ein ftiichengleiches Quadrat verwandeln 
(Abb. 7.7-13). Da Dreiecke gleich groDer Grundlinie und HOhe ftiichengleich sind, kann die Ecke 
S1 des n-Ecks parallel zu der Diagonalen dn = SnS2 bis zum Punkt s; auf der Verliingerung der Seite 
Sn_1Sn verschobcn werden. Wegen l6SnS1S2I a3 = I .6.SnS�S2 1 ist das n-Eck in ein fliichengleiches v 
(n - 1 )-Eck verwandelt worden. Durch wieder
holte Anwendung dieser Konstruktion ergibt sich 
ein dcm Fiinfeck 12345 (Abb. 7.7-13b) fliichen
gleiches Dreieck ABC mit der HOhe h0 = IB'C]. 
Das Rechteck CDEF mit den Seiten IFCI = h0/2 
undlCDl = IABI hat den gleichen Fliicheninhalt wie 

7.7-13 Yerwandlung a) eines n-Ecks in ein 
flachengleiches- (n - 1)-Eck und b) eines 
FOnfecks in ein flll.chengleiches Quadrat 

�f,
'\ 



7.8. Ahnlichkeit 181 

das Dreieck ABC. FaBt man IFCI. = p und IEFI = q als Hypotenusenabschnitte eines rechtwinkligen 
Dreiecks FGK auf, so hat das Quadrat CJHK als HOhenquadrat h2 = pq den Flacheninhalt des 
n-Ecks. Zur Konstruktion von K benutzt man \CGI = ICDI und den Thaleskreis Uber FG als Durch
messer. 
Fi.ir andere Flachenverwandlungen wiederum ist der Satz Uber die Ergiinzungsparallelogramme 
besonders wichtig. Auch er ist bereits im ersten Buch der ,.Elemente" Euklids enthalten. 

Werden durch einen beliebigen Punk/ einer Diagonale eines Parallelogramms die Parallelen zu 
den Paral/e/ogrammseiten gezogen, so sind von den vier enlstehenden Teilparallelogrammen die bei
den fliichengleich, die nicht von der Diagona/e durchschnitten werden; sie werden Ergiinzungspar
allelogramme genannt. 

Nach der angegebenen Konstruktion werden durch F {Abb. 7.7-14) o 6 c 
auf AC je eine Parallele zur Strecke AB II CD und zur Strecke fa; 3/ 
A p JI BC gezogen. Dann gelten folgende Beziehungen zwischen 

/---�-""-----1 Flacheninhalten: IEFGDI = IACDI - IAFEI - IFCGI und IIBHFI E 

1 
H 

= IABCI-IAIFI - IFHCI. Wegen IACDI = IABCI, IAFEI =IA/Fl 
und IFCGI = IFHCI folgt die Behauptung IEFGDI = IIBHFI. 

7.8. Ahnlichkeit 

Begriff der Ahnlichkeit 

A J 8 

7.7-14 Satz Uber die Ergiinzungsparallelogramme 

Ahnlichkeitsfaktor. Als Ahnlichkeit wird die geometrische Verwandtschaft bezeichnet. die v6llige 
Obereinstimmung der Gestalt ebener Figuren. im allgemeinen aber nicht Obereinstimmung der 
Gr6Be dieser Figuren bedingt (Abb. 7.8-1). Ahnliche Figuren k6nnen durch geometrische Trans
forrnationen ineinander i.ibergefiihrt werden, bei denen die Punkte der einen Figur urnkehrbar 
eindeutig so auf die Punkte der anderen abgebildet werden, daf3 jedem Winkel der einen Figur ein 
gleich groJJer Winkel der anderen Figur entspricht. Gleichwertig mit dieser Erkl3.rung ist die folgende: 

In Ohn/ichen Figuren sind die Ltingen einander entsprechender Strecken zueinander proportional. 

Wird z. B. ein Dreieck A BC umkehrbar eindeutig so auf ein Dreieck A' B' C' abgebildet, daB CK. = CK.', 
p = P', y = y', so sind diese beiden Dreiecke iihnlich, in Zeichen: t:,ABC- t:,A'B'C' (Abb. 7.8-1). 
Zusammen mit der GrOBengleichheit einander entsprechender Winkel gelten fur die Seitenl3ngen 
die Beziehungen a': a = b': b = c': c = k. Die fi.ir alle Streckenlangenverh3ltnisse 3hnlicher Fi
guren geltende Konstante k heif3t Ahnlichkeits/aktor. 1st k > 1, so erfolgt durch die Ahnlichkeits
abbildung cine maBstabliche Vergr6Berung; die Transformation heiBt VergrO,Perung. FGr k = 1 er
halt man als spezielle Ahnlichkeitstransformation cine Kongruenzabbildung; Original und Bild sind 
kongruent. FG.r O < k < I erhalt man rnailstabliche Verkleinerungen; die Transformation heifit 
Verkleinerung. 

PA A A' C' 8' 
7.8-1 Ahnliche Dreiecke 

Ahnlichkeitslage. Durch die Kongruenztransformationen Schiebung, Drehung und Spiegelung 
!assen sich zwei einander 3hnliche Figuren stets in cine ausgezeichnete Lage, die Ahnlichkeitslage, 
bringen. Bei Figuren in Ahnlichkeitslage verlaufen homologe [griech., gleichliegend, entsprechend] 
Strecken stets zue;:inander parallel; die Ahnlichkeitsabbildung wird durch ein Strahlen- bzw. ein 
Geradenbtischel vermittelt (Abb. 7.8-2). 
Den alien Strahlen bzw. Geraden eines Strahlenbi.ischels gemeinsamen Punkt S bezeichnet man als 
Ahnlichkeitspunkt einer zentralen Ahnlichkeitsabbildung fi.ir Figuren in Ahnlichkeitslage. 
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Aus den drci der Definition der Ahnlichkeit entsprechenden Seitenl3.ngenverhiiltnissen fur Drcieckc 
folgen durch Vertauschen der lnnengJieder der Proportionen sofort die drei weitercn Proportionen 
a : b = a' : b'; a: c = a' : c'; b: c = b' : c'. DafOr schreibt man oft auch die filr einander 3.hnliche 
Figuren gtiltige fortlaufende Proportion 

a : b: c: • • · : n = a' : b' : c': · · · : n' (vgl. Kap. 1.4. - Verh3ltnisgleichung oder Proportion). 
Hiernach ist in 3.hnlichen Figuren das l3.ngenverh3.ltnis zweier homologer Strecken stets gleich. 

Slnlhleositze 
Wenlea Stnhlen bzw. Genda, elnes lliildael1 - Parallelea .-it1ea, so ftd111ltm licb _,_ 
llcb lbrer Uaaen 
•> die �tie auf e- Stnhl bzw. elaer Gendell wle die zwlocben denselben Puallelea l ... eadell 
Abodmltle auf .- ■-ea Strabl bzw. auf elner ■-ea Gendell des Btiscbels, 
b) die zwlscbea -ben Stnhlea bzw. Gendell lleaeadell Parallel-tie wle die ,om Scbel
telpunkt aus 1emessenea zugeb6rigen Abodmltle auf .._ S11'11111 bzw. elner Genden des Btiscbel1, 
c) die zwilcben zwel Stnhlen bzw. Genden des Btiscbels geleaenen Abscmltle auf zwel Parallelen 
wle die zwlscbea zwel aacleren Strahl en bzw. Geraden gelegenen Abschnltle auf denselben Puallelftl. 

X
' :4' 

P, 

s 

' 

8' O' 
P, Pz 

1 z 1 Sz 

In Abb. 7.8-3 gelten danach folgende Proportionen: 
nach a) !SAi: IABI = ISCI: ICDl, ISAI: ISBI = ISC: ISDI; 

ISA'I: ISB'I = ISC'I: ISD'l, ISA'I: IA'B'I = ISC'I: IC'D'I; 
nach b) IACI: IBDI = ISAI: ISBI, IA'C'I: IB'D'I = ISA'I: ISB'I; 
nach c) IA,A,I: IB,B,I = IA,A,I: IB,B,I = IA,A•I: IB,B.I. 

0 1 2 J 4 5 6\0 
\ 6, 3cm I 7.8-4 McBkcil und Kcilausschnitt 

surabililiit [lat. commensurabel. mit gemeinsamem MaB] lange Zeit 
cine bedeutende Rolle, da man nur rationale, nicht beliebige reelle 
MaBzahlen zulieB. 
Der Strahlensatz findet bei vielen Bewcisen, Konstruktionen und 
Bcrechnungen Anwendung. Messungen mit dcm MeBkeil (Abb. 7.8-4) 
und dem Keilausschnitt beruhen aur den Strahlensatzen. Nach 
Abb. 7.8-4 gilt 

7.8-3 Strahlcns3.tzc 

7 .8-5 Breiten- und HOhcn
mcssung mit Hilfc dcr Strah
lcnsii.tzc 
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im ersten Fall x: I= 5,2: 10 oder x =0,52cm, 
im zweiten Fall x : I = 6,3 : 10 oder x = 0,63 cm. 
Auch die Breite eines Flusses oder die HOhe eines Baumes (Abb. 7.8-5) !assen sich nach den Strahlen
siitzen bestimmen aus IFAI: IBEI = IABI: 1£D1 bzw. aus IABI: IADI = IBCI: 1D£1. 

Ahnlichkeitssitze 

In der Definition der ihnlichkeit wird entweder die Ubereinstimmung al/er WinkelgrOBen oder aller 
entsprechenden Streckenliingenverhiiltnisse ahnlicher Figuren gefordert. In den Ahnlichkeitssatzen 
fur Dreiecke sind jeweils nur einige in bestimmter Art miteinander verknllpfte GrOBen von Winkeln 
bzw. von Seitenverh:iltnissen genannt, die die Obereinstimmung der anderen GrOBen von Winkeln 
bzw. Streckenverh3.ltnissen iihnlicher Dreiecke zur Folge haben. 
Die vier Ahnlichkeitss3.tze fur Dreiecke lauten: 

Drelecke shld einander ibnlicb, wenn sie iibereinstinunen 
I. In zwel Verbiltnlssen ffleler Seltenlingen, 
2. Im Verbiltnls ffleler Seltenlingen und In der Griille des ,.., dlesen Sellen gebildeten lmen

winkels, 
3. Im Verbiltnls zweler Seitenlingen und In der Griille des der grolleren dleser Sellen gegeniiber-

llegenden lnnenwinkels, 
4. In der Griille ffleler glelcbliegeoder lnnenwlnkel. 

Da bei der Ahnlichkeit nur die Verhaltnisse von Seitenliingen, nicht wie bei der Kongruenz diese 
selbst, eine Rolle spielen, enthalten die Ahnlichkeitssiitze je ein Bestimmungsstiick weniger als die 
entsprechenden Kongruenzsiitze. 
Die Ahnlichkeitssiitze finden vielfaltige Anwendung, besonders beim Beweis anderer planimetrischer 
Lehrsiitze, z. B. beim Beweis des Satzes, daB im Dreieck die Seitenhalbierenden einander hinsichtlich 
ihrer Liingen im Verhiiltnis 2: I schneiden. 

Im rechtwinkligen Dreieck sind die durch die HOhe auf der Hypotenuse gebi/deten Teildreiecke unter
einander und dem Gesamtdreieck Qhnlich. 

In Abb. 7.8-6 zerlegt die HOhe \CHI das Dreieck ABC in die Teildreiecke 
AHC und BHC; f.:.AHC enthiilt wie !:::,,ABC einen rechten Winkel;� CAH 
ist beiden Dreiecken gemeinsam. Nach dem 4. Ahnlichkeitssatz sind die 
Dreiecke einander iihnlich . Analog zeigt man, daB 6,BCH....., 6,ABC. Damit 
gilt dann auch 6 ACH - 6 BHC. 

Im recbtwlnkllgen Dreleck 1st die Unge elner Kathete mlttlere Proportlo
.. 1e m den Llngm der Hypot-.. und der Projektlon dleser Kathete auf 
die Hyppteuuse. 

�
A q H p 8 

7.8-6 Satze 
am rechtwinkligcn 
Drcicck 

Aus C,.AHC- C,.ABC folgt niimlich IAHI: IACI = IACI: IABI, und aus t,.BHC- !:,ABC folgt 
IBHI: IBCI = IBCI : IABI. 
Schreibt man dafiir q: b = b: c bzw. p: a = a: c und formt um zu b2 = qc und a2 = pc, so erkennt 
man die Gleic.bwertigkeit dieses Satzes Uber die mittlere Proportionale im rechtwinkligen Dreieck 
mit dem Satz des Euklid. Entsprechend folgt sofort IAHI: ICHI = ICHI: IHBI bzw. q: h = h: p. 
Analog zum HOhensatz gilt deshalb: 

Im rechtwinkligen Dreieck ist die Lange der HOhe auf der Hypotenuse mitt/ere Proportionale zu den 
Langen der durch sie gebildeten Hypotenusenabschnitte. 

Teilung einer Strecke 

Innere und B.u8ere Teilung. Mit Hilfe der Strahlensatze ist es mOglich, die Liinge jeder gegebenen 
Strecke in einem beliebigen rationalen Verhiiltnis ). = m: n zu teilen. Es wird festgelegt, daO A> 0, 
wenn der Teilpunkt T1 zwischen den End punk ten der zu teilenden Strecke liegt; man spricht dann 
von einer inneren Teilung der Strecke. Dagegen ist A < 0, wenn der Teilpunkt T

a 
auBerhalb der 

Strecke liegt, d. h. bei einer iiu}Jeren Teilung der Strecke. Stets setzt man A= IATI/ITB\ = m: n, 
wobei A und B die Endpunkte der Strecke bezeichnen. 
Auf einer Geraden durch Punkt A triigt man die Streckenl3nge 1ACI = me in einer beliebigen 
Liingeneinheit e ab und auf der Parallelen zu ihr durch Punkt B nach beidcn Seiten die Streckenl3ngen 
IBEI = ne und IBDI = ne mit derselben Einheit e ab (Abb. 7.8-7). Dann teilen die Strecke CD die 
Strecke AB in ihrem Schnittpunkt T1 innerlich und die Verliingerung der Strecke CE in T

a 
auBerlich 

im Verhiiltnis Im: nl. Die Punkte T1 und T
a 

teilen die Strecke harmonisch, da bei einer Orienticrung der 
Geraden beide Teilverhiiltnisse den gleichen Betrag, aber entgegengesetztes Vorzeichen haben. 
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7 .8• 7 Streckenteilung 

7.8·8 Stctige Teilung eincr S1rccke 

Das Teilverhiiltnis kann auch beliebige reelle Werte A annehmen, wenn !AC] und IBDI = !BEi beliebige Streckenlangen sind, die auch inkommensurabel sein kOnnen. Sind m und n wieder ganze Zahlen, so kann die Konstruktion dazu dienen, die Strecke AB in m + n gleichc Teile zu teilen. 
Stetige Teilung. Man kann die Lange einer Streckc AB innen so teilen, daB die Lange des grO,Peren
Teilabschnitts AT mitt/ere Proportionale zwischen den Langen der kleineren und der gesamten Strecke wird, d. h., daB gilt IABI: IATI = IATI : ITBI. Abb. 7.8-8 zeigt die Konstruktion. Nach dem Sehnen
tangentensatz gilt IABI' = IASI · IAQI oder IABI: IAQI = IASI: IABI, wegen IASI = IATI und IABI = ISQI erhiilt man nach dem Satze von der korresp<Jndierenden Subtraktion IABI: (IAQI - ISQI) = IASI: (IABI - IATI) oder IABI: IATl=IATI: ITBI. Man spricht dann von der stetigen Tei/ungder Lange einer Strecke ; diese Teilung ist auch unter dem Namen Goldener Schnill bekannt. Historisch spielte der Goldenc Schnitt in der Kunst cine groBe Rolle, da man lange Zeit der Meinung war, 
ideale SchOnheit von Figuren, einschlieBlich des menschlichen KOrpers, liege genau dann vor, wenn die Langen der Einzelteile zueinander in einem dem Goldenen Schn itt entsprechenden Verhaltnis stehen. 

7.9. Kreis 

Bezeichnungen 
Ein Kreis ist die Menge aller Punkte einer Ebene, die von einem festen Punkt dieser Ebene einen konstanten Abstand haben. Zurn Unterschied von der durch einen Kreis in der Ebene abgegrenzten Fliiche, der Kreisffiiche, wird der Kreis selbst, die Krcislinie, auch als Kreisperipherie oder Kreis 
Kreisumfang bezeichnet. Der ausgezeichnete Punkt, von dem alle Punkte des Kreises gleichen Abstand haben, ist der Kreismiflel
punkl. Jede Streckc vom Krcismittelpunkt zu einem Punkt der Kreisperipherie heiBt 
Radius. Jede Vcrbindungsstrecke zweier Punkte der Kreisperipherie verliiuft ganz im Inncrn des Krcises, d. h., der Kreis ist cine konvexe Figur. Jede Gcrade durch zwei Punkte der Kreisperipheric nennt man 
Sekanle, den auf ihr gelegcnen Abschnitt, 

Sekanfe 

Peripheriewinl<el 

@' Seft.for 

i:�n�����:e di:esd::�i�:��ei�:n��:� 7 .9-1 Bezcichnungen am Kreis 
punkt gehen, sind Kreisdurchmesser. Kreis-durchmesser sind die grii.Pten Sehnen des Kreises, Geraden, die einen und nur eine.n Punkt mit einemKreis gemeinsam haben, Kreislangenlen. Winkel, derenScheitelpunkt ein Punkt der K.reisperipherie ist und dercn Sch�nkcl Sekantcn sind, heiBen Peri'pherie- oder Um/angswinkel. Winkel, deren Scheitelpunkt dcr Kreismittelpunkt ist, nennt man Zenlri- oder Mittelpunktswinkel. Den durch cinen Zentri-
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winkel ausgeschnittenen Teil der Kreisperipherie bezeichnet man als Kreisbogen. Ein Sektor ist der 
Teil der Kreisftache, der von den Schenkeln eines Zentriwinkels und dem zugehOrigen Kreisbogen 
begrenzt wird. Ein Segment ist derjenige Teil eines Sektors, der zwischen dem Kreisbogen und 
der Sehne liegt. die die Schnittpunkte der Schenkel des Zentriwinkels und der Kreisperipherie ver
bindet (Abb. 7.9-1). 

Winkelsitze am Kreis 
Jeder Paipl,erlewlnkel '1s-,�ba

"'t
""
b_so_groll_,-.. �1-. der zum 1lelcben KreisbotlOII 1eMrenc1e Zentrhrlnkel. 

Beim Beweis dieses Satzes sind drei Fiille zu unterscheiden: In Abb. 7.9-2 liegt der Kreismittelpunkt 
M links au/ einem der Schenkel, in der Mitte zwischen den Schenkeln oder rechts au.Perhalb der Schen
kel des Peripheriewinkels. Im ersten Fall ist 6,AMS1 gleichschenklig, da IAMI = IMS 1 1 = r. Daher 
gilt l<l:AS1 MI = l<l:MAS.I = /J. Da der Zentriwinkel AMB Aullenwinkel des Dreiecks AMS, ist, 
folgt nach dem AuBenwinkelsatz die Beziehung ix.= 2{J. Die beiden anderen Fa.lie werden durch das 
Einzeichnen der Durchrnesser S2D und S3£ auf den ersten Fall zurtickgefilhrt. Zujedem Zentriwinkel 
gehOrt ein und nur ein Kreisbogen, zu jedem Peripheriewinkel ein und nur ein Zentriwinkel Uber 
dem gleichen Bogen; zu jedem Bogen aber existieren beliebig viele Peripheriewinkel. 

s, 

D 

r:t.•a
7

+a
2

•2 /f1+f2! 
7.9-2 Periphericwinkel und Zcntriwinkcl 

E 

Perlpberle,rinkel iiber glelcbem Bogen sind gleicb groB. Alie 
Perlpberlewlnkel Uber dem Halbkrels sine! Recbte. 

Wandert der Scheitelpunkt eines Peripheriewinkels auf dem Kreis 
von A nach B, bis er schlieOlich mit B zusammenfiillt, so wird der 
eine Schenkel zur Tangente, der andere zur Sekante durch A und B. 
Dieser Winkel ABT heiOt Sekantentangentenwinkel oder Sehnen
tangentenwinkel (Abb. 7.9-3). 
Ein Sehnenlangentenwinkel hat die gleiche GriJfk wie jeder Peri
pheriewinkel Uber dem Kreisbogen, der zwischen den Schenkeln 
des Sehnentangentenwinkels liegt. 

Fa.lit man das Lot ML auf die Sehne AB, so gilt 
/J = 90° - (90° - ,x/2) = ,x/2. 

s, 

7.9-3 Peripheriewinkel und Sehnentangentenwinkel 

Tangentensitze am Kreis 
Der Radius nach dem Beriihrungspunkt · einer Tangente, Beriihrungsr�dius genannt, steht au/ der 
Tangente senkrecht; die Senkrechte au/ einem Radius in seinem au/ der Kreisperipherie gelegenen 
Endpunkt isl die Tangente an den Kreis in diesem Punkt. 

Die von einem Kreis und einer Tangente gebildete Figur ist axialsymmetrisch. Die Symmetrieachse 
ist Trager des BerUhrungsradius; sie geht durch den Kreismittelpunkt Mund den TangentenberUh
rungspunkt B. Auch die Figur, die von einem Kreis und den von einem Punkt P au]Jerhalb des Kreises 
an diesen gelegten Tangenten gebildet wird, ist axialsymmetrisch. Die Symmetrieachse geht durch 
den Kreismittelpunkt Mund durch den Punkt P, in dem die beiden an den Kreis gelegten Tangenten 
einander schneiden .. Die Strecke PM auf der Symmetrieachse heiBt Zentrale (Abb. 7.9-4). Aus den 
Symmetrieeigenschaften ergeben sich die folgenden Satze: 
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J. Die Zmtnole llalblert den Winkel zwlscben den betdea TaD1entea, die •on eillem Punkt an eiaen 
Kreis aeleat wenlea k-. 

2. FOr die - elaan Puut u eiaen Kreis 1eleatea T-entm - die T-mt-bsdlnltte ...-,, 
T-t-ttpunlr.t _. den llerilh,_.aktm 1leidl •-· 

3. Die Sebne zwiscben den Beriihrungspunkten zweler von einem Punkt an einen Kreis gelegter Tan
genten, die Beriihrungssehne, wird von der auf dleser Sehne senkrecht stehenclen Zentralen halbiert. 

7.9-4 Tangenten am Kreis 

7.9-5 Tangenten 
�-a--�---.L.....·-"' . .._P

_ von Pan den 
·-. Kreis um M 

Konslruktionen. Auf den genannten S3.tzen Ober Kreis und Tangente beruhen alle Tangentenkon
struktionen am Kreis. 
Tangente von einem Punkt aufterhalb des Kreises an den Kreis. Um den Mittelpunkt H 
der Zentrale MP wird ein Kreis mit dem Radius IHPI beschrieben (Abb. 7.9-5), der den Kreis um 
Min 81 und B 2 schneidet, die nach dem Satz des Thales die Beri.ihrungspunkte der Tangenten sind. 
Die Geraden PB 1 und PB 2 sind die gesuchten Tangenten. 
Tangenre in einem Punkt des Kreises an den Kreis. Der Beriihrungsradius BM wird Uber B 
um sich selbst verlangert bis C; um C und M werden Kreisbogen beschrieben mit einem Radius, 
der grOBer ist als IM81. Die Verbindungslime der Schnittpunkte D1 und D2 liegt auf der gesuchten 
Tangente (Abb. 7.9-6). 

7.9-6 Tangentc in Ban den Kreis um M 

7.9-7 A.uBere Tangenten an zwei Kreise 

Die Ou.Peren Tangent en an zwei Kreise. An zwei Kreise mit den Mittelpunkten M1 , M2 und den 
Radien r1 , r2 (r2 > r1 ) sollen die auBeren Tangenten gelegt werden. Dazu beschreibt man um M2 

mit dem Radius der Lange r2 - r1 einen 
Hilfskreis und legt an diesen von M1 aus 

,,, die Tangenten. Die zu diesen Tangenten 
im Abstand r1 gezogenen entsprechenden 
Parallelen 8182 und a;s; sind die auDeren 
Tangenten an die beiden gegebenen Kreise 
(Abb. 7.9-7). Sie entsprechen in ihrem Ver
lauf dem geraden Riemenantrieb an Ma
schinen. 
Die inneren Tangen ten an zwei Kreise. 
Um M2 beschreibt man mit dem Radius 
der Lange r2 + r1 einen Hilfskreis und 
legt an diesen von M 1 aus die Tangenten. 
Die zu diesen Tangenten im Abstand r1 ge
zogenen ParaHelen B1B1 und B� s; sind die 
inneren Tangenten an die beiden gegebenen 
Kreise (Abb. 7.9-8). Der Verlauf entspricht 
in diesem Fall dem gekreuzten Riemen-

7.9-8 lnnere Tangenten an zwei Kreise antrieb. 
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Umfang, Fllr die Lange des Umfangs U eines Kreises vom Durchmesser d kann man die Umfangslangen einbeschriebener und umbeschriebener regelmiiBiger Vielecke als Schranken angeben, z. B. ist der Umfang U, = 3d des regelm3.Bigen einbeschriebenen Sechsecks eine untere und der Umfang 
U" = 2d VJ< 3,47d des regelma.Bigen umbeschriebenen Sechsecks cine obere Schranke (Abb. 7.9-9), so daO gilt 3,00d < U < 3,41d. Der Faktor, mit dem man d multiplizieren muB, um U zu erhalten, wird mit dem griechischen Buchstaben n (sprich pi] bezeichnet, U = n - d. Diese Konstante ist cine der wichtigsten und interessantestenmathematischen Konstanten; sie ist irrational und transzenden1. Man kann sic um so genauer angeben, je grOBer man die Anzahl der Seiten der erwahnten Vielecke wahlt. Schon ARCHIMEDES hat seine Untersuchungen bis zum 96-Eck durchgefilhrt und dabei·eine obere und eine untere Schranke filr n

ermittelt, die noch heute in der Praxis oft als hinreichend genaue N:iherungswerte benutzt werden, vor allem die obere Schranke ; er fand 3'0/71 <" < 3'0/70, d. h., 3,140 845 07 < "< 3, 142 857 14. Die ersten 40 Stellen von :n nach dem Komma lauten 
I " = 3, 14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288 4197 I ••• 

7.9-9 Kreis mil ein• und umbeschriebenem Sechseck 
Folgende Uberschlagsrechnung zeigt, was die Angabe der Zahl :n nur auf 30 Stellen genau bedeutet. Die Sternsysteme, die von Astronomen photographisch in stundenlanger Belichtung gerade eben noch wahrgenommen werden kOnnen, haben das auf der photographischen Platte registrierte Licht vor rund 2 Milliarden Jahren ausgesendet. Da das Licht in einem Jahr etwa 9,5 · 1012 km zuriicklegt, betr:igt der Abstand dieser Sternsysteme von der Erde rund r=2· 109 ·9,5· 10 12 km= 1,9·1022 km. Der Umfang u eines Kreises mit diesem ungeheuren Abstand als Radius ist u='lnr� 3,8·n· 1022 km. Setzt man hierin ,i auf 30 Stellen genau ein, so ist bei der L3ngenangabe in Kilometern fi.ir den Umfang u dieses Kreises die 8. Stelle nach dem Komma um rund zwei Einheiten falsch, d. h., der durch die Rundung von :n verursachte Fehler betTagt rund 20 Mikrometer oder 0,02 Millimeter.Es leuchtet ein, daB cine solche Genauigkeit praktisch nie gebraucht wird. Gebr3uchliche Niiherungswerte sind ,i j::1:1 3, t4 oder :n j::1:1 3 1 /7 auf zwei Stellen genau, :n = 3,141 6 auf vier Stellen genau (Abb. 7.9-10). 

AAus der Transzendenz der Zahl ,i geht hervor, daO kein Kreis allein mit Zirkel und Lineal in ein I flachengleiches Quadrat verwandelt werden kann, daB die Quadratur des Zirkels unmOglich ist. 
7.9-10 Die Zahl l'I aufzwei Dezimalen 

J[ =3, 1'1-••• 
nach dem Komma genau 

inhalt des Kreises 7.9-11 UmfangundFlachen-oU•1'd 
��i�����rn�:�1:1:

_
·�����h:l�-d:�dK�e�����:�s��� a);g�l:�irg:� Vielecke mit der Zahl :n als Proportionalitiitsfaktor. Seine Flache 

jo;ar(:bttii:/;)�st dem Quadrat der Liinge seines Radius propor- A•fd2 
! Fliicheninhalt des Kreises I A = nr2 = n(d/2)2 I

Kreisring. Als Differenz der Flacheninhalte zweier konzentrischer Kreise mit den Durchmessern d, und d2 > d1 erhiih man (Abb. 7.9-12): 
A= (n/4) df - (n/4) d/ = (n/4) (d; - di)= (n/4)(d2 + d,) (d, - d,). 

I Flacheninhalt des Kreisringes I A = (n/4) (d2 + d1 ) (d2 - d,) !
Kreissektor. Da der Fliicheninhalt A des Kreisausschnitts oder Krtis
sektors von der GrOBe des Zentriwinkels cx abhingt (Abb. 7.9-13) undda zu cx = 360° der Inhalt der gesamten Krcisftache nr 2 geQOrt, kann man die Proportion aufstellen A : nr2 =a: 360°.....,..A = (cx/360°) · nr2, fur cx in 



188 7. Planimetrie 

���
d

�:;� �!� �:�i����?t�:O i����)7:rBa a�;��:
n

�:� (��; I A= ar2/2 fur a in rad 
fur et in rad die nebenstehende Relation. 
Die Liinge des den Kreissektor begrenzenden Bogens b ergibt sich aus der Proportion b: a = brr: 360° 

fUr ci in Grad bzw. b: a = 2nr: 2.7r fur a in rad und kann in die Formel fur den Fliicheninhalt einge
setzt werden. 

Lange des Bogens b = 'lnr · c,./360° = anr/ 180° fur a in Grad b = °'' furl\ in rad 

Fl3cheninhalt des A= nr2Cf./360u = br/2 fur a in Grad A= 0tr2/2 = br/2 
Kreissektors fur a in rad 

7.9-14 

7.9-13 Krcissektor 

Kreissegment 

� 

A� 

7.9-15 Arbclos 

Krelssegment. Die Flache des Kreisabschnitts, des Kreissegments, gewinnt man als Differenz aus 
Flacheninhalt von Kreissektor und Dreieck AMB (Abb. 7.9-14), A= b · r/2 - s(r - h)/2, wobei s 
die Lange der Segmentsehne und h die BogenhOhe bedeuten. 

ArbeloS. Von den vielen aus Kreisbogen zusammengesetzten Figuren sollen hier zwei bereits von 
ARCHIMEDES untersuchte genannt werden: der Arbelos und das Salinon. Der Arbelos [Schusterkneif] 
entsteht, indem in einem Halbkreis zwei nebeneinanderliegende Halbkreise so ausgespart werden, 
daO die Summe der Langen ihrer Durchmesser gleich der Lange des Durchmessers des groBen Halb
kreises ist (Abb. 7.9-15). Errichtet man im BerUhrungspunkt der ausgesparten Halbkreise die senk
recht zum Durchmesser des groBen Halbkreises verlaufende Halbsehne, so ist der Kreis K mit dieser 
Halbsehne als Durchmesser flachengleich dem Arbelos. Die Halbsehne kann als HOhe des recht
winkligen Dreiecks ABC im Halbkreis Uber IABI = d angesehen und ihre Lange h = ICDI daher 
nach dcm HOhensatz berechnet werden, h2 = q(d - q). Es gilt daher AK = n(h2/4) = nq(d - q)/4. 
Der Fl3.cheninhalt des Arbelos ist 

A., = (A,8 - A,0 - A08)/2 = n[d2 - q2 - (d - q)2]/8 = nq(d - q)/4. 

Salinon. Das Sa/inon entsteht, indem in einem Halbkrcis mit dem Durchmesser d an beiden Seiten 
kleine Halbkreise mit dem Durchmesser e ausgcspart und an sie bzw. den urspn1nglichen Halbkreis 
ein anderer mit der Durchmesserl3.nge (d - 2e) angesetzt wird (Abb. 7.9-16). Der Kreis K, dessen 
Durchmcsserl3.nge (d - e) gleich der Summe der RadienJangen des ursprUnglichen (d/2) und des 
angesetzten Halbkreises (d/2 - e) ist, hat den gleichen Flicheninhalt As wie das Salinon. 
Nach der Abbildung isl AK = n(d - e)2/4; A5 = (A,8-2A,c+Ac0)/2=,i[d 2 -2e2 +(d-2e)2]/8 
= ,i(d 2 - 2de + e2)/4 = ,i(d - e)2/4. 

Mondchen des Hippokrates. Bertihmt sind ferner verschiedene Formen von Kreiszweiecken. Am be
kanntesten sind die MOndche11 des Hippokrates. Nach dem Satz des Thales ist in Abb. 7.9-17 links 

7.9-16 Salinon 

7.9-17 MOndchcn des Hippokratcs 
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Dreieck ABCrechtwinklig; es gilt somit c2 = a2 + b2• Der Halbkreis Uber jABI =chat den Flachen
inhalt A,48 = nc2/8; die Summe der Fl3.cheninhalte der Halbkreise Uber AC und BC betriigt 
A Ac+ A8c = n(b2 + a2)/8, ist also gleich A,48 . Daraus folgt: 

Die Summe der Flticheninhalte der beiden MOndchen ist dem Flticheninhalt des Dreiecks ABC gleich. 

Analog wird in Abb. 7.9- 17 rechts gefolgert, daB die Summe der Flacheninhalte der vier MOndchen 
am Quadrat gleich ist dem Fliicheninhalt des Quad rats selber. Durch diese Besonderheit irregeleitet, 
beschaftigten sich viele Mathematiker des Altertums - darunter Hippokrates selbst - mit vergeblichen 
Versuchen der Quadratur des Kreises. 

Sitze Uber Sehnen, Sekaaten und Tangenten 

Mit Hilfe dcr Drchung eines Kreises mit einer Sehne um den Mitte\punkt des Kreises.JaOt sich die 
GUltigkeit des Satzes erweisen: 

Sthntn gltichtr langt haben in ti,,tm Krtis glticht Absttindt vom Krtismitttlpunkt,· Stlurtn glticMn 
Abstands vom Krtismitttlpunkt sind gltich fang. 

1st in einem Kreis die Sehne s1 grOjJer als die Sehne si, so ist der Abstond von s 1 zum Kreismittel
punkt kleiner als der von si. Hieraus folgt, daB der Durchmesser die grOBte Sehne des Kreises ist. 
Werden die Geraden eines Geradenbiischels von einem Kreis geschnitten, so ist aur jeder der Geraden 
das Produkt der Ma,Pzohlen der beiden durch die Kreisperipherie gebildeten Teilstrecken konslonl. 
Dieser Satz ist die Verallgemeinerung und die Zusammenfassung der folgenden drei S3.tze: 

S-tz: Scbnelclen slcb Ill - Kreis zwel S-, so 1st du Produkt der �ttsliDaea der 
elnen Sebne glelch dem Produkt der A-.11slingm der anderea. 

Der Beweis ergibt siCh wie folgt (Abb. 7.9-18): Es sind <!.B 1 A1 Bi und <!.BiAiB 1 sowie <!.A1BiAi 

und <!.A.? 81 A1 jeweils gleich groD als Peripheriewinkel Uber gleichen BOgen. Also ist �A,SBi 

A, 

- !:,A,SB,, und es gilt ISAd: ISB,I = ISA,I: ISB,I oder 
ISA,l · ISB,I = ISA,l · ISB,I, d. h., a· b = c · d. 

7.9-18 Sehnensatz 

7 .9-19 Sekantensatz 

Sekanterw&lz: Schne:iden sich zwel Sekanten eine:s Kreises aulerbalb des Kreises, so isl das Proclukt 
der Abschnlttslingen vom Sekut--ittpuatt bis m den Sclmlttpunkten •on Kreis und Selw,te 
auf beldn Sekanten glelch groll. 

Der Beweis fur die Beziehung ISA1 1 · 1S81 1 = ISAi l · ISBi l bzw. a· b = c · d verlaurt wie beim 
Sehnensatz (Abb. 7.9-19). 

Sekanteotanceotensatz: Fiir jeden Punk! aullerbalb elnes Krelses Isl die Linge d<S Abschnltts bis 
DUD Beriihrungspunkt auf einer vom Punkt an den Kreis geleaten Taogente die mittlere Proportioaale 
zu den Ungen der Abschnitte, die der Kreis auf einer Sekante durcb den Punkt abschneidel. 

Der Beweis fur die Beziehung ISAI' = ISA,l · ISB,I 
bzw. t 2 =a· b verl3uft wie beim Sekantensatz. Dabei 
rUckt der Punkt Bi aur der Peripherie des Kreises nach 
A, so daB in der Grenz/age, beim Ubergang der Sekante 
zur Tangente, Ai = Bi = A wird (Abb. 7.9-20). Man 
nennt das konstante Produkt der Teilstreckenl3ngen 
auch Potenz des Schnittpunktes der Geraden des 
BUschels mit dem Trager S in bezug aur den Kreis. 

7.9-20 Sckantentangcntensatz 
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Sehnen- und Tangentenvierecke 

Sehnenviereck. Ein Viereck,dessen Seiten Sehnen eines Kreiscs sind,heiBt Sehnenviereck (Abb. 7.9-21 ). 
Aus der Beziehung zwischen der GrOlk des Zentriwinkels und den von Peripheriewinkeln Uber dem 
gleichen Bogen sowie aus dem Satz Uber die Summe der GrOBen der Innenwinkel eines Yierecks folgt: 

Im Sehnenviereck isl die Summe drr GrO./kn zweier gegenUbitrliegender Winkel stets 180°. 

7.9-21 Sehnenviered, 7.9-22 Tangentenviereck 

Umgek;ehrt haben nur die Vierecke einen 
Umkreis, fur die die Summe der GrOOen 
g:egenOberliegender Winkel 180° betriigt. 

C Tangentenviereck. Ein Viereck, dessen 
Seiten Tangenten eines Kreises sind, 
heiBt Tangentenviereck (Abb. 7.9-22). 
Da die Langen der Tangentcnabschnitte 
von einem Punkt an einen Kreis unter
einander gleich sind, folgt in der Be
zeichnung der Abbildung IAEl = IAHI, 
18£1 = IBFI. ICFI = ICGI. IDHI= /DGI 
und somit auch: IAEI + IEBI + ICGI 
+ IGDI = IBFI +IFCl+IDHl+IHAI. 
d. h .. IABI + ICDI = IBCI + IDAI bzw. 
a+c=b+d. 

Im Tan,entfflVieruk ist die Summe tier Langen zweier gegenUMrliegender Seiten gleich der Summe 
tier Langen der anderen be/den Gegenseiten. 

Die Giiltigkeit der Umkehrung dieses Satzes ist ebenfalls aus Abb. 7.9-22 ersichtlich. 
Aus diesen S3.tzen folgt z. B., daB dasQuadrat Inkreis und Umkreis hat, das Rechteck einen Umkrcis, 
aber keinen Inkreis, der Rhombus einen Inkreis, aber keinen Umkrcis und das allgemeine Parallelo
gramm (Rhomboid) weder Umkreis noch Inkreis haben. 

7.10. Geometrische Orter 

Ein geometrischer Ort ist cine Punktmenge, durch deren Definition fur jeden Punkt eindeutig ent
schieden wird, ob er zur Menge gehOrt. Der geometrische Ort enth3.lt dann alle und nur die Punkte 
dieser Menge. 1st im dreidimensionalen Raum diese Menge z. B. dadurch definiert, daB jeder ihrcr 
Punkte den konstanten Abstand r von einem festen Punkt M hat, so liegt jeder dieser Punkte auf der 
Oberfl.3.che der Kugel mit dem Mittelpunkt Mund dem Radius r. Entsprechend ist der geometrische 
Ort aller Punkte, die von einer Geraden gleichen Abstand haben, die OberH3.che eines Drehzylinders 
mit der gegebenen Geraden als Achse. 
In der Ebene sind die geometrischen Orter Kurven, z. B. cine Gerade, ein Kreis oder cine Parabel. 
Sic werden auch Bestimmungslinien genannt, da sic in Konstruktionen benutzt werden, die Lage eines 
Punktes als Durchschnitt zweier Punktmengen zu bestimmen; hat z. B. ein Punkt C der Ebene von 
den Enden A bzw. B einer Strecke der Lange c die Abst3.nde b bzw. a, so ist seine Lage bis auf Spie
gelungen an der Achse AB dadurch bestimmt, daB er sowohl zur Menge der Punkte gehOrt, die von 
A den Abstand b haben, als auch zu der, deren Punkte von B den Abstand a haben (Abb. 7.10-1 ). 

' 

' 

'\�---- P,or---1---�lj 

/1\ 
8 

7.10-1 Gcomctrischcr Ort: 

:nr· ·-
• a a 

P, 

7. I 0-3 Gcomctrischcr Ort: 
Parallclcnpaar bzw. Mittclparallclc 

Lage des Punktes C 7.10-2 Gcomctrischer Ort: Mittclsenkrechtc 
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Einige elementare ge ometrische  Orter. 

J. Der geom,Urische Ort al/er Punkte, die von zwei festen Punk.ten gleichen Abstand haben, isl die 
Mittelsenkrechte der Verbindungsstrecke der beiden gegebenen Punkte ( Abb. 7./0-2). 

2. Der geometrische Ort al/er Punku, die von einer festen Geraden einen vorgegebenen Abstand haben, 
isl dos Parallelenpaar zur gegebenen Geraden im gegebenen Abstand ( Abb. 7.10-3). 

3. Der geometrische Ort al/er Punkte, die von zwei festen Para/le/en gleichen Abstand haben, isl die 
Mitt,lpara/1,lezu den b,id,n geg,b,nen Para/1,len ( Abb. 7.10-3 und Abb. 7. 10-6). 

4. Der geometrische Ort oiler Punkte, die von zwei einantkr schneidenden Geraden gleichen Abstand 
haben, sind die Winkelhalbiertmden der durch die gegebenen fesun Geraden gebildeten Winktl 
( Abb. 7.10-4 und Abb. 7.10-6). 

5. Der geometrische Ort al/er Punkte, die von einem festen Punlct einen bestimmten Abstand habe,r, 
ist der Kreis um den gegebenen Punkt mit dem gegeberum Abstand als Lange des Radius. 

6. Der geometrische Ort al/er Punkte, von denen aus eine gegebene Strecke unter einem gegebenen 
Winkel erscheint, isl der Bogen des Ortskreises Uber der Strecke als Sehne, der den Winkel als 
Umfangswinkel fa.Pr ( Abb. 7.10-5). 

7.10-4 Geomctrischer Ort: 
Winkelhalbicrende 

u, 

u, 
7.10-S Ortskreis 

1st s = JABI die gegebene Lange einer Strecke und o: die 
GrOOe eines gegebenen Umfangswinkels, so ist der Mittel
punkt M des Ortskreises als Spitze des gleichschenkligen 
Dreiecks ABM bestimmt, von dem IABI = s die Basis ist und 
der Winkel an der Spitze als Mittelpunktswinkel die GrOOe 
2o: hat. 
Mit Hilfe dieser sechs elementaren Bestimmungslinien werden viele weitere planimetrische Orts
aufgaben gelost. 

Anwendungen. Geometrische Konstruktionen kOnnen, manchmal erst nach mehreren Schritten, auf 
die von Bestimmungslinien zurilckgefiihrt werden; z. B. ist die Menge der Mittelpunkte aller Kreise, 
die zwei gegebene Geraden Xi und g2 berGhren, entweder nach 3. die Mittelparallele m zu g1 und g2, 

falls diese einander parallel sind, oder diese Menge 
sind die Winkelhalbierenden w1 und w2 nach 4., 
falls g1 und g2 einander schneiden (Abb. 7.10-6). 

7. I 0-6 Gcometrischcr Ort: 
Mittelparallelc bzw. Winkclhalbierende 

Neue geometrische Orter ergeben sich durch zusatzlichc geornetrische Bedingungen, z. B. ist die 
Menge der Mittelpunk.te aller Kreise, die cine Gerade gin einem ihrer Punk.te P beriihren, die Senk
rechte in P zu g (Abb. 7.10-7), und die Menge der Mittelpunkte aller Kreise von den Radiuslangen r, 
die einen gegebenen Kreis mit der Radiuslange (} berilhren, ist ein zu diesem konzentrischer Kreis 
mit der Radiusl3nge (} + r bei auOerer oder(} - r mit r < (} bei innerer Berilhrung (Abb. 7.10-8). 
In Konstruktionen sind Schnittpunkte als Durchschnitt zweier Punktmengen bestimmt . .Ein Zahnrad 
der Radiusliinge R kann cine Zahnstange, die vom Mittelpunkt M des Zahnrads den Abstand der 
Lange a > R hat, horizontal bewegen, wcno ein zwcites Zahnrad der Radiusl3nge r zwischenge-
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schaltet wird. Sein Mittelpunkt M1 ergibt sich 
als Durchschnitt eines Kreises um M mit der 
Radiusl3nge (R + r) und der Parallelen zu g 
im Abstand r (Abb. 7.10-9). 

7.10-7 (jeomc1r1::.d1cr Ort: Senkrechte 

7. I 0-8 Geometrischcr Ort: 

Konzentrische Kreise 

g' 

7.10-9 Geometrischer Ort: Geradc und Kreis 

7.11. Planimetrische Behandlung der Kegelschnitte 

Ellipse 

Die Elllpoe lst der � Ort aller Plakto...,. � fir die die Samme der Ahodme ,on 
-- r..1 .. -t 2alst. 

Die festen Punkte heiBen Brennpunkte F1 und F2, der Abstand r1 bzw. r2 eines Ellipsenpunktes P 
von ihnen heiBt Radiusvektor und liegt auf dem Brennstrahl vom Brennpunkt zum Ellipsenpunkt. 
Der konstante Abstand 2a muB gr6fter sein als der der Brennpunkte. 1st er als Strecke der Lange 2a 
gegeben, so Ia.Bt sich diese in der Art in zwei Teilstrecken r1 + r2 = 2a zerlegen, daD sich die Kreis
bogen mit der Radiusliinge r1 um F1 und mit der Radiusliinge r2 um F2 in den beiden Ellipsenpunkten 
P1 und P2 schneiden; vertauscht man die Brennpunkte miteinander, so ergibt dieselbe Teilung 
r1 + r2 = 2a zwei weitere Ellipsenpunkte P3 und P4 (Abb. 7.11-1). Die Punktepaare P1 • Pi und 
P3 , P4 sowie die ganze Ellipse liegen symmelrisch zur Geraden durch die Brennpunkte F1 und Fi ; 
die Punktepaare P1 ,P3 und Pi , P4 und die Ellipse haben auch die Mittelsenkrechte der Strecke 
F1Fi zur Symmelrieachse. Der Schnittpunkt M beider Symmetrieachsen ist Symmetriezentrum der 
Ellipse und heiBt ihr Mi11elpunkt. Die Lange des Abstands jedes Brennpunkts vom Mittelpunkt M 
heiBt lineare Exzentrizitiit oder Bre11nweire, IMFd = IMFi l = e. Jede Gerade durch den Mittel
punkt M schneidet die Ellipse in einem Durchmesser. Der grOBte Durchmesser heiBt grofte Aehse; 
seine Endpunkte, die Hauptscheitel S1 und S2 , haben von den Brennpunkten die Abstandsllingen 
(a + e) bzw. (a - e) und vom Mittelpunkt die Abstandsllinge a. Der kleinste Durchmesser heillt 
kleine Achse; seine Endpunkte, die Nebenscheitel N1 und Ni , haben von den Brennpunkten den 
Abstand der Lange a. 1hr Abstand b vom Mittelpunkt kann aus der halben Llinge a der groOen 
Achse und aus der Llinge der linearen Exzentrizitat e berechnet oder nach dem pythagoreischen 
Lehrsatz konstruiert werden; nach diesem Lehrsatz erh3.lt man b1 = a1 - e2 • 
Die Form der Ellipse ist durch zwei der drei GrOBen a, b und e bestimmt, etwa durch das Rechteck 
mit den Seitenlangen 2a und 2b. Filr kleine Werte von b wird sie immer ftacher; im Grenzfall b = 0 
kann sie als die doppelt durchlaufene Strecke F1F2 = S1Si aufgefaBt werden. Mit wachsenden 
b-Werten nlihert sich die Ellipse einem Kreis, fur den das Rechteck zum Quadrat wird, falls h = a. 
Der Kreis kann als Ellipse mit der linearen Exzentrizitiit e = 0 angesehen werden, fur die dann gilt 
a= b = r1 = r2 = r. 
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7.11-1 

s, 

2a 

7.11-2 Fadenkonstruktion der Ellipse 

Ellipse r1 + ,2 = 2a 
e2 = al - bi 

Faden- oder Giir111erko11s1ruk1ion. Sind die Hrennpunkte F1 und F2 durch zwei ReiBzwecken 
oder Pfahle markiert, an denen ein Faden der Lange 2a > 2e befestigt ist, so bewegt sich die Spitze 
eines Bleistiftes oder eines dritten Pfah\s, der den Faden spannt, auf einern Ellipsenbogen, da ja 
stets gilt r1 + r, - 2a (Abb. 7.11-2). 

Die Ellipse als perspekth•-affines Bild des Kreises. Nach der Zweikreiskonstruktion (vgl. Kap. 9.2. -
Perspektive Affinitat) konstruiert man einen Ellipsenpunkt P1 mit Hilfe des Haupt- und des Neben
scheite/kreises um ihren Mittelpunkt M, deren Radien die Langen a bzw. b haben. Ein Strahl durch 
M schneidet diese Kreise inje einem Punkt A, bzw. B1; dann schneiden cine Parallele durch B1 zur 
Hauptachsenrichtung und eine Parallele durch A1 zur Nebenachsenrichtung einander im Ellipsen
punkt P, (Abb. 7.11-3). Eine Parallele durch P1 zu MA 1 schneidet die Ellipsenachsen in den Punkten 
H1 und N1 • Aus dem Parallelogramm MB1P1H1 folgt IH,P,! = b, und aus dem Parallelogramm 
MA;P,N; folgt IP,N,I = a. 

7.11-3 Prinzip 
des Ellipsenzirkels 

7.11-4 Rytzsd1e 
Konstruktion 

Werden am Rand eines Papierstreifens die Strecken
langen IN 1P1 \ = a und IH,P1 [ = b abgetragen, so be
schreibt Punkt P1 cine Ellipse, wenn H1 und N, sich auf 
zwei zueinander in M senkrechten Geraden bewegen. 
Diese Papierstreifenkonstruktion zeigt das Prinzip des 
Ellipsenzirkels, bei dem die Punkte H1 und N, auf zwei 
zueinander senkrechten Achsen gleiten. 
Konjugierte Durchmesser ergeben sich nach der Zweikreiskonstruktion als Bilder zweier zueinander 
senkrechter Kreisdurchmesser, ihre Half ten MP und MQ z. B. als Bilder der Kreisradien MP 1 1 MQ 1 
(Abb. 7.11-4).·Nach einer Drehung um 90° nimmt das Dreieck MPP1 die Lage MP*Q1 an, d. h., 
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P2 geht in Q2 , Pin p• und P1 in Q1 Uber. Das Viereck QQ2P*Q1 ist ein Rechteck. Die Verliingerung 
seiner Diagonalen Q p• nach beiden Seiten schneidet die Achsen der Ellipse in den Punk ten X und Y, 
die Verliingerung seiner Seite Q1 Q schneidet sie irn Punkt R, die von P*Q2 in Sund die von QQ2 in 
T. Es entstehen rechtwinklige Dreiecke, die paarweise in einer Kathete und dem gegenllberliegenden 
Winkel Ubereinstimmen. Aus der Kongruenz f).XRQ � 6,MSQ2 ergibt sich IMQ2 [ = IXQI = b, 
und aus D,. RMQ1 � D,.QT Yfolgt IMQ,I = IQYl = a. FUrdie Rytzsche Konstruktion ist als Folgerung 
daraus wichtig, daB IUXI = IUMI = IUYI. 
Zweite Papierstreifenkonstruktion. Gleiten die Endpunkte X und Y der Strecke !XYI =a+ b aur 
zwei zueinander senkrechten Achsen, so beschreibt der Punkt Q, der diese Strecke so teilt, dal3 
IXQI = b und IQ YI = a, einen Ellipsenbogen. 
Rytzsche Achsenkonstrnktion. Sind von einer Ellipse nach Lage und GrODe nur bekannt, daO M ihr 
Mittelpunkt und MP bzw. MQ je die Halfte eines Paares konjugierter Durchmesser sind, so lassen 
sich Haupt- und Nebenachse in folgenden Schritten konstruieren. Man dreht MP um M um 
+90° in die Lage MP•. Der Kreis um den Mittelpunkt U der Strecke QP• mit dem Radius [UMI 
schneidet die Gerade QP• in den Punk ten X und Y. MX und MY sind die Richtungen der Achsen, 
IQ YI= a und IQXI = b sind ihre halben Langen. 
Scheite/kriimmungskreise. Eine oft hinreichend genaue Niiherungskonstruktion fur die Ellipse geben 
die Scheitelkri.immungskreise, die sich ihr in der Umgebung der Scheitel weitgehend anschmiegen 
(Abb. 7.11-5). 

I hre Mittelpunkte M 8 und MA sowieihre Radien 
R ,. = IM8 BI unde = IM,. AI lassensich mit weni-

1<------::::;;.a-,,.;>,:,--.;::::-�----J? gen Hilfslinien konstruieren oder mit den Mit

7.J l-5 Naherungskonstruktion 
mit Hilre dcr KrOmmungskreise 

findet man IASI = b'/Va' + b2 und 
ISBI = a'/V;;>Tb'. Die Gerade 
durch R und S schneidet die Achsen 
in den Mittelpunkten MA 

und Mn 
der Scheitelkri.immungskreise. Die 
Langen ihrer Radien lassen sich 
nach dem Strah/ensatz berechnen. 
Die Geraden RSM8 und ASB 
werden sowohl von den Parallelen 

7i 

teln der analytischen Geometric in einem mit 
den Achsen der Ellipse zusammenfallenden 
kartesischen Koordinatensystem berechnen. J n 
dem Rechreck mit den Ecken M(O, 0), A(a, 0), 
R(a, b) und B(O, b) zieht man die Diagonale AB 

mit der Gleichung y = -bx/a+b; eine Senk
rechte zu ihr durch den Punkt R hat die Glei
chung y= +ax/b - (a2 -b2)/b und schneidet 
die Diagonale im Punkt Smit den Koordinaten 
x5 = a3/(a2 + b2) und Ys = b3/(a2 +b2). Dara us 

RB Jl AM als auch von den Paral- 7.11-6 Tangenten an cine Ellipse 
lelen BM 8 II RA geschnitten, man 
erhiilt e: a= IASI: ISBI = b': a2 oder e = b2/a bzw. r: b = ISBI: IASI =a': b2 oder r = a'/b. 

Tangenten an die Ellipse. 1st P1 ein belicbiger Punkt der Ellipse mit den Brennpunkten F1 und F2 

(Abb. 7.11-6), so ergibt die Verliingerung des Brennstrah/s IF 2Pd = r2 Ober P1 hinaus um die Strecke 
!P1 F,I = r1 einen PunktL 1, dessen Abstand vom Brennpunkt F2 stetsdiese/be Liinge IF2L,I = r1 +r2 

= 2a hat, der deshalb auf einem Kreis mit dem Radius der Llinge 2a um den Punkt F 2 als Mittel
punkt liegt. Dieser Kreis heiOt Leifkreis I. Die Mittelsenkrechte P1N1 auf der Verbindungsgeraden 
F1L1 halbiert den Winkel an der Spitze P, des gleichschenkligen Dreiecks F1P1L, und ist Tangeme 11 

im Punkte P, an die Ellipse, weil sich fur jeden anderen Pun kt Q, dieser Geraden im jeweiligen Dreieck 
F2 Q1L1 ergibt, daD IF 2 Q1\ + IQ,L,l grOOer ist als die Lange der dritten Dreiecksseite ]F 2l1 1 = 2a, 
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keiner dieser Punkte deshalb Ellipsenpunkt sein kann. Zugleich ergibt sich cine neue Ellipsendefini
tion: 

Die Ellipse 1st der geometrlsche Ort der Mittelpunkte P, aller Kreise, die einen gegebtnen Kreis, den 
Leitkrels mit dem Mittelpunkt F2 und dem Radius der Unge la, voo innen beriibren und durda einen 
festen Punkt F1 Im lnnern gehen. 

Aus Abb. 7.11-6 ist zu erkennen, daf3 die Brennsrrahlen r 1 und r2 milder Tangente 11 gleich grofte 
Winkel bilden. Von einem Brennpunkt ausgehende Schall- oder Lichtstrahlen werden deshalb nach 
dem anderen Brennpunkt reflektiert. In einer Fliistergalerie mit elliptischem GrundriB sind in F1 

erzeugte leise Gerausche im Raum sonst nicht, wohl aber in F2 zu h0ren. 
1st M der Mittelpunkt der Ellipse, so halb;err die Gerade N1M im Dreieck F1 F2L1 die Seiten F1L1 

und F1 F2 , lauft parallel zur dritten Seite und ist hath so gro.P wie diese. Alie Punkte N" die Fuf3-
punkte der vom Brennpunkt F 1 auf die Tangenten 11 gefallten Lote sind, liegen demnach auf einem 
Kreis um Punkt M mit dem Radius a, d. h. auf dem Hauprscheitelkreis mit der halben gro3en Achse 
als Radiuslange. 

Die Fu/Jpimkte der von den Brennpunkten ouf die Tangenten geftillrefl Lote liegen au/ dem der Ellipse 
umbeschriebenen Kreis mil der grojJen Halbachse a a/s Radius/tinge, dem Hauptscheite/kreis. 

Betrachtet man (Abb. 7.11-3) die Ellipse als affines Bild des Scheitelkreises, so ist Punkt P1 Bild
punkt eines Punktes A,, der Uber P1 auf einer Senkrechten zur gro3en Achse liegt. Die gro3e Achse 
ist Affiniriirsachse, die Tangente ,; im Punkte A 1 an den Scheitelkreis schneidet infolgedessen die 
Tangente 11 im Punkte PI an die Ellipse in einem Punkte TI der gro.Pen Achse (Abb. 7.11-6). Ober 
diesen Punkt T, kann aus der Tangente ,; die Tangente ,, ebenfalls konstruiert werden. 

Fliicheninhalt der Ellipse. Durch die affine Abbildung x = x1 , y = by1/a geht der Kreis mit der 
Radiuslange a in die Ellipse mit den Langen a und b 
der halben Achsen Uber. Aus dem Flacheninhalt na2 I Flacheninhalt der Ellipse I A£ = nab 
des Kreises erhalt man dabei fur den der Ellipse nab. 

Hyperbel 

Die Hyperbel isl der geometrlscbe Ort ■lier Punkte einer Ebene, rnr die die Differeaz der Abstiade 
,on zwei festm Punktm konstant lo ist. 

Die festen Punkte heif3en Brennpunkte F 1 und F2 , der Abstand r1 bzw. r2 eines Hyperbelpunktes P 
von ihnen hei0t Brennstrahl oder Radiusvekror (Abb. 7.11-7). Der konstante Abstand 2a mul3 kleiner 
sein als der zwischen den Brennpunkten. 1st er als Streckenlange gegeben, so !assen sich stets Strecken
langen r1 und r2 so finden, daB r1 - r2 = 2a bzw. r2 - r1 = 2a. Je zwei Kreisb0gen mit dem 
Radius r 1 um den einen und mit dem Radius r2 um den anderen Brennpunkt schneiden einander 
nach der Definition in je einem Hyperbelpunkt P, und P2 , nach Vertauschen der Brennpunkte in 
zwei weiteren Hyperbelpunkten P3 und P4 . FUr die Punktepaare P1 , P2 und P3 , P4 sowie fur die 
ganze Hyperbel ist die Gerade durch die Brennpunkte F1 und F2 , fur die Punktepaare P1 , P3 und 
P2, P4 und die Hyperbel ist die Mittelsenkrechte 
der Strecke F1 F2 Symmetrieachse. Der Schnitt
punkt M beider Symmetrieachsen ist Symmetrie
zenmun und heif3t M ittelpunkt der Hyperbel. Die 
Lange des Abstands jedes Brennpunktes vom M it
telpunkt M heil3t lineare Exzentrizitiit e oder Brenn
weite, IMF,I = IMF2 1 = e. 
Die Hyperbel schneidet die Hauptachse durch F 1 

und F2 in den Hauptscheiteln S1 und S1 , die vom 
Mittelpunkt M den Abstand a und von den Brenn
punkten den Abstand (e - a) haben. Wie in der 
analytischen Geometric gezeigt wird, hat die Hyper
bel zwei Asymptoten; diese schneiden die Senk
rechten in den Hauptscheiteln S1 und S2 auf der 
Hauptachse, die Scheiteltangenten, im Abstand b 
von der Hauptachse; die Liinge des A bstands b 
kann nach der Beziehung b2 = e2 - a1 konstruiert 
werden. 

I Hyperbel I r1 - r2 = 2a 
el = a1 + b2 7.11-7 Hyperbel 

aus r
1 

- r2 = 2a 2a 
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Die Hyperbel verlauft nur in dem Scheitelwinkelraum zwischen den Asymptoten, der die Brenn
punkte enthalt. lhre Kri.immung in den Hauptscheiteln is! um so grOBer, je kleiner b ist. Im Grenzfall 
b = O; e = a wird die doppelt durchlaufene Hauptachse auBerhalb der Strecke S1S2 = F1F2 als 
entartete Hyperbel angesehen. Wiichst dagegen b, so nimmt die Krllmmung der Hyperbel ab; im 
Grenzfall b - oo kOnnen die beiden Senkrechten zur Hauptachse <lurch die Hauptscheitel als ent
artete Hyperbel angesehen werden. Stehen die Asymptoten senkrecht aufeinander, so ist a= b; die 
zugehOrige Hypert:,el bezeichnet man al,;; gleichseitig. 

7.11-8 Fadenkonstruktion der Hyperbc 

Tangenten an eine Hyperbel. 1st P1 ein 

Fadenkonstruktion. Von einer Hyperbel seien die 
beiden Brennpunkte F1 und F2 sowie die Lange der 
Strecke 2a gegeben. Ein Lineal der Lange/ wird mit 
einem Ende im Brennpunkt F1 drehbar befestigt; am 
anderen Ende wird ein Faden der Lange k = I - 2a 
angebracht. Das nicht am Lineal befestigte Faden
ende wird mit einer ReiBzwecke im Brennpunkt F1 

festgehalten. Wird nun das Lineal um F1 so gedreht, 
daB der Faden durch 1die an das Lineal gedri.kkte 
Bleistiftspitze stets gespannt bleibt, so beschreibt 
diese einen Hyperbelbogen (Abb. 7.11-8), wie sich 
aus den Beziehungen 12 + /3 = I und /1 + 13 = k, 
also / 1 - I 1 = I - k = 2a ergibt. 

beliebiger Punkt der Hyperbel mil den __ ..:,,.'¥-�"d-��--::-P,¢---------11-
Brennpunkten F1 und F1 , so ergib1 die 
VerkUrzung des Brennstrahls IP1F1 1 = ri 

von P1 aus um die Lange IP,Fi l = r 1 

eincn Punkt L., dcsscn Abstand vorn 
Brennpunkt F1 die konstante GrOPe 
IF1L1 1 = 2a hat, der deshalb auf einem 
Kreis um Punkt F1 mit dem Radius 2" 
liegt. Dieser Kreis heilltLeitkreis I. Die 
Mirtelsenkrechte P1 N1 auf der Verbin
dungsgeraden F1L1 halbiert den Winkel 
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�� 7.11-9 Tangenten an einc Hypcrbd 

Punkte P1 an die Hyperbel, weil sich 
fur jeden anderen Punkt Q, dieser Geraden im jeweiligen Dreieck F1Q1L1 ergibt, daB IF1Q,I - IQiL1 1 
kleiner ist als die dritte Dreiecksseite IF2L,1 = 2a, keiner dieser Punkte also Hyperbelpunkt sein 
kann. Zugleich ergibt sich cine neue Hyperbeldefinition: 
Die Hyperbel Isl der geometrlsche Ort der Mittelpunkte P1 aller Krelse, die einen gegebeneo Kreis, 
den Leltkreis mil dem Mittelpunkt £2 und dem Radius la, ,on aullen beriibren und durda el- festen 
Punkt £1 au8erbalb des Leitkrelses gehen. 

Aus Abb. 7.11-9 ist zu erkennen: 
Die Tangente an eine Hyperbel h4/biert den Winkel zwischen den Brennstrahlen (r1 , r2) nach dem 
&riihrung.spunkt. 

Ist M der Mi1telpunkt der Hyperbel, so halbiert die Gerade MN1 im Dreieck F1F1L1 die Seiten F1F2 

und F1L1 , 13.uft parallel zur dritten Seite und ist halb so groO wie diese. Alie Punkte N1 , die Fu(l. 
punkte der vom Brennpunkt F1 auf die Tangente t1 gefallten Lote sind, liegen demnach auf einem 
Kreis um Punkt M mit dem Radius a, d. h. auf dem Scheitelkreis. 

Die FujJpunlcte der von den Brennpunkten au/ die Tangenun geftillten Lote liegen au/ dem ScMitelkreis 
der Hyperbel, der diese in den Hauptscheiteln berUhrt. 
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Parabel 

Die Parabel ist der geometriscbe Ort aller Punkte einer Ebene, die von einem festen Punkt uncl elner 
festen Genden dleser Ebene glelch groBeo Absland haben. 

Der feste Punkt heiBt Brennpunkt F, die feste Linie Leitlinie I und der Abstand des Brennpunktes F 
von der Leitlinie Halbparameter p (Abb. 7.11-10). Jede Parallele zur Leitlinie, deren Abstand d von 
der Leitlinie gr013er als p/2 ist, wird von einem Kreis um Pun kt F mit dem Radius der Lange din zwei 
Parabelpunkten P1 und P2 geschnitten. Die beiden Punkte liegen symmetrisch zur Senkrechten auf 
der Leitlinie durch den Brennpunkt. Diese Symmetrieachse heiDt Parabelachse und schneidet die 
Parabel im Scl,eitel S, der von Leitlinie / und Brennpunkt F den Abstand p/2 hat. Wie sich in der 
analytischen Geometric aus der Parabelgleichung ergibt, hat die im Brennpunkt F auf der Achse 
senkrecht stehende Sehne der Parabel die Lange 2p. 

s 

1!. 
2 

7.11-10 Parabel 

7.11-11 Fadenkonstruk-
-

o# 

P; tion dcr Parabcl 

A 

Fadenkonslruktion der Parabel. Auch fur die Parabel existiert eine Fadenkons1ruk1ion. Ein Zeichen
dreieck gleite mit der einen Kathete AB entlang der Leitlinie / (Lineal). Am Eckpunkt C der anderen 
Kathete BC ist ein Faden von der Lange IBCI befestigt. Das freie Fadenende wird im Brennpunkt F 
durch cine ReiOzwecke festgehalten. Wird nun ein Bleistift langs der Kathete BC so bewegt, daB 
der Faden stets gestrafft bleibt, so beschreibt die Bleistiftspitze cine Parabelbahn, da der Abstand 
IBPI des Punkies P von der Lei1linie dem Absland IFPI vom Brennpunkl gleich isl (Abb. 7.11-11). 

Tangenten an die ParabeJ. 1st P1 ein Parabelpunkt, so ist sein Abstand IP,L1 1 von der Lei1linie I ebenso 
gro8 wie der Abstand !P,Ft vom Brennpunkt. Dreieck FL1P1 ist gleichschenklig; die Millelsenkrechte 
P1N1 auf der Verbindungsgeraden FL, halbiert den Winkel L1P1Fan der Spitze P1 und ist Tangente ,1 

im Punkte P1 an die Parabel, weil fur jeden anderen Punkt Q, 
auf ihr der Abstand IQ,Q;\ von der Leitlinie kleiner ist als 
der Abs1and IQ,FI = IQ,L,I vom Brennpunkl (Abb. 7.11-12). 
Es ergibt sich cine neue Parabeldefinition: 

Die Panbel Isl der geometrlscbe Ort der Mlttelpankte P, aller 
Krelse, die elne Gende, die l.eltllnle /, berilhren und durch 
elnen festen PuDkt F geben. 

Aus der Abbildung ersieht man, daB die Tangente im Punkte 
P, gleiche Winkel mit dem Brennstrahl P,F und der Parallc
len durch Punkt P, zur Achse bildet. Alie vom Brennpunkt F 
ausgehenden Strahlen werden danach von der Parabel so re
flektiert, daB sie achsenparallel werden, bzw. werden achsen
parallele Strahlen nach dem Brennpunkt reflektiert. 
Da der Punkt N1 (Abb. 7.11-13) auf der Scheiteltangente ts 
liegt, die im Scheitel S auf der Achse senkrecht steht, gilt: 

Di, Para/Jet isl die Einlrilllende d,r frei,n Schenkel a/1,r 
ruhlen Winkel, Uren Schei1el N, au/ der ScMi1ellangen1e Is 
liegen 11nd Uren andere Schenkel durch einen feslen Pun/cl, den 
Brennpunkl, · gehen. 7.11-12 Tangente an cine Parabel 
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Steht eine zweite Tangente t1 senkrecht auf t, und schneidet sie 
diese im Punkte T, so ist das Viereck FN1 TN1 ein Rechteck. Seine 
Diagonale N1 N1 liegt auf der Scheiteltangente ts , da sie im 
Dreieck FL1L1 die Mitten N1 und N1 zweier Dreiecksseiten mit
einander verbindet, also parallel zur Leitlinie verlauft. Die Drei
ecke N,N1F und N1N1T sind kongruent und haben zur Grund
linie N1N1 gleich groOen Abstand. Der Punkt That deshalb den 
Abstand p/2 von der Scheiteltangente und liegt auf der Leitlinie. 

-1-,<-+---'t>-----
Alle Paare au/eintUl<kr senkrecht steltentkr Tangenten einer 
Parahel schneiden einander au/ der Leitlinie. 

7.11-13 Zwei zueinander senkrecht stchende Tangentcn an 
Parabel 
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Die Stereometrie {griech., KOrpermessung] ist eine Teildisziplin der euklidischen Geometric. 1hr 
Gegenstand sind Form, gegenseitige Lage, Gr013e und andere metrische Beziehungen geornetrischer 
Gebilde, die nicht in einer einzigen Ebene liegen. Die Stereometrie vermittelt als Geometric des 
dreidimensionalen Raumes eine vertiefte Einsicht in die raumlichen Beziehungen der objektiven 
Realitat. 
Bei bestimmten Teiluntersuchungen der Stereometrie ist cine Beschr3.nkung auf eine Ebene rnOglich. 
Es bestehen deshalb enge Verbindungen zur Planimetrie. Ferner werden bei stereornetrischen Unter
suchungen oft Verfahren der darstellenden Geometric benutzt. SchlieBlich werden in der rechnenden 
Stereometrie arithmetische und algebraische Operationen angewendet. 

8.1. Grundbegriffe 

Geraden und Ebenen im Raum 

Punkte, Geraden und Ebenen sind Grundbausteine der Elementargeometrie im dreidirnensionalen 
Raum; insbesondere sind die Begrenzungsft3chen geometrischer KOrper oft Tei le von Ebenen. 
Zu den in der Planimetrie gegebenen anschaulichen Erklarungen der Grundbegriffe Punkt und Ge
rade sind deshalb Ergall.Zungen notwendig, ebenso zum Grundbegriff Ebene und zur gegenscitigen 
Lage von Geraden und Ebenen im Raum. 

Die Ebene. Die Gesamtheit von Geraden durch einen festen Punkt A, die cine nic.ht durch A gehende 
Gerade g1 schneiden oder zu g1 parallel sind, bilden cine Ebene (Abb. 8.1-1). Eine Ebene im Raum 
kann man sich auch dadurch erzeugt denken, daB cine Gerade g lings einer g schneidenden Geradcn 
g1 parallel verschoben wird. Danach ist die Lage einer Ebene im Raum eindeutig bestimmt durch 



8.1. Grundbegriffe 199 folgende StUcke: I. cine Gerade g1 und einen nicht auf ihr liegenden Punkt A; 2. zwei einander schneidende Geraden g und g1; 3. zwei einander parallele Geraden; 4. drei nicht auf einer Geraden liegende Punkte, z. B. A und zwei Punkte, die die Lage von g1 festlegen; 
5. eineri Punkt A und einen Stellungsvektor, einen Normalvektor n der Ebene. Eine Ebene wird gewOhnlich mit griechischen GroBbuchstaben bezeichnet, z. B. ll, I', £. Einer Ebene larlt sich durch Zugabe eines Stellungsvektors cine Orie11tierung aufpr3.gen. Der Durchlaufsinn einer ebenen konvexen Figur ist dann positiv oder negativ, je nachdem ob der Stellungsvektor mit dem Umlaufsinn einer Rechts- oder Linksschraubung entspricht. 
� 

,,_, �"�""""''""@c;mRaum A 
91 g 

E 

a . g' 

8.1-2 Neigungswinkel \ on - A' 

� ... , ..•. ,._,_ / '?71 Ebcnc £ Gegenseitige Lage von Gerade und Ebene im Raum. Eine Gerade g liegt ganz in einer Ebene £, wenn sie mit ihr zwei Punkte A und B gemeinsam hat; sic isl parallel zu £, wenn sie mit E keinen gemeinsamen Punkt hat oder ganz in ihr liegt. Eine Gerade g schneidet die Ebene, wenn sie mit ihr genau einen Punkt, den Schnilfpunkt, Spurpunkt oder DurchstoPpunkt G, gemeinsam hat. Sie steht in G senkrecht auf der Ebene, wenn sie mit wenigstens zwei in £ liegenden, voneinander verschiedenen Geraden g1 und g2 durch G einen rechten Winkel einschlieBt. Projiziert man cine Gerade g, die E in G schneidet, senkrecht auf £, und bezeichnet man mit A' das Bild in £ von einem Punkt A von g, so entsteht die Normalprojektion g' = GA' von g = GA in £. Der Neigungswinkel von g gegen £ ;si defin;ert durch <l:(g,g')(Abb. 8.1-2); fur g l £ hat er d;eGrolle� = 14:(g,g')I = 90° = ,i/2 rad, fur g 11 £ g;i, � = 0°. Gegenseitige Lage von Geraden im Raum. Sind zwei Geraden K, und K2 einander parallel oder schneiden sie einander in einem Punkt, so kann man durch sie eine Ebene legen, in der der Abstand der Geraden bzw. der Winkel zwischen ihnen nach den Method.en der Planimetrie zu bestimmen ist. Zwei einander kreuzende oder windschiefe Geraden K, undg2 (Abb. 8.1-3) sind nicht parallel und haben keinen gemeinsamen Punkt. Der Winkel, unter dem sie sich kreuzen, wird festgelegt als Winkel zwischen einer der Geraden und der durch einen ihrer Punkte gelegten Parallelen zur anderen Geraden, z. B. durch <1(g1 , gl), falls Kl I g2 durch N auf g1 • Das in N auf der durch g1 und Kl aufgespannten Ebene I' errichtete Lot n1 2 kreuzt g2 unter einem rechten Winkel. Die von g1 und n12 aufgespannte Ebene £ schneidet g2 in D2 , und die Parallele zu n12 durch D2 schneidet g1 in D1 . Die Verbindungsgerade D1D2 ist das gemeinsame Lot, das Gemein/01, von g1 und g2, die Streckenliinge 1D1D21 = d ist der Abstand der einander kreuzenden Geraden. Er ist die kUrz:este Verbindung, die zwischen je einem Punkt von g1 und von g2 existiert. Zu jeder Geraden a des Raumes gibt es beliebig viele Geraden g, die a unter einem Winkel vorgegebener Gr013e or: und in einem vorgeschriebenen Abstand d krcuzen. Beschrlinkt man sich auf solche 
E o, 

8.1-3 Gcmcinlot und Abstand 92 
zwcicr windschicfcr Geraden 

8.1-4 Einschaligcs Drehhypcrboloid mit ciner Erzeugcndcn und Kehlkreis 
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Geraden g, deren Gemeinlote mit a in einer zu a senkrechten Ebene E liegen, so erhiilt man zwei 
Scharen von Geraden. Sie bilden die Erzeugenden eines einschaligen Drehhyperboloids mit a als 
Drehachse. Die Ebene E schneidet das Hyperboloid in dessen Kel,/kreis und die Achse in dessen 
Mittelpunkt M (Abb. 8.1-4). Ferner schneidet jede Gerade der einen Erzeugendenschar jede Gerade 
aus der anderen Schar, wahrend je zwei beliebige Geraden aus einer Erzeugendenschar zueinander 
windschief sind. Setzt man speziell a = 0, so ergibt sich cine Drehzylinderf/<iche, die nur cine Schar 
zueinander paralleler Erzeugender aufweist. Die Gesamtheit jener Geraden g, die cine feste Gerade a 
in einem Punkt S von a unter einem Winkel bestimmter GrOBe tx schneiden, erzeugen einen Dreh
kegel. S ist die Spitze, a die Achse, und die Geraden g stellen die Erzeugenden der Drehkegelflache 
dar. 
Die Gesamtheit von Geraden durch einen Punkt Pim Raum bildet ein Geradenbiindel. Eine beliebige 
Ebene durch P schneidet aus diesem Biindel ein Geradenbiischel aus. 1st Pein uneigentlicher Punkt, 
so stellen die entsprechenden Geradenmannigfaltigkeiten ein Parallelgeradenbiindel im Raum bzw. 
ein ParallelgeradenbUschel in einer Ebene dar (vgl. Kap. 25.1. - Uneigentliche Elemente). 

Gegenseitige Lage von Ebenen im Raum. Zwei Ebenen des Raumes haben hOChstens eine Gerade 
gemeinsam, wenn sic nicht in alien ihren Punkten zusammenfallen. Zwei Ebenen, die keinen Punkt 
gemeinsam haben oder aber zusammenfallen, heiDen parallele Ebenen. 
Die Menge der Ebenen, die mit einer Geraden s inzidieren, bildet ein Ebenenbiischel, dessen Trager s 
ist (Abb. 8.1-5). Eine Ebene senkrecht zum Trager s schneidet die Ebenen des Bi.ischels in Geraden 
(vgl. Kap. 24.2. - Ebene). Die Schnittwinkel der in der senkrechten Ebene liegenden Geraden sind 
nach Definition gleich den Schnittwinkeln der zugehOrigen Ebenen, z. B. p = [<l::Cg 1 , g2)1 
= 14:(£1 , £2)1. Damit ist die Winkelmessung zwischen zwei Ebenen auf die Winkelmessung zwischen 
zwei Geraden zurUckgefi.ihrt. 

8.1-S Ebenenbilschel mit 
der Geraden s als Trager 

8.1-6 Parallele Schnitt
geraden cu, c12 , c2s 
dreier Ebenen £1 , £2, Es 

Fi.ir fJ = 90° stehen die Ebenen senkrecht zueinander. Eine Ebene £2 parallel zur Schnittgeraden c13 

zweier Ebenen £1 und £3 schneiden diese in parallelen Geraden, c12 ll ell II c23 (Abb. 8.1-6). Ein 
Parallelebenenbiischel besteht aus Ebenen, von denen keine mit einer anderen einen Punkt gemeinsam 
hat (Abb. 8.1-7). Eine Gerade, die senkrecht auf einer Ebene des Parallelebenenbi.ischels steht, schnei
det jede der Ebenen unter einem rechten Winkel. Die dabei auf der senkrechten Geraden abgeteilten 
Strecken bestimmen den Abstand der entsprechenden parallelen Ebenen voneinander; z. 8. ist 
IP2P3 I der Abstand der Ebenen £2 und £3 , IP1P2! dcr zwischen £1 und £2 • 

8.1-7 Parallclcbenenbi.ischel 

8.1-8 Ebenenbi.indel und 
kOrperliche Ecke 

Ein Ebenenb1indel wird dargestellt durch die Gesamtheit aller Ebenen des Raumes, die cinen Punkt S 
gemeinsam haben. S ist Trager dieses Bi.indels. Je zwei dieser Ebenen schneiden einander in einer 
Geraden, die durch den Trager S geht, z. B. £1 und £2 in c12 (Abb. 8.1-8). Drei Ebenen £1 , £2, £3 

eines EbenenbUndels, deren Schnittgeraden c12 , c23 , c13 paarweise nur den Trager S gemeinsam ha
ben, z.erlegen den Raum in acht dreikantige oder dreiseitige k6rperliche Ecken mit dem gemeinsamen 
Scheitel S. Der Scheitel z.erlegt jede Schnittgerade in zwei Halbgeraden, und je drei Halbgeraden 
verschiedener Schnittgeraden bilden die Kanten einer dreiseitigen Ecke. 
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Der Winkel zwischen zwei Kanten, der Kante11wi11kel, wird in der Ebene gemessen, die von diesen 
Kanten aufgespannt wird, z. 8. C(1 = l<l:(c 1 2, c 1 3)1. Der Fliichenwinkelwird dagegen in einer senkrecht 
zur Schnittgeraden beider Ebenen stehenden Ebene gemessen, z. 8. p1 = l<!(g2 , g3)j zwischen £2 

und £3 , mit g2 1 c23 und g3 1 c23 (Abb. 8.1-8). Im allgemeinen sind Kantenwinkel und Fl3chen
winkel nach diesen Festsetzungen verschieden groB. Dreikantige KOrperecken, deren Kanten- und 
Flachenwinkel gleich groB sind und 90° messen, treten an den Ecken von Quadern auf. Solche KOrper
ecken finden z. 8. beim Mehrtafelverfahren der darstellenden Geometric als Grund-, Auf- und Kreuz
riOtafel Anwendung. 
Ftillt man von einem Pun kt innerhalb einer kOrperlichen Ecke die Lote auf die Seitenflachen, so ent
steht wieder eine kOrperliche Ecke mit einem Punkt als Scheitel und den gefallten Loten als Kanten. 
Diese neue Ecke heiOt Polarecke der urspriinglichen, die ihrerseits als Polarecke der neuen Ecke aur
gefaOt werden kann (vgl. Kap. 12.2., Abb. 12.2-2). 

Jede kOrperliehe £eke isl Polareeke ihrer Polarecke. 

Ober die Winkel der kOrperlichen Ecke gelten folgende S3.tze: 

I. Die Summe der GrOjkn al/er Kanlenwinkel einer n-kanligen £eke isl kleiner als 360°. 
2. Die Summe tkr GrOjJen al/er Fhiehenwinkel einer n-kan1igen £eke isl grO/kr als n • /80° 

- 360° 

und kleiner a/s n · 180". 
3. Die Kanlenwinkel der Polarecke und die F/Ochenwinkel der urspriinglichen Ecke sind zueinander 

Supplementwinkel. 
4. Die FIOchenwinkel der Polartcke und die Kanlenwinkel <hr urspriinglichen Ecke slnd zueinander 

Supplemenlwinkel. 

KOrper 

Grundbegriffe. Ein KOrper im Sinne der Stereometrie ist die Menge aller Punkte, Geraden und Ebenen 
des dreidimensionalen Raumes, die innerhalb eines vollst3ndig abgeschlossenen Teiles dieses Raumes 
liegen, d. h. innerhalb der Begrenzungsfl3chen des KOrpers, einschlieOlich der mit den begrenzenden 
Fl3chen inzidierenden Punkte, Geraden- und EbenenstO.cken. Die Summe der Begrenzungsfl3chen 
heiflt Oberfliiche, die GrOBe des von ihr vollstiindig umschlossenen Teils des Raumes heil3t Raum
inhalt oder Yolumen des KOrpers. 
Sind KOrper nur von ebenen Fl3chen begrenzt, so werden sic Ebenfliichner, ebenfl3.chige KOrper, 
Vielfliichner oder Polyeder [griech. polys, viel, edra, Boden, Fl3che) genannt; z. B. Wllrfol, Quader, 
Prisma, Pyramide. Die das Polyeder begrenzenden Vielecke heiBen Seitenfliichen. Die Strecken, 
in denen je zwei Seitenftachen zusammenstoBen, heil3en Kanten, ihre Endpunkte Ecken des KOrpers. 
Der Winkel zwischen den von einer Kante ausgehenden Halbebenen ist der Fliichenwinkel zwischen 
den sich schneidenden Flachen. Im weiteren Sinne spricht man von Kante11, wenn an einem krumm
fliichigen K0rper, der ganz oder teilweise von gekrllmmten Fl3.chen begrenzt wird, zwei dieser Fl3chen 
langs einer Kurve unter einem Winkel zusammenstol3en. Der Winkel kann gemessen werden zwischen 
den beiden Loten, die im betrachteten Kurvenpunkt aur den Tangentialebenen der beiden Fl3.chen 
errichtet werden; dabei ist zu vereinbaren, dal3 diese Lote nach dem Hal bra um zu fallen sind, der 
den als konvex vorausgesetzten KOrper enth3lt. Betrachtet man eine Ebene als Fl3che der KrO.mmung 
Null, die mit ihrer Tangentialebene zusammenfallt, so miBt der Winkel zwischen dem Mantel eines 
geraden Kreiszylinders und seiner Grundflache in jedem Punkte der kreisformigen Grundkante 90°; 
bei einem geraden Kreiskegel ist es der Schott- oder BOschungswinkel. Krummfl3chner ohne Kanten 
sind die Kugel, das Ellipsoid oder der Torus. 
Der 1nhalt Oder Oberfliiche eines KOrpers kann prinzipiell als Summe der lnhahe der einzelnen Be
grenzungsfl3chen bestimmt werden. Durch die Herleitung bestimmter Formeln kann jedoch in ge
wissen Fallen der in der Praxis umst3ndliche Weg der Summenbildung der Jnhalte der Teilfl3chen 
vermieden werden. 
Der Rauminhalt oder das Volume11 V eines KOrpers kann mit H ilfe der im fol gen den angegebenen 
RaummaDe bzW. HohlmaBe sowie der von ihnen abgeleiteten Einheiten bestimmt werden. Unter 
Inhalt wird dabei cine aus MaOzahl und MaBeinheit bestehende GrOBe verstanden. 

Ma6einheiten 

Raumma8e. Das Kubikmeter, 
Zeichen ml, ist das Volumen 
eines Wi.irfels von der Kanten
lange 1 m. Vom Kubikmeter 
werden grOBere bzw. kleinere 
Raumeinheiten abgeleitet. 

RaummaB 

Kubikkilometer 
Kubikmeter 
Kubikdezimeter 
Kubikzentimeter 
Kubikmillimeter 

Zeichen 

km3 

m' 
dm3 

cm' 
mm3 

Beziehung 

I kml = 109 ml = 1012 dm3 

I m3 = 103 dml 

I dm3 = 10-3 m3 

I cm3 = 10-6 ml = 10-3 dm3 

1 mm3 = 10-9 m3 '= 10-6 dm3 
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Im Schiffahrtswesen dient zur Vermessung des Schiffsraumes, der fn1her als Anzahl der vcrs1aubaren Fasser angegeben wurde, die Registertonne, Zeichen RT; I RT= 2,83 m3• Die Angabe des Gesamtschiffsraumes erfolgt in Bruttoregistertonnen (BRT), die des Nutzraumes in Nettoregistertonnen (NRT). Bei Handelsschiffen dient die Vermessung zur Bestimmung der Ladefahigkeit, des abgabepflichtigen Laderaumes und der Entrichtung von Hafen- und Zollgebiihren. Hohlma8e. Das Liter, Zeichen I, darf fur I dm3 verwendet werden, wenn die relative Unsicherheit der Angabe 5 · 10-5 nicht unterschreitet. Das Hundertfache des Liters wird als Hektoliter bezeichnet: I hi= 100 I, der hunderts1e Teil als Zentiliter, I cl= 10-2 I, und der tausendste Tei! als Milliliter: 
I ml= 10-31 = I cm

3. In der Landwirtscha/t diente frtiher als HohlmaB fur Getreide der Scheffel: I Scheffel� 1041. 
8. 2. Wiirfel und Quader 

Wiirfel und Quader sind Polyeder. Der Wiirfel hat acht rechtwinklige kOrperliche Ecken, zwOlf gleich lange Kanten und wird von sechs gleichen Quadraten begrenzt. Der Quader hat wie der Wiirfel acht rechtwinklige kOrperliche 
LI 1..1< ______ .. , 

Ecken und zwOlf Kanten, von denen je vier gleich Jang und zuein-ander parallel sind. Er wird von drei Paaren kongruenter, in parallelen Ebenen liegender Rechtecke begrenzt. Der Wiirfel kann als Sonderform des Quaders angesehen werden 
8_2_ 1 Der Wi.irrcl ist cine Sondcr-(Abb. 8.2-1). form des Quadcrs 

Oberlliche Schneidet man das Oberfliicherunodell eines Polyeders liings ciner genllgcnd gro8en Anzahl von Kanten auf, so kann man ein zusammenh3.ngendes System von Begrenzungsfliichen in cine Ebene auseinanderklappen. Man erhiilt das Nerz des Polyeders (Abb. 8.2-2). Umgekehrt kann man aus dem Netz des Polyeders durch Biegen 13.ngs bestimmter Seitcn der Teilflachen und mit Hilfe von zus3.tzlich angebrachten Klebefalzen das Oberfl3.chenmodell des KOrpers herstellen. Das Netz des Wiir/els besteht aus einem zusammenh3.ngenden System von sechs glcichcn Quadraten. Dabei gibt es verschiedene MOglichkeiten der Anordnung der Quadrate. Abb. 8.2-3 zeigt das schrittweise Entstehen eines Wllrfclmodells aus dem Netz. Das Netz des Quaders besteht aus einem zusammenhiingenden System von drei Paaren kongruenter Rechtecke. Auch hier gibt es verschiedene AnordnungsmOglichkeiten. Abb. 8.2-4 zeigt zwei Quader; der rechte hat ein Paar quadratischer Begrenzungsfl.3.chen; dann sind auch die rest lichen vier Begrenzungsfl.3.chen untereinander kongruent. Haben die Kanten des Quaders die Langen a, b, c, so haben die drei Rechtecke die Fl3.cheninhahe �-�-� ab, be und ca, und fur den lnhah O der o o o o Oberfl.3.che ergibt sich 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

u 
- .. 

t 

II 

0 0 0 ° 0 
0-2·ab+2·ac+2·bc 

- 2(ab + ac + be). Ein Quader mit einem Paar quadratischer Begrenzungsfliichen, z. B. c = a. hat den Oberfliicheninhalt O = 2a2 

+ 4 ab. FUr den WUrfel schlielllich er• gibt sich, da hier a= b = c ist, O = 6a2 • 
8.2·2 Zwci Netze cines WUrfcls 
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I nhalt der QuaderoberHache 
0 = 2(ab + ac + be) Inhalt der Wiirfeloberflache 
0 = 6a' 

8. 2. Wiirfel und Quader 203 

8.2-4 Zwei Quadernetze 
Rauminhalt In der Planimetrie wird das Messen des .lnhalts einer ebenen Fl3.che am Beispiel des Quadrats bzw. des Rechtecks zunachst als Auslegen der Fl:iche mit Einheitsquadraten erkl3.rt. Analog dazu kann das Messen des Rauminhalts, z. B. eines Wilrfels bzw. eines Quaders, als Ausfiillen des Raumes mit Einheitswllrfeln gedeutet werden. Der Rauminhalt oder das Volumen eines Wiirfels mit der Kantenl3.nge me= a (z. B. 10 cm) l.iillt sich auf diese Weise voll ausfullen (Abb. 8.2-5). Dabei entstehen m ( = I 0) Platten mit je m ( = l 0) Stangen zu je m ( = 10) Einheitswiirfeln, insgesamt also m · m · m = m3 (IO · IO · 10 = 1000) Einheitswilrfel mit dem Rauminhalt m3e3 = a3 . 
10 

•' 
,' 

•' 
,, 

I I I I I I I I I -

7 2 3 4 5 6 7 8 9 W 

I Rauminhalt des Wiirfels I V = a3 I Der Rauminhalt eines Quaders mit den Kantenlangen me = a. ne = b und pe = c Ja.Ot sich z. B. durch p Platten mit n Stangen zu je m Einheitswiirfeln voll ausfullen. Der Rauminhalt betragt daher m · n · p Einheitswiirfel bzw. me· ne · pe = a · b · c (Abb. 8.2-6). 
I Rauminhalt des Quaders I V = abc I 

8.2-5 Rauminhalt des Dezimeterwi.irfels 

/1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 
�a be � 8.2-6 Raum;nhall des Quaders 

Filr den Sonderfall des Quaders mit einem Paar quadratischer Begrenzungsfliichen wird V = a2 • c Die abgeleiteten Formeln gelten auch, wenn die Lange von einer oder von mehreren Kanten kein ganzzahliges Vielfaches der Kantenlange e des Einheitswiirfels ist. Sind die Kantenliingen a, b, crationale Vielfache von e, z. B. a= e · pifq1, b = e · p2/q2, c = e · p3/q3 , so gilt die angestellte Oberlegung fur einen kleineren Einheitswiirfel, dessen Kantenl3.nge e' der k-te Tei! von e ist, wenn man mit k das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Zahlen q1, q2 , q3 bezeichnet. Ein irrationales Vielfaches von e. kann durch Folgen rationaler Zahlen mit beliebiger Genauigkeit angeniihert werden (vgl. Kap. 3.5.). Allgemein ist die Berechnung des Rauminhalts von KOrpern, deren Oberffache mathematisch erfa8bar ist, ein Gegenstand der Integralrechnung (vgl. Kap. 20.4. - VolUmenberechnungen von KOrpem). 
Beispiel 1: WicgroB ist das VolumcneinesZiegelsteins vom Nonnalfonnat 7;1 X 11,S x 24cm?-

a = 24 cm, b = ll,5 cm, c = 7,l cm, 
V= a· b · c = 24cm · 11,5 cm· 7,1 cm= 1959,60cm'. 
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Besondere Beziehungen 
Diagonalen, Eckenlinien des Quaders. Man unterscheidet Fliichendiagonale11 und Raumdiagona/en, 
je nachdem, ob die beiden nichtbenachbarten Ecken, die durch cine Diagonale miteinander verbunden 
werden, ein und derselben Begrenzungsflache des KOrpers angehOren oder nicht. Der Quader hat 
12 Fl3chendiagonalen, von denen je vier gleich Jang sind, und vier Raumdiagonalen von unterein
ander gleicher Lange. Die Langen s3.mtlicher Diagonalen kOnnen als Langen von Hypotenusen 
rechtwinkliger Dreiecke mit Hilfe des Satzes von Pythagoras berechnet werden (Abb. 8.2-7). Sind 
a, b, c die Langen der drei Quaderkanten, so gilt fur die Fl3.chendiagonalenHi.ngen /1, /2, /3: 

/, = v'a' + b', /2 =Va'+ c', /, = �'b'+�. 
Die Lange d der Raumdiagonalen JaBt sich als Lange der Hypotenuse in rechtwinkligen Dreiecken 
berechnen, deren Katheten jeweils eine Flachendiagonale und die zu deren Berechnung nicht ver
wendetc dritte Kante sind: 

d=l1/j-c2 = I /j +b2= 1 /i +a2
= I a2 -Lb2 +c2• 

8.2-7 Liinge der Raumdiagonalen des Quaders 

8.2-8 Orei Diagonalebenenpaare des Quaders 

Die vier Raumdiagonalen des Quaders bilden sechs Diagonalebenen, die den Quader in recht
eckigen Schnittftachen schneiden (Abb. 8.2-8). Diese Rechtecke sind paarweise kongruent und 
werden von FJachendiagonalen und Kanten des Quaders begrenzt. Ihre Flacheninhalte D1, D2, D1 

sind: 
D1 = c/1 = clla2 + b2; D2 = b/2 = bVa2 + c2; D1 = a/1 = aVb2 + c2• 

Langen der Fliichendiagonalen 

Langen der Raumdiagonalen 

Quader 

/, = Va'+ b1, /2 =Va'+ c'.f, =Vb'+ c1 

d= Va'+ b1 + c1 

Wi.irfel 

/= a{i 

d=a{l 

Diagonalen des Wiirfels. Fi.ir die Langen der Flachendiagonalen und der Raumdiagonalen und fur 
die Flacheninhalte der Diagonalschnitte erhalt man wegen a = b = c beim WUrfel: 

I, = I, = I, = I= Va' + a' = v� = a Vi:; d = Va' + a' + a1 

= VJa' = a� :i und D, = D, = D, = D = a· I = a Va' + a1 = av�= a1 1 2. 

Zwischen Kantenlange a, Flachendiagonalenlange / und Raumdiagonalenlange d besteht somit 
beim Wurfel die Proportion a:/: d =a: a Vi:: a V:i =VI: Vi:: V:i. 

Mittelpunkt. Fi.ir Quader und WUrfel gilt gleichermallen: Alie Raumdiagonalen schneiden cinander 
in genau einem Punkte Mund halbieren einander. M heiBt auch Mittelpunkt des betreffcnden KOrpers 
und ist zugleich Scl,werpunkt eines quader- oder wi.irfelformigen KOrpers mit homogencr Masse. 
Schlief31ich ist M gemeinsamer Mittelpunkt der einem Wi.irfel um- und einbeschricbenen Kugcln. 
Die Lange des Radius der umbeschriebenen Kugel ist glcich dcr halben Lange der Raumdiagonalc, 
d. h., r = (a/2) · V3, die Lange des Radius der einbeschriebenen Kugel ist gleich der halben Kantcn
llinge, d. h., 9 = a/2. 
Schnitt durch den Wiirfel. Durch den Wiirfel kann ein ebener Schnitt so gefuhrt werden, daG sich als 
Schnittftache ein regelm3.Biges Sechseck ergibt. Oabei fallen der Mittelpunkt des WUrfels mit dem 
des Sechsecks und die Ecken des Sechsecks mit den Mitten derjenigen sechs Wiirfelkanten zusammen, 
die in cinem Zug umlaufen werden kOnnen und von denen niemals drei in einem gemeinsamen Quad rat 
liegen (Abb. 8.2-9). Oieses regelmiiOige Sechseck besteht aus sechs gleichen glcichseitigen Drciecken 
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mit der Seitenlange s = 1/ia Vi, das ist die Halfte der Liinge der Flachen
diagonale des Wtirfels, und dem Fliicheninhalt A = ¼ s1 1/i FUr den 
Fl3.cheninhalt der Schnittft3.che gilt: 

S = 6 · A = 6 · ¼ · s' V:i = 3 /, s2 V 3 = ¼ a' J,J. 

8.2-9 Rcge\ma.Biges Sechseck als ebener Schnitt eines Wtirrcls 

8.3. Prisma und Zylinder 

Allgemeines 
Prisma. Gleitet cine Gerade, ohne ihre Richtung zu veriindern, im Raum an den Begrenzungslinien 
eines ebenen n-Ecks mit n = 3, 4, ... entlang, so beschreibt sie cine prismatische Fliiche; geht sic durch 
eine Ecke des n-Ecks, so stellt sic jeweils cine Kanre dieser Fliiche dar. 
Das n-Eck kann als Schnitt einer Ebene gedeutet werden, die die prismatische Fliiche in alien Kanten 
schneidet. Wird cine zweite Ebene parallel zur ersten durch die prismatische Ftache gelegt, so ent
steht ein zweites 11-Eck, das dem ersten kongruent ist und mit ihm und mit dem zwischen ihnen lie
genden Abschnitt der prismatischen Fl3.che einen Teil des Raumes vollst3.ndig einschlieOt. Man be
zeichnet diesen Korper als Prisma [griech .• das Gesiigte]. die beiden n-Ecke als Grund/fiichen bzw. 
Grund- und Deckffiiche und den zum Prisma gehOrigen Tei! der prismatischen Flache als Mantel des 
Prismas. Die Abschnitte der Kanten der prismatischen Fl3.che, die gleichliegende Ecken der Grund
ft3.chen miteinander verbinden, nennt man Seitenkanten im Unterschied zu den Grundkante11, die den 
Seiten der Grundfl3.che entsprechen. Das n-seitige Prisma hat n Seitenkanten und 2n Grundkanten, 
insgesamt 3n Kan ten. Alie Seitenkanten sind gleich lang und je zwei Grundkanten einander parallel 
und gleich grof3. Die innerhalb der Seitenfl3.chen parallel zu den Seitenkanten verlaufenden Geraden 
heiBen Ma111ellinien des Prismas. Unter der HOhe eines Prismas versteht man den Abstand zwischen 
Grund- und Deckft3.che. 
Steht cine der Seitenkanten auf einer der Grundfl3.chen senkrecht, so stehen a/le Seitenkanten auf 
beiden Grundfl.3.chen senkrecht. Ein solches Prisma heiBt gerade, alle anderen schief 
Die Seitenft3.chen eines geraden Prismas sind Rechteckfl3.chen. Sind die Grund- d 
fl3.chen eines geraden Prismas regelm3.Bige n-Eckfl3.chen, so heiOt auch das Prisma :' 
regelmiiftig. Die Seitenftachen sind dann kongruente RechteckfHi.chen. Die 
Gerade, die durch die Mittelpunkte der Grundfl3.chen, die Schnittpunkte dcr ,,,--/-------···· ·
Mittelsenkrechten auf den Seiten, eines regelm3.0igen Prismas geht, heiBt Ac/1:w. 
jeder die Achse enthaltende ebene Schnitt durch das Prisma Achsenschnitt. Ein S.J-I Schiefes schiefes vierseitiges Prisma mit einer Parallelogrammflache als Grundfltichc Parallelepiped 
(Abb. 8.3-1) heiBt Parallelepipedon oder Parallelepiped [griech.], Parallelflacl, 
oder Spat. 

Zylinder. Gleitet im Raum eine Gerade, die Erzeugende. ohne ihre Richtung zu ver3.ndern, langs einer 
gekrO.mmten Linie, der Leirkurve, so beschreibt sie eine Zylinderffilche. Ein Zylinder ist der KOrper, 
der von einer Zylinderftache mit gesch/ossener Leitkurve und zwei Ebenen begrenzt wird, die zuein
ander, aber nicht zur Erzeugenden parallel laufen. Die Strecken der Erzeugenden zwischen den 
parallelen Ebenen heiOen Manrellinien und haben dieselbe Lange. Das StOck der Zylinderfl3.che 
zwischen den parallelen Ebenen ist der Mantel des Zylinders. Die Grund- und die Deck/fiiche, die von 
der Zylinderfl.3.che aus den parallelen Ebenen ausgeschnitten werden, sind einander kongruent. 1hr 
senkrechter Abstand ist die HOhe des Zylinders. Jeder Zylinder hat mindestens zwei Kanten im 
weiteren Sinne, die Begrenzungslinien der Grund- und der Deckflache. Hat in jedem Punkte dieser 
Kanten der Winkel zwischen Grund- oder Deckfl.3.che und dem Mantel die GrOOe 90°, so heiBt der 
Zylinder gerade, in alien anderen Fallen schief 
Je nach der Art der Grundfl3.che unterscheidet man verschiedene Arten von Zylindern. 1st die Grund
flache speziell eine Kreisfl.3.che, so spricht man von einem Kreiszylinder. Der gerade Kreiszylinder wird 
auch Dreh- oder Rotationszylinder oder Walze genannt. 
Denkt man sich aus einem aus festem Material bestehenden Zylinder einen kleineren Zylinder so 
ausgebohrt, daO die Grundfl3.chen der beiden Zylinder konzentrische Kreisflachen bilden, so bleibt 
als RestkOrper ein Hoh/zylinder. Hohlz/lin:.1er finden in der Technik vielfache Anwendung, z. B. als 
Beh3.lter von Gasen und Flussigkeiten, z. B. als Gasometer, Benzinbehiilter ojer Tankwagen, z. T. 
auch von festen Stoffen, z. B. als Silo fur Futter. Rohre sind Hohlzylinder sehr groBer Lange; sic 
dienen z. B. dem Transport van Gasen oder Flllssigkeiten. 
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Oberfliiche 
Prisma. Aus dem Oberflachenmodell eines Prismas 
gewinnt man dessen Netz oder umgekehrt aus dem 
Model! des Netzes das Oberflachenmodell in ana
loger Weise wie fur Quader und WUrfel. Abb. 8.3-2 
zeigt das Netz eines sechsseitigen regelma/ligen 
Prismas. 
Zylinder. Beim Oberfl3.chenmodell eines Zylinders 8.3-2 Netz eines sechssci1igen regelmiiOigen 
sind die Schnitte entlang einer Mantellinie und Prismas 
den Grundkanten zu fuhren. Der Mantel z. B. eines 
geraden Kreiszylinders 13.0t sich dann so in cine 
Ebene abwickeln, wie es Abb. 8.3-3 in drei Phasen zeigt. Sein Netz bestcht aus den beitlen kreis
formigen Grundfl3chen und aus einer Rechteckfl3.che mit der Mantellinie s als H0he und dem Um
fang 'brr der Grundfliiche als Seite (Abb. 8.3-4). Der in eine x, y-Ebene abgewickelte Manie! cines 
von einer Ebene unter dem Winkel der Grbl3e E geschnittenen Drehzylinders (Abb. 8.3-5) wird von 
zwei vertikalen Geraden sowie von einer horizonlalen Geraden und einer Sinuslinie begrenzt. Grund
s3tzlich ist jede Zylinderfliiche abwickelbar. FUr die praktische Darstellung setzt schon die Abwick
lung des geraden Kreiszylinders die Rektifizierung des Kreisumfangs voraus. Eine Approximation 
bis auf 0,002 % liefert die nach Abb. 8.3-6 leicht mit Zirkel und Lineal durchzufuhrendc Konstruk-
tion, die A. KocHANSKY 168S angegeben hat; durch sie wird :"? naherungsweise gleich Vu 1/3 - 21 J 
gesetzt. 

8.J-3 Mant.el eines geraden Kreiszylindcrs 

1x 

8.J-5 Schier geschnittener Drehzylinder 

2,rr 

8.J-4 Netz cines geraden K reisz}'lindcrs 

8.J-6 Naherungskonstruktion zur Rckti• 
fiz.ierung dt:s Kreisumrangs 
nach KOCHANSKY 

Der Inhalt Oder Oberflache eines beliebigen Prismas oder Zylinders kann aus der Grund- und der 
Oeckfl3chengrb0e G und dem Mantelinhalt M berechnet werden. Die erhaltene Formel la.8t sich je 
nach Bedarf spezialisieren. 

Oberflacheninhalt fur Prisma und Zylinder O = 2G + M 

Beispiel J: Der Jnhalt der Oberflache des rcgclmi8igco sechsseitigen Prismas 13.0t sich aus den 
Langen von Grundkantc a= 3 cm und Hohc h = 4 cm bcrechncn. Es ist G = (3a2/2) · VJ und 
M = 6 · ah, dcmzufolgc O = 2(3a2/2) VJ+ 6ah = 3a' VJ+ 6ah = 3a(a VJ+ 2h). 
Nach Einsetzen der gegebenen GrbOcn erhilt man O Al:! 119 cm2• 
Beispiel 2: FUr den Oberflicheninhah eines Stahlbo17.Clls von kreisfdnnigem Querschnitt mit den 
L.ingen d = 50 mm fur den Durchmesscr und h = 60 mm.fur die H0he erha.lt man: G = ·1uf2/4 
und M = ndh, dcmzufolgc O = 2(nd2/4) + ,rdh = nd(d/2 + h) und nach Einsctzen dcr scgcbcnen 
Werte O = 4250 n mm2 Al:! 133,52 cm2 • 
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Ca�alierisches Prinzip 
Zurn Berechnen des Volumens eines Prismas oder eines Zylinders benutzt man das 1629 von C..wA
LIERI, einem Schuler von Galilei, verOffentlichte Prinzip. 
Cavallerlsches Prinzlp: Kikper mlt lnbalhllelchem Querschaltt la glelcbea Hilben baben gleicbes 
Volumea - und spezlell: Prbmea bzw. Zyllade< mlt 1lelcb an,8er Grundfticbe und Hiihe baben 
glelcbea Raumlabalt. 

Der Satz liiBt sich mit elementaren Mitteln plausibel machen, wenn man einen KOrper aus prismati
schen Platten geringer Htihe aufbaut und danach durch Verschieben der Platten dem KOrper bei 
offenbar demselben Rauminhalt cine andere Gestalt gibt (Abb. 8.3-7). Die Grundftiichen der Teil
kOrper sind die Schnittftachen, die in gleicher HOhe gleichen Fliicheninhalt haben. Jc geringer die 
HOhe des TeilkOrpers ist, um so mehr niihert sich die zuniichst treppenformige seitliche Begrenzung 
des KOrpers einer durch eine stetige Funktion zu beschreibenden Flache; aus einem Stapel von gleich 
groBen kreisformigen Blattern mOglichst dilnnen Papiers la.Bt sich z. B. ein schiefer Kreiszylinder mit 
groBer Annaherung darstellen. Durch Grenzbetrachtungen kann daraus mit den Mitteln der lnte
gralrechnung ein Beweis des Satzes gewonnen werden (vgl. Kap. 20.4. - Volumenberechnung von 
KOrpern). ---·1------------�--
___ _ ______ q _____
8.J-7 Zur Veranschaulichung des Cav;]ierischen Prinzips 

8.3-8 Volumenberechnung nach dcm Cavalicrischen Prinzip 

Bezeichnet man die Grundf[Ochen;nhalte von Prisma und Zylinder mit G, die K6rperhiihe mit I,, so 
ergibt sich fur das Volumen V beliebiger prismatischer oder zylindrischer KOrper V = G · J, 
{Abb. 8.3-8). 
Oaraus erhalt man z. B. fur das regelnuijlige dreiseitige Prisma mit der Grundkantenl3.nge a und der 
Hohe h, da der Grundflacheninhalt G = {a2/4) V:i ist, das Volumen V = (a 2h/4) V:i. 

Volumen von Prisma oder Zylinder V = G · h 

Volumen des Kreiszylinders V = nr2h = (n/4) d2 • h 

FUr das regelmiijlige /Unfseitige Prisma ist G = 5 · (a2/4) cot 36° und V = 
5/4 • a2h · cot 36°. 
Grund- und Oeckfl3che eines Hohlzylinders (Abb. 8.3-9) sind kongruente 
Kreisringe mit dem Fl.iicheninhalt G = nr 1 - nr l; der innere und der .iiuBere 
Mantel sind Rechtecke mit den Fl.iicheninhalten M, = hr2h, M0 = '21tr1h; 
die Oberfliiche hat danach den lnhalt 
0 = 2G + M, + M, = 2"(r 1 + r2) (r1 - r2) + 2"r1h + 2"r2h 

= 2"{r1 + r2) (r1 - r2) + 2,-.(,1 + r2) h. 

Das Volumen des Hohlzylinders erh.iilt man, indem man die Differenz zwischen 
dem Volumen V

0 
des auBeren und dem Volumen v, des inneren Zylinders 

bildet, V= V, - V, = G,h - G2h = G · h. 

8.4. Pyramide und Kegel 

Allgemeines 

8.3·9 
Hohlzylinder 

Pyramide. Gleitet ein von einem resten Punkt S des Raumes ausgehender Strahl an den Begrenzungs
linien eines ebenen n-Ecks mit n = 3, 4, .. entlang, in dessen Ebene der Ursprung S des Strahls llicht 
Jiegt, so beschreib� der gleitende Strahl eine Pyramidenftache. Die Strahlen nach den Ecken des 
n-Ecks sind Kanten der PyramidenHache. 
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Die n-Eck-Fliiche schlieOt zusammen mit dem zwischen ihr und dem Punkt S liegenden Teil der Py
ramidenflache einen vollstandig begrenzten Raum ein i dieser geometrische KOrper wird Pyramide 
genannt (Abb. 8.4-1). 
Die n-Eck-Flache heiOt Grundfliiclre, der Punkt S Spitze, der zum KOrper gehOrende Teil der Pyra
midenfliiche Mantel der Pyramide. Die Kantenabschnitte der Pyramidenftache, die zwischen den 
Ecken der Grundfl3.che und der Spitze S liegen, heiBen Seitenkanlen der Pyramide, zum Unterschied 
von den Grundka,iten, die den Seiten der Grundfliiche entsprechen. Die n-seirige Pyramide hat 11 
Seitenkanten und II Grundkanten, insgesamt also 2n Kanten, sowie II Dreieckfliichen als Seiten
fliichen. Die in den Seitenfliichen von beliebigen Punkten der Grundkanten nach der Spitze S ver
laufenden Geraden heil3en Mamelli11ie11 der Pyramide. 

8.4-1 Pyramide 8.4-2 Gerade und schiere quadratische Pyramide 

s, 

lh 
I 
I 
I 
I 

--1-

Unter der HOhe einer Pyramide versteht man den Abstand zwischen Spitze und Grundftachenebene, 
der meist durch das von der Spitze auf die Grundftachenebene gefallte Lot dargestellt wird. Es durch
stOllt die Grundflachenebene im HOhenfullpun.kt S'. Dieser und damit die HOhe kOnnen auch auOer
halb der Grundftiiche bzw. der Pyramide liegen (Abb. 8.4-2). 
Die Grundftache einer regelmiiftigen Pyramide ist cine regelmii6ige n-Eck•Fliiche; fallt der HOhen
fuBpunkt mit dem Mittelpunkt der Grundfl3.che zusammen, so hei6t die Pyramide gerade, alle ande
ren Pyramidenformen heiOen schief Die Seitenflachen von regelmii6igen geraden Pyramiden sind 
kongruente gleichschenklige Dreieckftiichen. Die Gerade durch die Punkte S und S' ist die Achse 
der geraden Pyramide, jeder die Achse enthaltende ebene Schnitt durch die Pyramide ein Achsen
schnill. Das regelmii6ige Te1raeder ist cine Pyramide, deren Grund- und Seitenftachen gleichseitige 
Dreieckfl3.chen sind. 
BerOhmte Grabst3.tten alt3.gyptischer KOnige sind gerade quadratische Pyramiden; am bekanntesten 
sind die Pyramiden, die am sOdlichen Rand Kairos bei Giseh liegen. Die Grol3e Pyramide hat eine 
Grundkante von 227 m Lange und cine HOhe von 137 m. 

Kegel. Ein <lurch einen festen Punkt S des Raumes gehende und langs einer gekrOmmten Linie, 
der Leitkurve, gleitender Strahl, die Erzeugende, beschreibt cine Kegelfliiche. Der Kegel ist ein KOrper, 
der von einer Kegelfliiche mit geschlossener Leitkurve und einer Ebene begrenzt wird, die nicht durch 
Punkt S geht. Die Kegelfliiche schneidet aus der Ebene die Grundfliiche aus. Der Punkt S hei(}t 
Spitze des Kegels, sein Abstand von der Grundfliiche HOhe. Der Mantel des Kegels ist der Teil der 
Kegelflache zwischen Spitze S und Grundfliiche. Die StOcke der Erzeugenden auf ihm sind die 
Mantellinien. Man spricht zuweilen von einem Doppelkegel, wenn die Kegelftache mit geschlossener 
Leitkurve von einer Geraden erzeugt wird, die in jeder Lage den festen Punkt S enthalt. Der Kegel
mantel wird dann von zwei zueinander parallelen Ebenen auf verschiedenen Seiten der Spiize S 

geschnitten (Abb. 8.4-3). Die beiden Grundfliichen sind einander 3hnlich, die Summe der HOhen ist 
der Abstand der parallelen Ebenen voneinander. Je nach Art der Grundflache unterscheidet man 
Kreiskegel, ellip1ische Kegel und andere Kegelformen. Hat die Grundftache einen Mittelpunkt S' 
und liegt die Spitze S senkrecht Ober S', so hei6t der Kegel gerade, in anderen Fallen zum Unterschied 
vom geraden schief Der gerade Kreiskegel kann durch Ro1ation der Fliiche eines rechtwinkligen 
Dreiecks um cine seiner Katheten erzeugt werden. Genau fur diesen Kegel sind alle ebenen Schnitte 
durch die Hohe kongruent (Abb. 8.4-4). 
Als Beispiele von Kegelformen in der Teclmik seien genannt: Turmd3cher, Teile von Geraten und 
Beh3ltern, z. B. der untere Teil des Zementsilos, Teile von WerkstOcken, bei Kraftfahrzeugen Kegel
ventile, Kegelkupplung (vgl. Tafel 20 und 21 ). Aber auch in der Natur gibt es kegelformige Gebilde: 
Viele Berge vulkanischen Ursprungs zeigen ebenso die Gestalt eines SchOttkegels wie ein Haufen, 
der aus langsam rinnendem Sand oder Erdreich entsteht. 



8.4-3 Kegelftache und Doppelkegel 

8.4. Pyramide und Kegel 209 

s 

8.4-4 Gerader Kreiskegel 

8.4-5 Netz einer 
quadratischen 
Pyramide 

8.4-6 Abwickcln des Mantels cines geraden Kreiskegels 

Oberfliche 

Aus dem Oberfliichenmodell einer Pyramide gewinnt man ihr Netz, indem man sie etwa tangs einer 
Seitenkante und aller Grundkanten bis auf cine oder langs s3.mtlicher Seitenkanten aufschneidet 
und die Seitenflachen in die Grundfl3.chenebene umklappt. Abb. 8.4-5 zeigt das Netz einer quadrati
schen Pyramide. Beim Oberftiichenmodell eines Kegels sind die Schnitte liings einer Mantellinie und 
der Grundkante zu fuhren. Der Mantel eines geraden Kreiskegels z. B. liiBt sich iihnlich wie der eines 
geraden Kreiszylinders in cine Ebene abwickeln. Es entsteht bier ein Kreissektor (Abb. 8.4-6). Das 
Netz des geraden Kreiskegels besteht aus dem Kreissektor, dessen Radius e die Lange s der Kegel
mantellinie und dessen Bogen b die Lange Ctr des Kegelgrundkreisumfanges hat, sowie aus der 
kreisformigen Grundflache des Kegels selbst. Fiir den Flacheninhalt M des Mantels erh3.lt man 
M: ne2 = b: 'brp, M = brl/('le) = 'btrs/2 = nrs. Hat die H0he des Kegels die Lange h, so gilt 
s=Vr 2 +h2 . 

Flacheninhalt des Mantels vom geraden Kreiskegel M = nrs 

Bezeichnet man die Inhalte der Oberflache einer beliebigen Pyramide oder eines beliebigen Kegels 
mit 0, den der Grundflache mit G und den des Mantels mit M, so erh3.lt man O = G + M. 
Je nach Art des K0rpers kann man diese Beziehung nach Bedarf spezialisieren. Fiir den lnhalt der 
Oberflache eines regelm3.6igen Tetraeders mit der Grundkantenlange a z. B. gilt wegen M = 3G 
und wegen G = (a2/4) · VJ die Formel O = 4G = 4 · (a2/4) · V3 = a2 Vi 
Filr die Aufgaben, den Bogen s eines Kreises mit dem Radius r und dem zugeh0rigen Zentriwinkel 
der Gr0Be rp auf einem Kreis mit dem Radius e 
abzuwickeln, liefert die in Abb. 8.4-7 angegebene 
Konstruktion von Nikolaus CUSANUS (1401-1464) 
eine hinreichende N3.herung, wenn die Gr0Ben 
rp und 11' der zu beiden B0gen geh0rigen Zentri
winkel kleiner als 45° sind. 

8.4-7 Konstruktion· einander entsprechender Kreis
b6gen nach CusANUS � 

s b 

e Q q r r r 

Qlf=r<p 
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Rauminhalt 
Um das Cavalierische Prinzip auf Pyrarniden anwenden zu kOnnen, legt man einen ebenen Schnitt 
parallel zur Grundfl3.che durch die Pyramide. Die Schnittfl3.che ist der Grundfl3.che 3.hnlich. 1hr Ab
stand h' von der Spitze soil kleiner sein als die HOhe h der Pyramide. Nach dem Strahlensatz stehen 
die L3.ngen aller in Schnitt- und Grundflache einander entsprechenden parallelen Strecken s' und s 
im Verh3.ltnis s': s = h': h, die Inhalte A' und A diescr Fl3.chen also im Verh3.ltnis A': A= h'2: h1. 
Dk /111,oh• _, Gr,mdffache einer Pyramkk ,md eiMr zM /Ju paralklffl &lmitt/16che .,,,,lu,Jtm ,/cir 
wk du uodrote tkr z111elr6rigen Absta vo pi�tz�•�•�r�R�6/re�n�.-------

Nach dem Cavalierischen Prinzip ergibt sich hieraus: 

11-Volumen. 

Wcgen der stets mOglichen fl3chengleichen Verwandlung der Grundflache in cine Dreieckflache oder 
wegen der stets mOglichen Zerlegung der Grundflache in Dreieckflachen gem1gt es, das Yolumen einer 
dreiseitigen Pyramide zu berechnen. 
Du Vol- elaer drelsel"'

tlp,l
c:--Pynm

=--.lde""""'
ls

cct"'ela-c-.Drl;c-:-:tt-,.e"""I iei-::-- ""'"lt'"'ohiiia--_-.dei-.P'"',ioiiiw;c--
du

:-
gl

..,..,
elcb

,-,...
an,lle
-

Gnmdllldle 1111d Hilbe •=------

Wie Abb. 8.4-8 zeigt, 138t sich das dreiseitige 
Prisma durch zwei ebene Schnitte in drei volu
mengleiche Pyramiden zerlegen. Die beiden 
rechten haben Grund- und Deckfl3che des Pris- A 
mas zu Grundfliichen, IL,DEFI = IL,ABCI. und 
die Hohc des Prismas zur Hohe, 1B£1 = ICFI. Die 
beiden linken aberhaben wegen IL,ACFl=IL,AFDI 
gleich groBe Grundflachen, und fur beide ist der 
Abstand des Punktes B von der Seitenftache ACFD 
Hohc. 
Sind also G der lnhalt der Grundftache und h die 
HOhe einer Pyramide, so hat sie das Volumen O 

V = G · h/3. 

V, 

I Rauminhalt der Pyramide I V = G · h/J I 8.4-8 Zerlegung eines dreiseitigen Prismas in drei 
Im Cavalierischen Prinzip kommt es nur auf die drciseitige Pyramiden 
Gleichheit des Fliicheninhalts paralleler Schnitte, 
nicht auf die Gestalt dieser Schnitte an. Der Kegel darf als spezielle Pyramide mit dem Grundflachen
inhalt G = nr2 angesehen werden. 

K<1•l mil glelcb groller Gnmdlliche uncl glelcher Hillle i.bea du glelcbe Volmnen. 

Das Volumen eines Kegels ist ein Drittel des Volumens des Zylinders, dessen Grundflache und HOhe 
ebenso gro8 sind wie die vom Zylinder. 

I Rauminhalt des Kegels I V = (7</3) r 2 • h = ("/ I 2) d' · h I 

Pyramidenstumpf und Kegelstumpf 

Ein Pyramidenslumpf ist ein ebenfliichig begrenzter KOrper, dessen Grund- und Deckfl:iche parallel 
sind und dcssen Seitenkanten sich in einem Punkt S auflerhalb des KOrpers schneiden (Abb. 8.4-9). 

Ein Pyramidenstumpf kann stets durch 
Aufsetzen einer Ergtinzungspyramide zu 
einer Pyramide vervollstandigt werden. 
Sind G 1 und h 1 die GrOBen fur die Basis
flache und fur die HOhe der ergiinzten 
Pyramide, G2 und h2 die entsprechenden 
GrOBen der Erganzungspyramide, so sind 
h = h1 - h2 die HOhe und G 1 und G2 

die Fl3.cheninhalte der Basis- bzw. der 
Oeckflache des Pyramidenstumpfs. Dieser 
heiBt schief. gerade oder regelmGftig, je 
nachdem, ob es auch die zugehOrige 

8.4-9 Pyram.idenstumpf Erg3nzungspyramide ist. 
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Jnhalt der Oberfliiche des Pyramidenstumpfs O = G 1 + G1 + M 

Der lnhalt O seiner Oberfl3.che setzt sich aus G 1 , G2 und der Mantelfl3che M zusammen, die aus 
n Trapezfliichen besteht, wenn die Grundfliiche cine n-Eck-Fliiche ist. Der Pyramidenstumpf hat dann 
2n Grundkanten und n Seitenkanten. Von einem quadratischen geraden Pyramidenstump/ mit den 
Grundkantenliingen a und b sind die Seitenfliichen gleichschenklige Trapeze; ist ihre H0he 
� = Vh' + (a - b)2/4, so erhiilt man fiir den In
halt seiner Oberfliiche O = a2 + b2 + 4� ·(a+ b)/2 
= a2 + b2 + 21}(a + b). Aus einem Kegel ent
steht entsprechend durch einen Schnittparallel zur 
Grundfliiche ein Kegelstumpf (Abb. 8.4-10). Sein 
Mantel la.Bt sich abwickeln. Sind r1 , h1 und s 1 die 
Langen von Grundkreisradius, H0he und Mantel
linie eines geraden Kreiskegels, r2 , h2 und s i die 
entsprechenden Langen des abgeschnittenen Er
g3.nzungskegels. so hat der gerade Kreiskegelsturnpf 
als Restk0rper die H0he h = h1 -h2 und die Man
tellinie die Llinge s = s 1 - Si . Nach dem Strah-
lensatz gilt dabei ineinern Achsschnittr1 :r2=s1 :s i 

8.4-io Kegclstumpf 
bzw. durch Anwendung der korrespondieren-
dcn Subtraktion (r 1 - r2 ): r1 = s: St bzw. (r1 - r2 ): r2 = s: s 2 . Mit s 1 = sr 1 /(r1 - r2 ) und 
s2 = sri/(r1 - r2 ) erhalt man danach M = ns 1r1 - nsiri = ns(r, + r2 ) fur den Inhalt M der 
Mantelftache und O = nrf + nri + ns(r1 + r2 ) fur den lnhalt der Oberftache des geraden Kegel
sturnpfs. 

lnhalt der Mantelflliche M und der Oberflache O des geraden Kreiskegelstumpfs 

Volumen. Sind G1 und h1 die Gr013en fur den Inhalt der Grundflliche und fur die H0he der erglinzten 
Pyramide, G2 und h2 die fur Grundftitche und H0he der Erglinzungspyramide, so ist V 
= (G1h 1 - Gih2 )/3 das Volumen des Pyramidenstumpfs. Da sich die lnhalte paralleler Schnitt
fllichen wie die Quadrate ihrer Abst3.nde von der Spitze verhalten. gilt h 1 : hi = VGi: VGi. Sctzt 
man h= h1 -hi , so erhlilt man durch korrespondierende Subtraktion hieraus h1 = h VGi/(VGi-VGi) 
und h, = h VG,/(J/G, - Va,). Fur das Volumen des Pyramidenstumpfs ergibt sich dann 

V = _Ii_. G, VG. - G,VG, h G! - G, Vc;,G, + G, VG,G, - Gl 
3 VG, - VG, 3

. 
G, - G, 

= (h/3) (G, + VG,G2 + G,). 
Eine entsprechende Beziehung ergibt sich fur den Kegelstumpf aus G1 = nrf und G2 = nrf. 

Volumen, exakt Volumen, angen3.hert 

Pyramidenstumpf V = (h/3) (G, + VG,G2 + G2 ) v.,, h · (G, + G,)/2 

Kegelstumpf V = (,ih/3) (rl + ,,,, + rl) V"" (nh/2) (rr + rl) 
Vs; (,ih/4) (r, + r2 )2 

oder 

Mit den angefuhrten Niiherungsformeln erhalt man in praktischen Berechnungen oft Ergebnisse aus
reichender Genauigkeit. Diese Ergebnisse sind um so genauer, je mehr der Pyramidenstumpf der 
Form eines Prismas zustrebt (G1 i::::::i G2 ) bzw. der Kegelstumpf der Form eines Zylinders (r1 � r2 ). 
Die beiden erstgenannten NliheruRgsformeln liefern stets etwas zu groBe, die andere stets etwas zu 
kleine MaBzahlen im Ergebnis. 

8.5. Polyeder 

Eulerscher Polyedersatz 
Sind K0rper nur von ebenen Flachen begrenzt, so werden sic Ebenfliichner, ebenfliichige KOrper, 
Vieljliichner oder Polyeder genannt; Wilrfel, Quader, Prisma, Pyramide und Pyramidenstumpf 
sind Polyeder. 



212 8. Stereometrie 

Ein Polyeder heiBt konvex oder Eulersches Polyeder, wenn die Verbindungsstrecke von zwei beliebigen 
seiner Punkte stets nur Punkte aus dem Innem des Polyeders enthiilt. Nach EULER ist auch der 
Polyedersatz benannt, den vermutlich schon ARCJUMEDES und mit Sicherheit DESCARTES kannten. 

Eul..- Polyedenatz: 1st • die Amalll der Ecken, / die Amalll der Flicben und k die Anzahl der 
-Kllllten elaes koave:w:en Polyeders, so gilt • + / - k = 2. 

Um die Zahl E = e + f - k im Eulerschen Polyedersatz zu bestimmen, stellt man sich das Polyeder 
als ein mit einer Gummihaut ilberzogenes Stabmodell vor, in dem cine Begrenzungsfl.3.che ausge
schnitten ist. Fiir die Anzahl q, = f - 1 der noch vorhandenen Fl3.chen gilt E = e + rp + 1 - k. 
Breitet man die restliche Oberfliiche einschichtig in cine Ebene aus, so iindern sich die Kantenliingen 
und die Winkel, nicht aber e, rp und k. In dem erhaltenen Sch/egeldiagramm des Polyeders 
(Abb. 8.5-1) kann jede der <p Flachen durch Diagonalen in Dreiecke zerlegt werden. Durch jede 
Diagonale wachsen k und <p um I, d. h., E bleibt konstant. Entfernt man dann vom Rande her jeweils 
von einem Dreieck eine Kante, die nicht gleichzeitig einem anderen Dreieck angeh0rt, so nehmen 
<p und k um je I ab, und £ bleibt konstant. Entfernt man eine Kante mit einer Ecke, die keiner 
Flache mehr angehOren, so nehmen e und k je um I ab, und £ bleibt konstant. Durch wiederholte 
Anwendung beider Schritte bleibt schlieBlich nur ein Dreieck ilbrig, fi.ir das gilt e = 3, k = 3 und 
q; = I oder £ = e + cp + I - k = 2. Somit gilt der Eulersche Polyedersatz allgemein. 

RegelmiiBige Polyeder 

8.5-1 Ebenes Netz eines Wilrfelszum 
Beweis des Eulerschen Polyedersatzes 

Die fiinf regelmi8igen Polyeder. Ein konvexes Polyeder hei8t reguliir oder regelmiij)ig, wenn es von 
regelmaBigen kongruenten Polygonen begrenzt wird und in jeder Ecke dieselbe Anzahl von Kanten 
zusammentreffen. Die fi.inf K0rper dieser Art bezeichnet man auch als platonisch oder kosmisch 
(Abb. 8.5-2). 
Nach dern Satz, daB die Summe der GrOBen aller Kantenwinkel einer Ecke kleiner als 360° ist, kann 
es hOChstens fi.inf regelmiBige K0rper geben: I. Bei Begrenzung des Polyeders durch Flachen gleich
seitiger Dreiecke kann eine Ecke, da ihre Kantenwinkel je 60° messen, nur aus drei oder vier oder 
fiinf Seitenflachen gebildet sein; fi.ir sechs Seitenflachen ware die Summe der Kantenwinkelgr0Ben 
bereits 6 · 60° = 360°. 2. Bei Begrenzung des Polyeders durch Quadratftachen mit dem Kantenwinkel 
tier Gr0Be 90°, und 3. durch Flachen rege/mO.j)iger Fiinfecke mit dem Kantenwinkel der Gr0Be 
I 08° kann eine Ecke nur aus drei Seitenflachen gebildet sein. Eine Begrenzung durch Flachen regel
ma0iger Sechsecke mit dem Kantenwinkel der Gr0Be 120° ist nicht m0glich, da 3 · 120° bereits nicht 
mehr kleiner als 360° ist. 
Aus diesen Oberlegungen folgt, dafl es nicht mehr als funf Arten regelmaBiger K0rper geben kann. 
Da die in der folgenden Ta belle angefuhrten funf regelma0igen K0rper existieren, gibt es genau diese. 

begrenzende Fl3.chen Anzahl der Anzahl der regelmalliger K0rper 
Seitenftachen 
einer Ecke Ecken Fla- Kan-

chen ten 
e I k 

gleichseitige Dreiecke 3 4 4 6 Tetraeder 
gleichseitige Dreiecke 4 6 8 12 Oktaeder 
gleichseitige Dreiecke 5 12 20 30 Ikosaeder 
Quadrate 3 8 6 12 Hexaeder 
regelmaBigc FUnfecke 3 20 12 30 Pentagondodekaeder 

Die einbeschriebenen und die umbeschriebenen Kugeln sind ein wichtiges Merkmal dieser Klasse von 
K0rpem, denn der Mittelpunkt eines regelmiilligen Polyeders ist zugleich der gemeinsame Mittelpunkt 
der erwiihnten Kugeln. Die Oberfliiche der umbeschriebenen Kugel geht durch alle Ecken des Poly
eders, die Oberfl.3.che der einbeschriebenen Kugel berilhrt jede Seitenfl.3.che in ihrem Mittelpunkt. 
Dara us folgt: •Die in den Mittelpunkten der Seitenftachen errichteten Senkrechten schneiden einander 
im Mittelpunkt des Polycders. 
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8.5-2 Die funf regelmiirligen KOrpcr und ihre Nc1ze: a) Tetraedcr oder Vierflachner; b) Hexaeder oder 
Sechsflachner (Wtirfel); c) Oktaeder oder AchtfHichner; d) lkosaeder oder Zwanzigfllichncr; 
e) Pentagondodekaeder oder ZwOlffliichner 

Bedeuten n die Anzahl der Seiten einer Begrenzungsflache, m die Anzahl der Kanten einer kOrper
lichen Ecke, e die Anzahl der Ecken des Polyeders, / die Anzahl der Seitenfliichen, k die Anzahl aller 
Kanten, so ergibt sich, wenn a die Kantenliinge, 0 der Oberfliicheninhalt und V das Volumen be
deuten, fol gender Oberblick: 

regelma.Oiger KOrper n m e f k 0 V 

Tetraeder 3><3 4><4 6 a' VJ 1
/1 2a'V2 

Hexaeder 
1x! :x: 

12 6a2 a' 
Oktaeder 12 ia' VJ '/,a' v2 
Pentagondodekaeder 

�x� :�x�� 
30 3a' Vs<s + 2 its) ¼a' (1s + 1 Vs) 

Jkosaeder 30 Sa' VJ 'J.,a' (3 + Vs) 

Dualitiit. Die Kreuze in der Tabelle geben an, daO die ·betreffenden KOrper paarweise zueinandcr 
dual sind. Die Anzahl der Ecken und der Fliichen tauschen sich aus, 
Abb. 8.5-3 zeigt das am Beispiel von WUrfel und Oktaeder. Die Kan-
tenzahl bleibt dieselbe nach dem Eulerschen Polyedersatz: 

e, + f, - f, + e2 - k + 2. 

Das Tetraeder ist sich selbst dual. 

Abgestumpfte Polyeder. Schneidet man von einem regelmaOigen Polyeder 
die Ecken so ab, daB lauter regelmii8ige kongruente ebene Schnitte ent
stehen, so kann der Restk6rper wieder ein regelm3.8iges Polyeder oder 
ein halbregelmii.Piger oder archimedischer KOrper scin, je nachdem, ob 
bei dem abgestumpften KOrper samtliche Flachen kongruent sind oder 
an jeder Ecke regelmii8ige n-Ecke mit unterschiedlichen Eckenzahlen 
zusammensto8en. Der abgestumpfte WUrfel in Abb. 8.5-4 heiOt Mittel

kristall, weil er ebensogut aus einem Oktaeder erzeugt werden kann, 
8.5-3 Dualitiit zwischen 
WUrfel und Oktaeder 
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wenn man auch dort die Schnitte durch die Kantenmitten fiihrt. Man kann jedoch z. 8. einen WUrfel 
auch so abstumpfen, dal3 aus jeder Seitenftiiche (Quadratftiiche) ein regelmiilliges Achteck wird. 

A 
�
8.5-4 Abgestumpfte Polyeder. Das Tetraeder wird zum Oktaeder 
(links), der Wilrfel zum Mittelkristall (rechts) 

Kristalle 

8.5-5 Hauptebenen des Wi.irfels 

Wahrend die meisten in der Natur vorkommenden KOrper unrcgelmii.Dig begrcnzt sind, treten die 
Kristalle unmittelbar als mathematische KOrper auf. Schon der d3.nische Arzt und Naturforscher 
Niels STENSEN (1638-1668) entdeckte das fur sic gUltige Gesetz der Wink elbesttindigkeil, nach dem die 
Winkel zwischen entsprechenden Fliichen in alien Kristallen desselben Stoffs denselben Wert haben. 
Zur Beschreibung ihreil Symmetrieeigenschaften wird auBer den Bcgriffen Symmetriezentrum und 
Symmetrieachse noch der Begriff Symmetrieebene verwendet. Im WUrfcl treten auBer den drei 
Symmetricachsen durch die Mittelpunkte gegenUberliegender Scitenfliichen noch neun Symmetrie
ebenen auf. Die drei Haupt symmetrieebenen oder Hauptebenen verlaufen parallel zu zwei gegenUber
liegenden Seitenflachen durch den Mittelpunkt des WUrfels. Auf jeder von ihnen stehen je zwei 
weitere Symmetricebenen senkrecht, die je zwei Raumdiagonalen des WUrfels enthalten {Abb. 8.5�5). 

8.6. Kugel 

Allgemeines 

Wird ein Kreis bzw. ein Halbkreis um seinen Durchmesser gedreht, so beschreibt die Kreisperipherie 
eine Kugelffilch e. Der von einer Kugelfliiche vollst3.ndig abgcschlossene Teil des Raumes heil3t Kugel. 
Die Kugelfliiche ist der geometrische Ort aller Punkte des Raumes, die von einem festen Punkt dieses 
Raumes einen konstanten Abstand haben. Der feste Punkt ist der Mitte/punkt der Kugel. Oft wird die 
Kugelflache auch als Kugel bezeichnet. Die Kugelform spielt in Technik und Natur eine groDe 
Rolle; man denke z. B. an das Kugellager, das Kugelgelenk, an den Ball oder an die HimmelskOrper. 

Gegenseitige Lage von Geraden oder einer Ebene zur Kugel. Eine Gerade hat mit der Kugelfl3che 
keinen, nur einen oder zwei Punkte gemeinsam. 
Se kante, Sehne .  Eine Sekante schneidet die Kugelfl:iche in zwei Punkten. Die Sehne ist der Ab
schnitt auf ihr, der keine Punkte aul3erhalb der Kugel enth:ilt. Die grOBte Sehne ist ein Kuge/durch• 
messer; er wird vom Kugelmittelpunkt M halbiert. Jede Strecke vom Kugelmittelpunkt M zu einem 
Punkt der Kugelfliiche ist ein Radius. 
Tangent e ,  Tangentia/ebene. Eine Tangente tan die Kugel hat rnit der Kugel genau einen Punkt, 
den BerUhrungspunkt B von / gemeinsam (Abb. 8.6-1). Das von I erzeugte Bllschel von Ebenen 
schneidet die Kugel nach Kreisen. die siimtlich tin B berUhren. Eine dieser Ebenen, die den Kugel• 
mittelpunkt M enthalt, schneidet die Kugel nach einem Grol3kreis. Die dazu senkrechte Ebene des 
BUschels ist Tangentialebene der Kugel mit B als Berilhrungspunkt. Die Verbindungsstrecke MB ist der 
zu dieser Tangentialebene gehOrige BerUhrungsradius. Eine Ebene, die keine Tangentialebene ist, 
meidet die Kugel oder schneidet sie im allgerneinen in einem Kleinkreis (Abb. 8.6•2) oder, wenn die 
Ebene M enthilt, in einem GrojJkreis. 
Kuge/kappe, Kugels eg ment. Die schneidende Ebene teilt die Kugel in zwei Kugelsegmenle oder 
Kuge/abschniue, ihre Oberftache in zwei Kugelkappen oder Kaloi/en, die jeweils einander gleich sind, 
wenn der Schnitt ein Grol3kreis ist (Abb. 8.6•3). 
Kugelzone ,  Kug elschi cht. Zwei zueinander parallele, die Kugel durchsetzende Ebenen schneiden 
aus ihr eine Kuge/schicht, aus ihrer Oberflache eine Kugelzone heraus. Eine der Schnittlinien kann ein 
GroBkreis sein. Zwei Ebenen, die einen Durchmesser gcmeinsam haben, teilen die Kugel in vier 
Kugelkeile, die Oberfl3.che in vier Kugelzweie c k e. Zwei einander jeweils gegenllberliegende Keile 
bzw. Zweiecke sind kongruent. 
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Kugelsektor. Gleitet ein Kugelradius entlang eines aur der Kugel licgcnden Kleinkreises als Leit
kurve.so beschreibt er cine Kegelfliiche und teil1 die Kugel in zwei Kugelsektore11 oder Kugelausschnitte. 
1st die Leitkurve cin Grof3kreis, so entarten die die beiden Kugelsektoren trennende Kegelftache zur 
Grol3kreisHiiche und die Kugclsektoren zu Halbkugcln. 

lone 

Rauminhalt 
Rauminhalt der Kugel. Nach dem Pr'inzip von 
Cavalieri hat die Halbkugel vom Radius der 
Lange r dasselbe Volumen wie ein gerader 
Kreiszylinder mit den Langen r filr Radius und 
HOhe, aus dem ein gerader Kreiskegel mit gleich 
gro8em Grundkreisradius r und gleicher 
Hohe , ausgebohrt wurde (Abb. 8.6-4). 
Eine Ebene im beliebigen Abstand , 1 < r 

8.6-1 Kugel und Gcrade 

8.6-2 Ein Kreis als ebener Schnitt der Kugel 

Sektor 

Gro/Jkre,s 
8.6-3 Zerlegungen der Kugel 

von der Grund.ft3che und parallel zu ihr schnei- 8.6•4 Zur Herlcitung der Formcl nir das Kugclvolumen 
det die Halbkugel in einem Kreis mit dem 
Radius der Uinge p1 =Vr1 - rf, den RestkOrper dagegen in einem Kreisring mit Radien der 
Langen r und r1• Die Schnittfliichen haben danach die lnhalte A 1 = 1rgf = 1r(r2 - d) und 
A1 = 1rr1 - :nrf. d. h., sic sind grOllenglcich. Damit isl ,---------.-------, 
ie;!�,d}e_ f1i!���g: r/����:�i��-��j). Rauminhalt der Kugel V = 4/3nr

3 
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8.6-5 Die Volumina dieser drei KOrper verhalten sich 
wie 3: 2: I 

8.6-6 Zur Herleitung des Volu
mens eines Kugelsegments 

Rauminhalt der Kugelteile. Kugel segm ent. Die Volumenformel fur das Kugelsegment (Abb. 8.6-6) 
wird nach dem gleichen Prin1.ip <lurch den Vergleich von Halbkugel mit ZylinderrestkOrper herge
leitet. Dabei tritt jedoch an die Stelle des Kegels ein Kegelstumpf: 

V= nr2h1 - 1/3,rhi[r2 + (r - h,) r + (r - h1 )2] 
= 1/3nh1[3rh1 - hl] = 1/3nhf(3r - h1 ). 

Wegen e2 = r2 - (r - h1)2 = 2rh1 - hf 
oder 6rh1 - 2hi = 3e1 + hf gilt auch 

V = 1/.,rh1 (3e' + ht), 

wenn r die Lange des Kugelradius, h1 die der HOhe des 
Segments und e die des Schnittkreisradius sind. 

Rauminhalt des Kugelsegments 
8.6-7 Zur Herleitung des Volumens 
einer Kugelschich1 

Kugelschicht. Hat cine Kugelschicht zwischen den Schnittkreisen mit Radien der Liingen e1 und e2 

die HOhe h, so ist ihr Volumen nach dem Cavalierischen Prinzip die Oifferenz der Volumina eines 
Zylinders nr 2h und eines Kegelstumpfs mit den Langen der Grundkreisradien r 1 = (r2 + h) und r2 

(Abb. 8.6-7). 
Man erhalt V = nr 2h - 1/3nh[(r2 + h)2 + Cr2 + h) r2 + ,n = 1/6n:h[6r 2 - 6ri - 6r2h - 2h2]. 
Nach den Beziehungen ei = r 2 - (r2 + h)2, ei = r 2 - ri, ei + ei = 2r2 - 2r2h - 2r} - h2, 
3eT + 3ei + h2 = 6r2 - 6r} - 6r2h - 2h2 gilt fur das Volumen V = 1/6nh(3eT + 3ei + h2). 

Rauminhalt der Kugelschicht 

Kugelsektor. Das Volumen des Kugelsektors (Abb. 8.6-3) ist die Summe der Volumina eines 
Kugelsegments und eines Kegels; Vsektor = 1/3nh2 • (3r- h) + 1/3ne2(r - h), wenn h die HOhe des 
Segments, (r - h) die HOhe des Kegels und e die Lange vom Radius des Leitkreises sind. Wegen 
e2 = h(2r - h) gilt schlieBlich Vsektor = 2/3nr2h. 

I Rauminhalt des Kugelsektors I V = 2/3nr2 · h I 
Hohlkugel. Eine Hohlkugel entsteht, indem aus einer Kugel mit dem Radius der Lange r1 cine 
zweite, konzentrisch zur ersten liegende Kugel mit dem Radius der Lange r2 < r 1 ausgespart wird. 
Das Volumen der Hohlkugel ist dann die Oifferenz zwischen den Volumina der beiden Vollkugeln. 

VHohlkuacl = 4/J'n · d - 4/3n · rl = 4'f3n · (d - rl). 

Rauminhalt der Hohlkugel 

Oberfl3che 
Oberfliche der Kugel. Zurn Unterschied vom Mantel des Kegels oder des Zylinders 13.Bt sich die 
Kugeloberfl.iiche nicht in eine Ebene abwickeln. Zur Herleitung der Formel fur den Inhalt der Kugel
oberflache sind Grenzwertbetrachtungen notwendig (vgl. Kap. 20.4. - Kurven- und Oberfl.iichen
integral). 
Denkt man sich die Kugeloberfliiche in n kleine Vielecke unterteilt, so ist der Kugelraum durch die 
Radien, die von den Ecken dieser Vielecke ausgehen, n.iiherungsweise aus n Pyramiden der Grund
flachengr613e Gi"> und der HOhe h111> = r - i�11> zusammengesetzt, wenn eC,n> die Differenz der Langen 
von Kugelradius und PyramidenhOhe ist. Jc gr613er n ist, um so kleiner sind G111> und e1"', um so we
niger unterscheiden sich die Summe der Flacheninhalte Gj11> vom lnhalt Oder Kugeloberfl.iiche und 
die Surnme der Rauminhalte der Pyramiden 1/3G�11>hf11> vom Kugelvolumen V. Aus den Grenzwerten 
Jim I: Gj11> -+ 0, lim ei11> -+ 0 und Jim I: G?>E:11>-+ 0 filr n-+ oo folgt dann 
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V = lim 
1/3 £ G1"' (r - £�"1) = 1/3r Jim 

lt-00 1-1 

,t Gf"' - 1/J "�� j� G:111e:"' = 1/3r · 0 - 0, 
d. h., V= '/,r·O bzw. 0= 3V/r=4,ir'. I Inhalt der Kugcloberfliichc J O = 4nr2 

Der lnholt dff Kuge�che 1st das Vlerfache des Flkbenlnholis elnes Grollkreises der Kugel. 
In Analogic zum Kreis hat die Kugel unter alien KOrpern mit gleich grafter Oberfliiche das gr6Pte 
Volumen bzw. unter alien KOrpern mit gleich grol3em Volumen die kleinste Oberflache (vgl. Kap. 37. -lsoperimetrisches Problem). Diese Eigenschaft der Kugel hat groBe Bedeutung; fur Fhlssigkeits
tr0pfchen und Sterne sind die Verdunstung und der W3.rmeausgleich wegen ihrer kugelformigen 
Gestalt geringer, als sic es fur andere Formen wiiren. Auch in der Technik werden aus diesen Griinden 
und wegen des groBen Fassungsverm0gens kugelf0rmige Behiilter fur Gase und Fliissigkeiten oft 
bevorzugt. 
Oberfliiche der Kugelteile. Zur Ermittlung der Formel filr den Fliicheninhalt O der Kugelkappe ver
fahrt man analog wie bei der Kugeloberflache, d. h., man geht von Vsetior = 1/3nr1h und der Bezie
hung 2/3nr2h = 1/3r · OKap

pe aus. Daraus folgt OKa
p
pe = 'btrh, wobei h die H0he des zugeh0rigen 

Segments ist (Abb. 8.6-3). Der Fl3.cheninhalt der Kuge/zone kann als Differenz zwischen den Flachen
inhalten zweier Kugelkappen aufgefa0t werden. Wenn h die H0he der zugeh0rigen Kugelschicht, h1 die H0he der gr0Oeren, hl die der kleineren Kugelkappe ist, ergibt sich: Ozone= OK:appc2- OKappel 

= 2nrh2 - 'br-rhl = 'mr(h2 - h1), und wegen h2 
- h1 = h folgt Ozone = 2.nrh. Man beachte die formale Gleichheit der beiden Formeln fur OKappe und Ozone, in denen jedoch h unterschiedliche Bedeutung hat. 

Der Inhalt der Oberfl3.che des Kugelsektors ist die Summe der Flacheninhalte von Kugelkappe und 
Kegelmantel: Oscktor = 'br.rh + n{!r = nr(2h + e), dabei bedeuten h die H0he des zugeh0rigen 
Segments, e die Radiuslange des Kegelgrundkreises und r zugleich die Lange von Kugelradius und 
Kegelmantellinie. 

Oberfliicheninhalt Kugelkappe O = mrh Kugelzone O = mrh Kugelsektor O = ,ir(2h + g) 

8. 7. Weitere Korper 

Rotationsk0rper. Seit Erfindung der T0pferscheibe werden Drehki:irper vielseitig verwendet. Jede 
durch die Drehachse gelegte Ebene schneidet eine Drehfliiche im Meridian oder Pro/ii, jede Ebene 
senkrecht zur Drehachse in einem Para/le/kreis. Jede Drehfl3.che 13.0t sich mit einem orthogonalen 
Netz von Meridianen und Parallelkreisen Uberziehen. Die Flachennormalen n fangs eines aus regu
laren Punkten bestehenden Parallelkreises bilden im allgemeinen einen Drehkegel. Fllr Giirtelkreise 
und Kehlkreise entartet der Kegel zu einer Ebene, fur 
Plattkreise zu einem Zylinder (Abb. 8.7-1 ). (Zu Parameter
gleichungen der Rotationsk0rper vgl. Kap. 26.1. - Fla
chentheorie im euklidischen Raum) 
Bekannte Rotationsk0rper sind die Kugel, der Drehkegel UmriO und der Drehzylinder, das Orehparaboloid, das einschalige 
Orehhyperboloid, das zweischalige Hyperboloid und die 
Rotationsellipsoide (vgl. Kap. 24.3. - Echte Fliichen zweiten 
Grades), der Torus, die Pseudosphare und das Katenoid. 
Ein Torus entsteht durch Rotation eines Kreises um cine 
Achse, die in der Kreisebene, aber auOerhalb des Kreises i�;�;l-liegt (Abb. 8.7-2). Der Abstand des Kreismittelpunkts van 
der Achse ist deshalb grOBer oder gleich der Liinge des 
Radius. Der Torus ist cine Rohrftiiche. 
Die Pseudosphiire (s. Tafel 56) entsteht durch Rotation 
der Traktrix oder Schleppkurve um ihre Asymptote (vgl. Kap. 19.3:· - Bemerkenswerte ebene Kurven). wahlt man 
als Asymptote die x-Achse eines kartesischen Koordinaten
systems und ist a der Abstand des Rllckkehrpunkts A aur 
8.7-1 Rotationsk0rper; n Normale, der Normalenkegel J.angs eines Breitenkrcises ist gclb hcrvorgehobcn, liings des Platt• kreises wird er zum Kreiszylinder, liings eines Gi.irtel- oder Kehlkreises entartet er zu einer Ebenc 
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der y-Achse ( vgl. Abb. 19.3-18). so ist V= 2/3m13 das Volumen der Pseudosph3.re. Sie hat in jedem ihrer 
regularen Punkte konstantes negatives GauOsches Kriimmungsma3. Aufgrund dieser Besonderheit 
dient die Pseudosph3.re als Anschauungsobjekt fur die nichteuklidische hyperbolische Geometric, 
entsprechend die Kugel (Sphiire) fur die nichteuklidische clliptische Geometric. 
Die Kriimmungsmittelpunkte der Traktrix liegen auf einer Kettenlinie, die danach die Evolute der 
Traktrix ist (vgl. Abb. 19.3-9). Durch Rotation der Kettenlinie um ihre Leitlinie (in der Abbildung 
die x-Achse) entsteht das Katenoid, die einzige reelle RotationsminimalfHiche. 

Guldinsche Regeln. Zur Berechnung der GrOBe von Rauminhalt und Oberflache von DrehkOrpern 
gab GULDIN (1577-1643) Regeln an, die schon Ende des 3. Jh. u. Z. PAPPOS von Alexandria bekannt 
gewesen sein sollen. Sic werden heute mit den Mitteln der Integralrechnung abgeleitet (vgl. 20.4. 
Anwendungen in der Mechanik). 

Guldlmcbe ROll•I fiir Flicbeuba lazuu;. Rotlert elne ebme Kune Cum elne In lbrer Ebene 11...,..ie 
Gentle R, aaf - ..... Seit• C .. ,liaft, IO 1st der lnbalt, der entstellenden Rota-cbe alelch 
dem Produkt aus der Lina• der erzeuaenclen Kane C and der Lina• des w._es des Schwerpunkts 
"°" C bel elner U-....... . 
Gal- ROll•I fiir Vol ................ Rotlert elD - Flic:heatiick A um elne In der alelcben 
Ebene II011ende Gende r, die b6cbstens Randpankte mlt A 1em.-m bat, so 1st du Volumen Y 
des entstebenden Rota-ilrpen grilllenalelcb dem Produkt aus dem Flicbenlnbalt ,on A and der 
Lina• des w._es des Schwerpunkts •on A bel elner Umclrelazng. 

Beispiele. I: Hat der Radius des erzeugenden Kreises eines Torus (Abb. 8.7-2) die Unger und sein 
Mittelpunkt den Abstand a� r von der Achse, so erhilt man/= 2na · 2nr = 4 n:1 ar fur den lnhalt 
der Ringftlche und V = 2na · nr 1 = 2n1 ar1 fur das Volumen des RingkOrpers. 
1: Durch Rotation cines Halbkrcisbogens bzw. einer Halbkreisftlche um den zugehOrigen Durch
lllesser erhAlt man die bekannten Werte fiir Oberflicheninhalt und Volumen ciner Kugel und kann 
deshalb den Abstand es bzw. e. des Schwerpunkts von der Drehachse berechnen. Aus I= 4 nr2 

= s · 2n:es mit s = nr crhilt man 4 n:r1 = '2n1r(!5 und daraus (!s = 2rjn. Aus V = 4/3nr3 = 2n:eA • A 
mil A = nr1/2 erhAlt man 4frnr3 = n 1r1

(!A und daraus f!A = 4r/(3n:). 

8.7-2 Torus mit Meridiancn 
und Breitcnkrcisen 

8.7-3 Einschaligcs Hyperboloid 

8.7-4 Tctraedervolumcn 
nach dcr Keplcrschcn 
FaBrcgel 

Keplersche Fa6regel, Simpsonsche Regel. Sehr ni.itzlich rnr die Praxis sind gewisse N3herungsfqrmeln 
fur den Inhalt von Flachen und KOrpern. In einer groBen Anzahl von Spezialfallen liefern diese 
Formeln sogar exak te Werle. 
In einem umfangrcichen Werk Uber die Stercometric des Fasses gab KEPLER cine N3herungsformel 
fur die Bestimmung des Volumens Van, in der G0 , G2 und G1 die lnhalte der Deck-, der Basisflache 
sowie des in der Mitte liegenden Parallel-
schnius und h die HOhe des Fasses dar- Keplersche FaDregel V= 1/6h(G0 + 4G1 + G2) 
stellen. 
Diese Formel liefert exakre Wene fur Pyramidenstumpf einschlieDlich Pyramide, Kugel, elliptisches 
Paraboloid, einschaliges Hyperboloid, Ellipsoid und alle KOrperschichten, die sich durch ebene 
Schnitte senkrecht zu den KOrperachsen erzeugen lassen. 

JJeispielt. 3: Die Ebencn z0 = c, z1 = -c und z1 = 0 schneiden das einschaligt Hyperboloid 
x2/a2 + y2)b2 - z'Jc' = I in der Deck- und der GrundftAche mit dem Jnhalt G0 = G, = :brab 
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und in der Mittclftiche mit dem lnhalt G 1 =nab.Der von G0 , G2 und dem Hyperboloid begrenzic 
Korpcr (Abb. 8.7-3) hat die Hohe h = 2c und das Volumen V = '/3,rabc. 
4: Aus dcm Drehparaboloid z = x2 + y2 schneidcn die Ebenen z0 = I und z2 = 9 cine Schicht 
der HOhe h = 8 aus, deren Grund-, Mittel- und Deckfliche die lnhahe G0 = tr, G1 = Sn und 
G, = 9,. haben. Die Schicht hat mithin das Volumen V = 40n. 
5: FUr ein Tetraeder der Kantenlinge a in der Lage der Abb. 8. 7-4, in der Grund- und Deckfliche 
jc als cine Kantc aufzufassen sind, gilt G0 = 0, G2 = 0, G1 = ¼,a2 und h2 = h! - 1/4a2 bzw. 
h = '/,a Vz. Fur scin Volumen Vergibt sich nach der Keplerschen FaBregel V = '/,a' 112. 

Da die Keplersche Fal3regel fur das Volumen von Pyramide und Tetraeder priizise Resultate ergibt, 
ist sieauch auf die Prismoide fehlerfrei anwendbar. Gute Naherungswerte liefert sie fur Fiisser, tonnen
formige KOrper und nicht zu lange Baumstamme. Sie versagt fur Drehkbrper, deren Meridiankurve 
Unstetigkeiten in der Tangentenrichtung aufweist, und fur KOrper, deren HOhe groB im Vergleich 
zum mittleren Durchmesser ist. Eine hOhere Genauigkeit kann in kritischen Fallen durch einen 
gr013eren MeBaufwand erreicht werden, indem man die MeBhOhe h inn = 2k gleiche Teile teilt und 
auf die entstandenen k Schichtenpaare je einmal die Keplersche FaBregel anwendet. Bezeichnet man 
mit G1 den Flacheninhalt des i-ten Schnitts, so ergibt sich die nach SIMPSON benannte Regel. 

Simpsonsche Regel V= h/(3n){G0 + 4(G1 + G, -r- ... + G,_ 1) 
+ 2(G2 + G4 + G6 + ... + G,_2) + G,} 

8. 7-5 Kreiskonoid 

konoid angewendet, liefert das exakte 
Volumen. Sind r die Lange des Radius 
des Basiskreises und h die HOhe, so folgt 
G2 = nr2

, 4G1 = 2.nr 2
, G1 = 0 und 

V= 1/2nr 2h. 
Prismoide oder Prismatoide. Ein Pris
maid ist ein Polyeder mit zwei ebenen, 
zueinander parallen Vielecken als 
Grund- und Deckflache und mit Drei
ecken oder Trapezen als Seitenflachen. 

Konoide. In technischen Anwendungen si.nd 
Konoide von praktischer Bedeutung. FGr ihre 
Erzeugungsweise gilt allgemein die folgende Vor
schrift: Nach Vorgabe einer Leitkurue c, einer 
Leitgeraden g und einer zu dieser Geraden nicht 
parallelen Richtebene wird das hierzu gehOrige 
Konoid von der Gesamtheit jener Treffgeraden 
an c und g gebildet, die parallel zur vorgegebe
nen Richtebene liegen. 1st die Leitkurve ein 
Kreis K, dessen Ebene die Leitgerade nicht ent
halt, so spricht man von einern Kreiskonoid. Bei 
einem geraden Kreiskonoid steht die Leitgerade 
lotrecht zur Richtebene und wird von der Kreis
achse aul3erhalb der Kreisebene lotrecht geschnit
ten. Eine zur Kreisebene parallele Ebene schnei
det das Konoid nach einer Ellipse (Abb. 8.7-5). 
Die Keplersche FaBregel, auf das gerade Kreis-

• 

Prisma, Pyramide und Pyramiden• 8_7.6 Ponton 
stumpf sind Sonderformen des Pris-
moids. 
Eine weitere Sonderform ist der Keil, bei dem sich die Deckfl8.che auf eine zur Basis parallele Gerade, 
die Schneide zusammengezogen hat. Durch einen ebenen Schnitt parallel zur Basis entsteht aus dem 
geraden Keil ei'n Ponton. Die Flachen der Seitentrapeze dieses RestkOrpers sind paarweise kongruent. 
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Zwischen Grund- und Deckfl3che besteht keine Ahnlichkeit. 1st die HOhe eines Pontons sehr viel 
grOBer als die Seiten von Grund- und Deckfl3.che, so bczeichnet man diesen KOrper als Obelisk. 
FUr einen Ponton (Abb. 8.7-6) mit den Seitenliingen a, b der Grund- und c, d der Deckflliche sowie 
mit der HOhe h erh:ilt man nach der Keplerschen Fafiregel die exakten Werte G1 = ab, 4G1 = 
(a+ c)(b + d), Go = cd, und danach V = '/.h {2(ab + cd) + ad+ be). Fur d = 0 geht daraus ein 
Keil mit der Schneidenl3nge c = c1 und dem Volumen V = 1/6h1 b(2a + ci) hervor. In der Technik 
spielt der Keil (vgl. Tafel 22) als Spaltwerkzeug und Maschinenelement, z. 8. als Haltekeil, 
cine Rolle. Pontons sind als schwimmende Bauelemente transportabler Brucken und Schiffsdocks 
bekannt. Obelisken (vgl. Tafel 22) treten a11 Steindenkmalern und Kultsymbolen auf. Auch Post
saulen und Meilensteinen wurde vielfach diese Gestalt gegeben. Schliefllich !assen sich die ver
schiedensten Oachformen unter dem Oberbegriff Prismoid zusammenfassen. 

9. Darstellende Geometrie 

9. 1. Abbildungsverfahren der darstellenden 
Geomelrie . . . . . . . . 220 
Zenlralprojeklion . . . ...... 220 
Parallelprojektion . 22 1 

9.2. Das Zweitafelverfahren ...... 222 
Darsie/lung von Gerade und Ebene .... 222 
Perspektive Affiniliit 225 

Seitenrisse, Drehu,rgen 1md KOrper-
darstellungen . . . . . . . . . . . . 228 

9.3. Weitere Abbildungsverfahren 230 
Kotierte Projek1ion - Eimafelverfahren 230 
Axonometrie . 232 
Zentralperspektive. 234 
Stereoskopische Bildpaare . 237 

Die darstellende Geometric untersucht und verwendet Abbildungen des dreidimensionalen Raumes 
auf ein ebenes Zeichenfeld. Um die konstruktiven Methoden der Planimetrie Ubernehmen zu kOnnen, 
bevorzugt man Abbildungsverfahren, bei denen Geraden des Raumes auch Geraden im Zeichenfeld 
entsprechen. Zwei Anliegen sind bei der Auswahl von Abbildungsmethoden vorrangig zu erfi.illen: 
die Anschaulichkeit und die Mafttreue. 
Anschaulichc Bilder liefert z. 8. die Zcntralprojektion, weil hier der Sehvorgang mit einem Auge 
zeichnerisch imitiert wird. Zurn Entwurf maBtreuer Bilder bedient man sich vorwiegend der Normal
projektion. Wegen des Dimensionsverlustes bci Abbildung raumlicher Objekte in ein ebenes Zeichen
feld ist eine maBtreue Wiedergabe nur unter Einschriinkungen mOglich. Normgerecht angefertigte 
axonometrische Bilder sind geeignet, von einem riiumlichen Objekt cine anschauliche Vorstellung 
bei Rekonstruierbarkeit der MaDe zu vermitteln. Unter diesen werden Schragbilder (frontalaxono
metrische Bilder) wegen ihrer Einfachheit allgemein bevorzugt. 
Sellen technische Zeichnungen und Konstruktionen neben Sprache und Schrift ein zusatzliches 

•verstandigungsmittel sein, so milssen diese nach bestimmten, in der darstellenden Geometric vorge
legten Konventionen angefertigt werden. Die Aufstellung dieser praktischen Bedilrfnissen angepaOten 
Konventionen geht wesentlich auf Gaspard MONGE ( 1746-18 18) zurilck, der durch sein berilhmtes 
Werk ,.GeomCtrie descriptive" und durch sein Wirken in Lehre und Forschung als wissenschaftlicher 
Begrilnder der darstellenden Geometric anzusehen ist. 

9. 1. Abbildungsverfahren der darstellenden Geometrie 

Zentralprojektion 

Bei der Zentralprojektion dient als Abbildungsmittel ein Strahlenb\Jndel, dessen Trager, das Pro
jektionszenlrum Z, auOerhalb der Projektionsebene fl liegt (vgl. Kap. 25.1.). Filr einen beliebigen 
Raumpunkt P =t= Z erhiilt man dann den ZentralriP oder das perspek1ive Bild pc als Schnittpunkt 
pc = (s,. ,-,.fl) des Strahls s,. = ZP mit der Bildebene fl. Dabei werden alle Punkte einer Ebene fl., , 
die parallel zur Bildebenell durch Z geht, auf die uneigentlichen Punkte der Bildebenefl abgebildet. 
Diese Ebenell., bezeichnet man als Verschwindungsebent (Abb. 9.1-1). 
Der ZentralriBgr: einer Geraden g, die nicht durch Z geht und nicht inll

., 
liegt, ist wieder cine Gerade, 

weil alle Projektionsstrahlen nach ihren Punkten, z. B. sA = ZA und s8 = ZB, eine Ebene bilden, die 
fl in einer Geraden schneidet (Abb. 9.1-2). Der Spurpunkt G = (g ,-,. fl) von g liegt auf gt. Durch die 
Zentralrisse At. Be zweier Punkte A, B von g ist der ZentralriO gc von g eindeutig bestimmt. Der 
Schnittpunkt G., von g mit fl., heiBt VerschwindungspunJa van g; sein Bild ·ist der uneigentliche 
Punkt von gt. Oas Bild des uneigentlichen Punktes von g ergibt sich als Schnittpunkt G� der Bild
ebcne fl mit der Parallelen s. zur Geraden durch Z. Dieser Fluchtpunk1 G� der Geraden g ist der 



9. I. Abbildungsverfahren der darstellenden Geometrie 

9.1-1 Bild- und Vcrschwin
dungsebene bei der Zentral
projektion 

9.1-2 A bbildung einer Geradcn 
durch Zentralprojektion 

Bildpunkt des gemeinsamen Fernpunkts von allen zu g parallelen Geraden. Der Fluchtpunkt aller 
Geraden senkrecht zu fl ist der FuOpunkt des von Z auf FI gefallten Lots und wird Hauptpunkt 
oder Hauptftuchtpunkt H genannt. Die Strecke IZHI = d heiBt Distanz. Die Fluchtpunkte aller Ge
raden, die II unter 45° schneiden, liegen auf einem Kreis um H mit dem Radius d, dem Distanzkreis. 

Parallelprojektion 

Liegt der Trager z des die Abbildung vermittelnden StrahlenbU:ndels im Unendlichen, so erh3lt man. 
cine Parallelprojektion der Punkte P des Rau mes auf die Punkte P' von ll. Da die Projektionsstrahlen 
durch die Punkte einer Geraden im allgemeinen cine Ebene bilden, ist das Bild p' einer Geraden p 
wieder eine Gerade, und die Bilder p', q' zweier paralleler Geraden p, q sind einander parallel. Nur 
wenn die gegebene Gerade Ko zu den Projektionsstrahlen s paraHel lauft, ist ihr Bild der Durch
stollpunkt G0 =(Ko,,..., ll). FOr Geraden, die nicht in einem Projektionsstrahl liegen, gelten folgende 
Satze: 

Das Teil�rlu:iltnis von drei au/ einer Geratkn liegenden Punkten isl bei Parallelprojektion invariant, 
z. B. (A, B; C) = (A', B'; C') (Abb. 9.1-3). 
Das Yerlu:i/tnis zweier Strecken, die au/ parallelen Tri,gergeraden liegen, bleibt bei Parallelprojektion 
erhalt<n, z. B. IABI : IDEI = IA' B'I : ID' £'I. 
Das Bild einer ebenen Figur, die in einer zu ll parallelen Ebene liegt, ist kongruent zur Originalfigur, 
z. B. {}PQR � {',P'Q'R' (Abb. 9.1-4). 

9.1-3 lnvarianz des Tcilverhiltnisses bei Parallelprojektion 

9.1-4 Das Bild ciner 
ebenen Figur, die par
allel zur Bildcbene 
liegt, ist bei Paral\el
projektion dem Origi
nal kongrucnt 

9.1-5 Schragbild eines Wiirfclausschnitts 

Der SchrigriO. Lassen sich von dem abzubildenden KOrpcr drei 
paarweise aufeinander senkrecht stehende Kanten oder Symmetrie
achsen a, b, c auszeichnen, so kann ein Schr3gri0 dieses KOrpers, 
cine schiefe Parallelprojektion, konstruktiv gewonnen werden. Vor 
der vertikal aufgestellten Bildebene fl denkt man sich den KOrper 
in .,Gebrauchslage'' so angebracht, daD zwci Achsen des Kanten
dreibeins parallel zu II verlaufen, die cine, z. B. b,horizontal, die 
andere, z. B. c, vertikal (Abb. 9.1-5). Die dritte Kantc a und allc Paral
lelen zu ihr stehcn dann senkrecht zull und werden als Tiefengeraden 
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bezeichnet. lhre Bilder sind zueinander parallel und schneiden das Bild der Kante b unter dem Ver
zerrungswinkel der GrOBe <p = <t(d, b), wenn ci das Bild der Kante a des Kantendreibeins darstellt. 
Das Verh3ltnis i. = 6: a der Liingen von Bildstrecke zu Originalstrecke auf Tiefengeraden hei8t 
Verzerrungsverhciltnis. Mittels der GrOBe rp des Yerzerrungswinkels und mittels des Verzerrungs
verhiiltnisses ). !assen sich die MaBe des raumlichen Gebildes aus der Zeichnung rekonstruieren. 
Zur Erleichterung der Konstruktion wahlt man fur den Winkel die GrOOen q; = 30°, 45°, 60°, 120°, 
die an Zeichendreiecken unmittelbar bereitgestellt sind, und einfache rationale Zahlen ). = I, I : 2, 
2: 3, I : 3 und 3: 4 als Verzerrungsverhaltnis. 

Die Normalprojektion oder Orthogonalprojektion. Bei dieser Abbildung verlaufen die zueinander 
parallelen Projektionsstrahlen senkrecht zur Bildebene Fl. Die stark reduzierteAnschaulichkeit wird 
auf zwei Wegen kompensiert. 

I) Man beziffert markante Punkte oder Linien des dargestellten Objektes mit den HOhenkoten Ober 
einer horizontalen Bezugsebene. Dies fOhrt auf die Darstellungsweise der kotierten Einta/elprojektio11. 
Sie findet vor allem bei der Projektierung von Erdbauten und Gel.3.ndedarste\lungen Anwendung. 
2) Man ordnet dem NormalriB im gleichen Zeichenfeld einen zweiten NormalriB zu. Dabei wird die 
Anordnung so getroffen, dal3 die Projektionsrichtungen und die Bildebenen, welche die beiden Nor• 
malrisse liefern, aufeinander senkrecht stehen. Das hier angedeutete Verfahren der Zweitafelprojek• 
tion oder der zugeord,reten Normalrisse findet z. 8. im Maschinenbau und im Bauwesen Anwendung. 

9.2. Das Zweitafelverfahren 

Seim Zweitafelverfahren wird das raumliche Objekt durch Normalprojektion auf zwei aufeinander 
scnkrechte Ebenenll1 undFli abgebildet (Abb. 9.2•1). Diese Ebenen teilen den Raum in vier Qua• 
dranten ein, die zu numerieren sind ( vgl. Abb. 9.2·3). Ein raumliches Objekt im ersten Quadranten wird 
durch ein erstprojizierendes Parallelstrahlbiindel senkrecht zu !l I auf fl1 und ein zweitprojizierendes 
Parallelstrahlbiindel senkrecht zu 17 2 auf fl2 abgebildet. Es entstehen auf diese Weise in zwei zunachst 
aufeinander senkrecht stehenden Ebenen zwei Normalprojektionen von einem Gegenstand, namlich 
der in ll1 liegende Grundrift und der in fli liegende Au/rift. Eine Konvention besteht darin, die 
Grundril3tafel horizontal und die Aufril3tafel vertikal anzunehmen. Um mit diesen beiden von einem 
Gegenstand gewonnenen Bildern zeichnerisch arbeiten zu kOnnen, legt man die AufriBtafel in das 
Zeichenfeld und dreht anschlieBend die GrundriBtafel um die waagerechte RijJachse x 1 2 in die 
vorgelegte Ebene. Nach diesem Aufdrehen der Bildebenen in das Zeichenfeld kommt der AufriB 
des im ersten Quadranten angebrachten KOrpers Ober und der Grundrif3 unter der RiBachse zu liegen. 
Grund• und Aufrif3 eines Punkies P liegen auf einer zur RiOachse senkrechten Geraden. Diese wird 
als Ordnungslinie oder Ordner bzeichnet. Ferner sagt man: Der Grundrif3 P' und der AufriB P" 
eines Punktes P befinden sich in Mongescher Lage. Auf3erdem bezeichnet man den Abstand des 
Punktes P" von der RiBachse als ersten Tafelabstand d1 und den Abstand des Punkies P' von der 
RiBachse als zweiten Tafelabstand di von P. Den Grundril3 P' von P liefert ein erster Projektions• 
strahl s 1 durch P, und entsprechend ergibt ein zweiter Projektionsstrah/ s1 durch P den AufriB P". 
Beschrankt man sich darauf, die darzustellenden Objekte im ersten Quadranten anzubringen, so 
erscheinen stets der AufriB ilber und der Grundrif3 unter der Ril3achse des Zeichenfeldes. Im Verlaufe 
raumlichcr Konstruktionen ist jedoch nicht auszuschliel3en, daB auch Punkte aus den anderen drei 
Quadranten mit herangezogen werden; z. B. liegen in Abb. 9.2•2 die Punkte A, B, C, D beziehentlich 
in den Quadranten I, II, 111, IV. Die Tafelabstande genOgen den Ungleichungen d1 , d1 > 0 fur A, 
d

1 > 0, d2 < 0 fur B, d,, d2 < 0 fur C und d, < 0, d2 > 0 fur D. Filr Punkte, deren Grund
risse auf der RiBachse liegen, gilt di = 0. Liegen die Aufrisse auf der Ril3achse, so gilt d1 = 0. 
Samtliche Punkte der Symmetrieebene a erfOllen die Gleichung d 1 = d1 , die der Koinzidenz• 
ebene "' die Gleichung d1 = -di (Abb. 9.2•3). Bei der Zweitafelprojektion i.iberdecken sich danach 
im Zeichenfeld zwei Bildebenen. Durch geeignete Kombination planimetrischer Konstruktionen an 
zwei Bildern von cinem Objekt lassen sich raumliche Konstruktionsaufgaben !Osen. Die RiBachse 
x 1 2 ist nicht als Trennungslinie von Grund• und AufriB anzusehen, sondern sie veranschaulicht die 
Lage der Schnittgeraden beider Bildtafeln vor dem Eindrehen in das Zeichenfeld. 

Darstellung von Gerade und Ebene 

Darstellung einer Geraden. Die Risse g' und g" einer Geraden g sind durch die Risse von zweien 
ihrer Punkte eindeutig bestimmt. Filr cine erste Hauptlinie h 1 , die parallel zu fl 1 verlauft, ist der Auf• 
riO h'; parallel zur RiOachse x12 ; fur cine zweite Hauptlinie hi , die parallel zu·ni verl3.uft, ist der 
GrundriB h; parallel zu x11 • Die Lage einer beliebigen Geraden g, die weder die RiBachse schneidet, 
noch eine Hauptlinie darstellt, ist durch ihre Spurpunkte, ihre Schnittpunkte mit den Bildebenen111 
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9.2-2 Grund- und AufriB von vier Punk

ten .A, B, C. D; A liegt im crstcn, B im 
zweitcn, C im driucn, D im viertcn Qua
dranten 

9.2-3 Koinzidcnzebene Hund Symmetrie
ebene a 

undll2 bestimmt. Man nennt G1 = (g r-l11) den ersten und G2 = (g nfl2) den zweiten Spurpunkt 
(Abb. 9.2-4); der AufriB G'{ von G1 und der GrundriB Gz' von G2 liegen auf x12 • Der Schniupunkt 
K' = K" der Geradenrisse kennzeichnet den Schnittpunkt K der Geraden mit der Koinzidenzebcne. 
FOr cine erslprojizierende Gerade g lotrecht auf ll1 gilt g' = G1 , fur cine zweitprojizierende Gerade g 
lotrecht auf ll 2 gilt g" = G2 . Zwei Geraden p und q schneiden einander genau dann in einem Punkt 
S des Raumes, wenn sich die Schnittpunkte I' = (p' r-. q') und 2" = (p" r-. q") in Mongescher Lage 
befinden. Es gilt dann I'= S' und 2" = S". Andernfalls sind die Geraden p, q windschief 
(Abb. 9.2-5). 

� 

q" 

----- --x
,, 

>< 9.2•5 Windschicrcs Gcradcnpaar links und cinandcr 
schncidcndes- Gcradcnpaar rcchts 

9.2•4 Grund· und AufriB cincr Gcradcn g samt ihrcn Spurpunkten G
1 und G2 ; wcgcn d1 = -d2 licgt 

K' = K" auf dcr Koinzidcnzcbcnc 

Darstellung einer Ebene. Eine Ebene £ ist durch zwei sich schneidende Geraden in ihrer Lage fixiert. 
Schneiden z. B. die Geraden p und q einander im Punkt P (Abb. 9.2·6) und sind P1 und P2 bzw. Q 1 

und Q2 ihre Spurpunkte in den Bildebenen fl1 und fl 2 , so liegen die Geraden e1 = P1Q 1 und 
e2 = P2Q2 in der Ebene £, die Gerade e1 aber zugleich in171 und e2 zugleich in 172 • Diese Geraden 
e1 , e2 sind die Spuren der Ebene £ inll I bzw.17 2 und !assen sich aus den Spurpunkten der Geraden p 
und q konstruieren. Die Spuren e1 und e2 schneiden einander auf der RiOachsc x1 2 im Knotenpunkt K 
der Ebene. 
FUr Konstruktionco inncrhalb cincr vorgcgcbenen Ebene werdcn die Hauptlinien oder Spurparallelen 
dieser Ebene als Hilfslinien bevorzugt Erste Hauptlinien, erste Spurparallelen oder HOhenlinien 
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liegen parallel zu e1 ; zweite Hauptlinien, zweite Spurparallelen oder Fromlinien liegen parallel zu 
,,. 

Damit kann z. B. \eicht festgestellt werden, ob ein durch P' und P" gegebener Punkt Pin einer durch 
e1 und e2 bestimmten Ebene £ liegt oder nicht. Legt man etwa den Aufrill h'{ einer ersten Haupt· 
linie h1 von £ durch P", so ist der GrundriB hi dieser Hauptlinie eindeutig bestimmt. Liegt P' auf 
dem in angegebener Weise gefundenen h;, so ist Pein Punkt von £, andernfalls liegt P aullerhalb £. 
Den hier beschriebenen Vorgang bezeichnet man als Angittern eines Punktes P. Oieses Angittern 
ist auch mit einer beliebigen in £ liegenden Geraden m0glich. Ats Anwendung laBt sich z. 8. der 
Schnitt eines lotrecht auf fl I stehenden Pris mas mit einer Ebene durch Angittern konstruieren. 
Die Grundrisse der DurchstoBpunkte der Seitenkanten a, b, c fallen mit a', b', c' fusammen. Die 
Aufrisse der DurchstoBpunkte werden durch Angittern mittels erster Hauptlmien gefunden 
(Abb. 9.2-7). 

9.2-6 Darstellung einer Ebene und Angittern eines Punktcs P 
im Schragbild und in zugeordneten Normalrissen 

9.2-7 Schnitt van Ebene und Prisma, LOsung durch Angiuern mit 
ersten Hauptlinien 

Fallinien durchsetzen die H0henlinien senkrecht und zeigen in Richtung des starksten Gefalles der 
Ebene in bezug auf eine horizontale Ebene. Ihre Grundrisse stehen somit senkrecht zu den Grund
rissen der H0henlinien. 
Spezielle Lagen der Ebene £ !assen sich durch die Lage der Spuren e1 , e2 kennzeichnen. Fiir cine 
erstprojizierende Ebene senkrecht zu ll 1 gilt e2 l x12, fur cine zweitprojizierende Ebene senkrecht zu 
fl2 gilt e1 1 x11 , fur cine erst- und zweitprojizierende Ebene sind beide Spuren lotrecht zur Rill
achse. Auf cine solche Ebene wird ein Seitenri.P oder KreuzrijJ eines K0rpers zur Erganzung von 
Grund- und AufriO bezogen. FUr cine Pultebene sind e1 und e2 parallel zur RiBachse. Fallen sie mit 

ihr zusammen, so enthiilt die Ebene die RiB
achse und kann nur durch Hauptlinien dar-

62 0 a• II2 gestellt werden. Eine Ebene hei8tgleichwe11-
dig, wenn Grund- und AufriB eines in dieser 
Ebene liegenden Dreiecks ABC den glei
chen Urnlaufsinn haben. Bei entgegen
gesetztem Umlaufsinn der beiden Bilder 
des Dreiecks spricht man von einer wechsel
wendigen Ebene. 
Bestimmung wahrer Gr0Ben aus zUgeord
neten Normalrissen. Der Abstand zweier 
Punkte A, B ist gleich der LS.nge JABI der 
auf der Tragergeraden g= AB gemessenen 

=-'y."---')::L.--"',-'------J Strecke AB. 1st g eine Hauptlinie bezGg
lich der Bildebene, so erscheint die Strecke 
bei Normalprojektion in wahrer Gr0Be, 
z. B. fur h1 in ll1 und fur h1 in n2 . 
Liegen A und B auf einer Geraden g 
allgcmeiner Lage, so 18.Bt sich durch 

9.2-8 SchrAgbild zur Bcstimmung des Abstands zwcicr 
Punkte im Raum 
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Drehen von g um cine erst- oder zweitprojizierende Gerade als Achse cine der oben angeftihrten 
Lagebeziehungen zwischen g und der Bildebene herstellen. Beispielsweise werde g um die erstproji
zierende Gerade a durch A in die Stellung einer zweiten Hauptlinie gedreht (Abb. 9.2-8). 1st C der 
Fuf3punkt des von B auf a gefallten Lotes, so dreht sich das rechtwinklige Dreieck ABC um die 
Kathete AC= A"C". Die Lange der anderen Kathete ist ICBI = IA'Bl Punkt 8 bewegt sich dabei 
im Raum auf einem Kreisbogen mit dem Radius IA'B'I parallel zu /11 um Punkt C. In 112 bewegt 
sich B" auf der Parallelen <lurch B" zur Rirlachse x1 2 bis zum Pun.kt n•", der durch IB*"C"I = IA' B'I 
bestimmt ist (Abb. 9.2-9). AuDer dem wahren Abstand lABI liefert diese Konstruktion die Gr513e 
a, = l<J:AG,G;I = l<J:ABCI = l<J:A"B'"C"I des ersten Neigungswinkels der Geraden g = AB 
gegen die Grundril3tafel fl1 • Entsprechend ergibt sich die GrOBe tx2 des zweiten Neigungswinkels 
der Geraden g gegen fl 2 durch Drehen um cine zweitprojizierende Gerade senkrecht zu n 2 • 
Durch Paralleldrehen zu einer Ril3ebene kann die wahre Gestalt einer ebenen Figur bestimmt werden. 
Hierbei ist es naheliegend, cine erste oder zweite Hauptlinie aus der durch die Figur festgelegten 
Ebene als Drehachse zu verwenden. 

8' 

9.2-9 Abstandsbestimmung durch Paralleldrchen 

c" 

¼;:�----"8' 

A' 
-----------':: 8; 

9.2-10 Wahre Gestalt cincr ebenen Figur durch 
Anwendung des doppeltcn Zirkelschlags 

&ispiel 1: Von dem durch Grund- und AufriO vorgegebenen Dreieck ABC wird die wahre Gestalt 
dadurch bestimmt, daO cs um die erste Hauptlinie h1 durch A in eine Lage parallel zur Grund
riBtafel gedreht wird. Bei der Drehung bleibt A fest, wii.hrend B und C Kreisbogen beschreiben, 
deren Ebenen die Drehachse h1 zur gemeinsamen Normalen haben (Abb. 9.2-10)- Der Radius re 
des von C beschriebcnen Kreisbogens ist Hypotenuse in einem rechtwinkligen Dreieck mit den 
Strecken IC' M�I und he als Katheten. M� ist dabei der Fu8punkt des von C' auf h� geflillten Lots, 
und die Strecke he wird dem AufriB entnommcn. Trigt man sic von M� auf hJ. ab bis zum Endpunkt 
S', so isl IS'C'I = 'e• Durch Abtragen dieserStrecke 'e von MC auf dem Ordner durch C' lotrecht 
zu Ir� findet man Punkt C�, die Umlegung von C bezilglich h1 • 
Analog verflihrt man mit dem Punkt 8. 

Da bei diesem Verfahren auBer der Ordnungslinie durch den umzulegenden Punkt lotrecht zur be
treffenden Hauptlinie nur mit dem Zirkel zwei Distanzen zu Ubertragen sind, spricht man vom 
Ver/ahren mit dem doppelte11 Zirkelschlag. Als Zeichenkontrolle ist zu prtifen, ob sich die Verbindun
gen B'C' und B� c; in einem Punkt der Drehachse h1 schneiden. Mit Bestimmung der wahren 
Gestalt einer ebenen Figur ist zugleich die Ermittlung des Schnittwinkels zweier sich im Raum schnei
dender Geraden erledigt. 

Perspektive Affinitit 

Wird cine beliebig im Raum liegende ebene Figur um eine ihrer Spuren in die zu jener Spur gehOrige 
Bildebene gedreht, so besteht zwischen der Umklappung und der Normalprojektion in der gJeichen 
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Bildebene cine orthogonale perspektive Affinitiit, z. B. fiir das Dreieck ABC zwischen A1 

B'C' und der 
Umklappung A 18 1 C1 um e1 inI/1 (Abb. 9.2-11). Die Spur e1 isl fur dieseAbbildung die Affinitats
achse. Die Affinitiltsstrah/en vom Original- zum Bildpunkt. z. 8. A'A 1 und C'C1 , sind einander 
parallel, und die Affinitatsrichtung steht hier lotrecht zur Affinit3tsachse e1 • Die Zuordnung von 
Original und Bild ist eineindeutig und linear, weil Geraden g' in Geraden g 1 ilbergehen. Dabei 
schneiden sich g' und g1 in cine111 Punkt G der Affinitiitsachse. Jeder ihrer Punkte wird auf sich selbst 
abgebildet. Parallele Geraden gehen in parallele Geraden Uber, und das Teilverhaltnis dreier Punkte 
auf einer Geraden ist dem der Bildpunkte gleich, z. B. (A', B'; D') = (A 1 , 81 ; D1). Das Verh:iltnis, 
in dem die Verbindungsgerade eines beliebigen Punktepaares von der Affinit3.tsachse geteilt wird, 
heiBt Charakteristik der perspektiven Affinit3.t. 
Bei der schiefen oder allgemei11e11 perspektiven Affinit:it kann die Affinit:itsrichtung jeden Winkel 
gegen die Affinit:itsachse bilden. 

9.2·1 I Pcrspektivc Affinitat von GrundriB und Umlcgung cincr 
cbcncn Figur 

'� 
8 8' 

9.2·12 Schcrung oder aquivalent•perspektivc Affi· 
nitat zwischen Drcieck ABC und Dreieck A'B'C'; 
a Affinitatsachse 

Bei der Scherung oder Qq11ivalent-perspektiven Affinitiit liegen die Affinit3.tsstrahlen parallel zur 
Affinitiitsachse (Abb. 9.2-12). 

EiH _..th-_ Abbi.I.._ In .... - ill elntleutlg r ........ , - die Afflnltitsacbse und 
ein Pur ,oa l'llnl<t.., dle elnander bel der Abbll.._ enllprecbea. 

8' 

9.2-13 Pcrspck.tivc Affinit3t von Grund- und 
Aufri0 cincr ebenen Figur 

Im Zeichenfeld von einander zugeordneten Normal
rissen besteht zwischen Grund- und AufriB einer 
ebenen Figur eine perspektiv-affine Verwandtschaft. 
Die Affinit3.tsrichtung entspricht der Richtung der 
Ordnungslinien. Die Affinit3.tsachse s fa.lit mit den 
Bildern der Koinzidenzgeraden k = (" r.. £) zusam
men, denn auf dieser Jiegen die Schnittpunkte der 
Bilder g' und g" jeder in £ liegenden Geraden g .  
Es gilt deshalb k' = k" = s (Abb. 9.2-13). 

Zwischen Grund- IUld Aufr/J einer ,beMn Figur 
b,st,hl ,;,,, p,r,p,klir>-a/liM Pwr/ctv,rwandt:u:haft. 
Di, A/fotiliilutralil,n fallen mil tkn Ord,ump/ini,n 
und di, A/foti1ii1saclu, s mil tkn slch tkckend,n 
Bikkrn der Xoinzidenzgeratkn k im Zeichenfeld 

Diese geometrische Verwandtschaft kann konstruk
tiv, z. B. zum Angittem eines in der betreffenden 
Ebene Iiegenden Punktes D, ausgenutzt werden. 

Die Ellipse als perspektiv-affines Bild des Kreises. Die perspektiv-affine Abbildung eines Kreises mil 
Mitlelpunkt M ist bestimmt durch die Affinit:itsachse s und das Bild M' des Kreismittelpunktes M. 
MM' ist die Affinitatsrichtung. Da sich auBerdemjede Gerade mit ihrem Bild auf der Affinit3.tsachse 
schneidet, ist das Bild jedes Punktes als Schnittpunkt zweier Geraden zu konstruieren, das Bild P' 
von P z. B.' nach den zwei Bedingungen MM' II PP' und (MP� s) = (M'P' � s). 
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Die Bilder senkrecht aufeinanderstehender Kreisdurchmesser werden konjugierte Ellipsendurch
messer genannt. z. B. P'R' und Q'S', die Bilder von PR l QS. Da Parallelen wieder in Parallelen Ubergehen und das Teilverhaltnis erhal ten bleibt, ergeben sich wichtige Beziehungen zwischen 
parallen Sehnen und Tangenten. 
Eln Elllpoendurcllmess balblerl &imtllcbe Sehnen, die parallel zu selnem konJulllerten llurdunesser 
Uecea, und die T.,.enten la den Eadpunkten elna Elllpaendurcbmeaen slad Puallelen des dazu 
koaJulllerten Dan:bmeaers; z. B. balblerl P'R' dleElllpsenselmen parallelzu Q'S', unddleT-.ent•n 
In P', R' slnd parallel zu Q'S'. 

Un ter den Paaren konjugierter Durchmesser gibt cs genau eins, das ein orthogonales Durchmesserpaar bildet. Diese sind die Hauptochse und die Nebenachse der Ellipse. Sind K 1 und K2 (Abb. 9.2-14) 
ihre Schnittpunkte mit der Affinitatsachse s, so liegen Mund M' nach dem Lehrsatz des Thales auf dem Kreis mit der Strecke K1 K2 als Durchmesser. Sein Mittelpunkt N ergibt sich als Schnittpunkt 
der Mittelsenkrechten der Strecke MM' mi t der Achse s; sein Radius hat die Lange INMI = INM'I 
= INK.I = INK,1. Die BestimmungsstOcke zur konstruktiven Durchfuhrung der affinen Transformation des Kreises x in die Ellipse x' sind die Affinitatsachse s und das Punktepaar M, M'. Die Achse s schneidet die Verbindungsstrecke MM' in Mo sowie PP' in P0 . Zur Konstruktion beliebiger weiterer Punkte
paare X, X' werden die Eigenschaften der affinen Verwandtschaft benutzt (Abb. 9.2-15). Es gilt 

MM' 11 PP' II XX' und IPPol: IP'Pol = IMMol: IM'Mol = IXXol: IX'Xol = k mit k als Charakte• ristik der Affinitat. 

9.2-14 Ellipse als perspektiv-affincs Bild cines Krcises 
Zur Durchfuhrung von Konstruktionen an Ellipsen mit Zirkel und Lineal verwendet man viclfach orrhogonale affine 
Transformationen mit der halben Hauptachse IMAI = a 
dcr Ellipse als Affinititsachse und der halben Ncben-

9.2-15 Tcilverhaltnisse bei perspektiv-affinen Geraden 
C 

achsc IMC'I = bals Affinititsrichtung. Die Hauptscheitel A 9_2.16 Zwcikrciskonstruktion dcr 
��t!!���r t

i 

a��e� ���ng?r��t��e!�::�h���r��� :� Ellipse 
Affinitiitsverhiiltnis gilt k = IMCI: IMC'I (Abb. 9.2-16, vgl. Abb.13.5-9). Vom Kreis x1 um M mil dem Radius der Lange IMAI ist die EIJipse das affine Bild. Auf Grund der affinen Zuordnung zwischen x1 und der Ellipse la.Bt sich umgekehrt folgende Ellipsenkonstruktion leicht ableiten: Man 
schlagt um Meinen zweiten Kreis x2 mit IMC/ als Radius. Auf x1 wird ein Punkt P1 beliebig angenommen. Die Verbindung MP1 schneidet x2 in P2 • FAllt man von P1 das Lot auf s und legt durch P2 cine 
Parallele zu s, so schneiden sich Lot und Parallele in dem Ellipsenpunkt P. 

Beweis: Nach Konstruktion gilt IMCI: IMC'I = IMP,I: IMP2 1 = IGP,I: IGPI = k. 

Wegen der Orthogonalit.iit der Affinit3.tsrichtung ist P ein Bildpunkt von P 1 • Die hier abgeleitete punktweise EUipsenkonstruktion wird als Zweikreiskonstruktion bezeichnet. ·oaraus )assen sich weitere Konstruktionen der Ellipse (vgl. Kap. 7. t I. - Ellipse) und ihre Parameterdarstellung hcrleitcn (vgl. Kap. 13.5. - Glcichungen der Ellipse). 
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Seitenrisse, Drehungen uncl KOrperdantellungen 

Die behandelten Grundkonstruktionen in zugeordneten Normalrissen werden, wie die folgenden 
Beispiele zeigen, vielf3.ch bei der Darstellung riiumlicher Objekte verwendet. 

Beispiel 1: Aus C,run'd- und AufriO eines Oktaeders in spezieller Lage zu den Bildebenen wird durch 
Anlmilpfen zweicr Seitenrissc cine Darstellung in allgcmeincr Lage gewonnen. Dabei hat z. B. 
Punk:t l"' von x23 den gleichen Abstand wie l' von x12 bzw. hat 1 •v vonx3.., den gleichenAbstand 
wic I" von x23 (Abb. 9.2-17). Durch den Wegfall projizierender Kanten und Flkhen gewinnt der 
KOrper an Anschaulichkeit. Dagcgcn ist beim letzten RiB des Oktaeders cine unmittelbare Ent
nahme von KOrpermaBen nicht mchr mOglich. AuBer zum Entwurf anschaulicher Bilder wird das 
Anlegen von Seitenrisscn als Konstruktionsprinzip verwendet. Das Obertragcn von Punkten in 
eincn neu angelegten SeitenriB erfolgt nach der Regel: Abstinde des wegfallenden Risscs bezG.g)ich 
der wegfallenden Achse von der neuen RiBachse auf den zugehOrigen Ordnungslinien nach dem 
neuen RiB abtragen. 

9.2-17 Oktaeder in Grund-. Auf- und Seitenrissen 

9.2-18 Schnitt von Gerade und Kugel: Anwendung ciner 
K0rpcrdrchung als Konstruktionsprinzip 

Beispiel 2: Durch cine KOrperdrehung 13.Bt sich der Sc/mill einer Geraden mil einer Kugel kon
struicren. Als Drehachse wird der erstprojizierende Durchmesser a der Kugel gewahlt (Abb. 9.2-18). 
Die Gerade g wird um a so weit gedreht, bis sic in der Endlage g parallel zu ll 2 liegt. Zwei auf g 
gecignet gewahlte Punkte 1 und 2 gehen dabei in J und in 2 Uber, und die Kugel gcht in sich Uber. 
Die erstprojizierende Hilfsebene I' durch g schneidet die Kugel in einem Kreis k, dessen AufriB 
mit der wahren Gestalt G.bereinstimmt. Folglich sind die Schnittpunkte A" und B" von k" mit g" 
die Aufrisse der DurchstoBpunkte von 8 durch die Kugel. Zwei zur RiBachse parallele Geraden 
durch A" und B" schneiden g" in A" bzw. B". Dam.it ist im AufriB die Drchung rllckgangig ge
macht. Die Grundrisse A' und B' der Schnittpunkte A und B von g mit der Kugel findet' man mit 
Hilfe von Ordnungslinien durch A" und B". 
Beispiel J: Die Tangentialebene an eine Kugel durch einen vorgegebcnen Kugelpunkt P la.Bt sich 
mit ersten unO zweiten Hauptlinien konstruieren. Da die Tangentialebene T senkrecht auf dem 
Beriihrungsradius rr durch P steht, schlicBen die beiden einander in P schneidenden Hauptlinien 
h1 und h2 von T mil ,, je einen rechten Winkel ein (Abb. 9.2-19). Folglich gilt l<l:(h;r;)I 
= 14:(h�rJ"JI = 90°. Da auBerdem h�' und hl parallel zur RiBachse liegen, !assen sich die Spurcn 
e1 und e2 der durch die Hauptlinien h1 und h2 aufgcspannten Tangcntialebene mittels der Punkte 
I und 2 konstruieren. 
Beispitl 4: Eine Geradeg ist mit einem Kegel, von dem die Kegelspitze Sund die Spurkurve s infl 
bekannt sind, zum Schnitt zu bringcn. Das Losungsprinzip ersieht man aus einem Schr8.gbild 
(Abb. 9.2-20). Eioe durch S und g gelegte Hilfsebene I' hat in ll die Spurgerade c. Schneidet c die 
Spurkurve sin den Punk.ten P1 , P2 , P3 , P4, so sind die Geraden SP, Erzeugende des Kegels, die 
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Tangcntialebenc an Kugel 

9.2·21 Konstruktion eines Drchkcgels bci vor• 
9.2•20 Schnin von Gerade und Kegel im Schragbild gcgcbcner Basisebene 

in I' liegen. Ihre Schnittpunkte I, 2, 3, 4 mit g sind daher die DurchstoBpunkte von g durch den 
Kegel. 
&ispi,I S: Auf einer durch ihre Spuren ,, und ,, festgelesten Ebene E ist ein Drehkeg,:I zu errichten, 
dessen Basiskreis in E liegt. Dabei sind die Hohe h des Kegels, die Unger des Basiskreisradius und 
der GrundriB M' des Mittelpunktes M von dern Basiskreis vorgegeben (Abb. 9.2-21). Die Kon
struktion llBt sich in Teilschritte aufgliedem. I. Mittels der ersten u.nd zweiten Hauptlinie ergibt 
sich der AufriBM" von Maus M'.-2. Der vorgegebene Basiskreisdurchmesser bildet sich im 
GrundriB auf h). und im AufriB auf hi' in wahrer Ungeab. A'I

Y und P"Q" sind die Hauptachsen 
der beiden BildelJipsen. - 3. Mit Hilfe von Ordnungslinien find.et man die Punkte .A", B" auf hJ.' 
und P', Q' auf h2. - 4. Nach der Papierstreifenlconstruktion erhalt man die Nebenacbsen dcr 
Bildellipsen und damit diese als Bilder vom Basiskreis des Drehkegels. - 5. Auf dem Lot I durch 
M mit den Rissen I' l hl und /" l h;' wird ein Punkt N -=t= M angenommen und die Strecke 
MN bei festgehaltenem Min cine Lage parallel zull, gedreht. - 6. Isl MN, das gedrehte Lot, so 
wird auf M"Nl' von M" aus dieStreckeh bis zumPunkt 

fj:,��r�:ae;,;_ E� �=::!:r�ir:e:i�=l��: Il2 

liefert cine Ordnungslinie den GrundriO S'. - 7. Tan
genten von S' bzw. S" an die zugeh0rigen Bilder des 
Basiskreises !assen sich z. B. durch Anwendung der 
perspek:tiven Affinitit konstruieren. Damit sind die 
gesuchten Risse des Drehkeaels bestimmt. 

Die secbs Hauptrisse. Als K.reuzriB bezeichnet man 
den SeitenriB, dessen Bildtafel ll3 senkrecht auf 

9.2-22 Schrigbild zu Grund-, Auf- und KreuzriB eines 
riumlichen Objektes 
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fl1 und fl 2 steht. Auch ihre Schnittgeraden xll , x23 und xll stehen im Raum senkrecht aufeinander. 
Die Abbildung 9.2-22 zeigt, dal3 sich nicht jedes raumliche Objekt aus Grund- und AufriB eindeutig 
reproduzieren Ja.81. 

' 

' 

-, 

' 

' 

' 

Ein WerkstUck kann auf sechs Ebenen senkrccht projiziert 
werden, die es wie die sechs Fllichen eines Wilrfels um
schliellen (Abb. 9.2-23). Man erhiilt die sechs Haupt• 
risse eines raumlichen Gebildes in der europtiischen Dar
stellung. Abweichend hiervon wird bei der amerikanischen 
Darstellungsart die Sichtbarkeit in entgegengesetztem 
Sinne gehandhabt. 

9.2-23 Scchs Hauptrissc nach dcr europiischcn Anordnung 

9.3. Weitere Abbildungsverfahren 

Kotierte Projektion - Eiotafelverfahren 

Bei der kotierten Projektion wird ein Punkt P des Raumes durch einen zur Bildebene II normalcn 
Projcktionsstrahl auf seinen Bildpunkt P' abgcbildct und sein Abstand k = IP' Pl in cincr festgclcgten 
Uingeneinheit e als Kote angegeben. Man wahlt meistll horizontal und den positivcn Halbraum mit 
k > 0 oben. Das Bild g' einer Geraden g ist durch die Bilder P'. Q' zweier ihrer Punkte P und Q 
festgelegt. Durch Abtragen ihrer Koten unter Beachtung des Vorzeichens auf zwei Parallclen durch 
P' und Q' ergibt sich der Spurpunkt G von g (Abb. 9.3-1 ). Umgekehrt ist cine Gerade im Raum durch 
die Bilder von irgend zwei Graduierungspunkten eindeutig festgelegt. Versteht man unter ihrem lnter
vall i den Abstand der Projektionen zwcier Graduierungspunkte, deren Koten sich um cine Einheit e 
unterscheidcn, so 13Bt sich die Gr0Be c::t = 14:(gg')I ihres Neigungswinkels gegen die Bildebene 
aus der Gleichung i = , cot" bestimmen (Abb. 9.3-2). 

Q 

9.3-1 Darstellung von Punkt und 
Gerade in der kotierten Projektion 

P(J) 

� 
........L-. 

R'(2/ _Q'(l} 

9.3-2 Intervall und 
Neigungswinkel ciner 
Gcraden; 
a) Schrligbild, 
b) kotierte Projektion 

Mittels der kotierten Projektioncn 13.Dt sich cntscheiden, ob zwei nicht-parallcle Geraden a und b, 
die etwa durch je zwei Graduicrungspunktc A, B und P, Q vorgegeben sind, einander schneidcn oder 
windschief sind (Abb. 9.3-3). Punkte gleicher Kote liegen auf einer zu II parallelen Schichtcbene, 
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z. B. P(2) und B(2) auf der Schichlebene k = 2. Eine Hilfsebene durch P(2), B(2) und A(3) schneidel 
die Schichtebcnc k = 3 in eincr Parallelen p zu P(2) 8(2), die die Gerade a enth3.lt. Die Geradc b 
kann a nur schneidcn, wenn sic in dieser Hilfscbcne liegt, d. h., wenn Q(3) auf p liegt. 

9.3•3 Kotiertc Projcktion zwcicr windschicfer 
Gcraden a und b und Schrlgbild dazu 

J, 1111C1""m, ob dk Verbi,,d,,ngsgeraden i• ,..,,., PIDflcr, tkr llicht-para/1, kn G,ratkn a und b mit 
gkicJ,.r K,Jr, ,;-,,J,r "'""'ldm txkr para/kl sind, ist dtu G,rad,npaar whttbd,l,f txkr hat •iMn 
Sc/ur/ttplDflct. Fiir m Poor para/k/,r G,rad,n a und b silld dk Eintaf,lriss, sow/• dk Verbilld""ls
pratk,r """ Punlctepoann mit g/eicMr Kote unterehtandtr parallel. 

Eine gegen ll geneigte E/Hne kann dargestellt werden durch kotiene, parallele und abstandsglcichc 
Geradcn als HOhenlinien oder durch cine Fallinie I, die die HOhenlinien senkrecht durchsctzt. Die 
Lage cincr solchen Ebene Jal3t sich durch cine graduierte Fallinie eindcutig beschreiben. Die HOhen
linie mil der Kole O ist die Spur der Eben, (Abb. 9.3-4). 
Zwei durch graduierte Fallioieo gegebene Ebcnen bringt man zum Schniu, indem man HOhenlinien 
mit g)eicher Kote zum Schnitl bringt (Abb. 9.3-5). Diescs LOsungsprinzip wird bci BOschungsauf
gaben und Dachausmittlungen angewendet. 
Sind cine Gerade g und cine Ebene E durch ihre Gefallema8sHibc gegeben, so sind cine Schar von 
Parallelen durch die Graduierungspunkte von g HOhcnlinien ciner Ebene £1 , die g enth3.lt. Die 
Schnittgerade s von E und £1 schneidet gin ihrem DurchstoBpunkt D durch £ (Abb. 9.3-6). 

9.3-4 Darstellungeiner Ebenc 9.3-5 Schnitt zwcicr Ebencn im Ein- 9.3-6 Schnitt von Gcrade und 
durch Gcra.llcma6stab tafclvcrfahrcn Ebenc im Eintafclvcrfahrcn 

Schichtenplan. Wird cine allgemeine Flache durch eine $char von Ebenen parallel zu Tl mit ganz
zahligen HOhenkoten gcschnitten, so entsteht cine $char von Schichtenlinien. Die Normalprojektion 
dieser Linien auf die Ebcnefl ergibt den Schichtenplan dieser Ftache. Der Schichtenplan eines auf fl 
normal stehenden Drchkegels mit der Spitze S stellt z. B. cine $char konzentrischer Kreisc mit S' 
als gcmcinsamem Mittelpunkt dar. Die Krcisradien lassen sich von einer kotierten Mantellinie des 
Xegels abnehmen. Auch von einem einschaligcn Drehhyperboloid stellt der Schich·tenplan cine $char 
konzentrischer .Kreisc dar, deren Radiuslingen durch den NormalriB einer kotierten Erzeugenden g 
diescr Fl:iche cindeutig bestimmt sind (Abb. 9.3-7). 
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g' 9.3-7 Schichtenplan eincs einschaligen Drehhyperboloids 

9.3-8 Schnitt von Gerade und 
Drehkegcl nach dem Eintafelverfahren 

Der Schnitt eines Drehkegels mit einer Geraden g (Abb. 9.3-8) JaDt sich mit einer Hilfsebene I' 
konstruieren, die g und die Spitze S des Kegels enthiilt. lhre Spur e in ll enth3.lt den Spurpunkt G 
von g und ist der Geraden parallel, die Smit dem Punkt von g verbindet, der diesel be Kote wie Shat. 
Die Schnittpunkte dieser Spur mit der Schichtlinie O des Kegels bestimmen die Mantellinien, auf 
denen die DurchstoBpunkte D und £ der Geraden g mit dem Kegelmantel liegen. Flachcn� die sich 
nur <lurch Vermessung einer grOBeren Anzahl von Punk.ten in einem Schichtenplan erfassen !assen, 
bezeichnet man als topographische Fliichen. Die Darstellungen solcher Flachen durch einen Schichten
plan sind fur die Konstruktion vonBOschungen, etwa bei Anlage von Verkehrswegen, von praktischer 
Bedeutung. Aber auch fur die Fertigung von Schilfs- und Luftschrauben, bei Tragflachen und Fahr
zeugverschalungen findet diese Darstellungsweise eine'vielfaltige Anwendung. 

Axonometrie 

Um einem durch Parallelprojektion gewonnenen anschaulichen Bild eines KOrpers mOglichst viele 
MaBe entnehmen zu kOnnen, bezieht man den KOrper auf ein orthonormiertes Dreibein O(X, Y, Z) 
und projiziert cs mit dem KOrper in das Zeichenfeld, in dem sein Bild ein ebenes Dreibein 
O'(X', Y', Z') ist. Je nach der Einfallsrichtung der Projektionsstrahlen unterscheidet man zwischen 
allgemeiner oder schiefer Axonometrie und orthogo11aler oder 11ormaler Axonometrie. Anstelle der 
einen Einheitsstrecke IOXI = IOYI = IOZI = e treten irn Bild drei auf, IOsX'I = ex , I01Y'I = e,und 
IO'Z.'I = e

,..
, die verschiedene Langen haben kOnnen und sich aus dem Bild O'(X', ys, Z') ergeben 

(Abb. 9.3-9). 
Der Satz von Pohlke enthAlt die Bedingung, unter der ein ebenes Dreibein als Parallelprojektion 
eincs raumlichen angesehen werden kann. 

Satz 'fOII Poblke. Jedes ebme Drelbein OS(X•, Y,, Z•) kaaa, wean die rier Punlde oa, X', Y', zs 

nlcbt alle auf ..., Gendm Ii- als PanllelriB elneo onbonorml«tea riumilcbm llrelbdns 
O(X, Y, Z) ...,._t -· 

Man nennt ein orthonormiertes 
raumliches Dreibein auch WUr
felecke und seine Parallelprojek
tion ein Pohlkesches Dreibein. 

,s 

9.3-9 Pohlkesches Dreibein 

,b- ----- y'Ys 
�// 735

° 

x5 ,/ 

9.3-10 Hausmodell in Kava
lierperspektive 

9.3-11 Hausmodell in Milit3.r
perspektive (Vogelperspektivc) 
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Spezielle Verfahren. Ein Sonderfall einer axonometrischen Abbildung ist der Schragrill, filr den 
e, = e

11 
= 1 und y' l z11 ist, w8hrend iiber den Mallstab e11 und die Richtung der .r-Achse beliebig 

verfilgt werden kann. Es handelt sich hierbei um cine dimetrische schiefe Axonometrie, die man auch 
als frontale Axorwmetrie bezeichnet. Die Kava/ierperspektive ist ein Sonderfall des Schragri8ver
fahrens; fiir sie gilt e, = e, = e, = I, y' 1 z' und l<l:(x", r)I = 135° (Abb. 9.3-10). Die Militiir
perspektive oder Vogelperspektive ist durch ex = e

¥ 
= ell = I, X' 1 y' und z' vertikal charakterisiert. 

Sie stellt, wie auch die Kavalicrperspektive, cine isometrische Axonometrie dar und wird zur anschau
lichen Belebung kartenmaBig gegebener Gebaudegrundrisse verwendet (Abb. 9.3-11). 
In der Praxis bedient man sich vielfach der isometrischen, der dimetrischen oder der trimetrischen 
Darstellung unter Einhaltung der am Beispiel eines Wllrfelausschnitts demonstrierten Normierungs
vorschriften (Abb. 9.3-12). 

,, 

y' 

9.3-12 Jsometrisches, dimetrisches und trimetrisches Bild eines Wtirfclausschnitts 

Isometric: 
fJ = 30',"' = 30° 

e": e
y

: ez 
= 1 : I : I 

Dimetrie: 
/J= 1°,0< =42° 

e": e
y

: ez = 0,5 : 1 : I 

Trimetrie: 
fJ= 5°,"'= 1s0 

e": e
y

: e
1 

= 0,5: 0,9: 

Liegt von einem riiumlichen Objekt eine Darstellung in zugeordneten Normalrissen vor, so kann ein 
axonometrisches Bild nach einem von L. ECKHART angegebenen Ein.schneideverfahren gewonnen 
werden. Man trennt die beiden Bilder und legt sie beliebig in die Zeichenebene. Zu jedem RiD gibt 
man cine Einschneiderichtung willklirlich vor. Die Bildpunkte des axonometrischen Bildes liegen in 
den Schnittpunkten zugeordneter Einschneidestrahlen (Abb. 9.3-13). Das Verfahren erfordert 
etwas tlbung in der Anordnung der Risse und in der Auswahl der Einschneiderichtungen, damit 
man ein nicht 0bermii8ig verzerrtes axonometrisches Bild bekommt. 

1' 

9.3-13 Axonomctrischcs 
Bild nach dcm Einschncidc
vcrfahrcn von L. ECKHART 

9.3-14 Normal-axonomctrischcs Pohlkc-Drcibein und des
sen Anwcndung auf cincn WUrfclausschnitt 

2 2 

W X Y Z 

Normale Axonometrie. Um anschauliche Bilder zu erhalten, wird angcnommen, daB keine der Achsen 
des orthonormierten riiumlichcn Dreibeins O(X, Y, Z) parallel zur Bildebene ll liegt. ·Dann sind ihre 
Spurpunkte A, B, ·C eigentliche Punkte. Das Spurendreieck ABC mit Seiten der Liingen a, b, c ist, 
wie aus raumlichen Vberlegungen folgt, spitzwinklig und bestimmt eindeutig das Pohlkeschc Drei-
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bein O"(X", Y'', Z") bei normaler Axonomctrie. Der Normalri8 0" ist der Schnittpunkt der Hoben 
h,,. hb , he des Spurcndreiccks, und die Punkte X", Y" und Z" findet man aus der Umklappung der 
rechtwinkligen Dreiecke BCO und CAO um die Seiten a bzw. bin die Zeichenebene (Abb. 9.3-14). 
Im Pohlkeschen Dreibein crscheint die Einheitsstrecke e vcrktirzt; die VerkUrzungs/aktoren sind 

). = e,: e = IO'AI: IOAI, µ = e,: e = IO'BI: IDBI und v = e,: e = ID'CI: IOCI. 
Zwischen ihnen gilt cine Beziehung, die sich bei der Herleitung des Satzes von GAUSS mit ergibt. 

Beziehung zwischen den VerkUrzungsfaktoren .'-2 + µ2 + 112 = 2 

Satz •on Gui. Siad O', X', Y', Z' die Normalprojektioaendes Nall_..t .. 0 _. der -
pomkte X, Y, z einel urtesilcbeD Koordlllatemystems aaf lrgeadeiae Bl._ n and fallt man 
O'X',O'Y',O'Z'al1 komplese Zablenp, f, rlaQI' B11-■af, so pit 

p2 + ,, + ,2 = 0 uncl IPl2 + 1,12 + 1,12 = 2. 
Zurn Bcweis steUt man das orthonormierte Dreibein O(X, Y, Z) in zugeordnetcn Normalrissen 
(Grund- und SeitenriB) dar; dabei wird der SeitenriB parallel zur OZ-Acbse eingefiibn (Abb. 9.3-15). 
Daraus entnimmt man IO'Z'I = r = ecoslt. Ferner bilden O'X' und O'Y' konjugiene Halbmcsser 
einer Ellipse, weil die zugeh0rigen Radien O' U und O' V senkrecht aufeinander stehen. Die Ellipse 
geht aus einem Kreis um O' mit dem Radius e dadurch hervor, da0 jede Kreissehne parallel zur 
Ril3achse x13 im Verhaltnis sin O: I verkilrzt wird. Legt man in den GrundriB cine GauBsche �. ,,_ 
Zahlenebene mit O' als Ursprung derart, daB sich die Achse 'Y/ des lmaginaren mit O'Z' deckt, dann 
kann man den Punkten X', Y', Z' die komplexen Zahlen p, q, r zuordnen. Es gilt: 

r" 

n 
P = cos (n + ,p) + i sin Ii sin (n + ,p) 

zQ-•---+-------'IZ' 
= -cosw - i sin{} sin VJ 

q = cos (3n/2 + ,p) + i sin Ii sin (3:,/2 + ,p) 
= sin tp - i sin{} cos tp 

r = i cosfi. 

9.3-15 Zurn Bcwcis dcr Bchauptung 
p2+q2+,2 =0 

Durch Quadrieren und anschlieBende Addition der komplexen Zahlen ergibt sichp2 + q2 + r 2 = 0. 
Bildet man die Betr.ii.ge der komplexen Zahlen und setzt ), = IPI, J' = lql, v = Ir!, so folgt entspre
chend der Behauptung ).2 + 1,2 + v2 = 2. 

Zentralperspektive 
Die Zentralperspektive ist eine Zentralprojektion und wird benutzt, um von r.ii.umlichen Gegenst.ii.n
den, die meist durch Grund- und AufriB gegeben sind, anschauliche Bilder zu konstruieren. Die 
umgekehrte Problemstellung, aus zentralperspektiven Bildern, meist aus Fotos, Grund- und AufriB 
zu rekonstruieren, ist ein Anliegen der Pho1ogramme1rie. Diese Aufgabe ist nur I0sbar, wenn bei 
orienlierler Kamera die Lage despho1ographi.schen Apparats zum Gegenstand bekannt ist oder wen� 
besonders bei Kartenaufnahmen nach Flugzeugbildern, die Fotos die Bilder von Paftpunkten ent
halten, deren Lage bekannt ist. 
Bestimmungsstllcke einer zentralperspektiven Abbildung sind das Projektionszentrum oder der 
Augpunkt 0, cine nicht durch O gehende horizontale Standebene I' und eine nicht durch O gehcnde 
vertikale Bildebene fl. Die zu I' parallele Ebene D durch O schneidet die Bildebene fl im Horizon, h. 
Bildebene und Standcbene schnciden einander in der Standlinie g. Der Lotfuflpunkt von O auf ll 
ist der Hauptpunk1 H. Er liegt auf dem Horizont h. Der Strecke d = IOHI = 10' H'I ist die Aug
distanz (vgl. Abb. 9.3-19). 

Durchschnittsmethode und Architektenanordnung. Nach Vorgabe von Grund- und Aufri0 eines Haus
modells, einer yertikalen Bildebene und des Augpunktes O kann das zentralperspektive Bild des 
Modells nach den Regeln des Zweitafelvcrfahrens punktweise konstruiert werden. Dies sci fur den 
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9.3-17 Zentralperspcktives Bild 
eines Hausmodells nach der 
Architcktenanordnung 
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9.3·16 Zentralperspektivcs Bild eines Hausmodells 
nach dcr Durchschnittsmethodc 

Punkt P gezeigt (Abb. 9.3-16). P'O' schneidet die 
Standlinie gin pc', P"O" aber die Ordnungslinie 
durch pc' in pc". Damit ist das Bild pc des Punk• 
tes P gefunden: Es wird in ein weiteres Zeichenfeld 
eingetragen, das der Umklappung von fl um g ent
spricht und den Horizont h, den Hauptpunkt H 
und die Fluchtpunkte F1 , F2 

• enthalt. Nach den 
Regeln der Zentralprojektion haben alle zueinander 
parallelen Geraden den gleichen Fluchtpunkt. Diese 
Fluchtpunkte liegen furGeraden parallel zur Stand
ebene I' auf dem Horizont h. FUr die Parallelen der 
<lurch AB bzw. DC bezeichneten Schar ist der 
Fluchtpunkc F1 • Sein GrundriB F{ ergibt sich als 
Schnitt von g mit der Parallelen zu DC durch O'; 
entsprechend ergibt sich Fi als GrundriD des 
Fluchtpunktes fur alle durch DA bzw. CB ge
kennzeichneten Parallelen. Der Fluchtpunkt aller 
Senkrechten zur Bildebene ist der Hauptpunkt H 

8 

o' 

r z 

,; 

Ferner kbnnen die Schnittpunkte der Basiskanten mit der Standlinie als Konstruktionshilfc dienen 
Die im vorlicgenden Beispiel auf g und h ermittelten Punkte 1, 2, 3,4 bzw. F1 und F2 sind unterOrien
tierung auf den Hauptpunkt H in den ZentralriB zu bringen. Damit ist die Konstruktion des per
spektiven Grundrisses auf das Verbinden von Punk.ten und Schneiden von Geraden zurUckgefuhrt. 
Nun sind noch die H0hen von First- und Trauflinien des Hausmodells aus dem AufriB zu entneh
men und auf Loten zu g durch I, 2, 3 und 4 inll abzutragen. Mit Verwendung der Fluchtpunkte F1 

und F2 la8t sich das perspektive Bild des Modells vervollstandigen. 
Die Entdeckung der Durchschnittsmethode wird BRUNELLESCO zugeschrieben. Sic hat den Nachteil, 
sehr platzaufwendig zu sein und Ma0U:bertragungen zu erfordern. Das wird durch die Architekten
anordnung vermieden. Dabei wird gemli.8 Abb. 9.3-17 von einer von der Mongeschen Lage abwei
chenden Anordnung von Grund- und AufriD des darzustellenden Objekts ausgegangen. Im Zeichen
feld 13.Bt sich, wie die Abbildung zeigt, der Zentralri8 allein durch Einzeichnen von horizontalen 
Ordnungslinien und Bildern von Sehstrahlen unter Ausschaltung von Ubertragungsfehlern bei ge
ringem Platzaufwand konstruieren. 

Ma8aufgaben der Perspektive. Zur Behandlung von Ma8aufgaben der Zentralperspektive bedarf 
es noch einiger Mittel, z. B. dee Bestimmung der wahren Lange einer Strecke lABI, deren Zentral
ri0 IA" Bel gegeben ist. FU.r Strecken lotrecht zur Standebene I' ist die L0sung einfach. Soll z. B .  
die wahre Lange des auf I '  stehenden Lotes /, gegeben durch te = IA" Bcl, ermittelt werden 
(Abb. 9.3-18), so nimmt man auf h einen Punkt F16 beliebig an und verbindet diesen mit A" und Be. 
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F, 

9.3-18 Wahre Lange cines Lotes aur 
dcr Standcbenc I' 

9.3-19 McBpunktvcrfahrcn 
g 

Die Verbindung sC = A cF:s liegt in I', und ihre Verltingerung schneidet gin S, einem Punkt derBild
ebene ll. Ferner wird die Verbindungsgerade 1c = Be F:s gezeichnet. Sic schneidet das in S auf g cr
richtete Lot in T. Da T gleichfalls in fl liegt, ist ISTI die wahre Lange des durch einen ZcntralriB ge
gebenen Lotes /. 
Auch bei Geraden, die in der Standebene liegen, ist das Abtragen vorgegebener Strecken in die zentral
perspektiven Bilder wichtig. Das Bild r einer in I' liegenden Geraden s schneidet g in S und Ir in 
ihrem FJuchtpunkt F:s (Abb.9.3-19). Auf s liegt der PunktA mit dem ZentralriB A c. Die Gerade s 
und der Fluchtstrahl OF

5 
sind parallel. Zur Ableitung der Konstruktion wird s in I' um S nach g 

und OF:, um F:i in Q nach h gedreht. Nach der Drehung liegt A in A
,. 

und O in M:,. Die Drehsehnen 
AA

,. 
und OM:, sind parallele Geraden. Sie spannen demnach cine Ebene auf, die die Geraden OA 

und M
:,
A

,. 
enth3.lt. Folglich schneiden sich diese beiden Geraden im Raum. Da dieser gemeinsame 

Punkt einerseits in 11 und andererseits auf dem Sehstrahl OA liegen muB, kann es nur der Bildpunkt 
A c: von A sein. Da die Strecke SA

,. 
die wahre Lange des durch einen Zentralril3 gegebenen Geraden

abschnittes SA wiedergibt, ta8t sich mit Hilfe des Punktes M
:, allein durch Konstruktion in 11 die 

wahre Lange jedes auf � abgetragenen Streckenbildes rekonstruieren. Der Punkt M:, laBt sich auch 
durch Konstruktion in 11 mit F:i und dem umgelegten Auge 0° finden. Von F:i aus ist mit IF,0°1 
als Radius ein Kreisbogen zu schlagen. der h in Ms schneidet. Die Verbindung von M, mit A (" schnei
det gin A

9
• !SA

9
1 liefert die wahre Langi: !SAi der durch einen ZentralriB gegebenen Strecke. Gibt 

Oo man auf r das Bild SC eines 
weiteren Punktes B vor, so 
kann mit Hilfe von M

s 
die 

wahre Lange ISBI in analoger 
Weise konstruiert werden. 
Ferner ist die Lange der 
Strecke A

,.
B

,. 
gleich der wah

ren Lange IABI der im Bild 
angegebenen Strecke. 
Das hicr crlauterte Verfah
ren zur Bestimmung dcr 
wahren Lange von eincr 
horizontal liegenden Streckc 
aus dem zentralperspektiven 
Bild bezeichnet man als 
Meftpunktverfahren, den zu 

alien beziiglich s parallclen 
Geraden gehOrigen Punkt M, 
als Me.Ppunkt von s. 
Ferner kann man eine vor
gegebene Strecke a wieder
holt auf g abtragen und die 

9.3-20 Konstruktion des Zcn
--'---L-----,,--

-..,_....,,__,..__;;----'�
.-

- tralrisscs cincs WGrfcls bci 
a a 9 Vorgabc cincr Kantc A." B., 
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Teilungspunkte mit M!l verbinden. Die Verbindungslinien erzeugen durch ihre Schnitte mit r eine 
projekrive Skala auf dieser Geraden. 
Mit diesen Mitteln JaBt sich z. B. der ZentralriB eines auf I'stehenden WU.rfels mit vorgegebenem sicht
barem RiB A c K einer Kante konstruieren (Abb. 9.3-20). Bci dcr Konstruktion wurde vorausgesetzt, 
dall die Zentralprojektion durch die Standlinie g, den Horizont h, den Hauptpunkt Hund die Aug
distanz d gegeben ist. 

Perspektive Kollineation. Gegeben ist ein in/' Jiegender Punkt A und sein ZentralriOAc (Abb. 9.3-21) 
Die Ebenen I' und Q werden gleichsinnig um g bzw. h nach ll gedreht. Dabei geht A in A 0 und O 
in das umgelegte Auge o0 Uber. Die Drehsehnen AA

0 und 00
° sind zueinander parallel und spannen 

eine Ebene auf. die fl nach o0 A0 schneidel. Da diese Ebene den Schstrahl OA enthalt, liegt Ac auch 
auf o0 A0

• Ferner spannen die Parallelen OH und AA, eine Ebene auf, die gleichfalls den Sehstrahl 
OA enthalt und die Bildebenell nach der Geraden HA, schneidel. Samit liegt im Schnittpunkt von 
0°A0 und HA, der Bildpunkt Ac von A. Die auf das Wesentliche beschrlinkte Konstruktion zeigt, 
daB zwischen Ac und A0 eine perspektiv-kollineare Punktverwandtschaft besteht. o

0 ist das Kol
lineationszentrum, g die Kollineationsachse und h die Gegenachse. 

Das zenJra/perspeklive Bild einer in I' /iegerukn Figur und duen Umlegung um g naclr der Bildebene fl 
sind perspektiv-kolliMar (Abb. 9.3-22). 

Das raumlichc Sehcn cntsteht da
durch, daB jedes der beiden Augen 
ein von dem des anderen Auges 
verschiedenes zentra1perspektives 
Bild eines raumlichen Gegenstands 
wahmimmt. Die beiden vonein
ander vcrschiedcnen Bilder werden 
stereoskopische Bildpaare oder 
Stereobilder genannt. Sic kOnnen 
z. B. mit einer Stereokamera mit 
rum:i 65 mm Objektivabstand auf
genommen und mittels eines Stereo

9.3-21 Perspektiv-kollincarc Punktvcrwandtschaft 
zwischcn ZcntralriO und Umlcgung cincs in I' lic
gendcn Punktcs A 

r, 

9.J-22 Perspektive Kollinea1ion 
am ZcntralriO ciner in I' licgcndcn 
ebcncn Figur und dcrcn Umlcgung 
in die Bildcbcnc 17 

skops getrennt, jedes in einem Auge, abgebildet werden. Da sich aus Stereobildern das raum
liche Objekt rekonstruieren la.Bt, wird die Stereoskopie z.  B. im Vermessungswesen, in der Krimi
nalistik und bei Unfalluntersuchungen angewendet. Stereoskopische Bilder lasscn sich auch kon
struieren, z. B. nach dem Durchschnittsverfahren der Zentralperspektive. Man nimmt dabei einen 
Abstand der beidcn Augpunktc von 65 mm und cine Distanz von 200 mm an. 
Beim Anaglyphenverfahren werden beide stcrcoskopische Bilder in einem Zeichenfeld so wicderge
geben, daB jedes physikalisch anderes Licht aussendet, z. B. verschieden polarisiertcs Licht oder Licht 
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der Komplcment!irfarben Grun und Rot (Abb. 9.3-23). Die 
Bilder werden durch cine Brille mit Filtern betrachtet. Jeder 
absorbiert das Licht des filr das andere Auge bestimmten 
Bildes. Die Trcnnung der dcm Sehvorgang jedes Auges an
gcpatlten Bilder durch Farbgebung oder Polarisation in Ver
bindung mit optischen Ger3.ten erwecken beim Betrachter 
den Eindruck riiumlicher Tiefe und Plastizitiit des dargestell
ten Gcgenstandes. Bci Betrachtung des vorliegenden Bildpaa
res ist vor dem linken Auge ein Rotfilter und vor dem 
rcchtcn Auge cin GrUnfilter anzubringen. 

9.3-23 Zwei zentralperspcktive Bilder eines Hausmodells 

1 O. Goniometrie 

10.1. Trigonometrische Funktionen ...... 2 38 
£inf Uhrung der trigonometrischen 
Funktionen ...................... 238 
Definition der trigonometrischen Funk• 
tionen /Ur beliebige WinkelgrOjlen .. 240 
Eigenscha/ten der trigonomelrischen 
Funklionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 243 
Das Arbeilen mil trigonometrischen 
Tafeln 249 

1 O. 1. Trigonometrische Funktionen 

Die Additionstheoreme ........... 251 
Folgerungen aus den Additions• 
1heoremen . . . . . . . . . . ...... 253 

10.2. Goniometrische Gleichungen .... 255 
Rein-goniometrische Gleichungen .... 255 
Gemisch1-goniometrische Gleichungen 158 

Die Goniometrie [griech. gonia, Winkel; metrein, messen) ist die Lehre von der Winkelmessung. 
Damit ist aber nicht die elementare Winkelmessung der Planimetrie gemeint, bei der die Winkel mit 
dem Winkelmesser (vgl. Kap. 7.2.) gezeichnet oder abgelesen wcrden, sondern das Rechnen mit 
speziellen Funktionen, die wegen ihrer Verwendung in der Trigonometrie (vgl. Kap. 11. und 12.) 
trigonometrische Funktionen heiBen (vgl. Kap. 5.3. - Trigonometrische und zyklomctrische Funk· 
tionen). 

Einfiihrung der trigonometrischen Funktionen 
Sinus. Steigt cine StraBe auf 100 m Weg gleichm30ig um 3 m an, so ist das Verhaltnis der HOhen
zunahme h zum zurtickgelegten Weg s, z. B. der Wert 3: 100 oder 3/100, ein MaO fur die Steilhcit 
der StraBc (Abb. 10. l•l ), d. h. fur die GrODe o: des Winkels, den StraOe und Horizontalebene bilden. 

100m 
100m I 

,_ ��===100=:::m ==t,=�,3m 

I•m 10� 
, .. 

6'! 'm )1m _ _, 
10.1-1 Bergauffahrt auf schiefer Ebcne (UbcrhOht gczeichnct) 

10.1-2 Sinus und Kosinus des Winkels der Grt>Bc o:; 
IAB1 1 = s1 , IAB2 1 = s2 , IAC1 1 = e1 , IAC21 - e2 ; 
h1: s1 = h2 : s2 , e,: s1 = e2 : s2 , da t::.AB1C1 ,_, 6AB2C2 

Das Verhaltnis h : s oder h/s ist eine Funktion de, WinkelgrOjJe a, die als Sinus von o. bezeichnet 
wird und danach zun3chst nur fur spitze Winkel o: erkl3rt ist (Abb. 10.1-2); 

h/s = sino:. h = ssinl'l. 
Aus einer auf Millimeterpapier angefertigten genUgend groBen Zeichnung kann der Wert von 
h/s = sin"' abgelesen werden; besonders einfach wird die graphische Bestimmung des Sinus. ,,,enn 
der Divisor s cine Zehnerpotenz ist, z. B. IO cm (Abb. I 0.1-3). FUr oc = 40° erha.It man z. B. h: J 
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10.1-3 Graphischc Be-

�i����!P��z�rS���k�7d� -/Oj,m,r+�¾:::r.0-4-L1:f-f: •:;,_,:1· l-:t9, ,4..,';i:' •4·.:-:,HH-t-t--++--F1;il!!j.ilc_ 
:�ss di��:\h:.1��i�_en -,,.,t. �---tf:;·,ft'1_+ili.,,_=lJ9-s,10/i:�-olr:;�m' .·,, 'b,f.,,;:c. b.c,,;r __ �1,'-:/cc;,,.,. "'·"'· *·'",!'= ·  --� � 
;�� :g:: g•.��· ./ ,: :�•··1t 

.I 

� :L i�:.J:-'./i1�! 1�1�~· ·�•·-1..;·: 
I :.1 _;:: 

= 6,43 cm: 10,00 cm= 0,643. Die Genauigkeit dieser Bestimmung ist gering, kann aber durch VergrODerung der Zeichnung gesteigert werden. Die Sinusfunktion hat fur jeden spitzen Winkel o; einen Wert, der stets kleiner als I ist und fur grOBere Winkel grOBer ist als fiir kleinere Winkel. 
Kosinus. Auf Landkarten erscheint der GrundriB e einer geneigten Strecke s als Kartenentfernung, er isl die Projektion e der Strecke sin die Horizontalebene (Abb. 10.1-4). Auch das Verhiiltnis e: s ist eine Fun kt ion der WinkelgrOBe o: und wird als Kosin us von o: bezeichnet: coso: = e/s, e = scoscx . 

. � r e 
I 
I 

10. 1-4 Projektion einer geneigten Strecke sin die Karten
ebene (GrundriBebene) 

�B 
�egeri 

.. a•he'e a 

A .!'11<at;,e'e b C 

10.1-5 Winkel der GrOf3e " im 
rechtwinkligen Drcieck 

Die Werte der Kosinusfunktion fi.ir spitze Winkel o: nehmen ab, wenn o: wiichst. Graphisch erhiilt man z. B. angeniihert cos 40° R:J 7,70 cm: 10 cm= 0,770 (Abb. 10.1-5). 
Tangens. Das Gefiille oder die Steigung einer StraBe wird durch das Verhaltnis h: e = tan� der HOhenzunahme h zur Horizontalentfernung e gekennzeichnet und als Funktion der WinkelgrOBe o: mit Tangens bezeichnet. Die Angabe 8 % bedeutet danach 8 m HOhenunterschied auf I 00 m Kartenentfernung (vgl. Kap. 5.2. - Lineare Funktionen). 
Kotangens, Sekans und Kosek.ans. Da zwischen drei Strecken allgemein 6 Verhaltnisse mOglich sind, !assen sich zwischen den Strecken s, h, e und der WinkelgrOBe o: drei weitere Beziehungen als Winkelfunktionen definieren; von ihnen ist der Kotangens der reziproke Wert des Tangens, und die rest-
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lichen zwei, Sekans und Kosekans, werden nur selten verwendet, z. B. in der Astronomic oder in der 
Nautik. Sinus: sino: = h/s, Kosinus: coso: = e/s, 

Tangens: tano: = h/e, Kolangens: coto: = e/h, 
Sekans: sec o: = s/e, Kosekans: cosec o: = .s/h. 

Im rechtwinkligen Oreieck bezeichnet man meist die dem Winkel anliegende Ka1hete b als A11kathete, die ihm gegeniiberliegende a als Gegenkatheu. Setzt man zur Ubersichtlichen Dars1ellung die Be
zeichnung der Seiten fOr ihre Langen, so tauten die 6 Winkelfunktionen: 
sin« 

cos« = 

Gepakadlete 

Hypot._. • 
Ankalbele 

Hypot- • 

tan'" 

col'" 

Gegenkalbete 
Ankatbete ' sec « 
Ankadlete 

Gegeabthete 
' COiee m 

Hypotenuse 

Ankathele 
Hypotenuse 

G-kalhele
0 

Zwischen diesen trigonometrischen Funktionen gelten einige Beziehungen, die sich im rechtwinkligcn 
Dreieck (Abb. 10.1-5) leicht nachrechnen lassen, die aber allgemein fur beliebige Gr0Ben IX des Winkels 
gelten: 

sin2 ex + cos2 ex = I 
tan ex = sin ex/cos ex = I /cot ex 
1 + tan2 ex= 1/cos2 ex 

tan ex ·cot ex= I 
cot ex = cos o:/sin ex = I /tan a: 
I + cot2 a:= 1/sin2 a: 

seco: = 1/coso: 
cosec o: = I/sin a 

Die Winkel 45° und 30° sowie 60° entstehen durch 
cine Diagonale der Lange d = 112 im Quadrat bzw. [Z1 
cine H0he h = 1 / 2 J.I) im gleichseitigen Dreieck jeweils 
��a:ct�rc:�

te

�:fg
n
::o�����h!�· 

1 
·:tnr11�n�� (��:i�: � 

dung IO. I -7) erhalt man dann die in der Ta belle ange
gebenen Werte. Durch Ausrechnen auf vier Dezimalen 
ergibt sich daraus die untenstehende Funktionen- 45° 
tafel. . . 1 Einige dieser Werte sind rational, die ilbrigen 
irrational, aber algebraisch. Nach den im AnschluB 10.1-6 Quadrat von 10.1-7 Gleichscitiges 
an die Additionstheoreme abgeleiteten Beziehungen dcr ScitenlAngc I Drcicck von dcr 
!assen sich aus ihnen durch algebraische Operationen Scitcnlangc I 
die Werle der trigonometrischen Funktionen fur cp/2, 
cp/4, ... , fur 2cp, 3q,, 4<p, Sep, .•. gewinnen. Im allgemeinen allerdings sind die Werte der trigono
metrischen Funktionen transzendente Zahlen, deren Werte sich aus unendlichen Reihen mit jeder 
gewllnschten Genauigkeit ergeben. 
Funktion q,=30° cp=45° q,=600 Funktion q,=30° 

q,=45
° <p=600 

sincp '!, '/, V2 '/, j/J sin <p 0,5000 0,7071 0,8660 
cos<p '!, VJ '/,V2 '!, coscp 0,8660 0,7071 0,5000 
tan q, '/,j/3 I V:i" tancp 0,5774 1,0000 1.7321 
cot <p VJ I 

1/J 1/3 cot rp 1,7321 1,0000 0,5774 

Definition der trigonometrischen Funktionen fur beliebige Winkelgr08en 
Um die trigonometrischen Funktionen Sinus, Kosinus, Tangens und Kotangens fur Winkel be
liebiger Gr0De, nicht nur fiir spitze, zu erkl:iren, legt man den Betrachtungen ein kartesisches Koordi-
11atensystem zugrunde (Abb. I 0.1-8), in der Mathematik meist ein Linkssystem, dessen Drehsimi dem Uhrzeigersinn entgegengcsetzt gerichtet ist und als der mathemarisch positive Drehsinn bezeichne t 

wird (vgl. Kap. 13.1.). In der Markscheidekunde und in der Geophysik werden meist Rechrssysreme benutzt, dcren x-Achse 
nach Norden und deren y-Achse nach Osten zeigen, deren Drehsinn also der Uhrzeigersinn ist. Einige 
m0gliche Koordinatensysteme mit rechtwinkligem Achsenkreuz sind in der Abbildung 10.1-8 dar
gestellt. 
Definition am Einheitskreis. In einem ebenen kartesischen Koordinatensystem durchlauft ein Win
kel cp alle vier Quadranten; seine Gr0Be kann dabei in Altgrad. in Neugrad oder im BogenmaD 
gemessen wcrden (vgl. Kap. 7.2. - Winkelmafie). Sein frcier Schenkel schneidct den Kreis mit dem 
Radius r = 1 um den Koordinatenanfangspunkt, den Einheitskreis, in den Punkten B1 (Abb. 10.1-9). 
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10.1-8 KoordinatcnS)Stcm mit rechtwinkligcm Achsenkrcuz 

Fiir den Schnittpunkt B0 der x-Achse mit dem Einheitskreis hat q; den Wert 0. W3hrend eines Um
laufs des freien Schenkels um den Koordinatenanfangspunkt durchlaurt <p alle Werte von 0° bis 
360° bzw. 4009 oder 211:. Auch fur Winkel, die grOBer sind als 21l, gelten die abzuleitenden Beziehungen, 
da fur sie der Punkt 81 wieder dieselben Lagen einnimmt wie fur Winkel zwischen O und 2n. Die 
jeweilige Lage des Punkies 81 , z. B. 81 , 82 , 83 , B4 , wird durch seine Koordinaten bestimmt, die 
Abszisse ist die senkrechte Projektion des jewei/igen Radius der Ldnge r = I au/ die x-Achse, die 
Ordinate die senkrechte Projektio11 dieses Radius au/ die y-Achse; ihre Mal3zahlen m sind z. B. fur 
die Lage B3 beide negativ, d. h., OC3 ist entgegengesetzt gerichtet wie die positive x-Achse und 
C3B3 entgegengesetzt zur positiven y-Achse (Abb. 10.1-10). 
Im ersten Quadranten gel ten, etwa im Dreieck OC1 B 1, die bekannten Definitionen fur Sinus, Kosin us,· 
Tangens und Kotangens. Es wird festgesetz1, die gleichen Definitionen sollen rnr alle Quadranten 
erhalten bleiben, dann gilt fi.lr jede Lage des Punktes B1, daB sin <p durch den Wert der Ordinate von 
81 , cosq, durch den der Abszisse, jeweils geteilt durch die Lange des Radius, bestimm1 wird, und 
dal3 tanq, das Yerhaltnis des Wertes der Ordinate 
zu dem der Abszisse ist, col q, aber sein rezi
proker Wert. 
Dabei haben die MaBzahlen von Abszisse und 
Ordinate in den verschiedenen Quadranten ver
schiedene Yorzeichen, der Radius aber stets das 
positive. In der Abbildung sind dann sincp2, 
tan cp3, cot,p3 und cos,p4 positiv, dagegen cosq,2, 

tancpi, cotcp2, sin,p3, cos,p3, sincp4, tanq,.i. 
und cot q,4 negativ. Die Tafel zeigt das Yor
zeichen der vier trigonometrischen Funktionen 
in allen Quadranten. 

Yorzeichentabelle 

Funktion Quadrant 

I II III IV 

sinq, + + - -

cos q, + - - + 

tancp + - + -

cotq, ,...±.... 
- + -

• y 

c, B, 

10.1-9 Dct\nition dcr lrigonomctrischen .. unk1ionen 
am Kreis mit dem Radius r = I 

Das geschilderte Yerfahren, den Geltungsbereich von Definitionen so auf neue Gebiete (die Qua
dranten II, III, IV) zu erweitern, daB die im bisherigen Definitionsbereich (Quadrant I) giiltigen 
Beziehungen erhalten bleiben, wird in der Mathematik h3.ufig angewendet und Permane11zprinzip 
genannt. FGr die trigonometrischen Funktionen gelten insbesondere alle in der Einfuhrung zwischen 
ihnen gefundenen Beziehungen jetzt fur alle Werte des Winkels. 
Auch fur die Winkelgrollen 0°, 90° (l()()',n/2), 180° (20()', n),.270° (30()', 3,i/2) und 360° (400', 2n) 
!assen sich die trigonometrischen Funktionen danach bestimmen, da die MaBzahlen von Abszisse 
bzw. Ordinate fur diese Winkel einen der Werte Null, + I oder -I hat. Filr die Tangens- bzw. die 
Kotangensfunk.tion treten dabei Unsrerigkeiten auf. wenn der Nenner des Bruches gegen Null geht; 
niihert sich die WinkelgrOBe rp z. B. wachsend dem Werte 90°, so gilt 

lim tan 'l't = lim [n�C1B1)/m(OC1 )] = +oo; 
vi-90" 1oc11-o 
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bci ciner Ann3.herung an 90° von lim tan <p1 = lim [m(C2B2)/m(OC2)] = -oo. 
sciten gr0llercr Wcrtc <p gilt dagegen: "•-90• 1oc,1--.o 
Wiihrcnd die wachscnde Winkelgr0Be <p den Wert q, = 90° durchl3.uft, springt der Wert der Tangens
fun.ktion von +oo auf-oo; furq., = 90° selbst ist dicsc Funktion nicht dcfiniert. Diesen Sachverhalt 
drUckt man kurz durch die Schreibweisc aus: tan 90° = ±oo, Ahnliche Sprungstellen haben die 
Tangensfunktion fur <p = 270° und die Kotangcnsfunktion fur q, = 0 und fur rp = 180°. 
Da dcr Radius des Einheitskreises die Lange , = + I hat, ergcben sich Sinus und Kosinus als die 
(mit Vorzeichen versehene) Mo.Pzahl der Ordinate 
bzw. der Abszisse. Auch fur die Funktionen Tan
gens und Kotangens !assen sich Streckenverh3lt
nissc findcn, deren Nenner den Wert+ I hat. Der 
Wert des Ta11gens wird als MaBzahl der gerichte
ten Strecke abgelesen, die die Schenkel des Win
kels rp aur der Tangente im Punkte B0( I, 0) an den 
Einheitskrcis abschneiden, denn nach dem Strah
lensatz crh8lt man wegen m(OB0) = + I und 
m(£1£1)= +I (Abb.10.1-10): 

tanrp, = sinrp2/cosrp2 = [m(C,B,)/m(OC2)) 
= [m(B0D2)/n�OB,)] = m(BoD,), 

tan rp, = sin rp3 /cos rp, = [m(C3B3)/m(OC3)] 
= [m(BoD,)/m(OBo)J = m(BoD,), 

Winkel-
grtille 
'P 

sinrp 
cosq:i 
tanq:i 
cotrp 

•y 

o· 90• 180° 270° 360° 

0, 100' 2()()1 3()()1 4()()1 

0 ,i/2 " 3,i/2 2" 

0 +1 0 -I 0 
+1 0 -I 0 +1 

0 ±oo 0 ±oo 0 
±oo 0 ±oo 0 ±oo 

l0.1-10 Zur Bestimmung der trigono
metrischen Funktionen filr Winkel der 
GrOBe "in den vier Quadranten 
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tan rp4 = sin rp4 /cos 'P• = [m(C4B4 )/m(OC4)) 
= [m(B0D4)/(OB0)] = m(B0D4). 

Entsprechend liest man den Wert des Korangens als MaBzahl dcr gcrichteten Strecke ab, die die 
positive y-Achse und der freie Schenkel des Winkels q, von dcr Tangente abschneiden, die den Ein
�citskreis im Punkte F (x = 0, y = J) berilhrt; denn nach dcm Strahlcnsatz gilt: 

cotrp, = cosrp2/sinrp2 = [m(OC,)/m(C2B,)] 
= [m(O£;)/m(£;£,)] = m(F£2), 

coif',= cosrp3 /sin9', = [m(OC3)/m(C3B,)] 
= [m(0£i)/m(Ei£,)) = m(FE,), 
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Die Bezeichnungen Tangens bzw. Koran
/!ens bekommen danach die anschauliche 

-+<-----+-�+---+----...... �({) ::�
e

�:,�n�:
r 

��
Pz

;;/:;" ::;ui�:�;:;u��{ 
27t (I, 0) bzw. au/ der Korangente mit dem 

BerUhrungspunkt (0, I). Auch die Funk
tionswerte fur die WinkelgrOI3en 0, ;c/2, 
1t, 3n/2 und 2'l !assen sich am Einheitskreis 
ablesen. 
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Schaubild der Winkelfunktionen in den vier 
Quadranten. Ein anschauliches Bild vom 
Verlauf der trigonometrischen Funktionen 
erhalt man durch ein kartesisches Koor
dinatensystem, in das als Abszisse die 
Argumente ,p in rad und als Ordinaten die 
Werte der betreffenden trigonometrischen 

� <p Funktionen eingetragen werden (Abbil---,1'--'1,----,1''--"1,----,/''--+-
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10.1-11 Konstruktion der Kurven der trigono
metrischen Funktionen 

10.1-12 Graphische Darstellung der trigono
metrischen Funktionen (Argumente in rad) 

bildung zeigt die punktweise Kon
struktion der Funktionen Sinus und 
Tangens fur Winkel von 15

° zu 15
° 

oder filr cine Schrittweite von '11/12 im 
I. und JI. Quadranten. In Abb. 10.1-12 
sind die MaBe auf die H3lfte verkUrzt 
worden, damit die Kurven fur alle Qua
dranten dargestellt werden kOnnen. 

Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen 
Aus den beiden graphischen Darstellungen der 
1rigonometrischen Funktionen kann cine Reihe 
Eigenschaften dieser Funktionen abgelesen wer
den, deren Richtigkeit sich, meist am Einheits
kreis, beweisen la.Ot. Die Winkel kOnnen dabei 
beliebige positive und - wic sich zeigen wird -
auch belicbige negative Werte haben. 

sin (<p ± 2mr) = sin <p; tan (<p ± n'1i) = tan q,; 
cos (rp ± 2m,) - cos rp; cot (rp ± n.,-,) - cot rp; 
n = I, 2, 3, . n = I, 2, 3, . 

kreis eingezeichneten Strecken. Die Ab-

fanv, 

I 

Periodizitit der trigonometrischen Funktionen und Wertevorrat. Die trigonometrischen Funktionen 
sind periodisch; die Sinus- und die Kosinusfunktion haben die Periode 2,,: bzw. 360°, die Tangens
und die Kotangensfunktion die Periode '11 bzw. 180°. Im Einheitskreis haben die frcien Schenkel der 
Winkel (<p ± 2n:T) die gleiche Lage, die 1rigonometrischen Funktionen deshaJb den gleichen Wert. 
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Die Darstellung am Einheitskreis zeigt weiter, dafl die freien Schenkel aller Winkel der Gr011en 
(r.p ± mt) jede der Tangenten an den Einheitskreis in den Punkten (1, 0) bzw. (0, I) nur in je einem 
Punkte schneiden, daB deshalb die Tangens- und die Kotangensfunktionen dieser Winkel denselben 
Wert haben. 
Die Funktionen Sinus und Kosinus nchmen alle ihre Funktionswertc bereits in einem Teilintervall 
an, z. 8. filr O ,s;;;; r.p � 2.-i:, die Funktionen Tangens und Kotangens schon in einem engeren Interval!, 
z. B. fur O � r.p � n. In einem solchen Interval\ schwanken die Funktionen sin r.p und cos r.p zwischen 
den Werten -1 und + 1 ; die Funktionen tan rp und cot r.p nehmen dagegen alle Werte zwischen -oo 
und +oo an. 

I -I.;;; sin,p.;;; +1 oder lsin,pl.;;; I I -I.;;; cos,p.;;; +I oder lcos,pl.;;; I I 

Tangenlenrichtungen. Nach den Regeln der Differentialrechnung gibt die Ableitung einer Funktion 
fur jeden Punkt ihrer Kurve den Richtungsfaktor der Tangente in diesem Punkte an die Kurve an 
(vgl. Kap. 19.1. - Geometrische und physikalische Bedeutung der Ableitung), 

d sinrp d cosrp d tanrp 1 d cotrp -I 
�

= cos q;, � = -sin rp, 
� 

= cosi rp • � = sin2 'P 
Die Sinus- und die Tangenskuri;e schneiden die rp-Achse im Punkte rp = 0 unter einem Winkel von 

45°, weil I 
d s

d
in <PI - I

d 
,d
an 

'I' I = +I; fur wachsend
.
e Winkel weicht aber die Sinuskurve 

<p 9a•O 'P ![•0 
nach unten, die Tangenskurve nach oben von dieser gememsamen Tangcnte ab, weil cos rp fur 
diese Winkel abnimml. Fi.ir die Stelle r:p = n: stehen beide Kurven senkrecht aufeinander. Fi.ir 

rp = n/2 haben die Kosinus- und die Kotangenskurve eine gemeinsame Tangente, die einen Winkel 

von -45° mit der +qi-Achse bildet, weil I d c
d
os rp 

l

l 
- I 

d c
d

o
, 'I' I = -I ; fur wachsende 

<P ,p•,-r/2 'P v-:r/2 
Winkel wek:ht die Kosinuskurve nach oben, die Kotangenskurve nach unten von dieser gemeinsa
men Tangente ab. FUr rp = 3n/2 schneiden sich diese Kurven unter einem rechten Winkel. Eine 
zur x-Achse parallele Tangente hat die Sinuskurve an den Stellen rp = n/2 und rp = 3::r/2, die Kosi
nuskurve an den Stellen rp = 0 und <p = n. 
Der Vcrlauf der Tangenten an die Sinus- und Tangenskurve im I .  Quadranten zeigt die Richtigkeit 
der A bscha tzu ng 

sinrp < arcrp < tan rp; 
mit arc rp ist dabei der im BogenmaO 
gemessene Winkel gemeint: arc rp 
wird in Abb. 10.1-11 dargestellt 
durch cine Gerade unter einem Win
kel von 45° gegen die +rp-Achse. 

10.1-IJ Graphischc Darstcllung der 
geraden Funktion J' = cos ,p = cost - wl 

10.1-14 Graphische Darstellung der 
ungeraden Funktion 
.1· = sin 9a = -sin(-,p} 

Gerade und ungerade Funktionen. 
Die Funktion cos <p ist gcrade, wcil 
sie fur positive und negative GrO
Oen l"\ des Winkels denselben Wert 
f(-,p)-f(,p) hat (Abb. 10.1-13; 
vgl. Kap. 5.1. - Besondere Funk
tionentypen). 

Die Funktionen Sinus, Tangens und Kotangens sind dagegcn ungerade Funktionen. lhre Kurven sind 
symmetrisch zum Koordinatenursprung (Abb. 10.1-14), weil die Funktionswerte /(-rp) = -/(rp) 
fur positive und negative GrOBen rp des Winkels zwar den gleichen Absolutbetrag, aber cntgegen
gesctztcs Vorzeichen haben (Abb. 10.1-15). Die Richtigkeit dieser viel verwendeten Beziehungen 
erkennt man am Einheitskreis. 
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10.1-15 Zur Bestimmung von Sinus. Kosin us. 
Tangens und Kotangens nega1iver Winkel 

Ungerade und gerade 
trigonometrische Funktionen 

sin (-q;,) = -sin 'P, 
tan (-q,) = -tan q,, 
cot (-q,) = -cotq, 

cos (-q,) =+cosq, 

Wegen dieser Eigenschaften geni.igt die Kenntnis der Funk1ionswerte in einem Teilinrerva/1 der 
Periode, um die Werte im ganzen Periodenintervall anzugeben; der Kosin us durchlauft z. B. J"ilr 
WinkelgrODen von O bis n dieselben Werte wie fur WinkelgrOfkn von 2n bis n, in Zeichen cos r:p 
= cos (2n - q,); er nimmt deshalb zwischen O und n alle seine absoluten Werte an. Entsprechende 
Teilintervalle gibt es fur die drei ungeraden trigonometrischen Funktionen: von -n/2 bis +n/2 
fur sin r:p und tan q; und von O bis n/2 fur cot <p. 
Nach den Beziehungen zwischen einer Funktion und ihrer Kofunktion und nach den Quadranten
relationen genUgt schon die Kenntnis der Werte von sin <p fur O is;;: 'P � n/2 zur Berechnung der 
Werte aller anderen trigonometrischen Funktionen. Um die Umrechnungen zu vereinfachen, werden 
allerdings praktisch neben den Sinuswerten fur O � 'P � n/2 die Tangenswerte fUr das gleiche Jnter
vall angegeben. 

Beziehungen zwischen den trigonometrischen Funktionen desselben Winkels. Nach den in der Einlei
tung gefundenen Beziehungen la.flt sich jede trigonometrische Funktion <lurch jede andere desselben 
Arguments ausdrUcken. Will man z. B. sin <p oder cot <p durch cos <p ausdrUcken, so ergibt sich 

l.sinq,= ±J/1 - cos1q,; 2.cot q, =cosq,/sin q, =cosq,/±J/1 -cos1
q, . 

Die folgende Tabelle enthalt alle Beziehungen. 

Funktion gegeben 
gesucht sin q, cos 'P tan rp cot <p 

±Ill - cos' q, 
tan <p I sinrp = sin<p 

±J/1 + tan' 'I' ±1 1 1 + cot1q, 

±Iii -sin1
q, 

I cotq, cosq, = COS'/J 

±VI+ tan1
q, ±111 + cot2q, 

sin q, ±VI - cos' q, I tanq, = tan cp --

±I I - sin2q, cos cp cotq, 

±VI - sin1
q, coscp I cotq, = sing, ±VI - cos2 <p 

-- cotrp tan 9' 

FUr Winkel im I. Quadranten gelten in ihr die positiven Yorzeichen der Wurzel; in den Ubrigen 
Quadranten sind die Vorzeichen der Wurzel nach der Vorzeichentabelle oder am Einheitskreis zu 
bestimmen. 

Beispiel 1: Im JJJ. Quadrantcn sind cosq:i und sinip ncgativ, dagegen tanq, und cotq, positiv; in 
der 2. Zcile der Tabelle gelten filr "< cp < 3"/2 deshalb die Formeln cos q, = -Ji I - sin' q, 

= -1/Vl + tan10
q, = -cotq,/J/1 + cot' q,. 

Funktion und Kofunktion. Das Wort Kosinus kommt aus dem Lateinischen und bedeutet complemellli 
sinus, d. h. Sinus des Komplementwinkels; entsprechcnd bedeuten Kotangens bzw. Kosekans 
Tangens bzw. Sekans des Komplementwinkels. Der Komplementwinkel /J erg3nzt einen gegebenen 
spitzen Winkel o: zu einem Rechten, ist dieser in BogenmaO gemessen, so gilt n/2 � � + p; der 
�����:;:i�:

i

�. kann in Altgrad, Neugrad oder BogenmaO 
I Rechter = 900 = l00, = n/Z rad I 
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Die sprachlichen Bezeichnungen Kosinus. Kotangens und Kosekans enthalten danach die mathe
matische Behauptung cos a = sin (:i/2 - c,.:) = sin {J. cot a = tan (n/2 - a) = tan /J, cosec c,.: 
= sec (n/2 - l\) = sec {J. An einem rechtwinkligen Dreieck, in dem die Kathete a dem Winkel t\ 
und die Kathete b dem Winkel fJ gegeniiberliegen, liest man in der Tat sofort ab (vgl. Abb. 10.1-5): 

sin a: = a/r = cos /J, cos l'\ = b/c = sin {J, tan� = a/b = cot /J, cot a = b/a = tan /J ,  
findet also Ober die Behauptung hinaus noch aus 

sin o. =· cos (n/2 - ex), tan j): = cot (n/2 - !X), sec a= cosec (n/2 - f.\), 
daB auch die Sinusjimktion die Kof,mktion des Kosi1111s ist, die Tange,isfu11ktio11 die des Kotangens bzw. 
die Sekansfunktion die Kofimktion des Kosekans. 

Jede trigonometrische Funktion nimmt /Ur wachsende Argumente von O bis :i/2 dieselbt>n Funktions
wute an wie ihre Kofunktion /Ur abnehmende Argumente von n/2 bis 0. 

Quadrantenrelationen. Zwischen trigonornetrischen Funktionen, deren Argumenle sich um n/2 
oder um Vielfache davon unterscheiden, bestehen Beziehungen, die Quadrantenrelationen genannt 
werden. 
Vierteldrehungssarz. Der Ubergang von einem Quadranten in den n3chsten erfolgt durch Drehen 

der Abbildung um ein Viertel des Vollwinkels oder durch Addition des rechten Winkels zum Ar
gument <p. Dabei mUssen Abszissen- bzw. Kosinuswerte (Abb. 10.1-16) Ubergehen in Ordinaten
bzw. Sinuswerte vom gleichen Betrage und umgekehrt; I sin (,r/2 + q,)I = lcos ,pl. lcos (n/2 + q,)I 
= I sin q,I. Ein positiver Wert von cos <p liegt auf der +x-Achse, wird also nach der Drehung als 
sin (n/2 + <p) auf der +y-Achse liegen, d. h. positiv sein; entsprechend geht ein negativer Wert von 
cos q; aur der -x-Achse durch die Drehung um n/2 in einen wieder negativen Wert sin (n/2 + q,) 
auf der -y-Achse Uber. Es gilt demnach cos <p = sin (n/2 + qi). Ein positiver Wert von sin q; dagegen 
geht durch die Drehung von der +y-Achse auf die -x-Achse Uber, ein negativer Wert von der -y
Achse auf die +x-Achse. Hier gilt demnach sin <p = -cos (n/2 + q;). 
Der Radius des Einheitskreises hat im Koordinatensystem dieselbe Lage fur einen positiven Winkel rp 
wie fur einen negativen Winkel -tp, wenn <p + tp = 4 · n/2 = 2..,:; dann haben auch die trigono
metrischen Funktionen denselben Wert, wenn fur q; der Wert -tp eingesetzt wird: 

sin (n/2 - 'I') = cos ( -'I') = cos I/Jo 

cos (n/2 -1/J) = -sin (-'I')= sin 1/J. 
Wegen tan <p = sin q,/cos <p und cotrp = cosrp/sinrp 
gilt auch tan (,r/2 + q,) = -cot q,, cot (,i/2 + q,) 
= -tan q,, tan (n/2 - 1/J) = cot V', 
cot (n/2 - 'I') = tan 1/J. 
Die Beziehungen zwischen Funktion und Kofunk
tion sind damit auf beliebige Winkel v, verallge
meinert worden. Die Gleichung sin (n/2 + P) = 
cos p bedeutet geometrisch, daB die Kurve der 
Sinusfunktion als eine um 90° = n./2 verschobene 
Kosinuskurve aufgefaBt werden darf. 
Weitere Quadrantenrelationen. Der Ubergang in 
den Ubern3chsten bzw. in den drittn3chsten Qua
dranten wird vollzogen durch Addition von n: bzw. 
3n/2. Die dabei gi.iltigen Beziehungen ergeben sich 
aus denen des Vierteldrehungssatzes, wenn man 
fur <p dann n/2 + 1P bzw. 1r + VJ einsetzt. 

Beispielt. 2: tan (n + 1/J) = tan (1t/2 + :n/2 + 1/J) 
= -cot (11/2 + 1/J) = +tan 1/J. 

3: cos (J,r/2 +'I')= cos (n/2 + :n + 'I') 
= -sin (11 + v) = -sin (n/2 + 11/2 + 1/J) 
= -cos (1</2 + = +sin 1/J. 

@ 
. 

m 

I 0.1-16 Zurn Vierteldrehungssatz 
sin (;r/2 + q) = cos o,, cos (:i/2 + q,) = -sin ,p 

Man kann auch das Vielfache eines rechten Winkels um beliebige Winkel <p verringern und dafi.ir 
ebenfalls die Formeln des Vierteldrehungssa1zes benutzen. 

Beispiel 4: sin (11 - q,) = sin (1</2 + n/2 - q,) = cos (1</2 - op)= sin q,. 

Obersicht Uber die Quadrantenrelationen. Durch die Quadrantenrelationen wird eine trigonometrische 
Funktion einer WinkelgrOBe (n · n/2 ± 0) fur n = I, 21 3, 4 ausgedrilckt durch eine Funktion der 
WinkelgrOBc; d, wobei d ein beliebiger Winkel ist. Setzt man (n · n/2 ± d) = <I>, so !assen sich die 
Quadrantenrelationen zu der folgenden Ta belle zusammenfassen: 
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<P = ,i/2-� 11/2+6 ::t-c11 11+0 J,i/2-6 3"/2+6 2"-6 L-.+6 

sin <P cosd cosO sin d -sind -cosd -cos6 -sin6 sin d 
cos<P sind -sind -cosd -cos6 -sinb +sin6 +cos6 cos 6 
tan</J cot c} -cotd -tan6 +tand +cot,� -cotd -tand tan d 
cot <P tan d -tand -cotd +cotd +tand -tand -cotd cotd 

Quadrant I II I l l  Ill Ill IV IV I 

Die Ta belle zeigt folgende GesetzmaOigkeiten: 
I. fur ungeradzahlige Vielfache von n/2, d. h. fur <P = n/2 ± d und (J) = 3n/2 ± �. trill die Ko

funktion des Winkels d fur die gesuchte Funktion von <P auf, 
2. fi.ir geradzahlige Viel/ache von ::t/2, d. h. fur <I> = ,r ± 15 und = 2't ± d, tritt diesel be Funktion 

von <I> auf wie die, die von <P gesucht wird, 
3. wird c'S als spitzer Winkel festgelegt, so liegt der freie Schenkel des Winkels <Pin dem Quadranten, 

der in der letzten Zeile angegeben ist; das Vorzeichen der Funktion von <I> ergibt sich fur diesen 
Quadranten am Einheitskreis oder nach der Vorzeichentabelle (t Definition am Einheitskreis). 

Durch diese Tabelle lassen sich die trigonometrischen Funktionen beliebiger Winkel <I> zuri.ickfuhren 
auf Funktionen spitzer Winkel t). Da in praktischen Aufgaben, besonders wenn die Winkel in Grad, 
Minuten und Sekunden gegeben sind, nur die positiven ZuwUchse d verwendet werden, sind die 
Spalten <I> = ,r/2 + b. <P =" + 6 und c/J � 3.,i/2 + 6 besonders markiert. Nach der Tabelle ergibt 
sich z. B. sin (,i + b) = -sin 6, tan (:i/2 + d) = -cot 6, cot (3,i/2 + b) = -tan d. 

Arkusfunktionen. Tr3gt man vom Koordinatenanfangspunkt aus auf der y-Achse cine gerichtete 
Strecke OF, bzw. OF3 ab, deren Lange kleiner als die Einheit ist, so schneidet eine Parallele zur 
x-Achse durch den Punkt F1 bzw. F3 den Einheitskreis in zwei Punkten 81 und 82 bzw. B3 und B4 • 
Abbildung 10.1-17 zeigt, da8 08 1 und 0B2 bzw. OB3 und 084 die freien Schenkel zweier Winkel 

<p1 und <p2 bzw. <p3 und <p4 sind, deren Sinusfunktion durch die MaOzahl der Strecke OF1 bzw. OF3 

gegeben ist: 
sin <p1 = sin <p2 = m(OF1 ), sin q,3 

= sin <p4 = m(OF3). 

Es 138t sich danach jede Zahl y mit IYI < I als ein Wert der Sinusfunktion auffassen, und es gibt 
jeweils zwei WinkelgrOBen, die LOsungen der Gleichung y = sin ip sind. Nach der Abbildung kOnnen 
allerdings volle Umdrehungen des freien Schenkels des Winkels nicht unterschieden werden, d. h., 
es gibt in Wirklichkeit unendlich viele LOsungen 
'P1 = f/)1 ± 211:,r, 
und q,2 = q,2 ± 2n,i fury> 0 
bzw. v,1 = q;3 ± 2nn 
und ip2 = <p4 ± 2nn 
fur y < o. n = o. I, 2, . 

y 

Aus Gri.inden der Symmetric zur 
y-Achse gilt rur diese WinkelgrO-
llen +-'---c..---�Pw..�4_.. 

<p, +<p2 =n,<p3 +rp4 = 3:i. 
Durch Abtragen einer gegebenen 
Zahl x mit Jxl < I als Strecke auf 
der x-Achse eines Einheitskreises 
und durch eine Parallele zur y

y 

Achse durch den Endpunkt C1 4 10.1-17 KonstruktionderWinkel 10.1-18 KonstruktionderWinkel 
bzw. C2 •3 ergeben sich entsprC- zu zwei gegebenen Sinuswerten zu zwei gegebenen Kosinuswerten 
chend zwei Winkel q;1 und <p4 
bzw. <p2 und <p3, deren GrOBen als LOsungen der Gleichung cos 'I' = x aufgefallt werden kOnnen 
(Abb. 10.1-18): 

'Pt = <p1 ± 211n, v,2 = <p4 ± 2nn, 11 == 0, I, 2, . 
bzw. 'Pi = <p2 ± 2,m, 'l'i = <p3 ± 2nn, n = 0, I, 2,. 
Zwischen diesen LOsungen gilt die Beziehung q,1 + q;4 = 2n bzw. q,2 + <p3 = 2"'l. 
Aus dem Wert des Kosinus oder des Sinus erhalt man auch im lntervall O � <p < 2.-i zwei Werle 
fur die WinkelgrOBe 111; aus y = sin 'I' z. B. die Werle q;1 und <p2 • Am Einheitskreis erkennt man, daD 
durch eine dieser Funktionen unddas Vorzeichen der anderen die WinkelgrOBe!peiodeutig bestimmt ist. 
Aus der im AnschluD an das Addilionstheorem abgeleiteten Beziehung tan ('1'/2) = sin ip/(1 + cos 'I') 
ergibt sich, daO zur eindeutigen Festlegung einer WinkelgrOOe 'P, 0 � v, < Zn, auch der Tangenswert 
des halben Winkels geni.igt. 
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Die Aufgabe, zu einer gcgebenen Zahl y bzw. x WinkelgrOllen zu findcn, fur die als Argumente die 
Tangensfunktion bzw. die Kotangensfunktion einen gegebenen Wert annimmt, 13.Bt sich ebenfalls 
geomctrisch am Einheitskreis !Osen (Abb. 10.1-19). Die der Zahl y bzw. x entsprechende gerichtete 
Strecke, z. B. B0D1 ,3 bzw. FE2,4, wird vom Punkte 80(1, 0) bzw. F(O, I) aus auf der Tangente an 
den Einheitskreis im Punkte B0 bzw. F abgetragen und ihr Endpunkt D1 ,3 bzw. £2 •4 durch cine 
Gerade mit dem Koordinatenanfangspunkt O verbunden, die den Einheitskreis in den Punk ten B 1 
und B3 bzw. B2 und B4 schneidet. Man findet 1Pa = q,1 ± nn, n = 0, 1, 2, ... als LOsung der Glei
chung tan tp = y bzw. tp1 = <p2 ± n:ri, n = 0, I, 2, ... als LOsung der Gleichung cot V' = x. 

Man bezeichnet die Funktion, die den im BogenmaO gemessenen Winkel angibt, fur den cine tri
gonometrische Funktion vorbestimmte Werte annimmt, als zyklometrische oder Arkusfunktion 
der trigonometrischen [lat. arcus, Bogen] (vgl. 5.3. - Trigonometrische und zyklometrische Funk
tionen). Diese Funktionen sind die Um.kehr- oder inversen Funktionen der trigonometrischen. Die 
Bezeichnungen sind in der Tabelle zusammengestellt. Nach der beim Ableiten der Umkehrfunktion 
iiblichen Vertauschung von x und y stellt y den Bogen, Arkus, dar, dessen Sinus den Wert x hat; die 
lateinische Bezeichnung arcus cuius sinus x est hat zu dem Zeichen arcsin x gefilhrt. Durch Spiegelung 
an der Winkelhalbierenden des I. Quadranten erhalt man die 
Darstellungen des Funktionsverlaufs fur die Arkusfunktionen 
aus denen der trigonometrischen (Abb. 10.1-20 und 10.1-21). 
Je nach den Monotonie-lntervallen ergeben sich verschiedene 
Wertevorriite der Umkehrfunktionen; die Hauptwerte bezeich
net man mit A resin x, Arccos x, Arctan x und Arccot x: 

trigonometri
sche Funktion 

y 7-sin x 

y = cosx 
y = tan x 

y - COi X 

Arkusfunktion 

y = arcsinx 
y = arccos x 

y = arctan x 

y = arccot x 

.Y 

Hauptwerte 

-n:/2 � Arcsin x � +ii/2 
0�Arccosx�n: 
-,i/2 < Arctan x < +,i/2 
0 < Arccot x < +" 

10.1-20 Graphische Dars1cllung Cler Funktionen 
y = arctan x und y = arccot x. 
die Hauptwer1e sind durch Farben hervorgehoben 

y 

10.1-19 Konstruktion dcr Winkel 
zu eincm gcgcbcnen Tangens
bzw. Kotangenswert 

10.1-21 Graphische Darstellung dcr Funktionen y = arcsin x und y = arccos x. 
die Hauptwerte sind durch Farben hervorgehoben 
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Oas Arbeiten mil trigonometrischen Tafeln 

Das Prinzip der Einrichtung und Benutzung der Tafeln ist fur alle Winkelteilungen das gleiche. 
Da Tafeln fur dezimalgeteilten Altgrad am verbreitetsten sind, werden sic der Erlauterung zugrunde 
gelegt. Im An hang sind 4stellige Tafeln abgedruckt: Besonderheiten, vor allem rur Tafeln mit 5, 6 oder 
7 Stellen, sind in der Benutzungsanweisung jeder Tafel angegeben. 

Oas Aufschlagen der Winketrunktionen. Jn der hier abgcbildeten Tafel werden die Werte der darge
stelllen Funktionen im Schni1tpunk1 einer horizontal laufenden Zeile mit einer senkrecht laufenden 
Spalle gefunden, in dcr Abbildung z. B. der Zeile fur ,.5" Grad mit der Spalte .,4"; fur den Schnitt
punkt findet man sin 5,4° = 0,0941; da die Sinuswerte bis auf einen (sin 90° = I) kleiner als I sind, 
werden meist nur die Stellcn nach dem Komma angcgeben. 
Alie Tafeln trigonometrischer Funktionen haben einen doppelte11 Eil1gang, sic kOnnen von links oben 
bzw. von recl11s 1111te11 gelesen werden; damit melnt man, die Zeilen kOnnen von oben nach unten 
und die Spalten von links nach rechts gez3hlt werden oder umgekehrt die Zeilen von unten nach oben 
und die Spalten von rechts nach links. In Abb. 10.1-22 ergibt sich von links oben fur die Zeile .,5" 
und die Spalte ,.,4" der Wert sin 5,4

° 

= 0,0941; von rechts unten steht derselbe Wert in der Zeile 
,.84" und der Spalte .,,6"; da aber 5,4

° + 84,6° = 90°, gibt er den Wert der Ko/unktion an, d. h., 
cos 84,6° = 0,0941. Die Werte einer Funktion und ihrer Kofunktion sind auf diese Weise in ein 
und derselben Tafel enthalten, die Sinus- bzw. Tangenswerte von links oben, die Kosinus- bzw. 
Kolangenswerte von rechts unten. Nach den Quadrantenrelationen brauchen dabei nur die Werte 
im I. Quadranten angegeben zu werden: das Vorzeichen der gesuchten Funktion ergibt sich aus der 
Vorzeichentabelle oder aus dem Einheitskreis. Zurn Ablesen in Tafeln und zum linearen lnterpolieren 
vgl. Kap. 2.1. - Tafeln fur Quadrat- und Kubikzahlen und 2.2. - Das praktischc logarithmische 
Rcchnen. 

ton<p2 

10.1-23 Graphische Oarstellung der Werte der 1rigonome1rischcn Funktionen for 
den Winkel ,,-

2 
= 113,4° 

Da der Einsatz von Rechenmaschinen zunimmt, wachst die Bedeutung von Tafeln der 11atiirliche11 
Werre der Winkelfunktionen. FrOher wurden fur genauere Rechnungen logarithmisclHri"goriometri
scl,e Tafelt, bevorzugt. In ihnen ist es i.iblich, cine um 10 grOBere Kennziffer anzugeben; z. B. ist 
lg sin 5,4° = 0,9736 - 2 = 8,9736 - 10, und die Tafel gibt 8,9736 an. Da es Logarithmen negativer 
Zahlen nicht gibt, enthalten diese Tafeln von der:1 trigonometrischen Funktionen nur die Logarithmen 
der absoluten Betrage. Andererseits sind deren Vorzeichen ausschlaggebend fur die GrOBe der zu 
berechnenden Winkel; die Vorzeichen werden deshalb durch ein dem Logarithmus nachgestelhes p 
(positiv) bzw. n (negativ) angegeben (vgl. Kap. 2.2.). 

Beispiel I: FUr den Winkel <p1 = 56,6° erh3lt man: 

sin 56,6° = 0,8348; cos 56,6° = 0,5505; 
tan 56,6° = I ,517; cot 56,6° = 0,6594; 

lg sin 56,6° = 9,9216; lg cos 56,6° = 9, 7407; 
lg tan 56,6° = o. 1809; lg cot 56,6° = 9,8191 . 

Beispiel 2: Fiir den Winkel rp2 = 113,4° (Abb. 10.1-23) crhiilt man: 
sin 113,4° 

= sin (90° + 23,4°) = +cos (23,4°) = +o,9178; 
cos 113,4° = cos (90° + 23,4°) = -sin (23,4°) = -0,3971; 
tan 113,4° = -cot (23,4") = -2,311; 
cot 113,4° = .:..,an(23,4°) = -0,4327; 

lg !sin 113,4°I = 9,9627 p; 
lg !tan 111,4°I = 0,3638 n; 

lg !cos 113,4°1 = 9,5990 11: 
lg !cot 113,4°1 = 9,6362 n. 
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Beispiel 3: Fur den Winkel q,3 = 244
0
8° (Abb. 10.1-24) 

crh3lt man: 
sin 244,8° = sin (180° + 64,8°) = -sin 64,8° 

= -0,9048 
COS 244,8° = COS (180° 

+ 64,8°) = -COS 64,8° 

= -0,4258; 
tan 244,8° = tan 64,8° = +2,125; 
cot 244,8° = cot 64,8° = +0,4706; 

lg I sin 244,8"1 = 9,9566 n; lg lcos 244,8°1 = 9,6292 n; 

lg I tan 244,8'1 = 0,3274 p; lg lcot 244,8°1 = 9,6726 p. 

I 0.1-24 Graphische Oarstcllung dcr Werte dcr trigonometri
schen Funktionen fi.ir den Winkel q-3 = 244,8 ° 

Beispiel 4: Fur den Winkel q,4 = 320,3° (Abb. 10.1-25) 
crhalt man: 

sin 320,3° = sin (270° + 50,3°) 
= -cos 50.3° = -0,6388; 

cos 320,3° = cos (270° + 50,3°) 
= +sin 50,3° = +0,7694; 

tan 320,3° = -col 50,3° = -0,8302; 
cot 320,3° = -tan 50,3° = -1,205; 

lg lsin 320,3'1 = 9,8053 n; lg lcos 320,3°1 = 9,8862p; 
lg I tan 320,3'1 = 9,9192 n; lg lcol 320,3° 1 = 0,0808 n. 

10.1-25 Graphische Oarsiellung der Werte der trigonometrischen Funktionen rur den Winkel "" = 320,3° 

1st vom Wert des Winkels cine weitere Dezimale z bekannt, d. h., liegt der gesuchte Funktionswert 
zwischen den in der Tafel angegebcnen Werten 11 und 12, so findet man durch lineore Interpolation 
(vgl. Kap. 2.2. - Das praktische logarithmische Rechnen) aus der Tafeldifferenz d = t2 - t, die Ver
besserung v = d · z/ I 0. 

Da die Kofunktionen Kosinus und Kotangtns mil wachstndem Argument abnehmtn, i,!I bti ihnen die 
Verbtsserung v vom Tafelwert abzuziehen. 

Der Wert sin 5,47° liegt zwischen sin 5,4° = 0,0941 und sin 5,5° = 0,0958, die Tafeldifferenz dist 
17 • 10-4 = 0,0017, die n3.chste Ziffer z ist 7; fur die Verbesserung erh3lt man v = (17 • 7/10) • 10-4 

= 11,9 • 10-4 � 12 · 10-4 oder 0,0012; d. h., es gilt sin 5,47° = 0,0953. Dagegen liegt der Wert 
fur cos 56,64° zwischen cos 56,6° = 0,5505 und cos 56,7° = 0,5490, man hat d = -15 · 10-"", 
z = 4, v = (-15 · 4/10) · 10-• = -6,0 · 10-•. d. h., cos 56,64° = 0,5499. 

Beispiele. 5: tan 113,43° = -cot 23,43° = -(2,311 - (11 · 3/10) · 10-'1 = -2,308. 
6: lg lcos 244,86'1 = lg cos 64,86° n = [9,6292 - (16 · 6/10) · 10-•1 n = 9,6282 n. 
7: lg lsin 320,39'1 = lg cos 50,39° n = (9,8053 - (9 · 9/ 10) · 10-•1 n = 9,8045 n. 
8: cot 81,36' = 0,1519, da cot 81,3• = 0,1530 und col 81,4• = 0,1512. 
9: tan 62°37' = 1,930, da tan 62°30' = 1,921 und Ian 62°40' = 1,934. 

Das Aufschlagen der Winkelgr0Ben. Falls der gegebene Funktionswert unmittelbar in der Tafel auf
trilt, Jauft die Bestimmung der Winkelgr0llen nur darauf hinaus, die Bezeichnung der Zeile und der 
Spalte abzulesen die sich an der Stelle des Funktionswertes kreuzen. Stimmt der Funktionswert 
nicht mit einem Tafelwert Uberein, so erhalt man die n3chste gi.iltige Dezimale z des Winkels aus der 
Tafeldifferenz d und der bislang Verbesserung genannten Ei'gelldifferenz v zwischen dem gegebenen 
Funktionswert und dem im Sinne wachsender Argumente vorangehenden Tafelwert t': d/10 = z 

oder z = ,. · 10/d. 

Beispiel JO: Der Kosinuswert 0,3950 liegt zwischen cos 66,7° = 0,3955 und cos 66,8° = 0,3939; 
man findel d=-16·!0-•, v=-5·1o-•, d.h., z=+5·10/!6,-,3,'oder arccos 0,3950 
= 66,73°. Wegcn der Mehrdeutigkeit der Arkusfunktionen haben auch <p = -66,73° � 293,27°; 
66, 73° ::::: ·n · 360° und 293,27° ± n · 360°, n = I, 2, . als L0sung zu gelten. 
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Beispie/ /I: Wie groll ist arcsin (-0,7777 )? -
Nach der Vorzeichentabelle oder nach der Darstellung im Einhcitskreis gibt cs, abgesehen von der 
Periode, zwei LOsungen (()1 und q,2, die im III. und IV. Quadranten licgen und der Gleichung 
q:,1 + q,2 = 3n: = 540° genUgen. Nach der Quadrantenrelation liegt O = <p1 - n zwischen 51 ,0° 

und 51,1°, da sin 5l,0° =0,777I und 5 l , l0=0,7782; aus d=ll· l0-•, v=6·lo-• folgl 
z = 6 · 10/11"" 5, d. h., d = 51,05°, q,1 = 231,05° ± n · 360°, q,2 = 308,95° ± n · 360°, 
n = 0,1, 2 ... 
Beispiel I 2: Wie groD ist arctan (-2,000)? -
Die Winkelgrolle q,, fiir die tan q, = -2,000 gilt, liegt im II. Quadranten, und fiir 6 = q, - :,/2 
gilt cot6=+2,000. Aus col 26,5°=2,006 und cot 26,6° =1,997 folgt d=-9·10-3, 
v = -6•10-3, z=6·10/9""7, d. h., 6=26,57° und damit arctan(-2,000)=116,57° ±n·180°, 
n = 0, 1, 2, ... 
Beispiel I 3: Fur welche Winkelgrollen q, gill lg Jcos q,J = 9,74435n? -
Da der Kosinuswert negativ ist, liegen die freien Schenkel der Winkel <p2 und <p3 im II. und III. Qua
dranten, und zwar symmetrisch zur x-Achse. Nach den Quadrantenrclationen ist c5 = <p3 - n 
bestimmt durch lg cos O = 9,74435 p. Aus einer 5stelligen Tafel entnimmt man lg cos 56,28° 

= 9,74440 und lg cos 56,29° = 9,74428; aus d = -12 · 10-•, v = -5 · 10-•, z = 5 · 10/12"" 4 
erhiilt man 6 = 56,284° und damit q,2 = 123,716° ± n · 360°, q,3 = 236,284° ± n · 360°. 

Die Additionstheoreme 
Die Additionstheoreme geben an, wie sich die trigonometrischen Funktionen einer Sum me oder einer 
Differenz zweier Winkelgr013en ix und /J aus den trigonometrischen Funktionen der GrOBen der 
Einzelwinkel zusammensetzen. 

Die Additionstheoreme fiir Sinus und Kosinus. Im Einheitskreis werden die Werte der Kosin us- bzw. 
der Sinusfunktionen einer WinkelgrOlk <p dargestellt als MaBzahlen der Abszisse bzw. der Ordinate 
des Radius, der die Richtung des freien Schenkels vom Winkel der GrODe <p hat. Diese beiden Strecken 
sind die senkrechten Projektionen dieses Radius auf die x- bzw. die y-Achse. Nach einem Satz der 
Vektorrechnung ist die Projektion dieses Radius gleich der Summe der Projektionen zweier Vektoren, 
als deren Summeder Radius aufgefaBt werden kann. In Abbildung 10.1-26 gilt z. B. 0Q =OT+ TQ; 
dort ist ein zweites kartesisches Koordinatensystem eingefuhrt, dessen X-Achse in Richtung OP des 
freien Schenkels von Winkel ix liegt und <lessen .Y-Achse durch 4:(X, .Y) = n/2 festgelegt wird. Die 
Richtung der .Y-Achse ist mit OS bezeichnet. Zwischen beiden Systemen bestehen dann die Winkel
beziehungen <[(x, x) - "'• <[(x, y) =" + n/2; <[(y, x) = -n/2 + "'• <l:(y, y) = -n/2 +"' + n/2 
= IX. Die Richtung OQ gibt dann im X, .Y-System den freien Schenkel des Winkels fJ und im x, y
System den des Winkels (ix + /J) an. Im X, .Y-System gilt danach, wenn man die Strc;cken auch ohne 
Pfeile als gerichtete Grollen ansieht, OT= m,(OQ) = cos /J und TQ = m,(OQ); im x, y-System 
aber erh3lt man 
m,(OQ) - m,(OT) + m,(TQ) = cos (e< + /J) und m,(OQ) = m,(OT) + m,(TQ) = sin (0< + /J). 
Wegen m,(OT) = cos /J cos (x, x) = cos"' cos /J, m,(TQ) = sin /J cos (x, y) = -sin" sin /J, 
m,(OT) = cos /J cos (y, x) = sin"' cos /J und m,(TQ) = sin /J cos (y, y) = cos" sin /J 
ergibt sich daraus cos (ix + P> = cos IX cos P - sin ix sin /J 
und sin(o:: + /J) = sin er cos/J + coso: sin/J. 

0<0:<7!/Z,0</J<ll/2 
O<a+/J<:n/z 

JC/Z<a<ll,7t/2</J<Jl 
7l<a +/J<JJ'l/Z 

10.1-26 Zurn Additionstheorem ftir Sinus- und Kosinusrunktion 

l1/Z<(X<R,.ll</J<JJT/2 
JJT/Z<(X+/J<ZJT 
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Die Oberlegungen gelten fur beliebige WinkelgrOBen <X und {J. In Abb. 10.1-26 sind drei Beispiele 
herausgegriffen, in denen die zusatzlichen gerichteten Strecken folgcnde Bedeutung haben: 

OQ' = m,(OQ), OQ" = m,(OQ), OT'= m,(OT) und OT"= m1(OT). 
Wegen der Periodizitat der trigonometrischen Funktionen darf jedcr Winkel /1 1 durch einen Win• 
kel -/12 ersetzt werden, wenn /J1 + /12 = 2n bzw. 360°. Im Additionstheorem dGrfen deshalb 
auch negative Winkel auftreten: 

sin (<X -/1) = sin<X cos/1 -cos i:x sin P, cos ((X -/1) = cos <X cos/1 + sin <X sin {J. 

Die Additionstheoreme fiir Tangens und Kotangens. Diese erhalt man sofort allgemeingilltig <lurch 
Division und entsprechende Umformung: 

sin (cc+ /J) sin<X cos/J + cos<X sin{J 
tan(0< + P) cos(0< + Pl cos<> cosp- sin"' sinp 

falls man Zahler und Nenner durch cos a: cos fJ dividiert. 
Entsprechend ergibt sich 

cot (0< +Pl= (cot 0< cot P -!)/(cot"'+ cotP); 
cot (0< -Pl= (cot"' cot P + 1)/(cotP -cot0<). 

tan cw:+ tan{J 

I - tan<X tan/J • 

sin (cX + {J) = sin ex cos fJ + cos cw: sin /1 sin (i:t - /J) = sin cw: cos fJ - cos cw: sin {J 
cos (cc.+ /J) = cos ex cos/1- sin ex sin/1 cos(cw: -/J) = cos cw: cos{J + sin ex sin/J 
tan (0< + P) = (tan "' + tan Pl/( I - tan"' tan P) tan (0< - P) = (tan" -tan P)/( I +tan"' tan P) 
cot (0< + P) =(cot"' cot P-1)/(cotP + cot<>) cot (0< -P) =(cot"' cotP + 1)/(cotP - cot0<) 

Funktionen der doppelten und der halben Winkel 
sin 2<p = 2 sin <p cos <p cos 2tp = cos2 <p -sin2 rp = I - 2 sin2 q; = 2 cos2 <p -I 
sin ,p = 2 sin (,p/2) cos (,p/ 2) cos ,p = cos2(,p/ 2)- sin2(,p/2) = 1-2 sin'(,p/2) = 2 cos2(,p/2)-I 

2 tan ,p 2 2 tan (,p/2) 2 
tan2,p I -tan' ,p cot ,p -tan ,p tan,p I -tan' (,p/ 2) cot (,p/2) -tan (,p/ 2) 

cot' ,p - I cot ,p -tan ,p cot' (,p/2) - I cot (,p/2) -tan (,p/2) 
cot 2,p = 

2 cot ,p 2 cot,p 
2 cot (,p/ 2) 2 

--+v
l-c

2
os2,p 

v
l-cos,p sin ,p sin (,p/ 2) - ± --

2
-

cos ,p =±VI + �
os2,p cos(,p/ 2) = ± V' + 

;
os ,p 

=..!..VI -cos 2<p =
�= 1-cos 2<p 

tan 'I' � I + cos 2,p I + cos 2,p sin 2,p 

tan 2 = v 
I - cos <p 

= � = I -cos rp 
(,p/ )  ± I +cos,p I I cos,p sin,p 

_ V' + cos2,p -�- I + cos2,p 
cot<p -± I - cos 2rp 

- I -cos 2rp - sin 2<p 

cot( /2) = ±V' +cos,p = � = 
I +cos ,p <p 

1-cosq, 1-cosq, smq, 
. 2 tan 'I' I-tan' 'I' 2 tan (,p/2) I -tan' (,p/2) 

sm2,p = 
l+tan' ,p ' cos2,p = 

l+tan' ,p ; sm,p l+tan' (,p/2)' cos ,p l+tan2(,p/2) 

Funktionen des mehrfachen Winkels 
sin 3q, = 3 sin q, -4 sin3

q, 

sin4q, =4 sin<pcosrp-8sin3
<p cos<p 

sin Sq, = 5 sin rp -20 sin3 rp + 16 sin5 rp 
3 tan <p - tan3 <p 

tan 3q, I - 3 tan2 <p 
4 tan <p -4 tan3 rp 

tan4'p I - 6 t3.nl q, + tan4 q, 

cos 3<p = 4 cos3 <p -3 cos <p 
cos4,p = 8cos4

,p - 8cos2
,p + I 

cos 5,p = l6cos5 ,p -20cos3
,p + 5 cos,p 

cot3 rp -3 cot rp 
cot 3,p (3cot2 'I' -I 

cot4
rp-6cot2

<p + I 
cot 4q, 4 cot3 <p -4 cot <p 
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Aus den Additionstheoremen ergeben sich viele Beziehungen zwischen den trigonometrischen Funk• 
tionen, die in den Tabellen zusammengeslellt sind. Einige Beispiele zeigen den Gang der Rechnung. 
sin (a + /J) sin c� - /J) sin 3q, = sin (2q, + q,J 
= sin2 tX cos2 fJ - cos2 l\ sin2 /1 = sin 2q; cos <p + cos 2rp sin q; 
=sin2 tXcos2 {J-cos2 n(l -cos2 /J) =2sinq;cos2

rp+(l-2sin2
q;)sinrp 

= cos2 /J(sin2 l\ + cos2 l\) - cos2 o: = 2 sin q;(l - sin2 q;) + sin q; -2 sin3 rp 
= cos2 {J - cos2 o.. = 3 sin rp - 4 sin3 rp. 
In sin (q, + ,p) + sin (q, - ,p) = 2 sin q, cos ,p setzt man"= q, + ,p, /J = q, - ,p, also q, =(a+ /J)/2, 
V' = (c< - /J)/2 und erhiilt sin" + sin /J = 2 sin [(a + /J)/2] cos [(a - /J)/2]. 

/1 
sin o. sin {J sin o. cos {J l. costx sin {J sin(°'± {J) 

tano: ± tan = cos a ± cos{J cosl'lcos{J costtcos{J · 

Summen, Difl'erenzen und Produkte trigonometrischer Funktionen 

"+/J a-/J �+/J a-P 
sinl\ + sin{J =2sin-2-cos-2- cos a+ cos{J = 2cos-2-cos-2-

"+/J a-P 
sin tX - sin {J = 2 cos -2- sin -2-

sin(«'+ /J) tano. + tan{J = cos a: cos/J 

. "+/J . o.-/J 
cos a: - cos/J= -2 sm-2- sin -2-

sin(a +/J) 
coto. + cot/1 = sin<X sin{J 

sin(a -/J) 
tano.- tan/J = 

coscxcos{J cot ex - cot{J 
-sin(a -{J) 

sin ix sin fJ 
cos o. + sin" = V2'sin (45° + a) = V2 cos (45° - a) 
cos a: - sin ex = i/2 cos ( 45° +a:)= 1'2 sin (45° - a:) 
sin (a + /J) sin (a - /J) = cos2 P - cos2o. cos(<>+ {J) cos (c< - fJ) = cos2 /J -sin' o. 
sin o. sin/J = 1/2 [cos (a - /J) -cos (a+ P)l corn cos{J = 1/2 [cos (a - Pl+ cos (a+ /J)] 
sin" cos{J = 1/2 [sin (c< -Pl+ sin (a+ /J)] cos a sin P = 1/2 [sin (a+ P) -sin (o. - fJ)] 

tancx+tan{J tan{J-tana: cot<X+ cot{J cot{J- cotcx 
tano:tan{J cotcx+ cot/J cotcx- cot/J cotcxcot/J tancx+ tan/J tan<X-tan/1 

tan ex+ cot/1 tano.: - cot/J 
tan ex cot{J cot<X + tan/1 cot ex- tan/1 
sin a sin/Jsiny = 1/4 [sin (a+ P - y) + sin (/J + y -a)+ sin (y + o. -P) - sin (a+/J+y)J
cosc< cos/J cosy= 1

/4 [cos (a+ /J-y) + cos (/J + y-a)+ cos (y +" - /J) + cos (a +/J+y)J 
sino. sin/Jcosy = 1/4 [-cos(o.+/J-y) +cos(P+y-a) +cos (y + o. -/J) -cos(<>+ fJ +y)] 
sin a cosP cosy= 1/4 [sin(a + p-y) - sin (P + y- a) + sin (y + o. -P) + sin (a+ /J +y)) 

Potenzen von trigonometrischen Funktionen 
sin2

q:, = 1/2 (1- cos2 <p) 
sinJ <p = 1 /4 (3 sin <p - sin )qi) 
sin4

rp = 1/9 (cos4<p- 4cos 2tp + 3) 
sin' <p = 1/16 (10 sin q:, - 5 sin )qi+ sin 5rp) 

cos' q, = 1/2 (I+ cos 2q,) 
cos3

q, = 1/4 (3 cosq, + cos 3 q,) 
cos• II'= '/ ,.(cos 4q, + 4 cos 2q, + 3) 
cos 5 <p = 1/16 (10 cos <p + 5 cos 3 <p  + cos 5q:,) 

Allgemeine Formeln fiir den Sinus und den Kosinus des n-facben Winkels. Im Moivreschen Lehrsatz 
aus der Theorie der komplexen Zahlen (cos <p + i sin r:p)" = cos mp+ i sin n<p, der unter Beachtung 
von i2 = -1 furn= I, 2, 3, ... und allgemein durch vollsliindige lnduktion mit Hilfe der Additions-. 
theoreme bewiesen werden kann, wird die linke Seite nach dem binomischen Lehrsatz entwickelt. 
Durch Vergleich der Realteile und der lmagin3rteile ergibt sich: 

cos n<p = cos" <p- (;) cos11-2 <p sin2 <p + (:) cos"-4 <p sin4 r:p - + •·· 

sin mp = (;) cos"-1 q:, sin <p - (�) cos"-J <p sinJ q:, + (;) cos"-5 <p sin5 <p - + •· 

Allgemeine Sinuskurve. In Natur und Technik wird die mathematische Beschreibung von Schwin
gungen, z. B. in der Hochfrequenztechnik, in der Optik, Akustik oder Mechanik, auf Sinus- bzw. 
Kosinusfunktionen zurilckgefuhrt. Dabei kOnnen der grOBte Ausschlag, die Amplitude a, ciner 
Sinusschwingung von I, ihre We/lenliinge ). von :bt und die Ordinate im NuUpunkt von O verschieden 
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10.1-27 Kurven der Funktionen y = sin x. y = 4 sin x und y = 1/
".!. 
sin x 

sein. Die Funktion y = a sin x hat z. 8. die Ampli
tude a und die Funktion y = sin (brxf).) die Wel
lenlange). (Abb. 10.1-27), denn fur O � x �). durch
lauft ihr Argument 2nx/). die Werte von O bis 2"f 
(Abb. 10.1-28). Wegen i. = "br/11 hat fur ganzzahlige 
11 die Funktion y = sin (11x) genau n voile Schwin
gungen im lntervall von O bis :br. Wegen ). = 21/n 
schlieBlich beschreibt die Funktion y = sin (mr.x//) 
cine Schwingung, von der n Wellen die Lange 2/ 
haben. 
Superposition oder Oberlagerung. Wirken mehrere 

durch Schwingungen dargestellte physikalische GrO
Ben im gleichen Punkte, so addieren sich for diese 
Stelle x die Ordinaten; z. B. ergibt sich y = Y i + Yz 
= 2 sin x - cos 2x (Abb. 10. I -29) aus y1 = 2 sin x 
und y2 = -cos 2x. 

10.1·28 Kurven der Funktionen y = sin nx und )'=sin (:"IX/10) 

.Y 

Gediimpfte Schwingung. Bei Energieabgabe eines schwingenden Systems nimmt die Amplitude ab, 
z. B. wie die Funktion a= 3 e-2.r:1:r., d. h., fur x = n/2 betr3gt sic nur noch 3/e, fur x = 2.n/2 noch 
3/e2 usw. Abbildung 10. 1·30 zeigt den Kurvenverlauf filr y = 3 e-2.r:/:r. sin 4 x. 
Kreisfrequenz w und Phasendifferenz <p. Wird die Zeit , als unabh3ngige Ver3.nderliche angesehen, so 
lautet die allgemeine Sinuskurve y = a sin (wt + <p). Aus der Tatsache, dall fur wt = 2.n cine ganze 
Schwingung vollendet ist, folgt fur die Zeitdauer einer Vollschwingung (Wellenberg und Wellental) 
t = 'br./w. Diese Zeit nennt man Schwingungsdauer und bezeichnet sic mit T. Wird T in Sekunden 
gemessen, so ist t/7 die Anzahl der Schwingungen in einer Sekunde, d. h. die Frequenz f der Schwin• 
gung: /= 1/T. Die Kreisfrequenzw = m/T= 2,r · (1/T) = 2,r/gibt die Anzahl der Schwingungen 
in 'br. Sekunden an. Die Phasendifferenz <p schlielllich ist die WinkelgrOBe, urn die die gegebene 
Kurve der Sinuskurve vorauseilt (Abb. to.1·30); fur t = 0 hat die Funktion y schon den Wert 
y=sin<p. Filr negative Phasendifferenz.en<p spricht man von Nachhinken. Die Funktiony=asin(wt+g,) 
geht fur a=. I und <p = +n/2 in die Kosinusfunktion cos wt Uber, d. h., die Kosinuskurve eilt der 
Sinuskurve um n/2 voraus. Liegt cine allgemeine Sinusschwingung mit einer bestimmten Kreisfre• 



10.1-30 Graphische Darstel- y 
lung dcr Funktion 3 
y = 3 e·2-"1n sin 4x 

quenz w vor, so kenn
zeichnet man a und <p in 
einer Zeigerdarstellung 
(Vektordiagramm), und 0 

zwar ist a der Radius des 
Kreises, aus dem die 
Sinuskurve konstruiert -1 
werden kann, und <p die 
WinkelgrOBe des Zeigers 
(Vektors) gegen die posi- -2 
tive Abszissenachse (Ab
bildung I 0.1-31) zur Zeit 
I - 0. -J 
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2tr 

10.1-31 Allgemeine Sinuskurve J' = a sin (wt+ rp): links Zeigerdarstellung (Vektordiagramm), rechts 
Kurvendarstellung (Liniendiagramm} 

10.2. Goniometrische Gleichungen 

Der Begriff eines Terms wurde fur algcbraische Ausdn1cke T eingefiihrt {vgl. Kap. 4.1. - Gleichung. 
LOsungsmenge). Er wird jetzt dahingehend erweitert, dall auch sin T, cos T, tan T und cot T Termc 
sein sollen. Durch Gleichsetzcn von Termen unter Beachtung der Variablengrundbereiche entstehen 
wieder Gleichungen. In goniometrischen Gleichungen mit einer Variablen tritt die Gleichungsvariable 
x in mindestens einem solchen erweiterten Term auf, in rein-goniometrischen Gleichungen nur in 
solchen Termen, z. B. in sin (2x + 11:) - V2 cos x = 0, in gemischt-goniometrischen Gleichungen 
dagegen zugleich auch in algebraischen Ausdrilcken, z. B. in tan x - 3x = 0. FUr diese Gleichungcn 
laBt sich kein allgemeiner LOsungsalgorithmus angeben; wohl aber kOnnen ihre LOsungen mittels 
graphischer oder numerischer Naherungsverfahren mit beliebiger Genauigkeit berechnet werden. 
Filr gewisse spezicllc Typen rein-goniomctrischcr Glcichungen gibt es auch LOsungsalgorithmen. 
Wegen dcr Periodizitat der goniometrischcn Funktioncn wird dcr Variablengrundbereich cincr 
goniometrischen Gleichung haufig auf ein Intcrvall der Lange cincr primitiven Periode beschrankt, 
etwa O � x < 2.n. 

Rein-goniometrische Gleichungen 
Grundtyp. Man nennt cine rein-goniometrischc Gleichung vom Grundtyp, wenn die Gleichungs
variablc nur in Termen auftritt, die durch ei ne goniometrische Funktion crweitert wurden, und wcnn 
die Glcichung in diesen Termen, z. B. in sin T, algebraisch ist. 
.&ispiel I: Die Gleichung cos3 (2x) = b, in dcr x die Glcichungsvariablc und b einen rcellcn Para
meter bezeichncn, ist vom Grundtyp. Jnsbesondcre is� sic algcbraisch in2 cos 2.x, _und die Substi-

tution t = cos 2x fuhrt zu t 3 = b mit dcr LOsung I= Vb. Aus cos 2x = Vb crmittclt man mit der 
Genauigkeit der·Tafel die LOSungcn fiir x. 
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Beispiel 2: Die Gleichung tan2 x + p Ian x + q = 0 mit der Gleichungsvariablcn x und den 
Parametern p und q ist ebenfalls vom Grundtyp; sic ist algebraisch in tan x und geht durch die 
Substitution u = tan x Uber in die quadratische Gleichung u2 + pu + q = O mit den LOsungen 
(tan x)1 ,2 = -p/2 ± j/p1/4 - q. Mit Hilfe einer Tafel findet man danach die LOsungen rnr x. 

ZurUCkftihrung auf den Grundtyp. Ent halt die goniometrische Gleichung mehrere der' Terme sin T, 
cos T, tan T, cot T, aber mit demselben T, so lallt sich nach den in diesem Kapitel hergeleiteten For
meln errcichen, dal3 nur noch Terme einer goniometrischen Funktion vorkommen, etwa durch die 
Substitution 

sinT=2 tan(T/2)/(I + tan'(T/2)]. cosT= (I - tan'(T/2)]/[I + tan'(T/2)]. 
Ober zusiitzliche LOsungen, die wege'1 nicht 3quivalenter Umformungen auftretcn kOnnen, cntschei
det die Probe durch Einsetzen in die Ausgangsglcichung. 
Beispiel 3: 5 sin x -3 cos x = 3 
fur 0� x< bt:.-AusS sinx- 3 
= 3 Vi - sin2 x folgt nach dem 
Quadrieren 25 sin2 x - 30 sin x + 9 
= 9 - 9 sin2 x 
34 sin2 x - 30 sin x = 0, 4 sinx ( l7sinx-15)=0. 

(sinx)1 = 0 
X11 =0 
X12

= 1t 

(smx), = 15 17 
X11 = 61,92 ° 

X12 = 118,08 
Die Probe zeigt, daB nur x11 = 
,i::Q: 180° undx11 = 61,92° LOsungen 
sind. Graphisch ergeben sich die LO
sungen als Abszissen der Schnitt
punkte der Kurven der beiden Funk- _2 tionen y1 - 5 sin x und Yz = 3 cos x + 3 (Abb. 10.2-1). 
10.2-1 Kurvcn der Funktioncn 
y1 = S sin x und Yi = 3 cos x + 3 sowie 
ihrc Schnittpunkte 

,r '

Beispiel 4: Die Gleichung a cos x + b sin x = c mit c2 � a1 + b2 kann auch mit Hilfe des Ad
ditionstheorems der Kosinusfunktion ge!Ost werden, wenn man beide Seiten durch r = +Va 1 + b2 

dividiert und setzt a/(+Va1 + b1)= cos h, b/(+Va1 + b1) = sinh. tan h = b/a. Sie lautet dann 
cosh cosx + sinhsinx = c/(+Va' + b') oder cos(x - h) = c/(+Va' + b'); x-h 

= arccos [c/( +Va'+ b')). Die HilfswinkelgroOe h ist aus tan h = b/a eindewig bestimmbar. 
Damit ist auch x bekannt, man erhalt zwei LOsungen zwischen O und br. FUr die Zahlenwerte 
a= -3, b = 5, c = 3 erhalt man: 

-3 cos x + 5 sin x = 3,
tan h = 5/(-3) = sin h/cos h. Wegen sin h > 0 und cos h < 0 liegt h im II. Quadranten; 
h=l20097° . Aus cos(x-h)=3/(+V34)=0,5145 folgt (x-h,)=59.03° oder (x-h), 
= -59,03°, d. h., x1 = 180° �n und X1 = 61,94°. 

Enth31t die goniometrische Gleichung nur Terme einer goniometrischen Funktion, etwa cot T1 , 
cot T2 , ... , jedoch mit verschiedenen Argumenten T1, T2 , ... , so kann unter Umstiinden cine Zu
rUckfuhrung auf den Grundtyp erfolgen; z. B. mit Hilfe der Additionstheoreme, falls alle T1 ganz
zahlige Vielfache eines einzigen Terms T sind. 

Beispiel 5: 1 �
c�t

c� 
x 

1/2 oder 4 cot2x = I -3 cot x. Mit cot 2x= ( cot' x - 1)/ (2 cot x) 
ergibt sich 2(cot2 x - J)/cot x = 1 - 3 cot x --s cot2 x - cot x - 2 = 0. Mit cot x=11 erhalt 
man u2 - 1/5u - 2/, = O; 

u = 1/10 ± V41/IO. d. h .. "• = (V41 + 1)/10. 
u11 = -(V41 -1)/IO(Abb. l0.2-2). 



Losungen fiir O .;; x < 2n 
(cot x)1 = 0,7403 
x, = 0,9335 (53,5°) 
x, = 4,0751 (233,5°) 
(cot x)11 = -0,5403 
x, = 2,0662 (118,4°) X4 = 5,2078 (298,7°) 
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2TC X 
Probe: Alie 4 Werte erfiillen die Glei
chung. 

I 0.2-2 Kurven der Funktionen y1 = 4 cot 2x und y2 = I - 3 cot x 
sowie ihre Schnittpunkte 

Die Formel fur cot 2x ist filr die Werte O und n nicht benutzbar; aus der gegebenen Gleichung sieht 
man unmittelbar, dail diese Werte nicht LOsungen der Gleichung sind. Die weiteren Beispiele zeigen, 
dall cine Ri.ickfUhrung auf den Grundtyp auch in anderen Fallen mOglich sein kann. 

Beispiel 6: sin (2x + n) - ¥2 cos x = 0; 0.;; x < 2" (Abb. 10.2-3). _ 
Mittels Quadrantenrelation oder Additionstheorems erhalt man -sin 2x - V2 cos x = 0 oder 
2 sin x cos x = V2 cos x = Obzw. 

(2 sin x + ¥2) 

sin x = -¥2/2, 
Quadrant )�'. ;: :::: ��: 

COS X = 0. 
cos x=O 

x3 =n/2 
x4 = 3n/2 Die Probe ergibt die Richtigkeit der LOsungcn. 

�=sin (2x+n) 

J0.2-3 Kurven der Funktionen 

y1 = sin (2x + '.') und y2 = V2 cos x sowie ihrc Schmttpunkte 

10.2-4 Kurven der Funktionen y1 = cos (Jx/7) und y2 = -sin x; die rot gekcnnzeichnetcn Schnittpunktc gehOren zu x1 , die schwarz gekcnnzeichneten zu x2 

Beispiel 7: Die Gleichung cos (3x/7) + sin x = 0 liiBt sich mittels sin x = cos (n/2 - x) und der 
Formel cos"' + cos /J = 2 cos [(oi + fl)/21 cos [(oi - /IJ/2) vereinfachen: 
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cos (3x/7) + cos (,i/2 - x) = 0 ,  
2 cos (,i/4 - 2x/7) cos (Sx/7 -,i/4) = 0 .  
cos (,i/4 - 2x/7) = 0 ,  .. c-os--,,-x"'1---,.

=-=-o"".---------� 
:r/4 - 2x/7 = ,i/2 + k,i, Sx/7 - ,i/4 = ,i/2 + k,i oder Sx/7 = 3"/4 + kn, 
x, = -7,i/8 -7k,i/2. 2 = 21;,/20 + 7kn/S. 

Da k die Werle 0, ±1, ±2, ... an�ne"'h_mc_n-c-k -an-n-,"'da- rf�ma-n-st_a _tt ___ 7_,k-,..,./2-au_c _h_+_7-,k-,.-c/2
_.

schrcibcn. 
x, = -7,i/8 + 7b/2; x2 = 21;,/20 + 7k,i/S. 

Die Probe zcigt, daO simtliche Werte die Gleichung erfilllcn. Zu bcachten ist, daB die LOSungen 
fur benachbarte ganzc Zahlen k um 7n/2 bzw. um ?n/5 gcgeneinander vcrsctzt sind (Abb. 10.2-4). 

Gemischt-goniometriscbe Gleichungen 
Gemischt-goniometrische Gleichungen !assen sich nur graphisch oder durch lterationsverfahren IOsen 
(vgl. Kap. 29.2. - Nullstellenbestimmung). 

Beispiel 1: Die LOsungen dcr Glcichungen 
cos x - x/2 + 1,1 = 0 sind die Abszissen 
der Schnittpunkle der Kurven mit den Funk
tionsg)eichungen y1 = cos x, y2 =x/2-1,7. 
Sic habcn nur einen Schnittpunkt mit der 
Abszissc x0 $11:1 2,21. Zeichnct man die Um
gcbung des Schnittpunktes vergrOOcrt, so 
kann die Ablesegcnauigkeit vcrbessert wcr
dcn; hicr erha.lt man x0 � 2,209 (Ab
bildung I 0.2-S). 
Prob,: cos 2,209 - 2;209/2 + I , 7 = 

- 0,S9S8 + 0,S9SS = -0,003. 
Ein vcrbesscrtcr Naherungswcrt x1 crgibt 10.2-S Graphischc LOsung dcr Glcichuna 
sich nach dcm Newtonschen Niherungs- cos x - x/2 - 1,7 

verfahrcn: x1 = x0 - f(x0)/f'(x0) mit 
f(x0) = cos x0 - x0/2 + 1,7 = -0,0003 und /'(x0) = - sin x0 - '/, = -1,3032 zu 
x, = 2,2088. 
Durch mehrmaliges Anwenden des Newtonschcn Verfahrens UiOt sich die LOSung weiter verbcsscrn. 
Beispiel 2: Die graphische LOSung der Gleichung 3 tan x - 2x = 0 iiber die Funktionen y1 = tanx, 
y2 = 2.x/3 liefert die LOSungen x1 = 0, x2 = ±4,38, x3 = ±7,65, ... 
Fiir grOOer werdendc x nihcrn sich die LOSungcn immcr mchr den ungcradzahligcn Vielfachen 
von n/2. Zu jcder LOSung x0 gchOrt die dazu entgcgcngesetztc -x0; dcnn mit tan x0 = 2/3x0 ist 
auch tan (-x0) = -'/,x0 erfiillt (Abb. 10.2-6). 

y1• tonx 

10.2-6 Graphische 
LOsung der Gleichung 3tanx-2x -o 
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Die in der Goniometric geschilderten trigonometrischen Funktionen machen es mOglich, in ebenen, 
geradlinig begrenzten Figuren auch Winkel zum Berechnen unbekannter Stticke zu benutzen. Oft 
!assen sich sogar Winkel bei geringerem Arbeitsaufwand mit grOBerer Genauigkeit messen als 
Strecken. Wie schon der Name sagt, versteht man unter Trigonometric [Dreiwinkelmessung] das 
Messen oder das Berechnen von Dreiecken, in die jede geradlinig begrenzte Figur durch Diagonalen 
zerlegt werden kann; dabei ist stets an die Benutzung der GrOBen gemessener Winkel gedacht. 

I 1. 1. Berechnung rechtwinkliger Dreiecke 

Allgemeine Behandlung 

In der Goniometric wird die Definition der trigonometrischen Funktionen im rechtwinkligen Dreieck 
gegeben und danach mit Hilfe des Einheitskreises auf beliebige Winkel erweitert. Diese Definitionen 
enthalten alle Beziehungen zwischen Strecken und Winkeln im rechtwinkligen Dreieck, genUgen 
somit, um aus zwei gegebenen StUcken alle anderen zu berechnen. 
Bezeichnet man im rechtwinkligen Dreieck ABC(Abb. 11.1-1) den rechten 
Winkel mil y, die Liingen der Kalheten mil a und b und die der Hypote
nuse mit c, so stehen aus der Geometric zusiitzlich zwei Beziehungen zur 
Verfugung: 
I. der pythagoreische Lehrsatz: cl = al + bl, 

2. die Tatsache, dal3 jeder der Winkel an der Hypotenuse Komplement• 
winkel des anderen ist: o: + {J = 90°. 
Nach diesen Beziehungen oder durch Umbenennen des Dreiecks !assen 
sich alle Fiille fur die Auswahl von zwei StUcken aus a, b, c, ex und fl auf g;�i-�ck 

Rechtwinkl iges 
nur vier Fiille zurUckfUhren, niimlich c, ex; c, a; a, et und a, b, fur die im 
folgenden die LOsungen angegeben werden. 

I. Gegeben die Hypotenusenlange c und die GrOlle eines anliegenden Winkels, z. B. cc 
I. fJ = 90° - IX; 2. sin o: = a/c, a = c sin o;; 3. cos o: = b/c, b = c cos IX. 

11. Gegeben die Hypotenusenliinge c und cine Kathetenliinge, z. B. a: 
I. sin IX = a/c; 2. {J = 90° - IX; 3a. b = 11 c2 - a1 oder mit Hilfe des berechneten Winkels IX: 
3b. cot a= b/a, b = a cot ex; bzw. 3c. coso; = b/c, b = ccoso:. 

Ill. Gegeben cine Kathetenl3nge, z. B. a und cine WinkelgrOBe, z. B. o:: 
I. {J = 90° - o:; 2. cot<X = b/a; b = acot<X; 3. sin a= a/c, c = a/sin et oder mit Hilfe des 
berechneten Winkels fl: 2a. tan fl= b/a, b = a tan fl; 3a. cos fl= a/c, c = a/cos fl. 

IV. Gegeben die beiden Kathetenlangen a, b: _ _
I. tano: = a/b; 2. {J = 90>) - a; 3a. c =Val + b1 oder mit Hilfe des berechneten Winkels IX: 
3 b. c = a/sin ex bzw. 3c. c = b /cos ex. 

Rechenkontrollen, Genauigkelt. Meist wird versucht, nur mit den gcgebenen Stucken die LOsungen 
zu finden. Nebenltisungen mit Hilfe schon berechneter Stilcke lassen sich als Rechenkontrollen ver
wenden; denn fur dasselbe, aber auf verschiedenen Wegen berechnete StUck muB sich theoretisch 
derselbe Wert ergeben. Eine andere Rechenkontrolle beruht auf dem Satze, daB die Summe der 
Winkel im Dreieck 180° betr3gt. In der Vermessungskunde sind fur fast jede frigonometrische 
Berechnung Kontrollen vorgesehen. Die dabei zuliissige Abweichung der Werte fur dasselbe StUck 
h3ngt im wesentlichen von der verwendeten Tafel ab. Bei der Bewertung etwaiger Abweichungen 
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ist zu bedenken, daD fur ein vorgegebenes kleines Intervall Liq, einer Winkclgr08e <p der Fehler L1y 
beim Aufschlagen verschiedener trigonometrischer Funktionen verschieden groD ist, in Abb. 11.1-2 
z. B. ergibt die gleiche Winkeldifferenz Lf 1 <p die Differenzen Lf 1y fur y = cos <p. L12y fur y = sin 'I' 
und L1 3y fury= tan <p, von denen Ll3y den grOBten Betrag hat. 
Urngekehrt allerdings kann bei einem gegebenen kleinen Intervall Ll2y der Winkelwert aus der 
Tangensfunktion und aus der Kotangcnsfunktion mit gr08erer Genauigkeit bestimmt werden als 
aus den beiden anderen Funktionen, weil die ihm entsprechenden lntervalle Liq, kleiner sind. Spcziell 
fur die Funktion y = sin rp zeigt die Abbildung b noch einmal die Abh3.ngigkeit zwischen der GrOOe 
des Intervalls .dy der Funktionswerte und der GrODe des Winkelintervalls L1q,. FUr kleine Winkel
werte in der Umgebung von q, = 0° ist L1y groB, fi.ir groBe Werte in der Umgebung von q, = 90° 

dagegen klein; im ersten Fall 13Bt sich die WinkelgrOBe q, mit grOBerer Genauigkeit aus dem gefunde
nen Sinuswert bestimmen als im zweiten. 

i y:fan\PI 
I 

I 

I 
I 
I 
I 
I 
I 

I 

d, 

11.1•3 Neigung einer 
Leiter gegen cine Wand 

11.1 ·2 Zur Genauigkeit 
,d 

bei der �estimmung der 
f Werte tngonometrischer 

Funktionen 
d,f d2f , 

Die Genauigkeit der Reche11konrrolle mull allerdings im Einklang stehen mit der der gemessenen 
Werle. Soll berechnet werden, welchen Winkel q, cine I= 1,50 m lange Leiter gegen die Horizontale 
bildet, wenn sie bis zur HOhe h = 1,20 m an einer senkrechten Wand lehnt (Abb. 11.1-3), so erhalt 
man sin q,= 1,2/1,5 = 0,8 sowie fur den Abstand x ihres FuBpunktes von der Mauer x=Vl,5 2 - 1,22 

-0,90 m. 
Zur Kontrolle wird gerechnet xs = 1,5 cos q, und x, = 1,2 cot q,. Der einer 4stelligen Tafel ohne 
Interpolation entnommene runde Wert q,1 = 53° ergibt mit x11 = 0,903 und x,1 = 0,904 Werte, 
die der Genauigkeit von I und h entsprechen. Aus einer 7stelligen Tafel erh3lt man die wenig sinn
vollen Werte q,2 = 53°7'48,4", Xsz = 0,9000000 und x,2 = 0,899 9996. Der Abstand der Leiter wird 
kaum auf 4 Millimeter und erst recht nicht auf 4 zehntausendstel Millimeter genau gemessen. 
Das Ergeb,,is ka'1tt 11icl1t ge11a11er sei11 als die g,:g,:benen Werre. 
Zur Steigerung der sachlichen Genauigkeit werden im Vermessungswesen UberschUssige Stucke 
gemessen und mit den Methoden der Fehler- und Ausgleichsrechnung die wahrscheinlichsten Werte 
berechnet (vgl. 28.2. - Ausgleich von bedingten Beobachtungen). 

Anwendungen 
Lange einer Kreissehne. Der Peripherie- oder Umfangswinkel Uber der Sehne s eines K.reises mit dem 
Radius r ist halb so groB wie der zugehOrige Zentri- oder Mittelpunktswinkel (Abb. 11.1-4 ). Fa.lit 
man vom Mittelpunkt M des Kreises das Lot auf die Sehne s, so entstehen zwei kongruente recht
winklige Dreiecke, das Lot halbiert den Zentriwinkel und die Sehne, und es gilt: 

sin y = s/(2r) oder s = 2r sin y. 
Bezeichnet man den Scheitel des Umfangswinkels y mit C, so ist der Kreis um M mit dem Radius r 

der Umkreis des Dreiecks ABC, und die Sehne s ist die Dreiecksseite c. Mit den WinkelgrOBen 
a:= 14: BACI und P = 14: ABCI gilt dann c = 2r sin y und entsprechend a= 2r sin a: sowie 
b = 2rsinf3. 
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11.1-5 Bestimmung eines 
rechten Winkels bei 
behinderter Sicht 

Bestimmung eines rechten Winkels bei behinderter Sicht. Von der geradlinig zwischen den Orten D 
und E (Abb. 11.1-5) verlaufenden Wasserleitung soil eine Zweigleitung senkrecht nach dem Ort N 
abgezweigt und der dazwischenliegende H0henrUcken zum Bau eines Wasserturms benutzt werden. 
Yorn gesuchten Abzweigpunkt Fist keine Sicht nach N, wohl aber von D und E aus. Es werden die 
Lange a= IDEI und die Winkel d = 14: (DN, DE)I und , = 14: (ED, EN)I gemessen. Die Lage 
von F auf DE soil durch die Lange x = IDFI festgelegt werden. Aus den rechtwinkligen Dreiecken 
DFN und EFN erhalt man: 

IFNI= x Ian d bzw. IFNI= (a - x) tan,, folglich x tan d = (a - x) tan, und daraus 
x (tan d + tan e) = a tan e bzw. x =a· tan e/(tan d + tan e). 

Fiir cine logarithmische Berechnung wird dieses Ergebnis unter Benutzung des Additionstheorems 
umgeformt: 

x 
a · sin e/cos £ a sin£ cos /J cos£ 

a . 
cos /J sin £ 

sin /J/cos /J + sine/cos £ cos e (sin d cos e + cos d sine) sin (d + e) · 

Bestimmung von Hoben. Die H0he eines Baumes la.flt sich bestimmen (Abb. 11.1-6), wenn man im 
Punkte A den Erhebungswinkel 1P gegeniiber der Horizontalen zur Spitze des Baumes, die Entfernung 
s vom Beobachtungsstandpunkt S bis zum Fuflpunkt F des Baumcs und die H0he h2 des MeBgertits 
mil3t. Dann ist h1 = s tan V' und die tats3.chliche Baumh0he H = h1 + h2 = s tan tp + h2• 

11.1-6 Bestimmun.g der HOhe eines Baumes 

11.1-7 HOhenmessung des FOrsters 

Ntiherungsweise HOhenbestimmung. I. Anstatt den Erhebungswinkel tp zu messen, kann die Baum
spitze 13.ngs der Hypotenuse eines gleichschenklig-rechtwinkligen Dreiecks ABC anvisiert werden, · 
wobei mittels eines Lotes die Kathete CB senkrecht gehahen wird. Wegen tp = 45° gilt dann h1 = s, 
H= s+h,. 
Dieses Verfahren ist nur dann anwendbar, wenn geniigend Platz fur die Wahl des Standpunktes S 
vorhanden ist. Andernfalls kann man eine andere, in der Forstwirtschaft iibliche Methode anwen
den. 
2. Ein Rechteck ABCD aus Holz oder Pappe wird an einer Stelle, von der aus die Baumspitze zu 
sehen ist, so gehalten, daB man Uber die Kante AB die Spitze G anvisiert (Abb. 11.1-7). 
Ein im Punkt B befestigtes Lot schneidet dann auf der Rechteckkante CD cine Strecke CL ab. Da die 
entsprechenden Schenkel paarweise aufeinander senkrecht stehen, sind die eingezeichneten Winkel £ 
einander gleich und die rechtwinkligen Dreiecke BCL und BEG 3.hnlich; dann gilt: JGEI: !BEi = tan£ 
= ICLI/IBCI. Macht man IBCI = 10 cm Jang und teilt die Kante ICDI ebenfalls in Zentimeter ein, 
so wird ICL\: IBCj = jCLl/10 stets ein Dezimalbruch, dessen Wert tan£ angibt. Das in dieser Weise 



262 11. Ebene Trigonometrie .,geeichte" Rechteck ABCD ist cine verkappte Tangensrafel, die sich besonders einfach handhaben liiBt. Aus h, = !GEi = s tan< ergibt sich die Baumhohe H = s tan<+ h2 = s · ICLl/10 + h2• Bestimmung der Sonnenhohe. Aus der Lange b des Schattens, den ein senkrechrer Stab von der Lange s auf cine horizontale FUiche wirft (Abb. 11.1-8), Ia.Bt sich der Winkel <p bcstimmen, den die Sonnenstrahlen gegen die Horizontale bilden; er wird SonnenhOhe genannt. Man erh3.lt: tan <p = s/b oder cot rp = b/s. Hat der Stab die Lange I m, so gibt die in Metern gemessene Schattenl3.nge b unmittelbar den Wert von cot rp an. I I. 1-8 SonncnhOhe 
� 

� 11.1-9 Schuttkegel � Schiittwinkel. Beftirdert man Sand iiber ein feslstehendes Forderband, so enlstehl nach dem Abfallen ein kegelformiger Sandhaufen, ein SchUt1kegel (Abb. 11.1-9). Sein lnhalt 13.Bt sich aus der Lange des Durchmessers d = 2r des Grundkreises und dem SchUttwinkel genannten Anstiegswinkel cc der Kegelmantellinie gegen die Horizon tale berechnen; man findet, wenn h die HOhe des Kegels bedeutet: V= 1/3nr2h, wobei h = rtancc, also V= 1/31tr3 tancc. Wird an Stelle des Schilttwinkels cc der Winkel y an der Spitze verwendet, so erh3.lt man h = r cot (y/2) und 
V = '/3nr3 cot (y/2). Filr Sand hat der Schiltt- oder BOschungswinkel ungefahr den Wert 33°, an Vulkankegeln rund 36°. Neigungswinkel der Flicben im regelmiBigen Tetraeder und Oktaeder. Das regelma.Bige Tetraeder wird von vier kongruenten gleichseitigen Dreiecken und secbs gleich langen Kanten k begrcnzt. Der Neigungswinkel v zweier Dreiecksft3.chen gegcneinander wird sichtbar an einem ebenen Schnitt des Tetraeders, der cine Kante BD enth3lt, die zu ihr windschiefe Kante AC halbiert und auf ihr senkrecht steht (Abb. I 1.1-10). Die Schnittfigur BDM ist ein g)eichschenkliges Dreieck, die Schenkel sind SeitenftachenhOhen h = 1/2k V3; die RaumhOhe 11 steht senkrecht auf einem Schenkel und teilt ihn im Vcrh3ltnis IMFI: !FBI = I : 2, da im gleichseitigen Dreieck ABC die HOhen zugleich Mittellinien sind. lm rechtwinkligen Dreieck MFD ist h Hypotenuse und ]MFI = h/3 die Lange der Kathete. Mithin gilt cos v = (h/3): h = 1/3. v = 70°31'44". 

0 

11.1-10 Tetraeder 

Das Oktaeder wird von acht kongrucnten gleichseitigen Dreiecken und 12 gleich langen Kanten k begrenzt. Der Neigungswinkel 21, zweier Dreiecksftachen gegeneinandcr wird sichtbar in einem ebenen Schnitt durch zwei gegenilberliegende Ecken £,Fund durch die Mitten M1, 

M 2 zweier zueinander paralleler Kanten (AD II BC), die zur Verbindungsgeraden EF der Ecken windschief liegen (Ab-bildung 11.1-11). DieSchnittfigur I l .1-11 Oktaeder ist ein Rhombus von der Seiten-- liinge h = '/,k VJ, dessen Dia-gonalen die Lange IEFI = k V2 und IM,M1 1 = k haben, einander und die Rhombuswinkel halbieren und senkrecht aufeinander stehen. Im rechtwinkligen Dreieck M1GE ergibt sich danach fiir die GrODe des halben Neigungswinkels µ: cosµ= k/2
V

_ = ,'.- ='/3 {3; µ=54°44'07" oder 2µ=109°28'14". 
1/2k 3 , 3 
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11.2. Die trigonometrischen Funktionen im aUgemeinen Dreieck 

Die der Messung zuganglichen Stticke liegen in vielen Fallen nicht in rechtwinkligen Dreiecken. 
Es wurden deshalb fur das allgemeine Dreieck Beziehungen zwischen den GrOBen der Seiten und 
Winkel aufgestellt. Die wichtigsten sind der Sinus- und der Kosinussatz. Sic genllgen fur jede Berech
nung; wegen der in ihm auftretenden Summe aus Quadraten und einem Produkt ist der Kosinus
satz wenig vorteilhaft fur die Berechnung, besonders wenn Logarithmen als Rechenmittel verwen
det werden. Er kann durch den Tangens- bzw. den Halbwinkelsatz ersetzt werden. 

Die Sitze der ebenen Trigonometric 

Der Sinussatz. Jedes Dreieck A.BC hat einen Umkreis, <lessen Mittelpunkt M der Schnittpunkt der 
Mittelsenkrechten ist . In ihm sind die Seilen Sehnen und die gegenUberliegenden lnncnwinkcl Pcri
pheriewinkel (Abb. 11.1-4). Wird die Lange des Umkreisradius mit r bezeichnet, so !assen sich die 
Seiten als Kreissehnen berechnen: a = 2r sin o;, b = 2r sin P, c = 2r sin y. Daraus erhalt man fur 
die Lange des Durchmessers 2r = a/sin o; = b/sin /3 = c/sin y. 

Sinussatz 
a b c . . . 

sTi,"";;'" = sin{J = siny oder a: b: c = srno;: sm/3: smy 

Im Dreieck isl das Verlui/tnisjeder Seiten/Qnge zum Sinus des gegenUberliegenden lnnenwinkels eiM 
Konstante, die Lange des Durchmessers des Umkreises. 

Sinlllatz. Im - Drei«k ,emalten skb die Ungen von zwel Selim wie die Sima der 1eaeniiber
llegendea Winkel. 

Der Sinussatz verbindet gegenllberliegende Stllcke. Sind in einem allgemeinen Dreieck drei Stllcke 
gegeben, von denen sich zwei gegenllberliegen, so la8t sich zum dritten das gegent1berliegende 
berechnen; zu a, o; und b z. B. bestimmt man /3 aus sin /3/sin o; = b/a, sin p = (b/a) sin o;, oder zu 
b, /3 und y findet man aus c/b = sin y/sin (J die Seitenlinge c = b. sin y/sin /3. Bei der Berechnung 
eines Winkels nach dem Sinus.satz ist allerdings zu beachten, daB sich aus dem Werte von sin <p zwei 
WinkelgrODen <p1 und rp2 ergeben, wie man am Einheitskreis erkennen kann. Der eine dieser Winkel ist 
spitz, der andere crganzt ihn zu 180° ; qi1 + qi2 = 180°. Es ist von Fall zu Fall zu entscheiden, wclcher 
dicser Winkel den geometrischen Gegebenheiten entspricht. 

Der Kosinussatz. Im Dreieck ABC sei D der FuBpunkt der HOhe he und m(AD) = q die Ma8zahl 
der Projektion der Seite b auf die Seite c (Abb. 11.2-1 ). Diese Projektion q = b cos ex ist positiv fur 
spitze Winkel ex und negativ fur stumpfe. Die Strecke DB hat fur beliebige Winkel o; die Lange 
c -q = m (DB). D�eHOhehc hat stets die Lange he

= b sin cx. lmrechtwinkligen Dreieck DBCerhilt 
man nach dem pythagoreischen Lehrsatz a

1 = h� + (c -q)2 = b2 sin2 o; + c2 + b2 cos2 o; 
- 2cb cos o; oder a2 = b1 + c2 -2bc cos ex. Entsprechende Beziehungen !assen sich mit den HOhen 
h. bzw. hb finden. Formal ergeben sie sich durch zyklisches Vertauschen, bei dem a in b, b in c und c 
in a iibergehen und entsprechend die Winkel ex in P, /3 in y und y in o;, 

C 

c, 

0 
_I 1.2-1 Zum Kosinussatz: a) for spitzwinkligc, b) fi.ir stumpfwinkligc Oreicckc, c) zyklischcs Vcrtauschcn 

Kosinussatz a2 = b2 + c2 -2bc cos ex, b2 = c2 + a2 -lea cos /3, c2 = a1 + b1 - 2ob cosy 

Kos-tz. Im ebenen Dreleck Isl clas Quadnl elMr SelleniinK• glelcb der Summe der Quadnle 
der belden aaderen Sellenilagen ,ermlndert am clas "-lie Produkl aas dlaea Sell<Dlinaft and 
dem Koolnus des von dlesen Sellm elngescbloosenen Winkels. 

Mit dem Kosinussatz kann aus zwei Seiten und dem von ihnen eingeschlossenen Winkel die dritte 
Seite berechnet werden oder aus drei Seiten ein Winkel: 
COS<>= (b' + c' -a')/(2bc), cosP = (c' + a' -b')/(2ca). cosy= (a'+ b' -c')/(2ab). 
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DerTangenssatz. Nach dem Gesetz der korrespondierenden Addition und Subtraktion ergibt sich aus dem Sinussatz <lurch Anwendung der Additionstheoreme der Tangenssatz, z. B. fur die Seiten a, b aus a:b = sin cx:sin {Jin der Form 
a -b sin"' -sin fJ 2 cos [(0< + /J)/2) sin [(0< - /J)/2] 
a+ b = sin"' + sin fJ 2 sin [(0< + /J)/2] cos [(0< - /J)/2) 

tan [(0< -/J)/2) tan [(0< +/J)/2]
Durch zyklisches Vertauschen ergeben sich fur die anderen Seitenpaare b, c und c, a die Beziehungen 

b -c tan [(/J -y)/2) und c -a tan [(y -0<)/2] 
.b + c tan [(/J + y)/2] c + a tan [(y + 0<)/2) · 

Kennt man in einem Dreieck ABC die Langen zweier Seiten und die GrOBe des von ihnen eingeschlossenenWinkels, etwa a, b und y, so ist auch (0< + /J)/2 = 90° - y/2 = < bekannt, und aus tan [(0<-/J)/2) = [(a -b)/(a + b)] · tan [(0< + /J)/2) kann [(0< - /J)/2] = � berechnet werden. Daraus crhiilt man 
ex = � + 11 und fl = ! - 1'J und damit nach dem Sinussatz die Lange c der dritten Seite. Fiir Dreiecksberechnungen gibt man deshalb dem Tangenssatz die folgende Form, bei der in Anwendungen stets erreicht werden kann, daO die auftretenden Differenzen positiv sind. 

Tangenssatz 
tan ((0< - /J)/2) d'[(a -b)J(a + b)] · tan [(0< + /J)/2]; [(<X + /J)/2] = 90° - y/2 tan ((/J -y)/2) = [(b -c)/(b + c)) tan [(/J + y)/2); ((/J + y)/2] = 90° -,x/2 tan [(y - 0<)/2) = [(c -a)/(c +a)]· tan [(y + 0<)/2]; [(y + 0<)/2) = 90° - /J/2 

Der Halbwinkelsatz. Um auch fur den Fall dreier gegebener Seiten eine fur logarithmische Rcchnung geeignete Formel zur Verfiigung zu haben, setzt man die aus dem Kosinussatz hervorgehende Beziehung fur die Winkel cos Ck= (b2 + c2 - a2 )/(2bc) in die in der Goniometric abgeleitete Formel cos(a</2) = V(l + cosa<)/2 ein und erhiilt: 
a _ v 2bc + b2 + c2 -a2 cos2-

4bc 
v(b+ c)2 - a2 

4bc 
Analoge Formeln ergeben sich fur cos (/J/2) und cos (y/2). Fiihrt maq den Umfang 2s des Dreiecks ein und setzt: 

a + b + c = 2s oder s = (a + b + c)/2, 
so wird s - a= (b + c -a)/2, s - b =(a+ c -b)/2, s -c =(a+ b -c)/2 und damit: 
cos(a</2) = V[(s-a)· s]/(bc), cos(/J/2) = V[(s - b) · s]/(ca), cos(y/ 2) = V[(s- c) · s ]/(ab). Entsprechend ergeben sich durch Einsetzen der Werte fur cos Ck, cos P, cos y nach dem Kosinussatz in die in der Goniometric abgeleiteten Formeln 
sin(a</2) = V(l -cos a<)/2, sin(/J/2)=V� sin(y/2) = v�die Beziehungen sin (0</2) = V[(s -h) (s - c)J/(bc), sin/J(/2)= V[(s - c) (s - a))/(ca), sin (y/2) = V[(s - a) (s - b)]/(ab). Durch Dividieren entsprechender Formeln erhalt man den Halbwinkelsatz. 

Halbwinkelsatz mit 2s = a + b + c 

"' (s-b)(s-q tanz = 

s(s-a) 
fJ _ v (s - c) (s -a) tan 2 - s(s - b) • y _ v (s -a)(s - b) tanz- s(s- c) 

Fiir die praktische Rechnung ist zu empfehlen, alle drei WinkelgrOOen a, p, y aus den drei Seite'n 
a, b, c zu berechnen. Die bekannte Winkelsumme im Dreieck gibt dann cine Rechenkontrolle. 

Die vier Hauptfille der Dreiecksberechnung 
Von einem Dreieck kOnnen gegeben sein: cine Seite und zwei Winkel; zwei Seiten und ein Winkel, der entweder einer Seite gegenilberliegt oder von den Seiten eingeschlossen wird; drei Seiten. Fiir jeden dieser Fille wird der LOsungsweg angegeben. 
I. Gegeben sind eine Seite und zwei Winkel. Da die WinkelgrOBensumme im Dreieck 180° betr.igt, ist die GrOBe des dritten Winkels ebenfalls bekannt. Nach dem Sinussatz !assen sich die fehlenden Seiten berechnen; aus c, a, p folgt z. B. y = 180° -(a + /J) und a = c · sin a/ sin y sowie 
b = c · sin /J/sin y. 
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Beispiel 1: Einc Kraft F = 65 N soll so in zwei Teilkrifte F1 und F2 
zerlegt werden, daO F1 gegen F eincn Winkel von cS = 18°, die 
Teilknifte untcreinander einen solchen von e = 65° einschlieBen 
(Abb. 11.2-2). Yorn Parallelogramm ABCD ist die Oiagonale AC 
mit IACI = F gegebcn. Die Lage des Punkies B ist bcstimmt durch die 
Winkel mit den GrOBen cS = 18° und w = £ - d = 47°. Im Dreieck 
ABC gilt: 

F, = F· sinw/sin (180° - ,) = F· sin 47°/sin 65°; 
F1 = 52,451 N,  
F2 = F· sind/sint: = F· sin 18°/sin 65°; 
F2 = 22,162N. 

A F, 8 

11.2-2 Zcrlegung der Kraft 
Fin zwei Komponenten F

1 
und F

2 

n. Gegeben sind zwei Seiten und ein Winkel, der einer 
dieser Seiten gegeni.iberliegt. Sind a, c und y die gegebe
nen Stilcke (Abb. 11.2-3), dann erhalt man: 
I. sin"= (a/c) · sin y; 2. /J = 180° - (e< + y); 
3. b = c · sin/J/siny. 
Als LOsung kann allerdings Gleichung I nur gelten, wenn 
(a/c) sin y �I. Wegen dieser Bedingung sind einige Hille 

'/"-.l.---- B zu unterscheiden. 
II (1) a< c, der gegebene Winkel liegtder grii/JerenSeite 

Kegeniiber. Es existiert stets ein Winkel a, der kleiner als 
;, sein muB, da er der k.leineren Seite gegenilberliegt. Oaa 
nach ist die LOsung auch eindeutig; obgleich filr die Wina 

A , b, -ICA, 1 kelgrOBen a I und a1 = J 80° -a1 die Sinusfunktion dena 
b 1 q,- ICA;,I selben Wert hat, ist nur a1 < y LOS:ung der Aufgabe. 

I 1.2-3 Dreieck aus zwei Seiten und dem einer Seite gegeni.iberliegenden Winkel; a) cine, b) zwei LOsungen 

Beispiel 2: a = 56,9 m, c = 68,0 m, y = 63°57'. 
l. sin<X=(a/c)·siny= 56,9/68,0·sin 63°57';e< 1 =48°45';e<2= 180° -e<1 = 131°15'ist grollcr 

als y und kann dcshalb nicht Losung scin. 
2. /J = 180° - <", + y); /J = 67°18'. 
3. b = c · sin/J/siny = 68,0 m · sin 67°18'/sin 63°57'; b = 69,8 m .

I I  (2) a =  c ,  dos Dreieck isr gleichschenklig, d .  h., a = y. 
II (3) a> c, der gegebene Winkel liegt der kleineren Seite gegeniiber. Die Strecke a kann so groB sein, 
daB die Bedingung sin a � I nicht mehr erfullt ist: 11 (3,1): es existiert keine LOsung, es HiBt sich auch 
kein Dreieck aus den gegebenen Stiicken konstruieren, z. B. wenn c = 2 cm, a= 5 cm, y = 75°. 
II (3.2): sin a kann den Wert l haben, a ist ein Rechter, wegen a1 = 180° -a 1 = a1. LOsung und 
Konstruktion sind eindeutig, z. B. a= 2 cm, c = I cm, y = 30°. II (3,3): !st sin a< I, so ergeben 
sich rechnerisch zwei WinkelgrOfte11 a1 und a1 = 180° - ex 1. Da sin a > sin y, gilt auch a> y sowie 
(180° -a1 ) + y < 180°, d. h., auch der Winkel a2 genUgt den geometrischen Bedingungen; die 
Aufgabe hat zwei LOsungen. 

Beispiel J: a= 81,23 m, c = 65,95 m, y = 30,42°. -
I. sin"= (87,23/65,95) · sin 30,42°; "' = 42,04°; "2 = 180° -"' = 137,96° ; "' > y, "' > y. 
2. /J, = 180° - (e<, + y); /J, = 107,54°, /J, = 11,62°. 
3. b1 = 65,95 m · sin 107,54°/sin 30,42° = 126.0 m und 

b2 = 65,95 m · sin 11,62°/sin 30,42° = 26,23 m. 

III. Gegeben sind zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel. Die LOsung ergibt sich sowohl nach dem 
Kosinus- als auch nach dem Tangenssatz. Sind im Dreieck ABC die Stilcke b, c, und a gegeben, so 
ergibt der Kosinussatz a1 = b1 + c1 

- 2bc cos a eindeutig a = Vbl + cl - 2bc cos a. Im weitea 
ren Verlauf kOnnte Winkel P ebenfalls eindeutig nach dem Kosinussatz bestimmt werden, d. h. 
durch cos P = (cl + al - b1)/(2ca); man zieht aber meist den Sinussatz vor und erhalt nach sin /J 
= (b/a) · sin a zwei rechnerisch mOgliche WinkelgrOBen p1 und p1 als LOsungen dieser Gleichung, 
von denen nur eine den geometrischen Gegebenheiten entsprechen kann. Nach dem Tangenssatz un
ter der nicht wesentlichen Annahme, daB c > b, erhalt man der Reihe nach (y + P)/2 = 90c - a/2, 
tan [(y -/J)/2] = [(c - b)/(c + b)] · tan [(y + /J)/2] und aus (y + /J)/2 und (y -/J)/2. die Win
kelgrOBen P und y. Die dritte Seitenlange c kann dann nach dem Sinussatz bestimmt werden, 
c =a· sin y/sina. 
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B,!ispiel 4: Zwischcn den Orten R und S soll ein Kabel geradlinig durch bewaldetes Gel3nde verlcgt werdcn. Zwischcn R und S ist keinefreie Sicht, wohl aber liiBt sich ein Punkt A finden, von dem aus die Entfernungen d= IARI = 2,473 km und e = IASI = 3,752 km sowie die Winkelgrolle • = 14: (AS, AR)I = 42°26'10" gemesscn werden konnen (Abb. 11.2-4). Welche Lange x muO das Kabel haben, und unter welchen Winkeln £ bzw. d muB es von R bzw. S aus verlegt werden? -Zurn Vergleich wcrden beidc L0sungswege angegeben: A 

11.2-4 Liinge einer unzug.ii.nglichen Seite 

I. x 1 = d2 + e2 - 2decos-r x' = 6,497313 
x = 2,549 km 2. sin£= (e/x) sin -r ,, = 83°20'00" ,, = 96°

40'00" 3. 6 = , so• - c, + •>6, = 54°13'50" 6, = 40
°53'50" 

tan [(,-6)/2] = [(e-d)/(e+d)]·tan[(<-r<!)/2] I. e + 6 = 180° - T = 137°33'50" (, + <!}/2 = 68°
46'55" (, - 6)/2 = 27°53'18" £ = 96°40'13" 6 = 40°53'37" T = 42°26'10" 

Da e > x > d, muB auch e > T > d sein; diese Bedingung ist nur fur 62 erfi.illt; deshalb ist x, e2d2 die LOsung. 
e + 6 + T = 180°00'00" (Rechenprobe) 2. x = e · sin -r/sin e = 2,549 km 

Die Obereinstimmung zwischen beiden Ergebnissen ist unbe/riedigend. Die Ursache dafur ist, wie in der Einleitung er0rtert wurde, darin zu suchen, daB die Sinusfunktion zum Bcstimmen einer Winkelgr0Oe verwendet wurde, die nahe bei 90° liegt; man hat sin 96°40'00" = 0,99 324, sin 96
°40'10" = 0,99323, sin 96

°40'20" = 0,99323; Ober die Anzahl der Sekunden kann danach nichts Zuverliissiges ausgesagt werden. Eine gr0llere Rechengenauigkeit ergibt sich in diesem Fall, wenn auch die Winkelgr0Be e nach dem Kosinussatz aus cos e = (x2 + d2 - e2)/(2xd), berech· net wird. Man erhalt eindeutig cos e = -1,464 462: (2 · 2,549 · 2,374) oder e; = 96
°40'14'\ in geniigender Obereinstimmung mit dcm nach dem Tangenssatz gefundenen Wert. Als Losung nach dem Kosinussatz hat danach zu gelten: x = 2,549 km, ei = 96

°40'14", di= 40°53'36". IV. Gegeben sind die drei Seiten. Die L0sung ergibt sich aus dem Kosinus- oder dem Halbwinkclsatz, d. h. aus den beiden Gleichungen cos 0< = (b' + c1 - a1)/(2bc) bzw. tan (a/2) = V[(s - b) (s - c)]/[s(s - a)I und den aus ihnen durch zyklisches Vertauschen gewonnenen. Beide L0sungen sind cindeutig und ergeben sich entweder durch geeignete Kombination der sechs Zahlen a2, b2• c1, 2ab, 2bc, 1ca oder der vier Zahlen s, s - a, s - b, s - c. Es sollte deshalb jede der drei Winkelgr0Den o., p, y fur sich berechnet und die Gr0lle der Winkelsumme im Dreieck als Rechenkontrolle benutzt werden. 
Beispiel 5: Drei crh0ht gelegene Gel3.ndepunkte R1 • R2 , R3 sollen durch Radar verbundcn werden (Abb. I 1.2-5). Unter welchen Winkcln miissen Empfanger und Sender in R1 , R2 und R3 aufgebaut wcrden? -IR,R,I = c = 45,21 km; IR,R,I =a= 52,46 km; IR,R,I = b = 39,37 km. 
Kosinussatz 

a2 = 2752,0156 

b' = I 549,9969 c2 = 2043,9441 b' + c' - a' = 841,8894 c2 + a' - b2 = 3 245,9988 a'+ b' - c' = 2258,1044 � = 76
°19'12" /3 = 46°49'06" y = 56
°51'42" 1 so000'00" 

11.2-5 Drcicck aus drci Scitcn 
Halbwinkelsatz 

! a= 52,46 s - a= 16,06 t b = 39,37 s - b = 29,15 
C = 45,2 j S - C = 23,32 2s = 137,04-s= 68,52 "'= 76°19'12" /3 = 46°49'06" 
y = 56°51'42" 1so000'00" 

lg 1,20575 1,46 464 1,36 754 1,83582 



11.3. Weitere Sitze und Anwendungen 267 

11.3. Weitere Sitze und Anwendungen 

In vielen Gebieten prbisiert dee Mensch seine Oberlegungen unter Zuhilfenahme mathematischer 
Beziehungen und verwendet dann beim Auftreten von Richtungen bzw. von. WinkelgrOBen in 
cbcncn, geradlinig begrenzten Figuren Satze der ebcnen Trigonometric. Einem dieser Gebiete, der 
Landesvermessung, kommt cine Sonderrolle zu; die in ihm untersuchten Beziehungen beruhen un
miuelbarer als in anderen Gebieten.auf diesen Satzen, auch geschichtlich haben die wachsenden Be
dUrfnisse der Landesvermessung AnstoB zur Entwicklung der ebenen Trigonometric gegeben. Die 
AnwendungsmOglichkeiten auf diesem Gebiet werden deshalb in einem besonderen Abschnitt be
handelt. 

Geometric 
Der Inkreisradlus e- In einem Dreieck ABC schneiden sich die Winkelhalbierenden im Mittelpunkt M 
des einbeschriebenen Kreises. Zeichnet man die Radien zu den Beriihrungspunkten £, F, G der 
Dreiecksseitcn (Abb. 11.3-1), so eatstehen sechs rechtwinklige Dreiecke. Sic sind paarweise kon
gruent; insbesondcre sind die mit x, y, z bezeichneten Seiten jeweils gleich. lhre Langen sind 
x = s - a, y = s - b, z = s - c, wenn s = 1/i(a + b + c), 
Im Dreieck AGM z. B. gilt tan (0</2) = e/x = e/(s - a), nach dem Tangenssatz filr das Gesamtdrei
eck ist aber tan (cx/2) = V[(s - b) (s - c)]/[s(s - a)]; d. h., e/(s-a)=V[(s-b) (s-c)]/[s(s-a)]. 
e = (s - a) V[(s - b) (s - c)]/[s(s - a)] oder 

A 

I lnkreisradius I e = V(s - a)(s - b) (s - c)/s 

Zurn gleichen Ergebnis ware man Uber tan (/J/2) oder 
tan (y/2) gekommen. 

I 1.3-1 lnkreis 
a eines Dreiecks 

11.3-2 Abstecken 
eines Kreisbogcns M 

Abstecken eines Kreisbogens, dessen Mittelpunkt unzuginglicb ist. Es sollen zwischen zwei Punkten A 
und B, deren Entfernung e bekannt ist, beliebig viele Punkte P, eingeschaltet werden, die auf einem 
Kreis durch A und B mit dem vorgegebenen Radius r liegen (Abb. 11.3-2). Der Kreismittelpunkt 
sci unzuganglich. Unter wclchem Winkel ,p und in welcher Entfernung s von A liegen die Punkte P1 

des Kreisbogens? -
1st P einer der gesuchten Kreispunkte, so ist Dreieck AMP gleichschenklig. Bezeichnet a die GrOlle 
des Mittelpunktswinkels 4: AMP und s = IAPI die Lange der Sehne, so gilt s= 2r sin (a/2). Zur 
Sehne PB gehOrt der Mittelpunktswinkel mit 14: PMBI = e - a und der Peripheriewinkel ,p, d. h., 
<p= '/,(e-u) oder u=e-2<p. Die WinkclgroBe e lii8t sich aber im Drcieck ABM aus e=2rsin(e/2). 
bestimmen; man findet sin (e/2) = e/(2r) und damit fur die Entfernung sin Abh:i.ngigkeit vom 
Winkel,p: 

s = 2 sin(u/2) = 2rsin(e/2- <p) mite/2 = Arcsin [e/(2r)J. 

Flicbeninhalt eines Dreiecks. Aus der Flacheninhaltsformel A, = 1 / 1 chc und he = b sin o: folgt 
A,= 1/zbc sinex; daraus nach der Beziehung sin ex= a/(2r) fur den Radius r des Umkreises (vgl. 
Sinussatz) Ad = abc/(4r) oder nach b = 2r sin P und c = 2, sin y die Formel A,= 2r1 sinexsinflsiny; 
aus dieser aber wegen r = a/(2 sin ex) die Formel A, = a1 · sin P sin y/(2 sin ex). Addiert man 
(t Abb. 11.3-1) die Fliicheninhalte der Teildreiecke ABM, BCM und CAM, deren Holte der Radiuse 
des Inkreises ist, so erhalt man die Heronische Formel: 

A,= '/,(ce + b(! + ae) =es= Vs(s - a) (s - b) (s - c) mit 2s =a+ b + c. 
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Flacheninhalt eines Dreiecks 
Hcroni-

Ad= 1l2aha = 1/z bhb = 1/i chc = a:,c = 2r1 sintx sin /J sin y 
A = 01• sin{Jsiny = b2• siny sin a =cl. sino: sin/J "- =2 sin IX 2 sin fJ 2 sin y · 

sche A,= es = Vs<s - a)(s - b) (s - c) Dreiecks-fonnel 
r Umkreisradius p I nkreisradius 2s = a+b+c 

Beispiel 1: Aus dem Umfang eines Dreiecks mit den Sciten u = 345,8 m,v = 236,S m, w = 497,3m soil der Flicheninhalt berechnet werden. Nach dcr Hcronischcn Formel findct man s = 539,8; s - u = l 94,0, s - v = 303,3; s - w = 42,5, daraus unter Verwendung 4stelliger Logarithmcn 
A. = 36740 m2• Eine Oberschlagsrcchnung ist stets zu empfehlen; bier ergibt sich mit dem Rechenschieber: 
A = V�53-9 -,8-· _ l_ 9_4 _· 3-0-3-,3-·-42-,-5 m21=t1 Vs,40 · 10:i · 1,94 · 102 • 3,03 · 102 • 4,25 • 10 m2 

= 103 · J/5,40 · 1,94 · 3,03 · 42,5 m' = 36700 m2 ; dabci wurde die S1<:llenzahl wic folgt gcschiitzt: A .. 1o'VI0·3·I0·4,2= 1o•VJ2,6 .. 3,5· 104. 
Gleichschenkliges Dreieck. Werden die Lange der Schenkel mit a, die der Basis 

D
C rnit c, die GrOOe der Basiswinkel mit (X und die des Winkels an der Spitze mit y bczeichnet (Abb. 11.3-3), so gilt fur den Fliicheninhalt A: ;v 

I. A= ½a2 siny, wobei y = 180° - 2a. ; cl sinl IX c2 sinl IX c2 sin2 ex c2 a a Z.A = � = 2 sin 2a. 4 sin(XCOSIX ' A =4·tantX; 
3. s = a + c/2, s - a = c/2. s - c = a - c/2, also A = V (a + c/2) · (c/2) · (c/2) · (a - c/2) = (c/2)V a' - c2/4 = (c/4) )i 4a' - r'. a a 
Gleichseitiges Dreieck. 1st a die Lange der Seite, so gilt: A c B 

I. A = ½al sin 60°, A = ¼a2 Vi !1

1�fc-�sct����i�e�c: .. 2. Nach der Heronischen Forrnel erhalt man Dreiecks s = '/,a, s - a= s - b = s - c = a/2 und A= jl3/1(a4/8) = '/4 · a' )13. 
Regelmi8iges Sechseck. Da dieses Vieleck aus sechs gleichseitigen Dreiecken mit der Seitenlange r (Umkreisradius) besteht, ist 

A.= 6 · (V.3/4) · , 1, A.= (3 VJ/2) · , 1. 
Regelmi8iges n-Eck. Seine Flache setzt sich aus n gleichschenk.Jigen Dreiecken zusammen, deren 

:i��7�:��:�e�:�;ete7i��: ts�ii;�����1st;,.�o3�0�� ffb���,����senen Winkels am Kreis-
! regelmiiBiges n-Eck ! A, = (n/2) ,, sin (360°/n) !
In jedem einzelnen gleichschenkligen Dreieck haJbiert die HOhe h,. die Seite s,. des n-Ecks und den Mittelpunkt�winkel cp,. . Daher liiBt sich ergiinzend feststellen: 

s, = 2r sin (q,,/2) und h, = r cos (q,,/2) oder s, = 2rsin(l80°/n) bzw. h, = rcos(180'/n). 
�·�r��

n

::n:���!;, ���w1::e1�:g::e��� 6:;:�til::;i t---- --:;l�---,----1 
Heronischen Fonnel ist. Dazu kann man, weil ein Viereck 
0 

11.3-4 RegelmiiOiges n-Eck. 

11.J-5 Fl3.chc des allgemcincn Vierecks 
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durch funfStllcke bestimmt ist, die vier Seiten und die Summe zweier GegenwinkelgrOBen, z. B. o.: und y, als bekannt voraussetzen (Abb. 11.3·5). Bezeichnet man den halben Vierecksumfang mit s = 1/2(a + b + c + d) und mit 2 £  die Summe der Winkelgr03en ex und y, so gilt fur die Dreiecke 
ABD  und B C D  und die Vierecksfliiche Av= A1 + A11 : 

A1 = 1/iadsin <X; A 11 = 1/2bc sin y, also A..,
= 1/i(adsin 0,: + be siny). 

Nach dem Kosinussatz erhiilt man in diesen Dreiecken 
a2 +d2 -2 adcoscx= /2 =b2+c2 -2bc cosy oder a2 +d2-b2-c2=2(adcosa:-bc cosy). 

Bildet man dann (4 A11 ) 2 + (a2 + d2 - b2 -c2 ) 2 = 4(a2 d2 + b2c2 - 2obcd cos 2£), so wird schlieB
lich 16A: = (a+d+ b-c) (a+d-b+c) (b+c+a-d)(b+c-a+d)-16abcdcos2 ,. 

Fl3cheninhalt eines Av-= V(s - a) (s -b) (s - o) (s - d) - abed cos2 e mil e = 1 / 2( + y) aUgemeinen Vierecks 
1st <p die GrOBe des Winkels, unter dem sich die Diagonalen eines Vierecks im Punkt S schneiden. so 
JiiBt sich der Inhalt der Vierecksfliiche Av auch als Summe der Fliicheninhalte der vier Teildreiecke 
ABS, BCS, CDS und DAS darstellen, und es ist 

A
0 = 'iz[IASI · IBSI · sin (180° -q,) + IBSI · ICSI · sin q, + !CS! · IDS! · sin (180° -q,) + IDS! · IASI · sin q,J = 'iz[IASI (IBSI + IDSI) + ICSI (IBSI + IDSl)Jsinq, 

= '/,[(IASI + ICSI) (IBSI + IDSlll sin q,, Av= 1/iefsin <p, d. h. die Hill/re des ProduklS aus den Diagonalenltingen und dem Sinus des 
von ilinen eingeschlossenen Winkels. 

Sehnenviereck. Im Sehnenviereck betriigt die Summe zweier Gegenwir,kel 180°, d. h., ex+ y = n 
= 180°, t: = 90°, cost:= 0. Deswegen vereinfacht sich die allgemeine Flachenformel zu 
Asv - V(s - a) (s - b) (s - c) (s - d). Oa die GrOBe abed cos2 e nie negativ ist, sind die Fliicheninhalte aller anderen Vierecke mit denselben Seiten kleiner. 

Das Sehnenviereck hat unter alien Vierecken mil den Seiten/Qngen a, b, c, d den grOftten Fliichen
inhalt. 

Physik 
Alie durch Vektoren darstellbaren physikalischen GrOBen, z. B. Kraft, Geschwindigkeit, erfordern zur Berechnung die Anwendung trigonometrischer Funktionen. 
Beispie/ 1: Ein Flugzeug hat im Mittcl die Geschwindigkcit vl = 576 km/h und fliegt vom Ort A zu dcm in Richtung N 23,5° 0 um 480 km cntfernten Ort B. [n Richtung nach N 18° W wcht Wind, seine Gcschwindigkeit ist v2 = 20 m/s. Welchen Kurs muB das Flugzeug fliegen, und in welcher Zeit wird es in B scin? -In ruhender Luft wiirde das Flugzeug in (480/576) h -(5/6 ) h oder 50 Minuten B erreichen. Wegen des Seitenwindes fliegt es N exJ O (Abb. 11.3-6 ); nach dem Krifteparallelogramm kann im Dreieck ACE die WinkelgrOBe (cxJ -ex1 ) aus drei gegcbencn StUckcn berechnet wcrden: aus den 

/

8 Seitenlingcn v 1 und v2 und aus 14: AECJ =ex= (i:x1 + ex2 ) .  Nachdem Sinussatz erhiilt man: sin (i:x3 -ex1 ) = sin (ex1 + ex2 ) · (v 2/ v i ) N und v=v, · sin(180° -i:x2 -ex3 )/sin(cx1 +ex2 ) bzw. ex3 -i:x1- 4,75°, "'• = 28,25°, v = 114,4 m/s 
._E -� = 62 7,9 km/h. 
"" � I

'""" 
Das Flugzeug fliegt N 28,25° 0 und a � ' v1 \ \ t,) .� erreicht mit einer Geschwindigkcit

/ _,,!. U / A von v = 627,9 km/h in rund 46 

C � "✓-'
"'

� --c£!P Minuten(45,86 ) den0rt B. 
�Y ....,.. 

Beispiel 2: Wird ein Blitz untcr h einem Winkel i:x gcgen die Hori-zontale gcsehcn, wiihrend der Don
ner am Beobachtungsort nach t Sekundcn wahrgenommen wird, so 
ist er (Abb. 11.3-7) e= 333 · t m ent=��- -a� ---�rernt in ciner HOheh =·333 ·t ·sin i:x m 

11.3•6 Weg eines Flugzeugs 11.3•7 HOhe und Entfcrnung entstanden; 333 m/s ist die Schall-mil Seitenwind eines Blitzes geschwindigkeit, wihrcnd die Dauer 
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der Lichtausbreitung wegen der Lichtgeschwindigkeit c = 300000 km/s vernachlAssigt wcrden 
kann. 
&ispiel 3: Ein Trager T ist im rechten Winkel zu einer Wand befestigt (Abb. 11.3-8), am freien 
Ende hingt cine Last von /N. Zur Sicherung ist cntweder a) cine Halterung Hoder b) cine Stiitze S 
unter einem Winkel� bzw. {J gegcn den Trliger ange• 
bracht. WcJche Zug- bzw. DruckkrUte treten in T und 
H bzw. S auf? -
Die Kraft / ist Resultante zweicr Teilkr3ftc, von dencn 
die cine die Richtung des Tri.gcrs T, die andcre a) die 
derHalterungHbzw. b) derStiitu:S hat. Da /senkrecht 
auf T steht, sind die Dreiecke H1H1H3 bzw. S,S1S3 

rechtwin1dig; a) in Richtung des Trigcrs wirkt cine 
Druclckraft d = f cot t:x und in Richtung dcr Haltcrung 
ein Zug h = //sin a; b) der Trager ist auf Zug bean
sprucht, z = f cot p, und die Stiitu: auf Druck, s= //sin p. 

Technik 

o) 

I 1.3-8 Trager: a) mit Halterung bz ..... 
b) mit Sti.itze 

Die Gesetze der Technik sind angewendete physikalische Gesetze. Genau wie don trctcn trigono
metrische Funktionen und Satze auf, sobald Winkel eine Rolle spielen. 

Kurbelgetriebe. la einem Kurbelgetriebe ist die Lage des Kreuzkopfes K einc Funktion des Dreh
winkels <p der Kurbel (Abb. 1 t .3-9). Nach dem Kosinussatz ergibt sich, wenn r der Kurbclradius und 
/ die Lange der Pleuelstange sind: 

12 = x2 + r2 - 2xrcos (180° -g,)--x2 + 2xr cos g, = 12 - , 2• 

Die LOsung dieser quadratischen Gleichung ergibt 

X = -,cosg,+ Vr2 cos2
<p + 12 - r2 = -r cosg, + V,2(cos2 g,- 1) + 12, 

X = -r COS 9' + V/2 - r2 Sin2 9'. 

11.3-9 Kurbelgetnebe 

X • 

11.l-10 Lange emes Tre1bnemens 

Lange eines Treibriemens. Wenn zwei Seilscheiben die Radienlangen R und r haben und ihr Achs
abstand a ist, kann man die Lange L des Treibriemens (Abb. 1 l.3-10) berechnen, der sich straff um 
beide Scheiben legt. Es isl 12 = a2 - (R - r)2, cos"'= (R - r)/a oder "= Arcros [(R - r)/a] 
in BogenmaB. Hieraus ergibt sich 
L=2t+K+k 

-2Va'-(R- r)2 I R(m-20<)+r20<, 
L = 2[Va' -(R - r)' -"(R- r)+ R1t]. 
Fiir den Fall r = R/2 und a = 2R erh.iilt man 
L = 8,838 R. 

Das Krii.fteparallelogramm. Eine StrajJenlampe ist 
an zwei ungleich langen Seilen aufgehiingt, die 
unter den Winkeln o:: bzw. P gegen die Waage
rechte geneigt sind. Wenn der Durchhang der 
Seile vernachlassigt werden kann, (assen sich die 11.3-11 Krarteparallelogramm 
Seilkrii/te s1 und s2 nach dem Sinussatz berech-
nen (Abb. 11.3-11). Man erhiilt unter Berticksichtigung der Beziehung sin (90° - x) = cos x: 

S1 = F· cosP/sin (0< + Pl, s, = F· cos0</sin (0< + P). 

Die Bewegung auf der schiefen Ebene. Auf einer schiefen Ebene mit dem Neigungswinkel "' befindet 
sich ein KOrper mit dem Gewicht G. Gesucht sind die Kraft F1 in der Rich tung der schiefen Ebene 
(Abb. 11.3-12), die den KOrper mit konstanter Geschwindigkeit auf der schiefen Ebene nach oben 
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t,e,,\•egt, und die Kraft F2 in Richtung der schiefen Ebene, die notwendig ist, um den KOrper am 
Herabgleiten zu hindern. Die Reibungskraft R ist proportional der Normalkraft N des KOrpers auf 
seine Unterlage, R = µN; µ wird Reibungskoef/izient genannt. Man setzt µ=tan e; die Reibungs
\\in.kelgrOBe e entspricht dabei dem Neigungswinkel einer schiefen Ebene, auf der der betreffende 
KOrper gerade noch nicht herabgleitet. 
In den Xra/tecken vergrOBert bzw. verkleinert die Reibungskraft R = N tan(! die aus G und N sich 
crgebcnde Kraft Fzu F, = F + R bzw. F2 = F- R. Nach dem Sinussatz gilt: 

F,/G = sin (a + e)/sin (90° - e) bzw. F, = G · sin (a + e)/cos e 
und 

F,/G = sin (0< - e)/sin (90° + e) bzw. F, = G · sin (a - e)/cos e. 

11.3-12 Bewegung auf der 
schiefen Ebene mit zu
gehOrigen Kraftedreiecken 

J 1.3-13 Die Kraftc Q 
an der festcn Rolle 

K.rifte an der festen Rolle. FUr die Berechnung der Reibung 
zwischen Rolle und Bolzen ist bei der festen Rolle die resultie
rende Bolzenkra/t F

r 
zu ermitteln, die man aus der Last Q, der 

Kraft Fund dem Umschlingungswinkel y mit dem Kosinussatz 
bestimmt (Abb. 11.3-13): 

F, = v·
-
F

72_+_ Q_'�--2-F_Q_c_os-y. 
Da im reibungsfreien Fall die Seilspamumgen Fund Q einander gleich sind, vereinfacht sich diese 
Gleichung wegen (2 - 2 cosy)= 2(1 - cosy) = 4 sin' (y/2) zu F, = 2Q sin (y/2). Fiir y = I 80°
sind Fund Q parallel und F, = 2Q. 

Nautik 
Zur Bestimmung des Ortes auf dem Meere, in dem sich ein Schiff befindet, sowie der Bahn des 
Schiffes mull die Gestalt der Erde als Kugel berUck.sichtigt werden. Den Berechnungen sind dabei 
die S3.tze der sph3.rischen Trigonometric zugrunde zu legen. Auch die zur Ortsbestimmung benutzten 
astronomischen Methoden beruhen auf ihnen. 
Kleinere Bereiche, etwa fur Fahrten in der Na.he der KUste, dUrfen als eben angcnommen werden. 
Die in Seekarten eingetragenen markanten Punkte gelten ihrer Lage und ihrem gegenseitigen Ab
stand nach als bekannt. Die Bewegungsrichtung des Schiffes, sein Kurs, wird als Winkel der Kiel
richtung gegen eine feste Bezugsrichtung festgelegt. Der rechtsweisende Kurs wird von Geographisch 
Nord Uber Ost bis 360° gemessen, der mi_Bweisende Kurs von Magnetisch Nord aus im gleichen 
Sinne; beide unterscheiden sich um die Miftweisung, um den Winkel zwischen dem geographischen 
und dem magnetischen Meridian. Auf eisernen Schiff en mit eigenem Magnetfeld weicht der Kom
pallmeridian vom magnctischcn um die Deviation ab, die von der Lage des Schiff es und von seinem 
Kurs abh3.ngt. Der danach bestirnmte Kompaftkurs wird aber 
unmittelbar gemessen. Der Kurs wird als Winkel zwischen 
den Himmelsrichtungen angegeben, z. B. als N 35° 0 [lies 
Nord 35 Grad nach Ost]. 

Btispiel 1: Von cinem Schiff Faus wcrden gleichzcilig ein 
Leuchtturm L untcr S 5 5 ,3° 0 und ein Kirchturm K unter 
s 28, 5 ° w angepeilt. Nach der Scekarte betragt die Ent
fernung IKLI = s = 33,25 km und verliiuft in der Rich
tung N 84,7° O. 
a) Wie groB sind die Entfcrnungen IFKI = x und IFLI = y, 
b) welchen Kurs muB das Schiff cinhalten, wenn es im 
Abstand c = 4 sm = 7,408 km (I sm = 1,852 km) am 
Leuchtturm vorbejfahren soll (Berechnung des Gt/ahren-
krtises; Abb. 11.3-14)?- 11.3-14 Kurs cines Schiffes 
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Aus den gegebenen Werten ex= 55,3°, /J = 28,5°, y = 84,7°, s = 33,25 km erhalt man (5 = 40° 

= 180' - c� + y),, = y - fl= 56,2',x = s · sinb/sin(� + //) = 21,49 km,y = s· sine/sin(�+//) 
= 27,77 km, sin q; = c/y, q; = 15,47°. Schiffskurs: S (� + q;)' 0, d. h. S 70,77' 0. 

Trigonometrische Bestimmung von Hoben 

Praktisch werden Winkel in einer Horizontalebene mit grOOerer Genauigkeit gemessen als in einer 
dazu senkrechten Ebene, da der Lichtstrahl bei verschiedener Dichte der Luft nicht geradlinig 
verl3ufl. Aulkr dieser terrestrischen Refrak1ior1 ist fur Zielweiten Uber 200 m auch die ErdkrUmmung 
bei HOhenbestimmungen zu berllcksichtigen. 

Schematischer Aufbau des Theodoliten. OerTheodolit ist das Winkelme8instrument im Vermessungs
wesen. Der grol3en Anzahl der den verschiedenen speziellen Anwendungen angepaBten Formen liegt 
ein einfaches Schema zugrunde. Auf einer oft auf einem Stativ befestigten Standplatte (Abb. 11.3-15) 
ruht auf drei Fuftschrauben Feine senkrechte Buchse B mit einer horizontalen Kreisscheibe K, die eine 
im Uhrzeigersinn bezifferte Kreisteilung, den limbus L, tragt. In der Buchse dreht sich die Alhidade 
A, eine Kreisscheibe mit zwei diametralen Zeigern, die eine libe/le Lb und zwei Stutzen St fur die 
Fernrohrachse A

f 
tr3gt. Mit dieser Achse, auch Kippachse genannt, sind das Zielfernrohr Z und die 

Zeigervorrichtung fur den zur Fernrohrachse senkrechten H6henkreis H fest verbunden. Mittels 
der FuBschrauben wird nach dem Ausschlag der Libelle Lb die Alhidade genau horizontal gestellt, 
dann muB in einem guten Theodoliten die Standachse All' , um die sich die Alhidade dreht, senkrecht 
stehen. Die Kippachse liegt dann waagerecht, und das Fernrohr Z steht rechtwinklig zu ihr. Es gibt 
Verfahren, um kleine Abweichungen von diesen Bedingungen durch vorhergehende Messungen zu 
beseitigen Uustieren genannt) oder ihre GrOBe zu bestimmen, um sie bei der eigentlichen Messung zu 
beriicksichtigen. Wesentlich h3ngt die Giite des Theodoliten auch ab von der Genauigkeit der Kreis
teilung auf dem Limbus bzw. auf dem HOhenkreis sowie von der Ablesevorrichtung AV, die ein 
Zeiger, ein Nonius oder ein optisches Doppelmikroskop sein kann; je nachdem !assen sich die 
Winkel z. B. auf Minuten oder Sekunden ablesen. Um die Genauigkeit der Winkelmessung zu stei
gern, wird nach bestimmten Verfahren und wiederholt beobachtet. Das Zielfernrohr ist nach dem 
angezielten Objekt gerichtet, wenn dessen Bild oder markante Teile davon mit dem des Fadenkreuzes 
(im einfachsten Fall ein horizontaler und ein senkrechter Strich) zusammenfallen. 
Die Einrichtung des Theodoliten macht es verst3ndlich, daB auch dann durch Dreben der Alhidade 
horizontale Winkel gemessen werden, wenn die angezielten Marken oder Gegenstande in verschiedener 
HOhe liegen. Die Lage der Nullrichtung des Limbus spielt keine Rolle, da sich ein Winkel in der 
Horizontalen stets als Differenz zweier Richtungen ergibt. Dagegen mull zur Messung von HOhen
winkeln die Nullricht-ung mittels besonderer Libellen horizontal gelegt werden. 

11.3-15 Theodolit 
(schcmatisch) 

Nirellier
tatte 

---------: :Uri 
---------. lo 

11.3-16 Tachymctricren bei horizontaler 11.3-17 Tachymctricrcn bci 
Sicht schr3gcr Sicht 

Tachymetrisches Nivellement. Tachymetrie bedeutet Schne/lmessung; sie wird benutzt, um von einem 
nach Lage und HOhe bekannten Punkt P aus die Lage und die HOhe einer ganzen Reihe von eu
punkten durch bloBe Ablesungen am Theodolit zu bestimmen. Die Tachymetrie kann z. B. dazu 
dienen, die Oberfl3chenform eines Gelandestiickes als Unterlage fiir ein Bauprojekt aufzunehmen. 
Das Fadenkreuz hat dann zum horizontalen Faden m zwei Para/le/en o und u im g]eichen Abstand 
p/2. Die Bilder dieser drei Faden markieren auf dem Bild einer im Neupunkt N lotrecht aufgestellten, 
in Zentimeter geteilten Nivellierlatte drei Punktelm, L

0 
und Lu (Abb, 11.3-16); die Differenz zwischen 

unterer und oberer Ablesung Lu - L
0 

ist der Latte11absch11itt I. Auf der Nivellierlatte stehen wegen 
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der Bildumkehrung die Zahlen auf dem Kopf; die grOBeren Zahlen liegen oben. Der Lattenabschnitt Ierscheint vom Instrument aus unter dem parallaktischen Winkel e. In Abh3ngigkeit von Abstand p der Horizontalfaden, der Brennweite / des Objektivs und dem Strahlcngang im Fernrohr kann die horizontale Entfernung a der Latte vom Theodolit bei horizontaler Ziellinie in der Form a= Cl gefunden werden, in der die Geriitekonstante C meist den runden Wert 100 hat. Filr den parallaktischen Winkel, gilt dann tan (•/2) = //2: a= l/(2C). 1st dje Ziellinie vom Fernrohr Fzur mittleren Ablesung L"' unter dem Winkel cr gegen die Horizomale 
geneigt (Abb. 11 .3-17), so 13Bt sich die horizontale Entfernung a' durch folgende trigonometrische Umrechnung bestimmen: 

I= IHL.I - IHL,I = a'[tan (0< + •/2) -tan (0< - •/2)] oder 
a' = I cos (0< + ,/2) · cos (0< - •/2)/sin, , 

wcnn man bcachtet, daO nach den Additionstheoremen gilt 
sin (0< + •/2) cos (0< -•/2)- sin (0< - •/2) · cos (0< + •/2) = sin • = 2sin (•/2) cos (•/2). 

Wegen cos (ix + e/2) • cos (a - e/2) = cos2 ai: cos 1 (e/2) - sin1 ci sin1 (t/2) crhaJt man schlieBlich fur die horizontale Entfernung a' den Wert 
a'= '!,I cos'"'· cot (e/2) - '/1 / sin'"' · tan (,/2) 

oder mit 2C = cot (e/2) das Ergebnis a' = IC cos1 ex - [//(4C)] sin2 a. Dabei kann der zweite Summand praktisch vernachl.iissigt werden, da / und sin2 ex kleine Werte sind, w.iihrend fur die mcisten Ger.ate der Wert C = 100 gilt. Es ergibt sich filr die horizontale Entfernung a'= Cl cos2 ex und fur die HOhe h = IHL ,..I aus diesem Naherungswert sofort h = a' tan oc = l/2C/ sin 2cc. Die HOhendifferenz LJh der Punlcte P und N h3.ngt auOer von 
h noch von der Jnstrumentenhcihe ides Theodoliten horizontale Entfcrnung a' = Cl cos2 c:1 
�:�P:�1t�C::�tt�n:a+g� �f'"I = z Uber dem HOhendifferenz Ir= 1/2C/ sin2<X 
Berechnung von Hoben mit Hilfe von Hohenwinkelo. In den folgenden Beispielen wird von der terrestrischen Refraktion abgesehen, weil entweder die Zielweite 200 m nicht iibersteigt oder weil cine geringere Genauigkeit der Ergebnisse in Dezimetern oder nur in Metern als gcniigend angesehen wird. 
Horizontale Standlinie und HOhenwinkel. Mi8t man in Richtung auf den Gelandepunkt G eine horizontale Standlinie IABI = s und die HOhenwinkel °' und Pan ihren Endpunkten (Abb. 11.3-18), so kann man die HOhe h nach dem Sinussatz berechnen: 

I. y = {J- °'; 2. u = s · sinC11./siny und 3. h = u sin{J, 
also h = s • sin°' sin {J/sin <P - Cl). 
Geneigte Standlinie. Winkel p ist der Anstiegswinlul einer Standlinie [AB! = s, die in einer durch G verlaufenden Vertikalebene liegt, und °' und y sind die HOhenwinkel in A und 8 nach G (Abb. 11.3-19). Der HOhenunterschied h zwischen A und G 13.Bt sich nach dem Sinussatz berechnen. Mit IAGI = x wird h=xsin°', wobei x=s·sin£/sina, e=/J+(l80° -y) und u=y-C11.. Durch Einsetzen erh3lt man h = s · sin e sin Cl/sin u oder h = s · sin (y - /J) sin <X/sin (y - Cl). 
Standlinie in beliebiger Richtung zum Ziel. Von den Enden A und B der Standlinie s aus, die in einer 
Horizontalebene mit dem Fu8punkt F des Punktes G liegt, werden die Winkel 14: FABI = y und l<J: FBAI = d gemessen sowic im Punkte Ader Hohenwinkel, nach G (Abb. 11.3-20). Die Ebene 
AFG steht senkrecht auf der Horizontalebene durch FAB. Mil [AFI = z wird h = z tan t, wobei z = s · sin d/sin u = s · sin d/sin [180° - (y + d)} = s · sin d/sin (y + 6). Durch Einsetzen erhiilt 

h = s · sin d tan •/sin (y + d). 

/ a 
A 

11.3-18 Trigonomclrischc HOhenbeslimmung bei horizontalcr Standlinic in einer vcrtikalen Ebene durch die HOhe 

G 

11.3-19 Trigonomctrische HOhenbcstimmung bci geneigler Standlinie in ciner vcrtikalco Ebene durch die HOhc 

A 

G 

1r.ri'

1 

'!'-<[7 
8 

11.3-20 Trigonometrischc HOhenbestimmung bci honzontaler Standlinic 
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Steigi die Standlinie \ABI = s von A aus im Winkel t: 1 an (Abb. 
11.3-21) und werden in den Punkten A bzw. B die Horizon1al• 
winkel (X bzw. {J zwischen Standlinie s und dem Punkt G gemes
sen sowie die HOhenwinkel e1 von A nach B, £2 von B nach G 
und e von A nach G, so laBt sich die Aufgabe auf die eben ge-
lOste zuriickfuhren. In der Horizontalebene durch A sind in B 
dem Dreieck AHB' die Seite s' = s cos t:1 und die Winkel
grOBen o: und p bekannt. Nach dem Sinussatz ergibt sich 41 
a'= s' · sin 0</sin (0< + Pl; b' = s' · sin P/sin (0< + /1). Aus dem B' 
in der Vertikalebene liegenden Dreieck A HG gewinnt man also: 

h = b' tan£= s'· sin {J tan e/sin (or:+ P) 
= s · cos e1 sin P tan e/sin (ex + /J). 

Als Kontrolle hat man h = h1 + h1 , wobei h1 = s sin £1 und 
h2 = a' tan £2 = s' ·sin or: tan e2/sin(cx + /J) 

= s · cos e1 sin tX tan e2/sin (a + P). 
B' 

11.3-21 Trigonomctrischc HOhenbes1immung bci gencigtcr Standlinie A 

Landesvermessung 

Die Landesvermessung hat letzten Endes die Aufgabe, jeden gewilnschten Punkt der ErdoberHiiche 
eindeutig festzulegen; dies geschieht durch Koordinaten oder in anschaulicher Form in Karlen. 
In erster Niiherung wird die Erdoberfliiche als Kugelfliiche angesehen, auf der die Lage eines Punktes 
durch die Liinge ). und die Breite rp bestimmt ist, d. h. durch den Schnitt eines Meridians, eines 
GroBkreises durch Nord- und SUdpol, mit eincm Breitenkreis. Der Meridian durch Greenwich wird 
als Nullmeridian ausgezeichnet, von ihm ab werden die anderen durch ihren Winkelabstand). nach 
Osten bzw. Westen zu von 0° bis 180° gemessen. Die Breitenkrcise sind Kleinkreise parallel zum 
Aqua tor, ihr Abstand <p von ihm wird in Winkelgraden auf einem Meridian gemessen, und zwar vom 
A.quator auf beiden Seiten als nOrdliche bzw. siidliche Breite von 0° bis 90°, bis zum Pol. Diese 
Koordinaten sind sphiirische Koordinaten und werden durch astronomische Messungen bestimmt 
wie im Kap. 12. gezeigt wird. 

Gau8-Kriiger-Projektion. Ein Zylinder oder ein Kegelmantel !assen sich nach dem Aufschneiden 
l.iings einer Mantellinie in cine Ebene abwickeln. Aile Langen, Fl3chen und Winkel bleiben dabei 
erhalten; sie erscheinen in der Karte deshalb in wahrer Gr06e. Die KugeloberHache ist nicht ab
wickelbar. Nach GAUSS und dem einstigen Direktor des Geodiitischen Instituts Potsdam KROGER 
werden deshalb Kugelzweiecke (Meridianstreifen), deren Grenzmeridiane an den Polen Winkel von 
6° einschlieOen, auf einen Zylindermantel abgebildet, der das Kugelzweieck in seinem Mittelmeridian 
(Winkel von 3° gegen jeden Grenzmeridian) beriihrt. Abb. 11. 3-22 zeigt angen3.hert, wie schmal diese 
Streifen, auf die Erde bezogen, sind. Es ist danach verst3.ndlich, daO die Langen und die Fl3chen 
nur wenig von den wahren Werten abweichen. Durch Abwickeln des Zylinders ergibt sich dann ein 
ebenes Bild des Meridianstre,fens. Der BerUhrungsmeridian m gehOrt sowohl der Kugel als auch dem 
Zylinder an, erscheint in der Ebene mithin in wahrer Lange. Wird die Entfernung auf ihm vom Aqua
tor ab durch den im BogenmaO gemessenen Winkel� angegeben, so hat in der Ebene der entsprechende 
Punkt die Koordinate x = �R, wenn R der Erdradius ist. GroBkreise, die den BerUhrungsmeridian 
senkrecht schneiden und deshalb die DurchstoBpunkte A1 , A1 (Abb. 11.3-23) der Zylinderachse 
durch die Kugel zu Polen haben, sollen auf Bilder fuhren, die die x-Achse senkrecht schneiden, d. h. 

Mantellinien au/ dem Zylinder sind. 
Abstinde von Punkten P der Kugel 
vom Beriihrungsmeridian m wcrden 
auf diesen rechtwinkligen Gro'Bkrei
sen durch den Winkel r, gemessen, 
der Bildpunkt P' hat den entspre
chenden Abstand y von der x-Achse. 
Die Beziehung zwischen r, und y 13.Bt 
sich aus der Forderung ableiten, daB 
die GauB-Krilger-Projektion winkel-
1reu oder konform ist (vgl. Kap. 
23.2. - Konforme Abbildung). Die 
Winkeltreue ist gesichert, wenn Drei
ecke auf der Kugel beim Abbilden 

I I.J-22 Drei.benachbartc J 1.J-23 GauB-Kri.iger-Koordi- in ahnliche Drciecke ilbergehen, 
Mcridianstrcifcn naten wenn das VergrOjJerungsverhiiltnis 
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fur Strecken in alien Richtungen dasselbe ist. Ein Kleinkreis k durch den Punkt P, der alle durch die 
Pole A 1 und A2 gehenden Grol3kreise senkrecht schneidet, ist von diesen Polen aus betrachtet ein 
Breitenkreis der Breite 1J; die senkrechten GroOkreise spielen die Rolle von Meridianen und der 
Bertihrungsmeridian die des A.quators. Die Lange des Kleinkreises ist deshalb / = 'br.R cos r,, auf 
dem Zylinder und in der Ebene dagegen L = 2:JtR, das Vergr08erungsverh3ltnis ist danach 
L: / = 1/cosr,. Wegen der Winkeltreue soil es dem Verhaltnis dy = d17 gleich sein; mithin gilt 
dy/d� = I /cos � oder dy = d�/cos �- Durch lnlegration findet man: 

y = In tan (n/4 + �/2) = (1/M) lg tan (n/4 + �/2), 
wobei I/ M = I /lg e = 2,302 5851 (vgl. Kap. 2.2. - Logarithmengesetze und Logarithmensysteme). 

Nordrichtungen. Abbildung 1 J.3-23 zeigt im Punkte P den Winkel y zwischen dem Meridian 
nach dem Nordpol N und dem Kleinkreis k parallel zum BerUhrungsmeridian m. Dieser Winkel 
heillt Meridiankonvergenz und gibt die Abweichung zwischen Geographisch Nord und Gitternord 
fur den Punkt P an. Geographisch Nord ist die Richtung I.lings des Meridians von Punkt P nach 
dem Nordpol. Gitternord isl die Richtung vom Bilde P' in der GauB-KrUger•Ebene parallel zur 
x-Achse; ihr entspricht auf der Kugel die Richtung der Tangente im Punkt Pan den Kleinkreis k. 

Dementsprechend kann die Richtung einer Strecke von einem ihrer Punkte aus verschieden festgelegt 
werden. Der Winkel von Geographisch Nord im Uhrzeigersinn bis zur Strecke heiBt ihr Azimut a, 
der Winkel von Gitternord im selben Drehsinn heiBt Richtungswinkel v und wird meist durch zwei 
Punkte P1 und P2 der Strecke in der Form v = (P1P1) aagegeben; dabei gilt (P1P2) = (P2P1) 
± 180°. Der Vollst.iindigkeit halber sci angeftigt, daB zuweilen cine dritte Nordrichtung, Magne
tisch Nord, benutzt wird, die um die Nadelabweichung von Geographisch Nord verschieden ist; von 
ihr aus gerechnet, spricht man vom Streichwinkel einer Strecke. 

Rechts• und Hochwerte. Die x-Werte von GauB-KrO:ger-Koordinaten werden auf dem Beriihrungs
meridian vom A.quator aus nach Norden bzw. auf der SUdhalbkugel nach SUden gemessen; sie werden 
Hochwerte genannt und geben die wahre Entfernung vom .Aquator an. Positive y-Werte bezeichnen 
Punkte, die auf der Karte Ostlich vom Beriihrungsmeridian m liegen. Um negative y-Koordinaten 
zu vermeiden, erh.iilt der Berfihrungs- oder Mittelmeridian nicht die y-Koordinate Om, sondern 
500 000 m; zug]eich wird durch cine Kennziffer vor diesem Wert der Meridiansrrei/en auf der Kugel 
angegeben, aus dem die betreffende Karte hervorgegangen ist. Diese Kennziffer ist I fur den Be
rUhrungsmeridian 3° (1500000 m), sie ist 2 fur 9° (2500000 m), 3 fur 15° (3500000 m) usw.; 
[(A'" + 3): 6]. Ein Punkt, der 65370 m Osllich vom Meridian 3° liegt, hat danach die y-Koordinate 
1500 000 m + 65370 m = 1565 370 m. Man bezeichnet diese Zahl als Rechtswert. FUr einen Punkt, 
der 74 250 m westlichdes Meridians9° liegt, is1 derRech1swerl 2500000 m- 74 250 m = 2 425 750m. 
Umgekehrt komml man zu einem Punkt mil dem Rech1swert 4 374 981 m und dem Hochwert 
5 755 899 m,•indem man wegen 4 · 6 - 3 = 21 auf dem 21 °-Meridian vom Aquator 5 755 899 m nach 
Norden geht und dann rechtwinklig um 500000 m - 374 981 m = 125 019 m nach Westen. Auf 
topographischen Karlen werden die Rechts- und Hochwerte nur in ganzen Kilometern angegeben 
und dabei die ersten beiden Ziffern als Hochzahlen geschrieben, z. B. laulet die Schreibweise fur das 
letzle Beispiel 4374 und 5155. Da die Liingenabweichungen in der Nilhe der Grenzmeridiane am gr08ten 
sind, werden die Koordinaten wichtiger Punkte fur je ein 0,5° breites Randgebiel im Westen und Osten 
jedes Meridianstreifens zusi1zlich berechnet, so daB fur Punkte eines 1° breilen Streif ens, in 5 2° Breile 
rund 70 km breit, je zwei Koordinaten, sowohl fur den wesllichen als auch fur den Ostlichen Meridian
streifen, zur Verfugung stehen. 
Auf topographischen Karlen und fur geodatische Arbeilen verwendet man auch Meridianstrei/en 
der Breite 3° anstatt 6°. FUr sie gelten dieselben Oberlegungen und Bezeichnungen, nur die Kenn
ziffern sind andere; sie sind I, 2, 3, ... ().'" : 3) fur die Berllhrungsmeridiane 3°, 6°, 9°, ... 

Triangulation. Nur fur wenige Punkte bestimmt man die geographischen Koordinaten und das 
Azimul von Strecken zwischen ihnen und rechnet sie in GauB-KrUger-Koordinaten um. Andere 
markante Punkte, trigonometrische Punkte (TP), verbindel man mil ihnen <lurch ein Dreieck.snetz 
I. Ordnung, in dem mOgHchst alle Winkel gemessen werden. In Abb. I I .3-24 sind fur vier <lurch die 
Nordrichtung N gekennzeichnete Punkte die geographischen Koordinaten und die Azimute a einer 
S1recke zwischen je zweien von ihnen beslimmt worden. Die Lange dieser Strecken wird <lurch ein 
Basisnetz berechnet; es verbindet jede dieser S1recken mit einer Basis b von 4 bis IO km Lange in 
ebenem Gelande, die mit 24 m langen, freih.iingenden, mit 98, 1 N gespannten lnvardrilhten mit grOBler 
Genauigkeit gemessen wird; man erreicht mittlere Fehler von 8 mm auf IO km oder cine Genauigkeit 
von I : 1250 000. Die Seiten des Dreiecksnetzes I. Ordnung sind durchschnittlich 40 bis 70 km Jang; 
in der Abbildung sind sie dick ausgezogen. Zwischen die damit in GauB-Kriiger-Koordinaten be
slimmten trigonometrischen Punkte I. Ordnung wird das Netz II. Ordnung durch bloBe Winkel
messungen eingehangt. Seine Seilen sind im Mittel 20 km lang, die des Netzes-111. Ordnung 5 bis 
10 km und schlieBlich die des Netzes IV. Ordnung, z. B. des Au/nahmenetzes der DDR, 2 bis 5 km 
Jang. 
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N N 

Diesc trigonometrischen Punkte I. bis IV. Ordnung werden durch cine im Boden versenkte Granit
plattc mit cingemei8eltem Kreuz und eincn senkrecht darilber stehenden vierkantigen Granit• 
pfeiler mit Kreuz vermarkt (Abb. I J.3-25). Um den TP aus groller Entfernung anzielen und auf ihm 
Beobachtungen ausfiihren zu kbnnen, wird ein Signal (Abb. I 1.3-26; vgl. Bildtafel 50) Uber ihm 
errichtet, das zugleich einen Schutz vor Beschiidigungen bildet. 
Triangulationsnctz.e, deren Dreiecke sich zu einem Streifen anordnen, nennt man Dreiecksketten. 
Einc Dreieckskctte langs eines Erdmeridians, cine Gradmessung, wurde frUher benutzt, um die Ge
stalt der Erde festzustellen. 
Durch die Entwick.lung des Radars und anderer Verfahren, mit Hilfe elektromagnetischer Wellen 
Entfernungen mit groBer Genauigkeit zu messen, ist als Gegcnstfick zur Triangulation die Trilatera
rion m0glich geworden. Es sind dann die Dreiecksseiten schneller zu mCSsen als die Winkel. 

1 I .J-25 Trigonomctrischcr Punkt (TP) 

Signaltlau 

A --- --- r,. 

C 

I I .J-27 Gcomc1rlschcs Nivcllcmcnt 

Landeshoheanetz. Zwei vom Mittelpunkt einer Reihe konzentrischer Kugeln ausgehende Strahlen 
durchstoOen jede Kugeloberflache in zwei Punkten; die Strecke zwischen diesen Durchsto13punkten 
ist um so I.linger, je gr0Ber der jeweilige Kugelradius ist. Aus dieser geometrischen Tatsache ergibt 
sich, da13 man zwischen zwei Loten, die jedes in einem tiefen Schacht bingen, verschiedene Entfer• 
nungen mi13t je nach der H0he, in der die Messung ausgefiihrt wird. Der Abstand zweier Erdradien 
ist im Gebirge gr0Ber als in Meeresh0he. lnfolgedessen mUssen alle Llingen in der Landesvermessung 
auf dieselbe HOhe, au/ MeereshOhe, umgercchnet werden. Es muD von jedem berechneten Punkt die 
H0he Uber eioer Nullmerka gemessen werden. Dafilr wird ein Netz von HOhenfestpunkten bestimmt, 
das J.,,andeshOMnn.etz. Als Nullmarke diente friiher der Amsterdamer Pegel; von ihm aus wurdc 1879 
am Nordpfciler der Berliner Sternwarte cine H0henmarke zu 37,000 m bestimmt und 1912 auf cine 
unterirdischc Marke an dcr StraBe Berlin - Manschnow mit demselben Werte verlegt. Aile auf dicsen 
Normalh0henpunkt bezogenen H0hen werden als H0hen Uber Norma/null, NN, bezeichnet. 
Um cine einheitliche H0hengnmdlage innerhalb der sozialistischen Staaten zu haben, wird seit 1958 
einem System der Normal/when, HN, der Nullpunkt des Kronstadtu Pt!ge/s zugrunde gelegt. Zur 
Umrechnung gilt z. B. fur das Gebiet der DDR angeniihert NN - 16 cm= HN. 
Zurn Messen von H0hendifferenz.en werden Nivelliue verwendet. Ihre Fernrohrachse muD der 
Achse einer empfindlichen Libelle genau parallel sein, d. h. beim Einspielen der Libelle gcnau horizon-
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tal zeigen. 1st diese Horizontale erst riickwiirls auf eine im Punkt R Iotrecht aufgestellte, mit Zenti
metereinteilung versehene Nivellierlatte Lr gerichtet und dann vorwiirts auf die im Punkt V stehende 
Latte Lv (Abb. 11.3-27), dann gibt die Differenz der Ablesungen r - v = d an, um wieviel Punkt V 
hOher liegt als R. Dabei wer<;len auf der Latte Zentimeter abgelesen und Millimeter geschatzt bzw. 
mittels Ablenkung an einer planparallelen Platte gemessen. Im unteren Tei) der Abbildung 11.3-27 
ist cine Kette von Messungen mit dem Nivellier angedeutet, bei der auf jedem Zwischenpunkt, 
z. B. D, F, die Nivellierlatte einmal vorwarts und nach dem Umsetzen des Nivelliers, z. B. von C 
nach E, einmal rilckwarts angezielt wurde. Durch algebraisches Addieren der Ablesungsdifferenzen d 
erhalt man die HOhendifferenz zwischen A und B. Eine solche Kette nennt man Nivellement, wenn sie 
doppelt gemessen wurde, Doppelnivellement. Mit einem guten Nivellier betragt der mittlere Fehler 
eines Doppelnivellernents von I km Lange ±0.4 mm. 

Bestimmung \Ion Neupunkten. Punkte mit bekannten Koordinaten, z. B. trigonometrische Punkte, 
werden als Festpunkte bezeichnet, Punkte, deren Lage zu bestimmen ist, als Neupunkte. 
Vorwtirtseinschnilt. Von zwei Festpunkten Fi und F2 aus, deren Entfernung s man kennt, ist ein 
Neupunkt N (Abb. 11.3-28) durch Winkelmessungen zu bestimmen; kann der Theodolit dabei 
nur in den Festpunkten aufgestellt werden, spricht man von Vorwtirtseinschnill. lst nur einer dieser 
Punkte zuganglich, dagegen im Neupunkt eine Winkelmessung mOglich, so nennt man das Verfahren 
Seitwiirtseinschnitt. Allerdings wird meist versucht, alle drei Winkel im Dreieck F1F2N zu messen. 
um in c;ler Winkelsumme eine Kontrolle der Winkelbeobachtung zu haben. Geometrisch sind im 
Dreieck F1F2N stets cine Seite und drei Winkel bekannt, nach dem Sinussatz sind die fehlenden 
Seiten s1 und s2 zu berechnen: si = s · sin 0t/sin y, si = s · sin (360

° 

- /1')/sin y 
Geod3.tisch sind die Festpunkte F1 und F2 durch ihre 
Hochwerte x1 , x2 und Rechtswerte y1 , y2 gegeben. 
Im rechtwinkligen Dreieck HF1F2 (Abb. 11.3-28) !as
sen sich aus den Koordinatendifferenzen Yi -y1 und 
x2 - x i der Richtungswinkel (F 1F2) und die Lange 
der Strecke F1 F2 berechnen. Dabei wird der Rich
tungswinkel von Gittemord aus im Drehsinn des 
Uhrzeigers gemessen. Mit den nach dem Sinussatz 
bestimmten Seitenltingen si und s2 !assen sich in den 
rechtwinkligen Dreiecken F2NH2 und F1H1 N die Ko
ordinatendifferenzen ,1y1, ,1x1, ,1x2 , ,1yi bestimmen. 
die zu den Koordinaten von F1 oder von Fi addiert 
die vonN ergeben. Die Koordinaten vom Neupunkt N 
werden zur Kontrolle doppelt berechnet. 

H y,-y, 

11.3·28 Vorw3.rtscinschnitt 

Beispiel /: Sind die Koordinaten x, = 2 524 950,98, y, = 5 711 619.35 und x2
= 2 525 616,570 

y2 = S 710 664,92 gegeben unddie Winkel tx = 61°13'33" und P' = 328°32'15" von der gegebenen 
Strecke s zum Neupunkt N gemessen, so findet man die Koordinaten x,,,, y,,, des Neupunkts N in 
folgenden Schritten : 

1. Winkel: 

y = 180° - "' - (360° -{/') 

2. Richtungswinkel (F1F2): 

tan (F,F2) = (y2 -y,)/(x2 - x1) 

IF,F2 1 = (x2 - x,)/cos (F1F2) 

= (y2 -y,)/sin (F,F,) 

3. Lange der Seiten s 1 und s2 : 

s, = IF,F,I · sin oc/sin y = IF,NI 
s, = IF,F,I · sin {//sin y = IF,NI 

4. Von F 1 zum Neupunkt: 

(F 1N) = (F,F2) +"' 
x• - x, = IF,NI cos (F1N) = L1 x1 
Y• - Y, = IF,NI sin (F,N) = Lly', 

{I= 360° - {I'= 31°27'45" 
y = 87°18'42" 

Y, - Y, = -954,43 
x, - x, = +665,59 
(F1F2) = 304°53'24" = 34°53'24" 
tan (F1F2) = -cot 6 
cos (F1F2) = sin 6, sin (F,F2) = -cos 6 
IF,F2 1 = 1163,6 

s, = 1021,0 = IF,NI 
s, = 608,0 = IF,NI 

(F1N) = 366°06'57" = 6°06'57" 
L1x1 = +604,53, L1y1 = +64,78 
XN = 1525555,51,yN = ·5711684,13 
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5. Von F1 zum Neupunk1: 
(F,N) = (F,F,) + {J' 
xN - x, = IF,NI cos (F,N) = Llx, 
YN - Y, = IF,NI sin (F,N) = Lly,

(F,F 1) = 124°53'24" 
(F,N) = 453°25'39" = 93°25'39" 
Llx, = -61,04, Lly2 = +1019,21 
XN = 2525555,53, YN = 5711684,13 

11.3-29 Ri.ickwartscinschnitt 

RUckwiirtseinschnitt. Sind drei Festpunkte F 1 , 
F2 , F3 gegebcn und ist cine Beobachtung nur 
im Neupunkt N moglich (Abb. 11.3-29), so 
spricht man von cinem RUckwartseinschnitt. 
Der Neupunkt muB so gewahlt werden, dafl 
er nicht au/ dem Umkreis des Dreiecks F 1F2F3 

liegt. Die genauesten Ergebnisse erhalt man, 
wenn N im Inncrn des Festpunktdreiecks liegt. 
Die rechnerisch zu bestimmcnden Dreiccks
winkcl seien q,1 in F 1 , <p2 in F 2 und rp3 in F3 , 
die in N gemcssencn Winkel 14: F2NF3I 
= v,, l<l: F3NF,l=v, und l<l: F,NF,l=v,. 
Eine LOsung fur Maschinen.rechnen ergibt sich 
aus den Koordinaten fur den Schwerpunkt S 
des gcgebenen Dreiecks: s" = (x1 + x2 + x3)/3, 
s, = (y, + y2 + y3)/3. Die Ecken haben da
bei gleichc Gewichte in bezug au[ die Schwere
/inien oder Seitenhalbierenden. Erteilt man 
ihnen verschiedene Gewichte g1, g2, g3, so 
ergeben sich andere Ecktransversalen, die 

auch auBerhalb des Dreiecks liegen k0nnen, wenn einzclne Gewichte negative Werte haben. Der 
Schnittpunkt N der Ecktransversalen hat dann die Koordinaten 

x = (g,x, + g,x, + g,x,)/(g, + g, + g,) ,  )' = (g,y, + K,Y,+ g,y,)/(g, + K2 + g,) . 
Die Gcwichte !assen sich aus der mechanischen Vorstcllung gcwinnen, daB in bczug auf cine Eck
transversale die Momente der beiden anderen Ecken gleich sein mfissen. G sei der Schnittpunkt der 
Transvcrsalen F3N mit dem Umkreis, G 1 bzw. G2 die FuBpuakte dcr Lotc h1 bzw. h2 von F 1 bzw. Fi 

auf die Transversale. Die Momentc der Ecken F 1 bzw. F1 sind einander gleich: g1h1 = g2hi oder 
g, : g, = h2: h, = (h,/IGNI): (h,/IGNI), wobei 

h2 hi 

IGNI JGG,I + JG,NI 
h1 h 1 

IGN I IGG,I + IG,NI 

IGG,1/h, + IG,Nl/h, 
I 

IGG,1/h, + IG,Nl/h, 
Durch zyklisches Vertauschen und Zu.iammenfassen crgibt sich: 

COlf(J 1 -COtV1 ' 
I 

cotrp2 - cotv2 

g 1 : g1: g3 = 1/(cot rp1 - cot v1): 1/(cot rp1 - cot v1): 1/(cotq,3 - cot v3) .  
Da cin belicbiger Proportionalitiltsfaktor auf die Koordinatcn des Neupunktes ohne EinftuB ist. darf 
er I gesctzt wcrden. Die Gewichte sind dann: 

g1 = 1/(cotg, 1 - cot v1), g, = 1/(cotg,2 - cot v2), g3 = 1/(col g,3 - cot v,). 
Aus den Koordinaten der Festpunkte F 1 , F2 , F3 (vgl. Vorwartseinschnitt) findet man: 

x, = 2 524 950,98, x, = 2 525 616,57, x, = 2 525 555,51, 
y1 = 5 711 619,35, y2 = 5 710 664,92, y3 = 5 711 684,14, 
(F,F,) = 304°53'24", (F2F3) + g,, = (F,F,), (F,F,) = 93°25'39", 
(F3F1) + g,3 = (F,F,), (F3F1) = 186°06'57", (F,F2) + 9', = (F,F3). 

Aus der nebenstehenden Tabelle 
erhiilt man die Gewichte: berechnet Kotangens gemessen Kotangens 
g, = 1,10806, g, = 0,27667, 
g, = 5,69188 9'2 = 31°27'45" 1,63425 ., = 153°12'22" -1,98019 

und mit ihnen die Koordinaten 
des Neupunkts: 
X = "25463,25, y = 5711 634,13. 

9', = 87°18'42" 0,0469547 ., = 97°20'08" -0,128734 
9', = 61°13'33" 0,549176 ., = 109°27'30" -0,353300 

180°00'00" 360°00'00" 
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Der Rilckwartseinschnitt hat besondere Bedeutung bei der Lagebestimmung <lurch Eigenpeilung 
von Schiffen oder Flugzeugen. 
Hansensche Aufgabe. Sind zwei Festpunkte F1 und F1 gegeben, aber nicht zugiinglich, z. B. die 
Spitzen zweier Tilrme, so kOnnen zwei Neupunkte N1 und N2 bestirnmt werden, wenn in jedem 
die Richtungen nach beiden Festpunkten und nach dem andcren Neupunkt beobachtet werden kOnnen (Abb. 11.3-30). Entsprechend den Bezeichnungen der Abbildung ergibt sich nach dem Sinus
satz die LOsung, wenn es gelingt, die Winkel rp und VJ zu berechnen. Da der Winkel e in den Dreiecken 
N,N2S und F,F,S den gleichen Wert hat, gilt: (<p + <p)/2 = (a + y)/2 = e,. Die halbe Differenz [(q;i - tp}/2] findet man fiber einen Hilfswinkel 'T/, der durch sin r:p/sin 1P = cot tJ 
bis auf Vielfache der Periode 180° der Kotangensfunktion bestimmt wird, wenn dieses Verhiiltnis 
allein durch die gemessenen GrOBen s, i:x, p, y, d dargestellt werden kann. Man berechnet die Strecke 
I N1N2 1 auf zwei Wegen und findet: 
I) Aus 6F1F2N1 erhiilt man IN1F1 I = ssin111/sinP und damit aus 6F1N2N1 die Strecke IN1N2 1 = IN,F,I sin(a + /J + y)/siny = ssin (0< + /J + y) sin<p/(sin/J siny). 
2) Aus 6,F1F2N2 erhiilt man \N2F2 1 = ssinq,/sind und damit aus 6F2N2N1 die Strecke lN1N2 1 = IN,F,I sin ((0< + y + b)/sin"' = s sin (<X + y + b) sin <p/(sin"' sin b). 
Daraus folgt 

sinq, sincxsindsin (cx+P +r) cot17 
sTn"w = sinPsiny sin (ex+ y + d) -1-

Nach der korrespondierenden Addition und Subtraktion ergibt sich daraus unter Beachtung, daO cot 45° = I, nach einigen goniometrischen Umformungen (vgl. Kap. 10.): 

oder 
sin q, - sin 'I' cot 17 - I cot 45° cot TJ - I cot (45o + 1'/) sin q; + sin 1P cot TJ + I cot 17 + cot 45° 

2 cos [(<p + <p)/2] · sin [(<p -<p)/2] 
2 sin [(<p + <p)/2] · cos [(<p - <p)/2] 

tan [(<p-<p)/2] 
tan [(,p+ <p)/2] cot(45° + n) 

und damit tan [(<p -<p)/2] = tan [(<p + <p)/2] cot (45° 
+ n). Neben ,1 = (<p + <p)/2 kann danach 

e2 = (q, - 'l')/2 berechnet werden, und damit sind q; = E1 + e2 und 1p = e 1 - e2 gefunden. Filr die Richtungswinkel ergibt sich: 
(F1N2) = (F1F1.) + rp, Aus den Richtungswinkeln und den Langen ergeben sich die 
(N2F1) = (F1N2 ) + 180°, Koordinatendifferenzen (vgl. Vorw3.rtseinschnitt) und dam.it 
(N2F2) = (N2F1) + lJ, der Reihe nach die Koordinaten von 
(N,N,) = (N,F,) -y ,  
(F,N,) = (F,F,) - 'I', (N1F2) = (F,N,) + 180°, 
(N,F1) = (N,F,) -/J, 
(N,N2) = (N,F,) + "'· 

11.3-30 Hansensche Aufgabe 

F,-N1-N2-F2, 
wobei sich fur F2 die schon bekannten Werte ergeben miissen. 
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11.3-31 Polygonzug 1----- P
1t, 

Polygonziige. Im AnschluO an trigonometrisch bestimmte Punkte lassen sich die Koordinaten weiterer 
Punkte durch Strecken- und Winkelrnessungen berechnen. Sind vom bekannten Punkt P1 aus die 
Polygonzugpunkte P2 , P3 , ... , P

,. 
festgelegt und die Strecken s1 = IP1P2 \, s2 = jP2P3I usw. mit dem MeBband gemessen (Abb. 11.3-31), so werden in jedem Punkte die Brechungswitµ(el /11 , P2 , ••• gemessen, d. h. der Unterschied der Richtungen von der vorhergehenden zur folgenden Strecke 

im Uhrzeigersinn .. Ffir die erste Aufstellung in P 1 wird die Rich tung nach einem anderen Fest• 
punkt F1 als Richtung der vorhergehenden Strecke benutzt. Durch die Messung des Brechungs-
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winkels in P1 wird der Polygonzug an cine schon bekannte Richtung angeschlossen (Anschlu.P
messung). Die Genauigkeit der Polygonzugrnessung 13.Bt sich wesentlich vergrOOern, wenn der Jetzte 
Punkt P,. seinen Koordinaten nach bekannt ist und von ihm aus cin weiterer Festpunkt F2 anvisiert 
werdcn kann. Der Polygonzug verbindet dann die bcidcn gegebcnen Richtungen (F1P1) und (P,.F2); 
man bczeichnet die letztc Mes.sung in P,. auch als Abbinden. 
Die Berechnung der Richtungswinkel erfolgt entsprechend der Beobachtung durch Addieren der 
Brechungswinkel: 

(P1F1) = (F1P1) ± 180°,-(P1P2) = (P1F1) + p,,

(P,P,) = (P,P,) ± 180°,---(P,P,) = (P,P,) + P, usw. 
Die Koordinatenunterschiede .dx, und L1y1 vom Punktc P 1 zum Punkte P1+1 ergeben sich durch 
Umrechnen von Polarkoordinaten (P1P1+ 1), s1 in kartcsische; z. B. 

L1x1 = xi - x1 = m(PiP;) = s1 cos (P,Pi) 
und .dyi = Yi - Yi = m( . .Pi,P2) = s, sin (P1P2). 
Die Vorzeichen der Koordinatenunlerschiede hangen von der GrOBe der Richtungswinkel ab; in der 
Abbildung sind diese mit v, = (P1P1+1) bezeichnet; vi = (P 1P2) liegt im I. Quadranten, v2 = (P2P3 ) 
und v1 = (P3P4) im II., L1x1 ist also positiv, Llx2 und Llx3 sind dagegen negativ. 
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Wie ihr Name sagt, befaBt sich die sph3.rische Trigonometric mit der Berechnung von Dreiecken auf 
der Kugel. Sic ist von Astronomen und Scefahrern entwickelt worden, um die Lage van Punkten 
und Entfernungen zwischen ihnen sowie Winkel auf der Himmelssph3.re oder auf dcr kugelformig 
gedachten Erdoberfl3.che bestimmen zu kOnnen. Auch die Gnmdlagen der fiir die Landesvermessung 
wichtigen GauB-KrUger-Koordinaten werden aus astronomischen Messungen gewonnen. 

12.1. GroBkreise, Kleinkreise, Kugelzweieck 

Jede Gerade durch den Mittelpunkt M einer Kugel schneidct deren Oberfl.3.chc in den Endpunkten 
eines Durchmcssers, der die doppcltc Lange des Radius R der Kugel hat. Jede zu cinem Durchmesser 
senkrcchte Ebene, deren Abstand I vom Mittclpunkt M kleiner als Rist, schneidet die Kugel in eincm 
Kreis vom Radius r = VR2 - 12. Enth3.lt diese Ebcne M, so ist die Schnittfigur ein Grotlkreis mit 
r = R. FUr / = R erhalt man cine Tangentialebene, die wegen r = 0 mit der Kugel nur cinen Punk1 
gemeinsam hat. 
Durch zwei Punkte A und B auf einer Kugel, die nicht auf einem 
Durchmesser liegen, 13.0t sich ein EbenenbUSchel legen (Abb. 12.1-1), 
das die Kugel in einem KreisbUschel schneidet. Unter diesen Kreisen 
gibt es einen kleinsten, fur den die Strec:ke AB Durchmesser ist, u nd 
einen grOOten, dessen Mittelpunkt mit dem der Kugel zusammenfallt. 
Dieser cine Kreis, dessen Radius mit dem der Kugel iibereinstimmt, 
heiOt Gro.Pkreis, alle anderen Kleinkreise. Dreht man alle Ebenen des 
BUschels mitsamt den Schnittkreisen um die Gerade durch A und B 
in die Ebene des GroOkreises, so entsteht ein ebenes KreisbUschel 
durch die Punkte A und B. Der kleinere Bogen zwischen A und B aur 
jedem dieser Kreise ist offenbar um so kleiner, je grOBer der Radius r 
des Kreises ist, hat also fur den Groilkreis mit r = R seinen kleinsten 12.1.1 Kreisc dun:h zwci Wert. Mit den Mitteln der Differentialgeometrie 13.0t sich sogar Punktc A und B auf cincr 
zeigen, dall der Bogen AB auf dem Groilkreis nicht nur van alien Kugel 
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kreisformigen, sondern von allen auf der Kugel liegenden Verbindungen der Punkte A und B die 
kilrzeste ist. Er ist ein Stilck einer geodiitischen linie. 

GroOkreis. Alie Entfernungen von Punkten auf der Kugel werden 13.ngs GroBkreisbOgen gemessen. 
Auf Kugeln mit passend groBem Radius gehen sie beliebig genau in den euklidischen Abstand langs 
einer Geraden Uber. Die Lange des GroBkreisbogens AB zwischen den Punkten A und B h3.ngt nach 
den Satz.en der Planimetrie von der GrOOe des Radius R und von der des zugehOrigen Zentriwinkels 
ab, der im Bogen• oder GradmaB gegeben sein kan□ und meist mit kleinen lateinischen Buchstaben, 
z. B. mit a oder a0, bezeichnet wird. 

G roBkreisbogen AB= R · cifilrWinkelgrOBen in rad= nRa0/180° filrWinkelgr013en in Grad 
Zwei GroBkreise schneiden sich in zwei Punkten A und B, die die Enden eines Durchmessers sind. 
Solche Punkte, in denen eine durch den Mittelpunkt der Kugel gehende Gerade die Kugeloberflache 
durchstOBt, heiJ3en Gegenpunkte oder, im Hinblick auf die Erd- oder Himmelsachse als Gerade, 
Pole. Der GroBkreis, dessen Ebene senkrecht auf dieser Geraden steht, wird Po/are der Pole genannt. 
Durchlauft man die Polare in einem bestimmten Umlaufsinn, so kann zwischen einem linken und 
einem rechten Pol unlerschieden werden. 
Jede zu dem Durchmesser AB senkrechte Ebene schneidet (Abb. 12.1-2) die Ebenen zweier Grof3-
kreise durch A und B in je einer Geraden, die die Schenkel des Winkels der GrOBe ex zwischen den Ebenen sind. Die Tangenlen in einem Gegenpunkt an die beiden Grof3kreise slehen senkrecht zum 
Durchmesser AB und schlieBen einen Winkel derselben GrOlle ex ein, die ein Mall fur den Winkel 
zwischen den beiden GroPkreisen isl 

12.1-2 Winkel der GrOBe er zwischen zwei GroBkreisen 

12.1-3 Sphi:lrischer Kreis bzw. Breitenkrei!. 
Der spharische Kreis. Alie Punkte einer Kugel, die von einem Punkt P aus auf alien durch ihn und 
seinen Gegenpunkl gehenden Grollkreisen denselben Abstand haben, liegen auf einem Kreis, 
der sphiirischer Kreis genannt wird. Der konslante spharische Absland heiBl sphtirischer Radius, 
Punkt P sphiirischer Mittelpunkt; z. B. sind alle Breitenkreise der Breite <p spharische Kreise. Sic 
haben den spharischen Radius (90° - <p), und der Pol ist ihr spharischer Mittelpunkt. 
Der grOBte sph3.rische Kreis isl die Pola rep, fur die der spharische Mittelpunkt Pol ist; sein sphiiri
scher Radius isl n/2 oder 90°. Die anderen sph3.rischen Kreise sind Kleinkreise, die von einer Ebene 
parallel zur Ebene der Polaren aus der Kugeloberfl.3.che ausgeschnitten werden. 1st ihr spharischer 
Radius ,0 und der Kugelradius R, so hat der sph3.rische Kreis (Abb. 12.1-3) in der Schnittebene den 
Radius e = R cos (90° - ,0) und den Umfang 2ne = 2nR cos (90° - r0), d. h., ein Breitenkreis 
der Breite 90° - , 0 = q; hat die Liinge 2ne = 2nR cos q;. 

Das Kugelzweieck 
Zwei GroBkreise, die ein Paar Gegenpunkte gemeinsam haben, zerlegen die Kugeloberfliiche in vier 
Kugelzweiecke. Jedes von ihnen hat zwei gleiche Seiten der Gro.Be s = 180° bzw. n. Die GrO.Be 
seiner Flache wird nur bestimmt durch den Winkel <X zwischen den GroBkreisen. Die Gaurl-Krilger� 
Projektion benulzt Zweiecke, deren Winkel 6° betragt. Filr einen Winkel von 90° bl,w llf z. ist der 
Flacheninhalt A 0 des Zweiecks ein Vierlel der Kugeloberfl.3.che, also nR2

; fur einen Winkel der 
GrOJ3e cx0 in Grad oder & in rad ergibt sich nach der Oreisalzrechnung als Flachen inhalt 
A

z 
= nR2 • <X0/90° bzw. Az = 2R2&. Ein GauB-KrUger•Meridianstreifen hat danach die Oberflache

A
z 
= nR2 • 6°/90° = nR2/15 = 8501665 km2, wenn R = 6371,221 km angenommen _wird. 

!!c�:�����
iecks Az = 2R2& fur WinkelgrOBen in rad = nR2 • cx0/90° fur WinkelgrOBen in Grad 
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12.2. Das Kugeldreieck 

Liegen auf einer Kugel drei Punkte A, B, C so, daO keine zwei von ihnen ein Paar Gegenpunkte sind und nicht alle drei auf einem GroOkreis liegen, so sind drei GroOkreise bestimmt, die je zwei dieser Punkte verbinden und sich auch in den Gegenpunkten A, B, C der gegebenen schnciden. Die Oberflache der Kugel wird dadurch in acht Flachen geteilt, von denen jedc von je drei GroBkreisbogen begrenzt wird, die kleiner als :n sind (Abb. 12.2.1 ). Diese Gebiete werden sph3rische Dreiecke genannt, und zwar 
Euler.sche Dreiecke zum Unterschied von Dreiecken, in denen auch Seiten mOglich sind, die gr08er als :ri sind, in der Abbildung z. B. das Dreieck mit den Seiten AB, BC und CACA. Dieses nicht-
eulersche Dreieck unterscheidet sich nur um das Eulersche Dreieck A ABC von der vom GroOkreis CACA begrenzten Halbkugel. Deshalb werden bier nur Eulersche Dreiecke bettachtet. Die Dreieckswinkel mit den GrOOen a, fl, y sind die Neigungswinkel der GroOkreisebenen, 
t���e� i;e��:����:�;�t��r��:tf:n

Sc����e��u�����e�j�2�jg:� 12.2·1 Kugcldrcieck 
GroOkreise gelegt werden kOnnen. In Eulerschen Dreiecken ist kein Winkel grOOer als n. 

Flicheninhalt des Kugeldreiecks. Je zwei der Kugeldreiecke sind zentralsymmetrisch zum Kugel• mittelpunkt und stimmen deshalb in alien Stiicken und im Fl3.cheninhalt Oberein, z. B. l�ABCI = l6ABCI, oder l6ABCI = l6ABCI. Jedes Dreieck, das mil dem Dreieck ABC eine Seite gemeinsam hat, ergiinzt es zu einem Kugelzweieck, dessen Flache angegeben werden kann ; aus 
l6ABCI + l6BCAI = 2R'<i, l6ABCI + 16 CAB!= 2R'P, l6ABCI + l6ABCI = R'p folgt 
3 · I6ABCI + ll6BCAI + l6CABI + l6ABCII = 2R'(• + P + y). 

Wegen der Zentralsymmetrie gilt: 
l6ABCI + [l6BCAI + l6CABI + l6ABCil = l6ABCI + l6BCAI + l6CABI 

+ 16 ABC!= 2"R1, 
weil diese vier Oreiecke cine Halbkugel ohne Liicke iiberdecken. Setzt man dieses Ergebnis in die vorher gewonnene Gleichung ein, erhiill man 2I6ABCI + 2"R1 - 2R2(& + P + y), oder 6IABCI = R1(• + P + P - ,i) bzw. l6ABCI = (,iR'/180°) · (oc0 + p• + y0 - 180°). Den Uberschu8 der Summe der Dreieckswinkel Ober n bzw. 180° nennt man den sphOrischen Exzeft e. 

�lacheni�h�lt AD= iR2 mit i = ti + p + p - n fur Winkelgr08cn in rad 
;�=��k�anschen AD = nR2 · e0/J80° mit e0 = a0 + {1°+y0 - J 80° fur WinlcelgrOBen in Grad 

In jedem Kugeldreieck mit von Null verschiedener Flliche ist die Winkelsumme gr08cr als zwei Rechtc; in eincm Eulerschen Dreieck, dessen Ecken Pole der gegenUberliegenden Seite sind, ist z. B. die Winkelsumme 3 Rechte = Jn/2 = '270''. 
Polardreieck, Polardreikant. Zu jedem Kugeldreieck Hi.Bt sich durch die Vektoren A, B, C mit dcm Betrag R vom Kugelmittelpunkt M nach den Eckpunkten A, B. C cine dreiseitige kOrperliche Ecke angeben. Kugeln mit verschiedenem Radius um den Punkt M schneiden die durch die Vektorcn 
A, B, C bestimmten Strahlen in ahnlichen Kugeldreiecken, die gleiche Seiten und Winkel haben. Es darf deshalb angenommen werden, daB die Vektoren den Betrag 1 haben. Die von einem Punkte P im Innern der dreiseitigen Ecke auf die Seitenflachen gefiillten Lote bestimmen die Polarecke der gegebenen Ecke . .Bezeichnet man die FuOpunkte der drei Lote mit P,u P

,,
, P

c
, so ist die GrOlle ihrer Seiten durch die WinkelgrOBen gegeben C = I� P,,PPbl, a= I-+: PbPPc1 und 6 =I� P,PP.I (Abb. 12.2-2). Die Sei1enftiiche PP,BP, z. B. stehl senkrccht auf den Fliichen MBC und MAB der ursprilnglichen Ecke, dam.it auch senkrecht auf ihrer Schnittgeraden B. Der Wink.el P,,BP,: hat die. Gr08c P des Neigungswink.els zwischen den Flachen der Seiten a und c. Im Viereck PP,,BP,: gilt damit: l, + P = 180°, da die beiden anderen Winkel Rechte sind. Entsprechend findetman C + y = 180° und d + tt = 180°. W3.hlt man in der Polarecke einen Punkt, der Einfachheit halber den Punkt M, so sind die von ihm auf die Seiten d, b, C der Polarecke gef.illten Lote die Vekloren A, B, C mil dem FuBpunklen A, B, C. Die ursprilngliche Ecke MABC ist danach Polarccke ihrer Polar�ke ; ihre Seitenfliichen a, b bzw. c stehen senkrecht auf den Strecken PP., PP,, bzw. PP,; in den Vierecken MBP.C, MCP,A bzw. MAP,B sind die Winkelgrollen <i,/J bzw. ji der Polar-
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ecke cnthalten (<>=I �BP.Cl. p = I �CP,AI. 9 =I� AP,BI), und fur sie gilt: a+ a= 180°, 
p + b = 180°, y + c = 180°, weil die beiden anderen Winkel Rechte sind. 

Beziehungen zwischen Seiten und Winkeln 
einer Ecke und ihrer Polarecke in Grad 

0+0<=180°, b+/1=180° , c+y+l80° 

a+a= 1so0

, P+b= 1so0

, 9+c= 1so0 

C 12.2·2 Polarecke PP.P,,P,, der dreiscitigen Eckc MASC 

A 

12.2-3 Kugcldreicck. drei
seitige Ecke. Polardreieck 
und Polarecke 

RUckt der willkOrlich gewahlte Punkt P in den Punkt M, so werden die Lote PP,,. PP,, bzw. PPc 

zu Senkrechten auf den Seiten a, b bzw. c, die die Kugel in je zwei Gegenpunkten schneiden. Man 
wahlt die drei Gegenpunkte A', B', C' als Ecken eines Kugeldreiecks, die linke Pole der durch die 
Dreiecksseiten festgelegten Polaren sind, wenn in ihnen folgende Durchlaufrichtungen festgelegt 
werden: A - B, B- C, c- A. Das Kugeldreieck wird Polardreieck des gegebenen genannt; zwi
schen den Seiten und Winkeln der beiden Dreiecke gelten die gefundenen Beziehungen (Abb. 12.2-3). 

Die Hauptsitze zur Berechnung des allgemeinen Kugeldreiecks 

Seitenkosinussatz und Winkelkosinussatz. Auf einer Kugel vom Radius I und dem Mittelpunkt M 
sind die Ecken des Dreiecks ABC die Endpunkte der von M ausgehenden Vektoren A. B, C, fur die 
gilt: IAI = IHI = IC! = I, (A · B) = cos c, (B · C) = cos a, (C · A) = cos b. Auch auf den Tangen
ten in den Ecken an die entsprechcndcn GroB
krcise seien Vektoren t,._c ,t,._8 ;t8,._,t8c;lcs , 
le,._ mit demBetrag I gegeben. Die beiden Tan
genten jedes Eckpunkts bestimmten cine Tan
gentia1cbene, in der der zugehOrigc Winkel 
des Dreiecks gemessen werden kann: 

sin IX = \t,._8 X t,._cl, 
sinP= ltsc X t8,.,I, 
sin y = ltc,. x teal. 

In Ab,Pildung 12.2-4 crscheint die Seite 
b = AC in wahrer GrOBe, die Tangential
ebene durch t,._c und t,._8 steht senkrecht auf 
der Zeichenebene; wird sic um t,._c in die Zei
chenebene geklappt, so wird zwischen t,._c und 
t,._8

<01 der Winkel IX in wahrer GrOBe a:<01 
sichtbar. In der Ebenc durch zwei Vektoren, 
z. B. durch A und C, schneidet die Tangente 
in einem Punkt, t,.c , die Vcrlingerung des 
anderen Vektors C in H1 • In dcr Abbildung ... -
liegt das Dreieck AM H 1 in der Zeichenebene. 
Mit dcm Hilfspunkt H2 mil CH,IIH,A gilt 
nach dcm Strahlensatz IMH,I: IMC!= 
IMAI: IMH,1, IMH,1 = I : cos b sowie 
IAHd = tan b. Durch Vcktoraddition er- 12.2-4 Vektordarstellung des sphiirischen Dreiecks 
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halt man MA+ AH, = Mil1 oder A+ l,4c tan b = C/cos b bzw. t,.c tan b = C/cos b - A. In ciner Ebene durch A. und B gilt entsprechend tAB tan c = B/cos c - A. Multipliziert man die linken Seiten und die rechten Seiten beider Vektorg]eichungen skalar miteinander. so gilt 
(r,c ·,,,)tan b · tan c - C · B/(cos b cos c) +A· A -C · A/cos b - B · A/cos c, 

cos ex tan b · tan c = cos a/( cos b cos c) + I - cos b/cos b - cos c/cos c, 

cos i:x sin b sin c = cos a - cos b cos c. 

Durch zyklisches Vertauschen ergibt sich der Seitenkosinussarz, wenn die Seiten und Winkel kleiner als n bzw. 180° sind. 
Seitenkosinussatz Winkelkosinussatz 
cos a= cos b cos c + sinbsin c cos ex cos b = cos c cos a + sin c sin a cos {J cos c = cos a cos b + sin a sin b cosy 

cos ex= -cos{Jcosy + sin/J siny cosa cos{J = -cosy cos ex+ siny sin°' cos b cosy= -cosa.cos{J + sin a sin{Jcos c 

Entsprechend dem Kosinussatz der ebenen Trigonometric stellt der Seitenkosinussatz fur ein sph3-risches Dreieck cine Beziehung fest zwischen der GrOBe einer Seite und den GrOBen der beiden anderen Seiten sowie der des Winkels, der von diesen Seiten eingeschlossen wird. Durch seine Anwendung auf das Polardreieck des gegebenen sph3rischen Dreiecks ergibt sich der zum Seitenkosinussatz polare Winkelkosinussatz. Fiir das Polardreieck ABC gilt z. B. cos ii = cos h cos C + sin h sin C cos cj; wegen der Beziehungen zwischen Dreieck und Polardreieck, d. h. wegen a = 180
° 

- tl'., h = I 80
° 

-{J, C = 180
° 

-y, a= 180
° 

-a, folgt daraus: -cos tl'. = (-cos /J) (-cosy) + sin fJ sin y (-cos a) und <lurchzyklisches Vertauscben der Winkelkosinussatz. Dieser Satz stellt fur ein sph3risches Dreieck eine Beziehung dar zwischen der GrOBe eines Winkels und den GrOOen der beiden anderen Winkel sowieder der Seite, der diese Winkel anliegen. 
Sinussatz. Zur Herleitung des Seitenkosinussatzes wurden die Beziehungen 1,.8 tan c = B/cos c - A und l,4c tan b = C/cos b -A benutzt. Nach Multiplikation mit cos c bzw. cos b lauten sie l,48 sin c = B - A cos c und l,4c sin b = C- A cos b. Setzt man diese Werte in das Vektorprodukt tAB x tAc = A · sin(): ein, so erhalt man 

sin b sin c · A sin 0< = B X C - cos bl_B X A) - cos c(A X C) + cos b cos c(A X A), 
dabei istA X A= 0, und dieVektoren BX A undA X C stehen senkrecht auf A. WegenA · (Bx A) = 0 und A · (.4 X C) = 0 erh3lt man durch skalarcs Multiplizieren mit A und nachfolgendes zyklisches Vertauschen die drei Beziehungen 

sin b sin c sin(): = A · (B X C), sin c sin a sin fJ = B · (C x A) und 
sina sinbsiny = C· (Ax B), 

dercn rechte Sciten gleiche Werte haben, da man im Spatprodukt die Vektoren zyklisch vertauschcn darf. Aus der Gleichheit der linken Seiten Sinussatz �b�c �e<=�c �a �P=�a �b�y---- --------
ergibt sich der Sinussatz, der im sphirischen Dreieck sin a : sin b: sin c =sin(): : sin fJ : sin Y 
Beziehungen feststellt zwischen Paaren einander gegeniiberliegender Stucke. 
Halbwinkel- und Halbseitemitze. Die dem Halbwinkelsatz der ebenen Trigonometric entsprechenden Sitze lasscn sich wie dort benutzen. um aus drci gcgebcnen Seiten die Winkel bzw. aus drei gegebenen Winkeln die Seiten zu berechncn. Nach dem Scitenkosinussatz crhalt man mit Hilfe goniometrischer Beziehungen: 
cosl T =+(I + cos a.)=½. sin b sin c ::�\7n: cos b cos c 

cos a- cos(b + c) 
2 sin b sin c 

cos (b + c)- coso 
2 sin b sin c 

sin [(b + c + a)/2] sin [(b + c-a)/2] sin ssin (s-a) 
sin b sin c sin b sin c 

Dabei wcrdcn folgende Umrechnungen benutzt: 
cosa-cosbcosc C010< sin b sin c 

cosrp- cOS,p = 
-2sin ('I' iv) sin ('I'; ,p) 
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s = ¼ (a + b + c) 
(s-a)= '/,(b+c-a) 

(s - b) = 1
/2 (c + a - b) 

(s - c) ='/,(a+ b - c) 
sin [(a+ c-b)/21 sin [(a+ b - c)/21 sin (s - b) sin (s - c). sin b sin c sin b sin c 

Durch Division tan (<X/2) = sin (0t/2): cos (<X/2) und durch zyklischcs Vertauschcn crgibt sich dcr 
Halbwinkelsatz. 

Halbwinkelsatz 
"' 1/sin (s- b) sin (s- c) tan .P..2 = tan 2 = f sin s sin (s -a) ' sin(s- c) sin(s- a) 

sins sin (s - b) 
y _ ]/sin (s - a) sin (s - b) wobci 2s = 0 + b + c tan 2 - V sins sin (s - c) • 

Die Halbseitensatze sind polar zu den Halbwinkelsatzen. Aus der im Polardreieckil-lBC gUltigcn 
. sin(s- c)sin(s - a) . . a Bez,ehung tan' (fi/2) = sin 5 sin (s _ b) erg1bt stch wegen a = (0< + fJ + y)/2, p = 180° - b, 

a= 180' - "'· b = 180°-/J, c= 180'-y,; = <•+ b +c)/2 = 210° - a, s - a= 90' - (a-0<), 
. b cos(a-y)cos(a-0<) 

i _ b = 90° _(a_ /f), i _ c = 90° - (a -y), durch Emsctz.cn cot2 

2 = _ cos a cos(a _ P) · 
Die entsprechenden Relationen fur cot2 (c /2) und cot2 (a/2) ergeben sich durch zyklisches Ver
tauschen. Wegen 90° 

< a < 270° folgt ( -cos a) > 0, so daO aus diesen Relationen die GrOOen cot (a/2), cot (b /2) und cot (c /2) durch Wurzelziehen bestimmt sind. lhre reziproken Werte ergeben 
den Halbseitensatz. 

Halbseitensatz 
a 11 - cos a cos (a -0<) tan T = 

r cos (a - fJ> cos (a - rl ' 
c lf - cos a cos(a-y) tanT = V cos(a- 0<)cos(a-/J)' 

tan.!!..= l / -cos a cos (a - {J) 
2 V cos (a -y) cos (a -0<)' 

wobci 2a=e<+/J+y 

Nepersche Analogien. Fiir die durchgehend lagarithmische Berechnung van sph3.rischen Dreiecken 
aus zwei Seiten und dem eingeschlossenen Winkel bzw. aus zwei Winkeln und der Seite zwischen 
ihnen stehen die Neperschen Analagien zur Verfiigung. Sic !assen sich aus den Halbwinkel- bzw. 
den Halbseitensatzen unter Benutzung van ganiarnetrischen Beziehungen herleiten, insbesandere 
van Beziehungen fiber Summen und Differenzen trigonarnetrischer Funktianen. Es geniigt bier, van 
je drei Farmeln, die durch zyklisches Vertauschen auseinander hervargehen, cine anzugeben. 

Nepersche Analagien 
I a) tan (a/2) cos [(P-y)/2] = tan [(b + c)/2] cos [(P + y)/2]; I b); I c) 
2a) tan (a/2) sin [(P-y)/2] = tan [(b - c)/2] sin [(/J + y)/2); 2b); 2c) 
3a) cot (0< /2) cos [(b -c)/2] = tan [(P + y)/2] cos [(b + c)/2]; 3 b); Jc) 
4a) cot (0< /2) sin [(b - c)/2] = tan [(P-y)/2] sin [(b + c)/2); 4b); 4c) 

Bei h3.ufigeren Anwendungen der Neperschen Analagien pragt es sich mnernatechnisch ein, daB alle Argumcntc zu halbieren sind, daB sich Sinus und Kosinus auf Winkel beziehen, wenn Tangens bzw. 
Katangens Seiten zu Argumenten haben ( und umgekehrt) sowie, da8 die Funktion der halbcn Seite 
bzw. des halben Winkels in Beziehung gesetzt wird zu 
den Funktionen der halben Summen oder Differenzen 
der beiden anderen Seiten bzw. der ihnen gegenUber
liegenden Winkel. Gcnaucre Hinweise auf die verschie
denen Funktionen sind auch zu MerksprUchen zusarn
mengefaBt warden, wic z. 8. dem nebenstehenden. 

Yorn Winkel nimm den Kotangens, 
Darauf folgt stets die Differenz; 
Zurn Tangens minus paBt der Sinus, 
Zurn Tangens plus der Kosinus. 

Die Grundaufgaben fur das schiefwinklige spharische Dreieck 
Zurn Unterschied vom ebenen Dreieck ist das sph3.rische auch durch drei Winkel bes.timmt, so daB es sechs Grundaufgaben gibt. FUr ihre LOsung werden allgerneine Beziehungen im Eulerschen Kugel
dreieck benutzt. 
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Obergang zur ebenen Trigonometrie. Drei Punkte A, B, C im Raum, die nicht in gerader Linie liegen, 
bestimmen eine Ebene und in ihr ein ebenes Dreieck, k0nnen aber auf unendlich vielen KugelfHichen 
die Ecken eines sph3rischen Dreiecks bilden. Ordnet man diese nach wachsender Lange R des Kugel
radius, so geht fur R - oo das sph3rische Dreieck stetig in das ebene sowie jeder sphiirische Winkel 
in den ebenen Uber, und der sph3.rische Exzell £ wird beliebig klein. Den Seitenl3ngen a•, b•, c• 
im ebenen Dreieck entsprechen irn BogenmaB die Seitengt0Den ii= a*/R, b = b*/R und C = c*/R 
des sph3rischen Dreiecks. In der von Simon L'HuJLJER (1750-1840) gewonnenen Formel 

tan (i/4) = Vtan (s/2) · tan [(s - a)/2) · tan [(s - h)/2) · tan [(s - c)/2) 
dllrfen die Tangensfunktionen der Winkel wegen der Kleinheit der Winkel durch die B0gen ersetzt 
werden: 

€/4 = '/4 V(s'/ R) · [(s' - a')/ R) · [(s' - b')/R) · [(s' - c')]. 

Zur Berechnung des Fl3cheninhalts A0 des sph3rischen Dreiecks erhalt man dann die Heronische 
Dreiecksformel: 

A
0 = ER2 = ¼.E · 4R"J. = Vs•(s• - a•) (s• - b•) (s• - c•). 

Ftir grolle, aber doch endliche R gilt ein von LEGENDRE gefundener Satz: 
Satz von t,eg.,,d,e: Eur spl,iirischls Drei,ck mil kkiMn Seiten und tkshalb auc/t kkiMtn Exzejl hat 
ti Mn nahezu gleicMn Fkicheninha/1 wit tin ebenes Dreieck. das die gleichnt absolultn StittnlQll8tn 
hal. J«kr Winkel Ms ebeMn Dreiecks ist um tin Drilltl tks Exzts.s kltintr als tier entsprechtnde 
Winkel ties st>!J!j_rischln Dreiecks. 

Nach der Formel von L'Huilier kann der sph8.rische Exze0 fur ein Dreieck auf der Erde (Radius R) 
mit den Seiten a•= 50 km. b' = 60 km und c• = 70 km. etwa zwischen Kyffhiluser, lnselsberg 
und Weimar, berechnet werden. Die Gr013e der Seiten im BogenmaB ergibt sich aus ii= a•JR, 
h = b'/R, c = c'/R, im Winkelma0 dagegen aus a0 = 360° a'/(btR), b0 = 360° b'/(btR). 
c0 = 360° c•/(2.n.R) bzw. durch Muhiplikation von a mit 206264,8, da dem BogenmaB I das Winkel• 
maB 206264,8" cntspricht. Man erh3.lt: 

km Bogenma0 

50 0,007 847 9 
60 0,009 417 3 
70 0,010 986 9 

Sckunden 

1618 75" 
1942:46" 
2266,21" 

s0/2 = 24'16,85" 
(s0 - a0)/2 = 10'47,47" 
(s0 - b0)/2 = 8' 5,62" 
(s0 - c0)/2 = 5'23,75" 

und daraus t0 = 7,6" fur den sphiirischen ExzeB. Nach dem Satz von Legendre darf das Dreieck 
als eben angesehen werden, solange die Genauigkeit der gemessenen Winkel nicht unter t0/3 R:1 2,5" 
liegt. 
Zur Herleitung des Sinus• und Kosinussatzes fiir R - 00 werden die trigonometrischen Funktionen 
in konvcrgente Reihen entwickelt. Da ii= a•JR, T, = b•JR und C = c•JR kleinc Gr013en sind, 
gcnllgen die ersten Glieder von Taylorreihen; bezeichnen 61 Restglieder, die wie I/R4 gegen Null 
gehen, so gilt: 

sin a= a - a'/6 + ... = a[I - a'/6 + 6,J und cos a= I - a'/2 + 64 

und entsprechend filr die anderen Winkelgr0Oen. Fiir den Sinussatz dcr spharischen Trigonometric 
erhalt man danach: 

sin"': sin /J: sin y = a'[I - a2/6 +di]: b'[t - b'/6 + 6,): c'[I - c2/6 + 63) 
und danach filr R- 00 den Sinussatz der ebenen Trigonometric: 

sin <X: sin P: sin y = a•: b•: c•. 
Fiir den Seitenkosinussatz cos ii= cos T, cos i + sin T, sin i · cos oc: der spharischen Trigonometric 
erh3.lt man: 

[I - a'/2 + 6.J = [I - h'/2 + d,J · [I - c'/2 + d.J 

+ b • c cos<>[I - h'/6 + 6,J · [t - c'/6 + 6,J 
oder -a2/2 + 64 = -<h' + c'J/2 - 6,,6 + he cos 0<[1 - (h' + c')/6 + d,.,J. 

Daraus ergibt sich der Kosinussatz der ebenen Trigonometric: a•2 = b•2 + c•2 - 2b•c• cosl'l. 
Allgemeine Beziehungen im Eulerschen Kugeldreleck. Da kein Winkel und keioe Seite gr013er als :n 
bzw. 180° sein kann, ergeben sich die Argumente aus den Tangens-, Kotangens• und Kosinusfunk
tionen eindeutig, aus der Sinusfunktion dagegen zweideutig. Sind zwei Argumente m0glich, so lassen 
sich mittels Ungleichungen die geometrisch richtigen L0sungen aus den rechnerisch m0glichen aus
soodero. 



12.2. Das Kugeldreieck 287 

I. lml!alenchen Kugeldmeck llejjt dleWlnkel111111111e zwbdlen" uad 3,r, dleSelt_,.e .......... 
Ouad z,., 

,. < i + p + 1 < 3,. uad o < ,i + 6 + ; < 2,r bzw. 
180° < m + /J + 7 < 540° uad 0 < • + b + c < 360°. 

2. Der p6llerea Seit• Heat der piillere Winkel 1eamiiber. 
Gilt in der Neperschen Analogie 4c) cot (y/2 sin [(a - b)/2] - tan [(0< -/J)/2] sin ((a+ b)/2), 
z. B. a> b, d. h., gilt sin [(a - b)/2] > 0, so folgt in Eulerschen Dreiecken wegen sin [(a+b)/2]>0 
und cot (y/2) > 0, daB auch tan ((,x - {J)/2] > 0; das bedeutet aber (,x - /J) > 0 oder"'> /J. 
3. Die -. zweler Seltm 1st pii8er als die drltte. Die Dilmem zweler Seltm 1st klelner als die 

drltte. 
Zujedem sph3rischen Dreieck existiert cine kOrperliche Ecke. Diese entartet zu einem ebenen Kreis
sektor, wenn die Summe zweier Seiten der dritten Seite gleich ist, und ist im Raum unmOglich, wenn 
die Summe kleiner als die dritte Seite ist. Wenn aber die Differenz zweier Seiten a und b grOJ3er oder 
gleich der dritten c sein sollte, a - b � c, folgte: a� b + c im Widerspruch zum ersten Teil des 
Satzes. 
4. Die S-.e zweler Wluel 1st klelaer al■ der um" bzw. 110° ,ennellrte drltte. 

Wie eben gezeigt, gilt im Polardreieck ABC: a + l, > C und ii - b < C. 
Wegen ii= 180° - �. b = 180° - P, C = 180° - y bedeutet das fur das Dreieck ABC: 

180• - "'+ 180° -/J > 180° - y, 180° - "' - 180° + /J < 180° -y, 
l80°+y>,x+p bzw. /J+y<l80° +<X. 

5. 1st dle S-e zweler Seit .. p68er (oder kl-) al■ zwel Redlte, ■o 1st alldl die Samme der belden 
.....,uberliea<lldm Winkel pii8er (oder klelner) al■ zwel Redlte. 

In der Neperschen Analogie Jc) cot (y/2) cos [(a -b)/2] = tan[(�+ /J)/2] cos [(a+ b)/2] sei 
a+ b > "• also cos [(a + b)/2] < 0. Da aber im Eulerschen Dreieck cot (y/2) und cos [(a -b)/2) 
positiv sein miissen, gilt tan ((,x + /J)/2] < 0, d. h. aber (0< + /J)/2 > n/2 oder"' + /J > "· Entspre
chend folgt aus a + b < n die Ungleichungex + P < n; fur a+ b = n mull also gelten <X + p = :i:. 
Die Grundaufgabe la. Solien vom sphiirischen Dreieck ABC die 
drei Seiten a, b, c gegeben sein und die GrOOen ex, {J, y der drei 
Winkel gesucht werden, so mull die Summe je zweier Seiten grO
Ber als die dritte sein und die Summe aller drei Seiten kleiner als 360° . 
Die LOsung findet man nach den Halbwinkelsiitzen (Abb. 12.2-5): 

-( +b+ )/2 ( /2)- sin(s-b) sin(s-c)_ s - 0 c ' tan ex - sins sin (s - a) 

Durch zyklisches Vertauschen ergeben sich die Formeln fur tan (/J/2) 
und tan (y/2). 
Die Grundaufgabe 1 b. Sind vom sphiirischen Dreieck ABC die drei 
WinkelgrOOen ex, {J, y so gegeben, daD die Summc zweier kleiner ist 
als die um 180° vermehrte dritte und daB ihrc Summe zwischcn 180° 

und 540° liegt, so berechnet man die Seiten entweder nach dem 
Winkelkosinussatz: 

cos a= (cos"'+ cos P cos y)/(sin P sin y), ... , 
oder nach den Halbseitensatzen, z. B. nach: 

-cos a cos (a - <X) 
2u ="' + /J + y, tan (a/2) - 11 -c -os- (�u---/J=)-co-s (�u--�y) 

I 2.2-5 Sphiirisches Dreieck 
aus den drei Seiten bzw. den 
drci Winkeln 

Die Grundaufgabe la. Sind vom spharischen Dreieck ABC zwei Seiten und der von ihnen eingeschlos
sene Winkel, z. B. b, c und Ct, gegeben, so findet man aus dem Seitenkosinussatz die Unge der dritten 
Seite : 

cos a= cosb cos c + sin b sin ccosCt, 
mit dieser Seite aber nach dem Sinussatz die fchlenden Winkclgr08en /Jund y: 

sin /J = sin b · sin ex/sin a und sin y = sin c · sin a/sin a. 

Aus jeder Sinus(unktion erhalt man dabei zwei Argumente, die Supplementwinkel voneinander sind. 
Nach dem Satz, daB der grOJ3eren Seite der gr013ere Winkel gegeniiberliegt, kann eindeutig entschieden 
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werden. daB die WinkelgrOOe {J den gegebencn Werten der Aufgabe entspricht, die grOBer oder kleiner als die Winkelgr68e <X ist, jt nachdem ob die Seite b grOBer oder kleiner als die Seite a ist. Entsprechend wird y so ausgewiihlt, daB y � ix, je nachdem ob c � a ist, wenn dabei beide oberen oder beide unteren Zeichen zugleich gelten. Ftir logarithmisches Rechnen stehen die Neperschen Analogien zurVerfUgung; nach 3a) und 4a) erh3.lt man: 
tan [(P + y)/2) = cot (o,./2) cos [(b - c)/2)/cos [(b + c)/2) und tan [(P -y)/2) = cot (a</2) sin [(b - c)/2)/sin [(b + c)/2). 

Danach !assen sich aber die Winkel (/J + y)/2 und (P -y)/2 und damit /Jund y berechnen. Die fehlende Seite a ergibt der Sinussatz sin a= sin <X • sin b/sin P; von den beiden Werten a der Arkussinusfunktion 2.3.hlt der, der grOBer bzw. kleirier als c ist, je nachdem ob a: grOBer bzw. kleiner als y ist. 
&ispiel I: Gegeben sind a= 52,5° ; b = 107,8° ; y = 141,5° 

(Abb. 12.2-6). Nach den Nepenchen Analogien 3c) und 4c) gilt: 
tan [(o: + /f)/2) = cot (y/2) · cos [(a -b)/2)/cos [(a + b)/2), 
tan [(o: -/f)/2) = cot (y/2) · sin [(a -b)/2)/sin [(a + b)/2). Sind danach die Winkelgrollen °' und /J berechnet, so findet man die Scite c aus sin c = sin y · sin a/sin c:x. 

12.2-6 Sphirischcs Drcicck aus den GrtsOcn a= 52,S•, b = 107,8 und y = 141,5° 

(a -b)/2 = -27,65° 

a- b = -55,3° 

-"= 101,8° 

lg sin lg cot lg cos 
9,6666 n 9,9473 

� = 52,5°=�--+--+---t--t-' 
a+b= 160,3° 

(a + b)/2 = 80,15° 

10,15° 

,9936 9,2331 
9,6730 n 0,7142 

+'),5u1/+ lg tan / \._Jg tan 
(a-/f)/2-(a<+/fl/2= 

-9,34° ----9,2161 n 0,2573 
61,06° 

51,72° 

/J = 70,40° 

y = 141,.5° __________ -J 
0<+/J+y= 263,62° 

E = 83,62° 

sin c = sin y · sin a/sin a. g sin y = 9,7941 
lg sin a = 9,8995 

9,6936 g sina. = 9,8948 
lg sin c = 9,7988 

c, = 38,99° 

c, = 141,01° 

Losuog: c, = 141,01° 

Die Grundaufgabe 2b. Yorn spha.Tischen Dreieck sind jetzt zwei Winkel und die Seite zwischen ihncn gegeben, z. B. {J, y und a. Die Aufgabe und damit auch die LOsung ist polar zur Grundaufgabe 2a. Es genUgt deshalb, die Formeln zusammenzustellen: 
J. Nach dem Winkelkosinussatz Winkel c:x: costX- = -cosP cosy+ sin/J sin y cos a; nach dem Sinussatz b bzw. c: sin b = sin /1 · sin a/sin a bzw. sin c = sin y · sin a/sin lX; dabei soil sein b � a, je nachdem /1 � ex, und c � a, je nachdem y � tx. 
II. Nach den Neperschen Analogien la) bzw. 2a) die Seiten b und c: 

tan [(b + c)/2) = tan (a/2) · cos [(P -y)/2)/cos [(P + y)/2) 
und tan [(b - c)/2) = tan (a/2) · sin [(P -y)/2)/sin [(P + y)/2); 
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nach dem Sinussatz den Winkel a:: sin ex= sin a· sin {J/sin b, dabei soil sein ex� {J, je nachdem a� b. 

Die Grundaufgabe 3a. Sind vom spharischen Dreieck ABC Z¥.ei Seiten und ein Gegenwinkel gegeben, 
z. B. a, c und y, so gibt es keine, eine oder zwei LOsungen (Abb. 12.2-7). In der Abbildung geben die 
drei sph3.rischen Kreise k 1 , k2 und k3 um Punkt B mit verschiedenen sph3rischen Radien c an
schaulich diese Falle auf der Kugel wieder. Der Kreis k1 mit dem Radius BA4 hat keinen Schnitt
punkt mit dem GroDkreis durch C und A1 ; k2 beriihrt ihn im Punkte A3 , k3 dagegen schneidet ihn 
in A 1 und A2 • Mit der Seit�ange JJ,.._'13 = c ergibt sich cine LOsung, das rechtwinklige Dreieck 
A3BC; mit der Seitenliinge BA 1 = BA 2 = c dagegen erhiilt man die beiden Dreiecke A1BC und 
A2BC. Da das Dreieck A2BA 1 gleichschenklig ist, gilt tx2 =I� BA 1A2 [ oder tx1 = 180° -tx2 • 
Rechnerisch erhalt man diese beiden Winkelgr60en cx1 und o:2 durch Anwendung des Sinussatzes 
aus der Beziehung sin tx = sin a· sin y/sin c, da sin cx1 = sin cx2 . Filr jeden Wert des Winkels o: be
rechnet man dann aus den Neperschen Analogien 2 b) und 4b) die Seite b und den Winkel P eindeutig: 

tan (b/2) = tan [(c - a)/2] · sin [(y + 0<)/21/sin [(y - 0<)/2], 
cot (P/2) = tan [(y - 0<)/21 · sin [(c + a)/21/sin [(c - a)/2]. 

12.2-7 Sphiirischcs Drcieck aus .zwci Sc1ten a und c und 
dcm Gcgenwinkcl ;, 

sina<sinc 

sino >Sine 

sin a <siny 

sina>sinp 
12.2-8 Zur Diskussion dcr LOsungcn fur die Grundaurgabc Ja 

Die analytische Diskussion der mOglichen Fa.Ile geht analog dem Verfahren in der ebenen Trigono
metric von der Beziehung sin o: = sin a· sin y/sin c aus (Abb. 12.2-8). 
I. (sin a· sin y/sin c) > l, also sin ex> 1; keine ree/le L6sung. 

II. (sin a· sin y/sin c) = I, sin o: = l,o: = n/2; eine L6sung, z. B. Dreieck A1BC. 
lll. sin o: = (sin a· sin y/sin c) < I. 
III (1) sin a< sin c-+ sin ex < sin y; eine L6sung, da fur jedes gegebene Wertetripel (a,. c,. y 1), 
i = I, 2, der Wert von o: wegen ex <' y, je nachdem a<' c (Abb.), eindeutig feststeht. 
III (2) sin a= sin c-+ sin ex = sin y; eine L6sung, s. III (I). 
III (3) sin a> sin c- sin ex> sin y; zwei LOsungen, entweder a> c- ex> y, d. h. c = c1 spitz 

- y = y1 spitz und ex1 , ex2 = 180° - ex, LOsungen, oder a< c- ex.< y, d. h. c = c2 stumpf 
- y = y2 stumpf und o:1 , cx.2 = 180° -tx1 LOsungen (Abb.). 
Die Grundaufgabe 3b. Die polare Aufgabe, ein spharisches Dreieck ABC aus zwei Winkeln und einer 
Gegenseite, z. B. aus tx, y und c zu berechnen, fuhrt zu den entsprechenden Fallunterscheidungen; 
es genilgt deshalb, den Rechnungsweg ohne nahere Diskussion anzugeben: 

1. sin a= sintx · sin c/sin y; 
2. tan (b/2) = tan [(c - a)/21 sin [(y + a)/2]/sin [(y - 0<)/2]; 
3. cot (P/2) = tan [(y - 0<)/2) sin [(c + a)/2)/sin [(c - a)/2). 
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&ispi,I 2: Gegcben c = 96
0
5° ;" = 101,2°, y = 102,1° ; gcsucht a, b, P (Abb. 12.2-9). 

12.2-9 Sph!irischcs Drcicck aus 
dcnGrOBen c = 96,5 °, cs= 101,2 ° 

und y = 102,1 ° 

2. 

8,9876 lg tan ((c -a)/2] 
+9,9910 lg sin ((y + C<)/2] 

8,9786 
-7,8951 lg sin ((y - C<)/2] 

1,0835 lg tan (b/2) 
85,28° b/2 

170,56° b 

I. l a) 
sin a= sinlX · sin c/siny 90,95° 

(c + a)/2 

lg sin" = 9,9916 48,25° 

t 
c/2 

t+ lg sin c = 9,9972 42,70° a/2 

9,9888 5,55° 
(c-a)/2 

-lg sin y = 9,9902 l01,65° (y+a)/2 

lg sin a= 9,9986 51,05° y/2 
Dt = 85,40°, "• = !M,60" 50,60° C</2 

Da sin <X > sin y, liegt der 
0,45° (y-C<)/2 Fall Ill (3) vor mit " < y, 

also zwei LOSungcn 

3. 
8,2(9 7,8951 lg tan ((y - C<)/2] 

+9,9910 +9,9999 lg sin ((c + a)/2] 

8,2106 7,8950 
-7,8951 -8,9855 lg sin ((c -a)/2] 

0,3155 8,9095 lg cot (P/2) 
64,19" 85,34° P/2 

128,38° , 170,68° 
p 

Das recbtwinJdige sphirische Dreieck 

95,55" 

48,25° 

47,30° 

0,95° 

101,65° 

51,05" 

50,60" 

0,45° 

7,8951 
+9.9980 

7,8931 
-8,2196 

9,673 5 
64,75° 

l29� 

Analog dem Vorgehen in der cbenen Trigonometric lassen sich auch in der spharischen Trigonometric 
durch .Benutzung rechtwinkliger Dreiecke Vereinfachungen der Rechnungen erzielen. Polar zu ihm 
gibt es auf der Kugel rechtseitige Dreiecke, in denen cine Seite die Gr0Be 90° a: 1t/2 hat, wenn cine 
Ecke auf der Polaren zum Pol einer zweiten Ecke liegt. Das rechtseitige sph3.rische Dreieck wird 
allerdings selten angewendet und braucht nicht besonders betrachtet zu werden. 

Die Nepersche Regel. Hat in einem spharischen Dreieck ABC der Winkel y die Gr0De 90°, so sind die 
Seiten a und b Katheten und c ist die Hypotenuse (Abb. 12.2-10). Wegen sin 90° = 1 und cos 90° = 0 
vereinfachen sich die Satze fur das allgemeine Dreieck in der folgenden Form: 
Sinussatz: sin a= sin a· sin c/sin 90° , 

I. sin a= sintx sin c bzw. (I) cos (90 ° -a)= sin er sin c; 

2. sin b = sin /J sin c bzw. (2) cos (90° - b) = sin fJ sin c; 

Seitenkosinussatz: cos c = cos a cos b + sin a sin b cos 90°, 
3. cos c = cos a cos b bzw. (3) cos c = sin (90° -a)sin (90° -b); 

Winke/kosinussatz: cos"'= -cos fJ cos 90° + sin /J sin 90° cos a, 

4. cos Cl'-= sin fJ cos a bzw. (4) cos« = sin (90° -a) sin fJ; 
cos fJ = -cos 90° cos"' + sin 90° sin"' cos b, 

5. cos fJ = sin"' cos b bzw. (5) cos fJ = sin (90° - b) sin«. 

12.2-10 Rechtwinkliges sphirisches Dreieck ABC 

Aus diesen 5 Beziehungen !assen sich noch weitere Zusammenhange finden: 
6. aus 4.: cos a= cot a· sin Cl'-/sin {J und 5.: cos b = cot /J · sin /J/sin a 

folgt nach 3.: cos c = cot a. cot /J; (6) cos c = cot « col fJ i 
7.aus I.: sina:=sina/sin c und 3.: cos b=cos c/cosa 

folgt nach 5.: cos /J = tan a cot c bzw. (7) cos fJ = cot (90° -a) col c; 
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8. aus 2.: sin /J = sin b/sin c und 3.: cos a= cos c/cos b 

folgt nach 4.: cos (X = tan b cot c bzw. (8) cos« = cot (90° - b) cot c; 

9. aus 5.: sin o: = cos {J/cos b und 2.: sin c = sin b/sin fJ 
folgt nach I.: sin a= tan b cot /J bzw. (9) cos (90° - a)= cot (90° - b) cot /I; 

10.aus 4.: sin/J=cosrx/cosa und I.: sinc=sina/sini:x 
folgt nach 2.: sin b = tan a cot o: bzw. (10) cos (90° - b) = cot (90° - a) cot or. 

Neper faOte die Beziehungen (I) bis (10) in die nach ihm benannte Regel zusammen. 
Nopendle Rea,,I. Im recbtwloldlaen spblrbcbea Dreleck 1st d•r Kosi- .._ Sttlcka gl•lcb dNI 
Produkt der Kotanamtm d•r 11nll<11end•n oder &lelcb d<m Produkt dtr S- der alcblllnll<&<ntlen 
Sttick•, •- _,, den recbten Wlnk•I alcbt mltdblt anti die Kathel< a dareb lhn Kompl•m•nte tnetzt 
bzw. flir di• Katheten die Kofimktlonen wiblt. 

Um die Bedingungen, unter denen die Nepersche Regel gilt, vor Augen zu haben, wird meist ein ver
einfachtes Dreieck gezeichnet, in dem y dcr rechte Winkel ist. Jn ihm gelten dann die Formeln (1) 
bis (I 0). Ersetzt man die Katheten a und b durch ihre Komplemente (90° -a) und (90° - b). so kann 
fur das Dreieck cine noch einfachere geschlossene Figur (Abb. 12.2-11) gewlihlt werden, da zur An
wendung der Neperschen Regel von jedem Stilck nur die anliegenden von den nichtanliegenden 
Stilcken zu unterscheiden sind. 
Bei der Anwendung der Neperschen Regel auf Eulersche Dreiecke ergeben sich aus allen trigono
metrischen Funktionen die Argumente eindeutig, aus der Sinusfunktion zweideutig. Nach den all
gemeinen Beziehungen im Eu!crschen Kugeldreieck 13131 sich entscheiden, ob cine oder zwei LOsungen 
vorhanden sind. 

Ar\a 

� 
8 

12.2-11 Lage der Stllcke zur Neperschen Regel 

12.2-12 Rechtwinkliges spharischcs Drcicck aus ciner Kathete a und dem 
Gcgcnwinkel � 8, 

Beispiel I: Sind in einem rechtwinkligen spharischen Dreieck ABC a= 38,4° die Gr013e cincr 
Kathete und c:x = 42,9° die ihres Gegenwinkels, so findet man fur die ilbrigen Stilcke des Drciccks 
zwei LOsungen; aus sin b = cot c:x tan a zwei Wertc b1 und b2 = 180° - b1 , aus cos c:x = cos a sin {J 
aber zwei Werte fur {J, die ebenso aus cos fl = sin c:x cos b bcrechnct werden kOnnen. Die Hypote
nuse c schlieBlich Hi.Gt sich aus cos c:x = cot c tan b bestimmen. 
lg cotcx = 0,0319 
lg tan a = 9,8990 

lg sin b = 9,9309 
b, = S8,s2° 

b2 = 121,48° 

lg cos"' = 9,8648 
lg cos a = 9,8941 

lg sin P = 9,9707 
p, = 69,2° 

/J, = 110,8° 

lg cos "' 9 ,8648 
lg cot b,,, = 9,7870 

lg cot c 9,6518 
c, 65,85° 

C2 = 114,15° 

HOhen im sphtirischen Dreieck. Mit Hilfe der Neperschen Regel Jassen sich HOhen in sphlirischcn 
Dreiecken berechnen. Man miBt sie auf einem GroBkreis durch cine Ecke, der auf der gegenllber
liegenden Seite senkrecht steht. Die HOhe gibt dann den sphiirischen Abstand der Ecke von der Seitc 
an. 
Durch die HOhe wird ein beliebiges spharisches Dreieck in zwei rechtwinklige zerlegt und kann nach 
der Neperschen Regel berechnet werden. Die Neperschen Analogien !assen sich auf diese Weise im 
allgemeinen umgehen. DarO:ber hinaus hat die HOhe in Anwendungen oft cine unmittelbarc Bedeu
tung; stellt z. B. in der Abbildung 12.2-13 der Grof3kreis durch A, C und F den Erdliquator dar, 
Baber den Ort eines Schiffes, so ist h die geographische Breite dieses Ortes; oder stellt B den Nord
pol der Erde dar•, und ein Flugzeug oder Schiff bewegt sich auf dem GroBkreis durch A und C, so gibt 
h seinen kllrzesten Abstand vom Pol an und die Seite CF den Weg, bis dieser Abstand erreicht ist. 
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Beispie/ 2: Im Dreieck aus den Seiten mil den GrOBen c = 84°, a= 42,1° und dem Winkel mit 
y = 135° (Abb. 12.2-13 ) liegt die Hohe h=Hlzur Seite b auBerhalb des Dreiecks, weil Winkel 
y stumpf ist. Nach dem Sinussatz sin a = sin y · sin a/sin c ergeben sich fur a zunachst zwei Wertea:1 und cx2• Da der kleinercn Seite der kleinere Winkel gegenUberliegt, kann nur o: 1 LOsung sein. 

lg sin y = 9,8495 lg sina= 9,8313 
9,6808 lg sin c = 9,9976 

lg sin"' = 9,6832 °' 1 = 28,83° 

0:2 = 151,17° 

In den rechtwinkligen Dreiecken ABF und CBF sind die Hypotenuse und ein Winkel gegeben; nach der Neperschcn Regel erhalt man: 
J. cos a. = cot c tanAF'bzw. 

tan AF = cos a tan c lg cos a = 9,942 5 lg tan c = 0,9784 
lg tan AF= 0,9209 

AF= 83,16° 

und 2. cos (180° - y) = cot a tan CF bzw. 
tan CF = cos (180° - y) tan a lg cos (180° - y) = 9,8495 lg tan a = 9,9651 

lg tan CF= 9,8146 
6 = 33,12° 

Die Seite b hat danach die GrOBe AF - cF � 50,04°. 
Nach dem Sinussatz im Drcieck ABC crgibt lg sin b = 9,8845 sich die Grofle von Winkel {J aus lg sin y = 9,849 5 

· b · 9,7340 sin/J= sin 
si�:

n y. lg sine= 9,9976 
Da {J kleiner als y sein muB, gehort nur lg 

""l: 3�:���
4 

{J1 = 33,02° zur Losung. fJ, = 146,989 
12.2·13 Spharisches Dreieck ABC aus den GrOOen zwcier Sei1en 
a 42,7°, c = 84 ° und eines Gegen-winkels;, = 135 ° 

12.2•14 Gleichschenkliges spharisches Dreieck 
Gleichschenkligl's spharisches Dreieck. Sind im Kugeldreieck ABC zwei Seiten einander gleich, z. 8. 
a= b, so ist das Dreieck gleichschenklig. Die HOhe h auf die dritte Seite habe den Fu8punkt F (Abb. 12.2·14). Die Berechnung der HOhe him rechtwinkligen Dreieck AFC nach der Neperschen Regel aus b und ex mu8 denselben Werth ergeben wie die aus a und {J im Dreieck BFC; wegen a = b folgt ex = {J. Aus den glcich groBen Stilcken a und {J bzw. b und ex ergeben sich dann auch gleiche 
Werte filr AF und FB bzw. filr y1 und y2 • Es gelten die von der Planimetrie bekannten Beziehu�gen. 
Im glelcbscbenkligen spbirlschen Dreleck balblert die Htihe auf dle Grundseile dlese und den Winkel an der Spitze; sle 1st Mlttelsenkrechte 1111d Symmetriellnle des Drelttks. Die Baslswinkel slnd einander glelch. 

Ein cntsprechender Satz gilt filr das gleichwinklige spharische Dreieck; das gleichwinklige Kugel• dreieck ist auch gleichschcnklig. 

12.3. Anwendungen der sphiirischen Trigonometrie 
U ntcr den Anwendungen der spharischen Trigonometric heben sich zwei wegen ihrer praktischen Bcdeutung besonders hervor; es sind die Anwendungen in der mathematischen Geographie und in der Astronomic. 
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Mathematische Geographie 

Die Gestalt der Erde ist unregelma.Big und wird Geoid genannt. Die Abweichungen allerdings von 
einem der mathematischen Berechnung zug3.nglichen KOrper sind im Verhiiltnis zur GrOBe gering. 
Aus der Analyse des Bahnverlaufs der kilnstlichen Erdsatelliten hat sich ergcben, da8 sich ein drei
achsiges Ellipsoid angeben 13.Bt, das sich dem Geo id am besten anpaOt. Der U nterschied der beiden 
in der Aquatorebene gelegenen Achsen ist aber so gering, dafl er durch die bisherigen Erdvermessun
gen nicht festgestellt wurde. In der hOheren Geodasie wird die Erde demgemiiB als Rotations
ellipsoid angesehen. Die erste genaue Berechnung stammt von BESSEL (1784-1846). 1924 wurde das 
von HAYFORD (1868-1925) berechnete Ellipsoid international anerkannt. Die neuesten Werte hat 
KRAS.SOWSKI ( 1878-1948) gegeben; sie werden fur die geodatischen Arbeiten der UdSSR verwendet. 

Erdellipsoid 

Aquatorradius a Polradius b Abplattung (a - b)/a 

Hayford 6378,388 km 
Krassowski 6378,245 km 

6356,912 km 1/297 
6 356,863 km I /298,3 

In erster N3.herung darf die Erde als Kugel angesehen werden; als Radius R der mittleren Erdkugel 
gilt: R = 6371,221 km, lg R = 3,8042227. 
Maf}einheiten au[ der Erdkuge( 
IO auf einem GroOkreis 
IO auf dem A.qua tor 

Bogenl3.nge eines Meridianquadranten 
mittlere Bogenl3.nge eines Meridiangrades 

JI 1,20 km 
111,32 km 

IO 002,288 km 
I I 1,137 km 

I geogra_phische Meile 
= I/ I 5 Aquatorgrad 7,422 km 
I Seemeile oder I mittlere 
Ui.ngenkreisminute 1,852 km 
I Knoten = I Seemeile/Stunde 

Wie schon bei der Erlauterung der GauO-KrUger-Koordinaten ausgefiihrt wurde (vgl. Kap. 11.3. -
Landesvermessung), wird ein Punkt auf der Erdkugel durch seine L<inge ). und seine Breite <p fest
gelegt. Die Meridiane sind GroOkreise, die Breitenkreise dagegen Kleinkreise mit dem Radius e 
unrl der Lange e = R cos <p. Entfernungen auf der Erdkugel werden auf GroOkreisen gemessen, die 
die geod3.tischen Linien auf der Kugel darstellen. Sie werden Orthodrome genannt. Kurswinkel sind 
Winkel gegen den Meridian. 

Entfemungsaufgabe und Kursbestimmung. Sind zwei Orte P1 und P2 auf der Erde durch ihre Lange). 
und Breite r:p gegeben, so kOnnen die Entfernung auf einem GroDkreis und die Winkel dieses Kreises 
gegen die Meridiane der Orte PI und P 2 berechnet werden. 
Zur LOsung stehen die in den Grundaufgaben entwickelten S3.tze und die Nepersche Regel zur Ver
fugung. 

Beispiel 1: Soll ein Flugzeug mit einer Fluggeschwindigkeit von 800 km/h von Leningrad 
(q;L = 59,9° N; ).L = 30,3° 0 = -30,3°) nach San Franzisko (r:pF = 37,8° N; AF= 122,4° W 
= + 122,4°) auf dem kUrzesten Wege ftiegen, so ist seine Bahn der Bogen LFdes Gro6kreises durch 
Lund F(Abb.12.3-1). Auf jedem derMeridiane der beiden Orte ist derBogen vom A.quator zum 
Ort als geographische Breite <p gegeben. Der Meridianbogen vom Ort zum Nordpol N hat die 
GrOOe (90° - <p), und die beiden BOgen LN = 90° - r:pL = 30,1° bzw. FN = 90° -)., = 52,2° 

bilden mit dem Gro6kreisbogen LE' ein sph3.risches Dreieck, in dem der Winkel LJ). zwischen den 
beiden Meridianen bekannt isl, LI).= ).F - AL = 122,4° + 30,3° = 152,7°. Es sind vom Kugel
dreieck zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel gegeben. Den Gro6kreisbogen g = Lf' findet 
man nach dem Seitenkosinussatz. 

Berechnung des Gro6kreisbogens g = LF 

cos g = cos (90° - r:pd cos (90° - <p,) + sin (90° - 'PL)· sin (90° - q;F) cos LfA, 
cos g = sin ,:Pr. sin r:pF + cos r:pL cosF cos LU. 
lg sin 9'c 9,9371 lg cos 9'c = 9,7003 
lg sin 9', 9,7874 lg cos 9', = 9,8977 

lgu = 9.7245 
u = 0,5304 

+v = -0,3522 

cosg = u + v =-+0,1782 
g = 79,74° 

lg cos Ll). = 9,9487 n 

lg v = 9,5467 n 

V = -0,3522 

]g:Z,, = 0,7982 
lg R = 3,8042 
lgg = 1,9017 

6,5041 
lg 360° = 2,5563. 

lgg = 3,9478 
g=8 868 km 



294 12. Sphiirische Trigonometrie Dieser Bogen hat die Lli.nge g = 'lnR · g/360° = 8868 km, wenn fur R naherungsweise 6371 km gesetzt wird; er kOnnte mit der angegebenen Geschwindigkeit in rund 11 Stunden (11,08 h) zuri.ickgelegt werden. Die Winkel i:x und fJ im Kugeldreieck ergeben sich nach dem Sinussatz. Das Flugzeug verlaBt Leningrad mit dem Kurs N 21,61° W und kommt unter dem Winkel N 13,52° 0 mit dem Kurs s·13,52° W in San Franzisko an. Jeden Meridian schncidet die Flugbahn unter einem anderen Winkel. Der Kurswinkel wachst stetig von N 2l,61° W aus um 144,87° bis zum Endkurs S 13,52° W. In einem Punkt H der Bahn ist die Flugrichtung genau nach West gcrichtet. Das Flugzeug ist dann dem Nord pol am nichsten. Punkt Hist der Fu8punkt des vom Pol aur die Seite LF gefiillten Lotes 
h. Die HOhe h zerlegt das Dreieck LNF in zwei rechtwinklige. Im Dreieck LNH kOnnen nach der Neperschen Regel der Abstand h vom Pol und der Winkel A1 = If:. LNHI bestimmt werden. Im Meridian der Lange A11 = 40,18° W fliegt das Flugzeug genau nach Westen; es hat sich dem Pol auf 1183 km geniihert. Den Breitenkreis von Leningrad schneidet es spiiter in Bunter demselben Winkel wie in Leningrad; sein Kurs ist in diesem Augenblick also S 21,61 ° W. 
sin (X. = cos 9'L · sin .1)./sin g sin {J = cos 9'r · sin Ll)./sin g iir 

lg sin/1 = 9,5662 {/1 = 21,61
° 9,8977 9,6685 9,7003 

2.3-1 Flugbahn von Leningrad L nach San Franzisko F (Schema) Der Meridian des Punktes B hat die Lange As= ).H +A, = 40,78° + 71,08° = 111,86° W; die gcographischcn Koordinatcn des Punktcs B sind also 9's = 59,9° N und As = 111,86° W. Der Bogen Blf = HL ergibt sich aus dem rechtwinkligen Dreieck LNH nach der Neperschen Regel Berechnung der Poldistanz NH= h und des Weges LH bis zum polnachsten Punkt H der Flugbahn cos (90° - <PL)= cot A, cot {J, cot)., = tan /J sin 'PL cos (90° - h) = sin (90° - rlJL) sin /J, sin h = cos 'PL sin fJ lg tan /I = 9,5978 lg sin /J = 9,5662 lg sin 'h = 9,9371 lg cos <PL = 9,7003 lg cot,, = 9,5349 lg sin h = 9.2665 
-t:::: -�bf lg z,,; :::: 1�:�;4 -lg 360° = - 2,5563 2,0461 lg h = 1,0269 lg h = 3.0730 h = 1183 km 

cos /J = tan LH tan q;L tan Llf = cot fPL cos {J lg cot <PL = 9,7632 lg cos /J = 9,9684 lg tan LH = 9,7316 
LH= 28,33° lg (mR/360°) = 2,0461 

lgLH= 1.4522 � 3.4983 LH = 3150 km Erst im Punkt R, d. h. nach einer Wegstrecke von LB= 6300 km �er nach einer Flugzeit von 7 h 52 min 30 s (7,875 Std.) wendet sich das Flugzeug sUdlicheren Breiten zu. Den Punkt B hiitte das Flugzeug auch auf dem Breitenkreis q, = 59,9° N, der durch Leningrad geht, erreichen kOnnen. Alie Meridiane waren mit demselben Kurs unter rechtem Winkel geschnitten worden. Der Weg b von L nach B ware aber Hinger gewesen, da er nicht auf einer Orthodrome, auf einem GroBkreis als der kUrzesten Verbindung. sondern auf einer Loxodrome, einer Kurve mit konstantem Kurs, selegen hatte. Der Radius(} des Breitenkreises hat die GrOBe e = R cos 'PL · Zurn Bogen b gehOrt 
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der Mittelpunktswinkel Ll.1, so daB gilt 6 = mR cos ,p1_ • Ll.1/360°. 
Man erhilt 6 = 8516 km anstatt 6300 km auf der Orthodrome, 
die Differcnz ist 2216 km. Das Flugzeug hitte lings des Brciten
krcises rund 2 h 45 min Hinger fliegcn mUsscn. 
Ein K0rper, der dieselbe Bahn, aber mit der Geschwindigkeit 
v = 8 km/s eines kUnstlichen Erdsatelliten durchftiegt, braucht 
fur die Strecke LB nur 787 ,5 s = 13 min 7,5 s und errcicht San 
Franzisko nach I 108,5 s oder 18 min und 28,5 s, wenn von Rei
bung abgesehen wird. Seine Bahn schncidet den Aquator in zwei 
Punkten £• und £2 , die als Schnittpunkte zweier GroBkrcise auf 
einem Kugeldurchmesser liegen. Wird der Schnittpunkt zwischen 
dem Meridian von San Franzisko und dem A.quator mit C be
zeichnet, so ist das Kugeldrcicck E 1CF rechtwinklig in C. In ihm 
sind der Winkel y, = c:x = 13,52° und die Seite cf'= 'PF be
kannt, und nach der Nepcrschen Regel findet man die Scite 
c£,. Der Punkt £ 1 hat die Koordinatcn 'PEi = 0, A£1 = 
q,, + 8,39° = 130,79° W, mithin £2 die Koordinaten 
'P,, = o • .I,,= (130,79° 

+ 180°) w = 310,79° w oder ••• = 
49,21° 0. 

Hercch.nung Clcs Hagens 
b = LB auf dem Brciten
krcis durch L 
lg (mR/360°) = 2,0461 
lg cos 'PL = 9,7003 
log,1.1 = 2,1838 

lg 6 = 3,9302 
6=8516 km 

Schnittpunkt £ 1 der Bahn 
mil dcm A.quator r\ 
sin 'PF = cot ct tan £1C 
tan £--;'c = tan ct sin 'PF 
lg tan"' = 9,3811 
lg sin ,p, = 9,7874 

lg tan E";'c = 9,1685 
E--:C = 8,39° 

Loxodrome. Der Vorteil fur ein Schiff oder ein Flugzeug, bei der Fahrt bzw. dem Flug langs einer 
Orthodrome in kilrzester Zeit das Ziel zu erreichen, schlie8t den Nachteil ein, den Kurs dauernd, 
strenggenommen in jedem Augenblick, 3.ndern zu mtissen. Eine Kurve, die alle Meridiane unter dem
selben Kurswinkel ct schneidet, wird Loxodrome genannt. Ein Breitenkreis ist cine Lox.odrome fur 
den Kurswinkel Cl = 90°, ein Meridian fur Cl = 0°. 1st tX im allgemeinen Fall ein Winkel beliebiger 
Gr0Be, so ergibt sich eine Kurve, fur die eine transzendente Funktion den Zusammenhang zwischen 
Breite q, und Lange J. aller Kurvenpunkte angibt. Betrachtet man zwei benachbarte Punkte A und B 
(Abb. 12.3-2) auf einer Loxodrome / mit den Koordinaten (.I, ,p) und (!.+LI,\, <p + Ll,p) und legt 
durch einen der Punkte A einen Breitenkreis mit dem Radius e = R cos <P, so bilden die B0gen 
AC= R cos rp • L1J., cB = R Liq> und AB= Lls ein rechtwinkliges Dreieck ABC, das zwar nicht 
spharisch ist, denn nur R L1<P liegt auf einem GroBkreis, das aber als eben angesehen werden darf, 
wenn nur Liq, und L1J. klein genug gewahlt werden. Aus ihm liest man die Beziehung ab: 

Ll.1/Ll,p = tan 01/cos cp und Lls cos"' = R d,p bzw. ds/d,p = R/cos "'· 
Im Grenzwert fur L1<P - 0 gehen sie in zwei Differentialgleichungen dA/dq> = tan Cl/cos q> und ds/dq, 
= R/cos tX Uber, in denen die Veranderlichen leicht zu trennen sind (vgl. Kap. 22.2. - Spezielle 
Typcn elcrncntar integrierbarer Differentialgleichungen). Die erste liefert <lurch Integration die 
Gleichung der Lox.odrome: 

di. = tan"' (d,p/cos ,p), .I = tan"' [In tan (n/4 + ,p/2) + CJ, IN 
.1 2 - .11 =tan"' [In tan (:i/4 + ,p2/2) - In tan (n/4 + ,p,/2)], 

die zweite ergibt die Bogenlange s 
auf der Loxodrome: 
ds = (R/cos <ll) · d,p und daraus 

s = (R/cos"') · (,p2 - ,p1 ). 

12.3-2 Zur Glcichung dcr Loxodrome 12.J-J Loxodrome 

Wie die n3.here Diskussion der ersten Gleichung zeigt, umlauft die Loxodrome den Pol des Gro0-
kreise>, der den Ausgangsmeridian im Ausgangspunkt senkrecht schneidet, spiralig in imrner engeren 
Windungen unendlich oft, ohne ihn je zu erreichen (asymptotischer Punkt ). Die Anderung der 
Breite <P wahrend eines Umlaufs wird dabei zunehmend kleiner (Abb .. ! 2.3-3). 
Nach der zweiten Gleichung hat die Flugbahn eines Flugzeugs, die im Aquator einen Meridian unter 
dem Kurswinkel Cl schneidet, bis zum Erreichen des Breitengrades <P die Llinge s = R · rp/cos ct; sie 
ist danach um so 13.nger, je gr0Ber der Winkel ex ist. Ftir einen Flug bis zum Nordpol und <P = n/2 



296 12. Sphiirische Trigonometrie 

unter einem konstanten Kurswinkel von c:x = 60° ergibt sich wegen cos 60° = ½ z. B. s = 2R · n/2 
= nR, w3hrend der kllrzeste Weg 15.ngs eines Meridians S = R · n/2 ist; der Weg auf der Loxodrome 
ist danach doppelt so lang. 

Peilungsaufgaben. Durch Peilen soil die Lage eines Schiffes, Flugzeugs oder anderen Kbrpers aus der 
Richtung bestirnmt werden, aus der Signale empfangen werden, die sich geradlinig ausbreiten und 
meist nicht optisch sind. Geometrisch liegt das gleiche Schema zugrunde wie beim Vorwtirts- bzw. 
RUckwiirtseinschnitt in der ebenen Trigonometric (vgl. Kap. 11.3. - Landesvermessung). Hier 
spricht man von Fremdpeilung, wenn die Richtungen der vom zu ortenden Objekt ausgesandten 
Signale von zwei festen Bodenstationen bestimmt und daraus die Koordinaten des Objekts berechnet 
werden, dagegen von Eigenpeilung, wenn die Richtungs- und Lagebestimmungen im Objekt selbst 
ausgefiihrt, die Signale aber von bekannten Bodenstationen ausgesendet werden. 
Praktisch werden fast nur Radiosignale verwendet. Wahrend in der Yermessungskunde die Genauig
keit der Winkel durch wiederholtes Messen gesteigert und durch Ausgleichsrechnung der wahrschein
lichste Wert fur das Ergebnis berechnet werden kann, beruht die Peilung auf einer einmaligen Rich
tungsbestimmung geringerer Genauigkeit. Dafiir werden aber physikalische Eigenschaften der be
nutzten Wellen, z. B. Interferenzen, Schwebungen, oder andere Methoden, wie Radar, zusatzlich 
angewandt. Vor allem handelt es sich fast stets um bewegte Objekte; die Lagebestimmung muO 
deshalb durch vorbereitete Tabellen, durch graphische Methoden oder durch elektronische Gerate 
erfolgen, damit das Ergebnis vorliegt, solange das bewegte Objekt sich noch in der Na.he des angepeil
ten Ortes befindet. Praktisch ist die Peilung damit zu einem physikalischen und technischen Problem 
geworden: hier genUgt es, ein einfaches graphisches Verfahren anzugeben. 

12.3•4 Graphische Mcthodc dcr Fremdpeilung 

Graphische Methode zur Fremdpeilung. Um 
deutliche Bilder zu erhalten, habe die 
Basis b die Grbf3e 60° ; die gegen diese 
Basis in den Punkten B1 und B2 gemesse
nen Winkel P, und P2 nach dem Neupunkt 
CseienP, = 60° und P2 = 110°. Die Ein

tafelprojektion der Erde darf so gewahlt 
werden, dal3 der Grol3kreis durch B1 und 
82 als Kreis abgebildet wird (Abb. 12.3-4); 
11'.B,MB,I = 60°. Der Groilkreis durch 
81 und seinen Gegenpunkt B1

1 sowie durch 
den gesuchten Punkt Chat eine Ellipse als 
Projektion, deren groBe Achse B1 B' ist, 
deren kleine Achse also in M auf B1 8' 
senkrecht steht. Die Lange der kleinen 
Halbachsen ist die Projektion des Kugel
radius mit der Lange R = IMG'j, der sich 
als Schnitt zweier Ebenen ergibt: I. der 
Ebene des GroBkreises durch B1CB'1 , die 
die Neigung PI gegen die Zeichenebene n 
hat, und 2. der projizierenden Ebene, die 
im M auf fl und B1 B'1 senkrecht steht. 1st 
G die Projektion von G', so ist D,MG'G 
ein rechtwinkliges Dreieck, von dem die 
Hypotenuse IMG'I = R und der Winkel 

(1'.G'MGI = fl, bekannt sind, wobei MG J. 81 8\. In der Abbildung ist !:, MGG0 die Umklap
pung dieses Dreiecks in die Zeichenebene, aus ihr entnimmt man die Liinge [MGI der kleinen 
Halbachse (im allgemeinen ist G0 =t= H 1). Aus den Langen der groDen Halbachse IMB11 und der 
kleinen IMGI kann jeder Ellipsenpunkt des GroBkreises durch B1 , G und 8'1 mit beliebiger Ge
nauigkeit konstruiert werden. 
Fi.Jr den Grol3kreis durch die Punkte 82 und B2., dessen Ebene die Neigungp2 gegen die Zeichenebene 
hat, gilt das Entsprechende. Man findet der Reihe nach: Senkrechte in M auf 81B2.; Antragen des 
Winkels P1 ; Schnittpunkt Ho seines freien Schenkels mit dem Kreis vom Radius R; Lot von H0 auf 
die Senkrechte in Mauf B282 gibt H; MH ist nach Lage und GrOBe die kleine Halbachse der gesuch• 
ten Ellipse. Der Sc,h_nittpunkt C de,.r.._ beiden Ellipsen ist der gesuchte Neupunkt. Um die wahren Werte 
der Seiten s1 = B2 C und s2 = B1 C zu bestimmen, brauchen die Gro8kreise nur um ihre groBen 
Achsen in die Zeichenebene geklappt zu werden. Die Projektion jedes Punktes des GroBkreises 
bewegt sich dabei auf einer Senkrechten zur groOen Achse; C z. B. nach C 1 bzw. C 2; man findet 
11'. B,MC,I = s,; 11'. B,MC,I = s,. 
Auch der Neigungswinkel y zwischen den Ebenen der beiden gezeichneten Groflkreise kann der 
Abbildung entn'ommen werden. Beide Ebenen schneiden sich in der Geraden CMC'. Die Polare 
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zum Pol C schneidet beide Grot3kreise rechtwinklig, und zwar in den Punk ten D und £. Der Bogen 
D

..-..

E entspricht dem Winkel y. Durch Umklappen der Polare um ihre grol3e Achse in die Zeichen
ebene kann die wahre Gr08e des Winkels y abgelesen werden; I� E1 MDi l = y. 

Sphirische Astronomic 

eben der Lagebestimmung von Schiffen oder Flugzeugen durch Peilung wird auch heute noch die 
nach den Gestirnen angewendet. Sic war frllher die einzige Methode fur die Schiffahrt auf hoher 
See. Auch Forschungsreisende in unbekanntem Gelande waren auf sie allein angewiesen. Die not
wendigen Messungen werden mit dem Kompaf3, dem Theodoliten, einem Spiegelsextanten oder einem 
ahnlichen WinkelmeOinstrument sowie mit einer genaugehenden Uhr ausgefo.hrt, zu deren Kontrolle 
spater die Funkentelegraphie durch Senden dt:s Zei1zeichens bcnu1z.t wurdc. Schon die Kcnntnis 
der wichtigsten Sternbilder geni.igt fur eine angenaherte Orientierung. Zu genauen Lagebestimmungen 
mllssen Angaben Uber die Lage leicht auffindbarer Sterne sowie Uber die Bewegung, besonders der 
Sonne, der Planeten, des Mandes, der Jupitermonde und, als Voraussetzung zu Lageangaben a m  
Himmel, die astronomischen Koordinatensysteme bekannt sein. Die fi.i r  nautische Zwecke wichtigen 
Angaben aus der sph3rischen Astronomic erscheinen in den nautischen und astronomischen Jahr
biichern; die fur die Nautik unentbehrlichen astronomischen Koordinatensysteme sind das Horizontal
system und die Aquatorsysteme. 
Wie alle astronomischen Koordinatensysteme gehen auch sie davon aus, daB der gestirnte Himmel 
dem Beobachter als Tei! einer riesigen Kugel erscheint, der scheinbaren Himmelskugel. Aur ihr kann 
die Lage jedes Punktes durch zwei Zahlenangaben (entsprechend Lange und Breite aur der Erd
oberflachc) restgehalten werden. Als Bezugssystem fur diese beiden Angaben eignet sich jeder GroB
kreis mit seinen Polen (Pol und Polare); auf ihm wird von einem fcstzulegenden Punkte aus die cine 
WinkelgrOBe in vorgeschriebener Richtung gemessen, die zweite aber auf einem zum Grundkreis 
senkrechten GroBkreis, der durch den Pol und den Punkt verlauft. dessen Lage bestimmt werden 
soil. 

Das Horizontalsystem. Einem Beobachter B auf dem 
Meere oder in ebenem Gelande erscheint der Nacht
himmel als Halbkuge-1, die vom Horizont H begrenzt 
wird (Abb. 12.3-5). Mathematisch ist der scheinbare 
Horizont der Kreis, in dem eine Tangentialebene an 
die Erde im Beobachtungsort die Himmelskugel schnei
det. Der Erdradius ist im Verhaltnis zu den Entfor
nungen der meisten Gestirne vernachlassigbar klein. 
Der scheinbare Horizont fallt daher mit dem wahren 
Horizont zusammen, der als Schnitt einer zur Tangen
tialebene parallelen Ebene durch den Erdmittelpunkt 
verl3.uft. Die Pole des Horizonts sind der Zenit Z senk
recht Uber dem Beobachter und der Nadir Na als 
Gegenpunkt des Zenits. Dem Beobachter erscheint die 
Bewegung eines Sterns auf einer Bahn, die am Horizont 
im Au/gang A beginnt, bis zu einer GipfelhOhe, dem 
Kulminationspunkt K, ansteigt, im weiteren Verlauf wie
der abfallt bis zum Untergang U und sich unterhalb des 
Horizonts Uber den unteren Kulminationspunk:t 11K 
schlieBt. Der GroBkreis durch die Kulminationspunkte 12.3-5 Horizon1alsys1em 
aller Sterne heiBt Himmelsmeridian. 
Es gibt auch Sterne, die Zirkumpolarsterne ZS, deren Bahn vdllig Uber dem Horizont liegt. Alie 
Gestirne beschreiben w3hrend eines Tages einen Kleinkreis am Himmel; ihre Bahnen sind eina'nder 
parallel. Die Mittelpunkte dieser Kreise liegen auf einer Geraden, die die Himmels- oder Weltachse 
bildet. Diese durchstOBt die Sternsph3re in zwei Punkten, dem Nordpol PN und dem SUdpol P5 

des Himmels. Diese Kreisbewegung der Gestirne ist scheinbar, sie ist die Falge der Drehung der 
Erde um ihre Achse, und die Himmelspole ruhen, weil die Erdachse aur sic zeigt. Die Richtung vom 
Beobachter zum Himmelspol ist parallel zur Erdachse, steht demnach fur einen Beobachter im Nord
pol der Erde senkrecht zum Horizont und fiillt fur einen Beobachter am A.quator der Erde in den 
Horizont. Denkt man sich, daB die Tangentialebene llings eines Erdmeridians vom A.quator zum 
Nordpol gleitet, so wachst die HOhe des Himmelspols stetig von 0° bis 90° und ist stets der geographi
schen Breite gleich. H6hen h werdcn dabei aur den Grollkreisen durch Zen it und Nadir, den Vertikalen 
V, gemessen, die aur dem Horizon I senkrecht stehen, - und zwar vom Horizon! mit 0° zum Zen it 
mit +90° bzw. zum Nadir mit -90°. Durch Messen der HOhe des Himmelspols, der Polh6he, ergibt 
sich die geographische Brei1e <p des Beobachters. 
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Der Schnittpunkt des Vertikals durch den Himmelspol mit dem Horizont heil3t Nordpunkr N. Ihm 
diametral gegenilber licgt am Horizont der Siidpunkl S; blickt der Beobachter nach dem Nordpunkt, 
so liegen rechts, senkrecht zur Blickrichtung, der Ostpunkt 0, links der Westpunkt W. Die Richtun
gen nach diesen Punkten sind die Himmelsrichtungen Nord, SGd, Ost, West. Sic lassen sich bestim
men durch Herabloten des Himmelspols (Norden) oder durch Bestimmen des Vertikals, in dem ein 
beliebiger Fixstern kulminiert: er halbiert den Winkel zwischen zwei Vertikalen, in denen der Fix
stern dieselbe H0he hat. 
Neben der H0he h dient als zweite Koordinate das Azimut a; es wird im Beobachtungsort gemessen 
als Winkel zwischen der Meridianebene und der Vertikalebene des Sterns, und zwar vom S0dpunk1 

. mit a= 0° aus im Sinne der scheinbaren t3glichen Bewegung der Sterne Uber West, ord, Ost bis 
360°. Das Azimut tritt folglich auOerdem als Bogen auf dem Horizont und als Winkel im Zenit
punkt in Erscheinung. An Stelle des H0henwinkels wird oft der Komplementwinkel, die Zenitdista11z 
z des Sternes, vom Zenit aus gemessen; h + z = 90°. 

Aquatorsysteme. Da sich alle Sterne auf Parallelkreisen um den Himmelspol bewegen. mull ihr Ab
stand von jedem dieser Kreise konstant sein. Man wahlt als Grundkreis den GroBkreis un1er ihnen, 
der Polare zum Himmelspol isl, und nennt ihn Aquator A, da er die Schnittlinie der Ebene des Erd-

12.3-6 A.quatorsystemt-

3.quators mit der Himmelskugel is1. Am 
Himmelsgew0lbe ist er etwa durch das 
S1ernbild der Fische, den obersten der drei 
GUrtelsterne des Orion und den Stern Atair 
im S1ernbild Adler markiert. Der A.quator 
schneidet den Horizont im Westpunkt und 
im Ostpunkt (Abb. 12.3-6) und hat die Nei• 
gung (90° - q>) gegen den Horizont H. 
Die H0he eines Sterns G Uber dem Aqua
tor heiBt Deklination d und wird auf einem 
Gro0kreis gemessen, der Swndenkreis ge
nannt wird und durch den Himmelspol P,,. 
und seinen Gegenpunkt P5 geht, also senk-

M recht auf dem A.quator steht. Als zweite 
Koordinate dient der S111ndenwinke/ T, der 
Winkel zwischen diesem S1undenkreis und 
dem Himme/smeridian, in dem der Stern 
kulminiert. Der Meridian geht durch Sod. 
und Nordpunkt, durch Zenit Z und adir 
Na und durch die Himmelspole Pli und P5 : 
er stellt den Schnitt der Ebene des Orts
meridians mit der Himmelskugel dar. Der 
Stundenwinkel wird vom Meridian aus im 
Sinne der scheinbaren t3glichen Be-
wegung der Sterne von 0° bis 360° bzw. 

von Oh bis 24h gemessen; der Westpunkt W hat danach einen Stundenwinkel von 90° bzw. 6h. 
In diesem ersten Aquator- oder Sttmdenwinkelsystem hat man sich von der geographischen Breite des 
Beobachtungsortes unabh3.ngig gemacht, weil die Deklination auf den Aquator bezogen wird. 
Die Nullrichtung, von der aus der S1undenwinkel gemessen wird, isl aber durch den Ortsmeridian 
des Beobachters bestimmt, hiingt somit noch von dessen geographischer Lange ab. Der Stunden• 
winkel eines bestimmten Sterns ist im gleichen Zeitpunkt an verschiedenen Orten verschieden. z. B. 
fur Moskau gr0Ber als fur Berlin, weil der Stern wegen der Rotation der Erde in Moskau um etwa 
I h 36 min 48 s = 96,8 min eher kulminiert als in Berlin. Da 24 h dem GradmaD 360° entsprechen, 
ist der Unterschied des Stundenwinkels 96,8° : 4 = 24,2°, d. h., Moskau liegt um LI). = 24,i:0 

0stlicher als Berlin. 
Um auch die zweite Koordinate im Aquatorsystem unabh3.ngig vom Beobachtungsort zu machen, 
hebt man einen Punkt des Himmelsaquators heraus. Dieser Punkt, der FrUhlingspunkt I, nimmt 
als Punkt des A.quators an der scheinbaren Drehung des Himmelsgew0lbes teil. Der von ihm aus im 
Aquator entgegengesetzt zur scheinbaren Drehung gemessene Winkel bis zum Stundenkreis des Sterns 
ist deshalb konstant. Er heiBt Rektaszension ex. Rektaszension a: und Deklination c5 sind die Koordi
naten des zweiten Aquator- oder Rektaszensionssystems. Den ungefahren Ort des FrUhlingspunktcs 
findet man am Himmelsaquator, wenn man vom Polarstern PN den Stundenkreis durch das rechte 
Ende des W-formigen Sternbildes Kassiopeia zieht. 

Beziehungen zwischen Horizontal- und Stundenwinkelsystem. Vereinigt man die beiden 2stronomischen 
Systeme (Abb. J.2.3-7), so schneiden sich Horizont und A.quator im Ostpunkt und im Westpunk1. 
Durch das Gestirn G gehen der Stundenkreis und der Vertikal; die Bahn des Sterns verlauft parallel 
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Na 

12.3-7 Horizontal- und erstcs Aquatorsystcm 

zum A.quator; sie erreicht in K den 
oberen und in C den unteren Kulmi
nationspunkt; A ist der Punkt des 
Aufgangs, U der des Untergangs. Die 
HOhe des Himmelspols PN Uber der 
Horizontalebene, die PolhOhe, ist die 
geographische Breite des Beobachtungs

ortes B; NPN = <p. Die Abbildung 
ist entstanden als senkrechte Projektion 
der Abbildung Aquatorsysteme auf die 
Ebene des Meridians durch N, P,,. , Z, 
K, A und S; der Stundenkreis des 
Frtihlingspunktes 1 ist nicht eingetra
gen, dagegen der Yertikal des Sterns G 
durch Zenit Z und Nadir Na. Die 
Punkte O und A liegen hinter den 
Punkten W und U, sic sind deshalb nicht 
sichtbar. Die Winkel <p, (90° - ip) und 
b erscheinen in wahrer Gr013e. 

K11fmi11ationshiJhe. Wenn das Gestirn G in K kulminiert, erreicht es seine grOOte HOhe hmu und hat 
gleichzeitig seine kleinste Zenitdistanz zmin. Da der Aquator den Winkel(90° - rp) mit dem Horizont 
bildet, gilt q; = l> + Zmin und fur die KulminationshOhe hm.,. + Zmin = 90° oder schlieBlich hmu 

= 90° - rp + b, Oanach kOnnen aus der beobachteten KulminationshOhe hmu. eines Gestirns ent
weder die Breite rp bci bekannter Oeklination d oder umgekehrt aus der Breite <p die Oeklination t5 
bestimmt werden. 
Das 11autische Dreieck. Bei allgemeiner Lage des Gestirns G sind die beiden Systeme durch das 
nautische Dreieck mit den Ecken Gestirn G, Himmelspol PN und Zenit Z verbunden. Es enthalt 
folgende StUcke: die Seiten G'z = 90° - h (Zenitdistanz). GP"= 90° - l>, zf',.. = 90° - q; und die 
Winkel an den Punkten Z und PN - Sowohl das Azimut a mit dem Scheitelpunkt Z als auch der 
Stundenwinkel -r mit dem Scheitelpunkt PN werden vom Meridian aus im Sinne des taglichen Umlaufs 
der Gestirne gemessen. Oa in der Abbildung die Lage von G nach der Kulmination dargeste\lt ist, 
haben die in ihr sichtbaren Winkel die Gr013en I� GZPNI = 180° - a und I� ZP,..G\ = T. Ware 
in der Abbildung der hinter der Meridianebene liegende Teil der Himmelskugel dargestellt, so wUrde 
sich das Gestirn G vor der Kulmi11ation befinden, W ware durch O und U durch A zu ersetzen, und 
fur die Winkel im nautischen Oreieck wUrde sich ergeben 

I� GZP•I = a - 180° und I� ZP.GI = 360° -T. 
Die Sonnenbahn. Zur Friihlings-Tagund11acht?lei
d1e steht die Sonne im FrUhlingspunkt T, geht 
um 6 Uhr frUh im Ostpunkt auf, beweg1 sich am 
Himmel ungefahr tangs des Aquators und geht um 
6 Uhr abends im Westpunkt unter (Abb. 12.3-8). 
lhre Rektaszension o:0 und ihre Deklination ,>c 
sind aber zum Unterschied von den Gr013en bei 
·allen anderen Fixsternen nicht konstan1; die Rek
taszension wachst dauernd, die Oeklination nimmt 
vom 22. Dezember bis zum 22. Juni zu, danach 
ab. Wegen der wachSCnden Rektaszension erreicht 
die Sonne den Himmelsmeridian jeden Tag spater 
als der FrUhlingspunkt. Im Laufe eines Jahres 
wachst diese Verspatung auf einen Tag an. Wah
rend der FrUhlingspunkt und alle Fixsterne 366mal 
kulminieren, kulminiert die Sonne nur 365mal. 
Wegen der wachsendert Deklination der Sonne 
verschieben sich ihr Auf- und Untergangspunkt A 
bzw. Unach Norden,A 1, U1 • DieTage werden !an
ger bis zur Sommersonnenwende. Dann hat die 12.3-8 Scheinbare Bcwegung dcr Son11e im Laufc 
Sonne ihre grOBte Deklination von <5 = 23°26' auf eines Jahres 
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dem Wendekreis des Krebses erreicht. Danach nimml die Deklination ab, ist zum Herbstanfang 
Null, zur Wintersonnenwendc -23°26' auf dem Wendekreis des Steinbocks und zu FrUhlingsanfang 
wieder Null. lnsgesamt ist die scheinbare Sonnenbahn am Himmel kein Kreis wie fur die anderen 
Fixsterne, sondern eine doppeh durchlaufene Spirale von 365 Windungen, die cine Zone von 
2 · 23°26' Breite einnimmt. 
Wahrend jeder Fixstern bis auf kleine, im Laufc eines Jahres nur in wenigen Fallen nachweisbare 
Verschiebungen dieselben Sterne zu Nachbarn hat und mil diesen die bekannten Sternfiguren bildet, 
durchwandert die Sonne 13 Sternbilder, die aus GrUnden des ZwOlfersystems auf 12 reduziert wurden. 
Diese Sternbilder liegen auf einem Grollkreis, im Bereich der scheinbaren Jahresbahn der Sonne, 
die Ekliprik genannt wird. Die Srembilder sind Widder!, Stier'ti, Zwillinge II, Krebs@, LOwe !i, 
Jungfrau lTP, Waage I!',!, Skorpion lll, Schlltze /, Steinbock .:0, Wassermann = und Fische H. Die 
Ekliptik schneidet den Aquator im Friihlingsp1mkt und in seinem Gegenpunkt, dem Herbstpunkt, 
unter dem Winkel der GrODe E = 23°26'. 
Diese scheinbare Bewegung der Sonne durch die Ekliptik ist die Falge der Bewegung der Erde um die 
Sonne. Die 12 Sternbilder liegen in der Ebene der Erdbahn um die Sonne. Ein Koordinatensystem 
mit der Ekliptik als Pola re hat die Erdbahnebene als Bezugsebene. Die Sternanh3ufungen der Milch
straBe liegen auf einem neuen GroBkreis, der die Grundebene des galaktischen Systems bildet. Es 
ist das geeignete Koordinatensys1em, die Vcrteilung der Sterne der MilchstraBe zu beschreiben 
(Abb. 12.3-9) 

12.3-9 Der nOrdlichc Stcrnhimmcl 

Die Zeitrechnung. Das Messen von Zeitabstanden erfordert Uhren, die durch mOglichst konstant 
ablaufende, meist periodische Vorg3nge kontrolliert und geeicht werden. Die Rotation der Erde um 

i hre Achse hat sich als sehr gleichmaf3ig erwiesen; ein Fixstern oder der Friihlingspunkt 1' auf seiner 
scheinbaren Bahn am Himmels3quator kann als Zeiger einer sehr genauen Uhr gelten. Beobachtun
gen mit Q11arz- und Aromuhren haben allerdings gezeigt, daO diese Rotation doch nicht vOllig gleich-
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ma.Big ist. Die Tageslange veriindert sich durch Gezeitenreibung und schwankt unregelmiillig durch 
Massenverlagerungen uod andere Vorg3.nge im lnnern der Erde sowie durch meteorologische Vor
g3.nge auf ihrer Ot.erHache. 
Der Zeitrechnung ist durch internationale Vereinbarung die Dauer des tropischen Umlaufs der Erde 
um die Sonne zugrunde gelegt worden. Als tropisches Jahr bezeichnet man die Zeitdauer zwischen 
zwei aufeinanderfolgenden Durchg3.ngen der Sonne durch den FrUhlingspuokt. Diese Periode ist 
zwar auch veranderlich. die Veranderung ist aber gering, our einige Sekunden in I 000 Jahren, 
und der Gr0Oe nach bekannt; durch Wahl einer be3timmten Periode, die fur einen angegebenen 
Zeitpunkt gilt, wird ein bestimmtes tropisches Jahr als Normal ausgew3.hlt. Die hiernach gez3.hlte 
Zeit ist als Rechengr0De absolut gleichformig und wird Ephemeridenzeit bzw. Newtonsche Zeit ge
nannt, weil sie in der Astronomic zur Berechnung der Koordinaten der Himmelsk0rper, der Ephe
meriden, verwendet wird. Danach ist die Sekunde, s, als Zeiteinheit festgelegt als der 31 556 925,974 7te 
Tei! des tropischen Jahres fur 1900, Januar 0, 12 Uhr Ephemeridenzeit; nach dem Kalender ist 1900, 
Januar 0, der 31.12.1899. 

Stemzeit. Die Zeitdauer zwischen zwei aufeinanderfolgenden Kulminationen des FrUhlingspunktes T 
ist der Sterntag. Er wird eingeteilt in 24 h* (Sternstunden) zu je 60 min• (Sternminuten) von je 60 s•, 
(Sternsekunden). Der Sterntag beginnt mit der Kulmination des FrUhlingspunktes. Der im ZeitmaB 
ausgedriickte Stundenwinkel tj des Friihlingspunktes ist die Sternzeit. Sie ist fur alle Orte auf dem
selben Erdmeridian gleich groB und heiBt OrlSsternzeit, fur 0stlich gelegene Orte ist sie gr0Ber, fur 
westlich gelegene kleiner. Aus der fur denselben Moment giiltigen Ortssternzeit zweier Orte 11 und t2 

13.Bt sich die LQngendifferenz LI).= (A2 - ).1) der beiden Orte berechnen. Einer Sternzeitdifferenz 
Lit= (t2 - t1) von 24 h* entspricht cine Llingendifferenz von LI). = 360°, einer Stunde h* entspre
chen demnach 15°, einer Sternminute I 5' und einer Sternsekunde 15". lJmgekehrt entsprechen einem 
Grad L3.ngendifferenz 24 h*/360° = I h*/ 15 = 4 min•. Wenn daher der Frtihlingspunkt in Leipzig 
mit }, = 12,4° 0 kulminiert, ist in Ulan-Bator mit A 106,9 0 bcreits (106,9- 12,4)·4min• 
= 378 min• = 6 h* 18 min• Sternzeit. 

O,t -◊-Wost 
Der Sonnentag. Weil das Leben des Menschen weit
gehend auf den Lauf der Sonne eingestellt ist, wird 
neben dem Friihlingspunkt auch die Sonne als Zeit
marke bzw. Zeitzeiger verwendet. Sic hat fur diesen 
Zweck ihm gegeniiber wesentliche Nachteile; ihrc 
Jahresbahn durchl3.uft die Ekliptik, w3.hrend er auf 
dem Aquator festliegt, und ihre Geschwindigkeit in 
der Ekliptik ist nicht konstant wegen der ungleich
formigen Bewegung der Erde auf ihrer Kepler-Ellip�.: 
um die Sonne. Man hat deshalb neben der wahre11 
oder w;rk/ichen Sonne cine mitt/ere Sonne eingefuhrt. 
deren Rektaszension °'"' gleichformig von 0° bis 360 
im Laufe eines Jahres wachst. Der Stundenwinkel ''" 
dieser mittleren Sonne legt eine mill/ere Sonnenzeit 
oder mill/ere Zeit fest zum Unterschied vom Stunden
winkel lw der wahren Sonne, der die wahre Sonnenzeif 
restlegt. Die Differenz beider, und zwar lw - t,,. = Zgl 
wird Zeitgleichung genannt. Abb. 12.3-10 zeigt die 
Stellung der wahren Sonne, wenn die mittlere ge
rade kulminiert; ist z. B. die Zeitgleichung negativ, 
also t,,. > tw , so eilt die mittlere Sonne der wahren 
voraus, kulminiert also schon, wenn die wahre Sonne 
noch 0stlich des Meridians steht. Das Verh3.ltnis der 
Dauer eines Sterntags zu de� eines mittleren Sonnen- 12.J-10 Graphische Darstellung der Zei1-
tags ergibt sich daraus, daB das tropische Jahr in gleichung, 1- - ''" = Zgl im Laufc cines

Sternzeit 366,242 2 d, in mittlerer Zeit jedoch Jahres; ◊ mittlcre Sonne 
365,2422 d Z3.hlt. Man erhiilt: 24 h mittlere Zeit 
= 24 h* 3 min• 56,55536 s•; 24 h .. = 23 h 56 min 4,09058 s mittlere Zeit, I h mittlere Zeit 
= 1,002 737 909 h•, l h• = 0,997 269 567 h mittlere Zeit. 

Zonenzeit. Es ist selbstverstiindlich, daB auch die wahre bzw. mittlere Zeit eine Ortszeit ist, dafl nur 
die auf demselben Erdmeridian liegenden Orte dieselbe Ortszeit haben. Diese fiir den modernen Yer
kehr unbequeme Naturgegebenheit wird dadurch ertriiglich, daB alle Orte in einer Zone, in einem 
Kugelzweieck mit dcr Langenditferenz J 5°, die Ortszeit des Mittelmeridians als Zonenzeit verwenden. 
Oie mittlere Ortszeit des Meridians von Greenwich, A = 0, wird als Weltzeil oder mitt/ere Greenwicher 
Zeit, mGZ, bezeichnet, die vom Meridian}.= -15° oder}. = 15° 0 als Mitteleuropllische Zeit, 
MEZ. 



302 12. Spbiriscbe Trigonometrie 

&ispi,!I 1: Am 18. 11. vormittags steht cin Schiff auf 'P = 54°57' N. Man bcobachtct die SonncnhOhe h. = 9°1 S'. Das Schiff'schronometer gibt mGZ = 811 5gmin 20' an, das nautische Jahrbuch d. = -19°12' und die Zcitg]eichung + 14 min SO s. Auf wclchcm Meridian bcfindct sich das Schiff? - Im nautischcn Drcieck Zenit Z - Pol PN -Sonne s sind die drei Seiten bekannt, zS = 90° - h = so04s', zPN = 90° - 'P = 35°03', sPN = 90° - d = 109°12'. Filr die Erginzung t' des Stundcnwin• kels t zu 360° ergibt der Halbwinkelsatz 
sin-}t'= sin [s -(90° -g,)] sin [s- (90° - 6)] sin (90° - g,) sin [90° - 6) 

lg sin 90° - h = 80°45'i9,9895o 90° - g, = 35°03' 8,76015 90° - 6 = 109°12' 8,74965 2s = 225°00' 9,75913 s = 112°30' 9,97515 s - (90° - 9') = 77°27' 9,01537 s-(90° -6) = 3°18' 9,50768 (1/2) t' = 18°46'34" 12.3-11 Sch�ma1ischc Darstcllung links dcr H immcls-. rrdm dcr Erdkugcl zu Bcispicl 2 

Die Beobachtung fand 2 h 30 min 13 s vor der Kulmination dcr wahrcn Sonne stall, also um \2h - 2h 30"'1" 131 = 9h 29min 47'. Die mittlere Ortszcit betriigt abcr 14 min 50 s weniger oder 9h 14min 57'. Die Diffcrcnz gcgen die mGZ ist 9h 14min 571 
- Sh 5gmin 20' = 16 min 37 s bzw. (16 min 37 s)° : 4 = 4°9115°. Das Schiff bcfindet sich in A= 4°9'15" 0 und 54°57' N. 

Bei.spiel 2: Auf einem im Stillcn Ozean nOrdlich des A.quators fahrcnden Schiff wird um I Sh 5Qm1" mGZ cine SonncnhOhc von h1 = 21,7° gemessen bci cincr dcm nautischcnJahrbuch cntnommencn Deklination <51 = -10,15° der Sonne und eincr Zcitgleichung Zgl = +15 min3 s. Nach 15,2 sm Fahrt auf dem durch den Kurs N 67 ,5° W festgclegten GroOkrcis kulminicn die Sonne in der HOhe h2 = 35° bei einer Dcklination 62 = -10,21° (Abb. 12.3-11). Welches sind die Koordinaten der Beobachtungsorte? - FUr die KulminationshOhe h2 der Sonne gilt: hmu = h2 = 90° - <p2 + d2 oder <p2 = 90° + d2 - h2 , d. h., <p2 = 44,79°. Auf der Erdoberfliiche ergibt sich zwischen den beiden Beobachtungspunkten P 1 und P2 sowie dem Nordpol Nein Kugeldreieck P 1NP 2 • Unte�inem Kurswinkcl o: = 67,5° in Punkt P 1 hat das Schiff zwischen den Beobachtungen den Weg P1 P2 = 15,2 sm = 15,2 ',.!.:852 km, also den Bogen s = (360 · 15,2 · 1,852)/(2,,R) = 0,253° zuruckgelegt. Die Gegenseite P,N zum Kurswinkel"' hat dieGrOBe 90° -q:i2 = 45,21°; nach demSinussatz findctman.1A aus sin.1). = sin.ssino:/sin(90°-q,1); man erh3lt ..1). = 0,329°. Im selben Drcieck ergibt die Nepcrschc Analogic 2a): tan [(90° -g,1 )/2) = tan ((90° -g,2 - s)/2] · sin ((11< +Lll)/2)/sin ((11< -Lll)/2), also 90° -g,1 = 45,3°, d. h., g,1 = 44,7°. � Im nautischen Dreicck ZPN S1 dcr ersten Beobachtung sind die drei Seitcn ZS1 = 90° - h1, zf'N = 90° -cp1 und P"';s1 = -90° - d1 bekannt; aus dem Seitenkosinussatz 13Bt sich daraus der den Stundenwinkel t zu 360° ergiinzende Winkel t' berechnen: cos t'=(sin h 1 - sincp1 sin d1)/(coscp1 cos d 1 ); man erhalt t'=45,l3°= 3,01 h=3 h O min36 s. Die wahre Ortszeit der ersten Beobachtung war J2h - Jh om1n 36'= Sh 59mtn 24', wegen ,. = ,. -Zgl. entspricht dicsem Wert cine mittlere Ortszeit Sh 44min 211
• Gegen die mittlere Ortszeit von Greenwich betriigt die Zeitdifferenz 18h somln - Sh 44mln 21• = 10 h 05 min 39 s oder 10,094 h; die L.ingcndifferenz ist demnach I 0,094 · 15° = 151,41 °. Dabei liegt Greenwich Ostlich von P 1• die Lange von P 1 ist deshalb l 1 = 151,41° W und die von P2 ist A2 = l1 +Lil= 151,74° W. 
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Der Grundgedanke der analytischen Geometric besteht darin, daO geometrische Untersuchungen mit 
rechnerischen Methoden gefiihrt werden. Dieses Verfahren hat sich als auBerordentlich fruchtba( 
erwiesen. Die Verschmelzung geometrischcn und algebraischen Denkcns in Vcrbindung mit dem 
funktionalen Denkcn stellt ein machtiges Hilrsmittel des menschlichen Verstandes zur Erforschung 
und Erfassung der objcktiven Rcalit3.t dar. Hiervon gcht glcichzeitig ein besonderer mathematischer 
Reiz aus, und in dieser Methode liegen wesentliche Elemcnte der Denkschulung. Die Entstehungs
zeit der Methode der analytischen Geometric charakterisiert zusammen mit cfer Herausbildung der 
Methoden der Differential- und lntegralrechnung den Obergang zur modernen Mathematik. Als 
Markierungspunkt kann man das Jahr 1637 ansetzen, in dem der Discours de la Milhode [Abhand
lung von der Methode] von DESCARTES erschien, G.brigens anonym, um Auseinandersetzungen mit 
der Kirche zu umgehen. In diesem auch fur die Geschichte der Philosophic bedeutsamen Werk ist 
im dritten Teil mit dem Titel La Giome1rie das Grundprinzip der analytischen Geometric systematisch 
dargelegt. Kurz vorher hatte FERMAT (1601-1665) ebenfalls Methoden der analytischen Geometric 
ausgcarbeitet, abcr seine Abhandlung Ad locos pianos et so/idos isagoge [EinFG.hrung in die ebcnen 
und raumlichen gcometrischen Orter] blieb bis 1679 ungedruckt. Da die ,.GCom6trie'' von DESCARTES 
noch dazu in den Bezeichnungsweisen gHicklicher war, kniipfte die Ausarbeitung der Methode der 
analytischen Geometric vorwiegend an DESCARTES an. lhre heutige Ausfo,mung hat sie freilich erst 
weit nach DESCARTES erhalten, insbesondere durch Leonhard EULER (1707-1783). So verwendete 
DESCARTES noch nicht zwei Achsen, und erst seit EULER, dem man einen groOen Teil der heutigen 
Bezeichnungen verdankt, zieht man aus den Gleichungen der geometrischen Orter weitgehende 
SchlG.sse, wahrend DESCARTES und FERMAT im allgemeinen mit der Aufstellung der Gleichung die 
Untersuchung als beendet ansahen. 

I 3.1. Ebene Koordinatensysteme 

Die Verschmelzung geometrischen und algebraischen Denkens wird dadurch erreicht, dafl man die 
geometrischen Gebilde als Punktmengen auffaBt und jedem Punkt Zahlenwerte zuordnet, durch die 
er sich von anderen Punkten unterscheidet. Eine Kurvc oder cine Gerade ist dann Trager einer 
Gesamtheit von Punkten, fur deren Zahlenwerte bestimmte Beziehungen gelten, die man Gleichungen 
dieser Gebilde nennt, z. B. Gleichung einer Ellipse oder einer Geraden. Das Bild einer lincaren Glei
chung in zwei Variablen ist stets cine Gerade, das einer quadratischen ein Kcgelschnitt. Die Grund
lage fur diesen Aufbau der analytischen Geometric ist die Zuordnung zwischen Punkt und Zahl, 
die cineindeutig sein muB. Auf einer Geraden oder allgemeiner einer Kurve genG.gt cine Zahl, auf 
einer Ebcne oder Flache ein Zahlenpaar, im Raum ein Zahlentripel, um einen Punkt eindeutig fest
zulegen, und umgekehrt bestimmt ein Punkt auf ciner Kurve eindeutig cine Zahl, auf einer Flache 
ein Zahlenpaar und im Raum ein Zahlentripel. Diese Zahlen wcrden Koordinaten genannt. Sic )assen 
sich auf verschiedene Weise gewinnen; das Mittel, sie festzulegen, sind die Koordinatensysteme 
(vgl. Kap. 24.1.). 

Zahlengerade. Auf einer Geraden ist die Lage jedes Punktes P eindeutig bestimmt, \\·enn auf ihr ein 
Nullpunkt O [lat. origo, Ursprung, Anfang] und cine Einheitsstrecke e = 0 I gegebcn sind; dabci ist 
durch die Reihenfolge von O und I der Durchlaufsinn der Geraden festlegt. Die ganzzahligen Viel-
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fachen der Einheitsstrecke erhalt man durch wiederhohes Abtragen von e entweder von O Uber J 
hinaus in positiver Richtung oder von 1 Uber O hinaus in negativer Richrung (Abb. 13.1-1). Oen End
punkten der Vielfachen werden die ganzen, positiven bzw. negativen, Zahlen zugeordnet. Entweder 
ist der Punkt P einer der Endpunkte, oder er liegt zwischen zweien von ihnen, sein Zahlenwert z. B. 
zwischen n und (n + I); immer gibt es cine reelle Zahl x, so da8 das x-fache von eden Abstand 
1OPI des Punktes P vom Koordinatenanfangspunkl O angibt. Fllr positive x gilt n � x < n + I 

und fur negative -n' � x > -n' - I. 
negative Richtung positive Richfung Die Zahl x ist die Koordinare des Punkies 

P. Umgekehrt bestimmt auch jede reelle 
p' 0 p Zahl x eindeutig einen Punkt P der 

-n'-1 -n' -3 -2 -1 3 n n+1 .;a;l�ng��:en du�t;
ch _\g�\:;:: ���

13.1-1 Zahlengerade X < 0. 

Parallelkoordinatensysteme 
Schiefwinklige Parallelkoordinaten. Um die Lage eines Punktes in einer Ebene fcstzulegen, sind 
zwei Zahlengeraden mit den Koordinatenanfangspunkten O und O' sowie den Einheitsstrecken 

e = 0 l und e' = O' I' notwendig, da die Ebene zwei Ausdehnungen hat. Man ordnet die Geraden 

meist so an, daB ihre Nullpunkte zusammenfallen, 0 = O', nennt sie Achsen des Koordinatensystems 
und bezcichnet sie meist als x- oder Abszissen- und als y- oder Ordinarenachse [lat. abscindere, ab
reiBen, ordinare, ordnen]. SchlieDen die Achsen einen Winkel der Gr0Dea < 180° gegeneinander ein, 
so wird in Rechtssystemen die Achsenbezeichnung so gewahlt, daB eine Drehung der +x-Achse im 
positiven mathematischen Drehsinn (entgegen der Uhrzeigerdrehung) um einen Winkel der Gr613e IX 
zur +y-Achse filhrt; in Linkssystemen gilt der entgegengesetzte Drehsinn. Die Ebene wird durch die 
Koordinatenachsen in vier Gebiete geteilt. DieseQuadranten werden in dem dem Koordinatensystem 
zugrunde liegenden Drehsinn als I., II., III. und IV. Quadrant geZ3hlt. Liegt ein Punkt Pin einem 
dieser Quadranten, so 138t sich durch ihn zu jeder Koordinatenachse cine Parallele legen, die die 

andere Achse in einem Punkt schneidet, die x-Achse in P', die y-Achse in P" (Abb. 13.1-2). Die 
Koordinaten x und y dieser Punkte auf ihren Zahlengeraden sind die Koordinaten des Punktes P. 
FUr verschiedene Punkte ergeben sich verschiedene Zahlenpaare (x, y). Umgekehrt findet man zu 
jedem Zahlenpaar (a, b) auf den Koordinatenachsen zwei Punkte P,, , Pb durch m(OP,,) = ae und 
m(OP,,) = be'. Die Parallelen durch diese Punkte P11 , Pb jeweils zur anderen Achse schneiden ein
ander in einem Punkt, bestirnmen demnach eindeutig einen Punkt Pl , dessen Koordinatcn a und b 

sind. - Auch wenn der Punkt P auf einer der Koordinatenachsen liegt, ist zur Bestirnmung seiner 
Lage als Punkt der Ebene ein Zahlenpaar erforderlich. Er fa.lit dann mit P' bzw. P" zusa.mmen, 
w3hrend der Punkt auf der anderen Achse in den Koordinatenanfangspunkt fallt, seine Koordinate 
also Null ist. Punkte auf der Abszissenachse haben Koordinaten (x, 0), Punkte auf der Ordinaten
achse dagegen (0, y). In dem den Punkt P kennzeichnenden Zahlenpaar wird stets die x-Koordinate 
oder Abszisse an erster Stelle genannt, die y-Koordinare oder Ordinate an zweiter Stelle. Dem Ko
ordinatenanfangspunkt oder Koordinatenursprung entsprechen die Koordinaten (0, 0). 
In jedem Quadranten haben die Koordinaten bestimmte Vorzeichen. Nach der angegebenen Zahlung 
der Quadranten ergeben sich die in der Tabelle zusammengestellten Vorzeichen. 

I 
p 

13.1-2 Schiefwinkligcs Koordinatcnsystcm Vorzeichen Punkt liegt 
Abszisse Ordinate im Quadrant 
+ + I 
- + II 
- - III 
+ - IV 

Rechtwinklige Parallelkoordinaten, kartesiscbe Koonfinaten. 
In einem kartesischen Koordinatensystern stehcn die Koor-

Pa dinatenachsen senkrecht aufeinander, und auf beiden Achsen 
wird die gleiche Ltingeneinheit gew3hlt. Auch die beiden 

Parallelen durch einen Punkt P, durch die man die ihm zu
geordneten Koordinaten findet, stehen senkrecht aufein-

ander und auf den Koordinatenachsen. Dieses rechtwinklige Koordinatensystern wird in der 
M ehrzahl der Fa.lie verwendet, und zwar meist ein Rechtssystem, im Vermessungswesen dagegen 

ein Linkssystem (vgl. Kap. 10.1. - Definition der trigonometrischen Funktionen fur beliebige 
Winkel). 
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.&ispiel: In Abb. 13.1·3 licst man aus der Zeichnung ab, daB P1 die Koordinaten x1 = +2 und 
y1 = +3 hat. Wenn man einen Punkt P2 mit den Koordinaten x2 = -3/2 und y2 = +5/4 ein• 
ZClchnen soll, kann er nur die angegc:bene Lage haben. Der Unprung hat die Koordinaten O und 0. 

I P, 

�-t-;,-+-,--+-·e-·--+--+--t 

13.1-4 Polarkoordinatcn 1p = 45° und e .... 4 des Punkies P 

Polarkoordinaten 

Das Polarkoordinatensystem. Ein Polarkoordinatensystem ist bestimmt durch einen festen Punkt O, 

den An/angspunkt oder Pol, und cine von ihm ausgehende Nullrichtung oder Achse, auf der wie auf  
einem Zahlenstrahl positive Langen abgetragen und gemessen werden kOnnen. Ein beliebiger Punkt 
P der Ebene Ia8t sich dann festlegen erstens durch die WinkclgrODe <p, um die der Zahlcnstrahl im 
positiven mathcmatischen Drehsinn gedreht werden muB, bis er durch den Punkt P liiuft, und zwei
tens durch den auf dem Zahlensfrahl gemessenen Abstand (} des Punktes P vom Pol (Abb. t 3.1-4). 
Die WinkelgrOBe q, nennt man Abweichung, Phase, Amplitude oder Anomalie; sic kann Werte von 0° 

bis 360° annehmen; die Lange IOP[ = f! heiBt Radius; er kann nur positive Werte annehmen. FUr 
den Punkt O selbst ist fl = 0, und <p ist unbestimmt. 

Oberpnc von einem Koordinatensystem zum anderen 

Ein und dasselbe geometrische Gebilde, z. B. ein Kreis. kann in zwei verschiedenen Koordinaten
systemen K1 und K1 beschriebcn werden; z. B. in einem kartesischen und in einem Polarkoordinaten
system. FUr dieselbcn geometrischen Eigenschaften findet man dann zwei Gleichungen f, (x, y) = 0 
und fit 11) = 0. Anstatt jede der beiden Funktionen aus den geometrischen Gegebenheiten herzu
leiten, kann man aus einer Funktion die andere entsprechend den Eigenschaften der Koordinaten
systeme und ihrer Lage zueinander berechnen. Man spricht dann von einer Transformation des einen 
Systems in das andere. Die Transformationsgleichungen mUssen infolgedessen angebcn, wie aus den 
Koordinaten (x, y) eincs Punktes in K1 die Koordinaten (E, 71) desselben Punktcs in K1 bcrcchnet 
werden kOnnen - und umgekehrt. Sind die Transformationsgleichungen x = tl(E, 11), y = t1(E, 71) 
bzw. ihre Umkehrungen E = r1(x, y), 11 = r2(x, y), so gehen durch Einsetzen die Gleichungen 
f1(x, y) = 0 und f1(�. TJ) = 0, die das geometrische Gebilde beschreiben, ineinander Uber. 

Tramformatioo von Polarkoordinaten in kartesische uncl umgekehrt. 
Zur Vereinfachung darf angcnommen werden, da8 der Pol des 
Po1arkoordinatensystems mit dem Koordinatenanfangspunkt des 
kartcsischen Koordinatensystems und seine Achse mit dessen x
Achsc zusammenfaUen. Hat dann ein Punkt P die Polarkoordinaten 
(g, <p) und die kartcsischen Koordinaten (x, y), so gilt nach Be-

Pz 

b
i

::o�"J:r� :: :r�h��;�:e�i!:tm=;n° :.
s 
d�t aiie ,�

i

de:•ei:!,�:� .Y2 

'l 
y 

Quadranten mOglichen Vorzeichenkombinationen von x und y an
genommcn werden, wenn <p alle Werte zwischen NuU und 2n 
annimmt (Abb. 13.1-5). 13.1-5 Bcziehung zwischen kartc

sischen und Polarko-
X=f!COS<p 

y=e sing, 
x2 +y2 =e2 

e = Vx' + y' 
cos 'P 

x 
sin 9' = 

__ Y== . ordinaten 

=�• Yx'+Y' 
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&ispiel 1: Hat P1 die rechtwinkligen ParaUelkoordinaten (3. 4), so crhi.lt man p1 = V32 + 42 

= ffs = S; COS9'1 = 3/5 = 0,6; sin q,1 = 4/5 = 0,8; aus cincr trigonomctrischen Tafel demnach 
9', = S3,l 3°. Danach hat P1 im Polarkoordinatcnsystcm die Koordinatcn p1 = S und q,1 = 53,13°. 
&ispiel 2: Hat P1 die Polarkoordinatcn e2 

= 3, <p2 = 120°, so ergebcn sich fur die rcchtwinkligcn 
Parallelkoordinaten x2 = 3 cos 120° und Yz = 3 sin 120° bzw. x2 = -3/2, y2 = 3/2 Vi 
&ispiel J: In Polarkoordinaten ist die Glcichung eines Krcises um den Pol mit dcm Radius r 
gcgcbcn durch e = r; 0 :E; rp < bi. Ohne wciterc geometrischc Betrachtung ergibt sich durch Ein
sctzen dcr Transformationsgleichungen die Kreisglcichung in kartesischcn Koordinatcn 
(! = Vxl + yl = r oder x2 + Y2 = ,.2, 

Parallelverscbiebung eines Systems recbtwinkliger Parallelkoordinateo. Sind zwci vcrschiedene 
kanesischc Koordinatensysteme K1 mit den Koordinaten x und y und K2 mit den Koordinaten ,; 
und TJ so gclegen, daO ihre entsprechenden Achsen parallel zueinander laufen und daft der Koordina
tenanfangspunkt 02 von K2 in K1 die Koordinaten (a,b) hat (Abb. 13.1-6), dann hat derselbe 
Punkt Pin K, die Koordinaten (<,�).in K1 aber (x, y), und es gilt: x =a+<, y = b +� mil den 
Umkehrungen e = X - a, TJ = y - b. 

Koordinatentransformation 
bei Parallelverschiebung 

x=a+< o=x-a 

Y = b + � Umkehrungen � = Y _ b 

Diese Transformationsformeln gelten stets, unabhangig davon, in welchen Quadranten der Ursprung 
des neuen Systems zu liegen kommt; sind z. B. a und b beide positiv, so erfolgt die Verschiebung 
nach rechts oben; sind a und b beide negativ, so erfolgt sic nach links unten. 

y 1J y 
X Pix,yl 

Pl(1J 
1J 

£ � 

T/ 

y•2x-1,2 

Oz y 
0 

b 
-1,2 

a o· 

o, X 

13.1-6 Zwei parallel gegeneinander 13.1-7 ZurTransformation 
verschobene rcchtwinklige Parallel- der Glcichung ciner Geradcn 
koordinatensyslemc 

13.1-8 Drehungdes Koordinatensystems 

&ispitl 4: Das x, y-System soll so transformiert werden, daB der Ursprung des zu ihm parallelen 
<, 17-Systems in den Punkt P (4, -2,S) flillt, d. h., es ist a= 4, b = -2,S. Es g,:lten die Transfor
mationsgleichung,:n x = 4 + <, y = -2,S + �-
&ispitl 5: Im x, y-Koordinatensystem liegt cine Kurve (Gerade), dercn Gleichung im x, y-System 
y = 2x - 1,2 ist (Abb. 13.1-7). Setzt man in ihr x = 0, so erhalt man ihren Schnittpunkt mit 
der y-Achse, er hat die Koordinaten (0, -1,2). Legt man in diesen Schnittpunkt den Ursprung O' 
eines E, 17-Koordinatensystems, dessen Acbsen den entsprechenden des x, y-Systems parallel laufen, 
so lauten wesen a = 0 und b = -1,2 die Transformationsgleicbungcn x = <, y = � - 1,2. 
Sie g,:lten fur jeden Punkt der Ebene. Im <, 17-System hat die Kurve (Gerade) demnach die Glei
chung: TJ - 1,2 = U - 1,2 oder 1J = U. Man sieht, daB in diesem Fall durch die Transformation 
die Form der Gleichung einfacher geworden ist. 

Drebuna elnes Systems rechtwinkliger Parallelkoordlnaten. Das x, y-System rechtwinkliger Parallel
koordinaten werde - bci fcstgehaltenem Ursprung - im mathematisch positiven Sinn um die Winkcl
gr08e v, in ein E, TJ-System gedreht. Ein Punkt P habe im alten System die Koordinaten x und y, im 
neuen die Koordinaten E und TJ (Abb. 13.1-8). Die Projektion der e-Koordinate auf die x-Achse hat 
dann fur jcden Winkel der GrODe tp den Wert m(OC) =; costp. Die rJ-Achse isl im Winkel der 
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GrOBc (w + 11/2) gegcn die x-Achse gencigt. die Projcktion dcr Koordinatc 1J auf dje x-Achse ist 
deshalb nach eincm Satz dcr Goniometric m(CA) = 1J cos (v, + n/2) = -1} sin v,. Im Sinne dcr 
Vektoraddition gilt mithin: x = 0A =QC+ CA= m(OC) + m(CA) = < cos,p - T)Sin,p. 
Der Neigungswinkel der f-Achse gegen die y-Achse hat die Grt!lle (,p - n/2) fiir jeden Wert ,p; der 
der 1)-Achse gegen die y-Achse entsprechend (-n/2 + ,p + n/2) = ,p. Danach erhalt man fiir die 
Projektion der f-Koordinate auf die y-Achse: m(OD) =<cos (,p - n/2) =<sin ,p und fiir die der 
17-Koordinate auf die y-Achse m(_DB) = 1J cos tp; mithin gilt fur die y-Koordinate die Transformations
gleichung y = OB= OD+ DB= m(OD) + m(DB) = < sin,p + T)COS,P. 

�f����
t

��\r�����!r:ns X = ; C� tp - 1J sin 'I' ; : X C!'5 V' + y Sin tp 
um die WinkclgrOBcv, Y-; smy, + 1JCOStp 1J --xsmy, + ycostp 

Die Formcln fur; und 1J ergeben sich, indem man das ;, 11-System um die WinkelgrOllc -w dreht. 
Beispiel 6: Welche Koordinatcn hat der Punkt P ( 2, 4) in eincm um 'P = 30° gcdrchten Koordi
natensystcm? - Die altcn Koordinaten sind x = 2, y = 4; wcgen sin tp = ½, cos 'I'= ½ VJ 
gitt • = 2 . '/1 V3 + 4 · ½ = 2 + VJ.

1/ = -2 · '/, + 4 · '/, V3 =-I+ 2¥3. 
Hinweis. Durch Parallclvcrschicbung des Koordinatcnsystcms la8t sich. wic obcn im Bcispicl gczeigt 
wurde, das absolute Glied eincr Kurvengleichung eliminicren. Mittcls Drchuog ist es stets mOglich, in 
Kurvenglcichungen, die in den Ver.inderlichen x und y quadratisch sind, das gemischte Glied mit xy 
wegzutransformieren ( vgl. 13.5. - Diskus.sion der allgcmeincn Glcichung zweitcn Grades). Davon 
macht man bei dcr Hauptacluen1ransformation Gebrauch ( vgl. Kap. 17.6. - Hauptachsentransfor• 
mation). Durch Drehung um¥' = 45° crhilt man z. B. fur die Gleichung x2 + xy + y1 - 3 = 0 

x =•cos 45° - '7 sin 45° = 1/1C. - '7)Y2. 
y =•sin 45° + '7 cos 45° = 1/1( <  + '7H12, 

und durch Einsetzen in die gcgebene Gleichung 

oder 
1/1C.' - u,, + T/2) + 'J,<e - '72) + 1/,(;2 + u� + 1)2)- 3 = 0 
3<' + ,,, - 6 = 0. 

13. 2. Punkt und Gerade 

Streck• und Tdl,erbiiltnls 
Linge einer Strecke. Die Lingc ciner Streckc, d. i. die Entfcrnung 
zwischen ihrcn beidcn Endpunktcn, wird in dcr Planimetrie mit 
cincm Ma8stab gemcsscn. in der analytischen Geornetrie soil sic 
aus den Koordinaun der Endpunkte bestimmt werdcn. Habcn 
die Endpunkte P1 und P, der Strecke ( Abb. 13.2-1) die recht
winkligcn Parallelkoordinatcn Pl(x1, y1) und P2(x2• y2), so 
findct man die Lange JP1P21 dcr Streckc P1P2 nach dem Satz 
von Pythagoras. 

Lange dcr Strccke P1P2 , Entfernung dcr Punkte P1 und P2 

JP,P,1 = V(x, - x, )2 + (y2 - y1)2 

)( 

JJ.2.1 Entfcrnung zweicr Punk1c. 
Llinge cincr Strcckc 

&ispi,t,. I: Gegehen: P.( I. 8),P1 (4, 2); gesucht IP1P21 = V(4 - 1)1+ ( 2 - 8)2 = V32 + (-6)2 

= v:.ii ... 6,11. 
2: Gegc:ben: P3(-3, -2), P4(-6, -1); gesucht: IP3P4l=V(-6+3)2+(-I +2)2 = (1o.., 3,16. 
3: Um wieviel ist der direkte Weg von P1 nach P., kilrzer als der Umwea von P1 Ober P2 und P3 

nach P 4? - Man findet: 
IP,P.I = V130,w 11, 40 

und IP,P,I + IP1P,I + IP,P.I = V45 + V6S + vTo ... 6,71 + 8,06 + 3,16 = 17,93, 
d. h.,der Unterschied ist 17, 93 - 11,40 = 6.53. 



308 13. Analytische Geometrie der Ebene Teilverhiltnis einer Strecke. Hat eine Gerade durch eine orientierte Strecke P1 P2 den Durchlaufsinn von P1 nach P1 erhalten und liegt auf ihr ein weiterer Punkt P, der nicht mit P2 zusammenfiillt, so sagt man, daB der Punkt P die Strecke P1 P2 im Yerhaltnis m(_P1 P): m(PP2 ) =). teilt ;). heiBt das 
Teilverhtiltnis des Punktcs P in bezug auf die Strecke P1 P2 • Liegt demnach der Punkt P zwischen P1 und P2, so haben P1 P und PP2 gleiche Richtung, ihre MaOzahlen gleiches Vorzeichen, und A ist positiv. Liegt P au8erhalb der Strecke P1 P1, so haben P1 P und PP2 entgegengesetzte Richtung, ihre MaBzahlen haben entgegengesetzte Vorzeichen, und ). ist negativ. Diese Vorzeichen von ). 3ndern sich nicht, wenn die Gerade selbst orientiert ist, auch nicht, wcnn der durch diese Orientierung gegebene Durchlaufsinn von dem durch die Strecke P1 P2 bestimmten Durchlaufsinn verschieden ist. Eine Orientierung dcr Geraden andert das Teilverh31tnis A nicht. Es wird auch die Schreibweise !. = (P,P2, P) = m(P,P)/m(PP,) benutzt; fur den absoluten Bctrag von !. gilt l!.I = IP,PI/IPP2 1. Eine genauere Untersuchung zeigt, da8 jede Lage des Punktes P auf der Geraden durch einen Wert des Teilverhaltnisses A gekennzeichnet werden kann (Abb. 13.2-2). Man sieht sofort, da8). monoton wachst, wenn P von P1 aus die Strecke P1 P2 durchlauft, weil in A= m(P1 P)/m(PP2 ) der Zahler stets wachst und der Nenner immer kleiner wird. FUr P = P1 ist J. = O; fur den Mitte/punkt M der Strecke P1 P2 gilt AM = + 1; wenn aber P sich dem Punkt P2 beliebig nahert, wachst A Uber jeden endlichen Wert hinaus. 1st P ein tiu,Perer Teilpunkt der Strecke P,P2, so ist die Differenz der Langen von P1 P und PP2 stets gleich der Lange von P1 P2, und ist fur das Verh3.ltnis J. = m(P1 P)/m(PP2 ) von um so geringercm EinftuU, je grOBer die Strecken P,P bzw. PP2 sind, d. h., wenn our P genUgend weit von der Strccke P1 P2 entfernt ist, unterscheidet sich J. = m(P1 P)/m(PP2 ) um beliebig wenig von -1. Dabei spielt es keine Rolle, ob Psich Uber P2 hinaus oder Uber P1 hinaus von der Strecke entfernt. Man sagt dafur kurz: in dem uneigentlichen oder unendlich fernen Punkt P der Geraden hat das Teilverhiiltnis den Wert!.= -1. Niihert sich Pvon aullen demPunkte P1 ,so giltlPP,I = IPP,I + IP,P,I > IPP,1, der absolute Betrag des Teilverhaltnisses ist deshalb stets kleiner als 1, oder A wachst von -I bis 0. Niihert sich der Laufpunkt P von aullen dem Punkte P,. so gilt IP,PI = IP,P,I + IP,PI > IP2 PI, d. h ., l!.I = IP,Pf/lPP,I > I, dabei hat man IPP21- 0 CX:er l!.I - oo, wenn P - P,; !. nimmt danach von -I monoton ab bis -<X>, wenn P sich als AuBerer Teilpunkt von auBen zum Punkte P2 bewegt. FUr P = P 2 ist ). nicht definiert. J. gcht fur Pals innerer Pun kt gegen +oo, als auBerer Pun kt gegen -oo. 

13.2-2 Wert des Tcilvcrh:ih
nisses .i., wcnn P 
eine Gerade g durchliiuft 

" P, ------------ 1 --- -------� 

/2-3 TeilverhAltnis I ��-d Geradcngleichung 
Ge.-.dengleichungen 

y 

Ricbtung einer Geraden. Einc orientierte Gerade g schlieBe mil der +x-Achse einen Winkel (x, g) mit m(i::(x,g) )  = q,ein, d. h., die +x-Achse geht nach einer Drehung um ihren Schnittpunkt S mit der Geraden g im positiven mathematischen Drehsinn in Rechtssysternen, in Li.nkssystemen im entgegcngesetztcn Drchsinn um den Winkel der Gr08e +q, in die Richtung der Geraden Uber. Mit der +y-Achse schlieBt die Gerade dann den Winkel (y,g) mit m(;:::(y,g) ) = (-11/2 + q,) cin (Abb . 13.2-3). Sind auf der Geraden zwei Punk.le P1 und P2 so gegeben, daB m(P1 P2 ) positiv ist, so zieht man zu jedcr Koordinatenachse durch jeden diescr Punkte cine Parallele, die die Achsen in P1,u P1• bzw. P17, P2 , schneiden. Die Projektionen der Strecke P1 P2 auf die Achsen siod dann fur jode Grolle ,p gegeben durch m(Pi,P,x) = m(P,P,) cos,p und m(P11 P,,) = m(P1 P2 ) cos (-,r/2+,p) = m<.P1 P2 ) sin q,. Sind x1 , y1 bzw. x1, y2 die Koordinaten der Punkte P1 und P2 , so gilt: x1 + m(P1"P211) = x2 , x2 - X1 = m(Pb P211: ) und 
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sinrp= 
Y2 -yi 

V<x, - x1)1 + (y1 - y1 )1 

Die WinkelgrOBc rp kann danach aus den Koordinatcn dcr Punkte P1 und P2 bestimmt wcrden; sic 
kann Wertc zwischcn O und 2n annehmen. In alien Fallen allcrdings, in dcncn die Orientierung dcr 
Gcraden g nicht bcachtct zu werdcn braucht, genGgt cs, diese Gr08c rp aus dem Tangenswert zu bc
stirnmcn: 

m = tan <p = (y1 -y1)/(x1 -x 1), <p = arctan ((y1 -y1)/(x1 - x 1 )]. 

Man beschrankt sich am be.5ten auf den Hauptwert der Arkustangensfunktion, d. h. auf Wcrte rp 
im Intcrvall -n/2 < q, < +n/2. Der Wert m wird Richtungsfaktor oder Ansticg dcr Geraden g 
genannt. 
Glelchung einer Geraden. Teiit ein Punkt P die Strecke P,P, im Verhiiitnis ,1 = m(P1P)/m(PP1) 
so gelten fur die Strecken P1 P und PP2 die entsprcchenden Gleichungen zu den eben gefundenen, 
z. B. x- x, = m(P 1P) cos<p und y

_
-y, = m(P,P) sin<p, 

x2 - x = m(.PP2) cos rp und y2 - y = m(,PP2.) sin rp. 
FUr das Teilverhiltnis erhalt man danach 

,1 = m(P,P): m(PP1) = ((x - x,)/cos <p): ((x1 - x)/cos <p) = (x - x 1 ): (x1 -x) 
oder ). = m(P,P): m(PP1) = ((y - y1)/sin <p]: [(y1 - y)/sin <p) = (y - y1 ): (y1 -y).
NimmtA allc Wcrtc zwischen -<X> und +oo an, so durchlauft der Punkt P die Geradeg; geniigen die
Koordinatcn x, y eines Punktcs P der Gleichung (x - x 1 ): (x2 - x) = (y - y1 ): (y2 -y), so licgt 
der Punkt P auf der Gcradcn. Man nennt seine Koordinaten x, y oft laufende Koordinaten. Durch 
korrespondierende Addition folgt aus a: b = c: d die Proportion a: (a+ b) = c: (c + d); danach 
lautet die Geradenglcichung (x - x 1 ): (x2 -x 1 ) = (y - y1 ): (y2 -y1 ). Aus ihr l38t sich durch 
Vcrtauschcn der inncrcn Glieder die Zweipunkuform gewinnen. In ihr bctont man, daB zwei Punkte 
P 1 und P2 die Gcrade vOllig im Koordinatensystem festlegcn; in dcr Punktrichtungsform, daO ein 
Punkt P1 und der Richtungsfaktor m = (y1 -y,): (x2 - x1 ) = (y - y1): (x - x 1 ) die Lage der 
Gcraden bcstimmen. 

Zweipunkteform Punktrichtungsform 
(y - Y,): (x - x 1 ) = (y1 -y1 ): (x1 - x 1 ) (y - y1 ) = m(x - x1 ) 

Die rcchte $cite (y2 - Yi)/(x2 - Xi) der Zweipunkteform hat die Bcdeutung von tan <p und kann je 
nach der Lage der Punkte P i und P2 zueinander alle Werte diescr trigonometrischen Funktion an
nehmcn. 
lnsbcsondere interessieren die Sonderfiille des Quotienten fur (y2 -y1 ) = 0 und fur (x2 -x1) = 0. 
Jm ersten Fall ist wegen tan<p = 0 die durch die Punkte P 1 und P2 bestimmte Gerade parallel zur 
x-Achse, und fur das Argument gilt cp = 0° oder cp = 180°. Aus der Geradengleichung folgt dann 
(y - y1)/(x - x i)= 0, y - y, = 0, y = y1 ; d. h., filr jeden Wender x-Koordinate eincs Punktcs P, 
der die Gerade durchHiuft, hat seine y-Koordinate den konstanten Wert y =Yi . Aus der Geraden
gleichung folgt so erneut, daD die Gerade der x-Achsc parallel ist. Im zweiten Fall ergibt sich aus 
tan cp = oo der Wert <p = 90

° oder cp = 270° und entsprechend aus der 3.quivalent umgeformten 
Geradengieichung (x - x 1)/(y-y1) = (x 1 -x 1 )/(y1 -y1 ) = 0 oder x - x 1 = O; fur bciiebige 
y-Koordinaten des laufenden Punktes P muD seine x-Koordinate stets den konstanten Wert x = xi 

haben; d. h., die Gerade verlauft parallel zur y-Achse. Die Gleichungen der x- bzw. y-Achsc sclbst 
lauten wegen y1 = 0 bzw. xi = 0 dementsprechend y = 0 bzw. x = 0. 
Aus den Gieichungen ,1 = (x - x 1)/(x1 - x) und !. = (y- y1 )/(y1 - y) !assen sich die Koordinaten 
x, y des Punktes P berechnen, der die Strecke PiP2 im Verhaltnis ). teilt; man erhillt z. B. ).x2 - Ax 
= x - x 1 oder x = (x 1 + !.x 1)/(i + !.). 

Punkt P teilt die Strecke P1P2 im Verhaltnis). 

FU:r den Mittelpunkt M der Strecke P1P2 ergibt sich x = (x 1 + x2)/2,y = (y1 + y2)/2, da). = +1. 

Beispiel 1: GrO/k <p des Richtungswinkels der Strecke P1P2 • 
a) Gegcbcn P1(2, 3) und P1(7, 8): 

7 - 2 5 I cos
,p J/(1- 2)2 + (8 - 3)2 vs'i""+si 

= 
Ti; 
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Der Richtungswinkel hat die GrOBe rp = 45°. 
b) Gegeben P1(-I, -2) und P2(0, 8): 

O+ I I cosq, 
Vco + 1>2 +cs+ 2>2 V101 ; 

. 8 + 2 JO smrp = 

VIOi 
= 

VIOi
; 

y 

Der Richtungswinkel hat die GrOBe rp = 84,3°. 
c) Gegeben P,(2, -3) und P,(-3, +5): 

13.2-4 Gerade durch P1 (-4. -2) und P2 (S, -41 

-3 - 2cosrp 
V(-3 - 2)2+ (5 + 3)2 

-5 . sinrp = 
+�; tanrp = -.!_=-1,6; 

V89 ' Vs9 5 
Der Richtungswinkcl liegt im II. Quadranten und hat die GrOBe rp = 180° - 58° = 122°. 
&ispiel 2: Gesucht sind die Koordinaten des Punktes T. der die Streck.c zwischen P1(3, -2) 
und P2(-5, 4) so teilt, daB m(P1T):m(TP2) = 2: 3. Da). = 2/3 , folgt 

x = (x1 + !.x,)/(1 + !.) = (3 + 2/,(-5)]/(I + 2/,) = (9 - 10)/5 = -1 /,; 
y = (y1 + !.y2)/(I + !.) = (-2 + 2/3 • 41/(1 + 2/3) = (-6+ 8)/5 = 2/,; T(-1/5 , 2/,). 

Die Stm:ke win! halbiert fiir!. = + l durch M(-1, I). 
B,i.,pi,I J: Gesucht ist die Gleichung der Geraden, die durch die Punkte P1(-4, -2) und P2(5, -4) 
hindurchgeht (Abb. 13.2-4). Aus den gegebenen Werten x1 = -4, y1 = -2, x2 

= 5, y2 = -4 
erhlilt man nach Einsetzen (y + 2)/(x + 4) = (-4 + 2)/(5 + 4) und daraus durch Vereinfachen 
y = -2x/9 - 26/9. Der Richtungsfaktor m hat den Wert m = -2/9 = -0,2222 ... = tan rp. 
Fiir rp ergibt sich somit rp1 = -12,53° oder rp2 = 180° - 12,53° 

= 167,47°; bei Beschriinkung 
auf den Hauptwertrp = -12,53°. Ein Punkt P3 auf der Geraden, der in der Richtung von P1 nach 
P, von P, den Abstand 3 IP,P,I hat, t,i/t di, Strecke P1P2 im V,r/ui/tnis !. = m(P1P3)/m(P3P2) 
= 4 IP1 P2 1/(-3 IP,P2 1) = -4/3. Er hat demnach die Koordinaten 

x3 = (x1 - 4x2/3)/(I - 4/3) = (-4 - (4/3) · 5]/(-1/3) = 12 + 20 = 32 und 
y3 

= (y1 - 4y2/3)/(I - 4/3)= (-2- (4/3)·(-4)]/(-1/3) = -16 + 6 = -10. 
B,i.rpiel 4: Gesucht isl die Gleichung der Geraden, die durch den Punkt P1(3, 4) hindurchgeht 
und deren Richtungswinktl die GrOBc lX = 60° hat. Es ist x1 = 3, y1 = 4, tan« = m = tan flJ0 

= vi Demnach erhlilt man y - 4 = V:i · (x - 3); nach Umforrnen ergibt sich die Geradenglei
chung y = V:i · x + 4 - 3 vi

Kartesische Normalfonn der Geradengleichung. In den letzten Beispielen ist die Geradeng)eichung zur 
Vereinfachung auf die Form y = ax + b gebracht worden. Das JaBt sich allgemein bei der Gleichung 
jeder Geraden erreichen, vorausgesetzt, daB die Gerade nicht parallel zur y•Achse verliuft; aus der 
Punklrichtungsform z. B. erhiUt man: 

y - y1 = m(x - x1) = mx - mx1 oder 
y = mx + (Yi - mx1) bzw. 
y = mx + n, wenn n =y 1 -mx 1 • 

y 

I 3.2-5 Hcrleitung der kartcsischen 13.2·6 Drei Beispiele 
Normalform aus der Punktrichtungsform fur die graphische Darstellung di:r Normalform y = mx + n 
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Filr Parallele zur y-Achse gilt, wie oben gezeigt, x = x1 . Dam= tan q,, bedcutet m.x1 offenbar den 
Unterschied der Ordinaten des gegcbencn Punktcs P1 und des Schnittpunktes S dcr Geraden mit dcr 
y-Achse; n = (y1 -mx1) ist dann die Ordinate von S. Setzt man zur Bestitigung in der Normalform 
x = 0, so erhilt man erneut Ys = n. 
Setzt man in einer Hilfsgeraden y = mx fur x den Wert I (Abb. 13.2-5), so wird y = m; die Geradc 
y = mx + n geht aber aus der Hilfsgeraden hervor durch Parallelverschieben in Richtung du + y
Achse um n. Triigt man deshalb auf einer Parallelen zur y-Achse im Abstand + I den Wert m vom 
Punkte (I, 0) aus ab, so ist die Verbindungsgeradc vom Koordinatenanfangspunkt zum Endpunkt 
von m die Richtung der Hilfsgeraden h. Eine Parallele zu h durch den Endpunkt der vom Koordina
tenanfangspunkt aus auf der + y-Achse abgetragenen Strecke mit der Ma0zahl n ist die gesuchte 
Gcradc g (Abb. 13.2-6). 
Achsen-Abscbnitts-Form der Geradengleichung. Eine Gerade, die nicht durch den Koordinatenan/angs
punkt geht und zu keiner Koordinatenachse parallel ist, kann im Koordinatensystem auch durch die 
Angabe der beiden Abschnitte a und b festgelegt werden, die sie auf den Achsen abschneidet. Schnei
det sie die Achsen in den Punkten P1(a, 0) und P,i(O, b), dann erhalt man aus der Zweipunkteform 
(y - 0)/(x - a)= (b - 0)/(0 - a) durch Umformen y/b = x/(-a) + I oder x/a + y/b = I 
(Abb. 13.2-7). 

Achsenabschnittsfonn der Geradengleichung �+..!'...=I 
a b 

&ispiele. 5: Haben die Achsenabschnitte die Ungcn a= 4, b = -2, so erhilt man als Gleichung 
dcr Geradcn in Achsenabschnittsformcn x/4 + y/(-2) = I. Bringt man sic auf Normalform, so 
crhalt man y = x/2 - 2. 
6: Auch die allgcmcinc Achsenabschniltsglcichung llBt sich auf Normalform bringcn. Aus 
x/a + y/b = I folgt 

y =-bx/a+ b, d. h., m = -b/a; n = b. 

1: In w,:lchcn Punktcn schncidct die Geradc y = -4x/3 + 8 die Achsen? - Aus dcr Formcl des 
Beispiels 6 liest man unmittelbar ab, da0 b = 8 und dcmnach a = 6 ist. 

13.2-7 Zur Hcrlcitung 
'hrl-+-!--'-l-,'-+-+--+-+, der Achscnabschnitts

form der Gcraden• 
gleichung 

13.2-8 Zur Hcsscschen 
Normalform 
dcr Gcradcnglcichung 

Hessesche Normalform der Gendengleichung. Oiese 
Gleichungsform ist benannt nach Otto HESSE(ISl l-1874). 
Durch cine orientierte Gerade g wird die x, y-Ebene 
in zwei Halbebenen zerlegt, von denen die als 
positiv gerechnet wird, die beim Durchlaufen der 
Geraden g in dem durch die Orientierung vor-
geschriebencn Sinne links von ihr liegt. Zur Geraden geh0rt danach eine Normale n, die so orien
tiert ist, da8 der im Drehsinn des Koordinatensystems gemessene Winkel (g, n) die Gr0Oe +90° hat. 
Mil dieser Normalen n kann der Abs1and p der Geraden g vom Koordina1enan/angspunkt O bestimmt 
werden. Schneidet das vom Koordinatenanfangspunkt O auf die Gerade g gefillte Lot diese im Punkt 
G, so ist p = OG, und das Mall dieser Strecke h3.ngt �on der Orientierung der Normalen n ab. In 
der Abb. 13.2-8 ist m(OG) positiv; es hat den Wert Null, wenn die Gerade den Ursprung Odes 
Koordinatensystems enthilt, und es ist negativ, wenn O in der positiven Halbebene liegt. Wird die 
Lage der Nonnalen n im Koordinatensystem festgelegt durch ihren Winkel (x, n) gegen die x-Achse 
und hat er die Gr08e 'P = m(-4:(x, n)), so ergibt sich die positive Richtung der Geraden g durch Ore
hen der Nonnalen um -n/2. Bildet diese Richtung den Winkel (x, g) gegen die x-Achse, so gilt fur 
seine GrOBe y, = m(<l:(x,g)) = 'P - n/2. Oabei kann 'P alle Werte im lntervall von O bis 21t anneh
men. Hat ein Punkt P die kartesischen Koordinaten x = m(OR), y = m(RP) und�en �tand 
m(QP) = d von derGeraden g, so ffihrenvom UrsprungOzwci Vektorenwege 0G + GQ + QP und 
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OR+ RP. Jhre Projektionen auf die Normale mllsscn nach Richtung und GrOllc gleich sein. Bcnutzt 
man m(4:(y,n)) = -n/2 + ,p und cos(-n/2 + ,p) = sin,p, 
so erh3lt man p + 0 + d = x cos 'P + y sin cp oder d = x cos q, + y sin q, -p. 
Damit wird cin orientierter Abstand d = m(QP) eingefuhrt, der positiv ist, wenn die zur Geradcn 
senkrechtc Strccke QP von der Geraden g zum Punkt P die gleiche Richtung hat wie die Normalc n. 
Ffir Punkte dcr positiven Halbebene ist dannp positiv, fur Punktc der negativen Halbebene negativ. 
Punkte P, die auf der Geraden liegen, haben den Abstand d = 0 von ihr; x cos cp + y sin cp - p = O 
ist damit die Glcichung der Geraden. In ihr hiingt das Vorzcichen von pin dcr geschilderten Weise 
von dcr Oricntierung ab. Die beidcn Parollelen im Abstand ±d zur Geraden g haben die Gleichung 

x cos ,p + y sin ,p - (p ± �) = O. ! Hessesche Normalform I x cos ,p + y sin ,p - p = O 

FUr d = -p geht cine der Paralle/en durch den Koordinatenanfangspunkt, ihrc Gleichung ist 
xcos,p+y sin,p=O oder y= -xcot,p=xtan(,p - n/2)=xm , 

gcht also in die kartesische Normalfonn Ober. 1st aber d > p, so licgt cine der Parallclen jcnscits des 
Koordinatcnanfangspunktes, und p' = (p - d) nimmt einen negativen Wert an . 
.&ispiel 8: Hat dtC Gcrade g vom Ursprung den Abstand p = 3 und ist die Richtung des Lotes n 
durch die WinkelgroBe ,p = 30° festgelegt (Abb. 13.2-9), so erhilt man x cos 30° + y sin 30° - 3 
= O oder x · V3/2 + y/2 - 3 = 0 als Gltichung dtr Gtradtn in Hessescher Normalform; rechnet 
man auf kartesische Normalform um, so ergibt sich y = -x VJ+ 6. Die MaBe fur die Abst<indt 
tkr Pun/ct< P1(5, 7) und P1(-I, -3) von der Geraden I sind 

d, = 'f, V3 - ½- 3 = 2,5VJ + 0,5,., 4,33 + 0,5 = 4,83; 
d, = - 'I, VJ - 'I, - 3 = -(½ V3 + 4,5)"' -(0,87 + 4,5) = -5,37. 

Die beiden Para/Iden p1 und p1 im Abstand d = 6 von g haben d.ie folgenden Gleichungeo: 
'l,x VJ+ 'l,y - 9 = 0 bzw. 'l,x VJ+ '/,y + 3 = O; in der zweiten Gleichung hat p einen 
oeptivcn Wert. DieA.ntiparallele mit cinem positivcn MaB fur den Abstand und der zu n entgegeo
gesetzten Normalen n' hat dieGleichung -½xVJ - '/,y - 3 = 0 oder x cos 210° + y sin 210° 

- 3 = 0. Diese Gleichung stimmt mit dcr dcr Parallclcn p1 Ubercin: cine Gcradengleichung legt 
mithin noch keine Oricntierung fest. 

13.2-9 Zu Beispic:1 8 13.2-10 Zu Beispiel 9 

&ispitl 9: Eine Gerade h (Abb. 13.2 -10) schneidet die x• bzw. die y-Achse in den Punkten P1 

= (-5, 0) bzw. P1 = (O, +8), und zwar die x-Achse unter dem Winkel (x, h) der Grl!Be 
IP= m(4:(x, h)), filr den gilt: 

tan v, = 8/5 = 1,60, d. b., m( 4: (x, h)) = 58°. 
Weaen m(4:(x, h)) = ,p - n/2 ist ,p = 58° + 90° = 148°. In der Htsstschtn Norm a/form 
x cos 148° + y sin 148° -p = 0 erhilt man p durch Projektion der Strecken OP1 bzw. OP1 auf 
dieNormalen: 

p = m(OP,)cos 148° = (-5) · (-sin 58°) = 5 • 0,8480,w 4,24 
bzw. 

. 
p = m(OP1) cos (90° - 148°) = 8 cos 58° = 8 · 0,52�9.., 4,24. 
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Die Hesseschc NonnalfOrm lautct danach: 
-x · 0.85 + y · 0,53 - 4,24 = 0. 

Der Punkt P, = (6, 5) hat von der Geraden h das AbstandsmaB d = -6 · 0,85 + 5 · 0,53 - 4,24 
= -5,09 + 2,65 - 4,24"' -6,68. Der Abstand ldl ist um IP.I= 6,68 - 4,24 = 2,44 groBer als 
Ip[. Die Parallele h, durch P3 zu h hat demnach die Gleichung -:-' · 0,85 + y · 0,53 + 2,44 = 0. 

Allgemeine Form der Geradengleicbung. Die allgemeineGeradengleichung lautet Ax+ By+ C = O; 
in ihr sind die Parameter A, B, C beliebige reelle Zahlen, aber A und B nicht gleichzeitig Null. 1hr 
Bild ist stets cine Gerade. Wird angenommen, da8 einer der Parameter A oder B Null ist, z. B. 
A= 0, B,., O,so stellt dieGleichung B· y + C= 0,y= -C/B eineParallele im Abstand y = -C/B 
zur x-Achse dar; fi.ir B = 0, A* 0 erhalt man cine Parallele im Abstand x = -C/A zur y-Achse. 
Sind A und B beide von Null verschieden, so stellt y = -Ax/B- C/B die kartesischeNormalform 
dar mit dem Anstieg m = -A/ B und der Ordinate n = -CJ B des Schnittpunkts mit der y-Achse. 
Filr C = 0 geht die Gerade durch den Ursprung. 
Man bezeichnet die Halbebene als posit iv, die nur Punkte P(x, y) enthalt, fur deren Koordinaten 
x und y die lineare Funktion Ax + By + C = /(x. y) positive Werte annimmt. Der Geraden
gleichung y = Sx/5 + 8 entspricht die lineare Funktion Sy - Sx - 40 = /(x, y). Sie hat fur den 
Punkt PJ(6, 5) den Wert 25 - 48 - 40 = -63, der Punkt P3 liegt demnach in der negativen Halb
ebene. Damit Ax+ By+ C = O auch -Ax - By - C = 0 gilt, !assen sichjederGeradengleichung 
zwei lineare Funktionen /(x, y) und -/(x, y) zuordnen, bei denen positive und negative Halbebenen 
vertauscht sind. _ _  _ 
Wahlt man£= ±I und multipliziert die Gleichung Ax+ By+ C = 0 mit t:/VA 2 + B2, so hat in 
der normierten Gleichung 

,Ax/VA' + B' + tBy/V A' + B' + •C/VA' + B' = 0 
die Summe der Quadrate der Koeffizienten von x und y den 
Wert I =(tA/V A'+B')'+(•B/VA'+B')', d. h., diese Koef
fizienten dilrfen als Kosinus- und Sinuswert eines Winkels 
der GroBep aufgefaBt werden (Abb. 13.2-11). Setzt man 
tA/VA' + B2 = cos,p, ,B/VA' + B' = sin,p, tC/VA' + B2 

= -p, so erhalt man die Hessesche Norma/form. Durch eine 
Entscheidung Ober das Vorzcichen von e wird nach der 
Normierung die Orientierung der Normalen n und damit 
die der Geraden g festgelegt. Man wahlt sie meist so, da8 
der Ursprung O in der negativen Halbebene liegt. 

13.2-11 Zur Normierung dcr Gleichung 3y - 2x - 4 = 0 

y 

Beispiel 10: Die Geradengleichung 3y - 2x - 4 = 0 ist auf die Hessesche Normalform zu bringen. 
Der Koordinatenanfangspunkt (0, 0) gehOrt wegen 3 · 0 - 2 · 0 - 4 = -4 zur negativen Halb
ebene. Es ist A= -2, B = -3, C = -4, also muB jeder Koeffizient durch f'4+9 = Vo divi
diert werden. Demnach lautet die Geradengleichung in Hessescher Norma/form 

-2x1vo + 3yfVJJ - 4/Vo = o. 
d.h., cos,p= -2/Vo, sin,p= +3/Vo. tan,p= -3/2= -1,5; ,p= 123,68°; p= +4/Vo. 
Aus der kartesischen Normalfonn y = 2x/3 + 4/3 erhillt man zur Kontrolle m = tan tp = 2/3 mit 
,p = 33,69°. Wegen tp = m(<!(x,g)) = 'I' - ,i/2 folgt 'I'= 123,69°. 

lnzidenz von Punkt und Gerade 
Man spricht von Inzidenz zwischen einem Punkt und einer Geraden, wenn der Punkt auf der Geraden 
liegt oder die Gerade durch den Punkt hindurchgeht. Ein analytisches Kennzeichen dafiir ist, daB die 
Koordinaten des Punktes die Gleichung der Geraden er/Ullen oder be/riedigen, d. h., daO durch Ein
setzen der Koordinaten die Gleichung cine wahre Aussage wird. Die Gerade mit der Gleichung 
y = 2x - 7 z. B. inzidiert mit dem Punkt P1 (4, I), weil sich fiir x1 = 4 und y1 = t die wahre Aus
sage 1 = 2 · 4 - 7 ergibt. Dagegen erfullen die Koordinaten des Punktes Pi(2, 4) diese Gleichung 
nicht, da 4 =t 2 · 2 - 7. 
Eia Punkt P1(x1 ,y1) liegt dlUID und nur dann auf der Geradea, wenn seine Koordinaten x1 und y1 
die Gleldlllng der Geraden erftlllea. 
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&ispiele. 

I: Der Punkt P(2, 3) liegt nicht auf der Geraden 2x - y/4 + 8 = 0, denn 2 • 2 - 3/4 + 8 + 0. 
2: Die Gerade x/2 + y/3 - 17 = 0 geht nicht durch den Ursprung , denn 0/2 + 0/3 - 17 ,;, 0. 
3: Der Punkt P1(57, 88) liegt auf der Geraden y - 8 - 2(x - 17 ), denn 88 - 8 = 2 · (57 - 17). 
4: Die durch die Punkte P1(0, 3/1) und P,(2, '/2) gehende Gerade hat die Gleichung: <Y- 'l,>f<x - OJ= 'M'/, - 3 /,J oder y = x/2 + 3/2. Y Sic schncidet die x-Achsc im Punkt S, dessen Ordinate y0 = 0 ist. Seine Absz.isse ist dann x0 = -3. Der Punkt S(-3, 0) ist Schnittpunkt dcr Geraden 
y = x/2 + 3/2 mit der x-Achse; x0 = -3 ist die Nullstelle der Funktion. 5: Wenn der Punkt P1 mit dcr Abszisse x1 = 5 auf der Geraden mil der Gleichung y = 2x/3 -2 licgcn soil , mu0 seine Ordinate y1 den Wert y1 = 2x1 /3 - 2 = 10/3 - 2 = 4/3 habcn. 
6: Durch den Punkt P1 (6, 4) soil cine Gerade g 1 nz gehen, die vom Punkt P2 (3, -5) den Abstand d = 3hat. Geometrisch liBt sich die Gerade mit Hilfc des Thalcskrcises Uber der Strecke P1P2 als Durchmesser konstruieren (Abb. 13.2-12). Es ergebcn sich zwti Gertukng1 bzw . g2, deren AbstandsmaB nach der Orientierung des Lotes vom Koordinatcn- d anfangspunkt auf die Geradcn entweder positiv �4::=:::::=-t' d, = +3 oder ncgativ d2 = -3 ist. Zugleich er -kcnnt man , daB dcr gcgebcne Abstand d kleiner 
:f

0

l��iJ.2 lEs:i:m�fi!ht��te�f: ;!���e ����� 13.2-12 Geradc g1 bzw. g2 durch Punkt P1, von in Hcssescher Normalform anzunehmcn: der Punkt P2 den Abstand d1 bzw·. d2 hat 
x cos <p + y sin <p -p = O; dabei siod die d.rei GrOBcn cos <p, sin <p und p zu bestimmcn. Da die Gerade durch Punkt P1 (6, 4) gcht und vom Punkt P2 (3, -5) das AbstandsmaB d = ±3 habcn so11 sowie nach einer bekanntcn goniomctrischen Bcziehung, gilt 

I 6cosq,+4sinq,-p = 0 l+--...______3cosq,+9sinq,= 'f3 3cosq,- 5s,nq,-p = ±3 _ ___r- 7 (,cos1q,+sin1q,= I I Crf = 'fl -�n------
1 ± 6sinq, + 9 sin1q, + sin1 q, = I c'/'q,1 = ±4/5; cosq,1 = 'fl ! t0sin1q, ± 6sinq, = 0 \ I P, = ±21 /,; 'Pl = 'f6 sin<p1 =-=f3 /5; sin<p2 = n---------------� Durch die Wahl von p1 = +22 /, und p2 = +6 wird die noch nicht fcstgclcgtc Oricntierung der beiden Geradcn g1 und z2 bcstimmt; durch Einsctzen von cosq,1 = +4/5 ,sin<p1 = -3/5 , p1 = +22 /5 und von cos i,2 = + 1, sin <p2 = 0, p2 = +6 erhilt man die gcsuchten Gleichunseo 

+4x/5 - 3y/5 - 21 /, = 0 und x -6 = 0 bzw . in kartesischer Normalform y = 4x/3 -4 und 
x = 6. Sctzt man in die Funktiorien f,(x,y) = -3y/5 + 4x/5 - 22 /, und /1 (x, y) = x - 6.die Koord inaten x = 0, y = 0 eio , so ergibt sich , daB der Koordinatenanfangspunlct O fur �ide Ge-. raden in der negativen Halbcbene l iegt. 

13.3. Mehrere Geraden 

Es ist aus der Planimetrie bekannt, daB die gegenseitige Lage zweier Geraden in einer Ebene beschrieben werden kann mit Hilfe der Begriffe parallel und Abstand bzw . Schnittpunkt und Winkel zwischen den Geraden. In der analytischen Geometric werdcn die cntsprcchcnden Kennzeichen zweier Gcraden aus ihren Gleichungcn abgelescn. In der kartcsischcn Nonnalform zweier Geraden y = m1x + n1 und y = m2x + n2 w ird ihre Richtung durch die Richtungsfaktoren m1 und m2 gekennzcichnet. Die Geraden sind dann und nur dann 
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parallel zueinander. wenn m1 = m1 • Sind sic dagegen in der Hesseschcn Normalform gegebcn, 
z. 8. durch x cos q,1 + y sin q,1 - p1 = 0 und x cos <p 1 + y sin rp2 - p1 = 0, so sind sic genau 
dann parallel zueinander, wenn die Koeffizienten der lincarcn Glicdcr bis auf einen gemeinsamen 
Faktor x = ± t einander glcich sind, wenn cos q,1 = x cos <p1 und sin q,1 = x sin <p 2 • Da diese 
Koeffi.zienten durch Normicren aus denen dcr allgcmeinen linearen Glcichung gewonnen wer• 
den kOnnen, gilt die gleiche Bedingung auch filr zwei parallele Geraden, die in der Form 

A 1x + B1y + C 1 = 0 und A 1x + B1y + C 1 = 0 gegebcn sind. 
FaOt man in einer linearen Gleichung, z. B. in Ax+ By+ C = 0, x und y als Punktkoordinaten 
auf, so sind ihre Kocffizienten A, B, C Parameter, und die Gleichung bcdeutet, daO aus der Menge 
aller Punkte (x. y) die Teilmcnge herausgegriffen wird, dercn Koordinaten den durch das Verh3.ltnis 
A : B: C der Parameter gcgebencn Bcdingungcn gcnilgcn. Wic gcu:igt wurdc, hat dicsc Tcilmcngc 
cine Gcradc als Trager. Umgckchrt !assen sich auch A, B. C, mit A und B nicht glcichzcitig Null, als 
homogenc Koordinaten auffasscn. Dann sind die x. y Parameter, die aus der Menge aller Gcraden 
(A, B, C) bzw. ( cos tp, sin tp, p) die Tcilmenge hcrausgrcifcn, die den Punkt. (x, y) als Trager hat. Sic 
bildet cin GeradenbU.schel. Werden beim Teilverh.lltnis die Bcziehungen zwischcn den Punktkoordi
natcn angegebcn, die .bestehen mUssen, wenn cin Punkt P einer Geraden die Streckc zwischen zwei 
andercn Punktcn P 1 und P1 der Geraden in einem gegcbenen Verh8.ltnis teilt, so sind jetzt die Be
ziehungen zwischcn den Geradenkoordinaten gefundcn worden, die bestehen, wenn die Gcraden 
parallel zucinander sind. 

Schnittpunkl und Schnittwinkel 

Bestimmung des Scbnittpunktes zweier Gen.den. Gcsucht sind die Koordinaten x 0 und Yo des Schnitt
punktes P 0(x 0 , y0) zweicr Gcradcn mit den GleichungenA 1x + B1y + C 1 = O und A 2x + B2x+ C2 

= O, die in allgemcincr Form gcgebcn sind. Po muO als Schnittpunkt der beidcn Geraden auf bciden 
Geradcn licgcn, seine Koordinaten x0 und Yo mOsscn bciden Geradengleichungen genilgen. Die 
Schnittpunktsbestimmung crfordcrt dcmnach die AuflOSung des Gleichungssystems 

I A1xo + B1Yo + C, = 0
1• A 2Xo + B2Yo + C1 = 0 

die nach den Ublichen Regeln (vgl. Kap. 4.2. - Lineare Gleichungen mit zwei Gleichungsvariablen) 
vorgenommcn wird. Hat das System cine LOsung (x0 , y0), so gibt diese die Koordinaten des Schnitt
punktes. Hat es keine LOsung, weil die Glcichungen zueinander im Widerspruch stchen, so sind die 

Geraden einander parallel. Hat das System unendlich viele LOsungen, weil die Gleichungen linear 
abh:tngig sind, dann fallen die beiden Geraden zusammen. 

Btispitl J: In welchem Punkt schnciden sich die beiden Geraden mit den Gleichungen -3x+ 3y-6 
= O und 2x + 3y + 9 = O? - Die Auflosung des Gleichungssystems zeigt das folgende Schema. 

l
-3xo+3yo-6=0

1
-

y
5xo+ l5 =0 -3(-3)+3y0-6=0 I 

2x 0 + 3y0 + 9 = 0 + t Xo = -3__j Yo= -It
Die Geraden schnciden sich im Punkte 
P 0(-3, -1) (Abb. 13.3-1). =7 .....: ....

I 

I ,, . : ,. I� 
Btispie/ 2: Wenn der Schnittpunkt P0 zweicr 
Geraden aesucht ist, die in Normalform ae
aeben sind, etwa durch y = -3x + 14 und 
y = -x - I, Jost man das entstebeode Glci
chungssystcm zweckmilli& mit dcr Glcich
sctzungsmcthodc. Im Bcispiel crhilt man als 

f v1 .. -,•L. 

Schnittpunkt 
Po(7, 5; -8,5). 
&/spiel J: Die durch dieGlcichunaen 3x+ y-7 

= 0 und 2x - y - 3 = 0 ....,bencn Geradcn 
schnciden einander im Punkt P 0(2, 1). 
Be/spiel 4: Die durch die Gleichunaen 2x -3y + 5 

= 0 und 3y - 2x + 2 = 0 ....,benen Geradcn 
sind zueinander antiparallel. Der Koordinaten• 
anfanppunkt aehOrt fur jedc zur positiven Halb-

13.3-1 Schnittpunktsbestimmun1 zweier Geraden 
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ebene. Das Gleichunpsystem lautet in Hesseschcr Normalform I 2xo - 3)'o + S = 0 I I +2x.1Vii - 3yo/m + stm = 0 I
-2xo + 3yo + 2 = 0 -- -2x.1m + 3yo/m + 2/J/13 = 0 

Die Geraden haben den Abstand 7/J/i3 = 6 voneinander. 
lkispitl 5: Die Gleichungen 0,8x + 0,4y - 1,2 = 0 und 2x + y - 3 = 0 repriisentieren dieselbe 
Gerade; die erste Glcichung geht aus dcr zweiten mittels Division durch 5/2 hervor. Im Gleichungs• 
system sind die beiden entsprcchcnden Gleichungen voneinander abhangig. Die Gcraden fallen auf• 
einander. 
&ispiel 6: Die durch die Gleichungen y = 2x - 8 und y = 2x + 12 gegebenen Geraden sind 
parallel, da m1 = 2 = m2 ist. Ebenso entsprechen den Gleichungen x/4 + y/6 = I und x/2 + y/3 
= I parallele Geraden, daihrekartesischenNorrnalforrnen y = -3x/2 + 6 bzw. y = -3x/2 + 3 
sind. 
Beispiel 7: Gesucht ist die Gleichung der Geraden, die durch P1(2, -1) hindurchgcht und zur 
Geraden mil der Gleichung y = 2x - 3 parallel isl. Von der gesuchten Geraden sind ein Punk! 
und der Anstieg m = 2 vorgeschriebcn. Man erhilt unter Verwendung der Punktrichtungsform die 
Geradengleichung y + I = 2(x - 2). 

Schnittwinkel zweier Geraden. Am einfachsten lal3t sich die GrOOe v, des Winkels (g1, g2), unter dem 
zwei Geraden g1 und g2 einander schneiden, aus der Hesseschen Normalform bestimmen; es folgt 
unmittelbar V' = <p2 - <p1 aus x cos <p1 + y sin 9'1 -p1 = 0 und x cos <p2 + y sin <p2 - p2 = 0. 
Aus der kartesischen Normalform ergibt sich wegen der Beschriinkung auf die Hauptwerte der 
Arkustangensfunktion die WinkelgrOOe V' nur bis auf eine additive Konstante +n. Sind y= m 1x +n1 

und y = m2x + n2 die Geradengleichungen, so bedeuten m1 = tan<X1 und m2 = tano:2 , mit 
a:1 = m(-4:(x,g1 )),a:2 =m(<r( x, y2)), also<X1 +v,=cx2 oderlp=cx2 -cx1 • Nach dem Additions
theorem der Tangensfunktion folgt daraus: 

tanv, Bedingung fur Orthogonalitiit 
m1=-l/m2 

Durch Vertauschen der Geraden erhiilt man v,' = m(4:(g2 ,g1 )) = cx1 - oc2 = -lp bzw. v,' = n-lp. 
Diese Beziehung enthiilt wieder die Bedingung dafiir, daO die Geraden einander parallel sind: aus 
'1./J = O folgt m1 = m2 , wie schon gefunden wurde. FOr V' = 90° ergibt sich dagegen die Bedingung 
dafiir, daO die beiden Geraden senkrechl aufeinander stehen. Da tan V' = oo, muO der Nenner Null 
werden, d. h., I + m1m2 = 0. 

/kispiel 8: Die Geraden mit den Gleichungen y - 2 = S(x - 13) und y = -x/S + 18 stehen 
senkrecht aufeinander, denn in kartesiscber Normalform lauten diese Gleichungen y = Sx - 63 
und y = -x/5 + 18, d. h., m1 = 5 ist der negative reziproke Wert von m2 = -1/5 oder m2 

=-l/m1. 
Beispiel 9: Auf der Geraden mit der Gleichung y = -2x/3 + 3 soil cine zweite Gerade senkrecht 
stehen und durch den Punkt P1(1, 1) gehen. - Die gegebene Gerade hat den Richtungsfaktor 
m1 = -2/3, die gesuchte somit m2 = -1/m, = +3/2. Nach der Punktrichtungsforrn der Gera
dengleichung erhlllt man (y - 1)/(x - I)= +3/2 oder 2(y-1)=3(x- l ), d. h., y=3x/2- l/2. 
B,ispitl /0: Die Geraden mit den Gleichungen y = -2x + 16 und y = -3x/S + 3/S schntidtn 
einander unter dem Winkel der GrOBe tp = 32,48°, denn aus m1 = -2 und m2 = -3/5 erhiilt man 
tan,p = (-3/S + 2)/(1 + 2 · 3/5) = 7/11 = 0,6364;aus derTafel entnimmt man denangegebenen 
Wert fur tp. Aus m1 = -2 = tan «1 Witte man erhalten o;1 = -63,43° und au.s m2 = -0,6 
= tan«2 ,oi:2 = -30,96°, d. h., tp = «2 - oi:1 = -30,96° + 63,43° = 32,47°. . 

/kispiel 11: Die Geradengleichungen x/4 + y/S = I und x/3 - y/2 = I haben die Norrnalform 
y = -Sx/4 + S bzw. y = 2x/3 - 2 (Abb. 13.3-2). Mit m1 = -S/4 und m2 = +2/3 erhilt man filr 
den Schnittwinkel der Grti8e ,p 

tan,p = (2/3 + S/4)/[l - (2/3) · (S/4)] = (8 + 15)/(12 - 10) 
= 23/2 = 11,S; 'P = 85,03°. 

Kontrolle: tano;1 = -5/4, oi:1 = -51,34°; tan«2 = +2/3,«2 = +33,69°;¥ = oi:2 - °'1 = 85,03°. 
1st die Gleichung einer Geraden aufzustellen, die durch einen Punkt hindurchgeht und cine gegebene 
Gerade unter einem Winkel der gegebenen GrOBe V' schneidet, so sind tan 1P und m1 gegeben; durch 
AuflOsung der gegebenen Beziehung erh3.lt man den �uchten Anstieg m2=(m1+tamp)/{l-m1 tanv,) 
und unter Verwendung der Punktrichtungsform die gesuchte Geradengleichung. 
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y 

IJ.3-2 Graphische Darstellung der Glcichungen 
x/4 + y/5 = 1 bzw. x/3 - y/2 = I und des Schnitt
winkcls dcr Geraden 

13.3-3 Zur Bestimmung der Winkelhalbicrendcn 

Gleichungen der Winkelbalbierendeo. Zu zwei einander schneidenden Geraden g1 und g1 gibt es zwei 
Winkelhalbierende w1 und w2 (Abb. 13.3-3). Sie sind definiert als geometrischer Ort aller Punkte, die, 
von beiden Geraden denselben Abstand haben. Hierdurch wird die Anwendung der Hesseschen 
Normalform nahegelegt. Die Geraden g1 und g2 seien durch x cos q,1 + y sin q,1 - p1 = 0 bzw. 
x cosq,1 + y sinq,2 -p1 = 0 gegeben. Zwischen ihnen entstehen 4 Winkelraume; einer von ihnen 
gehOrt beiden positiven Halbebenen an. thn soil die Winkelhalbierende w1 halbieren. In ihm hat jcder 
Punkt von w1 positives AbstandsmaO d1 bzw. d2 sowohl von g1 als auch von g2• Im Schei1elwinkel
raum zu ihm sind beide AbstandsmaOe eines Punktes P von w1 von den Geraden g1 bzw. g2 ncgativ. 
In den Gleichungen d1 = E1(x cos rp1 + y sin rp1 - p1 ) und d2 = e2(x cos rp2 + y sin rp2 - p2) 
haben also e1 = ±1 und £2 = ±1 gleiches Vorzeichen; fiir die Winkelhalbierende w1 folgt aus d1 

= d2 die Gleichung x(cos rp1 - cos rp2) + y(sin rp1 - sin rp2) - (p1 - p2) = 0. - Auf der Winkel
balbierenden w2 der restlichen zwei Winkelr3.ume hat jeder Punkt von der einen Geraden positives, 
von der anderen aber negatives AbstandsmaO, d. h., cs gilt stets £1 = -e2 oder d� = -d;; daraus 
folgt fur die Winkelhalbierende w2 die Gleichung x(cos rp1 + cos rp2) + y(sin rp1 + sin rp2) - (p1 + p2) 
=0. 

Gleichungen dcr beiden 
Winkelhalbiercnden zu zwei 
sich schneidcnden Geraden 

x(cos ,p1 ± cos ,p2) + y(sin ,p1 ± sin ,p2) - (p1 ± p2) = 0 
Die Wahl des negativen Vorzcichcns licfert die Winkcl
halbierende, die den Winkelraum teilt, der beiden positiven 
Halbebenen angehOrt. 

Beispiel I 2: Die Gleichungen x + y - 2 = 0 und 7x + y - 32 = 0 der Geradcn lauten in Hcssc
scher Normalfonn x/¥2 + Y!V2 - 2/V2 = 0 bzw. 7x/(5 V2) + y/(5 Vi)- 32/(5V2)= 0. Dann 
sind die Gleichungen der beiden Winkelhalbierenden 
x(l/V2 ± 7/(5¥2)) + y[I/¥2 ± 1/(5¥2)) - [2/V2± 32/(5¥2)) 
= 0 bzw. x(5 ± 7) + y(5 ± I) - (10 ± 32) = 0, in kartesi
schcr Normalform erha.lt man daraus y = x/2 - 11/2 und 
y= -2x + 7. 

Dreieck und Vieleck 

y' 

y 

Flicheninhalt eines Dreiecks. Sind P1(x 1 , y1), P2(x2 , Y2) und 
P3(x3,y3) die Eckpunkte eines Dreiecks (Abb. 13.3-4), so laUt 
sich ein MaB A= m(LJ. P1P2P,) fur den Flacheninhalt IAI des 
Dreiecks P1P2P3 durch A=½ IP1P2 1 · IP1P3I sin� gewinnen. 
In dieser Beziehung stellen IP1P21 die Lange der gerichteten x' 
Strecke P1P2 , IP1P3 1 die der gcrichteten Strecke P1P3 und � di� -=O

+-
-f------

GrOBe des orientierten Winkels bei der Drehung von P1P2 i11 
P1P3 dar. Dabei .ist � > 0, wcnn die Drehung in dem durch 
die Orientierung des Koordinatensystcms vorgeschriebenen I 3.3-4 Flacheninhalt eines Dreiecks 
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Drehsinn erfolgt. In Abb. 13.3-4 ist das lnhaltsma.8 A= m(_D,_ P1P2 P3) positiv;durch Yertauschen der Bezeichnungen P1 und P3 miteinander Andert A sein Vorzeichen; IA/ ist der Flacheninhalt von �P 1P2P3 • Nach einer anschaulichen Regel ist A > 0, falls beim Umlaufen des Dreiecks in der Richtung P 1 - P2 - P3 seine Fl.iiche links liegt, und A< 0, falls dabei die Flache rechts liegt. Durch die Parallelverschiebung x' = x - x1 , y' = y - y, wird ein Koordinatensystem K' eingefi.ihrt, in dem P1 im Koordinatenanfangspunkt liegt; sind in ihm (h, <p2 sowie (?J, qi3 die Polarkoordinaten der Punkte P1 und P3 , so gilt 2A = (!z{]J sin (<p3 - <p1) = fh cos 'Pz · l!J sin <p3 - fh sin 'Pi · th cos q:,3 = x;yJ -y2xJ 
=

Ix? Yil=lx,-x, y,-y,1=1� ;:-x, ::-y,1=1: :: ::1=2A. X3 YJ X3 - Xi Yl - Y1 0 X3 - Xi YJ - Y1 I X3 Y3 Entwickelt man diese Determinante nach der zweiten Spalte oder multipliziert man die zweireihige Determinante aus und ordnet die Glieder, so ergibt sich ein Ausdruck, in dem die lndizes in jedem der drei Summanden durch zyklisches Vertauschen auseinander hervorgehen. Fallt der Punkt P3 auf die Strecke P1P1 , so wird der F/Qcheninhalt Null; die Gleichung lautet fur A= 0: XiY1 - Y1) - YiX1 - X1) + (X1Y1 - X1Y1) = 0 oder Y, = x3 (y1 -y2)/(x1 - x2) + (x1y2 - x2y1)/(x1 - x2) , d. h., sic ist die Gleichung der Geraden durch P I und P1 in kartesischer Normal form - wie es auch der geometrischen Anschauung entspricht. Die Bedingung dafur, daB drei Punkte auf einer Geraden liegen, ist A = 0. 
Fiacheninhalt A eines· Dreiecks mit den Eckpunkten P1 (X1 , y,), P1(X1 , Y1), P3(X3 ,y3) 
Beispiel l: Das Dnoieck mil den Eckpunkten P1(2, I), P2(6, 3), P3(4, 7) hat das lnhaltsma8 

A= 'I, I: ; ! I='/, (2(3 - 7) + 6(7 - I)+ 4(1 - 3)) = ½1-8 + 36 - 8) = 10. I 4 7 Das Dnoieck mit den Eckpunkten P,(-4, -5); P5(6, 2); P6(5, -3) hat das Jnhaltsma8 
A= 

1/2(-4(2 + 3) + 6(-3 + 5) + 5(-5 - 2)) = '/,(-20 + 12 - 35) = -21,5. 
Flicheninhalt eines Polygons. rn einem konvexen Polygon eothilt die Verbindungsstrecke P

i
P, zweier beliebig im Innern gewahlter Punkte Pi und P, nur innere Punkte. Alie von einer Ecke eines n•Ecks ausgehenden Diagonalen verlaufen danach ganz im lnnern und zerlegen das Polygon in (n - 2) 

Dreiecke. Je zwei von ihnen haben cine Diagonalc gemeinsam und zusammen Uberdecken sic -ganz gleich welche Ecke als Ausgangspunkt der Diagonalen gewahlt wurde - die ganze Flachc des Polygons IOckenlos. Umlauft man jedes dieser Dreiecke in dem als positiv festgesetzten Sinne, so wird auch das Polygon in diesem Sinne umlaufen. Jede Diagonale wird dabei einmal in der einen und 
13.J·S Zerlegcn cincs konvexcn n•Ecks in (n - 2) Dreieclcc 

13.3-6 Zerlegen eines konvcxen n-Ecks in n Drcicckc 
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im Nachbardreieck in der entgegengesetztcn Richtung durchlaufen. Das Jnhaltsma.8 des Polygons 
isl die Summe der lnhaltsmajk der Dreiecke (Abb. 13.3-5). 
Zcrlegt man durch Geraden von einem beliebigen Punkt P im Innern des Polygons aus seine Fl:iche 
in n Dreiecke, so stimmt wieder der Umlaufsinn der Dreiecke mit dem des Polygons iiberein, und die 
inneren Seiten werden jede zweimal in entgegengesetzter Richtung durchlaufen (Abb. 13.3-6). Auch 
nichtkonvexe Polygone !assen sich durch jedes dieser beiden Verfahren in Dreiecke zerlegen. Es treten 
dabei aber Diagonalen und ,,innere" Seiten auf, die auBere Punkte des Polygons enthalten 
(Abb. 13.3-7). Rechnet man nach der Uber das InhaltsmaO des Dreiecks getroffenen Festsetzung im 
entgegengesetzten Sinne umlaufene Dreiecke als negativ, im Filnfeck P1P2P3P.,P, z. B. das Dreieck 
P1P2 P3 , so ergibt sich wieder das lnha/tsmajJ des Polygons a/s a/gebraische Summe der DreiecksmaBe, 
falls das Polygon nicht iiberschlagen ist, d. h., falls seine Seiten sich nicht schneiden. Das Viereck 
P1 P2P3P., der Abbildung ist ilberschlagen. Zu ihm gehOrt ein InhaltsmaB, das sich aus einem PoSiti
ven (roten) und einem negariven (blauen) Teil zusammensetzt, in einem ilberschlagenen .,Parallelo
gramm" demnach den Wert Null hat. 

,�,. Ll 
� �"'''' 

P, P3 P, P3 

13.3-7 Zerlegen eines nichtkonvexen Fi.inf- bzw. Vierecks in J 
bzw. 2 Drciecke 

I J.3-8 Schwerpunkt eines Dreiecks 

y 

l'z(x,,y,J 

Schwerpunkt eines Dreiecks. In einem Dreieck (Abb. 13.3-8) mil den Ecken P1(x1 , y1), P2(x2 , y2), 
P3(x3 ,Y,) sind die Seitenmitten M3['/,(x1 + x2), '/,(y, + Y,)], M1[

1
/2(x2 + x3). 

1
/2(y2 + y3)] 

und M2['/,(x3 + x1), '/,(y3 + y1)]. Auf den Seitenhalbierenden s3 = IP3M31, s, = IP,M,I, 
s2 = 1P2M2 1 wird durch die Teilverhiiltnisse A3, A1, A2 je ein Punkt S3, S1 bzw. S2 festgelegt, ihre 
Koordinaten sind 

E, = [x3 + '/,A3(x1 + x2)]/( l  + A3), 'I, = [y3 + '/,A,(y, + y2)]/(I + A3), 

<, = (x 1 = '/,A,(x, + x3)]/(I + A,). 'I• = [y, + '/,A,(y, + y3)]/(I + A,). 
$2 

= [x, + 
1 /2A2(x3 + x,)]/(1 + A,), 'I, = [y, + '/,A,(y, + y1)]/(I + A,) . 

Es zeigt sich, da8 durch die zunachst willkilrliche Wahl A1 = A2 = ).3 = 2 die drei Koordinaten
paare einander gleich werden, d. h. denselben Punkt S = S1 = S2 = S3 darstellen: 
Die Kiiiinlliiita ._ Sdlwiijiikts aid dai indliiitlidii Mlttel d<i Koii6iit• tier l!eqanltte 
.. Drelecu. 
Ille dnl s-tw:ltl ..... ._ Dnleeb ......... - la ... Pakl S, tier jede la Verllllhlla 
IPSI: ISM, = 2: I tellt .. �- Dnleeb�wlrd. 

&ispi,I 2: Im Dreieck P1(-S, 3), P2(-2, -1), P3(7. 8) z. B. sind die Schwerpunktskoordinaten: 
< = 1/3(-5 - 2 + 7) = O; 'I= 1/,(3 - I+ 8) = 31/3• 

Satz des Apollonios. Dieser Satz ist benannt nach dem hellenistischen Mathematiker APOLLONIOS 
von Perge (etwa 262-190 v. u. Z.). Zurn Beweis dieses Satz.es wird zuniichst ein Hilfssatz Uber Winkel
halbierende im Dreieck hergeleitet. 
la Dnleck telll - 4lle Willltelllallllenoode ._ 1-willltels ab audl die des ....--im 
Alollea,rillltels 4lle � Selle la Verllllhlla ... - Winkel aalleaeadea Seit•. 



320 13. Analytiscbe Geometrie der Ebene In der Abbildung 13.3-9 sind im Drcicck ABC die Winkelhalbierenden W
y 

und w; der Winkel mit den GrOBen y und y' bei Punkt C eingezeichnct. Sic stehen senkrecht aufeinander, da 
y + y' = 180 ° als Nebenwinkel sind. Die beiden Parallelen AD' und AE', die durch den Punkt A zu den Winkelhalbierenden gezogen werden, schneiden diese in den Punkten D1 und E 1 unter einem rechten Winkel. Aus der Kongruenz der beiden Dreieckspaare /J, AD IC � /',. E'D1 C und /',. AE1 C a;/',. D'E1Cfolgt die 
Gleichheit du Strecken ICE'I = ICAI = ICD'I. Die Strah1en BD' und BE werden sowohl von den Parallelen AD' II DC als auch von den .....H-'------+-------'-C,,:,.=----Parallelen CE II E' A geschnitten. Nach dem 
Strahlensatz gilt: 13.3-9 Winkelhalbierendc eincs lnncnwinkcls und des 1. IADI: IDBI= ID'CI: ICBI = ICAI: ICBI zugehorigen Aullenwinkels dcr Grollen y und y' und 2. IAEI: IEBI = IE'CI: ICBI = ICAI: ICBI. Beachtet man die Richtung der Strecken auf der Seite AB, so habeo AD, DB und EB dassclbe, AE aber entgegengesetztes Vorzeichen. Die Verhaltnisse )., in denen die Schnittpunkte D und £ der Winkelhalbierenden die Strecke AB teilen, haben zwar gleiche Betrage, aber entgegengesetzte Vorzeichen: J.1 = (AB,D) = m(AD)/m(DB) = +(b: a) und J.2 =(AB,E)= m(AE)/m(EB)= -(b: a). Man nennt zwei Punkte D und £, die cine Strecke AB innen und aullen im selben Verbaltnis teilen, 
harmonische Punkte und das Verhaltnis beider Teilverhaltnisse Doppelverluiltnis (A, B; D, E)=).1 :).2 . Fur harmonische Punkte D und E hat das Doppelverhiiltnis den Wert -I = [ +(b: a)]: [-(b: a)]. Betrachtet man in Abbildung 13.3-9 die Strecke AB und ihre Teilpunkte D und E als gegeben, so gibt es auBer dem Dreieck ABC noch andere Dreiecke ABC, mit der Eigenschaft, daB die Halbierenden der Winkel mit dem Scheitelpunkt C1 durch die Punkte D und E gehen. Die Geraden C,D und C,£ miissen nur, um Winkelhalbierende zu sein, senkrecht aufeinander stehen, d. h., die Punkte C, miissen auf dem Thaleskreis iiber der Strecke DE als Durchmesser liegen. Fiir al1e diese Punkte C1 hat das Verhaltnis (b1: a,)= A ihrer Abstandsmalle von den beiden festen Punkten A und B denselben Wert). = m(AD)/m(DB). Der Thaleskreis ist damit der geometrische Ort aller Punkte C1 • Salz des Apolloalos. Der 1-,,etrlodle Ort der Edq,unkte C, aller Drelecke ABC, mlt ... -Seit• \AB\, dereeaad«eSelten Im komlaaten Verlllltnis m(.AC1)/mf.BC1 ) = A steben, Isl derThaleskrels 11ber cler Slrtcke DE als Durdunesser, deren Eadpuakte D UDd Edie Selle \AB\ lnnea UDd au8ea Im Verlllltnis A tellm. Satz des Ceva und Satz des Menelaos. Oiese Satze sind benannt nach dem Italiener Giovanni CEVA (1648-1734) und dem Griechen MENELAOS von Alexandria (um 98 u. Z.). Den dualen Charakter dieser Satze erkennt man aus dem folgenden Vergleich ihrer Problemstellung. 
Satz des Ceva. Unter welchen Bedingungen be-1 Satz des Menelaos. Unter welchen Bedingungen stimmen drei Geraden einen Punkt, ihren Schnitt• bestimmen drei Punkte cine Gerade, ihre Ver-punkt, von denen jede durch einen Eckpunkt bindungsgerade, von denen jeder auf einer Seite eincs Dreiecks geht, aber keine mit einer Seite eincs Dreiseits liegt, aber keiner mit einem Eck• des Dreiecks zusammenfallt? punkt des Dreiseits zusammenfallt? 

y 

IJ.3-10 Zurn Satz des Ccva 

Satz des c .... Drel EcktramYeralen elnes Drelecks ldmeldm 
slcb In el- Puakt, ,._ du Produkt derTell•erlllllnlsse, du lhre Scbnlltpunkte mlt d .. Geaemelten auf di...., bllden, den Wert J illlt. Bezeichnet man die Ecken des Dreiecks mit P1 , P2 , P3 und die Schnittpunkte der drei Ecktransversalen mit den Gegenseiten mit Q 1 ,Q2 ,Q, (Abb. 13.3-10), so bilden diese die Teilverhalt-nisse: J., = m(PzQ,)/m(Q,P,); J., = m(P,Q,)/m(Q2P1 ); J., = m(P1Q3)/m(Q,P2) .  Ein Parallelkoordinatensystem sci so angenommen, daB die Geradedurch P1 und P2 die x•Achse und die durch P, und P3 
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die y•Achse ist; in ihm soil der Punkt P2 die Koordinaten (1, 0) und der Punkt P3 die Koordina
ten (0, I) haben. Dann !assen sich die Koordinaten der Punkte Qi ,Q3 ,Q1 wie folgt berechnen: 
Q2: m(P,Q2 ):m(Q2 P3)= 1 :).2 oder m(P,Q2):m(P,P3)= 1 :(l+l2 ) =y2 ; x2 =0; 
Q3 : m(P,Q3): m(Q3 P2) = ).3 oder m(P,Q3): m(P,P,) =l,: (1 +l3)=x3 ; y3 =0; 
Q,: m(P,Q\): m(P,P,) = m(P,Q.): m(P3 P2 ) = 1: (1 + l,) = x,; 

m(P,Q�): m(P,P3) = m(P2 Q,): m(P2 P3) = l,: (1 + l,) = y.. 
Sind x und y die Koordinaten des Schnittpunktes P, dann sollen die folgenden drei Geradengleichun
gen zugleich gelten: 
(I) Gerade durch Q,, P und P,: (y, -0)/(x, -0) = y/x oder).,= y/x; 

(2 ) Geradedurch Q2 , Pund P2: (y2 - 0)/(x2 -1) = y/(x-1) oder [1/(1 + l2))/(-l ) = y/(x - l ); 
(3) Gerade durch Q3 , P und P3: (y3 -1)/x, = (y- 1)/x oder -1/[l3/(l + l3)] = (y- 1)/x. 
Durch Eliminieren von y nach (I) und von x aus (2') und (3') erhiilt man 

(2') -1/(1 + l,) = xl,/(x - 1), I - x = x(l, + l,l,), x = 1/(1 + )., + l,l,); 
(3') -(1 + ).3)/).3 = (x)., - 1)/x, x + xl, = ).3 - xl,l3 , x = ).3/(1 + ).3 + l,).3); 
).3 + ).,).3 + l.,l,l, = I + ).3 + l,1.3 

J.1J.1).3 = I, was zu be weisen war (w. z. b. w.). 

Satz des M-l■oo. Elne Tnnnenale scbneldet clle Sellen elnes Dreled<s oo, dllll du Produkl de, 
Tetl..,t,Utnlsse, du lbre Scbnlttpunkle mil den drel Sellen blldm, den Wert -1 bat. 

Entsprechend wie im Satz des Ceva seien 
l, = m(P,Q,): m(Q,P3), ).2 = m(P3Q2 ): m(Q2 P,), ).3 = m(P1Q3) m(Q3 P2 ) 

die Teilverh3.ltnisse der Schnittpunkte auf den Sciten (Abb. 
13.3-11); die Ecken des Dreiecks mOgen wieder die Koordina
tcn haben P,(0, 0), P2 (1, 0), P3 (0, I). Fur die Koordinaten der 
Schnittpunkte ergeben sich dieselben Werte, wobei abcr ein 
Teilverh3.ltnis, in der Abbildung A2 , einen negativen Wert hat. 
Wenn die Punkte Q1 , Q2 , Q3 auf einer Geraden liegen sollen, 
muO gelten: 

(y, - y3): (x2 - x3) = (y, - y3): (x, - x3), 
[1/(1 + l2)): [-l,/(1 + l3)) = [l,/(1 + l,)l: [1/(1 + l,) - l3/(I + l3 )); 

-(I + ).3)/[l,(1 + ).2 )) = l,(I + l3)/[(1 + ).3) - l3 (1 + l,)l. 
-(I + l3) + l3 (1 + ).,) = l,l,(1 + ,l2), 

-I -;, + ;, + l,l, = l,l, + l,l,l,, 
). 1 ).2),3 = -1, was zu beweisen war (w. z. b. w.). 

13.4. Der Kreis 

Gleichungen eines Kreises in rechtwinkligen Parallelkoordinaten. 
Ein Kreis ist dcr gcometrische Ort aller Punkte P(x, y) der Ebene, 
die von einem festen Punkt M(c, d) einen konstanten Abstand r 
haben; M hei8t Mittelpunkt, r Radius des Kreises. Nach dem 
pythagoreischen Lehrsatz ergibt sich danach (Abb. 13.4-1) die ge
suchte K.reisgleichung r2 = (x - c)2 + (y -d)2. HUit der Mittel
punkt in den Ursprung, so ist c = d = 0, und man erhalt die 
Mittelpunktsgleichung des Kreises x1 + y1 = r 1• 

P, 

l).J-11 

y 

Zurn Satz des Menelaos 

Gleichung eines Kreises mit xi + yz = r:,. 
._M_i1_1e _lp_u _nk_ t _ im-'_'--U_rs_p_ru_n _g,_R_ a_d_iu_s _,

_. 
_______ , _ _. �?�t�u��r HerleilUng der Kreis-
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Beispiel 1: Der Kreis mit dem Mittelpunkt M(4, 3) und dem Radius 2 hat die Gleichung 
(x - 4)2 + (y- 3)2 = 22• 
&ispiel 2: Der Punkl P 0(1, 2) liegl nichl auf dem Kreis mil dcr Gleichung (x - 0,5)2 + (y - 2)2 = 52, da seine Koordinaten x0 = J, Yo = 2 die Gleichung des Krciscs nicht erfiillen. Es ist (I - 0,5)2 + (2 - 2)2 ala 25. 
&ispiel 3: Wclchc Ordinalcn habcn die auf dcm Kreis mil dcr Glcichung (y - 2)2 + (x - 1)2 = 61 liegendcn Punkte P 1 und P2 mil dcr Abszisse 6?- Gesucht sind die Ordinaten y1 undy1 der Punkte P 1(6, y1) und P 2(6, y2). Setzt man x = 6 in die Krcisg)eichung ein und IOSt nach y auf, so crhalt man (y- 2) = ±V61 -(6 - 1)2 , d. h., y, = 8, y2 = -4. 

Gleichung eines Kreises in Polarkoordinaten. Der Mittelpunkt M eines Kreises vom Radius r habe im Polarkoordinatensystem die Koordinaten M(eo, q,0) und ein beliebiger auf dem Kreise variierender Punkl P die Koordinalen P(p, ,p). Im Dreieck OMP sind IMPI = r und IOMI = p0 gegebcne fesle Werle, e andert sich je nach der WinkelgrOBe q, zwischen den Werten em,n = leo - rl und emu = eo + r (Abb. 13.4-2). Nach dem Kosinussalz gilt stets ()2 + e3 - 2e0ecos(ip- ip0) = r 2• Liegt der Kreismittelpunkt auf der Polarachse und geht der Kreis durch den Ursprung - man spricht dann von Scheileliage-, so erhalt man, da der Umfangswinkel im Halbkreis ein Rechter ist, die vereinfachte Kreisgleichung e = 2r cos ip. 
Gleichung eines Kreises mit dem Radius r und dcm Mittel- e2 + e3 - 2(,e0 cos(ip-q,0)= r2 punkt M(eo, ip0) in Polarkoordinaten; spczicll in Scbcitellage e = 2r cos ip; e � 0 

&ispiel 4: Wcnn M(4, 30°) und r = 3 sind, lautct die Gleichung des Kreises in Polarkoordinatcn 
Q

2 + 16 - 2e · 4 cos (,p - 30') = 9 bzw. e' - 8e cos (,p - 30°) + 7 = o. 

I J.4·2 Zur Kreisgleichung in Polarkoordinatcn 13.4·3 Zur Gleichung des Kreises in Parameterdarstellung 
Panmetenlarstellung des Kreises. Wcrden die beiden Koordinaten x und y als Funktionen x = ip1(t), y = ip2(t) einer zugrunde liegenden VerOnderlichen t angesehen, so nennt man diese GrOBe Parameter und die Darstellung Parameterdarstcllung. In physikalischen Anwendungen wird oft die Zeit als Parameter vcrwendet. Beim Kreis erh3.lt man die Parameterdarstellung x= c +  r cost, y=d+ r sin t, wenn man als Parameter t die GrOBe des Winkels zwischen der positiven Richtung der x-Achse und dem zum Laufpunkt P(x, y) gezogenen Radius r einfuhrt Abb. 13.4-3). 

Paramcterdarstellung eines Kreises vom Radius r x = c + r cost und dem M ittclpunkl M(c, d) y = d + r sin r 
&ispiel 5: Der Kreis vom Radius r = 2 und dem Mittclpunkl M(3, 4) hal die ParamelcnlaBtellung x = 3 + 2 cot,, y = 4 + 2 sin,. 

Kreis und Gerade 
Gegeben seien ein Kreis durch die Gleichung (x - c)1 + (y - d)1 = r 2 und eine Gerade durch 
y = mx + n. Die Koordinaten x0, Yo eines Schnittpunktes Po 

I
( )2 · (y d Z 2 I mOssen sowohl die Gleichung des Kreises als auch die Gleichung Xo - c + 0 -+) : r I der Geraden erfiillen. Man erh3.lt das Gleichungssystem , mxo n - Yo ·. 
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Durch Einsetzen. Quadrieren und Ordnen gewinnt man stets cine quadratische Gleichung der Form 
xfi + 2px0 + q = 0 mit der allgemeinen L0sung x0 = -p ± V p2 - q (vgl. Kap. 4.3). Je nach dem 
Vorzeichen ihrer Diskriminante D = p2 - q hat sie zwei reelle (D > 0), eine reel/e (D = 0) oder 
zwei konjugiert komplexe L6sungen (D < 0). Geometrisch bedeutet das, da8 die Gerade zwei Punkte, 
einen oder keinen Punkt mit dem Kreis gemeinsam hat, daB sie Sekante oder Tangente ist oder den 
Kreis ver/ehlt. 

Beispiel J: Sind ein Kreis <lurch die Gleichung (x - 3)2 + (y -2)2 = 40 und cine Gerade <lurch 
y = -x + 9 gegeben, so erbalt man fur ihre Schnittpunkte 

(x0- 3)1 + (-x 0 + 7)1 -401 
2x6 - 20x0 = -18 

Xo1 = 9; x 02 = I 

Die beiden Schnittpunkte sind P1(9, 0) und P1(1, 8). 

Beispiel 2: Um die Schnittpunkte der <lurch die Gleichungy = -x/2 + 5/2 V5 gegebenen Geraden 
mit dem durch x 2 + y2 = 25 gegcbencn Kreis zu berechnen, lost man die durch Einsctz.cn gcwon
nene quadratischc Gleichung auf; oft wird dabei der Einfachheit halber der den Schnittpunkt kenn
zeichnende Index weggelassen. 

x' + x'/4 + 125/4 - '/,xVs - 25, 

5x1/4 - 5x VS/2 = -25/4, 

x'-2 VS·x=-5 , 
(x -Vs)'= o, 
x, =x, = Vs. 

Die Diskriminante D = 5 - 5 hat den Wert NuU, die Gerade berilhrt den Kreis im Punkte x 0 

= Vs, Yo = 2 · vs.
Beispiel 3: Die durch x = 6 gegebene Gcrade hat mit dem durch x 2 + y2 = 2S gegcbenen Kreis 
keinen Punkt gemeinsam. Durch Einsetzcn erh3.lt man die in y quadratische Gleichung 36 + y2 

= 2S mit der Diskriminante D = 2 5  - 36 = -11, d. h. keine reelle L0sung. 
Normale eines Kreises. Geometrisch ist bekannt, daB der BerUhrungsradius auf der Tangente senkrecht 
steht. Die Gerade, auf der der Ben1hrungsradius liegt, ist deshalb die Normale zum Kreis im Be
rUhrungspunkt. FUr den Punkt P1(x1 , yi) auf dem milder Gleichung (x - c)2 + (y- d )2 = r 2 ist 
(y, - d)/(x1 - c) der Richtungsfaktor der Normalen und (y - y.)/(x - x1) - (d - yi)/(c - x1) 
oder y - y, - (x - x,) (y, - d)/(x, - c) ihre Gleichung. 

Gleichung der Normalen durch P1(x 1, y 1) bei beliebiger und bei Mittelpunktslage des Kreises 

Beispiel 4: Die Normale des durcti die Gleichung (x -2)2 + (y - I )2 = 2S gegebenen Kreises 
durch P,(5, -3) hat die Gleichung y + 3 = (-3 - I)· (x - 5)/(5 - 2) oder in kartesischer 
Normalfonn y - -4x/3 + 11/3. 

Tangente eines Kreises. 1st von einer Tangente an den Kreis 
mit der Gleichung (x -c)2 + (y- d)2 = r 2 der Beruhrung�·
punkt P1(x 1, y 1) gegeben, so ist m1 = (y 1 -d)/(x 1 - c) der 
Richtungsfaktor des BerUhrungsradius und m2 = -l/m1 = 
-(x 1 - c)/(y1 - d) der Richlllngs/aktor der Tangeme 
(Abb. 13.4-4). 
Nach der Punktrichlungsform der Geradengleichung findet 
man fiir die Tangentengleichung y -y1 = 
-(x1 - c) · (x -x 1)/(y 1 - d) oder nach Ausmultiplizieren 
und Ordnen yy 1 -yi-yd+y1d=-xx 1 +xi+cx-cx 1 

bzw. xx 1 + YYt - ex -dy =xi+ Yi - cx 1 -dy,. Addiert 
man auf beiden Seiten den Ausdruck ( c 2 + d 2-cx 1 -dyi) 
und berilcksichtigt, daB P1 auf dem Kreise liegt, d. h., dafl 
(x 1 - c) 2 + (y 1 - d)2 = r2 ist, so erhalt man als Glei
chung der Tangente (x - c) x, - (x - c) c + (y-d) y1 -
(y -d)d = r 2 oder(x-c)(x 1 -c) + (y-d)(y1 --,-d)=r 2• 13.4•4 Tangente eines Kreises 
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Gleichung der Tangente im Punkte P1(x1 , y1) bei 
beliebiger und bei Mittelpunktslage des Kreises 

(x - c) (x1 - c) + (y - d) (y - d) = ,, 
XX1 + YY1 = f2 

&i.spiel 5: Die Gleichuog der Tangentc, die im Punktc P (5 , -3) den durch die Gleichung 
(x -2)2 + (y - I )2 = 25 gegebenen Kreis beriihrt, lautet (x - 2) (5 - 2) + (y - I) ( -3 - I) 
= 25 oder 3(x - 2) - 4(y - I)= 25 bzw. in kartesischcr Normalform y = 3x/4 -27/4 . 

Mit den Mitteln der Differentialrechnung ergibt sich der Richtungsfaktor der Tangente, indem man 
die Kreisgleichung an der Stelle x1 differenziert. Wegen (x - c)2 + (y - d)2 = r2 folgt 

2(x - c) + 2(y- d)y'= 0 oder y' = -(x - c)/(y - d). Der Richtungsfaktor der Tangenle im 
BerGhrungspunkt P1 (x1 ,y 1) ist mithin y'1 = -(x1 - c)/(y1 - d) in Obereinstimmung mit dem 
bereits angegebenen Wen. 

Tangenten von einem Punkt an einen Kreis. Sind M(c, d) der Mittelpunkt eines Kreises mit dern Radius 
r und P0(x0 , y0) ein Punkt auBerhalb des Kreises, so gibt es zwei Tangenten vom Punkte P0 an den 
Kreis (Abb.13.4-5). Werden ihre Beriihrungspunkte mit P1 (x1 , yt) und P1(x2 • y2) bezeichnet, so lauten 
ihre Gleichungen 

(x - c) (x1 - c) + (y - d) (y, - d) = r 2 und 
(x - c)(x2 - c) + (y - d)(y, - d) = r2. 

Sie sind fur die Koordinaten des Punktes P0(x0,y0) erfilllt: 
(x0 - c)(x, - c) + (y0 - d)(y 1 -d)= r', 
(x0 - c)(x2 - c) + (y0 - d)(y2 - d) = ,'. 

Die Gleichung 
(x0 - c) (x - c) + (y0 - d) (y - d) = r' 

gilt deshalb sowohl fur die Koordinaten des einen BerUhrungs- --,f------ --
punktes P1 (x1 , y1) als auch fur die des anderen Pi (x2 , y2). Die x 
Gleichung stellt danach eine Gerade dar, die durch die beiden 
Bertihrungspunkte geht. Diese Gerade heiBt Po/are p0 des Pols I J.4-5 Tangcnten voneinem Punkte 
P0 und ist bestimmt durch die Koordinaten (c, d) des Kreis- au13erhalb cines Krcises an den Kreis 
mittelpunktes Mund durch die des Pols P0 (x0 , y0) sowie durch 
den Radius r des Kreises. lhre Schnitlpunkte mit dem Kreis sind die beiden Beriihrungspunkte der 
Tangenten. Mit den Koordinaten des Pols (x0 , y0) und eines Bertihrungspunktes la'3t sich jeweils, 
z. B. mit der Zweipunkteform der Geradengleichung, die Tangentengleichung sofort angeben. 
&ispiel 6: Yorn Punkte P0 (3, 5) sollen die Tangenten an den Kreis mit der Gleichung (x + 2)2 + y2 

= 5 gelcgt werdcn. Die Glcichung der Polaren ist (3 + 2) (x + 2) + (5 - 0) (y - 0) = 5 oder 
y = -x - I .  Ftir ihre Schnittpunlcte P1 und P2 mil dem Kreis gilt y 1 = -x1 - I und zugleich 

(x1 + 2)2 + yf = S, folglich xf + 4x1 + 4 +xi+ 2x1 + I = 5 oder xi+ 3x1 = 0; x 1 = 0, 
x2 = -3 . Die &riihrungspunkte sind demnach P 1(0 , -1) und P2(-3 , 2). Die in P1 bertihrende 
Tangcnte hat die Gleichung y 1::::: 2x: - I, die andere y = x/2 + 7/2 . 

Zwei Kreise 

Schn.ittpunkte zweier Kreise. Zwei Kreise, deren Gleichungen (x - c 1)2 + (y - d 1)2 = rf und 
(x - c 2)2 + (y - d 2)2 = r2 sind, k0nnen so zueinander liegen, daB sie sich in 2 Punkten schneiden, 
daB sie sich in einem Punkte beriihren oder daB sic getrennt liegen, d. h. keinen Punkt gemeinsam 
haben. 
Zurn Aufsuchen eventueller Schnittpunkte P0(x0,y 0) hat man das Gleichungssystem 

I (xo - c 1)2 + (yo - d1)2 = r'f I(xo - c 2)2 + (yo - d 2)2 = rj 

aufzul0sen. Hat es zwei reelle, verschiedene LOSungen x01 , Yo I und x02, y0 2 , so stellen P 1(x01 , y0 1) 
und P2 (x02 , y0 2) die beiden Schnittpunkte dar; im Falle einer reel/en Doppel/6sung beriihren sich die 
Kreisc ( vgl. Kap. 4 .6.). Hat das Gleichungssystem keine reelle L6sung, so liegen die Kreise getrennt. 

B,i,pie/ J: Durch Subtrahien:o der Gleichungen (x+4)2 +(y+5)2= 194 und (x-3)'+(y-2)2 
= 40 zweier Kreise ergibt sich die Gleichung x + y = 9 der Geraden, auf der die beiden Kreisen 
gemeinsame Sehne liegt. lhre Schnittpunkte mil eincm der Krcisc sind zugleich die Schnittpunkte 
beidcr Kn:ise;·man lindet die Punkte P1(9 , 0) und P2(1 , 8). 
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Schnittwinkel zweier Kreise. Der Schnittwinkel zweier Kreise ist erkl3.rt als Winkel zwischen den 
Tangen/en in jedem Schnittpunkt; er hat fur beide Schnittpunkte denselben Wert (Abb. 13.4-6). 

Beispiel 2: Die durch die Gleichungcn (x + 4)2 + 
(y + 5)2 = 194 und (x - 3)2 + (y - 2)2 = 40 ge
gcbencn Kreise schnciden einander im Punkte 
P1(9,0). Die Tangcnten habcn die Gleichungcn 
(9 + 4)(x + 4) + S(y +s)+ 194 und (9-3)(x-3) 
+ (-2) (y - 2) = 40 oder in kartcsischer Nor
malform: y = -13x/S + I 17/S und y = 3x- 27. 
Fiir die GrOBe v, des Schnittwinkels dieser beiden 
Geraden findet man aus 

m1 = -13/S und m2 = 3 
nach tan,p = (m2 - m1)/(I + m1m2) = -14/17 
den Wen y,2 = -39.47° bzw. 'l't = +140,53°; aus 
m1 = tan0<1 = -13/S ergibt sich "'• = -68,96°, 
aus m2 = tan(X2 = +3 dagcgen cx2 = +71.57°. 
fur.,= (X2 - cx1 dcmnach 140,53°. 

13.4-6 Schnittpunkte und Schnittwinkel zweier Kreise 

13.S. Die Kegelschnitte 

y 

Kegelschnitte als Schnittfiguren eines geraden Kreiskegels mit einer Ebene 

Schon in der Antike definierte man die Kegelschnitte als Schnitte einer Ebene Emit einem geraden 
Kreiskegel. Die Schnittfiguren werden Kreis. Ellipse, Hyperbel und Parabel genannt. Enth3.lt die 
Schnittebene E die Spitze Z des Doppelkegels, so sind die Schnittfiguren entweder ein Punkt, die 
Spitze Z, oder eine Mante/Jinie, wenn die Ebene E den Kegel berilhrt, oder zwei sich in der Spitze Z 
schneidende Mantellinien, wenn die Ebene E aul3er Z noch innere Punkte des Kegels enth3.lt. Diese 
Schnittfiguren werden auch als entartete Kegelschnitte bezeichnet. 
Enth3.lt die Ebene E die Spitze Z nicht, steht aber senkrecht auf der Achse des Kegels, so ist die 
Schnittfigur ein Kreis; verl3.uft die Ebene parallel zu einer Mantellinie, so entsteht eine Parabel; 
verlauft sie weder parallel zu einer Mantellinie noch senkrecht zur Achse, so ergibt sich cine Ellipse, 
wenn alle Mantellinien nur auf einer Seite der Spitze von £ geschnitten werden, im anderen Fall 
eine Hyperbel. 
Alie nichtentarteten Kegelschnitte eines Doppelkegels kOnnen als perspektive Bilder voneinander 
angesehen werden; Z ist das Zentrum der Perspektive. Auf jeder Mantellinie liegt ein und nur ein 
Punkt vonjedem Kegelschnitt- bis auf drei Ausnahmen, die man durch den Begriff des uneigentlichen 
oder unendlichfernen Punktes einer Geraden (vgl. Kap. 25. l.) 
beseitigt. Die zur Schnittebene £ parallele Mantellinie m0 bei 
der Parabel soil danach mit ihrer Parallelen durch den Schei• 
tel S der Parabel einen uneigentlichen Punkt gemeinsam haben, 
der als Parabelpunkt gilt; die Parallele SF zu m0 durch den 
Scheitel heiBt Achse der Parabel. Im Falle der Hyperbel handelt 
es sich um die zwei Mantellinien, in denen eine zur Ebene £ 
parallele Ebene £' durch die Spitze Z den Doppelkegel schneidet. 
In der projektiven Geometric haben beide Ebenen E und £' eine 
uneigentliche Gerade g gemeinsam, und jede der beiden Mantel
linien schneidet g in einem uneigentlichen Punkt, der zugleich 
ein Punkt von jeder zu ihnen paralJelen Geraden und von der 
Hyperbel ist. Die beiden zu diesen Mantellinien parallelen Ge
raden durch den Mittelpunk t der Hyper be I heiBen ihre Asymptoten 

Dandelinsche Kugeln. Der belgische Mathematiker Pierre DAN

DELIN (1794-1847) hat als erster Kugeln, die den Kegel und die 
Schnittebene beriihren, zur Herleitung der Eigenschaften der 
Kegelschnitte benutzt. 
Parabel. LliuftdieSchnittebeneEparallel zueiner Mantelliniem0 , 
so gibt es nur. eine Dandelinsche Kugel, die E und den Kegel be
rllhrt; ihr Durchmesser ist der Abstand der Geraden m0 von der 13.5-1 Parab�l ab Kcgclschn1tt 



326 13. Analytische Geometrie der Ehene 

Ebene E (Abb. 13.5-1). Die Kugel berUhrt die Ebene E in einem Punkt Fund den Kegel in eincm 
Kreis k, der von m0 im Punkt D geschnitten wird. Die Ebene £1 durch den Kreis k schneidet die 
Schnittebene E in einer Geraden /, die leitlinie hei13t und senkrecht auf der Ebene £ durch die Mantel
linie m0 und die Achse des Kegels steht. Die Ebene 1: sch.neidet die Schnittebene £ in der Achse der 
Parabel; der endliche Parabelpunkt auf der Achse ist der Scheitel S der Parabel. Durch Dreben der 
Ebene E um die Mantellinie m0 entstehen Schnittgeraden, z. B. BC, auf der Schnittebene £, die 
parallel zur Achse, d. h. senkrecht zur Leitlinie / verlaufen. Den Kegel schneidet die gedrehte Ebene 
EA durch m0 in einer zweiten Mantellinie durch die Punkte Z, A und C; A liegt auf dem Kreis k 
und C auf der Schnittgeraden; C ist somit ein Parabelpunkt. Die Strecken CF und CA sind gleich 
lang als Abschnitte auf Tangenten vom Punkt Can die Kugel. Die Strecken CA und CB sind gleich 
Jang nach dem Strahlensatz; die Geraden ZC und DB schneiden einander in A und werden von den 
Parallelen BC und DZ geschnitten; dabei gilt IBCI: ICAI = IDZI: IZAI = I, d. h .• !BCI = ICAI. 

Die Puabel lit der 1eometrlscbe Ortaller Puakte der Ebeno, die..., - festm Puakt Fund elner 
festm Gendell I glelcbm � haben. Du Verbllblls jCFI: ICBI = • bat dea Wert l uad bdllt 

---trizltit. 

Ellipse und Hyperbel. Wenn die Schnittebene £ keiner Mantellinie parallel ist, sind zwei Dande/insche 
Kugeln K1 und K2 vorhanden, die diese Ebene £ in je einem Punkt F1 bzw. F2 und den Kegel in je 
einem Kreis k1 bzw. k2 berfihren. Die Ebenen £1 und £2 dieser Kreise schneiden die Schnittebene E 
in je einer zur anderen parallelen Leitlinie /1 bzw. /2 • Die Ebene E senkrecht zu den Leitlinien und 
durch die Achse des Kegels schneidet die Schnittebene in der Achse der Ellipse oder der Hrperbel 
(Abb. 13.5-2 und 13.5-3) 

l 

13.5-2 Ellipse als Kcgclschnitt 

Achse des 
Ooppelkegels 

13.5-3 Hyperbel als Kegclschnin 

Eine Parallele m0 in dieser Ebene E zur Achse des Kegelschnitts durch die Spitze Z des Kegels schnei
det die Ebenen E1 inD1 und£2 in D2 • Dreht man dieEbene.L' um die Gerade m0 , so bleibt ihre 
Schnittgerade mit E, z. B. B1B2 , parallel zur Achse des Kegelschnius, d. h. senkrecht zu den Lcit
linien /1 und /2 • Die gedrehte Ebene E,. enthalt cine Mantellinie ZA 1 A2 ; der Schnittpunkt C von 
B1B2 mit A1A2 ist ein Punkt des Kegelschnitts. Die Strecken CF1 und CA1 sind glcich lang als 
Abschnitte auf Tangenten vom Punkt Can die Kugel K,; entsprechend gilt ICF,I = ICA,l.•Wegen 
der Lage der Kugeln K1 und K2 auf verschicdenen oder gleichen Seiten der Schnittebene E gilt fur die 
Ellipse ICF,I + ICF,1 = IA,A,I, fur die Hyperbel dagegen ICF,I - ICF,I = IA,A,1. 
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Die Ellipse isl lier•- Ort aller Punkte C der -, r,.. die die Summe der Abstinde ,on zwel festm Punktea F, und F,. dee er-punkten, k-tut isl; am Symmetrlegriindea isl dle■e Komtante (2■) aletcb dem Abot■adder In der Ebeae l: aeleaeaea Elllpoenpunkte S1 und s,, die Scbeltel hel8en. Die Hyperbel Isl der 1eometriscbe Ort aller Punkte C der Ebeae, fiir die die Dlfferenz lier Abotinde voo zwel festea Punkten F, und F,, den Br-p1111kten, konstant Isl; fur die Scheltelpw,kte S1 und s, In i; gilt Wieder 1s,S,I = 2■ = IA,A,j. 
In der gedrehten Ebene E,. durch m0 schneiden sich ebenfalls ZC und B1 D 1 in A 1, und B, C ist parallel zu ZD 1 • Nach dem Strahlensatz gilt: 

ICA,I: ICB,I = IZA,I: IZD,I = ICF,I: ICB,I = ,. 
Das Verbiltnis des Abot■ads jCF,I eines Keaelocbnlttpomktes C..., eiaem __.., F1 zum Abstand jCB,I von der lbm 11111eh&igen Leltlinle /1 1st elae KCN1Stante ,; der Wert dleser aumerlscbea Exzentrlzllit, 1st bel der Ellipse O <•<I, da jZA,I < jZD,I, bel der Hyperbel daaeaea ar68er als I, da jZA,I > IZD,j. 

Gleichungen der Kegelschnitte. Um einen analytischen Ausdruck fur die Kegelschnitte zu bekommen, mu0 ein passendes Koordinatensystem gewahlt werden. Die Kegelschnitte sind ihrer Entstehung nach 
symmetrisch zu ihrer Achse. Ellipse und Hyperbel mi.issen auf Grund der obigen Ergebnisse aber auch 
symmetrisch sein zur Mittelsenkrechren der Strecke F1F2 ; der Schniupunkt dieser Mittelsenkrechten mit der Achse ist der Mi11elpunkt M dieser Kegelschnittc. Danach ist cin kartesisches Koordinaten
system, dessen x-Achse die Achse des Kegelschnitts und dessen y-Achse die Mittelsenkrechte im Mittelpunkt M ist, am besten zur Beschreibung der Ellipse und der Hyperbel geeignet. Man sagt dann, der Kegelschnitt befindet sich in Mittelpunktslage. Von Scheitellage spricht man, wenn bei gleicher x-Richtung die Tangente in einem Scheitelpunkt des Kegelschnitts als y-Achse dient. Auch 
Po/arkoordinaten, in denen die Kegelschnittachse die Nullrichtung und ein Brennpunkt der Pol ist, eignen sich fur alle drei Kegelschnitte und damit zu einer gemeinsamen Gleichung. Speziell fur die Hyperbel )assen sich die beiden Asymptoten, die sich im Mittelpunkt schneiden, als ein natiirliches, 
schiefwinkliges Parallelkoordinatensystem verwenden. 

Gleichungen der Parabel 
Scheitelgleicbung. Das kartesische Koordinatensystem licgt so. da0 seine x-Achse mit der Parabelachse und seine y-Achse mit der Scheiteltangente zusammenfallen (Abb. 13.54). Jeder Parabelpunkt P hat nach Definition der Parabel vom Brennpunkt F und • r. -

IA I 
von der Leitlinic / gleichen Abstand. Der Scheite/ S mu0 danach den Abstand JFL0 I des Brennpunktes F von der Leitlinie I halbieren. Es gibt zwci Parabelpunkte, deren Ordinate ihrem Abstand von der Leitlinic glcich ist. Den absoluten Betrag p dieser Ordinate ncnnt man den Halbparameter p der Parabel; IFL0 I = p. Der Brennpunkt F hat danach die Koordinaten (p/2, 0). Ein beliebiger Parabeipunkt P(x, y) aber hat den Abstand IFPI / � - 5 -/.'r'P-"'f; _:c= �= Vy2 + (x - p/2)2 vom Brennpunkt F und den Abstand fLo F IPLI = p/2 + x von der Leitlinie /. Nach der Parabeldefinition -t-,:-i-'--f-4--l-'+-ll-'-+-4-4--+-'I-' gilt mithin: 

(p/2 + x)' = y' + (.t: - p/2)2 oder y' = 2px. \ i> 

! Scheitelgieichung der Parabei I y' = 2px ,1 
I, 

:, :1
-13.!i-4 Zur Hcrleitung dcr Parabclgleicbung 1"'- 1 

Die Gleichung drtickt aus, da0 die x-Achsc Symmetrieachse ist; der Scheitel liegt im Ursprung; zu jeder Abszisse x > 0 gehbren zwei Parabelpunkte, deren Ordinaten entgegengesetzt gleich sind. Der Halbparameter bestimmt die Form der Parabel. Je kleiner sein Wert p ist, um so naher riicken Brennpunkt und Lcitlinie der y-Achse, um so langsamer wiichst y. Im Grenzfall p-,.. 0 entartet die Parabel zu dem doppelt durchlaufenen Strahl x > 0 der x-Achse. Nimmt p dagegen sehr groBe Werte an, so rUcken Brennpunkt und Leitlinie immcr weiter auseinander. und fur p _. oo entanet die Parabel wegen x-+ 0 zur y-Achse. Auch die Gleichungen x2 = 2py, y2 = -2px und x2 = -2py mit p > 0 stellen Parabeln dar, wie man aus der fofgendcn Obersicht erkennt, in der die Parabel '72 = 2p; durch Drehung des ;, 1}-



328 13. Analytische Geometrie der Ebene 
Koordinatcnsystems um einen Winkel der GrODe tp in eine der angegebenen Gleichungen ilbergeht. Die Transformationsgleichungen sind dabei � = x cos tp - y sin 1/J und 'f/ = x sin VJ+ y cos tp (Abb. 13.5-5). 

y 

x'•-2py 
71 

x2•2py 
71 

13.5-5 Lage der Parabeln mil den Gleichungen 112 = 2pt nach Drehung des �. 11-Systems 

Parabel 'I' Transfor- transfor- Abb. lntervall 
mations- mierte gleichungen Gleichung fur X I rnr y 

�'=2pl; -n/2 /;=y, 11=-x X2=2py a -oo<x<+oo I O<y<+oo �'=2pl; +n /;=-x.�=-y y2=-2px b -oo<x�O -oo<y<+oo �'=2pl; +n/2 /;=-y,�=x x2=-2py C -oo<x<+oo -oo<y<O Hat der Scheitel der Parabel nach einer Parallelverschiebung des Koordinatensystems die Koordinatcn (c, d), so nimmt die Scheitelgleichung der Para be! fiir p > 0 cine der folgenden Formen an: (y - d)2 = 2p(x - c); (x - c)2 = 2p(y - d); (y - d)2 = -2p(x - c); (x - c)2 = -2p(y- d). 

Beispiel 1: Gesucbt ist die Gleichung einer Parabel in Scheitellage mit dcr x-Achse als Parabclachsc, die durch den Punkt P0(2, 4) hindurchgeht. Dann muB die Parabclgleichung von den Koordinaten von P0 befriedigt werden: 41 = 2p · 2; hieraus crgibt sich p = 4. Die gesuchte Parabclgleichung lautet demnach y2 = 8x. 

&ispiel 2: Die Parabcl, die ihren Scheitel in S(2, 3) hat, nach unten off en ist und durch den Punkt P0(4, I) hindurchgcht, muB achsenparallel zum Bild der Funktion x2 = -2py sein; ihre 
Gleichung ist (x - 2)2 = -2p(y- 3). Da sic durch den Punkt P0(4, I) gcht, gilt (4 - 2)2 = -2p(I - 3) oder p = +4/4 = +1. Die Parabelgleichung lautet somit (x - 2)2 = -2(y- 3). Der Brennpunkt Fhat auf der Achse den Abstand p/2 = 1/2 vom Scheitel, d. h., seine Koordinaten sind (2, 21/2). 

Gleicbungen der Ellipse 
Mittelpunktsgleichung der Ellipse. Die x-Achse des kartesischen Koordinatensystems fallt mit der 
Ellipsenachse zusammen, die y-Achse steht im Mitte/punkt M der Strecke S 1S 2 zwischen den Schei

teln senkrecht auf ihr (Abb. 13.5-6). Auch die y-Achse schneidet die Ellipse in zwei Punkten N1 und N 2, den Ne
benscheiteln. Man bezeichnet die Langen [S1S 21 = 2o als grofte, IN,N2 1 = 2b als kleine Achse und '/, IF,F,1 = e als lineare ExzentrizitQt. Da auch IN1Fd + IN1F21 = 2o seinsoll, bilden die Streckena, b und e ein rechtwinkliges Dreieck, in dem gilt e2 

+ b2 = a2• Die Brennpunkte haben danach die Koordinaten F1 ( +e, 0) und 
F2(-e, 0). Ein beliebiger Ellipsenpunkt P(x, y) hat die Abstiinde IPF,I = r, =VY'+ (e - x)2 und IPF,1 = r2 = V y2 + (e + x)2 von den Brennpunkten. Nach Definition der Ellipse soil gelten: r1 + r2 = 2a oder r 1 = 2a - r2 • Setzt man die fur r 1 und r2 gefundenen Terme 13.5-6 Zur Gleichung einer Ellipse in ein und quadriert beide Seiten, so bleibt cine Wurzel Mittelpunktslage · stehen: 
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/ + (e - x)' = 4a2 - 4a V y2 + (e + x)' + / + (e + x)2 

oder aJ/y' + (e + x)2 =a'+ ex. 
Durch erneutes Quadrieren beider Seiten erhalt man 

02Y2 + a2e2 + � + 0
2x2 = 04 + � + e2x2 . 

Wegen e2 = a2 - b2 laBt sich diese Gleichung vereinfachen: 
a2y2 + / - a2b2 + -aY =/ + ..,.,,..,_ - b2x2 

oder x'fa' + y'fb' = I. 

�ittelpu�ktsgleichung .=: + L = I emer Ellipse 02 b2 

13.5-7 Drehung des�. 'I-Systems und Ellipse dcr Gleichung x2/b2 + y2/a2 = I 

Auch die Gleichung x2/b2 + y2/a2 = I, in der wieder a> b angenommen ist, stellt cine Ellipse dar, 
wie man durch Drehung des �.17-Koordinatensystems um ,p = -n/2 erkennt (Abb. 13.5-7). Die 
Ellipse !;'fa' + �2/b2 = I geht durch die Transformationsgleichungen (vgl. Parabel) s = y, � = -x 
iiber in x2/b2 + y2/a2 = 1. 
Hat der Mittelpunkt der Ellipse nach einer Parallelverschiebung des Koordinatensysterns die Koordi
naten (c, d), so nimmt die Mittelpunktsgleichung der EUipse fur a> b cine der folgenden Formen an: 

(x - c)2/a2 + (y - d)2/b2 = I oder (x - c)2/b2 + (y - d)2/a2 = I. 

Beispiel 1: Eine in Mittelpunktslagc befindliche Ellipse mil den Halbachsen 3 und 4 hat die Glei
chung x2/16 + y2/9 = I bzw. x2/9 + y2/16 = I, je nachdem, ob ihre grolle Achse in Richtung 
der x- bzw. der y--Achse lieat. 

Beispie/ 2: Von einer Ellipse isl bekannt, daB sie Mittelpunktslagc hat, daB cine Halbachse die 
Ungc 5 hat und daB sie durch den Punkt P0(3, -8) hindurchgcht. Da 8 > 5, muB b = 5 die kleine 
Halbachse scin. Fur a findet man durcb Einsetz.en von x0 = 3, y0 = -8 in die Mittelpunktsg)ei
chung: 

32 /52 + (-8)2/a2 = I oder 64/a2 = (25 - 9)/25 = 16/25, 

d. h., a= J/25 · 64/16 = S · 2 = 10. Die Ellipsengleichung lautet demnach x2/52 + y2/102 = I. 

13.5-8 Numerischc Exzentrizitit ciner Ellipse; 
r1 und '11 sind Polarkoordinaten des Punktcs P 

Numerische Exzentrizitit. Eine Par
allele zur y-Achse einer Ellipse im 
Abstand IML,I = a'fe wird als Leit
linie 11 beuichnet (Abb. 13.5-8). 
Der Schei tel S 1 hat von ihr den 
Abstand d' = IS,Ld = a2/e - a =· 
(a/e)(a - e), und ein beliebiger Ellip
senpunkt P den Abstand d = IPQj 
= a2/e - x. Fllr die Abst3nde r1 

und r2 des Punktes P von den 
Brennpunkten F1 und F2 gilt nach 
dem pythagoreischen Lehrsatz r 1 = 
,r + (2e)2 - 2. 2e(e - x) = rf + 
4e2 - 4e2 + 4ex oder rj - rf = 
4ex. Wegen r2 + r1 = 2a folgt 
durch Dividieren r2 - r1 = lex/a 
und daraus r2 = a+ ex/a sowie r1 = a - ex/a. 

y 

d' L, 

Setzt man den aus der letzten Gleichung gewonnenen Term x = (a2 - r1a)/e in die Beziehung fur 
den Abstand d ein, erhalt man d = r1 • a/e, d. h., das Verhaltnis d: r1 = a: e ist unabh3ngig vom 
gew3.hlten Punkt P. Sein reziproker Wert wird als numerische Exzentrizitiir t = e/a bezeichnet. 
In der Abbildung ist angegeben, wie sich t als Verh3ltnis zweier Strecken konstniieren laDt; R1 auf 
F,P ist bestimmt durch IPRd = r1 und R, auf F,R, durch MR, II F,R,; dann gilt IMFd: IMR,I 
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Die Ellipse lat der 1eometrlscbe Ort aller hakte P der -• fllr die du Verlliltnis r, : ti Uires Ab
stands r, _, - Brmapankt F, zum Abstand ti - der ...........,, Leltlillle /, den luatantea 
Wert •fa = • bat mil 0 < • < l. 

Parameterdarstellung der Ellipse. Die Ellipse kann als affines Bild eines Kreises e + 112 = a2 auf
gefafit werden, in dem z. B. alle Ordinaten irn Verh3ltnis y: 1J = b: a verkUrzt wurden; in der Tat 
fuhrt die Transformation ,; = x. 1J = ya/b den Kreis in die Ellipse x2/a2 + y2 /b2 = I Uber. Zur 
Konstruktion werden durch die Schnittpunkte A bzw. B eines Strahls durch den Koordinatenanfangs
punkt mit den Kreisen K0 und Kt, mit den Radien a und b Parallelen zu den Achsen gczogen und 
ergeben den Ellipsenpunkt Pals Schnittpunkt. Man sieht, daB die Proportion y: TJ = b: a erfullt ist 
(vgl. Zweikreiskonstruktion, Kap. 9.2. - Perspektive Affinitat). 1st t dcr Winkel, den der beliebige 
Strahl gegen die x-Achsc bildet, so folgt die Parameterdarstellung x = a cost, y = b sin ,, die beim 
Einsetzen die Ellipsengleichung erfullt (Abb. 13.5-9). 

y 
Parameterdarstellung einer Ellipse 

13.5-9 Zur Paramcterdarstcllung cincr 
Ellipse 

13.5-10 Zur Glcichung einer Hypcrbel in Mittclpunkts
Jagc 

Gleichungen der Hyperbel 

Wie die Ellipse ist die Hyperbel symmerrisch zur Ach.se durch die Scheitelpunkte S1 und S2 sowie 
zu einer Senkrechten zu dieser Achse durch den Miuelpunkr M, ]MS1 1 = IMS2 1. Man bezeichoet 
1 MSd mit a, die Lange der Strecke MF1 mit IMFd = IMF2 1 mite. Eine kleine Halbachse gibt cs 
bei der Hyperbel nicht; da e > a, 13.Bt sich aber cine Strecke der Llinge b durch die Bezichung b2 

= e1 - a1 festlegen. 
Mittelpunktsgleichung einer Hyperbel. Wegen der Symmetrieeigenschaflen der Hypcrbel ist cin 
kartesisches Koordinatensystem zu ihrer Beschreibung besonders geeignet, dessen x-Achse in die 

Hyperbelachse fa.lit und dessen y-Achse in M auf S1 S2 senkrecht steht. Die Brennpunkte haben die 
Koordinaten F1(+e, 0) und F2(-e, 0) (Abb. 13.5-10). Ein beliebiger Hyperbelpunkt P(x, y) hat 
die Abstiinde IPF,I =,,=VY'+ (x -e)' und IPF,1 =,,=Vy'+ (e + x)2 von den Brenn
punkten. Nach Definition der Hyperbel soil gelten: r2 - r1 = 2a oder r2 = 2a + r1. 
Se1zt man die fur r1 und r2 gefundenen Terme ein und quadriert beide Seiten, so bleibt cine Wurzel 
stehen: 
/ + (e + x)' = 4a2 + 4a V y2 + (x - e)2 + / + (e - x)' oder ex - a' = a Vy' + (x - e)2 • 
Durch erneutes Quadrieren bcider Seiten erh3lt man 

e1x2 + 04 -�= 02y2 + a1x2 -�+ 02e2. 
Wegen e2 = a2 + b2 JaBt sich diese Gleichung vereinfachen: 
�+ b1 x2 + 1" = a 1y2 +�+pl'+ a2b2 ,-M-i -tte- 1

-pu_n_k
_
ts-gl-ei-ch_u

_
n

_
g-r--x-,-' --

Y
-,,,---, 

oder x2/a2 - y2/b2 = 1. ,__ei
_
n

_cr_H_y _pe_rbe_l __ _.'-a
-
' _-_b_,_=_'_. 

Die Bedeutung der GrOfte b erkennt man aus folgender Umformung: 
y2a2 = b2(x1 - a2 ) bzw. 
y/x = ±(b/a) VI - a2/x2• 

Asymptoten einer Hyperbel y = ±(b/a)x 
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Der Grenzwert dieses Ausdrucks filr x - oo ist Jim (y/x) = ±h/a. Die Geraden 1J = ±�/a, die 
diesen Grenzwert als Richtungsfaktor haben, sinlAs;mptoten der Hyperbel. 
Aus Symmetriegrtinden gentigt es, den Verlauf der Hyperbel x2/a2 - y2/b 2 = I und der Geraden 
r, = b e/a im ersten Quadranten zu betrachten. Fa.lit man von einem Punkt P(e , 11) mit ; > a auf 
der Geraden das Lot auf die x-Achse, so schneidet es die Hyperbel in einem Punkt P(x, y). Dabei ist 
� = x, und aus �=bx/a und y = (bx/a) VI - a2/x2 folgt y < �. weil der Faktor Vi - a2/x2 

kleiner als I ist. Die Differenz (11 - y) ist um so kleiner, je grOBer x ist, denn aus der Hyperbelglei
chung folgt (x/a - y/b) = (x/a + y/b)- 1 oder wegen (x/a + y/b) - oo fur x - oo, daB 
Jim (x/a - y/b) = 0 oder (bx/a - y) = (t/ - y) - 0 fi.ir x - oo. FUr groBe Werte von x kommt 

d-;;baib die Hyperbel der Geraden 11 = b;Ja beliebig nahe. 
Die Gerade ist cine Asymptote der Hyperbel. 1hr Neigungswinkel gegen die x-Achse ergibt sich aus 
einem rechtwinkligen Dreieck mit den Katheten a und b und der Hypotenuse e. 
Auch die Gleichung y1/a1 - x1/b1 = I. in der a die halbe Hauptachse ist und jetzt in y-Richtung 
liegt, stellt cine Hyperbel dar. wie man durch Drehung des<;, 17-Koordinatensystems um v, = -n/2 
erkennt. Die Hyperbelgleichung ;2/a1 - 171/b 1 = I geht durch die Transfonnationsgleichungen 
( vgl. Parabel); = y, � = -x uber in y2/a2 - x'/b' = I (Abb. 13.5-11). 
Hat der Mittelpunkt der Hyperbel nach einer Parallelverschiebung des Koordinatensystems die 
Koordinaten (c, d), so nimmt die Mittelpunktsgleichung der Hyperbel eine der folgenden Formen 
an: (x - c)2/a2 - (y - d)2/b 2 = I oder (y - d)2/a2 - (x - c)2/b 2 = I. 
Beispiel: Die Hyperbel mil der Gleichung x2/25 - y2/4 - I hat die Scheitelpunkte S1(5, 0) und 
S2(-5, 0), die Brennpunkt, F,(V25 + 4, 0), F, = (-V29, 0); die Asymptoten haben dieGleichun-, 
gen y = ±2x/5. 
Die Gleichung y2/25 - x2/4 = I beslimmt dagegen cine Hyperbel mil den Scheit,/punkten 
S3(0, 5) und S4(0, -5) und mil den Brennpunkten F,(O, V29) und F4(0, -V29), die Asymptoten 
haben die Gleichungen y = ± 5x/2. 

'l 

J 3.5-11 Drehung des 
e. ,i-Systems und Hyperbel 
der Gleichung 
y2/a2 � x2/h2 = I 

I 3.5-12 Zur Asymptoten
gleichung einer Hyperbel 

Asymptotengleichung einer Hyperbel. Die Gleichung der Hyperbel fa.Ill besonders einfach aus, wenn 
man ihre Asymptoten als Achsen eines Koordinatensystems verwendet (Abb. 13.5-12). Bezeichnen 
,; und 17 die Koordinaten im ursprUnglichen System rechtwinkliger Parallelkoordinaten, x und y 
die Koordinaten im schiefwinkligen System der Asymptotenachsen, dann lautet die Gleichung einer 
Hyperbel in Mittelpunktslage <;1/a1 - 171/b 1 = I, und 17 = ±b<;/a sind die Gleichungen ihrer Asym
ptoten. Es ist tan ex = b/a. 
Zwischen den Koordinaten bestehen die Beziehungen 
1 11 = y sin ex - x sin ex I 111 = (y - x) sin ex I · FUhrt man die Beziehungen in die Mittel-
,; = x cos ex + y cos ex oder ,; = (y + x) cos ex punktsgleichung ein, so folgt 

[(y + x)1 cos1 ex]/a1 - [(y- x)1 sin1ex]/b 1 = I oder (y + x)1b 1 cos1 ex- (y- x )2a2 sin1ex = a1b 2 • 
Wegen b1 cos1 ex = a1 sin1 ex ergibt sich 2xy(b1 cos1 ex +a1 sin1ex) = a1b1 und daraus 4xy cos1 l'.X = a1 

und4xy sin1 ex= b 1. Durch Addieren gewinnt man4xy = a1 + b 1 und wegen sin 2ex = 2ob/(a1 +b 1) 
schlie8lich xy sin 2cx = ab/2. Diese Gleichung besagt, daO das Parallelogramm OAPB stets denselben
Flacheninhalt hat. 
Ille auf die Asymplotea ._.,._ Hyperbelgloidluua hat 
die Form xy = COIIII. U11111ete11rt stellt jede Flmktloa 
dleses Typo eine Hyperbel dar. 

Asymptotengleichung einer Hyperbel 
xy = (a' + b 2)/4 = e2/4 = const 
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Numerische Exzentrizitit. Eine Parallele zur y-Achse 
einer Hyperbel im Abstand IMLi l = a2/e wird als 
Leitlinie /1 bezeichnet (Abb. 13.5-13). Von ihr hat 
der Scheitel S1 den Abstand d'=IS1 L1 l=a-a1/e 

= a(e -a)/e und ein beliebiger Hyperbelpunkt P den 
Abstand d = x - a2/e. Im Dreieck F1F2P gilt 
nach dem pythagoreischen Lehrsatz r i = d + (2e)2 

-2·2e(e-x) oder d-rf =4ex.Mit r2 -r1 =2a 
ergibt sich r2 + r1 = 2ex{a und daraus r2 = a+ ex/a 
sowie r1 = ex/a-a. Durch Einsetzen von x = 
(r1a + a2)/e in d = x - a2/e erhalt man d = r1a/e, 
d. h., es gilt r1 : d = e: a= e. Diese Konstante c 
wird numerische Exzentriziriit genannt. 
J)ie Hyperl>el isl der geometrlsche Ort oiler Punkte 
P der Ebeae, fiir die du Verhiltnls r1 : d ibres Ab
stands r1 l'OII eiaem Brennpunkt F1 und d voo der zu. 
gehtirigen Leitllnle /1 den konstanten Wert ,/a=, 
mil•> 1 hat. 

Bestimmt man R1 auf F2P durch IPR1 1 = r1 und R2 

auf R1F1 durchMR, IIF2P,so giltlMF.\ :IMR,I = e :a. 

Kegelschnitt und Gerade 

13.5-1) Numerischc Exzenariz.i1a1 emer H�
perbel 

Schnittpunkte von Kegelschnitt und Gerade. Bei der Herleitung der Kegelschnitte mit Hilfe der Dan
delinschen Kugeln als ebene Schnitte eines geraden Kreiskegels zeigte sich, daB jedem Punkt A1 

des Beriihrungskreises k1 einer Dandelinschen Kugel mit i = I, 2 ein Punkt C des Kege/schnitts ent
spricht. Einer Geraden g, in einer der Kreisebenen E, entspricht ebenfalls cine Gerade gin der Schnitt
ebene E, die sich als Schnittgerade zwischen dieser Ebene E und einer durch die Gerade g1 und die 
Spitze Z des Kegels bestimmten Ebene ergibt. Wie bei jeder projektiven Abbildung gehen insbe
sondere Schnittpunkte in der Ebene £1 bzw. £2 in Schnittpunkte in der Bildebene E Uber. Je nachdem 
ob die Gerade g1 den Kreis k1 bzw. k2 sch,ieidet, beriihrt oder meidet, wird auch die Bi/dgerade g Sekanre 
oder Tangente des Kege/schnitts sein bzw. keinen Punkt mil ihm gemeinsam haben; allerdings kann es 
Punkte auf einem der Kreise geben, deren Bilder uneigentliche Punkte des Kegelschnitts sind, die 
deshalb gesondert betrachtet werden milssen. 

1. Im Falle der Parabe/ ist es der Punkt D von k; er hat den grOBten Abstand von der Leitlinie / 
( vgl. Abb.13.5-1). Jede Sekante des Kreises k durch Punkt D hat eine Paralle/e zur Achse der Parabel 
a/s Bild, DA z. B. die Parallele BC, und schneidet demnach die Parabel im Endlichen nur in einem 
Punkte C. - Die Tangente im Punkte Dan den Kreis k ist parallel zur Leitlinie, ihr Bild ist die un
eigent/iche Gerade der Schnittebene £. 
2. Im Falle der Hyperbe/ schneidet cine Ebene durch dieSpitze Z des Kegels parallel zur Schnittebene 
£ den Kreis in zwei Punkten P2 und P3, deren Bilder die uneigentlichen Punkte der Asymptoten 
sind. Die Gerade durch diese beiden Punkre hat die uneigent/iche Gerade der Schnittebene E als Bild. 
Eine Sekante des Kreises k1 bzw. k2 durch einen dieser Punkte, z. B. P2 , hat cine Paral/ele zur be
treffenden Asymptote zum Bild, die die Hyperbel im Endlichen nur in einem Punkte schneidet. Die 
Tangenten in P2 bzw. P3 an den Kreis gehen durch die Abbildung in die Asymptoten Uber. 1hr Schnitt
punkt ist mi thin das Original zum Mittelpunkt M der Hyperbel. 
1st der Schnittpunkt eines Kegelschnitts mit einer Geraden gesucht, so 13Bt sich aus der kartesischen 
Normalform der Geradengleichung leicht erkennen, ob einer dieser Sonderfiille einer Sekante mit nur 
einem Schnittpunkt vorliegt, z. B. m

P 
= 0 bei einer Parabel oder m11 = ±h/a bei einer Hyperbel. 

In alien anderen Fallen ergibt sich <lurch Einsetzen des Terms fury auf der rechten Seite der kartesi
schen Normalform in die Gleichung des Kegelschnitts cine quadratische Gleichung, deren Oiskrimi
nante Auskunft gibt Ober die Anzahl der Schnittpunkte. 

Beispiel I: Sind eine Gerade und eine Parabel durch die Gleichungen y = -x/2 + 2 und x2 = 4y 
gegeben, so fi.ndet man die Koordinaten ihrer Schnittpunkte als LOSungen des Systems dicser 
Gieichungen. Durch Einsetzcn erhAlt man: 

x' = -2.x + 8 oder x' + 2x - 8 = 0 

mit den Losungen 
x1 = 2; x2 = -4 und Y1 = I; Y2 = 4. 

Die Schnittp'unkte sind P1(2, I) und P2 (-4, 4). 
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&ispiel 2: Der dun:h die Gleichung 16x2 + 2Sy 2 + 32x - IOOy - 284 = 0 bes1imm1e Kegel
schnill liegt ach�nparall�I. da in der Glcichung kein gemischtquadratisches Glicd aurtritt. ManerhAlt dun:h quadra1ische ErgAnzung und Ausklammern 

16x2 + 32x + 16 + 25y2 - IOOy + 100 - 16 - 100 - 284 = 0 oder 16(x + 1)2 + 2S(y- 2)2 = 400 bzw. (x + 1)2/25 + (y - 2)2/16 = 1. 
Der Kegelschnill isl cine Ellipse. 1hr Mittelpunkt isl M(-1, 2). Die Gerade mil der GleichungSy= 28x - 62 schneidel die Ellipse in den Punkten P 1(2, -6/5) und P2(3, 22/S), da man durch Einsetzen des Terms (28x - 62)/5 in die Gleichung der EUipse die quadralische Gleichung x1 - Sx + 6 = 0 mit den Wurzeln x 1 = 2. x2 = 3 erhilt. 

Richtungsfaktoren der Tangente. Gleichungen der Tangenten an Kegelschnitte. Die Gleichungen der Tangenten an Parabel, Ellipse und Hyperbel !assen sich wie die des Kreises ebenfalls rnit den Methoden der analytischen Geometric herleiten. Es ist jedoch weitaus vorteilhafter, die Mittel der Diffe• 
rentialrechnung heranzuziehcn. Die Ableitung der Gleichung eines Kegelschnitts an einer Stelle x 1 liefert den Richtungsfaktor der Tangente an den Kegelschnitt im Punkt P 1(x 1 , y1), wobei y1 den Funktionswert, d. h. die Ordinate des Kegelschnitts an der Stelle x 1 bedeutet. Die Punktrichtungs
form der Geradengleichung ergibt unter Berllcksichtigung der Kegelschnittgleichung die Gleichung der Tangente; z. B. erhalt man fur die Parabef aus y1 = 2px durch Differenzieren 2yy' = 2p oder y' = p/y und somit als Richtungsfaktor y1

1 der Tangente (im Punkt P 1) y'1 = p/y1 und damit die Gleichung der Tangente 
y'1 = (y - y 1)/(x - X 1) oder px/Y1 - pxi /y1 = Y - Yi, 

px - px 1 = YY1 - yf = YY1 - 2px,, d. h., p(x - x1) = yy 1• 

Fllr Ellipse und Hyperbel dag�gen erbalt man, wenn P1(x1 , y 1) Berllhrungspunkt ist, 
xl/a2 ± y1/b' = I; 2x 1/a2 ± 2y,Y'1 /b' = O; y'1 = 'fb'x,l(a'y,) 

als Richtungsfaktor und als Tangentengleichung 
y'1 (x - x 1) = (y - y 1) 'f b2xx 1/(a2y 1) ± (b2xl)/(a2

yi) = y - y,, 
xx i/a1 ± yy iJb1 = xf/a1 ± yrfb1 oder xx i /a1 ± yyifb1 = I. 

Entsprechende Herleitungen !assen sich fur die Parabeln x1 = 2py, y1 = -2px und x1 = -2py, die Ellipse x 2/b2 + y'/a' = I und die Hyperbel y'/a' - x'/b2 = 1 linden. Die folgende Tabelle enthlilt die Ergebnisse fur die wichtigsten FalJe. 
Kegel- Gleichung schnitt 
Parabel, Scheitel S 
S(0,0) y 1 = 2px 
S(c,d) (y -d)2 = 2p(x - c) 
Ellipse, Mittelpunkt M 

M(O,O) 

M(c,d) 

Xl yl 
a2+

b2
= I 

(!_- c)' (y-d)' -a-,-+ -
b
-,-= I 

Kreis, Mittelpunkt M 
M(O,Oj 
M(c,d) 

xl +y l= r l 

(x - c)'+ (y- d)'= r' 
Hyperbel, Mittelpunkt M 
M(O,O) 

M(c,d) 

Xl yl 
a2-

b2
= I 

(x - c)' (y- d)' -a-,-- -
b
-,-= 1 

��t���}:krour"kt f cj�j�(��g 

p/y, 
p/(y, - d) 

b' 2 
- -;;r · Y, 

b' (x 1 - c) --;;,· (y, -d) 

-x i fy1 
-(x 1 - c)/(y, - d) 

b' -� 
-;;, Y, 

b' (x 1 - c) 
-;;,· (y,- d) 

YY, = p(x+x tJ 
(y- d)(y 1 - d) = p(x - c + x, - c) 

x:z1 +it= I 
(x - c) (x, - c) + (y-d) (y 1 -d) 

al bl 1 

xx, +YY1 = r1 

(x-c) (x, - c)+(y-d)(y 1 -d)= ,, 

(x- c)(x 1- c) 
a' 

xx1 _ YY1 
= I oz bl 

(y-d)(y, -d) I b' 
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&ispiel 3: Tangente an einen Kegelschnill in einem Punkte: Die Gleichung der Tangcnte an die 
Ellipse mil der Gleichung (x + 1) 1/25 + (y- 2)1/16  = I im Punkt P,(2, -6/5) lautet 
(x + l)(x, + 1)/a' + (y - 2) (y, - 2)/b' = I oder 16(x + 1) (2 + I)+ 25(y - 2) (-6/5 - 2) 
= 400, 48x + 48 - 80y + 160 =· 400, y = 3x/5 - 12/5. 

Schnittwinkel zwischen Kegelschnitt und Gerade. Dieser Schnittwinkel ist erklan als Winkel zwischen 
der Geraden und der im Schnittpunkt an den Kegelschnitt gelegten Tangen1e; er 13.Bt sich deshalb 
als Winkel zwischen zwei Geraden berechnen. Die Gerade mit der Gleichung y = -x/2 + 2 und 
die Parabel mit x2 = 4y schneiden einander z. B. im Punkte P,(2, I). Die Parabcltangente ,1 im 
Punkte P1 hat die Gleichung y = x - I; ihr Neigungswinkel gegen die x-Achse hat die GrOBe 
!Xz = 45 °, der der Geraden dagegen l'l 1 = -26,56° ; demnach gilt fur die GrOBe des Winkels 
zwischen ihnen 1P = o:2 - i:x 1 = 71,56° (Abb. 13.5-14). 
Kegelschnittstangente mil vorgeschriebenem Richttmgsfaktor. Der Richtungsfaktor mit dcm gcgcbc
nen Wert m1 soil dem Richtungsfaktor y'1 des Kegelschnitts im BerOhrungspunkt g]cich sein. Im 
Falle der Parabel darf die durch m1 gegebene Richtung nicht die der Hauptachse scin, da keine 
Tangente diese Richtung haben kann. Aus y'1 = m1 = p/y1 ergibt sich cine Koordinate y1 = p/m1 ; 

die andere berechnet man aus der Parabelgleichung, da die Koordinaten des Beriihnmgspunkts 
diese erfOllen miissen. Im Falle einer Ellipse bzw. Hyperbel mit m 1 = �b2x1 /(a2y1) erh31t man das 
Verh3ltnis der Koordinaten x1 : y1 des BerOhrungspunktes, durch Einsetzen in die Kegelschnitt
gleichung also cine rein quadratische Gleichung [xf = a4mU(a2mf ± b2)], die fur alle Ellipsen und 
fur Hyperbeln, fur die lm1 1 > b/a, stets zwei dem Betrag nach gleiche reelle Wurzeln hat. Das Er• 
gebnis entspricht der geometrischen Vorstellung, daO zu jeder Richtung zwei parallele Tangenten 
an eine Ellipse mOglich sind, deren BerOhrungspunkte symmetrisch zu ihrem Mittelpunkt licgen, 
da8 aber bei einer Hyperbel dieser Fall nur eintritt, wenn die im Koordinatenanfangspunkt an• 
getragene gegebene Richtung aufterhalb der Winkelrtiume zwischen den Asymptoten liegt. Soll die 
gesuchte Tangente parallel zu einer Geraden der Gleichung y = mx + n sein, so ist m1 bestimmt 
durch m1 = m; soll die Tangente senkrech1 zur Geraden mit y = mx + n laufen, hat zu gelten 
m1 = -1/m; sollen beide schlieOlich einen Winkel der Gr08e V' einschUeften, so ergibt sich aus 
tan!p = (m, - m)/(1 +m,m) der Wert m, =(m+tan'l')/(1- m · tan!p). 

JJeispie/ 4: Sind cine Ellipse durch die Gleichung 36x2 + 100y1 = 9 und cine Gerade durch 
. � � y = -4x/5 gegeben, so isl m = -4/5. Die Halbachsen der Ellipse haben wegen 9136 + 91100 

= I die Langen a= 1/2 und b = 3/10. Fur cine zur Geraden parallel• Tangent• gilt -4/5 
= -(9/25) · (x,/y,), d. h., y, = 9x,/20. Zugleich liegen die Beriihrungspunkte der Tan,.nten au[ 
der Ellipse, d. h .• cs gilt 36xf + lOOyf = 9. Aus diesen beiden Gleichungen findet man durcb Ein
setzen 36xl + 100 · 8l xl/400 = 9 oder x! = 36/225 und damit x,., = ±2/5; Y,., = ±9/50. Die 
Beriihrungspunkte sind folglich B,(2/5, 9/50) und 81(-2/5, -9/50); die Tangentengleichungen 
lauten y = -4x/5 + I /2 und y = �4x/5 - I /2. 

13.5-14 Schnittpunkt und Schniuwinkc:I zwischen Gerade 
und Parabel 

13.5-15 Dreiccke, die durch Hyperbeltangenten von dem Winkclraum zwischen den Asymp101cn ausgc:
schnitten wcrden 

Jede Hyperbeltangente schneidet von dem WinkelrOMm zwiscMn den Asymp1oten ein Dreieck P2MP3 

ab mil tkm' konstanten Flacheninhalt A = ab. 
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Die Tangente mit der Gleichung xx,/a 2 - yyi/b 2 = I im Punkt P1(x 1 • y 1) an die Hyperbel mit der Gleichung x 2/a 2 - y 2/b2 = 1 schneidet die Asymptoten mit den Gleichungen y = ±bx/a in den Punktcn P 2 und P 3 (Abb. 13.5-15). FUr ihre Koordinaten findet man durch Einsetzen: x(x,/a 2 =F y,f(ab)) = I oder x 2,3 = a 2b/(bx, =Fay,) bzw. y(±x,/(ab) - y,/b 2) = I oder Y2.3 = ab 2/(±bx 1 - ay 1). FUr das InhaltsmaB A des Dreiecks MP3P 2 erhalt man: 
A='/,\: �3 �,, = 1/2 I : a 2b/(bx� + ay 1) ab 2/(-b�, - ay 1) \ I x 2 Yi I a 2b/(bx, - ay,) ab 2/(bx, - ay,) ab _x_l f _a 2---y-

l/-b2 = ab. 
Nonnale und Polare eines Kegelschnitts Richtungsfaktoren der Normalen, Normalengleicbungen. Die Normale steht senkrecht auf der Tangente im Beri.ihrungspunkt B1(x 1, y 1). Der Tabelle Uber die Richtungsfaktoren der Tangenten an die Kegelschnitte kann man darum sofort die Richtungsfaktoren der Normalen entnehmen und mittels der Punktrichtungsform die Gleichung der Normalen aufstellen. In den wichtigsten Fallen erhiilt man: 

Kegelschnittsgleichung 
y 1 = 2pX 

Xl yl 
-+-=I al b1 

Richtungsfaktor Gleichung der Normalen der Normalen im Punkte P 1(x 1 , y1) 
p 

Beispiel I: Die NomialCan die Hy- ... perbel milder Gleichungx2/16-y2/9 I'-,...,, L.i,. I 'J' 11-- VI = I im Punkte P,(S, -9/4) hat die 1, • - • J, •1� ·l · V 1, Gleichung H-+--f'<-J,c!ll,,.<Ja...,-+-'-1·�-t-t-t-++,-'f-if-+-++-+ y + 9/4 = -[16(-9/4) (x-S)J/(9 · S), � -9 l '4" -,, ,-y + 9/4 = 4x/S - 4 Y oder y = 4x/S - 25/4 (Abb. I 3.S -16). : D , _ / I 

3.5-16 Normale der Hyperbel mit der Glcichung x2/16 - y'l/9 = I 

'I I 
I V ix 

eel= !·�['/ \. 

1�t)'' H . I .. ,y!'.'.'. ·��5 ;'1'. ,� h, 
I ,,, I 1· 1 ·I I Wicbtige Sitze iiber Normalen an Kegelschnitte (vgl. Kap. 7.11.). Brt1111Slrahl und Parallele zur Achse tier Parabel bi/den mil der Normalen gleicht Winkel, da sie gleiche Winkel gegen die Tonge/lie haben. Die Normalt in einem Ellipsenpunkle halbierl den Winkel zwischen den Brennslrahlen dieses Punkies, da diese gleiche Winkel gegen die Tangenle haben. Die Tangente, die Normale und d;e beitkn Brtnnslrahlen eiMs jeden Ellipsenpunktes P 1 bi/den ein harmoni.sches S1,ahlenbiischel, da in jedem Dreitck F1F2P 1 die Winkelhalbitrendtn eiMs lnnenwinkels (bei P 1 ) und des zugehorigen Au/1,nwinkels die Gegenseite harmonisch teilen. Die Tangente, die Normale und die beiden Brennstrahlen elnes }eden Hyp,rbelpunktes bihkn ein harmonise/res Stralilmbiisclrel, dadie Tangmte 1, den /11M11winkel im Punkte P, vom Dnieck F1F2 P, halbiert und die Norma/I den zugelwrigm Au/1,nwinkel. Die Normole halbiert den Suppkmentwinkel des Winkels zwisclren den Bnnnstralikn. Gleicbung der Polaren. Entsprechend wie beim Kreis lassen sich von einem Punkte P0(x 0, y0) auBerhalb eines KCgelschnitts die Tangenten an den Kegelschnitt mit Hilfe der Polaren Po des Pols P0 



336 13. Analytiscbe Geometrie der Ebene 

berechnen. Die Polare Po ist dabei die Gerade, die die Beriihrungspunkte P,(x,, Yi) und Pi(x2, y 2) 
der Tangent en t I und t2 miteinander verbindet (Abb. 13.5-17). Aus den beiden Tangentengleichungen 
z. B. fur cine Ellipse in Mittelpunktslage: 

(t1) x,x/a' + y1y/b2 = I und (12) x,x/a' + y 2y/b2 = I 

ergibt sich die Gleichung(p0) xx 0/a2 + yy 0/b2 = I, die die Po/arengleichung ist, da sie cine Gcraden
gleichung ist, die fur die Koordinaten der Punkte P1 (x 1 , y1) und Pi(x2 , y 2) erfiillt ist. 
Die Gleichung ist formal die gleiche wie fur cine Tangente, die Konstanten x0 , Yo sind aber die 
Koordinaten des Pols und nicht des BerOhrungspunktes. Leitet man entsprechend die Polaren
gleichungen der anderen Kegelschnitte her, so ergibt sich die folgende Tabelle. 

Gleichung eines Kegelschnitts und der Polaren Po zum Pol P0(x0, y0) 
Parabel Ellipse Kreis Hyperbel 

y 1 = 2pX �+L= I x 1+Y1 =r 2 

al b2 

YYo = p(x + Xo) XXo + YYo XXo + YYo = rl 

al b2 

13.5•17 Tangcntcn von cinem Punkt P
0 

auBcrhalb cincr Ellipse; Polarc Po 

13.5•18 Ftir die durch 
(x - 2)2/16 - (y + 3)2/100 - l gegebene 
Hypcrbel istQ (16, -4¼,) Pol dcr durch 
y = -10x + 217 bestimrntcn Polarcn 

r, 

Auch eine Gerade q, die keinen Punkt mit einem Kegelschnitt, z. B. einer Hyperbel, gerneinsam hat, 
ist Polare eines Punktes Q, der dann im Innern des Kegelschnitts liegt. Betrachtet man zwei vcrschie• 
dene Punkte Q 1(E 1 ,711) und Q 2(�2otJ1) von q als Pole, so haben ihrc Polaren q1 und q2 die Glei
chungen �1x/a2 -171y/b2 = 1 und �2x/a2 - TJ1y/b1 = I. Aus ihnen lassen sich die Koordi• 
naten des Schnittpunktes Q(x 0 ,y 0) der Polaren q1 und q2 bercchnen. Die zu Q(x 0 ,y 0) gcbildete 
Polarengleichung xx 0/a1 -yy 0/b2 = I wird durch die Koordinaten von Q 1 und Q 2 erfilllt, d. h., 
die Gerade q ist die Polare q des Punktes Q. 

&lspk/ 2: Durch die GleichullllOri (x - 2)2 /16 -(y + 3)2 /100 = I und y = -10x + 217 sind 
cine Hyperbel und cine Gerade q batimmt, die sich nicht schneiden. Die Punkte Q 1(3, 7) und 
Q 2(331 /113, -1223 /113) lieaen auf q. Die Polan, q1 zu Q, hat die Gleichung (x - 2)(E 1 - 2)/16 
- ( y+ 3)(�1 + 3) /100= I, die nach Einsetzen vonE, = 3,�1 = 7 die Formy= Sx/8 - 114/8 
hat (Abb. 13.5-18). Entsprechend erbllt man fur die Polare q2 von Q, die Gleichung 

IOO(x - 2)( 331/,u - 2)- l6(y + 3)( -1223/,u + 3) = 1600 
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oder y = 4Sx/52 + 931 /52 • Die Koordinaten des Schnittpunktcs Q von q1 und q2 ergeben sich aus beiden Gleichungen; man findet x0 = 16. Yo= -41/• als Koordinaten des Pols Q der Geraden q. Im Dreieck QQ1Q2 istjede Ecke Pol der gegenilberliegendcn Scitc. 
Tangenten von einem Punkt an einen Kege lschnitt. Sind von einem Punkte P auBerhalb eines Kegelschnittes die Tangenten an den Kegelschnitt zu legen, so wird die Po/are p des Punkies P zum Schnitt gebracht mit dem Kegelschnitt. Die Schnittpunkte B 1 und B2 sind die Beriihrungspunkte der Tangenten. 

Beispiel J: Die Polare des Punkies P,(14, I) beziiglich der Ellipse mil der Gleichung 
x2 + 4y1 = I 00 (Abb. 13.5-19) hat die Gleichung 14x/lOO + y/25= I oder 14x+4y 
= 100, y = -1x/2 + 25. Sic schneidet die Ellipse in 81(8, -3) und 81(6, 4), denn es isl 
x1 + 4(49x2/4 - 175x + 625) = 100, 

x1 - 14x + 48 = O; 
X1 =6,x2 =8; Y1 = 4,12 = -3. 
Folglich lauten die Tangenteng]eichungen 
y = 2x/3 - 25/3 bzw. y = -3x/8 + 25/4. 

13.5-19 Tangentcn vom Punkte Pan die Ellipse 
Zwei Kegelsdmitte 

Schnittpunkte zweier Kegelschnltte. Zur BeStimmung der Schnittpunkte zweicr Kcgelschnitte muB das entstehendc Glcichungssystem aufgelOst werden. Die reellen LOsungen liefcrn die Schnittpunktskoordinaten. 
Beispitl J: Die Parabel mit dcr Gleichung y2 = 12x wird von dem Kreis mil dcr Gleichung 
(x + 3)1 + y1 = 72 in den Punklen S1(3, 6) uncl S1(3, -6) geschnitten, da den,n Koordioaten beiden Glcichungcn gcnOgcn. Sic ergcben sich aus dem GJeichungssystem 

I (xo + 3)2 
+ Yt = 72 J 

YA= l2x0 als LOSungcn x1 = 3. y1 = 6 und X:z = 3, Y:z = -6. 
Beispiel 2: Zur Beslimmung der Schnittpunkte der Ellipse mil der Gleichung (x + 6) 1/80 
+ (y - 2)'/20 = I mil der Parabel der Gleichung (x 

+ 6)'/80 + (y _ 2)'/20 = I 
J g11�:;.�; ;� ,:::n �b�. �;-�-2�)be�';:'ndt (x: + 6l2 = 4(yo � 2) 

Transformation x0 + 6 = <, Yo - 2 - � gehen die Gleichungen Ober in 2�' + 80,,' = 1600 und <' = 4�. Eliminiert man <, so erMlt man 80,, + 80,,2 = 1600, �2 + � - 20 = O, � •. , = -½ ± '/2 , �. = 4; �, = -s und <1 ,2 = ±4; <, .• = 2 Vs;. Daraus berechnet man 
x1 =<,-6=-2, x, =<2 - 6 = -10, y1 = �, + 2 = 6, y1 = �• + 2 = 6. Die Kegelschnitte haben damit zwei Schnittpunkle S1(-2, 6), S,(-10, 6). 

Zwei Kegelschnitte brauchen keine reelJen Schnittpunkte zu haben. Sic kOnnen sich in einem oder mchreren Punkten berilhrcn. Zwei nicht entartete Kegel
schnitte schneiden sich, wic man allgcmein beweisen kann, in hOchstens vier 
Punkten. Bestcht der cine Schnitt cines Doppelkcgels mit einer Ebene aus zwei einander in dcr Spitze schneidenden Mantellinien und der andere aus einer Mantellinie, so kOnnen unendlich viele Punkte bei geeigneter Lage beiden entarteten Kegelschnitten gemeinsam sein. 
13.5-20 Schnittpunkte und Schnittwinkel einer Ellipse und cincr Parabcl 
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Schnittwinkel zweier Kegelschnitte. Der Schnittwinkel zweier Kegelschnitte ist erklirt als Schnitt
winkel der Tangenten im Schnittpunkt. Man hat demnach die Gleichungen der Tangenten im Schnitt
punkt aufzustellen und deren Schnittwinkel zu berechnen. 

B,ispi,I 3: Die Parabcl mil der Gleichung y2 = 12x und der Kreis mil (x + 3)2 + y2 = 72 
schneiden einander in den Punkten S1 (3, 6) und S2(3, -6). Die Kreistangente in S1 hat die Glei
chung y = -x + 9, die Parabcltangenle y = x + 3. Da die Richtungsfaktoren zueinander ne
gativ rcziprok sind, schnciden sich Parabel und Kreis scnkrecht in P1 • Filr S2 gilt dasselbe. 
B,ispi,t 4: Die Ellipse mil der Gleichung (x + 6)2/80 + (y - 2)2/20 = I und die Parabcl mil 
(x + 6)2 = 4(y- 2) schncidcn einandcr in den Punklen S1(-2, 6) und S2(-IO, 6). Die Gleichung 
dcr Ellipsentangcnle (x + 6) (x1 + 6)/80 + (y - 2) (y1 - 2)/20 = I im Punkte S1 lautel 
y = -x/4 + 11/2, die Gleichung der Parabcltangcnle (x + 6) (x1 + 6) = 2(y - 2 + y1 - 2) 
im &)cichen Punkte y = 2x + 10. Aus tani:x1 = -1/4, c:x1 = -14,04° und aus tanix2 = +2, 
°'i = +63,43° ergibt sich die GrOBc des Schnittwinkels tp = a.2 - o.1 = 77,47°. 

Gemelnsame Scheltelgleichung der Kegelschnhte 
Parameter der Kegelscbnitte. Der Parameter 2p in der Gleichung y2 = 2px einer Parabel in Scheitel
lage ist erkliirt als MaBzahl der Lange der im Brennpunkt auf der Achse senkrecht stehenden Parabel
sehne, er miBt sozusagen die .,Dicke" der Parabel im Brennpunkt. Diese Definition wird Ubertragen 
auf die anderen Kegelschnitte: 
Der Para/Mier eines Kegelscluritts isl erk/Ort als Ma,Pzahl der Lange der au/ der Hauplachse im 
Brennpunkl senkrechl slehenden SehM. 

Der Parameter eines Kegelschnitts, dessen Hauptachse in die x-Achse fiillt, wird berechnet, indem 
man in der Mittelpunktsgleichung die doppelte positive Ordinate Ya im Brennpunkt berechnet, 
d. h., in die Kegelschnittsgleichung die Abszisse xa des Brennpunktes einsetzt und diese Gleichung 
nach Ya auflOst. 
Parabel: y2 = 2px, xa = p/2, daraus Ya = p, I Parameter 2p I 

Ellipse: x2/a2 + y2/b2 = 1, xa = e, e2/a2 + yf,/b2 = I, daraus Ye= ±(b/a) Va2 - e1, oder 
wegen a2 - e2 = b2 der Wert Ya = b1/a; ,-------,--, 

j Parameter 2p = 2h1/a j 
Hyperbel: x2/a2 -y2/b2 = I, Xe = e, e2/a2 -y}/b2 = I, daraus Ya= ±(b/a)Ve.2 - a2, oder 

wegen e2 - a2 = b2 der Wert Ya= b2/a; .---------, I Parameter 2p = 2h2/a I
Scheltelgleicbungen der Kegelscbnitte. Die innere Verwandtschaft der Kegelschnitte wird deutlich 
an ihren Scheitelgleichungen. Fiir die Parabel lautet die Scheitelgleichung y2 = 2px, fiir Ellipse 
und Hyperbel erhiilt man sic durch Parallelverschieben des Koordinatensystems aus den Mittel
punktsgleichungen. 
Ellipse: Aus der Mittelpunktsgleichung eJa2 + r//b2 = I im ;, 11-System erhiilt man durch Trans
formation des Systems in den Scheitel S2( -a, 0), also durch die Transformation x = ; + a, y = r, 
im neuen x, y-System (x - a)2/a2 + y2/b2 = I und daraus durch Umformungy� = 2b2x/a-b2x2/a2, 
bzw. unter Verwendung des Halbparameters p = b2/a der Ellipse die Gleichung y2 = 2px - px2/a 

y 71 

13.5-22 Schcitellagc dcr Koordinatcnachscn -/c.+-t--+---+-+---lr---+-�+---+-:,;...,+-i-+
cincr Hypcrbcl 
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(Abb. 13.S-21). Die Verwandtschaft mit dcr Scheitelgleichung der Parabcl springt in die Augen: 
Von dem Parobelwert 2px wird der Term px2/a subtrahiert, um die Ellipscnwcrte zu erhalten. So cr
kJArt sich Ubrigens·auch der Name Ellipse. er spielt auf cin FehJen, cincn Mangel [griech. el/eipsis] 
an, gemcsscn an dcr Parabcl als Vcrg]cichskurve. 

Scheilelgleichung der Ellipse y2 = 2px - px2/a, p = b2/a = (a2 - ,2)/a 

Scheilelgleichung der Hyperbel y2 = 2px + px2/a, p = b2/a = (,2 - a2)/a 

Hypubel. Aus dcr Mittclpunktsglcichung �2/a2 - r,2/b2 = I im t 17-Systcm erhilt man durch 
Transformation des Systems in den Scheitel S1(a, 0), also durch die Transformation x = � - a, 
y = 11 im neuen x, y-System (x + a)2/a2 - y2/b2 = I und daraus durch Umformung 
y2 = 2b2x/a + b2x2/a2, bzw. unter Verwendung des Halbparametcrs f = bi/a der Hyperbcl die 
Gleichung y2 = 2px + px2/a (Abb. J 3.S-22). Gemesscn an der Parabel y = 2px gehl man umpx2/a 
Uber den Parabelwert hinaus. Hieraus erklart sich der Name Hyperbel (griech. hyperbolein, darilbcr 
hinausgehen]. 

Gemeinsame Sclaeitelgleicbuaa der Kegelsdmitte. Dw-ch Einfuhren der numerischen Exzentrizitiit 
e = e/a fiir Ellipse mil O <, < I und Hyperbel mil,> I bzw., = I fiir die Parabel laBI sich eine 
alien drci Kegelschnitten gemcinsame Scheitelg)eichung angeben. Filr die Ellipse gilt p/a = b1/a1 

= (a2 - ,')/a2 = I -,2 > 0 wegen 0 <, < I; fiir die Hyperbel dagegen erhiilt man p/a = b2/a2 
= (e1 - a1)/a1 = E1 - I; dabei isl (1 - E1) stets negativ. Filr E = 1 schlieBlich hat das Glied 
( I - E1) x1 stets den Wert Null; die Gleichung y1 = 2px - ( I - E1) x1 bcschreibt danach je nach 
dem Wert von E jcden der drei Kcgelschnitte. 

Gemcinsamc Scheitelgleichung der Kegelschnitte 

y1 = 2px- () - E1) x1 

Auch die Schcitelgleichung des Krcises ist in dieser 
Gleichung cnthalten. Setzt man p = r und E = 0, 
so ergibt sich y1 = 2rx-x1 oder y1 =x(2r -x); 
diese Beziehung ist auch nach dem HOhensatz 
im rechtwinkligen Drcicck erfilllt. 
Nach der gemcinsamen Scheitclgleichung ist ein 
Kegelschnitt durch den Parameter 2p und die 
numerische Exzentrizitat E bestimmt. Die bishcr 
zur Kennzeichnung eines Kegelschnitts verwende
ten GrOBen, die Halbachsen a und b sowie die 
linearc Exzentrizitat e, !assen sich in p und E aus
drilcken, wenn man bedenkt, daB sich fur y0 = 0 
der Wert x0 = 2a ergibt und da8 p = b1/a fur 
Ellipse und Hyperbel bzw. p = r fur den Kreis 

e-ae

£/Ii se 

gilt. Man findet fur die Ellipse a= p/(1 - E1), 13.5-23 AbhangigkcitcincsKcgclschnittsvondcr 
b = p/VI - E2, e=pe/(I -E1) und fur die Hyper- numcrischcn Exzcntrizitiit 

bel a= p/(<2 -1); b=p/V�; e=p/(•'-1); 
wahlt man p = 1, so ergeben sich z. B. fur e = 0,8 die abgerundeten Werte a= 2,8; b = 1,7; 
e = 2,2, fur , = J,S dagegen a= 0,8; b = 0,9; e = 1,2 (Abb. 13.S-23). 

Polarg]eichungen der Kegelschnitte 

Zur Bcschrcibung dcr Kegelschnitte in Polarkoordinaten ist ihre Achse die natilrliche Nullrichtung; 
als Pol kann fur Ellipse und Hyperbel der Mittelpunkt gewahlt werden. mcist abcr wahlt man einen 
Brennpunkt als Pol. 

Polargleichungen der Kegelscbnitte, bezogen auf den Mittelpunkt als Pol. l ransformiert man die 
Mittelpunktsgleichung der Ellipse x2/a1 + y1/b2 = I durch x = r cos <p, y = r sin q; auf Polar• 
koordinaten. deren Pol im Mittelpunkt der Ellipse liegt, so lautet die Gleichung 
,2 cos1 q; + 

,2 sin1 q; 
= I oder 

al b1 
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= C(1 - �cos2 q;i) 
bz az 

= ,2 . 1 - e2 cosl 'P 
bl 

,2 =--b_' __ 
I - e2 cos2 <p 

Polargleichungen, bezogen 
d. h., auf den Mittelpunkt 

Ellipse 

Hyperbel 

Durch analoge Rechnuna erh3.lt man auch die Polargleichung der Hyperbel. 

,1 b' 

l -t:2cos 2
<p 

,1 bl 
e2 cos 2 rp - 1 

Polargleichungea der Kegelschnitte, bezogen auf den Brennpunkt als Pol. Diese Kegelschnittgleichungen 
finden in dcr Astronomie vielfache Verwendung. und zwar auf Grund des ersten Keplerschen Gesetzes, 
nach dcm die Planetcn in EUipsen laufen, in dercn einem Brcnnpunkt die Sonne steht. Ganz nattirlich 
wird man dahcr als Koordinaten der Planctenbcwegung die Entfernung von der Sonne und die 
Winkel3nderung bcim Umlauf verwcnden, d. h. ein Polarkoordinatensystem benutzen, dessen Pol 
in einem Brennpunkt der Ellipse der Planetenbahn liegt. Gleichzeitig wird die numerische Exzentri
zitat e in der Astronomic als Mall fur die Abweichung der Ellipsenbahn von einer Kreisbahn benutzt. 
Das Wort Exzentrizitit ist glUC:klich gewahlt: Beim Kreis fallen Mittelpunkt und Zentrum der 
Gravitation zusammen; jc langgestreckter die Ellipse wird. um so weiter riicken Mittelpunkt und 
Gravitationszentrum auscinander, um so exzentrischcr wird die Bahn. KEPLER hat die Tatsache, daB 
statt Kreisbahnen in Wahrhcit Ellipscnbahnen auftreten, am Mars entdeckt, dem Planeten, der von 
den bis zu seiner Zeit entdecktcn Planctcn die stirkstc Exzcntrizitiit, e = 0,093 3, hat. Die Bahn der 
Erde hat nur die Exzcntrizitit t = 0,0168. Auch Mcteore, Kometen und kUnstliche Satelliten be
wegen sich, falls sic cine periodische Bewegung innerhalb des Sonnensystems ausfuhrcn, auf Ellipscn
bahnen. Sind sic nicht periodisch, d. h., reicht ihre kinetischc Encrgie aus, sich aus dem Sonnen
system zu entfcrnen, so bewegen sic sich auf Parabeln oder Hyperbeln, wenn man von den StOrungen 
durch die Anziehungskrart der Plancten absicht. 

Polargleichung der Ellipse. In dcr Abbildung 13.5-8 zur numerischen Exzentrizitit der Ellipse ist der 
Brennpunkt F1 als Pol eines Polarkoordinatensystems angcnommen worden, dessen Nullrichtung 
die der x-Achse von F1 nach S1 ist. Im Dreieck F1PF2 gilt dann wegen ,2 = 2a - ,1 und [F1 F2[ = 2e 
nach dem Kosinussatz: 

(2a - r1 ) 2 = (2e)2 + rf + 2 · 2.e,, cos <p oder 4a2 - 4ar1 + rf = 4e1 + rl + 4er1 cos <p, 
al - el I - el bl 

p 
'1 = 

a+ecosip =a· I +ecos<p a(I +ecoscp) 1 +ecos91' 
wenn e - e/a bzw. b2/a = p gesetzt wird. 
Polargleichung der Hypert,el. In dcr Abbildung 13.S-13 zur numerischen Exzentrizitit der Hyperbel 
ist der Brennpunkt F1 als Pol eincs Polarkoordinatensystems angenommen worden, dessen Null
richtung die der -x-Achsc von F1 nach S1 ist. Im Dreieck F,PF2 gilt dann wcgen ,2 = 2a + , 1 
und IF2F1 I = 2e nach dem Kosinussatz: 

(2a + r1 ) 2 = (2e) 1 + d- 2 · 2er1 coscp oder 4a1 + 4ar 1 + rf = 4e1 + rf - 4er1 cos<p, 

r 
- el - al 

1 - a+ecosrp a(I + e cosq,) 
p 

I +  ecosq, 

Polargleichung der Parabel. In der Abbildung I 3.S-4 zur Herleitung der Parabelgleichung ist der 
Brennpunkt F als Pol eincs Polarkoordinatensystems angenommen worden. dessen Nullrichtung 
die der -x-Achse von F nach S ist. Nach der Definition der Parabel gilt wcgen lLoFI = p die Be
ziehung 

p - r cos tp = r bzw. r = 1 + :os <p · 
Aile Kegelschnitte haben demnach in einem Polarkoordinatensystem, dessen Nullrichtung vom Pol 
zum nachstgelegenen Schcitelpunkt weist, Gleichungen derselben Form r = p/(l + e cos ip); sie 
unterscheiden sich durch die Werte fur die numerische Exzentrizitiit, die filr die Ellipse positiv, aber 
kleiner als I, fur die Hyperbel grOBer als I und fur die Parabel I ist. Auch der Kreis kann durch den 
Wert e = 0 einbezogen werden, fur den der Radiusvektor den konstanten Wert r = p hat. 

Polargleichung der Kegelschnitte, bezogen auf einen Brennpunkt als Pol 

r = __ P__ e > 1 Hyperbel 
I+ ecOs91 

e = 1 Parabel 0 < e < I Ellipse e = 0 Kreis 



I 3.5. Die Kegelschnitte 34 I 

FUr die Parabel mit £ = 1 isl r nicht erkliirt, falls die WinkelgrOOe tp = n ist. Wenn £ = O bzw. 
0 < £ < 1, also fur den Kreis bzw. die Ellipse, istjedem Winkelwert eindeutig ein Wert r zugeordnct. 
Wenn schlieBlich e > I, ist r fur die Winkelwerte q,1 nicht definiert, fur die gilt I + (e/a) cos q, = O, 
d. h., cos <p = -a/e, wenn mithin der freie Schenkel des Winkels der GrODen q,1 bzw. -<p1 parallel 
zu einer Asymptote verlauft. 
lkispiel: Mit Perihel bezeichnct man den sonnennlchstcn Punkt einer Planetenbahn, mit Aphel 
den sonncnfernsten. Welche Entfernung hat der Mars im Aphcl von der Sonne? -Aus astronomi
schcn Beobachtungen kennt man die groBc Halbachse a der Marsellipse zu rund 1,52 Erdbahn
radien (I Erdbahnradius entspricht ctwa 149 Millioncn km) und ihre Exzentrizitit e = 0,0933. 
Im Aphel ist q; = n. Da p = b2/a =a· b2/a2 = a· (a2 - e2)/a2 = a( l -e2) ist, erhalt man 
r=a(l -t2)/{l -t)=a(I +•)= 1,52· 1,0933= 1,661816, gemessen in Erdbahnradien. 
Daraus ergibt sich, daB die Entfernung des Mars von der Sonne im Aphel rund 247,6 Millionen km 
betriigt. 

Die exzentrische Anomalie. In der Astronomic und zur Berechnung der Ellipsenbahnen ktinstlicher 
Erdsatelliten wird nach KEPLER die exzentrische Anomalie £ eingefilhrl. Damit wird die von der 
Nullrichtung des Polarkoordinatensystems aus gemessene GrOlk E eines Winkels bezeichnet, 
dessen Scheitelpunkt im Mittelpunkt M der Ellipse liegt 
und dessen freier Schenkel nach dem zum betrachteten 
Ellipsenpunkt P gehOrenden Punkt P" auf dem Scheitel-
kreis der Ellipse filhrt ( Abb. 13.5-2 4). In der Planimetrie 

r, 

ist die Konstruktion einer Ellipse aus dem Scheitelkreis 
mit Radius a ( halbe groOe Achse) und dem konzentrischen 
Kreis mit Radius b = Va2 - e2 ( halbe kleine Achse) aus
gefuhrt. Wie in der Parameterdarstellung der Ellipse ge
zeigt wird, ergeben sich allc ihre zur groOen Achse S2S 1 
senkrechten Sehnen aus den entsprechenden des Kreises 
durch Verkllrzung im Verhiiltnis b: a. Sind fiir einen Ellip
senpunkt P die Strecken IP'PI und IP' P"I die Hiilften die
ser senkrechten Sehnen, so gilt IP'PI: IP'P"I = b :  a. Aus 
den in der Abbildung eingetragenen rechtwinkligen Drei
ecken ergibt sich danach: m(P' P) = r sin q;, m( P' P") 
=a sin E, also basin E=arsinq; oder rsin q; =b sin £. 
Auf der groOenAchse dagegenerhiilt manwegen IMF1 I= e 
und m(MP')=a cos E die Beziehungr cosq;=a cos£-e. 
Unter Benutzung der Glcichungen I = sin2 q; + cos1

q; 
13.5-24 Exzenlrische Anomalie 

und e2 = a2 - b 1 HHlt sich daraus r als Funktion von E 
ausrechnen: 

r2 = b 2 sin2 £ + (a2 cos1 £ - 2ae cos £ + e1) 
= b 1 sin1 £ + a1 cos2 £- 2aecos £ + a1 -b 1 sin2 E- b2 cos1 £ 

s, 

= (a2 - b 2) cos2 £ -2ae cos£+ a1 = (a -e cos £)2 oder, weila> eundr > O ist, 
r = a -ecos E. 

Diese Gleichung enthiilt das erste Keplersche Gesetz, nach dem sich die Planeten auf Ellipsenbahnen 
um die Sonne bewegen, die in einem der Brennpunkte steht. 
Damit ist auch der Zusammenhang zwischen der Anomalie q; und der exzentrischen Anomalie E durch 
die beiden Gleichungen gegeben 

cos,p = (1/r)(a cos£ -e) = (a cos£-e)/(a -e cos£), 
sin 'I'= (1/r)(b sin£)= (I/;;,-=-;, sin E)/(a -,cos£), 

die auch durch tan (,p/2) = V(a + e)/(a - e) tan (£/2) ersetzt werden konnen. Um die Zeit I als 
Funktion von £ zu erhaltcn, wird cine dieser Glcichungen, z. B. die zwcite, nach t differenziert, 
dabei werden Differentialquotienten nach t wie Uhlich mit einem Pun kt bezeichnet: 

bcos E · E(a - ecos £) -e sin E · Eb sin E cosq; · <i> 
(a- ecos £)1 

Daraus folgt 
= bl . a cos£ - e cos1 £ - e sin1 £ 

(a- ecos£)2 
bE· acosE-e 

(a- ecos£)2 

. = dq, = bE
. a cos E - e a - e cos E 

'P dt (a - e cos £)1 • a cos E -e oder = d,p = __ b_E __ = bE . 
¢ dt a-ecosE r 
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Nach dcm zwe;un Keplerschen Gesetz hat die vom Radiusvcktor in gleichen Zeiten ii!Hrstrichene 
FIOche den konstantcn lnhalt , 2 • ¢ = C. Fiihrt man C in die lctzte Beziehung cin, so erhalt man 

t= dE =''¢=.!:._= C oder dt=(b/C)(a-,cos£) d£ dt br br b(a -, cos £) 

und daraus durch Integration die gcsuchte Funktion t = t(E): , = (b/C) (Ea - e sin £) 
= (Ea - e sin£)· Va 2 - e2/C. Wachst danach £ von O bis 2n, so ergibt sich die Umlaufzeit T: 

T= (b/C) · 1.tro = 2tro Vo' - •'/C. 

�i�� =;,t ;��r j::'::�:
e

ii�::n
e

x�:
ie

;�:
u

; �:tu�:��:•c�::::s t:
ns

�a=��{!1�·,Jt i�:��
t

� 
gcniigen drei der vier Konstanten filr allc hergeleitcten Beziehungcn; man wahlt meist £ = e/a, C 
und 1• und erhillt aus r = p/(1 + ,cos q,) = b'/[o(I + ,cos q,)] 

r = C'/[µ(1 + ecosq,)] = C'(I - ,cos E)/[µ(I - •')], 
cos q, = (-e + cos £)/(I - ecos £). sin q, = (V� · sin E)/(1 - ,cos£) 

t = C3(£ - esin E)/(µ'(V.---=-;,)']. 

Dlskusslon der allgemeinen Glelchung zwelltn Grades 

Die allgemcine Gleichung zweiten Grades zwischen zwci Variablen x und y hat die Form 
a x'+ 2bxy + cy' + 2dx + 2 ey + /= 0, 

in der a, b, c, d, t',/ beliebigc reellc Kocffizientcn bedcutcn. Sic ist nur dann wirklich vom zwciten 
Grade, wenn nicht zuglcich a= b = c = 0 sind. Durch diese Glcichung wird im x, y-Koordinatcn
systcm cine Kurve dcfinicrt. Im folgendcn soU stets cin rechtwinkligcs Parallclkoordinatensystcm 
Verwcndung findcn. Die Art der entstchenden Kurvc h.ingt von den Wcrtcn dcr Kocffizicntcn ab. 
Die Diskussion, d. h. die Charaktcrisicrung der Kurvc in Abhingigkcit von den Kocffizicnten, 
zcigt die Gilltigkcit des folgendcn Satzcs. 
Dk allgemeine Gleich,arg zweilen Grades s1ell1 slels die Gleich11111 eiMs Kegelsclutills dar. 

Besdtlpng des gemi5chten Gliedes. Durch cine Drchung des Koordinatcnsystcms, d. h. durch die 
Transformation 

x = � cos et: - .,, sin ex 
y = e sin (J. + 1/ cos (J. 

kann man fur cine geeignctc WinkclgrOOc ex stets crrcichcn, da8 das gcmischtquadratische Glied 
mit ;.,, vcrschwindct. Sind die Kocffizicnten a und c dcr rcinquadratischcn Glicdcr cinandcr glcich 
(a = c), so w;ihlt man a. = 45°; sind sic dagcgcn verschiedcn voneinandcr, so wird " so gcw.ihlt, 
daB tan 21:X = 2b/(a - c), wic man durch Einsetzen dcr Transformationsglcichungen in die Aus
gangsglcichungen findct. Auf diese Weise crha.h man cine transformicrtc Glcichung in e und .,,. Es 
ist zwcckm.iBig, diese Variablcn nachtriiglich wicder mit x und y zu beuichncn; cs entstcht dann cine 
Gleichung von der Form Ax' + Cy' + 2Dx + 2 Ey + F = 0. 
Das bcdcutct gcomctrisch, daB die Achsen des Ktgtl schnills nun zu dtn Achstn dts Koor dinaun
systems pa rall el vt"rla u/tn. 

Ba,itlgung der llnearea Glleder. Die Millelpunktsgleichungen von Ellipse und Hyperbel haben keine 
lincarcn Gliedcr. Man wird dcshalb vcrsuchcn, in dcr Parallclvcrschicbung x =,; + c; y =.,, + d 
des Koordinatcnsystcms die Konstantcn c und d so zu bcstimmcn. daB die lincaren Gliedcr·2Dx 
und 2£y vcrschwindcn. Nach Ausfiihruns dcr Transformation erh�lt man: 

Ao'+ C11' + 2(Ac+ D)o + 2(Cd+ EJ11 +Ac'+ Cd'+ 2Dc + 2Ed+ F= 0. 
Diskussion: 
(I) Wcnn .A =t= O und C=t= 0, lasscn sich beidc linearcn Glicdcr bescitigcn, indcm man c = -D/A 
und d = -E/C wlihlt. Dann erhalt man eine Gleichung der Form A<:1 + Cr,1 = N, wobei 
N = D'/A + E'/C - F isl. Fur N sind drei Fillle mijglich: N > 0, N = 0, N < 0. 
N> O: I. Fall: A und C beidc J)OSitiv. Dann licgt cine Ell ipse mit dcr Mittclpunktsglcichung 

.'/(N/A) + 11'/(N/C) = I, also den Halbachsen YN/A und YN/C vor. 
2. Fall: A und C ncgativ, dann licgt keine reelle Kurve vor. 
3. Fa11: A und C vcrschiedene Vorzeichen. Dann licgt cine Hyptrbel vor. 
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N = 0: I. Fall: Wenn A und C gleiches Vorzeichen haben. kann die Gleichung nur fur t = '1 = O 
richtig sein. Es liegt nur ein Punkt vor. 
2. Fall: A und C verschiedene Vorzeichen. Dann ist entweder A;"2 - C712 = O oder 
Cr/2 - A;2 = 0. Unter Anwendung dcr dritten binomischen Fomlel erkennt man, daO 
es sich imrner um ein Paar sich schneidender Geraden handelt. 

N < 0: Man erh3.lt dieselben Kegelschnitte wie bei N > 0. 
(2) Wenn AC= 0 ist, so gibt es drei MOglichkeiten. 

A=O. c+o: I.Fall: D+o. Dann kann man c und d so wiihlen, daB Cd+E=0, 
Cd2 + 2Dc + 2£d + F = 0. Die Gleichung lautet �2 = -2Do/C und beschreibt 
mithin cine Parabel. 

2. Fall: D = 0. Es ergibt sich cine quadratische Gleichung in 11, also ein Paar 
para/le/er Geraden. Sic fallen zusammen und stellen mithin cine Doppelgerade 
dar, wenn £2 - FC = 0. 

A+ 0, C = 0: I. Fall: £ + 0. Es tritt cine Parabel auf. 
2. Fall: £ = 0. Paar para/le/er Geraden oder Doppelgerade. 

A = 0, C = 0: I. Fall: Nicht D = E = 0. Man erhiilt eine Gerade. 

2. Fall: D = E = 0. Dann muB auch F = 0 sein. 
Bemerkung: Das Auftreten eines Paares paralleler Geraden ist aufzufassen als Grenzfall eines achsen
parallelen Schnittes eines Kegels, dessen Spitze im Unendlichen liegt, der also zu einem Zylinder 
entartet ist. 

Diskussion der Kegelschnittgleichung Ax' + Gy2 + 2Dx + 2£y + F = O 

AC4'0 N= D2/A + £2/C- F 
N>0 A>0,C>0 Ellipse 

A<0,C<0 keine rcclle Kurve 
AC<0 Hyperbel 

N=0 AC>0 Punkt 
AC<0 Paar sich schneidender Geraden 

N<0 A>0,C>0 keine reelle Kurve 
A<0,C<0 Ellipse 
AC<0 Hyperbel 

AC=0 A=o,c+o D4'0 Parabel 
D=0 Paar paralleler Geraden, die zu-

sammenfallen. wenn £2 - FC = 0 
A4'0,C=0 £4'0 Parabel 

£=0 Paar paralleler Geraden, die zu-
sammenfallen, wenn D'-FA =0 

A=0,C=0 nicht D = £= 0 Gerade 
D=E=0 (trivial) 

Beispi,I I: In der Gleichung 3x2 - 30.x +By+ 65 = 0 sind die Werte der Koeflizienten A= 3 4'0, 
C = O, D =t= O; sic beschreibt somit eine Parabel. Um Scheitel, Brennpunkt und Parameter zu 
linden dividiert man dun:h 3 und bringt die quadratische Erginzunf an; aus der Gleichung 
x' - iox + 25 = -Sy/3 - 65/3 + 75/3 oder (x - 5)2 = -1/,(y - /4) erkennt man, daB die 
Parabel nach unten off en ist, dall ihr Scheitel bei S(5, '/ 4) lie&t und dall sic den Parameter 
P = •1, hat." 
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&ispiel 2: Die Gleichung 2Sx2 + 49y2 + ISOx - 196y - 804 = 0 bcschreibt cine Ellipse, dercn 
Hauptachse dcr x-Achse parallel ist, dcnn cs ist A = 25 + 0, C = 49 + 0, N > 0. Bringt man die 
Gleichung auf Mittelpunlctsfonn, wobei zweimal die quadratische ErgAnzung anzubringen ist, so 
lautct sic (x + 3)2/49 + (y - 2)2/25 = I. Der Mittelpunkt der Ellipse ist M(-3, 2). Die grolle 
Halbachse betriigt a= 1, die kleine b = 5. 

&ispiel 3: Die Gleichung 64x2 
- 25y2 + 256x + 300 - 2244 = 0 stelll cine Hyperbel dar, 

wie man aus der Ubersicht entnimmt. Aus der Glcichung folgt 64(x2 + 4x) - 25(y2 
- I 2y) = 2244. 

Nachdem man zweimal die quadratische Erginzung angebracht hat, ergibt sich 64(x1 + 4x + 4) 
- 25(y2 

- 12y + 36) = 2244 + 256 - 900 oder auch 64(x + 2)2 
- 25(y - 6)2 = 1600. Hieraus 

folgt die Mittclpunktsgleichung (x + 2)2/25 - (y - 6)2/64 = I. Die Hauptachse liegt danach 
der x-Achse parallel, der Mittelpunkt ist M(-2, 6), die Halbachsen sind Sund 8. 
&ispiel 4: Aus der Gleichung 9x2 - 4y2 = 0 folgt AC+ 0, aber N = 0. Gleichzcitig ist AC< 0, 
also mu8 cin Paar sich schMidender Geratlen vorlicgen. In der Tat: 9x2 -4y2 = (3x- 2y) (3x+2y) 
= O. Jeder Faktor fur sich crgibt cine Gerade mit den Gleichungen y = 3x/2 und y = -3x/2. 
Bcidc Geraden schneiden sich im Ursprung. 

II. Schritte in die hiihere Mathematik
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In der Umgangssprache wird das Wort ,.Menge" in unterschiedlicher Bedeutung verwendet. Es 
bedeutet ,.viel", wenn man sagt, da8 jemand cine Menge BUcher besitzt, und es bezeichnet cine 
Gesamtheit, cine Zusammenfassung, wenn man z. B. von der Menge der Fahrgaste eines Busses 
spricht; im selben Sinne wird es versteckt benutzt, wenn man von einer Herde Schafe oder von einem 
System von Geraden in einer Ebene spricht. In der zweiten Bedeutung ist der Mengenbegriff zu dem 
fundamentalen Begriff der gegenwartigen Mathematik geworden, und jeder scheinbar einfachere 
Begriff, der zu seiner Erklirung dienen kOnnte, hat die gleiche Bedcutung. Dagegen ist es mOglich, 
mit Hilfe des Mengcnbegriffes alle anderen mathematischen Begriffe zu definieren. 

Da auch die Methode der mathematischen Deduktion durch cine enge Verflechtung von logischen 
und mengentheoretischen· Oberlegungcn gekennzeichnet ist, wurden die mengentheoretischen· Be
griffe und die Ausdrucksweise der Mengentheorie zur alien Mathematikern verstindlichen mathe
matischen ,.Umgangssprache". Daher ist die Kenntnis der grundlegenden mengenthcoretischen 
Begriffe cine notwendige Voraussetzung fur erfolgreiche Schritte in die hOhere Mathematik und fur 
die Anwendung mathematischer Methoden in der Praxis. Die Mengentheorie hat aber nicht nur 
einen gemeinsamen Rahmen fur die pr.iizise Darstellung der gesamten Mathematik geschaffen, son
dern im Verlauf ihrer Entwicklung viele Zweige der Mathematik zu neuen Fragestellungen angeregt 
und innerlich umgestaltet. Die Entwicklung mancher Gebiete, z. B. die der Topologie, wurde durch 
die Mcngcnlehre erst moglich. 
Die von Georg CANTOR (1845-1918), dem Begriinder der Mengenlehre, gegebene Erklarung des 
Mengcnbegriffs erschicn anschaulich leicht faBlich, ihre Priizisierung erwies sich aber als cine sehr 
komplizicrte Aufgabe, die erst mit der Entwicklung axiomatischer Systerne der Mengenlehre in bin• 
reichendcm MaOe gelang, jcdoch auch hcute noch nicht endgUltig abgeschlossen zu sein scheint. 
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Erklirung des Mengenbegriff's nach Cantor: Eine Menge ist cine Zusammenfassung bestimmtcr, 
wohlunterschiedener Objekte unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen; diese 
Objekte hei8en die Elementc der Menge. 

Diese Erkla.rung ftihrte zu Widersprilchen. weil sic uferlosc Zusammenfassungen noch als Mcngen 
zul3.Bt (vgl. Beispiel 5.). Immerhin kann man von ihr ausgehend cine Reihe grundlegender Begriffe 
und Redeweisen einfiihren. 

Wenn ein Objekt a Element einer Menge M ist, so schreibt man a EM und liest »a ist Element 
von M«; a¢ M bedeutet »a gehOrt nicht zur Menge M«. Besteht M aus den Elementen a, b, c, ... , 
so schreibt man {a, b, c, ... } fur M, z. B. {O, I, 2, ... } fur die Menge N der natilrlichen Zahlen. Besteht 
M nur aus cincm einzigen Element a, so heiBt M = {a} eine Einermenge bzw. genauer die Einer
menge von a. Besteht M genau aus zwei verschiedenen Elementen a, b, so heiBt M = {a, b} cine 
Zweiermenge bzw. die Zweiermenge von a, b usw. 
Sind zwei Mengen M, N gleich, so haben sic dieselben Objekte als Elemente, d. h., ein Objekt x ist 
genau dann Element von M, wenn es Element von Nist, in der Bezeichnungsweise der mathemati
schen Logik (vgl. Kap. 15.): 

M=N-Vx(xeM+-+xeN). 

Das Ex1ensiona/i101sprinzip besagt, daB umgekehrt zwei Mengen M, N dann gleich sind, wenn sie 
die selben Elemente haben: 

Vx(xeM<-+ xEN)- M= N. 

Eine Menge ist danach festgelegt durch ihren Umfang, ihre Extension, d. h. durch die in ihr zu
sammengefaBten Objekte. 

Beispie/ 1: Die Menge M allcr Pcrsonen, die sich zu eincm gewissen Zeitpunkt r in einem gcwisscn 
Gebaude G befinden, und die Menge Waller wciblichen Pcrsonen, die sich zu diesem Zcitpunkt 
dort befinden. 
Beispiel 2: Die Menge n allcr Primzahlcn. Diese Menge hat, anders als die Mcngcn von Bcispiel I, 
unendlich viele Elemente (vgl. Kap. 31.1. - Analytischc Zahlenlheorie). 
Beispiel J: Die Menge P a lier einem Kreis K einbeschriebenen Polygone mit den Eckpunktcn auf 
der Periphcrie. Diese Menge spielt bei der Definition des Kreisumfangs cine Rolle (vgl. Kap. 7 .6. -
RegelmlBige konvexe n-Ecke). 
Beispiel 4: Die Menge L aller LOSungcn dcrGJeichung x2 + 4 = 4x; die Menge G tiller geraden 
Prirm.ahlen. Beide Mengen haben dicselben Elementc, nlmlich jede das einzigc Element 2, sic sind 
folgl.ich nach dcm Extensionalititsprinzip glcich .. 
Beispiel S: Die Zusammenfassung R allcr Mcngen M, die nicht Element von sich selbst sind, d. h., 
fiir die gilt M; M, ist keine Menge. Aus der Anoahme, daB R cine Menge ist, folgt die beriihmte 
Rusttllsche Antinomie: W0rde Re R geltcn, so wire R - wic jedes Element von R - cine Menge, die 
sich nicht selbst enthalt, d. h., es miiBte R; R gelten. Setzt man aber R j R voraus, dann wan, R 
cine Menge, die nicht Element von sich selbst ist, d. h., nach Definition von R wurdc folgen Re R. 
Aus jeder der Voraussetzungen RE R, R; R ergibt sich danach, daB Re R und R; R zugleich 
geltcn, das abcr steht im Widcrspruch zu dem Gesetz dcr Logik, da8 cntweder RE R oder R, R 
gilt. 

An diesen Beispielen erkennt man, daB die Elemente einer zu bildenden Menge durch cine fur sic 
charakteristischc Eigenschaft gekennzeichnet werden k0nnen. Etwas praziser ausgedr0ckt, bcsteht 
jede Menge aus allen Objekten t fur die cine Aussage A(t) wahr ist, wenn A(;) die aus einer Aus
sageform A(x) durch Belegung der Variablen x mit dem Objekt; entstehende Aussage ist. Die Aus
sageform A(x) beschreibt auf diese Weise die die Elemente charakterisierende Eigenschaft. In den 
Beispielen I bis 4 sind diese Aussageformen folgende, dabei gibt der Index die jeweilige Menge an: 

AM: = x befindet sich zum Zeitpunkt , im Gebaude G; 
Aw:= x befindet sich zum Zeitpunkt, im Geb3.ude G und ist weiblich; 
A:r: = x ist Primzahl; 
Ap : = x ist ein dem Kreis K einbeschriebenes Polygon mit den Eckpunkten auf der Peripherie; 
AL : = A4(x) fur L: = x2 + 4 = 4x; 
Ac: = x ist gerade Primzahl. 

Beispiel 5 dagegen zeigt, daB nicht jede Aussageform A(x) geeignet ist, charakterisierende Eigen
schaften von Elementen einer Menge zu bcschreiben; die Aussageform x ti: x z. B. nicht. F0r die 
Prazisierung des Mengenbegriffs innerhalb der axiomatischen Mengenlehre ist es daher wesentlich, 
den Bereich der fur die Mengenbildung zulassigen, im Rahmen der mathematischen Logik formu
lierten Aussageformen genau abzugrenzen. In der Mengenlehre nach ZERMELO/FRAENKEL/SKOLEM 
wird z. B. diese Abgrenzung so eng vorgenommen, daB nur die fur die mathematische Praxis un-
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entbehrlichen Mengenbildungen zugelassen sind. In der Mengenlehre nach MOSTOWSKI/MoRsE/ 
KLAUA andererseits erfolgt diese Abgrenzung so groBzllgig. daB nur die Zusammenfassungen keine 
Mengen ergeben, deren Zulassung zu Antinomien filhren wfirde. 
Die zweite Art der Mengentheorie hat neben dem Bcgriff der Menge noch den der Klasse, unter dem 
sic die mOglichen Zusammenfassungen von Objckten versteht. Die Klassen, die keine Mengen sind, 
heiDen echte Klassen bzw. Unmengen, aJle anderen Klassen sind Mengen. Der Nachteil des Auftretens 
dieses weiteren Begriffs der Klasse wird aufgehoben durch cine einfachere Beschrcibung der zur 
Klassenbildung zugelassenen Aussageforrnen und cine grOOere Flex.ibilitat bei der Behandlung ge
wisser mathematischer Fragen. Da die echten Klassen jedoch hauptS3.chlich in Fragen der Axiomatik 
und bei Grundlagenuntersuchungen auftreten, werden bier weiterhin nur Mengen betrachtet. 
Eine durch cine Aussageform H(x) definierte Menge wird mit {x I H(x)} bezeichnet und gelesen 
als »Menge aller x mit der Eigenschaft H(x)«; {x I x ist Primzahl} ist z. B. die Menge aller Prim
zahlen. 
Unter einer Teilmenge bzw. Untermengeeiner Menge Mversteht man nach CANTOR cine Menge, deren 
53.mtliche Elemente auch Elemente von M sind. 1st N Teilmenge von M, so schreibt man: N � M. 
Mithin ist stets M Teilmenge von sich selbst: Mt:;;;. M. Jst N nicht Teilmenge von M, in Zeichen 
N £; M, so gibt es wenigstens ein Element von N, das nicht Element von Mist. Alie von M verschie
denen Teilmengen von M hei8en echte Teilmengen von M; dies wird durch NC M bez.eichnet. 
Eine Menge, die ilberhaupt keine Elemente entha.It, hei8t leer. Es gibt nach dem Extcnsionalitiits
prinzip gcnau cine Menge, die leer ist, die leere Menge, die mil 0 bezeichnet wird, z. B. 

0 = {x I x ej= x) = {x I x e N und x2 = -I). 
Mengen, deren 53.mtliche Elemente selbst wieder Mengen sind, werden auch Mengensysteme oder 
Mengenfamilien genannt. Ein wichtiges Mengensystem ist filr jede Menge M die Menge aller Teil
mengen von M; diese Menge hei8t die Potenzmenge von Mund wird mit P(M) bezeichnet: 
P(M) = {x I x s;; M). Es ist stets 0 e P(M) und Me P(M). 
Die Bezichungen � bzw. C zwischcn Mengcn bezeichnet man als lnklusion bzw. als echte Jnklusion. 

Fur Mengen A, B, C gilt: 

I) A � A, 2) A C•: A, 3) A CB➔ A <;;. B, 4) A CB ... A <;;. BA A ej= B, 
S) A �Bt.Bf;; C➔A I:: C, 6)A CBABC C➔ AC C, 7)A = B ... A 1::BAB<;;.A. 

Die Bezichung 7) folgt aus dem Extensionalitiitsprinzip. Aus ihr entnimmt man folgendes Beweis
prinzip: Um die Gleichheit zweier Mengen A, B nachzuwcisen, genilgt es, die Jnklusioncn A� B 
und B � A nachzuweisen, d. h .• nachzuweisen, da8 jedes Element von A ein Element von B und da8 
jedes Element von B ein Element von A ist. 
Nebco dem Extensionalit3ts- und den Mengenbildungsprinzipien braucht man filr den systematischen 
Aufbau der Mengenlehre und filr die Darstellung der Mathematik in ihr insbesondere noch das 
Uncndlichkeitsprinzip und das Auswahlprinzip. 
Das Unendlichkeitsprinzip sichert die Existenz einer unendlichcn Menge (vgl. 14.5. - Endliche und 
unendlichc Mengen). Es ist problcmatisch, dieses Prinzip durch einen Hinweis auf die reale Existenz 
einer aktual unendlichen Menge zu motivieren. Ohne dieses Prinzip aber ware die Mengenlchre 
praktisch bedeutungslos, da man dann z. B. keine mengentheoretische BegrUndung der Lehre von 
den naturlichen Zahlen geben kOnnte. 

Auswablprlnzlp: ht M eln MengClll)'ll<m nk:btl..,..r M•-• ,o nlstlrrt rlne Mr11e A, die mlt 
j.,._ ME M 1-• eh, Elem .. t 1eme-.. i.t. 

Die Bezeichnung ,,Auswahlprinzip" stammt daher, da8 durch A aus jedem Element M von M je
weils genau ein Element ausgew3hlt wird, n3mlich das einzige Element von A r. M. 
Auf dem Auswahlprinzip beruhen viele wichtige Schlu8weisen der Mathematik. Trotz seiner Wichtig
keit betrachteten viele Mathematiker dieses Prinzip mit Skepsis, die im wesentlichen dadurch hervor
gerufen wurde, da8 man keinerlei Verfahren hat, die Menge A zu einem gegebenen Mengensystem M 
zu konstruieren. Heute wei8 man, da8 dieses Prinzip in den bekannten Axiomensystemen der Mengen
lehre weder bewiesen noch widerlegt werden kann. FUr abzfthlbare Mengensysteme Mist das Aus
wahlprinzip allerdings bewcisbar. 

14.2. Mengenalgebra 

Die wichtigsten mengenalgebraischen Operationen sind die Bildung des Durchschnitts, der Ver
einigung und der Differenz gegebener Mengen. 

Durchschnitt Vereinigung Differenz 

M�N:={.<lxeMAxEN) MvN:={xlxeMvxeN) M\N:={xlxE MAxtN) 
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B,ispiel,. I: {a, b, c) A {b, a, d) = {a, b). 2: {a, b, c) v {c, d, ,) = {a, b, c, d, e). 

J: {a, b, c) \ {d, a, c) = {b). 
4: Der Durchschnill der Menge a Iler Rechtecke mil dcr Menge aller Rhomben isl die Menae a Iler Quadrate. 
S: Die Vereinigung der Menae aller Rechlecke milder Menge aller Parallelogramme isl die Menge aller Parallelogramme, weil jedes Rech1eck ein Parallelogramm isl und daher zur Menae der Parallelogramme nichls hinzugefilgt wird. Die Vercinigung M v N isl zu unterscheiden von der Menge aller der Elementc, die entweder zu M 

oder zu N gehOren; diese Menge ist die symmetrische Differenz M tJN von M, N. Filr sic gilt MAN = (M V N) \(MAN). 1st fur Mengen M, N der Durchschnitt die lecrc Menge, so sagt man, daO M zu N disjunkt ist oder daB 
M, N disjunkt, e/ementfremd bzw. durchschnittsfremd sind. Grundleaende Eiaenschaf1en der mengenalaebraischen ()perationen: 
Kommutativitdt Assoziativittit MAN= NAM MA(NAP)=(MAN)AP MvN= NvM Mv(NvP)=(MvN)vP 
Distributivit6t MA (NV P) = (MAN) V (MAP) M V (NAP)= (M V N) A (MVP) Jtkmpotmz MAM=M MvM=M Die Ergebnisse mengenalgcbraischer Operationen und durch sic dargestellte Bezichungen kann man sich durch Eu/er-Vennsche Diagramme vcranschaulichcn, in dencn die beteiligten Mengen durch Flachenstilcke in der Ebene dargcstellt werden (Abb. 14.2-1). 
� � Eulcr-Vcnnschc o;agrammc filr o;str;buHvgcsctze von v und � 
� d 14.2-2 Vcranschaul;chung de,@/,,/£ N M r-. fNvPJ• Mv (Nr.PJ• dcMo�ansc�cnGcsctzcs (Mr-.N!vlMr.PJ (MvNJr-.fMvP) C£(M N) - C£M v C£N 1st M cine Teilmenge einer Menge£, so hei8t die Differenzmenge £\Mauch das Komplement von 

M bzg]. £ und wird mit C£M bzw. kilrzcr, falls eindeutig klar ist, welche Menge£ gemeint ist, auch mit M bezcichnet. Die Menge Mist zu ihrem Komplement C£M disjunkt: M,..,. C£M = 0, und beide Mengen schOpfen £ aus: M v CEM = E. Die Komplcmentbildung hebt sich bei zweimaliger Anwendung auf: C£(C£M) = M. Filr alle Mengen M, N � £ gelten die Gesetze von deMorgan (Abb. 14.2-2). c- .... deMorpn: C,J.M AN)= c,M V C,N und C,J.M V N) = C,M A C,N. Vereinigung und Durchsdmitt von Mengemystemen. Es ist leicht mOglich, die Operationcn Vereinigung und Durchschnitt auch filr 3, 4, ... Mengcn zu erklaren, so wie man z. 8. auch Summen von 3, 4, . Zahlen erkliren kann. Einheitlicher, einfacher und allgemeiner ist esjedoch, Vereinigung und Durch• schnitt soglcich filr beliebige Mcngen von Mengcn, d. h. fur Mengcnsysteme, zu erklliren. Verelnlguag elnes M-msystems uM:= {x I es gibt ein Xe Mmit xeX) Durc:lllcbnltt ...... M-•- nM:= {x I fur alle Xe MistxeX) Dabei ist nM nur dann korrekt definiert, wenn M =t= 0 ist. Oiese Definition umfa8t den Fall dcr Verknilpfung zweier Mengcn, denn fur Mengcn A, B gelten: A v B = LJ{A, BJ sowie A AB= n{A, B). Haufig sind die Elemente betrachteter Mengcnsysteme durch gewisse Iodizes oder durch als Iodizes geschriebene Paramcterwerte gekennzcichnet. In diescm Falle ist cine Jndexmenge I gegcben und fur jeden Index ie /cine Menge M 1; dann ist das Mengcnsystem M, dessen Elemente gerade die Mengcn 
M1 fur i e / sind, die Menge M = {M1 Ii e /}. Ffir Vereiaiguag und Durchschnitt von M schreibt man auch LJM= U,_,M, und nM= n,,,Af,. 
v...na-- \ NA u

..,
M, = u,.,<N AM,) der Dlmtbuti._cu Nv n,.,M, = n

,_,
(N'-'M1 ) 
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Sind die Mengen M, alle Teilmcngen einer Menge E, so ergeben sich die verallgemeinerten Gesetze von deMorgan. 
Verall�•� 
,on deMorpa I c,<u,,,M,l = n,.,c,M, 

CE(n,s/M,) = U;.,CEMI 
Geordnete Paare und Mengenprodukte. Fiir viele Zwecke ist es nOtig, nicht nur zwei vorgegebene Objekte zu betrachten, sondern auch auf ihre Reihenfolge zu achten. Will man z. B. von zwei natUr� lichen Zahlen feststellen, ob die cine kleiner als die andere ist, muB man zwischen den beiden Zahlen unterscheiden. In einer Zweiermenge, z. B. {a, b}, ist keine Reihenfolge zwischen den gegebenen Elernentcn a, b ausgezeichnet, denn es gilt {a, b} = {b, a}. Man filhrt deshalb als neuen Begriff den des geordneten Paares (a, b) ein, von dem man verlangt, daB durch (a, b) das Element a eindeutig als das erste, das Element b eindeutig als das zweite Element des geordneten Paares (a. b) festgelegt wird. Man verlangt folgende grundlegende Eigenschaft der geordneten Paa re: 

Fiir gronlnete Pa■re gilt (•1, 61) = (•2, 62) 1eaau dana, wean •• = •2 und 61 = b2 ist. 
Diese Eigenschaft ist erfullt, wenn man (a, b) z. B. in folgender kunstvoller Weise erkliirt. 
I Definition des geordneten Paares nach KuRATOwsxr und WrENER I (a, b) := {{a}, {a, b}}. 
Unter dem karresischen bzw. Kreuzprodukr M x N von Mengen M, N versteht man die Menge aller geordneten Paare (a, b) mit a e M, be N. AuBerdem setzt man abkllrzend M 2 = M x M, M 3 

= M2 x M = (M x M) x M usw. Die Elemente von M" heiBen die n-Tupelvon Elementen von M; sic werden mit (a1, a2, •.. , a,.) bezeichnet. 
Beispiel 6: Die Menge C der komplexen Zahlen kann aufgefaOt werden als das Krcuzprodukt R x R = R2 der Menge R der rccllen Zahlen mit sich selbst. 
Beispiel 7: Die Menge aller Punkte des dreidimensionalen euklidischen Raumes kann aufgefaOtwerden als das dreifache Kreuzprodukt R3 der Menge der reellen Zahlen mit sich. 

14.3. Relationen 
Unter einer Relation R in einer Menge M versteht man cine Beziehung, die zwischen je zwei Elementen von M entweder besteht oder nicht besteht. Die Kleiner-Rela1ion in der Menge N der natllrlichen Zahlen besteht z. B. zwischen natllrlichen Zahlen a, b genau dann, wenn a< b ist. Gilt a< b, so sagt man auch »die Kleiner-Relation tritft auf das geordnete Paar (a, b) zu«. So ist es mOglich, die Kleiner-Relation in N durch die Menge aller geordneten Paare naturlicher Zahlen zu charakterisieren, auf die die Kleiner-Relation zutrifft. Diese Uberlegung fuhrt im allgemeinen Fall zur folgenden Definition. 

Eine Relatioo R in einer Menge M ist cine Menge von geordneten Paaren von Elementen von M, d. h., es ist R !;;;_ M2• 1st (a, b) e R, so sagt man, daO die Relation Rauf das geordnete Paar (a , b) zutrifft und schreibt dafiir mitunter a Rb. 

14.3-1 Pfeildiagramm 
der Teilbarkeitsrclation 
in der Menge 
{I, 2, 3, 4, 6, 12} 

Beispid 1: Relationen in der Menge aller Menschen werden z. B. be· schrieben durch »x ist Yater von y« und »a ist Schwesler von b<<. 
Beispiel 2: In der Menge M = {I, 2, 3, 4, 6, 12} besleht die Relation R:»x isl Tei/er von y« aus den Paaren (I, I), (I ,2), ... , (2, 2), ... , (2, 12), ... In Abb. 14.3-1 ist diesc Relation durch ein Pfeildiagramm dargestellt, in dem die Zahlen durch Punkte repriiscntiert werden, die dann durch einen Pfeil verbunden sind, wenn die entsprechenden Zahlen in der Relation R stehen. · Da jede Zahl von M zu sich selbst in der Relation R steht, fuhrt von jedem Punkt ein Pfeil zu diescm Punkt zurllck. 

FUr jede Relation R in einer Menge M heiBt die Menge {x e M I es gibt ein y EM mit (x, y) E R} der Vorbereich bzw. Linksbereich von R. Die Menge {y EM} I es gibt ein x e M mit (x, y) e R} heiDI der Nachbereich bzw. Rechlsbereich von R. Vorbereich und Nachbereich einer Relation R werden mit Vb R und Nb R bezeichnet. Das Feld von R ist die Menge Fd R = Vb R v Nb R. Dafiir gilt Fd R s;; M. Der Vorbereich der Relation »x ist Yater von y« von .Beispiel I ist die Menge aller Miinner, die Kinder haben, der Nachbereich der Relation »a ist Schwester von b<< ist die Menge aller Menschen, die cine Schwester haben. Jn Beispiel 2 ist Vb R = Nb R = M. 
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FUr jedc Relation R ist die Menge R- 1 = {(y, x) I (x. y) ER} wieder cine Relation, die zu R inverse 
Relation; z. 8. ist die zur Kleiner-Relation zwischen naturlichen Zahlen inverse Relation die Gr08er
Relation fur nati.irliche Zahlen. 
In der folgenden Tabelle sind die in der Mathematik wichtigsten Eigenschaften von Relationen zu
sammengestellt. Dabei bezeichnet stets R cine Relation in M. 

Rist reflexiv:= fur alle x e M gilt xRx. 
Rist irreflexiv := es gibt kein x mit xRx. 
Rist symmetrisch := fur alle x,y e M gilt: wenn xRy, so yRx. 
Rist asym.metrisch := es gibt keine Elemente x, y mit xRy und yRx. 
Rist antisymmetriscb oder identitiv := fur alle x, ye M folgt x = y aus xRy und yR.x. 
Rist transltiv := fur alle x, y, z e M gilt: aus xRy und yRz folgt xRz. 
R isl linear:= fur alle x, ye M gilt: xRy oder yRx. 
Rist konnex := fur alle x, ye M folgt aus x =t= y: xRy oder yRx. 
R isl voreindeutig := fur alle x, y, z e M gilt: wenn yRx und zRx, soy= z. 
Rist eindeutig, d. h. nacbeindeutig := fur alle x, y, z e M gilt: wenn xRy und xRz, so y= z. 
Rist eineindeutig := Rist eindeutig und voreindeutig. 

1st R cine Relation in einer Menge M und ist N cine Teilmenge von M, so ist T = R r. N2 cine 
Relation in N, die auf Elemente a, be N genau dann zutrifft, wenn R auf die Elemente a, be M 
zutrifft. Man nennt T die EinschrQnkung der Relation R auf die Menge N und bezeichnet sic mit 
R II N. Die Kleiner-Relation in der Menge N der natilrlichen Zahlen ist z. B. die Einschriinkung der 
Kleiner-Relation in der Menge R der reellen Zahlen auf die Menge N der naturlichen Zahlen. 

&ispitl 3: Die Relation »A, B sind im gltichen Jahr gehortne Ptrsonen« ist z. B. reflexiv, sym.! 
metrisch, transitiv, jedoch nicht anHsymmetrisch, nicht linear und nicht eindeutig. 

Aquivalenzrelatiooen. Eine Aquivalenzrelation in einer Menge M ist cine reflexive, symmetrische und 
transitive Relation mit dem Feld M. Aquivalenzrelationen sind sowohl in der Mathematik als auch 
in vielen anderen Wissenschaften von besonderer Bedeutung. 
&ispiel 4: Eine Aquivalenzrelation in der Menge der natilrlichen Zahlcn ist »(a, b) und (c, d) 
sind diff,r,nzgkiche Paar, natw//cher Zahl,n«, d. h., a + d = b + c. 
Btispkl j: Eine A.quivalenzrelation ist »g, h sind para/It It Geraden«. 
Btispiel 6: »A, B haben dieselbe NationalitOt« ist eine A.quivalenzrelation. 

1st R cine A.quivalenzrelation in einer Menge M und gilt aRb fur Elemente a, be M, so nennt man 
a, b Qquivalent bzgl. Roder Qquivalent modulo Rund schreibt dafilr a - Rb bzw. a g;- b (mod R). 
Jede Aquhal-,la-R ill eiaff M- M llibrt zu elner Ki,,su,wlt,te/Jus, aucll Z,ri'll"l'I 10-
_,, '°" M, be1 der :nrel El-t• won M 1-• - zur oelbell Aq,mwh,r:kll,,u gebiirea, .,_ 
lie laderRela-R-..ier1tellen. 

Die a e M enthaltende A.quivalenzkJasse von M bzgl. R wird mit [a]R. bezeichnet. 
Die A.quivalenzklassen von Beispiel 3 sind die Jahrgange, die von Beispiel 4 die ganzen Zahlen, die 
von Beispiel S die Richtungen und die von Beispiel 6 die Nationen. 

Eine Zerlegung einer Menge M ist eine Familie K von nichtleeren Teil• 
mengen von M, filr die gilt: 1 .  Je zwei verschiedene Elemente von K sind 
disjunkt; 2. jedes Element von M gehOrt zu tinem Element von K (Abb. 
14.3•2). Die Elemente von K werden Klassea dieser Zerlegung genannt. 

/st K tint Zerlegung von M, so gehOrt Jtdes Eltmtnl a e M zu genau 
einem Element von K; die a enthalttndt Klasse·dtr Ztrltgung K wird mit 14.3-2 Zerlegung ciner 
K. oder mil DK �ztichntl. 

�1:�:;n 
M in drei 

Der folgende Satz ist die Grundlage der mathematischen Fassung des Ab· 
s t  raktionsprozesses. 

Haaptsatz llbff Aquhalemrelatlooen. Fiir JedeAquhaleaznlatloa R la eiaff MengeM 1st die Menge 
K = 11•1• I a e MJ alter Aqumolenzklassen l•l• = (.r EM I aR.r) .!"" Element•• Yoo M elne Zer
ieg,mg ,oa M. Umgekebrt llibt es zu Jeder Zerleauag K ,.., M eine All!!molenzrelation R In M, nim
llcb die Reiatloo R = ((a, b) I es glbt eln Xe K mil a, be X/; deren Aquhalenzklusen die Kiass,n 
der Zerleg,mg K slad. 

Die Menge alter A.quivalenzklassen einer Aquivalenzrelation R in einer Menge M nennt man auch 
denQuotienten von M nach Rund bezeichnet ihn mit M/R. 
Die bisherige A.uffassung einer Relation als einer Beziehung, die zwischen je zwei Elementen,einer 
Menge M entweder besteht oder nicht besteht, kann man verallgemeinern auf den Fall, da8 man 
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auch Beziehungen zwischen mehr als zwei Elementen betrachtet. In diesem Fall gelangt man zu 
n-stelligen Relationen. 

Eine 11..stetlige Relation in einer Menge Mist cine Teilmengc des n-fachen Kreuzproduktes M". 

Demnach sind die 2-stelligen Relationen in M genau die bisher betrachteten Relationen in M; die 
1-stelligen Relationen in M sind die Teilmengen von M. Die n-stelligen Relationen in M werden 
durch n-stellige Pr8.dikatc beschrieben. 

lkispiel 7: Eine drcistellige Relation in dcr Menge aller Punlctc ciner Geraden ist »P liegt zwischen 
Q und R<<. 
&ispiel 8: Die Relation »z ist das Produkt von x und y« ist cine dreistellige Relation z. B. in dcr 
Menge Q der rationalen Zahlen. 
&ispiel 9: »Die Punkte P,Q, S, T bi/den ein Quadrat« ist cine 4-stellige Relation in der Mengcaller 
Punkte eincr Ebene. 

Anordnungsrelationen. Eine Relation R in einer Menge M heiBt reflexive Quasiordnungsrt'laticn, 
falls R reflexiv und transitiv ist. 1st R auch antisymmetrisch, so heiBt R reflexive Ha/bordnungs• 
bzw. Ordnungsrelalion. 1st R tiberdies linear, so heiOt R lineare Ordnungsre/0/ion bzw. reflexive Voll• 
ordnungsrelalion. 

Die lnk/usion isl eine Ordnw,gsrelation in der Potenzmenge jeder Menge M. 
Jede Aquivalenzrelation in einer Menge M isl tine Quasiordnungsre/01ion in M. 

lkispitl 10: Die Relation »A, B sind gleich alt« ist cine Quasiordnunasrclation in der Menge aller 
Menschen. 
/kispiel J J: Die Kleiner-gleich•Rtlotion »x < y oder x = y« ist cine Vollordnungsrelation in der 
Menge der natiirlichen Zahlen. 

Eine Relation R in einer Menge M heiBt irreflexive Halbordnungs• bzw. Ordnungsrtlation, falls R 
irreflexiv und transitiv ist. 1st R auch konnex, so heiOt R cine irreflexive Vollordnungsrelation. 

lkispitl 12: Die echtt lnlclusion ist cine irreflexive Ordnungsrelation in der Poterwnenae jeder 
MengeM. 
/kispitl JJ: Die Kleiner-Relation ist cine irreflexive Vollordnungsrelation in dcr Menge dcr natilr
lichen Zahlcn. 

Jede irreflexive Ordnungsrelation ist asymmetrisch. Jcdc Einschrankung eincr dcr angefuhrtcn An· 
ordnungsrelationen ist wiedcr cine Anordnungsrelation derselbcn Art. 

1st R eine reflexive Ordnw,gs- bzw. Vo/lortbumgsrela1ion in einer Menge M, so isl die Re/orion 
R- = R \ {(x, x) I x e M) = {(x, y) ER Ix ,,ta y) tine irreflexive Ordnungs- bzw. Vol/ordn""ls• 
re/orion in M; ts gilt xR-y genau dcmn. wenn xRy und x + y. 1st R tiM irreflexive Ordnungs- bzw. 
Vollordnungsrtlation in tiner Menge M, so isl die Relation R+ = R v {(x, x) I x e M} = {(x, y) 
I (x, y) e R oder x = ye M} tine reflexive Ordnungs- bzw. Vollordnungsrtlation in M; es gilt 
xR+y genau dann, wenn xRy oder x = y. 

Eine geordnete Menge ist ein Paar (M, R), in dem R cine reflexive oder cine irreflexive Ordnungs
relation in M ist. Entsprechend versteht man unter einer vollgeordneten Menge cin Paar (M, R), 
in dem R cine reflexive oder cine irreflexive Vollordnungsrelation in Mist. 
1st R cine reflexive Ordnungsrclation in ciner Menge Mund ist N cine Teilmcngc von M, so heiOt 
ein Element a e M cine obere Schranke von N, falls xRa fur alle Elemente x e N gilt. Dagcgen hciOt 
a untere Schranke von N, falls aRx fur alle x e N gilt. Ein Element a e Nist ein maxima/es Element 
von N, falls fur kcin x e N gilt aRx und a =t= x, entsprechend ist a e Nein minima/es Element von N, 
falls fur kcin x e N gilt x Ra und x =t= a. Ein Element a e Nist das Maximum von N, falls xRa fur alle 
x e N gilt, und a e Nist das Minimum von N, falls aRx fur alle x e N gilt. Ein Element a e Mist das 
Supremum von N, falls a das Minimum der Menge der obcren Schranken von Nist; a e Mist das 
Jnfimum von N, falls a das Maximum der Menge der untcren Schrankcn von Nist. Statt Supremum 
bzw. lnfimum sagt man auch obere Grenze bzw. untere Grenze. Der Abschnitt von einem Element 
a e Mab ist die Menge {x e MI xRa und x =l= a }. Maximum, Minimum, Supremum bzw. lnfimum 
von N werden mit max N, min N, sup N bzw. inf N bezcichnct. Falls nOtig, gibt man die betrachtcte 
gcordnetc Menge (M, R) an diesen Symbolen als Index an. 
Eine Ordnungsrelation R in eincr endlichcn Menge M kann man sich mittels des Hasse-Diagramms 
von R veranschaulichen. Dieses crhii.lt man, indcm man die Elcmcntc von M als Punktc darstcllt 
und zwei verschiedene solchc Punkte a, b genau dann miteinandcr verbindet, wcnn aRb gilt und zu
gleich kein von a, b verschicdener Punkt x existiert mit aRx und xRb. Um jedoch die Falle aRb 
und bRa voneinander unterscheiden zu ktinnen, zeichnct man im Fallc aRb cinen Pfeil von a nach b 
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bzw. zeichnet je nach Vcreinbarung b obcrhalb bzw. rcchts von a. 
Die im Hasse-Diagramm einer Ordnungsrelalion R von M mitein
andcr vcrbundencn Elemcntc von M heillen unmittelbare Nach
barn voneinander. 

&ispwl 14: In der McD80 M= {a,, ... , a5} isl die Relation 
R= {(a1 ,a1), •. , ,(a5,a5),(a1 ,a1),(a1 ,a,),(a1 ,a4),(a2,a5),(a3,a,)} 
cine r,f/,xlVt! Ordnung. 1hr Hassc-Diagnunm u:igt Abb. 14.3-3. 

Aus dem Hasse-Diagramm einer Ordnungsrelation R von M kann 
man die Menge R !:;; M2 eindeutig entnehmen, wenn man nur weiB, 
ob R reftcxiv oder ob R irrcftcxiv ist. 14_3.3 Hassc-Oiagramm cincr 
Eine Vollordnungsrclation in einer Menge M, auf die bezogcn jedc Ordnungsrclation 
nichtleere Tcilmenge von M cin minimalcs Element hat, nennt man 
cine Woh/ordnungsrelation in M. Untcr ciner wohlgtordneten ,Wenge versteht man ein Paar (M, R), 
in dem Reine Wohlordnungsrelation in Mist. 

Beispiel 15: Die Kleiner-gleich-Relation =e;;;;: ist eine Wohlordnungsrelation in der Menge der natllr
lichcn Zahlcn. jcdoch keinc Wohlordnunprclalion in dcr Menge dcr pnu:n Zahlcn, wcil die nichl
leere Teilmenge der negativen pm.en Zahlen kein minimales Element hat. 

--ese�•Mnsellat eln M-.J..ieT.i .......... � .. M .... 
lot oelbot elne -.-ie M ..... 

In einer wohlgcordneten Menge (M, R) ist jede echt monoton fallende Folge von Elementen von M 
endlich; d. h., isl (a0 , a1 , a2 , ••• ) cine Folge paarweise verschiedener Elemente von M, fur die gilt 
... , a3Ra2 , a2Ra 1 , a1Ra0 , so ist dieseFolge endlich, d. h., sic bricht ab. 
Das fur die natO.rlichen Zahlen bekannte Bcweisverfahrcn durch vollstindige Induktion 13.Bt sich 
ebenso wie die Methode der Definition durch lnduktion auf beliebige wohlgeordncte Mengen ilber
tragen. 

PrlllZip der lndukti. .. Beweloe. lat (M, R) elae ---t• MOIiie and H elne �. die 
du kl-• El-I - Mllat,... fiir die.....,._ pit, dall lie fiir eta ae M zutrllft, w- lleflir 
allc-• ,c e M mlt xR• .... ,c 4-a • mtrilft, IO ...... alle El-I•_, M tlleoe Eis.-it H. 

Prmlp der -ti.ea Dellol-. l!lae --/•of eioer ......r.-iea Mnse (M, R) -
Hldeatia-festplep........, dall _ .._ --ert/(-.) fiir du kl .... tc El .... t -.  
.,. M feotlep .... dall fllr I- • e M der --/(•) elndeutla dura Werle -/fiir 
Elemente x e M •It xR•, x =F •, bestlmmt win!. 

Ein wesentlicher und in vielen Gebieten der Mathematik h3ufig angewcndcter Satz Uber wohl
geordnete Mcngcn ist das folgende Lemma , das zum Auswahlprinzip gleichwcrtig ist. 

r:-... - K,ntomifZon. Hat ill....- .-,laetm M- jede �c TellmftllO elne 
� Scbruke, ,o llat tlleoe .-ie M•11• eln muaaln Elemnt. 

Ebenfalls zum Auswahlprinzip aquivalent ist der zuerst 1904 von E. ZERMELO (1871-1953) unter 
Vcrwendung des Auswahlprinzips bewiescne Wohlordnungssatz. 

W�tz: Za jeder M .... M aibt es elae W�latloa la M. 

14.4. Korrespondenzen, Abbildungen, Funktionen 

Eine Korrespondenz K zwischen einer Menge M und einer Menge N ist eine zweistelligc Relation 
in der Menge M v N, fur die Vb K � M und Nb K S N gilt. 1st (a , b) e K fur Elemente a e M, 
be N, so nennt man b ein Bild von a bei K und a ein Urbild von b bei K. Statt Korrespondenz sagt 
man mitunter auch mehrdeutige Abbi/dung. Den Yorbereich einer Korrespondenz K nennt man auch 
ihren De/initionsbereich und bezeichnet ihn mit D(K), den Nachbereich von K nennt man auch den 
Wertebereich bzw. Wertevorrat von K und bezcichnet ihn mit W(K). 
Die eindeutigen Korrespondenun heillen auch Abbildungen bzw. Funktionen (Abb. 14.4-1). 1st F 
cine eindeutige Korrespondenz zwischen M und N, so heiBt F auch Abbildung aus M in N; ist 
D(F) = M, so hei0t F Abbildung von Min N; isl W(F) = N, so hei61 F Abbildung au/ N. Die Be
zeichnung F: M-+ N besagt, daB F eine Abbildung von Min Nist. Die Menge aller Abbildungen 
von M in N bezeichnet man mit ""N. 
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14.4-1 Pfeildarstellung von Kor
rcspondcnzcn zwischcn Mund N; 

a) eindeulig von Min N, nicht vor
eindcutig; b) voreindeutig aus M 
auf N, nicht eindeutig; c) einein
deutig von M ouf N 

Beisp�I I: Die Menge Q = {(n, n2) I n e N} ist cine Abbildung 
von der Menge der natilrlichen Zahlen in sich, bci der jede 
natiirlichc Zahl ihr Quadrat zum Bild hat. 
&ispiel 2: Fur jedc Menge M isl id.,= {(x, x) Ix e M}  cine 
Abbildung von M auf M, die ukntische Abbi/dung uber M. 

Da man cs fast UberaU in der Mathematik mit Abbildungen zu 
tun hat, haben sich cine Reihe synonymcr Benennungen heraus-
gebildet. Haufig gebraucht man statt Abbi/dung die Bczeichnungen 
Funktion, Operation, VerknUp/ung - insbesondere fur Abbildungen 
aus M2, M3, ••. in M -, Operator, Funktional - besonders fur 
reellwertige Funktionen, deren Definitionsbereich cine Menge von 
Abbildungen ist -, Morphismus, Funktor. 
FUr jcde Menge A und jcde Korrcspondenz F heiDt die Menge 

F(A) = {y I es gibt ein x e A mil (x, y) e F) 
das voile Bild von A bei F. Es ist F(A) = 0, falls A � D(F)= 0 
ist. Wenn F cine Funktion und A = {a} cine Einermengc ist mit 
ae fX.F), so ist auch F(A) cine Einermenge, deren einziges Element 
man dann mit F(a) bezeichnet und den Funktionswer1 von F an de, 
Stelle a nennt; mitunter gebraucht man statt F(a) auch die Bc
zeichnungcn F •• Fa oder aF. 
Eine Funktion ist vollst3ndig dadurch beschrieben, daO man ihren 
Definitionsbereich angibt und zu jedem Element des Definitions
bercichs den zugehOrigen Funktionswert. Kann man fur cine 
Funktion F die den Elementen a e D(F) zugeordneten Funktions

werte· mittels eines Terms T(x) mit einer freien Variablen x beschreiben, so legt man F haufig fest 
durch die Gleichungen F(a) = T(a) fur jedcs a e P(F) oder indem man schrcibl F: x ,_ T(x). In 
beiden Fallen ist zur vollstandigcn Beschreibung von F noch die Angabe von D(F) nOtig. 

&ispie/ 3: F: x e+ x2 mit D(F) = R ist diejenige Funktion auf dcr Menge dcr recllen Zahlen, die 
jeder recllen Zahl ihr Quadral zuordnet. Dieselbe Funktion win! beschrieben durch: 

D(F)= R und F(a) = a' fur alle ae R. 

Eine Funktion /: M - N heiOt ln_kk.ticm, falls/ eineindeutig ist; /: M - N heiOt Surjektioo, 
falls /cine Funklion auf Nist;/: M - N heiOt Bljektion, falls /eine eineindeutige Funktion auf 
Nist, d. h., falls f: ff - N lnjeklion und Surjektion isl. 

FUr jede Korrespondenz K zwischen M und Nist die Menge K-1 = {(y, x) I (x, y) e K} cine Korre
spondenz zwischen N und M, die zu K inverse Korrespondenz. 1st K cine Abbildung, Funktion, so 
nennt man K umkehrbar, falls die inverse Korrespondenz x-1 von K wieder cine Abbildung ist; 
in diesem Fall heiOt x-1 auch inverse Abbi/dung, inverse Funktion bzw. Umkehrabbildung, Umkehr
funk1ion zu K. 
FUr jede Korrespondenz K ist Vb x-1 = Nb K und 
Nbx-• = Vb K. Das voile Bild x-'(A) von A beziiglich 
x-1 nennt man auch das voile Urbild von A bzgl. X, denn 
x-1(A) ist die Menge allcr Urbilder bzgl. Kvon Elementen 
aus A. 
FUr Korrespondenzen / zwischen M� N und g zwischen 
N, P ist die Menge g of= {(a, b) I es gibl ein x mil (a, x)ef 
und (x, b )eg} cine Korrespondenz zwischen M, P, die 
Verkettung bzw. Hinlereinanderausfiihrung von /, g. 
(Abb 14.4-2). Sind hierbei f, g Funktionen, so ist auch 
ihre Verkettung g of cine Funktion; sind /, g sogar 
umkehrbar, so auch go f. Sind /, g Funktionen und 
isl ae D(f) mil f(a) e D(g), so gilt g O f(a) = g( f(a)). 14.4-2 Yerkettung von Abb;ldungen 

Fiir j«k Xorrespondenz F zwischm M, N Ut F o id., = F 111111 id,v o F = F. FUT Korrespondenzen 
F,G,H,U,: (G•F)-> = F-1 •G-1,H•(G•F)= (HoG) •F. 
£ine Ftmlction f: M - N 1st genau dann ,;,.. lnjdction, w,nn u •IM Ftmlction g: N - M gibt, fur 
d� go f = id., Isl. EIM Funktion f: M - N 1st /ffflllM dann ,me Stu}dction, ttienn es eiM Funktion 
1: N➔ M,;J,t,fiirdu/01= idN ist. EiM Fllllktionf: M- Ni.st 1enaudanneiM Bi}ektion, weM 
·es eine Fllliktton 1: N- M gibt,fiir die g of= id., undf og = id,, gilt. 
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Beispie/ 4: Die Funktion /:xi--+ sin x2 mit D(f) = R ist die Verkettung der Funktionen g: x 1-t' x2 

und h: x ,.... sin x mit D(g) = D(h) = R. 

1st F cine Korrespondenz zwischen A, B und M cine Menge, so ist die Menge {(x, y) e Fl x e M} 
= F,..... (M X Nb F) cine Korrespondenz zwischen M und B, die Einschriinkung von F au[ M; sic 
wird auch mit F � M bezeichnet. 

Beispiel 5: Die Einschriinkung der Operation ,.Addition" fiir reellc Zahlen auf die natilrlichen Zah• 
Jen, d. h. die Einschr3nkung der Funktion S: (x, y)t-t- x + y mit D(S) = R2 auf N2, ist die Ad· 
dition naturlicher Zahlen, Dagegen ist die Einschriinkung der Operation ,.Division" fur reelle 
ZahJen auf die natilrlichcn Zahlen nicht die Division natiirlicher Zahlen, da z. B. die Zuordnung 
(4, 6) i- 2/3 zwar zu jencr Zuordnung gchOrt, nicht jedoch zur Division im Bercich der natiirlichcn 
Zahlcn. 

Spezielle Funktionen. Eine Funktion, deren Definitionsbereich l eilmenge eines Kreuzprodukts von 
n Mengen ist, nennt man cine Funk1ion von n Variablen; z. B. ist die in Beispiel 5 erwiihnte Addition 
cine Funktion von 2 Variablen. Funktionen von R in R heil3en reelle Funktianen; Funktionen von 
N in N hei8en arithmelische bzw. zahlenlhearelische Funktianen. 
Unter einer Falge F von Elementen einer Menge M versteht man cine Funktion von der Menge N 
der natfrrlichen Zahlen in M; die Funktionswerte von FheiBen auch Glieder der Falge; ist a1 = F(i) 
fur jedes ; EN, so bezeichnel man die Folge F auch mittels (a0, a1 , a2 , ... ) oder durch (a1)16N bzw. 
(a 1)1u,. Unter einer n-gliedrigen Folge von Elementen von M verstehl man cine Funktion von der 
Menge {O, I, ... , n - 1} aller natUrlichen Zahlen < n in die Menge M. 

14.S. Endliche und unendliche Mengen 

Eines der Hauptprobleme bei der Entstehung der Mengenlehre war das der Behandlung des aktual 
Unendlichen. Die Existenz potentiell unendlicher Gesamtheiten ist offensichtlich. Dies sind un
endliche Gesamlheiten, die durch sukzessives Zusammenfugen aus ihren Elementen niemals fertig 
werden kOnnen. Das einfachste Beispiel ist die nicht endende Reihe der natUrlichen Zahlen. Eines 
der grundlegenden Prinzipien der Mengenlehre ist die Annahme, daO es aktual unendliche Mengen 
gibt, d. h. fertig vorliegende unendliche Mengen. 
Um dieses Prinzip zu verstehen, mu8 man wissen, was endliche und was unendliche Mengen sind. 
Anschaulich ist eine Menge endlich, wenn es cine natUrliche Zahl n gibt, so daO man die Elemente von 
M mit den natUrlichen Zahlen kleiner n durchnumerieren kann. Da man in der Mengenlehre jedoch 
den Begriff der Zahl definieren will, darf er zur Definition der endlichen bzw. der unendlichen Mengen 
nicht verwendel werden. Als erster hat R. DEDEKIND (1831-1916) cine solche Definition gegeben. 

Uneodlichkeitsdefinitioo nach DEDEK.IND. Eine Menge M isl genau dann unendlich, wenn es eine 
eineindeulige Abbildung von M auf eine echte Teilmenge von M gibt. Eine Menge ist genau dann 
endlich, wenn sic nicht unendlich ist. 

Beispiel J: Die Menge N dcr na1Ur/ichen Zahlen ist uncndJich; dcnn die Ab· 
bildung, die jcc:ler natilrlichcn Zahl n ihr Doppeltes 2n zuordnet, ist cine ein• 
eindeutige Abbildung von N auf die echte Teilmenge der geraden natilrlichen 
Zahlen. 

0 1 2 3 

i i i i--. 
o i ; 5

14.5-l Eineindeutige Abbildung von N auf die echte Teilmenge der geraden naturlichen Zahlen 

Eine Menge M ist danach genau dann endlich, wean jede eineindeutige Abbildung von M in sich 
cine Abbildung au/ M sein muO. 

Jede Teilmenge eiMr endlichin Menge ist eine endliche Menge. 

Jede Menge, die eine ,mend/iche Mt!llge a/s Teilmengr hat, ist eine unendliCM Menge. 

Besonders wichtige Charakterisierungen der endlichen Mengen stammen von B. RUSSELL und 
A. TARSKI. 

Endlicbkeitsdefinitioa nacb RUSSELL. Eine Menge A isl genau dann endlich, wenn A Elementjedes 
Mengensystems M ist, fur das 0 EM ist und filr alle XE M und alle a auch Xv {a} E M ist. 

E.adlicbkeitsdeftnition JUI.ch TAR.SK.I. Eine Menge A ist genau dann endlich, wenn jede nichtleere 
Teilmenge der Potenzmenge P(A) ein bzgl. lnklusion minimales Element enthilt. 
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Abziblbar unendliche Mengen. Eine Menge M heiBt abziihlbar, wenn die naturlichen Zahlen zum 
Durchzihlen der Elemente von M ausreichen, d. h. prllise, wenn cine eindeutige Abbildung von 
der Menge der naHirlichen ZahJen auf M existiert. Eine Menge heiOt abzOhlbar unendlich, falls sic 
unendlich und abzahlbar ist. 

Jede endllcbe M ... e Isl abzilllbu. 
Die M .... der •lilrllckll Zalllea 1st abdMbar -llcb. 
Jede-M ... e eatlllltelae abdMbar-lcbeTeilmqe. 
JedeTei._ eiaer abdlllbanll M .... Isl alrdlilbar. 

&ispiel 2: Die Menll" Z der ganz,n Zahl,n isl abzihlbar unendlich. Z isl unendlich, da N � Z; 
eine eindeutige Abbildung f von N auf Z wird beschrieben durch f(n) = k, falls n = 2Jc und 
f(n) = -k, falls n = 2Jc + I. 

Die Verelnlgung abdhlbar Yleler abdblbarer M....., Isl - abdblbar. 

a00-a01 ao:-ao, . . .

/ / / / 
u

,. Un u,, u,, 

!/ / / 
u,. Un u,, u., 

/ /  
u

,, a,., ... 

14.5-2 Schema zum Bcwcis dcr 
Abzihlbarkcit von LJ ,eNM1 mit 
M, = {a,0,a,,,a,2,···> 

Es genUgt zu zeigen, daB die Vereinigung abzahlbar unendlich 
vieler abzahlbar unendlicher Mengen abzahlbar ist. Ein Be
weis dafiir ergibt sich aus fotgender Oberlegung: Seien M0 , M1 , 

... jene Mengen und a10 , a11 , ••• die Elemente von M1 • Schreibt 
man dann die Elemente jeder Menge M1 zeilenweise nebenein
ander und alle diese Zeilen untereinander, so kann man in 
Pfeilrichtung (Abb. 14.5-2) 7.3.hlend mit den natllrlichen Zahlen 
alle Elemente von UteNM, durch7.3.hlen. Dieses Beweisverfahren 
nennt man Cantorsches Diagonalverfahren I. Art. 

Die M .... Q der ra-lm Zablea Isl alrziblbar -icll. 

Q ist unendlich, daN �Q;Qist abZ3hlbar als Vereinigung der 
abzahlbar vielen abzahlbaren Mengen M. = {g/(n + I) I If E Z} 
furn eN. 
Eine Menge, die nicht abZ3hlbar ist, hei8t UberobzQhlbar. Jede 
Uberabzahlbare Menge ist unendlich. Jcde Menge, die einc Uber
abZ3hlbare Teilmenge hat, ist selbst iiberabzahJbar. 

Die M ... e a lier reel lea Zablon Isl iibmlbziblbar. 

Sogar die Menge JO, I [ aller reeUen Zahlen zwischen O und I ist Uberabzahlbar. Denkt man sich eine 
eindeutige Abbildung f von N auf ]O, I [ vorgegeben, so kann jeder Funktionswert von / als nicht
abbrechende Dezirnalzahl/(n) = 0, z,.0z,. 1 z,.2z,.3 ••• dargestellt werden. Schreibt man furn= 0, 1, 2, 
alle diese Zahlen /(n) untercinander und bildet aus den in der Hauptdiagonale des entstehenden 
Schemas stehenden Ziffern z1 1 cine neue Zahl d = 0, d0d1d2d3 ••• , indem man fur jedes n e N setzt 
d,. = I, falls z,.11 

=f= I, und d,. = 2, falls z,.,. = I, so unterscheidet sich d von jeder Zahl f(n) in der 
(n + 1)-ten Dezirnalstelle und kommt deshalb nicht unter den Funktionswerten von f vor. Da 
jedoch de ]O, I[, ist f keine Abbildung auf JO, I [ irn Widerspruch zur Voraussetzung. Da es mithin 
keine solche Abbildung / gibt, ist JO, I [ cine iiberab:rlihlbare Menge. Dieses Beweisverfahren nennt 
man Cantorsches Diagonalverfohren 2. Art. 

14.6. Transfinite Zahlen und ihre Arithmetik 

Ein wichtiger der malhematischen Begriffe, die sich mit Hilfe der Mengenlehre erkl3ren lassen, ist 
der der Zahl. Schon im Kapitel I. wurde der Unterschied zwischen Kardinal- und Ordinalzahlen 
intuitiv festgestellt. Jede Seite dieses Buches wird z. B. durch eine Ordinalzahl festgelegt, etwa die 
vorliegende als die 354. Seite, der Gesamtumfang aller mit Text bedruckten Seiten wird aber durch 
die Kardinalzahl 779 angegeben. 

Ordinalzahlen. Da Oach dem Auswahlprinzip jede Menge wohlgeordnet werden kann, ist es keine 
Einschrankung, die Ordinalzahlen so zu wahlen, daB man mit ihnen die Elemente jcder wohlgeord
neten Menge durchnumerieren kann. FUr endliche wohlgeordnete Mengen sind fur eine solche 
Durchnumcrierung die naturlicben Zahlen ausreichend, nicht jedoch fur unendliche Mengen, denn 
es gibt Uberab:rlihlbare Mengen, wah.rend die Menge der natfirlichen Zahlen nur abzahlbar unendlich 
ist. 
Um ein Prinzjp zu. finden fur cine Ordinalzahldefinition, denkt man sich z. B. alle Ordinalzahlen 
unter 7 gegeben. Dann ist 7 durch alle dicse Zahlen 0, I, ... , 6 chara.kterisiert und kann z. B. definiert 
werden durch 7 :� {O, I, ... , 6}, d. h. allgemein, daB jede Ordinalzahl aufzufassen ist als die Menge 
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aller kleineren Ordinalzahlen. lnsbesonderc ware dann eine Ordinalzahl <X kleiner als eine Ordinal
zahl /J, falls tX e /J gilt. W3.rey cine Ordinalzahl klciner tX, so wiirde gelten ye oi: und notwendigerweise 

ye {J, da y dann auch kleiner als /J ware. 
FUr jede Ordinalzahl fJ hat bei dieser Auffassung stets zu gelten ye ex A £le fJ-ye /J, d. h., jede 
Ordinalzahl muB cine transitive Menge sein. Dabei nennt man cine Menge M transitiv, wenn die 

e-Beziehung in M transitiv ist, wenn jedes Element von Mauch cine Teilmenge von Mist, so daB fur 
alle x, y aus x eye M folgt x e M. AuBerdem miissen je zwei Ordinalzahlen anschaulich vergleich
bar scin, d. h., die Kleiner-Relation fiir Ordinalzahlen muB konnex sein, fur i:x + fJ muB feststchen, 
ob"' < fJ oder fJ < "'· 

Ordimlzahldeftnition. Eine Menge Mist gcnau dann cine Ordinalzahl, wcnn die e-Relation in M 
transitiv und konncx ist. 

Ordinalzahlen wcrden i. allg. mit kleinen gricchischen Buchstabcn bczeichnet. Filr Ordinalzahlen 
"'• fJ sei "' .;; /J, falls "'e fJ oder"' = fJ gilt. 
Diese Anordnungsrelation � ist cine Wohlordnungsrelation im Bereich aller Ordinalzahlen. Jede 
Ordinalzahl ist die Menge aller kleineren Ordinalzahlen:"' ={/JI /J < 0<). Die kleinste Ordinalzahl 
isl 0 = 0; danach folgen I = {0} = {0}, 2 = {0, I} = {0, {0}}, usw. Zu jeder Ordinalzahl "' gibt 
cs cine grOBerc Ordinalzahl; insbesonderc ist a+ =av {a} die zu a nachstgrOBere Ordinalzahl. 
1st a < {J, so ist a ein Abschnitt in der durch die e--Relation wohlgeordncten Menge {J. 
1st Z eine Menge von Ordinalzahlen, so ist U Z cine Ordinalzahl, und zwar die obcre Grcnze dcr 
Menge Z: U Z = sup Z. Es gibt deshalb zu jeder Menge Z von Ordinalzahlen cine Ordinalzahl a, 
die grOBer als alle /J t Z ist, z. B. (sup Z)+. Daher kann die Gesamthcit aller Ordinalzahlen keine 
Menge sein. 
Zu jeder Ordinalzahl a gibt es cine nachstgr08cre Ordinalzahhx+. Gibt cs zu ciner Ordinalzahl £X. 
eine nachstkleinere Ordinalzahl, d. h., gibt cs cine Ordinalzahl /J mil a = (J+, so heiBt ex eine isolierte 
Ordinalzahl. Gibt es zur Ordinalzahl ex keine nachstkleinere Ordinalzahl und ist ex 4= 0, so hei8t ix 
cine Limeszahl. 

Onllnalzahlen und wohlgeordnete Mtngen. Zwei wohlgeordnete Mengen \M. R)0 (N, S) heiBen iihn/ich 
bzw. vom gleichen Typ, falls es eine eineindeutigc Abbildung/von M auf N gibt, die die Anordnung 
erhiilt, d. h., fur die fur alle x, ye M gilt xRy ~ f(x) S f(y). 
Zu jeder wohlgeordncten Menge (M, R) gibt cs genau cine Ordinalzahl a, so da8 (M, R) und (a, �) 
vom gleichcn Typ sind; diese zu (M, R) existiercnde Ordinalzahl a hei8t auch die Ordinalzahl von 
(M, R), und (M, R) heiDt ein Reprtisentant dieser Ordinalzahl. Die Ordinalzahl einer wohlgeordneten 
Menge (M, R) wird mit ord (M, R) bzw. mit (M;R) bezeichnet. 

Die Orcllahalll .. ,.,.-deren die mi!gllcbea Wohlonlaance• der M•111••· 
Siad (M, R), (N, S)�• M-und s, P lbre Ordlalzablen, oo lilt gemu - s < p, 
,._ (M, R) - -'-tt - (N, S) ibnlld, 1st. 

Eine Ordinalzahl a heiBt endlich, falls a eine endliche Menge ist. Eine Ordinalzahl a hei8t transfinit, 
falls a cine unendliche Menge ist. Die natilrfichen Zah/en sind die endlichcn Ordinalzahlen. 
Die kleinste transfinite Ordinalzahl ist 

w = {O, I, 2, 30 ••• } = Menge der natiirlichen Zahlen. 
Die Ordinalzahl c.u ist zugleich die kleinste Limcszahl und das Suprcmum der Menge der natilrlichen 
Zahlen: w = sup w. Daher ist jede Limeszahl cine transfinite Ordinalzahl und jede endliche, von O 
verschiedene Ordinalzahl cine isolierte Ordinalzahl. Eine transfinite isolierte Ordinalzahl ist z. B. die 
Ordinalzahl w+ = w v {w} = {I, 0, 2, ... , w). 

• 

Arithmetik der Ordinalzablen. Die filr wohlgeordnete Mengen ausgesprochenen Beweis- bzw. De
finitionsprinzipicn durch Induktion (vg]. 14.3. - Relation) gelten auch fur die wohlgeordnctc Ge
samtheit der Ordinalzahlen. Man kann daher die Rcchenoperationen fur Ordinalzahlen induktiV 
crkl3.'rcn. 

Definition der Summe von Onllnalzahlea: 
"'+ P ="'•falls /J = 0, sonst aber"' + /J = sup ((0< + y)+ I y < /J). 

Dann ist fiir jede Ordinalzahl "' sofort "' + I = (sup {(0< + y) I)'< I))+= (sup {0<})+ = 0<+. Des• 
wegen liDt sich filr den Fall isolierter Ordinalzahlen fl= y+ = y + 1 dieSummendefinition schreiben 
als"' + /J ="' + ()' + I)= sup {(0< +<)+I I<.;; y) = (0< + )') + I. 
Sind (M, R), (N, S) wohlgeordnete Mengen mit M,..,. N = 0 und den Ordinalzahlen a, {J, so erh3.lt 
man einea ReprasC:ntanten dcr Ordinalzahl a. + {J, wenn man die Vercinigung M v N so wohl
ordnet, da8 man die Anordnungsbcziehungen dcr Elcmcnte von Mund dcr Elemcnte von N jcweils 
untercinander bcibchalt und jedcs Element von N als gr08er als jedcs Element von M definiert. Mit-
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bin ist dann a: + {J die Ordinalzahl der wohlgeordneten Menge (M v N, R v (M x N)v S); das 
KreuzproduJct (M x N) mu8 deshalb Teilmenge der Wohlordnung in M v N sein, weil jedes Ele
ment von M vor jedem Element von N stehen soil. 

Deftnitioo des Produkts •oo Onllnalzablen: 
Man findet sofort 

"'· P = 0, falls /J = 0, sonst aber "' · /J =sup{"'· y +"' I y < /J}. a: · I = a, a: • 2 = a + a, 
"'· 3 = ("' + "') +"' usw. 

Sowohl die Addition als auch 
die Multiplikation von Ordinal
zahlen sind nicht kommutativ, 
z. B. gelten 
2 +w=w<w+2, 

2·w=w<w+w=w·2; 

a..._i. fir Onllaahalli. 

Assoziativi1a1 "' + (/1 + y) = ("' + /f) + y 
"' .  (/1. y)=("'. /f). y 

Distributivittit "' . (/1 + y) = "' . p + "' . y 
Monotonie 

denn Repr3.sentanten von 2 bzw.wsind z. B. die in gewOhnlicher Weise geordneten MengenA = {O, I} 
bzw. B = {2, 3, 4, ... }, d. h., A v B = {0, l ,  2, 3, ... } ist ein Repra.SCntant von 2 + w. Offenbar 
jedoch ist w die Ordinalzahl von A v B. Da 0 < 2 ist, gilt w = w + 0 < w + 2. Ahnlich folgert man 
w < w + w aus O < w. SchlieDlich ist 2 · w = sup {2n + 21 n < w} = w. 

Definition der Potenz von Ordinalzahlen: 
"'� = I, falls p = 0, sonst aber "'� = sup {"'Y ·"'I)'< /J). 

Man findet sofort a1 = sup {a0 · a} = I · a = a, und analog al =a· a, aw= sup {a, al, o:3, ••• }. 
Darstellung von Ordinalzahlen. Diese Rechenoperationen mit Ordinalzahlen machen es m0glich, 
ein Anfangssti.ick der wohlgeordneten Klasse aller Ordinalzahlen zu erfassen. Die kleinsten Ordinal
zahlen sind 

0, I, 2, 3, ... ,w,w+ l,w+2, ... ,w+w=w · 2,w · 2+ 1,w · 2+2, ... ,w · n,w · n+ l, ... ; 
die wohlgeordnete Menge aller dieser Ordinalzahlen der Form w · n + k fur n, k e w hat als Supre
mum die Ordinalzahl w · w = wl. Daher wird die Ordinalzahlreihe fortgesetzt durch 

wl,wl + l,wl + 2, ... ,wl + w,w2 + w + 1,wl + w + 2, ... , wl + w · 2, wl + w · 2 + I, ... , wl + w · 3, ... , 
wl · 2, ... ,wl · 3, ... ,w3, ... ,w•, ... 

Auf alle diese Ordinalzahlen der Form w" · k11 + w"-1 • k11_1 + ... + w · k1 + k0 folgt die Ordinal
zahl ww . Danach folgen 

ww,ww + I, ... ,ww ·2, ···• ww·w, ... , ww•l, ... , w<w w), w(w(ww)). 

I I I I I,,,_ 
w 

Mit diesem schon weil ins Transfinite hineinreichen
den Zahlproz.eB ist die Gesamtheil aller Ordinalzahlen 
noch keineswegs erschbpft, sondern nur cine Menge 
von Ordinalzahlen gekennzeichnet (Abb. 14.6-1). Fi.ir 
die auf alle genannten Ordinalzahlen folgende nachst
grbBere Ordinalzahl muB man ein neues Symbol 
einfuhren. Man bezeichnet diese Ordinalzahl mil t: 
und nennt sie auch die erste e-Zahl. Mit ihrer Hilfe 
kann man im Z3hlprozeB fortfahren mit 

I I 111, .. ---111111 .. ···l 111"•·•1'1,,,... •,•+ 1, ... ,•+w, ... , 
E + Wl, ... , E + Ww, ... , E' 2, ... , El, ... 

w2 •w·w Alie diese bisher erw3hnten Ordinalzahlen sind je-
14.6-1 Schematische Darstellung einiger doch nicht ausreichend, um damit die Eler'nente Ordinalzahlen einer Uberabriihlbaren Menge durchzunumerieren. 

Daher fuhrl man weitere spezielle Bezeichnungen 
fur noch grbBere Ordinalzahlen ein. Allerdings kann man zeigen, da0 keinerlei abgeschlossenes 
Bezeichnungssystem jemals ausreichend sein kann zur Bezeichnung aller Ordinalzahlen. 
Kardinalzahlen. Mit den Kardinalzahlen will man Zahlen zur YerfUgung haben, die die Elemente
anzahlen von Mengen charakterisieren. Daher sollen Mengen mit der gleichen Elementenanzahl 
dieselben Kardinalzahlen haben. Mengen mil gleicher Elementenanzahl heiBen auch gleichm<ichtig 
und man definiert: 

Mengen A, B sind gleichmichtig, falls es cine eineindeutige Abbildung von A auf B gibt; sind 
A, B gleichm3chtig, so schreibt man A ,...,, B. 
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Die Gleichm:ichtigkeit von Mengen ist cine Aquivalenzrelation, d. h., sic ist reflexiv, symmetrisch 
und transitiv. lhre A.quivalenzklassen sind jedoch keinc Mengen, sondern eigentliche Klassen. 
Daher kOnnen diese Aquivalenzklassen nicht als die Kardinalzahlen verwendet werden. Statt des.sen 
sucht man sich aus jeder solchen A.quivalenzklasse einen geeigneten Repriisentanten aus, und zwar 
der Einfachheit halber sogar einen Reprasentanten, der cine Ordinalzahl ist. Im Bereich der trans
finiten Ordinalzahlen sind die A.quivalenzklassen der Gleichmiichtigkeit Mcngen; man nennt sic 
Zah/k/assen. Jede Zahlklasse ist cine unendliche Menge, sic enth3.lt also cine kleinste Ordinalzahl, 
die ordinate Anfangszahl dieser Zahlklasse. Aber nicht jede Ordinalzahl ist eine ordinale Anfangszahl. 
Beispi,d J: Die Zahl w ist die ordinale Anfangszahl der Zahlklasse der abzAhlbar unendlichen 
Ordinalzahlcn, die man auch die zweile Zahlklasse nennt. Alie bishcr erwahnlen spezicllcn Ordinal
zahlen sind weitere Elemcnte dicscr Zahlklasse; sie sind keine ordinalen Anfangszahlcn. 

Die A.quivalenzklassen der Gleichmachtigkeit in der Menge der endlichen Ordinalzahlen sind 
Eincrmengen, weil je zwei vcrschiedene endliche Ordinalzahlen nicht gleichmachtig sind. Die Menge 
aller endlichen Ordinalzahlcn nennt man auch die erste Zahlklasse. 

Definition der Kardinalzahlen. Die endlichen Kordinalzah/en sind die nati.irlichen Zahlen, d. h. die 
endlichen Ordinalzahlen. Die tronsfiniten Kardina/zah/en sind die ordinalen Anfangszahlen. Kar
dinalzahlen bezeichnet man mit halbfetten kursiven Buchstaben. 

Unter Voraussetzung des Auswahlprinzips gibt es zu jeder Menge M genau cine Kardinalzahl, die 
cine mit M gleichm3chtigc Menge ist. Diese Kardinalzahl heiBt die Kardina/zahl von M und wird 
mit card M bzw. M bezeichnet; M nennt man auch einen Reprasentanten von card M. 

Die Geamthelt all er Kardlmluhlen isl elne elgentlk:be Klass,. 

Ordnet man die Kardinalzahlen so an, wie sie als Ordinalzahlen angeordnet sind, so ist die Klasse K 
aller Kardinalzahlen wohlgeordnet und zur wohlgeordneten Klasse On aller Ordinalzahlen 3.hnlich. 
Es gibt genau cine eineindeutige Abbildung <p von On auf K, die die Ordnung erhiilt, d. h., fur die 
fi.ir alle Ordinalzahlen oi:, /J gilt 

a<P~q,(a)<Kq,(/f), 
dabei bedeutet <x die Anordnungsbeziehung zwischen Kardinalzahlen. Natfirlich kann q; nicht die 
identische Abbildung sein, da nicht jede Ordinalzahl eine ordinale Anfangszahl ist und deshalb auch 
nicht jede Ordinalzahl eine Kardinalzahl ist. Die einer Ordinalzahl oi: durch q; zugeordnete Kardinal
zahl a= q,(oi:) wird nach CANTOR mit t-ta bezcichnet {lies: Aleph alpha, N ist der erste Buchstabe des 
hebriiischen Alphabets]. Ffir beliebige Ordinalzahlen oi:, /J gilt demnach: 

N"<KNp t-+ lt</J. 
Die kleinste transfinite Kardinalzahl ist No, das ist die kleinste ordinale Anfangszahl, d. h., es ist 
:,i:0 

= w. :,i:0 ist die Kardinalzahl jeder abziihlbar unendlichen Menge. Die n3.chstgr08ere Kardinal
zahl ist :,i:1 • 
Fiir Kardinalzahlen nr, If und ReprQSentanten M von ., gilt • <K., genau dann, wenn es eine TeU• 
menge N i;;;; M gibt mit card N = •· 

Arithmetik der Kardinalzahlen. Ffir je zwei Kardinalzahlen m, n gibt es disjunkte Repr3sentanten. 
Mittels solcher Repriisentanten erkliirt man Summe, Produkt und Potenz von Kardinalzahlen. 

Definition der Rechenoperationen filr Kardinalzahlen. 
Ffir beliebige Kardinalzahlen m, n und Mengen M, N mil M,,... N = 0, card M = m und 
card N = n soil sein: 
m + n = card (M v N). m · n = card (M x N). m" = card ,., N. 

Recbq- fiir Kardlnaluhlen. 

Kommutativittit 

Assoziativittit m + (n + r) = (m + n) + r I m · (• · r) = (m · •) · r 

Distributiviltil m · (n + r) = m · • + m · r 

Potenzregeln ,,t•+< = lff' . 1ff I (m . •)' = 1ff . n' I (m")' = .,.., 

FUr transfinite Kardinalzahlen gehen z. B. zusitzlich: 
Satz von HF.SSENBER.G tt� = M.,. 

l\ � /J - flt" + flt(J = flt"' .tt.(J = M/J, 
oi:<fJ➔ 2·fl=�fl, 
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1st tto. die Kardinalzahl einer Menge M, so ist 2•0 die Kardinalzahl der Potenzmenge von M. 

Satz TOIi CANTOR: et"' <K 2"'"', d. h. tt,.+l �K 2•o, 

J nsbesondere ist 2"• die Kardinalzahl dcr Potenzmenge der Menge co der natUrlichen Zahlen und 
zugleich die Kardinalzahl der Menge w2 aller Funktionen von win 2 = {O, 1 }. Aus der MOg1ichkeit 
dcr Dualdarstcllung der reellen Zahlen folgt, daB 2'' auch die Kardinalzahl der Menge dcr recllen 
Zahlen ist, die Kontinuum genannt wird. 
Es ist tt1 �K 2"'•. Das Kontinuumproblem ist die Frage, ob tt1 = 2•• oder ob tt1 <K 2•• gilt. Anders 
ausgedriickt ist es die Frage, ob es Uberabzihlbare Teilmengen dcr Menge der reellcn Zahlen gibt, 
die nicht mit der Menge aller reellen Zahlen glcichm3chtig sind. 
Eine Verallgemcinerung des Kontinuumproblems ist das Alephproblem, ob fur jede Ordinalzahl CK 
die Beziehung trt�+1 = 2•ac gilt. 

Dfe Ko•ti,,,uunl,ypotlw" lautet tc1 = 2-.. 
A1,,,.,,ypo11w .. , Fllr Jede on11na1za111 ,. 1st ••+, = 2'•. 

CANTOR hat jahrelang vergeblich vcrsucht, das Kontinuumproblem zu !Osen. Erst 19 38 gelang 
K. GODEL der Nachweis, da8 die bekannten Prinzipien der Mengenlehrc nicht ausreichen, die 
Kontinuumhypothese zu widerlegen. 1963 bewies P. J. COHEN, daB diese Prinzipien auch nicht aus
reichen, die Kontinuumhypothese zu beweisen. Anschaulich evidente neue Prinzipien, die einen Be
weis bzw. cine Widerlegung der Kontinuumhypothese gestat1en wOrden, sind bis heule nicht bekannt. 
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Eine Hauptaufgabc der mathematischen logik ist die Untersuchung des formalen Denkens und 
SchliejJens mit Hilfe mathematischer Methoden, die z. B. der Algebra und der Algorithmcntheorie 
entnommen sind. 
Diese ursprOnglich aus dcr Philosophic stammende Aufgabe ist jedoch nicht ihre einzige; die mathe
matischc logik umfaBt heute cine Vielzahl von Fragestellungen und Anwendungen auf den verschic
densten Gebieten, z. B. in den Naturwisscnschaften, in der Schaltalgcbra, in der Theorie informa
tionsverarbeitender Systeme, in dcr Linguistik und in verschiedencn Disziplinen der Gescllschafts
wissenschaften wic Philosophic, Rechtswissenschaft und Ethik. 
Entschcidende Impulse fur die Entwicklung der mathcmatischcn Logik ergaben sich aus der Situation 
der Mathematik am Ausgang des I 9. Jahrhunderts. Diesc hattc bis dahin einc FOlle einzclner 
Rcsultatc gesammclt und schon einen hohen Abstraktionsgrad crrcicht, ohnc daB Ober den Inhalt 
der intuitiv verwendeten Grundbegriffe, z. B. des Mengenbegriffs und des logischen SchlieBcns, 
ausrcichendc Klarheit bestand (vgl. Kap. 41 .). Neben dem BedOrfnis nach einer zweifelsfrcien Bc
grUndung des Mcngenbegriffs crgab sich zum ersten Male die Notwendigkcit ciner Einsicht in das, 
was Logik und logische Dcduktion cigentlich bedeuten. 

l!U. Aussageologik 

Prlnzlpien der klassiscbea Aussagenlogik. Als Aussagen bezeichnet man bestimmte sprachlichc Ge
bilde, die zur Beschreibung und Mitteilung von Sachverhalten dienen. Die klassische Aussagenlogik 
seht von zwci Voraussctzungen aus. 
Nach dem Prinzip der Zweiwertigkeit ist jede Aussage entwcder wahr oder falsch. Der hicrbei vcr
wcndcte, auf ARIST0TELF.S zurUckgehende Wahrheitsbegriff bczeichnct cine Aussagc dann als wahr, 
wenn der in ihr behauptete Sachverhalt zutrifft. Das Prinzip der Zweiwertigkcit enthalt zwei Prin
zipien: I. Das Prinzip vom ausgeschlossenen Dritten, nach dem jcde Aussage wahr oder falsch ist; 
und 2. das Prinzip vom ausgeschlossenen Widerspruch, nach dem es keinc AllSSage sibt, die sowohl 
wahr als auch falsch ist. Die Klassc allcr Aussagen zerf31lt damit in zwei Teilklasscn, die durch die 
Symbolc 1 (wahr) und 0 (falsch) be:zcichnet und Wahrheitswerte genannt wcrden. 
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Mit Hilfe sprachlicher Partikel, z. B. ,.nicht", .,und", .,oder", las.sen sich gegebene Aussagen zu 
komplizierteren Aussagen zusammensetzen. Nach dem zweiten Grundprinzip, dem Extensionaliliits
prinzip, isl dcr Wahrheitswert einer zusammengesetzten Aussage ausschlieBlich durch die Wahrheits
werte ihrer Komponenten bestimmt und h3.ngt nicht von deren Sinn ab. Infolgedessen ]assen sich 
derartige Verknilpfungen als Funktionen deuten, die n-Tupeln von Wahrheitswerten wieder Wahr
heitswerte zuordnen. 
Die filr die Aussagenlogik gebrauchlichsten Verknilpfungspartikel, ihre Bezeichnung und die ihnen 
jeweils entsprechende Wahrheits/unktion sind 

Verknilpfungs- Schreibweise 
partikel in Funktoren 

nicht --, 
und 
oder 
wenn ...• so 
genau dann ... , wenn 

Die Wahrheitsfunktionen, 
deren Argumente und Funk
tionswerte Wahrheitswerte 
sind, lassen sich am ein
fachsten durch ihre Funk
rionstafeln (vgl. Kap. 5.1. -
Darstellung von Funktio
nen) beschreiben. 

HF-
onp 

I 0 
0 I 

Benennung 

Negation 
Konjunktion 
Alternative 
lmplikation 
A.quivalenz 

p q et (p, q) 

I I I 

I 0 0 

0 I 0 

0 0 0 

zugeordnete 
Wahrheitsfunktion 

non 
et 
vel 
seq 
aeq 

vel (p, q) 

I 

I 

I 

0 

seq (p, q) 

I 

0 

I 

I 

aeq(p, q) 

I 

0 

0 

I 

Diese Festlegungen entsprechen nicht ganz der umgangssprachlichen Bedeutung der zugehOrigen 
Partikel, z. B. ist nach dieser Festlegung die Aussage wahr »wenn 2 · 2 = 5, so gibt es auf dem 
Mond Schnee<<, denn sic ist cine Implikation der Form p - q, in der p, niimlich )>2 · 2 = 5«, und 
auch q, nimlich »auf dem Mond gibt es Schnee«, den Wahrheitswert O haben, fur die nach der 
Funktionstafel gilt seq (0, 0) = I. Diese Festlegungen entsprechen genau dem Gebrauch, der sich 
in der Mathematik historisch herausgebildet und bewahrt hat. 
Formuliert man z. B. >>Wenn a < b, so ist 2a < 2.b<<, so ist dies in der Arithmetik der natUrlichen 
Zahlen wahr. Daher mUssen sich auch beim Einsetzen irgendwelcher natilrlichen Zahlen fiir a, b 
daraus wahre Aussagen ergeben, d. h., es muB z. B. »wenn 4 < I, so 2 · 4 < 2 · 1 « eine wahre Aus
sage sein. Akzeptiert man aber diese letzte Aussage als wahr, muB man wegen des Extensionalit3.ts
prinzips auch »wenn 2 · 2 = 5, so gibt es auf dem Mond Schnee« als wahr akzeptieren. 
Die Aufgabe der Aussagenlogik besteht in der mathematischen Untersuchung dieser inhaltlich 
gegebenen Begriffe, die zu diesem Zweck im Rahmen eines Kalkuls, des Aussagenkalkiils, formali
siert werden. Fiir seinen Aufbau wird ausgegangen von einer Menge von Grundsymbolen, bei denen 
folgende Sorten zu unterscheiden sind: 

(I) Variable fiir Aussagen: p1 ,p2, ••• , p, q, r, s, ... ; 
(2) Funktoren --,, A, v, -, -, die in dieser Reihenfolge die Funktionen non, et, vel, seq, aeq be

zeichnen; 
(3) technische Zeichen, z. B. ), (. 
Die Grundobjckte des Aussagenkalkiils, die Ausdrllcke, werden nun mittels einer induktiven De
finition aus dcr Menge aller Zeichcnreihen ausgesondert: 

Deflnltion der Ausdrik:ke 

(1) Die Variablcn Ph p2, ... , p, q, r, s� ... sind AusdrUcke. 
(2) Wenn H, G Ausdrucke sind, so auch -, H, (HA G), (H v G), (H - G), (H <-+ G). 
(3) Nur die vermittels (1) und (2) gebildeten Zeichenreihen sind Ausdrllcke. 

Diese Definition macht es mOglich, von einer vorgelegten Zeichenreihe in endlich vielen Schritten 
zu eotscheiden, ob sie ein Ausdruck ist oder nicht. 

.&ispiel 1: ((p - q) A (r vs)) und ((p <-+ q) - (, q - -, p)) sind Ausdrilcke; (p A - q) isl kein 
Ausdruck. 

Entsprechend wie fur die Zeichen + und · fiir die Operationen Addition und Multiplikation wird 
fur die Funktoren festgelcgt, daB in der Reihenfolge --,, A, v, -, .... jeder folgende Funktor starker 
trennt als jeder vorangchende, z. B. ist p A q - r eindeutig als (p A q) - r zu lesen. Zur Verdeutli
chung kann durch cinen Punkt unter einem Funk.tor angegeben werden, daB dieser Funktor starker 
trennt als die iibrigen gleichbezeichneten (vgl. Beispiel 5, 6, 7). 
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Die Semantik stellt einen Zusammenhang her zwischen den Wahrheitswerten und Wahrheitsfunk
tionen auf der einen und den Ausdrilcken auf der anderen Seite. Hierzu dient der Begriff der Be
legung. Unter einer Belegung der Aussagenvariablen versteht man cine Funktion, die jedcr Variablen 
einen der beiden Wahrheitswerte O oder I zuordnet. Eine solche Belegung / 13.Bt sich auf natlirliche 
Weise zu einer Funktion v1 fortsetzen, diejedem Ausdruck einen Wahrheitswert zuordnet. 
Die Funktion v I wird fur gegebenes / induktiv definiert: 

(I) Fiir Variable p gilt: v,(p) = f(p); (2) v,(-i H) = non (v,(H)); 
(3) fiir Ausdriicke H, G gilt: 

v,<H AG)= et (v,(H), v1(G)), v,(Hv G) = vel (v1(H), v1(G)) , 

vr<H-G) = seq (v,(H), v,(G)), v,(H ~ G) = aeq (v,(H), v,(G)). 

Nun !assen sich die wichtigen Begriffe der semantischen A.quivalenz und Allgemeingiiltigkeit defi
nieren. Zwei Ausdrilcke H, G heiBen semantisch iiquivalent, notiert Ha G, wenn fiir jede Belegung/ 
die Gleichung v,1..H) = v,I..G) erfullt ist. Ein Ausdruck H ist allgemeingiiltig, aussagenlogisch gUltig 
oder eine Tauto/ogie, wenn fiir jede Belegung/ die Bedingung v1(H) = I gilt, d. h., wenn H bei jeder 
Belegung wahr wird. 

&ispiel 2: Bei der Tautologiep-(q-p) spricht man von Priimissenbelastung, bei p-(p-q) r+q 
vom Abtrennungseffekt, (p-q) A (p--, q)--, p ist nach dem Satz vom Widcrspruch eine 
Tautologic. 

Mittels einer einfachen Methode kann man fur jeden vorgegebenen aussagcnlogischen Ausdruck 
entscheiden, ob er eine Tautologie ist oder nicht. Man muD dazu nur alle mOglichen Belegungen der 
in diesem Ausdruck vorkommenden Variablen aufschreiben und den zugehOrigen Wahrheitswert 
bestimrnen; enthalt der Ausdruck n Variable, so gibt es genau 2" Belegungen. 

Beispiel 3: 1st der Ausdruck (pvq)-(pA.q) 
gegcben, so tabelliert man die mOglichen Bc
legungen von p, q mit Wahrheitswerten und 
die zugehOrigen Wahrheitswerte einiger Teil
ausdrilcke sowit den des Gesamtausdrucks. 
Die letzte Spalte zeigt die Wahrheitswerte 
dcr seq-Funktion. 

p 

1 

1 

0 

0 

q 

1 

0 

I 

0 

pvq 

I 

1 

1 

0 

pA q (pvq)-(pAq) 

1 1 

0 0 

0 0 

0 I 

Das logische SchliejJen dient der Gewinnung neuer wahrer Aussagen aus gegebenen, als wahr er
kannten Aussagen. Die hierbei verwendeten Schluftregeln miissen daher die Wahrheit eines Aus
drucks auf den bewiesenen Ausdruck ilbertragen. Filr die Gewinnung solcher Schluftregeln spielen 
die Tautologien cine besondere Rolle: ausjeder Tautologie, die die Form H-G hat, la.Dt sich cine 
Sch1u6regel gewinnen; denn ist H-G cine Tautologie, d. h. bei jeder Belegung wahr, und hat man 
beim logischen Schlie8en die Aussage H gewonnen, ist deshalb auch immer H wahr, so muO G wahr 
sein. Daher kann man von H und H- G ausgehend auf G schlieBen. Die Voraussetzungen zur An
wendung einer Regel, die Priimissen, werden oberhalb einer waagerechten Linie angegeben, das 
Ergebnis, die Konklusion, erscheint darunter. Durch ein System R von SchluOregeln wird cine 
Relation »aus der Menge S ist A ableitbar«, notiert Sr A, festgelegt. 

Beispiele fur SchluOregcln, in denen H, G, F Ausdriicke und Seine Menge von Ausdriicken be· 
zeichnen. 

4: p-(p- q)- q Si-H 
fiihrt zu der Regel: S 1- H - G 

� 
6: Die Kontraposition S r- H ➔-, G 
P-• qr+q-•p Sr-"G-•H 
fiihrt zu der Regel: 

5: Der Kettensch/uJ 
(p ➔ q)-(q- r) r+ p - r 
fiihrt zu der Regel : 

7: Der Satz vom Widerspruch 
p- qn1ip-1qr+1p 
fiihrt zu der Regel: 

Si-H-G 
Si-G-F 
Si-H-F 
Si-H-G 
Si-H'-+-iG 
Si--, H. 

Eine Anwendung der Schlu8regel in Beispiel 6 liegt vor, wenn man, u.nter Beachtung von 
-"7 (---i G) = G, aus der Kenntnis der Tatsache, da8 sich die Diagonalen eines Parallelogramms hal• 
bieren. folgert, daD ein Viereck, dessen Diagonalen sich nicht halbieren, kein Parallelogramm ist. 
Die SchluOrcgel von Beispiel 4 wird bei folgender Oberlegung verwendet: » Wenn Sonnabend ist, 
will ich frii.h frische BrOtchen essen«. »Wenn ich friih frische BrOtchen essen will, muB ich frfih zum 
Backer gehen«. Also: » Wenn Sonnabend ist, mu8 ich frfrh zum Backer gehen.« 

Die Ausdrucksmittel dcr Aussagenlogik sind in viclcn Fallen nicht ausreichend, um selbst so einfache 
Oberlegungen zu rechtfertigen wie »1st Egon mein Freund, so ist Egons Fahrrad das Fahrrad meines 
Freundes« bzw. »1st die Maus ein Saugetier, so ist der Schwanz der Maus der Schwanz eines Sauge
tiers«. 
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15.2. Pridikatenlogik 

Eine Formalisierung der mathematischen Umgangssprache muO wesentlich mehr Ausdrucksmittel 
haben als die Aussagenlogik. Ein besonderes Merkrnal ist die haufige Verwendung von Variablen 
und von speziellen Symbolen, die die Bedeutung von Funktionszeichen oder Re/ationszeichen haben. 
Variable sind im voraus gekennzeichnete Symbole, die beliebige Objekte eines vorher abgegrenzten 
Bereiches bezeichnen. Zcichen mit einer festen Bedeutung heiBen Konstonte, z. B. O und + in dem 
Bereich der natfirlichen Zahlen. Ein weiteres Merkmal der mathematischen Sprache ist die MOglichkeit der Bindung von Variablen 
<lurch priidikatenlogische Quantoren. 
In dem Ausdruck »es existiercn Primzahlen p, q, so daB 2n = p + q« sind p und q durch den pr3.di
katenlogischen Funktor »cs gibt ein ... « gebunden, wahrend die Variable n frei ist. Es hat sich gezeigt, 
daB man bei der Variablenbindung in der Mathematik mit den beiden pr3dikatenlogischen Opera
tionen 3 )>es gibt ein ... « und V »/Ur alle . .. « auskommt. Dcswegen wird bei der Definition der pr3.di
katenlogischen Sprachen nur diese Art der Variablenbindung zugrunde gelegt. 
In der PrOdikatenlogik wird die Feinstruktur mathematischer Aussagen untersucht, z. B. wird die 
Struktur der Aussage Vx Vy 3z(x < y- x < z < y) im Aussagenkalkul nicht erfaBt, da diese Aus
sage aussagenlogisch unzerlegbar ist. 
Syntax elementarer Sprachen. Die Aussagen einer mathematischen Theorie enthalten als Grund
begriffe gewisse Pr3dikate und Funktionen, z. B. in der Mengenlehre die Elementbeziehung e, in 
der Geometric die Relationen der Inzidenz und der Zwischenbeziehung, in der Arithmetik die 
Addition, die Multiplikation und cine Anordnungsrelation. FUr diese Grundbegriffe werden Symbole 

eingefuhrt, die in ihrer Gesamtheit die Signatur dieser Theorie bilden. Eine Signatur besteht also 
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+, · zweistellige Operationszeichen, < ist ein zweistelliges Relationszeichen und 0, I sind Individuen
zeichen. 
Neben den Symbolen aus I verwendet man in einer mathematischen Theorie noch Variable fur 
lndividuen, z. B. die Symbole x, y, z, ... , logische Zeichen -, , "• v, -, tt, =, 3, V sowie technische 
Hilfszeichen. 
A.hnlich wie in dem Aussagenkalkiil laBt sich nun mit Hilfe dieser Grundzeichen zu gegebener 
Signatur E cine prtidikatenlogische oder elementare Sprache Li: definieren, deren Elemente bestimmte 
Zeichenreihen sind, d ie AusdrUcke oder Aussageformen genannt werden. Der Aufbiu dieser AusdrOcke 
erfolgt nach Einfuhrung der Terme. 

Definition des Terms 

(I) Variable und lndividuenkonstanten sind Temte. 
(2) 1st F ein n-stelliges Funktionszeichen und sind 11 , ••• , t,. Terme, so ist auch Ft1 ••• t,. ein Term. 
(3) Nur die nach (I) und (2) erzeugten Zeichenreihen sind Terme. 

&ispi,I I: In der Sprache Lr der elemeniaren Arithmetik sind z. B. +xy, · x + xy Terme; diese 
werden jedoch iiblicherwcisc aufgeschriebcn als x + y. x · (x + y). 1st sin das wie Uhlich inter
prctierte Funktionssymbol, so sind folgende Zeichcnrcihen Terme: 
sin x, yx' + y' + z', sin (x + sin (y' + x)). 

Die AusdrOcke der elementaren Sprache L werden induktiv charakterisiert. 
Definition von Ausdruck und Aussageform 
(I) Sind 11, •.. , 111 Terme und ist R ein n-stelliges Relationszeichen, so ist Rt1 ..• t,. ein Ausdruck, 

der auch Atomausdruck genannt wird. 
(2) Sind A, B Ausdrilcke, so sind auch -, A, (A A B), (B v A), (A ➔ B), (A - B) Ausdriicke. 
(3) 1st A(xrein Ausdruck, der die Variable x, nicht abcr die Zeichenreihen 3x oder Vx enth3.lt,

so sind auch 3.xA(x) und VxA(x) Ausdrllcke. 
(4) Nur die nach (I), (2), (3) gebildeten Zeichenreihen sind Ausdrilcke. 

Beisp,e/ 2: In der Sognatur E= {P,R,Q,g,f, T) smd doe folgenden Zeochenre,hen Ausdriicke: 
Vx(Rxy ➔ Qxf(y)), -, 3x[Rxy v Qxg(y, x)), VxlPx A 3y(Tyx ➔ Sxy)]. 

Analog wie im AussagenkalkUI la.8t sich auch von jeder vorgelegten Zeichenreihe in endlich vielen 
Schritten entSCheiden, ob sic ein Ausdruck ist oder nicht. 
Die Variable x kommt vollfrei in einem Ausdruck H vor, wenn x in H vorkommt, 3x oder Vx aber 
in H nicht vorkommt. Kommt 3x oder Vx in H vor, so kommt x quantifizierl vor. Hinter jeder Stelle 
der Gestalt ex mit 0 e {3, V} beginnt ein eindeutig bestimmter Teilausdruck H' von H, in dem die 
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Variable x ohne diese Stelle 0x vollfrei vorkime. Diesen Teilausdruck H' von H nennt man den zu 
der Stelle gehOrigen Wirkungsbereich des Quantors 0 .  In ihm kom.mt die Variable x quantifiziert vor. 
An einer gewissen Stelle in einem Ausdruck H kommt die Variable x frei vor, wenn sic an dieser 
Stelle vorkommt und dort weder quantifizicrt ist, noch in einem Wirkungsbereich eincs Quantors 
steht. Kommt die Variable x an wenigstens einer Stelle von H frei vor, so sagt man: x kommt in H 
frei Vor. 

Beispiel J: l n dcm A usdruck 
I S 8 10 12 15 20 22 2S 30 35 

3 x[P x a Qy a g (y) = z ] - [3x Vy Rxy A f (x ,  z) = z J 
sind die Stellen durch Zahlen Uber den Symbolen angedeutet. Die Variable y kommt an der 8. uod 
der 12. Stelle frei und an der 22. und der 25. Stelle gebunden vor, an dcr 22. Stelle quantifiziert 
und an der 25. Stelle in dem zur 21. Stelle gehOrigen Wirkungsbereich. 

Ausdrficke sind im allgemeinen keine Aussagen. Der Ausdruck x < y, in dem < die Ordnung des 
Bereichs der natfirlichen Zahlen bedeutet, wird erst zu einer Aussage, wean man z. B. fur die Variablen 
x, y bestimmte Individuenzeichen einsetzt, 0 < I, 3 < 2, 5 < 1, oder wenn man die freien Variablen 
durch Quantoren bindet, Vx 3yx < y, oder beide Verfabren kombiniert: Vxx < 19. 
Die Aussagen !assen sich daher als diejenigen AusdrUcke charakterisieren, die keine freien Variab/en 
enthalten. 

Beispie/e /Ur Aussagen: 
4: Das Monotoniegesetz fUr die Addition der natUrlichen Zahlen: VxVyVz(x<y-- x + z<y + z) . 

5: Die Fermatsche Vermutung: -, 3x 3y 3z 3n (n > 2 Ax"+ y" = z") . 

6: Die Goldbachsche Vermutung:Vx[2 I xs x=t,, 2• xaja o-3y3z(primys primZA x = y + z)], 

dabei stehen primxabkUrz.endfurx =+= 1 AVuVv(x = u · v-- u = 1 vv = 1), und2 I xabkilrzend 
fur 3y 2 · y = x. In Worten lautet dicser Ausdruck: »Fiir alle natiirlichen Zahlcn x gilt: wenn 
x verschieden von 2 und O und x gerade ist, dann gibt es Primzahlen y, z, so daB x Summe von 
y und z ist«. 

Man erhiilt cine Verallgemeinerung der elementaren Sprachen, indem man die Quantifizierung von 
1-stelligen Priidikaten zula8t, diese also wie lndividuenvariablen behandelt. In solchen Sprachen, 
die man auch monadische Sprachen der 2. Stufe nennt, Iii8t sich wesentlich mehr als in den elemen
taren Sprachen ausdrficken. 

&ispiele fiir Aussagen in monadischen Sprachen 2. Stufe. 
7: Das Peanosche Jnduktionsaxiom fiir die natUrlichen Zahlen: 

VP(POo Vx(Px- Px')- VxPx) oder in Worten 
»FUr jedes cinstellige Pridikat P gilt: wenn P auf O zutrifft und wenri es mit jedem Element x 
auch der Nachfolger x' e P erfllllt, so trifft P auf alle natiirlichen Zahlen zu«. 
8: Satz von der oberen Grenu /Ur die reel/en Zahlen: 
VP[3 zPz A 3u Vv(Pv - v < u) r+ 3y(Vv(Pv - v ,;;; y) A , 3y'(Vv(Pv - v ,;;; y') A y' < y))], 
oder in Worten 
»Jedc nach oben beschTankte nicht leere Menge von rccllen Zahlcn hat cine obere Grenze«. 

Die pr&Jikaten/ogischen Sprachen sind deskriptiv, d. h., die Ausdrficke solchcr Sprachen beschreibcn 
Bcziehungen, die in mathematischen Strukturen bestehen. 
Mit der Entwicklung der maschinellen lnformationsverarbeitung gewinnen algorithmische Sprachen 
an Bedeutung. Algorithmische Sprachen sollen Anweisungen erteilen sowie Aktionen auslOSCn 
und Prozesse steuern. Beispiele solcher Sprachen sind die in der Programmiertechnik verwendeten 
algorithmischen Sprachen ALGOL 60, PLI, FORTRAN, COBOL u. a. 
Einige algorithmische Elemente sind schon in den elementaren Sprachen enthalten: ein Term kann 
als cine Folge auszuffihrender Anweisungen gedeutet werden, z. B. (x + I)· y als die Befehlsfolge 
»addiere x und I«, »multipliziere das Ergebnis mit y«. 

Semantlk elemeatarer Spracben. Ahnlich wie im Aussagenkalkul stellt die Semantik einen Zusammen
hang her zwischen den Ausdrficken von Lr und der Welt der mathematischen Strukturen, in denen 
die AusdrUcke eine Bedeutung haben. 
Gegeben sei cine Menge Evon Operations- und Funktionszeichen, M cine nichtlcere Menge. Unter 
ciner Interpretation von l: versteht man cine Abbi/dung 15, die jedem n-stelligen Relationszeichen R 
aus l: eine n-stellige Relation R� von M, d. h. cine Teilmengc von M", und jedem n-stclligcn Opera
tionszcichen F cine n-stellige Funktion F� in M, d. h. cine eindeutige Abbildung von M" in M, zu
ordnet. Das Gleichheitszeichen = wird stets durch die ldentitAtsrclation interpretiert. 
Mit (5l.

. sci die Folge der den Zeichen aus l: zugeordneten Rclationen und Operationen bezeichnet. 
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L'-Struktur, I-Algebra oder L'-Modell nennt man das geordnete Paar M = (M, di;). Mit KE sci die 
Klasse aller Z'-Strukturen bezeichnet. Die in I enthaltenen Symbole werden stets auf die Klasse Kr 

bezogen. FUr die elementaren Sprachen Li: wird nun ein Wahrheit.sbegriff entwickelt, d. h. cine De
finition des Terminus: »die Aussage H ist wahr in der Struktur M«, notiert MI== H. Diescr BegriJf 
ist fundamental fur die gesamte Semantik. 
Eine Priz.isierung des Wahrheitsbegriffs in elementaren Sprachen wird erreicht, indem zunachst ein 
aUgemeinerer Begriff eingefuhrt wird: »die M-Belegung ex erfiillt den Ausdruck H in M«, notiert 

M e=.H. 
Unter einer M-Belegung ix versteht man cine Funktion, die jeder lndividuenvariablen von L1: ein 
Element aus M zuordnet. Eine solche Belegung ix IABt sich, Ahnlich wie im Aussagenkalkul, auf 
natfirliche Weise zu einer Abbildung a a lier Terme von Li; in M fortsetzen: xo. = c6, falls c cine J ndi-
viduenkonstante aus E ist; (F(t,, ... , tn))o. = F6(tf . .  r:). • 

Beispie/ 9: Gegeben sei der Term I= (x +I)· y; 0<(x)= 2,0<(y) = 3. Dann ist t• = (x" + l )Y" 
=(2+1)·3=9. 

Definition der Relation »ix erfiillt A in M<,, MF.,. A, in der gdw. tedeutet »genau dann, wenn«. 
( I) MF.,. Rt, ... t,. gdw. (tf, ... , 1:) e R; d. h., R trifft auf das n-Tupel (tt, ... , t;:) zu; 
(2) M ,= 0 ---iA gd,.. nicht Me=. A; MF

0
AAB gd,.. M,=

0
A und M,=0B; 

M l=jS A-B gaw.»wennMl=.,. A,so MF.,.B;«; Ml=.,. A vB gdw.Ml=o. A oder Ml=.,.B; 
Ml=.,. A +-+ B gdw. M 1=.,. A- B und Ml=o. B- A; 

(3) M Fo 3xA(x) gdw. der Wert von o; fiir die Variable x so abgeanderl werden kann, daD die 
abgciinderte Belegung ix' den Ausdruck A(x) in M erfiillt; 
M l=o. VxA(x) gdw. jede nur durch A.nderung des Wertes fiir die Variable x aus ix entstehende 
Belegung 0<' den Ausdruck A(x) in M erfilllt. 

Btispitl JO: 3x(y = x · x), · bedeute die Multiplikation der natOrlichcn Zahlen. 1st a. cine Belegung 
aller Variablen, so daB � = 4, so erfiillta. diesen Ausdruck, denn die Belegunga', die der Variablen 
x den Wert 2 zuo�dnet und fur alle ilbrigen Variablen mit IX Ubereinstimrnt, erfUllt den Ausdruck 
y =x ·x. 

Man sieht an diesem Beispiel, da8 das Zutreffen von M l=o. A nur von den in A vorkomrnenden freien 
Variablen abh3.ngt. 1st A cine Aussage, d. h. ein Ausdruck ohne freie Variablen, so gilt M l=a A 
entweder fur alle IX oder fur kein a. 

Deftnitionen. (I) Ein Ausdruck A ist gO.ltig in M, Ml= A, genau dann, wenn jede Belegunga den 
Ausdruck A in M erfilllt, d. h., wenn MI= .,. A fur jede M-Belegung a. gilt. 
(2) Ein Ausdruck A e Lr hci8t logisch gii/tig oder (pr3.dikatenlogisch) allgemeingiiltig, wenn A 
in jeder I-Struktur gfiltig ist. 

lkispitlt. 
I I: Die Aussagc Vx 3y x < y ist gUJtig in dem Bereich der natUrlichcn Zahlen; jedoch ist diese 

Aussagc nicht logisch gOltig, da sic in einer endlichen geordneten Menge (M, <) falsch wird. 
12: Die Aussage VxVyRxyv,VxVyRxy ist logisch gUltig; dcnn fur jedcAussagc H undjedc 
Struktur M gilt stets M ,= H oder M ,= ---, H. 

Ein Ausdruck hci8t aussagenlogisch unzerlegbar, wenn er mit einem Quantor beginnt, d. h., wcnn H 
folgende Gestalt hat: H= BxH' mit Be{3, V}. Jeder Ausdruck ist mittels derFunktoren,, 11., v, -, 
+-+ aus aussagcnlogisch unzerlegbaren Ausdriickcn zusammengesetzt. Wenn man fur die aussagen
logisch unzerlegbaren Komponenten eines Ausdrucks Aussagenvariablen einsetzt, erhalt man einen 

Ausdruck des AussagenkalkUls, z. B. geht der Ausdruck Vx 'rlyRxy v-, Vx Vy Rxy in die Tautologie 
p v -, p Uber. Ein Ausdruck H hei8t aus.sagenlogisch al/gemeingiiltig, wenn der zugcordnete aussagen
logische Ausdruck im Rahmcn des Aussagcnkalktils allgemeingUltig ist. Wenn H aussagenlogisch 
aUgemcingUltig ist, so ist H pridikatenlogisch aUgemeingUltig. Es gibt jcdoch pr3.dikatcnlogisch 
allgemcingi:iltigc Ausdrllcke, die nicht aussagenlogisch allgemeingultig sind, z. B. VxPx- 3xPx. 
Dcshalb treten in der Pridikatenlogik Schlu8weisen auf, die vom Aussagcnkalkul noch nicht 
erfaBt werden. 

Definition. S sci eine Menge von Ausdriicken aus Li; . EineI-Struktur Mist Model! von S, wcnn 
alJe Ausdrfickc A e S in M gilltig sind; Mod S sci die KlaLSC aller Modelle von S. 

Sind I =  { +, 0) und S � L,: die folgende Menge von Ausdrilcken: 
(I) (x + y) + z = x + (y + z), (3) Vx 3,<x + y = 0),
(2) Vx(x+0 =x), (4) VxVy (x+y=y+x). 
so ist eine E-Struktur M = (M, +, 0) ein Mod.ell von S genau dann, wenn M cine additiv geschrie
bene abelsche Gruppe ist, und Mod S ist die Klasse aller abelschen Gruppen. 
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Zwci Ausdriicke H, G heiBen semantisch oder logisch tiquivalent, noticrt durch H 5= G, wenn der 
Ausdruck H +-+ G logisch giiltig ist. 

/kispiele fiir /ogische Aquivalenzen. 
/3: --, 3xA(x) • Vx--, A(x). 14: --, VxA(x) • 3x--, A(x). 
15: 6xA(x) • 9yA(y), wenny nicht inA(x) und xnicht in A(y) vorkommt und wenn 0 einer dcr 

Quantorcn 3 oder V ist. 
/6: Vx[A(x)A B(x)) • VxA(x)A VxB(x). 17: 3x[A(x) v B(x)] -3xA(x) v 3xB(x). 

AusdrUcke der Gestalt 01x1 ••• 0,ttX,.A(x1 , • •  , x,.) mit 0, e {V, 3}, in dcnen A quantorfrei ist, heiOcn 
prtinexe Ausdriicke. 

J«kr Ausdruck isl logisch iiquiva/ent einem prtinexen Ausdruck tkrselben Signatur ,md mil denselben 
freien Variablen. 

Beispie/e fur die Umwandlung eines Ausdrucks in einen ihm logisch liquivalenten priinexen Aus
druck. 
/8: VxVy[x < y-3z(x < z <y)] ss VxVy[-i(x < y)v 3z(x < z < y)) 

ae VxVy3z (-i (x < y)v (x < z < y)) .. VxVy 3z (x < y-x < z< y). 
19: Vx 3yVzQxyz-Vy 3zRyz:: Vx 3y VzQxyz-Vu 3vRuv E!i-, Vx 3yVzQxyz vVu 3vRuv 

= 3xVy 3,--,Qxyzv Vu3vRuvaeVu 3v(3xVy 3z--,Qxyzv Ruv) = Vu 3v 3xVy3z(Qxyz-Ruv). 

Das mathematische SchlieBen. Das rnathernatische SchlieBen dicnt der Gcwinnung wahtcr Aussagcn 
aus schon als wahr crkannten Aussagcn. Der Hintergrund des rnathcrnatischen SchlicBens isl das 
Folgern. 1st S cine Menge van Aussagen, die in der Struktur M wahr sind, und folgt cine Aus.sage 
A aus S, so rnuB A die Wahrheit in M bewahren, d. h., auch die Aussage A rnuB in der Struktur M 
wahr sein. 

Definition fiir das Folgem. 1st S cine Menge van Aussagen der elementaren Sprache Lr und ist 
Hein Ausdruck van Li:, so folgt H ausS, notiert S1t- H. wennjedes Modell vonSauch ein Modell 
van H ist, d. h., wenn Mod S� Mod H gilt. SIi- = {He Lr; Sit- H} ist die Folguungsmenge 
van S. 

1st z. B. S das folgende Axiornensystern: 

Vx Vy Vz(x · y) · z = x(y · z), 'Ix 'fy x · y = y · x, Vx't/y't/z(y · x = z · x-y= z), 

so folgt cine Aussage H genau dann aus S, wenn Hin jeder kommutativen Halbgruppe mit Ki.ir
zungsregel gilt. Die Folgerungsmenge van S enth3.lt danach alle Aussagen der elementaren Theorie 
der Klasse aller kommutativen Halbgruppen mit Ki.irzungsregel. 
Bei dem mathematischen SchlieBen gehl man nicht auf die Definition des Folgerns zuriick, sondern 
benutzt gewisse Schlu.Pregeln, die folgerungserblich sind, d. h. fur das Folgern selbst gehcn. 

&ispiele folgerungserblicher Schlu.8regeln. 

20: Abtrennungsrege/: 21: Ableitbarkeitstheorem: 22: !Hduktionstheorem: 23: indirekter Schlu.8: 
Slf-H Sv{A)lf-B Slf-A-B Sv(A)>-B 
Sl>-H-G Sl>-A-B Sv{A)FB Sv(A)ll--iB 
S11-G SF--,A 

Zujedem System R van SchluBregeln dieser Art 13.Bt sich cine Ableitbarkeitsrelation »aus der Menge 
S ist der Ausdruck A ableitbar, beweisbar« definieren. Ein Ausdruck A ist aus Smiuels der R-Regeln 
ableitbar oder beweisbar, wenn man A aus gewissen zu S gehOrenden Anfangsausdrficken crhalten 
kann, indem man Rcgeln aus R endlich oft anwendet. Ein Bewcis oder cine Ableitung van A kann 
als cine endliche Falge van Ausdri.ickcn (F1 , ••• , F,., A) aufgefaBt werden, die sukzessive aus S durch 
Anwendung der Regeln aus R erhalten werden kOnnen. Wenn die Menge R der Rcgcln und die 
Ausgangsmenge S endlich sind, dann 13Bt sich stets in endlich vielen Schritten entscheiden, ob cine 
vorgelegte endliche Folge van Ausdri.icken ein Beweis ist. 

Die Folgerungsrelation im PriidikatenkalkiJI der 1. Stufe /QjJt sich durch ein endliches System von 
Schlu..Prege/n charakterisieren. 

Nach dieser grundlegenden Tatsache wird im folgenden ein System van SchluBregeln angegebcn, 
das dcm natiirlichen SchlieBen weitgehend angcpaBt ist. Zu jcdcm Funktor ---,, "'• v, -, +-+, 3, V 
werden zwei.SchluBregeln angegeben, cine Einfiihrungs- und einc Beseitigungsregel. Die durch diese 
Schlu8regeln festgclegtc Ableitbarkeitsrelation sei durch r notiert. 



Definition eines Systems von Schlu8regeln. 
(Oa) A Es (Ob) s I--A, s C: s·

Si-A S'I--A 
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(I a) S, A I-- B (I b) S 1--A, A - B 
SI--A-B Si--B 

Die Regel (I a) entspricht dem Deduktionstheorem fur das Folgern (t Beispiel 22). 
(2a) S, A 1--B, ,B 

Si--,A 
(4a) Si-A 

(2b) S,,AI--B,,B 
Si-A 

SI--AvB,BvA 
(Sa) SI--A-B,B-A 

Si--A+->B 

(3a) SI--A,B (3b) Si--AAB 
Si--AAB Si--A,B 

(4b) Si--AvB,A-C,B-C 
Si--C 

(Sb) SI--A+-> B 
Si--A-B, B-A 

(6a) Si--A(I) 
Sr 3x A(x) 

(6b) SI-- 3x A(x), A(y) -B 
Si--B 

In (6a) ist rein beliebiger Term, in (6b) 
ist y nicht in B und S enthalten. 

(7a) SI-- A(y) 
Si-- VxA(x) 

(8a) S i--t = ,· 

(7 b) SI--VxA(x) 
Si--A(t) 

(8b) SI-- A(t), t = t' 
S!--A(I') 

In (7 a) ist y nicht in S enthalten. 

In (80) bedeuten t, t' wieder Terme der 
SpracheLE-

Aile diese Regeln sind folgerungserblich, d. h., es gilt >►wenn SI- A, so S It- A«. 
Neben den angegebenen Regeln werden im mathematischen Schlie8en noch cine Anzahl weitere 
SchluBregeln verwendet, die sich aus den angegebenen Regeln beweisen !assen, z. B. die folgenden: 
(lc)SI--A-B (2c)S!--,,A (4c)SI--AvB 

S,AI--B � S,,AI--B 
(6c) S, A(x) I-- B (x nichl frei in B und S) (8c) SI--A(r), t = t' 

S, 3xA(x) I-- B SI--A(tl/r') 
Dabei bedeutet A(t//t'), daB der Term, nicht notwendig an alien Stellen seines Vorkommens in A(t) 
<lurch den Terni 11 ersetzt wird. 
FUr die Relation gilt nun das folgende wichtige Theorem. 

1'11eoum """ tier Yollnllrt/lg/ceit tkr A.bl,itbtuhitsr,llltlD• I--. 
FUr jedeMengeS von Formeln aus L1: undjede Formel A eL1:gilt: S11--A genau dann, wenn S 1---A. 
lnsbesondere ergibt sich: 011--A genau dann, wenn 01---A, d. h., A isl fogisch gU/tig genau dann, 
wenn A ohne Axiome, d. h. aus tkr luren Menge, ableitbar isl. 

&ispiel 24: Strikt formale Ableitung einer zahlentheoretischenAussage. Die inhaltliche Bedeutung 
der AusdrOcke sowie die den formalen Ableitungen entsprechenden inhaltlichen SchluBweiscn 
werden den formaJen Beweisreihen in eckigen Klammern zur Erliuterung beigefugt. 

Vx,3y(x = 3 · y)- 3z (x2 - I= 3 ·z). 
[FUr alle ganzen Zahlen x gilt, wenn x nicht durch 3 teilbar ist, so ist x2 -I durch 3 teilbar.] 
1st B(x, z) cine AbkUrzung fur x2 - I = 3 · z, so genUgt es nach Regel (7a) zu uigen, da8 

SI---, 3y(a = 3 · y)-3zB(a, z). 
[Es gcnUgt, die Behauptung fur cine feste, aber beliebige ganze Zahl a zu beweiscn.] 
Nach (I a) genOgt dann die folgende Bedingung 

S,-, 3y(a = 3 · y) I-- 3zB(a, z) .. 
[Angcnommen, a sci nicht durch 3 teilbar, dann ist zu zcigen, da6 a2 - I durch 3 teilbar ist.] 

SI-- 3x(a = 3 · x) v 3x(a + I = 3 · x) v 3x(a -I = 3 · x) 
wird als bekannt vorausgesetzt. Nach Regel (4c) gilt dann 

S,-, 3x(a = 3 · x) I-- 3x(a + I = 3 · x) v 3x(a -I = 3 · x). 
[Da a nicht durch 3 teilbar ist, so ist (a+ I) oder (a - I) durch 3 teilbar.J 
Nach der Regel (4a) geniigt es nun zu zeigen, da8 
(I) S, 3x(a + I = 3 · x) I-- 3zB(a, z) und (2) S, 3x(a -I = 3 · x) I-- 3zB(a, z) . 
[Man betrachtet zwei Fiille(l) »a+ I ist durch 3 teilbarn; (2) »a-1 ist durch 3 teilbar«.] Es wird 
nur (I) gezeigt, fur (2) gelten die entsprechenden Oberlegungen. Nach (6c) genp:gt es zu zeigen, 

S, a + I = 3 · b I-- 3zB(a, z) und nach (6a) S, a + I = 3 · b I--B(a, t) fur einen gewissen Term I. 
[Sci b eines der Elemente x, so da8 a + I = 3x; es genOgt, cine Zahl t anzugeben, so daB a2 -I 
=3-� . 
Es ist SI-- (a+ I)· (a - I)= a2 -I, also nach (8a), (8b), (8c) 
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S, a+ I= 3 ·br- a' -I = 3 · b · (a -I ), 

d. h., der Term I= b • (a -I )  1cistet das Verlangte, was zu zeigen war. 

15.3. Formalisierte Theorien 

Die Formalisierung einer Theorie wird in mehreren Schritten vorgenommen. Zunachst mGssen der 
Gegenstandsbereich sowie die betrachtcten Relationen festgelegt werden. Auf dicscr Stufc wurden die 
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rcalen Gegebenheiten entstanden. Im zweitcn Schritt wird der Begriff der Aussage prOzisierI sowic 
cine Interpretation der Aussagen iiber dem betrachteten Bereich definiert. Schlie8Jich werden ein Axio
mensystem und cine Ableitbarkeitsrelalion angegeben. Ein Axiomensystcm soil Voflstiindigkeit erstre
ben, d. h., es soil den betrachteten Bereich vollstc'lndig charakterisieren, das bedeutet : jede in diesem Be• 
reich gtiltige Aussage soll aus dem Axiomensystem ableitbar sein. 
Die meisten mathematischen Theorien beziehen sich auf gewisse Klassen von Strukturen. Die Thcorie 
einer Klasse K von Strukturen la8t sich identifizieren mit der Menge der Aussagen, die in jeder 
Struktur dieser Klasse gelten. 

Definition. In bezug auf cine gegebene Klassc K von L'·Strukturen ist die elementarc Theorie T(K J 
dieser Klasse definiertdurch T(K)= {HE L,: : Kl= H); hierbei bedeutet KI= H: fur jede Struktur 
A eKgilt AF H, ist H in Kwahr. 

T(K) ist die clcmentare Theorie der Strukturklasse K. 
Eine Menge X von Aussagen ist ein Axiomensystem fur die Theorie T, wenn X.,_ = Tund wcnn X 
entscheidbar ist, d.h., wenn vonjedem Ausdruck He Lr in endlich vielen Schritten entschieden wer
den kann, ob He X oder H j X gilt. 

Beispiele formalisierter e/ementarer Theorien. 

1: Die KiirJnrtheorie mit .E = { +, ·, 0 ,  I} ist durch das folgcndc Axiomensystem charakterisicn: 

'lx'ly'lz[x+ (y+ z)= (x + y) + z), Vx[x+ 0= o+ x = xJ, 
'Ix 3y(x + y = 0 ), 'Ix 'ly(x + y = y + x), 
'lx'ly'lz[(x · y) · z = x · (y · z)J, 'lx'ly(x · y = y · x), 
'lx(x ·I= x), Vx[xeje0- 3y(x · y = 1)1, 
'Ix Vy Vz[(x + y) · z = x · z + y · zJ. 

2: Die Theorie der linear geordneten Menge mit .E = {<} ist charakterisiert durch: 
-, 3x(x < x), 'lx'ly'lz(x < yey< ,_ x < z), 

'lx'ly(x = yv x < yvy < x). 

3: Die Theorie der Grupfnn mit .E = {·, I} ist charak:terisiert durch: 

'lx'ly'lz[(x · y) · z = x · (y · z)J, 'lx(x ·I= x), 
'lx3y(x· y= I). 

Deftnierbarkeit in formalisierten Theorien. In einer mathematischen 1 heorie Twcrden hau.fig ocben den 
durch die Signatur E gegcbenen Grundsymbolcn neue Begriffe, Pradikate und Operationen definiert. 
Mittels derartiger Definitionen kOnnen formalisierte Aussagen und Bcweisc verkUrzt werden. In der 
Arithmetik der nattirlichen Zahlen z. B. kann die Teilbarkeitsrelation x I y »x teilt y« folgendermallen 
definiert werder: x I y := 3z(y = x · z) oder die Relation a< b durch a< b := 3.r(a x = b). 
Derartige explizite Definitionen )assen sich sclbst als formale Aussagcn besonderer Gestalt kcnn
z.cichnen. Erwcitert man in diesem Beispiel die Ausgangssignatur .E = { +, ·, 0, I} der elementaren 
Arithmetik durch Aufnahme des zwcistelligcn Pridikatensymbols I, so kann zu den arithmetischen 
Axiomen die Aussagc Vx Vy[x I y +-+ 3z(y = x · z)J hinzugeftigt wcrden, die man dann als Definition 
des Pr3.dikats x I y bezeichnet. 
Auch Funktions- und lndividuenz.cichen kOnnen definitorisch cingeftihrt werden. Eine �xplizite 
Definition einer n-stelligen Funktion Fin der Thcorie T hat die folgendc Gestalt: 

Vx1 ••• Vx11 3y[Fx1 ••• x11 = y +-+ A(x1 , ... , X11 , y)], 

wobei vorausgesetzt wird, da8 in T die Aussagcn ableitbar sind: 
Vx1 ••• Vx11 3yA(x1 , ••• , x11 , y) und 
Vx1 ••• Vx,. Vy Vz[A(x1 , .•• , x,., y)A A (x1 , ..• , x,. , z)- y = z]. 

Definition. 1st in der elementaren lheorie T mit der Signatur J: die Relation R ein Element von 
.E und J:'�1:\ {R} cine Teilmcnge von .E, so heiBt die Relation R mittels der J:'.Relationcn 
in T explizit definicrbar, wenn cs cine in T ablcitbare Definition fiir R gibt, deren definiercndcr 
Ausdruck nur Zeichen aus J:' enthAlt. 
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Falls in der Theoric T cine Relation R mit Hilfe der iibrigcn explizit definierbar ist, kann jeder Aus
druct iquivalcnt in Tin einen Ausdruck umgeformt werden, der das Symbol R nicht enth3.lt. Damit 
sind definicrbarc Rclationen entbehrlich. Vom methodologischen Standpunkt aus ist das Auffinden 
g,eeianeter Definitionen ebcnso wichtig wie das Auffinden eines gecignetcn Beweisansatzes. 
ha cin Pridik:at R innerhaJb ciner Theorie Tdurch die Pr3.dikate Q1, • • •  ,Q11 definierbar, so ist injedem 
M.oddJ von T durch Interpretation der Q, die Interpretation von R eindeutig festgelegt. 
Danacli gilt das Padoasche Prinzip. 

�s Prau,,. Die Nichtdejin.ierbarkeit eines Priklikates R durch die Priidikate Q1 , ••• , Q,. 

iattrltalb eiMr 'TMorie T kann dadurch bewiesen wertkn, daJ zwei M�lk M und M' angegeben 
lfffdtn, die sich einzig in tkr &deutung von R unterscheiden. 

on anderer Art sind die axiomatischen Definirionen, die einen Begriff oder cine Relation eines 
Geg,enstandsbereiches axiomatisch zu erfassen suchen, d. h., sic durch cine Menge von Aussagen 
charakterisieren. Fiir eine Klasse K von Strukturen bedeutet dies, ein Axiomensystem fur die ele
mentare Theorie von K anzugeben. 

1 S.4. Algoritbmen und rekursive Funktionen 

Algorithmen traten im Rahmen der Mathematik und Logik in Erscheinung als allgemeine Verfahren 
zur LOsung aller Aufgaben einer gegebenen Aufgabenklasse. Durch sic sollen Prozesse so beschrieben 
werdcn, daB sic danach von einer Maschine nachgebildet oder gesteuert werden kOnnen. Algo
rithmisch erfaBte Proz.esse sind z. B. das logische SchlieBen und einige in der Mathematik auftretende 
Rechenprozesse, insbesondere AuflOsungsverfahrcn fur vcrschiedene Typen von Gleichungen. 
Ein Algorithmus hat die Eigenschaft, gegebene GrOBen auf Grund cines Systems von Regeln, Um
formungsregeln gcnannt, in andcre GrOBen, AusgabegrOBen, umzuformen oder umzuarbeiten. Um 
verniinftigerweise von einem Algorithmus sprechcn zu kOnnen, mO.ssen jedoch einige zusatzliche 
Bedingungen erfullt sein: 
( 1) Das System der GrO/Jen, die ineinander umgearbeitct werden, muB effektiv gegeben sein; 
(2) der Algorithmus muB durch endlich viele Regeln beschrieben werden kOnnen, da keine Maschine 

unendlich viele Regeln speichern kann; 
(3) das Umarbeiten von GrOBen, das Abarbeiten des Algorithmus, geht in Form von mechanischen 

Arbeitstakten und Pruftakten vor sich. Ein Arbeitstakt besteht darin, da8 cine der gegebenen 
Regeln angewendct wird; ein Prilftakt besteht darin, da8 das Zutreffen einer Bedingung nach
gepriift wird. 

Im Zeitraum 1931-1947 wurden im Rahmen der mathematischen Logik cine Reihe fest abgegrenzter 
Algorithmcnbegriffe entwickelt, die den intuitiven Algorithmenbegriff prazisieren. Die wichtigsten 
sind der G/eichungskalkiil, der in den Jahren 1931 bis 1936 durch Jacques HERBRAND (1908-1931), 
Kurt GODEL (geb. 1906), Stephen Cole KLEENE (geb. 1909) entwickelt wurde, die Turingmaschine, 
die Allan Mathison TURING (1912-1954) 1936 angab, der A-Kalkiil, den Alonzo CHURCH (geb. 
1903) 1936 angab, und die Algorithmenbegriffe, die von Emil Leon POST (geb. 1897) und 
Andrei Andrejewitsch MARKOW (geb. 1903) um 1936 bzw. 1947 aufgcstellt wurden. 
Von groBer Bedeutung war die Tatsache, da8 diese Algorithmenbegriffe in dem Sinne aquivalent 
sind, daB sich durch jeden dieselben zahlentheoretischen Funktionen, nimlich die rekursiven Funk
rionen, berechnen )assen. Dabei soil cine zahlentheoretische Funktion im Bereich der natllrlichen 
Zahlen definiert sein. Auf Grund dieser A.quivalenz kann man die Auffassung vertreten, da8 durch 
diese Priizisierung dcr intuitive Algorithmenbegriff crfaBt wird. Diese Auffassung wurde 1936 von 
CHURCH formulicrt und ist unter der Bezeichnung Churchsche Hypothese in die mathematische Litera
tur eingcgangen. 
Eine z.ahlentheoretische Funktion / heiBe berechenbar, wenn es einen Algorithmus gibt, der es ge
stattet, zu jedem Argumcntwert n den Wert /(n) anzugeben. 

Beispiele fiir �rechenbare Funktionen. 

1: 1st /(x) die x�te Primzahl, so kann die Methode des Siebs von Eratosthenes fur die Bcrechnung 
dieser Funktion benutzt werden. 

2: 1st f(x, y) der grOjJte gemeinsame Tei/er von x und y, so isl diese Funktion mittels des Euklidi
schen Algorithmus berechenbar. 

3: 1st f(x) die ganu Zahl ,;;; 9, deren Dczimaluhl als die x-te Ziffer in der Dczimaldarstellung 
von n = 3,141 S9 ... erscheint, so kann zu ihrer Berechnung cine Reihendarstellung von n: 
verwendet werden. 

Die Xlasse der rekursiven Funk1ionen stellt cine Priizisierung des intuitivcn Bcgriffs der bercchenbaren 
Funktion dar. Man nennt gewisse Anfangsfunktionen, die unmittelbar als berechenbar angesehen 
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werden kOnnen, rekursiv und gibt gewissc Regcln an, mit dcren Hilfe aus gcgcbenen rekursiven 
Funktionen neue erzeugt werden kOnnen. Diesc Regeln sind so beschaffcn, daB man fur die erzeugten 
Funktionen sofort einen Algorithmus zur Bcrcchnung der Funktionswerte angeben kann, wenn fur 
die gegebencn Funktionen ein solcher Algorithmus vorliegt. 

A. Ausgangsfunktlonen 
A/1. die ldentittitsfunktionen I:' (1 � m � n) werden durch die Gleichung I:(x1 , ••• , x.) = x. 

definiert; 
A/2. die konstanteri Funktionen F'; werden durch die Gleichung F';(x1, • • , x.) = c ddinicrt, in 

der c cine fixierte natilrliche Zahl ist; 
A/3. die Nachfolgerfunktion ist definiert durch /(x) - x + I. 

B. Erzeugungsregeln fiir Funktionen 
B/1. Die Substitution von Funktionen. Wenn / cine k-stellige Funk.tion ist und g1 , ••• ,g.,_ sind 

n•Stellige Funktionen, so wird durch die Be:ziehung 
g(x1 , ... , x,.) = /[g1(x1 , ... , x,.), ... ,g1(x1 , ..• , x,.)] 
cine n-stellige Funktion festgelegt. 

B/2. Die primitive Rekursion. Wenn h eine (k + l )•stelligc und g cine (k - J}-stclligc Funktion 
ist, so wird durch das folgende Gleichungssystem gcnau eine k•stellige Funktion/fcstgdegt: 
f(x1 , ... , x1 _1, 0) = g(x1 , ••• , x1_1) 
f(x,, ... , x,_., y + 1) - h[x., ... , x,_., y,f(x., ... , x,_,, y)J. 
Existenz und Eindeutigk:eit dieser Funktion wird durch den Dedekindschcn Rechtfcni
gungssatz gewiihrleistet (vgl. Kap. 3.1.). 

B/3. Die Minimumbildung. 1st / cine (k + 1)-stellige Funktion, fur die es zu jedem k-Tupcl 
(x1 , ••. , xa) naturlicher Zahlen cine Zahl y mit f(x1 , •.. , x1, y) = 0 gibt, so wird cine ncuc 
Funktion g durch die Forderung festgelegt, daB g(x1 , ••• , x1) das kleinste y bcdcutct mit 
f(x, , ... ,x,, y)- 0. 

Man nennt nun eme zahlentheoreusche Funkt1on rekurs1v, wenn s1e eme Ausgangsfunkuon 1st oder 
sich aus einer Ausgangsfunktion in endlich vielen Schritten durch Anwendung dcr angegebcnen 
Regeln erzeugen laBr. L38t man nur die Regeln B/1, B/2 zu, so erhiilt man die Klasse der primi1ir, 
rekursiven Funktionen. 

Beispiele von primitiv rekursiven Funktionen. 

4: Die Fibonaccisch, Zahl,nfolge: f(0) = I, /(1) = I, f(x + 2) = f(x +I)+ /(x). 
S: Die Funktion f(x, y) = x + y wird mit Hilfe der primitiv rekursiven Funktionen l,(x, y, z) 

= z + I und Jl(x) = x durch primitive Rekursion gewonnen: 
x + 0 = Jl(x) - x, x + (y + I)= h(x, y, x + y). 

6: Die Funktion g(x, y) = x · y ergibt sich aus den primitiv rek.ursiven Funktionen h'(x, y, z) 
= x + z und C0(x) = 0 durch primitive Rekursion: 

g(x,0) = x ·0 = C0(x) = 0, g(x.y +I)= h'(x,y, x · y). 
7: Die Funktion e(x, y) = x1 ergibt sich aus den primitiv rekursiven Funktionen lr"(x, y, z) 

= x · z, C1(x) = I durch primitive Rekursion: 
e(x,0)= C.(x)= I, e(x,y+ l)=h'[x,y,e(x,y)J. 

Wegen der schon erwahnten A.quivalcnz der verschicdenen Algorithmcnbcgriffe Iii.fit sich die Auf 
fassung vertreten, da8 die Klasse der berechenbaren Funktionen iibereinstimmt mit der Klasse der 
rekursiven Funktionen. 

Cluircluclttt Hypot/Nu. Eine zalrlentheoretische Funktion ist genau dann berechenbar, witnn sie 
ritkursiv ist. 

Das Entscbejdungsproblem. Die Prazisierung des Algorithmenbegriffs war cine notwendige Vor
aussetzung fur die Untersuchung der Frage, ob bestimmte Probleme algorithmisch IOsbar sind. 
Derartige Fragestellungen tauchten schon im Mittelalter aur. So entwickelte der Spanier Raymundus 
Luuus um 1300 die !dee einer Ars magna. Er verstand daruoter ein allgemeines Yerfahren, alle 
Wahrheiten iiberhaupt aufzufinden. DteSC ldeen fanden bei LEIBNIZ (1646-1716) ihren ersten HOhe� 
punkt. Er erkannte, daB der Begriff Ars magna genaugenommen zwei Begriffe umfa8t, namlich den 
Begriff einer Ars iudicandi, eioes Entsclreidungsverfahrens, und den einer Ars inveniendi, eines Er
zeugungsverfalrrens, eines Axiomatisierungsverfahrens. Diese ldeen wurden nach LEIBNIZ zunachst 
nicht weitergefiihrt. Eine Ursache dafiir war, daB die fur derartige Untersuchungen notwendige 
Forrnalisierungs- und lnterpretationstechnik der mathematischen Logik noch nkht existierte. 
Mit Hilfe der·rekursiven Funktionen Ja.Bt sich nun cine Priizisierung des Entscheidungs• und Erzeu• 
gungsverfahrens angeben. Oiese Begriffe werden zunachst fur Mengen natiirlicher Zahlen definiert. 
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Definition des Erzeugungs- und des Entscheidungsverfabrens. 
£/ 1. Eine Menge M von natUrlichen Zahlen ist rekursiv aufz<i.hlbar genau dann, wenn cine rekur

sive Funktion / existiert, dercn Wertebercich mit M Obereinstimmt. Diese Funktion /liefert 
offensichtlich ein Erzeugungsverfahren fur die Menge M. 

£/2. Eine Menge M von natilrlichen Zahlen ist entscheidbar genau dann, wenn die charakteristi• 
sche Funktion/M' von M rekursiv ist; dabei ist die Funktion/"' folgendermaBen definiert: 
l (n)-11, fallsnEM 
" - 0, falls n j M. 

Wenn/M rekursiv ist, so laBt sich entscheiden, ob cine vorgelegte natfirliche Zahl n Element 
von M ist oder nicht. 

&ispie/e for enl3cheidbare MMg•n. 

8: Die Menae aller geraden Zahlen ist entscheidbar. 
9: Die Menae der Fibonaccischen Zahlen isl entscheidbar. 

IO: Die Menae aller Primzahlen ist enl!Cheidbar. 
Der urspriing]iche, nichteingeschriinkte Algorithmenbcgriff bezieht sich nicht nur auf naturliche 
Zahlen, sondern auch auf allgemeinere Objekte, z. B. der Algorithmen fur die Differentiation von 
Polynomen. 
Nichtnumerische A/jorithmen /assen sich au/ rek11rsive F11nktionen und rekursir¥ Mengen natUTlicher 
Zahlen zuriickfiihren. 

Gegeben se.i eine Klasse K von nichtnumerischen Eingaben und Ausgaben; es wird cine 1-1-deutige 
Abbildung dieser Klasse in die Menge der natiirlichen Zahlen festgelegt. Diese Abbildung, Kodierung 
genannt, mull folgenden Bedingungen genUgen: 
(I) sie selbst ist durch einen Algorithmus gegeben; 
(2) ein Algorithrnus existiert, der feststellt, ob cine Zahl Bild eines nichtnumerischen Objekts aus K 

ist, und der es gestattet, dieses Objekt zu konstruieren; 
(3) cine solche Kodienmg darf nur gebraucht werden, wenn ein Algorithmus existiert, der die nicht-

numerische Klasse K erfallt. 
Durch die Identifizierung der Objekte einer nichtnumerischen Klasse K mit den Kodez.ahlen Ja8t 
sich das Entscheidungsproblem fur Teilklassen von K auf das Entscheidungsproblem fur gewisse 
Mengen natiirlicher Zahlen zurllckftihren. 
Yon besonderer Bedeutung sind Entscheidungs- und Axiomatisierungsprobleme fur mathematische 
Theorien, speziell der elementaren Theorien. FUr die Untersuchung derartiger Fragen wird zu
nachst ausgegangen von einer Kodierung (/), die jeder Zeichenreihe Uber dem Symbolvorrat 
A= Iv {'7, "• v, -, .... , V, 3, Xi , X2 , ... } einer elementaren Sprache cine natO.rlicheZahl zuordnet; 
derartige Kodierungen !assen sich finden. 

Definition der Entscheidbarkeit und Axiomatisierbarkeit einer elementaren 'lbeorie. [Es sci <I> cine 
Kodierung der Zeichenreihen Uber den Symbolen der elementaren Sprache Li; . Eine elementare 
Theorie T � Lr ist enlscheidbar genau dann, wenn die Menge <P(T!'.-) rekursiv ist. T ist axiomati
sierbar genau dann, wenn es cine entscheidbare Menge S � Li; gibt, so daB St- = Tt-. 

Mittels dieser Definitionen erhalten die Bestrebungen aus dem Mittelalter, cine Ars magna zu schaf
fen, einen exakten Sinn. Kurt GC>oEL (geb. 1906) konnte 1930 das erste gro8e Resultat in dieser 
Richtung erzielen. Er zeigte, daB die allgemeingtiltigen AusdrO.cke einer elementaren Sprache 
axiomatisierbar, d. h. im Sinne der Ars inveniendi erzeugbar sind. In der darauffolgenden Zeit er
zielte GC>oEL ein noch bedeutenderes Resultat: er konnte beweisen, dall die elementare Zahlentheorie 
nicht axiomatisierbar ist, d. h., daO es keinen Algorithm us gibt. mit dem genau die in dem Bereich der 
natO.rlichen Zahlen N = (N, +, ·, 0, I) gO.ltigen Aussagen erz.eugt werden kOnnen. Ein solcher 
.Beweis kann natUrlich erst dann gefuhrt werden, wenn der Begriff des Algorithmus allgemein de
finiert ist. GODEL stUtzte sich bei seinem Beweis auf den Begriff der rekursiven Funktion und gab 
damit ein Beispiel eines aJgorithmisch unlosbaren Problems. Inzwischen konnten cine Reihe anderer 
elementarer Theorien als unentscheidbar nachgewiesen werden. 
Die Theorie der Gruppen ist IIMntscheidbar. 
Enthiilt dk Signalur I ein n-slelliges Re/a1ionssymbol, n � 2, so isl die Menge Pr der logisch 
giiltigen Ausdriicke unn,lsclwidbar. 
&ckutel K die Klasse al/er KOrper, so isl Tlt(K), die elenwntare Th«>rie der K6r r, WlftttscMidbar. 

Ein anderes bekanntes Problem ist das 10. Hilbertsche Problem, das von David HILBERT auf dem 
ersten internationalen Mathematikerkongre8 im Jahre 1900 in Paris formuliert wurde und nach der 
Existenz eines universcllen Algorithmus zur Auflbsung beliebiger diophantischer Gleichungen fragt. 
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1970 wurde das JO. Hilbertsche Problem ncgativ entschieden. Es wurden auch einigc entscheidbare Theorien gefunden. 
Die elenwntare Thorie <Ms 'Kilrpers der rullen Zaluen ist entschtidbar. 
Die elemmtare eu/clidische Geometrie 1st entscheidbar. 
Die elementare 'l'Morie der DMlschen Gruppen ist entscheidbar. 

Es hat sich gezeigt, daB jede hinreichend ausdrucksf3hige Theorie unentscheidbar ist. Diese Erkennt� nis von den Grenzen und der Tragweite der aXiomatischen Methode wird als eines der wichtigsten Resultatc der mathematischen Grundlagenforschung angcsehen. 

16. Algebraische Strukturen 

16.1. Gruppen und Halbgruppen . 370 
Gruppen . . . . . . . . 370 
Homomorphie 372 
Endliche Gruppen 315 
Topologische Gruppen . . . . . . . . . . . . 376 
Halbgruppen ................... _. . 376 16.2. KOrpcr und algebraische Gleichungen 377 

16.1. Gruppen und Halbgruppen 

Gruppen 

KOrper und Jntegritiitsbereiche 
Galoissche Theorie . . 

Anwendungen 16.3. Verbande . 16.4. Ringe und Algebren. 16.5. Darstellungstheorie 16.6. SchluObemerkung 

377 380 385 385 386 387 388 

Mengen gleichartiger Elemente oder Objekte, von denen je zwei gemiiD einer Vorschrift und Reihenfolge wieder ein Element bestimmen oder, wie man sagt, sich zu einem solchen verknUpfen !assen, werden in alien Zweigen der Mathematik h3ufig betrachtet (vgl. Kap. 1 4.4.). 
Eine Verkniip/ung in einer Menge S isl cine Abbildung, die je zwei Elementen a, b aus S eindeutig ein Element c der Menge S zuordnet. Es ist Oblich, die Verknllpfung als Multiplikation oder Addition zu bezeichnen. Man schreibt c = ab bzw. c = a+ b und nennt c das Produkt bzw. die Surnme von a und b. 

&ispiele. 1: Die gewOhnliche Zahlenaddition und die gewOhnlichc Zahlenmultip/ikation sind Verkniipfungen im Bereich der ganzen, der rationalen, der reeUen und der komplexen Zahlen. Ebenso ist die Matrizenmultiplikation cine Verknllpfung im Bcreich der n-reihigen quadratischen Matrizen, deren Determinante von Null verschieden ist oder den Wert I hat (vgl. Kap. 17.5.). 
2: In der Menge der Permutationen einer festcn An7.ahl von Objekten ist die Nacheinanderausfiihrung cine Verlmilpfung. Dabei ist zu bedenkcn, daB die Permutationen als Abbildungcn beschrieben sind und daB das Nacheinanderausfilhrcn von Abbildungcn als Multiplikation dargestellt wird. 
Sind die Perrnutationen p1 = (� � ! !) und p2 = (� i � i) gegeben, so isl das Produkt 
p1 · p2 = (: i ! ;), wic man an dem Schema crkennt, in dem die Zuordnung fur jedes Objekt 
in Farben kenntlich g�macht ist. 

(�f+� 
4

+)·(! ,LLi)={:gl! �!)-
Das Produkt zweier Permutationen einer festen Anzahl von Obfekten ist eifU! Permutation dieser 
Obj,ktt. 

Eine Permutation P = ( � � . �) von n Elementen kann auch als Zyklus dargestellt 
l1 l2 lr I,. werden, indem man hinter jedes Element das ihm durch P zugeordnete Element schreibt. Das auf 

r folgende Element i, muB in der ersten Zeile vorhanden sein und bestimmt das darunterstehende Element ;; . Durch einen folgenden Schritt geht ;; in ;;' Uber. Diese Kette bricht nach endlich vielen Schritten ab, wenn sie auf das Element r in der zweiten Zeile trifft. Dieser Zyklus kann hOChstens 
n Elemente enthalten. ErfaBt er einige Elemente nicht, so beginnt ein neuer Zyklus; ist schon i

r 
= r, so schreibt inan (r) fur den Zyklus und gibt diesen Zyklus in der Darstellung von P meist nicht an. 
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.. . . ( I 2 3 4 5 6 7) d B ( I 2 3 4 5 6 7) B _ . Fur die Permutauonen A = 2 4 l 7 6 5 3 un = 7 3 5 1 2 4 6 z. . erhalt man die 
Darstellungen A = (I 2 4 7 3) (5 6) und B = ( I 7 6 4) (2 3 5). Fur ihre Produkte erhiilt man 

(I 2 3 4 5 6 7) (I 2 3 4 5 6 7) AB= C = 3 I 7 6 4 2 5 = (I 3 7 5 4 6 2) und BA= D = 3 l 6 2 4 7 5 = (I 3 6 7 5 4 2) ,ja AB. Die Beispiele I und 2 sind nicht ganz gleicher Art. Die Mengen cnthalten tcils endlich, teils unendlich viele Elemente, und bei genauerer Untersuchung der VerknUpfung findct man weitere Unterschiede. Eine VerknUpfung in einer Menge S heiOt assoziativ, wenn fur je drei Elemente a, b, c e S bei Multiplikation (ab)c = a(bc) gilt bzw. bei Addition (a+ b) + c = a + (b + c). Sie wird kommutativ genannt, wenn fur je zwei Elemente gilt: ab= ba bzw. a+ b = b + a. Man priift leicht nach, daO z. B. die Multiplikation von Permutationen und von Matrizen assoziativ ist. Die Multiplikation und die Addition in den Zahlenbereichen Z, Q, R und C sind sowohl assoziativ als auch kommutativ. Die Multiplikation von Permutationen sowie die von Matrizen sind hingegen nicht kommutativ. Ein Element e einer Menge S, mit der als Multiplikation geschriebenen Verkntipfung, heiOt Eins-

elemenr, wenn fur alle a aus S gilt: ae =ea= a. Einselemente sin1 z.0B. die Permutation n � � :)
in der Menge der Permutationen von vier Objekten, die Matrix (o 1) in der Menge der 2-reihigen 
quadratischen Matrizen und die Zahl I in der Menge der rationalen, der reellen und der komplexenZahlen. 1st S cine Menge, in der cine Multiplikation definiert ist und in der ein Einselement existiert, so heiBt ein Element a1 aus S Inverses zu a, wenn a1a = aa1 = e ist. Fllr a1 wird in Anlehnung an die multiplikative Schrcibweise a-1 geschrieben; z. B. ist zu 

p = (WlW l) die inverse Permutation p-• = (H!nirn oder p-• = (�WW!) bzw. 
inZyklen:p=(l 2 4)undp-'=(l 4 2). Durch Abstraktion aus zahlreichen Beispielcn definiert man den Begriff der Gruppe. 

Eine Menge G, fiir die folgende lier Bedingungen erf'tillt sirad, wird als Gruppe bezeichnet: (I) In G isl elne Verkniipfung (Multipllkalloo) erklirl. (II) Die Verkniipfung isl assoziali,. (Ill) Die Menge G entbllt eln Einselemenl ,. (l V) Zu jedem Element a aus G existiert ein Inverses o- 1, das wiederum zu G gehort. 
Aus den Axiomen folgt, daB das Einselement e und das inverse Element a-1 zu a eindeutig bestimmt sind. 1st die Verknllpfung auBerdem noch kommutativ, so nennt man die Gruppe kommutativ oder nach dem norwegischen Mathematiker ABEL abelsch. Die Verwendung der multiplikativen Schreibweise fur die Verknllpfung hat keinerlei inhaltliche Bedeutung; sic soil lediglich den geforderten Eigenschaften der Verkntipfung Ausdruck verleihen. Ebenso kOnnte man die additive Terminologie wahlen. Man spricht dann nicht mehr vom Einselement bzw. dem inversen Element, sondern vom Nullelement bzw. dem entgegengesetzten Element. Im allgemeinen bcnutzt man fur die kommutativen Gruppen die additive Schreibweise. Unabh:ingig von der gewiihlten Terminologie werden das Null- und das Einselement als neutrales Element bezeichnet. In Obereinstimmung mit den Begriffen der Mengenlehre werden endliche und unendliche Gruppen unterschieden. Die Anzahl der Elemente heiBt die Ordnung der Gruppe. Ein haufig benutztes Verfahren zur rechnerischen Beherrschung einer endlichen Gruppe ist die Gruppentafel. Darunter hat man ein quadratisches Schema mit zwei Eingangen zu verstehen, das an der Kreuzungsstelle der i-ten Zeile mit der k•ten Spalte das zugehOrige Produkt enthiilt; vgl. Beispiel 5. 

Beispiele f iir Gruppen. 3: Die ganzen, die rationalen, die reellen und die komplexen Zahlen bilden 
beziiglich der Addi/ion unendliche kommutative Gruppen. Entsprechendes gilt filr die von Nullverschiedenen rationalen, reellen oder komplexen Zahlcn beziiglich der Multiplikation. Obwohl diese Gruppen kommutativ sind, verwendet man hier, um Unklarheiten in der Terminologie zu vermeiden, die multiplikative Schreibweise. 

Die n-reihigen quadratischen Matrizen mit von Null verschiedener Determinante bilden die allge• meine lineare Gruppe GL (n), und die n-reihigen quadratischen Matrizen mit Determinante I bilden die spezielle lineare Gruppe SL (n); beide sind unendliche nichtkommutative Gruppen mit der Matrizenmultiplikation als Verkni.ipfung. 
Permutationsgruppen. Die Permutationen einer festen Anzahl von Objekten bilden eine endliche Gruppe, die symmetrische Gruppe S,. ; ihre Ordnung ist n! (vgl. Untergruppen). Ftir n � 3 ist sie nicht . . . (I 2 11) be 'b . . kommutallv. 1st eme Permutation p = ii ii i,. 

gege n, so g1 t die Anzahl der lnvers1onen 
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an, an wievielen Stellen in der Anordnung i1 , i2 , ••• , i,. cine gr68crc Zahl vor einer klcineren steht. 
Bci einer geraden Anzahl der I nversionen heiBt die Pennutation gerade, bei ungerader Anzahl unge
rade, die identische Permutation ist z. B. gerade. 

Beispiel 4: Die Permutation p = (! � � � �) hat 6 Jnversionen: es stehen in der unterco Zeilc 

4 vor 3, 4 vor 2, 4 vor I, 3 vor 2, 3 vor 1 und S vor 2. 

Die Gruppe S11 zcrfallt in n!/2 ungerade und n!/2 gerade Permutationen. Fllr die Multiplikation 
unter ihnen gilt: 

Das Prodlllct zweier gerader Permutationen isl gerade, das Produlct zweier ungeradtr Ptrmutationen 
ist ebfflfalls gerade, und das Produkt eintr geraden und einer ungeradm Permutation iii ungerade. 

Auf Grund diescr Feststellung wird ein Vorzeichen signum fur Pennutationen p eingcfilhrt durch 
sgn(p) = +1, wenn p geradc, und sgn(p) = -1, wcnn p ungeradc. Man sicht, daO die zu einer 
geradcn Permutation inverse Permutation n-ten Grades cbeofalls gcrade ist und daO die identische 
Permutation gerade ist. $omit bi Iden die geraden Permutationen cine Gruppe der Ordnung n !/2, 
die a/ternierende Gruppe A

,. . 

Untergruppen. Eine nichtleere Teilmenge U einer Gruppe G heiOt Untergruppe, wenn U bezUglich 
der in der Gruppe G definierten VerknUpfung cine Gruppe bildet. Entsprechend dieser Definition 
sind die Gruppe G selbst und die nur aus dem neutralen Element bestehende Menge Untergruppen 
von G. Sie werden triviale Untergruppen von G genannt. 
Einige der in der Einleitung angegebenen Gruppen sind Untergruppen anderer dort betrachteter 
Gruppen; die additive Gruppe der ganzen Zahlen ist z. B. cine Untergruppe der additiven Gruppe 
der rationalen Zahlen, und diese ist ihrerseits cine Untergruppe der additiven Gruppe der reellen 
Zahlen. Die multiplikative Gruppe der von Null verschiedenen rationalen Zahlen ist cine Unter
gruppe der multiplikativen Gruppe der von Null verschiedenen reellen Zahlen. Die alternierende 
Gruppe A,. ist cine Untergruppe der symmetrischen Gruppe Sn . Aus der Definition einer Untergruppe 
folgt leicht der Satz: 

Der DMrcluc,lmitl von Unlergruppen isl eine Untergruppe. 

)st a ein Element einer Gruppe G, so gibt es Untergruppcn von G, die das Element a enthalten, z. B. 
die Gruppe G selbst. Der Durchschnitt aller dieser Untergruppen ist die kleinste Untergruppe, die 
das Element a enthilt. Sie wird die von a erzeugte zyk/ische Untergruppe genannt und mit {a} be
zeichnet. Es zeigt sich, daO {a} aus allen Elementen a" mil n #' 0 besteht, wenn mit a-" Potenzen 
(a-1)" des inversen .Elements bez.eichnet werden. Sind alle Potenzen a" verschieden, so bezeichnet 
man {a} als unend/iche zyklische Untergruppe. Andernfalls gibt es eine kleinste Zahl n > 0, so daO 
a" = e gilt, und {a} ist cine zyklische Untergruppe der Ordnung n, d. h., {a} besteht aus den Elementen 
e, a, ... , a"-1, a"= e, Q"+1 = a usw. Eine Gruppe, die mit einer ihrer zyklischen Untergruppen 
Ubereinstimmt, heiOt zyklische Gruppe. 
Die Vereinigung U1 v U2 zweier Untergruppen U1 und U2 einer Gruppe G bildet im allgemeinen 
keine Untergruppe (vgl. Beispiel 5). Diese Vereinigung ist cine Teilmenge von G, und zu jeder Teil
menge MG; G kann man wiederum als Durchschnitt aller M enthaltenden Untergruppen die von M 
erzeugte Untergruppe {M} erklaren. Die Gruppe { U1 v U2} ist dann die kleinste Untergruppe von G, 
die die Untergruppen U1 und U2 enthilt. Gilt fur cine Menge M die Gleichung {M} = G, so sagt 
man, die Elemente von M erzeugen die Gruppe G. 

&ispitl S: p1 = (l ),p1 = (I 2 3).p3 = (I 3 2).P• = (I 2),p5 = (I 3) und p6 = (2 3) sind die 
Elemente der symmetrischen Gruppe S3 in der ZykJendarstellung. Ihre Gruppentafel ist angc
gcben. Anhand der Gruppentafel prilft man leicht nach, daB die Teilmengcn A= {p1 ,p4}, 

B = {p1 ,p5), C = {p1 ,p6} und D = {p1,p1.p3) Untergruppen 
der S3 bilden, und zwar sind A = {p4}, B = {p,) und C = {p6} 

zyklischc: Untcrgruppen der Ordnung 2, und D ist cine Unter
gruppe der Ordnung 3. Die Vereinigung der Untergruppen A und 
Dist keine Untergruppe. denn in {p,,p.) v{p1 ,p1.p3} milBte 
dann auch das Produkt p3p4 = p, liegen, und dies ist offensicht
lich nicht der Fall. Die von der Vereinigung eruugte Untergruppe 
fillt mit der gesamten Gruppe zusammen. 

Homomorphic 

P, 
P1 
P, 
P• 
P, 
Po 

Pt P2 Pl P♦ P, P6 
Pi P1 P, P• P, P• 
P1 PJ Pt P6 P• P, 
Pl P1 P1 Ps P6 P♦ 
P, Ps P6 Pt P2 Pl 
P-, P6 P, PJ Pt P1 
P6 P, P, P1 Pl Pt 

Homomorphismen. Der Begriff Homomorphismus nimmt in der Gruppentheorie eine zentrale Stellung 
ein. Er wird durch zwei Aussagen charakterisiert. Eine von ihnen bezieht sich auf die von den Grup
penelementCn gebildeten Mengen und die andere auf die in den Gruppen erklirten VerknUpfungen. 
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Eine eindeutige Abbildung / einer Gruppe G in eine Gruppe G' hei8t Homomorpbismus oder homomorpbe Abbildung von G in G', wenn mr beliebige Elemente a und b aus G die Beziehunc 
(H)/(a · b) -/(a) ·/(b) gilt. 

Gibt es einen Homomorphismus einer Gruppe G auf cine Gruppe G', so sagt man: Die Bi]dgruppe G' ist ein homomorphes Bild der UrbiJdgruppe G. Liegt ein Homomorphismus einer Gruppe vor, s , kann durchaus der Fall eintreten, da8 verschiedene Elemente der Urbildgruppe auf das gleiche Ele
me.nt der Bildgruppe abgebildet werden. Dieser Sachverhalt beruht darauf, daB cine homomorphe Abbildung nicht umkehrbar eindeutig zu sein braucht. 
Beispie/ 1 :· G sei die Gruppe aller 2-reihigen quadratischen Matrizen mit reellen Elementen und von Null verschiedenen Detenninanten (vgl. Kap. 17.S. und 17.2.), und G' sei die multiplikative Gruppe der von Null verschiedenen rcellen ZahJen. Ordnet man jeder Matrix .4 E G ihre Deter
minante ]Al E G' zu: 

(: :)- IAI =(ad-be), so stellt man fest: 
Die Zuord1;rnng ist eindeutig, da die Determinante einer Matrix eindeutig bestimmt ist. Simtliche Elemente von G' werden erreicht, weil jede rcelle ZahJ r z. B. als Wert der Determinante der Matrix 
(� �) auftritt. Schlie0lich ist die Beziehung (H) n�chdem Multiplikationssatz fiirDeterminanten 
erfullt. 
Beispiel 2: Ordnet man jeder Permutation p ES,. ihr Voruichen sgn (p) in der Weise zu, daB sgn (p) = 1, wenn p gerade ist, und daB sgn (p) = - 1 , wenn p ungerade ist, so wird nach den fiir die Multiplikation von Permutationen gc!tenden Vorzeichenregeln sgn(p1 ·p2)=sgn(p1)·sgn(p2), d. h., diese Zuordnung ist ein Homomorphismus der symmetrischen Gruppe S11 auf die aus + 1 und -i bestehende multiplikati,e Gruppe G = {+I, -1). 

Wegen der Beziehung (H) bleibt die Struktur der abgebildeten Gruppe bei homomorphen Abbildun• gen in gewissem Sinne erhalten, die Gruppe selbst wird im allgemeinen verkleinert; z. B. haben alle 
Matrizen der Form (:, ;) (vgl. Beispie

,
� •�

, 
in denen ). und µ Zahlen sind, die der Bedingung 

).µ = t genilger:,., die gleiche Determinante 
c d . Ein MaB fur die .,Verkleinerung" der Gruppe bildet 

die Menge derjenigen E/emente der Urbildgruppe, die au/ das Einselement der Bildgruppe abgebildet 
werden. Im Beispiel I sind es die Matrizen, deren Determinanten den Wert 1 haben, und im zweiten Beispiel sind es die geraden Permutationen. Diese Elemente bilden cine Untergruppe spezieller Art in der Urbildgruppe, die man den Kern des betrachteten Homomorphismus nennt. 
Isomorpb.ismen. Durch Verscharfung des Begriffs homomorphe Abbildung gelangt man zu dem Begriff Isomorphismus. 

Eine umkehrbar eindeutige Abbildung f einer Gruppe G auf eine Gruppe · G' hei8t lsomorpbismus von G auf G', wenn fiir beliebige Elemente a, b aus G gilt 
(H)/(a · b) =/(a)· /(b). 

Nunmehr entsprechen verschiedenen Elementen der Urbildgruppe verschiedene Bilder in der Bildgruppe. Gruppen, zwischen denen ein Isomorphismus existiert, werden isomorph genannt, in Zeichen G=G'. 
Beispiel 3: Zwischen der Gruppe Y, der Permutationen e = (I), a -(12) (34), b = (13) (24) irnd 
c = (14) (23), der Kleinschen Vierergruppe, und der Gruppe der Matrizen •' = C 0). 
a' = (-l 0), b' = (0 1) und c' = ( O -l) besteht cine umkehrbar eindeutige Zuo�nu1ng 
/: e- e'� a�•'• b-l', �- c'. -I O 

e a  b c 
e a b  c 
a e c b 
b c e a 
c b a e 

Aus den Gruppentafeln filr die Kleinsche Vierergruppe 
�i�:u�� ct) �:t��::�:�1�:�:a�u:bv :a:rrgl� :. e' 
Also ist die Kleinsche Vierergruppe isomorph zur · :: Gruppe der angegebenen Matrizen. c' 

e' a' b' c' 
e' a' b' c' 11' e' c' b' 
b' c' e' a' c' b' a' e' 
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Wie aus dem Beispiel hervorgeht, sind isomorphe Gruppen strukture// vOl/ig gleich, obwohl sie 
Elemente verschiedener Natur enthalten, Permutationen oder Matrizen. Der Homomorphiebegriff 
ist natllrlich nicht an endliche Gruppen gebunden, wohl aber sind isomorphe Gruppen, als Mengen 
betrachtet, stets gleichmachtig. 
Beispiel 4: Es sci R11 die multiplikative Gruppe aller positiven reelJen Zahlen und R+ die additive 
Gruppe aller reellen Zahlen. Man erhiilt cine umkchrbar eindeutigc Abbildung/: a--,. lg a zwischen 
ihnen, indem manjeder positiven reellen Zahl a ihren logarithmus zur Basis 10 zuordnet. Bekannt
lich gilt: lg (a· b) = lg a+ lg b, und dies bedeutet gerade, daB /(a· b) = f(a) + /(b) ist, also 
RX= R+, 

Die Isomorphic zwischen Gruppen hat die Eigenschaften einer Aquivalenzrelation, und die Gesamt
heit allcr Gruppen zerfiillt in Klassen einander isomorpher Gruppen. Unter einer abstrakten Gruppe 
versteht man eine von jeder Realisierung durch Zahlen, Matrizen oder Abbildungen freie Gruppe, 
also einen allgemeinen Vertretcr einer Klasse zueinander isomorpher Gruppen. 
Jsomorphe Gruppen unterscheiden sich im allgemeinen in tier Art ihrer Elemente und in der Ver
knUp/ung; s;e weisen aber die g/eiche Struktur auf. Das Rechnen in ihnen verldu/t nach gleichen Ge
setzen und Regeln. 

Normalteiler. Als Untergruppen spezieller Art wurden bereits im Abschnitt Uber Homomorphismen 
die Kerne von homomorphen Abbildungen charakterisiert. 
Eine Untergruppe N einer Gruppe G, die die Eigenschaft hat, Kern cines Homomorphismus der 
Gruppe G zu scin, wird Normalteiler oder invariante Unlergruppe der Gruppe G genannt (vgl. Bei
spiel I und 2). In Beispiel I besteht der Kern aus den Matrizen, deren Determinanten den Wert I 
haben. Im Beispiel 2 erwies sich als Kern des betrachteten Homomorphismus der symmetrischen 
Gruppe S

n die a/ternierende Gruppe A n (vgl. 16.1. - Permutationsgruppen). Eine Gruppe, in der nur 
die trivialen Untergruppen als Kerne von Homomorphismen auftreten kOnnen, heiOt einfache 
Gruppe. Die einfachen Gruppen sind, anders ausgedrllckt, von der Art, daB sie entweder isomorph 
oder ganz auf das Einselernent abgebildet werdcn. Ffir die Permutationsgruppen, die in der Galois
schen Theorie cine wichtige Rolle spielen werden, sei hier folgendes Resultat mitgeteilt. 

Die a/ternierende Grupµ A. ist /iir n > 4 der einzige nicht triviale Normalteiler der symmetrischen 
Gruppe Sn , Die alterniertnde Gruppe A,. ist /Ur n> 4 ein/ach. 

Ein Normalteiler M einer Gruppe G heiBt maximal, wenn fur jeden Normalteiler N von G mit 
M <,;;; N <,;;; G entweder M = N oder N = G gilt. Ffir n = 4 ist die Kleinsche Vierergruppe V4 ein 
maximaler Normalteiler der alternierenden Gruppe A4 • 
Faktorgruppe. Der Begriff Faktorgruppe wird im folgenden durch einen KonstruktionsprozeB er
Jautert. Es sei Nein Normalteiler einer Gruppe G. Nach Definition ist N gleich dem Kern eincr 
homomorphen Abbildung/ der Gruppe G. Man schreibt N = Ker f Es HiBt sich nachweisen, daB 
dann die Beziehung aNa~ 1 = N bzw. aN = Na fur alle Elemente a der Gruppe G gilt. 

Eine Untergruppe N einer Gruppe G, /Ur die die Gleichung aNa- 1 = Iv bzw. aN= Na fiir alle 
a E G richtig ist, hei.ftt invariante Untergruppe. 

Das Produkt a!v = Na wird als die von aerzeugte Nebenk/asse nach N bezeichnet. Zwei Ncbenklassen 
a/iJ und bN sind als Mengen gleich oder sic haben keine gemeinsamen Elemente. Fa!lt man die ver
schiedenen Nebenklassen als Elemente einer neuen Menge auf, so 138t sich beweisen, dafl sie be
zllglich der durch die Gleichung (afv)(blv) = ab/iJ definierten Multiplikation als VerknUpfung cine 
Gruppe mit dem Einselement /iJ bilden. Ferner ergibt sich, daB die ZuordnungJI: a - a!v, die jedem 
Element von G seine Klasse zuordnet, ein Homomorphismus ist; JI heillt kanonischer Homomorphis
mus. Der Kern des kanonischen Homomorphismus JI ist die invariante Untergruppe /iJ, also Kern 
= N. Das bedeutet aber, daB /iJ ein Normalteiler ist. Die Begriffe Normalteiler und invariante Umer
gruppe stimmen iibereit1. Die aus den Nebenklassen a· N konstruierte Gruppe heiflt Faktorgruppe 
von G nach N und wird mit G/N bezeichnet. 
Beispiel 5: Die Faktorgruppe der symmctrischcn Gruppe S,. nach der altcrnicrcnden Gruppe A,. bcsteht aus den Elcmentcn A,. und p0A,. , wenn p0 E S,. cine ungerade Permutation ist. Die Zuord-
nung p - J pA

A,. = A
n

A
• wenn P gcrade iSt d . ) ist, wie man leicht nachrechnet, der kanonischc 

\p n = Po n• wcnn p ungcra e 1st 
Homomorphismus ll von der Sn auf S

,./A ,. . 

Homomorphieprinzip. 1st /ein Homomorphismus einer Gruppe G auf eine Gruppe G', so ist die 
Faktorgruppe G/Ker f zu G' isomorph. Es gibt einen lsomorphismus <p der Faktorgruppe G/Ker f 
auf C', so daB· die Nacheinanderausfuhrung des kanonischen Homomorphismus n von G auf G/Ker / 
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und des Isomorphismus rp den Homomorphismus f ergibt (Abb. 16.1-1). Diese G __ f_G, Aussage wird Hornomorphieprinzip genannt. 
II\ ,;{ Homomorpbleprlnzip. Jeder Homomorpbismus / elaer Gruppe G auf eine Gruppe G I Ker f 

G' kano la die Nacbelnanderausf� des kaoonlscben Homomorpbismus 11 von 16_ 1 _ 1 Zurn 
G auf G/Ker /uod eines Isomorphlsmus 'I' ,on GfKer f auf G' aufg-lten wer- Homomorphic-
� �-

Das Homomorphieprinzip besagt danach, daB sich die Untersuchung von Homomorphismen stets 
auf die Untersuchung von lsomorphismen und Faktorgruppen zur�ckfiihren 13.Bt. 
Beispiel 6: Wie gezeigt wurde, ist die Abbildung/: p.....,. sgn (p) ein Homomorphismus der symme. 
trischen Gruppe S,, 

auf die multiplikativc Gruppe {+I, -1}. Ebenso ist bckannt, daB die Ab-

b.ld II· /pA,, = A11, wenn p cine gerade Permutation ist ) d r k . h H 1 ung · .. p ➔ 

pA,,=p0A,,, wennp cine ungerade Permutation ist e anomsc e omomor• 
phismus von S,, auf die Faktorgruppe S,,/A,, ist. Die nach dem Homomorphicprinzip existicrcnde 
Aufspaltung von/ ist dann /=II· 'fl, wobeidieAbbildung({I: {

P
o�::!_�} wic man lcicht nach

rechnet. tatsachlich ein Isomorphismus von S,,/A,, aufdie Gruppe {+J, -I} ist. 
Automorphismen. Automorphismen sind solche lsomorphismen, bei denen die Bildgruppe und die
Urbildgruppe Uberein.stimmen. 1st/ ein Isomorphismus einer Gruppe G auf sich selbst, so heiBt / ein 

Automorphismus der Gruppe G. Beziiglich der Nacheinanderausfuhrung als Verkniipfung bilden 
die Automorphismen einer Gruppe selbst eine Gruppe. 

Endliche Gruppen 
Die Theorie der endlichen Gruppen ist urspriinglich aus dem Problem der L0sung einer algebraischen 
Gleichung hervorgegangen und entwickelte sich zunachst als Theorie endlicher Permutation.sgruppen. 
Die Bedeutung der Perrnutationsgruppen fur die Theorie der endlichen Gruppen zeigt sich unter 
anderem in den folgenden Satzen. 
Satz von Cayley: Jede Gruppe der Ordnung n 1st elner Untergruppe der symmetrlschen Gruppe s. 
Isomorph. 
Satz voo Lagrange: Die Ordnung elaer Untergruppe U einer endlk:hen Gruppe G 1st ein Teller der 
Ordnung von G. Man benutzt die Bezek:hnungen: Ord G = (G: E), Ord U = I U: E), (G : U) = j 
uod scbreibt (G: El= (G: U) (U: E), wobei die Zablj lodex der Untergruppe U in de, Gruppe G 
genannt wlrd. 

Unter der Ordnung eine.s Elements a einer Gruppe G versteht man die Ordnung der durch a erzeugten 
zyklischen Untergruppe {a} von G. Selbstverst3.ndlich sind alle Elemente endlicher Gruppen von 
endlicher Ordnung. Doch gibt es unendliche Gruppen, deren Elemente alle von endlicher Ordnung 
sind, z. B. die Gruppe aller Wurzeln der Gleichungen x" - I = 0, wobei n die Zahlen I, 2, ... durch
lauft. Das Problem, ob jede solche Gruppe, die iiberdies von nur endlich vie/en Elementen erzeugt 
wird, cine end/iche Gruppe ist, stammt von W. BURNSIDE und wurde erst irn Jahr 1959 von dem 
sowjetischen Mathematiker S. P. Now1Kow verneinend gel0st. 
Fiir die Aufl0sungstheorie algebraischer Gleichungen ist der Begriff der Kompositionsreihe einer 
endlichen Gruppe von besonderer Bedeutung. Unter einer Kompositionsreihe einer Gruppe G ver• 
steht man cine Reihe: G = G0 :::> G1 :::> •·· :::> GL = E von ineinander eingebetteten Untergruppen, 
deren jede einzelne maxima/er Normalteiler in der vorhergehenden Untergruppe ist. Die einfachen 
Faktorgruppen G0/G1, G1/G2, ••• , GL_2/GL_ 1, GL-t werden Kompositionsfaktoren genannt. Diejenigen Gruppen, deren Kornpositionsfaktoren Gruppen von Prirnzahlordnungen sind, heiOen auf
/0sbar. 

Anwendungen. Neben den Anwendungen der Gruppentheorie in der Geometric kann man angenahert 
sagen, daB sie iiberall dort cine Rolle spielt, wo Abbildungen, Transforrnationen, Symmetrien in 
irgendeinern Sinn auftreten und Gebilde untersucht werden, die bei Abbildungen, Transformationen, 
Symmetrien invariant sind. lnsbesondere findet die Theorie der endlichen Gruppen ihre Anwendun
gen bei der Aufl0sung algebraischer Gleichungen ( vgl. 16.2. - Galoissche Theorie). In der Physik 
spielt die Gruppentheorie vor allern in der Relativitatstheorie durch die Gruppe der lorentz-Trans
Jormationen eine bedeutende Rolle; die Unterteilung der Physik in relativistische und nichtrelativi
stische Physik ist cine Unterteilung nach gruppentheoretischen Prinzipien. In der Kristallphy.sik 
gibt die Gruppentheorie durch Betrachtung der Symmetriegruppen einen Oberblick Uber Samtliche 
m0glichen Kristallforrnen. SchlieBlich sei noch erwahnt, daB sich auch die ebenen und raumlichen 
Ornarnente mit Hilfe der Gruppentheorie klassifizieren !assen. 
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Topologiscbe Gruppen 
Bei den in den Anwendungen der Gruppentheorie, vor allcm in der Geometric und in der Physik 
auftretenden Gruppen handelt es sich um unendlichc Gruppen, und zwar um Gruppen, die neben 
ihrer algebraischen Struktur als Gruppe cine topologische Struktur als topologischer Raum haben. 
Als topologische Gruppe bezeichnet man cine Menge von Elementen, die einerseits cine Gruppe, 
andererseits einen topologischen Raum bildcn. Dabei sollen die algebraischc und die topologische 
Struktur in dem Sinne miteinander vertr3.glich scin, daB die Multiplikation, dicje zwei Elcmentcn cin 
drittes als ihr Produkt zuordnet, und die Reziprokcnbildung stetigeFunktionen im Sinne derTopo/ogie 
sind; Beispiele sind die verschiedenen Matrixgruppcn, die Transformationsgruppen der verschiedenen 
Geometrien und die Lorentz-Gruppe. 
Von zwei zweireihigen Matriz.en von reellen Zahlen, deren Determinante von Null verschieden ist, 
13.Bt sich z. B. sagen, ob sic nahe beieinanderliegen, d. h., ob ihre Elemente wenig voneinander ab
weichen oder nicht. Damit kommt man aber, vom Stetigkeitsbegriff aur der reellen Achse ausgehend, 
zu einem entsprechenden Stetigkeitsbegriff und damit zu einer Topologie fiir diese Gruppe. Wahrcnd 
einerseits die Tatsache, da8 es sich bei den topologischen Gruppen um unendliche Gruppen handelt, 
die Untersuchung der Struktur dieser Gruppen erschwert, la.Bt andererseits die zusitzliche topologi
sche Struktur neue, nicht notwendig algebraiscbe Methoden zur Untersuchung dieser Gruppe zu, 
die fiir abelsche topologische Gruppen sowie fiir kompakte topologische Gruppen zu schOnen Er
gebnisscn gefiihrt haben. Durch das Zusammenspiel algebraischer und analytischer Methoden bei 
der Untersuchung derartiger Gruppen hat ihre Theorie einen eigenen Reiz. 

Liescbe Gruppen. Die Drehungen der Ebene um einen festen Punkt bilden cine Gruppe. Jede dieser 
Drehungen h3.ngt von einem Drehwinkel <p ab und 13.Bt sich, wie in der analytischen Geometric 
gezcigt wird, durch cine zweireihige Matrix der nebcnstehenden Form beschrei• 
bcn. Man kann zeigen, da8 samtliche Matrizcn dieser Art cine Gruppe bilden. (

cos<p -sm 'P) 
Da <p stetig zwischen O und 2:rt variiert, HiBt sich auf dieser Gruppe ein sin <p cos 'P 
Stetigkeitsbegriff einfilhrcn. Die Besonderheit der betrachteten Gruppe ge• 
genilber andercn topologischen Gruppen besteht darin, da8 die Elemente der Matrizcn von einem 
Parameter abhingen und da8 diese Abh3.ngigkeit durch differenzierbare Funktionen beschrieben 
wird. Dies gibt die MOglichkeit, auf der Gruppe nicht nur stetige Funktionen zu definieren, wie dies 
fur jede topologische Gruppe mOglich ist, sondern auch differenzierbare Funktionen, indem man 
eine Funktion auf der Gruppe differenzierbar nennt, wenn sic cine differenzierbare Funktion des 
reel/en Parameters <p ist. Eine Menge von Elementen, auf der sich differenzierbare Funktionen de
finiercn lasscn. nennt man cine differenzierbare Mannigfaltigkeil, und die obige Gruppe hat damit 
neben der algcbraischen Gruppenstruktur nicht nur die Struktur cincs topologischen Raumes, son
dern die scha.rfere Struktur einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit. Derartige Gruppen nennt man 
Liesche Gruppen nach dem norwegischen Mathematiker Sophus LIE; sic sind spezielle topologische 
Gruppen, deren Untersuchung in vieler Hinsicht einfacher ist als die der allgemeinen topologischen 
Gruppcn, da sich die Hilfsmittel der Differentialrechnung fur die Untersuchung dieser Gruppen 
nutzbar machen !assen. 

Anwendungen. Die Lieschen Gruppen und ihre Darstellungen (vgl. 16.5.) haben fiir die Theorie 
spezieller Funktionen, z. B. der Kugelfunktionen oder der Besse/funktionen, sowie fur die Theorie der 
fastperiodischen Funktionen gro8e Bedeutung. LIE verwendete seine Theorie zur Klassifikation und 
LOSung .von Differentialgleichungen. Auch fur die Quantentheorie spielen die Lieschen Gruppen 
durch die Gruppe der Kugeldrehungen und die Lorentz-Gruppe cine wichtige Rolle. 

Halbgruppen 
Eine Halbgruppe ist cine nichtleere Menge mit einer assoziativen Verkniipfung. 1st die Verknilpfung 
au8erdern noch kommutativ, so spricht man voo einer kommutativen Halbgruppe. 1st H cine ·multi
plikative Halbgruppe und existiert eine Element e aus H, so daB ea = ae = a fur alle Elemente a 
aus H gilt, so wird H cine Halbgruppe mit Einselement genannt. Kommutative Halbgruppen mit 
Einselement, die keine Gruppen sind, sind z. B. die ganzen ZahJen und die nichtnegativen ganzen 
Zahlen bezilglich der Multiplikation. lnsbcsondere ist natiirlich jede Gruppe auch eine Halbgruppe. 
Sitze, die fur Halbgruppen gilltig sind, gelten erst recht fur Gruppen. In Analogie zu den Gruppen 
unterscheidet man endliche und unendliche Halbgruppcn uod nennt die Anzahl der Elemente die 
Ordnung der Halbgruppe. Sind a, b beliebige Elemente einer Halbgruppc Hund habcn die Gleichun• 
gen ax= b und ya= b hOChstens cine LOsung x bzw. yin H, so wird H regular genannt. Die von 
Null verschiedenen ganzen Zahlen bilden eine regulare Halbgruppe. Filr rcgul3.re Halbgruppen 
cndlicher Ordnung gilt folgender Satz: 
Ein, rqukire Halbgruppe ,nd/icher·Ordmaw ist elne Gruppe. 
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IJ,ispi,I I: Beschreibt die Funktion /(r) einen nur von der Zeit abhAngigen Vorgang und f(t + 0<) 
den um die Zeitspanne °' verschobcnen Vorgang, so bildet die Menge der Abbildungcn {Tl:'&} mit 
T.:f(t) .... f(t + 0<) beziiglich der Nacheinanderausfiihrung eine Halbgruppe. 
&ispitl 2: Die Teilmengen eincr bcliebigcn Menge M sind sowohl mit der Durchsclmittsbildung 
als auch mit dcr Vtrtinigungsbildung als VerknOpfung kommutative Halbgruppeo mit Einsclement. 
Die gesamte Menge Mist das Einselemcnt bczllglich der Durchschnittsbildung, und die lcere Menge 
ist das Einselcmcnt beziig]ich der Vereinigungsbildung. 

16. 2. Kiirper und algebraische Gleichungen 

Bis ins 19. Jahrhundert 13.Dt sich die Algebra als die Theorie der AuflOsung algebraischer Gleichungen 
bestimmen. Gesucht wurden mOglichst allgemeine Verfahren, die die Berechnung der LOsungen einer 
Gleichung gestatten. Dabei stehen nicht so sehr die zu bestimmenden LOsungcn im Mittelpunkt, 
sondern vielmehr der Vorgang des Aunosens selbst. Die von den Mathematikern des 19. Jahrhunderts 
im Zusammenhang mit diesen Problemen angcstellten Uberlegungcn fuhrten zur Definition der 
Gruppen wie der KOrpcr als wesentliche Hilfsmittcl zur Bcschreibung der AufiOsungstheorie al
gebraischer Gleichungen. Im Laufe der weiteren Entwick.Jung gewannen die zunachst als Hilfsmittel 
geschaffenen Begriffe selbst3.ndige Bedeutung, insbesonderc deshalb, weil sich Anwendungen in 
ganz anderen Gebieten ergaben, so daO cine inzwischen rccht umfangreiche Theorie der Gruppen 
und KOrper entstand. Auch fand man anderc Objekte mil Ahnlichen Eigenschaften in vielen Bereichen 
der Mathematik, die zur Definition neuer algebraischer Begriffe, wie Intrgritatsbereiche, Ringe, 
Algebren und Verbande, fuhrten. 

Korper und lntegrititsbereicbe 

K6rper. Unter einem KOrper versteht man eine Menge K von wenigstens zwci Elementen, filr die die 
folgenden KOrperaxiome erfulh sind: 

K&-peraxlome. Axiom J. In der Menge K sind zwei VerknUpfungen erklart, genannt Addition und 
Multiplikation, die je zwei Elementen a, b ein Element c bzw. d der Menge K zuordnen. Man 
schrcibt: a + b = c, a · b = d. 

Axiom 2. Die Elemente von K bilden bezUglich der Addition cine abelsche Gruppe. 

Axiom 3. Die von Null verschiedenen Elemente von K bilden bezUglich der Multiplikation eine 
abelsche Gruppe. 

Axiom 4. Die Addition und die Multiplikation sind <lurch das distributive Gesetz verbunden, d. h., 
filr je drei Elemente a, b, c gilt: a(b + c) =ab+ ac. 

Als besonders wichtige Beispiele sind die rationalen Zahlen Q, die reellen Zahlen R und die kom
plexen Zahlen C zu erwahnen. Ein KOrpcr ist cine Menge von Elementen, mit denen man rechnen 
darf, wie man dies fur rationale, reelle oder komplexe Zahlen gewOhnt ist. Wie bei den Gruppen 
unterscheidet man endlicht! und unendliche KOrper, je nachdem, ob die Menge, die dem KOrper 
zugrunde liegt, endlich oder unendlich ist. Eine Teilmenge P eines KOrpers fJ heiOt Teilkiirper, wenn 
sie bezUglich der in D erkJarten Verkm1pfungen einen KOrper bildet, in Zeichen P � D. Umgekehrt 
wird fJ ein Erweiterungsk6rper von P genannt. 1st K ein ErweiterungskOrper von P. der seinerseits 
in D enthalten ist: P � K � D, so wird K als ein Zwischenk6rper zwischen P und !1 bezeichnet. 
Jeder KOrper D kann als Vektorraum ( vgl. Kap. 17.3.) Uber jedem TeilkOrper P als Skalarbereich 
aufgefaOt werden, indem man die VerknUpfungen des Vektorraums mit den in D erkl3.rten VerknUp
fungen identifiziert. Die Dimension des Vektorraums fJ Uber P hei8t der Grad des Erweiterungs
k6rpers D Uber P. Wenn der Grad von D Uber P endlich ist, hei8t D ein endlicher Erwei1erungskOrper 
von P, sein Grad wird mit n = [f.?: P) bezeichnet. In diesem Fall !assen sich in .Q Elemente 
/J,, /J2, •.. ,/J, finden, so daB jedes Element /J aus.Oeindeutig in der Form/J = c1/J1 + c2/J2 +··· +c,/J, 
mit Elementen c1, ••• , en aus P geschrieben werden kann. Die Elemente P,, P2, ••• , p,. werden cine 
Basis von D Uber P genannt. 
1st D ein ErweiterungskOrper eines KOrpers P und sind exa.o:2 , ... ,ex"' beliebige Elemente aus D, 
so versteht man unter P(ex1, ex2, ••. , ex"') den k/einsien Teilk6rper von D, der die Elementeex,, ex2, .•. ,ex"' 

und den KOrper P enth3.lt. Er besteht aus alien Elementen, die durch die vier Grundrechenarten aus 
den Elementen von P und ex1,ex2, ... ,ex"' hervorgehen. Man sagt: P(ex1,ex2, •.. ,ex"') entsteht durch 
Adjunktion der Elemente ex1, ex2, ••• , ex"' zu P. Man kann den KOrper P(ex1 ,ex 2, ... ,ex'") auch dadurch 
erhahen, daO man zun3chst ex1 adjungiert und K1 = P(tX1) bildet; danach wird tX2 a'djungiert, und 
man erh3lt K2 = K1 (cr.2) = P(cr.1, cr.2) usw. Nach m Schritten ist schlieBJich K,,. = K"'_1(tX"') 
= P(cr.i , ... , er."'). Ein ErweitcrungskOrper P(ex), der durch Adjunktion eines einzigen Elements 
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entsteht, heiBt cine einfache Erweiterung von P. Sind K1 und K2 KOrper, so heiBt cine umkehrbar 
eindeutige Abbildung / von K, auf K,, die den Bedingungen /(a· b) - /(a)• /(b) und /(a+ b) 
=/(a)+ /(b) fur beliebige Elernente a, b aus K1 genUgt, die also mit den VerknUpfungen vertrliglich 
ist, ein Jsomorphismus von K 1 auf K2 • K1 und K2 heiOen dann isomorph, und man schreibt K1 � K2 • 
Ein lsomorphismus eines KOrpers K auf sich selbst heiBt Automorphismus von K. Sind K1 und K2 

KOrper und ist Pein TeilkOrptr von K1 und K2 , so nennt man einen lsomorphisrnus von K1 auf K2 , 
der den TeilkOrper P elementweise fest 13.Bt, einen relativen lsomorphismus. 1st K1 = K2 , so sprichc 
man von einem relativen Automorphismus. Zahlreiche Beispiele fur die genannten Begriffe findet man 
in den folgenden Abschnitten. 

lntegrititsbereiche. 1st P der Kbrper Q der rationalen Zahlen. so gibt es in P cine Teilmenge, fur die 
zwar die Axiome 1, 2 und 4 gelten, in der jedoch das Axiom 3 verletzt ist: die ganzen Zahlen. Im 
Bereich der ganzen Zahlen ist die Division nicht unbeschriinkt mbglich, doch gilt an ihrer Stelle die 
Kiirzungsregel: 1st ab= ac und a=f= 0, so ist b = c (vgl. 16.1. - Halbgruppen). 

Ein lntegrititsbereich ist cine Menge/, fur die die Kbrperaxiome I, 2 und 4 gelten, w3.hrend das 
Axiom 3 ersetzt ist durch Axiom 3': Die Elemenle uon I bi/den eine reguliire kommulatiue Halb
gruppe mil Einselement bezilglich der Multiplikation. 

Die ganzen Zah/en Z bilden einen Integrit3tsbereich. Ein wichtiges weiteres Beispiel fur einen In
tegritiitsbereich bilden die Polynome mit Koeffizienten aus einem Kbrper (vgl. Polynome). Natllrlich 
ist auch jeder KOrper ein Integritiitsbereich. 1st die Menge/ endlich, so heiBt J ein endlicher lntegri
tiitsbereich. Aus dem fur endliche reguliire Halbgruppen erwiihnten Satz (vgl. 16.1. -Halbgruppen) 
folgt: 

Jeder endliche Jntegriltitsbereich isl ein KOrfHr. 

Zwei Integritiitsbereiche /1 und /2 hei8cn isomorph, in Zeichen /1 ;;: /2 , wenn es cine umkehrbar ein
deutige Abbildung von /1 auf /2 gibt, die mit den Verknllpfungen vertriiglich ist. Die Abbildung 
hei13t ein lsomorphismus (vgl. Quotientenkbrper). 

Beispie/e. 1: Au8cr den schon erwihnten Beispielen fur KOrper und Integritiitsbcreiche sei der 
KOrper der GaujJschen Zahlen genannt, der aus allen Zahlen a + bi besteht, in denen a und b 
rationale Zahlen sind und i2 = -1 gilt. Betrachtet man die Zahlen a + bi, fur die a und b ganze 
Zahlen sind, so erhilt man den Integrititsbereich der ganzen GaujJschen Zah/en. Der KOrpcr der 
GauBschen Zahlea entsteht durch Adjunktion der komplexen Zahl i zum KOrpcr der rationalen 
Zahlen. 
2: Beispiele fur endliche KOrpcr sind der nur aus den Elementen 
0 und e bestehende Ktkper mit den nebenstehenden Verkniipfun• 
gen sowie der KOrper der Restk/assen nach einer Primzahl (vgl. 
Kap. 3 I.I. - Ideal). 

0 

0 e 

0 0 
0 e 

Polynome. Ein Ausdruck der Form /(x) = a,.x,. + a,._1x"-1 + •·· + a1x + a0, in dem n eine na• 
tllrliche Zahl und a0, ... , a,. Elemente eines Kbrpers K sind, heil3t Polynom in der Unbes1imm1en x 
Uber K. Die Gr08cn a0, ... , a,. werden Koeffizienlen genannt. Ein Polynom, dessen siimtliche Koef
fizienten gleich Null sind, heiOt Nu/lpolynom. 1st der Koeffizient a,. von /(x) von Null verschieden, 
so wird /(x) ein Polynom oom Grade n genannt. Setzt man fur die Unbestimmte x Elemente des 
KOrpers K ein, so erhalt man cine Funktionf, die auf dem Kbrper K definiert ist und Werte in Khat. 
Diese Funktion heiBt ganzrarionale Funklion auf dem KOrper K und bestimmt umgekehrt das 
Polynom f (x), wenn K ein unendlicher KOrper ist (vgl. Kap. 5.2. - Polynomdarstellung ganzrationa
ler Funktionen). Zur Beschreibung der Polynome la.81 sich die in mancher Hinsicht vereinfachende 

Schreibweise /(x) = E a._x .. verwenden, wenn man verabredet, daO stets nur endlich viele ak von 
- -

Null verschieden sind. Man erh.ilt dann fur die Summe und das Produkt der Polynome/(x)'= E a._x .. 
oo oo oo k•O 

und g(x) - J; b1x1 die Polynome /(x) + g(x) - J; c,.x• und /(x) · g(x) - I: d,x•. deren Koef-
- - -

fizienten c,, und d11 durch die Gleichungen c,, =a,, + b,, und d11 = E a._b, aus den Koeffizienten von 
i+k .. 11 

/(x) und g(x) berechnet werden. Die Polynome mit Koeffizienten aus einem festen Kbrper K bilden 
einen Integritatsbereich, der mit K[x] bezeichnet wird. In diesem Integritatsbereich K{x] gibt es 
ahnlich wie im Integritatsbereich der ganzen Zahlen cine Division mil Rest. Das bedeutet: Sind /(x) 
und g(x) gegebene Polynome, so gibt es zwei Polynome h(x) und r(x), so daB gilt: /(x) = h(x) · g(x) 
+ r(x) und r(x) = 0 oder der Grad von r(x) ist kleiner als der von g(x). In Analogie zur Zahlen• 
theorie (vgl. Kap. 1.1. - Elementare Zahlentheorie) nennt man zwei Polynome /1(x) und /2(x) kon• 
gruent bezUglich g(x) und schreibt /1 (x)=/i(x) mod g(x), wenn sie bei der Division durch g(x) 
den gleiChen Rest r(x) ergeben. Die Kongruenz bezUglich g(x) ist eine A.quivalenzrelation und 
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fuhrt zu einer Klasseneinteilung im lntegrit3tsbereich K[x). Man addiert bzw. multipliziert zwei 
solche Kongruenzklassen. indem man aus jeder Klasse ein Polynom wahlt, diese addiert bzw. 
rnultipliziert und die Klasse betrachtet, in der die Surnme bzw. das Produkt liegt. 1st g(x) ein irre
duzibles Polynom, so bilden die Kongruenzklassen nach g(x) einen KOrper, der mit K[x)/(g(x)) be
zeichnet wird und ResrklassenkOrper heiBt. 
Ein Polynom g(x) heiOt irreduzibel oder unzerlegbar Uber K, wenn sich g(x) nicht als Produkt von 
Polynornen kleineren Grades mit Koeffizienten aus K schreiben 13.Bt. Ein Polynom heiBt normiert, 
wenn sein hOChster Koeffizient an gleich I ist. FUr die Polynome aus K(x] gilt der folgende Satz: 

Jedes Polynom f(x) Uber K hat abgesehen von der Reihenfolge genau eine Dar.ste/lung dtr Form 
f(x) = c · p1(x) ··· p,.(x), dabei isr c ein Element aus K, und p1(x), ... , p,.(x) sind normierte irreduzible 
Polynome. 

QuotientenkOrper. Der Begriff QuotientenkOrper entsteht aus der Frage nach dem kleinsten KOrper. 
der einen gegebenen Jntegritatsbereich enthalt. Man kann diese Frage auch so formulieren: Gibt es 
zu einem gegebenen lntegrit3.tsbereich / einen KOrper K, der / enth3.lt und dessen samtliche Elemente 
sich alsQuotie11ten von Elementen aus / darstellen !assen? - Um eine Vorstellung von diesem KOrper 
zu erhalten, nimmt man zunachst an, daB er existiert. Mit den Quotienten a/b, mit a, b =t= 0 aus /, 
darf dann nach den bekannten Regeln gerechnet werden; d. h., es gilt 

(I) a/b = a'/b' genau dann, wenn ab'= a'b. 
(2) a/b + c/d = (ad+ bc)/(b · d) und 
(3) (a/b) · (c/d) = ac/(bd), 

dabei mtissen die auftretenden Nenner natUrlich von Null verschieden sein. Hat die oben gestelltc 
Frage cine positive Antwort, so mtissen die Regeln (I), (2) und (3) in dem KOrper K geltcn. Man 
benutzt nun diese Regeln zur Kons1ruk1ion des KOrpers K, indem man zuniichst anstelle der noch 
nicht zur Verftigung stehenden Quotienten geordnele Paare (a, b) mit a, b =t= 0 aus / betrachtet. In 
der Menge dieser geordneten Paare wird durch (1): (a, b) = (a', b'), wenn ab'= a'b ist, eine A.qui• 
valenzrelation definiert, deren Klassen mit [ ] bezeichnet seien. Entsprechend wird durch (2) 
[a, b] + [c, d] = [ad+ be. b · d] und (3) [a, b] · [c, d) = [ac, bd] eine eindeutig bestimmte Addition 
und Multiplikation in der Menge K' von A.quivalenzklassen definiert. Man zeigt, daB K' bezUglich 
dieser VerknUpfungen einen KOrper bildet, in dem sich jedes Element [a, b] mit b =t= 0 in der Gestalt 
[a, b] = [a, e]/[b, e] darstellen 13.Bt. Ferner laBt sich beweisen, daB die Menge der speziellen Klassen 
[a, e] ihrerseits einen lntegritiitsbereich I' bilden, der vermOge der Abbildung [a, e]-+ a isomorph zu 

/ ist. Damit ist ein KOrper K' konstruiert, der zwar nicht /, aber einen zu / isomorphen lntegrit3ts• 
bereich /' enthalt, und indem man die Elemente aus /' durch ihre Bilder aus / ersetzt, erhiilt man einen 
KOrper K, der / enthalt und in dem jedes Element als Quotient a/b zweier Elemente a, b =t= 0 aus / 
geschrieben werden kann. Der KOrper K wird QuotientenkOrper des lntegritiitsbereichs I genannt. 
Er isl der kleinsle KOrper, der den lnlegritiitsbereich I enlhiilt. 1st/ der lntegritatsbereich der ganzen 
Zahlen, so stimmt das hier angegebene Verfahren mit der Konstruktion der rationalen Zahlen aus 
den ganzen Zahlen uberein (vgl. Kap. 1.3.). 

Der Quolimlenldkper des lnlearili-•icbs der pazeo Zalll• Z Isl der Kijrper Q der ralloaalen 
Zablen. 
Isl / der lnlepiti.__ der Pol,-e, oo wlnl Hin Quotlenleoldirper der Kijrper der ratlo
.,.Jea Fun1<1i-a ,_,.,1 und mil K(xl baeldmet. 

Algebraiscbe Gleichungen und KOrpererweiterungen. Unter einer algebraischen Gleichung n-ten Grades 
f(x) = 0 versteht man cine Gleichung, deren linke Seite ein Polynom n-ten Grades ist. I nsbesondere 
nennt man die Gleichung /(x) = 0 irreduzibel Uber K, wenn das Polynom /(x) Uber dem KOrper K 
irreduzibel ist. Die LOsungen einer algebraischcn Gleichung /(x) = 0 nennt man auch Wurzeln des 
Polynoms f(x) bzw. Wurze/n der Gleichung f(x) = 0. Im allgemeinen werden algebraische Gleichun
gen erst in einem ErweiterungskOrper IOsbar; z. B. hat das Bestreben, jeder quadratischen Gleichung 
cine LOsung zuschreiben zu kOnnen, zu einer wcsentlichen Erweiterung des Zahlenbereichs, zur Ein
fiihrung der komplcxen Zahlen, gefiihrt. Haufig kommt man schon mit kleineren Erweiterungs• 
kOrpern aus, z. B. liegen die Koeffizienten dcr Gleichungen x2 - 2 = 0 und x 2 + 4 = 0 im KOrperQ 
der rationalen Zahlen, die LOsungen der ersten sind im KOrperQ(V2) und die LOsungen der zweiten 
im KOrper der GauBschen Zahlen enthalten. 1st /(x) = 0 cine Uber K irreduzible Gleichung, so hal 
sic keine LOsung im KOrper K, cine Erweiterung des KOrpers X ist notwendig, um cine LOsung zu 
erhalten. 
1st a. cine Wurzel einer irreduziblen Gleichung f(x) = 0 mit Koeffizienten aus K, so nennt man ex ein 
beziiglich K algebraisches Element und K(cx) eine einfache a/gebraische Erweiterung von K. 1st n ein 
ErweiterungskOrper von K und ist jedes Element von fJ algebraisch beziiglich K, so heHlt fJ eine 
algebraische Erweilerung von K und algebraische Erweiterungen von P heiBen ZahlkOrper. Nicht• 
algebraische Erweiterungen werden transzendent genannt. 
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1st f(x) = 0 cine irreduzible Gleichung mit Koeffizienten aus einem ZahlkOrper K, so hat sie nach 
dem Fundamentalsatz der Algebra (vgl. Kap. 4.5.) cine LOsung a. im KOrper der komplexen Zahlen. 
Der durch Adjunktion von o:·zu K entstehende TeilkOrper K(ix) des KOrpers der komplexen Zahlen 
ist der kleinste ErweiterungskOrper von X, der die Wurzel (X der gegebenen G leichung enth3.lt. Fi.ir 
die allgcmeine Gleichung_ n•_ten Grades, deren Kocffizienten Unbestimmte im Sinne der Algebra 
sind, IaJlt sich diescr Weg grundsatzlich nicht einschlagen, denn es steht nicht von vornherein ein 
KOrper zu Verfllgung, in dem die Gleichung cine LOsung hat. Oa der Fundamentalsatz der Algebra 
ledig]ich die Existenz einer LOsung im KOrper der komplexen Zahlen sichert und keinen Hinweis 
darauf enthiilt, wie man cine solche LOsung gewinnen kann, ist es naheliegend, in alien Fiillen zu
niichst einen KOrper zu konstruieren, der eine LOsung der gegebenen GJeichung enthiilt. Dies ge
schieht durch die StammkOrperkonstruktion. 

Stammk:Orperkomtruktion. Es sci /(x) ein normiertes irreduzibles Polynom vom Graden mit Koef
fizienten aus einem KOrper K. Der RestklassenkOrper K[x)/(/(x)) enthiilt einen TeilkOrper K, der 
aus den durch a aus K bestimmten Restklassen ii besteht. In der Restklasse ii sind alle diejenigen 
Polynome zusammengefaBt, die bei der Division durch /(x) den Rest a ergeben. Die Zuordnung 
a- ii ist ein lsomorphismus von K auf K: K: K. Ersetzt man in Klx)/(/(x)) unter Beibeha/tung 
der VerknUpfungsbeziehungen die Elemente von K durch die Elemente von K, so erh3.lt man einen zu 
K[x]/(/(x)) isomorphen Korper K', in dem K als Teilkorper enthalten ist. 1st f(x)=x"+a._,x"-' 
+ • • • a0 und bezeichnet a = X die Restklasse derjenigen Polynome, die bei Division durch /(x) 
den Rest x !assen, so ist a ein Element aus K', und nach den fur die Restklassen erklarten Rechen
regeln gilt: a"+ a,,_10:11-1 + ··· + a1 a + a0 ist diejenige Restklasse, die das Polynom /(x) 
= x" + a,,

_1x"-1 + •·· + a 1 x + a0 enthiilt. Diese Restklasse besteht aber aus allen Polynomen, die 
bei der Division durch /(x) den Rest O !assen, und im Korper K' ist sie durch die Zahl O ersetzl wor
den. Es ist als a" + a,,

_ 1 a:11-1 + • • • + a1 a + a0 = 0, oder a ist cine LOsung der Gleichung /(x) = 0. 
Der KOrper K', den man als StammkOrper der irreduziblen Gleichung /(x) = 0 bezeichnet, ent
h3.lt ·cine LOsung a dieser Gleichung. 
Der StammkOrper K' = K(a) ist cine einfache algebraische Erweilerung des KOrpers K, und jedes 
Element aus K'liiOt sich in der Form b0 + b1a + •·· + b,,

_
1
0:11-1 schreiben, wenn die b0, b1, ••• , b,._1 

Elemente aus K sind. Der Grad des StammkOrpers K(a) Uber K ist gleich dem Grad des irreduziblen 
Polynoms /(x): [K(,x): K] = Grad (f(x)) = n. 

&ispiel 3: Als Stammk:Orper der Gleichung x2 + 1 = 0 Uber dem XOrper der rationalen ZahlenQ 
erhilt man cine einfache Erweiterung QU), in der jedes Element in der Form a + bj dargestellt 
werden kann, wenn a und b rationale Zahlen und j2 + 1 = 0 ist. Der betrachtete StammkOrper 
ist zum KOrper der Gau6schen ZahJen isomorph. 

Zerfillungsktirper. Es sci /(x) ein normiertes Polynom n-ten Grades mit Koeffizienten aus einem 
KOrper K. Unter dem ZerfilllungskOrper von /(x) versteht man den k/einsten ErweiterungskOrper Z 
von K mit der Eigenschaft: /(x) zerf3.llt Uber Z vollstandig in Linearfaktoren: 
f(x) = (x - a:1) (x - a:2) ••• (x - a,.), wenn a:1, ••• , a,, die Wurzeln von f(x) bezeichnen. Der 
ZerfiillungskOrper eines Polynoms oder einer algebraischen Gleichung ist der kleinste Erweiterungs
kOrper, der a/le LOsungen einer algebraischen Gleichung enthalt. Er ist bis auf Isomorphic eindeutig 
bestimmt. Man erhalt den Zerf31lungsk0rper durch wiederholte Aus/Uhrung dtr SrammkOrptr
konstruktion. Zun3.chst zerlegt man /(x) Uber dem KOrper K in irreduzible Polynome. Haben alle 
diese Polynome den Grad I, so ist K selbst der ZerfiillungskOrper. AndernfalJs bildet man den Stamm
kOrper K' zu einem irreduziblen Faktor vom Grade > 1 und zerlegt /(x) nun als Polynom Uber K' 
in irreduzible Polynome. Sind alle in der neuen Zerlegung auftretenden irreduziblen Polynome vom 
Grade 1, so ist K'der gesuchte Zerf:illungskOrper. AndernfaJls wahle man einen fiber K' irreduziblen 
Faktor vom Grade > I und bildet seinen StammkOrper K" Uber K'. Man zerlegt dann f(x) als 
Polynom Uber K" usw. 
Btispitl 4:Q sei dcr Korper der rationalcn Zahlcn. Das Polynom /(x) = x• - 2 hat die Wurzcln 
"'' = ·vi. "2 = e'vi. "• = /vi, wobei p = -'/, (! - j Vil und � = -½(I+ i 113) ist. Fur 
den Zenallungskorper gilt: Z = Q (vi,e vi,� vi) = Q (vi, e), da �=-I - e ist. 

Galolsscbe Theorie 
Galoissche Gruppe und Hauptsatz der Galolsscben Deorie. Die aus der Frage nach den LOsungen 
algebraischer Gleichungen entstandeae Theorie der endlichen XOrpererweiterungen fiihrt zu beson
ders schOnen Ergebnissen durch den von GAWts fW' die urspriingliche Fragestellung erkannten 
Zusammenhang mit der Gruppentheorie. Das fur die AuflOSung algebraischer Gleichungen wichtige 
Kernstiick der KOrpertheorie bezeichnet man demgemaO aJs Galoisscht Theorie. 1st N der Zerflillungs• 
kOrper einCS Uber P irreduziblen Polynoms, das lceine mehrfachen Wuruln hat, so hat N die wichtige 
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Eigenschaft, daB jeder relative Automorphismus eines beliebigen EtweiterungskOrpers L von P, der N enthalt, den KOrper N auf sich abbildet, also cinen Automorphismus von N hervorruft. Einen 
KOrper mit dieser Eigenschaft nennt man einen Normalkiirper. 1st K cine in L enthaltene Erweiterung 
von P und kein NormalkOrpcr, so wird K durch die relativen Automorphismcn von L Uber P auf zu 
K isomorphe TeilkOrper K', K", ... abgebildet, die zu K konjugierte Kiirper heiOen. Die relativen Automorphismen von L definieren relative Isomorphismen von K Ober P. Ein NormalkOrper ist 
dadurch ausgezeichnet, daB er mit a/fen seinen konjugierten KOrpern Ubereinstimmt. 
Es sci /(x) ein· irreduzibles Polynom vom Grade n Ober dem KOrper P. Der ErweiterungskOrper 
L von P enthalte alle LOsungen o: 1, ... , o:" der Gleichung f(x) = 0, die als verschieden voraus
gesetzt werden. 1st o:. cine dieser LOsungen, so hat die einfache Erweiterung P(o:) die konjugierten 
KOrper P(o:1), ••• , P(cx

,.
), von denen einer rnit P(a) Ubereinstirnrnt. Dien relativen lsomorphisrnen 

bilden die Wurzel o:. auf a1 , ••• , a" ab. Da bei einem relativen lsomorphisrnus des KOrpers P(a) die 
LOsung wieder auf cine LOsung der Gleichung /(x) = 0 abgebildet wird, kann es keine weiteren 
relativen lsornorphismen von P(a) geben. 
Die Anzahl der re/aliven lsomorphismen einer ein/achen Erweilerung P(o:) von P isl gkich dem 
Grad [P(0<): P]. 

Diese Aussage gilt allgerneiner. Eine endliche Erweiterung K = P(P1 , ••• , {J") liiOt sich stets durch 
Adjunktion eines einzigen Elements gewinnen: K = P((}), wenn die irreduziblen Gleichungen, 
deren Wurzeln {11 , ••• , {J,. adjungiert wurden, keine mehrfachen Wurzeln haben. 1st N = P({}) ein 
NormalkOrper Ober P, so ist die Anzahl der relativen Automorphismen g]eich dern KOrpergrad 
[N: P]. Die relativen Autornorphismen eines NormalkOrpers N bilden cine Gruppe der Ordnung [N: P] bezilglich der Nacheinanderausftihrung als Multiplikation; diese Gruppe heiBt die Galofssche 
Gruppe G des Norma/korpers N tiber P: [G: E] = [N: P]. 
1st K ein ZwischenkOrper zwischen N und P, so ist N auch NorrnalkOrper Uber K, und diejenigen relativen Autornorphismen der Galoisschen Gruppe G von N Uber P, die die Elernente von K fest 
)assen, bilden cine Untergruppe H von G. Es sind dies aber gerade die relativen Autornorphisrnen von 
N Uber K, und darnit ist G die Galoissche Gruppe von N fiber K. Auf obige Weise wird jedem NormalkOrper N Uber P cine Gruppe G und jedern ZwischcnkOrper K 
cine Untergruppe H von G zugeordnet. Diese Zuordnung laBt sich umkehren. 1st H cine Untergruppe 
von G, so bilden diejenigen Elemente aus N, die bei alien relativen Automorphisrnen aus H fest bleiben, einen ZwischenkOrper K. Die Untersuchung der ZwischenkOrper zwischen P und einem 
NorrnalkOrper N Ober P wird auf die Untersuchung der Untergruppen der Galoisschen Gruppe 
zurfickgefilhrt. Die Methoden der Gruppentheorie werden fur die KOrpertheorie nutzbar gernacht. Durch die Kenntnis aller Untergruppen der Galoisschen Gruppe N Uber P ist man in die Lage ver
setzt, die von P zu N fi.ihrenden Erweiterungen, die ZwischenkOrper, in ihren Beziehungen zuein
ander vOllig zu Uberblicken. Bezeichnet P einen KOrper, der den KOrpe_r der rationalen Zahlen ent
halt, so gilt der Hauptsatz der Galoisschen Theorie. 
Hauptsatz der Galolsscben Tbeorle. Es sei N eine eadlidle _,e Erweiterung •on P aad G lhre 
Gaiolsscbe Grappe. (I) Zwlscben den P enthaltenden Teilkirpem K •on N und den Unteraru,pen H •on G batebt elne 
amkebrbar elndeutiae Zaordnung. 
(II) Slncl K aad H eiaander D11eonlnel, so bestebt Haus alien relatinn Automorpblsmea aus G, die K ei-entweise fest iuoen; umgekebrt bestebt K a111 alien El-mien •on N, die gegenilber den 
reiati¥en Automorpblsmeu aus H fest bleiben. (III) Der Zwiscbenkorper K isl dann und nur dann Nonnalkorper iiber P, wean die D11eonlnele 
Unterpuwe H eln Normalteiler In G 1st. In di....., Fall 1st die Galoissche Gruppe •on K iiber P 
Isomorph zur Faktorgruppe G/H. 
(IV) Es besteben die Relatlooen 

[H:E] = [N:K] [N:KJ-r-f - JH:E] K_H [G:HJ=[K:PJ JK:PJ-),-�-JG:H] 

Beispiel I: Man betrachtet als endliche normale Erweiterung den ZerfallungskOrper 
Z = P(V'i, :vz, �vi) = P(v'z, e) des Polynoms x' - 2 = O (vgl. Korper und I ntegritiitsbereiche, 
Beispiel 4). Zunachst bestimmt man, um die Galoissche Gruppe von Z fiber P zu crhalten, die 
relativen lsomorphismen von Avi). Dabei gilt:

3
V2-V2. j,-i:- Q vi. ·V2- �vi.Fur die relativen 

Automorphismen von P(y'2, (!) erhalt man die folgende Ta belle. Diese 6
. 

relativen Automor
phismen Oilden die Galoissche Gruppe G von Z Uber P t:ezfiglich der als Multiplikation geschrie-
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benen Nacheinanderausfuhrung. BerUcksichtigt man, da0e2 = � und eD = I ist, so Oberzeugt man sich leicht von der Richtigkeit der Beziehungen, wenn man von den Elementen £, A und B ausgeht. Ferner ergibt sich A3 = £, 82 = £ und BA= A2B. Die Untergruppen {£, A,A2), {£, B), {£, AB) und {£, A28) derGruppe G entsprechen umkehrbar eindeutig den ZwischenkOrpern 
P(e), P(V2), P(e v2l und P((i i12l.
P(V2, el, P(e), P(vzl. P(e vz). P((i v2), P l t l t l t {£} {£, A, A2) {£, 8) {£, AB) {£, A28) G

{;12- V2; e-el- £ 
(v2-e 'v2; e-el- A 
(v2- e V2; e-el- A' 
(v2 - i 2; e - el- a 
G12-/v2; e-e)-A'B 

(112-/vz;e-e)-Ao 
Galoissche Gruppc einer Gleichung. 1st /(x) = x" + a11_1x11-1 + ··· + a 1:r + a0 = 0 cine Gleichung mit Koeffizienten aus P, so bestehen unter den n verschiedenen LOsungen cx1 ,tx2 , ... ,0:11 von /(x) rationale Relationen H(o:. 1 , o:2 , ••• , c,;.11) = 0, z. B. der Wurzelsatz von Vieta (vgl. Kap. 4.5.): 

!X 1 
.J- <X2 + ... + l\,. + Dn-1 = 0 l\1():2 � 1X1():J + ··· + -X,._,l\'.n - Dn-2 = 0 

<X 1<X2 --0:n 
-(-l)"ao=O. 

Diese Gleichungen sind unabhiingig von der Reihenfolge, in der die LOsungen numeriert werden, d. h. mit anderen Worten: Diese Relationen werden bei Anwendung aller mOglichen Permutationen auf die n LOsungen nicht zerstdrt. OarUber hinaus kann der Fall eintreten, daB auOer den genannten Gleichungen weilere, mehr zufallige Relationen bes1ehen, die die Eigenschaft haben, da8 sie <lurch gewisse Permutationen der LOsungen zerstOrt werden, durch gewisse andere abernicht. Betrachtet man die Menge aller Permu1ationen, die alle zwischen den LOsungen bestehenden rationalen Relationen nicht zerstOren, so gilt: 
Die Menge derjenigen Permutationen, bei deren Anwendung a/le Relationen H(o: 1 , o:2 , ••• , 0:11) = 0 
mit Koeffizienten aus P richtig bleiben, bi/den eine Untergruppe der symmetrischen Gruppe S

11
• Sie 

wird die Ga/oissche Gruppe der Gleichung f(x) = 0 genannt. 

Beispiel 2: Gesucht ist die Galoissche Gruppe G der Gleichung /(x) = (x2 - 2) (x 2-3) = 0. 
Die Wurzeln dieser Gleichung sind "'• = +V2,<><2 = -V2,<><, = +VJ und "'• = -1/3. Man sucht diejenigen Pennutationen von vier Elementen, bei denen alle rationalen Relationen unter den Wurzeln erhalten bleiben. Es genilgt, die Relationen H1(o:1 ,o:1 ,o:.3 ,o:.4)=cx 1o:2 -2=0 und Hi(a1 ,o:2 ,o:3 ,o:4) = o:3o:4 - 3 = 0 zu betrachten, aus denen sich ablesen 13.Bt, dall die Per• mutationen 

, = (: � � !), P, = G n !), P, = (: � !;) und P, = (1 n i)
gerade die Elemente von G sind, denn jede Permutation, bei der cx.1 oder o: 2 in o:3 oder o.4 oder umgekehrt Ubergefilhrt wird, wilrde die Relationen H1 und H2 zerstOren. 

1st /(x) = 0 die allgemeine G/eichung n-ten Grades, d. h., f(x) = 0 ist eine Gleichung mit unbestimm
ten Koeffizienten, filr die nach Belieben Elemente irgendeines KOrpers eingesetzt werden di.irfen, so bestehen auBer den obengenannten rationalen Relationen, den elementarsymmetrischen Funktionen in den o: 1 , a2 , ... , O:n, keine weiteren. 
Die Galoissc/re Gruppe der al/gemeinen G/eichung n-ten Grades ist die symmetrische Gruppe S11• 

Gruppe einer Gleichung und Galoissche Gruppe des Zerfiillungsktirpers. Um einen Zusammenhang zwischen der Galoisschen Gruppe einer Gleichung /(x) = 0 und der Galoisschen Gruppe einer KOrpererweiterung herzustellen, betrachtet man den ZerfiillungskOrper Z des Polynoms /(x) Uber P. Werden die als verschieden vorausgesetzten Wurzeln des Polynoms/(x) mit cx 1 , a1 , ... , cxn bezeichnet und ist A ein relativer Automorphismus von Z Uber P, so geht jede rationale Relation H(o: 1 , ... , 0:11)= 0 mit Koeffizienten aus P bei Anwendung von A Uber in H(Aa 1 , ••• , Acxn) = 0. Oa ferner jedcr relative Automorphismus von Z cine Wurzel des Polynoms /(x) in cine Wurzel des gleichen Polynoms Uberftihrt, ist etwa Aa1 = o:," Ao:2 = o:1,, ••• , Ao:n = o: 1". Jeder relative Automorphismus A, 
d. h. jedcs Element der Galoisschen Gruppe von Z Uber P, definiert cine Permutation 
p = ( 1 2 .. · n) der Wun:eln der Gleichung /(x) = 0. Dabei geht jede Relation H(<>< 1 , ... , <><.) = 0 

,, '2 ... ,,. Uber in H(o: 11 , ... , o. 1) = 0, und die Permutation p gehOrt der Galoisschen Gruppe der Gleichung 
an. Von der so erkliirten Abbildung A --+ p 13.Bt sich zeigen, da8 sie ein lsomorphismus der Galoisschen Grupj:le von Z Uber P auf die Galoissche Gruppe der Gleichung f(x) = 0 ist. 
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Beispiel 3: Die Galoissche Gruppe der Gleichung /(x) = (x2 - 2) (x2 - 3) besteht aus den Elcmcnten (vgl. Galoissche Gruppe einer Gleichung): 

•=(: n:). p, = Gn !), p, =(: n;) "nd p, = Gn1)-
Die Gruppe der entsprechenden KOrpererweiterung P(V2, VJ), wobei P der KOrper Q der rationa• len Zahlen ist, bestcht aus den Elcmenten e', p; , p; und p). 
::�.::.i�" i����n:•::r:�"1�o����s��; �,-, ---(V�2----V�2-, -V=3 ----V»-zwischen der Gruppe der Gleichung und p; - (V2- -V2, VJ- VJ) 
1.°:u�:.uppe der entstehenden Korpererwei- p; _ (V2- V2, VJ- -VJ) 

p; -(V2- -V2, VJ- -VJ) 
AuflOSung von Gleichungen durch Radikale. Neben der Frage nach der Existenz von Wurzeln einer Gleichung /(x) = 0, die durch die Konstruktion des ZerfallungskOrpers als beantwortet zu betrachten ist, spielt die Froge nach der Berechnung bzw. nach der Angabe eines Verfahrens, welches zur Bestimmung der Wurzeln fuhrt, cine entscheidende Rolle. FUr Gleichungen zweiten Grades ist cine LOsungsformel seit langem bekannt. Die Cardanischen Formeln gestatten die AuflOsung der Gleichungen dritten Grades durch Ausziehen von Q.uadratwurzeln und kubischen Wurzeln. Von fERRARJ, einem Schuler von CARDANO, konnte cine entsprechende Formel fur Gleichungen 4. Grades angegeben werden (vgl. Kap. 4.4.). Das vergebliche Bestreben, die allgemeine Gleichung hOheren a/s 
vierten Grades mit Hilfe von Radikalen aufzu!Osen (vg]. Kap. 4.5.), wurde dadurch genii.hrt, daO sich sehr wohl spezielle Gleichungen finden !assen, deren LOsungen durch Radikale beschriebef) werden kOnnen. Derartige Gleichungen werden auf/Osbar, oder genauer durch Radika/e auf/Osbar genannt. Unter einem Radikal versteht man eine LOsung der sogenannten reinen Gleichung x" - a 

= 0. Man schreibt darn/it;;. Ein Radika/ausdruck iiber einem KOrper P wird wie folgt definiert: Es gibt ein Element g1 E P, endliche viele Polynome gi(x1 ), g3'x1 , x2), ••• , g,n(x 1 , ••• , xm_1), g(x 1 , ••• , x'") und positive ganze 
Zahlen "•' ... , "•· so daB p = g(p, .... ,P.> ist, mit P, ="vi.'. P, ="'vg,(p,),  P, ="Vg,<p, ,P,) ,  ... , 
P. ="Vg.rp, ... .  ,p._,}. 
Beispie/ 4: Aus g 1 = 2, g2(x 1) = 6.xt + 5x1 + 3, g(x,, x2) = (I + 3x1) x2 + 1x1 + 2, n1 = 2 und n2 = 4 erh3h man einen Radikalausdruck P Uber dem KOrper der rationalen Zahlen: 
P = g(/J1 , P,) = (t + 3(V2)3)V6(V2)3 

+ 5 V2 + 3 + 7 V2 + 2, in dem 
P, = Jl2 und P, = f3 + 5 Vi+ 6(V3)' ist. 

Eine Gleichung f(x) = 0 heiBt Uber P durch Radikale auf/Osbar, wenn ihre LOsungen IX 1 , ••• , "m 

Radikalausdriicke Uber P sind. In der Sprache der KOrpertheorie entspricht einem Radikalausdruck Uber Pein KOrperturm: 

P = K0 s;; K0(P,) = K, s;; K1(/J2) = K, s;; K,(P,) = K, s;; ··· s;; K •. ,(/J.) = K. = K, in dem P ein Element von K ist. Dabei ist jede Erweiterung K1(/J1+1) Ober K 1 durch AuflOsung einer reinen Gleichung xn ; - g1(P1 , ••• , {31_1) = 0 entstanden. Man nennt den KOrper Kin diesem Fall auflOsbar. Dementsprechend gilt in der Sprache der KOrpertheorie: 
Die Gleichung f(x) = 0 isl dann und nur dann durch Rad/kale auf/Osbar, wenn ein auf/Osbarer KOrper 
K existiert, der den Zer/0/lungskOrper Z des Polynoms f(x) entluilt. 

Diese Aussage laf3t sich verschii.rfen, indem man nachweist, daf3 der ZerfiillungskOrper Z des Polynoms f(x) selbst auflOsbar sein muB: 
Die Glek:bunll/(.r) = 0 Isl - uad nur - durcb Radlkale llllfl_,, •- der Zerllillungskorper 
Z des Polynoms/(.r} durch •- Korperturm I'= K0 !;;; K0(/I,) = K, !;;; •·· s;; K._,(fl.) = Z 11..,_ wenlen kann, la dem jede Erweltenmg K,(/1,+1) ,oa K1 durcb Adjuaktloa einee Ulounilelaer reineo Glelchung .r"• - b, = 0 gewonnea wlrd. 

Nach dem Hauptsatz der Galoisschen Theorie entspricht diesem KOrperturm eine Kompositionsreihe von Untergruppen der Galoisschen Gruppe G der KOrpererweiterung Z Uber P: 
G = Hm ;;2 Hm-1 ;2 ··· ;2 Hi ;;;;;;2 Ho = £, 

in der die Kompositionsfaktoren Hi/H1_1 zyklische Gruppen sind. Beachtet mant daB die Galoissche Gruppe G von Z Uber K zur Galoisschen Gruppe der Gleichung isomorph ist, so ergibt sich als drittes Kriterium: 
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Die Gleldlaeaf(x) = 0 1st daaa und aar - •-r, wem die Galolsacb• Gruppe der Gl•lcbuaa 
aafl-lsl. 

Da die symmetrischen Gruppen vom 2., 3. und 4. Grad auflOsbar sind, ergibt sich die MOg]ichkeit, 
AuflOsungsformeln fur die allgerneine Gleichung 2., 3. und 4. Grades anzugeben. Hingegen sind die 
symmetrischen Gruppen 5. und hOheren Grades nicht auflOsbar. Folglich kann es keine AuflOsungs
formeln fur die allgerneinc Gleichung 5. und hOheren Grades geben. Zu diesem Ergebnis ist gleich
zeitig und von GALOIS unabh3.ngig ABEL gekommen, ohne allerdings wie GALOIS ein Kriterium an
geben zu kOnnen, wann die LOsung einer speziellen Gleichung hOheren Grades durch Radikalaus
dn1cke angegeben werden kann. 
Gleichungen dritten Grades. Die reduzierte Form der allgemeinen Gleichung 3. Grades lautet (vgl. 
Kap. 4.4. - Die kubische Gleichung) x3 + px + q = 0, wenn p, q Elemente aus einem KOrper P 
sind. Die Galoissche Gruppe der Gleichung ist die S3 • Zu der Kompositionsreihe S3 :::, ..C3 ::::> £ der 
Galoisschen Gruppe gchOrt nach dem Hauptsatz dcr Galoisschen Theorie ein KOrperturm 
PC KC N. Ferner gelten die Beziehungen [S,: A,J = [K: P] = 2 und [A3 : E] = [N: K] = 3. 
Der Einfachheit wegen sei vorausgesetzt, daB P ct·ie dritten Einheitswurzeln enthalten mOge. Um 
also von P zu K aufzusteigen, braucht man nur cine Quadratwurzel VD zu P zu adjungieren, wobei 
VD eine GrOBe sein muB, die bei alien Permutationen der ..f3 ungcii.ndert bleibt. Aus dieser Bedingung 
berechnet sich VD zu: VD= ll-4p3 - 27q2 • Bezeichnet man die LOsungen der ursprUnglichen 
Gleichung mit cxl , cx2 , cx3 und bildet die Lagrangesche Resolvente r = cx1 + ecx2 + ecx3 , in der fl, 
e die dritten Einheitswurzeln bezeichnen, so 13.Bt sich zeigen, daB r3 = -½ 27q + 3/2 J/-3 D = s 
ist, also �em KOrper K (VD) angehOrt. Man erhalt den Erweiterungsk6rper N jetzt durch Adjunktion 
von r = V-½ · 27q + 3/2 V-3D, d. h. durch Adjunktion einer dritten Wurzel der reinen Glei• 
chung r3 - s = 0. Die Wurzeln cx1 , ex 2, cx3 werden aus den Gleichungen cx 1 + i:x2 + 1X3 = 0, 
cx1 + fl0'2 + ecx3 = r und cx1 + Qcx2 + ei:x3 = -3p/r berechnet. 
Konstruktionen mit Zirkel und Lineal. Bei der Konstruktion mit Zirkel und Lineal handelt es sich um 
die Aufgabe, aus geg�benen Punkten einer festen Ebene in endlich vie/en Schritten neue Punkte zu 
konstruieren. Die einzelnen Konstruktionsschritte unterliegen dabei folgenden Vorschriften: 
(I) Das Lineal darf nur verwendet werden, um die Verbindungsgerade zweier gegebener oder schon 
konstruierter Punk.le zu zeichnen. 
(2) Der Zirkel darf nur benutzt werden, um einen Kreis um einen bekannten Mittelpunkt zu zeichnen, 
dessen Radius gleich dem Abstand zweier bekannter Punkte ist. 
(3) Neue Punkte entstehen als Schnitte zweier Geraden bzw. einer Geraden mit einem Kreis bzw. 
zweier Kreise, die jeweils in der eben beschriebenen Weise konstruiert worden sind. 
Um eine Obersicht Uber die mit Zirkel und Lineal konstruierbaren Punkte zu erhalten, Ubersetzt 
man die geometrische Fragestellung in cine algebraische Formulierung. Zu diesem Zweck benutzt 
man zur Beschreibung der gegebenen Punkte P1 , P2, ••• , P,. ein rechtwinkliges kartesisches Koordi• 
natensystem. Bezeichnet K den kleinsten KOrper, der die Koordinaten aller gegebenen Punkte ent· 
halt, so 13Bt sich einerseits zeigen, daB die Koordinaten der Schnittpunkte aus den einzelnen oben 
angegebenen Konstruktionsschritten, die sich mit Hilfe der analytischen Geometric berechnen 
lassen, im KOrper K selbst oder in einer Erweiterung des KOrpers K liegen, die durch Adjunktion von 
Quadratwurzeln entsteht. Andererseits kann gczeigt werden, daB sich rationale Rechenoperationen 
und das Quadratwurzelziehen fur Elemente aus K und durch Adjunktion von Quadratwurzeln ent• 
standene Erweiterungen geometrisch mit Zirkcl und Lineal nachvollziehen !assen. Allgemein erhalt 
man folgcndes wichtige Kriterium: 
Ela Pakl lat - - - - mt Zlrkel 111111 �I 1,--,, ,._ ae1ae K....-t .. la 
..,._ -- -1• �- IC •llalllm llad, ..._,, Grad llber IC..,. Polmz 
-2� 

Da sich in vielcn Fiillcn die Konstruktion mit Zirkel und Lineal auf eine algcbraische Gleichung 
f(x) = 0 fur die zu bestimmcnde Gi-OBc x zuriickfiihren liiBt, besagt das angegebcnc Kritcrium, daB 
die GrOBe x mit Zirkel und Lineal konstruierbar ist, falls die Gl�ichung f(x) = 0 durch quadratische 
Radikale Uber K auflOsbar ist und umgekehrt. 
Die Probleme der klassischen griechischen Mathematik, allein mit Zirkel und Lineal einen Kreis 
in ein fliichengleiches Quadrat zu verwandeln, die Quadratur des Kreises, einen beliebigen Winkel 
in drei gleiche Teile zu zerlegen, die Winkeldreitei/ung, sowie die Kantenliinge eines Wilrfels anzuge• 
hen, der den doppelten Rauminhalt eines gegebenen Wiirfels hat, die Kubusverdopplung, erweisen 
sich als unlOsbar. Die algebraische Formulierung der Kubusverdopplung lautet: x3 - 2 = 0, wobei 
x die gesuchtc Kante ist. Diese Gleichung ist Uber dem KOrper Q der rationalen Zahlen irreduzibel. 
Jede ihrer Wurzeln erzeugt einen ErweiterungskOrper vom Grade 3. Ein solcher KOrper kann nie-
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mals in einem KOrper enthaltcn sein, dessen Grad eine Potenz von 2 ist. Die Dreiteilung eines Win
kels °' bedeutet, cine Strccke der Lange cos (OL/3) zu konstruieren, wenn cos°' gegeben ist. Es ergibt 
sich die Gleichung 4[cos (tX/3)]3 - 3 cos (o,./3) - cos i:x = 0. Nun ist die Frage zu beantworten, ob 
die Wurzcln der Gleichung 4x3 - 3x - cos a: = 0 in einem ErweiterungskOrper Q (cos«) vom 
Grad 2"' enthalten sind, wenn m cine natUrliche Zahl ist. Es 13.0t sich zeigen, dall die betrachtete 
Gleichung im alJgemeinen irreduzibel ist. Ebenso wie oben ergibt sich dann, da8 es kein all
gemeines Konstruktionsverfahren mit Zirkel und Lineal fur die Dreiteilung jedes Winkels geben 
kann. 
Die Quadratur des Kreises bedeutet, cine Strecke der Langen zu konstruieren. Da die Zahl n: trans
zendent ist, d. h. iiberhaupt keiner algebraischen Erweiterung des KOrpers der rationalen Zahlen 
angehOrt, ist das Problem un!Osbar. 
Konstruk1ion eines regultiren n-Ecks. Die n-tcn Einheitswurzeln zerlegen den Einheitskreis in n gleiche 
Tcile. Ein so dem Einheitskreis einbeschriebenes regul3.res n-Eck 13.0t sich genau dann mit Zirkel 
und Lineal konstruieren,, wenn die Zahl n cine Darstellung der Form n = 2�p1 • p2 •·· Pt hat, wobei 
ll eine nichtnegative ganze Zahl ist und p1, p2, ••• , P1i verschiedene Fermotsche Primzohlen, d. h. 
Primz.ahlen der Formp = 2'" + I sind. Also sind alle regularen n-Ecke mitn = 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 
15, 16, 17, 20, 24, ... , 257, ... mit Zirkel und Lineal konstruierbar (vgl. Kap. 7.6. - RegelmADige 

.konvexe n-Ecke). 

Anwendungeo 

Die KOrpertheorie hat vielerlei Anwendungen in anderen Gebieten der Mathematik gefunden. Die 
Methoden der KOrpertheorie werden au8er in der Goloisschen Theorie auch in der olgebraischen 
Zahlentheorie benutzt.(vgl. Kap. 31.2. - Algebraische Zahlen). Verschiedene in der Funktionentheorie 
(vgl. Kap. 23.) betrachtete Funktionenklassen, z. B. die rationalen oder die elliptischen Funktionen, 
bilden einen KOrper; auf sic !assen sich deshalb Ergebnissc der aUgemeinen KOrpertheorie anwenden; 
umgekehrt werden h3ufig Ergebnisse der Funktionentheorie, z. B. beim Beweis des Fundamental
satzes der Algebra, zur genaueren Untersuchung des KOrpers der komplexen Zahlen verwendet. 
Ober algebraische Mannigfaltigkeiten wird im Kapitel 32. berichtet. 

16. 3. Verbinde 

Unter dem Gesichtspunkt der Verallgemeinerung von Beziehungen, wie sic zwischen Teilmengen, 
aber auch zwischen TeiJstrukturen gewisser Strukturen, wie Gruppen, KOrpern, topologischen Rau
men u. a., aurtreten, ist der Begriff des Verbandes hervorgegangen. Die eigentliche Entfaltung der 
Verbandsthcorie hat ungcfiihr 1930 begonnen und wurde in weitem Ma8e durch die Arbeiten von 
Garrett BrRKHOFF beeinftuBt und gefordert. 

Elne Menge I' mit zwei Verlmilpfungen, die als Durdisdmltl (�) und Verelnigung (v) bezeicbnet 
werden, bei8t ein Verband, wean zwiscben beliebigen Elementeo o, b, . .. aus V folgeode Eigen
scbaften bestehen: 
(1) die Kommutativitit o ,-, b = b ,-, a; o vb= b v o, 
(2) die Assozlatl-ritit (4 � b) � c = 4 � (b � c); (4 vb) v c = 4 v (b v c), 
(3) die Venchm.elzungsregeln o,.., (av b) = a; av (a,.., 6) = a. 

Beispiel I: Smd U1 und U, bcheb1ge Untc,aruppcn emer Gruppc G, so ,st sowobl U1 � U2 als 
auch U1 "'u, = {U1 v U2} wiederum cine Untc,gruppc der Gruppc G. Bezilglich dicser bciden 
VerknOpfungen bildet die Menge aller Unte,gruppcn eincn Verband, den UntergruppellV<!rband 
VOD G. 

Beispiel 2: Die positivcn ganzcn Zahlen bilden einen Verband beziiglich des aroOten gemeinsamen 
Teilers (Dun:hsc.bnitt) und des kieinstcn gemcinsamen Vielfachen (Vereinigung). 
Beispie/ 3: Gewisse Klassen von Aussagen bildeo eincn Verband bcziiglich der Partikei »und• 
(Vereiniguna) und -.oder• (Durcbschnitt). 
&i.spiel 4: Die Teilmengen einer festen Menge bilden eineo Verband bczilg)ich des mengenthcoreti
schen Durchschnitts und der mcngentheoretischen Vereinipmg. 
Beisple/ J: Die Zwischenk�rper zwischen zwei festcn K<lrpcrn bilden cinen Verband bezuglich des 
Durchschnitts und dcr Vereiniguog, wenn unter Vereinigung zweier Zwischenk:Orper der kleinste 
Zwiscbenk<lrpcr zu vcrstehen ist, der bcide eothllt. 

Eine eineindeutige Abbi/dung 'P eines Verbands Vi auf einen Ver band V2 wird Jsqmorphismus genannt, 
wcnn fur zwei beliebige Elemente a, b aus V1 gilt: 

<p(a � b) = rp(a) � rp(b) und rp(a vb)= rp(a) v rp(b). 
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Vertauscht man in einem Verband V2 die bciden Operationen r. und �, so erhlilt man einen Verband 
D(V2), den zu V2 dua/en Verband. Einc eineindeutige Abbildung <p eines Verbands V1 auf den Ver
band V2 heiBt ein dualer Jsomorphismus, wenn <p ein Jsomorphismus von V1 auf D(V2) ist. 
Die Begriffe der Verbandslheorie ermOglichen die folgende Formulierung des Hauptsatzes der Galois
schen Theorie: 

Haupbatz der GalolacbH lbeorie: Die Zuordllang, die jedem Zwtscbealdirper die Ihm eatsprecbeode 
Galolsscbe Grappe monlnet, 1st ela dualor Isomorpbtsmus zwtscbea d•m ·verbaod der Zwlscbeo
kiirper uod dem Verbud der Uni....,,._ der Galolac:ben Grappe. 

Teilweise geordnete Mepgen. Eine Menge H n1it den Elementen a, b, c, ... , in der cine Relation a� b 
definiert ist, hei13t in bezug auf diese Relation cine teilweise geordnete Menge, wenn die Relation � 
reflexiv, transitiv und antisymmetrisch ist; dabei bedeutet antisymmetrisch. daO aus a £;; b und b £;; a 
stets a = b folgt. 
Es sci darauf hingewiesen, daB die Relation nicht filr je zwei Elemente aus H erklart zu sein braucht. 

Beispiel 6: Die Menge der naturlichen Zahlen 11 2, 3, ... bezUglich der Relation »a teilt b<<. 

Beispiel 7: Die Gesamtheit aller Teilmengen einer festen Menge bezUglich det mengentheoretischen 
Inklusion £;;. 

Beispiel 8: Die Menge allcr stetigen Funktionen auf dem Jntervall [O, J ]; dabei bcdeutet / i;;;;; g, 
daO f(x) = g(x) filr alle x aus diesem lntervall isl. 

Es ist Uhlich, die Relation � als Enthaltenseinsbeziehung zu interprctieren und endliche teilweise 
geordnete Mengen durch Diagramme darzustellcn. In einer solchen Darstellung wird jedem Element 
a ein Kreis KA in der Zeichenebene zugeordnet, und zwar so, daB im Falle a C b der a entspre
chende Kreis liefer als der b entsprechende Kreis liegt; auf seitliche Verschiebungen soil es dabei 
nicht ankommen. Ferner werden nur diejenigen Kreise durch Strecken verbunden, die in der Be
ziehung a C b stehen. 

B,ispiel 9: H besteht aus den Teihnengen der Menge M = {a, b, c): Mo= M, M, = {a, b), 
M2 = {a, c), M, = {b, c), M4 = {a}, M, = {b}, M6 = {c), M1 = 0, und laOt sich durch ein 
Diagramm darstellen (Abb. 16.3-1). 

Beispiel JO: Die aus 1, 2 und 3 Elementen bestehenden teilweisc geordneten Mcngen kOnnen neben
stehende Diagramme haben (Abb. 16.3-2). 

16.3-1 Diagramm der Menge H (vgl. Beispicl 9) 

16.3-2 MOgliche Diagrammc teilwcisc gcordncter 
Mengen a aus I, b aus 2 und c aus 3 Elcmentcn 

a o; 0 0 I 

C O O O I 

A, 
Einem beliebigen Verband V entspricht eindeutig eine teilweise geordnete Menge M( V), die die gleiche 
Elementmenge wie V hat. Dazu definiert man: a � b, wenn a,.,, b = a ist. FUr spezielle teilweise 
geordnete Mengen ist diese Aussage umkehrbar. 

Anwendungen. Der Bereich der Anwendungen der Verbandstheorie isl infolge ihrer Allgemeinheit 
auBcrordentlich weit. Als wichtige Beispiele seien die mathematische Logik, die Grundlagenfor
schung, die Algebra, die Topologie und die Intcgrationstheorie genannt. Erst unter Verwendung 
der Begriffe der Verbandstheorie konnte ein filr die moderne Mathematik hinreichend allgemeiner 
Integrationsbegriff entwickelt werden. 

16. 4. Ringe und Algebren 

Ringe. Eine nichtleere Menge R nennt man einen Ring, wenn in ihr zwei VerknU.pfungen, Addition 
und Multiplikation, erkl3rt sind. Dabei bilde R bezU.glich der Addition eine abelsche Gruppe - die 
additive Gruppe des Ringes R -, ferner sci die Multiplikation mit der Addition durch die beiden 
Distributivgesetze a/.b + c) = ab + ac und (a+ b) c = ac + be verbunden. Ist die Multiplikation 
assoziativ, so spricht man von einem assoziativen Ring und von seiner multip/ikativen Halbgruppe. 
Genilgt die Multiplikation dem Kommutativgesetz, so wird der Ring kommutativ gcnannt. Jeder 
Integrit3tsbereich und jeder K6rper ist ein assoziativer kommutativer Ring (vgl. Kap. 31. I. - Ring 
und K6rper). 
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Beispiele. 1: Der nichtassoziative Ring der Vektoren des dreidimensionalcn euklidischen Raums 
mit der Vektoraddition und der vektoriellcn Multiplikation als Verknii:pfungen. 
2: Der assoziative nichtkommutative Ring der n-reihigen quadratischen Matrizen mit den Verkniip
fungen dcr Matrizenaddition und der Matrizenmultiplikation (vgl. Kap. J 7.S.). 

Die Untersuchung der Ringe, die bis heute ein besonderes lnteresse fur die algebraische Forschung 
hat, war ma8gebend fur die Entwicklung der abstrakten Algebra im 20. Jahrhundert. Die heute 
in der Algebra allgemein iibliche Untersuchung algebraischer Strukturen wurdc von Emmy NoETHER 

(1882-1935) vorgeschlagen und von ihr und ihren Schulern fur cine Reihe von wichtigen Beispielen 
durchgefuhrt. Damit bekam die Algebra vO!lig neue Impulse, die zu neuen Anwendungen der Algebra 
gefiihrt haben. 
Algebren. Der Begriff Algebra ist aus Untersuchungen solcher Ringe hervorgegangen, die sich auBer
dem als Vektorraume auffassen !assen. 
Eine Algebra ist ein assoziativer Ring A, dessen additive Gruppe A+ einen Vektorraum iiber eincm 
KOrper K bildet und dessen Multiplikation mit der Multiplikation mit .,Skalaren·· <X- aus K durch die 
Gleichung (a:u) v = u(a:v) fur u, v e A verkniipft ist. 
Die Dimensior, der Algebra A als Vektorraum bezeichnet man auch als den Rang der Algebra. 
Beispiele. 3: Die stetigen oder die differenzierbaren reellwertigen oder komplexwertigen Funktionen 
auf eincm Interval! bilden cine Algebra. 
4: Die reellen oder komplexen n-reihigen quadratischcn Matrizcn bilden cine Algebra vom Rang 
•'· 

Strukturkonstanten. Da sich jedes Element einer Algebra n-ten Ranges als Linearkombination von 
Basiselementen u1 , ••• , u,. darstellen l38t, ergibt sich fiir das Produkt zweier Elcmente u = f a:1u1 " 1-1 und u - .E {J1u1 der Ausdruck u · u - .E .E aI/J/µIu1) - .E aI{J1(u1u1). Daraus folgt, daO die Pro-1-1 I J I.J dukte u · v berechenbar sind, wenn die Produkte u1u

J der Basiselemente bekannt sind. Die Produkte 
u1u

J 
mils5;n wie jedes Element der Algebra Linearkornbinationen von u1 , •.• , u,. sein: 

u1uJ = k.fa ,,,Jut. 
Die n3 Konstanten yf1 heiOen Srrukturkonstanten der Algebra. Durch sic wird die Multiplikation 
mit Hilfe der Gleichungen fur u · v und u1u1 vollstandig bestimmt. 
Beispie/ 5: Die Algebra Q vom Rang 4 mit den Basiselementen I, i, j, k und den Produkten 11 = 1, 
i2 = j2 = k1 = -1; ij = k, jk = i, ki = j und ji = -k, kj = -i, ik = -j hci8t Quaternionen• 
algebra. Sie enthalt als Teilkorper die komplexen Zahlen a + bi. 

Anwendungen. Neben den fur die KOrpertheorie genannten Anwendungen, bei denen auch die Ring• 
theorie cine entscheidendc Rolle spielt, haben sich in der letzten Zeit weitere Anwendungen in dcr 
Funktionalanalysis ergeben. Durch Einfiihrung einer Verallgerneinerung des absoluten Betrags 
(vgl. Kap. 39.1. - Der normierte Raum) kommt man zurn Begriff der normierten und der Hilbert
schen Algebra. Die Theorie der normierten Algebren ist ein wichtiges Hilfsmittel der Analysis und 
der topologischen Algebra. 

16.5, Darstellungstheorie 

In engem Zusammenhang mit der Theorie der Algebren steht die Darstel/ungstheorie. Es handclt 
sich dabei um die Aufgabe, cine Gruppe, einen Ring oder cine Algebra homomorph, d. h. in gewissem 
Sinne 1:ihnlich, in eine Gruppe oder einen Ring von Matrizen oder linearen Operatoren eines Yektor• 
raums abzubilden. Dieser Vektorraum wird Darstel/ungsraum genannt. Die Bestimmung dcr Dar.: 
stellungen einer Gruppe oder einer Algebra ist nicht nur fiir die Strukturuntersuchung der Gruppen 
bzw. Algebren, sondern auch fiir viele Anwendungen in der Physik und Chemie, z. B. in dcr Quanten• 
mechanik, von besonderer Bedeutung. Darilber hinaus li8t sich die Darstellungstheorie in gewisser 
Weise als ein Ordnungsprinzip in der Geometric verwenden und verallgcmeinert die im Anfang des 
20. Jahrhunderts in B!Ute stehende lnvariantentheorie. 
Darstelhmg einer Gn1ppe. Als Darstellungsraum betrachte man einen komplexen Vektorraum V 
(vgl. Kap. I 7.3.). Unter einer Darstel/ung einer Gruppc G verstcht man einen Homomorphismus 
der Gruppe G in die Gruppe der regu/aren linearen Operatoren eines Vektorraums V. 1st V cin n• 
dirnensionaler Vektorraum, so spricht man von einer n-dimensionalen Darstellung: ln diescm Fall 
laBt sich jcder lin�re Operator nach Wahl einer Basis in V durch cine n-reihige regul3.re quadratische 
Matrix beschreiben, und man erhalt einen Homornorphismus der Gruppe G in die allgerncinc lincare 
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Gruppe GL(n) (vgl. 16.1.). Einen solchen Homomorphism�s nennt man cine Matrizendarstellung 
der Gruppe G. 

Die konkrete Beschreibung von Darstcllungen weist besondere Schwicrigkeiten auf. Filr cine Reihe 
wichtiger Gruppen, z. B. die Gruppen aller Pcrmutationen eincr bestimmten Anzahl von Elemcnten, 
sind darum besondere Methoden zur Gewinnung ihrer Darstellungcn entwickelt worden. Filr un
endliche, insbesondere topologische Gruppen sind die Probleme dcr Darstellungstheorie besonders 
schwierig. Fllr gewissc wichtigeLiesche Gruppen (vgl. 1 6.1. -Topologische Gruppen), so vor allem 
fur die Drehgruppe und die Lorentz-Gruppe, sind jedoch viele Fragen beantwortet. 
Anwendungen. Neben den schon erwahnten Anwendungen wird die Darstcllungstheorie vielfach 
in der Analysis angewendet. So geben die Darstellungen der Drehgruppe, d. h. der Gruppe der 
Drehungen einer Kugel im dreidimensionalen Raum, AnlaO zu einer venidten Theorie der Kugel
funktionen, w3.hrend sich durch die Darstellungen anderer Gruppen z. B. wichtige Eigenschaften 
der Bessel-Funktionen herleiten !assen. 
Die Darstellungen dcr Lorcntz-Gruppe sind naturgemaO fur die Physik von Bcdeutung. 

ScbluBbemerkung 

Zusammenfasscnd kann man sagen, da8 sich die Algebra heute als cine Thcorie dcr algebraischen 
Strukturen da.rstcllt. Unter einer algebraischen Struktur versteht man dabei cine Menge von Elc
menten, die in bczug auf zwischen diesen erkline VerknUpfungcn (Addition, Multiplikation, Durch
schnitt u. a.) untersucht wird, wobei die Natur der Elemente selbst gleichgUltig ist. Dieser Struktur
begriff, wie er sich im Anfang dieses Jahrhunderts entwickelt hat, ist fur die Algebra von gro8er 
Bedeutung und hat die Entwicklung der Algebra in den letzten 50 Jahrcn geprigt. Er hat inzwischen 
in abgewandelter Form (topologische, differenzierbare Strukturen) auch in andere Gcbietc der 
Mathematik Eingang gcfunden. 
In der Jetzten Zeit hat sich im Zusammcnhang mit verschiedenen andercn Disziplinen der Mathematik 
eine Reihe neucrBegriffe herausgebildet, deren Untersuchungjedoch noch zu sehr in der Entwicklung 
steht und deren Bcdeutung in vielen Fallen noch nicht abschlieBend crkl3rt ist. 
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Allgemein ist cine lineare Gleichung mit n Variablen x1 , x1 , ••• , x
,. 

cine GJeichung der Form 
a1x1 + a2x1 + ··· + a,,x,. = b. 

Die Zahlen a1 , a1 , ... , a,. heiBen die Koeffizienten, b das absolute Glied der Gleichung; sic sind 
rationale, reelle oder komplexe Zahlen. FUr n = I und n = 2 erh31t man die schon bchandelten 
Falle (vgl. Kap. 4.). 
Viele Fragestellungen der Mathematik fuhren aber nicht nur auf cine linearc Gleichung, sondern 
auf ein ganzes System von solchen Gleichungcn. 
Lioeare Glelchunpsysteme. Ein einfaches Beispiel fur cin lineares Gleichungssystem wird durch die 
bciden Gleichungen a1x + b1y = c1 und a1x + b1y = c1 gegcben (vgl. Kap. 4.2. - Linearc 
Gleichungen mit zwei Gleichungsvariablen). Dabei sind a1 , a1 , b1 ., b1 , c1 , c2 gegcbcnc �en. Eine 
LOsung eines solchen Gleichungssystems isl ein Paar (.X, p) von zwci ZahJen, die, .X fur x und Y 
filr y eingesetzt, beide Gleichungen gleichuitig erfilllen, d. h. in wahre Gleichheitsaussagen ilbcr
fuhrcn. Dies vcrallgemeinert, verstcht man unter einem linearen Gleichungssystem mit m G/eichungen 
um/ n Variablen Xi , x1 , ... , x,. ein System der Form 
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D11X1 + 012X2 + ... + D1nX11 = b, 
a21x, + D22X2 + ··· + D2..X11 = b2 

D1111X1 + a,..2x2 + ··· + a,,.,.x11 = b'" 
und die Frage nach den LOsungen eines solchen Systems. Die 0 110 b1 sind gegebene Zahlen; die Koeffizienten a1" werden dabei zweckm30igerweise mit zwei Iodizes versehen, deren erster angibt, in welcher GJeichung er sich befindet, und aus deren zweitem man entnimmt, bei welcher der Variablen der Koeffizient steht; z. B. steht a23 [lies a zwei drei, nicht a drciundzwanzig] in der zweiten Gleichung bei der Variablen x3 • Ein lineares Gleichungssystem heiOt homogen, wenn die absoluten Glieder b1 , b2 , ••• , btfl s3mtlich Null sind; andernfalls, d. h., wcnn auch nur ein b1 ungleich Null ist, spricht man von einem inhomogenen Gleichungssystem. Ersetzt man in einem inhomogenen System die Absolutglieder durch lauterNullen, so entsteht das zu dem inhomogenen gehiirige homogene lineare Gleichungssystem. Eine 
Liisung eines linearen Gleichungssystems mit m Gleichungen und n Variablen x1, x2 , ••• , x,, besteht aus n in fester Reihenfolge stehenden Zahlen X1, X2 , •.. , X,, , so daB 53.mtliche m Gleichungen erfiiUt sind, wenn fiir die Variablen x, die Zahlen X, eingesetzt werden. Man nennt n in fester Reihenfolge stehende Zahlen c1, c2 , ••. , c,, ein n-Tupel und schreibt dafiir (c1, c2 , •.. , c,,). Zwei n-Tupel (c1,c2, ••• ,c,,) und (d1 ,d2 , • • •  ,d,.) sind genau dann gleich, wenn c1 =d1, c2 =d2 , • • •  ,c,, =d,,. 1st nun (X1, X2 , ••• , X,.) ein Liisungstupel des gegebenen linearen Gleichungssystems, so ist gegebenenfalls noch zu priifen, ob die x, im vorgegebenen Variablengrundbcreich liegen. Im folgenden wird der Einfachheit halbcr angenommen, daB die Grundbereiche aller Variablen die Menge der reellenbzw. der komplexen Zahlen sind, falls alle Koeffizienten des Systems reell bzw. komplex sind: Die Frage nach den LOsungen eines linearen Gleichungssystems fiihrt auf drei unterschiedlich zu behandelnde Probleme: Das Existenzproblem untersucbt, unter welchen Bedingungen fiir die Koeffizienten das Gleichungssystem cine LOsung hat, denn z. B. hat schon die in x lineare Gleichung 0 · x = I keine LOsung. Das zweite Problem ist, eine Methode zu finden, die eine Liisung des Gleichungssystems liefert, und das dritte Problem besteht darin, a/le Liisungen des gegebenen Gleichungssystems zu finden. Existenz von Losungen. Ohne an den LOsungen oder der LOsbarkeit eines linearen Gleichungssystems etwas zu 3.ndern, kann man folgende Operationen mit den Gleichungen vornehmen: 
(I) Addition von Gleichungen des Systems zu anderen Gleichungen des Systems. (2) Muhiplikation von Gleichungen des Systems mit von Null ·vcrschiedenen Faktoren. (3) Anderung der Reihcnfolge der Gleichungen des Systems. 
Beispie/ 1: 

2x, + x, = I I +I .2x, + x, = I I '2x, ,+ x, = I Ix1 - 3x2 = 4 -2 ...-2x1 + 6x2 = -8 + 1x2 = -1 

Das System hat die einzige LOSung x1 = I, x2 = -1. 
Das folgende Kriterium gibt theoretische Einsichten Uber die Existenz von LOsungen. Praktisch liiOt es sich mit Erfolg beim Nachweis benutzen, daB ein System keine LOsung hat. 
Ein lineares Gleichungssystem ist genau dann /osbar, wenn folgendes gilt: Jnjedem Fall, in dem mehr
fache Anwendung der Operationen (I) und ( 2) zum Verschwinden stimtlicher Koeffizienten in einer 
Gleichung Jiihrt, ergibt die Anwendung der gleichen Operationen auf die Absolutglieder ebenfalls den Wert Null. 
Beispiel 2: Das nebcnstehende Gleichungssystem isl nicht IOsbar. Wie die roten Zahlen angeben, werden die Gleichungen der Reihe nach mit -I, 1, -I multipliziert und dann addiert. Links ergibt sich O · x1 + 0 · x2 + 0 · x3 , wihrend rechts 1 steht. 

2x1 + X2 +xl = 
Xi + lxz + X3 = l 

-Xi + X2 = -} 
-I 

+I 

-I 

Homogene Gleichungssysteme und vollstind.lge Losung. Das Problem, alle LOsungen eines linearen Gleichungssystems zu finden, kann man auf das im allgemeinen einfachere Problem zuriickfiihren, alle LOSungen des zugehOrigen homogenen Gleichungssystems zu bestimmen. Das Jiegt an den folgenden, leicht iibcrprOfbaren Eigenschaften, die Ana1ogien zu den Operationen (1) und (2) erkennen lassen : 
I. Siad (X1, x2 , ••• , X,.) und (ji1, ji2, ... , ji,.) LOSungen eines homogenen linearen GleichungssystelllS, so ist die Sumrnc (X1 + ji1, X2 + ji2, ..• , Xn + j,.) dieser bciden LOsungen, die komponcntenweisc erkl3.rt wird, wieder cine LOsung. 
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2. 1st (X1 , X2 •... , X,.) cine LOsung, so ist auch (cX1t cX2, ••• , cX,.) cine L6sung, die durch komponentenweise Multiplikation der ersten mit einem Faktor c entsteht. 3. Das n-Tupel (0, 0, ... , 0) ist stets LOsung eines homogenen Gleichungssystems und heiBt die 
triviale LOsung des Gleichungssystems. 
Aus den Eigenschaften 1 und 2 folgt: Sind (x<

1
1)

, x\1>, ... , x!,o), (X\2), .xV>, ... , x�2>), ... , (X\'">, x\"'>, ... , .t�"')) m LOsungen eines homogenen linearen Gleichungssysterns, so ist auch der Ausdruck 
).1(X\1), x�0 •... , x11 >) + J.2<.�\2>, x�2>, ... , x�2>) + ··· + J.,n(X\'"1, X�"'>, ... , Xi'">) 
= (),1X\11 + A2X\2' + ··· + A"'X<{">, ... , A1X�O + A2X!r21 + ··· + .i.mXi'"') 

fur beliebige reelle ).1 mit; = I, 2, ... , m cine LOsung dieses Systems. Jede solche .,Vielfachsumme" nennt man cine Linearkombination, und die Eigenschaften (1) und (2) besagen gerade, daB jede Linearkombination von LOsungen eines homogenen linearen Gleichungssystems ebenfalls eine LOsung dieses Systems ist. FUr inhomogene lineare Gleichungssysteme gelten diese Eigenschaften nicht. Es besteht aber ein Zusammenhang zwischen den LOsungen eines inhomogenen Systems und den LOsungen des zugehOrigen homogenen Systems durch den folgenden Satz: 
Addlert man zu einer belieblget1 Losung elnes inhomogeoet1 Glelcbungssystems eine Losung des zugeh&'igen bomogenen Systems, so entstebt wleder elne Losung des lnhomogenen Systems. Kennt manalle Liisungeo des homogenen Systems und addiert diese zu einer beliebigen, aber festet1 Uisung des lnbomoget1<11 Systems, so erbiit man alle Losungen des inhomogenen Systems. 

Das Gau8sche Eliminationsverfahren - der Gau8sche Algorithmus. Dieses Verfahren dient zur Berechnung von LOsungen linearer Gleichungssysteme. Es eignet sich sowohl dazu, nur eine spezielle LOsung zu bestimmen, als auch zur Angabe der gesamten LOsungsmannigfaltigkeit. Das GauBsche 
Eliminationsverfahren liiDt sich mil Hilfe moderner Rechenanlagen gut durchfiihren und hat deshalb in der heutigen Zeit an Bedeutung gewonnen. Seine Grundidee besteht darin, aus einem System von m linearen Gleichungen mit n Variablen m - l Gleichungen mit Hilfe der Operationen (I) bis (3) so umzuformen, daJ3 eine der Variablen, etwa x1, in diesen m - I Gleichungen nicht mehr vorkommt; 
man sagt auch, daO x1 eliminiert wird. Aus m - 2 von diesen m - I neuen Gleichungen la.Ot sich mit Hilfc derselben Operationen z. B. x2 entfernen. Jndem man so fortrahrt, entsteht schlieOlich ein leicht Josbares System, in dem x1 nur in der ersten, x2 nur in der ersten und zweiten Gleichung vorkommen usw. Der Gau8sche Algorithmus soll zunachst an einem ganz einfachen BeispiCI erl3.utert werden. 
Beispiel 3: Die Gleichung (2) enthlilt x1 nicht; dieses steht auller in (I) nur noch in (3). Multiplikation der Gleichung (I) mit -2/3 und anschlieBende Addition der neuen Gleichung zu (3) liefen das System (I'), (2'), (3'). 
?r�(t/:u��{ e�i�h;rt°:,���t�f: 3x, - 3x2 + X3 = 0 (1) 3x1 - 3x2 + X3 = 0 (I') 
miniertzu werden. Man berech- 4x2 - x3 = 5 (2) 4x2 - x3 = 5 (2') 
���x(�,

3 ��i�iJ;1:n

�ts' (I'� 2x, - 2x,+ x, = I (3) 1/3x3 = I (3') 
x, = I. 

Mit allgemeinen Koeffizienten wird jetzt der Fall eines Systems von drei Gleichungen mit vier Variablen behandelt. Ersetzt man drei durch m und vier durch n, so geht alles ganz analog. Im Gleichungssystem S kann a11 als von Null verschieden angesehen werden; dies 13.Bt sich immer durch Anwendung der Operation (3) erreichen. Zur Gleichung (2) bzw. (3) wird die mit -a2i/a1 1 bzw. -a31/a11 multiplizierte Gleichung (I) addiert. Man erh3.lt ein System S1 , in dem 
:fre ��hi�i:��:�J��ii: �ahr!�db°;'�1�b;· ur�:l�icil ��II 0i�� :� ti:: J;:s;��:� �;! 1e�-k�i�:ri�� 

a11x1 + a12x1 + 013X3 + a1,.X4 = bi (1) 
a21x1 + a21x2 + a23x3 + a24x4 = 62 (2) 
allxl + ·a32X2 + 033X3 + 034X4 = 63 (3) 

011X1 + 012X2 + 013X3 + 01,.X4 = 61 (I') 
a;2x2 + a;3x3 + a;,.x.., = bl (2') 

S a;2x2 + a;3x3 + a;,.x.., = b; (3') 
des vorigen Abschnitts keine LOsung; gilt aber bl = b; = 0, so werden x2 , x3 , x4 beliebig gewahlt und x1 aus (1 ') bestimmt. Treten diese beiden Fa.lie nicht ein, so 13.Bt sich durch eventuclles Vertauschen von (2') und (3') bzw. durch Vertauschen und Umbenennen der Variablen erreichen, daB der dann an der Stelle von ai2 stehende Koeffizient nicht Null ist. Um Bezeichnungen zu sparen, wird das so erhaitene Gleichungssyste;n in der Form (I'), (2'), (3') angenommen (vgl. Beispiele 4., 5.). Zu (3') wird die mit -a;2;a;2 multiplizierte Gleichung (2') addiert. Man erh3.lt das System S2 mit a;'1 = a;1 - a;2a;ifa',.2 , b3' = b; - a;2bl/a;2 ; fur i = 3, 4. 
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01 1X1 + 012X2 + 013X3 + 01.,X-4 == b, (I'') 
a12x2 + a;3x3 + a;..,x_.. = bi (2") 

a;'3x3 + a;�x4 = b;' (3") 

Analog zum vorigen Schritt hat man fur a)3 =a;', = 0 
zwei Hille zu unterscheiden: 1st b;' =+= 0, so existiert 
kcine LOsung; ist b;' = 0, wahlt man x3, x4 beliebig 
und bestimmt x1 und x2 aus den Gleichungen (1") 2 
und (2"). 
1st jetzt a;'3 =+= 0, so setzt man fur x4 cine beliebige Zahl d ein und bekommt aus (3") x3, aus (2") 
dann x2 und aus (I") schlieBlich x1 • Zu jeder Zahl d gibt es cine LOsung, und alle mOglichen LO
sungen erh3.lt man auf diese Art und Weise. Es bleibt die MOglichkeit a;'3 = 0 und a;'4 =t= O off en. 
Diese erledigt sich durch dasselbe Verfahren wie cben, indem man x3 und x4 vertauscht. 

&ispiel 4: Aus dem gegcbeoen System S1 entsteht S2 durch Vcrtauscbcn dcr 1. und der 2. Zeile. 
Ins, wird die mit -0/1 = 0 multiplizierte Gleichung (I) zu (2) addiert und die mil -3/1 = -3 
multiplizierte Gleichung (I) zu (3). Im erhaltenen System S3 wird x2 mit x4 vertauscht und x2 in 
x� und x4 in xl umbcnannt. Man erhilt S4; in ibm addiert man die mit -(-4)/4 = I multipli
zierte Gleichung (2') zu (3'). In Ss setzt man X� = .!2 = d und erhilt X3 = 2, xj = X4 = I, 
x, = -1 + 2d. Die LosungsmcngeL vom System S1 ist mithin L = {(-7 + 2d, d, 2, I); drecll). 

S - x,+4x4 =2
e-----l 

(1 
x 1 - 2x2 + 4x3 + 3x4 = 4 - x, + 4x4 = 2 (2) 

3x1 - 6x +Bx,+ 5x, = 0 x, - 6x, +Bx,+ 5x4 = 0 (3) 

Xi - h2 + 4x3 + 3x,. = 4 
- X3 +4x4= 2 

� - 4X3 - 4X4 =-12 

Xi + 3x; + 4x3 - h� = 4 
4x;- X3 = 2 

� -5X3 =-JO 

Beispiel 5: Zwei Systemc von vier 
Gleichungen mit drei Variablen und 
zwei verschiedenen rechten Seiten: 

Anwendcn des Algorithmus fiihrt 
zu folgcnden Systcmcn S' und S". 

Xi + '3x2 + 4x3 - h� = 4 
4x;- X3 = 2 
4x; - 4x3 = -12 

X1 +x2 X3 = 

- X2- 3X3= -)2 
13x3 = 44 

0 = -"/, 
Wihrend System S' die L&ung X3 = 3, X2 = 2, Xi = I hat, existiert von S" wcgen des Wider
spruchs in dcr lctzten GJeichung keinc LOSung. 

Zur numerischen LOsung linearer Gleichungssysteme vgl. Kap. 29.4. 

Geometrische Veranschaulicbung. Eine lineare Gleichung mit zwei Variablen x, y definiert, wie aus 
der analytischen Geometric bekannt, eine Gerade in der Ebene (vgJ. Kap. 13.2. - Geradengleichungcn). 
Durch zwei Gleichungen mit den beiden Variablen x, y werden zwei Geraden der Ebene definiert. 
Die LOSungen des Gleichungssystems liefern, sofern sie existieren, die Schnillpunkte der beiden 
Geraden. Folgcnde Hille sind mOglich: 
a) Es gibt uncndlich viele LOsungen und damit unendlich viele Schnittpunkte der beiden Geraden. 
Dies tritt ein, wenn eine der Variablen frei wahlbar ist. Die Geraden fallen zusammen. 
b) Das Gleichungssystem hat cine eindeutig bestimmte LOsung. Dann schneiden sich die Geraden 
in genau einem Punkc. 
c) Das Gleichungssystem hat keine LOSung. Die Geraden sind parallel und verschieden. 

Ahnlich verhilt es sich bei einem System von drei Gleichungen mit drei Variablen x, y, z. Jede 
einzelne der Gleichungen definiert cine Ebene im drcidimensionalen Raum. Die LOsungen des 
Gleichungssystems liefern nun wieder simtliche Schnittpunkte, in denen sich die drei Ebcnen gleich
zeitig schneiden. 

1 7. 2. Determinanten 

Filr die LOsung Ii nearer Gleichungssysteme mit n Gleichungen und ebenso vielen Unbekannten spielen 
bei anderen Verfahren als dem GauBschen gewisse Funktionen der Koeffizienten cine entscheidende 
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Rolle: die Determinanten, die auch in anderen Zusammenh3.ngen, z. B. in der Analysis mehrerer Veranderlicher, wichtig sind. Eine Determinante � Funktion von n1 Veriinderlich , die als guadratigbes Sche_IDUn.Jler .ne.be.ns henden Form gescline n wird. Die a1t heiOen Elemente der Determinante. Die in einer 
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�=��:t���:!�t:-��r�: a, 1 a, 2 ••• a,,, Tupel (a1 1, 012, . . .  , a1,,). Entsprechend heiOen die aus den in einer Reihe unter- 011 022 ··· 0211 einander stehenden Elementen gebildeten n-Tupel Spa/ten der Determinante. Der Wert der Determinante ist die Summe J: (-J)t a1.,1 02.,, ..• a,,5111 in der die a,.1 a,.z •·· a,,,, Iodizes s1 , s2 , ••• , s
,, 

cine Permutation der n Zahlen I, 2, ... , n bedeuten und deshaJb alle verschieden sind. Die Summation erstrcckt sich Uber aJle mOglichen Permutationen der Zahlen 1, 2, ... , n. Die Summanden sind danach die Produkte, die aus jeder Zeile und jeder Spalte der Determinante genau ein Element enthalten. Da es n! Permutationen gibt, hat die Summe n! Summanden. Das Vorzeichen (-1 )t jedes Summanden bestimmt sich nach der Anzahl k der Jnver.sionen in der jcwciligen Permutation ( 1 2 "): z. B. bilden die zweiten Indizes in dem Produkt 013 021 034 042 die 
.S1 .S2 • • s,. Permutation O : ! i), die k = 3 lnversionen enthalt (vgl. Kap. 16.1. - Gruppen), so daB das Produkt mit dem negativen Vorzeichen zu versehen ist. 

Beispie/ 1: Bcrcchnung von zwcireihigcn Dctcrminanten. Die Permutatioacn ( ! �), (1 i) aus zwei Elementen enthalten O bzw. I Inversion, so da8 man erhilt: 'au 0121 = 011 022 - 012 D21 0,.1 o,.,. 

Beispiel 2: Bercchnung von dreireihigen Determinanten. Die Permutationen n aus drci Elementen enthalten jeweils i lnversionen: 
,, n rn n rn (1 rn (1 rn n rn n rn 

0 

I::: :;: ::: I= 011D21.033 - 01101.3032 - D12D1.1033 + 01101.3031 + D1 3D21Dn - o13o22o31 031 032 033 FUr zwci- und dreireihige Determinanten ergeben sich danach die folgenden Regeln: Man schreibt die zwei-oder dreireihigen Determinanten hin und erganzt die ax•" dreireihigen durch die wiederholten ersten beiden Spalten (Abb. 17.2-1). Die durch eine rote Linie verbundenen Elemente 021 022 multipliziert man miteinander und addiert die Pro-dukte; davon subtrahiert man die Produkte, die aus den durch blaue Linien verbundenen Elementen entstehen. Das Ergebnis ist der Wert der Determinante. Fiir dreireihige Oeterminanten wird diese Methode Sarrussche Regel genannt. Eigenschaften einer Detenninante. Aus der Definition der Determinante !assen sich folgende Aussagen ableiten: I. Die Determlnaate 1st linear In jeder Zelle. 2. Behn Vertauscben zweler Zellen indert die Determinante lbr Vonelcbea. 3, Die Determlnante bat dell Wert NuU, ,._ elne Zelle elne Llnearkomblnatloa anderer Zellm 1st; d. b. spezlell, wem elne Zelle nur am Null en beslebt oder ,._ zwel Zelleu 1Ieicla slnd. 4. Die Determlnaate indert lbreo Wert nlchl, wean man zu elner Zelle elne Llnearkomblnatioa anderet-Zellm addlert. 5. Die Determlmnte indert lbrm Wert nlchl behn Vertauscben der Zellen mil den Spalten. Die erste Aussage bedeutet: a) Einen alien Elementen einer Zeile gemeinsamen Faktor kann man als Faktor vor die Determinante schreiben. b) Lassen sich alle Elemente einer Zeile als Summen von je 
m Summanden schreiben, so 13.Bt sich auch die Determinante in cine Summe von m Determinanten zerlegen; dabei bleiben alle anderen Zeilen ungeandert, z. B. 



17.2. Determinanten 393 Die Aussagcn 3 und 4 sind unmittelbare Folgerungen aus I und 2, und aus der Eigenschaft 5 ergibt sich, daB alle fur Zeilen ausgesprochenen Satze ebenso fur die Spalten einer Determinanten zutreffen. Bei der praktischen Berechnung einer Determinante macht man h3.ufig von den Regel□ 3 und 4 Gcbrauch. 
&ispiel 3: 

I� � 
-
�1=0; 2 4 5 = O; 11 I 1 1 

1
1 I 

'I 
2 4 5 = O; 

7 9 8 I I I 
l �-L; �1=21

0 : 1 1�: 1 

7 0 2 I 7 0 
4 6 7 4-12+3

I 4 2 _, 3 2 I 
21� _: : ;1+21: _:-� �1�211�0 I I -I 3 I I -1 3 I 70 I 7021 7 

1 0 I 4 2
1 I -2 0 0 .. = 2 I I - I J (vgl. Beisp1el 5). 

7 0 2 I 

-1-1 I 
0 

4 4-4 -1 2 

Unterdeterminanten. Streicht man in einer n-reihigen Determinante m beliebige Zeilen und m beliebige Spalten, so entsteht cine (n - m}-reihige Determinante. Diese heiBt cine Unterdeterminante 
(n - m)-ter Ordnung der ursprllnglichen Determinante. 
&,Spiel 4: Streicht man in der all au 013 014 a

.
, 5-reilligcn Determinante D5 die 2. und 5 • .ZCile sowie die 2. 021 022 o,. 024 025 

l

a

" 

013 a
.

, 

I
und 4. Spalte, so erhalt man D, = a,, o., a,, o,. a,. D3 = 031 033 a,. cine 3-reihige Untcrdetermi-

041 043 a., nante D3 • D41 o., 043 044 a4, 

o,. 052 o,. .. .. ....Werden nur die i-te Zeile undj-te Spalte gestrichen, so erhalt man cine Unterdeterminante (n - 1)ter Ordnung. Versieht man diese Unterdeterminante rnit dern Vorzeichen (- l )HJ, so hei8t diese Gr08e algebraisches Komplement oder Adjunkte des Elements a1J und wird mit Au bezeichnet. Berechnung einer Determinante. Die Adjunkten spielen bei der Berechnung der Determinante eine besondere Rolle, wie im folgenden Satz zum Ausdruck kommt: Ea--tz: Elne 0e1.....-1e D llBt slcb nacb den Elementen elnff belleblgen Zelle entwlckeln. Du becleutet: 
D = o11..4u + •12..4,1 + ··· + o,,,..41,.. Nach Eigenschaft S gilt ein analoger Satz auch fur Spalten. 

Beispiel 5: Entwicldung nach der 2. Zeile: 
I�-�_: !1=1 ·(-1)'+11: _; ;l+(-2)(-1)'+'1� _; ;II 

1 1 13 021 72 7 0 2 I 
+0·(-1)'•3 1� : ;l+0·(-1)' .. I� : _;I= -189 7 0 I 7 0 2 Nach dem Entwicklungssatz wird die Berechnung n-reihiger Determinanten auf die v0n (n - 1)reihigen Determinanten zurUckgefuhrt, diese auf (n - 2)-reihige usw. Drei- bzw. zweireihige Determinanten !assen sich nach den Regeln in Beispiel 1 und 2 direkt ausrechnen. 
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Beispiel 5 zeigt, daO es giinstig ist, wenn man in der Zeile, nach der entwickelt wird, viele Nullen 
hat. Oft kann man dies mit den Regeln I bis 5 erreichen. 

Anwendung der Determinanten zur Losung von Gleichungssystemen. Schreibt man die Koeffizienten 
aa. eines linearen Gleichungssystems mit n Gleichungen und II Variablen als Elemente einer Deter
minante D in der durch das Gleichungssystem gegebenen Anordnung und bezeichnet rnit D 1 die 
Determinante, die aus der Determinante D dadurch hervorgeht, daB die i-te Spalte gestrichen und 
dafur die rechte Seite des Gleichungssystems gesetzt wird, so gestatten die Werte von D und Di 

Schlusse auf LOsbarkeit und LOsung des Gleichungssystems. 
Cn,mersche Regel. 1st die Detennlnante D der Koefflzleeten eloes llaearee Glelcbungssystems mil 
n Gleichungen und II Variablen unglelch Null, so ist xj = D,/D ftir i = 1, 2, ... ," die einzige Losung 
des Gl•lcb-yslems. 

Beispiel 6 (vgl. 17.1. - Beispiel 3): 

3

x1 - 3x, + x3 = 0 

13 -3 I I 
4x,-x,=S, D= 0 4 -1 =4, 

2x1 - 2x2 + x3 = I 2 -2 1 

D, =

1� �-:1=8, D, =

1�
-! �1=12; 

2 I I 2 
-

2 I 

lo -3 , 1 
D1 = S 4 -I = 4, 

I -2 I 

x, = D,/D=I, x, = D,/D = 2, x, = D,/D = 3. 

Da fur ein homogenes Gleichungssystem samtliche D1 notwendig Null werden, kann ein solches 
System nur nichttriviale LOsungen haben, wenn auch D Null wird. Es gilt sogar: 
Ein homogenes llneares Glelchungssystem mil ebensovlel Glelchungen wie Variablen bat geaau dann 
eine nicbttriviale Losung, wenn die Determinante der Koeffizienten verschwindet, d. b. Null ist. 

17.3. Vektorriiume 

Einfiihrung des Begriffs, Aus 17-1. - Homogene Gleichungssysteme und vollstandige LOsung folgt, 
daB man mit den LOsungen eines homogenen linearen Gleichungssystems ein Beispiel fur cine Menge 
von GrOBen hat, die man zueinander addieren und die man mit einer Zahl multiplizieren kann, ohne 
daB diese Operationen aus der betrachteten Menge herausfiihren. Durch Abstraktion dies.er Eigen• 
schaften gelangt man zu dem fiir die lineare Algebra zentralen Begriff des Vektorraums: 

Ein Vektorraum ist eine Menge von Elementen, die man zueinander addieren und die man mit 
Zahlen multiplizieren kann, wobei die iiblichen Rechenregeln gelten. 

Die lineare Algebra kann man als die Theorie der VektorrQume bezeichnen. 
Die Elemente eines Vektorraums heiOen Vektoren, die Zahlen, mit denen man multipliziert, wcrden 
Ska/are genannt. Als Menge der Skalare kOnnen die rationalen, die reellen oder komplexen Zahlen 
dienen. Man kann auch andere allgemeine Bereiche (vgl. Kap. 16. - Algebraische Struk.turen) 
zugrunde legen. Im folgenden wird als Bereich der Skalare immer die Menge R der reellen Zahlen 
angenommen. Charakteristisch fiir Vektorraume V sind folgende Regeln, in denen .r, y, z Elemcnte 
des Vektorraums V und a, b Skalare bezeichnen. 

I. Assoziativgesetz der Addltloo: (x + y) + : = x + (y + :) 
2. Kommutatl'llesetz der Addition: x + y = y + x 
3. Gesetz der Null: Es gibt ein Element o in V, so da8 fiir alle x aus Vgilt: x + o = x. 
4. Gesetz deslnversen: Zujedem x aus Vgibt es ein Element -.r aus V, so daB gilt: x + (-x)= o. 
5. Assoziativgesetz der Multlplikatlon: a(bx) = (ab) x. 
6. lx=x. 
7. Erstes cllstrlbutl\'es Gesetz: a(x + y) = ax + ay. 
8. Zweltes cllstrlbutl\'es Gesetz: (a+ b) x = ax + bx. 

Jede Menge, in der eine Addition und eine Multipllkation mlt Zablea <kfiniert ist, die nicht aus 
der Menge herausfuhren und fiir die die ·Rege/n 1. bis 8. gelten. isl ein Vektorraum. 
Beispiele. I: Die Menge oiler ganzrationa/en Funktionen bildet einen Vektorraum. Sind f(x) 
= a,.x" + : .. + a,x + a0 und g(x) = b,.x"' + ··· + b,x + b0 ganre rationale Funktionen und 
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gilt etwa n�m, so isl ihre Summe f(x)+g(x)=a,,x"+··•+a"'+1x"'+'+(a"'+bm)x"'+•·· 
- (01 + b1) x + (a0 + b0). Ftir das Produkt a· /(x) einer reellen Zahl a mit /(x) ergibt sich 
a · f(x) - (aa,) x" + • • • + (aa1) x + (aa0). Danach kann man leicht die Rechenregeln I. bis 8. 
nachwcisen. Als Element o dient dabei die ganze rationale Funktion f(x) = 0. 
2: Die Menge oiler dijferenzierbaren Funktionen und ouch die Menge der integrierbaren Funktionen 
bild,m Vektorriiume. Als Element o dient wieder die Funktion /(x) = 0. Man addiert solche Funk
tionen, indem man ihreWcrte addiert, und multipliziert sic mit einer Zahl, indem man ihreWerte 
mit dieser Zahl multipliziert. 
3: Die Menge R der reel/en Zahlen und die Menge C der komplexen Zahlen bi/den Vektorriiume mil der ilblichen Addition und Multiplikation. 
4: Die Menge al/er n-Tupel (a1 , a2 , ••• , a,,), in denen die a 1 reel/e Zah/en sind, bildet einen Vektor
raum R" fur jede positive natOrliche Zahl n. FOr n = 2 spricht man auch von geordneten Paaren. im Fall n = 3 von Tripeln und furn= 4 von Quadrupeln. Man definiert die Addition durch 
(a 1 ,a2, ••• ,a,,)+ (b1 ,b2 , ••• , b,,) = (a1 + b,, a 2 + b2 , ••• ,a,, + b,,) und die Multiplikation mit einem Skalar durc.h 
a· (a1 ,a 2 , ••• ,a,,)= (ao1 ,aa 2 , • • , oa,,). 

Vektoralgebra 
Der Vektorraum Y3 • Oieser Vektorraum nimmt in der Physik und Technik cine wichtige Rolle ein, und er wird niiher untersucht, weil er die Bedeutung der Vektorriiume und damit der linearen Algebra fiir die Anwendung in vielen Gebieten besonders deutlich macht. Historisch gesehen, rilhrt auch die Bezeichnung Vektor von den Elementen dieses Raumes her. Die Vektoren sollen zuniichst geometrisch gegeben werden. Zugrunde gelegt wird der dreidimensionale Raum, der etwa durch Lange, Breite und HOhe gekennzeichnet ist. Eine Verschiebung des Ra urns besteht darin, daB jedem Punkt Pein Punkt Q des Raums zugeordnet wird, so daB die Verbindungsstrecken zwischen einander entsprechenden Punkten parallel und gleichlang sind. Eine solche Verschiebung heiBt cine Translation oder ein Vektor im Raum. Ein Vektor im Raum ist cine Vcrschiebung des dreidimcnsionalcn Raums. Aus der Definition gcht hervor, daO ein Vcktor bcrcits vollstiindig bestimmt ist, wenn man seine Wirkung auf cincn Punkt P kennt, d. h., sobald man weiB, in welchen Punkt Q der Punkt P libergeflihrt wird. Ein Vektor ist dadurch charakterisiert, daB man P mit Q durch cine S1recke verbindct und durch cine PFeilspitze in Q andeutet, daO P nachQ verschoben wird. Diese nun mit einem Durchlaufungssinn versehenc gerichtete Strecke wird ein ReprOsentanr des gegebenen Vektors genannt und mit PQ bezeichnet. P heiOt Angri.DSp1mk1 oder Anfangspunkt des Repriisentanten, Q Endpunkt 
(Abb. 17.3-1). Zu jedem Punkt P des Raums existiert ein Reprasentant, dessen AnFangspunkt P ist, und auch jeder Punkt Q tritt als Endpunkt eines Repriisentanten aur. Verschiedene Reprasentanten ein und desselben Vektors sind parallel und haben die gleiche Lange. Deshalb ist es sinnvoll zu definicren: 1st PQ ein Repriisentant des Vcktors a, so heiBt der Abstand zwischen P und Q Betrag oder LQnge des Vektors. Der Betrag wird mit Jal oder [PQ'I bezeichnet. Es ist stets lal � 0. Yektoren vom Be1rag I heiflen 
Einheitscektoren. 

- 17.3-1 Reprasentanl e;nes Vek1ors o/Q, 17.3-2 Zur Gleichheit 1/\l_/ von Vektoren 
1/ _Auch andere Begriffe der Vektorrechnung lassen a•b sich mit H ilfe von Repriisentanten definieren; es ist aber nicht richtig, einen Yektor mit einem seiner Reprasentanten zu identifizieren oder zu sagen, daO Vektorcn parallel vcrschoben werdcn dlirFcn. Man kann nur sagen, daB man durch Parallelvcrschicbung eines Repriisentanten eines Yektors wieder einen Reprasentanten desselben Vektors erhalt. 

Zwei Vtktoreo Im Raam slncl gnau dana gleich, wenn je zwei ib;er Reprisentanten in Betrag und 
Rieb'- iiberelmtlmmea. Alie gleicbl-ea uncl gleichgerlchteten Stm:ken sincl Repriscnlulet1 
eln 1Dlll tlesselbea Vekton (Abb. 17.3-2). Um zu einem Vektorraum zu gelangen. mlissen Addition und Muhiplikation mit Skalaren erklart werden. 
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Addition ,on Vek.toren. Unter der Summe a + b zwcier Vektoren o und b soil die Vcrschiebung des 
Raums verstanden werden, die entsteht, wenn man die Verschiebungcn a und b hintercinander aus
fiihrt. 1st PQ Repr3scntant des Vektors a im Punkte P und QR Reprisentant des Vek10rs b im Punkte 
Q. so ist PR Reprasentant der Summc o + b (Abb. 17.3-3). Man Ubcrzcugt sich leicht davon, daO 
diesc Definition unabh3ngig von der Wahl der Reprasentantcn von a und b ist. 
Betrachtct man die Repl"3sentanten PQ, �. Q'R, QR von a und b in P bzw. von a in Q' und von 
b in Q, so erh3h man ein Parallelogramm, <lessen Diagonale PR sowohl als Repriiscntant der Summe 
o + b als auch dcr Summe h + a aufgefaBl werden kann (Abb. 17.3-4). Daraus resuhiert die Glcich
heit a + b = b + a, das Kommurativgesetz der Addition. Fast ebenso leicht li8t sich das Assozia1iv
g,wz (a + b) + c = a + (b + c) nachwciscn (Abb. 17.3-5). Diesc bcidcn Gcsc12e !assen sich auf die 
Addition von mehr als zwei Vektoren erweitern. 

Q' 

/

Q

YR 

a R 

P, R "t b Q Bb··b b 

b • 

P a Q p \
.. 

Oz 
P 

17 .3-4 Kommutativitll dcr 
17.3-3 Vcktoraddition Vcktoraddition 

17.3-S Assoziativitit dcr Vcktor
addition, o + (b + c.-) = (• ...,.. •> - c.-

Mthrtrt Vtktortn were/en odditrt, int/em man in irgtNkiMr RtiMnfolgt Reprtiuntantt.1t so •viltlt, 
da.8 tkr Anfangspunkt tks nachfolg,nd,n mit tkm Endpunkt tks vorh•rr•h,nd,n ulwninstimml. 
und die.st Reprtistntanttn aneinandtrrtiht. Dit Summe odt.r Resultantt ist dtrfenige Vektor, dasm 
Rtpriistntant vom An/angspunlct des trsten zum Endpunkt dts lttzttn /Wirt. 

Nullvektor. Die Translation, die den Punkt P in den Punkt P ilberfiihrt und damit allc Punkte des 
Raums fest 13.Bt, ist der Nullvtktor, der mit o bezeichnet wird. Eine Richtung kann man ihm nicht zu
iehreiben, er ist richtungslos. Seine Lange betriigt 0. Der Nullvektor o hat die fur ihn charakteris1ischc 
Eigenschaft a+ o = a fur jeden Vektor a. 

SubtraktJon. Um die Subtraktion zweier Vektoren zu erkUl.ren, macht man sich zunutze, da8 zu 
jedem Vektor a genau ein Vektor b existiert, so da8 a + b = o gilt. b wird mit -a bezcichnet. Man 
erh3.lt -a aus a, indem man bei den Reprasentanten Anfangspunkt und Endpunkt vcnauscht 
(Abb. 17.3-6). Der Vektor -a ist demnach ein Vektor von gleicher L.inge wie a, jcdoch von ent
gegengesetzter Richtung. lnsbesondere gilt -o = o. 
Danach ist es sinnvoll zu sagen: Die Differenz a - b zweier Vektoren a und b ist die Sum.me aus a 
und -b; d. h .• a - b =a+ (-b). 
Multlplikation von Vektoren uncl Skalaren. 
Liegen die drci Punkte P, Q, Q' �t P =t= � P 

-a 
P=l=Q' auf einer Geraden,so sind PQ und PQ' P◄, ,._��---<0, 
Reprisentanten von Vektoren a bzw. a', die 
gleichgerichtet oder entgegengesetzt gerichtet 17 .3-6 ReprAsentanten 

Q' 

PO'•a' 

sind. Im allgemeinen werden jedoch die Be- cntgegcngesetzter 
O , o. , 

tr.ige von a und a' verschieden sein. Es gibt Vcktorcn 
� p'�� p" abcr ei_ne reellcZahl�> O, so da8 la'I = dl•I; 17.3-7 Multiplikation von p
r--

_::..-..-:---" 
ctwa die Zahl d = I• 1/1•1 (Abb. 17.3-7). Vcktoren mit Skalarcn .__....----::za 
Sind a und a' gleichgerichtet, so soil das Pro- O 
dukt der reellcn Zahl d = 1•'1/1•1 mit dem Vek-
tor a gerade der Vektor a' sein, bei entgegengesetzt gerichteten a und a' soil dies fur das Produkt aus 
(-d) und a gelten. Das fuhrt zu folgender Definition, die auch den Fall a= o einschlie8t. Unter dem 
Produkt d • a = a · d eines Vektors a mit einer reellen Zahl d =F O versteht man denjenigen Vektor 
mit dem Betrag !di lal, der zu a gleichgerichtet bzw. entgegengesetzt gerichtet ist, je nachdem, ob 
d> Ooder d< 0. Fiir d = O odera = o gilt d· a= o. lnsbesondere folgt: I·•= a, (-1) · a=-a, 
d, o = o rnr jede reclle Zahl d und n ·a= a+ a + •·· + a rnr jede positive ganze Zahl n. )st 

n Summanden 
a =I= o, so isl der Vektor a/lal ein Vektor der Lange 1, d. h. cin Einheitsvektor. Dieser Einheitsvektor 
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werde mit a0 bezeichnet. Man hat dann a= lal · a0• Ferner gelten fur je zwei Vektoren a und b und 
Skalare c, d das Kommutativgesetz d · a = a · d nach Definition. das Assoziotivgesetz c(d • a) 
= (c · d )  · a und die Distributivgesetze (c + d) ·a= c ·a+ d · o, d ·(a+ b) = d ·a+ d · b. Aus 
dem vorangehenden folgt insgesamt: Die Vektoren des dreidimensionalen Raums bi/den einen Vektor
raum, der mit VJ bezeichnet wird. 

Komponeoten und Koordinaten in V3 • 
Um Vektoren der rechnerischen Be-
handlung zugiinglich zu machen, fuhrt 
man wie in der analytischen Geometric 
Koordinatensysteme ein, z. B. ein recht
winkliges kartesisches Koordinaten
system mit .x-, y- und z-Achse. Die 
senkrechten Projcktionen eines Re
prasentanten JiQ des Vcktors a auf die 
Achsen sind wieder Repr3.sentanten ge
wisser Vektoren. Diese heiDen Kompo
nenten von a und werden mit a," a:,

, a
1 

bezeichnet. Es gilt ax +a
:,

+ 0
1 

= a; 
diese Zerlegung von a heiBt Kompo
nentenzer/egung von a bezUglich des 
gegebenen Koordinatensystems (Abb. 
17.3-8). 
Sind i,j, k die Grundvektoren des Ko-
ordinatensystems, d. h. die Einheits- 17 .3-8 Komponentenzerlegung 
vektoren in Richtung der positiven 
x-, y- und z-Achse, so gilt ax

= axi, a
:, 

= a
:,

j, a
1 = a

1k. Die reellen Zahlen ax, a,, a� nennt man 
Koordinaten des Vektors a bezUglich des gegebenen Koordinatensystems. 

Komponenten von a: ax, a
:,
, a

1 
(Vektoren) 

Koordinaten von a: Dx , a:,
, at 

(reellc Zahlcn) 

Betrag von a mit den Koordinaten 
Dx , a:,

, 01 

Komponentenzerlegung und Bctrag des 
Vektors a mit dcm Rcprasentantcn PQ, 
wcnn P = (xo,Yo, Zo); Q = (x 1 , Yi , z 1) 

a= (x, - Xo) i + (y, -y0)j + (z1 - zo) k 

lal=V(x, -xo)'+(y 1 -yo)'+(z 1 +z0)
2 

1st PQ Rcpriisentant von a und haben P und Q die Koordinaten (x0 , Yo, z0) und (x1, y1, z1), dann 
sind ax

= x1 - x0, a,= Y1 - Yo, 01 = z1 - z0• Die Koordinaten von a ergcben sich somit als 
Diffcrenz der entsprcchcndcn Koordinaten von Endpunkt und Anfangspunkt eines beliebigen Re
pr3.sentanten. 
Da man jcdem Vektor a seine drei Koordinaten zuordnen kann und umgckehrt jc drei reclle Zahlen 
a1, a1, a3 auch eincn Vektor a bestimmen, fur den Ox = 01, a, = a1, 01 = a3 gilt, so 13.llt sich der 
Vektorraum V3 auffassen als Raum R3 allcr Tripe! (a1 , a1 , a1) von rcellen Zahlen. Dazu muB aber 
gez.eigt werden, dall die Addition und Multiplikation mit Skalaren in V3 dcrjenigen in R3 entspricht, 
d. h., da8 der Summe a+ b bzw. dem skalaren Vielfachen d · a in V3 die Summe (ax + bx, a

:, + b,, 
a1 + b1) bzw. das Produkt (dax, da

:,
, da1) entspricht. In der Tat ergibt sich fur a= axi + a:, j + 01k 

und b = hxi + b,j + b:I,. die Sum me a + b = (ax + bx) i + (a, + b:,
) j + ( a

1 + b1) k, wenn man 
Assoziativgesetz und Kommutativgesetz der Addition und das zweite Distributivgesetz anwendet; 
und ebenso erh3.h man fur cine reelle Zahl d mit Hilfe des ersten Distributivgesetzes und des As
soziativgesetzes der Multiplikation d · a = (dax) i + (da,)j + (da1) k. Man sagt, es wird komponen
tenweise oder koordinatenweise addiert bzw. multipliziert. Wegen -a = (-1) · a hat -a die Koordi
naten -ax, -a

:,
, -a,; folglich wird auch komponentenweise subtrahiert. 

Man IUldlert bzw. subtrablert Vektoren, lndem man lbre Koordlnatm acldlert bzw. sublnhlert. Man 
multlpllzlert Vektor and Sblar, lndem man Jede Koonllnate Dill dem Sllalar multlpliziert. 

Beispiel 1: Fiir a,=21+ 1/,J-k, b- -31 + 2J+5k und d=2 crMlt mana+b= -I+ 'l,J+4k; 
-b = 3i-2J- Sk; a-b= Si- 3/2j- 6k; d·a-4i+j-2k. 
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Damit besteht eine umkehrbar eindeutige Abbildung von V3 aufR3, bei der sich Summe und skalares 
Vielfaches entsprechen. Den Vektoren i,j, k werden die Tripel (I, 0, 0), (0, I, 0), (0, 0, I) zugeordnet 
und dern beliebigen Vektor a = axi + a,j + a::k das Tripel (ax , a,, a:). Wahrend der Raum V3 

zuerst gegeben war, liefert R3 eine bequeme Art des Beschreibens der Opera1ionen in VJ . Da V3 

und R3 zwar als Vektorraume dieselbe Struktur haben, jedoch verschiedene Mengen dars1ellen, sollen 
sic im folgenden nicht als gleich angesehen werden (vgl. 17.4. - Lineare Abbildungen). 

Skalarprodukt und Vektorprodukt in V3• Neben dem bereits definierten Produk1 eines Veklors mit 
einer Zahl gibt es im Vektorraum V3 zwei M0glichkeiten, das Produkt von zwei Vektoren zu erkl3ren. 
Man bezeichne1 die Produkte als Skalarprodukt, i1111eres oder Pu11k1produk1 und als Vektorprodukt, 
Ou.Peres oder Kreuzprodukt, weil das Ergebnis der Produktbildung im erslen Fall Slets cine reelle 
Zahl, ein Skalar, im zweiten Fall wieder ein Vektor ist. W3hrend sich das Skalarprodukt auf andere 
Vektorraume verallgemeinern laBt, ist das beim Vektorprodukt nicht m0glich. 
Beide Produkte haben viele physikalische Anwendungen; z. B. ergibt sich die Arbei1, die cine Kraft 
F langs eines geradlinigen Weges s leistet, als Skalarprodukt F · s, wahrend die Geschwindigkeit r, 
die ein Punkt P eines K0rpers bei einer Drehbewegung um eine Achse hat, sich durch das Vektor• 
produkt aus Winkelgeschwindigkeit und Ortsvektor des Punktes P darstellen laBt. 

Skalarprodukt. Die Repr3sentanten von zwei vom Nullvektor verschiedenen Vektoren a und b mit 
einem gemeinsamen Anfangspunkt schlieBen einen Winkel der Gr0Be C\ zwischen 0° und I 0° und 
einen Winkel der Gr0Be P zwischen 180° und 360° ein, so daB tx. + P = 360° sind. Unter dem Winkel 
<I: (a, b) zwischen a und b soil der kleinere der beiden Winkel, also C\, verstanden werden. 
Das Skalarprodukt o · b [lies a Punkt b] zweier vom Nullvektor verschiedener Vektoren a und b 
ist die reelle Zahl lal lbl cos <I: (o, b). 1st wenigstens einer der Vektoren der Nullvektor, so ist o · b 
�o. 
Es gilt das Kommutativgesetz o · b = b · o. Das Assoziativgesetz dagegen ist nicht erfiillt, denn 
(a· b) · c ist ein Vielfaches des Vektors c, w3hrend a· (b · c) = (b · c) · a ein Vielfachcs von a ist. 
Das Distributivgesetz gilt wiederum: o · (b + c) =a· b +a· c. 
Zwei Vektoren a und b heiBen orthogonal, wenn a· b = 0 gilt. Sind sowohl a als auch b ungleich o,• 
so stehen Reprasentanten von a und b mit gleichem Anfangspunkt aufeinander senkrccht. Darin 
liegl der anschauliche Hintergrund fur diese Definition. 
Das Skalarprodukt hat keine Umkehrung, d. h., es Ja0t sich kein Vektor a sinnvoU definieren, der 
sich ergibt, wenn man eine reelle Zahl c durch einen Vektor b dividiert, da sich bei gegebenen GrOBen 
b und c mehrere Vektoren o linden lassen, die die Gleichung a· b = c erfUllen; z. B. fur c = 0 alle 
skalaren Vielfachen eines zu b orthogonalen Vektors o =t= o. Durch Vektoren darf nicht dir:idiert 
we,den. 

I Im Skalarprodukt o • b liiBt sich o durch einen Vektor Ob ersetzen, der 
den Betrag la/ lcos <I: (o, b)I hat und dessen Richtung die von b oder 
-b ist, je nachdem, ob <I: (a, b) kleiner oder grOBer als 90° ist. Man 
erhiil t einen Reprasentanten von Ob durch senkrechte Projektion eines 
Repr3sentanten von a auf den von b mit gleichem Anfangspunkt (Abb. 
17.3-9). Entsprechendes lii0t sich mit b durchfuhren. Damit hat man 

a· b =Ob· b =a· ba. 
Das Produkt Ob· b hat gegenUber dem Produkt a· b die fur manche 

Q Berechnungen gUnstige Eigenschaft, da0 

I••· bl= !l••I · lbl · cos 4: <••· b) I = l••I · lbl, 

�::;irs i;.':)����
0

0" .'��::en wiihrend I•· bl = 11•1 lbl cos 4: (a, b)I ..; 1•1 lbl ist. 
Das Skalarprodukt in Koordinaten. Um das Skalarprodukt mittels der 
Koordinaten der Vektoren in einem gegebenen Koordinatensystem 

auszurechnen, braucht man nur die Werte von ; · ;, ; · j, ... , k · k zu kennen. Diese ergeben 
sich aus der Definition des Skalarprodukts als 0 oder I. Daraus erhalt man mit dem Distributiv
gesetz das Skalarprodukt a· b der in Komponentenzerlegung gegebenen Vektoren o und b.· Dies 
wiederum gestattet, das Skalarprodukt unabhangig vom Winkel <I: (a, b) auszurechncn und um
gekchrt den Winkel aus dem Skalarprodukt herzuleiten. 

Skalarprodukte der 
Grundvektoren 

Skalarprodukt o · b 
in Koordinaten 

Winkel 

i·i=j·j= k·k= I 
i·j=i·k=j·k=O 

o = a.ri + a,j + a1k; b = b,i + byj + b1
k 

o · b = a.rb.r + a,b, + a1b1 



17.3. Vektorriiume 399 

Beispiel 1: Aus 11 = 3i - 4j und b = i + 2j- 2k erhalt man cos 4:(o, b) = -1/3 und daraus 4:(a, b),s, 109°28'. 

Vektorprodukt. Unter dem Vektorprodukt a x b [lies a Kreuz b] zweier vom Nullvektor verschiedcner Vektorcn a und b versteht man den Vektor c, der die folgenden Eigenschaften hat: 

�::,:1:: c :; Of/• :�:ii

i

:::::, 

u

d:: 

b

K

o

::::�n

o

a�:�; :o2n I:: : �:�
1

:1 i

s
�

n

d:

(

:•n:e:e

n

::enD::�::::: 
C

x 
c, C� nic:ht ncgativ. 1st a oder b der Nullvektor, so ist das Vektor- R produkt auch der Nullvektor. Zar gcomctrischen Interpretation des Vektorprodukts zweier ""On o verschiedener Vektorcn a, b, die nicht skalare Viel(ache voneinander sind, betrachte man die von ihren Reprtisen

tanten PQ bzw. PQ' aufgespannte Ebene (Abb. 17.3-10). Dann 
bedeu1en die obigen Eigenschaften folgendes, falls PR Repriisen
tant von a x b ist: I. PR steht senkrecht auf der von PQ und PQ' 
aufgespannten Ebene. - 2. PR hat die Lange l•I lbl sin 4:(a, b), 
die zahlenma.Big mit dem Flacheninhalt des von PQ und PQ' 
aufgespannten Parallelogramms Ubereinstimmt. -3. PQ, PQ', PR bilden in dieser Reihenfolge ein orientienes Rechtssysrem. Das 17.3-10 Zurn Vektorprodukt 
bedeutet: FUhrt man PQ durch cine Drehung entgegengesetzt 
zum Uhrzeigersinn in 'fi'Q Uber, so ist dies von der Spitze von PR, also von Raus gesehen, die kUrzere d� beiden �gl�en Drehungen. 
Sind P� PQ', PR, PR' Reprasentanten der Vektoren a, b, a x b bzw. b x a im Punkte P, so 
stehen PR und PR' beide auf der von PQ und PQ' aufgespannten Ebene senkrecht und haben beide 
die gleiche Lange. Da aber sowohl PQ, Pif, PR als auch "Rf, PQ, PR' in der angegebenen Reihen
folge orientierte Rechtssysteme sind, so kann nicht PR= PR' gelten, vielmehr sind PR und PR'entgegengesetzt gerichtet; d. h., es gilt a x b = -b x a. Diese Eigenschaft nennt man Antikomm11-
1ativitOt. Das Kommutativgesetz gilt fur das Vektorprodukt nicht. Auch das Assoziativgesetz ist verletzt. An seine Stelle tritt die Jacobische JdentitOt. 

! Jacobi
s
che ldentiliil I (a x b) X c + (b x c) x a + (c x a) x b = 0. I 

Das Distributivgesetz dagegen ist auch fur das Vektorprodukt richtig: ax (b+ c) =ax b +ax c. Der Vektorraum V3 bildet mit dem Vektorprodukt cine Liesche Algebra (vgl. Kap. 16.1. - Topologische Gruppen). 
Das Vektorprodukt in Koordinaten. Die Definition liefert sofort die Vektorprodukte der Grundvektoren i, j, k; damit und mit Hilfe des Distributivgesetzes erhalt man aus den Komponentenzerlegungen von a und b cine solche ftir a x b. Da die Koordinaten von a x b gerade die Deter-
minanten /:: ::I• -1:: ::I• 1:: ::1 sind, 138t sich auch ax b sehr einpr3gsam als Deter
minante schrciben, sofern man den Begriff der Determinantc auf Vektoren und Zahlen erweitert. 

Vektorprodukte iXi=jXj=kXk=o der Grundvektoren i X j = k, j X k = i, k X i = j 

Komponenten- a X b 
= 

(o,b, - a,b,) i + (o,b, - o,b,) j + (a,b, - o,b,) k darstellung des 
= !:: 

j 

�., Vektorprodukts ax b a, 
b, b, 

Beispiel JI: ?ie �•kro

,

ren a= Si - 3j + k und b = -i - j + 2k haben das Vektorprodukt 

axb= 5 -3_ I =-5i-llj-8k. 
-I -1 2 
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Spatprodukt. Sind a, b, c drei Vektoren und PQ, PQ', 'fiQ" ihre Repra
sentanten in P, so nennt man die durch diese bestimmte Figur cinen Spa1 
oder ein Parallelepiped (Abb. 17.3-11). Das Volumen des Spates ist das 
Produkt aus lnhalt der Grundftache und Lange der HOhe. Nimmt man 
als Grundfl3.che das von PQ und P{f aufgespannte Parallelogramm, so 
hat dieses den Fliicheninhalt I• x bl = 1•1 · lbl sin <l: (a, b). Die Htihe 
des Spates ist die Projektion von c auf a x b, des Reprasentanten PQ"' 
auf den von a x b, auf PR. Ffir das Volumen V des Spates gilt V 
= l(a x b) ·cl; abkfirzend bezeichnet man die GrOOe (a x b) · c mit 
(abc) und nennt sic das Spatprodukt der Vektoren a, b, c. 
Vcrtauscht man in dieser Betrachtung die Vektoren zyklisch, so erh3.lt 
man (abc) = (bca) = (cab). Wegen der Umkehrung der raumlichen 
Orientierung, wegen des Ubergangs von einem Rechts- zu einem Links- P 
system bzw. umgekehrt, gilt dagegen: 17.3-11 Zum Spa1produkt 

(abc) = -(bac) = -(acb) = -(cba) . 

Spatprodukt (a X b) · c = (abc) = (bca) = (cab) = -(bac) = -(cbo) = -(acb) 

a = axi + a,j + a1
k (a x b) · c = (abc) 

b = b,i + b,j + b,k 
= 1:; ··1 + 1·· C = cxi + c,j + C:k 

b'I: C:,c b'I: 

Beliebige Vektorriume 

•• I + 1 •• b:,c c, b:,c :;1
c

.
= I!: 

a, ··1b, b, 
c, c, 

Verschiedene .Begriffe im Raum Y3 lassen sich auf andere Vcktorriiume fibenragen: z. B. die Ein
fuhrung von Koordinaten und die koordinatenweise Addition, dagegen nicht die Definition eines 
Vektorprodukts. 

Linear abhingige und linear unabhingigeVektoren. Sind x1 , x2 , ••• , Xn Vektoren eines bcliebigcn Vek
torraums Y, so heiBt ein Vektor x linear abhiingig von x1 , x2 , ... , x,., wenn es Zahlen a,, a1 , ••• , a,. 

gibt, so da8 x = a1x1 + a2x2 + • •· + a,.x,. . Man sagt auch, x lasse sich linear aus x1 , x2 , ••• , x,. 

kombinieren, oder x ist Linearkombination der x1 , x2 , ••• , x,.; z. B. ist der Vektor a aus V3 Lincar
kombination des Systems x1 = i, x2 = j, x3 = k: a= oxi + o,j + 01k. 
Offenbar ist der Nullvektor o von V von alien mOglichen Systemen x1 , X2 , .•• , .r,. linear abh3.ngig. 
Man braucht nur 01 = o2 = ... = a,. = 0 zu wiihlen. 
1st x linear abh3.ngig von .r1 , .r2 , ••• , x,. , so gibt es Zahlen o1 , a2 , ••• , a,. , a= -1, die nicht alle 
Null sind, so daO o = a1x1 + a2x2 + ··· + a,.x,. + ax. 
Man sagt in Verallgemeinerung <lessen: 

Ein System x1 , x2 , ... , x. von Vektoren heiOt linear abhingig, wenn es Zahlen a1 , a2 , ..• , a,. gibt, 
die nicht alle Null sind, so daO gilt 

o = a1x1 + a2x2 + ··· + a11x,. . 
Man nennt ein System x1 , x2 , ••• , .x,. linear unabhingig, wenn dieseGleichung nur /Ur die Zahlen 
a, = a2 = •·· = a

,.
= 0 erffillt ist. 

Beispiel J: Die Vektoren i,j aus Y3 bilden ein linear unabhingigcs System, denn sind Ot ,a2 
Zahlen, so daO o = a1i + a1j erffillt isl, so lieferl die Bildung des Skalarprodu.kts o · i = 0 
= (ali) · i + (o2j) · i = 01 , dafi 01 = 0 gelten muB; ebenso erhilt man a 2 = 0 durch Multipli
kation mit j. 

Die drei Vektoren i, j, k sind ebenfalls ein linear unabh.iingiges System, wie man analog beweist. 
Sic haben gegenUber dem System i, j die weitere Eigenschaft, daB sich jeder Vektor a aus V3 , und 
zwar auf genau cine Weise, als Linearkombination von ihnen darstellen UiOt: o= a:,ci + a,j + a

1k. 

Man verallgemeinert dies in folgender Definition: 

Eine Basis eines Vektorraums Y ist ein in einer festen Reihenfolge stehendes linear unabhiingiges 
System B von Yektoren aus Y mil der Eigenschaft, daB sich jeder Vektor aus Y au/ genau eine 
Weise a/s Linearkombination der Elemente von B schreiben liiBt. 

Jnfolgedessen bilden die Vektoren i,j, kin dieser Reihenfolge cine Basis des Raums Y3 • 
Es gibt Vektorriiume, in denen jede Basis aus unendlich vielen Elementen besteht. Man nennt diese 
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un�ndlichdimensional. Da sich beweisen 13.Bt, daB jeder Vektorraum cine Basis hat, so !assen sich 
solche Vektorraume auszeichnen, die cine Basis aus endlich vielen Elementen haben. Filr diese gilt: 

z,.�; endlicM &sen ein und tksttlben Vektorraums V bestelten aus gleic/rviel Elenwnten, Die alien 
Basen von V gemeinsame Anzahl der Elemen/e einer Basis nennt man die Dimension von V. 

Da man mit i, j, k bereits cine Basis von V3 kennt, besteht folglich jede Basis von V3 aus drei Ele• 
menten, und die Dimension von V3 ist 3. 
Teilriume. In jedem Vektorraum Vlassen sich gewisse nicht leere Teilmengen auszeichnen, die selbst 
Vektorriiume sind, wenn man Addition und Multiplikation mit Skalaren aus V ilbernimmt. Diese 
Teilmengen hei8en Teilriiume von V. Sic !assen sich algebraisch wie folgt charakterisieren: 

Eine Teilmenge V' von V, die wenigstens ein Element enthalt, ist dann und nur dann ein Teilraum 
von V, wenn mit zwei Elementen x und y auch die Summe x + y und mit jedem Element x ouch 
a/le skalaren Vielfachen dx in V' enthalten sind. 

Beispie/ 2: Die Menge, die nur aus dem Nullvektor o besteht, ist ein Tcilraum jedes Vcktorraums; 
jeder Vektorraum ist Teilraum von sich sclbst. Diese bcideo hciOen triviale Teilrtiume. Dem 
crstcren ordnet man die Dimension O zu. 
Jkispiel 3: 1st x =I= o ein Vektor aus V, so ist die Menge V' aller skalaren Vielfachen dx von x 
ein Teilraum von V. V' heiBt der von x erzeugte Tcilraum. Da x cine Basis von V' bildet, betrigt 
die Dimension von V' Eins. 

Koordinaten. 1st x1, x 2, ••. , x,, eine Basis von V, so liiOt sich definitionsgemiiB jeder Vektor x ein
deutig in der Form x = a1x1 + a1x1 + · .. + a,,x,, darstellen mit reellen Zahlen a1• a1 , ... , a,, , 

die Koordinaten des Vektors x in der gegebenen Basis heiBen. Die Koordinaten iindern sich, wenn 
man die Basis iindert. Die Anzahl n bleibt jedoch konstant. 
Sind zwei Vektoren x, y durch ihre Koordinaten in derselben Basis gegeben und ist d eine reelle Zahl, 
so ergibt die Anwendung der in einem Vektorraum giiltigen Rechenregeln, da8 man Vektoren 
koordinalenweise addiert und mit Skalaren multipliziert. 

Koordinatenweise Addition und Multiplikation mit Skalaren 

X = 01X1 + OzXz + ... + a,.x,, 

Y = b1X1 + b1x1 1- ... + b,,x,, 

x + y -(a, +b,) x, +(a,+b,Jx,+ •·+(a,+b,) x, 
dx -(do,) x1 +(da,) x,+··· +(da,)x, 

Dadurch kann man jedem Vektorraum V der Dimension n mit einer festen Basis die Menge aller 
11-Tupel (a 1, a2, ••• , a,, ) eineindeutig zuordnen. Diese Abbildung ist ein lsomorphismus (vgl. Kap. 16.1. 
- Homomorphic) von Vauf den Raum R". Zur Untersuchung beliebiger Vektorr3.ume reicht es aber 
trotzdem nicht aus, nur den Raum R" zu betrachten, denn die Zuordnung der beiden Raume geschieht 
dadurch, da8 man in V eine Basis auszeichnet; darin liegt aber eine gewisse Willkiir, die sich bei 
manchen Untersuchungen unangenehm bemerkbar macht. 
Filr die folgenden Betrachtungen wird zur Untersuchung des Raumes R" eine kanonische Basis 
e 1, e1, ... , e,, mit besonderen Eigenschaften fest gewiihlt: 

e1 -(1,0,0, ... ,0), ,, = (0, 1,0, .. ,0), ... ,e.-(0,0,0, ... , I). 
Jeder Vektor x = (a1, a2, ...  , a,, ) lii8t sich dann schreiben als x = (a1 , a1, .. . , an) 
= a1e1 + a1e2 + ... , a,,en . Der Raum R" wird im folgenden immer mit dieser Basis betrachtet. 

Skalarprodukt. In Verallgemeinerung des Skalarprodukts von V3 definiert man fur den Raum R" 
das Skalarprodukt durch x · y = (a 1 , a 2 , ... , a,,)· (b 1 , b1 , ... , b,,) = a 1b 1 + a1b1 + ... + a,,b,, : 
Unter x1 soil das Produkt x · x verstanden werden. 
Wie in V3 ist das Skalarprodukt im R" kommulativ, wie sofort aus der Definition folgt. DieAssoziarivi
rQ1 ist nicht erfiillt; dagegen gelten das Distributivgeselz x · (y + z) = x · y + x · z und die Regel 
d(x · y) = (dx) · y = x · (dy). Man verallgemeinert weiter: Unter dem Betrag, der Liinge oder Norm 
eines Vektors x = (a 1 , a1 , •.. , a,, ) versteht man die Zahl lxl = iJ;i = Vaf +a�+•·· + a�. 
Im Raum V3 stellt der Reprasentant PR des Vektors a+ bin P die dritte Seite eines Dreiecks dar, 
dessen beide anderen Seiten die Repriisentanten J.iQ von a in P und QR von b in Q bilden (vgl. 
Abb. 17.3-4). Es ist klar, daB die Lange einer Seite nicht gr08er ist als die Summe der beiden anderen; 
d. h., IPRI ,;;; IPQI + IQRI oder la+ bl ,;;; lal + lbl. Diese Ungleichung heiDt deshalb die Dreiecks
ungleichung. Sic 13..Bt sich auch fur den Raum R" beweisen und durch vollstiindige lnduktion auf die 
Form lx1 + x2 + ... + x,..I � lxd + lx21 + .. · + lx,..I verallgemeinern. Aus der Dreiecksgleichung 
ta.Bt sich die Ungleichung llxl - IYII � Ix - YI gewinnen, und im Zusammenhang mit dem Skalar-
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produkt gilt die Ungleichung Ix· YI :s;;; lxl · IYI- In Koordinatenschreibweise geht diese in die Cauchy
Schwarz.sche Ungleichung Uber, die oft auch als Bunjakowskische Ungleichung bezeichnet wird. 
SchlieBlich gelten fur Vektoren x und y aus R" die folgenden, zu den binomischen Formeln fur reelle 
Zahlen analogen Gleichungen: (x±y)2 =x2 ±2x · Y+ y'; (x+ y) · (x- y)=x'- y2 . 
Winkel. Im Raum V3 ergab sich bereits cine Formel fur den Kosinus des Winkels zwischen zwe.i 
Vektoren mit Hilfe des Skalarprodukts. Im R�um R" definiert man rein analytisch den Winkel 
zwischen den Vektoren, indem man die Formel aus V3 Ubertr3.gt. Der Winkel 4: (x, y) zwischen den 
von o verschiedenen Vektoren x und y aus R" ist der Winkel zwischen 0° und 180°, dessen Kosinus 
die Gleichung cos 4: (x, y) = 

1
;

1 
·
1
;

1 
erfilllt. Durch diese Forderung ist <l: (x, y) eindeutig bestimmt. 

Die Definition des Winkels legt nahe, Vektoren x und y orthogonal zu nenr:en, wenn x · y = 0 
gilt. 
Betrachtet man die Basis e 1 , ei , ... , e,. von R", so sind je zwei verschiedene Vektoren e1 und e1 ortho
gonal. Weiter haben alle die Lange I. In diesen Eigenschaften liegt die Besonderheit der Basis 
e1 e2 , ... , .. 

Skalarproclukt von 
x= (a1 ,a2 ,. ., a,.) und 
y = (b,, b,, .. , b,) 

Betrag von x 

Verallgemeinerte 
Drelecksungleichung 

Cauchy-Schwarzsche 
Ungleichung 

Winkel zwischen x und y 

x · y = a1b1 + a2b2 + ··· + a,.b,. = y · x 
Regeln: x(y + z) = xy + xz 

d(xy) = (dx)y = x(dy) 

[xi = V x · x = Val + •l + ... + a! 

Ix, +x, + ··· + x
mf ¾ fx,I + fx,f + ··· + fxmf 

( " )' . " 

fxyf ,;;; fxl IYI - I: a,b, ,;;; I: a/ · I: bl 
1-1 /•I /•I 

x · y cos <J: (x, y) = lxl IYI und 0° ,;;; i<J: (x,yJf,;;; 1so0 

EukJidische Vektorriume. Der Vektorraum R" war durch Einfuhrung des Skalarprodukts mit einer 
gegenfiber beliebigen Vektorraumen zusatzlichen Struktur versehen worden. Das Skalarprodukt 
ordnet je zwei n-Tupeln x und y cine reelle Zahl x · y zu. Deshalb liiBt es sich als reellwertige Funktion 
in zwei Veriinderlichen x und y rnit gewissen Eigenschaften auffassen. 
Zur Definition wurdcn Koordinaten in R" benutzt. Man verallgemeinert den Begriff des Skalar
produkts aur beliebige endlichdimensionale Vektorriiume wie folgt: 

1st Vein Vektorraum und q cine Funklion, die je zwei Vek1oren x und y aus V eine reel/e Zahl 
zuordnel, so heijJI q ein Skalarprodukt auf V, wenn folgende Regeln gelten: 
I. q(x,y) = q(y, x), 
2. q(x + x',y) = q(x,y) + q(x',y), 
3. q(ax,y) = aq(x,y), 
4. q(x, x) # 0, q(x, x) = 0 genau dann, wenn x = o. Ein Vektorraum V, der mit einem solchen Skalarprodukl versehen ist, heiBt ein euklidischer 
Vektorraum. Isl V mil einem feslen Skalarprodukl q versehen, so wird anslelle von q(x,y) die 
kUrzere Bezeichnung (x, y) oder auch x · y benutzl. 

Das oben m R" defin1erte Skalarprodukt hat dtese E1genschaften I. bis 4., R" 1st em eukhd1scher 
Vektorraum. Setzt man q(x, y) = x · y, so bedeutet I. das Kommutativgesetz, 2. das Distributiv
gesetz, 3. die Regel (ax) · y = a(x · y), und 4. gibt an, daB nur o die Liinge O hat. 
1st V mit dem Skalarprodukt q ein euklidischer Vektorraum, so gel ten folgende Begriffsbildungen 
analog zu denen in R": Die Zahl Vq(x, x) heiBt Be1rag, Lange oder Norm des Vektors und wird mit 
lxl., bezeichnet. FUr x =t= o ist ]xl4 stets grOBer als Null. Sind x und y ungleich 0, so heiBt der Winkel <p 
zwischen 0° und 180", der sich aus derGleichung cos <p = q(x, y)/([x1., IYl4) bestimmen laBt, der Winkel 
zwischen x und y. Vektoren vorn Betrag I heiBen Einheitsvekloren. Gilt q(x,y) = 0, so nennt man x 
und y beziiglich q orthogonal. 
Die Eigenschaften der Basis e1 , e2 , ••• , e,. fuhren zur folgenden Definition: 

Eine Basis eines euklidischen Vektorraums heiBt Orthonormalbasis, wenn alle ihr angehOrenden 
Vektoren Einheilsvektoren und je zwei verschiedene Vektoren der Basis orthogonal zueinander 
sind. 

Bei der Untersuchung von euklidischen Vektorriiumen versucht man immer solche Orthonormal
basen zu finden, da diese wegen ihrer Eigenschaften viele Rechnungen vereinfachen. 
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Eigenschaften Jinearer Abbildungen. Eine Abbildung Avon einern Vektorraum Vin einen Vektorraum 
V' wird linear genannt, wenn fur je zwei Vektoren x, y aus V und jede reelle Zahl a die Gleichungen 

A(x + y) - A(x) + A(y) und A(a · x) - a· A(x) gelten. Es ist deshalb gleichgtiltig, ob man mit 
Vektoren aus V erst die dort m0glichen Rechenoperationen ausfuhrt und dann die Abbildung auf 
das Ergebnis anwendet oder ob man zun3chst die Abbildung auf die Vektoren anwendet und mit 
den erhaltenen Vektoren die entsprechenden Operationen in V' ausfiihrt. In beiden Fiillen ergibt 
sich der gleiche Vektor in V'. Daher k6nnen diese beiden Gleichungen als Bedingungen fur cine Ver
tr3.glichkeit der Abbildung Amit den in V bzw. V' m0glichen Operationen der Addition von Vektoren 
und der Multiplikation von Vektoren mit reellen Zahlen interpretiert werden. Die durch eine lineare 
A bbildung A gegebene Zuordnung wird oft in der Form x - A(x) beschrieben; dabei heiBt der 
eindeutig bestimmte Vektor A(x) aus V' das Bild des Vektors x bei der Abbildung A. Der Vektor x aus 
V wird ein Urbild des Vektors A(x) genannt; im allgemeinen gibt es zu einem Vektor aus V' mehrere 
Urbilder (vgl. Kap. 5.1. - Abb. 5.1-1, 5.1-2). 

&ispiel /: Wird eine Ebene um einen festen Punkt Omit dem Winkel ,pgedreht(Abb. 17.4-1), 
so geht dabei jede Klassc gleich gerichteter und gleich langer Strecken wieder in cine derartige 
Klasse Uber. Durch die Drehung wird deshalb jeder Vektor der Ebene in einen neuen Vektor ilber

·gefilhrt. Diese Abbildung A zwischen den Vektoren ist linear, wie man der Abbildung entnimmt, 
in der die Drehung filr die Repriisentanten der Vektoren x, y und x + JI ausgefilhrt ist. Da das 
durch x und y gegebene Parallelogramm als Ganzes mitgedreht wird, gilt die Gleichung 

A(x + y) - A(x) + A(y). 
Die Beziehung A(a · x) = a • A(x) ergibt sich einfach aus der Tatsache, da8 Uingen und L3.ngen
verhiiltnisse von Strecken bei einer Drehung nicht geiindert werden. 

I 

I 

I 

A(x! 

�/x 
a&----

17.4-1 Drehung cincr Ebcnc 
um cincn festcn Punkt O mit dcm Winkel ,,. 

17.4-2 Parallclprojcktion des Raumcs auf cine Ebcnc als 
lincarc Abbildung dcr cntsprcchcndcn Vcktorraume 

Befsp;eJ 2: In ahnlicher Weise liefcrt auch jede Parallelprojek1ion des drcidimcnsionalcn Raums 
auf cine Ebenc cine lineare Abbildung zwischen den entsprechenden Vektorriumen (Abb. 17.4-2). 
Die Gleichung A(x + y) = A(x) + A(y) gilt, weil das Parallelogramm PQSR der Repriisentanten der 
Vektoren x, y und x + JI abgebildet wird auf das Parallelogramm P'Q' S' R' der Repr8sentanten von 
A(x), A(y) und A(x + y). Die Gleichung A(a · x) = a · A(x) ergibt sich aus der Proportion 
IPQI: IPTI = IP'Q'I : IP'T'I-

Kem und Bild einer linearen Abbildung. Zu jeder linearen Abbildung A )assen sich zwei Vektorraume, 
die in V bzw. in V' enthalten sind, auszeichnen, ihr Kern und ihr Bild. Der Kern der linearen Ab
bi/dung A ist der Teilraum von V, der aus alien Vektoren besteht, die <lurch A auf den Nullvektor 
in V' abgebildet werden. Das Bild der linearenAbbildung A ist derTeilraum von V', der aus alien Vek
toren besteht, die als Bilder von Vektoren aus V auftreten. Im Beispiel 2 ist das Bild von A der 
Vektorraum der Ebene, auf die projiziert wird. Der Kern besteht aus alien Vektoren des dreidimen
sionalen Raums, deren Repriisentanten parallel zu den Projektionsstrahlen liegen. 1st Vein endlich-
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dimensionaler Vektorraum, so bezeichnet man die Dimension des Kerns als Defekt und die Dimen
sion des Bildes als Rang der linearen Abbildung A. Im Beispiel 2 ist I der Defekt, 2 der Rang von 
A, und es gilt I + 2 = 3; allgemein gilt: 

Defekt von A + Rang von A = Dimension von V. 
Daraus ergibt sich insbesondere, daB die Dimension des Bildes von A nicht gr613er als die Dimension 
von V sein kann. Der Defekt einer linearen Abbildung A kann als MaBzahl fur die Abweichung 
von A von einer umkehrbar eindeutigen Abbildung gedeutet werden. 1st der Defekt gleich Null, 
so ist A urnkehrbar eindeutig . 
... Beispi�I 3: Durch die linke Seite eines linearen Gleichungssystems 

011X1 + · · + a,,,x11 = h1 

a.1x1 + ... + a,_x,. = b,. 

wird cine lineare Abbildung A vom Vektorraum R" in den Vektorraum R• definiert. indem man 
jedemn•Tupel x = (x1, ···• x11) dasm•TupelA(.r) = (a11x1 + ··· + a1,.x,. , ...• a,..1x1 + •·· +a,..,.x,.) 
als Bild zuordnet. Die Frage nach LOSungen des Gleichungssystems liBt sichjetzt so interpretieren: 
Zu einem festen m•Tupel (b 1 , ••• , b .. ) aus dem Vektorraum R"' sind n•Tupel x = (x1 , ••• , x,.) aus 
R' so zu bestimmen, daB gilt A(.t) = (b,, ... , b.). Man fragt dabei nach Urbildern des Vektors 
(b,, ... , b.) bei der Abbildung A. Das zugehorige homogene Gleichungssystem zu losen bedeutet 
dann, alle Vektoren x = (x,, ... , x.) zu finden, die der Gleichung A(x) = (0, ... , 0) genUgen. Dtr 
Vektorraum der LOsungen des homogenen Systems isl der Kern von A und stine Dimension der 
Dtfekt von A. 1st der Defekt Null, dann ist das homogenc System nur trivial IOsbar, und das in• 
homogcnc System hat hOChstens cine LOSung, weil A umkehrbar eindeutig ist. Das Bild von A 
besteht aus alien m• Tupeln (b1, ••• , b,..), fur die das angegebene System LOSungen hat. Der Rang 
von A liBt sich aus dem Koeffizientenschema des Gleichungssystems berechnen (vgl. 17.5. -
.Beschreibung linearer Abbildungen durch Matrizen). 

Eine wichtige Rolle in der linearen Algebra spielen die linearen Abbildungen, die einen Vektorraum 
V umkehrbar eindeutig auf einen Vektorraum V' abbilden. Eine solche Abbildung heiOt ein lso
morphismus von V auf v· (vgl. Kap. 16.1. - Homomorphic). Die Umkehrabbildung ist dann ein 
lsomorphismus von V' auf V. Man nennt die beiden Vektorraume in diesem Fall isomorph und 
schreibt das in der Form V � V'. lsomorphe Vektorriiume sind hinsichtlich ihrer algebraischen 
Eigenschaften v6l1ig gleichwertig. Die Isomorphic von Vektorriiumen ist cine A.quivalenzrelation, 
d. h., sie ist refiexiv, symmetrisch und transitiv (vgl. Kap. 14.3.). 

Beispiele /inearer Abbildungen. 4: Ftir jeden Vektorra4m V kann man die identische Abbildung 
£ von V auf sich definieren: E(x) = x. Dann gelten natUrlich die Gleichungen: 

E(x + y) = x + y = E(x) + E(y) und E(a · x) =a· x =a· E(x). 
Daher ist £ cine lineare Abbildung von Vauf V und sogar ein Isomorphismus, denn £ ist umkehr
bar eindeutig. 
5: In einem n-dimensionalen Vektorraum V mit den Basisvektoren e1, ••• , e11 soil <P die Koordinaten
abbildung von Vin den Vektorraum R" sein, die jedem Vektor x = a1e1 + •·· + a,.e11 aus V das 
n -Tupel (a1, ••• , 011

) seiner Koordinaten beztiglich der gegebenen Basis zuordnet: f/>(x) = (a 1 , ... ,an)• 
Die Abbildung <I> ist linear, u�ehrbar eindeutig, und jedes n-Tupel reeller Zahlen ist Bild eines 
Vektors aus V. Daher ist <1J ein lsomorphismus von Vauf den Vektorraum R", und man erhiih die 
Aussage: Jeder n--dimensionale Vektorraum V isl zum Vektorraum R" isomorph. 

Bedeutung linearer Abbildungen. Da lineare Abbildungen mit den Rechenoperationen in einem Vek• 
torraum vertriiglich sind, gestatten sie cine Obertragung der Verhiiltnisse aus einem Vektorraurn in 
einen anderen. Besondere Bedeutung haben dabei die Isomorphismen. Die in der Theorie der Vektor
riium.e auftretenden Grundbegriffe, z. B. der der linearen Abhiingigkeit, der Begriff der Basis oder 
der Dimensionsbegriff, sind gegentiber Isomorphismen invariant. 1st ein Satz, der mit Hilfe dieser 
Begritfe formuliert wurde, fur einen Vektorraum V bewiesen, dann gilt er auch in alien zu V isomor• 
phen Vektorriiumen. Insbesondere kann man die Isomorphic zwischen einem n-dimensionalen Vek
torraum V und dem Vektorraum R" ausnutzen. Die Koordinatenabbildung gestattet es, Beziehungen 
zwischen den Vektoren aus V durch Gleichungen zwischen reellen Zahlen, den Koordinaten dieser 
Vektoren, zu beschreiben. Allerdings hiingt die Koordinatenabbildung wesentlich von der vorgege
benen Basis ab. Gerade unter diesem Aspekt sind die linearen Abbildungen auch von Bedeutung, 
da sic es ermOglichen, Zusammenhiinge zwischen verschiedenen Koordinatensystemen herzustellen. 

Recheoregeln fiir lineare Abbildungen. Bemerkenswert ist, dail die Menge a/ler linearen Abbildungen 
eines Vektorraums V au[ einen anderen V' se/bst wieder einen Vektorraum bildet, wenn man die Ad
dition solchcr Abbildungen und die Multiplikation von Abbildungen mit reellen Zahlen geeignet 
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definierl. Sind A und 8 linearc Abbildungen von Vin V'. dann ist ihrc Summe A + B diejcnige Ab
bildung, fiir die (A + B) (x) = A(x) + B(x) gilt. Das Vielfache a· A dcr linearen Abbildung A wird 
durch (a· A) (.r) =a· A(x) definiert. In beiden Fallen ist .r ein bcliebiger Vektor aus V. Mit A und B 
sind auch A + 8 und aA lineare Abbildungen. und es gelten die fur cinen Vcktorraum charakteristi
schen Eigenschaften. Sind V und V' m- bzw. n-dimensional, so ist m · n die Dimension des Vektor
raums der linearen Abbildungen von Vin V'. 
Die Multiplikation zweier Abbildungen ist als Nacheinanderausfiihrung der Abbildungen de/iniert. 
Dazu mu0 die erste Abbildung auf dem Bild der zwciten erkUlrt sein, d. h., ist B cine lineare Ab
bildung von Vin V'sowie A cine solche von V' in einen Vektorraum V". so erh3.It man die Abbildung 
A · B. indem man auf die Vektoren aus Y zun3.chst B und auf das Ergebnis dann A anwendet. A • B 
ist cine lineare Abbildung von Vin V" (Abb. 17.4-3). 

v�v· A v" 

"'-.___/ 
A-8 

(A·BHxJ•AfBL,1) 

17.4-3 Zurn Produkt A· 8 
zweier linearer Abbildungcn 

17 .4-4 Drehung D(x) einer Kugel 
um die x-Achse und Drehung D(z) 
um die z-Achse; D(x) · D(z) filhrt 
Pun kt Pin Punkt P

1 
ilbcr, D(z) · D(x) 

dagegcn in den von P
1 

verschicdcnen 
Punkt P2 

0/z) ·O(x) J,' 

Oagegen ist das Produkt B · A nur sinnvoll, wenn B auf dem Bild von A erkl3.rt ist. Kann man zu zwei 
linearen Abbildungen sowohl A · B als auch B · A bildcn, so stimmcn diese Produkte nicht not
wendig Uberein (Abb. 17.4-4). Die Multiplikation von Abbildungen ist also nicht kommutativ. 
Es gilt jedoch das Assoziativgesetz, und die Multiplikation ist mit dcr Addition durch die Distributiv
gesetze A(B + C) =AB+ AC und (A+ B) C =AC+ BC verknupft. 

Spezielle lineare Abblldungen. Bei der Untersuchung eines festen Vektorraums V interessieren be
sonders lineare Abbildungen, die Vin sich abbilden. Sic werden als /ineare Operatoren oder lineare 
Transformationen auf V bezeichnet. Die linearen Operatoren 011/ einem n-dimensionalen Vektorraum V 
bi/den einen Vektorra11m der Dimension n2• Au8erdem ist fur zwei lineare Operatoren A und B auf V 
die erwahnte Bedingung fur die Bildung des Produkts A · B bzw. B · A stets erfiillt. Daher kann man 
lineare Operatoren auf einem Vektorraum immer miteinander multiplizieren. Ein Beispiel fur einen 
linearen Operator ist die schon erw3hnte identische Abbildung £ auf einem Vektorraum V, die auch 
Einsoperator genannt wird. Diese Abbildung ist ein lsomorphismus von V auf sich. Aile linearen 
Operatorcn, die den Vektorraum V isomorph au/ sich abbildcn, hci8en regu/iire Operatoren. Solchc 
Operatorcn filhren cine Basis von V stets wiedcr in cine Basis Uber. Man kann sic auch folgendcr
maDen charakterisicren: 
£in !iMtlur O[Mrator A isl genau daM regu/0r, �·eM es zu A einen lintt1ren Operator B gibt, so dafJ 
A · B = B · A = E ist. 

Der Operator B ist in diesem Fall durch A eindeutig bcstimmt und hei8t der zu A inverse Operator. 
Man bezeichnet ihn in naheliegender Weise mit A-1• A-1 ist derjenige Operator, der die Abbildung 
A rfickg3.ngig macht. Es gilt z. B. £ = £-1• Beispiele fur reguUire Operatoren sind die linearen Ab
bildungen des zwcidimcnsionalen Vektorraums der Ebene, die durch Drehungen gegeben werden. 
Der inverse Operator wird hier einfach durch die Drehung um O gegeben. die die Ebene um den 
Winkel <p in entgegengcsetzter Richtung zurfickdrcht. Ebenso kann man die Drehungen des drei
dimensionalen Raums um cine feste Achse als regularc Operatoren des Vektorraums V3 inter
pretieren. 
Sind A und B regularc Operatoren, so ist A + B im allgemeinen kein reguH:irer Operator mehr. Da
gegen ist das Produkt A · B oder B · A stets wieder ein reguUirer Operator. Der zu A · B inverse 
Operator ist s-1 • A- 1 • Die Menge der regularen Operatoren auf eincm Vektorraum hat damit 
bezUglich der Multiplikation, bis auf die Kommutativitat, ahnlichc Eigenschaften wie die Menge 
der von Null verschiedenen reellen Zahlen. Der Einsoperator spielt hier die gleiche Rolle wie die 
Zahl I, es gilt n3mlich immer A· E= E· A= A. In algebraischcr Hinsicht bilden die regul3.ren 
Operatoren eines Vektorraums cine Gruppe, die allgemeine lineare Gruppe GL(n) (vgl. Kap. 16.1. -
Gruppen). 
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1st ein Vektorraum euklidisch, dann kann man jedem linearen Operator A einen zweiten Opera
tor A• zuordnen, der dadurch eindeutig festgelegt ist, da0 die .Beziehung A(x) • y = x • A•(y) 
fur alle Vektoren x, y aus V gelten soil. A* heiBt der zu A adjungierte Operator. FUr den Obergang 
zum adjungierten Operator gelten die Regeln 

(A + B)* = A* + B* (A · B)* = B* · A* 
(a· A)* = a· A* (A*)* = A 

Besondere Bedeutung kommt den se/bstadjungierten Operaroren zu, die auch symmetrische Operatoren 
genannt werden. Sic lassen sich durch die Gleichung A* = A charakterisieren. Diese Operatoren 
treten h3.ufig bei physikalischen Problemen auf und haben in gewisser Hinsicht cine sehr einfache 
Struktur. Zu den symmetrischen Operatoren analoge Operatoren auf unendlichdimensionalen Vek
torraumen Uber den komplexen Zahlen, die Hermiteschen Opera1oren, spielen in der Quantenmecha
nik cine wesentliche Rolle. Sic dienen dort zur Beschreibung physikalischer Gr0Oen. Triviale Bei
spiele fur symmetrische Operatoren sind die Yielfachen a· £ des Einsoperators. 
In einem euklidischen Yektorraum Vkann man mit Hilfe des Skalarprodukts Langen von Yektoren 
sowie Winkel zwischen Yektoren definieren. Zur Untersuchung eines solchen Yektorraums sind 
deshalb Operatoren besonders gut geeignet, die diesen zusatzlichen Eigenschaften von V Rechnung 
tragen. Man bezeichnet sie als orthogonale Operatoren. Ein Ii nearer Operator A auf V heiBt orthogo
nal, wenn er das Skalarprodukt in V invariant 13.0t, d. h., wenn fur alle Yektoren x, y aus V gilt 
x · y = A(x) · A(y). Ein orthogonaler Operator 13.0t Langen und Winkel in V ungeandert. Als 
Beispiele fur orthogonale Operatoren k0nnen wieder die linearen Abbildungen des zwei- und drei
dimensionalen Vektorraums dienen, die durch Drehungen der Ebene bzw. des Raums gegeben 
werden. Bei diesen Abbildungen bleiben offensichtlich Langen und Winkel unge3.ndert. Die ortho
gonalen Operatoren lassen sich auch wie folgt charakterisieren: 

Ein linearer Operator A auf V isl genau dann orthogonal, wenn A eine Orthonormalbasis von V 
wieder in eine solche iiberfUhrt. 

Kilrzer und in algebraischer Hinsicht Ubersichtlicher ist die folgende Beschreibung: Ein linearer 
Operator A ist genau dann orthogonal, wenn gilt A•= A-1. Da zu jedem orthogonalen Operator A 
danach der inverse Operator existiert, ist jeder orthogonale Operator regular. Dabei ist der inverse 
Operator A-1 auch orthogonal. Da auOerdem mit zwei Operatoren ihr Produkt wieder orthogonal 
ist, bildet die Menge der orthogonalen Operatoren cine Gruppc. Sic wird Drehgruppe genannt. 
Diese Bezeichnung ist darauf zurUckzufuhren, daB die Drehungen des dreidimensionalen Raums 
durch orthogonale Operatoren beschrieben werden k0nnen. Andererseits kann man aber auch jeden 
orthogonalen Operator im Vektorraum V3 dadurch erhalten, da0 man den Raum um cine geeignete 
Gerade dreht und eventuell noch cine Spiegelung an einer Ebene ausfuhrt. Die durchgefUhrte Ore
hung la.Bt sich dabei schon vollst3.ndig durch die Drehung einer zur Drehachse senkrechten Ebene 
charakterisieren. Das auBert sich auch in der Beschreibung orthogonaler Operatoren im V3 durch 
Matrizen. 

17.5. Matrizen 

Das L0sungsverhalten eines linearen Gleichungssystems von m Gleichungen mit n Variablen 

h3.ngt wesentlich von der Beschaffenheit der Koeffizienten au des Systems ab. Man ordnet diese 
Zahlen a,1 in einem rechteckigen Schema an und bezeichnet ein Zahlenschema dieser Art als Matrix 
vom Typ (m, n). Die in der Matrix A stehenden Zahlen heiBen £/emente von A, das n-Tupel der in 
einer Reihe nebeneinander stehenden Elemente von A heiBt Zeile, das m-Tupel der in einer Reihe 
untereinander stehenden Elemente von A heiBt Spa/re von A. Der Typ (m, n) der Matrix A gibt die 
Anzahl m der Zeilen und dieAnzahl n derSpalten vonA an; ist m = n, so heillt die Matrix quadratisch, 
zum Unterschied dazu nennt man die iibrigen Matrizen bisweilen rechteckig. Eine Matrix A vom Typ 
(m, n) mit den Elementen au schreibt man oft kurz A = (au>m.n· 1st B = (bu),. 

3 
cine weitere Matrix, 

so gilt A = B genau dann, wenn r = m und s = n und au= bu fur alle i und alle j. 

Recbenoperatiooen mit Matrizen. Matrizen vom gleichen Typ kOnnen zueinander addiert werden, 
und man kann jede Matrix mit einer reellen Zahl multiplizieren. Bei der Addition werden einfach die 
Elemente an einander entsprechenden Stellen addiert, und cine Matrix wird mit einer recllen Zahl 
multipliziert, indem jedes ihrer Elemente mit dieser Zahl multipliziert wird. 



Addition von Matrizen gleichen Typs 

17.5. Matrizen 407 

Multiplikation einer Matrix mit einer reellen Zahl 

•(
•"

:
a., ... a

i
"
) 

= 

(
aa11 : aa., . . . aa1"

) 

a.., l a,.2 •.. am,. aa,..1 aa,,.2 ••• aa,,,,. 

Beispie/ 1: 

( 1 -2 0) (2 1 -2) ( 1 -2 0) + (-4 -2 4) = (-3 -4 4) -1 I 2 + (-2) 3 -2 -2 = -1 1 2 -6 4 4 -7 5 6 
FUr die Addition von Matrizen und fur die Multiplikation von Matrizen mit reellen Zahlen gelten 
die ilblichen Rechenregeln. 

Die Mmge dff Malrizen •- Typ (m, •) Isl ela Vektornum dff Dtmmslon m · •· 

Die Rolle des Nullvektors spielt die Nul/matrix 0, deren Elemente samtlich Null sind. 
Die Multiplikation von Matrizen ist nicht stets ausfuhrbar; das Produkt AB einer Matrix A vom 
Typ (m, n) mit einer Matrix B vom Typ (r, s) ist nur dann erklart, wenn die Anzahl der Spalten von 
A gleich der Anzahl der Zeilen von B ist, n = r. In diesem Fall ist das Produkt AB cine Matrix 
C = (c/J)..,, • vom Typ (m, s), wobei sich das in der i•ten Zeile und j•ten Spalte von C stehende Ele• 
ment c,J aus den Elementen der i•ten Zeile von A 

,.
und den Elementen der j.ten Spalte von B wie folgt 

ergibt: cu = a11 bu + a12 b2J + ··· + a1nbn; = I a,11.h1c;• Die Berechnung von cu erfolgt damit in 
•-1 

.iihnlicher Weise wie die Berechnung des Skalarprodukts aus dem n•Tupel der i•ten Zeile von A mit 
dem der j -ten Spalte von B. 

Beispiel 2: 

(1-1)·(2 I .0)=(1·2+(-1)·2 
2 0 2 0 -I 2.2+ 0 ·2 

l·l+(-1)·0 l·0+(-J)·(-1))=(0 1 I) 2·1+ 0 ·0 2 ·0+ 0 ·(-1) 4 2 0 
Im allgemeinen kann man zu je zwei Matrizen A und B nicht beide Produkte A · B und B · A bilden. 
1st das jedoch mOglich, so brauchen diese Produkte nicht Ubereinzustimmen, wie die folgende Rech
nung beweist: 

Wie die Muhiplikalion linearer Abbildungen ist daher ouch die Matrizenmultiplikation nicht komm11-
taliv. Bis auf dicse Eigenschaft gelten aber fur das Rechnen mit Matrizen die Ublichen Regeln, etwa 
das Assozia.tivgesetz der Multiplikation und die Distributivgesetze. 

Multiplikation von Matrizen A= (a lJ)m.n Regeln 
B = (blJ)r,s- falls n = r 

(al}lm.n. (bl)),., = (cl)>m.s- mil 

Cl) = 011bl} + ... + a,,,bnJ = kt a,11.h1c1 

(AB) C = A(BC); 

A(B+ C)= AB+ AC; 
(A + B) C = AC+ BC 

FU.r quadratische Matrizen vom gleichen Typ (n, n) ist die Multiplikation stets ausfuhrbar. Eine 
besondere Rolle spielt hier die Einheitsmatrix £. Sie hat die Eigenschaft, alle anderen Matrizen 
vom Typ (n, n) bei der Multiplikation von rechts oder von links nicht zu ver.iindern: E · A = A · E= A. 
Im .Bereich der Matrizen vom Typ (n, n) herrschen damit .iihnliche Vcrhiihnisse wie in der Menge der 
linearen Operatoren eines Vektorraums. In Analogie zum Begriff des regul.iiren Operators nennt 
man cine quadratische Matrix A regu/<ir, wenn es zu A cine quadratische Matrix B gibt, so daB gilt 
A · B = B · A = E. Die durch A eindeutig bestimmte Matrix B heiBt die zu A inverse Matrix und 
wird mit A-1 bezeichnet. Auf die Berechnung der inversen Matrix wird im folgenden Abschnitt ein
gegangen. 



408 17. Lineare Algebra 

&ispiel 3: Die I averse zu 
A=(_: :) i st ,4-1 = {:;: -:;:), denn (_: :) • {:;: -:;:) = {� �). 

Wie bei den regularen Operatoren ist auch das Produkt zweier rcgularer Matrizen A und B wieder cine regulare Matrix, und es gelten die beiden Glcichungen (A· B)-1 = s-1 • A:-1 und (A-1)-1 = A. 
Ole MOIiie aller replirm Matrtzm ,omTyp (•,•) 1st bezilllldl derMaltlpllbtloa elaeGn,ppe. Sle win! ■111_..,. •-• Gn,ppe leMDIII uad mlt GL(•) bezetcbnet ('II, Kap. 16.1. - Gruppea). 

!:���
e 

�!��1x �
o

;1\���d�;;
>
si�

ie

e ��t1h:':��p':i A - : : • A
T = : . .. � 

Jeder Matrix A vom Typ (m, n) kann man cine -(a1• 1 ••• a!"). 
(

a, 1 a 1) 
durch Vertauschung von Zeilen und Spalten. 01111 ••• a,,.,. 0111 ••• 0

11111 Ftir cine quadratische Matrix A ergibt sich A7 einfach dadurch, dall man die Matrix A an der von links oben nach rechts unten fiihrenden Diagonalen, der Hauptdiagonalen, spiegelt. 
&ispiele. 
4: A, = (�;;;:);2 I 2 

(I 2 2) Af = 0 0 I 

I -I 2 

(I O I) Af = 2 I 2 . 
Ftir den Obergang zur transponierten Matrix gelten 3.hnliche Gesetze wie beim Ubergang von einem linearen Operator zu seinem adjungierten: (A+ B)r = ,4r + BT; (a·A)T = a·AT; (A· B)r = BT •AT; (,f')T = A. 1st A eine reguliire Matrix, dann ist auch AT regular, und die zu AT inverse Matrix stimmt mit der zu A-1 transponierten Matrix iiberein: (AT)-1 = (A-1)T. Die Matrix (AT)-1 heiBt die zu A kontragrediente Matrix. 
Die Detenninante einer Matrix; Berechnung der ..-------------� inversen Matrix. Jeder quadratischen Matrix A (a11 a/

"
) 

a11 · a:.'" 
I�!t

t
er��i�a��: ei���c�e :�ise ���;;;e��e z:���n�� A = : . , det A = 

(vgl. 17.2.). ant a"" a"1 • a,.,. Zwischen der MatrizenmultipJikation und der ,------.----------, 
��te��:�����i����g

d�5}�1 ;;�}:k�':,�e���=�� I J>roduktsatz I det (A · B) = det A · det B 
drUckt wird. Da sich aus den Regeln zur Berechnung von Determinanten fur die Einheitsmatrix E unmittelbar 
det E = I ergibt, gilt fur cine regulare Matrix A nach dem Produktsatz det A · det ,4-1 = I. Daher 
ist die Determinante einer regularen Matrix von Null verschieden. Es gilt auch die Umkehrung: 
/st die Determi11a111e einer Matrix A ungleich Null, so isl A regular. Das kommt in einer Regel zur Berechnung der inversen Matrix ,4-1 zum Ausdruck: 

Zu A _inverse (a11 ... a1,.) Matnx ,4-1 A = ; ; ; 
a,11 ,., 0,r,r 

1 (A11 ... A,.1) 4u istdie zumElemen
.t ,4-1 = �· ; : a11geh0rende Ain A. Adjunkte von det A. 

lkispi,I 6: ( I O 2) A= 2 -I I ; ,4-•=-..!... -4 S 3 (-1 0 2) 

S -2 0 I -2 0 I 
Hier _errechnet sich z. B

_. 
die in de_r rechten Matrix s�ehende Zahl -4 = A1.21_4 _ - I 2 ', IIals die zu a12 = 0 gehi1rende AdJunkte der Determmante von A. . - -2 _ &ispi�I 7: Berechnung der inversen Matrix .,4-1 zu einer zweireihigen reguliren Matrix .A: 

A= {a11 au); .,4-i_ I ·{ a2� -a12) a.21 a22 - a11a22 - a,2a .21 -a.21 a11 
· 



17. S. Matrizen 409 

Neben dieser MOglichkeit, die Elemente der inversen Matrix einzeln durch Unterdeterminanten zu bestimmen, kann man A-1 auch mit Hilfe eines Gleichungssystems berechnen. Dazu fa6t man die Koeffizienten von ..4-1 als Variable x11auf und !Ost die Matrizengleichung A ·A-1 = E: Nach Multiplikation der beiden linksstehenden Matri-
: ein lineares Gleichungssystem von n2 Gleichungen. (•'., 1 .•• a.,'") . (x

'.
: 1 ••• x.,'') = ( I: ... 0) zen ergibt sich zur Bestimmung der n2 Variablen x/J 

On1 •·• a,,n X,,1 ··• Xnn O ··· j ���!!:h��
n

R��:l,L�i
u

;r�ii:e:sh �!
t

�:tr�:�-�f� der schon angegebencn Form. 
:��

i

�����:
i

����:���;::�:c���tgd:����n��:�;��emJ1�i����� r.-,-,x- ,�+-----+�a-,,-x,-=-y�, system von n Gleichungen mit den 2n Variablen x1 , ••• , x
,.

, y1, ... , y,, . Dieses System IOst man etwa mit Hilfe der Cramerschen Regel oder des GauBschen Algorithmus nach den Variablen 
x1, ••• ,x11 auf. Die auf der rechten Seite auftretende Koeffizientenmatrix B ist dann die zu A inverse Matrix. 

Beschreibung linearer Abbildungen durch Matrizen Vergleicht man die bei Matrizen mOglichen Operationen mit denjenigen fur lineare Abbildungen, so )assen sich viele Ahnlichkeiten feststellen. Oas betrifft nicht nur die relativ einfachen Rechenopera. tionen dcr Addition sowie der Multiplikation mit reellcn Zahlen, sondcrn auch die Multiplikation von linearen Abbildungen bzw. von Matrizcn selbst , vor allen Oingen bezllglich dcr Ausfilhrbarkeit, der Jnversenbildung u. a. Diesc Analogien, auf die schon durch entsprechende Begriffsbildungcn hingewiesen wird, sind nicht zufallig. Die Bedeutung der Matrizen besteht vor allen Dingen darin, daB sie zur zahlenma.Oigen Beschrcibung linearer Abbildungen dienen. Unter diesem Aspekt 13.0t sich auch d ie Verwendung von Matrizen in die Thcorie der linearen Gleichungssysteme einordnen. Man kann cine lineare Abbildung A von einem n-dimensionalen Vektorraum Vin einen m-dimensionalen Vektorraum V' folgendermaBen <lurch eine Matrix vom Typ (m, n) beschreiben: Sind x1 , ••• , x11 die Vektoren einer Basis in V und y1, .. . , Ym Basisvektoren in V', dann !assen sich die Bilder der Vektoren x1 , ••• , x,. <lurch die Basis in V' ausdrUcken: A(x,) = a, 1Y1 + · · + Dm 1Ym oder A(x1 ) = ,i auy1 fur j = I, ... , n. A(x,. ) = a, 11Y1 + ··· + Dm ,,Ym Eine lineare Abbildung A von Vin V' ist nun bereits eindeutig festgelegt <lurch die Bilder A(x1 ) der Vektoren x1 , ••• , x,. ciner Basis von V, denn ein beliebiger Vektor x = a1x1 + a2x2 + •·· + a11x,. aus V hat das Bild A(x) = A(a1x1 + ··· + a,x.) = a1 A(x,) + a2 A(x2 ) + • •· + a,A(x,). Daher wird d ie lineare Abbildung A eindeutig charakterisiert durch diem· n Zahlen au , Es erweist sich als zweckm3.Big, der linearen Abbildung A -A d ie trans- �---,-----,-, ponierte der hier auftretenden Koeffizientenmatrix zuzuordnen. ( 011 ··· �: ") Jn der j-ten Spalte von A stehen einfach die Koordinatcn des Vektors A - A= : 
ir��u�z�:�i��/�a�i3��r�'a'�-�•i�mV!!�.t �� ������• daB diese Zu- am, .. amn Sind in zwei Vektorraumen V und V' die Basen fest gewahlt, dann hat die Zuordnung zwischen linearen Abbildungen und Matrizen die folgenden Eigenschaften: Aus A - A und B - B ergibt sich A+ B- A+ B und a ·  A-+ a ·  A. AuBerdem entspricht dabei jeder linearen Abbildung von Vin V' eine Matrix vom Typ (m, n) und umgekchrl. Alie diese Aussagen !assen sich in dem folgenden Satz zusammenfassen: Der Vottoml ....... 1 ....... Abbll"'-llm YOa V la V' lat - Vektoml- der M1triua •om Typ (m,■) Ahnliche Verhaltnisse ergeben sich hinsichtlich der Multiplikation: 1st A einc lineare Abbildung von V' in V" und B cine lineare Abbildung von Vin V', dann kann man nach Festlegung von Basen in den drei Vektorr3.umen den Abbildungen A, B und A· B Matrizen zuordnen, und es gilt: Aus A - A und B-+ B ergibt sich A· B- AB. Die Beschreibung linearer Abbildungen <lurch Matrizcn entspricht vollkommen ·derjenigen von Vektoren durch Koordinaten-n-tupel bezUglich einer Basis. Die Koordinaten einer linearcn Abbildung sind nur in Matrixform auf besondere Art geordnet worden. Die Analogien in den Rechen-



410 17. Lineare Algebra operationen ergeben sich zwangslaufig aus der Tatsache, daB diese Operationen fur Matrizen so definiert worden sind, daB sie denjenigen bei linearen Abbildungen entsprechen. Wird nun cine lineare Abbildung A von V in V' beztiglich zweier fester Hasen durch die Matrix: A = (alJ),n ,n beschrieben, dann kann man Vektorgleichungen der Form A(.r) = x0 !Osen. Gesucht sind hier alle Vektoren x aus V, die durch A auf einen festen Vek-tor x0 aus V' abgebildet werden. (a�: 1 •·· a_,'")_ (x·,') = (b,')Sind b1 , ... , b'" die Koordinaten von .r0 in V', so erh3lt man zur Bestimmung dee Koordinaten Xi , ... , x,. eines solchen Vektors 0,..1 ••• 011111 x,. b'" das nebenstehende Gleichungssystem, in dem die Koordinaten von x bzw . .r0 in Form einspaltiger Matrizen geschrieben warden sind. Beschreibung linearer Operatoren. Um einem linearen Operator A eincs n-dimensionalcn Vcktorraums V cine Matrix zuzuordnen, genUgt es, in V cine Basis x1 , ••• , x,. festzulegen. Aus den Gleichungen 
A(x1) = a11 x1 + ··· + a,.1.r,, oder A(xJ) = J; atJx1 fur j = I, 

l•l 

erhalt m�(::: :.:•;�:;o, :u:::::ne1e Matrix A -A= (ai 1 ••• at"). 
a,. 1 • • •  a,.,, Lineare Operatoren werden stets <lurch quadratische Matrizen beschrieben. 

/st ein Operator A regu/iir, so ist die entsprechende Matrix regultir und umgekehrt. Dem inversen 
Operator entspricht dabei gerade die inverse Matrix: Aus A -A folgt A-1 -A-1. Bestehen die Zuordnungen A - A und B -B, so ergibt sich auch hier A+B-A+B; a·A-a·A; A·B-A·B. 
Beispiel I: 1st A der schon mehrfach erwahnte Operator des zwcidimensionalen Vektorraums, der durch die Drehung der Ebene um einen festen Punkt O mit dcm Winkel rp gegeben wird, und sind x1 , x2 zwei zueinander orthogonale Basisvektoren mit der Linge I, so werden ihre im Punkt 0 angetragenen Reprasentanten durch die Dfehung in Reprasentanten der Bildvektoren A(x 1), A(x2) iibergefiihrt (Abb. 17.5-1). Olfensichtlich geltcn die folgenden Gleichungen fiir A(x1) und A(x2). Dem Operator A ist damit die Matrix A zugeordnet. Der Operator A-1 wird gerade durch die Drehung um q; in entgegengesetzter Richtung, durch die Drehung um -(!l, verwirklicht: A(.t1 ) = cos (/l' Xi + srn f/J' X2 
A(x2) = -sin rp · Xi + cos <p • Xi A = (c?s rp -sin 'P) sm,p cosrp 

17.S-1 Drchung cincr Ebcne um cincn fcstcn Punkt O mit dcm Winkel q, 
A_,_ ,4-, = (cos (-,p) sm -,p)) = ( cos ,p sin ,p )sin (-,p) cos (-,p) -sin ,p cos ,p • 
Beispiel 2: Sind £ der Einsoperator auf V und .r1 , ••• , .r,, cine Basis von V, so gilt 

£(x1) = x, = I · x1 + 0 · x2 + ··· + 0 · x. ( I O O) £(x2) = x2
=0 ·x,+l·x2 +···+0·x, £-£

= �
I

: 
o1:, E(x.) = x. = 0 · x1 + 0 · x2 + · ·· + I · x. 0 0 Dem Einsoperator entspricht deshalb bezUglich jeder Basis die Einheitsmatrix. Im allgemeinen hangt die Matrix A, durch die ein linearer Operator A beschrieben wird, von ·der Wahl der zugrunde gelegten Basis ab. Sind x1, 

•
•• , x,, bzw. x�, ... , x� zwei Basen von V, so gilt etwa A -A bezUglich der Basis Xi ••.• , x,. und A -A' bezUglich der Basis x�, ... , x;. Mit Hilfe der beiden Basen laBt sich nun ein linearer Operator C <lurch die Gleichungen C(.r1) = x�, ... , C(x,,) = x; definieren, d. h., C fuhrt die beiden Basen ineinander Uber. Wird der Operator C in bezug auf die Basis x1 , ••• , Xn durch die Matrix C beschrieben, dann gilt die Beziehung A' = c- 1 • A · C. Das ist die Transformationsregel fur die Matrizen, die ein und demselben Operator A bezUglich verschiedener Basen zugeordnet werden k0nnen. In diesem Zusammenhang entsteht naturgemaB die Frage, ob cine Basis in V existiert, bezUglich derer dem Operator A cine m0glichst einfache Matrix entspricht. Dies ist der lnhalt des Normalformproblems fur lineare Operatoren, das eng mil Eige11wer1aufgabe11 verknUpft ist (vgl. 17.6. - Hauptachsentransformation). 
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Koordinatentransformation. Sind in einern Vektorraum V zwei Basen x1 , ••• , .r,. bzw. y1 , ••• , y,. gegeben, dann kOnnen einem Vektor x aus Vin bezug auf jede der beiden Basen Koordinaten zugeordnet werden . .r = x,x1 + · + X,.Xn = Y1Y1 + ··· + y,.y,.. Der Obergang von der Basis .r1 , ••• , .r,. zur Basis y1, ••• , Yn wird dabei durch die folgenden Gleichungen beschrieben: 

oder y1 = i; aux1 

,_, 

fur j= 1, . . .  ,n. 
Zwischen den Koordinaten x1 , ••• , x., und Y 1 , .•. , y,. bestehen dann die Gleichungen x

1 = i: a11y1 fur j = I, ... , n. ; .. 1 Zu den Umkehrformeln gelangt man durch den Obergang von der Matrix A = (au) zu ihrer ln
versen A-1 = (a;1). 

Reim Obergang von der Basis .r1, •• , .r,. zur Basis y1 , ••• , y,. sind die 
Transformationsgleichungen Transformationsgleichungen fiir die Basisvektoren fur die Koordinaten 
Y; = i;a,1x1 

,_, 

mit (a11)=A Y; = Ea;1x, mit (a;1) = (A-')' lot 
X; = ia;;Y1 

,_, 

mit (a;,)= A-1 x1 = E a11y1 
,_, 

mit (a11)= A' 
Man drtickt das unterschiedliche Transformationsverhalten von Basisvektoren und Koordinaten aus, indem man sagl, die Koordinaten transformieren sich kontragredienr zu den Basen. Lassen sich namlich die Vektoren y1, ••• , Yn mit Hilfe der Matrix A durch die Vektoren x1 , ••• , x" darstellen, dann kann man die Koordinaten y1, ••• , Yn von x mit Hilfe der kontragredienten Matrix (A-1 )7 aus den Koordinaten x1 , ••• , x" berechnen, wie die Transformationsregeln zeigen. Betrachtet man Orthonormalbasen in einem euklidischen Vektorraum, so ist die Obergangsmatrix A 
orthogonal und stimmt mit der kontragradienten Matrix (A-1)T Uberein; daher transformieren sich in diesem Fall die Koordinaten genauso wie die Basen. 
Rang einer Matrix. Zu jeder Matrix A vom Typ (m, n) kann man sowohl die Maximalzahl linear unabh3.ngiger Spalten als auch die Maximalzahl linear unabh3.ngiger Zeilen ermitteln, indem man die Spalten und Zeilen als Elemente des Vektorraums R'" bzw. van R" auffaOt. Die beiden genannten Zahlen stimmen bei jeder Matrix Uberein und werden als Rang der Matrix bezeichnet. Wird durch die Matrix A cine lineare Abbildung A beschrieben, dann stimmt der Rang von A mit dem Rang der Abbildung A i.iberein. Zur Berechnung des Ranges kann man die folgenden Regeln verwenden: Der Rang einer Matrix Andert sich nicht, wenn man J. ein Viel/aches einer Zeile (Spalle) zu einer 
anderen Zeile (Spalte) addiert bzw. 2. Spa/ten untereinander bzw. Zeilen untereinander vertauschl. Durch Anwendung dieser Regeln la.Ot sich die Matrix A auf eine Form bringen, in der hOChstens Elemente mil gleichem Zeilen- und Spaltenindex von Null verschieden sind, der Rang van A ist dann gleich deren Anzahl. Das Verfahren 3.hnelt sehr dem GauBschen Algorithmus fi.ir Gleichungssysteme. Bei einer quadratischen Matrix A gentigt es dabei schon, wenn man A auf Dreiecksform bringt, bei der unterhalb (bzw. oberhalb) der Hauptdiagonalen Nullen stehen. Der Rang von A isl dann die Anzahl der von Null verschiedenen Hauptdiagonalelemente. 
&ispiel 3: Die Matrix A geht durch Addition der 2. zur 1. und zur 3. Spalte Uber in A2 • Durch Subtraktian der I. von der 2. und des Dreifachen der I. von der 3. Spalte ergibt sich A3• Durch Vertauschen der ersten beiden Spalten erhalt man .-44. Der Rang von A ist 2. 
A= (

-1 I I -1
) 0 3 A, =

(� 
I 

�) I 
Beispiel 4: In der Ausgangsmatrix A addiert man das Dreifache der I. Zeile zur 2. und das Doppelte der I. zur 3. Zeile, in der dadurch er-haltenen Matrix vertauscht man die 2. und 3. Spalte undfindet. daBder RangvonA gleich 3 ist. 

A, =

(� 
I 

�) 0 
(1 I°)-( A= -3 -3 I 0 -2 IO 0 

A• =

(� 

I 0)-( 0 · I 0 3 0 0 

0 
�) 

0 
�) I 0 
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Spezielle Matrizen. Entsprechend zu den verschiedenen Typen lincarer Operatoren kann man unter den zugeordneten Matrizen gewisse auszeichnen. 1st Vein euklidischer Vektorraum und wird ein Operator A bezilglich einer Orthonormalbasis durch die Matrix A beschrieben, dann entspricht dem adjungierten Operator A• gerade die zu A transponicrte Matrix AT. Da fur symmetrische Operatoren 
A• = A gilt, sind diesen Operatoren Matrizen mil der Eigenschaft A_T = A zugeordnet. Sic werden wie die Operatoren symmetrisch genannt. Besondere Bedeutung kommt den orthogonalen Matrizen zu, da sich Orthonormalbasen Uber solche Matrizen ineinander transformieren. Auf die Koordinaten bezogen, heiDt das: 
Die Koordinaten in zw�i rechtwinkligen Koordinatensystemen tr1111Sformieren sich mil Hille einer 
orthogonalen Matrix. Eine Matrix A heiOt orthogonal, wenn gilt AT = A- 1

• Diese Gleichung kann man auch in der Form A · AT = E schreiben und so interpretieren: 
In elner orthogonalen Matrix isl dos Skalarprodukl verschiedener Zeilen stets Null, dos Skalar
produkt jeder Zelle mil sich ist Eins. Die gleichen Aussagen gelten fur die Spalten von A, und diese Bedingungen sind auch hinreichend fur die Orthogonalit3t einer Matrix. Jede zweireihige orthogonale Matrix z. B. 13.0t sich in der Form 

(c�s <p -sin"') oder (c�s q, sin q,) sm q, cos q, sm q; -cos <p darstellen. Im ersten Fall entspricht die Matrix einem orthogonalen Operator, der durch eine Drehung der Ebene mit dem Drehwinkel q, gegeben wird. Im zweiten Fall ist zusatzlich noch eine Spiegelung der Ebene an einer Geraden ausgefuhrt. Solche Drehspiegelungen unterscheiden sich von den reinen Drehungen dadurch, da0 die Determinante der zugeordneten Matrix -I ist, bei reinen Drehungen ist sie +I. Allgemein ist die Determinante einer orthogonalen Matrix A gleich -I oder+ I. Im Fall det A = + I bezeichnet man A als eigentlich orthogonal; z. 8. sind die folgenden dreireihigen Matrizen eigentlich orthogonal: 
Ad<p) = (�:•;-:::: �). A,,(,p)= (CO�'I' � -s�n,p)· A,,(0)=(� c�s0 -si�O). 0 0 I sm 'P 0 cos v, 0 sin O cos-{} Dabei sind q,, ip,-{} beliebige Winkel. Bei fester Reihenfolge e1, e2, e3 der Basisvektoren im Yektorraum V3 beschreibt etwa die Matrix A12(q,) eine Drehung des Raums um die e3-Achse. Dabei wird der Yektor e3 nicht verandert, wa ... end die e,, e2 -Ebene um q, gedreht wird. Dieser Sachverhalt findet in der besonderen Form der Matrix seinen Ausdruck. Allgemein 130t sich jede dreireihige eigentlich orthogonale Matrix A in der Form A = A23 (U) · A,iv,) · A12(<p) schreiben, wenn q;, 1P und {} geeignet gew3.hlt werden. Analog zu den 0f)f" .. atoren ist die Menge der orthogonalen n-reihigen Matrizen cine Gruppe. In dieser Menge bilden dan11 die eigentlich orthogonalen Matrizen selbst wieder eine Gruppe. 

17.6. Eigenwertprobleme 

Eigenwerte und Eigenvektoren. Eine Zahl A hei0t Eigenwert des linearen Operators A, wenn ein Vektor 
x =I= o existiert, so dafl gilt A(x) = )..r. Der Vektor x heiflt in diesem Fall ein zu ). geh0render 
Eigenvektor des Operators A. (Zurn Eigenwertproblem vgl. Kap. 29.4. - Iterationsverfahren zur L0sung linearer Gleichungssysteme.) Die zu }. gehOrenden Eigenvektoren von A bilden zusammen mit dem Nullvektor einen Vektorraum, der Ei'genraum von A genannt wird. Die Aufgabe, cine Ubersicht i.iber alle Eigenwerte und Eigenvektoren von A zu gewinnen, bildet den lnhalt des Eigen
wertproblems fur den linearen Operator A. Schreibt man die Vektorgleichung A(x) = AX in der Form (A - ).£) (x) = o, so liiOt sich sagen: 
EiM Zahl A isl grnau daM Eigenwtrt dr1 O�rators A, wmn tkr 0,1Wrator A - AE nichr rqu/tir 
isr. In dieser Formulierung 130t sich der Begriff des Eigenwerts sofort auf cine dem Operator A zugeordnete Matrix A i.ibertragen: ). heijlt Eigenwert der Matrix A, wenn die Matrix A - ).E nicht reguliir 

isl. 

Btispiel J: Sei A cin Operator, der nicht rcgulir ist. Dann gibt cs eincn Vektor x =I= omit A(x) = o = 0 · x. Daher ist A= 0 ein Eigenwert, und die vom Nullvektor verschiedenen Yektoren des Kerns von A sind Eigenvektoren zum Eigenwert 0. 
Beispiel 2: Wird.einem Operator A bez0glich einer Basis x1, ••• , x,. cine Diagonalmatrix A zugeord• net, so sind die Basisvcktoren x1, ••• , x,. samtlich Eige_nvektoren von A. Solche Operatorcn sind 
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J�!�� A(x1) = A1z1 
wert multiplizieren. Sic werden Opuatoren ein-
facher Struktur genanht. Zu diesen zihlen insbe- A(x.) = A,.%11 sondcrc alle Operatorcn eines n-dimensionalen Vektorraums, die n verschiedene Eigenwerte haben. 

Bedeutung der Eigenwertprobleme in der Physik. Eigenwertprobleme spielen in vielen Gebieten der Physik eine grol3e Rolle. Sic ermOglichen es, Probleme, in denen Operatoren bzw. die ihnen entsprechenden Matrizen auftreten, durch Wahl geeigneter Koordinatensysteme besonders einfach zu beschreiben. In der Mechanik erhalt man z. B. die Haupttr<igheitsmomente eines starren KOrpers mit Hilfe der Eigenwerte einer symmetrischen Matrix, die dem Tragheitstensor zugeordnet ist. Die Haupttr3gheitsachsen werden in ihrer Richtung durch entsprechende Eigenvektoren bestimmt. Ahnlich verh31t es sich in der Kontinuumsmechanik, in der Drehungen und Stauchungen eines KOrpers in den Hauptrichtungen durch Eigenwerte einer symmetrischen Matrix beschrieben werden. Eine grundlegende Bedeutung kommt den Eigenwertproblemen in der Quantenmechanik zu. Hier erhalt man gerade die Me8werte physikalischer GrOBen als Eigenwerte gewisser Operatoren. 
Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren. Legt man im Vektorraum V cine Basis fest, dann entspricht der Vektorgleichung (A -). · £) (.r) = o das folgende lineare Gleichungssystem zur Bestimmung der Koordinaten x1 , ••• , x,. von .r: 

(a11 -J.)x1 + D12X2 + ··· + a21x1 + (a22 -A)x2 + ··· + 

a,.1x1 + a,.2x2 + · · + (a11,. - A)x,. = 0 Die Koeffizientenmatrix ist gerade die dem Operator A -J.E entsprechende Matrix A -J.E. Da Eigenvektoren stets von Null verschieden sind, wird hier nach alien nicht trivialen LOsungen des homogenen Gleichungssystems gefragt. Notwendig und hinreichend fur die Existenz solcher LOsungen ist, daO die Determinante der Koeffi.zientenmatrix gleich Null ist; det (A -).£) = 0. Dann ist A - J.E nicht regular und A ein Eigenwert von A bzw. von A. Durch Berechnung dieser Determinante ergibt sich ein Polynom n-ten Grades in ).: det (A - ,\E) = a0 +a,,+· ·+a,,•.Dieses Polynom wird als charakteristisches Polynom der Matrix A bzw. des Operators A bezeichnet. Dazu mu8 bemerkt werden, daB man fur jede andere dem Operator A zugeordnete Matrix A'= c-1AC das gleiche Polynom erh3lt: 
det(A'-,\E)=det(C-1AC-,E)=det(C-'(A-).E)C)= det(A -,\£). 

Um einen Eigenvektor x zu finden, bestimmt man danach zunachst J. als Nullstelle des charakteristischen Polynoms von A. Die Koordinaten x1 , ••• , x,. von x erhalt man dann als cine nicht triviale LOsung des angegebenen Gleichungssystems. 
Bei.spi�I J: Filr n = 2 und A - A = ( 2 _;) werden zun3chst die Eigenwerte als LOSung der folgenden Gleichung ermittelt: -I . 

1
2

- ,l 3 
I dct(A-,\E)= -I _2_, =12-1=0. 

Die Eigenwerte von A sind danach + 1 bzw. -1. Zurn Eigenwert + I erh31t man die Koordinaten x1 , x2 eines zugehOrigen Eigenvektors aus dem Gleichungssystem 
Ix, + 3x2 = o-..___ ( ) -l x,-Jx,=o---r-( x, , x ,)=T -3 , 1 . 

Dabei ist -r cine beliebige von Null verschiedene reelle Zahl, denn durch den Eigenwert wird ein Eigenvektor im allgemcinen nur bis auf einen Zahlenfaktor bestimmt. 
Hauptachsentransformation 

Besonders einfach la.Bt sich das Eigenwertproblem eines symmetrischen Operators behandeln, da das charakteristische Polynom eines symmetrischen Operators nur reelle Nullstellen hat und da Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten orthogonal zueinander sind. Dabe� existiert zu einem solchen Operator A eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren. Wird der Operator A durch die symmetrische Matrix A beschrieben, so bedeutet das: Es existiert cine orthogonale Matrix C, so daB die Matrix A'= c-1AC cine Diagonalmatrix ist, in deren Ha·uptdiagonalen die Eigenwerte 
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von A stehen. A' heiBt Norma/form von A, und der'durch die Matrix C beschriebene Obergang wird als Hauptachsentransformation bezeichnet. Fi.ir die Durchfuhrung der Hauptachsentransformation ist die Berechnung der Transformationsmatrix C entscheidend. Man geht dabei so vor, daB man cine Orthonormalbasis von Eigenvektoren des betreffenden Operators ermittelt und dann die Koordinatenzeilen dieser Vektoren in irgendeiner Reihenfolge als Spalten von C aufschreibt. 

( 3 -I) . d d" E" Beispiel J: Fiir A _. A = _ 1 3 sm 1e 1genwerte + 2 und +4 . Zurn E1genwert + 2 ergeben sich die Koordinaten (x 1, x 2) eines Eigenvektors in der Form (x 1, x2) = r1(1, 1), zum Eigenwert +4 erh3.lt man (x 1 , x 2) = T2(-J, 1). Man wahlt nun T1 und T2 so, da8 die beiden Eigen• vektoren die Lange I haben. Die Eigenvektoren, die durch die Koordinatenpaare (1/2 V2, 1/2 V2) und (-1/2 J/2, 1/2 J/2) beschrieben werden. bilden cine Orthonormalbasis, und fur die Matrix C 
ergibt sich: c=('i,Jl�-'/,J/�); c-•=cr=( '!,V� •J,)I�); c-•.,1•c=(2 o) 

1/2 )1 2 'l,J/2 -½V2 '1,)12 o 4 · 
Mit Hilfe einer Hauptachsentransformation lassen sich die Gleichungen von Mittelpunktskurven bzw. Mittelpunktsflachen zweiter Ordnung wesentlich vereinfachen, indem man zu neuen recht· winkligen Koordinaten ilbergeht, die den Symmetrieeigenschaften der Kurve bzw. Flache angepallt sind. Da0 die neuen Koordinatenachsen dabei mit den Hauptachsen der entsprechenden Figur ilbereinstimmen, erklart die Bezeichnung Hauptachsentransformation. 
Beispiel 2: 1st ax2 t- 2bxy + cy2 = d die Gleichung einer Mittelpunktskurve zweiter Ordnung, 
���ri�r�n:�.�i�ie0��::!en;�n 

n���� inr�ht���i��n 

ei��:Jjr;;:;:�ri��? 1 A = (a b)I mittels einer onhogonalen Matrix C = (c0}2,2 geht die Matrix A in die Matrix b c A'= c-1 AC Uber, und bei geeigneter Wahl von C, d. h. bei geeignet gewahlten neuen recht• winkligen Koordinaten, ist A' cine Diagonalmatrix: 
IX: = c11x + c,.yl' c = ('" '"); A'= c-•,ic= ("'• o).
y = cl2x + c22y c2 , c22 0 .l.2 Das bedeutet aber gerade, da8 die Kurve in diesen ncuen Koordinaten x',y' durch die Gleichung A1 x'2 + A2y' 2 = d beschrieben wird. 1st z. B. 3x 2 - 2xy + 3y 2 = 2 die Gleichung einer Kurve, so wurde fur die entsprechende Matrix A bereits im Beispiel 1 die Ubergangsmatrix C ermittelt: y A=( 3 -1)· C=('/,J/� -½V:)--I 3 ' '/, J/2 '/, )12 • 
I
x'= 1/,J/2x+½Jl2yl· lx=½Jl2x'-½Jl2y'I y'=-'J,V2x+'f,V2y 0 y='J,V2x'+'i,V2y'.Als Koeffizienten bci den letzten Gleichungen treten bier die Ele· mente der Matrix c-1 = er auf. Setzt man filr x und y die 

erhaltenen Ausdr0cke in die Kurvengleichung ein, so erhilt man 2x' 2 + 4y' 2 = 2 als Gleichung der Kurve in den neuen Koordi• naten (Abb. I 7.6-1 ). Durch die Matr ix C wird die Drehung der Ebene um den Nullpunkt mit dem Winkel 45° beschrieben, die die alten Koordi• 
natenachsen in die neuen 0berfuhrt. 

17. 7. Multilineare Algebra 

17.6•1 Hauptachsentransformation zu 3x2 - 2xy + 3y = 2x'2 + 4y2' ~2 

F0r die multilineare Algebra sind die Untersuchungen sogenannter Multilinear/ormen wesentlich, die <lurch Verallgemeinerung des Begriffs der Linearform entstehen. Eine Linearform ist cine lineare Abbildung eines Vektorraumes Vin den Vektorraum der reellen Zahlen. Eine Multilinearform auf 
einem Vektorraum V ist cine Abbildung, die je, Vektoren aus V cine Zahl so zuordnet, dall die Abbildung in bezug auf jeden der r Vektoren linear ist. Filr r = I handelt es sich um cine gew0hn• Jiche Linearform. Bilinearfonnen. Ftir den Fall r = 2 erhalt man sogenannte Bilinearformen. Als Beispiel fur cine Bilinearforin kann das Skalarprodukt zweier Vektoren dienen. Legt man in V cine Basis fest, so JaBt 



18.1. Zablenfolgen 41 5 

sich eine Bilincarform mit Hilfe der Koordinaten ausdrticken; z. B. erhalt man im Fall eines zwei
dimensionalen Vektorraums fi.ir cine Bilinearform den Ausdruck 

Setzt man hier x = y. dann erhcilt man einequadratische Form a 1 ,xf + a12x1x2 + a21x2x1 + a22xi. 
Das wichtigste Problem der Theorie der quadratischen Formen besteht darin, cine Bilinearform oder 
cine quadratische Form auf cine mOglichst einfache und iibersichtliche Gestalt zu bringen, cine 
quadratische Form z. B. in cine solche, die keine gemischten Produkte, sondern nur reine Quadrate 
enth3lt. Das wesentliche Hilfsmittel dabei ist die Hauptachsentransformation symmetrischer Ope
ratoren oder Matrizen (vgl. I 7 .6. - Hauptachsentransformation). 

Tensoren. Die Koeffizienten einer Bilinearform haben bei Transformation der Bilinearform ein 
bestimmtes Transformationsverhalten, das fur Tensorkoordinaten charakteristisch ist. In Ver
allgemeinerung des Begriffs des Vektorraums der linearen Algebra definiert man TensorrOume, deren 
Elemente dann als Tensoren bezeichnet werden. 

Anwendungen. Die Tensoralgebra, wie die Untersuchung der Tensorraume bezeichnet wird, 13.flt sich 
vor alien Dingen in der Differentialgeometrie anwenden. Dort wird z. B. die KrUmmung einer 
Fl.ache bzw. eines Rau.ms durch einen Tensor, den Kriimmungstensor, beschrieben. In der Relativi
tiitstheorie spiegelt sich die UnmOglichkeit der Trennung von Energie und lmpuls eines Teilchens 
darin wider, daf3 die Energie und die Komponenten des Impulses zusammen die Komponenten des 
Energie•lmpuls-Tensors bilden. Auch in anderen Gebieten der Physik, z. B. in der Kristalloptik und 
in der Elastizit3.tstheorie, lassen sich die Verhiiltnisse ad3.quat durch Tensoren beschreiben. So wird 
der Deformations- bzw. Spannungszustand eines elastischen Mediums durch den Verzerrungs- bzw. 
Spannungstensor angegeben. Die Theorie der Bilinearformen und der quadratischen Formen fuhrt in 
dcr analytischen Geometric zu dcr bekannten Klassifikation dcr Kurvcn und Flachen zweitcr Ord
nung. In dcr Physik hat sic einc groBe Bedeutung bei dcr Beschrcibung physikalischcr Systemc in 
bezug aur klcine Schwingungen. 
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sich eine Bilinearform mit Hilfe der Koordinaten ausdrUcken; z. B. erhalt man im Fall eines zwei
dimensionalen Vektorraums fur cine Bilinearform den Ausdruck 

Setzt man hier x = y, dann erhalt man einequadratische Form a11x� + a1 2x1x2 + a2 1x2x1 + a22xJ. 
Das wichtigste Problem der Theorie der quadratischen Forrnen besteht darin, cine Bilinearform oder 
cine quadratische Form auf cine mOglichst einfache und Ubersichtliche Gestalt zu bringen, cine 
quadratische Form z. B. in cine solche, die keine gemischten Produkte, sondern nur reine Quadrate 
enthalt. Das wesentliche Hilfsmittel dabei ist die Hauptachsentransformation symmetrischer Ope
ratoren oder Matrizen (vgl. 17 .6. - Hauptachsentransformation). 

Tensoren. Die Koeffizienten einer Bilinearform haben bei Transformation der Bilinearform ein 
bestimmtes Transformationsverhalten, das fur Tensorkoordinaten charakteristisch ist. In Ver• 
allgemcinerung des Begriffs des Vektorraums der linearen Algebra definiert man Tensorrtiume, deren 
Elemente dann als Tensoren bezeichnet werden. 

Anwendungen. Die Tensoralgebra, wie die Untersuchung der Tensorraume bezeichnet wird, Ja.Ot sich 
vor alien Dingen in der Differentialgeometrie anwenden. Dort wird z. B. die KrUmmung einer 
FJache bzw. eincs Raums durch einen Tensor, den KrUmmungstensor, beschrieben. In der Relativi
t3tstheorie spiegelt sich die UnmOglichkeit der Trennung von Energie und lmpuls eines Teilchens 
darin wider, daB die Energie und die Komponenten des Impulses zusammen die Komponenten des 
Energie-Jmpuls-Tensors bilden. Auch in anderen Gebieten der Physik, z. B. in der Kristalloptik und 
in der Elastizit3tstheorie, )assen sich die Verhiiltnisse adaquat durch Tensoren beschreiben. So wird 
der Deformations- bzw. Spannungszustand eines elastischen Mediums durch den Verzerrungs- bzw. 
Spannungstensor angegeben. Die Theorie der Bilinearformen und der quadratischen Formen fi.i:hrt in 
der analytischen Geometric zu der bekannten Klassifikation der Kurven und Fl3chen zweiter Ord
nung. In der Physik hat sic cine groBe Bedeutung bei der Beschreibung physikalischer Systeme in 
bezug auf kleine Schwingungen. 
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18.1. Zahlenfolgen 

Begriff' der Folge 

Arithmetische und geometrische Reihen 425 
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Aus jeder nichtleeren Menge M von Zahlen lassen sich Zahlenfolgen auswahlen, indem man aus M 
nacheinander cine erste Zahl a1, cine zweite Zahl a2 , cine dritte Zahl a3 usw. herausgreift und a1 

als das erste Glied der Zahlenfolge, a2 als ihr zweites, a3 als ihr drittes Glied usw. auffafk Greift man 
z. B. aus der Menge der positiven ganzen Zahlen die durch 2 teilbaren Zahlen in ihrer natUrlichen · 
Reihenfolge heraus, so erhalt man die Folge der geraden Zahlen, deren erste fi.i:nf Glieder 2, 4, 6, 8, IO 
sind. Bei der Bildung von Zahlenfolgen darf ein Element von Mauch mehrfach gew3.hlt werden, wie 
z. B. die Zahl 2 in der Folge 2, 4, 2, 6, 2, 8, 2, 10. Greift man stets dieselbe Zahl a heraus, erhalt man 
cine konstante Folge a, a, ... , a, ... 
Eine end/iche Zahlenfolge besteht aus endlich vielen, z. B. aus N Gliedern; a,. ist dann ihr letztes 
Glied. Die Folge 2, 4, 2, 6, 2, 8, 2, 10 ist cine endliche Folge von acht Gliedern, a8 = 10 ist ihr 
letztes Glied. Dagegen hat die Folge der geraden Zahlen kein letztes Glied, sondern auf jedes ihrer 
Glieder folgt ein weiteres. Solche Folgen nennt man unendliche Zahlenfolgen. 
Eine unendliche Folge ist gegeben, wenn jeder natUrlichen Zahl n � I genau eine reel/e Zahl zuge
ordnet ist; a,. heijlt das n-te G/ied der Folge. Besteht diese Zuordnung nur fiir jede natUr/iche Zahl n 
zwischen J und NV � n � N), so erhdlt man eine endliche Folge. 
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Eine tabellarische Darstellung dieser Zuordnung z. B. fur die Folge der geraden Zahlen zeigt, daB 
man jede Folge als Menge geordneter Zahlenpaarc (n, a,,) au ff assen kann, deren erste Komponente, 
die Gliednummer n, cine natUrliche Zahl und deren zwcite Komponente, das Glied a,. , cine reelle 

Gliednummer n 

Glied a,. 
der Folge 10 

Zahl ist. Wegen der Eindeutigkeit 
der Zuordnung kann man Zahlen
folgen auch als Funktionen defi-
nieren. 

Zableufolsen slnd Fllllkttoaen, de,en Deflnltlonsberetcb olne Mqe ulilrllcbor Zablen Isl und dft'en 
Wertm>rrat aus rellen Zablen bestebt. 

Die danach naheliegende graphische Darstellung einer Zahlenfolge a .. a2 , ... , a,. , ... z. 8. durch die 
Folge diskreter Punkte mit den Koordinaten (n, a,.) in einem kartesischen Koordinatensystem, oder 
cine tabellarischc Darstellung sind allerdings zur vollstandigen Beschreibung einer unendlichen 
Folge ebenso ungeeignet wie das Nennen einiger Anfangsglieder der Folge; z. B. lassen sich die 
Glieder a1 = 2, a2 = 3, a3 = 5 auf viele, sogar auf unendlich viele Weisen zu einer unendlichen 
Falge fortsetzen, etwa zur Falge der Primz.ahlen oder zur Falge aller echten Teiler van 210 oder 
zur Falge 2, 3, 5, 8, 13, 21, ... , in der das k-te Glied fUr k > 2 die Summe seiner bciden unmittel
baren Vorganger ist. 
Ftir die erschOpfende Beschreibung einer unendlichen Falge versucht man deshalb, die eindeutige 
Zuardnung zwischen der Gliednummer n und dem dazugehOrigen Glied an der Falge durch ein 
Bildungsgesetz darzustcllen. In den meisten Hillen gelingt es, das Bildungsgesetz als analytischen 
Ausdruck an = f(n), n = I, 2, 3, ... , anzugeben. Dann kann man die Folge a,, a2 , a3 ,. kurz 
durch {a.} = {/(n)} bezeichnen. 

Beispiele fur Falgen, deren Bildungsgesetz durch einen analytischen Ausdruck gegeben werden 
kann. 
I: Die Falge 2, 4, 6, ... der geraden Zahlen hat das Bildungsgesetz an = 2n. 
2: Folge I, 4, 9, ... der Quadratzahlen: {a.}= {n2}. 
3: Das siebente Glied der Folge {a.}= {n/(n + I)} ergibt sich durch Einsetzen von n = 7 in den 
analytischen Ausdruck zu a,= 7/(7 +I)= 7/1 • 
4: Die Falge {a,.}= {2"} mit I � n � 10 ist cine endliche Falge; ihr letztes Glied ist a10 = 210 

= 1024. 
5: Das Bildungsgesetz a,.

= (-1)"
+1 n ftihrt auf die Falge I, -2, 3, -4, 5, -6, ... ; diese ist alter

nierend, d. h., bcnachbarte Glieder habcn cntgegengesetzte Vorz.cichen. Das Beispiel zeigt zugleich, 
daB cine uncndlichc Falge wcdcr cin kleinstes noch ein grOBtcs Glicd habcn muO. 

Mitunter 13.Bt sich das Bildungsgesetz einer Falge durch eine Rekursionsforme/ angeben, nach der sich 
allerdings ein Glied a

,. 
erst berechnen 13.Bt, wenn die vorhergegangenen Glieder a, mit i < n bereits 

bekannt sind; z. B. ist die Falge der Fibonaccischen Zahlen 0, I, I, 2, 3, 5, 8, 13, 21 , ... durch a1 = 0, 
a2 = I und fUr n � 3 durch die Rckursionsformel a,.

= an-• + On-i beschrieben. 
Es gibt jedoch auch Folgen, fiir die weder ein analytischer Ausdruck noch ein Rekursivgesetz ange
geben werden kann, z. B. die Folge der Primzahlen oder die Falge 3, I, 4, I, 5, 9, 2, 6, 5, ... , deren 
n-tes Glied die n-te Ziffer der Dezimalbruchentwicklung der Zahl n ist. 
Aus den Gliedern einer Zahlenfolge kann man weitere Folgen gewinnen, z. B. aus I,½, 1 / 3, .•. , I /n, . 
die Folge s1 = I, s2

= I+½, s3
= I+½+ 1/3 , •.. , s,.

= I +½+ 1/3 +· .. + 1/n, ...• deren n-tes 
Glied die Summe der ersten n Glieder der gegebenen Falge ist. In diesem Falle ist die Falge 
s1 , s2 , ... ,Sn, •.. durch cine mi1telbare Vorschrifr gegeben. 
Das Hauptinteresse gilt unendlichen Folgen {a,.}. Es werden Eigenschaften betrachtet, die sich 
aus der Aufeinanderfolge der Glieder ergeben. 

Monotone und beschriinkte Folgen 

Monotone Folgen. Hierbei handelt es sich um Folgen, deren Glieder mit wachsender Gliedriummer 
immer grOBer bzw. immer kleiner werden (vgl. Kap. 5.1. - Besondere Funktionentypen). 

Eine Fo)ge {a,.} heiBt monoton wacbsend, wenn jedes ihrer Glieder grOOer ist als das vorher
gehende, d. h., wenn a,.+1 > a,. fur alle n; sie heiBt monoton fallend, wenn ftir alle n gilt a,.+1 < a,. . 

Mitunter la.fit man in dieser Definition auch nOCh das Gleichheitszeichen zu, nennt cine Falge mono
ton wachsend bzw. faUend, wenn Dn+i � a,. bzw. a,.+ 1 � an ist. Zur Unterscheidung bezeichnet man 
dann Folgen milder Eigenschaft lln+i > On bzw. On+I < an als streng monoton wachsend bzw. streng 
monoton [al/end. 
Die Folge I,½, 1/3 , ..• , 1/n,. der StammbrUche z. B. ist streng monoton fallend, die Falge 
-12, -9, -6, -3, 0, ... , (-12 + 3(n - I)), ... , ist Streng monoton wachsend. Es gibt Folgen, die 
weder manoton wachsend noch monotan fallend sind, z. B. die Falge I,½, 2, 1/3 , 3, ¼, 4, ... 
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Beschrinkte FoJgen. Die Zahlenfolge -1 /2, 0, 1 '6 , 2/8, ••• mit dem Bildungsgesetz a
,.

= (n - 2)/(2n) 
hat die Eigenschaft, daB keines ihrer Glieder grOfler als I, aber auch keines kleiner als -½ ist, 
so daO die Ungleichung -½ �a,. < I filr alle II gilt. Solche Folgen heiDen beschriinkt. 

Eine Folge {a11) heiOt beschrinkt, wenn es zwei Zahlen k und K gibt, so daB die Ungleichung 
k � a,, � K fur jedes Glied a,, der Folge gilt. 

Man nennt k cine unrere Schranke, K cine obere Schranke der Folge. Gilt filr alle Glieder a,, einer 
Folge k �a,. � K, so ist la,, I � M = Max (lkl, IKI); gibt es umgekehrt cine Schranke M filr die 
Betrlige la,,I der Glieder, la,,I � M, so gilt -M �a,, � M, d. h., die Folge ist beschrankt. Deshalb 
kann man auch folgende Definition aussprechen. 

Eine Folge {o,,} ist beschrinkt. wenn es eine positive Zahl M gibt, die vom Betrag keines Glietles 
der Folge Uberschritten wird: \a,, j � M fur alle n. 

Die Zahlen k, K, M sind nicht eindeutig bestimmt; mit k ist offenbar jede kleinere Zahl k' < k 
ebenfalls untere Schranke, mit K jede grOfkre Zahl K' > K obere Schranke der Folge. 
Eine endliche Folge isl stets beschrankt, als untere Schranke k kann das kleinste Glied, als abere 
Schranke K das grODte Glied der Folge gewahlt werden. Unendliche Folgen kOnnen unbeschriinkt 
sein. z. B. die Folge 1, 4, 9, ... , n2

, ••• der Quadrate. 
Die kleinste abere Schranke wird obere Grenze G genannt; jede kleinere Zahl G -e, in der e beliebig 
klein und pasitiv ist, wird dann von mindestens einem Glied a,,. der Falge {a,,} Uberschrittcn, d. h., 

a,,. > G - e. Analog heiOt die gr0f3te untere Schranke 1mtere Grenze g; jede grOOere Zahl g + e 
mite> 0 beliebig wird van mindestens einem Glied ak der Folge unterschritten, d. h., Dt < g + e. 
Es gilt der Satz, daO jede beschrankte Folge eine eindeutig bestimmte obere und cine eindeutig 
bestimmte untere Grenze hat. 
Diese Oberlegungen gelten allgemein auch fur Zahlenmengen, wenn man «Folge» durch «Zah• 
lenmenge» und «Glied» durch «Element» ersetzt. 

Arithmetische und geometrische Folgen 

Arithmetische Folgen. In einer arithmetischen Falge ist die Differenz d zweier benachbarter Glieder 
kanstant, aber von Null verschieden, a,, - a,._ 1 = d; z. B. hat die Falge der geraden Zahlen 2, 4, 6, 8, 
... die Differenz d = 2; w3hlt man d = -3 und das An/angsglied a1 = 25, so erhalt man die Folge 
25, 22, 19, 16, 13, ... 1st d positiv, so wachst die arithmetische Falge monoton, isl d negativ, so nimmt 
die Folge monaton ab. Jede unendliche arithmetische Folge ist unbeschr3nkt. 

Arithmetische Folge a1 , a2 = a1 + d, a3 � a1 + 2d, ... ,a,.
= a1 + (n - I) d,. 

Der Name rUhrt daher, daD jedes Glied a" mit k # 2 das arithmetische Mille/ seiner Nachbarglicder 
ist; in der Tat ergibt sich aus a*' ak-i = at - d und at+i =a*+ d das Mittel 1/i (at_1 + D1i-;-1) 

= '/,(2a,) = a,. 

&ispitle. J: Die arithmetische Folge mit dem erstcn Glied a1 = 33 und der Differenz d = 8 hat 
das I 00. Glicd a, 00 = a, + (n - I) d = 33 + 99 · 8 = 825. 

2: 1st a10 = IS das I 0. Glied einer a rithmetischen Folge, dercn Differcnz d = 2 ist, so ist ihr erstes 
Glicd a 1 = a,. - (n - J) d = IS - 9 · 2, d. h., a1 = -3. 

Das lineare lnterpolieren besteht in der Aufgabe, zwischen je zwei Glieder a1 und Dt+i der arithmeti• 
schen Folge mit der Differenz d weitere m Glieder so einzuschalten, daO wieder eine arithmetische 
Folge entsteht. Nennt man d' die Differenz der gesuchten Folge, so ist 

a,.,=a,+(m+l)d'=a,+d. also d'=d:(m+I). 

&ispiel J: Sollen zwischen je zwci Glieder der arithmetischen Folge , 45, 59, ... 
je 6 Glieder interpoliert werden, so ist wegen d= 14 die Differcnz d' der neuen Folge d'= 14:7 
= 2; diese lautet also , S, 7, 9, 11, 13, IS, , 19, 21, 23. 25. 27, 29, 

Unter der Differenzenfolge versteht man die Folge der Differenzen je zweier aufeinanderfolgender 
Glieder (vgl. Kap. 5.2. -Quadratische Funktionen). Danach kann man eine arithmetische Folge auch 
erkliiren als cine Folge, deren I. Differenzenfolge konstant ist. In der praktischen Mathematik sowie 
in der Fehler-, Ausgleichs• und Naherungsrechnung werden auch arithmetische Folgen hOherer, 
z. B. n-ter Ordnung betrachtet. In ihnen ist erst die n-te Differenzenfolge konstant (vgl. Kap. 28.3. -
Approximation von Funktionen durch Polynome). 
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Beispiel 4: Die Folge 1, 8, 27, 64,125 , 216, ... ist arithmetisch von dritter Ordnung, da ihre J. Di[. 
ferenzenfolge Lf3 konstant ist. 
Folge I 27 64 125 216 
LI' 19 37 61 91 

12 18 24 30 
6 6 

Geometrische Folgen. In einer geometrischen Folge ist der Quotient q + l zweier benachbarter 
Glieder konstant, an = a11_1q; z. B. hat die Folge 9, 3, 1, 1 /3, 1 /9, ... das Anfangsglied a1 = 9 und 
den Quotienten q = 1/3; fur a1 = -½, q = -2 erh3.lt man die Folge -½, I, -2, 4, ... und fur 
a1 = -24, q = +½ die Folge -24, -12, -6, -3, ... 1st q positiv, so haben alle Glieder das Vor
zeichen von a1; fur negatives q erh3.lt man alternierende Folgen. Geometrische Folgen sind be
schr3.nkt, falls lql < I, sonst unbeschriinkt; sic wachsen monoton fur a1 > 0, q > I und fur a1 < 0, 
0 < q < I; sie sind monoton fallend fur a1 > 0, 0 < q < I bzw. fur a, < 0, q > I. 

Der Name der Folge rUhrt daher, daD jedes Glied 011 fur k � 2 bis auf das Vorzeichen das geometri
sche Mitte/ seiner Nachbarglieder ist; in der Tat ergibt sich aus 011 , a11_1 = a,Jq und a11+1 = Ot · q 
das geometrische Mittel V<a,,.!q) (a11

. q) = v� = la.:. 

Beispiel 5: Die geometrische Folgc mit dem Anfangsglied a1 = 2 und dem Quotienten q = ½ 
hat das IO. Glied a10 = a1q9 = 2 · ('/,)9 = 1/25 6. 
Beispitl 6: 1st das I. Glied einer gcometrischen Folge o1 = 2/3 und ihr 10. Glied 010 = o1q9 

·-- ·---

= 13122, so erhalt man fur den Quotienten q = i/a,0/a, = 1/3 · 13122/2 = 3. 
Beispitl 7: Faltet man ein genUgend groBes StUck Papicr von o1 = 0,1 mm Dicke 40mal, so er
h3.lt man cine gefaltete Papierschicht der Dicke d=o41 = 0,1 mm· 240 = 10995 1 162 777,6 mm 
"'109951 km. 
Beispiel 8: Beim Ourchgang durch cine Glasplattc verliert ein Lichtstrahl durcb Reflexion an den 
Grenzftichen und durch Jnhomogenit3.t des Materials 1/11 seiner LichtsUirkeL. Nach dem Durch
dringcn der I. Platte hat er die Lichtst8.rke o1 = L - 1/11L = 11/11L, nach dem Durchdringen 
der 2. Platte die Lichtst3.rke 02 = 11

/12L - 1/11 (
11/12L) = (11/12)1 L, nach dem Durchdringen 

der n-tcn Platte ist 0
11 
= (11/12)" L. Wird durch Messung festgestellt, daD die Lichtstiirkc a,. our die 

Hilfte der ursprUnglichen ist, so 13.0t sich aus a,.
= (11/i2'f L = ½ L die Anzahl n der Platten 

berechnen. Man findet n = lg 2/(lg 12 - lg 11)"' 8. Der Lichtstrahl hat demnach acht Platten 
durchdrungen. 

Zwischen zwei Glieder a11 und 011+1 = a11q einer geometrischen Folge !assen sich je m Zahlen so inter
polieren, daB wieder cine geometrische Folge entsteht. 1st q' der Quotient dieser zu bestimmenden 

m+l_ 
Folge, so gilt 011+1 = D

1cq'(lll+l) = a.q; daraus folgt q' = vq .

Beispiel 9: Zwischen je zwei Gl.ieder der Folge 32 , 32 , 1 
/1024, ••• sollen je vier Glieder 

interpcliert werden. FUr die gegebcne Folge ist q = (1/32), und fur den Quotienten der interpo
• -

lierten geometrischen Folge findet man q' = Vl /32 = ½, erhilt also die Folge 32 , 16, 8, 4, 2, 
I , ½, 1/,.,1/,,

1/u, 1/u , ... 

Beispiel JO: Um die gleichschwebcnd-temperierte Stimmung zu erhalten, werden zwisthen die 
T0ne einer Oktave 11 Zwischcnt0ne in gleichen Abstinden eingeschaltet, in C-Dur z. B. die 
T0ne cis, d, dis, e, f, fis, g, gis, a ais, h. Die Schwingung:szahlen der T0ne bilden dann cine geometri
schc Folge zwischen den T0nen einer Oktavc mit dem Schwingungsverhaltnis q = 2. Filr den 

"-

Quotienten q' der gcsuchten Folge erhAlt man q' = 1/2 = 1,059 463, mithin die Folge der 
Schwingungsverhlillnisse: c= I, cis= 1,059 46, d= 1,12244, dis= 1,189 21, e= 1,25992, 
f = 1,337 92, tis= 1,414 21, g = 1,498 31, gis = 1,587 40, a= 1,681 79, ais = 1,781 80, 
h = 1,88775 , c' = 2. 

• 10 
Nonnzahl-Grundreihen: R 5, q = Vio "" 1,6; R I 0, q = Vio "" 1,25; 

20 0 ISO 
R 20, q = ,;w"" 1,12; R 40, q = ,;m se 1,06; R 80, q = 1/10"' 1,03. 
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In der Normung versucht man, GrODenabstufungen zu finden, die bei einer minimalen Anzahl von Stufen den BedU:rfnissen der Praxis weitestgehend Rechnung tragen. Man verwendet sogenannte 
dezimalgeometrische Folgen, das sind geometrische Folgen mit dem Stufensprung oder dem Quo-

tienten Q = Vw. in der Technik Normzahl-Grundreihen genannt. Jeder Oezimalbereich wird danach in cine gleiche Anzahl von n Stufen geteilt. Aus den Grundreihen kOnnen noch Auswahlreihen gebildet werden, indem man nur jede zweite, jede dritte oder jede n-te Stufe der Grundreihe benutzt. 
Reihe R 10 Auswahlreihen R 10/2 1,25 1,6 1,6 1,25 

2,5 3,15 2,5 3,15 
6,3 6,3 JO 12,5 IO 12,5 

Nach diesen Norrnzahl-Grundreihen werden technische Produkte, Maschinen und Maschinenteile, Werkzeuge u. a. ausgefi.ihrt. Auch Druckkrafte an Pressen, Tragkrafte und HubhOhen fur Krane und Winden, Drehzahlen, Schnittgeschwindigkeiten, Leistungen von Kraftwerksturbinen sind nachNormzahlreihen gestuft. Auch die international einheitlichen Papierformate sind �eometrisch gestuft, und den MUnzen und 
Banknotcn Iiegt die dczimalgeometrische Folge mit q = V'io � 2,2, d. h. die Stuckelung I, 2, 5, 10, 20, 50, ... , stark gerundet zugrunde; sie hat zur Abschaffung des Talers im Werte von 3 Mark gefuhrt. 

Konvergenz und Divergenz von Folgen 
Die Glieder der Zahlenfolge 1, ¾, 4h, 5/8 , ... mit dem Bildungsgesetz an = (n + l)/(2n) unter� scheiden sich um so weniger von ½, je grbfler die Gliednummer n ist. Man kann den Unterschied la,. - ½ I der Glieder der Folge von ½ sogar beliebig klein machen, d. h., es 13.Bt sich durch passende Wahl der Gliednummer n erreichen, daB von dieser Stelle n ab a/le Differenzen [a11 -1 /11 kleiner sind als cine beliebig klein vorgegebene positive Zahl t. Verlangt man z. B., daB die Abweichung von 1 /1 hochstense= 0,001 scin darf, so ergibl sich aus la,-1/21 = l(n+ 1)/(2n)- '/,I = I'/,+ 1/(2n)- '/,I 
= ll /(2n)I = 1/(2n) < 0,001, daO a/le Glieder a, mil n > 500 die verlangte Eigenschafl haben; hOChstens 500 Glieder haben grOOere Abstande von 1 /1 . Steigert man die verlangte Genauigkeit auf t = 0,000001, so haben nur 500000 Glieder grOflere Abweichungen von 1 /1, fur alle weiteren Glieder 
a, mil n > 500000 gilt la, - 1/21 < 0,000001. Allgemein ist la, - '/,I<, fiir a/le n > 1/(2<), d. h., wie klein £ auch gewahlt sein mag, stets kann man eine Gliednumrner angeben, von der ab sich alle Gliedcr der Folgc um weniger als £ von ½ unterscheiden. Man sagt dann, die Folge {a11

} konvergiert und hat den Grenzwert ½. 
Die Folge {a

,.
} heiBt konvergent mit dem Grenzwert oder Limes a, wenn man zu jeder beliebig 

k/einen positiven Zahl e stets cine Zahl N(t) so angeben kann, da8 die Ungleichung la,. -al < e fur a/le Glieder a,. der Folge mil n > N(t) erfUllt ist 
Die Zahl N. von der ab la11 - al < e ausfiillt, hangt im allgemeinen von e ab, sie wird urn so grOfkr sein, je kleiner man e wahlt. Deshalb wird sic genauer mit N(e) bezeichnet. NatUrlich gibt es bei einer gegen den Grenzwert a konvergierenden Folge {a,.} zu jedem e > 0 auch cine Stelle N1 (e), von der ab 
Ian - al< e/2, cine Stelle Ni(t), von der ab Ian -a!< t/k, cine Stelle Nie), von der ab la,. - al <..,e" ausfallt usw. Davon wird haufig Gebrauch gemacht. Konvergiert die Folge {a

,.
} gegen den Grenzwert 

a, so schreibt man {a
,.
}-+ a fur n-+ oo bzw. n:� a11 = a (lies a,. konvergiert gegen a /Ur n gegen 

Unendlich bzw. Limes von a11 /Ur n gegen Unend/ich isl gleich a]; dieser Sachverhalt bedeutet geometrisch-anschaulich, da8 nur endlich viele Glieder der Folge auOerhalb der e-Umgebung a - t •·· a +t des Grenzwertes a, alle anderen dagegen in dieser £-Urngebung liegen. Man spricht daher davon, 
daBfast a/le Gliedcr dcr Folge in die £-Umgebung des Grenzwertes a fallen, wie klein e auch gew3.hlt sein mag. 
:��!���� i:::

1

't: o,:h?•Jf; ��::�-d;,11�.:!i
d

;;��
tz 

c;";,;!� tn��1°:tn·; · + 3/lO' 
I -'/1 = 13 (10'-'+···+IO'+J) '/ 1= 19·(10'-1)/(10-1)-IO'l=

-1-< a, ' 10' ' 3 · 10' 3 · 10' • · 
Diese Ungleichung ist bei beliebig vorgegcbcncm positivem • fur alle • > N(•) = lg (1/(Jc)) = -lg 3, crfiillt; fiir • = 10-12 z. B. crball man N(,) = 12 - lg 3, d. h., our 12 Glieder babeo in diesemFaU grOOercAbweichungen von 1/3 als e = 10-u. AJlgemein kann man jeden uoendlichen Dezimalbruch 0, z1z�z3 ... mit den Ziffern z, als cine konvergente Folge {a,.} mit a.= z1/10 
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+ z2/102 + •·· + z,,/10" auffassen. Der Grenzwert der Folge ist die durch den Dczimalbruch dar
gestellte reelle Zahl. 

Beispiel 1: Die Folge I,¼, 1/9, 1/16, ••• der reziproken Quadratzahlen hat den Grenzwcrt Null, 
denn filr beliebiges, > 0 ist I•. - 01 = 11/n' - 01 = (1/n') <, fur alle n > N(e) = Jfll; erfilllt. 

Folgen mit dem Grenzwert Null heiBen Null(olgen. Aus jeder Nullfolge {b,.} kann cine Folge {b,. + b} 
mit dem Grenzwert b gebildet werden. Wenn umgekehn die Folge {a,.} gegen den Grenzwert a kon
vergiert, so ist {a,, - a} cine Nullfolge. 

Konvergenzverhalten arithmetischer und geometrischer Folgen. Folgen, die nicht konvergieren, heiBen 
divergent; z. B. ist jede arithmetische Folge divergent; da der Unterschied zweier Glieder stets dist, 
kOnm:n nit:mals fast alle ihrc Glieder in der Umgebung eines festen Wertes liegen. FOr positive 
Werte von d werden die Glieder a" der Folge schlieBlich grOBer als jede beliebig gro8e Zahl. DafOr 
schreibt man symbolisch Jim a,. = oo und nennt eine solche Folge besrimmt divergent. Fi.ir negative 

Werte von d unterschreit;;die Glieder schlieBlich jede beliebig kleine Zahl. Auch diese Folge ist 
bestimmt divergent; man schreibt 

11
l�m00 

a
11 = -oo. 

Die unendlicbe 1eometriscbe Folge {11,) mil elem B11....._esetz •• = 1119"-1 kOlffffllert •
Null, wenn der 11etra1 ltl des Quotlenlm klelDer ■ls 11st; Isl ltl llriltler als I, so 1st die Folse {11,} 
divergent, und zwar fiir q > I bestimmt, fiir q < -1 unbestimmt dhergent. 

Teilfolgen. 1st p1, Pi, p3, ••• , p11
, • • •  irgendeine streng monoton wachsende unendlichc Folge natOr· 

licher Zahlen, so ncnnt man {p,.} cine Tei/folge der Folge der nati.irlichen Zahlen, z. B. die Folge 
I, 3, 7, 9, 13, 14, 27, ... Wah It man eine solche Folge {p

,.
} als I ndizes, so ergibt sich aus jeder Zahlen• 

folge {a11} cine ihrer Teilfolgen {a
P

,.}; z. B. ist I, 1 / 8, 1 / 64, ... cine Teilfolge der Folge I, ½, 1 /4 , 1 / 8, 
1/16 , ... Liegen fur alle n > N(e) die Glieder a,. 

in der e-Umgebung des Grenzwertes a, gilt also 
]�11 - al< e, so liegen auch die Glieder ap,.der Teilfolge mit p11 > N(t) in dieser Umgebung. Damit 
gilt der folgende Satz. 
Jede Teilfolge {a,"} einer konvergenten Folge {011}.....,. a konvergiert g,gen dense/hen Grenzwert a. 

Sitze i.iber konvergente Folgen. Ausschlaggebend fur die Konvergenz der Folge (a11J ist die Existent 
einer Stelle N(t), von der ab la,. - al< e ausfallt; vOllig belanglos ist die GrOI3e von N(t). Deshalb 
kann man, ohne Konvergenz und Grenzwert der Folge zu 3.ndern, beliebig endlich vicle Glieder 
weglassen oder hinzufi.igen, da dies hOChstens die GrOlle von N(t) beeinflussen wllrde. Solche Eigen• 
schaften, die allein vom Verhalten aller Glieder ,.jenseits der Stelle N(e)" abh3.ngen, bezeichnet man 
als infinitiire Eigenschaften einer Zahlenfolge. Die Konvergenz einer Folge ist eine infinit3.re Eigen
schaft. 
K011Y<rgeole Fol1ea shlll bescbrinkt. 

Hat cine Folge {011} den Grenzwert a, so liegen fast alle ihre Glieder im Interval! von a - e bis a+ e; 
die Menge der aullerhalb dieses lntervalls gelegenen Glieder ist aber als endliche Menge ebenfalls 
beschr3.nkt. 
Hat die konvergente Folge {a,.} die obere Schranke K, so ist auch ihr Grenzwert a nicht grOller als K, 
denn ware a> K, so mUBten in cine ganz rechts von K gelegene Umgebung von a noch unendlich 
viele Glieder der Folge fallen, im Widerspruch zur Schrankeneigenschaft von K. Entsprechend kann 
der Grenzwert a der Folge keine ihrer unteren Schranken unterschreiten. 
Eioe koaYergente Fola:e bat aeaau eineo Grenzwert. 

Hane {a11} zwei verschiedene Grenzwerte a und a', so kOnnte mane so klein wahlen, daB die e.-Um
gebung von a und die von a' keinen Punkt gemeinsam haben. Im Widerspruch zur Grenzwerteigen• 
schaft von a und a' wi.irdcn dann von ciner Stelle N(e) ab unendlich viele Glieder der Folgc auBer• 
halb der E•Umgebung von a und unendlich viele Glieder au8erhalb der e•Umgebung von a' licgcn. 
HallmdleFol1en {•.} bzw. {b.} die G.--Ol'le11bzw.b,so ...,....._di• Fol&•• l•.+b.}-•+b, 
{11. - b,} - 11 - b, {•,.b.} - ob und, ,.._ die •• .,.. •er G.--ert b '"" Null ftl'lddedea slad, 
aadl {11,/b.} - •/6. 

Soll z. B. gezeigt werden, daB fiir ein beliebig vorgegebenes • gilt I(•.+ b,) - (a+ b)I < •• so liiBt 
sich fur die konvergente Folge {a11} ein Index N1 so bestimmen, daB la11 - al < e/2, und ebenso 
fur die Folge {b,.} ein Index N2, so daB [b,. - bl < e/2, wenn nur n > N1 bzw. n > N2 • FUr alle 
n > Max (N1 , Ni) gilt nach der Dreiecksgleichung die Behauptung: 

I(•, + b.) - (a+ b)I = I<•. - a)+ (b. - b)I .;; I•. - •I + lb. - bl < •· 
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Fllr die Behauptung, dail !anfb11 - a/bl kleiner als jede vorgegebene positive Zahl e gemacht werden 
kann, wird nach der Umformung 

I�_� I = I b(a. - a) - a(b. - b) I .;; /bl /a. - a/ + /a/ /b. - bl 
b, b bb, /b/ · /b,/ 

N3 so bestimmt, dal3 fur alle n > N3 gilt lb,.I � g > O; dies ist wegen b=f= 0 stets mOglich. Bestimmt 
man schlielllich noch N1 so, daB fur alle n > N1 gilt la11 - al < 1/i gE-, und N2 so, daf3 fur alle 
n > N, gilt /b, - b/ < 1/2 ge /b// la/, so kann die Behauptung filr alle n > Max (N1 , N,, N,) durch 
Abschatzung gewonnen werden. 
Die folgenden Aussagen sind wichtige Spezialfalle des letzten Satzes. 
1. Sind c, c1 und c2 Konstante, so darf aus {a.}- a und {b,.} - b geschlossen werden ca

,. - ca; 
{c1a,. + c2b11} - c1a + Czb. 
2. Da die Falge dtr Produkte der Glieder zweier konvergenter Folgen gegen das Produkt ihrer Grenz
wer/e konvergiert,gilt mit a,.-a auch {a:}- a" fiir Jeth positive ganze Zahl,. und,falls a!le 011 =f= 0 
und a =f= 0, auch /UT jede negative ganu Zahl•· Fiir a,.+ 0, a+ 0 kann man wgar {af} - � /Ur 
rtelles cc folgern. 
J. Sind {a.) und {b.) Nullfolg,n, so sind ts ouch di, Folgm {a, + b.), {a. - b.) und {a,,b,). 

Die aus den Nullfolgen {a,,} und {b,,} gebildete Folge {o,,/b,,} ist im allgemeinen keine Nullfolge, da 
die Voraussetzung b a= 0 nicht erfiillt ist; z. B. sind {a,}= {1/2'} und {b.} = {l /4'} Nullfolgen, 
{a,,/b,,} = {2"} aber ist bestimmt divergent. 
Koa,ergleren die Folgen {a;} und {•:'} gegen dmselben Grmzwert a IIDd gilt fur fast alle Gll<d,r der 
Folge {a,} die Unglelcbuag a;.;; ••.;; •�, daM komerglert ouch die Folge {a.} gegen den Grmzwert a. 

Zu beliebigem e. > 0 gibt es ein N(e.), von dem ab alle Glieder der Folge {a�} und alle Glieder der 
Folge {a�'} in der e.-Umgebung von a liegen. Wegen a� ¾a,, � a�' Iiegen dann auch alle Glieder der 
Folge {a,,} mit n > N(e.) in dieser Umgebung, also "��a,, = a

�
.
----------� 

Grenzwerte einiger wichtiger konvergenter Folgen. 1, Filr 
beliebige positive Werte von q ist {x,,} = {Vq - I} eine 
Nullfolge. Filr q = I hat jedes Glied den Wert Null. Filr lim v� 

= I, q > 0 beliebig 

q > I ist vq > I, d. h., die Zahlen x,, sind positiv. Danach lim logb rt= O, b > O, b ..,_ l gilt q = (I + x,,)" ;a. I + nx,, > nx,. > 0 oder O < x,. < q/n. n--Hm n ;-
Die Folge {q/n} isl aber eine Nullfolge. 
FUr O < q < I ist 1/q > I, also hat {V¼ - I} den Grenzwert 0. Multipliziert man diese Nullfolge 
glied weise mit der wegen Vq < I beschrankten Folge {Vq}, so ist die Produktfolge { I - v'q} und 
damit {Vq - I} ebenfalls eine Nullfolge. 
2. Wie eben gezeigt wurde, haben die Glieder der Folge {q11"} fur 11 - oo den Grenzwert I, wenn q 
eine beliebige positive Zahl ist. Daher laBt sich fur beliebig vorgegebenes e > 0 stets eine Zahl N 

so finden, da8 fllr alle m > N beide Werte q ± '''" zwischen I - e und I + e. liegen. Weiter kann fur 
cine Nullfolge {on} stets ein Index N, so gefunden werden, daB an fur alle n > N1 zwischen -1/m 
und +l/m liegt, die Potenz q"" deshalb fur alle n > Max (N, N1) zwischen 1 + e. und I - e., mit
hin q0n - 1 zwischen - e und + e liegt; d.h., {q"n - 1} ist eine Nullfolge, wenn {a,.} eine ist. 
Oaraus folgt, da8 {q0

"} gegen den Grenzwert qa geht, wenn {a,,}- a, denn q0

" - qa = q"(q4"-a - )) 
und {a,, r- a} ist eine Nullfolge und dcshalb auch {q4

"

--0

- I}. 
{q4"} - I, wenn {011} - 0 und q positiv 
{q4"} - qa, wenn q posit iv und {a,,} - a 
{(a,.)"} - a'\ wenn {a,,} - a und a,., a positiv, o: reell 

In Kap. 18.3. -- Einige wichtige Grenz
werte -- wird unter 4. gezeigt, da8 fur eine 
beliebige Basis g > I eines Logarithmen
systems gilt {log, a,.) - log,, a, wenn 
{a,.} - a. 1st a eine beliebige reelle 

Konstante, so gilt auch {i::x log9 
a,,}- o: log,a, nach dem eben Gezeigten also auch {g"' 101-" 4"}-g"' 101-" 4 , 

d. h. aber, {a:} - or.,.. 
3. Die Folge Vn ·konvergiert gegen I, d. h., {x11} = {V; - I} ist eine Nullfolge. Ihre Glieder x,. sind 
fur n� 2 positiv. Aus (I + x,,)" = n erhiilt man nach dem binomischen Lehrsatz ½ n(n - I) x,:�n 
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oder Ix.I ,;; V2/(n -I). Wfihlt man zu vorgegebenem < > 0 die Zahl N(<) -(2/,2) + I, so gilt in 
der Tat Ix.I < < fiir alle n > N(<). 

4. Fiir cine beliebige Basis b > l der Logarithmen ist {'0! n} cine Nullfolge, d. h., es muB zu vor
gegebenem, cine Zahl N(<) geben, so daO fiir alle 11 > N(<) gilt: 

(log n)/n < e�logn < ne�n < b'"�j;; < bE. 

Da b1 grOBer ist als I, V'; gegen I konvergiert und alle Schlusse umkehrbar sind, gilt die Behauptung. 
Da weiter log1 1,,n = -log" n ist, konvergiert { log n/n} auch fur O < b < I gegen Null. 

Konvergenzkriterien filr Zahlenfolgen 

Nach der Definition der Konvergenz kann man priifen, ob cine Zahl a tats3chlich Grcnzwert der 
Folge {a,.} ist. 1st dagegen kein solcher Wert a bekannt, so verwendet man Ko nvergenzkriterien, die 
aus im allgemeinen leicht fcststellbaren Eigenschaften der Folge {a,.} auf Konvergenz oder Divcrgenz 
schlie6en lassen. Dagegen gibt es keine allgemeine Methode zur Bestimmung des Grenzwerts; er 
kann nur durch differenzierte, auf die jeweils vorgelegte Folge zugeschnittene Verfahren gefunden 
werden. 
Erstts Konvergenzkriterium. Die Glieder einer monoton wachsenden, unbeschriinkten Folge nehmen 
beliebig groOe Werte an; die Folge ist bes1imm1 divergenl. 1st die monotone Folge aber beschrinkt, 
so kann gezeigt werden, daB sic einen Grenzwert hat. 
Entes Kom"ergenzkriterlmn: Eine monotone und beschrinkte Folge 1st stets kOIIYergent. 

Dabei darf in der Definition von Monotonic das Gleichheitszeichen zugelassen werden. 
Die Zahl e al s Grenz wen. Die Folge {a,.} mit a

,. = (I + 1/n)" wiichst monoton, denn furn� 2 
gilt: 

a._,= [I + 1/(n - J)]"-1 = [n/(n - l)J•-• 
-[n/(n -I)]" (I - 1/n) < [n/(n - I)]" (I - l/112)" 
= [(n + 1)/n]" = [I + 1/n]" - a.; 

dabei ergibt sich das Ungleichheitszeichen, wenn man die Bernoul/ische Ungleichu ng I + na< (I + a)", 
die fur a> -I und n � 2 gilt, fur a= -l /n2 benutzt. 
Die Folge {(I + 1/n)"} ist beschr3.nkt. Da alle Glieder positiv sind, ist Null cine untere Schranke. 
Weiter erh3.h man nach dem binomischen Lehrsatz 

a. = (I + 1/n)• = I + (; H + · + (;) +.-+ • + (:) �. 
Jeder Summand dieser Summe 13.Bt sich absch3tzen: 

(")· ...!.._-�(1-_!_) (1 -2-)··· (1 -�) <
-1-

,,;;
-1 

k n* k! n n n 2·3··•k 21-1• 

so daO a. - (1 + -.
1 )"<I+ I + -

2
1
2 

+···+ _!_ <I + -1- = 3· 
2.1:-1 I - 'lz ' 

d. h., die Folge ist auch nach oben beschriinkt. Die Folge 
lim (1 + ..!...)

" = e konvergiert also, ihr Grenzwert wird nach EULER mit e 
,._00 n bezeichnet. Die Zahl e 13.Bt sich zwischen den Gliedern 
e = 2,7 1828 1828 4590 45 83 536 .. . der betrachteten und denen der monoton fallend'cn, 

ebenfalls gegen e konvergierenden Folge {[I + 1/(n -I)]"} 
einschlieOen; meist wird sic aber nach einer Reihe berechnet. 

• 

Zweites oder Cauchysches Konvergenzkriterium. W3hrend das erste Konvergenzkriterium nur auf 
monotone Folgen anwendbar ist, gilt das Cauchysche Kriterium fur beliebige Folgen. Sind von 
einer Stelle N(e) ab die Differenzen aller mOglichen Gliederpaare kleiner als die vorgegebene positive 
Zahl e, so liegen fast alle Glieder der Folge in einem Interval! der Lange e; hOChstens die endlich 
vielen Glieder a1 mit i � N(e) kOnnen au8erhalb liegen. Die nachstehende Redewendung »dann und 
nur dann« gibt an, daB das Kriterium notwendig und hinreichend ist. 

Zweltes Koa,ersenzkriterium: Elne Zahlenfol1• {•.) Isl daM und aur dann kOOYersent, wean zu 
Jed er beliebillen poslth-en Zahl , stets elne Stelle N(,) so -eceben wenlen kaan, daB fllr ■Ile lndizes 
•• und •2, die gr6ller als N(,) slnd, gilt I••• - "-, I < •. 
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&ispiel /: Die Folge ½, 5/,.., 5'6, 
9/a, 9ho, 13/1 2, 13/14, .•• mit dem aJlgemcinen Glied a

,. = J + (-lf/(2n) ist zwar beschrankt, nicht aber monoton. Das erstc Konvergcnzkritcrium ist 
nicht anwendbar. Das Cauchysche Kriterium crweist die Konvergenz der Folge, denn es ist zunachst 

-
= I 

(-1)" .. 
- -(-1)" 

1-1
(-1)•+12n -(-))• (2n + 2) I 1••+1 a,I 1 + 2n + 2 1 2n -

2n (2n + 2) 

12n+2n+2
1=1 4•+2

1.:: 4•+ 4 

_ _!_ r-· / .;; 2n(2n + 2) 4n' + 4n - 4•' + 4n - n < e ur alle •>I e. 
Wic aus dem Bildungsgesetz ersichtlich ist, liegcn aUe auf a,.+1 folgenden Glieder zwischen a. und 
a,.+1 , so daO fur beliebige n1 , n2 > 1/£ gilt: la,.1 - a,,,I � la,.+1 - a,.I < E, 
B,ispi<I 2: Die Folge I, I + 1/2, I+ 1/, + 1/3 , I+ 1/, + 1/3 + ¼, ... mit dem allgemeinen 
Glied a,.

= I + ½ + 1/3 + •·· + 1/n erfiillt das Cauchysche Konvergenzkriterium nicht, dcnn 
wahlt man ein e < 1./2, so gibt es stets zwci Zahlen n1 , n2 > N(E), fur die la,.1 - a,.,I > e ist, 
wie groO man N(t) auch wahlt. Fllr n2 > N und n1 = 2n2 > N erh3lt man z. B. 

I I I I [a", - a,.,f - n2 
+ I + n2 + 2 + n2 + 3 + .. · + 2n2 

> __!__ + __!__ + ... + __!__ = n,. __!__ = _!_ > e, 2n2 2n2 2n2 2n2 2 
wenn man jeden dcr Brilchc l/(n2 + i) fur i = I, 2 •... , n2 durch den kleineren, hOChstens g]cich 
grollen Bruch l/(2n2) ersetzl. 

Hiiufungswert einerZahlenfolge.DieFolge I+ ½,2+ 1/2 ,3 +½,I+ 1/3,2 + 1/3,3 + 1/3 , ... , 
I+ 1/n, 2 + 1/n, 3 + 1/n, ... zeichnet sich dadurch aus, daO in jeder Umgebung der Zahlen I, 2 
und 3 unendlich viele Glieder der Folge liegen. Die Glieder der Folge h3.ufen sich in der Umgebung 
der Stellen I, 2 und 3, die man deshalb Hiiu/ungswerte oder Hiiufungsstellen der Folge nennt. 
Elne Zahl A beiBt Hiiulimpwert der Folge {a,}, wem bel jedem belleblgen posltlnn, die Unglelcbung 
la, - Al <, f"air unendlldi ,lele nrschled- Glleder enlillt ist. 

Daraus folgt, daO der Grenzwert einer Folge stets auch H3.ufungswert ist. Dagegen mu8 nicht 
jeder H3.ufungswert Grenzwert sein, denn fur einen H3.ufungswcrt A ist die Ungleichung la., - Al <f
lediglich filr unendlich viele n, fur einen Grenzwert A aber fur a/le n ab einer gewissen Stelle N(f-) 
erfilllt. Eine konvergcnle Folge kann mithin nur einen Haufungspunkt habcn, denn aullerhalb jcder 
e-Umgebung des Grenzwcrles G liegen nur endlich viele Glieder der Folge, es kOnncn deshalb 
insbesondere nichl noch unendlich viele Glieder in der e-Umgebung von G' =t= G liegen. Der folgendc 
Satz zeigt, daB auch die Umkehrung dieser Aussage gilt. 
Hat eine Folge genau eillffl Hiufungswert 11 =t= ±co, so k011vergiert sie, uncl lhr Grenzwert ist 11. Hat 
aber eine Folge keinen end.lichen oder meb.r als elnen Hiufunpwert, so dlverglert sle. 
Satz von Bolzano.Welentra8: Jede beschrinkte unendlldie Zablenfolge bat mlndestens el- Hiu
fungswe<t. 

1st k cine untere, K cine obcre Schranke der Folge, so liegen alle ihre Glieder im Jntervall J0 = [k, KJ. 
Man halbiert dieses lnlervall und nennt J1 die H3.lfle, in der unendlich viele Glieder der Folge liegen, 
bzw. die linke Ha\fle, wenn in jeder unendlich vicle Glieder liegen. Wendet man dasselbe Yerfahren 
auf J1 an, so erhah man J2 usw. Die so konslruierte lntervallschachtelung erfaBI genau cine reelle 
Zahl A, die Haufungspunkt der Folge ist. Denn da die lntervallangen der Schachtelung gegen Null 
konvergieren, gibt es zu jeder e-Umgebung um A ein Interval! der Schachtelung, das ganz in dicscr 
Umgebung liegt und aullerdem nach Konstruktion unendlich viele Glieder der Folge enlh3.lt. 
Der Begriff des Haufungswerles 13.Bt sich auf belicbige Zahlenmengen iibertragen; der Satz von Bol
zano-WeierslraB sichert fur beschr3.nkte unendliche Zahlenmengen die Ex.istenz mindestens cines 
H3.ufungswertes. Dabei muB dicser selbst nicht Element der Zahlenmenge sein; z. B. gehOren die 
H3.ufungsstellen I, 2, 3 nicht zur betrachte1en Menge. 

18.2. Reihen 

Die Reihen sind sowohl fur den inneren Aufbau der Mathematik als auch fur praklische Anwen
dungen von groller Bedeutung. Auf die Theorie der Reihen begn1nden sich mannigfache numerische 
Methoden, z. B. wird die Aufstellung von Logarithmentafeln und von Tafeln fur die trigonometri
schen Funktionen sowie die Berechnung wichtiger Konstanten wie e und n am besten mit Hilfe 
von Reihen dUrchgefiihrt (vgl. Kap. 21.2. - N3.herungswerte und N3.herungsformeln). 
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Begriff einer Reihe 
Der griechische Sophist ZENON (5. Jh. v. u. Z.) hat die Frage aufgeworfen, ob Achilles, der zwOlfmal 
so schnell 13uft wie cine SchildkrOte, diese einholen kann, wenn sie einen Vorsprung von I S1adion 
[antikes LangenmaD, 184,97 m] hat. Wihrend die SchildkrOte 1 / 1 1 Stadion weiterkriecht, legt Achill 
wegen seiner zwOlffachen Geschwindigkeit (12 · 1/11 =I+ 1/11) Stadion zurtick, d. h. den Vor• 
sprung und den Weg der SchildkrOte; er hat sic also eingeholt. 
ZENON dagegen schlo3: Hat Achilles I Stadion zurtickgelegt, so ist sic um 1 / 1 2 Stadion weitergekro• 
chen; hat er dieses ZwOlftel durcheilt, so hat sic noch (1 /1 1.) 2 Stadion Vorsprung; durchlauft er ihn, 
ist sic ihm noch (1/1 2)3 Stadion voraus usw. Der von Achill bis zum Treffpunkt zurtickzulegende Weg 
stellt sich danach in der Form dar 

I + 1/12 + 1/12 2 + 1/123 + 

wobei die Punkte andeuten sollen, daD auf jedes Glied Ot = l/2 t-1 ein weiteres at+t = 1/12t folgt, 
der Ausdruck also nie abbricht. 
Ein solcher Ausdruck heillt unendliche Reihe. ZENON glaubte, durch dieses Ergebnis einen Widerspruch 
des formalen Denkens gefunden zu haben, denn es schien ihm sicher, da8 der Wert der unendlichen 
Reihe Uber jedes MaB groB ist, Achilles also die SchildkrOte nie einholen wird. Jedoch ist die richtig 
von ihm aufgestellte Reihe eine geome1rische und hat, wie sich aus den fur diese abgeleiteten Rcgeln 
ergibt, den Wert 1 2/ 11. 

Unter einer unendlichen Reihe oder kurz Reihe versteht man einen Ausdruck der Form 

a1 + a2 + a3 + • • oder kurz 
1
� a,; 

dabei sind die a1 Glieder einer u11e11d/ichen Zohlenfolge {0
11}. 

Verwendung des Summenzeichens. Zur abktirzenden Schreibweise fur eine Summe bedient man sich 

des griechischen Buchstabens E, schreibt z. B. b1 + b2 + b3 + ··· + b11 = f b, [lies Summ� Uber 
,., 

b1 /iir i gleich I bis n]; dabei gibt der dem Zeichen I beigefugte Zusatz »i gleich I bis n« an, daO die 
Summanden der Summe sich dadurch ergeben, daB man dem Summationsindex ; nacheinandcr alle 

Folge der Partialsummen 

a, 

a, 

f 

=
,f.a, 

2 

=/:i_o, 
J 

= 
,1:i_o, 

naturlichen Zahlen von I bis n beilcg1, z. B. 
5 

� 1/i2 = 1/12 + 1/22 + 1/32 + 1/42 -,- 1/52 . 

Auch zur Kurzschreibweise unendlicher 
Reihen benutzt man dieses Zeichen, schreibt
z. B. fur die von ZENON aufgestellte Reihe 

I+ 1/12 + 1/122 + •·· = f 1/12 1 • Das Zei-
1-0 

chen oo deutet dabei an, daO die Reihe nicht 
abbricht. In der als Summe ihrer Glieder ge
schriebenen Reihe tritt der Summationsindcx 
nicht mehr auf, es ist deshalb ohne Bcdeu
tung, ob er mit i, k oder einem anderen Buch
staben bezeichnet wird. 

Konvergenz und Divergenz, Summe einer Reihe. Wie aus dem Gesagten hervorgeht. kann man der 

Reihe f 1/12 1 offenbar den Wert 12/11 zuordnen. Um ganz allgemein entscheiden zu kOnnen, 
,-o 00 

ob einer Reihe E 01 ein Wert zugeordnet werden kann, bildet man aus den Gliedern a, der .Reihe 
/•I 

die Folge {s11} ihrer Partialsummen oder Teilsummen. 
Genao dann, wenn diese Partialsummenfolge konvergiert, d. h. einen Grenzwert S hat, wird dicscr 
der Reihe als Wert zugeschrieben. Man sagt: Die Reihe konvergiert und hat die Summt S. 

Elne ......Ulc:be Reihe E •, be18t kOMergent genau dann, ,...., ihre Partlalowamenfolse k..,.ergtert. 
,., 

Den Gremwert S der Partial1111111J11eafolge bezelcbnet -• ■ls Summe der Reihe. 

S= •1 + •2 + •l + ··· oder S = £ •, = Hm 6,. = Um f 11,. 
l•I •-+a') •◄1:10 l•l 

llhersiert ..._ .. die Folee der Putia'-'•"" der , .. -.., Reihe, oo -I - dmrsmt, ole 
mtkelnes.im-. 
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Das Wort Summe einer Reihe ist nur aus Grilnden der formalen Analogie zu Surnmen mit endlich 
vielen Summanden gew3hlt worden und ist hier nur ein Synonym des Begriffs Grenzwert der Folge 
der Parrialsummen. In der von ZENON aufgestellten Reihe hat das allgemeine Glied a" ihrer Partial
summenfolge den Wert a" = 11/11 (I - 1/12") (vgl. 18.2. - Die unendliche geometrische Reihe), 
und diese konvergiert gegen den Grenzwert S = .. �r: s

11 = 
11
l�rn

00 

12/11 (I - 1/12") = 12/11• 

Beispie/ J: Unterwirft man cin Quadrat des Flichcninhalts I der fortge
setzten Halbierung (Abb. I 8.2• 1), so lassen sich die MaBzahlen der ent• 
stehenden Rechtecksft3chen auffassen als Glieder der unendlichen Reihe 

1/, + '/. + '/, + ... + 1/2" + ... 
Der gcomctrischen Anschauung entnimmt man die Vermutung. da8 diese 
Reihe dtc Summc I hat. Da die Partialsummcnfolge dcr gegebcnen Reihe 
Jautet: 1/2 , ¾. 7/8 •.••• (2" - 1)/2", ... , konvergiert stC in der Tat gegen 
den Grenzwert s = lim s. = lim [(2' -1)/2"] = lim [I -1/2"] = I. rn 8 

,._OIi ,._OIi "-1111 18.2·1 Zur Konver-

Noch im 18. Jh. waren diese Begriffe nicht gekliirt; z. B. schrieb man genz der Reihe 
der unendlichen Reihe I - I + I - I + I . je nach der Schreibweise 1/2 + 

1/-1 - 1/1 + · 
(l - l)+(l -1)+(1-1)+. oder 1-(1-1)-(1-1)- ... die 
Summe 0 oder I zu. Die Folge s1 = I, s2 = 0, s3 = I, s, = 0, .. ihrer Partialsummen divergiert 
aber, die Reihe hat keine Summe. 

Arithmetische und geometrische Reihen 
Arithmetische Reihen. Bei einer arithmetischen Reihe E a1 sind die a, Glieder ciner arithmetischen 

,_, 

Folge {a_.}. Offenbar ist jede unendliche arithmetische Reihe divergent; von Interesse ist nur ihre 
n•te Partialsumme s" = ;#i a,, ort auch recht unglucklich als endliche arithmetisclte Reihe bezeichnet. 
In der Anfangerschule soll der Lehrer BUTTNER des neunjiihrigen Carl Friedrich GAUSS die Aufgabe 
gestellt haben, alle ganzen Zahlen von I bis 100 zusammenzu1.3.hlen. Er hatte sich aber kaum zur 
Ruhe gesetzt, als der kleine GAUSS seine Rechentafel mit den Worten aufs Pult legte: .,Dar licht se". 
Um so erstaunter war der Lehrer allerdings, als schlieBlich alle Tafeln abgegeben waren, auf der 
ersten nur cine Zahl, our das richtige Ergebnis 5050 zu finden, das GAUSS nach dem folgenden 
s, = a, + (a1 + d) + (a, + 2d), · ·· + (a, + [11 - 1) d) 
s. = a. + (a. - d) + (a, - 2d) + · · · + (a. - [n - I] d) 

2sn = n(a 1 + a") oder s" = 1/2n(a1 + On). 

I + 2 + 3 + · · · + 50 +, 
100+99 + 98 + ... + 51._.J 

50 · 101 = 5050 
Schema im Kopf berechnet hatte. Der Lehrer erkannte, da0 der kleine Carl Friedrich in seiner 
Rechenklasse nicht viel lernen konnte, und verschaffte ihm aus Hamburg ein besonderes Rechen
buch: Remers Arithmetica. Der Gedanke des neunj3.hrigen GAUSS 13.llt sich auf jede endliche arith
metische Reihe anwenden. 

Endliche Anfangsglied a 1 , Endglied a" = a1 f (n - I) d, Differenz d, 
arithmetische Reihe Summe a"= 1fin(a1 ..ta") = na 1 + 1 2dn(n - D 

Aus der Summenformel erkennt man, daB von den Gr0Ben a1 , On , d, n und Sn jeweils drei gegeben 
sein m0ssen; die 0brigen )assen sich dann aus linearen oder quadratischen Gleichungen berechn�n. 
&ispiel J: Sind von eincr endlichen arithmctischen Reihe a1 = 3, a,.

= 43 und d = 5 bekannt, so 
k0nnen die Anzahl n der Gliedcr und die Summc s,. bcrcchnct wcrdcn. 

a,=a, +(n- l)d-43=3+(n-1)5-n=9; 
s, = '/,nC_a1 + a.)- s9 = 9/2 (3 + 43) = 207. 

&ispiel 2: Aus d = 12, s,. 
= 180 und a,. = 60 )assen sich das Anfangsglied a1 und die Glicdcr

anzahl n linden: 

a� a, - (n- l)d; a, = 1i;.i(a1 + a,)-s, = 1/,nC_2a. - [n-l]d) 
-180 = '/,n(l20-[n-1]·12)-n'-lln+30=0. 
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Diese quadratische Gleichung hat die LOsungen n1 = 6, n2 = 5; aus n1 = 6 folgt a, = 0, aus 
n2 = 5 dagegen a1 = 12. Die endlichen Reihen 12 + 24 + 36 + 48 + 60 und O + 12 + 24 + 36 
+ 48 + 60 entsprechen den gegebencn Werten. 

Geometrische Reihe. Bei einer geometrischen Reihe f a
1 

sind die a
1 

Glieder einer geometrischen 
1-1 

Folge {a,.}. Das n-te Glied a,. der Partialsummenfolge, oft auch als Summe der endlichen geometrischen 

Reihe i a, bezeichnet, ergibt sich nach dem folgenden Schema: 
1-1 

Sn= 01 + 01Q + a1q2 + ··· + a1qn-l 
q.s,. = 01Q + 0 1Q2 + ··· + a,q n-l + a1q" 

s,. - qs,. = a1 - o1q" oder s" = a1 • (I - q")/(1 - q)
Aus der Summenformel erkennt man, daB von den 
GrOBen a,, a," q, n und s,. jeweils drei gegeben sein 
mOssen, die ilbrigen !assen sich dann berechnen; es 
kOnnen dabei Exponentialgleichungen oder Gleichun
gen n-ten Grades auftreten . 

Endliche geometrische Reihe 

Anfangsglied a1 , Endglied a,.= a1q1'- 1 , 
Quotient q, Summe s,. fur q � I : 

I -q" q"-1 
s,. =a,·

T-=-i
= a 1 ·

'ii="T 

.&ispiel 3: Sind von cincr cndlichen gcometrischcn Reihe das Anfangsglicd a 1 = 2, der Quotient 
q = 5 und die Summe s ,. = 976 562 gcgeben, so J38t sich die Gliederanzahl n bcrechnen. 

s, = a, · (q' - 1)/(q - 1)-976 562 = 2 · (5' - 1)/(5 - 1)-5' = 1953 125. 
Dicse Exponcntialgleichung hat die LOsung n =-9. Die Reihe hat neun Glieder. 
Beispiel 4: Nach dem Bericht des arabischen Geschichtsschreibers Ja'qubi erbat sich der Erfindcr 
des Schachspiels vom Schab von Persien als Belohnung die Anzahl von WeizenkOrnern, die cnt
stcht, wenn man auf das erste der 64 Felder des Schachbrettcs I Korn legt, auf das zweite 2 Korner, 
auf das drittc 4 KOrner usw., auf jedes Feld doppelt soviel wic auf das vorhergchende. 
Die Gcsamtmenge der WcizenkOrner ergibt sich aus der Formel s,. = a1(q" - 1)/(q - I) zu 
s64 = I · (26• - I )/(2 - I) = 264 - 1 R:::l 1,84 · I 0 19 Korner. Nimmt man an, da8 die Erdober
ftache die GrOBe von rund 5,1 · 1010 ha hat und cin einziges Weizenfeld mit einem Ertrag von40 dt 
jc ha bildet, daB wciterhin die Dezitonne 2 Millioncn Korner enth3.lt, so wiirden vier Erntcn noch 
nicht ausreichen, um die crforderliche Menge Korner zu liefern. 

Die unendliche geometrische Reihe. Die Summe s ,. = a 1 • (I - q")/(1 - q) fur q � 1 ist das n-te 
Glied der Folge der Partialsummen. Die GrOBen a1 und q sind Konstante, so dall die Konvergcnz 
der Folge allein von der Grolle (I - q') abhiingt. Fur q > I und fur q < - I ist die Folge {q"} 
divergent, d. h.� die geometrische Reihe hat keine Summe. Fiir lql < I ist {q"} cine Nullfolge, d. h., 
{I - q"} hat den Grenzwert I. In diesem Fall 
konvergiert die geometrische Reihe und hat Unendliche a 
die Summe s = a 1/(1 - q). geometrische Reihe s= T'="'q fur Jql < I 

18.2·2 Zur Su.mme einer geometrischen Reihe 

Beispiel 5: Offenbar kann manjeden periodi
schen Dezimalbruch durch cine konvergcnte 
geometrische Reihe darstellen. Die Summcn
formel bietet die MOglichkcit, den Dczimal
bruch in cincn gemeinen Bruch zu verwan
deln. Dem Dezimalbrucb 0.2525 . z. B. 
entspricht die Reihe 25/ 100 + 25/10000 + ...
mit dem Anfangsglied a1 = 25/100 und dem 
Quotientcn q = 1/100; sie hat die Summe 
a= 25/99. 
Beispiel 6: Sechs Geraden mOgen so durch 
cinen Punkt O gehen, daB je zwei bcnach
barte Geraden einen Winkel der GrOBe a 
= 30° cinschlieBen. Vom Punkt P1 , dcr im 
Abstand a vom Punkt O auf ciner der Gcra
den liegt, wird das Lot auf cine bcnachbane 
Gerade gefallt, von seincm FuBpunkt P2 

auf die folgende usw. (Abb. 18.2-2). Die an
einandergesetzten LoteP1P2, P2P3 , ••• bilden 
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einen Polygonzug, der sich spiralig um den Punkt O zusammenziehl. Die Lote P1P1+1 haben 
die Ungen 11, wobei /1 = a sin 30°, /2 = a sin 30° cos 30°, /3 = a sin 30° (cos 30°)2• 
/4 = a sin 30° (cos 30°}3 ••• Die Reihe /1 + /1 + /3 + ... ist geometrisch mit a1 = a sin 30° und 
q = cos 30° ; sie konvergicrt wegen cos 30° 

< I und hat die Sum.mes= a sin 30° /(1 - cos 30°) 
= 1/,a/(1 - 1/, 1"3) = a(2 + 1"3). 

Konnrgenzk.riterlen fiir Reihen 
Konvergeoz von Reiben mit posltiven Gliedem. Wic schon bei Zahlenfolgen spielen auch hier die 
Fragen, ob cine vorgelegte Reihe konvergiert und, wenn ja, welche Summe sie hat, cine wichtige 
Rolle. Satze, mit deren Hilfe Uber das Konvergenzverhalten einer Reihe entschieden werden kann, 
heiBen Konvergenzkriterien; man unterscheidet notwendige Kriterien, hinreichende Kritericn und 
solche, die sowohl notwendig als auch hinreichend sind. 
Ein notwendiges Kriterium gibt eine Vorwahl; Reihen. die es nicht erfilllcn, sind mit Sichcrhcit di
vergent; ist es dagegen erfiillt, so kann die Reihe konvergieren. muP aber nicht. Sie konvergiert sicher, 
wenn sie ein hinreichendes Krilerium befriedigt; verletzt sie dieses, so kann sie trotzdem konvergieren. 
Sichere Schltisse kOnnen nur gezogen werden. wenn ein hinreichendes Kriterium erfilllt bzw. ein 
notwendiges Kriterium verletzt ist. Am wertvollsten sind deshalb notwendige und hinreichende Kri
teri&i, da sie sofort zwischen Konvergeoz und Oivergenz zu unterscheiden gestatten. 
Eine Reihe konvergiert, wenn die Folge ihrer Partialsummen konvergiert, wenn von einem Index n0 
ab alle Partialsummen in einer e-Umgebung des Grenzwertes s liegen. Nun entsteht aber die Partial
summe s"+i aus s" durch Addition von a,.+1; notwendige Voraussetzung fur die Konvergenz der 
Folge {s"} der Partialsummen ist demnach, daB die Folge {a,.} der Glieder der Reihe eine Nullfolge
ist. 

Damlt die Reihe f a1 kon,qlert, 1st ootweodlg, aber Im allgememen ■icbt hlnrelcbeod, dall lhre 
,_, 

Glleder elne Nullfolge blldea, d.h., daB llm a. = O. 
Ent es Hauptlalteriam: Damlt die Re';j;� f a1 mil poslti.ea Glledern kon .. qlert, Isl ootweodlg 

l•l 
und blnrelcbead, da8 die Folae lbrtt Partialsummea bescbrinkt 1st. 

Oa die Reihe nur positive Glieder hat, wachst die Folge der Partialsummen monoton. lst sic au8crdcm 
beschrankt, so konvcrgicrt sic nach dem I. Konvergenzkriterium fur Folgen. Oa dieses Kritcrium 
nicht notwendig s1renge Monotonic verlangt, gilt die gemachte Aussage auch noch fur Reihen mit 
nichtncgativcn Glicdern. 

Beispiel J: Die Glicder der harmonischen Reihe £ 1/i = 1 + ½ + 1 /3 + ¼ + ... bilden cine 
1-1 

NuUfolge; die Reihe sclbst aber divergiert, weil die Folgc {s"} ihrer Partialsummen nicht bcschrankt 
ist, denn s,, iiberschreitet jeden Wert C, falls ,r > 2"' und m > 2C ist: 

,.>(I+ 1/,) + (1 /3 + '/.) + ('/, + ... + 1/8) + ... + ( .. , + 1/2•) 
> 1/, + 2 · '/. + 4 · 1/8 + ... + 2•-1 • 1/2• = m/2; ,. > C. 

. . . . � I I I I 
Be1sp1e/ 2: Die Reihe 

II� (n - I) n = N + n + N + ... hat die n-te Partialsurnmc: 

I I I s,
=

17
+

r:1
+ ... + n(n+I) 

= (1 -+) + (+-+) + (+-¼) + .. + (+-.--¼.) = 1-.--¼.· 

Oa 
� � 1 eine Nullfolge isl. isl die Folse ,. = ( I - n � 1) beschriinkt. Die gegebene Reihe 

konvergiert und hat die Summe 1. 

Vergleichskriterien fiir Reihen rnit positiven Gliedem. Eine Reihe, deren Gliedcr nicht kleiner sind 
als die einer zu untersuchendcn Reihe, heiOt Oberreihe oder Majorame. Konvergiert diese, so ist 
ihre Partialsummenfolge nach dem I. Hauptkriterium beschrankt. Ihre Eigenschaft, Majorante zu 
sein. zieht nach sich, daB auch die Partialsummenfolge der zu untersuchcnden Reihe beschrankt ist, 
diese mithin auch konvergiert. Ganz analog schlie8t man auf die Oivergenz einer .Reihe, wenn es 
zu ihr eine divergcnte Vcrgleichsreihe gibt, deren Gliedcr nicht gr68cr sind als die der vorgelegten 
Reihe. Eine solche Vcrglcichsreihe heiBt Unterreihe oder Mincrante. 
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H......._.flir.._ K....._.-Rellleiiiltjiilold- Glledera ilt,dd •• lllr elae�Malonate slbt; .......... flw llire � lot• Exl__ ........,. Mlllorute. 
OD 1 00 I E - , £ ---=- divcrgieren ,..1 n n-1Jln 

OD 1 OD 1 ,.1:,,, n<....n + l) , ,.1:,,, -;;;- konvergiercn Um Vergleichskriterien anwenden zu kOnnen, muO ein 
00 1 k I r- > 1 genilgend groBer Vorrat bereits als konvergent oder J; _ onvcrgicr _ ur lX' divergent erkannter Reihen vorhanden sein. Haufig ,. -1 n ,. d1verg1ert fur c-. � 1 )assen sich Reihen der Gestalt f ....!..._ als Vergleichsreihen benutzen. n-1 n� 

m I . I I I .. . . . 
11

� �konverg1ert, denn wegen-,;r = M < (n _ I) n furn>= 2 hat s1e die konvergentc MaJer 
m I . . I I . :,' I .. rante 1 + ,.� (n - I) n ( vgl. Be1sp1el 2). Wegen � � ""ii'2 1s1,.,:j ,:;;: fur a>= 2 konvcrgcnt. Dtc 

Reihe.£ 1/V;;- I + I/V2 + I/VJ+ ... divergiert, da sie wegen 1/n < 1/V;; die harmonische Reihe 
f I /n zur divergenten Minorante hat. Da ganz allgemein fur ex � I gilt I /n � 1 /n�, divergicn jede 

••I Reihe J; I /n� fur ex ¾ I. FUr a >= 2 ist die Konvergenz dieser Reihe gezeigt worden. FUr die Wene 
··•I < ix < 2 13.Bt sich cine geometrische Reihe als Majorante finden. 1st n3mlich k cine ganze Zahl, fur die 2* > n ist, so gilt: 

s.,,; s,,_ 1 = I + [ �. + -;.J + [ �. + +.-+ �. + +.-] + ·· + [(2•\• + ·· + (2' �I)'] 2 4 2•·1 I I I ,_; I + 2" + 4" + ... + (2'"1)• - I + 2•·1 + (2•-1)' + ... + (2•-l)t-1 . 
Dies ist die n-te Partialsumme einer geometrischen Reihe mit dem Quotienten q = I /2('-1, der wegen 1 < ix < 2 kleiner als I ist. Die geometrische Reihe ist deshalb konvergent, damit auch die untcrsuchte. 
QoooU..teakrlterlum: Isl ,!. a, elne Reihe mlt poslthen Glledem und Jlil,I es eiDe posllhe Zul t kleiaer als I, so daB TIMI eiaem Inclex-. ab alll o,.1/o.,,; f, so k• .. •slerl die Relbe; atit ........ YOII elnem ledex 11o ab stets ""+1/•,. � 1, so 1st sle dhergent. 

Nach Voraussetzung ist: Dn,+ifa"• � Q � an.+l � qa"•' 
••,+,/a.,+1 ,,; q -•••�',;;; qa!,+, ,;;; q 2a., usw. 

Folglich ist die geometrische Reihe E a"•q' cine Majorante fur den mit dem n0-ten Glied begin-
1-0 nenden Rest der Reihe. Dieser Rest entscheidet aber das Konvergenzverhalten der Reihe, sic konvergiert deshalb filr q < l. Aus a ,.+i fa ,. � 1 folgt dagcgen a ,.+1 �a ,. > 0, die Glieder der Reihe bilden keine Nullfolge, die Reihe muO divergieren. Das Kriterium ist hinreichend; wenn es nicht erfullt ist, kann nichts Uber Konvergenz oder Divcrgenz dcr Reihe ausgesagt werden. Das ist z. B. der Fall, wenn der Quotient z..yar k.leiner als 1 ist, aber nicht kleiner als cine feste Zahl q kleiner als I. Filr den Quotienten zwcier aufeinanderfolgcndcr Glieder der als divergent bekannten harmonischen Reihe erhlilt man z. B. a ,.+i fa ,. = n/(n + I)< I, abcr nicht n/(n + 1) � q < J. FUr die konvergente Reihe f 1/n 2 erha.Jt man ebenfalls a ,..1 /a ,. = [n/(n + 1))2 < I, aber nicht ,;;; q < l. •·• In beiden Fallen gilt,.�� a ,.+i fa ,. = 1. 

W r a,.., (< I, so konvergiert) ct· R .h f enn �m. a;- > 1, so divergiert ie ei e ,..1 a,. Das Quotientenkriterium JaBt kcine Entscheidung zu, wenn die Folge {a ,.+i/a ,.} »von links« gegen 1 konvergiert. 



• 
00 n! I! 2! 3! 4! 

&ispiel 3: Die Reihe .1:, ,;.- = 1 + 2,- + 3' + ..- + ... kon-
. rr! (n + l)! 1.AJ a,.+1 vergacrt. denn aus a,. = -;;.• a .... 1 = (n + J)-+l erua t man -0-; = 
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f !!._
n"

! konvergiert 
.. , 

(n + I)! n" \n + IJ n" ( n )" I 1 _ (n + J)"+l n! (n + l)"+l � = (I + J/n)" .;; /2 < I fur a!Je n .

w.........,, 1st I•• ... Rellle alt  ,..um,, GI.....,,_. sll>t n ... pooltm Zult < I, 
,.., . oodd--ladex-. lllllliltV;:.;; f, oo i.-erprtdle Rellle;llilt......., , .. .-lades-.

ab stet■ V.:;;. I, 10 l■I tie �I. 
1st y';,: � q < l ftir allc n � n0 , so ist die geometrische Reihe L q" cine konvergente Majorante 
fur den Rest E On der Reihe. FUr v� ;;,:: I dagegen bilden die Gii�der der Reihe keine Nullfolge. 
Das Wurzelk;rt;•rium ist hinreichend, es "_ /< I, 50 konvergiertl oo 
versagt z. B., wenn {y';;:} »von links« Wcnn ,.�':, Va,. > I, so divcrgiert die Reihe !:/•
gegen I konvergiert. 

&ispie/ 4: Die Reihe £ �
,..
" konvergiert fur jedes feste ix > 0. Nach dem Wurzelkriterium gilt ·- 11•1 

V0t"/n" = 1<>1/n; dieser Wert isl fur allc n > 21<>1 kleincr als 1/2• 

&ispiel 5: FUr die Reihe,.[ (I - 1/n)" versagl das Wurzelkriterium, da .'!.'!(I - 1/n) = 1. Mit 
andcrcn Mcthodcn erhlilt man abcr Jim a, = Jim (J - J/n)" = 1/c. Die Glicdcr a, dcr Reihe 
bilden deshalb keine Nullfolgc, die Rei�divergie�� 

Konvergenzkriterien fiir Reihen mil beliebigen Gliedern. Wendet man das zweite oder Cauchysche Konvergenzkriterium fur Folgen auf die Partialsummenfolge {s,.} der Reihe l: a,, an, so ergibt sich das zweile Hauptkriterium fur Reihen. 
Zwett .. Huptkrtt-: Die Relbe £, •• koo,eripert - and - dtum, w- .., Jeder beJleblgeo 
-- Zalll • elae Zalll N(,) IO ---- werdea luma, .... filr alle • > N(,) and alle p ;;, I alltJ, .. +, - ••I = 1•11+1 + ••+z + · · + 0 .. +,I < e. 

Allerdings ist dieses Kriterium nicht leicht zu handhaben. Einfacher ist die Konvergenz von La
,. zu erweisen, indem man zeigt, daB die Majorante I. [a,,I konvergicrt. Dagegen darf man aus der Divergenz einer Majorante nicht auf die der gegebenen Reihe schlieBen. Trotzdem sind die nachstehenden Divcrgenzaussagen richtig, da die Gliedcr von Reihen, die cine dieser Aussagen erfilllen, keine Nullfolge bilden kOnnen und mithin das notwendigc Konvergenzkriterium verletzen. 

Gilt filr elne Relbe I•• mlt bellcblgen Glledem elne der A_,.. 1•,+1 /•,I.;; f < I fiir alle 
a;;,-., llml• • .,/•,i"< I, V...;;q< I f"iir alle .;;,.0 , llmvi;;:f < I, oo koove<giert sle; 1st 
dqqea;;';;;, -.,1e11 l•,+1/•,I;;, I bzw. Vj;.'i;;, I bzw.k7i1m l• • .,/•.i > I bzw.llm Vj-.j >t,so ctt,erpert sle. -ao -oo 
Lelbamcbn K,_.eqeazutterfum: Elne altemJereade Relbe kODTerprt, w- die Betrlce lhre< Glleder - -- Nullfolp bllde■• 

Ohne Beschrank:ung der Allgemeinheit kann a1 > 0 angenommen werden. Wird die alternierende Reihe dann in der Form geschrieben 01 - o2 + a3 - a, + ·· , so bezcichnen die o1 die absoluten Betrlige der Glieder. Die Teilfolge s2 , s4, s6 , ••• , s2,., ... ihrer Partialsummenfolge wachst monoton, denn es ist 
S2t+2 =Sn+ (au:+1 - a211u) � Su, 

da die Betrage a, der Glicder monoton abnehmen, in der Klammer also ein nichtnegativer Wert 
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steht. Aus dem gleichen Grund folgt aus 

S2,. = a1 - (a2 - a3) -(a4 - as) - ··· - (0211-2 - D211-1)- 02,., 
daB s211 < a1 gilt. Als monoton wachsende und beschr3nkte Folge hat {s2,.} eincn Grcnzwcrt s. 
Dann hat auch die Teilfolge s1 , s3 , s., , . .. , s2,.+1, ..• denselben Grenzwen 

,.�1!!, S211+l =II�� (S211 + 0211+1> = s, wcil n!� 0211+1 = 0. 

Daher konvergicrt die Partialsummenfolge {s,. }. 
Aus den Oberlegungen gcht aullerdem hervor, daB die Monotonic der Folge {la,.I} nicht notwendig 
streng sein muB. 

1/eispi,I 6: Die Reihe f (-IY-1/n = I - ½ + 1/3 - ¼ + ... koovergiert, ihre Summe ist 
••l 

In 2 (vgl. Kap. 21.2. - Taylorsche Reihen). 
Beispi,I 7: Die altemierende Reihe I - 1/5 + ½ - 1/5' + 1/3 - 1/53 + 1/, ... divergiert; 
die &,trlige ihrer Glieder bilden zwar cine Nullfolge, diese ist aber nicht monoton. Die(2n}-te Par
tialsumme liiJlt sich wie folgt zerlegen: 

s,, = (I + 1/, + 1/3 + ... + 1/n) - (1/5 + 1/5' + ... + 1/5'). 
Mit wachsendem Index n iiberschreitet der erste Teil von s2,. jede endliche Zahl, wihrend dcr 
zweite Teil als geometrische Reihe einem end.lichen Grenzwert zustrebt. 

Rechnen mlt konvergenten Reihen 

Die filr endliche Summen giiltigen Rcchenregeln kOnnen nur teilweise auf konvergente unendlichc 
Reihen angewendet werden (folgende Satze l ., 2., 3.), manche nur auf solche Reihen, die verscharfte 
Konvergenzbedingungen erfilllen. 

1. Die Ko�rgtnz und tkr Grenzwerl einer konvergtnlen ReiM andtrn sich nicht. Wffllf man � 
Gliedtr nach .&litbtn in Klammern zwammenfa/JI, ohne Jedoch ihre ReiMnfolge zu andern. 

1st S = fa, = 01 + a2 + o3 + ... , so gilt auch S = f A, mit A1 = (o1 + a2 + •·· + a,1), 
1-1 1-1 

A2 = (a,
1
+1 + a,,+2 + ··· + a,,), A3 = (a,,+1 + ··· +a,,) ... , dean die Folge {S,.} der Partial

summen der Reihe L A1 ist cine Teilfolge der Partialsummenfolge {sn} der Reihe L a, und hat des
halb denselben Grenzwert wie {sn}, 

2. Multipliziert man jedts Glied a1 einer konvergentm Reihe tkr SllntlM s mil eiMr KoAJtDlllen c, 
so erhdlt man eine konvergente Reihe der Summt cs. 

f ca,= cs, wenn c konstant und f 01 = s .  Nach einem Satz Uber Folgen darf aus {s,.} - r 
,-1 1-1 geschlossen werden {csn} - cs. 

3. Durch glitdweises Addieren dtr konvergenttn Reihen I a1 = A und f b1 = B erhalt maJt du 
OD 1•1 l•l 

R,ih• I: (a1 + b1 ), di• ,benfalls konvt!rgi,rt und die Summ, A + Bhat. 
l•l 

Siad {A"} und {B11} die Partialsummenfolgen der Rcihen L a, und :E b1 , so darf nach eincm Satz 
iiber Folgeo aus {A,} - A und {B.} - B geschlossen werden: {A. + B.} - A + B. 

Absolute Konvergenz. Konvergiert nicht our die Reihe fa, mit beliebigcn Gliedem, sondem a·uch 
o::i 1-1 

die Reihe £ lo,1 ihrer absoluten Betrage, so neoot man die gegebene Reihe obsolut konvergent. 
•I 

Die Reihe 1 - ½ + 1/3 - 1/4 + - ... ist nicht absolut konvergent, denn die Reihe aus den abso
luten Betragen ihrer Glieder ist die divergente harmonische Reihe. 
Haben die Reihen � a, und � la,I die Summen s und S, so gilt wegen ls.I = la, + a, + ... + a.I 
,;; la.I + la,I + • • + l•.I < S. olfenbar auch Isl ,;; S. 

Umordnung von Reihen. Jetzt wird die Fragc aufgeworfen, inwieweit das fur cndliche Summen ricb• 

tige Kommutativgesetz auch fur Reihen gilt. Sei f o,. einc Reihe und (k1 , k2 , ••• , k,.
, ... ) cine Folge 

••I
natiirlicher Zahlen mit der Eigcnschaft, daB sic jede natUrliche Zahl geoau einmal enthiilt. Dann nennt 
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man die Reihe ,.£ alr.n cine Umordnung der Reihe .,li a,.; z. B. sind die Reihen I - ½ + 1/3 - ¼ 

+ 1/5 - +. und I+ 1/3 - 1/2 + 1/5 + 1 /7 -'/. + + - . ersichtlich durch Umordnung 
auseinander hervorgegangen. Es konvergieren zwar beide, aber gegen verschiedene Summen s1 

und s2 • Das zeigt, da8 man Reihen nicht ohne weiteres umordnen darf. 
s1 = I - 1/2 + 1/3 - '/. + 1/5 - 1/6 + 1 /7 - + ... 

= I - '/2 + '/,-('/.- '/,)-('/•-'/,)-. 
= 10/12 - ('/.- '/,) - ('/. -'/,)-... < 10/12 

und s2 = I + 1 /3 - 1/2 + 1/5 + 1/7 - '/. + +. 
= (I + 1/3 - 1/2) + (1/5 + '/, - '/.) + (1/, + 1 /11 -1/.) + · 

= '!. + 13/, •• + ('!. + 1/1 1 - 't.) + ... > 11/12 , 
da alle auf die beiden ersten Summandcn folgenden Klammerausdrllcke der Gestalt 

( 
I I I 

) 
4n - 4 . . . 

2n- J + 2n _ 1 -11 = (2n-3) (2n _ l)n stets POSIIIV smd. 

Man nennt konvcrgcnte Reihen, deren Wert von der Anordnung der Glieder abhclngt. bedingt 
konvergent zum Unterschied von den unbedingt konvergenlen Reihen, die bei jeder Umordnung der 
Glieder konvergent bleiben und dieselbe Summe haben. 
Die fur das Rechnen mil Reihen wichtige Frage, wie man die unbedingt konvergenten von den 
bedingt konvergenten Reihen scheidet, oder anders gesagt, wie man erkennt, ob man die.Reihenfolge 

ihrer Glieder unbeachtet )assen darf oder nicht, wird auf iiberraschend einfache Weise durch den 
folgenden Satz beantwortet: 
Jede aboolut k_.,.. .. teRelhe 1st aucb unbedingt kOlffersmt; Jede nlcbt aboolut koa,..-.ente Reihe 
1st nur bedlnat k.,,.. ..... ,. 

Den ersten Teil des Satz.es best3.tigt man leicht, denn ist � a" eine absolut konvergente Reihe mit 
zunachst nicht negativen Gliedern und E alt.,. eine durch Urnordnung aus ihr hervorgegangene 

Reihe, so gilt fiir die Partialsummen s,. der ersteren und s� der umgeordneten Reihe die U ngleichung 
s� = a11;, + a111 + ··· + a.1:,. � a1 + a1 +···+a"'

= s"' < s, 
wenn man N so groB wii.hlt, da8 unter den Zahlen I, 2, ... , N alle k1 mit i = I, 2, ... , n vorkommen. 
Danach ist die Folge {s�} der Partialsummen der umgeordneten Reihe E alt. beschr3.nkt, so daB nach 
dem ersten Hauptkriterium ihre Konvergenz folgL 1st nun J; a,. cine absol�t konvergente Reihe mit 
beliebigen Gliedern und E a1c.,. cine Umordnung von ihr, dann ist E la,.I cine absolut konvergente 
Reihe mit nichtnegativen Gliedern; folglich konvergiert nach dem eben Gezeigten auch E lo

ot 
I, 

und dies zieht die Konvergenz von E a1c.,. nach sich. " 

Die Umordnung beeinfluBt auch die Summe nicht, denn zun3.chst 13.Bt sich wegen der voraus
gesetzten absoluten Konvergenz von Ea,. zu beliebigem € > 0 eine Zahl m so angeben, daB fur 
alle k�l gilt: 

lam+1 I + lam+il + · · + lam+.1:1 < E. 
W3.hlt man nun noch N so gro8, daB unter den Zahlen k 1 , k2 , ••• , k.� die lndizes I, 2, ... , m bereits 
S3.mtlich vorkommcn, so cnth3.lt die Differenz Is� -snl fiir n > N nur noch Glieder al rnit i > m; 
daraus folgt fiir alle n > N die Ungleich ung Is� -s,.I < E. Damit ergibt sich 

s' = ,.�� s� = ,.�� (s,. + (s� - s,.)] = }�"! s,. + "�� (s� - s,.) = s + 0 = s. 

Zurn Bewcis des zwciten Teils des Satz.es kann man zeigen, da8 aus der konvergenten, jedoch nicht 
absolut konvergenten Reihe E a,. durch passende Umordnungen divergente Reihen oder konverge_nte 

Reihen mit beliebig vorgegcbener Summe erzeugt werden kOnnen. 

j�;�
u

�!
0
n�ri�?

e

;l�;e!��:r�n 
h

�?:�:
e

�m�:ir�::1 :�r�e�� .--a,-,-+-a-, ,-+- --.. -+-a,-,-+--.-.=-,-., 
ohne daO ihre Konvergenz und Summe davon bertihrt wer- all + �2

1

1 + + 01, + ··· = z2 

den. 1st Ea,. cine absolut konvergente Reihe und enth3.lt das 
nebenstehende Schema eine unendliche Folge von Teilreihen 0111 + au + ··· + a,u + ·· · = z.1: 
der vorgclegten Reihe E a,. mit der Eigenschaft, daB jedcs 

Glied der Reihe I an in genau einer !er Teilreihen vorkommt, so ist die Reihe k{ z11 aus der 

gegebencn absolut konvergenten Reihe E a,. durch eine Umordnung in weiterem Sinne hervorge-
m 1t•l oo 

gangen; E z1r. ist ebenfalls absolut konvcrgcnt und hat dieselbc Summe s wie die Reihe Ea,. . 
k-1 n-1 
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Sehr bemerkenswert ist nun die Tatsache, da8 unter gewissen Bedingungen auch die Umkehrung 
dieses Satzes gilt, d. h., daB man dann die Glieder der absolut konvergenten Teilreihen auf bcliebige 
Weise zu einer Reihe zusammensetzen kann und alle mOglichen auf diese Weise entstchendcn Reihen 
konvergieren und dieselbe Summe haben. OarUber gibt der auf CAUCHY zurllckgehendc grolle Um• 
ordnungssatz Auskunft. 

GroBer Umordnungsutz. Entbilt du nebenstebende Schema 
eine Folge absolut konvergenter Reihea, d. b., koaverglert a, 1 + a12 + ··· ...!.. a11 - ••• = :1 

a21 + a22 .J... • · .J... a21 - • · = :2 jede der Reihen f !a,ul rur k = I, 2, ... , und bat cine mlt 
f•I oo 

'* bezeichnete Summe, und konvergiert zusitzlich kf ,t, so 
bilden in dem gegebenea Schema dJe spaltenwelse unter• 

. einander stehendea Glieder ebenfalls absolut komeraente Reibm. Setzt mM .f •u = 1,, so koe-
co oo oo k•J 

verglert aucll die Reihe J; s, absolut, und es gilt J; s, = J; ••• d. h., die ReO.. ausdea z.11-
1-1 l•I k•I 

men und die Reihe aus den Spaltensummea sind belde absolut koa,ergeat ad ...._ dieselbe 
Summe. 

Zurn Beweis setzt man alle im gegebenen Schema auftretenden Glieder au irgendwie zu eincr 
Folge zusammen, die man mit a1 , a2, ••• ,On, ... bezeichnet. Dann ist die Reihe E an absolut kon
vergent, denn wird N so groO gewahlt, daB die Glieder a1 , a2 , ••. , an samtlich in den crstcn, Zcilcn 
des Schemas auftreten, so ist 

l•d + 1•,I + · · + 1•"1 < i, + ,, + ··· + i,. 
Wegen der vorausgesetzten Konvergenz von E Ct ist die rechte Seite beschrankt, und daraus folgt, 
daf3 die links stehende 11-te Partialsumme von E lanl ebenfalls beschr3nkt ist und mithfo E o. absolut 
konvergiert. Die Spohenreihe::, Eau =:c, s, sind als Teilreihen von E On mithin auch absolut k�n-
vergent, und es gilt Jsi ] = I E 0.1:11 � E Ja.1: ,I- Daraus folgt, daf3 die n-te Partialsummc von E s1 

/•I l•I 1•! sicher nicht grOOer ist als die Sur,me der Reihe E ja,.I: dies besagt jedoch, daO E s1 absolut konvcr
giert. 
SchlieOlich haben die Reihen E s1 und E z* auch gleiche Summen, da jede gleich der Summe von 
£ an ist. Wegen der absoluten Konvergenz von Eon kann man nach dem zweitcn Haupt
kriterium den Index m so wahlen, daf3 fUr alle k � I gilt lam1-1I + lom+il + ··· + jo,,,+11 < E. Nun 
bestimmt man N noch so, daB die Glieder a1 , a2 , .•• , a'" samtlich in den ersten N Zeilen des obigcn 
Schemas auftreten. Bezeichnet an die n-te Partialsumme der Reihe � a,., so ist fur alle n � die 
Differenz I i Zt - a,. I kleiner als t, da unter dem Betrag nur noch Glieder ±:ar mit r> m vorkom-

k-1 

men. A�so gilt n�� k� Zt =}��a,, = s; und cine analoge Rechnung fi.ir die Spaltenreihcn liefert 
lim l: s1 = lim an = s. 

n-00 l•I n-oo 

Multiplikation von Reihen. Multipliziert man jedes Glied der Reihe I: o1 mit jedem Glicd der Reihe 
co l•I E b1 , so ergeben sich die im folgenden Schema angedeuteten Teilprodukte. Das Schema ,_, hat in jeder Zeile unendlich viele Glieder mit jeweils demselben a1 als Faktor und in jeder Spahe 

unendlich viele Glieder mit jeweils demselben b1 als Faktor. Unter dem Prod11k1 der beiden Reihen 
verstcht man nun die Reihe ,,fa c1, deren k-1es Glied ct die Summe der in der k-ten SchrOireihe 
dieses Schemas stehenden Teilprodukte ist, z. 8. c1 = a1b1 , c2 = a1b2 + a2b1 , c3 = a 1b3 - a2b2 

+ a3b1 , ... ,Ct = I: o1b1 • Diese Teilprodukte lassen sich auch nach_ ciner Schicbcmcthodc l+i•k+I finden, bei der cine der Rcihen in umgekehrter Reihenfolge geschrieben und die anderc auf cinem 
Streifen daran entlang gefuhrt wird. Das Schema zeigt 
die Stellung fur das 3. Glied der Produktreihc 
c3 = a 1b3 + a2b2 + a3b1 . 
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� � � Sind die Reihen E o1 = A und I: bJ = B abso/ut konvergent, so ist auch die Produktreibe E Ca= C 

1--1 /•I k•l mit c11 = I a1b1 
absolut konvergent und hat die Summe C = AB. 

l+i-k+I 

Das folgende Beispiel zeigt, daO die Konvergenz der Faktorreihen nicht genUgt, um die Konvergenz 
der Produktreihe zu sichern. 
&ispie/: Das Quadrat der konvergenten, aber nicht absolut konvergentcn Reihe 

l - l/V2+ 1/V3-1/V4+- ... 
ist divergent, da seine Glieder keine Nullfolge bilden. Ffir das allgemeine Glicd c,. des Produkts 
der Reihe mil sich selbst gilt: 

lc.l=l·_!__+�- 1 
+�- 1 +··l+-:!...-1 

Vii v2 Vn - I VJ Vn - 2 Jin 

I I I I I I n 

., v; · v;; + v;; · v;; + · · + Tn · Tn 
= 11 = 1 .

18.3. Grenzwert einer Funktion - Stetigkeit 
Grenzwert und Stetigkeit einer Funktion sind Begriffe, ohne die ein exakter Aufbau der hOheren 
Analysis nicht mOglich ist. Beschreibt cine Funktion einen physikalischen Sachverhalt, so haben die 
Begriffe Grenzwert und Stetigkeit oft auch physikalische Bedeutung. 

Grenzwert einer Funktion 
Grenzwert in einem Punkte. Der Begriff des Grenzwertes einer Funktion y = f(x) kann auf den Be
griff des Grenzwertes einer Folge zuriickgefuhrt werden. Dazu laDt man die unabhangige Variable x 
cine gegen a konvergierende Zahlenfolge {x,.}, die Abszisstn/olge, durchlaufen und betrachtet die 
Ordinatenfolge {/(x,.)} der zu den x1 gehOrenden Funktionswerte /(x1 ). 1st das Konvergenzverhalten 
der Ordinatenfolge {/(xn)} abhiingig von der Auswahl der Abszissenfolge, d. h., haben zwei zu 
verschiedenen gegen a konvergierenden Abszissenfolgen gehOrende Ordinatenfolgen verschiedene 
Grenzwerte oder divergiert cine Ordinatenfolge, so hat die Funktion /(x) fiir x - a keinen Grenz
wert. Konvergiert dagegen fiir jede  Abszissenfolge {x,.} ➔ a die dazugehOrige Ordinatenfolge 
{/(x,.)} gegen G, so sagt man, die Funktion y = /(x) hat fiir x - a den Grenzwert G. Das heiDt, daD 
die Funktionswerte /(x) der Zahl G um so naher kommen, je n3her das Argument x dem Wert a 
riickt; dcr Unterschied 1/(x) - GI zwischen den Funktionswerten und dem Grenzwert wird kleiner 
als jede beliebig uorgegebene positive Zahl e, sobald die x-Werte sich um weniger als cine passend 
gewiihlte, von e abhtingige Zahl '5 = c5(e) vom Werle a unterscheiden, d. h., wenn O < lx-al<c5(t) 
CAbb. 18.3-1 ). 

y 

G·t 

0 

fix 

o-4 a a+4 

18 .. ,-1 Geometrischc Vcranschau
lichung des Grenzwertbegriffes 

Dieser Tatbestand kann kurz 
durch cine der beiden neben- /(x) - G fur x - a 
s1ehenden Bezeichnungen be- lim /(x) = G 
schrieben werden. Die Zahl 6(e) 
ist keineswegs eindeutig be-
stimmt, denn hat man ein 6(e) mit der verlangten Eigen
schaft gefunden, so leistet offenbar auch jedes kleinere posi
tive d' < d(,) dasselbe. 
Die Funktion y = f(x) hat fiir x - fl den Grenzwert G, 
Jim /(x) = G, wenn es zu jedem beliebig kleinen e > 0 eine 
£:i,1 6(,) > O gibt,so daB dieUnglelcbung 1/(x) - GI <4 
fiir jedes x erfiillt 1st, das der Bedlngung O < Ix - al < 6(,) 
geniigt. 

&ispiel J: Die Funklion y = x2 hat ffir gegcn Null strebendes Argumenl den"Grcnzwert Null, 
!� x' = 0, denn es isl Ix' - 01 < • fiir alle x mil Ix - OI < d(<) , Ve. 
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Bei.rpiel 2: Die Funktion y = 1/x hat fur gegen a+ 0 konvergierendes Argument den Grenz
wert 1/a, lim 1/x = 1/a, denn filr jcde Abszisscnfolge {x.} -a+ 0 konvergiert die zugehorige 

Ordinatenf�;e {y11} = {J/x,.} -1/a nach cinem Satz Ober konvergcntc Zahlenfolgcn. 

&ispiel J: Man darf aus der Existenz des Funktionswertes 
/(a) keincswep schlicBen, daB dann auch der Grenzwert 
Jim /(x) vorhanden und gleich /(a) sein mUsse, wcnn dies 

;�h in vielcn Fillcn zutrifft. 
Die Funktion /(x), die filr x + 0 den Funktionswcrt +I, -2 
fur x = 0 aber den Wert O hat, z. B. hat fur x -0 den 
Grenzwert I, fur x = 0 aber den Funktionswert /(0) = O 18.3-2 Bild dcr Funktion 
(Abb.18.3-2). f(x) -{+� ��; ; :'. i1
Beispiel 4: Die Funktion /(x) = (x' - 4)/(x - 2) isl an 
der Stelle x = 2 Oberhaupt nicht definiert, weil Zihler und 
Nenner gleichzeitig verschwinden. Fiir x + 2 gilt aber /(x) = x + 2, die Funktion hat filr x -2 
den Grenzwert 4, lim (x' - 4)/(x - 2) = 4, da l(x' - 4)/(x - 2) - 41 = Ix + 2 - 41 

·-· 

= Ix - 21 < • filr alle x mil Ix - 21 < cl(,) = •· 

Einseitige Grenzwerte. Es kann fur den Grenziibergang von Bedeutung sein, ob sich die unabh3.ngige 
Variable im Sinne wachsender x-Werte, d. h. von links, in Zeichen x ta, oder im Sinne abnehmender 
x-Werte, d. h. von rechts, in Zeichen x �a, dem Wert a nahert. Man spricht von einem linksseitigen 
Grenzwert g-, wenn 1/(x) - g-1 < t fur alle x mit a - 6{t) < x < a, und von einem rechtsseitigen 

y Grenzwert g+, wenn 1/(x) - g+ i < t fur alle x mit 
a< x <a+ d(e) gilt; man schreibt dafiir lim /(x) 

•t• 
= g- bzw. Jim /(x) = g•. Diese beiden Grenz-

••• 
werte g- und g+ sind z. B. an der Sprungstel/e a 
einer Funktion y = f(x) voneinander verschieden 

x (Abb. 18.3-3). Die Funktion hat dort keinen beider
seitigen Grenzwert. Sind dagegen rechts- und links
seitiger Grenzwert fur x -a einander gleich, dann, 
aber auch nur dann hat die Funktion fur x -a einen 

18.J-J Linksscitiger Grcnzwcrt g· fi.ir x tu 
und rechtsscitigcr Grcnzwcrt g • fi.ir x i a 

sind vcrschicdcn 

Grenzwert: 
lim /(x) = g- = lim /(x) = g+ = lim /(x) = G. 
A' ta x�a ,.. ... a 

Uneigeotlicbe Grenzwerte. Die Funktionswerte von/(x) = l/x 2 Uberschreiten fur gegen Null kon
vergierendes Argument x -0 schJieBlich jede noch so groBe Zahl. Das drllckt man durch die Schreib
weise !i� l /x2 = +oo aus uad sagt, die Funktion habe fur x - 0 den uneigentlichen Grenzwert 

plus Unendlich. Analog ist !i�(-l/x2) = -co; die Funktion f(x) = -l/x2 hat fur x-0 den 
uneigentlichen Grenzwert minus Unendlich, da sic jede noch so kleine Zahl -N mit N > 0 schlieB
lich unterschreitet. 

Es ist lim /(x) = +co bzw. Jim /(x) = -co, wcnn cs zu jcder noch so grollcn positiven Zahl 

N ein;-hhl cl(N) gibt, so daBfiir alle x mit O < Ix - al < cl(N) gilt /(x) > N bzw. /(x) < -N. 

&ispitl 5: Die Tangtns/unktion y = tan x ist fur x = n/2 nicht definiert, bat abcr fur diese Stelle 
je einen rechts• und einen linksseitigcn untigtntlichen Grtnzwtrt 

lim tan x = +oo, lim tan x = -oo. 
itf1t/l x♦1t/l 

Grenzwert einer Funktion im Unendlichen. Die Werte der Funktion / (x) = 1/x + b kommen der 
Za91J b offenbar beliebig nahe, wenn man nur das Argument x hinreichend groO wahlt. Die Differenz 
zwischen b und den Funktionswerten wird kleiner als z. B. 0,000001 fur alle x, die grOBer als 106 

sind, allgemein ist 1/(x) - bl < , fiir alle x > I/•. 
Dieses Beispiel zeigt, daO der Begriff des Grenzwertes G einer Funktion /(x) auf den Fall unbeschrankt 
wachsender bzw. fallender Abszissen ausgedehnt werden kann. 

Es ist lim /(x) = G, wenn ts zu jedem btliebigen , > 0 ,in hinreich,nd grojJes w(e) > 0 gibt, 
X➔OO 
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so daJ lf(x) -GI < t ausfiillt fur all, x > w(e). Ana/01 ist ,�i�
0
/(x) = G, w,M ,, z• J,d,m t,,.. 

li,big,n • > 0 ,in hinr,ich,nt/ 1rojks w(e) > 0 1ibt, so daJ lf(x) -GI < • ausfiillt fur all, 
x< -cu(,). 

Die Grcnzwcrtc J�m
00
/(x) und }C�«:j(x) der Funktion /(x) bcschrcibcn, falls sic existiercn, den 

Ver/au/ du Funktion im Unendlichen, das heiBt das Vcrhalten der Funktion fur schr groBes positives 
bzw. schr kleines negatives Argument. 

&ispi,I 6: Es isl Jim 1/x = 0, denn es isl 11/x- 01 =II/xi<• fur alle x, die der Bedingung 

X > w(e) = 1/e &e�O;'n. 

Beispiel 7: Der Grenzwert ;�
00 

sin x existiert nicht. Wie aroB man x0 auch wihlt, stets )assen sich 

auf Grund der PeriodiziUit dcr Sinusfunktion unendlich vielc Abszjssen grOBer als x0 angebcn, fur 
die die Funktion einen voraegebenen Wert zwischen -I und + I hat. 

Zurn Verhalten rationaler Funktionen im Unendlichen vgl. Kap. 5.2. - Verhalten ganzrationaler bzw. 
gebrochenrationaler Funktionen im Unendlichen. 

Das R«hnen mit Grenzwerten. Die fur Folgen aufgestellten Regeln fur das Rechnen mit Grenzwerten 
!assen sich wOrtlich auf das Rechnen mit Grenzwerten von Funktionen ilbertragen (vgl. 18. 1. ). 
Diese Regeln sagen aus, dall man die Operation du Grenzwertbildung mit der Addition, Subtraktion, 
Multiplikation und Division, falls G =t= 0, vertauschen darf. falls alle aurtretenden Grenzwcrtc cxi
sticrcn und endlich sind. Die crsten beiden Regeln gelten auch fur mehrere Summanden bzw. mehrcre 

Faktorcn, abcr nicht unbcdingt filr unendltCh viele Summandcn. Einc Funktion h(x), dercn Wertc 

Aus Jim /(x)'= F und Jim g(x) = G fol gt: �'!,i;��� d�:�
eb

:1!cr 
d

;unt
t

���e� 

;;; [/(x) ± g(�)) =•li�f(x) ± lim g(x) = F ± G {,<Jnz':!'c�/�\l�•
g

;
n

..'.. �\��• t:� 
��: (/(x) . g(x)] = Ii�/(x) . }� g(x) = F · G denselbcn Grcnzwert G. 

' 

. f(x) ;�".: f(x) F hm --= --- = - falls Gal= 0 •➔• g(x) ;�g(x) G ' 

Beispiel 8:.ir�'! [sin x/x] = 0, denn da sin x zwischen 

-1 und +l liegl, gilt fur x > 0 die Ungleichung 
-1/x ,s;;; (sin x)/x ,s;;; 1/x, aus der mil lim 1/x 

= ,'�rr:.,(-1/x) = 0 die Behauplung folgl (Abb�IS.3-4). 

WeM lim f(x)= Gundlimg(x)=G 

ist un::tin einer Umg;b:,,, wn a 
die Ungl,ich.,,, f(x) ,;;; h(x) ,s;;; 1(x) 
gilt, dann ist auch lim h(x) = G. 

Beispiel 9: Jim (x sin ( 1/x)] = 0, denn es ailt 18.3_4 Bild dcr Funktion Y = si
: 

x 
-1xl ,s;;; xsin(l/x) ,s;;; lxl und Jim lxl = Jim(-lxl )=0 . 

.ir-o .ir-oO 

Einige wichtige Grenzwerte 

Zur Bestimmung des Grenzwcrtes einer Funktion gibt es kaum allgemeingiiltige Verfahren. Einige 
oft verwendete Grenzwerte werden hier mit Hilfe der Kcnntnissc Uber konvergente Zahlenfolgen 
abgcleitet. 

I. I a• - I fur x - 0, wenn a > 0. I I !i.':1 a• = 1 fur a > 0 I
Es ist schon gezeigt worden, dall die Folge {V;;} fur a> 0 gegen I konvergiert. Die Folge {1/j;�} 
hat dann den dazu reziproken Grenzwert, also ebenfalls I. Folglich Uillt sich zu jedem beliebigen 
e > O cine ganze Zahl N so angeben, dall fur alle n � N die Zahlen a 1/" und a- 1 /" im l ntervall von 
I -e bis I + e liegen. Dann liegen wegen der Monotonic der Exponentialfunktion auch alle a.ir mit 
-1/N < x < 1/N in diesem Intervall, d. h., es isl I -e <a'< I + e bzw. l a' -II<•• falls 
lxl < 6(,) = 1/N. 
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2. I (I+ 1/x)' - e fiir x - oo. I I lim (I + 1/x)'= e 
HO, 

Es geniigt zu zeigen, daO fur cine beliebige Abszissenfolge {x,,}- oo die dazugehOrige Ordinatenfolge {(I+ 1/x,.i""} den Grenzwert e hat. Man wahlt zu diesem Zweck natilrliche ZahJen p,. so, daO fur alle n gilt p,, � x
11 

� p,, + I ; daraus folgt 
[I+ 1/(p.+ l)J'",;;;(I + 1/x,)'',;;;(I + 1/p,)'••• 

Nun ist sowohl lim [I + 1/(p, + I)]''= e als auch lim [(I + 1/p,)J'" 1 = e; die zu unter-
P,, ..... oo p,,-oo suchendc Ordinatenfolge isl also eingeschachtelt zwischen zwei gegen e konvergierende Folgen und hat mithin denselben Grenzwert. Ersetzt man in der Beziehung lim (I + 1/xrr; = e den Term 1/x durch y, so erhlilt man den Grenzwert Jim (I + y)tf,. = e. x ..... oo 

,-o 

3. I (I + a/x)' - e' fiir x - oo. I
Fiir a= 0 ist die Behauptung trivial, fur a -=t= 0 gilt 

[( I )''']' lim (I + a/x)' = lim I + -
1 

= [ lim (I + 1/z)']' = e•. 
x-+oo x ..... oo x a i:-oo Dabei wurde im letzten Schritt die Stetigkeit der Funktion .r' fur x > 0 benutzt. 

4. f log, x - log, a fiir x - a. falls a> 0, g > 1. I , lim log, x = log, a fiir a > o und g > 1 ,_, 
Es ist zu zcigen, da8 es zujedem £ > 0 ein 6{t) > 0 gibt, so daB die Ungleichung jlog, x - log, al < E fur allc x mit Ix - al < 6{t) erfiillt ist. Zun3chst sind mit positivem E wegen g > I auch die Zahleo £1 = g' - I und e2 = I - g-t positiv; mit g1 > I folgt wciter e1 = 1 - g-• < g1(1 - g-11) = e1 • 1st nun E > 0 beliebig, so wahlt man d{t) = ae1 und erh3.lt aus Ix - al < at 2� ](x - a)/al < e2 --,, < l(x - a)/al < ,, < ,,_-I + r·< l(x - a)/al < g• - 1-----g-'< 1 + (x -a)/a < g'�c-'< x/a < g•. Nach der Definition des Logarithmus und wegen einer Monotonic erhiilt man daraus 

-, < log,(x/a) < •-llog, x - log,al < ,. Der Grenzwert eines Logarithmus darf danach als Logarithm us des Grenzwertes bestimmt werden, z. B. gilt fur x- 0 der folgende Grenzwert [log, (I + x)]/x = log. (I + x) 1I" - log, e, der fur g = c den Wert In e = I annimmt. 
lim log,(I + x) = log,e; K> I 
.---o X 

lim In (I + x) = I _.._.o X 

s. j (a;s - 1)/x - In a fur x- 0, wenn a> 0. j Hat a den Wert I, so ist der Zahler Null, und wegen In I = 0 ist die Behauptung richtig. 1st a =t= I, so setzt man tr = I + y; wegen tr - I fur x - 0 konvcrgiert y - 0. Mit x In a = In (I + y) ergibt s�ic_h_d_e _r _A _us_d_ru_c _k_�-------� 
In a 

I � 
a' - I 

I 
. e' - I 

I
a'- I yin a ln (I +Y) I (I ),1, , hm -- =In a a> 0 hm -- = I ,  n + Y • x-o X . x ..... o X • dessen Nenner gegen I konvergiert. Der wichtigste Spezialfall a = e liefert den Grenzwert In C = I. 

6. I cos x - I filr x - 0. I
Wegen lcosx-11 = 21 sin' (x/2)1 = 2!sin (x/2)1 · I sin (x/2)1 .;;; 21x/21 · lx/21 =x'/2<, fiir lxl < V� konvergiert cos x - 1 fur x - 0 gegen Null. 7. I (sin x)/x - I fur x- o. j Die Funktion h(x) = (sin x)/x Ja.Ot sich zwischen zwei Funktionen f(x) = I und g(x) = cos x einschachteln, die beide fur x - 0 den GrenZwert I h�ben. Aus Abb. 18.3-5 entnimmt man, daB die MaBzahl 10£81 der Fl.ache des Kreissektors OEB zw1schen den MaOzahlen 160£81 und l60£DI der Dreiecke 0£8 und OED liegt: 
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fl,OEBI < 10£B1 < 160£D1 -1 · sin x < I · x < tan x · I -1 < x/sin x< 1/cos x-1 > (sin x)/x> cosx. 

Die Unglcichungen gclten lediglich fiir positive 
x; cs cxisticrcn aber der rechts- und der linksseitige Grcnzwcrt fur x - 0, bcide mit dem Wert I, da sin (-x)/(-x) = sin x/x. 

8. I (tan x)/x - I filr x- 0. I X-+0 X 

D 

llim�=I 
Es ist (tan x)/x = [(sin x)/x) · [I/cos x], und jeder der Faktoren hat fur x - 0 den Grenzwert I. 

18.3-S Zur Hcrlcitung von (sin x)/x - I fur x - 0 

Regel von Bemoulll uncl L'Hospital 
Bekanntlich kann man die Rechenoperationcn Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division nur dann mit der Grenzwcrtbildung vertauschcn, falls alle auftrctcnden Grenzwerte existicren, endlich und als Ncnner auch von Null vcrschiedcn sind. Entstchcn dagegen durch die kritiklose Annahme der Vcrtauschbarkcit sinnlosc AusdrUcke dcr Fonn O: 0, oo : oo, 0 · oo, o0, o:>0 oder I cxi so ist die direkte Bestimmung des vorgelegten Grenzwertes erforderlich. Man spricht von unbe
slimmltn Ausdriicken, wcnn sich formal fiir x- a cincr dicscr Ausdrfickc crgibt. Fiir den Grenzwert lim (sin x)/x ergibt sich der unbcstimmte Ausdruck 0/0, wenn man fur den x-0 Grenzwert des Quotienten den Quotienten der Grenzwerte setzt. Da der Grenzwert des Nenner.; jedoch Null ist, ist dieses Vorgehen unerlaubt. Wie eben unter 7. gezeigt wurde, gilt lim (sin x)/x = J. 

X➔O 

Der unbestlmmteAusdruck 0/0. Zur Bestimmung des Grenzwertes lim [/(x)/g(x)) filr den Fall lim/(x) 
= Jim g(x) = 0 entwickelte der Schweizer Mathematiker Joh:n°n BERNOULLI (I 667-1748)0 cine 
Reid: die Marquis de l'HosPtTAL (1661-1704) verOffentlichte. 
R .. el •oa -Ill and L'Hoopltal: HabOII flir x - a oowolll der Zlblrr /(x) als auch der N_,.. r(x) elnes Quotlenten den Grenzwert Null and exhtlerea la elau Umgebuac •on x = a sowobl die Ablelmnaen/'(x) uncl r'(x)* 0 der Funktlonea/(x) uncl r(x) als auch derGrenzwertllm [/'(x)/r'(x)J 
des Quotlentea aus den Ablelmnaen, ,o ht dleser dem Grenzwert Um [/(x)/r(x)Jd� Quotlentea der Faalttlonea/(x) omd ,<x) 1lelch. x➔• 

Die Regel benutzt den in der Differentialrechnung erl3.uterten Begriff der Ableitung; sic 13.0t sich aus dem erweiterten Mittelwertsatz gewinnen (vgl. Kap. 19.1. - Differential einer Funktion. Mittelwerts.iitze). In dem Ausdruck 
f(x) f(x) - /(a) f'(I;) 
c(x) 

= 
g(x) - g(a) 

= 
g'(I;) 

liegt e zwischen a und x, konvergiert also mit x- a auch gegen a. Wenn aber Jim [/'(e)/g'(e)] = G, gilt der Satz. Er 13.Bt sich auch im Falle x - oo verwenden. €◄• Ergibt sich dabei erneut ein unbestimmter Ausdruck der Form 0/0, so wird die Regel auf den Quotienten [/'(x)/g'(x)] angewendet und der Grenzwert }�",! [/"(x)/t"(x)) untersucht. Es kann jedoch 
der Fall eintreten, da3 man auf diese Weise immer wieder einen unbestimmten Ausdruck erh.ii.lt oder der Grcnzwert der Ableitungen gar nicht existiert. obwohl der vorgelegtc Quotient einen Grenzwert hat. Die Regel ist dann iuf die gegebene Funktion nicht anwendbar; der Grenzwert muO mit anderen Methoden bestimmt werden. 

Beispitlt. J: lim �=lim Y!.._= I. x..+tX-1 x◄l I 
2: J". Xl 

x�O 2e• -x2 -2x - 2 
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4: lim sint = Jim lc�2x
2x = ±oo,je nachdem,ob sichx von links oder vonrechts dem x-+11/2 cos x x-+n/2 -sm Wert n/2 niihert. 

5, lim ln[x/(x-1)] . [(x- l)/x]·((-1)/(x- l)'] x 
x➔oo S/x x�� -S/x2 x�� S(x - I) 

. I I 
=.�� 5(1-1/x) =s-

6: Bei der Bestimmung des Grenzwertes lim v'� versagt die Regel von Bernoulli .z.j.O X 
und L'Hospital; mit anderen Methoden findet man leicht J/2 als Grenzwert. 

Der unbestimmte Ausdruck 00/00. Haben Zahler f(x) und Ncnner g(x) eines Quotienten den uncigentlichen Grcnzwert oo fur x _. a, so konvergieren die Funktionen 1//(x) und 1/g(x) fur x- a gegen Null. Falls f(x) und g(x) in einer Umgcbung von x = a differenzierbar sind, falls dort g'(x) =t= O ist und falls der Quotient [/'(x)/g'(x)] einen Grenzwert hat, kann die Regel von Bernoulli und L 'Hospital angewendet werden: !� [/(x)/g(x)] = J�"! 1/'(x)/g'(x)]; sic gilt auch im Falle x - oo. 
&ispitlt 

. -ln(x-1) . -J/(x---,1) . 
l: !'?: 1/(x - I) = !1;':-1/(x -1)2 = !';': (x -I)= O. 
B: lim tan 3x = lim 3 /( cos2 3x) = Jim 3 cos2 x = lim -6 cos x sin x 

x-+11/2 tan x x-+n/2 1/(cos2 x) x-+11/ 2 cos2 3x x-+11/2 -6 cos 3x sin 3x 
= lim sin 2x = lim 2 .cos 2x = ..!,. • 

x-+11/2 sin 6x x-+11/2 6 cos 6x 3 
9: lim x + sin x Ui.Bt sich nicht mit der Regel von Bernoulli und l'Hospital behandeln, da ;r-+oo X lim cos x nicht existiert. Trotzdem existiert 

I. x+sinx_1. (i+sinx)-t 1m---- 1m - - . X-+00 X X-+00 X 
e,.. CJ: CJ: � � 

JO: }:1! 7 = 
x�'! 4x 3 

= �� -n;,-= ... �'! 24x = x�'! 24 = 00 
11: lim � = Jim nx"-t = .. . =Jim __ •!_ = 0 furn positiv ganz· a> l x-+oo tr x ... 00 tr In a x-oo tr (In aY' • ' • 
12: lim 1�/ = lim .1�_1 = lim � = 0 fur positive gan:u.ahlige n .X-+00 A X-+00 n A X-+00 n A 
Nach den letzten beiden Bcispielen wichst die Expcnentialfunktion tr st!rkcr gegen Unendlich als jede Potenz x", jede Potenzfunktion aber starker als der Logarithmus. 

Die iibrigen unbestimmten Ausdriicke. Mit Hilfe der Regel von Bernoulli und L'Hospital !assen sich auch die Ubrigen unbestimmten Ausdrilcke behandeln, indem man die Funktionen durch identische Umformungen auf ein'e Gestalt bringt, die fur die kritische Stelle auf den unbestimmten Ausdruck 0/0 oder 00/00 fiihrt. Isl lim [/(x) · g(x)] fiir den Fall lim /(x) = 0, lim g(x) = oo zu be-
. 

x-• /(x) 
x➔a 

g(x) 
•�• 

. 
�%h��:::. •.:;,7�1.re1bt man /(x) · g(x) = 1 /g(x) oder /(x) · g(x) = 1 /f(x) und hat som,1 den Fall 

. . arccot x . -1/(1 + x 2) • g(x) 
&ispitl 13: }:'�/arccotx=_!�� ----rrx =.ir�'! -:-l/xl }�.'!x2+1 = I. 

1st !i� [/(x) -g(x)J fur den Fall 1�"! /(x) = J�� g(x) = oo zu berechnen, so schreibt man 
l /(x) -g(x) = 1/f(x) 

l I /g(x) - I /f(x) 
I /g(x) I /1/(x) · g(x)] '.'.'Y)

) mil lim <p(x) = lim ,p(x) = 0. 
'f'\X x ... a x-+a 



18.3. Grenzwert einer Funktion - Stetigkeit 439 

. ( I I ) . X + x1 - sin X r I + 2x - cos X 
B,ispiel U: ��. sin x 

-
x + x2 

= ��. (x + x2) sin x ..'�o (I + 2x) sin x + (x + x2) cos x 

-1' 2+sinx I .- x1�0 2 sin x - (x + x1) s!n x + (2 + 4x) cos x 

1st lim f(x'f'''' fiir einen der Hile lim f(x) = lim g(x) = O; lim f(x) = oo, lim g(x) = 0 
oder Jim /(x) = 1, lim g(x) = oo zu ber�1i"nen. so i:ii;jedem dieserxF"7ii1e ln /(x)•<"> ::-;(x) ln/(x) 

x-a ,r-a ein Produkt. dessen einer Faktor gegen Null und dessen anderer gegen Unendlich strebt. Daher ist lim [g(x) In /(x)l in bekannter Weise zu bestimmen. 
/ be h . r r E . I r I d r I r In X • 

Beispie e .
. 

15: Zu rec nen se1 ;� . s 1st n = x n x un xi� x n x = xi� l/x 
= lim �

I

x 2 = lim(-x) = 0. Damit ergibt sich limr =lim e' ID•= I, da lim al= I gilt. x!,O -IX x,o x♦O x♦O f➔O "- x_ lnx l/x 
16:_ Um }��Vx zu berechncn, setzt man In V x = (l/x) In x und ... �� ---;- = x�� J = 0. 
Daraus folgt _}�m0}1� = 1 . 

Stetigkeit einer Funktion 
Von der Anschauung her versteht man unter dem Bild einer in einem lntervall J stetigen Funktion cine glatte Kurve, die nirgends unterbrochen ist, die man zeichnen kann, ohne den Stift abzusetzen. Fiir die Funktion bedeutet das, daB sic in jedem Punkt x = e des lntervalls definiert ist und daB sie sich bei kleinen Anderungen des Arguments nur wenig iindert (Abb. 18.3-6). Diese Vorstellung 13.Bt sich priizisieren. 
18.3-6 Geomctrische Vcranschaulichung der Stetigkeit 

y 

Eine in einer Umgebung von x = E und in E selbst definierte Funktion y = f(x) heiBt an dieser Stelle stetig, wenn zu jedem beliebig kleinen E > 0 stets eine passende Zahl 6(e) > 0 so angegebenwerden kann, daO 1/(x) - /(<)I < e ausfallt fiir a/le x mil Ix - <I < <l(e). Diese Aussage ist gleichbedeutend damit, daB der Grenzwert lim f(x) existiert und gleich dem 
Funktionswert f(<) ist: lim f(x) = /(<). ,_, 

,_, 
Zur Stetigkeit von Funktionen mehrerer Variabler vgl. Kap. 19.2. 
Beispiel I: y = f(x) = 3x2 - 1 ist an alien Stellcn x = E stetig. Wird zunichst angcnommcn 
� 1311 s : · -�� �'.t= \t,=_!�t1� (�!; t>�F 1�•_!_ t1 •.;; rc;�i'.+-�·t\1! �, J�<i; .ri��
mit Ix - El < 3(2I<� + 1) . Wiihlt man bei vorgegebenem e > 0 fiir <l(e) = Min [I, 3(2 I<� + 1)] • so hat man die Stctigkeit der gegebenen Funktion erwiesen. 

Einseitige Stetigkeit. Wenn fur x - ,; nur der rechts- bzw. linksseitige Grenzwert existiert und dem Funktionswert /(E) gleich ist, spricht man von rechts- bzw. linksseiti'ger Sretigkeit; z. B. ist y = v:;fur x = 0 rechtsseitig stetig. da lim v:; = 0 = /(0). Isl cine Funktion an der Stelle x = E stetig, xlO so ist sic dort sowohl rechts- ah; auch linksseitig, also beiderseitig stetig, und umgekehrt. 
Stetigkeit in einem lntervall. Eine Funktion y = f(x) ist in einem Intervall stetig, wenn siC in jedem jnneren Punkt des Inter.valls stetig ist und, falls das Intervall nach links bzw. rechts abgeschlossen jSt, im linken Randpunkt noch rechtsseitig bzw. im rechten Randpunkt noch linksseitig stetig ist. 
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Die Funktion y = 3x2 - 1 z. B. ist in jcdem Interval! stetig; dagegen ist y = 1/(2 - x) nicht im ganzen Intervall I � x � S stetig, fur x = 2 ist die Funktion unstefl'g, weil dort kein Funktionswert existiert. 
GleichmiBige Stetigkeit. Das Beispiel der Funk ti on /(x) = 3x1 - 1 zeigt, da8 das zu e > 0 gehOrende b{e) im a11gemeinen noch von der Lage der Stelle,; abhingt. Kann fur cine Funktion bei vorgegcbenem 
, > 0 fur a II e Stellen eines I ntervalls ein e i nzi ge r '5(,)-Wert angegeben werden, um 1/(x) - /(<)I<,garantieren zu kOnnen, so heiBt die Funktion in diesem Interval! gleichmO.Pig stetig (vgl. Kap. 21. 1.). Ein solcher, fur ein ganzes lntervall gUltiger 6(e)-Wert existiert genau dann, wenn zu jeder Stelle des Jntervalls ein <5-Wert so gew3.hlt werden kann, da8 diese stellenabhangigen 6-Werte der stetigen Funktion y = f(x) eine positive untere Grenze haben; die Funktion f(x) = 3x2 - I z. B. ist im 
Jntervall 2 .;; x .;; 5 gleichmaBig stetig, denn es ist ,5(,, <) = Min [I, 3(2I<� + 1)] ;;, </33, d. h., 6(e) = e/33 gilt fur alle Stellen dieses lntervalls. Dagegen ist die Funktion y = tan x im Intervall 0 � x < n/2 wohl stetig, aber nicht gleichmaBig stetig; denn je naher ; dem Werte n/2 kommt, um so kleiner muO fur einen vorgegebenen e•Wert der zugehOrige d(e)•Wert scin; fur; - n/2 streben die (5. Werte gegen Null. Allgemein gilt der folgende Satz. 

Elne Im abgescbl......., IDtenall (a, bl ■tetiae Flmktlou/(r) 1st c1ort aucb aJelcl!mllla stetig. 
Das Beispiel y = tan x zeigt, daO die Voraussctzung der Abgeschlosscnheit des lntervalls wescntlich ist. 
Unstetigkeitsstellen. Eine Stelle x = <, an der die Funktion y = /(x) nicht stetig isl, heiDt Unstetig
keitsstelle. An solchen Stellen existiert entweder kein Funktionswert oder kein Grenzwert, oder es sind beide zwar vorhanden, aber einander nicht g]eich. Zu den Unstetigkeitsstellen gehtiren z. B. die Pole oder Unendlichkeitsstellen gebrochenrationaler Funktionen. An Unbestimmtheitsstellen nimmt die Funktion formal einen unbestimmten Ausdruck an; z. B. hat die Funktion y = (sin x)/x bei x = 0 cine Unbestimmtheitsstelle. Da jedoch fi.ir x - O sowohl rechts- als auch linksseitiger Grenzwert existieren und beide gleich I sind, kann man cine Ersatz
J unktion j•(x) betrachten, die fur x =+= 0 die Werte von (sin x)/x, fur x = 0 aber den Wert I desGrenzwertes hat; j•(x) ist dann fur x = 0 stetig, die Unstetigkeit ist »behoben«. Man spricht deshalb von hebbarer Unstetigkeit. Die Unstetigkeit der Funktion y = f(x) an der Unbestimmtheitsstelle 
x = e ist hebbar, wenn die einscitigen Grenzwerte lim /(x) = Jim /(x) = G existieren, endlich .-cH .-cH und einander gleich sind; man kann dann von /(x) zu der fur x = ; stetigen Ersatzfunktion f•(x) = {/(x) fur x � <; G fur x = <} iibergehen. Haben in einer gebrochenrationalen Funktion p(x)/q(x) der Zahler p(x) und der Nenner q(x) den gemeinsamen Linearfaktor x- x0 , so ist x = x0 eine Unbestimmtheitsstelle. 1st p(x) = (x - x0)1 p1 (x), 
q(x) = (x - x0)* q1(x) und i > k, so liegt cine hebbare Unstetigkeit vor. Die fur x = x0 stetigc Ersatzfunktion j•(x) ist (x - x0)1-.11 p1(x)/q1(x) fi.ir x =t= x0 und hat fur x = x0 den Wert Null. Auch fur i = k ist die Unstetigkeit hcbbar, und p1(x)/q1(x) ist die Ersatzfunktion. Fiir 
i < k dagegen hat die Ersatzfunktion (x - x0)1-.t p1(x)/q1(x) an der Stelle x = x0 einen Pol von der 
Ordnung (k - i) und ist deshalb dort nicht stetig (vgl. Kap. 5.2. - Nullstellen und Pole gebrochenrationaler Funktionen). 
Spr u n g. An einer Sprungstelle sind der linksseitige und der rechtsseitige Grenzwert verschieden voneinander; die Funktion kann dort nicht stetig sein. Die einem festen KOrper zugeffihrte Warme erhOht seine Temperatur t. Sein Warmeinhalt Wist an der Stelle t = t., des Schmclzpunktes keine stetige Funktion der Temperatur, weil fiir diese Temperalur der Warmeinhalt der Schmelze gr68er ist als der des festen Ktirpers (Abb. 18.3-7). 

w / 
1Scltmelzvorgong 
I 

&ispi,I 2: Die Funktiony = /(x) = Arctan [1/(x- c)J hat an der Stelle x = c cinen Sprung von dcr Sprunghohe " (Abb. l 8.3-8a). dcnn cs gilt lim Arctan (1/(x - c)] = Iim Arctan z = -,r/2 und xfc ,--oo Iim Arctan [I /(x - c)] = lim Arctan z = + ,r/2. •'°+c ,-+oo 
Beispiel 3: Die Funktion y = f(x) = et/(Jc-d hat an der Stelle x = c eincn unendlichen Sprung (Abb. 18.3-8 b), denn cs gilt Jim et/(x-d = lim e' = 0 und lim e t/(Jc-d 

.irfe ,--oo .ir,1.c = Jim e' = +oo. ,-+oo 
18.3-7 Wiirmcinhalt W als Funktion dcr Tcmperatur 1; ,. Schmelztcmpcratur 
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y 

a 

+JZ/2 

K 
I 

-c 
,c 2c X 

I 
I 
I 
I 

-JZ/2 I 
18.3-8 Bild einer Funktion (a) mit endlichem, (b) mit un
cndlichcm Sprung 

y 'Cl 8.3
-
9 Uncndlichc SprUnge 

l dcr Funktion y = I/cos x 
: 
I 

I 

I 

I 

I 

I 

-
1 rn

2 

r 
I I 
I I 
I I 
I I 
I I 

18.3-10 Kurvc dcr un
stctigen osz.illicrcndcn 
Funktion y = sin (1/x) 

\
e 

I 

1 I 
---- ___ .L ______ _ 

I 
I 
I 

y 

2c 

y•sinf 

&ispi,I 4: Die Funklion y = f(x) = I /cos x hat an den Slellen 1'/2 + k" mil k = 0, ±I, ±2, ... 
uncndliche Sprilnge (Abb. 18.3-9), bei geradem k von +co auf -co, bei ungeradem umgekehrt. 

Oszillierende Funktionen mit Un stetigkeiten. Die Funktion y = /(x) = sin (1/x) ist fur die 
Stelle x = 0 nkht dcfinicrt, also dart nicht stetig. Wie klein auch die positive Zahl d gewahlt wird, 
so gibl cs doch im I nlervall -6 < x < +6 fiir n > 2/(,ro) unendlich viele S1ellen x = 2/(,.n), d. h., 
l/x = nn/2 mit folgender Eigenschaft: Fiir n1 = 2v, n1 = 4v + I, n3 = 4v + 3 fur v ganz nimmt die 
Funklion y = sin (1/x) die Werte 0, + I oder -I an (Abb. 18.3-10). Die Funklion pendelt um so 
raschcr zwischen +I und -I hin und her, je grOBer n ist, je nahcr also x derStelle x = 0 rtickt. 
Deshalb hat die Funktion fur x-+ 0 keinen Grenzwert; die dort auftretende Unstetigkeit ist nicht 
hebbar. Dagegen ist die bei der Funktion y = x sin (1/x) ebenfalls an der Stelle x = 0 auftretende 
Unsleligkeil hebbar, da lim x sin (1/x) = 0. Dem-

, .... 

zufolge isl f*(x) = {x sin (1/x) fiir x + O; 0 fiir 
x = O} eine fur x = 0 stetige Ersatzfunktion von Y 
y = x sin (1/x) (Abb. 18.3-11). 
Sitze iiber stetige Funktionen. Aus den Regeln fur 
das Rechnen mit Grenzwerten lii8t sich sofort der 
folgende Satz gewinnen. 

Summe, DUJermz UDd _, - In .r = l 
sletJae' -- - • - Sidle -
falls stella; lbr Qaollml Ill llelis, falls der Nen-

y-xsinJ 

- fllr .r = l aldll Nall llt. 
Da man g(x) = c = const und h(x) = x unmittel
bar als Uberall stetige Funktionen erkennt, folgt 
nach diescm Satz sofort die Stetigkeit aller aus 

18.3-1 I Kurvc dcr oszillicrcndcn Funk.tion 
y = x sin (1/x) mit hebbarcr Unstctigkcit 

X 
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ihncn mittels der vier Grundrcchenarten gewonncnen Funktionen. Damit sind die ersten beiden der 
folgenden Aussagcn Uber die Stetigkcit der elementaren Funktioncn bewiesen. 

1. Jode pmn-e --/(x) = ..... + ••-,.r"-1 + ··· + a,x + 11o Isl libenll sletia, 
2. Die •--1• Ftmktloa p(x)/q(x) lot stelia an alles Stellen f, fllr die q(O * 0. 
3. Die EI-tlall\mktloaen /(x) = ,r mlt • > 0 ■Ind iibenll 1tetia, 
4. Die .._.,. __ ,_ /(x) = 1.., x mlt r > 0 uacl 1 * 1 - fllr jedes pos111 .. Ara,amt 

1tet1a. 
5. DI• biaa aa,trlsdlea Flmktloaen sin x and cos x slnd iibenll stella; die Funktloa tan x = 

Ila x/cos x Isl sletla fdr alle : * (l.t + 1) ,r /2 mll It: pm uacl die Funktloa cot r = cos x/sln r 
fllr alle f * /t;,r mltkpm. 

Mit Hilfe des bereits enniuelten Grenzwertes Jim tr= 1 erh3.lt man lim tr= Jim ( aC · w-C) 

= at• Jim q11-C = at· Jim tz't =at· 1 = aE, also di;
0

Stctigkeit der Expo;e7t!ialfunk���en. Analog 
�--� lt-oO 

folgt aus Jim log. x = log,� fur e > 0 und g > 1 die Stetigkeit der Logarithmusfunktionen. Wegen 
x-t 

log, x = -log 11, x gilt das Resultat auch filr 0 < g < I, mithin fur alle zulassigen Basco. 
SchlicBlich ist Jim sin x = 0 wegen -lxl � sin x � lxl und Jim cos x == I, wie bereits gezeigt 

.11"-+0 .11" ... 0 
wurde; damit erh3lt man fur x - ,; 

sin X =sin(<+ X - •>=sin< cos (x -<)+COS< sin (x - •l-sino, 

cosx = cos(;+ x -<)=cos; cos(x -<) - sin< sin (x-E)---cos;. 

FUr die Stetigkeit der Funktionen tan x = sin x/cos x und cot x = cos x/sin x sind dann nl.M"' die 
Nullstellen ihrer Nenner auszuschlieBen. 
Sutigkeit du Umkeh rfu nktion. Die zyklometrischen Funktionen y = Arcsin x, y= Arccos x, 
y = Arctan x, y = Arccot x sind als Umkehrfunktionen der stetigen trigonometrischen Funktionen 
ebcnfalls stetig, da der folgende Satz gilt: 

hi /(x) elae Im Intenall / umkdlrbare Funktloa uacl ..,(x) lbre Umkebrfaaktloa, IO folp 0111 der 
Stetlp:ell ,oo/(x) an der Steller= f E / die Stetlp.elt - 9'(r) an der Steller= /(e), 

Oanach sind die Wurzelfunktionen y = v� fur alle positiven x stetig, denn sie lassen sich fur x > 0 
als Umkehrfunktionen von y = x" auffassen. 
Stetigkeit der mitte/baren  Funktionen. Sci y = /[cp(x)] cine mittelbare Funktion, deren 
innere Funktion t = cp(x) an dcr Stelle x =,; stetig und deren aujJere Funktion y = f(t) an der Stelle 
t = T = cp(!) stetig ist. Damit isl die mittelbare Funktion y = f[q;>(x)] fur x = � stetig. 

Jede stetia• Fimktloa .oa elner stetiaea Funktloa 1st wleder 1tetla, 

Wegen Jim /(1) = /(<) gibt es zu beliebigem , > 0 stets cine passende Zahl d1 (,) > 0, so daB 
l/(1)-i{;)j <, ausfallt fiir alle It- •I< d,(,). Weiter gibt es wegen limq,(x) = <p(<) = < zu 

,_,
jeder beliebigen positiven Zahl, etwa zu d1 (t), cine passende Zahl &(<51 (e)) = d2 (e), so da0 
lq,(x) -q,(!)I < d,(e) fiir alle x mit Ix -<I< d2 (£). Demzufolge kann man zu jeder beliebigen Zahl 
, > 0 eine Zahl d2 (e) so angeben, daB fur alle x mit Ix - •I < d,(e) gilt 1/[q,(x)J - /[q,(<)11 < £. 
Mit Hilfe diescs Satzes kann man die Stetigkcit vielcr Funktionen nachweisen. Danach sind z. B. 

alle Funktionen y = V p(x), in. denen p(x) ein Polynom bedeutet, f�r alle x = ,; stetig, fur die p(<;) � 0 

ist, denn das Polynom p(x) ist fur alle x und die Funktion y = VI fur alle t � 0 stetig. Auch die 
Funktion /(x) = estn z ist tiberall stetig, da t = sin x und y = e' tiberall stetige Funktionen sind. 
Gleichfalls Uberall stetig sind Arctan (x2 ), cos (5x2 - e4.r+1), sin ( 1/x) fur x =t= 0. 

Elgenschaften stetiger Funktionen. Die in einem Intervall stetigen Funktionen bilden cine Klasse 
von Funktionen mit bemerkenswerten Eigenschaften wie die folgende, die GAUSS und andere fuhrendc 
Mathematikcr seiner Zeit noch fur selbstverst3ndlich hielten und fur die Bernard BOLZANO (1781 
bis 1848) den ersten Beweis ver0ffentlichte. 

Satz ,on Bolzuo. Nlmmt elDe la elaaa abgachl- Inlenall 1teliae Funtitloa /(%) la zwel 
Punktm o, b ,Peoeo Intenall1 Funktlomwerle mlt .- VoneldNII an, IO llibt ea ...-,, 
a uacl 6 allldesl<DI eam l'lmkl f, fllr den die Flak-/(.<) ,.......,_, 
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Der Beweis wird erbracht, indem man einen solchen Punkt E, fur den untcr den gcnanntcn Voraus
setzungen /(E) = 0 ist, durch cine I ntervallschachtelung erfaBt. 
Der Satz von Bolz.ano liegt unter anderem vielcn Naherungsmethoden zum AuflOsen von Gleichun
gen zugrunde; z. B. folgt aus ihm, daB ein Polynom p(x) ungcraden Grades mindestens cine rcelle 
Nullstelle hat, dennp(w) und p(-w) haben bei hinreichend groBem w sicher vcrschiedene Vorzeichcn. 
Folgerungen aus dem Satz von Bolzano sind: 

I. E1ae 1tetlse F-tloa, die la llltenall / nk:bt Tendlwlndet, mul dort ilberall daaell1e Vondcbea 
i.ben. 

2. EID< In elnem abgadll- llltrnall 1tetlse Funktloa /(r) nlmmt mil zwel Werten /(a) = A 
und /(b) = B und A "f' B audl Jeden zwlac:ben A und B geleamea Wert mlndal<DI elnmal u. 

Weitere grundlegende Eigenschaften stetiger Funktionen sind: 

Ela< la r0 1tetls• -tloa y = /(r) i.t, falls/(xo) "f' 0, la e1ner ,......_. U ......... •on x0 du
selbe VO<Ulcben wle In r0 oeli.t. 
Elae In elnem abtleocbl- lllterTallsletlse -lion Isl dort bnduhkl. 
Satz TOD WelentraB: EID< la - abtleocbl.,.._ lllterTalht<llse Funktloa nlmmt dort lbre obere 
uad 11n omtere Gl'fflH u. 

In diesen Satzen kann auf die Yoraussetzung dcr Abgeschlossenheit des Intervalls nicht venichtet 
wcrden. Die Funktion y = 1/x z. B. ist in dem links offenen lntervoU O < x � l stetig, nimmt aber 
um so gr013erc Wcrte an, je naher x dem Werte O kommt; sic ist unbeschrankt. Dagegen ist sic in 
jedem abgeschlossenen lntervall a� x � I mit a> 0 beschrankt, es gilt I :io;;; /(x) � 1/a. In nicht 
abgeschlosscnen Intervallen braucht auch der Satz von Weierstra8 nicht zu gehcn, wic die im rechts 
offcnen Jntcrvall O ,s;;;; x < I stetige Funktion y = x zeigt, die wegen limy= I in keinem Punkt 

,_, 

des lntcrvalls einen Wert annimmt, der grOBer ist als alle anderen Funktionswertc. 

19. Differentialrechnung 

19.1. Differentiation von Funktionen einer 
Variablcn .................. 444 
Dijferentialquotient einer Funktion ... 444 

Ableitung als Funktion 445 
Geometrische und physikalische Be-
deutung der Ableitung 446 
Ableitungen einiger elementarer Funk-
tionen . 441 
Dijferentiationsregeln . . .. 448 
Differential einer Funktion; Mittel-
wertsiitze . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 453 
Anwendung au/ Kurvendiskussion . 455 

19.2. Differentiation von Funktionen meh-
rerer Variabler . 46 3 
Partiel/e Ableitung . 464 

Dijferemial einer Funktion mehrerer 
Variabler ........................ 466 
Verallgemeinerte Kettenregel . . . . . . . 467 
Richtungsableitung und Gradient einer 
Funktion 

· 467 
lmplizite Funktionen und ihre Diffe-
rentiation ........................ 468 
Relative Extrema von Funktionen 
mehrerer Variabler ................ 470 

19.3. Differentialgeometrie ebcner Kurven 471 
Analytische Darstel/ung von ebenen 
Kurven .......................... 471 
Reguliire und singuliire Punkte einer 
Kurve 472 
KrUmmung einer ebenen Kun.:e ...... 414 
Bemerkenswerte Kurven . 416 

Die Aufgabc, die Tangente an die Bildkurve einer gegebcnen Funktion /(x) durch einen Punkt 
(x, f(x)) zu definieren, fiihrt zu einem Grenzwert bcsonderer Art, dem Differentialquotienten. Existiert 
der Different1alquotient einer Funktion, dann liefert er gerade den Wert fur den Anstieg der Tan
gente im betrachteten Punkt. Wird durch die Funktion /(t) die Bewegung eines Massepunktes be
schriebcn, dann stellt der Differentialquoticnt von /(t) in 1 = 10 die Momcntangeschwindigkeit 
des Massepunktes zur Zeit t = 10 dar. Die Untersuchung der Eigenschaften des Differentialquotienten 
einer Funktion ist Gegenstand der Differentialrechnung. Die Differential- und lntegralrechnung, 
zusammengefallt auch Jnfinitesimalrechnung genannt, stellen die Grundlage fur die hOhere Analysis 
dar. Die Infinitesimalrechnung wurde in der zweiten Hiilfte des 17. Jahrhunderts etwa gleichzeitig 
und unabh3ngig voneinander von Gottfried Wilhelm LEIBNIZ (1646-1716) und Isaak NEWTON 
(164 3-17 27) entwickelt. Wahrend LEIBNIZ vom Tangentenproblem ausging, gelangte NEWTON 
durch die Untersuchung physikalischer Probleme zur Differentialrechnung. NEWTON erkannte auch, 
dall die Integration als Umkehrung der Differentiation aufgefaBt werden kann. 
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19.1. Differentiation von Funktionen einer Variablen 

Differentialquotient einer Fuoktlon 
Differenzenquotient. 1st y = f(x) cine im Interval! / e R dcfinicrtc Funktion. so stellt P,. = (x.,, y .. ) = (x,u f(x,.

)) einen Punkt auf der Bildkurve K der Funktion dar. 1st dann P0 = (x0 , /(x0)) ein fester Punkt von K und ist {P 1 , P2 , ••• , P,. , ... } cine beliebige Folge von Bildpunkten (Abb.19.1-1), 

19.1-1 Anstieg einer Kurvt in einem Punkt P0 

so sind die Differenzen Llx,. = h,. = x11 - x0 und .dy. = y. -Yo = f(x.) -f(x0) = f(x0 + .dx.) - f(xo) = f(xo + h.) -f(x0) und fur x. + x0 die Quoticnten Ay,./Llx,. defini:rt. -. 
Dicsc� un� 5! abhingige Quotient Lly,. 

--,(xo + h.) =-[(1'0)-' • • 
.dx 

= h he18t D, erenzen uot1ent 

vOTI/(x) m x�. r stcnJ geometrisch den Anstieg tan ix .. dcr Gcraden durch die Punkte Po und P,. dar. Eine solche Gerade nennt man Sekante derKurvc K, o:,. ist dabei der im positiven Orehsinn gemcsscnc Winkel zwischen der x-Achse und der Sekante 
tan ex,. = Lly,. = y,. -Yo 

Llx,. x,. - x0 

f(xo + h.) - f(xo) 
h. 

f(x.) - f(xo) 
X11 - Xo 

Differendalquotient einer Funktion. Gilt fur jede Punktfolge {P1, P1, ... , P,. .. ), fiir die P,. e K mit 
Jim x,. = x0 ist, stets lim !

x,. = A, dann heiBt dieser Grenzwert A Differentia/quotienl oder 
•-� •-� Y. (dy) 

d/ Ableitung von f(x) in x0. Man bezeichnet ihn mit 1dx "·"• bzw. mit f'(x0) oder mit dx (x0) 
(lies / St rich von x0• df nach dx fur x = x0}. Fiir x e / = D(f) kann der Differenzenquotient von 
/(x) in x0 auch als Funklion von h = .dx = x - x0 aufgefaBt wcrden: �: (h) f(xo + h!- f(xo) 

Der Differentialquotient von f(x) in 
/'(xo)-( dy) = Jim Lly = lim f(xo + h)- /(xo) x0 wird dann definiertalsGrcnzwert dx JC•Jt• ,fa-o Llx 11-0 h des Differenz.enquotienten fur .._ _________________ � h = Llx-+ 0. Existicrt der Differentialquotient der Funktion /(x) in x0, dann hei8t die Funktion /(x) an der Stelle x0 differenzierbar. Unter Benutzung dcr Grcnzwcrtdcfinition kann die Differenzierbarkeit einer Funktion auch so bcschrieben werden: 
Elae Fllaklloa/(.r) Isl ill r0 dllferfflZierllar, w- cs mjedem • > 0 ela cl> 0 albl, soddfUr alle A 
mil O < IAI < cl silt: 

I /(ro + •� -/(ro) /'(ro) I < •

Eilstlerl der reclllslelllc< bzw. llabseltlc• G.....,.ert 
llm /(ro + A) -/(ro) bzw. llm /(r0 + A) - /(r0) , 
,,o • ,,o j 

- belll/(r) la ro r,d,,u/tlr bzw. ii,,/uu/t/r .,_,.,.._,_, lsl/(r) la r0 -•• - sl- redill-..,. I-Ila• Able!'- Toa/(r) la r0 llberela. 
1st cine Funktion /(x) in x0 differenzierbar, dann ist sie in x0 auch stetig. Die Stetigkeit ist demnach cine notwendige Bcdingung fur die Differenzierbarkeit; sic ist aber keine hinreichende Bcdingung.Es gibt Funktionen (vgl. Beispiele 4, 5, 6), die an einer Stelle stetig, aber nicht differenzierbar sind. Bernhard BOLZANO (1781-1848) gab als erster ein Bcispiel einer Funktion an, die in einem lntervall iiberall stetig, aber dort nirgends differcnzierbar ist. 

&ispi,I,. J: Die Ableitung der Funktion /(x) = x isl an jeder Stelle aleich I, d!,nn fiir x0 e II gilt 
f'(xo) = Jim (xo + h

h
) - (xo) lim !!...h = I. 111➔0 11◄0 



19.1. Differentiation von Funktionen einer Variablen 445 

2: Die Funktion y = x2 hat an der Stelle x = x0 den Differentialquoticnten 2x0 • Der Differenz.enquotient liil3t sich umformen und fur von Null verschiedene Werle von Lb kiln.en: 
Lly (x0 + Llx)' - x3 x3 + 2xo Llx + (Llx)2 - x3 Llx(2x0 + Llx) 
Llx Llx Llx Llx 

2xo + Llx . 
Dieser Term konvergiert fur Llx ➔ 0 gegen den Grenzwert y� • ..,. = 2x0• 

3: File den freien Fall ergibt sich durch Differentiation der Weg-Zeit-Funktion s = f(t) = gt2/2 nach dcr Zeit t die Geschwindigkcit v,.,, = gt0, denn es ist 
Lls (10 + Llt)2g/2 - tJg/2 g Llt(2t0 + Llt) g Tr Llt T" Llt Kto+ T Llt, 
lim �s = Jim (xto + f.1,) = Kio, .1t-+0 LJI .dt-+0 -

' -4: Die Funktion y = V x ist an der Stelle x = 0 nicht differenzierbar (Abb. 19.1-2). Der Differen-zenquotient 
Lly Llx 

(0 + Llx)''' - 0113 
Llx 

(Llx)''' I 

�
=

(Llx)'/3 
. hat fur Llx ➔ 0 keinen Grenzwert. Die Tangente an die Kurve der Funktion y = v; stcht im Punkte 

x = 0 senkrccht zur x-Achse. 
19.1-2 Kurve oer Funktion y = V:;

19.1-3 Kurve der Funktion y = elx-21 
5: Die Funktion y = e 1.-r-21 ist.3; der :���.-r�;;= _: :��fi abe�,���d!fferenzierbar (Abb. 19.1-3). 
1hr Differenzenquotient ist Lb = dx dx und hat nach den im 
Kap. 18.3. abgeleiteten Formeln den rechtsseitigen Grenzwert + I und den linksseitigen Grenzwert -1. Der rechtsseitige Grenzwert ist verschieden vom linksseitigen. Die Funktion elJr-ll ist an der Stelle x =;; 2 nur rechts- bzw. linksseitis differenzierbar. 
6: Die Funktion y = '/:ix y_; ist an der Stelle x = 0 nur rechtsseitig differenzierbar, da negative Abszissen nicht zu ihrem Definitionsbcreich geh0ren. 1hr rechtsseitiger Differentialquotient hat fiir x = 0 den Wert Null, da 

Lly 1/,(0 + Llx)311 - 1/, 0311 

Llx = Llx 
Ableitung als Funktion 

1 · (Llx)''' = 1/ VTx und lim (1/2 VTx) = 0. 2 Ax 2 Axio 

Existiert der Differentialquotient einer in/= [x0 , xi ] definierten Funktion y = f(x) fur alle xe /, so heiBt die Funktion im Jnterva/1 / dijferenzierbar. Jedem Wert x aus dem Intervall / kann dann der 
Differentialquotient f'(x) = d��) zugeordnet werden, d. h., /'(x) ist cine Funktion von x, die 
Ableitung oder der Differen1ialquo1ienl von /(x). Eine Funktion /(x) heiBt in x• e (x0, x i] stelig 
differenzierbar, wenn ihre Ableitung f'(x) in x• stetig ist. 
Hobere Ableituogrn. Cie Ableitung y' = f'(x) einer Funktion y = f(x) ist cine Funkticn \.CD x Vorausgesetzt, daB diese wiederum ditferenzierbar ist, wie es fur elementare Funktionen fast immer zutrifft, nennt man dann die Ableitung der ersten Ableitung die zweite Ableitung, die Ableitung zweiter . d'y Ordnung oder dep Differentia/quotienten zweiter Ordnung und bezcichnet sic mit y" = /"(x) = Tx"f 
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(lies y zwei Steich,/ zwci Steich von x oder d zwci y nach d.x Quadrat]. Entsprcchend kann es auch 
cine drille, vierte, n-te Ableilung oder einen Differentialquotienten n-ter Ordnung geben. Nach sp3ter 
abgelciteten Rcgcln hat die Funktion y = f(x) = O,lx3 - 0,6x1 - l,Sx + 6 z. B. die Ablcitungen 
y' = f'(x) = 0,3x2 - 1,2 x - 1,5 sowie y" = f"(x) = 0,6x - 1,2 und y"' = f'"(x) = 0,6 
(Abb. 19.1--4). In diescm Sinne sind Redewendungen wie ,.Existenz der Ableitung n-ter Ordnung" 
oder .,beliebig oft differcnzierbar" zu verstehen. 
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Geometrische und physikalische Bedeutung der Ableitung 

19. 1-4 Funktionskurve mit 
Ableitungskurven 

Tangente an tine Kurve. Das graphische Bild einer im Interval! Jo, b{ differenzierbaren Funktion 
/(x) ist cine Kurve K. 1st P0 (x0 .y0) ein fester Punkt auf K, so ist es naheliegend, auf Grund der 
Definition des Differentialquotienten von f(x) in x 0 als Grenzwcrt des Differenzenquotienten von 
/(x) (t Abb. 19.1-1) jene Gerade durch P0, deren Anstieg gleich dem Oifferentialquotienten f'(x0) 
ist, als Tangente an die Kurve K durch P0 zu definieren. Die Gleichung dieser Tangentc ist danach: 
y = y0 + f'(x 0) (x - x0). Zu ihrcr Konstruktion braucht man nur die Funktionswcrte von /(x) in 
eincr·beliebig kleinen Umgcbung von x 0 • Die Ableitung einer Funktion in x 0 stcHt demnach cine 
/okale Eigenschafl der Funktion dar. 

Gescbwindlgkeit. Die Bewegung eines Masscpunktcs auf eioer Geraden kann durch cine differenzier
bare Funktion s = f(t) charakterisiert werden, in der s den Abstand und t die Zeit bedcuten. Hat 

/(t)die Gestalt /(t) =ct+ b, in der c und b Konstanten sind, dann nennt man die Bewegunggleich
formig. Der Quotient [/(11 ) - /(t0)]/(t1 - t0) aus einem bestimmten Wcg und der zu seinem Durch
laufen notwendigen Zeit heiBt mittlcrc Geschwindigkeit des Massepunktcs wahrend der Zeitspanne 
At= t1 - t0• Die mittlere.Geschwindigkeit ist gleich dem Differenzenquoticntcn von /(!) bcztiglich 
der Zeiten t0 und 11 • Sic ist im Fallc der gleichfOrmigen Bewegung 
konstant. Es isl deshalb naheliegend, die Geschwindigkeit des Masse- / '(to) = Jim /(r ,) - /(to) 
punktes zur Zeit t0, seine Momentangeschwindigkeit, durch den ,1....,11 11 - to ncbenstehenden Differentialquotienten zu definicren. 
Entsprechend definiert man die Besch/eunigung des Massepunktes zur Zeit t0 als Ableitung der 
Geschwindigkcit /'(t), d. h. als zweitc Ableitung /"(t0) der Bewegungsfunktion /(t) zur Zeit t0• 

&ispi�I J: Nach einer Zeit t lcgt cin Massepunkt im freien Fall den Weg s = 1figt1 zunlck. Dabei 
ist g die Erdbeschleunigung. FUr die Geschwindigkeit und Beschleunigung zur Zeit t0 crhilt man 
hieraus: 

v(_t0)_= T,( 1/,111 2),.,, =11to, bl.to)= T,(111),.,, =11. 
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Graphlscbe Differentiation. Der Differentia/quotienl in einem Punkte P eincr durch ihr Kurvenbild 
gegebenen Funktion y = f(x) ist der Wert der Tangensfunktion des Winkels ,p, den die Tangentc t 
im Punkte P an die Kurvc mit der + x-Achse bildet. Schncidet cine Parallele t' zu dieser Tangente 
durch den PunktA(-1, 0) diey-Achse im Punkte B,soist tan rp = m(_OB): m(_AO)= y'(Abb.19.1-5). 
Die Tangentenrichtung im Punkte P la.Bt sich mit einem Spiege/Unea/ bestimmen (Abb. 19.1-6). Der 
e�ne Spiegel des Lineals st.eht senkrecht auf der Zeichcnebene. Der sichtbare Tei) der Kurve und sein 
Spicgclbild gehen nur dann ohne Knick ineinander Uber, wenn das Lineal im Punkte P die Kurvc 
senkrccht schneidet. Das im Punktc P auf dieser Kurvennormalen errichtete Lot ist die Tangente t. 
Im Derivimeur ist mit dem Spicgcllineal cine Winkclskalc verbunden, an der dcr Richtunpwinkel 
dcr Tangcntc unmittelbar abgelcsen werden kann. Im Differentiograph ist mit dem Derivimcter cin 
Schreibgerat verbunden, das zur gegebencn Kurvc die des Diffcrentialquotienten zcichnet. 

19.l•S Graphische Differentiation 

Ableitungen einiger elanentarer Funktlonen 
Ableltungen der Konstanten. Fur /(x) = c = cons! fur alle x e R ergibt sich als Ableitung fur alle 
xeR 

f'(x) = lim /(x + h) -/(x) 
11-0 h 

c-c lim--=0. 
11 .... 0 h 

Ableitung der Potenzfunktion/(xJ = x• mlt ne N. Filr den Differentialquotienten von x"erhiiltman 
untcr Beach tung des binomischen Lehrsatzcs: 

/'(x) = Jim _hi [(x + h)" -x"] = lim { f (n) x"-'h' 
11 .... 0 11 .... 0 i .. 1 s I .i;: = nx"-' fur n e N 

= Jim E (n) x•-•h•- • = (n) x"-1 = nx•- • . 

11-01-1 s 1 

Ableltung der Exponeotlalf'unktlon. Nach der Definition der Ableitung erhalt man 
/'(x) = Jim ( e"" - e")/h = e' · lim ( e' -1)/h = e', weil Jim ( e' -1)/h = I. 11-0 11 .... 0 11-0 � 
( vgl. Kap. 18.3. - Einige wichtigc Grenzwerte.) Die Exponcntialfunktion ist bis auf � 
cine multiplikative Konstante die einzige Funktion. die gleich ihrer Ableitung ist. 

Ableitungen der Funktionen sin x, cos x. Mit der aus dcr Goniometric bekannten Formel sin Q.-sin fJ 
= 2 cos [(,x + /l)/2] · sin [(<X - /l)/2] sowie mil Jim si� h = I ( vgl. Kap. 18.3. - Einige wichtige 
Grenzwerte) folgt: 11-0 

d sin x = Jim _hi [sin (x + h) - sin x] = lim [3..h cos [(2x + h)/2] sin (h/2)] dx 11 .... 0 11 ➔0 
. [ sin h/2] = !� cos [(2x + h)/2] !�";: (h/i) = cos x. 

Dabei wurde die Stetigk:eit von cos x benutzt. 
Entsprechcnd erhiilt man als Ableitung von cos x: 
d cosx ----ax-= -s1nx. 

I d sin x I d cos x . I ---.ix- = cos x ----ax-= -sm x 
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&ispi,I I: y = f(x) = x' + x4/2 - 5x3/6 + x' + 5x + 2; 
y' = f'(x) = 5x4 + 2x3 - 5x2/2 + 2x + 5; 
y'' = f"(x) = 20x3 + 6x2 - 5x + 2; 
y"' = f"'(x) = 60x2 + 12x - S; 

&ispiel 2: y = f(x) = sin x; t = ! sin x = cos x; 

ylV = y(4) = [IV(X) 
= /14'<.x) = 120x+ 12; 

Y''' = f'''<.x) = 120; 
y<•> = /16'(x) = 0.

d'y d2 . . d3y d' . dy4 d4 . . 
dx2 =c1x2smx=-smx; dx3 =-a:;i"smx=-cos x; dx4 =<ix4"s10x=s1n x; ... 

Dicse Funktionen sind Beispicle beliebig oft differenzierbarcr Funktionen. 

Differentiatlonsregeln 
Ableitung einer Linearkombination zweier Funktionen. Sind die Funktionen f(x) und g(x) in x0 
differenzierbar, dann gilt 

I'm f(x0 + h) - f(xo) f'(xo), Jim g(xo + h) -g(xo) g'(xo), 11�0 h ,1i .... o h 
und damit fur c1, c2 e R nach den Rechenregeln fur Grenzwerte: 

Jim [ctf(x0 + h) + c2g(x0 + h)) - [c,f(x0) + c,g(xo)l (ctf + c, g)'  (xo) 
11-0 h 

= c, Jim f(xo + h1- f(xo) + c, Jim g(xo + h1- g(xo) c,f'(xo) + c,g'(xo), 
11 .... 0 11➔0 

Durch vollstiindige lnduktion kann man leicht zeigen: j (ct!+ c2g)' (x0) = c,f'(x0) + c2g'(x0) I 

Die Ableit""l•einer S""'1M endlich viekr Funktionen ist gleich tkr SultU'M tkr Ableitungen <hr 
Summanden. 

Ableitung eines Prociuk.ts. Sind die Funktionen/(x) und g(x) in x0 differenzierbar, dann gilt nach den 
Rechenregeln fur Grenzwerte: 

(f · g)' (xo) = Jim f(xo + h) g(xo 
� h

) - f(x0) g(x0) 
•➔• 

f(xo + h) g(xo + h) - f(xo) g(xo + h) + /(xo) g(xo + h) - f(xo) g(xo ) 
= lim - --------------------

1t-o h 

= !� [g(xo + h) 
f(xo + h!- f(xo) + f(xo) g(Xo + h! -g(xo) l

= g(x0) f'(xo) + f(xo) g'(xo). 
Dabei wurde die Stetigkeit von g(x) in x0 benutzt. Damit ist das Produkt (/ · g) (x) in x0 differen
zierbar, und es gilt die Produktregel, die durch vollstandige lnduktion leicht auf n Faktoren verall
gemeinert werden kann. 

Produktregel (f· g)' (xo) = f(xo)g'(xo) + f'(xo)g(xo) {flt.)' (xo) = J: [1;(xo) fl f.(xo)] l•l k•l f•l 
'*· 

&ispiel,. I: Wegen sinh" = 1/,(e' - .-•) 
�

ill d s�'::' X = I/, ( ! e" - ! .-•) = 1/, (e" + �-•) 

= cosh x und eotsprechend d � x 
= sinh x. 

2: Aus der verallgemeinerten Produktregcl erhilt man fur f1(x) = x mit i = 1, ... , n erneut 

�= i;x"-'=nx"-'. 
dx k•l 

J; Von einer Linearkombination a0x1 + a 1x 1-1 mil a0 4= 0 ergibt sich nach Beispiel 2 die Ab-
leitung x1-1a0 + (i - J}a1x1-1 filr ; = 2, ... , n. 

4: Als Ableitung eines Polynoms n-ten Grades f(x> - a0x" + a,x"-1 + ... + a, mil ao ,,j= 0 
er&ibt sich aUS der Summenregel sowie aus Beispiel 3 
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f'(x) = nac,X"-1 + (n - I )  a,x"-2 
+ •·· +a._,. Die Ableitung ist mithin ein PoJynom (n - l}-ten Grades. Daraus folgt: Die (n + 1 )-te Ableitung eines Polynoms n-ten Grades verschwindet ilberall: /<"+1> = 0. 

5: F(x) = (3x2 - Sx + 6) (4x2 + 3x - 7) = /(x) · g(x), 
F'(x) = f'(x)g(x) + /(x) g'(x) = (6x - 5 )  (4x2 + 3x-7)+ (3x2 - 5x+6) (8x+3 ) 

= 48x3 - 33x2 - 24x + 53 . Man kommt zum gleichen Ergebnis, wenn man die beiden K.lammern erst ausmultipliziert und aoschJieDend nach der Summenregel differenziert. 
6: Die Funktion F(x) = x sin x cos x = /1 (x) /2(x) /3 (x) hat die Ableitung F'(x) =/;(x) /2(x) f,(x) + /1 (x) /,(x) /3(x) + /1 (x) /2 (x) /;(x) = sinxcosx+xcos2 x-xsin2 x = sin xcos x + xcos 2.x. 

Ableitung eines Quotienten. Die Funktion f(x) sei in x0 ditferenzierbar und ungleich Null. Dann gilt wegen der Stetigkeit von /(x) in x0 : 
r I [ I I ] r f I [ /(xo + h) - /(xo) ] ) .� T /(x0 + h) - f(xo ) = - •� \ f(xo + h) /(xo) h 
= _ lim I lim f(xo + h) - /(x0 ) f�(x0) • 

,➔ o f(xo + h) f(xo ) ,➔ o h I (xo) Hicraus erhalt man als Ableitung eines Quotienten, dessen Nenner ungleich Null ist, unter Beachtung der Produktrcgel: 
( fr (xo) = ( H (xo) /(xol+ ;t: = f'(xo ) g(x�,(x:i(xo ) g'(x.) . 

Quotientenregel f'(xo) g(xo) - f(xo ) g'(xo) g2 (xo) 
Beispiele. 7: Aus tan x = : : erhalt man, sofern cos x =I= 0, 

fur g(xo)"f' 0 

sin' x cos x - sin x cos' x cos2 x + sin2 x I tan' x cos2 x cos2 x cos2 x = l + tan2 x. 
8: cot' x = - sin� x = -(l + cot2 x) fiir sin x =I= O. 
9: Aus tanhx= sinhh x folgt tanh'x= cosh1

2 . JO:coth'x=---,--h1, fur sinhx,,,,o. cos x x smx 
x2 , 2 x  /"( )= 2 (2x+l) 

JI: f(x)= (x'-!)2 , / (x) = -�• x (x-1)4. 
I +tanx /(x) . , I 

12: Setzt man F(x) = 1 _ tan x = g(x) , so gdt / (x) = cos2 x , 
g'(x) = - c�

2x • und danach F'(x) = cos2x (I � tan x)2 I - ;in 2x 
13: Fiir /(x) = I, g(x) = x"' mil m EN liefert die Quotientenregel: c1x-• - 1  · m · x--1 dx x2• 

Die Regel filr die Ableitung der Potenzfunktion /(x) = x" gilt da• I dx" nach auch far negative ganzzahlige Exponenten. � = nx"-1 mil nEZ I 
Kettenregel. Sind die Funktionen q,(x) bzw. /(z) an den Stellen x0 bzw. z0 = q,(x0) differenzierbar. dann ist auch die mittelbare Funktion F(x) = /[<p(x)] an der Stelle x0 differenzierbar, und es gilt fur ihre Ableitung die Kettenregel ( vgl. Kap. 5 .1. - Darstellung von Funktionen ). 

d/[,p(x)] d/[,p(x)I d/(z) dz Kettenrcgel F�x0) = �1,-,, = /'['l'(xo)] · ,p'(xo) oder � = � · dx 
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&ispi,I,. 14: Zur Differentiation der Funktion F(x) = (3x' + S)' setzt man /(z) = z•, 
z = <p(x) = 3x' + S. Die Kettenregel liefert dann: 
F'(x) = f'(3x' + S) · 6x = 4 · z3 • 6x = 4(3x' + S)' · 6x = 24x(3x1 + 5)3• 
JS: F(x) = sin ex filr e e II. Man setzt /(z) = sin z, z = <p(x) = ex; dann isl F'(x) = f'(ex) 'l''(x) = ccos ex. 

16: Fur F(x) = ..,,., gilt F'(x) = .. ,."l''(x). Fur F(x) =a"= e"1•• erhllt man danach F'(x) = lna� 1••=a-lna fur a>O. 
Ableitung der zu einer Funktion/(.r) inversen Funktion (vgl. Kap. 5.1. - Umkchrung einer Funktion).Hat cine in einem Intervall a< x < b echt monotone Funktion y = f(x) dort filr jedes x cine end• liche und von Null verschiedene AbJei-

1 I , 1 I ( dx) /( dy) I tung /'(x), s? ist im zuge_hOrigen y-ln-Umkehrregel 'I' (y) = f'(x) d = I dx tervall auch die zu y = .,((x) inverse Funk-L. ----•·----�---Y----�- t1on x = q(y) d1fferenz1erbar, und es gilt 
f'(x) · 'l''(y) = I .  Unter den angefilhrten Voraussetzungen haben LJx  und .d y  injedem der beiden Differcnzenquotienten 

LJy/LJx und Llx//Jy dieselben Werte, so daO gilt �Y · �x = I. Nach Voraussetzung existiert 
Jim �Y = f'(x), und es ist /'(x) 4= 0, so da8 auct dcr brcnzwcrt lim �x cx.isticrt und den dx➔O LJX d,-➔O LJY Wert 1//'(x) hat. Zur geometrischen Jnterpretation vertauscht man in x = qi(y) die Bczcichnung der Variablen. Die Kurve y = q,(x) erhalt man dann durch Spiegelung der Kurve von y = f(x) an der Symmetriegeraden x = y des Koordinatensystems. SchlieBt eine Tangcnte an die Kurvc von 

y = f(x) den Winkel ex mit dcr +x-Achse cin, so schlie8t die entsprechcnde Tangentc an die Kurvc von y = q,(x) den gleichen Winkel ex mit der + y-Achse, d. h. den Winkel p = 90° - ex mit der +x-Achse, ein. Flir diesc Komplementarwinkel gilt aber tan cx · tan p = I bzw. /'(x) · q,'(x) = 1 ( Abb. 19 !-7). 

19.J-7 Ansticg dcr Kurven zueinander im·erser Funktionen 

19.1-8 Kurvenbildcr dcr Funktionen y = x1 und 
y = x', deren Umkehrfonktionen filr x

0
"" 0 nicht diffcrcnzicrbar sind 

1st cine differenzierbare Funktion /(x) im Interval! Jex, Pl nicht echt monoton, dann existiert fur diescs Jntervall die inverse Funktion von /(x) nicht. Zurn Beispiel ist f(x) = x1 in keiner Umgcbung von x0 = 0 umkehrbar (Abb. 19.1-8). Verschwindct die Ableitung einer in ]ex, PC echt monotonen Funktion f(x) an der Stelle x0 E ]ex, P[, dann ist die inverse Funktion x = qi(y) an der Stelle Yo = f(x0) nicht differenzierbar. Die inverse Funktion von /(x) = x3 z. B. ist an der Stelle x0 = 0 nicht differenzierbar. Keont man die Ableitung einer Funktion, so kann man mit HiJfe der Umkehrformel die Ableitung iltrer invcrsen Funktion berechnen. 
&ispiel,. 17: Die inverse Funktion v� y = f(x) = e" ist x = <p(y) = lny, sic ist definiert fur 
y > 0. Aus der Umkehrformel erhalt man fur die Ableitung der Logarithmusfunktion 

d lny I I I I • 
----;jy = 

f'(x) 
= ?" = e"" = Y fur y > 0 .

I 8 :  Die Umkehrformel liefert filr die Ableitung der allgemeinen Logarithmusfunktion x = <p(y) = log, y als invene Funktion von y= a" fur a> 0: 
d log,y

= 
I = I - I fur >O. d)' tr In a a•os.7 Ina yin a y 
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19: FOr die Funktion /(x)= x" mil x> 0 und x,0<eR isl /(x)= x"=e" 1"' wegcn x" = (e1"')" = e""'. Nach der Keltenregel und Beispiel I erhill man a 1s Ableilung f'(x) = e"1"' • (0</x) = �x4-1• Dam.it ist die Ableituogsregel fur die Potenzfunktion auf beliebige rcelle Exponenten tX. verallgemeinert worden. 
Ableltungen der zyldometrischen Funktionen (vg]. Kap. 5.3. - Trigonometrische und zyklometrische Funktionen, Kap. 10.1. - Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen). Die Funktion y = Arcsin x mit -1 � x � + l und -n/2 � Y � +n/2 ist die Umkehrfunktion der im angegebenen lntervall stetigen und monotonen Funktion x = sin y. FUr ihren Differentialquotienten gilt 
daher �� = 1/(dxd) =-'-= 1 . Wegen der Forderung cosy=t=O reduziert sich der = Y cosy Vi - x' 
Definitionsbereich von : auf das offene Intervall -1 < x < +I. Invertiert man die Funktion 
x = sin y in einem anderen ihrer Monotonieintervalle. z. B. in -n/2 + kn � y � +n/2 + kn mit k e Z, so ist y = (-J)t Arcsin x + kn die Umkehrfunktion, und deren Ableitung ist 

dy (-1)' 
dx = Vi -x'. 

Analog fa8t man die Funktiony = Arccos x mit. -1 � x � + 1 und O � y � n als Umkehrfunktion zu x =cosy auf und erhiilt im lntervall -I < x < + l 
die Ableitung ddy = --1- = - I . Die zu x -smy V 1-x2 x =cosy im Monotonieintervall kn� y � (k + I )  n mit k e Z gehOrende inverse Funktion y = (-t)t Arccos x + kn hat den Differentialquotienten 

d Arcsin x l __ d_x __ = V I  -x' ; d Arccos x l 
--dx--=-v, -x'; d Arctan x l -- dx-- = I + x' d Arccot x I --

dx--=- l+x' 

lxl<l 
!xi< I 

�� = (-I)'.:'._'.. Filr y = Arctan x mil -1'/2 < y < +"/2 bzw. y = Arccot x mit O < y < "= Vl -x2 erhalt man in entsprechender Weise die Ableitungen, die auch in den lntervallen -n/2 +kn< y < +"/2 + k" bzw. k1' < y < (k + 1)1' gelten. Ableitungen der Areafunktionen (vgl. Kap. 5.3. - Umkehrfunktionen der hyperbolischen Funktionen). Da die Areafunktionen die inversen Funktionen der Hyperbelfunktionen sind, kOnnen ihre Ablei• 
tungen Uber die Beziehung : = I / ( :; ) gewonnen werden. Da d s�:h Y = cosh y. gilt 
d arsinh x 1 1 __ d_x __ = cosh y = V I  + x2 • Analog verf3hrt man bei y = artanh x im Definitionsbereich 
lxl < I und bei y = arcoth x filr lxl > I ; man erhalt die folgenden Ableitungen, die trotz ihrer formalert Gleichheit verschiedene Funktionen darstellen, da sic verschiedene Definitionsbereiche haben. Die Funktion y = Arcosh x ist im Monotoniebereich 0 � y < +oo die Umkehrfunktion von x = cosh y; d cosh y . . . . d Arcosh x wegen _d_y_ = smh y erg1bt s1ch dam1t __ d_x __ 

= �h = 1 . Die Funktion ist fur alle x des sm Y Vx' - I 

d arsinh x I --dx--= -Vx' + I d Arcosh x 1 -- dx--= Vx' - I; x>l 
Definitionsbereichs x # I, ausgenomrnen x = l. diffe• renzierbar. Im Monotonieintervall -oo < y � 0 hat x = cosh y die Umkehrfunktion y = -Arcosh x und 

d artanh x I __ dx ___ = I - x1 ; lxl< I 

folglich den Differentialquotienten �� = -V 
1 

UA Xl-} 

d arcoth x l - -dx- -= J -x1; lxl> I 

Logarithmische Ableitung. In einigen Fallen ist es vorteilhafter, nicht die gegebene Funktion /(x). sondern den natiirlichen Logarithmus ihres Betrages In 1/(x)I zu differenzieren. Nach der Kettenregel 
gilt: ! In 1/(x)I = 1/(�)I d� 1/(x)I = t!x) d� /(x) oder /'(x) = /(x) ! In lf(x)I filr /(x) ,Ja 0. 
Hat die Funktion /(x) die Form /(x) = /1 (x) · /2 (x) · • • • · f.(x), dann erhiilt man //((x))_ = dd In 1/(x)I d • • d • /,'(x) x x = dx ,� In lf.(x)I = £ dx In lf.(x)I = £, i, (x) filr /(x) + 0. 
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&ispiele. 20: Durch Jogarithmischc Differcntation der Funktion /(x) = ef',<.11> .•• cf',.ci, erhi.lt man 
f'(x) = f(x) f ,p;(x). 

··• 
21: Die Funktion /(x) = r ist fur positive reelle x dafiniert. Durch logarithmischc Differentiation bckommt man nach der Produktregcl: 

d d f'(x) = f(x) 
dx 

lnx" = f(x)
dx

(xlnx) = x"(lnx + I). 
22: Fiir die Ableilung der Funktion /(x) = x11• mil x > 0 erhalt man durch logarilhmische Differentiation 

/ '(x) = /(x) ! In x11i = x1'" ! 1: x = x<•fi)-2 ( l  - In x). 
13: Die Funktion /(x) = e-"1 • x" · sin2 x fur xe Rist das Produkt der drei Faktoren /1 (x) = e.x•, 
f,(x) = x", /3 (x) = sin' x. lhre Ableilungen sind fi(x) = 2x ••', /�(x) = nx"-1, t;(x) = 2 sin x cos x. Durch logarithmische Differentiation crhiilt man fur die Ableitung von /(x): 
f'(x) = f(x)[2x + n/x + 2 cot x] = e''[2x'+I sin' x + nx"-1 sin' x + 2x' sin x cos x]. Das g)ciche Rcsullat crgibt sich natiirlich durch Anwendung dcr Produktrcacl. 
Wei/ere Beispiele zu den Differentiationsregeln. 
24: y = x2 • sin x, y' = 2x sin x + x2 cos x. 
25: y = x' · lnx; y' = 2xlnx + x' · (1/x) = x(21nx + I); y" = 2 lnx + 3 .  x• 26: In dcr Funktion y = xl _ 1 sctzt man u = x3 und v = x2 - I ; wegen u' = 3x2 und 
v' = 2x erh3lt man nach der Quoticntenregel 

y' = 3x'(x' - I) -2x · x3 x'(x' - 3 )  
(x' - I)' (x' - I)' · 

Filr die zweite Ableitung isl u = x4 - 3x2 und v = (x2 - I )2 zu sett.en; wegen u' = 4x3 - 6x und v' = 4x(x2 -1) ergibt sich (4x3 - 6x) (x' -1)2 - 4x(x' - l ) (x• - 3x2) y" 
(x' - J)• 

2x(x' + 3 )  (x'- J)> . 
27: In der Funktion y = i/Sx3 - 7x + 8 isl y = f(t) = 111' und I= cp(x) = 5x3 - 7x + 8. Nach der Kettenrcgel erhilt man 

d/ dcp 15x2 - 7 y' = -d, • -dx 
= 1/, r 11'(1 Sx' - 7) 

2 Vsx• - 1x + s . · 

28: Zur Differentiation der Funktion y = In sin Va+ bx muB die Kettcnrcgel mchrfach ange
wendet werden. Setzt man y = /(1) = In,. I= cp(u) = sin u, u = tp(v) = v; uod v =a+ bx, so erhiJt man der Reihe nach: 

y'= df .�.�-�=..!...·cosu·-1-•b di du dv dx I 2 Vv 1 
·cosVa+bx· 

b 
sinVa+bx 2Va+bx 

bcotV� 
2i/a + bx 

Differentiation von Funktionen in Parameterdarstellung. Eine Parameterdarstellung einer Funktion y = f(x) sei durch x = q,{t) und y = v,(t) gegeben. Dann kann man y auch als mittelbare Funktion y = /[q,{t)] des Parameters r auffassen, und die Kettenregel der Differentialre.chnung liefert dy dy dx 
T,

= 
dx ' <i, · 

Ableitung einer Funktion in Parameterdarstellung dy = (�)/(�) oder f'(x) = 1/''(I) 
dx dt dt ,p'(t) 

Die Rechnung setzt die Differenzierbarkeit der Funktionen tp(_t) und v,(t) nach dem Parameter t und ,p'(t) + 0 voraus. 
' ' 

&ispiel 29: Die Ellipsemit derGleichung;. + �
2 

= I hat dieParameterdarstellungx = a cost 

und y = b sin,. Aus den Ableitungen oa�h dem Parameter '!; = -a sin r und :� = b cos, 
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ergibt sich die Ableitung: =- bc?5 t =-.E_cott. Da cost=.:!..und sint=f,erh3lt 
man � = -b: x als Anstieg der .;a�:e�te im P�nkt P(x, y) an die g:gebene Ellipse. 

dx a y 
Beispiel 30: Die gemeineZykloide (vgl. Abb . 19.3-12)hat die Parameterdarstellungx = a(t - sin t), 

/=a(l -cost ). Der Differentialquotient :: errechnet sich aus:; = a(I -cost)= 2a sin'(t/2) 
und :� = a sin 1 = 2a sin (t/2) cos (t/2) zu t = cot t/2. Aus diesem Ergebnis folgt, daB die 
gemeine Zykloide in den Punkten mit t = 2kn, ( k  = 0, ±1, ±2, ... ), in denen sic die x-Achse berilhrt, Singularititen hat. 

Differentiation in Polarkoordinaten. 1st r = r(tp) die Darstellung einer Kurve in Polarkoordinaten, so kann man, da zwischen den Polarkoordinaten und den kartesischen Koordinaten die Beziehungen 
x = r cos q; und y = r sin q; gelten, zu folgender Parameterdarstellung der Kurve mit dem Parameter <p Obergehen: x = r(<p )cos <p, y = r (q;)sin<p. Der DifferentiaJquotient ist dann gegeben durch 
- = - - . Beze1chnet man die Able1tung nach dem Para- Ableitung einer Funktion dy dy

l
dx . . . 

dx dq, dq, dr in Polarkoordinaten meter mit einem Strich, dq, = r', so gilt: 
� , d dx , . 
dq, 

= r smq:, + rcosq, un dqJ =, cosq:,- rsmq,. 
dy 
dx 

r'sinq,+ rcosq, 
r'cosqi- rsinq:i 

lki.spiel 31: Die Gleichung der logarithmischen Spirale ist r=aet'P. Die Ableitung :; ist nach obiger Regel : 
dy "'ake"'1Psinq,+aet1Pcosq, ksinrp+cosrp 
dx aket1Pcosrp-aetq,sinrp kcosq;-sinrp · 
Um den Winkel T zwischen Tangente und Ortsvektor OP zu berechnen, entnimmt man der beigefugten Abbildung 19.1-9 die Beziehung T = cc: -rp und somit 

tan T = tan (<>< - q,) 
tancc:-tanrp 

1 + tan cc: tanrp 
y' cosrp-sinq, 
y'sinq, + cosrp r'' 

t-tanq, 
I + : tanq, 

X 

19.1-9 Winkel -r 2wischcn dcr wobei sich die letzle Gleichung aus der Regel fur die Ableitung Tangcntc cincr Kurvc und dcm einer Funktion in Polarkoordinaten durch AuflOSCn nach r/r' Ortsvcktor OP ergibt. Wendet man das Ergebnis auf die logarithmische Spi-rale an, so erha.It man tan T = (a et91)/(ak etll') = 1 /k. Das bedeutet, da8 die logarithmische Spirale alle Radiusvektoren unter dem gleichen Winkel T = arctan ( 1 /k) schneidet. Aus diesem Grunde haben die Messcrschneiden einer MesserradHickselmaschine die Form einer logarithmischen Spirale, um einen stets konstanten Schnittwinkelzu garantieren (vgl. Abb. 19.3- 21 ). 

Differential einer Funktion; Mittelwertsitze 
Differential einer Funktion. Fllr cine in einem lntervall differenzierbare Funktion f(x) ist die Differen2 zwischen Differenzen- und Differentialquotient an der Stelle x0 cine Funktion q,(Llx) von L1x. Aus 
f(xo + ,fr) - f(xo) 

Llx f'(x0) = ,p(Llx) ergibt sich der Funktionszuwachs Lly = f(x0 + Llx)-f(x0) 

= f'(x0) · Llx + q,(L1x) · Llx. Er·besteht aus einem in L1x linearen Anteil f'(x0) · Llx, der von der gleichen Ordnung wie L1x gegen Null konvergiert, und aus dem Anteil q,(Llx) · Llx, der fur Llx - 0 von hOherer Ordnung als Llx gegen Null konvergiert. Den linearen Anteil des Zuwachses 4v bezeicbnet man als das Differentia/der Funktio an der Stelle x0 und schre16t dafur dy = df(x0) = f'(x0) · dx. "Ore GrOBe dx = L.Jxilei6t-f)iffereritial der unabhang1gen Variablen. 
Differential der Funktion y = f(x) an der Stelle x0 dy = f'(x0) · dx 
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Beispiel 1: Das Differential der Funktion y = f(x) = x2 an der Stelle x0 ist dy = 2x0 • dx. 

Nach Einfuhrung des Begriffs ,.Differential" kann der Differentialquotient »dy nach d.x« auch als 
Quotient der Differentiale dy und dx aufgefaOt wcrden. 
Zur geometrischen Veranschaulichung des Differentials betrachtet man zwei Punktc P0(x0, /(x0)) 
und P1(x0 + L1x,f(x0 + Lfx)) auf dem graphischen Bild von /(x) (Abb. 19.1-10). Gehl man von 
der Stelle x0 zur benachbarten Stelle x0 + Lfx Ober, dann gibt Lly - /(x0 + ,1x) - /(x0) die Ande
rung des Funktionswertes an. Das Differential dy gibt dann gerade die A.nderung der durch den 
Punkt P0 an die Kurve gelegten Tangente an. Es unterscheidet sich vom tatsachlichen Zuwachs 
Lly um so weniger, je kleiner der Abszissenzuwachs.dx = dx ist. Die Tangente durch P0 stellt deshalb 
cine lineare Approximation der Bildkurve von f(x) in der Urngebung von Po dar. 
Dieser Sachverhalt spielt in der Fehlerrechnung cine wichtige Rolle. Ein fonktionaler Zusarnrnenhang 
zwischen zwei MeOgrOBen x und y sci durch cine differenzierbare Funktion y = /(x) gegeben. 
Die GrOBe x habe den maxirnalen Fehler d, d. h. l.dxl � 6. Zur Beantwortung der Frage, wie sich der 
bei der Messung der GrOBe x begangene Fehler .dx auf die GrOBe y auswirkt, ersetzt man, da .dx 
irn allgemeinen klein ist, das Bild von f(x) im betrachteten Punkt x0 durch die Tangente an die 
Kurve in x0 . Das hat nach den obigen Bemerkungen zur Folge, daf3 ILIYI = l/(x0 + .dx) - /(x0)1 
durch ldyl ersetzt werden darr. Fur ILfxl ,;;; 6 gilt mithin ldyl = l/'(x0)1 · ILfxl ,;;; l/'(x0)16,;;; ,, 
d. h., der maximale Fehler der GrOBe y = /(x) ist gleich E. 

19.1-10 Das Differential einer Funktion 

19.1-11 Mittelwertsatz dcr Diffcrcntialrcchnung 

Miltelwertsatz. Die Funktion /(x) sei im abgeschlossenen Intervall [a, h] stetig und im offenen 
lntervall ]a, b[ differenzierbar. Der Differenzenquotient [/(b) - /(a)]/(b - a) Jie[ert den Anstieg 
der Kurvensekante durch die Punkte P1(a, /(a)), P2(b, f(b)). Verschiebt man nun diese Sekante 
parallel zu sich, so wird dabei mindestens einmal cine Lage eintreten, bei der die Parallele die Kurvc 
in einer Zwischenstelle !e ]a, b[ berllhrt, d. h. zur Tangente wird {Abb. 19.1-11). In diesem Fall gilt 
/'(/;) = [/(b) - /(a)]/(b - a). 
Setzt man a= x, b = x + h und /; = x + /Jh mit O < /J < I, dann lautet diese Beziehung /(x + h) 
= /(x) + h/'(x + /Jh) mit O < /J < I. Diese geometrisch einleuchtende Eigenschaft einer diffe
rcnzierbaren Funktion /(x) wird durch den folgenden Mittelwertsatz zum Ausdruck gcbracht: 

Mlttelwertsalz: Isl die Funklioo/(x) In [a, b] sletlg uncl In J•, bl dltrerenzlerbar, dann glbl es mlnde
slens elne Zahl g e I•, bl, die Mittelwerl genannl wlrd, fiir die gllt/'(0 = (/(b)-/(o)J/(b - o) 
b...,, /(b) -/(•) + (b - o)/'1• + 1'(b - o)J mil O < 1' < I. 

Mit Hilfe des Mittelwertsatzes kann man z. B. alls einem bekannten Funktionswert /(a) einer Funk
tion /(x) den Funktionswert /(b) an einer a benachbarten Stelle b naherungSweise berechnen. 

Beispiel 2: 1st von /(x) = In x der Wert In 690 
= 6,53 669 ... bekannt, so gilt nach dem Mittelwert
satz In 691 - In 690 + 1/(690 + IJ). Wegen O < 1' < I 
gilt 0,00 144 71 < 1/(690 + 1') < 0,00 144 92, so daO 
man als Naherungswcrt fur In 691 auf 5 Dczimalstellen 
erhiilt: In 691'" 6,53 814. 

Satz l'On Rolle. Sind im Mittelwertsatz die Funktions
werte /(a) und /(b) einander gleich, so gibt es einen \Vert 
I; mit a< I;< b, ror den gilt /'(/;) - 0, d. h .• es gibt in 
diesern lntervalle cine der x-Achse parallele Tangente. 

19.1-12 Geomctrische Vcranschaulichung FO.r diesen Satz (Abb. 19.1-12) wird dabei zusatzlich ge-
des Satzes von Rolle fordert /(a) = /(b) = 0. 
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Satz"°" Rolle: ht elne Funktlon y = f(x) Im •bileodll.......,, Intenall o,;;; x,;;; b stetlg und im 
offeeen Intemdl o < x < b dlfferenzlerbar und gilt /(o) = f(b) = O, dun glbt es Im lnnera des 
Intemdls mlndestms elnen Zwhchenwert e mlt/'(O = 0. 

Der erweiterte Mittelwertsatz. Der Vollstandigkeit halbcr sei noch eine fur manche Zwecke niltzliche 
Erweiterung des Mittelwertsatzes angegeben: 

Slnd zwel FunktloneD /(x) and g(x) Im abilescblossenea Intenall o,;;; x,;;; b stetlg, Im olfenee 
Intenallo < x < b --• und 1st Im betracbteten Intenallstetsg'(x) "F O, clam gibt es Im 
lnnem des Intervalls mlndestms elnen z-..wert e derart, daB die folgende Gleldwng gilt: 

/(b) -/(o) f'(O 
g(b) -g(o) 

= 
g'(O 

. 

Folgerungen aus dem Mlttelwertsatz. 1st die Ableitung einer Funktion filr alJe x e }a, b[ gleich Null 
und sind x1 , x, E ]a, b[, so gilt /'(Ii)= [/(x2 ) - /(x1)]/(x2 - x1 ) = 0 oder /(x2 ) = /(x,). Die 
Funktion ist cine Konstante. 

Eine Funktion /(x), die iMerhalb eines Jntervalls differenzierbar ist und deren A.bleitung f'(x) im 
ganzen Interval/ verschwindet, ist dort eine Konstanu. 

Haben die Ableitungen der Funktionen q,(x) und v,(x) in einem lntervall dieselben Werte, so hat die 
Ableitung von f(x) = <p(x) - 'l'(x) in diesem Intervall den Wert Null, d. h., /(x) ist eine Konstante. 

Zwei Funktio�n, die inMrhalb eines Intervalls dijferenzierbar sind und dort gleiche Ableitungen 
hahen, unterscheitkn sich in diesem Interval/ nur um eine additive Konstante. 

Durch vollstandige Induktion kann man aus dem Mittelwertsatz leicht ableiten: 

ht elne Funktlon /(x) In J•, b[ •-mal dlfferemlesbar and gilt/<•>(x) = 0 fir alle :r: E Jo,,bl, so 1st 
/(x) eln Polynom TOIi -tens (• - I )-tan Grade. 

Aus der Ableitung einer differenzierbaren Funktion f(x) kann man mit Hilfe des Mittelwertsatze 
Aussagen Uber das Monotonieverhalten von f(x) in einem Intervall /=]a, b[ herleiten; denn wen
/'(/;) ;;, Ofilr alle/; E ]a, b[ gilt, so folgtaus dem Mittelwertsatz [/(x2 ) - /(x,)]/(x2 - xi)= f'(l;);;,o 
d. h., fur x1 < x2 gilt /(x1) � /(x2 ). Die Funktion f(x) ist daher in / monoton wachsend. Gibt es 
kein Teilintervall I' CI, in dem die Ableitung f'(x) verschwindet, dann ist f(x) in/ sogar echt mono, 
ton wachsend. Anderenfalls gabe es zwei ZahJen x1 , x1 e / mit x1 < x2 und /(x1 ) = /(x2). Wegen 
der Monotonic von f(x) in/ ware dann /(x) in ]x1 , x2 [ konstant, d.h., f'(x) = 0 fur xe ]x1 , x2[; 
das aber war ausgeschlossen. Es gilt auch - wie man leicht zeigen kann - die Umkehrung: 1st f(x) 
in / monoton wachsend und differenzierbar, dann ist /'(�) � 0 fur alle,; e /. 
Sctzt man J(x) = -f(x), dann erhalt man die entsprechenden Aussagen ilber monoton fallende 
Funktionen, so daB der folgende Satz gilt: 

Elne Im Intenall/ = J•, bl dllferenzlerbare F\mktlon/(x) 1st lo dles,m Intenallgenau clam moootoo 
wacbsend bzw. fallend, ,._ flir alle :r: El gllt:f'(x);;, 0 bzw.f'(x),;;; 0. Die Funktlon/(x) 1st In 
/ geaau daan ecbt-.. wacbsend bzw. fallend, w-/(:r:) lo/ monoton wacbsend bzw. fallend 1st 
and ,._ f'(x) la kelnem Telllntenall /' C I ,eracbwlndet. 

Anwendung auf Kunendlskussion 

Mit Hilfe der Differentialrcchnung kann man Aussagen Uber den Verlauf der Kurve einer Funktion 
y = f(x) machen. Zu untersuchen sci die Funktion y = f(x) mit dem Definitionsbereich D(f). 
Erstreckt sich der Definitionsbereich nach einer oder nach beiden Seiten ins Unendliche, so kann 
mittels Grenzwertbetrachtungen das Verhalten der Funktion filr x - +oo oder fur x - ....:....oo 
untersucht werden. Man spricht deshalb auch vom Verhalten der Funktion im Unendlichen. (FUr 
rationale Funktionen wird dies im Kapitel 5. Funktionen behandelt.) Die Koordinaten der 
Schnittpunkte mil den Koordinatenachsen erh3.lt man aus y = f(x) filr x = 0 bzw. filr y = 0. FUr 
die Bestimmung der Nullstellen der Funktion, d. h. der Abszissenwerte der Schnittpunkte ihrer 
Kurve mit der x-Achse, sind gegebenenfalls Niiherungsverfahren anzuwenden. Filr rationale Funk
tionen lassen sich nach dem Sturmschen Satz Intervalle angeben, in denen cine Nullstelle liegt. 
Das Verhalten der Funktion in e'er Umgebung ihrer Unstetigkeitsstellen wird mit Hilfe von Grenz
betrachtungen untersucht und der Typ jeder Unstetigkeitsstelle, z. B. Pol, Unbestimmtheitsstelle, 
Sprung oder Oszillation, ermittelt. 
Schlie81ich untersucht man die Funktion mit den Methoden der Differentialrechnung auf relative 
Extrema, auf Wendtpunkte, auf Monotonie und auf Konvexittit. Zu diesem Zweck bestimmt man das 
Vorzeichen bzw. die Nullstellen der Ableitungen der Funktion. 
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Monotonie einer Funktion. Ober die Monotonic 
einer differenzierbaren Funktion gibt der am 
Ende des vorangegangenen Abschnitts herge
leitete Satz Auskunft. 

Beispiele. I: Die Funktion f(x) = lax ist in 
ihrem Definitionsbereich streng monoton 
wachsend, denn ihre Ableitung /'(x) = 1/x 
ist filr jcdes x > 0 positiv. 
1: Die Funktion 
f(x) = 1/6 • (x' - 3x' - 9x + 17) 
ist in den lntervallen 1-2, -1[ und ]3, 4[ 
streng monoton wachsend und im. Inter
vall J-1, +3[ streng monoton faUend 
(Abb. 19.1-13). Fur die Ableitung f'(x) 
= '/,(x' - 2x - 3) gilt niimlich: 
f'(x)> 0 fur xe]-2,-l[v]3,4[; 
f'(x)<0 fur xe]-1,+3[. 

Das Monotoniekriterium einer differenzicr-
19.1-13 Extrema und Wcndcpunkt dcr Kurvc baren Funktion kann zum Bcwcis von Un-
der Funktion y = f(x) = 1/8(x3 - 3x2 - 9x + 17) gleichungen benutzt werden. Die Ung]cichung 

f(x) ,;; g(x) fur x e ]a, b[ ist sicher erfullt, 
wenn man folgendes nachweist: 

�) f(a),;; g(a), /f) f'(x),;; g'(x) filr x e )a, b[; denn aus {J) folgt g'(x) - f'(x);;;, 0, d. h., g(x) - f(x) 
ist in ]a, b[ monoton wachsend. Daraus folgt wegen a): g(x) - f(x) � 0. 

&ispiele. J: Fur x > 0 ist /(x) = x < tan x = g(x), denn es gilt: /(0) = g(0) = 0 und f'(x) 
= I < g'(x) = I/cos' x fur x > O. Da f'(x) = g'(x) in keinem Teilintervall gilt, ist g(x)- f(x) 
= tan x - x filr x > 0 streng monoton wachsend, also x < tan x. 

4: Es ist sin x = f(x) < g(x) = x fur x>0 , denn fur x = 0 gilt: /(0) = sin 0 = g(0) = 0, und 
fur x > 0 gilt: f'(x) = cos x ,;; 1 = g'(x). 

Konvexitit einer Funktion. Neben der Klasse der monotonen Funktionen ist die Klasse der konvexen 
bzw. konkaven Funktionen von Bedeutung. Eine im Jntervall J = ]a, b[ differenz.ierbare Funktion 
f(x) heiBt in / streng konvex, auch kurz konvex, wenn die Bildkurve von f(x) mit Ausnahme des 
Berilhrungspunktes stets oberhalb jeder Tangente an die Kurve von f(x) liegt. Die Gleichung der 
Tangente an die Kurve in x1 E / ist: y = f(x1) + f'(x 1) (x - x1). Aus der Definition einer konvexen 
Funktion folgt dann, da8 fiir zwei beliebige x1, x, e /mit x 1 cj= x, gilt/(x,)> f(x,)+ f'(x,)(x,-x,). 
Vertauscht man in dieser Ungleichung die Zahlen x1 , Xi , dann erh3.lt man durch Addition die.ser 
beiden Ungleichungen /(x,) + f(x,) > f(x,) + f(x,) + (x, - x1) [/'(x,) - /'(x,)] oder 
f'(xi) < f'(x i) filr xi< Xi . Danach ist die Ableitung f'(x) in/ Streng monoton wachsend. Aus dem 
Mittelwertsatz folgt auch die Umkehrung. Damit erh.iilt man den folgenden Satz. 

Elne In I•, b[ dltferenzlerbare Fonktlon f(x) 1st genau dann kooTex, wem, lbre Ablelhml /'(z) in 
Jo, bl streug monoton w■cbseod 1st. 1st /(x) In Jo, b[ zwelmal dlft'erenzlerb■r, so 1st /(x) In J•, b[ 
genau dann konvex, weun /"(x);;;, 0 fiir x e I•, b[ 1st und /"(x) in kelnem Teillnt.,...n •on I•, bl 
vencbwlndet. 

&ispiele. 5: Die Funktion f(x) = x 1 ist in ganz R konvex, denn fur jedes x E R gilt /"(x) = 2 > 0. 
6: Die Funktion f(x) = 1 /6 (x' - 3x' - 9x + 17) isl in iedem Intervall ]1, r( mit r > 1 konvex, 
denn ihre zweite Ableitung f"(x) = x - 1 isl fur x > 1 positiv (vgl. Abb. 19.1-13). 

Entsprechend definiert man: Eine in / = ]a, b[ differenzierbare Funktion f(x) heiOt in / Streng 
konkav, auch kurz konkav, wenn die Bildkurve von f(x) mit Ausnahme des Berilhrungspunktes 
stets unterhalb jeder Taogente an die Kurve von /(x) liegt. 
FUr beliebige x1, Xi E J mit x1 =t= Xi gilt dann f(xi) < f(x1) + /'(x1) (x i - x1). Da f(x) geoau dann 
�onkav ist, wenn -f(x) konvex ist, erh.iilt man sofort den Satz: 

Elne In Jo, b[ zweimal dllfttenzlerb■re Fonktion/(x) 1st In I•, bl 1enau dam, konka•, ,...., lbre ente 
Ableihml In dlesem Intenall streug monoton fillt bzw. ,...., fiir lbre zwelte Ablelhml /"(x),;; 0 
gilt und dlese In kelnem Teillnterv■II ,on I•, b[ .. rschwlndet. 

&ispiele. 1: Die Funktion /(x) = In x ist in ihrem Definitionsbercich konkav, dcnn filr x > 0 
ist f"(x) = -(1/x2) < 0. 
8: Die Funktion /(x) = 1/6 (x' - 3x' - 9x + 17) isl in ]S, l[ mit S < 1 konkav, da fiir x < 1 
gilt: f"(x) = x - I< 0 (vgi. Abb. 19.1-13). 
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Relatin Extrema. Ein Funktionswert /(xm .. ) einer in cinem Interval! ]a, b[ definierten Funktion/(x) 
hciOt relatives Maximum von /(x) in Jo, b[ , wenn es cine Umgcbung UC ]a, b[ von Xmn gibt, so 
daO fur alle x e U mit x :+= x,..u gilt: /(xm..._) > /(x). Entsprechend heiOt /(xmin) relatives Minimum 
von /(x) in ]a, b(, wenn es cine Umgebung u• C ]a, b[ von Xmin gibt, so daO fur alle x e u• mit 
x =4= Xmin gilt: /(Xmin) < /(x). Relative Minima und relative Maxima einer Funktion werden relative 
oder /okale Extrema genannt. Zurn Beispiel hat die Funktion /(x) = 1 / 6 (x3 - 3x2 - 9x + 17) 
(vgl. Abb. 19.1-13) in Xmin = 3 ein relatives Minimum /(3) = -5/3 und in xm ... = -1 ein relatives 
Maximum/(-1)= 11/3. 
Einc Funktion kann mehrere relative Maxima bzw. Minima haben. Die Funktion sin x hat z. B. 
unendlich viele relative Maxima und Minima. Das absolute Maximum bzw. Minimum einer im 
abgeschlossenen Intervall (a, b] stetigen Funktion f(x), das nach dem Satz von WeierstraO existiert, 
ist dann gleich dem grOBten bzw. dem kleinsten relativen Maximum bzw. Minimum von /(x) oder 
cs liegt auf dem Rand des lntervalls [a, b], d. h., cs ist gleich /(a) oder /(b). 
Die relativen Extrema /(3) = -5/3 und /(-I)= I 1/3 der obigen Funktion /(x) sind z. B. im Inter• 
vall [-2, 4] auch die absoluten Extrema von /(x). Im lntervall [-10, + IO] dagegen liegen die ab• 
soluten Extrema dieser Funktion am Rand. 

Relatives Maximum, falls /(xffllj1.) > /(x) fur x + Xmn l in einer hinreichend kleinen Umgebung 
RtlatlYes Minimum, falls /(xn,1,..) < f(x) fiir x + Xm1n von Xm11 bzw. Xmin 

Bedingungen fiir das Auftrtten relativer Extrema. 1st die Funktion /(x) in ]a, b( differenzierbar und 
hat /(x) in x0 etwa ein relatives Minimum, so gilt /(x0 + Ir)> /(x0) fii:r genllgend kleine Ir. Der 
Ditfercnzcnquotient [/(x0 + h) - f(x0)]/h ist dcshalb pasitiv fur h > 0 und negativ fur h < 0. 
Rechts- und linksseitige Ableitung von /(x) kOnnen also in x0 nicht gleiches Vorzeichen habcn. 
Da /(x) in x0 differenzicrbar ist, stimmen rechts- und linksseitige Ableitung in x0 Uberein. Daraus 
folgt abcr: f'(x0) = 0. Analog schlieOt man im Falle des relativen Maximums. Es gilt folgender Satz: 

Notwendlal l1lr du Auftntee elnes relat1 .. 11 Extrem111111 •oa/(x) la x0 lst/'(x0) = 0. 

DaU f'(x0) = 0 nur notwendig fii:r die Existenz eines Extremums ist, zcigt z. B. die Funktion /(x) 
= x3, fii:r die in x0 = 0 gilt f'(O) = 0, obwohl in x0 = 0 kein Extremum von x3 vorliegt. 
Um cine hinreichende Bedingung fur das Auftreten eines relativen Extremums zu bekommen, be
trachtet man das Vorzeichen der Ableitungf'(x) beim Durchgang durch den Punkt x0. Dabei unter
scheidet man folgende 4 Hile: 
J. 1st /'(x) = 0 in einer Umgebung U von x0, dann ist f(x) = const in U, und in x0 liegt kein 
relatives Extremum vor. 
II. Hat in einer Umgebung von x0 /'(x) das gleiche Vorzeichen fii:r x =+= x0 , dann ist /(x) in dieser 
Umgebung monoton und in x0 kann kein relatives Extremum vorliegen. 
Ill. 1st f'(x) > 0 fiir alle x aus einer linksseitigen Umgebung U. von x0 und /'(x) < 0 fur alle x 

aus einer rechtsseitigen Umgebung U, von x0 , dann ist /(x) in U1 echt monoton wachsend und in 
U, echt monoton fallend. Dann muB /(x0) ein relatives Maximum von /(x) sein. 
1st /(x) in x0 zweimal diffcrenzierbar, so ist, wic frllher gezcigt wurde, /"(x0) < 0 fur den Vor
zeichenwechsel von /'(x) in x0 in dem in III dargelegten Sinne hinreichend. 
IV. 1st f'(x) < 0 fur alle x E U1 und /'(x) > 0 fur alle x E U,. so ist /(x) in U1 monoton fallend und 
in U, monoton wach.send. Dann mu8 /(x0) ein relatives Minimum sein. Hinreichend hierfiir ist im 
Falle der zweimaligcn Differenzierbarkeit von /(x) in x0, daB /"(x0) > 0 gilt. 
Man bekommt danach das folgende hinreichende Kriterium fur das Auftreten eines relativen Maxi• 
mums bzw. Minimums einer zweimal differenzierbarcn Funktion /(x): 

Relati""s Maximum von /(x) in x_,. wenn f'(x_,) = 0 und f''(x_,) < 0 
Rtlath'es Minimum von /(x) in Xmin , wenn /'(xm1ri.) = 0 und /"(xmia) > 0 

Noch unbeantwortet ist die Frage nach dem Auftreten eines relativcn Extremums in x0 im Falle: 
/'(x0) = /"(x0) = 0 . In diesem Falle mtissen die hOheren Ableitungen von /(x) in x0 herange

zogcn werden. Jst /'"(x0) > o. dann hat /'(x) in x0 ein relatives Minimum; ist /"' (x0) < 0, dann 
hat f'(x) in x0 ein relatives Maximum. In beiden F�llen bertihrt wegen f'(x0) = 0 die Bildkurve 
von f'(x) die x-Achsc in x0 oder eine Parallele zu ihr (Abb. 19.1-14). Nach (II) kann dann /(x) in 
x0 kein relatives Extremum habcn. Die Tangente an die Bildkurve von /(x) in x0 liegt parallel zur 
x-Achse, durchsetzt abcr die Kurve in x0 • Man sagt, /(x) babe in x0 einen Horizonta/wendepunkt. 
1st die Funktion /(x) in einer Umgebung U von x0 n-mal differenzierbar, ist n cine gerade naturliche 
Zahl, gilt /'(x0) = /"(x0) = • • • = J<•-11(x0) = 0 und ist /'"'(x) in x0 stetig, so folgt aus dem Taylor
schen Lehrsatz fiir hinreichend kleine h und O < {} < l : /(x0 + h) -/(x0) = /'"1(x0 + IJh) h"/n ! 
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1st f<">(x0) > 0, dann gibt es wegen der Stetigkeit von /<">(x) in x0 cine Umgcbung V von x0 mit 
V C U, so daO f'"'(x) > 0 fur alle x e V ist. Fur hinreichend kleine h isl deshalb f'"'(x0 + f>h) > 0. 
Da aber n gerade ist, folgt f'"'(x0 + f>h) h"/n! > 0. Fur diese h gilt daher: f(x0 + h) > /(x0), d. h., 
f(x0) ist ein relatives Minimum von f(x) in x0• 

Falls dagegen f<">(x0) < 0, so ergibt sich entsprechcnd 
/(x0 + h) < /(xo), d. h., /(x0) isl ein relatives Maximum. Es 
gilt das folgcndc hinrcichende Kriterium fur das Auftrctcn 
eines relativen Extremums, das im Fallc einer ungcradcn 
natUrlichen Zahl n wegen (n + 1) gerade cine Aussage Uber 
den Vcrlauf der crsten Ablcitung f'(x) an der Stelle x0 ent-

xm halt. 

Isl elae Funktloa /(r) la elner Uma..,_ _, r0 •--1 
differ-., lilt dabel, •- • elae pnde Zlllll 1st, 

/'(ro) = /"(r0) = ··· =f'•-1>(r0) = 0 ad lst/<•>(r) la 
x0 ■tetfc, so lst/(r0) eta relati.a -• falls/<•>(r0) 
> 0 bzw./(r0) ela relati... Maximum, fall■/'"'(r0) < O. 

&ispitlt. 9: Die Funktion /(x) = 1/.(x3 - 3r2 - 9r + 17) 
hat in x0 = I ein relatives Maximum, denn es silt: /'(-1) 
= 0, /"(-1) < 0 (vgl. Abb.19.1-13); /(r) hat in x 1 = 3 
ein relatives Minimum, wie aus /'(3) = 0, /"(3) > 0 folgt. 
lhre Ableituna /'(r) = 'I, (r2 - 2r - 3) hat WCIICD /"(I) 
= 0, /"'(I)= I > 0 in x, = + I ein relatives Minimum. 
JO: Die Funktion /(x) = x" mil n e N und n gerade hat in 
x0 = 0 ein relatives Minimum, denn es gilt /'(O) = /"(O) = 
··· = /<•-1'(0) = 0, aber f'"'(0) = n! > 0. Das gleiche 
Resultat folgt aber schon aus der Tatsache, daB f'(x) in 
jeder linksseitigen Umgebung von O negativ und in jedcr 
rcchtsseitigen Umgebuns voo 0 positiv isl (vsl. Fall IV). 

19.1-14 Schcmatischc Darstcllung filr 
f'(x) - 0 ;f"(x) - 0: f'"(x) * 0 an der 
Stelle x0 = x,.. 

J J: Die Funktion /(r) = cos x hat uneodlich viele relative 
Maxima und Minima. lhre Ableitung /'(x) = - sin x ver
schwindet in Xt11 = ±kn mit k = 0, I, 2, , . .  Die zweite 
Ableitung/"(x) = -cos x ist negativ in denStellen x±a mit 
k gcradc und positiv in den Stellen X±t mit k ungcrade. 

Wendepunkte. Man sagt, cine differenzierbare Funktion f(x) hat in x0 einen Wendepunkt P(x0,f(x0)), 
wenn die Bildkurve von /(x) in diesem Punkt von der Tangente y = f(x0) + f'(x0) (x - x0) durch
setzt wird, d. h., wenn die Bildkurve in P von der einen Seite der Tangente auf die andere Scitc der 
Tarlgente Ubergeht. Die Tangente in einem solchen Punkt hei8t Wendetangenle. Verl.iuft diesc parallel 
zur x-Achse, dann heiBt P(x0 ,/(x0)) Horizonta/wendepunkt (Abb.19.1-15). (n einem Wendcpunkt 
andert sich der Drehsinn der Kurve. Ein Wendcpunkt trcnnt danach ein konvexes Kurvenstilck von 
eincm konkaven Kurvcnstilck. Die in Abb.19.1-13 dargestellte Funktion hat z. B. in W= (l , 1) 
einen Wendepunkt. Aus der Definition des Wendepunktes einer Funktion /(x) in x0 bzw. aus dem 
Kriterium fi.ir Konvexitat folgt, dal3 die erste Ableitung f'(x) in x0 ihr Monotonieverhalttn andert, 
d. h., f'(x) ist in einer hinreichend kleinen linksseitigen Umgebung von x0 monoton fallend und in 
einer hinreichend kleinen rechtsseitigen Umgebung von x0 monoton wachsend bzw. linksseitig 
wachscnd und rechtsseitig fallend. Damit erhalt man den folgenden Satz: 

Elae In Ja, bl dltrerenzlerbue F-tioa/(x) bat la r0 e )a, bl 1-• dana e!nffl Wendepunkt, •
/'(r) la r0 eln relalh'es Extremum bal. 

19.1-15 Bild einer Funktion 
mit Horizonra/wendepunkt 

Das Aufsuchen der Wcndepunkte einer differenzierbaren Fllnktion 
reduziert sich damit auf die Bestrmmung der relativen Extremwcnc 
ihrer Ableitung. Aus den Kriterien des letzten Abschnittes folgt dann: 

Jfat eine zweimal differenzierbare Funktion f(x) in x0 einen Wertde
punla, dann gilt /"(x0) = 0. 

Elae Funktloa/(r) bat la r0 elnen Wendepunl<I, •- 1le ..... 1 dltrerea
zlerbar 1st mlt • ;;, 3 and -erade, •- gilt/"(r0) = ·· · = /<•-• >(r0) 
= 0 and •-/'"'(r) -l•lcb Null and In r0 lletfc 1st. 

f"(x.) = 0 und /'"(x.) + 0 - x. Wendepunkt 
Gleichung der Wendetangente: (y - y.) = f'(x.) (x - x.) 
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&ispiel,. 12: Die Funktion 
f(x) = 1/6 (x3 - 3x2 -9x + 11) 
hat in x0 = I oinenWondepunkt(vgl.Abb. 19.1-13), 
donn cs silt f"(x) = x - I, d. h., f"(I) =0 und 
/'"(I)= I ,t, 0. 
/J: Die Funktion 
y = f(x) = 0,1 · (x" - 2x• - l2x2 + 8x + 20) 
hat die Ableitunpmy' = 0,1(4x3 - 6x2 -24x + 8); 
y" = 1,2x2 - l ,2x - 2,4 und y"' = 2,4x- 1,2. 
Aus y"=O, d. h. x2-x-2=0 erhllt man 
x1 = -I und x2 = +2. Da /'"(x1) = -3,6,t, 0 
und / "'(x2)=+3,6,t,0, sind x1

= -I und 
x 2 = + 2 Abszissonwerte von Wendepunkt,n 
(Abb. 19.1-16). Die zu,ohl:lrigen Ordinaton sind 
f(x,) = +o,3 und /(x2) = -1,2. 
Die Wende1angenttn 11 uod 11 in den Wendepunktcn 
W,(-1; +0,3) und W2(+2; -1,2) habon donAn• 
sticg f'(x1) = +2,2 und f'(x2) = -3,2 und dos
halb die Glcichungen(y - 0,3) = 2,2(x+ I) odor 
y = 2,2x + 2,S filr 11 und (y + 1,2) = -3,2(x-2) 
oder y = -3,2x + S,2 fur 12 • 
U: Die Funktion /(x) = (x' -4)/x hat kcincn 
Wcndcpunkt, da /"(x) = -8/x3 nirgends vcr
schwindct. 

.Y 

Anwcndungen. Sind /(<1) filr i = I, ... , n bzw. /(�,) fiir j = I, ... , m die relativen Minima bzw. 
Maxima einer in [a, b] stetigcn und in ]a, b[ differenzierbaren Funktion /(x), dann ist, wie im A� 
schnitt Relative Extrema bomerkt wurde, m = min (/(1;1), f(a),f(b)) das absolute Minimum 

1<;1,s;;;,n 

von f(x) in [a, b] und M = max {/(�1), f(a), f(b)) das absolute Maximum von /(x) in [a, b]. 
1,i;;;/�m 

Im folgenden werden einige Extremwertaufgaben angefuhrt, deren LOsung sich auf die Bestimmung 
der absoluten Extrema reduziert. 

19.1-17 Quader grOBtcn Raum
inhalts aus cincm Quadrat 

lkispiele. 15: Zur Herstellung eines Kartons sollen an den 
Ecken oiner quadratischen Pappe mil der Seiten!Ange a 
vier Einschnitte gcrnacht und die entstehenden Rcchtecke 
hochgcbogc:n werden(Abb.19.1-17). Dioschraflierten glcich 
groBen Quadrate dienen zum Heften des Kartons. Wie groB 
mu8 dcr Einschnitt gemacht werden, damit der Rauminhalt 
V des Kartons moglichst groB wird? - Nach dcr Volumen• 
Connel fur den Quader ergibt sich fiir den Rauminhalt 
V= y = f(x) = x(a- 2x)2 = 4x3 - 4ax2 + a'x. 
Diese Funktion kann nur fury' = I 2x2 - 8ax + a2 = O, 
d. h. x' - 2ax/3 + a2/12 = 0, relative Extromwerte habon, 
also fiir x1 = a/6, da fiir x2 = a/2 die Pappe in vier Tcile 
urfaUenwiirdc.Ausy" = 24x-J!a folgtf"(x1)= -4a<0, 
d. h., x1 = a/6 ist der Abszissenwert eines relativen Maxi
mums. Dies ist auch das absolute Maximum; der Ein
schnitt mull 1/6 der Seiten13nge a betragen. 

16: Weldie MaDe mull man eincr zylindrischcn Konscrvendosc gcbcn, damit bei gefordertcm 
Inhalt von I I = I 000 cm3 zu ihrer Herstellung moglichst wenig Blech verbraucht wird? -
Ein icrader Kreiszylinder ist durch den Radius r seines Grundkreiscs und durch seine HOhe Ir 
bcstimmt. Seine Oberfla.che O solJ als Funktion einer Variablen dargestcllt werden. Die zwcite 
Variable in O ='.brr'+ 2nrh la8t sich durch die segebone Nebonbodingung V= nr2h = 1000cm' 
eliminieren. Mith= V/(nr') erhalt man: 

0 = y = f(r) = 2nr2 + 2V/r,y' = 4nr - 2V/r2, y" = 4n + 4V/r 2 

'--

Ein relativcr Extromwcrt kann nur auftreten filr 4nr1 = 2V/rj oder r1 = YV/(2n). Da f"(r1) 
= 12n > 0, hat die OborflAcbo an der Stelle r1 cin Minimum; dies isl sogar das absolute Minimum. 
Fiir die Hl:lhe h1 des Zylinders ergibt sich h1 = V(nrl) = 2r1• Setzt man fur V den gegebonen Wert 
1000cm3 ein, so crhilt man ,1 = 5,42 cm und /r1 = 10,84 cm. Von alien zylindrischcn Doscn 
mil gleichem Rauminhalt hat die Dose die kleinste Oborftllche, deren Durchmosser 2r1 ihrer Hohe 
h1 glcich isl. 
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0 
19.1-18 Querschnitt e1nes 
Balkens aus einem Baum-
stamm 

17: Aus einem Baumstamm, dessen Querschnitt kreisffinnig mit dem 
Durchmesser d angenommen werden kann, soil eio Balken mit recht
cckigcm Quenchnitt gcschnilten w,mlen (Abb. 19.1-18). Filr welchc 
Malle crrcicht seine Tragiahigkcil Tcin Maximum, wenn Tproportio
nal dcr Brcite b und dcm Quadral dcr H<lhc h isl, T = cbh' 
(c = const)?- Der Lehrsatz des Pythagoras licfcrt die Nebcnbodinsuns 
h2 = d2 - b2, und damit erhllt man T als Funktion eioer Verinder
lichcn T= /(b) = cd2b- cb3• Es isl /'(b) = cd2 - 3cb2; /"(b) 
= -6cb. Ein rclativcr Extrcmwcrt kann nur filr /'(b1 ) = 0 
= cd2 - Jehl vorhanden scin, d. h. b, = '/3d VJ. Wqen /"(b1) 
= -2cd V3 < O isl dicscr Exlrcmwc:rt cin Maximum der Traaflhig
kcil. Aus h2 = d2 - b2 crsibl sich schlicBlich h = 1/3dV(,. 
U nabhingig vom Durchrncsscr des Baurnstammcs crsibl sich das 
Vcrhiltnis h: b = V2 : I. 

Bezeichnet man die Seiten eines Rechtecks mit a und b, den Umfang mit U und die Fl3.chc mit A, 
so ergibt sich aus der folgenden Tabelle die Richtigkeit zweier Satzc: 
Von alien Rechtecken mit gegebenem Umfang hat dasQuadrat die grO/Jte Fliiche. Yon alien Recht
ecken mil gegebener Fltiche hat das Quadrat den k/einsun Umfang. 

gegebcn U= 2(a + b) b = U/2-a A= ab b= A/a 

gesucht A=ab=/(a)=Ua/2-a' U= 2(a+b)=f(a)=2(a +A/a) 

I.Ab- /'(a1 )=U/2-2a1 =0 a, = U/4 f'(a1 )=2-2A/al=0 a,=I
I

A 
lcitung 

2. Ab- /"(a1 )= -2<0 Maximum /"(a 1 ) = +4/VA >O
leitung Minimum 

LOsung b1 = U/4= a1 Quadrat b, = VA = a, Quadrat 

&ispie/ /8: Einc Kreisschcibe aus Bloch vom Radius R soil nach Herausschneiden eincs Sektors 
zu einem kegelformigcn Trichter zusammcngcbogcn werden (Abb. 19.1-19). Fiir welchcn Zentri
winkel • erhAlt der Trichter das groBle Fassungsvenoogen? -

��,
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rc�):: 
1/3,i(_R2 - Jhl) = 0, d. h., h, = '/,RV3; /"(h) = -2,rh; f"(h,) = -'!,,. RV:l < 0, also licgt 
in h, ein relatives Maximum vor. Aus der Ncbenbedinsuna folgt schlicBlich ,, = 1/3R vi,. Beim 
Zusammenbicgcn des Blcches wird dcr Krcisbogcn b = lR zum Umfang 2:r<r des Grundkrcises. 
Aus Rl = 2:r<r, foist , = 2/31t V6 odert"' 294°. 
lkisp;et 19: Von alien Zylindern, die sich einem geradcn Kreiskcgcl vom Radius Rund der H0hc H 
cinbeschrciben lasscn, ist dcr mil dcm groBtcn Volumcn gesucht (Abb. 19.1-20). 

� 
�..r 

19.1-19 Trichter aus cincr Kreisscheibc 

19.1-20 Zylinder in cinem gcraden Kreiskegel 
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FUr das Zylindervolumen V gilt die Formel V = nr2h. Die Nebenbedingung ergibt sich hier aus 
dem Slrahlensalz: h: (R - r) = H: R; h = (H/R) (R - r). Damit erhiilt man die Funklion 
V = f(r) = n(H/R) (Rr' - r3). Aus /'(r1) = n(H/R) (2Rr1 - 3rl) = 0 ergibl sich r1 = 2/3 R, 
da der Losung r2 = 0 das Volumen V = 0 entsprichl. Wegen /"(r1) = n(H/R) (2R - 6ri) = -'brH < 0 hat das Volumen fur r = r1 ein Maximum. 

Auf das Brechungsgesetz von Sne/lius ftihrt folgendes physikalische Problem. Ll.ngs einer Ebene £1 grenzen zwei Medico Ml und M ll aneinander. Die Fortpftanzungsgeschwindigkeit eines KOrpers 
oder einer Welle ist v1 in MI und v2 in M 11. Unter welchen Bedingungen ist die fur die Bewegung 
vom Punkte A1 in MI nachA2 in M 11 erforderliche Zeit am kleinsten (Abb. 19.1-21 )? - Es leuchtet 
ein, daO diese Bewegung in einer Ebene£2 erfolgt, die durch A1 und A2 geht und auf £1 senkrecht 
steht. 
Fa.lit man in dieser Ebene von A1 und A2 die Lote IA1L1 1 = a, und IA21..2I = a2 auf die Schnittgerade dieser Ebcnen und setzt IL 1L2 1 = b, so ist dadurch die Lage der Punkte A I und A2 festgelegt. 
Trifft die Bewegung in P auf die Grenzlinie und bczeichnet man IL1PI = x, so erhiilt man fur den 
Weg s1 von A, nach P die Strecke s1 =Vat+ x2 und fur den Weg IPA2 1 = s2 =Va}+ (b - x)2. 
Die Zeit t, in der der Weg A1PA2 durchlaufen wird, setzt sich aus den Einzelzeiten t1 = s1 : v1 und 12 = s2 : v2 zusamrnen. Man erhiilt die Funktion /(x) und aus ihr die Bedingung fur den Extremwert: 

t=t(x)=t,+t,= Va;+x' 
+ 

Val+(b-x)' 
Vt V2 

t'(x) (b-x) _x __ (b-x) =O. 
v2 Va}+ (b - x)2 V1S1 v2s2 
Geornetrisch bcdeuten x/s1 = sin t:1 und (b - x)/s2 = sin £2 , 
d. h., die gefundene Bedingung lautet sin t:1 : sin t:2 = v1 : v2 = const, das ist das Brechungsgesetz von Snellius. 
19.1-21 Zurn Brechungsgcsetz von Snellius 

TI ::�r:::::t/laupt1. B � 
' Ntbtnftitun9 _ _..----t.S • 

A�m ' 
WVi•• ---,,-m--"""'""r:...4.-,1-,m-""='-2-,m--.. ,rr 

6km 

19.1-22 Skizze zum Bau einer Wasserleitung 

Beispiel 20: Vol) einem Wasserturm W soil zu den Hauptgebauden H cine Wasserleitung gebaut 
werden (Abb. I 9.1-22). Durch cine Nebenlcitung soil auOerdem ein abseils der Hauptlcitung 
gelegenes Gebaude S mit Wasser versorgt wcrden. Dieses hat von der Hauptleitung einen Abstand 
von J km. Der Fu8punkt des von S auf d\c Hauptleitung gef8llten Lotes hat von den Haupt
gebauden die Entfernung 2 km. Die Entfernung der Hauptgebaude vom Wasserturm betragt 6 1cm. 
Die Kosten fur einen Meter Wasserleitung werden wie folgt veranschlagt: Hauptleitung 30 Mark, 
entlastete Hauptleitung 22 Mark, Nebenleitung 12 Mark. Alic Leitungen wcrden geradlinig 
verlegt. In welcher Entfernung vom Wasserturm muB die Nebenleitung von der Hauptleitung ab
gezweigt werden, damit die Baukosten mOglichst niedrig werden? - FUhrt man fur die Entfernung 
zwischen Wasserturm W und Abzweigstelle A die Variable x ein, so erhalt man fur die Lange IAS! 
der Nebenleitung IASI = VI + (4 - x)2• 
Die Gesamtkos1en K sctten sich dann folgendermaOen zusammen: K = 30x + 22(6 - x) 
+ 12 VI + (4 - x)2• Es isl cine Ex1remwertberechnung fiir die Funklion K = f(x) = 132 + Bx 

12x- 48· . . . + 12 J/17 - Bx+ x' durchzufilhren: /'(x) = 8 + 
J/I? _Bx+ x' ;_d,e notwend1ge Bedmgung 

f'(x) = 0 fiihrt auf die quadralische Gleichung x2 - Bx+ 76/5 = 0 mil den Losungen x1 , 
= 4 ± 2/, Vs. Der Wert x1 = 4 + '!, VS isl keine Losung der Wurzelgleichung (Probe). oie 
zweite Ableitung /0(x) 12 ist fur x1 grOOer als Null und zeigt damit ein relati• 1'(17 - Bx+ x')' 
ves Minimum an, das zugJeich das absolute Minimum ist. Die Nebenleitung muB 3,11 km vom 
Wasserturm entfernt von der Hauptleitung abgezweigt werden. 
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KurvendiskllSSion, Mit Hilfe der Differentialrechnung kann man sich rccht schnell cine Obersicht 
Uber den wesentlichen Kurvenvcrlauf einer gegebcnen Funktion verschaffen, ohnc cine umfang
reiche Wertetabellc der Funktion aufzustellen, die in der Praxis meist unzweckmiOig ist, weil mit 
ihr die fur die Kurve charakteristischen Punkte, z. B. die Extrema, Wendcpunkt, oder Nullstcllen, 
im allgemcinen nicht erfaBt werden. Man spricht von einer Kurvendiskussioo und sctzt voraus, daO 
die gegebene Funktion in ihrem Definitionsbereich mit Ausnatune hOChstcns cndlich vieler Punkte 
hinreichend oft differenzierbar ist. Die Schnittpunkte der Kurve mit der x-Achse bestimmt man als 
Nullstellen von /(x) und die mit der y-Achse, indem man x = 0 setzt. Ferner bestimmt man die Un
stetigkeitsstellen und jeneStellen, in denen /(x) zwar,stetig, aber nicht ditrerenzierbar ist. Dabei hat 
man auch das Verhalten von /(x) fur x - ±oo zu untersuchen. AnschlieBend bcstimmt man Vor
zeichen und Nullstellen der ersten und zweiten, und, falls notwendig, auch der hOheren Ableitungen 
von /(x). Daraus kann man dann mit Hilfe der Satze und Kriterien des vorangegangenen Abschnittes 
Aussagen Uber das Monotonieverhalten, Uber die Konvexit3t, fiber relative Extrema und Wende
punkte machen. Aus diesen Eigenschaften kann in den meisten flillen die Kurve skizzicn wcrdcn. 
NOtigenfalls mOssen cinige Funktionswerte zusitzlich ermittelt werden. 
lm folgenden werden fur typische Beispiele die Ergebnisse der Kurvendiskussion angegcben. Im 
einzelnen bedeuten: y01 Ordinate□ der Schnittpunkte der Kurve mit der y-Achse, x01 Nullstellcn 
der Gleichung /(x) = O; x., bzw. xw, die Abszisse je cines Extrcmwertes bzw. Wcndepunktcs; 
M, die Koordinaten eincs Maximums, m1 die eincs Minimums und W1 die eines Wendepunktes. 
/kispi,I 21: Die Funktion y = f(x) = (x/300) (x2 - 4S) (x2 - 10) ist filr alle x definicrt 
(Abb. 19.1-23). lhre Ableitungen sind y

' = f'(x) = (1/60) (x2 - 30) (x2 - 3); y" = f"(x) 
= (x/30) (2x2 - 33); y"' = f'"(x) = x2/S - 11/10. 
Verhalten im Unendlichen·: /(x) ➔ ±oo, wenn x ➔ ±oo. 
Schnittpunkte mit den Achsen: Yo= O; x01 = O; x02 =-3115.., -6,71; 
x03 = +3 Vs,., +6,71; x0, = +Vio,., 3,16; x., = -Vio"" -3,16. 
Relative Extremwerte: /'(x.) = 0 - x.1 = -¥30; x.2 = -Y3; x.., = +Y3; x_. = +V:iii; 
M1 as (-S,48; S,48); M2 "'(1,73; 1,7); m1 = (-1,73; -1,7); m2 = (S,48; -S,48). 
Wendepunkte: /"(x.) = 0 - x., = -4,06; x.2 = O; x., = +4,06; W1 = (-4,06; 2,S8); 
w, = (0, 0); w, = (4,06; -2,58). 

19.1-23 Zur Kurvendiskussion der Funktion 
y ~ (x/300) (x' - 45) (x' - 10) 

19.1-24 Zur Kurvendiskussion der Funktion x1/(x2 - I) 

&ispi,I 22: Die Funktion y = /(x) = x3/(x2 - I) (Abb. 19.1-24) ist rur alle x mit Ausnahmc der 
Werle x = ± 1 definicrt, fiir die der Neuner Null wird. lhre Ableitungen sind 
, = /'( ) = x2(x2 - 3) . y

'' = /"( ) = 2x(x2 + 3) . y
'" = /"'( ) -6(x' + 6x2 + 1) 

Y x (x2 - 1)2 ' x (x2 - 1)3 ' x (x2 - I)' 
Verhalten im Unendlichen: 

x3 X 

,:l _ 1 = x + 
x

l _ 1 - ±oo, wenn x - ±oo, Asymptote y = x (vgl. Kap. S.2. - Das Ver• 
halten gebroclienrationaler Funktionen im Unendlichen). 
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Schnittpunktc mit den Achsen: Yo = O; Xo = 0. 
Unstetigkeiten: Pole mr x1 = 1 und x2 = -1 mit senkrechter Asymptote. 
Relative Extremwerte: /'(x.) = 0-+- x., = -VJ; x.2 = +J/3; x.3 = 0 = x •. 
M"' (-1,73; -2,6); me (1,73; 2,6). 
Wcndepunkte: /"(x.) = 0 - x = 0, W "' (0, 0), wcgen /'(x.) = 0 Horizontalwcndcpunkt. 
&ispiel 23: Die Funktion y = /(x) = x ¥9 - x1 isl nur im Interval! -3..; x..; +3 dcfiniert 
(Abb. 19.1-25). Ihrc Ablcitungcn sind 

y' = /'(x) = �; y" = f"(x) x(2x' - 27) ; y'" = f'"(x) = �. 
v9 - x' ¥(9 - x2)3 ¥(9 - x')' 

Schnittpunkte mit den Achlen: Yo = O; Xo1 = O; Xo 2 = 3; Xo3 = -3. 
Relative Exlremwene: /'(x.) = 0 - x., = -3/2 ¥2; 
x., = +'/, ¥2; m"' (-2,12; -4,5); M"' (2,12; 4,5). 
Wendepunkte: /"(x.) = 0-+- Xw1 = O; Xw2 =·+¾ V6; X..,3 = -3/2 V6; Xwz und XwJ auOerhalb 

� =fbu:"Z:Sk::--� !· �!Acbse isl die Kurvc dcr Funktion y = -JC ¥9 - .,,,_ Beidc 
Funktionen w,:rden durch die algebraische Glcicbung ddiniert x• - 9%1 + y2 = 0 (vgl. 
Abb.19.1-25). P(0,0) isl als Doppclpunkt singulArer Punkt. 

19.1-25 Zur Diskussion dcr durch die Gleichung 
x' - 9x1 + y2 = 0 defi.nicrtcn Funktioncn 

2n 
X 

....... 

I 
I 

I 
I 

I 19.1-26 Zur Kurvcndiskussion der Funktion 
y = sin2x + 2cosx 

&;spiel 24: Die Funktion y = f(x) = sin 2r + 2 cos x ist filr alle x definiert; wegen ihrcr Pcriodi
zit.it wird die Untcnuchun1 auf das lntcrvall O,;;; x..; m beschriinkt (Abb. 19.1-26). 
Ihre Ablcitungen sind y' = f'(x) = 2 cos 2x - 2 sin x; y'' = f"(x) = -4 sin 2x - 2 cos x; 
y"' = f'"(x) = -8cos 2x + 2 sin x. 
Schnittpunktc mil den Acbsen: Yo= 2; xo1 = n/2,.. 1,57; x01 = 3"/2"" 4,71. 
Relative Extremwerte: f'(x.,J = o- x.1 = n/6; x.2 = Sn/6; x.3 = 'ln/2 = x.,3; 

M"' (0,52; 2,6); ma (2,62; -2,6). 
Wcndepunkte: /"(x.,,) = 0 - x.,,1 = n/2; x.,2 ,-.: 3,39; x.,,3 = ln/2; x ... i:11=1 6,03; W1 -=(1,S7; O); 
w,"" (3,39; -1,45); W3 ,.. (4,71; 0), Horizontalw,:ndepunkt wcgen f'(x.3) = O; 
w."' (6,03; 1,45). 

19.2. Differentiation von Funktionen mehrerer Variabler 

Die Differentiation lii8t sich erweitern auf die von Funktionen mehrerer reelJer Variabler. Mit R" 
= RX <�.?!�!> X R wird die Menge aller n-Tupel x = (x1 , .•• , x,.) reellcr Zahlen x1 ; •.. , x,. bczcichnet 
und mit z = /�1 , ... , x,.) cine rcelle Funktion mit dem Definitionsbercich D(f) � R". Man ncnnt 
f(x1, ••• , x,.) cine ree/le Funktion von n reel/en Variablen. Jcdem n•Tupel x = (x1 , ••• , x,.) e D(/) 
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wird dabei genau cine reelle Zahl z = f(xJ , .... x,.) zugeordnet. FU:r n = 1 bzw. n = 2 kann 
/(x1 , ••• , x,.) inder Ebene bzw. im 3-dimensionalen Raum graphisch dargestellt werden (vgl. Kap. 5.4. -
Funktionen mit mehr als einer unabh3.ngigen Variablen). FUr n > 2 ist cine graphische Darstellung 
von f(x1 , ••• , x,.) im allgemeinen nicht mehr mOglich. 
Die Stetigkeit einer Funktion /(x1 , ••• , x,.) definiert man wie folgt: 

Die Funkaon f(x1, ... , x,.) ist an der Stelle x
0 = (xY, ... , x�) e D{f) stetig, wenn es zu jedem 

, > 0 cine Zahl 6 > 0 gibt, so daO fur alle n-Tupel (x1 , ••• , x,) E DIJ) mit f: (x1 - x?)' < 6' 
gilt: 1-1 

1/(x,, ... , x,) -f(x�, ... , x�)I < ,.

Die Funktionswerte unterscheiden sich danach im Falle der Stetigkeit beliebig wenig von 
f(xY, ... , x�). wenn nur das n-Tupel (x 1 , ••• , x,.) in einer hinreichend kleinen Kugel mit dem Mittel• 
punkt x0 liegt. 
Beispiel 1: Die Funktion f(x1 , ... , x,.) = x1 + ... + x,. ist an jcder Stelle x0 = (xY, ... , x�) e 11• 
= D(f) stetig; denn fur ein beliebiges e > 0, filf c5 = e/n und fur alle (x1 , .•• , x,.) mit i (x,-xf)1 

,_, 
< �2 gilt insbesondere Ix, - x?I < 6 mit i = I, ... , n, und deshalb 1/(xi , ... , x.) - f(x1, ... , 4) 
,;; f: Ix, - x?I < n6 = •· 1-1 
Eine Funktion /(x1 , ... , x,,) heil3t in..A � D(f) stetig, wenn sie fur alle (x�, ... , x�) e A stctig ist. 

Auch (iir Funktlooea mehrerer Variabler geltea die folgendea Sitze (Ygl. Kap. 18.3. - Stetlgkeit 
elner Funktloo): Die Summe, die Differenz, das Prociuk! und - falls der Nemer -'•lcb Null Isl -
aucb der Quotient zweler stetiger Funktlooea slnd wleder stetlg. 
Jede In elnem bescbrinktea und abgescblosseoen Berelcb stetlge Funktloo Isl bescbr:inkl und alauat 
ihre obere und untere Greme an. 

Partielle Ableitung 
Eine Funktion /(x1, ... , x,,) mit dem offenen Definitionsbereich D(f) � R" heiBt in (xY, ... , x�) 
e D(/) partiell nach x1 fiir I � i < n differenzierbar mit der partiellen Ableitung 0°

1 (x?, .. ,x�). 
falls gilt: x, 
)' f(xy, ... ,x?_i, x?+L1x,x?+1,••·•x�)-f(x?, ... ,x?, ... ,x�) Of ( 0 0)- r ( 0 .. ,x.•) . .d!�o L1x Ox, X1,··•,x,, -J", Xi, 

Die partielle Ableitung ist danach im Falle ihrer Existenz gleich der gewOhnlichen Ableitung jener 
Funktion einer Variablen, die man aus z = /(x1 , ..• , x,.) erhalt, wenn man alle Variablen x 1 , •.. , x,. 

auBer d�r Vari3c.blen x1 als Konstanten betrachtet. Zur Abktirzung schreibt man auch: f.,(x?, ... , x�)
= z.

1
(x1, ..• ,x,, ). 

Eine Funktion /(x1 , ••• , x,.) hei8t in einer offenen Menge A � D(f)differenzierbar, wenn injedem 
Punkt aus A alle partiellen Ableitungen f. (x1 , ... , x,,) mit i = 1, ... , n existieren. 

Man beachte, daB im Falle n > I aus der Differenzierbarkeit von /(x1 , ••• , x,.) in x0 = (x?, ... , x�) 
im allgcmeincn nicht die Stetigkeit von /(x1 •••• , x,.) in x

0 folgt. 
Beispiele. 1: z = f(x,y) = x3 + 1x

2y + 3xy5 - Sy15; 
� �

ai° = /,(x,y) = 3x2 + 14xy + 3y', oy = f,(x, y) = 7x2 + ISxy• - 30y'. 
X oz I I y 

2: z = f(x, y) = arctan Y; ox = z, = 1 + (x/y)2 · Y = x' + y2 ; 
Oz I -x x 
oy - z, - l + (x/y)2 • y2 - x2 + y2 . 

3: w = f(x, Y, z) = V x_2_+_Y_2 -+-,-,; 
()w x Ow y • �= w z 
<5x =w. Vx2+y2+z2 ;<)y =wy

= Vx2+y2+z2' Oz z Vx2+Y2+z2· 
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Geometrische Bedeutung der partiellen Ableitungen einer Funktion f(x, y). Einc stetige Funktion z = f(x, y) der Variablen 
x, y kann im allgemeinen durch eine Flache im dreidimensionalen Raum dargestellt werden. 1st die Stelle (x0• y0)E D(f) im Definitionsbereich D(f) vorgegeben und ist die Funktion f(x, y) in jedem Punkt 
(x, y0) e D(f) nach x und in jedem Punkt (x0 , y) e D(/) nach y partiell differenzierbar, dann stellt die Menge aller Punkte der Flache von f(x, y) mil y = Yo cine zur x, z-Ebene parallele glatte, ebene Kurve K1 dar. Die partielle Ableitung fx(x, y0) liefert dann gerade den Anstieg der Tangente 11 an die Kurve K1 im Punkt (x, y0). 1st 'P:c,,,, der Neigungswinkel der Tangente gegen die x-Achse, so ist fx(x, y0) = tan q;"•>'• (Abb. 19.2-1). Die Ableitung f,(x, y) 
liefert mithin den Anstieg der Flache van 
{��•n�? �ir�ic����� dde,� xiC��e��!sp�;; 19.2-1 Geometrische Bedeutung der partiellen Ableitun-
Flache von f(x, y) mit x = Xo eine zur gen einer Funktion von zwei Variablen 
y, z-Ebene parallele Kurve K2 definiert, und /2(x0, y) ist gleich dem Anstieg der Tangente 12 an K2 im Punkt (xo, y). 1st C()x •• r der Neigungswinkel von t2 gegen die y-Achse, dann ist h(x0 ,y) = tan 'Px,,p der Anstieg der Flache in Richtung der 
y-Achse. Hat die Funktion J(x, y) in einer UmgeQun von x .,]o) stetige oartielle AhlciUul&en 
fx(x, y),.fy(x, y), dann s annen die be1den Tangenten 11 und 12 im Punkt P fao .• J'o .... /l!.o_,,1-o)_] die Tan enuale n · n..f�).auf. DieGleichungder langent1alebeneinP0[x0 ,y0 .f(�] ist z = f(xo, Yo)+ f,(xo,Yo) (x - xo) + f,(xo, YoHY - Yol-d.--::: a_ ... ... tl'y � C. "r' 
Beispie/ 4: Das graphische Bild von z = f(x; y) = Vr2 - x2 - y2 ist die obere Halbkugel mit dem Radius,, wenn man den Kreis x2 + y2 < r2 als Definitionsbereich von f(x, y) betrachtet. Die Gleichung der Tangentialebene an die Halbkugel in P0 = (x0, y0 , z0) ist 
z = zo - (1 /zo) [xo(x - Xo) + Yo(Y - Yo)], bzw. xox + YoY + zoz = r'. 

Partielle Ableitungen hOherer Ordnung. 1st eine Funktion f(x1 , ... , Xn) in A � Rn partiell nach x1 differenzierbar, dann kann ihre Ableitung fx1(x1 , ... , Xn) erneut als Funktion mit D(fx1) = A aufge-
faf3t werden. 1st /:rI(xI , ... , Xn) in x0 = (xY, ... , x�)e A partiell nach x1 mit I �j � n differenzier-
bar, dann hei8t /(x 1, ... , xn ) in x0 zweirnal partiell nach Xi , x1 

differenzierbar. lhre Ableitung wird 
mit ::. ?,

2

[ (x1 , ... , x11) bezeichnet. Entsprechend definiert man Ableitungen hOherer Ordnung. ux1 ux1 Mit Hilfe des Mittelwertsatzes laf3t sich der folgende von Hermann Arnandus SCHWARZ (1843-1921) stammende Satz beweisen: 
1st die Funktion /(x1, ... , x.) in einer off'enen Menge A k R11 stetig, existieren die partiellen Ableituogen fxI(x1 , ••• , x11), fx1(xI , ••• , x11) sowief:r;x1'X1 , ... , .r11) in A, und sind diese in (xY, ... , x�) EA 
stetig, dann existiert aucbfx;x;CxY, ... , x�), und es gilt: /;i1x1

(xY, ... , x�) = f:r1x1(xY, ... ,x�). 
Die zweiten Ableitungen sind danach unter den Voraussetzungen des Satzes von der Differentiations-reihenfolge unabhangig. 
Beispiele. 5: z = f(x,y) = x3 + 1x2y + Jxy' - 5y6,f, = Jx'·+ 14xy + Jy'; /7 = 7x2 + 15xy4 - 30y'; l:r:r = 6x + l4y; f:rp = l4x + l5y4 = /.,x; /.,7 = 60xy3 - l50y4;fx:r = 6; fxx7 = fx,:r = hu = 14; f:rn = /,x:7 = fnx = 60y3; J;,, = I 80xy2 - 600y 
6: z = f(x, y) = Arctan (x/y); y * 0 

-x 2xy f, = x2 + y' ; f,, = - (x2 + y2)2 ; 
2xy 

f,, = (x' + y')' . 
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Differential einer Funktion mehrerer Variabler 
Bei einer Funktion /(x) einer reellen Variablen x hing die Existenz der Ableitung f'(x) in x0 eng mit 
der MOglichkeit zusammen, die Funktion /(x) in der Umgebung von x0 durch cine lineare Funktion, 
namlich y = /(x0) + f'(x0) (x - x0), anzunahern. Das graphische Bild van /(x) wurdc in einer 
hinreichend kleinen Umgebung von P0(x0 , f(x0)) durch die Tangente in P0 ersetzt. Es war 

Lly = f(x0 + Llx) - /(x0) = f'(x0)Llx + q,(Llx) · Llx mil lim q,(Llx) = 0 . 
.::ix ..... o 

Der lineare Anteil_f'(x0)L1x dieses Zuwachses von /(x) wurde_J}Jfffill!li4.Ll.JID-1.Cn-ie.nann1. Der 
Begr1ff des Differentials soll nun auf Funktionen mehrerer Variabler ausgedehnt werden, um auch 
diese durch lineare Funktionen approximieren zu kOnnen. Mit Hilfe des Mittelwertsatzes kann man 
folgenden Satz beweisen: 
Isl die Funktlon/(x., ... , x.) In eloer Umcebung U voa x0 = (.,:�, .... x�)E D(j)dlfferenzlerbar und 
slnd die partielleo Ableltungeofx,(.l' 1 , ••• , .1'11) miti = l, ... , ,. in zO stet lg, 1st welter e =Vi (:r 1 - z?)2 

l•I der Abltand der Punkte .l' und z0 fUr .l' = (.l'1, ... , z,.) e U, 10 gilt fdr jeda .l' e U: 
/(z1 , ••• ,z,.)-/(zY , ... ,z�)= i fx1

(zY, ... ,z�)(z,- z?)+R(z1, ••• , z11) e mlt limR(z1 , ••• ,z11)= 0. 1-1 e--o 

Setzt man L1x1 = x1 - x?, L1f = J(xY + L1x1 , ••• , x� + L1x,.) - /(xY, ... , x�) mit i = I, ... , n, dann 
gilt danach fur den Zuwachs L1/ der Funktion 

LI/= f fxi
<xY, ... ,x�)L1x,+ R(xY +L1x 1 , ••• ,x� +L1x,.)e. i-1 

Eine Funktion /(x1 , .•. , x,.), fur die in einem Punkt x0 cine solche Darstellung gilt, heiBt in x0 101al 
differenzierbor. Die lineare Funktion ,£ fx

i
CxY •... , x�) L1x1 wird vollsliindiges oder Iota/es Differential 

von /(x1 , ••• , x,.) in x0 genannt. Man bezeichnet es mit d/(x1 , ••• , x,.); fiir L1x1 schreibt man oft auch 
dx1 • Die Differentiale fx,(xY, ... , x�) dx 1 werden parlielle Differentiale genannt. 

Totales Differential von d/(x1 •••• , x,.) = f fx1
(xY, ... , x�) d.x1 /(x1, ••. , x,.) in (xY, ... , x�): 1-1 

0 hne Beweis seien die folgenden Satze angefiihrt: 
1st/(.,:., ... , x.) In x0 to!AI dlfferenzlerbar, dam lst/(x., ... , x.) In .,:0 stetlg. 
Entbllt det' Dellnltlomberelcb voa/(x,, ... , x.) elne Umcebung •on x0, dalMI fol1t ■as der totalen 
Dlfferaalerbarkelt •OG/(.,:1 , ... , x.) In x0 die putlelle Differemlerbarkelt In x0 •di allen Vuiablen. 
Hat die Fllnktlon/(x., ... , x.) In eloer offenea M.,,.e A i;;; 11• stelille putlelle Ablel'-en mcliallen 
Vuiablen, dam lst/(.,:1, ... , x.) In A to!AI dlfferenzlerbar. 

Der Zuwachs einer total differenzierbaren Funktion /(x1 , ... , x,.) kann mithin durch ihr totales 
Differential d/(x 1 , ... , x,.) linear approximiert werden. Mit anderen Worten: Eine in x0 total diffe. 
renzierbare Funktion f(x1, ... , x,.) kann in einer hinreichend kleinen Umgebung von x0, d. h. fur 
hinreichcnd kleinr. e, durch die lineare Funktion z = f(xY, ... , x�) + ,ti fx1(xY, ... , x�) (x, - x?) 
approximiert werden, die fur n = 2 eine Tangentialebene beschreibt. Von dieser Approximations• 
mOglichkcit macht man z. B. in dcr Fehlerrechnung (vgl. Kap. 28.3.) Gebrauch. 
Beispiele. I: Die Funktion /(x1, ••• , x11) = 1/2 i xf ist in R" differenzicrbar, und ihre Ableitungen 

,_, 

fx,,(x1 , ••• , x11) = x,. sind in R" stetig, d. h., /(x11 ••• , x11) ist}n x0 = (x1, ... , x�)e R" total differen• 
zierbar; ihr totales Differential in x0 ist d/(x1, •.. , x,.) = Ix? d.x1 • 

,_, 

2: Filr die Funklion z = f(x, y) = x' + 1x2y + 3xy' - 5y6 gilt z, = 3x2 + 14xy + 3y5 und 
z, = 7x2 + 1Sxy4 - 30y5• Sic hat das totale Differential 

dz= (3x2 + 14xy + 3y5
) dx + (7x2 + lSxy• - 30y5) dy. 

Geometriscbe Bedeutung des totalen Differentials einer Funk.lion z = /(z,y). Die Gleichung der 
Tangentialebene an die Flache einer in einer Umgebung von (x0, y0) stetig differenzierbaren Funktion 
f(x, y) isl z - f(xo , Yo) = f,(xo ,YoHx - xo) + f,(xo,Yo) (y - Yo), Daraus ergibt sich: Die 
partiellen· Differentiale dxz = fx(x0, y0) h bzw. d,z = /,(x0 , y0) k mit h = (x - x0), k = (y - y0) 
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geben den Ordinatenzuwachs der Tangente an die 
Kurve von f(x, y0) bzw. an die Kurve von /(x0, y) 
an. Das totale Differential dz(x0 + h, Yo + k) 
= f,i<xo, Yo ) h + fy(xo, Yo) k liefert den Zuwachs, 
den der Beriihrungspunkt (x0 , Yo, z0 ) in z-Rich
tung erfahrt, wenn man in der x, y-Ebene vom 
Punkt (x0 , Yo) zum Punkt (x0 + h, Yo+ k) Ober• 
geht (Abb. I 9.2-2). 

19.2-2 Zur gcometrischen Bcdcutung der 
Differentiale einer Funktion von zwei Variablcn 

Verallgemeinerte Kettenregel 
Mit Hilfe der gewOhnlichcn Kettenregel (vgl. 19. l . )  kann eine mittelbare Funktion /{<p(x )} diffe
renziert werden, vorausgesetzt, daB die Funktionen /(z) und z = tp(x ) differenzierbar sind. 1st nun 
cine in A f;;. R" definierte Funktion /(x1 , .•. , x,. ) gegebcn und sind n reellc Funktionen rp1(t), ... , rp,. (t) 
im lntervall / = ]a, b[ definiert mil (q,,(I), ... , q,.(r) ) e A fur re/, so gibt der folgende Satz Auskunft 
darOber, unter welchen Voraussetzungen die mittclbare Funktion <l>(r) = /[q,,(r), •..• q,,(r)) diffc
renzierbar ist. 
Isl die F-tlon /(x., ... , x,) in A total dUJereazierbar und sind die F-tlonen ,p1(t) mil I= J, ... , • 
inf =Ja, b[ dUJerenzlerbar, dann 1st die mittelbare �tlon G>(t) =/(q,1(1), ... , q,,(t)) in/ dUJe
reazlerbar, und es gilt: 

G>'(t) = ,f /,,1'1', (t ) ,  ... , 'l',(t)J ,,;(,). 

lkispiele. 1: Jst die Funktion /(x1 , ... , x,. ) in A � R" total diffcrenzicrbar und gilt fcrner x 1 = q,,(t) 
= ct fur ; = l ,  ... , n, so ist q>"(t) = c' ,t h

1
(c', ... , c' ) die Ablcitung von tJ)(t) = /(c', ... , c'). 

2: F0hrt inan fur cine in A !;;. R2 total diffcrcnzicrbarc Funktion /(x, y) Polarkoordinaten r, tp 
mil x = r cos 'P, y = r sin 'P cin, dann crhiilt man als particllc Ablcitungcn von F(r, tp) 
= f(r ccs tp, r sin tp) nach r und <p in (r0 , tp0 ): 

F,(r0 , <po) = h(ro cos tpo, ro sin 'Po) cos 'l'o + /.,1..ro cos 'Po, ro sin 'Po) sin 'Po, 
Fqi (ro, 'Po)= -firo cos 'Po, rosin 'Po) rosin 'Po + f,(ro cos 'Po, rosin 'Po) ro cos q,0 • 

J; Einc Funktion f(x1 , ••• , x,) heiBt homogen vom Grade k, falls fur l > 0 gilt: f(lx1 • ••• , lx.) 
= J."f(x,, ... , x,. ). 1st /(x1 , ... , x,. ) total diffcrenzicrbar, dann erhalt man durch Differentiation 
nach ,l an dcr Stelle l = I die Euler sche Homogenittitsrelation: 

,#i xdx1
(x1 , ••• , x,. ) = k/(x1 , ••• , x,. ) .

Richtungsableitung und Gradient einer Funktion 
Die Richtungsableitung einer in einer Umgebung U von po = (x?, ... , x�) definierten Funktion 
/(x1 , ••• , x,. ) von n reellen Variablen bezllglich eines Einheitsvektors e = (e 1 , ... , e,. ), der im Punkte 
P0 eine dort gegebene Richtung charakterisiert, ist der Grenzwert 

�f (x?, ... , x�) = lim -1
1 [f(x? + he 1 , ••• , x� + he") - f(x?, ... , x�)]. ue h-O I 

Die Richtungsableitung stellt cine Verallgemeinerung der partiellen Ableitungen einer Funktion dar,
denn diese sind gerade die Richtungsableitungen beziiglich der Vektoren e 1 = (1,0, ... ,0 ),
e2 = (0, I, 0, ... , 0 ), . . . ,en = (0, 0, ... , I ), d. h. beziiglich der Richtungen der Koordinatenachsen. 
lnteressiert man sich aber fur die Anderung der Funktion /(x 1 •••• , x") beziiglich einer beliebigen 
Richtung, dann gibt dariiber die Richtungsableitung Auskunft. Wird z. B. durch /(x1 , ••• , x,. ) ein
Temperaturfeld beschrieben, dann ist die Richtungsableitung von /(x1 , ••• , x") beziiglich e in po 

ein MaB for die Anderung der Temperatur in Richtung e. 
Der folgende Satz liefert ein Kriterium fur die Existenz der Richtungsableitung sowie cine einfache 
Darstellungsm0glichkeit: 
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1st die Funk.tion/(x1, ... , x.) in einer Umgebuna: von po= (xY, ... , .x�) deftniert und slnd die par
deUen Ableitungen fx,(:x 1 , ••• , x,,J mit 1 ,s;;; � 11 in po stetJg, so existlert die Richtuogsablel-
tung i: (x1, ... , .r�) beziiglk:b elnes beliebigon Einheltsvekton ,,_und es gilt: 

?( (xy, ... ,x�)= f fx1
(x?, ... ,x�)e1 , w� e1 = (0, ... , t ... , 0). ue 1-1 

&ispiel 1: Die Richtungsablcitung der Funktion f(x. y) = (x2 + y2 )/2, die in P0 = (x0 , y0) e R2 

alle Voraussetzungen des Satzcs crfiillt, ist in Richtung, = (I, 1)/J/2: 
of I a,<-"o,Yol= Vi" (xo+Yo). 

Die Richtungsableitung in einer zu einem Ortsvektor r = (x0, y0) orthogonalen Richtung 
, = �=1== (-y0, x0) ist �/ (x0 , y0) = 0. Das ist geometrisch einleuchtend, denn die Funk-

Vx� +Yt ue 
tion f(x, y) ist auf jedem Kreis mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt konstant. 

Erfullt cine Funktion die Voraussetzungen des letzten Satzes, dann gibt es in po genau einen Vektor 
mit den Koordinaten fx,(xY, ... , x�). Dieser Vektor heiBt Gradient von f(x1 , ••• , xn) in P0 und wird 
mit grad f(P0) bezeichnet (vgl. Kap. 20.5. - Vektoranalysis). 

Gradient von /(x 1 , •.. , x.) in P0: grad /(P0) = [/,,(P0), ... , f, (P0)J 
Die Richtungsableitung von /(x1 , ••• , xn) in P0 bezUglich e kann dann wie folgt als Skalarprodukt 
geschrieben werden �: (P0) = grad /(P0) • e. 
1st eine Funktion f(x,, ... , x") in P0 = (xY, ... , x:) total differenzierbar, ist df = ,#:. fx

1
(P0 ) dx1 ihr 

totales Differential in po und setzt man dr = (dx1 , ••• , d.xn), so kann man dos totale Differential 
wie folgt schreiben: d/ = grad /(P0) • dr. 
/st q; der Winkel zwischen den Vektoren grad f(P0) und e in P0, dann gilt: gt (P0) = grad f(P0) • e 
= !grad /(P0)1 cos rp. • 
Die Richtungsableitung wird danach fur q; = 0 maximal. Mit anderen Worten: 
Der Gradient elner Funktlon glbt die Richtung des stiirksten Anstleges der Funktlon an. 

Die Fl:iche� die durch die Gleichung f(x1 , ••• , x") = c mit c = const dargestellt werden, heiOen 
Niveauf/Ochen, fur n = 2 spricht man von Niveaulinien. Liegt dr tangential in einer Niveaufl.3.che,dann verschwindet d/, d. h., es gilt: 
Der Gradient stebt senkrecht zu don Nlveauflicben. 
Beispiel 1: Die Niveaulinien der Funktion f(x, y) = x2 + y2 sind Kreisc mit dem Punkt (0, 0) als Mittelpunkt. Der Gradient von /(.r, y) in po = (x0, y0) ist grad /(P0) = 2(x0, y0). 

lmplizite Funktionen und ihre Differentiation 
Die Gleichung 3x - 4y + 5 = 0 13.Bt sich als implizite Form einer Funktion auffassen, deren explizite Form y = 3x/4 + 5/4 leicht zu gewinnen ist. 1st allgemein F(x, y} cine gegebene in. einem Gebiet des R2 definierte Funktion der Variablen x und y, so soll aus der Gleichung F(x, y) = 0 cine Funktion y = y(x} bestimmt werden, so daB fur alle x aus dem betrachteten Gebiet die Gleichung 
F(x, y(x}) = 0 erfullt ist. Eine durch ein Gleichung F(x, y) = 0 definierte Funktion y(x} heiBt 
implizite Funktion. Jst eine Funktion bereits in der Form y = y(x) gegeben, dann nennt man sie 
explizit. Gibt es genau cine Funktion y(x} mit F(x, y(x)) = 0, dann sagt man auch, die Gleichung 
F(x, y} = 0 sei nach y auf/6sbar. Der AuflOsbarkeit einer Gleichung F(x, y) = 0 ordnet sich insbesondere die Bestimmung der zu einer gegebenen Funktion x = f(y} inversen Funktion unter. Existiert diese, dann erh:ilt man sic <lurch AuflOsung der Gleichung F(x, y);;:;::::;: x - f(y) = 0 nach y. Die AuflOsbarkeit dieser Gleichung ist mithin mit der Existenz der zu f(y) inversen Funktion gleichbedeutend. Die AuflOsung einer Gleichung F(x, y} = 0 kann mittels elementarer Funktionen oder auch <lurch unendliche Reihen erfolgen. Die Gleichung F(x, y) = x2 + y2 - I = 0 ist nicht nach 
y auflOsbar-. wenn man die ganze x. y-Ebene als Definitionsbereich zula.Bt. Betrachtet man aber als 
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Definitionsbereich nur die obere bzw. untere Halbebene, dann ist y(x) = Vt - x2 bzw. y(x) 

= - I �2 die AurJOsung der oberen Gleichung. Ein Beispiel fur cine Gleichung, die in R nir
gends cine AuflOsung nach y hat, ist F(x, y) = x2 + y2 + I = O. 
Die AuflOsbarkeit einer Gleichung F(x, y) = 0 kann geometrisch gedeutet werden. Durch die
Gleichung F(x, y) = 0 wird im allgemeinen in der x, y-Ebene cine Kurve K dargestellt. Die Auf
lOsbarkeit von F(x, y) = 0 bedeutet, dall es zu jedem x eines Jntervalls genau ein y(x) mit 
F(x, y(x)) = O gibt. Die Kurve K darf deshalb in diesem Interval! von jeder Parallelen zur y-Achse 
nur in einem Punkt geschnitten werden. Der durch F(x, y) 

= x2 + y2 - I = 0 dargestellte Ein
heitskreis wird sowohl in der oberen als auch in der unteren Halbebene von den durch XE [-1, +I] 
laufenden Parallclen zur y-Achse genau einmal geschnitten. 
FUr die Aufl6sbarkcit einer Gleichung F(x, y) = 0 gilt der folgende Satz: 

1st die Funktlon F(x, y) In elner Umgebung U des Punkies (x0 , Yo) mlt F(x0 , y0) = 0 definlert und 
stetla, exlstleren In U die partlellen Ableltungen F,(x, y), F,(x, y), slnd dlese dort stetlg und Isl 
clarilber hlnaus F,(x0, y0) * O, so glbt es In elner blnrelcheud klelnen Umgebung V ,on .r0 g-u 
elne Funktlon y = y(x) mlt y0 = y(x0) und F[x, y(x)[ = 0 filr alle x E V. Dlese Funktlon y(x) Isl 
in V stetig dlfferenzlerbar, und es gilt fiir :r E V: 

y'(x) = -F,[x,y(x)J/F,.tx,y(x)I. 

Hat F(x, y) In U stetlae partlelle Ableltungen bis zur k-ten Ordnung, so Isl auchy(x) k-mal stetia 
dlfferenzl..-bar. 

Auf den Beweis diescs Satzes kann bier nicht eingegangen werden. Es sci nur erwiihnt, daB man die 
Formel fur die Ableitung y'(x) leicht aus der verallgemeinerten Kettenregel erhalt, denn durch Dif
ferentiation der Gleichung F[x, y(x)J = 0 nach x ergibt sich F,lx, y(x)J + F,[x, y(x)J y'(x) = 0, 
d. h., y'(x) = - F,lx, y(x)]/F,[x, y(x)]. Existieren die partiellen Ableitungen hoherer Ordnung von 
F(x, y), dann erhalt man aus dieser Formel durch fortgesetzte Differentiation unter Anwendung der 
verallgemeinerten Kettenregel und der Quotientenregel die h6heren Ableitungen von y(x). 
Die Aussagen des Satzes !assen sich ohne weiteres auf Funktionen mit mehr als zwei Variablen Uber
tragen. 1st F(X1 'Xi •... , X,1:) cine in einer Umgebung von (x?' x�' ... , xr> stetige Funktion mit 
stetigen partiellen Ableitungen Fx;, gilt F(x?, xg, ... , xr) = 0 mit Fxix?, xg, ... , x�) � 0 fur 
festes j, so gibt es in der Umgebung von (x?, xg, ... , x�) cine stetige Funktion 

x1=f(x1 , ••• , x1_1, x1+1 • ••• , X,1:) mit xJ=f(x?, ... , xJ_,, xJ+t •···• xf) und 
F(x1 , ••• ,x,_1, f(x1 , ••• , x1_1, XJ+i , •.• , x1.J, x1+1 , ••• , X,1:) = 0.  
Beispiele. J:  Die Gleichung F(x. y )  = e'  - .-, - 2.r = 0 kann in der Umgebung von (0, 0) 
nach y aufgelOst werden, da F(x, y) cine stetige Funktion mit den stetigen Ableitungen Fx = -2, 
F, = e' + .-, isl und F(0, 0) = 0 sowie F,(0, 0) = 2 "F O gilt. Die Auflosung lautet 

y = In (x + V x2 + t) = arsinh x. 
2: Die Gleichung F(x, y) = x3 + y3 - 3axy = 0 fur das kartesische Blatt ( vgl. 19.3. - Dif• 
ferentialgeometrie ebener Kurven) kann in der Umgebung von (0, O) wegen F., = 3y2 - 3ax 
und somit F1(0, 0) = 0 nicht nach y aufgelOst werden, wie man auch dem Kurvenbild anscbaulich 
entnimmt ( vgl. Abb.19.3-2). 

DarUber, ob sogar ein System von m Funktionen F1(x 1 , x,. ; y1 , ••• , y,..), i = I, 2, ... , m, in einer 
Umgebung der Stelle (x?, ... ,x�; Y?, ... ,y�) nach den m Funktionen y1,y1, ···,Ym ,,aufgelOst" 
werden kann, gibt der folgende Satz Auskunft. 
Simi die Funktionen F1(x1 , ••• , x"; y1, ••. , y,..) fiir i = l, 2, . . .  ,m in einer 
Umgebung U von (x?, ... , x�; Y?, ... , y!!) stetig und haben diese dort ste
. . II Abl . i)F, l}F, . . F (  o o. o o) 11gepart,ee euungen

�
, 

3
, 1stwe11er 1x 1 , .•. ,x,. ,y1 , •.. ,y,.. 

= 0 unddie Funktionalde1e/tiJ;nanie
"'
det [ g� (x?, ... ,x�; Y?, ... ,y�)] aus 

den parliellen Ableitungen �F, von Null verschieden, so gibt es in U 
vY, 

genau ein System von m differenzierboren Funktionen y1 = y1(x1 , ••• , x,.) 
mil y1 = y1(x?, ... , x�) und 
F1[x1 , ••• , x,. ; y1 (x1 , ••• , x,.), ... , y,..(x1 , ••• , x,.)J = 0. 

Beispiele. J: Das nebenstehende System von drei Gleichungen stellt den 
Zusammenhang zwischen den kartesischen Koordinaten (x, y, z) cines 
Punktes und seinen rOumlichen Polarkoordinaten oder Kugelkoordinaten 
(r, <p, {}) dar. Filr die Funktionaldeterminante gilt D"FO fur alle Punkte, 
die nicht auf der z-Achse liegen ( vgl. Kap.20.4. - Raumintegrale). 

Funktional
determinante 

ilF1 �F, ilF1 

��--- i)y. 
i)F2 �F2 i)F2 

� i)y, 
... 

i)y. 

x=rcosq,sinf> 
y = rsihq,sinfr 
z=rcos{) 
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sin cos q, sin sm rp cos 
D= rcosiicosq, rcoslJsinq, -, sin-& =r1sinD=t=O 

-rsinf>sinrp rsinfJcosq, 0 
FO.r diese Punkte Ia.Bt Sich das System nach ,. q,, D auflosen: 
r = Vx2 + y2 + z2 ; rp = arccos x ; {} = arccos z . J/x1 +y1 11x1 +y1 +z1 

4: Verallgemeinerung von 3: Sind die Funktionen y,. = l,,.(x1 , ••. , x,,) fur k = 1, 2, ... , n und ihre partiellen Ableitungen I. Ordnung stetig in der Umgebung eines Punktes (xY, ... , x�) und ist 
die Funktionaldeterminante det [ :� (x?, ... , x�)] =t= 0, so gibt es stetige Funktionen 
x,. = x.{y1 , ... , y,.) mit x.Jy?, ... , y�) = xf und ,h[x1(y 1 , ••• , y,.) ,  ... , x,.(y, , ... ,y,.)] = Y.t fur
k = 1, 2, ... , n; d. h., unter den gemachten Voraussetzungen existiert, anschaulich gesprochen, zu einem System von Gleichungen das .,Umkehrsystem". 

Relative Extrema von Funktionen mehrerer Variabler 
In Analogie zur Definition eines relativen Extremums einer Funktion einer Variablen definiert man: 

Eine Funktion/(x1 , ••• , xn) hat /(x?, ... , x�) als relatives Minimum bzw. relatives Maximum, wenn es cine Umgebung U von x0 = (x?, ... , x�) gibt, so daB fur alle (x1 , ... , Xn) e U gilt: 
f(x1 , ••• , Xn) > f(x?, ... , x�) bzw. f(x1 , ••• , Xn) < f x?, ... , x�) 

Das bedeutet, daB die Funktionswerte in einer hinreichend kleinen Umgebung von x0 im Falle eines 
relativen Minimums grO.Per als /(x?, ... , x�) und im Falle eines re/ativen Maximums kleiner als f(x?, ... , x�) sind. Die relativen Extrema beziehen sich mithin nur auf cine Umgebung des betrachteten Punktes. Wie auch bei einer Funktion einer Variablen gilt der Satz: 

Das absolute Minimum bzw. Maximum einer in eintm gesch/ossenen Bereich B stetigen Funktio11 
/(x1, .•. , x,.) isl entweder gleich dem kleinsten re/ativen Minimum bzw. gleich dem gr6]Jten re/ativen 
Maximum von f(x1, • • •  , x,.) in B, oder es wird auf dem Rand von B angenommen. 

Bei einer stetigen Furlktion f(x, y) zweier Yariablen, deren graphisches Bild im allgemeinen cine Fl3che im dreidimensionalen Raum ist, entspricht einem relativen Maximum gerade ein Gipfe/
punkt der Fl3che. 

�f (.r?, ... , x�) = 0 fair ; = I, ... , 11 ist das notwendige Kriterlum dafUr, daB/(.r?, ... , .r�) ein relaux, u,er Eitrem.wert der In x0 = (.r?, ... , .r�) dlfferenzierbaren Funktion/(x1 , ••• , x11) 1st. 
Dieses Kriterium folgt aus dem entsprechenden Kriterium fiir Funktionen einer Yariablen, wenn man alle Variablen bis auf die Variable x, festhiilt und beachtet, da8 insbesondere die Funktionen 
/(x1 , ... , x1 _1, x1 , x1+1 , ... , x,,) in x1 = x? ein relatives Extremum haben miissen. Im Falle einer in (x0, y0) total differenzierbaren Funktion f(x, y) bedeutet fx(x0, y0) = fy(Xo,Yo) = 0 geometrisch: Die Tangentialebene an die Fl3che von f(x. y) im Punkt (x0• y0) verl3uft parallel zur x, yEbene. Dall das Verschwinden der partiellen Ableitungen von /(x, y) in (x0 , y0) fur das Yorhandensein eines relativen Extremums nur notwendig, aber nicht hinreichend ist, zeigt der Fall des Sattelpunktes S (Abb. 19.2-3). Obwohl beide partiellen Ableitungen verschwinden, !assen sich in jeder beliebigen Umgebung von S stets zwei Fliichenpunkte angeben, die auf verschiedenen Seiten der Tangentialebene <lurch 

S liegen. Es gilt folgendes · hinreichende Kriterium fiir das Yorhandensein eines relativen Ex-19.2-3 S�ttelpunkt Seines hyperbolischen Paraboloids trcmwertcs, das hicr nur fiir cine Funktion 
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Isl die Funklloo f(x,y) la elner Umgebung ,on (xo,Yo) zwelmal slellg dlft"ereazlerbar und geltea 
fx<xo,Yo) =/,(xo,Yo) = 0 sowle -1 =/n(Xo,Yo)/77(xo,Yo) - fx\Cxo, Yo)> 0, dann ist/(x0,y0) 
fur fu(x0, y0) > 0 eln relatives Minimum voo/(x, y) und fUr f:,u.(x0, y0) < 0 ein relatives Maximum 
•onf(x,y). 

Es laBt sich zeigen, daB im Falle L1 < 0 sicher kein Extremwert vorliegt. Fi.ir L1 > 0 folgt der Beweis 
des Satzes aus dem Taylorschen Lehrsatz. 

Beispie/ /: Die Funklion z = f(x,y) = i/,�,---x2�--y
7
2 isl fur x2 + y2 < r 2 zwcimal stelig diffc

renzierbar. Das graphische Bild von f(x, y) isl die obere Halbkugel mit dcm Radius,. Man erhilt: 
f.(x,y) = -x/z, f,(x, y) = -y/z. Im Punk! (x0, y0) = (0, 0) gill deshalb:/,(0, 0) = f,(0, 0) = 0. 
Ferner ist /,.(0, 0) = -1/r, J,,(0, 0) = -1/r und /

.,(0, 0) = 0, d. h., LI= 1/r' > 0. Wcgcn 
/,,(0, 0) < 0 isl /(0, 0) = r cin relatives Maximum von f(x, y), der Nordpol der Halbkugcl. Das 
relative Maximum ist in diesem Fall gleich dem absoluten Maximum von /(x, y). 

19.3. Differenlialgeometrie ebener Kurveu 

Analytische Darstellung von ebenen Kurven 

Fllr cine in der x, y-Ebene gelegene Kurve K gibt es verschiedene analytische DarstellungmOglich
keiten. 
I. Explizite Darstel/ungsform: Das graphische Bild einer im lntervall / = [a. b] stetigen Funktion 
y = /(x) ist eine stetige Kurve. Von dieser DarstellungsmOglichkeit einer Kurve wurde in 19.1., 
insbesondere bei der Kurvendiskussion, oft Gebrauch gemacht. Jedoch sind durch explizite Funk
tionen der Form y = /(x) nur jene Kurven darstellbar, die von den Parallelen zur y-Achse hOCh
stens einmal geschnitten werden. 
2. lmplizite Darstellungsform: 1st F(x, y) eine in 8 � R1 stetige Funktion der Variablen x und y, 
dann stellt im allgemeinen die Menge der Punkte (x, y) e R1 mit F(x, y) = 0 eine stetige Kurve dar. 
Unter gewissen Voraussetzungen (vgl. 19.2. - lmplizite Funktionen) ist die Gleichung F(x, y) = O 
nach einer Variablen, etwa nach y, auflOsbar. Man erha.It in diesem Fall die Gleichung der Kurve 
in der expliziten Form y = y(x). 
3. Parameterdarstellung: Eine Kurve ist auch dann gegeben, wenn jede Koordinate x und y eines 
beliebigen Punktes der Kurve eine stetige Funktion eines Parameters t ist, d. h., x = x(t), y = y(t) 
mil a� t � b. 

Das Interval/ [a, b] heiBt dann auch Parameterbereich. Als Parameterbereich kann zum Beispiel 
ein Zeitintervall dienen. 1st insbesondere die Funktion x(t) umkehrbar, dann kann man in y(r) den 
Parameter durch x ausdrticken; die Kurve ist dann in der expliziten Form y = y(r(x)] = /(x) dar
gestellt. 
4. Darstellung in Polarkoordinaten. Sind x, y kartesische Koordinaten der Ebene, dann werden durch 
x = r cos <p, y = r sin <p Polarkoordinaten r, <p definiert. Jeder Pun kt P der Ebene auBer dem Ur
sprung kann dann auch durch die Koordinaten ,, <p charakterisiert werden. Die Koordinate r ist 
dann der Abstand zwischen P und dem Ursprung. Haben die Punkte einer gegebenen Kurve die 
Eigenschaft, daB es zu einem gegebenen Winkel <p hOChstens einen Kurvenpunkt gibt, dann kann die 
Kurve durch eine Funktion , = r(q,) mit q,1 � <p � <p2 dargestellt werden. 
Beispiel 1: Da�tellungsmOglichkeiten eines Kreises K mit dem Mittelpunkt im Koordinatcn
u�prung O und dem Radius r0: 
I. Explizite Darstellung des oberen Halbkreises durch y = +�'r6 - x1 bzw. des unteren Halb
kreises durch y = -VrA - x1 . 
2. lmplizite Darstellung: F(x, y) = x2 + y1 - r6 = 0. 
3. Parameterdarstellung: Wahlt man den Winkel <p zwischen dcr x•Achse und dem Strahl OP 
mit Pe K als Parameter, dann ist x = r0 cos <p, y = r0 sin <p n,it O � <p < 2.,,: eine Parameter
darstellung des Kreises. 
4. In Polarkoordinaten kann der Kreis durch, = r0 dargestellt werden. 

Tangente an eine ebene Kune. Im folgenden seien alle auftretenden Funktionen in ihrem Definitions
bereich stetig differenzierbar. Bei der expliziren Darstellung der Kurve JC durch y = /(x) ist /'(x0) 
der Anstieg der Tangente an K durch (x0• /(x0)) und y = /(x0) + f'(x0) (x - x0) die Gleichung 
dieserTangente. (vgl. 19.1. - Geometrische und physikalische Bedeutung der Ableitung.) 1st die Kurve 
Kin impliziter Form durch die Gleichung F(x, y)=O gegeben und ist F

y
(x0, y0)=f=O in P0(x0, y0)eK, 
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dann ist y'(x0) = -Fx(x0, y0 )/Fy(x0, y0) der Anstieg der Tangente an K durch P0 . Ihrc Gleichung 
ist in diesem Fall: F;x(x0, y0) (x - x0) + Fy(xo, Yo) (y - Yo)= 0. 1st die Kurve Kin de r Parameter• 
darstellung x = x(t ), y = y(t) gegeben, dann ist in x0 = x(t0), Yo = y(t0) der Anstieg der Tangente 

an K durch P0(x0, Yo) gegeben durch �: (xo) = �� (to) : �; Uo)-

Nonnale an cine ebene Kurve. Die Gerade durch einen Kurvenpunkt P(x, y), die auf der Tangente 

senkrecht steht, heiflt Normale. 1hr Anstieg in P(x, y) ist deshalb - _!_, wenn m der Anstieg der 
Tangentc in P(x, y) ist. m 

Die Gleichung der Normale derKurve K durch Po(xo, y0) ist deshalb y = Yo -
(x

i
;- x

)
o) im Falle 

(xo 
der expliziten Darstellung und F.,(x0, Yo) (x - xo) - F:,r.(xo, Yo) (y - Yo) = 0 im Falle der impliziten 
Darstellung von K. 

Regull'ire und singulire Punkte einer Kurve 
Man nennt einen Kurvenpunkt P0(x0 ,y0} regultir, wenn sich Cur alle in einer Umgebung von 
P0(x0 , y0) gelegenen Kurvenpunkte P(x, y) die Koordinate y als srerig differenzierbare Funktion 
von x oder die Koordinate x als stetig differenzierbare Funktion von y darstellen la.Ot. Zur Unter
suchung der Regularitat eines Kurvenpunktes wird wieder vorausgesetzt, daO alle im folgenden auf
tretenden Funktionen in ihrem Definitionsbereich stetig differenzierbar sind. 1st die Kurve in der 
impliziten Form F(x,y) = 0 gegeben, dann ist P0(x0 ,y0) regular, wenn die Gleichung F(x,y) = 0 
entweder nach x oder nach y in einer hinreichend kleinen Umgebung von P0(x0 , y0) auf/Osbar ist. 
Aus dem AuflOsungssatz (vgl. 19.2. - lmplizite Funktionen) folgt: Ein Kurvenpunkt P0(x0 , y0) ist 
regular, wenn F}(x0, y0} + F:(x0, y0) =t= 0 ist, d. h., wenn nicht beide particllen Ableitungen in P0 
verschwinden. Eine durch y = f(x) explizit gegcbene Kurve hat nur regul3re Punkte, Nicht regultire 
Kurvenpunkte heiften singultir. Notwendig fur die Singularitat cines Kurvenpunktes P0(x0, y0 ) 
ist danach Fix0,y0) = F,(x0,y0) = 0. Geometrisch bedeutet die Regu/arittit eines Kurvenpunktes 
P0, daO die Kurve in P0 cine Tangente hat. DaO F,.(x0 , y0) = F,(x0, y0) = 0 nur notwendig filr 
die Singularit3t cines Kurvenpunktes P0(x0, y0) ist, zcigt die Glcichung F(x, y) = (y - x)2 = 0, 
durch die cine Gerade mit der Gleichung y = x dargestellt wird, die sich insbesonderc im Koordi
natenursprung P0(0, 0) ,.vOllig regular" verh3lt, obwohl F,.(O, 0) = Fy(0, 0) = 0 ist. 1st die Kurve 

in der Parameterdarstel/ung x = x(t), y = y(t) mit a� I� b gegeben, so ist (x'(/0)]2 + [y'(t0)]2 =t= 0 
filr die Regularitat des Kurvenpunktes P (x(t0), y(t0}) in (x(t0), y(t0)) hinrcichend. 
Zur n3heren Untcrsuchung eines singul3.rcn Punktes P0(x0, y0) wird vorausgesetzt, daO die Kurve 

K durch die Gleichung F(x, y) = 0 gegeben sci und dieFunktion F(x, y) in einer Umgebung U von 
(x0 , y0) dreimal stetig differenzierbar ist. BerUcksichtigt man in der Taylorentwicklung von F(x, y) 
sowohl F(x0 , y0) = O als auch die fur einen singul3.ren Punkt notwendigen Bedingungen F,.(x0 • y0 ) 
= F.,(x0 , Yo) = 0, dann gilt: 
F(x, y) = 1/2[FJxo,YoHx - Xo)2 + 2F,,(xo, YoHx - xoHY - Yo)+ F,,(xo, Yo) (y- Yo)2] + R, 

=0 
mit dem Restglied R3 . Die Parameterdarstellung eincr beliebigcn Geraden durch P0(x0, y0) ist 
x - x0 = t sin <p, y - y0 = t cos <p mit O ¾ <p < 2n. Um in U die Schnittpunkte dieser Gerade n 
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+ tR3'x0 ,y0, t,<p)] = 0, in der Rixo,Yo, t,rp) in t= 0 stetig ist. Ein Schnittpunkt ergibt sich 
erwar tungsgema.O fur t = 0. Es erhebt sich nun die Frage: Gibt es cine Gcrade durch P0(x0,Yo ), 
deren Winkel <p Grenzwert der Winke l <p1 einer Folge {St} von Sekanten St durch Po und Pt e K 
fur Pk - P0 ist? - Eine solche Gerade soil tangierende Gerade an K durch Po genannt werden. Der 
Grenziibergang Pk - P0 hat , __ 0 zur Folge. Dividiert man die gefundene Gleichung durch t 

2, 
so mul3 fur eine tangierende Gerade die folgende Gleichung gelte n: 

sin2 <p F.....,(x0,y0) + 2 sin cpcoscp F,.y(xo, Yo)+ cos 2 tp F,.,(xo, Yo)= 0. 
Dabei wird vorausgesetzt, daO in (x0, y0) nicht alle zweiten Ableitungen von F(x, y) verschwinden. 
Gesucht sind die Richtungswinkel <p der tangierenden Geraden in P0 , die dieser quadratischen 
Gleichung bzw. der Gleichung 

(tan ip)2 F .... (x0, Yo) + 2 tan 'P F,..,(x0, Yo) + F,y(xo, Yo) = 0 
geniigen. 1st die Diskriminante LI = F .... (x0, Yo) F.,y(xo, y0) - F}y(xo, Yo) negativ, dann gibt es 
genau zwei tangierende Geraden durch P0(x0, y0) an K. Ein sokher Punkt P0(x0 , y0) heiOt Doppel
punkt oder Knotenpunkt. Fiir LI > 0 gibt es keine tangierende Gerade. Dieser Fall tritt z. B. bei 
isolierten Punlaen, auch Einsied/erpunkte genannt, ein. Das sind solche Punkte, die zwar der Kurven
gleichung F(x, y) = 0 geniigen, in deren hinreichend klciner Umgcbung aber keine weiteren Punkte 
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der Kurve liegen. Im Falle L1 = 0 kann Uber den Charakter des singuliiren Punktes P0(x0 , y0) keine 
genaue Aussage gemacht werden. Es kOnnen sich in P0 z. B. zwei Aste der Kurve bcrOhren, P0 heil3t 
dann Beriihrungspunkt, oder es kann cine Spitze vorliegen (Abb. 19.3-1). Yerschwinden in (x0 , y0) 
auch alle zweiten Ableitungen von F(x, y), so sind weitergehende Untersuchungen notwendig, auf 
die hier nicht naher eingegangen werden soil. 

19.3-1 Singulare Punkte algebraischer Kurvcn, 
a) Doppelpunkt, b) Bertihrungspunkt. c) gcwOhnlichc 
Spitzc, d) Einsicdlerpunkt 19.3-2 Kartesisches Blatt 

Beispiele. J: Das kartesische Blan wird definiert durch die Gleichung F(x, y) = x3 + y3 - 3axy 
= 0 mit a ,ja O (Abb. 19.3-2). Es ist F,(x, y) = Jx' - Jay, F,(x, y) = Jy2 - Jax, F,,(x, y) = 6x, 
F,,(x, y) = -3a, F,,(x, y) = 6y. Die einzige L<lsung der Gleichungen F(x, y) = 0, F,(x, y) = O, 
F,(x, y) = 0 ist (x,y) = (0, 0). Nun ist F,,(O, 0) = F ,,(0, 0) = 0 und F

,,
(0, 0) = -Ja. d. h., cs 

gilt .1 = -9a2 < 0. Der Punkt (0, 0) ist also ein Doppelpunkt. Die Richtungen der beiden tangie
renden Geraden durch (0, 0) ergeben sich aus 2 sin <p cos <p F.,(O, 0) = O; man erhalt <p = O und 
rp = ±n/2. Die tangierenden Gcraden fallen dcshalb mit den Koordinatcnachsen zusammcn. 
Fur(x0 , y0) ,ja (0, O) ergibt sich als Tangentengleichung: (xA - ay0)(x - y0) + (yA - ax0)(.y-y0

) 

= 0. In den Punkten (a V4, a v2) bzw. (a v2, a V4) verliiuft die Tangente parallel zur y- bzw. 
x-Achse. Setzt man y = mx in F(x, y) = 0 cin, so erhilt man x3{1 + m3) - 3am.x2 = O bzw. 
1 + m3 - 3am/x = 0. Fiir x- ±oo ergibt sich J + m 3 = 0 also m = -1. Das kartesischc Blatt 
hat danach cine Asymptote mit dem Richtungsfaktor m = -1. Ihre Gleichung y = -x + p 
erh3.lt man wieder durch Einsetzcn in F(x, y) = 0. Man bekommt: y = -x - a. 
2: F(x, y) = (x' - a')' + (y' - b')' - a• - b4 = 0. Man ilberzeugt sich leicht davon, daO 
auller dem Nullpunkt (0, 0) kein Punkt des Rechteckes lxl < a i/2, IYI < b j/2 der Gleichung 
F(x, y) = 0 genilgt. Der Punkt (0, 0) ist folglich ein Einsiedlerpunkt. 

19.3-3 Kurvcnbild der'Funktiony3- x2 = 0 
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J: F(x, y) = y3 - x' = 0. Es ist F(0. 0) = F,(0, 0) = F,(0, 0) = 0 und LI = F,..(0, 0) F,.(0, 0) 
- Fl,(0, 0) = 0. Die Gleichungy3 - x' = 0 isl zwar in der Umgebung von (0, 0) dun:h die Funk• 
tion y(x) = x2'3 auflosbar; diese Funktion ist aber in x0 = 0 nicht diff'erenzierbar. Der Ursprung 
(0, O) ist also ein singulirer Punkt. Aus elem Kurvenbild (Abb. 19.3-3) folgt. daB in (0, O)eine Spitz, 
vorliegt. 

Kriimmung einer ebenen Kurn 
Einc Kurve X sci explizit durch cine zweimal stetig diffcrcnzierbare Funktion y = f(x) gegeben. 
Zur Definition der Krtimmung der Kurve in einem Punkt P1 e K bctrachtet man den Quotienten 
zwischen der A.ndcru·ng Lh des Richtungswinkels r der Tangenten an Kin P1 und in einem benach
b�tcn Punkt P2 e K (Abb. 19.3-4) und der Lange Lis des zwischen P1 und P2 gelegenen Bogens 
P1 P2• Existiert der Grcnzwert dieses Oiffercnzcnquoticntcn fur .ds - 0, dann hciBt dieser Grenzwert 
Kriimmung von Kin P1• 

Krilmmung k von Kin P 1 : dT . LIT y" k - ds -Lfl:�o Lis = (1 + y'1)3'2 

19.3-4 Kri.immungen eincr ebenen Kurve, 
Jinks: klein, Linkskurve; 
ruhts: groB, Rechtskurve 

Filr das Bogendiffcrential ds gilt ds = � dx (vgl. Kap. 20.3. - Bogenl3nge einer ebenen 
Kurve), also ist 

d• d arctan y'(x) dx y"(x) I 
Ts dx · Ts = I + [y'(x)]' · Iii + [y'(x)]' 

y"(x) 
(I+ [y'(x)J')312• 

1st die Kurvc in der Parame1erdars1ellung x = x(t), y = y(t) mit a� t � b gegeben, dann ist y'(x) 

= j(t) , wenn man die Ableitung nach t durch eincn Punkt kcnnzcichnct. Hieraus folgt .i(t) 
,, .i:j - jX Xj - j}i:: 

y =�· d.h., k (Xl+jl)l/1. 
1st die Kurvc in Polarkoordinaten r = r(tp) gcgcbcn, dann gilt x = r(tp) cos tp, y = r(tp) sin tp mit 
'Po� tp � tp1, und aus dcr angegebenen Formel for die KrUmmung folgt: 

2,•2 - rr" + ,2 

k = (r'2 + rl)l/2 
Falls die Kurve durch die Gleichung F(x, y) = 0 implizit gegeben ist, gilt filr k die symmetrische 
Darstellungsformel: 

k _ FxxFf - 2Fx:,FxF:, + F:,:,F} - (Fi + FJ)lll . 
Das Voruichen der KrUmmung stimmt mit dem Vorzeichen der zweiten Ableitung y" in dem be· 
trachteten Punkt Uberein. Konvexe KurvenstUcke haben danach eine positive KrUmmung, konkave 
Kurvenstiicke haben eine negative KrUmnwng. In einem Wendepunkt verschwindet die KrUmmung. 
Eine Gerade hat Uberall die Kriimmung Null. 
&ispiele. 1: FUr die Krilmmung eines Kreises mil dcm Radius ro erh&lt man 
a) aus x = r0 costp, y = r0 sinq, mit O =5- tp < 2n den Wert k 

2r•2 - rr" + , 1 I oder b) aus r = ro den Wert k (,,2 + ,1)311 ,0 

Xj -jX = _!.._ = const (il + jl)3/2 ,0 
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2: Fiir die Parabel milder Gleichung y = x' erhiilt man k (I +Y;:,)''' (I+ ix')''' .Das Maximum von k wird erwartungsgemiB fur x = 0 im Schcitelpunkt angenommcn. 
Krtimmungskreis. Jedem Punkt P(x, y) einer ebenen Kurve, in dem die KrOmmung k ungleich Null ist, kann ein Kreis K, KrO.mrnungskreis genannt, mit folgenden Eigenschaften zugeordnet werden: P liegt auf dem KrO.mmungskreis K, und dieser hat in P dieselbe Tangente und dieselbe Krilmmung wie die Kurve. Es gibt genau einen Kreis mit diesen Eigenschaften. Der Krilmmungskreis ist gerade jener Kreis durch P, durch den die Kurve in einer hinreichend kleinen Umgebung von Pam besten approximiert wird (Abb. 19.3-5). Aus den beiden Eigenschaften des Krilmmungskreises folgt, daB sein Mittelpunkt M auf der Normale durch P liegt und dafl sein Radius gleich Q = 1/k ist. Der Radius des Krllmmungskreises heiOt Kriimmungsradills der Kurve in P. 

Funktion y = f{x) 

Krllmmung 
Kriimmungsmittelpunkt 

y" k= (I +l')"' 

X = X(/)0 y = y(t) 
.i:ji-)'.l: k= (x' +Y')'" 

r= r{,p) 

19.3-5 Krilmmungskreis K, KrUmmungsradius o und Krilmmungsmittelpunkt 
M: e1 > 0, e2 < O 

,2 + 2,•2 - rr" 
(rl + r'2)3l2 

{r' +r'2)(rcos,p + r'sin,p) 
r2 + 2r'2 - rr" 

(r' +r'2)(rsin,p-r'cos,p) 
r2 + 2r'2 - rr" 

Evolute. Die Evolute einer ebenen Kurve ist der geometrische Ort ihrer Krllmmungsmittelpunkte. Da die KrU.mmungsmittclpunktc der Ausgangskurve die Evolute bilden, sind die Forrneln fur die Koordinaten des Krllmmungsmittelpunktes gerade die Parameterdarstellung fur die Evolute, ,; und ,, sind in diesem Falle die laufenden Koordinaten. Die Evolute kann auch als Einhiillende der 
Norma/en der Ausgangskurve auf-gefaOt werden. Diese sind dann ge-rade die Tangenten der Evolute (Abb. 19.3-6). 
Evolvente. Die Evolvente isteine Ab· wicklungskurve [lat. evolvere, her- A11s9a119.s/111rve 
vorwalzen oder herauswickeln}. Man denke sich cine gekrllmmte Kurve mit einem nicht dehnbaren Faden belegt (Abb. 19.3-7). Der Faden sci in einem Punk.t A auf der Kurve befestigt. Betrachtet mandann einen Punkt B1 des Fadens und wickelt den straff gehaltenen Faden von der Kurve ab, so beschreibt der Punkt B1 cine neue 19.3-6 Evolute Kurve, cine Evolvcntc der Aus- 19.J-7 Evolventcnschar einer cbcnen Kurvc 
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gangskurve. Da jeder Punkt B eine solche Evolvente beschreibt, gehOrt zu einer gegebenen 
Kurve eine ganze Schar von Evolventen. Da der Faden beim Abwickeln stets straff gehalten wird, 
ist der abgewickelte Teil jeweils Tangente an die Ausgangskurve. Der Punkt B beschreibt um 
den jeweiligen Berilhrungspunkt der Tangente einen infinitesimalen Kreisbogen als Kurvenelement 
der Evolvente, d. h. aber, der abgewickelte Teil des Fadens ist jeweils Normale der Evolvente. 
Es schneiden also die Tangenten der Ausgangskurve die Evolventen unter einem rechten Winkel. 
Daraus ergeben sich die folgenden Satze: 

Die Evolventm einer ebenen Kune sine! die orthogonal•• Trajektorlen (redltwlnkllg schneldencle 
Kurven) der Tangmten an die Ausgangskune. Jede Kurve ist die Evolute jeder ibrer EYolventen. 
Jede Kurve ist eine Evol,ente ihrer Evolute. 

Beispiel 3: Im Maschinenbau findet die Kreiscvolvente (Abb. 19.3-8) als Profilkurve der Zahn
flanken bei der Evolventenverzahnung Verwendung. FUr die Koordinaten eines Punktes P der 
Evolvente liest man aus derZeichnung� = x + ssin tund71 = y - scos tab.Aus derParameter• 
darstellung des Kreises x = r cost; y = r sin t und mit s = rt fur den abgewickelten Kreis
bogen erhiilt man fur die Kreisevolvente die Parameterdarstellung; ='r(cos, + t sin t); 
11 = r(sin t - t cost). 

X 

19.3-8 Kreisevolvente 

Bemerkenswerte Kurven 

Kettenlinie. Ein vollkommen biegsamer, an zwei Punk
ten aufgehiingter Faden nimmt im Gleichgewicht die 
Form der Kettenlinie an. Sie ist die Evolute der Trak1rix 
oder Schleppkurve und ist das Bild der Funktion y = 
(a/2) (e'* + e-�'") = a cosh (x/a) mit den Ableitungen 
y' = sinh (x/a) und y" = ( I fa) cosh (x/a). Wegen I + 
sinh2 (x/a) = cosh2 (x/a) erh3.lt man durch Einsetzen 
fur den Kriimmungsradius (}=a cosh2 (x/a) = y2/a und 
fur die Koordinaten des Kriimnmngsmittelpunkts 
� = x - a sinh (x/a) = x - ay' und 11 = 2a cosh (x/a) 

Xelfentinie 

= 2y (Abb. 19.3-9). S x 
Konstruktion der Tangente I und des Kriimmungsmittel-

19_3.9 Kri.immungsminelpunkt der 
punkrs. Der Thaleskreis Uber der Ordinate PQ schneidet Kettenlinie 
den Kreis umQ mit dem Radius a im Punkte R der Tan-
gente, denn fur den Winkel T, den die Gerade durch P __ 
und R mit der x-Achse bildet, gilt tan T = IRP/: IRQI = VY' - a2/a = sinh (x/a) = y'. Die Senk· 
rechte zu t in P ist die Normale n, die die x-Achse in S schneidet. Aus cos T = a/y = y/lPSI folgt 
IPSI = y2/a = lel- Je nach dem Vorzeichen der Kriimmung wird lel auf der positiven oder 

negativen Seite der Normalen von P aus abgetragen. Da d
� (a2 sinh (x/a)) = a cosh (x/a), gibt 

F = a2 sinh (x/a) die Fliiche zwischen x-Achse und Kettenlinie an. Die Lange/ des Bogens vom 
Scheitel (0, a) aus ist / = a sinh (x/a). 
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Cassinische Kurven. Die Cassinischen Kurven werdcn definiert aJs geometrischer Ort aller Punkte P, 
fur die das Produkt der Abst3nde r1 = IF1 MI und r2 = IF2MI von zwci festen Punkten F1 und F1 
einen konstanten Wert a2 hat. Licgen die Punkte F1 und F,. auf der x-Achsc cines kartesischen Koordi
natensystems im Abstand +e und -e vom Ursprung, so gilt 
rr = (x - e)2 + y2 ; rj = (x + e)2 + y 2 ; rtrl = a• oder (x1 + y2)2 - 2e 2(x2 - y 2) = a4 - e •
bzw. r4 -2e1r 2 cos 2q, = a4 - e4, r1 = e2 cos 2<p ± Ve • cos2 2q, + a• - e4 • 
Jc nach dem Verh3ltnis der teiden Konstanten a und e zueinander erhiilt man Cassinische Kurven 
vcrschiedener Gestalt (Abb. 19.3-10). In der folgenden Obersicht werden sic gekennzeichnet durch 

die Schnittpunkte S, mit der 
N1 x- und N1 mit der y -Achse, 

N, 

a-10 durch die Extremwerte £, 
und durch die Wendepunkte 
W1 • deren verschiedene Lage 

durch Indizes und Zeichen 
unterschieden wird. 

s, 

19.3-10 Cassinisdie Kurun fur 
"= 6, a= 10; 7; 6 und 4; 
" """ a - 6 ist die Lt'mniskat" 

I. a>, Vi, Kurve iihnelt der Ellipse. s,, s, a (±Va'+,,, o), N,, N, a (o, ±\la' - ,'). 
Auch fur a= e vi ist die Kurvenform noch ellipsen3.hnlich mit S1 , S2 = (±e V13, 0); 
N1 , N2 • (0, ±e), hat aber in N1 und N2 die Krilmmung Null. 

2. , <a<, Vi, Oval mit Einbuchtung. s;, s;"" (±Va'+ e ', O); N;, N; a (o, ±Va' - ,'); 

£;, Ei, EJ, E ; = (± 2
1
t V4e4 - a4, ± f ); 

w;, w;, W3, w; a(± V(v - u)/2, ±\
l
(u + v)/2), wenn 11=(0 4 - e4) / (3e 2)undv = 11(a4 -e4) /3 . 

3. a<,, zwei getrennte Ovale. S;', s;' a(±� O); s;', s;'"" (±Ve ' - a', O); 

£" £" £" £"=(±...!...114e•_ 4 ±�) ,, 2 ,3,4- 2e 
a ,  2e · 

4. a= t, Umniskatt. Filr die Gleichung der Lemniskate erhalt man f(x, y) = (x2 + y 2)2 

- 2a2(x2 - y2) = 0 oder r2 = 2a2 cos 2rp, r = a Vi cos 2rp; in Parameterdarstellung also x 

=acos q,V2 cos2<p,y = asin rpV2 cos2<p. Aus :x = -2a· sinJq, 
und :Y =2a· 

cosJqi 

d 'I' I 2 cos 2,p 'I' V2 cos 2,p · 
folgt y' = � = -cot 3<p, d. h., Extremwerte k0nnen auftreten filr 3q, = n/2, )Jt/2, 5n/2 bzw . 

qi= n/6, n/2, 51r/6. Die Extremwerte £?, £�, Ef, £� sind gegeben durch x1 •2 = ±(a/2) 113, y1,2 

= ±a/2, ,,.2 = a. Die Stelle (0, 0) ist ein Doppelpunkt, die Werte der partiellen Ableitungen filr 
(0, 0) sind /, = 4(x3 + xy ' - a' x) = 0; /, = 4(x'y + y' + a2 y) = 0; /., = 4(3x' + y2 - a') 
= -4a2, /Jf., = Sxy = 0; I,.

.,
= 4(x2 + 3 y2 + a2) = 4a2; LI= +l6o4• Aus -a2 + y'2o2 = 0 

folgt y' = ± I, d. h., y = ±x als tangierende Geraden im Punktc (0, 0). Die Schnittpunkte mit 
den Achsen sind S?, S� = (±a vi, 0). Filr die Fl3che einer Schleife erh31t man 

+::1/4 

F= 1 /2f r2(qi)drp = a2 J cos2qidrp = 
0
2

2 

sin2tpi::::=a2 . 

-:;r/4 
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Zykloiden. Mechanisch entsteht cine Zykloide als Bah• eines Punktcs P, der mit cinem Kreis vom 
Radius rim· Abstand a vom Mittelpunkt M des Kreises fest vcrbunden ist, wcnn diescr Kreis, ohne 
zu gleiten, auf ciner Gcraden rollt. Bezeichnct man den Wtilzwinkel mit <p, 1.i0t den Kreis auf der 
x-Achse cines kartesischen Koordinatensystcms rollcn und beginnt die 23.hlung der Abszisscn, wenn 
P seine tiefste Lage hat, so ist der abgerolltc Bogen IOBI = r<p um a sin q, Hinger als die x-Koordinatc 
von P und, umacosq,13.nger als seine Ordinatc(Abb. 19.3-11) x = r<p - asincp; y = r- acos<p. 
Jc nach dem Verhiiltnis a:, unterscheidet man (Abb. 19.3-12) die verkiirzte (a< r), die verl<ingerte 
(a> r) und die gemeine Zykloide (a= r). Die verkiirzte Zykloide hat fur <p = o. in-. 4n ... Minima 
mit Ym = r -a; die verlangerte hat an diesen Stellen zwei Punkte mit derselbcn Abszisse. Der eine 
ist das Minimum mit Ym = r -a, der g,-Wert des anderen ergibt sich aus der goniometrischen 
Gleichung r<p = a sin <p. Die gemeine Zykloide hat an dicsen Stellen S:z.'!itzen. 1hr Bogenelement ist 
ds = 2r sin (,p/2) d,p

0 
die Lange s des vollen Zykloidenbogens also s = J ds = Br (vgl. Kap. 20.3. -

q:,•O 21r 
Bogenlange einer ebcnen Kurve ). Die Fliiche unter diesem vollen Bogen ist F = J y dx 

- -

=r2 J (1-2cosg,+cos2
rp )d<p=2.'llr2+ 0+nr2 =3:rcr2, d .h. gleich dem Dreifachen der 

Fl3.che des rollenden Kreises. 

)' 

2Jrr 
19.3-12 Verki.irzte, verl;lngerte und gemeine Zykloide 

Epizykloiden. Mechanisch entsteht eine Epi-
x zykloide als Bahn eines Punktes P, wenn ein 

Kreis k mit dem Radius r auf der AuBenseite 
eines festen Kreises K mit dem Radius R abrollt 
(Abb . 19.3-13); je nach dcm Abstand a des 
Punktes P vom Mittelpunkt M unterscheidet 
man verkiirzte (a< r), verltingerte (a> r) und 
gemeine Epizyk/oide (a = r). Dreht sich der 
Radius IOMI = R + r um den Winkel rp, so 

19.3-13 Zur Ableitung dcr Glcichung dcr Epizykloidc dreht sich Kreis k um den Winkel y,; g,R = 1/JT. 
Das von M auf die x-Achse gcfiillte Lot MB 

schneidet von tp den Winkel (n/ 2 -<p) ab. der Restwinkcl hat die Grollc {} = ip -,p -n/2 
= <p(R + r)/r - :rc/2. FUr die Koordinaten des Punktes P erh3.lt man 

x = (R + r)cos ,p- a cos [<p(R + r)/r]; 
y = (R + r)sin,p-a sin [<p(R + r)/r]. 
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Entsprechcnd den Kurven der Zykloide in bezug auf cine Gerade haben die der Epizykloide in 
bezug auf den Umfang des festen Kreises K Spitzen, Schleifen oder Minima ohne doppelte Punkte. 
1st der Umfang hr vom Kreis k ein ganzzahliges Vielfaches des Umfangs biR von K, so hat die 
Kurve R: r BOgen . 1st R: r cine rationale Zahl p/q, so wiederholen sich die Stellen wegen qR = pr 
nach q-maligem Umkreisen von K. 
Die LOnge I eines Bogens dcr gewOhnlichen Epizykloide (Abb. 19.3-14) ist / = 8r(R + r): R; die 
Fl<iche Fzwischen dem Umfang des Kreises K und dem Umfang eines Bogens ist F = nr1 (3R+2r)/R. 
Kardioide. Fllr a= r = R erhiilt man die Kardioide (Abb. 19.3-15) mit der Parameterdarstellung 
x = r(2 cosq; - cos 2q;); y = r(2 sin q; - sin 2q;). Durch Eliminieren von <p erh3lt man die alge• 
braische Funktion (x2 + y2 -r2)2 = 4r2[{x - r)2 + y2 ]. Die Unge / der Kurve ist I= Sr, ihre 
Flache F = 6nr2, d. h. das Sechsfache der Flache des festen Kreises X. 

y 

y 19 .3-14 Gcmcine Epizykloide; R: r = 3 

Setzt man � = x -r, 11 = y, dann ergibt sich im ;, 11-Koordinatensystem die Parameterdarstellung 
$ = e(,p)cos,p.  � = e(,p)sin,p mil e(,p) = 2r(I - cos,p). In Polarkoordinaten e,'P, beziig]ich des 
0, ']•Koordinatensystems, hat die Kardioide die Darstellung e = (l{<p) = 2r(I - cos <p) mit 
• «;;,p< 2,i. 

HYJN)zykloiden. Im Unterschied zur Epizykloide entsteht cine Hypozykloide mechanisch durch 
gleitfreies Abrollen eines Kreises k im lnnern eines Festkreises X. Man kann sich den beweglichen 
Kreis k um die Tangente umgeklappt denken; die Streckcn r und a sowie der Walzwinkel 1P iindern 
ihr Vorzeichcn. Die Paramcterdarstcllung lautct: 
x = (R -r)cos,p + a cos [,p(R -r)/r]; y = (R -r)sin,p - a sin [,p(R -r)/r]. 
In ciner verkUrzlen Hypozykloide ist a< r, in einer verltingerren (Abb. 19.3-16) ist a> r und in der 
gemeinen a = r. Die entsprechenden Kurven 
haben abgerundete Spitzen (Minima vom festen y 
Kreis aus). Schleifen oder Spitzcn. 
Die Gestalt dcr Hypozykloide hiingt von dem Ver
haltnis R: r ab. 1st es ganzzahlig, so schlieBt sich 
die Kurve nach einmaligem Umlauf desabrollenden 
Kreises um den Festkreis. 1st es nicht ganzzahlig, 
aber rational R/r = m/n mit teilerfremden Zahlen 
m und n, so schlieBt sich die Kurve erst nach n 
Umliiufen. FUr irrationales Verhaltnis R/r ist die 
Kurve nicht geschlossen. 1st R: r cine ganze Zahl, 
so hat die gewOhnliche Hypozykloide die Lange 
I= 8(R -- r), und die Fliiche F zwischen einem 
vollen Bogen und dem festen Kreis Kist 

F= ,ir1 (3R - 2r)/R. 

Die reguliire Astroide oder Sternkurve ist eine ge
meine Hypozykloide mit 4r = R. Jhre Parameter
darstellung ist danach x = 4r cos3 <p = R cos3 <p, 
y = 4, sin3 <p = R sin3 <p. da sin 3<p = 3 sin <p 
- 4 sin3 <p und cos 3<p = 4 cos3 <p - 3 cos <p. In 
kartesischen Koordinaten erhillt man die Glei� 
chung x2'3 + y213 =· R2'3 (Abb. 19.3-17). 19.3-16 Verlangerte Hypozyldoide 
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19.3-17 Astroide 

j 

19.3-18 Traktrix, a= 5 

Traktrix, Schleppkune. Ein Massepunkt Pam Ende eines undehnbaren Fadens der Lange a beschreibt cine Traktrix, wenn der Fadenanfangspunkt K sich 13.ngs der x-Achse bewegt (Abb. 19.3-18). Der 
Faden hat dabei die Richtung der Tangente an die Kurve, d. h., es gilt d

dx

y Y ; <lurch :i= Va' - y' 
Integration erhiilt man die Gleichung x = a In I a± � \ :i= Va' - y2 = arcosh (a/y) 

=f Va2 - y2• Der Punkt A ist ein singul:irer Punkt. Die von A ge?ahlte L.linge / des Bogens ist I = a In (a/y). 

Zissoide. Ein Kreis berUhre zwei Parallelen im Abstand a. Von einer Sekante durch den einen Be• rtihrungspunkt O schneiden der Kreis und die andere Parallele die Strecke IQRI ab. Die Zissoide ist 
dann der geornetrische Ort der Endpunkte P aller von O aus auf jeder Sekante abgetragenen Strecken IOPI = IQRI (Abb. 19.3-19). Gegen die x-Achse des in der Abbildung eingetragenen kartesischen Koordinatensystems hat die Sekante den Winkel <p; m = tan <p dient als Parameter. Der Punkt Rhat die Koordinaten x1 = a und y1 = am; fur die von Q erhalt man aus (x - r)1 + m2x2 = r 1 

die Werte x1 = a/(1 + m1 )� y2 = am/(1 + m1), also fur die des Punktes P: x = x1 - x1 = am1 /(I + m2 ), y = y1 - y1 = am3/(1 + m1 ). Mit Hilfe von m1 = x: (a - x) und 1 + m1 

=a: (a - x) kann der Parameter eliminiert werden; y1 = x3 : (a - x). In Polarkoordinaten ergibt sich e1 = x1 + y2 = a1m4/(I + m1) oder (!=a sin2 rp/(cos rp). Der Punkt O ist ein singularer Punkt, die Parallele x = a ist Asymptote der Zissoide. Die Fl3.che Fzwischen Kurve und Asymptote ist F = 3na2 /4, d. h. das Dreifache der Flache des gegebenen Kreises mit dem Radius a/2. 

y 

19.J.)9 Zissoidc 
19.3-20 Archimcdischc Spirale, a= 2 
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Arcltimedische Spirale. In Poiarkoordinaten hat diese Spiraie (Abb. 19.3-20) die Gieichung, = aq,. Punkte P1• P2, ••• auf demselben Strahl habcn den konstanten Abstand 2na, da r2 = a(<p + 2n) = a<p + 2na = r, + 2na. Das Bogendifferential ist ds = a Vt + q,2 dq,; die BogCnl3.nge ist danach 
.. 

s = a J VI + q,2 dq, = T (q,1 VI + q,f + arsinh q,i). 

FUr groBe Werte von <p1 gilt angenahert s � aq,f/2. Die Flache eines Sektors zwischen zwei Radius• vektoren r1 = a<p1 und r2 = aq;2 ist F = (a2/6) (q,l - q,f). 
Logarithmiscbe Spirale. In Polarkoordinaten hat diese Spirale die Gleichung r = a e11'1', k > 0. Filr negative Werte von <p schJingt sich die Kurve mit abnehmendem Radiusvektor immer enger um den Poi 0. Dem Abschnitt Ober Differentiation von Funktionen in Polarkoordinaten entnimmt man, datl jede Gerade durch den Pol Odie logarithmische Spirale unter demselben Winkel To = arccot k schneidet (Abb. 19.3-21), daB die Tangenten in diesen Schnittpunkten einander parallel sind. AuBerdem ergab sich 

�=r'= -'-= rk dq;i tanT 
oder dq, = �; . 
Nach einer im Kapitel Integralrechnung hergeleiteten Beziehung la.Bt sich damit die Bogenlange s berechnen: 

ds= FW dq,=Vr'+r'k'dq, 

=,Yi+ k' dq,= (1/k)VJ+k' dr 

oder s = (1/k) Vi + k' (,, - ,,). 

19.3-21 Logarithmischc Spirale 
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Die Aufgabe der Ditrcrcntialrechnung ist das Studium der Eigenschaften des Differentialquoticnten 
einer Funktion, der z. B. die Gr08e des Anstiegs dcr Tangente an die Funktionskurve in einem 
Punkt angibt. Auf diesen Wert des Differentialquotienten in einem Punkt haben nur die Funktions
wertc in einer beliebig kleinen Umgebung dieses Punktes EinfluB; es werden lokale Eigenscha/ten 
einer gegebenen Funktion untersucht. Das Problem, den Fl3.cheninhalt eines von einer geschlossenen 
Kurve begrenzten FlachenstUcks oder das Volumen eines von einer geschlossenen Fliiche begrenzten 
KOrpers streng zu erklaren und zu berechnen, filhrt zur Definition eines Grenzwerts ganz anderer 
Art, dessen Untersuchung man unter dem Namen lntegra/rechnung zusammenfaBt. Der GrenzprozeB 
ergibt sich dabei durch beliebig genaue Approximation solcher Flachenstiicke bzw. KOrper durch 
Fl3.chenstilcke bzw. KOrper, deren lnhalt elementar bestimmbar ist. Wahrend sich das Tangenten
problem auf eine Eigenschaft im kleinen bezog, ist hierzu die Kenntnis der ganzen [integer Jat. ganz) 
Begrenzungskurve hzw. -fl.ache notwendig. 

20.1-1 Zur Quadratur 
des Parabelsegmcnts 

Schon ARCHIMEDES (287-212 v. u. Z.) konnte beweisen, daO die 
Fliiche des Parabelsegments ASB das 4/3fache der Fliiche des 
Dreiecks ABC ist (Abb. 20.1-1). Da man in der griechischen Mathe
matik zur Fl3.chenberechnung geometrisch-konstruktive Methoden 
rnit dem Ziel verwendete, das zu berechnende FliichenstUck in ein 
inhahsgleiches Quadrat zu verwandeln, sprach man vom Quadratur
problem, im 17. Jahrhundert von der Exhaustion.smethode, um an
zudeuten, daB der gesuchte Flachen- oder RauminhaJt durch 
eine Falge von Flachen oder KOrpern mit bekanntem Inhalt aus
geschOpft wird. KEPLER (1571-1630) erhielt mittels gceigneter 
Zerlegungen von Flachen und KOrpern Formeln zur Bestim
mung des Yolumens von Fassern, und CAVALIERI (1598-1647) 
entwickelte ein Vergleichsprinzip zur Entscheidung, wann KOrper. 
die zwischen zwei parallelen Ebenen liegen, gleiches Volumen haben 
(vgl. Kap. 8.3. - Cavalierisches Prinzip). Weitere Untersuchun
gen stamrnen von DESCARTES (1596--1656), FERMAT (1601-1665) 
und PASCAL (1623-1662), von GULDIN (1577-1643) sowie von 
WALLIS (1616-1703). Gestiltzt auf diese Vorarbeiten schufen 
LEIBNIZ (1646--1716) und NEwroN (1643-1727) fast gleichzeitig 
und unabh3.ngig voneinander einen befriedigenden K.alkill fur 

die Inhaltsberechnung. Dieses Problem hat zur Definition des bestimmten Integrals gefuhrt. 
Aber schon NEWTON und LEmNIZ batten erkannt, da8 zwischen dem Tangenten- und dem Qua
draturproblem trotz der verschiedenen Grenzprozesse ein Zusammenhang besteht, daB die Integral
rechnung die Umkehrung der Differentialrechnung ist. Es ergab sich das zweite Grundproblem. eine 
Funktion zu bestimmen, deren Ableitung in einem bestimmten Intervall mit einer vorgegebenen 
Funktion Ubereinstimmt. Dieses Problem filhrte zur Definition des unbeslimmten Integrals. Der 
Fundamentalsatz der Differential- und Jntegralrechnung besagt, daB beide Definitionen 3.quivalent 
sind. Dieser bedeutsamen Tatsache entspricht die von LEIBNIZ stammende Schreibweise des Integrals 
(vgl. Tafel 35). Die Eigenschaften beider Integrale werden nach einer allgemeinen Melhode unter
sucht, die in der Integralrechnung fur diese sehr verschiedenartigen Probleme entwickelt wurde. 
Die Differential- und Integralrechnung bilden das Fundament fur die hOhere Analysis und sind fur 
die moderne Naturwissenschaft und Technik unentbehrlich. Um ihre gegenseitige Durchdringung 
zu kennzeichnen, werden sie zuweilen gemeinsam Jnfinitesimalrechnung genannt. 

20.1. Das unbestimmte Integral 

Begriff der Stammfunktion 

Nach dem in der Einleitung genannten zweiten Grundproblem der Integralrechnung ist zu unter
suchen, ob es zu einer gegebenen, in einem abgeschlossenen lntervall [a, b) der reellen Achse defi
nierten Funktion /(x) eine Funktion F(x) gibt, deren Ableitung (vgl. Kap. 19.1.) in [a, b] mit /(x) 
Ubereinstimmt. 
Jede ditferenzierbare Funktion F(x), deren Ableitung F'(x) fur jedes x aus [a, b] gleich /(x) ist, 
heiOt Stammfunktion von /(x). Sind F1(x), F2(x) zwei Stammfunktionen von /(x), dann gilt F[(x) 
= f(x), F;(x) = f(x) oder (F1(x) - F,(x))' = 0. Die Ableitung ihrer Differenz verschwindet 
danach in [a, b]. Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung(vgl. Kap. 19.1. - Differential. 
Mittelwertsatze) muB dann F1(x) - F2(x) cine Konstante sein. Daraus folgt, daB sich zwei Stamm
funktionen der gleichen Funktion /(x) our um cine additive Konstante unterscheiden. Offenbar ist 
mit F(x) auch F(x) + C cine Stammfunktion von /(x), wenn C eine beliebige Konstante ist. Die 
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graphischen Bilder zwcier Stammfunktionen gehen dann durch Parallclverschiebung entlang der y.Achse auseinander hervor (Abb. 20.1-2). Eine Funktion f(x) heiflt im Intervall [a, b] inregrierbar, 
wenn es cine Stammfunktion von /(x) gibt. Im Abschnitt 20.2. wird gezeigt, daB jede im abgeschlos
senen Intervall / = [a, b] stetige Funktion in / integrierbar ist. Eine Stammfunktion einer integrierbaren Funktion /(x) wird auch unbestimmtes In-
tegral von /(x) genannt und mil f f(x) dx [lies: 
Integral /von x d.x] bez.eichnet. Dieses Integral ist 
nur bis auf cine additive Konstante C bestimmt. 
Die Stammfunktion F(x) zu einer in / integrier
baren Funktion /(x) ist eindeutig bestimmt, wenn vorausgesetzt wird, daO sic in x0 e / einen ge
gebenen Wert Yo annimmt: F(x0) = Yo. Die 
Stammfunktion von f(x), die in x0 gleich Null ist, 
bezeichnet man mit f /(x) dx [lies: Integral von 
x0 bis x Uber / vo;•x dx]. 1st F(x) eine beliebige 
Stammfunktion von /(x), dann gilt f f(x) dx 
= F(x) + C und J f(x) dx = F(x) -F(x0). Zur 
Abkilrzungschreibiman: F(x1)-F(x0)= [F(x)J;:. 
Die Funktion /(x) heiDt Integrand. Die Bestim
mung von Stammfunktionen wird integrieren genannt. Der Buchstabe x in f f(x) dx heiflt lnte
grationsvariable; er kann - wie der Summations
index beim Summenzcichen - auch durch jedenanderen Buchstaben ersetzt werden: 

mitc•J 

• X 

-2 

·J 

J--u_nbes_1_im_m_1_es_In_te..:g _ra_l,_S_1a_m_ m_f_u _n_k1_io_n _ v_o _n _f_(x_ )_,__F_(x_ ) _=...cf:_/c...(c...x_) d_x
-l 

��)2= t<�¾)'��rvcn zu ~ x'/12 + C fur F(x0) = 0: F(x) = f f(x) dx = f f(u) du= f F'(z) dz 
x, x, x, -

&ispiele. I: File die filr alle x definierte und stetige Funktion /(x) = x ist G(x) = x2/2 eine Stammfunktion, denn fur jedes x gilt: G'(x) = x. 1st C cine beljebige Konstante, so ist auch 
x'/2 + C eine Stammfunktion von f(x) = x, d. h., es gilt f f(x) dx = f x dx = x'/2 + C. Die 
Stammfuoktion von /(x), die fur x0 = 1 verschwindet, ist: 

F(x) = f x dx = 1/,(x' - I). 
2: Eine Stammfunktion von f(x) = cos x ist sin x, d. h., es gilt f cos x dx = sin x + C. Soll diesc Stammfunktion fur x0 = n/2 den Wert I annchmen, so bestimmt man aus sin n/2 + C = I die Konstante C. Man crhalt C = 0 und damit 

,J: cos x dx = sin x. 
3: Ein Massepunkt unterliegt dem EinftuO der Schwerkraft und hat zum Zeitpunkt t = t0 die HObe s = So und die Geschwindigkeit v = 0. Wclche Gcschwindigkeit und HOhe hat er zur Zeit 
1 > 101- 1st -g die Erdbeschleunigung, dann gilt 

v{I) = f -g di= -g(I - 10). 
'• 

Danach isl s(1) = /v(1)d1+s0 =j-g(1-10)d1+s0= - 1/,g(1-10)'+s0. Zur Zeit - '• '• 
f = lo + V2.s0/g hat der Massepunkt den Erdboden erreicht. 

Grundlntegrale 

Im folgenden werden die unbestimmten I ntegrale der wichtigsten elemcntaren Funktionen angegeben. 
Man bestiitigt die Gleichungcn lcicht durch Differentiation, denn die Ableitung einer Stammfunktion 
ergibt gerade den lntegrandcn. ln der Tabellc ist zu beachten, daOjene x-Werte, filr die der Integrand nicht definiert ist, auszuschlicBen sind. 
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Tabelle de r Grundlnteg rale 

J x"dx=�+Cfiir x beliebig, falls n=0.1,2,3, ... , n+ sowieffir:c=t=-O, falls n= -2,-3,-4, ... 

J 
dx -;-=ln lxl+C fur x,j=O f cos x dx = sin x + C 

f x• dx = x•+> /(e< + I) + C fiir x > 0 ,  "' E R 

J�=tan x+C fiir x,J,(2k+IJ2-2;kEZ COS X 

J sin x dx = -cos x + � 

f cosh x dx = sinh x + C 

f � = -cot x + C fur x=f= k:i; kEZ 
SIO X f sinh x dx = cosh x + C 

f d
h
x

2 
= tanh x + C 

COS X fa' dx = a'/ln a+ C fiir a> 0, a ,i, I 

J. . d
h
� = -coth x + C fiir x ,j= 0 SIO X 

f dx 
1 + x2 = arctan x + C = -arccot x I C 

J 
dx . 

r 
Vt _ x' = Arcs,n x + C = -Arcos x + C ur lxl < I J dx =arcsinh x+C=ln(x+V1+x')+c 
l•I +x' 

J dx 
I

Arcosh x+C=ln(x+Vx'-l)+C fiir 
Vx'-l = -Arcosh(-x)+C=-ln(-x+V:.r=-f)+C fur 

� = ( 
artanh x + C =Inv:�;+ C fiir lxl < I 

fl -x' 
vx+ I arcoth x + C = In x=--T + C fiir lxl > I 

Beispiele. 

x>I 
x<-l 

I: fx'dx=x4/4 + C. 2: f !: = f x-3 dx = x-'J(-2 ) + C = -1/(2x') + C. 

6: -= x-'f'dx=---'-C=3 Vx+C. J dx J x'/3 • 

v;z 
.,3 

lntegrationsregeln 

m •-
=--xVx+ C. 

m+I 

t. IntesratloMrflel. SintJ /1(:c) und /2(x) inugrierbar und sind c1, c2 zwei Konstanren, dann isl ouch 
cd,(x) + c,f,(x) inugri,rbar, und ,s gilt: 

f [cd,(x) + c,/,(x)) dx = c, f f,(x) dx + c,f f,(x) dx. 
Der Bewcis fol gt sofort durch Differentiation bcider Sciten. Setzt man c1 = c2 = l, so folgt, daD das 
Integral ilbcr die Summc zweier Funktioncn der Sum.me der I ntcgrale Uber die Summanden gleich 
ist. Sctzt man c2 = 0, so ergibt sich, daB ein konstantcr Faktor vor das I ntegralzeich en gezogen 
werden konn. 
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Beispiele. 

1: f (Sx3 + 4x' - 3x + 2 )  dx = S f x3 dx + 4 f x' dx - 3 J x dx + 2 f dx 
= Sx4/4 + 4x3/3 - 3x2/2 + 2x + C. 

Dabei ist C als Summc der lntegrationskonstanten der vier Einz.elintegrale aufzufassen. 

J ( 
I b I 

) 
a b _1: ax'+---,+--, dx =-3 x3 + ln lxl + -+ arctan x + C. 

X X J+x X 

f x3 +2x'- x+3 f( 
3) 3: x dx = x' + 2,: - I + x dx = x3/3 + x' - x + 3 In lxl + C. 

2. Partielle Integration. 1st der Integrand ein Produkt zweier Funktionen, so gibt es zum Unter
schied von der Produktregel der Differentialrechnung keine allgemeingilltige Regel, um die .Be
rechnung des Integrals eines Produkts auf die Berechnung der Integrale seiner Faktoren zurilckzu
fuhren. Man kann aber cine Regel angeben, nach der in rnanchen Fallen ein schwierig zu IOsendes 
Integral auf ein einfacheres zurilckgefiihrt werden kann. Sind u(x), v(x) zwei im Interval) ]a, b( 
differenzierbare Funktionen, dann gilt nach der Produktregel der Differentialrechnung (u(x) · v(x))' 
= u'(x) v(x) + u(x) v'(x). Isl u(x) · v'(x) integrierbar, dann folgl hieraus 

f u(x) v'(x) dx = J (u(x) v(x))' dx - f u'(x) v(x) dx = u(x) v(x) - f u'(x) v(x) dx, 
so da8 auch u'(x) v(x) 
integrierbar ist. ! Partlelle Integration I J u(x) v'(x) dx = u(x) v(x) - f u'(x) v(x) dx I

Das auf diese Weise neu entstehende Integral braucht nicht einfacher !Osbar zu sein. In vielen Fallen 
HiBt sich jedoch bei geeigneter WahJ der Faktoren cine Vereinfachung erreichen. 

&ispiele. 4: Zur Berechnung des Integrals f x ex dx setzt man u(x) = x, v(x) = ex, dann ist 
u'(x) = I, v'(x) = �, und durch partielle Integration erhalt man 

f xc"dx = xc"- f e'dx= xe' - e' + C= e'(x- I)+ C. 
5: Um In x fur x > 0 zu integricren, setzt man u(x) = In x, v'(x) = I. Dann ergibt sich mittels 
partieJler Integration 

flnxdx= f I· lnxdx = xlnx- f x·(l/x)dx = xlnx - f dx = x(lnx - I)+ C. 

Rekursionsformeln. Das Integral J x
6 ex dx 13.Bt sich nicht durch einmalige partielle Integration 

IOSCn. In solchen und 3.hnlichen Fallen kann man jedoch oft eine Faktorenzerlegung finden, durch 
die das Integral bei partieller Integration schrittweise vereinfacht wird, so daO man nach endlich 
vielen partiellen I ntegrationen schlie81ich 
auf ein Grundintegral stOOt. Man hat dann f 1. J x" ex dx = x" e� - n J xi-1 ex dx I n ganz I 
cine Rekursionsformel gewonnen. 
Da die Exponentialfunktion ex ihrem Differentialquotienten gleich ist, empfiehit sich die Faktoren
zerlegung u = x", v' = ex fur denlntegrandenx!1ex,manerhalt: v = ex, uv = x" ex und u'v= nx11•1ex 

und damit die angegebene Rekursionsformel. 
&ispiel 6: f x' e' dx = x' e' - 2 J xe' dx = x2c"-2[x e' - f c" dx] = x' e'-2[xe'-c"+ CJ 

= x2 ex - 2x ex + 2ex - 2C = (x2 - 2x + 2) � + C1, wenn C1 = -2C. 

&ispide. 
7: Jx2 sinxdx 
= -x'cosx- f (-2xcosx)dx 
=-x2 cosx+2fxcosxdx 

2_ f x" sin x dx = -x" cos x + n f x"-'. cos x dx 
J x" cos x dx = x" sm x - n J x--1 sm x dx 

= -x2 cos x + 2[x sin x - f sin x dxl = -x2 cos x + 2 [x sin x + cos x + C] 
= -x2 cos x + 2x sin x + 2 cos x + 2C. 

n ganz 

8: f x3 cos x dx = x3 sin x-3 J x2 sin x dx=x3 sinx-3[-x2 cos x+2x sin x+ i cos x+2C] 
� x3 sin x + 3x2 cos x - 6x sin x - 6 cos x - 6C. 
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! 3. f On x)" dx = x(ln x)" - n f On x)•-1 dx n ganz !
Als Faktorcnzerlegung fur den Integranden wahlt man bier I · (In x)". d. h. , man sctzt v' = I, (In x)" = u; damit erhalt man v = x und u' = n(ln x)"-1• (1/x) und das Produkt vu'= n(ln x)"- 1 . For n = -1 erh3lt man den lntegrallogarithmus (vgl. Kap. 21.2. - Reihen spezieJler Funktionen ). 

4. Jx"ln xdx=ln x·�-J�dx=�(ln x --1-) n'1:-I n+I n+I n+I n+I 
Setzt man hier v' = x' und u = In x, so enthiilt der Integrand v · u' = � · � = � des n+l x n+l neu auftretenden Integrals die Funktion In x nicht mehr; cine Rekursionsformel ist bier nicht erforderlich. 

5. f sin" x dx = -(cos x sin•-1x)/n + [ (n - 1) /nJf sin•-2x dx n ganz 
f cos• x dx = (sin x cos•-1 x)/n + [ (n - 1)/n] f cos•-2 x dx n '1= 0 

Der gegebene Integrand , z. B. sin" x, wird in das Produkt sin x · sin11-1 x zerlegt; d. h., man sctzt u = sin11-1 x, v' = sin x und findet v = -cos x, u' = (n -I) sin11-2 x cos x, m.ithin u'v = -(n -1) sin11-2 x cos2 x = -(n -I) sin"-2 x(l -sin2 x) = -(n -I) sin 11-2 x + (n - I) sin"xoder f sin" x dx = -cos x sin•-1 x + (n -J)f sin•-2xdx - (n -l ) f sin" xdx, (I +n- l )f sin" xdx 
= - cos x sin"-1 x + (n -I) J sin"-2 x dx. Dividiert man beide Seiten durch n, so ergibt sich die erste Rekursionsformel. Entsprechend 13.Bt sich die zweite ableiten. 1st n negativ ganzzahlig , so IOSt man die Rekursionsformeln nach den rechts stehenden I ntegralen auf. 
Beispiele. 9: f sin2 x dx =-½cos x sin x + 'I, f dx = -½ cos x sin x + x/2 + C. 

"' 2 
JO: J cos2 xdx = ½ [sin xcos x + x]0n: = n. 
ll: f cos3 xdx = 1/3 sin xcos' x + 2 /3 f cos xdx 

= 1/3 sin x cos2 x + 2 /3 sin x + C = 1/3 sin x (cos 1 x + 2) + C. 

12: fsin3 xdx= -1 /,[cos x (sin2 x+2)]�"= 0. 
0 

Das WalJissche Produkt. Aus den letzten Rekursionsformeln ergibt sich cine DarsteUung fur :r/2, die schon John WALLIS (I 616-170 3) bekannt war. Da im lntervall O,;;; x < n/2 stets O,;;; sin x < I ist, gilt fiir natUrliche Zahlen k � I die Ungleichung sin1*+1 x � sin2t x � sin lt-1 x. Nach den Rekursionsformeln erh3lt man aber: 
n/2 n/2 

I sin" x dx = [(2k - l ) / (2k)) f sin"-2 x dx = (2k -I) (2k - 3) ··· 1 . n/2, 2k(2k - 2) ... 2 0 0 n/1 1f/2 

I sin"+I x dx = [2k/ (2k + I)] f sin"-1 x dx = 2k(2k - 2l ··· 2 
(2k + 1) (2k -I)··· 0 0 

und damit folgende Ungleichung: 
2·4---2k ,;:: 1 · 3- (2k-1) .2_ ,:::

2·4 ·(2k-2) oder 3·5···(2k+I)- 2·4• 2k -3.5 ... (2k -l ) 
[I ·3 ··• (2k-1)]' 2_

,:::
2k+ I_ �-I ,;;; (2k + I) 2 · 4 ... 2k 2 - 2k -I + 2k 

Wegcn lim (1 + _2k
l) = I gilt lim (2k + I) [ 1 . 

2
3 ··4· (2k

2k
-I)]'· 2.2 = I. 

k-+ao k ..... ao 
• 

• • •  

Wallisschcs Produkt " . 22 • 42 ••• (2k) 
T = j�m

., 12 • 32 • 52 ••• (2k - 1)2 (2k + I) 
FUr k = 10 e;halt man den Naherungswert n/2 � 1,5 3 39 oder n � 3, 0 678. 
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3. Substitutloosreget. Nach der Kettenregel hat cine mittelbarc Funktion F(tp(x)) die Ableitung [F(,p(x))J' = F'(,p(x))q,'(x), wenn F(x) und ,p(x) differenzierbar sind. Durch Integration ergibt sich daraus F[,p(x)] = J F'(,p(x)) q,'(x) dx. 1st nun F(x) die Stammfunktion von f(x) mit F(,p(x0)) = 0, 
91(x) so gilt: F(,p(x)) = f f(u) du und F'(y) = f(y). 

qi(..-,) 
ip(x) ,,; Dann erhiilt man aus der obigen Gleichung J f(y) dy = f /[q,(u)] q,'(u) du. 

!p(x,) x, 

Gilt darOber hinaus ip'(x) =t= 0 fur x aus dern Definitionsbereich von 'P, dann existiert die Umkehrfunktion von ,p(x). Wird sie mit ,p(z) bezeichnet, so ist ,p(x) = ,p(,p(z)) = z und ,p(x0) = ,p(,p{z0)) = z0 
,: "(,:) und damit J f(y) dy = f /[,p(u)] q,'(u) du. 

:, ,-<z,) 

1. Substitutionsregel 2. Substitutionsregel 
,,<x> ... 
f f(y) dy = f /[,p(u)J ql(u) du 

.x .,tr) 
ff(y)dy= f f[,p(u)J.q,'(u)du fiir q,'(x),!aO,q,[,p(x)]=x q,(x1) x1 .r, ip(x,} 

Kennt man danach cine Stammfunktion von f(x), so braucht man zur Bestimmung einer Stammfunlction von /[qJ(u)] qi'(u) nur ip(u) = y zu substituieren und das Argument der Stammfunktion von 
f(x) durch die Funktion y = q,(u) zu ersetzen. Auf diese Weise kann man auch das unbcstimmte Integral einer Funktion /(x) umformen. Die Substitutionsregeln ergeben fiir die unbestimmte Integration: 
I lJ f(y) dyJ,-,<x> = f /[,p(x)] q,'(x) dx; f f(x) dx = lJ /[,p(u)J q,'(u) duJ,-,<x> I 
Dabei wird durch die Angaben y = q,(x) bzw. u = tp(x) rechts unterhalb der eckigen Klammern angedeutet, da8 das Argument der Stammfunktion durch die angegebenen Funktionen zu ersetzen ist. Spezialfalle filr die Substitutionsregel ergeben sich, wenn der Integrand eine spezielle Funktion von y ist. 3a). Der Integrand hat die Form f(y). dabei bedeutet y = q;i(x) = a0 + a1x mit a, 4= 0 ein Polynom 
ersten Grades. Dann ist q,'(x) = a, 4= 0, und aus der I. Substitutionsregel folgt: 

f f(a0 + a,u) a, du= 
0

'J''f(y) dy bzw. J /(a0 + a1x) a, dx = If f(y) dy],.,.+.,. x, a1+a1x, 
&ispi,I,. 13: Fur f(y) = y' erhiilt man x •,+a1x 
J (ao + a,u)' du=� J y' dy = �• [(a0 + a 1x)6 

- (a0 + a 1x0)
6

] 

x1 a1+a1x, bzw. 
I (ao + a,x)' dx = ...!_ [f y' dyl = ...!_ [!'....6

6

] + C= -
6a

1 
(a0 + a 1x)6 + C. 01 ,,_1+a1x a, J'-ae+a1x 1 

14: 1st f(y) = VY mit y = 'l'(x) = 3x -4, so gilt 
J V3x -4 dx =-} [J VY dyL•,<x> = 2/9 [ y'i'J,.,<x> + C = 2/9 (Jx -4)3/2 + C. 

15: Durch die Substitution y = wx + n/2 erhilt man 
f sin(wx + "/2)dx = (1/w)f sin y dy = -(l/w)cosy + C= -(1/w) cos(wx + "/2) + C. 

Jb). Integrand von der Form q,'(x)/,p(x) . Fur f(y) = l/y, mit y 4= 0, erhiilt man nach der 1. Substitutionsregel: I q,'(x) dx = [J �1 = In l'l'(xJI + C. q,(x) Y ,..,,ex> 

.. , - I nx'-• &rspi,,. 16: Fur,p(x) = x" + a erhalt man --dx = In Ix"+ al+ C. x"+a 
I 3x2 -4 

17: x'- 4x+? dx=lnlx3 -4x+71+C. 
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I x' I 
J 

6x' 
18: x•+idx= 6 x•+idx=1/61n(x"+l)+C. 

I I 
sin x f (cos x)' 

/9: tan x dx = cos x dx = - cos x dx = -In lcos xl + C. �---------� 
20: f �1 = f (l

l
n x)' dx = In !In xi+ C. 

x nx n x 

Analog !assen sich auch cot x, tanh x und coth x integrieren, 
da jedc dieser Funktionen als Quotient darstellbar ist, dessen 
Zahler die Ableitung des Nenners ist. 

f Ian x dx = -In !cos xi + C 

f col x dx In !sin xi + C 
f tanh x dx = In cosh x + C 
f coth x dx = In lsinh xi + C 

Beispiel 21: Filr die Berechnung von J arctan x dx wird zuniichst particll integriert. Setzt man 

u(x) = arctan x, v(x) = x, so gilt u'(x) = 
1 

� 
x

l , v'(x) = J, und man erhilt: 

f arctan xdx = xarctan x- f 1; 
x2 

dx. 

Das neu entstandene Integral kann man lcicht durch Substitution I Osen: 

f 1 .; x' dx = 'I, f 1 1.\, dx = 'I, In (1 + x2 ) + C. 

J arctan x dx = x arctan x - ½ In (l + x2 ) + C 
r arccol xdx = xarccotx + 1/2 In (I + x2 ) + C 
j artanh x dx = x arlanh x + 'I, In (I - x2 ) + C, !xi< I 
f arcoth x dx = xarcolh x + 1/2 In (x2 - I )  + C, !xi> I 

Analog verfahrt man fur 
die anderen zyklometrischen 
Funktionen und erhiilt die 
nebcnstchenden Resultate. 

3c ). Integrand von der Form 
[,p(x)]" ,p '(x) mit n,j= -1. Aus der 
I. Substitutionsregel fur das unbe
stimmte Integral erhalt man fur 
f(y) = y" die folgende Formel 

I tp'(x) tp'(x) dx = [J y" dyl = -+1 
1 tp"

+'(x) C 
,,.,<x) n 

Beispiele. 22: f 1: x dx = f In x (In x)' dx = 'I, (In x) 2 + C. 

23: Filrq,(x) = sin x und 1l

(x) = cos x erhilt man J sin" x cos x d.x = -
1
-sin"+1 x + C. 

n+I 

J 
arctan 5x f 24: 7'"+'"x2 dx = arctan 'x (arctan x)' dx = 1/6 arctan 6x + C. 

25: J(2 + 3x + x')' ·(3 + 5x4)dx = ¼(2+ 3x + x5 )4+ C. 

26: f (I - x4 )' x3 dx = -¼f (1 - x4 )' (-4x3 ) dx = -1/24(1 - x4 )6 + C.

In der 2. Substitutionsregel fur das unbestimrnte Integral isl die Substitution x = qi(u) durchzufuhren. 
Filr die Differentiale gilt dann: d.x = q:,'(u) du. Nach Ausfuhrung der Integration des so transfor
mierten Integranden ist fur u die Umkehrfunktion !p(x) einzusetzen: 

f f(x) dx = [f f(tp(.u)) tp'(u) duJ.-01,1• 
Zur Bestimmung der Stammfunktionen, die an den unteren Integrationsgrenzen verschwinden, 
benutzt man die bereits abgeleitete Regel 

Jr f'(Jr) 

f f(y) dy = f f(,p(u)) tp'(u) du, zu der die Exislenz von ,p'(x) und ,p'(x) ,j= 0 vorausgesetzt werden. 
x, ¥Ix,) 

&ispiele. 27: Durch die Substitution x = !al y ergebcn sich die folgenden lntegrale: 

J
� = J 

(I /Jal) dx 
J-..!!!.... = Arcsin y + C = Arcsin 2.. + C fur !al > !xi, 

Va• - x' VI -(x/lal)2 VI - y' !al 

J �d=x= = arsinh 2.. + C filr a,j=O. 
Va'+.x' !al 
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28: Durch die Substitution x = ([a [/b) y erhiilt man 
f dx = f ( [al/b)dy =_I___J�=_I___Arain y+ C=_I___ Arain!!:.+c Va•-b2x2 Va2 

- a2y2 b Vi - y2 b b [a[ 
fiir Jxl < Ja/b[. 

29: Substituiert man x = ay, so bekommt man f 2 dx
+ 2 = _!__ arctan .!... + C fur a =4= 0. 

. 
a x a a 

4. Die Funktion Arcsin x integricrt man zunachst partieIJ: 
f Arcsin xdx =fl· Arcsin x dx = x Arcsin x -f _

x dx 
Vi -x' 

Filr die Berechnung des neucn Integrals bietet sich die Substitution y = x2 an; dann ist dy = 2x dx und 
-
f 

V 
x dx = --2

1 f 
V 

dy = Vi"'=y + C = Vi - x2 + C fiir [xi< i. J -x2 1 -y 
Analog verfahrt man fur die Funktionen Arccos x, Arsinh x, Arcosh x und erh3lt nebenstehende Rcsultate. 

�------------------� 
J Arcsin x dx = x Arain x + Vf=";i + C fiir [xi < I 
J Arccos x dx = x Arccos x -Vt -x2 + C fiir [xi < I 
J Arsinh x dx = x Arsinh x - Vi + x2 + C 

J Arcoshxdx = x Arcosh x -V� + C fiir [x[ > I 
5. FUr den lntegranden V 1  + x2 kann man x = sinh u substituieren. Aus cosh2 u -sinh2 u = 1, 
sinh1 :J = cosh u folgt dann J Vt + x2 dx = CJ cosh2 

u du]u .. antnh..l'. Durch partielle lntegration erh3.lt man 
J cosh2 u du= sinh u cosh u -J sinh2 u du= sinh u cosh u + u -f cosh2 u du 

und daraus J cosh2 u du = 1 /2 (u + sinh u cosh u) + C. Damit bekommt man 
f Vi + x' dx = '/ 2 (arsinh x + x V1 + x') + C. 

6. Im folgenden Integral fuhren die Substitution x =tp(u) = u2 und anschlieBende partielle Integration 
zum Ziel: J e.,r; dx = J e• · 2u du = 2e"(u - I) + C = 2e✓i(V� - I) + C fur x ;;,, 0. 
Die Stammfunktion von e.fx, die fur x0 = I verschwindet, ist F(x) = /e..;; dy = 2e../X (V:; -1); 
insbesondere ist F(4) = 2e2• Die Substitutionsregel kann dann auch so geschrieben werden: 4 ../4 /e../x dx = 2/ ue"du= [2e"(u-l )}f=2e2• Die neuen lntegrationsgrenzen sind aus u=1p(x) 
= v; zu ermitteln. 
7. FU.r das folgende Integral substituiert man x = <p(u) = u,12; dann ist dx = ½ du und u = w(x) = 2x, d. h., v,(,i) = m, v,(-,r/2) = -:t. Man erhiilt: 

n 2.., 2n J sin2xdx='/ 2 Jsin udu=-'/ 2 [cos x] =-'/ 2 (1+1)=-I . -n/2 -n -n 
8. Im folgenden Integral substituiert man u = tp(x) = 4 -x2 , dann ist du= -2x dx, tp(O) = 4, 

../) I 

,p(V:i) = l,und man erhiilt f 4�\,dx= -5/2 f �= -'/, [ln uJ!= 5/2ln4= 5ln2. 
0 4 

9. Zur Berechnung von J � kann man y = g,(u) = In u substituieren. Man erhiilt dy = du/u, u = lp(y) = e" und x, 1 + e,. 

I
x 

dy f,, du j•:(l I) '' · i +e-' --= ---= ---- du= (ln u -ln(u+l)], =(x -x0 ) -ln--. I + e' u(l + 11) 11 u + l , ' I + C' 
Xt �• eXt 
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Klassen elementar lntegrierbarer Fimktionen 
Integrierbare Funktionen f(x), z. B. x", sin x, ex, dcren Stammfunktioncn durch elemcntare Funktionen dargestellt werden kOnnen, sollen elementar integrierbar genannt werden. Im folgenden werden die wichtigsten Klassen elementar integrierbarer Funktionen und die Methoden zur Ermittlung ihrer Stammfunktionen angegeben. Mit R(x) bzw. R(x, y) wird dabei cine rationale Funktion von x bzw. von x und y bczeichnet. 
Rationale Funktionen R(.r), Partialbruchzerlegung. Jede rationale Funktion ist elementar integrierbar: Da jede ganzzahlige Potenz einer Variablen integriert werden kann, gilt der Satz fur ganzrationale Funktionen. Gebrochenrationale Funktionen )assen sich in cine Summe von Partialbriichtn zcrlegen (vgl. Kap. 5.2. - Partialbruchzerlegung) und integrieren, da fur natilrliche Zahlcn k > I jedcr der folgenden PartialbrUche intcgriert werden kann 

A A Ax + B Ax + B . , . 

�• �• �• (x'+px+q)' mil p <4q und A,.,O. 

f x � x, 
dx = A In Ix - x,I + C; f (x � d_;,)' 

= A +C 
(k - I) (x - x,)•-1 

Die Integrale der beiden ersten AusdrUcke sind Grundintcgrale; die Zahler der letztcn bcidcn )assen sich stets in eine Summe Ax + B = 1 /2 A(2x + p) + (B - ½ Ap) zerlcgen. Aus dcm ersten Sum-
manden ergibt sich ein Integral der Form J [:�;;,. 

d.x, das elementar integrierbar ist; der zweite 
Summand ist cine Konstante, die vor das Integral gezogen werden kann. Es bleibt ncx:h zu zcigcn, 
da8 das Integral f ( 2 

dx 
)* fur k = 1, 2, ... clementar integrierbar ist. 

X +px +q FOr k = I taDt sich der Nenner (x2 + px + q) des Integranden durch die quadratische Erginzung 
zcrlcgen in (x + p/2)' + (q - p 2/4). 1st q -p'/4 = 0, so ist x' + px + q ein vollstiindigcs Quadrat. 
Das Integral isl fur k = I in diesem Fall leicht liisbar. 
Durch die Substitution x+ p/2= J/(q -p'/4) · u, dx = J!(q -p' /4) du erhiilt man fiir q -p'/4 ,t,0 das Integral I 

J 
du I 

J!(q 
_ 

p'/4) u' + 1 
= 

Ji(q 
_ 

p'/4) 
· arctan u. 

f 
dx 

V 

2 
arctan }x + p + C 

x' + px + q 4q - p' r 4q - p' 

f 
Ax + B A 2B - Ap 2x + p 

x' + px + q dx = 2 In Ix'+ px +qi+ J14q _ P' arctan J/4q _ P' + C 
FUr k > I gewinnt man aus dcm Ansatz 

f 
dx C1 X + C2 + f 

dx 
(x' + px + q)' (x' + px + q)•-• c, 

(x' + px + q)•-• 
cine Rckursionsformel, indem man die zuniichst unbestimmten Konstanten c1, c2, c3 durch Koeffizicntenvergleich bestimmt, nachdem auf beiden Seitcn differcnziert und mit (x2 + px + q)t durchmuhiplizicrt wurde: 

I = -(k - I) (c1 x + c2) (2x + p) + (c1 + c3) (x' + px + q). 

Man findet c1 

Koeffizienten van x2: 
Koeffizienten von x: 
Absolutglieder: 

2 
(k-1)(4q-p')' 

-2c1(k - I)+ c1 + c3 = 0 
-2c,(k - 1)- c1 p(k - I) + (c1 + c3) p  = 0 

-c2 p(k - I)+ (c1 + c3) q = I 

p 2(2k - 3) 
c, (k - I) (4q -p2)' c, (k - I) (4q - p') 

f 
dx 2x + p 2(2k - 3) 

f
dx 

(x'+px+q)' (k-1)(4q- p 2)(x'+px+q)•-• +(k-1)(4q-p') (x'+px+q)'-• 

f 
Ax + B dx 

- A (s Ab 
) f 

dx 
(ax'+ bx+. c)* - 2a(k -1) (ax'+ bx+ c)'-1 + - 2a (ax'+ bx+ c)'-1' 

k>I, A,j,0 



f (ax' + �x + eY, 

f
ax'+�x +e 

f
ax' +�x + e 

Iax' +�x +e 

2ax + b 
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(k -1) (4ae -b2) (ax' + bx+ eY,-1 

+ 2(2k-3) a 
I 

dx 
(k -I) (4ae -b2) (ax' + bx + eY,-1 ' k > I 

2ax + b 
V4ae-b'

·arctan
V4ae-b'

+c, wenn b'-4ae<0 

1 · In I 
2ax + b -� 1 + C wenn b' -4ae > 0 Vb' -4ae 2ax + b + Vb' -4ae ' 

-2 

2ax + b + C, wenn b' -4ae = 0 

&ispiele, in denen die Zcrlcgung in PartialbrUche als gcgcbcn gilt. 

1
. 

J 
4x2-1x +2s dx= 2f � _ 3 J� + sf� . x3 -6x' + Jx + 10 x + I x -2 x -S 

= 2 In Ix + I I -3 In [x -21 + S In [x -Sf + C = In I (x +
(!

)� <;);;-
S)' I + C. 

2· 
f 

Jx'-20x+20 dx=2.f� + 6J�+4f�-2.f� · (x -2)3 (x -4) 2 x - 2 (x -2) 2 (x -2)3 2 x -4 
3 6 2 3 2(S -Jx) vx -2 

= Tln[x-21-x_2-(x-2),-Tln[x-4[+C= (x-2), +Jin x-4 + c. 

J·J Jx'-Jx-10 dx=
J� +f 

2x+S dx · x'-Sx'+llx-lS x-3 x'-2x+ s 
= In Ix -JI + In Ix' -2x + Sf + + arctan x 

-;-
1 + C 

= In [(x -3) (x' -2x + S)I + + arctan x 
-;-

1 + C. 

4
·f 

-Jx>+ x-4 dx=-2f� +f 2x-3 c1x+f Sx+l dx 
· (x+l) (x'+x+l) 2 x+I (x'+x+I) (x2+x+l) 2 

= -2 In [x +If+ In Ix'+ x + I[ -'/, VJ arctan [(2x + 1)/VJ] 
-4/(x' + x + I) -(2x + 1)/(x' + x + I) -4/3 VJ arctan [(2x + 1)/VJ] + C 

= In [(x' + x + 1)/(x + 1)'1-4 VJ arctan [(2x + 1)/VJ] -(2x + S)/(x' + x + I)+ C. 

Integration von Funktionen der Gestalt R ( x, V:: ! :) : Falls a, b, c, d reel!, ad - be+ 0, ferner 

fur das betrachtete lntegrationsintervall ax+!> 0 und ex+ d=F O ist, so substituiert man 
�� 

ex+ d"+ b  z = tp(x) = V �, erhiilt als Umkehrfunktion x = q.i(z) = �z
,.Z _ 0 und fur ihre Ablcitung 

n(ad - be) z"-1 • • • • ,p'(z) (-cz• + a)' . Nach der 2. Subst1tut1onsregel erg1bt sich dann 

f +.v;:!!)dx= [f R(tp(z), z) ,p'(z)dz] fiir z=,p(x) 

= [JR ( -dz" + b, z) n(ad -be) z•-• dz] cz"-a (-ez•+a)' fiir z=,p(x). 

Der Integrand des rechten Integrals ist als rationale Funktion-wic eben gezeigt -elementar integrier• 
bar. Filr spezielle Funktionen R kann sich aber mittels besonderer Kunstgriffe die Integration ver� 
einfachen. 
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. ( "Vax+b) v� v� Beispiel 5: 1st spez1ell R x, ex + d = f+"x, so setzt man z = � , dann erhalt 

man x = 
-

:: ! �, dx = (z2-�
z
l)2 dz und 

f v::; dx 
= [f (z;-:

z

:)2 dz] fiir z = 'P(x) 

=v:�:-
Diescs Integral 13.Bt sich mittels Partialbruchzerlegung !Osen . Einfacher kommt man jedoch wie folgt 
zum Ziel: Durch Multiplikation von Zahler und Ncnner des Jntegranden mit j/� crhiilt man: 

f�l-x dx=J,,1-x 
dx=J

,, 
dx +-.!...J�

2xdx =arcsin x+Vl-x'+C. 
rl+x rl-x2 rl-x2 2 rl-x2 

Integration von Funktionen der Gestalt R(e"�): Substituiert man z = ,p(x) = cox, dann bckommt man 

fiir die Umkehrfunktion x = tp(z) =..!...in z und fur ihre Ableitung q;i'(z) = ....!..... . ach dcr Sub-
stitutionsregel ergibt sich danach: a az 

f R(e")dx= [f :�)dz] fiir z=e". 

Beispiel 6· f � = 1/2 [J
-d_z

] = 1/, [J � + J �] · 1 -eh (J - z) z .r-exp(lx) z I -z .r-a.p(h) 

=['/,In z -'/, In (I -z)J,_.,•Ux> + C = x -1/2 In JI -e2'1 + C. 

Integration von Funktionen der Gestalt R (sin x, cos .r, tan x, cot x). Integranden dieser Form kOnncn 
durch eine geeignete Substitution in rationale Funktionen einer neuen Variablcn z iibcrgcfuhrt 
werden. Dazu wird ein solchcs lntegrationsintervall vorausgesetzt. in dem tan (x/2) monoton wachst. 
Substituiert man z = q,(x) = tan (x/2), so erh3lt man filr die Umkehrfunktion x = 2 arctan z 

ferner dx =�dz und unter Benutzung der Additionstheoreme 
I +z 

2z 
tan x 2 tan (x/2) 

I -tan' (x/2) I -z' ' 
. 1 - z2 

cos x = sm x cot x = 1 + z2, 

sin x = 2 sin (x/2) cos (x/2) 
2 sin (x/2) cos (x/2) 

sin' (x/2) + cos'(x/2) 
2z 

1 + z2• 
Nach der Substitutionsregel ergibt sich eine in z = tan (x/2) rationale Funktion. 

f . 
[f ( 2z I -z2 2z I -z'

) 
2 dz l 

R(sm x, cosx, tanx, cot.x)dx= R �• �• "i'"="?' � � 

fur z = tan (x/2). 

f dx f (I + z') f dz B,ispiel,. 7: sin x = 
2 2z(I + z') 

dz= z = In (cz) = In [c • tan (x/2)]. 

s.-f 1-sin x 
dx= J(

1 -TTz2)ITT dz= -.!..J z2-2z+l·,.�
z sin x(l-cos x) �(i -�) 2 z3 

I+ z' I+ z1 

= 1/2 f (1 /z -2/z1 + l/z3) dz= 1/, [In lzl + 2/z - 1 /(2z2)] + C 

.= 1/2 [In I tan (x/2)1 + 2 cot (x/2) - 1/2 cot' (x/2)] + C. 

Integration von Funktionen der Gatalt R(sinh .r, cosh .r, tanh 
.
r, coth .r). In Analogie zu den trigonometri

schen Funktionen substituiert man hicr z = tanh (x/2). Dann ist x = 2 artanh z, d.r = 1 � 12 dz 

2 tanh (x/2) 2z I + z2 

sowie tanh x = 
1 + tanh' (x/

l
) �, coth x = 

�. sinh x = 2 sinh (x/2) cosh (x/2) 
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2z I+ z2 = 1 _ zl. cosh x = sinh x coth x = �. so daO man cine in z = tanh (x/2) rationale Funk-tion erhalt. J R(sinh x, cash x, tanh x, coth x) dx = [J (� !.±..:.: � !.±..:.:) �] R l-z 2 ' l-z2 ' l+z2 ' 2z l- z 2 
fiir z = tanh (x/2) 

Man kann die Hyperbelfunktionen auch <lurch e-t ausdrUcken und das Integral gemaB der bereits hergeleiteten Methode fur R(eax) behandeln. Integration von Funktionen der Gestalt R(x, Vax2 +bx+ c). Wird a =f= 0, 4ca - b2 =p O und 
ax2 + bx + c � O filr das betrachtete I ntegrationsintervall vorausgesetzt, so er halt man mittels quadratischer Ergiinzung I I I [(2ax + b)' ] ax2 + bx+ c = 4a (2ax + b)2 + 4a (4ac - b2) = 4a (4ac - b2) 4ac _ b' + I • Im Falle 4ca - b2 = O kOnnte die Wurzel gezogen werden, und der Integrand wiire cine rationale Funktion. Je nach den Werten fur a, b, c unterscheidet man folgende 3 Fa.Ile: 

2ax + b a) 4ac- b2 < 0, a< o-z 
=Vb'_ 4ac 

ergibt 
Vax2 +bx+c= �V� fiir lzl< I; 

b) 4ac -b2 < o. a> o� z = 2ax + b ergibt 
Vb' - 4ac 1�� Vax2 +bx+c= v��z 2- I filr lzl;;, I; 

c) 4ac-b2>0. a>O�z= Zax+b ergibt Vax2 +bx+c= V v�. 
V4ac -b2 Die Ableitung der Umkehrfunktion ist in jedem dieser Fa.lie konstant. Nach der Substitutionsregel kann danach der Integrand R(x, �lax2 +bx+ c) in rationale Funktionen der folgenden 3 Typen umgeformt werden, zu denen fur die weitere Berechnung die Substitutionen angegeben sind: a) R*(z, Vt -z2): z = cos u, dann ist v� = sin u, dz= -sin u du; b) R*(z,�): z=cosh u,dann ist 11z2-1 =sinh u, dz=sinh u du; c) R*(z, Vz2 + 1): z = sinh u, dann ist v� = cosh u, dz= cosh" du. Man erhiilt damit als Integrand im Falle a) cine rationale Funktion von sin 11, cos u, in den Fallen b), c) eine rationale Funktion von sinh u, cosh u, die nach der schon hergeleiteten Methode zu inte• grieren sind. Insbesondere erhiilt man auf diese Weise: 

I-J dx - 11ax2 +bx+ c 11 
1
2ax+b I v� In � + Vax2 + bx + c + C fiir a > 0, b' -4ac qc 0 I . 2ax+b . 

2 - y'=;; Arcsin 
Vb'-4ac 

+c fur a<0, b -4ac>0. 

Dabei beschriinkt man sich auf ein solches Interval!, in dem ax2 + bx+ c > 0 ist. FUr a< 0 ist dann notwendig b2 
- 4ac > 0. ::1c� S��t�u.i����ei!:�:-'�t�!�� f Va'+ x2 dx = 1/2 (a' arsinh (x/lal) + x Va'+ x2) + C funktionen berechnen. f v� dx = 'I, (a2 Arcsin (x/lal) +XV�)+ C Die eben dargelegten lntegrationsmethoden fur einige Klassen elementarer Funktionen fuhren zwar stets zum Ziel, sind aber nicht in jedem Falle die einfachsten. 
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Beispiel 9: Das Integral J sinh2 x dx ist durch partielle Integration Jeichter IOSbar als durch die Substitution x = tanh (t/2). Aus der Beziehung 
J sinh2 x dx = sinh x cosh x -f cosh2 x dx = sinh x cosh x - x -f sinh1 x dx 

erhalt man 2 J sinh2 x dx = -x + sinh x cosh x. 

lntegrale, die sich nicht durch elementare Funktionen ausdriicken lassen 
Mit den angegebenen Beispielen von Klassen elementar integrierbarer Funktionen sind jcnc Funktionentypen, deren Integrale sich durch elementare Funktionen ausdrilcken las.sen, int wcscndichcn ersch Opft. Wie in 20.2. aber gezeigt wird, ist jede im abgeschlossenen Intervall stetige Funktion integrierbar. Da schon lntegrale der einfachen Gestalt 

I e• �dx, f Vt+ x' dx 

nicht mehr durch elementare Funktionen darstellbar sind, zeigt sich, dafl die Integration zum nterschied von der Differentiation aus dem Bereich der elementaren Funktionen herausfO.hrt. Einc 10glichkeit der Ermittlung von Stammfunktionen ist die Reihenentwicklung des Integranden (vgl. Kap.21.). 
Isl der Integrand /(:r) in eine Poteuzrelhe /(:r) = f a,:r• mil dem Kooveqenzndlas 11 > 0 

·-• entwlckelbar, dann lwm man nacb dem Satz iiber die alledweise Intearatioo elner Fomk-
dle Stammf'unktioo F(:r) = J/(:r) fiir :ro, :r E J-11, 11[ durch 1lledweise Intearatioo der Pot__.. 

., .. J; a,:r' erbalten: 
·-·

. . . 

I I., ., I ., . F(:r) = /(:r) d:r = I: ..... dx =I:.. :r•dx =I:-·- (:r"' -;r�+l I· •-0 •-0 •-0 V + 1 
i, � � 

I. . I . ., c-I1• ., <-I)• I. ., c-1)• x2••· 2: e-x dx= ,f.--;y-xl•dx=.f.--;y- xl•dx-,f. v!(2v+I). 
0 0 0 

I cosx dx Analog kann man eine Potenzreihe fur aufstellen. • X Isinxx
dx Die Funktionen 

I cosx . _ 
o bzw. 

0 

-
x
- dx he1Ben Jntegralsmus bzw. lntegra/kosinus. 

0 

Elliptische lntegrale. Integrale von Funktionen der Gestalt R (x, Va + bx + cx2 + x3), 

R(x, Va + bx+ cx2 + dx3 + x4), in denen mit Reine rationale Funktion bezeichnet wird,, hcillcn 
e//iptische Integrate. Die Nullstellen der Radikanden kOnnen als einfach angcnommen werden, wcil sonst der Grad der Polynome unter der Wurzel erniedrigt werden kOnnte. Ein solches Integral trin z. B. bci der Llingenberechnung des Ellipsenbogens auf. Elliptische Integrate sind nicht durch elementare Funktionen darstellbar. Sic )assen sich durch geeignete Substitutionen (bis aufSummandcn, die elementar integrierbar sind) auf folgende drei Normalformen bringen: 

Elliptische lntegrale erster, zweiter und dritter Art 
f dx f x' dx und V(l-x')(I -k'x')' VO-x')(I -k'x') 
f dx fur O<k< 1,hc/aO (1 + hx')V(l -x2)(1 -k'x') 
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Sie heiBen elliptische Integrale erster, zweiter bzw. dritter Art. J. LIOUVILLE (1809-1882) zeigtc, daB sic nicht durch elementare Funktionen darstellbar sind. Durch die Substitution x = sin u kann man 
diese Normalformen in die Legendresche Normalform ilberfiihren (vgl. Kap. 23.4.). 

Elliptische Integrale erster, zweiter und dritter Art in der Legendreschcn Normalform. 
f du , JV! -k2sin2 11du, f du 

VI -k' sin2 u (I + h sin' u) VI -k' sin' u 

Filr die entsprechenden Starnmfunktionen, die fur u = 0 verschwinden, gibt es umfangreiche Tabel
lenwerke. 

20. 2. Das bestimmte Integral 

Flicheninhalt und bestimmtes Integral 
Im folgenden wird das bereits in der Einleitung geschilderte Grundproblem der lntegralrechnung 
behandelt: Wie definiert und berechnet man den Fl3.cheninhalt eines von einer geschlossenen Kurvc begrenzten Fl3.chensti.icks oder das Volumen cines van ciner geschlassencn FHiche begrenzten 
K0rpers? - Die Untersuchung beginnt damit, einer gegebenen ebenen Flache einen lnhalt zuzuord
nen. 
1st /(x) cine im Intervall / = [a, b] beschrankte positive Funktion, so wird die Flache, die von der 
Abszissenachse zwischen a und b, van den beiden Geraden x = a, x = b und von der Kurve der 
Funktion f(x) zwischen den Ordinaten f(a) und f(b) begrenzt wird, mit F! bezeichnet (Abb. 20.2-1). 
Zur Berechnung seines Fl3.cheninhalts wird F! sowohl von innen als auch von auBen durch ein Trep
penpolygon approximiert. 

flbJ 

20.2-1 Fliiche untcr dcr Kurvc dcr Funktion y = f(x) 
zwischen x = a und x = b 

y-frxJ 

Zur Konstruktion dieser Treppenpolygone wahlt man n - 1 beliebige Zahlen x1 , ••• , x11_1 E /, die 
den Ungleichungen a= x0 < x1 < x2 < •·· < x,._1 < x11 = b gentigen sollen. Damit erhalt man 
cine Zerlegung Z des Intervalls I inn Teilintervalle / 1, ... ,/,..Die Liinge van la = [x1:_1, xa] ist dann 
Llxk = xa - x1:_1 mit k = l, ... , n. Die zur y-Achse parallelen Geraden durch x0, x1, .•. , x,. zer
legen die Fl8.che F: inn Streifen S1 , ... , S,.. Man kann jeden Streifen S1: mit 1 :s;;;; k :s:;;;; n einmal durch 
das Rechteck Ilk der H0he m1: = inf f(x) und zum anderen durch das Rechteck Ra der H0he xelk M" = sup f(x) ersetzen. Die Fl8.chenstlicke, die sich aus alien B1: bzw. aus alien R" mit k = l, ... , n 
zusam�=�ksetzen, heiBen inneres bzw. ciu.PeresTreppenpolygon und werden mit E2 bzw. F2 bezeichnet 
(Abb. 20.2-2). Sind 8,, R,, fz, Fz die Flacheninhalte von !!,, R,, r, JiZ, dann ist 

fz = I: B, = f: m,Llx, und Fz = I: R, = f: M,Llx,. k•l k-1 k-1 k-1 
Diese Summen heiBen Unter- bzw. Obersumme von /(x) beziiglich der gegebenen Zerlegung Z des Jntervalls /. Istc;1 ein beliebiger Punkt des Teilintervalls /1: fur k = l ,  ... , n, so gilt m1c ,s;;;; /(f1c),s;;;; Ma 

• k und demnach auch f2 :s;;;;k�
1
/(f1:)Llx1: :s;;;; F2. Die Summc R2 = /J1/(c;1)Llxa heiBt Riemannsche 

Summe. Aus inf f(x) ,s;;;; m1: � f(�k) � M1: � sup /(x) folgt fur cine beliebige Zerlegung Z von I: 
XE] XE} 

inf f(x) (b - a).;; Fz.;; Rz .;; pZ .;; sup f(x) (b - a). 
XE/ XE/ 

ZerJegt man jedes Teilintervall 11 der Zerlegung Z wiederum in Teilintcrvalle, so erhalt man 
cine neue Zerlegung Z' von I, die man Verfeinerung von Z nennt. Es ist anschaulich evident, 
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daO die ,,SturensprUnge" der Treppenpolygone bei fortlaurender Verfeinerung der Zerlegung 
von / immer kleiner werden und daO sich die zu diesen Zerlegungen gehOrigen Unter- und Ober
summen immer mehr einander ann3.hern. Dabei wachsen die Untersummen monoton, wahrend die 
Obersummen monoton fallen. 1st Z' cine Verfeinerung von Z, so gilt furdie entsprechenden Unter- und 
Obersummen: £Z ,;;, EZ',;;, FZ' <, Fz, Bezeichnen {£Z) bzw, {Fz) die Mengen der Unter- bzw, Ober
summen fi.ir alle Zerlegungen Z des Intervalls /, so existieren wegen der Beschr3.nktheit dieser Mengcn 
ihr Supremum und ihr Infimum. Das Supremum der Menge lFZ) aller Untersummen hei!3t unreres 
Integral von f(x) in I und wird mit E bezeichnet. Das lnfimum der Menge (F Z) aJler Obersummen 
heiOt oberes Integral von f(x) in I und wird mit F bezeichnet. Zur Bestimmung von Ebzw. F wird cine 
Folge {Zv} von Zerlegungen Zv des lntervalls / betrachtet. Besteht dann die Zerlegung z. aus n. 
Teilintervallen /fv>, ... , tt> mit den L3.ngen L1x�v,, ... , Llxt1• so wird die Folge {Z.} ausgezeich
nete Zerlegm,gsfolge genannt, falls Jim [ max LlxL">j = 0 gilt. Dann gilt auch Jim tb::L"> = O filr 

•-oo 1,i;;;;k-<n,,, •-oo 

k = I, ... , n
.,

. Sind £2", F2" die Unter- und Obersumme bezOglich Zv , dann gilt fur eine in / 
beschrankte Funktion /(x) stets £ = Jim Ez", F = Jim Fz•, 

1>-00 •-oo 

Aus den Oberlegungen ergibt sich ferner: E,s;;;,, F. 1st e!"l ein beliebiger Punkt aus /�11> und ist 
R2" die Riemannsche Summe bezOglich Z.,, , dann gilt £2" ,s;;;,, R2"' � F 2".  1st insbesondere E= F, 
dann ergibt sich hieraus .. :: R

2" = E = F, und zwar bei beliebiger Wahl der Teilpunkte etl'> E /�v>. 

Eine in I= lo, �I bescbrinkte Funktlon/(x) beiBt Im lntervall/ Jm Riemanmcben Sinne inttgriubar, 
falls das untere uncl das obere Integral •on/(x) in lilberelnstimmen, d. b., falls£= F isl. O.r gemein
same Grenzwert E = F wird bestimmtes Riemannsches Integral von /(x) iiber I genannt und mit 

b 

r: = f /(x) dx bezeicbnet; dabel heiBt o untere, b obere lntegratlonsgrenze. I= lo, bJ ,.;rd lnte-

grat�intenalle genannt, x hei8t Integrationsnriable,/(x) Integrand. 

Dieser lntegralbegritf geht auf B. RIEMANN (I 826-1866) zurOck. Eine im Riemannschen Sinne Uber 
I= [a, b] integrierbare Funktion wird im folgenden kurz integrierbar genannt. Die Integrations
variable x kann durch einen beliebigen Buchstaben ersetzt werden. 1st /(x) Ober / integrierbar, so 
folgt aus den Ober!egungen oben, daO fur cine beliebige ausgezeichnete Zerlegungsfolge {Z.} und 
bei beJiebiger Wahl der Zwischenwerte ;<•> E /�1•> die Folge I R2"} der Riemannschen Summen filr 
v-+ oo gegen F! = E = F konvergiert. Es gilt auch die Umkehrung. 

Elne Funktloo/(x) isl in I= la, bl genau dann integrlerbar, "enn fiil' eine belieblge a1151ezeidllltte 
Zerlegungsfolge (Z,1 und bel beliebiger Wahl der z,.iscbenwerte ;l'' E fl'> die Folge der Riemaan
scben Summen { r· l flir V - 00 stets ein und d .... lben Grenzwert bat. Dieser Grenzwert isl dam, 

b 

F! = fl<x) dx. 

Auf Grund der Herleitung des bestimmten Integrals ist e� fur den Fall, daO die Funklion /(x) Uber 

I= [a, b] integrierbar ist, naheliegend, die Zahl F! = J f(x) d\' als F/Ocheninhalt der F/Oche F! 
zu definieren. a 

b 

!':��=•:��=�,·:nfjxl !!!"
ci,

Ez,,, = !!:!,F2" = !�"!,Rz,,, = F! = J f(:c) dx 

Flicheninhalt von F: F! = ! f(:c) dx 

Die Voraussetzung /(x) > O filr x e / ist nicht notwendig, denn sic wurde fur die Definition des 
bcstimmten Integrals nicht benutzt. 1st /(x} < 0 in/, dann gilt fur cine beliebige Zerlegung Z von I 

b 

ebenfalls £2 < 0, Fz � 0, R 2 < 0 und danach auch F! = f f(x) dx � 0. 

Der Fl3.cheninhalt der entsprechenden Fl3.che unterhalb der x-Achse ist dann -F:. Schne�det aber 

die Kurve von /(x) zwischen a und b mehrmals die x-Achse, so ist das bestimmte Integral J f(x) dx 

bcstim�t als Differenz zwischen der Summe aller Flacheninhalte der Fl3.chenstilcke obc;halb der 
x•Achse und cier Sumrhe der Fl3.cheninhalte der Fl3.chenstilcke unter halb der x-Achsc (Abb. 20.2·3). 
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2:i 20.2-J Das Integral / = f sin q, dq, = 0 als Flacheninhalt 0 1st die Funktion f(x) im abgeschlossenen lntervall 
I = [a, b] stetig, so ist sie dort auch gleichm3.13ig stetig. Aus dieser Eigenschaft folgt die lntegrierbarkeit von /(x). 
Jecle Im abgeschlossenen lnlervall sledge Ftml<tioa Isl 
dort lnlegrierbar. 

20.2-4 Flache unter d�r Pa:rabel mit der Gleichung y = x2 Die Stetigkeit von /(x) ist jedoch fur die Integrierbarkeit von /(x) nicht notwendig. Hat z. B. /(x) 
in / = [a, b] endlich viele Sprungstellen, so ist /(x) integrierbar, da aus den im nachsten Abschnitt dargelegten Eigenschaften des bestimmten Integrals folgt, daB man bei Funktionen dieser Art sukzessive von Sprungstelle zu Sprungstelle integrieren darf. Jede im Intervall [a, b] beschrankte Funktion, die nur endlich viele Sprungstellen als Unstetigkeitsstellen hat, ist in [a, b] integrierbar. Auf kompliziertere Funktionen, z. B. auf die Funktion, fur die /(x) = t gilt, falls x rational ist, aber 
f(x) = 0, falls x irrational ist, wird in der Malltheorie eingegangen. Diese Funktion ist nicht im Riemannschen Sinne integrierbar. Obgleich das bestimmte Integral gegentiber dem als Stammfunktion erklarten unbestimmten Integral einen neuen Integralbegriff darstellt, benutzt man die gleiche Bezeichnungsweise, da nach dem Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung beide lntegralbegriffe aquivalent sind. 
Beispiel 1: Um den Inhalt der Fliiche unter der Parabel y = x2 zwischen x = 0 und x = a zu berechnen, wird das lntervall (0, a] inn gleiche Teile der Lange h= a/n zcrlegt (Abb. 20.2-4) .  Dien linken Teilpunkte der Teilintervalle sind x0 = 0, x1 = h, ... , x11_1 = (n - I) h, die n rechten x1 = h, x2 = 2h, ... , x11 = nh = a. Da die Funktion y = x2 im Intervall [O, a] monoton wichst, erh.iilt man fur die Untersumme E,. und fur die Obersummc F,. : E. =0

0+ 12h 2·h+22h 2 ·h+ .. +(n-1)2 h'·h I F. = 12h2 ·h+2'h'·h+ .. +n'h'·h = h 3[1'+2'+3'+ .. +(n - 1)2] = h 3 [12+2'+32+·+n2] = 1/6 
h 3 (n - I)· n · (2n - I) = 1/6 h3 n(n + I) (2n + I) E. = 1/6 a3(1 - 1/n) · I ·(2- 1/n) F. = 1/6 a3 • I ·(I+ 1/n)(2 + 1/n)FUr n - oo haben beide Folgen den GrenzwertF = a3/3. Die Fl3.che unter der Parabel hat demnach zwischen 

x = 0 und x = a den Inhalt F = a3 /3, fur a = 6 cm den Wert F = 12 cm2• Die nebenstehende Tabelle zcigtdie Anderung der Unter- und der Obersumme mit wachsendem n. 

Eigenschaften des bestimmten Integrals 

n 

6 
12 
24 
48 

96 

h 

I 
'I, 
¼ 

:i:. 

E. F. 

55 91 
63'/. 81 '/. 
679/,. 769/,. 6949/64 7411/64 70225/256 7333/2 56 

1. Sind f(x),g(x) zwei in l= [a, b] integrierbare Funktionen, dann gilt fur die Riemannschen Summen 
Nach Ausfuhrung des Grenztiberganges ergibt sich hieraus: 
Das Integral einer Summe integrierbarer Funk- b b b 
1::;aj,;.leich der Summe der lntegrale tier f (f(x) + g(x)) dx = f f(x) dx + [ g(x) dx 

Entsprechend zeigt man fur cine integrierbare Funktion /(x) und cine c
0

j f(x) dx = •j cf(x) dx reelle Zahl c: 
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2. W3hrend bislang a < b vorausgesetzt wurde, wird nach diesen Definitionen das bestimmte I ntegral auf jene Fa.Ile erweitert, in denen die obere Grenze nicht grOller als die untere Grenze ist. 
Definitionen j f(x) dx = 0, J f(x) dx = -j f(x) dx f f(x) dx = J f(x) dx + J /(x) dx 

3. Zerlegung des Integrationsintervalls. lst cine Funktion /(x) in einem Intervall J = [a, c] integrierbar, ist a< b < c, und betrachtet man our solche Zerlegungen von /, die b als Teilpunkt haben, dann kann nach der Definition das bestimmte Integral in cine Summe zweier lntegrale zerlegt werden . Aus der Eigenschaft 2.) folgt, daB diese Gleichung auch bei beliebiger Anordnung der Zahlen a, b, c 
gOltig blcibt. Die Zerlegung des Integrationsintervalls in Teilintervalle ist z. B. dann notwendig, wenn bei einer Kurve mit Nullstellen der Inhalt der FJache zwischen der Kurve und der x-Achse zu bestimmen ist. Man integriert in diesem Fall von Nullstelle zu Nullstelle und beachtet das Vorzeichen filr den Jnhalt der oberhalb und unterhalb der x-Achse gelegenen Fliichen (s. Abb. 20.2-2). Auch fur lnte• granden mit Sprungstellen endlicher Sprunghbhe ist eine Zerlegung des Integrationsintervalls not-

• ' b wendig (Abb. 20.2-5): f f(x) dx = f f(x) dx + / /(x) dx. Es ist jedoch bei der Integration 
stets darauf zu achten, daB im lntegrationsintervall keine Unendlichkeitsstellen des lntegrandcn liegen. In diesem Falle hatte das bestimmte Integral keinen Sinn (vgl. Uneigentliche Integralc). 

+I 

Beispiel I: Das Integral J ".;' ist nicht definiert, da die Un
_,endlichkeitsstelle x = 0 im lntegrationsintervall [- 1, + 1 J liegt. 

< b b 20.2-5 Gcometrische Darstellung des Integrals cincr unstctigcn Funktion J f(x} dx + J f(x) dx = J f(x) dx 
4,; Abscbitzungen bestimmter Integrale. Aus der petinition des bestimmten Integrals folgt 
f /(x) dx � 0, falls a < b und /(x) � 0. Hieraus ergibt sich filr zwei integrierbare Funktionen 

• b b /(x), g(x) mit /(x),;; g(x): J f(x) dx,;; J g(x) dx. 
1st die Funktion /(x) in [a,41b] integrierb0ar, so gilt nach der verallgemeinerten Dreiecksungleichung 

I .E /(W'J Llxj•> I ,;; L 1/(<('')I Llxl'' und danach [ .f /(x) dx [ ,;; .J [/(x)I dx. 
k-1 k=l 

Gilt insbesondere 1/(x)I � M fur alle x aus /, dann erhalt man hieraus die Abschatzung: 
I b I b b b 

J /(x) dx ,;; J 1/(x)I dx,;; J M dx = M · J dx = M(b - a). 
a a a a 

5. Mittelwertsatz der Integralrechnung. 1st dieFunktion /(x) im Intervall /=[a, b) stetig, so nimmt sic nach dem Satz von WeierstraB in I ihr Minimum ":; und ihr Maximum M an. Ffir jedes x aus / 
gilt danach m ,;; f(x) ,;; M und nach 4.) m(b - a) ,;; f f(x) dx ,;; M(b - a). Der lnhalt der Fliiche 

zwischen der Kurve von /(x) und der x-Achse ist somit durch die FJacheninhalte der Rechtecke mit der Breite (b - a) und den HOhen m bzw. M nach unten bzw. oben begrenzt. Es muB demnach cine Zahlµ mit m � µ � M geben, so daB der J nhalt der Flache zwischen Kurve und x-Achse mit dem 
M lnhalt des Rechteckes der Breite (b - a) und der Hohe µ ii;"'reinstimmt (Abb. 20.2-6): 

,j(b-o) fl�/ J /(x) dx = µ(b - a). Wegen der Stetigkeit von /(x) gibt es 
��---�---......._' :'nindestens cine Zahl ! aus [a, b] mit µ = f(<). Fiir den 

a S Zwischenwert � kann man auch schreiben: � = a + {}(b - a) 20.2-6 Zurn Mittelwcrtsatz der Integral- mit O � (} � I. Die Zahl {} geniigt fur stetige Funktionen rechnung sogar der scharferen Bediagung: 0 < {) < 1. 
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. . 

Mlttel,.msatz der lntqp,,lrechnung. f f(x) dx = (b - a)/(0 mlt e aus la, bl b.,.. ff(x) dx 

= (b - a)/(• + IJ(b - a)) mit O < 0 < I. 
• 

Der Mittclwertsatz wird z. B. zur Abschatzung bestimmter lntegrale nicht elementar oder schwierig 
integricrbarcr Funktionen angewendet. GenQgen die im lntervaU a� x � b integrierbaren Funlc
tionen /(x), g(x), h(x) der Ungieichung /(x).;;; g(x).;;; h(x), so gilt auch 

. . . 

J f(x) dx.;;; J g(x) dx <;;;J h(x) dx. 

&ispiel 2: Im Intcrvall O <xis;;; 1/2 gilt fur die nicht elcmcntar integrierbare Funktion c-x' die 
1/2 

Abschitzung 1 - x 2 � e-x• :E; -I 
1 

2 • Damit ergibt sich 0,458 = [x - �3'] l
/
2. = Jo - x2) dx 

1/2 1/2 + X 0 

� f c-"• dx ,s;; f 1 !\2 = [arctan x]t12 � 0,464. 
0 

0 0 

Eine Verallgcmeinerung des cben hergeleitetcn Satzes stellt der trweiterte Mittelwertsatz dar: 
Slnd dle Funktlonen /(x) uadg(x) Im abgescblossenea lntenall I•, b( stetig uad 1st g(x) > Ofiir x aus 
(a, b], dann gibt es eine Zahl e mit •< f < b, fiir die gilt: 

! f(x) g(x) dx = f(e> (,ex) dx. 

6. Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung. 1st die Funktion f(x) im abgeschlossenen 
Intervall / = [a, b] stetig, dann ist sic in jedem lntervall [a, x] mit a� x :s;;;; b integrierbar. Das bc-

stimmte Integral j /(f) df = 4'>(x) kann als Funktion der obcren Grenze x aurgefaOt und etwa mit 

<t>(x) bezeichnet 
0

werden. Fiir diese Funktion ergibt sich nach der Eigenschart 3 und nach dem 
Mittelwertsatz der Differenzenquotient: 

<1>(x + � -
<1>(x) + j�(<) df = f(x + lih) fur O <I>< I. 

Wegen der Stetigkeit von /(x) in / gilt auch: 

g}'(x) = lim <1>(x + h) - <1>(x) iim f(x + lih) = f(x). 
11-0 h 11-0 

1st die Funktion/(x) Im abgescblossenen illtemall I•, b] stetlg, dam istdle Funklioa •<x) = {f(e) d; 
fiir x aus (a, bJ differenzierbar und ibre Ableltung 1st gleich dem Wert des Integranden an d;r oberen 

d 
I
x 

Grenze: "''(x) = 
di 

/(�) d� = f(x). Die Funktlon G>(x) 1st eine Stammfunktlon YOII /(x). 

Damit ist die behauptete Beziehung zwisch:n dem b::stimmten und d:m unb:stimmten Integral 
gefunden, und die gleiche Bezeichnung fur beide ist berechtigt. Mit Hilre des bestimmten Integrals 
erh3lt man in der Funktion <l>(x) fur jede im abgeschlossenen lntcrvall stetige Funktion cine Stamm
funktion. Die Stetigkeit des lntegranden ist jedoch fi.ir die Existenz einer Stammfunktion nur hin
reichend. 
In 20.1. wurde gezeigt, daB sich zwei Stammfunktionen von /(x) nur um eine Konstante unterschei-

den. Die Funktion 4'>(x) = j /(i) di;' ist gerade jene Stammfunktion von /(x), die fur x = a ver
schwindet. 1st nun F(x) ein; beliebige Stammrunktion von /(x), dann gibt es cine Konstante c mit 

F(x) = <1>(x) + c. Aus F(a) = <1>(a) + c = c folgt: ff(<) do = <1>(x) = F(x) - c = F(x) - F(a). 

Fur F(b) - F(a) schreibt man wieder F(x)I! oder [F(x)J!. 
-talsatz der Dilrereatiai- uad Intqp,,lrecbawltl: 

• 1st die Funktlon f(x) Im abgescblossenea 1111 .... 11 (a, bl J � � 
1
• stetig uad 1st 4>(x) elne beliebige Stammfuaktloa ,on f(x), 

• 
f(x) dx = w(b) - w(a) = 4>(x) 

• 
danaplt:• 
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Das bestimmte Integral einer stetigen Funktion f(x) ist damit gleich der Differenz zwischen den Ordinaten ciner beliebigen Staminfunktion von f(x) an der oberen und unteren Grenze (Abb. 20.2-7, 
s. a. Abb. 20.1-2). Das bestimmte Integral] f(I;) di;, das als y Grenzwert der Riemannschen Summen definiert wurde, fallt </Jfb) ----------- - --·-
demnach fur cine stetige Funktion /(x) mit dem Begriff der Stammfunktion bzw. des unbestimmten Integrals zusammen. FUr stetige Integranden sind beide lntegralbegriffe 3quivalent. Damit ist auch die gleiche Bezeichnungsweise gerechtfertigt. Zur .Berechnung eines bestimmten Integrals braucht man deshalb nicht die nicht leicht handhabbare Summendefinition zu benutzen; es genllgt, cine Stammfunktion zu einer vorgegebenen Funktion zu bestimmen (s. 20.1.). 

-+11/2 

&,;spiel J: cos x dx = sin x 

,,-f(KJ 

b 
Jftx)dx• 
0 
,Plbl-,P/o) 

f l+•/2 -11/2 
-n/2 

20.2-7 Das bestimmte Integral . = sin (,i/2) - sin (-,i/2) = 2. 
Uneigentliche lntegrale 

als Ordinatendiffcrenz ciner Stamm
funktion 

Die Riemannsche lntegraldefinition kann auf gewisse lntegrale mit unbeschr3.nktem Integranden bzw. auf I.ntegrale mit unbeschranktem lntegrationsintervall erweitert werden. 
I. lntegranden mil Unendlichkeirssrelle: 1st die Funktion f(x) im halboffenen Interval! / = [a, b] stctig, aber unbeschr3.nkt, so liegt in x = b cine Unendlichkeitsstelle vor. FUr die RiemannscheSurnrnendefinition des bestimmten Integrals ist die Beschranktheit des Integranden notwendig, und 

. deshalb ist J f(x) dx zunachst nicht definiert. Wohl aber ist f(x) in jedem Intervall [a, b - e] rnit a b-e 0 < £ < b - a integrierbar, d. h., J f(x) dx existiert fur jedes £ rnit 0 < E < b - a. Existiert b-e a auch der Grenzwert lirn J f(x) dx, dann heiBt dieser uneigenrliches Integral der Funktion f(x) , ..... o: von a bis b und wird mit J f(x) dx bezeichnet; man nennt in diesem Falle das uneigentliche Integral 
• a • 

�f(x) dx konvergent; anderenfalls hei8t es divergent. Konvergiert j lf(x) I dx, dann heiBt 
j f(x) dx abso/ut konvergent. Aus der absoluten Konvergenz folgt die gew0hnlich� Konvergenz. 
1st f(x) im halboffenen lntervall la, b] stetig, aber unbeschrankt, dann existiert J f(x) dx fur jedes emit 0 < e < b - a, und man bdefiniert: a+e 
Existiert der Grenzwert Jim J f(x) dx, dann heiBt dieser unei'gentliches Integral der Funktion , ..... oba+e 
/(x) von a bis b, in Zeichen J f(x) dx. Im Falle der Existenz dieses Grenzwertes heiBt das uneigent-• . liche Integral J /(x) dx konvergent; anderenfalls hei8t es divergent. 

1st /(x) fur a� x < c, c < x ,s;;;;; b stetig und hat /(x) den Wert c als Unendlichkeitsstelle, dann heiBt 
c-1 b lim J f(x) dx + lim J f(x) dx im Falle der Existenz beider Summanden uneigentliches Integral e ..... oa d ..... Oc+d b der Funktion /(x) von a bis b; in Zeichen: f f(x) dx. Es konvergiert genau dann, wenn die beiden 

< b a uneigentlichen Integrale J f(x) dx und [ f(x) dx konvergieren. 
&ispiele. I: Die Funktion f(x) = x-• mit "'> 0 (Abb. 20.2-8) ist mit Ausnabme des Nullpunktes iiberall stetig. In x = 0 liegt cine Unendlichkeitsstelle vor. Fur O < • < I und "',j,, I ist 

I I 

I(,) = f '!; = t�•
"' 
I'.= 1 �"'

[I - ••-•1· Danach ist !�/(•) = !�f � = 1 �"' 
fiir 

"' < I,' im Falle "' ;;. I aber existiert Jim F(•) nicht. •-· 



20.2-8 Graphische Darstellung des Verhaltens 
der Funktionen /(x) = x·2t3 und /(x) = x·2 
in der Umgebung dcr Stelle x = 0 
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I 

. . I dx . Das une1genthche Integr:al "'xa" konvcrg1ert da• 
0 

nach fur oc: < 1 und divergiert fur ex ;;,:, I . 
•

2: Das uneigenlliche Jnt.egral J (b 
M dx mit -x)• 

M = coast ist fur ex < l k:onvergent wegen 
·-• 

Jim J � dx = Jim � [(b -x)•-•t• 
, ... o (b -x),, .... o cx. -1 " 

0 

= �(b - a)'-•. 
1-,x 

. . 

I
' dx 3: Das une1genthche Integral 
Vt _ xl 

konver• 
1-• 0 

. d . 1 • 
J 

dx . . g1crt, enn es g1 t
}�� Vt_ xl 

= !1�arcsm(l -t) 

0 

= arcsin I = "/2. 

Gibt es fur eine Funktion /(x), die in [a, b( stetig ist und in b cine Unendlichkeitsstelle hat, eineZahl ex 

mi_t O <" < I und eine Schranke M > 0 mil 1/(x)I ,;;; (h ':! 
)• fiir x aus [a, b[, dann gilt nach Bei

sp1el 2: x 
b b-• b-1 

I 1/(x)I dx = Jim J 1/(x)I dx,;;; lim J (b ':! "'= -
1 M (b - a)'-•. « ..... o i---o x, - o; 

. . . 

Damit erhalt man das folgende Majorantenkriterium fiir die Konvergenz einc.s uneigenllichen Integrals. 
1st die Funktlon J(x) Im Intenall a,;;; x < b stetlg und hat b als Unendllchkeltsstelle, glbt es 
eine Zahl « mlt O < « < I, so daB die Funktlon (6 -x)" /(x) in la, bl beschrinkt 1st, dann 

kooverglert das unelgentllche Integral J f(x) dx absolut. 

Ein entsprechender Satz gilt, wenn die untere Grenze a Unendlichkeitsstelle von /(x) ist. 
. . 

Man spricht vom Cauchyschen Hauptwert (H) f /(x) dx des uneigentlichen Integrals f f(x) dx, 
falls die Funktion /(x) in a� x < c und inc<;� b stetig ist, falls c eine Unendlichkeit;stelle von 

f(x) ist und falls der Grenzwert lim /Trcx) dx + ! f(x) dx) existiert. 
, .... o a c+e 

+I 

Beispiel 4: Das bestimmte I�tegral J �x existiert nicht, da die Funktion 1/x in [-1, +ll unbe• 
-1 0 I 

schriinkt ist. Auch die uncigentlichen [ntcgrale J � und J � konvcrgicrcn nicht (vgl. Bci-
-1 0 +I 

spiel 1). Es existiert aber dcr Cauchyschc Hauptwcrt des uncigcntlichcn Integrals J �, dcnn cs 
gilt: -1 X 

Jim {J-•dx + J
1�1 =Jim/ 1n lxl 1-• + In lxl I')= Jim {lne-lne} = 0. 

e-O -I X e X e-o -1 , , .... o 

2. Unbeschr<inktes lntegrationsinterlJQ/1: 1st cine Funktion /(x) fur x # a stetig und existiert der 

Grenzwert }�� f f(x) dx, soco 
heillt dieser Grenzwert das uneigenrliche 1"1:gra/ der Fimktion f(x) 

von a bis +oo und .wird mit f f(x) dx bezeichnet. Entsprechend bedeutet_£f(x) dx das uneigent
liche Integral einer Funktion f(x) von -oo bis a, falls diese Funktion fur x � a stetig ist und der 
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Grenzwert
,�

i�
00 

/ /(x) dx existiert. FUr cine Funktion /(x), die fur alle x stetig ist, heiOt die Summe 

_Lt;� dx + j f(x) dx das uneigentliche Integral dieser Funktian f(x) von -oo bis +oo und wird 

mit_£ /(x) dx bezeichnet, falls diese beiden Grenzwcrte cxistieren. Im Falle der Existenz dieser 
Grenzwerte hei8en die entsprechenden uneigentlichen Integrate konvergent, anderenfalls divergent. 
Sic heiOen absolut konvergent, wenn die entsprechenden Integrate der Funktion 1/(x)I konvergieren. 
Auch bei diesen uneigentlichen Integralen folgt aus der absoluten Konvergenz die gewOhnliche 
Konvergenz. 

Btispiele. 5: Die Funktion f(x) = :
1'1 

mit oc. > 0 ist fur alle x � a> 0 stetig. Ferner ist 

,�: j ';: =,�: ,. � 1 [ )_, - )-, ] = :�•I fiir "'> I bzw. oo fur "< I. 

.. . 1· f 
dx 

1· I I' Fur oc. = I 1st 1m - = 1m n x = +oo. 
r➔<XI X ,-cc 11 

., 

Das uneigentlichc Integral f !: konvcrgicrt dcshalb fur ex> I und divcrgicrt fur ex ,s;;;; 1. 

0 0 

6:_l e' dx = ,��., f e' dx =,��., e' 1: = ,��.,(I - e') = I. 

1st die Funktion /{x) fur x �a> 0 stetig und gibt cs eine Zahl ex> I sowie eine Schranke M > O 

mil 1/(x)I ,s;;;; � fur x >- a. dann gilt nach Beispiel I die Abschiltzung: 

f
., . 

s
' 

. s'
M . 

s
'dx M , 

1/(x)I dx = hm 1/(x)I dx.;; hm • dx = M hm ----. = -=-a -•. 
r-HX) r➔OO X 

,-oo X (X I 
a Q Q ei 

Danach gilt das folgendc Majorantenkriterium. 
Isl die Funktlon /(x) fiir x ;, a stetlg und glbt es elne Zahl " > I, so :'8 die Funktlon x" f(x) fiir 

alle x ;, a beschrinkt 1st, dann konverglert das unelgentllcbe lntepal [ f(x) dx absolut. 

Ein analoger Satz gilt fur die Konvergenz von _£/(x) dx. 

Beispiel,. 7: Fur x ;, I gilt: /(x) = 
V 

1 < �. Die Funktion x2 /(x) ist deshalb nach 
l +x4 x 

obcn durch I, nach untcn durch O bcschrilnkt, d. h., nach dcm Majorantenkriterium konvergiert 

fv1�x•· 

�' · 

1 J";,;t 

X 
8: Es gilt (Abb. 20.2-9) 

+oo O +oo 
fdx fdx fdx 

l + x'
= 

f+x'
+ 

f+x' 
-«> -«> 0 

0 ' 

= lim J�+limf� 
,. ..... -00 I+ X , ..... «> 1 + X 

' 0 

20.2-9 Flache unter der Kurve der Funktion 
I 

y = T+"""7 

� lim arctan x l
o

+ lim arctan x I' = +n/2 + n/2 = n. 
,--«> r , ..... «> 0 
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Gammafunktion. Die Frage nach einer Funktion. die filr positive ganzz.ahlige Argumente die Werte 
der Fakultaten O!=l,l!=l, 2!=1·2=2, 3!=1·2·3=6, ... ,n!=l·2••·n annimmt, konnte EULER durch Angabe eines unei�:intlichen Integrals beantworten. LEGENDRE bezeichnete 
sic als Eulerschc Gammafunktion I'(x) = J e-r,x-i dt. Sic wird fur jedes x durch ein uneigentliches 
Integral dargestellt. Dieses Integral konvergiert fur alle x mit Ausnahme von x = 0, -1, -2, ...In diesen Stellen hat die Gammafunktion Pole erster Ordnung. GAUSS gab folgende Definition fur 
I'(x) in Form eines unendlichen Produktes: 

I'(x) = x-' .g [(I + 1/n)' (I + x/n)- 1]. 
Seine Faktoren erh3.lt man durch Einsetzen von n = I, 2, 3, .. in der eckigen Klammer. Aus der Funktionalgleichung I'(x + 1) = x I'(x) und aus dem Werte I'(l) = I folgt fiir ganzzahlige Argumente n = I, 2, 3, .. die Beziehung I'(n + 1) = nI'(n) = n ! 

Eulersche . ., 

Gammafunktion I'(x) = J e-• 1•-1 dr, x>O 
0 

Gau8sche Definition 
der Gammafunktion I'(x) 

. n! ,r-1 I'(x) =}�� x(x + l )(x + 2 )  •·· (x + n- I )' x,j=O, - l ,  -2,  ··· 
I'(x)= x-1.iJ. [(1 +-!,)'(1 +�n

Funktionalgleichungen fur I'(x) I'(x + I )= xI'(x); 
r-{-} + x) r(-}- x) = cos7nx) ; 

20.3. Anwendungen der Integralrechnung 

Quadratur 

I'(x) I'(l - x) = sin 7,.x); 
I'(x) I'(-x) = x si:7,.x) 

Unter Quadratur versteht man die Berechnung des Inhal�es ebener Ftachenstiicke. Fllr cine positive 
stetige Funktion f(x) im lntervall [a, b] ist das Integral J f(x) dx gleich dem lnhalt der Fliiche, die 
von der Kurve, der x-Achse und den Ordinaten x = a,

0

x = b eingeschlossen wird. Hat /(x) auch negative Funktionswerte, dann z.erlegt man das Integrationsintervall in zwei Klassen von Teilintervallen, und zwar in die Klasse von Intervallen, in denen f(x) � 0 ist, und in die Klasse , in denen /(x) < 0 ist. Die Integrale ilber die Teilintervalle der zweiten Klasse sind dann < 0. Man sagt auch, die entsprechenden lnhalte seien negativ orientiert. Um den Inhalt der Gesamtflache, d. h. jener Fliiche ,.zwischen der Kurve und der x-Achse". zu erhalten, muB man die Jntegrale der zweiten Klasse von denen der ersten Klasse subtrahieren. 
Beispiel I: Um den Inhalt der Fliche zwischen der Kurve von /(x) = sin x und der x-Achse im Intervall [0, 4n] zu berechnen, unterscheidet man die Intervalle [0, n], ['.br, 3n-], in denen sin x � 0, von den Jntervallen ],,, 2 "[, ]3", 4,r(, in denen sin x < 0 gilt. Fur den lnhalt der Fliiche .,zwischen Kurve und x-Achse0 bekommt man dann n 3n 2n 4n 

F=J�xc1x+J�xdx-J�xdx-f�xdx 
O ln n Jn 

= - (cos x J: + cos x ]:- cos x I� - cos x 1::] = 8. 
Um die Funktion /(x) = sin x zu integrieren, braucht man keine Teilintervalle zu 4nterscheiden ... 
und erhilt: f sin•x dx = -cos x j� = 0. 

0 
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Beispiel 2: Quadra� der Neilschen Parab,/y = a V x3 (Abb. 20.3-1). F = a/ x 312 dx = 2/,a Vi'. 

Setzt man h = aVg3 , so gilt F= 2/,gh, die Fliiche Fist somit um 1/10 gh kleiner als das recht· 
winklige Dreieck mit der Grundlinie g und der HOhc Ir. 

y 
20.3-1 Fliiche unter dcm positiven Ast der Neilschen Parabel 

a 

20.3-2 Fliiche unter dcr Kurvc der Exponentialfunktion y = e% 

. 

Beispiel 3: Quadratur der Exponentia/kurve y = e-1' von x = a bis x = b. Es ist f ex dx = eb- c•. 
. . 

Filr a - -oo ergibt sich F = e>; filr b = 0 z. B. wird F = I. Das uneigentliche IntegralJ.,e" dx 
(Abb. 20.3-2) konvergicrt; diese ins Uncndlichc sich erstrcckende Flache hat einen cndlichcn 
Fliicheninhalt. 

• 
Beispiel 4: Quadratur der gleichseitigen Hyperbel y = k2/x von x = a bis x = b; k2 J � 
= k2(1n b - In a); F = k2 In (b/a). Hier begrcnzt das Bild eincr rationalen Funktion cine Ftache, 
deren MaBzahl durch cine transzendente Funktion geliefert wird (Abb. 20.3-3). 

:e�p��I S: Quadratur der Sinuskurve y = sin x von x = 0 bis x = n; [ sin x dx = cos O - cos n; 

y 
20.3-3 Flichc untcr dcr durch 
die Glcichung y = k2/x 
bestimmtcn Hyperbcl 

20.3-4 Flichc 
untcr dcr Kurvc dcr funktion y = f(x) = 1/,x3 - :,J,.x2 - 3/2x + 3 

BeiJpiel 6: Es isl die FIAche zu berechnen, die begrenzt wird von der Kurve der Funktion y = f(x) 
= 1/3x3 - 5/,.x2 - 31,x + 3, der x-Achse und den durch die .Gleicbungen x = -3 und x = 4 
bestimmten Geraden (Abb. 20.3-4), Die Funktion hat im Intervall -3,,;; x,,;; 4 d!C Nullstellen 
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x1 = -2; x2 = 3/2; x3 = 3. UiBt man die Orientierung der Flacheninhalte au8er acht, so ist die Flache die Summe der absoluten Betriige aller Teilintegrale. Man erhilt wegen 
f<1/3x3 - '/6x1-3/,x + 3) dx = F(x) + C = 't,1x•- '/18x3 - 3/.x1 + 3x + C 

fiir die Fliche F 

F = I J,r<x) dx I+ I },f(x) dx I+ I ,f,!(x)dx I+ If f(x) dx I 
= I F(x) [: + I F(x) 1�: + I F(x) 1:,, + I F(x) 1: 
= l-5,444 + 1,51 + 12,297 + 5,4441 + 11,5 - 2,2971 + 13,556 - 1,51 
= 1-3,9441 + 17,7411 + I -0,7971 + 12,0561 = 14,538. 

Mit Hilfe der Integralrechnung k0nnen die aus der Planimetrie bekannten Flachenformeln hergeleitet werden. Als Beispiele sollen bier die Formeln fur Trapez, Kreis und Ellipse entwickelt werden. 
Beispiel 7: F/0.cheninhalt des Trapezes. Die Fliche unter der Geraden y = mx + a Uber der x-Achse 
zwischen den Grenz.en x = 0 und x = h ist zu berechnen: J (mx + a) dx = mh2 /2 + ah 

= 1/1h(mh + 2a); mit mh +a= b (Abb. 20.3-5) ergibt sich die bekannte Trapezformel 
A= 'f,h(a + b). 

20.3-5 Zur Fliichenformel fi.ir das Trapez 20.3-6 Zur Fl.iichenformel fur Kreis und Ellipse 

Beispie/ 8: F/iicheninha1t des Kreises. Ein Viertel der Krcisflache A (Abb. 20.3-6) liegt unter dem Bogen y = Vr 2 - x2 zwischen den Grenz.en x = 0 und x = r. Substituiert man x = r sin cp, 
, ,r/2 

dx = r cos ip dcp, so er_halt man A/4 = f Vr2 - x2 dx = f r2 cos2 ip dip=� [sin cp cos cp+ cp]:'2 
0 0 = (r1/2) · (:n/2) = :nr1/4 oder A= :nr'. 

Beispiel 9: F/iicheninhalt der Ellipse. Ein Viertel der Ellipsenflache F (Abb. 20.3-6) liegt unter dem Bogen y = (b/a) Va2 - x2 zwischen den Grenz.en x = 0 und x = a. Aus der Parameterdarstellung der Ellipse x = a sin cp, y = b cos cp erh3.lt man dx = a cos ip dip und damit den vierten Teil der Fliiche der Ellipse: 
n/l F/4 = f ab cos1 q, dq, = (:n/4) · ab, d. b., F = :nab. 

Fliche zwischen zwei Kurven. Wird ein Fiachensttick von zwei sich schneidenden Kurven eingeschlossen, so berechnet man seinen Flacheninhalt als Betrag der Differenz der Flacheninhalte unter beiden Kurven. Die lntegrationsgrenzen sind dabei die Abszissen x1 , x2 zweier benachbarter Schnittpunkte beider Kurven (Abb . 20.3-7). 

20.3-7 FHiche zwischen zwei Kurven x, 
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Das Integral jK(x) dx liefert den Fl3.cheninhalt unter der Kurve g(x), das Integral J' h(x) dx den 
FUicheninhaJ? unter der Kurve h(x). Der Flacheninhalt F der von beiden Kurven ein""Seschlossenen 
Fl�che ist der Betrag der Differenz bei<!er Integrale F - f g(x) dx - f h(x) dx . Da beide lntegrale I ,

. •. 
I X1 X1 gleiche Grenzen haben, lassen sie sich zu einem Integral zusammenfassen. Liegen zwischen den Schnittpunktabszissen x1 und x2 Kurventeile unterhalb der x-Achse, so denkt man sich beide Kurven in Richtung der y-Achse verschoben, bis das eingeschlossene Fliichenstilck vollkommen oberhalb der x-Achse liegt. Beide Funktioncn 3.ndern sich dabei um die gleiche additive Konstante, und diese fiillt bei der Subtraktion weg. 

20.3-8 Flachc zwischcn den Kurven 
dcr Funktioncn y2 = 9x und y=x2 -4x+6 

Fliiche zwischen zwei Kurven F = I J'[g(x) - h(x)) dx I 

&ispiel 10: Die Kurven der Funktionen y1 = 9x und 
y = x' - 4x + 6 (Abb. 20.3-8) schneiden sich in den Punkten (1,3) und (4,6). Fur g(x)- h(x) erMlt man 
g(x)�h(x)=(3Vx-x'+4x-6), d. h. filr die Fliiche 
F = f (3x 112 - x2 + 4x - 6) dx l 

- [2x v� - 'f,x' + 2x2 - 6x]1= 5. 

y 

Im 

li-�J..J--L-f'-
......_

"-'=f::::/::J'-17-s:::----t-:1m 

20.3-9 Zurn Sicheltriiger 

&ispiel JJ: Ein Sichcltriiger (Abb. 20.3-9) ist aus 10 mm dickem Stahlblech hergestellt. Welche Masse hat dieser Trager, wenn die oberc Bcgrenzungslinie ein Kreisbogen, die untere cine Parabel ist und die Dichte des Stahls e = 7 ,8 g/cm3 ist? - Die MaBe sind der beigefugten Zeichnung zu ent• nehmen. Die Masse G ergibt sich als Produkt aus der Querschnittsflache F, der Dickes des Stahl· blechs und der Dichtc e zu G = F · s • p. Die Querschnittsfliiche F wird mit Hilfe der Integral• rechnung berechnet. Aus den fur das gewahlte Koordinatensystem gUltigen allgemeinen Gleichun• gen x1 + (y - d)1 = r1 filr den Kreis und y = ax
1 + c fur die Parabel erhalt man mit den gegebe• nen MaBen die spcziellen Gleichungen x2 + (y + 8)2 = 100 fur den Kreis und y = -x2/36 + I 

filr die Parabel. Mitg(x)- h(x) = VIOO - x2 - 8 + x2/36 - I ergibt sich fur die Querschnittsftlichc 
. 

F= 2/(VIOO- x' + x2/36-9)dx 
= 2 [½ (100 arcsin (x/10) + x VIOO - x2) + x3/108 -9x]� 
- 2[½ (100 · 0,6435 + 48) - 52) '= 8,36. 

Nach den gcgebenen MaBen hat der Sichcltriiger dahcr die Fliichc 836 dm2, und seine Masse betriigt G - 836 dm2 • 0,1 dm · 7,8 kg/dm3 = 652 kg. 
Graphiscbe Integration. Wie man zu einer gegebenen Kurve graphisch die Ableitungskurve ermitteln kann, JaBt sich auch umgekehrt aus der gegebenen Ableitungskurve cine zugehOrige Integralkurve konstruieren. Aus der Schar der lntegralkurven wird zunachst durch Angabe einer Anfangsbedingung cine Kurve ausgesondert, etwa die lntegralkurve durch den Punkt P0 mit den Koordinaten 
x0 = 1; y0 = 0. Jede Ordinate der Ableitungskurve f(x) stellt den Anstieg der zu konstruierenden Jntegralkurven im zugchOrigen Pun kt dar. Lotet man daher die Ordinate f(x0) = f(t) auf die y-Achse und verbindet den dabei gewonnenen Punkt B0 mit dem Punkt A(- I, 0), so gibt wegen tan x0 
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= 1B0O1: I = f(x) die Gerade durch A und B0 die Richtung der lntegralkurve im Punkt Po an 
(Abb. 20.3-10). Eine Parallele zu dieser Richtung durch den Punkt P0 ist Tangente der lntegralkurve 
und stellt in einer kleinen Umgebung von P0 angen3.hert die Integralkurve dar. Da weitere Punkte von 
ihr nicht bekannt sind, halbiert man durch cine Parallele zur y-Achse das Intervall von x0 bis x1 und 
verschiebt die Tangentenrichtung fur den zu konstruierenden Punkt P1 so, daB sic die zu P0 geh0-
rende Tangente auf der Halbierungslinie des Intervalls schneidet. Man erhalt eincn Polygonzug, dcr 
angenahert die Integralkurvc darstcllt. 
Die Aufzeichnung einer Integralkurve nach vorgegebener Ableitungskurve kann auch mechanisch 
mit Hilfe eines lntegraphen vorgenommen werden. 

20.3-10 Graphische Integration 

20.3-11 Zur Bogenliinge einer ebenen Kurve 

Bogenlinge einer ebenen Kurve 

1st K das graphische Bild einer im Intervall f = [a, b] stetig differenzicrbaren Funktion f(x), so la.flt 
sich dem Kurvenstiick K zwischcn den Ordinaten f(a) und f(b) cine Lange zuordnen. Wie bei der 
Definition des Flachcninhalts fiilin man cine Zerlegung Z des lntcrvalls I in TcilintervaUe /1, •.• , I,. 

mit den Tcilpunkten a= x0 < x1 < · ·· < x,. = b und den Langen 11 = Ax, fur i = I, ... , n durch. 
Verbindet manje zwei benachbarte Punkte P1 = (x1, /(x1)) mit i= 0, I, . . .  ,n durch Geraden, so erh3.lt 
man einen Polygonzugllz(Abb.20.3- 11), durch dessen Lange die Lange von Kim allgerneinen um so 
genauer approximiert wird, jc kleincr die maximale Intervallange / = max /1 ist. Nach dern Satz 1,i;;;:1,_;;11 
von Pythagoras ist s, = VLJxf + .dyf mit Ay, = f(x1+1) - f(x1) die Lange der Sehne zwischen den 
Punkten P1 und P1+1• Die Lange L des Polygonzuges fl z ist dann 

L(ll z) = £ s, = £ V tJx/ + /Jy/ = £ VI + (tJy,/tJx,)2 tJx,. 1-1 1-1 ,.1 
Man sagt, das Kurvenstiick K hat cine endliche Bogenliinge, wenn es eine Zahl C > 0 gibt, so daB 
fur alle Zerlegungen Z des Jntervalls / gilt: L(llz) � C. Das Kurvenstuck K wird rekti/izierbar ge
nannt, wcnn cs cine Bogenlange hat, d. h., wenn die Langen der Polygonziige bezG.glich aller Zcr
legungen von I beschrankt sind. 1st die Funktion f(x) in/ stetig differenzierbar, dann gibt es nach dem 
Mittelwertsatz der Differentialrechnung in jedem Teilintervall /1 der Zerlegung Z ein� Stelle e, mit 
(tJy,ftJx,) = /'(/;,), d. h., cs ist L(ll z) = i; Jfl + f'(l;,)1 tJx,. 

,_, 

Wie bei der Definition des bes ti mm ten Integrals betrachtet man cine ausgezeichnete Zerlegungsfolge 
{Z,.} des IntervalJs /. For diese gilt dann: /11 - 0, n - oo, Ax, - 0. Die Summe £ Vt + f'(e,)1 

,_, 

strcbt dann wegen der Stetigkeit von /'(x) gegen das bestimmte Integral j)f1 + f'(x)2 dx. 
Es ist anschaulich evident, da0 dieses bestimmte Integral glcich der obc;en Grcnze der Langen der 
Polygonzilge bci unbcgrcnzter Verfeinerung ist. Diese obere Grenze hciBt Bogen/Onge des Kurven
stilckes K. 
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Jedes Kurvensliick K, das Im lntervall (8, bl das arapblscbe Bild einer stetig dilferenzierbaren Funklion 
f(,r) Isl, isl rekliftzlerbar. Seine Bogenlinae isl 

s(K) = f VI+ (f' (,r))2 dJC. 
1st das Kurvenstiick Kin der Parameterdarstellung x = x(t}, y = y(t), 11 � t � 12 gegeben, in der 
x(t), y(t) stetig differenzierbare Funktionen von t mit x(t1 ) = a, x(r2 ) = b sind, dann gilt dx = x'(t)dt, 

:� (x) = f'(x) = �:�:; und s(K) = j' I + (:-;:;)' x'(t) dt = IJ !(x'(t ))2 + (y'(t )]' dt. 
,, ,, 

Kunrenstiick gegeben durch hat die Bogenlinge 
K y= f(x) s(K) = /!11 + (y'(x)] 2 dx 

x=x(f), 
s(K) = f V(x'(r) )2 + (y'(1))2 dr K y = y(t) ,, 

Bei fester unterer Grenze und variabler oberer Grenze x aus [a, b] ist die Bogenliinge cine .Funktion der oberen Grenze: s(x) 

= f v1 + (y'(x)]' dx. 1hr Differential ds = Vi + (y'(x)]' dx 
= Vdx2 + dy2 heiBt Bogenelement oder auch Bogendifferential 20.3-12 Zum Bogenclement (Abb. 20.3-12). 

Bogenelement ds = � = V(x'(t)]2 + (y'(t)] 2 d, = �-dx 
� 

X , 2 

Bei.spiel J: Fiir den Kreisumfang Uergibt sichy = r2 -x2 ; y
'= 

- Vr2 _ xl; 1+ Y11
= rl _ x1; 

U = 4 I'v . r dx = 4r J
1 

v......!!!.... = 4r [Arcsinz]A = mr. 
r1 - x1 1 - z1 

0 0 · 

&ispiel 2: AusderParameterdarstellung dergespitzten Zykloide x = a(t - sin t),y = a(l - cost)ergeben sich die Ableitungen i = a (I - cost), j = a sin t und das Bogenelement 
ds = Vx2 + j2 dt = Va2(1 - cost)2 + a2 sin2 1dr = a V1 -2 cos t + cos2 , + sin2 1d1 

= a V2 · Vi - cos 1 dt = a V2 Vi sin2 (t/2) dt = 18 sin (t/2) di. 
Daraus erhiilt man die Bogenliinge s= JVx2 + j2 d/ = 2a 0in (t/2) dt = -4a(cos (t/2)� = 8a. 

0 0 Ein voller Bogen der gespitzten Zykloide hat die vierfache Lange vom Durchmesser des abrollenden Kreises. 
20.4. Integration von Funktionen mehrerer Variablcr 

Da sich das bestimmte Integral als besonders geeignet zur .Bestimmung des Fl3.cheninhalts ebener .Bereiche erweist, ist im Hinblick auf die lnhaltsberechnung beliebiger riiumlicher Bereiche eine Verallgemeinerung dieses Integralbegriffs naheliegend. 1st Uber einem beschriinkten meObaren .Bereich G des n-dimensionalen Raums z = /(x1 , ... , x.,) ei_ne beschriinkte stetige Funktion, so zerlegt man G in cine endliche Anzahl meObarer Teilbereiche und bildet wie bei der Definition des einfachen bestimmten Integrals mittels der Inhalte dieser Teilbereiche und des Maximums bzw. Minimums von /(x1 , ••• , x
.,
) in jedem dieser Teilbereiche die Ober- bzw. Untersumme. Haben diese Summen bei unbegrenzter Verfeinerung der Gebietsteilung den gleichen Grenzwert, so wird dieser Grenzwert 

n-faches Gebietsinregral von / Uber G genannt. Auf das auch Doppelintegral genannte zweifache Gebietsintegral, das die .Berechnung des Volumens von KOrpern mOglich macht, die von gekrllmmten Fl lichen begrenzt werden, wird im folgenden naher eingegangen. Der I ntegrationsbereich des n-fachen Integrals kann sich aber auch auf Mannigfaltigkeiten niederer Dimension reduzieren. Man 



20.4. Integration von Fuoktiooen mebrerer Variabler 509 

spricht z. B. von einem Kurveninlegral, wenn furn = 3 diese Mannigfaltigkeit die Dimension I hat 
und cine Kurve darstellt, oder von einern Fliichenintegrol, wenn sie die Dimension 2 hat und cine Fla
che darstellt. 

Gebietsintegrale 
Doppelintegral. Das bestimmte Integral wurde 
definiert als Grenzwert einer Summe aus Produk
ten, deren Faktoren die Langen Llx1 der Teilinter
valle und die zugehOrigen Ordinatenwerte /(�,) 
sind; dabei strebt die Anzahl n der Teilintervalle 
gegen Unendlich und die Lange des grOBten 
Teilintervalls gegen Null. An Stelle des lntervalls 
[a, b] der Abszissenachse wird jetzt ein beschriink
tes Gebiet G im Definitionsbereich der Funk
tion z = f(x, y) betrachtet und in n Gebiets
elemente LIG, mit i = I, 2, ... , n zerlegt. Der 
Einfachheit halber werde mit L1G1 sowohl das 
Gcbictsclcmcnt als auch scin Flticheninhalt be
zeichnet (Abb. 20.4-1). 

z-f(x,y) 

-. 

: f: __ --:

I 

20.4-1 Volumen Uber G 

1st die Funktion im betrachteten Gebiet stetig und 
beschr.iinkt, so lassen sich mit dem Infimum y, in 
,1G1 die Untersumme und mit dem Supremum f', 
in ,1G1 die Obersumme bilden. Verfeinert man 
die Unterteilung von G beliebig, so ist fur 
LIG, - 0 und n - oo der Grenzwert der Folge der 
Untersummen gleich dem Grenzwert der Falge 
der Obersummen. Demselben Grenzwert strebt 

unter der durch z = f(x, y) bestimmten Fliiche 

auch jede Folge von Zwischensummen _i /(t,, 11,)LIG, unabhangig von der Wahl der Zwischenstelle 
i-1 

(�,. 171) in .1G, zu. Diesen gemeinsamen Grenzwert definiert man als Gebietsinlegral der Funktion 
z = f(x, y), erstreckt ilber das Gebiet G, auch Doppelintegral genannt, da zwei lntegrationsverander
liche vorliegen. 

Doppelintegral fJ f(x, y) dG = lim f; y1 LIG1 = lim f; I', LIG1 

G .dn':,:;01•1 "'n:!;01•1 

Die Existenz eines solchen Doppelintegrals ist auch gesichert, wenn die Funktion z = f(x, y) in G 
beschninkt und suJckweise stetig ist. Die Funktion heiOt im Falle der Existenz des Ooppel
integrals ilber G integrierbar. 
Geometrische Deutung des Doppelintegrals. Das einfache bestimmte Integral kann als Inhalt der 
Flache unter einer Kurve aufgefa8t werden. Entsprechend kann das Doppelintegral einer stetigen 
Funktion zweier Veranderlicher als Volumen unter einer Fl.iiche z = f(x, y) gedeutet werden 
(Abb. 20.4-1), wenn z = f(x,y) in G nur positive Wene annimmt. Die LIG1 sind Fl.iichenele
mente in der x, y-Ebene, die man nach dem Grenzilbergang in kartesischen Koordinaten mit dx dy 
und in Polarkoordinaten mit r dr dq;i bezeichnet. 
Jedes Produkt m1 .1G1 drilckt das Volumen eines Zylinders mit ,1G1 als Grund- und Deckfl.iiche und 
der HOhe m1 aus. Entsprechend bedeutet jedes Produkt M, ,1G1 das Volumen eines Zylinders mit 
gleicher Grund- und Deckfl3.che, aber der HOhe M1 • Far das Volumen V unter der Fl3che z = f(x, y) 

gilt dann ,£ m1 .1G1 � V � ,i M1 ,1G1; es wird von stufenformig abgegrenzten Zylindersummen 
eingeschlossen. Bei weiterer Unterteilung w.iichst filr .1G1 - 0 und n - oo die Folge der Untersum
men monoton und die der Obersummen nimmt monoton ab. Beide haben denselben Grenzwert. 
Berechnung des Doppelintegrals. Ein Doppelintegral kann in den meisten praktisch auftretenden 
Fallen durch zwei nacheinander auszufuhrende lntegrationen ilber je cine Integrationsver.iinderliche 
berechnet werden. Das Integrationsgebiet G sci einfach berandet und habe mit dem achsenparallelen 
Rechteck a1 � x � a2 , b1 � y � b2 die Punkte A 1 , A2 , B,, B2 gemeinsam (Abb. 20.4-2). 
Die Punkte A,, A2 zerlegen die Randkurve von Gin einen Teil A1B1A2 • der das Bild der Funktion 
y = y1(x) ist, und in einen Teil A 1B2A2 als Bild der Funktion y = yi(x1• Entsprechend zerlegen die 
Punktc B1 , B2 die Randkurve in die Teile B1A 1B2 mit x = x1(y) und B1A2B2 mit x = xi(y). Bei 
festgehaltenem x = e, sind y1(e,) und yi(t,) Anfangs- und Endwert eines lntervalls y,(�1 ) � y 
� y2(e1), ilber das die Funktion /(�,, y) der einen Ver.iinderlichen y zu integrieren ist; 
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b, Y,l�;J 
' ' 

a, -----r: .,.: ---, ... A''=:--+--, 
-..... ___ ... l.i -------.;-;�----,,<y11x1 

B, .......... 

/ Y, (X) 
,,,'

_,, 0, ______ 1_ __ _:,,._A�, c:::._ _ _J 

20.4-2 Zerlegung dcr Beran<lung 
des Jntcgrationsgcbictcs G 

B, 

qi(i,) = "t'/c;,, y) dy ist fiir feste Werte X = ;, eine 
y .... it,) Konstante, fur variable x-Werte aus a1 � x ,s;;;; a2 cine Funktion qi(x) von x, die bei geeigneten Voraussetzun¥en Uber die Randkurve des Bereichs G stetig ist. Sic 1st deshalb Uber dem Jntervall [a1 , a2] integrierbar. Bei festgehaltenem y = 11, ist analog das Integral 1P(111) 

X1(f71) 

= f f(x, 11,) dx eine Konstante, fur variable y-Werte 
X1('11) aber cine stetige Funktion tp{y) von y im Intervall b1 � y � b2 und folglich Uber diesem Intervall integrierbar. Es la.Bt sich zeigen, daB sich auf beiden Wegen derselbe Wert fiir das Doppelintegral ergibt. Das entspricht der Anschauung, daB cp{x) die Flacheninhalte von Schnitten parallel zur x, z-Ebene und v,(y) die von Schnitten parallel zur y, z-Ebene desselben KOrpers unter der Fl3.che f(x, y) = z darstellen. 

FUr cine in Polarkoordinaten x = r cos <p, y = r sin <p gegebene Funktion '1>(r, <p) nimmt das Gebietselement dG die Form dG = r dr d<p an, wie sich aus der Funktionaldeterrninante (vgl. Raurnelernent) ergibt. 

20.4-3 Integrationsgebiet G zwischen 
den Geraden mit den Gleichungen x = 0, y = I und x + y = 3 

Beispiel 1: Ftir das Doppelintegral If (x + y) dG sei G das Gebiet zwischen den Geraden mit den 
Gleichungen x = 0, y = I und x + y = 3 (Abb. 20.4-3). In y-Richtung bei jeweils festgehaltenem x-Wert ist von der konstanten Grenze y1(x) = 1 bis zur variablen Grenzc y2(x) = 3 - x zu integrieren. 

,_, q,(x) = f (x + y)dy = [xy+y'/2];-• = x(3- x) + 1/2 (3- x)2 - (x + 1/2) = 4- x- x'/2. 
Dicse Funktion q,(x) wird nun in x-Richtung integriert. Die Integrationsgrenzcn ergeben sich aus x = 3 - y fur y1 = 3 und y2 = 1 zu 01 = x1 = 0 und o2 = x2 = 2 .  Der Wert des Integrals ist 

2 ,_ 

j (4 - x - x2/2)dx = [4x-x2/2- x'/6�= 8 - 2 - 4/3 = 14/3; J f (x+y)dy dx = 14/3. 
Beispiel 2: Das Jntegrationsgebiet G fur das Doppelintegral Jj xy dG wird von den Kuryen 
(x - 1)2 = 2y und y = 2 eingCSChlossen, die sich in den Punkten P1(-I, 2) undP2(3, 2)schneiden (Abb. 20.4-4). Der Rand von G wird somit durch die Funktionen y1 = 2 und y2 = ½ (x - 1)2 

bzw. x = J ± Y2y beschrieben. Die Rechnung wird einfacher, wenn man zuerst in x-Richtung integriert. 
+Vb+1 
I xy dx = [y=-2

2J•V�♦1 = 'f,y(Y2y + 1)2 - 'f,y(l - fir)'= 2J/2y3 ; -Vb+I -Vb+1 
2 1+Vb 
f f xy dx dy="/,. 
u 1-Vb 
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2 Bei gd.nderter Reihenfolge lautct die Rechnung 111J _n1xy dy = [1/ixy2]¼<x-u• 

= 2x - 1/ax(x - I)"' = _1/ax5 + ½x"' - lj.,xl + ½xl + 15/ax = q,(x), 3 
f q,(x) dx = [-1/.ox6 

+ 1/10X5 - l/ux• + '/e5xJ + 15/1e5X2]� I= Jl/5 . 
_, 

G 
P, 

20.4-4 fntegrationsgebiet G zwischcn den Kurven dcr Funktionen (x - 1 )2 = 2y und y = 2 

20.4-5 Schief abgcschnincner elliptischer Zylindcr 
Beispiel 3: Ober der durch die Gleichung � + � = I 
gegebenen Ellipse der x, y-Ebene steht ein gerader 

z 

Zylinder. Er wird durch die Ebene z = f(x, y) f,'-+-===;:---¥ = mx + ny + c schief abgeschnitten (Abb. 20.4-5); \ 
���.'�u�r'/.:�"Je�ll1:CE!:h�e;d�. f(x, y) die x, y- -§- Va'-x' 

Das Volumcn dicses Zylinders ergibt sich als Wert des Gebietsintegrals fj (mx + ny + c) dG
i, 

w
V
obei das 

x Gebiet G durch die Gleichung y = ± - a2 - x' = ±'P(x) gegeben ist. Es gilt dann: • 

J .. [ ·""'' l J .. [ •Y' 1·•"' V = _ _J,,<mx + ny + c) dy dx =_, mxy + � + cy -,<x> dx 

f
+

• b  - br••- ••-1 = 2-(mx + c) Va'- x' dx = 2- m f x Va'- x'dx +cf Va•- x' dx . 
a a -• -• 

Das erste Integral mit dem Faktor m hat den Wert O; z. B. kann die unbestimmte Integration mit Hilfe der Substitution a2 - x2 = z, - 2x dx = dz ausgcfilhrt werden. Entsprechend fuhrt 
x = a sin z, d.x =· a cos z dz beim zweiten Integral zu dem Wert 1/2 a2cn. Filr das Volumen Ver• hilt man danach V= ahcn. 

Raumintegrale 
Entsprechend dem in der Einleitung zu diesem .(\bschnitt 20.4. skizzierten Weg gelangt man bei einer Funktion von drei unabhiingigen Variablen w = f(x, y, z) zu einem dreifachen Integral, auch Raumintegral genannt. Dazu zerlegt man ein beschranktes Gebiet R des Definitionsbereiches 
vonf(x, y, z) inn RaumelementeLJR1 mit i = I, 2, ... , n, deren Inhalte leicht bestimmbar sind. lst die Funktion f(x, y, z) in R stetig und beschriinkt und bezeichnet auch bier wieder y1 das Infimum von 
f(x, y, z) in LJR 1 und r, das Supremum von f(x, y, z) in LJR,, dann kann man die Untersumme 
i y1 LJR, und die Obersumme i: I', LJR1 bilden, wcnn auch der Inhalt vonLJR, der Einfachheit hal-1-1 ,.1 t11 ber mit LJR1 bczeichnet wird. 1st (�1 , tJ,, C,) ein Zwischenwert in LJRi . dann ist ,� /(�,. tJ,, C,)LJR1 

einc Riemannsche Zwischensumme von f(x, y, z) in R. Vcrfeinert man wieder die Zerlegung von R durch Bildung einer beliebigen ausgezeichneten Zerlegungsfolge, d. h. einer solchen Folge von Zerle• gungen von R mit LJR = max LJR, - 0, dann hat die zugehOrige Falge der Unter• und Ober• 
l,r;;;t,i;;;n summen und damit auch die Folge der Zwischensummen fur LJR - 0, n - oo einen gemeinsamen Grenzwert, der dre1faches Integral oder Raumintegra/ genannt wird; in Zeichen: ff J f(x, y, z) dR. 

R 
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Raumintegral JJJ f(x,y,z)dR- lim i;,,, dR, - lim i; I', dR,- lim f f(l;,.�,.C,)dR, 
R 11 --HJO , .. 1 n-oo l•I 11-00 l•l 

.dR➔O .dR➔O .dR-O 

Eine in R stetige und beschriinkte Funktion f(x, y, z) ist danach in diesem Sinne integrierbar. 
Auch die Raumintegrale kOnnen unter gewissen Voraussetzungen fur das lntegrationsgebiet durch 
drei nacheinander auszufuhrende Integrationen Uber je cine lntegrationsvariable berechnet werden. 
Die Integrationsgrenzen mi.issen aus der Gestalt des Raumgebietes R ermittelt werden . .. I,.,,, [ ,.ex.,) l l JJJ f(x, Y, z) dR - J J J f(x, y, z) dz dy dx 

R a1 )'1(.11") z1(..-,y) 

Zurn Unterschied vom einfachen Integral und vom Gebietsintegral ist cine geometrische Veran
schaulichung fur das Raumintegral bei einem beliebigen lntegranden nicht mehr mOglich. Ftir 
/(x, y, z) = 1 erh3.lt man als Integral Uber R gerade das Volumen von R, wie aus der Definition des 
Raumintegrals sofort folgt. 

a 

20.4-6 Bild des Raumelements aJ in Zylinder-, b) in Kugelkoordina1en 

Transfonnation mehrfacher 
Integrale. In vielen Fallen 
ist es zweckmiiOiger, den 
Raum R nicht auf rechtwink
lige kartesische Koordinaten 
zu beziehen, sondern auf 
ein anderes Koordinatensy
stem. Am gebriiuchlichsten 
sind je nach dem Charakter 
der Aufgabe Polar-, Zylinder
und Kugelkoordinaten. 
Anschaulich zeigt die Abbil
dung 20.4-6 das Raum
element LJR fur Zylinder
und fur Kugelkoordinaten. 
Zur Herleitung des Raum
elements bezUglich eines be
liebigen Koordinatensystems 
wird auf folgenden Satz ver
wiesen: 

Sintl die karttsischen Koordinaten x = x(u, v, w), y = OX oy oz 
y(u, v, w), z = z(u, v, w) tineindeutige, stetig dijferenzier- Tu Tu Tu bare Funktionen der Koordinaten u, v, w, so transformiert 

OX oy oz sich das Raumelement mit dem &trag tkr Mbcmstehenden D(u, v, w) = 
Funktionaldtttrminante D(u, v, w); es gilt dR = dx dy dz Tv Tv Tv 
= IDldudvdw. ox oy oz 

'l5w" � � 
Fllr Zylinderkoordinaten x = r cos <p, y = r sin <p, z = z und fur Kugelkoordinaten x = r sin{} cos <p, 
y = r sin{) sin <p, z = r cos fJ erhiilt man danach die Determinanten D: und D,,_ : 

D:i = -rsinq, +rcosq;i O ; D,,_ = rcostJ cos<p rcosfJ sinq;i -rsinD , 
I cos<p sin<p O I I sinfJ cos<p sint? sintJ cosfJ 

II O O I -,sin& sinqi r sinqi cos<p 0 
d. h., D, = r und D, = r 1 sin 0, also geht dR uber in r dr d,p dz bzw. in r 1 sin O dr dO d,p (vgl. 
Kap. 19.2. - lmplizite Funktionen und ihre Differentiation). 

III f(x, y, z) dR -Y ·r '•'j''' F(r, 'I', z) r dr d<p dz= j' ·1., '•'j" .,F(r, 0, <p) r 1 sin O dr d& d,p R :i, f>1U"> r1('1',:il q,1 61(q;,) r1(6. '1') 
mit F(r, 'P, z) =f(rcos<p, r sin<p, z) bzw. F(r, iJ, qi)= f(r sint?cos<p, r sin & sinq;i, rcost?) 

Volumenberechnung von KOrpem 
Eine wichtige Anwendung finden die Gebietsintegrale bei der Berechnung des· Volumens V eines 
Korpers K. Das Doppclintegral Jj f(x, y) dx dy stellt - wie bereits erwiihnt - das Volumen des 
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Zyliilders mit der Grundflache G und der Deckfliiche z = f(x, y) dar. Ein zylindrischer Bereich, der nach oben durch z1 = /1(x, y) und nach unten durch z2 = fi(x, y) begrenzt wird, hat folglich das Volumen V = ff [f1 (x, y) - /2(x, y)] dx dy. Aufdiese Weiseerhiilt man das Volumenjedes KOrpers, 
G der sich additiv aus endlich vielen solcher zylindrischer Bereiche zusammensetzt. Die in der Praxis 

vorkommenden KOrper K haben meist cine solche Gestalt. Das Volumen von K wird auch durch das drcifache Integral V = fff d V dargestellt; dabei mull aber die Gestalt der Randfliichen bei der 
K Festlegung der Integrationsgrenzen berilcksichtigt werden. Setzt man aber die Grenzen fur z ein, so wird man wieder auf ein Doppelintegral obigen Typs gefilhrt. Eine weitere MOglichkeit zur Berechnung des Volumens von K gestattet bei sti.ickweise glatter Randfl.3.che der GauBsche Integralsatz. Nach ihm gilt V = fff d V = 1 /, ff rn dO, wenn �K den Rand von K, dO das Oberflachenelement, 

K oK 
n die a.uBere Normale und r das Vektorfeld r = xi + yj + zk bedeuten. Die Volumenberechnung wird dabei auf die Berechnung eines Oberflachenintegrals zurUckgefilhrt. 
Volumenberechnung aus der Querschnittsfliche. Der Kbrper mOge auf ein karte• sisches x, y, z-Koordinatensystem bezogen sein und zwischen zwei zur x-Achse senk• rechten Ebenen x = a und x = b liegen. Alie Ebenen senkrecht zur x-Achse mbgen ihn in Schnittfiguren schneiden, deren Fliiche q(x) eine bekannte, stetige Funktion der x-Werte ist. Dann kann man sich den KOrper aus Scheiben der Dicken L1x1 zusammengesetzt denken (Abb. 20.4-7). In jeder Schicht gibt es cine kleinste Querschnittsfl.ache q, und cine grOBte Qi . und das Volumen Vi der i -ten Schicht liegt zwischen dem eines Zylinders der Grundfl3.che q1 und der HOhe Llx1 und dem eines Zylinders der Grundfl3.che Q,. Analog zur 

y 

z 

�:���
u

:!�:i1i:ee:t:i�:���;�un��� 20.4-7 Zur Kubatur eines KOrpers 
v(n) und cine Obersumme V(n) 

v(n) = ,f1 q1 Llx1 < V < 1f1 Q 1 Llx, = V(n), die bei wachsendem n und 
Llx1 --+ 0 gegen denselben Grenzwert konvergieren. Danach 13.Bt sich das Volumen V als bestimmtes Integral darstellen. 
Das Cavalierische Prinzip. Existiert cine zweite Querschnittsfunktion Q(x) im lntervall [a, b], die fur jeden Abszissenwert x denselben Wert hat wie q(x), q(x);;;::::; Q(x), so sind die Volumina V und Veinander g1eich. Das ist der lnhalt des Prinzips, das CAVALIERI schon formulierte, ehe die Methoden der Integralrechnung entwickelt waren (vgl. Kap. 8.3. - Cavalierisches Prinzip). 
Zwei K6rper, die zwischen zwei para/le/en Ebenen fiegen, haben gleiches Vo/umen, wenn sie in gleichen 
Absttinden von einer dieser Ebenen fliichengleiche Querschnitte haben. 

Volumen eines RotationskOrpers. Hat ein KOrper gewisse Symmetrieeigenschaften, so kann man sich seine Oberfl.3.che oft durch Rotation von Kurven erzeugt vorstellen; z. B. entsteht die Kugel
oberflache durch Rotation eines Halbkreises um den ihn begrenzenden Durchmesser. Ein solcher KOrper heiBt Rotationsk6rper. Entsteht seine Oberfliiche durch Rotation der Kurve der stetigen 
Funktion y = f(x) um die x-Achse bzw. der stetigen Funktion x = q;i(y) um die y-Achse, so sind die zur Achse senkrechten Querschnittsfl3.chen Kreisfliichen mit dem Jnhalt q(x) = :rt[/(x)]1 · bzw. 
q(y) = ,i(,p(y)J1. Wird der RotationskOrper durch zwei dieser Querschnittsfl3.chen begrenzt, die durch x = x1 undx = x1 bzw.durchy=y1 und y = y1 bestimmt sind, so ergeben sich die nebenstehenden Voluinenf ormeln. 

Rotationsachse 
x-Achse 

y-Achse 

Querschnittsfl3.che Volumen 
q(x) = ,i(/(x)J2 V, = "j°[f(x)J2 dx 

,, 

q(y) = ,i(,p(y)J' v, =•,.J'[,p(y)J2 dy 
,, 



514 20. lntegralrechnung 

Wird ein KOrper durch Rotation einer stetigen Kurve beschrieben, die aus mehreren KurvenstUcken zusammengesetzt ist, so berechnet man am zweckmaBigsten die Einzelvolumina und summiert dann Uber diese. Gegebenenfalls kann man abcr auch entsprechend der Berechnung einer Fliiche zwischen zwei Kurven die Differenz der Quadrate zweier geeigneter Funktionen integrieren: 
"J'{[g(x)]' -[h(x)]2} dx . 
. , 

Beispiel 1: Die Kurve der Funktion y = f(x) = x2/36 rotiert zwischen den Grcnzcn x1 = O und x2 = 12 a) um die x-Achsc, b) um die y-Achse. FUr die Volumina der entstehenden Rotationsktirpcr crhalt man (Abb. 20.4-8): 

f•
• 

J

ll X4 192 a) V, =" [/(x)J' dx =" 1296 dx = 5" ss 120,6 . 
• , 0 

b) Wcgen x = q,(y) = 6 VY und Yi = /(0) = 0, y, = /(12) = 4 ergibt sich 
V, = "J'[q,(y)]' dy = "/36y dy = 288n ss 904,8. 

"• n 

y 

-s 

y 

s 

-3 

20.4-8 Rotation um die x-Achse und um die y-Achse 

� l -4 'y·f.-• 
20.4-9 Querschniu eines !-"asses 
als Rotationsparaboloid 

Beispiel 2: Ein FaB wird durch cine zwischen zwei Grenzen um die x-Achse rotierende Parabcl 
y = ax2 + c beschrieben. Die Lange des Fasses betragt I m. Die Durchmcsser bcider BodenfHichen betragen je 60 cm, der grOBte Durchmesser 80 cm (Abb. 20.4-9). Die Konstanten der Parabclgleichung und die Integrationsgrenzen ergeben sich aus den Ma8en der Zeichnung: 
y = x2/25 - 4; xi = -5, x2 = 5. Dann ergibt sich als Rauminhatt 425,2 dm3 aus 

V, = n f (;s·, - ��
l 

+16)dx=2" f (;;, - ��
l 

+16)dx"' 425,2 . 
� 0 

Beispiel 3: Die Parabel y2 = 2px schneide den Kreis y2 = ,2 -(x - c)2 in den Punkten mit den Abszissen xi und x2 (Abb. 20.4-10). Bei Rotation um die x-Achse beschreibt die in der Abbildung blauc Fiache einen parabolischen Kugelring mit der HOhe h = x2 - x1 • Zur Berechnung seines Volumens macht man den Ansatz 
v, = nf'2px dx -,.j'[,2 - (x -c)'l dx = ,.j'[2px- ,, + (x- c)'l dx. 

X1 XI XI 

20.4-10 Querschnilt 
cincs parabolischcn Kugclrings 

Da der Integrand an den Stellen xi und x2 verschwindet und x2 den Koeffizienten I hat, kann man 2 px -r2 + (x -c)2 

= (x -xi ) (x -x2) setz.en. Damit wird 
Vx = n 1'<x -x,) (x -.t2) dx, und die Substitution x -x1 

., . 

= t liefert Vx= n f1(h-t) d1= fh3• DasErgebnis ist das 
0 gleiche wie fur den zylindrischen Kugelring. 

Beispiel 4: Der Hohlraum eines Zylindcrs aus Stahl wird durch Rotation der Kurve y = c1x-i um die y-Achse beschricben (Abb. 20.4-11). Sein Volumcn ergibt sich mit Hilfc '• . 
der Fom1Cl V, = n J x1 dy. Die Intcgrationsgrenzen ergeben 

,, 
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sich aus den in der Abbildung eingctragcnen MaBen zu y1 = I und y2 = IQ. Die Funktionsgleichung wird nach x aufgelOSt und quadricn. Es ergibt sich 

x' = { (In' y + 2 ln y + I). 
Damit crhilt man das gesuchte Volumen. 10 

V, = i ! (ln2y+2lny+ I)dy= T[yln2y+y]l0 .., 48,73. 

20.4-11 Rotation um die y-Achse 

Kunen- und Oberflichenlntegrale 

515 

Kurvenlntegrale. Um physikalische und technische Begriffe, wie Arbeit, Potential u. a., mathematisch zu erfassen, ist es zweckmiBig, den urspn1nglichen lntegralbegriff in folgender Weise zu verallgerneinern: Betrachtet man Grenzwerte von Summen, deren Summanden noch in gewisser Weise van einer Kurve, von einem Integrationsweg abhiingen, so gelangt man zum Begriff des Kurven- oder 
Linienintegrals. Im dreidimensionalen Raum sci cine glatte Kurve C in Parameterdarstellung durch die Funktionen 
x = x(s). y = y(s) und z = z(s) gegeben. Als Parameter kann man etwa die Bogenlange s wahlen. Weiter sci auf dem Bogenstiick AB der Kurve, das zu den Parameterwerten des Intervalls a 1 � s � u2 gch0re, cine stetige Ortsfunktion f(x, y, z) definiert, die jedem Punkt P1 (x1

, y1 , z1) der Kurve C, der zu dern Parameterwert s1 aus dem Intervall [u1 , 112] geh0rt, einen Wert f(x1 , y1, z1) zuordnct und wegen f(x. y. z) = f[x(s), .><s), z(s)] ebenfalls eine Funktion des Parameters ist. Teilt man nun das Bogenstiick AB durch (n - I) beliebige Teilpunkte in n Teilbogenstiicke oder, was auf dasselbc hinauslauft, das Interval! [a1 , 112] in n Teilintervalle /1 der Lange Lls1 (i= 1,2, ... ,n)
und bildet die Summcn f f(x(s,), y(s1), z(s 1)] Lis,, wobei s,  irgendeincn Parameterwcrt aus dem 

,., i-tcn Tcilintervall 11 bcdeutet, so erh3.lt man cine Summenfolge. Oa C glatt sein sollte und f(x, y, z) stetig ist, existiert dcr Grenzwert dieser Folge fur den Fall, daB die Lange des gr00ten Teilintervalls gegen Null, die Anzahl n der Teilintervalle gegen Unendlich strebt. 1st dieser Grenzwert unabh3.ngigvon dcr Art der Zerlegung und von der Wahl der s1 , so bezeichnet man ihn als das Uber die Kurve C von A bis B erstreckte Kurvenintegral ers1er Art der Funktion /(x, y, z). Die Funktion f(x, y, z) heiBt in diesem Fall 13.ngs der Kurve C inlegrierbar. 

Kurvenintegral f /[x(s), s), z(s)] ds= lim J: f[x(s 1), .><s,), z(s1)] .1s 1 erstcr Art C ��;o ,_, 

Die Berechnung des Kurvenintegrals wird auf die Berechnung eines bestimmten Integrals zurilckgefilhrt. 1st namlich x = x(I), y = y(1), z = z(t) cine bcliebige Parameterdarstellung der Kurve C(dem Bogenstuck AB entspreche das Intervall t0 � t ,s;;;: t1), so gilt wegen 
#,-= Yx(t)2 + j(t)' + i(t)' die folgende Formel. 

f f[x(s),.><s), z(s)] ds = j:rrx(t), .><1), z(I)] �: di= j�[x(1),.><1),z(1)] · Vx(t)' + y(t)' + i r)' dt 
C '• '• 

Sind P(x, y, z,) Q(x, y, z) und R(x, y, z) 13.ngs C stetige Ortsfunktionen, so kann man in analoger Weise die Kurvenintegrale 
J P(x, y, z) dx; J Q(x, y, z) dy; J R(x, y, z) dz 

definicren; z. B. das erstgenannte als Grenzwert der Folge der Summen1f1 P[xJ(s), YJ(s), z1(.r)]Lfx1
, 

wobci .1x1 die Projektion des i-ten Teilbogenstilckes der Kurve auf die x-Achse ist. Fa0t man diese drei Integrate zusammen, so erh3.lt man das Kurvenintegral zweiter Art 

J [P(x,y, z)dx + Q(x,y, z)dy + R(x,y, z)dz). 
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Besonders einfach erweist sich die Berechnung eines solchen Integrals fur ein vollst3ndiges Differential. Es gilt dafu.r der folgende Satz. der hier nur fur den zweidimensionalen Fall angefuhrt wird: 
ht P(x,y) dx + Q(x,y) dy das ,ollstincllge Differential dF(x, y) elner Funktion F(x, y) und sind P(x, y), Q(x, y) In elaem zusammeahingendm Berelch G stetla, IIO Isl der Wert des Kunfflintqnls 
f (P(x,y) d.t + Q(x,y) dyJ unalJhlaalg,om lntqntlomw,ae In Gund bingt nur noch ,on den Gren-
zea ab. 

Wcgen J [P(x, y) dx + Q(x, y) dy] = J dF(x,y) =ldF[x(t), y(t)] = F[x(t1), y(r1)] -F[x(t0), y(t0)] 
= Flx,, yd - F{x0 , y0} hangt das Integral nur von den Grcnzen ab. Gleichbedeutend damit ist, daO das KurvenintegralJ (P dx + Q dy) iiber jede geschlossenc Kurve C Null ist. 
Der folgende Satz, der sich leicht mittels des Gaul3schen Integralsatzes (vgl. Yektoranalysis) bcwcisen l:illt, liefert ein Kriterium daftir, ob P dx + Q dy ein vollstiindiges Differential ist. 
1st der betra.chtete Berelch G einfach zusammenbingend und slnd die Funktionen P(x,y), Q(x, y) in 
G stelig dlfferenzlerbar, daM isl die lntqnbilltitsbedlngunc � = :� notwendig und hinrelchend 
daftir, daft P(x, y) dx + Q(x, y) dy eln ,ollstindlges Differential 191. 

Im Kapitel 27. wird gezeigt, daO es, wennP dx + Q dy 

Integrabilitiitsbedingung kein vollstandiges Differential ist, stets einen inte• grierenden Faktor µ(x, y) gibt, so daB das Produkt 1i(x, y) (P dx + Q dy) zu einem vollst3.ndigen Diffe-rential wird. 
Beispiel I: Um das Integral} (x dx + y dy) liings der Parabel y = x' zwischen den Punkten A(0, 0) 

und B(2, 4) zu bcrechnen, nimmt man x selbst als Parameter. Dann ist dy = 2x dx, und man erhiilt 
2 2 

f (x dx + y dy) = f (x dx + x' · 2x dx) = f (x + 2x3) dx = [ �• + �• ]'., = 10. 
C o o 

Da die Integrabilitiitsbcdingung :: = �� erfiillt ist, ist das Integral unabh8ngig vom lnte
grationsweg. Integriert man etwa 13ngs dcr Kurve y = 4 sin (nx/4) zwischen A(O, O) und B(2, 4), so erhalt man dasselbc Ergebnis. 

Oberfliichenintegral. Sind die Kurvenintegrale die Verallgemeinerungen der einfachen bestimmten lntegrale, so stellen die analogen Verallgemeinerungen der Gebietsintegrale die Oberftiichenintegrale dar. Im dreidimensionalen x, y, z-Raum sei ein glattes, von einer stUckweise glatten Kurve begrenztes FlachenstUck F gegeben; dabei heiOt ein Fl3.chenst0.ck glatt, falls fur jeden inneren Punkt die Lage der Tangentialebene stetig vom BerUhrungspunkt abhangt. Das Fl3.chenstUck F sei in der Parameterdarstellung x = x(u, v) mit dem Parameterbereich U = {11 1 � u � u2 ; v1 � v � v2 } gegeben (vgl. Differentialgeometrie). Ferner sei auf F cine stetige Ortsfunktion /(x, y, z) definiert. Mit Hilfe eines Netzes aus beliebigen glatten Kurven, z. B. von Koordinatenlinien , zerlegt man die Fl3.che F in kleine FliichenstUcke F, (i = I, ... , n), wiihlt in jedem FlachenstUck F, einen beliebigen Punkt 
P1(x,. y1 , z,) aus und bildet die Summe ,?i /(x1 , y1 , z,) AF,, wobei AF, der Inhalt des Fliichen
stticks F1 ist. Falls der Grenzwert dieser Summe fur n - oo und AFJ - 0 existiert und von der Wahl der Zwischenstellen P, unabh3.ngig ist, nennt man ihn das Uber das Fl3.chenstUck F erstrCCkte 
Oberfltichenintegral der Funktion /(x, y, z) und bezeichnet dieses mit f f(x, y, z) dO. 

Oberfliichenintegral ff(x ,z)dO= lim J:: f x,.y.,z1)LJF1 

F .1:.:.:,0 i=I 

F 

Zur Berechnung wird das Oberflachenintegral wie folgt auf ein Gebietsintegral zurUckgefuhrt: Man setzt in /(x, y, z) fur die Koordinaten die Parameterdarstellung des Fl3.chenstQ.cks ein; das Oberftachenelement dO hat die Form (vgl. Kap. 26.l. - Fl3.chentheorie im euklidischen Raum). 
d0=VEG-F2 mil E=x11 ·x11 ,F=x11 ·xv ,G=xv ·xv. Also gilt: 
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f f(x, y, z) dO - ff f[x(u, v), y(u, v), z(u, v)l VEG - F' du dv. 
F U 

Fiir f = 1 stellt das Integral die Oberft.iche von F dar. 
Oberfliichenintegrale zweiter Art werden analog zu den Kurvenintegralen zweiter Art definiert. 
Komplanation. Die Oberfl3.che eines Fl3.chenstilcks wird durch ein Oberfl8.chenintegral geliefert. 
Im folgenden soil die Oberflachenformel fi.ir den Mantel eines Rotationskdrpers hergeleitet werden. 
Sind P1 und Pn zwei zu x1 = a und x,, = b geh0rende Punkte der Kurve einer stetig differenzierbaren 
Funktion y = f(x), so beschreibt das zwischen den beiden Punk ten liegende Kurvensttick bei Ro• 
tation um die x•Achse den Mantel eines Rotationsk0rpers. Denkt man sich wie bei der Herleitung der Bogenlange das Kurvenstuck <lurch einen Polygonzug von (n - I) Sehnen ersetzt, so beschreibt 
dieser Polygonzug bei der Rotation eine Summe von Kegelstumpfmanteln. Aus der Formel fur die 
Mantelfliiche eines Kegelstumpfes [ns(r1 + r2)] ergibt sich 

M., - ,i[f(x,) + f(x,.1)1 V(Llx,)2 
+ (Lly,)2 =" [f(x,) + f(x,+1)]Llx,V1 + (Lly,/Llx,)2

• 

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es einen Zwischenwert �" im lntervall 
(x,_1, x,), fur den der Differentialquotient /'(!11) dem Differenzenquotienten (Lly,,/Llx .. ) gleich ist. 
Fiir die Summe der Kegelstumpfmiintel erhiilt man da'nn 

M. = ",K 1[f(x,) + f(x,+1ll VI + [f'(<,)]2 Llx,. 

Eine Verfeinerung der Einteilung des Intervalls a� x ,s;;;: b hat eine bessere Anniiherung der Summe 
der Kegelstumpfm3.ntel an den Mantel des RotationskOrpers zur Folge. Der Grenzilbergang n--+ oo, max Jx .. --+ 0 fuhrt schlieBlich bei Rektifizierbarkeit der Kurve auch zu einem eindeutigen Grenz
wert fur die Folge der Summen der Kegelstumpfmantel und damit zu einem bestimmten Integral. Der Faktor 2 ergibt sich daraus, da0 beim Grenztibergang sowohl /(x,) als auch f(xv+i> zu /(x) 
werden. Unter Verwendung des 
Bogenelements erhiilt man auch 
M= 2,ifyds. 

Mantel eines Rotationsk0rpers b M = 2,i f Y VI + y'2 dx 
'• Man kann die Flacheninhaltsformel fur den Mantel M eines Rotationsk0rpers auch aus dem Ober-

fliichenintegral J dO fur /(x, y, z) = I erhalten. Wird niimlich der K0rper durch Rotation der Kurve 
-M der stetig differenzierbaren Funktion y = f(x) zwischen x = a und x = b erzeugt, dann hat seine Mantelflache M die Parameterdarstellung x == u, y = f(u) cos v, z = /(u) sin v fur 

a � u � b, 0 � v < 2n. 
Hieraus erhiilt man (vgl. Kap. 26.) £(11) = I + [f'(u)]2

, F- 0, G(u) - [/(u)I' und VEG - F' 
- f(u) VI + [f'(u)f. Daraus bekommt man erneut fiir die Oberfliiche von M: 

M = f dO = f f f(u)Vt + [f'(u)]2 du dv - 2,i J /(11) Vi + [f'(u)]' d11. '[
"'

- i b � M a o a 

Beispiel 2: Es sollcn die Formeln fur die Kugeloberfliiche, die Kugelkappe und die Kuge1zone 
hergeleitet werden. - Ausy= Vr 2 - x2 ; I+ y'2 = � erhilt man: 

r -x 

+, ' 
Kugclobcrfliiche O - 2,r f Vr' - x' I 

r dx = 4,ir f dx - [4,irxlo= 4,.,,_ I r 2 - x2 

Kugelkappe 

Kugelzone 

-
• 

0 

M = 2'ir f dx = [2'rrx)1= 2'rr(r � <) - mrh mit h - r - ;. 
I 

M, = 2,rr f'dx = [2'rrxI$•= 2'ir(<2 - <,) = mrh mit h = <, - �,-
1, ' 

Anwendungen in der Mechanik 

Arbeit. Der Begriff Arbeit einer Kraft wird mit Hilfe eines Kurvenintegrals zweiter Art erklirt. 
Die Kraft Fist ein spezielles Vektorfeld (vgl. 20.5); bezogen auf ein kartesisches x, y, z-Koordinatensystem seien F:,c, F,, 

und F: ihre Komponenten. DurchJiiuft der Angriffspunkt P(x, y,· z) der Kraft F 
cin glattes Kurvensttick C, so heiBt W = l [F:,c dx + F,, dy + F: dz] die von der Kraft F langs des 
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Weges C geleistete Arbeit. Bezeichnet man den Vektor mit den Komponenten dx, dy, dz mit dr, so liiBt 
sich das Arbeitsintegral rnittels des Skalarprodukts F dr in vektorieller Schreibweise darstellen. 

Die Arbeit ist das Kurvenintegral der Kraft. I Arbcitsintegral I W = J F dr I
1st z. B. die Kraft F konstant und der Weg C ein im Ursprung des Koordinatensystems beginnendes GeradenstU:ck, das als Vektor r der Lange lrl aufgefaBt wird, so ist auch der Winkel rp zwischen den 
Richtungen von F und r konstant, und aus dem Arbeitsintegral ergibt sich die bekannte Formel 
W = IF[ · \rl cos ip, nach der die Arbeit in diesem Fall das Produkt der Kraftkomponente IF! cos qi 
in Wegrichtung und der Wegliinge lrl ist. In physikalischen Problemen sind die Kraftkomponenten meist die partiellen Ableitungen einer Funktion V, die Potential genannt wird. Die Arbeit ist dann das Integral Uber ein vollst3ndiges Differential und h3.ngt deshalb nicht vom Weg, sondern nur vonseinem Anfangs- und Endpunkt ab. Das Kraftfeld hei8t in diesem Fall konservariv. 

JJeispiel I: Welche Arbeit muB zur Dehnung eincr Spiralfeder um / L:ingeneinheiten verrichtet 
werden, wenn die Kraft in Richtung der Spi�lfeder wirkt?- Mit D als Federkonstante gilt F = Dx. Fiir die aufgewendete Arbeit ergibt sich ' 

I 
W= f Fdx = D f xdx = 1/2D/2• 

0 

Beispiel 2: Um einen KOrper der Masse m von der Geschwindigkeit vl auf die Geschwindigkeit v2 

zu beschleunigen, mu8 die Arbeit W aufgewendet werden; wenn man setzt F = m · b = m · :; mit b als Beschleunigung, ergibt sich 

W = f F ds = f m :; ds = m f v dv = T (vl - vi). 

J1 "1 

Die Beschleunigungsarbeit stellt den Zuwachs an kinetischer Energie dar. 
Statisches Moment. Unter dem statischen Moment M eines Massepunktes beziiglich einer Achse versteht man das Produkt aus dem Abstand / des Massepunktes von der Achse und der Masse m. 

Statisches Moment einer kontinuierlich verteilten Masse M =] 'dm = J el d V 

Das statische Moment dM eines Masseelements dm einer kontinuierlich verteilten Masse ist dM 
= I· dm. Die Integration liefert dann das statische Moment fur die Gesamtmasse. [st(! die Dichte 
und dV das Volumen eines Masseelements, so gilt dm = e dV. Um die statischen Momente der Flache unter einer Kurve y = f(x) bezUglich der Achsen des Koordinatensystems zu definieren, 

geht man vom statischen Moment einer kontinuierlich verteilten 
Masse aus und erteilt der Dichte e und der Dicked der ftachen-

y haft verteilten Masse den Wert I (Abb. 20.4-12). Zur Bestim-
mung des statischen Moments der Fl3che unter einer Kurvc 
y = f(x) bezilglich der y-Achse zerlegt man die Flache in Streifen 
der BreiteL1x = dx. Nach dem Mittelwertsatz der lntegralrechnung stellt /(f) dx bei geeignetem Zwischenwert ,; die Streifenft3che dar. Mit den Festsetzungen (l ,,Q,_ I und d ,,Q,_ I ist dann das 
statische Moment eines jeden Streif ens gleich dM = 0:/(0:) dx. 
Die Integration liefert das statische Moment der Flache. 

+-:!----f-!'+-..1-...,;..x Um das statische Moment der betrachteten Flachc in bezug auf 
die x-Achse zu bestimmen. denkt man sich jeden der eben be
trachteten Streifen noch in Streifenelemente van der Breite 20.4-12 Zurn statischen Moment L1y = dy zerlegt. Fiir ein solches Streifenelement ist dann einer Flache das statische Moment durch dM = T/ dy dx gegeben. 

Integration in y-Richtung liefert fiir jeden ganzen Streifen das statische Moment d M = {TJ dydx; 
Integration in x-Richtung ergibt schlie8lich das statische Moment der Fliche. 0 

Statisches Moment der Flache unter der Kurve y = /(x) 
zwischen a und b beziiglich der y-Achse 

b 
M, = [ xydx 
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Statisches Moment der Fliiche unter dcr Kurvc y = f(x) 
zwischen a und b bezilglich der x-Achse 

by b 

M, = ff "ld ydx=+f y2 dx 
• 0 

In entsprechender Weise kann man aus dem statischen Moment einer kontinuierlich verteilten Masse 
das statische Moment eines homogenen ebenen Kurvenstilcks mit !} � I herleiten; man erhalt auf 

die x-Achse bezogen M, = f yVI + y'' dx und auf die y-Achse bezogen M, = r xVI + y'' dx. 

Als statisches Moment M ;ines um die x-Achse rotierenden homogenen RotationskOrpers mit 
fl� I, bezogen auf die zur x-Achse senkrechtc Ebene durch den Ursprung �-----�
des Koordinatensystems, ergibt sich M = "j xy' dx. I M = "j xy' dx I 
Schwerpunkt. Jedcr KOrper kann als ein System von Massepunkten aufgefaBt werden. Dabei gibt 
es stets einen Punkt, in dem man sich die Gesamtmasse des KOrpers vereinigt denken kann - den 
Massemittelpunkt bzw. den Schwerpunkt. Das statische Moment einer kontinuierlich verteilten Masse 
ist gleich dem statischen Moment des Schwerpunkts, bezogen auf die gleiche Achse, M = J I dm 

= Im m 
oa:au� ergeben sich untcr Yerwendung der entsprechl 1den statischen Momente die Koordinaten 
des Schwerpunkts fur cin homogenes ebenes Kurvenstiick der Lange s sowie fur eine homogene 
Flache unter der Kurve y = /(x) vom Inhalt F und fur einen homogenen RotationskOrper des 
Yolumens V: 

X.1 = My/s und Ys = Mx/s bzw. x-' = M:,/F und Ys = Mx/F bzw. x, = M/V. 
Fiir den homogenen RotationskOrper wird die x-Achse als Rotationsachse angenommen; auf ihr 
liegt dann auch der Schwerpunkt, d. h., Y.1 = Zs = 0. 

Koordinaten (xu y,) des 
Schwe<punkts 

a) eines homogenen ebenen 
Kurvenstficks: 

b) einer homogenen Fl3.che 
unter der Kurve y = f(x): 

c) eines homogenen Rotations
kOrpcrs mit der x-Achse als 
Rotationsachse: 

b 

M, 
j xVl + y '2 dx 

x, = -�= -----.-------

f 111 + y'2 dx 
b 

b 

M J xy dx 
' . X.1 =

7=-.--
1 ydx 

b 
M J xy'dx 

Xs
= y = -.--; 

Jy'dx 

Beispiel 3: Es sollen die Koordinaten des Schwerpunkts der Flache unter der Kurve y = f(x) 
= cos x zwischen O und n/2 berechnet werden. -

n/2 n/2 

Fur die Fliiche gilt F= J cos xdx = I. Das Integral J xcos xdx ergibt den Wert ,r/2- I, 
n� O O 

das Integral J cos2 x dx den Wert n/4, beide nach partieller Integration. Mit den Formeln fur die 

Koordinaten des Schwerpunkts einer Flache erhalt man schlieBlich x, = n/2 - 1 und Ys = n/8. 

Mit Hilfe dieser Formeln !assen sich die Guldinschen Regeln herleiten (vgl. Kap. 8.7.). Die erzeugende 
b 

Flache eines RotationskOrpers bei Rotation um die x-Achse hat das statische Moment M x =.} f y2 dx 

und die Schwerpunk�sordinate Ys = M::,f F. Daraus folgt ffir das Yolumen des Rotationskor;ers die 

Beziehung V, = "J y2 dx = 2" · + J y2 dx = 2"M, = 2ny,F. 

Gul-Reael filr das Volumen ·-Rollltloaolr.ilrpen: Das Volumen ·- Rollll�ilrpen Isl 
gletdi dem Produkt aus der erzeugenden Flicbe and dem Weg lbres Scbwerpw,kts. 
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Das erzeugende Kurvenstllck der Mantelflache eines RotationskOrpers bei Rotation um die x-Achse 
hat das statische Moment Mx = J\ Vt + y'2 dx und die Schwerpunktsordinate y

1 
= Mxfs. Daraus 

folgt fur die Mantelft3.che des RotationskOrpers die Beziehung Ox = 2n J y � dx = 2.,1,M" = 2ny
1
s. a 

Guldinsche Regel fiir die Mantelfliche eines Rotatioosktirpen: Die Mantelfliche eines RotationskOrpers ist glelch dem Produkt aus der Linge des erzeugenden Kunemtiicks und dem Weg seines Sd,,.erpunkts. 
Trigheitsmoment. Die kinetische Energie W eines KOrpers der Masse Mund der Geschwindigkeit v betriigt W = ½Mv2• Dreht sich ein starrer KOrper um cine feste Achse A, so haben seine verschiedenen Masseteilchen verschiedene Geschwindigkeiten. Bezcichnet w die konstantc Winkelgeschwindigkeit des KOrpers, x den Abstand des Masseteilchens dm von der Drehachse, so hat dieses Teilchen die Geschwindigkeit v = xw, und die kinetische Energie ist d W = ½x2w2 dm. Die kinetische Energie des gesamten KOrpers ergibt sich dann <lurch Integration zu W = 1 / 2w2 J x2 dm, 

wobei Uber alle Masseteilchen zu integrieren isl. Vergleicht man die beiden fur die kinetisc� Energie aufgestellten Formeln miteinander, so bemerkt man, daB an die Stelle der Masse M das Integral J x2 dm getreten ist. Es heiBt das axialeTriigheitsmoment /,4 des KOrpers bezilglich der DrehachseA. 
Bez.ieht man das Tragheitsmoment nicht auf eine Bezugsgerade, die Drehachse, sondern auf einen Bezugspunkt P, dann erhalt man das po/are Triigheitsmoment J

P
. 

Tr3.gheitsm�x��: /,4 = J x2 dm dm Masseteilchen; Abstand x zur Drehachse A 

polares /
11 = 1,2 dm Abstand r zum Bezugspunkt P 

Eine wichtige Relation zwischen dem polaren Tr3.gheitsmoment I
,, 

bezllglich des Ursprungs O eines rechtwinkligen Koordinatensystems und den auf die Koordinatenachsen bezogenen axialen Trighcitsmomenten /1' , l, erhalt man, wenn man die Beziehung r 2 = x2 + y2 beri.icksichtigt, wobei x, y die Abstande eines Masseteilchens von den Achsen und r seinen Abstand vom Ursprung bedeuten. Damit wird 
1

11 
= J r 2 dm = j (x2 + y2) dm = J x2 dm + 

J 
y2 dm = /}f + I

.,
. 

Zusammenhang zwischen polarem und axialem Tragheitsmoment I
,,

= l}f + I
., 

&ispiel 4: Es ist das Tr3.gheitsmoment eines geradlinigen, dUnnen, prismatischen, homogenen Stabes der Lange/ und der Dichte e beziiglich einer durch den Endpunkt gchenden, zum Stabe senkrechten Achse zu bcstimmen (Abb. 20.4-13). -Bczeichnet man den Querschnitt des Stabcs mit q, so hat das Masseteilchen die Masse dm = (!q d.x. 
I I Damit erhiilt man I. = fx'dm = fx'wdx = wfx'dx='f,qel'='f,MI', da M=wl m O 0 die Gesamtmasse des Stabes ist. 

20.4- I 3 Zurn Triighcitsrnornent 
cines Stabes 

Beispiel 5: Es sind die Tragheitsmomentc einer Kreisscheibe vom Durchmcsser d bezUglich des Kreismittelpunktes und bezOglich dcr durch diescn gebenden Koordinatenachscn zu berechnen (Abb. 20.4-14). Dicbte und Dicke der Scheibe werdcn dcr Einfachheit ha1ber gleich I gcsctzt. Zuerst wird das pol arc Triigheitsmomcnt /,, berechnet. Die Masse dm des in der Abbildung dunlden Kreisringes ist dm = 2're de, Demzufolge ergibt sich 
I,� l ql dm = [el . he de= ½nr4 = l/32m/4 . 

y 

d 
20.4-14 Zurn Triigheitsmoment 
eincr Kreisscheibe 



20.5. Vektoranalysis 521 

Nun ist aus Symmetriegriinden Ix
= I., und deshalb I

,,
= /"+ I.,

= 2/x, l;i =½I
,, , also die axialen Tragheitsmomente Ix

= I
.,

= m:/4/64. 
Steinerscher SalZ. Sei /5 = f x1 dm das Tr3gheitsmoment eines KOrpers bezilglich einer durch seinen 
Schwerpunkt gehenden Achse S. Sein Tr3.gheitsmoment I,. bezilglich einer Achse A, die parallel zu S ist und von dieser den Abstand a hat, ist dann offenbar IA

= f (x + a)2 dm. Nun ist 
I,= f (x+a)' dm= f (x' + 2ax+a') dm = f x2 dm+ fa' dm+ 2a f x dm': l,+a'm -'- 2a f x dm. 

Da ;her mit x diem Abstiinde der Masse;eilchen z;r 
m m 

f�h;!�a���e �at���ch��m�i�td,d!�t ��r���te���;,
i
�� I Steinerscher Satz 1 ,,. = /5 + a2m I 

seiner Schwerachse, gleich Null. 
Stelnencher Satz. Das Trigheitsmomenl 1, elnes Korpers beziiglich einer beliebigen Achse A isl gleicb seinem Trigbeitsmoment 1, beziiglich der zu A parallelen Scbwerachse S, vennehrt um das Produkt aus seiner Maase und dem Quadral des Abslandes beider Achsen. 

20.5. Vektoranalysis 

In dee Vektoranalysis faOt man die Vektoren als Funktionen von Veriinderlichen auf und wendet die Begriffsbildungen und Methoden der Differential- und Integralrechnung an. Ihre Anwendungs
gcbiete liegen hauptsiichlich in der mathematischen Physik und in der Differentialgeometrie. 

Felder 
Skalare Felder. Eine skalare Funktion <p des Raumes nennt man ein ska/ares Feld, wenn durch sie jedem Punkt P(x, y, z) bzw. jedem Ortsvektor r eines bestimmten Gebietes ein Skalar <p(x, y, z) 
= <p(r) zugeordnet wird; z. B. sind Temperatur oder Dichte eines KOrpers skalare Felder. Die Flii
chen cp(x, y, z) = const heiBen Niveaufliichen. Die Kurven cp(x, y) = const in der x, y-Ebene werden 
Niveau/inien genannt, z. B. sind die Linien gleicher HOhe Uber oder gleicher Tiefe unter dem Meeresspiegel sowie die Linien gleicher Ternperatur Niveaulinien. Die Funktion <p iindert sich um so schneller, je dichter die Niveaufliichen oder Niveaulinien liegen. 
lkispie/ I: Die Niveauft:ichen des Fel-des q, = x2 + y2 + z2 sind die Kugelft3chen mit dem Koordinatenursprung als Mittelpunkt. a 

�::·•

b 

..._ 

..... '
...... \ 

Vektorfelder. Wird durch die Funktion 
v = v(r) bzw. v = v(x,y, z)jedem Raumpunkt eines bestimmten Gebietes ein Vektor v zugeordnet, so hei8t die Funktion "= v(r) ein Vektorfeld; z. B. sind Kraftfelder F(r) oder elektrische Felder 
E(r) Vektorfelder. Man veranschaulicht sic durch Pfeile, die an verschiedenen Raumpunkten r angebracht sind und deren Richtung und Lange den dazugehOrigen Vektor t,Cr) reprasentieren 
(Abb. 20.5-1 ). Vektorfelder haben oft 

20.5-1 Skalares (a) und vektoricllcs (b) Feld 

die Form: 
a= a(x, y, z, t) = u(x, y, z, r); + v(x, y, z, t)j + w(x, y, z, t) k, 

..... 

...... 

\ 

I 

...... \ 

" \ 

\ I 

I I 

d. h., der Feldvektor a hiingt von der Zeit t und von den Raumkoordinaten x, y, z ab, die ihrerseits wieder Funktion von t sein kOnnen. Die Differentiation dieser Vektorfunktion wird durch die Definition da = dui + dvj + dwk 
� � � � & � � � mil du = ox 

dx + dy dy + 3z dz + 3r di, dv = ox 
dx + dy dy + 3z �z + 3r di und 

dw = � dx + � dy +�dz+ �dt auf die Differentiation dee skalaren Funktionen u, v. w ox oy oz 01 
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zurOckgcfiihrt. Gleichwertig mit diescr Definition ist die folgendc: oa = Jim a (x+Llx,y,z,t)-a(x,y,z,t) �i+�j+�k Ox .d.x-<-0 Llx Ox c)x 3x und entsprcchcnd 
�=�i+�H�k. �=�i+�·+�k �=�i+�· �k i)y i)y /)y /)y /)z /)z /Jz 1 /)z ' /Jt /Jt ilt 1 + /)1 · Die Differentiation geschieht also komponentenweise nach den Oblichcn Regeln. $ind a1 , a2 Vektorfunktionen und ist q; cine skalare Funktion, so gelten z. B. die Produktrcgeln 
I) �(q,a)=q,�+ i)q, a, �(q,a)=q,�+ i)q, a /)x /)x i)x /Jy i)y i)y • 

2) 

3) 

�(q,a)=q,�+ i)q, a �(q,a)=q,�+ i)q, a· /)z /Jz /)z ' /JI /JI /JI ' 
� (a,. a1) =a,. 001 + 001. Oz , /Jx i)x /Jx 

/)/)z (a 1 . Oz)= a,. Oa1 + 3a,. Oz , /Jz /Jz c) Oa2 Oa1 3x(a1 x a1)=a1x Ox + c)x X Oz, 
:

Z 
(01 X Oz) = 01 X 0;: + 0;; X a2, 

Im folgcnden wird zur Vereinfachung angenommcn, daO alle Funktionen zweimal stctig differcnzierbar sind, so daD die Reihenfolge der partiellcn Ableitungen vertauscht werdcn darf, z. B. 
/)2 /)2 . 

. /)x i)y = i)y /Jx (vgl. Kap. 19.2. - Part1elle Able,tung). 
Am wichtigsten sind folgende Spezialfalle der angcgebenen Vektorfunktion: I. Der Feldvektor a h3ngt nicht explizit von der Zeit I ab, das Feld ist zeitlich konstant; 

a(x, y, z) = u(x, y, z) i + v(x, Y, z)j + w(x, Y, z) k. 2. Es ist u = x(t), v = y(t), w = z(t), oder a= r(t) = x(t) i + y(t) j + z(t) k, wobei t nicht nolwendig die Zeit bedeuten muB. Der Ortsvektor r = r(I) bezilglich des Koordinatenanfangspunktes beschreibt in Abh3ngigkeit von t cine Raurnkurvc; deutet man z. B. t als die Zeit und r(t) als Ort efoes Teilchens, so beschreibt 
r(t) dessen Bahnkurve. Die Ableitung 

:� = :� i+ :; j+ :: k=xi+j,j+;k 
stellt dann die Geschwindigkeit des Teilchcns dar, :2: ist seine I . dr . . I t1,:.tcb� ;����i).g. Der Vektor dt 1st tangential zur Kurve r(t) 

0""'-- ---'---- Hat r(t) konstanten Bctrag, lrl = const, so ist auch ,2 = const 

20.5-2 Zum Tangcntcnvcktor t 

Gradient und Potential 

und daher r · :� + :� · r = 0. Folglich stehen r und ·:; senkrecht aufcinander. 

Gradient. Man betrachtet die skalare Ortsfunktion <p = <p(r) = <p(x, y, z). DicA.nderung d<p, wclche die Funktion beim Fortschreiten um dr = dxi + dyj + dzk erfiihrt, ist 
dq, = : dx + : dy + : dz. �1-G_ra_ d-ie _n _t Ti-g-ra_d_q,_=_r_x .. -;-+ ___ :_j _+_, --�-, -k-,1 



Dieser Ausdruck kann als skalares Produkt aus dem Vektor 

dr und dem Vektor grad rp = : i + : j + : k aufgefaBt 

werden, der Gradient von rp genannt wird. FG.r die Anderung 
dq, in Richtung dr erhah man dann dq, = grad <p • dr. W3hlt 
man die Richtung dr insbesondere so, daO dr in cine Niveau
fliiche rp = const fallt (Abb. 20.5-3), so andert sich rp nicht. 
also ist dq, = 0. 

Der Gradient grad rp steht senkredlt auf den Nlveauflichen 
rp = const. 
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20.5-3 Zu NiveaufUichen 

und Gradient 

SchlieBt jetzt dr mit dem Gradienten den Winkel{} ein, so ergibt sich (vgl. Kap. 19.2. - Richtungs
ableitungen und Gradient einer Funktion): 

drp = grad rp dr = !grad rpl · ldrl cos{). 
Hieraus folgt, daB die Ortsfunktion fur O = 0, d. h. in Richtung des Gradienten am .stiirksten zu

nimmt. Setzt man ferner ldrl = d.s, so erhalt man :: = !grad q,I cos{); das bedeutet: 

Die Ableitung von q; in irgendeinu Richtung ist gleich der Projektion des Gradienten au/ diese Rich
tung. 

Potential. Durch die Bildung des Gradienten wurde aus einem skalaren Feld <p = <p(r) ein Vektorfeld 
grad <p gewonnen. Umgekehrt kann man aber im allgemeinen ein Vektorfeld nicht als Gradienten 
eines skalaren Feldes auffassen; Vektorfelder a= : i + : j + � ·k, fur die dies mOglich ist, 

hei8en konservativ, der Vektor a wird dann Potentialvektor genannt und <p sein Potential (vgl. 
Kap. 36.). , , 
Man betrachtet das Kurvenintegral fa dr = f (u dx + v dy + w dz). Wenn der Integrationsweg 

P, P1 

durch die Parameterdarstellung r = r(t) = x(I) i + y(r)j + z(t) k, 10 ,< t � t1 , bestimmt ist, geht 
das Kurvenintegral in das gewOhnliche Integral Uber 

J'(a :; ) dr = / [u(r) !� + v(r) !� + w(r) :; ] dr. 
,, ,.

Im allgemeinen h3.ngt dieses Integral sowohl von den beiden Endpunkten P0 und P der Kurve als 
auch vom Verlauf der Kurve selbst ab. 1st jedoch das Vektorfeld a= u(x, y, z) i + v(x, y, z) j 
+ w(x, y, z) k in G stetig und der Integrationsweg r(t) = x(t) i + y(t)j + z(t) k in G stetig differen
zierbar, dann ist a= grad <p die notwendige und hinreichende Bedingung fur die Unabh3.ngigkeit 
des Kurvenintegrals vom Weg. Es gilt dann der folgende Satz. 

Das Kuneolntegral iiber eineo Potentialnktor ist ,om Integrationsweg unabbingig uod gleich der 
Potentialdifl'erenz zwiscben End- und Anfaogspunkt der Kune. 1st umgekehrt das Kurvenlntegral 
f II cir ,om Wege unabbingig, so ist a ein Potentlahektor. 

In G verscbwindet das Kunenintegral § a dr Uber jeden gescblossenen Weg genau dann, wenn 
a = grad rp 1st. 

Notwendig und hinreichend dafur, daB a= grad <p in einem einfach zusammenhangenden Gebiet 
Gist, sind die Integrabilit3.tsbedingungen 

/Ju iJv iJv /Jw /Jw /Ju 
/Jy - iJx ; iJz - /Jy ; iJx - /Jz • 

aus denen rot a= 0 folgt (vgl. Rotation und Satz von Stokes). 

&ispiel 1: §(-ydx + xdy) ist lings des Einhcitskrcises um den Koordinatcnursprung zu 
intcgrieren. Die Paramctcrdarstcllung des Einhcitskrcises ist x = cost, y = sin t. Damit wird 

� � 

§ (-ydx + xdy) = f [-sinr(-sin r) + cos rcosr]dl = f (sin2 r + cos2 r) dr = br. 
0 O 

Das Integral ist von O verschieden, d. h., derVcktor a= -yi + xj ist kein Potcntialvektor; das 

folgt auch aus �= -1 ef=�= I. 
ox i)y 
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Divergenz und Satz von Gau8 

Divergenz. Die Divergenz ist ein skalares Feld, das sich aus einem Vektorfeld 
a= ,i(x,y,z)i+ ,i(x,y,z)j+ i+-(x,y,z)k 

ableiten 13131. Der Anschaulichkeit halber werde das Feld ii als Geschwindi'gkeits/eld einer strOmenden 

Flussigkeit gedeutet, deren Dichte (l = g(x, y, z) sei. Es sei cine stationiire Str6mung angcnommen, 
bei der ii und e nicht explizit von der Zeit abh3ngen. Die x-Komponente iii gibt den in der Zeit
einheit von einem Flussigkeitsteilchen in der x-Richtung zun1ckgelegten Weg an. Denkt man sich 
ein quaderformiges Volumenelement mit achsenparallelen Kanten (Abb. 20.5-4), so tritt durch die 
senkrecht zur x-Achse stehende Seitenftiiche dA 1 = dy dz in der Zeiteinheit das Flilssigkeitsvolumen 
dA 1ti = ii dy dz und damit die Masse (}ii dy dz in das Volumenelement ein. Durch die Flliche 
dA 2 = dy dz tritt die Masse 

y 

dy 

dA1 

_ [ _ il{ou) 
] e(x + dx, y, z) u(x + dx, y, z) dy dz= eu + --t;-- dx dy dz 

wieder aus. Die Differenz ergibt den Masseverlust 
il��) dxdydz 

durch die Fliichen dA 1 und dA 2 • Den gesamten Massevcrlust des 
Volumenelements erhlilt man, wenn man die anderen Fllichen
paare ebenso ben1cksichtigt, zu 

20.5-4 Zur Deutung dcr Divcrgenz 
[ 0��) + 0�:) + il�:)] dx dy dz. 

Der Masseverlust in der Volumen- 1md Zeiteinheit, die Ergiebigkeit div a= � + � + ow 
oder Divergenz des Vektorfeldes ist demnach, wenn man noch Ox Qy Oz 
a= {}ii, u = Qii, v = eV und w = eW setzt, gegeben durch div a. 
FlieBt ebensoviel Masse zu wie ab, so ist div a= 0, das Feld heiBt quel/en/rei. Punkte mit div a> 0 
heiBen Quellen - dort fliel3t mehr ab als zu; Punkte mit div a< 0 heiBen Senken - dort ist cs um
gekehrt. 
Satz von Gau8. Der Gesamtmasseverlust fur ein endliches Gebiet G 13.0t sich durch das Volumcn
integral fjf div a d-r berechnen. Diese Masse muB Uber die Randflliche S von G abgeflossen sein. 

Bezeichnet ds = n da ein gerichtetes Fliichenelement, d. h. einen Vektor in Richtung der Au8cn
normale n(lnl = I) mit einem Betrag gleich dem Fllicheninhalt da des Elements, dann ist nach schon 
durchgefi.ihrten Oberlegungen a· n da der MasseabfluB in der Zeiteinheit durch die Flache da. 
Deshalb ist der gesamte FluB durch die Fl3.che S nach auDen gleich dem Oberfl3.chenintegral 
ff (a· n) da = ff an da. Setzt man beide Ausdrilcke gleich, so erhiilt man den Satz von GauB. 
s s 

vektoriell 

Satz von GauB 

in Komponenten 

fff div ad, = ff a · n du = ff a. du 
G S S 

ff m; + :; + �;)d, =l Jf lucos(x,n)+vcos(y,n)+ wcos(z,n J du 
G S 

Der fur das hydrodynamische Beispiel so einleuchtende Satz von GauB gilt ganz allgemein for stetig 
differenzierbare Vektorfelder, wenn G eine beschriinkte offene Punktmenge ist, die von endlic� 
vielen abgeschlossenen glatten Flii.chenstilcken, die paarweise keine gemeinsamen Punkte haben, 
berandet ist. Der Satz von Gaufi gestattet die Umwandlung eines Volumen- in ein Oberflachen
integral. Aus dem Gaufischen Satz folgt noch in Obereinstimmung mit der Anschauung: 
ht o in einemGeblot quellemrel, d.b., div o = 0, sonrsdlwindet der FluB durch die Oberflicbe des 
Gebiotes. 

Rotation und Satz von Stokes 

Rotation. Die Rotation ist cine D ifferentialoperation, durch die einem Vektorfeld a= ui + vj + �-k 
cin andercs Vektorfeld zugeordnet 
wcrden kann. 
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Satz von Stokes. In die geschlossene, aber nicht notwendig ebene Kurve C sci ein Ftachenstuck S eingespannt. S mOge ein stetiges Normalvektorfeld n (ausgenommen hOChstens in endlich vielen Punkten oder Linien) haben und die Randkurve C cine stetige Tangcnte (ausgenommen hOChstens in endlich vielen Punk ten). Der positive Durchlaufungssinn von C sci derjenige, bli dem Szur Linken liegt, wenn man S von dcr durch n bezeichneten Seite aus betrachtet (Abb. 20.5-5). Dann gilt fur ein beliebiges stetig differenzierbares Vektorfeld der Satz von Stokes. 

Satz von Stokes vektoriell und in Komponenten 
§ adr = JJ (•·rota) da = JJ rot. a da 
C S S 

§(udx + vdy + wdz) 
C 

I - / /dr 

C 

20.5-5 Zum Satz von Stokes 

= ff I ( :; - �� ) cos 
<x, •) + ( �: - :: ) cos (y, •) + ( �: - �;) cos (z, •>) da 

s 

Nach diescm Satz hiingt ff (n · rot a) da nur vom Verlauf der Randkurvc C, nicht aber von der 
s Gestalt der eingcspannten Fl3.che S ab. Das Umlaufintegral § o dr bezeichnet man als Zirku-

c 

lation von o langs C; sie isl ein MaB dafur, wie stark das als Geschwindigkeitsfeld einer FliissigkeitsstrOmung aufgefaBte Vektorfeld cine Drehbewegung in der Fliissigkeit beschreibt. Die Zirkulation ist nach dem Satz von Stokes gleich dem FluB der Normalkomponente der Rotation <lurch eine in C eingcspannte Flache S. Deutet man a als Kraftfeld, so ist -o dr die auf dem Wege dr gegen die Kraft a verrichtete Arbcit 
und § o dr die bei einem vollen Umlauf 13.ngs C verrichtete Arbeit. Sie ist nur dann Null und damit 
vom Wege unabh3.ngig, wenn rot a= 0 ist. Solche Felder, fur die rot o = 0 ist, heiBen wirbelfrei. Ein wirbelfreies Feld a 13.Bt sich stets als Gradient o = grad <p darstellen. Demzufolge gilt rot grad <p = 0, wie man auch direkt verifizieren kann. 

Nablaoperator, Rechenregeln 
Die drei Differentialoperatoren grad, div, rot !assen sich mit Hilfe eines einzigen Operators darstellen, des Hamiltonschen oder Nablaoperators, der durch das Zeichen V symbolisiert wird; seinen Namen verdankt er einem hebriischen Saiteninstrument, das etwa die Form dieses Zeichens hatte. 

. . . o . o oDer V-Operator 1st defin1ert durch V = , Ox + J � + k � · 
Will man unter dem ,.Produkt" 0� · <p einfach : verstehen, s� kann man V<p = grad <p schreiben. 
Das Skalarprodukt V · o ergibt die Divergenz V · o = div o, das Vektorprodukt V x a schlieBlich die Rotation V x a= rot a. Ein weiterer, nach LAPLACE benannter und mit � bezeichneter Differentialoperator wird fur ein skalarcs Feld q,(x, y, z) definiert durch 

o'q, o'q, o'q, 
C-,q, = div gradq,= V ·(Vq,) = ()x' + -s;;,-+ (kl' 

fur ein Vektorfeld a(x, y, z) aber <lurch 
c,2a c,2a c,20 

C-,a = grad div a - rot rot a= V (V · a) - V X (V x a)= ()x' + oy
' + � · 

Ferner gelten folgende Regeln: 
grad (q, 1q,1) = q,1 grad q,1 + q,, grad q,1 rot (qia) =<proto-ox grad qi 
div (a1 x o2) = o2 • rot a, - a, · rot o2 I 

div (,pa) = q, div a + a · grad q, 
rot gradq, = 0 
div roto = 0 

Zurn SchluB sci crwah nt, daB der Gradient, die Divcrgcnz und die Rotation eincs Feldes GrOBen sind, die unabhangig vom benutzten Koordinatensystem sind. Man sagt dafilr, diese Gr08en seien 
invariant gegeniiber Koordinatcntransformationen. 
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Theorie und Anwendungen der Funktionenreihen sind aus der modernen Mathematik nicht mehr 
wegzudcnken. Ihnen kommt fur den Aufbau der Analysis und der Funktionentheorie grOBte Be
deutung zu. Manche Funktionen kOnnen nur unter Benutzung ihrer Reihenentwicklung integriert 
werden (vgl. Kap. 20.1. - lntegrale. die sich nicht durch elementare Funktionen ausdriickcn !assen). 
Funktionenreihcn sind aber auch in vielen Fallen ein lcistungsf3.higes Hilfsmittel bei praktischcn An· 
wendungcn. Mit ihrcr Hilfe !assen sich oft Aussagen Uber die Eigenschaften einer Funktion machen. 
von der nur wenige Werte bekannt sind, N3.herungswerte von Funktionen einfach berechnen und 
Genauigkeiten von Rechenverfahren rasch und sicher abschatzen. 
Im Kap. 18.2. wurden die Eigenschaften von unendlichen Reihen mit konstanten Gliedern bchandclt. 
Die Glieder der hier zu behandelnden Reihen sind Funktionen einer Veranderlichen; von Bedcutung 
sind insbesondere Potenzreihen, deren n-tcs Glicd cine Funktion der Form a,,x" ist, und Fouriu.sc.he 
Reihen mit dem allgemeinen Glied a,. cos nx + b,. sin nx. 

21.1. Reihen von Funktionen 

Schon zur Herleitung der Eigenschaften einer Reihe mit konstanten Gliedern wurden Folgcn, und 
zwar von Zahlen, benutzt. In Verallgemeinerung der Oberlegungen dort soil der Ausdruck 

F(x)= E f,,(x) 
••0 

die folgende Bedeutung haben: 
I. Fiir jede natUrliche Zahl n = 0, I, 2, ... ist cine Funktion f..(x) der Funktionenfolge f0(x), f, (x), ... , 
f,.(x), ... gegeben. Dabei ist jede Funktion f,.(x) in einem Intervall / der Variablen x dcfiniert, d .  h.� 
sie nimmt fur jedcs x aus dicsem Definitionsbereich eindeutig einen Wert ihres Wertebereichs an. 
2. Es wird eine Folge F,.(x) von Approximationsfunktionen (Partialsummen) durch 

F.(x) = /0(x) + f,(x) + ··· + f.(x), n = 0, I, 2, .. 
festgelegt, die filr cndliche n im Intervall / definiert sind. 
3. FUr jedes x aus / konvergiert die Folge F,.(x) gegen einen Grenzwert. Diese Grenzwerte stellcn den 
Wcrtebercich eincr Funktion F(x) dar, d. h .• es cxistiert ��m® F,.(x) = F(x). Diese Funktion bci6t 
Grenzfunktion, und das Intervall / wird Konvergenzintervall genannt. 
Die Diffcrenz F(x) - F,.(x) zwischen der Grenzfunktion und einer Approximationsfunktion wird 
als Rest mit R,.(x) bezeichnet und muO gegen Null gehen, wenn Konvergenz vorliegen soil. 
Gleichmi8ige Konvergenz. In der Funktionenreihe F(x) = x2 + x2(1 - x2) + x2(1 - x2)2 

= f x2(I - x2)" sind die Funktionen f,.(x) = x2(1 - x2)" stetig. Mit Ausnahme der Stelle x = 0 
.. , konvergiert die Folge der Approximationsfunktionen F0(x) = x2, F1(x) = x2 + x2(1 - x2),. 

im lntervall -I.;; x.;; +I, weil in der Reihe F(x) = x2[1 + (I - x2) + (I - x2)2 + ···] fur 
jedes x =+=Oder Ausdruck (I - x2) kleiner als cine Zahl q < l ist, die Reihe deshalb als konvergcnte 
geometrischc Reihe aufgefaBt werden kann. Man erhiilt F(x) = x' · 1/[I - (I - x2)] = I. Fiir 
x = 0 dagegen ergibt sich F(O) = 0. Zurn Unterschied von den Funktionen f,.(x) ist F(x) an der 
Stelle x = 0 nicht stetig. 
Es erhebt sich die Frage, unter wclchen Bedingungen sich Eigenschaften wie Stetigkeit oder Oiffe
renzierbarkeit von den Gliedern f,.(x) der Reihe auf die Grenzfunktion F(x) iibertragen. Die Ab
bildung 2Ll•l der Approximationskurven der Funktion F(x) = .E x2(1 - x2)" gibt cincn Hinweis. 



21.1-1 Approximations
kurvcn F,.(x) dcr Funktion 
F(x) = E x�l - x2)1 filr ,_, n = 0, I, S, 10. 20. 100 

-1 -qs -q6 -o,,, -q2 
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Wi:i.hrend sich fUr "> 10 die Kurven kaum voneinander trennen !assen, sobald lxl > 0,6, weichen 
sie z. B. fur lxl = 0,2 stark voneinander ab, d. h., der Index N, von dem ab der Betrag des Restes 
R,.(x) kleiner als cine vorgegebene positive Zahl e wird, h3.ngt im allgemeinen noch von der Wahl des 
x im Interval! ab. Diese Iodizes N(e, x) wachsen hier bei gegebenem e < I unbeschriinkt fur x- 0. A. 
Ui.Ot sich aber fur cine Funktionenreihe F(x) ein N finden, das unabh3.ngig von der Stelle x ist, so � 
spricht man von gleichmtiPiger Konvergenz. Das ist stets der Fall, wenn die Zahlenmenge N(e, x) 
cine obere Schranke hat. Im folgenden wird gezeigt, da8 dann F(x) stetig sowic g]iedweise differen-
zierbar und integrierbar ist. Die Reihe L x2(l - x2)" dagegen ist zwar konvergent, aber nicht gleich-
mii8ig konvergent (vgl. gleichmiillige Stetigkeit in Kap. 18.3. - Stetigkeit einer Funktion) . 

., Eine Funktlonearetbe F(i) = 1: J,(,) bei8t gleicbmiJlla koovergent in elnem lalenall l, w- es zu 
·-• 

jedem vorgegtbenea • > 0 eill nur ,on •• nlcbt aber voa JC abblnglges N =NC•) glbl, so daB nir jedes 
belieblgei aus / derlletnades Resles IR.(x)I = lf.+1Ci) + f.+2Ci) +···I<• blelbt, ,._ •;;, N 
ist. 

Den Begriff der gleichmiOigcn Konvcrgcnz fuhrte WEIERSTRASS cin. Er liiOt sich ebenso wie das 

folgende Konvergenzkriterium auf das Komplexe Obertragen. 

Das Weierstra8sche Majorantenkriterium. 
Wenn jede Funktlonf.(x) elner Funktlonenrelbe F(x) = E f.(x) Im Intervall/ beschrinkt 1st, d.h., 

·-· 

elner U111lelcbun& lf.(x)I .;; y. geoiigl, und weu dleRelbe E y. koa,ergent 1st, so isl F(x) = E f.(x) DO 111-0 n•O im latenall 1 glelcbmillig koavergent. Die Reihe 1: y. belBt dam, kODTergente Majonnte ,on 
., -1: f.(x). 
·-· 

., 

Beispiel J: Die Reihe 11!;, (sin nx)/n2 ist f�r alle x gleichmiBig konvergent; denn es ist immer 
!(sin 11.X)/•'I <;; 1/•'• und die Majorantc 1: 1/•' isl konvcrgcnl (vgl. Kap. 18.2. - Konvergenz-
kriterien filr Reihen). 11-1 
Beispiel 2: Die geometrischeReihe x + x2 + x3 + •·· hat dasKonvcrgenzintervall-1 < x <+I. 
FUr ein bcstimmtes x0 mit O < x0 < 1 liBt sich zu eincm vorgegebenen e > 0 fur n > N(e) 
stets erreichen, da8 

!R.(xo)I = IX:,+1 +xi+>+···!= xMxo + x5 + 00•) = X:,+1/(1 - x,) < £. 
Li8t man aber x0 gcgcn +1 wachsen, so wird IR111] bei festem n > N(e)jeden endlichcn Wert Ober-
schrciten, Jim x?,

+l 

= co. Damit ist gezeigt, da8 die geometrischc Reihe• in jedem abgex, .... 1 1 - Xo 
schlossenen Teil des Konvergenzintervalls ]-J, +I[ g]eichmiOig konvergiert, nicht aber im ge
samten off'enen Konvcrgenzintervall. 
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Es 13.Bt sich beweisen, daB an Stelle des Restcs R,,(x) auch ein beliebiger Ausschnitt F,,+,,,(x) - F,,(x) der Funktionenreihe mit k � l betrachtet werden kann; die Bedingung fur die gleichm3.Bige Konvergenz der Reihe lautet dann 
IF •• ,(x) - F.(x)I = 11,,_,(x) + /,,+2 (x) + ··· + J •• ,(x) I< e 

fur alle x im Interval! /, fur aUe n � N(e) und fur alle k � I. 
Grenzwerte einer Funktionenreihe. 1st die Reihe F(x) = ,,t /

,.
(x) im Intervall a< x < x0 g]eichrnliBig 

konvergent. so 13.Bt sich zu einem vorgegebenen e > 0 cin Index n, passend so bestimmen, daO fur allc x im lntervall, fur alle n > n1 und filr k � I gilt 11,.+1(x) + fn+i(x) + ··· + .fn+.tCx)I < e. Wird zusatzlich angenommen, daB jede Funktion f,.(x} filr x t x0 einen linksseitigen Grenzwcrt a,. hat, so darf dieser in die Ungleichung eingesetzt werden, 
[a,,+1 + a,,+2 + ··· + a,,+11 < E, 

d. h. aber, daB die Reihe I: a,, dieser Grenzwerte konvcrgicrt. 1st s ihre Summe und sind s,, ihre Partialsummen, so liiBt sich ein Index n2 so wiihlen, daB I sm - sl < E/3 fur alle m > n2 und zugleich IR,nCx)[ < E/3 fur alle x gilt. Damit kann bewiesen werden, daB auch die Grenzfunktion F(:c) furx t x0 den Grenzwert shat. FUr jedes feste m gilt niimlich fur alle x aus a< x < x0 

IF(x)- sl = l(F .(x) - s.) - ( s- s.) + R.(x)I < IF.(x) - s.l + e/3 + e/3. 
Hierin hat aber Fm(x) als Summe einer festen Anzahl von Funktionen f,,(x) fur x t x0 den Grenzwert 
Sm, d. h., es 13.Bt sich fur ein positives d < (x0 - a) ein Teilintervall x0 - d < x < x0 so bestimmen, daB fur jedes x aus ihm IF.(x) - s.(x)I < e/3 und damit IF(x) - s I < ,. Die Summe s ist danachtatsiichlich der Grenzwert von F(x). Das Ergebnis kann in der folgenden Form zusammengefaBt werden 

lim [ E f.(x)} = E [1im f,,(x)] x+x, 11•0 11-0 x,t.x1 

und besagt, daB bei gleichmiiBig konvergenten Funktionenreihen Grenzilberg3.nge gliedweisc vorgenommen werden dilrfen. FUr rechtsseitige Grenzwerte gelten entsprechende Schlilsse. Sind die Funktionen f,,(x) stctig bei x0 , so sind ihre linksseitigen und rechtsseitigen Grenzwerte den Funktionswerten /11(x0) gleich, d. h., auch die Grenzfunktion F(x) ist bei x0 stetig. 
1st die Funktlonenrelbe F(x) = E J.(x) In elnem Intenall / aleldnnilllg kODVfflfDI und slnd lbre 

··• Glied.er/,,(:r) fiir :r = x0 stetig, so 1st auch F(x) aa dJeser Stelle steti1. 
Gliedweise Differentiation und Integration. Sind die in einem Intervall / definierten Funktionen /,.(x) 
dort dilferenzierbar und ist die aus den Differentialquotienten gebildete Reihe /(x) = f /�(x) in/ 

- -gleichm3.8ig konvcrgent, die Reihe E f,,(x) aber wenigstens an einer Stelle x0 aus / konvergent, 
··• so konvergiert diese Reihe E f,,(x) sogar gleichm3.8ig in/, und der Differentialquotient der durch sic 

dargestellten Funktion F(x) = E f,,(x) ist die Reihe F'(x) = E 1.·(x). Auf die Herleitung dieser 11-0 11-0 Beziehungen im einzelnen wird hier verzichtet; man spricht sic oft in der folgenden, weniger genauen Form aus. 
d [ • ] • Elne Funktlonenrelbe darf 1ileclwelse tllffer-lert wenlen, ,._ die cG" £, f.(x) = £

0 
J;(x) slcb e,aebencle Rdbe 11•� kon•eraent 1st. 

ABEL gab, ohne den Begriff der gleichmiiDigen Konvergenz zu kennen, folgende Beispiele dafilr, daB cine gliedweise Differentiation nicht in jedem Fall auf richtige Ergebnisse filhren muB: 
-l. Die Funktionenreihe 11fi_ (sin nx)/n konvergiert fur jedes reelle x, die durch gliedweise Differen-

tiation gewonnene Reihe £1 cos nx dagegen divergiert fur jedes x. 
2. Die Reihe f f,,(x) = f (sin nx)/n2 konvergiert gleichmaBig fur alle x, die Reihe .E., /�(x) co 11•1 11-1 = f 1 (cos nxJ?n ist dagegen fur x = O divergent. 
Sind die Glieder f,,(x) einer im Intervall l gleichmii8ig konvergenten Funktionenreihe dort integrier-



bar, so ist die durch gliedweise Integration entstehende Reihe 
in / auch konvergent u�d stellt das Integral f F(x) dx der 

Grenzfunktion F(x) = I: f.,(x) dar. 
··•

Elae llleldmdllla komerpate F'llnkt-.oie clarf 111ie. 
weloe lnteariert ....... 

Bogenlange und Umfang der Ellipse kann man durch glied
weise Integration der Reihe fiir das Bogenelement berechnen. 
Filr das Bogenstilck S der Ellipse (Abb. 21.1-2) gilt 

S= r Vdx'+dy'=a J YI -e2 sin2 q, dq, 
0 0 

mit x = a sin q,, y = b cos q,, dx = a cos q, dq,, dy = 
-b sin q, dq;i sowie e2 = (I - b2)/a2, wenn e die nurnerische 
Exzentrizitat der Ellipse ist. Dabei ist von folgender Umfor-
mung Gebrauch gemacht worden 

a2 cos 2 q, + b2 sin2 q, = a2 - (a2 - b2) sin2 q, 
= a2(1 -e2 sin2 q,). 

Y_ 
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21.1-2 Zur Parameterdarstellung 
der Ellipse 

Da lel < 1 ist, 138t sich die Wurzel mit Hilfe der binomischen Reihe in cine gleichmaBig konvergentc 
Reihe entwickeln 

Vi - •'sin'-;= I -(e2/2) sin' 9' - [e4/(2 · 4)] sin• 9' - [I · 3 · e6 /(2 · 4 · 6)] sin6 9' -··· 
Durch gliedweise Integration erhalt man fur die Bogenlange S die Darstellung 

S = a 19' - [e2/2] J sin' 9' dq, - [<4/(2 · 4)1 J sin4 9' dq, -•·· l• mit der es moglich ist, die Bogen
Hinge fur jeden Winkel <p zu berechnen. Zur Bestimmung des Umfangs der Ellipse berechnet man die 
Lange eines Viertelbogens (<p = n/2). Dann kann man die bei der Herleitung des Wallisschen Produkts 
im Kap. 20. angegebenen Rekursionsformeln verwenden und erh3.lt: 

Umfang der Ellipse U = 2na [ I - (-½-)' e' - ( +{ )' f - ( +.+.{ )' f- · ·] 
Niiherungsformel U"" n [3(a + b)/2 - V;;1] e' = I - b2/a2 

Um den Fehler .1 abzusch3tzen, der bei der Benutzung der Naherungsformel begangen wird, ent-
- - - ·--

wickelt man zuniichst mit Hilfe der Beziehungen (a+ b)/2= (a/2) [I +VI-,'] und Vab= a VI - e2 

diese Ausdriicke in binomische Reihen, deren Restglieder R;, RJ' durch r' und r" nach oben abge
schatzt seien. Aus diesen Reihen gewinnt man cine Reihe filr n [3(a + b)/2 - V�J. die von der 
oben genannten Reihe fur den Genauwert erst im Glied mit e8 abweicht. 1st r cine Abschatzung fur 
das Restglied R3 der Reihe fur den Genauwert, so ist der gesuchte Fehler .1 < r + 3r' + r". Fiihrt 
man die Rechnung aus, so ergibt sich, dall .1 < 0,4 · e8/(l - e2 ) ist. 

21. 2. Potenzreihen 

Potenzreihen sind spezielle Funktionenreihen, in denen die Funktionen mit einem Koeffizienten 
multiplizierte Potenzen der Variablen sind, f,.(x) = a,.x1. Die Approximationsfunktionen F,.(x)· 
= a0 + a1x + • · • + a,.x:" sind Polynome, d. h. ganze rationale Funktionen, die fiir jedes x definiert 
sind. Das Konvergenzintervall der Potenzreihe 

F(x) = lim F.(x) = f a,.x' = a0 + a,x + a,x' + ··· 
t1➔ ao n•O 

mull in jedem Fall untersucht werden. Potenzreihen, die fiir jeden Wert der Variablen konvergieren, 
werden besttindig konvergent genannt, sokhe, die nur fur x = 0 konvergieren, nirgends konvergent . 

., 
&ispi,t,. I: DieReiheF(x) = I: tf'x" = x + 4x2 + 21x' + 2S6x4 + •·· ist nirgends konvergent. 

,..1 . 

• . oo r' x2 x3 x4 . . 2: D,e Reihe F(x) =£,,if= x + T + 6 + 24 + •·· ISi bestind11 konvergent. 



530 21. Funktionenreihen 

Konvergenz der Potenzreihen 
Filr jeden festen Wert x = x0 kOnnen die Glieder der Potenzreihe als Konstante angesehcn werden, mithin gelten die im Kap. 18.2. gefundcncn Sitze. Jnsbesondere wird der Begriff der absoluten Konvergenz, d. h. der Konvergenz der Reihe der absolutcn Betrige, auf Potenzreihen angewendet. Wie im einzelnen hier nicht ausgefuhrt wird, la.Bt sich bcweisen, daD die Potenzreihe l,; a,.x" fiirjedes lxl < !x 11 absolut konvergiert, wenn die Reihe E a

,.x7 kenvergiert. 
Der Konvergenzradius von Potenzreihen. Die positive Zahl , wird Konvcrgcnzradius einer Potenzreihe genannt, wenn diese fur jedes lxl < r konvergiert, filr !xi > r aber divergiert; das Intervall von -, bis +r entsprechend Konvergenzinterva/1 (Abb. 21.2-1). Filr cine best3.ndig konvergente 

+r 
21.2-1 Konvcrgcnzintcrvall cincr 
Potcn:ucihc 

Reihe kann r = oo, fur cine nirgends konvergente r = 0 gesetzt werden. 
Satz ,oe Abel. Ftir jede Potemrelbe, die - bestlndlg nod! m111ffllll komqmt 1st, llbt es einen Wert r > 0, so dal die Relbe fllr I.ti < r komqlert and rur I.ti > r dh-erglert. 

Form�/ von Cauchy-Hadamard. Zur .Bestimmung des Konvergenzradius , hat CAUCHY schon 1821 cine Formel an-gegcben, die jedoch unbeachtet blieb. Erst 70 Jahre sp3.ter 
entdeckte sic HADAMARD crneut. Man betrachtet die obere Haufungsgrenze µ = ITm vfaJ der positiven Zahlenfolge 

la.I, Via,I, V'la,1, ... ,Via.I, 
d. h. cine Zahlµ der Eigenschaft, dall unendlich viele Glieder der Folge grOOer sind als µ - t:, aber hOChstens endlich viele grOBer als µ + t:, wenn t: cine beliebig kleine positive Zahl ist. Hat die Zahlµ einen endlichen Wert, 0 < µ < +oo, so ist auch 1/µ endlich, und es !assen sich zwei Zahlen x1 und e so finden, da3 Ix.I< e < I/µ bzw. 1/ e > µ ist. Das bedeutet, da3 fur alle n > N1 

gilt V'Ja,.[ < 1/e oder V1a,.x1 I < lx11/e < J. Die Potenzreihe konvergiert danach filr x1 absolut. Filr Werte [x 21 > 1/µ gilt dagegen filr unendlich viele n: 
vfa:i > l/x, oder la,.x'JI >I, 

d. h., fur x, divergiert die Reihe. Die Zahl r = l/µ I K d" _ I/ - 1/f '.r.-:1 I I kann in diescm Sinne als Konvergenzradius auf- . onvergenzra ius ' - µ - im Y 1a,.1 . gefa8t werden. ,. 
Nach dem folgenden, ohne Herleitung angegebenen Satz kann manchmal an Stelle der Folgc (�) die Folge (la,.+1/a,.I) benutzt werden (vgl. Kap. I 8.2. - Konvergenzkriterien filr Reihen). 

Wenn die aus den Koejfizienten •• elner Reihe E a,.x" gebildeten Folgen (vfa:i) und (la.+1/a.l) beide 
konvergieren, ha�n sie den gleichen Grenzwert. 

Beispiel: Die Potenzreihcn 00 00 x" 00 x" 00 x" 
E. x', E •. E-;;, . .... E ..-. p;;. o. rest 

haben den gleichen Konvergenzradius r = 1. Es genilgt, den folgcnden Grenzwert filr jedcs p = 0, 1, 2, ... zu bestimmen: 
��"!, l•.+i/a.l = ��m� ln•j(n + 1)'1 =��"!,[I - 1/(n + I)]•= I. 

Ober das Verhalten einer Potenzreihe in den Randpunkten x = +r und x = -r des Konvergenzintervalls )assen sich keine allgemeinen Aussagen machen. Filr jeden Randpunkt mull das Konvergenzverhalten gcsondert untersucht werden. Filr die ersten drei der im letzten Beispiel angegebencn Reihen erh3.lt man z. B. 
�1. die Reihe f1 x" divergiert fur x = -l und filr x =+I; 

2. die Reihe .. t x"/n konvcrgiert fur x = -1 und divergiert als harmonische Reihe fur x = + 1 ; 
� 3. die Reihe. E x"/n2 konvergiert filr x = -l und fur x = + l. 

••I 
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., 

Hat elne Potenzrelbe 1: a.r' den Koonrgemradlus r, so Isl sie filr Jedes x mil lxl < r aboolut 
koanrgent. 11-0 

Gleichmi8ige Konvergenz von Potenzreihen. Nach einem Satz von ABEL liiBt sich beweisen: 
Eine Potenuelhe koovergiert gleidunillig in jedem abtlescblossenen lnlemili, das gaaz Im 1-m des 
Komergeazlnlenalls llegl. 

Nach dicsem Satz gelten alle fiir Funktioncnreihen untcr der Voraussetzung dcr gleichm3.Bigcn 
Konvergenz gewonnenen Ergebnisse auch fur Potcnzreihcn. Sic sind danach i□2edcm abgeschlossenen 

Jntervall im lnnern des Konvergenzintervalls stetige Funktionen /(x) = .E a,,x", deren Integral ·-• 
durch gliedwcise Integration gewonnen werden kann. 1hr Differentialquotient kann durch gliedweisc 
Differentiation gewonnen werden, wie im folgenden Abschnitt gczeigt wird. 
Potenzreihen im Komplexen. Fiir Potenzreihen einer komplexen Variable□ mit komplexen Koef
fizienten tritt an Stelle des Konvergenzintervalls als Konvergenzgebiet ein Kreis, dessen Radius als 
Konvergenzradius bezeichnet wird (vgl. Kap. 23.1. - Holomorphe Funktionea). 

Wlchtige Eigenscbaften der Potenzreihen 
., 

ldentititssatz fur Potenzreihen. Die Potenzreihe /(x) = E a11 x" ist im Innern ihres Konvergenzinter-
""'o ao 

valls lxl < r cine stetige Funktion, insbesondere far x = 0. Jst die Potenzreihe / 1 (x) = E b,,x" im 
·-· 

gleichen I ntervall dcfinicrt und dort also auch cine stetigc Funktion und gibt es cine Folge (x.t) mit 
unendlich viclen von Null verschiedcnen Gliedern und mit dem Haufungspunkt x = o. sowie 
mit der Eigenschaft /(x,) = /1(x,) fiir aiie "• der Foige, so gilt 

iim /(x,) = a0 und iim / 1(x,) = b0 , 
k-ao k-ao 

und es muO gelten: a0 = b0 . Da X.t =t= 0, ist es nun mOglich, zwei neue Funktionen 
g(x,) = (/(x,) - a0)/x, = a, + a,x, + a3 xf + ... und g1(x,) = (/1(x,) - b0)/x, = b1 + b1 x, + b3 xf + ... 

zu bi Iden, fur die ebenfalls g(x,,.) = g 1 (x.t) gilt. Durch den Grenzilbergang k - oo erhiilt man a1 = b1 • 
Eine erneute Anwendung dieses Verfahrens liefert a2 = b2 , und durch vollst3.ndige Induktion folgt, 
daD alle Koeffizienten der beiden Reihen mit gleichem Index einander gleich sind. Die beiden Potenz
reihen sind identisch. 

Konvergleren die Potemrelheo £ 11.z" und E b.z" filr lxl < r und baben sie file elne Nullfo(ae YOa 
11•0 11•0 

Puaklen "• "' 0 aus dem Koo,ergembereicb die glelcben Summen, so sind die belden Relhen ldentlsch, 
d. b., fiir alle • gilt e11 

= b11 • 

., 

Der Identit3tssatz gilt auch filr Potenzreihen von der Form E a,.(x - x0)". L3.Dt sich cine Funktion 
·-• 

/(x) in der Umgebung eines Punktes x0 durch cine Potenzreihe darstellen, so ist diesc Potenzreihen-
darstellung cindeutig. Ergeben sich durch unterschiedlichen Rechengang fur cine Funktion zwci
Potenzreihenentwicklungen, so milssen die Koeffizienten entsprechendcr Potenzen der Variablen 
cinander gleich sein. Das Verfahren des Koeffizientenvergleichs ist deshalb auch bei Potenzreihen 
anwendbar (vgl. Kap. 5.2. - Polynomdarstellung ganzrationaler Funktionen). 

&ispitl 1: Fur beiiebigen:elieZahlenaundb gill(i + x)" (i + x)' =(I+ x)"+>. ImKoovergenz
bereich lxl < I kann jedcr Faklor als Binomialreihe dargeslelit wcrdcn: 

(i +x)•= E (0)1"'; (i +x)'= E (
6)1"'; (i +x)"0= £ (a+ 6)r'.

,. .. on ,. .. on 11-0 n 
Benutzt man weiter die Uber das Produ.kt zweicr Potenzreihen gUltigen Sitze, so ergibt sich 

.fa (
0 

! 
6
) r' = .! [ (�) (!) + (7) (n � I) + ··· + (:) (�)] r'. 

Hieraus erh3.lt man durch Koeffizientenvergleich das Additionstheorem fur Binomialkoeffizienten 
auf Ubcrraschend einfache Weise. 

Additionsthcorcm fur Binomialkoeffizjenten 
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Transformation auf einen neuen Mittelpunk.t. Alie Uber Potenzrcihen gcfundenen Beziehungen gelten auch, wcnn die Variable (x - x0) anstatt x betrachtet wird. lnnerhalb des Jntervalls Ix -x0 1 < r 
stcllt /(x) = f a,.(x - x0l cine stetige Funktion dar. Anstatt des Mittclpunktes x0 kann aber jeder 

·-· andere Punkt x1 , dcr im Jnnern des lntervalls Ix -;ol < r liegt. cbenfalls als Mittelpunkt einer Dar-
stcllung dcrselben Funktion als Reihe /(x) = l: bt;(X - x 1)• dienen. 1hr Konvergenzradius r1 

•-• hat mindestcns die GrOBe r - lx1 - x01. Aus Abb. 21.2-2 crkennt man, da8 fur jeden Punkt x im Intcrvall Ix -x,I < r1 gilt 
Ix, - xol + Ix -x,I < r. 

Setzt man deshalb x - x0 = (x1 - x0) + (x - x1) in die Reihe mit dem Mittelpunkt x0 ein, so ist nicht nur dicse Reihe 
f(x) = f a.[(x, - x0) + (x - x1))" 

•-• 

absolut konvergcnt, sondern auch die Reihe 
21.2-2 Jntervalle bei der Transformation einer f la11l (lx1 -xol + lx - x1 IY' Potenzreihe auf einen neuen Mittelpunkt 11--0 

konvcrgiert. Untcr dicsen Voraussetzungen gilt dcr groOe Umordnungssatz (vgl. Kap. 18.2. - Rcchncn mil konvcrgcntcn Reihcn): Entwickclt man die Klammcrausdriicke [(x1 - x0) + (x - x1 )r nach dem binomischen Lchrsatz fur n= 0, 1, 2, ... und setzt gleiche Potcnzen von (x - x1) untercinander, so sind jede Spaltcnrcihe sowie die Summe der Spaltenreihcn absolut konvergent, und fur jedes x im Intervall lx-xd < r1 gibt E b..(x -x1)* den Funktionswert von /(x) an. Es gilt dcmnach 
/(x) = £ ba(x -x,)* mit ba = I'(" +

k 

k) a11 • .(x 1 - Xo)". k .. O 11-0 
/(x) = a0(x1 - xo)0 

+ a1(x1 - x0)1 + a1 (:) (x1 - x0)0 (x-x1) 
+ D2(X1 - Xo)2 

+ 02 (!) (X1 - Xo)1 (x-x,)+ 02 (�) (x, - Xo)0 

+ a3(x1 - x0)3 +a,(!) (x1 -xo)2 (x-x,)+ a, G) (x 1 - xo)1 

/(x) = ,.! (�)a.<x,-xoY'+ .fa ("� 1 )a.+1(X1-xoY'· x-x 
=bo +b, · x-x 

Glied:wdse Differentiation elaer Potemrelbe. Mit Hilfc dcr ebcn gcschilderten Transformation kann jcdcr Punkt x1 im Innern des Konvcrgenzintervalls eincr Potenueihc als Mittelpunkt einer Potenzreihendarstellung de!:lbcn Funktion dienen. 
Die durch /(x) = 1: b.(x -x1)* bestimmte Funktion ist untcr den im letzten Abschnitt angege

•-• bcnen Voraussctzungen fur x = x1 differcnzierbar, denn wcgen /(xi )= b0 ist 
[/(x) - /(x1))/(x -x1 ) = b, + b,(x - x1 ) + b,(x - x1)2 + 
. . /(x)-/(x1) , "'(•+ I) und es gilt }:";

1 x _ Xi I (x1) = b1 = 111:o 1 011+1Cx1 -xo)" 
fur jedes x1 im lnnern des Konvergenzintervalls, und somit ist allgemein 

f'(x)= I (n+ l)a •• ,(x-xo)". 
•-• 

., Dicse Reihe erh.ilt man abcr gerade durch gliedweises Differenzieren dcr Reihe /(x) = 
11

� a,.(x -x0)". 
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Das Vcrfahren HH3t sich wiederholt anwenden, und man crhilt im n§chstcn Schritt 
[f'(x) -f'(x,))/(x -x,) = 2! b2 + 3b,(x - x,) + ... 

und /"(x,)/2! = b, mit b, = .t(n ; 2) a • .,(x, - x0)'. 
Diese Reihe konvergicrt wieder absolut. Durch vollstandige I nduktion crgibt sich der Satz: 
---'l-�\...__.._ .... .,.__ .... _, ........... "'--... , ........ belJebla oft dlfferem:lerbar. llllre Ablel'-n It-. durcb a)ledwellts Dllmenzletta a•· W0111M11 werdea. 
Summe, Dlfferenz und Produkt zweier Poten:eihen. Ftir jeden P�kt, der im Innern beider Konver
genzincerva//e zweier Pocenzreihen f(x) = ,E a.x' und lf(x) = ,E 6.x" liegt, ist Jede Reihe absolut 
konvcrgent. 11-0 11-0 

Nach den fur Reihen gOltigen Siitzen (vgl. Kap. J 8.2. - Rechnen mit konvergenten Reihen) kOnnen die Summe, die Differenz und das Produkt der Funktionen /(x) und g(x) durch cine Potenzreihc mit 
geeigneten Gliedern dargestellt werden. 
Fir JOiia r, du beld• K.,,,.......-- cler Relbea f(x) = J: •.x" und r(r) = E b,.x" ,..o 11-0 ... -, kOlrfqierell die - a)iedwella A-.. oder Subtnhlern .. .,,_....,, Reibea 
1: <•. + b,)r' bzw.1; (•,-b.)r'aboolut,..1l•ll•dleFalt-/(r)+1r(r) bzw./(r)-r(x) 

•-0 .-o 
� - -Fir JOiia r, du beldm K .... aa I e1cbea Jer Kellom f(x) = I: •.x" und 11:Cr) = I: b,.x" an-

'° •-0 •-0 .-i, "-"llert die PrcNlllktrellle E ("ob, + a.,b,_1 + · · · + •.,b0) r' aboolut und steiit di• 
Falt-/(r) · r(r) dar. •-• 

Die Kocffizientcn kOnncn dabci nach Schriigreihen aus cinem Schema dcr Teilprodukte oder nach einer Schiebezcttclmcthode bcrechnet werden (vgl. Muhiplikation von Rcihen in Kap. I 8.2. -
Rechnen mit konvergenten Reihen). 
JJ,ispiel 2: FOr lxl < I konvergiert die geometrischcReihe 1/(1-x)=I +x+x'+x'+x4+•·· 
Wie aus der Stellung des Schicbez.ettels fur das dritte bzw. das vierte Glied des Produkts zu ersehcn ist, erhAlt man durch Multiplikation der Reihe mit sich sclbst der Reihe nach 
1/(1 - x)2 = I + 2x + 3x2 + 4x2 + ... und 1/(1 - x)' = I + 3x + 6x2 + IOx' + •

.. +xl + x2 +x +1 . .  + x1 +x2 +x +1 

1+ x +x2 +x1 . 

Weitere Bcispicle ilber Potenz.en von Sinus- und Kosinusrcihcn wcrden im AnschluO an die Herlei• tung diescr Rcihcn gebracht. 
Einsetzen elner Potenzreihe in cine andere. Funktionen von cincr Funktion sind unter bestimmten Bedingungen definiert (vgl. Kap. 5. 1. - Darstellung von Funktionen), sic kOnnen stetig sein (vgl. Kap. 18.3. - Stetigkeit einer Funktion) un� differenzierbar (vgl. Kap. 19.1. - Differentiationsregeln). 
Wenn die innere Funktion z = ,p(x) = I: a.x" einer mi11elbaren Funktion y = /[,p(x)) = F(x) 

a•O durch cine Potenzreihe dargestellt ist und fiir x•Werte aus dem Konvergenzbcreich dieser P�tenz•. 
reihe Fuoktionswerte z annimmt, die zum Konvergenzbcreich einer Potenzreihe /(z) = E b,.z,. 

a-o gehOren, die die Funktion y = f(z) darstellt, so ist damit mittelbar y = F(x) als Funktion von x definiert. Es erhebt sich dann die Frage, ob diese Funktion F(x) sich ebcnfalls als Potenzreihe
-

F(x) = E c,,x" darstellen 138t und auf welche Weise ihre Koeffizienten c,. aus den Koeffizienten 
·-· a,. und b,. bestimmt werden kOnnen. Fllr die gesuchte Potenzreihe mu8 gelten F(x) = b0 + b1(a0 + a,x + •··) + b2(a0 + a1x + .. ,)2 + ... Nach einem Verfahren, das dem zur Transfor• 

mation einer Potenzreihe verwendeten entspricht, werden die Potenzen zk = a.-0 +au x+ · 
+ a.-,.x" + • .. von z = J;a,.r' durch Multiplikation von Potenzreihen berechnet und nach gleichen Potenzen von x umgeordnet (vgl. GroBer Umordnungssatz, Kap. 1 8.2. - Rechnen mit konvergenten Reihen). Wie sich im cinzclnen beweiscn 13.Bt, crhilt man dabci absolut konvcrgcnte Spa1tenreihcn 
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� � c,. = E b•a11.,.. Die Potenzreihe E c,,x" konvergiert absolut und stellt fur die angegebenen x-Werte k-0 n•O die Funktion F(x) - /[,p(x)) dar. 
Division durch eine Potenzreihe. Die Aufgabe, cine Potenzreihe E b,.X- durch cine Potenzreihe E a11x" zu teilen, kann auf cine Produktbildung zurUckgefuhrt werden, wenn es gelingt, den reziproken Wert 1/ E a,,x" des Div isors als Potenzreihe darzustellen. Setzt man vom Divisor E a,,x" = a0 

+ (a,x + a2x 2 + •··) = a0 + z voraus, da8 er einen Konvergenzradius r > 0 hat und daB a0 von Null verschieden ist, so laBt sich ein Tei) seines Konvergenzinterval ls angeben, in dem gilt lzl = Ja 1x + a2x2 +•·•I< laol- Dann kann aber der reziproke Wert des Divisors in cine geometrische Reihe entwickelt werden, 
I I I 1 z z 2 z3 

£ a,,x" - a0 I + z/a0 

= 
a0 a3 

+ 
at a� 

+ 

die fur x-Werte eines Intervalls konverg iert, fur die auch z = a1x + a2x2 + •· • konvergiert. Durch Einsetzen der Reihe fur z in die geometrische ergibt sich, wie im vorangehenden Abschnitt geschildert wurde, cine Potenzreihe £ c,.x", die absolut konvergiert und die Funktion 1/(£ a,,x") darstellt. Nachdem feststeht, unter welchen Bedingungen die Potenzreihe £ c,,x" existiert, kOnnen ihre Koeffizienten c,. nach dem Identit3.tssatz einfacher durch Koeffizientenvergleich bestimmt werden. Aus dem Produkt E a,.x" · £ c,.x" = I ergibt sich ein System von Gleichungen, in dem die c,. 

n = O, I, 2, ... Unbekannte sind und schrittweise berechnet werden kOnnen, 
OoCo = 1, Ooc, + a1Co = o .... , aoc,. + 01C11-I + ... + o,.co = 0,. 

1st eine Potenzreihe £ b,,x" durch I; a,.x" zu teilen, so lautet der Ansatz fur den Koeffizientenvergleich I; b,.x" - I; a,.x" · I; c,.x". 
1:n�P�/,;� �� 

d_:n ;Ij;f+hc;f��i�1:�,��i���n1;;��lu����;i�i:sfo-; x�� :t;,'� �-i:�/� ! 

!��Potenzreihe fur tan x gefunden werden. Aus den Bedingungen fur die Ex istenz der Potenzreihe I; c,.x" crgibt sich, da8 die Division nur in dem Teil des Konver-... + c5 
x5 

+ c, x4 + c1 x3 
+ c2 x2 

+ c1 x + c0 genzintervalls r = oo der Kosinusfunktion mOglich ist, in dem 
2 4 cos x =t= 0, d. h. im Intervall 

1 + O·x - f, + O-x3+ f, + O·x5 - .. lxl < 11/2. Der Ansatz fur den Koeffizientenvergleich lautet sin x =cos x · £ c,.x". Fiir c4 ist obcnstehend die Stellung eines Schiebczettels angegebcn. Man erhlilt 
0 = Co , 1 = Ci , 0 = C2 - Co/2!, -1/3! = C3 - c,/2!, 0 = C4 - C2/2! + Co/4!, ... 
und gewinnt daraus schrittweise c0 = 0,  c1 = 1, c2 = 0, c3 = 1/2! - 1/3! = 1/3, c4 = 0, 
c, = 1/5!- 1/4! + 1/(3 • 2!)= 2/15, c6

= 0, c7 - 1/7! + 1/6!- l/(3 • 4!)+ 2/(15 · 2!)= 17/315, ... 
d. h., die filr !xi< n/2 gultige Entwicklung tan x=x+x3/3+2x'/15+ l7x7/315+ ... 

Bernoul/ische Zahlen. Verwendet man die spiiter hergeleitete Entwicklung ex = I +x/1 ! + x2/2! +·· der Exponentialfunktion, so erfilllt die Funktion 
/(x ) = e' � I = I+ x/2! +

1 
x2/3! + • 80 + �; x + �! x' + · 

die Bedingungen fur die Division durch eine Potenzreihe, liiOt sich mithin in cine Potenzrei he entwickeln. Wie in der letzten Gleichung bereits angegeben, werden ihre Koeffizienten in der Form 
B,./n ! angesetzt. Die Zahlen B

11 
werden Bernoullische Zahlen genannt. S ic kOnnen aus dem Produkt 

1-(1 +x/2!+x 1/3!+ .. ·)[B0 +(B,/l!) x + (B1/2!)x 2 + ... J berechnct werdcn. -An der Abbildung kann abgelesen werden, daO sich durch Koeffizientenvergleich die Beziehungen 

80
= 1,80/2!+8,=0, 

80/3! + 81/(1 ! 2!) + 82/2! = 0, 
80/4! + B,/(1 ! 3!) + 81/(2! 2!) + 83/3! -o, ... , 
ergeben, die nach Multiplizieren mit den Hauptnen-nern die Form annehmen 

80 
= I, 2B1 + 80 

= 0, 382 + 38 1 + 80 = 0, 483 + 682 + 481 + 80 
= 0, 

584 + 1083 + 1082 + 581 + 80 = 0, .. Aus ihnen erh.llt man schrittweise B0 = I, B1 = -½, B2 = + 11,;, B3 = O. B4 = -1/30, .•• 

Vom Index 3 ab haben alle B11 mit ungeradem Index n den Wert Null. 
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Umkebrsatz fiir Potenzreihen. Unter bestimmten Monotoniebedingungen existiert zu einer Funktion y = f(x) die Umkehrfunktion x = q,(y) (vgl. Kap. 5.1. - Umkehrung cincr Funktion). Auch fur Potenzreihen 13.Bt sich durch hier im einzelnen nicht angefuhrte Uberlegungen ein entsprechender Satz herleiten. 
Za elaer Potemrelhe y = f(x) = "•" + 11,x' + 113x3 + ··· mlt dem Kon•eraemnuU111 , and 111 � 0 glbt .. 1-u elne la ei- u.,......,. ,oa y = 0 koa•eraeate Potemrelhe x = ,p(y)= b1y + b.y' + b3y3 + ···, fllr die y -/[,p(y)J. 

Isl von der Potenzreihe x = b1y + b2y2 + • • · einmal bewiesen, da8 sie einen von Null verschiCdenen Konvergenzradius r1 hat, so !assen sich durch Koeffizientenvergleich die Koeffizienten b1 , b2 , b3 , ••• dadurch bestimmen, da8 in diesc Reihe die gegebene Potenzreihe y = aJx + a1x2 + a3x3 + ... cingesetzt wird. Diese Bestimmung ist eindeutig, d. h., es gibt nur cine einzige Potenzreihenentwicklung fur x = q,(y). 
&ispiel 4: Aus der Potenzreihencntwicklung y = sin x = x - x3/3! + x5/S! - + •·· kOnoen fur x = arcsin y = b1y + b2y2 + b3y3 + · ·· die Koeffizienten b,. durch Einsetz.en gcwonnen werden. Man erhAlt 

y = b1y + b,y' + b.y3 + b4y4 + b5y5 + · · · 
-1/.[bly3 + 3b,bfy• + 3b,bv,' + 3bfb3y5 ••. ] 

+ 1/uolbly' + ···I + ···, d. h. die Gleichungcn 
I= b,, 0 = b2 , 0 = b3 - 1/6bf ,0 = b4 - 1/ibibf , 0 = b5 - 1/ib,b} - ½bfb3 + 1/120bf, ... 
Schrittweise ergibt sich daraus b1 = 1, b2 = 0, b3 = 1/6, b4 = 0, b5 = ¼o und damit x = arcsiny = y + 'l•Y' + ¾oY' + ··· 

Taylorsche Reihen 
Durch eine Potenzreihe I: a,,x" mit einem von Null verschiedenen Konvergenzradius r wird cine Funktion /(x) = I: a,.x" definiert, die fur lxl < r cine stetige Funktion von x ist. Durch wiederholtes g]iedweises Differenzieren der Reihe erhalt man die Ableitungen beliebiger Ordnung der Funktion 
/(x). 1st dagegen cine Funktion /(x) vorgegeben, z. B. sin x, Vi+x2 oder arctan x, so ist noch zu zeigen, ob sich diese Funktion in cine konvergierende Potenzreihe entwickeln la.Bt und wie die Koeffizienten dieser Reihe bestimmt werden kOnnen. Dieses Problem haben TAYLOR und MACLAURIN gelOst. Wenn die gegebene Funktion /(x) iiberhaupt in cine Potenzreihe /(x) = a0 + a1x + a2x2 + • 
+ a,.x" + ... entwickelbar ist, so muB /(x) auch beliebig oft differenzierbar sein. Durch gliedweises Differenzieren und anschlieBenden GrenzUbergang x - 0 erh3.lt man nacheinander 

f'(x) =a,+ 2a,x + •·· + na.,x"-1 + •·· -f'(O) = a,, 
f"(x) = 2a2 + 3 · 2 xa3 + •·· + n(n - l)a.,x"-' + •·· - f"(O) = 2a2 , 
f'"(x) = 3 · 2 · !a3 + •·· + n(n - I) (n - 2 )a.,x"-3 + •·-f'"(O) = 3! a3 , 
J<•>(x) = n! •• + (n + !) ·· 2a.+1X + ··· 

Die Potenzreihe hat dann, falls sie konvergiert, die nach MACLAURIN benannte Form 
f(x) = /(0) + /;(�) x + f�;O) x' + ·

Die gleichen Oberlegungen gelten fur cine um den Mittelpunkt x0 angenommene Potenzreihe I: a,.(x - x0)", aus der sich durch den Grenziibergang x- x0 die nach TAYLOR benannte Form der Reihenentwicklung ergibt 
f(x) = f(Xo) + f')�o) (X - Xo) + f'i;o) (X - Xo)2 +

Ersetzt man x durch x0 + h, so erha.It man 
f(xo + h) = f(xo) + f'��o) h + f'i;o> h' + ·

Der Satz von Taylor. Zur Untersuchung der Konvergenz dieser Reihen fiihrt man nach dem Vor• gehen im Abschnitt Reihen von Funktionen Approximationskurven und einen Rest R,. der Reihe ein. z. B. in Taylorscher Form 
f(x0 + h) = f(xo ) + t f'(xo) + ··· + � J<•>(xo) + R •. 
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Das Restglied R,. stellt die Differenz zwischcn der gegebenen und dcr Approximationsfunktion dar und la.8t sich mittcls der (n + 1)-ten Ableitung van /(x) abschatzen. Aus der Fonn des Restgliedes erkennt man meist sofort, da8 es fur n - oo den Grenzwert Null annimmt, die Reihe mithin konvergiert. 
Satz ,on Taylor. Hatdle Funktion/(x) In dem beldeneits■..-i-1ntenalhon x0 bilx0 + A etae stetlge 11-te Ableitunaf'"'(x) 1111d lot lhre <• + l),te Ableillllllf'-+1>(x) wentpt.,. Im 1-di .... Inten■iis rorbanden, so gilt fiir du Resta)ied R. In 

f<xo +A)= / (xo) + -:r f'(xo) + �; f"(xo) + ··· + � J'•> (xo) + R. 
■) die Restform ,on Laaranle: es gibt stets wenlptens eme Z■bl O .,.-.,, Nall omd Elm, 0 < O < I, 

j"+' rur dle R. = <•+ l)! f'""'(x0 + /IA), oder 
b) die Restform ,on Cauchy: es glbtstets wenlptens etae Z■bl O' zwiodlen Nall a■d Ems, 0 < O' < I, 
fiir die R = � (1 - ll'Y' f'"'''(x0 + O'A). " It! 

Zur Herleitung der Restformen wird cine Erweiterung des Mittelwertsatzes der Ditferentialrechnung benutzt, nach der fur zwei stetige Funktionen F(x) und g,(x), die im Innern des lntervalls {x0 , x0 +h] cinmal stetig differenzierbar sind, fur mindestens cine Zahl{} mit O < {} < 1 gilt 
F(x0 + h) - F(x0) F'(x 0 + Oh) 
q,(x0 + h) -q,(x0) <p'(x 0 + Oh) · 

Als Funktion q,(x) wiihlt man q,(x) = (x 0 + h - xY'". Dann gilt fur sic q,(x0) = h"", q,(x0 + h) = 0 und <p'(x) = -(n + I) (x0 + h -x)' . Die Funktion F(x) gewinnt man aus dem Rest R,, der Reihe 
R, = f(x o + h) - f(xo) - � f'(xo) -· · · - .; f'"'(xo), 

indem man setzt: x 1 fur (x 0 + h) und (x 1 -x 0) fur h und indem man danach x0 zur Variablen x macht. Diese Funktion 
F(x) = /(x 1) - /(x) - [(x 1 - x)/1 !] /'(x) - [(x 1 -x)2/2!] f"(x) - ··· - [(x 1 - x)'/n!] f'"'(x) ist im Jntervall [x 0 , x0 + h] stetig, in seinem Jnnern differenzierbar und nimmt folgende Werte an F(x 0) = R., F(x0 + h) = 0 und F'(x) = -[(x 1 -x)' /n!] JC•+'>(x). I nfolgedessen gilt nach dem Mittelwertsatz 

-R, -[h '(I -/J)'/n!]/ 1""1(xo+Oh) d R =�/<•+'>( Oh) -h '+' -(n + I) h"(I - IJ)' o er • (n + I)! Xo + ' 
d. h. die Restform von Lagrange. Filr andere Hilfsfunktionen <p(x) ergeben sich andere Formen des Restgliedes. Die Restform von Cauchy erhalt man, wenn qi(x) = x0 + h - x gesetzt wird. Re stglied in der Maclaurinschen Form. Auch filr diese Form gilt der Taylorsche Satz. Das Restglied nimmt folgende Form an R,, = [ x" +l /(n + 1)!] j<H1>(1Jx) nach Lagrange, nach Cauchy 

R, = [x"1/n!] (I - IJ')' p•+l)({;'x). 
Trigonometrische Funktionen. Fiir x = 0 haben /(x) = sin x und g(x) = cos x folgende Ableitungen: 
@J(O) = JC4'l(O) = sin O = 0 �(O) = 1' .. '(0) = cos O = I 

f'(O) = JC .. +1>(0) = cos O = I g'(O) = 1<••+1l(O) = -sin O = O 
/"(0) = J'4'+2l(O) = -sinO = 0 1"(0) = 1<••+2'(0) = -cosO = -I 
f'"(O) = /<4'+3>(0) = -"'!5 0 = -I 1"'(0) = I <4t+3>(0) � sin·O = 0 

Setzt man n = 2v, so ist filr beliebiges x und mit O < {} < 1 bzw. 0 < {}' < I 
xl x' x 1 x2•-t x2•+1 sinx-x, J! + S! - ?! +···+(-l)'-1(2v-l)! +(-1)' (2v+ l)! cos(Ox), 
x2 x4 x6 x2,-t x2• cosx = I - 2 ! + 4! - 6! + ··· + (-1 )•-J (2v _ 2)! + (-1)' (2v)! cos (O'x). 

Beide Restglieder bilden fur 11 - oo und beliebiges x Nullfolgen, d. h., beide Reihcn konvergiercn bestiindig. Durch Multiplikation dieser Reihen mit sich selbst entstehen Reihen· fur die Potenzen der Sinus• bzw. der Kosinusfunktion. Auch die Additionstheoreme )assen sich dazu verwenden, z. B. gilt 
sin2 x = '/,(I - cos 2x) = '/,[(2x)2/2! -(2x)4/4! + (2x)6/6! - + •··]. 



21.2. Potenzreihen 537 Durch die Division sin x/cos x ist die Reihe fur tan x hergeleitet worden. Auch die Reihen fur I/cos x, x/sin x und x cot x kbnnen durcb Division gewonnen werden. 
x xl x5 x211+1 

sinx =TI-v+
sr

-+···+(-l)"c2n+J)! 
+···, r=oo 

xl x4 x2" cosx= J -21+
41

-+•·· +(-1)" (2n)! 
+···, r=oo sin1 x = x2 - x4/3 + 2x6/45 - ··· I cos2 x = 1 - x1 + x4/3 - 2x6/4S + ··· 

sin3 x = x' -x'/2 + l3x7/l20- •·· cos' x = I - 3x 2/2+7x'/8-6lx 6/240+··· 
tanx =x+x 3/3+2x'/l5+17x 7/315+···, xcotx= l- x'/3 - x'/45 

r=n/2 -2x 6/945-x8/4725-···, r=:n; 
secx=l/cosx =l +x'/2+5x'/24 +6lx6/720 +···, r=x/2 

xcosecx = x/ sin x = I + x'/6 + ?x'/360 + 3lx 6/l5l20 + •··, r = :n; Exponentialfunktion und Hyperbelfunktionen. Da alle Ableitungen der Funktion ex den Wert ex und dieser fiir x=OdenWert l hat,erhalt man(mitr=oo)ex =I+-1x, + x2', +···+.::_, +�eHx 
. . . n. (n+ I)! mit O < {} < 1. FUr die allgemeine Exponentialfunktion erh3lt man wegen ax = exina cine ent• sprechende, filr alle x (d. h. best3.ndig) konvergente Reihe. Aus der Taylorschen Reihe kann das Additionstheorem der Exponentialfunktion gewonnen werden, denn aus 

e'•" = e'• + e'• -Pr + e'• ;� + e'• f + ... = <'• [ I + -{;-+ �: + .. ·] erhalt man ex•+" = e.x• · e". Nach der Definition der Hyperbelfunktionen !assen sich die Reihen filr sinh x = (e;,; - e-")/2 und cosh x = (ex + e-")/2 aus der der Exponentialfunktion herleiten, die fiir tanh x = (sinh x)/(cosh x) und coth x = (cosh x)/(sinh x) etwa durch Division entsprechender Potenzreihen. 
x x2 x3 x" e'=l+

1T
+ 2

T
+3

T
+···+

n!
+ r=oo 

� = extna = ) + � + (x In a) 2 
+ ... u l! Z! , r=oo, 

sinh x = x + x 3/3! + x5/5! + •·· + x'•+'/(2n + I)!+'•··, 
cosh x = I + x'/2! + x'/4! + •·· + x2 "/(2n)! + •··, r = oo 
tanh x = x - x3/3 + 2x5/l5 - l7x 7/3l5 + - •··, r = :n;/2 

x coth x = I + x'/3 -x'/45 + 2x6 /945 - x'/4 725 + -•··, 

r = oo 
r=n 

Logarithmus. FOr die Logarithmusfunktion gilt /(1) = 0, d" In x = (-1)11-1 (n - I )! oder I (-])•-> dx" x" -;;i-/<11 >(1) = --n- . Danach erhilt man nach Taylor mit O < 0 < I x2 x3 x4 x" x"+1 I ln(l +x)=x- 2 +
3

-4 +··· +(-l)"-1
11

+(-l)"
,i+T

· (I +Ox)"+'. 

Das Restg]icd geht filr O .;; x <;; I mit n - oo gegen Nul l. Dieselbe Reihe im Intervall lxl < I hiitte man <lurch gliedweise Integration der geometrischen Reihe 
1/(1 + x) = I - x + x' - x3 + x• - + •·· crhalten konnen. 

! Logarithmus I In (I + x) = x - x2/2 + x 3/3 - x'/4 + - lxl< 1 !Diese Reihe ist fiir cine Berechnung der naturlichcn Logarithmen nur sehr bedingt geeignet. Sic konvergiert zu langsam, wenn x nicht sehr klein ist. 
Aus In ( 1-x)= -x-x'/2-x3/3-x'/4-•·· gewinnt man mit In[( ] +x)/(1-x)) 
= In (I + x) - In (I - x): 
! In [(I+ x)/(1 - x)) = 2(x + x 3/3 + x'/5 + ···) !
Diese Rcihcn konvcrgiercn fiir lxl < I; fiir E > I ist 1/E = x < I, damit crhal t man I 10 Ji<o + 1)/(< - I) ::C 1/E + 1/(3<3) + l/(5E5) + ··· 
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Die Vielfalt der mathematischen MOglichkeiten bei der Berechnung der Logarithmen war es wohl auch, die GAUSS zu der Bemerkung veranlaBte: ,.Es liegt cine Art von Poesie im Berechnen von 
Logarithmentafeln." Zur Berechnung der Logarithrnen mittels Rcihen kommt es darauf an, rasch konvergierende Reihen 
zu kombinieren. So ist In 2 = 7 In (10/9)-2 In (25/24) + J In (81/80), denn 81' · 24 2 · IO' 2. 803 • 252 • 97 
Die am langsamsten konvergierende Reihe ist In (10/9) = -In (I - 1/10) = 1/10 + 1/(2 · 100) + 1/(3 · 1000) + ···. Entsprechend gelten In 3 = 11 In (10/9) - 3 In (25/24) + 5 In (81/80) und In 5 = 16 In (10/9) 
- 4 In (25/24) + 7 In (81/80). 
Binomische Reihe, Filr ganzzahliges positives m gilt 

f(x) = (I + xr = I + (7) x + (;) x 2 + · + (:) x'". 
1st m keine positive ganze Zahl, so kann man die Funktion f(x) = (I + x)"' fur l xl < I in cine konvergente Maclaurinsche Reihe entwickeln. Es ist 

/(0) = I, /'(0) = m, /"(O) = m(m - I), ... .f'"'(0) = (:) · n! 

BinomischeReihe (l+xr=1+(7)x+(;)x2+(;)x'+···; r=I 
Diese Reihe wurdc von NEWTON 1676 entdeckt, konnte jedoch erst fast I 00 Jahre spater von EULER exakt hergeleitet werden. Sic ist fur die naherungsweise Berechnung von Wurzeln und Potenzen mitbeliebigen Exponenten geeignet. FUr m = ½. 1/3 , -½ und -1/ 3 erh3.h man fur lxl <I: 

Die Potenz.cn der geometrischen Reihe !assen sich sehr einfach durch Differentiation der geometrischen Reihe herleiten. Man erhalt fiir lxl < I : 
1/(1 - x) = I + x + x + x' + x4 + ... + x "  + · 
1/(1 -x)2 =I+ 2x+ Jx' ,t4x 3 4- • • + (n+ l)x"+ • 
1/(1 -x)'=l +Jx+6x 2 + I0x '+··· + 'l,(n+ l)(n+2)x"+··· 

Arkus- und Areafunktionen. Da die ersten Ableitungen dieser Funktionen algebraische Funktionen sind, die sich in cine binomische Reihe entwickeln lassen, kOnnen die Reihenentwicklungen der Funktionen selbst durch gliedweise Integration der Reihen ihrer Ableitungen gewonnen werden. 
Aus d( arctan x) = _1_ = I - x' + x• -x• + - . filr lxl < I d.x I+ x 2 

. . f dx x 3 x 5 x 7 .. • • z. B. erg1bt s1ch 1 + xl = x - T + T -T + - · · · + c und fur die lntegrat10n,skonstante 
c = arctan· 0 = 0. Wegen arccot x = n/2 - arctan x ist damit auch cine Darstellung der Funktion 
arccot x gewonnen. Durch Integration der Reihe fur I /V� erhilt man cine Potenzreihe fur arcsin x und wegen der Beziehung arccos x = n/2 - arcsin x auch fur diese Arkusfunktion. Entsprcchendes gilt filr die Areafunktionen, wobei nicht alle Funktionenreihen Potenzreihen sind. 

. + I x' + I· 3 · x' + ... + I· 3 ... (2n - 3) x••-• + r = 1 arcsmx=x T.T � 2 . 4 ... (2n-2)(2n- 1) ··· , 
n I x 3 1 · 3 · x 5 arccosx=2-x -T·

3
-�-· ··, r = I 

arctan x= x - x'/3 + x'/5 -x'/7 + - •·· + (-1)" x 2>+1/(2n +I)+• r =I, 
auch fur x = 1 
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arccot x=n/2 -x+x'/J-x5 /5 +x7 /1-+ ···, r= I auch fur x= I . I · x3 I · 3 · x5 11 I · 3 ... (2n - 3) x211-1 arsmhx=x-� +�-+ ··· + (-1) 2.4 ... (2n- 2)(2n- I), 
[ I I · 3 l arcoshx= ± In (2x)- � - �- ··· , x > I 

artanhx= x + x'/3 + x'/5 + x7 /7 + •·· + x2'+1/(2n +I )+ r = I 
arcothx= 1/x + 1/(Jx3) + 1/(5x5) + 1/ (7x7) + ···, lxl > I 

Reihen spezieller Funktionen 

r=l 

Als Beispiele fur J ntegrale, die sich nur <lurch eine Reihenentwicklung auswerten lassen, werden das GauBsche Fehlerintegral sowie die Funktionen Integralsinus, Integralkosinus und lntegrallogarithmus angegeben. 
Beispie/ 1: FUr den lntegralsinus erhalt man durch gliedweises lntegrieren der a:us der Reihenent- , wicklung des Integranden gewonnenen, gleichm3.ilig konvergenten Reihe: 

I

x sin E 
I

x ( E2 E4 

) x3 x' x 1 -0-do= 1-3!+ 5
!

-+··· do=x-nT+
T-sf

-7-7!+-··· 
0 0 

GauBsches Fchlerintegral r = oo, ;�mo:, t'l>(x) = 1 

Integralsinus 
r = oo 

Integralcosinus 
r = oo 
Eulersche Konstante (Mascheronische Konstante) 
Integrallogarithmus (vgl. Kap. JI. I. -Analytische Zahlentheorie) 
r = oo 

. I sint x3 x5 x7 S1(x)= -
1
-dt=x-fil+

5T5
-m+··· 

0 

I cost x2 x• Ci(x) = -1-di= In y + In x - 2!2 + 4!4 -
0 

lny= lim (1+..!_+..!_+···+-n
1 -lnn)=0,57722 ... 

1'-+(0 2 3 
. 

I

x di L1(x) = Tri, , t = e-• o u2 ul u Li(e-•) = In y + In lul - u + 2!2 -3 ! 3 + 4 ,\ - + · · 

Niherungswerte und Nihenmgsformeln 
Beispiele zur Anwend.ung des Taylorschen Satzes. Der Taylorsche Satz wird vielfach zur Berechnung von Funktionswerten einer Funktion /(x) angewendet. Mit Hilfe des Restgliedes kann sowohl entschieden werden, wie vieJe Glieder der Entwicklung genommen werden miissen, um cine vorgeschriebene Genauigkeit zu erreichen, als auch, welcher Fehler bei fester Gliederzahl fur einen bestimmten Bereich der Variablen nicht Oberschritten wird. 
Die Berechnung der Zahl e. Aus dern Taylorschen Satz fur e,.. kann man fur x = I den folgenden An-satz zur Berechnung von e gewinnen 

e = I+ I+ 1/2! + ··· + 1/n! +••f(n+ I)!, 0<D< I. 
Soll e auf 7 Dezimalen genau berechnet werden, so laBt sich mit Hilfe des Restgliedes sofort angeben, welches n gewiihlt werden muB, damit die geforderte Genauigkeit erreicht wird. Fur das Restglied gilt die Ungleichung 

1/(n + 1)! < R. < 3/(n + I)!, 
denn es ist e0 = 1 < e6 < e1 < 3. Um Rundungsfehler zu vermeiden, wird zweckm3.8igerweise gefordert, daB R,, < 10- 8 ist. Filr n ergibt sich dann die Beziehung 3/(n +I)!< J0-8 oder 
(n + 1)! > 3 · 108• Da 12! ,a,, 4,8 · 108, geniigt es, n = 11 zu wiihlen. Man erhiilt dann 

1 + 1 + 1/2! + · · + 1/ 11 ! = 2,71828 1826 ... 
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(Abb. 21.2-3). FUr die Absch.ltzung des Restgliedes gilt 
1/12!"' 2· 10-• und 3/12!"' 6-10-•; deshalb ergibt 
sich fur e die Ungleichung 

2,718 281 828 ... < e < 2,718 281 832 .. 
i_�;;!

ith�:n
Zah\ e, Basis der natUrlichen Die Zahl e ist danach auf 7 Dezimalstellen genau 

e = 2,718 281 8 ... FUhrt man diese Berechnung tatsach
lich aus, so erkennt man: der Aufwand, um die Genauigkeit der Bestimmung von e zu erhOhen, ist 
nicht sehr groB. Allerdings wird man hierbei auch einem Problem begegnen, das beim praktischen 
Rechnen haufig auftritt, dem Problem der Rundungsfehler. Ftir die einzelnen Glieder der Funktionen
reihe treten bei der numerischen Rechnung fast ausnahmslos periodische DezimalbrUche auf, die 
nach einer gewissen Anzahl von Stellen abgebrochen und gerundet werden rntissen. Durch dieses 
Runden Ja.Ot sich unter Umstanden die erreichbare Genauigkeit nicht mit voller Sicherheit voraus
sagen. In der Praxis hat es sich bew3.hrt. je nach Umfang der Rechnung cine oder zwei Dezimalstellen 
mehr mitzunehmen, als fiir das Endergebnis notwendig ist, und auOerdem jeden auf- oder abgerun
deten Wert als solchen zu kennzeichnen, damit vor dem Runden des Endergebnisses der grOOt
mOgliche Rundungsfehler festgestellt werden kann (vgl. Kap. 28.1. - Absoluter und relativer Feh
ler). 
Als Beispiel fur eine solche Zahlenrechnung soil e-0,1 mit Hilfe des Taylorschen Satzes bestimmt 
wcrden: 

e-•.• = I - 0,1 + 0,005 - ··· + R •. 
Dabei ist Rn= o,1n+l · e-0-18/(n + I)! mit O <{}<I. Fiir e-0-18 gilt die 
Ungleichung 0,905 < e-0,18 < I. Unter Beriicksichtigung der ersten vier 
Glieder der Reihe crgibt sich dann die nebenstehende Rechnung. Fiir R3 gilt 
die Ungleichung 0,000 004 I 67 > R3 > 0,000 003 770. Fiir e-0, 1 gilt somil die 
Ungleichung 0,904 837 103 < e-0. 1 < 0,904 837 500. 

1,000 000 000 
-0,100 000000 

+0,005 000 000 
-0,000 166 667 

0,904 833 333 
Damit ist e-0,1=0,904837 ... auf sechs Stellen genau bestimmt. Bei einer Verwendung von vier 
Gliedern der Reihe durfte billigerweise erwartet werden, daO das Ergebnis unter Benutzung des 
Restgliedes den gesuchten Wert auf vier, hOChstens auf fiinf Dezimalstellen liefert. Die Leistungs
fahigkeit des Ansatzes iiberrascht deshalb, denn erst in der siebenten Dezimale tritt ein Fehler von 
vier Einheiten auf. Besonders gilnstige Absch3tzungen mit dem Satz von Taylor ergeben sich immer 
dann, wenn die Werte/<n+l l(x0) und pn+11(x0 + h) nur wenig voneinander verschieden sind und wenn 
die Funktion /<n+tl(x) im lntervall von x0 bis x0 + h monoton ist. 
Die Berechnung der Zahl n. Die Arkustangensreihe kann zur Berechnung von n: herangezogen werden. 
Sie lautet arctan x = x- x3/3 + x'/5 - x1

/1 + - • 

Bei dieser Reihe ist eine Angabe des Restgliedes Rn nach dem Taylorschen Satz nicht ohne weiteres
mOglich. Es ist zwar bekannt, da8 die Funktion /(x) = arctan x Ableitungen beliebig hoher Ordnung 
hat; das Bildungsgesetz fur die hOheren Ableitungen ist aber sehr kompliziert und kaum in einer 
allgemeinen Formel angebbar. Es bleibt deshalb nur der Weg, das Restglied aus einem allgemeinen 
Ansatz mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung zu gewinnen. Man erh3\t 

xl x' x211-1 x211+1 I 
arclanx=x-3 

+ 5-+··· + (-1)•-• 2k _, + (-1)'
2k + 1-1 + /Jx'' 0<IJ< I. 

Fiir x = l erhalt man dann 
n/4 = I - 1/3 + 1/5 - 1/7 + -··· (-J)•-1/(2k- I)+ [(-l)'/(2k + 1)) · [1/(1 + IJ)). 
Diese Gleichung wurde von GREGORY und von LEIBNIZ gefunden und wird deshalb Gleichung von 
Gregory und Leibniz genannt. Das Restglied liegt in diesem Fall zwischen ½ [ I /(2k + I)) und 
(1/(2k + J)). Daraus ersieht man, daO diese Formel fur eine tatsachliche Berechnung von n nicht 
gut geeignet ist. Man mii8te 100000 Glieder beri.icksichtigen, um die Zahl 1r auf fl.inf Dezimalstellen 
genau zu errechnen. Dieser Rechenaufwand ist fiir die Praxis vie! zu hoch. Man w3hlt deshalb bei
der arctan-Reihe giinstiger liegende Werle der unabh3.ngigen Veranderlichen. Mit arctan (i/V3) 
= n/6 ergibt sich 
" I 

[ 
I I I (-1)' I l 

6 = 3 I - 3 · 3 + 
5 · 32 - 7 · 33 + - .. + (2k +I)· 3• 

. 
I + /J ' O < IJ <I. 

Durch Kombination mehrerer Arkustangensreihen fiir verschiedene Argumente gelangt man schlie8-
lich zu besonders bequemen Formeln, von denen einige angefiihrt werden, die zur Berechnung von n 
mit elektronischen Rechenautomaten verwendet wurden: 
MACKIN (1706) 1t= 16 arctan ( l /5) - 4 arctan ( l /239); 
GAUSS "= 48 arclan (1/ 18) + 32 arctan (1/57) - 20 arctan (1/239); 
STORMER (1896) "= 24 arclan (1/8) + 8 arctan (1/57) + 4 arctan (1/239). 
Die letzten beiden Formeln wurden 1961 der Berechnung von n auf I 00265 Dezimalstellen zugrunde 
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gelegt. Zwei Maschinen rechneten im Dualsystem, zur Kontrolle jede nach einer anderen Formel. 
Nach der Gau8schen Formel wurden 4 Stunden 22 Minuten gebraucht, nach der von Stormer 8 Stunden und 43 Minuten. Die Obertragung ins Dezimalsystern dauerte 42 Minuten; der Text 
umfa8t 20 Druckseiten. Ftir die Praxis haben diese ,,Genauigkeiten" keine Bedeutung. Es gentigt doch schon die Kenntnis des Zahlwertes fiir ,i auf 14 Stellen genau, um bei einem Kreis mit dem Erdradius von rund 6400 km 
den Umfang mit einem Fehler von weniger als 0,001 mm zu berechnen. Damit cine solche Fehlergrenze sinnvoll ist, mu8 auch der Radius mit der gleichen Fehlergrenze bestimrnt werden; das ist jedoch selbst beim gegenwiirtigen Stand der Me8technik noch lange nicht erreichbar. 
Die Anwendung der binomischen Reihe. Die binomische Reihe wird h3.ufig zur naherungsweisen Bestimmung von Wurzeln verwendet. Der Ansatz nach Taylor lautet 

(I+ x)• =I+(;) x + (;) x2 + ··· + (:) x" + (.: 1) x"+ 1 (I+ frx),_._, 
mitO<D< I und lxl � L 
Will man zum Beispiel V999 :uf 12 Stellen genau berechnen, so ist in obiger Formel x = -I/ I 000 
und a= 1/3 zu setzen, denn V999 = 10 (I - 1/1000)'''· 
Zurn Erreichen der geforderten Genauigkeit genUgt es, die Glieder bis n = 2 zu benutzen, da die Funktionswerte fur die (n + 1)-te Ableitung an den Stellen x0 = 0 und x0 + h = 0,001 nur sehr wenig voneinander abweichen. Es ist 

1/(1,62 · 10•0) < R2 < 1,003/(1,62 · 10 10) ,  
und man erh3.lt 

3 ' 

9,996 665 556 173 < V999 < 9,996 665 556 175 oder Vm = 9,996 665 556 I 7.. 
Diese Genauigkeit 13.Bt sich auch mit vielstelligen Tafelwerken nur schwer erreichen und zeigt sehr deutlich die Leistungsfahigkeit des Verfahrens. Eine hOhere Genauigkeit erfordert nur einen geringen zusatzlichen Aufwand. Soll die binomische Reihe zur n3herungsweisen Bestimmung von Wurzeln verwendet werden, so ist es erforderlich, <lurch entsprechende Umformungen den Radikanden auf die Form I ± t5 zu bringen. Als Anhalt darf gesagt werden, da8 t5 irn allgemeinen nicht gr08er sein sollte als 0,1. Urn diese Umformungen zu erreichen, mul3 man sich unter Umst3nden einer Reihe von Kunstgriffen bedienen, 
die am besten an Beispielen erlautert werden. 1st V; zu bestimmen und gibt es eine ganze Zahl b, 

so daD If'"" a ist, so wird man nichls weiter tun als v;;-= Vlf'(a//f') = b. Vi + (a - lf')/11' zu 
setzen; z. B. Vn = 2 Vo + 1/32). L3.8t sich auf diese Weise keine geeignete Form fur eine Reihenentwicklung finden, so kommt man stets durch cine geeignete Erweiterung des Radikanden zum Ziel. 1st die gesuchte Wurzel ann3hernd <lurch den Bruch p/q gegeben, so geniigt die Erweiterung 
mit p"/q" schon der gestellten Bedingung. Das klassische Beispiel ist die Bestimmung von V2. Es ist 
Vi ss 1,4 = 7/5, folglich 

72 ·52 ·2 71/50 _ 7 l� 
Vz = � = s v 49 - T V 1 + 49 · 

3 ' 

Ganz analog wird V92 bestimrnt. Es ist Vii� 4,5 = 9/2, d. h., man kann setzen 
';- 3 93 ·23 ·92 9 Jj""7"36 9 i� 192 = 2'. 9' = 2 V T29 = 2 V 1 + m ·

Diese Beispiele zeigen, daB zur Bestimrnung beliebiger Wurzeln mit hoher Genauigkeit die binomische Reihe benutzt werden kann. Dariiber hinaus ist diese Reihe aber auch fur alle anderen gebrochenen Exponenten geeignet. Sie hilft Rechenarbeit einzusparen und ist vor allem dann zu empfehlen, wenn mit 4-, 5- oder 7-stelligen Tafelwerken cine ausreichende Genauigkeit nicht mehr erzielt werden kann. 
Niherungsformeln. Fiir Oberschlagige Rechnungen hat es sich als zweckm3.8ig erwiesen, von konvergenten Potenzreihen einige Anfangsg1ieder zur naherungsweisen Berechnung von Funktionswerten zu verwenden. Anwendungsbeispiele sind aus der Physik und aus der Technik bekannt; die Yernachlassigung der 2. und hOherer Potenzen kleiner Gr08en ist allgemein Oblich, z. B. in der W3rmelehre, wenn man den kubischen Ausdehnungskoeffizienten gleich dem Dreifachen des linearen Ausdehnungskoeffizienten setzt. Haufig wird auch sin x fur kleine Winkel x durch x ersetzt. Die folgende Tafel enth3lt cine Obersicht Uber h3.ufig verwendete Naherungsformeln und ihren 
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Hiiufig verwendete Niiherungsforme/n 

Fun uon 

1/(1 +x) 
1/(1 +x)2 

1/(1 +x)' 
v� 

v� 
v� 
1/V� 
11v� 
(I +x)/(l -x) 
[(I +x)/(1-x)]' 
V(I + x)/(1 - x) 
sin x 
sin2 x 
COS X 
cos2 x 
tan x 

arcsin x 
arccos x 
arctan x 
arccot x 
e' 

ln (I + x) 
lg (I +x) 
sinh x 
cosh x 
tanh x 
arsinh x 
artanh x 

a erung 

1-x 
I -2x 
1 -3x 
1 +x/2 

1 + x/3 

I +x/4 
1 -x/2 

1 -x/3 
1 + 2x 
I+ 4x 
l +x 
X 

0 
I 
I 
X 

X 

n/2- X 

X 

n/2-X 

l+x 
X 

0,4343x 
X 

I 
X 

X 

X 

e er 
10-J I 10-' 
fiir lxl,;;; 

0,031 0,099 
0,018 0,055 
0,012 0,039 
0,087 0,25 

0,095 0,27 

0,10 0,29 
0,05 0,15 

0,065 0,19 
0,022 0,068 
0,01 I 0,034 
0,043 0,13 
0,18 0,39 
0,031 0,10 
0,044 0,14 
0,031 0,10 
0,14 0,30 
0,18 0,38 
0,18 0,38 
0,14 0,31 
0,14 0,31 
0,044 0,13 
0,044 0,14 
0,069 0,23 
0,18 0,39 
0,044 0,14 
0,14 0,31 
0,18 0,40 
0,14 0,30 

a erung 

I -x+x2 

l-2x+3x' 
I - 3x + 6x2 

I+ x/2-x'/8 

I+ x/3- x2/9 

I + x/4 -3x2/32 
1 - x/2 + 3x1/8 

1 -x/3 + 2x'/9 
1 + 2x + 2x' 
1 +4x+8x2 

I +x+x'/2 
x-x'/6 
x' 
I -x2/2 
J -x2 

X + x3/3 
X + x3/6 
n/2 -·x - x3/6 
x- x3/3 
n/2-x + x3/3 
I+ x+x2/2 
X - x2/2 
0,4343x + 0,217 lx1 

X + x3/6 
I+ x'/2 
x- x3/3 
X -x3/6 
X + x3/3 

Fehler < 

10-J I 10-2 
fiir Jxl,;;; 

0,096 
0,063 
0,46 
0,25 

0,25 

0,24 
0,14 

0,17 
0,077 
0,043 
0,12 
0,63 
0,23 
0,39 
0,23 
0,38 
0,42 
0,42 
0,35 
0,35 
0,17 
0,14 
0,20 
0,65 
0,39 
0,38 
0,43 
0,37 

10 .1 in Grad 

0,20 
0,12 
O,o95 
0,48 

0,47 

0,49 
0,28 

0,34 
0,16 
0,090 
0,25 
1,04 
0,41 
0,70 
0,42 
0,58 
0,63 
0,63 
0,57 
0,57 
0,38 
0,33 
0,45 
1,03 
0,70 
0,61 
0,70 
0,52 

0 Q01 Q02 QOJ QO, QOS Q06 Q07 QOB Q09 QIO Q11 Q12 Q11 Q14 Q15 0.16 0,17 Q18 .1 in rod 

21.2-4 Umwandlung eines Winkels von GradmaB in BogcnmaB 

Anwendungsbereich. Die angegebenen Werte fur Ix! dilrfen nicht O.berschritten werden, wcnn der 
Fehler bei Benutzung der Niiherungsformel nicht grODer werden soil als 0,001 bzw. 0,01. Man er
kennt, daB es haufig fur BedUrfnisse der Praxis gar nicht erforderlich ist, mit tabellierten Funktionen 
zu arbeiten. Vor allem in der Technik genllgt oft ein N3.herungswert, wenn der Fehler kleiner bleibt 
als 0,1 % oder I%. Dann kann man aber im Bereich bis 10° ohne weiteres z. B. arcsin x durch x 
ersetzen. Der Rechenaufwand, der dadurch eingespart wird, ist beachtlich. Auch das Suchen nach 
geeigneten Tafeln selten tabellierter Funktionen (z. B. der Hyperbelfunktionen und ihrer Umkehrun
gen) 13Bt sich haufig vermeiden, wenn man geeignete N3.herungsformeln aus den Reihenentwicklun
gen fur diese Funktionen ableitet. Auch die n3herungsweise Berechnung bestimmter Integrale kann 
haufig mit geeigneten N3herungsformeln rasch und mit ausreichender Genauigkeit vorgenommen 
werden. 

. . 

&lspi,I,: I. V1S8,3 = 4 · V258,3/2S6 = 4 · [l + 2,3/2S6]'1•,.. 4 ·[I+ 2,3/(4 · 2S6)] = 4,009. 
Der Genauwen auf filnf Stellen isl 4,0089S. 
2. e-0.•"' 1 -0,1 + 0,11/2 = 0,905. 
Genauwert: 0,90484. 

3. e-0•023 ,., I - 0,023 = 0,977. 
Genauwen: 0,977 226. 
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Geometriscbe Anwendungen des Taylorschen Satzes 
Schmiegungsparabel. Wird das Bild einer Funktion /(x) = a0 + a1x + a2x2 + •·· in einem Koordinatensystem dargestellt, so kann ein neues Koordinatensystem eingefUhrt werden, dessen x-Achse die Tangente an die Kurve im Punkt P und <lessen y-Achse die Normale im gleichen Punkt ist. Auf das neue Koordinatensystem bezogen hat die Kurve fur den Pun kt P folgende We rte: x = o. f(x) = 0, 
f'(x) = 0. Fur die Kriimmung k gilt allgemein k (I +

/;:,)"' , und daraus folgt /"(0) = k. 
Es ist mithin /(0) = a0 = 0, /'(0) = a1 = 0,/"(0) = 2a2 = k. Die Gleichung der Kurve im neuen Koordinatensystem ergibt sich dann zu /(x) = kx2/2 + ... An der Stelle P kann man deshalb die Kurve durch die Parabel g(x) = kx2/2, die Schmiegungsparabel, annahern. Es handelt sich dabei um cine Niherung 2. Ordnung (Abb. 21 .2-5). 

/ 

7 Jf 2 ? 21.2·.S Die Schmiegungsparabel ftir die Kurve der Funktion y = I - cos x 

��t, _____ -___·21.2-6 Zur Bcstimmung ' , der Bogcnlingc eincs Krcisbogens 
Bestimmung der Bogenlinge eines Kreisbogens. Die Bogenl3.nge seines Kreisbogens mit Zentriwinkel ex kann mit Hilfe der Niherungsformel s = 1/3 (Sb - a) bestimmt werden, in der a die Sehne des Kreisbogens, b die des halben Bogens ist (Abb. 21.2-6). Der Genauwert ist s = rtx. Da a = 2r sin (cx/2), b = 2r sin (tx/4), erh31t man mit der Reihenentwicklung fur sin x 

'!, (Bb - a)='!, r /s[(0</4)- (<!<��)' + (0<��)' + (0<��)' cos (0</J/4) l
- [<0</2)- (<!<��)' + 

(<!<��)' + 
(0<��)' cos (0</J'/2)]) 

l [ 30< 30<5 0< 7 
( , COS (0</J/4) )] = /, r T-�+ 2'·7! cos (0</J /2)---2•--oder 

'!, (Bb - a)= s - 5;�� [• - t:
6 

(cos(0</J'/2)- �COS(O<Y/4))]. 
Ersetzt man die eckige Klammer in der letztcn Gleichung durch I, so wird die Abschatzung vergrObert. Bei Benutzung dcr Nahcrungsformel ergibt sich ein Fehler von weniger als rtx5/7680. Bei 
r = l m und ix = 30° ist dcr Fchlcr kleiner als 0,005 mm. 
Durchblegung eines Balkens. Das Biegemoment M(x) cines Balkens ist gegeben durch M(x) = EJk. Dabei ist E der Elastizitatsmodul, J das Tragheitsmomcnt des Querschnitts und k die Kn1mmung der Mittellinie des Balkens an der Stelle x (Abb. 21.2-7). In den fur die Praxis wichtigcn Fallen ist der Winkel a. sehr klein, und man kann in der Gleichung k 
= (I +�,

2)312 den Nenner nach Potenz.el\ von y'2 

= tan2 a. entwickcln. Man erh3.lt 
k = y"(x) [I - 3/2y'(x)2 + 15/8y'(x)4 + ···). 

Bei schwach gekriimmten Balken kann man in I. Niiherung k = y"(x) setzcn und erlllilt die iibliche Form der Dijferentialgleichung der e/a.stischen Linie
d2y M(x) 

dx' = --g;, : 21.2-7 Zur Durchbicgung cines Balk.ens 
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Der Satz von Taylor bei rnehreren Verindcrlichen 
Auch fur Funktionen van mehreren Ver3.nderlichen kann man den Satz von Taylor aufstellen. FUr cine Funktion von zwei Ver3nderlichen /(x, y) ergibt sich, wenn man n = O w3hlt: 
/(xo + h, Yo+ k) = /(xo, Yol + hf,(xo + lih, Yo + lik) + kf,(x0 + lih, Yo + lik), 0 < 0 < I . Das ist gerade der Mittelwertsatz der Differentialrechnung fur zwei Ver3nderliche. W.ii.hlt man bei der Taylorcntwicklung n = 1, so ergibt sich entsprechcnd mil O < {) < l 
/(xo + h,Yo + k) = /(xo,Yo) + hf,.Cxo,Yo) + kf,(xo ,Yo) 
+ (1/2!) [h2/,,(x0 + Oh,y0 +Ok)+ 2hkf,,(x0 + lih, Yo+ lik) + k'f,,(x0 + Oh, Yo+ lik)J. Die Schreibarbcit nimmt betrachtlich zu, wenn man n gr08cr wa.hlt. Schon furn= 5 sind 2 8  Glieder anzuschreiben, und jede der hbchsten vorkommendcn Ableitungen ist durch 6 Iodizes bezeich• net. Man filhrt deshalb zweckm30ig cine symbolische Schreibweise ein, indem man setzt 

hf,(xo,Yo) + kf,(xo,J'ol = (h 0°x + k :y) /(xo,Yol-
Dann kann man durch symbolisches Potenzieren des rechtsstehenden Operators (h .:.- + k y_) die Glieder hOherer Ordnung angeben. ux Oy 

Satz von Taylor fur Funktionen zweier Veriinderlicher mit O < f; < I 

Die G rOBe I} hat in allen Summanden des Restghedes und fur be1de Veranderhche h und k den gleichen Wert; sic ist eine Funktion von n, x0, Yo, h und k. Um diese Abhiingigkcit deutlich zu machen, schreibt man hiiufig fJ = iJ(n, x0, Yo, h, k). Die gleiche Symbolik kann man auch fur Funktionen von drei und mehr Veriinderlichen verwenden. FUr drei Veriinderliche erhiilt man 
/(x0 + h, Yo+ k, Zo + /) = /(xo, Yo, zo) + i: _!, (1, .:.-+ k � +It)' /(xo,Yo, Zo) 

� ... J V. uX uY uz 

+ --1-, (h .:.-+ k .:-+ 1.:.-)01 

f(x0 + Oh,y0 + lik, z0 + Iii), 0 < 0 <I. 
(n+I). uX uy uz 

Eine Erweiterung des Newtonschen Niiherungsnrfahrens. Sind zwei Gleichungen /(x, y) = O und 
g(x, y) = O rechnerisch zu )Osen und sind die Niiherungswerte x0 und Yo bekannt, so setzt man 

/(x0 + h,y0 + k) = 0, g(x0 + h,Yo + k) = 0 
und cntwickelt nach dem Taylorschen Satz. FUr 11 = 0 erhiilt man 

/(x0, Yo)+ hf,(x0 + /}h, Yo+ Ok)+ kf,(x0 + lih, Yo+ /Jk) = 0,
g(x0 , y0) + hg,(x0 + Oh, Yo+ Ok)+ kg,(x0 + Oh, Yo+ Ok)= 0. Setzt man in diesen Gleichungen {} = 0, so begeht man einen Fchler und kann statt der Genauwertc h und k nur Niiherungswerte h 1 und k1 bestimrnen, mit denen neue Niiherungswerte x 1 = x0 + h 1 und y1 =Yo+ k1 berechnet werden kOnnen und rnit denen das Verfahren erforderlichenfalls wiederholt wird. Ffir h1 und k1 errechnet man 
h, = -[ fg, - gf, l k, = [ Jg, -gf, l

fxgy - /,Kx x--x, hg, - f,gx x .... , • ..... ,.. ,. ... , .. 
&ispi,I /: Es isl das Glcichungssystem/(x, y) = x' + y- 2 =0,g(x, y) = xy -2 = 0 zu loscn. � Niiherungswcrle sind x0 = -1,8 und y0 = -1,1. Mit diescn Wcrten ergeben sich h1 = 0,031, k1 = -0,030, und als neue N.iiherungswerte x 1 = �1,769, y, = - 1,130. 

21.3. Trigonometrische Reihen und harmonische Analyse 

Am Anfang dcr Entwicklung der Theorie der trigonometrischen Reihen steht das 1 822 erschienene Buch ,,Thi:orie analytique de la chaleur" des Mathematikers DE FOURIER. Er hatte sich einige Jahre mil Funktionenreihen bcschiiftigt, die heute seinen Namen tragen. Seine Untersuchungen leiteten cine Entwicklung der Theorie dieser Reihen ein, die fur Mathematik, Physik und Technik in gleichem MaOc an Bedeutung gewannen. Der Grundgedanke war, periodische Funktionen durch Reihen von periodischen Fu nktionen darzustellen. 
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Zur Untcrsuchung periodischcr Bewegungcn vcrwendet man Fourierrcihcn in der Akustik, dcr 
Elcktrodynamik, der Optik, der Warmelehrc u. a. In der Elektrotcchnik lassen sich Probleme, 
wic das Frequenzvcrhalten von Schaltelementen oder die Obertragung von lmpulsen, mit Hilfc von 
Fourierreihen lc)sen. Fllr die Schiffahrt ist die Gezeitenvoraussage wichtig; da cs sich um periodische 
Vorg3.nge handelt, werden Fourierreihen herangezogen und mechanische Vorrichtungen, die Ge• 
zcitenrechenmaschinen, konstruiert, mit denen mechanische Fouricranalyscn durchgefuhrt und 
Wasserstandsvoraussagen fur alle wichtigen Hafen errechnet werden. Es gibt heute kaum ein Tcil• 
gebiet der Physik, dcr Mathematik oder der Tcchnik, in dem nicht mit Fourierreihen gearbeitet 
wird. 

Die Fourierschen Reihen 
., 

Trigonometrische Reihen. Funktionenreihen L fnCx) rtl.lt dem allgemeinen Glied fn(x) = a
,. 

cos nx 
--• 

+ b,. sin nx, in dem die Koeffizienten a,., b,. konstant sind, werden trigonometrische Reihen genannt. 
Konvergiert diese Reihe fur ein lntervall der Lange 2n, so ist sie wegen der Periodizitat der trigono
metrischen Funktionen fur alle x konvergent und stellt daher cine periodische Funktion /(x) dar. 
Sie ist allerdings nicht notwendig stetig und hat oft uns1etige Funktionen zur Summe, die z. 8. aus 
. ., 
StGcken einfacher Funktionen zusammengesetzt sind. 1st hingegen L /,,(x) sogar gleichmaBig 

--• 

konvergent, so ist ihre Summenfunktion /(x) stetig. In diesem Fall 1a81 sich ein Zusammenhang 
zwischen den Koeffi7;!enten a,. , b

� 
und der Summenfunktion /(x) herstellen. Durch Multiplikation 

der Reihe /(x) = L /,.(x) = L (a,. cos nx + b,. sin nx) mit den beschrankten Faktoren cos px 
""'o ,. .. o 

bzw. sin px, in denen die p nichtnegative ganze Zahlen sind, wird die gleichmftllige Konvergenz 
211 2.-r 

der Reihe /(x) - I: f,,(x) nicht gestiirt. Man kann deshalb f f(x) cos px dx und f f(x) sin px dx 
0 0 

durch gliedweise Integration der Reihen L /,.(x) cospx bzw . .E /,,(x) sinpx erhalten. Dabei treten 
folgende I ntegrale auf 
2.-r 211 2.-r 2.-r 

f cos nx cos px dx, f sin nx cos px dx, f cos nx sin px dx und J sin nx sin px dx. 
0 0 0 0 

Durch partielle Integration findet man, daB sic fur n =I= p den Wert O haben; fur p = n dagegen 
erhalt man 

211 2;r 

J sin2 11x dx = n oder J cos 2 11x dx = {n furn> O; 2:ri fur 11 = O}. 
0 0 

Daraus ergebcn sich die Eulcr-Fourierschen Formeln fur a
,. , b,.

. 

Eulersche oder 
Euler-Fouriersche 
Formeln If

"' 

'f
z.

, 
1
f
2.

, .  Do = -i;;- f(x)dx, a,.
= n I x)cosnxdx, b,. = n f(x) sm nx dx 

0 0 0 

Fourierreihen. Es erhebt sich die Frage, welche Funktionen /(x) durch eine trigonometrische Reihe 
dargestellt werden k0nnen. 1st /(x) integrierbar, so k0nnen zumindcst nach den Euler-Fourierschen 

Formeln die Zahlen a,., b,. bercchnet und die Reihe £ (a,. cos nx + b,. sin nx) kann formal aufge-
•-• 

schrieben werden. Man nennt sie die durch /(x) erzcugte Fourierreihe und a,. , b,. die Fourierkoeffi-
zienten der Funktion /(x). Allerdings kann einersei1s der Fall eintreten, daB die durch /(x) erzeugte 
Fourierreihe gar nicht konvergiert, und andererseits, daB sic zwar konvergiert, ihre Summenfunktion 
jedoch nicht /(x) ist. Dies ist sogar noch m0glich, wenn /(x) stetig ist. AuOerdem muB man bedenken, 
daB cine gegcbene Funktion auBer ihrer Fourierreihe auch noch andere Darstellungen als trigono
metrische Reihe haben kann. 1st hingegen die durch /(x) erzeugtc Fourierreihe gleichmiifti"g kon
vergent (vgl. 21.1.), so hat sic auch /(x) zur Summenfunktion, und /(x) ist au8er durch ihre Fourier
reihe durch keine andere gleichma.Big konvergente trigonometrische Reihe darstellbar. Dieses Kri
terium ist hinreichend; die Frage, unter welchen notwendigcn und hinreichenden Bedingungen die 
durch /(x) erzeugte Fouricrreihe konvergiert und /(x) zur Summe hat, ist noch nicht v0llig geklart. 
Oa die Glieder /,,(x) der Fourierreihe periodische Funktionen mit der Periode 2n: sind, ist die Sum
mcnfunktion /(x) ebenfalls mit 2.,� periodisch. Sinnvoll ist deshalb das Aufstellen der. Fourierreihe 
fur periodische Funktionen mit der Periode 2,"T. Ft1r cine Funktion mit der Periode 2/ erhalt man cine 
Funktion mit der Periode 2:ri, wenn man die Variable x durch die Variable 1rx/l crsetzt. Braucht man 
die Fourierentwicklung ciner Funktion /(x), die in einem Interval! J der Lange 2n: definiert, abcr nicht 
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periodisch ist, so denkt man sich die Funktion links und rechts des lntervalls / durch die Fordcrung 
f(x + 2kn) = /(x), mit x E / und k ganz. periodisch fortgesctzt. Dann licfcrt die durch /(x) crzcugtc 
Fourierreihe, falls sic konvergiert, zwar auch Werte fur Argumcnte auBerhalb des Intervalls /, von
lnteresse ist jedoch lcdiglich die Funktion fur x e /. 

Dirichletsche Bedingung. Eine weitere hinrcichende Bedingung dafur, daB die durch /(x) erzeugte 
Fourierreihe konvergiert und die Summc f(x) hat, stammt von DIRICHLET; sic 13.0t fur die Funktion 
einen recht weiten Spiclraum und gentigt im allgemcinen fur die Praxis. Auch bei Funktionen wie 
der im Bild dargestcllten ist danach cine Fouricrentwicklung rnOglich (Abb. 21.3•1). Dabei kann die 
Funktion /(x) ohne Beschrankung der Allgcmcinhcit als cine pcriodischc Funktion der Pcriodc 2n: 
vorausgesctzt werdcn. 

Isl die perlocllscbe Fimkllon /(x) mil der Perlode 2,. fur O ._; x < 2,. deftnlerl uad besc:hriakl und 
li81 sldl c1as Intenall J 0, 2,. I in mdllcb Ylele Telllntenalle zerlqrn, In deren jedrm di• Fimktlon 
sletl1 und monoton Isl, so kon>erglert die durch /(x) erzeuat• Fourlerrelbe fiir Jed• Stetlgkells-

:�•��
g

:' ��':1,:'��=-•11• x• 1qea dea Mlttelwert 1/1 [!� /(x) + !\'!'. /(x)J 

Trifft man demzufolgc fur die Sprung- bzw. Flickstellcn x• der Funktion mit voneinandcr vcrschic
denem links- und rcchtsscitigem Grenzwcrt die Fcstsetzung /(x*) = ½[J!� /(x) + !�'!1. /(x)J, 
so konvcrgicrt die durch /(x) erzeugtc Fouricrrcihc an alien Stcllcn des Definitionsintervalls 
gegen /(x). Die Fordcrung. daB sich das Jntcrvall ]O, 2n:[ in cndlich viele Tcilintcrvallc zcrlcgcn 
liBt, in dencn die Funktion stetig und monoton ist, bedcutct anschaulich, da8 die Funktion our 
cndlich viele Unstetigkeiten und nur endlich vielc Extrema hat. 

J 

J 21.3-1 Kurve einer Funktion, ,---, 
I I 

(� 
die durch cine Fourierreihc I I 
dargestcllt wcrdcn kann I I 

I I X 

: : 11' IZ,i 13" 
' ' 2JC X I I I 

I I I 
X•Xo > I .____, L__ 

� 21.3-2 Rechtcckkurvc -7 

Beispi,I J: Die Funktion /(x) sci gegeben durch /(x) = I fiir O < x i( "• /(x) = - I fiir 
"< x < 2" sowie durch f(x + 2kn) = /(x) fiir k = ±1, ±2, ±3, ... (Abb. 21.3-2). 
Fiir die Flickslellen sclZI man /(0) = /(kn) = 0. Die Dirichletsche Bcdingung ist offenbar erfiillt. 
Die Ausfiihrung dcr Integration nach den Euler-Fourierschcn Formcln licfcrt 
a,=0 fiir alle n,b1,=0 fiir n= 1,2, ... , 61,+1 =4/[1'(2n+ I)) fiir n=0, 1,2, ... 
Es ergibt sich die folgende Fourierschc Reihe /(x) = (4/n) [sin x + 1/3 sin 3x+ 1/5 sinSx + 00•), 

Die Abbildungcn 21.3-3 gcbcn weiterc Bcispiclc von Fouricrcntwicklungcn. Zu jedcr ist die Fourier
reihe angcgeben. 

21.3-3 H1iufig verwcndctc Fourier-EnlwicklW1gen: 

I 

I 

LJ 

y 

r---, 
I I 
I I 

I 1 .ll.,./J 211-/J X 

A-b A i 2.n 
I 

I I L-.....1 

.----, 

' I 

I I I I 
I I 

/ 2n \ x2n-c 2n•c 

I Rrchtrckimpu/3; /. Ar1;f(x) = (4a/n) [sin x cos b + 1/1 sin (3x) cos (3b) + 1/r, sin (.Sx) cos (.Sb)+ •··] 
2 Rrchuckimpul,; 2. Art; ""' (la/11) (c/2 + cos x (sin c) + 1/1 cos (lx) sin (2c) + 1/1 cos (3 x) sin (Jc)+ •··] 
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y 

J 

:7 
I I 

:f Il ::f ,r : X 

I I I ,_____, L...-
3 Rt'cltJeckJ.:urr,•; /(x) = (4a/rr) (cos x - 1/3 cos Jx + 1/5 cos Sx -r •·• ];/(:r/2) =-= f(.3."f/2) = • • = O 

4 Siigezahnkurre;f(x) = -(2a/n) {sin x + 1/2 sin 2x + 1/3 sin 3x .L. •··J:f(O) =/(2:r) = •·· = 0 

I\ 2n-c 2n 2n•c x 

S Dreieck.kuri.:e;f(x) = (8a/n2) (sin x - (1/3)2 sin 3x + {1/5)2 sin 5x + •··) 

6 Dreieckimpuls: /(x) = ac/(2:rr) + (2a/:r2) (cos x(I - cos C') + (½)'l cos 2x (I - cos 2d 
+ C1/J2 cos 3x(I - cos Jc)+ ···I 

1 Gleichgeridteter Wechselstrom, Einweggleichrichtung, Halbwellen einer Kosinuskurn•; 

f(x) ~ (aj,) [12 + (n/2) cos x + 2 cos 2x/(l · 3) - 2 cos 4x/(3 · S) + 2 cos 6x/(S · 7) - + •··] 

8 G/eichgerichteter Wechse/strom, Zweiwegg/eichrichtung;f(x) = lcos xi; 
f(x) ~ (2a/n) [I + 2 cos 2x/(l · 3) - 2 · cos 4x/(3 S) + 2 cos 6x/(S · 7) - + •··] 

Hannonlsche Analyse und hannonische Synthese 
Harmonische Analyse. Unter harmonischer Analyse versteht man die Bestimmung der Fourier• 
koeffizienten a0 , a 1 , a2 , ••• , b1 , b2 , . • Sic wird in der Technik hliufig zum Analysieren periodischer 
Vorglinge verwendet. Eine Schwingung wird durch die harmonische Analyse in cine Summe von 
reinen Sinusschwingungen, harmonische Schwingungen genannt, und einen konstanten Anteil zer
legt. AuDcr der Grundschwingung treten Oberschwingungen auf, deren Frequenz gleich dem Doppelten, 
Dreifachen usw. der Grundfrequenz ist. Die einzelnen Oberschwingungen sind im Regelfall ge
geniiber der Grundschwingung phasenverschoben. Allgemein kann man a,. cos nx + b,. sin nx 
= c,. cos (nx-x ,.) setzen; wegen a,. cos nx + b,. sin nx = c,. cos nx cos x,. + c,. sin nx sin x,. ergibt 
sich a,. = c,. cos x,. , b,. = c,. sin x,. und daraus 

c,. = Va! + bl, tan x,. = b,./a,. . 
Die Aufstellung der Fourierkoeffizienten fur die Rechteckkurve isl ein Beispiel fur cine harmonische 
Analyse. 
Bei der harmonischen Analyse kann man sich vie! Rechenarbeit sparen, wenn man gewisse SyrnmC
trieeigenschaften der zu analysierenden Funktion /(x) beachtet: 
Bti dtr Fouriertntwicklung einer geraden Funktion f(x) = /(-x) /eh/en a/le Sinusglieder, d. h., 
es sind a/le b,. = 0. Bei einer ungeraden Funktion f(x) = -f(-x)fehlen a/le Kosinusglieder, d. h., 
es sind a/le a,. = 0 (ein.sch/ieJ/ich a0). Bei einer Funktion mil der Eigenschaft f(x + n) = -f(x) 
isl das Absolutglied a0 = 0, und es treten nur Koeffizienttn mil ungeradem Index au/ 
(a2 = a4 = • • • b 2 = b4 = • • • = 0). 

Will man cine periodische Funktion f(x) m0glichst gut
11

durch eine endliche S�mme «1>,.(x) von 
Sinus- und Kosinusfunktionen approximieren, <P,.(x) = E (a., sin vx + b., cos vx), so wlihlt man in 

··• 

Analogie zur Methode der kleinsten Quadrate als Ma0 fur den Unterschied f(x) - <P,.(x) das Inte-
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,., 

gral 2� J [f(x) -<1>.(x)]2 dx der Abweichungsquadrate. Dieses nimmt sein Minimum an, wenn die 
a1., b1, 

die Fourierkoeffizienten der Funktion /(x) sind. Das ist eine weitere wichtige Eigenschaft der Fourierkoeffizienten. 
Harmonische Synthese. Die harmo,iisclte Synthese ist die Umkehrung der harmonischen Analyse. Die einzelnen reinen Schwingungen werden addiert, und es ergibt sich eine Resultierende. Fllr die ersten drei Glieder der Fourierentwicklung der Rechteckkurve (vgl. Abb. 21 .3-2) ist in der Abbildung 21.3-4 die Summenkurve y im Yergleich zur Ausgangskurve YR dargestellt. 

21.3-4 Graphische Darstcllung der 
harmonischen Synthese ciner Rcch1-
eckkurve 

Angeniiherte Berechnung der Fourierkoeffizienten. Zur Entwicklung in cine Fourierreihe liegen in der Praxis h3ufig nicht analytisch gegebene Funktionen vor. In der Regel sind es Kurven, die von einem schreibenden MeBgerat aufgezeichnet worden sind, z. 8. das Tangentialkraftdiagramm einer Kolben• kraftmaschine, das Diagramm des Druckverlaufs in einer Pumpe, Aufzeichnungen von mechanischen oder elektrischen Schwingungen u. a. Auch in diesen Fallen ist die Fourierzerlegung mOglich. Die Integrale in den Euler.fourierschen Formeln werden dann naherungsweise berechnet. Zur nahe• rungsweisen Berechnung der lntegrale wird das lntervall in eine groBe Anzahl 2m gleicher Teile geteilt (Abb. 21.3·5). Zweckm3Big ist es, die Anzahl der Teile gleich einem Vielfachen von 4 zu wahlen und die Werte 12, 24, 36, 72, ... zu benutzen, denn <lurch eine solche Einteilung !assen sich die Sym• metrieeigenschaften der Funktionen Sinus und Kosinus gUnstig ausnutzen; es kann auf diese Weise Rechenarbeit eingespart werden. Yon den 
������n;;��;�te�ih dT�nz;��;,���s!���! y an den Teilpunkten x0, x1 , x2 , .•. X2 "'- 1 abgemessen. Man bezeichnet sie mit y0, Yi, Y2, ... , Y2m-t· Dann ist I 2m-1 I m-1 llo = Zm 

,!i y,, On = m 1� Y1 COS (ni/m) 

fur n= 1,2, ... ,m, I 2m-1 b. = - E y, sin (ni/m) 
m 1-0 

X 
2n 

fiir n= 1,2, ... ,(m-1). Wiihlt man 2m = 24, so ergeben sich die 24 Koeffizienten o0 , 01 , a2 , ... , 012 , b1 , 
21.3•5 Fourierzerlegung empirisch gegebener Kurven 

II b2 , ••• , b11 • Die resultierende Funktion o0 + "� (a" cos nx + b" sin nx) + o1 2 cos 12x = /(x) hat 
fiir die Teilpunkte x, (i = 0, I, ... , 23) die Werte f(x1) = y1 (i = 0, I, ... , 23). Der Rechenaufwand fur die harmon ische Analyse ist betrachtlich. Ein geUbter Rechner braucht bei Benutzung einer elektrischen Rechenmaschine und unter Yerwendung spezieller Rechenschemata zur Durchfuhrung dieser harmonischen Analyse mit 12 Punkten etwa ½ Stunde, mit 24 Punkten etwa 2 Stunden, mit 36 Punkten etwa 6 Stunden und mit 72 Punkten etwa 16 Stunden. Ohne die Verwendung von Rechenschemata sind bei 72 Punkten etwa 5000 Produkte zu bilden, die in 72 Sum• men zusammenzufassen sind. Eine mittelschnelle elektronische Rechenmaschine bewaltigt die Rechnung fur 36 Punkte in etwa 2 Minuten. Die Zeit, die erforderlich ist, um das Ergebnis auszu• drucken, ist · meist 13.nger als die Rechenzeit. 
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Harmonische Analysatoren. Der fur die Fourieranalyse von Kurven erforderliche groBe Zeitaufwand 
fuhrte zur Entwicklung mechanischer Gerate und Vorrichtungen. Man arbeitet mit ihnen wie mit 
einem Planimeter. Die gcgebene Kurve wird mit einern Fahrstift umfahren, und an einem Rechenwerk 
kann man den Wert eines Fourierkoeffizienten oder einen diesem proportionalen Wert ablesen. 
Gerate dieser Art werden als harmonische Analysatoren bezeichnet. 
FOr die speziellen Zwecke der Gezeitenvorausberechnung wurden in den einzelnen Uindern Gezeiren
rechenmaschinen entwickelt, mit denen die harmonische Synthese durchgefi.ihrt werden kann. 

22. Gewiihnliche Differentialgleichungen 
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Einblicke in die Theorie . 563 

Viele Fragestellungen der hOheren Analysis setzen Kenntnisse Uber gewOhnliche Differential
gleichungen voraus, z. B. Probleme der Potentialtheorie, der Variationsrechnung, der theoretischen 
Physik und der partiellen Differentialgleichungen (vgl. Kap. 36.). Dartiber hinaus wird durch die 
gewOhnlichen Differentialgleichungen ein weites Feld der Anwendungen erschlossen, z. B. die Be
rechnung von Pendelschwingungen und Satellitenbahnen, von Tragflllgelkonstruktionen und von 
Talsperren, von Erdbebenwellen, von der W3.rmeausbreitung, von Reaktionsgeschwindigkeiten bei 
chemischen Umsetzungen und beim radioaktiven Zerfall sowie Berechnungen in der Elektrotechnik 
und beim Schiffbau. Hier werden nur Differentialgleichungen fiir reelle Veranderliche und reell
wertige Funktionen untersucht, und unter Verzicht auf voile mathematische Sch3.rfe werden LO
sungsverfahren dargestellt, die in der Praxis haufig auftreten. Darllber hinaus wird ein erster Einblick 
in typische Fragestellungen dieses Gebiets, in seine umfangreiche und oft schwierige Theorie, ver
mittelt. 

22. 1. Erste Orientierung 

Grundlegeode Begrlffe 
Diff'erentialgleichung. Besteht zwischen einer Funktion einer oder mehrerer Yeranderlicher und 
einigen ihrer Ableitungen eine Beziehung in der Gestalt einer Gleichung, in der auch die unabh3.ngi
gen Ver3.nderlichen noch vorkommen kOnnen, so spricht man von einer Di.fferentia/gleichung. Jede 
LOsungsfunktion der Differentialgleichung wird Liisung oder Integral genannt, z. B. hat die Diffe-

rentialgleichung (: r + y2 = I das Integral y = sin x, denn durch Einsetzen ergibt sich die fiir 

alle x richtige Identitat cos 2 x + sin2 x = I.  Umgekehrt kann man fur die Funktion z = f(x, y) 
der beiden unabhangigen Veriinderlichen x und y eine Differentialgleichung aufstellen, die z. B. 

L - h D d Oz Oz d -� . . z
0; xy z't,� bsung at a ann Tx" = y, Ty= x, gentigt z = xy er D1 erent1algle1chung 

� y + 3y X = X2 + y2. 
Wenn die in der Differentialgleichung auftretenden Funktionen nur von einer unabhiingigen Yer
anderlichen abhiingen, also auch nur Ableitungen nach einer Veriinderlichen auftreten, so spricht 
man von einer gewtihnlichen Differenrialgleichung. Hierhin gehOren z. B. 

dy d2y , 
�=cosx, �+Y =3xy, y'3-y'xy=O. 

Wenn dagegen die gesuchten Funktionen von mehreren unabh3.ngigen Yeriinderlichen abh3.ngen und 
demgema.B partielle Ableitungen auftreten, spricht man von partiel/en Differentialgleichungen. 
Beispiele sind 

02
z Oz 02z 02

z Oz 
oxoy +z� = O und ilx' +� = 4xy�; 

gesucht sind Funktionen z = f(x, y) von x und y. - Im folgenden werden nur gewOhnliche Diffe
rcntialgleichungen behandelt. 
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Ordnung und Grad einer Differentialgleichung. Die Ordnung e iner Differentialgleichung wird durch 
die hOChste Ordnung der Differentialquotienten in ihr bestimmt. Eine Differentialgleichung n•ter 
Ordnung kann in der Form F(x, y, y', y", ... y<11> ) = 0 dargestellt werden, wenn F cine Funktion der 
angefiihrten Argumente bedeutet. Speziell ist y' = /(x, y) die allgemeine explizire und F(x, y, y') = 0 
die allgemeine implizire Differentia/gleichung der I. Ordnung. 1st F cine ganzrationale Funktion der
Argumente y, y', •.• , y<"1, so ist ihr Grad zugle ich der der Differentialgleichung; die Abhangigkeit 
von x spielt keine Rolle. Dagegen kann man bei der Differentialgleichung y' = x + sin y' nicht von 
einern Grade sprechen. 
Besonders wichtig fur die Anwendungen sind die Differentialgleichungen vom Grade I, die linearen 
Differen1ialgleichu11gen; in ihnen treten 

�
i

�u�;:
k

�:;
1

�,, ���
k

to;0,�;: ���
e 

a�:h _D_ i _ffe_ r _en_t _ia _lg_lc _ic _hu_n _g ____ 
+-

o_rd_n _u _ng
-+

_G_ra_d _ 
nicht mitei nander multipliziert auf. 
Demnach hat die allgemeine lineare 
Differentialgleichung ,r-ter Ordnung die 
Form I+ foY + f,y' + f,y'' + · · · + f,,y'"' 
= 0, wo f, /0 , /,, •.. ,I,, gegebene Funk
tionen von x bedeuten. 

y' = x + siny' 
y'2 = xsin x 
y" = 3x2y 
y" + 3y' + y cos x = sin x 
y"'y" =y 

Integral einer Differentialgleichung. Wird die Gleichung F(x, y, y', ... , y'"') = 0 nach Einsetzen der 
Funktion y = q,(x) und ihrer Ableitungen y', y", ... , y1"1 zu einer fur alle x aus einem lntervall 
gUltigen identischen Gleichung in x, so hei13t y = q,(x) L0sung oder Integral, seine Ermittlung 
/ntegrarion und das Bild von y = q,(x) in der x, y-Ebene lntegralkurve. Die L0sungen sind oft kcine 
elementaren Funktionen oder wenigstens geschlossene Ausdri.icke in diesen Funktionen. l.m Gegen
teil, gewisse fur Anwendungen wichtige, nicht elementare Funktionen sind geradezu als L0sungen 
spezieller Typen von Differentialgleichungen defin iert; z. B. stie13 1785 LEGENDRE bei der Untcr
suchung der Anziehungskraft eines Ellipsoids auf einen auf3erhalb gelegenen Punkt auf eine heute 
nach ihm benannte Differentialgleichung, deren L0sung die Legendreschen Polynome darstellen. 
Of1 geni.igt es, unter Verz icht auf die vollst3ndige L0sung, die analytischen Eigenschaften des Inte
grals in der Umgebung einer Stelle x0 festzustellen und den Verlauf der lntegralkurven, die Eindeutig
keit der L0sung oder andere Fragen zu untersuchen. Zurn lnhalt der Existenzsiitze geh0rt schlieOlich 
die Angabe von E igenschaften einer Different ialgleichung, aus denen mit Sicherheit gefolgen werden 
darf, daB Uberhaupt L0sungen ex istieren. 
Vorl8ufiger Oberblick Uber die Beschaffenheit der lntegrale von Differentialgleichungen. Man untcr
scheidet das allgemeine Integral, partikuliire und singuliire lntegrale. Die L0sungsverh31tnisse kann 
man grob und e1was ungenau so zusammenfassen: 

Das allgemeine Integral einer Differentialgleichung n-ter Ordnung enthilt genau n willkiirliche Kon
stanten C1 , C2 , ••• , C11 ; d. h., es ist nur bis auf diese Konstanten bestimmt. 

Entsprechend erh3lt man in der Integralrechnung als L0sung der Differentialgle ichung y' = f(x) 
das Integral y = f /(x) dx + C. Legt man den C1 , ••• , C

,. 
irgendwelche festen, bestimmten Zahlen

werte bei, dann erhiilt man ein parrikuliires Integral. Mi thin ist die Gesamtheit der partikuliircn ln
grale sozusagen im allgemeinen Integral enthalten. 
Beispiel J: Die Differentialglcichung y'2 + y2 = 1 hat y = sin (x + C) als allgemeines lntcgraJ. 
FUr C = n/2 crhalt man das partikuHire Integral y = sin (x + n/2) = cos x. Durch Einsetzcn
in die Ditrerentialgleichung zeigt man leicht, da8 es sich tatsachlich um LOSungen handelt. 

Neben allgeme inem Integral und partikul3ren lntegralen kann eine Differentialgleichung noch 
singuliire /ntegrale haben, die meist gewissen Unstetigkeiten der gegebenen Gleichung entsprechcn. 
Singulare lntegrale k0nnen nicht durch Wahl der Konstanten aus dem allgemeinen Integral erhalten 
werden; z. B. hat die bereits erw3hnte Differentialgleichung y'2 + y2 = 1 die singul3.ren lntegrale 
y = ±I, wie man durch Differenzieren und E insetzen einsieht. 

Beispiel 2:. Die Differentialgleichung 2. Ordnung y" + y = 0 hat das allgemeine Integral 
y = C1 sin x + C2 cos x; durch passende Wahl der Konstanten C1 und C2 erhiilt man die parti
kuliiren Integrate y = 0, y = cos x, y = 2 cos x, y = sin x, y = n sin x. Singulare Integrale sind 
n icht vorhanden. 

Differentialgleichungen und Geometrie 
Das Richtungsfeld der Differentialgleichung 1. Ordnung. In der impliziten Form F(x, y, y') = 0 und 
erst recht in der expliziten Form y' = f(x, y) ordnet die Different ialgle ichung den Punktcn dcr 
x, y-Ebene, fur d ie /(x, y) definiert ist, einen Wert p = y' = f(x, y) der Ableitung der gesuchten 
Funkt ion y(x) zu, welche die Richtung der Tangente an das Schaubild der Funktion y(x) angibt. 
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Auf diese Weise entsteht das Richtungsfeld der Di./ferentialgleichung I. Ordnung. Das ZahJentripel 
x, y, p heiBt sein linienelemenr, der Punkt {x, y) ist Trager des Linienelements 
Mit Hilfe des Richtungsfeldes kann cine wenigstens angenaherte Vorstellung vom Verlauf der 
lntegralkurven einer Differentialgleichung 1. Ordnung gewonnen werden, indem man durch kurze 
Striche im Punkte (x, y) die jeweilige Tangentenrichtung markiert (Abb. 22.1-1 bis 22.1-4). 

22.1-1 Richtungsfeld der Differentialgleichung y' = y/x 

22.1-3 Richtungsfeld der Oiffercntialgle1chungy' = x 

22.1-4 Richtungsfeld der Differentialgleichung _v' = X + )' 

22. 1-2 Richtungsfeld der Differentialgleichung y' = -x/y 

Geometrisch gesprochen, besteht die Aufgabe der Integration der Differentialgleichung 1. Ordnung 
darin, alle Kurven aufzufinden, die au/ das Richtungsfeld passen, d. h., die in jedem Punkte cine 
Tangente haben und .nur solche Linienelemente enthalten, die mit den durch l = f(x, y) gelieferten 
Werten iibereinstimmen. 
Diff'erentialgleicbung und Kunrenschar. Das oben ausgesprochene Ergebnis, da8 die L0sung einer 
Differentialgleichung I. Ordnung eine unbestimmte Konstante enthalt, 13.Bt sich geometrisch dahin 
deuten, da8 ihre L0sung aus einer einparametrigen Kurvenschar besteht. Aber auch die Umkehrung 
ist richtig: Eine einparametrige Kurvenschar y = 'P(x, C) wird analytisch durch cine Differential� 
gleichung I. Ordnung repr3.sentiert. Diese erhalt man durch Eliminieren von C 3us dem Gleichungs• 
system y - ,p(x, C); :: - q

i

(x, C). 
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Beispiel I: Die Schar samtlicher Geraden durch den Ursprung hat die Gleichung y= Cx. Dann ist 
y' = C. Daraus ergibt sich die D ifferentialgleichung y = y'x bzw. y' = y/x (vgl. Abb. 22.1-1). 
Elne ft•panmetrigt Kunenschar liBt slcb analytlscb durcb tine Dlfftrtntlalgltlcbuail ,..ttr Onlnung 
erfassen. U11111ekehrt entsprlcbt die allgtmelne Ulsung elner Dtfftrentialgltlcbuail •ttr Ordnung einer 11•parametrigen Kurvenschar. 

Der zweite Teil dieses Satzes folgt ersichtlich unmittelbar aus der Beschaffenheit des allgemeinen 
Integrals einer Differentialgleichung n-ter Ordnung. Aus der Gleichung einer Kurvenschar, die n Parameter enthalt, 13.Bt sich andererseits die entsprechende Diffcrentialgleichung finden: Man dif
ferenziert die Gleichung der Kurvenschar hinreichend ort, bis es gelingt, aus der Ausgangsgleichung 
und den durch Differentiation entstandenen Gleichungen die Parameter zu eliminieren und die von Parametern freie Oifferentialgleichung aufzustellen. 
Beispiel 2: y = C 1 x + C2 ist die zweiparametrige Gleichung der aus S3mtlichen der y-Achse nicht 
parallelen Geraden in der Ebene bestehenden Kurvenschar. Durch zweimaliges Differenzieren 
erhalt many"= O; cine Elimination ist nicht notwendig. Die Differentialg]eichung besagt in der 
Tat, daB es sich um 53.mtliche Kurven handelt, deren Krilmmung ilberall Null ist; dies sind genau 
die geraden L inien. 
Beispiel 3: Die Schar aller Kreise mil festem Radius a hat die Gleichung (x- C1)2 +(y-C2)2 

= a2
• Durch Differenzieren erhalt man x = C1 + (y- C2)y' = 0, durch nochmaliges Differen-
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Alie Kurven der Kurvenschar sind unter den LOsungen der zugehOrigen Differentialgleichung enthalten. 
Es kann aber sehr wohl der Fall sein, dafl unter den LOsungen der Differentialgleichung noch wcitcre 

Kurven enthalten sind, die nicht zu der ursprilnglichen Kurvenschar geh6rten; z. B. fuhrt die Kur
venschar y = C1x + C2 , C1 > 0 aller steigenden Geraden auf die Gleichung y" = O; unter ihrcn 
LOsungen treten aber neben den steigenden auch samtl iche fallenden Geraden auf. 
Singuliire Losungen, Einhiillende von Kurvenscharen. Die Kurvenschar al/er Kreise m it dem Radius t, 
deren Mittelpunkte auf der x-Achse variieren, y2 + (x - C)2 = I, genilgt der D ifferentialgleichung y2y'' + y2 - I= 0, da yy' + x- C= 0, C= x + yy' (Abb. 22.1-5). 

-

1 
1 

D 

1 y- 1 

22.1-5 Kurvenschar al/er Kreise mit dem Ra
dius I, deren Mittelpunkte aufder x-Achse liegen 

y 

22.1-6 Zusammengesetzte LOsungskurve, die auf das 
Richtungsfeld der Differentialgleichung 
y2y'2 + y2 - I = 0 pa13t 

Jhr genilgen aber auch die Funktionen y = I und y = -1, die nicht im allgemeinen Integral 
(x - C)2 + y2 = I enthalten sind, mithin singulare LOsungen darstellen. Geometr isch sind sic die 
Ta11ge111en an die Kreisschar und passen, obwohl sie nicht in der Kreisschar enthalten sind, auf das 
von der Differentialgleichung gelieferte Richtungsfeld. Aus dessen Linienelementen )assen sich 
ferner weitere Kurven zusammensetzen, die ebenfalls LOsungen darstellen. Eine dieser unendlich 
vielen Kurven ist in die Abbildung 22.1-6 rot eingetragen. 
Schar der Tangen/en an die Parabel y = x2 (Abb. 22.1-7). Die Gleichung der Tangente an die Parabel 
y = x2 im Punkt (xo , Yo) lautet y + Yo = 2xx0 • Da Yo = xt und x0 als Parameter C aufzufassen 
ist, erhalt man die Gleichung der Kurvenschar y = 2Cx - C2. Ausy' = 2C, C = y'/2 ergibt sich als Differentialgleichung der Kurvenschar y = xy' -y'2/4. Die Einhiillende dieser Kurvenschar, die jede Kurve der Schar berilhrt, ist offenbar die Parabel y = x2 selbst. Sic ist nicht in der allgemeinen 
LOsung y = 2Cx - C2 der Different ialgleichung y = xy' - y'2/4 enthalten, befriedigt diese aber 
und ist die singuliire LOsung der Differentialgleichung . 
Die Einlliillendt elner Kunemcbar blldtt stets tbenfalls tlat Lillung dtr di• Kunmschar wledtr• 
gtbtnden Dlfftrt11tialglelcbung. 

Aus diesem Sachverhalt folgt auch die hier ohne Beweis mitgeteilte Methode, die EinhU/lende eincr 
einparametrigen Kurvenschar zu gewinnen, falls cine solche existiert. Kennt man die allgemeine 
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22.1-7 Tangentenschar an die durch y = x2 definiertc Parabcl 

� 0 X 

22.1-8 Zykloidenschar. Die Gcrade y = 0 ist nicht die Ein
hi.illende 

LOsung <P(x, y, C) = 0 der der Kurvenschar ent
sprechenden Differentialgleichung, so elim iniere man aus 

- <P(x, y, C) = 0 und der partiellen Ableitung o<P(x
i)
,
C
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Kurvenschar von geometrischer Bedeutung sind, z. B. 
den Ort der Spitzen fur die Schar der Zykloiden (Abb. 22.1-8) oder den Ort der Knotenpunkte fur 
den Fall, daB die einzelne Kurve der Schar sich selbst durchkreuzt. 

lsoklinen, orthogonale Trajektorien. Die Verbindungslinie von Punkten der gleichen Feldrichtung 
nennt man cine Jsokline des Richtungsfeldes einer Differentialgleichung I. Ordnung. Man erh3lt die 
Gleichung einer Isokline, indem man y' = const = a in y' = f(x, y) einsetzl. Aus den Isoklinen 
13.flt sich mitunter eine Obersicht Uber das Richtungsfeld und damit Uber die LOsungskurven einer 
Differentialgleichung gewinnen; z. B. genUgen die Isoklinen auf y' = a der Differentialgleichung 

(x + y) y' + x - y = 0 fur a= 0 
der Gleichung y = x, filr a= I der Gleichung x = 0, fur a= oo bzw. a= -I den Gleichungen 
y = -x bzw. y = 0: die LOsungskurven bilden einen sog. Strudelpunkt (Abb. 22. t.9). 
In der Geometric und var allem auch in der Physik taucht oft das Problem auf, zu einer Kurvcnschar 
die Schar der orthogono/en Trajektorien zu finden, das sind Kurven, die jede Kurve der ersten Schar 
senkrecht schneiden. Die Kraftlinien eines magnetischen oder elektrischen Dipols bilden die Schar 

der Feldlinien, die von den Linien 

-+--'---!--+--'--' J ���
i
��r�:n

o
;�

n�i�1;2����r
ht geschnit· 

/ Analytisch gewinnt man die Differen• 
-+-+--,r+-i- tialgleichung der orthogonalen Trajek• 

torien aus der zur Kurve nschar 
<P(x, y, C) gehOrigen Differentialglei• 
chung y' = f(x, y), indem man y' 

22. HO Die Kraftlinicn cincs Dipols 
durchdringen die Aquipotentiallinien 
senkrecht. Die cine Kurvenschar bcsteht 

22.1 ·9 LOsungskurven dcr Diffcrcntialglcichung jeweils aus den orthogonalen Trajcktoricn 
(x + y) y' + x - y = O, gewonncn mit dcr lsoklinenmethode dcr andcrcn 
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durch -1/y' ersetzt. Diese Methode beruht darauf, daB die Richtungsfaktoren orthogonaler Kurven zueinander negativ reziprok sein miissen. 
&ispiel 4: Die orthogonalen Trajektorien der Parabelschar y2 = -2(x + C). dercn Oifferentialgleichung yy' = - I lautet, gen0gcn demnach der Gleichung y' = y mit dcr allgemeinen LOSung
y = C c•. Die $char dcr Exponentialkurven bildet somit die $char der orthogonalcn Trajektorien zur Parabelschar und umgekehrt. 

22.2. Elementar integrierbare Typen 

Eine Differentialgleichung heiDt elementar integrierbar, wenn sich ihre allgemeine L0sung durch Kombination einer endlichen Anzahl von elementaren Funktionen und durch gewOhnliche Intcgrationen (Quadraturen) gewinnen la.Bt. Dies ist nur bei einigen Typen von Differentialgleichungen m0glich, die indessen in den Anwendungen haufig auftreten. Bei den im folgenden behandeltcn L0sungsverfahren wird die Frage nach der Existenz der L0sungen durch Angabe der Integrale positiv entschieden. 
Spezielle Typen elementar integrierbarer Differentialgleichungen 1. Ordnung 

Die allgemeine imp/izite Differentialgleichung I. Ordnung F(x, y, y') = 0 13.0t sich nach dem Satz Uber die AufJ0sbarkeit impliziter Funktionen eindeutig in der Umgebung einer Stelle x0, y0, y� nach 

y' aufl0sen, wenn dort �; -=t= 0 ist; man erhlilt die exp/izite Form y' = f(x, y). 
Differentialgleichung vom Typ y' = g(x ). In diesem Typ einer Differentialgleichung hingt die rechteSeite nur von x ab. 1st g(x) im offenen Interval! ]a. b[ integrierbar, z. B. stetig, so erfiillen rur ein beliebiges, aber festcs,; aus dem Innern des Jntervalls ]a, b[ die Funktionen 

y - J g(t) dt + C. a< x < b 

mil beliebigen� Werten der Konstanten C die Differentialgleichung y' = g(x). Die lntcgralrechnung lehrt, da0 dies s3.mtliche Funktionen sind, die ihr genUgen; y stellt somit das allgemcinc Integral dar. 
Differentialgleichung l'om Typ y' = /r(y). 1st die nur von y abhiingige Funk ti on h(y) far c < y < d stetig und in diesem offenen lntervall nirgends g/eich Null, so kann diese Differentialgleichung auf den eben behandehen Typ zurUckgefuhrt wcrden. 1st n3.mlich y = y(x) cine L0sung der Differential· 
gleichung y' = h(y), dann gcnUgt die inverse Funk/ion x = v,(y) der Differentialgleichung tp' = :XI . . J I · · ' if = h(y). Also lietert x = h(y) dy m emem dem J;�;�::���•ti!� e;i:p:i�h��:;;g I;�{�) in� 

j � verse Funktion x = tp(y) . 
...-,- __ -------r-_,,,, Y Beispie/ I: Die Differentialgleichung y� = l/y 

-,-

-1--
.._ :-l

22.2·1 Richtungsfeld der Diffcrcntialglcichungy' = 1/y 

ist im Intervall 0 < c < y < d losbar. weil alle Voraussetzungen iiber h(y) = 1/y erfiillt sind. Jhre lsokUnen sind Parallele zu.r X· Achse. Die durch den Punkt (<, r,) mit r, > 0 
im Streifen {-00 < x < +oo; c < y < d) 
fuhrende L0sungskurve dx

d """ycrhilrman 
, y aus x = < + f ydy = < + (y1 -r,1)/2 fur 

y > O durch A.unosen nach y. Es ergibt sich 
y = )fr,

1 + 2(x - o) fur x > < - r,1/2. 
Wie schon nach dem Richtungsreld zu er• warten war, stellen die Integralk.urven Pa• 
ra/Nln dar (Abb. 22.2-1). 

Differentialgleichung mit getrennten Variablen. In den Differentialgleichungen y' = e.s siny, y' = y/x1• y' = (y + 1 )/(x - 1) hiingt zwar die rechte Scite von beiden Ver3.nderlichen x und y ab, aber doch 
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in der besonderen Weise, daO cine nur von x abh3ngige Funktion g(x) mit einer nur von y abhiingigen Funktion h(y) multipliziert wird. Gegenbeispiele la.gen etwa bei y' = sin (xy) oder y' = x + y vor. Wenn sich die rechte Scitc der Differentialgleichung y' = f(x, y) in ein Produkt g(x) · h(y) zcrlegen Hi.Ot, so sagt man, die Variablen !assen sich trennen. In diesem Fall 13.Bt sich die Differentialgleichung y' = g(x) h( y) leicht )Osen, wenn g(x) und h(y) stetige Funktionen sind und h( y) in einem ganzen dy .. dy 
���:��::8�c; f�t�;;at%�1 verschieden ist. Aus dx = g(x) h(y) erhalt man h(y} = g(x) dx und nach 

f h��) 
= f g(x) dx + C: 

�!�n;��s���hi: /t•y s< �gibt sich die allge• 
Po 

&ispiel 2: y' = -y/x filr x > 0, y > 0. Hier isl g(x) = -1/x, h(y) = y. Man erhiilt 

p 

f�=-f�+c y X • 

ln y+ lnx = C,  lnxy = C, xy=ec =c. 
� 

_________ I 

Die LOSungskurven sind Hyperbeln. 0 5,5 1\0 

Beispiel 3: Der Luftdruck p 3.ndert sich mit 22.2-2 Abfall des Druckcs p in der Atmosph:ire bei der HOhe h Uber dem Erdboden (Abb. 22.2-2). konstanter Tcmpcratur a\s Funktion des Abstands Beim Anstieg umdhnimmtpum dp= -egdh "in km vom Erdbodcn 
zu, wenn e die Dichte der Atmosphare und 
g die Erdbeschleunigung bedeuten. Nach dem Boyle-Mariotteschen Gesetz ist das Verh3ltnis f!/p = eo!Po = a konstant, mithin ist 

dp=-pag dh, f ;=-fag dh+C, ln p=-agh+C. 
Filr h = 0 ist der Luftdruck Po der Druck am Erdboden; d. h., C = In p0; man erhalt In (p/p0) = -agh oder p = Po e-••• = Po exp [-eogh/p0]. Der Druck fa.lit mit zunehmender HOhe exponentiell ab; etwa alle S,S4 km nimmt er -gleiche Temperatur der Atmosph3.re voraus- barometrische HOhenformel p =- Po e-e-9"f P, gesetzt - jeweils um die H31fte ab. 

Homogene Differentialgleichung. Eine Differentialgleichung y' = /(x, y) heillt homogen, wenn 
f(x, y) eine Funktion <pl,y/x) des Quotienten y/x ist: z. B. y' = sin (y/x), y' = (y/x - I) x/y und 
y' = -x1/y2 • Zur LOsung filhrt man in y' = <p{y/x) durch die Substitution y/x = r cine neue Variable 

ein. Dann ist y = tx, y' = :; = r'x + t. Man erh3.lt die Differentialgleichung r'x + t = IP(r) 
oder :; = {q,(t) - t)/x, in der sich die Variablen trennen lassen; ihr allgemeines Integral ist 

f ,p(r�'_, = In x + C. 
Durch AuflOsen stellt man hieraus r = r(x) her und gewinnt dann die gesuchte Funktion y = y(x). Das Verfahren versagt, wenn der Nenner ('P( t) - r) des lntegranden verschwindet, wenn q,(t) = t isl, d. h., die vorgegebene Gleichung y' = y/x lautet. Dann aber hat es sich von vornherein um cine Differentialgleichung mil getrennten Variablen gehandelt. 
Btispitl 4: Um alle Kurven y(x) zu finden, die 5amtlichc Radiusvektoren unter einem Winkel derselben Gr08e a schneiden, grcift man cine unter dem Winkel der Gr08e 9' gegen die x-Achse geneigte Gerade hcraus. In ihrem Schnittpunkt mit der gesuchten Kurve y (x) hat diese die Tangentenrichtung 

y' = tan ( + 0<) = tan <p + tan"' y/x + tan"' . 'P I - tan,ptane< I -( y/x)tan0< 
Setzt man tan a = a, so gill die Diffcrentialgleichung y' = 1 a + y/x

/ 
• die 

- a·yx homogcn isl und die Losung (2/a) arctan (y/x) + C = In (x2 + y2) hat. 
22.2-3 Zur Hcrlcitung dcr Diffcrcntialglcichung dcr logarithmischcn Spiralc 
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In Polarkoordinatcn (} = Vx2 + y2 und <p = arctan (y/x) lautct die LOsung 
rp = a In e -(a/2) · c_ oder (! = c'Pl•+c12. 

Die gcsuchten Kurven sind /ogarithmische Spira/en (Abb. 22.2-3). 

Lineare Differentialgleichung y' + p(.r) y + q(.r) = O. In dieser Gleichung sind p(x) und q(x) ge
gebene Funktionen von x, die als stetig vorausgesetzt seien. Sic heiBt lineare homogene Differential
Kleichung, wenn q(x) = 0, d. h., wenn ein von y und y' freier Term gar nicht auftritt. Sic 13Bt sich 
integrieren, indem man sie als Differentialgleichung mit getrennten Variablen behandelt. Aus 
:: + p(x) y = 0 erh31t man In y = -J p(,\') dx + c, oder y = ce-f p(x)dx_ 

Um daraus cine LOsung der ursprUnglichen, inhomogenen Differentialgleichung y' + p(x) y -r- q(x) 
= 0 zu gewinnen, benutzt man das von LAGRANGE angegebene Verfahren der Variation der Kon• 

sranten. Man faBt C nicht als Konstante, sondern als Funktion C= C(x) auf. Aus y = C(x) c-f pfx)dx 
= C(x) tp(x) erhalt man y' = C'(x) ip(x) + C(x)•tp'(x) und durch Einsetzen in die inhomogcne 

Gleichung 
C' ,p + q + C[,p' + p,p] = 0 .  

Der lnhalt der eckigen Klammer ist Null, d a  1P die homogene Differentialgleichung befricdigt. 
Es ergibt sich die Differentialgleichung C'(x) ip(x) + q(x) = 0 zur Bestimmung von C(x). Aus ihr 
crh3lt man 

C(x) = C, - f q(x)J"•1•• dx. 

allgemeine LOsung der linearen Differentialgleichung yr= c-Jp<x)dx(C 1 - J q(x) cJP<x>dx] dx 
y' + p(x)y + q(x) = 0 

Man merke sich nicht die Schlul3formel, sondern das Verfahren: Homogene Gleichung herstcllen, 
Variablen trennen, Variation der Konstanten. 

Btispiel 5: xy' - y = x2 cos x, d. h., y' - y/x - x cos x = O; x =t= O; die homogene Glcichung 
y' - y/x = 0 hat die LOsung y = Cx; nach Variation der Konstantcn y' = C'(x) x + C(x) wird 
eingcsctzt C'(x) x + C(x) - C(x) - x cos x = 0 ,  

C'(x) -cos x = 00 

C(x) = sin x + C,; 
dcmnach ist die allgemcine LOsung y = x sin x + C1 x, 
wic man durch Einsctzcn bcst3.tigt. 

Bernoullische Differentialgleichung y' + p(x) y + q(x) y" = 0. Diese Gleichung ist nach Jakob BER· 
NOULLI benannt worden, der sich 1695 und 1697 im Wettstreit mit LEIBNIZ und scinem Bruder 
Johann BERNOULLI mit ihr befaflt hat. FUr n = 0 wird diese Differentialgleichung zu einer lincarcn; 
fur n = I !assen sich die Variablen trennen. Es soll deshalb gelten n =t= 0, n =I= I und auBerdcm 
y =I= 0, z. B. y > O; die Funktionen p(x) und q(x) schlieBlich seien in einem lntervall a< x < b 
stetig; von dieser Art sind z. B. die Differentialgleichungen 

y'-(x2 +1)y- y 2 =0 mit n=2,p(x)=-x2 -1,q(x)=-I 

oder xy' -y3 In x + y = 0 mil n = 30 p(x) = 1/x, q(x) = -In x/x. 

Zur Integration filhrt man mittels y = z t/ll-") cine neue Funktion z = z(x) ein. Man erhalt 
y' = [1/( 1 - n)] · z•l<•-••z'(x) 

und durch Einsetzcn in die gegebene fur z(x) cine lineare Differentialglcichung 
z'+(l -n)p{x)z+{l -n)q(x)=O. 

aus deren allgemeinem Integral z(x) sich die LOsung y = y(x) der vorgelegten Gleichung ergibt. 

Bei.spi�l 6: Iny' - 4y/x- x VY= 0 ist n = 1/2, x =+= o. y > 0. Man setzt any= z11<1-112, = z 2 • 
Daraus ergibt sich wcgcn y' = 2zz' die lincarc Differcntialglcichung z' - 2z/x - x/2 = 0 mit der 
allgcmcincn LOSung z = x2[½ In x + C]. Das Integral dcr gcgcbcnen Gleichung ist dann 
y = z' = x4 [1 / 2 In x + C]2 • 

Integration einer beliebigen Difl'erentialgleichung t. Ordnung 
Jede Differentialgleichung I. Ordnung l3Bt sich intcgriercn, wenn die in ihr enthaltenen Funktioncn 
gcwissen in den Existenzsatz.en genauer angegebencn Bedingungen, z. B. ilber die Stetigkeit, gcnllgcn. 
Zun.ichst soil angenommen werden, daB alle im folgenden vorgenommencn Operationen, wie Auf. 
IOscn implizit gegebcner Funktionen, Differenziercn und Integrieren, Bilden der Umkehrfunktion 
u. a. mOglich sind. 
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Exakte Dlfferentlalgleichung. Die explizite Differentialgleichung I. Ordnungy' = /(x. y) kann darge
stellt werden in der Form y' = -h(x, y)/g(x, y} oder, um BrUchc zu vermeiden, in der Gestalt 

y'g(x,y) + h(x, y) = 0. 
Falls die linkc Seitc das vollstiindige Differential einer Funktion F(x, y) darstellt, d. h., wenn 

y'g(x,y) + h(x,y) =} F(:c,y), heiBt die Differentialgleichung �xakl und F(x,y) S1a111111/1111ktion. 
• • • X • • • • .. • d . . Dann 1st die Integrallon der D1fferent1algle1chung le1cht mogllch. Aus dx F(x, y) = 0 erg1bt s1ch 

F(x, y) = C und durch Aurl0sen nach y das allgemeine Integral y = y(x, C). 

Wenn h(x, y) + g(x, y) y' = + F(x, y) = oF�x, y) 
+ 

oF(
� 

y) y' ein vollstiindiges Differential 
sein soil, mull gclten: x x Y 

oF oF 
<)x = h(x, y) und Ty= g(x, y). 

�---------
M
--

o
-
g

� 
lntegrabilitiitsbedingung <)y = <)x 

o'F o'F . b"t· - bed" . d" d . . Aus <)x c)y = c)y ()x 
erg1bt sich die lntegra 11tats mgung, die notwen 1ge un hmre,chende 

Bedingung dafilr, daB die Differentialgleichung y'g(x, y) + '1(x, y) = 0 exakt ist. 
Ikispi,I /: Vorgelegt sci y'(6xy+x'+J)+3y2+2xy+2x=0. Hier ist g(x,y)=6xy+x'+J; 
�� = 6y + 2x, h(x, y) = Jy' +2 xy + 2x; i; = 6y + 2x. Wcgen �� = i; isl die Differen

tialgleichuns exakt. 

Liisungsanweisung. 1st cine Differentialglcichung y'g(x, y) + h(x, y) = 0 gegeben, so prllft man 
zunachst mil Hilfe der ln1egrabilittitsbedi11gu11g, ob sie exakt ist. Wenn dies der Fall ist, existiert einc 
Stammfunktion F(x, y). Durch Aufl0sen von F(x, y) = C nach y erhtilt man das allgemeine Integral 
der Diffcrcntialgleichung. Im folgenden wird gezeigt, wie die Stammfunktion zu findcn isl. 
allgemein 

j 

Beispiel 
y'g(x, y) + h(x, y) = 0 y'(6xy + x' + 3) + 3y2 + 2xy + 2x = 0 

�=�� �=�+�+2x 
� � 

F= f h(x,y) dx + q,(y) F= Jlx + x'y + x' + q,(y) 
Das Ergebnis dcr Integration nach x bleibt bis auf cine zuniichst noch unbekannte Funktion q; un
bestimmt, die von y allein abh3ngt. 

% 
= 

:y f h(x, y) dx + q,'(y) 

oF 
3y

=g(x,y) 

q,'(y) = g(x, y) - :Y f h(x, y) dx 

I 

oF , , 
Oy 

= 6xy + X + 9' (y) 

oF abcr auch 
3y 

= 6xy + x' + 3 

d. h., 6xy + x' + 3 = 6xy + x' + q,'(y) 

Dies ist cine Differentialgleichung fur q;(y). 
Man kann, gerade wegen der lntegrabilit3ts-

, 

bedingung, bcweiscn, daB die rechte Seite 
nicht von x abh3ngt; dann ist 

q,(y) = f[g- :Y f h dx] dy 

F(x, y) = f h(x, y) dx + q,(y). 
Damit lautet das allgemeine Integral 
f h(x, y) dx + rp(y) = C. 

Tatsachlich hilngt 
q,'(y) = 3 
nicht von x ab. 
q,(y) = Jy + Konstante 
F(x, y) = Jy'x + x'y + x' + Jy 

Jy'x + x'y + x' + Jy = C 

Methode des integrierenden Faktors. Falls cine Differcntialgleichung der Form y'g(x, y) + h(x. y) = 0 
nicht exakt ist, so multipliziert man sic nach Vorschlag von EULER mit einer solchen Funktion p(x, y), 
daB cine exakte Differentialgleichung entsteht, d. h., daB die linke Seite von 

y'g(x, y) 11(x, y) + h(x, y) µ(x, y) = 0 
ein vollstandiges Differential wird. Eine solche Funktion p(x, y) heiBt Eulerscher Multip/ikator oder 
integrierender Faktor. 
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Beispiel 2: Die Differentialgleichung y'(xy -x2) + y2 -3xy - 2x2 = 0 ist nicht cxakt, da 
i)g =y-2.x und �=2y-3x. 
i)x i)y Aber schon die einfachc Funktion µ(x, y) = 2x ist fur sic integriercnder Faktor, denn nach Multiplikation mit 2x crhalt man 

y'(xy -x') · 2x + (y2 - 3xy -2x2) • 2x = 0, und es ist 
� (xy - x') · 2x = 4xy - 6x' und � (y2 - 3xy - 2.x') · 2x = 4xy - 6x'. i)x i)y 

Die Integration dieser exakten Differcntialgleichung ergibt nach dem obigcn Verfahrcn das vollstandigc Integral y2 x2 - 2x3y -x4 = C. 
Die Bedingung dafur, dall y'gµ + hµ ein vollst3.ndiges Differential sein soll, lautet offenbar 

i)(gµ) = i)(11h) oder h � _ g 31, = 1, ( i)g _ �). 
i)x i)y i)y i)x i)x i)y 

Dies ist cine part ie l le  Differentialgleichung zur Bestimmung von 1,(x,y). Scheinbar ist dadurch das Problem der Integration nur schwieriger geworden. Da man aber nur ein einziges panikuJarcs Integral dieser partiellen Differentialgleichung braucht, ist doch ein wesentlicher Vorteil erreicht worden. Es laBt sich sogar beweisen, daB sic stets ein Integral hat, d. h., daB stets mindestens ein integrierender Faktor zu y'g + h = 0 existiert. 
Lineare Differentialgleichungen hOherer Ordnung 

Differentialgleichungen hOherer Ordnung treten in den Anwendungen haufig auf. In der allgemcincn linearen Differentialgleichung n-ter Ordnung b0(x) y + b1(x) y' + b,(x) y" + ... + b.(x) y<••=g(x) sollen die Koeffizienten b1 (x) und die St6rfunktion g(x) als reelle, stetige und beschrankte Funktioncn von x angenommen werden und bn (x) auBerdem im betrachteten I ntervall nie Null sein. Dann erhalt man nach Division durch bn (x) die Form a0 (x) y + a1 (x) y' + oi (x) y" + •· y<•> = /(x), in der die o1 (x) und /(x) cbenfalls stetig und beschrankt sind. Wenn /(x) identisch Null ist, heiOt die Differentialgleichung homogen, andernfalls inhomogen. Bei der Integration beginnt man mit der homogenen Differentialgleichung; sic gelingt am leichtesten, wenn die Koeffizienten o1 (x) konstante Zahlen sind. Die lineare Differentialgleichung 2. Ordnung mOge als Muster fur die lineare Differentialgleichung beliebiger Ordnung dienen. 
Lineare homogene Ditrerentialgleichung 2. Ordnung a0(x) y + a1 (x) y' + y" = 0. Von der trir:.iolen 
L6sung y == 0 soil abgesehen werden. Da diese Differentialgleichung linear und homogen in y und deren Ableitungen ist, sind mit zwei partikularen lntegralen y1(x) und yi(x) auch C1 y1(x) und C2y2(x) sowie jede Linearkombination C1 y1 (x) + C2y2 (x) LOsungen, wenn C1 und Ci beliebige Konstanten bedeuten. Damit cine Lincarkombination C1 y1 + C2y2 zweier PartikularlOsungen der Differentialgleichung das allgemeine Integral darstellt, mtissen y 1 und y2 linear unobhiingig sein. Waren sic namJich linear abhangig, so lieDen sich zwei Konstante ll1 und cc:2 finden, die nicht beide Null sind und fiir die cc:1 y1 + lXiYi = 0 gilt Aus cx1 =t= 0 wtirde folgen y1 = -(cc:i/cx1 ) ·Yi = d:1y2, und aus 1:12 ± 0 wtirde folgen Yi= -(cx 1/cc:2) • y1 = &'2 y1; die beiden Funktionen y1 und Yi wUrden also nur dasselbe partikulare Integral darstellen, da sic Vielfache voneinander sind. 
&ispiel 1: LiMOr abhangig sind Yi = cos2 x - cos 2x und Yi = (I /2) sini x, da y1 -2y,2 = 0 fiir allc x. Linear unabhtingig sind Yi = x und Yi = x2 oder y1 = sin x und Yi = cos x. 

Wenn die beiden Partikul3rl0sungen y 1 (x) und y2(x) linear unabh3.ngig sind, so bilden sic ein Fw,-
domentalsystem dcr DiffcrcntialgJeichung. d ( ) y' y _ y' y D:ann ist der Quotient yify2 nicht konstant, seine Ableitung -d � = 1 2 i 2 1 mithin rncht identisch Null. Nach WRONSKI nennt man x Yi Y2 

D l
y
', 

Y
,1 , , = , = Y 1Yi -Y2Y1 Y2 Y2 

Wronskische Determinonte. Es gilt der Satz: 
Zwei Partiku/Qr/osungen Yi und Yi bi/den genau dann ein Fundamentalsystem, und iJue LiMar
kombination y = C1yi + C2y2 stel/t das al/gemeine Integral tkr Differentialgleicluuag a0 (x) y + oi (x) y' + y" = 0 dar, wenn die ous ihnen gebildete Wronskische Determinante uon Null 
verschieden isi. 
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Beispiel 2: Die Jineare Differentialgleichung xy" + 2y' + axy = 0, in der a cine beliebige Zahl 
bedeutet, geht durch den Ansatz u = xy in cine Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten 
Uber. Durch Differenzieren erh3.1t man aus u = xy der Reihe nach: u' = y + xy' oder y' = u'/x 
- u/x1 und daraus y" = (u"x- u')/x2 -(u'x- 2u)/x3• Setzt man die Ausdrilcke fur y,y' 
und y" in die gegebene Gleichung ein, so ergibt sich in der Tat u11 

+au= 0. Wie im folgenden 
gezeigt wird, erh.iilt man fiir a= -l etwa u 1 = ex und u2 = e-x als LOSungen, folglich stellen 
Yi = e"/x und y2 = e-x/x ein Fundarnentalsystem der Differentialgleichung xy" + 2y' - xy = O 
dar. 

Bei beliebigen Koeffizienten a0(x) und a1 (x) gibt es kein allgemeines Verfahren, um fiir die Diffe
rentialgleichung 

a0(x) y + a,(x) y' + y" - 0 
ein Fundamentalsystem zu gewinnen. Es gibt aber Nachschlagewerke, aus denen man die LOsungen 
oder geeignete LOsungsmethoden entnehmen kann. Sind die Koeffizienten jedoch konstante Zahlen, 
so existiert ein stets zurn Ziele fuhrendes Verfahren, ein Fundamentalsystem aufzustellen. 

Lineare homogene Differentialgleichungen 2. Ordnung mit konstanten (reellen) Koeffizirnten. Die 
Differentialgleichung hat die Form y" + c1 y' + c2y = 0. Durch den Ansatz y(x) = e'·\ d. h. 
y' = re'x, y" = r2 e'x, geht sie Uber in (r 2 + c1r + c2) e'x = 0. Da die Exponentialfunktion nir
gends verschwindet, kann die GrODe r aus 
der quadratischen Gleichung bestimmt charakteristische Gleichung r2 + c1r + c2 = O 
werden. 
Sind deren Wurzeln r1 und r2 , so sind y1 = er,x und y2 = e'•x Partikuliirliisungen der Differential
gleichung; das allgemeine Integral ergibt sich nach einem der folgenden Fa.lie. 
I. Die Wurzeln r1 und r2 sind verschieden und reell; dann istyi/y2 = e<r,-,.)x nicht konstant, y1 und y2 
sind linear unabh3ngig, und y = C1 e',x + C2 e',x mit den beliebigen Konstanten C1 und C2 stellt 
das allgemeine Integral dar. 
2. Die charakteristische Gleichung hat die Doppelwurzel r1 = r2 = -c1 /2, dann sind y1 und y2 
linear abh3ngig. Durch Einsetzen findet man, daB auch y2 = x e',x die Differentialgleichung 
y" + c1 y' + c2y = 0 befriedigt. Da der Quotient y2/y1 = x nicht konstant ist, bilden die Parti
kularlosungen y1 und y2 ein Fundamentalsystem, und y = C1 e',x + C2x e',x mil den beliebigen 
Konstanten C1 und C2 isl das allgemeine Integral. 
3. Die Wurzeln ,1 und r2 sind komplex. Da nach Voraussetzung c1 und c2 reel! sind, treten r1 und r2 
konjugiert komplex auf: r1 = IX + iP, r2 = IX - ip. Die beiden Partikul3rlosungen y1 = e<"+l{t)x
= e"x(cos Px + i sin Px) und y2 = e<"-lfJ)x = e(\.X(cos Px - i sin /Jx) bilden ein Fundamen1alsystem, 
das allgemeine Integral laulet y• = y1C1 + y2C2 oder, wenn gesetzt wird Ct= C1 + C2 und 
Cf = i(C1 - C2), y• = eai(cr cos Px + Cf sin {Jx). Differentialgleichungen dieser Art treten bei 
Schwingungsproblemen auf. 

Beispiel 3: Die Differentialgleichung y" -3y' + 2y= 0 hat die charakteristische Gleichung r2 - 3, 
+ 2 = 0 mil den Wurzeln r1 = I und ,2 = 2. Folglich lautet ihr allgemeines Integral 

y = C, ex + C2 e2x_ 

Beispiel 4: Mathematisches Pendel. Ein Pendel, dessen gesamte Masse m 
man sich im Punkte A (Abb. 22.2-4) konz.entriert zu denken hat, sci in 0 
an einem Faden der Lange/= IOAj aufgehiingt. Es vollfiihrt unter dem Ein
flu8 der Schwerkraft Schwingungen - dabei soil von der Reibung und 
weitcren EinflU:ssen abgesehen werden. 1st zur Zeit r die Auslenkung q;, 
so wirkt auf die Ma554;: m die Kraft mg senkrecht nach unten, d. h. in 
Richtung der Tangente die Kraft mg sin q;; dabei bedeutet g die Erdbe
schJeunigung. Nach dem 2. Newtonschen Axiom ist diese Kraft dem Pro-

. d'9' . dukt aus der Masse m und der BeschJeumgung / · dt2 gle1ch; man er• 

halt mithin fiir die Auslenkung <p(t) die Differentialgleichung 
d29' . d'9' g . 

ml·
d,2

=-mgsmq;, oder dt2+/smrp=O. 

Sic ist nichtlinear und fiihrt durch Trennung der Variablcn auf ein elliptisches 
Integral, das durch Reihenentwicklung bzw. berechnete Tabellen ausgewertet 
wird. Durch die vor allcm in der Physik oft angewendete Linearisierung ge
winnt man cine lineare Diffcrentialgleichung, die weit einfacher zu IOsen ist; 
man beschrankt sich auf kJeincre Auslenkungcn <p, kann dann sin <p ..;::s <p 

d'9' g . .. 
. 

, set,.en und erhalt
(lll 

+ T
. 9' - 0 milder Losung 9' = 0<cos(wl + u), 

22.2-4 Zurn mathematiscbcn Pcndel 
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wobei w = �'g/1 physikalisch die Kreis/requenz, also Y = 2.,,: //w die Schwingungsdauer und und 6 
die I ntegrationskonstantcn bedeuten. In diescr LOSungsformcl drtickt sich die schon von GA.LJLEJ 
bemerkte Tatsache aus, daD die Schwingungsdauer von dcr Auslenkung unabhangig ist. Dies gilt 
freilich nur nahcrungswcise, fur grOBere Schwingungsweiten ist die Schwingungsdauer 

, = brVi(i {I + [1/2]' sin2(9>0/2) + [I · 3/(2 · 4)]' sin4(9>0/2) + •··}. 

wenn 'Po die maximale Auslenkung, die Amplitude der Schwingung, bedeutet. Gemesscn an dicscr 
genauen Formcl, die man durch LOsen der nicht linearisiertcn Diff'erentialgleichung erhfilt, be
tr3.gt der Fehler fur 'Po = I O nur 0,002 % und fur cp0 = 5° erst 0,05%. 
Eine statt des Kreises zu w3.hlende Kurve, auf der ein schwingender Krirpcr cine stets von der Aus• 
lenkung unabhangige Schwingungsdauer hat, heiBt Tautochrone; HUYGENS fand 1673, daB die 
Zykloide diese Eigenschaft hat und konnte aufGrund dicser Einsicht cine Pendeluhr konsrruieren . 
. Der Faden des von ihm konstruierten Zykloidenpendels schmiegt sich beim Schwingcn zv,rci 
zykloidenfOrmigen Backen an. Der PendelkOrper beschreibt dann cine Zykloide, weil die Evolute 
einer Zykloide ebenfalls cine Zykloide ist. Das Pendel schwingt tautochron. 

Lineare inhomogene Differentialgleichung 2. Ordnung a0(x) y + a1 (x) y' + y" = /(x). 
Die allgemelne Uisung der llnearen lnbomolenen Dltrerentlal1leicbuns 2. Ord-. lit aleidt der 
Summe aus der allgemelnet1 Uisung der entsprecbenden bomollenen Dltrerentlalal•idiaas ..,. irpadelner partlkuliren Ulsung der lnbomoleaen Dltrereatlalglelchung. 

1st danach C1y1(x} + C2y2(x} die allgemeine LOsung der homogenen Differentialgleichung und 
p(x) ein partikulares Integral der inhomogenen, so stellt y = C1y1(x) + C2yi(x} + p(x) das allge• 
meine Integral der inhomogenen Differentialgleichung dar. Ein partikultires Integral p(x) der in• 
homogenen Differentialgleichung laBt sich aus dem allgemeinen Integral der homogenen nach dcr 
von LAGRANGE stammenden Methode der Variation der Kor,sta111en gewinnen. In dem Ansatz 

p(x) = C1(x)y1(x) + C2(x)y2(x) 
be1rachtet man die Koeffizienten C1 und C2 als Funktionen von x. Da dann zwei Funktionen C1(x) 
und Ci(x) bestimmt werden miissen, isl noch eine Nebenbedingung zwischen ihnen vcrfugbar: man 
wahlt c;y, + C�y2 = 0. Durch Einsetzen von p(x), p'(x) und p"(x) in die inhomogcnc Diffcrer.tial• 
gleichung erh3.lt man unter Beriicksichtigung der Voraussetzung, daB 
y1 und y2 LOsungen der homogenen darstellen, die Gleichung IC!y} + C�y? = 0 I 

c;y·, + c;y; = f(x). 
C,y, C,y = f(x) 

Zusammen mit der Nebenbedingung erhalt man das nebenstehende Gleichungssystem, das sich 
stets nach c; und Ci auflOsen la.Bt, da seine Koeffizientendeterminante, die Wronskische De1er
mi11ante, wegen der linearen Unabhangigkeit von y 1 und y2 nicht verschwindet. Durch Integration 
erhalt man C1(x) und Ci(x) und damit das allgemeine Integral der inhomogenen Differentialglei• 
chung. Allerdings ist es meist rechnerisch recht umst3.ndlich, die Variation der Konstanten durchzu• 
fuhren, und zwar vor allem deshalb, weil man im allgemeinen auf Integrate gefiihrt wird, die nicht 
geschlossen ausgewertet werden kOnnen. 
Beispiel 5: FUr die Differentialgleichung xy" + 2y' - xy = ex bilden die Funktionen y1 + t'/x 
und y2 = e-xJx ein Fundamentalsystem der homogcnen Gleichung. Die Variation der Konstanten 
erfordert einige Rechenarbeit und liefert als partikulQres Integral der inhomogenen Gleichung 
p(x) = (1/2) ex. Damit erh3.lt man die a/lgemeine l6sung 

y(x) = C, e'/x + C, e-•Jx + (1/2) e'. 
PartikulirlOSUngen der inhomogenen linearen Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koef• 
ftzienten bei speziellen Storfunktionen. Sind die Koeffizienten c1 und c2 Konstante, so taBt sich fur 
bestimmte Typen von StOrfunktionen /(x) ein partikulares Integral der Differentialgleichung 
y" + c1y' + c2y = /(x) ohne das Verfahren der Variation der Konstanten finden. 
Typ I: 1st die St6rfunktion ein Poly11om, /(x) = a0 + a1x + a2x2 + · · + a,.x", a,, + 0, so setzt 
man p(x) = b0 + b 1x + •·· + b,,_,.'C"-1 + b,.x", wenn c2 =+= 0; wenn aber c2 = 0, fiige man im An• 
satz noch h"+1 x"+1 hinzu. Die gesuchten Koeffizienten b0 , b,, ... erhalt man durch Koeffizienten• 
vergleich. 

Beispiel 6: y" + y = x2, d. h. _a0 =0, a1 =0, a2 = I, c2 = I. Setzl man p(x) = b0 + b1 x + b 2x2, 
so ist p' = b 1 + 2b 2x, p" = 2b2 • Nach Einsetzen erhalt man (b0 + 2b 2) + b 1x + b 2x2 = x2 

und daraus durch Kocffizientcnvcrgleich b0 = -2, b 1 = 0, b 2 = I. Somil ist p(x) = -2 + x2 

cine partikulire, y = C1 cos x + C2 sin x + x2 - 2 die allgemeine LOSung der Differential• 
gleichung. 

Typ 2: 1st die S16rfunktion eine Exponentia/jUnktion, f (x) = a �x, so macht·man den Ansatz p(x) 
= b eix, dcr nur diejenige Exponentialfunktion enthalt, die in der StOrfunktion auftritt; der Wert 
von b ist zU bestimmen. 
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Beispiel 7: y0 + y = 2 e3x, d. h. a= 2, k = 3. Ansatz p(x) = b e 3x. Durch Einsetzen erhalt man die 
Bestimmungsgleichung 9b + b = 2 fur b, d.h .• das partikul3.re Integral p(x) = 1/5 elx, und damit 
das allgemeine Integral y = 1/5 e3x + C1 cos x + C2 sin x. 

Typ 3: 1st die SrOr/unktion eine Sinusfimktion f(x) = a cos mx + b sin mx, so mi.issen in den Ansatz 
p(x) = a• cos mx + b* sin mx sowohl die Kosinus• als auch die Sinusfunktion eingehen, auch wenn 
in der StOrfunktion nur cine dieser Funktionen auftritt, d. h., falls a oder b Null ist. Durch Koef
fizientenvergleich werden a• und b* bestimmt. 

Beispiel 8: y" + y = 2 sin 3x, d. h. a = 0, b = 2,"m = 3. Ansatz p(x) = a• cos 3x + b* sin 3x. 
Nach Einsetzen erh3lt man durch Koeffizientenvergleich a• = 0, b* = - I /4. Folglich lautet 
das allgemeine Jntegral y = -¼ sin 3x + C1 cos x + C2 sin x. 

Typ 4: Wenn die Stiirfunkrion eine linearkombination der Funktionen ist, die in den Typen I, 2 und 3 
auftreten, so ist die partikuliire Lbsung eine Linearkombination der entsprechenden einzelnen Par
tikuldrl6sungen. Anders ausgedrilckt: Auf die allgemeine Lbsung der homogenen Gleichung lagern 
sich die partikularen Lbsungen der Reihe nach auf, ohne von den den anderen Termen der Stbr
funktion entsprechenden Partikular!Osungen beeinfluOt zu werden. 

Beispiel 9: y" + y = x2 + 2 e3x + 2 sin Jx. Wie aus den vorigen Beispielen hervorgeht, lautet dann 
das allgemeine Integral y = C1 cos x + C2 sin x + x2 - 2 + 1/, e3x - ¼ sin 3x. 

Alie diese Verfahren, Partikul3.rl0sungen der inhomogenen Differentialgleichung zu bestimmen, 
versagen im Resononzfa/1, d. h. dann, wenn die StOrfunktion oder einer ihrer Terme gleichzeitig 
Integral der homogenen Differentialgleichung ist; z. B. liegt bei den Differentialgleichungen y" + y 
= cos x und y" - y' = e" der Resonanzfall vor. 

22.3. Weiterfiihrende Betrachtungen 

Integrationsverfahren der Praxis 

Wie schon betont wurde, gehdrt es zu den Ausnahmen, wenn sich cine Differentialgleichung ele
mentar integrieren Jarlt. Es gibt aber Methoden, auch in den schwierigen Fallen die lntegrale -
wenigstens n3.herungsweise - zu gewinnen, indem man z. B. die Differentialgleichung <lurch eine 
Differenzengleichung anniihert und diese mit den Methoden der Differenzenrechnung behandelt. 
Ober einige andere wichtige Verfahren wird im folgenden berichtet. 

Integration durch Potenzreihen. Die gesuchte LOsung y = y(x) der Differentialgleichung y' = f(x, y) 
setzt man in Form einer Potenzreihe y = o0 + o,x + o2x2 + • mit zun3chst unbestimmten 
Koeffizienten o1 an und setzt y sowie deren Ableitung in die Differentialgleichung ein. Dann !assen 
sich unter gewissen Bedingungen <lurch Koeffizienrenvergleich die Koeffizienten a1 der Reihe nach 
berechnen. 

Beispie/ J: y' = x2 + y; 

Ansatz: y = a0 + o1x + a2x2 + o3x3 + O4X4 + ···, y' = o1 + 2a2x + 3o3x2 + 404x3 + 

folglich ist o1 + 2a2x + 3o3x2 + 4o4x3 + ··· = a0 + a1 x + (o2 + I) x2 + a3x3 + o4x4 + · 

Der Koeffizientenvergleich liefert o1 = o0 , a2 = 00/2, a3 = (o0 + 2)/6, a4 = (a0 + 2)/24,. 
Demnach erhalt man als Integral 

y = a0 + a0x + (a0) • x'/2 + (a0 + 2) · x3/6 + (a0 + 2) · x4/24 + · 

und daraus <lurch Umformung 

y = (a0 + 2)/1 + (a0 + 2) · x/1 ! + (a0 + 2) · x2/2! + (a0 + 2) · x3/3! + · · - 2 - 2x - x2 

oder y = (a0 + 2) ex - 2 - 2x - x2. 

Durch die letzte Umformung hat man - fur dieses Beispiel ! - eine geschlossene Darstellung fur 
das Integral gewonnen. Durch Differentiation zeigt man, daB diese Funktion in der Tat der Diffe
rentialgleichung geniigt. Uil3t sich keine geschlossene Darstellung gewinnen, dann wird die Reihe 
an der <lurch die verlangte Genauigkeit erforderlichen Stelle abgebrochen. Die Konvergenz der 
gewonnenen Reihe ergibt sich nach dem folgenden, ohne Beweis mitgeteilten Satze, da die rechte 
Seite der Differentialgleichung ganzrational in x und y ist. 

Die L6sung der Differenria/gleichung y' = /(x, y) Iii.Pl sich stets in einer konvergenten Potenzreihe 
darstellen, wenn sich ihre rechte Seite selbst innerhalb eines gewissen Bereichs der x, y-Ebene in eine 
absolut konvergente Potenzreihe f(x, y) = coo+ c1ox + c01y + C2ox2 + C1 1XY + co2Y

2 + ··· 
= E cJ.µ.xAr4 entwickeln /ajt. 
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Die Methode des Potenzreihenansatzes kann auch aur Oifferentialgleichungen hOherer Ordnung angewendet werden, wie die folgenden beiden wichtigen Differen1ialgleichungen zeigen. 
Gau8sche Differentialgleichung, hypergeornetrische Reihe. Carl Friedrich GAUSS hat 1812 cine besondere Differentialgleichung, die er hypergeometrisch nannte, grilndlich s1udiert; sic enthiilt mehrere frei verftigbare Parameter und kann deshalb speziellen Anwendungsbedingungen gut angepafltwerden; sie lautet x(x -I) y" + [(<> + µ + 1) x -y] y' + 0<µy - O. 
er., p, y sind di�Parameter. Sic hat fury :4= 0, - 1, -2, ... cine Potenzreihe als LOsung, die man durch 
den Ansatz .� a,,x" gewinnt. Wie hier ohne Beweis mitgeteilt sei, erhiilt man die Rekursionsformel 

(v + I) (v + y) a,.+1 = (v + ():) (v + P) a,. und damit schlieO!ich die Reihe 
I 

"' µ "'<"' + 1i µcµ + 1i , 
j y = a0 I +

l'
·yx+--2-

!
-· y(y+ I) x +··· -a0F(<>,µ.y, x) 

mit dem Konvergenzradius I. Die in der Klammer stehende Reihe F(():, /1, y. x), die von den drei Parametern und der Variablen x abh3.ngt, heil3t hypergeometrische Reihe. Sie enth3.lt viele bekannte Funktionen der Analysis, die durch spezielle Wahl der Parameter auftreten, z. 8. erh3.lt man F(J,µ, µ, x) = 1/(1 - x), die geometrische Reihe; F(-n,µ,µ, -x) -(I + x)"; xF(I, I, 2, -x) = In (I + x); Jim F(J,µ, 1,x)-e'; Jim xF(<>,µ,3/2,-x2 /(4o<µJ)=sinx. 
/J-O'J o,/J-O'J Jedoch kann F(():, p, y, x) im allgemeinen Fall nicht durch elementare Funktionen in endlicher Anzahl dargestellt werden. 
Besselsche Differentialgleichung, Zylinderfunktionen. Friedrich Wilhelm BESSEL hat im AnschluD an Studien von Daniel BERNOULLI und Leonhard EULER cine spezielle Oifferentialgleichung 2. Ordnung untersucht, die auch in vielen Problemen der Physik und Technik, insbesondere in Schwingungsaufgaben, auftritt, und zwar die Differentialgleichung xy" +(I+ n) y' - y- 0, n konSlant. 
Der Potenzreihenansatz y = f a,.

x'' liefert hier a,.+1 = a,. /[(v + 1) (v + I + n)], d. h .• •-0 
y-ao(i+ l ! (/+11) + 2!(1+:;( 2+11) +···) = aoi,(x) . 

Die in der Klammer stehenden, von n abh3.ngigen Reihen j,. (x) sind furn =f' I, =F -2, .. best3.ndig konvcrgent. Sie hciBen Besn:hche oder Zylinderfimktione,i erster Art. 
Graphische lntegrationsverfahren. Es sind zur zeichnerischen L0sung von Diffcrentialgleichungen vielf3.ltige, den speziellen Typen angepaDte und auf den gefordertcn Genauigkeitsgrad zugeschnittene graphische lntegrationsverfahren entwickelt worden. Hier ist nur Raum fur grundsatzliche Betrachtungen und auch da nur zu Differentialgleichungen I. Ordnung. 
Methode der Polygonziige. Will man cine lntegralkurve der Differentialgleichung y' = f(x, y) zeichnen, die durch eincn resten Punkt P0 (x0 , y0) hindurchgeht, mithin einer Anfangsbedingung genOgt, so gibt y� = f(x0, y0) die Rich

tung der Tangente an die ge• suchte lntegralkurve in diesem Punkt. In einem Abstand vomPunkt P0, der um so kleiner gewahlt wird, je genauer die L0sungskurve sein soil. wird Punkt P1 (x1 , y1) auf di:r Tangente angenommen und das Verfahren wiederholt. Man gelangt so zu einer Naherung fur die lntegralkurve. Abb. 22.3-1 zeigt das Verfahren fur die Differentialgleichung y' = -y/x mit den Anfangsbedingungen x0 = 2, Yo = 6. Sie enthalt gleichzeitig mit roten Kreisen mar• kierte Pu0kte, die auf der wirk-22.3-1 Graphische Integration der Differentialgleichung y' = -y/:i,: lichen lntegralkurve liegen. Die nach der Methode der PolygonzUge Abweichung ist betrachtlich. 
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Wesentlich genauer ist das Verfahren der eingeschalreten Halbschritte (Abb. 22.3-2). In ihm wird 
die Hir den Punkt P0(x0 , y0) berechnete Richtung y� = /(x0 , y0) nur benutzl, um fur einen Zwischen
punkt n ,(;1 , 1}1) die Richtung 17i = /(; 1 , ·,1i) zu berechnen (Halbschrilt}. In dieser Richtung 1}'

1 

geht man im ersten Ganzschritt von P0 zum ersten Punkt P1 (x 1 , y1) des Polygons. Der nachste 
Halbschritt fi.ihrt von P1 mit y'1 = f(x 1 ,y1) nach ll2(.;'2 ,·'12), der nachste Ganzschritt aber mit 
1/� = /(;2 ,,72) von P1 nach Pi(x2 ,y 2). 
Wie man durch Vergleich der beiden Polygonzllge erkennt, ist die Annaherung an die durch rote 
Gerade markierte wirkliche lntegralkurve beim zweiten Verfahren bedeutend besser. Sie lielle sich 
durch Verkleinerung der Schritte weiter verbessern, vor allem in jenen Bereichen, in denen sich die 
Kurve schnetl ander1 

22.J-J Die durch Beriicksichtigung der 
Anfangsb�dingung y(x0) = J'o ausgeson
derte spez1elle lntegralkurve 

22.)-2 Graphischc LOsung der Differentialglcichung y' = -y/x nach der Methode dcr eingeschalteten 
Halbschritte mil der Anfangsbedingung x0 = 2, Jo = 6. Die lntegralkurve ist rot eingetragen 

Einblicke in die Theorie 
Anfangswertproblem, Randwertproblem. Das Bild des allgemeinen Integrals einer Differentialgleichung 
2. Ordnung ist eine zweiparametrige Kurvenschar. Aus ihr ist im Anwendungsfall die lntegralkurve 
einer spezie/len L6su11g, narnlich des partikularen Integrals, auszusondern, das die speziellen Begleit-

urnstande wiedergibt. Wenn z. B. g die Erdbeschleunigung bedeutet, so ist -f ;'- = g die Differential
gleichung des freien Falles. Durch ihre Integration erhalt man� =gt+ C1 , �= 1/2 •gti + c1 1+ Ci . 

Man will aber wissen, wo sich der fallende K0rper nach einer Zeit t befindet, wenn er sich zu Anfang 
des Falles, also z11r Zeit t0 = 0, au/ der H6he Yo befand und wenn er die Anfangsgeschwindigkeit r0 
besaB. Nach diesen A11/a11gsbedingungen sind die lntegrationskonstanten C1 und Ci zu bestimrnen. 
Fiir t = t0 = 0 ergibt sich aus y' =gt+ C1 die Gleichung v0 = C,, aus y = ½ gt i + C1t + Ci 
die Gleichung y0 = Ci . Daher lautet das gesuchte partikulare Integral y = ½gt 2 + v0t + y0. 

Eine Differentialgleichung I. Ordnung y' = /(x, y) hat das allgemeine Integral y = ip(x, C), dessen 
Bild eine einparametrige Kurvenschar ist. Wenn als Anfangsbedingung Yo= ip(x0, C) vorgeschrieben 
ist, JaBt sich aus dieser Gleichung die Konstante C bestimmen, C = v,(x0 , y0). Das gesuchte parti
kulare Integral y = q,(x, v,(x0 , y0)] = <l>(x, x0, y0) hangt von den Anfangsbedingungen ab 
(Abb. 22.3-3). Fiir physikalische und technische Untersuchungen ist es wichtig, daB IP(x, x0, y0) eine 
stetige Funktion der Anfangswerte ist, die praktisch nur naherungsweise bekannt sind. In der Theorie 
der Differentialgleichungen ist darum die Frage untersucht worden, welche Anforderungen an die 
rechte Seite der Gleichung y' = f(x, y) gestellt werden rnUssen, damit y = IP(x, x0, y0) eine stetige 
Funktion der Anfangsbedingungen ist. In Verbindung mit der Stetigkeit der Funktion f(x, y) erweist 
sich hierfur die - auch fur den Existenz- und Eindeutigkeitssatz ausschlaggebende - Bedingung des 
Erfiilltseins einer Lipschitzbedingung als hinreichend. 
Bei einer Differentialgleichu11g 2. Ordnung sind die Anfangsbedingungen y(x0) = y0 und y'(x0) = yl) 
vorgeschrieben; es wird mithin verlangt, dal3 die lntegralkurve <lurch den Punkt (x0, y 0) hindurch� 
geht und dart die vorgeschriebene Tangentenrichtung y� hat. Allgemein wird in den Anfangsbedin
gungen einer Differentialg/eichung n-ter Ordnung verlangt, daB die lntegralkurve durch einen Punkt 
(x0, y 0) hindurchgeht und daB in diesem Punkt die erste bis (n - 1)-te Ableiturig vorgegebene 
Werte annehmen. Auch bei Differentialgleichungen h0herer Ordnung muB die stetige Abbangigkeit 
der L0sungen von den Anfangsbedingungen untersucht werden. 
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FUr Differentialgleichungen hOherer als I. Ordnung kOnncn ncben Anfangswerten noch Rondwerte 
vorgcschriebcn werden; dann treten ganz neuartige Problemstellungen auf. Sei z. 8. die LOsung 
y(x) dcr Differentialgleichung y" + y = 0 im lntervall O :s;;- x � ;i gesucht. Es handele sich um cine 
Schwingungsaufgabe, man denke e1wa an cine an den Stellen O und n eingespannte Saite. Dort kann 
die Saite nicht aus dem Ruhezustand ausgelenkt werden; man ha1 die Randbedingungen erster Art 

Ji0) = 0, J�:T) = 0 zu Slellen. Aus der Losung y(x) = C, sin (x I /. -'- C,) ergibt sich das Gleichungs
system 

J{O) = C, sin C, = 0, J�ct) = c, sin (ct I/.+ c,) = 0. 

Wenn \). keine ganze Zahl ist, folgt daraus C1 = C2 = 0, d. h. die LOsung y === 0. Die Saite wUrde 
kei11e Srhwi11�1mge11 ausfuhren, sondern in Ruhe bleiben. Wenn dagegen I A ganzzahlig isl, ). folglich 
cine Quadralzahl ), = 1, 4, 9, ... ist, wird das Gleichungssystem ebenfalls befriedigt, und man erhalt 
die unendlich vielen LOsungen y(x} = C1 sin (x V �). Die Saite bewegl sich zwischen den Begrenzun
gen in den Sinusschwingungen y = C1 sin x, y = C1 sin 2x, y = C1 sin 3x, ... ; das sind die fur die 
Saile mOglichen Grund- ,md Oberschwingungen, in denen sie ohne Beeinflussung von auJ3en selb
s1andig schwingt, wenn sie einmal angeregt ist. Diese Schwingungen, die sich gegenseilig ilberlagern 
und durch die harmonische Analyse wieder getrennt werden kOnnen, heiBen darum Eigenschwin
g,mgen, und die Zahlen ),1 = I, J.2 = 4, ).3 = 9, ... , )." = 111 , ••• heil3en Eigenwerte dieses Problems. 
Im Ra11dwertproblem zweiter Art werden an den Randpunkten x1 und x2 die Werte der Ableitungen 
y'(x 1 } = a, y'(x 2 ) = b vorgeschrieben; Theorie und Praxis erfordern die Bestimmung von Eigen
flmktionen und Eigenwerten. Es isl charakteristisch fur diese Probleme, daB nichttriviale LOsungen 
y :f= O nur fur hestimmte diskrete Werte eines Parameters, fur die Eigenwerte, existieren. 
Existenzsatz, Eindeutigkeitssatz. Die geometrische Veranschaulichung einer Differentialgleichung 
I. Ordnung y' = /(x, y) durch das Rich1ungsfeld legt die GUltigkeit des ExistenzsalZes nahe: 
w- /(x, y) eloe stetige Fanktioo ihrer belden Verinderlidlea 1st, daaa gebt durdi jeden Punkt 

(x0, y0) lhres Sletigkeltsgebietes G eine lnlegnlkurn hlndurch. 

Dieser Satz ist in der Tat durch PEANO bewiesen worden. Die Frage nach der Existenz eines Integrals 
war in den Jahren 1820 bis 1830 erstmals von CAUCHY allgemein aufgeworfen worden und unter den 
Voraussetzungen, daB f(x, y) stetig ist und cine stetige partielle Ableirung f,,(x, y) hat, auch bewiesen 
worden. Man erkennt, daB der Existenz.satz von Peano gegentiber dem von Cauchy insofern cine 
wesentliche Verscharfung bedeutet, als schon aus schwacheren Voraussetzungen aur die Existenz des 
Integrals geschlossen wird. 
Es ist eine fur Theorie und Praxis gleichermallen wichtige Frage, unter welchen Voraussetzungen 
Uber die rechte Seite der Differentialgleichung y' = f(x, y) auch aur die Eindeutigkeit der LOsung 
geschlossen wcrdcn kann. Gcometrisch gesprochen wUrde die Eindeutigkeit z. B. verletzt, wenn sich 
die lntegralkurve in einem Punkt (x0 , y0) verzweigt. Dem wtirde physikalisch unter Verletzung des 
Kausalitatsprinzips der Sachverhalt enlsprechen, daB lrolz gleicher Anfangsbedingungen der Vor
gang in verschiedener Weise ablaurt. Als enlscheidend sowohl fur die Existenz als auch fiir die Ein
deutigkeit der LOsung erweist sich die GUhigkeit der 1876 von Rudolf LIPSCHITZ angegebenen 
Lip!ichitzbedingung, dieeine in einemGebiet G der x, y-Ebene stetige Funktion/(x, y) voraussetzl sowie 
die Existenz einer Konstanten L fur alle Werte x, y1 und y2• 

Lipschitzbedingung 1/(x, y,) - /(x, y,)I ,;; Lly, - Y, I 

Dies besagt geometrisch, dall f(x, y) auf jeder Ordinate beschr:Lnk1e Differenzenquotienten in bezug 
auf y hat. Die Lipschitzbedingung ist demnach sicher erfullt, wenn die partielle Ableitung f(x, y) 
beschdinkl ist. Mil diesem Begriff lautet der Existenz- 1md Eindeutigkeitssatz: 

Die Funk lion /(x, y) sel in einem Gebiet G stetlg und erflille dort die Lipochitzbedingung. Daaa glbt 
es rur jeden Punkl (x0 , y0) aus G genau elne durch (x0, y0) hlndurchgebende lntegnlkuney = 'l'(.r). 

Der Beweis beruht aur der Methode der Iteration, durch die cine Folge von sukzessiven Approxi
marioneft 9'n(x) entsteht, wenn man von der Funktion g,0{x0) = Yo ausgeht und die Naherungen 
definiert: 

'1'•+ 1 (x) =Yo+ l /(x, q,.(x)) dx, 11 = 0, I, 2, .. 

Es lallt sich, unter wesentlicher Benutzung der Lipschitzbedingung, zeigen, daB die Naherungen 
9'n(x) gleichmaBig gegen die LOsung y = qi(x) konvergieren: }�� 9'n(x) = q,(x). 

Dieser Beweis isl sogar konstruktiv, d. h., er gestattet es, die LOsung auch tatsachlich zu gewinnen, 
z. B. die der Qifferentialgleichung y' = yx mil den Anfangsbcdingungen x0 = 0, Yo = I, obgleich 
diese auf andere Weise bequemer losbar ist. Man erhiilt der Reihe nach 
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oder 

'Po = I, 

<p1(x)= I+ j x dx= I +x2/2, 

<p2(x) = I + f (x + x3/2) dx = I + x2/2 + x4/(2 · 4) , 0 
<p.(x) = I + x2/2 + x4/(2 · 4) + · + x2"/(2 · 4 ... (2n)) 

= I + x2/2 + (1/2!) (x2/2)2 + ··· + (1/n!) (x2/2)" 
<p(x) = lim <p.{x) = E (1/v!) (x2/2)•· = ec•'/2. ,. ..... oo v-0 

Die Frage nach Eigenschaften einer Differentialgleichung, d. h. 
nach Bedingungen dafiir, daB Existenz und Eindeutigkeit des 
Integrals gesichert sind, wird schon schwieriger fur die implizite 
Differellfialgleichung 1. Ordnung F(x, y, y') = O; sic wird noch 
schwieriger, wenn sic fur Differentialgleichungen hOherer Ord
nung allgemein beantwortet werden soil. 

22.3-4 Zurn Verlauf der lntegral
kurven in der Na.he singularer 
Punkte; 

a) Knotenpunkte, b) Wirbelpunkt. 
c) Strudelpunkt, d) Sauelpunkt 

Wenn die Bedingungen der Existenz- und Eindeutigkeitssatze in einern Punkt (x0, y0) verletzt sind, 
gibt es mehrere, eventuell unendlich viele oder auch gar keine lntegralkurven, die durch (x0 , y0) hindurchgehen. Ein solcher Punkt heiBt singu/iirer oder stationdrer Punkt der Differentialgleichung 
(Abb. 22.3-4). Er ist von theoretischem lnteresse, da die lntegralkurven in seiner Nahe ganz aufkr
gewOhnliches Verhalten zeigen kOnnen. Aber auch fur den Physiker oder den Techniker ist ein sin
guliirer Punkt wichtig; er markiert mathematisch die Umschlagpunkte des physikalischen Gesche
hens und die kritischen technischen Oaten: den Bruch eines auf Biegung beanspruchten Balkens, 
das Reifkn eines auf Dehnung belasteten Seiles, die Anderung des Aggregatzustands u. a. 
Differentialgleichungen hOherer Ordnung und Systeme von Differentialgleichungen. Die Differential
gleichung ,Her Ordnung F(x, y, y', ... , y<"- 1', y1"') = 0 la.Bt sich immer als System von n Differential
gleichungen I. Ordnung schreiben, indem man neue Funktionen y1 = y', y1 = y", ... , y,._ 1 = y<11-11
einfiihrt. Man erh3.lt das System y1 = y', y2 = y;, YJ = y;, ... , F(x, y, y1, • • •  , y,._ 1 ,Y�-d = 0. 
Entsprechend lal3t sich auch ein System von Differentialgleichungen hOherer Ordnung stets als 
System von Differentialgleichungen I. Ordnung schreiben. Damit wird auch der Beweis der Existenz 
und der Eindeutigkeit der Integrale von Differentialgleichungen hOherer Ordnung auf die der lnte
grale von Systemen von Differentialgleichungen I. Ordnung zuriickgefuhrt und auf diese Weise 
betriichtlich erleichtert. 
Anwendung in der Mechanik. Dieser Gedanke gewinnt in der Mechanik eine aufkrordentliche Be
deutung. Der fundamentale Begriff der Beschleunigung wird mathematisch durch die zweiten Ab
leitungen der Ortskoordinaten x(t}, y(t}, z(t) des materiellen Punkies nach der Zeit t ausgedrllckt. 
Folglich hat man zur Bestimmung der Bewegung eines Punktes der Masse m das System 

d2
x d� d2

z 

m df2 = P(x, y, z), m ci,T = Q(x, Y, z), m df2 = R(x, y, z) 
zu integrieren, wobei P, Q und R die vom Raumpunkt (x, y, z) abhangigen Komponenten der auf den 
materiellen Punkt wirkenden Kraft bedeuten. Wenn man dieses System auf ein System von Dif
ferentialgleichungen I. Ordnung reduziert, erhiilt man ein System von 6 Differentialgleichungen 

u = i, v = j, w = i, mli = P(x, y, z), mV = Q(x, y, z), ,mV = R(x, y, z),
in dem die neuen Funktionen u, v, w die Geschwindigkeiten bedeuten. Am hiiufigsten treten Sy
steme von Differentialgleichungen auf, in denen die Anzahl der gesuchten Funktionen mit der der 
Differentialgleichungen Ubereinstimmt. Allgemein hat ein System von n Differentialgleichungen fi'ir 
n Funktionen der Variablen t, in dem die Gleichungen nach den Ableitungen aufgelOst sind, .die 
Form 

!:' =fi(t,x1 ,x2 , ••• ,x,,); i= 1,2, ... ,n. 
Als LOsung oder Integral dieses Systems bezeichnet man ein System x 1(t), xi(t), ... , xn(t}, das, in 
das System eingesetzt, samtliche einzelnen Gleichungen in ldentitaten int Uberfuhrt. Die eigentliche 
Schwierigkeit der Integration besteht, wie man erkennt, darin, daB man nicht cine Differential
gleichung nach der anderen integrieren kann, weil eben die cine gesuchte Funktion x1 in den rechten 
Seiten der anderen Differentialgleichung auch enthalten ist. Physikalisch gesprochen, beeinftussen 
sich die einzelnen durch die x,(t) ausgedriickten Bewegungsabl3.ufe gegenseitig; d�r Physiker spricht 
darum von Kopplung. Man denke etwa an zwei schwingende Pendel, die nicht unabhangig voneinander 
schwingen, bei- denen vielmehr die Kopplung durch cine von Pendelstange zu Pendelstange ange
brachte Spiralfeder vermittelt wird (Abb. 22.3-5). 
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P. 
Zur Erleichterung der Ausdrucksweise und zur Untersttitzung des Vorstellungs
verrnOgens verwendet man in der Theorie der Differentialgleichungen vorzugs
weise die Begriffe der mehrdimensionalcn Geometric. 1st das Integral einer Dif
ferentialgleichung I. Ordnung geometrisch repr3sentiert durch cine I ntegralkurve 

22.3-5 Kopplung 
z,,eier Pendel
schwingungen fuhrt 
auf ein System von 
Differential
gleichungen 

in der x, y-Ebene, so lassen sich die Integrate des Systems �:, = J; ,i= 1,2, .. , n, 

als lntegralkurven im n-dimensionalen Raum deuten, in dem die x1(t), i= I, ... ,n, 

die Koordinaten der Bewegung eines Punktes beschreiben 
Theorie der ersten lntegrale. Mit Hilfe dieser Sprechweise la.Ot sich auch die 
fur die Physik auBerordentlich wichtige Theorie der ersren lntegrole skizzieren. 
Eine Gleichung F(x1 , ... , x11 ) = C, C konstant, definiert im n-dimensionalen 
Koordinatenraum der x1 cine (n - 1)-dimensionale Hyperfl3.che und bei ver-
3.nderlichem C eine einparametrige Schar von Hyperfl3.chen. Wenn n - I 

Scharen von Hyperfl3.chen 
Fi(x1, ••• ,x,.) = C1; i= I, 2, ... ,n - I, 

gegeben sind und jedesmal aus jeder Schar je cine Hyperfl3.che ausgew3hlt wird, so werden sich diese 
im allgemeinen in einer Kurve des fl-dimensionalen Raumes schneiden. lnsgesamt entsteht so cine 
Kurvenschar, die von den fl - I Parametern C,, i = I, 2, .. . , fl - I, abh3ngt. Wann stellt sie die 

Schar der lntegralkurven des Systems !�' = Ji, i = 1, ... , n, dar? - Oazu muB jede lntegralkurve 
dcr Schar vollst3.ndig in je einer bestimmten Hyperfl3che jeder Hyperfl3.chenschar liegen; daher 
muB jedesmal F1(x 1 , ••• , x,.) konstant sein. 
Jede Funktion F(x1 , ... , x,,), die 13ngs aller lntegralkurven des Systems konstant ist, heiBt erstes 
Integral dieses Systems. Soll eine Funktion F(x 1 , ••• , x11) erstes Integral sein, dann ist, falls Fein 

'ft: . r· d' d h' 'h o °F
t, i)Ff oFf. totales 01 erent1al hat, da ur notwen 1g un mre1c end, da 

Oxi 1 + Oxi 2 + ··· + Ox" ,. = 0. 

Dieser Bedingung milssen alle Funktionen F1 , i = 1, ... , n, genilgen; demnach hat man das Glei
chungssystem 

1: E!J_ I, =, 0, i - I, 2, ... , n - I, 
k .. 1 Oxk 

zu !Osen; die/"= ��11 sind bekannt. Danach ist es (im allgemeinen) bei Kenntnis der n - I ersten 

1 ntegrale mOglich, das System zu integrieren. 
Sind nicht alle n - I ersten lntegrale bekannt, sondern nur m < n - 1 von ihnen, so ergibt sich bei 
festgehaltenen 

F1(X1 ,X2 ,···•X11)= c,; i= 1,2, ... ,m, 
cine (n - m)-dimensionale Mannigfaltigkeit. Die in dieser Mannigfaltigkeit liegenden lntegral
kurven sind zu bestimmen. Dann hat man ein System von n - I - m Differentialgleichungen 
I. Ordnung zu reduzieren; durch die Kenntnis von m ersten Integralen wird die Anzahl der Glei
chungen des Systems um m Gleichungen vermindert. 
Diese MOglichkeit ist von groBer Bedeutung in der Mechanik, z. B. in der Himmelsmechanik. Das 
berUhmte Dreik6rperproblem untersucht die Bewegung dreier sich gegenseitig anziehender Massen, 
man denke an die Sonne und zwei Planeten. Es fuhrt auf 18 Differentialgleichungen mit 18 gesuchten 
Funktionen, n3mlich 9 Koordinatenfunktionen und 9 Geschwindigkeitskomponenten. Mit Hilfe 
von 12 bekannten ersten Integralen wird dieses Problem auf die Integration von 6 Differentialglei
chungen I. Ordnung zurilckgefi.ihrt. 
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Durch zwei ree/lwertige Funktionen u und v, die in einer Menge M der x, y-Ebene definiert sind, wird jedem Pun kt (x, y) e M ein Punkt (u, v) der 11, v-Ebene zugeordnet. FaBt man jeden diescr Punkte (x, y) bzw. (u, v) als komplexe Zahl z = x + iy bzw. w = u + iv auf, so wird jeder komplexen Zahl z e M cine komplexe Zahl w = /(z) = u(x, y) + iv(x, y) zugeordnet. Diese Zuordnung stellt cine komplexwertige Funktion / dar (Abb. 23.1-1). Sic heiBt im Punkte z0 e M stetig, wenn fur jede Folge {z"} mit z11 e M, die furn = 1, 2, ... nach z0 konvergiert, auch /(z11) nach /(z0) konvcrgiert. Eine Folge {z,.} komplexer Zahlen mit n = 1, 2, ... konvergiert dabei genau dann, wenn die Folge {Re z,.) der Realteile und die Folge {Im z,.} der lmaginiirteile furn= 1, 2, ... konvergieren. Das bedeutet aber, dall fin z0 = x0 ...!.. iy0 genau dann stetig ist. wenn u und v in (x0, y0) stetig sind. Fine in M definierle Funktion heiBt auf  M stetig, wenn sic in jedem Punkt von M stctig. ist. 
yalm l i'=lm w 23.1-1 Zuordnung von Punkten 

/,,,---;:;�)-( el"'t+-i�/1 
: -= x + iy zu Punkten w = u + iv •wa:ffzJ durch die komplexwcrtige Funktion "'Ulx1y!+lrlt1f) f f(z) = w 

w-[btm! 22.1-2 Untcrtcilung der durch 
u•Re"" :U) = x(I) = i}\I) dargestellten Kurvc l' 

Integration und Differentiation komplexwertiger Funktionen Komplexe Kurvenintegrale. Unter einer Kurve in der z-Ebene versteht man cine Punktmenge;,, die sich in der Form z = z(t) = x(I) + iy(I) mit stetigen reellwertigen Funktionen x und y darstellen 1a8t. Die Kurve heiBt stetig differenzierbar, wenn die Funktionen x und y mit den Werten x(r) und y(t) stetige Ableitungen erster Ordnung haben; die Kurve hat dann cine endliche Liinge / (vgl. Kap. 20.3. - Bogenliinge einer ebenen Kurve) und in jedem ihrer Punkte cine Tangente. Die Punktmenge y ist das durch die Funktion z in der z-Ebene entworfene Bild des Intervalls [a, b], das in die k Teilintervalle [a, t.], [11 , 12], ... , [l.t_1 , b] durch Punkte t1, j = 0, I, 2, ... , k, zerlegt werden soil, denen auf der Kurve die Punkte z1 = z(r1) entsprechen (Abb. 23.1-2) (vgl. Kap. 26.1. - Kurven1heorie im euklidischen Raum). Betrachtet man nur Unterteilungsfolgen, fur die die Lange des Hingsten Teilintervalls filr k _. oo gegen Null geht und ist die Menge y in der Definitionsmenge M e!ner auf M stetigen komplexwertigen Funktion /(z) enthalten, so konvergieren die Summen 
J; f(z1) (z1 - z1_1) gegen cine komplexe Zahl, die das komplexe Kurvenintegral J f(z) dz von / 
,_, liings y hei0t. Dieser Grenzwert ist von der jeweiligen Wahl der ausgezeichneten Unterteilungsfolge unabhiingig. Wegen J = u + iv und z1 = x(t1) + iy(t1) erh3lt man fur die Produkte in der Summe 

f{z1) {z1 - z1_,) = u(x1, y,) (x, - x,_,) - v(x1, Y1) (y1 - y1_,) 

+ i[u(x1 , Y1l (y1 - y1_,) + v(x1, y1) (x1 - x1_,)] und nach der Definition des reellen Kurvenintegrals zweiter Art 
f /(z) dz = J (11 dx - v dy) + i J (u dy + v dx) r r r 

= • .i ( II !� - V :; ) dr + i / ( V !� + II :; ) dr' 
. da z. B. J u(x, y) dx = J u(x(t),J-{t)) �;t) di. Nach der Definition d�;) 

+ i d:;> = d�;t) 
)I t•O ergibt sich schlieOlich 

. 

J /(z) dz = J f(z(t)) 
d�(:) dt. 

}' ,-o Filr die zu z = oi: + i{J konjugiert komplexe Zahl i = oi: - i{J gewinnt man wegen oi: = 1 /2 (z k und fJ = l/(2i) (z - i) aus Summen .E f(z1) (z1 - i1_,) entsprechend das Kurvcnintegral ;-1 
. -

J /(z) df = J f(z(t)) 
d�;I) dt. 

)I t•O 
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Beispiel I: Die im positiven Sinn durchlaurene Krcislinie y um z = 0 mil dem Radius R = I (Abb. 23.1-3) 138t sich darstellen durch z(t) =cost+ i sin t, wenn 0 � r,:.;;; 2:n:. Bezllglich dieser Darstellung ist d��) = -sin t + i cost, und man erh3.lt 2:,: 2" 2n � f I d _ f I . dz(I) d _ f -sin I+ i cos I d _ . f d _ 2' . Z z - 7('i)' di t- cosr+i sint t-i t- n:i, da i(co: t + i sin ;}0

= -sin t + i cos ,,_ .. o ,-o 
1 

23.1-3 Zurn Integral J (1/z) dz= 2ni, wenn;, dcr im positivcn Sinn durchlaufene Einheits- z-fbtne 
krcis ist ,. Partielle komplexe Differentiationen. Zwei in der offenen Menge M der z-Ebene definierte reellwertige Funktionen u und v mit stetigen partiellen Ablcitungen erster Ordnung lassen sich in 

(x0, y0) EM linearisieren, d. h. approximieren durch die Naherungspolynome erster Ordnung: • ilu(xo , Yo) au(xo , Yo) 
11(x, y) = u(xo , Yo)+ --

0
-x-(x - xo) + --

0
-y- (y - Yo) und r(x,y)=v(xo ,Yol+ ilv(xi)o,Yol (x- x,)+ c)v(xc)o ,Yo) (y-y,). 

X )' Danach kann f = u + iv in z0 = x0 + iy0 linearisiert werden durch /(z) = f(zo) + [ ilu(x0, Yo) + i ov(xo, Yo)] (x _ xo) + [ ou(x0, Yo) + i ilv(x0, y0) l (y _ Yo), 
h h � � · Durch Einsetzen von (x - x0) = '/, [(z - z0) + (z -z0)] und y - Yo = l/(2i) [(z -z0)- (z- z0)] und bei Beachtung von �: + i :: = :: bzw. �; + i �; = �{ lautet diese Linearisierung /(z) = f(z,) + _I_ [ af(z,) - i af(zo)] (z - z,) + _I_ [ c)f(zo) + i of(z,)] · (z - z,). 2 OX c)y 2 ox c)y Hiervon ausgehend werden die partiellen komplexen Differentialquotienten erster Ordnung von /beztiglich z bzw. i im Punkte z0 definiert: of(zo) = _I_ [ ilf(zo) _ i of(zo)] und ilf(zo) = _I_ [ of(zo) + i of(z,)] oz 2 ox oy M 2 ox oy . Ftir diese Differentiationen gelten die fur reellwertige Funktionen bekannten Regeln, z. B. gilt o[f(z) + g(z)] c)f(z) + ilg(z) od o[f(z) · g(z)] f( ) . og(z) + ( ) . af(z) Oz Oz Oz er Oi z Qi g z Oi 

Ikispiele. 2: Fur f(z) = const folgt c)f(z) = 0 und af(=) = 0 und damit c)f(z) = 0 und <),�,) = 0. ax i)y i)z .. . ilf(z) of(z) . . ilf(z) ilf(z) 
3: Fur f(z) = z = x + ,y folgt 7iz = I und � = 1 und damn 7iz = I und lli = 0. 4: Furf(z)=i=x- iyfolgt <)/c)(z) = I und 0((z) =-iund damit c)f(z) =0 und of�) =I. 

X � � � 

5: Nach der Regel fur die Differentiation eines Produkts ergibt sich fur z2 , z3, ••. , z" durch In-. dz2 
_ dz3 

_ 2 c)z" _ ,._1 • c')z2 
_ e)z3 

_ Oz" _ dukllon � - 2z, 3z - 3z , ... , 3z- nz sow1e Oi - 0, Oi - 0, ... , i) i - 0 .
6 :  Ftir das Polynom /(z) = a0 + a1z + a2z2 + • • + a

,.z" mit konstanten Koeffizienten a1 folSt of(z) i)f(z) � = 0 +a,+ 2a2z + ... + na,.z•-1 und 31 = 0. Die Folge (.r,.(z)} der Swnmen 1,.(:) = J; a
,,
(: - to)" konverglert fiir 11 -+- oo entweder nur in : = :0 

••0 oder In elner Kreioscbelbe (r: lz - iol < R/ bzw. In der pnzen Ebene. Filr die Grenzfunktlon /gilt a((:l = E ••,(z - z)•-1 und <)(�:l = 0 (Ygl. Kap. 21.t.). � ••I u% � :• Als Spezlalfall dazu wlrd die komplexe Expooentlalfunktlon exp z =.;. -;;r deflniert; ihr Kon,er-genzkrels 1st die pnze :-Ebene, und 1hr partieller Dlft'erenllalquotient 1st c) �sz': = exp :. 
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FUr die Exponentialfunktion gilt die Eulersche Formel exp (frp) = cos q; + i sin q;. Die Funktional
gleichung exp (z 1 + z2) = exp z1 • exp z2 oder exp z0 = exp (z0 - z) · exp z ergibt sich aus 

:z [exp (z0 - z) · exp z) = -exp (z0 - z) exp z + exp (z0 - z) exp z = 0, da deshalb 

exp (z0 - z) exp z = const = exp zo ist. 

Holomorphe Funktionen 
Eine in der offenen Menge M definierte Funktion / heiBt holomorph, a 

wenn in jedem Punkt z E M gilt i}��
) = 0. Bei holomorphen Funk-

. of h d/ d /' w· be tionen schre1bt man anstatt c)z auc dz o er . 1e schon angege n 

wurde, ist die Grenzfunktion einer Potenzreihe holomorph. Ein Gebiet 
G ist cine offene Punktmenge, in der man stets je zwei Punkte durch 
cine in .G verlaufende Kurve verbinden kann. In einem ein/ach zu-
sammenhiingenden Gebiet G (vgl. Kap. 33.1. - Topologische Eigen• z-Ebene z-[bene 

schaften) !assen sich zwei dieser Kurven mit gleichem Anfangs• und 23.1•4 a) einfach. b) nicht 
gleichem Endpunkt stets so stetig ineinander deformieren, daO man einfach zusammenhiingen• 
dabei das Gebiet G nicht verl30t (A bb. 23.1.4). des Gebiet G 

Zu einer in einem einfach zusammenhtingenden Gebiet G definierten holomorphen Funktion f gibl 
es eine bis au/ eine additive Konstante eindeutig Mstimmte holomorphe Stammfunktion F, fiir die 
gilt f(z) = 

dF
d
(z)

. Langs einer vom Punkt z, zum Punkt z2 in G ver/aufenden Kurvey gilt f /(z) dz 
z 

y 

= F(z2) - F(z1): 
Beispiel I: FUr /(z) = z2 stelh F(z) = 1/3z3 eine Stammfunktion F dar. Vcrbindet y den Punkt 
z1 = I mil z2 = 2 + i. so ist J z

2 dz = 
1/3 (2 + i)3 - 1/3 · 1 3 = 1/3 + 11/3 i. 

Ist die geschlossene Kurve y der Rand des Teils B von G, so gilt der Satz von Ostrogradski•Gaujl 

J (11 dx + v dy) = ff ( :; - :; ) dx dy. 
;, B 

Nach ihm erh3lt man 
f /(z) dz= J (11 dx - v dy) + i J (11 dy + v dx) 
)' i' y 

= -ff ( �: f �; ) dx dy + i J f ( g; - i; ) dx dy 
B B 

= ff Hg; + i g:) + i' ( g; + i g;)] dx dy 
B 

= i J J[ g; + i g;J dx dy = 2i ff 3
,�

z) 
dx dy 

B B 

Da fur holomorphe Funktionen 3'':) = 0 gilt, folgt daraus J f(z) dz= 0. Auf diese Weise 

l30t sich der Cauchysche I ntegralsatz h:rleiten: c 
Y 

Caucbyscber lntegralsatz. Isl y0 eine gescblossene Kune In dem elnfaeh zusammenhingendeu Gebiet 
G, so gilt J /(:) d,: = 0 fur die In G holomorpbe Funktion /. 

Yo 

Der Cauchysche I ntegralsatz folgt auch aus dem Satz 
von der Existenz einer Stammfunktion F(z) zu /in einem 
einfach zusammenh3ngenden Gebiet. Denn ist y geschlos• 
sen. so isl der Anfangspunkt z1 dem Endpunkt z2 gleich, 
und deshalb gilt J f(z) dz= F(z2) - F(z1) = 0. 

y 
Die Werte einer holomorphen Funktion / sind im Innern 
einer ganz in M gelegcnen Krcisscheibe {z: lz - z01 ,e;;; R} 
nach der Cauchyschen lntegralfonnel bestimmt durch 
die Werte /(();die/ auf dem positiv durchlaufenen Rand 
Yo dieser Scheibe annimmt (Abb. 23.1-5). Denn nach dem 

1,,,.--
..__ 

@" 
I 

IG t--
\ 

,-f�ene J 

J, 
o,/ 

0 '--✓ I 
23.1•5 Zur Cauchyschen lntegralformel 
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Cauchyschen fntegralsatz verschwinden die Jntegralc J /<C) d!' = 0, f __f(C
) d; = 0 liings der ge-

i,, - z c,.- z 

Cauchysche I ntegralformel 

Yu 'lu 

f(z) = _!_,. J !CC) dC 2.,1 -. - Z 

Y, 

schlossenen Kurveny01,y02. Addiert 
man beide und laOt den Radius o 
nach Null gehen, so ergib1 sich nach 
dem Beispiel Uber komplexe Kurven
integrale die Cauchysche lntegral-
formel. 

Die in der Kreisscheibe {z: lz - z0 1 < R} holom�rphe Funktion / kann als Grenzfunktion durch 

cine eindeutig bestimmte Potenzreihe /(z) = I a,.(z - z0)" mit dem Konvergenzkreisradius R 
dargestelh werden und hat den ebenf;i,� holomorphcn Diffcrentialquoticnten d/(z) 

- � 

= ,,,?; va,.(z- z0)"'-1. Durch wiederholtes Oitferenzicrcn erhalt man holomorphe Ditferentialquotien-

ten jeder Ordnung k, die ebenfalls durch Differenzieren aus der Cauchyschen lntegralformel gewon
nen werden k0nnen. Setzt man z = z0 , so !assen sich aus dem Vergleich beider Ergebnisse die 
Koeffizienlen a, der Reihe fur /(z), beginnend mit a0 = /(z0), bestimmen. 

Di• In {z: I< - tol < R} durcb die.Pottnzrtlht/(z) = E a,(z - to)' tlndeutig cla'lltSltllte bolo-
•·• 

d"/(t) k! 
f f

(
" 

cl; morphe Funktloa / bat hol-,be DllFerentlalquotleattn °"'di' = T,if 
<, _ 

,
J 
.. , jedff Ord-

,, 

I f 
/(') ,_ le und dlt Kotfllzleatta der Pottmrelbe slnd durda •• = T,if (' 
_ <oJ

'+, 
cl; 

bestlmmt, 
Y, 

wrnn y0 tine im lnnern dts Konvergenz.krtises aeleaeae Kunt ist, die: bzw. %o tinmal im positiven 
Sinn umschlingt. 

Laurent-Entwicklung: 

lsolierte singuliire Stellen holomorpher Funktionen. 1st die punkticrte Kreis
scheibe {z: O<lz-zol<RI in der offenen Menge M,z0 selbst aber nicht no1-
wendig in M enthalten, und ist /in M holomorph, so Jal3t sich /in der pu11k
tierte11 Kreisscheibe (Abb. 23.1-6) in einer eindeutig bestimmten La11rent
£11twickl11ng darstellen. deren Glieder mit ncga1iven lndizes v < 0 ihr Haupt· 
teil genannt wird. Der Koeffizient ihres erslen Gliedes a_ 1 = Res / heiBt 

Residuum von / in z0. Der Punkt z0 hciBt isolierte singuliire s,;ite von /. 

23.1-6 Zur Laurent-Entwicklung in der punktierten offenen Kreisscheibe 

/(z) = ,-�: a,,(z- zo)" = · + (z � -;
0)2 + z ':='zo 

... a0 + a1 (z - z0) + a2(z - z0)1 + 

mit a. = 2,:
j 
f (( �c�:):+l ' a_l = 2.,�

j 
I f(t) d;, wenn Yo die positiv durchlaurene Kreis

Y, 

lin;e {C: IC - z0 1 = r ), 0 < r < R ;st, 

1st a,, = 0 for alle negauven v, d. h., 1st der HauPtte1l Null, so rcduz1ert s1ch die Laurent-Reihe aur 
cine Potenzrcihe, und fist in der ganzen Kreisscheibc {z: lz - z0 1 < R} holomorph, wenn /(z0) = a0 
gesctzt wird. Man nennt z0 in diesem Fall hebbare singultire Stelle von /. Sie hciBt dagegcn Polstelle 
n-ter Ordnung von /, wenn a_,, -=t= 0, aber a_,._1 = 0, a_,._2 = 0, ... , d. h., wenn nur cndlich viele 
a. fur negatives v von Null verschieden sind. Filr hinreichend nahe an z0 liegende z wird 1/(z)I dann 
beliebig gro0. Einc wesentlich singulare Stelle z0 von /licgt dagcgcn vor, wenn a.* 0 filr unendlich 
viele negative v gilt. Nach dem Satz von CASORAT1-WE1ERSTRAM komm1 / dann in jcdcr Umgebung 
von z0 jedem komplexen Wert beliebig nahe. 
Eine Funktion /heiBt in der offenen Menge·M meromorph, wenn sic mil Ausnahme van hebbaren 
singularen Stellen oder von Polstellen in M holomorph ist. 

. 1 z 1 z z 
&ispitl 2: O,e durch /(z) - z + 1 + 1 + ,, - z + 1 + ii (z _ i) 

- i;(z + ;J 
darge-

stcllte Funktion./ ist in der ganzcn Ebcne meromorph; sic hat an den Stcllcn z1 = -1, z1 = i 
und z3 = -i je cincn Pol erster Ordnung. 



23. I. Komplexwertige Funktionen 571 

Muhipliziert man eine meromorphe Funk1ion /, die in z0 eine Polstelle hOChstens n-ter Ordnung hat, 
mit (z- zor, so entsteht cine Potenzreihe, in der a_1 der Koeffizient des Gliedes a_1 (z- z0)11-1 
ist. Durch wiederholtes Differenzieren gewinnt man daraus das Residuum a_ 1 der Funktion f 

_ _ __ 1 _ r d"-'[(z - Zol" /(z)) 
��s I - a_. - (n - I)! =��. dz"-1 

Liegt im Definitionsgebiet M einer meromorphen Funktion / cine geschlossene Kurve y0 , liegen die 
isolierten singularen Stellen z0 von Jaber nicht aufy0, so lii0t sich fur jeden Punkt C aufy0 nach 
�- z0 = "- zol (cosq;i + i sin qi) der Winkel <p berechnen (Abb. 23.1-7), den die Richtung von 
z0 nach C mit der positiven reellen Achse bildet. Dieser Winkel cp ist nur bis auf ganzzahlige Vielfache 
2k:i von 2:i bestimmt, k laBt sich aber so wahlen, daO sich qJ stetig andert, wenn: die Kurve y0 stetig 
durchlauft. Kehrt ; nach Durchlaufen von Yo zum Ausgangspunkt zuriick, so hat sich qJ um 2nn 

getindert. Die Wi11du11gszahl 11 = 11(y0, z0} ist ganzzahlig und h3.ngt von der Kurve y0, vom Durch
laufsinn und von der Lage von z0 zu ihr ab (Abb. 23.1-8). Wird z0 von y0 umschlossen, hat die 
Kurvc i'o kcinen Doppelpunkt und wird im positiven Sinne durchlaufen, so gilt nach der Laurent

Entwicklung r f(;) d: = 2:-ria_ 1• Allgemein liiOt sich der folgende Satz herleitcn. 
;i. 

23.1-7 Zur Definition dcr 

Windungszah\ n (;,0 • =0) 

23.1-8 Beispiele fur 
Windungszahlen 

Re.,·ic/11e11.mrz. f /(:) d: = 2:i:i E rt(y0, z0) • Res/, falls Yo cine geschlossene Kurve in dem einfach 
..... =· z, 

zusammenh3.ngendcn Gcbiet Mund fin M bis auf die isoliert singularen Stcllen z0 holomorph ist. 
Ober die z0 wird summicrt. 

Beispiel 3: Die durch /(z) = -1
-

1 
- -

1-
1 

dargestellte meromorphc Funktion / hat fur 
z+ z- - 1 z1 = -I und z2 = + 1 je einen Pol. In ciner Umgcbung von z1 stellt -;-=-T cine holomorphe 

Funktion dar und l.liBt sich in die Potenzreihe P1 entwickeln, entspre

chcnd -
1- in einer Umgebung von z2 in P2 • Aus /(z} = -

1
-

1 
+ P, 

z+ I z + 

= -=-!....
1 

+ P2 erhalt man Res/= + I und Res/= -1. Isl l'o die 
Z - :

1
•-1 z,•+I 

negativ durchlaufene Kreislinie um z = 2 mil Radius 2 (Abb. 23.1-9), 
so ist n(y0, -1) = 0 und n(y0, +I)= -1; damit ergibt sich nach dem 
Residucnsatz 

J( I I 
) 

• . O . TTT-"f=T d, = 2m[I· +(- 1)(-l))=m>. 
Y, 

Holomorphe Funktionen mehrerer komplexer Verinderlicher 

,,9 
H•z ·Ebene 

2.l.1-9 Anwcndung dc!t 
Rcsiduenzsatzes auf 

f(z) - -1- - -1-
z + I z - I 

Eine in der offenen M enge G der M enge C" aller geordneten n-Tupel komplexer Zahlen (z1 , ••• , z,.) 
definierte Funktion / heiflt holomorph, wenn jede Funktion / holomorph ist, in der nur cine der 
n Veranderlichen, z. 8. z1, variabel, die anderen aber fest sind. Sie genUgen damit den Differen'tial-

. ar of 
gle1chungen ()ii 

= 0, 
.
.. , 

c)f,. 
= 0. 

Die Punktmenge {(z1 , ••• , z,.): lzJ - zfl � R1,j = 1, ... , n} wird abgeschlossener Polyzylinder 
genannt; dabei ist (z?, ... , z�) ein fest gew3.hlter Punkt der M enge C". Liegt er ganz in G, so 130t 

;��� f ���a�:�:�e�!��e
m 

�:�;:;;s::�
eg

�:�e;:O�Jo���e)
(z

d'a·;;;e�i��!
Z

Ji� 
z

J�r <cf:�• 1B:S,::n���;:Js;�;�� 
S{(z1 , ••• , z,.): lz1 - zfl = R

1
,j =I, ... , n} cine Teilmenge vom Rand des Polyzylinders ist. 

Verallgemeinerte 
Cauchysche. lntegralformel 
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1st G ein Gebiet, d. h. eine zusammenh3.ngende offene Punktmenge, so sind zwei in G holornorphe 
Funktionen in jedem Punkt von G gleich, wenn sie nur auf der Bestimmungsfliiche eines in G gelege
nen Polyzylinders Ubereinstimmen. 
Lokal lassen sich die holornorphen Funktionen als Grenzfunktionen einer Potenzreihe 

L c,.1 
••• ,./z1 - z?)"• · - (z,, - z�)"n darstellen. 

"1• •··•,.,. 

Weitere Verallgemeinerungen bestehen darin, daB man anstelle holomorpher Funktionen von einer 
oder von mehreren komplexen Variablen auch komplexwertige Funktionen betrachtet, die Lbsung 
allgemeiner partieller komplexer Differentialgleichungen sind, z. B. der Vekuaschen Differential-

gleichung b; = A(z) w + B(z) W. Dabei kOnnen die Differentiationen auch im Sinne der Diffe

rentiation von Distributionen verstanden werden. 

23.2. Anwendungen der Funktionentheorie 

+R 

Berechnung reeller lntegrale. Als Ca11chyscher Hauptwert wird der Grenzwert lim J f(x) dx des 
R->CO -R 

bestimmten Integrals einer reellen F��ktion /(x) bezeichnet, falls er existiert. In Verallgemeinerung 

dieser Festlegung kann das Integral_! f(x) dx einer reellwertigen Funktion /(x) nach dem Residuen

satz bestimmt werden, wenn die folgenden drei Voraussetzungen erfi.illt sind: I .  Es gibt cine mero
morphe Funktion /(z) , die fur Im z = 0 die Werle der gegebenen reellwertigen Funktion /(x) an
nimmt. 2. Es gibt,ffir beliebig groBe Reine ganz im Definitionsgebiet von /(z) liegende geschlossene 

-R 

Kurve YR , die die Achse des Reellen von -R bis +R 
bis auf Polstellen z0 = x0 von /(z) enthalt und vom Punkt 
+ R in einem Halbkreis mit dem Radius R zum Punkte 

-R ffihrt; die Polstellen z0 = x0 werden durch Halb
�reise mit dem Radius Q ins lnnere der Kurve YR einbe
zogen oder vom lnneren ausgeschlossen (Abb. 23.2-1) . 
3. Das Kurvenintegral der meromorphen Funktion Uber 
den Halbkreis mit Radius R hat fur R- oo den Grenzwert 
Null. Dann tritt jcdes Residuum ciner Polstelle z0 von 

/(z) mit Im z0 > 0 mit dem Faktor 2:n:i auf und das fur 
Polstellen z0 mit Im z0 = 0 auf der Achse der reellen 

23.2-1 Zur Berechnung reeller lntegrale Zahlen mit dem Faktor ±ni auf. 
+., 

j. P, (x) dx = mi I: Res .!?..!!:J.. + m I: Res .!?..!!:J.. 
-

co 
pi(x) lm:,>O :, pi(z) lm:, .. o :, p2(z) ' 

+co +co 

_j ::::: cos x dx + J ::::: sin x dx 

= mi I: Res [ 
p,(

(
,)
) 

exp iz] + ,.; I: [Res p,(
(
z) exp iz], 

Im:,>O :, P• Z lm:, .. o :, p4 z) 

falls die in der z-Ebene durch 
p
,(

(,
)
) bzw. Pi(

z)
) dcfinierten meromorphen Funktionen auf der 

Pi z P• z 

reellen Achse nur Pole erster Ordnung haben, der Grad von p2 wcnigstens um 2 grOOer als·der 
von p1 und der von p4 wenigstens um I grOBer als der von p3 ist. 

+co +co 
&;spiel 1: f 1 � xl dx = + f 1 � x2 dx = "T · Setzt man in der angegcbenen Formel 

p,(z) = I, 
0
p,(z) = I +_z' = c:' + i) (z- i), SO findet man Res-I +

I 
2 = lim [ 1'

+
-
i
' l 

J J I :,•I Z :-1 Z 
= �i� -;n = 1f = -2 

und damit das Ergcbnis. 
+., 

Jkispi,I 1:_I si
: 

x dx = "· Der Residuensatz wird angewendet auf die d�n:h + exp iz dar-
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gestellte meromorph� Funktion, die nu� in z 0 = 0 einen Pol crster Ordnung hat. 1hr Residuum in 

z 0 = 0 ist Res [�] = Jim [z exp iz 
] = lim exp iz = I. 

+,xi z, z +oo : ..... o z z-o +ao f cos X • f sin X • f cos X • Aus_
00 

-x- dx + 1
-co 

-
x

-dx = m · I folgen aber_
00 

-x-dx=O und die Behauptung. 

Zusammenhiinge zwischen komplexer Analysis und partiellen Diff'erentialgleichungen. Nach Definition 
. . . of(z) I 

[ 
of(z) . of(z)

] der holomorphen Funkt1on f = 11 + 1v gilt � = T � + , 
� 

= 0 oder 

Of(z) = -i il/(z) bzw. � + i � = -i � + �- Daraus folgen die Cauchy-Riemannschen 
i)x i)y i)x i)x i)y i)y 

Differentialgleichungen 

Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen 

Beispiel J: Die durch [(z) = z 2 = (x2 - y 2) + 2ixy definierte Funktion ist holomorph, deshalb 
sind u(x, y) = x2 - y und v(x, y) = 2xy cine LOsung der Cauchy-Ricmannschcn Oiffcrcntial
glcichungcn. 
Umkehnatz. Existieren die partielleo Ableltungen erster Ordnung der reellwertlgen Funktionen ■, r; 
und genilgen den Cauchy-Rlemannschen Dlfferenllalgleidlungen, so Isl/=•+ ID holomorph. 

Differenziert man die erste der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen nach x und die zweite 

nach y, so erhall man die Laplacesche Differentia/gleichu11g ::� + ::� = 0. Da eine holomorphe 

Funktion / Ableitungen jeder Ordnung hat, existieren auch die partiellen Ableitungen beliebig 
hoher Ordnung von u und von v (zum Laplace-Operator vgl. Kap. 36.2 .) . 

Reallell • und Imaglnirlell • elner holomorpben Funkllon f = • + i• genilgen der Laplacescbet, 
()l■ ()l■ ()li, ()1,, 

Dfffereotlalgleicbung 6• = �.r' + �y' = 0 bzw. 6• = �.r' + �y' = 0. Umgekebrt glbl es In 

elnem elnfacb zusammmblngendeD Geblel G zu der Funklloa •• die in G Ulsun& der Laplacescben 
Dfffereollalglelcbung 1st, tine bis auf elne addltln Konstule eindeulig besllmmle Funkllon •• die mil 
• die In G bolomorpbe Funktlon f = • + I• besllmml. 
Beispiel 4: Der Realtcil u(x, y) = x2 - y 1 dcr durch /(z) = z 1 dcfinicrten holomorphen Funktion / 
ist LOSung dcr Laplaceschcn Differentialgleichung. 

Konforme Abbildung. Die im Gebiet G durch w = /(z) definierte holomorphe Funktion / ordnet 
jedem Punkt z von G einen Punkt w der w-Ebene zu. Wird y durch z = z(t) , a� I � b, dargestellt 

und ist d
�
(t) = e(t) exp (i{J(t)]. so bildet die Tangente an die Kurve im Punkt z(a) mit der positiven 

reellen Ac�se den Winkel {J(a). 1st d/
d
(

z
) 

I = {} exp (iL'), so bildet wegen 
z :-:. 

d/(z(I)) I = 
df(z) I . dz(I) I = jil/{a) exp [i(.B(a) + <>)] di t•a dz :•:, dt ,-a 

die Tangente an die Bildkurve im Punkt /(z(a)) mit der positiven reellen Achse den Winkel {J(a) + ex. 
d. h., alle Winkel werden um " verdreht. Danach bleibt auch der Winkel <p = {11 - {11 zwischen 
zwei Kurven erhalten (Abb. 23.2 -2). Daher nennt man die durch / vermittelte Abbildung winkeltreu 
oder konform, genauer direkr konform, weil der Drehsinn erhalten bleibt. 1st r(r} der Abstand der 

1 
Punkte z(I) und z0 und f(I) der von f(z(t)) und f(z0), '

!t

Y2 

z-[bene 

23.2-2 Die Abbildung 
durch cine holomorphe 

OC oc
yJ ri�;�;�n/(z) = w isl 

I z(t/ \ --
1 ,rtJ 

' \) ', 

/

:;)

--,, f 

GI 
2).2-J VergrOOerungs- ,lo ,,,/ 
verhaltnis bei konformen 

- -

w-Eben, \. u Abbildungen 
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so ist, falls /'(z0) =t= 0, der Grenzwert ]�� [f(l)/r(t)] = 1/'(z0)1, Das bedeutel, daO im Grenzfall 

, ....... 0 cine Vergr013erung der Abstilnde um das !/'(z0)1-fache eintritt (Abb. 23.2-3). 

Y
�

3 

f/z/ 

Beispiel 5: Die <lurch w = /(z) = az + b definierte 
ganze lineare Funktion/mit den komplexen Konstanten 
a=+= 0 und b bildet jede Figur der z-Ebene auf cine 3.hn
liche der w-Ebene ab, z. B. ein Dreieck (Abb. 23.2-4). 

' 

,, .. ' 
w-(ben, 

. 

1 X ,, ---- �f' 
---

u 

23.2-4 Ahnlichkei1stransformation eines Dreiecks 
durch 11· = (I + iJ: + (I - i) 

2J.2-S Abb1ldu11g des I. Quadrantc11 
auf die obcre Halbebene durch w = :� 

Beispiel 6: Wegen z = r exp (iq,) ist w = z2 = r2 exp (2iq,), infolgedessen bildet die <lurch w = z 2 

definierte Funktion / den ersten Quadranten (Re z > 0, Jm z > 0} der z-Ebene auf die obere 
Halbebene (Im w > 0) der w-Ebene ab (Abb. 23.2-5), und wegen f'(z) = 2z ,ja O ist die Abbildung 
konform. 

Beispie/ 7: 1st w = f(z) = exp (ic) t-�0 , ist c eine reelle Konstante und wird z0 mit lzol < l 
fest gewahlt, so ist - zoz 

lwl2 = lexp (ic)l2 (z - zo) (i- io) 1 zi + z0i0 - z0i -zi0 , (I - ioz) (I - zoi) I + z0z 0zi- i0z - z 0 i 
denn es gilt ICI' = CC fur den Betrag !Cl einer komplexen Zahl C. Es ist also fwl = I genau dann, 
wenn zi + z 0i0 - zoi- zio = I + zoiozi- i0z - z0i, d. h., lzl 2 (I - lz0[ 2) = I - lzo1 2, 
also lzl = I. Da l/(z0)1 = 0 ist, ergibt sich aus Stetigkeitsgrilnden hieraus: Filr alle z mit [zl < I 
ist 1/(z)I< I. 
Da umgekehrt z = exp (-ic) 1 : + ex

t (i_c� 
1

_
0 , ist jedes w mit lwl < 1 Bild genau eines z mit exp -IC ZoW 

lzl < I. Das bedeutet insgesamt: / bildet die offene Einheitskreisscheibe {z: lzl < I} eineindeutig 

auf sich selbst ab. Die Abbildung isl wegen 
d

��z) ,ja O konform. Isl z0 = 0, so isl /(z)=exp (ic) z, 

cine Drehung um z = 0 mit dem Drehwinkel c im BogenmaB (Abb. 23.2-6). 

Beispiel 8: Die in der oberen Halbebene {z: Im z > O} durch w = f(z) = � definierte holo-
z +• 

morphe Funktion bildet diese konform auf die offene Kreisscheibe {w: Jwl < I} ab. Da jz - ii 
< lz + ii filr alle z mit Im z > 0 erfullt ist, gilt in der Tat lwl < 1. Reelle z haben wegen lz - ii 
= lz + ii Randpunkte des Einheitskreises zu Bildern. Die Bilder der Punkte 0, 1, oo, -1 der 
z-Ebene sind dabei die Punkte -1, -i, I, i der w-Ebene (Abb. 23.2-7). 

,,�,' G 'I
�

;, 11,1-:�: 't;
.. I Z - /,...r•\,

1 u -0-- - .---: -�� 
-i 11•11 

, ... , •. -
✓ 

23.2-6 Drehung um : == U z-ft>ene w-fbene 

23.2-7 Abbildung der oberen Halbebcnc auf den Einheitskreis durch 
w � (z - i)/(z + i) 

23.2-8 Zum Ricmannschcn 
Abbildungssatz 

Riemannscher Abbildungssatz. 1st die off'ene Menge G eln elnfach zusa.mmenhingender echter Teil 
der komplexe,, :-Ebene und slnd in G eln Punkl Zo und elne In Ihm beglnnende Rlchtune geiieben, 
so exlstlert 1-• elne bolomorphe Funktfoa ,. = /(:), die das Gebiet G koaform abblldet auf dea 
Efnhellskrels (w: fwl < I) der w-Ebene, den Punkl :0 la selnen Mfttelpunkt,. = 0 ilberf'librt und 
elne In : beglMende Rlcbtune In die der posltlven reellen Achse (Abb. 23.2-8), 

StrOmungsprobleme. Eine stationare, d. h. von der Zeit unabhangige StrOmung in einem Gcbiet 
der x, y-Ebene laBt sich durch den Geschwindigkeitsvektor [u(x, y), v(x, y)] eines der StrOmung 
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folgenden Teilchens kennzeichnen. In einer quellen- und wirbelfreien StrOmung gilt �v = gu und 
Ov i)u . . . _ Y. x. 

-ax= Oy, d. h., die Komponenten u, v b1lden erne holomorphe Funkuon /= u + w. In einem 
einfach zusammenhangenden Gebiet existiert stets eine Stammfunktion F = U + i V, die dann holomorph ist. Sie beschreibt mit U(x, y) = const die Stromlinien, Icings denen sich die Teilchen bewegen (Abb. 23.2-9). Die Geschwindigkeitsvektoren sind Tangenten an die Stromlinien. Da 
konforme Abbildungen holomorphe Funktionen in holomorphe UberHihren, sind sotche Abbildungen 
geeignet, den Verlauf von Stromlinien zu bestimmen. 

23.2-9 Stromlinien U(x, y) = canst 
23.2-10 StrOmung 
in eincm rccht
winkligen Knie 

23.2-11 Konforme Abbildung der S1romlinien 
(r - 1/r)sin qi= canst der z-Ebene auf die Stronllinicn dcr ParallclstrOmung Im w = const der w-Ebenc 

Beispiel 9: In der obcrcn w-Halbcbene mit Im w > 0 sind Im w = const die Stromlinien. 1st 
w = z2 = x2 - y2 + 2ixy, so ist diese Halbebene das eineindeutige Bild des ersten Quadranten 
der z-Ebenc (vgl. konforme Abbildung Beispicl 6). Das bedcutct, da8 auch die Hypcrbeln Im w = 2xy = const Stromlinien sind, und zwar die der StrOmung in eincm rechtwinkligen Knie (Abb. 23.2-10). 
Beispiel JO: Die Funktion w= '/,(z + 1/z) bildct die Kreislinie {zl: lzl = I} auf die doppclt durchlaufcnc Strcckc von +1 nach -I der w-Ebene ab, dabei haben die z-Punktc (+1), i, (-1). (-i) 
die Bilder (+I), 0, (-1), 0. Die w-Ebene mit Ausnahmc dicser Strecke ist das Bild vom A.uOcren des Einheitskreises {z: lzl > I}. In ihr sind die Parallelen Im w = const Stromlinien. lhre Originale geben die UmstrOmung des Einhcitskreisesan. Wegen z= r(cosq,+ i sintp), 1/z= (1/r)(cosq,-isintp) 
und "'= 1/2 (r + 1/r) cos q, + '/,i (r - 1/r) sin q, ist (r - 1/r) sinq, = c = const die Gleichung dicser Stromlinien (Abb. 23.2-11). 

Die Umstrtimung anderer Konturen erhalt man, indem man das AuDere der Kontur konform auf das AuOcre einer Kreislinie abbildet. 
Beispiel JI: 1st h > 0 (Abb. 23.2-12 mil h = 2,75), so bildet "'= '/,(z + h'/z) die Krcislinie 
K,. der z-Ebcnc mit dem Radius r = h und dcm Mittelpunkt z = 0 auf die zwischen -h und +h 
liegcnde Strecke der reellenAchse dcr w-Ebcncab,denn ausz = h(cos tp + i sin q,) folgt w = hcos tp. 1st C = h'/z. so ist w(C) = '/,[h'/z + h'(z/h')J = w(z), d. h., z und C haben gleiche Bildpunktc 
in dcr w-Ebcnc. Diejcnige Kreislinie Ke mit dem Mittelpunkt M(-1, I), die durch z = h hindurch
geht, gcht auch durch z = -hi und hat den Radius e = Y(h + 1)2 + I. Durch C = h2/z geht 
K

11 
in cine Kreislinie K,1 mit dem Mittclpunkt H(h/(h + 2), h/(h + 2)) und dem Radius 

1/ = he/(h + 2) iiber. Die Kreis-
w-Ebene 

... 

F' 

���;o!�k���o�1 :�;���d��-f i:�bei geht die zwischen K
9 

und 
Kr, licgende Punktmengc in dievom Shukowski-Profil bcrandetc Punktmenge Ober; im allgcmeinen 

A' 
•h u 

:?J.2-12 Konforme Abbildung der Kreis
linic mit Mittelpunkt M auf das 
Shukowski-Profil durch w = ½(z + h2/z) 
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gehen je zwei zwischen K0 und Kri gelegene Punkte in ein und denselben Punkt Uber. Obrigens 
geht die im ersten Quadranten zwischen K,. und K,, und auch die im vierten Quadranten zwischen 
K11 und Ke liegende sichetf0rmige Punktmenge Uber in die Punktmenge, die zwischen der reellen 
Achse der w-Ebene und dem Teil G - I - A des Shukowski-Profils liegt. 
Die Bilder von Kreisen um den Punkt M mit wachsenden Radien e, = 5, 6, ... werden immer 
kreisahnlicher, da lh2/zl < E ist, falls lzl hinreichend gro8 ist. 

Allgemein werden solche Abbildungen durch a0/z T a1z + o2z2 + - • definien. 

23.3. Der Gesamtverlauf komplexwertiger Funktionen 

Die Riemannsche Zahlenkugel. Die fur z =+= 0 durch; = 1/z definierte holomorphe Funktion bildet 
das Aullere des Kreises {z: lzl > R} konform ab auf die punktierte Kreisscheibe {(": 0 < 1,1 < I/ R}. 
die den Punkt (" = 0 nicht enthiilt (Abb. 23.3-1). Die Bilder (" = 1/rexp (-iq,) der Punk1e 
z = r exp (irp) n3hern sich ihm aber beliebig, wenn r - oo. Man fa0t deshalb ( = 0 als Bild des 
unendlich fernen Punkts z = oo der z-Ebene auf. Die Vorstellung des unendlich fernen Punktes der 
z-Ebene 13.Dt sich mil Hilfe der Rieman11scl11m Zahlenkugel geometrisch veranschaulichen. Die Kugel 
berUhrt mit ihrem Punkt S die z-Ebene im Pun kt z = 0. Die Verbindungsgerade des zu S diametralen 
Kugelpunkts N mit einem Punkt z schneidet die Kugeloberfl3chen im Bildpunkt P von z. Die Zu
ordnung z zu P ist eineindeutig, und dem Punkt N wird der unendlich ferne Punkt der z-Ebene zu
geordnet (Abb. 23.3-2). 
Die Strahlen, auf denen cin Punkt z = r exp (irp) und sein Bild C = (1/r) exp (-i<p) liegen, gehen 
<lurch die Spiegelung Z = i ineinander Uber. Dies ist cine indirekre konforme Abbi/dung, bei der der 
Drehsinn des Arguments <p umgekehrt wird. Die Abbi/dung durch reziproke Rodien C = 1/Z = I/= 
= (1/r) exp (i<p) ist deshalb indirekt konform. Bei ihr liegen Original- und Bildpunkt auf dem gleichen 
Strahl. Der Betrag 1/r auf ihm kann nach dem Kathetensatz leicht konstruiert werden (Abb. 23.3-3). 

23.3-1 Abbildung durch 
C = 1/z des AuBeren des 
Kreises mit Radius R auf 
das lnnere des Kreises 
vom Radius 1/R 

23.3-2 Riemannsche Zahlenkugel. r = R sin{}(/- cos B) 

23.3-3 Abbildung C = I/! 
durch reziproke Radien: 
wegen lzl = r und IC/ = 1/r 
gilt Iii· ICI - I 

"' 

Riemannsche Fliichen. Konvergiert die Potenzreihe Pz, = E a,.(z - z0)1' in der Kreisscheibe 
... 

Y K:.{z: lz - z01 < R0}, so definiert sie in ihr eine holomorphe 
Funktion f Liegt z1 in K:,, so kann nach (z - z0) 

I = [(z - z1) + (z1 - z0)) die Potenzreihe Pr, in cine gleichfalls I konvergente Reihe P:, umgeordnet werden, die im Durchschnitt 
I K:.,..., K:, die gleiche Funktion / darstellt (vgl. Kap. 21.2. -Wichtige 
\ Eigenschaften der Potenzreihen). Konvergiert Pr, nicht nur in \ K:., sondern auch fur Punkte z einer Kreisscheibe K:,, die 

, auOerhalb von Kr, liegen, so ist f durch Pr, analytisch fortge
' setzt word�n (Abb. 23.3-4). Durch analytische Fortsetzung auf 
I jede m0gliche Art erh3.lt man das vollst<indige onalytische Gebilde, 

l<zin
' das durch die Potenzreihe P1

1 
erzeugt wird. Es kann z. B. jedem 

-
+-,--Eb-,-n,-----

-
+-_

.,.....

x- 23.3-4 Zur analytischen Fortsetzung 



23.3. Der Gesamtverlauf komplexwertiger Funktionen 577 Punkt der z-Ebene genau einen Funktionswert f(z) zuordnen; es kann abcr auch Punkte z geben. Uber denen je nach dem Wege, auf dem man sich ihnen n3.hert, verschiedene Funktionselemente erhalten werden. Um diese Mehrdeutigkeit zu vermeiden, nimmt man an, da8 jedes Funktionselement in einem besonderen Exemplar der Ebene, in einem Blatt, definiert ist, so daB Uber den Stellen z das vollstiindige analytische Gebilde in einer entsprechenden Anzahl von Blattern eindeutig definiert ist. Diese Oberlagerungsfl3.che bzw. -kugel wird Riemannsche Fliiche R genannt. Die durch w = Vz = r exp (i<p/2) definierte Funktion z. B. kann man van der positiven reellcn Achse aus im positiven Sinne wachsender oder im negativen Sinne abnehmender <p analytisch fortsetzen. An der negativen reellen Achse erhalt man je nach dem Umdrehungssinn die Werte w+(n) = r exp (i,./2) bzw. w-(-1') = r exp (-i1'/2) (Abb. 23.3-5). Nach einem weiteren vollen Umlauf vertauschen sich diese Werte. da w+(3n:) = rexp(3in/2) = rexp(-in:/2) bzw. w-(-3n:) 
= r exp ( -3in:/2) = r exp (in/2). Die Riemannsche Fltiche dieser Funktion hat deshalb 2 Blatter (Abb. 23.3-6), die jedes tangs der negativen reellen Achse aufgeschnitten und danach so verheftet werden, da0 der obere Rand des Schnittes in jedem Blatt mit dern unteren Rand des anderen Blatts zusammenh3.ngt. Dadurch gehen die Funktionswerte in der Riernannschen Flache stetig ineinander Uber. In den Verzweigungspunkten hangen die 2 Blatter zusarnmen; aus der z-Kugel ersieht man, da0 filr w = v; sowohl z = 0 als auch z = oo Verzweigungspunkte sind. 
n,�_·•_1•,r-:-i�--

w .- 1 -,rJ 
1-£be11t w-[bfllle 

23.3-5 D,e Werte w•(,) und �, w·(n) der Funkt1on w = VZ •• filr z-Werte an der negat1ven 7 ...... :-"":-- _ �,:- .. .. reellen Achse ,,..1,::-... _ .... , .. , 
' 

' 23.3�6 R,emannsche FUkhe von ., - V, Uniforrnisierung. Eine Riemannsche Flache Rist Oberlagerungsfl3.che der z-Ebene bzw. der z-Kugel. Zu R 13.0t sich eine weitere Oberlagerung konstruieren, die universe/le Oberlagerungsfttiche. Geht man von einem fest gewahlten Punkt P0 von Raus. so sollen alle Punkte P der universellen Uberlagerungsft3.che die Endpunkte aller m0glichen in P0 beginnenden Kurven sein, zwei Kurven y1 , y2 aber nur zu dernselben Punkt P filhren, wenn sic sich innerhalb R stetig ineinander ilberfilhren )assen, d. h., gibt es eine von P0 ausgehende Kurve Y nach P, die sich nicht stetig in y 1 bzw. y2 Uberfilhren Hi.Bt, so wird dadurch ein anderer Punkt der universeUen Oberlagerung definiert. Am Beispiel des Kreisrings sieht man, da0 solche Kurven y auftreten k0nnen (Abb. 23.3-7). 23.3-7 Zwei Kurven y1 , i's definieren nur dann denselben Punkt der universellen Oberlagerungsfla.che, wenn sic sich in der Riemannschen Flache R stetig ineinander ilberfilhren !assen Es 18.0t sich dann zeigen, da0 die universelle Oberlagerungsftache einfach zusammenhangt und da0 die folgende Verallgemeinerung des Riemannschen Abbildungssatzes gilt: Verallaemelnttter Rlemannscher Abblldunpsatz. Die uniYerselle Oberlagerungslliche elner Jeden Rlemaansdlea Flicbe llBt slcb elnelndeutlg und koafonn abbllden auf das lmere des Elnbeltskrelses bzw. aaf die ganze komplexe Ebene oder auf die Rlemanmdle Zahlenkugel. Da cine RiemannschC Flache ein Teil ihrer universellen Oberlagerungsftache ist, la.Bt sich somit jede Riernannsche Fl3.che eineindeutig auf cine Teilrnenge der Riemannschen Zahlenkugel beziehen. Dies nennt man die Uniformisierbarkeit einer Riemannschen Flache; ein Beispiel liefert die Uni� fonnisierung der Riemannschen Ftache des lntegranden eines elliptischen Integrals. Wertannahmeproblem; Aussagen dari.iber, wie oft bestimmteWerte von einer Funktion angenol11men werden. Wird der Punkt z0 von / eine k-fache w0-Stelle genannt, falls /(z0) = w0 , und /'(z0) = 0, ... , 1•- 1(z0) = 0, aber /'(z0) cja 0, so gilt der Satz: Bel Beriickslcbtlgungder Vlelfachbett nlmmteln Polynom •ten Grades p(:) = o0 + o1z + • • + a.:• . mil a. cja O Jeden komplexen Wert w0 an genau • Stellen an (Fundamentabatz der Algebra). Die durchp(z) = z2 definierte Funktion z. B. nimmt den Wert w0 = + I in z = I und in z = -1 an; der Wert w0 = 0 wird nur fur z = 0 angenornmen, dort aber zweifach, weil p'(z) = 2z und p"(z) = 2 und deshalb p'(0) = 0 und p"(0) cja 0. In Verschilrfung des Satzes von Casorati-Weierstrall gilt der Satz von Picard. Satz •on Pk:anl. Elne komplexwertlge Funktloo mil der wesentllcb slnplArea Stelle :0 nlmmt In Jeder U.........,. ,on :o Jeden komplexen Wert mlt bacbstens elntt Amaahme tatslcbllcb an. 
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23.4. Elliptiscbe lntegrale 

Die WeierstraBsche ,p-Funktion. Eine fur alle z definierte Funktion / wird periodisch und w ihre 
Periode genannt, wenn /(z + w) = /(z) fur alle z gilt. Eine Funktion heiBt doppelperiodisch, wenn es 
zwei kornplexe Zahlen w1 , w2 , fiir die w2/w 1 nicht reell ist, so gibt, daB alle ru = k1w 1 + k 2w2 mit 
beliebigen ganzen Zahlen k1 , k2 die Gesamtheit aller Perioden, das Periodengitter, liefern. Mit einer 
beliebigen komplexen Zahl a sind die Zahlen a, a+ w,, a+ w 1 + w2 , a+ w2 die Eckpunkte eines 
Periodenparallelogramms. Eine elliptische Funktion ist cine doppclpcriodischc meromorphe Funktion, 
die alle ihre Werte in irgendeinem Periodenparallelogramm annimml. Eine elliptische Funktion, die 
keine Konstante ist, mull Pole haben. Die Summe der Residuen im Inneren eines Periodenparallelo
gramms ist aber stets Null. denn fur ein Integral Ober seine Begrenzung gilt 

f /(z) dz= •t• /(z) dz+ ••�r�• /(z) dz+ •t• /(z) dz+ J /(z) dz= 0,  P a+w1 P+w1+w1 a+w1 
da z. B. die Substitution z + w1 filr z im 3. Integral zeigt, daB es den negativen Wert des I. Integrals 
ergibt, und da sich durch cine Verschiebung des Periodenparallelogramms stets erreichcn laBt, daB 
auf seinem Rand keine Pole liegen (Abb. 23.4-1). Elliptische Funktionen mit nur einem Pol erster 
Ordnung im Periodenparallelogramm gibt es deshalb nicht. Die einfachste elliptische Funktion ist die 
Weierstraftsche p-Funktion, in deren Definition das Summenzeichen };' angibt, daB das Glied mit 
k 1 = 0, k 1 = 0 von der Summation auszuschlieBen ist: 

Sic hat in jedem Gitterpunkt einen Pol zweiter Ordnung und das Residuum Null. lhre Ableitung 
,p'(z) ist auch elliptisch und hat in den Halbgitterpunkten l/1w1 , ½w 2 , ½(w 1 + w2) Nullstellen 
erster Ordnung. In einer Umgebung von z = 0 13Bt sich die Laurent-Entwicklung der p-Funktion 
und ihrer Ableitungen durch den Hauptteil und cine holomorphe Funktion h angeben: 

p(z) = l/z2 + h(z), p'(z) = -2/z' + h'(z), p"(z) = 6/z4 + h"(z). 

Aus der Reihenentwicklung ergibt sich die Differentialgleichung p'1 = 4p3 - g1p - g3, in der zur 
Abktirzung gesetzt wurden 

g1 = 60 J;' 1 
4 

und g3 = 140 J;' 6 . k1.k, (k 1w1 + k2w2) k,.k, (k1w1 + k2w2) 
Das Umkehrproblem fur die p-Funktion besteht darin, zu vorgegebenen g1, g3 mit g} - 21gl =+= 0 
cin Pcriodcngitterw = k 1w1 + k2w 2 mit k1 , k2 e Z so zu finden. daB fur die zugehOrige p-Funktion 
die Gr08en g2, g3 die vorgegebenen Werte annehmen. 
Sind filr N Stellen z01 mit j = I, ... , N im Periodenparallelogramm die Hauptteile der Laurent

N 

Entwicklung so vorgegeben, daB fur die Residuen gilt J; aYl = 0, so gibt es bis auf cine additive 
i-1 

Konstante genau cine elliptische Funktion f mit diesen Hauptteilen. Von dieser Konstanten abge
sehen, kann sic linear kombiniert werden mit Hilfe der p-Funktion. ihrer Ableitungen und der 
Stammfunktion C von -p. Diese Funktion C ist aber keine elliptische Funktion. da sic nur in den 
Gitterpunkten Pole erster Ordnung hat und sonst holomorph ist. 

x 23.4-1 Periodengitter und 
Periodenparalle logramm 
mit dem Eckpunkt a 

� 
., 

23.4-2 Nullstellen f'1 + t'2 + e2 = 0 
von p(z) = 4z3 + c1z + c2 

Die Weierstra8sche Nonnalform eines elliptiscbeo Integrals. In einem clliptischen IntegraJ ist der 
Jntegrand rat (z. w) cine rationale Funktion in z und w; dabei ist w2 � p4(z) = a0z4 + a1z3 + a1z2 

+ a3z + a4 oder p3(z) = a1z3 + a2z2 + a3z + a4 und die vier Nullstellen e1 mit i = J, 2, 3, 4 von 
p4(z) = 0, bzw. die drei Nullstellen e, mit i = 1, 2, 3 von p3(z) = 0 sollen einfach, d. h. voneinander 
verschieden sein. In der z-Ebene ist der Integrand nur bis auf einen Faktor (-1) und erst auf der 
zweiblittrigen Riemannschen Flache von w = fi;w eineindeutig definicrt. Ihrc 4 Verzweigungs-
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punkte sind die Nullstellen von p4 bzw. die von p3 und der Punkt z = oo. Auf dieser Riemannschen 
Fl3che verlauft der lntegrationsweg y. 
Durch die Substitution z' = 1/(z - e4) wird p4(z) auf piz) zurUckgefi.ihrt. Durch cine Translation 
kann der Punkt z = 0 im Schwerpunkt des Dreiecks aus den gebliebenen drei Nullstellen e1 , e2 , e3 

liegen (Abb. 23.4-2). Dann gilt e1 + e2 + e3 = 0, und nach dem Vietaschen Wurzelsatz ist bis auf 
einen konstanten Faktor p(z) = 4z 3 + c1z + c2 . Daraus ergibt sich die Weierstraftsche Norma/form 
des elliptischen Integrals. Zu den danach bestirnmten Werten -c1 und -c2 kOnnen durch LOSung 
des Umkehrproblems der p-Funktion zwei Periodenw1 und w2 in einer i-Ebene so gefunden werden, 
da6 ihr Periodengitter cine ,P(i)-Funktion definiert, fiir die g2 = -c1 und KJ = -c2 • Durch z = p(i) 
wird dann jedes Periodenparallelogramm der i-Ebene auf ein Blatt und die ganze i-Ebene auf die 
universelle Oberlagerungsftache der Riemannschen Flache von w = Vp(z) eineindeutig abgebildet. 
Nach der Differentialgleichung fur die p-Funktion und wegen z= p(i) gilt dann p'2=4,P 3 -c2,P- CJ 
= w2, d. h .• p'(i) = w. 1st ji das in der i-Ebene gelegene Urbild von yin der z-Ebene, so lautet das 
elliptische Integral in der i-Ebene: 

J rat (z, w) dz= J rat (p, p') p'(i) di. 
y 9 

Das Integral heiOt a) von erster, b) von zweiter bzw. c) von dritter Gattung, wenn der Integrand in 
der .i-Ebene a) cine polfreie elliptische Funktion ist, h) cine el.Jiptische Funktion ist, die zwar Pole hat, 
deren Residuen aber alle Null sind, bzw. c) injedem anderen Fall. Im Fall a) ist der Integrand danach 
in der i-Ebene cine Konstante, so daB gilt rat (.P, p') = const/.P' und rat (z, w) = const/w. Wegen 
w2 = 4z3 -g2z -CJ erhalt man fi.ir die elliptischen IntegraJe: 

Elliptlsche Integrale: const f � = const f V 
dz , w 4zl -KzZ - KJ 

y y 

erster Gattung, 

f z dz zweiter Gattung, f dz , dritter Gattung. 
V4z3 - g2z-gJ' (z - zo)V4z3 -g2z-gJ 

y y 

Die Legendresche Normalform eines elliptischen Integrals liegt vor, wenn w2 = (I - z2) (I -k2z2) 
statt w2 = 4z3 - g2z - KJ gilt; k heiDt Modul. 

24. Analytische Geometrie des Raumes 

24.1. Koordinatensysteme 579 24.2. Lineare Gebilde . . . . . . . . . . . . . . . 585 
Rechtwinklige Koordinaten . 579 Strecke 585 
Schiefwinklige Koordinaten 580 Gerade 586 
Homocene Koordinaten 581 Ebene. 590 
Kugelkoordinaten 581 24.3. Flachen zweiten Grades . 593 
Zylinderkoordinaten . 582 Hauptachsentransformation 593 
Koordinatentransformationen 583 Echte Fliichen zweiten Grades 595 

Das Wesen der analytischen Geometric des Raumes besteht darin, den Punkten des Raumes reelle 
Zahlen zuzuordnen und umgekehrt. Den Kurven (eindimensionale Mannigfaltigkeiten) und den 
Flachen (zweidimensionale Mannigfaltigkeiten) entsprechen dann Gleichungen, und an die Stelle 
von geometrischen Konstruktionen kOnnen algebraische und analytische Verfahren treten. Da diese 
Verfahren die Grundlagen der analytischen Geometric bilden, ist sic auch erst nach dem Erstarken 
der Algebra und der Analysis entstanden. 
Als Begrilnder der analytischen Geometric kOnnen DESCARTES und DE FERMAT angesehen werden. · 
LEIBNIZ und NEWTON lebten zu etwa der gleichen Zeit und verdienen als Begrilnder der Differential
und Integralrechnung ebenfalls genannt zu werden (vgl. Kap. l 3.). 

24.1. Koordinatensysteme 

Rechtwinklige Koordinaten 

Festlegung eines Systems. Koordinatensysteme sind die Mittler zwischen Punkten und Zahlen. Zu.r 
Festlegung eines rechtwinkligen oder kartesischen Koordinatensystems im Raume wird zunacbst 
ein Punkt des Raumes als Anfangspunkt oder Ursprung gewahlt. Durch diesen legt man dann drei 
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punkte sind die Nullstellen von p4 bzw. die von p3 und der Punkt z = oo. Auf dieser Riemannschen 
Fl3.che verUiuft der lntegrationsweg y. 
Durch die Substitution z' = 1/(z - e4) wird p4(z) auf piz) zuriickgefuhrt. Durch cine Translation 
kann der Punkt z = 0 im Schwerpunkt des Dreiecks aus den gebliebenen drei Nullstellen e1 , e2 , e3 

liegen (Abb. 23.4-2). Dann gilt e1 + e2 + e3 = 0, und nach dem Vietaschen Wunelsatz ist bis auf 
einen konstanten Faktor p(z) = 4z3 + c1 z + c2 • Daraus ergibt sich die Weierstraftsche Norma/form 
des elliptischen Integrals. Zu den danach bestimmten Werten -c1 und -c2 kOnnen durch LOsung 
des Urnkehrproblems der p-Funktion zwei Periodenw1 und w2 in einer i-Ebene so gefunden werden, 
daB ihr Periodengitter eine ,P(i)-Funktion definiert, fiir die g2 = -c1 und g3 = -c2 • Durch z = p(i) 
wird dann jedes Periodenparallelogramm der i-Ebene auf ein Blatt und die ganze i-Ebene auf die 
universelle Oberlagerungsfliiche der Riemannschen Fliiche von w = V p(z) eineindeutig abgebildet. 
Nach der Differentialgleichung fur die p-Funktion und wegen z= p(i) gilt dann p'2=4p3 -g2p-g3 = w2, d. h., p'(i)= w. 1st y das in der i'-Ebene gelegene Urbild von ;v in der z-Ebene, so lautet das 
elliptische Integral in der i-Ebene: 

f rat (z, w) dz= f rat (17, 17') l7'(z) di. 
y y 

Das Integral heiBt a) von erster, b) von zweiter bzw. c) von dritter Gattung, wenn der Integrand in 
der i-Ebene a) eine polfreie cUiptische Funktion ist, b) eine el,liptische Funktion ist, die zwar Pole hat, 
deren Residuen aber alle Null sind, bzw. c) injedem anderen Fall. Im Fall a) ist der Integrand danach 
in der i-Ebene eine Konstante, so daB gilt rat (.P, p') = const/p' und rat (z, w) = const/w. Wegen 
w2 = 4z3 -g2z -g3 erh.iilt man fur die elliptischen lntegrale: 

Elllptiscbe Integra)e: const f � = const f 
V 3 

dz • erster Gattung, 
w 4z - KzZ -g3 

y y 

f z dz zweiter Gattung, f 
V 

dz , dritter Gattung. 
V4z3 -g2z -g3 • (z - Zo) 4z3 - g2z - KJ 

y y 

Die Legendresche Normalform eines elliptischen Integrals liegt vor, wenn w2 = (I - z 2) (I - k2z2) 
statt w2 = 4z3 -g2z -g3 gilt; k heiDt Modul. 
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Das Wesen der analytischcn Geometric des Raumes besteht darin, den Punkten des Raumes reelle 
Zahlen zuzuordnen und umgekehrt. Oen Kurvcn (cindimcnsionalc Mannigfaltigkeiten) und den 
FJachen (zweidimensionale Mannigfaltigkeiten) entsprechen dann Gleichungen, und an die Stelle 
von geometrischen Konstruktionen kOnnen algebraische und analytische Verfahren treten. Da diese 
Verfahren die Grundlagen der analytischen Geometrie bilden, ist sie auch erst nach dem Erstarken 
der Algebra und der Analysis entstanden. 
Als BegrO.nder der analytischen Geometric kOnnen DESCARTES und DE FERMAT angesehen werden. 
LEmNIZ und NEWTON lebten zu etwa der gleichen Zeit und verdienen als Begrilnder der Differential� 
und Integralrechnung ebenfalls genannt zu werden (vgl. Kap. 13.). 

24.1. Koordinatensysteme 

Rechtwinklige Koordinaten 

Festlegung eines Systems. Koordinatensysteme sind die Mittler zwischen Punkten und Zahlen. Zur 
Festlegung eines rechtwinkligen oder kartesischen Koordinatensystems im Raume wird zunachst 
ein Punkt des Raumes als Anfangspunkt oder Ursprung gewahlt. Durch diesen legt man dann drei 
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paarweise aufeinander senkrecht stehende Geraden. Sie hei8en Koordinatenachse11 und werden in 
der Regel als x-, y- und z-Achse bezeichnet. Die drei Koordinatenachsen spannen die drei Koordina
tenebenen im Raume auf: die x, y-, die x, z- und die y, z -Ebene. Je zwei Achsen teilen die von ihr 
aufgespannte Koordinatenebene in vier Quadranten, die drei Koordinatenebenen teilen den Raum in 
acht Oktanten. 

Orientierung. Auf jeder Koordinatenachse wird ein Einheitsvektor festgelegt: auf der x-Achse der 
Vektor i, auf der y-Achse der Vektor j, auf der z-Achsc der Vektor k. Durch diese Vektoren werden 
die Koordinatenachsen gerichtet und das Koordinatensystem orie11tiert (Abb. 24.1-1). 
Der Teil einer jeden Koordinatenachse, der vom Ursprung in Richtung des auf der Achse festgelegten 
Einheitsvektors verlauft, heiBt positive Achse, der andere negative. Jc zwei positive Achsen begrenzen 
einen Hauptquadranten, die drei Hauptquadranten den Hauptoktamen. 
Stets kann man mit Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger einer Hand in die Richtungen von i 
(Daumen), j (Zeigefinger) und It (Mittelfinger) zeigen. Gelingt das mit der rechten Hand, so heiBt 
das System rechtsorientiert oder kurz Rechtssystem, anderenfalls linksorientiert oder Linkssystem. 
Durch Umkehrung einer Achse oder durch Spiegelung an einer Ebene geht ein Rechtssystem in ein 
Linkssystem iiber und umgekehrt (Abb. 24.1-2). 

24.1-1 Rechtwinkliges Koordinatensystem, 
rechtsorientiert 

24.1-2 Im Spiegel kehrt sich die 0rientierung um 

Punkt im Raum. 1st ein rechtwinkliges Koordinatensyst'em festgelegt, so kannjedem Punkt des Raumes 
eindeutig ein Tripe! reeller Zahlen und umgekehrt jedem Tripe) reeller Zahlcn eindcutig cin Punkt 
des Raumes zugeordnet werden. Die drei einem Raumpunkt entsprechenden Zahlen heiBen die 
rechtwinkli'gen oder kartesischen Koordinaten des Punktes. Um die rechtwinkligen Koordinaten eines 
gegebenen Punktes P zu bestimmen, faUt man von P aus je ein Lot auf die Koordinatenachsen und 
mi13t die orientierten Liingen der Projektionen in EinhCiten, die der Liinge der festgelegten Einheits
vektoren entsprechen. Die erhaltenen MaBzahlen sind die Koordinaten von P. Um den Punkt P 
auf Grund vorgegebener Koordinaten x, y, z zu bestimmen, benutzt man die Vektorschreibweise. 
Der Vektor x = xi+ yj + zk fuhrt, im Ursprung angesetzt, unmittelbar zu dem gesuchten Punkt P 
(Abb. 24.1-3). Mit dem Lehrsatz des Pythagoras Hi.Bt sich der Abstand vom Ursprung berechnen. Er 
isl lxl = Vx' + y' + z'. 

Beispie/ 1: Gegeben sind die rechtwinkligen Koordinaten x = 3; 
y = 4; z = 12 eines Punkies P. Dafiir kann auch kurz P(J, 4, 12) 
geschrieben werden. Dieser Punkt hat vom Ursprung den Ab-
stand 

!xi= YJ' + 4'+ 12 2 = ¥9 + 16 + 144 = Vi69 = i°J. 
Die Entfernung des Punktes P vom Ursprung betrigt 13 Langen
einheiten. 

24. I •3 Die rechtwinkligen Koordinaten eines Raumpunktes (links); 
der Vektor x = xi + yj + zk zeigt zu P (rechts) 

Schiefwinklige Koordinaten 

Das schiefwinklige Koordinatensystem ist cine Verallgemeinerung des rechtwinkligen. Zu seiner 
Festlegung geniigt es, drei beliebige Geraden, die nur nicht gemeinsam in einer Ebene liegen diirfen, 
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durch den Ursprung zu zichen und auf jeder dieser Geraden je einen Vektor anzugeben. Dann gilt 
wtirtlich das gleiche wie fiir das rechtwinklige Koordinatensystem mit folgenden Ausnahmen: 
t. Die einem Raumpunkt entsprechenden Zahlen heiBen nicht mehr rechtwinklige Koordinaten. 

sondern allgemein Paral/e/koordinoten. 
2. Bei der Bestimmung der Parallelkoordinaten eines gegebenen Punktes P errichtet man ein Parallcl

flach, dessen Kanten den Koordinatenachsen parallel sind und das den Ursprung und den Punkt P 
als Eckpunkte enth3lt. Die orientierten MaBzahlen der Langen der auf den Koordinatenachsen 
liegenden Kanten sind die Parallelkoordinaten von P. 

3. Der Vektor x =xi+ yj + zk fiihrt, im Ursprung angcsetzt, wie beim rechtwinkligen System 
zum Punkt P, aber es ist im allgemeinen [xi =+= V x1 + y1 + z1, weil in schicfwinkligen Dreiecken 
der Satz des Pythagoras nicht gilt. 

Homogene Koordinaten 

In der projektiven Geometrie wird gefordert, da8 zwei Geraden in der Ebene stets einen Schnitt
punkt haben, ebenso im Raume, wenn sie nicht windschief sind. Dabei wird als ,,Schnittpunkt" 
parallelcr Gcraden der uneigentliche Punkt eingefilhrt (vgl. Kap. 25.1.). Einen solchen kann die ana
lytische Geometric in der bisher dargestellten Form nicht erfassen. Eine MOglichkeit, die Forderungen 
der projektiven Geometric auch in der analytischen Geometric zu realisieren, besteht in der Ein
fuhrung homogener Koordinaten. Sind x', y', z' Parallelkoordinaten eines Raumpunktes P, so heiOen 
die durch die Gleichungen 

x' = x/t, y' = y/1, z' = z/t 

den x', y', z' zugeordneten Werte (x, y, z, t) homogene Koordinaten von P. Dieses Wertequadrupel 
ist nicht eindeutig bestimmt. Sind x, y, z, t die homogenen Koordinaten eines Raumpunktes, so sind 
fur jede beliebige reelle Zahl e =+= 0 die Werte ex, eY, ez, er homogene Koordinaten desselben Punktes. 
Umgekehrt ergibt sich jedoch zu den homogenen Koordinaten x, y, z, t bei t =+= 0 stets ein einziges 
Tripel von Parallelkoordinaten. Die Rllcktransformation kann einfach dadurch erfolgen, da8 man 
zu x/t, y/t, z/t iibergehl. 
&ispi,d 1: Der Punkt P(2, 31 -1) hat die homogenen Koordinatcn x = 2s, y = 3s� z = -s, t= s 
mit beliebigem s aj= 0. 

In homogenen Koordinaten werden Aufgaben IOsbar, die in Parallelkoordinaten keine LOsung 
haben; z. B. sind 

y' = ax' + b1 und y' = ax' + b1 

mit b1 =+= b1 zwei parallele Geraden in der x',y'-Ebene, fur die in Parallelkoordinaten kein Schnitt
punkt existiert. In homogenen Koordinaten haben dieselben Geraden die Gleichungen 

y =ax+ b1t und y = ax+ b1t. 

Diescs Gleichungssystem isl IOsbar, es hat sogar unendlich viele LOsungen x = e, y = ae, t = 0. 
Das Wertetripcl (e, ae, 0) stcllt fur beliebiges e =+= 0 die homogenen Koordinaten cines Punktes der 
x', y'-Ebene dar, des uneigentlichen Punkies, der den beiden Geraden gemeinsam ist und die gemein
same Richtung charaktcrisiert. 

Kugelkoordlnaten 

Festlegung der Kugelkoordinaten. Es erweist sich als zweckma8ig, filr bestimmte Probleme, z. B. fur 
solche auf der Oberflache einer Kugel, nicht Parallclkoordinaten einzufuhren. Ein beliebiger Raum
punkt P kann statt durch die rechtwinkligen Koordinaten x, y, z auch bestimmt werden durch 
I. den Abstand r � 0 des Punktes P vom Ursprung 0, 
2. den Winkel <p, den die gerichtete Strecke OP mit der x, y-Ebene einschlie8t und fur den gilt 

-n/2 .;;; 'I' .;;; +n/2, 
3. den Winkel )., den die Projcktion der Strecke OP auf die x, y-Ebene mit der positiven Richtung 

der x-Achse einschlieBt und fur den gilt O � ). < 2.n. 

Den Drchsinn der Winkelmessung zcigt Abb. 24: 1-4. 
Die Werte (r, q;, ).) hei8cn Kugelkoordinaten des Punktcs P. Sic entsprechen den Polarkoordinaten 
in der Ebene und werden dcshalb auch riiumlicht Po/arkoordinaten genannt (vgl. Kap. 13.1. - Polar• 
koordinaten). Jedem Tripe! von Kugclkoordinaten entspricht genau ein Raumpunkt. Es entspricht 
jedoch einem Raumpunkt P nur dann eindeutig ein Tripe) von Kugelkoordinaten, wenn P nicht auf 
der z•Achse liegt. Auf der z-Achse sind au8crhalb des Ursprungs nur r und <p = :3::90° eindeutig 
bestimmt, A dagegen ist bcliebig. Liegt Pim Ursprung, so ist nur r = 0 eindeutig bestimrnt, q; und A 
sind beliebig. 
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Umrechnung zwischen rechtwinkligen und Kugelkoordlnaten. Aus Abb. 24.1-4 ergeben sich die Be-
ziehungen 
x = IOP'I cos A, y = IOP'I sin/., IOP'I = r cos 'P· 
Die rechtwinkligen Koor-
dinaten eines Raumpunk- x = r cos <p cos). 
tes !assen sich danach aus y = r cos <p sin). 
den Kugelkoordinaten be- z = r sin q, 
rechnen. Aus den Formeln 
folgt 
xl + yl + zl = , z,x/Vxz + yl =cos)., 

y/11x2 + y2 = sin i., 
z/1/ x2 + y2 = sin q,/cos <p = tan <p, 

y/x = sin i./cos). = tan).. 
Danach ergeben sich die Kugelkoordinaten cines 
Raumpunktes aus den rechtwinkligen Koordina
ten nach den Formeln 

r=Vx2 +yz +zz , 
'I'= Arctan (z/V x' + y') 
fur x2 + y2 =p 0,  

24.1-4 Kugelkoordinaten r .  , .  A eines Raumpunktes 

A= Arctan (y/x) filr x > 0, y > 0 
bzw. A=:,+ Arctan (y/x) filr x< 0 
bzw. A = 1', + Arctan (y/x) filr x > 0, 

y <O. 
Es ist terner 
'I'= 1t/2 filr x2 + y2 = 0, z > O; A= 1</2 filr x = 0, y > O; 
'I'= -1</2 filr x' + y2 = 0, z < O; A = 3"/2 filr x = 0, y < O; 
<p unbestimmt fur x2 + y1 = 0, z = O; ). unbestimmt fur x = 0, y = 0. 
Unter Arctan ist der Hauptwert der Arkustangensfunktion zu verstehen. 

Beispiel J: Welche Werte haben die Kugelkoordinaten des Punkies P(3. -4. -12)? -
Es giltr=t/3'+42 + 122= 13; 
'I'= Arctan (-12/V33 + 42) = Arctan (-12/S)"' -67,38° ; 
A= 360° + Arctan(-4/3).., 360° - 53,13° = 306,87° . 
Die Kugelkoordinaten des Punktes P sind r = J 3, q, � -67,38° und). 1=t1 306,87°. 

Zyllnderkoordlnaten 

Fllr Probleme auf der Oberflache eines Zylinders ist die Einfuhrung von Zylinderkoordinaten zweck
maBig (Abb. 24.1-5). Dann kann, ausgehend von einem rechtwinkligen Koordinatensystem. ein be

liebiger Raumpunkt P bestimmt werden durch 
I. den Abstand r;;;, 0 des Punktes P' vom Ursprung 0, wobei OP' 

die Projektion der gerichteten Strecke OP auf die x, y-Ebene dar
stellt. 

2. den Winkel tp, den die Strecke OP' mit der positiven Richtung 
der x-Achse einschlieBt mit 0 � tp < :bi, 

3. den orientierten Abstand z des Punktes P von der x, y-Ebenc mit 
-oo<z< +oo. 

Jedem Tripe! von Zylinderkoordinaten entspricht genau ein Raum
punkt. Es entspricht jedoch wieder einem Raumpunkt P nur dann 
eindeutig ein Tripe) von Zylinderkoordinaten, wenn P nicht auf der 
z-Achse liegt. Fiir Punkte der z-Achse sind r = 0 und z bestimmt, q; 
dagegen ist beliebig. 
Zylinderkoordinaten werden z. B. in der Physik Uberall dort einge
ftihrt, wo zylindrisch geformtc K0rper untersucht werden sollcn, z. B. 
bei der Berechnung des Tragheitsmomentes cines Zylinders oder bei
Warmeleitproblemen in ZylinderkOrpern. Die Zylindcrkoordinaten 

24. 1-5 Zylinderkoordinaten (r, <p. z) setz.en sich aus den Polarkoordinaten des Punktes P' in der 
r, 'II, z cincs Raumpunktes x, y-Ebene und der rcchtwinkligen z-Koordinate von P zusammen. 
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x=rcosq, r=Vx1+y1 Daraus ergeben sich die Um• 
rechnungsformeln. Die fur <p 
angegebcne Formel gilt nur, 
wenn x2 + y1 =t= 0. Es ist <p 
unbestimmt filr x1 + y2 = 0. 

y = rsing, cosg, = x/Vx' + y', sing,= y/Vx' + y' 
z = z z=z 

Beispiel 1: Gegeben sind die Zylinderkoordinatcn r= 3; <p = -30°; z= 1 eines Punktes P. FUrscine 
rechtwinkligen Koordinaten gilt x = 3 · cos (-30°) = 3 · cos 30° = '/, · Vi,.. 2,598, 
y = 3 · sin(-30°) = -3 · sin 30° = -'/, = -1,S und z = I. 

Koordlnatentramfonnationen 
Sind zwei Koordinatensystemc (im folgenden sollen es zwei rechtwinklige, rechtsorientierte Systemc 
mit gleicher Uingeneinheit sein) im Raum gegeben, die sich nicht decken, so besteht oft die Aufgabe, 
aus den Koordinaten (x, y, z) eines Punktes P in bezug auf eines der Systeme die Koordinaten 
(x•, y•, z•) dieses Punktes in bezug auf das andere System zu berechnen. Eine solche Umrechnung 
von Koordinatcn nennt man Koordinatentrans/ormation. Man unterscheidet dabei drei Fa.lie: die 
Translation, die Drehung und eine Kombination aus beiden. 

Translation. Die zwei Koordinatcnsysteme liegen so im Raume, daB sie sich durch Paralleli·erschie
bung zur Deckung bringen !assen (Abb. 24.1-6). Hat der Ur
sprung o• des zweiten Systems in bezug auf das erste System 
mit dem Ursprung O die Koordinaten (a1 , a2 , aJ), so gelten 
zwischen den Koordinaten (x, y, z) eines Raumpunktes P in 
bezug auf das erste System und den Koordinaten (x•. y•, z•) 
desselben Punktes in bezug auf das zweite System die folgen
den Beziehungcn. 

X = x• =f- 01 

y = y• + 02 
Z = z• + OJ 

x• = X - 01 

y• = Y - 02 

z• = Z - DJ 
24.1-6 Translation des X 
Koordinatensystems 

&ispiel I: Alie Punktc, dcren rechtwinklige Koordinaten die Gleichung 3x + 2y - z = 5 be
friedigen, licgen auf eincr Ebene im Raum. Wic lautet die Gleichung dieser Ebene in bezug auf 
ein Koordinatensystem, desscn Ursprung in bezug auf das erste die Koordinatcn a1 = -5; a2 = 2; 
a3 = 7 hat? - Es gilt x = x• - 5, y = y• + 2, z = z• + 7, d. h., 3x + 2y - z = 5 geht Uber in 
3x• + 2y• - z• = S + IS - 4 + 7. 
In bezug auf das neuc Koordinatensystem lautet die Gleichung der Ebcne 3x• + 2y• - z• = 23. 

Drebung. Die zwei Koordinatensysteme haben ein und denselbcn Raumpunkt als Ursprung, d. h., 
o• = 0, aber verschiedene Achsenrichtungen (vgl. Abb. 24.1-7). 
In diesem Falle schlie8t jede Achse des einen Systems mit jcder Achse des anderen Systems einen 
Winkel ein. Die Kosinuswerte dieser Winkel werden mit a1, bezeichnet; dabei bezieht sich der erste 
Index ; immer auf das x, y, z-System, der zweite k auf das x•, y•, z•-System, d. h., i und k durchlaufen 
die Zahlen I, 2 und 3. Der Index I entspricht der x- bzw. der x•-Achse, der Index 2 der y- bzw. der 
y•-Achse und der Index 3 der z- bzw. der z•-Achse; d. h., es gilt 
a11 = cos (x, x•) 
02 I = COS (y, x•) 
a31 = cos (z, x•) 
Die Koordinaten eines bcliebi
gen Punktes transformieren sich 
dann nach ncbenstchenden Glei
chuneen. 

a12 = cos (x, y•) 
02 2 = cos (y, y•) 
a32 = cos (z, y•) 

x = 01 ix• + 012y• + 013z• 
y = a21x• + a22y• + a23z• 
z = aJ1x• +ally*+ aJJz• 

all = cos (x, z•) 
a23 = cos (y, z•) 
aJJ = cos (z, z•) 

x• = a11X + 021Y + 031Z 
y• = 012X 022Y + 032Z 
z• = a1Jx + ally+ aJJz 

Die a,,, heil3en Richtungsko.sinusse. Die angegebenen Transformationsgleichungen werden weiter 
unten abgeleitet und diskutiert. Die Matrix des rechten Systems linearer Gleichungen ist die 
Transponicrtc der Matrix des linken Systems (vgl. Kap. 17.5. - Beschreibung linearer Abbil
dungen durch Matrizen). 

KombinaUon. Haben die zwci Koordinatcnsysteme keinen gemcinsamen Ursprung und !assen sich 
auch nicht durch Parallclverschiebung allein zur Deckung bringcn. so lassen sich die Transforma
tionsgleichungen als Kombination der beiden vorangegangenen Systcme von Gleichungen darstellen. 
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x = a1 + 011x• + a,2Y• + 013z• 
y = a2 + a21x• + a22y• + a23z• 
z = a3 + 03 1x• + 03zy• + aJJz• 

X = a, 1(X - 01) + a21(y - Dz)+ D31(Z - 03) 
Y = a12(x - a1) + a22(y - a2) + a31(z - 03) 
Z = D13(X - D1) + 023(y - 02) + 033(Z - 03) 

Alie Transformationen, die auf eindeutig IOsbare lineare Gleichungssysterne fiihren, heillen affine 
Transformationen. 
Alie gcgebcnen Transformationsgleichungen las.sen sich interpretieren als Formeln fur die Anderung 
dcr Koordinaten eines Punktes im festen Raume bei Bewegung des Koordinatensystems, die cine 
Translation, Rotation oder cine Kombination aus beiden sein kann. Sic )assen sich abcr auch als 
analytische Darstellung einer Bewegung des Raumes bei festgehaltenem Koordinatcnsystem auf
fassen. 

Spezielles zu den Drebungen. Die Gleichungssystcmc ffir die Drehung lassen sich wic folgt hcrlciten. 
Der zu einem belicbigcn Punkt P gehOrende Vektor .r sei im ersten System durch .r = xi+ yj + zk, 
in, zweiten durch x = x•;• + y•r + z•k• gegeben. Schreibt man x im ersten System in der Form 

x - lxl [(x/lxl) i + (y/lxl)j + (z/lxl) k] 

und betrachtet man zun3.chst den Spezialfall, daB dieser Vektor im zweiten System gleich i•, d. h. 
x• = l, y• = z• = 0 ist, so wird defi.nitionsgernaB x/lxl = a11 , y/lxl = a21 , z/lxl = a31 • 
Entsprechende Ergebnisse liefern die Spezialfiille x = j• und x = k•. 

Somit ergibt sich i• = a1 ,; + a2 ,j + U31k, r = a12i + a2d + a32k, k• = a1i + a23j + U33k. 
Setzt man diese AusdrUcke in x = x•;• + y•r + z•k• ein und vergleicht man das Resultat mit 
x =xi+ yj + zk, so ergibt sich das linke Gleichungssystem fur die Drehung. Entsprechend Ja.Bt 
sich das rechte herleiten. 
Beziehungen zwischen den Richtungskosinussen ergeben sich aus den Ausdriicken fur i•, r, k• auf 
Grund der Tatsache, daB diese Vektoren Einheitsvektoren sind, 1;•1 = lrl = lk•j = I, und paar
weise aufeinandcr senkrecht stehen, ;•r = i•k• = j*k• = 0 . 

.Bezichungen zwischen 
den Richtungs
kosinussen 

a11a12 + a2 1a22 + a3 1a32 = 0 
a11a13 + U21U23 + U31U33 = 0 
U12U13 + a22a23 + U32U33 = 0 

Es lassen sich noch weitere Beziehungen herleiten, wcnn man berilcksichtigt, daB auch i, j, k Einheits
vcktoren sind und paarweise aufeinander senkrecht stehen; jedoch z.eigt sich, da8 insgesamt nur 
sechs voneinander unabhiingige Beziehungen zwischen diesen Kosinuswerten existieren. 
Da zwischen den neun Richtungskosinussen, die cine Drehung charakterisieren, sechs unabhiingige 
Gleichungen gelten, ist cine Drehung schon durch drei GrOjJen vollstiindig beschreibbar. Das hat 
CAYLEY ganz allgemein bewiesen. Auf Grund dieser Tatsache ergeben sich zwei besonders anschauli
liche CharakterisierungsmOg]ichkeiten einer allgemeincn Drehung, niimlich durch drei Winkel oder 
durch cine Achse und einen Winkel. 
Drehung des Koordinatensystems. Ein rechtwinkliges Koordinatensystem mit den Achsen x, y, z 
lii8t sich stets mit einem zweiten rechtwinkligen Koordinatensystem gleichen Ursprunges, des.sen 
Achsen x•. y•, z• beliebig im Rau me liegen, zur Declcung bringen, indem man das erste zunachst 
um die x-Achsc um einen Winkel <Pin ein x1 ,. y,. z1 -System, dann um die y1-Achse um einen Winkel y, 
in ein x2 • y2 , z2-System und dieses schlieOlich um die zrAchse um einen Winkel x in das x•, y•, 
z•.System dreht (Abb. 24.1•7). 

,· 

,. 

24.1-7 Drehung des Koordinatensystems 
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&zithungtn zwischtn dtn Richtungskosinusstn a,,. und den Winktln <p, 'I' und X· 

k=I k=2 

i=1 cosy, cos X -COStpSinx sin V' 

i=2 cos <p sin x + sin <p sin tp cos X cosrpcosx - sinrpsin,psinx -sin<pCOStp 

i= 3 sin<psinx-cos<psinv,cosx sin <p cos x + cos <p sin 'I' sin x cos <p cos 'I' 

&ispitl tiner Drthung: Auf der Oberfliche einer Kuael, dcren Mittelpunkt als Ursprung cines 
rechtwinkligcn Koordinatensystcms gcwihlt wurde, liege der Punkt P(-4, 8, -16). Wird das 
Koordinatcnsystem um dicx-Achsc um den Winkel <p = 30°, um die y-Achse um den Winkel y, = 4S0 

und um die z-Achse um den Winkel x = 60° cntgegen dcm Uhrz.eigcrdrehsinn gedreht, so crhilt 
man mit den anaeacbenen Formeln die Richtungskosinusse und damit die ncucn Koordinaten 
des Punkies P: 
a11 ='/.V2 a.,=-'J.V6 a13='/,V2 
a,, = 'I•+'!, V2 •12 = 'J.Vf- '!, V6 a,, = -'J.V2 
.,, = 'I• Vi - '!, Vii .,, ='I•+'/, V2 a,,= 'I• Vii 
x• = 6-4 Vi+2J/6,.. 30

97; y• = -4-6V2+2Vi,.. -9,02; z• � -4V2-4V6"" -1S,S. 

Ohne Hcrlcitung sci bier cin Satz angcfuhrt, dcr cine groBc Bcdcutung in dcr Mcchanik hat. 
Siad zwel r«lltwinklla• Koordlnal-1-• a)ek:bea u._es mlt bellebtaea Acblearicb._ea 
Im Raume ,..-, oo kaan - immer elae durdl den u._ •- Gende denrt _-, 
dd das elae KoordlnatftD)'ltem durdl llrebuaa um .U... Gende In das aadere llberselit. 

Angcwandt auf cincn starrcn K0rpcr kann dicscr Satz z. B. in folgcndcr Weise formuliert werdcn: 
ht fllr elnea stanm Kllrper, •oa d- eia Punk! 0 relatJ,, zu •- .._,,.tem fest bleiben ooll, 
qendeille IINla)ldle Lqe als Aafuplaa< and qeadelne udere als Eodlqe ...-, oo lwm man 
lmmer elne durdl O aeliende Acbse denrt --• dal der Kllrper durdl elne Dreliang am .U... 
Achse aus der Anfanplqe la die Eodlqe llbersefllbrt wenlea kaan. 

Eine Kl,lgcl, dercn Mittelpunkt im Raume fest bleibt, kann man 
auf keinc Weise so bewcgcn, daB nach Becndigung der Be
wegung alle Oberftltchenpunkte an ciner anderen Stelle liegen 
als vorhcr. Yielmehr licgen stets cntwedcr zwci oder alle Ober
ftachenpunktc an der glcichen Stelle wie zu Anfang. 
Man kann jedcs kartcsische x, y, z-Koordinatensystem auch 

24.1-8 Eulcrschc Winkel ¥', "· fJ 

durch Drchung um die Euluschen Winkel V', 'P, D mit einem 
zwciten kartesischen x•, y•, z•-Koordinatcnsystcm zur 
Deckung bringcn. Wird die Schniugcradc zwischcn dcr 
x, y-Ebenc und dcr x•, y•-Ebenc als Knotcnlinie k be· 
zcichnet, so crgeben sich die Eulcrschen Winkel aus fol• 
genden Schritten: ,p = 14:(x, k)I bei Drehung um die 
z-Achse, I}= 14:(z, z•)I bei Drehung um k und ,p = 
14:(k, x•)I bei Drehung um die z•-Achse (Abb. 24.1-8). 

24.2. Llneare Gebilde 

Strecke 
AJlganeiDes. Die geradlinige Yerbindung zwcier Punkte 
P1 und P2 im Raumc hei0t cine Strecke und wird mit 
PI P 2 bezcichnct. Lcgt man durch P 1 und P 2 Parallclebencn 

a
,, 

24.2•1 Komponentcn einer Strecke 
im Raum 
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zu den Koordinatenebenen eines Systems von Parallelkoordinaten, so schneiden dicsc auf jcdcr 
Koordinatenachse zwei Punkte aus, auf der x-Achse Q11 und Q12 , auf der y-Achse Q21 und Q22 • auf der z-Achse Q31 und Q,, (Abb. 24.2-1). 
Die Streckcn Q11Q12 , Q21Q22 und Q31Q32 heiBen die Komponenten der Strecke P1P1 . Haben die 
Punkte P1 uod P2 die Koordinaten (x1,y1,z1 ) und (x1 ,y2,z2), so haben die Komponentcn die 
MaDzahlen x2 - x1, y2 - y1 , z2 - z,. Diese werden die Koordinaten der Strecke P1P2 genannt. 
Linge. Im rechtwinkligen Koordinatensystem ergibt sich die Lange der Strecke P1P2 nach dem Satz 
des Pythagor-as aus dem rechtwinkligen Dreieck P1(x 1, y1, z1), P2(x1 , Yz, z2), P0(x 1 , y1 , z1) .  
Sic wird mit  1P,P21 bezeichnet. Die Lange dcr Strecke P1P2 is t  zugleich der Abstand der Punkte 
P1 • P2 voneinander. 

Beispie/ 1: Sind P1(5, 2, -1) und P2(-3, -2, 0) gegebcn, so ist die Lange der ·Strecke P,P2 bc
stimmt durch IP,P,I = V(-3 - 5)2 + (-2 - 2)2 + (0 + 1)2 =vs•+ 42 + 12 = V64+ 16+ I 
= vsT = 9. Die Streckc P1P2 ist 9 Koordinatcncinhcitcn lang. 
Sind P,, P2 und P3 drei beliebige Punkte ,--------,----------, 
im Raum, so geniigen ihre Abstiinde von- ! Dreiecksungleichung I IP,P,I '- IP,P21 + IP2P3 1 ! 
einander der Dreiecksungleichung. 

Orientierung. Kommt es auf den Durchlaufsinn einer Strecke Q1Q2 an, d. h., soil Q, der Anfangs
punkt und Q2 der Endpunkt der Strecke sein, so kann der Deudichkeit halber (i;Q2 gcschricben 
werden. Liegt dicscgerichtete StreckeQ1Q2 auf ciner orientierten Geraden, die ihrerseits einen Durch
laufsinn hat, so ist von der Lange IQ1Q21 der Strecke ihre Ma0z.ahl m(Q 1Q2) zu unterscheidcn. Sind 
P1 und P2 zwci Punkte der Geraden und wird ihre Orientierung durch � festgelegt, so gilt 
m(Q1Q2) = +IQ,Q,I. falls die Orientierung M, der von F;P, entspricht, m(Q,Q,) = -IQ,Q,1, 
falls die Orientierung M, der von � entspricht (vgl. Kap. 7. I. - Strahl und Strecke). 

-Teilung. 1st auf einer durch P1P2 orientierten Geraden ein beliebiger von P2 verschiedener Punkt P 
gegeben, so sagt man, P teilt die orientierte Strecke M im Verh3.ltnis m(P1P): m(PP2) = ). und 
nennt Adas Abstandsverhiiltnis. Speziell spricht man von innerer Teilung, wenn P zwischen P1 und P2 Jiegt. Dann gilt unabh3.ngig von der Orientierung der Geraden A > 0. Liegt P auBerhalb der Strecke 
P1P2 , so spricht man von iiujJerer Tei/ung, und es ist A< 0. Der Mittelpunkt einer Strecke hat in 
bezug auf deren Randpunkte stets da.!...ibstandsverhiiltnis A= I. Durch das Abstandsverh3.ltnis ). 

in bezug auf cine orientierte Strecke P1P2 ist der Teilpunkt P eindeutig festgelegt. Sind (x1 , y1, z1) 
und (x2, y2, z2) die Koordinaten von P1 und P2, so hat P die Koordinaten 

x = (x 1 + AX2)/(I + ,I); y = (y, + ,ly2)/(I + ,I); z = (z1 + ,<z2)/(I + ,I). 
Beispiel 2: Die orientierte Strecke M mit P1(5, 2, -1) und P2(-3, -2, 0) soll im Abstands
vcrhaltnis A= -5 geteilt wcrden. Fiir die Koordinaten des Teilpunkts crhilt man 

x = [5 + (-5) · (-3)]/(-5 + 1) = 20/(-4) = -5; 
y = [2 + (-5) · (-2)1/(-5 +I)= 12/(-4) = -3; 
z =[-I+ (-5) · (0)]/(-5 +I)= -1/(-4) = 1/4. 

Wegen ). = -5 handelt es sich um cine .iuOerc Teilung. 
&i Parallelprojektion der Punkte eines Strah/es au/ einen 
beliebigen anderen Strahl bleiben die AbstandsverhD/tnisse 
zwischen den Punkten erhalten (Abb. 24.2-2). 

Gerade 
Q' 

Richtungskosinu sse. Unter den Richtungskosinussen einer P 1 P, P P1 
orientierten Geraden versteht man die Kosinuswerte der (A'•-f) (A-+f) 
Richtungswinkel, d. h. der Winkel, die cine zu der Geraden 24.2-2 Bci Parallelprojektion bleiben parallele, durch den Ursprung des Koordinatensystems !au- Abstandsverh3.ltnisse erhalten fende Gerade gleicher Orientierung mit der jeweils positiven 
Richtung der Koordinatenachsen einschlieBt (Abb. 24.2-3). Dicse drei Winkel sind je nach dem 
Drehsinn der Winkelmessung zweideutig, ihre Kosinuswerte aber sind eindeutig bestimmt; denn cs 
gilt cos (X = cos (2.'"t - !X). 
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Beziehungen. Geht cine orienticrtc Gerade mit den Richtungswinkeln tx, P und y bezUglich der x-, y- und z-Achse durch einen Punkt P1 mit den Koordinaten (x1 , y 1 , z1) und ist P mit den Koordinaten (x, y, z) ein beliebiger Punkt dicserGeraden, so gilt: 
x = x1 + IP,PI cos01; y = y, + IP,PI cos{J; z = z1 + IP,PI cosy. 

Der .Beweis ist einfach. Man lcge zunichst durch P1 als Ursprung ein rechtwinkliges Koordinatensystem und fiihre dann cine Translation aus. Es folgt (x - x1)1 + (y - y1)1 + (z - z,l' 
= IP,PI' (cos' 01 + cos' /J + cos' y). 

24.2-3 Die Rich
tungswinkel einer 
Geraden 

.-----------, Daraus ergibt sich unter .BcrUcksichtigung der bekannten Fonnel 
I cos1 (): + cos1 p + cos1 y = 1 I fur 1P1PI die nebenstchende grundlegcnde Bcziehung zwischen • den Richtungskosinussen einer orientierten Geraden. Auch umgekehrt kOnnen drei bcliebige Zahlen a, b, c, fur die a1 + b1 + c1 = I gilt, als Kosinus• werte der Richtungswinkel einer orientierten Geraden im Raum aufgefaBt werden. 
Berechnung der Richtungskosinusse bei zwei vorgegebenen Punkten. Sind P1 und P2 zwei Raumpunktc mit den Koordinaten (x1, y1, z1) und (x2 , y2 , z2), so ergeben sich fur die Kosinuswcrte der Richtungswinkel a, p und y dcr durch diese Punkte hindurchgehenden, von P1 nach P2 orientierten Geraden die folgcnden Formeln. 

COSOI 

cosy 

Xz - Xi 
cosP V(x, - x1)' + (y, -y1)1 + (z, - zi)' ; 

Zz - Z1 

Y1-Y1 

Beispiel J: Es sollcn die Richtungskosinusse der durch P1 (S, 2, -1) und P2(-3, -2, O) im Raumc festgelegten und von PI nach P2 orientierten Geraden bcstimmt werden. -
Es ist V(x, - x,)' + (y, - y1)2 + (z, - z1)1 = Vs2 + 42 + 11 = 9; danach erhalt man 
cos01 = (-3 - 5)/9 = -8/9, cos/J = (-2 - 2)/9 = -4/9, cosy= [0- (-1)]/9 = 1/9. 
Zur Probe kann man prfifen, ob die Summe der Quadrate der erhaltencn Kosinuswerte 1 ist. 

Glefchungen der Geraden. Durch Einfuhrung der Vcktoren x =xi+ 
yj + zk, .r1 = x1i +yd+ z1k, e = cos cxi + cos Pi+ cosyk !assen sich die Glcichungen x = x 1 + [P1 PI cos ix; y = y 1 + [P 1 PI cosP: 
z = z, + IP,PI cosy auf die einfache Form .r = .r1 + IP1PI e 
bringcn. Der Vektor e heiBt Richtungsvektor und ist cin Einheitsvektor. Gelegentlich wird auch ein Vielfaches von e als Richtungs• vcktor bezeichnet. Dann wird statt e der Buchstabe a verwendet. Schreibt man allgemein .r = .r1 + ra, so erhalt man bei vorgegebenen .r1 und a zu jeder beliebigen reellen Zahl 1 einen Vektor .x, der vom Ursprung aus nach einem Punkt der Geraden zeigt. lndem r alle Zahlen von -oo bis +oo durchl3.uft, erhalt man alle o�--- -J Punkte der Geraden. Umgekehrt laBt sich zu jedem beliebigen 24.2-4 Zur Punk.trichtungs-
Geradenpunkt cine Zahl t so angeben, daB der Vektor .r = .x1 + ta glcichung ciner Geraden 
zu diesem Punkt zeigt. Deshalb wird .r = .r1 + ta als cine Gleichung der Geraden, als die Punktrichtungs-
gleich11ng, oder, da , Parameter ge- Punktrichtungsgleichung der Geraden .r = .r1 + /11 nannt wird, als cine Parameterdar-
stellung der Geraden bezeichnet (Abb. 24.2-4). Bei einer Parameterdarstellung einer Geraden kommt es nur darauf an, jedem Parameterwert aus ]-oo, +oo[ eindeutig einen Punkt zuzuordnen und umgekehrt, ohne daB Wert darauf gelegt wird, in welchem Sinne die Gerade durchlaufen wird9 wenn Ivon -oo nach +oo lauft. Dann spielt der Richtungssinn von a keine Rolle, a braucht nicht Einheitsvektor zu sein. 

&ispie/ 2: Es soil cine Punktrichtungsgleichung dcr in Bcispiel I gcgcbenen Geradcn angegcben werden, wenn P1 und die Richtungskosinusse aJs gcgcben betrachtet werden. -Es ist .r1 = 5i + 2j- k und • = (Si+ 4j - k)/9. Als Punktrichtungsgleichung ergibt sich mithin 
.r = (5i+ 2)- k) - t(Si+ 4j- k)/9 . 
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Legt man einen neucn Parameter durch u = -t/9 fest, so l88t sich an Stelle dieser Gleichung auch 
x = (SI+ 2j - k) + u(81 + 4j - k) 

schrcibcn. Sic ist cbcnfalls cine Parameterdarstellung der gegebenen Geraden, ihr Richtungs
vektor ist aber kein Einheitsvektor mehr und hat nicht mehr die ursprUngliche Oricnticrung. 

Zwei Punkte sind vorgegeben. Sind P 1 und P2 zwci vorgegebcne Punkte einer Geraden mit den 
Koordinaten (x1 • y1 , z1) und (x2 , Y:z. z2), so sind die Vektorcn x 1 = x1i + Yii + z1k und .:r2 =xii+ y2j+ z1k bekannt. Als Richtungsvektor kann man a= x2 - .:r1 ansetzen. Wird dicscr 
Ausdruck fur a in die Punkt-
richtungsgleichung eingesetzt, 
so entsteht cine Zweipunkle
gleichung dcr Gcradcn. 

Zwcipunkteglcichung dcr Gcraden 

Beispiel 3: Es soil cine Zweipunktegleichung der durch P 1(5, 2, -1), P2(-3, -2, 0) festgelegten 
Geraden angegcbcn werdcn. -
Aus x1 =SI+ 2j- k und x2 = -31- 2j ergibt sich x2 - x1 = -81- 4j + k. 

Als Zweipunktegleichung erhiilt man x = (SI+ 2/ - k) + 1(-8i - 4j + k) 
oder x= (Sl+2j- k)+ u(8i + 4j-k), wcnn man einen neuen Parameter durch u = -t festlegt. 

Es folgt die Herleitung einiger Formeln, mit denen sich die wichtigsten geometrischen Grundau/gaben 
losen lassen. 
Winkel zwischen zwei Geraden. Man sagt, zwei durch ihre Richtungsvektorcn a und a• orientierte 
Geraden schlieBcn einen Winkel der Gr08e q, ein, wenn die durch den Ursprung gehenden Parallelen 
gleicher Orientierung einen Winkel diescr Gr0Bc einschlieBcn. Nach Definition des inneren Produkts 
ist ao• = lal la*I cos ,p. Zwei Geradcn stehen dcmnach genau dann senkrecht aufeinander, wcnn 
aa• = 0. Mit e = a/lal und e• = a*/la*I erhalt man cos ,p = ee• .-------, 
(vgl. Kap. 17.3. - Vektoralgebra). I cos 9' = ee• 
&ispi,I 4: Gegcbcn sind zwei orientierte Geraden durch x = (21 - Jj + 4k) + 1(31 - 4j + 12k) 
und x• = (I+ Sj - Jk) + 1*(41 + Jk). Welche Gri!Bc hat der Winkel <p <"•den sie einschlieBcn, 
wcnn ihie Orientierung der der angegebcncn Richtungsvckton:n cntspricht? - Die angegebcnen 
Richtungsvekton:n mOssen zunachst normiert werden. Es ergibt sich 
, = (31 - 4/ + 12k)/V9 + 16 + 144 = (Ji - 4j + 12k)/13 und ,• = (41 + 3k)/Vl6 + 9 

= (41 + Jk)/5 und somit 
cos <p = (31 - 4j + 12k) · (41 + Jk)/(S · I 3) = (3 · 4 - 4 · 0 + 12 · 3)/(S · 13) = 48/65"' 0,738 ... 
Der von den bciden angegcbcncn Geraden eingcschlossene Winkel hat danach die Gr0Bc 
q, � 42,4°. Damit ist abcr nicht gesagt, daB die Geraden einander schnciden. 

Abstand elnes Punktes von einer Geraden. 1st x = x1 + re die Gleichung einer gegebenen Geradcn 
und sind (x2 , Yl, z2) die Koordinatcn eines gegebenen Punktes P2 , so ist, iJiii. = x2 gesctzt, 

d = l(x, - x1) x •I der Abstand des Punktes P2 von der gegebcnen Geraden, d. h. die Lange des 
Lotes von P2 auf die gegcbene Gerade (Abbil
dung 24.2-S). Bci der Bchandlung der Geraden .§.1!!.0.P!

t soil dcr Absrand zuna.chst cine Gr0Oe mit nichtx ax1' e ncgativcr MaBz.ahl scin; dcr Bcgriff des orientiu
ten Abstands wird erst bei der Behandlung dcr 
Ebcne wieder aufgegriffcn. 
! Abstand Punkt- Gerade [ d = l(x, - x i ) x •I !
Beweis: 1st q, � n die Gr0Bc des von e und P 1P2 cingeschlossencn Winkels, so ist d = 1P 1P21 sin q,. 24.2-.5 Abstand eines Punktes von eincr Geraden Andcrerscits ist )aut Definition des Vektorpro-

-+ dukts IM X •I= IP,�•I sin <p. 
Wcgen lei= I gilt IP1 P2 X el= IP,P1 1 sin ,p = d. Daraus folgt wcgcn P 1P2 = x2 - x, die Be
hauptung. 

&ispi,I S: Gcsucht isl der Abstand des Punkies P 2(3, I, S) von der Geraden 
X = (21 +"3/ + 4k) + 1(31- 4/ + 12k)/13. -
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Es sind .r1 = 2i - 3j + 4.t und .r2 = Ji + j + 5k, folglich gilt .r2 - .r1 = i + 4j + k. 

Man berechnet zuniichst das Vektorprodukt (vgl. Kap. 17.3. - Vektoralgebra): 
(.r2 - .<1) X • = (/ + 4j+ .t) X (Ji- 4J+ 12.t)/13 = (52i- 9j- 16k)/13. 

Der Bctrag dieses Vektors ist der gesuchte Abstand 
d = Vs22 + 92 + 162/13 = V2104 + 81 + 256/13 = V3041/13.., 4,24. 

Der Punkt P2 ist rund 4,24 Koordinateneinheiten von der gegebenen Geraden entfemt. 
Abstand zweier windschiefer Geraden. Zwei Geraden, die keinen Punkt gemeinsam haben und auch 
nicht parallel zueinander liegen, heiBen windschief Sind g und g• zwei windschiefe Geraden, so gibt 
es stets genau einen Punkt Q auf g und genau einen Punkt Q• auf g•, so da8 der Vektor � auf 
beiden Geraden senkrecht steht. Die Lange dieses Vektors ist die kUrzeste Entfernung, die irgend 
zwei Punkte der Geraden g und g• voneinander haben kOnnen. Sie heiBt der Abstand der beiden 
Geraden voneinander (vgl. Kap. 8.1. - Geraden und Ebenen im Raum, Abb. 8.1-3). 
Aus der Gleichung x = x1 + ta von g und der Gleichung x• = xf + ra• von g• Hi8t sich ihr Ab
stand d berechnen. E!..&.bt ein�arameter 11 , so dall x1 + 11a = � und einen Parameter r1, 

so daB .rr + ,,a• = OQ'. Da QQ' senkrecht auf a und a• steht, gilt QQ' = d. (a X a')/la X a'I, 
Setzt man diese Ausdriicke in W = OQ + QQ* ein und multipliziert danach beide Seiten skalar 
mit (a x a•). so ergibt die AuflOsung nach d den Abstand der windschiefen Geraden g und g•. 

Abstand d zweier windschiefer Geraden d = l(r, - xr>. (a X a*)/la X o*II 
B,ispiel 6: Fiir die Geraden .r=(i+i+k)+1(l-j+k) und x"=(I-J+k)+r(-i+J+k) 
erhalt man (.r, - .rr) = 2J sowie (ax a•) = (-21- 2J) und daf!lil den Abstand 
d = 1(2j) · (-21- 2J)f/V22 + 22 = 4/Vii = V2"' 1,414. 
Der Abstand der Geraden betrligt rund 1,414 Koordinateneinheiten. 

Schnitt zweier Geraden. Im Raume haben zwei Geraden im allgemeinen keinen Punkt gemeinsam. 
Sind nimlich g und g• zwei Geraden mit den Gleichungen x = x(t) = x1 + ta und x• = x•(r) 
= .xl" + Ya• und soil wenigstens ein gemeinsamer Punkt existieren, so mun es wenigstens ein solches 
Wertepaar ,, r geben, dall x(t) = x•(Y). Dieser Vektorgleichung entspricht ein lineares Gleichungs
system von drei Gleichungen fur die zwei Unbekannten t und r, d. h. ein im allgemeinen nicht IOs
bares Gleichungssystem (vgl. Kap. 17.' I.). 
Notwendig und hinreichend fiir die Existenz einer eindeutigen LOsung, d. h. dafiir, dall zwei Geraden 
im Raume einander in genau einem Punkte ....--------------, 
schneiden, sind die nebenstehenden Beziehungen. I a x a•+ o und (.x1 - x�) (a x o•) = 0 I 
Die erste bedeutet, dall die• Geraden nicht ein- · ·
ander parallel sein, also auch nicht zusamrnenfallen diirfen, die zweite folgt unmittelbar aus der 
Forrnel fiir den Abstand zweier windschiefer Geraden, der ja bei sich schneidenden Geraden Null 
sein mun. Existieren zwei Parameter t und Y als eindeutige LOsung des genannten Gleichungs
systems, so liefern diese, in die Gleichungen der Geraden eingesetzt, den Schnittpunkt von g und 
g•. Andernfalls existiert entweder kein Schnittpunkt bzw. keine LOsung des Gleichungssystems, 
oder g und g• fallen zusammen, und das System hat unendlich viele LOsungen. 

&ispi,I 7: Fur die Geraden .r = (2i - 3j + 4k) + 1(3i - 4j + 12.t) und 
.r• =(I + 5j- 3k) + 1'(361 + 212j + 27k) erhlilt man den Abstand d = 0. Dabei isl ax a• 
=t= 0, die Geraden haben deshalb gcnau einen Schnittpunkt. Dann mu8 es ein t und ein ,• geben, 
so da8 
(2i - 3j + 4k) + t(3i - 4j + 12.t) = (i + Sj- 3k) + 1•(361 + 212j + 27k); daraus ergibt sich 
(I + 31 - 361•) I - (8 + 41 + 212l') J + (7 + 121 - 271') .t = o. 31 - 361'=-I Da ein Vektor nur dann Nullvektor sein kann, wenn aJle seine Kompo- 41 + 2121• = -8 neaten verschwinden, folgt daraus das nebenstehende Gleichungssystem, 12, _ 211• = _ 7 das die einzige Losung 1 = -25/39, 1• = -1/39 hat. Sctzt man diese 
Parameterwerte in die Geradengleichungen ein, so muB x = .x• sein, und dieser Vcktor zeigt zum 
Schnittpunkt dcr Geradcn. Es ergibt sich 

.r = .r• = (Ji - 17j- 144k)/39. 
Die Koordinaten des Schnittpunktes haben die Werte x"' 0,077; Y"' -0,436; ,.., -3,692. 

Einc Schar von Geraden, die durch einen festen Punkt hindurchgeht, heint ein Geradenbiinilel. Liegen 
die Geraden auBerdem samtlich in einer Ebene, so spricht man von cinem Geradenbiischel oder, bci 
orientierten Halbgeraden, von einem Strahlenbiischel. 
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Ebene 
Eine Ebene laBt sich im Raume durch drei nicht auf einer Geraden liegende Punkte oder durch zwei 
Punkte und einen zu der Vcrbindungsgeraden dieser beiden Punkte nicht parallelen Richtungsvektor 
oder durch einen Punkt und zwei nicht parallele Richtungsvektoren festlegcn. 

24.2-6 Zur Parameterdarstellung 
einer Ebcne 

Parameterdarstellung. Sind ein Punkt P1 mit den Koordinatcn 
(x1 , y1, z1) sowie zwei nicht parallele Richtungsvektoren a und 
a• vorgegeben und wird der Vektor � wiedcr mit x1 be· 
zeichnet, so zeigt x• = x, + ta zu eincm Punkt p• der durch 
x 1 und " festgclegtcn Geraden. Der Vcktor :r: = x• + -ra• zeigt 
dann zu einem Punkt P der durch x1 ," und a• festgclegtcn 
Ebene. Filr jedes beliebige Parameterpaar ,, T ist deshalb durch 
x = x 1 +at+ a•T ein Ebenenpunkt festgelegt. Umgekehrt gibt 
es zu jedem Punkt P der Ebene zwei Zahlen r und T, so daB cine 
derartige Darstellung gilt. Es ist eine Parameterdarsrellung der 
Ebene (Abb. 24.2-6). 

Parameterdarstellung ,der Ebene 
Sind zwei Punkte P1 und P2 und ein Richtungsvektor a vorgegeben, so bestimmt man o• als Rich
tungsvektor der durch P1 und P2 festgelegten Geraden. Sind drei Punkte gegeben, so legt man durch 
sie zwei Geraden und berechnet deren Richtungsvektoren a undo•. In jedem Fa lie kann man zu einer 
Parameterdarstellung der angegebenen Form gelangen. 
&ispiel /: Die Punkte P1(0, I, I), P2(1, 0, I) und P3(1, I, 0) bestimmen cine Ebene im Raum. Wie 
lautet ihre Parameterdarstellung!...=..,Man�ech� zunichst zwci�htuneektoren, die nicht 
normicrt zu sein brauchen, z. B. P1 P2 = OP2 - OP1 = i - j und P1P3 = OP3 - oli = i - k. 

Kennzeichnet O den Koordinatenursprung und setzt man nun z. B . .x1 = if11 • so ergibt sich als 
Parameterdarstcllung der Ebene 

X = U + k) + (i - j) u + (i - k) V. 
Dabei sind die Parameter mit u und v bczcichnet worden. Will man eine Darstcllung mit normienen 
Richtungsvektoren haben, so fuhrt man die Parameter t = ufi - JI = u V2, T = vii - ll = v J/2 
ein. Mit t und T erhalt man 

x = u + k) + (i - j) ,/Vi+ (i - k) ,/V2. 
Allgemeine Ebenengleichung. Die als Parameterdarstellung der Ebcne angegcbene Vcktorgleichung 
stellt ausfilhrlich geschrieben das rechts folgende System von drei linearen Gleichungen dar, in dem 
o = J.e, a•= A•e• gcsetzt ist: 
Multipliziert man 
die erste mit A = cos P cosy• - cos p• cosy, x = x, + At cos o; + .t•T cos ex• 
die zweite mit B = cosy cos o;• - cosy• cos o;, y = y1 + At cos {J + A•T cos p• 
die dritte mit C = costx cos fJ• - cos o;• cos{J z = z1 + At cosy+ ).•T cosy• 
und addiert dann alle drei Gleichungen, so erh3.lt man 

Ax+ By+ Cz = Ax, + By. + Cz, bzw. A(x - x1) + B(y - y1) + C(z - z1) = 0 
als Gleichung einer durch P1 hindurchgehenden Ebene. Fa8t man in der ersten Form die rechte 
Seite zu einer Konstanten -D zusammen, so ergibt sich die a/lgemeine Ebenengleichung. 

! Allgemeine Ebenengleichung I Ax + By + Cz + D = 0 !
Alie Raumpunkte, deren Koordinaten (x, y. z) cine Gleichung dieser Form so befriedigen, daO 
A, B, C nicht alle Null sind, liegen auf einer Ebcne, und zujeder Ebene gibt es cine derartige Glei
chung, der alle Punkte der Ebene genilgen. Genauer gesagt, gibt es zu jeder Ebene sogar unendlich 
viele solche Gleichungen, da ja cine derartige Gleichung mit jeder beliebigen van Null verschiedenen 
Zahl multipliziert werden kann, ohne daB sie deshalb eine andere Ebcne darstellt. Das ist auch ein 
Grund dafiir, daB den einzclnen Werten van A, B. C und D keine geometrischc Bcdeutung zukommt, 
sondern nur ihren Verh8ltnissen. 
Abschnittsgleichung. Diese Ebenengleichung in Achsenabschnittsform gewinnt man aus der allgemeinen 

Ebenengleichung, indem man D auf die rechte 
Abschnittsgleichung x y z Seite bringt, beidc Seiten durch -D dividiert und 
der Ebene -,; + b + 

c 
= I a= -D/A, b = -D/B, c = -D/C setzt. Dabei 

wird vorausgesetzt, daB die GrOBen A, B, C, D 
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samtlich ungleich Null sind; andernfalls gelangt man zur Abschnittsgleichung, indem man die entsprechenden Operationen so weit ausfuhrt, wie sie erlaubt sind (vg]. Beispiel 2). Aus der Abschnittsgleichung HU3t sich ablesen, daB die Ebene auf der x-Achse die Strecke a, auf der y-Achse die Strecke b und auf der z -Achse die Strecke c abschneidet (Abb. 24.2-7). 
Beispiel 2: lst.r = (Ji+ j- 2k) + (i-j+ k) t/VJ + (i + j- k),/f3 I'die ParaDlCterdarstellung einer Ebcne, so haben die Richtungsvektoren a und o• die Richtungskosinussc 

COSO<= I :VJ, 
cos/J= -1 :VJ

COS)'= l:t/3 
Damit findct man 

COSO<* = I :Vl,

cosfJ• = I: VJ, 
und cosr•=-1:t/J. 

A= (-1/V� ·(-I/� - I/VJ · I/V3 = 0, 
B = I/VJ.· I/VJ - (-1/V� · 1/VJ = '/,, 
C= I/t/3· 1/VJ - 1/VJ·(-1/V�='/,. 

Die allgemeine Ebenengleichung lautet deshalb in diesem Falle · 0 · (x - 3) + 2/3 • (y - I)+ 2/ 3 • (z + 2) = 0 oder 
0· x + 2/ 3y + 2/ 3z = -2/3. 

Daraus ergibt sich die Abschnittsgleichung: 
0·x- y- z=I oder y/(-I)+z/(-1)=1. 

24.2-7 Zur Abschnittsgleichung der Ebene 

Die x-Achse wird im Unendlichen geschnitten, d. h., die gegebene Ebene liuft parallel zu ihr. Die y-Achse wird bei y = -1 und die z•Achse bei z = -J geschnitten. 
Hessesche Nonnalform. Dividiert man die allgemeine Ebenengleichung durch VA1 + B1 + C1 und 
setzt A: t/A'+B'+C'=n1, B: YA'+B'+C'=n,, C: YA'+B'+C'=n, und 
D: VA 1 + B1 + C1 = p, so ergibt sich die Hessesche Norma/form der Ebenengleichung. 
! Hessesche Normalform der Ebenengleichung I n,x + n,y + n3z + p = 0 !
Durch Einfi.ihrung der Vektoren x = xi+ yj + zk und n = n,i + nd + n3k la.fit sich die Hesse• sche Normalform in sehr einfacher Weise darstellen. 
! Hessesche Normalform in Vektorschreibweise ! nx = -p !
Der Vektor n steht senkrecht auf der Ebene und heiBt Normalenvektor der Ebene. Er ist ein Einheits• vektor. Die Orientierung von n wird, ausgehend von der allgemeinen Ebenengleichung, durch das 
Vorzeichen von VA 1 + B1 + C2 bestimmt. Es ist iiblich, dieser Wurzel positives Vorzeichen zu geben. Dann kann man die Seite der Ebene, die in Richtung von n liegt, als positive Seite, die andere als negative Seite der Ebene definieren, von einem positiven und einem negativen Halbraum sprechenund die Ebene dadurch orientieren, daB man auf der positiven Seite den dem Uhrzeigerdrehsinn ent• gegengesetzten Drehsinn als positiv annimmt. Analog zum orientierten Abstand zweier Punkte auf einer orientierten Geraden wird der orientierte Abstand eines Punktes von einer orientierten Ebene eingefi.ihrt und im folgenden verwendet; p ist der Abstand des Koordinatenursprungs von der durch nx = -p gegebenen Ebene. Fiir p > 0 liegt der Ursprung im positiven, fi.ir p < 0 im negativen Halbraum. Eine Veranschaulichung der Hesseschen Normalform gibt Abb. 24.2-8. Die gelbe Fliiche stellt eine beliebige Ebene E im Raume, die rote die zu ihr parallele durch den Koordinatenursprung O dar. P ist ein beliebiger Punkt auf £, p der Abstand der Ebene E von O und n der Normalenvektor von E. 

Bezeichnet rp den von OP= x und n eingeschlossenen Winkel, so gilt nach Definition des inneren Produktes nx = lnl · lxl cos rp, und wegen l•I = I gilt n.r = i.rl cos,p = -1.rl cos(180° - ,p). 

Aus dem rechtwinkligen Dreieck OPP' folgt !xi cos (180° - q;) = p, d. h. nx = -p. 

!1;�f;'a!;,.,��
1

f/,:�C::u����:,:"1':,.
"'

�/! �� ;o��� :� 24.2-8 Veranschaulichung cier Hesse-
e='/, folgtt/ A'+ B' + C' = VS/9 ='/,•Vi Wird die all- :;'��::, Normalform einer Ebene im 
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gemeine Ebenengleichung durch 2/3 J.12 dividiert, so ergibt sich die Hesscsche Normalform. Sic lautet 
O·x+ '/,yV2+ '/,zV2 + '1,v'2=0 

od�r in Vektorschreibweise 'I, V2 U + k) · x = -'!, v':z. 

Unter Verwendung der Vektorschreibweise )assen sich einige grundlegende Aufgaben bcsonders 
elegant !Osen. 

Abstand eines Punk.tes von einer Ebene. 1st nx = -p die Hesscsche Normalform einer Ebene und 
P0(x0 ,Yo, zo) ein beliebiger Raumpunkt, so ist d= nx0 + p der Abstand des Punktes P0 von der 
Ebene. Das ist mittels Abb. 24.2-9 leicht einzuschen. Die gelbe Flachc steUt wicder die gcgcbeoe 
Ebene £ und die rote die zu E parallele Ebene durch den Koordinatenursprung O dar. Die graue 
Ebene ist jetzt die durch P0 gehende Ebene parallel zu £. Ebenso wie sich mit Hjlfe des Drciecks 
OPP' fur einen beliebigen Ebenenpunkt P ergibt nx = -p, erh3.lt man mit Hilfc des Dreiecks 
OP0PCJ, wenn P0 ein beliebiger Raumpunkt ist, nx0 = -(p - d), also d = nx0 + p. 

24.2-9 Abstand eines Punkies von einer Ebcne 

Abstand eines Punktes von einer Ebenc 

d=nxo+P 

&ispi,I 4: Es ist der Abstand des Punktcs 
Po(3, -1, 2) von der im vorigenBeispiel gegebenen 
Ebcnc zu bcrechncn. - Die Abstandsformcl cqibt 
d= 'I, V2 · (J+ l) · (31-J+ 2k) + '/, Y2 

= '/,V2·(0·3- I ·I+ I ·2)+ 1/,V2

= vi ... 1.414. 
Der gesuchte Abstand bctriigt rund 1,414 Koor
dinateneinheiten. 

Winkel zwischen zwei Ebenen. Sind nx = -p und n•x = -p• die Hesseschen Normalformen zweicr 
Ebenen, so ist der von den beiden Ebenen eingeschlossenc Winkel ebenso groB wie der von den 
Normalenvektoren n und ,r• eingcschlossenc Winkel. Somit gilt cos q, = ,.,.•. Insbesondere stehen 

I cos q, = ,.,.• I danach zwei Ebenen genau dann aufeinander senkrecht, wcnn nn• = O. 

&ispiel 5: Stehen die Ebcnen 5x + Jy - z = JO und 2x- y+ 7z = 5 aufeinandcr senlcrecht? -
Die Normalenvektorcn der Ebcnen sind • = (51 + JJ - l)/v'ii und •• = (2i - j + 74)/¥54. 
Folglich ist cos rp = (5 · 2 - 3 · I - I · 7)/(V35 · v'54) = 0, d. h. rp = 90°. Die bciden gcgebcncn 
Ebenen stehen aufeinander senkrecht. 

Scbnltt zweier Ebenen. Zwei Ebenen schneiden einander stets in ciner Geraden, sofem sic nicht zu
einander parallel sind. Daher ist ln11•j < 1 oder n x ,.• =i= o die notwendige und hinreichende 
Schnittbedingung fur zwei Ebenen. Zwei nicht parallclc Ebenen haben stets cine Gerade gemeinsam. 
Dicse wird Schnittgerade genannt. Sic verlauft senkrecht zu n und n•, ihr Richtungsvektor kann mit 
"= n x n• angcsetzt werden. Bestimmt man irgendeinen Punkt, dcr sowohl die Gleichung nx = -p 
als auch die Gleichung n•x = -p• befricdigt, so ergibt sich aus dicsem und II cine Parameterdar
stellung der Schnittgcraden. Ausfuhrlich geschrieben muB ein Punkt bestimmt werden, dessen 
Koordinaten das nachstehende Gleichungssystem befriedigen, in dem n1 , n2, n3 die Komponenten 
von n und nf. n:, nf die von n• sind. Dicser Punkt gibt zusammen mit dem Richtungsv�ktor " 

n1x + n2Y + n3z = -p und nfx + n:y + n?z = -p 

24.2-10 Zwei Ebcnen schnciden einander in einer Geraden 24.2-11 Ebcnenbilschel 
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die Punktrichtungsgleichung der Schnittgeraden. 1st z. B. 
n1 nf - nrn2 =l= 0, SO isl X = p•:l - p:f , y pnt - p:ni , z = Q n1n2 - 111 n2 n1n2 - n1 n2 
eine Lbsung des angegebenen Gleichungssysterns (Abb. 24.2-l 0). 
Eine Schar von Ebenen, die alle durch ein und dieselbe Gerade hindurchgehen, heiBt ein £benen-
�fc����b:· ;:·! 1d��� ier- i Gleichung eines Ebenenbiischels i (nx + p) + ,(n'x + p') - 0 i 
Um zu beweisen, daB die angegebene Gleichung ein Ebenenbilschel darstellt, bringt man sie auf die 

Form (n + An*) x + (p + Ap*) = 0. Daraus ist zuniichst ersichtlich, dafl die Gleichung fur jeden 
reellen Wert von A cine Ebene, insgesamt also unendlich viele Ebenen darstellt. 
Es muB noch gezeigt werden, dal1 alle diese Ebenen cine Gerade gemeinsam haben. Zu diesem Zwecke 
faflt man zunachsl zwei durch einen Wert A1 und einen Wert ).2 * A1 gegebene Ebenen ins Auge. 
Wegen n x n• =t= o sind diese Ebenen nicht parallel, denn es gilt 

(n + -<,n') X (n + ,,n') = (n X n') · ().2 - -<,) + o. 

Sie haben demnach eine Schnittgerade mit dem Richtungsvektor a= n x n• gemeinsam. Um cine 

Punktrichtungsgleichung der Schnittgeraden aufstellen zu kOnnen, mul3 irgendein Punkl bestimml 
werden, der sowohl der Gleichung (n + ).1n•) x + (p + ).1p•) = 0 als auch der Gleichung 
(n + ).2n•) x + (p + ).2p•) = 0 genUgt. Wegen ).1 =f= A2 ist das genau dann der Fall, wenn das neben
stehende Gleichungssystem erfullt isl. Man sieht, daO sowohl a als auch x unab-
hangig von ),, und A2 bestimml werden kOnnen. Das bedeutel, dal3 die Schnittge- nx + P = 0 
rade der durch ).1 und ).2 gegebenen Ebenen alien Ebenen gemeinsam ist, die durch n•x + p• = o 
die eingangs aufgeschriebene Gleichung darstellbar sind. Das war zu beweisen. 
Es sci erwahnt, dal3 cine EbenenbUschelgleichung der gegebenen Form von alien Ebenen, die <lurch 
cine Gerade hindurchgehen, jeweils cine nicht darzustellen vermag, namlich die Ebene n•x + p• = .0. 
Diesem Umsland kann durch Homogenisierung abgeholfen werden. Setzt man ). = x•jx, so hat 
man x(nx + p) + x•(n•x + p•) = 0, und die Ebene n•x + p• = 0 ergibt sich fur x = 0, x• = I. 
Beispiel 6: Es soil cine Punktrichtungsgleichung der Schnittgeraden des Ebenenbilschels 

1(1/(14) (31- 2j+ k)x +II+ ,l{I/V14) (2i + j- 3k) x- 1 I= 0 

aufgestellt werden. - Ats ei� Richtungsvektor der Schnittgeraden ergibt sich 
a- (31+ 2j+ k) X (21+j- 3k)= 51+ Iii+ ?k. 

Einen Punkt der Geraden erhilt man als cine LOSung des nebenste- 3x - 2y + z = -I henden Gleichungssystems. Eine solche ist x = 1/,; y = 5/7 ; z = 0, wie 2x + y- Jz = +l man <lurch Einsetzen prilfen kann. Eine Punktrichtungsgleichung der 
Schnittgeraden lautet danach x = 1/7 (I+ 5j) + r(51 + I lj + ?k). 

Schnitt dreier Ebenen. Sind drei Ebenen gegeben, so bi Iden die ihnen entsprechenden Gleichungen 
nx + p = 0, n• x + p• = 0 und n••x + p .. = 0 ein lineares Gleichungs-
syslem von drei Gleichungen fur die drei Komponenten x, y, z von x. 1st I n1 n2 n3 

Idieses System eindeutig IOsbar, so haben die drei Ebenen genau einen nf nf nf =I= 0 
Punkt gemeinsam. No1wendig und hinreichend dafur isl die nebenstehende n* * n* * n* * Bedingung. 1 2 3 
Andernfalls haben die Ebenen entweder keinen Punkt gemeinsam oder sie haben cine Gerade 

gemeinsam oder sie fallen zusammen. Ersteres ist der Fall, wenn entweder zwei der Ebenen zuein
ander parallel sind oder die drei Ebenen voneinander verschiedene parallele Schnittgeraden haben. 
Der zweite Fall liegt vor, wenn die drei Ebenen einem EbenenbUschel angehOren. Aile Ebenen, die 
genau einen Punkt gemeinsam haben, bilden ein Ebenenbiindel. 

i Gleichung des Ebenenbiindels i (nx + p) + ,,(n'x + p') + ).2(n"x + p") = 0 
Bei Homogenisierung (A1 = x•/x, A2 = x .. /x) erhalt man 

x(nx + p) + x•(n•x + p•) + x .. (n .. x + p .. ) = 0 

24.3. Flacben zweiten Grades 

Hauptacbsentransformation 
Die Gesamtheit aller Punkte, deren rechlwinklige Koordinaten einer Gleichung der Form F(x, y, z) = 0 genOgen, wird unter gewissen Bedingungen eine Fliiche genannt. Bedingung kann·z. B. sein, da8 
die Funktion F(x, y, z) in alien Variablen s1etig seift soil. Je nach den Bedingungen, die man stellt, 
gelangt man zu vei'schiedenen Flachenbegriffen. 
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1st F(x, y, z) eine lineare Funktion der drei Variablen x, y, z, d. h. von der Form Ax+By+ Cz+ D, 
in der die Koeffizienten A, B, C nicht samtlich gleich Null sein diirfen, so stellt die Gleichung 

F(x, y, z) = 0 cine Ebene dar. 
Im folgenden sci F(x, y, z) cine quadratische Funktion. Dann ist F(x, y, z) = 0 cine algebraische 
Gleichung zweiten Grades, d. h. cine Gleichung der Form 
aux2 + 2a12XY + 2a13XZ + 022Y2 + 2a23}'Z + 033Z2 + 2a14X + 2o24}' + 2a34Z +a,... = 0. 
Eine durch cine solche Gleichung, in der die ersten sechs Koeffizienten nicht s3.mtlich gleich Null 
sein dOrfen, darstellbare Fl3.che heif3t Flache zweiten Grades. 
Bei einer linearen Koordinatentransformation, die cine Translation, cine Drehung oder cine Kombi
nation aus beiden darstellt, geht cine algebraische Gleichung zweiten Grades in den rechtwinkligen 
Koordinaten x, y, z mit den Koeffizienlen a11 bis a44 wieder in cine algebraische Gleichung zweiten 
Grades in den rechtwinkligen Koordinaten x•, y•, z• mit den Koeffizienten at\ bis a:4 Uber. Von 
grundlegender Bedeutung ist dabei die Tatsache, daB sich in jedem Fa/le eine Drehung angeben laBt, 
so daB ar2 = a1\ = af3 = 0 ist. Diese Transformation heiBt Hauptachsentrans/ormation (vgl. 
Kap. 17 .6. - Hauptachsentransformation). 
Beispiel: Die Gleichung x2 + y2 + z2 + xy - l = 0 geht bei der Drehung 

x= 1/2 V2x•+ 1/,i,'2y•; y=-'!,V2x•+1/,1f2y•; z=z• 
in x•'fa' + y*'fb' + z*'fc' - I = 0 mit a= vi. b = V¾, c = I fiber. 

Dank der Hauptachsentransformation kann man sich bei der Diskussion der durch algebraische 
Gleichungen zweiten Grades darstellbaren geometrischen Gebilde auf die Diskussion von Glei-
�n

hgr�:i;�_folgenden Form a11x2 + a22Y2 
+ a33Z2 

+ 2a 14X + 2a24Y + 2a34Z + a44 = 0 
Aber auch cine solche Gleichung, in der die ersten drei Koeffizienten nicht samtlich gleich Null 
sein dllrfen, l:iBt sich im allgemeinen <lurch Koordinatentransformationen, und zwar durch Trans
lation, noch weiter vereinfachen. Welcher Art die Translation im einzelnen sein muB und auf welche 
vereinfachte Gleichungsform sic fuhrt, hiingt von der Beschaffenheit der Koeffizienten ab. Bei 
Untersuchung aller mOglichen Fa.Uc gelangt man zu dem Ergebnis, daB jede beliebige Gleichung 

zweiten Grades auf cine von I 7 verschiedenen Spezialgleichungen reduziert werden kann, von denen 
jede einzelne aus hOChstens 4 Gliedern besteht. Drei dieser Gleichungen haben die Form 
a2x2 + b1y2 + c2z2 + I = 0, a1x2 + b2y2 + I = 0 oder 
a2x2 + 1 = 0, in denen weder a noch b noch c Null sein sollen. Diese Gleichungen haben keine 
reelle LOsung und stellen deshalb auch keine geometrischen Gebilde dar. Die ilbrigen 14 Gleichungen 
stellen 14 verschiedene geometrische Gebilde GI bis G 14 dar. Dazu gehOren die folgenden neun 
Entartungsftille oder uneigent/ichen Fliichen zweilen Grades. 

I. x'fa' + y2/b' + z2/c2 = 0 GI der Punkt (O. O. 0) 
2. x2/a2 + y2/b2 = O G 2 cine Gerade, die z-Achse 
3. x2/a2 = 0 G 3 cine Ebene, die y, z-Ebene 
4. x2/a2 = 1 G 4 die bciden Ebenen parallel zur y, z-Ebene im Abstand 

X= ±a 
5. x2/a1 - y1/b2 = O G 5 die beiden Ebenen, die die x, y-Ebene in den Geraden mit 

den Gleichungen y = ±bx/a senkrecht schneiden 
6. x2/a1 - y2/b2 = 1 G 6 die Mantelfliche eines Zylinders, die von Ebenen senkre.cht 

zur z-Achse in Hyperbeln geschnitten wird; dicse sind parallel 
und kongruent mit der Hyperbel x2/a2 - y2/b1 = I in der 
x.y-Ebcne 

7. x2/a2 + y2/b2 = 1 G 1 die Mantelflache eines Zylinders, die von Ebenen senkrecht 
zur z-Achse in Ellipsen geschnitten wird; diese sind parallel uod 
kongruent mit der Ellipse der Gleichung x2/a1 + y2/b2 = 1 
in der x, y-Ebene und gehen fur a = b in Kreise Uber 

8. x2 - 2py = 0 · G 8 die Mantelfl3.che eines Zylinders, die von Ebenen scnkrecht 
zur z-Achse in Parabeln geschnitten wird; diese sind parallel 
und kongruent mit der Parabel der Gleichung x2 - 2py = 0 
der x, y-Ebene 

9. x2/a2 + y2/b2 - z2/c1 = 0 G 9 die Mantelflache eines Doppelkegels, die von Ebenen senk-
recht zur z-Achse in Ellipsen oder Kreisen geschnitten wird 

Diese Gebilde sind entweder gar keine Flachen im Ublicheo Sinne, z. B. G l und G 2, oder sie )assen 
sich in einer oder in zwei Ebenen unterbringen, sind damit Gebilde ersten Grades, z. B. G 3 bis G 5, 
oder sic lassen sich zumindest in cine Ebcne abwickeln, z. B. G 6 bis G 9. 
Es bleiben schlie81ich our noch funf geometrische Gebilde, die als eigentliche oder echte Fltichen 
zweiten Grades bezeichnet werden. 
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Echte Flichen zweiten Grades 

Klassifizierung. Nach Ausfiihrung einer Hauptachsentransformation zeigen die Achsen des Koordi
natensystems in die Richtungen der Hauptachsen der dargestellten Fliiche. Die Bezeichnung der 
FJache richtet sich nach einem parallel zu einer ausgezeichneten Hauptachse, die entweder geometrisch 
bestimmt ist oder nach geometrischen Bedingungen gewahlt werden kann, und nach einem senkrecht 
dazu verlaufenden Schnitt. Je nachdem, ob der erste Schnitt cine Ellipse, Parabel oder Hyperbel 
liefert, heiBt die Fl.ache ein Ellipsoid, Paraboloid oder Hyperboloid. Die Form des zweiten Schnittes 
liefert, falls es zur Unterscheidung notwendig ist, das Beiwort e/liptisch oder hyperbo/isch. Das 
Beiwort parabolisch wird nicht gebraucht, da es keine echte Ftache zweiten Grades gibt, die einen 
parabolischen Querschnitt hat. 
Zwischen elliptischen und kreisformigen Schnitten wird nicht unterschieden. Ein Ellipsoid kann auch 
cine Kugel sein und ein elliptisches Paraboloid auch ein solches mit kreisfbrmigem Querschnitt. 
Bei Hyperboloiden ist ein anderes Unterscheidungsmerkmal erforderlich. Man unterscheidet zwischen 
einschaligen und zweischaligen Hyperboloiden. 
Insgesamt sind fur die fijnf echten Flachen zweiten Grades folgende Bezeichnungen ilblich: Ellipsoid, 
elliptisches Paraboloid, hyperbolisches Paraboloid, einschaliges Hyperboloid, zweischaliges Hyper
boloid. 
Ellipsoid G 10. In rechtwinktigen Koordinaten gilt filr 
das Ellipsoid die nebenstehende Gleichung in einfach
ster Form. Hierbei bedeuten a, b, c die halben Liingen 
der Hauptachsen des Ellipsoids (Abb. 24.3-1). 1st a 

Ellipsoid 

= b = c, so ist das Ellipsoid cine Kugel. Sind zwei der Langen a, b, c einander gleich, so ist es ein 
Rotationsel/ipsoid oder auch zweiachsiges Ellipsoid, und zwar ein gestrecktes, wenn die beiden gleichen 
Langen kleiner als die dritte, ein abgeplattetes, wenn sie grODer sind. Siad die Langen a, b, c alle 
voneinander verschieden, so spricht man von einem dreiachsigen Ellipsoid. 
Das geometrische Gebilde G JO ist eine zusammenh3.ngende, ganz im Endlichen liegende Fliiche
Sie liegt symmetrisch zu den drei Koordinatenebenen. Jeder ebene Schnitt durch die Flache liefert 
cine Ellipse. Jede durch den Ursprung gehende Verbindungsstrecke zweier Fliichenpunkte, jede 
Sehne, wird im Ursprung halbiert. Wegen dieser Eigenschaft heiDt dcr Ursprung Mittelpunkt des 
dargestellten Ellipsoids und dieses cine Mittelpunktfl<iche. 
Jcdes Ellipsoid kann durch Strecken oder Stauchen der Strecken in einer Achsenrichtung in konstan
tem Verhaltnis, durch cine affine Verzerrung, in ein Rotationsellipsoid verwandelt oder umgekehrt 
aus einem solchen erzeugt werden. Werden die Koordinaten zweier Achsenrichtungen in konstantem 
Verhiiltnis ge3.ndert, so liiOt sich sogar cine Kugel erzeugen. 

24.3-1 Dreiachsiges Ellipsoid • 

24.3-2 Elliptisches Paraboloid 

Elliptisches 
Paraboloid 

Elliptisches Paraboloid G 11. Von den drei Hauptachsen 
des elliptischen Paraboloids ist eine ausgezeichnet. Die 
in einfachster Form angegebene Gleichung ist bezogen 
auf ein rechtwinkliges Koordinatcnsystem, desscn z
Achse in die Richtung der ausgezeichneten Hauptachse 
zeigt. In ihr bedeuten a, b die halben Langen der Haupt
achsen der Ellipse, die von der zur x, y-Ebene parallelcn 
Ebene in der HOhe z = ½ aus dcm elliptischen Para
boloid ausgeschnitten wird (Abb. 24.3-2). AuOerdem ist a2 der Halbparameter der durch die x, z
Ebene und b2 der Halbparameter der durch die y, z-Ebene aus dem elliptischen Paraboloid aus
geschnittenen Par'abel. 1st a = b, so ist das ellipfische Paraboloid ein Rotationsparaboloid. 
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Das geometrische Gebilde G 11 ist eine zusammenh3ngende Fl3.che, die sich Oberhalb der x, y
Ebene bis ins Unendliche erstreckt. Sic liegt symmetrisch zur x, z- und zur y, -z-Ebene. Jeder parallel 
zur z-Ache verlaufende ebene Schnitt durch die Fl3.che liefert cine Parabel, jeder senkrecht zur z

Achse oberhalb der x, y-Ebene verlaufende Schnitt liefert cine Ellipse. Die z-Achse heiBt auch kurz 
Achse und der Ursprung Scheitel des dargestcllten elliptischen Paraboloids. Einen Mittelpunkt gibt 
cs nicht. 

Durch affine Yerzerrung in x- oder y-Rich
tung kann das dargestellte elliptische Para
boloid in ein Rotationsparaboloid ver
wandelt oder umgekehrt aus einem solchen 
erzeugt werden. 

Hyperbolisches Paraboloid G 12. Von den 
Hauplachsen des hyperbolischen Parabo
loids isl eine ausgezeichnet. Die in einfach
ster Form angegebene Gleichung isl be
zogen auf ein rechtwinkliges Koordinaten
syslem, dessen z-Achse in die Richrung der 
auSgezeichnelen Hauplachse zeigt. 

Hyperbolisches x2 y2 

Paraboloid a2 - 7F - 2z = 0 

24.3-3 Hyperbolisches Paraboloid 

Hierbei bedeuten a, b die halben Lingen der Hauptachsen der Hyperbel, die von der zur x, y-Ebene 
parallelen Ebene in der HOhe z = 1/i aus dem hyperbolischen Paraboloid ausgeschnitten wird 
(Abb. 24.3-3). AuBerdem ist a2 der Halbparameter der durch die x, z-Ebene und b2 der Halbpara
meter der durch die y, z-Ebene ausgeschnittenen Parabel. Das geometrische Gebilde G 12 isl eine 
zusammenhangende Fl3.che, die sich in jedem Oktanten bis ins Unendliche erstreckt. Sie liegt sym
metrisch zur x, z- und zur y, z-Ebene. Jeder parallel zur z-Achse verlaufende ebene Schnitt durch die 
Flache liefert eine Parabel, jeder senkrecht zur z-Achse verlaufende Schnitt, der nicht durch den 
Ursprung geht, liefert eine Hyperbel. Die Scheitel der Hyperbeln liegen auf einer Parallelen zur 
x-Achse, wenn der Schnitl oberhalb der x, y-Ebene verlauft, andernfalls liegen sie auf einer Parallelen 
zur y-Achse. Die x, y-Ebene schneidet G 12 in einem Geradenpaar mit den Gleichungen x/a + y/b 
= 0 und x/a-y/b = 0. 

Diese Geraden heiOen Scheitelgeraden. Ebenen, dieje cine Scheitelgerade und die z-Achse enthalten, 
heiBen Richtebenen. Sic schneiden aus den senkrecht zur z-Achse verlaufenden Schnittebenen die 
Asymptoten der Schnitthyperbeln aus. Die z-Achse heillt auch kurz Achse und der Ursprung Scheite/ 
des dargestellten hyperbolischen Paraboloids. Er ist ein Sattelpunkt. Einen Mittelpunkt gibt es 
nicht. 
Das hyperbolische Paraboloid ist die einzige echte Fliche zweiten Grades, die in keinem Fall eine 
Rotationsfliche darstellt und auch nicht durch affine Verzerrungen in eine solche verwandch oder 
aus einer solchen erzeugt werden kann. Das 
liegt im wesentlichen daran, daO sie von keiner 
Ebene in einer Ellipse geschnitten wird. 
Es gibt jedoch andere interessante MOglich
keiten zur Erzeugung eines hyperbolischen 
Paraboloids; z. 8. entsteht G 12, wenn man 
cine nach unten geOffnete Parabel lings einer 
nach oben ge6ffneten Parabel verschiebt. Das 
hyperbolische Paraboloid zi.hlt aus diesem 
Grunde zu den Schiebef/ilchen. 
Ein hyperbolisches Paraboloid 13.Dt sich 
schliC81ich auch durch Scharen gerader Linien 
erzeugen. Schreibt man seine Gleichung in 
der Form 

(x/a + y/b) · (x/a - y/b) = 2z 
und setzt man z: (x/a - y/b) = u und 
2: (x/a-y/b)= v, so kOnnen aus derGleichung 24.3-4 H) perboh!iches Paraboloid mit seinen zwei 
des hyperbolischen Paraboloids folgende zwei Scharen von Erzeugenden 
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Paare von Glcichungcn hergeleitet werden: 
I. x/a + y/b = 211 x/a + y/b = vz und 2. x/a - y/b = z/u x/a - y/b = 2/v. 
Jede dicscr Glcichungen stellt cine Ebenenschar dar, jedes Glcichungspaar definiert cine Geraden� 
schar. Oiesc Geradenscharen liegen auf dem hyperbolischen Paraboloid. Sic sind die Erzeugenden 
des hyperbolischen Paraboloids (Abb. 24.3-4). 
Jede durch Scharen gcrader Linien erzeugbare Flache hei0t RegelftOche. Unter den Ftachen zweiten 
Grades sind dcr elliptische, der parabolische und der hyperbolischc Zylinder. der Doppelkegel sowie 
das hyperbolische Paraboloid und das einschalige Hyperboloid Regelfllichen. 
Da sich Zylinder und Doppelkegel in cine Ebene abwickcln lassen, nennt man sic abwickelbare 

AFliichen oder Torsen. DaB nichtjede Regelflache eine Torse ist, beweist das Beispiel des hyperbolischcn I Paraboloids. Auch das einschalige Hyperboloid ist keinc Torsc. 

Einschaliges Hyperboloid G 13. Von den drei Haupt
achsen des einschaligen Hyperboloids ist eine aus
gezeichnet. Die in einfachster Form angegebene 
Gle ichung ist bezogen auf ein rechtwinkliges Ko
ordinatensystem, dessen z-Achse in die Richtung der 
ausgezeichneten Hauptachse zeigt. 

Einschaliges x2 y2 z 2 

Hyperboloid a2 + 7i2 - ?° = I 

Hierbei bedeuten a, b die halben Langen der Haupr
achsen der Ellipse, die durch die x, y-Ebene aus dem 
einschaligen Hyperboloid ausgeschnitten wird. Zu
gleich sind a, b die halben Langen der Hauptachsen 
der von der y, z-Ebene ausgeschnittenen Hyperbel 
(Abb. 24.3-5). 1st a = b, so ist das einschalige Hyper
boloid ein einschaliges Rotationshyperboloid. 
Das geomctrische Gebildc G 13 ist cine zusammen
hangende Flache, die sich in jedcm Oktantcn bis ins �-U-5 E1nschaligc!o H) pcrboloid 
Unendliche ers1reckt. Sie li egt symmetrisch zu den 
drei Koordina1enebenen. Jeder parallel zur z-Achse vcrlaufende ebene Schnitt durch die Flache 
liefert cine Hyperbel,jeder senkrechr zur z-Achse verlaufende Schnitt ci ne Ellipse. Die z-Achse heiBt 
auch kurz Achse des einschaligen Hyperboloids. Der Ursprung ist Mi ttelpunkt, das einschalige 
Hyperboloid cine Mittelpunktfliiche. 
Durch affine Verzerrungen in x- oder y-Richtung kann das dargestellte einschalige Hyperboloid 
in ein einschaliges Ro1a1ionshyperboloid verwandclt oder umgekehrt aus cinem solchen erzeugt 
werdcn. 

Auf3erdem 13.0t sich das einschalige Hyperboloid durch Scha
ren gerader Linien erzeugen. Schreibt man seine Gleichung in 
der Form (x/a + z/c) · (x/a - z/c) = (I + y/b) · (I - y/b) und 
setZI ( I - y/b) : (x/a - z/c) = 11 sowie (I + y/b): (x/a - z/c) 
= v, so kOnnen aus dcr Gle ichung des einschaligen Hyperbo
loids folgende zwei Paarc von Glcichungcn hergeleitet werden: 
I. x/a-'- z/c = 11(1 + y/b) und x/a + z/c = v(I - y/b), 

2. x/a - z/c = (J/11) (I - y/b) und 
x/a - z/c = (1/v)(I + y/b). 

Jede dieser Gleichungcn stclh cine Ebenenschar, jedes Glei
chungspaar eine Geradcnschar dar. Diese sind die Erzeugen
den des cinschaligen Hyperboloids. Das einschalige Hyper-· 
boloid ist ebenfalls cine Regelflache (Abb. 24.3-6). Dank 
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Drehungen einer Welle auf eine beli ebige anders gcrichtete 

Welle verwendet werdcn (Abb. 24.3-7). Dies benutzt man 
zur Konstruktion hyperbolischer Zalmriider und Kegdriider. 
Werden die Erzeugendcn in den Ursprung parallel ver-

24.3-6 Einschaliges Hyperboloid mit seinen zwei Scharen von 
Erzeugenden und dem Asymptotenkcgel 
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schoben, so bilden sie den Asymptotenkegel des dargestellten einschaligen Hyperboloids. Seine 
Gleichung lautet x2/a2 + y2/b2 - z2/c2 = 0. . 

24.3-7 Modell zur Ober
tragung von Drehungen 
mittels zweier ein
schaliger Hyperboloide 

24.3-8 Zweischaliges 
Hyperboloid 

Zweischaliges Hyperboloid G 14. Von den drei Hauptachsen des 
zweischaligen Hyperboloids ist eine ausgezeichnet. Die in einfach
ster Form angegebene Gleichung ist bezogen auf ein rechtwink-

Zweischaliges x2 y1 z2 

Hyperboloid - a' - V + c2 = 1 

liges Koordinatensystem, dessen z-Achse in die Richtung der ausgezeichneten Hauptachse zeigt. Hier
bei bedeuten a, b die halben Langen der Hauptachsen der Ellipsen, die von den zur x, y-Ebene paral
lelen Ebenen in der HOhe z = ±c V2 aus dem zweischaligen Hyperboloid ausgeschnitten werden. 
Au8erdem sind c, a die halben Langen der Hauptachsen der von der x. z-Ebene und c, b die halben 
Langen der Hauptachsen der von der y, z-Ebene ausgeschnittenen Hyperbel (Abb. 24.3-8). 1st 
a= b, so ist das zweischalige Hyperboloid ein zweischaliges Rotationshyperboloid. Das geometrische 
Gebilde G 14 ist cine aus zwei Teilfl3.chen bestehende, nicht zusammenhangende Fl:iche, die sich in 
jedem Oktanten bis ins Unendliche erstreckt. Die Teilfl:ichen liegen symmetrisch zu den Koordinaten
ebenen. Jeder parallel zur z-Achse verlaufende ebene Schnitt durch die Teilflache liefert eine Hyperbel, 
jeder senkrecht zur z-Achse bei lzl > c verlaufende Schnitt liefert cine Ellipse. Die z-Achse heiBt 
auch kurz Achse, und der Ursprung ist Mittelpunkt des dargestellten zweischaligen Hyperboloids. 
Dieses ist eine Mi11elpu11ktjliiche. Durch affine Verzerrung in x- oder y-Richtung kann das darge
stellte zweischalige Hyperboloid in ein zweischaliges Rotationshyperboloid verwandelt oder umge
kehrt aus einem solchen erzeugt werden. Wie beim einschaligen Hyperboloid (Abb. 24.3-5) existiert 
auch beim zweischaligen Hyperboloid ein Asymptotenkegel. 
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Die projektive Geometric untersucht die Eigenschaften und .Bestimmungsstticke geometrischer Grund
gebilde und Figuren, die sich beim Projizieren nicht andern. Das Studium der Perspektive in Malerei 
und Architektur gab den Ansto8 zu diesen Untersuchungen. Im Anschlu8 an die Entwicklung der 
darstellenden Geometric, vor allem durch MONGE, gab PoNr:ELET in seiner ,.Abhandlung Uber die 
projektiven Eigenschaften der Figuren" [TraitC des propriCtCs projektives des figures] einen ersten 
GrundriO der projektiven Geometric. Die analytischen Hilfsmitte/ der projektiven Geometric wurdcn 
vor allem von MOems und PLUCKER geschaffen, w:ihrend STEINER und v. STAUDT einen Aufbau der 
projcktivcn Geometric ohne diesc Hilfsmittel vollendeten. Die ersten An$3tzc zu diescr synthetischen 
Richtung sind schon bei PAPPOS zu finden, der untcr Bcziehung auf vcrloreqe Schriften des APoL
LONJOS das Doppelverh:iltnis eingefiihrt hat. Die Zusammenh3.ngc zwischen projektivcr und euklidi
scher Geometrie wurden von KLEIN gckl3.rt. Von ihm stammt auch die Bestimmung einer Geometric 
als Invariantenthcorie eincr bestimmten Abbildungsg,ruppe. 
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25.1. Grundgebilde der projektiven Geometrie 

Uneigentliche Elemente. Eine Para/lelprojektion zweier Geraden einer Ebene aufeinander bildet im 
allgerneinen alle Punkte der einen Geraden eineindeutig auf alle Punkte der anderen ab. Bei einer 
Zenrralprojektion, auch perspektivische Projekrion oder Perspektivit<it genannt, erfolgt die Zuordnung 
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ist z. B. P1 ein Punkt von g1, so schneidet p 1 = (ZP1) die 
0 

Gerade g2 im Bild P, von P1 (Abb. 25.1-1). Diese Abbil
dung erfa8t nicht alle Punkte von g1 und g2; dem Punkt 
P, fur den p0 = (ZP) II g2, entspricht kein Bildpunkt auf 
g,, und dem Punkt Q, fur den ;, = (ZQ) II g1, entspricht 
kein Original auf g1• Urn cine stets eineindeutige Abbil- g1 Q 
dung zu erhalten, fugt man zu den eigentlichen Punkten 
der Ebene noch alle Richtungen der Geraden der Ebene als 25.1-1 Einfuhrung uneigentlicher 
uneigentliche Punkte hinzu; das Bild des Punktes P isl dann Punkte 
die Richtung von g2 , und das Original von Q istdie Richtung 
von g1• Ein eigentlicher und ein uneigentlicher Punkt bestimmen genau cine eigentliche Gerade durch 
den eigentlichen Punkt in Richtung des uneigentlichen, z. B. die Gerade p0 durch P und seinen 
Bildpunkt. Zwei uneigentliche Punkte dagegen bestimmen die uneigentliche Gerode, die aus alien 
uneigentlichen Punkten besteht. Zwei parallele Geraden schneiden sich in dem uneigentlichen Punkt, 
der der gemeinsamen Richtung beider Geraden entspricht, wahrend sich eine eigentliche und die 
uneigentliche Gerade in dem uneigentlichen Punkt schneiden, der der Richtung der eigentlichen 
Geraden entspricht. 

Im Unterschied zur Geometrie der euklidischen Ebene schneiden zwei Geraden einander in der projek• 
liven Ebene s/t!ts in einem Punkt, und durch zwei Punkte geht genau eine Geratk. 

Die projektive Ebene besteht aus alien eigentlichen und uneigentlichen Punkten. Ihre linearen Teil
raume sind die eigentlichen Geraden und die uneigentliche Gerade. Da bei Zentralprojektionen 
eigentliche und uneigentliche Punkte ineinander Ubergehen k0nnen, ist es nicht sinnvoll, zwischen 
ihnen zu unterscheiden. Ebenso verliert die Unterscheidung zwischen den eigentlichen und der 
uneigentlichen Geraden ihre Bedeutung, und es hat keinen Sinn, von parallelen Geraden zu sprechen. 
Den projektiven Raum erh3.lt man, ebenso wie die projekJive Ebene, aus dem euklidischen Raum, 
indem man zu seinen eigentlichen Punkten noch alle uneigentlichen, d. b. die Richtungen aller 
Geraden des Raumes, hinzufugt. Die Menge dieser uneigentlichen Punkte bildet die uneigentliche 
Ebene. Die uneigentlichen Geraden werden aus dieser Ebene durch die eigentlichen Ebenen ausge• 
schnitten und spanncn deshalb die uneigentliche Ebene auf. 

Im projektiven Raum sind zwei Geratkn entwetkr windschief zueinander oder schneiden sich in genau 
einem Punkt. Zwei Ebenen schneiden sich in genau einer Geraden. Eine Gerade und ein nicht au/ ihr 
gelegener Punkt spannen genau eine E�ne auf 

FaDt man anstatt der Punkte die Geraden der projektiven Ebene als ihre Grundelemente auf, so sind 
die Punkte als Trager von Geradcnbiischeln lineare Unterraume. 

25. 2. Projektive Koordinaten 

Jst S ein.Punkt auBerhalb der projektiven Ebene ll, so 13.Dt sich jeder Geraden durch S eineindeutig 
sein Schnittpunkt P mit der Ebene ll zuordnen und umgekehrt jedem Punkt Peine Gerade des.Qera
denbilndcls mit dem Trager S (Abb. 25.2-1 ). Wird die Gerade durch einen von Null verschiedenen Vek
tor .r dargestellt, so ergibt e.r mit einer von Null verschiedenen Zahl e denselben Pun kt P von fl, der 
damit durch einen eindimensionalcn Vektorraum gekennzcichnet ist. Bezogen auf cine Basis e0 , e1 , e2 l l 
des Vektorraums hat x die Darstellung .r = e0x0 + e1 x 1 + e2x2 = J; e1x1 bzw. ex= J; e1 ex1 • 

/•O f•O 

Das danach dem Punkt P zugeordnete Zahlentripel (x0 , x 1 , x2) sind seine projektiven homogenen 
Koordinaten, homogen, weil auch (ex0 , ex 1 , ex2) mite =t= 0 denselben Punkt darstellen. Die Grund
punlae £1 mil x = ,, fur i = 0, I, 2 haben die homogenen Koordinaten (I, 0, 0), (0, I, 0) und (0, 0, I) 
und bilden mit dem Einheitspunkr Emit x = e = e0 + e1 + e2 und den homogenen Koordinaten 
(1, I, J) die Basispunkte des projektiven Koordinatensystems. Wahit man anstclle der Vektoren 

l l l 
e1 und e die-Vektoren ej = ete, und e' = ee, so gilt e' = (!t = e J; e1 und auch e' = E ,-; = J; e,e,. 

t-o 1-0 1-0 
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25.2-1 Einfi.ihrung von projcktivcn Koordinatcn 

Daraus folgt abcr e, = (! bzw. x1 = px;; d. h., die homogenen Koordinatcn bleiben unver3ndert, weilxo: Xi : x2 kon�tant bleibt. 
1st S' = S + 1: s1e1 ein von 

, .. verschiedener Punkt auBerhalb vonll, so gehOren, auf S' bezogen, zu denBasispu nkten £1 und E die Vektoren e; 
2 2 = I: aue1 und e' = l: e;. i•O l•O Die affine Abbildung, die 2 2 ( 2 ) jcdem Punkt X =-= S + E x1e1 eindeutig den Punkt X' = S + l: s1 + I: x1alJ e1 und jedem Vek-

2 /-0 2 
( 

2 
) 

/•0 1-0 tor x = I: x1t1 den Vektor x' = I: 1: x1au e1 zuordnet, ist cindeutig dadurch bestimmt, da8 l•O i•O l•O sic den Punkt S in den Punkt S' und d�e Vcktoren e, in die Vcktoren ,.; Uberfllhrt und damit auch e 
in t'. Stellt dann der Vektor p = I: p1e1 den Punkt P dar, so wird <lessen Bild P' durch p' 2 ( 2 ) 1 1-0 

= E E p1alJ e1 = I: p,e; dargestellt und hat dcshalb, auf die Basis e; bezogen, die gleichen /•0 l•O l•O Koordinaten wie P beziiglich der Basis e1 • Die projektiven Koordinaten h3ngen danach nur von den Basispunkten ab, nicht aber von den Punkten S, S' des umgebenden Raumes, die nur zur Herleitung benutzt werden. Umgekehrt ist durch vier nicht kollineare Punkte £0, £1, £2, £ in der Ebene, von denen keine drei auf einer Geraden liegen, ein projektives Koordinatensystem bestimmt, fiir das diese Punkte die Basispunkte sind. Man braucht nur einen Punkt S auDerhalb der Ebene durch Strahlen mit den ge-2 gebenen Punkten zu verbinden und Vektoren e1 und e auf SE, und SE so zu w3hlen, dall E e1 = e. 
, .. Die Vektorcn e1 sind linear unabh3ngig, da die £1 nicht auf einer Geraden liegen, und bilden deshalb cine Basis des Vektorraums. 

Im Raum wird ein projektives Koordinatensystem entsprechend durch fiinf Basispunkte £0, £1 , £2, £3, £ festgelegt, von denen keine vier in einer Ebene liegen, d. h. komplanar sind. Von einem Punkt S au8crhalb des Raumcs aus werden die Basispunkte durch die Vektoren e1 mit i = 0, I, 2, 3, die cine 
l Basis des vierdimensionalen Vektorraums bildl!n. und dun:h den Vektor e = E e1 dargestellt. Die i•O Koordinatenverh3hnisse x0: x1 : x2 : x3 h3ngen dabei ,, icdcr nicht von der Wahl des Punktes S und der Wahl der Vektoren e1 , e auf den zugehOrigen Geraden durch S ab. Auf einer projcktiven Gcraden genllgen zur Festlegung cines Koordinatensystems drei verschiedene Punkte als Basispunkte, zwei als Grundpunkte und einer als Einheitspunkt. Jedes durch die vier Punkte £0, £1, £2, £ bestimmte projektive Koordinatensystem (Abb. 25.2-2) 13.0t sich zu je einem pro-jektiven Koordinatcnsystem auf jeder der drei Koordinatenachsen £0£1 , £0£2 und £1£2 vt!rkiirzen, indem man £01 auf £0£1 mit den Koordinaten (I, 1,0) gema.O dem Vektor e0 + e1 ,£02 auf £0£2 mit (1, 0, I) gemaB e0 + e2 und £12 auf £1£2 mit 

CO, I, I) gem38 e1 + e2 jeweils als Einheitspunkt wahlt. Umgekehrt Ui8t sich jedes projektive Koordinatensystem einer Geraden ausdchnen zu eincm Koordinatensystem einerdieGeradc enthaltenden Ebenc, indem man z. B. zu den Grundpunkten £0 
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und £1 und dem Einheitspunkt £0 1 der Geraden einen auBerhalb dieser gelegenen Punkt £2 als dritten 
Grundpunkt hinzufugt und als neuen Einheitspunkt einen beliebigcn, aber von £01 und £2 ver• 
schiedenen Punkt E wiihlt. Das vorgegebene Koordinatensystem der Geraden ist dann gerade die 
eben beschriebene Einschr;inkung des gewonnenen Koordinatensystems der Ebenc auf die Ko
ordinatenachse £0£1 . 

25.3. Doppelverhiiltnis 

Von den vier Punkten A, B, C, D einer projektiven Geraden g 
(Abb. 25.3-1) sollen je drei verschieden voneinander und A von 
B verschieden sein. Die Gerade g und ein Punkt S auflerhalb 
von ihr spannen dann cine Ebene auf, und in dem Basissystem 
e0 , e 1 in S sind den Punkten die Vektoren a= a0e0 + a 1 e1 , 
b = b0e0 + b1 e1 , c = c0e0 + c 1 e1 , d = d0e0 + d1 e1 zuge
ordnet. Da a und b linear .unabh3.ngig sind, kOnnen c und d 

:�� 
a

lo��'!+. to�
z

���
n 

;:
d

{
n

a; �
a

,�.� 
g

i� d/'!
a 

).�a:°-t. :l
z
;. �Al.---1,,,--w-v

Danach wird das Doppelverh3.ltnis der vier Punkte definiert. 

J Doppelverhiiltnis J DV(A, B; C, D) = (µo/Ao): (µi/l,) J 
25.3-1 lnvarianz des Doppelver
hiiltnisses bei Projektionen 

Das Doppelverh3.ltnis h3.ngt nicht von der Wahl der Vektoren a, b, c, d und nicht von der von S 
ab. Die erste Behauptung ergibt sich aus der Berechnung des Doppelverh3.ltnisses fur die ge
andertenVektoren a'= <Xa, b' = {Jb, c' =ye= y(A,,a + µ0b) = y[(A,,/<X) a'+ (µ0 /(J) b'] und d' = &I 

= o(l,a + µ1b) = o[(l 1 /<X)a' + (µ1 //J) b']. Fiir sie gilt: ).0 =(y/<X) A,,,µ0=(y/{J)µ0, ,; =(o/<X) ,,,µ; 
= (o/{J)µ, oder DV(A, B; C. D) = (µ0/lo): (!,,fl,) = (µo/)-o): (µi /l.). 
1st andererseits S' ein von S verschiedener Punkt auOerhalb g und gehOren auf S' bezogen die Vek
toren a', b', c', d' zu den Punkten A. B, c. D, so gibt es, wie fur die projektive Ebene gezeigt wurde, 
eine affine Abbildung der durch g und S aufgespannten Ebene auf die durch g und S' aufgespannte, 
bei der S in S' und die Vektoren a in a' bzw. b in b' Ubergehen. Wegen der Linearitat der Abbildung 
gilt dann aber c' = Aoa' + Jt0b' und d' = A1a '  + µ1 b' und damit auch auf S' bezogen die Beziehung 
DV(A, B; C, D) = (µof•o): (µ,j).,) . 
. Das Doppelverbiltnls blelbt Invariant bei Zeotnlprojektloaen. 

Die J nvarianz des Doppelverh3.ltnisses ergibt sich daraus. dal3 die Vektoren a, b, c, d, auf den Punkt 
S bezogen, nicht nur die Punkte A, B, C, D als Schnittpunkte der durch sic bestimmten Strahlen 

mit der Geradeng repr3.Sentiere11, sondern auch die Schnittpunkte A', B', C', D' mit der Geradeng'. 
Darstellung des Doppelverhiltnisses in projektiven Koordinaten. Auf ein beliebiges Koordinatensystem 
der Geraden g bezogen, sind a,. b,, c,, d1 fur;= 0, I die Koordinaten der Punkte A, B, C, D, und 

fur sie gilt c1 = Aoa, + µ0b, und d1 = ).1a1 + µ1b1 • Wegen A 9= B ist die Determinante LI = la1b,1 

= 1:; ::1 = a0b1 - b0a1 verschieden von Null, so da13 aus dem Gleichungssystem fur c1 und d1 

die reellen Zahlen A1 und µ1 berechnet werden kOnnen: 

Ao = -¼ 1:: ::1 = -lb,c,1 /la,b,I, µo = ¼ 1:: ::1 = la,c,1/la,b,I, 

)., = --} 1:: �:I = -lb,d,1/la,b,I, µ, = -} 1:: �:I = la,d,1/la,b,I. 

Damit erh3.lt man 

DV(A 8. C D) 
_ µo . I'• _ la,c,I . la,d,I _ F(a, c) . F(a, d) 

' ' ' •o 
. 

,, lb,c,I 
. 

lb,d,I F(b, c) 
. 

F(b, d) . 
Dabei bezeichnet F(x,y) den Fliicheninhalr des von den Vektoren x und y aufgespannten Parallclo
gramms. Durch diese Relation la.8t sich die Beziehung zu der Ublichen Definition des Doppelverhiilt
nisses von vier eigentlichen Punk ten auf einer affinen Geraden g herstellen. Durch geeignete Faktoren 

e la.Ot sich erreichen, dal3 die Pur1;_kte A, B, C, D die Endpunkte der in S angetragenen Vektoren 

a, b, c, d sind. Die Verh3ltnisse der Fl3cheninhalte der Parallelogramme sind dann die der Dreiecke mit 
der gleichen HOhe h (Abb. 25.3-2), d. h. die Verh3.ltnisse der auf der Geraden g gelege·nen Seiten. Diese 
ireten als gerichtete Streckcn auf und ergeben DV(A,B; C,D)= [m(AC)/m(CB)]:[m(AD)/m(DB)], 
also den Quotienten der beiden Teilverhfiltnisse [m(AC)/m(CB)] und [m(AD)/m(DB)l. 
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Spezielle Lagen der vier Punkte. Fallen im Rahrnen der gemach
ten Voraussetzungen zwei der Punkte zusammen, so nehmen 
die Determinanten und damit das Doppelverhaltnis spezielle 
Werle an; z. B. gilt la,d,I = 0 fur A= D, lb,d,I = 0 fur B = D, 
lb,c,I = 0 fur C = B und la,c,I = 0 fur A = C. 

DV(A, B; C, D =A)= DV(A, B; C = B, D) = oo 
DV(A,B; C,D = B) = DV(A,B; C= A,D) = 0 
DV(A,B; C, D = C)= I 

Filr harmonische Punkte gilt D V(A, B; C, D) = -1. Die Fl3-
chenverhaltnisse F(a, c) : F(b, c) und F(a, d): F(b, d) haben 
dann verschiedenes Voneichen. Nach der Definition des Vek
torprodukts folgt daraus fi:ir jeden Drchsinn in der von g und 
S aufgespannten Ebene, daO nur einer der Vektoren c oder d 
zwischen II und b liegen kann. Man sagt, die Punktcpaare A, B 
und C, D trennen einandcr. 

25.3-2 Zur Definition des Dop- Es gibt 24 Permutationen, vier Punkte anzuordnen. Durch 
��vct;:��i:��s n:(�. ;i,"�. D)f�- Vertauschen der beiden Paare oder durch gleichzcitiges Ver-
[m(AC)/m(CB)] [m(AD)/m(DB)] ��:;��ert":1t:::=;��h�unkte in jedem Paar iindert sich das 

I DV(A, B; C, D) = DV(C, D; A, B) = DV(B, A; D, C) = DV(D, C; B, A) I 
DV(A, B; C, D) = k, DV(A, B; D, C) = 1/k, DV(A, C; B, D) = I - k, 
DV(A, D; B, C) = (k - 1)/k, DV(A, D; C, B) = k/(k - I), DV(A, C; D, B) = 1/(1 - k). 

Danach kann aus sechs Werten des Doppelverh3ltnisses der fur jede der 24 mOglichen Permutationen 
gefunden werden. Bei der Berechnung dieser Doppelverh3hnisse muB u. U. auf die Definition der 
Determinanten zuriickgegriffen werden; z. B. gih la,b,I · lc,d,1- lc,b,I · la,d,I 
= (aoh1 - a1bo) (cod1 - c1do) - (cob1 - c1ho) (aod1 - a1do) = (aoc1 - a1co) (bod1 - d0b1) 

= la1c1 ) • lh1d11. Unmittelbar aus der Definition erkennt man, da8 sich durch Vertauschen der Punkte 
des zweiten Paares der reziproke Wert des Doppelverh3ltnisses ergibt. Durch Vertauschen zweier 
Punkte verschiedener Paare erhalt man z. B. 

DV(A, C; B, D) 
= 1°,b,l · lc,d,I lc,b,l · la,d,I + la,b,l · lc,d,I - lc,b,l · la,d,I 

lc,b ,I · la,d,I lc,b,I · la,d,I 
la,c,l · lb,d,I = I + lc,b,l · la,d,I = I - k' wegen lc,b,I = -lb,c,I. 

Entsprechend gilt DV(A, D; B, C) = I - 1/k = (k - 1)/k. 
Das Doppeluerhiiltnis von vier Geraden eines Geradenbiischels der projektiven Ebene wird als Doppel
verh3ltnis der vier Schnittpunkte dieser Geraden mit einer beliebigen Geraden g definiert. Die Un
abh3ngigkeit von der Wahl der Geraden g folgt aus der lnvarianz des Doppelverhaltnisses bei Zen
tralprojektionen (Abb. 25.3-3). 

25.3-3 Unabhingigkeit des Doppcl
ver-hliltnisses von vier- Geraden von 
der Wahl der- Geraden g 

25.3-4 Einfilhrung der projek
tiven Koordinaten mit Hilfe 
des Doppclverhllltnisses P,,, 

Einfiihrung der projektlven Koordinaten mil Hllfe des Doppelver
hiltniaes. Hat cin Punkt P, bezogen auf die Basispunkte E, mit 
i=0, 1,2 und £, die projektivcn Koordina.ten (x0 ,x1 ,x2) und 

projiziert man die Punkte E und P von E2 aus auf die Koordinatenachse £0£1 (Abb. 25.3-4), so sind 
(I, I) dieKoordinatcn desBildpunktes E0 1 und (x0, x1) die von P0 1 in dem auf dicGcrade £0 E1 cin
gcschriinkten Koordinatensystem. Dann gilt DY(E0, £1; £01, P01) = x1: x0• Ebenso gilt bei Projek-
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tion der beiden Punkte E und P auf die Gerade EoE2 D V(Eo. £2 ; £02, Po2) = x2 • x0. Damit sind 
die Koordinatenverhii.ltnisse x0 : x1 : x2 durch Doppelverh3ltnisse, d. h. durch projektive GrOBen, 
allein definiert. In dem Spezialfall, daB £1 und £2 uneigentliche Punkte und die Verbindungsgeraden 
E1P bzw. £2P parallel zu den Koordinatenachsen £0£1 bzw. £0£2 sind, stellen die Koordinaten
verh3.ltnisse x1 : x0 und x2 : x0 affine Paralle/koordinoten dar. 
Zu drei Punkten einer Gcraden liiOt sich immer ein vierter Punkt derart w3hlen, da8 das Doppel
verh3.ltnis dieser vier Punkte cine beliebig vorgeschriebene reelle Zahl l annimmt; denn betrachtet 
man die drei vorgegebenen Punkte als Basispunkte £0, £1 , £01 eines Koordinatensystems der Ge
raden, so ist der gesuchte vierte Punkt bestimmt durch DV(£0, £1 ; £01 , P01 ) = x1 : x0 = A. 

25.4. Projektive Abbildung 

Nach einer Zentralprojektion A sind die projektiven Koordinaten des Bildpunktes P die gleichen 
wie die des Originals, wenn sie auf die Bilder £1 , Eder Basispunkte E,, E bezogen werden. Bezogen 
auf beliebige Basispunkte £;, £' mit den zugehOrigen Basisvektoren e;, e', die mit den Basisvektoren 

2 

i1 durch l1 = E a1Je1 mit det (alJ) =f= 0 verbunden sind, hat der Punkt P die Koordinaten 
2 /•0 

x; = E a,1x1 • Damit wird beziiglich beliebiger Basispunkte cine Zentralprojektion beschrieben 
/•0 

durch eine lineare Koordinaten;ransformation A mit regularer Matrix (au), Diese Koordinaten-

transformation A lautet ex;= E aux1 . Folgt auf A noch eine Zentralprojektion B mit der Koordi-
1-0 

2 

natentransformation B: ex;' = E b11x1 mit det (b11 ) =+= 0, so wird die Hintereinanderausfuhrung 
1-0 

I'= BA der beiden Zentralprojektionen beschrieben durch die Koordinatentransformation C: 
2 2 2 

ex;' = E bu E aux1 = E c11x1 mit det (c1r,1 ) =t= 0. In Verallgemeinerung der Zentralprojektion 
f•O J .. o J•O 

definiert man danach die proj:ktive Abbi/dung als eineindeutige, durch eine regulare lineare Koordi-

natentransformation ex; = E a1JX1 fur i = 0, 1, 2 mit det (au)=+= 0 beschriebene Abbildung einer 
/•0 

projektiven Ebene auf sich oder auf cine andere Ebene. Es 13.Bt sich zeigen, daB jede projektive Ab
bildung durch endlich viele, hintereinander ausgefiihrte Zentralprojektionen entsteht. 
Hauplsatz der projektl .. a Geometrle. Es gibt a-• eloe projektln Abbllduag elaer Ebeoe ll auf 
elne � ll', die Yier •oraeam- Punkte ,on ll, ,on denen kelne drel kollloear sinll, lo ebemoldle 
Punkte ,on n· ilbenlibrt .. 

Zurn Beweis wahlt man als Basispunkte in IT und in II' die jeweils gegebenen vier Punkte, so daB in 
den zugehOrigen Koordinatensystemen die Punkte jedes dieser beiden Quadrupel die projektiven 
Koordinaten (I, 0, 0), (0, I, 0� (0, 0, �) und (!, I, I) haben. Setzt man diese Koordinaten fur die vier 

Punkte und ihre Bilder in ex; = E aux1 ein, so folgt fur die Koeffizienten der Abbildung, daB 
;-o 

au = 0 fur i =+= j und daB au= 1 fur i = j. d. h., ex; = x,. Umgekehrt fO.hrt cine durch die Koordi
natentransformation ex; = x, beschriebene Abbildung die vier Basispunkte von II in die von II' 
Uber. Sie ist damit die einzige derartige projektive Abbildung. 
Eine Zentralprojektion der Ebene II auf Il' bildet jeden Punkt der Schnittgeraden s =(fl,... II') auf 
sich ab. Hat aber cine beliebige projektive Abbildung diese Eigenschaft, so muB sie eine Zentral
projektion sein. Denn istg' in ll' das Bild einerGeraden gin II, so schneiden sich g und g' in demselben 
Punkt von s, da nach Voraussetzung der Schnittpunkt von g mit s fest bleibt, und die Geraden g und 
g' spannen deshalb cine Ebene auf. Sind dann P' und Q' auf g' die Bilder der Punkte P undQ auf g. 
so ist der Schnittpunkt Z der Geraden PP' und QQ' das Zentrum einer Zcntralprojektion, die Pin 
P', Qin Q' und jeden Punkt von sin sich iiberfuhrt. Nach dem Hauptsatz ist diese Zentralprojektion 
somit mit der gegebenen projektiven Abbildung identisch. 
Nach dem 1872 von KLEIN aufgestellten Erlanger Programm versteht man unter projektiver Geome
tric die Untersuchung der Eigenschaften und Be-
griffe, die invariant gegeniiber projektiven Abbil- Du �-tals 1st projektiT loftriaot. 
dungen sind. 
1st das Doppelverhaltnis DV(A, B; C, D) der vier Punkte A, B, C, D auf der Geraden g mit c1 

= Aoa, + µ0b1 und d, = l,a, + µ1b1 bestimmt durch (µ0/Ao): (p,/l1 ), dann gelten nach der pro-
' 

jektiven Abbildung ex;= E a,1x1 fur i = 0, I, 2 mil det (au) =t= 0 fur die Bilder A', B', C', D' die 
l•O 
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2 2 2 2 Beziehungen ea; = E a1p1, eh; = E aub1 und ec; = E auc, = qO,oa; + µob;), ed; = E aud1 
J•O · l•O l•O /•O = e(l,a; + µ,b;), aus denen sich ergibt DV(A', B'; C', D') = (J,0fl0): (µ;/,;) = (J,0/).0): (p1/l1) = D V(A, B; C, D). Alie projektiven Abbildungen bilden eine Gruppe, die durch die lnvarianz des Doppelverhaltnisses gekennzeichnet ist. Die projektiven Abbildungen, die cine Gerade, wenn auch nicht notwendig punktweise, rest !assen, bilden cine Untergruppe. Die Gruppe der a/finen Abbildungen ist die Untergruppe, fur die diese feste Gerade die uneigentliche Gerade der Ebene ist. Sic hat mit der Gruppe der 

iihnlichen Abbildungen ihrerseits cine Untergruppe, die senkrecht aufeinanderstehende Geraden in ebensolche Uberfuhrt. Die Untergruppe der kongruenten Abbildungen 13.Bt zusatzlich die Abstande zweier Punkte invariant. Auf einer projektiven Geraden bestimmen drei Basispunkte die projektiven Koordinaten, und eine projektive Abbildung wird durch eine lineare Transformation ex 0 = ax 0 + bx 1 , ex� = cx 0 + dx 1 mit ad - be =t= 0 beschrieben . 
. Hauptsatz der projektl .. a Abbllduagen der Geraden. Es glbt genau elae projektl•e Abbllduag zweler Geraden aufelaaacler, die drel vendllecltne Puakte der OrJalaalgeradea In clrei Puakte der Blldgeradea iibendbrt. 

Die Zentralprojektionen sind dann die projektiven Abbildungen der Geraden, fur die ihr Schnittpunkt ein Fixpunkt ist. 
Gleichung der Geraden. Der Pun kt P einer projektiven Geraden wird bezUglich der auf ihr gelegenen Punkte A und B mit den zugehOrigen Vektoren a und b charakterisicrt durch das Vcrhaltnis 11: t 2 
dcr Parameter in der Darstellung ex= t 1a + t2b. In homogenen Koordinaten (x 0 , x 1 , x 2) gilt dann 
g:� ���:�t:h��d:u�o:�::nve0�1���1

u�::��!::I';n��s �:�;;c� �;:ei��� 11 00 12 0 _ exo = o 
c::- t1a1 + t2b1 - ex 1 = 0 

::�!�t 
m:a0ohn1� =Befcxh0r:1n�u�!xi��r �l!eTc�i1:�e� ;;

0
� 0 ;��aus� 11 02 + tibi _ exi = 0 

= ().fx 2) [(x 0b1 - x 1 b0) a2 + (x 1a0 - x0a1) b2 ]. Setz t man diese Werte in 1c erste Gleichung ein, so gilt x 0u0 + x 1u1 + x 2u2 = 0, falls gesetz t wird u0 = a2b1 - a1 b2 , u 1 = a0b2 - a2b0 und u2 = a1 b0 - a0b1 • 

2��4;.'rii��r�;c�:rng I Geradengleichung I x 0u0 + x 1 u, + x 2u2 = 0 IGcradcnbiischcl 
Die Pluckerschen Geradenkoordinaten (u0, u1, u2) sind dabci wie die Punktkoordinaten (x0 , x,, x 2) nur bis auf einen von Null verschicdencn Skalar J. eindeutig bestimmt. Die forr:nale Gleichartigkeit beider Tripel in der Geradengleichung macht deutlich, daB diese fur ein gegebencs Tripel (u0 , u1 , 112) cine Gerade g beschreibt als Trager aller Punkte, fur deren Koordinatentripel (x 0, x 1, x 2) die Gleichung gilt, daB diese aber fur ein gegebcnes Tripe! (x 0, x 1, x 2) cinen Punkt P beschreibt als Trager des Strahlenbtischels der Geraden, fur deren Tripe! (u0 , u1 , u2) 

die Gleichung gilt. Das lineare homogene Gleichungssystem x 0u0 + x 1 u1 + x 2u2 = 0, x 0v0 + x 1v1 + x 2v2 = 0 bestimmt danach den Punkt (x 0, x,, x 2), dcr den Geraden (u0, u1, u2) und (v0, v1 , v2) gemeinsam ist, ihren Schnittpunkt. Entsprechend bestimmen x0u0 + x 1u 1 + x 2u2 = 0 und y0u0 + y1u 1 + y2u2 = 0 die Gerade (uo , u 1 , u2)1 die den bciden Geradenbtischeln (x 0 , x 1 , x 2) und (y0 ,y1 ,y2) gemcinsam ist, ihre Trager verbindet (Abb. 25.4-1). 
Dualititsprinzip. Die Begriffspaare »Punkt einer Geraden« und »Gerade eines GeradenbUschels«,»verbinden« und »sich schneiden«, »liegt aufcc und »geht durch« !assen sich gegenseitig vertauschen, weil sie durch gleichartige algebraische Operationen bzw. Gleichungen dargestellt werden. Es besteht in dem Sinne ein Dualittitsprinzip, daO wahre Aussagen der projektiven Geometric dun:h das Yertauschen in ebenfalls wahre Aussagen Ubergehen ; z. B. geht der Satz »Zwei verschicdene Punkte 
liegcn auf genau einer Geraden« Uber in den wahren Satz »Zwei verschiedene Geraden gehen durch genau einen Punkt«. Zu jedem Satz der projektiven Geometric gibt es deshalb cine duale Form, die mit dem Satz bewiesen ist. 
Satz von Desargues: Geben die Verblndunpgeraden mtsprecbeoder Eckpuakte zweler Drelecke durcbelnen Punkt S, so llegm die Scbaittpunkte eatspred,ender Sellen auf elaer Geradea ,. Dualform: Ljegen die Scbnlttpuakte mtsprecbender Seit ea zweler Drelecke auf elner Geraden ,, so geben die Verblndunpgeraden entsprecbeoder Eckpunkte durcb elnea Puakt S, 

Die Oualform des Satz.es von Desargues ist zugleich seine Umkehrung. Zurn Beweis des Satzes 
selbst wird von den Dreiecken A1B1C1 und A2B2 C2 z_ B. vorausgesetzt, da8 sich die Geraden A1A2 , B1B2 und C1C2 in dem Punkt S schneiden (Abb. 25.4-2). Zu beweisen ist, da8 die Punkte 
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25.4•2 Satz des Desargues 

A =(C1 B1 r.C2 82 ), B=(A1 C1 nA2 C2) und C=(B1 A1 ,,....B2.42) auf einer Geraden s liegen. 
Dazu wendet man auf beide Dreiecke die projektive Abbildung an, die die Punkte A und Bin zwei 
uneigentliche Punkte Uberfuhrt. Dann sind im Bilde die Dreiecksseiten c;B; und c;s; einander 
parallel, und ebenso gilt c;A', II c;A;. Nach dem Strahlensatz gilt dann auch A; B; II A;B;, d. h., 
auch C' liegt auf der uneigentlichen Geraden, und deshalb liegt im Urbild der Punkt C auf der 
Geraden s = AB. 

Satz von Pappos: Aufzwei Gendeng1 undg2 seienje drei Punkte.4 1 , B1 , C1 uncl A2 , B2 , C2 ge
geben, die vom Scbnlttpunkt O der beiclen Geraden vencbleden slnd. Dann llegen die Sclmlttpunkte 
A= (B 1C2 A B2C1), B = (A,C, A A,C,) und C = (A,B, A .42B1) du kretaweisen Verblndim-. 
gea auf eiMr Genden 11 (Abb. 25.4-3). 
Dualform: Durch zwei Punkte G, and G2 miigen je drel Geraden a1 , 61 , c1 und 112, 62 , c2 aeben, 
die Yon der Verbindungsgenden oder beiden Punkte G1 und G2 verschieden siod. Dann sdmeklen sich 
die kreuzweiseo Verbindunpgenden a= 1(61 ,.... c2), (62 ,.... c1)), 6 = ((o1 ,... c2), (a2 ,... c1 )) und 

_ c = ((01 ,.... 62), (a1 ,... 61 )J in einem Punkt G (Abb. 2�5.,4.4). 

25.4-3 Satz des Pappos 
25.4-4 Dualisicrung des Satzes 
von Pappos 25.4-5 Vollstiindiges Viereck. 

Zurn Beweis des Satzes von Pappos fuhrt man die Schnittpunkte D = A 182 ,.... A2C1 und 
E = C1 B2 ,.... A 1 C2 ein. Projiziert man von A2 aus die Gerade A 1B2 auf die Gerade g1, so geht daS 
geordnete Punktetripel (C, D, B2) in das Tripe) (B1 , C1 , 0) Uber, wahrend der Punkt A1 fest bleibt. 
Eine anschlieOende Zentralprojektion der Geraden g 1 auf die Gerade C1B2 von C2 aus fuhrt das 
geordnete Punktetripel (A 1 , B1 , 0) in das Tripe! (£, A, B2) Uber und 13.Bt den Punkt C 1 ungciin
dert. Beide Zentralprojektionen nacheinander ausgefuhrt fuhren das geordnete Punktequadrupel 
(A 1 , C, D, B2) in das Quadrupel (£, A, C1 , B2) Uber und stellen, da hier B2 Fixpunkt ist, cine Zen
tralprojektion dar, deren Zentrum B der Schnittpunkt der beiden Projektionsstrahlen A1 C2 und 
C1A2 ist. Dann mu0 auch AC als Projektionsstrahl durch B gehen, d. h., A, B und C liegen auf einer 
Geraden. 
Vollstindiges Viereck und vollstindiges Vierseit. Ein vollstia.ndiges Viereck besteht aus den vier 
Eckpunkten A, B, C, D, van denen keine drei kollinear sind, und aus ihren sechs Verbindungs
geraden, den sechs SeitenAB, CD; AD, BC; AC, BD. Die drei weiteren Schnittpunkte P= (AB,.... CD), 
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Q =(AD,-.. BC) und R =(AC,... BD) dieser sechs Geraden hei3en seine Diagonalpunkte und bilden 
die Ecken des Dial{onaldreiecks PQR (Abb. 25.4-5). 
Das vollst<indi'ge Vierseit besteht als die duale Figur zum vollstandigen Viereck aus den vier Geraden 
a, b. c, d, van denen keine drei durch einen Punkt gehen, und aus den sechs Schnittpunkten, den 
Eckpunkten (a,-.. b), (c'"' d); (a,-.. d), (b ,-.. c); (a,-.. c), (b ,-.. d). Die drei weiteren Verbindungsgera
den p = ((a Ab) (c Ad)), q = ((a Ad) (b Ac)) und , = ((a Ac) (b Ad)) dieser sechs Punkte hei8cn 
seine Diagonalgeraden und bilden das Diagonaldreieck (Abb. 25.4-6). 

la elnem YOllslindlgen Viereck ......... aufjeder Selle die belden Edt .. durcb den Dla-lpankl lllld 
dm Sdlalttpuakl mil der Verbinlk-ll11ie der beiden aaderea l)lqoalpuakle barmonlscb aelellt. 
Duaiform: la elnem YOllslindlgen Viersell wenlen hi jeder Edte die beldea Sellen durcb die l)lqoalo 
lllld die Verb.....,_erade mil dem Sdlailtpunkl der belden aaderen Diapmlen barmonlscb aetreiml. 

Greift man z. B. im vollstandigen Viereck die $cite AB= u heraus, so werden auf ihr die Ecken 
A, B harmonisch geteilt durch den Diagonalpunkt P und den Schnittpunkt T dieser Seite mit der 
Verbindungsgeraden QR der beiden anderen Diagonalpunkte. In der dualen Figur werden entspre
chend in der Ecke U die beiden Seiten a, b harrnonisch getrennt durch die Diagonale p und die 
Verbindungsgerade t von U mit dern Schnittpunkt (q,..., r) der anderen beiden Diagonalen. 

25.4-7 Konstruktion 
25.4-6 Vollstindiges Vierscit des vierten hannonischcn Punktcs 

Der Bewcis des Satz.es vom vollstandigen Viereck geht davon aus, daBjeder Punkt X einer projektiven 
Ebene charakterisiert werden kann durch einen an einen auBerhalb der Ebene gelegenen Punkt S 
angetragenen Vektor x. Die den Eckpunkten A, B, C, D entsprechenden Vektoren a, b, e, d sind 
linear abh3.ngig, je drei jedoch linear unabh3ngig, da keine drei Punkte kollir,aer sind. Daher exi
stieren vier reelle, von Null verschiedene Zahlen o:, P, y, 6, fur die o:.a +Pb+ ye+ Od = o. Der 
auf den Sciten AB und CD gelegene Diagonalpunkt P wird somit durch den Vektor p = o:a + {Jb 
= -(ye+ 6d) charakterisiert, der sowohl eine Linearkombination der Vektoren a un�1 b als auch 
der Vektoren e und dist. Ebenso )assen sich die anderen Diagonalpunkte Q und R charakterisicren 
durch die Vektoren q = cxo + dd = -<ftb + ye) und , = cxo +ye= -<Pb+ M). Bezeichnct T 
den Schnittpunkt der Geraden QR mit der Seite AB, so laBt sich der zugehOrige Vcktor t .angeben 
durch t = q + r = +o:a - Pb. Ftir das Doppelverhaltnis der vier Punkte A, B, P, T crgibt sich 
dann DV(A, B; P, T) = (cx/P): [cx/(-/f)J = -1. 
Mit Hilfc des vollst3ndigen Vierecks kann man unter alleiniger Verwendung des Lincals zu einem 
Punktepaar A, B und einem dritten Punkt P einer Geraden u den vierten harmonischen Punkt T 
konstruieren (Abb. 25.4-7). Wiihlt man auf einer Geraden durch Punkt P die fehlenden Ecken C und 
D des vollstiindigen Vierecks ABCD voneinander und von P verschieden, so sind die Diagonalpunktc 
Q und R als Schnittpunkte jc zweier Seiten bestimmt durch Q =(ADA BC) und R = (AC n BD). 
Die Diagonale RQ schneidet dann die Seite AB im gesuchten vierten harmonischen Punkt T. 

2 

Dualitit im Raum. Der Geradengleichung E x1u1 = 0 in der Ebene ni.it Pltickcrschcn Koordinaten 
l 1 .. 0 

u, entspricht irn Raum die Gleichung E x1u1 = 0 einer Ebene. Duale Begriffspaare im Raum sind 
•-• 

deshalb «Punkt» und «Ebene>>, und einer durch zwei Punkte bestimmten Geraden entspricht im 
Raum die durch zwei Ebenen bestimmte Gerade, so da8 der Begriff «Gerade» zu sich selbst dual ist. 
Dern Satz «Ein Punkt und eine nicht durch ihn gehende Gerade bestimmen genau cine Ebcne>> 
hat die Dualform «Eine Ebene und eine nicht in ihr liegende Gerade bestimmcn genau einen Punkt». 

Kollineationen. Jede projektive Abbildung als eineindeutige Zuordnung der Punkte zweier projcktiver 
Ebenen zueinander l38t sich, wenn dual zu den Punkten die Geraden als Grundelemente der Ebcne 
betrachtct wer'den, als eineindeutige Zuordnung der Gcraden beider Ebenen auffasscn. Bei dicscr 
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Betrachtungsweise wird eine projektive Abbildung bezUglich der Koordinaten u1 und u; beschrieben 
<lurch eine lineare Transformation der Form 

2 

eu;=Ecx,J''J filr i=0.t,2 mit det(ixu)=+=O. 
i•O 

Dualfonn des Hauptsatzes fiir projektive Abbllchmgea. Es glbt genau elne p,ojektln Abblld- der 
Geraden elner Ebene ll auf die Geraden ••- Ebeae ll', die Yler Yorgeaebene Geraden voa ll la vier 
•orxegebeae Geraden von ll' iiberfiibrt, wean kelne drei dleser Geradea dun:b eiaea Punkt gtben. 

Das Doppelverh3.ltnis von vier Geraden eines GeradenbGschels ist cine lnvariante der projektiven 
Abbildungen. 
Da die projektiven Abbildungen kollineare Punkte in kollineare Punkte und kollineare Geraden, 
d. h. Geraden ein und desselben GeradenbUschels, wieder in koltineare Geraden Uberfilhrt, werden 
sie Kollineationen genannt. 
Dualfonn des Hauptsatzes f"iir projektive Abbllchmgea der Geradea. Es glbt genau elne Kolllaeatloa 
elnes Geraden-ls Im Punkt P auf eia Geradenbiilcbel Im Punkt P', die drel voaeinaader •endlle
dene Geraden des erstea lliischels auf drei voaeinander verscbledene Geradea des zweitea abblldet. 

Bei einer Zentralprojektion erfolgt die Zuordnung der Punk le zweier Geraden g und g' zueinander 
mittels Projektionsstrahlen durch das Zentrum Z, und der Schnittpunkt F = (g,,... g') isl Fixpunkt 
der Abbildung. Jede Kollineation zweier Geraden aufeinander, die einen Fixpunkt hat, isl umgekehrt 
eine Zenlralprojektion, auch ze111rale Kollineation genannt. Dual dazu erfolgt die Zuordnung der 
Geraden zweier GeradenbUschel G und G' bei einer Zentralprojektion miuels Projektionspunkten 
auf der Geraden z als Projek1ionszen1rum; ist z. B. p eine Gerade des BUschels G, so ist ihr Bild p' 
die Verbindungsgerade des Punkies P = (p,... z) mil dem Trager des BU.schels G'. Die Gcrade 
f = (G, G') isl dann Fixgerade der Abbildung (Abb. 25.4-8). Umgekehrt ist jede Kollineation zweier 
GeradenbUschel aufeinander, die cine Fixgerade hat, cine zentrale Kollineation. 
Da das Doppelverhaltnis von vier Geraden P1o i = I, 2, 3, 4, eines BUschels G dem der Schnitt
punkte P1 = (p1 ,... g) mit einer beliebigen Geraden g, die G nicht enth3.lt, gleich ist und die Kolli
neationen durch die I nvarianz des Doppelverh.iiltnisses gekennzeichnet werden, ergibt sich aus jeder 
Kollineation A zweier GeradenbUschel G und G' auch cine Kollineation A• zweierGeraden g und g', 
die nicht dem BUschel G' bzw. G angehOren. Dabei ordnet A• jedem Punkt P der Geraden g als 
Schnittpunkt mit einer geeigneten Geraden p des BU.schels G den Punkt P' = (p',,... g') der Geraden 
g' als Bildpunkt zu. Auf gleiche Weise ta.Bt sich zu jeder Kollineation A• zweier Geraden g und g' 
eine Kollineation A zweier GeradenbUschel G und G' konstruieren, indem jeder Geraden p = PG 

die Gerade p' = P'G' zugeordnet wird. 

25.4-8 Zentralprojcktion 

25.4-9 Zcntralc Kollincation zwcicr Gcradcnbilschcl mit den Tragcm G und G' 

Die so erha1tene Kollineation A ist genau dann cine z.entrale Kollineation, wenn die Trager G und G' 
der beiden BUschel auf der Verbindungsgeraden /zweier sich bei der Kollineation A• cntsprcchendcr 
Punkte liegen, da dann diese Gerade Fixgerade von A ist, z. B. wenn G und G' selbst zwei sich bei A• 
entsprechende Punkte der Geraden g und g' sind (Abb. 25.4-9). 
Analog ist die Kollineation A• zweier Geraden g und g', die aus einer Kollineation A zweier Geraden
biischel G und G' entsteht, genau dann cine zentrale, wenn g und g' sich schneiden im Schnittpunkt 
F = (p,... p') zweier sich bei A entsprechender Geraden p und p', da dann diescr Punkt F Fixpunkt 
vonA• ist(Abb. 25.4-10). Sind dann p1, p2 und Pi, Pi zwei weitere sich bei A entsprcchendeGeraden• 
paare, die sich mit den Geraden g bzw. g' in den Punkten P,, P2 bzw. Pi, Pi SC:hneiden, so ist das 
Zentrum Z = (s, .-. s2) der z.entralen Kollineation bcstimmt als Schnittpunkt der beiden Geraden 
s1 = P,P; und s2 = P2 P;. 
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25.4-10 Zcntrale Kollineation zweier Gcraden g und g' 

Durch eine Korrelation werden die Punkte einer 
projektiven Ebene II eineindeutig auf die Geraden 
der Ebene ll' abgebildet und die Geraden von /7 
auf Punkte von II'. In Punkt- und Geradenkoordi
naten entsprechen den Korrelationen die linearen 
Transformationen 

2 

ou; = l: a/Jx1 fur i = 0, I, 2 mit det (aJJ) =t= 0 
; ... o 

und 
2 

tu:;= I: b1JuJ fur i = 0, I, 2 mit det(b/J) =f= 0. 
i•O 

Durch cine Korrelation wird der Schnittpunkt zweier 
Geraden g1 ,g2 in die Verbindungsgerade der Punkte 
G 1 , G2 Ubergefi.ihrt, die die Bilder der Geraden g1, 

g2 sind, sowie die Verbindungsgerade zweier Punkte 
P1, P2 in den Schnittpunktcn der Geraden p1, p2, die die Bilder der Punkte P1 , P2 sind. 

25.5. Kegelschnitte 

Gleichung der Kegelschnitte. Ellipse. Hyperbel und Parabel !assen sich auffassen als Schnitt eines 
Kegels mit einer geeigneten projektiven Ebene (vgl. Kap. 13. - Kegelschnitte). Je zwei dieser Kegel
schnitte k0nnen durch Projektion von der Spitze des geschnittenen Kegels aus aufeinander abge
bildet werden. In der projektiven Geometric hat deshalb eine Unterscheidung dieser Kegelschnitte 
keinen invarianten Sinn mehr. 
Jn homogenen projektiven Koordinaten lautet die Gleichung/ines Kegelschnittes a00x6 + a1 ,xi 

+ a22xi + 2a01x0x1 + 2a02xox2 + 2a12x1 x2 = 0 bzw. E aux1x1 = 0 mit au
= a11 und 

det (au) =t= 0. ,. ;.o 
Nach einer geeigneten linearen Transformation wird ein nicht ausgearteter Kegelschnitt durch die 
Gleichung x3 - xi - xi= 0 beschrie.ben. Durch cine quadratische Form mit nicht verschwindender 
Oeterminante wird umgekehrt nicht notwendig ein Kegelschnitt dargestellt. Die Gleichung x3 + xT 
+ xi = 0 des nullteiligen Kegels�h11itrs nach der Transformation stellt keinen reellen Kegelschnitt 

dar. Eine quadratische Form E aI1xIx1 mit det (au) = 0 stellt einen ausgearreten oder singu/aren 
1.;-0 

Kegelschnitt dar, der ein Geradenpaar, ein Punkt oder eine zweimal durchlaufene Gerade sein kann. 
2 

Polaritit.Aus jedem
2 
reguliiren Kegelschnitt ,,[o aux1x1 = 0 mit det (au)=+= 0 liiBt sich eine spezielle 

Korrelation u1 = E a ux1 fur i = 0, I, 2 der Ebene auf sich gewinnen, die Polaritii1 genannt wird. Sie 
, .. 

ordnet jedem Punkt Pals Pol eine G�rade pals ;olare zu. Die Koordinaten y1 der PunkteQ der Po-

laren genUgen dann der Gleichung E y1u1 = E auy1x1 = 0, in der x1 die Koordinaten des Pols P 
i•O i.J•O 

sind. Danach sind alle Punkte Q de; Polaren von P zu P konjugierl. Diese Gleichung der Polaren 

eines Punktes P des Kegelschnitts E a uxIx1 = 0 ist aber die der Tangente in Pan den Kegelschnitt. 
l.i•O 

Die Po/are p tints Kegelschnitrpunkts P i.st die Tangtntt t in ditstm Punkt P an dtn Ktge/.schnlti. 

Jeder Kegelschnittpunkt P ist danach zu jedem Punkt der Tangente 
t in ihm an den Kegelschnitt konjugiert, d. h. auch zu sich selbst. 
Die Kegelschnittpunkte sind die eim.igen Punkte der Ebene, die auf 
diese Weise zu sich selbst konjugiert sind. 
Schneiden sich die Tangenten 11 , t2 in den Kegelschnittpunkten B1 

und B2 im Punkt P, so ist dieser sowohl zu B1 als auch zu 82 kon
jugiert, mithin, da alle zu P konjugierten Punkte auf einer Geraden 
liegen, zu alien Punkten der Geraden 81B2, die deshalb die Polarep 
von P ist (Abb. 25.5-1). 

25.5-1 Pol P und Polare p, wenn von P aus reelle Tangenten an den Kegel
schnitt existieren 
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Dieser SchluB gibt die M0glichkeit. zu jedem Punkt P, auch wenn <lurch ihn keine Tangentc des 
Kegelschnitts geht, die Polare p zu konstruieren. Dazu werden durch P zwei Geraden p1 und p2 
gelegt, die den Kegelschnitt in den Punkten B1 , B2 bzw. 83 , B4 schneiden. Dann sind die Schnitt
punkte P1 der Tangenten in B1 nd B2 sowie P2 der Tangenten in B3 und B4 zu jedem Punkt dcr 
Geraden p1 bzw. p2 konjugiert, also auch zu ihrern Schnittpunkt P. Somit ist die Gerade p = P 1 P2 

die Polare des Punktes P (Abb. 25.5-2). 
Die Gerade g <lurch die zwei Punkte P und Q mit den Koordinaten x1 und y1 schneidet den Kegel-

' 

schnitt E a u x1 x1 = 0 in den Punkten R, R' mit den Koordinaten r1 = x1t1 + y1t2 , die <lurch 
l,i-0 2 2 

die Gleichung E aur,r1 = E a,J.x,11 + y,12) (x1t1 + Y1f2 ) = rf°' + tJ{J + 2t,12Y = 0 mit 
2 l,J-0 2 l,i•0 2 

tx = E a11x 1 xJ ,/J = E alJy1y1 und y = £ a1.,x1y1 bestimmt sind. Die beiden L6sungen t1 : 12 
1,/•0 1,/-0 1,i•0 

und t� : ,; dieser quadratischen Gleichung unterscheiden sich genau dann nur <lurch ihr Vorzeichen, 
wenn y = 0, d. h., wenn P und Q konjugiert zueinander sind. Die vier Punkte P,Q, R, R' sind dann 
harmonische Punktc, da DV(P, Q; R, R') - (12/1i): (1;/1;) - -1. 

25.5-2 Pol P und Polare p, wenn von P aus keine reellen Tangenten 
an den Kegelschnitt existieren 

25.5-3 Harmonische Lage zweier konjugiener Punkte 
und der Schnittpunkle ihrer Verbindungsgeradcn 
mil dem Kegelschnitt 

Die Po/are p eines P,mkres P isl der geometrische Ort der Punk le Q, die mil P und d,m Schnittpunkten 
R Untl R' al/er Geraden g durch P mil dem Kegelschnitt harmonisch liegen (Abb. 25.5-3). 

Als Kurven zweiter Ordnung sind die Kegelschniue die Menge ihrer Punkte, dual dazu als Kurven 
zweiter Klasse sind sie die Einhtillenden ihrer Tangenten. 1st P ein Punkt des Kegelschnitts 

2 2 
E aux1 x1 = 0, so hat die Tangente in Pals Polare die Koordinaten u1 = J; a u x1 • Umgekehrt 

1,/•0 /•0 2 

erhalt man aus den Koordinaten u1 seiner Polaren p die Koordinaten von P durch x 1 = E b11u1 /•0 
fur i = 0, 1 ,  2; dabei ist die Matrix (blJ) invers zur Matrix (a 11 ), da sie die inverse Abbildung beschreibt. 
Setzt man dief Koordinaten in die Gleichung der Kurve zweiter Ordnung ein, so erh31t man die 

Gleichung E b11u1u1 = 0 der Kurve zweiter Klasse. 
l,i•0 2 

Projektive Erzeugung der Kegelschnitte. Die Gleichung E aax 1 x; = 0 eines Kegelschnitts nimmt 
I.J-0 

eine einfache Form an, wenn zwei Punkte A und B auf ihm und der Schnittpunkt C der Tangenten in 
ihnen an den Kegelschnitt als Basispunkte eines Koordinatensystems gew3hlt werden, d. h., die 
Koordinaten A(l, 0, 0), B(O, I, 0) und C(0, 0, I) haben. Setzt man in die Kegelschnittgleichung diese 
Koordinaten a 1 van A und b1 von Bein, so folgen a00 = 0 und a1 1 = 0. Da C konjugicrt zu A und 

2 2 

zu B ist, gelten 
,.fo a/Ja,c1 = 0 und 

,.
f:.o aub,c1 = 0. Durch 

�2"=0 
Einsetzen der Werte fur a" b, und c1 folgt a02 = a, 2 = 0. 
Die Kegelschnittgleichung lautet in diesem Koordinaten
system 2a 0 1 x 0x, + a 22 xi = 0 bzw. (2x0/a 22 ) • a01 x 1 + xi 
= 0 oder ;0;, + t;i = 0, wenn (2xo/a 22 ) = fo, Oo1X1 = �. 
und x2 = ;2 gesetzt und damit iiber den Einheitspunkt 
verfiigt wird. Diese Gleichung /;2//;0 + 1;1//;2 = 0 kann durch 
/;2/1;0 = u/v und l;,/1;2 = -11/v in die beiden Gleichungen (Al 
l;,v + 1;211 = 0 und (B) 1;0u -1;,v = 0 zerlegt werden. Jed< 
dieser Gleichungen stellt fur verschiedene Werte (u, v) ein 
Geradenbtischel dar, deren Geraden durch eine projektive 25.5-➔ l'rojcktivc Erzcugung dcr 
Abbildung einander so zugeordnet sind, daB sie fur gleiche Kcgelschnitte 



610 25. Projektive Geometrie 

Wertc (u, v) einen Punkt des Kegelschnitts als Schnirtpunkt bestimmcn (Abb. 25.5-4). Der Trager 
des Biischels (A) ist A wegen E1 = 0, E1 = 0 fur a, = 0, a2 = 0, der des BU.SChels (8) ist B wegen 

b0 =0,b2 =0. 
Die Geradeg = AB ist dann durchE2 = 0, die Geradeg1 = ACdurch E, = 0 undg2 = BCdurch 
Co= 0 gekennzeichnet. Die projektive Abbildung des Bilschcls (A) auf das Biischel (B) fiihrt dann 
die Geradeg = AB von (A) wegen v = 0 in die Geradeg2 = BC von (B) und die Gerade g1 = AC 
von (A) wegen u = 0 in die Gerade g = AB Uber und hat somit kcine Fixgerade, d. h., sic ist nicht 
perspektiv. 
Umgekchrt erzcugcn projektiv, aber nicht perspektiv aufeinander bczogcne GeradenbUschcl mit den 
Tr3gern A und B einen Kegelschnitt als Menge der Schnittpunkte sich cntsprechender Geradcn. 
Geht dabei die Gerade g = AB des Bilschels (A) in die Gerade g2 des BUschels (B) Uber und ist gals 
Gerade des Bilschels (B) das Bild der Geraden K, des BUschels (A), so !assen sich die Punkte A, B 
und C = (g1 ,-. g2) als Grundpunkte eines Koordinatensystems wahlen, dessen Einheitspunkt £ 
Schnittpunkt irgend zweier sich schneidender Geraden p und p' ist. In diesem Koordinatensystem 
sind die Gerade g durch die Gleichung ;2 = 0, die Gerade Ki durch ;1 = 0, die Gerade g2 durch 
;0 = 0 sowie die Geraden p und p' durch C1 + ;2 = 0 bzw. e0 - ;2 = 0 gekennzeichnet. Nun hat 
aber die Kollineation des Geradenbilschels (A) auf das Bilschel (B), die durch das Entsprechen der 
Geradene1v + ;2u = 0 undeou - f2v = 0 bei gleichem Yerh31tnis u: v bestimmt ist, die Eigenschaft, 
die drei Geraden g, g1 undp des ersten BUschels in die drei Geradeng2 ,g undp' des zweiten Bilschels 
0berzufuhren. Nach dem Hauptsatz stimmt sie deshalb mit der vorgegebenen Kollineation Uberein. 
Die Schnittpunkte sich entsprechender Geraden durchlaufen dann, wie man nach Elimination von 
u und v aus den Gleichungen der Geraden erh3lt, den Kegelschnitt e0; 1 + eJ = 0. 
Bei perspektiv aufeinander bezogenen Geradenbilscheln schneiden sich Original- und Bildgerade auf 
der Geraden, von der aus projiziert wird, d. h., es wird ein ausgearteter Kegelschnitt erzeugt. 
Um einen Kegelschnitt zu konstruieren, der durch drei gegebene, nicht kollineare Punkte A. B, P 
geht und zwei Geraden g1 und g2 in A bzw. B zu Tangenten hat, genUgt es, cine projektive Abbildung 
des Geradenbilschels in A auf das Geradenbilschel in B zu erzeugen. Durch die Yorschrift, dall die 
Geraden g1,g = AB und p = AP desBilschels(A) in die Geraden g,g2 und p' = BP desBUschels 
(B) Ubergefilhrt werden, ist nach dem Hauptsatz cine derartige Kollineation eindeutig bestimmt. Die 
Schnittpunkte sich bei dieser Kollineation entsprechender Geraden erzeugen eindeutig einen Kegel
schnitt, der durch die Punkte A, B, Pgeht undg1 sowieg2 als Tangenten in den Punkten A und Bhat 
(Abb. 25.5-5). 

2S.S-S Konstruktion cincs Kcgcl
schnitts aus drei Punktcn und zwci 
Tangen ten 

Diese Kollineation l30t sich konstruieren durch eine zentrale Kollineation zweier sich in P schnei
dender Geraden a und b, die die Geraden g1 und gin den Punkten G1 und G

0 
bzw. die Geradcn g 

und g2 in den Punkten Gb und G2 schneiden mit dem Zentrum S = (G1Gb ,-. G11G2). 
1st ein Kegelschnitt aus funf gegebenen Punkten S, T, U, Y, W, von denen keine drei kollinear sind, 
zu konstruieren, so !assen sich zwei als Trager je eines Geradenbilschels herausgreifen, die projek
tiv, aber nicht perspektiv aufeinander bezogen sind (Abb. 25.5-6), z. B. Smit Si = SU, s2 = SV, 
s3 = SW und T mit 11 = TU, t2 = TY und 13 = TW. Die Kollineation des Geradenbllschels in S 
auf das Geradenbllschel in T, die durch die Yorschrift, da0 die Geraden s1 in die Geradcn t1 Uber• 
gehen, eindeutig bestimmt ist, definiert dann einen Kegelschnitt, der aus den Schnittpunkten sich 
entsprechender Geraden besteht. Diese Kollineation lli0t sich darstellen durch cine zentrale KoUi-
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25.5•6 Konstruktion eines Kegclschnitts aus 
funf gegebencn Punktcn, von dcnen keinc 
drci kollinear sind 

neation zweier Geraden g1 und g2, die sich 
im Punkt V schneiden. Werden z. B. g1 

= VW und g2 = UV gew3.hlt, so ist das 
Zentrum Z = (s1 ,.... 13) dieser Perspektivitat 
der Schnittpunkt der Geraden s1 und t3 . 
Einer Geraden s4, die g1 im Punkt X1 

schneidet, wirddadurchdieGeradet4 = TX2 

zugeordnet mit X2 = (g2,.... X1Z), die sich 
beide im KegelschnittpunktXschneiden. Da 
die Kollineation eindeutig durch die funf 
gegebenen Punkte bestimmt ist, der Kegel
schnitt seinerseits eindeutig durch diese Kol
lineation, ergibt dieseKonstruktion den ein
zigen Kegelschnitt durch diese funf Punkte. 

Es gibt -u •lne• Kq,l,chnitr, d,r dmch 
f iinf lf<lf.,,,,,, Pllllkt,g,ht,vo• d,.,• k,;n, 
dr�i kol/inear sind. 

Dual zur Erzeugung durch projektive GeradenbUschel !assen sich die Kegelschnitte auch durch pro
jektiv aufeinander bezogene Geraden erzeugen. Die Verbindungsgeraden je zweier sich entsprechen
der Punkte der Geraden g und g' umhUllen einen nichtausgearteten Kegelschnitt, wenn die beiden 
Geraden nicht perspektiv liegen (Abb. 25.5-7). Bei perspektiver Lage der beiden Geraden besteht 
der ausgeartete Kegelschnill aus nur zwei Punkten, dem Projektionszentrum und dem Schnittpunkt 
der beiden Geraden. Die projektive Zuordnung der Punkte der Geraden g und g' ist durch drei Punkte
paare bestimmt. Sind A, B, C auf g und ihre Bilder A', B', C' auf g' gegeben, so 13.Bt sich diese Zu
ordnung analog realisieren durch eine Perspektivitat zweier GeradenbUschel, deren Trager z. B. die 
Punkte S1 =(AA',... BB') und S2 =(AA',... CC') sind, mit der Geraden z = CB' als Zentrum. 
Entsprechend ist von jedem weiteren Punkt P das Bild P' dadurch zu konstruieren, dafl der Punkt 
(S1P,-.S2P') auf z liegt. Entsprechend ist von jedem weiteren Punkt P1 dasBild P; dadurch zu kon
struieren, daO der Punkt (S 1 P1 ,.... S2P;)auf z liegt. Die Geraden AA', BB', CC', P 1 P; sind Tangenten 
des Kegelschnitts. 

A 25.5•1 Die Vcrbindungsgeraden projektiv einander zugeordneter 
Punktc der Gcraden g und g' umhilllen einen Kegelschnitt 

Analog zur Konstruktion eines Kegelschnitts durch funf Punkte 13.0t sich nun zu funf Geraden, von 
denen je drei nicht durch einen Punkt gehen, gcnau ein Kegelschnitt konstruieren, der diese Geraden 
berUhrt. 

Satz ,(NI Pascal. Int Sebnt11utbnck eines Kegelschnitts llegm die Scbnittpunkte je zweier Geam• 
Hlten auf •Iner Genden Abb. 25.S-8). 

Sind A 1 , B1 , C1 , A2 , Bi . C2 die Ecken des Sehnensechsecks, A3 =(81 C2 ,....C1B2), B3 

= (C1 A2 ,.... A 1C2), C3 = (A 1B2 ,.... B1A2) die Schnittpunkte der sich entsprechenden Gegenseiteo 
sowie D = (A1 B2 ,.... A1C1) und E = (A1 C2 ,.... B2C1 ) zwei weitere Schnittpunkte von ·seiten, dann 
sind die Geradenbtischel in A2 und C2 dadurch projektiv aufeinander bezogen, dafl sich entspre
chende Geraden auf dem Kegelschnitt schneiden. Dieser Kollineation entspricht dann eine Kolli-
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25.5-8 Salz \Uri l'a!>Cal 

c, 

25.5-9 Kons1ruk1ion eines Kegelschnius aus fi.inf Punkti:n 11,1..:h J..,·m Satz von Pascal 

neation der Geraden A 1 B2 auf die Gerade C1 82 , bei der die Punkte A 1 , C3 , D, B2 in die Punkte 
£, Alt C1 , B2 Ubergehen. Da der Punkt 82 Fixpunkt ist, handelt es sich um cine Zen1ralprojektion. 
Das Zeritrum dieser Projektion ist der Schnittpunkt der beiden Projektionsstrahlen A 1£ und DC1 • 
Dann geht aber auch der Projektionsstrahl A3C3 durch diesen Punkt B3 . 
Der Satz von Pascal gibt cine weitere MOglichkeit der Konstruktion eines Kegelschnitls aus funf 
Punkten. Seien A 1, B1, C1 , A2 , B2 diese funf Punkte, von denen je drei nicht kollinear sind, so schnei
den sich die Verbindungsgeraden A 1 B2 und A2B1 in dem Punkt C3 • Eine beliebige Gerade g durch 
C3 trifft die Gcraden C1A1 und C181 in den Punkten 83 und A3 . Dann schnciden sich die Geraden 
A1 83 und B1A3 in einem Punkt C2 , dcr eincn Kegclschnitt durch die Punkte A 1 , B1 , C1 , A2 , 82 be
schreibt, wenn g alle Geraden durch C3 durchl:iuft (Abb. 25.5-9). 

Dualfona des S.tzes •on Pascal: Satz •on Briancbon. Im TaD1mtemecbs<ck eines Kqelsdlllltts 
IICbneidea sicb die V�enden I• zweler gegeaiiberllegender Ecken in elnem Puakt 
(Abb. 25.5-10). 

c, 

25.5-10 Satz von Briarn.:hon 

111 
/I\ 

25.5-11 Kons1ruk1ion eines Kegelschnitts aus fonrTangenten nach dem Satz von Brianchon 

Dual zu den Schnittpunkten A3 , 83 , C3 sich entsprechender Gegenseiten im Pascalschen Sechseck 
erhalt man im Tangentensechseck die Verbindungsgeraden a3 , b3 , c3 der Schnittpunkte gegenUber
liegender Tangenten. Dual zur Pascalschen Gerade11 p durch A3 , 83 und C3 ergibt sich der Brianchon
sclte Pu11kr Pals Schnittpunkt der Geraden u3 , 1;3 und c3 . 
Der Satz von Brianchon liefert ein zeichnerisch geeignetes Verfahren, einen Kegelschnitt aus 
funf gegebenen Geraden zu konstruieren, die Tangenten an ihn werden sollen. Keine drei der 
funf gegebenen Geraden 01 , a2 , b1 , b2 , c1 sollen durch einen Punkt gehen (Abb. 25.5-11). Von 
den drei Verbindungsgeraden der Schnittpunkte gegenUberliegender Tangenten ist nur eine, 
c3 = (a1 ,.,, b2 , b1 ,.,, a2), fes1gelegt. Durch jede Lage des Brianchonschen Punktes P auf ihr sind die 
anderen beiden Verbindungsgeraden a3 und b3 bestimmt und legen durch ihre Schnittpunkte mit den 
Tangenten b1 und o1 die Lage der sechsten Tangente c2 als Gerade durch diese Schnittpunkte fest. 
Durch diese Konstruktion ergibt sich der Kegelschnitt als EinhUllende aller Geraden, die die ge
gebenen zu einem Brianchonschen Tangentensechseck erganzen. 
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In der Differentialgeometrie werden die Begriffe und Methoden der Analysis, insbesondere der Diffe
rentialrechnung und der Theorie der Differentialgleichungen, auf die Untersuchung geometrischer 
Gebilde angewendet. Die zugrunde liegenden geometrischen ROume oder Mannigfaltigkeiten mUssen 
daher, 3.hnlich wie in der analytischen Geometric, auf Koordinaten bezogen sein. In diese Raume sind 
andere geometrische Gebilde eingebettet, z. B. allgemeine Kurven oder gekrilmmte Fl3chen, die durch 
geniigend oft differenzierbare Gleichungen oder F1111ktionen charakterisiert werden. Zurn Verstandnis 
der hOheren Teile der Differentialgeometrie muB man die Tensorrechnung grilndlich beherrschen; 
ferner sind Kenntnisse aus der Topologie und aus anderen Gebieten der Mathematik erforderlich. 

Kurventheorie im euklidischen Raum 

Definition einer Kurve. Sind e1 fur i = l, 2, 3 drei paarweise zueinander senkrechte Einheitsvektoren, 
die ein orthonormiertes Dreibein des dreidimensionalen euklidischen Raumes £3 bilden, und sind 
x, filr i = 1, 2, 3 die kartesischen Koordinaten bezilglich dieses Dreibeins, so versteht man unter einer 
Parameterdarstellung eines Kurvenm1ckes die Angabe der Koordinaten x1 = fi(t) filr i = I, 2, 3 
der Kurvenpunkte als Funktionen fi(t) eines reellen Parameters taus einem Segment a� t � b. 

Diese drei Gleichungen werden meist zu einer Vektorgleichung 
3 

x-x(t)- ;� f,(l)e, 

zusammengefaOt. Die Funktionen /j(t) sollen genilgend oft stetig differenzierbar sein; meist genilgt 
es, die Existenz und Stetigkeit der ersten drei Ableitungen zu fordern. Unter einer Kurve versteht man 
eine zusammenhangende Punktmenge K, bei der es zu jedem Punkt P aus K eine Umgebung U gibt, 
so daB die in U liegenden Punkte von K sich als Kurvenstilck darstellen lassen. Den Parameter 
eines Kurvenstilckes kann man ziemlich willkUrlich wahlen; ist t ein Parame1er, so erhiilt man einen 
beliebigen anderen Parameter t' durch eine Parametertrans
formation t' = rp(r), in der die Funktion rp(r) genilgend oft 

stetig differenzierbar und ihre Ableitung !� nie Null ist. 

Es kommt nur auf die geometrischen Eigenschaften der 
Kurve an, die von der speziellen Wahl des Parameters unab
hiingig sind, nicht aber auf die mehr zufallige analytischc 
Form der Darstellung. Oft kann man das Koordinatensystcm 
im euklidischen dreidimensionalen Raum £3 und den Para
meter I auf der Kurve K so wiihlen, da8 die darstellenden 
Funktionen mOglichst einfach und die Rechnungen erleich
tert werden. 
Eine Kurve kann auch durch eine implizire Darsrellung, 
durch zwei unabh3ngige Gleichungen der Gestalt 

g(x1 ,x2,x3) = 0, h(x1 ,-x2,x3) = 0 
gegeben werden, d. h. geometrisch als Schnitt zweier Flii
chen g = 0, h = 0. Eine der einfachsten raumlichen Kur
ven ist die Schraubenlinie, die man in der Form 

x(t) = a(e1 cost+ e2 sin r) + bte3 

darstellen kann. Der Grat einer Schraube ist eine Schrau
benlinie, 2a ist der Durchmesser und 2nb die GanghOhe dcr 
Schraube (Abb. 26.1-1). 

Tangenten. Legt man durch zwei Punkte Pi . P2 der Kurve K 26.1-1 Schraubcnlinie 
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cine Sekante und laOt dann P1 und P2 auf K gegen einen festen Punkt Po von K mit dem Ortsvektor x0 = x(t0) streben, so strebt die Sekante gegen cine Gerade durch P0, die man die Tangente 
an K in P0 nennt; die Existenz der Tangente ist bei den oben gemachten Differenzierbarkeitsvor
aussetzungen gesichert, wenn der Punkt P0 reguliir, d. h., wenn wenigstens cine der Ableitungen 
d/�;o> + O ist; in Vektorschreibweise 

.to= d�;o) = ,#. 
e1 

df�:o) ,j: o. ! Gleichung der Tangente ! y = x0 + .t0T I 
Nicht regulare Punkte heiOen singular, ihre Eigenschaften mllssen stets besonders untersucht werden. 
In einem regularen Punkt P0 ist i0 ein Richtungsvektor der Tangente im Punkt P0. Fiir den Orts
vektor y der Punkte einer Tangente erhalt man durch Einfuhren des Parameters T irn Interval! -oo < T < oo die angegebene Gleichung der Tangente. Die zur Tangente senkrechte Ebene durch P0 heillt die Normalebene N von Kin Po (Abb. 26.1-2). 
1st z der Ortsvektor ihrer Punkte und bedeutet a· b das Skalarprodukt der Vektoren a und b, so 
gilt fur die Norrnalebene N die Gleichung: i0 · (z - x0) = 0. 

26.1-2 Normalebene N im Punktc P0 

26.1-3 Schmiegebene S im Punkte P0 

Schmiegebenen. 1st die Kurve K keine Gerade, so werden im allgemeinen auch drei beliebige ihrer 
Punkte P 1 , P2, P3 nicht auf einer Geraden liegen. Je drei derartige Punkte bestirnmen daher eine 
Ebene. Lailt man P,, P2, P3 auf K gegen denselben Punkt P0 von K streben, so wird die zugehOrige 
Ebene im Limes gegen cine Ebene durch P0 konvergieren, die die Schmiegebene S von Kin P0 heiJlt 
(Abb. 26.1-3); ihre Existenz ist gesichert, wenn die ersten beiden Ableitungen des Ortsvektors x(1) 
fur I= 10 hnear unabhang1g smd, d h , wenn x0 x x0 + o Dabe, 1st x0 = d2x(�o) = }; e, d2 /,�o) 

di ,.1 dt 
a X b bezeichnet das Vektorprodukt der Vektoren a und b. 1st z der Ortsvektor der Punkte derSchmiegebene Sund soil (a, b, c) das Spatprodukt der Vektoren a, b und c bedeuten, fur das bekannt
lich (a, b, c) = (a x b) c gilt (vgl. Kap. 17.3. - Vektoralgebra), so lautet die Gleichung der Schmieg
cbene S: 

Gleichung derSchmiegebene (i0 x io)(z-x0)=0 oder (i0,i0,z-x0)=0 

Die Kurve hat mit ihrer Tangente eine Beriihrung 1. Ordnu11g, d. h., bei geeigneter Parameterwahl 
stimrnen die ersten Ableitungen von Kurve und Tangente irn Berilhrungspunkt ilberein. Die Schmicgcbene kann als eine Ebene definiert werden, die mit der Kurve im betrachteten Punkt P0 cine Be

rUhrung 2. Ordnung hat, d. h., die ersten beiden Ableitungen i0, i0 milssen in ihr liegen. Im f'alle 
i0 x i0 =t= o ist die Schmiegebene eindeutig bestimmt. Sie ist diejenige Ebene, die im Punkt P0 von .i-(.t0) und i(t0) aufgespannt wird. Die auf Schmiegebene und Normalebene senkrechte Ebene 
hei8t die rektifizierende Ebene Rim betrachteten Punkt P0 (vgl. Abb. 26.1-4). Bezeichnet z den Orts
vektor ihrer Punkte, so erhalt man: 

Gleichung der rektifizierenden Ebene (Xo , X0 x i0, z0 - x0) = 0 
Normalen. Jede Gerade, die in der Normalebene liegt und durch P0 geht, heiJlt eine Normale von 
Kin P0• Die Normale, die in der Schmiegebene licgt, wird als die Hauptnormale n von Kin P0 bezcichnet, diejenigc, die in der rektifizierenden Ebene liegt, als die Binormale b. Ein Richtungsvektor 
dcr Hauptnormalen ist (i0 x i0) x X0, ein Richtungsvektor der Binormalen ist .i-0 x i0, wenn i0 X i0 =t= o. Tr3gt man in jedem Punkt P der Kurve drei Vektoren I, n, b der Lange I in Richtung 
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der zugehOrigen Tangentc, der Hauptnormale bzw. der 
Binormale von K an, so ergibt sich ein orthonormicrtes 
Dreibein, das man das im wesentlichen eindeutig be
stimmte begleitende Dreibein der Kurve nennt (Abbil
dung 26.1-4). Die Zuordnung eines begleitenden Drei
beins hat sich nicht nur in der Kurventheorie, sondern 
in der Differentialgeometrie i.iberhaupt als sehr frucht
bar erwiesen, im n-dimensionalen Raum entspricht ihm 
das begleitende n-Bein. 

Bogenlinge. Die Lange eines Streckenzuges im £3 wird 
als Summe der Langen seiner Strecken Llx erkl3.rt. Die 
in der Differentialgeometrie betrachteten Kurven kann 
man beliebig genau durch Streckenziige annahern. Da
bei wird die Lange J; Llx der approximierenden Strecken
zGge gegen einen Grenzwert L streben, den man die 
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�i� 26.1-4 Begleitendes Dreibein einer Kurve 
der Parameterdarstellung x = .r(t), 0 � t � a ist .dx 
= .r(t + Lit) - x(t), und man kann unter den tiblichen Differenzicrbarkeitsvoraussetzungen be
weisen, daB die oben beschriebene Lange des KurvenstOckes gleich dem Integral 

L = f l.rl dt = f V,t, (i,(r))' dr 

0 0 

ist; I.ii = � bezeichnet die Lange des Vektors .i. Betiach
tet man nur den Teilbogen K, vom Punkt mit dem Parameter
wert O bis zum Pun kt mit dem Parameterwert t, so ist die 
Lange s dieses Bogens cine Funktion von t: 

s = s(t) = f li(T)I dT. 

Isl K regular, so folgt ds/dt = l.r(r)I > 0, und man kann s als 
neuen Parameter einfuhren, der durch seine geometrische Be-
deutung ausgezeichnet ist. Dieser Parameter s heiBt die Bogen- 26.1-S Zur Definition der Bogen-
/tinge von K oder der natiirliche Parameter (Abb. 26.1-5). Die Hinge 
Ableitung des Ortsvektors nach der Bogenlange ist ein Tangenten
einheitsvektor t = x' = dx/ds, lx'j = I. 
Hieraus folgt x' · x" = 0, d. h., x" = d2:c/ds2 steht 
auf :r' senkrecht und ist daher ein Richtungsvektor 
der Hauptnormalen, wenn x" + o gilt. 

Kriimmung. 1st :c = x(s) fur O � s � L ein auf die 
Bogenlange als Parameter bezogenes KurvenstOck K, 
das die Punkte P(s), P(s + Lis) mit den Parameter
werten s und s + Lis enth3.lt, so schlieOen die Tangen
tialvektoren t(s) und t(s + Lis) einen Winkel der 
GrOOe Lia miteinander ein. L3.Bt man nun Lis gegen 
Null gehen, so existiert der Grenzwert 

lim ILl<>/Llsl = k(s). 
·-·

den man die KrUmmung von K im Punkt P(s) nennt 
(Abb. 26.1-6). Fiir cine Gerade isl stets Lie< = 0, d. h .• 
auch k(s) ist identisch gleich Null. 
Die KrOmmung ist ein MaB fur die Abweichung der 

t(s+Lls) 

K K 

Kurve von ihrer Tangente in dem betrachteten Punkt. 26.1-6 Zur Definition der Kri.immung 
1st s die Bogenliinge von K, so gilt k(s) = lx"(s)I. 

t(S) 

Bezeichnet n den geeignet orientierten Einhcitsvektor in Richtung der Hauptnormalen, so gilt 
:c" = k(s) n. Daher nennt man :r" den Kriimmungsvektor. 

Windung. Die Schmiegebene einer ebenen Kurve ist in jedem Pur.kt gleich der Ebene, in der die Kurve 
liegt. Der Binormaleneinheitsvektor b = x' x x"/1:r' x x"I einer ebenen Kurve ·ist demnach kon
stant und umgekehrt. Die Anderung des Binormalenvektors b, der ja auf der Schmiegebene senkrecht 
steht, ist folglich ein MaB fur die Anderung der Schmiegebene oder auch ein MaB fur die Abweichung 
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der Kurve K von ihrer Projektion auf die Schmiegebene des gerade betrachteten Punktes von K. 
Bezeichnet t1p die GrOfle des Winkels zwischen den Binormalenvektoren b(,s) und b(s + Lis) in 
den Punkten P(s) und P(s + Lls), so exis1iert im allgemeinen der Grenzwert Jim (LJP/Lls) = x(s), 
der die Wind1mg oder Torsion von Kim Punkt P(s) heiBt. .r-o 

Natiirliche Gleichungen. Krllmmung, Windung und Bogenlange sind jeder Kurve invariant gegenilber 
euklidischen Bewegungen zugeordnet, d. h., bewegt man cine (z. B. aus Draht geformte) Kurve als 
starren KOrper im Raum, so 3.ndern sich Krlimmung, Windung und Bogenlange nicht. Au!lerdem 
hangen die genannten GrOllen nicht von der willktirlichen Wahl der Parameterdarstellung .r = x(t) 
ab, sic sind folglich auch invariant gegcnUber Parametertransformationen. Diese beiden I nvarianz
eigenschaften folgen unmittelbar aus den oben angegebenen Definitionen. Die drei Gr0Ocn s, k, x 
h3.ngen durch die beiden Gleichungen k = k(s) > 0, "= x(s) zusammen, die man die natiirlichen 
Gleichungen der Kurve nennt. Das Hauplergebnis der Kurventheorie ist wohl der folgende Satz, 
der aussagt, daB k(s) und x(s) ein sogenanntes vollstiindiges Jnvariantensystem von K sind: 
Zu bellebl1 vorgegebellen, stetigen Funktionen k = k(s) > 0 und ., = ,r(1) &ibt H eille bis our 
euklldlsche Bewegungen elndeutig bestlmmte KurveK, so da8 k(s) die Krlimm- und •(•) die Will
d- von K slnd. 

Frenetsche Fonneln. Der Beweis dieses Satzes erfolgt mit der Methode des begleitenden Dreibeins 
(Abb. 26.1-7). FUr die A.nderung der Vektoren t(s), n(s), h{s) des beglei1enden Dreibeins gelten die 
Frenetsclten Formeln. 

R 
Frenetsche Formeln 
dt 

ds
= k(s) n(s) 

dn 
dr = -k(s) t(s) + x(s) b(s) 

db 
dr = -x(s) n(s) s 

Die erste dieser Gleichungen wurde schon bewiesen, denn 
dt/ds = x" ist der Kriimmungsvektor. Da die Vektoren 26.1_7 Zcrlcgung von dn/ds im begleiten-
n, t, b aufeinander senkrecht stehende Einheitsvektoren den Dreibein ,, n, b 
sind, gilt n · n = b · b = t · t = I und nb = nt = bt = 0. 
Durch Differenzieren ergibt sich b'b = 0, nn' = 0, (b = -tb'. n't = -(n, n'b = -b'n. Durch 
skalare Multiplikation von b' = <X3t + P3n + y3b und n' = <X2t + P2n + y2b mit geeigneten 
Vektoren n, t oder b lassen sich die Komponenten °'', P,, y1 fur i = 3, 2 bestimmen. Man erhiilt 

b'b = y3 = O; b't = a3 = -t'b = -knb = O; b' = p,n. 
Nach der Definition der Windung folgt lb'I = IP3 \ = !xi. Um Obereinstimmung mit x(s) 
= Jim (LJP/LJs) zu erreichen, ist b' = -x(s) n zu setzen. FUr die zweite Gleichung dagegen: 

Ll,-o 

/12 = nn' = 0; <X2 = n't = -r'n = -k(s) und y2 = n'b = -b'n = x(s), d. h., n' =-kt+ xb. 

Bei gegebenen Funktionen k(s) > 0 und x(s) sind die Frenetschen Formeln ein System linearer 
Differentialgleichungen zur Bestimmung von t, n, b. Wenn hieraus r(s) gefunden ist, so wird die 
Gleichung der Kurve durch eine lntegration aus dx/ds = t(s) bestimmt; z. B. kann man die Schrau
benlinien als die Kurven charakterisieren, fiir die KrUmmung und Windung konstant sind. 

Fliichentheorie im euklidischen Raum 
Definition einer Flache. Sind die drei Koordinaten x1 fur i = 1, 2, 3 eines Punktes des euklidischen 
Raumes £3 als Funklionen von zwei Para�etern 11, v gegeben, so daB x 1 = {1(11, v) fiir i = I, 2, 3 
oder in Vektorschreibweise x = x(u, v) = 

1� f,(u, v) e, gilt, wenq die 11, v in einem gewissen Gebiet 
G einer Zahlenebene variieren, so nennt man dies cine Paramelerdarstellung eines Fliiclte11s1iicks. 
Eine zusammenh3.ngende Punktmenge F des £3 heiBt Fliiclte, wenn es zu jedem Pun kt P aus F cine 
Umgebung U gibt, so daB die in U liegenden Punkte von F cine Parameterdarstellung als Flachen
stUck haben. Durch die Angabe der Parameter 11, v, die mitunter auch Koordi11ate11 au/ der Fltiche 
genannt werden, ist die Lage des Punkies auf dem betrachteten Flachenstiick. eindeutig bestimmt; 
z. B. kann.ein Punkt auf der Erdoberflache durch seine geographischen KoordinatenLiinge und Breile 
festgelegt werden. Die Parameter eines Fl3.chenstucks sind wieder in weiten Grenzen willkiirlich 



26. 1. Differentialgeometrie 6 I 7 wahlbar; mit u, v sind auch u', v' aus dem Gebiet G' der Zahlenebene Parameter, wenn cine umkehrbar eindeutige Beziehung der nebenstehenden Form u' = u'(11, v) , . 
I t:: �

u
: I mlt der Determmante Ov' Ov' + O 

v' =v'(u,v) 
i)u � gcgeben ist, die Parametutransformation heiBt. Die geometrischen Begriffe der Flachentheorie mGssen 

invariant gegcn cuklidische Bewegungen und gegen Parametertransformationen sein. Eine Fl3chc kann auch implizit durch cine Gleichung g(x1 , x2 , x3) = 0 gegeben werden. Tangentialebenen. Um die Eigenschaften einer Flache in der Umgebung eines ihrer Punkte P0 mit den Parametcrn u0 , v0 zu untersuchen, betrachtet man Kurven, die auf der Flache liegen und durch P0 gchen. Eine beliebige derartige Kurve K kann man in einer Parameterdars1ellung der Gestalt .r(1) = .r(u0 + u(t), v0 + v(t)) vorgcben; dabei soil u(O) = v(O) = 0 gelten. 1st speziell 
u = u0 + t. v= v0,d. h.,v(t)= 0 fiir alle t, so crhalt man die Koordinattnlinie durch P0, langs der v = v0 konstant ist. Entsprcchend crgibt u = u0 , v = v0 + t die andereKoordinatenlinic, Jangs dcr u = u0 konstant ist. Der Punkt P0 ist dcr Schnittpunkt dieser Koordinatenlinien (Abb. 26.1-8). Bei geographischen Koordinaten auf der Erdoberflache sind die Meridiane und die .Breitenkreise die entsprechenden Koordinatenlinien. Als Tangentialvektor der Kurve K durch P0 an der Stelle 
t = 0, d. h. im Punkt P0, ergibt sich durch Differentiation der angegebencn Parameterdarstellung dx I _ ilx0 du(O) + ilx0 d,{O) dt ,-o - ilu dt <)v dt ' wenn t:o = b: (uo , vo), �:o = b: (uo , Vo) gesetzt ��),;,�

leTangentialebene und Flachen-werden. Aus dieser Formel erkennt man: die Vektoren �:,0 bzw. ():i,o sind Tangentialvektoren an die Koordinatenlinien. Sind diese beiden Vektoren linear unabhangig, so hei8t P0 ein reguliirer Punkt von F, und andernfalls singuliir. 1st 
Punkt P0 regular, so erzeugen die Tangentialvektoren an Kurven, die auf der Flache liegen und durch Po gehen, die von �xo und �xo aufgespannte Ebene durch diesen Punkt. Diese Ebene heil3t die u .. . v <)x0 3x0 I I 3x0 3x0 I Tangtntialtbene der Flache 1m Punkte P0 und /= � X Tv � X � ihr Normalen-

einheitsvektor im Punkt P0. Sind a und b Parameter der Punkte der Tangentialebene und ist z ihr Ortsvektor,so erhalr man alsParameter-darstellung der Tangentialebene: 
z = zo+a �:o +b <)

:i,
o. 

! Gleichung dcr Tangentialebene I /0 · (z - .<0) = 0 !lnnere Geometrie. Praktische Untersuchungen zur Geodasie fuhrten GAUSS auf das Problem, aus Messungen in einer Flache Sch!Usse auf ihre raumliche Gestalt zu ziehen. Die Untersuchung dieser Frage fuhrte ihn zur innere11 Geometrie einer Fli:iche; er hat sie in der Abhandlung Disquisitiones 
genera/es circa superficies curvas (I 827) dargestellt. Dabei werden FJachen nicht als starre KOrper, sondern als biegsame, aber 1tich1 delmbare Haute angesehen. Unter einer Verbiegung einer Flache versteht man ihre stetige Deformation. bei der die Langen aller Kurven in der Flache erhalten bleiben. Man spricht von einer isometrischen Abbi/dung <p zweier Flii.chen Fund F' aufeinander, wenn es cine umkehrbar eindeutige Zuordnung P' = <p(P) der Punkte P von F zu den Punkten P' von F' gibt, durch die Kurven in F in Kurven gleicher Lange in F' Obergehen. Eine Verbiegung von Fin F' ist eine isome1rische Abbildung; jedoch brauchen sich zwei isometrische Flachen nicht stetig ineinander verbiegen zu lassen. Durch Messungen in der FJache kOnnen gerade die Eigenschaften der Flii.chen bes1immt werden, die sich bei isometrischen Abbildungen nicht andern. Sic bi Iden den lnhalt der i,111ere11 Geometrie der Fli:ichen. In diesem Sinne ist die Planimetrie die innere Geometric der Ebene und die spharische Trigonometric die der Kugeloberflache. Bogenelement der Flliche. Die innere Geometric wird vOllig durch das Bogenelement der Flachc beherrscht. In Parameterdarstellung einer Kurve K auf der FJache F gilt fur ihre Bogenliinge s(t) die Beziehung (�)2 _ ()x . ()x . ( d11 )2 + 2 3x . <)x . du dv 

+ 
()x • i)x ( dv )'· dt i)u <)u dt i)u <)v dt dt <)v <)v dt 
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'Fiihrt man nach Gaul3 die Bezeichnungen 
ox ox or or or or E(u, v) = ou · 011 , F(11, v) - Ou · ov , G(11, v) = � · � 

ein und schreibt statt der Ableitungen nach r nur die Differentiale, so erhalt man das Bogene/ement oder die erste Grundforn, der Flache in der Gestalt 
! Er.;te Grundform der Fliiche I ds2 = E(u, v) du' + 2F(11, v) du dv + G(11, v) dv2 ! 
Die Lange L der Kurve K wird <lurch das Bogenelement folgendermaBen ausgedrfickt: 

f'•,r.: 
I
'• (du)' du dv ( dv ). 

2 

L= viidt= E dt +2F
dtdt +G 

dt 
dt; 

,. '• bei der Integration sind natiirlich als Argumente u, v von £, F, G die Gleichungen u = u(r), v = v(r) von K einzusetzen. Mit Hilfe der Grundform kann man nicht nur die Bogenl3nge berechnen, sondern iiberhaupt alle die Gr0flen definieren und bestimmen, die <lurch Messungen auf der Fliiche ermittelt werden k0nnen;z. B. werden der Winkel zwischen zwei Kurven, die auf der 
fu+LJu, v+LJ v) Flache F liegen und sich in einem Punkt Po von F treffen,und der Flacheninhalt einer auf F liegenden Punktmenge aufdiese Weise definiert. FUr den Fl3.cheninhalt O(U) eines auf der Flache F liegenden Gebietes U gilt 

O(U) = JI VEG - F' du dv. 
Der Integrand dO = VEG - F2 du dv heiDt das Oberfiochenelement von Fund 13.Bt sich anschaulich als der Fl3cheninhalt einer unendlich kleinen Masche aus Koordinatenlinien deu
ten (Abb. 26.1-9); VEG- F2 LluLlv ist der Fliicheninhall 
des von den Vektoren �: LI" und �: Liv aufgespannten 

;i�:01;ur Definition des ObcrfHichen· Parallelogramms. Bei der Berechnung von O(U) ist die In-tegration Uber alle die Parameter u, v zu erstrecken, fur die 
x(u, v) in U liegt. 

fuLJu ilu 

Das Boaenelement bestlmmt die IMere Geometrle der Flicben viilllg: Zwel Flichen Fund F' sind genau dann isom.etrisch, wean es gelingt, Parameterdarstellungen fiir sie zu find.en, bei deoen ibrt Boaenelemente iiberelnstlmmen. 
Geodatische. Gibt es unter alien Kurven, die auf der Flache F verlaufen und zwei ihrer Punkte P1 und P2 verbinden, eine kleinster Lange, so heillt sie eine KUrzeste. Die Bestimmung der KUrzestcn einer Flache ist eines der 3.ltesten Probleme der Differentialgeometrie und der Variationsrechnung. In der Ebene gibt es zu je zwei Punkten cine und nur cine Kilrzeste, die sie verbindet, namlich die durch die Punkte bestimmte Strecke. Auf einer Flache kann es jedoch Punkte geben, die nicht durch eine KUrzeste verbunden werden k0nnen. Andererseits kann es vorkommen, daB zu zwei Punkten mehrere, sogar unendlich viele, sie verbindende Kilrzeste existieren; z. B. sind fUr zwei diametralgegenilberliegende Punkte einer Kugeloberflache alle halben GroBkreise, die Meridiane, durch diese Punkte KUrzeste. Es gilt jedoch: 

Isl U elne geniigend klelne Umgebung elnes PunktesP1 auf der Fliche und Isl P1 eln welterer Punkt aus U, IO gibt es eine Kiineste zwischen P1 und P2 • 
Eine Kurve K, die auf der Flache F liegt, heiBt cine Geodtitische, wenn sie zwischen je zwei auf ihr liegenden Punk ten, die genUgend benachbart sind, cine Kllrzeste ist. Auf der Kugeloberflachc sind die Groftkreise zwar Geodatische, jedoch offenbar keine KUrzesten; durch zwei seiner Punktc wird ein Grollkreis in zwei Kreisbogen zerlegt, die im allgemeinen verschiedene Lange haben, so daB nur der kleinere eine Kilrzeste ist. Ein GroBkreisbogen, dessen Lange gr0Ber als nR ist, wenn R den Radius der Kugel bezeichnet, ist danach nie cine KUrzeste, wohl aber cine Geodatische. Die Differentialgleichung der Geod3.tischen einer beliebigen Flache ist cine Gleichung zweiter Ordnung, die nur von der I. Grundform abhangt. 

Durch Jeden Punk!. elner reguliren Fliche gebt In Jeder Richtung genau eine Geoclitlsche. Zwei Punkte tiner vollstindigen, d. b. anschaulicb einer nrandlosen" Fliche lassen sicb stets durch eine Kiirzeste, d. h. Such durch eine Geoditische, verbinden. 
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Parallelnrschiebung. Auch der Begriff der Parallelverschiebung 
Jal3t sich auf cine beliebige krumme Fl3che ilbertragen. Bildet 
im Punkt Po einer Geod3.tischen g ein Tangentialvektor a0 

= a(Po) an die Fl3.che F mit dem Tangentialvektor 10 = t(P0) 
der Geodatischen einen Winkel der GrOBe tx, so erh3.lt man im 
Punkt P der Geod3.tischen den zu a(P0) /tings g para/le/en 
Vektor a(P), indem man in der Tangentialebcne von P den 
Vektor a der Lange fool konstruiert, der mit dem Tangcntial
vektor t = t(P) von g einen Winkel der gleichen GrOOe IX 
bildet. Aus dieser Definition folgt, daO Tangentialvektoren 
konstanter Lange einer Geod3tischen ebenso wie bei einer 
Geraden 13.ngs der Geod3.tischen parallel verschoben werden; 
fur sic ist ix = 0. Wird diese Definition auch auf Kurvenzi.ige 
angewendet, deren Glieder aus Geodatischen bestehen, und 

26. 1-10 Parallelverschiebung l3ngs denkt man sich eine beliebige auf F liegende Kurve durch der
eines sphiirischen Dreiecks artige Geodiitischenziige approximiert, so ergibt sich eine anschau-

liche Vorstellung von der Parallelverschiebung eines Tangential
vektors 13.ngs einer beliebigen Kurve der Flache. Der wichrigste Unterschied zwischen der ParaUel
verschiebung auf einer krummen Flache und der in affinen oder euklidischen Raumen ist, daO die 
Parallelverschiebung auf einer gekriimmten Fliiche von der Kurve abhiingt, langs der sie erfolgt. 
Verschiebt man einen Vektor 13.ngs eines geschlossenen Weges auf einer Fl3che parallel, so wird 
er im allgemeinen nicht  in seine Anfangslage zurtickkehren. In der Abbildung 26.1-10 hat der 
Winkel zwischen dem um das spharische Dreieck mit drei rechten Winkeln verschobenen Vektor a3 

und dem ursprU:nglichen Vektor a0 die Gr08e 90°. 

Kriimmung einer Fl3che. Um die KrOmmungsverhtiltnisse in der 
Umgebung eines Punktes P0 von F zu untersuchen, betrachtet 
man die Kri.immung von Kurven, die auf F liegen und durch 
Po gehen (Abb. 26.1-11). 1st x�· der Kriimmungsvektor einer 
Kurve Kim Punkt P0, so projiziert man ihn auf die Flachennor
male, d. h. auf cine Gerade durch P0 in Richtung/0 , und erhalt 
x;; = k,,/0 + k0 , dabei ist k0 • fo = 0, d. h., k0 ist Tangential
vektor. Der Kriimmungsvektor x(; der Kurve wird in seine tan
gentiale Komponente k0 und in die dazu senkrechte normale 
Komponente k,,/0 zerlegt. Die Lange k,, der Projektion auf die 
Normale, versehen mit dem entsprechenden Vorzeichen, heil3t die 
Normalkriimmung der Kurve Kin P0• Die Lange k9 = lkol von 26.1-11 Normalkri.immung und 
k0 heiOt ihre geodiiti'sche Kriimmung. Wie unmittelbar aus der gcod3tische Kri.immung 
Zerlegung des Kn1mmungsvektors xO' in die Normalkomponente 
k,,/0 und die Tangentialkomponente k0 folgt, besteht zwischen der vollc.n KrU:mmung k(s) = lx"(s)l, 
der Normalkrllmmung k,. = x"(s) · fo und der geodatischen KrU:mmung k

9 
= lko\ die Beziehung 

k2 = k; + k;. Die geodiitische KrUmmung ist in variant  gegen Verbiegungen, also ein Begriff der 
inneren Geometrie, wahrend die Normalkrtimmung von der Einbettung der Flache in den Raum ab
h3ngt; in einer Ebene z. B. ist die Normalkriimmungjeder Kurve off en bar gleich Null. Verbiegt man 
nun einen Streif en der Ebene in ein StUck eines Kreiszylinders vom Radius r, so hat jeder der er
zeugenden Kreise des Zylinders die NormalkrUmmung 1/r. Die geod3tische Kri.immung einer Kurve 
auf einer Fl3che kann man mit Hilfe der Parallelverschiebung ahnlich wie die Kriimmung einer 
Raumkurve definieren. Die Geodiitisclren lassen sich als die Kurven auf der Flache kennzeichnen, 
deren geodatische KrUmmung verschwindet. Auf einem Kreiszylinder sind die Mantellinien, die 
erzeugenden Geraden und die zu den Erzeugenden senkrechten Kreise die Geod3tischen; bei Ab
wicklung in die Ebene. einer isometrischen Abbildung nach Aufschneiden 13ngs einer Erzeugenden, 
gehen sie in Strecken bzw. Geraden Ober. 
Die Normalkriimmung wird durch die zweite Gru,id/orm der Fl3chentheorie gegeben; ist u = u(s). 
v = v(s) die Gleichung der Kurve K, s ihre Bogenl3nge, so gilt die zweite Grundform der Flache, in der 

( 
d11 

)
' du dv 

( 
dv 

)
' Zweite Grundform der Fliiche k" -D (11, v) ,i:;- + 2D'(u, v) ds · ds + D"(u. v) ds 

zurAbkU:rzung D=f· �:
,�, D'=J· 0

�
1

2

;v, D"=f· �:: gesetzt wurde. Hieraus folgt, daO 

die Normalkriimmung nur von der Richtung der Kurve im Punkt P0 abh3.ngt. 

Alie KurY<n auf F, die in Po dleselbe Tangente baben, baben dort aucb dleselbe Nonnalkrumlllllllf!I. 
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I I 
DD"_ (D')l 

I 
Eine genauere Untersuchung der Normal-GauOsche Kriimmung K(P) = EG _ Fl ��������n����te�uSi�i�e;u��a�::fi��i:a� '-----------'-------� fur P0 alle GrOOen D, D', D" gleich ull, wie das fur jeden Punkt einer Ebene der Fall ist, so heiBt P0 ein Flachp1111k1. 1st das nicht der Fall, so unterscheidet man weiter drei Typen von Punkten. Hat die Gauftsche Kriimm1111g der Flache im Punkt P mit den Koordinaten (u, i:) einen Wert K(P) > 0, so heiOt der Punkt P elliprisch, ist K(P) < 0, so heiOt P hyperbolisch, und isl K(P) = 0, so heil3t P 

paraboliich. Oiesc zuniichst rein formate Einteilung hat enge Beziehungen zur Gestalt der Fl.ache. Aur einem Fahrradschlauch, einem Torus, z. B. sind die auf der Felge aufliegenden Punkte hyperbolisch und die nach auDen liegenden Punkte elliptisch; diese 
K>o,elliptisch beiden Punktmengen werden <lurch zwei Kreise von-einander getrennt, die aus parabolischen Punkten bestehen. Ein Ellipsoid hat nur elliptischc, ein hyperbolisches Paraboloid, auch Sattelf!Oche genann1, nur hyperbolische Punkte (vgl. Kap. 24.3. - Echte Fliichen zweiten Grades), und ein Kreiszylinder hat nur parabolischc Punkte (Abb. 26.1-12 und 26.1-13). 

26.1-12 Klassifikation der Punkte einer 26.1-13 Elliptischcr (P�). parabolischer (P
p
) Rotationsfl.iche (Glocke) und hyperbolischer (P,.) Punkt 

Theorema egregium. Die erste und die zweite Grundform sind der Fliiche bewegungsinvariant zugeordnet, d. h., bewegt man die Flache im Raum ohne Anderung ihrer Gestalt wie einen starrcn KOrper, so andern sich diese Grundformen nicht. Wenn man die Fliiche verbiegt, d. h. isometrisch 
deformiert, so bleibt die erste Grundform erhalten, wiihrend sich die zweite Grundfonn, die ja die Normalkrtimmung bestimmt, veriindert. Die erste Grundform ist biegungsinvariant. Von der Gauf3schen Krtimmung konnte GAUSS zeigen, daB sie nicht nur invariant gegen Bewegungenund Parametertransformationen ist, sondern auch gegentiber Verbiegungen. Er nannte dieses nicht ohne weiteres zu vermutende Ergebnis Theorema egregium [hcrvorragender Satz]. 
Theorema egreglum. Die Gau&me Krumm- X blelbt bel lsometrlscbeo Abbildungen ia .. riut. 

Zurn Beweis des Satzes leitet man fur K cine Formel her, in der nur die Koeffizienten der ersten Grundform und deren Ableitungen auftrcten. Da diese biegungsinvariant sind, muB K auch biegungsinvariant sein. Durch geeigncte Wahl dcr Parameter u, v JiiBt sich stets erreichen, daB die 
Koordinatenlinien auf dcr Fliiche sich senkrecht schneiden, d. h., da8 i: · :: = F = O gill. 
Setzt man dies voraus, so findet das Theorema egregium seinen Ausdruck in der Fonnel 

K-DD"-D'' __ 1 [o 11 oVGj+ o / 1 oil£)] 
EG {EG /Ju VE 011 iJv VG iJv · 

Hieraus folgt z. B., daB cine Kugel vom Radius r, fur die die GauBsche Krllmmung in jedem Pun.kl gleich I fr 2 ist, n ic ht isometrisch auf cine Ebene abgebildct werden kann, fur die ja K === 0 gilt. Man kann deshalb keine Streng liingentreuen Landkartcn von Teilen der Erdoberfliiche entwerfen; nurwenn man sich auf gcnOgend kleine Gebiete beschriinkt, gclingt cine angeniihert maBstabgerechte Darstellung (vgl. GauB-Krtigcr-Projektion, Kap. 11.3. - Landesvermessung). 
Bestimmung der Fliiche aus den Grundformen. Das Theorema egregium hiingt unmittelbar mit der folgenden Fragestellung zusammen: Gcgeben seien zwci quadratische Formen 

,p, = £<' + 2Fi;,7 + G,72, 'I', = D;' + 2D'l;17 + D",7', 
deren Koeffizienten Funktionen der zwei Variablen u, v sind; ferner sci <p1 positiv definit. Gibt es dann immer eine Fliiche F, fur die <p1 die crste und <p2 die zweite Grund form ist?- Dieses Problem istanalog dem der Bestimmung einer Kurve bei gegebener Krtimmung und Windung. Im Unterschied zu dicscm cinfachercn Problem, bci dem KrUmmung und Windung unabhangig voneinander vor-



26.1. Differeotialgeometrie 62 l 

gegeben werden kOnnen, zeigt sich im Falle der Fl3.chen, daB die beiden Grundformen nicht unab-
hangig voneinander w3.hlbar sind; ihre Koeffizienten sind vielmehr durch drei Beziehungen, die 
sogenannten Jntegrabilitiitsbedingungen, miteinander verknilpft, die auf jeder Flache gelten. Eine 
dieser Beziehungen ist die im vorigen Abschnitt angegebene, das Theorema egregium ausdrUckende 
Gleichung unter der Voraussetzung F = O; die beiden anderen lntegrabilitiitsbedingungen heiBen 
die Formeln von Mainardi-Codazzi. Werden diese drei Bedingungen von den Formen qi1, rp2 erfullt, 
so gibt es zumindest fur genllgend kleine Gebiete U der Variablen u, v stets ein Fliichensti.ick, das 
cp1 und <p2 als Grundformen hat; zwei verschiedene derartige, auf U definierte Fl3.chenstllcke sind 
kongruent. 

Der Satz von GauO.Bonnet. lntegriert man die mit dem Oberffachenelement dO multiplizierte GauO
sche Krllmmung K Uber ein Gebiet U der Fl3.che F, so erhalt man die Jntegralkriimmung K(U) dieses 
Gebietes K(U) = If K dO = If K ·VEG - F2 du dv, die natllrlich auch biegungsinvariant ist. 

u 
Eine anschauliche Deutung der lntegralkrllmmung und damit auch der GauOschen Krllmmung ergibt 
sich durch die Untersuchung des spluirischen Bi/des eines Gebietes U der Fl3.che F. Dieses sph3.rische 
Bild erhalt man, wenn man die Normaleneinheitsvektorenfvon Punk ten P des Gebietes U der Flache 
von einem festen Punkt, e1wa dem Kaardinatenursprung 0, aus abtragt. DieSpitzen dieserVektaren 
beschreiben dann einen Bereich Vauf der Einheitssph3.re, der gerade das sph3rische Bild des Gebietes 
U von Fist. Der Fl3cheninhalt des sph3rischen Bildes ist dann bis auf das Vorzeichen gleich der 
lntegralkriimmung des Gebie1es U van F. Es ist anschaulich klar, daO dieser Fl3cheninhalt grODer 
wird, wenn sich die Fl3.che F starker krOrnmt. 
Wird das Gebiet U van einer einfachen, geschlassenen Kurve K berandet, so 13.13t sich die Jntegral
krtimmung K(U) als ein Kurvenintegral Uber die Kurve K ausdrticken. Es gilt der Satz van GauB
Bonnet, in dem k, die geodiitische Krtimmung und s die Bogcnliingc von K bedeutcn. 

Satz van GauB-Bonnet J J K dO + 'k, ds = 2,� 
U K 

Ein besonders interessantes Resultat erhalt man 
durch Anwendung dieses Satzes auf geschlosscne 
Flachen. Unter einer geschlosse11e11 F!Gche kann man 
sich anschaulich die Oberflache eines endlichen glat
ten KOrpers varstellen, der von p LOChern durch
bahrt ist; die Zahl p heiOt das Geschlec/11 der FW
che; Beispiele geschlossener Fl3chen sind die Sphiirc 
(p = O). der Torus (p = I), die .. Brezel" (p = 21 
(Abb. 26. I· I 4). 

p•O (SphiireJ 
p• 1 (Torus) 

pz2{BrezefJ 

26.1-1-1 Fl.1chcn vcrs..:hicdcncn Gcs..:hlcchts 

Die lntegralkriimmung elner geschlossenen Fliiche I' 
vom Geschlecht p bingt nlcht ,on der Gestalt der 
Fliche ab und Isl glelch 

K(f) = !f KdO = 4,.(1 -p). 

Dieses Resultat ist von grofler Wichtigkeit, weil es ge
stattct, topologische Eigenschaften der Flache, in diesem 
Fall ihr Geschlecht p, die sogar bei beliebigen stetigCn 
Deformationen invariant bleiben, durch differentialgeo
mctrische GrOflen auszudrticken, hier durch die lntegral
krtimmung. 

26.1-15 Zur Defini1ion einer Ro1a1ionsfliichc 

Rotalionsfl:ichen. Unter cincr Row1io11sfliiche versteht man eine Flache, die durch Rotation einer 
ebenen Kurve um eine Achse entsteht, die in der Ebene der Kurve liegt (vgl. Abb. 8.7-1). Derartige 
rotationssymmetrische Fl3chen kommen in der Praxis haufig vor. Um cine Parameterdarstellung 
einer Rotatiansft3che zu erhalten, denkt man sich die Rotationsachse in die erAchse eines raum
lichen, rechtwinkligen Koordinatensystems gelegt (Abb. 26.1-15). In der zu ihr senkrechten e1 , ei-
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Ebene ist der Einheitsvektor e(v) definiert durch e(v) = cos v e1 + sin v e2 , fur seine Ableitung 
erh3lt man e•(v) = :: = -sin v e1 + cos v e1 = e (v + n/2). 
Man erkennt sofort, daB t(v), e•(v), eJ fur alle Werte von v ein rechtsorientiertes, orthonormiertes Dreibein bilden. Eine Ebene H(v), die durch den Koordinatenursprung geht und von t(v) und t'1 aufgespannt wird, dreht sich um die e3-Achse, wenn v variiert. Jede in H(v) fixicrtc Kurve 
.r(u) = ;(u) e + 1,<u) e3 , fur die " die Bogenlange ist, fur die also :: · :: = 1 gilt, crzcugt cine 
Rotationsflliche, wenn sich die Ebene H(v) um die e3-Achse dreht. Somit ergibt sich cine Para
meterdarstellung der von .r(u) erzeugten RotationsH3che in der Form 

x(11. v) = !(11) e(v) + •1(11) ,, . 
Die FJachenparameter sind u, v. Als Koordinatenlinien erhalt man die Meddiane, das sind die 
erzeugenden Kurven x(u, v0), v0 = const, und die Breitenkreise x(u0 , v), u0 = const, das sind die Schnittkreise der Flache mit Ebenen, die auf der Rotationsachse senkrecht stehen. Um die singul3ren Punkte der Flache aufzufinden - die erzeugende Kurve sei als regular vorausgesetzt -, berechnet man 
�= X �: = (<', + �'e3) X te• = <(-�'e + !',,), 

wobei die Striche die Ableitungen nach der Bogenliinge u der erzeugenden Kurve bedeuten. Der Vektor n = -r(e + e'e3 ist Normaleneinheitsvektor dieser Kurvc und gleichzeitig NonnaJenvektor der Flache. Ein Punkt der Fliiche ist singular genau dann, wenn,; = 0 ist, d. h., wenn der Punkt auf der Rotationsachse liegt. FU.r die Koeffizienten der ersten Grundform berechnet man unmittelbar 
E = �x · �x = l.t'l2 = I, da u die Bogenlange auf den Meridianen ist, F = �.r • Ox = O 

uu uu ull Oo 
(Meridiane und .Breitenkreise schneiden sich orthogonal), und schlieOlich G = �.r · O.r = e2(u); die erste Grundform hat somit die Gestalt ds2 = d112 + <;2(u) dv2• uv Ov 
Zur .Berechnung der zweiten Grundform braucht man die zweiten Ableitungen der Paramcterdarstellung 

e, 

H/v/ 

26.1-16 Zur Kri.immung einer RotationsHache 

Die Gr013e k, heiOt die relative Krtimmung des Meridians. 
Offenbar gilt lk,I = Vx"x", da nn = I ist, d. h.,der Bet rag von k, ist gleich der Krilmmung der erzeugenden Kurve; k, ist positiv, wenn sich die Kurve in Richtung des ormalenvektors n = f krilmmt, negativ, wenn sie sich in entgegengesetzter Richtung krllmmt, in der Abbildung 26.1-16 ist k, < 0. Durch skalare Multiplikation mit dem Normalenvektor folgt D = k,(u), D' = 0, D" = <;,(, soda[l die zweite Grundform die folgende Gestalt annimmt: 

(du)' (dv)' k. = k,(u) , ds + <(u) �'(u) ds . 
Hieraus berechnet man leicht die NonnalkrUmmung der Meridiane und der Breitenkreise. FU.r einen Meridian gilt v = v0 , du= 0 und du= ds nach der ersten Grundform. Hieraus folgt k.,(Mer.> = k,; dieNormalkrilrnmung eines Meridians ist gleich seiner relativen Kri.immung. FU.r einen .Breitcnkrcis gilt u = u0 , du= 0, d. h., ds2 = �2 dv2 nach der ersten Grundform. Somit folgt kn(Br.) = 17'/f, Diesc 

Formel kann man leicht geometrisch deuten. Da namlich .r' = i: ein Einheitsvektor ist, gilt 
x' = ;' e + r( e3 = cos <p e + sin rp e3 , wobei rp die GrOBe des Winkels ist, den x' mit dem Vektor e einschlief3t. Aus der Abbildung 26.1-16 Jiest man unmittelbar !fa= sin rp = 1,' ab, so daO ,(!<; = I/a gleich dem reziproken Wert der Lange a des Normalenabschnitts PD vom Punkt P der Flachc bis zur Rotationsachse ist. Man kann zeigen, daD die berechneten Werte gerade Maximum und Minimum der Normalkrilmmungen beliebiger Kurven durch den betrachteten Punkt P der Fl3.che siad. Die Extremwerte der Normalkri.immung heiBen die Hauptkriimmungen der Flliche in dem betrachteten Punkt. Linien, die in jedem Punkt cine Hauptkrilmmung als Normalkriimmung haben, heil3en Kriimmungs/inien. Im allgemeinen gehen durch jeden regularen Punkt einer Fl3.che zwei einander senkrecht schneidende Kriimmungslinien; im Fall der Rotationsflachen sind das gerade die Meridiane und die Breitenkreise. 



FUr die GauBsche Kn1mmung erhalt man sofort 

K = (DD" - D'')/(EG - F') = k,N/$' = k, · (I/a). 
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Die Ga..-e Kriimmung 1st clas 
Produkt der Hauptkriimmungen. 

Hieraus liest man ab, daO fur eine Rotationsfl.tiche K < 0 ist, wenn sich die Kurve zur Achse hin 
wolb1 (k, < O). und daB K > 0 gill, wenn sie sich nach au8en wolbl (k, > 0) (vgl. Abb. 26.1-12). 
Mitt Jere Kriimmung und Minimalfliichen. Bringt man die zweite Grundform einer F!ache durch Wahl 
einer geeigneten orthonormierten Basis in der Tangentialebene des betrachteten Punktes P auf die ( du )' ( dv )' .. 
Normalform kn

= ). 1 Ts + A2 Ts , so erhalt man die Hauptkriimmungen ).i(u, v}, .'.i(u, v) 

als wichtige Jnvarianten der Flache. Ein Punkt, in dem die beiden Hauptkrllmmungen fibereinstim
men und von Null verschieden sind, heiBt ein Nabelpunkt der Fl.tiche (vgl. Abb. 8.7-1). Auf einer 
Sphare ist jeder Punkt Nabelpunkt; umgekehrt ist eine Fl3che, bei der jeder Punkt ein Nabelpunkt 
ist, ein Stuck einer Sph3re. Sind beide Hauptkrllmmungen gleich Null, so spricht man von einem 
Flachptmkt; eine Fl3che, auf der jeder Punkt ein Flachpunkt ist, isl Sttlck einer Ebene. ln einem Nabel
punkt oder in einem Flachpunkt h3ngt die Normalkrllmmung nicht von der Richtung der Kurve ab. 
Die elementarsymmetrischen Funktionen der Hauptkrllmmungen sind die Gauftsche Kriimmung 
K = J.1 • J.2 und die mitt/ere KrUmmung H = 1 /2(A1 + J.2) der Fl3che. Betrachtet man das Problem, 
durch eine einfach geschlossene Raumkurve, die als r3umlich stetig deformierter Kreis angesehen 
werden kann, eine Fl3che mit mOglichst kleinem Fl3cheninhalt zu legen, so erh3lt man als notwendige 
Bedingung die bereits von LAGRANGE im Jahre 1760 gefundene Gleichung H = 0, die ein Spezialfall 
der im Jahre 1834 von OsTROORADSKI bewiesenen Differentialgleichung ist (vgl. Kap. 37.1.). Die 
nicht ebenen LOsungen dieser Gleichung heiBen Minimalfliichen. Weil aus H = 0 und K =t= 0 stets 
K < O folgt, haben die Minimalfl3chen negative GauOsche Krtimmung. Weitere globale Resultate 
kOnnen nur erw3hnt werden. 

Ole elnzlgen geschlossenen Flidlen mil konstanler Ga..-er Krilmmung sind die Sphiren, die Ober
flichen von Kugeln. 
WCM rur cine geschlossene, regulire Fliche stets K > 0 gilt, so ist sie cine Eiftiche, d. h., sie berandet 
einen konves.en, im Endlicben liegeoden KOrper. 
Die einzigen reguliren, gescb.louenen Flichen vom Geschlecht Null mit konstanter mittlerer Kriim• 
mung slnd die Sphiron. 

Das Kleinsche Erlanger Programm 
Nach Felix KLEIN sind die verschiede11e11 Geometrien als Invariantentheorien der zugehOrigen Trans
formationsgruppen aufzufassen. So ist die gerade betrachtete euklidische Differentialgeometrie - als 
Teilgebiet der euklidischen Geometric - die Theorie der Invarianten krummer Fl3chen und Kurven 
gegentiber der Gruppe der euklidischen Bewegungen oder Transformationen, die man sich als Be
wegungen starrer KOrper vorstellen kann. In 3hnlicher Weise ist die affine Geometric die Theorie der 
Invarianten bezllglich der affinen Transformationen der Parallelprojektionen, und die projektive 
Geometric untersucht die Eigenschaften, die bei allgemeinen Projektionen, bei Zentralprojektionen, 
invariant bleiben. Die Zuordnung der Schmiegebene zu den Punkten einer Kurve ist z. B. nicht nur 
euklidisch invariant, sondern projektiv, w3hrend die Zuordnung von Bogenl3nge, Krtimmung und 
Windung nur euklidisch und nicht mehr affin invariant ist. Ein Kreis, fur den die Krtimmung kon
stant ist, kann z. B. durch cine affine Transforma1ion in cine beliebige Ellipse Obergehen, fur die die 
Krtimmung nicht mehr konstant ist. 
Zu jedem geometrischen Raum, der eine liesche Transformationsgr11ppe hat (vgl. Kap. 16.1. -
Topologische Gruppen), gehOrt als Teilgebiet der Geometric dieses Raumes auch eine entsprechende 
Differentialgeome1rie. Heu1e haben sich nebcn der e11k/idischen Differcntialgeometrie auch schon 
die affine, projektive, elliptische, hyperbolische Differentialgeometrie u. a. entwickelt. Die Eigenschaf
ten, die gegenllber einer Gruppe G von Transformationen invariant sind, sind natllrlich erst recht 
gegentiber jeder in G enthaltenen engeren Gruppe invariant; z. B. zeigt es sich, daO die Einteilung 
der Punkte einer Fl3che in elliptische, hyperbolische und paraboHsche nicht nur euklidisch, sondern 
auch affin und sogar projektiv invariant ist. 
In d.er Differentialgeometrie kommt nun noch hinzu, daO die interessierenden Eigenschaften invariant 
gegenilber den differenzierbaren Parametertransformationen sein mtissen. Ganz allgernein kann man 
auch nach den Eigenschaften von geometrischen Gebilden fragen, die bei beliebigen gentigend oft 
differenzierbaren Abbild11ngen des Raumes 011/ sich invariant bleiben. Die Eigenschaft, eine Gerade 
oder eine Ebene zu sein, ist zwar noch bei projektiven Abbildungen invariant, durch eine geeignete 
differenzierbare Abbildung kann eine Ebene jedoch in eine recht willktirlich gebogene Fl3che Ober
gehen. Invariant gegenilber gentigend oft differenzierbaren Abbildungen sind z. B. die BerUhrungs
ordnungen von Kurven oder Fl3chen. Auch die Geometrie der Waben oder Gewebe ist gegenllber 
diesen Abbildungen invariant. Die Frage nach den gegenUber differenzierbaren Abbildungen in
varianten Eigenschaften erwies sich als sehr fruchtbar, obwohl die Menge dieser Abbildungen im 
allgemeinen keine Gruppe mehr bildet. 



624 26. Differentialgeometrie, konvexe Korper, Integralgeometrie 

Diese Betrachtungen fi.ihren dazu, auch differentialgeometrische Eigenschaf1en nach den Prinzipien 
des Kleinschen Erlanger Programms zu klassifizieren. Man kann z. B. alle zweimal stetig differcn
zierbaren, umkehrbar eindeutigen Abbildungen von Flachen des £3 auf Fl3.chen des £3 betrachten. 
Die innere Geometric wurde oben gerade als die Theorie der Eigenschaften der Flachen definien., die 
gegeni.iber den isometrischen Abbildungen invariant bleiben. Die Menge der isometrischen Abbil
dungen ist hier cine echte Teilmenge der Menge der differenzierbaren Abbildungen von Flichcn 
aufeinander. 
Man nennt cine Abbildung konform, wenn die Winkel zwischen einander en1sprechcnden Kurven 
invariant bleiben (vgl. Kap. 23.2.); z. B. ist die stereographi.sche Projektiori der Kugelobcrflache 
auf die Ebene eine konforme Abbildung. Jede isometrische Abbildung ist konform, abcr nicht um• 
gekehrt. Die Eigenschaften, die gegenilber konformen Abbildungen invariant bleiben, bilden den 
Gegenstand einer konforme11 Geometrie der Flachen. Ahnlich kann man inhalrstreue u. a. Klassen 
von Abbildungen und die zugehOrigen Geometrien betrachten. 

Riemannsche Geometrie 
Mannigfaltigkeiten. Aile in der Differentialgeometrie untersuchten geometrischen Gebilde wcrdcn 
als Punktmengen aufgefaflt, die auf Parameter oder Koordi11aten bezogen sind. Als Dimension cincs 
Gebildes bezeichnet man die Anzahl Koordinaten, die notwendig ist, um einen seiner Pun tc zu 
fixieren. So ist eine Kurve eindimensional, denn ihre Punkte werden durch Angabe eines Parametcr
wertes t charakterisiert. Entsprechend ist cine Fliiche zweidimensional und der Raum unscrcr An• 
schauung dreidimensional. In den physikalischen und technischen Anwendungen kommcn jcdoch 
auch hOherdimensionale Raume vor, z. B. bei der Untersuchung von Vieheilchensys1emcn. Man 
betrachtet diese Rii.ume von mehr als drei Dimensionen, als Punktmengen, deren Punktc auf 
n•Tupel (x1 , ••• , xn) reeller Zahlen, die Koordillaten der Punkte, umkehrbar eindeutig abgebildet 
werden. Eine solche Punktmenge hei8t eine n•dimensiona/e dijferenzierbare Mannigfalrigk�ir. 
Die Koordinaten kOnnen wieder - wie schon die Parameter einer Kurve oder Flache - umkchrbarcn. 
geniigend oft differenzierbaren Koordinatentransformationen unterworfen werden. Nur die Eigcn• 
schaften haben geometrische Bedeutung, die von der Wahl des Koordinatensystems nicht abh3ngcn. 
Da die reellen Zahlen ein mathematisches Bild unserer anschaulichen geometrischcn Vorstcllung 
vom Kontinuum (Zahlengerade) sind, ist es nicht verwunderlich, dafl man schon in einer diffcrcnz.ier
baren Mannigfaltigkei1 inhaltsreiche geometrische Betrachtungen anstellen kann; z. B. kOnnen der 
Begriff des Tange11rialvek10rs und der des Tangentialrawnes eingefi.ihrt und eine Theorie der IJe. 
riihrungen von Teilmannigfaltigkeiten (Kurven, Fl3.chen, m•dimensionalen Teilmannigfaltigkcitcn 
der betrachteten n•dimensionalen Mannigfaltigkeit) entwickelt werden. Auf dieser Grundlage 
liiflt sich dann eine geometrische Theorie der partiellen Differentialgleichungen aufbauen. Auch cine 
geometrische Theorie der Variationsrechnung, die Finslersche Geometrie, ist geschaffen wordcn. 

Riemannscbe Geometric. Wenn auch schon fur differenzierbare Mannigfaltigkeiten eine Geometric 
entwickelt werden kann, so ist diese jedoch im Vergleich zur euklidischen Geometric rech1 dllrftig, 
da Begriffe wie Lange, Winkel, Flacheninhalt, Parallelverschiebung, Krilmmung vOllig fchlcn. 
Bereits irn Jahre 1854 entwickelte RIEMANN in seinem Habilitationsvortrag ,.Uber die Hypothescn, 
welche der Geometrie zugrunde liegen" die Grundideen einer Geometric, die erst vie! spatcr ihrc 
wichtigste physikalische Anwendung als mathematische Grundlage der al/gemeinen Relarivit<its· 
rheorie Einsteins fand. Einen Riema,mschen Raum nennt man eine n•dimensionale Mannigfahigkcit, 
;
8:8

d:���:t�
uadratische Differentialform als Bogenelement 

dsl = j; Ka(Xi, ... , xn) d.x, d.x,1:. 
. 

l,k-l 

Der einfachste nicht triviale Spezialfall der Riemannschen Geometrie ist die innere Geometric ciner 
Flii.che, die ja allein <lurch ihr Bogenelement (die erste Grundforrn) bestirnmt ist und nicht von der 
gerade vorliegenden Einbettung in den euklidischen Raum abhiingt. Die erste Grundform geh1 in die 
oben angegebene Gestalt des Bogenelements eines zweidimensionalen Riemannschen Raumes Uber, 

wenn man die neuen Bezeichnungen u = x1 , v = x1 , E = g11, F = g1 2 = g2 1, G = g22 einfiihrt. 
Dabei darf man x1 , x2 nicht mit den riiumlichen Koordinaten x1 , x2 , x3 im £3 verwechseln. Es ist 
auch vOllig gleichgilltig, von welcher der zueinander isometrischen Fl3.chen im £3 man ausgeht. 
Die Riemannsche Geometrie ist gerade eine Verallgemeinerung der inneren Geometric der Fliichen 
ins n•Dimensionale. Alie die oben genannten Begriffe, die in der Theorie der differenzierbaren 
Mannigfaltigkeiten fehlten, !assen sich jetzt mit Hilfe des Bogenelements in sinnvoller Analogie 
zur inneren Geometric definieren. 1st z. B. x1 = x1(t), 0 < t < I, die Darstellung einer Kurve im 
Riemannschen Raum, so gilt 13.ngs ihrer dx1 

= X1 dt, und man erhii.lt wieder als invarianten 
Parameter s = s(t) die Bogenlii.nge. s(r) = JV i; g,.(x,(1), ... , x,(1)) .1\(1).<,(I) di. 

l,k•I 
' 0 

Wa.hrend in der: inneren Geometrie die Form I: g1k-'-',.'Ca: jedoch stets posit iv definit ist, la.flt man in der 
1,k-1 
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Riemannschen Geometric auch indefinite Formen zu, so daB die Bogenlange rnitunter auch Null 
oder imaginar werden kann. In der Relativitatstheorie werden gerade solche Riemannsche Raume 
angewendet. 
Auch der euklidische Raum ist ein Spezialfall eines Riemannschen Raumes; fur sein Bogenelement 
gilt bei orthonorrnierten kartesischen Koordinaten Ktt = I und g11t. = 0 fur i =t= k. Man kann sagen, 
daB ein Sttick eines Riemannschen Raumes durch Verzerrung eines euklidischen RaumstU:ckes 
gleicher Dimension entsteht, ahnlich wie man ein willklirlich geformtes Stllck z. B. einer Auto
karosserie aus einer ebenen Blechplatte herausschneidet und prel3t. In 3.hnlicher Weise entstehen 
durch ,,Verzerrung" von affinen Raumen Mannigfaltigkeiten von affinem Zusammenhang, in denen 
Langen, Winkel und Flacheninhalte nicht mehr definiert sind, sondern nur noch eine vom Weg 
abhangige Parallelverschiebung die Geometric der Mannigfaltigkeit bestimmt. Die Krilmmung eines 
Riemannschen Raumes (und auch einer affin zusammenhangenden Mannigfaltigkeit) gibt die Ab
weichung der Geometric des Raumes von der des euklidischen (bzw. affinen) Raumes gleicher 
Dimension an; sie wird durch den Riemann-Christoffelschen KrUmmungstensor gemessen. 
Eine Darstellung der elementaren Differentialgeometrie findet man in den Lehrbilchern von 
E. KREYSSIG und A. P. NORDEN. Weilerfuhrende Li1era1ur ist enthalten in den Werken: W. BLASCHKE
H. REICHARDT (Ein[Uhrung in die Differentialgeometrie) und P. K. RASCHEWSKI (Riemannsche Geo
metrie u11d Ten.soranalysis). 

26.2. Kon,exe Kiirper 

Ein KOrper K3 eines euklidischen Raumes heil3t konvex oder Eik6rper, wenn milje zwei Punk ten auch 
deren Verbindungsstrecke zu K3 gehOrt. Konvexe KOrper wurden schOn seit jeher in der Geometric 
viel untersucht. Eine eigentliche Theorie der konvexen KOrper entsland gegen Ende des 19. Jh. 
durch Arbeiten von BRUNN und Hermann M1NKOWSKI; sie wurden auf den n-dimensionalen euklidi
schen Raum sowie auf nichteuklidische Raume verallgemeinert. Beispiele konvexer KOrper sind 
Kugel, Ellipsoid, Zylinder, Kegel, WUrfel, Tetraeder und Quader. Die drei letztgenannten KOrper 
sind konvexe Polyeder, d. h. konvexe KOrper, deren Rand aus endlich vielen Polygonen besteht. 
In der Theorie der konvexen Polyeder werden z. B. folgende Fragen untersucht: Durch welche Be
stimmungsstUcke (Seiten, Ecken, Kanten, Flacheninhalte u. a.) ist ein konvexes Polyeder eindeutig 
(bis auf Bewegungen) bestimmt? - Wann existiert ein konvexes Polyeder, fur das gewisse Bestim
mungsstUcke vorgegeben sind? 
Jn der Theorie der konvexen KOrper werden oft Extremalaufgaben behandelt. Die alteste dieser Auf
gaben ist das isoperimetrische Problem (vgl. Kap. 37.1.). 
Unter einer konvexen Fliiche verstehl man den Rand eines konvexen KOrpers. Eine konvexe FJache 
kann Kanten und Ecken haben, wie man am Beispiel eines konvexen Polyeders sieht. Trotzdem )assen 
sich die wichtigsten Ergebnisse der Differentialgeometrie regularer FJachen des euklidischen Raumes, 
besonders ihrer inneren Geometrie, auf beliebige konvexe Flachen verallgemeinern. Dabei erhielt 
man weitergehende Resultate als in der klassischen Differentialgeometrie. Ein Wesenszug der Theorie 
der konvexen KOrper isl, daB in ihr direkt mit den geometrischen Objekten, mil Punkten, Geraden 
u. a. operiert und der Umweg Uber analylische Hilfsmittel wie Koordinaten oder Paramelerdarstel
lungen weitgehend vermieden wird. Auf der Grundlage dieser Methoden hat sich in letzter Zeit ein 
moderner Zweig der Geometric, die sehr allgemeine Mengengeometrie, herausgebildet. 
Die Theorie der konvexen KOrper findet in vielen anderen mathematischen Gebieten Anwendung. 
FUr die mathematische Okonomie sind die lineare und die konvexe Optimierung (vgl. Kap. 30.1., 
30.2.) wichtige HilfsmitteL In der Geometrie der Zahlen, deren Grundlagen ebenfalls von Minkowski 
geschaffen wurden, wendet man Ergebnisse der Theorie der konvexen KOrper auf zahlenlheoretische 
Probleme an. Hiermil hangt auch die sehr reizvolle und anschauliche Theorie der Lagerungen zu
sammen. Ein lypisches Problem dieser Theorie isl das folgende: Wie mul3 man PfennigstUcke auf 
einem sehr groBen Tisch anordnen, damit mOglichsl viele Pfennige Platz finden? - Dabei sollen die 
Pfennige nirgends aufeinander liegen. Als LOsung ergibt sich, da8 jeder Pfennig sechs andere be
rUhren mul3. Die analoge Frage nach der dichtes1en Kugelpackung im Raum ist bis jetzt ungelOst. 
Auch zur /ntegralgeometrie hat die Theorie der konvexen KOrper mannigfache Beziehungen. 
Eine Einfuhrung in dieses Gebiet enthalt das Buch Konvexe Figuren von I. M. JAGLOM und 
W. G. BoLTJANSKJ. Die moderne Entwicklung der Theorie der konvexen KOrper ist in den im Akade
mie-Verlag Berlin erschienenen Werken von A. D. ALEXANDROW darges1ellt. AuBerdem sei auf 
die BUcher von L. FEJES-TOTH und H. HADWJGER hingewiesen. 

26.3. Integralgeometrie 

Die Integralgeometrie entwickelte sich aus Aufgaben Uber geometrische Wahrschein/iChkeiten. Die 
erste derartige Aufgabe wurde im Jahre 1777 von Graf George DE BuFFON geste!Jt (Buffonsches 
Nadelproblem): In einer Ebene sind parallele Geraden im gleichen Abstand a gezogen. Auf die 
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Ebene wird eine Nadel der Uinge I< a zufallig geworfen. Wie gro13 ist die Wahrscheinlichkeit p 
dafur, daO sie eine der Geraden trifft? - Als LOsung findet man p = 21/(na). Da / und a bekannt 
sind und p durch statistische Methoden abgeschatzt werden kann, ergibt sich so die MOglichkeit, 
die Zahl n experimente/1 naherungsweise zu bestimmen. 
In der Folgezeit wurden viele iihnliche Aufgaben bearbeitet und wichtige Teilergebnisse erzielt. 
Jedoch begrllndeten erst Wilhelm BLASCHKE und seine Scholer (Yorlesungen Uber lntegralgeometrie, 
3. Auft Berlin 1955) die lntegralgeometrie als eigentliche geometrische Disziplin. Die Grundlage 
der Integralgeometrie ei□es geometrischen Raumes bilden stets gewisse Ma.Pe, die Mengen vcn 
geometrischen Objekten invariant zugeordnet werden; in der euklidischen Ebene wird z. B. jeder 
elementaren ebenen Figur als MaB ihr Flacheninhalt zugeordnet. Dieses MaB ist invariant, d. h., 
kongruente Figuren haben denselben Flacheninhalt. Jede Figur Ja.Ot sich aber alsMenge geometrischer 
Objek1e auffassen, namlich als Menge der Punkte, die zu ihr gehOren. Die zu einem Punkt in der 
Ebene dualen geometrischen Objekte sind nun die Geraden. Daher ergibt sich die naheliegende 
Frage, ob man auch fur Geradenmengen in invarianter Weise ein MaO definieren kann. In der Tat 
ist dies mOglich. Man betrachtet z. B. die Menge Galler Geraden g, die einen Kreis K vom Radius r 

treffen. Die Lage einer solchen Geraden ist festgelegt, wenn ihr Richtungswinkel rp (Winkel mit einer 
festen Geraden, z. B. der x-Achse) und ihr Abstand p vorn Mittelpunkt des Kreises gegeben sind. 
Dabei rnUssen rp alle Richtungen des lntervalls O � <p < 2n und p alle Abstande mit O � p ,s;;;; r 

durchlaufen. Als MaB der Geradenmenge G wird man daher das Produkt der Langen dieser beiden 
Jntervalle wahlen. 
Es la8t sich zeigen, daB dieses Ma8 invariant ist und in ahnlicher Weise auch fur viel allgemeinere 
Geradenmengen definiert werden kann. Im betrachteten Beispiel ergibt sich 2nr als MaB fur die 
Menge G, das ist aber der Umfang des Kreises. Viel allgemeiner gilt, daB das MaB aller Geraden, die 
cine konvexe Figur der Ebene treffen, gleich dem Umfang dieser Figur ist. Betrachtet man zwei 
konvexe Figuren, die sich nicht Uberdecken, so kann man nach dem MaB aller der Geraden fragen, 

die beide Figuren gleichzeitig treffen. Dieses MaB isl gleich der 

26.J- I Crof1ons Se1lhntcnsa1z 

Lange der gekreuzten Seillinie, die beide Figuren umspannt, 
minus der Lange der glatten Seillinie urn beide Mengen (Abbil
dung 26.3-1), wie M. CROFTON im Seilliniensatz gezeigt hat. 
Auf3er Marlen fur Geradenmengen laOt sich auch ein kinema
risches MaB fur Mengen zueinander kongruenter Figuren be
s1immen; z. B. kann man das MaB aUer der gleichseitigen Drei
ecke mit der Seitenlange I berechnen, die eine gegebene Figur 
treffen. Das kinematische MaB ist von Henri PoJNCARt einge-
fuhrt worden. 

Ahnlich wie in der Ebene 13.Bt sich in anderen durch eine Liesche Transformationsgruppe bestimmten 
Geometrien (im Sinne des Kleinsche11 Erlanger Programms) eine mehr oder weniger inhaltsreiche 
Integralgeometrie entwickeln. Speziell ist die Integralgeometrie n-dimensionaler euk/idischer Rii.ume 
schon weit ausgearbeitet. Auch auf krummen Flii.chen und sogar fur die Finslersche Geometrie der 
Variationsrechnung hat man versucht, eine Integralgeometrie zu begrUnden. 
Die Integralgeometrie findet Anwendung in anderen Zweigen der Geometric, speziell in der Theorie 
der konvexen KOrper. Auch auf praktische Probleme werden ihre Methoden in Verbindung mit der 
mathematischen Statistik angewendet; z. B. ist ein Verfahren zur statistischen Bestimmung der 
Lungenoberflache ausgearbeitet worden. 
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27.1. Kombinatorik 

27. 1. Kombinatorik 627 

Die Kombinatorik untcrsucht die verschiedenen MOglichkeiten der Anordnung von Gegenstanden, z. B. die Fragen: ,.Wie viele MOglichkeiten gibt es, vier Buchstaben anzuordnen?'' oder ,.Auf wie viele verschiedene Arten kOnncn aus 90 Zahlen rnnr verschiedene Zahlen ausgewahlt werden?'' -Die Gegenstiinde der Untersuchung k6nnen Zahlen, Buchstaben, Personcn, Versuche u. a. sein; sic werden Elemente genannt und mit Ziffern oder Buchstaben bezeichnet. Enthalten Zusammenstcllungen nicht die gleichen Elemente, z. B. ab, cd, oder zwar die gleichen Elemente, aber nicht jedcs gleich oft, z. B. aab, abb, so gelten sic als verschieden. Zusammcnstellungen aabb, abab u. a. gelten nur dann als verschieden, wenn ihre Anordnung berUcksichtigt wird. 
Permutationen 

Jede Zusammenstellung einer endlichen Anzahl von Elementen in irgendeiner Anordnung, in der siimtliche Elemente verwendet werden, heiBt Permutation der gegebenen Elemente, z. B. sind von den Elementen a, b, c, d, e die Zusammenstellungen acdbe, dbcae Permutationen. 
Anzahl l'On Permutationen. Die Anzahl der Permutationen umerei"'mder verschiedener Efemente erhiilt man durch folgende induktive Betrachtung: Aus zwei Elementen a und b !assen sich die zwei Permutationen ab, ba bi Iden. Von drei Elementen a, b, c kann jedes an erster Stelle stehen, wiihrend die beiden anderen sich jeweils auf zwei Arten anordnen )assen: abc acb bac bca cab cba. Folglich gibt es 3 · 2 = 6 Permutationen. Die entsprechende Oberlegung fuhrt bei vier Elementen zu 4 • 3 · 2 = 24 Permutationen. Allgemein kOnnen n Elemente auf I · 2 · 3 ... (n -I) n = n! [lies 
n Fakultiit] Arten angeordnet werden. 

OIi n 1111ter,iliimder �r.JCluidniin E"'/,-,,.,-n,�,n-lfi""bt es 11! Permutationen. 
Anzahl der Permutationen von n verschiedenen Elementen n! =I· 2 · 3 

8eispiel J: Aus den ncun Ziff'ern 1, 2, 3, ... , 9 lassen sich 9 ! = 362 880 neunstclligc Zahlen bildcn, wobci in jcdcr Zahl jede dcr neun Ziffern nur einmal auftritt. 
Tafel der Fokultiiten von I! bis 20! 

n n! n n! ,, n! 
I I 8 40320 15 I 307 674 368 000 2 2 9 362 880 16 20 922 789 888 000 3 6 10 3 628 800 17 355 687 428 096 000 4 24 II 39916800 18 6 402 373 705 728 000 5 120 12 479 001 600 19 121645100 408 832000 6 720 13 6 227 020 800 20 2 432 902 008 I 76 640 000 7 5040 14 87 178 291 200 

Tretcn in einer Anzahl von Elementen Gruppen von gleichen Elementen auf, so ist die Anzahl der Permutationen klciner, als wenn alle Elemente verschieden sind; beim Permutieren z. B. der funf Elemente e1 = a, e2 = a, e3 = b, e4 = b, e5 = b haben alle verschiedenen Anordnungen der Elemente e1 und e2 sowie der Elemente e3 , e, und e5 als gleich zu gelten. Da diesjeweils 2! bzw. 3! 
Permutationen sind, ist die Gesamtzahl der unterscheidbaren Permutationen nur noch 2rJ ! = 10, 
Sind im allgemeinen die n Elemente in m Gruppen zujep1 ,Pi, ... ,p,,, gleichen Elementen so zusam• menzufasscn, daB die p 1 ! Permutationen der ,--------------� Elemente p 1 fur i = I, 2, ... , m als gleich gelten, I n! • p1 + p2 + ... + p,,, = n I ��e�te��::Gesamtzahl der Permutationen dieser .__P_,_! P

_
,
_

?
_

.
_
··

_
P
_
m
_

! _• 
________ _,_ 

Beispiel 2: KOnntc ein passionierter Skatspieler stimtliche mOglichen Spiele im Laure seines Lebens 
spielcn? - Die Anzahl der mOglichen Spicle ist IO! 1i;!

IO! 2, , da die Permutationen innerhalb 
der 10 Karten eincs jcden Spiclcrs und innerhalb des Skates dasselbe Spiel bedeutCn. Von diesen 2 753 294 408 S04 640 Spielen schafft der Spieler abcr nur einen winzigen Bruchteil in 100 Jahren nimlich 7 300000, wcnn er taglich 200 Spiele macht. 
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Lexikographische Anordnung. Das Aufsuchen aller 11! Permuta1ionen von n Elementen wird durch 
die lexikogrophische Anordntmg sehr erleichtert. Dazu wird von einer natUrlichen Anordnung aus
gegangen, die vorliegt, z. B. bei Zahlen der Gr60e nach oder bei Buchstaben nach dem Alphabet, 
bzw. fcstgelegt wird. Permutationen werden dann als lexikographisch geordnet bezeichnet, wenn von 
zwei verschiedcnen Permutationen diejenige zuerst steht, deren erstes Element in der naturlichen 
Anordnung vorangeht. Bei gleichen ersten Elementen erfolgt die Unterscheidung nach den zweiten 
Elementen, bei au!lerdem gleichen zweiten nach den dritten usw. Die ersten beiden folgenden Paare 
von Pennutationen sind, wie auch die oben angegebenen sechs Permutationen von drei Elementen, 
lexikographisch geordnet, wahrend es das dritte Paar nicht ist. 
I. a b c f g I 2. a b c h i I 3. a b d f e I 

abcgf' acbih' abdef, 
Inversion. Man sagt, zwei Elemente einer Permutation bi Iden eine Inversion, wenn ihre Anordnung 
umgekehrt wie die naturliche ist. In der aus den Elementen a, b, c, d, e gebildeten Permutation 
c d b e a  stehen die Elemente c vor b, c vor a, d vor b, d vor a, b vor a sowie e vor a und bilden je eine 
Inversion. Die angegebene Permutation enth3.lt danach sechs Inversionen. 1st die Anzahl der In• 
versionen einer Permutation gerade, so wird diese Permutation gerade, sonst ungerade genannt. 

Kombinationen 
Jede Zusammenstellung von k Elementen aus n Elementen heiOt eine Kombination k•ter Klasse oder 
k-ter Ordmmg. 

&ispie/ I: Von den vier Elementen a, b, c, d sind Kombinationen 2. Klasse: ob, oc, ad, be, bd, 
cd, bb, dd, ... 

Werden nur verschiedene Elemente zur Zusammenstellung ausgewahlt, so liegen Kombinationen 
ohne Wiederholung, sonst Kombinationen mit Wiederholung vor. Werden zwe i  Kombinationen, die 
gleiche Elemente, abcr in verschiedener Anordnung enthalten, als verschieden betrachtet, so werden 
sie Kombinationen mil BerUcksichtigung der Aflordmmg oder auch Variationen, im anderen Fall Kombi• 
nationen ohne Beriicksichtigtmg der Anordmmg oder auch nur Kombinationen genannt. 
Anzahl der Variationen. Die Anzahl der Variationen k•ter Klasse von n Elementen ohne Wieder
ho I u n g wird mit V� bezeichnet. Das erste Element von V� kann auf n verschiedene Arten gewahlt 
werden, das zweite noch auf (n - I), das dritte auf (,, - 2) und das k•te auf (n - k + I) Arten. 

n' Man erhalt mithin V� = 11(11 -1) ... (11 - k + 1) = (n _· k)! Arten der Anordnung. 

Anzahl v: der Variationen ohne Wiederholung von n Elementen zur k-ten Klasse *- n! 
V, -

(n-k)! 

Von den n = 4 Elementen a, b, c, d gibt es danach Vj = 4 · 3 · 2 = 24 Variationen zur 3. Klasse 
ohne Wiederholung. Diese lauten: 
abc---- abd......, acb� acd....,. adb-- ode....., bac....,. bad -- bca......, bed-- bda....,.. bdc......,. 
ca� cad� cba......, cbd � cda-t- cd� dab....,. dac-- dba......, dbc-- dca-- deb. 

Sind Wiederholungen zugelassen, so kann auch das zweite, dritte usw. Element auf n Arten gewahlt 
werden. Von n = 3 Elementen sind deshalb VJ = 32 = 9 Variationen zur 2. Klasse mil Wieder• 
ho/ung mOglich: a� a� a�� bb......., be......, ca......, cb......., cc. 
Zur k•ten Klasse gibt es danach ,,11. Variationen mit Wiederholung, die mit w V! bezeichnet werden. 

Anzahl wy! der Variationen mit Wiederholung von n Elementen zur k•ten Klasse wv.! = ,,t 

Beispiel 2: Aus den Ziffern 1, 2, ... , 9, 0 )assen sich w Vf0 = 103 = I 000 Variationen zur 3. Klasse 
mit Wiederholung bilden. Das sind gerade die Zahlen 000, 001, 002 bis 999. 
Beispiel 3: In der Blindenschrift werden durch die Anordnung von sechs Punkten, die erhaben oder 
nicht in Papier gedrilckt werden, die Buchstaben, Zahlen und Satzzeichen dem Blinden filhlbar 

gemacht. Punkt und Nicht-Punkt sind die zwei zu variie
• O • O • • • 0 • 0 • 0 • • renden Elemente; als Zeichen stehen die Variationen dieser 
o • o O • • 0 • • 0 0 • 0 • zwei Elemente zur 6. Klasse mit Wiederholung zur Ver-
• • • • o o O O O O O O • 0 filgung; das sind 26 = 64 Zeichen. Diese MOglichkeiten 
z u e b e reichen aus, um das Blindenalph,t.bct mit Ziffern und Satz-

27. l •1 81indenschrift fur .,zugeben" zeichen darzustellen (Abb. 27.1-1). 
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Anzahl von Kombinationen. Wahrend man bei Variationen die Anordnung berilcksichtigt, wird sic in Kombinationen auBer Betracht gelassen. Man bezeichnet die Kombinationen ohne Wiederholung zur k-ten K.lasse von n Elementen mit C!. Von den vier Elementen a, b, c, d !assen sich folgende Kombinationen zur 2. Klasse ohne Wiederholung bilden: ab-ac-ad ...... be ......bd -..ed. Wilrde man die Elemente jeder Kombination permutieren. so erhielte man die Variationen Vf vonvier Elementen zur 2. Klasse, der Anzahl nach das 2!fache. Entsprechend geht die Anzahl C! der Kombinationen von n Elementen zur k-ten Klasse durch Multiplizieren mit k! in die Anzahl V�
d h d V .. ''be . k'·C*-Vk- 11! d c•-(n)- n! . er entsprec en en anat1on u r. . ,. - ,. --( k)' o er ,. - k - �( k)' Die C! sind demnach Bi11omiolkoeffizienten. 11 - • • 11 - • 

Anzahl C! der Kombinationen ohne Wiederholung C" = ( n ) = __ n_! _von n Elementen zur k-ten Klasse " k (n - k) ! k ! 

Beispiel 4: Beim Zohlen/0110 kBnnen aus n = 90 Zahlen k = S verschiedene Zahlen auf CB0 = ( �) 
= 43 949 268 Arten ausgewahlt werden. Wenn man alle diese MOglichkeiten tippt, hat man mit Sicherheit einen Fiinfer. Die Anzahl der auflretenden Vierer und Dreier taBt sich ebenfalls ermitteln: Von den fiinf gezoge-
nen ( richtigen) Zahlen fehlt jeweils eine; es ergeben sich (!) = 5 Viercrkombinationen und, wenn 
zwci fehlen, G) = 10 Dreierkombinationen. Jede dieser 5 Viererkombinationen ist unter den 
gespielten Scheinen noch (9 0 ;- 5) = 85mal vorhanden, da es so viele MBglichkeiten gibt, eine 
Viererkombination mit den noch verbleibcnden Zahlen zu fiinf Zahlen zu trganzen. Es ist 
(�) ( 90 � 5) = (�) (8n = 5 · 85 = 425 die Anzahl der Vierer. Jede Dreierkombination liiOt 
sich aus den noch verbleibenden Zahlen auf (�5) = 85 · 42 Arten zu einer FO.nferkombination er• .. -,t. od · · · . (5) (85) �n3z;;()() o;i�eA��hld�;�'1��ie��r Fun er er em Vterer enthalten 1st. Danach 1st 3 . 2 

Sind Wiederholungen zugelassen, so bezeichnet man die Anzahl der Kombinationen von n Elementen zur k-ten Klasse als we!. Ffir die drei Elemente o, b, c bzw. furn Elemente a1 , o2 , ••• , 011 zur 2. Klasse erhalt man: 
aa ab ac bzw. 0101 a1a1 0103 ... 01011 

bb be a2a2 a2a3 
... 02011 cc 0303 • • • 03�,r 

we! Kombinationen mit 
(" + k _ 1)Wiederholung von n Ele- we: = k menten zur k-ten Klasse 

oder •q = 3 + 2 + I = 6 bzw. •C; = n + (n - I)+ (n -2) + •·· + I = 1/, (n + I)· n. 
Allgemein gilt we: = (" + z- 1) , cine Behauptung, die fur k = 2 nach dem Vorhergehenden 
richtig ist und durch vollstiindige Induktion fur jede nattirliche Zahl k > 2 bewiesen werden kann. 

27.2. Wahrscheinlichkeitsrechnung 
Geschicbtlicbes. Die ersten Anfange der Wahrscheinlichkeitsrechnung gehen bis in die Mitte des· 17. Jahrhunderts zurtick. Ein begeisterter Spieler, derChevalicr von Mere, bat PASCAL um die LOsung dcr fur ihn wichtigen Aufgabe, die Verteilung des Gewinns auf zwei Spieler anzugeben, wenn beim vorzeitigen Abbruch des Spiels der cine n < m, der andere p < m Partien gewonnen hat, ursprO.nglich aber festgelegt worden war, dall dem der gesamte Gewinn zufiillt, der zuerst m Partien gewonnenhat. PASCAL teilte seine LOsung FERMAT mit, der ebenfalls einen LOsungsweg fand. Ein dritter stammt von HUYGENS. Diese Gelehrten erkannten die Bedeutung der Frage ftir die Untersuchung der Gesetzma8igkeiten zufalliger Erscheinungen. Die Begriffe und die ersten Methoden der neuen Wissenschaft entwickelten sich aus Problemen der GIGcksspiele. Erst im 19. Jh. machte der rasch einsetzende Aufschwung der Naturwissenschaften einen Aufbau der Wahrscheinlichkeitsrechnung Uber denRahmen der Glucksspielc hinaus notwendig. Diese Entwicklung ist eng mit den NamCn Jakob BER· NOULLI, MOIVRE, LAPLACE, GAUSS, POISSON, TSCHEBYSCHOW, Andrei Andrejewitsch MARKOW und in jUngster Zeit mit denen von KoLMOGOROW und CH1NTCHIN verbundcn. 
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Mit der Untersuchung der Gesetzm3.0igkeiten zufiilliger Ereignisse ist die von Massenerscheinungen 
verbunden, z. B. ist die Produktion eines Gegenstands des t3glichcn Bedarfs cine Massenerscheinung, 
das Auftreten eines Ausschu8teils dabei ein zufalliges Ereignis. Heute hat die Wahrscheinlichkeits
rechnung enge Verbindung zu vielen anderen Zweigen der Mathematik, zu vielen Bereichen der 
Naturwissenschaften, der Tcchnik und der 6konomie. 

Wahrscheinlichkeit von zufBlligen Ereignissen 

Ereignls. Ein Ereignis £ im Sinne eines zufiilligen Ereignisses ist das Ergebnis eines Versuchs, das 
eintreten kann, aber nicht eintreten mu8. Ein Versuch kann cine Beobachtung oder ein Experiment 
sein und ist gekennzeichnet durch einen Komplex von erfullten Bedingungen und durch seine Wieder
holbarkeit. Ereignisse werden mit groflen lateinischen Buchstaben bezeichnet; z. B. das sichere 
Ereignis, das im Ergebnis eines Versuchs bestimmt eintritt, mit S, das unm6gliche Ereignis, das im 
Ergebnis eines Versuchs nie eintritt, mit U. Beim Versuch «Wiirfeln mit einem Wilrfel» z. B. ist £3 

das Ereignis «Augenzahl 3», S ist «Wilrfeln einer der Augenzahlen 1 oder 2 oder 3 oder 4 oder 5 
oder 6» und U z. B. «Wilrfeln der Augenzahl 7». 
Ereignisse schlieften einander aus oder sind unvereinbar, wenn im Ergebnis eines Versuchs nur eines 
von ihnen eintreten kann; z.B. sind beim Versuch «Wllrfeln mit einem Wilrfeb> die Ereignisse £1 

«Augenzahl i», i = 1, 2, 3, 4, S, 6, unvereinbar, da nur cine dieser Augenzahlen auftreten kann. 
Beim Ziehen einer Kugel aus einer Urne, die rote und schwarze Kugeln enth3lt, sind die Ereignisse 
£1 «Ziehen einer roten Kugel» und £2 «Ziehen einer schwarzen Kugel» unvereinbar, da sic nicht 
gleichzeitig auftreten kOnnen. 
Eine Anzahl paarweise unvereinbarer Ereignisse bildet ein vollstdndiges System von Ereignissen, 
wenn im Ergebnis eines Versuchs eins von ihnen notwendig auftritt, z. B. beim «Wtirfeln mit einem 
Wiirfel» die Ereignisse £1 «Augenzahl i» mit i = I, 2, 3, 4, 5, 6. 
Bilden zwei Ereignisse £1 und £2 ein vollst<indiges System von Ereignissen, so heiOt eins das komple
ment<ire oder entgegengesetzte Ereignis zum anderen; beirn MUnzenwurf z. B. die beiden Ereignisse 
«Zahl» und «Wappen». 
Von der Summe C der Ereig11isse A und B, in Zeichen C = A v B oder C = A + B, spricht man, 
wenn als Ergebnis eines Versuchs wenigstens eines der Ereignisse A oder B eintritt. Diese Erkl3.rung 
kann auf mehr als zwei Ereignisse erweitert werden, z.B. ist beim Versuch «WU.rfeln mit einem Wtir
feb> das Ereignis «Wilrfeln einer geraden Augenzahl» 3.quivalent der Summe der Ereignisse 
E, + £.+ £•. 
Von dem Produkt C der Ereignisse A und B, in Zeichen C =Ar.. B oder C =A· B bzw. C = AB, 
spricht man, wenn als Ergebnis eines Versuchs sowohl das Ereignis A als auch das Ereignis B reali
siert wird. Beim Versuch «Wilrfeln mit zwei Wtirfeln» z. 8. tritt das Ereignis C «Wilrfeln der Augen
zahl 12» dann ein, wenn sowohl mit dern einen als auch mit dem anderen Wtirfel die Augenzahl 6 
geworfen wurde. Die Erkl.iirung des Produkts kann auch auf mehr als zwei Ereignisse erweitert wer
den. 

Klassische Definition der Wahrscheinlichkeit. Obgleich eine axiomatische Theorie der Wahrschein
lichkeit besteht, kOnnen wichtige Gesetze schon aus der klassischen Definition hergeleitet werden. 

Klassische Definition der Wahrscheinlichkeit. KOnnen im Ergebnis eines Versuchs n gleichmiJg
liche Ereignisse auftreten und zieht das Eintreten eines jeden von m dieser n Ereignisse. die als 
gUIJSlige Ereignisse bezeichnet werden, das Eintreten eines Ereignisses £ nach sich, so ist die 
Wahrscheinlichkeit ftir dessen Eintreten P(E) = m/n, d. h. das Verhiillnis der Anzahl m der 
gUnstigen Ereignisse zu der Anzahl n der miJglichen. 

P(E) ist danach stets eine Zahl O � P(E) � I ; fur das sichere Ereignis S gilt P(S) = I und ftir das 
unmOgliche Ereignis P(U) = 0. Oft wird die Wahrscheinlichkeit fur das Eintreten eines Ereignisses 
in Prozenten ausgedrUckt. 
Beim »Wtirfeln rnit einem WU.rfel« sind die Ereignisse £1 »Augenzahl i« mit i = I, 2, ... , 6 mOgliche 
Ereignisse im Ergebnis eines Versuchs; wird das Ereignis £ >>gerade Augenzahl« betrachtet, so ergibt 
sich fur sein Eintreten die Wahrscheinlichkeit 3/6 = 1/2; denn von den n = 6 mOglichen Ereignissen 
£ 1 sind die m = 3 Ereignisse »Augenzahl 2<�, »Augenzahl 4« und »Augcnzahl 6« gtinstige Ereig• 
nisse, da mit ihrem Eintreten im Ergebnis eines Wilrfelversuchs gleichzeitig das Ereignis »gerade 
Augenzahl« realisiert wird. Voraussetzung ist dabei ein idea/er Wiir/el, der geometrisch und mecha
nisch homogen ist, so daB nach Form und Massenverteilung keine Seite vor einer anderen ausgezeich
net ist. Dann sind die Ereignisse £1 gleichwahrscheinlich. Sie bilden ein vollst.ii.ndiges System, und dem
zufolge ist ihre Summe das sichere Ereignis, ilberhaupt eine der Augenzahlcn 1 bis 6 zu wtirfeln. Seine 
Wahrscheinlichkeit ist aber I, fur jedes £1 mithin 1/6. Ftir das Ereignis E = £2 + £4 + £6, «Wtirfeln 
einer geradCn Augenz.ahl», erh.ii.lt man dagegen P(E) = 3/6 = l /2. 
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Additionsgesetz der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Sind im Ergebnis eines Versuchs n Ereignisse 
mOglich und von diesen m 1 fur das Eintreten des Ereignisses £, filr i = l, 2, ... , k gtinstig, so sind 

. . m = £ m 1 fur das Eintreten des Ereignisses £ = ,E £1 gfinstig, falls sich die Ereignisse E, filr 
1-1 ,.1 

i = 1, 2, ... , k paarweise einander ausschlieBen. Dann gilt P(E1) = m,/n filr i = l, 2, ... , k und 
P(E) = m/n = (m 1 + m2 + · · · + m,)/n = J: m,/n = J: P(E,). 

,.1 1-1 

· Die Wahndleinlk:llkelt der Summe einander paarwebe ausscbllellender Erelgnlsse isl gleich der 
Summe der Wabrscbelalk:llkelten dleser Erelgnlsse. 

P(£1 + £2 + ··· + £,) = P(£1) + P(£2) + · · + P(E,). 
Beispiel 1: Bcdeuten beim Wiirfeln mit einem idealen 
WOrfel die Ereignissc £4 «Augenzahl 4» und £5 «Augenz.ahl S», so gilt fur das Ercignis E = £4 + £5 «Augenzahl 4 oder  5» P(E) = P(£4 + £,) = P(£4) 
+ P(E,) = 2/6 = 1/3 (Abb. 27.2-1). 

I • 
1 

6 
1 

6 
1 7 1 1 

6 � 6 
1 1 2 

6 + 6
=

6 

Werden im Ergebnis eines Versuches k Ereignisse £1 mit 
i = I, 2, ... , k betrachtet, die ein vollstiindiges System 
von Ereignissen bilden und fur deren Eintreten von den 
n mOglichen Ereignissen jeweils m1 mit i = I, 2, ... , k 
Ereignisse gilnstig sind, dann gilt S = E1 + Ei + . fJ�;i�n iuu�rc1dditionsgesetz bei einem 
+ £10 s = n = m 1 + m2 + ... + m1,. und dementspre-
chend P(S) = n/s = I. Filr zwei entgegengesetzte Ereig-
nisse £, und £2 gilt dann P(E, + £,) = P(E,) + P(E,) = I oder P(E,) = I - P(E,). z. B. wenn 
die Ereignisse £1 »Geburt eines Knaben« und £2 »Geburt eines Miidchens« bedeuten. 
Sind von n mOglichen Versuchsausgiingen m 1 gilnstig fur das Eintreten des Ereignisses £1 und m2 gllnstig fur das Eintreten des Ereignisses £2 , schliellen sich die Ereignisse £1 und £2 einander aber 
nicht aus, so kann der oben angegebene Additionssatz fur Wahrscheinlichkeiten verallgemeinert 
werden. Dazu werden die / Ereignisse betrachtet, bei deren Eintreten im Ergebnis eines Versuchs 
das Ereignis £1 • £2 realisiert wird. Damit erhiilt man drei Gruppen von Ereignissen: 
fii1 = (m1 -/) fur das Eintreten des Ereignisses £1 allein, fii2 = (m 2 - /) fur das Eintreten des 
Ereignisses £2 allein und / fur das Eintreten des Ereignisses £1 • £2 gllnstige Ereignisse. Die Ereig
nisse £1£2 , £2£1 und £1 £2 schliellen einander paarweise aus. Nach dem Addi"tionssatz gilt dann: 
P(E, + £2) = P(E,£2 + E2E, + E,£2) = P(E,E2) + P(E,E,) + P(E,E,) = iii,/n + iii2/n + 1/n 

= (iii, + iii2 + 1)/n = [(m, -I)+ (m 2 - I)+ 1)/n = m,/n + m,/n -1/n 
= P(E,) + P(E2) -P(E,£2). 

Sollte P(E,£2) nicht bekannt sein. so gilt die Abschatzung P(E, + £2) ,s;; P(E,) + P(E,). 

Bedingte Wahrscheinlichkeiten. Eine unbedingte Wahrscheinlichkeit hiingt nur von dem fur den Ver
such vorausgesetzten festen Komplex von Bedingungen ab; z. B. davon, da8 jeder verwendete 
Wilrfel ideal ist, daO jede Augenzahl beim Wilrfeln gleichwahrscheinlich ist. Eine bedingte Wahr
scheinlichkeit hiingt auOerdem von mindestens einer zusatzlichen Bedingung ab; man bezeichnet 
dann mit P(E I F) die Wahrscheinlichkeit fur das Eintreten des Ereignisses Eunter der Voraussetzung, 
daO vorher schon das Ereignis F eingetreten ist. 
&ispie/ 2: $ind von n Kugeln in ciner Urne m schwarz und (n - m) wciB, so sind beim Vcrsuch 
<<Ziehen mit Zurilcklegen» zwei Ereignisse mOglich, F1 «Ziehen einer schwarzen Kugel» und F2 «Ziehcn ciner weiOen Kugel». Ffir sic erhilt man die unbedingten Wahrscheinlichkeitea P(F1) uad 
P(F2). 

Ere1gms F, F, F, F, erster 
Wahrschcin-
lichkeit m/n m/n (n-m)/n (n-m)/n Zug 

Ereignis (£, IF,) (£,IF,) (£,IF,) (£,IF,) zweiter 
Wahrschein- (m-1)/(n-l) (n-m)/(n-1) m/(n-1) (n-m-1)/(n-l) Zug 
Jichkeit 
Bcim Versuch «Ziehen ohne Zuriick]egen» hingt schon die Anzahl der vorhandeneil Kugeln vor 
dem zweiten Zug �om Ausgang des ersten ab. Trat das Ereignis F1 ein, so gibt es (m -1) schwarze 
und (n - m) weifleKugeln; trat dasEreignis F2 ein, so gibtes m schwarz.e und (n -m -1) weiBc 
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Kugeln. FOr dieEreignisseE 1 «beim zweiten Zug cine schwarze Kugel ziehen» und£2 «beim zwciten Zug cine wei8e Kugel ziehen» gibt es deshalb vier bedingte Wahrscheinlichkeiten P(£1 I F1), 
P(E2 I F1), P(E, IF,) und P(E2 I F2). 
Beispie/ 3: Beim Wiirfeln mit zwei idealen Wilrfeln kOnnen die 36 paarweise cinander ausschlieBenden Ercignisse E0, • = (a, b) mit a = 1, 2, ... , 6 und b = l, 2, ... , 6 eintreten. Dabei ist wie bei geordncten Zahlenpaaren im allgemeinen (a, b) von (b, a) zu unterscheiden. Man erh3lt deshalb die unbedingte Wahrscheinlichkeit P(E0, ti) = I /36 oder nach dem Additionssatz fur das Ereignis 
��

m;:�r�uf,!;';�}�������i;:���i;�;�\�:. 8) = 5/36, daa + b = 2 + 6 = 3 + s

Unter dcr zusitzlichen Voraussetzung s, «Augensumme ist gcrade Zahl» crhilt man dagcgcn 
P(E,, IS,)= 1/18 und P(E,,, I (a+ b = 8)A S,) = 5/18. Eine andere bedingteWahrscheinlichkeit ergibt die Bedingung «Augenzaht 4 beim zweiten WiirfeJ». Fur b = 4 kann (a, b) eins der 6 Zahlenpaare (I, 4), (2, 4), (3, 4), (4, 4), (S, 4), (6, 4) sein, so da8 
P(E,., I (b = 4)) = 6/36 = 1/6. 

�:-�;-
�3 !J 
� 4 � 4 
� 5 � 5 

6 6 

1 2 3; 56 1 2 3• 5 6 
zweiter WUrfel zweiler Wiirfel 

Der gleiche Zahlenwert I /6 ergibt sich fur das Ereignis, aus den sechs Zahlenpaaren mit a = 4 das Paar mit b = 4 zu treffen (Abb. 27.2-2). 

27.2-2 Wahrscheinlichkeiten bcim Wurf 
zweier Wtii'fel 
a) fi.ir Augensummc 8 ist 5/36 
b) fur 4 beim zweitcn Wtirfcl ist 6/36 = 1/6 

Multiplikationsgesetz der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Sind von n im Ergebnis eines Versuchs mOglichen Ereignissen k fur das Eintreten eines Ereignisses F gilnstig, dann gilt P(F) = k/n. Sind aber weiterhin m von diesen k Ereignissen gilnstig fur das Eintreten eines Ereignisses £, so ist die Wahrscheinlichkeit fur das Eintreten des Ereignisses £ unter der Voraussetzung, daO das Ereignis F schon eingetreten ist, P(E IF)= m/k. Demgegeniiber gilt aber P(E · F) =m/n. Wegen m/n = (k/n) · (m/k) folgt P(E · F) = P(F) · P(E IF). 
Die Wahnchelnllchkelt P(EF) fiir das gleichzeitige AuftTeten VOii zwei Erelgnlssen E und F Isl das Prociuk! der Wahrscbelnllchkelt P(F) des ersten Erelgnlsses F mlt der bedlngten Wahnchelnllchkelt 
P(E I F) des Erelgnlsses £, die unter der Voraussetzung berecbnet wlrd, daO clas Erelgnls F schon eina:etreten war. 
&ispiel 4: Bcim Wiirfeln mit zwei idealen Wilrfeln sind die 36 Ercignisse £ •. t mOglich. Unter Ver• wendung der Ereignisse £ »die Summe a + b dcr Augenzahten des Wiirfelpaarcs ist durch 3 tcilbar« und F »die Summc a + b der Augcnzahlen des Paarcs ist durch 2 tcilbar« ergcben sich die Ercig• nisse £ · F»dic Summc a+ b der Augenzahlcn des Wilrfclpaares ist sowohl durch 2 als auch durch 3, d. h. durch 6, teilbar« und EI F»die Summe a+ b der Augenzahlen des Paares ist durch 3 teil•· bar untcr der Voraussetzung, daB ihrc Teilbarkeit durch 2 schon bekannt ist«. Filr die Wahrschcin• lichkeiten dieser Ereignisse erhiilt man: P(F) = I 8/36, P(E) = 12/36, P(E · F) = 6/36, P(E I F) = 6/18, und filr sie gilt: P(E· F) = 6/36 = (6/18) · (18/36) = P(E IF)· P(F). 

Satz iiber die totale Wahrscheinlichkeit. Bilden die Ereignisse F1 fur ; = I, 2, ... , n ein vollstiindiges 
System von Ereignissen und ist E ein weiteres Ereignis, dann schliel3en die Ereignisse E · F1 mit 
i = I, ... , n einander paarweise aus. Die Summe dieser Ereignisse ist gleich dem Ereignis £. Nach dem Additionssatz fur Wahrscheinlichkeiten ist seine Wahrscheinlichkeit P(E) als Sumn:ie von 
P(EF1) ilber; = I, 2, ... , n gegeben; filr jeden Summanden erh3lt man aber nach dern Multiplikationsgesetz fur Wahrscheinlichkeiten P(EF1) = P(F,) P(E IF,). Filr die unbedingte Wahrscheinlichkeit 
P(E) gilt dann P(E) = i P(F,) • P(E I F,). Sie wird totale Wahrschein/ichkeit genannt. 

,_, 

Satz Uber die lotale Wahnchelnlk:hkeil. Bilden die Erelgnlsse F, mil i = 1, 2, ... , • eln vollslindlges System von Erelgnlsseo, 1st E eln weileres Erelgnis und slnd die Wahnchelnllchkeltea P(F,) und 
P(E IF,) fiir i = 1, 2, ... , • bekannt, so gilt: 

P(E) = E P(EjF1)P(F1). 
,_, 

&ispiel 5: Enthalten zwcl Urnen ncben schwarzen Kugeln weiBe in einem Vcrbiltnis, das filr jede Urnc verSC:hieden scin kann, so Jal}t sich das Ercignis £ «Ziehcn eincr weiflcn Kugel bcim Griff in 
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cine der beiden Urnen» darstellen als Sumrne zweier einander ausschlieDender EreignisseEF1 + EF2, 
wenn das Ereignis F1 bedeutet «Ziehen einer Kugel aus Urne I» und das Ereignis F2 «Ziehen einer 
Kugel aus Urne 2». Nach dem Satz Uber die totale Wahrschcinlichkeit erh3.lt man fur das Ereignis 
Edie Wahrscheinlichkeit P(E)= P(EF,) + P(EF,) = P(F1) P(EI F,) + P(F,) P(EI F2); P(E) 
kann danach aus P(F1), P(F,), P(E I F1) und P(E I F2) berechnet werden. 

Unabhingige Ereignisse. Zwei Ereignisse £ und Fsind unabh.iingig voneinander, wenn das Eintreffen 
oder Nichteintreffen des einen keinen Einflu8 auf das Eintreten oder Nichteintreten des anderen hat; 
z. B. hiingt beim Wtirfeln mit zwei idealen Wtirfeln die Augenzahl des einen nicht von der des anderen 
ab. Bedeutet das Ereignis E «Augenzahl 4» und bezeichnet der Index I oder 2 den Wtirfel, so gilt 
P(Ei) = P(E2) = 1/6, aber auch P(E, I £1) = 1/6. Fur das Ereignis (£1 � £2 = £1 · £2), d. h. 
«Augenzahl 4 bei jedem Wilrfel», gilt dann P(£1,.... £2) = 1/36 = 1/6 · 1/6. Dieses Ergebnis HH3t sich 
verallgemeinern. 

Axiomatische Definition der Wahrscheinlichkeit. Die Entwicklung der Naturwissenschaften und der 
Technik fiihrte auf Probleme, auf die sich die klassische Definition der Wahrscheinlichkeit nicht mehr 
bedenkenlos anwenden 13.Bt. Die Anzahl der mOglichen Hille kann nicht immer als endlich und jeder 
einzelne Fall kann oft nicht als gleichmOglich angenommen werden; z. B. ist es schwierig, aus reinen 
Symmetrietiberlegungen die Wahrscheinlichkeit dafilr anzugeben, daO wii.hrend eines bestimmten 
Zeitintervalls auf einem Telefonkabel von n mOglichen Gesprachen m gefOhrt werden. Die statistische 
Definition der Wahrscheinlichkeit ist fur diese Problerne der klassischen iiberlegen, hat aber rnehr 
beschreibenden als forrnal-rnathernatischen Charakter. Es war notwendig, die Grundbegriffe der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung systernatisch zu untersuchen und die Bedingungen .fiir ihre Anwendbar
keit in einern axiornatischen Aufbau der Wahrscheinlichkeitsrechnung festzustellen. 
Von den verschiedenen Wegen, die vorgeschlagen wurden, wird heute irn allgerneinen der gegangen, 
den KoLMOGOROW Anfang der dreiBiger Jahre zur LOsung der neuen Problerne einschlug. KOLMO• 

GOROW verkniipfte den Begriff der Wahrscheinlichkeit rnit der rnodernen Mengenlehre, der Mall
theorie und der Funktionalanalysis. Sein Weg geht von den Haupteigenschaften der Wahrschein
lichkeit aus, die sowohl unter Zugrundelegung der klassischen als auch der statistischen Definition 
gelten. KoLMOGOROW schuf eine axiornatische Begriindung des Begriffs der Wahrscheinlichkeit, 
die sowohl die klassische als auch die statistische Definition einschliellt und auflerdern den erhOhten 
Anforderungen der modernen Naturwissenschaften und der Technik geniigt. 
Bei diesem axiomatischen Aufbau wird von einer Menge M von Elementarereignissen ausgegangen, 
und es wird ein System S von Teilrnengen von M betrachtet. Die Elemente des Systems S, d. h. die 
Teilrnengen von M, werden als zu/Cl/Jige Ereignisse bezeichnet. Geniigt das System S der zufalligen 
Ereignisse den folgenden Bedingungen, so wird es Borelsches Erei"gnis/eld oder BorelkOrper genannt. 

· llo<elscbes Erelgnlsfeld: I. Die Menge M soil eln Element von S seln. 
2. Smd die Mengea £1 und £2 Elemente von S, so sollea aucb die Verelnigungsmenge £1 v £2 , der 

Durchsdmltt £1 � E, und dle Komplement.irmengen E, und E, In bezug aur M Elemente von S 
seln. 

3. Shld die Mengen E1, £2 , ••• , E,, , ... Elemente von S, so slnd es aucb die Vereinigungsmenge 
£1 u £2 u ... u £,, ... und der Durcbscbnitt £1 ,... £2 ,... ... ,-.. £,, ... 

Sind nur die Bedingungen I. und 2. erfiillt, so spricht man von einem Ereignisfe/d. 

Nach der 2. Bedingung muO auch IJ", d. h. die leere Menge 0, ein Element von S sein. Sie wird 
als unmOgliches Ereignis bezeichnet. In den Abbildungen 27.2-3, 27.24 und 27.2-5 sind die zufiil
Jigen Ereignisse £1, E1 , £1 v £2, �2, £1 ,,...., £2 und �2 in der Weise veranschaulicht, 
dall die Elernentarereignisse durch die Punkte einer quadratischen Fliiche dargestellt werden. Jede 
Punktmenge stellt dann ein zufiilliges Ereignis dar. 
Die Erklarung soil an einem Beispiel erlautert werden: Es wird rnit einern Wiirfel gewiirfelt. Dann 
besteht die Menge der elementaren Ereignisse aus den 6 Elementen e, fur i = I, 2, ... , 6, falls e1 

angibt, daB bei einem Wurf i Augen geworfen werden. Das System der zufalligen Ereignisse S be-

27.2
.
-3 Ercignis 

£
1 

und 

Erc1gnis E1 �,, 27 .2-4 Ereignis 
£1 v £2 und 

�: 
27 .2-5 Ereignis 
£1,..., £2 und 
Ereignis �s 
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steht dann aus 26 = 64 Elementen: (ei ), (e2), ..• , (e6), (e1, e2), ••• , (e5, e6), (e1 , e2 , e3), ... , (e4, e5, e6), 
... , (e1, e2, e3, e4, e5, e6) und der leeren Menge 0. Innerhalb jeder Klammer stehen die Elemente 
von M, aus denen sich die betreffende Teilmenge von M zusammensetzt. 
Auf der Grundlage des Systems S von zufiilligen Ereignissen, in dem M das sichere, NI das unmOg
liche und £ und E entgegengesetzte Ereignisse sind, wird die Wahrscheinlichkeit fur das Eintreten 
eines Ereignisses <lurch das Kolmogorowsche Axiomensystem erkl3rt. 
Ko'-orowscbes Axlomeosystem: I. Axiom: Jedem zulllllgen Erelpls E des Erelgnlsfeldes wlnl 

elne nlcblneptlve reelle Zahl P(E) Z1111eordnet, die als Wabndlelnlldikelt •on E beulcbnet wlrd. 
2. Axiom: Die Wahncbelnlldikelt des skberea Erelgnlsses M 1st 1, P(M) = I. 
3. Axiom: Slncl die Ereignisse E1 , £2 , ... , E

,. pun,else un,ereinbar, so 1st P(E1 v £2 v •·· v £.) 
= P(E1) + P(E2) + ··· + P(E.). 

Das folgende erweiterte Additionsaxiom wird hinzugenomrnen, urn die in der Wahrscheinlichkeits
rechnung oft auftretenden Ereignisse berficksichtigen zu kOnnen, die in unendlich viele Teilergeb
nisse zerfallen. 
Erweltertes Adcll-xlom: 1st du Elntreten elnes Erelplsses E lllelcbwertla dandt, daJI eln be
lleblaes der paarwelse un .. relnbaren Erelgnlsse E., E1, ••. , E., ... elntrttt, so Isl P(E) = P(E1) 

+ P(E2) + ··· + P(E.) + · ··

Aus diesen Axiornen ergibt sich als erste SchluBfolgerung, daB fur jedes  Ereignis E aus S die Un
gleichung P(E) � I gilt. Das Axiornensystem ist widerspruchsfrei, aber nicht vollstandig. Auf ihrn 
erfolgt der Aufbau der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Diese rnaI3theoretische Wahrscheinlichkeits
auffassung in Verbindung mit einer genfigend weir gefaf3ten Haufigkeitsinterpretation ist die Grund
lage der mathernatischen Statistik. 

Zufallsgr08e und Verteilung 

Eine ZufallsgriijJe oder zuftillige Griifte X ist cine GrOBe, die bei vetschiedenen, unter gleichen Be
dingungen durchgefuhrten Versuchen verschiedene Werte x annirnrnt, von denen dann jeder ein 
zu/Q/liges Ereignis darstellt. Im folgenden werden nur diskrete oder kontinuierliche bzw. stetige 
ZufallsgrOjJen X betrachtet. Eine diskrete ZufallsgrOBe X ist z. B. der Zahlenwert der Augenzahl beim 
WUrfCln mit einern WUrfel, dagegen ist die augenblickliche Geschwindigkeit X eines Motekuls 
in einern Gas cine stetige ZufallsgrOBe. Durch ihre Wahrscheinlichkeits-, Dichte- und Verteilungs
funktionen werdCn die ZufallsgrOBen vollstandig charakterisiert. 

Wahrscheinlichkeits- urnl Verteilungsfunktion einer diskreten Zufallsgr08e X. Eine ZufallsgrOBe X. 
die nur cndlich viele oder hOChstens abriihlbar viele Werle auf der x-Achse annimmt, heiBt diskret. 
'Diese Werte x1 fur i = I, 2, ... werden als Sprungstellen und die zugehOrigen Wahrscheinlichkeiten 
P(X = x,) = p1 als Sprunghiihen bezeichnet. Die Zuordnung der SprunghOhen zu den Sprungstellen 
wird Wahrscheinlichkeitsfunktion genannt; es gilt: f p1 = I. Bei einern schiefen WUrfel wird z. B. 

der Sprungstelle x, »Augenzahl fo fur i = 1, 2, ... , 6 die Wahrscheinlichkeit P(X = x1) zugeordnet. 

P(X•x;) 
Da eines der den S�rungstellen entsprechenden Ereignisse ein-

treten muD, gilt: .E P(X = x,) = I. 

0,3 

0.2 

0,1 

0 7 2 3 4 5 6

27.2-6 Graphische Darstellung der 
Wahrschcinlichkeitsfunktion einer 
diskreten ZufallsgrOBc 

P(X=x1) 

,., 

3 4 S 6 

1/6 1/6 1/8 1/6 1/8 1/4 
Graphisch stellt man die Wahrscheinlichkeitsfunktion durch 
saulen dar, Rechtecke der Saulenbreite e. und der HOhe 
e, · P(X = x1); fur einen schiefen WUrfel sind die Wene 
P(X = x,) in der nebenstehenden Tabelle angegeben (Abb. 
27 .2-6). W3.hlt man fur die Einheiten e. und e7 

in Abszis
sen- und Ordinatenrichtung e. = e,, = I, so ist die Sumrne der 
Rechtecke 1: P(X = x,) = I. Die Verteilungsfunktion F(x) 
gibt die Wahrscheinlichkeit P(X < x) dafur an, daB die Zu
fallsgrOBe X nur Werte x1 < x annimmt, d. h., fur die Zu-
fallsgrOBe X rnit den Merkmalswenen x1 bei i = I •... , n und 

x <;; x1 gilt P(X < x) = 0, filr x, < x <;; x, gilt P(X < x) = P(x1), fur x2 < x <;; x, gilt P(X < x) 
= P(x1) + P(x2) und fur x > x. gilt P(X < x) = I. Die Yerteilungsfunktion F(x), die wenigstens 
linksseitig stetig ist, wachst monoton von F(-oo) = 0 bis F(+oo) = I. Filr die angegebene Wahr
scheinlichkeitsfunktion eines schiefen WUrfels z. B. erhalt man wegen x, = i: 

F(I)= P(X< I)= O; 
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F(2) = P(X < 2) = P(X = 1) = 1/6; 
F(3) = P(X< 3) = P(X= 1) + P(X= 2) = 1/3; FrxJ 

3 F(4) = P(X< 4) =}; P(X= i) = 1 1/24; 1,0 
,_, 

F(5) = P(X< 5) =i P(X= i) = 5/8; QB 

' F(6) = P(X < 6) =}; P(X = i) = 3/4; Q6 
,_, 

F(x > 6) = P(X < x) = E P(X = i) = I. Q4 
,_, Die graphische Darstellung der Verteilungsfunktion F(x) ist cine 0,2 Treppenkurve (Abb. 27.2-7), wenn die x 1 auf der Abszissen- und die zugehOrigen F(x) auf der Ordinatenachse eines kartesischen Koordinatensystems abgetragen werden. 0 7 2 3 4 5 6 

Dicbte- uod Verteilungsfunktion einer stetigen Zufallsgr08e X. 27.2-7 Graphische Darstellung Eine ZufallsgrOBe X, die Werte auf der x-Achse annimmt und der Yeneilungsfunktion F(x) eincr 
keine Sprungstellen hat, wird als stetig bezeichnet, wenn cine diskreten ZufallsgrOOe 
nichtnegative Funktion f(x) existiert, die fur jedes reelle x die 
folgende Beziehung erfullt: F(x) = { f(r) dr. 
Dabei ist F(x) die Vertei lun+g!funkti�� und f(x) die Dichtefunktion der Zufal1sgr08e. Fiir die Dichte
funktion gilt die Relation_! /(r) dr = I (Abb. 27.2-8); d. h., die Fliiche -zwischen der x-Achse und 
der Kurve, die der graphischen Darstellung der Funktion /(x) entspricht, hat die GrOBe 1. Die Verteilungsfunktion F(x) ist wieder die Wahrscheinlichkeit dafilr, daB die ZufallsgrOBe X Werte kleiner aJs x annimrnt: 

F(x) - P(X < x) = _lj(t) dr. 
fix} 27.2-8 Darstellung einer Dichtefunktion 

27.2-9 Bild der Verteilungsfunktion einer stetigen ZufallsgrOBe 

f{X} 
f ----------------------

Frx,J ----------- -------

Wegen f(t) > 0 wachst die Funktion F(x) monoton von F(-oo) = 0 bis F(+oo) = I. Sie ist stetig (Abb. 27 .2-9). Die Wahrscheinlichkeit dafur, da8 die Zufal1sgr08e X einen Wert im Intervall [x 1, x2[ annimmt, 
wird durch P(x 1 ,,;x < x 2) = P(X < x 2) - P(X < x 1) = F(x 2) - F(x 1) = f'f(r) dr 
angegeben. Sie ist in der graphischen Darstellung der Dichtefunktion durch di;1blaue Flache gekennzeichnet. Es ist leicht einzusehen, daB fur cine stetige ZufallsgrOBe X jeder Wert x in einem lntervall zwar ein zufiilliges Ereignis, daB die Wahrscheinlichkeit seines Auftretens aber Null ist. 

Mittelwert und Varianz 
Eine Zufallsgr08e wird, wenn sie diskret ist, durch die Wahrscheinlichkeitsfunktion und, wenn sie stetig ist, durch die Dichtefunktion vollstandig beschrieben. Aus diesen Funktionen kOnnen Parameter zur Charakterisierung der ZufallsgrOBe berechnet werden. Die wichtigsten sind Mittel- oder 
Erwartungswert und Yarianz oder Dispersion. 

Mittelwert oder Erwartungswert. Den Mittelwert µ einer diskreten ZufallsgrdjJe X erhalt man, indem jeder ihrer mOglichen Werte mit der zugehOrigen Wahrscheinlichkeit multipliziert und die Summe der so entstandenen Produkte gebildet wird. Dieser Mittelwert braucht nicht unter den Werten der diskreten ZufallsgrOBeX vorzukommen. 
��r:ii!ndi;,rt !i:r:h�i��nl;c�kf:�� Mittelwert einer diskreten ZufallsgrOBe µ = ,i x1p1 

... , n beschrieben, so ist der Mittelwert 
µ festgelegt durch µ = x 1p1 + x2p2 + ... + XnP11 · 
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Beispiel 1: FUr cincn idea/en WiirfeJ giltp1 = 1 /6 fiir i = 1, 2, 3, 4, .5, 6; daraus berechnet man den Mittelwert 
µ = I·'/•+ 2 · '/• + 3 · '/• + 4 · '/• + 5 · '/6 + 6 ·'I• = 3,5. 

Filr cine stetige Zu/allsgrOPe X berechnet man den Mittelwert ,,, indem man die rnit x multiplizierte Dichtefunktion /(x) von -oo bis +oo integriert. 
. ., Mittelwert einer stetigen Zufallsgro8e µ =:_£ x f(x) dx 

r/r/ 
�� 

27 2-10 M1ttelwert emer Normalverte1lung b x 

Beispiel 2: Gesucht wird der Mittelwert der stetigen ZufallsgrOBe X mit der Wahrscheinlichkeitsdichte der Normal- oder Gauftverteilung (Abb. 27.2-10). 

Fur die Dichtefunktion p(x) = (1/(a Vh)] exp [-(x - b)2 /(2a2 )] erhii.Jt man 
µ =:_'{[x/(a Vz;;)J exp [-(x - b)2/(2a')J dx. 

Durch die Substitution [(x - b)/(a 1'2)] = z, dx/(a V2) = dz und mit Hilfe der Integralformeln 
+00 +ao 
_! c-x• dx = v,;- und _£ x e-x• dx = 0 erhalt man 

µ=(a V2/Vn°)_'{[z + b/(a 1'2)] e·•• dz= (b/Vn)_r•-•• dz= b. 
Mittelwerte von Summen und Produkten von Zufallsgro8en. Von den ZufallsgrOBen X und Y mit den Mittelwerten µx und µ

1 
ist. die Summe Z = X + Y ebenfalls eine ZufallsgrOBe, z. B. der Wert der Augenzahl beim WUrfeln mit zwei Wfirfeln. Der Mittelwert µ::. der ZufallsgrOBe Z bestimmt sich aus den Mittelwerten µ" und µ

7 
der einzelnen ZufallsgrOOen X und Y. 

/hr Mitt,/w,rt d,r Summ, zw,i,r Zufal/sgro/J,n isl gl,ich tkr 5,,,,,,,., d,r 
Mittelwerte der beidtn ZufollsgrOjJen. 

Diese Regel kann auch auf den Mittelwert einer Summe von drei und mehr ZufallsgrOOen erweitert werden. Die aus den ZufaUsgrOBen U, X, Y mit den Mittelwerten µ", µ", µ, gebildete ZufallsgrOBe 
Z = U + X + Y hat z. B. den Mittelwertµ::. = µ" + µ" + µ

1
• 

&ispitl 3: Wird mit zwei idealen WUrfeln gewiirfelt, so ist die ZufaUsgr08e X bzw. Y dcr Wert dcr Augenzahl beim Wiirfeln mit dem erstcn bzw. zweiten WUrfel. Von beiden kennt man die Mittelwerte: µ" = 3,5; µ
7 
= 3,5. Der Mittelwert µ::. der Wertc dcr Augcnzahlen beim WUrfeln mit bciden Wilrfeln ist dann µ, = 3,5 + 3,5 = 7. 

Beispiel 4: Der Aussto8 eines Produktionsbetriebs in cincr klcincn Zciteinheit, etwa in einem Tag, kann als Zufallsgr08e betrachtet werden, da er kleinen Schwankungen z. B. durch StOrungen unterworfen ist, die nicht immer vorauszusehen und auch nicht durch entsprechende technisch� organisatorische MaBnahmen ausgeglichen werden kOnnen. In zwei Betrieben A und B ist die Anzahl der Eruugnisse im Mittel µ, = 260 in A bzw. µ, = 90 in B, die Zufallsgro8en sind X in A bzw. Yin B. Die Produktion in beiden Betrieben mit der ZufallsgrOOe Z ist dann im Mittel: 
µ, = 260 + 90 = 350. 

Fiir das Produkt von zwei Zufallsgr08en X und Y gilt ebenfalls cine einfache Regel, wenn X und Y voneinander unabhiihgig sind, d. h., wenn sie fi.ir beliebige x und y der Gleichung 
P(X< x, Y< y)= P(X< x) · P(Y<y) 

genUgen; darin ist P(X < x, Y < y) die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB sowohl X kleiner als x als auch Y kleiner als y ist. Sind µ" bzw. µ
7 

die Mittelwerte der beiden untereinander unabh3.ngigen ZufallsgrOOen X bzw. Y, dann ergibt sich der Mittelwert µ::. der ZufallsgrOBe Z = X · Yaus µ::. = µ" · µ7
• 

! µ, = µ, . µ, ! 
':��1;"';'{:;,'::J.::i:":r'�w;u�r Z,,ta/lsgr6Jii, i,t ,ii/el, Mm 

Wie bei der Addition von mehr als zwei ZufallsgrOBen 13.Bt sich diese Regel auf den Mittelwert des Produkts von mehr als zwei voneinander unabhangigen ZufallsgrOBen iibertragen. 
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Beispiel 5: Bei der Herstellung von rechteckigen Platten ist sowohl die Lange in mm a1s auch die 
Breite in mm cine ZufallsgrOOe X bzw. Y. Folglich ist auch der FJacheninhalt cine ZufallsgrODe 
Z = X · Y. Sind die Mittelwerte µ" = 120 mm und µ,. = 80 mm filr X und Y gegeben, so gilt filr 
den Mittclwcrt µ1 der Fl3che: µ

1 
= 120 · 80 = 9600 mm1. 

Varianz oder Dispersion. In vielen Fallen reicht tier Mittelwert zur Charakterisierung einer Zufalls
grOOe X nicht aus. Bei der Produktion von Bolzcn z. B. ist der Durchmesser ein wichtiges MaO und 
im Sinne der Wahrscheinlichkeitsrechnung cine Zufallsgr013e X. Bei bester Einrichtung der Maschinc 
ist ihr Mittelwert µ dem SollmaO gleich. Wiihrend der Produktion stellt sich aber heraus, daO viele 
Durchmesser grOiler bzw. kleiner als das SollmaB sind; bei gleichem Mittelwert kOnnen sogar bei der 
einen Maschine die Abweichungen groB und bei der anderen klein sein. Sie milssen aber innerhalb der 
Toleranzgrenzen liegen. Zu ihrer Beschreibung wird die Varianz oder Dispersion a2 der ZufallsgrOBe 
X benutzt, deren Wurzel a Standardabweichung oder mill/ere quadratisclre Abweichung genannt wird. 
Sic ist ein MaB fur die GrOBe der Abweichung vom Mittelwert µ. 

Di, Varianz t12 ,;,,,., diskr,t,n Zufal/sgro/J, X erhiHt man. IN/em man dasQuadrat jtdtr Abwtichtmf 
(x, - µ) vom Mittelwert mit tkr zugehOrigen Wahrscheinlichkeit multipliziert und a/le diese Produkte 
addiert. 

Dabei gilt fur die GrOBen (x1 - µ)2 diesel be Wahrscheinlichkeitsfunktion wie fur X, niimlich 
Xi X2 ··· X,. mit i: Pi = I. 
p1p2 ••• Pn 1•1 Varianz einer diskreten ZufallsgrOBe a2 = f (x1 - µ)2 p1 

Beispie/ 6: Beim Wilrfeln mit einem idealen WU:rfel ist 
der Wert der geworfeacn Augenz.ahl cine ZufallsgrOBe 
X mit dem Mittelwert µ = 3,S und der nebenstehenden 
Wahrscheinlichkeitsfunktion. 
Dann ergibt sich fur die Varianz: 

P1 

3 5 6 
1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 

a'= 11.(1 - 3,5)2 
+ :/.(2-3,5)2 + 1/6(3 - 3,5)2

+ 
1/.(4 - 3,5)2 + 1/6(5 - 3,5)2 

+ 1/.(6 -3,5)2 

=2,92 und a=Y2.92= 1,71. 
Die Varianz a1 eincr stetigen ZufallsgrOjJe X erhilt man, indem man die mit dem Quadrat dee 
Abweichung vom Mittelwert (x - µ) multiplizierte Dichtefunktion /(x) von -oo bis +oo inte
griert. 

Varianz einer stetigen ZufallsgrOBe a2 =_}rx, 

(x - µ)2 f(x) dx 

JJeispie/ 7: Gesucht wird die Varianz der stetigen Zufallsgr08e X mit dem Mittelweet b und der 
Wahrscheinlichkeitsdichte p(x) = [1 /(a V:z;;)J exp C

-;jx-b)'/(2a2)]._l'._iir diese Gauj/- oder Normal

verteilung gilt nach der Erkliirung der Varianz a' = -L [(x - b)2 /(aV2it)] exp [-(x-b)2/(2a2)] dx. 
Mit Hilfe der in Beispiel 2 angegebenen Substitutionen erhalt man a2 = a2• 

Varianz der Summe zweier unabhingiger Zufallsgr08en. Sind X und Y zwei unabhiingige Zufalls
gr0f3en mit der Varianz a; bzw. a;, dann ist auch Z = X + Y eine ZufallsgrOBe, z. B. der Wert 
der Augenz.ahl beim Wi.irfeln mit zwei Wiirfeln, und die Varianz a; der ZufallsgrOBe Z bestimrnt 
sich aus den Varianzen der einzelnen ZufallsgrOBen. 
Die Varianz einer Summe von zwei unabhangigen ZufallsgrOJJen isl gleich der I I Summe tkr Varianzen dtr �iden ZufallsgrOjJen. 

az2 = a; + a; 

Beispiel 8: Beim WUrfeln mit zwei idealen WU.rfeln ist der Wert dee Augenz.ahl bei cinem Wurf 
cine ZufallsgrOBe Z. Sie ist die Summe dee unabhiingigen ZufallsgeOBcn X und Y, die die Augen
z.ahl jedes der beiden WUrfel bei einem Wurf bedeuten. Die Varianzen der beiden ZufallsgrOOcn sind 
a: = u; = 2,92. Dann hat die Varianz a? der ZufallsgrOBe Z den Wert u: = 2,92 + 2,92 = 5,84. 

Die Tscbebyschowsche Ungleichung 
Im vorhergehem;len Abschnitt wurde dargestellt, daB ein Oberblick ilber cine ZufallsgrOBe durch den 
Mittelwert und die Varianz erhalten werden kann. Mit diesenAngaben kann aber noch nicht beant-
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wortet werden, wie groB die Wahrscheinlichkeiten fur Abweichungen vom Mittelwert µ sind. Eine einfache Absch3.tzung dafur gibt die Tschebyschowsche Ungleichung. Man geht aus von einer diskieten oder stetigen ZufallsgrOBe X mit den Werten x, dem Mittelwert µund der Varianz a2• Dann lautet 
���ng:s���bJ:�ehno���:itu�;�f�; J Tschebyschowsche Ungleichung I P1}x - µI � e} � a2/e2 I
verzichtet wird: 
Die Wahrscheinllchkeil dafur, da8 dle Dllfereaz (x - p) dem Betrage nacb gro8er oder gleicb einer belleblgen Zahl,> 0 isl, isl kleiner oder glelcb dem Quotiealen aus der Variaoz o2 uod dem Quadral derGro8ee. 

Mit Hilfe dieser Ungleichung kOnnen die Wahrscheinlichkeiten fur die verschiedenen Abweichungea vom Mittelwert abgeschiitzt werden. 1st z. B. bei einer Uingenmessung cine mittlere L3nge von 300 m und cine Varianz von 36 festgestellt warden, so ergibt sich die Wahrscheinlichkeit daffir, daO Abweichungen von mehr als 30 m auftreten, zu P(lx - 3001;;, 30) <;; 36/900 = 0,04; d. h., die Wahrscheinlichkeit ist hOChstens 0,04. 
Das Gesetz der groBen Zahlen 

Im praktischen Leben und bei theoretischen Untersuchungen spielen die Ereignisse, deren Wahr• scheinlichkeiten nahe an Eins oder Null liegen, eine groOe Rolle; man ist z. B. daran interessiert, daO die Wahrscheinlichkeit fUr die sichere Beforderung von Fahrgiisten sich kaum van Eins unter• scheidet oder daO die des Einsturzes einer Brilcke praktisch Null ist. Es ist eine wichtige Aufgabe der Wahrscheinlichkeitsrechnung, GesetzmiiOigkeiten zu finden, deren Wahrscheinlichkeiten nahean Eins liegen. Unter diesen Gesetzen ist das Gesetz der gro/Jen Zahlen von besonderer Bedeutung. Es soil in zwei Formen erliiutert werden. Nach TSCHEBYSCHOW geht man aus von n paarweise unabhiingigen ZufallsgrOOen X,, X2 , ••• , X,. mit den Mittelwerten µ1, µ2, ••• , µ,. und Varianzen, die alle kleiner als b2 sind. Dann bezeichnet A= (1/n) (}'1 + µ2 + ... + µ.) das arithmetische Mine! der Mittelwerte, und nach der Tschebyschowschen Ungleichung gilt: 
( 1 1 " I ) 

b2 • • . . . • 
P - J; X1 - A < e � I - 2, wenn e eme bel!eb1ge pos1t1ve Zahl 1st. 

n ,�1 m: 

Gesetz der gro8en Zablen nacb Tschebyscbow. Das aritbmetlscbe Mlttel A der Mlttelwerte von ft paan,eise unabbinglgen Zufallsgro8en uolerscbeldel slcb fiir binrelcbeod gro8e ft mlt einer Wabrscbeinllcbkell, dle belieblg nahe an Elns liegt, dem Betnge nacb um wenlger als • vom aritbmetlscben _ Mlttel der ft Zufallsgro8en. 
Das Gesetz der groOen Zahlen nach TscH£BYSCHOW rechtfertigt die Regel, daO der Mittelwert aus n Messungen zuverliissiger ist als jede einzelne Messung. Nach Jakob BERNOULLI soil p die Wahrscheinlichkeit fur das Eintreffen eines Ereignisses £ sein,und in n unabhangigen Versuchen soil n1 -mal das Ereignis £ eingetreten sein. Dann gilt fur einbeliebig positives<: P(l(n,/n) - Pl< t);;, I - 1/(4t2n). 

Gesetz der gro8en Zablen nacb Bernoulli. Die relative Hiuftgkelt bel ft Beobacblungen ftir das Ereignls E uolerscbeldet slcb fiir binrelcbend gro8e ft mil einer Wabncbelnllcbkell, die belleblg nahe an Elm liegt, dem Betrage nach um wenlger al• • voa tier Wabnc:beinllcbkell p fiir den Elntrltt des Erelgnisses. 
Das Gesetz der groOen Zahlen nach BERNOULLI ist ein Spezialfall des entsprechenden Gesetzes nach TscHEBYSCHOW. Es begrUndet, daO die relative Hiiufigkeit zur Schatzung unbekannter Wahrscheinlichkeiten herangezogen werden kann. 
Beispiel: Beim Werfen einer MU:nze unterscheidet man die Ergebnisse Kopf und Wappen. Die Resultate einiger groDer Wurfserien solJen fur e = 0, t unter Verwendung des Gesetzes der groDenZahlen angegeben werden. Man sieht, daO mit wachsender Anzahl der Versuche die Wahrscheinlichkeit dafur, daO die relative Haufigkeit nifn von der Wahrscheinlichkeit p = 0,5 weniger als 0,1 abweicht, nach Eins strcbt. Buffon Pearson Pearson 

n 
4040 12000 24000 

Kopf oben n, nifn 1 - l /(4s2n) 
2048 0,507 0,9938 6019 0,5016 0,9979 12012 0 5005 0 9990 



Einige wichtige Verteilungen 
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Eine ZufallsgrOJ3e X ist vollstandig charakterisiert durch ihre Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. ihre Dichtefunktion oder durch die Verteilungsfunktion; man sagt kurz: durch ihre Yerteilung. Einigc Typen von Verteilungen haben fur die Praxis groDe Bedeutung erlangt. 
Binomiaherteilung. Die Binomialverteilung, auch Bernoullische oder Newtonsche Vertei/ung genannt, 13Bt sich auf Probleme anwenden, denen das folgende Versuchsschema zugrunde liegt: In einer Urne sind schwarze und wei8e Kugeln, und die Wahrscheinlichkeit fur das Ereignis £ «Ziehen einer schwanen Kugel» ist p. Die fur das Ereignis £ «Ziehen einer weiBen Kugel» ist dann (I - p}. Den Versuch, daB in einer Reihe von n Ztigen mit Zurticklegen der gezogenen Kugel k-mal das Ereignis E eintritt und (n - k)-mal nicht eintritt, beschreibt die ZufallsgrODe X. lhre Verteilung ist die Bi
nomialverrei/ung. lhre Wahrscheinlichkeitsfunktion P,,(k) liiBt sich wie folgt bestimmen: Wegen des Zurticklegens jeder gezogenen Kugel ist jeder Zug ein unabhiingiges Ereignis, und nach dem Multiplikationsgesetz ist pt(t - p)"·" die Wahrscheinlichkeit fur das Ziehen von k schwarzen und (n - k) weiOen Kugeln. FUr die Reihenfolge, in der die k schwarzen und die (n - k) weiBen Kugeln gezogen 
wurden, gibt es __ n_! - = { k

n ) verschiedene Permutationen, von denen jede zum gleichen 
k!(n- k)! 

( ) 
Ausgang des Versuchs fiihrt. Mithin ist P,(k) = z p'(I - p),_. (Abb. 27.2-1 I). Die Wahrschein-
lichkeiten, die zu den einzelnen Werten von k fur k = 0, J, ... , n gehOren, ergeben die Wahrscheinlichkeitsfunktion. Durch Summierung fiber alle k < x erhalt man die Verteilungsfunktion Fn(x) =�P,(k). 

/Jc/kl 
Q3 

Q2 

11 

0 1 2 3 it- 5 6 7 8 9 10 

f,ofxl 

1,0 --- --------------6-- -'-'-�--=--""-,-..,,--r-,-a9 
a1 
as 

a3 

0.
1 
="---L-'---'-L--'---'-.....l.--'L--'-'-' 

0 1 9 10 
27.2-11 Wahrscheinlichkei1sfunk1ion P

10
0.) einer 27.2-12 Darstellung dcr Vcrtcilungsfunktion 

Binomialverteilung F10(x) 

Beispie/ I: Aus einer Urne wird jeweils cine Kugel gezogen und wieder in die Urne gegeben. Die Wahrscheinlkhkeit ist p = 1/4, cine schwarze Kugel zu ziehen. Jc 10 solcher Ziehungen bilden cine Gruppe. Werden die Versuche fortgesetzt. so wird die Anzahl der schwarzen Kugeln in den einzelnen Gruppen verschieden sein, sie ist cine Zufallsgr08e. Es werden die Wahrscheinlichkeitsfunktion und die Verteilungsfunktion dieser Zufallsgr08e «Anzahl der schwarzen unter 10 Kugeln» 
gesucht. Mi_t Hilfe von_ P10(k) = (1:) {+)' (¾)'o-, fiir k = 0, I, ... , JO ergibt sich die Wahrschemhchke1tsfunkt1on: 
k JO 
P10(k) 0,056 0,188 0,282 0,250 0,146 0,058 0,016 0,003 0,001 0,0 0,0 
und mit Hilfe von F10(x) = E P10(k), wenn Ober alle k < x summiert wird, die Verteilungsfunktion: . 

JO >JO 
F10(x) 0,0 0,056 0,244 0,526 0,776 0,922 0,980 0,996 0,999 1,0 1,0 1,0 
Durch graphische Darstellung gewinnt man einen Eindruck von der Wahrscheinlichkeitsfunktion bzw. von der VerteiJungsfunktion. Dazu werden auf der Abszisse k bzw. x und auf der Ordinate 
P10(k) bzw. F10(x) aufgetragen (Abb. 27.2-11 und 27.2-12). 
&ispiel 2: Aus der Wahrscheinlichkeit p = 0,515 fiir cine Knabengeburt laBt sich mit Hilfe einer Binomialvetteilung berechoen, mit wclcher Wahrschcinlichkeit in Familien mit z. B. 6 Kindern 
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1, 2, 3, 4, S oder 6 Knaben zu erwarten sind: 
Knaben 5 4 
Wahrscheinlichkeit 0.019 0.10s o.248 o.314 0,220 o,083 0,013 

Rekursionsformel n-k p P,(k+l )=m �-P.(k) 
Urn die langwierigc Berechnung der Wahrscheinlichkeiten P

,.
(k) zu vereinfachen, leitet man aus dem Verhiiltnis P.(k +I) : P.(k) = 

[(n -k)/(k + I))· [p/(1 -p)) die nebenstehende Rekursionsformel ab. 
Mittelwert und Varianz der Binomialverteilung. Durch Einsetzen der entsprechenden GrOBen in die 
Formel fur den Mittelwert einer diskreten ZufallsgrOBe ergibt sich 
Nor;etreihe Nr. 
0 

� 

: :�·:---o 0 0 p I 1 -p 

0 0 0 

-frllhl/r. 0 1 2 3 • 5 6 7 8 g 10 

27.2-13 Schcmatische Darstcllung eines 
Galtonbreues 

µ = i: mP.(m) = i: m ( n )p"(I -pr• 
m•O m•O m 

= np "j;' (•-1)p"(I -p)•-•-•. 
,,, .. o m 

Bei Beachtung des binomischen Satzes folgt dann 
µ = np[p + (I -p)J•-• = np. 

Mit dem Mittelwert np errechnet sich die Varianz 
a2 = f (m -np)' P.(m) 

... 

= f m'( n ) p"(I -p)•-• 
m•O m 

- 2np i: m( n )p"(I -pr• 
m•O m 

+ n'p' E ( n ) p"(I -p)•-• 
m•O n1 

= f m' ( n ) p"(I -p )•-• - n'p'. 
m•O Ill 

Wird die crste Summe in glcicher Art wie bei dem Mittel• wert berechnel, so folgl schlieBlich: 
a2 = pn[(I -p) + p n) - n'p' = np(I - p). 

In Beispiel I ergeben sich fur Minelwert und Varianz: 1• = 10 · 1/4 = 2,5; a'= 10 · (1/4) · (3/4) 
Binomialvertellung 

Wahrscheiniichkeitsfunktion 

I 

P.(k) = (:) p'(I - Pr-• 

Mittclwert µ = np 

Varianz a2 = np(l -p) 

= 1,875. Die Binomialverteilung ist fur kleine Werle von n und k gut brauchbar. Ffir gro8e Werle werden jedoch die Berechnungcn recht mfihselig, und es wird dann je nach der Aufgabenslellung enlweder die Poissonvcrteilung oder die GauBverteilung angewandt. 
Galtoobrett. Eine Darstellung der Binomialverteilung ist mit dcm Ga/tonbretl mOglich. Das ist ein geneigt aufgestclltes Nagelbrctt. Die Nagel sind so angeordnet, da8 der Abstand jc zweier nCbeneinanderliegender Nagel durch den dariiberliegendcn Nagel im Verh3.ltnis p: (I - p) geteilt wird (Abb. 27.2-13). Aus einem Trichter 13.Bt man Kugeln durch die Nagelreihen laufen. Dabei trifft jede Kugel von Reihe zu Reihe auf cinen Nagel und hat die MOglichkeit. nach rechts oder linksabgelenkt zu werden. Nachdem die Kugeln n Nagelreihen durchlaufen haben, werden sie in (n + I) Fa.chem aufgefangen. Die Fiillung der Fachcr zeigt die Verteilung der Kugeln wie cine Saulcndarstellung. La.Gt man N Kugcln durch ein Galtonbrett mit n Nagelreihen hindurchrollen, so sind 
N · P,.(m) Kugeln im m-ten Fach zu erwarten. Durch verschiedene Einstellung der Nagclreihen kOn· nen die verschiedensten Binomialverteilungen veranschaulicht werden. 
Poisson,ertellung. Dieser Verteilung liegt im wesentlichen dasselbe Problem zUgrundc wie der Bi• nomialverteilung. Es unterscheidet sich nur darin, daB die Anzahl n der aus der Urne gezogencn Kugcln sehr &roB und die Wahrscheinlichkcit p fur das Ziehen einer schwarzen Kugel sehr klcin ist. 
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Mit anderen Worten: Die Poissonverteilung ist die Grenzverteilung der Binomialverteilung filr 
n - oo und filr p - 0, wobei zusatzlich angenommen wird, daf3 das Produkt np = a konstant ist. Diese Verteilung wird deshalb dann angewendet, wenn ein Ereignis sehr selten eintrilt. Unter diesen Voraussetzungen ist nach dern GrenzUbergang Jim Pn(k) die Wahrscheinlichkeit. mit n Zilgen k schwarze Kugeln zu ziehen: "- 00 

,p,(k) - a•· e-•/k!, wenn np = a gesetzt wird. Die Poissonverteilung wird allein durch die GrOOe a bestimmt. Die Wahr• scheinlichkeiten fur die einzelnen Werte von k ergeben die Wahrscheinlichkeitsfunktion, und durch Summierung der einzelnen Wahrscheinlichkeiten Uber alle k < x folgt die Verteilungsfunktion 
F,(x) - f ,p,(k). 

Beispiel 3: Aus einer Urne wird jeweils cine Kuge1 gezogen und wieder in die Urne gegeben. Die Wahrscheinlichkeit sol! p = 0,01 sein, cine schwarze Kugel zu ziehen. Je 60 solcher Ziehungcn bilden cine Gruppe. Werden die Versuche fortgesetzt, so wird die Anzahl der schwarzen Kugeln in den einzelnenGruppen vcrschieden sein, sie ist eineZufallsgrOBe. Es werden.dieWahrscheinlichkeitsfunktion und die Yerteilungsfunktion dieser ZufallsgrOBe «Anzahl der schwarz.en unter 60 Kugeln» gesucht. Aus y,60(k)=0,6"e-0• 6/k!, wobei a=60·0,0I =0,6 ist und k die Werte 0,1,2, 3, ... , 60 annehmen kann, ergibt sich die Wahrscheinlichkeitsfunktion 
k 60 ,p60(k) 0,549 0,329 0,099 0,020 0,003 0,000 0,000 und aus F60(x) = l: y,60(k) die Verteilungsfunktion, wenn Uber alle k < x summiert wird, . 
F60(x) 0,0 0,549 0,878 0,977 0,997 1,000 I ,000 60 > 60 1,000 1,000 In der gleichen Weise wie bei der Binomialverteilung erfolgt auch bier die graphische Darstellung. 

In Abb. 27.2-14 sind Poissonverteilungen mit verschiedenen Werten von a eingezeichnet. Es zeig1 sich, daO der Gipfel der Verteilung mit wachsendem a immer weiter nach rechts wandert und die Asymmetric der Kurve abnimmt. Fiir die Berechnung der einzelnen Wahrscheinlichkeiten verwendet man zweckmaOigerweise die aus dem Verhaltnis IJJ,.(k + I): 111,.(k) = [k ! t/+ 1 e-01: [(k + I)! a" e-01 = a: (k '.- I) hervorgehende Rekursionsformel. ip,,fkJL 

! Rekursionsformel I ,p,(k + I) = [a/(k + I)] ,p,(k) 
a•0,5 Mittelwert und Varianz der Poissonverteilung. Sic errechnen sich aus den entsprechenden GrOOen der Binomialverteilung, indem np = u gesetzt wird und p- 0 geht; es ergibt sich /t = np = a; a2 = np = a. Mittelwert und Varianz sind einander gleich. Der Anwendungsbereich O 12 3 k der Poissonverteilung war fri.lher auf sehr ausgefallene Ereignisse be· tp,, fk!L schriinkt, z. B. auf Kinderselbstmorde oder auf Tote durch Hufschlag 0•1 in einer Armee. In den letzten Jahrzehnten gewann siejedoch erheblich an Bedeutung. Sic spielt heute cine wichtige Rolle z. B. im Fernsprech-verkehr, in der statistischen Qualitiitskontrolle bei der Untersuchung des Zerfalls von radioaktiven Substanzen, in der Textilindustrie, in 012345 k der Biologic und in der Meteorologie. Auilerdem wird die Poissonver• 'Pnfk!� teilung in vielen Fallen als Niiherung fur die Binomialverteilung ver• 0•2,5 wendet, denn die Obereinstimmung ist fur hinreichend groile n und kleine p fur praktische Zwecke ausreichend. 0 7 23456789 k Poissonverteilung - . - -

I
a'e-• Wahrschemhchke1tsfunkt1on tp

n
(k) = k! Mittelwert µ = a Varianz · a2 = a 

�,lki�S 
Ol

.
234567891012 k 27.2-14 Poissonvcrteilung filr verschicdenc Werle 



642 27. Wahrscbeiolichkeitsrecbnung und matbematiscbe Statistik GauBverteilung oder Normalverteilung. Die Gaul3verteilung ist cine der wichtigsten Verteilungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung und wurde von GAUSS im Zusammenhang mit dem Ausgleich von Mef3ergebnissen der Landesvermessung gefunden. Filr die Binomialverteilung ergab sich die Wahrscheinlichkeitsfunktion Pn(k) = (; )p"'(l - p)"-"• wenn die Wahrscheinlichkeit p file das Ereignis «Ziehcn einer schwarzen Kugel» ein fester Wert 0 < p < l ist. Bei wachsender Anzahl n der Zilge in der Yersuchsreihe {vgl. Binomialverteilung) verliert die Wahrscheinlichkeitsfunktion ihre Asymmetric (Abb. 27.2-15). Filr p � 0,2 und n = 5, 15 und 30 erhalt man 
k I 0 P,(k) 0,08 0,26 I o.�4 I o.�3 0,08 I o.�1 k 3 IO II P,,(k) 0,02 0,06 0,13 0,19 0,21 0,18 0,12 0,06 0,02 0,01 k 6 9 IO II 12 13 14 15 16 17 18 
P30(k) 9,01 O,oJ 0,05 0,08 0,12 0,14 0,15 0,14 0,11 0,08 0,05 O,oJ 0,01 
�[/M ::�/kl n•IS ::LL/kl n•JO :;

�

pix/ 

a2 0,2 
0,1 0,2 

0,1 0,1 0,1 
k k x 

012345 1234567891011 Z,68101Z1'1618lD µ, 

27.2-15 Graphischc Darstellung dcr \V:..dw,chcinlii.:hkcitsfunl-.tion bci wachscnder Anzahl II der Versuche Zur Normalverreilung gelangt man furn- oo, wenn die Anzahl n der Ziige Uber jede Grenze wachst. Die Zufallsgr613e X ist dann stetig. Fi.ir ihre Dichtefimklion p(x) ergibt sich beim Grenzilbergang 
p(x) = [1/(a Vz;;)J exp [-(x - b)2/(2a2)], wie niiher ausgefuhrt werden kann. Die Grollen a und b sind Konstante. Ffir den Mittelwert und die Varianz a2 erh3.lt man (vgl. Mittelwert und Varianz. Beispiel 2 und Beispiel 7): 
µ =_'[[x/(a V:z;;)] exp (-(x - b)2/(2a2)] dx = b, a'= :c[(x - b)'/(a V:z;;)l · exp (-(x - b)2/(2a2)] dx =a'. Mittelwert und Varianz beschreiben diese Verteilung vollst3.ndig. 
27.2-16 Haufigkeitsdichte der Gaufl\1,:rtci
lung bei verschiedenem r, 

-6 -s -• -3 

p/x) 

<J-2,5 

l,. 5 6 X 

DieAbbildung 27.2-16 zeigt die graphische Darstellung der Haufigkeitsdichten p(x) fur verschiedene Werte von a1 = a1. Die Kurven haben eine glockenformige Gestalt. Der Schei tel jeder Verteilung liegt beim Mittelwert µ. Von ihm aus fallt die Kurve symmetrisch nach beiden Seiten und n3.hert sich asymptotisch der x-Achse. Im Abstand ±a vom Mittelwert hat die Kurve ihre Wendepunkte. Der Einflu8 der Gr03e der Varianz auf die Gestalt der Glockenkurve ist gut zu erkennen. Mit wachsendem a werden die Kurven flacher und breiter. Normierte GauBverteilung. Von einer Zufallsgr0Be X, die durch eine GauBvertCilung beschrieben werden kann und von der der Mittelwert µ und die Varianz a1 gegeben sind, ist es langwierig, einzelne Werte dcr Dichtcfunktion p(x) zu berechnen. Man bezieht deshalb-jede Gau8vertcilung auf eine 
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solche mit dem Mittelwert Jt = 0 und der Varianz a1 = I, deren Dichtefunktion ip{A.) = (1/iri;;) e-A'/l 
isl und die normierte GauPverteilung oder kurz Normalverteilung genannt wird. 
Die Dichtefunktion q,(?.) ist tabelliert; in die Tafel wurden dabei wegen des symmetrischen Verlaufs 
der Kurve nur die zu den positiven Merkmalswerten gehbrigen Werte aufgenommen. Der Obergang 
von einer GauBverteilung mit dem Mittelwert µ und der Varianz a2 zur normierten Gauilverteilung 
erfolgt <lurch die Beziehung A= (x - µ)/a. Fllr ein berechnetes ). sucht man in der Tabelle den 
zugehOrigen Wert der Dichtefunktion ip(A) und findet mit der Beziehungp(x) = cp(A)/rJ den zum Merk• 
malswert x geh0rigen Wert der Dichtefunktion p(x). 

Beispiel 4: Von einer GauBverteilung kennt man den MitteJwert µ = 20 und die Varianz a2 = 25. 
Man berechnet zuerst ). = (x - 20)/5, schliigt dann in der Ta belle <p(l) nach und berechnet p(x) 
=<p().)/5. 

). 
<p(is) 
p(x) 

20 

0 

0,3989 
0,0798 

21 

0,2 
0,3910 
0,078 2 

22  

0,4 
0,368 3 
0,0737 

25 

I 

0,2420 
0,0584 

Ordinaten der Normalverteilung ip(A) = (1/jl�) e-'-'/2 

0 I 2 3 4 5 6 

0,0 0,3989 3989 3989 3988 3986 3984 3982 
0,1 0,3970 3965 3961 3956 3951 3945 3939 
0,2 0,3910 3902 3894 3885 3876 3867 3857 
0,3 0,3814 3802 3790 3778 3765 3752 3739 
0,4 0,3683 3668 3653 3637 3621 3605 3589 

0,5 0,3521 3503 3485 3467 3448 3429 3411 
0,6 0,333 2 3312 3292 3271 3251 3230 3209 
0,7 0,3123 3101 3079 3056 3034 3011 2989 
0,8 0,2897 2874 2850 2827 2803 2780 2756 
0,9 0,266 I 2637 2 613 2589 2565 2541 2516 

1,0 0,2420 2396 2371 2347 2323 2299 2 275 
1,1 0,2179 21 ll 2131 2107 2083 2059 2036 
1,2 0,194 2 I 919 1 895 1872 I 849 1827 1804 
1,3 0,1714 1692 1669 1647 I 626 1604 1582 
1,4 0,1497 1476 1456 1 435 1415 1394 1374 

1,5 0,1295 1276 I 257 1238 1219 1200 1182 
1,6 0,1109 1092 1074 1057 1040 I 023 1006 
1,7 0,0941 925 909 893 878 863 848 
1,8 0,0790 775 761 748 734 721 707 
1,9 0,0656 644 632 620 608 596 584 

2,0 0,0540 529 519 508 498 488 478 
2,1 0,0440 431 422 413 404 396 387 
2,2 0,035 5 347 339 332 325 317 310 
2,3 0,0283 277 271 264 258 252 246 
2,4 0,0224 219 213 208 203 198 194 

2,5 0,0175 I 71 167 163 159 155 Ill 

2,6 0,0136 132 129 126 122 119 116 
2,7 0,0104 IOI 99 96 94 91 89 
2,8 0,0079 77 75 73 71 69 67 
2,9 0,0060 58 56 55 53 51 lO 

3,0 0,0044 43 42 41 39 38 37 
3,1 0,0033 32 31 30 29 28 27 
3,2 0,0024 23 22 22 21 20 20 
3,3 0,0017 17 16 16 15 15 14 
3,4 0,0012 12 12 II II 10 JO 

3,5 0,0009 
4,0 0,0001 

7 

3980 
3932 
3847 
3 726 
3572 

3391 
3187 
2966 
2732 
2492 

2 251 
2012 
1781 
1561 
1354 

1163 
0989 

833 
694 
573 

468 
379 
303 
241 
189 

147 
113 

86 
65 
49 

36 
26 
19 
14 
10 

30 

2 

0,054 
0,0108 

8 

3977 
3925 
3836 
3712 
3555 

3372 
3166 
2943 
2709 
2468 

2 227 
1989 
1759 
1540 
1334 

1145 
0973 

818 
681 
562 

459 
371 
297 
235 
184 

143 
110 

84 
63 
47 

35 
25 
18 
13 
9 

9 

3973 
3918 
3825 
3697 
3538 

3352 
3144 
2920 
2 685 
2444 

2 203 
1965 
1736 
1518 
1315 

1127 
0957 

804 
669 
551 

449 
363 
290 
229 
180 

139 
107 

81 
61 
46 

34 
25 
18 
13 
9 



644 27. Wahrscheinlichkeitsrechnung und mathematische Statistik 
Verteilungsfunktion der GauBverteilung. Die Verteilungsfunktion der GauBverteilung 

F(x) =_£p(t)dt = [1/(a Vi;)J_[ exp [-(I - b)2/(2a2)) dt 
wird Gau,Psches Integral oder Fehlerintegral genannt. Es stellt den Inhalt des Fl3.chenstiicks unter der Kurve p(x) mii den Grenz.en -oo und x dar (Abb. 27.2-17). Die Funktion F(x) hat die x-Achse und die Gerade F(x) = I als Asymptote□ und bei x = µ einen Wendepunkt. Sic gibt die Wahrscheinlichkeit dafilr an, daB ein Merkmalswert kleiner als x ist. Unter Berticksichtigung der Symmetric der Glockenkurve ist die Verteilungsfunktion F(x) furµ= 0 und a2 = 1 in folgender Form tabelliert: 

; - ; <1>(,l) = J ,p(t) dt = [I/Vbr)J exp [-1 2/2) dt. 
0 0 

Abb. 27.2-18 zeigt das erfaBte Fl3.chensttick. Jede GauBverteilung mit dem Mittelwert µ und der Varianz u2 hangt mit 4)().) durch ). = (x - ,,)ju zusammen. Mit Hilfe dieser Beziehung kOnnen die zu den Merkmalswerten x1 und x2 gehOrigen Flachenstticke berechnet werden. Dabei gibt es verschiedene Hille: 
Werte fur 
<1>(,\)=f ,p(r)dt 
,\ <1>(,l) 

0,0 0,0000 0.1 0.0398 
0,2 0.0793 0,3 0,1179 
0,4 0,1554 

0,5 0,1915 
0,6 0.2257 0.7 0.2580 
0,8 00288 I 
0,9 0.3159 
1,0 0.3413 1.1 0,3643 1,2 0,3849 1,3 0,4032 1,4 0.4192 
1.5 0,4332 1,6 0.4452 1,7 o.4554 1.8 o.4641 
1,9 0,4713 
2.0 0,4772 2,1 0.4821 2,2 0,4861 
2,3 o.4893 2.4 0,4918 
2.5 0.4938 
2,6 0,4953 2,7 0,4965 
2,8 0.4974 
2.9 0.4981 

3.0 0,4987 
3,1 0,4990 
3,2 0,4995 3,3 M995 
3,4 0,4997 

a) Liegen A1 und A2 rechts vom Nullpunkt und ist ).2 > ).1, so ergibt sich ftir die Flache4)(A2)- ct>().1). SinngemaBes gilt, wenn beide Merkmale links vom Nullpunkt liegen (Abb. 27 .2-19). b) Liegen A1 links und A2 rechts vom Nullpunkt, so ergibt sich fur den Fl3.cheninhalt <l'>(.l,).+ <1>(.l2 ) (Abb. 27.2-20). Jn beiden Fa.Hen wird durch das berechnete Flachenstuck die Wahrscheinlichkeit dafiir angegeben, daO ein Merkmalswert in dem von x1 und x 2 begrenzten I ntervall zu erwarten ist. 
27 2-17 Darstellung der Haufigke1tsd1chtc und 
der Verte1lungsfunkt1on der Gaul3verte1lung 

' 
<Pl-,,,,) 

F(x) µ-u µ1 µ
+U 

X 

·3 ·2 ·I ,l, 

27.2-18 Geometrische Bedeutung der 
Funktion 4>().) 

0 .l,, 2 ).2 3 
27.2-19 Flachens1i.ick. 
das durch tJ,(l2) - <l'().1

) gegeben ist 

27.2-20 Fliichenstilck, 
das <lurch 4>(½) + <"l>(J.1) gegeben ist 

Beispiel 5: Von einer GauOverteilung sind der Mittelwert µ = 20 und die Varianz o-2 = 25 bekannt. Gcsucht wird die Wahrstheinlichkeit dafilr, daO ein Merkmalswert a) zwischen x1 = 25 und x2 = 35 oder b) zwischen x1 = 5 und x2 = 35 auftritt. -
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Gesamt- und Restfltichen nach dem Feh/erintegral Man berechnet zu a) A, = (25 - 20)/5 = I, A,= (35 - 20)/5 = 3 bzw. zu b) ,1 = (5 - 20)/5 = -3, A, = (35 - 20)/5 = 3 und erhiilt aus der Tabelle fur a) <1)(,1 ) = 0,3413, <l)(A,) = 0,4987 bzw. fur b) <1>(A1) = 0,4987, <1)/(A,) = 0,4987. 

Grenzcn auf der x-Achse Tei! der Gcsamt-ftiiche µ-}.q µ+Au (%) 

µ-l u  µ +  lu 68,26 µ- 1,96<7 µ + l,96u 95 µ-2u µ+2u 95,44 µ-2,58<7 µ + 2,58<7 99 µ-3u µ+ Ju 99,73 µ - 3,29<7 µ + 3,29u 99,9 

Rest-fliche c:x 
(%) 

31,74 
5 4,56 I 0,270,1 

Es ergeben sich durch Subtraktion bzw. Addition die gcsuchten Wahrscheinlichkeiten a) 0,1574; b) 0,9974. 
Mit Hilfe des Fehlerintegrals kann danach 
fiir beliebige x1 und x2 der zwischen x 1 und x2 liegende Anteil der Gesamtft3che unterhalb der Glockenkurve angegeben werden. Durch Subtraktion von Eins erhiih man die zugehOrige Restfl3.che. Wichtige Teilft3.chen, die in der mathematischen Statistik groDe Bedeutung haben, sind in der nebenstehenden Tabelle zusammengestellt. 

Grenzwertsitze fur Summen unabhingiger ZufallsgrOOen 
Viele Prozesse in Naturwissenschafter1, Technik und Okonomie werden unter der Annahme be· schrieben, daO sie von einer gro8en Anzah1 zufalliger Faktoren beeinflufit werden, die unabhlingig voneinander sind und von denen jeder den Ablauf des Prozesses nur wenig veriindert. Im allgemeinen wird nur die Summe ihrer Wirkungen bei der Untersuchung des Prozesses beobachtet; z. B. bildet der Fehler einer Messung eine solche ZufallsgrOfle, die die Summe vieler, voneinander unabh3.ngiger ZufaUsgrOBen ist. Uber die GesetzmiiOigkeiten dieser Summen hat die Wahrscheinlichkeitsrechnung Grenzwertsiitze aufgestellt. 
Integralgrenzwertsatz von Moine und Laplace. 1st fur jeden von n Versuchenp die Wahrscheinlichkeit daftir, daO bei ihm das Ereignis £ eintritt, und q = I -p die Wahrscheinlichkeit dafur, daO £ nicht eintritt, dann lliOt sich eine ZufallsgrOBe Xt dadurch festlegen, daO x. = I, falls im k-ten Versuch E 
eintritt, und X.t = 0, falls £ nicht eintritt. Die Zufallsgr08e X = f: x. gibt dann an, wie oft E in n 

·-· aufeinanderfolgenden Versuchen auftrat. Auf Grund der Verteilung der Summanden ist die Wahr• 
scheinlichkeilsfunktion von X = f: X1,: eine Binomialvertei/1mg mit dem Erwartungswert µ = np 

·-· und der Dispersion a2 = 11p(l - p) = npq. Nach dem Satz von Moivre-Laplace strebt die Verteilungs• 
funktion dieser Summe X = f Xt fur n -oo nicht gegen eine Grenzverteilungsfunktion, wohl aber 
die fur die ZufallsgrOOe k�1[(X.t - np)/Vnpq], deren Grenzverteilungsfunktion die normierte Gau.P
verteilung ist. Das bedeutet, daB bei n -oo fur beliebige Zahlen a< b die folgende Beziehung gilt. 

Satz von Moivre-Laplace P/a,;;;.fi [(m,-µ)/Vnpq]<b)-(1/i,'2;;)fe-•'l2 dx 

Dieser Satz von Moivre-Laplace warf die Fragen auf, ob die gefundene Beziehung vom gewahlten Summationsschema abhangt und ob diese Relation noch gilt, falls an die Verteilungsfunktion der Summanden weniger Forderungen gestellt werden. Der zentrale Grenzwertsatz gibt in seiner einfachsten Form cine Teilantwort, die sich wesentlich verallgemeinern l38t. 
Zmtnler Grmzwertsatz. Hoben die paarweise unabhQngigen ZufallsgrOjJen X1 , X2 , ••• , X" dieselbe 
Vtrteilung, existieren µ = E(X,.) und a2 = D2(X,.) > 0, und gilt die Bezeichnung S = k�1X., so hat 
die ZufallsgrOJJe [S/n - E(S/n)]/D(S/n2) die normierte Gauftvertei/ung als Grenzverteilungsfunktion. 

Lange Zeit war es die Hauptaufgabe der klassischen Seite dieser Theorie, die allgemeinsten Bedingungen zu finden, unter denen die Verteilungsfunktionen von Summen unabhingiger ZufallsgrOOen mit wachsender Zahl der Summanden gegen die Normalverteilung streben. Par1:1,llel mit dem Abschluil dieser klassischen Seite entwickelte sich cine weitere Richtung in der Theorie der Grenzwert• satze fur Summen unabhiingiger ZufallsgrOOen, die mit den anschlieOend skizzierten stochastischen Prozesscn eng verbunden ist. Die Fragestellung dieser Rich tung lautet: Welche Verteilungen, au8er 
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der nonnalen, kOnnen Grenzverteilungen von Summen unabh3ngiger ZufallsgrOBen sein? - Bei 

diesen Untersuchungen zeigte sich, da8 als Grenzverteilung nicht allein die Normalverteilung in 
Frage kommt. Man stellte sich die Aufgabe, Bedingungen fur die Summanden zu finden, damit die 
Verteilungsfunktion der Summe fi.ir eine hinreichend gro8e Zahl von Summanden gegen die cine oder 
die andere Grenzverteilung strebt. Diese rnoderne Seite der Grenzwertsatze von Summen unab
h3.ngiger ZufallsgrOOen hat sich in den letzten drei8ig Jahren stark entwickelt und ist eng mit den 
Namen KOLMOGOROW, CHINTCHIN, GNEDENKO u. a. verbunden. Praktische Bedeutung haben die 
Grenzwertsiitze z. B. bei der Entwicklung der mathematischen Statistik und in der Theorie der 
Beobachtungsfehler. 

Stochastische Prozesse 

Zu/dlllge oder srochastische Prozesse werden durch ZufallsgrOBen beschrieben, die von wenigstens 
einem Parameter abh3.ngen. Ein solcher Parameter kann entweder nur diskrete Werte annehmen oder 
sich stetig andern. Der Abnutzungsgrad eines Autoreifens z. B. h3ngt von der Anzahl r der mit ihm 
gefahrenen Kilometer ab, ist aber je nach den Einsatzbedingungen eine zufallige Funktion von r. 
Auch bei der Entwicklung der BevOlkerungszahl einer Stadt Uber einen 13.ngeren Zeitraum sind neben 
der Zeit r als Parameter systematische und zufallige EinflUsse zu berGcksichtigen. 
FUr den Fall eines Parameters t wird der stochastische Proze8 durch X(t, w) bezeichnet. Dabei drtickt 
die GrOBe w die Abhiingigkeit vom Zufall aus, w ED, wenn D die Menge aller mOglichen Ergebnisse 
des betrachteten Ereignisses ist; der Parameter r drUckt cine systematische A.nderung der Zufalls
gr08e aus, meist die von der Zeit, aber auch die von der Reihenfolge bei einer Numerierung oder die 
von einem Abstand. FUr festes t, z. B. fur cine Momentaufnahme zum Zeitpunkt t = 10, ist X(t, w) 
cine ZufallsgrOOe; fur festes wist X(t, w) cine Funktion von t, die cine Realisierung des Prozesses 
genannt wird; z. B. kann X(t, w) die Anzahl von fndividuen oder Teilchen, kann Temperaturen 
oder Geschwindigkeitsvektoren in Abh3ngigkeit von der Zeit angeben. 
Wichtige Typen stochastischer Prozesse sind die Markowschen und die station3.ren Prozesse. 

Markowsche Prozesse und Markowsche Ketten. Ein Markowscher Proze.P oder Proze.P ohne Nach
wirkung ist ein stochastischer Prozel3, bei dem sich die Kenntnis der zukU.nftigen Entwicklung ledig
lich aus der des gegenwartigen Standes ergibt, d. h., sind fur ihn die Verteilungsfunktionen der Zu
fallsgrOBen X(t0 , w), X(t1 , w), ... , X(r,,. , w) zu verschiedenen Zeitpunkten 10 < 11 < •·· < t,,. be
kannt, so 13.Bt sich die Verteilungsfunktion der ZufallsgrOOe X(t, w} zu einem Zeitpunkt t > t,,. allein 
aus der zum Zeitpunkt t'" berechnen. Enth3.lt z. B. eine Talsperre am Anfang t,,. des Zeitintervalls 
(t'" , t,,. + Lit) die Wassermenge X(t,,. , w} und flief3en in diesem Interval! die Wassermengen Z(t,,. ,w} 
zu und die konstante Menge Mab, so ist zum Zeitpunkt t = 1,,. + Lit die Wassermenge X(t'" + Lit, w} 
= X(t

,n
, w} + Z(t

'"
,w) - M vorhanden, und es kann die Wahrscheinlichkeit dafur angegeben wer

den, daO diese Wassermenge ein bestimmtes FassungsvermOgen der Talsperre von y Volumenein
heiten nicht Uberschreitet. Die zugeflossenen Wassermengen Z(r, w) h3.ngen dabei vom Zufall ab, 
sind aber fur verschiedene Zeitpunkte t unabh3.ngig voneinander. 
In einer Markowschen Kette durchl3.uft der Parameter t nur diskrete Werte t1 mit i= •··, -1,0, +I, ... 
Mit den Grenzwerteigenschaften von Markowschen Prozessen, in denen der Parameter Uber alle 
Grenzen wachst, befassen sich die Ergodensti.tze. Die Poissonschen Prozesse, cine spezielle Klasse der 
Markowschen Prozesse, spielen cine Rolle bei der Beschreibung des radioaktiven Zerfalls oder bei 
Bedienungsprozessen, z. B. fur die Arbeit einer Telefonzentrale, zur Berechnung der Wartezeit an 
Schaltern oder bei Maschinenausfall. 

Stationire Prozes.se. Stochastische Prozesse, in <lenen die Ursachen fur ihre Schwankungen nicht 
von der Zeit abhti.ngen, werden stationar genannt. Die Jokale atmosph3.rische Temperatur in einem 
Raumpunkt schwankt z. B. unregelmiiBig um einen festen Mittelwert (Abb. 27.2-21), wenn man den 
Beobachtungszeitraum so klein wahlt, daO die von der Tageszeit abh3.ngige A.nderung unberUcksich
tigt bleiben kann. Auch die Schwankung des Durchmessers eines Fadens, der aus einer SpinndGse 
austritt, hat einen in der Zeit festen Mittelwert. Beschreibt man diese Prozesse durch die Funktion 
X(t, w}, in der die Variable, als Zeit gedeutet wird, so existieren fur jedes t Mittelwert m und Varianz 
u'. 
FUr die Praxis sind stochastische Prozesse wichtig, die im Sinne von A. I. CHINTCHIN stationar sind. 
Man fordert von ihnen, dal3 ihr Miffelwert m = E(X(t.w)) und ihre Varianz a2 = D2(X(t,w}) 

27.2-21 Kurve lokaler.atmosphii
rischer Temperaturschwankungen 
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endliche und konstante Werte annehmen und daB die - Korrelationsfunktion R (t - s) 
= E([X(t, w) - m] [X(s, w) - ml) nur von der Differenz (t - s) abh3ngt, wenn t und s zwci be
liebige Zeitpunkte t > s sind. Diese stationiiren Prozesse werden z. B. angewendet in der Elektro-
technik, in der Nachrichtentechnik, bei der Untersuchung von turbulenten StrOmungen in der 
Atmosph3re, bei der Bearbeitung von Okonomischen Problemen und in der Medizin. 

27.3. Mathematische Statistik 

Die ersten Anfange der Statistik sind in den Volksz.\ihlungen vor und um den Beginn unserer Zeit
rechnung zu finden. Jedoch erst im 18. Jh. begann sie sich als selbstandige wissenschaftliche Disziplin 
zu entwickeln, indem sic dazu diente, die Merkmale zu beschreiben, die den Zustand eines Staates 
charakterisieren. Aus dem lateinischen Wort status, Zustand, hat sich damals der Begriff Statistik 
gebildet. Lange war sie auf dieses Arbeitsgebiet beschrankt, und erst in den letzten Jahrzehnten 
ging man van dieser ausschlieBlichen Beschreibung ab und begann mit Hilfe der Wahrscheinlich
keitsrechnung, Methoden zur Analyse von statistischen Oaten und zur Prilfung von statistischen 
Hypothesen auszuarbeiten. Die Methoden dieser mathematischen Statistik, oft auch kurz als Statistik 
bezeichnet, wurden zu einem wirksamen Hilfsmittel in Naturwissenschaft und Technik zur Auf
deckung van Gesetzmii8igkeiten. 

Grundgesamtheit und Stichprobe. Die Grundgesamtheit einer statistischen Untersuchung besteht aus 
Beobachtungen oder Versuchen unter gleichen Bedingungen als ihren Elemente11. Jedes Element 
kann nach verschiedenen Merkmalen untersucht werden, die als ZufallsgrOOen X, Y, ... aufzufassen 
sind. Hat das betrachtete Merkmal X in der Grundgesamtheit die Verteilungsfunktion F(x), so sagt 
man, da8 die Grundgesamtheit die Verteilung F(x) hinsichtlich des Merkmals X hat. Bei den Unter
suchungen betrachtet man in der Statistik immer eine endliche Teilmenge von Elementen aus der 
Grundgesamtheit. Sie wird als Stichprobe und die Anzahl n der in ihr enthaltenen Elemente als 
Umfang der Stichprobe bezeichnet. 

Beispiel I: 1st das Gewicht von 10j3hrigen Knaben die Zufallsgr08e X, so bilden alle Knaben dieses 
Alters die Grundgesamtheit. Die Messungen an den Knaben mehrerer Orte bilden dann eine 
Stichprobe und jcder Knabe ein Element der Grundgesamtheit. Das Gewicht ist ein Merkmal des 
Elements. Andere Merkmale kOnnen z. B. Gr08e oder Brustumfang sein. 

Versuchsplanung 

Filr die Bearbeitung eines Problems mit statistischen Methoden muB ein Versuchsplan aufgestellt 
werden, der die Art der Erfassung der Oaten, den Umfang der Stichprobe und den Weg zur LOsung 
des Problems enthiilt. Je griindlicher diese Planung vorgenommen wird, desto besser werden die mit 
Methoden der Statistik ermittelten Aussagen sein. Sie muB insbesondere sicherstellen, daB keine fiir 
dieSchluBfolgerungen wichtigen Messungen fehlen oder unvollstiindigsind; sie kann aber auch vermei
den, daB mit einer kostspieligen Versuchsserie nur so vie) erreicht wird, wie schon mit einem geringen 
Teil der Kosten zu erreichen gewesen ware. Die folgenden Gesichtspunkte sind dabei wichtig. 

1) Das un1ersucl1te Material soil homogen sei11. Danach muB wiihrend der Untersuchung die Versuchs
methodik gleich bleiben, an den Apparaten oder den Produktionsbedingungen dUrfen keine Ver
anderungen vorgenommen werden, und Me8gerate verschiedener Genauigkeit sollten nicht ver
wendet werden. 

2) Systematische Fehler oder Einfliisse miissen weitgehend ausgeschaltet werden. Will man z. B. zwei 
Werkstoffe vergleichen, so wird man beide auf derselben Maschine verarbeiten, da sonst vorhandene 
Maschinenunterschiede in die Versuchsergebnisse eingehen; in der Landwirtschaft wird man bei der 
Untersuchung von verschiedenen DUngern das Land so in Parzellen aufteilen, da8 der Einftu8 dCr 
Bodenart und des Standortes ausgeglichen wird. 

3) Verg/eichswerte sind vorzusehen. Entweder liegen filr das betrachtete Merkrnal Sollwerte vor, mil 
denen die Versuchsergebnisse zu vergleichen sind, oder es miissen Kontrollversuche durchgefiihrt 
werden; bei Diingeversuchen z. B. muB an dem Unterschied von gedUngten und ungedUngten 
Pftanzen, die unter den gleichen Urnweltbedingungen aufwuchsen, der Einfluf3 des Diingers festge
stellt werden. 

4) Die Auswahl der Stichprobe mu.P zufiil/ig und repriisell/ativ erfolge11. Eine zufiiltige Auswahl liegt 
dann vor, wenn fiir jedes Element di'e gleiche Wahrscheinlichkeit besteht, der Stichpr_obe anzugehOren 
oder nicht; in einer Sendung von Schrauben z. B. darf die zu priifende Stichprobe nicht an einer Stelle, 
sondern nur Uber die ganze Lieferung verteilt gezogen werden, oder bei Dickenmessungen von 
Dr3hten milssen die Me8punkte zufallig iiber die L3nge des Drahtes verteilt werden. Die zufiillige 



648 27. Wahrscheinlichkeitsrechnung und mathematische Statistik 

Auswahl von Elernenten kann mit Hilfe von Zufallstafeln erfolgen. Die reprOsentalive Auswahl dcr 
Stichprobe ist dann anzuwenden, wenn das zu untersuchende Material eindeutig in Teilmengen 
zerlegt werden kann; ist es z. B. mOglich, cine Lieferung von Schrauben so zu unterteilen, daB jeder 
Teil nur Erzeugnisse einer Maschine enth3.lt, so wird man aus jeder Teillieferung mit Zufallsauswahl 
cine ihrem Umfang proportionale Menge von Stucken entnehmen und daraus die Stichprobe bilden. 
So erh3.lt man ein verkleinertes Abbild der Lieferung. 

S) Zum Umfang der Stichprobe ist zu bedenken, daB RUcksch!Usse auf die zu untersuchende Grund
gesamtheit urn so besser gezogen werden ktinnen, je grOBer dieser Urnfang ist, daB aber auf der 
anderen Seite aus GrUnden der Zeit und des Aufwands meist die GrOBe der Stichprobe klein gehalten 
werden muO, daO also mit zunehmenden zufallsbedingten Abweichungen der Ergebnisse zu rechnen 
ist. In den Methoden der Statistik wird bei Sch!Ussen auf die Grundgesamtheit der Umfang der 
Stichprobe berUcksichtigt. 

Sammeln und Auswerten des Materials 

Die Menge der unbearbeiteten Beobachtungswerte, die sich aus den Versuchen ergeben, wird als 
Ur/iste bezeichnet. Die Sammlung kann entweder in Listen, a11f Karteikarten, auf Randlochkarten 
oder auf Datentriigern der lnformationsverarbeitung erfolgen, je nach dem Umfang der Stichprobe 
und der Anzahl der Merkmale je Element. Bei our einem Merkmal o_der kleinem Umfang begnUgt 
man sich mit einer Jisrenmii.Pigen Erfass1mg, fur mehrere Merkmale und bei grOBerem Umfang der 
Stichprobe wird fur jedes Element eine Kartei- oder eine Randlochkarre angelegt, um bei der Aus
wertung Sortierarbeiten zu erleichtern. Liegen viele Merkmale von einer groBen Anzahl von Ele
menten vor, so zieht man Datentriiger der EDY fur die Aufnahme der verarbeiteten Werte vor, weil 
die anschliellende Auswertung durch diese Vorbereitung und die Art der Speicherung erleichtert 
wird. 

Aufbereitung des Materials. Um sich einen ersten Oberblick Uber ein vorliegendes Material zu ver
schaffen, ordnet man die in der Urliste enthaltenen Merkmalswerte nach der GrOOe und stellt fest, 
wie hiiufig jeder Wert auftritt. Dadurch entsteht cine Hiiuftgkeirsverreilung. In dieser Darstellung er
scheinen auch die in dem Abschnitt Wahrscheinlichkeitsrechnung erklarten stetigen als diskrete 
ZufallsgrOBen, denn bei der gegebenen oder erforderlichen MeOgenauigkeit werden die Werte 
gerundet. 
Klasseneinteilung. Bei groBem Umfang der Stichprobe wird der Bereich der Merkmalswerte in gleich 
grolle Klassen eingeteilt, indem mehrere von ihnen zu einer Gruppe oder Klasse zusammengefal3t 
werden. Wie groO die einzelnen Klassen zu wahlen sind, h3ngt vom Umfang der Stichprobe und von 
der Streubreite Rab, von der Differenz des grOOten und des kleinsten Wertes in der Stichprobe. Die 
Anzahl der Klassen darf nicht zu klein sein, damit der Charakter der Verteilung nicht verwischt 
wird. 1st dagegen die Anzahl der Klassen zu groB, so treten die Zufiilligkeiten stark hervor, und die 
vorliegende Verteilung ist schlecht zu erkennen. Die Kennzeichnung einer Klasse erfolgt entweder 
durch die Klassengrenzen oder durch die Klassenmitten. Die Klassenbreite dist die Differenz der 
oberen und der unteren Klassengrenze, die Klassenmitte xM1 ist bei Merkmalen, die durch diskrete 
Zufallsgr6ften beschrieben werden, das arithmetische Mittel der in der jeweiligen Klasse mOglichen 
Merkmalswerte und bei Merkmalen, die durch sterige Zufallsgr6.Pen beschrieben werden, das arith
metische Mittel aus der oberen und der unteren Klassengrenze. 

&ispitl I: Hiiufigkeitsverteilung einer Stich probe vom Umfang n = 80 fur ein Merkmal, das durch 
cine stetige ZufallsgrOBe beschrieben wird; x1 Merkmalswert, h, H3ufigkeit 

a) ohne K.Jasseneinteilung 

x, h, x, h, x, h, x, h, 

31,1 I I 39.7 I I 42.5 2 44.7 I I 

35,2 I I 40,1 II 2 42.6 2 44.9 I I 

36,6 I I 40.3 I I 42,8 2 45.2 II 2 
37,2 I I 40,7 I I 42,9 2 45.3 I I 

37,6 II 2 40,9 Ill 3 43.0 I 45.5 II 2 
37,9 I I 41,1 II 2 43.2 I 45,6 II 2 
38,2 II 2 41.3 II 2 43,5 2 45.7 Ill 3 
38,8 II 2 41.4 I I 43,6 I 45,8 II 2 
39,0 I I 41,7 Ill 3 43,8 2 45.9 I I 

39.2 I I 41.9 Ill 3 43,9 3 47.4 I I 

39,3 II .2 42.1 1111 4 44,2 2 47,8 I I 

39,4 I I 42.2 II 2 44.3 2 



b) mit KJasscncintcilung, xM1 Klassenmittc 
Klassen XMI 

33 bis unter 35 34 I 35 bis unter 37 36 II 37 bis unter 39 38 ttttlll 39 bis unter 41 40 ttttttttlll 

27.3-2 Darstellung einer Verteilung durch cine Treppcnlinie 

h, 
I 2 
8 13 

27.3. Mathematische Statistik 649 

Klassen XMI h, 
41 bis unter 43 42 tttt tttttttttttttttt 25 43 bis unter 45 44 ttt+ttt+ttttl 1645 bis unter 4 7 46 ttttttttlll 13 47 bis unter 49 48 II 2 

Graphische Darstellung von HBufigkeits• verteilungen. Nach der Aufbereitung des Materials ist es ratsam, die empirischen Haufigkeitsverteilungen graphisch zu veranschaulichen. Das kann dem Zweck und dem betrachteten Merkmal entsprechend auf verschiedene Arten erfolgen, wie aus den Beispielen zu ersehen ist (Abb. 27.3- l und 27.3-2). 

Mittelwert und Varianz der Stichprobe. Die Charakterisierung einer .:itichprobe vom Umfang n kann durch die MaBzahlen Mittelwert X und Varianz s2 erfolgen, die als Schatzungen der entsprechenden GrOBen µ und a2 der Grundgesamtheit betrachtet werden. 
Mittelwerte. Der Mittelwert, das arithmetische Mittel X, ist gegeben durch X = (1/n) 1f1 x,. wobei 
x1 (i = 1, 2, ... , n) die einzelnen gemesseknen Merkmalswerte sind. Bei Haufigkeitsverteilungen be�
rechnet man den Mittelwert X = (1/n) ;� h1x 1 , wobei h 1 die Haufigkeiten, x 1 die Merkmalswerte
bzw. Klassenmitten xM1 und k die Anzahl der Merkmalswerte bzw. Klassen bedeuten. AuBer dem arithmetischen Mittel X wird als Mittelwert in der Praxis noch der Medianwerr X verwendet. Er ist bei ungeradem n der Merkmalswert, der in der nach der GrOBe geordneten Reihe an ((n + 1)/2)-terStelle steht; bei geradem n isl der Medianwert X das arithmetische Mittel aus den Merkmalswerteilan (n/2)-ter und (n/2 + 1)-ter Stelle. 
Varianz. Die Varianz s2 isl bei n einzelnen Aufschreibungen x1 (i = 1, 2, . .  , n) einer Stichprobe gegeben <lurch 

s2 = -1- i:(x
1 - x)2 = -1-[i: x; -2-( i: x,)'];n - 11-1 n - 1 1-1 n 1-1 

dcr Werts wird mitt/ere quadratische Abweichung oder Standardabweichung genannt. Bei vorliegender Haufigkeitsverteilung mit k Merkmalswerten x1 bzw. k Klassen mit den Klassenmitten xM1 und den Haufigkeitcn h1 ist die Varianz s2 wie folgt zu berechnen: 
s1 =�,th,. (x, - X)2 = � [,£ h,xl -f Ci h,x,r]. 
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Stichprobe vom Umfang n 
Mittelwert 
Varianz 

I • X=- Ex, n f•l 
sz = n � 1 ,f (x, - X)2 

Variationsbreite R = Xma11 -

Xmin 

AuBer der Varianz s2 ist ein anderes Ma8 gebriiuchlich, um den Bereich zu charakterisicren, Uber den sich die Merkmalswerte erstrecken. Das ist die Streubreile oder Variationsbreite 
R = Xmu: - Xmin, die als die Differenz vondem grOBten Xmu und dem kleinstcn Xmin der Merkmalswerte erkl3.rt ist. 

Beispiel 2: Die MaBzahlen ffrr die Hiufigkeitsverteilung in Beispiel 1 vom Umfang n = 80 sind: 
Klasscneinteilung Mittelwert Varianz 

Ji= 42,14 s' = 6,84 Ji = 42,23 s2 = 8,30 
Medianwert Streubreite 
x=42,2 R= 16,7 

Die Abweichungen der Mittelwerte und der Varianz sind auf die Klassencinteilung bei der verhaltnisma.Big kleinen Stichprobe zurtickzufilhren. Mit wachsendem n gleichen sic sich mehr und mehr aus. 
Normalverteilung. Anthropologische Messungen von QuEn:LET gaben Anla0 zu der Annahme, da0 alle biologischen Gr0llen in ihrer Haufigkeit einer Gauftvertei/ung unterliegen. Deshalb bezeichnete man sic als Normalverteilung und baute die Methoden der Statistik auf dieser Annahme auf. Die GrundzUge der Normalverteilung wurden im Abschnitt Wahrscheinlichkeitsrechnung dargestellt.Jm folgenden sollen nur einige fur die statistische Praxis wichtige Ergiinzungen gebracht werden. Da die Normalverteilung allein durch Mittelwert und Varianz bestimmt ist, la.0t sie sich filr eine Stichprobe aus deren Mittelwert X und deren Varianz s2 berechnen. Es kann so festgestellt werden, ob das betrachtete Merkmal einer solchen Verteilung unterliegt. 
Beispiel 3: Berechnung der Normalverteilung fur die Stichprobe in Beispiel I. 
XMI h, ;., q;{A,) q, k, 

34 1 -2,86 0,0067 0,0046 0,4 36 2 -2,16 0,0387 0,0267 2,1 38 8 -1,47 0,1354 0,0934 7,5 40 13 -0,77 0,2966 0,2047 16,4 42 25 -0,08 0,3977 0,2744 22,0 44 16 0,61 0,3312 0,2285 18,3 46 13 1,31 0,1692 0,1167 9,3 48 2 2,00 0,0540 0,0373 3,0 
80 _0,9863 79,0 

1) Besteht die Stichprobe aus n Merkmalswerten, die in k Klassen der Breite d mit den Klassenmitten xM1 eingeteilt sind, dann berechnet man, um die Tabelle der normierten Normalverteilung verwenden zu k0nnen, filr jede Klasse die Gr0Oe A,= (xM1 - X)/s. Mit Hilfe der in der Tabelle nachgeschlagenen Werte qi(A1) erhiilt man in der i-ten Klasse die relativen Haufigkeiten q, = (d/s) q;{A1) und die absoluten Hiiufigkeiten k1 = nq1 filr i = 1, 2, ... , k. 

2) BegnUgt man sich rnit der graphischen Darstellung der Normalverteilung, so wendet man folgende Faustregel an: Wie unter l)angegeben,wird mit Hilfe der Formel q = (d/s)q;{).) fur ). = 0 die Scheitelkoordinate der 
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Will man die Darstellung in absoluten Hiiufigkeiten haben, so ist jeder Wert mit n zu multiplizieren. ln der Abbildung ist zu der Hiiufigkeits-
x Ji Ji ± 0,5s Ji ± s x ± 2s Ji ± 3s 
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27.3-4 Summenprozentkurve einer Haufigkeitsverh.-i• Summenhaufigkeit in¾ 
l=g ■ 

verteilung zu Beispiel 1 die nach dieser Regel 
berechnete Normalverteilung eingetragen. 
3) Auch mit Hilfe von Wahrscheinlichkeits
papier kann gepn'.ift werden, ob sich die Ver
teilung des untersuchten Merkmals einer Nor
malverteilung anpaBt und wie grofl auOerdem 
der Mittelwert X und die Standardabweichung 
s sind. Das Wahrscheinlichkeitsnetz ist ein Ko
ordinatenpapier, <lessen Ordinate so eingeteilt 
wurde, daB die  Summenprozentkurve der 
Normalverteilung cine Gerade wird (Abb. 
27.3-4). 

Regression und Korrelation 
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.,. I, Beschreibung von Abhangigkeiten von zwei 34 36 38 40 x 42 44 46 und mehr Merkmalen, die Zufallsgr0Ben sind. 
W3hrend sich die Regressionsanalyse mit der 

,

Art des Zusammenhangs zwischen den Merkmalen beschaftigt, ist es die Aufgabe der Korrela
tionsanalyse, den Grad dieses Zusammenhangs zu bestimmen. Hier k0nnen nur die Grundbegriffe 
filr d�n Fall eines Jinearen Zusammenhangs von zwei Merkmalen, der Zufallsgr0f3en X und Y, ge
schildert werden. 
Regression. Bei einer Schuluntersuchung werden Lange als Zufallsgr6f3e X und Gewicht als Zufalls
gr013e Y der Schiller gemessen. Zu kl3ren ist, ob zu einer gr613eren Liinge im Durchschnitt ein h0heres 

Gewicht geh0rt, ob dieser eventuelle Zusammenhang linear ist und welches mittlere Gewicht einer 
bestimmten Lange zugeordnet ist. Die erste Frage ist in diesem Fall aus der Erfahrung zu bejahen; 
bei den beiden anderen ist das aber nicht ohne weiteres m0glich. Zur Beantwortung dient die folgende 
Regressionsrechnung. 
In ein Achsenkreuz zeichnet man die einzelnen Wertepaare (x, y) ein, die jeweils die K0rperl3nge x 
und das Gewicht y eines Schi.ilers angeben. Die Menge der eingezeichneten Wertepaare bildet eine 
Punktwolke, die entweder keine bestimmte Form hat oder sich mehr oder weniger einer Kurvenform 
anpa0t. La.flt die Punktwolke einen linearen Anstieg erkennen - nur dieser Fall soil betrachtet wer
den -, so wird der Zusammenhang der Zufallsgr613en X und Y <lurch zwei Geraden, die Regressions
geraden, beschrieben. Fi.ir die Abhangigkeit des Gewichts y von der Lange x ergibt sich eine Regres
sionsgerade mit der Gleichung Y = a" + bxX, in der die unbekannten Gr013en ax und bx mit Hilfe 
der GauBschen Methode der kleinsten Quadrate berechnet werden (vgl. auch Regressionsgleichung 
in Kap. 28.2. - Ausgleich funktionaler Zusammenh3nge). Man fordert bei einer Stichprobe von 
n Wertepaaren (x1 , y1) filr i = 1, 2, ... , n, daf3 f (y1 - Y,)2 = i; [y1 - (ax + bxx1)2 ein Mini-
mum wird. Aus dieser Forderung ergeben sich i-1 1-1 

i: (x, - x) (y, - y) i x,y, -..!... [ i: x, i: Y,] 
b = , ... 1 ,.1 n ,.1 ,.1 ax = Y-bxX. • 

i: (x, - x)' ix; -..!... ( i: x,)' f.,1 l•l n t-1 
Dabei sind X und y die aus den x1 und y1 gebildeten Mittelwerte. Die Zahl b� wird Regressionskoef
/izient genannt und bezieht sich auf die Abh3ngigkeit des Gewichts y von der K0rperlange x der 
Schi.iler. Sie gibt an, da8 sich das Gewicht im Mittel um bx 3.ndert, wenn die Lange um eine Einheit 
zunimmt. Damit kann die Regressionsgerade, die die Abhangigkeit des Gewichts von der Lange der 

Schi.iler bezeichnet, eingetragen werden (vgl. Beispiel I und Abb. 27.3M5). 
Stellt man nun die im vorliegenden Beispiel wenig sinnvolle Frage, welche mittlere Lange einem be
stimmten Gewicht zugeordnet wird, so kann man die angegebene Gleichung nicht benutzen, sondern 
mu8 von der anderen Regressionsgeraden mit der Gleichung X = a

y 
+ b., Y ausgehen und wieder 

mit der Methode der kleinsten Quadrate die unbekannten Gr68en a
., 

und b., berechnen. Es ergibt sich 
a., =X-b.,jimh 
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27.3-5 Punktwolke und Regressionsgeraden des 
Beispiels 
(Der Schnittpunkt der Achsen ist hicr nicht Nu\1-
punkt des Koordinatensystems) 

,� (x, - x)(y, -y) 
b,=-'--''---c-- ---

j; (y, 
-

y)' 
l•I 

i: x1y1 - _!__ [ i: x, i: Y,] 
/ .. J £ yf -n

_!_ (
l

•i ::)�
/al n ial 

Auch b
ll 

wird Regressionskoeffizient genannt und 
bezieht sich auf die Abhiingigkeit der Liinge x 
vom Gewicht y der Schuler. Dieser Koeffizient 
gibt an, dafl sich die Lange im Mittel um b, iindert, wenn das Gewicht um cine Einheit zunimmt. Tr.a.gt man diese Regressionsgerade ebenfalls ein, so stellt man fest, dall sich die beiden Geraden im Schwerpunkt (X, ji) der Punktwolke schneiden und cine Schere bilden. Je cnger diese Schere ist, desto straffer ist der stochastische Zusammenhang zwischen den Zufallsgrtiflen X und Y. Sie schlieBt sich, wenn ein streng Ji nearer. d. h. funklionaler 

Zusammenhang besteht. 
Beispiel I: Von 10 Schulern sind Lange x in cm und Gewicht yin kg gemessen worden. Die Ab. bildung 27.3-5 zeigt die Punktwolke mit den beiden Regressionsgeraden; in der Tabelle sind alle notwendigen Berechnungen enthaJten. 
X y (x-x) (y-y) 
135 29,30 -4,4 -3,31 145 35,20 5,6 2,59 139 34,50 -0,4 1,89142 32,10 2,6 -0,51 137 33,60 -2,4 0,99 137 32,30 -2,4 -0,31 134 27,20 -5,4 -5,41 144 36,70 4,6 4,09 135 26,90 -4,4 -5,71 146 38,30 6,6 5,69 

1394 326,1 

(x-x)' (y-y)' 
19,36 10,9561 31,36 6,7081 0,16 3,57216,76 0,2601 5,76 0,9801 5,76 0,0961 29,16 29,268121,16 16,7281 19,36 32,604143,56 32,3761 

182,40 133,5490 

(x-x)(y-y) 
14,5640 14,5040 -0,7560-1,3260-2,3760 0,7440 29,2140 18,8140 25,1240 37,5540 

136,0600 

x 139,4 
y 32,61 b, = 0,746 b, = 1,019 O:ic = -71,38 
a, = 106,2 Y = -71,38 + 0,746x X = 106,2 + 1,019y 

Korrelation. Der Grad des Zusammenhangs, von dem die Regressionsgeraden einen Eindruck vermitteln, wird quantitativ durch den Korrelationskoeffizienten r:ic., angegeben. 

Korre- 1.E_", (x, - X) (y, -y) £ x,y, - _.!._ [ £ x, £ Y,] 1-1 n ,.1 1-1 lations- r", = --,.-------== ,--,--='=;....--.,--"7'-='--'=-'=--c' koeffizient VJ: (x, _ x)'. j; (Y, - y)' 1/ £ x/ _ _!__( i; x,)' 1/ hr - _!__( i; y,)' 1.1 1-1 V 1-1 n 1-1 V 1-1 n 1-1 
Dieser Korrelationskoeffizient ist unabhangig von der Einheit der Merkmale und kann alle Werte zwischen - I und + I annehmen. 1st r", = ±I, so ist der Zusammenhang direkt bzw. indirekt linear. 1st r"., = 0, so liegt kein Zusammenhang vor. Im vorhergehenden Beispiel ergibt sich r}f.,= +0,87. Zwischen dem Korrelationskoeffizienten r:ic., und den Regressionskoeffizienten b}f und b

., 
besteht die Beziehung r}

., 
= b}f · b.,

. 
Statistische Schitzverfahren 

Hau.fig sind SchlO.sse zu ziehen aus den Werten einer Stich probe auf cine oder mehrere MaOzahlen der zugehOrigen Grundgesamtheit. Diese wird durch eine ZufallsgrOOe charakterisiert; ist die analytische Form der zugehOrigen Verteilungsfunktion bekannt, so sind die Werte der in ihr enthaltenen Parameter zu sch3tzen. FO.r cine solche Schatzung stehen viele MOglichkeiten zur Verfo.gung, z. B. dcr Median bzw. das arithmetische Mittel fur den Erwartungswert einer ZufallsgrOOe. FrsHER hat deshalb 
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Kriterien fur die Gfite einerSchOuung aufgestellt; er fordert, daB sic erwartungstreu, konsistent und 
wirksam sein sol!. Fllr cine erwartungstreue SchOtzung eines unbekannten Parameters e soil der Erwartungswert 0 mit €) Obereinstimmen; z. B. sind das arithmetische Mittel X bzw. die Varianz s1 der Stichprobe cine erwartungstreue Schiitzung des Erwartungswertes µ bzw. der Varianz a2 der die Grundgesamtheit charakterisierendcn ZufallsgrOBe. Eine konsistente Schtitzung 0 eines unbekannten Parameters 0 soil bei wachsendem Umfang der Stichprobe mit wachsender Wahrscheinlichkeit immer weniger von 0 abweichen, d. h., fur einen genOgend groOen Stichprobenumfang soil es ein beliebig kleines E > 0 geben, so daB P(l0 - 01 < t:) - I; z. B. ist das arithmetische Mittel X einer Stichprobe cine konsistente Schiitzung des Erwartungswertes I' der die Grundgesamtheit charakterisierenden ZufallsgrOlle. Bei einer wirksamen SchOtzung 0 des Parameters 0 soil die Varianz der Zufallsgr013e klein sein im Verhiiltnis zur Varianz anderer mOglicher Schiitzungen; z. B. ist das arithmetische Mittel X cine wirksame Schiitzung gegentiber dem Median i, da die Varianz der ZufallsgrOBe X kleiner ist alsdie der ZufallsgrOile i. Die Schiitzung eines Parameters kann cine Punkt- oder eine lntervallschiitzung sein. Bei einer 
PunktschOtzung wird der aus einer Stichprobe gewonnene Schiitzwert dem wahren Wert des Parameters der ZufallsgrOBe gleichgesetzt. Er wird aber nur mit geringer Wahrscheinlichkeit mit dem wahren Wert tibereinstimmen, d. h., Uber die Genauigkeit der Schiitzung ist wenig bekannt. Deshalb sucht man bei der lntervallschQrzung oder KonfidenzschOtzung ein lntervall ]0 - <5, 0 + 15(, um den Schiitzwert 0 so anzugeben, da8 dieser mit der Wahrscheinlichkeit ( I - ex) den unbekannten Parameter tiberdeckt. Dabei heiBt (I - ex) Konfidenzniveau, und ex ist cine vorgegebene Zahl O <ex< I,mil deren Hilfe die Intervallbreite 2<5  zu  berechnen ist. Als universellste Methode zur Ermittlung von Punktschiitzungen fur Parameter gilt die Maximum
Likelihood-Methode. Ftir die Normalverteilung wurde sic bereits von GAUSS entwickelt. Der Name,die Begrtindung und der weitere Aufbau der Methode gehen jedoch auf F1SHER zurUck. 1hr Prinzip besteht darin, den Schiitzwert G eines Parameters €J so zu wiihlen, daB die Likelihood-Funktion fur die gegebene Stichprobe ein Maximum hat. Diese Likelihood-Funktion soil fur cine stetige ZufallsgrOBe X mit der bekannten Dichte f(x; 0) angegeben werden, wenn der Parameter 0 aus einer Stichprobe von n unabhiingigen Werten x 1 , x2 , • • •  , x11 zu schiitzen ist. Man betrachtet die Likelihood-Funktion L(x,, x,, ...• x.; 0) - f(x,; 0) /(x,; 0) •·· f(x,; 0) als Funktion des unbekannten Parameters 0 und wiihlt als Schiitzung 0 fur ihn den Wert, fur den die 
Funktion L ein Maximum erreicht, d. h., man bestimmt 0 als LOsung der Gleichung :� = 0. 
Diese Gleichung wird in praktischen Rechnungen e rsetzt durch d �� L = ±- · :� = 0. Hiingt die 
Dichte f(x; 01, 02) der stetigen ZufallsgrOBe X von zwei Parametern 01 und 02 ab, so ergeben sich 
�ie Schiitzwerte 6'1 und 62 fur sic als LOsung des Gleichungssystems c)�; L = ±- · �� = 0 mit 1= 1,2. I I 

&ispiel J: Die Parameter 01 = µ und 02 = a2 einer normalverteilten ZufallsgrOOe X !assen sich aus einer Stichprobe mit den Werten x 1 , x2 , •.• , x11 schitzen. Aus der Likelihood-Funktion 
L(x,, x,, ... , x.; -µ.a')= [i/V2na2)"exp[-c1/(2a2) i. (x, - µ)'I erhlltman lnL= -(n/2)1n 2n 

- (n/2) In a' - [l/(2a2)} i: (x, - µ)' und daraus O !" L - -;- i: (x, - µ) = O und O :n,L k•I uµ a k•l va 
= - 2\ + 2� i: (X.t - µ)2 = 0. Aus ihnen ergeben sich die Schiitzungen µ = ..!_ i; Xt = X 

a o-- k-1 n k•I 
und 62 = _!__ f: (x, - x)'. 

n k•l 
AbschlieDend soil das Vorgehen bei der JntervallschOtzung fur einen einfachen Fall angegeben werden, in dem X cine normalverteilte ZufallsgrOlle ist, von deren Parametern µ und a2 nur a2 bekannt sein soil. Ftir µ s"oll cine Konfidenzschiitzung aus einer Stichprobe mit den Werten x 1 , x2 , ••• , x11 angege• 
ben werden. Als Schiitzung wird das arithmetische Mittel x - _!__ i: x, gewiihlt. Von diesem ist be-n 1-1 kannt, daB es normalverteilt ist mit den Parametern µ und a2/n. Ftir jedes <X mit O <ex< I kann mit Hilfe der Tafel der Normalverteilung ein ).. so angegeben werden, daB gilt P(lx - 1•1 < ) .• a/V,.) = I - " oder P(x -J..a/Vn < µ < x + J..a/V,.) = I - 0<. Das Konfidenzintervall (x - J..a/V;;, x + Aa.a/V�) ist cine Konfidenzschiitzung von µ auf dem Konfidenzniveau (I - ex). 

Beispiel 4: 1st X cine nonnalverteilte ZufallsgrODe, so ermittelt man aus der Tafel der Normalverteilung fur a. = 0,05 und das Konfidenzniveau 1 - a. = 0,95 den Wert A
'"' = 1,96. Bei einem 
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Stichprobenumfang von n = 16 und mit der Standardabweichung u = 1,5 ergibt sich wegen 

,.a/Vn = 1,96 · 1,5/4 = 0,735 fur den Parameterµ das Konfidenzintervall 

P(Ji - 0,735 <µ<Ji+ 0,735) = 0,95, 

wenn X die aus der Stichprobe gewonnene Schatzung ist. Der Parameterµ 1iegt mit einer Wahr
scheinlichkeit von 0,95 im Intervall (Ji - 0,74, Ji+ 0,74). 

Statistische Priifverfahren 

Bei vielen statistischen Problemen reicht es nicht aus, das vorliegendc Material durch cine Haufig
keitsverteilung oder durch Mal3zahlen zu beschreiben, z. B. dann, wenn Fragen der folgenden Art 
zu beantworten sind: 

I. In einer Gegend wurde ein grbl3eres mittleres Gewicht von IOjahrigen Knaben als bisher bekannt 
ermittelt. Jst diese Abweichung nur zufallig, oder kann dieser Unterschied auf andere Ursachen 
zuriickgefilhrt werden? -
2. Bei Fiitterungsversuchen werden z. B. mehrere Ratten mit einem Standardfutter und andere mit 
einem zu prfifenden Futter ernii.hrt. Wird nach AbschluB der Versuchsreihe ein unterschiedliches 
mittleres Gewicht fur beide Gruppen festgestellt, dann ist zu klaren, ob das zu prllfende Futter we
sentlich grODere Gewichtszunahmen verursachte. 

Bei diesen Fragen will man wissen, ob die aufgetretenen Abweichungen zufalliger oder wesentlicher 
Natur ,ind. Der Entscheid dan1ber erfolgt mit Prii/verfahren bzw. Prii/tests, die alle auf einem Ver
gleich beruhcn; z. B. werden entweder die entsprechenden Ma8zahlen zweier Stichproben oder die 
aus einer Stichprobe crmittelte Ma8zahl mit der entsprechenden bekannten GrODe der Grund
gesamtheit verglichen. Bei den Prllfverfahren geht man von der Annahme oder Hypothese aus, daB 
die beiden untersuchten Stichproben derselben Grundgesamtheit angehOren bzw. da8 die Stichprobe 
der betrachteten Grundgesamtheit angehOrt, d. h., da8 in beiden Fallen die Unterschiede nur zu
flillig sind. Oiese Hypothese wird Nullhypothese H0 genannt. Entsprechend wird die andere MOglich
keit des Entscheids Alternativhypothese H1 genannt. 
Mit Hilfe der Prfifverfahren entscheidet man fiber Annahme oder Ablehnung der Nullhypothese. 
Dabei mu8 man immer bedenken, daB Annehmen der Nullhypothese nichts weiter hei8t, als diese 
der Alternativhypothese vorzuziehen. Oamit ist aber nicht gesagt, da8 dieser Entscheid in jedem 
Fall richtig ist; denn dieser beruht auf einer Stichprobe vom Umfang n, und es besteht die MOglich
keit eines Irrtums. Man rechnet demzufolge bei diesem Entscheid mit einer Jrrtumswahrscheinlichkeit 
ix, die im allgemeinen 0,05 bzw. 0,01 bzw. 0,001 gew3.hlt wird. Den Fehler, der entsteht, wenn die 
Nullhypothese verworfen wird, obwohl sie richtig ist, bezeichnet man als Fehler erster Art. Die andere 
mOgliche fchlentscheidung, die darin bcstcht, daB die Nullhypothese angenommen wird, obwohl 
sie falsch ist, wird Fehler zweiter Art genannt. Wird z. B. bei einem Vergleich festgestellt, da8 ein 
neues Medikament besser ist, obwohl es in Wirklichkeit dem alten gleichwertig ist, so macht man 
einen Fehler erster Art. Stellt sich durch den Vergleich heraus, daB beide Medikamente gleichwertig 
sind, obwohl tat53.chlich das neue besser ist, so wird ein Fehler zweiter Art begangen. 

Prtifverteilungen. Zurn Prfifen der Nullhypothese verwendet man TestgrODen, die ZufallsgrODen sind 
und demzufolge <lurch cine Verteilung beschrieben werden kOnnen . .Bei den im folgenden angege
benen Tests sind die TestgrOBen entweder normalverteilt oder unterliegen anderen Prfifverteilungen. 
Es sind dies die t-, die F- und die x2-Verteilung. Tabellen dieser Verteilungen finden sich bei den 
durchgerechneten Beispielen. 

Nonnalverteilung. Unterliegt dieTestgrODe einer Normalverteilung, so erh3.lt die Irrtumswahrschein
lichkeit tx eine anschauliche Bedeutung, wenn man die Ta belle der Gesamt- und Restfl3.chen nach dem 
Fehlerintegral betrachtet. In dieser ist die Restfl3.chetx, die der lrrtumswahrscheinlichkeit entspricht, 
in Prozent angegeben. Einer Irrtumswahrscheinlichkeit <X entspricht dann ein ). = !(x -. µ)/al; 
dabei dllrfen im allgemeinen µ und a als bekannt vorausgesetzt und nur bei gro8en Stichproben 
durch X und s gesch3.tzt werden. Einer lrrtumswahrscheinlichkeit von <X = 0,05 oder.. 5% ist z. B. 
ein A"= 1,96 zugeordnet, d. h., die Nullhypothese wird verworfen, wenn fur den aus der Stichprobe 
errechneten Wert }. gilt ). > A., = 1,96, und angenommen fur ). < A., = 1,96. 

t-Verteilung. Das bei der Normalverteilung angegebeneVorgehen ist nicht mehr mOglich, wenn µ und 
a unbekannt sind und bei kleinem Stichprobenumfang n durch X und s geschatzt werden mfissen. 
In diesem Fall kann s betr3.chtlich von a abweichen und dient dann nicht als gute Sch:itzung. Es 13.0t 
sich nur dann verwenden, wenn die zu A gehOrende lrrtumswahrscheinlichkeit entsprechend ver• 
gr08ert wird. Das ist bei der t-Verteilung von STUDENT geschehen, die neben der Irrtumswahrschein• 
lichkeit tx den Umfang der Stichprobe berllcksichtigt. Mit wachsendem n wird sie der Normalver
teilung im11}er 3.hnlicher und geht filr n - oo in diese fiber. Die t-Verteilung ist filr verschiedene 
Werte der Irrtumswahrscheinlichkeit und des Freiheitsgrades /, der ah die Stelle des Stichproben• 
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umfangs tritt. tabelliert. Dabei ist der Freiheitsgrad erklart als die Differenz aus Stichprobenumfang 
n und Anzahl m der zur Berechnung verwendeten Ma8zahlen, f = n - m. Bei jedem der folgenden Tests wird der Freiheitsgrad angegeben. In der Abbildung 27. 3-6 sind die Normalverteilung und die t-Verteilung fiir f = 5 Freiheitsgrade und jeweils fur eine lrrtumswahrscheinlichkeit ix = 0,05 eingetragen. 

27.3-7 F-Verteilung und Irrtums
wahrscheinlichkeit I)(. 

'f'lli 

27.3-6 Normalverteilung und 1-Verteilung 
(

f 

= S) mit den Bereichen riir die lrrtums
wahrscheinlichkeit et = 0,0S 

1,0 

3 F 

F-Verteilung. Entnimmt man einer normalverteilten Grundgesamtheit jeweils zwei Stichproben vom Umfang n1 und n2 , ermittelt die beiden Varianzen si und si und bildet das Verhaltnis F = si: si, dann entsteht als Hliufigkeitsverteilung dieser Werte eine Verteilung, die von dem englischen Statistiker FISHER untersucht und F-Verteilung genannt wurde. Sie ist von der Irrtumswahrscheinlichkeit a und von den Freiheitsgraden Ji = n1 - I und /2 = n2 - 1 abhiingig und fur versch iedene Irrtumswahrscheinlichkeiten und Freiheitsgrade tabelliert. F nimmt als Verhaltnis zweier Quadrate nur positive Werle an. Die Abbildung 27.3-7 zeigt eine F-Verteilung und die Bedeutung der Irrtumswahrscheinlichkeit. 
x2-Verteilung. Im Zusammenhang mit der Fehlertheorie von GAUSS untersuchte der Astronom HELMERT Quadratsummen von GrOBen, die normalverteilt sind. Die dabei nachgewiesene Verteilungsfunktion nannte PEARSON spiiter x1-Verteilung. 1hr liegen folgende Voraussetzungen zugrunde: Xi , ... , X" sind n ZufallsgrOBen, die untereinander unabh5ngig sind und derselben Normalverteilung unterliegen mit den Parametern µ �nd �1. Die Vertei- f(XZJ 
lung der Quadratsumrnen x1 = a2 kf1 (x,1: - µ)2, in 
denen die x1 , ... , x" Werte der ZufallsgrOBen Xi , ... , X,, sind, wird x1-Verteilung genannt. Sic ist von der Irrtumswahrscheinlichkeit ex und vom Freiheitsgrad / ab-hiingig und fur diese Werte tabelliert. Die Abbildung 27.3-8 zeigt eine x1-Verteilung und die Bedeutung der Irrtumswahrscheinlichkeit. Gt 
��1a��gezu:rJ7!�:�r=�n r:���en�i�':J1e:�!t����� 27.3-8 x�-Yerteilung und lrrlumswahr- X' 
Aufgaben zusammengestellt. Die Wahl der Irrtums- scheinlichkeit a rnr / = 3 
wahrscheinlichkeit richtet sich nach der Aufgabenstel-lung und ist dementsprechend festzulegen. In der lndustrie und in der Landwirtschaft hat sich im allgemeinen eine Jrrtumswahrscheinlichkeit von 0,05 und in der Medizin von 0,01 bzw. 0,001 eingebiirgert. 
J_ Vergleich der Millelwerte X und µ. Von einer aus einer normalverteilten Grundgesamtheit gezogenen Stichprobe vom Umfang n und der Varianz s 1 soil der Mittelwert X mit dem Mittelwert µ einer normalverteilten Grundgesamtheit verglichen werden. Die Nullhypothese, daB sich beide nur zufallig unterscheiden, ist mit einer lrrtumswahrscheinlichkeit Cl anzunehmen, wenn der nach der 
TestgrODe t = [IX - µl/s] Vn berechnete Wert tb kleiner als der Tafelwert tr der t-Verteilung filr £¥ und den Freiheitsgrad / = n - 1 ist. 
Beispiel 1: Aus der Untersuchung von n = 49 Proben eines Werkstoffes stellte man den Anteil eines chemischen Elements mit X = 2,4 % bei einer Varianz von s2 = 0,4 fest. Der Sollwert betr3.gt 
µ = 3 %- Sind bei einer lrrtumswahrscheinlichkeit von Gt = 0,05 die vorliegenden Abweichungen 
zufallig? -
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Der Wert der TestgroOe ist ,, = (12,4 - 31/0,4] V49 = 6,7. Der Tafelwert der 1-Verteilung fur eine 
Irrtumswahrschcin1ichkeit von tx = 0,0'.5 und f = n - 1 = 48 Frciheitsgrade ist tT = 2,0 l .  
D a  tb > IT ist, muB die Nullhypothese verworfcn werden. E s  bestchen zwischcn dem Mittelwert 
und dem Sollwert signifikantc (wesentlichc) Unterschiede. 

Tabelle der t-Verteilung 

Frei- Irrtums- Frei- Irrtums- Frei- lrrtums-
heits- wahrschein- heirs- wahrschein- heits- wahrschein-
grad/ lichkeit grad/ lichkeit grad/ lichkeit 

<>=0,05 <>= 0,01 <>= 0,05 <>=0,0 1 <>= 0,05 <>=0,01 
1 12,71 63,66 18 2,10 2,88 60 2,00 2,66 
2 4,30 9,92 19 2,09 2,86 70 1,99 2,65 
3 3,18 5,84 20 2,09 2,85 80 1,99 2,64 
4 2,78 4,60 21 2,08 2,83 90 1,99 2,63 
5 2,57 4,03 22 2,07 2,82 100 1,98 2,63 
6 2,45 3,71 23 2,07 2,81 120 1,98 2,62 
7 2,37 3,50 24 2,06 2,80 140 1,98 2,61 
8 2,31 3,36 25 2,06 2,79 160 1,98 2,61 
9 2,26 3,25 26 2,06 2,78 180 1,97 2,60 

10 2,23 3,17 27 2,05 2,77 200 1,97 2,60 

II 2,20 3,11 28 2,05 2,76 300 1,97 2,59 
12 2,18 3,06 29 2,05 2,76 400 1,97 2,59 
13 2,16 3,01 30 2,04 2,75 soo 1,97 2,59 
14 2,15 2,98 35 2,03 2,72 1000 1,96 2,58 
15 2,13 2,95 40 2,02 2,70 00 1,96 2,58 
16 2,12 2,92 4S 2,01 2,69 
17 2,11 2,90 so 2,01 2,68 

2. Vergleich von zwei Mittelwerten X1 und X2 • Zwei Stichproben mit den Umfangen n1 und n2 sollen 
voneinander unabhangig und aus normalverteilten Gesamtheiten gezogen sein; auBerdem sollen die 
Abweichungen ihrer Varianzen sf und sj zufallig sein. Die Nullhypothese, daB ihre Mittelwerte 
X1 und Xi sich mit der lrrtumswahrscheinlichkeit tx nur zufiillig unterscheiden, ist anzunehmen, wenn 
der fur die TestgrOBe 

1 = IX, - Xii �2!!2_ mit si sf(n1 - 1) + sj(ni - I) 
s6 n1 + ni 6 n 1 + ni - 2 

berechnete Wert lb kleiner als der Tafelwert IT fur tx und den Freiheitsgrad / = n1 + n2 - 2 ist. 
Beispiel 2: Bei zwei Wcrkstoffen wurdc aus n1 = 20 bzw. n2 = 32 Versuchcn cine mittlere Zcrrei6-
festigkcit von X\ = 18 bzw. Xi = 24 kp/mm2 bei Varianzen von sf= 4 bzw. sf= 6 festgcstellt. 
Untcrscheiden sich bei Berilcksichtigung cincr Irrtumswahrscheinlichkeit von tx = 0,05 die beiden 
Werkstoffc hinsichtlich dcr ZerrciBfestigkcit wesentlich? -
Filr die TestgrOBe berechnet man 

_ 118 - 241 . 20 · 32 _ . , 4 · 19 + 6 · 31 
'• - Vs,24 20 + 32 - 9•20• wobe, '• 20 + 32 - 2 S,24. 

Der Tafelwcrt dcr 1-Verteilung filr cine lrrtumswahrscheinlichkcit von tx = 0,05 und 
/= n1 + ni - 2 = SO Freiheitsgrade ergibt IT = 2,01. Da tb > tT ist, muB die Nullhypothese 
vcrworfen werden, d. h., zwischen den beiden Mittclwcrtcn bestehen signifikante Unterschicde. 

3. Vergleich von zwei Varianzen sf und sj. Zwei Stichproben von den Umfangen n1 und n2 sollen 
voneinander unabh3.ngig sein und aus normalverteilten Grundgesamtheiten stammen. Die Null
hypothese, ihre Varianzen sf und sj untcrscheiden sich nur zufallig voneinander, wird mit einer 
Irrtumswahrscheinlichkeit tx angenommen, wenn der nach der TestgrOBe F = sf : sj. sf > sj be
rechnete Wert Fb kleiner als der Tafelwert FT filr tx und die Freiheitsgrade /1 = n1 - 1 und /2 = ni - l 
ist. 

Beispie/ 3: Bei zwei Maschincn soil vcrglichen werdcn, ob sic sich hinsichtlich der Tolcranz.en, die 
von ihnen bei cinem bestimmtcn Arbeitsproze6 cingebaltcn werden, unter Beriicksichtigung einer 
Irrtumswabrscheinlichkeit von tx = O,OS wesentlich untcrscheiden. Dazu werden an der 1. bzw. 
2. Maschine n1 = 2S bzw. n2 = 31 Versucbe durchgefuhrt, aus denen fur dU bearbeitete Material 
cine Varial1Z von sf= 17,9 bzw. sj = 17,S crrechnet wurde. FOr die Testgr06e crhllt man 
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Fb = 17,9/17,5 .= I ,023. Der Tafelwert der F-Verteilung fur_eine Irrtumswahrscheinlichkcit von 
o: = 0,05 und /1 = 24 und /2 = 30 Freiheitsgrade ist FT 

= 1,89. Da F,, < Fr ist, mu8 die Null
hypothcse angenommen werden, d. h., die Unterschiede in den Toleranzen der beiden Maschinen 
sind nur zufiillig. 

F- Verteilung /Ur a = 0,05 (/1 = Freiheitsgrad der grOfleren Streuung) 
I, /, = I f,=2 /, = 3 f,=4 f, = 5 l, = 6 f,=B /, = 12 f,= 24 /1= 00 I, 

I 161,4 199,5 215,7 224,6 230,2 234,0 238,9 243,9 249,0 254,3 I 
2 18,51 19,00 19,16 19,25 19,30 19,33 19,37 19,41 19,45 19,50 2 
3 10,13 9,55 9,28 9,12 9,01 8,94 8,84 8,74 8,64 8,53 3 

4 7,71 6,94 6,59 6,39 6,26 6,16 6,04 5,91 5,77 5,63 4 

5 6,61 5,79 5,41 5,19 5,05 4,95 4,82 4,68 4,53 4,36 5 
10 4,96 4,10 3,71 3,48 3,33 3,22 3,07 2,91 2,74 2,54 10 
20 4,35 3,49 3,10 2,87 2,71 2,60 2,45 2,28 2,08 1,84 20 
30 4,17 3,32 2,92 2,69 2,53 2,42 2,27 2,09 1,89 1,62 30 
40 4,08 3,23 2,84 2,61 2,45 2,34 2,18 2,00 l,79 1,51 40 

60 4,00 3,15 2,76 2,52 2,37 2,25 2,10 1,92 1,70 1,39 60 
120 3,92 3,07 2,68 2,45 2,29 2,17 2,02 1,83 1,61 1,25 120 
00 3,84 2,99 2,60 2,37 2,21 2,09 1,94 1,75 1,52 1,00 00 

4. Yerg/eich von H<iufigkeiten. Tritt in einer Stichprobe vom Umfang n, deren Elemente voneinander 
unabh3ngig sind, ein Ereignis z-mal, in derGrundgesamtheit aber mit derWahrscheinlichkeit p auf, 
so weicht die relative H3ufigkeit z: n nur zufiUlig mit einer lrrtumswahrscheinlichkeit o: von p ab, 
wenn der fiir die Testgrolle t = lz - npl/Vnp(I - p) bzw. t = [lz/n - plfVp(I - p)) · Vn berechnete 
Wert tb kleiner als der Tafelwert tr fur tX und den Freiheitsgrad / = n - 1 ist. 

Beispiel 4: Auf Grund Jangfristiger Beobachtungen ist bei einer bestimmten Tierkrankheit die 
Sterbeziffcr p = 0,4. An n = 71 Tieren, die von dieser Krankheit befallen sind, wird cin neues 
Medikament erprobt, und es sterben z = 20 Tiere. 1st das Medikament zur .Behandlung geeignet, 
wobei cine lrrtumswahrscheinlichkeit von tX = 0,01 berUcksichtigt wcrden soil? -
Nach der Aufstellung der Nullhypothese, daB die relative Hiiufigkeit z/n = 20/71 nur zufil.llig 
von p = 0,4 abweicht, berechnet man,,= 120 - 71 · 0,41/V71 · 0,4 · 0,6 = 2,035. Der Tafelwert 
der 1-Verteilung fur cine Irrtumswahrscheinlichkcit von cx = 0,01 und / = n - I = 70 Freihcits
grade ist t7 = 2,65. Da tb < t7 ist, kann die Nullhypothese angenommen werden. 

5. Prii/en von Vertei/ungen. Eine empirische Verteilung weicht nur zufii.llig von einer theoretischen 
Verteilung bei einer lrrtumswahrscheinlichkeit IX ab, wenn der fur die TestgrOBe x1 = £ (h, -

k 

k,)
1 

i-1 I berechnete Wert xi kleiner als der Tafelwert x} fur IX und den Freiheitsgrad / = k - m - I ist, 
wenn m die Anzahl der mit Hilfe der Stichprobe geschatzten 
unbekannten Parameter ist. Dabei ist das untersuchte Material Tabelle der x1-Ver1eilung 

in k Klassen eingeteih, und h, ist die beobachtete, k1 dagegen die 
theoretische absolute Haufigkeit in der i-ten Klasse (i= 1,2, . . .  ,k). 
Es wird gefordert, daO die theoretische absolute Haufigkeit in 
jeder Klasse mindestens 5 be1ragt; dies kann eventuell durch Zu
sammenfassen mehrerer Klassen erreicht werden. 
Beispiel 5: An 80 aur einer Maschine gefertigten WerkstUcken 
wurde jeweils ein bestimmtes Merkmal gemessen. Die gewon
nenen Malle wurden in Klassen eingeteilt und dabci die in der 
Tabelle angegebcnen Haufigkeiten h1 gewonnen. Es soil unter 
Berficksichtigung einer Irrtumswahrscheinlichkeit vonlX = 0,05 
geprUft werden, ob die Me8werte einer Normalverteilung 
entsprechen. Dazu wird mit Hilfe der Gau8verteilung die zu 
jeder Klasse gehOrige theoretische Haufigkeit k1 bcrechnet und 
die Nullhypothese aufgestellt, da8 die empirische und die 
theoretische Verteilung nur zurallig voneinander abweichen. 
Die Berechnung der TestgrOOe erfolgt mit Hilfe folgender 
Ta belle, die die einz.elnen Rechenschritte enthalt: 

Frei-
heits-
grad 
I 

I 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
20 
30 
40 

60 
120 

lrrtumswahr-
scheinlichkeit 

<>=0,05 <> = Q,01 
3,84 6,64 
5,99 9,21 
7,82 11,35 
9,49 13,28 

11,07 15,09 
12,59 16,81 
14,07 18,48 
15,51 20,09 
16,92 21,67 
18,31 23,21 
31,41 37,57 
43,77 50,89 
55,76. 63,69 
79,08 88,38 

146,57 158,95 
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h, 

i)11
1 3 

25 16 1�) 15
80 

k, 1i,-k1 (h,-k,)' 

0,4, 2.1 10,0 1,0 1,0 
1,5 16,4 -3,4 11,56 22,0 -3,0 9,00 18,3 -2,3 5,29 9•3) 12 3 
3,0 ' 2,7 7,29 

79,0 
Anwendungsgebiete der Statistik 

(h,-k,)'/k, 

0.10 
0,70 0,41 0,29 
0,59 
2,09 

Zu dem berechnctcn Wert xl = 2,09 wird der Tafelwcrt von x2 fur cine lrrtumswahrscheinlichkeit <X = 0,05 und 2 Freiheitsgrade xt = 5,99 aufgesucht, da zwei Parameter geschatzt wurden. Da xl < :c} ist, wird die Nullhypothese angenommen. 

Aus der Vielzahl der Anwendungsgebiete sollen die lechnische Statistik und die Biometrie herausgegriffcn werden. 
Technische Statistik. Die ersten Anfange einer statistischen Bearbeitung von Problemen der Technik gehen bis zum Beginn der 20er Jahre zuri.ick. Damals erkannte DAEVES, da8 die Massenproduktion der modernen lndustrie Massenerscheinungen mit sich bringt, die gewissen Gesetzmii8igkeiten unterliegen. Er fa8te seine Untersuchungsmethodik unter dem Begriff GroPzahlforschung zusammen. Aber erst in den letzten 25 bis 30 Jahren nimmt die Anwendung der Statistik auf industrielle Fragen, z. B. auf die Auswertung von Stichproben, auf die Beurteilung von MeBreihen oder auf die laufende ProduktionsUberwachung, an Umfang zu. Jm Laufe dieser Entwicklung hat sich der Begriff 1echni
sche Statislik herausgebildet. Man versteht darunter cine Zusammenfassung aller Methoden det Statistik, die in der Technik verwendbar sind bzw. dafiir zugeschnitten werden. Diese Methoden !assen sich in zwei Gruppen einteilen: 
I. Methoden zur statistischen Untersuchung und Auswertung eines in sich geschlossenen Beobachtungsmaterials. Dabei handelt es sich im wesentlichen um statistische Schatz- und PrUfverfahrcn und um Regressions- und Korrelationsanalysen zur Aufdeckung und Beschreibung von Zusammenhangen. FUr diese Gruppe sind folgende Probleme typisch: Lebensdauer von Gluhlampen; EinfluD von MeBungenauigkeiten bei feinmechanischen Geraten; Dauerbiegefestigkeit von Zellwollfasern; ZerreiBfestigkeit eines bestimmten Stoffes; Bestimmung dcr Abhangigkeit der Zugfestigkeit eines Stahles von v�rschiedenen Einflu8gr0f3en; Vergleich der Eigenschaften zweier Werkstoffe. 2. Methoden der Eingangs- und Endkontrolle und zur Uberwachung des Produktionsprozesses. Man sagt dafur kurz: S1a1istil·cheQ11alitiitskontrolle. Diesen Methoden liegt der Gedanke zugrunde, den ProduktionsprozeO mil statistischen Methoden so zu Uberwachen, daO AusschuB schon im Augenblick des Entstehens erkannt wird und seine Ursachen abgestellt werden. Ftir diese Uberwachung gibt es zwei MOglichkeiten: a) die Fertigung wird mit Kontrollkarlen derart reguliert, daB AusschuB und Nacharbeit stark verringert werden; b) die fertigen Produkte und Halbfabrikate werden auf der Grundlage von Stichprobenplanen daraufhin untersucht, ob sie den Qualitatsanforderungen genUgen. In diesem Fall kann auf die Fertigung kein EinfluB genommen werden; es kOnnen lediglich Folgerungen fur die weitere Produktion gezogen werden. 
Kontrollkorten. Ein Fertigungsprozcfl wird mit Hilfc von Kontrollkarten in der Weise Uberwacht, daB von dem betrachteten Erzeugnis charakteristische Merkmale beurteilt werden und bei Abweichungen von dem SollmaB entschicden werden kann, ob diese zufallig oder wesentlich sind. Je nach der Art der Beurteilung unterscheidet man Kontrollkarten fur meObare und fur nichtmeBbare Merk• male. Der Aufbau und der Einsatz einer Kontrollkarte sollen an der Einzelwer1kar1e (Abb. 27.3-9) -bei anderen Kontrollkarten �st es entsprechend -dargestellt werden: Zur Oberwachung eines Merkmals wird bei der Produktion des betrachteten Gegenstands in bestimmten Abstanden aus den im letzten Zeitintervall gefertigten Stlkken durch Zufallsauswahl ein Stuck entnommen und das betrachtete MaD bestimmt. Diesen Wert tragt man stall in ein Buch Uber der Zeitmarke in die Kontrollkarte ein. Dcnkt man sich die Menge der Aufschreibungen als Haufigkeitsverteilung aufgetragen, so entsteht in vielen Fallen zumindest angenahert cine Normalverteilung. Tragt man ihren Mittelwert X als Mittellinie (ML) und die Werle X + 3s als obere und X - 3s als untere Kontrollinie (OK, UK) ein, dann mtissen in dem durch die Kontrollinien begrenzten Bereich 99,73% aller MeOwerte liegen. Hat man diese drei Linien durch Vorversuche gewonnen, dann kann der ProduktionsprozeB mit der 
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so aufgebauten Karte Uberwacht werden. Liegt ein MeBwert in dem Bereich, dann werden die Ab
weichungen vom Mittelwert als zufallig betrachtet. Die Abweichung ist wesentlich, sobald cine Ein
tragung auDerhalb der Kontrollinien erfolgt (in der Abbildung <lurch einen Pfeil bezeichnet). Jn 
diesem Fall ist vor einer Weiterproduktion der StOrungsgrund zu suchen. Das graphische Bild der 
Kontrollkarte gibt immer cine bessere Obersicht als cine Liste, es zeigt die Entwicklung des betrach
teten Merkmals wahrend der Produktion und gibt Hinweise zum Abstellen von Fehlern bzw. zur 
Neueinstellung der Maschine. Durch diese Eigenschaften ist die Kontrollkarte sehr operativ und 
gibt in Verbindung mit einer Fehlerursachenforschung auBerdem Hinweise auf hiiufig wiederkehrende 
Fehler und damit zur Anderung der Technologie. 

I I I +,I ti' 

27.3-9 Einzclwcrtkartc, ML Mittellinie, 
OK. UK obere und unterc Kontrollinie 

l(p) 

1,0 

0,6 

o., 

o., 

Risilro des 
Abnthmtrs 

'--

Risiko des 

Herstelltrs 

(z,nJ 

6 8 10 

27.3-10 Opera1ionscharak1eris1ik 

Stichprobe11plii11e. Der Einsatz von Kontrollkarten erfolgt, wenn wahrend der Fertigung eine laufende 
statistische Oberwachung stattfinden soll. Diese Methoden versagen im allgemeinen aber dann, 
wenn Material geliefert wird, dessen Qualitiit unbekannt ist, oder wenn w3.hrend der Fertigung auf 
eine Kontrolle verzichtet wird und nachtr3.glich eine Qualitatsuntersuchung stattfinden soil. In diesen 
beiden Fallen - bei der Eingangs- und bei der Endkontrolle - kOnnte man hundertprozentig kontrol
lieren. Das ist sehr kostspielig und aufwendig. AuBerdem ist selbst bei hundertprozentiger Kontrolle 
nicht die Garantie gegeben, daB - wie die Erfahrungen best3.tigen - alle fehlerhaften Teile gefunden 
werden. Man begntigt sich deshalb mit StichprobenprUfungen, indem aus der Qualitat einer aus der 
Lieferung gezogenen Stichprobe Uber Annahme oder Ablehnung der Lieferung entschieden wird. 
Die PrUfungen, hier z. B. Gut-Schlecht-Prllfung, werden nach einem Stichprobenplan durchgefuhrt. 
Einem Lieferposten von N Stuck wird eine Stichprobe im Umfang von II Stllck entnommen und ge
prtift. Enth3.lt sie mehr als z schlechte Teile, so wird der Lieferposten abgelehnt, bei hOchstens z 

schlechten Teilen wird er angenommen. Der Stichprobenplan ist danach durch das Zahlenpaar 
(z, 11) gekennzeichnet. Ihm liegt die Vorstellung zugrunde, daB der Fehlerprozentsatz in derStichprobe 
mit dem im Lieferposten Ubereinstimmt. Dies trifft nur mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit zu, 
so daB der Hersteller und der Abnehmer bei Annahme des Stichprobenplans ein Risiko eingehen, 
das aus der Operationscharakteristik zu ersehen ist (Abb. 27.3-10). Sie stellt die Annahmewahrschein
lichkeit L(p) fur die Lieferung in Abhangigkeit von deren AusschuBprozentsatzp dar, und ihre Form 
h3.ngt vom Stichprobenplan ab. Ihre Berechnung erfolgt im allgemeinen mit der Binomial- oder der 
Poissonvertei I u ng. 
Aus der Abbildung ist das Risiko des Herstellers bzw. des Abnehmers ersichtlich, d. h., es kann ab
gelesen werden, wie groB die Wahrscheinlichkeit dafur ist, daB eine Lieferung mit einem AusschuU-. 
prozentsatz p abgelehnt bzw. angenommen wird. Es ist eine Sache der Yereinbarung bei Yertrags
abschluB, einen Stichprobenplan zu wtihlen und mit Hilfe der Operationscharakteristik den zulas
sigen AusschuBprozentsatz p festzulegen. In der Praxis hat es sich eingebUrgert, einen solchen Plan 
zu wahlen, daB mit 95 % Wahrscheinlichkeit eine Lieferung mit p1 % AusschuB angenommen und 
eine solche mit p2% Ausschu8 (p1 < p2) in 90 % der Fa.lie abgelehnt wird. 

Biometrie. PEARSON definierte die Biometric als Lehre vo11 der A11we11du11g mathematischer (statisti
scher) Methoden bei der Untersuchung der Mannigfaltigkeit der Lebewesen. Bei der Erforschung 
der Gesetze und Erscheinungen des Lebendigen besteht eine unvergleichlich schwierigere Situation 
als z. B. in der Physik. Dort ist es mOglich, Experimente anzulegen, die reproduzierbar sind. Die 
Versuchsbedingungen kOnnen konstant gehalten werden, und nur die zu untersuchetlde Gr6f3e wird 
variiert, um so das gesuchte Gesetz zu finden. In der Biologie wirken dagegen sehr viele Faktoren, 
die vom Untersucher nicht beeinflul3bar sind, z. B. Wetterverhaltnisse in der Pflanzenzllchtung. In 
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der Medizin werden die Wege noch problematischer, da hier meist das Experiment, z. B. am Men
schen aus ethischen Grllnden, ausscheidet und oft nur die reine Beobachtung bleibt. Hinzu tritt 
auilerdem die quantitative Mannigfaltigkeit aller biologischen Werte und Malle, die als bio/ogische 
Variabilitiit bereichnet wird. Aus diesen Grunden ist cine gut durchdachte Versuchsplanung zur 
Anlage, Durchfuhrung und Auswertung der Versuche oder Beobachtungen unbedingt erforderlich. 
Im Laufe der Entwicklung der Biometric haben sich spezielle Verfahren zur Anlage von Versuchen 
bzw. Beobachtungen herausgebildet. Zur Auswertung der Versuche bzw. Beobachtungen wurden 
solche Methoden geschaffen, die besonders beriicksichtigen: 
I. den meist <lurch die oft schwere Erfullbarkeit derHomogenitatsforderung nur kleinen Stichproben
umfang; 
2. die Hii.ufigkeitsverteilungen, die sich nicht auf eine Normalverteilung zuriickfiihren !assen. 
Die Schwierigkeit, zugleich aber auch der Reiz der Biometric liegen darin, statistische Methoden zu 
finden, die dem vorliegenden Problem der Wirklichkeit am besten angepaBt sind. 
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Die Fehlerrechnung befaBt sich mit der Genauigkeit von Zahlenangaben und Rechenresultaten. 
Fehler, die auf falschen mathematischen SchluBweisen, auf der Nichtbeachtung der Rechengesetze, 
auf Fluchtigkeit und Unaufmerksamkeit bei der Rechnung beruhen, sind nicht Gegenstand der 
Fehlerrechnung. Sie enthebt daher den Rechnenden keineswegs der 3.ul3ersten Sorgfalt beiallen durch
zufuhrenden Rechenoperationen. 
Ein Schuler berechnet aus den Seiten der Langen a= 1,49, b = 5,32 eines Dreiecks und dem von 
ihnen eingeschlossenen Winkel der GrOOe y = 30

° die Lange der dritten 
Dreiecksseite c nach der Formel c = Va2 + b2 - 2ab cosy (s. neben
stehende Rechnung). Dem Lehrer ist das Resultat zu ungenau, er hat als 
LOsung c = 3,92 erwartet. Offenbar hat der Schlller beim Aufschlagen des 
cosy zuwenig Stellen berUcksichtigt. Es ergeben sich die Fragen, welchen 
Fehler im Resultat die vernachlissigten Stellen von cosy verursachen bzw. 
wieviel Stellen von cosy h3.tten berilcksichtigt werden mUssen, damit sich 
die gewUnschte Genauigkeit ergibt. 

a2 = 56,1001 
b2 = 28,3024 
a' + b' = 84,4025 
cosy = 0,87 
2ab cosy = 69,3334 
c' = 15,0691 
C = 3,88 

Niherungswerte. In praktischen Anwendungen sind Zahlenwerte gemessenerGrOI3en nur angenahert 
bekannt. Ein Kraftfahrer will mit seinem Wagen nach Berlin fahren. Ein Stra13enschild gibt die 
Entfernung mit 120 km an. Sein Wagen verbraucht durchschnittlich 9 1  Kraftstoff je 100 km. Er 
ilberschlagt daher den Kraftstoffverbrauch fur diese Fahrt zu (120 · 0,09 = 10,8) I. DasStral3enschild 
gibt jedoch nicht den ,,wahren Wert" seiner Fahrstrecke an, sondern nur einen Niiherur,gswert.
Fllr den Oberschlag hatte eine genauere Entfernungsangabe keinen besonderen Nutzen. Auch der 

durchschnittliche Kraftstoffverbrauch seines Wagens ist nur ein Nilherungs
wert (Abb. 28.1-1). 

I 21Berl·in 120k� Auch fur reine Zahlenwerte kOnnen vielfach our N3.herungswerte in Rech-
. _ �.!V nungen verwendet werden, da viele Zahlen sich im Dezimalsystem nur als 

unendliche Dezimalbrllche darstellen lassen, z. B. V2, n, lg 3. 
28-1•1 Diese Ent- Will man ausdrllcken, daB a ein N3.herungswert rnr·eine GrOl'le x ist, so 
�e;;

2
�n�s

i
����t;:/5t auf schreibt man gewOhnlich x � a; x ist der wahre Wert, a der NO.herungs-

gerundet wert; z. B. V2� 1,41; n: � 3,14; lg 3 � 0,4771. 
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Absoluter Fehler. Man beurteilt die Gtite eines Naherungswertes a nach seiner Abweichung vom 
wahren Wert x und nennt die Differenz a - x den absoluten Feh/er E = a - x. Ein Naherungswert a 
ist um so genauer, je kleiner sein absoluter Fehler ist; z. B. ist der N3.herungswert a1 = 0,666 67 fur 
x = 2/3 hundertmal so genau wie der Naherungswert a1 = 0,667. 

Naherungswert wahrer Wert absoluter Fehler relativer Fehler 

Korrektion. Will man aus dem Naherungswert a den wahren Wert x einer Gr08e erhalten, so muB 
man zu a die Korrektion k addieren, k = x - a= -e. 

Relativer Fehler. An Stelle des absoluten Fehlers t eines Naherungswertes a wird haufig sein relative, 

Fehler IE/xi angegeben. Er wird gewOhnlich in Prozenten ausgedrUckt. Dann lassen sich Naherungs
werte fur verschiedene Gr6f3en hinsichtlich ihrer Genauigkeit miteinander vergleichen. 

Beispiel I: FUr den wahrcn Wert x = 2/3 wird als Niiherungswert a1 = 0,67 und filr den wahrcn 
Wert y = 1/15 dcr N.iiherungswert a2 = 0,01 vcrwcndet. Die absoluten Fehler sind t1 = a1 - x 
= 0,67 - 2/3 = 1/300 und e2 = a, - y = 0,07 - 1/15 = 1/300; fur die relativen Fehler er
halt man [eifx[ = (1/300): (2/3) = 1/200 = 00005 £a 0,5% und [e2 /y[ = (1/300): (1/15) = 1/20 
= 0,05 � 5%. Obwohl die absoluten Fehler einander gleich sind, ist a1 ein zehnmal so gcnauer 
Niiherungswert fur x, wie cs a1 filr y ist. 

Schranken fur den absoluten Fehler. Jede Angabe Uber die GrOBe des absoluten bzw. des relativen 
Fehlers eines Niiherungswerts stellt cine Angabe Uber die Genaui'gkeit dieses Niiherungswerts dar. 
Meist ist der wahre Wert jedoch unbekannt, z. B. bei Niiherungswerten, die aus Messungen gewon
nen werden. Dann !assen sich weder der absolute noch der relative Fehler des Niiherungswerts be
rechnen. Man mull sich in einem solchen Fall damit begnilgen, Schranken filr den absoluten bzw. 
den relativen Fehler des Niiherungswerts anzugeben. Unter einer Schranke fur den absoluten Fehler 
eines Niiherungswerts a versteht man eine positive Zahl Lia, die nicht vom Betrag des absoluten Feh
lers Ubertroffen wird. Es gilt die Ungleichung -Lia� t � Lia oder a - Lia� x �a+ Lia. 

Durch die Angabe einer Schranke Lia ist somit zugleich cine untere und cine obere Wer/schranke file 
x gegeben. Dafilr schreibt man kurz x � a (±Lia) oder auch x =a± Lia. Die Schranke Lia file 
den absoluten Fehler von a gibt AufschluO Uber die Genauigkeit von a. Je kleiner Lia ist, um so 
genauer ist der Niiherungswert a. Sind andererseits fur cine GrOBe x zwei Wertschranken x1 und x1 

so bekannt, dal3x1 �x�x2 , so ist a= (x1 + x2 )/2 ein Niiherungswert fur x mit Lia= (x2 - x1 )/2. 

Schranken fi.ir den relativen Febler. Bei technischen Oaten findet man oft die Genauigkeit in der Form 
x� a(±d · 100%) oder auch x =a± d · 100% angegeben; die Gr08e d = ILfa/al ist eine Schranke 
filr den relativen Fehler von a. 

Beispiel 1: Auf einem Kondensator ist die Kapazitat mit 250 pF ± 10% angegeben. Der relative 
Fehler des Naherungswerts a= 250 pF betr8.gt 6 = 0,1. Daraus ergibt sich als Schranke fur den 
absoluten Fehler Lia= a· d = 25 pF. Der wahre Wert der Kapazitat liegt danach zwischen 225 pF 
und 275 pF. 

Werden Niiherungswerte fur Zahlen wie n, V2, lg 3 mitgeteilt, so verzichtet man gewOhnlich auf cine 
besondere Angabe der GenauigkCit. Die Darstellung derartiger N3herungswerte ist gewissen Regeln 
unterworfen, die sofort auf die Genauigkeit der Zahlenangaben schlieIJen !assen. 

Verkiirzen. Die Zahl n lii.Bt sich nur durch einen unendlichen Dezimalbruch darstellen. In einer 
Tafel findet man z. B. furn angegcben n = 3,141 592653 589 ... Die Tafel gibt dam it als Niiherungs
wert furn cine auf 12 Stellen verkUrzte Dezimalzahl an. Beim Verkiirzen eines unendlichen Dezimal
bruchs wird seine Ziffernfolge an einer bestimmten Stelle lediglich abgebrochen. Durch drei Punkte 
deutet man an, daf3 an sich weitere Ziffern folgen wUrden. Dabei sind die angegebenen Ziffern 
giiltige Zijfern, d. h., die Ziffernfolge des verkUrzten Dezimalbruchs stimmt bis zur Stelle, an der die 
VerkUrzung vorgenommen wurde, vollstiindig mit der Ziffernfolge des unverkUrzten Dezimalbruchs 
Uberein. 
Die Zahl n, auf vier Dezimalen verkUrzt, lautet demnach n = 3,1415 . Hinter der letzten Ziffer 
einer verkUrzten Dezimalzahl kann als niichste Ziff er jede der Ziffern Obis 9 folgen. Verwendet man 
daher eine auf k Ziffern verkOrzte Zahl als N3herungswert, so ist der absolute Fehler dieses Nahe
rungswerts negativ und dem Betrag nach kleiner als eine Einheit der Ordnung der letzten mitgeteilten 
Ziffer. Eine auf k Dezimalstellen nach dem Komma verkUrzte Zahl hat mithin einen Fehler, der 
kleiner als JQ-t ist; z. B. ist fur :ii= 3,1415 der absolute Fehler kleiner als 10-4 = 1/10000. 



662 28. Febler-, Ausgleichs- und Niiberungsrechnung 

Runden. Eine gebrauchliche Methode, Dezimalstellen abzukUrzen, ist das Runden der Zahlen. Dabei 
bleibt beim Abrunden wie beim VerkOrzen die letzte beibehaltene Ziffer unverandert, wenn auf sie 
cine 0, I, 2, 3 oder 4 folgt, beim A11fnmden wird die letzte beibehaltene Ziff er um 1 erhOht. Man 
rundet auf, wenn die unmittelbar folgende Ziff er cine 5, 6, 7, 8 oder 9 ist. Ein auf vier Dezimalstellen 
gerundeter Naherungswert furn lautet demnach :i = 3,1416; sein absoluter Fehler ist kleiner als 
10-4/2. Befolgt man diese Regel, so hat man die Gewahr, daO der absolute Fehler einer gerundeten 
Zahl dem Bet rag nach kleiner als ei ne halbe Einheit der Ordnung der letzten angegebenen Ziff er ist. 
Er kann positiv, aber auch negativ sein. Nur in dem Fall, daB die erste vernachlassigte Zitfer cine 
5 ist, der nur Nullen folgen, betragt der Rundungsfehler genau cine halbe Einheit der Ordnung der 
letzten mitgeteilten Ziff er. Man pflegt in diesem Fall so zu runden, daB die letzte beibehaltene Ziffer 
stets gerade wird. Es waren z. B. 1/8 = 0,125000 auf 0,12, aber ¼o = 0,17500 auf 0,18 zu runden. 
Zuverlilssige Ziffern. Die Zitfern einer gerundeten Zahl brauchen nicht alle giiltige Ziffern zu sein, 
denn sic kOnnen durch Aufrunden entstanden sein. Aber cine richtig gerundete Zahl hat nur zuuer
lt1ssige Ziffern. Dabei heiBen alle Ziffern eines Naherungswertes zuverlassig, wenn der absolute Fehler 
dieses Ntiherungswertes hOChstens cine halbe Einheit der Ordnung der letzten mitgeteilten Ziffer 
betr3gt. 
Beispiel 3: In einer funfstelligen Tafel der Quadratwurzeln findet man fur V39 den Wert 6,24500 
angegeben. Dieser Wert hat nur zuverl3ssige Ziffern, denn sein absoluter Fehler ist kleiner als 
5 · 10-6• Seine letzten drei Ziffern sind jedoch keine gultigen Ziffern, denn J/39 = 6,244 997 9 .. 
Enthalt daher ein Naherungswert nur zuverlassige Ziffern, so braucht cine Genauigkeitsangabe 
nicht zusatzlich zu erfolgen. 1st andererseits fi.ir einen Naherungsw.!rt die Genauigkeit nicht ange
geben, so muB man annehmen, daD alle seine Ziffern zuverlassig sind. Dies trifft insbesondere 
fur alle Zahlenangaben in mathematischen Tabellenwerken zu. 

Sind keine Mi8verst3.ndnisse zu befurchten, so schreibt man vielfach x = a an Stelle von x � a, 
wenn a ein durch Runden entstandener N3herungswert fur x ist. 
Wesentliche und unwesentliche Ziffern. Beim Runden von groBen Zahlen ergibt sich eine Schwierig
keit; rundet man z. B. die Zahl 1778 auf Hunderter, so erhalt man 1 800. Diese Zahl ist zwar richtig 
gerundet, enthalt aber nicht nur zuverlassige Ziffern, da der absolute Fehler grOBer als 0,5 ist. An die 
Stellen der vernachlassigten Ziffern 7. und 8 sind Nullen getreten. Sic dienen lediglich zur Festlegung 
der GrOBenordnung der gerundeten Zahl. Man bezeichnet sic als unwese111/iche Ziffern. Das Mit
fuh ren von unwesentlichen Ziffern (Nullen) kann bei Genauigkeitsbetrachtungen MiOverstandnisse 
hervorrufen. Man verwendet deshalb mit Hilfe der Zehnerpotenzen eine andere Schreibweise. Im 
vorliegenden Fall schreibt man 18 · 102 fur die gerundele Zahl. 1st aber die Zahl 1799,7 zu runden, 
so sind im Erge bnis 1800 die beiden Nullen wesentliche Ziffern. Sic sind mitzuftihren, z. B. in der 
Form 1,800 · 103• 
Das Runden gerundeter Zahlen. Einer weiteren Schwierigkeit begegnet man, wenn bereits gerundete 
Zahlen ncx-hmals gerunde1 werden sollen; wird z. B. die Zahl 0,474 7 auf zwei Dezimalslellen gerundet, 

so ergibt sich 0,47; rundet man jedoch erst auf drei Stellen und darauf 
die gerundete Zahl nochmals auf zwei Stellen, so erh3lt man zun3chst 
0,475 und schlie111ich 0,48. Die letzte Ziff er istjetzt nicht mehr zuverl3.s
sig. Diese Unsicherheit beim mehrmaligen Runden tritt immer dann 
auf, wenn die letzte Ziffer zu einer 5 gerundet-werden muO. Es ist da
her fur eventuelle weitere Rundungen nUtzlich, bei gerundeten Zahlen 
zu markieren, ob cine 5 in der letzten Stelle echt, <lurch Aufrunden oder 
durch Abrunden entstanden ist; z. B. wird cine 5 hiiufig durch einen 

28_ 1.2 Kennzeich.nung der darUbergesetzten Strich bzw. durch einen Punkt gekennzeichnet, je 
an der letzten Stelle ste- nachdem, ob sie durch Aufrunden entstanden ist oder ob die ihr folgen-
henden Funr in einer Log- den Ziffern abgeworfen wurden (Abb. 28.1-2); 2,614 6 � 2,615 R:i 2,61.; 
arithmentarel 2,615 3 � 2,61 S � 2,62. 

Genauigkeit des Resultats beim Rechnen mit Niherungswerten 
Eingangs- und Rechnungsfehler. Ffih.rt man cine Rechnung mit N3herungswerten <lurch, so wird das 
Resultat im allgemeinen ebenfalls nur angenahert richtig sein. Dabei hiingt die Ungenauigkeit des 
Resultats in erster Linie von den Fehlern der in die Rechnung eingehenden Niiherungswerte ab. 
Den hierdurch bedingten Fehler des Resultats nennt man Eingangsfehler. Ferner ergibt sich, z. B. 
<lurch Auf- und <lurch Abrunden, im Verlauf der Rechnung selbst ein gewisser Fehler. lhn nennt man 
Rechnungsfehler. Der Rechnungsfehler muO stets kleiner sein als der Eingangsfehler, sonst wfirde 
die Genauigkeit der Eingangsdaten nicht voll ausgenutzt. Der Rechnungsfehler soil etwa 1/10 des 
Eingangsfehlers betragen. Man kann dies erzielen, indem man wahrend des Rechenganges einige 
Dezimalstellen als SchwzsreJJen oder Obersre/Jen mehr mitfuhrt und erst im Ergebnis auf die den 
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Eingangsdaten entsprechende Genauigkeit rundet. Im allgemeinen komrnt man mit ein bis zwei 
Schutzstellen aus. 
Methode der Wertschranken. Die exakteste Bestimmung der Genauigkeit eines Rechenresultats 
lieFert die Methode der Wertschranken. Dabei ermittelt man aus der unteren und der oberen Wert• 
schranke der Eingangswerte cine untere und cine obere Wertschranke fur das Resultat. Filr die 
Grundrechnungsarten !assen sich aus der von MOORE begrilndeten lntervallrechnung einfache Regeln 
angeben. In ihr wird jede Zahl x durch das kleinste rational datstellbare abgeschlossene Intervall 
[a, b] ersetzt, in dem sie liegen muil. In Verallgemeinerung der Operationen mit Zahlen erhalt man 
die arithmetischen Operationen mil Jnteri.:allen Es ist 

-[a, b] = [-b, -a], 
(a, b] + [c, d] = [a+ c, b + d], 
[a, b] - [c, d] = [a - d, b - c] 
(Abb. 28.1-3). 

28. 1-3 Intervalle fur z
1 

+ z
2

, fur z2 und rilr z1 - :.
7 

·d -c 

a-d 

z, z, 
d a b 

z1 -z2 
a b 

b-c a,c 

Die Additionsregel z. B. la.Gt sich wie folgt ableiten: Aus a ¾ x � b folgt zun�ichst a + y ¾ x + y 
� b + y. Bei c � y ,< d folgt dann aber a + c ,< x + y ,< b + d. 
Fllr die Rechenarten der zweiten Stufeerh3.lt man: {a,b} · {c,d] = (min (ac,ad, be, bd), max(ac,ad,bc,bd)] 
und [a, b]: [c, d] = [min (a/c, a/d, b/c, b/d), max (a/c, a/d, b/c, b/d)]. 
Sind [a, b] und [c, d] positive Intervalle, so wird [a, b] · [c, d] = [ac, bd] und [a, b]: [c, d] = [a/d, b/c]. 
Beim Runden im Verlauf der Rechnung hat man zu beachten, da0 untere Wertschranken beim Run
den nur verkleinert, obere nur vergr08ert werden di.irfen. 
Beispiel J: Aus den Langen des oberen Radius 
r2 � 61 (±0,5) mm, des unteren Radius r1 

� 74 (±0,5) mm und der Mantellinie s � 82 
(±0,5) mm eines geraden Kreiskegelstumpfes 
ist die seiner HOhe h zu berechnen. Die Formel 
lautet 

h = Vs' - (r, - r2 )2 . 
Nach der nebenstehenden Rechnung ergibt sich 
als untere Wertschranke des Resultats 80,28 mm, 
als obere Wertschranke 81,63 mm. Man kann 
das Ergebnis zusammenfassen zu h � 
80,955(±0,675) mm oder in einer etwas gr0beren 
NAherung zu h""' 81,0 (±0,8) mm. 

r1 - r2 

(r1 - r2)2 

s' 
h' 
h 

Wertschranken 
untere obere 

Mit Hilfe der arithmetischen Operationen mit Intervallen !assen sich rationale lnterva/1/unktionen 
erkl3.ren, die im numerischen Verfahren andere Funktionen ersetzen mU:ssen. 

Beispiel 2: Die Potenzfunktion /(x) = xt mit positivem ganzzahligem Exponenten k ist als k-fache 
Multiplikation von x mit sich selbst erkl3rt; man erhiilt deshalb filr x = [x1, x2] als lntervall filr 
die Potenzfunktion: 

xk = [x,, x2]k = (min (xL xt-1x2, xt-2xj, ... , x!), max (xt, x�-1x2 , ... , xi)].

Methode der Fehlerschranken. Die Methode der Wertschranken berUcksichtigt sowohl den Eingangs
als auch den Rechnungsfehler. lhre Anwendung ist jedoch sehr zeitraubend, da jede Rechnung 
zweimal ausgefuhrt werden mu0. 
1st man nur am Eingangsfehler interessiert, so fuhrt die Methode der Fehlerschranken schneller zum 
Ziel. Sie ist zwar nicht so streng, bietet aber den Vorteil. dal3 man aus der Genauigkeit der Eingangs
daten unmittelbar eine geniiherte Fehlerschranke fur das Resultat finden kann. Die Methode der 
Fehlerschranken beruht auf folgendem Prinzip. 
Es soll cine Funktion /(x 1, x2, ••• , x11) von k Veriinderlichen berechnet werden. Fllr die zur Berech
nung notwendigen Werte x1 , x2, .•• , xa: stehen nur Niiherungswerte a1 , a2, ••• , aa: zur Verfilgung. 
Abzuschatzen ist der Fehler, mit dem das Resultat behaftet ist, wenn man die Rechnung mit den 
Naherungswerten a, •... ,at durchfiihrt. Die Niiherungswerte m0gen die absoluten Fehlere1 = a1 -x1, 
e2 = a2 - x2, ••. ,et = a11 -x11 haben, die sehr klein gegen die Werte a1 sein sollen. Das exakte 
Resultat ware 

f(x1 , x2, ••• , xa:) = /(a1 - e1 , a2 - t2, ••• ,ak -ea:). 
Entwickelt man die rechte Seite dieser Gleichung nach dem aus der Differentialrechnung bekannten 
Verfahren in cine Reihe, so erh3lt man bis auf Gr013en h0herer Ordnung in den absoluten Fehlern e1 

f(x,, ... ,x,)=f<a,, ... ,a,)-e,�-,,�- ··· - ,,�. 
Ox, Ox2 Oxt 
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Hierbei sind die partiellen Ableitungen von /(x1 , •••• x11) an der Stelle x1 =a1 ,x2=a1 , ... ,xt=a.t zu bilden,. Aus dieser Gleichung ergibt sich bis auf GrODen hOherer Ordnung in den t1 fur den ab-
soluten Fehler des Resultats der Ausdruck 
e1 = f(a1 , ... , a.) - f(x,, ... , Xt) = E1fx1(a1 , •··, Dt) + E2/x1(a1 , ••• ,a,,)+···+ Etfx,}a1 , ... , D,t), 
Der absolute Fehler EI 

liiDt sich sornit dem Betrage nach folgendermal3en abschiitzen: 
l•,1 ,;;; I•, II/,,(a,, •··, a,)I + l•,1I/,.(a,, •··, a,)I + ··· + l•,l I1,,(a,, •· •, a,)I. 

Kcnnt man Schranken Llo1 , Lla2 , ••• , L1a4 filr die absoluten FehJer e1 , t1 , .•. , E1r , so kann man diese 
Ungleichung noch verschiirfen zu 

J,,J,;;; Llai Jf,,(a,, ... , a,)I + Lla,l/,,(a1 , ... , a,)I + ··· + Lla,ll,,(a1 , ..• , a,)I - Llf 
Der Wert Af gibt in guter N3herung cine Schranke fur den absoluten Fehler des Resultats an. 

Grundgleichung zur Abschiitzung der Genauigkeit von Rechenresultaten 
Llf = Lla,lf,,(a1 , ••• , a,)I +Lla,lf,,(a1, ••• ,a,)I + · · +Lla,lf,,(a,, ... , a,) I 

Nach dieser Gleichung l3f3t sich aus den Fehlerschranken der in die Berechnung eingehenden Naherungswerte eine Fehlerschranke fur das Resultat berechnen. Die Vernachlassigung bei ihrer Ab
leitung von Gliedern hOherer Ordnung in den absoluten Fehlern e1 (i = I , ... , k) wirkt sich in der 
Praxis kaum aus. 
Anwendung der Methode der Fehlerschranken auf die elementaren Rechenoperationen. Sind a und b Naherungswerte mit den Fehlerschranken Lia und Lib fur die in die Rechnung eingehenden GrOBen 
x und y, so nimmt die Grundgleichung folgende Formen an: 
Addieren: f(x, y) - x + y; 11,I = I; J/,I = I; LI/= Lia+ Lib. 
Subtrahieren: f(x, y) = x - y; I/,I = I; li,I = I; LI/= Lia+ Lib. 
Die Summe der Feh/erschranken zweier Nilherungswerte stellt eine Schranke fiir den absoluten 
Fehler der Summe und der Di_fferenz der beiden Nilherungswerte dar. 

Multiplizieren: f(x, y) = xy; Jf,I - Jyl; '.J;,: = JxJ; Llf = JaJ Lib+ Jbl Lia; 
Division durch Jf(a, b)I = JabJ ergibt Ll//l/I = Lla/laJ + Llb/lbl. 
Dividieren: f(x, y) - x/y; l/,I = 1/lyJ; li,I = JxJ/y'; LI/= Lla(l/lbl) + Llb(lal/b'); 
Division durch I/(a, b)I = la/bl ergibt Ll//1/I = Lia/Jal + Llb/lbl. 
Die Summe der Schranken fiir den relativen Fehler zweier Niiherungswerte stel/t eine geniiherte 
Schranke fiir den relativen Fehler des Produkts und des Quotienten der Niiherungswerte dar. 

Potenzieren: f(x) = x'; I/,I = J11x"-1I; Llf= Llalna"-'J; 
Division durch Jf(a)I = Ja"I ergibt Llf/111 = Jnl (Lia/Jal). 
Das n-fache der Schranke fiir den relativen Fehler tines Niiherungswertes isl eine geniiherte Schranke 
fiir den relativen Fehler der n-ten Potenz dieses Niiherungswertes. 

Die Methode der Fehlerschranken 13.Bt sich auch bei komplizierteren Berechnungen anwenden, die Ober die Bildung von Sumrnen, Differenzen, Produkten und Quotienten hinausgehen. 
Formeln zur Fehlerrechmmg: x, y wahre GrOBen, a, b ihre N3herungswerte, Lia, Lf b Fehlerschranken 
Rechenart f(x,y) 

Addieren x+y Subtrahieren x-y 
Multiplizieren xy 

Dividieren x/y 

Potenziercn x" 

allgemein f(x,y) 

Schranken fur den absoluten Fehler LI/ 
Lia +Lib 
Lia +Lib 
Llalbl + Llblal 

Llalbl + Llblal 
b' 

LlaJna"·'I 
Llal/,(a, b)I + Llblf,(a, b)I 

Schranken fur den relativen Fehler Llf/111 

(Lia+ Llb)/la + bl (Lia +Lib)/ a- b 
Lia Lib 
7ai" + w
Lia Lib 
7ai" +w 

Lia l•l 7a1
LlaJf,(a, b)I + Llblf,(a, b)I 

I/(a,b)J 
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Beispiel 3: Die Berechnung des Ausdrucks / = ab/e fiir a = 2 ± 0, I, b = 4 ± 0,2, e = 2,5 ± O, I 
ergibt / = (2 · 4)/2,5 = 3,2 mit einem relativen Fehler Ll//l/1 = Ll a/lal + Llb/lbl + Lie/lei 

= 0,1/2 + 0,2/4 + 0,1/2,5 = 0,14 � 14% und einem absoluten Fehler LI/= 3,2 · 0,14 = 0,448. 
Das Ergebnis lautet / = 3,2 ± 0,448. 
Beispiel 4: Filr den Fl3.cheninhalt eines Dreiecks aus den Liingen der beiden Seiten a r.:.:-J 5,2 
(±0,05) cm, b,., 3,4 (±0,05) cm und dem eingeschlossenen Winkel der Grtille y,., 35° (±IO') 
erhiilt man (Abb. 28.1-4) 
A= ½ab sin y Fl:,$ 5,070 cm1. Die Fehlerabsch3.tzung ergibt 
LIA = 1 /,LlaJbl · I sin YI + ½ lal JLlbl · I sin YI + ½la! · lbl · Jcos YI Lly, 
LIA/JAi = Lia/Jal + Ll b/Jbl + Jcos y/sin ,1 Lly = 0,05/5,2 + 0,05/3,4 + 1,428 · 0,0029 
= 0,0096 + 0,0147 + 0,0042 = 0,0285 � 2,85%, mithin: LIA= 5,070 · 0,0285 cm'=0,144 cm' 
oder A,., (5,070 ± 0,144) cm'= 5,070 cm' (±2,85%). 

Die Grundgleichung der Methode der 
Fehlerschranken verknllpft die Schran
ken fur die Fehler der Eingangswerte 
mit der Schranke fur den Fehler des 
Resultats einer Rechnung. Geht in die 
Rechnung nur ein einziger N3.herungs
wert ein, so kann man aus der Grund
gleichung berechnen, mit wekher 
Genauigkeit dieser Niiherungswert be
stimmt werden mull, um cine ge
wUnschte Genauigkeit des Resultats 
zu erzielen. Die Grundgleichung lautet 
in diesem Falle LI/= Jf'(a)J Lia, wenn a 
und Lia den Naherungswert und seine 
Fehlerschranke bezeichnen. Soll das 
Resultat einen gewissen Fehler L10 
nicht Obersteigen, so muB L1f < L10 , 
also Lia < Ll0/lf'(a)J sein. 

C' 

28.1•4 Das wahrc zu berechnende Dreieck liegt zwischen den Dreiecken A"BC" und A'BC' 

Beispiel 5: Wieviel Stellen mOssen von cosy berllcksichtigt werden, damit bei der Berechnung 
der Lange c der dritten Dreiecksseite aus denen der beiden Seiten a= 1,49 cm und b = 5,32 cm 
und aus der GrOOe y = 30° des eingeschlossenen Winkels der absolute Fehler des Resultats kleiner 
als 0,005 cm bleibt? - Es ist e =Va'+ b2 - 2ab cosy, 

Oe ab ab 
somit 

o(cos y) Va' + b' _ 2ab cos Y e 
und Lie = Ll(cos y) · ab/e =Ll(cos y) • I 0,2 . 

Da Lie< 0,005 sein soil, muB LI (cosy)< 0,005/I0,2 = 4,9 · 10-• sein. 
Der Wert von cosy ist somit auf mindeslens drei S1elle11 genau zu bestimmen. 

Hangt das Resultat einer Rechnung von mehreren Eingangswerten ab, so wird die Aufgabe, aus der 
Grundgleichung fur die Fehlerrechnung die Genauigkeit der Eingangsdaten bei vorgeschriebener 
Genauigkeit des Resultats zu bestimmen, allerdings unbestimmt. Es steht nur eine lineare Gleichung 
zur Berechnung mehrerer Unbekannter zur Verfugung. Man kann aber an Hand der Grundgleichung 
die GrOOe des Einflusses der Einzelfehler auf das Resultat absch3.tzen, um zu erkennen, welche 
Eingangswerte besonders genau zu wahlen sind. 

Beispiel 6: Das Volumen cines geraden Kreiskegels ist zu bestimmen. Gemessen werden die Langen 
des Durchmessers vom Grundkreis d � 16 cm und die der HOhe h � 32 cm. Wie genau mllssen die 
Messungen sein und wieviel Stellen von n mUssen bei der Rechnung berllcksichtigt werden, damit 
der relative Fehler des Resultats I % nicht Ubersteigt? -
Das Volumen des Kegels betr3.gt V = (l/12) · nhd 1 . Sind L1n, L1h und Ltd die Schranken fur die 
absoluten Fehler von n:, h und d, so ergibt sich als Schranke filr den relativen Fehler des Volumens 
LIV/V=Ll n/n +Ll h/h + 2Ll d/d. Aus der Bedingung LIVJV< 0,01 erhiilt man die Ungleichung 
0,31831Lln + 0,03125Llh + 0,125.M< 0,01. 
Eine eindeutige Absch3.tzung von Lin, Lth, Ltd an Hand dieser einzigen Bcziehung ist nicht mOglich. 
Man erkennt aber, da8 cin Fehler bei der Ermittlung der Lange des Durchmessers· einen etwa vier
mat so starken EinfluB auf den Fehler des Resultats ausllbt wie ein Fehler bei der HOhenmessung. 
Seine Lli.nge muB deshalb besonders sorgfaltig gemessen werden; eine Genauigkeit von Ltd= 0,1 cm 
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C' genilgt nicht. Der relative Fehler des Resultats kOnnte 
allein durch dicscn Fehler .schon 1,25 % betragen. MiDt 
man diese Linge mit eincr Gellauigkeit von 0,5 mm, so 
ist !Jd = 0,05 mm, und die beiden Ubrigen Fehlcrschran
ken mii81en der Bedingung 0,31831,fa + 0,03125Llh 
< 0,003 75 geniigen. 
Der Fehler der HOhenmessung dUrfte dann hOChstens 
1,2 mm bctragen, und n milBte. fehlerfrei sein. Stcigert 
man dieGenauigkeit der HOhenmessung auf .dh = I mm, 
so ergibt sich fur den Fehler von :n die Schranke 
0,31831,1,i < 0,000625 oder Lin< 0,002. Diese For
derung kann man erfiillen, !ndem man filr n den auf 
zwei Stellen gerundetcn Wert 3, 14 vcrwendet. Man kann 
somit das Volumen des Kegcls mit einer Gcnauigkeit 
von mindestens I % bercchnen, wenn man die Lange des 
Durchmessers mit einer Genauigkcit von .1d = 0,05 cm, 
die HOhe mit der Genauigkeit Ah= 0,1 cm miBt und 
:i - 3,14 setzt (Abb. 28.1-5). 

:!8.1-5 Ocr AufriU des wahrl'n Kreisk.cgds liegt zwischen den Figurcn A'B'C' und A"B"C" 

Mell- und Beobachtungsfehler 

MeOfehler. 1st der Naherungswert a fur eine Gr613e x aus einer Messung gewonnen worden, so be
zeichnet man den absoluten Fehler e, = a - x auch als Meftfehler oder wahren Fehler. Derartige 
Mel3fehler sind, wenn man von groben Fehlern absieht, die z. B. durch Unaufmerksamkeit oder 
falsche Handhabung des Me8ger3ts �ntstehen k6nnen, nicht vermeidbar. Sic k6nnen verursacht 
werden durch Schwankungen iiuBerer Einflllsse, z. B. der Temperatur, des Luftdrucks oder der Luft
feuchtigkeit, durch technisch bedingte Abweichungen des Mel3ger3ts von theoretischen Werten, 
z. B. bei einer Kreisteilung ode, heim Aufeinandersenkrechtstehen bestimmter Achsen im Theodolit, 
und schliel3lich als subjektice Fehler <lurch den Messenden selbst beim Einstellen und Ablesen des 
Me0ger3ts. Konstante · Geriite/ehler haben keinen EinfluB a11f gemessene Differenzen, z. B. beim 
Messen einer Prozelklauer mit einer genau gehenden, aber falsch gestellten Uhr. Systematische 
Geriitt>/ehler sucht man <lurch Justieren in Vorversuchen zu erfassen und ihren EinfluB rechnerisch zu 
eliminieren, z. B. bei t:iner Zeitmessung mit -einer Uhr, die im Verlauf eines Tages regelm3Big um 
funf Minuten vorp:eht. 

Beobachtungsfehler. Anders verha.It es sich mit unregelmiifJigt>n oder zufiilligen MejJ/eh/ern. Sie sind 
zwar ebenfalls unvermeidbar, ihre Elimination ist jedoch nicht immer m6glich. Gr6Btenteils sind 
die auf den Beobachter zurllckgehenden subjektiven Fehler zu den zufiilligen Fehlern zu rechnen. 
Sie werden dann als Beobachumgsfehler bezeichnet. Zufallige Fehler k6nnen aber auch <lurch unkon
trollierbare, zufollige Einflllsse Wahrend des MeBvorgangs hervorgerufen werden. 
An sich geniigt eine einzige Messung, um fur cine Gr613e x einen N3herungswert a zu erhalten. Aus 
dieser einen Messung kann aber nichts Uber den zufalligen Mel3fehler t: = a - x ausgesagt werden. 
Er kann einmal gr613er, ein andermal kleiner, positiv oder negativ sein. Je�och la.Bt sich aus der 
Kenntnis des justierten MeBgerats und bei Kenntnis der Sorgfalt und der Obung des Beobachters 
cine Schranke Lia fur den MeBfehler angeben, die sicher nicht Uberschritten, aber vielfach ver
h3ltnism30ig grob sein wird. Daher fuhrt man die Messung nicht nur einmal, sondern mehrmals 
aus und laBt die einzelnen Messungen, wenn m6glich, von verschiedenen Beobachtern vornehmen. 
Sind II Messungen fur cine GrOBe x ausgefuhrt worden, so stimmen die n Me8resultate a1 , a2, . ·:, 

an in der Regel nicht vOllig i.iberein, besonders dann nicht, wenn hohe Forderungen an die Ab
lesegenauigkeit gestellt werden, wenn Werte zwischen den Teilstrichen der MeBskalen geschatzt 
werden mllssen. Solche Sch3tzungen enthalten stets ein subjektives Moment des Beobachters. Fer
ner wird die Einstellgenauigkeit von Messung zu Messung etwas schwanken. Eine rein physiologi
sche Fehlerquelle ist auch dadurch gegeben, dall die Feststellung von Koinzidenzen mit dem blol3en 
Auge nicht einwandfrei mOglich isi. 
Aus den n Mel3resultaten a1 ergeben sich n Gleichungen £1 = a1 - x, e2 = a2 - x, . .. , e,,. = a,. 

- x 

fur die n wahren Fehler £1 der Messungen und den unbekannten wahren Wert x, also fur (n + I) 
Unbekannte. Die Ausgleichsrechnung entwickelt Verfahren, einen m6glichst guten Naherungswert a 
fur x zu gewinnen und seine Genauigkeit zu berechnen. Die MOglichkeit einer LOsung dieser Pro
bleme beruht auf der Tatsache, da8 die Beobachtungsfehler £1 , obwohl sie im Einzelfalle unkontrol
lierbar gr6Ber oder kleiner, positiv oder negativ sein ktinnen, im ganzen gesehen einer strengen 
Gesetzm38igkeit unterliegen. 
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Das Fehlerverteilungsgesetz von GauB. GAUSS war einer der ersten, der auf die GesetzmiiBigkeiten der Beobachtungsfehler hinwies. Diese Gesetzm3.fligkeiten !assen sich aus der Dichtefunktion p(x) der Normalverteilung einer stetigen ZufallsgrOBe herleiten (vgl. Kap. 27.2. - Einige wichtige Verteilungen). Hier soll nur kurz das Resultat mitgeteilt werden. Triigt man auf der Abszissenachse die Gr60e £ der Beobachtungsfehler x - b ab und wiihlt als Ordinate die relative Haufigkeit, mit der ein Beobachtungsfehler der GrOBe E jeweils auftritt, so kann die entstehende HOufigkeitsverteilung durch das GauDsche Fehlerverteilungsgesetz beschrieben werden. Die Funktion q,(t) ist die Verteilungsdichte einer Gauftvertei
lung mit dem Erwartungswert O und der Varianz a2• Das Bild dieser Funktion hat eine glocken-

GauBsches Fehler- I [ •' ] verteilungsgesetz 'I'(•) = � exp -1a2"" 
formige Gestalt, erstreckt sich Uber die ga11ze Abszissenachse (-oo < E < +oo), hat ein Maximum an der Stelle E = 0 und Wendepunkte filr £=-a und £=+a (vgl. Abb. 27.2-16). Filr grol3e Werle a verliiuft die Kurve q,(e) flach und breit, filr F hi Wahrschein-kleine a dagegen steil und schmal. Mit Hilfe des GauBschen � erk lichkeit Fehlerverteilungsgesetzes kann man die Wahrscheinlich_�eit dafilr 1 �ar e p berechnen, daB ein Beobachtungsfehler seiner GroBe nach __ -_" __ ,__ ___ _ �;����nt,e���g�hranken -LI und +LI liegt. Diese Wahrschein- 0,67" 00,0500683 � •• (1 

P(-Ll,s;;«,;+Ll)=fq,(e)de. 1,96" 0,950 -• 2,00 u 0,954 Gewbhnlich wird die Fehlerschranke LI in Einheiten von a aus- �•:" g:::: gedriickt. Man setzt LI = ).u (.< > 0, u > 0). ' " Die Auswertung des Fehlerintegrals ergibt, daB ein Beobachtungsfehler E dem Betrage nach die Schranke LI = ).a mit den in der Tabelle angegebenen Wahrscheinlichkeiten P nicht Uberschreitet. 1st somit bei einem MeBvorgang die Streuung G des zugrunde liegenden Fehlerverteilungsgesetzes bekannt, so !assen sich Schranken LI = ).a angeben, die mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit vom Beobachtungsfehler nicht ilberschritten werden. In der Praxis ist u meist unbekannt. Die Ausgleichsrechnung zeigt, wie man aus mehreren MeBwerten filr eine GrOBe x den Wert von G schatzen und mit Hilfe des GauBschen Fehlerverteilungsgesetzes zu Aussagen Uber den Beobachtungsfehler gelangcn kann. 

28.2. Ausgleichsrechnung 

Die Ausgleichsrechnung wurde im wesentlichen von GAUSS entwickelt und auf die Berechnung von Kometenbahnen sowie von Triangulationen angewendet, zu dencn er selbst die Messungen durchgefiihrt hatte. Auch heute noch sind diese Verfahren bei der Bearbeitung astronomischer und geodiitischer Messungen unentbehrlich und werden darllber hinaus auf alien Gebieten vorteilhaft angewendet, in denen Beobachtungs- und MeBergebnisse exakt auszuwerten sind. Mit Hilfe der Ausgleichsrechnung kOnnen aus fehlerbehafteten MeBwerten Sch3.tzwcrte (Niiherungswerte) fur die zu messen• den GrOBen bestimmt werden, und deren Genauigkeit kann angegeben werden. 
Die Metbocle der kleinsten Quadrate 

Werden n voneinander unabhiingige Mcssungen a1, a2 , ••• , a,, zur Bestimmung von n GrOBen y1, y2, •.. , y,, ausgefilhrt, so gilt fur jeden der Beobachtungsfehler £1 = a1 - y1, E2 = a2 - y2, ... ,En = a,, - y,, das GauBsche Fehlerverteilungsgesetz. Mit dt1 = da1 gibt q,(a1 - y1) da1 = (tJJli;;) · (I/a,) exp [-'/,(o, - y,)2/ul] do, fiir i = I, ... , n die Wahrscheinlichkeit dafiir a�. daB der Beobachtungswert in das differentielle lntervall (a,, a,+ da1 ) fa.lit oder, kurz gesagt, daB sich /Jei der Messung von y1 der Wert a1 ergibt. Jede Streuung u1 filr i = 1, ... , n ist dabei abhiingig von der Priizision der jeweiligen Messung. Nach dem Multiplikationssatz der Wahrschcinlichkeitsrechnung berechnct man die Wahrschein• lichkeit dafur, daB sich bei der Messung von y1 der McOwert a1 und gleichzeitig bei der Messung von y2 der MeBwert a2, .•• und bei der Messung von y,. der MeBwert a,, ergibt, zu 
P = (tJVi;;)" · (1/u,) · (l/u2) ••• (1/u.) · exp {-'/,S) do, do,•·· do. mit S = [(o1 - y1)

2/ul + (o2 - y2)
2/ul + ··· + (o. - y.)2/u!] 

Summe der Fehlerquadrate, Llkelihood-Funktion. GewOhnlich bezeichnet man die im Exponenten stehende GrOBe S als Summe der Fehlerquadrate oder einfach als Summe der Quadrate und die 
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Funktion L als Likelihood-Funktio,r (engl. likelihood, Wahrscheinlichkeit]. Es wird dann 
P=Lda1 da2 ... do,,. 

S = f [(a, - y,)/a,]2 = f (<1/a,)2; 1-1 1-1 
L = (1/V2aj' •(I/a,)· (I/a,) ... (I/a,) • e-•12. 

I S = 1� [(a, - y1)/a,J2 � Minimum I 

Gau.8.sches Prinzip der kleinsten Quadrate, Maximum-Likelihood-Prinzip. Sind die Messungen von y1, ... , y,, ausgefilhrt, so sind die MeBwerte a1 , •.. , a,, bekannt. Unbekannt bleiben die wahren Werte der GrOBen y1, ••• , y,.. Als Schiitzungen erscheinen nun solche Werte far y1 , ... , y,. - nach Gau8 -
plausibel, fur die den erhaltenen MeOresultaten a1 , ••• , a,. die grOBte Wahrscheinlichkeit zukommt. Man bestimmt daher y1, ... , y,. so, daO die WahrscheinJichkeit P maximal wird, wenn man fur a1 , •.. , a,. die gefundenen MeDwerte eingesetzt hat. Die sich hierbei ergebenden Werte fur y1 , ••• , y" 
werden daher auch als die wahrscheinlichsten Schiitz·werte fur die zu messenden GrOBen bezeichnet. Soll die Wahrscheinlichkeit Pein Maximum annehmen, so muO auch die Likelihood-Funktion L maximal werden. Dieses Sch3.tzprinzip wird deshalb Maximum-Likelihood-Prinzip und die sich ergebenden Schatzwerte fur y1, ••• , y" werden Maximum-Like/il1ood-Schiitzungen genannt. Die Likelihood-Funktion nimmt fur diejenigen Werte von Yi, ... , y" ein Maximum an, fur die die Summe S der Fehlerquadrate gerade zu einem Minimum wird. Beim Maximum-Likelihood-Prinzip werden also die Sch3.tzwerte fur die zu messenden GrOBen y1, ••• , y" so bestimmt, daO die Summe S der Fehlerquadrate zu einem Minimum gemacht wird. Dies ist die von GauD entwickelte Methode der kleinsten Quadrate zur Schatzung der wahren Werle aus fehlerbehafteten Beobachtungen. Genauer mUOte man Methode der kleinsten Fehlerquadratsumme sagen. Diese Methode bildet die Grundlage der gesamten Ausgleichsrechnung. Durch ihre Anwendung werden die Beobachtungsfehler mehr oder wcniger ausgeglichen. 
Praktische Durchfiihrung der Methode der kleinsten Quadrate. Siad die zu messcnden Gr013en Yi, ... ,y" alle voneinander verschieden und bestehen keinerlei Beziehungen zwischen ihnen, so fuhrt die 
Methode der kleinsten Quadrate zu der LOsung y, = a1 (i = 1, ... , n), d. h., jede Gr013e wird durch ihren cinzigen Beobachtungswert gesch3tzt, die Summe S wird genau Null. Es kann keine Ausg)eichung der Beobachtungen erfolgen. Diescr Fall tritt in der Praxis kaum auf. In der Regel haben dieGrOBen Yi, ... , y" entweder denselben Wert, der wiedcrholt gemesscn wurde, oder es bestehen Beziehungen zwischen ihnen. Im Jetzten Fall, de, den ersten mit einschlieOt, gibt cs eine kleinere Anzahl von Unbekannten 11 , 12 , ••• , 1,,, (k < n), mit deren Hilfe sich die GrOBen y1, ••• , y" darstellen lasscn Y, =/,(ti , ... , 11,,), Z. B. Yi= C11l1 + C12l1 + •·· + C11,,l1,, (i =I, ... , n). Meist ist eine Darstellung in Form von linearen Gleichungen mOglich, in denen die Koeffizienten c1e (g = I, ... , k) bekannt sind; wird z. B. eine GrOBe n-mal gemessen, so hat man nur cine einzige Unbekannte ,, und die Gleichungen lauten y1 = t, y1 = t, ... , y" = t. 
Nonnalgleichungen. Wenn die Anzahl der Unbekannten kleiner ist als die Anzahl der Messungen n, liegen Uberschllssige Messungcn vor. Auch in der Summe S der Fehlerquadrate driickt man die GrOBen y1 (i = I, ... , n) durch die Unbekannten t1 , ••• , 1,,, aus und bildet die partiellen Ableitungen vbn Snach diesen Unbekannten. Zur Bestimmung des Minimums werden diesc Ableitungen gleich Null gesetzt. Dadurch ergibt sich ein System von Gleichungen fur t1 , ... , 1,,, , die man Normalgleichungen nennt und nach den Unbekannten t1 , ••• , 1,,, aufJOst. Mit diesen LOsungen kOnncn die Sch3.tzwerte filr die zu messenden GrOOen y1 , ••• , y" berechnet werden. GewOhnlich schreibt man die MaximumLikelihood-Sch3tzungen fiir die zu messenden GrOOen in der Form j1 ,j2 , .•. ,y"' um sie von den unbekannten wahren Werten y1 , y2, • .. , y" unterscheiden zu kOnnen. Ebenso werden die sich aus den Normalgleichungen fllr 11 , ••• , 1,,, ergebenden Werte mit /1 , /1 , .•• , i,,, bezeichnet. Fllr die Unbekanntcn 11, ••• , ,,,, werden oft andere, der jeweiligen Problemstellung angepa8te Buchstaben gewahlt. Sind die Funktionen /,(t1 , ... , l11,) linear, so bilden auch die Normalglcichungen ein lineares Gleichungssystem fur 11 , ... , ,,,,. Falls aber die Funktionen /,(11 , ••. , ,,,,) nicht linear sind, kann die AufJosung der Normalgleichungen erhebliche Schwierigkeiten bereiten. Dann ist es zweckm30ig, das Problem zu linearisieren. Man verschafft sich zun3chst grobe N3.herungswerte N,

1
, N,,, ... , N,,,, fur 

11 , ..• , 1,,,. Fiir sic mOge t 1 = N,. + b11 , 11 = N,, + b12 , ••• , t" = N," + bt" gelten. Man entwickelt 
die Funktionen /,(t 1 , ••• , 1") in Taylorsche Reihen, die man nach den linearen Gliedern abbricht, 
/,(11 , ... ,t,)=/,(N,,, ... ,N,)+ �I, ·61,+ �f, ·6t,+···+ �f, ·6t, fur i=l, ... ,n.II. ul1 uf2 uf1,, Nun hat man nur noch die unbekannten Korrekturen bt1 , ••• , d1" mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate zu bestimmen. 

Mittlerer Fehler und Fehlerlortpftanzung 

Einzelmessung. Die Prazision einer Messung ist durch die im Fehlerverteilungsgesetz auftretende 
Strcuunga gegeben; Vielfach wird an Stelle von a dieGrOBe h = 1/(aV2) als PriizisionsmaP einge-
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fuhrt. Aus dem Gau8schen Fehlerverteilungsgesetz war gefunden worden, dall die GrOlle des wahren 
Beobachtungsfehlers mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,50 :a: 50% innerhalb einer Fehlerschranke 
von 0,67a, genauer 0,674a, liegt und mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,683 :£::: 68,3 % kleiner als 
I · a ist. In der Ausgleichsrechnung werdcn a als minlerer und 0,674a als wahrscheinlicher Fehler der 
Einzelmessung bezeichnet. 
Mehrere Messungen. Sind a1 , a2 , ••• , a

,, 
die MeDwerte der 

GrODen y1, ••• , y
,, 

und h 1 = 1/(a, V2) die PrazisionsmaBe 
jeder Messung, so ist die Summe der Fehlerquadrate 

Mittlerer Fehler a 
Wahrscheinlicher Fehler 0,674a 

S = f [(a1 - y1)/ai}1 = 2 f hr{a, - y1)2 = 2 f hfef. 
,_, 1-1 1-1 

Gewichte der Messungen. Die Einzelfehler e1 sind nicht gleichberechtigt an der Summenbildung be· 
teiligt. Dem Fehlerquadrat einer genaueren Messung mit grOOerem PnizisionsmaB h, kommt ein 
gr08eres Gewicht bei der Bildung von S zu als dem Fehlerquadrat einer ungenaueren Messung mit 
kleinerem Pr3zisionsmaf3. Man kann jeder Einzelmessung unmittelbar ein Gewicht p1 zuordnen, 
das angibt, in welchem MaBe ihr Beobachtungsfehler e., im Verhiiltnis zu den Ubrigen Messungen
bei der Berechnung der Fehlerquadratsumme eingeht. Diese Gewichte mUssen sich wie die Quadrate
ihrer Pr3.Zisionsma8e verhalten, d. h., p1 : p2 : ···: p,. =hf: hi: --- : h!. Sie sind reine Verh31tnis• 
zahlen und kOnnen aus den Pr3.zisionsma8en h1 nur bis auf einen willkilrlichen konstanten Faktor 
bestimmt werden. Wahlt man diesen Faktor so, daB einer Messung mit dem Gewicht p = I das 
PriizisionsmaB h zugeordnet wird, so gilt p1 : I = hf : h1 oder hf = p1h1 fur ; - I, ... , n. Oabei ist es 
zweckma8ig, bei Messungen gleicher Genauigkeit jeder Messung das Gewicht p, = I (i = 1, ... , n) 
zuzuordnen. 

Mittlerer Fehler einer Einzelmessung mit Gewicht p1 a1 = a/V p1 

Da sich der mittlere Fehler a, einer Messung aus dem Pr3.zisionsmaB h, nach der Formel a1 = lj(h,Vi) 
berechnen liiBt, gibt a= 1/(h V2) den mittleren Fehler einer Einzelmessung mit dem Gewicht p = I 
an. Setzt man fur h1 = h VP, ein, so erh3.lt man a1 = a/V"i,, i =I, .... n, kann demnach aus dem 
mittleren Fehler a einer Einzelmessung mit dem Gewicht p = I den mittleren Fehler einer EinzeJ. 
messung mit dem beliebigen Gewicht p1 berechnen. Die Summe der Fehlerquadrate S nimmt unter 
Verwendung der Gewichte p1 und des mittleren 
Fehlers a einer Einzelmessung mit dem Gewicht 
p = I die nebenstehende Form an. 

Summe der 
Fehlerquadrate 

Streuung einer Linearkombination ¥on absoluten Fehlern. Filr das Gau8sche Fehlerverteilungsgesetz 
q,(t) = I /(a yi;;) exp [ - 1 /, (</a)'} gelten folgende drei I ntegrale 

(I) _rq,(t) dt = I; (2) _'f •q,(<) d< = O; (3) _l°';;'q,(<) dt = a'. 

Die Beziehungen (I) und (3) werden in der Wahrscheinlichkeitsrechnung behandell (vgl. Kap. 27.2. -
Mittelwert und Varianz), w3hrend sich (2) als Integration Uber eine ungerade Funktion ergibt. Falls 
sich ein Beobachtungsfehler e. linear aus zwei unabh3.ngigen Einzelfehlern e. 1 und e1 in der Form 
e = c1e.1 + c2e.2 zusammensetzt, in der c1 und c2 Konstante sind, so liiflt sich unter Anwendung 
dieser drei I ntegrale z.eigen, da8 zwischen der Streuung a von e. und ,--------, 
den Streuungcn a1 und a1 von e.1 und e.2 die nebenstehende Beziehung I a1 = cfaf + cfai I 
gilt. 
Die Wahrscheinlichkeit, da8 gleichzeitig der erste Beobachtungsfehler in das differentielle Interval) 
(e 1 , e.1 + de1) und der zweite Beobachtungsfehler in das lntervall (e2 , e2 + de.2) fallen, ist nach dem 
Multiplikationssatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung gleich <p1(e.1 ) <pi(e2) de1 de.2 • Somit ergibt sich 
filr die Streuung a von e. nach den lntegralen (3) und (2) 

+co +co +co 

a1 = _L e.1ip(e) de.= _t _L (c1e.1 + c2e.2)2 <111 (e 1) <p2 (e.2) de1 de2 

= cf _t
co 

ef<p1 (e1 ) de 1 + cl _t
co 

e}ip2(e2) de.2 + 2c1c2 Ct
co

e1 <p 1 (e1) de1) (_l
co

e2qii(e.2) de2 ) 

= cfai + ciai -
Dieses Resultat 13.Bt sich verallgemeinern: 

Kann e;n B�bachtungsfehler e aus n voneinander unabhangigen Einze/feh/ern £1 , £1 _, ••• , e,. mil den 
Streuungen a1,a2 , ••• ,a,. als Linearform e = c1e1 + c2e.2 + •·· + c,.e,. mit den Konstanten c, 
dargestel/t wertkn, so gilt fiir die Streuung a von e: a1 = cfaf + cfai + · ·· + c�a�. 
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Fehlerfortpflanzungsgesetz. Hat man eine Funktion y = f(x1 , ••• , x,.) aus den GrOBen x1 , ••• , x., zu 
berechnen und stehen fur x1 , ••• , x,. nur MeBwerte a1 , ••• , a,. mit den wahren Beobachtungsfehlern 
£1 , ••• , e,. zur Verfugung, so ist der wahre Fehler e. von y bis auf GrOBen hOherer Ordnung in den e, 
durch den, Ausdruck 

• = 
il
il/ ., + il

il/ ., + ... + �. 
Xi x2 Ox,. " 

gegeben (vgl. 28.1. - Fehlerrechnung). Der wahre Fehler e des Resultats laf3t sich als Linearform in 
den e1 darstellen. Daraus folgt nach den eben durchgefuhrten Oberlegungen, da!l sich die Streuung a 
von e aus den Streuungen a 1, a2, ••• , a,. der wahren Fehler e1 , e.2 , ••• , £11 nach dem Fehlerfortpflan
zungsgesetz von Gauf3 berechnen liiflt. Da die Streuung a von e dem mittleren Fehler des Resultats 
entspricht und die Streuungen a 1, a2 , ... , an die mittleren Fehler der Mellwerte a1, a2 , ••. , an sind, 
erhiilt man aus dem Gau.Pschen Fehlerfortpflanzungsgesetz den mittleren Fehler des Resultats aus 
den mittleren Fehlern der Eingangsdaten. 

Fehlerfortpflanzungsgesetz von Gau/3 a = V ( *) 2 
af + ( *.,) 2 

aJ + ... + ( -tf;) 2 
a: 

Mittlerer Fehler eines M.ittelwertes. Eine besonders einfache Gestalt nimmt das Fehlerfortpflanzungs
gesetz fur den Fall an, dafl die Funktion y der Mittelwert aus den Gr013en xi , ... , xn ist, y = X 
= (x, + x2 + •·· + x.)/n. Wegen ilf/�x, = 1/n erhalt man 

a}= (af +a}+···+ a!)/n2• 
Haben die Mellwerte a1 , a2 , ••• , an fur die Gr013en x1 , ... , Xn d\e gleiche Priizision, so gilt of = oj 

··· = a; = ai, und man erhalt 
a}= a!/n, a

1 
= a

x
/V-;,, 

Der mllllere Fehler des Mittelwertes aus n mil glelcber Prizision durchgefiihrlen Messungen isl gleich 
dem dardl V• 1elellten millleren Fehler der Einzelmessung. 

Schitzung des mittleren Fehlers aus den Beobachtungen. Im allgemeinen kennt man bei einem Mefl
vorgang die mittleren Fehler a, der Einzelmessungen nicht, sondern nur die Gewichte P1t die den 
Mellergebnissen o1 , ••• , an fur die GrOllen Yi , y2 , ••• , Yn zuzuschreiben sind. Man ist dann darauf 
angewiesen, aus den vorliegenden Beobachtungswerten a1 , a2, ••• , an die mittleren Fehler der 
Einzelmessungen zu schiitzen. Da man aus der Beziehung a, = a/VPI den mittleren Fehler a1 einer 
Einzelmessung mil dem Gewicht p1 aus dem mittleren Fehler a einer Einzelmessung mit dem Gewicht 
p = I bestimmen kann, geni.igt es, den mittleren Fehler a zu schiitzen. Diesen Schiitzwert bezeichnet 
man mit m. 
Lassen sich die zu messenden Gr013en y1, ... , Yn durch genau k < n Unbekannle 11, 12, ••• , tk. dar
stellen, so Jaflt sich mit den Methoden der rnathernatischen Statistik ein Schiitzwert m fur <1 ableiten. 
Die GrOllen .Y, (i = I, ... , n) sind die Maximum-Likelihood-Schiitzungen der zu messenden GrOBen 
Yi, ... ,y,. . 

Gesch3tzter mittlerer Feh-
m = V 

n � k L� P1(a, - .Y,)2] 
p1 Gewichte der Messungen, 

ler einer Einzelbeobachtung 01 Meflwerte, 
mit dem Gewicht p = l p, ausgeglichene Meflwerte, 

n - k Anzahl der Uber-
schi.issigen Messungen 

Jn der Ausgleichsrechnung ist es i.iblich, m selbst als mittleren Fehler der Einzelbeobochtung mil dem 
Gewicht p = l und 0,674m als wahrscheinlichen Fehler dieser Einzelbeobachtung zu bezeichnen, 
obwohl m nur ein Sch3tzwert fur a ist, der selbst zufiilligen Schwankungen unterworfen sein kann. 
Diese Schwankungen kOnnen besonders fur kleine Beobachtungszahlen n ein betrachtliches Ausmall 
annehmen. Die aus dem GauBschen Fchlergesetz resultierenden Aussagen Uber die Schranken des 
wahren Beobachtungsfehlers sind daher nur angeniihert richtig, wenn man an Stelle von a den 
Schiitzwert m fur den mittleren Fehler benutzt. Die mathematische Statistik zeigt, wie man auch mit 
Hilfe von m zu exakten Schranken fur den wahren Beobachtungsfehler gelangen kann. 
Zur Charakterisierung der Genauigkeit von Messungen hat man stets den geschiitzten mittleren Fehler 
111 der Einzelbeobachtung mit dem Gewicht p = I anzugeben. Aus m kann man nach der folgen
den Formel, die der Formel a, = a/VP, entspricht, den mittleren Fehler einer Einzelmessung mit 
dem Gewicht p1 angeben. Mit Hilfe des GauBschen Fehlerfortpflanzungsgesetzes isl man dann in der 
Lage, auch den mittleren Fehler jeder aus den Beobachtungswerten a1 , ... , a,. gebildeten Gr013e zu 
berechnen. Dies" trifft insbesondere fur die Maximum-Likelihood-Schiitzungen der zu messenden 



28.2. Ausgleicbsrecbnung 671 

GrOOen y1, ... , y,. zu. Bei Bedarf k0nnen Mittlerer Fehler einer Einzelmessung mit dem Gewicht p1 m1 = m/fii aus diesen mittleren Fehlern Schranken fur die wahren Beobachtungsfehler gewonnen werden, die mit vorgegebenen Wahrscheinlichkeiten nicht Uberschritten werden. 
Ausgleich direkter Messungen 

Eine Gr013e y wird direkt n-mal mit gleicher Prazision gemessen. Die MeBwerte seien a1, a2 , ... , a,. . Die einzige Unbekannte bei diesem Me8vorgang ist y (k = 1). Daher gelten die Gleichungen y1 = y, y2 = y, ... , y,. 
= y. Bei gleicher Priizision der Einzelmessungen haben diese Messungen das gleiche Gewicht p1 = p2 = •·· = p,. = I. Die Summe der Fehlerquadrate und ihre Ableitung nach der Unbekannten y lauten 

S=-;-f(a,-y)'; dS =---;-f<a,-y) . a 1 .. 1 dy a 1-1 
Setzt man diese Ableitung gleich Null, so erh3.lt man die Normalgleichung f (a, -y) = 0, deren Auf l6sung nach y den Sch3.tzwert Y liefert. 1 .. 1 

Schitzwert bei direkten + + + Der Miue/wert au.s <kn Einzel-Y = 01 02 
n 

··· a,. a messungen dient alsScluitzwert ._M_ess_u_n_ge_n _ g_le_ic_h_e _r _P_ra_ z _is _io_n�---------� fiir die zu messende GrO/k. 
Der Niiherungswert fiir die zu messende Gr60e y wird in der Form y � y (±m ) oder y = Y ± my 
angegeben; dabei wird der mittlere Fehler m

y 
des Schitzwertes nach m

y
= m/?n aus dem mittleren Fehler m der Einzelmessung berechnet. 

Mittlerer Fehler der Einzelmessung bei g]eicher Prizision der Einzelmessungen 
Mittlerer Fehler des Schiitzwertes m; = V[,�(a1 -•)']/[n(n- I)] 

Beispiel 1: Jeder von fiinf Schulern miBt die Kantenlange y eines ModellwUrfels. Aus den MeBresultaten (s. Tabelle) ergibt sich als Schatzwert Y = [(12,2 + 12, I + 12,5 + 12,3 + 12,4)/5] cm = 12,30 cm. Aus den Differenzen d1 = a1 -y mil d1 = 12,2 -12
0
30, d2 = 12,1 - 12

030, d, = 12,5 -12,30. d4 = 12,3 -12,30, d, = 12,4 -12,30 berechnet man den mittleren Fehler m der Einzelmessung zu 

Me/Jresultate 01 = 12,2 cm a2 = 12,1 cm a3 = 12,5 cm a4 = 12,3 cm 
a5 = 12,4 cm 

m = V-,/-.(-d_/_+_di_+_d_f_ +_d_l_+_dj) = 0,158 cm. Dara us ergibt sich fur Y ein mittlerer Fehler von m
y 

= 0, 158/VS = 0,071 cm, dee Naherungswert fiir die Kanlenlange isl mithin y"' 12,30 cm (±0,07 cm) oder y"' (12,30 ± 0,07) cm. 
Ausgleich direkter Messungen ungleicher Prizision. Eine Gr6Be y wird direkt n-mal gemessen. Die MeBwerte seien a1, a2, •.. , a,. . Wegen der ungleichen Prazision dee Messungen kommen ihnen die Gewichte p1, p2, .•. , p,. zu. Die einzige Unbekannte bei diesem MeBvorgang ist y (k = I). Es gelten die Beziehungen y1 = y, Yi= Y, ... , y,. 

= y. Bildet man die Summe S der Fehlerquadrate, leitet sic nach y ab und setzt die Ableitung Null, so erhiilt man die Normalgleichung I • dS 2 • • S = a2 i?; p,(a, - y)2---- dy = -al 1-£ p1(a1 -y) = 0� ,!; Pi(a, -y) = 0, 
aus der man den Schatzwert Y findet. 
Das mil den Gewichten p1 gewogene Mittel aus den Einzelmessungen dient als Schatzwert /Ur die zu 
messende GrO]Je. 

Schatzwert bei direkten Messungen ungleicher Prazision Y = ( f Pia,) : ( f p,) 
t-t 1-1 

Mittlerer Fehler der Einzelmessung vom Gewicht p = 1 m = V[,� p1(a1 - j)2] / [n - 1] 
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Den mitderen Fehler m einer Einzelmessung mit dem Gewicht p = I braucht man, um den mittleren 
Fehler anderer interessierender GrOBen leicht zu berechnen. Aus ihm findet man z. B. den mittleren 
Fehler m1 = m/fi, der Einzelmessung a1 mit dem Gewichtp1• Ferner kann man aus ihm den mittleren 
Fehler m

y 
filr den Schatzwert Y nach dem Fehlerfortpflanzungsgesetz berechnen. Wegen Oj/Oa1 

= p,/(p, + p2 + · · + p,) ergibt sich: 

m; = Vi [m/plJ/[i P,]' = Vi [m'p,J/[i P,]' 
l•l l•l l•I l•I 

Mittlerer Fehler des Sch3tzwertes 
bei Messungen ungleicher Prazision 

Die Angabe des Niiherungswertes filr die zu messende 
Gr�Be erfolgt in der Form y = j (±m;) oder y 
= y ± m;. 

m-=m/1![;, y V ,:i P, 
Beispiel 2: Eine Lange / wurde filnfmal mit der gleichen und danach noch 
dreimal mit einer gr08eren Prazision gemessen. Wegen der genaueren Mefl• 
vorrichtung mull den Messungen a6 , a,, a8 (s. Tabelle) der zweiten Gruppe 
ein funfmal so gro8cs Gewicht beigemessen werden wie denen der ersten 
Gruppe. Es wird daher p1 = p2 = p3 = P• = Ps = I und P6 = P1 =Pa = 5 
gesetzt. 

a,= 12,35 cm· 
a2 = 12,40 cm 
a3 = 12,25 cm 
a4 = 12,30 cm 
o5 = 12,35 cm 
a6 = 12,37 cm 
a1 = 12,32 cm 

Als Sch3tzwert 1 fur I ergibt sich 1 = 12,34 cm aus oa = 12,34 cm 
[(12,35 + 12,40 + 12,25 + 12,30 + 12,35) + 5 • (12,37 + 12,32 + 12,34)1/20 = 12,34. 

Der mittlere Fehler m der Einzelmessung berechnet sich zu m = 0,053 5 cm aus 
m = V'/1 • (0,012 + 0,062+0,092+0,042+0,012)+5·(0,032 +0,022 +O')cm= V1/7·0,0200 cm. 
Da p1 = p2 = •·· = p5 = 1 ist, ist dies zugleich der mittlere Fehler einer Messung der ersten 
Gruppe, m1 = 0,053 5 cm. Als mittlerer Fehler einer Messung der zweiten Gruppe ergibt sich 
m2 = m/V5 = 0,0239 cm. 
Der mittlere Fehler des Schiitzwertes betriigt m1 = m/V20 = 0,0120 cm. Aus den Messungen 
berechnet man somit den Niiherungswert fur die gesuchte L3nge 1 � 12,34 cm (±0,012 cm). 

Sind fur die Messungen a1 , o2 , ••• , an an Stelle der Gewichte p1 die mittleren Fehler a1 selbst bekannt, 
so kann man die Gewichte p1 aus den Verhiiltnisgleichungen 

P,: p2: ···: p, =(I/al): (I/al):···: (I/a!) 
bis auf einen Faktor bestimmen. Man wiihlt diesen Faktor so, da8 sich entweder handliche Zahlen 
fur p1, ···,Pn 

ergeben oder da8 p1 + p2 + · · + p,. = I. Bezeichnel man den willkU:rlichen Faktor 
mit A2, so daB also p, = ).2 /al gilt, so Wird der mittlere Fehler einer Beobachtung mil dem Gewicht 
p = I gerade a= VP/ a1 = A. FU:hrt man daher mit den fes1geleg1en Gewichten die Berechnung 
von m aus den Beobachtungswerten durch, so mu8 sich angeniiherl gerade A ergeben, da m ein Schiitz
werl filr a ist. Ergibt sich eine sehr gro8e Differenz zwischen m und )., so l38t dies darauf schlie8en, 
daB bei einigen Messungen systematische Fehler unterlaufen sind. 

Ausgleich von bedingten Beobachtungen 
Bedingte Beobachtungen. Die GrOBen °'• p, y der Winkel eines Dreiecks sind <lurch Messungen zu 
bestimmen. Jeder Winkel wird wiederholt gemessen. Die n 1 Messungen der WinkelgrOBe °' ergeben 
a1, o

2 , ••• , a,.1, die n2 Messungen der WinkelgrOBe P ergeben b1, b2, • •• , b"•' und bei den n3 Messun
gen von y erh3.lt man c1 , c2 , ••• , c"•· Jnsgesamt sind n = n 1 + n 2 + n3 Messungen durchgefiihrt 
warden. Die Einzelmessungen sollen mit gleicher Prtizision erfolgt sein . .Bezeichnet man wieder die 
wahren Werle der durch die Messungen zu beslimmenden Gr08en mit y1, y2, ..• , Yn, fur Messungen 
von <X, mit y,.1

+ 1, y,.1
+2, ..• , Yn1+n

1 
fi.ir Messungen von P und mil Yn,+n,+I, Y11,+n,+2, ••• , Y111+n,+n

1 
fllr 

Messungen von y, so !assen sich die GrODen durch die Unbekannten °'• p, y darstellen 

�:,+l : ::,+2 ::: : �::.... � P: Yn1+n1+1 = Y11,+n1+2 = • · = Yn1+n,+n1 
= 'Y · 

Die Summe der Fehlerquadrale ist 
S = _!, [ L (a, - 0<)2 + I (b1 - /J)' + £ (c, - y)'] · G i•l i•l k•l 

Die Methode der kleinsten Quadrate JaBt sich jedoch nichl unmittelbar anwenden, da die Unbe• 
kannten °'• p, y e�ner Bedingung unlerworfen sind. Die Summe der WinkelgrODen im Dreieck betrii.gt 
180°. Samit mU:ssen i:x, p, y der Bedingungsgleichung rp(i:x, p, y) = i:x + p + y - 180° = 0 genU:gen. 
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Der Ausgleich der Beobachtungen hat unter BerUcksichtigung dieser Bedingung zu erfolgen. Man spricht in einem solchen Fall vom Ausgleich bedingter Beobachtungen. Im Grunde treten bier nicht drei, sondern nur zwei Unbekannte auf. Denn hat man o; und {J bestimmt, so folgt der Wert von y aus der Bedingungsg]eichung. Zur Behandlung eines solchen Falles bestehen zwei MOglichkeiten. Man kann entweder aus der Bedingungsgleichung q,(o:, P, y) = 0 einen Winkel, etwa y, durch die beiden Ubrigen ausdri.icken, diesen Ausdruck fur y in die Summe S einsetzen und die Methode der 
k/einsten Quadrate anwenden - oder man kann direkt das Minimum von S unter der Nebenbedin• gung q,(o;, P, y) = 0 bestimmen. Hierzu bedient man sich der Methode der Lagrangeschen Multipli
katoren, d. h., man bestimmt o:, p, y und A so, daB der Ausdruck 
T = S + Np(�, P, y) =--!, [ f (a, -�)' + £' (b1 -P)' + J: (c, -y)' + ).(� + p + y - 180')] a 1-1 /•I k•I 
zu einem Minimum wird. Die GrODe ). ist der zur Nebenbedingung gehOrende Lagrangesche Multiplikator. Man erha.It dann die Normalgleichungen 

oT 2 •• oT 2 •• 
"FaZ" = --;;, 1� (a, -�) +; = O; � = --;;, ,� (c, - y) +; = O; 
�=-...;- .E(b1

-P>+-"=0; �=�+P+y-180 °=0 . oP a ;., /J). 
Als LOsungen dieser NormalgJeichungen findet man 

& = a - {l/n1) K; p = b -{l/n2) K; p = c - ( l/n3) K; l = (2/a') K 

a+b+c- 180 mit dem Korrekturbetrag K J/n, + l/n2 + l/n3 • 

Der mittlere Fehler der Einzelmessung berechnet sich wie Ublich aus 
m' = [ .E (a, - &) 2 + E (b1 - P>' + E (c, - P>'] /<n - 2) . 1-1 J-1 k-1 

Die mittleren Fehler der Sch3.tzwerte &., p, y ergeben sich aus dem Fehlerfortpftanzungsgesetz zu 
m,; = (m/n1 ) V[n1 - l/{l/n1 + 1/n2 + 1/n3)]; mp= (m/n2) V[n2 - 1/(1/n, + 1/n1 + 1/n3)]; 

my= (m/n3) V[n3 - 1/(1/n, + 1/n1 + l/n3)]. 
Beispiel 1: Man hat die WinkelgrODen at, {J, y vier-, drei- bzw. viermal gcmcsseo, n1 = 4, n2 = 3,n, = 4 ( s. Tabelle), und die Mittelwerte a, b und c berechnet. Wegen 1/(1/n, + l/n2 + 1/n3)= 1,2 und d + 1, + C - 180° - 3" ergeben sich der Korrekturbetrag K = 3" · 1,2 = 3,6" unddaraus die Schiilzwerte & = a - K/4, p = b - K/3 und p = c - K/4. 

Winkelgr03c 0t a,-& WinkelgroOe p- b,-P WinkelgroOe y c.-Y 

a1 = 62°17'14" +0,9" b1 = 73°20'25" +1,2" Ct = 44°22'25" +1,9" 02 = 62°17'1 ]" -2,1" b2 = 73°20'27" +3,2" C2 = 44°22'26" +2,9" a,= 62 °17'16" +2,9" b3 = 73°20'23" -0,8" C3 = 44°22'22" -I.I" •• = 62 °17'15" +1.9" i C4 = 44°22'23" -0.1" 
a= 62°17'14" !__J & = 62°17'13 I" b = 73°20'25" !_j= 73°20'23 8" p 

c = 44°22'24" !__J• = 44°22'23 I" 
Bezeichnct man die Sum.me dcr Quadrate dcr Differenzen a, -&, b1 - P bzw. Ct - P mit sf, sf bzw. sf, d. h., setzt man sf= 0,92 + 2,12 + 2,92 + 1,9 2, sJ = 1,2 2 + 3,2 2 + 0,8 2 bzw. st = 1,9 2 + 2,92 + 1,1 2 + 0,1 2, so belauft sich der mittlere Fchler m einer Einzelmessung auf 

m = V1/9(sl + s} + sV" = 2,181". 
Daraus crgcben sich die mittlcrcn Fehler 

ma= m · 0,418 = 0,912"; mp= m · 0,441 = 0,915"; m;; = m · 0,418 = 0,912". 
Die aus den Messungen fur die drei Winkel berechneten Niherungswerte lauten 

"""' 62 °17'13,1" (±0,91"); p"" 73°20'23,8" (±0,97"); y"" 44°22'23,1" (±0,91 ") .  
Das am Beispiel der Winkelmessungen im Dreieck beschriebene Verfahren 13.Bt sich ganz allgemcin beim Ausgleich bedingter Beobachtungen anwenden. Lassen sich die zu messenden GrOBen y1, y2, ••• , y,. durch k Unbekannte t1, ..• , t" darstellen und bestehen zwischen diesen Unbekannten noch, voneinander unabhingige Bedingungsgleichungen 

<p,(/1, ... , l1c) = 0; 'P2(l1, . .. , lt) = 0; ... ; fPr<t1, ... , t1c) = 0, 
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so bestimmt man die Unbekannten 11 , ••• , It und die Lagrangeschen Multiplikatoren A1 , ••• , A, so, 
da3 der Ausdruck 

T= S + A,g,,(t,, ... , t,) + · · + A,g,,(t,, ... , 1,) 
zu cinem Minimum gemacht wird. Die fi.brigen Rechenvorgange entsprechen dann vOllig wieder der Methode der kleinsten Quadrate. Durch die r Bedingungsgleichungen sind in Wirklichkeit nicht k Unbekannte, sondern nur k - r Unbekannte aus den Beobachtungen zu bestimmen. Diese effektive Anzahl der Unbekannten ist bei der Ermittlung des mittleren FehJers m der Einzelmessungen vom Gewicht p = l in Rechnung zu setzen. 
Ausgleich vermittelnder Beobachtungen. Vielfach sind die zu bestimmenden GrOBen einer direktea Messung nicht zugiinglich; z. B. werden zur Bestimmung der Dichte eines KOrpers seine Masse G und sein Volumen V gemessen; G und V sind vermitte/nde Beobachtungen zur Bestimmung der Dichte. Im Sinne der Ausgleichsrechnung liegt bei vermittelnden Beobachtungen das Interesse nicht so sehr bei der Bestimmung der wahren Werte der zu messenden GrOBen y1, y2, ..• , y,., sondernbei der Ermittlung der Unbekannten t1, t2, •.. , It, mit deren Hilfe sich y1, ••. , y,. darstellen )assen. Die Methode der kleinsten Quadrate liefert wieder die Schatzwerte i,, i2 , ••• , it fur die Unbekannten. Aus dem mittleren Fehler m der Einzelbeobachtung !assen sich Uber das Fehlerfortpftanzungsgesetz die mittleren Fehler der Schiitzwerte i,, i2 , ••• , ft berechnen . 
.Beispiel 2: Ein Ring besteht aus einer Silber-Gold-Legierung. Zur Bestimmung der Masse an Gold und Silber wird mchrmalsdie Masse des Ringcs L in Luft und W in Wasser fcstgestcllt
(s. Tabelle) . Bezeichnen g die Masse an Gold und , die anSilber sowic e1 bzw. th die Dichte von Gold bzw. von Silber, so gilt L=g+s; W=(l-l/e,)1+(I -l/e2), . 
Die Summe der Fehlerquadrate lautet 

Wigung 
in LuftL 
o1 = 4,0 1 g o, = 3,98 g 03 = 4,0 3 g •· = 4,02g 

s = ..!, { J: (o, - g - s) 2 
+ }; Cb, -<e, - l) g/e, - <e, -l) s/e,12). (J l•l /•l 

Daraus folgen die Nonnalgleichungen 

in Wasser W 
b, = 3,72g b, = 3,72g b3 = 3,6 9 g 

il
/J

S = -; { J; (o, -1 -,) + J: Cb, - <e, -l) g/e, -<e, -l) s/e,l (e, -1)/e,} = o, 
'If U t•l /•I 

/J
/J
S = -� { J: (o, - g -s) + }; Cb, - (e, - l) 1/e, -<e, -l) s/e,He, -1)/e,} = o. S U l•l /•l 

Aus ihnen findet man die Schatzwerte 
a= '{.(o, + o, + o3 + o.) ; b = 1/,<b, + b, + b3) ;

L= g + §, W= ( I  - 1/e,)g + (I -1/e,)i; 
g = -ae,C<e, -I)/(e, -e,)] + bCe,e,l<e, - e,)J; 
i = +ae,C<e, - I)/(e, -e,ll -bce,e,l<e, -e,)J. 

Der mittlere Fehler der Einzelmessung betr3gt 
m = V[ 1: (o, - a)'+}; (b,-b>']/c1 -2) . l•l /•l 

Wegen �. = -'J.e,(e, - 1)/(e, -e,) und it = 1/3e1e,/(e, -e,) ergibt sich nach dem 
Fehlerfortpflanzungsgese_tz _ __ ���-m; = [m/(e, - e,)J · V't.el<e, -l)' + 1/3efoL m;= [m/(e, -e,)l ·V1/.eHe, - l)' + 1/3pfof. Die Zahlenrechnung liefert mit e,= 1 9,3 g/cm3 und e, = 1 0,S g/cm3 : 

<1 = 4,0 l g; b = 3,71g; g=l,89g; i=2,12g; m = 0,02 g; m;= l6,89m = 0,34 g; m;= 1 7 ,20 m = 0,34 g .
Aus den Messungen ergebcn sich die Masscn der Metalle 

I"' l ,89g (±0,34 g) und ,..,2,12g (±0,34 g) . 
Ausgleich funktionaler Zusammenbinge 

Lineare Zusamr,ienhiinge. Oft ist der Zusammenhang zwischen einer GrOBe y und einer EinffufJgrOjJe x in Form einer Jinearen Gleichung y =a+ Px gegeben. Filr verschiedene Werte Xi , x2 , ... , Xn der 
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EinfluOgrODe x wird die GrOBe y beobachtet. Die wahren Werte der bei den Einzelrnessungen zu bestimmenden GrOOen sind somit y1 = (X + /Jx, fur i = 1, ... , n. Die Me8werte seien wieder a1 , a2 , ••• , a". Ihnen mOgen die Gewichte p1, p2 , ••• , Pn zugeordnet sein. Da die Werte x1, ••• , Xn der Einflu8gr0Be x vorgegeben sind, sind iX und fJ bei diesem Me8vorgang die einzigen Unbekannten. Die Sch3tzung von <X und P kann mit Hilfe der Ausgleichsrechnung erfolgen. Wie im Fall der vermittelnden Beobachtungen interessiert also nicht so sehr die Ennittlung der wahren Werle y11 sondern die Bestimrnung der Unbekannten ex und {J. Da die Unbekannten als Konstanten in einer linearen Gleichung auftreten, spricht man auch von einer Konstantenschiitzung. Die GrOBe p wird Regressionskoe/fizient genannt. Bei Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate geht man wieder von der Summe der Fehlerquadrate aus, 
S =--!, f p1(a 1 - y1)2 =--!, f p,(a, - " - /Jx1)2• a 1-1 a 1-1 Nullsetzen der partiellen Ableitungen von S nach den Unbekannten ix und P liefert die Normalgleichungen /JS 2• iJS 2• � =-q21�p1(a1 -a-Px,)=0; iii[ =-71,?;p1(a 1 -(X-/Jx1)x1 = 0. 

In der Schreibweise nach Gauil nehmen die Normalg.leichungen folgende Gestalt an: e<[p] + /J[px] = [pa], e<[px] + /J[px2] = [pox]. 
Sch3.tzungen von a und /J in der Regressionsgleichung (vgl. Kap. 27.3. -Regression und Korrelation) 

Schreibweise nach Gauil Ez,=[z) 
,_, 

/J = [pox] [p] - [p] [px] [px2] [p) - [px)' 
Aus diesen Gleichungen findet man die Sch3.tzwerte & und P fi.ir die Unbekannten l\ und p. Aus ihnen kann man noch die Sch3.tzwerte .Y, =ti+ Px, fur i = I, ... , n fur die wahren Werte der Gr63en y1 , y2, ••• , Yn berechnen. Als mittlerer Fehler filr die Einzelmessungen vom Gewicht p = I ergibt sich 

m = V[,f p1(a1 - y,)'] / [n - 2). 

da zwei Unbekannte aus den Beobachtungen zu bestimrnen sind. Dann ist m, = m/J/"ii der mittlere Fehler einer Messung vom Gewicht p1 • Mit Hilfe des Fehlerfortpflanzungsgesetzes berechnet man 
I v

[ l + [p) [px]2 

V [px'I m; = m 1;;f p [p] [px2] - [px]2 m [p] [px2] - [px]' 
V [p] ml = m [p] [px2] - [px]2 • y 

I 
.,. 

I I 
4 It r½f'"Beispiel I: FUr zehn Kiefernbestande verschiedenen Alters wurdenjeweils der mittlere Stamrndurchmesser x in cm und die mittlere T ::j.' 4-, '-i 4 

StarnmhOhe y in m festgestellt. Die nach der GrOOe von x geordneten MeBwerte (s. Tabelle) haben die gleiche Prazision 
p1 = 1 fur i = I, 2, ... , 10. Ein anschauliches Bild des Zusammenhangs zwischen Durchmesser und HOhe liefert die Darstellung von yin Abhiingigkeit von x (Abb. 28.2-1). 

28.2-1 Darstellung der mittleren HOhe in m Uber dem mittleren Durchmesser in cm fur zehn Kiefernbestande. Ausgleichsgerade y ~ 3,837 + 0,488 Bx 
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Dieser Zusammenhang soil rnit Hilfe einer linearen Gleichung y =ix+ {Jx beschrieben werden. Aus den MeOwerten berechnet man 
[p]= 10; [pxJ = 257,0; [pa]= 164,0; [px'J = 7430,24 ; [pxaJ = 4 618 ,26. 

Daraus ergibt sich 
P = 4 618 ,26 · 10 - 164,0 · 257,0 

7430,24 · 10 - 257,0' 0•4888; 
& = l�O - P · 2��0 = 3,8 37.
Die Ausg)eichsgerade Jautet j = 3,837 + 0,4888 x, sie isl in der Abbildung eingezeichnet. 1 0 

MCllWCrte 

i x, Yt 
I 10,6 8 ,6 
2 14 ,0 11,5 3 18 ,1 12,4 

4 23,2 15,6 5 25,0 15,1 6 26,4 17,7' 7 30,5 18,9 
8 32,5 18,6 9 36,6 21,3 10 40,1 24,3 

Ferner berechnet man I p 1(a1 -Y,)2 = 5,152 2 und den mittleren Fehler einer Einzclmessung 1-1 
m = 0,8025. Daraus ergeben sich die mittleren Fehler fur & und P zu m; = 0,7614, mp= 0,0279. 

Nichtlineare Zusammenhinge. Wirken auf cine Gr68e y mehrere Einflullgr68en z 0 , z 1 , z 2 , •• , Z t. linear ein, so gilt die Darstellung 
y = /J 0z 0 + /J 1z 1 + /J,z, + .. • + /J,z, . 

Zur Bestimmung der Regressionskoeffizienten /J o , /J, , {12 , ••• , /J a wird fur verschiedene Werle z 0,. z 11 , z 21 , ••• , zu (i = I, ... , n) der EinftuBgrOBen die GrODe y gemessen. Die wahren Werte der bei den Einzelmessungen zu bestimmenden GrOOen sind dann 
Y, = /Jozo, + /J1z11 + /J2z2, + ··· + /1"Z t1 (i =I, ... , ,i). 

Die MeBwerte seien a 1 ,a 2 , ••• ,a". Ihnen mOgen die Gewichte p1 ,p 2 , ••• ,p" zukommen. 1st die Anzahl der Messungen n grOOer als die Anzahl k + I der Unbekannten, so liegen wieder UberschUssigc Messungen vor. Die Bestimmung der Unbekannten {10, fl, ,P 2 , ••• ,p. kann dann mit Hilfe der Ausgleichsrechnung erfolgen. Ausgehend von der Summe der Fehlerquadrate 
I • S = -;;r- li P,(a, -Pozo, -P1zu - ·· · -/J"zt1)2 

crh3lt man die Normalgleichungen 
/Jo(pz.JJ + /J.[pzozd + /J,[PZoz,J + · · + /J,[PZoz,J = [pazoJ /J0[pz 1_z 0] + /J.[pz/] + /J,[pz ,1z,J + ... + /J,[pz 1z,J = [paz.J 

/Jo[pz:z 0) + /J.[pz'.z,J + /J 2 [pz'.z,J ,+ ... + /J,(p;f] = (pdz,J 
Diese Gleichungen IOst man nach den Unbekannten auf und findet die Sch3tzwerte Po , p 1 , ••• , p" .Mit ihnen kann man die Schatzwerte Y, = Poz 01 + •· • + Ptz t1 (i = I, ... , n) fur die wahren Wcrte der zu messenden GrOBen y1, y2, ••• , Yn berechnen. Als mittlcrcr Fehler dcr Einzelmcssung vom Gewicht p = 1 ergibt sich 

- ---- - - - --

111 = VLtp,(a,-y,)2]/in-k- lJ. 
Mit Hilfe von m kann man wie Uhlich den mittleren Fehler einer Einzelmessung mit dem Gewicht p1 und Uber das Fehlerfortpflanzungsgesetz die mittleren Fehler der Sch3.tzungen. P o , pi , ... , P" angeben. L3.0t sich die Gr013e y mit Hilfe eines Polynoms in x darstellen, y =Po + P,x + P 2x2 + ... + {1.x"; so besteht ein nichtlinearer Zusammenhang zwischen y und der EinfluBgrOOe x. Dieser Fall ist einSpezialfall der oben behandelten liilearen Abh3.ngigkeit von mehreren EinfluBgrOllen. Man braucht nur z 0 = l ,z 1 =x,z 2 =x2., ... ,z" =x•, bzw. Zo1 = 1, z 11 = x1 , z 21 = xf, ... , Z ti = x1 (i = 1, ... , n) 
zu setzen und kann die Bestimmung von Po , ... ,p" sowie die Bestimmung der mittleren Fehler nach den bereits angegebenen Formeln vornehmen. 
Beispiel 2: An Kiefernbestanden mil verschiedenen Stammdurchmessern din cm, jeweils in 1,30 m HOhe Uber dem Erdboden gemessen, wurde die durchschnittliche Holzmasse Vin m3 je Stamm beobachlel ( s. Tabelle). Die Bestimmung der Holzmasse V, isl mil gleicher Prazision erfolgt. Es soil der Zusammenhang zwischen V und d durch cine Parabel 3. Ordnung ausgeglichen werden. 
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Zur ErJeichterung der Rechenarbeit filhrt man die Variable 
x = (d - 30)/S als ncuc EinHuBgrolle ein (s. Tabelle). 
Die Grolle V soil durch die kubische Gleichung V = /Jo 

+ {J1 x + {J2x2 + {J3x3 dargestellt werden, deren Koeffizien
ten {J0 ,{J1 ,{J2 ,{J3 mit Hilfe der Ausgleichsrechnung aus den 
Bcobachtungsdaten zu bestimmen sind. 
Die Sumrnc der Fehlerquadrate lautet: 

S =--', }; (V, - /Jo - /J,x, -/J,xf -/J,x/)2. (1 1-1 
Die Normalgleichungcn haben die GestaJt 
9 ·/Jo + [x] /J, + [x1]/J1 + [x3] /J, = [VJ, [xl/Jo + [x2]/J1 + [x'JP, + [x4)/J, = [xVJ, [x1)/J0 + [x3]/J1 + [x4)/J1 + [x5)/J3 = [x'VJ, [x3]/J0 + [x'J/J, + [x5]/J2 + [x6]/J3 = [x3VJ. 

Aus den Beobachtungsdaten berechnet man 
[x) = 0, [x1) = 60, [x3] = 0, [x4) = 708, [x5) = 0, [x6] = 9780,

[VJ= 8,382, [xVJ = 19,058, [x2 VJ= 69,090, [x3 VJ= 227,456 . 
Als LOSungen der Nonnalg)eichungen ergeben sich 

j 

I 
2 
3 
4 
s 
6 
7 
8 
9 

Be-

obachtung 
d, v, 

10 0,030 
IS 0,094 
20 0,213 
25 0,388 
30 0,643 
3S 0,987 40 1,426
45 1,969 
so 2 632 

/Jo = 0,64540, /J, = 0,296348, /12 = 0,042890, /13 = 0,0018039.
Die ermittelte Ausgleichsparabcl lautet somit 

Be-

rechnung 
x, v, 

-4 0,031 
-3 0,093 
-2 0,210 
-I 0,390 

0 0,645 

+1 0,986 

+2 1,424 
+3 1,969 
+4 2,632 

V = 0,64540 + 0,296348 [(d- 30)/SJ + 0,042890 [(d-30)/5]1 +0,0018039 [(d-30)/SJ'. 
Die ausgcglichenen Werte P', sind in die Obcrsichtstabelle eingetragen worden. 

Darstellung einer Funktion mit Hilfe einfacherer Funktionen 
Die Methode der kleinsten Quadrate findet in der Mathematik nicht nur bei der Ausgleichung von 
Beobachtungen Anwendung. Will man z. B. cine komplizierte Funktion y = /(x) durch einfachere 
Funktionen qi0(x), qi1(x), ... ,qi1(x) ann3hern, so kann man die Koeffizienten Po ,P1 , ... ,{11 in dem 
linearen Ansatz y = f(x) = /J0,p0(x) + /J,,p,(x) + • - + /J,,p,(x) mil Hilfe der Methode der kleinsten 
Quadrate bestimmen. 
1st die Funktion y = /(x) nur an den diskreten Stellen x1 (i =I, .. , 11; 11 > k) bekannt, y1 = /(x1), so geht man von der Summe der Abweichungsquadrate 

S = f: lY, -Po'Po(x,) - /J,,p,(x1) - ••• - /J,,p,(x,)]1 

,_, 

aus. Jst hingegen der gesamte Funktionsverlauf von y = f(x) in einem lntervall a� x � b bekannt, 
so geht man von dem Integral der Abweichungsquadrate 

S = f [f(x) -/J0,p0(x) -/J,,p,(x) - ··· - /J,,p,(x)J' dx 
aus. In beiden Fallen werden die Koeffizienten Po, ... ,p11 so bestimmt, daB S zu einem Minimum • b wird. Bezeichnet man mit [tpfP11] die Summe J; 'PJ(x1) qia(x1) bzw. das Integral J qi.,(x) q,.(x) dx n l•I b a und mit [na] die Summe J; y(x1) qi11(x1) 6zw. das Integral J y(x) qia(x) dx, so lauten die Normal-
gleichungen 1-1 " 

/Jo[,P�] + /J.l'l'o'l'il + /J1['1'0'1'2l + · · + /J,['l'o'l',1 = [Y,Pol PoC'l','l'ol + /J,[,p_lJ + /J,C,p_,,p,J + · · + /J,C'l','1',l = [y,p.J 
P.c;,,,,.J + P.C;,,,,.J + /J,C;,,,,,l+ ··· + /J,C�ll = �.J. 

Aus diesem linearen Gleichungssystem sind {10 , ·--,Pa zu berechnen. Die AuflOsung der Normal-· 
gleichungen gestaltet sich besonders einfach, wenn [9119111] fur i =t= k den Wert 0, fur i = k dagegcn 
den Wert I hat. Die LOsungen lauten dann Pi = [yq,,]. Dieser Fall tritt ein, wenn die Funktionen
qi1(x) cin normiertes orthogonales Funktionensystem bilden. Die bekanntestcn orthogonalen Funk
tionensysteme sind die trigonometrischen Funktionen sin n<p, cos nqi (11 = 0, 1, 2, 3, ... ) und die 
Lcgcndrcschen Polynome. 

28.3. Niiberungsrechnung 

Jcdcs Rechnen mit N3hcrungswcrten kann man als N3herungsrechnung bczcichncn, Untcr Nahc
rungsrcchnung im engcren Sinne vcrsteht man jedoch gewissc mathematische Vcrfahrcn, die cs mOg
lich machcn, komplizicrtc Rechcnopcrationen durch cinfachere zu ersetzcn. Dabci wird in Kaur gc-
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nommen, daB man nicht die exakten LOsungen, sondern nur genaherte LOSungen crhilt. Diese 
NOherungsverfahren dienen einerseits dazu, Rechenarbeit einzusparcn. Andererscits )assen sich fur zahlreiche mathematische Probleme alJein mit Hilfe von N3herungsverfahren numerische LOsungen gewinnen; um z. B. den numerischen Wert eines bestimmten Integrals zu erhalten, das sich nicht in gcschlossener Form darstellen 130t, mu8 man zu gen3.herten lntegrationsmethoden greifcn. Naherungsverfahren sind fur die verschiedensten mathematischen Problemstellungen ausgearbeitet worden. Jede Niiherungsmethode muB cine Abschiitzung des Fehlers gestatten, den man bei ihrcr Anwendung begeht. 

Niherungsverfahren zur Berechnung von Funktionswerten 
Das gcsamte numerische Rechnen vollzieht sich ausschlieBlich im Bereich der vier Grundrechenarten Addieren, Subtrahieren, Multiplizieren und Dividieren. 1st cine kompliziertere mathematische Funktion /(x) zu berechnen, so mu13 man sic so umformen, daB nur noch die vier Grundrechenarten zur Anwendung kommen (vgl. Kap. 29.1.). Dies geschieht gewbhnlich mit Hilfe von Potenzreihendarstellungen (vgl. Kap. 21.2. - Na.herungswerte und Naherungsformeln). 
Asymptotische Darstellungen fiir gro8e Werte des Arguments. Hat man cine Funktion F(x) filr sehr groBe Werle des Arguments zu berechnen, so kann man mitunter cine N3.herungsforme1 erhalten, indem man z = 1/x in die Funktion einsetzt und fur die Funktion /(z) = F(l/z) cine Taylorsche Entwicklung in z = 1/x angibt. Da z sehr klein wird, kann man sich im allgemeinen auf wenige Glieder der Entwicklung beschriinken. Eine andere M6glichkeit besteht darin, daB man fur F(x) cine asymptotische Annciherung oder asymptotische Darstel/ung bestimmt. Dabei heiBt cine Funktion 
q;(x) cine asymptotiscbe Ann3.herung oder Darstellung von F(x), wenn JI"�� [F(x) - q;(x)) = 0 ist. 
Man schreibt dann F(x) - q,(x). Setzt man F(x) = q,(x) + R(x), so mu8 filr den Rest R(x) gelten lim R(x) = 0. Oft bezeichnet man auch cine Funktion q;(x) als cine asymptotische Darstellung von 
F(x), F(x)- q,(x), falls F(x) = q,(x) · [I + r(x)J mit lim r(x) = 0 gilt, d. h., wenn der Quotient 
F(x)/rp(x) fur groBe Werte von x gegen I strebt. JI" .... cc 
Asymptotische Darstellung des Gau8schen Fehlerintegrals. Durch zweifache partielle Integration erhalt man fur das GauBsche Fehlerintegral die Darstellung 

<J>(x) = (1/Vz,;) 1 exp [-r'/2] dr = I - (1/Vz,;) r exp [-r2/2] dr 
= I - (1/V�) ((1/x) exp [-x2/2] -J (l/r2; exp (-12/2] d1) 
= I - (1/V�) ((1/x) exp [-x'/2] - (l/x3) exp [-x'/2] + J (3/14) exp (-12/2] d1). 

Mit den ersten drei Gliedern hat man bereits cine gute asymptotische Darstellung gcfunden, 
4>(x)"' I - (1/V�) {(1/x) exp [-x'/2] - (l/x3) exp [-x2/2]). 

Der Rest R,(x) = -(1/Vh} J(3/ r4) exp[-t 2/2Jdt lii8t sich abschiitzcn durch 
IR3(x)I <;; (1/Vh} (3/x') J t exp 1-"12/2] dt = (1/V�)- (3/x') exp [-x'/2]. Er verschwindet filr 
x- oo. Bereits fur x = 2 ist der Fehler der asymptotischen Fonnel sicher kleiner als 5 · 10-3• 
Eulersche Summenfonnel. 1st die Funktion F(x), fur die man cine asymptotische Darstcllung sucht, als cine Summe F(x) =/(I)+ /(2) + •·· + f(x - 1 )  + f(x) darstellbar, wobei /(z) cine gegebene Funktion und x cine ganze Zahl sind, so la.Bt sich haufig cine asymptotischc Darstellung aus der Eulerschen Summenformel gewinnen. 

Eulersche Summenformel F(x) = f f(t)dt + ..!_ [/(x) + /(I)]+ L' �[f<"-11(x)- J<"-''(l)l + R.(x) 
I 2 k-1 (2k)! 

In dieser Formel sind die 82" 8ernou/lische Zah/en, deren erste 81 = 1/6, 84 = -1/30, 86 = J/42, B8 = -1/30, B10 = 5/66, B12 = -691/2730 lauten (vgl. Bernoullische Zahlen in Kap. 21.2. -Wichtige Eigenschaften der Potenzreihen). Der Rest R,.(x) la.Bt sich durch 
IR.(x)I <;; (z:)'" [1/'2"1(t)I dt abschiitzen. Verschwindet R.(x) filr x - �• so hat man durch 

I Vernachl3ssigung des Restes in der Eulerschen Summenfonnel bereits cine asymptotische Darstellung fur' F(x) gefunden. Strebt aber Rn(x) fur x - oo einem Grenzwert C,. zu, so ergibt sich die 
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asymptotische Darstellung, wenn man in der Eulerschen Summenformel R,.(x) durch diesen Grcnz
wcrt C,. ersetzt. 
Asymptotische Darstellung fiir dJe Fakultit .x! Bildet man den natilrlichen Logarithmus von x!, so 
ergibt sich F(x) = In x! = In l + In 2 + •·· + ln x. Es ist /(z) = In z zu setzen. Beriicksichtigt 
man in der Eulerschen Summenfonnel nur die Glieder bis zur ersten Ableitung (n = 1), so erhalt
man 

F(x)= r ln t dt+ '/,(]n x+ In I)+ 1
/6 • 'I, ·(1/x- I)+ R1(x) 

= x In x - x + '/, (In x) + l/(12x) + I - 1/12 + R,(x). 

Der Rest Ri(x) laOt sich abschiitzcn durch [R,(x)[.;; (l/n2) (I - 1 /x'). Eine gcnauere Untersuchung 
ergibt }�'! R1(x) = C1 = 1/12 - I + In Jl2;:. 
Setzt man diesen Grenzwert an Stel1e von R1 (x) in die Eulersche Summenformel ein, so erh3lt man 
die asymptotische Darstellung F(x) es (x + '/,) In x - x + 1 /(1 lx) + In V�. Daraus folgt 

x! = •"''"" V2nxrexp[-x+ l /(12x)]. 
Fiir sehr gro8e Werle von x kann man noch das Glied l/(12x) im Exponenten vernachlassigen und 
er.halt die Stirlingsche Fonnel. 

I Stirlingsche Formel 

Approximation von Funktionen durch Polynome 
Sind von einer Funktion y = f(x) die Funktionswerte fur die Argumente x = x0 , x=x1 , •.. , x=x,. 

bekannt, so bez.eichnet man diese als StUtzstellen und die entsprechenden Funktionswerte y0 = f(x0), 
y1 = /(x 1), •.. , y,. = f(x,.) als StUtzwerte. Die Aufgabe besteht darin, den Funktionswert y = f(x) 
fur einen beliebigen Wert von x zu berechnen, der zwischen zwei benachbarten Stiltzstellen liegt. 
1st die exakte Berechnung von y = /(x) mit einem groBen Rechenaufwand verbunden, so versucht 
man, den gesuchten Funktionswert y aus den bekannten Funktionswerten y0 , y1, ••• , y,. niiherungs
weise zu berechnen, ihn, wie man auch sagt, durch Interpolation zu bestimmen. 
Lineare Interpolation. Die einfachsten Interpolationsver
fahrcn lcrnt man beim Aufschlagen von Winkelfunktionen 
oder Logarithmen kennen, wenn Werte zu bestimmen sind, 
die zwischen den in der Tafel angegebenen Werten liegen. 
Die in der Tafel angegebenen Werte bilden dann die Stiltz
werte, und dcr gesuchte Wert wird meist durch /ineare lnler
polation ermittelt. Dazu braucht man our zwei Stiltzstellen x 0 

und x 1 mil denStiltzwerten Yo= f(x0),y1 = /(x 1). Gesucht
wird filr x0 < x< x 1 der Wert y = /(x). Durch lineare 
Interpolation findet man aus der Verh3ltnisgleichung 
(y -Yo)/(x - x 0) = (y, -Yo)/(x 1 -Xo) den Wert y = 
Yo + (x - x0) (y1 - y0)/(x 1 - x0). Man ersetzt dabei den 
Bogen der Funktion y = f(x) im Intervall )x 0, x 1 [ niihe
rungsweise durch cine Gerade, die durch die Punkte (x0 , y0) 
und (x 1 , y.) verliiuft (Abb. 28.3-1). 

28.3-1 Linearc Interpolation zwischen zwci Sti.itzstcllen 

Interpolation im weiteren Sinne. Allgemein bestehen alle Interpolationsverfahren darin, daB die 
Funktion y = f(x) im Bercich der Stiltzstellen x0 , x1 , ••• , x,. durch einfachere Funktionen ersetzt 
wird, die in diesem Bcreich die Funktion y = f(x) mOglichst gut approximieren. Ein Verfahren, 
solche Nlherungsfunktionen zu bcstimmen, ist die Methode der kleinsten Quadrate. Auf ihr beruhen 
unter anderem die Ausgleichsrechnung und die Fourieranalyse. Sie finden Anwendung, wenn in dem 
Ansatz filr die Niiherungsfunktion weniger Parameter auftreten und zu bestimmen sind, als Sttitz
stellen zur Verfilgung stehen. Die auf diese Weise ermittelten Naherungsfunktionen verlaufen im 
allgemeinen nicht exakt durch die bekannten Stiltzwerte (x0 , y0), (x 1 , y1), •.. , (x,. , y,.). 

Interpolation im engeren Sinne. DerGrundgedanke der Interpolation im engeren Sinne besteht darin, 
cine Funktion /(x), von der an endlich vielen Stellen x 1 , x 2 , ••• , x,. die Funktionswerte y1 = f(x1) 
oder gegebcnenfalls die Ableitungen yjll = jW(x1) bis zur Ordnung m1 � j vorgegeben.sind, -nahe•
rungsweise durr.h cine Oberlagerung E Anjx) = j•(x) � /(x) von Standardfunktionen <pjx) zu 

ersetzen; dabei sollen die Form der Fu�ktionen <pjx) bei gegebener Funktionsklassc und die Ober-
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/agerungskoeffizienten A1 eindeutig aus den vorgegebenen Werten so bestimmt werden, daB die 
Ersatz/unkrion j•(x) an den vorgegebenen Stel len {x1} mit i = I, ... , n die Werte y1 oder y\J> an
nimrnt. FUr andere von der Menge {x1} verschiedene Stellen x ergibt sich die Giite der Jnterpo/ations
formel aus einer Abschiitzung des Restgliedes R = f(x) - f•(x). Liegt x im Innern des kleinsten lnter valls, das die Menge {x1} mil i = l, ... , n enthalt, so spricht man von einer eigentlichen Inter
polation, liegt x auBerhalb dieses Intervalls, von einer Extrapolation. Viele numerische Verfahren !assen sich mit Uberlagerungen von Standardfunktionen leichter ausfuhren, z. B. die Nullstellenbestimmung, die Integration, die Differentiation oder die Integration von Differentialg]eichungen (vgl. Kap. 29.2.). Als Standardfunkt ionen werden oft Polynome benutzt. 
Taylor-Interpolation. Nur an einer Ste lle x1 sind der Funktionswert/(x1 ) und die Werte der Ablei-
;u;g�� I:.

(

.�:<:,;�, 7:�1d � le> bbe;r:::�:!;s10$:ie::::d
st���;:jfn(;7f !fa�) Re!ts1i";dx11�g�t f� = fC'",+1>(�) · (x - x1 )'",+1/(m1 + I)!, wenn � eine Stelle zwischen x1 und x ist (vgl. Kap. 21.2. -Taylorsche Reihen). 

Beispiel J: DiC Taylor-Interpolation dcr Funktion sin x fur die Stelle x = 0 ergibt sich aus endlich viclen Gliedcrn ihrer Taylor-Reihe zu sin x = x - x3/31 + x5/5! ± •·· 
Aitken-Interpolation. Der rekursive Jnterpolotionsprozeft nach AITKEN wird vorteilhaft angewendet, wenn die Stelle x, an der der Funktions verlauf /(x) interpoliert werden soil, vorgegeben ist. Man bestimmt zunachst durch lineare Interpolation (Abb. 28.3-2) h1 • t+ t so, daf3 h,, 1+1(x1+1 - x1) = y1(x1+1 - x) + Yi+1(x - x1), d. h. durch 

rn 
h _ I ,Y, (x1 - x) I l, l+l - (x1+1 - X i) Y1+1 (XJ+l - x) , 

Durch Hinzunahme eines weiteren Punktes x1+2 kommt man zur Inter- / polation durch ein Polynom h1, i+i, •+2 zweiten Grades und damit zu einer hOheren Genauigkcit Y,· h,;in Y,·,n 

h =--l __ ,h1,1+1 (x,-x) I ,, i+i, t+2 (x1+2 - x1) hi+t,J+l (X1+2 - x) • x; x x;.,.1 
28.3-2 Zur Aitken-Interpolation; h1, 1+1{x,♦1 - x1) = y1{x1•1 - x) + y,.,(x - x1) 

In dieser Weise fahrt man nach Bedarf fort, bis sich Werle aufeinanderfolgender Naherungen nur noch um einen Betrag unterscheiden, der innerhalb der ohnehin zu erwartenden Ungenauigkeitsschranken liegt. 
Polynom-Ansatz. Setzt man das Polynom in der Form PnCx) = a0 + a1x + o2 x2 + •· - + a,sX" mit unbestimmten Koeffizienten a0 , a1 , .•. , an an und fordert, daO es durch die Punkte 
�::hin���x1Gfe

1
i�h�-�!:;Y;�r11ft

1a����o �����ie(�et�} Yo = 0o + 01xo + 02xt + ··· + a,.x'l, 
Bedingungsgleichungen- zum Bestimmen von o0 , o1 , ... , Y:1 = 0o 't o,x1 + Ozxf + ··· + 0�
��-, !i1e, ����: :w: v����i��gd!�S:;:SC��:�e�i�i!��tzstellen y� = Oo -f- 01 Xn + a2x! + ... + a� 

Beispiel 1: Die Funktion y = V� ist durch ein Polynom 2. Grades zu approximieren. das durch die Punk.le (x0 = l ,y0 = I), (x1 = 1,21, y1 = 1,1) und (x2 = 1,44,y2 = J,2) verliiuft. Es wird ge• setzt P2(x) = a0 + a1x + a2x2 • Aus den nebenstehenden Bedingungsgleichungen findet man 
a0 = 0,4099, a1 = 0,6842, a2 = -0,0941. Setzt man in das Intcrpolationspolynom y 
= Y:;;.,. 0,409 9+ 0,6842 x- 0,0 94l x2 den Wert x= 1,3 l,O =ao+ a,+ · a, ein, so crgibt sich Vi)� 1,1403. Der genaue Wert fur 1,1 = o _0 + 1,21 o1 + 1,4641 a2 Yl,31autct 1,140175 ... l ,2=ao+ 1,44a, +2,07 36a, 

Dies ist ein einfaches Beispiel filr cine inverse Interpolation in einer Quadrattafe l. Obwohl bei diesem Verfahren der Ansatz sehr einfach ist, erfordert die endgU.ltige Bestimmung des Jnterpolationspolynoms einen erheblichen Rechenaufwand, besonders wenn cine grOOere Anz.ahl von StU.tzwerten zu berU.cksichtigen ist. LAGRANGE und NEWTON haben deshalb den Ansatz fur das Polynom P,.(x) etwas anders gew3.h lt und gelangen dadurch zu Formeln, die fur die .Berechnung einfacher sind. 
Das lnterpolationspolynom \IOR Lagrange. LAGRANGE geht von dem Ansa tz 

P,(x) = L0(x)Yo + L1(x)y1 + ··· + L,(x)y, 
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fur das Naherungspolynom aus, in dem die Koeffizienten L1(x) der Sttitzwerte y1 Polynomc n-ten Grades in x sind. Sie werden allein aus den Stlltzstellen x
1 

filr j = 0, I, ... , n berechnet und nehmen fur sic die Werte L1(x1) an. Das Naherungspolynom P,.(x) verlauft sicher genau durch die Punktc (x0,y0), (x 1 ,y1), ••• ,(x,uy11), wenn sich die Polynome L1(x) so bestimmen !assen, daO L1(x1) fur i = j den Wert I hat, fur i =t= j aber Null ist. Die von Lagrange angegebenen Polynome erfilllen diese Forderung. 
Lagrangesche Polynome 
L,(x) = (x - Xo) (x - x 1) •• (x - x,_,) (x - x1+1) •·· (x - x. )  

(x1 - x0) (x1 - x 1) • • (x, - X1-1) (x, - X1+1) ••• (x, - x,.) ; i=O, l ,  ... ,n 
Interpolationspolynom von Lagrange: y = f(x)""' P.(x) = L0(x) Yo + L, (x) y1 + • • • + L.(x) y. 

Setzt man fur x einen der Werte x0 , x1 , ..• , x,-1 , x1+1, ••• , x,. ein, so verschwindet gerade immer ein Faktor des 23.hlers; fur x = x 1 aber wird der Zahler gleich dem Nenner. flihrt man diese Polynome in den Ansatz fur Pn(x) ein, so erhalt man das Interpolationspolynom
von Lagrange. Sein Restglied ist R = /<:>,(f) <Pix); in ihm ist f cine Stelle aus dem kleinsten ln¥:r
va1I, das die Menge {x1} mit i = l, ... , n umfaBt. 
Beispi,I 3: Die Niherungsparabel ,------------------, 
fiir die Funktion y = v:;: durch die L0(x) (x - x,)(x - x,) (x - l,21 ) (x - I ,44) 
Punkte (xo = 1, Yo = 1), (x, = 1,21, (xo - x,) (xo - x,) 0,0924 

y1 = 1,1), (x2 = 1,44, y2 = 1,2) soil L,(x) = (x - xo) (x - x,) (x - 1,0) (x - 1,44) mit Hilfe des Interpolationsverfah- (x1 - x0) (x1 - x2) -0,0483 rensvonLagrange bestimmt werden. (x - x 0) (x - x 1 ) (x - 1,0) (x - 1,2 1 ) 
=�•�

e

;01�:1:.::�:�!��J:�: �L_, _<x _>_�(x-'2,_-_x"'0)...,(x_,2,_-_x-"1)'------'0,'-10_1_2 __ _. 
rungspolynom 
P,(x) = (x - 1,21) (x - 1,44) · (1,0/0,0924) - (x - 1,0) (x - 1,44) · ( 1 ,1/0,0483) + (x - 1,0) (x - 1,21) · (1,2/0,1012); 
P2(x)=(x-1,21)(x- l,44)· 10,8225-(x-l,0)(x- l,44) ·22,7743+(x-l,0)(x- l,21)· 1 1 ,8577. 
In dieser Form kann das Polynom bereits fur numerische Rechnungcn benutzt werdcn. Multipliziert man die Klammern aus und faBt die Glieder gleicher Potenzen in x zusammen, so ergibt sich wieder das friiher bestimmte Polynom P2(x) = 0,4099 + 0 ,6842.x - 0,0941x2• 

Interpolation nach Newton. Hat man bereits durch die Stiltzpunkte (x0, y0), (x1, y1), ••. , (x,. , y,.) mit Hilfe der Lagrangeschen Formel ein Polynom n-ten Grades gelegt und nimmt man einen weitercn StUtzpunkt (x,.+1, Yn+i) hinzu, so muB bei Anwendung der Lagrangeschen Formel die gesamte Rcchnung neu begonnen werden, wenn man durch alle (n + 2) StUtzpunkte ein N3herungspolynom (n + 1)-ten Grades Jegen wiJJ; es mUssen samtliche Lagrangeschen Polynome L0(x), L1 (x), ... , L,.(x) neu bercchnet werden. Beim lnterpolationsverfahren von Newton dagegen ist in diesem Falle nur ein Zusatzglied zu addieren. Dieses Verfahren geht von dem Ansatz 
P.(x) = b0 + b 1(x - x0) + b2(x - x0) (x - x1) + ··· + b.(x - x0) (x - x1) ·•• (x - x.-,) 
fur das N3herungspolynom aus. Die Koeffizienten b0 , b1 , ••• , b,. werden wieder so bestimmt, daB das Polynom durch die Punkte (x0 , y0), (xi , y1), ••• , (x,., y11) verl3uft. Setzt man in den Newtonschen Ansatz fur x die Werte x0, x1, ••• , x,. ein, so erha.lt man das gestaffelre Gleichungssystem 

Yo = bo Y1 = bo + b 1(x1 - Xo) 
�2 = b

? 
+ b,(x, - xo) + �2(x2 - xo) (,:, - x,) 

y. = b� + b1(x. - x0) + b.
2(x. - x0) (x; - x1) + · · + b.(x. - x0)(x. - x1) ··• (x. - x,_1). Bei der schrittweisen AuflOsung dieses Systems nach b0, b 1 •• , bn 1313t sich fur jeden Koeffizienten b 1 cine Formel mit Hilfe dividierter Differenzen angeben. 

Dividierte Differenzen. Sind von einer Funktion y = f(x) an n + 1 StUtzstellen x0, xi , ... , x,. die zugehOrigen Funktionswerte Yo = f(x0), •.. , y,. = /(x11) gegeben, so )assen sich dividierte Differenzcn, auch Steigungen genannt, der Ordnung O bis n berechnen: 
0. [xol = Yo , [x,J = Y1, ... , [x.J = y.; 
]. [x, x1] = Y, - YJ z. B. [x,xo] = Yi - Yo ' [X,.Xn-11 = y,. - Y11-1 ; 

Xt - Xj Xi - Xo X11 - X11-i 
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[x1x1] - [x,x,J 
x1-x1; X2 - Xo 

[x1x.,xa1 .•• x1,._1
] - [X.,X.t1 .•• X.t,1 

I n. [x,.x,.1 ... x0] [x.,x ,._1 ••• x ii - [x 11_1x 11_1 ••• x 0] I
AUe dividierten Differcnz.en sind sym
metrisch in ihren Argumenten; z. B. X,, -Xo gilt 

[x,x1] = Y, - YJ = YJ - Y1 = [x.,x1], X t -Xj Xj-X 1 

[x,x,x,J [x,.x,J - [x,x,J [x,x,x,J, X ,1::-X t 

und entsprechend wird 
[x,x,x,J = [x 1x,x1] = [x,x1x,J = [x,x,.x,J = [x,.x 1x1] 

bewiesen. Man darf deshalb in den dividierten Differenzen die Argumente beliebig umordnen. Zur 
Berechnung der dividierten Differenzen verwendet man das folgende Steigungsschema. 

Schema zur Berechnung der dividierten Dijferenzen 

X 2 - Xo 
X 3 -XJ 

Xo �X1 -Xo Y1 -Yo 
x, Y, 

X1-X1 Y2-Y1 
x, Y, 

X 3 -X 2 y3-Y2 
x, Y, 

x,.-Xn-1 Y11-Y11-1 

x,. � 

[x 1xol 
[x 2xd 
[X 3X 1] 

[x,x,J - [x,xo] [X2X1Xo] 
[x 3x 2] - [x,x 1] [X3X 2Xd 

[x,.x,.,J 
- [X11-:1X11-2l 

Die einfach unterstrichenen Werte sind die absteigenden dividierten Differenzen, die doppelt unter
strichenen die aufsteigenden dividierten Differenzen, w3.hrend in der Mitte des Schemas die zentralen 
dividierten Differenzen liegen. 
Beispiel 4: y = x 3 ; Stiitzstellen: x0 = I, x 1 = 3, x2 = 4. Steigungsschcma: 

X1+2-X1 X1+1-X1 x, Y, 

I. ! 2 
3 3 27 

4 64 

LI [X1+1X1] 

26 .!1 

37 37 

LI [X 2X 1Xo] 

24 � Ergebnis: 
[xo] = I, [x 1x 0] = 13, 

[X 2X 1Xo) = 8. 
Eigenschafren der dividierten Differenzen. 1st /(x) = /1 (x) + /2 (x) und bezeichnet man die dividierten 
Differenzcn der Funktionen /1 (x) und /2 (x) durch Anhangen des Zeigers 1 oder 2, so gilt 

[XnX n -1 · .. Xo] = [Xn-X n -1 ... Xo]1 + [XnXn-t ··· Xoh • 
FUr eine Funktion /(x) = c/1 (x), wobei c cine Konstante bezeichnet, ist 

[X nXn -1 •·· Xo) = c[XnXn-1 · • Xo]1 • 
FUr die dividierten Differenzen kann ein unabh3.ngiger Ausdruck angegeben werden, der nicht die 
vorherige Bildung der dividierten Differenzen niedrigerer Ordnung voraussetzt: 

[x,.x •• 1 ... xo] = E f(x,) 
1 .. 0 (x, -Xo) ... (x, - x,-1) (x, -X 1+1) ... (X 1 - X n) • 

1st die Funktion /(x) in einern Interval), in dem die StUtzstellen x 0, x 1 , ... , Xn liegen, n-mal stetig 
differenzierbar, dann !assen sich die dividierten Differenzen durch die Ableitungen der Funktion 
ausdriicken: [xnXn-i ... x 0] = (1/n!)/fnl(;}. 
Dabei bezeichnet; einc gceignete Zwischenstelle, die irn Intervall dcr Stiltzstelfen gelegen ist. Daraus 
folgt, da8 S3mtliche dividierten Differenzen n-ter Ordnung einer ganzrationalen Funktion n-ten 
Grades gleiCh groB sind. 
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Newtonsches Interpolationspolynom. Die AuflOsung des gestaffelten Gleichungssystems (vg]. Inter
polation nach NEWTON), das sich aus dem Newtonschen Ansatz 
P.(x) = h0 + h,(x - Xo) + h,(x - x0) (x - x,) + ··· + h,(x - x0) (x - x,) ... (x - x,_,) 
ergibt, filhrt mittels dividierter Differenzen zu folgenden Werten fur die Koeffizienten b1 und damit 
zum Newtonschen lnterpolationspolynom: 

Yo= ho,Y, =ho+ h,(x, - Xo)-h, = (y, -Yo)/(x, - xo) = [x1xol, 
Y, = Yo + [x,xo] (x, - Xo) + h2(x2 - Xo) (x, - x,) 

oder [x2xo] = (x1xo) + bi(x2 - x,)___.....b2 = [x2X1Xo], 
b11. = [X,tX.t-1 ••• x1xo], 

Newtonsches Inter
polationspolynom 

y = f(x)""' Yo + [x,xo] (x - Xo) + [x,x,xoJ (x - Xo) (x - x,) + ··· 
+ [x,,X,.-1 ... x2x1xo] (x - Xo) (x - x1) ··· (x - x,.-1) 

Soll ein weiterer Stiltzwert x,.+1, Yn+t berilcksichtigt werden, so fugt man dem bereits berechncten 
Polynom nur das Glied [x11+1x,,x11_1 ••• x2 x1 x0] (x - x0) (x - x,) , .. (x - x,,) hinzu und erh3.lt 
damit ein Polynom (n + 1)-ten Grades, das durch samtliche Punkte (x0, y0), (x1, y1 ), ••• , (x,. , y,.), 

(x,.+1, Y11+1) verlauft. 
Die einfach unterstrichenen absteigenden dividierten Differenzen werden in der angegebenen Newton
schen Formel verwendet. Bei der Ableitung der Newtonschen Formel ist es jedoch nicht erforderlich, 
da8 die StUtzstellen in der Reihenfolge x0, x1, x2, ••• , x,. berticksichtigt werden. Ordnet man die 
Stiltzstellen zu einer beliebigen Reihenfolge x10

, x11
, ••• , x,

11 
um und wendet das geschilderte Verfahren 

an, so erhalt man das Newtonsche lnterpolationspolynom in der allgemeinen Gestalt 

y = f(x)"' P.(x) = y,
0 

+ (x - x10
) [x1,x10

] 
+ (x - x,

0
) (x - x 11) (x12x11

x10
]+··· + (x- x10

) (x- x11
) ··• (x-x1,._1) [x1,.x111_1 •.. Xi1

x10] 

Hat man die Sttitzstellen in die Reihenfolge x,., x,._,, ... , x1, x0 umgeordnet, so erhalt man 
y = f(x)"' P,(x) = y, + (x - x,) [x.-,x,J + (x - x.)(x - x._,)[x.-,x.-,x,J + ··· 

+ (x- x,.) (x-x,._,)•·· (x-x1)[x0x1 ... x,.]. 
Diese Formel verwendet die im Schema doppelt unterstrichenen aufsteigenden dividierten Differenzen. 
Man kann die Formel auch so umformen, da8 die in der Mitte des Schemas gelegenen zentralen 
dividierten Dijferenzen zur Bildung des N3herungspolynoms herangezogen werden. Welche Form der 
Darstellung man auch w3hlt, stets erh3lt man das eindeutig bestimmte Polynom n-ten Grades, das 
durch die Punkte (x0 , y0), (x1 , y1 ), ... , (x,. , y,.) verlauft. 

Beispiel 5: Um die NQherungsparabel f iir die Funktion y = V� durch die Punkte (x0 = I, Yo= l ), 
(x1 = 1,21, y1 = J,1), (x2 = 1,44, y2 = 1,2) mit Hilfc des Newtonschen Interpolationsverfahrcns 
zu bestimmcn. bcrechnet man zunachst die dividierten Differcnzen. 

Xi+2-X1 X1+1-X1 x, Y1 L1 [x1+1x1] L1 [X2X1Xo] 

I l 
0,21 0,1 0,476190 

0,44 1,21 1,1 -0,041408 -0,0941 
0,23 0,1 0,434782 

1,44 � 

Das Newtonsche Interpolationspolynom lautet unter Verwendung der absteigenden dividierten 
Differenzen 

P,(x)= I +(x-l)· 0,.476190- (x- l ) (x- l,21)· 0,0941, 
der aufsteigenden dividierten Differenzen 

P2 (x) = 1,2 + (x - 1,44) · 0,434782 - (x - 1,44) (x - 1,21) · 0,0941 
oder der zentra/en dividicrten Differenzen 

P2(x) = 1,1 + (x- 1,21) · 0,434782 - (x - 1,21) (x - 1,44) · 0,0941. 
Fa8t man die Glieder gleicher Potenzen in x zusammen, so ergibt sich in alien drei Fallen das 
bereits frUher bestimmte Polynom 

P2(x) = 0,4099 + 0,6842x - 0,094 Ix'. 
Das Differenzenschema fiir Stiltzstellen mit gleichen Abstinden. Das Schema zur ·Berechnung der 
dividierten Differenzen wird besonders einfach, wenn die Sttitzstellen x0, x1, ••• , x

,. der GrOOe nach 
geordnet und Oquidistant, d. h. mit gleichen Abst3.nden gew3.hlt wurden. Mit einer vorgegebenen 
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Schrittweite h gilt dann x1 = x0 + h, x2 = x0 + 2h, ... , x11 = x0 
+ nh. Fi.ir die Differenzen der Argumentwerte im linken Tei) des Schemas crhalt man x1+t -x1 = kh. Fi.ihrt man ferner noch 

die Differenz erster Ordnung Y1+1 -y, =Ll 1Y1+1/1 , die Differenz zweiter Ordnung Ll 1y1+1 -L Py1 = Ll2y,+111 , 
die Differenz n-ter Ordnung L111-1Y1+1 -L1"-1y1 = Ll11y1+1/1 

ein, so besteht ein einfacher Zusammenhang zwischen diesen gewOhnlichen Differenzen und den dividierten Differenzen. Es gilt die nebenstehende Formel. Daraus folgt, da8 nicht nur samtliche n-ten dividierten Differenzen einer ganzrationalen Funktion 
n-ten Grades untereinander gleich sind, sondern auch die n-ten gew0hnlichen Differenzen einer ganzrationalen Funktion n-ten Grades untereinander gleich sind. 
Fiihrt man cine Hilfsvariable t durch die Gleichung x = x0 + th ein und berilcksichtigt auch Stiltzstellen x-, = x0 -h, x_2 = x0 - 2h, ... , die der Stiltzstelle x0 vorangehen, so ergibt sich das folgende Differenzenschema. 

-2 X-2 Y-2 LPY-2 .::11y_,,_ .::13y_,,_ 
-I X-1 Y-1 Ll2

y_, .1"y_, Ll1y_1,1 Ll2Yo 
L1ly_1f1 Ll"Yo 

LJ5y_1,, .::16yo 0 Xo Yo 
A'y,.1, ,a2y, 

LP
y11, Ll"y, A5y111 

x, Y, 
'1':,,,1, Ll2Y2 

'1'y,1, 
2 x, Y, 

Bei der Berechnung des Differenzenschemas geht man van einer Tabelle der Stiltzwerte aus, bildct die Diffcrenzenreihe fur die Funktionswerte y1 und erh3.lt die Differenzen erster Ordnung. Filr diese 
bildet man wieder die Differenzenreihe und erhalt die Differenzen zweiter Ordnune usw. 
Interpolation bel gleichabstindigen StiitzsteUen. Falls die Stlltzstellen x0 , x1 , ••• , x,. 

g)eichabstiindig sind und die Schrittweite h haben, k0nnen in dem Newtonschen Interpolationspolynom 
P,(x) = Yo+ (x -x0) [x1xol + ··· + (x -x0) (x -x,) .. , (x -X,-1) [x.x, -,x,x0]. 

das durch die Punkte (x0, y0), .•• , (x,. , y,.) verlauft, die dividierten Differenzen durch die einfachen Differenzen ausgedrilckt wcrden, wenn man setzt x = x0 + th. In dem angefiihrten Differenzenschema stchen die bier verwendeten Differenzen auf einer schrag 
nach unten abfallenden Linie. 

Newtonsche Interpolations� formel mit absteigenden Differenzen 
P,.(x0 +th)= Yo+ t .d1y111 

+ 1(1; I) '1'
y, + ... + 1(1-!)(1-2�i'" (1- n+ I) ,j•

y,,, 

Berilcksichtigt man auch Stiltzstcllen x_1 = x0 - h, X-2 = x0 -2h, ... , x_,. = x0 -nh und legt durch die Punkte (x0 , y0), (x_1 , Y-1), •.. , (x_,., y_,.) ein Newtonsches Interpolationspolynom, so erbalt man 
P,(x) =Yo+ (x -x0) [x0x-,] + (x -x0) (x -x_,) [xc,X_,x_,J +

+ (x -x0) (x -X-1) ••• (x -X-11+1) [x0x-1 ••• x_11). 
Auch in diesem Polynom kann man die dividierten Differenzen durch einfache Differenzen ersetzen. 

Newtonsche Interpolationsformel mit aufsteigenden Differenzen 
P,(x0 + th) = Yo + t'1 'Y-•J, 
+ t(t i! I) '1'

Y-, + ... + t(t + I) (1 + 2�; .. (I+ n - I) ,j•
y_,,, 

SchlieBlich kann man die Stiltzstellen auch in der alternierenden Reihenfolge x0 , x1 , x_1, x2 , X-:i, x3 , ••• anordnen. Das entsprcchende Newtonsche Interpolationspolynom lautet 
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P.(x) =Yo+ (x - x0) [x1 x0] + (x - Xo) (x - x1 ) (x1 x0x_i] 
+ (x - x0) (x - x1) (x - X-1) [x2x1 xox-d + · 

Jc nachdem, ob cine gerade Anz.ahl von Stutzstellen (n = 2k) oder cine ungerade Anzahl von Stiltz• 
stellen (n = 2k. + 1) zur Vcrfilgung stehen, bricht das PoJynom mit dem Gliede 

(x - Xo) (x - Xi) (x - X-1) ... (x - X,t-1) [X11;Xt-1 ... Xo ... X-1+11 
oder (x - Xo) (x - X1) (x - X-1) ... (x - X,t) [X1X.t-1 ... Xo ... X-1+1X-.t) 
ab. Werden die dividienen Differenzen durch die gewOhnlichen Differenzen ersetzt, so erhalt man die 
Gaul3sche lnterpolationsformel. 

GauOsche 
Interpolationsformel P.(xo +th)= Yo+ ILl1

Y,/, + t(t ;-;- I ) ·Ll'y0 

+ t(t- l�t + I) ·LJ'
y

•f, + t(t- l)(t t l)(t- 2) -,J•
yo + _ 

Sic vcrwendet die etwa in dcr Mitte des Differenzenschemas stehenden Differenzen. Es gibt noch cine 
zweite Gau8schc Formel, bei der die Stfitzstellen in der Reihenfolge x0 , x_1, x1 , x_2 , x2 , ••• angeordnet werden. Ferner haben STIRLING, LAPLACE, BESSEL, EVERETT und andere weitere Interpolations
formeln angegeben, die durch verschiedene Wahl der Stiitzstellen und durch geeignete Kombination 
der Newtonschen und der GauOschen Formeln gewonnen wurden. 

Interpolatioo in Tafeln 
Sind die Stutzstellen x0 , x1, .•• , x11 der Gr08e nach geordnet, x0 < x1 .•• < x,., und ersetzt man im 
Intervall x0 ••• x11 die Funktion y = f(x) durch ein Interpolati�nspolynom P,.(x) n-ten Grades, das 
durch die Punkte (x0, y0), (x1, y1), .•. , (x,.. y,.) verliiuft, so ist der Approximationsfehler durch das 
Restglied R,.+1 bestimmt. Die Gr08c,; ist ein im allgemeinen unbekannter Wert im Intervall Jx0, x,.[. 
Bestimmt man z. B. den Funktionswert y = f(x) fur cin zwischcn zwei Tafelwertcn x0 und .r0 + h 
(h Schrittweite der Tafel) gelegenes Argument x durch lineare Interpolation, so betragt der Inter
polationsfehler R,(x) = '/,(x - x0) (x - x0 - h) · y"(<). Das Produkt (x - x0 ) (x - x0 -h) wird dem Betrage nach fur x = x0 + h/2 am grODten. Der Intcrpolationsfehler laOt sich daher durch 

y'"''W R •• ,(x) = f(x) - P.(x) = (x - x0) (x - x,) ··· (x - x.) (n+I)! 
IR,(x)I.;; 1/8h2 IY"(x)I abschatun, wobei das Maximum fur ll'(x)I im Intervall ]x0 , x1 ( einzusetzen ist. Bei Interpolation in einer k-stelligen Tafel soil der lnterpolationsfehler eine halbe Einheit 
der k-ten Stelle nicht Ubersteigen. Daher gilt: 

In eine r k-stelligen Tafel tier Schrittweite hist eine lineare Interpolation er/aubt, wenn 
'/,h' · iy"(x)I < O,S · 10-•. 

Beispie/: Eine filnfstelligeTafel fur lg sin x im Intervall0° � x � 45° hat dicSchrittwcitch = 0,01°. Wegen y"(x) = -M/sin2 x, wobei M = lg e, muO gelten 1 / 8h2 • (M/sin2 x) < 0,5 · I0-5, h in rad. 
Daraus folgt die .Bediogung sin x > 0,01819. Sic isl filr x > 1,04 ° erffillt. In dieser Tafel kann man 
daher fur x > J O linear interpolieren. 

]st 1ineare Interpolation in einer Tafel nicht mehr erlaubt, so mUssen lnterpolationsformeln hOherer 
Ordnung angewendet werden. Dabei kann man den durch das Restglied bestimmten Interpolations
fehler klein halten, wenn man die Sttitzstellen so wahlt, daD die Interpolation etwa in der Mitte des 
durch die StUtzstellen erfaDten Bereichs erfolgt. Dies errreicht man mit lnterpolationsformeln, die mit 
zentralen Differenzen arbeiten, wie die GauOschen lnterpol�tionsformeln. Nur wenn am Anfang 
oder am Ende einer Tabelle interpoliert werden muD, wo die zentralen Differenzen nicht zur Ver
fugung stehen, wird man auf die Newtonsche Jnterpolationsformel mit ab- bzw. aufsteigenden Differenzen zurUckgreifen. 
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Wiihrend die Mathematik im strengen Sinne in ihren quantitativen Aussagen das Kontinuum der 
rccllen oder der komplexen Zahlen verwendet und auch Relationen zwischen Zahlen oder Objck:t.cn 
wie Vektoren oder Matrizen unmittelbar auf diesem Zahlenbegriff aufbauen, muB die � 
Mathematik alle ihre Aussagen mit Hilfe rationaler Zahlen gewinnen, in der Regel, z. B. bci Ver• 
wendung eines Digitalrechners, sogar mit endlich vielen rationalen Zahlen. Die Formulierung eines 
LOsungsverfahrens mathematischer Probleme stellt deshalb in der numerischen Mathematik einc 
Modellbildung dar, bei der Rundungs• und Verfahrensfehler auftreten. 

29.1. Genauigkeitsabschiitzungen, ZahlendarsteUungen 

Rundungsfehler entstehen bei der Abbildung der im jeweiligen Verfahren auftretenden reellen Zahlcn 
in den Bereich der zul3.ssigen rationalen Zahlen (zum Runden vgl. Kap. 28.1. - Absoluter und re
Jativer Fehler). Dabei werden nicht nur die Eingangsdaten einer Aufgabe, sondern auch die Zwisc.hen
ergebnisse nach jedem Rechcnschritt verfalscht. Verfahrensfehler treten auf, weil jedes transundente 
Verfahren ersetzt werden muB durch eine endliche Kette realisierbarer Operationen wie Addition, 
Subtraktion, Multiplikation und Division. Das Modellverfahren ist adiiquat, wenn sein quantitativcs 
Ergebnis nur um angebbar wenig von dem des exakten Verfahrens abweicht, es ist numerisch stabil, 
wenn kleine Variationen der Eingangsdaten nur zu kleinen Schwankungen im Ergebnis fuhren. 

Genauigkeitsabschitzungen fiir die Verfahren der numerischen Mathematik. Die Absch3tzung der 
Genauigkeit numerischer Verfahren ist ein praktisch sehr wichtiges, aber schwierig IOsbares Problem. 
Seine LOsung h3.ngt sehr stark von der Art des vorliegenden numerischen Problems ab. In den An
wendungen hat man vor allem zwei Problemklassen zu unterscheiden: Approximation eines forme.l• 
ma.Big beschreibbaren mathematischen Objekts und Approximation eines mathematischen Objckts, 
dessen Existenz zwar gesichert ist, aber n3.herungsweise nur vermittels Messungen bestimmt werden 
kann. 
Genauigkeitsproblem bci formelmliOig gegcbcncn mathematischen Objekten. Formelmil3ig gcgebcne 
mathematische Objekte sind Zahlen, Vektoren, Funktionen oder Funktionale bzw. Operatoren. 
Zahlen, Vektoren oder Funktionen werden aufgefaBt als Punkte ein;s Raumes und werden approxi• 

miert durch Folgen oder gleichbedeutend damit durch Reihen x = E c1e1 mit Koordinatenelemcnten 
e1 und Komponenten c1 • 1-0 · 
In der numerischen Mathematik muO rnan jede Enrwicklung dieser Art nach endlich vielen Niiherungs• 

schritten abbrechen, d. h., an Stelle von x begnilgt man sich mit dem Nilherungselement x• = £ c-1t'1 • 
, .. 

Hierzu gehOren zwei Giitekriterien Q1 und Q2 ; 01 = n ist ein Mafi filr den Entwicklungsaufwand, 
und 02 ist ein MaB fur die Ann3.herung, z. B. Ix - x•I bei Zahlen oder sup lx(t) - x•(t)I bei Funk· 
tionen. 
Man ist daran interessiert, sowohl 0 1 als auch Q2 klein zu halten. Die Kleinheit von 01 widerspricht 
jedoch der von Q2 und umgekehrt. Verwendet man zur Koeffizientenberechnung filr die c1 cine fest 
vorgegebene Regel, z. B. bci der Taylorreihenentwicklung, so hat man bei gegebenem O 1 = n filr 
Q2 keinen Spielraum, sondern 02 liegt praktisch mit dem zu approximierenden Element x fest. Q2 

ist aber nicht bekannt. Daher muD man in der Praxis mit einer mehr oder weniger genauen Absch3t
zung fur Q2 zufrieden sein, z. B. mit Restgliedabschiitzungen bei Reihenentwicklungen. 
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Viel giinstiger ist die Situation, wenn man fur die Bestimmung der c1 keine feste Regel benutzt, sondem 
bei gegebenem Q1 = n die c, so bestimmt, da8 Q2 minimal wird. Eine Vorschrift zu dieser Bestim
mung stellt ein optimiertes Entwicklungsverfahren dar. Hier gilt in der Regel die Gesetzm3.8igkeit, 
da8 Q2m1n(n) cine monoton fallende Funktion ist. 
Betrachtet man z. B. Orthogonalreihenentwicklungen, deren Koordinatenelemente e1 mit einer 
geeigneten Momentenoperation M der Orthogonalitatsforderung M(e,e,) = 0 fiir i =F j geniigen, 
und wiihlt man Q2 = M((x - x*) (x - x*)) als AnnaherungsmaB, so sind solche Werle der c1 

gesucht, die bei gegebenem n ein Minimum von Q2 gewiihrleisten. Hierfur erh3.lt man 
c1 = M(xe1)/M(e1e1), und es ergibt sich der Minimalwert Q2min = M(xx) - i M(xe1) 2/M(e1e1). 

,_, 
Offensichtlich ist Q2min eine monoton fallende Funktion von n. Bei Zahlenreihen nimmt man 
als Momentenoperation M(xy) = x · y, bei Vektorreihen das Skalarprodukt M(xy) = (x, y), 
bei Zufal!sgr0Ben den Mittelwert des Resultats und bei Funktionen das Skalarprodukt 
M(xy) = f x(r) y(t)p(t) dt im Funktionenraum. Bei forrnelm3.Dig gegebenen Funktionalen oder 
Operatio�en wird die Genauigkeitseinschatzung dadurch erschwert, daD cine solche Annaherung 
an die gegebene Operation gesucht ist, die fur cine umfassende Menge von Ursachen y fast die gleiche 
Wirkung wie die gegebene Operation erzeugt. 
Gilt fur die gegebene Operation (Funktional oder Operator) .die Beziehung x = Fy, so erhalt man 
fur die Naherungsoperation F* entsprechend x• = F*y. Der Ubliche Weg ist die Annaherung von F 

<lurch cine lineare Operation F* = £ ctf, mit gewissen linearen Grundoperationen Ji. Man kann 1-0 
hier entsprechend vorgehen wie bei der Entwicklung von Elementen x, die Erschwernis liegt lediglich 
darin, daD man sich in geeigneter Weise von der Abhangigkeit von y freimachen mull. Dies kann 
geschehen durch eine zusatzliche Mittelung Uber y bzw. bei der Momentenmethode dadurch, daD 
man jetzt sup M((x - x*)2) zum Minimum macht. 

,., 
Hierbei st08t man aber auf die gleichen Schwierigkeiten wie bei der Tschebyschow-Approximation, 
d. h. der Annaherung von Funktionen durch gleichmaBig konvergente Reihen. 
Genauigkeitsproblem bei existentiell gegebenen mathematischen Objekten, die iiber Messung,en ange
niihert werden mtissen. Messungen liefern zwangslaufig immer eine unvollstandige Information Uber 
das zu bestimmende Objekt. Man mul3 versuchen, aus den Messungen eine bestm0gliche Annaherung 
an das mathematische Objekt zu erzeugen. Dieser Fall tritt haufig bei den Problemen der Extrem
wertsuche auf bzw. beim Problem der Approximation einer Operation F Uber die Messungen .x1 bei einer gewissen Menge von Ursachen y1• 
Bei diesen Problemen hat man zwei Phasen zu unterscheiden. die Lernphase und die Kannphase. 
In der Lernphase werden Messungen, die durch ein Aufwandskriterium bewertet werden, in einem 
gewissen Umfang durchgeftihrt. Aus den erhaltenen Mel3werten muB bestm0glich auf eine Naherung 
an das mathernatische Objekt geschlossen werden, in der Regel Uber eine Parameterschiitzung. Nun
mehr verarbeitet die Mittelungsoperation M die erhaltenen MeBwerte zu Schatzungen cf der Para
meter c,. Zu dem AufwandsmaB Q 1 und dem Annaherungsma8 Q2 , formuliert mit der Mittelungs
operation M, tritt nun noch ein MaB Q3 hinzu, das die Zufalligkeit der c't einschatzt aufGrund der 
gewahlten Proben, die zu den Mel3werten gefuhrt haben. 
Von Versuchsplanung spricht man in diesem Zusammenhang, wenn man bestrebt ist, die Probeversuche 
so durchzufuhren, daD der durch die Schatzung cf bewirkte Zufalligkeitsfehler m0glichst klein 
wird. Die Kannphase tragt extrapolativen Charakter. Hier wendet man das mit den geschatzten 
Werten c,• erhaltene Model! des mathematischen Objekts unter beliebigen zulassigen Bedingungen 
an. Treten hierbei starkeAbweichungen vom in der Lernphase erhaltenen Q2min au{, so kann man in
weiteren nachgeschalteten Lernphasen versuchen, das bisherige Modell sequentiell zu verbessern. 
Solches Vorgehen ist von besonderer Bedeutung fur die statistiSChen Methoden der numerischen 
Mathematik, z. B. die Regressionsanalyse. In besonderen Fallen kann auch die sequentielle Vor
gehensweise optimiert werden. In der Regel kehrt man bier jedoch die Genauigkeitsfragestellung um. 
Man gibt sich den Wert von Q2 min vor alsAbbruchschwelle und organisiert den sequentiellen Proze8 
aus mehreren Lernphasen so, daB die Gesamtzahl N der Versuchc m0glichst klein wird. Bei den 
experimentellen Verfahren tritt damit die Versuchszahl N als weiteres Kriterium Q4 zu den vorhande
nen Kriterien hinzu. Die Kriterien Q1 , Q2 , Q3 und Q4 stehcn zueinander in Abh3ngigkeitsbeziehun
gen, die fur Problem!0sungsprozesse allgemein von Bedeutung sind, bei der Erh0hung von Q1 z. B. 
verkleinert sich Q2 und erh0hen sich Q3 und Q4• 
Zahlendarstellung. In einem Positionssystem mit der Basis q > 0 wird cine reelle Zahl z dargestellt 
in der Form z = ±(a1q1 + a1_1q1-1 + •·· + a0q0 + a_1q-1 + a_2q-2 +•··),in der die Ziffern a1 

je eine der nichtnegativen ganzen Zahlen 0, 1, ... , q - 1 sind und ein ganzer Tei/ mit Exponenten 
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I� 0 von q von dem gebrochenen Tei/ mit I< 0 unterschieden wird. In Digitalrechnern !assen sich 
Ublicherweise nur Zahlen der Wort /tinge L, mit negativen Potenzen bis zur maximalen Ordnung L, 
darstellen. FOr Beweglichkomma-Darste/Jung gilt die normierte Form z = ±qe(b_ 1q- 1 + b_2q-2 +· .. + b_Lq-L) mil b_, "F 0. Mil q = 10 z. B. wird die Zahl -36,12 dargestelll als 
-102(3 · I0- 1 + 6 · IO-' + I · JO-' + 2 · 10 -•J = -102 • 0,3612. In ihr variierl der Exponent e in der 
Regel von -L bis +Lund wird ebenfalls im Positionssystem mit der Basis q dargestellt. In Rechen
automaten )assen sich negative Exponenten dadurch vermeiden, daB an Stelle der externen Zahl in 
normierter Form die interne Zahl z' = ±qr+L(b_1q - 1 + •·· + h-1..Q-L) im Automaten angegeben 
wird, deren Exponent um L zu hoch ist. Bei festem e kann man damit ein aquidistantes Gitter von 
2 · (qL - I ) Zahlen realisieren; sein Gitterabstand betr8.gt qe -L_ Die Gesamtheit aller realisierbaren 
Zahlen ergibt sich aus -Lis:;;: e is:;;: +L. Die Grundrechenarten kOnnen zum Verlassen des Bereichs der zulassigen Zahlen f11hren. Bei ver
einbarter Basis q genilgt es, die Ziffernfolge z = ±a.1:a.1: - 1 ••• a0 , a_,a_2 ••• a_L bzw. die Ziffernfolge 
des Exponenten e und die des normierten gebrochenen Teils anzugeben. 
Neben dem dekadischen System mit q = IO werden andere Positionssysteme benutzt. Das Dua/
system mit q = 2 hat den Vorteil fur Rechenautomaten, daO nur zwei physikalische Zustande zur 
Darsteltung notwendig sind, die mit O und I bezeichnet werden. Durch Konvertieren fuhrt man cine 
ganze Zahl z[q] = a,1:qt + at _,qt -l + •·· + a0q0 aus der q-Da.rstellung in die p-Oarstellung z[p] 

= b1p1 + b,_1p1 -1 + •·· + b0p0 ii:ber, indem man z[q} durch p[q} dividiert. Aus z[p] ersieht man, 
daO sich cine ganz.e Zahl g1 und ein gebrochener Anteil rifp(q] ergibt, dem in der Oarstellung z[p] 
der Wert b0 pO entspricht, so daO ,, = b0• Entsprechend erh3lt man aus gi/p[q) den Koeffizienten 
b1 , danach b2 , b3 , ••• , b1 • 
Beispiel: Die Dezimalzahl 132[10] wird durch Division durch p[q] = 2 [10] = 2 konvertiert: 
132:2= 66+0/2 mil b0 =0; 66:2= 33+0/2 mil b1= 0; 33:2= 16+1/2 mil b2 =1; 16: 2 = 8 + 0/2mi1b, = 0;8: 2 = 4 + 0/2mil b4= 0;4: 2 = 2 + 0/2mi1b,=0;2: 2= 1+0/2 
mil b6 = 0 und I : 2 = 0 + I /2 mil b1 = I, so daB man zu 132 die Dualzahl LOOOOLOO 
erh3lt. Um daraus durch Konvertieren wieder die Dezimalzahl zu erhalten, wird dividiert durch 
IO [2J = LOLO. Man erhiUt 
LOOOOLOO: LOLO = LLOL + LO/LOLO mil b0 = LO [2) = 2 [)OJ, 
-LOLO 

LLOL LLOL: LOLO = L + LL/LOLO mil b1 = LL [2) = 3 [!OJ, -LOLO 
------0:-oo L: LOLO = 0 + L/LOLO mil b, = L [2J = I [IOJ, d. h., 

-LOLO b2 = I und b2 • 102 + b1 • 10 + b0 · 10° = 132. 
--ro 
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Numerische Integration. Unter einer Quadraturformel versteht man ein Modell mit Werten der gegebenen Funktion f(x) bzw . ihrer Ableitungen an Stiltzstellen xu, in dem durch die Forderung an die 
GUte des Modells die Oberlagerungskoeffizienten Au oder die Stl1tzstellen xu zu bestimmen sind. 
In einer Quadraturformel vom Amplitudentyp sind die Stutzstellen gegeben und die Au zu bestimmen, 

. Quadralurformel J f(x)dx,-, I: A11JU>(xu ) 
a I.I 

beim Argumenttyp sind dagegen die Au gege
ben und geeignete Stutzstellen gesucht. Die 
StOtzstellen brauchen dem lntegrationsinter
vall nicht anzugehbren. 

Beispiel 1: Eine Quadraturformel 3. Ordnung, die cxaktc Werte fur Polynome bis zum drittcn Grad 
liefert, ist 

f /(x) dx"' 1/,(b - a) [/(a) + /(b) - 1 /.(b - a) (/'(b) - f'(a))J. 
Interpolationsquadrawrformeln erh8.lt man, wenn die zu integrierende Funktion im lntegrations
intervall [a, b] durch ein Lagrangesches Interpolationspolynom n-ten Grades mit den Stiltzstellen 
x1 = a+ ih, i = 0, 1, 2, ... , n, ersetzt wird. Bei der Gtiteforderung, daB die Quadraturformel fur 
jedes Polynom n-ten Grades exakt sein soil, erh3h man das Modell 

I
b n b-a (-1)"-' J"1r11+1] f(x)dx"'

i
�A,f(a,+ih) mil A, = -11-· i!(n-i)! °'i"=Tdt, 

0 
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wenn , r11+1J = 1(1 - I) (r - 2) •·· (t - n) gesetzt wird. 1st n = 2m - 1 - d mit d = 0 fur ungerade 
n und d = I filr gerade n, so betr3.gt der Fehler des Modells Rn= -Mn(b - a)2m+I J(2'">(;) mit 
a<<< b und 
M1 ,s; 8,333 · 10-2, M,"" 3,472 · 10-•, M3 "" 1,543 · 10-•, M4"" 5,167 · 10-1, 
M,"" 2,910 · 10-1, M6"" 6,379 · 10-10, M,"" 3,912 · 10-10, M8 ,s; 5,133 · J0-13. 

Oft werden die Trapezregel und die Simpson-Regel benutzt. 
Trapezregel. J f(x) dx = [(b - a)/n] (1

/2/(0) + f(h) + f(2h) + · · + f((n - I) h) + 1/1/(nh)] 
- /''(�) (b - �)3/(12n2) oder furn= I bei linearer Interpolation zwischen den Intervallenden: 
. 

J f(x) dx"" 1 /,(b - a) [/(a)+ /(b)] - 1
/12/"(<) (b - a) 3 

. 

. Simpson-Regel fiir n gerade. J /(x) dx = [(b - a)/(3n)J · (/(0) + f(nh) + 2[/(2h) + /(4h) + • 
+ f((n - 2) h)] + 41/(h) + i(3h) + ··· + f((n - I) h)l} - /14'(<) (b - a)5/(180n4) oder fiir 
n = 2 bei Interpolation nach einem quadratischen Polynom zwischen den IntervaJlenden a und b: 
. J f(x) dx"' 1

/6(b - a) [/(a)+ 4/(a + h) + /(b)] - [1/2(b - a)]' [JC4>(<)/90], h = 1/,(b - a). 

Numerische Differentiation. Entsprechend wie bei numerischer Jntergration interpoliert man in der Umgebung der Stelle x0 , an der /'(x0) gebildet werden soil, die Funktion /(x) durch ein Interpolationspolynom n-ten Grades Pn(x) und verwendet das Model! /'(x0) � P;(x). Bei linearer Interpolation zwischen x0 - h und x0 + h z. B. erhiilt man /'(x0)"' [f(x0 + h) - f(x0 -h)]/(2h). Uber dieTaylor-Entwicklung/(x0 + h) = f(x0)+ f'(x0) h + f"(x0) h'/2! +·· + f'"'(x0) h"/n! + •·· = e1' d/dx /(x0) der Funktion /(x) um die Stelle x0 erhalt man folgendes universell anwendbare 
Modell des Differentiations operators 

::. "'(1/h) In (I + hLI) = (1/h) [(hLI) - (1/2) (hLI)' + (1/3) (hLl)3 - (1/4) (hLl)4 ± ···] . 
Hierbei ist LI der Differenzenoperator mitLl/(x) = ( f(x + h) - f(x))/h. Der Abbruch dieser Reihe mit der n-ten Potenz des Operators .dh ergibt ein Modell, das fur Polynome bis zum n-ten Grad ein
schlieOlich exakte Werte der Ableitung liefert; denn es erweist sich als identisch mit dem Modell, das man durch die Ersetzung f'(x0) � P;(x0) erhalt. 
&ispie/ 2: Fiir P(x) = a0 + a1x + a,x' ist (hLI) P(x) =P(x + h) - P(x) = a,h + a2(2xh + h') 
und (hLI)' = a,h + a1[2(x + h) h + h'J - a,h - a2(2xh + h2) = 2a1h2• Danach crgibt dcr 
Differcntiationsoperator (1/h) ((hLI) - (1/2) (hLl)2] P(x) = a, + 2a1x + a,h - a,h � a, + 2a2x. 

Numeriscbe Losung gewohnlicher Differentialgleichungen 
Viele Probleme der Praxis erfordern, eine Differentialgleichung y' = f(x, y) mit einer stetigen Funktion f(x, y) von dem Anfangswert y(x0) = y0 aus in Richtung wachsender x-Werte oder ein System derartiger Differentialgleichungen zu integrieren. Man bestimmt mit x1 = x0 + ih naherungsweise die Werte y1 = y(x1). Filr viele numerische L0sungsverfahren wird dabei die der Differentialgleichung 
iiquivalente lntegralgleichung y(x) = Yo + j f(r, y(r)) dr benutzt. 
Adams-Verfahren. Filr die L0sungsfolge {y.} liefert die Integralgleichung den Zuwachs Yi-t i - y, 

Xj+i = f f(t, y(t)) dt; dabei ersetzt man die Funktion /(r, y(t )) durch ein Newtonsches Interpolations-
,, 

polynom n-ten Grades und filhrt die erforderliche Integration exakt aus. 
Die Adamssche lnterpolationsformel benutzt die Stlltzstellen x1 , x1_1, ••• , x,_11, und mit /i = /(x,. y1) 
und LJ/j = fi+1 -/j erhalt man Yi+i -y, =hf: B,A'f,-r mit B0 = I, 

1 ,-o 
B, = _!, f u(u+ I) (u+2) ··•(u+r-1) du, z. B. B1 = 0,5; B2 = 0,41; B3 = 0,375; B4 = 0,3486; ,. 0 
B, = 0,32986. Die Adamssche Extrapolationsformel benutzt die Sttitzstellen XJ+i, x,. ... , x1_11+i, und mit/1 =/(x,,y,) 
und LJ/, =/,+1-/, erh3.lt man Y1+1 -y1 = h,iB;L1'fi+1-, mit B;=Br -B,-1• 
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Zum Anlauf dieser Prozcsse mu8 man zunachst mit lnterpolationspolynomen niederen Grades arbeiten. Die Anlaufwerte y0 ,y1, ••• , y., mllsscn bcrcits hinreichend genau bekannt sein. Filr den Folgewert Yi+i der Adamsschen Extrapolatioosformcl ergibt sich fur i = n - t, n, ... jeweils cine transzendentc Bestimmungsglcichung, die durch ltuation gclOst werden kann. 
Runge-.Kutta-Verfahren. Die Interpolationstheorie oder die Diff'ercnzenrechnung erfordcrt bei der Integration der Differentialgleichung y' = f(x, y) cine endliche Menge {y1} gcspeichertcr Ver
gangenheitswerte, das Rungc-Kutta-Verfahrcn dagcgcn bcnutzt nur die Eigenschaften dcr stetigen Funktion f(x, y); cs erfordert deshalb geringeren Speicherraum, kann auBer zur selbstiindigen LOsung dazu benutzt werden, Anlaufwerte fur andere Verfahren zu berechnen; darfiber hinaus kann die 
Schrittweite h bei ihm im Laufe der Rechnung gdndert werden, und die numerische Stabilitiit islbei ihm leichter zu sichern als bei den auf der Diffcrenzenrechnung beruhenden Verfahren . 

.ll'./+" Im Runge-Kutta-Verfahren berechnet man fur Y1+1 = y, + f f(t, y(t)) dt einen Naherungswert 
,, .Yi+t durch .Yi+t = y, + k, indem man den Zuwachs k Ober Zwischenschritte gewinnt: 

k0 = 0, k, = hf(x, + a1h, y, + 
1i'b,,k,) fur j = I, 20 • • •  , r und k = i: g,k1 • 

,-o 1-1 

Die in diesen Schritten enthaltenen Parameter a1 , b1, und g1 werden aus den Gtiteforderungen des x1+h r Vcrfahrcns bcstimmt. Oblicherweise verlangt man, daD rp(h) = f f(t, y(1)) dt - I: g1k1 fur xi J::I 
h = 0 vcrschwindende Ableitungen rp(0) = <p'(0) = ... = ,p"'(0) moglichsl hoher Ordnung / hat und bezeichnet / als Ordnung des Runge-Kutta-Verfahrens. Das Runge-Kutta-Verfahrcn isl cine Verbcsserung des Elller-Verfahrens .Y,.1 = y1 + hf(x1 ,y1), das cine ungllnstige Fehlerfortpflanzung hat. 

&ispiele bcwihrter Runge-Kutta-Verfahrcn 4. Ordnung. 
1: Y1♦ , = y1 + 'J.(k, + '1<2 + V<, + k•) mit k, = hf(x,,y,),k, = hf(x,+ '/2h,y1 + '/,k,, 

k3 = hf(x1 + 
1/2h. y, + 

1/2k2), k4 = hf(x, + h, y, + k3). 
2: Yiu = y, + 

1/,('/,k, + 
3/,k2 + 

1/2k3 + '/,k4) mit 
k, = hf(x1 ,y1). k2 = hf(x1 + 

1 /2h, y, + 
1/2k1), 

k3 = hf(x1 + '/,h, y, � 1/2k1 + k2). k4 = hf(x1 + h, y1 + 
1/2k2 + 

1/2k3) •• 
Nullstellenbestirnmung 

Aus dem Werteverlauf einer Funktion y = f(x) ergeben sich Hinweise auf das Argument x, fur das
f(x) = 0. Bestimmt man danach ein lnterpolationspclynom, so sind dessen Nullstellen Naherungswcrte fur die gesuchte Nullstelle. Man verwendet sie als Sch3.tzschritt eines iterativen Verfahrens. 
Regula falsi. Durch zwei verschiedene Stellen y1 = /(x 1 ) und y1 = /(x1) legt man eine Gerade als Intcrpolationspolynom I. Grades (Abb. 29.2-1). Aus (x2 -x): (x2 - x,) = (y, -y): (y2 -y1) 
crgibt sich P1(x) = y = [(x - x2)/(x1 -x2)) y, 
+ [(x - x1)/(x2 - x1)] y2 mil der Nullstclle x' ! Regula falsi I x' = (y1x2 -y2x1)/(y1 -y2) !fiir P1(x) = 0. 

I •,;i '..jf I 
.fi; ·j 1 

;_. z::f: F.'J 29.2-2 Regula falsi: t...._· ·'.:.: .. r. : Fixpunktmethodc 

Bestimmt man durch Einsetzen y' = f(x'). so !assen sich iterative Prozesse firiden. Nach der Fix
punktmethode (Abb. 29.2-2) halt man an einem Wertepaar x1 = x1 

und y1 = y1 als Fixpunkt 
fest. Bczeichnet manx 1 = x,. Yi = Yt und x' = x,+1,y' = Yi+i, so giltx,+1 =(x1y,-x,y1)/(y,-y1). 
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Nach der Sekantenmethode bezeichnet man x2 -+ x,-1 ,Y2-+ Y1-1, x,-+ X1 ,Y1-+ Y, und x'-+ X1+1 und erhalt x1+1 = (y,x,-1 - Y,-1x,)/(y, - Y1-1) 
= [x,_tf(x1 ) - x,f(x1-1 )]/[/(x1 ) - /(x,_,)). Dieser ProzeB (Abb. 29.2·3) konvergiert sehr rasch zu x• mil /(x•) = 0, falls folgende Bedingungen fiir /(x) erfilllt sind: aus der unteren Schranke m 1 von f'(x) und den oberen Schranken M1 von 1/'(x)I und M2 von 1/"(x)I berechnel man K = M2M1/(2ml), .ljDd damil gill Klx• - x0 1 < I und Klx• - x,I < I. 
Beispiel 1: File die NullsteUe 
x• = 2,0945514815423 ... der Funktion /(x) =x3 - 2x- 5 erh3lt man nach der Fixpunktmethode 
;;t

=

x!,�/82���9J! = 3 ;,0����6�5•tJ;��fen : X4 = 2,0944405193; X5 = 2,0945576218; x. = 2,0945511399; x, = 2,0945515006. 
29.2-3 Regula falsi: Sekantenmethode 

Newton-Verfahren. Eine Gerade als Newtonsches Interpolationspolynom I. Grades wird festgelegt <lurch einen Punkt y0 = f(x0 ) vom Bild der Funktion f(x) und <lurch die Steigung Yb der Tangente. Aus der Gleict:.ung der Tangente y = P1(x) =Yo+ y�lx - x0 ) ergibt sich ein Schiitzwert x' fur die Nullstelle. Daraus Iassen sich iterative Prozesse ableiten . Beim Newton-Verfahren mil fester Steigung wird y() = J'(x 1) unveriindert gelassen, vom Punkt x 0 - x 1 mit Yo- J(x 1) der Punkt x' - x1+1 mit Y1+i = f(x 1+d erhalten und dieser Schritt x 1+1 = x 1 - f(x 1)/f'(x 1) iterativ wiederholt (Abb. 29.2-4). Beim Newron-Verfahren mil variabler Steigung wird in jedem Punkt (x1, f(x 1)) die Ableitung J'(x 1) neu berechnet, so daB gilt x 1+1 = x 1 - f(x 1)/f'(x 1 ) (Abb. 29.2-5). 
·, ii· 

.;:��t · ;·:i-: 1 1tt i 1:;i 
+��-='1-1,.;;;..,,+.L""f.._"'.r"�''+'· iT

'+'-"hli i it Iii= ''" . .l,.:c. r--. ·1···_ . '.n r> 1! •I' 

I 

29.2-4 Newton-Verfahren mit rester Steigung 29.2-5 Newton-Verfahren mit variabler Steigung 
Beispiel 2: Die k-te Wurzel der Zahl a erhiilt man als Nullstelle der Funktion f(x) = x1 - a durch die Iterationsg]eichung x1+1 = x1 - (x1- a)/(kx'j-1) = x1(1 - 1/k) + a/(kx7-1). Filr die Quadrat
wurzel lautet sie x1+1 = ½(x1 + a/x1). 

Das Newton-Verfahren konvergiert rasch, wenn Xix* - xi / < I fur die Nullstelle x• gilt und K der bei der Regula falsi beschriebene Wert ist. 
lterationsmethode. Allgemein wird zur Bestimrnung einer Nullstelle die Gleichung f(x) = 0 auf die iterationsfahige Gestalt x1+1 = F(x1) gebracht (Abb. 29.2-6). Wiihlt man mit c > 0 die Funktion F(x) = x - cf(x), so ergibt sich ein optimaler Wert fur c aus der unteren Schranke m 1 und der oberen M 1 fur die Ableitung f'(x), aus m 1 < f'(x) < M,. Fur die Ableitung F'(x) = I - cf'(x) folgt dann: 

I - cm1 > I - cf'(x)> I - cM1 , 

y 

29.2-6 lterationsansatz X;+1 = F(x,) 
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d. h .• F'(x) liegt in um so engeren Schranken. je kleiner max (IJ -cmd, II -cMd) ist. 
Fiir c=2/(M,+m1) erhalt man 1!-cm,1 =11-cM,l=(M,-m,)/(M,+m,)=a<I.
Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung (vgl. Kap. 19.1. - Differential einer Funktion; 
Mittelwertsatzc) gilt dann IF(x,.1)- F(x,)i,;; IF'(<)I Ix,., - x1 I< aix,., - x,1- Der ltcrations
prozefl konvergierl um so besser, je kleiner a ist. FUr die Fixpunktmethode der Regula falsi gilt 
olfenbar F(x)= [x1/(x)-x/(x1))/[/(x)-/(x1)) und fiir die Newton-Method, F(x)=x - f(x)/f'(x). 
Durch den 62-Proze/J nach Ailken la.Ot sich die Konvergenz verbessern. Auf zwei normale Itera
tionsschritte x31+1 = F(x31) und x31+2 = F(x31+1) folgt dabei ein Aitken-Schrill x31+3 = 
x31 - (x31+1 - x31 )2/(x31+z - 2x31+1 + x31). (Zur Aitken-Interpolation vgl. Kap. 28.3. - Approxi
mation von Funktionen durch Polynome.) Eine graphische Darstellung macht den Unterschicd 
zwischen Divcrgenz und Konvergenz der Iterationsmethodc deutlich (Abb. 29.2-7 und 29.2-8). 

29.2-7 Graphischc Darstellung 
einer divergenten Iteration 

29.2-8 Graphische Darstellung ��.:.;.j,4�,-4-4-4--l-<� 
einer konvergenten Iteration 

&ispiel 3: Die Quadratwurzel aus dcr Zahl a crgibt sich durch cin ltcrationsverfahren zur LOsung 
dcr Glcichung /(xi°= x2 - a= 0. In dcr Nahc der Nullstellc gilt allgcmein I <Va= x < a, 
fur f'(x) = 2xgilt mithin 2 < /'(x)<2a; wcgcnm = 2, M = 2a crMltmanc = (2a- 2)/(2a+2) 
= (a - 1)/(a + I). Fur ¥2 isl danach x1+1 = x1 - (xf - 2)/3 cine konvcrgiercnde lterations
funktion. Sic licfcrt x1 = 4/3 = 1,333; x2 = 38/27"" 1,407; x3 = 3092/2187"" 1,412. 

29.3. Extremwertsucbe 

Eindimenslonale Prozesse 
Hangt die Arbeitsweise eines Systems von den Parametern x 1 • x2 , .... x11 ab, so sucht man fur die 
Giire der Arbeitsweise ein Kriterium F(x1 , x2 , •••• x11), das auch Ziel- oder Kostenfunktion genannt 
wird. Diese Funktion mehrerer Ver3.nderlicher ist allerdings nicht immer formelmiiOig bekannt. Man 
sucht ihre Werte dann durch Versuche am System festzustellen. 
Ein einfacher Fall ciner solchen Arbeitsweise ist die Extremwertsuche einer Funktion /(x) ciner 
Vcriinderlichen. Die Parameter x1 •••• , x,, bestimmen dabei die Stellen x,. deren Funktionswcrte 
/(x1) AufschluB Uber die Niihe eines Extremwerts der Funktion f(x) geben. FUr die Suche dieser 
Stellen haben sich einige Strategien praktisch bewahrt. 
Das Kriterium f'(x) = 0 der Analysis ist nur auf differenzierbare Funktionen anwendbar. In der 
Praxis kann man abcr h3.ufig nicht voraussetzen, daB die Funktion stetig ist oder daB ihre Extrema 
nicht auf dem Rand des Definitionsbereichs liegen. Vielfach isl es umgekehrt gUnstiger. ein Null
stellenbestimmungsproblem /(x) = 0 dadurch zu !Osen, daB man das absolute Minimum der Funk
tion /2(x) durch Extremwertsuche ermittelt. 
Gesamtstrategien. Hat die untersuchte Funktion /(x) im Intervall {a. b] ein Minimum, so hat -/(x) 
gcnau ein Maximum; hat sic mehrere relative Maxima. so fuhrt jede geschilderte Strategic zum 
N3.herungswert fur einen dieser Werte. Es darf deshalb angenommen werden, daB /(x) genau ein 
Maximum hat und daB nach der Transformation u = (x - a)/(b - a) das Intervall [O, 11 ist. Eine 
Gesamtstrategie Z,, = (x1, x2, •••• x") besteht dann in der Wahl von n verschiedenen Punkten x1 
mit x, < x1 fur i <j aus dem lntervall [O, 11, 1st dann f(x,,,) fur x1 = X.t der grOBte berechnete 
Funktionswcrt. so Jiegt das Argument des Maximums in dem lntervall [X.t-i, xha1 (Abb. 29.3-1). 
Die lntervallunbestimmtheit L11 = X.t+i - X.t-, fuhrt zum Strategieunbestimmtheit.smaP 
L11 = max (x1+1 - x,-1); dabei ist zu setzen xO = 0 und Xn+i = I. Die Strategic ist abcr um so 

u;;1..;;n 

besser, je klcincr dieses gr08te lntervall ist. Das optimale UnbestimmtheitsmaB 
Lupt = �!" {,�,�" (x1+1 - x,_1)} ist deshalb das Kennzeichcn der Minimax-Strategie. 



29.3. Extremwertsuche 693 !fffill!Pfliiif';l, 29.3-1 Zurn StrategieunbcstimmtheitsmaB, _ f(xk) isl der grOBte ;, \:-' berechnete Wert, max das Maximum 
29.3-2 Unbcstimmt·: heitsintervalle n = 2 
�i: ;���i��c:n Lagen -¾===!!==�==��Maximums x1 X2 Fllr 11 = 1 ist [O, 1] das maxima le Unbestimmtheitsintervall. FUr n = 2 (Abb. 29.3-2) sind [O, x2] und {x 1 , I] engere Unbestimmtheitsintervalle. Will man nach der Minimax-Strategic die Intervalllangen x2 und 1 - x1 mOglichst klein machen, den wegen x1 4= x2 nicht realisierbaren Wert x1 = x2 = 0,5 aber vermeiden, so ergibt die e-optimale Gesamtstrategie for n = 2 die Werte x1 = 0,5 - e/2 und x2 = 0,5 + e,/2 mit einem genllgend kleinen e > 0. Die Wahl von E hangt dabei auch von den Fehlerschwankungen der Funktionswerte /(x) ab, da man von zwei Werten f(x) und f(x + e), die sich um weniger als die Schwankungsbreite unterscheiden, nicht feststellen kann, welcher der grOOere ist. Filr n = 3 kann der neue, dritte Punkt hOChstens die Trennscharfe erhOhen. Zu einer Einengung des Unbestimmtheitsintervalls filhrt nur ein Paar neuer Punkte. Optimal ist eine Anordnung in 

iiquidistanten Paaren, die bei geradem" gegeben ist durch die Teilpunkte x, = (I + �/�(: � l)/2) 

- ([(k + 1)/2) - [k/2)), wenn (xi die groBte ganze Zahl bedeutet , die kleiner oder gleich x ist. Die Liinge des optimalen Unsicherheitsintervalls ist dabei Ln ope = {I + e)/(n/2 + 1). 
Btispiel 1: Furn= 4erhliltman dieTeilpunktex1 = 1/3 - 2£/3;x, = 1/3 + •/3;x3 = 2/3 - •/3; x4 = 2/3 + 2•/3 und das optimale Unsicherheitsintervall £4 • ., = 1/3 + •/3. 

Sequentielle Strategien. Wie der Name sagt, geht bei dieser Strategic jeder neue Schritt vom vorhcr• gehenden aus, indcm das bei diesen gewonnene Unsicherheitsintervall zum neuen Untersuchungs• intervall gemacht wird. Man vermeidet dadurch einen zu groOen Aufwand an Teilpunkten. Beim dichotomen sequentiellen Suchen wird die e�optimale Gesarntstrategic fur n = 2 wiederholt angewendet. Man verallgemeinert L2 opt = ½O + e) zu der Rekursionsgleichung Ln opi = 1 /2(L2o1.-t)opi + e) und erhiilt furn= 2k Punkte Lnopi = 2-n/l + e(l - 2-n/2). Man erkennt, daB fur gleiches n die lntervalliinge kleiner ist als bei der optimalen Minirnax•Gesamtstratcgie. Btispiel 2: Die Berechnung der ersten 12 Teilpunkte filr die Minimumsuche der Funktion /(x) 
= Ix' - 21 mit • = 10-• zeigt den erforderlichen Aufwand: x1 = I - •/2; x, = I + •/2; x, = 1,5 - 3e/4; x4 = 1,5 + •/4; x, = 1,25 - 5,/8; x6 = 1,25 + 3</8; x, = 1,375 - l le/16; Xa = 1,375 + 5</16; Xg = 1,437 5 - 23,/32; X10 = 1,437 5 + 9</32; X11 = 1,40625 - 45</64; x., = 1.40625 + 19,/64. 

Fibonacci•Suchprozesse. Die Anzahl n der beim Suchen durchzufilhrenden Versuche wird fest vor· gegeben. Ausgehend vom Anfangssuchintervall [a1 , b1] werden die folgenden Suchintervalle mittels einer Folge von Zahlen d1 festgelegt, die durch Fibonacci•Zahlen bestimmt werden. Filr die Fibonacci• Zahlen F0 = I, F1 = I, F, = 2, F3 = 3, F4 = 5, F, = 8, F6 = 13, F7 = 21
0 

F8 = 34
0 F9 = 55, F10 = 89, F11 = 144, F12 = 233, F13 = 377, F14 = 610 gilt die Rekursionsformel F1 = F1-1 +F,_2 , nach der wegen I = F,-1/F, + F,_2 /F, und wegen F1 -1 > F1_2 gilt F,-2/F, < 1/2 • Man setzt L1 = b1 - a1 , d1 =L2 =L1F,.-i /Fn, d2 =L3 =L1Fn-2/Fn, d3 = L2Fn-3/Fn-1 = L1Fn-3/Fn, d4 = L3Fn-4/Fn-2 = Li Fn-4/F,., ... , d,._1 = L,. = L,.-z FifF3 = ··· = L,/Fn. Da Fn > 2"12 furn ;.i, 3, ist die Intervall3nge Ln kleiner als die filr gleiches n beim dichotomen Suchen. Mit Hilfe dieser Werte werden die x 1 festgelegt. Aus x1 = a 1 + d1 , x2 = b1 - d2 folgt x2 - X1 = L1 - 2d2 > 0 oder x2 > x,. weil d2 < 1 /2 L1 • Als Suchintervalle gelten [a1 , b1 - dz] oder 

[a1 + di , bi] von der gleichen Lange L 1 - d2 = L i [(Fn - Fn-2)/Fnl = L 1Fn-1/Fn = L2 = d1 . Der Punkt x3 und das neue Suchintervall hiingen von den Funktionswerten /(x1) und /(x2) ab: fur /(x 1) :>: /(x2) setzt man a2 = a1 , b1 = x1 und x3 = a2 + d3 , dabei gilt a2 = a, <x3 <x, <x2 = b2. Durch Vergleich der Funktionswerte an den Stellen x3 , x1 ergeben sich zwei mOgliche neue Unsicherheitsintervalle (a1 , xi], [x-3 , x2l der Lange L3 = di . j fur /(x1) < /(x2) setzt man a2 = x1 , bi
= bi und x3 = b2 - d3 , dabei gilt a2 � x1 < x2 < x3 < b1 = bz. Durch Vergleich der Funktionswerte an den Stellen x2 , x3 ergeben sich·zwei mOgliche neue ynsicherheitsintervaUe [x1 , x3], [x2 , bi] der Lange L3 = dz . 
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Auf das Intervall [a2 , b 2] Ubertr3.gt man zur Bestimmung von X4 die gleichen Dberlegungen, die 
zum Punkt x3 gefuhrt haben. Ftir d3 tritt d4 , die Intervall3.nge ist L4 = d3 • Die folgenden Punkte 
bis x,. werden entsprechend gefunden. 

y 

29.3-3 Intcrvallc cincs Fibonacci-Such
pro2csscs fUr y = lx2 - 21 

Beispiel 3: Wird �as Minimum dcr Funktion fx2 - 21 
= /(x) nach eincm Fibonacci-SuchprozeB bestimmt, so 
.erh3.lt man auf drci Ziffern hinter dem Komma die 
Langen der Unsicherheitsintcrvalle L1 = 2,000, L2 

= 1,236, L, = 0, 764, L 4 = 0,472, L, = 0,292, L6 

= 0,180, L7 = 0,113, L8 = 0,068, L9 = 0,045, L10 

= 0,023 und die Teilpunkte x1 = 0,764, x2 = 1,236, 
X3 = l ,S28, x, = 1,706, x, = 1,416, X6 = 1,348, 
x7

= 1,461, x8 =1,393, x9 =1,438, x10 =1,415 
(Abb. 29.3-3). 

Suchverfahren Goldener Schnitt. Dieses Verfahren steht 
an Effektivitat dem Fibonaccischen nur wenig nach, 
erfordert aber nicht, die Anzahl der Suchschritte vorher 
festzulegen. Seine Bezeichnung deutet darauf hin, daB 
sich fur den Parameter T Gleichungen ergeben, die von 
der Teilung einer Strecke nach dem Goldenen Schnitt 
her bekannt sind. 
Im Suchintervall [a, b] werden durch einen noch zu be
stimmenden Parameter T zwei Punkte x und x' festgelegt. 
AuST = (b - a)/(b - x) erhiilt man x = a/r + b( I - I /r) 

und daraus denWertx'=a/r2+b( l -l/T2); fiira=O,b= I und T=3 z. B.erhalt manx=2/3,x'= 8/9. 
Eine zu dieser Punktfiguration (a, x, x', b) gleichwertige in einem verkleinerten Suchintervall h3.ngt 
von den Funktionswerten an den Stellen x und x' ab; fur f(x') � f(x) wahlt man a:= x, x := x' 
und x' := b(I - 1/r1) + a/r 1, fur f(x') < f(x) dagegen b : = x', x' := x, x := b(I - 1/r) + a/r. 
Die Lange L des Unsicherheitsintervalls 3.ndert sich dabei fur /(x') � f(x) wie L := L( l - I/T2) 
und fur /(x') < /(x) wie L := l/T. Dabei wird angenommen, daB jeder Punkt in einem Intervall 
mit gleicher Wahrscheinlichkeit Extremwertpunkt sein kann. Die Wahrscheinlichkeit eines Intervalls, 
den Extremwertpunkt zu enthalten, ist dann der lntervalliinge proportional; sie steht fur beide Inter
valle im Verh3.ltnis ( I - 1 /T2) : ( I /T). Die gUnstigste Entscheidungskette ist aber die, bei der jeweils 
zwischen zwei gleich wahrscheinlichen Fallen zu unterscheiden ist. FUr sie gilt 1 - 1/T2 = 1/T, oder 
der optimale r-Wert ist r = '/, + '/,Vs= 1,618 033 989 .. 
FUr die Unbestimmtheitsintervalle folgt die rekursive Beziehung l : = l/r, nach n Suchschritten des
halb Ln = Li/'f'I. Die Effektivitat dieses Verfahrens zum dichotomen Suchen verh3.lt sich wie r zu 
V2 � I, 142 ... und ist mithin rund 14 % hOher als dort. 
Die Verbindung zum Fibonacci-Verfahren ergibt sich ausder BeziehungF,=( I/VS) [T'+1 - l /(-r)l+1]. 
FUr i = I und ; = 2 erh3.lt man tatsachlich durch Einsetzen F1 = I und F2 = 2. Allgemein gilt 
aber die Rekursionsformel F1+1 = F, + F1-1 auch fur die rechten Seiten dieser Beziehung; denn 
multipliziert man Tl+1 - l/(-r)1+1 = T1 - 1/(-T)1 +T 1-1 - l /(-T)'- 1 auf beiden Seiten mit (-T)1+1, 
so ergibt sich, ganz gleich, ob; gerade oder ungerade ist, die BeziehungT21(T2 - T - I)= r2 - r-1, 
die stets richtig ist, da T aus ihr bcstimmt wurdc. 
Zurn gleichen Ergebnis fuhrt die zJransformationsmethode fur lineare Rekursionsgleichungen. Man 
fuhrt die Hilfsfunktion F(z) = E F,z' ein und berUcksichtigt, daB aus der Rekursionsformel 

i-0 
00 00 00 

F1 = F,-, + F,-z folgt E F1z1 = z E F,-,z'-1 + z2 E F,_2z1-2• Dann erhalt man: 
1-2 1-2 1-2 

00 00 00 

F(z) = F0 + F1z + E F1 z 1 = F0 + F1z - zF0 + zF0 + z E F1z1 + z2 E F1 z 1 oder· 1-2 1-0 i-0 
-F0 + z(F0 - F,) = z 1F(z) + zF(z)- F(z) bzw. 

F(z) = ((F0 - F1) z - F0]/(z 1 + z - I)= -1/(z' + z - I). 

Filr ,,, 1 = -'/, ± '/, Vs gilt die Partialbruchzerlegung F (z) = (11Vs) [1/(z, - z) - 1/(z, - z)], 
deren Summanden in je cine geometrische Reihe :ach Potenzen von z entwickelt werden und 
durch Koeffizientenvergleich mit der Reihe F{z) = E F1z1 die behauptete Beziehung ergeben. 

l•O 

Beispiel 4: Die Minimumbcstimmung der Funktion f(x) = Ix' - 21 nach dem·Suchverfahren des 
Goldenen Schnitts crgibt fur das Anfangsintervall a1 = 0, b 1 = 2 die Suchstellen: x 1 = 0,764, 
X:z = 1,236, . X3 = 1,528, X4 = 1,700, X5 = 1,415, X6 = 1,348, X7 = ),459, Xa = 1,391, 
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x9 = 1,373, x10 = 1,399, xa 1 = 1,405. Verglichen mit dem Iterationsverfahren x1+1 = x1-1/3xf-2) strebt das Verfahren des Goldenen Schnitts merklich langsamer gegen die gesuchte Losung. Es istaber ein Verfahren fur allgemeincre Funktionen, wihrend das Iterationsvcrfahren der spezicllen Funktion angepaBt ist. 

Mehrdimensionale Suchprozesse und nichtlineare Gleichungssysteme 
Durch VcraUgemeincrung dcr cindimcnsionalcn Vcrfahrcn sucht man, -die Extrcmwcrtc von Funktionen mit mehreren Verinderlichen oder die LOsung von Systemen nichtlinearer Gleichungen zu bestimmen. Wegen des Rechenaufwands sind dazu moderne Digitalrechner notwendig, und mit zunehmendem n sinkt die Effektivitiit dee Verfahren. Hat man n = l Variable zu 90% dadurch ausg:eschOpft, daB das Unbestimmtheitsintervall nur noch 10% des ursprilnglichen betragt, so bleibt wegen 0,9 · 0,9 = 0,81 furn= 2 Veranderliche cine Unbesrimmrheit von 19%, furn= 3 betriigt,ie wegen 0,93 R:i 0,73 noch 27% und steigt furn= 4 auf 34%, fur 11 = 5 auf 41 %, fi.ir n = 6 auf 47% und fi.ir n = 1 auf 52%. [m Fallen= I fur die nichtlineare Gleichung/(x) = 0 gelangt man Uber die gleichwertige Beziehung 
x = x - cf(x) zu dem iterativen ProzeB xk = xk-l - cf(xk-1), wenn k, k - l Iodizes bedeuten. Die Konstante c wird nach einem Giltekriterium optimal gewahlt. In Verallgemeinerung von n = 2 sucht man, das Gleichungssystem links durch den Ansatz rechts mit der reguliiren Matrix 

C ( ) (Ci, C") )"' =cu = c21 c22 

zu osen, l.fi(x1, x2)=01 1x1 = x1 -c11/1(x1, x2)-c12/2(x1 ,X2)1 die nach einem Giltekriterium /2(x1 , x2) = 0 X2 = x2 - c21/1(x1 , x2) -c22/2(x1 , x)i gewahlt wird. Bei einem iterativen Proze.P hangen nicht nur die x�, � von den Werten �-1, �-1 des vorher• gehenden Iterationsschrittes ab, sondern auch die Konstanlen c1.,(x� , ,4) von den c1/xl_-1, �-1 ). Ihre Werte bestimmen das Konvergenzverhalten, das verbessert werden kann durch mehrstufige 
Jterationsa/gorithmen, bei denen die N3herung beim k•ten lterationsschritt von endlich vielen vorher• gehenden Niiherungen abh3ngt. Filr die mehrdimensionale Extremwertsuche, z. B. fur das Maximieren der Funktion /(x1 , Xi), 
besteht im Innern des Definitionsbereichs die notwendige Bedingung fx1 (x1 , xi)= f f(x1 , xi)= 0 <) . .. . . . . x, und /x1(x 1 , x2) = <)x2 f(x1 , xi)= 0. Be1m Losen d1eses mchtlmearen Gle1chungssystems er• 
hiilt man jedoch nicht nur Maxima, sondern auch Minima, Sattelpunkte und Wendepunkte. Beim Ansetzen der Iterationsfolgen fi.ir die Nullstellenbestimmung soil die Wahl der Matrix Caber nicht nur cine schnelle Konvergenz sichern, sondern auch die Anniiherung an die Stelle des gesuchten Extremwertes. Filr die Wahl der Suchmatrix C kOnnen noch keine allgemein zufriedenstellenden Empfehlungen gegeben werden. In srochastischen Suchverfahren ist die C-Matrix zufallsabhangig, werden zufallige Verbesserungsschritte durchgefi.ihrt, deren Folgen aber mit der Wahrscheinlichkeit I, d. h. sicher, gegen den gesuchten Punkt konvergieren sollen. 
Newton•Verfahren. In Verallgemeinerung des eindimensionalen Newton•Verfahrens ersetzt man im Fall n = 2 die Funktionen /1(x1 , xi) und li (x1 , x2) durch ihre Tangentialebenen in der Umgebung des gefundenen Punktes und nimmt als niichste Naherung den Durchstollpunkt der Schnittgeraden beider Ebenen mit der Ebene z = 0. Die Gleichungen der Tangentialebenen sind offenbar, wenn wieder k Index ist, 

= '( ,_, x•-•) + ilf,(x\-1, x'j-1) (x _ x•-•) + ilf,(x\-1, x'j-1) (x _ �-•) Z JI Xi , 2 Qxl I I <)xi 
l 2 • 

z = fi(x\-1, x�-1) + <)/2(..rl:�1, x� -1) (x1 - x�-1) + 0/2(x1-1, x� -1) (xi - .ri-1). X1 X2 
Jndem man z = O setzt und die entstehenden linearen Gleichungen nach den Faktoren (x, - x1-1) und (x2 - x�-•) auflOst, erhiilt man die Form der C-Marrix als die inverse Matrix der Jakobi•Matrix des Gleichungssystems. 
Beispiel 1: Soll ein LOSungspunkt des Gleichungs- /1(x1 , x2) = x1 

+ 3 lg x1 - xJ = 0 systems bcstimmt werden, so bringt man die /2(x1 , x2) = 2xf - x,xi - 5x1 + 1 = O Linien /1 = const und /2 = const zum Schnitt und findet niiherungsweise die Punkte (1,4; -1,5) und (3,4; 2,2). Als Anfangsniiherung wahlt man den Punkt (3,4; 2,2). 
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-2x,)
-x, 

gewinnt man die C•Matrix als deren Inverse und damit das Rckursionsschcma. Aus diescm crbllt 
man nacheinander die folgcndcn Niherungen 

k=l 
k=2 
k=>3 

3,4899 
3,4891 
3,487 S 

2,263'.l 
2,2621 
2,2626 Fur sie gill /1(xf, xj) = 0,000 2 und /,(xl, x!) = 0,0000. 

Gradientenverfahren und Methode des steilsten Abstiegs. Die Richtung des starksten Zuwachses einer 
Funktion /(x 1 , x2) ist durch die Richtung des Gradienten (fx 1(x 1 , x2), f:x,(x 1 , x2)) gegeben (vgl. 
Kap. 19.2. - Richtungsableitung und Gradient einer Funktion). 
Soll von der Funktion /(x 1 , x 2) das Minimum bestimmt werden, so muB man zu einer Verbesserung 
gelangen, wenn man sich vom erhahenen Punkt x\- 1, x\-1 in entgegengesetzter Gradientenrichtung 
cntfernt. FUr den lterationsproze3 bedeutet das den folgenden Ansatz: 

x1 =x1-1-/f,c1(x",_-1,x1-1) und x\ =4-1-l/x1(x1-1,x�-1) mit l>O. 
Die C-Matrix wird danach in diesem Fall als Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen I angenom
men. Wird mit cinem festen / ein Versuchsschritt ausgcfuhrt und danach festgestellt, ob cine Vcr-besserung eingetrcten ist, und in Abhangigkeit vom Erfolg cine 

neue Schrittwcite / gewahlt, so spricht man vom Gradientenver
fahren. 
Man kann jedoch versuchen, bei jedem Schritt den Faktor / 
optimal zu w3.hlcn. Einc natUrliche Forderung fur / wire, die 
FunktionF(/)=/[�-1-//,,(x",-1,-9-1), -9-1-//,,(�-•,-9-1)) 
mOglichst klein zu machen. Den erforderlichen Wert fur I kann 
man z. B. durch einen eindimensionalen SuchprozeB ermitteln 
(Abb. 29.3- 4). W3hlt man bei jedem Schritt diesen optimalen 
Wert fur /, so spricht man von der Methode des schnellsten 
Schrittes bzw. der Methode des sreilsten Abstiegs. 

29.3-4 Gradicntenverfahren: Niveaulinien/1 > /2 > /3 > /, von /(x1 , x:J 
&ispiel 2: Das Minimum der Fuoktion /(x1 , x2 ) = 2x} - 2x 1 + x} -x2 = 2(x1 - 1/2 )2 + 
+ (x2 -1/1)1 - ¾ zu bestimmen, crl3utert das Verfahren fur den einfachen Fall, daB dcr Mi
nirnumpunkt x1 = x2 = O,S bekannt ist. Nach dcr GradiententMthode crhilt man Rekursions
vorschriftcn � = �-• -2 • /( 2.<1-• -1) und -9 = -9-1 ,- /(2.<1-• - 1). Nach dcr Mtthotk des 

4(�-• -1)2 + (�-• -1)2 
steilsun Abstiegs ergibt sich das optimale / aus der Gleichung I l6(2.x1._1 _ 1)2 + 2(i.x;_1 _ 1)1 • 
Bcgjnnt man mit dcr Anfangsnahcrung xf = xg = 0, so erhalt man der Reihe nach folgende 
/-Werte und verbcsserte Ni.hcruogen: 
/ 0 = 0,278 

I 
xi = O,SS6 

I 
x! = 0,278 

/ 1 = 0,414 xi = 0,4S1 x} = 0,461 
12 = 0,283 

I 
xl = 0,504 

I 
xl = 0,482 

13 = 0,429 xt = 0,49 7 -"! = 0,497. 

29.4. Numerische Verfahren zur Losung linearer Gleichungen 
und Ungleichungen 

Lineare Gleichungen 
Die LOsung eines Systems von m linearen Gleichungen y, = J; aux1 mit i = I, 2, ... , m besteht aus 

/•I 
den n Zahlen x1 mit j = I, 2, ... , n (vgl. Kap. 17.1.). Im n-dimensionalen Raum kann jede dieser 
Gleichungen bei festen y1 gedeutet werden als Hyperebene mit dem Normalenvektor 
a1 = (a11, a12 , ••. , a1"). Sind fur m = n diese Normalenvektoren voneinander· linear unabh3.ngig, 
d. h., gilt die Gleichung f l1a1 = 0 nur, wenn alle /1 Null sind, so haben die n = m Hypercbenen 

,_, 
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einen Schnittpunkt mit den cindeutig bestimmten Koordinaten x1,j = t, 2, ... , n. 1st m < n und sind 
m Normalenvektoren linear unabh3.ngig, so gilt das Entsprechende fur den <lurch sie bestimmten 
m-dimensionalen Unterraum. FUr m > n sind die m Vektoren a, sicher linear abha.Qgig. Ist der 
Vektor a, cine Linearkombination von einigen der anderen Vektoren a1 , ergibt sich auOerdem Yi. 
durch di�elbe Linearkombination aus den y1 und enthiilt die zu a,, gehOrende Hyperebene den Schnitt
raum der zu diesen a1 gehOrenden Hyperebenen, so stellt die zu a;, geh6rende Hyper�bene keine zu-
53.tzliche Bedingung dar, und ihre Gleichung kann unberUcksichtigt bleiben. Ein W1derspruch tritt 
auf, wenn y1, sich nicht d_urch die gleich_e Linearko�bination aus den YJ ergibt, wie a11 aus den a1• 
Das gegebene lineare Gle1chungssystem 1st dann unlosbar. 
Fiir n = 2 sind die Hyperebenen Geraden, die sich schneiden, einander parallel laufen oder zu
sammenfallen (vgl. Kap. 4.2. - Lineare Gleichungen mit zwei Gleichungsvariablen, vgl. auch 
Abb. 4.2-3). 
Jordan-Elimination. Man ordnet das Gleichungssystem in Tabellenform an, so da8 die r-te Zeile 
die Koeffizienten arJ der x1 mit j = 1, 2, ... , n und die s-te Spalte die Koeffizienten a1s van Xs mit 
i = I, 2, ... , m enthalt. 

x, x, x, 

Yi •11 a,, a,. 

Y2 •21 •22 a,, 

Y, a,, a,, 

Ym 0ml am, 

2 

Die Ta belle hat dann die Form: 
x, x, 

Yi b1 1 b,, 

Y2 b,, b22 

x, -a,1/an -a,2/a
,. 

Ym bm, bm, 

Dzn 2 

a,,. r 

D,nn m 

., ... 

+a.fa,, 

s 

1st dann einer der Koeffizienten verschieden von Null, 
z. B. a,s =+= 0, so kann Xs <lurch Yr eliminiert werden. 
Aus Yr

= D,1X1 + Dr2X2 + · ·· + DrsXs + .. · + a,,..Xn 
folgt dann Xs = (1/ars) [-a,1x1 - a,2X2 -··· + Y, -

- - a,nx,.]. Durch Einsetzen dieses Wertes fur Xs 

3.ndern sich alle Koeffizienten der Tabelle. Die der 
s-ten Spalte, d. h. die von y,. lauten dann a1s/a,s, 
a2,/a,s, ... , a,,u/ars - Fiir die restlichen bu mit i =+= r 
und j =+= s gilt bu = au - a,s · a,ifa,.. 

x, 

b,, I 

b,. 

-ar,./a,. 
r 

bm, m 

Auf diese Weise versucht man, mOglichst jedes xs gegen ein y, auszutauschen. Dieses Verfahren 
bricht ab, wenn jeder Koeffizient an der Kreuzung der Zeile eines noch nicht ausgetauschten y1 

mit der Spalte eines verbliebenen x1 Null ist. Die ausgetauschten Xs sind dann Linearkombinationen 
in den ausgetauschten y, und in den nicht ausgetauschten Variablen x1 • Diese x, sind durch keine 
weiteren Bedingungen gebunden und kOnnen als freie Parameter beliebig gew3.hlt werden. Die nicht 
ausgetauschten y1 sind dann Linearkombinationen allein der ausgetauschten Variablen y,. Geniigen 
die fur y1 vorgeschriebenen Werte diesen Bedingungen nicht, hat das Gleichungssystem keine LO
sungen. 
Briehl das Verfahren nicht ab, so daB alle Xs <lurch Variable y, ausgetauscht werden kOnnen, so sind· 
nach der Endtabelle die Xs eindeutige Funktionen der ausgetauschten y,. Noch vorhandene, nicht 
ausgetauschte y1 sind dann eindeutige Linearkombinationen in den Yr • Geni.igen die vorgeschriebenen 
Werte der y1 diesen Bedingungen nicht, treten Widerspriiche auf, so hat das Gleichungssystem keine 
LOsungen. 
Sind fur m = n alle Xs durch die Yr austauschbar, so gibt die Endtabelle die inverse Matrix A-1 zur 
Matrix A der urspri.inglichen Tabelle wieder. 
Beispie/e. 1: Zu dem nebenstehenden Gleichungssystem erge
ben sich durch Jordan-Elimination Tabellen, in denen jeweils 
der Koeffizient Drs =f= 0 eingeldammert ist, a� dessen Zeile 
sich der nichste Eliminationsschritt ergibt. Die Eliminations
g]eichung steht in, roten Kiistchen unter der TabeUe. 

X1 + X2 - X3 = Yt = 2 
X1 - X2 + X3 = Y2 = 4 
X1 - X2 - x., = YJ = 8 
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X1 x, X3 Y1 x, X3 Y1 x, Y, Y, Y, Y, 

Y1 (I) I -1 - x• -1 - x• 1/, 0 ½�x1 1/, 0 1/, 

Y, -1 I )', -2 @. X3 -1/, I 'I, X3 0 -'I, 1/, 

Y, -I -I Y, -2 0 Y, I -2 0 x, 1/, 
-'I, 0 

Dieses Gleichungssystem ist eindeutig IOsbar. Durch Einsctzen ergibt sich x1 = 3, x2 = -3, 
X3 = -2. 
2: Filr das nebenstehendc Gleichungssystem erhiilt man 
entsprechend 

x, x, X3 x, x, Y, 

l', 1 (4) 0 -1 - x• 
-

Y, -1 Y, -2 0 

-1 x, -3 

lx3 = -3x, + x, + Y,I jx, = 1l•Y• + 1I.Y,i 

Y, 

X3 

X1 + X2 - X3 = Yi = 2 
X1 - X1 + X3 = Y2 = 4 

3x1 - X2 + X3 = YJ = 8 

Y1 x, Y, 

'I• 0 •1. 

�. (0) 1/, 
-'I. •1. 

Der fehJende Austausch der Variablen x2 ist nicht mOglich, da der eingeklammertc Koeffi.zient 
Null ist. Seine Zcile gibt die LOsungsbedingungy2 = 1/2(y3 -y1). Sic ist fur die gegebencn Zahlen
wcrte nicht erfilllt, das Gleichungssystem ist nicht IOsbar. Ware gcgeben y1 = 2,y2 = 3, y3 = 8, so 
wiirdey2 = ½(y3 -y1) erfilllt sein und zu der LOSung fiihren x1 = 2,5, x3 = 0,5 + x1 , in der x1 frei wiihlbar ist. 

Zu einer anderen Form des Jordan-Austauschproblems fuhrt das veriinderte lineare Gleichungs
system y1 = 0 = £ aux1 - b1 • Die Ausgangstabelle hat cine zusatzliche Spalte fur die b1 • Da nach 

Y, 
Y2 

y. 

Y, 

Y, 
Y> 

/•t jeder Elimination von X.s durch y, die Koeffizienten der 
x1 Xi x,. -b1 

s-ten Spalte y, = 0 zum Faktor haben, kann diese Spalte 
weggelassen werden. 

•11 a., a., -b, 

•21 a,, a,, -b, 

••• a., a., -b. m Beispiel 3: FU.r das X1 + Xi - X3 - 2 = Y1 = 0 
nebenstehcnde System Xi - X:z + X3 - 4 = Y:z = 0 

n n+I 
crhalt man: Xi - X:z - X3 - 8 = YJ = 0 

x, x, X3 x, X3 x, 

(I) -1 -2 
_

x, -1 
_

x, 0 
_

x, 

-I -4 Y, -2 (2) -2 X3 x, -2 

-1 -1 -8 Y, -2 0 -6 Y> (-2) -6 X3 -3 

Ix, =y, -x, +x3 + 2i Ix, =x, + 'l,Y, + Ii 
Danach ist die LOSung Xi = 3, x2 = -3, x3 = -2. 

Gau8sches Losungsferfahren. Das Gau.Psche Losungsuer/ahre11 erhalt man aus dem Jordanschen Eli
minationsverfahren, indem man die Zeile der jeweils ausgetauschten Variablen x1 nicht mehr in die 
Tabelle eintragt, sondern getrennt notiert. Dadurch reduziert sich laufend der Umfang der Tabelle, 
und man erhalt am Ende ein sehr einfach IOsbares lineares Gleichungssystem mit einer Dreieck-
matrix 

.Beispiel 4: FUr das oben ausgefiihrte Beispiel erhilt man der Reihe nach folgende Tabellen und 
Gleichungen, aus denen sich rekursiv die LOSung ergibt: 
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x, x, x, 

:Y, (l) -I -2 :Y, -1 I -4 

Y, -1 -1 -8 

jx, = -lj 

lterationsverfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme 
Nach a11 = h1J + cu wird das gegebene Gleichungssystem J; a11x1 = b1 zerlegt in i: h11x1 n /•I / .. 1 
+ E cux1 = b,. Dabei wahlt man die hu so, da8 zu ihrer Matrix H = (h11) die inverse H-1 = (h;l) /•I Jeicht zu bilden ist (vg]. Kap. 1 7.5.), z. B. als Diagonalmatrix. Dann gilt x, = E h;,1b1 - E h;.1c,.,x1. 

I f,i Dieses Gleichungssystem kann in iterationsfahige Form gebracht werden; nimmt man xj = f h;-,1b1 als Anfangswert, so erhalt man�= xJ - /j h;t'cu�-1• Dieser Prozefl konvergiert genau dann gegen die LOsung des linearen Gleichungssystems, wenn der Betrag aller Eigenwerte der Matrix 1j (h;/c11) = (k,) kleinei als I ist. Unter dern Eigenwert I der Matrix (ku) versteht man dabei cine Zahl /, fiir die das Gleichungssystem E klJxJ = lx1 cine nicht-1 triviale LOsung hat, d. h., be i der nicht samtliche x1 verschwinden (vgl. Kap. 1 7.6.). Das bedeutet, daO entweder f If h;lc1JI < 1 oder f If h;lctJ j < I. Diese Bedingungen sind z. B. erfi.illt, wenn fur die Matrix K = (k,1) gilt lk11 I >- E lk,,1- Fiir den Zuwachs aufeinander folgender Niih•-
'*' rungen ergibt sich dann (x� - x::- 1) = E h;,1c1j(x,-1 - x,-2). 

i,J 

Beispitl 1: Zur LOSung nach dem ·Iterationsverfahren werden die Gleichungen des gegcbenen Systems in eine iterationsfahige Form gebracht: ]0x1 - X2 + X3 = 10 � = 0,lx\-1 - o,1x1-• + I x, + Sx, + x3 = S - 4 = -0,2r\·1 - 0,2r\·1 + 1 x, - x, + 10x3 = 10 4 = -0,lx-\-1 + 0,14-• + 1 Zu der Anfangsn3.herung xY = I, xg = I, xg = I erh3.lt man dann die ZuwUchse 
( 0 ) (-0,04) (0,004) -0,4 -0 0,016 0 0,04 0,004 und durch Addition zu den Anfangsn3.herungen die N3.herungsl0sung nach vier Iterationsschritten xt = 0,9652, x1 = 0,6144, x� = 0,9652. Eigenwertproblem. FaOt man das lineare Gleichungssystem f atJYJ = x1 fur i = 1, 2, ... , n auf als 

,_, Beschreibung eines linearen Systems mit den Variablen y1 als Eingangs- und den .x, als AusgangsgrOBen, dessen Ursache-Wirkungszusammenhang durch die Matrix A = (al/) g<:geben ist, so be-deutet die Existenz eines Eigenwertes / nach den Gleichungen i aux,= lx1 , daB ein Eigenvektor 
,_, (x1 , x2 , ••• , x11) als Belegung der Eingangsvariablen bis auf den Proportionalitatsfaktor / ungciindert bleibt (vgl. Kap. I 7.6.). Die Eigenwertgleichung ]: al/xi= Ix, ist ein homogenes lineares System, �!tv':e�;11;�rsc;!�!:;f01;���n��� i-t I 011 - I 012 °1 11 

I�ft�iaii;i:t•d�� ��rf J��I ���� det ]A - /EJ = �21 an - I •.. a111 = 0 a,.1 01111 - I 
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Diese charakteristische G/eichung ist ein Polynom n-ten Grades zur Bestimmung der Eigcnwcrte. Zu jedem Eigenwert / crhalt man dann aus der Eigenwertgleichung den zugehOrigen Eigenvektor. Mit Eigenvektoren kann man Systeme entkoppeln, d. h. crreichen, daB jede AusgangsgrOBe nur noch von ciner EingangsgrOBe abh3ngt. Danach )assen sich in schwingungsfiihigen mechanischen Systemen Normalschwingungen einfuhren. In der Kreiseltheorie benutzt man drei Achsen, die in Richtung von drei unabh3ngigen Eigenvektoren der Matrix der Tr3gheitsmomente gelcgt sind, um cine einfache Form der dynamischen Gleichungen zu erhaltcn. Die Wellenparametertheorie elektrischer n-Pole bzw. Vierpole beruht auf einer Darstellung dcr zu A = (au) gchOrenden linearen Abbildung allein mit Hilfe der Eigenwerte und Eigenvektoren. Den belragsgrOftten Eigenwert und den zugchOrigen Eigcnvektor crh3.lt man nach einer Regel, die sich in der elektrischen Leitungstheorie praktisch bew3hrt hat. Danach erhiilt man naherungsweise einen Eigenwert und cine Schiitzung des betragsgrOOten Eigenwerts dieses Eigenvektors aus den Ausgangswerten einer Kette, die mit einem beliebigen Belcgungszustand beginnt und nach den Gleichungen i; a1JxJ = Ix, for i = I, 2, ... , n genUgend oft die Ausgangswerte eines Kettenschrittes 
/•I als Eingangswerte des folgenden benutzt (Abb. 29.4-1). Der letzte Ausgangsvektor stellt gen3.hert den Eigenvektor und der Quotient gleicher Komponenten aufeinanderfolgender Niiherungen seinen Eigenwert dar. Mit dem im wesentlichen beliebigen Ausgangsvektor x? = b1 gilt das lterations-verfahren .X, = f a,J.x1-1• Als Schiitzung des betragsgrOOtcn Eigcnwertes dienen die Quotienten 

1-1 x!/X,-1, die einander gleich werden. 
x/ x/ /a;;) /aij) x,I xJ 

29.4-1 Schema cincr Kcttc zur Bestimmung des betragsgr08tcn Eigenwerts 

&ispiel 2: Filr das nebenstehcndc Glcichungssystem erhiilt man durch Iteration mit den Anfangswerten x? = I, x� = I, xj = I der Reihe nach die Wcrte der Tabelle. 

x/ xJ 
xif 

Filr x7/xf erhiilt man 2,633; 2,62; x1 0 - 3  -II -32 -87 -231 -�8 
;���! �f:,Cn��:/"' den betrags- -x-2-+--+--+--2-l-+-SS--t-

1 44-+--3-77--tf---98_7_ 
���e�:;i:i,!�iG�ic�:�/;;g;�� X3 S 13 34 89 233 61 0 sich die wirldichen Eigenwcrtc: k = 2 3 4 6 

A=(� -� �)-1 1 �' 2=\ � 1=(1-/)2 (2-/)-(1- /)=0 0 I I 0 1 I -/ 
mil (I -/) = 0 oder /1 = 1 und /2 - 3/ + 2 = 1 oder /2 = (3 + VS)/2·,., 2,6173 und ,. = (3 - vs>t2,., o,38Is. 

Lineare Ungleichungen ln Anwendungen mathematischer Methoden in Okonomie und Planung sind n-Tupel (x1, x2 , ... , Xn) aus Systemen von Ungleichungen y, = - i: alJxJ + b, � 0 fur i = l, 2, ... , m zu bestimmen 
,_, (vgl. Kap. 30.1. - Simplexverfahren). FaBt man die n-Tupel als Punkte eines n•dimensionalen Raumes auf, so legt jede der m Ungleich.ungen einen Halbraum fest, der durch cine Hyperebene 

- .i auxJ + b1 = O berandet wird. FUr m � n schneiden sich die Hyperebenen in Unterr3.umen mi:-�indestens einer Dimension n - m. FUr den praktisch wichtigen Fall m > n enthalt die Schnittfigur Punktc, die Eckpunkte des Durchschnitts der Halbriiume sind. Dieser Durchschnitt ist das gesuchte LOsungsgebiet der gegebenen Ungleichungen. Es ist ein n-dimensionales konvexes Polyeder; 
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mit zwei Punkten aus ihm oder auf seinem Rand gehOren allc Punkte ihrer Verbindungsstreckc zu ihm. Ein endliches Polyeder, das keinen unendlich fernen Punkt mit erfaOt, ist durch seine Eck• punkte vollstandig bestimmt. Unter den Voraussetzungen, daO m > n und daO die Koeffizientenmatrix (all) den Rang n hat, kann nach einem Algorithmus entschicden werden, ob es n-Tupcl gibt, die das Unglcichungssystem !Osen, und falls dies zutrifft, zu Eckpunkten des LOsungsgebiets fuhrcn. Von der in Tabellenform zusammengestellten Eingangsin
formation darf nach Voraussetzung angenommen werden, daO die ersten n Zeilen dcr Koeffizienten au linear unabh3n-gig sind. Durch Jordan-Elimination kann dann jede Va- y1 au a12 
�i:1�1

:i:; fr:!�:r�fo�i!b��{J��f!��a::;:Y::�::·u�:�1�:: f2 a21 au a,. 
chungen und cine Tabelle, in der die Variablen Y, fur i y,,. a,,.1 a,,.2 = I, 2, ... , n mit y1 � 0 so zu bestimmen sind, dafl auch fur i = n + I, ... , m gilt y1 ;a, 0. Aus den n Gleichungen ergibt sich dann das 11-Tupel fur den gesuchten Eckpunkt. 
Xi= -b11Y1 - b12Y2 - ··· - b1,J'n + b'1 X2 = -b21Y1 - b22Y2 - ··· - b211Yn + b; 

-y, 

Yn+l b11+1," 
b .. +2, l b11+l,l b,.+2." 

y, br1 b,, b' 
Ym b,,.1 b,,.2 

Eingangstnformation 

Gilt in der Tabelle b; � 0, so fuhrt der Punkt y, = 0 fur i = I, 2, ... , n zu einer LOsung. 1st cine der Zahlen b; negativ, z. B. b; < 0, so genUgt der Punkt y1 = 0 fur i = I, 2, ... , n der r-tcn Ungleichung nicht wegen y, = b; < 0. Gilt auflerdem fur jcden Koeffizienten dicser Zeile b,1 ;;a,: 0fur j = I, 2, ... , n, so gibt es keinen Punkt y1 ;;a,: 0 fur i = I, 2, ... , n, der dieser Ungleichung genUgt. Das gegebene System hat dann keine LOsung. Gibt es aber fur b; < 0 in der r-ten Zeilc einen Koeffizienten b,s < 0, so bildet man mit den Koeffizienten der s-ten Spalte die Quotienten b;/b15 fur i = n + I, ... , m. Sind aufler b;/b,
3 

noch andere dieser Quotienten nicht negativ, so wahlt man den kleinstcn. Ergibt er sich in der i0-ten Zeile, so w3hlt man b1_, als Austauschelement fur einen Jordan-Schritt, dcr die Variable Y;. mil Y:s vertauscht. Dabei ergibt sich aus der Gleichung y,. = - ,,£_/1,1Y1 - b,_,y5 + bl, der Wert 
Ys = (-,£ b,,,y1 - Yi,)/ b,_, + bl,/b1,5• Das Absolutglied bj,/b1,, ist nicht negativ. 1st i0 = r, so ist 
durch den Jordan-Schritt erreicht, dafl alle Absolutglieder der neuen Spalte I nicht negativ sind und ein Eckpunkt gcfunden wurde. 1st aber ;0 =t= ,, so sind die Absolutglieder in den anderen Zeilen i =t- i0 abzusch3tzen. FU.r sie gilt nach d�m J.ordan-Schritt -�111 • b;Jb,,, + bl = b

!
s(b;/b1:s_ - �;.Jb,,11). F�r Zeilen i m�t bj/b1:s > b;,/b,,1 ;a, 0 wird 1m Fall b11 < O erne Verbesserung erz1elt, well d1eses negative Absolutghed nach dem JordanSchritt einen kleineren Bet rag hat . Ein positives Absolutglied b1s > 0 bleibt positiv. FUr Zeilen ; mit b;/b,1 < O ist im Fall b11 < 0 das Absolutglied b; positiv und bleibt positiv; im Fall b11 > 0 war allerdings bl negativ. bleibt negativ, und sein Betrag vergrOflert sich sogar. Man kann beweisen, dafl fur die F3lle bj/b11 ;;a,: 0 aber b1J < 0, fur bj/b,1 < 0 aber b11 > 0 und fur 

andere Sonderfiille wie b;Jb,_, = 0 nach endlich vielen Austauschschrittcn cine Tabelle mit nur positiven Absolutgliedern entsteht, die zu einem Eckpunkt (x1 • x2 , •••• x11) des LOsungsgebiets fuhrt. 
&ispitl: Gesucht sci ein Eckpunkt des LOsungsgebiets der Ungleichungen 

Yi = -Xi + 2x2 - 3x3 - 2 ;;a,: 0, 
YJ = -3x1 + x2 - 4x3 + 3 ;;a,: 0, 

Y2 = 4x1 - x2 + 4x3 - S ;;a,: 0 ,  
X1 ;;a,: 0 ,  X2 ,' 0 ,  X3 � 0. 

Dieses Ungleichungssystem hat bcreits Standardform. Man erhilt nach obigem Algorithmus der Reihe nach die Tabellen 
-x, 

-x, 
-x, 

-x, 
-x, -y, 

Yi -2 -2 Yi -S/4 -S/4 -3/4 -17/4 

Y2 -4 �4 -s Y, -I 0 I -2 · 

Y, 3 -1 4 x, 3/4 -1/4 1/4 3/4 
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-x, -Xi -y, -x, -y, -y, 

Y, 20/12 -20/12 -4/12 -3 Xi -J -12/20 4/20 36/20 

Yi 4/3 -1/3 4/3 -I Yi -4/20 84/60 -8/20 
x, 4/3 -1/3 1/3 I x, -4/20 24/60 32/20 

-x, -yz -y, 

Xi 
-4 -3 -4 3 

Y, -5 -5 -7 2 
0 -I -I 2 

Eckpunkt isl danach (x1, xi, x3} -(2, 3, 0) und Schnitt 
x, von y2=0=y3. 

29.S. Nomographiscbe Verfahren 

Nomogramme stellen die funktionelle Abh3.ngigkeit mehrerer Veranderlicher graphisch in der Weise 
dar, daO der Wert einer von ihnen aus den gegebenen Werten der anderen durch cine einfache 
geometrische Konstruktion gewonnen werden kann. 

Nomogramme filr zwei Ver3nderliche 

Filr den Funktionszusammenhang y = f(x) ist schon seine graphische Darstellung in einem kar
tesischen Koordinatensystem ein Nomogramm, das aus den beiden Koordinatenachsen und der 
im allgemeinen krummlinigen Kurve besteht. 1hr Bild kann verandert werden, indem man auf den 
Achsen als x- bzw. y-Werte nicht Vielfache einer Einheitsstrecke abtr3.gt, sondern Langen e = qi(x) 
bzw. 1/ = y,(y), die sich aus monotonen und damit umkehrbaren Funktionen q; und y, ergeben. 
Man erhalt bei geeigneter Wahl dieser Funktionen Funktionspapiere, in denen die Tragerkurve 
�-g(<) den gegebenen Zusammenhang y=,p-1g(q;(x))-f(x) darstellt, so daB /=,p-1

1f'P gilt, 
wenn y,-1 die Umkehrfunktion zu y, ist. Die Triigerkurve ist eine Gerade, falls 1] = cc + Pf bzw. 
,p(y)-a+/Jq,(x). 

Beispiele. 1: Bei halblogarithmischem Papier (vgl. Tafel 8) ist � = x und rJ = log. y. Funktionen 
y = Kah haben als Trigerkurven cine Gerade mit cc = le&r K und /J = L. 

2: Bei doppeltlogarithmischem Papier ist f = log. x und rJ = m log. y. Funktionen y = J(xL haben 
als Tr3.gerkurve cine Gerade mit tx = m log. K und /J = mL. 

3: Bci Wahrscheinlichkeitspapier ist f = x und rJ = F-1(y), wean p-1 die Umk.ehrfunktion der 

GauBschcn Fehlerfunktion F(w) = (J /J/i;;![ exp [-xi/2] dx ist. Einc Gcrade als Triigcrkurve 

haben dann die Funktionen y = F(K + Lx), d. h. die Verteilungsfunktionen 53.mtlicher NormaJ
verteilungen (vgl. Abb. 27.3-4). 

a 
A 

t 

, 

• 

I 

• 

_..,, 
A•1,S 

• 

,0 

a 

t d 

Doppelskalen sind Tragerkurven, auf denen den x-Werten genti
gend vieler Punkte die zugeh6rigen y-Werte unmittelbar gegenUber
liegen. Diese Werteskalen kann man sich von der x- und der y-Achse 
durch Parallelprojektion tibertragen denken, so daB diese Achsen 
nicht mehr angegeben werden mUssen (Abb. 29.5-1). Eine Funk
tionsskale oder krummlinige Skate einer Veranderlichen u erhalt 
man, wenn jeder mit einem Parameterwert u markierte Punkt 
einer Kurve in einem festen x, y-System durch x = q;(u) und y 
---= v,(u) bestimmt ist. Die Kurve dieser Funktionsskale stellt dann 
den Zusammenhang der Funktionen q;(u) und v,(u) dar. 
Beispiel 4: File die Funktionen x = q>(u) = e" + u und y = 'P(u) 
= e• - u erhiilt man die Glcichung (x - y)/2 -In [(x + y)/2] 

,.,_,, der Tragerkurve (Abb. 29.5-2). 
d•l,OI 

I.S 29.S-I Doppelleitcr fur den Zusammcnhang zwischen dcm lnhalt der 
KreisfHiche A = nd2/4 und der Liinge des Durchmessers d 
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·-29.5-2 Triigerkurve mit dcr Gleichung 
(x - y)/2 ~ In [(x + y)/2] 

Nomogramme fiir drei Verinderliche 
29.5-3 Das zusammengehOrigc Wertetripel (u0, v0, w0) der Fluchtlinientafcl liegt auf einer Geraden 

Um bei dem Funktionszusammenhang F(u, v, w) = 0 die Werte einer Verander1ichen aus denen der beiden anderen leicht ablesen zu kOnnen, verwendet man meist Fluchtlinientafeln. 
Fluchtlinientafeln. Sieht man jede der drei Ver.iinderlichen als Parameter an, so kann man mittels sechs Funktionen q,1, tp1 mil ; = I, 2, 3 drei Funktionsskalen in einem einheitlichen x, y-Koordinatensystem finden durch die Gleichungen x 1 = cp1(u), y1 = ,p1(u); x2 = qi2(v), y2 = tp2(v); x3 = q,3(w), y3 = v,3(w). Zurn leichteren Ablesen wird zusatzlich von den Funktionen <p1, 'Pi gefordert, daB nach 
F(u0, v0, w0) = 0 zusammengehOrige Wertetripel (u0 , v0, w0) auf einer Geraden liegen (Abb. 29.5�3), d. h., daB das Dreieck mit den Ecken 
(x1 ,y 1), (x2 ,y2), (x3 ,y3) den Fliicheninhalt Null hat. Die Soreausche Gleichung ist dafiir cine notwendige und hinreichende Bedingung. II q,,(u) '1'1MI Soreausche Gleichung I q,2 (v) ,p2(v) = 0 I q,3 (w) ,p3 (w) Hat man Funktionen <p1, 'Pi, die dieser Gleichung geni.igen, so sind mit x1 = rp1 und y1 = VJ, die Funktionsskalen bestimmt; allerdings nicht eindeutig, da jede Transformation der gerneinsarnen Koordinatenebene, die Gerade wieder in cine Gerade i.iberfiihrt, cine neue Fluchtlinientafel ergibt. Eine solche Transformation kann benutzt werden, um die GrOBe der Variationsintervalle fur die Yariablen oder die Ablesegenauigkeit zu verbcsscrn. 
Grundformen und Skalengleichungen filr Fluchtlinientafeln. /. Die drei Punkte (x 1 , y1), (x,, y2), (x3, y3) liegen in gerader Linie, falls (I') (y1 -y2)/(x1 - x2 ) = (y, - y3)/(x1 - x3). Setzt man x, = g1(u), Yi= f1(u); x2 = -g2(v), y2 = -f,(v) und x3 = -gJ(w), y3 = -/3(w), so bestehen zwischen den/,, g1 keine linearen Beziehungen; es ergeben sich drei krumm/inige Ska/en und die Grundform (I) [f,(u) + f,(v)]/[g,(11) + g2(v)J = [/1(,,) + f,(w)]/[g,(u) + g3(w)]. 
2. Fiir x1 = 0 geht die Bedingungsgleichung (I') iiber in (2') (y1 - y2)/(-x2 } = (y1 - y3)/(-x3) oder y1 = (y3 x2 - y2 x3)/(x2 - x3 ). Sind dann die Skalen S1 , S2 , S3 bestimmt <lurch x1 = 0, y 1 = f1(u), x, = -1/g,(v), y2 = f,(v)/g,(v) und x, = 1/g,(w), y, = f3(w)/g3(w), so ist S, geradlinig, wahrend zwischen /2 , c2 und /3, c3 keine linearen Beziehungen bestehen. Die Grundforrn ist (2) f1(u) = [/2 (v} + f3 (w)]/[g 2 (v} + g3 (w)]. J. Setzt man in die Bedingungsgleichung (2') Yi = px2 + q ein und danach x1 = 0, y1 = /1 (u); 
Xi = -l /c2 (v), Yi = px2 + q; x3 = l/c 3(w) und y3 = /3(w)/c3 (w), so sind S1 und Si ceradlinic, p ist frei w3.hlbar, und nur zwischen /3 , c3 besteht keine lineare Beziehung; die Grundfonn ist (3) /1 (11) = [-p + qy2(v) + /3 (w)]/[g2(v) + g3(w)] . 
4. Wird durch y3 = mx3 + n auch die Skate S3 linear mit frei wahlbarern m, so ergibt sich unter sonst gleichen Bedingungen wie in J. die Grundforrn (4) f1(u) = [-p + qg2(v) + m + ng3 (w)]/[g 2 (v) + g3 (w)]. 
5. Setzt man in der Bedingungsgleichung (2') Xi = 1, so lautet sie y1 = (y3 -YiX3 )/(1 - X3) oder y1(1 - x3) + YiX3 - y3 = 0. Filhrt man dann ein: x1 = 0, y1 = f,(u); Xi = 1, Yi = f2(v) und 
x, = g3 (w)/[/3 (w) + g3 (w)], y3 = -h3 (w)/[f3(w} + g,(w)], so sind die Skoien S1 und S, linear und



704 29. Numerische Mathematik 

diese Geraden parallel, wiihrend die Skate S3 nur geradlinig ist, wenn eine lineare Beziehung zwischen 
/3 und g3 besteht. Durch Einsetzen erhiilt man die Grundform 

y 
-1,5 p 

q -2,5 
w3-3pw•2q-O -2,0 

-1,0 -1,5 

-0,5 
-1,0 

6 0,4 0,2 1 -o,sx 
0 

+0,5 
+0,5 
+7,0 

+ 1,0 +?5 

+1,5 
+2,0 
+2,5 

+2,0 •3,0 
3,0 +3,5 

+2,5 
3,25 +4,0 

+3,0 3,4 +4,5 
3,5 +5,0 

+3,5 3,6 
3,7 +5,5 

+4,0 
3,8 +6,0 3,9 
4,0 +6,5 

+�5 +7,0 
+5,0 
29.5•4 Nomogramm fiir die reellcn LOsungen 
der Gleichung w-1 - 3pw - 2q = 0 

(5) /,(u)/3(w) + /1(v)g3(w) + h3(u) = 0. 
6. In der Bedingungsgleichung (2') setzt man x1 = 
a, x; = b, x, = c und erhiilt y1 = (by3 - cy2)/(b - c) 
oder y1 (b - c) = y3(b - a) + Y,(a - c) unter Be
nutzung von (I) bzw.y,(a-h)=y,(c-b)+ Y,(a- c). 
Mit )'1 = /1(u)/(c - b), Y, = /,(v)/(a - c) und y3 
= f,(w)/(a - b) ergibt sich die Grundfonn 
(6) /3(w) = /,(u) + /,(v), 

Dabei sind die Ska/en S1 , S2 , S3 parallele Geraden. 
7. Allgemeine Untersuchungen haben gezeigt, daO 
auBer den hergeleiteten noch folgende drei Grund
formen mOglich sind: 
(7a) /3(w) = /1(u) /,(v), 

(7b) /1 (u) /,(v) /3 (w) = /1 (u) + /2(v) + /,(w) und 
(7c) /1(u) /2(v) /3(w) + /1(u) + /2(v)g3(w) 

+ h3(w)= 0. 
Beispiel 1: Die reellen Losungen der rcduzierten 
kubischen Gleichung w' - 3pw - 2q = 0 !assen 
sich 11us einer Fluchtlinientafel mit zwei geradlinigen 
Skalen gewinnen (Abb, 29,5-4): x1 = 0, y1 = -3p; 
x, = I, Y, = -2q und x3 = 1/(1 + w), y3 = 
-w3/I( + w), wie man aus der Grundfonn (5) 
/,(p) /,(w) + /,(q) t,(w) + h,(w) = 0 erkennt, aus 
dcr man abliest: 

/1(p) = -3p, /,(q) = -2q, /3(w) = w, g3(w) 
= I, h3(w) = w3• 

Nomogramme fiir mehr als drei Verinderliche 

Anstatt drei Punkte je einer Funktionsskale einander durch cine Gerade zuzuordnen, kann man fur 
die Zuordnung einer grOBeren Anzahl von Punk ten andere Konstruktionen suchen, z. B. drei 
Punk ten der einheitlichen x, y-Ebene den Mittelpunkt des durch sie bestimmten Kreises oder eines 
Dreiecks zuordnen. 
Filr die funktionale-Abhiingigkeit F(u,, u2 , v1 , v2 , w1 , w2) = 0 von hOChstens sechs Veranderlichen 
sind Netztafeln konstruiert worden, die drei Funktionsnetze durch Geraden miteinander verbinden. 
Unter einem Funktionsnetz versteht man dabei zwei Scharen von Koordinatenlinien, z. B. die 
Linien r = const = V� + y2 und die Unien 1P == const = arctan (y/x) eines Polarkoordinaten
systems. Zwei Werte der durch dieses Netz einander zugeordneten Variablen bestimmen einen Punkt 
mit den Koordinaten x 1 = q:i1 (u1> u2), Yi= 1P1(u1 • u2). FU.r die anderen beiden Funktionsnetze 
erhalt man dann zusatzlich 
x2 = rp2(v1 , v2) , y2 = 1P2(v 1 , V2 ) und X3 = ip3(w1, w2), YJ = 1PJlw1, W2). 

29.5-5 Zuordnung cinander 
entsprechender Punkte 
dreier Funktionsnetze 
durch cine Gerade 
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Wesenrlich ist, da8 bei einem Funktionsnetz cine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den Punkten (u1, u2) und (x1, y1) besteht. Wie bei Fluchtlinientafeln verlangt man, da8 drci Punkte (u�, ug), (v� '. v�) und (��, :�> 
0
der 

0
drei

0
Fu�ktionsnetzc::. (u1, u2), (v1, v 2) und (w1, w2), die der gee 

:�r�f�er���=�;� ��;!� "(A�b'. ;9�5�5). �� =;e���::� 11 ,P1(U1. Uz) V'1(U1' Uz) 
I 

kartesischen Koordinatensystem aller Funktionsnetze mu8 1 9'2(V1, Vz) V'2Cv1, Vz) = 0 dann die nebenstehende Bedingung gelten. l q,,{w1 , w2) tp3(wi , w2) Enthalt die zu nomographierende Gleichung 5 Variable, so kann man 4 Variable in 2 Funktionsnetzen abbilden und braucht fur die 5. Variable noch cine Skale, bei 4 Variablen kommt man mit einem Funktionsnetz und 2 Skalen aus. Nicht jede Beziehung in 6 Veriinderlichen Hi.Ot sich durch eine Netztafel nomographieren. Hat man andererseits fur cine Beziehung cine Netztafel erhalten, so kann man durch Anwendung einer beliebigen Transformation der Ebene, die Gerade wieder in Gerade Uberfilhrt, weitere LOsungen in Form von Netztafeln erhalten. 
Beispiel: Die Beziehung (a - b) tp3(w2) = [a - <p3(w1)) ,p2(v) + [<p3(w1) - b] ,p1(u) isl gleichbcdeulend mil der nebenslehenden Gleichung. Aus ihr kann man sofort die Skalengleichungen und die Gleichungen des erforderlichen Funktionsnetzes entnehmen zu x1 = a, y1 = ,p1(u); x2 = b, y2 = tp2(v); x3 = <p3(w1), y3 = ,p3(w2). Zur 

'1'1 u) '1'2(v) 'l',(w,) =0. 
Realisierung genilgt normales Millimeterpapier, bei dem man zwei Geraden im Abstand b - a gerruiB den Funktionsskalen 'P,(u) und 'P2(v) beziffern mu8. Als Funktionsnetz dient das gleiche Millimeterpapiernetz, dessen Achse senkrecht zu den Skalen gema8 der Funktion tp3(w) und dessen Achse parallel zu den Skalen gema.8 'P3(w2) beziffert werden mu8. Hiiufig versucht man, Beziehungen mit mehr als drei Variablen dadurch zu nomographieren, da8 man mit verketteten F/uchtlinien

tafeln arbeitet. Bei solchen Nomogrammen bestimmt man zu gegebenen Werten von zwei Variablen aus einer Fluchllinientafel zuniichst einen Wert einer "Hilfsvariablen, z. B. � (Abb. 29.5-6). Zu dem erhahenen Wert und einem gegebenen Wert einer dritten Variablen bestimmt man aus einer zweiten Fluchtlinientafel einen Wert einer weiteren Hilfsvariablen bzw. der LOsungsvariablen. In dieser Weise fahrt man stiindig unter Berechnung von Werten von Hilfsvariablen fort, bis man den Wert der gesuchten Variablen aus einer letzten Fluchtlinientafel erhiilt. 

5 10 5 2fJ 

U3 
12 

10 

29.5-6 Hilfsvariable e in der Fluchtlinientafel fur u, = u1 + u2 + u3 o --O --O --O -----0 

29.6. Monte-Carlo-Methoden 

Unter der Bezeichnung Monte-Carlo-Methoden faBt man alle die Verfahren der numerischen Mathematik zusammen, die sich zur LOsung deterministischer Aufgaben, z. B. zur lntegralberechnung, zur Extremwertsuche, zur LOsung von Gleichungssystemen, zur LOsung von gewOhnlichen und partiellen pifferentialgleichungen, des Zufalls bedienen. Die als Beispiel geschilderte Methode, das Integral J /(x) dx zu berechnen, liiBt sich unmittelbar auf den Fall n-facher Integrale verallgemeinern; der Wert der Monte-Carlo-Methoden zeigt sich ilberhaupt erst bei mehrdimensionalen PrOblemen. Jntegrale Uber endliche Intervalle [a, b] lassen sich durch cine lineare Transformation u = (x - a)/(b - a) auf die Form eines Integrals Uber das lntervall [O, 1] bringen. Wahrscheinlichkeitsverfahren. Von der Funktion /(x) wird vorausgesetzt, daO sie cine obere und cine untere Schranke hat und sich deshalb so darstellen laBt, daB die Bedingung O � /(x) � 1 erfullt ist. Das gesuchte Integral ist die GrOOe des Flacheninhalts des Gebietes, das von der Kurve /(x), der Abs�issenachse und gegebenenfalls noch durch Geradensti.lcke parallel zur Ordinatenachse berandet wird (Abb. 29.6-1). Waren seine Fliiche und die des Einheitsquadrats gleichmii8ig mit Masse bedeckt, z. B. aus Karton gleicher Dicke ausgeschnitten, so kOnnte das Massenverhaltnis beider als Schiitzung des Integrals angesehen werden. Denkt man sich beide Fliichen mit n Punkten gleicher Masse gleichm3.Big bedeckt und liegen m1 von ihnen im lnnern der gesuchten Flache, so erbalt man durch Zahlen m1/n als Schiitzung fur die gesuchte FlachengrOOe. Die Anzahl n der Punkte ist dabei mindestens 104• Ihre G/eichverteilung mull sowohl in x- als auch in y-Richtung echt zufiillig sein, 
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29.6-1 Zur Bercchnung des Integrals 
t f(x)dx 

nach der Montc-Carlo-Mcthode 

so daB n voneinander unabhingige Versuche vorliegen. Gleich
verteilte Zufallszahlen erlauben es, das Verfahren bci einem 
Wert n abzubrechen, fur den sich aufeinanderfolgende Schatz
werte um weniger als cine vorgegebene Genauigkeitsgrenze 
unterschcidcn. 1st (k - 1) die Anzahl der durchgefilhrteo 
Zahlschritte und la-1 ihr Ergebnis, so hat sich das rekursive 
Zahlschema I, = /,_, + (<, - I,-1)/k = [(k - I) 1,_1 + ;,J/k
bewihrt, in dem ;" = I, falls dieser k-te Punkt in das Ge
biet von f(x) fallt, und <• = 0 andernfalls. 

Mittelwertverfahren. W3hlt man nur fur das Argument gleich
verteilte Zufallszahlen x1 im lntervall [O, I] und berechnct zu 
jedcr /(x,), so ist der statistische Mittelwert M[/(x)], mit der 
lntervallbreite 1 mullipliziert, ein Schitzwert fur das gcsuchte
Integral. Da das arithmetische Mittel ein effektiver Schatzwert 

filr M[/(x)] isl, gilt (1/n) .E f(x1)"' t f(x) dx. 

Als rekursive Formel hat sich hierfur bewihrt 

I,= /,_, + [/(x,) - I,-,1/k = [1,_1(k - I) + /(x,)]/k. 

F.rzeugung von gleicbverteilten Zufallszablen. Bei der Anwendung von Digitalrechnem wird in der 
Regel davon Abstand gcnommen, zur Erzcugung der Zufallszahlen einen Zufallsgenerator unmittel
bar in den Automaten mit einzubauen. Ein solcher Generator echten Zufalls ist relativ wenig flexibel, 
wenn man nicht allzu gro8en Aufwand treiben will. Au8erdem ist die Stationaritii.t der erzeugten 
Zufallszahlenfolge fiber Iangere Zeit nicht gewahrleistet, d. h., ihre statistischen Eigcnschaflen 3.ndern 
sich im Laufc der Vcrsuchsdauer. 
Daher erzeugt man die Zufallszahlen aus deterministischen Rekursionsformeln. Damit sich diese 
Pseudozufallszahlen mOglichst nicht von einer Folge echter Zufallszahlen unterscheiden, fordert man 
Quasiunabhiingigkeit aufeinanderfolgender Pseudozufallszahlen und kein Auftreten periodischer 
Zahlfolgen. Als besonders gilnstig haben sich Rekursionsformeln erwiesen, die auf dee elementaren 
Zahlentheorie beruhen. 
I. Reduzierte Fibonacci-Zahlen [F.t = F,,,_1 + F,,,_2] mod m; 

2. Y.t+i = [(2" + J)y,,, + c] mod 2M mil r > 2 und geradem c; 
3. Y.t = s · Y11.-i mod m, z. B. s = 2 3  und m = 108 + 1; 

4. y,,, = i c1y,,,_1 mod m, wenn die y0,y1, ..• , y,._1 geeignete Zahlenwertc zwischen O und m - I 
/•I 

und die c
1 fur j = l, 2, ... , r geeignete Konstante sind. 

Da alle dicse Pseudozufallszahlen modulo m bzw. modulo 2M bestimmt werden. wcrden sic durch 
X.t = y,,,/m bzw. X.t = Y.t/2M auf Zahlen im Interval! [O, I] reduziert. 
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Optimalprobleme wurden bereits von EUKLID formuliert, aber erst mit dee Entwicklung der Diffe
rential� und der Variationsrechnung im 17. und 18. Jahrhundert wurde ein mathematischcs Werkzeug 
zur LOsung solcher Probleme geschaffen. 
6konomische Optimalprobleme sind Extremwertaufgaben mit Nebenbedingungen, die sich oft da
durch auszeichnen, daB die Anzahl der Veriinderlichen sehr groB ist und daB nichtnegative LOsungen 
gesucht werdell (vgl. Kap. 29.3. - Mehrdimensionale Suchprozcsse). 
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Allgemein betrachtet man einen untersuchten Okonomischen Ablauf als einen Proze8, der sich aus 
verschiedenen T3.tigkeiten zusammensetzt, und sucht durch Abstraktion ein ihm entsprechendes 
mathematisches Model! zu gewinnen. Fiir jede Tiitigkeit gibt es mehrere Varianten, deren Reali
sierung von Schranken gj(x1) = 0 der notwendigen Fonds abhiingt, so daB nicht ftir•jede T3tigkeit 
die giinstigste Variante gewiihlt werden kann. Gesucht wird cine Kombination mOglicher Varianten, 
filr die cine fur den GesamtprozeB vorgegebene Zielfunktion f(x1) einen maximalen bzw. minimalen 
Wert annimmt; gj(x1) = 0 und x 1 � 0 werden als Nebenbedingungen bezeichnet. 

! Optlmlenmgsaufgabe I max {f(x,) I gjx1) - o. x1;;;, O} i= l, ... ,n;j= l, ... ,m;n>m 

Bei al/gemeiner nichtlinearer Optimierung bestehen keine Einschr3.nkungen Uber die gegebenen 
Funktionen fund KJ, bei quadratischer Optimierung ist /(x1) quadratisch in den x1 und g.,{x1) linear, 
bei linearer Optimierung sind fund KJ Iineare Funktionen. 

30.1. Lineare Optimierung 

FUr die folgenden Abschnitte ist es zweckma8ig, GrCiBer- und Kleiner-Beziehungen fur Matrizen 
g]eichen Typs zu definieren: Sind A = (a11) und B = (b/J) Matrizen gleichen Typs, so wird A < B 
bzw. A � B bzw. A > B bzw. A � B gesetzt genau dann, wenn au< b/J bzw. a/J � b,, bzw. a/J > bu 
bzw. a,,� b/J fiir a/le ; und j gilt (vgl. Kap. 17.5. - Beschreibung linearer Abbildungen durch 
Matrizen). Zur GrtiBer- und Kleiner-Beziehung fur rationale oder reelle Zahlen besteht allerdings 
der Unterschied, da8 fur zwei beliebig gegebene Matrizen A und B desselben Typs keine der 
Relationen <, >. = zu gelten braucht, wahrend fur zwei beliebig gegebene Zahlen immer genau 
cine von diesen Relationen erfullt ist. 
Sind c und x Matrizen vom Typ (n, I) mil n Zeilen und I Spalte, A= (aJ1) eine Matrix vom Typ 
(m, n), b cine vom Typ (m, I), 0 die Nullmatrix vom Typ (n, I) und cT die zu c transponierte Matrix, 
die aus c durch Vertauschen von Zeilen und Spalten entsteht, so lassen sich fur lineare Zielfunk
tionen und Nebenbedingungen /(x1) durch cT x und die g,(x,) = 0 durch Ax= b darstellen. Mit 
c = -d, A= -B und b = -Ir geht die max-Aufgabe in die min-Aufgabe Uber. FUr eine geometri
sche Deutung kann x auch als Vektor im n-dimensionalen euklidischen Raum R,. aufgefa8t werden. 

! Lineare Optimierung I max {c' x I Ax <;; b. x ;;;, 0) bzw. min {!I' x I Bx ;;;, A, x ;;;, O} !
Je nach den Elementen der Matrizen c, A, b bzw. d, B, Ir unterscheidet man verschiedene Probleme: 
deterministische, wenn diese Koeffizienten bekannte Konstanten sind, paramelrische, wenn die Koef
fizienten oder einige von ihnen in bekannten lntervallen variieren, und st0chastische, wenn die 
Koeffizienten oder einige von ihnen Zufallsgr08en sind. 

Beispiele. I: Gewinnmaximierung. Sind die Komponenten x1 von x StUckzahlen der Erzeugnisse 
eines Fertigungssortiments und die c, der ErlOS eines Stucks des Erzeugnisses i, so bedeuten x ein 
Fertigungsprogramm und cT x seinen Gesamter/0s, z. B. als Gewinn. Betriebsergebnis oder De
visenerlOs. 1st weiter k cine der m Aufwandsgruppen, z. B. cine Maschinengruppe, ht die verfUgbare 
Kapazitat (Fonds) und sind die Koeffizienten Oti der Matrix A der Aufwand je StUck des Erzeug
nisses i, dann wird durch die max-Aufgabe ein Fertigungsprogramm mit maximalcm ErlOS untcr 
BcrOcksichtigung der vorhandenen Kapazitat berechnet. 
Als Voraussetzungen, untcr denen das Model! angewendet werden kann, ergeben sich dabei, daO 
der ErlOs und dcr Aufwand mengenproportional sind und daB der StUckzahlvektor x nur ganzzahlige 
Komponenten x1 � 0 hat. Weiter wird angenommen, daB der Bedarf fur die Erzeugnisse unbe
schri.nkt ist. Bci Grenz.en d1 im Ahsatz kOnnen die Zusatzbedingungen x1 � d1 eingefuhrt werden. 
2: Dititproblem. 1st; ein Nahrungsmittel, von dem x, die fur eine gesuchte Nahrungsmittelkombi
nation anzusetz.ende Menge und d1 den Preis je Mengeneinheit angcben, und ist k ein Vitamin oder 
Nahrstoff, der in der Mindestrnenge ht vorkommen soil und in dem Nahrungsmittel i mit dem 
Gehalt ht, enthalten ist, so fuhrt die min-Aufgabe zum Ziel, la8t sich aber in dieser einfachen Form 
hOChstens fur die billigste Futtcrmittelkombination zur Tierhaltung anwenden. Ein anderes Model!, 
die Kosten der Speisenfolge eines Hotels zu minimieren, ergibt sich durch zusitzliche verfeinerteAn• 
nahmen einer Tagesstrukturaus FrUhstilck, Mittag- und Abendessen, einer Mahlzeiten.struktur, z. B. 
aus Vor-, Haupt- und Nachspeise, eines Wah/angebots, z. B. von je drei Gedecken, und einer 
Mindestperioden/Qnge fur die Speisenfolge, z. B. von 14 Tagen. 

Das max-Problem der Linearoptimierung formulierte KANTOROWITSCH 1939 und IOste es mit der 
Methode der LOsungsfaktoren. Das Diatproblem wurde n3.herungsweise 1941 von CORNFIELD und 
1945 von STIGLER ge)Ost. Die 1947 von Wooo und DANTZIG allgemein formulierten Probleme der 
Linearoptimierung IOste OANTZIG mit dem Simplexverfahren, das in vieler Hinsicht weiterentwickelt 
wurde. 
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Simplexverfahren 

FUr die lineare Optimierung bestehen die Nebenbedingungen Ax� b und x ;i, 0 bzw. 
a11x1 + ··· + a11x1 + ··· 01,,x,. � b1 und x,;.. 0 fur j = I, 2, ... , m und i = I, 2, ... , n (vgl. Kap. 29.4. 
- Lineare Ungleichungen). Entsprechend wie die Bedingung 2x1 + 3x2 � 4 eine abgeschlosscne 
Halbebene festlegt, bestimmen die obigen Nebenbedingungen genau n + m abgeschlossene Halb
raume, wenn man x als Punkt oder Vektor in einem n-dimensionalen Raum R,, deutet. Sind die 
(n + m) Bedingungen miteinander vertr3.glich, so enth3.lt der Durchschnitt R der (n + m) Halb
raume mindestens einen Punkt. Jeder Punkt von R ist cine zuliissige LO.sung oder ein zulassiger 
Vektor. 
Zulissiger Bereich. Der Bereich R der zul3.ssigen L0sungen des Problems ist als Durchschnitt von 
n + m Halbraumen ein konvexes Polyeder (Abb. 30.1-1). Er wird als nicht leer und beschrankt ange

nommen. Die Zielfunktion /(x) = cT x soil geometrisch inter
pretiert werden durch Betrachtung der Fliichen /(x) = const, 
die cine Schar paralleler Hyperebenen cT x = k im R,. sind. Ge
sucht wird die Hyperebene mil dem gr0Bten k, deren Durch
schnitt mit dem konvexen Polyeder R nicht leer ist. Das ist 
offenbar cine Stiitzebene von R aus dieser Schar, d. h. cine 
Hyperebene, die R beriihrt. Danach kann das Maximum von 
/ in R nur in Randpunkten licgen. 

x, Bei der obigcn Annahmc Uber R ist R die konvexe Hillie seiner 

Eckpunkte. Seien x1 (I= I, ... , s) die hOChstens ( n � m) Eck

punkte von R, dann ist jedes x e R darstellbar durch x 
= f: A,x' mit A1 ;;, 0 und ± A, = I. Dann gilt aber /(x) 

= 
1
;} x = cT( J; J.1x4 ) = f ;.;;f x1 = f J.,f(x1). Unter den s 

30.1-1 Geometrische Darstellung 
eincs Maximumproblems in einem 
zwcidimensionalen Raum R2 ; R 
zulAssiger Bcreich, cT.r8 = km.,. 
Stiltzebcne, .r8 zulissigc Basis
lOsung 

l•l l•l 1-l 
Werten f(x1) gibt es einen gr0Bten, er sci /(x'•). Dann ist sicher 

f(x) = ,!a A,l(x1) =e;;;: ,ti J.1/(x'•) = /(x'•). Bei nicht lecrem beschr3nktem R reduziert sich damit das 

Optimierungsproblem auf die Bestimmung der Eckpunkte x1 von R. Unter diescn ist jedenfalls die 
L0sung zu finden. 

Die m Ungleichungen i: a11x1 � b1 !assen sich als Gleichungen i a11x1 + Xn+J = b1 darstellcn, 

indem man diem Schlu��variablen X = ( �
n+t 

) einfilhrt. lstEdieE
1
i��eitsmatrix, so erhiilt man cine 

weitere Gestalt des LO-Problems. x,.+'" 

Lloeare Optlmlenmg mlt Scblupfvariableu max (<c', 0) (;) l,4.r + Eii = b, x;;, 0, ii;;, o) 
Zur Vereinfachung (mit entsprechend erweiterten Matriz.en) schreibt man wieder max {er .x I Ax 
= b, x � O}. Dabei ist A vom Typ (m, m + n), x vom Typ (n + m, 1). Von A kann angenommen 
werden, daB es den Rang m hat, weil sonst die Gleichungcn Ax= b entweder unvertr.iglich warcn 
und kein zulassiger Vektor existierte oder wcil einige Gleichungen als Linearkombinationen der 
andercn OberflUssig w3.ren. 
Einen Vektor x, der genau m positive Komponenten hat, die zu m linear unabhangigen Spaltcn dcr 
Matrix A geh0rcn, nenm man cine zuliissige Basis/Osung. 

Genau die zultissige11 Basis/Osungen sind die Eckpu.nkte des zuliissigen &reichs R. 
Zurn analytischen Beweis dieses Satzes benutzt man die konvexe Linearkombination 
x = Ax' + (I - A) x2 = A(x' --:- r') + x' mit 0 <A< I, durch die Zwischenpunkte x auf der 
geradlinigen Verbindung der J;>'unkte x1 und x2 festgelegt werden. Genau die Eckpunkte von R 
Jassen sich dann nicht durch konvexe Linearkombination zweier verschiedener Punkte aus R dar
stcllen. Hat A diem linear unabhangigen Spalten a1 , ... , a'" und ist die zulassige Basisl0sung x1 mit 
xl > 0, ... , x! > 0, x!+ 1 = x! +2 = •·· = x!

+n = 0, so ist cine konvexe Linearkombination 
x1 = J.x2 + (I - J.) x3 mit zwei verschiedenen zulassigen x2 und x3 unm0glich. Wegen x!.

+r = 0 
fur t = I, 2, 3 und r = I, ... , n wilrde aus Ax2 = b und Ax3 = b folgen A(x2 - x3) = 0 mit der 
trivialen L0sung x2 - x3 = O; d. h. aber, x1 muB Eckpunkt sein. 
Wird dagegen angenommen, .x1 sei Eckpunkt mit den positiven Komponenten xl, ... , xl, dann 
milssen auch die zugeh0rigen Spalten a1 , ••• , aa von A linear unabh3.ngig sein. Da ,4 m Zeilen hat, 
mu6 k � m sein, und x1 ergibt sich als zula.ssige Basis)0sung. Denn wa.ren die Spalten a1 , ... , at 
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k linear abh8.ngig, so lieBen sich Zahlen y1 , ••• , Yk, die nicht alle Null sind, finden, so da8 J; y
1a1 = 0 k k k /-1 und fiir y > 0 auch y E y1a1 = 0. Damit kOnnten wegen E x]a1 ± y E y1a1 = b und hei Wahl 

einer genUgend klei�;� Zahl y zwei Vektoren x2 = ;(�f + �1 , -��.\l + YY., 0, ... , 0) und 
x3 = (xi - yy1, ... , xl - YYk, 0, ... , 0) konstruiert werden, deren erste k Komponenten positiv sind.Wegen der Darstellung x 1 = 1fi x2 

+ 
1 /2 x3 mit J.. = ½ k0nnte.r1 aber entgegen der erstenAnnahme kein Eckpunkt sein. 

Der Entartungsfa/1 k < mist mOglich, soil aber bei diesen Betrachtungen hier ausgeschlossen werden. Man kann den Entartungsfall beim Simplexverfahren ohne besondere Schwierigkeiten behandeln. 
Simplex tableau. _Der zulassige Bereich R hat hOChstens ( n ! m) = ( � m) Eckpunkte. Unter 
diesen endlich vielen Eckpunkten oder zulassigen BasislOsungen ist einer mit gr68tem Funktionswert 
km .. der Zielfunktion zu bestimmen. Dieser mu8 nicht eindeutig bestimmt sein. Das ist z. B. der Fall, wenn der Rand von R mit der gesuchten Hyperebene cT x = km■- einen Durchschnitt der Dimension d � I hat. Nirnrnt man an, daB die ersten m Spalten von A linear unabh3.ngig sind und bezeichnet die aus diesen Spalten gebildete Matrix rnit .41 , den Rest von Amit .4 2 , so ist A= (.4 1 , .4 2) rnit .4 1 

nichtsingular, Typ (m, m) undA2 vorn Typ (m, n). Analog zerlegt man c = (::), x = (::), wobei c1 

bzw. x1 jeweils die ersten m Komponente□'sind. Dann kann man Ax= A1 x1 + A2 x2 = b nach x1 auflOsen und erhalt x1 = At 1b + Ai 1A2(-x2). 
Nimmt man an, da8 Ai 16 > 0 ist, so ergibt sich mit x2 = O cine zulassige Basis!Osung x1 . Das Einsetzen in die Zielfunktion ergibt zunachst 
f(x) = cfA1 1b + [cfAi 1A2 -en (-x2)-
Fiir x2 = 0 ergibt sich der Wert der Zielfunktion /( x 1) = cfAt 1b. Man stellt diese Beziehungen im sogenannten Simplextableau dar. 

A1 1b Ai 1A2 Slmplextableau >------4-------< cfAi1b cfAt 1A2 - cI 
In der ersten Spalte steht die zuliissige Basisl6sung und in der letzten Zeile der Wert der Zielfunktion hierfiir. Im Simplextableau unterscheidet man drei sich ausschlieBende Fa.lie: 
l. Dien Elemente von cfAi 1A2 -cI sind nichtnegativ. Dann liegt cine optimale LOsung vor, denn wenn irgendein Element von x2 positiv gemacht wird, dann wird der Wert der Zielfunktion hOChstens kleiner. 
2. cfAi1A2 - cI enth3.lt ein negatives Element, es sei das k-te, und alle Elemente der k-tenSpalte von Ai 1 A2 seien nichtpositiv. Dann kann man die k-te Komponente von x2 beliebig vergrOBern. Wenn man wegen x1 = At 1b + At 1A2(-x2) dieKomponenten von x1 mit verandert, hat man stets zulassige LOsungen, fur die die Zielfunktion f(x) Uber alle Grenzen wachst; f(x) ist im zuiassigen Bereich nicht beschnlnkt, und die Aufgabe hat demnach keine LOsung. 
3. Das k-te Element von cfAt 1A2 - cI sei wieder negativ, aber fur jedes solche k enthalte die k-te Spalte von AJ 1A2 mindestens ein positives Element. Auch dann kann man durch Vergr68erungder k-ten Kornponente van x2 die Zielfunktion vergrOBern. Man darf aber dies nur so weit tun, bis die erste der abnehmenden Komponenten von x1 = .4J 1b + Ai 1A2(-x2) zu Null wird. Die Ubrigen (gednderten) Komponenten von x1 und die so bcstimmtc k-tc Komponcntc von x2 bilden cine neue zulassige BasislOsung mit einem grOBeren Wert der Zielfunktion. Die lineare Unabh3.ngigkeit der zugeh6rigen Spalten von A kann man ableiten. Da nur endlich viele zul3.ssige Basis!Osungen existieren und man wegen der VergrOBerung der Zielfunktion bei jedern Simplexschritt stets zu neuen BasislOsungen kommt, erh3.lt man nach endlich vielen Schritten Fall 1 (optimale Losung) oder Fall 2. 
Gewinnung einer ersten zulissigen BasislOSung. Wenn b > 0 gilt, dann erhalt man bei Einfuhrung der 
Schlupfvariablen, ausgehend von der Forderung max (cT, 0) (;) mit .f = b, cine zulassige Basis
lOsung. Sind die Nebenbedingungen als Gleichungen gegeben, dann kann man b � 0 (in jedem praktischen Problem auch b > 0) sicher erreichen. Mit sogenannten kilnstlichen Variablen 
y = (y1 , ... , Ym) )Ost man dann zunachst das Problem 

min ti YJ I Ax + Ey = b, x ;;;, 0,y;;;> o). 
filr das y = b cine erste zul3ssige BasislOsung liefert. 1st das Minimum von ,fi y1 positiv, dann hat 
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das Ausgangsproblem keine zu/Qssige LOsung. 1st das Minimum Null, dann ist die optimalc LOsung 
(.r0, y0) = (x0, 0) der letzten Aufgabe zulassige Basislosung des Ausgangsproblems. FU.r ein Rechen
programm wird man diesen zuletzt beschriebenen problemunabhiingigen Weg wiihlen. 

Manuelles Losungsverfahren. Filr die manuelle numerische LOsung einer Aufgabe der Linearoptimie
rung hat sich die Jordan-Elimination als recht zweckma.Oig erwiesen (Kap. 29.4. - Lineare Glei
chungen). Man geht dabei wie folgt vor: 
I. Nebenbedingungen mit negativen rechten Seiten werden durch Multiplikation mit -I in solche 

mit positiven rechten Seiten Ubergefuhrt. 
2. In �-Nebenbedingungen werden positive, in �-Bedingungen negative Schlupfvariable und in 

=-Bedingungen kllnstliche Variable eingefiihrt. FaOt man diese zu5atzlichen Variablen im Vektor 
" zusammen, so lauten die Nebenbedingungen 

11+Ax=b mit b�O. 
Filr .:r = 0 ist 11 = b eine zulassige BasislOsung dieses Systems, braucht aber 
noch keine zulassige LOsung fur die gegebenen Nebenbedingungen zu sein. 

3. Zusammen mit der zu maximierenden Zielfunktion z - c7 x = 0 benutzt 
man das in Schritt 2 erhaltene System als Eingangsinformation fur die 
Jordan-Elimination. Dieses ist die Anfangs-Sirnplextabelle, " enthalt die 
Basis, ...:r die Nichtbasisvariablen. 

4. Bei den Eliminationen werden Variable aus Vektor .:r gegen Variable aus Vektor" ausgctauscht, 
wobei zu beachten ist, daO bei Austausch einer negativen Schluprvariablen die betreffendc Haupt
spalte noch mit - I multipliziert werden muO. 
Zuerst werden die kilnstlichen und die negativen Schluprvariablen aus der Basis entfernt. Gelingt 
das nicht, so hat die vorgegebene Aufgabe keine zulassige LOsung. Diese zusatzlichen Variablcn 
sollten mOglichst gegen solche eigentlichen Variablen ausgetauscht werden, deren Koeffizient in 
der letzten Zeile negativ ist. 

5. AnschlieBend werden diejenigen eigentlichen Variablen und positiven Schlupfvariablen, die als 
Nichtbasisvariable negative Koeffizienten in der Jetzten Zeile haben, gegen Basisvariable aus
getauscht. Man wahlt dabei zunachst solche Nichtbasisvariable, deren negativer Koeffizient einen 
mOglichst groOen absoluten Betrag hat. 

6. Das Verfahren endet mit den drei MOglichkeiten: 
a) Nicht alle kilnstlichen bzw. negativen Schlupfvariablen )assen sich aus der Basis entfernen: Die 

vorgegebene Aufgabe hat keine zulassige LOsung. 
b) Eine Nichtbasisvariable mit negativem Koeffizienten in der letzten Zeile Ja.Ot sich nicht in 

die Basis bringen, weil s3.mtliche Elemente der betreffenden Spalte nichtpositiv sind: Die Ziel
funktion ist im zulassigen Bereich nicht beschr3.nkt. 

c) Alie Nichtbasisvariablen haben nichtnegative Koeffizienten in der letzten Zeile: Eine optimale 
LOsung ist ermittelt; die linke Spalte enth3.lt die Variable□, die rechte Spalte die Werte der 
OptimallOsung mit dem Wert der Zielfunktion in der letzten Zeile. 

Beispiel 3: Maximiere x1 + 4x2 unter den nebenstehenden 2x1 + 3x2 � 4, 
Bedingungen. 3x, + X2 � 3 X1 ;;.i, 0, X2;;.: 0. 
Die rechten Seiten sind schon positiv. Oa nur �-Bedin- �----•-----� 
gungen auftreten, werden die positiven Schlupfvariablen u1 , u2 eingefilhrt. Die Anfangs-Simplex
tabelle ist in (I) angegeben. 
Der Austausch u1 gegen x2 mit der eingerahmten 3 als Hauptelement ergibt die Tabelle (2). 

(I) x, x, (2) x, u, 

2 G) 4 21, l/3 
•1, 

3 I 3 'I, _l/3 'I, 

-1 -4 0 +'I, +., " +••1, 

Das ist bereits die optimale LOsung x1 = 0, x2 = 4/3 , u1 

= 0, U2 = 5/3 mit Z = J6/3 . 
In der Abbildung 30.1-2 sind der zuJ3ssige Bereich R des 
Ausgangsproblems ohne Schlupfvariable und die Gerade 
x1 + 4.:r2 = 16/3 eingezeichnet. 

2 x, 

30.1-2 LOsung cincs Primalproblcms 
mit dcr Ziclfunktion /(x) = x

1 
+ 4x

2 
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Dualitit. Das Problem min {b7 y I A 7 y > c, y > O} nennt man das zu max {c7 x ·1 Ax ,s;;;; b, x > O} 
duale Problem. Letzteres hei13t auch Primalproblem. Dabei ist y eine Matrix vom Typ (m, I) bzw. 
ein Vektor im Rm . Einen Vektor y mit A ry� c und y > 0 nennt man bier zu/iissig, 

Primalproblem 
Dualproblem 

max{cT.rJA..r.;;b, x:-,0) 
min {bTy I A.Ty;_, c,y ;_, 0) 

Slnd x und y (primal bzw. dllal) zuliissig, 
dann ist er x ,s;;;; b7 y. 

Beweis: x zulassig heiBt Ax ,s;;;; b und x � O;y zulassig heiBt A7y � c und y � 0. Also ist c7x 
,;; (A.Ty)T x = (yr A.) .r = yr (A..r),;; yrb = bry. 
Dara us folgt ohne Schwierigkeit: 

Sind x0 und. y0 zulissig und gilt c7x0 = b7y0, dann sind x0 bzw.y0 optimal fiir das Primal- bzw. 
Dualproblem. 

Beweis: Nach obigem Satz gilt filr jedes zulassige x stets c7 x ,s;;;; b7 y0 = c7 x0 und fur jedes zulassige y 
andererseits 67 y > c7 x0 = b7 y0. Die erste Ungleichung zeigt, daB x0 L0sung des Primalproblems, 
die zweile, dafl y0 L0sung des Dualproblems ist. 
GALE, KUHN und TUCKER bewiesen den Dualiliilssatz. 

Dualititssatz: .x0 IOSt das Primalproblem dann und nur dann, wenn es ein zuliissiges y0 gibt mit 
cT .x0 = bT y0; y0 IOSt das Dualproblem dann und nur dann, wenn es ein zulissiges .x0 gibt mit hr y0 

= er .x0• Das Primal- bzw. Dualproblem ist dann und nur dann I OS bar, wenn beide gleichzeitig zulissige 
Vektoren haben. 

Diese Aussagen sind insbesondere dann von Nulzen, wenn man ein Problem nur niiherungsweise 
!Osen kann und eine Abschiitzung dafur haben mOChte, wie weit man vom Optimum enlfernt isl. 
Das kann auch bei rechenaufwendigen Problemen bezilglich der Einhaltung von Rechenkoslen, die 
zum erreichten Ergebnis 0konomisch vertretbar sind, durch Abbruch der Rechnung wichtig sein. 

Schattenpreise. In der zur oplirnalen L0sung geh0renden Form der Zielfunklion bilden die Koef
fizienten cfAJ1A 2 - cI, die zu den Schlupfvariablen geh0ren, den L0sungsvektor y0 des dualen 
Problems. Im Beispiel isl y0r = (4/3, 0) und damil br y0 = 16/

3 = /(.x0). 
Die Kornponenlen dieses dualen L0sungsvektors nennl man auch Schattenpreise. Sie geben an, in 
welchern Malle die Zielfunk1ion durch Vergr0ilerung der entsprechenden Komponente von hum eine 
Einheit wiichst. Im Beispiel wi.irde die Vergr0Oerung von b2 = 3 nichts bringen, da in der optimalen 
L0sung x4 > 0 isl und demnach 3x1 + x2 � 3 nicht ausgesch0pft wird. Hingegen wi.irde die Ziel
funktion um 4/3 wachsen, wenn man b1 = 4 durch b1 == 5 ersetzl, wie man leicht nachrechnen 
kann. 

Anwendung des Simplexverfahrens 

Das Simplexverfahren ist vielfaltig verbesserl warden mit dem Ziel, Rundungsfehler, den notwendigen 
Speicheraufwand im Rechner und die Rechenzeit zu reduzieren. 
1954 entwickelte LEMKE die duale Simplexmethode, indem er das Primalproblem Uber die L0sung des 
Dualproblems I0ste. Man hat auch Primal- und Dualsimplex zur Einsparung von Rechenzeiten 
kombiniert. Die revidierte Simplexmethode wird hiiufig mit einer Produkt-Form-Darstellung der 
inversen Matrix verwendet. Bei groDen Problemen geht man nach einer gewissen Anzahl von Sim
plexschritten zweckm3.8ig durch eine Re-Inversion wieder auf die Oaten der Ausgangsmatrix zuri.ick, 
um Rundungsfehler zu verkleinern. 
FU:r Primalprobleme mit oberen Schranken fur die Variablen, 
d. h. mit x � d, entwickelte DANTZJG einen speziellen Algo
rilhmus, bei dem der Rechenaufwand mit dem fur das Problem 
ohne solche Schranken vergleichbar ist. SchlieBlich haben 
G. B. DANTZIG und P. WOLFE 1960 fur Probleme mit einer spe
ziellen Matrixstruktur, bei der nur die schraffierten Flachen 
mit Elementen ungleich Null besetzt sind, einen Zerlegungs
Algorithmus [decomposition-method] entwickelt, der das Ge- A= 
samtproblem in ein Haupt- und mehrere Teilprobleme zerlegt 
(Abb. 30.1-3). Damit hat man schon vor 1963 Probleme mit 
32000 Bedingungen und 2 Millionen Variablen mit vertretbaren 
Rechenzeiten gel0st. 
Die von BROWN und ROBINSON entwickelte Methode des/iktiven 30_ 1_3 Zurn Zerlegt.Jngsalgorithmus; 
Spiels, bei der man weniger Speicherpliitze als beim Simplexver- Schema einer Matrix, in der nur 
fahren braucht, konvergiert zu langsam, um praktisch wirksam die hervorgehobenen Elemente von 
zu werden. 0 verschieden sind 
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Transportproblem. Ein wichtiger Spezialfall des Primalproblems wurde unabh3.ngig voneinander 
1941 von HITCHCOCK und 1942 von KANTOROWITSCH formuliert. 

Transportproblem min I£ f clJxu I £ x,1 = bJ o i: x,1 = a1, x,1 � o) 
1-1 ;-1 1-1 ,_, 

Jnhaltlich hat es folgende Bedeutung: FUr ein bestimmtes Gut, z. B. cine Ware, gibt es die Lieferanten 
L, mit der Lie/erkapazitiit a1 � 0 und die Verbraucher V

1 mit dem Bedar/ b1 � 0. Eine Einheit des 

30.1-4 Zur Transportop1imierung 

Gutes vom Lieferanten L1 zum Verbraucher V1 zu transportieren, kostet cu Geldeinheiten. Die Mengen 
x,1, die von L; nach V1 transportiert werden (Abb. 30.1-4), sind so zu bestimmen, da8 der Gesamttransport mOg• lichst billig wird. Die hier spezielle Struktur der Matrix: A bewirkt, daB bei ganzzahligen b1 und a1 die LOsungen x,1 auch ganzzahlig sind. Aul3erdem hat dieses spezielle Problem stets eine LOsung. Es ist in mannigfacher Weise in der Praxis mit groOem Nutzen angewendet worden. Neben der gebrauchlichen Form des Simplex-Algorithmus sind als LOsungsverfahren die Ungarische Me1hode von KUHN, das S1epping-S1one- Verfahren von CHARNES und COOPER und ein Verfahren von FORD und FULKERSON zu nennen, das die Bestimmung des maximalen Flusscs in einem gerichteten Graphen, einem Netz zur LOsung des Problems, anwendet. Damit kann man das Problem auch unter Berticksichtigung von Kapazitatsschranken fur die Transportwege losen. Weitere Verallgemeinerungen unterscheiden mehrere Transportstufen oder untersuchen den Transport mehrerer GOter. 

Beispiel 1: 1st b1 =4, b1 = 8,b3 = 2,b4 = 8 derBedarf von vierVerbrauchern unda1 = 10,a1 = 7, a3 = 5 die Kapazitit von drei Lieferanten, so gilt E a1 = E b1 
= 22. Sollte einer der F31le Ea, = a <: b = E b1 eintreten, so nimmt man einen fiktiven Lieferanten fur die Menge (b - a) bzw. c11 = 20 c11 = 6 c13 = 4 c14 = 3 einen fiktiven Verbraucher fiir (a - b) an. Die Ko- c21 = 10 c12 = I x13 = 5 c14 = 8 effizienten CIJ der Matrix geben die Kostenje Stilck ct1 = 9 c31 = 3 c33 = 8 c34 = 2 filr den Transport von i nach j an. Nach der Nordwesteckenregel sucht man von der Nordwestecke oben links aus die gestelltenForderungen je nach denSummen b1 bzw.a1vonfeld zu Feld maximal zu befriedigen. Die Reihenfolge der Felder mit Entscheidung ist durch rote Zahlen angegeben, die Felder, Ober deren Stiickzahl zugleich mitentschieden wurde, sind durch rote Pfeile gekennzeichnet. Beim Matrixminimum- Verfahren befriedigt man ebenfalls maximal nach den Summena1 und b1, legt die Reihenfolge der Felder mit Entscheidung aber nach dem jeweils kleinsten c,rWert fest, um Transportkosten zu sparen. Wie zu erwarten, ist der Wert der Ziel-

funktion /(x) = £ J: c1JXu geringer 
l•I /•I geworden; er betragt nach der Nordwesteckenregel Ji = 162, beim Matrixminimum /2 = 120. FOr die OP.timale LOSung x13 = 2, x14 = 8, x22 = 7, x31 = 4 und x31 = I erh3lt man lorn = 78. Diese LOsung ist entartet, weil nur 5 = n + m - 2 positive Kompo

I b, 

I b, 

Nordwesteckenregel 
4 1 6 2 0 
0 I 2 3 2 4 

I ' 

0 t 0 t 0 T 
4 8 2 

Matrixminimum-Verfahren 
4 I 2 4 

0 1 I 0 
0 0 0 
4 8 2 

� a, 
0 10 
3 5 1 
5 l 5 
8 

--a, 
3 3 10 
0 1 
5 2 5 
8 

nenten auftreten, w3hrend wegen der einen zu53tzlichen Bedingung a= b insgesamt n + m - 1 = 6 positive Komponenten zu erwarten sind. 
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Ganzzahlige Optim.ierung. Im Zusammenhang mit der Frage nach eincm Produktionsprogramm, das 
unter Berilcksichtigung gegcbcncr Kapazitiitsschranken cinen maximalen Erl0s sichert, tritt das 
Problem der ganzzahligenLOsung von max {cT x I Ax ,s;;; b, x � O} auf. Man sucht das Maximum der 
Ziclfunktion nicht mchr unter allen Punkten des zul3.ssigen Bercichs R, sondern nur noch unter den 
in R enthaltcncn Gitterpunkten. 
Bci jeder konkrcten Aufgabe ist natfirlich erst zu priifcn, ob cine .Bchandlung als ganzzahliges Pro
blem notwendig ist. Sind z. B. die Koeffizienten des Problems nur Schiitzwerte, dann lohnt der zu
satzliche Aufwand sicher nicht. Die durch die Ausgangsdaten dem Problem anhaftenden Ungenauig
keiten werden durch normale Behandlung und Abrunden der nicht ganzzahligen LOsung auf einen 
benachbarten Gitterpunkt nicht erheblich vergr66ert. 
FUr die ganzzahlige Optimierung hat R. GoMORY 1958 das Verfahren der schneidenden Ebene 
[cutting plane) entwickelt. Man rechnet das Problem zun3chst normal bis zu einer optimalen LO· 
sung durch. 1st diese LOsung nicht zuf.illig ganzzahlig, dann wird cine zusatzliche Bedingungs• 
gleichung so eingeflihrt, da8 die gewonnene LOsung nicht mehr primal zulassig ist, aber im verblei• 
bcnden zulassigen Bereich R1 � R jedenfalls alle in R liegenden Gitterpunkte enthalten sind. Die 
von R etwas abschneidendc Hyperebene hat dem Verfahren den Namen gegeben. Durch ihre Ein• 
fiihrung wird die gewonnene LOsung primal unzul3.ssig, bleibt aber dual zul3ssig. Dadurch kann man 
mit dem Dual•Simplexverfahren relativ schnell zu einer bezUglich R1 optimalen LOsung kommen. 1st 
diese nicht ganzzahlig, fuhrt man cine neue schneidcnde Ebene ein und kommt zu R2 k R1 • DasVer
fahren fuhrt nach endlich vielen Schritten zur gesuchten ganzzahligen LOsung. 
Bei der praktischen Anwendung gibt es durch die beim finiten Rechnen auftretenden Rundungsfehler 
einige Probleme. Da man die durch Gitterpunktc gchenden schneidcnden Ebenen nur angeniihert 
erfa8t, mull man auch bei der Priifung der Ganzzahligkeit der LOsung gewisse Schwankungsbreitcn 
zulassen. Trotzdem kann es geschehen, da8 man Gitterpunktc aus R abschneidet. Dies hat zu sehr 
vielen weiteren Untersuchungen zu diesem Problem gefuhrt, und die Anwendung des Verfahrens 
bleibt rechcntechnisch problematisch. 

Parametrische Optimierung 

Bei der linearcn Optimierung k6nnen 
alle Koeffizienten von Parametern ab
hiingen. Die einfachsten Fa.lie sind: 

Parametrische 
Optimlerung 

max {(c + !.d)T x I Ax.;; b, x;;, 0) 
max {cT x I Ax.;; b + !.f. x;;, 0) 

Dieses Problem tritt auf bei der Bestimmung cines Produktionsprogramms, das bei vorgegebener 
Kapazit3t den Er16s maximiert, wenn etwa fiir den Erl6s je StUck des Erzeugnisses i nur Schranken 
angegeben werden k6nnen oder wenn die Frage gestellt wird, wie sich in der ersten Formulierung 
die optimale LOsung bei Anderung der Erzeugniserl6se, z. B. der Absatzpreise, andert. Die zwcite 
Formulierung wUrde die Frage nach der Anderung des Produktionsprogramms bei Anderung der 
Kapazit3t, z. 8. durch Erweiterung oder Einschriinkung, beantwortcn. Hierfur kann man, wie oben 
festgestellt, auch gewisse Aussagen aus den Komponenten der LOsung des dualen Problems, den 
Schattenpreisen, gewinnen. 
Beide Formulierungen sind zueinander dual; das zur crsten Formulierung duale Problem hat die 
Struktur der zweiten. Oeshalb soil nur die erste Formulierung n3her betrachtet werden. Der zulassige 
Bereich R sci nicht leer und sci beschr3nkt, und es seien c und d linear unabh3.ngig; bei linear ab
h3ngigen c und d ergibt sich ein allgemeines Primalproblem. Die Hyperebenen (c + J.d)T x = k 
bilden fur jedes feste). cine Schar paralleler Ebenen mit dem Scharparameter k. FUr festes k und 
variables). erhalt man ein BUschel von Hyperebenen. 
Die Abbildung 30.J-5 soil im zweidimensionalen Fall einen Sachverhalt deutlich machen, den man 
auch allgemein beweisen kann: Zeichnet man den Normalcnvektor der Hyperebene (c + ).d)T x = k 
nach der Seite des wachsenden k, dann Uberstreichen diese Normalenvektoren fur -oo < ). < +oo 
einen Winkelraum der Gr013e n. Fiir das Beispiel der Abbildung gibt es eine Zerlegung des A-Inter-
valls J-oo, +oo[ in -oo < !. .;; !., < 00 

fur das die Ecke 
£,. , in J.1 :s;;.; J. � A2 < 0, fur das £3 , in J.2 � J. � J.3 > 0, --i•� Xz 
fur das Ez , und in J.3 �). < +oo, fur das £1 die optimale 
LOsung ist. Man findet ganz allgemein cine Zerlegung von 
]-oo, +oo[ in endlich viele Teilintervalle derart, daO fur 
jedes J.-Intervall cine zulassige Basislosung optimal ist. Bei 
nicht beschra.nktem R k6nnen evtl. keine LOsungen existie
ren in den Intervallen -oo < J. � J.1 bzw. Ar � J. < +oo. 
Praktisch l6st man das Problem fiir ein bestimmtes J. mit dem 
Simplex-Verfahren und bestimmt dann das J.-Intervall, fur 
das die gcfundene optimale LOsung optimal bleibt. An den 
Grcnzen dieses I ntervalls kann man die Komponenten von 30.1-5 Zur paramctrischcn Optimic-
.x bestimmen, die fur wachsendes oder fallendes ). in die rung in dcr Ebcnc 
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Basis mUssen und ebenso die, die aus der Basis gehen. FUr diese neue Basis findet man dann wicdcr ein A-Intcrvall und so fort. Es gibt verschiedene Verfahren, die hierfilr speziell eingerichtet sind, 
z. B. van SPURKLAND (1964). Bcim dualen Problem bedeutet cine Variation von )., daO sich die den zuliissigen Bereich R begrenzenden Hyperebencn parallel verschieben (Abb. 30.1-6). Man kann bier zeigcn, daO fur bestimmte A-IntervaUe die gleichen Komponenten von :r in der Basis, d. h. positiv, sind. Die LOsung selbst andert sich jedoch mit A. Aus der Fragestellung des erlOsmaximalen Produktionsprogramms bei gegebener Kapazitiit erwachst noch cin weiteres parametrisches Problem. Das Element a111 der Matrix A war dort dcr A urwand fur cine Einheit des Erzeugnisses i in der Aufwandsgruppe k. Auch diese Koeffizienten kOnncn sichja andern, z. B. durch Steigerung der Arbeitsproduktivit.at oder durch Einfllhrung neuer Technologien. Es ist also auch 

. . die Untersuchung von Problemen mit mehr als einem Para-
J0.l-6 Gcometrischc Interpretation meter interessant und auch hierllber gibt es einige neuerc Ardes dualen paramctrischcn Problems beiten, die gewis� Verallgemeinerungen der aus der einparametri-schen linearen Optimierung bekannten Tatsachen zeigen. Bei jedem praktischen Problem entsteht natilrlich die Frage, wie cine A.nderung der Koeffizienten die LOsung beeinflullt. Bei den Kapazitiitsschranken geben hierilber die Schattenpreise Auskunft. aber in voller Allgemeinheit kann man diese Frage nur mit der parametrischen Oplimiernrrg bcantwortcn. 

Weitere Anwendungen der Linearoptimienmg 
Die MOglichkeit der Anwendung der Linearoptimierung ist in vielen Gebicten der Naturwissenschaften, der Technik, der Okonomie gegeben. Sie ist cine der tragfahigen mathematischen Methoden der Operationsforschung. Auf einige spezielle Anwendungsfalle sci noch hingewiesen. 
Zuordnungsproblem. Es sind n Mittel genau n Aufgaben zuzuordnen, so daB jedes Mittel genau einer Aufgabe zugeordnet wird und der Gesamtaufwand oder die Gesamtkosten minimal werden. Hat man etwa n Aufgaben in einer mechanischen Fertigung und n Arbeiter, deren jeder jede der Aufgaben prinzipiell losen kann, aber mit unterschiedlichem Zeitaufwand, so bildet der Zeitbedarf der Arbeiter fi.ir die Aufgaben cine quadratische Matrix mit Elementen c11. Jeder Arbeiter soil genau cine Aufgabc crledigen. Die mathematische Formulierung lautet dann 

min ( i i cux11 I i: x11 = i: x11 = I, x11 � o) · 
i-1 J-1 1-1 i-1 

Es handelt sich um einen Spezialfall des Transportproblems. Genau n der x11 sind jewcils I, die ilbrigen 0. Die BasislOsungen enthalten statt 2n - I nur n positive Komponentcn, d. h .• das Problem ist stark entartet. Es liiBt sich deshalb besser mit der Ungarischen Methode als nach dem Simplexverfahren )Osen. 
Mischungsprobleme. Ein typischesMischungsproblem ist mit dem Diiitproblem bereits erwahnt worden. Die Optimierung der Beschickung eines Hochofens zur Roheisengewinnung ist ein weiteres Beispiel hierfi.ir. Man sucht die billigste Mischung von Erzen zur HersteUung von Roheisen mit bestimmten Eigenschaften. Auch die Herstellung eines Gases mit vorgeschriebenem Heizwert durch Mischung aus Gasen untcrschiedlicher Herstellungskosten und mil bekanntem Heizwert fuhrt auf ein Problem der Linearoptimierung. 
Zuschnittprobleme. Wenn man aus Blechtafeln vorgegebencr GrOBe verschiedene Arten kleinerer Tafeln zuschneiden will, dann fi.ihrt die Frage nach der Minimierung des Abfalls .auf ein Minimierungsproblem. Solche Fragestellungen tauchen bei der Metall-, Holz-, Textil- und Lederverarbeitung auf. 
Stochastische lineare Optimierung. Wenn Koeffizienten eines linearen Optimierungsproblems Zu

fallsgr0ften sind, so ist in max {cT x I Ax ,s;;;; b, x? 0} nur die Frage nach dem maxima/en Erwartungs
wert der Zielfunktion sinnvoll. Bei voller BerUcksichtigung der den Problemen anhaftenden Zufalligkeit werden diese meist nichtlinear bzw. !assen sich durch Problemc mit stilckweise linearer Zielfunktion und linearen Nebenbedingungen darstellen oder approximieren. Es gibt nur einen sehr speziellen Fall, bei dem das entstehende Problem linear bleibt; wenn our die Komponenten von c, die ErlOsc bzw. beim Minimumproblem die Kosten. ZufallsgrOBen sind und wenn deren Verteilungsfunktionen uQabhiingig vom Wert der x1 sind. Dann ist es zuliissig, die zufalligen Komponenten c, von c durch ihre Erwarlungswerte c, = E(c1) zu ersetzen und das Primalproblem mit dem aus den
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C1 gebildeten Vektor i deterministisch zu behandeln (vgl. Kap. 27.2. - Mittelwert und Varianz). 
Das ist z. 8. mOglich, wenn man das Problem der minima/en Fuflerkosten im Di3tproblem behandelt 
und fur das betrachtete Jahr fur die Preise der einzelnen Futtermittel cine solche Zufiilligkeit mit 
bekannter Verteilung annehmen muf3. Kompliziertcr wird das Problem, wenn die Komponenten von 
b zufiillige GrOOen sind, z. B. bei der Frage nach einem kostengllnstigen Ersatzsortiment bei zufalli• 
gem Bedarr, oder wenn die Elemcnte der Matrix A zufallige Gr013en sind. 

30.2. Nichtlineare Optimierung 

Linter den 11ichtli11earen Problemen gibt es fur die konvexe Oplimierung wenigstens von seiten der 
Theorie eine gewisse Geschlossenheit. 

Konvexe Optimierung 

Einen Bereich B des n-dimensionalen euklidischen Raumes Rn nennt man konuex, wenn mil zwei 
Punkten auch allc hicraus durch konvexe Linearkombination (vgl. Simplexverfahren) entstehenden 
Punktc zu B geh0ren (Abb. 30.2-1). 

Q?)� 
30.2-1 Konvexe Mengen 
M1 , M2 und nichtkonvex.e 
Mengen M3 • M,1 

:r:+ x' 30.2-2 Bild eincrkon,e.cn 
2 Funktion einer Verander-.T lichen 

f(Ax'+(H)x2J 

x' 

Einc Llber einem konvcxen Bercich B erklilrte Funktion f(x) nennt man konvex, wenn fur x 1 und x2 

aus B und O <I.< I stelS gilt f(!.x' + (I - ,1) x2) < ),f(x') + (I - ,1) f(x') (Abb. 30.2-2). 
1st fur·x 1 =I"' x2 das Gleichheitszeichen ausgeschlossen, dann heiBt /(x) eigentlich konvex, auch 
streng konvex. Konvexe Bereiche im R3 sind z. 8. WUrfel, Quader, Tetraeder, Kugel, Ellipsoid. 
Der Durchschnitt von konvexen Bereichen ist ein konvexer Bereich, cine Eigenschart, die bei der 
.Betrachtung des zulassigen .Bcreichs R des Maximierungsproblems schon benutzt wurde. 
Sattelpunkttheorem. Sind in min {/(.r) I g/.r) � 0, x1 � 0} fur i = I ... n und j = I ... m < 11 die 
Funktionen fund g1 

konvexe Ftmktionen, dann spricht man von einem Problem der konvexen Op
timierimg. Der 111/iissige Bereicl, R des Problems ist ein konvexer Bereich im R

,,
. FUr die Existenz 

einer L0sung haben KuHN, TUCKER und SLATER einen grundlegenden Satz bewiesen, das Sa11el
p1111k11heorem. Es bezieht sich auf den Sattelpunkt (x0, u0) einer Funktion F(x, u) zweier Ver3.nder
licher, die in ihm fUr" ein Maximum hat, d. h., fur Werte in der Nachbarschaft von .,o abnimmt, 
fur x aber ein Minimum hat, d. h., filr Werte in dcr Nachbarschaft von x0 zunimmt. Diese Funktion 
F(x, u) ergibt sich nach der Metlwde tier Lagra11geJ·che11 M11/tiplikatore11 filr die Behandlung von 
Exlremwertaufgaben mit Nebenbedingungen; mittels der Lagrangeschen Multiplikatoren 111 mit 

j = I, ... , m wird die verallgemeinerte Lagrange-Ftmktio11 F(x, u) = f(x} + f; 111 • g1(x) definiert, 
in der" die (m, !)-Matrix aus den 11

1 bedeutet. i-1 

Sattelpunkttheorem. Gibt es ein x 1 � 0 mitgix 1 )< 0 fiir j = J, ...• m, so ist .r0 � 0 dann und nur 
daM Losung von min {f(x) j g1(x) � 0,x1 � O}, wennesein .,o � 0 gibt mit F(x0, •) � F(x0, •o) 
� F(x, ■0) fiir alle .r � 0, • � 0. 

Die Funktion F(x, u) hat danach in x0, u0 einen nichtnegativen Sattelpunkt. Es sci noch gezeigt, dal3 
dies hinreichend dafur ist, daB x0 � 0 das konvexe Problem !Ost. Man erhalt 

f(x0) + f "1Kix0) <;;; /(x0J + £ uJg/x0) <;;; f(x) + £ uJg/x) 
i•I • i•I i•I 

filr alle x � 0 und alle u � 0. Aus der linken Ungleichung folgt gJ..x0) � 0 filr j =I, ... , m; denn 
bei eincm positivcn g;,(:c0) k0nnte man mil 11;, > 0, u1 = 0 filr j =4= j0 die linke Seite Ober alle Schran
ken wachsen lassen. Damit ist x0 � 0 111/iiJ·sig. 

Ferner ist J: 11Jg1{x0) = 0, sonst ware die linke Ungleichung filr "= 0 nicht crfilllt, weil alle 
i•I 
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gJCx0) � 0 und u0 ;?3 0. Es folgt also f(x0) � f(x) + 
1
� uJgj(x) fur alle x � 0, und hieraus folgt 

/(x0) � /(x) fur alle .:r � 0 mil g1(x) � 0 fur j = I, ...• m wegen ,.o � 0. Das besagt aber gerade, 
daB x0 � 0 eine LOsung ist. 
Der vollstandige Beweis fur die angcgebene Fassuns des Sattelpunkttheorems stammt von SLATER. 
KUHN und TUCKER haben es fur differenzierbare Funktionen bewiesen, und fur solche sollen die zur 
Bedingung des Satzes aquivalentcn fokale11 K11h11-T11cker-Beding1mge11 angegebcn wcrden. Aur diese 
notwendigen und hinreichenden Bedingungen fur cine LOsung des konvexen Optimierungsproblems 
nehmen sehr viele Verfahren - auch speziell der quadratischen Optimierung - Bezug. 

Lokale Kubn-Tucker-Bedingungen: Fiir konnxe difl'erenzierbare Funktionen /(x), g1(x) ist die Exi
stenz elnes .t0 ? 0, •0 ? 0 mit 

ilF(xo ' •ol
:;, 0 OT . ilF (xo, •ol = 0 ilF(xo, •ol

,;;: 0 OT . i)F(xo, •ol = 0 
<),r � ' .t <),r ' _011 -<::: ' II c)11 

notwendlg und hinreichend dafiir, da8 .:c0 ? 0 L&ung �es konnxen Problems ist. 

Quadratische Optimierung 

Das oben angegebene Beispiel der Bestimmung eines Fertigungsprograrnrns mit maximalern ErlOS 
bei gegebener Kapazittit war ein Problem der Lincaroptimierung. Dabei waren die Komponen1en 
c1 von c der Erl0s je Einheit des Erzeugnisses i. Der Erl0s ist die Differcnz aus dem erziehen Preis p1 

und den Selbs1kosten k,. Auf Bestand1eile von k1 sowie auf Einf\uBgr0flen, diep1 ver3.ndern k0nnen, 
soil hier nicht n�iher eingegangen werden. Die Annahmc, daB sowohl p1 als auch k1 von der S1Uckzahl 
x, des Erzeugnisses i unabhangig sind, ist cine starke Vereinfachung. Nimmt man an, daB bcim 
Verkauf groBer StUckzahlen ein PreisnachlaB gewahrt wird, und ferner, daB die Stllckkosten mit 
wachsender Stllckzahl abnehmen, so kann man diesen Sachverhalt angenahert durch p1 = jj1 -r1x1 , 

k, = k, - s1x1 ausdrUcken. Man erhiilt so die quadratische Zielfunktion cT x = £ (jj1 - k,) x1 

+ £ (s, - r,) x'f. 
; .. 1 

i•I 

Als Ganzes la.81 sich ein Problem der quadratischen Optimierung in der Form 
min {cT x + xTCx I Ax� b, x � O} niederschrcibcn, wobei C cine symmetrische quadratische 
Matrix vom Typ (n, n) ist. Isl C posit iv definit bzw. semidefinit, dann hat man ein konvexes Problem, 
fur das die Kuhn-Tucker-Bedingungen anwendbar sind. 
Auch hier kann man ein Maximumproblem durch Vorzeichenwechsel bei den Koeffizienten der 
Zielfunktion in ein Minimumproblem Uberfuhren. Um dann ein konvexes Problem zu erhalten, 
mUflte beim Maximumproblern die quadratische Matrix in der Zielfunktion negativ semidefinit 
sein. 
Im Fall des Fertigungsprogramms ist die Matrix C speziell cine Diagonalmatrix, die fur s1 - r1 � 0 
negativ semidefinit ware. Auch dies ware cine angenaherte Dars1ellung des realen Prozesses, und es 
sei die Feststellung wiederholt, dafl im konkreten Fall stets zu untersuchen isl, ob der Nutzen des 
,.besseren" Mode/ls den zusatzlichen Aufwand bei der L0sung - im Vergleich zurn geringeren Auf
wand beim linearen Modell - aufwiegt. 
Als Lagrange-F1rnktion bei der quadratischen Optimierung crh3.lt man F(x, u) = cT x + xrcx 

+ ur(Ax - b) und damit �: = c + 2Cx + A T u, �: = Ax - h. Mil �: = v und - �: = y 

ergeben sich die Bedingungen: 
(I) Ax+ y = h, (2) 2Cx - v + A Tu = -c, (3) x;;, 0, v;;, 0, y;;, 0, u;;, 0, 
(4) XTV = 0, YTU = 0.  
Ein Vektor :re R11 isl  danach dann und nur dann L0sung, wenn er zusammen mit einern v e R11 , 

einem ue R
,,, 

und einem ye R
,,, 

den Bedingungcn (I) bis (4) genllgt. (I) bis (3) bilden ein lineares 
System. Die Bedingung (4) kann man auch schreiben (4a) xT v + yT u = 0, da wegen (3) ohnehin 
(4) bzw. (4a) das Verschwindcn jedcs einzelnen Surnmanden in den Skalarprodukten fordert. Damit 
besagt diese Bedingung, da8 fur das linearc System (I) bis (3) cine zulassige L0sung gesucht wird, bei 
der hOChstens eine der sich entsprechenden Komponenten von x und 11 und ebenso h&hstens eine 
der sich entsprechenden Komponenten von y und u positiv sein darf. lnsgesamt dUrfen hOChstens 
n + m Komponenten der vier Vektoren posit iv sein, d. h. genau so viele, wie in (I) und (2) Gleichun
gen stehen. 
Die L0sungen des Systems (I) bis (4) sind danach unter den zuliissigen Basislvsunge11 der ersten 
drei Bedingungen enthalten. Die Bestimmung dieser zulassigen Basislosungen kann man mit dem 
Simplex-Verfahren durchfuhren. 
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Fllr die BerUcksichtigung der letzten Bedingung gibt es zwei MOglichkeiten: 
Man filhrt in (I) bis (4) zusatzliche Variable so ein, daB man ohne Schwierigkeit eine zul3.ssige Basis
tosung fur (1) bis (3) angeben kann, die (4) erfullt. Dann steuert man den Simplex-Aus1ausch so, 
da8 diese Bedingung erfullt bleibt und die zusatzlichen Variablen aus der Basis entfernt werden 
(Verfahren von WOLFE). 
In dem Verfahren von BARANKIN-DORFMAN und in dem von FRANK-WOLFE beginnt man mil einer 
zuliissigen Basislosung, die die letzte Bedingung nicht erfulh, und steuert den Simplex-Austausch 
mit dem Ziel der Minimierung des Ausdrucks x r v +yr"· 
Yerfahren von FRANK-WOLFE: Mit z 7 = (x r,Yr, v7,ll7) und f7 = (v7, "7, x7,yr) schreibt man die 
Kuhn-Tucker-Bedingungen in der

.
Form min {frz J Az= b. z�O}. Dabei ist A= (A, E,,,, O, Or) _ ( b) 

2C. 00 -£ •. A 
und b = -c 

, wobei £,,, die Ernheitsmatrix vom Typ (m, m), E,. die vom Typ (n, n) ist. Wegen 

zr z = -�(xr v + yr u) gibt der x-Teil einer LOsung z
0 

des transformierten Problems mit Z'b:t
0 

= O 
cine Losung des Ausgangsproblems. 
Eine zulassige BasislOsung z 1 kann man mit den von der linearen Optimierung her bekannten Metho
den bestimmen. FRANK-WOLFE betrachten dann als Zielfunktion des transformierten Problems 
ff z mit diesem festen z1 • Dadurch wird das Problem linearisiert, und man kann das Simplex-Ver
fahren anwenden. Erhalt man cine optimale LOsung z2 dieses Problems mit ff z2 = 0, dann ist man 
fertig. Sonst wird folgende Vorschrift angegeben: Man fuhre das Yerfahren soweit durch, bis ent
weder mit der Basis Zt die Beziehung ff -Zt = 0, womit man fertig ware. oder ff Zt � ½zf Z1 erhalten 
wird. 
Jm zweiten Fall geben FRANK und WOLFE eine Vorschrift zur Konstruktion eines neue11 z, an. Sie 
haben gezeigt, daO einer der Falle stets eintritt und daO mit der angegebenen Vorschrirt bei positiv 
semidefinitem C nach endlich vielen Schritten stets der erste Fall eintritt, man also eine LOsung er
halt. 

Gradientenverfahren 
oF oF _ . . . 

Aus den Festlegungen v = c)x• y = - Du folgt, daO G(z) = zTz eine konvexe Funkt1on 1st. Die 

Linearisierung im Pun kt : 1 geschieht so, daO G(z) und die lineare Ersatzfunktion H(z) = if z im 
Punkte z1 richtungsgleiche Gradiellfe11 haben. Damit kommt man zu einer neuen Gruppe von Yer
fahren, die man sowohl in der quadratischen als auch in der nichtlinearen Optimierung anwenden 
kann, zu den Gradientenverfahren. Ffir cine differenzierbare Funktion f(x) mit x e R,. steht der 
Gradientenvektor grad/=;� senkrecht auf der Flache f(x) = const und hat die Richtung des 

starksten Anstiegs der Funktion /(x). Will man eine gegebene Funktion ohne Nebenbedingungen 
minimieren, dann geht man von einem gegebenen Punkte x0 aus zweckmaOig in Richtung von 
-grad /(x0) weiter. Hat die Funktion ein eindeutiges Minimum, wie dies z. 8. bei Streng konvexen 
Funktionen bei Existenz eines endlichen Minimums der Fall ist, dann fuhrt eine iterative Anwendung 
dieses Verfahrens sicher zum Ziel. Bei einem Problem z. 8. der konvexen Optimierung muO man 
naturlich beriicksichtigen, daO man im zulassigen Bereich verbleibt. 
Die Gradientenverfahren kann man generell folgendermaBen beschreiben: Yon einem zulassigen 
Punkt x0 ausgehend, bestimmt man cine Richtung so, daO man mindestens anfanglich im zulassigen 
Bereich verbleilJt und da[l die Zielfunktion mOglichst stark abnimmt. Langs dieser Richtung geht 
man entweder so weit, bis das Abnehmen der Zielrunktion aufhOrt, oder bis zum Rande des zulassigen 
Bereichs. Den erreichten Punkt x 1 nimmt man als Ausgangspunkt des nachsten Schrittes. Die einzel
nen Verfahren unterscheiden sich lediglich in der Art der Festlegung der Fortschreitungsrichtung. 
Methoden der zulassigen Richtungen von Zoutendijk. Das Problem sei min {/(x) ! Ax� b}. In 
den angegebenen Nebenbedingungen seien auch Vorzeichenbeschrankungen fur x mit enthalten. 
Wenn aJ die Zeilen der Matrix A sind und b1 die Komponenten von b, dann kann man die Neben
bedingungen durch aJx � b1 fur j =I, ... , m angeben. Die Zielfunktion /(.x.) sei konvex und habe 
im zulassigen Bereich R stetige partielle Ableitungen. Die oben beschriebene Methode, von einem 
Punkt x:k im zulassigen Bereich zum nachsten Punkt x:k+1 zu kommen, wird in folgender Form durch
gefuhrt: Man schreitet in der durch einen Yektor r" bestimmten Richtung auf dem Strahl x-4 + ;.r" 
fort, wobei die Richtung r" so bestimmt wird, daO der Strahl fur).> 0 zunachst im zulassigen Be• 
reich verbleibt. 1st x"- ein innerer Punkt von R, dann ist das keine Einschrankung. Liegt x" auf dem 
Rande von Rund ist J diejenige lndexmenge, fur die aJ.r' = b1 gilt, dann ist notwendig und hin
reichend fur die Wahl von r" im genannten Sinne, daO a Jr"� 0 fur j E / gilt. Eine solche Richtung 
nennt man wliissig [feasible]. 
AuOerdem besteht aber das Ziel, langs des St rah ls die Funktion /(x) mOglichst stark zu verkleinern. 
Verkleinert wird /(.x.) fur alle r" mit grad TJ(x") · r" < 0. Man schreibt grad f(x") = c und bestimmt 
r" als LOsung der linearen Optimierungsaufgabe min {err la Jr� 0 fur j e J}. 
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Da damit im allgemeinen cT r nach unten nicht beschrankt ist, nimmt man noch cine zu5atzliche 
Bedingung hinzu. Nimmt man - I � ,, � I (i = I, ... , n) fur die Komponenten r1 von ,, dann kann 
man mit dem Simplexverfahren ein fur den Punkt x"- gtinstiges rk ermitteln. Auf diesern Strahl x"- + J.,• geht man so weit, bis entweder /(x) minimal wird, d. h., bis zu J.1 mit 
grad T/(x"- + A1r*) · ,11. = 0, oder bis zu dem Punkt, in dem der Strahl den zulassigen Bereich ver-
13.Bt. Diesen letzten Wert A2 bestimmt man aus ).2 = max {A] aJ(x1 + ;.,•) � b1} fur j-= I, ... , m. Mit )..t = min ().1 , ).2) wird x"-+ 1 = x"- + ;..,• der n3.chste Nliherungspunkt, in dem man das Verfahren 
wie beschrieben wiederholt. 1st At nicht endlich, dann hat /(x) kein endliches Minimum. ZoUTENDIJK 
hat die Konvergenz des Verfahrens bewiesen. 1st f(x) speziell cine quadratische Funktion, dann kann 
man durch cine zusiltzliche Vorschrift erreichen, dafl das Verfahien in endlich vielen Schritten zum 
Ziel fiihrt. 
Neben der quadratischen Optimierung gibt es noch eine spezielle Form nichtlinearer Optimierungs
aufgaben, fi.ir die in den letzten Jahren befriedigende LOsungsverfahren angegeben wurden und fur 
die es auch ein Dualitatsprinzip gibt. Das sind Aufgaben, bei denen die Zielfunktionen ein Quotient 
zweier linearer Funktionen ist und die Nebenbedingungen lineare Ungleichungen sind. 

30.3. Dynarnische Optirnierung 

Der Grundgedanke der dynamischen Optimierung sei zunachst an einem einfachen Sachverhalt 
erliiutert: Man soil auf ein bestimmtes Verkehrsmittel (Lastwagen, GUterwagen) verschiedene Gegenstli.nde 
verschiedener Art aufladen. Dabei seien n die Anzahl der Sorten s1 mit i = I, ... , n der Gegenst.i.nde. 
v, > 0 die Preise der Gegenstande, w1 > 0 die Gewichte der Gegenst3nde, u1 � 0 die Anzahl der 
aufgeladenen Gegenst3.nde je Sorte und z die Gesamtkapazitat des betreffenden Verkehrsmittels. 
wobei z? min {w1} gelten mull. Die Aufgabe besteht darin, daf3 man die Zahlen u1 in der Weise 1- 1. ···•" bestimmen soil, daO man cine Last mit mOglichst hohem Preiswert erreicht. 
Das Problem fuhrt demnach zu der folgenden Optimierungsaufgabe: Man soil das Maximum der 
Zielfunktion 

f(u1, ••• , u,.) = i� v1u1 

unter den Restriktionen u1 � 0 fur i = I, ... , 11 und ganzzahlig sowie J; w1u1 � z bestimmen. Diese 
,., Aufgabe kann man als einen n-stufigen ProzeB auffassen, bei dem in jeder Stufe ein u1 so bestimmt 

wird, daO in der letzten Stufe das geforderte Maximum erreicht wird. Das ganze Optimierungs
problem wird damit in einen zeitlichen Ablauf, einen ProzefJ, umgeformt. 

Diskrete deterministische Prozesse 
Sei S ein System, z. B. Okonomischer, mechanischer oder chemischer Art, dessen Zustand sich in einem Zeitintervall [t', t"] durch n Funktionen x1 = x1(1) mit i = I, ... , n beschreiben la8t. wobei 
die Menge der mOglichen Zustande in dem betrachteten Zeitintervall xr = (x1 , ... , x,.) in einer 
vorgcgebenen Punktmenge X des 11-dimensionalen cuklidischen Raumes liegt. Die Komponenten von xT nennt man Zustandsvariable. 
Zur Definition eines diskreten dererministischen Prozesses braucht man folgende Voraussetzungen: 
Sei r' = 11 < ... < 11 <ti+,< ... < 1,.+1 = r" eine gegebene Eintcilung des lntervalls [t', t"), 
so bleibt der Zustand x•-+1 = (x1 (t1), .•. , xn(t1)) des Systems im rechtsoffenen Zeitintervall [11 , ,, ... i] fur i = I, ... , n unverandert. Der Zustand x1-+1 h3.ngt nur vom Zustand x1 und von einer bestimmten
Entscheidung e1 ab, d. h., x 1+1 = T1(x 1, e1) fur i = I, ... , n, wobei T1, die Transformation des Zu-
stands in der i-ten Stufe, von den frUhcren Zust3.nden unabh3ngig ist. . Die Entscheidung e1 liil3t sich eindeutig durch cinen bestimmten 11-dimensionalen Vektor 
111 = (u1 , •. • , 11,,) charakterisieren, wobei die Punkte 111 in einem vorgeschriebenen Bereich U1 liegen 
mUssen. Jeder Punkt 111 e U' ist ein zuliissiger E111scheid11ngsuektor der i -ten Swfe des Entscheidungs
prozesses. Jede Falge P = (111, ••• , u") mit ,,, e U' (i = I, ... , n) und xl-+1 = T1 (x 1, "') e X fUr 
i = I, ... , n heil3t eine zultissige Strategie oder zultissige Steuerung des betrachteten 11-stufigen Ent
scheidungsprozesses. 
Da die Zustandsanderungen des Systems S nur zu diskreten Zeitpunkten erfolgen und da die in 
Frage kommenden Gr013en keine WahrscheinlichkeitsgrOBen sind, werden alle Prozesse dieser 
Art diskrete determinisrisclte Prozesse genannt. 
OptimaleStrategie. In dem n-stufigen diskreten deterministischen ProzeB soil cine bestimmte Funk
tion f(x1 , ••• , x", x"+1, 111 , ••• , u") gegeben sein, die Uber dem Bereich x' EX fur i = I, ... , n, ,., E U' 
fur i = I, ... , i1 definiert ist, man nennt sie Zie/funktion. 
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Wcnn der Anfangszustand x1 gegeben ist, kann man die Zielfunktion/aJs Funktion von x1, 111, ••• , ,I' auffassen. Das ergibt sich aus den Voraussetzungen des Prozesses, d. h., es gilt f(x1, T1(x1, 111), T2(T1(x1• •') •'), •.. , •'• ••• , ,...) = /(x1, •'• ... , .. ). Das Optimicrungsproblem besteht nun darin, cine zulassige Strategic P0 = (11A, ... , u�) bei vorgegebenem Anfangszustand x 1 zu fi.nden, die die Eigenschaft/(x1 , 116, ... ,.,-g) = max /(.x-1 , 111 , ••• , If) 
l•'•···••"I hat, wobei 11 1, ••• , ,I' die Menge aller zulassigen Strategien durchl3.uft. Falls cine solche Strategic P0 existiert, wird sic cine optimale Strategie genannt. Die Methode der dynamischen Optimierung setzt cine gewisse Eigenschaft der gegebenen Zielfunktion voraus, die sogenannte Markowsche Eigenschaft. 

Markowsche Eigenschaft 
Die Funktion fist fur jedes n definiert, d. h., eine Funktionenfolge /(x1 ). 

f(x1, x2, 11 1), /(x 1, x2, x3, •1, •2), ••• ist gegeben, die sich rekursiv berechnen HiOt. Die Funktion /(x1, ••. , .x", .x"+1, •1. ... , ,1') la.0t sich mit Hilfe der Funktion /(x1, ...• .x", ,. 1 , .•• , ll"-1) und mit Hilfe von x"+1 und II" definieren. 
Es zeigt sich, da0 man in den meisten Entscheidungsprozessen, die in prakti$Chen Anwendungen auftreten, mit der Klasse der separablen Funktionen, die auch als Klasse von Funktionen mit additivem 
Charakter bezeichnet wird, auskommt. Es sind dies die Funktionen, die sich in der Form 

/(x i• ... , x"+t ' ,,1 ' ... , ,,n) = '� g,(x', u') 
schreiben )assen. Diese Funktionen haben dann die Markowsche Eigenschaft. Unter der Voraussetzung, daB fur den oben beschriebenen deterministischen und diskreten 11-stufigen ProzeB mit der separablen Zielfunktion / die optimale Strategic und damit auch die optimale L0sung des betreffenden Optimierungsproblems existiert, fuhrt man die Bezeichnung 
/n(x. 1) = max i; g1(x1, •') ein. {u 1, • . .  ,u") l=l 

Bellmannsches Optimalititsprinzip. Die Methode der dynamischen Optimierung beruht darauf, daB man stall der ursprllnglichen Aufgabe mit festgewiihltem Anfangszustand x 1 und fester Stufenzahl 
n eine Anzahl von Aufgaben betrachtet. Der Wert fn(x.1) wird also als Funklion von x1 und n angesehen. Stellt man sich vor, datl der Wert ln(x 1) mit Hilfe irgendeiner Melhode berechnet wurde, dann la.Bt sich leicht auf Grund der Definition von ln(x 1) und des separablen Charakters der Zielfunktion die rekursive Formel 

ln(x 1) = max max ... max l £ g1(x
1, •'))=max {g1(x 1

, ,.
1

) + fn_1(x2
)} u1eU 1 i,2eU2 u"eU" i=I 111eu1 

ableiten. Da aber .x2 = T1(x 1, 11 1) ist, geht diese rekursive Formel in die folgende Relation i.iber: 
f,,(x') = max {g1(x1, •') + f._,(T'(x', •'))}. 

-,leLJI 

Diese Bez.iehung kann man auch auf Grund des Bellmannschen OptimalitDtsprinzips ableiten, in dem die Grundidee der dynamischen Optimierung enthalten ist. 
Wenn 11A, ... , Mt) die optimale Strategic des gegebenen n•stufigen Prozesses mil dem Anfangszustand x1 ist, dann slellt die Entscheidungsfolge Bellmannsches •i, ... , •i die optima le Strategic des (n - 1 )-stufigen Prozesses mit dem Optimalititsprinzip Anfangsz.ustand x.2 dar. Dabei ist .x-1 der Zustand. in den das betrachtete System S aus dem Anfangsz.ustand x 1 durch die Entscheidung u1 i.iber-gegangen ist. 

In der Literatur i.iber die dynamische Optimierung hat sich cine umgekehrte Numerierung heraus• gebildet, indem mil .x"+1 der Anfangszustand, mit ll" die erste Entscheidung beim 11-stufigen ProzeB bezeichnet wird. Unter dieser Vereinbarung wird die Zustandstransformation durch 
x1 = T1(xl+1• 111), i = I, ... , n, mil ;r' = Tn(x, u"), x = ;r'+1 

beschrieben, und die rekursive Formel, die dem Bellmannschen Optimalitiitsprinzip entspricht, geht in die folgende Beziehung Uber: 
f,,(x) = max {(g.(x, ,...) + f,,_,(x")} = max {g.(x, ,...) + f.-,(T'(x, •'))}. u"eU" u"eU" 
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Beispiel: Die am Anfang des Abschnitts genanntc Aufgabe kann man als einen n-stufigen diskreten 
deterministischen Proze8 auffassen, wobei (nach dcr natilrlichen Numerierung) •' = (u,) die Ent• 
scheidung im i-ten Schritt, (u 1, ... , ,,") = (u1 , ..• , u

,.) mit den vorgegebenen Eigenschaften cine 
zuliissige Strategic, x1+1 = x' - u1w1 = z - 1: w1u1 (i = I, ... , n), x 1 = z den Zustand in dcr 
i-ten Stufe bedeutet (freier Laderaum). J•t 
Nach dem _Optimalitatsprinzip gilt dann 

f,.(z) = f,.(x1 ) = max {u 1 v1 + f,._1(z - u1w1)} mit /1 (z) = max u1v1 111elO, I...) 111EJO, I •.. J 
n�Q n�Q 

oder, wcnn mall zu der in der dynamischen Optimierung tiblichen umgekehrten Numerierung 
ilbergeht, 

J,.(z) = max { u,.v,. + f,._1 (z - u,.w,.)} mit /1(z) = max u,.v
11 llnEjO, I ,,,I UnE{O, I ... } 

u,.,...,..;:z UnWn<;z 
Es ist offenbar g1(u1) = u,v,. 
Ffir die Zahlenwer�e n = 3, z = 100, w1 = 40, w2 = 45, w3 = 60, v1 = 20, v2 = 75, v3 = 102 
crhi!lt mang1 (u1) = 20u1 ,g2(u2) = 1Su,.g3(u,) = 102u3 , / = 20u1 + 1Su2 + 102u3 , 
und die Restriktionen werden durch 40u1 + 45u2 + 60u3 � 100 mil u1 , u2 , u3 nichtnegativ und 
ganzzahlig dargestcllt. 
Man tabelliert zuerst die Funktionen g1(u1) (i = J, 2, 3), wobei die Bcdingung O � u1 ,,;;;;; z/w, 
(i = 1, 2, 3), u1 ganzzahlig, rcspektiert werden muB. 

fur z wird u, g,(u,) fur z wird u, g,(u,) fur z wird u, g,(u,) 
Q ••• 39 0 0 0···44 0 0 0···59 0 0 

40 ... 79 0 0 45···89 0 0 6() ..• Joo 0 0 
I 20  I 75 I 102 

80···100 0 0 90···100 0 0 
I 20 I 15 
2 40 2 ISO 

(I) (2) (3) 
Nach der Formel /1 (z) = max 20u1 bcrechnct man (Schritt I)  mit Hilfc dcr Tafel (I) die folgendc 
Tafel (4), in der U1 (z) denj;�igen Wert von u1 bedeutet, fiir den /1(z) erreicht wird. 
Furn.= 2 erhalt man /2(z) = max {g2(u2) + /1(z - u2w2)}, und mit Hil.fe der Tafeln (2) uild (4) 
gelangt man zu der Tafel (S), in

11
der U2(z) der Wert von u2 ist, fur den /2(z) erreicht wird. Ffir 

n = 3 ergibt siCh /3 = max {gJCu3) + /2(z - w3u3)}, und aufGrund dieser Relation kommt man 
zur Endtafel (6). •• 

u, fur z wird /,(z) 
0 O·· 39 0 
I 40 .. 79 20 
2 80 ·100 40 

(4) 

Ii, Ii, u, z 
0 0 0 0···39 
I 0 0 40 ... 44 
0 I 0 45 ... 59 
0 0 I 60-··89 
0 2 0 90···100 

li1 (z) 
0 
I 
2 

/,(z) li3(z) 

0 0 
20 0 
75 0 

102 I 
ISO 0 
(6) 

Methode der Funktionalgleichung 

"• Ii, fur z wird /,(z) li2(z) 
0 0 0 .. 39 0 0 
I 0 40 .. 44 20 0 
0 I 45 ·•84 15 I 
I I 85 ··89 95 I 
0 2 90 .. 100 ISO 2 

(S) 
Fiir z = IOO ergibt sich aus derTafel (6). daO 
U3 = 0 ist. Dann ist ii2 = U2(z - U3w3) 
= u2(IOO) = 2, nach Tafel (5). Aus Tafel (4) 
erh3.lt man 

U1 = U1(Z - U2W2 - ii3W3) 
= li,(100 - 2 · 45) = li,(10) = 0. 

Die optimale LOSung (ii1 , U2 , 113) = (0, 2, 0) 
ist bier also eindeutig. Der optimale aufge• 
ladene Preiswert ist dann 2v2 = 150. 

Auch fur diese Methode sei zunachst die Darstellung eines geeigneten Sachverhalts vorangestellt. 
Es ist cine Menge x an Geld vorhanden, und man hat zwei MOglichkeiten, dieses Geld zu investieren. 
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Im ersten Fall wird z. B. die Menge u1 mit O � u1 � x, im zweiten dann die Menge x -u1 investiert. 
In einer gegcbenen Zeitfrist, z. B. in einem Jahr, crwartet man von dcr Investition u1 den Gewinn 
g1 (u1 ), von der lnvestition x - u1 den Gewinn g1(x -u1 ). Wcnn die Zeitfrist abgelaufen ist, haben die Mittel, die man zur Sicherung der Gewinnc g1 bzw. g2 eingesetzt hat, durch Amortisation und 
durch die Erhaltung·dieser Mittel an ihrer Gewinnst3rke verloren, so da8 man nach einem Jahr 
mil dem Zustand x, =au,+ b(x -u,). 0 < a <  I, 0 < b < I rechnen muB. 
Von der Summe x1 ausgehend, wird am Anfang des zweiten Jahres die Summe u2 mit O � u2 � x1 im ersten Fall, die Summe x1 -u2 im zweiten FaJI wiederum investiert, wobei der Gewinn in zwei 
Jahren gleich g1 (u1 ) + g1(x -u,) + g1(u1 ) + g1 (x1 - u1) ist. 
In bcschriebener Art und Weise wird auch am Anfang des dritten Jahrcs investiert; dabci wird 
mit dem VermOgenszustand x2 = au2 + b(x1 -u2) dispaniert. Nach n Jahren hat man dann den 
Gewinn 

£ [g1 (u1) + gi (x,_, -u,)J = £ g(xI-1• u,) mit xo = x 
/•l l•l 

erreicht; dabei steht nach dem Ablauf des n-ten Jahres die Summe x" =au"+ b(xn-t -u") zur 
Verfugung. 
Damit wird ein bestimmter n-stufiger ProzeO mit der Zielfunktion 

£ g1 (x,_1, u,) = f g(x1-1, u,) = i [g,(u,) + K2(X1-1, u,)] f•l f•I f•l 
fur x0 = x und mit den Restriktionen O � u, � x,_1 (i = I, ... , n) beschrieben; dabei hangt die 
Zustandstransfonnation 

x1 = T1(x1-1, ui} = T(x1-1, u1) = au,+ b(x1-1 - u,), i = I, ... , n, 

von der Stufe nicht ab. Wenn man die umgekehrte Numerierung der Zustands- und Entscheidungs
gr60en w3hlt, d. h., wenn man x = x"+1 als Anfangszustand betrachtet, hat man das folgende 
Optimierungsproblem: Es ist das Maximum der Zielfunktion 

f g(xH1 , u1 ) = J: lg,(u1) + gi(x1+1 -u1)) f•I l•l 
in bezug auf die Rcstriktionen 0 � u, � x1 +1 (i = I, ... , n) und x, = T'(x1+1, u1) = T(x1 +1 , u1 ) 
=au,+ b(x 1+1 - u1), i = J, ... , n, zu bestimmen. Nach dem Optimalitatsprinzip erhalt man 

f,(x) = f,(x,.,) = max {g 1(u.) + g1 (x.+1 - u.) + /,- 1(x.)) Q,r;;un,i;;;;Xn+I 

wobei /0 = 0 definiert wird. 

max {g1 (u.) + g,(x - u.) + f,_,(T(x.+1, u.))) Q,c;;un"X 
max lg,(u) + g,(x -u) + f,_,(au + b(x - u))), n;, I,o,c;;u:r;;;x 

Dieses System stellt fur n = I, 2, ... ein System von Funktionalgleichungen fur die unbekannten 
Funktionen /1(x), ... , /;.(x) dar. Um in einem konkreten Fall, d. h., wenn g1 , g2 und die Zahlen 
a, b vorgeschrieben sind, die zugehOrige Aufgabe zu !Osen, bestimmt man rekursiv die LOsung des Jetzten Gleichungssystems, fur jedes n = I, 2, ... den Wert U" = U,.(x), fur den g1(U") + g2(x -U") 
+ f,,_1(aU" + b(x -U")) = f,,(x) bezUglich u e [O, x] ist, und X1 = X1 (x) =au,+ b(X1 +i -u1), 
i = I, ... , n. Dieses Verfahren wird als Methode der Funktionalgleichungen bezeichnet. 

/kispiel: Die Gewinnfunktionen des EinfOhrunpbeispiels seien g1(u) =01 Vu,g,(x -u) = P v;=;;,
wo 01 > 0, p > 0 beliebige Zahlcn sind und 0 < a = b < I ist. 
In diesem Fall ist dann x, =au,+ b(x1♦1 -u1) = ax1♦1, i = I, ... , n, und da x,.+1 = x ist, folgt_ daraus x I = a"+1-'x (i = I, ... , n). 
Die Gleichuogen fur f. fiihren in diesem Fall zu den Bezichungen 

f,(x) = max {01 v,i + P rx-=-;; + l,-1(ax)), n;;,. I mil /0 = 0. o,i;;u,i;;x 
Definiert man bei dem festgewiihlten x > 0 die Funktion 'I' •. ,(u) = 01 Vu+ fJ rx-=-;; + f,-,(ax), 
so ist � "'"·" = -2

1 ;_ - -2
1 ,,I!-- fur u E (0, x) und _d

d <p,.," = 0 mr den einzigen Punkt du vu yx-u u 
� . . - . . . . 0<u,.(x)= 012 + P' x<x, mdemdasMa.xJmum von 'l',.,(u) bezughch ue(O,x] ermcht wtrd. Es,sr 

daher /,(x) = 01-V� + P� + k,(ax) = V01' + B' · Vx + J._,(ax) furn;;. I mit /o(x) = 0. 
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Daraus ergibt sich: 

/,(x) = V(<>2 + {J2) x 
f,(x) = V(<>2 + /J2) x + V(<>2 + {J2) ax= V(<>2 + (J2) x (I + a112) 
i.(x) = V(<>' + {J') x (I + a•12 + ... + ,,. .. ,,,2), 

wobei J,.(x) den Gewinn in n-ter Stufe bcdeutct. Da O � u, � x,+1 (i =I, ... , n) ist, wird 
Cll (Xl U1(x,.1) = <X2 + pz x1+1 = <X-2 + /fl tt4-•x (i = 1, .•. , n). 

Wenn man bcachtet, da8 die umgekehrte Numcricrung benutzt wurde, so ist die Folge 
Ol-2 ,:x2 (Xl 

cxl + pz • i:xz + pz ax ,·:·• cxl + pz tl'-•x 
die optimalc Strategic des betrachteten n-stufigen Proz.esses mit dcm Gewinn 

f.(x) = V(<>z + pz) x ,� a''z, 
wobei nach der n-ten Stufe noch der Wert x,,, = cl'x zur Vcrfilgung steht. 

Ausblick. Im Gegensatz zum Beladungsproblem stellt diese Gewinnmaximierung einen n-stufigeo diskreten ProzeB dar, bei welchem der zulassige Bereich der EntscheidungsgrOBen cine zusammenhingende kompakte Menge - in diesem Fall ein abgeschlossenes lntervall - ist. Es geht bier also um einen Spezialfall derjenigen diskreten n-stufigen Prozesse, bei dem der Bereich der EntscheidungsgrOBen allgemein ein abgeschlossenes und beschranktes Gebiet im Raum der entsprechenden Di
mension darstellt. In einem solchen einfacheren Fall laBt sich oft die Methode der Funktionalgleichungen mit Erfolg anwenden. In komplizierteren Fallen - besonders dann, wenn die Entschei
dung in jeder Stufe durch einen Entscheidungsvektor" = (u1 , ••• , um), m;;? 2, charakterisiert wird -werden weitere Methoden, die Mcthode der Multiplikaroren oder die Methode der sukzessiven Ap
proximationen, mit dem Ziel eingesetzt, das ursprUngliche Problem auf eine endliche Anz.ahl von einfacheren Problemen, fur die die Kapazitat einer Rechenmaschine ausreicht, zurfickzufuhren. 
Die diskreten deterministischen Prozesse sind nur ein Tei! der in der dynamischen Optimierung vorkommenden Entscheidungsprozesse. Es ist manchmal von Vorteil, Prozesse mit unendlich vielen Stufen zu untersuchen, obwohl ein solcher ProzeB in Wirklichkeit niemals vorkommt. Denn wenn 
ein diskreter ProzeB mit sehr vielen Stufen vorliegt und der GrenzUbergang a - oo in den .f.i-Gleichungen mOglich ist, dann erhalt man statt dieser Beziehungen eine einzige Funktionalgleichung 

f(x) = Jim f.(x) = max {g(x, •l + J._,(T(x, u))}. 
n-00 Ot;;;u,;;;;x 

Diese Funktionalgleichung kann man allgemein leichter als das ursprtingliche Problem losen und 
approximiert fur groBe n die gesuchte LOsung mit gutc;r Annaherung. Die Theorie der stalion<iren 
Prozesse untersucht, unter welchen Bedingungen diese Methode angewendet werden kann. Eine weitere Klasse der Optimierungsaufgaben in der dynamischen Optimierung beschaftigt sich mit Entscheidungsprozessen, bei denen in jedem Zeitpunkt des vorgegebenen Zeitintervalls cine Entscheidung mOglich und sogar erforderlich ist. Man spricht dann von stetigen Entscheidungsprozessen. Die betreffende Theorie steht im engen Zusammenhang mit der Variationsrechnung und mit der Theorie der optimalen Prozesse im Sinne von PoNTRJAGIN. Dt;r benutzte mathematische Apparat ist ziemlich anspruchsvoll. Jm Gegensatz zu den diskreten deterministischen Prozessen stehen die diskreten stochastisChen 
Prozesse, bei denen der Zustand· be·im Austritt aus einer Stufe nur in Gestalt einer Wahrscheinlichkeitsverteilung bekannt i,;;t. Diese Prozesse stehen h3.ufig der vielfaltigen Okonomischen Problematik naher aJs die deterministischen Modelle, und die Methoden der dynamischen Optimierung wurden auch in dieser Richtung erweitert. 
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Die Zahlentheorie hat als ursprilngliche Aufgabe die Untersuchung der Eigenschaften der ganzen 
Zahlen. Als Wissenszweig der Mathematik ist sie sehr spat systematisch entwickelt worden. Einzel
ergebnisse sind schon im Altertum bekannt, so bei EuKLID und DIOPHANT. Im 17. Jh. treten vor allem 
in den Untersuchungen von FERMAT bemerkenswerte Entdeckungen von wissenschaftlicher Bedeu
tung auf. Grol3e Fortschritte brachten die zahlreichen Arbeiten von EuLFR mit fruchtbaren weit
tragenden Ideen. Erst GAUSS errichtete ein einheitliches Lehrgebaude. 1801 ersch.ienen seine Dis
quisitiones arithmeticae, ein monumentales Werk, das in strengem Sinne die hOhere Arithmetik be
grllndet hat. 
Die Zahlentheorie ist heute cine weitverzweigte Wissenschaft, die in der a/gebraischen Zahlenlheorie 
die abstrakte Algebra heranzieht und in der analytischen Zahlentheorie tiefliegende Methoden der 
Analysis benutzt. Dabei treten Fragestellungen und neue Teilgebiete auf, die nur mittelbar von ganzen 
Zahlen handeln. 
Zurn Unterschied von anderen Teilen der Mathematik sind viele Ergebnisse der Zahlentheorie dem 
mathematischen Laien ohne Vorkenntnisse verst3.ndlich. Es zeigt sich aber, daB die Beweise solcher 
S3.tze haufig umfangreiche mathematische Hilfsmittel erfordern. 
Man bezeichnet die Zahlentheorie oft aJs die Kimigin der Mathematik, und GAUSS sagte von ihr 
1808 in einem Brief an seinen Jugendfreund B6LYA1: ,,MerkwUrdig ist es immer, daB alle diejenigen, 
die diese Wissenschaft ernstlich studieren, eine Art Leidenschaft dafur fassen". 

Ring und KOrper. Die Grundtatsachen der elementaren Zahlentheorie dllrfen als bekannt angenom
men werden (vgl. Kap. 1.1. - Elementare Zahlentheorie, Kap. 1.5. - Eindeutigkeit der Zerlegung 
einer naturlichen Zahl in Primfaktoren). Aus der Teilbarkeitslehre ist bekannt, daB ein Quotient 
von ganzen Zahlen wieder ganz sein kann, z. B. 15: 5 = 3, daB das aber keineswegs immer der 
Fall ist, z. B. ist 15: 7 keine ganze Zahl. Zahlenbereiche, in denen die Operationen Addition, Sub
traktion und Multiplikation unbeschriinkt ausfuhrbar sind, heiBen Ringe, Zahlenbereiche, in denen 
auch die Division, auBer <lurch 0, unbeschriinkt ausfuhrbar ist, nennt man KOrper, z. B. bilden die 
rationalen Zahlen einen KOrper (vgl. Kap. 16.2. und 16.4.). Im folgenden bezeichne I den Ring der 
ganzen rationalen Zahlen 0, ±I, ± 2, .. und K den KOrper der rationalen Zahlen. In K sind mithin 

Adie vier Grundrechenarten unbeschrankt ausfuhrbar, die Division <lurch O ausgenommen. Ftir / 
I trifft das nicht zu. Die Division zweier Zahlen a und b von I ftihtt nicht immer zu Zahlen von /. 

1st der Quotient b: a zweier Zahlen aus / ftir a+ 0 wieder eine Zahl von /, so heiOt b <lurch a teilbar, 
oder man sagt: b ist Vielfaches von a oder a teilt b. 

Ideal. Neben / werden andere Ringe R gebraucht, deren Elemente z. B. reelle oder komplexe Zahlen 
sein kOnnen. Besonders wichtig sind solche Teilmengen m eines Ringes R, die die beiden Eigenschaften 
erftillen: 
I. sind a und b Zahlen von m, so gehOrt auch a - b zu m; 
2. ftir jede Zahl Avon R undjede Zahl a von mist das Produkt Aa eine Zahl von m. 

Diese Teilmengen m von R heiBen Ideate in R. 
1st z. B. m eine natllrliche Zahl, so bildet die Gesamtheit der Zahlen 0, ±m, ±2m, ±3m, ... ein 
Ideal von /, also etwa 0, ±3, ±6, ±9, .. . (Abb. 31·1). Die Differenz ganzzahliger Vielfacher von m 
gibt namlich wieder ein ganzzahliges Vielfaches von m (I. ldealeigenschaft), und jedes ganzz.ahlige 
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31-1 Das Ideal (3) aufder Zahlengeraden 

Vielfache einer Zahl aus m gehOrt wieder zu m (2. 
ldealeigenschaft). Man schreibt in diesem Fall m = (m), 
weil das Ideal m aus den Vielfachen der Zahl m be
steht. Solche ldeale, die aus einem Element des Ringes, 
hier m, erzeugt werden, heiBen Hauptidea/e. Es ist 

leicht zu Uberlegen, daB jedes Ideal in / Hauptideal sein muB. Die s3.mtlichen ldeale in / ergeben 
sich danach, wenn man in {m) m = 0, I, 2, ... setzt. 
Man hat auch fur ldeale den Begriff derTeilbarkeit eingefuhrt. Ein Ideal a heiBt <lurch ein Ideal b teil
bar, wenn jedes Element von a Element von b ist, wenn also die Mengenrelation a� b gilt. Der 
naive Sinn des Wortes .,teilbar" ist hier scheinbar ins Gegenteil verkehrt. Der Zusammenhang 
mit der Teilbarkeitslehre 13.flt den Sinn dieser Bezeichnung jedoch sofort erkennen. Wendet man 
diese Definition auf zwei Ideale a= (m), b = (n) in/ an, so folgt aus ihr, daB a genau dann durch b teil
bar ist, wenn m durch n teilbar ist; z. B. besteht das Ideal (2) aus den Zahlen 0, ±2, ±4, ±6, ±8, ... , 
das Ideal (4) aus den Zahlen 0, ±4, ±8, ± 12, ... Es gilt also (4) s;; (2) als Mengenrelalion, d. h. 
aber, das Ideal (4) ist durch das Ideal (2) teilbar, weil 4 durch 2 teilbar ist. Es soll noch das Produkt 
ab von zwei Idealen a und b erkliirt werden, und zwar als das Ideal, das aus alien Summen je endlich 
vieler Produkte ab besteht, wenn a ein beliebiges Element aus a, b ein beliebiges Element aus b ist. 
Im Bereich / folgl ab= (mn), 2. B. (2) · (4) = (8). 
Der Idealbegriff ist beim Aufbau der, algebraischen Zahlentheorie geschaffen worden. Die Jdeal
theorie untersucht die Struktur von Ringen und ihre Ideale. Um Ergebnisse bequemer aussprechen 
zu kOnnen, ist folgende Redeweise von Vorteil: Sind Q und b Zahlen des Ringes R und a ein Ideal 
in R, so sagt man a= b (mod a) [lies a kongruent b modulo al, wenn a - b eine Zahl von a ist. 
Die Kongruenzrelation ist eine Aquivalenzrelation. Sie erfullt die bekannten Forderungen der Re
flexivitiit, Symmetric und Transitivitiit. Auf Grund dieser Eigenschaften ist es mOglich, alle Zahlen 
von R in Restklasssen mod a einzuteilen, d. h. so, daB Zahlen, die mod a kongruent sind, in dieselbe 
Klasse gehOren. Die Bedeutung der formalen Schreibweise liegt darin, daB die meisten Rechenregeln 
fur Gleichungen auch fur Kongruenzen nach demselben Modul gelten. 
Historisch gesehen ist der Begriff der Kongruenz zuerst von GAUSS fUr den Ring/ geschaffen worden: 
a= b (mod m) bedeutet, daB die Differenz der beiden ganzen Zahlen a und b im Ideal (m) liegt, 
d. h., a - b ist durch m teilbar oder a und b )assen bei der Division durch m denselben Rest. Bei
spiele: 88=-10(mod 14), weil 88 -(-10)=98 durch 14 1eilbar isl; 37=1(mod l 093); 
232 = -I (mod 641). 

31.1. Ganze rationale Zahlen 

Im Ring der ganzen rationalen Zahlen haben die Restklassen bestimmte Eigenschaften. Bei ihrer 
Unlersuchung spiel! die Teilbarkeit der Zahlen cine wich1ige Rolle. Man bezeichnet mit (a, b) den 
grOjjten gemeinsamen Tei/er (ggT) zweier Zahlen a und b und mit p eine Primzahl. 

Restklassenring mod m. Die Restklassen mod m lassen sich zu einem Ring ausgestalten. Man mun 
dazu Addition und Multiplikation zweier Restklassen mod m erklaren. Dies zeige ein Beispiel: 
r1 sei die Restklasse 2 mod 6. Sie besteht demnach aus den Zahlen ... -10, -4, 2, 8, 14, ... ; r2 sei 
die Restklasse 5 mod 6. Diese besteht aus den Zahlen ... -7, -1, 5, 11, ... Dann soil r1 + r2 die 
Restklasse sein, in der 2 + 5 = 7 und damit auch I liegt, d. h., zu der alle Zahlen gehOren, die bei 
einer Division durch 6 den Rest 2 + 5 = 7 oder I haben. Es gilt 2 + 5 = I oder in anderen Beispielen 
5 + 0 = 5; 3 + 3 = 0. Das Produkl wird erkliirl durch 2 · 5 = fO = 4. Weilere Beispiele mod 6: 
5 · 0 = O; 3 · 3 = 3. 
Mit Hilfe dieser so definierten Addition und Multiplikation bilden die Restklassen mod m einen Ring, 
den sogenannten Restklassenring mod m. Es gibl genaueAussagen Uber die Struktur dieses Ringes. 
Wenn m eine Primzahl ist, aber auch nur dann, ist der Restklassenring mod m ein KOrper. 
Gruppe der primen Restklassen. Wiihlt man unler den m verschiedenen Restklassen 0, I ,2, ... , 
m - 1 mod m diejenigen aus, deren Zahlen s3.mtlich zu m teilerfremd sind, so erh3.lt man die prime11 
Restk/assen mod m. FU.rm= 6 gibt es zwei prime Restklassen i und 5, fur m = p aber immer p - I 
prime Reslklassen I, 2, ... , .o=-1. 
Man bezeichnel die Anzahl der primen Restklassen mod m mit der Eulerschen Funktion <p(m). 
Es isl q,(6) = 2, <p(p) = p - I; q,(m)"ist eine zahlentheoretische Funktion, d. h. eine Funktion, die 
fur positive ganzzahlige Argumente erklart isl. Diese Funktion ist multiplikativ, d. h., rp(_ab) 

= ,p(a) · ,p(b), wenn (a, b) = I ist. Man ziihll Ieicht ab, daB q,(p') = p'-'(p - I) isl. Auf Grund der 
angegebenen Gese12e IiiBt sich ,p(m) fiir jedes m berechnen; 2. B. isl 9'(3240) = 9'(23)9'(34)q,(5) 

= 4 · 54 · 4 = 864. 
Mit der Multiplikation als VerknUpfung bilden die primen Restklassen eine Grilppe Gm. Ihre Ord
nung ist q>(m) .. Es ist wichtig, die Struktur von G'" fur alle m zu untersuchen. Hier soil nur auf den 
Fall m = p eingegangen werden. G

P 
ist zyklisch, d. h., jede prime Restklasse modp laBt sich als 
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Potenz einer festen primen Restklasse g schreiben; g hei8t Primitivwurzel mod p. FUr p = 11 z. B. wird. die prime Restklassengruppe G11 durch die Restklasse g = 2 (oder �. 7, 8) erzeugt, denn die Potenzen 2° 
= I, 21 

= 2, 22 
= 4, 23 

= 8, 24 
= 5, 25 

= 10, 26 
= 9, 27 

= 7, 28 
= 3, 29 

= 6 mod 11 ergeben alle p - I = 10 prime Restklassen I, 2, ... , 10. Da jedes EJement A einer endlichen Gruppe 
G der Ordnung / der Gleichung A 1 = E (E Einselement) genO.gt, ergibt sich fur G = G

,,. 
der Fermat

sche Satz: Q'Pl"'> = I (mod m), wenn (a, m) = 1 ist. Im Primzahlfall m = p wird aP-1;;::;;;: 1 (modp), wenn a nicht durch p teilbar ist. 
Bestimmungskongruenzen. Im Restklassenring und in der Restklassengruppe lassen sich algebraische Aufgaben losen. So kann man nach Restklassen X mod m fragen, die gegebene Gleichungen erfi.illen sollen, z. B. iiX = b. Diese Fragen laufen auf Bestimmungskongruenzen mod m hinaus. Die lineare 
Kongruenz ax= b (mod m) hat nicht immer LOsungen, z. B. ist 3x = 2 (mod 12) un!Osbar, da kein ganzes Vielfaches von 3 bei der Division <lurch 12 den Rest 2 la.Gt. Vielmehr ist ax= b (mod m) 
genau dann IOsbar, wenn der grOBte gemeinsame Teiler (a, m) in b aufgeht. Eine Kongruenz n-ten Grades nach einem Primzahlmodul p, n3mlich x" + a,x"-1 +· •· + a,,=O(modp), 
braucht ebenfalls keine LOsungen zu haben, hat aber nicht mehr als n Restklassen als LOsungen. 
Potenzreste. In einer binomischen Kongruenz x" == a (mod p) ist a nicht durch p teilbar. Diejenigen Restklassen a mod p, fur die diese Kongruenz losbar ist, heiflen n-te Potenzreste mod p. Hier stellen sich zwei grundlegende Fragen: I. Welche Zahlen sind n-te Potenzreste nach einer gegebenen Primzahl? - 2. Ftir welche Primzahlen p ist eine gegebene Zahl a ein n-ter Potenzrest? - Die erste Frage wird <lurch das Eulersche Kriterium a<P-1>11 = I (mod p) beantwortet, wobei t = (p- 1,n) ist.Die und nur die Restklassen a, die diese Bedingung erfiillen, sind n-te Potenzreste. Die Beantwortung der zweiten Frage Hihrt zu Reziprozitiitsgesetzen, die zu den schOnsten und tiefsten Erkenntnissen der Zahlentheorie gehbren. Im Falle n = 2 heiflen die Restklassen a (mod p), fur die die Kongruenz 
x2 

= a (mod p), mit (a, p) = I, lbsbar ist, quadratische Reste mod p (ku�: Reste). 1st die Kongruenz x2 
= a (modp) unlosbar, so nennt man a quadratischen Nichtrest (kurz: Nicht

rest). Fiir ungerade p gibt es (p -1)/2 Reste und (p - 1)/2 Nichtreste mod p. So gelten mod 17 die Kongruenzen 12 
= I, 22 

= 4, 32 
= 9, 42 

= 16, 52 
= 8, 62 = 2, 72 = 15, 82 

= 13. Es sind danach I, 2, 4, 8, 9, 13, 15, I 6 die 8 Reste mod 17, dagegen 3, 5, 6, 7, 10, 11, 12, 14 die Nichtreste mod 17.Die Kongruenz x2 ;;;:;:: 5 (mod 17) ist demnach unlbsbar. 
Reziprozitiitsgesetz. Die Untersuchung der Frage,·fur welche p als Modul eine gegebene Zahl a Rest ist, hat zur Entdeckung des berilhmten Reziprozitiitsgesetzes der quadratischen Reste geHihrt. EULER fand das Gesetz auf Grund eines umfangreichen Zahlenmaterials: Wenn p eine Primzahl der Form 
4n + I ist, so ist +P, wenn dagegen p von der Form 4n + 3 ist, so ist -p Rest (bzw. Nichtrest) von jeder Primzahl q, die Rest (bzw. Nichtrest) von p ist. GAuss hat als erster einen Beweis und spater sechs weitere Beweise von diesem Theorema fimdamen
tale gegeben. Die verschiedenartigen Beweisprinzipien und das Streben, Reziprozit3tsgesetze Hir hbhere (n-te) Potenzreste aufzustellen, gaben der Zahlentheorie m3chtige Impulse. 
Um das Gesetz in Zeichen festhalten zu kOnnen, filhrte LEGENDRE ein Symbol ( f) ein (Legendre

sches Symbol), das +I, -1 oder O bedeutet, je nachdem a Rest, Nichtrest oder O mod p ist. Man erh3lt 
so die Aussage (f) = ((-J)

<

: -
11

'
2
P) fur ungera�ePrimzahlenp und q. AlsErg3nzungen zum 

Reziprozitatsgesetz bezeichnet man die S3tze (-J-)=(-J)<P-1>12 und (¾)=(-t)<P1-u/s. 
Danach ist die Kongruenz x2 

= -I (mod p) un!Osbar fur p = 3 (mod 4), weil daHir (p - I )/2 eine ungerade Zahl ist. Sie ist lbsbar, wenn p die Form 4m + I hat, denn dann ist (p - 1)/2 gerade. 
Diophantische Gleichungen. Jeder Kongruenz ax1 + c == 0 (mod b) 13.Bt sich als Gleichung ax1 + bx2 

+ c = 0 schreiben, in der dann a =t= 0, b � l, c, x1 , x2 ganzzahlig sind. Sind a, b, c als ganzzahliggegeben und sollen x1 , x2 als Unbekannte ermittelt werden, so bedeutet das, die ganzzahligen LOsungen einer linearen Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten zu ermitteln. 1st f(xi , ... , Xn) 
ein Polynom in x1 , ••• , x,, mit ganzzahligen Koeffizienten, so bezeichnet man jede Gleichung 
f(x1 , x2 , ••• , xn) = A mil n � 2 als diophantische Gleichung (nach DJOPHANTOS von Alexandria),wenn man verlangt, sie in ganzen Zahlen x1 , x2 , ... , x" zu !Osen. Beispiel: 3x - 2y - 5 = 0 hat die unendlich vielen LOsungspaare x = 21 + I, y = 3t - I, die man erh3lt, wenn t alle ganzen Zahlen durchlauft. Lineare diophantische Gleichungen a1x1 + •·· + a,,xn = A mit n � 2 und a,, =F- 0 fur v = I, 2, ... , n haben stets unendlich viele LOsungs-n-tupel, wenn sie tiberhaupt eine LOsung haben. Bei quadratischenGleichungen ist das anders, z.B. hat x2 + xy + y2 = 19 genau 12 LOsungspaare: {(2, 3), (-2, -3), (3, 2), (-3, -2), (2, -5), (-2, 5), (5, -2), (-5, 2), (3, -5), (-3, 5), (5, -3), (-5, 3)). Dagegen hat die Gleichung x' - 5y2 = 4 unendlich viele Losungspaare {(±2, 0), (±3, ± I), (± 7, ±3),
(± 18, ± 18), ... }. Diese Gleichung ist ein Spezialfall einer Pellschen Gleichung, die gewOhnlich in der Form x2 - Ay2 = I angegeben wird. 



726 31. Zablentheorie 

Oberraschend ist aber der Satz von Thue: Die Gleichung a1x" + a2.x"-1y + •·· + a,.yt = A mit a1 =+= O und ganzrationalen a1, a2, ••. , a,. hat fur n � 3 nur endlich viele LOsungen, wenn die linke 
Seite nicht in homogene Faktoren niedrigeren Grades mit ganzzahligen Koeffizienten zerlegt werden 
kann. Die diophantischen Gleichungen hOheren Grades stellen tiefliegende Probleme, die zu 
ihrcr LOsung die Kenntnis der Theorie der algebraischen ZahlkOrper erfordern. 
Untcr ihncn hat die Fermatsche Vermutung ( auch grofler Fermatscher Satz genannt) besonderes 
Interesse gefunden: Es gibt ffir keinen ganzzahligen Exponenten n > 2 ganze, von NuH verschiedene 
Zahlen x, y, z, die der Gleichung x" + y" = z" genilgen. FERMAT hatte in seinem Handex.emplar 
der Arithmetik des Diophant an den Rand geschrieben, daB er einen wahrhaft wunderbaren Beweis 
entdeckt habe, aber der Rand sei zu schmal, ihn zu fassen. Sein Beweis ist jedoch nicht aufgefunden 
worden. Trotz der Bemi.i:hungen bedeutender Mathematiker ist es bisher nicht gelungen, die Vh
mutung zu beweisen oder zu widerlegen. Es liegen aber interessante Teilergebnisse vor. Man weiB 
z. B., daB die Vermutung fi.i:r alle Exponenten n bis 4002 richtig ist. 

Analytlsche Zahlentheorie 
Die Zahlentheorie kennt auOer der Eulerschen Funktion q:;(n) viele weitere Funktionen /(n), die 

Aussagen Ober natOrliche Zahlen geben. Man nennt solche Funktionen, deren Definitionsbereich 
dfn �;�is�:

n
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Primzahlen ..; x; d(n) die Anzahl (Abb. 31-2) und a(n) 
die Summe der positiven Teiler von n; r(11) die Anzahl 
der ganzzahligen LOSungspaare x, y der Gleichung 

x2 + y2 = n. Manche dieser Funktionen zeigen einen 
sprunghaften Verlauf, z. B. d(I) = I, d(2) = 2, d(3) = 2, 
d(4) = 3, d(S) = 2, d(6) = 4, d(7) = 2, d(8) = 4 usw. Trotzdem 13.Bt sich oft fi.i:r das Mittel der ersten n Funk-

3 l-2 Bild der zahlentheoretischen Funk- tion�werte von / cine Gesetzm3.8igkeit finden. Die Funk-
tion c/(n): Anzahl dcr positiven Teiler tion von n [f( l) + /(2) + ... + /(n)]: n 
verh3.lt sich in vielen Fallen bei wachsendem n asymptotisch wie cine analytische Funk1ion von n. 
So wiichst (1/n) J; d(k) wie der natiirliche Logarithmus von n an. Setzt man (1/n) [d(I) + ... + d(n)] 

k<;n = Inn+ R(n), so ist R(n) von geringerer GrOOenordnung inn als Inn. Die Untersuchung von Mittel
werten zahlentheoretischer Funktionen und vor allem ihrer ,.Reste" R(n) erfordert die feinsten 
Hilfsmittel der Analysis. Sie ist gegenwartig noch nicht abgeschlossen. Bedeutende Mathematiker des 19. und 20.Jh. besch3.ftigten sich mit diesem Zweig der Mathematik, der analytischen Zahlentheorie. 
Besonderes Interesse wendeten sie der Funktion :n:(x) .,Anzahl der Primzahlen kleiner oder gleich x" 
zu. GAUSS vermutete, daB :n:(x) fur groBe x durch den Integrallogari1hmus 

X (I-• X ) . di . di di L1x=f-=hm J-+J-ln I d-0 In I In I 
0 0 l+d 

angen3hert wird ( vgl. Kap. 21.2. - Reihen spezieller Funktionen). Die Abschatzung des Restes 
R(x) = :n:(x)-Li x, der fi.i:r grof3e x entweder positiv oder negativ sein kann, bereitel groOe Schwierig
keiten. 8. RIEMANN legte der Untersuchung von R(x) die Dirichletsche Reihe ((s) = E 1/n s mit 
n = I ,  2, 3, ... zugrunde, die filr a> I konvergent ist, wenn s = u + it gesetzt wird. Die groOe 
Bedeutung der Riemannschen Zetafunktion fi.i:r das Problem der Verteilung der Primzahlen wird 
aus ihrer Produktdarstellung ersichtlich: C(s) = JI I /(I - p;'), a > I, wobei p. alle Primzahlen 
durchl3.uft. Die Funklion C(s) 13.Bt sich Uber die Gerade a = I hinaus analytisch fortsetzen und 
ex.istiert dann in der ganzen s-Ebene als eindeutige Funktion, die Uberall regular ist bis auf den 
Pol 1. Ordnung s = I. Diese Funktion hal unendlich viele Nullstellen, die, abgesehen von den sog. 
trivialen Nullstellen -2, -4, -6, -8, ... , s3.mtlich komplex sind. RIEMANN vermutete, daB a/le 
komplexen Nullstellen von C(s) den Realteil a = I /2 haben. Diese Riemannsche Ver mu tung konnte 
bisher nicht bewiesen werden. Nimmt man an, daB sie richtig ist, so wUrde der Absolutbetrag des 
Quotienten R(x)/(x 1 '2 In x) fi.i:r alle x > 1 beschrankt sein. Seit 1896 ist der Primzahlsarz 
.t�1!! n(x)/Li x = I bewiesen, aus dem J�mllO R(x)/Li x = 0 folgt. Bis heute konnte die Absch3.tzung 
von R(x) weiter versch3.rft werden, ohne die aus der Ricmannschen Vcnnutungfolgende zu erreichen. 
Unter der Vielzahl weiterer Verteilungsprobleme werde der beriihmte, zuerst von DIRICHLET be
wiesene Satz genannt: ln jeder arithmetischen Folge, bei der An/angsglied und Differenz prim zu
einander sind, kommen unend/ich viele Primzahlen vor. 
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Additive Zahlentheorie 

Die Fragestellungen der additiven Zahlentheorie seien durch einige spezielle Satze und Probleme 
charakterisiert: 
Satz von Fermat. Je<k Primzahl p :==: 1 (mod 4) ist Summe von 
zwei Quadraten natiirlicher Zahlen. Die Darstel/ung isl eintkutig, 
wenn man nicht au/ die Reihenfolge der Summanden achtet. 

&ispiel I: 233 = 82 + 132• 

Satz von Lagrange. Jede natiir/iche Zahl n liijJt sich als Summe von hiJchstens vier ganzzahligen 
Quadraten darstellen. 

Beispiel 2: 11 kann zwar als Summe von drei Quadraten 32 + 12 + 12 geschrieben werden, 
7 erfordertjedoch vier Summanden: 22 + 12 + 1 2 + 12. 

Waringproblem. (1770 von WARING gestellt, 1909 von HILBERT gelOst.) Jede natU:rliche Zahl n ist 
Summe von hOChstens g(k) k-ten Potenzen natiirlicher Zahlen, wobei g(k) nicht von n abhangig ist. 
Es ist g(2) = 4 nach dem Satz von Lagrange, g(3) = 9. Es ist nun interessant, daB man bei hin
reichend groBen n fur k � 3 weniger als g(k) Sumrnanden braucht. Beispiel: 239 = 43 + 43 

+ 33 + 33 + 33 + I 3 + 13 + I 3 ist die gr08te Zahl, die 9 Kuben erfordert. Bei alien 
grOBeren natilrlichen Zahlen ist die Zerlegung in Kuben mit einer Sumrne aus weniger Summan
den mOglich. Es ist bewiesen, da8 es eine natilrliche Zahl n geben muB, von der an alle nachfolgenden 
Zahlen eine Zerlegung in 7 Kuben gestatten. 

Goldbachsche Vermutung. GOLDBACH stellte 1742 in einem Brief an EULER die Vermutung auf, daB 
jede gerade Zahl n � 6 Summe von zwei ungeraden Primzahlen ist. Diese Vermutung konnte bisher 
weder bewiesen noch widerlegt werden. Durch scharfsinnige Methoden gelang WINOGRADOW der 
Beweis des Dreiprimzahfensatzes. 

· · 

Drelprlmzablsatz. Jede hinreichend grojJe ungerade Zahl n isl Summe von drei ungeraden Prim
zah/en. 

Partition einer natiirlichen Zahl. Unter einer Partition einer natilrlichen Zahl n versteht man cine 
Darstellung von n als Surnme naturlicher Zahlen. Beschrankt man die Anzahl der Summanden nicht, 
laBt gleiche Summanden zu und sieht von der Anordnung der Summanden ab, so bezeichnet man die 
Anzahl dieser Partitionen von n mit p(n). Beispiel: 

I+I+I+I+l=l+I+I+2=l+I+3=1+2+2=1+4-2+3=5 

sind die 7 Partitionen von 5; in diesem Fall ist p(5) = 7. Die Funktion p(n) hat sehr viele interessante 
Eigenschaften. z. B. ist p(Sm+ 4) = 0 (mod 5). Fur grolle n gilt p(n)- [I/(4n V3)] exp [,,V2n/3). 
Allgemeiner lautet eine Grundfrage der additiven Zahlentheorie: Wenn A eine Menge naturlicher 
Zahlen und s � 2 cine natUrliche Zahl ist, laBt sich dann jede nattirliche Zahl als Summe von s Ele
menten von A darstellen? - Seit 1930 ist auch dieses Problem angreifbar geworden durch neue 
Methoden und Begriffe (Dichte und Ordmmg von A). 

31. 2. Algebraische Zahlen 

Algebraische ZahlkOrper. Eine afgebraische Zahl tx ist eine Zahl, die einer algebraischen Gleichung 
B(tx) = 0 genilgt. Dabei ist B(x) = b0x" + ... + b'" ein Polynorn Uber dern KOrper K der rationalen 
Zahlen mit b0 =t= 0, m > 1 (vgl. Kap. 16.2.). Die Koeffizienten ho, ... , bm sind mithin rational. Die 
Zahl tx genUgt unendlich vielen algebraischen Gleichungen verschiedener Grade, z. B. erfilllt a: = V3 
die Gleichungen x2 - 3 = 0, x3 - x2 - 3x + 3 = 0, x4 - 9 = 0 usw. Die zu den letzten beiden 
Gleichungen gehOrenden Polynome )assen sich zerlegen in Polynome niederen Grades, narnlich 
x' - x' - 3x + 3 = (x2 - 3) (x - I) und x• - 9 = (x' + 3) (x2 - 3). Solche Polynome heillen 
reduzihef. 1st cine Zerlegung eines Polynoms in Faktoren niederen Grades Uber K nicht mOglich, 
so heiOt ein Polynom irreduzibef Uber K, z. B. ist P(x) = x2 - 3 Uber K irreduzibel. 
Es gibt nun genau ein Uber K irreduzibles Polynom A(x) mit dem Anfangskoeffizienten 1, so da8 
A(o:) = 0 ist. Der Grad n des Polynoms A(x) = x" + a,x"-1 + • • + a,. mit rationalen a1 , ••• , a,. 

heillt der Grad der algebraischen Zahl tx; z. B. istjede rationale Zahl algebraisch vom 1. Grade, da zu 
einer beliebigen rationalen Zahl r immer die Gleichung x - r = 0 gehOrt; (1 + i V3)/2 ist vom 

2. Grade als LOsung der Gleichung x2 - x + 1 = 0 und v'2 vom n-ten Grade als {osung der 
Gleichung Y." - 2 = o: 
Die Wurzeln tx<ll, tx(2), ... ,tx<"> von A(x) = 0 (eine davon ist tx) nennt man dieKonjugierten von ex. 
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Diese sind paarweise untereinander verschieden. Sind in A(x) alle Koeffizienten ganzrational, so 
heiOt ix ganz algebraisch. 
1st{} cine algebraische Zahl, so wir.d der kleinste K6rper k = K(f>), der K und {} enthalt, algebraischer 

Zahlkorper genannt. Im Falle K(V3) bestehl er aus alien Zahlen der Form a+ b VJ, wobei a und b 
rationale Zahlen sind. Als Grad von k bezeichnet man den eindeutig bestimmten Grad n jeder Zahl{}, 
die den KOrper erzeugt. 
Quadratische ZahlkOrper. Von speziellen KOrpertypen sind die quadratischen Zahlk6rpcr am ein
gehendsten untersucht worden. Nimmt man {} = Vd, so kann man sich auf ganzzahlige d ohne 
quadratische Teiler beschranken. Unter dieser Voraussetzung hat man quadratische KOrper 

k = K(Vd) zu unlerscheiden mit d "= I (mod 4) (1. Fall) und mil d"' 2, d see 3 (mod 4) (2. Fall). 
Im I. Fall iSI w, = I, w, = r-1 + Vd)/2, im 2. Fall w, = I, w, = Vd cine Ganzheitsbasis des 
KOrpers, d. h., jede ganze algebraische Zahl von K(Vd) laBt sich eindeutig in der Form g1w1 

+ g2w2 mit ganzen rationalen Zahlen g1, g2 darstellen. 
KreisteilungskOrper. Wenn n eine natUrliche Zahl bedeutet, bezeichnet man die Gleichung z" - I = 0 
als Kreisteilungsgleichung. Ihre n LOsungen, die auch Einheitswurzeln genannt werden, zerlegen nam
lich, wenn man sie in der komplexen Zahlenebene darstellt, den Umfang des Einheitskreises um den 
Nullpunkt in n gleiche Teile. Die von z = I verschiedenen n - 1 LOsungen geniigen furn� 2 der 
Gleichung /(z) = 0. Dabei ist /(z) = (z" - 1)/(z - I)=,•-•+ ,,-2 + •·· + z + I. ISi n cine 
Primzahl p, so kann man zeigen, daB /(z) ein Uber K irreduzibles Polynom ist. Man erkennt auch 
Jeicht, daB sich in diesem Fall durch w, w2, ••. , wP-1 alle LOsungen von /(z) = 0 darstellen, wenn w 
eine von ihnen ist. Jeder ErweiterungskOrper K(w) wird Kreisteilung.skOrper genannt. Seine konju
gierten KOrper K(w), K(w2), ••• , K(wP-1), die samtlich den Grad p - l haben, fallen zusammen. 
Die KreisteilungskOrper wurden eingehc;nd von KUMMER in Zusammenhang mit seinen Unter
suchungen Uber das Fermatproblem erforscht. Die erzielten Ergebnisse warerl bahnbrechend fur 
den Aufbau der algebraischen Zahlentheorie. Schon vorher hatte GAUSS eine Methode zur AuflOsung 
der Kreisteilungsgleichung ersonnen. Seine Theorie gestattete zugleich, alle regelmaBigen n-Ecke 
anzugeben, die sich mit Zirkel und Lineal konstruieren !assen. So stehen in der Lehre von der Kreis
teilung drei Gebiete der Mathematik, niimlich Geometric, Algebra und Zahlentheorie, in wunderbarer 
Weise in Wechselbeziehung. 
Einheiten. Besondere ganze algebraische Zahlen ink sind die Einheiten e, die Teiler des Einselementes. 
Ftir sie ist auch der reziproke Wert e-1 ganz algebraisch. In K sind ±I die einzigen Einheiten. In
einem algebraischen ZahlkOrper gibt es aber in  der  Regel unendlich viele Einheiten. Diese !assen 
sich samtlich aus einer endlichen Anzahl von ihnen (Grundeinheiten) durch Multiplizieren und Po
tenzieren ableiten (Dirichlet.scher Einheilensatz). Endlich viele Einheiten haben auBer K die imaginar
quadratischen ZahlkOrper (fur die die erzeugende Zahl ii komplex ist). Die Untersuchung der al
gebraischen ZahlkOrper hat zu sehr interessanten Ergebnissen geffihrt. 
ldealtheorie. Auf Grund der GesetzmaBigkeiten im rationalen ZahlkOrper kann man versucht sein 
anzunehmen, daB sich jede ganze algebraische Zahl eindeutig (bis auf die Reihenfolge der Faktoren 
und bis auf Einheiten) in Primfaktoren zerlegen laBt, die wiederum ganze algebraische Zahlen sind. 
Man erkannte bald, daB diese Vermutung nicht zutrifft. So gibt es im quadratischen ZahlkOrper 
K(H) fiir die Zahl 6 zwei verschiedene Zerlegungen 6 = 2 · 3 =(I+ H) (I - H). Man 
muB sich dabei iiberlegen, daB sich die Fakloren 2, 3, I + H, I - V-5 in K(V-s) nicht weiter 
zerlegen )assen (von Einheitsfaktoren abgesehen). 
Es schien, als ob ein einfacher Aufbau der Theorie nun nicht mOglich sei. Da fand KUMMER einen 
Weg, der sp3.ter von DEDEKIND und KRONECKER unabh3.ngig voneinander ausgebaut wurde. DEDE
KIND schuf die Idealtheorie. Er setzte an die Stelle der ganzen algebraischen Zahlen die Ideate im 
Ring R der ganzen algebraischen Zahlen des KOrpers k und bewies den Hauptsatz: 
Jetks vom Einlreitsitkal R Vt!rschit!Clene Ideal ltiPt sich eindeutig (bis au/ die Reihenfolge tkr Faktoren) 
a/s Produkt von Primidealen darslellen. 

Der Hauptsatz besagt fur den Ring / der ganzen rationalen Zahlen: Jedes Hauptideal (m) ist ein
deutig (bis auf die Reihenfolge der Faktoren) gleich dem Produkt von Primidealen (p1) • (p2) • • • (pn). 
Das ist nur cine andere Fassung des Fundamentalsatzes der elementaren Zahlentheorie 

m = ±P1P2 ··· p,.,. 
Jdealkla.ssen. Zwei Jdeale .A und B des Ringes R in k heiBen aquivalent, wenn es zwei Hauptideale 
(0<) und (ft) gibt, so daB (0<) A = (/f) B ist. Teilt man auf Grund dieses Aquivalenzbegriffes die ldeale 
in R in Klassen ein, so ist die Anzahl h der entstehenden Klassen endlich. Die Hauptideale bilden 
eine Klasse fur sich. Im Ring / der ganzen rationalen Zahlen ist dies die einzige Klasse, d. h., in 
diesem Falle ist h = I. Die Bestimmung von h bereitet Schwierigkeiten, sie gelingt aber mit Hilfe 
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der Analysis. Es besteht cine von DIRICHLET herrilhrende transzendente Klassenzahlformel. FUr 
spez.ielle KOrpertypen kennt man auch cine arithmetische Darstellung von h. 

31.3. Transzendente Zahlen 

Eine Zahl r, die nicht algebraisch ist, heiOt transzendent. Sie genUgt keiner algebraischen Gleichung 
mit ganz.zahligen Koeffi zienten. Es !st nicht. sofort ersichtlich, dafl es transzendente Zahlen gibt. 
LtOUVILLE konstruierte einige, z.B. /i

1 
(1/211!), und zwar auf Grund von S3.tzen, die aussagen, daB 

sich algebraische Zahlen nicht ,.beliebig gut« <lurch rationale annahern !assen. Er bewies u. a.: 
Es gibt fur jede algebraische Zahl tx n-ten Grades eine nur von o: abh3.ngige Zahl a> 0, so da8 fur 
alle ganzen rationalen Zahlen r, s (s > 0) die Ungleichung I(): - r/sl >a· s-" gilt. Sehr tiefliegend isl 
der Satz von Thue-Siegel-Roth: Seien r, s ganze rationale Zahlen mils> 0 und ix eine algebraische 
irra1ionale Zahl. Wenn es dann unendlich viele Brii.che r/s mil (r, s) = I gibt, /iir die lo. - r/sl <. s-µ 
gilt, so ist µ <. 2. 
Von besonderem lnteresse isl die Beantwortung der Frage, ob ein Funktionswert einer gegebenen 
analytischen Funktion transzendent ist oder nicht. HERMITE bewies als erster, dal3 die Basis e der 
natUrlichen Logarithmen transzendent ist. Kurz darauf gelang LINDEMANN der Nachweis, dal3 der 
Flacheninhalt des Einheitskreises ebenfalls eine transzendente Zahl ist. Damit war die UnmOglichkeit 
der Quadratur des Kreises gezeigt, ntimlich mit Zirkel und Lineal ein Quadrat zu zeichnen, das 
einem Kreis von gegebenem Radius flachengleich ist. 
Allgemeiner gilt: Wenn (): =+= 0 ist, kOnnen (): und ee)'. nicht beide algebraisch sein. Die Funktionen 
ex (x =f=' 0) und log x (x =f=' 0, x =f=' I) haben danach fur algebraische x transzendente Werte. Zurn 
Beweis wird die komplexe Funktionentheorie eingesetzt. Mit ihrer Hilfe erhah man weitere Aussagen, 
z. B., daf3 en transzendent ist. 
Oas siebente der 23 von HILBERT zur Jahrhundertwende aufgel.ahlten Probleme konnte gelOst 
werden: ,xfl ist transzendent, falls°' algebraisch und von O und 1 verschieden und p algebraisch irratio
nal ist. Daraus folgt, dal3 der Quotient der Logarithmen algebraischer Zahlen entweder rational oder 
transzendent ist. 
Man kennt sehr viele Transzendenzaussagen, die sich auf elliptische Integrale und elliptische Funk
tionen beziehen, z. B.: Der Umfang einer Ellipse mit algebraischen Achsenl3ngen ist transzendent. 
Weiter spielen in der Theorie der transzendenten Zahlen Fragen der algebraischen Unabh3ngigkeit 
transzendenter Zahlen eine grol3e Rolle. Zu ihnen gehOrt der Satz von Lindemann: 

Sind ix 1, ix 2, ••• , ct" algebraische Zah/en, die Uber dem KOrper K der ralionalen Zah/en linear unab

h<ingig sind, so besteht keine &ziehung Pi c«1 
+ P2 e52 + •·· + p,. e5" = 0 mil nicht gleichzeitig 

verschwindenden a /ge�raischen Koeffizienten Pt , P2 , ••• , p,. . 

32. Algebraische Geometrie 

Die algebraische Geometric entwickelte sich aus der Theorie der algebraischen Kurven tmd Fliichen 
und der mehrdimensionalen Geometrie der italienischen Schule. Die ersten Beitrage zur Theorie 
der ebenen algebraischen Kurven lieferten NEWTON, MACLAURIN, EULER und CRAMER. Der SchOpfer 
der algebraischen Geometric im engeren Sinne war Max NOETHER. Die italienischen Geometer, in 
erster Linie C. SEGRE, SEVERI und ENRIQUES brachten diese Disziplin zur vollen Entfaltung. In diesem 
Jahrhundert wurde von der deutschen Schule, vor allem durch Emmy NOETHER, der Tochter von 
Max NoETHER, VAN DER WAERDEN und GROBNER aus algebraischer Sicht die Vberprllfung ihrer 
Grundlagen in Angriff genommen. 
Algebraische Kunen und Fliichen. Zentraler Begriff der algebraischen Geometrie ist die algebraische 
Mannigfaltigkeit (AM) im n-dimensionalen projektiven Raum Sn , in dem jeder Punkt durch die 
Verh3ltnisse x0 : x1 : •·· : x" von n + I Koordinaten gegeben ist. 
Betrachtet man zur Erl3uterung dieses Begriffes zunachst den Fall n = 2, dann isl S2 eine projektive 
Ebene. Durch eine homogene a/gebraische Gleic/umg F(x0 , x1 , x2) = 0 wird nun eine (ebene) 
a/gebraische Kurve des S2 definiert, d. h., die Kurve ist die Gesamtheit der Punkte (;0 ,,; 1• ,;2), welche 
die Gleichung erfullen. Man erhalt zum Beispiel fur die Parabel y2 = 2p(x - a) d"urch Homo
genisierung xVxA = 2p(xifx0 - a) oder 2apx(3 - 2px0x1 +xi= O; auf der linken Seite steht ein 
homogenes Polynom F(x0, x1 , x2) (Form). Durch zwei homogene algebraische Gleichungen 
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F1(x0 , x,, x 2) = 0, F2(x0 , X1 , x2) = 0 werden die gemeinsamen Punkte der Kurven F1 = 0 und 
F2 = 0 erfal3t, niimlich alle Punkte (�o, � 1, � 2), die beide Gleichungen erfflllen. Sind F, (x0 , x, , x 2) 
und Fz{x0 , x1 , x 2) insbesondere teilerfremd, so ergeben sich nur endlich viele solcher Punkte. Beide 
Fa.lie (algebraische Kurve; endlich viele Punkte) stellen Beispiele fur algebraische Mannigfaltigkeiten 
in der projektiven Ebene dar. 
Im Falle n = 3, d. h. im projektiven Raum S3 , liefert cine Form F(x0 , x 1 , x2 , x3) cine o/gebraische 
Fltiche; zwei teilerfremde Formen F1 (x0 ,x1 ,x i ,x3), Fz{x 0 ,x 1 ,x 2 ,x3) ergeben cine ebene oder 
raumliche algebraische Kurve. Auch drei oder mehr teilerfremde Formen F1 , F2 , F3 , ••• kOnnen 
noch cine Kurve liefern. Die Punkte (� 0 • ,;1 , fi , f3) einer Kurve des S3 erfullen auller den Gleichun
gen F1 = O (i = I, 2 oder ; = I, 2, 3, ... ) noch weitere Gleichungen, z. B. GF1 = 0, wobei G eine 
Konstante, allgemeiner sogar eine beliebige Form sein kann, und (falls F1 und F11; denselben Grad 
haben) F1 ± F, = 0. 

Polynomideale, Nullstellengebilde und algebraische Mannigfaltigkeiten. Um alle diese Gleichungen 
zu fiberblicken, verwendet man zweckm3.13ig den Begriff des Ideals in einem kommutativen Ring R. 

Def in i t iofl: Eine Menge von Elementen des Ringes R heil3t ein Ideal a, wenn mit je zwei Elernenten 
a und b aus a auch a - bin a enthalten ist und ferner mit jedem Element a aus a auch jedes Produkt 
ra in Q liegt, wobei rein beliebiges Ringelemem ist. - Ein einfaches Beispiel bildet die Menge aller 
,a, wobei a ein Jestes Eleme11t aus R ist. Solche ldeale heil3en Hauptideale und werden mit (a) be
zeichnet. - Der ldealbegriff ist historisch erstmals in der Zahlentheorie bei der Behandlung des 
Fermatproblems benutzt worden (vgl. Kap. 31.2.). 1st R insbesondere ein Ring von Polynomen 
f. g, ... , so heil3en seine Jdeale Polynomideale. Betrachtet man in R und demgema.B in seinen ldealen 
nur die Formen, so erh3.lt man die homogenen Jdeale oder H-ldeale. - Ein Punkt (,;) = (�0 , ,;1 , ••• , <;11) 
des S11 heiOt eine Nullstelfe des H-ldeals a, wenn jede Form F(x) = F(x0 , x i , ... , x,.) aus a fur 
x0 = ,;0 , x 1 =,; 1, ••• , x,. = $,. verschwindet. Die Gesamtheit al/er Nullstellen von a heiBt das 
Nulfstelfengebilde (NG) des H-Ideals (vgl. die oben angefuhrten Beispiele). Im folgenden werden 
weitere $3.tze Uber ldeale in kornmutativen Ringen R angegeben, die fur die algebraische Geometric 
von Bedeutung sind. 
Unter dem Durchschnitt a,... h zweier ldeale a und h aus R versteht man die Gesamtheit derjenigen 
Elemente a aus R, die sowohl in a als auch in h liegen. Der Durchschnitt zweier Ideale ist wieder ein 
Ideal. - Als Summe (a, b) von a und h bezeichnet man die Gesamtheit aller Elemente der Form a+ b 

mit a ea, be b. Die Summe zweier ldeale ist wieder ein Ideal. - Ferner wird definiert: Der Durch
schnitt oder Sc/mitt NG(a),... NG(h) zweier Nullstelle11gebilde ist die Menge derjenigen Punkte (.;'), 
die sowohl zu NG(a) als auch zu NG(h) geh6ren. Unter der Vereinigung oder Summe 

NG(a) v NG(b) = NG(a) + NG(b) 

versteht man die Menge aller Punkte, die in wenigstens einem der beiden NG liegen. - Es gelten die 
beiden Satze: (I) NG(a � b) = NG(a) + NG(b), (2) NG(a0 b) - NG(u) � NG(b). Diese Definitionen 
und S3.tze )assen sich auf den Fall endlich vieler ldeale Ubertragen. 
Ein Ideal a heiBt reJuzibel, wenn es der Durchschnitt zweier von a verschiedener ldeale ist; andern
falls nennt man es irreduzibel. Entsprechend bezeichnet man NG(a) als reduzibel oder irreduzibel, 
je nachdem a reduzibel oder irreduzibel ist. 

Beispiel: 11 = (xf - xi)= (x 1 +Xi),... (x 1 - x 2); das NG von II in Si ist das Geradenpaar 
Xt + Xi = 0, Xi - X2 = 0. 

Ein Polynomideal ist aber durch sein NG nicht eindeutig bestimmt. So haben z. 8. die H-ldeale 
a= (x 1 + x i) und b = ((x 1 + xi)i) in Si dasselbe NG, n3.mlich die Punkte der Geraden x i + xi = 0. 
Daher empfiehlt es sich, festzulegen, daB cine algebraische Mannigfahigkeit AM(a) nicht allein durch 
NG(a), sondern noch durch weitere Angaben bestimmt sein soil. So kOnnte man AM(a) durch das 
H-Jdeal a selbst charakterisieren. In diesem Sinne ist in obigem Beispiel AM(a) =½= AM(h). Nun 13.Ilt 
sich jedes Polynomideal als Durchschnitt endlich vie/er irreduzibltr ldeale darstellen (Lasker-Noether
scher Satz): (3) a = q1 ,... qi ,... • • • ,... q!I . Man definiert: Dieser Darstellung entspricht die Zer1egung 
(4) AM(a) = AM(q1) + AM(q,) + •·· + AM(q,). Es sei ausdriicklich bemerkt, daO die Darstellung 
(3) und damit die Zerlegung (4) nicht fur alle ldeale a eindeutig sind. 
Fllr die weitere Untersuchung der irreduziblen Ideale definiert man: Ein Ideal p des Ringes R heiBt 
Primideal, wenn aus obep und a¢p folgt bep. Ein Ideal q aus R heiBt Primiirideal, wenn aus
ab e q und a¢ q, h ¢ q folgt ae e q und b0 e q (e, <1 geeignete nattirliche Zahlen). - FU.r Polynomideale 
gelten nun die folgenden S3.tze: 

(5) Jedes Primideal isl irreduzibel. 
(6) Jedes irreduzlble Ideal 1st primir, aber nlcht jedes Prlmirideal 1st irreduzlbel. 
(7) Zu jedem Prlmirideal f gibt es genau eln Prlmideal p mlt NG(q) = NG(p). 
(8) Die zu den irreduziblen Bestandteilen q1 t f2, .•• , fs aus (3) gebiireoden Primklealep1 ,Pit .. ,p, 

sind durch a elndeutlg bestiaunt; sie beillen die zu a gehorlgen Primideale. 
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Hieraus (vgl. (6), (7)) folgt, da8 es zu jedem NG eines irreduziblen Ideals q genau ein Primideal 
p mit NG(q) = NG(p) gibt. Ein Primideal ist hiernach durch scin NG bercits eindeutig bestimmt. 
Daher definiert man: AM(p) = NG(p). 

Allgemeine NullsteUe. Nach VAN DER WAERDEN kann man jedes NG(p) auch auf folgende Weise 
kennzeichnen: AuBer den sogenannten speziel/en Punkten (!). deren Koordinaten Elemente einer 
algebraischcn Erwciterung des KoeffizientenkOrpers K sind, bctrachtet man dazu auch Punkte 
(9) (<(I))= (� 0(t0 , ••• , t4), •.. , E.(10 , •.• , ,,)), deren Koordinaten Elemente einer algebraischen Er
weiterung von K(t0, •.. , t,) sind. Dabei ist K(t0, .•. , t,) der KOrpcr dcr rationalen Funktionen in den 
Unbestimmten r0, .•. , t, mit Koeffizienten aus K. 
Definition: (�(t)) hei8t al/gemeine Nul/ste/le des Ideals a oder allgemeiner Punkt von NG(a), wcnn 
F(x) ea fur F(;(r)) = 0 notwendig und hinreicbcnd ist; z. B. hat dcr Kreis (10) xf + xJ = x3 

(inhomogen (11) x1 + y1 = I) den a!lgemeinen Punk! (12) xo = to(I + t:}, x1 = t0(1 - ti), 
x1 = 2tot 1 • Es gilt dcr Satz: 

Eln Ideal bat 1enau - elDe alil- Nullstelle, ,,_ es eln Prlmidealp 1st. 

Aus(l2) erhiilt man einen allgemeinen Punkt fur(I I), wenn man zu (13) x=x./xo=(I -tl)/(1 +tl), 
y = x1/x0 = 2t1 /(I + tr) Obergeht. Analog kann man aus (9) einen inhomogen geschriebenen 
allgemeinen Punkt gewinnen, indem man alle Koordinaten durch die erste von Null verschiedene 
dividiert. Die maxi male Anzahl der algebraisch unabhtingigen unter den· so entstandenen inhomogenen 
Koordinaten heiBt die Dimension von p oder von NG(p); dabei nennt man s G rOBen u1, ••• , u, al• 
gebraisch unabhtingig Ober dem KOrper X, wenn aus f(u1 , ... , u,) = 0, wobei / ein Polynom mit 
Koeffizientcn aus Kist, das Verschwinden aller Koeffizienten folgt. - Es gilt nun: Aus (9) erhiilt man 
a/le Punkte des NG(p) (eventuell mit Ausnahme von Bestandteilen niedrigerer Dimension) durch 
Einsctzen aller mOglichen speziellen Werte fur t0 , .•• , '" (Parameterspezialisierungen) in (f(t)). 
So liefer! die allgemeine Nullslelle (12) des Kreises (10) alle seine Punkte, ausgenommen den Punkt S 
mit x0: x1 : x2 = I : (-1): 0. Entsprechend erhiilt man aus (13) alle Punkte von (11) au8er S(x, y) 
= (-1,0). 
Betrachtet man in der Abbildung samtliche Geraden (14) y = 
m(x + I}, so schneidet jede von ihnen den Kreis (11) in S und 
einem weiteren Punkt P, dessen Koordinaten (x, y) durch den 
Ansticg m eindeutig bestimmt sind. Nach Einsctzen von yaus (14) 
in (11) erhiilt man in der Tat (I + m 1) x1 + 2m1x -(1 - m 1) 
= 0. Diese quadratische Gleichung hat die Wurzeln -I und 
(I - m 1)/(I + m 1); daraus ergeben sich mit Hilfe von (14) 
die beiden Punkte S(-1, O) und P((I - m 1)/(I + m 2 ), 
2m /(I + m 1)). Alie so erhaltenen Punkte P sind von Sverschieden, 
da die Gleichung (I - m 1)/(I + m 1) = -I fur kein m besteht. 
Das entspricht der Tatsache, daO die Gerade x = -l von der 
Darstellung (14) nicht erfaOt wird. Umgekehrt wird jeder von 
S verschiedene Punkt P(x, y) des Kreises durch m = y/(x + I) 
auch wirklich erfaOt. W3hlt man den Anstieg m als Parameter 
t 1 , so gehen die Koordinaten von P gerade in (13) Ober. Zurn 

y 

1 X 

m--7 

Unterschied von x =cost, y = sin t ist hiermit sogar cine ratio• 32_1 Rationale Parameterdar-
na/e Parameterdarstellung eines Kegelschnittes gewonnen wor- stellung des Einheitskreises 
den (Abb. 32-1). 

Multiplizitit. Abweichend von der obigen Charakterisierung dcr AM(a) durch das Ideal a kann man 
cine AM auch dann als cindeutig bestimmt definieren, wenn die zu a gehOrigen Primidealep0 (vgl. (8)) 
und zu jedem von ihnen cine nichtnegative ganze Zahl µ

0 
als Vielfachheit oder Multiplizit6t gegeben 

sind, in symbolischer Schreibweise: 
AM(a) = µ1NG(p.) +··· +µ,NG(p,). 

Zurn Beispiel kann man dem frOher betrachteten Ideal b = ((x1 + x1)2 ) als AM die Gerade x1 + x1 
= O mit der Multiplizit3t 2 zuordnen. Die Zweckma.Oigkeit der Einfiihrung eines Multiplizit3tsbe· 
griffes ergibt sich u. a. bei der Untersuchung von Schnit1en algebraischer Mannigfaltigkeiten. Hicrbei 
haben sich drci Multiplizit3tsdefi.nitionen als wesentlich herausgestellt, die zwar filr S2 und S3 Obcr
einstimmen, abcr in hOherdimensionalen R3umen zu verschiedenen Resultaten fi.ihren kOnnen. 
Der einen Definition liegt das von den 3.lteren Geometern postulierte Prinzip der Erhaltung der 
Anzahl zugrundc, wonach die Anz.ahl der Schnittpunkte im speziel/en Fall glcich der im al/gemeinen 
Fall ist. Eine cxakte Fonnulierung und Abgrenzung dcr Anwendbarkeit dieses Prinzips gelang 
VAN DER WAERDEN 1927 durch Einfiihrung des Begriffes dcr relationstreuen Spezialisierung. Hingegen 
wird bei der zweiten, der idea/theoretischen Definition die Multip1izit3t als Idea/hinge. crkHirt. -
Bei .Benutzung dieser Definition gilt im Gegcnsatz zur ersten der verallgemeinerte Bezoutsche Satz 
nicht mchr uneingeschr3nkt; bci anderen Fragestellungen ist aber die Vcrwendung der Idealliinge 
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zweckm3.0ig. - Eine dritte Definition benutzt die ldeall3.nge im allgemeinen Fall (vgJ. 0. H. KELLER: 

Algebraische Geometric, Teubner, i.,eipzig 1974). 

Neuere Metboden. Zur naheren Festlegung des MannigfaJtigkeitsbegriffes Uber NG und Multiplizitat 
hinaus benutzte erstmals ZARISKI 1938 bewertungstheoretische Hilfsmittel, die ihrerseits die Verbin
dung zur Krullschen Theorie der Ste/lenringe oder lokalen Ringe, zur Funktionentheorie und zur 
mengentheoretischen Topologie herstellten. Hierzu und zu der 1946 von A. WEIL gegebenen Neu
begriindung der algebraischen Geometric sowie zur Verwendung topologischer Methoden (Garben
theorie, Cohomologietheorie) findet man Literaturangaben in dem Buch von 0. H. KELLER. An das 
Prinzip der £rho/tung der Anzahl knUpfen grunds3tzliche Ausfi.ihrungen von Ju. I. MANIN zum 
J 5. Hilbertschen Problem an (s. Die Hilbertschen Probleme, Ostwalds Klassiker der exakten 
Naturwissenschaften. Band 252, Akad. Verlagsgesellschaft, Leipzig 1971). Wiihrend MANIN dort 
noch ein Standardwerk Uber die neueren Methoden vermiOt, kann nunmehr verwiesen werden auf 
GROTHENDIECK/D1EUDONNt: Elements de Geometrie a/gebrique I, Grundlehren d. math. Wiss., 
Band 166, Springer-Verlag, Berlin/Heidelberg/New York 1971, ferner auf I. R. ScHAFAREWITSCH: 
Grundziige der a/gebraischen Geometrie, VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin 1972, 
sowie auf M. HERRMANN, L. STAMMLER und U. STERZ: Geometric auf Variet3.ten, VEB Deutscher 
Verlag der Wissenschaften, Berlin 1975. 
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33.1. Topologie der Punktmengen 

In manchen S3.tzen der Analysis oder der Geometric spielen die ZusammenhangsverhOltnisse einer 
Figur cine wesentliche Rolle; z. B. gilt der einfache Satz, da8 cine differenzierbare Funktion einein
deutig sein mu8, falls ihre Ableitung Uberall von O verschiedcn ist, nur dann, wenn ihr Definitions
bereich zusammenhiingend ist. Man kann cine Funktion angeben (Abb. 33-1), deren Definitions
bereich aus den beiden offenen Intervallen JO, I [ und ]2, 3( besteht und die Uberall die Ableitung I 
hat, die aber nicht eineindeutig ist. Kompliziertere Zusammenhangsverhaltnisse treten bei Figuren 
in dcr Ebcne auf. Der Satz, daB ein ebenes Vektorfcld mit vcrschwindender Rotation ein Potential 
hat, gilt im allgemeinen nur dann, wenn der Bereich, auf dem das Vektorfeld definiert ist, keine 
LOCher umschlieBt; er hei8t dann einfach zusammenh3ngend. Man kann z. B. in einem Vektorfeld 
(Abb. 33-2) die Liingen der einzelnen Vektoren so wahlen, da6 es rotationsfrei wird, ohne ein Po
tential zu haben, Wie man erkennt, wenn man Iangs der eingezeichneten geschlossenen Kurve inte
griert. Die durch diese und 3.hnliche Beispiele angeregten Untersuchungen von Figuren auf ihre 
Zusammenhangsverh3.ltnisse bilden einen zwar kleinen, aber doch charakteristischen Teil der Topo
logie. 

k-4 
33-1 Nicht eineindeutige 
Funktion 

33-2 Rotationsfrcies Vcktorfcld 
ohne Potential 

Begriff der Figur. Die unter
suchten Figuren sollen zu
nachst auf einer Geraden, auf 
einer Ebene oder im eukli
dischen dreidimensionalen 
Raum £3 liegen. Dabei ist 
zu erwarten, da8 die-Zusam
menhangsverh3.ltnisse der 
Figuren um so komplizierter 
werden, je hOher die Dimen
sion des Raumes ist, in dem 
sic liegen. Wiihrend es auf 
einer Geraden im wesent

lichen nur darauf ankommt, aus wieviel Teilen cine figur besteht, muB auf der Ebene noch darauf 
geachtet werden, wieviel LOCher die einzelnen Teile der Figur umschliel3en; im dreidimensionalen 
Raum aber kOnnen verschiedene Arten von LOChern in den Figuren auftreten, Kavernen nach 
Art der LOCher in einem Kase oder DurchgOnge nach Art der LOCher in einem Sieb. 
Als Figur wird allgemein cine Menge von Punkten im betrachteten Raum definiert. Figuren werden 
deshalb -auch Punktmengen genannt. Danach kOnnen sich recht komplizierte und unanschauliche 



33. 1. Topologie der Punktmengen 733 Ge bi Ide ergeben, z. B. die Menge aller Punkte einer Ebene, von deren Koordinaten bei einern ka:rtesischen Koordinatensystem eine rational, die andere aber irrational ist. ObwohJ die folgenden Betrachtungen auch fur diese unanschaulichen Punktmengen gelten, geniigt es, ,,vernilnftige" Figuren ins Auge zu fassen, z. B. Strecken auf der Geraden, Kurven oder Flachenstilcke in der Ebene oder Kurven, Fl3.chen und KOrper im £3 • HomOOmorphe Punktmengen. Aussagen ilber Zusamrnenhangsverhaltnisse setzen voraus, daB genau definiert ist, wann zwei Figuren X und Y dieselben Zusammenhangsverhiiltnisse haben; die Figuren X und Y werden dann hom0omorph genannt. Grob anschaulich sind X und Y hom0omorph, falls man X so verbiegen und venerren kann, daB Y entsteht, ohne dabei X zu zerreiBen @ © © � oder irgendwie zusarnrnenzu_hef�en (_Ab. b. o o 33-3). Wurde X auf diese Weise m Y liber-gefuhrt, so ist jedern Punkt p aus X em-eindeutig ein Punkt l(p) aus Yzugeordnet, - --- -d .  h., man hat eine eineindeutige Abbildung � ----/ von X auf Y hergestellt, durch die jedem Punkt p aus X der Punkt f(p) aus Y zugeordnet wird, in den p bei der Verzerrung von X in Y ilbergeht. Aus der Bedingung, da8 X bei der Deformation nirgends zerrissen wird, folgt filr die Abbildung /, daB geni.igend nahe beieinandergelegene Punkte p, q aus X nahe beieinandergelegene Bilder f(p), f(q) haben. Diese Eigenschaft von I kann rnittels des 33-3 ZerreiBen (-+) und Verkleben (+-) von Flachen Abstands d(p. q) zwischen den Punkten p, q prazisiert werden und lautet dann ganz iihnlich wie die Bedingung der Stetigkeit von reellen Funktionen. Eine Abbildungl einer Figur X in eine Figur Yhei8t stetig, wenn es zu jedem Punktp aus Xund zu jeder positiven Zahl s cine positive Zahl b mit der Eigenschaft gibt, da8 filr jeden weiteren zu X gehorenden Punkt q aus d(p. q) < 6 stets d(f(p), f(q)) <, folgt. DrUckt die Stetigkeit der Abbildung I aus, da8 die betrachtete Verzerrung die Figur X nirgends zerrei8t, so bleibt zu prazisieren, da8 keine Verheltungen vorgenommen und keine LOCher zugedri.ickt werden. Dazu dient die Umkehrabbildung 1-1 von /, die jedem Punkt p' aus Y den wegen der Eineindeutigkeit von / eindeutig existierenden Punkt p aus X mit der Eigenschaft /(p) = p' zuordnet. Da0 bei der durch / beschriebenen Verzerrung nichts verheftet wird, bedeutet, da0 bei 1 -1 nichts zerrissen wird, daB also 1-1 stetig ist. Daraus ergibt sich die exakte Definition filr hom0omorphe Figuren X, Y. Figuren X, Y sind bomOOmorph, falls es eine eineindeutige stetige Abbi/dung f von X auf Y gibt, fur die auch die Umkehrung 1-1 stetig ist. Die Abbildung / hei8t dann HomOOmorphismus oder topologische Abbildung. 
Beispiele. 1: Die senkrechte Projektion eines Kreises auf einen Durchmesser ist eine stetige Abbildung, aber kein Hom0omorphismus, da sie nicht eineindeutig ist (Abb. 33-4). 
2: Die Zentralprojektion des Randes eines Quadrates auf einen Kreis ist ein HomOOmorphismus (Abb. 33-5). 
3: Die Abbildung eines Kreises K auf das halboffene Intcrvall (0, 2n[, die jedem p aus K den p entsprechenden Winkel <p(p) aus [0, 2,i[ zuordnet, ist im Punkte p0 mit dem Winkel 0 nicht stetig; denn die Bilder der in der Niihe von p0 gelegenen Punkte aus K liegen an den beiden Enden des Intervalls, d. h. weit auseinander (Abb. 33-6). 

� ��;d,:;�J:�;i��e�n��CIS 
. � 33-6 Abb.tdung 0 • QPo P 

,jl" 211 33-4 Projektion eines Kreises auf seinen Durchmesser eines Kreises auf eine halboffene S1rccke 
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Die Definition des HomOOmorphismus trifft nicht genau die anschauliche Vorstellung, homOo
morphe Figuren durch Verzerren und Verbiegen ineinander Oberzufiihren; vielmehr muB, um jc 
zwei homOomorphe Figuren ineinander UberfOhren zu kOnnen, noch zugelassen werden, die erste 
Figur beliebig aufzuschneiden, wenn sic nur nach dem Verbiegen und Verzerren Punkt fur Punkt 
wieder so zusammengeklebt wird, wie sic anfangs aufgeschnitten wurdc. Von vier Bandem B1 , B2 , 
B3 , B4 (Abb. 33-7) sind B3 und B4 homOomorph zu B1 , und nur das MObiussche Band B2 ist es nicht. 
Dabei wurde B2 nach dem Aufschneiden einmal verdrillt, B3 wurde zweimal verdrillt, und B4 wurde 
nach Strecken in der Llingsrichtung des Bandes verknotet. B1 ist nicht zu B2 homOOmorph, da B1 

zwei Randkurven, B2 aber nur cine Randkurve hat. Die Bander B1 und B3 sind homOomorph, da 
die schwarze Randkurve von 81 auf die schwarze von B3 und die rote Randkurve von B1 so auf die 
rote Randkurve von B3 abgebildet werden kann, daO je zwei gegentiberliegende Randpunkte p, p'  
von B1 in  gegentiberliegende Randpunkte f(p), f(p') von B3 Ubergehen. Wird dannjede Strecke zwi
schen gegentiberliegenden Randpunkten p, p' auf die Strecke zwischen f(p) und /(p') abgebildet, 
ergibt sich ein HomOomorphismus von B1 auf B3 . Trotzdem 13.0t sich B1 nicht in B3 verbiegen, 
sondern man hat B1 zunachst langs der Strecke p, p' aufzuschneiden, zu verdrillen und dann wieder 
zusammenzufugen. Wollte man auf 3.hnliche Weise B1 in B1 Uberfuhren, so waren beim Zusamrnen• 
fugen Punkte zu verheften, die vor dern Aufschneiden voneinander entfernt lagen. 
DaB HomOomorphismen auch im t3.glichen Leben vorkomrnen, zeigt z. B. cine schematische Dar• 
stellung eines U-Bahn- oder Stral3enbahnnetzes mit Angabe der UmsteigemOglichkeiten. 

33-7 Unvcrdrilltc, vcrdrilltc und vcrknotetc Bander 

33-8 Geschlossene Kurve C mit iiuBerem 
Punkt P 

Topologische Eigenschaften. Eigenschaften von Punktmengen, die nur von den Zusammenhangs
verhaltnissen abh3ngen, bezeichnet man als topologisch. Treffen sie fur cine Punktmenge zu, so gelten 
sie auch in jeder dazu hom6omorphen Punktmenge. Danach sind S6tze der Topologie Aussagen 
Uber topologische Eigenschaften von Punktmengen. Ein Beispiel dafur ist der Jordansche Kurven
satz. Das ist cine Aussage Uber die Eigenschaften, cine einfach geschlossene Kurve zu sein, d. h. cine 
Kurve, die sich nicht selbst schneidet, und dartiber, die Ebene in zwei Teile zu zerlegen. Beide sind 

Jonlanscber Kunensatz. Jede einfacb gescbl.....,. ebene Kune zerlegt die Ebene in zwel Telle. 

topologische Eigenschaften, denn einmal istjede zu einer einfach geschlossenen Kurve homOomorphe 
Punktmenge wieder cine einfach geschlossene Kurve, die man als cine zum Kreis homOomorphe 
Punktmenge definieren kann; zum anderen besagt das Zerlegen in zwei Teile, dall das Kornplement 
aus zwei getrcnnten Teilen besteht, und ist de6halb cbenfalls cine topologische Eigenschaft. Dieser 
so selbstverst3ndlich anmutende Satz ist nicht einfach zu beweisen. Einen Begriff hiervon bekommt 
man, wenn man sich vor Augen filhrt, dall cine einfach geschlos�ne Kurve C recht unUbersichtlich 
in der Ebenc licgen kann, so dall auf den ersten Blick gar nicht zu entscheiden ist, ob ein gegebener 
Punkt P innerhalb oder au8erhalb dieser Kurve liegt (Abb. 33-8). 

Aul3er den S3tzen, die Uber topologische Eigenschaften von Punktmengen etwas aussagen, rechnet 
man auch noch solche Satze zur Topologie, die haupt53.chlich von topologischen Begriffen handeln, 
z. B. von stetigen Abbildungen wie der Brouwersche Fixpunktsarz. 

Brouwencber Fbcpunktsatz. Isl K eine Kreisocbelbe, elnscblleBlich der Perlpbede, so bat Jede stetlge 
Abblld- YOII K In K einen Fixpunkt, d. b. elnen Punk!, de, auf slcb selbst abgebildet win!. 

Wird also die Kreisscheibe so verzerrt, daB die entstehende Figur nirgends Uber die Kreisscheibe 
hinausragt, so muO ein Punkt nach der Verzerrung wieder seine alte Lage einnehmen. 
Eine Hauptaufgabe der Topologie ist es zu entscheiden, ob zwei vorgegebene Figuren X, Y hornOo• 
morph sind. Sind X und Y tatsachlich homOomorph, so 13.0t sich der Beweis oft filhren, indem man 
nach einigem Probieren einen HomOomorphismus findet. Sind X und Y dagegen nicht homOomorph, 
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so ist der Nachweis dafiir meist komplizierter. Eine grundlegende Methode fur solche Beweise besteht 
darin, cine topologische Eigenschaft zu finden, die auf eine der Mengen X oder Y, nicht aber auf die 
andere zutrifft. Dann kOnnen X und Y nicht homOomorph sein, denn topologische Eigenschaften 
treffen auf alle zu einer Punktmenge homOomorphen Punktmengen gleichzeitig zu oder gleichzeitig 
nicht zu. Dieser Weg erfordert, recht viele topologische Eigenschaften zu kennen; einige besonders 
einfache und wichtige seien deshalb angefuhrt. 
Man nennt cine Punktmenge Z zusammenhQngend, falls sich je zwei Punkte p, q aus Z durch cine in z 

verlaufende Kurve verbinden )assen, d. h., falls es cine stetige Abbildung einer Strecke in die Punkt
menge Z gibt, die die beiden Endpunkte der Strecke in p bzw. q Uberfiihrt. Zusammenhangend ist 
danach cine Figur, die nicht aus mehreren getrennt liegenden Teilen besteht. Zusammenh3.ngende 
Figuren der Ebene oder des Raumes kOnnen noch L6cher aufweisen. Gewisse Arten dieser LOCher 
werden durch die Eigenschaft des einfachen Zusammenhangs ausgeschlossen. Eine Punktmenge Z 
ist einfach zusammenhtingend, falls sich jede in Z verlaufende geschlossene Kurve innerhalb Z auf 
einen Punkt zusammenziehen JaBt. Man erkennt anschaulich, daB einfach zusammenhangende ebene 
Figuren kei ne LOCher mehr aufweisen kOnnen, weil sich eine geschlossene Kurve, die ein solches Loch 
umschlingt, nicht in Z zu einem Punkt zusammenziehen lieBe. Dagegen werden bei raumlichen Figu• 
ren durch den einfachen Zusammenhang zwar Durchg3nge, nicht aber Kavernen ausgeschlossen; 
z. B. ist cine Hohlkugel einfach zusammenhangend, obwohl sic hohl ist und deshalb cine Kaverne hat, 
ein Sieb dagegen ist nicht einfach zusammenhangend. 
Diese Art von topologischen Eigenschaften, die auf die LOCher in Figuren und damit auf deren 
Zusammenhangsverh31tnisse Bezug nehmen, waren der Ausgangspunkt der algebraischen Topologie, 
in der man die Zusammenhangsverhaltnisse auch von hOherdimensionalen Figuren durch gewisse, 
den Figuren zugeordnete Invarianten beschreibt. Diese Invarianten kOnnen Zahlen oder auch al
gebraische Strukturen wie etwa die Homologie- oder·die Homotopiegruppen sein. Jeder Figur werden 
dabei gewisse Zahlen und Gruppen zugeordnet, und diese sind topologisch invariant, indem ent
sprechende Zahlen oder Gruppen von homOomorphen Figuren gleich bzw. isomorph sind. Ein 
einfaches .Beispiel fiir cine solche Jnvariante ist die Anzahl der zusammenhangenden Teile, aus denen 
eine Figur besteht. Etwas komplizierter ist die £u/ersche Charak1eris1ik x(X) einer Figur X. FOr ein 
Polyeder P stUtzt sich ihre Definition auf folgende Festlegungen. Ein i-dimensionales Simplex a1 mit 
i = 0, I, 2, 3 ist fur i = 0 eine einpunktige Menge, fUr i = I cine Strecke, fiir i = 2 ein Dreieck 
oder fur i = 3 ein Tetraeder. Es hat mithin i + I Eckpunkte. Kommen unter diesen Eckpunkten alle 
Eckpunkte eines anderen Simplexes -r:1 vor, so schreibt man TJ �a'. Unter einem simplizialen Kom
plex K versteht man dann cine endliche Menge von Simplexen, die folgende Bedingungen erfullt: 
(1) ist a1 aus K undTl�a•, so ist auch-il ausK; (2) sind a1 und TJ ausK, so ist a1 ,-..-il leer, oder es 
gilt a1 ,-.. TJ � a' und a' ,-.. TJ� Tl. Die Vereinigung aller zu einem Komplex K gehOrenden Simplexe 
wird Po/yeder P genannt, und K hei8t eine Triangulalion von P. W3hlt man cine Triangulation K 
von P und bezeichnet man mit n1 die Anzahl dee i-dimensionalen Simplexe von K fur i = 0, I, 2, 3, 

l 

so wird die Eulersche Charakteristik x(P) von P durch x(P) - 1: (-1)' n, definiert. Es lailt sich 
, .. 

zeigen, daB diese Zahl x(P) nur von P, nicht aber van der speziellen Triangulation K abh3ngt und 
daB fur homOomorphe Polyeder P und Q die Zahlen x(P) und x(Q) ilbereinstimmen, so daB x tat-
53.chlich cine topologische lnvariante darstellt. Die Abbildung 33-9 stellt z. B. die Triangulationen K 
und K' der Oberflache P eines Tetraeders und 
der Oberflache P' einer gelochten Platte dar. 
Dabei ist P zur Kugeloberfl3che homOOmorph, 
wahrendjede zu P' homOomorphe Fl3che Ring
oder Torusftache genannt wird. Die Anzahl der 
Simplexe in K sind n0 = 4, n1 = 6, n2 = 4, n3 

= 0, die in K' dagegen nQ = 16, n; = 48, 
n; = 32, nJ = 0, so daB sich x(P) = +2, 
x(P') = 0 ergibt. Die Polyeder P und P' sind 

K 

also nicht homOomorph. 33-9 Triangulicrte Simplexoberfliiche und gelochtc 
Jeder Punktmenge X la8t sich eine natiirliche Platte 
Zahl dim X zuordnen, die Dimension der Punkt-
menge genannt wird. FUr Figuren, z. B. cine Kurve C, eine Flache Foder einen KOrper K, denen man 
im anschaulichen Sinne cine Dimension zusprechen kann, stimmt die Zahl dim X mit dieser Dimen
sion Uberein, d. h., es gilt dim C = I, dim F = 2, dim K = 3. In der Dimensionstheorie kan� aus der 
exakten Definition von dim X hergeleitet werden, daB homOomorphe Punktmengen X, Y die gleiche 
Dimension dim X = dim Y haben. Danach ist die Dimension einer Figur cine topologische Eigen• 
schaft, z. B. kann cine Flache nicht zu einer Ku.rve homOomorph sein. 

Umgebung eines Punktes. Aul3er Zusammenhangs- und Dimensionsverh3.ltnissen untersucht die 
Topologie weitere Eigenschaften von Figuren, die auch in anderen Teilgebieten der Mathematik, 
z. B. in der Differentialrechnung, cine Rolle spielen. Will man die Ableitung einer auf einem abge-



736 33. Topologie 

schlossenen Intervall / definierten Funktion in einem Punkt x aus / erklaren, so kommt es wesentlich darauf an, ob x ein Endpunkt von / ist oder nicht; denn in den Endpunkten kann man nur voneiner rechts- bzw. linksseitigen Ableitung sprechen. Ahnlich ist es mit einer Funktion f(x, y) van zwei Veriinderlichen, deren Definitionsbereich cine Punktmenge D der x, y-Ebene ist. Will man hier in einem Punkt (x, y) aus D die partiellen Ableitungen oder das totale Differential von / definieren, so hat man zu unterscheiden, ob dieser Pun kt im I nnern oder auf dem Rande von D liegt. Man 
mu8 also h3.ufig innere Punkte und Randpunkte einer Figur unterscheiden. Die Prazisierung dieser Begriffe geht von dem der Umgebung eines Punktes aus. Als £-Umgebungen Ui(p) eines Punktes p einer Punktmenge bezeichnel man die Menge aller Punkle, die von p einen kleineren Abstand als £ haben; dabei isl £ eine beliebig vorgegebene positive Zahl. In diesem Zusammenhang isl es wichlig zu wissen, ob der Punkt p als auf einer Geraden, auf einer Ebene oder im Raum liegend angesehen wird; denn w3.hrend die e-Umgebung eines Punktes auf einer Geraden die endpunktlose Strecke der L3.nge 2£ mit dem Mittelpunkt p ist, ist die £-Umgebung eines Punktes p auf einer Ebene die Kreisscheibe bzw. im Raum die Vollkugel mit dem Radius£ ump; die Randkurve bzw. die Oberfl3.che rechnet man in diesem Fall nicht zur Kreisscheibe bzw. zur Kugel. Man unterscheidet t-ei jeder Figur F innere Punk le p, die cine ganzin F enthahene £-Umgebung haben, von den Randpunkten q, fur

Q · I. die in jeder e-Umgebung auch Punkte enthalten sind, die nicht 
}� . __ q'_; zu F geh0ren (Abb. 33-10). Man sieht, daB die Dimension des - Raumes, in dem die Figur liegt, fur diese Festlegung cine ausschlaggebende Rolle spielt. In der Ebene z. B. ist der Mittelpunkt M einer Kreisscheibe K innerer Punkt; faBt man aber K als 

33_10 Randpunkt q und innerer Figur des Raumes auf, so enth3.lt sic nur Randpunkte, daes keine 
Pun kt P ganz in K gelegene Kugel mit dem Radius£ gibt. Offene Figuren sind Figuren ohne Randpunkte, sic bestehen nur aus inneren Punkten, z. B. cine Vollkugel im Raum, zu der die Oberfl3.che nicht gerechnet wird. In der Funktionentheorie spielen die offenen zusammenh3.ngenden Punkl-mengen der Ebene cine besondere Rolle; man nennt sic Gebiete. Ein Punkt p heiBt Beriihrungspunkt der Punktmenge X, falls in jeder E-Umgebung von p wenigstens 
ein Punkt aus X liegt. Anschaulich gehoren zur Menge dieser Beruhrungspunkte die Punkte von X selbst und die, die X wenigstens ,.unendlich nahe" liegen, z. B. auch die Endpunkte eines offenen lntervalls, die nicht zum lntervall geh0ren, ihm aber unendlich nahe liegen. Zu einer randlosen Kreisscheibe Kin der Ebene mit dem Radius, um den Punkt z geh0ren als Berilhrungspunkte aufler den Punkten p mit d(p, z) < r noch die Punkle q der Peripherie mit d(q, z) = r. Geh0ren alle Berilhrungspunkte einer Punklmenge F zugleich zu F, so wird die Punktmenge abgeschlossen genannt. Die aus alien der Bedingung d(p, z) < r genilgenden Punkten bestehende Kreisscheibe wird durch Hinzunahme ihrer Randpunkte q mit d(q, z) = r abgeschlossen. Die wesentliche Beziehung zwischen offenen und abgeschlossenen Punktmengen besteht darin, da8 cine Menge G in einer Geraden, einer Ebene oder im Raum genau dann offen ist, wenn ihr J<omplement, d. h. die Menge, die ilbrigbleibt, wenn man aus der Geraden, der Ebene bzw. dem Raum die Menge G herausnimmt, abgeschlossen ist. FUr sp3.lere Verallgemeinerungen werden die Begriffe der E-Umgebung Ulp) eines Punktes p und der offenen Menge auf Punkte und Teilmengen einer Punktmenge X relativiert. Zu der in X gebil
deten e-Umgebung eines Punktes p aus X geh0ren dann nur die Punkte q mit d(p, q) < E, die zugleich Punkte von Xsind, d. h., X,... U

e
(p) ist die in X gebildetee-Umgcbung vonp. Entsprechend bezeichnet man eine Teilmenge G von X als in X offen, falls jeder Punkt p aus G cine in X gebildete E-Umgebung hat, die ganz in G liegt. Auch die leere Menge, die Teilmengejeder Menge und dam it auch von X ist, sieht man als in X off en an. 

Fur das System ■lier la X olfenen Tellmeagea gilt: 

1. Ganz X und auch die leere Menge sind offene Teilmengen in X. 2. Die Yereinigung belkbig vie/er in X offener Mengen ist offen in X. 
3. Der Durchschnill von endlich vie/en in X offenen Mengen isl of/en in X. 

Mit diesen Begriffen der in einer Punktmenge gebildeten £-Umgebung und der in einer Punktmenge offenen Menge IaBt sich die Sletigkeit einer Abbildung / einer Punktmenge X in eine andere Y neu 
formulieren. @GPU,-_@@� VEine Abbi/dung f einer Punktmenge X in tine 

Punktmenge Y ist genau dann stetig, wenn man 
zu jedem Puitkt p aus X und zu jeder in Y ge
bildeten e-Umgebung Vvonf(p)eine inX11ebildete 
d-Umgebung U von p finden kaM, die bei f ganz 
in V ab11ebildet wird (Abb. 33-1 /). 33-11 Stetige Abbildung 
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. Eine Abbi/dung f von X in Y ist genau dann stetig, wenn dos voile Urbi/d einer jeden in Y ojfenen 
Menge eine in X offene Menge ergibt. 

Das voile Urbild A einer Teilmenge B von Ybei einer Abbildung fist die Menge aller der Punkte aus 
X, die bei /auf Punkte von B abgebildet werden. 

33.2. n-dimensionale Riiume 

Die bisherigen Ausfiihrungen galten filr Figuren auf einer Geraden, in der Ebene oder im Raum, also in den euklidischen R3.umen £ 1 , £2 und £3. Ihre Verallgemeinerung auf den n•dimensionalen euklidischen Raum £" geht davon aus, daB nach Einfiihrung eines kartesischen Koordinatensystems im £3 jedem seiner Punkte p das Koordinatentripel (x1 , x2 , x3) zugeordnet werden kann. Die so dcfiniertc A.bbildung der Menge der Punkte des £3 auf die Menge aller Zahlentripel ist eineindeutig, und solange man das kartesische Koordinatensystem beibehalt, kann jeder Punkt als Tripe! reeller Zahlen angesehen werden. Entsprechend wird £" festgelegt. 
£" ist die Menge aller n-Tupel (x1 , x2 , ••• , x") von reellen Zahlen; ein n-Tupel als Element dieser Menge wird gewOhnlich Punkt genannt. 

Entsprechend dem Abstand d(p, q) = [(y1 - x1)2 + (y2 - x2)2 + (y3 - x3)2 ]1l2 zweier Punkte 
p = (x1, x,, x3) und q = (y1, y2, y3) in £' definiert man den Abstand d(p, q) im E"; er hat die gleichen drei wesentlichen Eigenschaften wie im £3, wobei die D,e;ecksungleichung besagt, da8 in dem von p, q, r aufgespannten Oreieck cine Seite hOChstens so Jang ist wie die Summe der beiden anderen. 

Abstand der Punkte p, q im £tt 

d(p, q) = V f: (y1 - x1)2 

1-1 

I. d(p. q) = d(q, p) 

2. d(p, q);;;, 0, d(p, q) = 0 genau dann, wenn p = q 

3. Dreiecksungleichung: d(p, r),;; d(p, q) + d(q 1 
r) 

Entsprechend wie fur £tt mit n = I, 2, 3 !assen sich fur jede natUrliche Zahl n mit diesem Abstand 
d(p, q) bei Teilmengen X, Yvon E" topologische Bcgriffe definieren. Die Abbi/dung f einer Punktmenge X in eine Punktmenge Y ist stetig, falls es zu jedem Punkt p aus X und zu jeder positiven Zahl e eine positive Zahl 6 gibt, so da8 fur jeden Punkt q aus X die Bedingung d(p, q) < 0 die Eigenschaft d(f(p), f(q)) < e impliziert. Eine solche Abbildung / wird HomOOmorphismus von X auf Y genannt, falls sie X eineindeutig auf ganz Y abbildet und falls sowohl f als auch 1-1 stetig sind. Zwei Punktmengen X und Y, die sich homOomorph aufeinan4er abbilden !assen, heiBen wieder homOomorph. SchlieBlich kann man auch die e-Umgebung eines Punktes in einer Punktmenge genau wie oben definieren, so daB alle Grundbegriffe auf die jetzt betrachteten allgemeineren Punktmengen Ubertragen sind. HOherdimensionale Raume kOnnen bei der Untersuchung von Objekten oder von Zustanden angewendet werden, die sich nicht <lurch hOchstens drei, wohl aber durch endlich viele Koordinaten beschreiben !assen, z. 8. in der Physik, in der ein punktartiges Ereignis auBer <lurch die drei Koordinaten des Ortes noch durch eine Koordinate der Zeit fixiert werden mu8. Jedes solche Ereignis entspricht damit einem Punkt im vierdimensionalen Raum £4• Hat man nicht nur ein Ereignis, sondern cine ganze Menge von Ereignissen zu beschreiben, wie etwa bei einern in der Zeit ablaufenden ProzeB,so erhiilt man eine Punktmenge in £4• Ahnlich ist es bei der Beschreibung des Zustandes eines physikalischen Systems mit mehreren Freiheitsgraden. Einen Zweck hat diese Betrachtungsweise allerdings erst dann, wenn es gelingt, auch in hOherdimensionalen Raumen interessante, fur die Anwendungen niitzliche geometrische oder topologische Satze zu formulieren und zu beweisen; dafiir werden zwei Beispiele angegeben. 
Jordan-Brouwerscher Zerlegungssatz. Bei der Verallgemeinerung des fur £2 ausgesprochenen Jordanschen Kurvensatzes zunachst auf £3 ist die geschlossene Kurve durch cine zweidimensionale topo
/ogische Sphare zu ersetzen. Oarunter versteht man cine der Kugeloberfl.ache hornOomorphe Punktmenge des £3, die anschaulich <lurch Verbiegung aus dieser hervorgeht. Jede zweidimensionale Sphiire zerlegt den £3 in zwei Teile. Im£" bezeichnet man in Analogie hierzu cine Punktmenge, deren Punkte p von einem festen Punkt z hOChstens den Abstand d(p, z) � r haben, als n-dimensionale Vollkugel und die Menge der Punkte q, fur die d(q, z) = r, als den Rand dieser Vollkugel. Eine (n - 1)-dimensionale topologische Sphtire ist dann cine zu diesem Rand homOomorphe Punktmenge im £"; man kann sagen, da8 sic ein eventuell verbogener Rand der n-dimensionalen Vollkugel ist. Damit )assen sich der verallgemeinerte JordanBrouwersche Zerlegungssatz und der Brouwersche Fixpunktsatz formulieren. 
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Jordan-Brouwencher Zerlegungssatz. Jede (• - 1)-dlmensiooale topologiscbe Spbire zerlegt E• 
in zwei Teile. 
Brouwerscber Fixpunktsatz. 1st/ eine stelige Abbildung elner n-dlmemionalen Vollkugel in sich, so 
bat/ einen Fixpunkt. 

33.3. Topologische Strukturen 

Zu ungleich weitergehenden Verallgemeinerungen der anschaulichen topologischen Begriffe als 
beim Ubergang von den h&hstens dreidimensionalen zu beliebigen euklidischen Raumen gelangt 
man, wenn man den in der Algebra entwickelten Strukturbegrif

f 

in die Topologie einfllhrt. Don 
geht man von den Zahlbereichen zu allgemeinen algebraischen Strukturen wie Ringen und KOrpern 
in einem AbstraktionsprozeB Uber, bei dem man von den fur die Algebra unwesentlichen Eigenschaf
ten der Zahlen absieht und nur das beibehalt, was als Grundlage fur algebraische Untersuchungen 
notwendig ist. Soll ein ahnliches Programm in der Topologie ausgefi.ihrt werden, so gilt es zuerst 
festzustellen, welche Eigenschaften der Punktmengen den topologischen Betrachtungen zugrunde 
liegen, und sodann cine al/gemeine Struktur zu definieren, van der nichts weiter gefordert wird, als 
daO in ihr diese Voraussetzungen topologischer Untersuchungen realisiert sind. Zu den wesentlichen 
Eigenschaften von Punktmengen, die zu topologischen Begriffen fi.ihren, gehOrt die MOglich
keit, filr Abbildun�en zwischen Punktmengen die Stetigkeit definieren zu kOnnen, denn durch die 
Stetigkeit JieBen sich viele weitere topologische Begriffe, z. B. HomOomorphie und Zusammenhang, 
definieren. 
Unter einer topologisclten S1r11k111r wird man deshalb eine Menge T mit bestimmten Eigenschaften 
verstehen, durch die es mOglich wird, fiir eine Abbildung / einer solchen Struktur Tin eine ebensolche 
Struktur T' zu erklaren, ob/ stetig ist oder nicht. Es liegt nahe, die in der Ftmktionalanalysis einge
filhrten metrische11 Riiume als die passende Struktur anzusehen, denn die Stetigkeit liiOt sich definieren, 
wenn man nur den Abstandsbegriff zur Verfugung hat (vgl. 11-dimensionale Riiume), und metrische 
Riiume sind gerade Mengen, in denen zwischen je zwei Elementen p, q ein Abstand d(p, q) definiert 
ist. Obwohl dieser Weg beschritten werden kann, haben sich doch bei manchen topologischen Unter
suchungen diese metrischen Riiume noch als zu speziell erwiesen. Zu einer endgUltig allgemeinen 
Definition topologischer Strukturen benutzt man, daB die Stetigkeit einer Abbildung / von einer 
Punktmenge X in eine Punktmenge Y schon definiert werden kann, wenn nur die in X bzw. in Y 
offenen Mengen bekannt sind (vgl. Topologische Eigenschaften), denn fist genau dann stetig, wenn 
das voile Urbild jeder in Y offenen Menge in X off en ist. 
Als fur die Topologie passende S1ruktur wird deshalb der topologisclte Raum definiert. 

£in topologischer Raum T ist eine Me11ge, ill der ei11 System O von Tei/mengen ausgezeichnet ist, 
das folgenden Voraussetzungen genilgt: 1. T tmd die leere Menge gehiiren zu O; 2. die Vereinigung 
beliebig vie/er zu O gehdrender Mengen gehdrt wieder zu O; 3. der Durchschnill endlich vie/er zu 0 
geh6render Mengen geh6rt wieder zu 0. Die zu O gehOrenden Me11gen werden offene Teilmengen 
von T genannt. 

Diese drei Forderungen entsprechen genau den oben fur die offenen Teilmengen einer Punktmenge 
angefuhrten Eigenschaften, so daB jede Punktmenge mit dem System ihrer offenen Teilmengen ein 
topologischer Raum ist. Da man in einem topologischen Raum von otrenen Teilmengen sprechen 
kann, la8t sich die socben wiederholte Stetigkeitsdefinition wOrtlich fur Abbildungen eines topologi
schen Raumes Tin einen topologischen Raum T' Ubernehmen. Eine Abbildung / von Tin T' wird 
Hombomorphismus genannt, falls / eineindeutig ist und / und 1-1 beide stetig sind. Zwei topo
logische Riiume T, T' heiBen homOomorph, falls sich T durch einen HomOomorphismus auf T' 
abbilden liiBt. Ein topologischer Raum TheiBt zusammenhiingend, falls es zu je zwei seiner Elemente 
p, q cine stetige Abbildung einer Strecke in den Raum T gibt, bei der von den beiden Endpunkten 
der Strecke eincr auf p und der andere auf q abgebildet wird. 
Diese Beispiele zeigen, wie sich von Punktmengen bekannte Begriffe auf topologische Raume Uber
tragen )assen. Jedoch sind die Aussagen Uber allgemeine topologische Raume weit weniger geometrisch 
anschaulich als die Uber Punklmengen. Auch !assen sich nicht alle topologischen Begriffe Uber 
Punktmengen auf topologische Riiume verallgemeinern; z. B. ist es nicht mOglich, auf vOllig be
friedigende Weise jedem lopologischen Raum eine Dimension zuzuordnen. Die allgemeilte oder 
menge,uheoretische Topologie, deren Aufgabe die Untersuchung topologischer Riiume ist, kann in 
vielen ihrer Teile kaum noch der Geometric zugerechnet werden, sie hat vielmehr den Charakter 
einer Srrukturtheorie, vergleichbar dem der Gruppentheorie in der Algebra. Wie in der Gruppen
theorie etwa abelsche Gruppen, werden auch hier topologische R3.ume untersucht, die auBer den 
Bedingungen 1., 2. und 3. noch zusatzliche Axiome erfullen, z. B. das Hausdor/fsche Trennungs-



axiom: Zu je zwei Elementen p, q aus T gibt es disjunkte offene 
Mengen X, Y mit folgender Eigenschaft: p e X, q E Y (Abb. 33-12). 
Topologische Riiume sind allgemeiner als metrische Riiume, so daO 
jeder metrische Raum insbesondere ein topologischer Raum ist. Da
mit ist gemeint, daB in jedem metrischen Raum ein System O von 
offenen Mengen ausgezeichnet ist. Diese offenen Mengen erhalt man 
ganz ahnlich wie in euklidischen Riiumen: Bezeichnet Meinen me-
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trischen Raum, p einen Punkt aus M und e cine positive Zahl, 33-12 Zum Hausdorffschen 
so ist die e-Umgebung von p in M die Menge aller Elemente aus Trennungsaxiom 
M, die von p einen kleineren Abstand als e haben. Eine Teilmenge 
X von M heiBt off en, falls jedes Element aus X cine in X enthaltene t:-Umgebung hat. Es ist nicht 
schwer zu beweisen, daB die so definierten offenen Mengen die Eigenschaften I., 2. und 3. haben, so 
daB M hiermit tats3.chlich zu einem topologischen Raum wird. Aus dieser Bemerkung ergibt sich 
die wichtige Folgerung, daB Satze und Begriffe der allgemeinen Topologie sofort auf metrische 
Raume und damit insbesondere auf funktionalanalytische Untersuchungen anwendbar sind. 
Als Beispiel filr eine Frage aus der allgemeinen Topologie sei das Metrisationsproblem erwahnt: 
Welche Bedingungen muB das System O der offenen Mengen eines topologischen Raumes T erfullen, 
damit Tmetrisierbar wird, d. h., damit man in Teinen Abstand ddefinieren kann, so daB Tzu einem 
metrischen Raum wird, <lessen offene Mengen gerade mit den Mengen aus O Ubereinstimmen? 
Man ilberlegt sich leicht, daB cine hierfilr notwendige Bedingung das Hausdorffsche Trennungs
axiom ist. Dieses Axiom ist aber nicht hinreichend. Der Metrisationssatz van NAGATA und SMIRNOW 
gibt die filr die Metrisation eines topologischen Raumes notwendigen und hinreichenden Bedingungen 
an, die jedoch bier nicht formuliert werden kOnnen. 

34. Ma8tbeorie 

Die MaBtheorie behandelt die Bestimmung von lnhalten geometrischer Gebilde oder allgemeiner von 
Punktmengen. Sie steht in unmittelbarem Zusammenhang mit der Integralrechnung und der Mengen
lehre und findet wichtige Anwendungen in vielen Zweigen der Analysis sowie als Grundlage der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung. Im Unterschied zur Berechnung des Fliicheninhalts von Dreiecken, 
Rechtecken und anderen geradlinig begrenzten Figuren bereitet die von krummlinig oder noch 
komplizierter begrenzten Figuren Schwierigkeiten. Schon die Erkliirung, was man unter dem lnhalt 
einer Punktmenge zu verstehen hat, ist ein Problem. Seine erste LOsung, der Riemannsche lnhalts
begriff, wurde von PEANO und JORDAN in enger Anlehnung an den Riemannschen lntegralbegriff 
um 1890 angegeben. 
Um zum lnhalt einer - z. B. ebenen - Punktmenge zu gelangen, wird Uber die Ebene ein quadrat-i
scher Raster gelegt und die gegebene Figur von innen durch ein nur aus Quadraten des Rasters 
zusammengesetztes Gebiet angeniihert (in Abb. 34-1 gelb); ein iiufteres Niiherungsgebiet enthiilt die 
Figur im Jnnern (gelb und blau). Geht man durch Halbieren zu einem feineren Raster Uber, so enth3.lt 
das neue innere Naherungsgebiet das alte, ist aber meist um einige der neuen Quadrate grOBer, 
wiihrend das neue auBere Gebiet durch Strcichen van neuen Quadraten aus dem alten Gebiet ent
steht. Der Unterschied der Fl3.chen
inhalte dieser Naherungsgebiete wird 
deshalb h&hstens geringer. Wenn 
sich nun bei fortgesetzter Verfei
nerung die inneren und <iujJeren ln
halte beliebig nahekommen, nennt 
man ihren gemeinsamen Grenzwert 
den Riemannschen lnhalt oder kurz 
den lnhalt der gegebenen Figur. 
Dieser I nhaltsbegriff liefert fur gerad
linig begrenzte Figuren sowie fur 
Kreis, Ellipse u. a. die bekannten 
Fliichenformeln. Es gibt aber Punkt
mengen. denen man keinen Rie
mannschen lnhalt zuschreiben kann. 
In der Abbildung 34-2 handelt es 
sich um ein Quadrat ABCD, auf 
<lessen oberer Kante CD in all 
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den unendlich vielen Punkten. deren Entfernung von der Ecke C cine rarionale Zahl ist, Senk• rechtc von der Lange der Quadratseite errichtet wurden. Hier sind allc auOeren Inhahe mindestens doppelt so groB wie die inneren und streben nicht nach einem gemeinsamen Grenzwert bei Verfcincrung des Rasters, da das voile Quadrat CC' D' D stets und nur zum auBeren Niiherungsgcbict gehOrt; jedes noch so kleine in CC' D' D liegcnde Rasterquadrat enthiilt sowohl Punkte, die zur Figur gehOren, als auch solche, die nicht zu ihr gehOren. 
Das Lebesguesche Ma8. In der moderneren Mathematik gewannen aber gerade solchc zuniichst recht ausgefallen anmutenden Punktmengen erheblich an Bedeutung. In sehr vielen Fallen ftihrt dann der 1902 von LEBESGUE entwickelte umfassendere lnhaltsbegriff, das Lebesguesche Ma.P, zum Ziel. Im Unterschicd zum Ricmannschcn Inhalt dOrfen die Annaherungsfigurcn auch aus unend/ich vie/en Elementarflachcnstuckcn verschiedener GrOBe zusammengesetzt sein. 
Punktmengen, die einen Jnhalt haben, sind auch me.Pbar, und ihr Mall ist zahlenmaBig dem Inhalt glcich. Dagegen gibt es Punktmengen, denen kein lnhalt zukommt, die aber ein Mall haben: z. B. ist das Mall der Figur in der zweiten Abbildung gleich dem In halt des Quadrates ABCD; die aus den Senkrechten bestehende Teilmenge ist vom Mall Null. Mengen vom Ma.P Null spielen sowohl in der reinen Mathematik als auch allgemein bei der mathematischen Beschreibung von Naturvorgangen eine besondere Rolle; sic charakterisieren gewissermaBen das Unwcsentliche. V6llig analog sind die Betrachtungen im Falle anderer Raumdimensionen; z. B. ergibt sich fur die Dimension drei der gewOhnliche Rauminhalt bzw. das rtiumliche Ma.P. In der Jntegralrechnung fuhrt die Benutzung des Ma8es an Stelle des Inhalts zum Lebesgueschen 
Intezral. Es stellt cine Erweiterung des Riemannschen lntegralbegriffes dar, so wie das Lebesguesche MaB cine Erweiterung des Riemannschen Inhaltsbegriffes ist. Im Zugc weiterer Abstraktion versteht man in dcr allgemeinen MaBtheorie unter einem MaB auf einer Menge D cine reellwertige Funktion m(A), deren Argument gewisse Teilmengen Avon D durchlauft und die nur einige den einfachsten geometrischen Vorstcllungen entsprechende Eigenschaften hat: in erster Linie m(A) � 0 und m(A v B) = m(A) + m(B) fur punktfrcmde Mengen A, B. Die zum Definitionsbereich vom m gehOrigen Mengcn A heillen bezOglich m meBbar. Diese Auffassung crlaubt z. B. die direkte Anwendung malltheoretischer Satzc in der Wahrscheinlichkeitsrcchnung; dort wird ein zu/0/liges Ereignis als Teilmenge A der ,.Punkt"menge {) aller Elementarereignisse und das MaB m(A) als Wahrschein/ichkeit des Ereignisses A gedeutct. 

35. Graphentheorie 

35.1. Grundlagen 35.2. Vierfarbenproblem 
35.3. Netzplantechnik ... 

Aktivitiiten und Ereignisse 

35. I. Grundlagen 

... 740 742 743 . ... 743 
Netzplanmatrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 744 
Speziel/e Methoden der Netzp/antech-
nik 745 

Gerichtete und ungerichtete Graph.en. Ein Graph G = [X, U, /] ist cine Zusammenfassung zweier Mengen von Elementargebilden, der Menge X der Knotenpunkte x und der Menge U der Kanten u, sowie einer auf U erkl3rten Funktion /, der lnzidenz/unktion. Diese ordnet jeder Kante u e U genau ein geordnetes oder cin ungeordnetes Paar von Knotenpunkten x,. X.t e X zu; dementsprcchend unterscheidet man gerichtete Kanten, die auch BOgen genannt werden, und ungerichtete Ganten (Abb. 35-1). Die einer Kantc u zugeordneten Knotenpunkte brauchen nicht voneinander verschieden zu sein. 1st x1 = Xt , so nennt man /(u) = (xt , Xt) eine Schlinge. Die Funktion / braucht nicht eindeutig umkehrbar zu sein, d. h., das Paar (x1 , Xt) kann mehreren Kanten zugeordnet sein, die dann parallele Kanten oder 
a /x b C o Mehr/achkanten genannt werden. 

/u k fi---u x· Jede der Mengen X und U kann endlich oder unendlich sein. 
x, .. , ------.:;J< Sind X und U endlich, so crhalt man einen finiten Graphen. 

g/,�r;{.':,�!! u,Rae;�;�:/ x;•xk 
35-1 a) Gcrichtcte Kantc, b) unge
richtcte Kantc, c) Schlingc 

Alie folgenden Ausfuhrungen beziehcn sich auf finite Gra-phen. . Zur Darstellung von Graphen veranschaulicht man Knotenpunkte durch Punkte und Kanten durch Kurvenbogen, die 
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jewei1s die ihnen zugeordneten Knotenpunkte miteinander verbinden. Jc nachdem, ob es auf die Ordnung der Knotenpunkte innerhalb eines Paares ankommt oder nicht, spricht man von gerich
teten oder ungerichteten Graphen (Abb. 35-2, 35-3). 

� 

� 35-2 Gerichtctc Graphen 
35-3 Ungerichtete zusammenhangende d (1\
Graphen, der rechte ist vollst8.ndig � 

Beispiel 1: Das StraDennetz einer Stadt wird in einer Karte meist als ungerichteter Graph dargcstellt. Dies ist fur Fu8g3nger vOllig ausreichend. Sind bingegen viele Einbahnstra8en vorhanden, so braucht ein Kraftfahrer cine Darstellung des StraOennetzcs als gerichtetcr Graph. 
Anwendungen: Die funf platonischen KOrper (Tetraeder, WUrfel, Oktaeder, Pentagondodekaeder, Jkosaeder) stellen ebenso wie alle anderen Polyeder mit ihren Ecken als den Knotenpunkten und ihren Kan ten Graphen dar. Auf jeder Landkarte bildet das System der Landesgrenzen einen Graphen, ferner das Schienennetz sowie die Systeme der Schiffsrouten oder der Fluglinien. Als Graphen kOnnen weiter alle Kommunikationsnetze, wie Fernsprech- oder Fernschreibnetze, dargestellt werden, aber auch Energie-, Wasserleitungs- oder Fernheizungsnetze )assen sicb durch Graphen beschreiben. In der Systemtheorie und der Kybernetik betrachtet man komplexe Systeme, deren Struktur ebenfalls mit Hilfe von Graphen dargestellt werden kann, z. B. Blockschaltbilder, Signalflufldiagramme, die Leitungsstruktur eines Betriebes. Als praktischer Zweig der Graphentheorie hat sich die Netzplan
technik entwickelt. Zeitlicher Ablauf sowie Zusammenhang der Abschnitte eines Gesamtprozesses werden durch einen Netzplan wiedergegeben und kOnnen damit berechnet und gesteuert werden (vgl. Netzplantechnik). Allgemein kann man sagen, daO Graphen ein Hilfsmittel bei der LOsung von kombinatorischen Problemen sind. 
Beispiel 2: Ein Fa�rmann Fwill einen Wolf W, eine Ziege Z und einen Kohlkopf Kmit Hilfe eines Bootcs, das nur jeweils zwei der Dinge F, W, Z, K faOt, vom linken Ufer cines. Flusses an das rechtc bringen. Dabei dUrfen niemals Wolf und Ziege oder Ziege und Kohlkopf unbewacht zusammenbleiben. Zur LOsung stellt man zunachst die zulassigen Kombinationcn an bciden Ufcrn zusammen. Einc solche ist z. B. (FWZ/K), bei der sich F, W und Z auf dem linken und K auf dem rechten Ufer bcfinden. Eine Null bedeutet, daO am betrcffenden Ufer keins der vier Dinge vorhanden ist. Man verbindet nun cine Kombination des rechten Ufers mit einer des linken, wenn dcr Fahrmann beide Kombinationen durch cine Oberfahrt ineinander i.i:berfi.i:hren kann. Die Kombinationen bilden die Knoten und die Verbindungen die Kanten eincs Graphen (Abb. 35-4). Das Problem kann demnach durch Aufsucben einer zusammenh3.ngenden Kantenfolge ge)Ost werden, die bei (FWZK/0) beginnt und bei (0/FWZK) endet. Davon gibt es mehrere. 

(Fl/WK) 04-:-�-+o (0/FWZK) 35-4 Kombmat,onen an be,den f y
Ufern be1 der Oberfahrt von 
Wolf W, Z1ege Z und Kohl-
kopf K, cine dcr mogilchcn 
Folgen zusammenhangender 
Kanten 1st durch Farbe hervor-

(FZK/W) Q-l,-,-->,-.cc+O (K/FWZ) gehoben 
35-5 Baume 

(FWK/ZJ (l/FWK) Spezielle Graphen. Ein Graph ohne Schlingen, bei dem je zwei verschiedene Knotenpunkte durch genau cine ungerichtete Kante verbunden sind, heiOt vollsriindlg. Besteht der Graph nur aus isolierten Knotenpunkten, d. h., ist die Menge der Kanten leer, so erhalt man einen Nullgraphen. Kann man in einem Graphen von jedem beliebigen Knotenpunkt i.i:ber die vorhandenen Kanten zu jedem beliebigen anderen Knotenpunkt gelangen, so heiDt der Graph zusammen
hiingend. Ein vollstandiger Graph ist zusammenhangend. Durch Obergang voneiner Kante zu einer anderen Ubereinen beiden Kanten gemeinsamen Knotenpunkt erhalt man bei Fortsetzung dieses Verfahrens cine Kantenfolge. Kommt in 
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einer Kantenfolge jede Kante nur einmal vor, so spricht man von einem Kantenzug. Dieser heiBt 
geschlossen, falls Anfangs- und Endknotenpunkte zusammenfallen. Ein geschlossener Kantenzug, 
bei dessen Durchlaufen kein Knotenpunkt - auOer dern Anfangsknotenpunkt - zweimal erreicht 
wird, heiflt (topologischer) Kreis. Ein zusammenhangender nichtleerer Graph, der kein Nullgraph 
ist, heiBt Baum, wenn er keinen geschlossenen Kantenzug enthalt (Abb. 35-5). Baume vcrwendet 
man z. B. in den Strukturformeln der Chemie fur kettenformige Kohlenwasserstoffe. In der Heuri
stik bedient man sich, insbesondere zur Analyse van Problemstellungen, der Zielbaummethoden. 
SchlieBlich heiBt ein Graph planar oder eben, wenn man ihn ohne Uberschneidung seiner Kanten in 
die Ebene zeichnen oder, was topologisch dasselbe bedeutet, in die Oberflache der Kugel cinbetten 
kann. Baume z. B. sind planare Graphen. 

Kombinatorische Strukturen. Die Graphentheorie befaBt sich mit kombinatorischen Sachvcrhaltcn. 
Dabei geht es nicht our um Anzahlbestimmungen wie in der elementaren Kombinatorik, sondern 
die kombinatorische Struktur selbst ist Gegenstand der Untersuchungen der Graphentheorie. Kombi
natorische Strukturuntersuchungen, d. h. graphentheoretische Betrachtungen, wurden erstmalig 
von EULER (1736) angestellt. Er ging vom KOnigsberger BrUckenproblem aus, das einen Spaziergang 
verlangt, bei demjede der sieben K0nigsbergerBrUcken genau einmal passiert werden soll (Abb. 35-6). 
Man sieht sofort, daB in mindestens zwei von den vier Gebieten I bis IV der Spaziergang weder 
beginnt noch endet. Diese Gebiete werden betreten und wieder verlassen. Da aber zu jedem Gebiet 
cine ungerade Anzahl von BrUcken fuhrt, ist ein solcher Spaziergang nicht m0glich. EUUR unter
suchte ailgemein, unter welchen Bedingungen ein gegebener zusammenh8.ngender Graph so in einem 
geschlossenen Kantenzug durchlaufen werden kann, da8 jede Kante genau einmal passien wird. 
Eine solche Eulersche Linie existiert genau dann, wenn von jedem Knotenpunkt cine gerade Anzahl 
von Kanten ausgeht. 
Die in der Praxis auftretenden Graphen haben oft eine sehr allgemeine Struktur, und im Vorder
grund steht die Frage nach einem Algorithmus zur effektiven L0sung eines mit dem Graphen zu
sammenhangenden Optimierungsproblems. Dies sei am Problem des bil/i'gsten Telefon11etzes erl3.utert. 

35-6 KOnigsberger Bri.ickenproblem 

35-7 Minimalbaum 

Beispiel J: Bei minimalen Kosten sollen n Orte durch ein Telefon
netz verbundcn werden. Dabei werden Verzweigungspunkte nur in 
den Orten selbst untergebracht. Die Kosten fur die Dircktverbin
dung je zweier Orte sind bekannt. 
Das gcsuchtc Netz ist offensichtlich ein Baum. Zu seiner Konstruk
tion dient ein einfacher Algorithmus. Jm 1. Schritt verbindet man 
jcden Knotenpunkt mit dem zu ihm am kostengtinstigsten liegenden 
und erb31t ein System von Biiumen. Im 2. Schritt zicht man jeden 
Baum zu einem Knotenpunkt zusammen und wicderholt das Ver

. 

. 

Xnotenverteilung (Nullgroph) 

1.Schriff 

2.Schritt 

fahren. Fahrt man in dieser Weise fort, so bricht das Verfahren ab, wenn nur noch ein einziger 
Baum ilbrigblcibt. Dieser ist der gcsuchteMinimalbaum. In der Abbildung 35-7 ist das Verfahren 
fur 10 Orte so ausgefuhrt, da8 als Kosten die MaBzahlen der Abstande zwischen je zwei Knoten
punkten gewahlt wurden. 
Wollte man das Problem durch Probicren aller Varianten !Osen, so h3.tte man fur n Orte ,t'-1. 
Varianten, d. h. filr n = 10 Orte 108 Varianten, zu prilfen. 

35.2. Vierfarbenproblem 

Hersteller von Landkarten wissen, dafl man jede politische Landkarte mit vier Farben so drucken 
kann, daB je zwei nicht nur in einer Ecke aneinandergrenzende Lander verschiedenfarbig sind. Das 
Problem, ob man immer mit vier Farben auskommt, erhielt groBe Bedeutung fur die Weiterent-
wicklung der Graphentheorie, wenn es auch bis heute nicht ge)0st wurde. 
Eine Landkarte (I) kann man hinsichtlich der Lander und ihrer Grenzen stets aufzwei verschiedcne 
Artcn durch einen Graphen darstcllen (Abb. 35-8): Entweder sind die ZusammenstoBpunkte von 
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35-8 Landkarte (I) mit zugchOrigcn Graphen (2a, 2b) 

35-9 Graph einer normalcn Land-

� 

�:Lt�r;:it. �s�ti��n-Kreis, 4 s 
6 

drei oder mehr Grenz.en die Knotenpunkte und 2 
3 

die dazwischenliegenden Grenzstilcke die Kanten 1 

(2a), oder die Lander sind die Knotenpunkte 2o und das uAneinandergrenzen11 die Kan ten (2 b). Im 

Kh 
lb� 

ersten Fall sind beim Vierfarbenproblem die FlachenstUcke des Graphen, im zweiten Fall die Kno
tenpunkte zu farben. Eine auf der Kugeloberftiiche gezeichnete Landkarte nennt man normal, wenn 
von jedem ihrer Knotenpunkte genau drei Grenzen ausgehen und wenn jedes Land von einem 
(topologischen) Kreis berandet wird. Bei der Behandlung des Vierfarbenproblems kann man sich 
auf normale Landkarten beschr3.nken. Wenn im Graphen der normalen Landkarte ein Hamilton
Kreis (Abb. 35-9) genannter topologischer 'Kreis existiert, der alle Knotenpunkte des Graphen ent
hiilt, so sind die Under der Karte mit vier Farben einfarbbar, denn man braucht zwei Farben fur das 
lnnere und zwei fiir das AuOere des Hamilton-Kreises. Es wurde lange Zeit vermutet, daB immer ein 
Hamilton-Kreis existiert. Erst 1965 konnte man wesentliche Gegenbeispiele angeben, so daB er
wiesen ist, daB Uber diesen Ansatz kein Weg zur LOsung des Vierfarbenproblems fuhrt. 
Der zu einer norrnalen Landkarte gehOrige Graph ist ein kubischer Graph, d. h., rnit jedem Knoten
punkt inzidieren genau drei ungerichtete Kanten. AuOerdem enthiilt dieser Graph keine Kante, durch 
deren LOschung er in zwei getrennte Teile zerfallt, d. h., dieser Graph hat keine Briicke. Zurn Beweis 
des Vierfarbenproblems wUrde es schon genllgen, wenn man zeigen kOnnte, da8 sich jeder kubische 
Graph.in mehreren Kreisen durchlaufen J38t, die s:imtlich cine gerade Anzahl von Kanten haben. 
Ohne Voraussetzung der Planarit:it konnte PETERSEN beweisen, daB sich jeder kubische Graph ohne 
Brficke so in mehreren Kreisen durchlaufen 13.Bt, da8 jeder Knotenpunkt genau einem der Kreise 
angehOrt. Unter diesen Kreisen kOnnen allerdings auch solche mit einer ungeraden Anzahl von 
Kanten vorkomrnen. 
Weitere Untersuchungen fuhrten zum Satz von TUTl'E (1956), der besagt, dat3 ein planarer Graph, 
der durch LOschung von drei beliebigen Knotenpunkten nicht in getrennte Teile zerlegt werden 
kann, einen Hamilton-Kreis hat. Die weiteren Arbeiten am Vierfarbenproblem benutzen topologische 
oder kombinatorische Schlu8weisen. Bei topologischer Schlu.Pweise sucht man spezielle Eigenschaften 
planarer Graphen unter wesentlicher Benutzung der Eigenschaften der Kugeloberfliiche; bei kombi
natorischer Schluftweise versucht man, die topologischen Voraussetzungen zu eliminieren, indem man 
die planaren Graphen rein kombinatorisch charakterisiert. 

35.3. Netzplantecbnik 

Die Netzplantechnik wird angewendet, um den Verlauf komplizierter Prozesse, z. B. von Grollbau
unternehmen, die aus vielen Teilprozessen zusammengesetzt sind, widerspiegeln, analysieren und 
optimieren zu kOnnen. Als Zielstellungen kOnnen auftreten: die Planung von End- und Zwischen
terminen und die Ermittlung von Zeitreserven fur Teilprozesse; die Bestimmung von gilnstigen 
Reihenfolgen und Intensit3ten fur Teilprozesse zur Verkfirzung der Gesarntzeit sowie zur Senkung 
der Kosten und zur Verbesserung der Kapazit3tsausnutzung; die Entwicklung eines Kontroll
systems und die Abgrenzung von Verantwortlichkeiten. 

Aktlvititeu uod Erelgnisse 
Ein Netzp/an ist ein gerichteter Graph, dessen Elemente als Aktivit3.ten und Ereignisse be:zeichnet 
werden. AktivitOten, auch VorgD,rge genannt, sind Teilprozesse bzw. Arbeitsabschnitte; ihnen ent
spricht eine Zeitdauer; Ereignisse be:zeichnen das Erreichen der einzelnen Stufen des Prozesses oder 
das Eintreten der einzelnen Fertigstellungsgrade; ihnen entspricht ein Zeitpunkt. Sch(inaktivitOten 
oder fiktive Aktivit.iiten insbesondere sind Aktivit.iiten der Dauer Null, die nur cine Abh3.ngigkeit 
der eigentlichen Aktivit3ten zum Ausdruck bringen. Stellt man die Aktivit:i.ten durch die Kanten 
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und die Ereignisse durch die Knotenpunkte des Netzplans dar, so er hilt man einen ereignisorientierten 
Netzplan, auch Vorgangspfei/netz genannt. Stellt man umgekehrt die Aktivitaten durch die Knotenpunkte und die Abhingigkeiten der Aktivit3.ten untereinander durch die Kanten des Netzplans dar, so spricht man von aktivitiitsorientiertem Netzplan, auch Vorgangsknotennetz genannt. Hier entsprechen im wesentlichen die Kanten den Ereignissen, weil die Abh3.ngigkeit der Aktivit3.ten meist darin besteht, daB cine Aktivit3.t beendet sein mu8, ehe die n3.chste beginnen kann. Die folgenden Ausfuhrungen beziehen sich auf ereignisorientierte Netzpl3.ne. 
Beispiel 1: FUr den Bau einer MaschincnhaJle mit ZufahrtsstraOe und AuBcnanJagcn sind folgende Arbeiten vorgesehen: Zeiteinheiten 1.1. Einbringen der Fundamenle S 1.2. Rohbauarbeiten l l J .3. Dachkonstruktion 4 J .4. Ausbauarbeiten J 0 2.1. Bau der Zufahrtsstra8e 9 2.2. Errichtung der Au8eaanlage JO 3.1. Lieferzeit der Maschinen 24 3.2. Montage der Maschinen 3 35-10 Netzplan zu dem Beispiel; der kritischcWcg 3.3. iibrige Ausrfistung 8 ist rot gckcnnzcichnct Dabei sind die Arbeiten der erstcn Gruppe (I.I. bis 1�4.) hintcreinander auszufuhren. Der Bau der ZufahrtsstraOe (2.1.) kann erst nach Einbringen dcr Fundamentc (1.1.) beginnen und muO vor Montage der Maschincn (3.2.) beendet sein (Scheinaktivitat @-@), wihrend die Ausbauarbeiten ( l .4.) nach Montage der Maschinen (Abb. 35-IO) erfolgea (Scheinaktivitiit @-@). Die Scbeinaktivitit Q)� ist notwendig, da die Montage der Maschinen (3.2.) auch nicht vor Becndigung der Rohbauarbeitcn (1.2.) beginnen kann. Kritischer Weg. In einem Netzplan interessiert die minimale Dauer des gesamten Prozesses, d. h. die Zeit, die zwischen Anfangs- und Endereignis liegt. Sie wird dadurch bestimmt, daB es mindestens einen Kantenzug vom Anfangs- zum Endereignis gibt, bei dem die Summe der Aktivitatsdauern ein Maximum ist. Ein solcher Kantenzug heiBt kritischer Weg, die auf ihm liegenden Aktiviti:i.ten sind kritische Aktivit<iten. In der Abbildung zu Beispiel I hat der kritische Weg 37 Zeiteinheiten. Jede Verl3ngerung einer kritischen Aktivit3.t fuhrt zu einer Verli:i.ngerung der Gesamtdauer, wahrend das bei Verlingerung der Dauer einer nichtkritischen Aktivit3.t in bestimmten Grenzen nicht der Fall ist. Aktivititstermine. FUr jede Aktivit3t gibt es im Netzplan einen frOhesten und einen sp3.testen Beginn� termin sowie einen frUhesten und einen spiitesten Endtermin. Die Differenz zwischen End- und Beginntermin ist die Aktivitiitsdouer. Fllr die kritischen Aktivitaten stimmen frllhester und spitester Termin Uberein. 

Netzplanmatrix 
Zurn Bestimmen der kritischen Wege eines Netzplans und zum Ermitteln der Aktivititstermine benutzt man cine Netzplanmatrix (Abb. 35-11). lhre Zeilen und Spalten entsprechen den Ereignissen des Netzplans, ihre Elemente geben die Anzahl der Zeiteinheiten fur die Dauer der die Ereignissc verbindenden Aktivit3ten an (vgl. Tabelle im Beispiel). Um zu einem Berechnungsalgorithmus zu kommen, mllssen zeitlich aufeinanderfolgende Ereignisse auch aufeinanderfolgende Nummern erhalten. Sind ,,, der frllheste und T,, 

der spiiteste Termin fur das Ereignis n, so gilt: t0 = T0 , wenn O das Anfangsereignis bezeichnet; le= T
e
, wenn e das Endergebnis bezeichnet; 

1" = i:i;"x (t
11 
+ 01111) I fur alle Ubrigen Ereignisse, wenn 01111 die Dauer der Aktivit3t T., = min (T11 - 0,,11) ist, die die Ereignisse v und n verbindet. 

•>• Flir die Berechnung der frUhesten Termine t,. hat man die Spalten der Netzplanmatrix zu bearbeiten, indem man beim ersten Ereignis beginnt. Um dann z. B. 14 zu berechnen, bildet man die Summen 
10 + o0, = 0 + 24, t2 + 024 = 14 + 0, t3 + o3, = 16 + 0 und nimmt davon die grOBte, also 14 = 24. Zur Berechnung der sp3.testen Termine T,. beginnt man mit dem letzten Ereignis und bearbeitet die Zeilen der Matrix. Es ergibt sich z. B. T5 = 27 als Minimum der Differenzen T7 - 057 = 37 - 8 und T6 - 056 = 27 - 0. Zur Ermittlung des kritischen Weges markiert man nun im Netzplan (Abb. 35-10) die Ereignisse, fur die sich aus der Netzplanmatrix t,, = T,, ergibt, das gilt furn= 0, 4,5, 6 und 7. 
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35-11 Nctzplanmatrix zum Netzplan 
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35-12 Pufferzeiten 

Pufferzeiten. In einem berechneten Netzplan ist es in einem 
gewissen Rahmen mOglich, die nichtkritischen Aktivit3ten 
auf Grund von Pufferzeiten zeitlich zu verschieben oder zu 
dehnen, ohne daO die Gesamtzeit des Prozesses Uberschritten 
wird (Abb. 35-12). Unter 011111 wird die Dauer der Aktivi

tat @ - @ verstanden. Durch Ausnutzen der Gesamtpufferzeit SG = Tm - t11 - a,.,n werden die 
Pufferzeiten der vorangehenden und der nachfolgenden Aktivitaten vermindert. 1st die Aktivitat 
kritisch, so gilt 111 = T11 , Im = Tm und Tm - 111 = a11111 , also SG = 0. Bei Ausnutzen der unabhiingigen 
Pufferzeit Su = max {O, t,,. 

- T,. - a11'"} entstehen keine Wirkungen auf Pufferzeiten vorangehender 
und nachfolgender Aktivitiiten. Die Ausnutzung der freien Pufferzeit SF = tm - 111 - a11'" wirkt 
sich nur auf die Pufferzeiten der vorangehenden Aktivitaten aus, die dee bedingten Pufferzeit S8 

= Tm - tm nur auf die Pufferzeiten der nachfolgenden Aktivitiiten. Wegen SG � SF ?: Su > 0 
und SG = SF + SB 

sind file kritische Aktivitiiten alle Pufferzeiten gleich Null. 
So hat die von@ nach (j) fuhrende Aktivitat 2.2. des Beispiels die Pufferzeiten SG = 13, Su = 3, 
SF = 13, SB = 0. Wegen Su = 3 kann 2.2. um drei Zeiteinheiten verliingert werden, ohne da8 cine 
Rilckwirkung auf den Bauablauf entsteht. Dagegen hat cine Verliingerung um 13 Zeiteinheiten zue 
Folge, da8 dee Weg@-CD-@- (j)kritisch wird, die Aktivitiiten1.1.und 2.l.also zu ihren 
frilhesten Terminen beginnen mill3ten und keinesfalls verliingert werden dtirfen, was andernfalls 
mOglich ware, da I. I. und 2.1. die bedingten Pufferzeiten 7 bzw. 10 haben. 
Eine manuelle Berechnung der Netzplanmateix ist nue bei Netzplanen mit einer kleinen Anzahl von 
Ereignissen und Aktivitiiten mOglich. File die Netzpliine praktisch auftretender Prozesse milssen 
gewOhnlich elektronische Rechenautomaten eingesetzt werden. 

Spezielle Methoden der Netzplantechnik 

Die Netzplantechnik hat sich zuniichst mit der Ermittlung des kritischen Weges und der Pufferzeiten 
eeeignisoeientierter Netzwerke begnilgt; danach haben sich die folgenden Verfahren herausgebildet. 
Critical-Path-Method (CPM). Dieses, auch Methode des kritischen Weges genannte Verfahren ver
wendet sowohl ereignis- als auch aktivitiitsorientierte Netzpliine und bewertet nur die Aktivitiiten 
durch cine (deterministisch bestimmte) Zeitdauer. Ziel sind die Ermittlung des kritischen Weges und 
die Berechnung der Pufferzeiten mit Rechenprogrammen, die aus der Netzplanmatrix abgeleitet 
sind. 
Metra-Potential-Methode (MPM). In diesem Verfahren werden in einem aktivitiitsorientierten Netz
plan sowohl die Aktivitiiten (Knotenpunkte) als auch die Abhangigkeiten (Kanten) bewertet. Fiir 
die Aktivitiit ist die Bewertung eine Zeitdauer, die Bewertung der Abhangigkeit drilckt einen Koppel
abstand aus, z. B. den zeitlichen Abstand der Anfangstennine der durch die Kante verbundenen 
Aktivitiiten. Koppe1abstande kOnnen sogar negative Werte annehmen. Je nach dem Verhiiltnis des 
Koppelabstands zur Aktivitatsdauer unterscheidet man verz6gerte Ablauffolge: Koppelabstand 
grOBer als Aktivitiitsdauer; normale Ablauffolge: Koppelabstand gleich Aktivitiitsdauer; iiberlappte 
Ablauffolge: Koppelabstand kleiner als Aktivitiitsdauer. Herrscht im gesamten Netzplan die normale 
Ablauffolge, so hat man einen CPM-Netzplan. 
Programme Evaluation and Review Technique (PERT). Dieses Verfahren verwendet meist einen 
ereignisorientierten Netzplan, legt aber die Aktivitiitsdauer nicht deterministisch fest, sondern ver
wendet stochastische Aussagen. Filr die Dauer d einer Aktivitat gibt man cine optimistische Schiitzung 
d0 , cine pessimistische d

P 
und eine wahrscheinlichste d.,,, . Als Aktivitatsdauer d gilt dann 

d = (d0 + d
P 
+ 4d.,,)/6. Neben dem kritischen Weg werden vor allem die Erwartungswerte und die 

Varianzen der Termine berechnet. 
Die bisher angegebenen Verfahren gehen davon aus, da8 der Zusammenhang und die Abhangigkeit 
im NctzpJan, die aus dcm sachlichen Proze8 abstrahiert werden, im wesentlichcn vorgegebcn sind, 
d. h., diese Verfahren arbeiten mit einer vorgegebenen topologischen Struktur des Netzplans. 
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Kombinationsnetzplanung (KNP). Zurn Unterschied von den geschilderten Verfahren wird hier keine 
topologische Struktur vorgegeben, vielmehr die Bestimmung einer optimalen Struktur geradezu zum Ziel des Verfahrens gemacht. Es wird nur vorausgesetzt, daO in der Menge der Aktivit3.ten cine 
Relation besteht, in der A - B bedeutet, daB B nach A ausgefilhrt werden· soll; C +-+ D bedeutet, 
daO C und D nicht gleichzeitig verlaufen dUrfen. Fiir alle im Netzplan vorkommendcn Aktivit3.ten 
miissen diese Bedingungen formuliert werden, und es ist cine Struktur des Netzplans herauszufindcn. 
bei der der kritische Weg minimal ist. 
Ressourcenrechnungen. Zur Verbindung der genannten Verfahren werden die Hilfsquellen, mit dcncn 
die Aktivitaten durchgefuhrt werden, erfa8t und beriicksichtigt. Zu Ressourcen rechnct man Ar
beitskr3.fte, Maschinen, Materialien und auch finanzielle Mittel zur Beg]eichung der Kosten fur die 
Aktivit3.ten . Man unterscheidet zwei Gruppen von Problemen: I. In der optimalen Rcssourccn
verteilung bei gegebener Zeit des gesamten Prozesses versucht man, durch Ausnut:zen der Puffer
zeiten und durch Zerlegen der Aktivit3.ten in Abschnitte cine mOglichst gleichmiiBige Bclastung der 
Ressourcen zu erzielen. 2. Bei der zeitoptimalen Verteilung beschr3.nkt verfugbarer Rcssourccn 
sind obere Schranken fur das Aufkommen oder die Verfugbarkeit der Ressourcen gcgeben, und 
man versucht, die Gesamtdauer des Prozesses unter Einhaltung der Ressourcenbeschr3.nkungen 
mOglichst klein zu machen. Vollstandige LOsungen fur die Ressourcenrechnung gibt es bis jetzt nicht, 
aber es werden zum Tei! recht effektive Naherungsverfahren angewendet. 
Schlie81ich bemUht man sich um die Schaffung netzplantechnischer Optimierungsalgorithmen gema.O 
komplizierteren Effektivitiits- oder Optimalitatskriterien. 

36. Potentialtheorie und p artielle Differentialgleichungen 
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36.1. Partielle Differentialgleichungen 

Ordnung, Linearitit, Homogenitit. In gewOhnlichen Differentialgleichungen treten nur Funktionen 
ei11er unabhangigen Veritnderlichen auf. Dagegen spricht man von einer partiel/en Differential
gleichung, wenn die gesuchte Funktion u = u(x l , x2 , ••• , x11) von mehreren unabhiingigen Ver-
.. . .. 

d . d GI . h . I b 
. ou 02" anderl1chen x1 , x2 , ... , x11 abhangt un m er e1c. ung partJe le A leatungen 3i;", c)x, c)x1 usw. 

fur i bzw. j = I, 2, ... , n auftreten (vgl. Kap. 19.2. - Differentiation einer Funktion mehrcrcr 
Veriinderlicher). Die Ordnung der hOChsten vorkommenden Ableitung bestimmt die Ordnung der 
Gleichung. Die Differentialgleichung hei8t linear, wenn die gesuchten Funktionen und ihrc Ab
leitungen nur linear und nicht miteinander multipliziert auftreten. Eine lineare partielle Diffcren
tialgleichung heiOt homogen, wenn sie kein von den gesuchten Funktionen und ihren Ableitungen 
freies Glied enthalt, andernfalls inhomogen. FUr lineare partielle Differentialgleichungen gilt, wie 
rnr gewOhnliche, das Superpositionsprinzip: Wenn u1 und u2 LOsungen sind, dann ist jede Linear
kombination u = C1 u1 + C2u2 , in der C1 und C2 Konstanten sind, auch LOsung. 
Partielle Oifferentialgleichungen erster Ordnung. Die Integration einer partiellen Differentialgleichung 
I. Ordnung Jal3t sich immer z.urllckfiihren auf die Integration eines Systems. von gewOhnlichen 
Differentialgleichungen, des charakteristischen Systems. FUr die Differentialgleichung 

F(xO , ... , x11 , u, pO, ... , p,,) = 0 mil p1 = �u hat dieses System die Gestalt vx, 
, oF , _ _l!!,__P,oF. 11'=f:_l!!_p,, x, = ?Ji:' P, = 3x1 i}u i•O i}pJ 

wobei die x1 und p1 als Funktionen eines neu eingefuhrten Parameters t aufgefaBt werden und dcr 
Strich ' die �bleitung nach diesem Parameter bedeutet. c)u H3.ngt die D1fferentialglei�hung nicht e�plizit von u_ ab, dan�

1
�8.Bt sie sich (mit x0 = t, Po = 3r 

und eventueller Umnumenerung der Vanablen) auf die Form ?JI+ H(t, x1 , ... , x11 , Pi, ... , p11) = 0 
bringen. Eine Gleichung dieser Form hei13t Humilton-Jacobische Differentia/gleichung; die darin 
vorkommende Funktion H ncnnt man Hamilton-Funk/ion. Das charakteristische S ystem hat dann 
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. . dx, oH dp1 oH . die kanomsche Gestalt dt = c5i,;, dt = - �. Die Bewegungen der Massepunkte von be-
stimmten mechanischcn Systemen werden durch solche Gleichungen bcschriebcn. Dabei sind die 
x, und p 1 verallgemeinerte Lage- und lmpulskoordinatcn, und die Hamilton-Funktion H ist gleich 
dee Gesamtenergie (vgl. Kap. 37.3.). 
Partielle Diff'erentialgleicbungen hOherer Ordnung. Eine entsprechende geschlossene Integrationstheorie fur partielle Differentialgleichungen hOherer Ordnung gibt es nicht. 1st das allgcmeine Integral nicht zu ermitteln, so erhalt man partikul3.re LOsungen oft durch einen geeigneten LOsungsansatz 
in Form eines Produkts oder einer Summe von Funktionen, von denen jede nur von einem Tcil dcr 
Ver3.nderlichen abhlingt: Separation der Variablen. Die gegebcne Differentialgleichung zerfallt dann in mehrere einfachere Differentialgleichungen fUJ' diese Funktionen. Die Eigenschaften einer speziellen linearen partiel/en Differentialgleichung 2. Ordnung werdcn in der Potentialtheorie untersucht. 

36.2. Potentialtheorie 

Ursprtinglich aus Problemen der Mechanik erwachsen, hat sich die Potentiahheorie zu eincm selb
stiindigen, umfangreichen Gebiet der Mathematik entwickelt. lhre Ergebnisse werden in zahlreichen physikalischen Disziplinen verwendet, insbesondere zur Behandlung von Aufgaben aus der Mechanik, der Elektro- und Magnetostatik. der Elektro-, Hydro- und Thermodynamik. Auch auf die Entwicklung der Theorie der gewOhnlichen und partiellen Differentialgleichungen, der komplexen Funktionentheorie, der Theorie der konfonnen Abbildungen und der Differentialgeometrie hat die Potentialtheorie befruchtend gewirkt. 
Das Newtonsche Potential. Am einfachsten ist der Begriff des Potentials aus der von NEWTON entdeckten gegenseitigen Anziehung materieller KOrper zu erkliiren. 
Potenli al e i n es Punktes. Das Newtonsche Gravitationsgesetz besagt. da8 zwei KOrper im dreidimensionalen Raum aufeinander cine Anziehung ausllben, die ihren Massen direkt und dem Quadrat ihrer Entfernung umgekehrt proportional ist. Denkt man sich die KOrper derart idealisiert, daB ihre gesamte Masse jeweils in einem Punkt, dem Massepunkt, konzentriert ist, etwa die Masse m des 
einen KOrpers im Punkt P und die Masse Jt des anderen im Punkt Q, so gilt die nebenstehcnde Formel. Sie geht in das Coulombsche Gesetz Uber, wenn die Massen durch Ladangen er- Newtonsches Gravitationsgesetz F = k · mµ/r2 

setzt werden. Dabei ist r der Abstand der beiden Punkte und k ein Proportionalitiitsfaktor, z. B. die Gravitationskonstante. Um die folgenden Rechnungen zu ve reinfachen, sei vorausgesetzt, daB km = l ist. Nimmt man an. daB der 
Au/punkt P vom Que/lpunkt Q aus angezogen wird, so ist die Kraft F von P nach Q gerichtet. Bildet diese Kraftrichtung in einem kartesischen Koordinatensystem mit P(x, y, z) und Q(<;, TJ, Cl dieWinkel"'• /J, y gegen die Koordinatenachsen, so gilt nach den Sii.tzen der analytischen Geometric (Abb. 36-1) 

, = Y(x - <)' + (y -11)' + (z -C)', 
cos a = (< -x)j,, cos /J = (17 - y)j,, 
cosy= (C- z)f,, 

und damit fur die Komponenten X, Y und Z der Kraft F: 

X = Fcoso; = µ(I; - x)j,3, 
Y = Fcos /J = µ(� - y)f,', 

Z= Fcosy=µ(C-z)f,'. 

���
ec
t��: �a���n�7;e�e���l;�;ti:�:� ;;�e;;����� 36-1 Zerlegungeiner Kraft in Komponcnten 

U(x, y, z), die nach GAUSS Potential der in Q befindlichen Masse J' fur den Au/punkt P(x, y, z) genannt wird. Setzt man u = J4r = Jl[(x -e)2 + (y -1})2 + (z - c>21-112 und sieht Q als fest, pals veriinderlich an, so ergibt sich die partielle Ableitung nach x 

!� = -'/2µ[(x -1;)2 + (y- 17)2 + (z - C)'J-312 • 2(x - I;)= µ(I; - x)f,' = X. 

. . . . . oU oUEntsprechend hefern die part1ellen Ableuungen von U nach y und z die Werte � = Y. � = Z. 
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I Potential I U = U(x, y, z) = µ/V (x - <)' + (y - �)' + (z - C)' I 
Das Potential U ist im ganzcn dreidimensionaien Raum mit Ausnahme des Quellpunktes Q definiert; fur P = Q verschwindct der Nenner, der Ausdruck µ/r ist deshalb fur,= 0 nicht definiert. Der Wert -U(x, y, z) ist gleich der potentiellen Energie des aus den beiden Massepunkten bestehenden Systems. 
Potential endlich vie/er Punkre. Wird der Aufpunkt P von endlich vielen Massepunkten 
Q1 mit s = l, 2, ... , n mit den Massen l's angezogen, so wirkt auf P eineGesamtkraft, deren Kompo-ncnten X, Y, Z die Summen der Komponenten X,, Y,, Z

11 der Einzelkrafte sind: 
X, = µ,(<, - x)/r', Y, = p,(�, -y)/r3, Z, = p,(C, - z)fr'; 

X=EX,. Y=EY,. z=iz,. 
s-1 .1-1 , .. 1 Entsprechend ist das Potential U die Sumrne der Einzelpotentiale, I Potential I u = f (p.Jr.) Isolange der Aufpunkt P mit keinem der Quellpunkte Q, zusam- . . ., ... 1 • menfallt: '---....L..--'---' 

Potential einer kontinuierlich verteilten Masse. Will man weiter verallgemeinern, so licgt es nahe, von der Abstraktion des Massepunktes abzugehen und die Anziehung zu untcrsuchen, die eine kontinuierlich ausgebreitete Masse auf einen Aufpunkt P ausiibt, der auBerhalb dieser Masse liegt. Man denkt sich die Masse, die das Gebiet T ausfiillen soil, in unendlich kleine Volumenelcmente dT = d� d'] dC mit der Masse dµ und der Dichte (! = dµfd, eingeteilt. Von dem Volumcnelement im Quellpunkt Q(t '7, C) aus wirkt dann auf den Aufpunkt P(x, y, z) einc Anziehungskraft mit den Komponenten dX, d Y, dZ. Die Komponenten der Anziehungskraft der gesamten Masse im Gebiet T erha.H man durch Sumrnierung Uber alle unendlich vielen Volumenelemente, d. h. durch Integration iiber T(Abb. 36-2): dX = [(< - x)/r3] dp, dY = [(� - y)/r3] dµ, dZ = [(C -z)/r3] dp; 
X = fff [(< - x)/r'J dp, Y = fff [(� -y)/r'J dp, 

T T 

Z = fff [(C - z)/r' dµ. 
T 

ZA�: 
" ,., dr•dt d71 � 1 Q •I 

Diese Komponenten sind wiederum partielle Ableitungen i,.;-,
::-

_ _ _ � � \\ \\\1 Y eines Potentials U, wie man durch partieUe Ableitung /'%{�1/ 1 ,,
1
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r _d•_m_
1_nt_eg_ra_

1ze_ich_e...,n _na
_
ch

_
w
_
e

_
ise

_
n

_
k

_
an_n _. ---� X �-� d)}}}})))))))\'\ Newtonsches Potential U = fff (1/r) dµ = fff (e/r) dT 

T T 36-2 Zur Ableitung des Newtonscheo 
Potentials 

A.qui115>tentialflichen. Eine MOglichkeit der geometrischen Veranschaulichung von Potentialen bilden die Aquipotential- oder Niveaufliichen. Die angegebenen Potentiale sind fur jeden Punkt P des dreidimensionalen Raumes definiert, sofern dieser nicht mit dem anziehenden Massepunkt zusammenfallt bzw. sich auf oder innerhalb der anziehenden Masse befindet. Verbindet man aJle Punkte P, in denen das Potential den gleichen Wert a hat, so erh3.lt man eine Aquipotential- oder Niveaufl.3.che U(x, y, z) = a. Bei ver3.nderlichem a stellt die angegebene Gleichung eine einparametrige Fliichen
schar dar. Im Fall des Punktpotentials U = µfr wird die Schar angegeben durch µfr = a. Das sind offenbar konzentrische Kugeln um Q, deren Abstande standig kleiner werden, wenn man a wachsen l�Bt. In den Abbildungen sind die Fl3.chenschar µfr= a und die Abh3.ngigkeit des Potentials U vom Abstand r dargestellt (Abb. 36-3 und 36-4). 
Ditrerentlalglelchung fiir Potentiale. Differenziert man 1/r = ((x - <)' + (y - �)' + (z - C)'J-112 zweimal partiell nach x, so erhalt man 

und 
�(1/r) = -[(x -<)' + (y- ry)' + (z -C)'J-''' (x _ <) 
02

2 
(1/r) = +3[(x - <)' + (y- ry)2 + (z - C)'J-'12 (x- ;)2 

ox - [(x -<)' + (y - �)2 + (z - C)'J-312 = 3(x -1;)2/r' - l/r3. 
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36.3 Durch a = 11/r dcfinicrte A.quipotcntialHachen 
u 

2 r 

36-4 Abhiingigkcit des Punktpotentials U vom A bstand r 
Entsprechend ergibt sich fur die partiellen Ableitungen nach y und z 

o' o' 
oy' (1/r) = 3(y- �)2/r' - 1/r', �(1/r) = 3(z- C)'fr' - l/r3• 

Addiert man diese drei zweiten partiellen Ableitungen, so heben sich ihre rechten Seiten auf: 
c)l c)l c)2 

ox' (1/r) + oy' (1/r) + oz' (1/r) = 0. 
Die Funktloa • = 1/r 1eaiitlt d« •on Laplace 1782 en-Ilg ..,. .. .- and nadl lbm bemmtea Dlfferentlalgle� 

c)lu 32,., c)lu 
�+ oy' +i)z'=O. 

Filr diese lineare homogene partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung schreibt man abgekilrzt �u = 0 (zur Laplaceschen Differential-gleichung vgl. Kap. 23.2.). o' o' o' 
�:ea�i�st���=r�� 1;�1�1

i�i���."!e��%��e�
ie u�� Laplace-Operator 3x2 + 3y1 + 1z2 = � 

einer Konstanten µ multipliziert. Mit t,.(1/r) = 0 gilt deshalb auch t,.(µ/r)=0. Das Punktpotential U=µ/r ist demnach eine Losung der Laplaceschen Differentialgleichung. Da fur jeden Summanden der Summe L (µ,/rs) die Gleichung 6(µs/r,) = 0 gilt, ist die Differentialgleichung auch fur die Summe erfiillt. SchlieBlich findet man durch Differentiation unter dem lntegralzeichen 
t,.U = fff t,.(1/r) e dT = 0. 

T Alie drei bisher behandelten Potentiale sind somit L0sungen der Laplaccschen Differentialgleichung. Damit ergibt sich ein neuer, interessanter Zugang zur Potentialtheorie: Man nimmt die Laplacesche Differentialgleichung als Ausgangspunkt und nennt die aufzusuchenden LOSungen Potentiale. Der bisher ausgeschlossene Fall, in dem der Aufpunkt P innerhalb der anziehendcn Masse liegt,filhrt auf eine vonP01SSON 1813 entdeckte inhomogene Differentialgleichung derGestah 6u = -4ne, wobei e die Dichte der Masse ist. Daneben tritt der Laplace-Operator in weiteren fur die thcoretische Physik wichtigen partiellen Differentialgleichungen auf; Beispiele daffir sind: 
1. die Helmholtzsche Schwingungsgleichung 6u + k2u = O; 
2. die Wdrmeleitungsgleichung 6u = fi- · �; , die auch auf Diffusionsvorgange angewendet wird; 
3. die Wellengleichung 6u = � · �2: fur elektromagnetische und Wasserwellen, fur Schallaus-

c v/ breitung und Saitenschwingungen; 
4. die TelegraphengleichUng 6u =a· �2� + b �u + cu fur die Ausbrcitung clektromagnctischer Wellen in Kabeln. vi v/ 
Die allgem.elne Potentialfunktion. Man nennt nun jede Funktion U(x, y, z), die nach allen drei Verindcrlichcn zweimal stetig differenzierbar ist und die in einem gewissen Gebiet T des Raumes die Gleichung 6 U = 0 erfilllt, cine Potentia/funklion oder auch harmonische Funktion in diesem Gebiet. 
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Die Potentfaltheorie 1st die 'Theorie der Losungen der Potentialgleicbung 6 U = 0. 
Interessanter, als fiir diese Gleichung alle LOsungen zusammenzustellen, ist es, gemeinsame Eigcnschaften aller Potentialfunktionen zu suchen oder zusatzliche Bedingungen zu finden, denen sic gentigen. 
Eigenschaften der Potentialfunktionen. Man betrachtet ein offenes, beschriinktes, durch cine glatte Fliiche begrenztes Gebiet Tim dreidimensionalen Raum, <lessen Oberfl3.che mit S, <lessen Volumenelemente mit dr und <lessen OberlUi.chenelemente mit da bezeichnet werden (Abb. 36-5). In jedem Punkt der Oberfl3.che S denkt man sich die dazu senkrechte Richtung, die auDere Norma le n, markiert. Hat man nun irgendeine in T und S erkliirte, zweirnal stetig differenzierbare Funktion V und bildet fur alle Punkte von S ihre
partielle Ableitung in Normalenrichtung, �

V, dann ist nach dern 
Gauftschen fnregralsatz: n 

ff�� du= ff f 6VdT, 
S T 1st V cine Potentialfunktion U, dann gilt iiberall in T die Beziehung 6U = 0, und es folgt: 

Fiir jede Potentialfunktion U gilt J J �� du = 0 
s 36-5 Oberflilchenelement Diese Aussage kennzeichnet Potentialfunktionen; wenn sie auf und Normale der Oberfl3.che S' von jedem beliebigen in T gelegenen Gebiet T' gilt, dann ist U eine Potentialfunktion. Nach einem anderen IntegraJsatz, dem Satz von Gr(en, gilt fur zwei beliebige in T und S erklarte, zweimal stetig differenzierbare Funktionen V und W 

W3.hlt man W = 1/r, wobei r den Abstand des Aufpunktes von einem festen Punkt P0 bezeichnet, dann ist /::::,. W = f::::.(1/r)=O aufler in P= P0: Diesen Punkt schlieBt man aus dem Integrationsgebiet 
T zunachst aus, da W dort cine Singularit3.t hat. Will man P0 in T aufnehrnen, so hat man einen Grenziibergang durchzufiihren, der zu 

IffV6(1/r)dT=-4,rV(P0) fiirP0 ET 
T fi.ihrt. Wahlt man fur Vwieder eine Potentialfunktion U, so erhtilt man: 

Greensche Darstellungsformel 
I ff [ 

OU tJ <l(l/r)] fur die allgemeine Potentialfunktion U(P) = � s (�fr) � - � d<T 
U ist also injedem Punkt P0 von TvOllig bestimmt, wenn man nur die Werte der Funktion Uund der 
Normalableitung �� auf dern Rand S kennt. Nimrnt man fur S eine Kugel K rnit dem Radius R 

P ·1 il(l/r) <l(l/r) 1/ 2 A f K. d B .. k . h . um 0 , so g1 t � = 6, = - r . u 1st r = R = coast, un unter eruc sic. tJgung 
von £f �� du = 0 folgt: 

GauDsche Mittelwerteigenschaft der Potentialfunktion U(P0) = [1/(41'R2)l .(/ U du 
Der Funktionswert im Kugelmittelpunkt ist immer gleich dem arithmetischen Mittel der Funktionswerte in den Punkten der Kugeloberflache. Eine Potentialfunktion kann daher in keinem inneren Punkt des Gebietes T ein relatives Maximum oder Minimum annehmen. 
Randwertaufgaben. Die Greensche Darstellungsformel fuhrt auf folgende Fragestellung: Unter 
welchen Voraussetzungen kann man aus vorgegebenen Werten von U und �� auf dem Rand S 
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cines Gebietes T die Potentialfunktion U im lnneren von T bestimmen? - Probleme dieser Art heiDen Randwertaufgaben. Sic treten in vielen Zweigen der Physik auf, z. B. in der Elektrostatik, der Hydro-dynamik und der Theorie der Warmeleitung. OU Man kann nun nicht g]eichzeitig sowohl U als auch 1,,, auf S willkUrlich vorschreiben. Schon durch 
Vorgabe der Randwerte von U ist die Funktion eindeutig festgelegt; die Differenz (U - Cl) zweier Funktionen mit gleichen Randwerten ist ja fangs des ganzen Randes Null und wegen der Gau.13schen Mittelwerteigenschaft auch im lnnern. Die Aufgabe, aus den vorgegebenen Randwerten von U die Potentialfunktion im Innern zu bestimmen, hei8t erste Randwertaufgabe der Potentialtheorie oder auch, nach ihrem Erstbearbeiter, das 
Dirichletsche Problem. Bei der zweiten Randwertaufgabe, dem Neumannschen Problem, wird cine Potentialfunktion gesucht, 
die in allen Randpunkten cine vorgegebene Normalableitung �U hat. Die Randwerte mtissen dabei 
natOrlich so vorgegeben werden, daD die Bedingung ff�� d/ = 0 erfiillt ist. 

s Die driue Randwertaufgabe sucht LOsungen der Potentialgleichung, bei denen cine Linearkombina-
tion �� + hU, in der h eine positive Konstante isl, in den Randpunkten bestimmte vorgeschriebene 
Werte annimmt. 
Einfache Losungen der PotentialgJeichung. Die Potentialfunktionen U im dreidimensionalen Raum sind Funktionen von drei unabh3.ngigen Veranderlichen und haben z. B. fur kartesische Koordinaten die Form U = U(x, y, z). fur Zylinderkoordinaten U = U(,i, <p, z) und fur Kugelkoordinaten U = U(r, {}, <p). Man interessiert sich nun oft fur LOsungen, fur die sich U als ein Produkt von drei Funktionen von nur je einer Veranderlichen schreiben 13.Bt: U(x, y, z) = X(x) Y(y) Z(z) oder 
U(e, ,p, z) = P(e) '1>(,p) Z(z) oder U(r, fJ, ,p) = R(r) 0({}) '1>(,p). Durch einen derartigen Ansatz erh3.lt man aus der partiellen Differentialgleichung L::,. U = 0 drei gewOhnliche Differentialgleichungen, die man meist direkt losen kann. Man bezeichnet dieses Vorgehen als Trennung der Variablen. So o'u o'u o'u liefert der Ansatz U(x, y, z) = X(x) Y(y) Z(z) aus 6 U = 3x' + � + � = 0 die drei 

I d 2X I d2 Y I d2Z Differentialgleichungen -y·�=k2, y·
c1y

2=1 2, z·ci?'"'=-(k2 +/2) und damit 
die LOsung Uu,,.(x, y, z) = e*x e1" e'"z; m2 = -(k2 + /2); k, I, m komplex. 
Transformationen. Gewisse Abbildungen im dreidimensionalen Raum )assen die Eigenschaft einer Funktion, Potential zu sein, unverandert. Es sind dies die Spiegelungen an Kugeln; man bezeichnet sic als Thomson-Transformationen. So ist z. B. bei Spiegelung an der Einheitskugel Jrl = I mit U(r, fJ, ,p) immer auch (1/r) U[(l/r), fJ, ,p] eine Potentialfunktion. Aus dem Newtonschen Potential U = (1/r) entsteht dabei das konstante Potential U = 1 und umgekehrt. 
Potentiale in der Ebene. Zweidimensionale Potentiale sind LOsungen der Differentialgleichung 

o'u o'u 
t;U=3x2+v=O. 

Sic treten ort in physikalischen Problemen auf, wenn +L die betrachteten Vorg3nge von der dritten Raumkoor-dinate unabhiingig sind; z. B. wird die Anziehungskraft eines sehr langen, in Richtung der z-Achse liegenden, gleichm3Dig mit Masse erftillten Stabes auf zwei Punkte 
P1 (x, y, z1) und P2(x, y, z2) fast gleich sein, solange dieKoordinaten z1 , z2 klein gegen die Lange 2L bleiben. Fllr eine Naherungsbetrachtung darf man dann annehmen, da8 U von z gar nicht abh3ngt, und den Ansatz 
U = U(x, y) machen (Abb. 36-6). Die LOsungen der zweidimensionalen Potentialgleichung stehen in enger Beziehung zur Funktionentheorie: Eine Funktion w = u + iv der komplexen Veranderlichen 36-6 zum Potential eines Stabcs 
z = x + i y ist genau dann analytisch, wenn ihr Realteil der Lange 2L 
u(x, y) und ihr lmagin3rteil v(x, y) den Cauchy-Riemann-. . . Ou · Ov Ou Ov 02u 02v 
schen Differenllalgle,chungen � = Oy • � = - Ox gentigen. Dann ist aber Ox2 = 

i)y ax 02u 32u c:)2u c:)2u = 
ax i)y 

= - t)y2 und � + � = 0. Entsprechendes gilt fur v. 
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Real- und lmagiairttll Jed..- analytilc:beu F-tloa slnd Potmtlalfunktloaea: Man ..,.t s1e meia-
8Dder konjuglert. 

&ispiel: Aus w = In z = In (r e191) = In r + i<p erh§.lt man zwei zueinander konjugierte Potentiale 
in dcr Ebcne. Sic lauten u(r, <p) = In r und v(r, rp) = rp, oder in kartesischen Koordinaten U(x, y) 
= In V x2 + y2 , V(x, y) = arctan (y/x). 

Das Potential U = In,, das /ogarithmische Potential, spielt in der Ebene etwa die gleiche Rolle wie 
das Newtonsche Potential U = l/r im Raum. Es ist ebenfalls das Potential des Kraftfeldes eines 
anziehenden Punktes, nur ist dabei die Anziehungskraft proportional zu 1/r anstatt zu l /r2 • 

37. Variationsrecbnung 

37.1. Variationsprobleme ohne Nebenbe-
dingungen . 753 
Eu/ersche Differentialgleichung 753 
Norwendige und hinreichende Bedin
gungen /Ur das Eilllreten eines Extre-
mums . 155 

37.2. Variationsprobleme mit Nebenbedin-
gungen .......................... 755 

37.3. Minimalprinzipien der theoretischen 
Physik............. 756 

37 .4. Direkte Verfahren 756 

Die Methoden der Variationsrechnung werden zur LOsung vieler Probleme der Geometrie, der 
theoretischen Physik und der Technik angewendet. Fragen, die im Laufe der Entwicklung auf Pro
bleme der Variationsrechnung fi1hrten, tauchten schon in der Antike auf, z. B. die, von alien Fliichen
stUcken mit gleich gro8em Umfang das zu finden, das den grOBten Flacheninhalt hat. Schon ZENO
DOROS (um 180 v. u. 2.) hatte das isoperimetrische Problem erkannt. Vor der gleichen Aufgabe stand 
auch der Bauer Pachom in Tolstois Erzahlung ,,Wieviel Erde braucht der Mensch?", als der Basch
kirenalteste ihm zurief: ,.So viel Land, wie du an einem Tage umschreiten kannst, ist dein." 
I� Protilem: Von alien -71aunn gltldim Umfanp (den lsoporimetriscben 
Flprea) bat der Kreis die griillte Flklle (Abb. 37-1), und Im Ra11111 bat die Kagel YOO alien Kilrpern 
glelcher Obertlicbe 111$ mulmale Volumen. 

V □ Uo 
37-1 Von alien Figuren gleichen Umfangs schlieBt der Kreis 
die grOBtc Flilche cin 

37-2 Zurn Ncwtonsc:hcn Problem: RotationskOrper glcichcr 
Llinge und gleich wirksamen Querschnitts 

Newton stOOt auf ein schwieriges Problem. Mit den zunehmenden naturwissenschaftlichen und mathe
matischcn Kenntnisscn in der Zeit Jes europaischen FrOhkapitalismus stieOen Mathematiker und 
Physiker auf verwandte, aber tieferliegende Fragestellungen. NEWTON berechnete in seinem Haupt
werk, den ,.Mathematischen Prinzipien der Naturlehre" (1687), die Widerstande von KOrpern, wie 
Zylinder oder Kugel, beim Fall in einem widerstrebenden Medium. Dabei suchte er denjenigen 
RotationskOrper zu finden, der beim Fall mit gleichbleibender Geschwindigkeit in Richtung der 
Achse den geringsten Widerstand bietet. Unter sonst unveranderten Bedingungen ist bei gleicher 
Lange und bei gleichem wirksamem Querschnitt die Begrenzungskurve des Achsenschnittes gesucht. 
Zwar kann man sicher sagen, daB der dem Rotationshyperboloid ahnelnde KOrper (a) ungeeigneter 
ist als der aus Halbkugel und Kegel zusammengesetzte (b). Aber Newton und seine Zeitgenossen 
konnten als LOsung noch nicht den stromlinienformigen KOrper (c) angeben (Abb. 37-2). 
Das Brachystochronen-Problem. Folgenreicher noch und ben1hmter war das 1696 von Johann BER
NOULLI Offentlich gestellte Problem der Brachystochrone: Wenn zwei Punkte P1 und P2 gegeben sind, 
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die auf verschiedener HOhe, aber nicht untereinander, liegen, dann sollte unter alien mOglichen Verbindungskurven, auf denen sich ein materieller Punkt unter dem Einfluf3 der Schwerkraft ohne 
BerUcksichtigung der Reibung von P1 nach P2 bewegt, diejenige aufgefunden werden, fur die die 
Zeit des Durchlaufens ein Minimum wird. Dieses Problem beschaJtigte seineneit die fuhrenden 
Mathematiker ganz Europas: NEWTON, LEIBNIZ, Jakob BERNOULLI, L'HOSPITAL, HUDDE, FATIO u.a. Von <la an entwickelte sich die Variationsrechnung zu einer speziellen mathematischen Disziplin. 
ln einem passend gewiihlten Koordinatensystem sind zwischen den Punkten Pl und P2 einige solcher 
Verbindungskurven mit der Gleichung y = y(x) als rnOgliche Fallkurven eingezeichnet (Abb. 37-3). 
Da in jedern Punkt dieser Kurven der Weg s, die Zeit t und die momentane Geschwindigkeit v durch 
die Beziehungen v= :: verknUpft sind, da die durch die Erdbeschleunigung g erhahene Geschwin
digkeit den Wert v = V2gy hat und das Bogenelement 
ds schlieBlich die bekannte Funktion ds =Vt+ y'1 dx 
von y' und x ist, erhiilt man die zum Ourchlaufen nOtige 
Gesarntzeit T als ein bestimmtes Integral zwischen den 
Grenzen x1 und x1 ; aus 

dt = ds/V2gy = (VI+ y'2/V2gy) dx 

folgt T= V�Jvi;
.,
( dx. � 

,, 

--, 
' \ 
Ix/\ 

P, 1,,,,1 

Dieses Integral soil fur eine gesuchte Funktion y0 = y0(x) 37·3 Zurn Brachysiochronen-Problcm 
den kleinsten Wert haben, d. h., sein Wert ist fur alle von 
Yo verschiedenen Funktionen y(x) gr60er. Nach den irn folgenden gezeigten Methoden, insbesondere 
der LOsung der Eulerschen Differentialgleichung, erhiilt man mit ix als Parameter und zwei Kon� 
stanten C1 und C1 als LOsung die Zykloide 

Xo = ±(C./2)(<> - sin <>)+ c,, Yo= (C./2) (I - COS <>). 

37.1. Variationsprobleme oboe Nebenbedingungen 
Eulersche Differentialgleichung 

Die Untersuchung der Brachystochrone hat auf das Problem gefOhrt, cine Funktion y(x) zu finden, 
fur die das Integral Uber eine zwcite Funktion /(x, y, y') einen kleinsten oder grOBten Wert ergibt; 
die Funktion /(x, y, y') ist durch die geometrischen,.technischen oder physikalischen Gegebenheiten 
bestimmt und wird Grundfunktion genannt. Im Brachystochronen-Problem ist f(x, y, y')
=Vi+ y'1/Vy die Grundfunktion. Kennzeichnet man die Forderung nach einem Extremwert durch 
ein Ausrufezeichen, so soil gelten 

J = ff(x, y, y' ) dx = Extremwert ! 
,, 

Die Grundfunktion hiingt ab von der unabh3.ngigen Ver3.nderlichen x, von der gesuchten Funktion 
y(x) und von ihrer Ableitung y'(x). Die gesuchte Funktion y0(x) wird Extremale genannt. 
Das Grundproblem tkr Varialionsrechnung isl eine Maxima- oder Minima-Aufgabe, jedoch von 
schwierigerer Ari a/s in tkr Dijferemia/rechnung. Es ist eine Funk1ion zu ermilleln, fiir die ein M
stimmtes Integral einen gr6jlten oder k/einsten Wtrl annimmt. 

Hatten NEWTON, die Briider BERNOULLI u. a. nur mit Hilfe spezieller Kunstgriffe das Problem der · 
Brachystochrone gelost, so konnten EULER und LAGRANGE sowie WEIERSTRASS, OSTROGRADSKI, 
CARATHtODORY u. a. im 19. und 20. Jh. ein stets zum Ziele fuhrendes Verfahren entwickeln. 
EULER gelang es, das Variationsproblern auf Oifferentialgleichungen zurUckzufiihren. Er ging davon 
aus, daO alle zur Konkurrenz zugelassenen Funktionen y(x) sich in den Punkten P1 und P1 nicht von der gesuchten Extremalen y0(x) unterscheiden diirfen. Er dachte sich y(x) stets zusamrnengesetzt 
aus der Extremalen y0(x) und einer Abiinderungsfunktion t,7(x). Dann soil y(x) = y0(x) + E1}(x) 
fiir den Wert E = O des freien Parameters in die Extremale iibergehen. Zugleich muB 11(x) fur die 
Punkte P1 und P1 , d. h. fur die Werle x1 und x1 , den Wert Null haben, d. h., es miissen die Rand
bedingungen 11(x1) = 17(x2) = 0 gelten. Fiir y = y(x) wird das Integral J eine Funktion von t: 

Diese Funktion J(e) hat fur e = 0 ein Extremum, deshalb 
J(t) = J /(x, Yo + ErJ, y� + t·,() dx. muO nach den Regeln der Differentialrechnung ihre 

x1 
Ableitung fure = 0 verschwindcn. Da dicGrenzen des Inte-
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grats fest sind, wird unter dem Integralzeichen nach e differenziert: 
J'(e) = J'[J,(x, Yo + •n, y; + en') n + l,•(x, Yo + en, Ya + •n') n'J dx . 

., FUr jede zwischen x1 und x2 stetig differenzierbare Funktion 1J(x), die an den Stelleri x1 und x2 verschwindet, muB gelten 
J'(0) = 1'£1,(X,Yo, Yo) n + f,,(x, Yo,Yo) n'J dx = 0 . 

. , Durch partielie Integration, angewendet auf den zweiten Summanden, findet man 
/[1, - �I,·] n(x) dx + [l,·n(x)(:= o . 

., Der rechte Summand verschwindet wegen der Randbedinguugen. Die Beziehung 
j

°

[J, - �f,,] n(x) dx = O 

.. ist aber fur alle Funktionen '}(x) nur dann erfiillt, wenn die eckige Klammer identisch verschwindet, 
d. h., man erhiilt I, - £; I,· = 0 oder anders geschrieben �� - � g:, = 0. Fuhrt man die 
totale Differentiation nach x aus, so ergibt sich die beriihmte Eulersche Differentialgleichung der Variationsrechnung. 

Eulersche Differentialgleichung 
Sic stellt cine gewOhnliche Differentialg]eichung zweiter Ordnung dar. 

Die Forderung, daft ein bestimmtes Integral durch eine Funktion zum Extremwert gemacht wird, 
ist durch eine Differentialg/eichung fiir diese Funktion ersetzt. 

Die erste Variation. Die Anderungsfunktion wird nach einer von LAGRANGE (1755) eingefilhrten Bezeichnung die Variation t5y der Funktion y(x) genannt: 
6y = en(x); Y = Yo + 6y. 

Da das Integral J fi.ir die Extremale ein Extremwert sein soll, kann die Differenz LJJ = J(y) - J(y0) filr ein Maximum nie positiv und fur ein Minimum des Integrals nie negativ sein. FU.r beliebig kleine Werte von E kann die Anderung des I ntegralwertes als Differential der Funktion J(E) filr e = O auf. gefaBt werden. Man nennt das Produkt J'(O) e die erste Variation von J und bezeichnet es mit {JJ: 
6J = J'(0) e = U�• · 6y(: + ]'(1, - �r,-)6y dx . 

.. Die bei der Ableitung der Eulerschen Differentialgleichung gefundene notwendige Bedingung fur die Existenz eines Extremwertes des Integrals Ia.fit sich damit so aussprechen, da8 die erste Variation verschwinden rnuB: {JJ = 0. 
Erweiterungen. Die Grundfunktion f(x, y, y') und damit das Integral J kOnnen anstatt von einer Funktion y(x) von mehreren (endlich vielen) Funktionen y1 (x), y2(x), .. . ,y,.(x) und ihren Ableitungen abhangen. AnStelle einer Eulerschen Differentialgleichung ergibt sich dann einSystem von n Diffe• rentialg]eichungen. Bei einer Funktion y(x) kOnnen andererseits in der Grundfunktion hOhere Ab
/eitungen von y(x) auftreten, neben y'(x) auch y"(x), ... , yl11>(x). Die Eulersche Differentialgleichung hat dann die Ordnung 2n. Schlie8lich kann auch nach extremalen Eigenschaften von Flachen im Raum gefragt werden. Eine von einem geschlossenen, nicht ebenen DrahtbUgel aufgespannte Seifen
blase z. B. nimmt wegen der Oberflachenspannung stets die kleinste mOgliche FJache ein (vgl. Bildtafel 55). Solche Flachen minimalen Flacheninhalts werden Minima/f{Gchen genannt. Das Integral J wird-dann zum Doppelintegral, in der Grundfunktion sind x und y unabhangige Veranderliche, und gesucht wi�d die die Flache bestimmende Funktion z = z(x, y): 

Jf f(x,y, z, Zx, zy) dx dy = Extremwert! 
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AIS Bedingung fur das Auftreten eines Extremwertes erh3.lt man die Ostrogradskische Differential
gleichung, cine partielle Difl'erentialgleichung zweiter Ordnung. 

Ostro8radskische Differentialgleichung i) i) 
I, - ilx I,. - ily !,, = o

Notwendige und hinreichende Bedingungen fiir das Eintreten eines Extremums 

Unter der Voraussetzung, dafl cine Extremale vorhanden ist, muB die erste Ableitung J'(O) ver
schwinden und die Eulersche Differentialgleichung gelten. Eine solche Bedingung, die fur jede L0sung 
erfi.illt sein mull, nennt man cine notwendige Bedingung. Ob cine LOsung vorhanden ist, kann nach 
einer notwendigen Bedingung allein nicht entschieden werden. Hinreichende Bedingungen fur die 
Existenz eines Extremwertes konnte WEIERSTRASS mit prinzipiell neuen Oberlegungen finden. Darauf 
aber, sowie auf die Filhrung eines Existenzbeweises, der zeigt, daB ilberhaupt eine L0sung vorhanden 
ist, kann bier nicht eingegangen werden. In vielen Fallen begnUgt man sich, nachtraglich zu unter
suchen, ob die L0sung der Eulerschen Differentialgleichung unter den gegebenen geometrischen, 
technischen oder physikalischen Bedingungen wirklich extremale Eigenschaften hat; z. B. zeigt die 
Anschauung, daB es zwischen zwei Punkten der Ebene keine kUneste, aber nicht geradlinige Ver
bindungskurve gibt, da zu jeder Verbindungslinie eine kUrzere denk
bar ist, die Gerade aber nach Voraussetzung ausgeschlossen sein soll 
(Abb. 37-4). 

37-4 Zwischen zwei Punkten P1 und P2 gibt es keine kiirzeste, nicht gerad
linige Verbindungskurve 

37.2. Variationsprobleme mit Nebenbedingungen 

Haufig treten Variationsprobleme auf, in denen nicht nur das Integral J
1

f(x, y, y') dx zu einem 
Extremwert gemacht werden soil, sondern noch zusatzliche Bedingungen errtiht werden sollen. Solche 
Bedingungen nennt man Nebenbedingungen. 
lsoperimetrisches Problem. Will man das Flachenstuck J'y dx, x2 > x1 unter der gesuchten Kurve 

x, 

y{x) zu einem Extremwert machen, so muB die Bogenlange J' V 1 + y'2 dx = I vorgeschrieben sein, 
wobei / nicht kleiner als x2 

- x1 sein darf, I� x2 - x1 • xAts L0sung dieser Aufgabe, mit einem 
gegebenen Umfang, der hier aus der Lange der Strecke jP1P2 1 (Abb. 37-5) und / besteht, eine m0g
lichst grof3e Flache zu umschlief3en, ergibt sich der Kreisabschnitt. x, 
Allgemein tritt beim isoperimetrischen Problem zu der Forderung J f(x, y, y') dx = Extremwert! 
noch cine Nebenbedi11gung in lntegralform auf, die verlangt, daB das i�tegral einer von y und y' ab
hangigen Funktion g(x, y, y') einen festen, vorgegebenen Wert a hat: fK<x, y, y') dx = a. 

x, 

Dieses allgemei"-e isoperimetrische Problem Jaf3t sich mit der von LAGRANGE entwickelten Methode 
der Multiplikatoren auf ein Variationsproblem ohne Nebenbedingungen zuriickftihren. Man bildet aus 
den gegebenen Funktionen f(x, y, y') und g(x, y, y') mit einem konstanten Multiplikator }. die er
weiterte Grundfunktion h(x, y, y') = f{x, y,y') + ).g(x, y, y') 

und !Ost fur sic die Eulersche Differentialgleichung: 

h
,,

-¾h,,,=0. 

Im Beispiel der vorgegebenen Bogenlange / hat man zu setzen 
h(x, y, y') = y +).Vi+ y'' 

und erhalt durch Integration der Eulerschen Differentialglei
chung (x - /;)2 + (y - 1/)2 = •', 
d. h., die Extremalen sind tatS3chlich Kreisb6gen mit dem 
Radius 1•1-

P, /x
1
, OJ P,lx,, oJ 

37-5 Die von der Strccke IP
1
P21 und 

einer Kurve der vorgegebenen Lange 
I zwischen diesen Pllnkten umrandete 
Flache ist am gr013ten, wenn die Kurve 
ein Kreisbogen ist 
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Nebenbedingungen in Gleichungsform. Beim isoperimetrischen Problem wird, trotz der formal kompli
zierten auDeren Form, im Grunde nur cine Zahl, z. B. cine Lange, vorgeschrieben. Eine Neben
bedingung in Gleichungsform aber, die wohl einfacher aussieht, 1313t fur die gesuchten Ex.tremalen 
viel mehr MOglichkeiten off en, z. B. den willkUrlichen Verlauf der gesuchten Kurve auf einer Flache. 
Wie viele MOglichkeiten hat man allein schon bei der Kugel, von einem Punkt zum anderen zu 
gelangen! 
Die geodiitischen linien sind auf einer Flache als die Kurven der kilrzesten Verbindung zwischen 
zwei Punkten der Fliiche zu bestimmen. Denkt man sich die Koordinaten der Fliichenpunkte x(t), 
y(t), z(t) abhangig von einem Parameter t und bezeichnet die Ableitungen nach ihm mit X, j und i, 

so ist die Bogenl3.nge <lurch das Integral J• V X2 + )'2 + i2 dt bestimmt und soil zu einem Minimum 
,, 

werden; zugleich aber mull garantiert sein, daO die Kurven wirklich auf der Fl3.che liegen; die Koordi
naten x, y, z mUssen die Gleichungg(x, y, z) = g(x(t),y(t), z(t)] = 0 der Fl3.che als Nebenbedingung 
erfullen. 

37.3. Minimalprinzipien der theoretischen Physik 

Es war von den Mathematikern und Physikern schon relativ zeitig bemerkt worden, dall ein Licht
strahl zwei Punkte des Raumes auf einem Wege verbindet, zu <lessen Durchlaufen er cine kUrzere 
Zeit braucht als auf jedem Nachbarweg. Wenn man dieses Prinzip von Fermat der geometrischen 
Optik zugrunde legt, !assen sich aus ihm deduktiv z. B. die Brechungs- und die Reflexionsgesetze 
herleiten. 
Solche Minimalprinzipien wurden im I 8. Jh. teleologisch gedeutet, ja DE MAUPERTUJS, damals 
Pr3.sident der Berliner Akademie, versuchte sogar, aus seinem Prinzi'p der k/einsten Wirkung einen 
Gottesbeweis aufzubauen! Hatte VOLTAIRE in seiner Spottgeschichte vom Dr. Akakia (1752) MAU
PERTUJS dem Gelachter Europas preisgcgehen, so wurde auch der Sache nach der Teleologie der 
Garaus gemacht: Es stellte sich heraus, daB der Lichtweg gelegentlich auch zu einem Maximum der 
Zeit ftihre n konnte und - was noch wesentlicher war - die Variationsprinzipien der Mechanik auf 
Differentialgleichungen zurUckgefuhrt werden konnten, die nicht einmal mehr teleologisch klangen 
oder aussahen. Dieser Weg, der von LAGRANGE, GAUSS, HAMILTON und JACOBI beschritten wurde, 
sei unter Benutzung der heutigen Schreibweise der mathematischen Physik angedeutet. 
Die Bewegung eines Massepunktes, z. B. im Schwerefeld der Erde oder eines geladenen Teilchens in 
elektrischen oder magnetischen Feldern, wird nicht nur <lurch seine durch aul3ere Krafte bedingte 
augenblickliche Geschwindigkeit, sondern auch <lurch Potentiale bestimmt, h3.ngt somit neben der 
kinetischen Energie T von der potentie/Jen Energie U ab. Nach LAGRANGE betrachtet man die La
grange-Funktion L = T- U als Funktion der Zeit t, der riiumlichen Koordinaten· x, y, z und ihrer 
Ableitungen X, j, i. Hat man nicht einen einzelnen Massepunkt, sondern ein System von N Masse
punklen, so ist L eine Funktion der Zeit t, von 3N Koordinaten und von 3N Geschwindigkeits
komponenten. FUr verschiedene physikalische Probleme werden dabei verallgemeinerte Kooi:dinaten, 
sogenannte generalisierte Koordinaten Qt, k = I, 2, ... , 3N, eingeftihrt, so daO L = L(t, q10 q",1,J, 
k = I, 2, ... , 3N, cine Funktion dieser Koordinaten wird. Die Bewegung der Massepunkte ergibt 
sich aus den Lagrangeschen Beweg ungsgleichungen II. Art 

�-��=0 k= 1,2 •... ,JN. 
iJq, dt /Ji/, 

' 

Diese Gleichungen !assen sich aus dem Prinzip vo11 Hamilton ableiten. Unter alien denkbaren Be
dingungen, die das System aus einem Zustand I, den es zur Zeit t1 innehatte, w3.hrend des Zeitraumes 

t1 - t1 in einem bestimmten Zustand 2 Uberfuhren, ist das Integral J = J
1

L(1, q1,., q"1,.) dt bei der 
,, 

wirklich cintrctcndcn Bcwcgung am klcinstcn. Diescs wichtigstc lntegralprinzip der klassischen 
Mechanik fuhrt auf die s e  Weise auf ein Variationsproblem, und die zu ihm gehOrigen Eulerschen 
Differentialgleichungen s ind die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen 11. Art. 

37.4. Direkte Verfahren 

So elegant die skizzierten Methoden der Variationsrechnung auch wirken, so kOnnen sich der prakti
schen Durchrechnung <loch erhebliche Schwierigkeiten in den Weg stellen. lnsbesondere ist bei zahl
reichen Problemen die exakte LOsung der Eulerschen Differentialgleich ung SChwierig oder Uberhaupt 
nicht mOglich. Es sind darum NQherungsver/ahren entwickelt worden, die, da sie die Eulersche 
Differentfalgleichung umgchen, als direkte Verfahren der Variationsrechnung b ezeichnet werden. 
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Das Verfahren von Ritz (1909). Bei J = jicx, y, y') dx= Extremwert! macht man fur die gesuchte Funktion y(x) den N3.herungsansatz x1 
y = c1q,1(x) + •·· + c.q,.(x), 

wobei die q,,(x) die Randbedingungen erfilllen mfissen. Die Aufgabe besteht darin, die konstantcn Koeffizienten c1 zu bestimmen. Man setzt y in J cin und erh31t J(c1 , ... , c") = Extremwert! Die c1 

ergeben sich aus den notwendigen Bedingungcn �J = 0, i =I, ... , n fur das Vorliegen eines Extremwcrtes. uc, 
I 

&ispitl: Soll J (y'2 - y" - 2.xy) d.x = Extrcmwert! wcrdcn und die L&ung die Randbedin• 
gungen J-<O) = J-<I) = 0 erfiillen, so machl man z. B. den Ansalz q,1 = x(l - x) und q,2 = x2(1 - x). Dann erhill man die Niiherungslosung y = (7/41) x' - (8/369) x2 + (71/369) x. Zur Kontro11e findet man in diescm Bcispicl ilber die Eulersche DifferentiaJglcichung die LHsung 
y = (sin x)/(sin I) - x. Die Unlerschiede zwischen der exaklen und der geniiherten Losung liegen nur in der GrOBenordnuna von 10-4, 

38. lntegralgleicbungen 

Eine zur Bestimmung einer Funktion dienende Gleichung heiOt lntegralgleichung, wenn die gesuchte Funktion im Integranden eines Integrals auftritt. Ein sehr einfaches Beispiel ist die GJeichung 
(I) j J-<1) dr = /(s) - /(a), a.;; s.;; b. 

Die Fun:tion f(s) ist vorgegeben, gesucht isl die Funklion .><1). Offenbar isl die Losung .><1) = d/(I) • dt Integralgleichungen ergeben sich haufig bei der mathematischen Behandlung physikalischer bzw. technischer Probleme; dazu gehOren Aufgaben Uber elastische Vcrbiegungcn und Schwingungen etwa im BrUckenbau und Uber W3.rmeausbreitungsvorg3.nge. Als Beispiel betrachte man cine eingespannte Saite von der Lange I, beschrieben durch das Intervall O � s � I. An der Stelle mit der Koordinate t werde sie mit dcr Kraft I belastet; die ausgelenkte Saite sci durch die Funktion E(s, t)dargestellt; in Abb. 38-1 a (gestrichelte Linie) ist z. B. die Auslenkungskurve h(s) = E(s, 2/3) fur t = 2/3 angcgeben. Hat die Kraft die GrODe y, so ist die Auslcnkung h(s) = E(s, t) y (durchgezogcne Linie). Wirken zwei Kr3.ftc y1 und y2 an den Stcllen 11 und ,2, so ergibt sich cine Gesamtauslenkung 
h(s) = E(s, r,) y, + E(s, r2) y2, die sich in Abb. 38-1 b aus den einzelnen Auslenkungen E(s, 1/4) • 0,9 

Y, 

(punktierte Linie) und E(s, 2/3) · 0,6 (gestrichcltc Linie) zusammcnsctzt. Entsprechend fuhrt die Bclastung mit n Kr3.ften y1 , Yi. ... , Yn an den Stellcn 11 , 12, ... , In zur Auslcnkung· 
h(s) = E(s, 11) y1 + E(s, 12 ) y2 + ··· + E(s, 1.) y. 

(Abb. 38-1 c). lnsbesondere hat die Auslenkung beim k-ten Angriffspunkt s = ta den Wert 
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(2) h,=h(l,)=E(l,,t1)y1 +···+E(t,,t")y" oder h,=fE(l,,t,)y, (k=l,2, ... ,n). 
1-1 

Bei einer kontinuierlich Uber die ganze Saite verteilten Krafteinwirkung ergibt sich analog 
' 

(3) h(s) = f E(s, t) y(t) dt. 
0 

Die Funktion y(t) ist die Kraftdichte oder Kraft je LQngeneinheit, y dt also die auf das Liingenelement dt wirkende differentielle Kraft; entsprechend geht das Summenzeichen von (2) in das Inte
gral von (3) Uber. Die ausgelenkte Saite bildet eine .,glatte" Kurve h = h(s) (Abb. 38-1 d). 
1st umgekehrt die Form der ausgelenkten Saite, d. h. die Funktion h(s), bekannt und soil die Be
lastung y(t) der Saite gefunden werden, so wird die Beziehung (3) zu einer linearen lntegra/gleichung 
ersrer Art fur die gesuchte Funktion y(t). Die Funktion zweier Variabler E(s, t) heiBt Kern dee Inte
gralgleichung. 
Zur L6sung der lntegralgleichung kann man den umgekehrten Weg einschlagen: Die Gleichung (3) 
wird durch die Gleichung (2), d. h. das Integral durch eine endliche Summe mit gewOnschter Ge
nauigkeit angenahert, indem man sich die Kraftdichte y(1) durch hinreichend viele Einzelkrafte y1 ersetzt denkt. Die Berechnung der y, in (2) ist aber nichts anderes als die Auf/osung eines linearen 
Gleichungssystems von n Gleichungen mit n Unbekannten y1• In der Tat hat die Theorie der linearen lntegralgleichungen vieles mit der der linearen Gleichungs
systeme gemein; man kOnnte die Jntegralgleichungen als lineare Gleichungen mit unendlich vie/en
Unbekannten .iuffassen. Diese Zusammenhange benutzte FREDHOLM, als er (um 1900) die erste allge
meine Theorie aufstellte. Allerdings betrachtete er einen etwas anderen Typ, die sogenannten linearen 
lnlegralgleichungen zweiter Art oder Fredholmschen lntegralgleichungen. Diese treten haufig auf, wenn 
auch meist nur mittelbar als Ergebnis der. Umformung von Differentialgleichungen; z. B. wird die 
erzwungene harmonische Schwingung einer Saite durch ein Randwertproblem fur eine Differential
gleichung 2. Ordnung beschrieben: 
(4) y" + ).y = f (s), y(O) = y(/) = 0. 
Gesucht ist die Auslenkung y = y(s) der Saite an der Stelle s in einer bestimmten Phase der Schwin
gung (Schwingungsform); die Konstante A ist <lurch die SchwingungsfreQuenz, die Funktion f(s) <lurch 
die mit gleicher Frequenz und in derselben Phase einwirkende iiuftere Kraft gegeben. Zur Umformung 
setzt man in die Taylorentwicklung y(s) = y(O) + sy'(O) + J (s - t) y"(t) dt fUr y" nach (4) 
f(t)- J.y(t) ein. lndem man diese Entwicklung speziell fur s = I aufschreibt und die Randbedin
gungen y(O) = y(.l) = 0 benutzt, !af3t sich y'(O) eliminieren; man erhalt die Gleichung 

' 

(5) y(s)-Af K(s,1)y(t)d1 = h(s), 
0 

eine lineare lntegralgleichung zweiter Art fiir y(s). Der Kern K gleicht etwa der obigen Einffuftfunktion 
E(s, t); h(s) berechnet sich aus f(s) und ist insbesondere identisch Null, wenn keine auOeren Krafte 
wirken (/= 0: freie Schwingung). Zusatzliche Randbedingungen treten nicht mehr auf. 
Die I ntegralgleichungen zweiter Art sind besonders gut erforscht, vor all em durch die Arbeiten von 
Erhard SCHMIDT. Auf einige wichtige Eigenschaften dieses Gleichungstyps soil nun eingegangen wer
den. 
Fredholmsche Alternative. Bel elner llneareo Integralglelchung Z1\'elter Art exlstlert entweder zu 
jeder auf der rechteo Selle vorgeg- Funktlon A(s) elne elndeutlg bestlmmte Losung y(s), oder es 
gibt nur zu gewissen rechten Seiten L&ungen, dann aber jeweils unendlich viele. 

Entscheidend dafur ist, ob die zu (5) gehOrige homogene Gleichung 
' 

(6) y(s) - A f K(s, t)y(t) dt = 0 
0 

nur die triviale LOsung y = 0 oder nichttriviale, sogenannte Nul/Osungen y(s) hat. Der erste Fall y = 0 bedeutet im behandelten Beispiel physikalisch, daB keine Ei'genschwingungen genannten 
freien Schwingungen der durch A bestimmten Frequenz mOglich sind. Es gibt dann stets eine wohlbe
stimmte Schwingungsform, wie auch die auOeren Krafte verteilt sind. Im zweiten Fall vorhandener 
NullOsungen dagegen existieren Eigenschwingungen. Zu einer vorgelegten Kraftverteilung h(s) 
kann es dann zwar eine Schwingung y(s) der Saite geben, jedoch laf3t sich diese noch zusatzlich mit 
einer beliebigen Eigenschwingung y(s) Uberlagern: y(s) + Y(s) ist ebenfalls LOsung der Aufgabe. 
Es braucht aber auch gar keine LOsung zu geben; dieser Fall liegt physikalisch gesehen dann vor, 
wenn die einwirkende Kraft gerade so gewahlt ist, daB sie eine Eigenschwingung ,.aufschaukelt" 
(Resonanz) und theoretisch zu unendlich groOen Auslenkungen der Saite fOhrt. 
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Eigenwerte. Im allgemeinen sind diejenigen Pararricterwerte J., fiir die (6) nichttriviale Losungen hat, 
::!:�;e:::;;

e

_/��:�.��:��- ���t:1tJe:
i

;a�!�
e

��!��8u�: ��fi���
i

!��te��!
l

�h�=�ri":(�/f /f):i 
filr n = I, 2, ... und die zugehOrigen Eigenfunlctionen y,. = sin (VI,:· s). Eigenwerte und Eigen• 
funktionen spielen in Theorie und Praxis der lntegralgleichungen cine bedeutende Rolle; z. B. sind 
Reihenentwicklungen gegebener Funktionen nach Eigenfunktionen wichtige Hilfsmittel zur LOsung 
von Differential• und lntegralgleichungen; die bekannten Fourierreihen gehOren hierzu. 
Resolvente. lst (5) eindeutig IOsbar, so 13.0t sich die LOsung y(s) mit Hilfe des IOsenden Kerns oder der 
Reso/vente I'(s, t) darstellen: 

I 

(7) h(s) + l j I'(s, t) h(t) dt = y(s). 

FOr geni.igend kleines J. JaOt sich die Resolvente <lurch ein lterationsverfahren berechnen. Zu dem 
Zweck setzt man in (5) fur y(t) unter dem Integral den von (5) selbst geliefertcn Wert 

I I 

h(t) + l [ Kft, r) y(r) dr ein; es ergibt sich cine Gleichung der Art y(s) - l2 j K2(s, r) y(r) dr 
= h(s) + .< f K(s, I) h(t) di. In ihr wird wiederum das y unter dem Integral durch den genannten 

0 

Ausdruck ersetzt usw.; schlieBlich JaBt der Vergleich mit (7) die Entwicklung 
(8) I'(s, t) = K(s, t) + U,(s, t) + l2K,(s, t) + •·· 

erkennen, die sogenannte Neumannsche Reihe. Die iterierten Kerne K2 , K3 , ••• berechnen sich aus K 
<lurch mehrfache lntegrationen. 
Andere Gleichungstypen. AuBer den Gleichungen (3) und (5) gibt es noch lineare /ntegralgleichungen 
driller Art: 
(9) g(s) y(s) - l f K(s, t) y(t) dr = h(s). 

0 

in denen g(s) und h(s) vorgegebene Funktionen sind. Die Jntegralgleichungen erster und zweiter Art 
sind Spezialf.ille dieses Typs; sic ergeben sich aus (9), wenn g(s) cine Konstante isl. 
Ferner gibt es das umfangreiche Gebiet der nichllinearen lntegralgleichungen. Hier existiert noch keine 
allgemeine Thearie. In diesen Gleichungen kommt die gesuchte Funktion y unter dem Integral nicht 
als Faktor von K(s, t) vor, sondern in ganz allgemeiner - und meist komplizierter - Weise. So ist 
etwa 
(JO) y(s) - J g(s, r) [y(t)]2 dt - h(s) 

0 

cine nichtlineare Integralgleichung. 

39. Funk.tionalanalysis 
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Die Funktionalanalysis hat sich im wesentlichen in den letzten 40 Jahren entwickell. lhre Anfiinge 
lagen in der Erkenntnis, daB die verschiedenartigsten mathematischen Operationen, von den Grund• 
rechenarten bis zur Differentiation und Integration, auffallend viele gemeinsame ZUge haben und daB 
die den Operatianen unterworfenen mathematischen Objekte im Verhalten gegenUber den Operationen 
gleiche oder 3.hnliche Eigenschaften aufweisen, abwohl sie aus ganz verschiedenen Bereichen der 
Mathematik stammen; dieselben Rechenregeln der Addition gelten fur die Addition van Winkeln, 
von Zahlen, van Vektoren u. a. In diesem Sinne bildete die Funktionalanalysis ursprUnglich einen 
Querschnitt durch bestimmte Bereiche der Analysis, z. B. durch die Theorie der lntegralgleichungen 
(vgl. Kap. 38.), der Variationsrechnung (vgl. Kap. 37.) und der Algebra (vgl. Kap. 16. und 17.). 
Das Suchen und Erfassen solcher tiefliegenden Gemeinsamkeiten, das Streben nach m6glichst allge• 
meinen, von den speziellen mathematischen Objekten unabhangigen Aussagen, die nur von den 
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abstrakten Zusammenluinge1t bestimmt werden, haben zu zahlreichen neuen Begriffsbildungen ge
fuhrt, die zur Grundlage der Funktionalanalysis geworden sind und hiiufig in der moderncn Mathe
matik verwendet werden. 

39.1. Abstrakte Riiume 

Abwcichend vom Sprachgebrauch des tliglichen Lebens hat der Begriff Raum in der Funktional
analysis keine unmittelbaren Beziehungen zur Geometric oder gar zu dem Raum unsercr Erfahrung. 
Wegen gewisser Ahnlichkeiten zur Geometric, insbesondere zur analytischen Geometric und zur 
linearen Algebra (vgl. Kap. 17.3.), wurde das Wort Raum auf funktionalanalytische Objekte Ober
tragen. Ahnlich sind auch andere Begriffe, wie Abstand oder Ltinge, dem Wortschatz dcr analytischen 
Geometrie entnommen worden, haben aber ihre ursprtingliche geometrische Bedeutung verloren. 
Begriff des abstrakten Raumes. In der Funktionalanalysis bezeichnet man eine Menge von Elementen 
als einen abstrakten Raum, wenn innerhalb der Menge ein GrenzUbergang erkl3rt ist, wenn die Aus
sage »eine Folge x1 , x2 , x3 , ••• von Elemenlen des Raumes strebt gegen ein Grenzelement x = Jim Xn« 
einen wohldefinierten Sinn hat. n -.co 
Beispiel 1: Die Elemente des k-dimensionalen euklidischen Raume.s, der mit � bezeichnet wird, 
sind die geordneten k-Tupel von reellen Zahlen x = (E1• E2, .••• E.), y = (771,172, ... , 11.). Eine
Folge von Elementen Xn = (E\"', E�"', ... , Ei11>), n = l, 2, ... , strebt gegen das Element 
x = (E1 ,E2 , ••• ,f,.), wenn jede Zahlenfolge E,<11> furn- oo gegen das entsprechende E, strebt; 
i steht hierbei als Vertreter der Iodizes 1, 2, ... , k. Hat der euklidische Raum die Dimension
k = 3, so besteht danach R3 aus der Gesamtheit aller Tripe) x = (E 1, ;1, f3) von reellen Zahlen. 
Die E,, E1 , E3 kOnnen dann aufgefa8t werden als Koordinaten und x als Punkt im Sinne der ana
lytischen Geometric des Raumes. 
Beispiel 2: Der Raum der Polynome hOchstens m-ten Grades von einer Veranderlichen t hat die 
Elemente x = x(t) = Q'.o + Q'.1 t + (X1t2 + ··· + tX/ftt"', wobei die Koeffizienten Q:0 , Q'.1 , ••• , a/ft komplexe Zahlen bedeutcn. Die Menge dicscr Polynome stellt einen Raum dar, wcnn in ihr ein 
Grenzbegriff erkJart ist. Das Polynom x(t) ist durch die Angabe des Funktionswerts und der Werte
dcr crsten m Ableitungen an einer Stelle t = t0 eindeutig nach der Taylorschen FomlCI fcstgelegt: 

x(t)- x(t0) + x'(to) (t - lo)+ [x"(to)/2!] (t - t0)2 + ··· + [x<•>(t0)/m!J (t - t0J-. 

Man definiert deshalb: Eine Folge von Polynomen Xn = x,.(t) heiBt konvergent gegen das Polynom 
x = x(t), wenn die Funktionswerte von x,. und ihren Ableitungen an der Stelle t = t0 einzcln gegen 
den Funktionswcrt x(t0) und die Ablcitungswertc x'(t0), ... , x<"'J(t0) konvergieren, d. h., wenn gilt 

l�"!o x,.(10) = x(to), !�
00

x;(10) = x'(t0), ···•n�� x!lft>(t0) = x<•>(t0). 

Lineare Riiume. In linearen Raumen mUssen cine Multiplikation der Elemente x, y, z ... mit reellen 
und komplexen Zahlen J., /' und eine Addition von je zwei Etementen des Raumes erklart �in. 
Jeder Zahl ). und jedem Element x des Raumes ist dann eindcutig ein mit AX bezeichnetes Element 
und ebcnso jedem Elementenpaar (x, y) eindeutig ein mit x + y bezeichnetes Element des Raumes 
zugcordnet. Es ist jedoch vollkommen unbestimmt gelassen, wie diese Multiplikation und Addition 
speziell ausschen; sie mUssen lediglich die folgenden Bedingungen erftillen: 

Bcdingungen fi.ir Multiplikation und Addition in Jinearen Riumen: 
(1) .l(µx) - (.lµ) x, (2) 1 · X = x, (3) (A+µ) X - AX -f- µx, (4) x + y = y + x, (5) (x + y) + z 

= x + (y z), (6) .l(x + y) = ).x + .ly. 
(7) Es gib< ein Nullelement 0, fiir das stets O · x = 0 · y.= 0 (mit der reellen Zahl 0) gilt. 
femer milssen Addition und Multiplikation stetige Operationen sein, d. h. die weiteren Bedingun
gcn erfiillen: 
(8) Aus }�°!ix,. = x und !�me/" = y folgt !�

00

(x11 + y,.) = x + y. 

(9) Aus,_t��)•n =). und }�"!x,, =x folgt n��).,.x,, =h. 

&ispiele, in denen aUc Axiome erfullt sind. J: Der k-dimcnsionale euklidische Raum � wtrd zu 
cincm linearen Raum, indem man dicMultiplikation durchAx=}.(:E1 , ;2,. .• ,EJ=(..l.E1,AE2, ... , AE1) und die ·Addition zweier Elemente x = (;1 , E2 , .•• ,Et) und y = (tJi.'72, ... ,tJJ durch x + y 
= (E1 + 771, E2 + ']2 , •.. , E.t + 17t) definiert. Das Nullelement ist O = (0, 0, ... , 0). 
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4: Der Raum der Polynome wird durch die Festsetzungen lx = J..�0 + kc1 t + •·· + Accmt"' und 
x + y = x(t) +>�I)= (<>0 +Po)+ (<>1 + P,) I+ ··· + (<>. + P.) ,• zu einem linearen Raum. Das Nullelernent ist das Polynom 0 = 0(t) == 0. Der Begriff der Metrik und des metrischen Raumes. Zwei Punkte P und Q des geometrischen dreidimensionalen Raumes haben, falls sic nicht zusammenfallen, einen gewissen, von Null verschiedenen Abstand voneinander; dieser Abstand wird durch die Lange IPQj der Verbindungsstrecke von P und Q gemessen. Der Abstand zwischen P und Q ist g]eich dem Abstand zwischen Q und P, d. h., IPQI = IQPI. Es isl IPQI > 00 falls P ,j= Q. Nimml man noch einen drinen Punkl R, der nich1 auf der durch P und Q laufenden Geraden liegt, hinzu, so erhalt man ein Dreieck PQR. Nach einem elementargeometrischen Satz ist die Lange einer beliebigen Oreiecksseite, etwa von PQ, stets kleiner als die Summe der Langen der beiden anderen Dreiecksseilen PR und QR, d. h. IPQI < IPRI + IQRI. Man nennt diese Beziehung Dreiecksungleichung. In der Form IPQI �]PR]+ IQRI gilt diese Beziehung uneingeschriinkt auch in den Fiillen, in denen P,Q und R kein eigentliches Dreieck mehr 

bilden, sondern auf einer Geraden liegen (Abb. 39-1). 
Auch in der Analysis ist man hiiufig genOtigt, zwischen den betrachteten Elementen x, y, z ... bildlich gesprochen Abstiinde zu messen, zu entscheiden, ob sich zwei Elemente x, yin .,groBer" oder ,,kleiner" 
Entfernung voneinander befinden. Um Abstiinde zu messen, muB cine Abstondsfunktion, cine fur all.e Elementepaare x, y definierte reelle Zahlenfunktion d(x, y) � 0, cine sogenannte Metrik, erkl3rt 

Axiome jeder Metrik: 
(I} d(x, y) = d(y, x), (2) d(x, y) = 0 genau dann, wenn x = y, (3) d(x, y).;; d(x, z) + d(z, y) (Dreiecksungleichung) 

R 
39-1 Zur Drciecks- � 
ungleichung p Q Dabei bleibt zunachst vollkommen offen, welche analytische Gestalt die Abstandsfunktion hat. Ein Raum, filr dessen Elementepaare eine Abstandsfunktion erkl3.rt ist, hei8t metrischer Raum. Der filr einen abstrakten Raum vorausgesetzte Grenziibergang Jim Xn = x wird dabei durch Jim d(x, Xn) = 0 definiert. n- (X) "- (X) 

Beispiele Jiir Metriken im k-dimensionalen euklidischen Raum. 

5: d(x,y) = V± (;1 - TJ,)2 in Verallgerneiaerung der Formel fur die Lange in der analytischen Geometric; 1-1 k 
6: d(x, y) = max I<, - �,I . 7: d(x, y) = EI<, - �,I. 1 .. 1, ... ,k l•l Fiir jede dieser Metriken ist zu zeigen, da8 sie die angegebenen drei Axiome erfiillt. Dies ist recht Jeicht; nur filr Beispiel 5 fa.lit es verh3.ltnism3.8ig schwer, die Giiltigkcit dcr Drciecksungleichung zu beweisen. Der normierte Raum. Bekanntlich wird jeder komplexen Zahl C = .; + i11 die nichtnegative reelle Zahl ICJ = Ve+ 172 als absoluter Betrag oder Norm von C zugeordnet. Bei der Beschaftigung mit Funktionen, Vektoren, Matrizen u. a. wird oft schon durch die Aufgabenstellung nahegelegt, den betrachteten Objekten ebenfalls cine nichtnegative reelle Zahl als Mall fur ihre .,GrOBe" zuzuordnen. Man nennt cine solche, den Elementen x, y, . .  eines Raumes zugeordnete MaBzahl Norm und schreibt dafiir Uxll, 11.Yll, ... wenn sie die folgenden Eigenschaften hat. Eigenschaften der Normen l<, . (I) J<f>O fiir x ,J= 0, IOI= O; (2) llxl - l•I · J<I, wenn 
A cine beliebige reelle oder komplexe Zahl isl; (3) I< -i;: yj .;; I + IJ1 (Dreiecksungleichung). Diese Eigenschaften sind z. B. fur den absoluten Betrag oder die Norm eincr komplcxen Zahl erfullt. Ein Raum, dessen Elementen cine Norm zugeordnet ist, hei8t normierter Raum. 

Aus der Norm kann eine Metrik abgeleitet wer<Un, inckm man die Norm der Differenz zweitr Ele
mente x, y als Abstandsfunktion d(x, y) = (x - yf erk/Ort. Jm k-dimensionalen euklidischen Raum R" haben die folgenden Normen alle geforderten Eigen-schaften: _ _  I. M = Vi <I; 2. I = ,-'::��.!<•I; 3. lxl = ,;. l<,1-Aus ihnen ergeben sich die in den Beispielen 5., 6., 7. erwahnten Melriken des R*. Dabei h3.ngt cs oft von der Zielstellung der Untersuchung ab, welche Normdefinition man fur cinen bestimmten Raum zweckm38ig vcrwendet. 
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Vollstindige metrische Riume. Wenn eine Folge x1 , x2, ••• von Elementen eines metrischen Raumes X gegen cin Element x konvergiert, so bilden die Abstande d(xi , x), d(x2 , x), ... cine Nullfolge. Nach der DreiecksungJeichung streben dann auch die Abstande d(x., X,t) von zwei beliebigen Folgeelementen xi , x,. mit wachsenden Iodizes i und k gegen Null; sic bilden cine Cauchy-Folge. Elne Pola• {x.} bei8t Caucby-Folge, ,._ sicb zu jeder poslti.eo Zahl • ein Index •<•) so angeben li8t, cla8 fllr Rile lndlus i, k ;;, •<•) stets d(x,. x,) ..; , ausfillt. Jede konvcrgente Folge ist cine Cauchy-Folge, aber nicht jede Cauchy-Folge mu8 cine konvergente Folge sein. R3ume, in denen zu jeder Cauchy-Folge {x,.} ein Grenzelement x der x11 angegeben werden kann, werden vollstiindig genannt, und vollst3.ndige, lineare, normierte Raume heillen Banach
Riiume nach BANACH, der zu den Begriindern der FunktionalanaJysis tii.hlt. Samtliche endlichdimensionalen Raume, z. B. der Raum der Polynome h&hstens m-ten Grades, sind vollstandig. Der Raum L2(a, b) (vgl. Hilbert-Raume) ist ebenfalls vollst3.ndig. Von einem Raum mit Skalarprodukt setzt man im allgemeinen die Vollstandigkeit voraus, bevor man ihn als Hilbert-Raum be· zeichnet. Hilbert-R&ume. Diese nach HILBERT benannten Raume sind wichtige Spezialfalle linearer, normierter Raume. In ihnen ist fiir alle Elementepaare x, y eine komplexwertige Zahlenfunktion (x, y), ein 
Skalarprodukt, erkl3rt, das die folgenden Eigenschaften hat (Uberstreichen bedeutet den Ubei"gang zur konjugiert-komplexen Zahl}: (I) (x, y) = (y, x); (2) (AX, y) = ).(x, y), ). eine beliebige komplexe Zahl; (3) (x, x);;;, 0 und genau dann gleich 0, wenn x = O; (4) (x + y, z) = (x, z) + (y, z). 
Der Raum wird normiert, i□dem man nach der Gleichung llxll = V(x, x) mit Hilfe des Skalarproduktes cine Norm einfiihrt. 
Beispitlt fiir Hilbert-Riiumt. 8: Der Raum K* der komplexen k-Tupcl mit dcm Skalarprodukt 

. . 

(x, y) = £. E,�, und der dazugehorigcn Norm lxl = ,£ IE,I' (<,. �• komplex). 
9: Der Raum L2(a, b). Seine Elemente werden von den komplexwertigen, in a� t � b erk18.rten b Funktionen x = x(1) gebildet, fiir die das Integral J lx(l)I' di existiert. Alie geforderten Eigcn-• . schaften des Skalarproduktes werden durch die Definition (x, y) = [ x(I) y(1) di erfiillt. 

Beispiel fiir funktionalanalytische Oberlegungen. Der durch funktionalanalytische Begriffe mOgliche Erkenntnisgewinn zeigt sich an einigen Folgerungen aus der Schwarzschen Ungleichung. 

! Schwarzsche Ungleichung I In einem Hilbert-Raum besteht die Ungleichung l(x,.v)I..; llxll · llyll !
Der Beweis benutzt zun3.chst die dritte Eigenschaft des Skalarprodukts, nach der (x+Ay, x+Ay)�0 ist fiir jede beliebige komplexe Zahl A. Nach den anderen Eigenschaften erhalt man 
(x + ).y, x + J.y) = (x, x + ).y) + J.(y, x + }.y) = (x + Ay, x) + J.(x + Ay, y) = (x.x)+J.(Y.x) + J.(x,y)+J.,1 · (Y,y) = (x, x) +-1(x,y)+J.(y, x}+H(y,y);;;, 0. 
Dies gilt insbcsondere auch fiir). = - �: ;; ; es ist mithin auch 

(x x) _ (x, y) (x, y) _ (x, y) (y, x) + (x, y}(x, y) ;;;, 0 • (y, y) (y, y) (y, y) . 
Daraus folgt (x, y) (y, x) = (x, y) (x, y) = l(x, y)J'..; llxll' · llyll' (q. e. d.). Der Nutzen dieser allgemeinen Aussage besteht in folgendem: Hat man an einer zwischen zwei beliebigen Raumelementen x und y vorgenommenen Zahlenbildung erkannt, daB sie den fiir Hilbert• Raume geforderten Bedingungen des Skalarproduktes geniigt, so gewinnt man fiir diesen speziellen Raum aus der Gilhigkeit der Schwarzschen Ungleichung sofort wichtige Beziehungen; z. B. er• bait man die folgenden Ungleichungen. 

II:•,�• I..; l� · l{f;; fiir den Raum R' und 
,.1 V ,-:'1 '-' ,-1 

I • I • • J x(I) · y(I) di ..; J lx(1)I' d1 · J Jy(1)I' di fur den Raum L,(a, b). 
. . . 
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Dies sind Beziehungen. die neben einer Reihe ahnlicher Formeln schon vorher, und zwar filr die 
einzelnen R3.ume getrennt voneinander von CAUCHY, BUNJAKOWSKt, SCHWARZ u. a. gefunden 
worden sind. Durch die EinfUhrung funktionalanalytischer Begriffe wird auf diese Weise der ver
schiedenen Bereichen der Analysis gemeinsame wesentliche Sachverhalt aufgedeckt und heraus• 
gearbeitet. 
Ahnlich ergeben sich viele schon frilher gefundene Beziehungen ganz einfach als Deutungen eines 
Satzes der Funktionalanalysis; z. B. folgt aus der Schwarzschen Ungleichung die Gilltigkeit der 
DreiecksungJeichung fur Normen. 
Wegen llxll = V(x, x) ist niimlich llx + Yll2 = (x+ y, x + y) = (x, x) + \x, y) + (y, x) + (y, y) 
,;;; llxn2 + IIYll2 + [(x, y)[ + [(y, x)[ ,;;; llxn2 + IIYll2 + 2llxll · IIYII = ( llxll + 1�11) , womit die Behaup
tung bewiesen ist. 
Filr die Raume Ric und L2(a, b) ergeben sich daraus die schon frUher bekannte Cauchysche und die 
Minkowskische Ungleichung. 

Cauchysche Ungleichung 

. 

Minkowskische Ungleichung J [x(t) + y(1)[2 dt,;;; 

39.2. Operatoren 

W3.hrend durch den Raumbegriff im wesentlichen nur eine Typisierung der mathematischen Unter• 
suchungsobjekte vorgenomrnen wird, charakterisiert ein Operator eine bestimmte rnathematische 
Operation, die mit den Elementen des Raumes ausgefilhrt werden kann. Fast jede mathematische 
Operation kann als cine durch eine beslimmle Rechenvorschri/1 feslgeleg,e Zuordnung aufgefallt 
werden, die jedes Elemenl x eines abstrakten Raumes X eindeuli'g au/ ein Element y eines u. U. von X 
verschiedenen Raunies Y abbildel. Die Zuordnung wird auch 
als Abbi/dung von X in Y bezeichnet, die Zuordnungsvor
schrirt als Opera/or A, B, ... oder F; die Zuordnung wird in der 
Form y = Ax oder y = A(x) beschrieben (Abb. 39-2). 
Die reellen Funlctionen Feiner reellen Veriinderlichen x sind 
spezielle Operatoren; sie b;/den den Raum der reel/en Zahlen 
R1 oder einen Tei/raum X desselben in Y = R1 ab. 

Wird jedern Polynom x(t) des Raurnes X der Polynome hOCh
stens m•ten Grades das Polynom 

y =Ax= x"(t) - 3x'(t) - ,xx2(1) 

39·2 Veranschaulichung eincs Ope
rators, Abbildung von X in Y durch 
A, von Yin Z durch C 

zugeordnet, so bedeutet y = Ax eine Abbildung von X in den Raum Y der Polynome von hOChstens 
2m•tem Grade. 
Lineare Operatoren. Im Hinblick auf die Anwendungen bilden diese Operatoren die wichtigste Klasse. 
Sie sind dadurch erkliirt, daB (I) A(lx) = A Ax ist fur jede beliebige Zahl A und daB (2) A(x + y) 
= Ax+ Ay ist. Beispielsweise stellt der eben angegebene Operator einen linearen Operator dar, 
wenn ex = 0 ist, andernfalls einen nichtlinearen. 
Komposition von Opera/oren. Sind A und B zwei Operatoren, die cine Abbildung von X in Y bewirken 
und ist). eine beliebige Zahl, so versteht man unter dem Produk1 J.A den Operator, der x in J.(Ax) · 
iiberffihrt, so daB gilt ().A) x = A(Ax); die Summe A + B dagegen soil x in Ax + Bx iiberfiihren, so 
daB gilt (A + B) x = Ax + Bx. 
Wenn schlielllich noch ein dritter Operator C gegeben ist, der den Raum Yin einem Raum Z abbildet, 
dann ordnet der Operator CA jedem Element x das Element C(Ax) aus Z zu, in das x durch Hinter
einanderausfiihren der Operationen A und C Ubergefuhrt wird; dies wird durch die Forrnel (CA) x 
= C(Ax) ausgedriickt. 
Beschrinkte lineare Operatoren. Ein linearer Operator A, der einen linearen normierten Raum X 
in einen linearen normierten Raum Y abbildet, hei8t beschrankt, wenn eine Ungleichung der Ge-
�lt 

M = IIAxll,;;; Kllxll mit K> 0 fur alle x aus X 
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besteht; die kleinste Zahl K mit dieser Eigenschaft wird Norm des Operators A genannt und mit 
IIAIJ bezeichnet. Es versteht sich von selbst, da8 die Norm IIYII im Raum Y eventuell cine andere 
sein kann als die Norm llxl! in X. 

Beispiel 1: Es seien X dcr R3 mit dcr Norm llxll = mu l!,I und Y der R2 mit der Norm 11>11 = max 111,I fur i = I, 2. Durch 'T/1 = a11,;, + a12;°2 + auo:'J , 1]2 = a21 ,;1 + a22;'2 + a23;'3 wird jedem x = (;"1 , ;°2 , ,;3) ein bestimmtes y = (T/1, 1]2) = Ax zugeordnet. Der dadurch definierte Operator ist beschr3nkt, denn es gilt 
3 

1,,,1.;; la,d · l!il + la12l · l<,I + 1°,,1-1.,1 ... ;, 1a,.11x11. 
d. h., IIYII = max l�,I .;; (max J: la,.1) llxll, Man findet bei genauer Untersuchung, daO 3 f .. J, 2 f-1, 2 k-1 max I !a111 I gerade die kleinste Zahl K, also die Norm des Operators A, darstellt. l-1,2 k-1 

Durch die soeben definierte Addition von Operatoren, die Multiplikation eines Operators mit einer Zahl und die Norm eines Operators wird die Gesamrheir al/er linearen, be.schr<inkren Operatoren 
A, B, ... , die einen Raum X in einen Raum Yabbilden, selbst zu einem linearen, normierten Raum. Da� ist van ungemeiner Bedeutung fur die Funktionalanalysis und die Anwendung funktionalanalytischer Methoden. Der Kreis der Betrachtung schlie8t sich gewisserma8en wieder: Klassen von Operatoren, die als Vermittler zwischen zwei Raumen au8erhalb der Theorie der Raume zu stehen schienen, fallen selbst unter die Kategorie der abstrakten Raume. 
Funktionale. Unter den Abbildungen eines Raumes nehrnen die Zah/enfunkrionen einen besonderen Platz ein; sie sind Abbildungen in die Menge der reellen oder der komplexen Zahlen. Man nennt sie 
Funktionale; sie haben der Funktionalanalysis den Namen verliehen. In linearen, normierten Raumen ist z. B. die Norm ein Funktional. Im folgenden werden der Einfachheit halber nur lineare, normierte Raume betrachtet. Eine ausgezeichnete Stellung nehmen wiederum die linearen Funktionale f ein, die jedem Element 
x, y, ... des Raumes X einen reellen oder komplexen Zahlenwert /(x), /(y), ... so zuordnen, da0 dabei die Linearitiitsbedingungen f(x + y) = J(x) + f(y), J(rxx) = rxf(x) fur alle Elemente x, y des Raumes 
X und alle zugelassenen reellen oder komplexen Zahlen cc: gelten: Ein lineares Funk tional heiOt 
beschr<inkt oder auch srerig, wenn filr die Norm 11/11 van /gilt: 

11/11 = sup IJ(x)l/llxl < oo (hierbei sei x aJa 0). 
XEX 

Die Gesamtheit aller auf X definierten linearen, stetigen Funktionale / bildet den dualen Raum X. Er ist, wenn X ein Ii nearer, normierter Raum ist, ebenfalls ein Ii nearer, normierter Raum. Eine wichtige Aufgabe der Funktionalanalysis besteht darin, die Eigenschaften der linearen, stetigen 
Funktionale festzustellen, sie bzw. ihre Funktionalwerte /(x), x e X, z. B.als Summe oder als Integral darzustellen und Mengen sowie Abbildungen des urspr0nglichen Raumes X durch Elemente bzw. durch Abbildungen von Elementen des dualen Raumes zu charakterisieren. Im Hinblick auf diese Aufgabe ist die Funktionalanalysis eine Fortentwicklung einer geometrischen Disziplin, der Linien
geometrie. Die Theorie der linearen, stetigen Funktionale spielt eine bedeutende Rolle z. B. in der Theorie der 
/inearen Operatorgleichungen bzw. der lntegralgleichungen, in dcr Theoric dcr miherungswelsen 
Integration, in der Theorie der Distributionen, der verallgemeinerten Funktionen, und in der Theorie der Lagrangeschen Multiplikarormethode. Als Beispiele werden einige Satze fur bestimmte konkrete Raume angefuhrt. 

1. lm R1, dem Raum der k-Tupe/ x = (x1 , ... , x1) von reel/en Zahlen x,, i = 1, ... , k, gibt es zu 
jedem /inearen Funktional f k bestimmte reel/e Zah/en /1 , ... ,ft, durch die sich die Funktionalwerte 
f(x) in der Form f(x) = /1 • x1 + /2 • x2 + ... + J, · x, darstellen /assen. 

Man spricht von einer Darstel/ung von / durch diese Beziehung. Umgekehrt kann durch sie jedesbeliebige k-Tupel reeller Zahlen /1 , . . .  ,_h. ein lineares, stetiges Funktional definieren. Je nach der Norm (vgl. Normierte Raume), durch die man die Elemente x e R1 normiert, findet man: 
I. 11/11 = V,#. fl, 2. 11/11 =.li I/ii oder 3. 11/11 =,.';'.'a\lfil, 
2. Jm Raum L2(a, b) al/u iiber dem Interval! [a, b] quadratisch nach Le�sgue integrierbaren Funk
tionen gill der RiejJsche Darstel/ungssatz: Zu jedem linearen, stetigen Funktiono/ f gibt es eine ein
deutig �stimmre Funktion g aus L2(a, b), mi1 deren Hi/fe die Funktiono/werte f(x) fiir x e L2(a, b) 

. 

in der Form f(x) = J x(t) g(t) dt = (x, g) darg,st,1/t werdtn koMtn. 
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Allgemeiner: in jedem (vollst3ndigen) Hilbert-Raum X werden die Funktionalwerte /(x) als Ska1ar
produkt (x, g) dargestellt. Umgekehrt kann man durch ein beliebiges Element g e X ein Jinearcs. 
stetiges Funktional/(x) = (x, g) definieren. Ferner liiDt sich zeigen, daD die Norm 11/11 des Funktionals 
/ der Norm IIKll des erzeugenden Elements gleich ist. 
3. Der Raum X aller Polynome einer Veranderlichen hOChstens m-ten Grades kann nach der Nor
mierung llxll = £ lx<0 (t0 )j als linearer, normierter Raum betrachtet werden. 

1-0 

Den Polynomen I, t, t 2, ... , t'" mu3 ein lineares Funktional f auf X gewisse komplexe Zahlenwerte 
/0 , /1 , /2 , •. .  , /,,. und dem Polynom x mit den Funktionswerten x(t) = x(t0) + x'(t0) t + • 
+ [x<"'>(t0 )/m!] t"' den Zahlcnwert 

f(x) = x(to) /o + x'(to) /1 + ··· + [x<m>(to)/m!J fm 

zuordnen. Umgekehrt kann man nach dieser Beziehung mit Hilfe von beliebigen Zahlen /0 , ••• ,/"' ein 
lineares Funktional f definieren. Dieses ist auch stetig, denn es gilt 11/11 = max ]f.!/i!. 

1-0. ····'" 

4. Hyperebene. Eine lineare Gleichung in den Variablen x1 , x2 , x3 bestimmt im dreidimensionalen 
Raum R3 eine Teilmenge, die man Ebene nennt. In Erweiterung dieses Sachverhalts nennt man die 
Gesamtheit aller Elemente x eines linearen Raumes X, die einer Gleichung /(x) = i:t genUgen, eine 
Hyperebene H; dabei bedeuten /(x) ein Jineares, stetiges Funktional und !:X eine Zahl. Der Abstand 
d(y, H) eines Elements ye X von der Hyperebene H ist festgesetzt als die grOBte untere Schranke aller 
Abstiinde IIY - xii, x e H, d. h., d(x, H) = inf IIY - XU. Aus der dreidirnensionalen Geometric, 

::cEH 

in der der Betrag zur Abstandsmessung verwendet wird, ist bekannt, da8 der Abstand durch die 
Hessesche Normalform ausgedrUckt werden kann. In einem allgemeinen linearen, normierten Raum 
X gilt entsprechend d(y, H) = (1/(y) - <Xl)/11/11- Falls X ein vollstiindiger Raum ist, gibt es auch wie 
im dreidimensionalen Raum ein Element x0 e H, dessen Abstand IIY - x011 mit dem Abstand d(y, H) 
des Elements y von der Hyperebene H Ubereinstimmt. 
Optimierungsaufgaben der Regelungstheorie laufen manchmal darauf hinaus, den Abstand eines 
gegebenen Elements y von einer Hyperebene zu bestimmen. 
J. Einem Element II eiM.s IUl«lrt11, normierttn Raums /dJt siclr ein lin«1res, stttiges Funlctional f 
thr Norm J so zuordnen, dajJ 11"11 = /(u) ist. 

Die Norm eines Elements u, die manchmal schwer zu handhaben ist, kann danach als Wert cines 
linearen Funktionals dargestellt werdcn. 1st z. B. x(t) = [�1(t), ... , t,(t)] cine k-dirnensionale Vektor
funktion rnit recllcn differenzicrbaren Komponenten �,(t), ist t eine reelle Veranderliche und s ein wei-

• 

terer Wert der unabhiingigen Veriinderlichen, so liiDt sich die Norm Ux(t)- x(s)II: = ,;, l<1 (t) - f,(s)I 
durch die Argurnentdifferenz (s - t) nach oben abschatzen. Nach dem genannten Satz denkt man 
sich auf dem Raum R' ein Funktional /gewiihlt, fiir das f(x(t) - x(s)) = l>'(t) - x(s)II und 11/11 = I 
gilt, d. h., man denkt sich k reelle Zahlen /1o ... , J., die den Bedingungen Ux(t) - x(s)II 

k k 

= J; /j[f1 (t) - ,:1(s)J und max I/ii = I geniigen. Setzt man dann q,(t) = J; Ji · <,(t), so findet 
l•l 1-1, ...• k l-1 

man nach dem 1. Mittelwertsatz der Differentialrechnung 
k 

llx(t) - x(s)II = q,(t) - q,(s) = ,p'(,) (1 - s),;; J; lo;(,)I · It - sl 
1-1 

fur eine Stelle T zwischen s und t. 
6. Fortse tzbarkeit von Funktionalen. Gelegentlich ist ein lineares, stetiges Funktional nur auf 
einem Jinearen Teilraum definiert, und es entsteht dann das Problem, das Funktional auf dem rest
lichen Raum so zu definieren, daO es linear und stetig bleibt und nach MOglichkeit auch die Norm bei
beh.iilt. S3.tze Uber eine solche Fortsetzbarkeit sind z. B. von HAHN, BANACH, KREIN und RUTMAN an
gegeben worden. 

39.3. Verwendung funktionalanalytischer Methoden 
in der Tbeorie der Niherungsverfahren 

Die Theorie der NQherungsverfahren befaOt sich mit der Aufgabe, Methoden zur nahcrungswcisen 
LOsung von Gleichungen der verschiedensten Art, z. B. von Differential- oder Integralgleichungen, 
anzugeben (vgl. Kap. 29.2. - Numerische LOsung gewOhnlicher Differentialgleichungen). In 
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einem abstrakten Schema solcher Gleicbungen ist cin Operator A gegeben, der diC Elemente x cines vollst3ndigen, normierten Raumes X in die Elemente y eines normierten Raumes Y Uber• fiihrt, und gesucht wird ein Element x• aus X, das auf das Nullelement O von Y abgebildet wird, fur das folglich A(x*) = 0 gilt. Eine n3herungsweise Bestimmung von x• gelingt in vielen Fallen mit dem /lerationsverfahren. Man formt die Gleichung A(x) = 0 in die 3.quivalente Gestalt x = B(x) um, w3.hlt nach Gutdtinken cine Anfangsn3herung x0 und bildet dazu die weiteren N8.herungen x1 = B(xo), x2 = B(x1), x3 = B(x2), ••• , x,. = B(x,._,), ... Nach dem Banachschen Fixpunktsatz kann in der Regel entschieden werden, ob die Folge {x,.} gegen x• konvergiert. 
Banachscher Fixpunktsatz: 1st B eifle Abbildung einer Teilmenge M eines Banach-Raumes in sichund genilgt B fiir alle Elemente x, ye M einer Lipschitz-Bedingung IIBx - BYII ,;; L llx - YII mit eioer Lipschitz-Konstanten L < 1, so konvergiert die Folge der Naherungswerte x1 = B(x0), x2 = B(x1), •.. , x,. = B(x,._1) •••• fiir jcde belicbigc Ausgangsniiherung x0 aus M gegen die in M einzige L0sung x• der Glcichung x = B(x). und es gilt die Fehlerabschatzung 

Ux• - x.11 ,;; [L/(1 - L)] · llx. - x •. ,11,;; [L"/(1 -L)] · llx, - x011. 
Beispiel 1: Es sci X= Y die Menge der reellen ZahJen,_A(x)=x-sinx-1, B(x)==sinx+ 1, die Teilmenge M das Intervall n/2,;;x,;;2. Mwird durch B auf das Intervall 2;;,x;;,(I +sin2)>n/2 abgebildet. Es gilt fiir alle x, ye M die Lipschitz-Bedingung 

IB(x) - B(y)I = lsin x - sin y[ ,;; L · Ix - YI mit L = lcos 2[ . 
Ausgehcnd von x0 = n/2 = 1,571 erhalt man x1 = 2, x2 = sin 2 + l = 1,909 ... Die Fehlerabsc·hatzung ergibt Ix• - x21 � 0,066. Die exakte L0sung lautct auf drci SteUen genau x = 1,935 ... 

I 

Beispiel 2: Es seien X = Y = L2(0, I), [A(x)l(s) = x(s) - -2
1 f-

1 

x(t) 
dt - 2 (= 0 filr 

I +s+ I 

0,;; s,;; I), [B(x)] (s) = + J 1 .;�)
+ 1 dt + 2, M = L2(0, I). Eine quadratisch integrierbare 

0 
Funktion x wird durch B wieder in cine quadratisch intcgrierbare Funktion B(x) abgebildet. Es gilt fiir alle x, ye L2(0, I) 

IIB(x) - B(y)ll2 = j I+ j �(t� � :'; dt I' ds ,;; + j [x(r) - y(t)[2 di=+ llx -yll'-
o O 0 

Die Bedingungen des Banachschcn Fixpunktsatzes sind daher mit L = 1 /2 und einer beliebigen quadratisch integrierbaren Ausgangsfunktion, etwa mit x0(s) = 0, erfilllt. Man erhalt dann die aufeinanderfolgenden Naherungen x1(s) aaa 2, x2(s) aaa In [(2 + s)/(1 + s)] + 2, . .. Die Fehlerabschatzung ergibt fiir die Funktion x2 einen mittleren quadratischen Fehler 
Hx• - x,11 = (j [ In [(2 + s)/(1 + s)][ 2 ds) 112 = 0,48. 

Die exakte L0sung x(s) ist nicht bekannt. 
Wie man sieht, sind funktionalanalytische Methoden selbst bei numerischen Aufgaben, wie sie in der lngenieurpraxis alltaglich anfallen, von groflem Nutzen. Wer sich genauer informiercn mOChte, studiere E/emente der Funktionalanalysis von LJUSTERNIK·SOBOLEW (Akadernie•Verlag) bzw. Funk
tionalanalysis und numerische Mathematik von COLLATZ (Springer•Verlag). 

40. Grundlageo der Geometrie nod nicbteuklidiscbe Geometrie 

40.1. Euklidische Geometrie.. 767 40.3. Axiomatisierungen der euklidischen 40.2. Nichteuklidische Geometric ........ 768 Geometric . 770 

Die Mathematik nahm ihre heutige deduktive Form im 5. Jh. v. u. Z. an, als sie aus dem 3gyptischen und babylonischen in den griechischen Kulturkreis Ubernommen wurde. Eine Besonderheit dabei war, dafi der Geometric weit gr0fleres Gewicht beigelegt wurde als der Arithmetik, die 
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sogar weitgehend in geometrischem Gewande auftrat. Die 3ltesten systematischen Darstellungen der Mathematik, von den Griechen Elemente genannt, waren daher systematische BegrOndungen der Geometric. 
40.1. Euklidische Geometrie 

Elemente von Euklid. Die 3ltesten uns erhaltenen ,,Elemente" wurden von dem in Alexandrien lebenden Mathematiker EUKLID (etwa 365-300 v. u. Z.) aus Texten alterer Forscher in 13 BOchern zusammengestellt. Die Geometric hatte schon einen solch hohen Stand erreicht, daB EuKLJD sic aus wenigen .,Definitionen", .,A xi omen" und ,,Postulaten" exakt aufbauen konnte. Wegen seiner didaktisch geschickten Darstellung galten diese Elemente fur fast zwei Jahrtausende als Standardbeispiel fur den axiomatischen Aufbau einer mathematischen Theorie, ja fur die mathematische Methode iiberhaupt. Wesentlich fur diese Wirkung war neben ihrem mathematischen Gehalt ihr Aufbau, bei dem die geometrischen Tatsachen aus den Axiomen und Postulaten <lurch rein logische Schliisse, d. h. im wesentlichen ohne Berufung auf die Anschauung abgeleitet wurden. Die Axiome wurden gema.B der Auffassung des AR1STOTELES (etwa 384-322 v. u. 2.) als unmittelbar evidente Aussagen betrachtet. Die von EuKLID gegebenen Definitionen, z. B. »ein Punkt ist, was keinen Teil hat«, sind allerdings keine befriedigenden Begriffserklarungen, sie werden beim weiteren systematischen Aufbau aber auch gar nicht benutzt. Die Elemente des Euklid enthalten die Planimetrie, die Lehre von den Proportionen, die Ahnlichkeitslehre und die Theorie der inkommensurablen GrOOen, die Stereometrie einschlie81ich der Lehre von den funf regelm38igen Polyedern sowie zahlentheoretische Aussagen, z. B. den Euklidischen Algorithmus zur Bestimmung des gr08ten gemeinsamen Teilers zweier Zahlen und den Nachweis der Existenz unendlich vieler Primzahlen. 
Die euklidische Geometric. Die am Anfang des deduktiven Aufbaus der Geometric bei EuKLJD stehenden Axiome sind so gewahlt, daB sie die geometrischen Verhaltnisse in einer Zeichenebene und im uns umgebenden Anschauungsraum richtig zu beschreiben scheinen. Die aus ihnen ableitbaren Satze bilden in ihrer Gesamtheit die euklidische Geometric, und das fiir sie kennzeichnende Parallelenaxiom tritt im urspriinglichen Text al� 5. Postulat auf. 
Panll•I-Iiom 1111cb 1!ak1141: Und w- tine Gerade (einer Ebene) zwel Genden sdmeldet and die - and auf elner Selle llegenden Winkel___,, klelner al■ nrel recbte macbt (Abb. 40-1), da1111 sollen die nrel Genden, unbqrenzt nrllngert, 1kb sdmelclen auf derjenlaen Selle, wo die Winkel sind, die ZUIIIJIUDen wenlger als zwel recbte ausmacben. 

���l;��::��ur�� �C:s�:::e;��!� :::. ira��; 8J:s�':.rJ�t.re;::ui,n ddaeJ 40-1 Para\lelenaxiom 
man Liicken und Mangel im systematisch-deduktiven Aufbau von EuKLJD fand. Man iiberwand sie durch Aufnahrne neuer, bei EuKLID schon implizit benutzter Axiome. Aullerdem gelangte man zu der Auffassung, da8 eine explizite Definition der in den Axiomen verwendeten Grundbegriffe nicht mOglich ist, da8 vielmehr ihre Eigenschaften durch die in den Axiomen festgelegten Beziehungen zwischen ihnen bestimmt sind. Die Axiome selbst sind dann nicht mehr unmittelbar evidente Aussagen, sondern Setzungen, aus denen die Geometric aufgebaut wird. Die Berechtigung zur Wahl gewisser Axiome entscheidet sich danach, ob durch diese Axiorne die geometrischen Verhfiltnisse unseres Anschauungsraurnes richtig beschrieben werden. lnnermathematisch wird die Geometric ohne jede direkte Berufung auf die geometrischen Erfahrungen aufgebaut. Durch Untersuchung der inneren logischen Zusarnmenhange der Satze der euklidischen Geometric wurde man zu verschiedenen gleichwertigen Axiomensystemen fur diese Geometric gefiihrt. Den ersten vollst3ndig strengen Aufbau der euklidischen Geometric gab 1899 D. HILBERT (1862-1943). 
Das Parallelenaxiom. Schon den griechischen Mathematikem nach EuKUD erschien das Parallelenaxiom weniger evident als die anderen; rnOglicherweise deshalb, weil das in ihm verlangte .,unbeschrankte Verlangern" die Grenzen der Anschaulichkeit iibersteigt. Daher versuchten sie schon, dieses Axiom aus den iibrigen zu beweisen. Das Problem, einen Beweis fiir das Parallelenaxiom zu finden, blieb jedoch etwa zwei Jahrtausende ungelOst. Die vielen zu seiner LOsung unternommenen Versuche fiihrten nur zu einer groOen Anzahl von Aussagen, die sich als mit dem Parallelenaxiom gleichwertig erwiesen, die aber auch nicht aus den anderen Axiomen EuKLJDS allein bewiesen werden konnten. 
Dem Parallelmulom iquiYalenle Aussagea. I. Zu jeder Geradea r gibl es durcb jeden Punkt P genau elne zu r parallele Gerade. - 2. Posldonlus (um 135-51 ,. u. Z.): Zwel parallel• Geradea baben iibenll dense)ben Abstand. - 3. Prodos (410-485): Wean elne Gerade elne ,on nrel paralle-
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� 

lea Gendea-.; IO .... die ....... - ... J. Wallil (1616-'1703): 
Zu )edem Dreleek 111111 es llmlldle Drelecke beliellfaer Gnllle. -
S. G. Sacdieri (1667-1733): Die Samme der 1-wlakel elDes Orel
eeks isl aleldl zwel Recbtea. - 6. A. M. Leaeadre (1752-1133): 

40-2 Zurn Parallelenaxiom 
iiquivalente Aussage van 
LEGENDRE 

Elne Gende - - Pakl Im._,, ..,_ Winkels, der kl
als eln 1estreckter Isl, odmeldet wmlpt- elnea der beldea Scbeakel 
(Abb. 40-2). - 7. W.1161yal (1775-1856): Orel nldlt kolllnean 
Punkte II- llleb aar elaem Kreis __ . ___ _ 

Die Kia.rung der Rolle des ParaJlelenaxioms gelang erst im 19. Jahrhundert und fuhrte zur Entdek
kung der nichteuklidischen Geometrien. 

40. 2. Nichteuklidische Geometrie 

In seinen Beweisversuchen fur das Parallelenaxiom gelangte G. SACCHERI 1733 zur Betrachtung 
einer Figur, in der g cine Gerade und AD, BC gleichlange, zu g orthogonalc Strecken sind. Die 
Winkel �ADC und �DCB sind gleich groO (Abb.40-3) und entweder in jeder solchen Figur 
beide spitze oder in jeder beide stumpfe oder in jeder beide rechte 
Winkel. Je nach dieser Annahme unterscheidet man drei Hypo
thesen. Die Hypothese des rechten Winkels ist dem Parallelen
axiom g]eichwertig. Dieses ist deshalb bewiesen, wenn sowohl 
die Hypothese des spitzen als auch die des stumpfen Winkels 
widerlegt sind. Unter der stillschweigenden Annahme der unend
Jichcn Lange jeder Geraden gelang die Widerlegung der Hypo
these des stumpfen Winkels. Die Widerlegung der Hypothese des 
spitzen Winkels gelang SACCHERI nur durch einen FehlschluB. j 
Zu 3.hnlichen Resultaten gelangte 1766 J. H. LAMBERT (1728-1777). 
Auch er konnte die Hypothese des spitzen Winkels nicht wjder- i�-..!ei:���r 

Pva��1
!7;�:����um 

legen, gelangte jedoch unter ihrer Voraussetzung zu weitergehen-
den Resultaten als SACCHERI. Er fand, daO bei dieser Hypothese 
die Abweichung der Winkelsumme im Dreieck von zwei Rechten dem Flacheninhalt proportional 
ist und daB es eine ausgezeichnete Streckenlange gibt. 
Auch C. F. GAUSS (I 777-1855) beschaftigte sich etwa ab 1792 mit dem Parallelenproblem und ver
suchte, das Parallelenaxiom dadurch zu beweisen, daO er die ihm widersprechenden Hypothesen 
zum Widerspruch fuhrte. Nach langen erfolglosen Versuchen gelangte er als Erster zu der festen 
Oberzeugung, daB das Parallelenaxiom nicht beweisbar ist und daO eine auf der Hypothese des spitzen 
Winkels fuBende nichteuklidische Geometric logisch mOglich ist. Er hat sich Uber diesen Gegenstand 
jedoch nie Offentlich, sondern nur brieflich gegenilber Freunden geauDert, da er Uberzeugt war, 
bei den Zeitgenossen auf vOlliges Unverstandnis zu stoBen, zumal durch die damals vorherrschende 
Kantsche Philosophic die euklidische Geometric als a priori gUltig ausgezeichnet wurde. Als neue, 
eigenstandige Theorie wurde die auf der Hypothese des spitzen Winkels beruhende nichteuklidische 
Geometric, die man auch hyperbolische Geometrie nennt, unabhangig voneinander 1829 von N. I. Lo
BATSCHEWSKI (1793-1856) und 1 832 von J. B6LYAI (1802-1860) publiziert. Sie weicht dadurch von 
der euklidischen Geometric ab, daB es in ihr zu jeder Geraden g und jedem Punkt P auBerhalb g 
genau zwei Parallelen zu g durch P gibt. Dabei heiBt, wie man schon bei GAUSS findet, cine Gerade h 
durch P zu g parallel, falls g und h sich nicht schneiden, aber alle durch P verlaufenden Geraden, die 
zwischen g und h liegende Punkte enthalten, g schneiden. 
In der Folgezeit setzte sich die Oberzeugung immer mehr durch, daB diese hyperbolische Geometric 
in sich widerspruchsfrei und deshalb mathematisch ebenso berechtigt ist wie die euklidische Geome
tric. Beweise hierfOr konnten jedoch erst 1868 E. BELTRAMI (1835-1900) und 1870 F. KLEIN (1849 bis 
1925) erbringen, die innerhalb der euklidischen Geometric Madelle fur die hyperbolische Geometric 
konstruierten. Daher wUrde ein in der hyperbolischen Geometric auflretender Widerspruch dazu 
fohren, daB auch innerhalb der euklidischen Geometric ein Widerspruch vorhanden sein mUBte. 
BELTRAMI erkannte, daO die ebene hyperbolische Geometric realisiert ist auf einer Flache, die Pseudo
sphllre genannt wird und sich bei Rotation einer Traktrix um ihre Leitlinie ergibt. KLEIN gelangte 
ausgehend von Untersuchungen zur projektiven Geometric zu euklidischen Modellen der hyper
bolischen Geometric. Eines der einfachsten solchen Modelle der ebenen hyperbolischen Geometric 
erhalt man, wenn man die Punkte des lnnern eines Kreises als Punkte der hyperbolischen Ebene und 
die Sehnen dieses Kreises als die Geraden der hyperbolischen Ebene betrachtet (vgl. Abb. 40-5). 
Ausgehcnd von Oberlegungen der Oifferentialgeomelrie von FJachen gelangte 8. RIEMANN (1826 bis 
1866) cbenfalls zu nich1euklidischen Geometrien. Er betrachtete zunachst nur begrenzte Raum
bereiche, von denen er vorausselzte, daB im Unendlichkleinen die euklidische Geometric gilt und daB 
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die geometrischen Figuren im gleichen MaBe beweglich sind wie im euklidischen Raum. Unter diesen 
Voraussetzungen gibt es nur drei Raumtypen, in denen eine solche Geometric gel ten kann: (1) Rtiume 
mit konstanter Krlimmung Null, in denen die euklidische Geometric gilt; (2) Raume mit konstanter 
negativer Krlimmung, in denen die hypcrbolische Geometric gill; (3) Rau me mit konstanter positiver 
Krilmmung, in denen die elliptische Geomerrie vorliegt. 
Ein Model/ fiir die ebene e/liptische Geomerrie erh31t man aus N 
der Betrachtung der spharischen Geometric auf einer Kugel- ...--.... �-
oberflache. Ein Punkt dieses Modells, e/-Punkt genannt, ist 
ein Paar sich diametral gegenUberliegender Punkte der Kugel
oberflache (Abb. 40-4). Die elliptische Ebene des Modells ist 
die Menge aller solcher el-Punkte. Die el-Geraden erhi:i.lt man 
aus den GroBkreisen der Kugeloberflache. 
Zwei el-Geraden haben immer einen gemeinsamen el-Punk1, 
weil sich zwei GroBkreise immer in zwei diametral gegenUber
liegenden Punk ten schneiden. Die el-Punkte (N, S) und (M, T) 
bestimmen genau cine el-Gerade, ni:i.mlich (NMST). Man kann 
vom el-Punkt (N, S) unendlich viele el-Lore auf die el-Gerade 
(MOTP) fallen. Wah It man als Entfernung zweier el-Punkte den 
kleineren Bogen des durch sie bestimmten und in zwei Tei le ge
teilten GroBkreises, so ist n/2 die grOBte Entfernung zweier el-
Punkte. Die Winkelsumme in einem el-Dreieck ist immer gr6/3er 40-4 Model I der elliptischen 
als zwei Rechte. Die Bewegungsgruppe dieses Modells der ellip- Geometrie 
tischen Geometric ist die Gruppe der Drehungen der be1rach-
1eten Kugel um ihren Mittelpunkt. 
Da man auch sowohl innerhalb der hyperbolischen als auch innerhalb der elliptischen Geometric 
Model le der euklidischen Geometrie fin den kann, ist jede dieser Geometrien genau dann widerspruchs
frei, wenn es eine der anderen isl. Aus mathematischer Sicht sind daher die nichteuk\idischen Geo
metrien der euklidischen Geometric gleichberechtigt. Das Problem, welche Geometric die Lage
und Gr6Benbeziehungen im umgebenden Raum am besten beschreibt, ist damit ein physikalisches 
Problem geworden; die Mathematik untersucht lediglich den logischen Zusammenhang mOglicher 
raumlicher Verhi:i.ltnisse. 

Projektive Modelle der nichteuklidischen Gometrien. Auf Resultaten von A. CAYLEY (1821-1895) 
aufbauend erkannte F. KLEIN 1871, daB sich die euklidische und die nichteuklidischen Geometrien 
aus der projektiven Geometric gewinnen lassen, falls es in ihr gelingt, erneut Lagebeziehungen 
Parallelirtit und Orthogonalirtit festzulegen. Zwei Geraden bzw. Ebenen werden bekanntlich parallel 
genannt. wenn sie sich in einem Punkt der uneigentlichen Ebene des Raumes schneiden (vgl. 
Kap. 25.1.). In der euklidischen Geometric ist deshalb durch einen Punkt auBerhalb einer Geraden 
nur eine Parallele zu ihr mOglich, weil durch diesen Punkt und den uneigentlichen Punkt jener 
Geraden nur eine Verbindungsgerade existien. 1st in einer als uneigentlich ausgezeichneten Ebene 
eine Polaritiit ohne F1mdame111alkurve, cine absolute Po/aritiit gegeben, so kann auch die Ortho
gonalitiit im euklidischen Raum erklart werden. 
Statt nun eine Ebene als uneigentlich auszuzeichnen, kann man dafur auch ein anderes Gebilde 
wahlen. Zeichnet man im projektiven Raum eine Flache 2. Ordnung aus, so zerfallt der Raum in ein 
Jnneres und ein A.u/3eres in bezug auf diese Fl3.che, analog wie der R3 etwa in dieser An in bezug 
auf eine Kugel oder auf ein Ellipsoid zerfallt. Eine Polaritat des gesamten projektiven Raumes, 
deren Fundamentalfl3.che jene ausgezeichnete Flache 2. Ordnung ist, definiert das Orthogonalsein 
fur die Geraden und Ebenen, die <lurch das I nnere der Flii.che gehen; dabei heiBt eine Gerade genau 
dann zu einer Ebene orthogonal, wenn die Gerade durch den Pol der Ebene geht. Das lnnere jener 
ausgezeichneten Fltiche 2. Ordnung ist dann ein Medell fur die hyperbolische Geometric. Will man 
nur ein Model! fur die ebene hyperbolische Geometrie erhalten, hat man in der projektiven Ebene eine 
Kurve zweiter Ordnung als Fundamentalkurve einer Po/aritat auszuzeichnen. Am einfachsten wahlt 
man dazu einen Kreis (Abb. 40-5). Die im lnnern des Kreises liegenden Punkte und Sehnen sind die 
h-Punkte und h-Geraden dieses Modells der ebenen hyperbolischen Geometric. Das Para/le/en
axiom ist in diesem Model! nicht erfullt, denn z. 8. gibt es zur h-Geraden PQ <lurch den h-Punkt R 
mehrere PQ nicht schneidende h-Geraden, etwa die h-Geraden RU, RV, a, b, c, von denen RU und 
RVverschiedene h-Parallelen zu PQ durch den h-Punkt R sind. Die h-Gerade STheiBt genat1 dann zur 
h-Geraden P'Q' h-orrhogona/, wenn der Pol A der projektiven Geraden P'Q' auf der projektiven 
Geraden ST und der Pol 8 von STauf der projektiven Geraden P'Q' liegt. Da die Pola re von jedem 
Pun kt der projektiven Geraden P'Q' durch den Pol A geht, braucht nur cine Gerade <lurch die Punkte 
Tund A bzw. Sund A gezogen zu werden, um ein h-Lot auf P'Q' zu fallen bzw. in Seine h�Senkrechte 
zu errichten. 
Zwei h-Strecken PQ und P'Q' heif3en h-kongruem, falls die von ihren Endpunkten mil den Schnitt
punkten ihrer Geraden mit dcr Fundamentalkurve gebilde1en Doppelverhfiltnisse im absoluten Be-
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me im h-Dreieck kleiner als zwei 
Rechte ist und dafl zwei h-Dreiecke 
schon dann h-kongruent sind, wennsie 
in drei Winkeln Ubereinstimmen. 

Verzichtet man auf die Auszeichnung einer Flache des 
projektiven Raumes und erkliirt man das Orthogonal
sein mittels einer beliebigen Polarit3.t ohne Fundamental

ffiJche, so gelangt man zu einem Modell der elliptischen 
Geometrie. 

40.3. Axiomatisierungen der euklidischen Geometrie 

Das 1899 von D. H1LBERT angegebene Axiomensystem fur die euklidische Geometric entstand aus 
dem von EuKuo dadurch, da8 alle dort noch vorhandenen Liicken ausgefullt wurden. Au8erdem 
verzichtete HILBERT auf die Definition der in den Axiomen auftretenden Grundbegriffe, da eine De
finition im Rahmen dieser Geometric gar nicht mOglich ist, in den Axiomen vielmehr die zwischen 
den Grundbegriffen bestehenden Beziehungen als ihre Eigenschaften festgelegt werden. Jede mOg
liche spezielle Realisierung dieser Grundbegriffe, fur die die Axiome gelten, ist dann ein Model/ 
der euklidischen Geometric. Das Axiomensystem von HILBERT ist so gew3.hlt, daB je zwei Modelle 
isomorph sind - es ist karegorisch. Mithin kann man stets Geometric im reellen Zahlenraum treiben. 
Daraus folgt schlieO!ich noch durch Ausnutzung entsprechender Eigenschaften reeller Zahlen die 
Vollsttindigkeit des Axiomensystems von HILBERT fur die euklidische Geometrie: Jede mit den Aus
drucksmitteln dieser Theorie formulierbare geometrische Aussage ist entweder beweisbar oder wider
legbar. 
Die Grundbegriffe im Axiomensystem von HILBERT sind Punkt, Gerade, Ebene, die lflzidenzre/ation 
als zweistellige Relation zwischen Punkten und Geraden, Punkten und Ebenen sowie Geraden und 
Ebenen, die Zwischenbeziehung als dreistellige Punktrelation und die Strecke,r- und Winke/kongrue11z. 
Die Axiome hat HILBERT in mehrere Gruppen aufgeteilt; diese sind: (A) lnzidenzaxiome, (8) An
ordnungsaxiome, d. h. Axiome fur die Zwischenbeziehung, (C) Kongruenzaxiome, (D) das Parallelen
axiom, (E) Stetigkeitsaxiome [»inzidieren mit« ist die gemeinsame Bezeichnung fur »liegen in« und 
»gehen durch«]. 
HILBERT hat in seinem Ax:iomensystem die schon bei EuKLID auffallende Besonderheit beibehalten, 
daB der Begriff der Bewegung von geometrischen Figuren nicht auftritt. Da die etwa im Erlanger 
Programm von F. KLEIN (vgl. Kap. 26.1. - Das Kleinsche Erlanger Programm) zum Ausdruck 
kommende Auffassung der Geometric aber gerade die geometrischen Transformationen in den 
Mittelpunkt der Betrachtung rilckt, hat F. SCHUR 1909 cine abgeanderte Version des Ax:iomensystems 
von HILBERT angegeben, in der die Kongruenzaxiome durch Bewegungsaxiome ersetzt sind und statt 
der Kongruenzrelation der Bewegungsbegriff als Grundbegriff auftritt. Ein mOgliches Axiomensystem 
dieser Art filr die ebene euklidische Geometric wird im folgenden angegeben. Dabei werden Punkte 
mit gro8en und Geraden mit kleinen lateinischen .Buchstaben bezeichnet; P I g bedeutet, daB der 
Punkt P mit der Geraden g inzidiert, anders ausgedrUckt, daB g durch P verl3uft, P auf g liegt. 
Jnr.ihn:axiome: 11. Zuje zwei verschiedenen Punkten existiert genau eine Gerailedurch diese Punkte; 
jede Gerade enthtilt mindestens zwei verschiedene Punkte. - 12. Nicht a/le Punkte liegen auf einer 
einzigen Geraden. - I J. Poro/lelenaxiom: Zu jeder Geraden g und jedem Punkt P aujJerhalb g existierl 
genau eine Gerade durch P, die keinen Pun/a mil g gemeinsam hat. 
AnordM,11gu,xiome: A J. Wenn R zwischen P und Q /iegt, so /iegt R ouch zwischen Q und P und 
P, Q, R sind verschiedene Punkte, die au/ einer gemein.samen Geraden /iegen. - A 2. Von je drei ver
schiedenen Punkten einer Geraden /iegl stets genau einer zwischen den beiden anderen. - A J. Axiom 
von P11scl,: Liegen Punkte P, Q, R nichl auf einer gemeinsamen Geraden und schneidet eine Gerade g 
die Gerade PQ in einem Pun/a Z 1 zwischen P und Q, so /iegt R au/ g oder g verltiu/t durch einen 
Punkt S, der zwischen P und R oder zwischen Q und R liegt (Abb. 40-6). 
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40-6 Zurn Axiom von PASCH 40-7 Auf-einer-Seitc•-lil,gen: 40-8 Fahne 
P und Q liegen in einer Halbebene 

Definitionen. Punkte P, Q liegen auf eine_r Seite eines Punktes O bzgl. g, falls P, Q, 0 jg und 0 
nicht zwischen P und Q liegt. Die beiden Aquivalenzklassen dieser Relation fur festesg und Omit 
0 I g sind die Halbgeraden vo11 g mit dem Anfangspunkt 0. Punkte P, Q mit P, Q ,t- g liegen au/ 
einer Seite einer Geraden g {Abb. 40-7), falls kein Punkt von g zwischen P und Q liegt. Die beiden 
Aquivalenzklassen dieser Relation filr festes g sind die von g begrenzten Halbebenen. Eine Falme 
ist ein Tripe! (P, h, H), bestehend aus einem Punkt P, einer Halbgeraden h einer Geraden g mit 
dem Anfangspunkt P und einer Halbebene H, die von g begrenzt wird (Abb. 40.s). 

Gew1sse ememdeut1ge Abbildungen der Ebene auf s1ch werden Beweg1mgen genannt. Die Menge 
aller Bewegungen muB so beschaffen sein, daB die Bewegungsaxiome erfi.illt sind. 

lkweg1111gsaxiome: B 1. Sind ex, fJ Bewegungen, so ist auch ihre Hintereinanderausf iihrung fJ · °' eine 
Bewegung. - B 2. Die identische Abbi/dung der Ebene au/ sich isl eine Bewegung. - BJ. Die Bewegun• 
gen erlwlten die Zwischen•Beziehungen. - B 4. Sind Fund F' Fahnen, so existiert gena" eine Bewegung, 
die Fin F' Uberfiihrt. - B 5. Zu je zwei Puflkten P, Q existiert eifle diese Punkte vertauschende Be
wegung; zu je zwei Halbgeraden mit gemeinsamem Anfaftgspunkt existiert eine diese Halbgeraden 
vertauschende Bewegung. 

Aus diesen Axiomen folgt, daB die Beweg1111ge11 eine Gruppe bilden, weil mit jeder Bewegung ex auch 
tX-t eine Bewegung ist; denn ist ex. eine Bewegung und F cine beliebige Fahne, so gibt es fur die Fahne 
F', in die F <lurch tX Ubergefi.ihrt wird, eine Bewegung P, die F' in F i.iberfi.ihrt. Die Bewcgung 
y = p · C\ fiihrt die Fabne F in sich selbst Uber, muB also die ldentitat sein, da auch die ldentitiit F 
in sich Uberfuhrt und es nach B4. nur eine solche Bewegung gibt. Daher ist p = 0:-1, also tX-1 eine 
Bewegung. 
Wegen B4. ist eine Bewegung eindeutig festgelegt <lurch drei nicht kollineare Punkte und deren 
Bildpunkte. 
Es ist leicht und anschaulich sehr naheliegend, in diesem mit Bewegungen arbeitenden Aufbau der 
Geometric den Kongruenzbegriff einzuftihren. 

Definition der Kongruenz. Eine geometrische Figur F, d. h. eine Menge F von Punkten, ist genau 
dann zu einer geometrischen Figur F' kongruent, wenn es eine Bewegu11g gibt, die die Figur Fin die 
Figur F' Uber/Uhrt, d. h., in bezug auf die das vol1e Bild der Punktmenge F die Punktmenge F' ist. 

Die Kongruenz von Figuren ist eine Aquivalenzrelation; fur sie !assen sich leicht alle die Eigenschaften 
beweisen, die im Axiomensystem von H1LBERT als Kongruenzaxiome vorkommen. Umgekehrt 
kann man mit dem Begriffsapparat des Axiomensystems von HILBERT die Bewegungen einer Ebene 
als diejenigen eineindeutigen Abbildungen dieser Ebene auf sich definieren, bei denen das Bild jeder 
Strecke stets zu dieser Strecke kongruent ist. Dann !assen sich die Bewegungsaxiome beweisen. Daher 
sind diese beiden Axiomatisierungen gleichwertig. 
Beide Axiomensysteme enthalten schlieBlich noch eine weitere Axiomengruppe, die Stetigkeits• 
axiome. Das jeweils volle Axiomensyslem hat die Eigenschaft, daB je zwei seiner Modelle isomorph 
sind; d. h., diese Axiomensysteme sind karegorisch. 

Stetigkeitsa.xiome: St 1. A.rc/airMdisches Axiom: Durch n·maliges Hintereinander•Abtragen einer 
au/ einer Geraden g gegebenen Strecke P0P1 au/ dieser Geraden erhtilt man die Punkte P,,, P,.+1, 
/Ur die P0P1 zu P,.P

,,
+1 kongruent ist und P,, zwischen P0 und P,,+1 /iegt (Abb. 40·9), /st dann R ein 

Punkt von g, der mil P1 au/ einer Seite VOii P0 liegt, so gibt es eine natiirliche Zahl m, so daft 
R zwischen Pa und P,,, liegt. - St 2. Vollstiindigkeitsaxiom: Die Mengen der Punkte, Geraden 
und Bewegungen sol/en in dem Sinne 
maximal sein, daft es nicht m6glich isl, 
ihnen weitere Elemente hinzuzufiigen, so 
daft die betrachteten Relationen noch a/le 
vorherigen Axiome erfU/len. 40·9 Zum Archimedischen Axiom 



772 40. Grundlagen der Geometrie und nichteuklidischen Geometrie 

Entsprechend den von F. KLEIN im Erlanger Programm anges1ellten Uberlegungen zur Klassifizie
rung der einzeln.en Geome1rien an Hand ihrer Transformationsgruppen kann man den Bewegungs
begriff noch starker in den Mi1telpunkt einer Axiomatisierung der ebenen euklidischen Geometric 
ri.kken. Dabei genUgt es, statt beliebiger Bewegungen nur Gerade11spiegelu11ge11 zu betrach1en, da sich 
jede Bewegung als Produkt von zwei oder drei Geradenspiegelungen darstellen 13.0t. lnsbesondere 
laOt sich jede Punktspiegelung an einem Punkt P als Produkt der Spiegelungen an zwei durch P 
verlaufenden zueinander orthogonalen Geraden darstellen. Da schlieBlich jeder Geradenspiegelung, 
die nicht die identischeAbbildung ist, eineindeutig ihre Spiegelungsgerade und jeder Punktspiegelung, 
die nicht die identische Abbildung ist, eineindeutig der Punkt entspricht, an dem gespiegelt wird, 
kann man ausgehend von den Geradenspiegelungen sowohl al/e Bewegungen als auch Aquivalente 
fur Punkte und Geraden konstruieren. Darauf beruht die MOglichkeit, die Geometric allein aus
gehend vom Spiegehmgsbegriff zu begrllnden. Besonders wichtig isl dabei der Dreispiegelungssatz, 
der auch selbstandiges Interesse verdient. 

Dreispiegelungssatz. Das Produkt von drel Spiegelungen an drei Geraden, die einen gemeinsameo 
Punkt oder ein gemeinsames Lot haben, 1st wieder eine Spiegelung an einer Geraden (Abb. 40•10). 

Die Grundidee dieser BegrOndung der Geometric ist, daB man geeignete Eigenschaften des aus den 
Geradenspiegelungen bestehenden Erzeugendensystems der Bewegungsgruppe auffindet, so daB jede 
Gruppe mit solch einem Erzeugendensystem Bewegungsgruppe einer Ebene ist. Dies kann wie folgt 
geschehen, wobei man sich formal zunachst jeder Bezugnahme auf die Anschauung enthalt. 
Vorgegeben sei cine Gruppe (G, ·) mit dem neutralen Element e und ein nur aus involutorische11 Ele
me11te11 bestehendes Erzeugendensystem S der Gruppe G. Dabei heiBt ein Gruppenelement g von G 
involutorisch, falls g2 = e ist; ferner bedeute g/1, fur Gruppenelemente g, h, daB ihr Produkt g · h 
ein involutorisches Gruppenelement von G ist. FOr die Elemente von S, die Spiegelu11ge11, gelten 
folgende Aussagen als Axiome. 

Spiegelungsaxiome: SI. Zu Elementen g1, ti. hi. h2 au.s S mil g1 /h1 , g2/h2 und g1h1 =+= g2h2 gibt es 
genau ein g ES mit g/(g,h,) und g/(g2h2). - S 2. Ge/ten a/(gh), b/(gh), c/(gh) oder a/g, b/g, c/g, so 
gibt es ein Element de S mit_abc = d. - S 3. Es gibt Elemente g, h,j von S mil g/h und weder j/g 
11oc/1 j/h 11oc/1 J/(gh). 

� 

b:s. 

40-10 Zurn Dreispicge\ungssatz 

40-11 Zurn Spiegelungsaxiom SJ 

Um den geometrischen I nhah diescr Axiome deutlich zu machen, definiert man zunachst ,,Geraden" 
und ,.Punkte'', und zwar seien die 5-Geraden die Elemente von S und die S -Punkte diejenigen 
Produkte I(· h von Gruppenelementen g, he S, die wieder involutorische Gruppenelemente sind; 
d. h., g · J, ist ein S-Punkt, falls g, he Sund g/h gilt. FUr die Einfuhrung weiterer Begriffe stutzt man 
sich auf aus der euklidischen Geometric bekannte Eigenschaften der Spiegelungen. Das Produln 
zweier Geradenspiegelungen ist dann eine Translation oder cine Drehung, d. h. genau dann eine 
involutorische, von der ldentit3t verschiedene Abbildung, wenn es cine Drehung um 180° ist; dies 
aber ist genau dann der Fall, wenn die Spiegelungsgeraden orthogonal sind. Daher nennt man nun 
S-Geraden g, h orthogonal, falls g/h gilt. Die S-Punkte sind die formalen Aquivalente fur die Pro
dukte von Spiegelungen an orthogonalen Geraden, entsprechen also den Punktspiegelungen.SchlieB
lich ist das Produkt einer Geraden- und einer Punktspiegelung unabhangig von der Reihenfolge der 
Faktoren genau dann eine involutorische Abbildung, wenn der Punkt, an dem gespiegelt wird, auf 
der Spiegelungsgeraden liegt. Daher nennt man cine S-Gcrade g mit einem 5-Punkt g' · h' inzident, 
falls g/(g' · h') gilt. 
Mit diesen Begriffsbildungen bedeutet Axiom SI. die Existenz und Eindeutigkeit der Verbindungs
S-Geraden zweier verschiedener S -Punkte. Axiom S2. ist der Dreispiegelungssatz. Axiom SJ. ist 
cine Existenzforderung, deren geometrischen I nhalt Abb. 40-11 veranschaulicht. 
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Ein gro8er Vorteil bei dieser BegrUndung der Geometric ist neben der KUrze des Axiomensystems 
und der wen.igen Grundbegriffe, daB die Axiome S 1, Sl, S 3 die sog. ,.absolute" Geometrie ergeben, 
das sind alle diejenigen geometrischen Aussagen, die sowohl in der euklidischen als auch in der 
hyperbolischen und der elliptischen Geometric gelten. Die Kennzeichnung dieser drei Geometrien 
gelingt durch je ein weiteres Axiom. 
Weitere Spiegelungsaxlome. S4eulpt· Es gibt ein Polardreiseit, d. h. drei paarweise orthogonale 
S-Geraden. - S f'eukl . Je zwei S-Geraden haben stets einen S-Punkt oder ein Lot gemeinsam, und es 
gibt ein Rechueit, d. h., es gibt S-Geraden a, b, c, d mil a, b 1 c, d und a =t= b, c =I= d. - S4brp• Es 
gibt zwei S -Geraden, die weder einen S-Punkt noch ein Lot gemeinsam haben, und zu jeder S-Geraden 
g gibt es durch jeden S-Punkt P hOchstens zwei s�Geraden, die mil g weder einen S-Punkt noch ein 
Lot gemeinsam haben. 

Dagegen kann man aus dem Axiomensystem der euklidischen Geometric von HILBERT zwar dadurch 
zu einem Axiomensystem der hyperbolischen Geometric gelangen, ctaO man das Parallelenaxiom 
<lurch die Forderung ersetzt, daO es zu jeder Geraden g und jedem Punkt P auOerhalb g genau zwei 
Parallele <lurch P zu g gibt, aber ein Axiomensystem fur die elliptische Geometric bekame man nur 
durch Anderung mehrer'er weiterer Axiorne aus verschiedenen Axiomengruppen. 

Weitere Verallgemeinerungen der euklidischen Geometrie. Statt wie bisher nur nach der Rolle des 
Parallelenaxioms und seiner Unabh3ngigkeit zu fragen, kann man diese Fragen auch fur die anderen 
Axiome z. B. im Axiomensystem von HILBERT stellen. Schon HILBERT hat durch Konstruktion sog. 
nich1-archimedischer Geometrien bewiesen, daO auch das Archimedische Axiom vo n den ilbrigen 
Axiomen unabhangig ist. Man kann solche Untersuchungen mit Erfolg auf zahlreiche weitere Axiome 
ausdehnen. Man kann z. B. auch die Frage stellen, wann eine Ebene als Teil eines Raumes aufge
fal3t werden kann. Hierfi.ir findet man, dal3 die GUltigkeit des DESARGUESschen Satzes (s. u.) das 
entscheidende Kriterium ist. 
Besonderes Interesse hat die Untersuchung der Konsequenzen aus den lnzidenzaxiomen gefunden. 
Die Modelle der obigen Inzidenzaxiome I I, I 2, 13 werden affine lnzidenzebenen genannt. Jedes 
solche Modell, d. h., jede solche affine Inzidenzebene, besteht aus einer Menge von Punk ten, einer 
Menge von Geraden und einer zweistelligen lnzidenzrelation. Viele solche affinen Inzidenzebenen 
haben mit den anschaulichen Vorstellungen, die man von einer Ebene hat, kaum noch etwas gemein, 
z. B. gibt es endliche affine lnzidenzebenen, d. h. Modelle der Inzidenzaxiome, in denen nur endlich 
viele Punkte und Geraden existieren. Das Minima/model/ hat 4 Punkte und 6 Geraden, die Inzidenzen 
veranschaulicht Abb. 40-12; im Minimalmodell sind z. B. die Geraden g1, g4 und auch g3,g6 
parallel, da sie keine gemeinsamen Punkte haben. Spezielle affine Inzidenzebenen sind dieTransfations
ebenen, in denen es zu je zwei Punkten genau eine Parallelverschiebung, auch Translation genannt, 
gibt, die den einen Punkt in den anderen Uberfuhrt. Da in jeder affinen Inzidenzebene zu je zwei 
Punkten h&hstens cine solche Translation existiert, ist dies cine Existenzforderung, die bemerkens
werterweise ersetzt werden kann durch die Forderung nach GU:ltigkeit einer speziellen geometrischen 
Aussage, niimlich des kleinen Satzes von DESARGUES. 

P, 
40-12 Mm1malmodell 
emer affincn 
lnz1dcnzcbcnc 

P,, 40-13 F1gurcn der Satze (d) 
2 und (D) von DESARGUES 

(d) Kleiner Satz von Desargues. Liegen zwei Dreiecke so, 
da.8 die Verbindungsgeraden entsprechender Eckpunkte 
zueinander parallel sind, und sind zwei entsprechende Seiten
paare parallel, so isl auch das dritte Seitenpaar parallel. 

Die Translationen einer Translationsebene T bilden einen 
Vektorraum Uber einem SchiefkOrper, dem Ska/arenkOrper 
von T. Die Dimension dieses Vektorraumes ist eine gerade 
Zahl oder unendlich; sie ist genau dann 2, wenn in T der 
(groBe) Satz von DESARGUES gilt. 

d 
, 

(D) Satz von Desargues. Liegen zwei Dreiecke so, daP sich die Verbindungsgeraden entsprechender 
Eckpunkte in einem Punkt schneiden, und sind zwei entsprechende Seitenpaore parallel, so ist ouch 
das dritte Seitenpaar parallel (Abb. 40-13). 
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Diejenigen affinen Inzidenzebenen, in denen (D) erfullt ist, heiDen desargues.sche Ebene11. Genau 
dicse desarguesschen Ebenen sind es, die einer Koordinatenebene Uber einem SchiefkOrper isomorph 
sind, analog wie die euklidische Ebene zur Koordinatenebene fiber dem KOrper der reellen Zahlen 
isomorph ist. Gerade in den desarguesschen Ebenen ist daher die Einft1hrung von Koordinaten 
mOglich, d. h., in ihnen kann man analytische Geometric betreiben. Da nicht jede affine Jnzidenz• 
ebene desarguessch ist, kann man deshalb nicht in alien affinen Inzidenzebenen Koordinaten ein
ftihren. Der KoordinatenschiefkOrper einer desarguesschen Ebene ist genau dann komrnutativ, 
wenn in dieser Ebene der Satz von PAPPOS-PASCAL gilt. 

(P) Satz von Pappos-Pascal. Liegen die Eckpunkte 
eines geschlossenen Sechsecks abwechselnd auf zwei 
Geraden und sind a/le Eckpunkte vom eventuel/en 
Schnittpunkt dieser Geraden verschieden, sind ferner 
zwei gegenuber/iegende Seitenpaare parallel, so isl 
auch dos dritte Seitenpaar parallel (Abb. 40-14). 

40-14 Figur zum Satz von PAPPOS-PASCAL 

Die Siitze (D), (d), (P) sind Beispiele sogenannter Schlieftungss<ilZe. Zwischen ihnen gelten unter 
Yoraussetzung der Inzidenzax:jome folgende Implikationen: (P) - (D)- (d). Beide lrnplikationen 
sind nicht umkehrbar. Aus dem Satz von WEDDERBURN, nach dem jeder endliche SchiefkOrper kom
mutativ ist, folgt, daD in alien endlichen desarguesschen Ebenen der Satz von PAPPos-PASCAL gilt, 
d. h., daD (D)- (P) jedoch unter der zusatzlichen Voraussetzung der Endlichkeit der betrachteten 
Ebenen gilt. 
Ahnlich wie zum Satz (D) von 0£SARGUES der kleine Satz (d) von OESARGUES gehOrt, kann man zum 
Satz (P) von PAPPos-PASCAL den kleinen Satz (p) von PAPPOS-PASCAL betrachten, den man aus (P) 
dadurch erh3.lt, daB man von den betrachteten Geraden voraussetzt, daB sic parallel sind. Dann gilt 
auch (P) - (p) und (d) - (p). Die lmplikation (P) - (p) kann nicht umgekehrt werden. Die Frage, 
ob die Jmplikation (p) - (d) gilt, ist ein bis heute ungelOstes Problem. 

41. Mathematiscbe Grundlagenforschuog 

Die moderne mathematische Grundlagenforschung, oft auch als Metamathematik bezeichnet, begann 
gegen Ende des vorigen Jahrhunderts und steht seit dieser Zeit in engstem Zusammenhang mit den 
Fragestellungen und den Methoden der mathematischen Logik. Die in ihr betrachteten Probleme 
reichen von der wissenschaftstheoretischen Untersuchung mathematischer Theorien bis hin zu 
philosophischen Fragestellungen Uber die Natur mathematischer Aussagen und mathematischen 
Erkennens. Soweit mOglich versucht man die Kia.rung solcher Fragen mit den Mitteln der mathe
matischen Logik und der Mathematik selbst zu erreichen. Dabei ergeben sich an verschiedenen Stellen 
sehr diffizile Probleme daraus, daB man bestrebt ist, die Sicherheit mathematischer Methoden und 
Ergebnisse mit Mitteln der Mathematik selbst zu begrUnden. Beim konsequenten Verfolgen eines 
solchen Zieles mullte man einmal an cine Stelle gelangen, an der die BegrUndung mit Methoden 
gegeben wird, die selbst nicht weiter zu begrUnden sind. Die Motive fur die Auswahl solcher von vorn
herein als sicher geltenden Methoden sind dann im wesentlichen nicht mehr mathematischer Natur. 
Es gibt verschiedene MOglichkeiten fur solche Auswahlen. Historisch haben sich in der ersten Halfte 
dieses Jahrhunderts haupt53chlich drei Standpunkte zur BegrUndung der Mathematik herausgebildet: 
die mengentheoretisch-logische, die Jormalistische und die konstruktivistische BegrUndung. 
Mathematische Grundlagenuntersuchungen sind nicht erst cine Frucht des ausgehenden 19. Jahr
hunderts, vielmehr waren in gewissem Umfang die mathematischen Untersuchungen zu alien Zeiten 
mit einer dem jeweiligen Erkenntnisstand entsprechenden kritischen Betrachtung ihrer Grundlagen 
verbunden. Das bezieht sich sowohI auf die griechische als auch auf die Mathematik des Mittelalters 
und der frUhbilrgerlichen Gesellschaft. Dabei wurden Grundlagenuntersuchungen oft durch voran
gehende sti.irmische Entwicklungen einzelner Zweige der Mathematik angeregt. In der zweiten 
Hiilfte des 19. Jahrhunderts ergab sich nach einer vorangehenden groBartigen Entwick.lung der 
Analysis die Notwendigkeit einer kritischen Analyse ihrer Grundlagen, insbesondere die einer Kia.rung 
des Begriffs sowohl der reellen als auch der naturlichen Zahl. Wesentliche Beitr3.ge, die sp3.ter zu 
Ansatzpunkten weitgehender Grundlagenuntersuchungen wurden, lieferten dazu Richard DEDEKIND 
(1831-1916), Georg CANTOR (1845-1918) und Gottlob fREGE (1848-1925). 
Die erw3.hnten Standpunkte zur BegrUndung der Mathematik beruhten urspri.inglich auf ausgepriigt 
gegen53tzlichen Programmen, die als Logizismus, Formalismus und lntuitionismus bekannt wurden. 
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Keines dieser Programme konnte vollstandig verwirklicht werden, jedes hat aber wertvolle Einsichten 
und Resultate zutage gefordert, die z. T. ursprtinglich nicht beabsichtigt waren. Die vom Formalismus 
z. B. gestellte Efllscheidbarkeitsfrage hat zur Prazisierung der Begriffe Berechenbarkeit und Verfahren 
gefuhrt, d. h. zur Theorie der rekursiven F11nktionen und zur Algorithmentheorie; die ebenfalls vom 
Formalismus ausgehende PrQzisierung der formalen mathematischen Sprachen ist z. B. grundlegend 
fur die Konstruktion algorithmischer Sprachen, etwa von ALGOL und FORTRAN. Der Standpunkt eines 
einzelnen Forschers ist heute zumeist nicht mehr einer bestimmten dieser Richtungen zuzuordnen, 
der Forscher folgt vielmehr einer dialektischen Betrachtungsweise, indem er Fragen und Ergebnisse 
von verschiedenen, teilweise widersprllchlichen Standpunkten her durchdenkt. Die Einhaltung 
bestimmter differenzierter Konstruktivit3tsforderungen im Verlaufe einer Untersuchung ist weniger 
Ausdruck einer bestimmten philosophischen Position, als vielmehr des methodologischen Prinzips, 
den Rahmen gesicherter Erfahrung nicht unnOtigerweise zu Uberschreiten. 

Der Logizlsmus. Unabh3.ngig voneinander haben G. FREGE und R. DEDEKIND die Theorie der 
natllrlichen Zahlen ,,logisch" fundiert, d. h., sie haben sie mengentheoretisch begrilndet. Vor allem 
FREGE hatte dabei das Ziel im Auge, die Theorie der nati.irlichen Zahlen und sukzessive dann die 
gesamte Mathematik auf den Gesetzen des ,.reinen Denkens", d. h. auf denen der Logik, zu begri.in
den. Damit wurde <lurch FREGE der Zusammenhang zwischen Logik und Mathematik herausgestellt 
und die als Logizismus bezeichnete programmatische Auffassung begrilndet, die die Mathematik als 
Teil der Logik entwickeln will. Bertrand RUSSELL (1872-1970) bemerkte, daB der Fregesche Ansatz 
in sich widerspruchsvoll war und legte in seinem Werk Principia Mathematica ein verbessertes Sy
stem dar. Darin wird nachgewiesen, dafl die Mathematik insgesamt auf der Grundlage der ver
zweigten Typentheorie entwickelt werden kann. In dieses System der formalen Logik muOten aller
dings auch wesentlich mengentheoretische Voraussetzungen aufgenommen werden. Die konsequente 
Weiterfuhrung und Vereinfachung dieser Gedankeng3nge hat schliefllich zu der Einsicht gefuhrt, 
daB die gesamte heutige Mathematik auf der Grundlage der Mengenlehre aufgebaut werden kann; 
pr3ziser: daB die gesamte heutige Mathematik in einer im PriidikatenkalkUI der ersten Stufe for
malisierten axiomatischen Mengentheorie mit einigen zusatzlichen Axiomen dargestellt werden kann. 
Eine Spielart des Logizismus, nach dessen extremer Auffassung die Mathematik als Erzeugnis allein 
des vernUnftigen Denkens zu begrUnden sein soil, ist der mathematische Platonism11s, wie er z. B. 
in den ldeen von CANTOR zur BegrOndung der Mengenlehre in Erscheinung tritt. Nach dieser Auf
fassung sind die Mengen und alle Objekte der Mathematik ideelle Gegenst3nde, die unabh3ngig von 
intellektueller Aktivitat existieren. Aufgabe des forschenden Mathematikers ist es, die in diesem 
Bereich geltenden Gesetzma!ligkeiten aufzufi.nden. 

Der Formalismus. Die formalistische Auffassung ist cine Antwort auf die erkenntnistheoretischen 
Schwierigkeiten, die dem Programm des Logizismus entgegenstehen. Ein entscheidender Schritt 
zum Formalismus war das I 899 erschienene Buch Grundlagen der Geometrie von David HILBERT 
(1862-1943). In ihm wurde am Beispiel der euklidischen Geometric erstmalig demonstriert, was unter 
formaler Axiomatik und ihrer metatheoretischen Analyse zu verstehen ist. Das Programm einer 
formalistischen BegrUndung der Mathematik wurde von HILBERT erst 1920 endgUltig formuliert 
und von ihm und seinen Schulern in Angriff genommen. Danach sind auch zuniichst inhaltlich 
gegebene mathematische Gebiete wie die Zahlentheorie, die Analysis und die Mengenlehre als formale 
axiomatische Theorien aufzufassen. Bei grundlagentheoretischen Untersuchungen ist von ihrem Inhalt 
abzusehen und sind nur noch die den inhaltlichen SchlUssen entsprechenden formalen Umformungen 
an den die mathematischen Aussagen wiedergebenden Zeichenreihen von Interesse. Die ersteAufgabe 
ist es nach diesem Programm, die formale Widerspruchs/reiheit der betrachteten formalen Systeme 
nachzuweisen, d. h. Uberzeugend darzulegen, daB aus den Axiomen mittels der logischen SchluBregeln 
nicht cine Aussage zugleich mit ihrer Negation herleitbar ist. Diese Aufgabe ist mit Mitteln zu be
waltigen, deren Zulassigkeit Uber jeden Zweifel erhaben ist. Zu diesen von HILBERT alsfinit bezeichne
ten Methoden gehOren elementare kombinatorische Methoden, im besonderen das Beweisprinzip 
durch vollstiindige I nduktion, nicht jedoch die Methoden der transfinilen Mengenlehre, die infi
niristischen Methoden. Die Ergebnisse dieser Forschungen (bis 1938) wurden in dem Werk Grund
/agen der Mathematik von D. HILBERT und P. BERNAYS (geb. 1888) zusammengestellt, das neben den 
Principia Mathematica zu den wichtigsten Werken zur Grundlegung der Mathematik in diesem 
Jahrhundert zahlt. 
Das ursprUngliche Programm von HILBERT mu!lte auf Grund von Resultaten von Kurt G6DEL 
(geb. 1906) revidiert werden. Eines dieser Resultate besagt, dal3 der Beweis der Widerspruchsfreiheit 
eines formalen Systems Mittel erfordert, die Uber die durch das System selbst gelieferten hinausgehen 
mllssen. Danach �ird man mit finiten Mitteln im engeren Sinne nicht einmal die Widerspruchsfreiheit 
der Arithmetik beweisen kOnnen. 
Ober Art und Umfang einer zulassigen Erweiterung ti.niter Mittel besteht heute noch keine restlose 
Klarheit. Eine MOglichkeit ist die Einbeziehung rekursiver Funktionale, d. h. rekursiver Funktionen, 
deren Argumente selbst wieder rekursive Funktionen sind. Ohne auf diese Fragen naher einzugehen 
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sei vermerkt, dall sich finite Untersuchungen nicht nur auf die Frage der Widcrspruchsfreiheit be
schr3.nken, sondern sich z. B. auch auf Entscheidungsprobleme beziehen sowie allgemein auf die 
Analyse des finiten Kerns in grundlegenden mathematischen und metamathematischen Resultaten 
in.finitistischer Natur. 

Der lntuitionismus. Diese Richtung, die sich sowohl von der logizistischen als auch von der forrna
listischen Auffassung ganzlich distanziert, wurde von L. E. J. BROUWER (1881-1966) begrfindet. 
Ahnliche ldeen hatten vorher schon L. KRONECKER (1823-1891) und H. POINCARE (1854-1912) ver
treten. Filr den lntuitionismus sind folgende Gesichtspunkte kennzeichnend: I. Das Aktual-Unend
liche wird abgelehnt. - 2, Zur Definition mathematischer Objekte wird allein die effektive Konstruk
tion zugelassen. - 3. Ausgangsmaterial der Konstruktionen sind die natilrlichen Zahlen, die nur als 
eine potentiell (unvollendet} gegebene Gesamtheit zu betrachten sind. - 4. Die klassischen logischen 
Prinzipien werden in ihren Anwendungen auf unendliche Gesamtheiten eingeschrankt. 
Um wenigstens einen dieser Gesichtspunkte zu verdeutlichen, werde cine reelle Zahl in Dezimal
bruchdarstellung, g= 0, a1 a2a3 •• betrachtel, deren Ziffern an dadurch fur jedes n= I, 2, ... be
stimmt sein sollen, daB an

= 0, falls 2(n + 1) die Summe zweier Primzahlen ist, dagegen on
= I 

sonst; filr n = 9 z. B. ergibt sich aus 2 · 10 = 20 = 17 + 3, daB a9 = 0. Die Zahl g kann danach 
beliebig genau berechnet werden, dennoch ist nicht bekannt, ob g = 0 oder nicht. Da man nicht 
sicher sein kann, ob es Uberhaupt je eine Lbsung dieses sog. GoLDBACHschen Problems geben wird, 
hat das Argument cine gewisse Berechtigung, daB es keinen Sinn habe zu sagen, *es ist g = 0 oder 
g =f= 04. Dies aber bedeutet cine Einschraokung des Prinzips vom ausgeschlossenen Dritten. 

Die mengentheoretische Fundierung der Mathematik. Von dem ursprilnglichen Programm des Logi
zismus isl die Erkenntnis libriggeblieben, do.P die Mathematik insgesamt auf der Basis der axioma
lischen Mengen/ehre aufgebaut werden kwm. Dies bedeutet, dal3 jede heute existierende mathemati
sche Theorie, gleichgilltig, ob sie axiomatisiert ist oder auf einen bestimmten Objektbereich inhalt
lich Bezug nimmt, als ein Teilgebiet der axiomatischen Mengenlehre angesehen werden kann. 
Die wichtigsten Beitriige zur axiomatischen Begrilndung der Mengenlehre stammen von E.ZERMELO, 
B. RUSSELL, A. A. FRAENKEL, Th. A. SKOLEM, J. V. NEUMANN, P. BERNAYS und K. GODEL. Die 
BouRBAKl•Gruppe hat eine Gliederung und einen Aufbau der fur die Analysis wichtigen mathe
matischen Strukturen unter dem Gesichtspunkt der mengentheoretischen Fundierung vorgenommen 
und dadurch wesentlich zu deren Popularisierung beigetragen. 
Die Sprache der axiomatischen Mengenlehre, etwa im System von ZERMELO/FRAENKEL/SKOLEM, 
ist cine hOChst einfache Sprache mit dem einzigen Pradikatenzeichen e, die sich nur der Ausdrucks
mittel der Pr3dikatenlogik der I. Stufe bedienl. Die Axiome entsprechen den Prinzipien der inhalt
Jichen Mengenlehre (vgl. Kap. 14.). Die Ableitungsregeln sind die des natilrlichen Schlielkns (vgl. 
Kap. 15.1. und 15.3.) oder darauf reduzierbare Regeln. Die Definition von Begriffen erfolgt allein 
durch explizite Definitionen. Andere Definitionen, z. 8. rekursive Definitionen, sind innerhalb der 
axiomatischen Mengenlehre auf explizite Definitionen reduzierbar. 
Solange sich ein Mathematiker nicht mit der Anwendung mathematischer Untersuchungen auf 
physikalische oder andere auOermathematische Prozesse befaBt, ist er im Prinzip nicht gezwungen, 
den Rahmen der axiomatischen Mengenlehre zu verlassen. Allerdings ist zu beachten, daB vielen 
mathematischen Theorien ein komplizierter formaler Apparat zugrunde liegt. Nicht in jedem Falle 
ist klar ersichtlich, wie eine Reduktion auf die Mengenlehre zu erfolgen hat und wie die betreffende 
Sprache in der Sprache der Mengenlehre adaquat ,,kodiert" werden muB. Das betrifft in der Regel 
sogar die inhaltlichen Darstellungen der Mengenlehre selbst. Man denke z. B. an Beispiele fur Men
genbildungen, die einer Prazisierung im Rahmen der axiomatischen Mengenlehre bedUrfen (vgl. 
Kap. 14.}. Um die Menge aller Teilmengen der Menge der reellen Zahlen bilden zu k0nnen, ist cine 
Definition des Begriffs der reellen Zahl innerhalb der axiomatischen Mengenlehre n0tig. Dies wieder
um setzt cine Definition des Begriffs der Menge der natilrlichen Zahlen voraus und liiuft zuaUererst 
auf cine Analyse des Endlichkeitsbegriffs innerhalb der axiomatischen Mengenlehre hinaus. 
Auch alle in der Semantik formaler Sprachen benutzten Begriffe !assen sich mengentheoretisch de-. 
finieren, insbesondere gilt dies fur die linguistischen Objekte selbst. Diese sind als endliche Folgen 
gewisser ,,Symbole" erkliirt, die Elemen1e einer beliebigen meist abziihlbaren Menge sind; 3.hnlich 
nennt man z. B. in der Topologie die Elemente einer in gewisser Weise strukturierten Menge 
,.Punkte". 

Gnmdlagentheoretische Ergebnisse zur mengentheoretischen Begriindung der Mathematik. Obwohl 
sich die metamathematische Problematik durch die RUckfilhrung der gesamten Mathematik auf" 
die Mengenlehre weitgehend auf die der axiomatischen Mengenlehre mit ihrer einfachen Sprache 
und mit Jeicht ilberschaubaren Axiomen reduzieren Ja.Dt, ware es ein TrugschluB► die Frage einer 
Begrilndung der Mathematik damit als ausreichend geklart anzusehen. Von den Griinden dafur seien 
einige kurz erlautert. 
I. Ein unmittelbarer Einwand ist die Frage nach der Widerspruchsfreiheit des formalen Systems der 
Mengenlehre. J n bezug auf die tatsachliche Erfahrung steht das mengentheoretische Axiomen-
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system auf eincr zu hohen Abstraktionsstufe, als dal3 von einer direkten Verifikation noch gesprochen 
werden kOnnte. Eine Art empirischer Kontrolle besteht bestenfalls filr gewisse Konsequenzen dieser 
Axiome, etwa fur Existenzaussagen Uber LOsungen von Differentialgleichungen mit gewissen Rand
bedingungen. 
Es ist daher nicht sonderlich Uberraschend, daf3 gerade die Mengenlehre im Anfang ihrer Entwicklung 
eine Reihe schwerwiegender Antinomien in ihrem Begriffssystem auszuschalten hatte, die trotz 
ihrer Beseitigung ein permanentes Milltrauen vie/er Mathematiker gegen einen allzu freizilgigen 
Gebrauch infinitistischer Methoden aufrechterhalten. 

2. Ein weiterer Einwand betrifft die im niichsten Abschnitt zu er6rternde prinzipielle Unvollstiindig
keit mengentheoretischer Axiomensysteme in dem Sinne, daf3 fLlr jedes noch so weitgehende Axiomen
system Aussagen existieren, die von diesem Axiomensystem unabhangig sind. Es besteht deshalb 
keine Hoffnung, durch ein einmal akzeptiertes Axiomensystem das intuitive Mengenuniversum auch 
nur annahernd vollstandig zu erfassen. 

3. Trotz der eben erwahnten Tatsache kOnnte man annehmen, dal3 einem mengeruheoretischen 
Axiomensystem A ein gewisser Objektbereich U - das intuitive Mengenuniversum - entspricht 
und daH jede mengentheoretische Aussage entweder wahr in bezug auf U ist oder nicht. Es ist m6g
lich, innerhalb einer geeigneten Metasprache L Uber das Gebilde (A, U) zu sprechen. In L lal3t sich 
nun ein bekanntes Resultat von Th. SKOLEM beweisen, das weithin als Skolemsches Paradoxon 
bekannt ist. 

Skolemsches Paradoxon. Isl A ein in der Priidikatenlogik der ersten Stufe formuliertes mengen
theoretisches Axiomensystem und U das intuitive Mengenuniversum, so gibt eS mehrere nicht 
isomorphe Mode/le nicht nur des Axiomensystems A, sondern sogar des syntaktisch vollstiindigen 
Systems al/er in U wahren Aussagen. 

Dadurch ist aber die Vorstellung eines Standardmodells, d. h. eines in gewisser Weise ausgezeichneten 
Modells der axiomatischen Mengenlehre, vollends in Frage gestellt. 
Diese Einwiinde machen deutlich, da8 das Ziel einer logisch-empirischen BegrUndung der Mathe
matik, insbesondere in der klassischen Form des Cantorschen Platonismus, in unerreichbarer Ferne 
liegt. Man wird daher mit Recht fragen, ob die durchgiingig· mengentheoretische Fundierung der 
Mathematik tatsachlich notwendig ist oder ob fur diesen Zweck nicht Prinzipien von mehr kon
struktivem Charakter genUgen. FUr die Anwendung mathematischer Methoden im auikrmathe
matischen Bereich erweisen sich bei naherem Hinsehen hauptsiichlich konstruktive Methoden als 
praktikabel. Aller.dings kann man gegenwartig auf die infinitistischen Methoden der MengenJehre 
nicht verzichten, da viele Probleme auch der Anwendungen nur mit ihrer Hilfe erfolgreich in Angriff 
genommen werden k6nnen. Aul3erdem kann man feststellen, daB sich in der Mathematik und im 
besonderen auch in der Grundlagenforschung Resultate in der Regel nur aufGrund einer bestimmten 
intuitiven Vorstellung von einer abstrakten mathematischen Realitat gewinnen !assen - ungeachtet 
der Tatsache, daB sich das Cantorsche Universum bei genauerer Analyse als eine Fiktion erwiesen 
hat. 

Unvollstiindigkeit axiomatischer Theoden und Nichtdefinierbarkeit des Wahrheitsbegriffs. FUr die 
Beurteilung einer mathematischen Theorie T, die zu dem Zwecke geschaffen wurde, einen gewissen 
Objektbereich U zu modellieren, z. B. den physikalischen Raum oder gewisse physikalische oder 
Okonomische Prozesse, ist Ublicherweise allein der Erfolg mal3gebend, mit dem dies geschieht. 
Dabei ist man Uberzeugt, daf3 T n6tigenfalls so erweitert werden kann, daf3 sich dann durch T die 
interessierenden Eigenschaften von U beschreiben !assen. Die metatheoretische Analyse dieser Vor
stellungen fuhrt auf zwei wesentliche Problemstellungen, das Vollsriindigkeits- und das Wahrheits
problem. 
Zweifellos haben viele mathematische Aussagen trotz ihres abstrakten Charakters eine unmittelbare 
Beziehung zur Realitiit. Man betrachte etwa folgenden Satz, dessen Zutreffen leicht einzusehen ist: 
»Wenn eine Zerlegung einer endlichen Menge Minn disjunkte Teilmengen existiert, von denen jede 
genau m Elemente enthalt, so existiert auch eine Zerlegung von Min m disjunkte Teilmengen, von 
denen jede genau n Elernente enthalt«. Ganz anders verhalt es sich hingegen mit der heute weitgehend 
akzeptierten Aussage »es existiert eine Wohlordnung in der Menge der reellen Zahlen« und allgernein 
mit Existenzaussagen, in denen nichts Uber ein Verfahren zur Konstruktion des als existierend be
haupteten Objekts gesagt wird. 
Sind U ein gewisser Objektbereich und L eine formalisierte Sprache i.iber U, so ist es m6glich (vgl. 
Kap. 15.2. und 15.3.), im Rahmen einer Metatheorie Uber Lund U den Begriff des Zutreffens, des 
Wahrseins einer Aussage von L in U zu prazisieren. Fraglich ist zunachst, ob es ein Ubersehbares 
Axiomensystem A mit der Eigenschaft gibt, da8 die Menge der aus A mittels der Regeln des 
formalisierten Schliel3ens herleitbaren Aussagen zusammenfallt mit der Menge der Uber U wahren 
Aussagen. In einigen Fallen ist dies m6glich, z. B. dann, wenn der Bereich U ein endlicher Objekt
bereich ist oder wenn die Sprache L so ausdrucksarm ist, daf3 die Formulierung komplizierter 
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Eigenschaften von U gar nicht mOglich ist. Meist ist dies aber nicht mOglich, denn es gilt der erste 
Unvotlst3.ndigkeitssatz von GODEL. 

Erster Unvollstindigkeitssatz von Godel. /st U ein Bereich, der die natilrlichen Zah/en enthiilt und 
L eine Sprache, in der die Arithmetik der natUrlichen Zah/en ausdrU.ckbar isl, so ist jedes in L formu
lierte Axiomensystem A, dos eine endliche oder allgemeiner eine rekursive Menge von Axiomen isl, 
in dem Sinne unvo/lstiindig, daft nicht a/le in U wahren Aussagen aus A abgeleitet werden kiinnen. 

Ein weiteres grundlegendes Resultat ist der Satz von Tarski. 

Satz von Tarski. Unter den Voraussetzungen des Unvollstiindigkeitssatzes von Gi.Jdel isl kein Priidikat 
W(x) in L definierbar, so daft /Ur ein Objekt a von U die Aussage W(a) genau dann zutrifft, wenn a 
die Kodenummer einer in U wahren Aussage ist. 

Dabei erfolgt diese Kodierung, auch Arithmetisierung bzw. GOdelisierung genannt, der Aussagen von 
L durch Objekte von U, und zwar durch natiirliche Zahlen, in der Weise, daB zutlachst den Grund
symbolen von L eineindeutig natilrliche Zahlen zugeordnet werden und damit den Zeichenfolgen 
gewisse endliche Folgen natilrlicher Zahlen. Danach werden auch den endlichen Folgen von natiir
lichen Zahlen eineindeutig natilrliche Zahlen zugeordnet. Die auf solche Art einem Ausdruck H 
zugeordnete nati..irliche Zahl heil3t die Kodenummer, GOdelnummer von H und werde mit (H) be
zeichnet. 

Werden dann L, U und deren semantische Beziehung zuein-
ander in einem neuen Objektbereich O zusammengefal3t und 

Metasprache l ist l eine adaquate Sprache fi..ir 0, so nennt man L die Objekt-
sprache von U und l die Metasprache des Systems (L, U) (Abb.). 
Die Kodierung von L in U ermOglicht es dann, gewisse zu
ntichst nur metasprachlich ausdrllckbare Pradikate in die Ob
jektsprache L zu projizieren. Beispiel eines Pradikats der 
Metasprache l ist das einstellige Pradikat »die Aussage H ist 
aus A beweisbarn. Ihm entspricht ein gewisses arithmetisches 
Pradikat B(n) von L, das auf eine natiirliche Zahl n genau 
dann zutrifft, wenn n die GOdelnummer einer beweisbaren Aus
sage ist. Unter den angegebenen Voraussetzungen i..iber U kann 

nun ein Ausdruck N B(v) konstruiert werden, fi..ir den N B(n) fur jede natiirliche Zahl n inhaltlich besagt 
»die Aussage mit der GOdelnummer n ist aus A nicht beweisbarn. Durch einen Kunstgriff, eine so
genannte Diagonalargumentation, eine Verallgemeinerung des Cantorschen Diagonalverfahrens 
2. Art (vgl. Kap. 14.5.), gelingt es ferner, eine nati..irliche Zahl m zu erhalten, fi..ir diem= (NB(m)) 
ist. Dafi..ir kann die Aussage NB(m) als eine autoreferierende Aussage des Inhalts »ich bin unbeweis
bar« angesehen werden. 
Durch ein indirektes SchluBverfahren JaBt sich zeigen, daO die Aussage NB(m) in U zutrifft. Denn 
trafe NB(m) in U nicht zu, so wllrde ihre Negation in U zutreffen, d. h. aber, NB(m) ware falsch und 
mithin m die GOdelnummer einer beweisbaren Aussage. Da m die GOdelnummer von NB(m) ist, 
ware NB(m) beweisbar, d. h., es ware NB(m) zutreffend, obwohl NB(m) falsch sein sollte. Dieser 
Widerspruch lost sich nur, wenn die gemachte Annahme »NB(m) trifft in U nicht zu« fallen gelassen 
wird, so daf3 gezeigt ist, »die Aussage NB(m) trifft in U zu«. Wegen der inhaltlichen Bedeutung der 
Aussage NB(m) bedeutet dies zugleich ihre Unbeweisharkeit. Das Axiomensystem A ist mithin 
unvollstandig. 
Das Resultat von A. TARSKI (geb. 1902) erhalt man 3hnlich. Man nehme an, daO ein Ausdruck 
W(v) existiere mit der Bedeutung »v ist in U wahrn; die Negation NW(v) dieses Ausdrucks reprasen
tiert dann das Pradikat >>v ist in U nicht wahrn. Eine wie oben konstruierte autoreferierende Aussage 
NW(m) rnit m = (NW(m)) wilrde dann bedeuten, »ich bin eine unzutreffende Aussage«. DiCSC 
Aussage ware wahr, wenn sie falsch ist, und falsch, wenn sie wahr ist. Diesem Widerspruch kann 
man nur dadurch entgehen, dal3 man die Annahme fallen liiBt, das Prcldikat »v ist in U wahr« sei in L 
ausdrilckbar. 
Bei dieser Argumentation handelt es sich um eine tiefgrUndige Auswertung einer schon in der Antike 
bekannten Antinomie, der man folgende Gestalt geben kann: 

der auf diescr Seitc in rotcr Schrift gcdruckte Satz i�t ralsch 

Auch diese Aussage ist falsch, wenn sie wahr ist, und wahr, wenn sie falsch ist. Denn ware diese 
Aussage wahr, so ware der auf dieser Seite in roter Schrift gedruckte Satz falsch, also gerade die 
betrachtete Aussage falsch! Ware aber diese Aussage falsch, so ware es falsch, dal3 der auf dieser 
Seite in roter Schrift gedruckte Satz falsch ist, d. h., jener Satz, also die betrachtete Aussage, ware 
nicht falsch. 
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Relative Widerspruchsfreiheit und Unabhingigkeit der Kontinuumhypothese. 

Eine Theorie T heiBt relativ widerspruchsfrei bzgl. einer Theorie T', falls die Grundbegriffe van 
Tin der Sprache von T' so definiert werden kOnnen, da8 den Axiomen von T gewisse in T' gilltige 
Aussagen entsprechen. Die Theorie T heiOt dann auch in der Tbeorie T' interpretiert. 

Von besonderem Interesse ist der Spezialfall, daB T' cine Erweiterung von T innerhalb derselben 
Sprache List. Insbesondere heiBt cine Aussage A aus L widerspruchsfrei bzgl. T, falls die aus Tdurch 
Hinzunahme von A als weiterem Axiom entstehende Theorie T' relativ widerspruchsfrei bzgl. Tist; 
A hei8t unabh<ingig bzgl. T, falls sowohl A als auch die Negation -, A bzgl. T widerspruchsfrei sind. 
Das Parallelenaxiom ist z. B. unabhangig bzgl. der aus den iibrigen Axiomen des Hilbertschen 
Axiomensystems der Geometric folgenden absoluten Geometric, d. h., es gilt der Satz: 

Sowohl die euklidische als auch die hyperbolische Geometrie sind relativ widerspruchsfrei bzgl. 
der abso/uten Geomelrie. 

Fiir eine gegeniiber dem System von ZERMELo/FRAENKEL/SKOLEM nur unwesentlich abgeanderte 
axiomatische Mengentheorie zeigte K. G6DEL 1938, daB die Kontinuumhypothese und das Auswahl
axiom relativ widerspruchsfrei bzgl. der iibrigen mengentheoretischen Axiome sind. ware also unter 
Verwendung von Auswahlaxiom oder Kontinuumhypothese in der Mengenlehre ein Widerspruch 
herleitbar, so auch schon ohne Verwendung dieser beiden Axiome. 25 Jahre spater zeigte P. J. COHEN 
(geb. 1934), da8 auch die Negation der Kontinuumhypothese und die Negation des Auswahlaxioms 
widerspruchsfrei bzgl. der G.brigen mengentheoretischen Axiome sind. 

Sowohl die Kontinuumhypolhese und das Auswahlaxiom als auch ihre Nega1ion sind widerspruchsfrei 
in bezug au/ die Ubrigen mengentheoretischen Axiome. 

Obwohl diese Resultate eine formale Analogie zur Situation in der Geometric darstellen, ist die 
Situation doch cine vOllig andere, da es mOglich ist, die verschiedenen Arten der Geometric von 
einem einheitlichen Standpunkt aus zu begriinden, von dem der Mengenlehre. Ober ein einheitliches 
Prinzip zur BegrG.ndung verschiedener, einander ausschlie8ender Systeme der Mengenlehre verfugt 
man dagegen nicht. Beim gegenw3rtigen Stand der Forschung fehlt auch jede Vorstellung von der 
mOglichen Art eines solchen Prinzips, da cine hOhere mathematische Abstraktion als die mengen
theoretische nicht existiert. 
K. GODEL auDerte die Ansicht, daB die Entwicklung der Mengenlehre zu neuen Axiomen fiihren 
werde, die es gestatten, die Kontinuumhypothese zu widerlegen. Die bisher zur Erweiterung der 
klassischen Mengenlehre zur Diskussion stehenden Axiome, die fast ausschlieBlich die Existenz 
besonders umfangreicher Mengen, d. h. besonders gro8er Kardinalzahlen fordern, scheinen jedoch 
nicht ausreichend zu sein fur cine solche Entscheidung. AuBerdem bringt ihre Hinzunahme schwierige, 
bis heute ungelOste Fragen fiber die relative Widerspruchsfreiheit der so erweiterten axiomatischen 
Mengentheorien bzgl. der klassischen Mengenlehre mit sich. Zu einer positiven Entscheidung bzgl. 
der GG.ltigkeit der Kontinuumhypothese und des Auswahlaxioms wird man dagegen gefG.hrt, wenn 
man annimmt, daB alle Mengen unter wesentlicher Benutzung der Ordinalzahlen in einem transfiniten 
Proze8 definiert werden kOnnen, welcher allerdings ebenso viele Schritte umfassen muB, wie es 
G.berhaupt Ordinalzahlen gibt. 
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I. Quadratzahlen 

0 

1,0 1,000 

1,1 1,210 
1,2 1,440 
1,3 1,690 
1,4 1,960 

1,5 2,250 

1,6 2,560 
1,7 2,890 
1,8 3,240 
1,9 3,610 

2,0 4,000 

2,1 4,410 
2,2 4,840 
2,3 5,290 
2,4 5,760 

2,5 6,250 

2,6 6,760 
.2,7 7,290 
2,8 7,840 
2,9 8,410 

3,0 9,000 

3,1 9,610 
3,2 10,24 
3,3 10,89 
3,4 11,56 

3,5 12,25 

3,6 12,96 
3,7 13,69 
3,8 14,44 
3,9 15,21 

4,0 16,00 

4,1 16,81 
4,2 17,64 
4,3 18,49 
4,4 19,36 

4,5 20,25 

4,6 21,16 
4,7 22,09 
4,8 23,04 
4,9 24,01 

5,0 25,00 

5,1 26,01 
5,2 27,04 
5,3 28,09 
5,4 29,16 

....l:L 30,25 

I 

1,020 

1,232 
1,464 
1,716 
1,988 

2,280 

2,592 
2,924 
3,276 
3,648 

4,040 

4,452 
4,884 
5,336 
5,808 

6,300 

6,812 
7,344 
7,896 
8,468 

9,060 

9,672 
10,30 
10,96 
11,63 

12,32 

13,03 
13,76 
14,52 
15,29 

16,08 

16,89 
17,72 
18,58 
19,45 

20,34 

21,2s 
22,18 
23,14 
24,11 

25,10 

26,11 
27,14 
28,20 
29,27 

30,36 

2 3 4 

1,040 1,061 1,082 

1,254 1,277 1,300 
1,488 1,513 1,538 
1,742 1,769 1,796 
2,016 2,043 2,074 

2,310 2,341 2,372 

2,624 2,657 2,690 
2,958 2,993 3,028 
3,312 3,349 3,386 
3,686 3,725 3,764 

4,080 4,121 4,162 

4,494 4,537 4,580 
4,928 4,973 5,018 
5,382 5,429 5,476 
5,856 5,905 5,954 

6,3S0 6,401 6,452 

6,864 6,917 6,970 
7,398 7,453 7,508 
7,952 8,009 8,066 
8,526 8,585 8,644 

9,120 9,181 9,242 

9,734 9,797 9,860 
10,37 10,43 10,50 
11,02 11,09 11,16 
11,70 11,76 11,83 

12,39 12,46 12,53 

13,10 13,18 13,25 
13,84 13,91 13,99 
14,59 14,67 14,75 
15,37 15,44 15,52 

16,16 16,24 16,32 

16,97 17,06 17,14 
17,81 17,89 17,98 
18,66 18,75 18,84 
19,54 19,62 19,71 

20,43 20,52 20,61 

21,34 21,44 21,53 
22,28 22,37 22,47 
23,23 23,33 23,43 
24,21 24,30 24,40 

25,20 25,30 25,40 

26,21 26,32 26,42 
27,23 27,3l 27,46 
28,30 28,41 28,52 
29,38 29,48 29,59 

30,47 30,58 30,69 

5 6 7 8 9 I 
1,102 1,124 1,145 1,166 1,188 

1,322 1,346 1,369 1,392 1,416 
1,562 1,588 1,613 1,638 1,664 
1,822 1,850 1,877 1,904 1,932 
2,102 2,132 2,161 2,190 2,220 

2,402 2,434 2,465 2,496 2,528 

2,722 2,756 2,789 2,822 2,856 
3,062 3,098 3,133 3,168 3,204 
3,422 3,460 3,497 3,534 3,572 
3,802 3,842 3,881 3,920 3,960 

4,202 4,244 4,285 4,326 4,368 

4,622 4,666 4,709 4,752 4,796 
5,062 5,108 5,153 5,198 5,244 
5,522 5,570 5,617 5,664 5,712 
6,002 6,052 6,101 6,lSO 6,200 

6,502 6,554 6,605 6,656 6,708 

7,022 7,076 7,129 7,182 7,236 
7,562 7,618 7,673 7,728 7,784 
8,122 8,180 8,237 8,294 8,352 
8,702 8,762 8,821 8,880 8,940 

9,302 9,364 9,425 9,486 9,548 

9,922 9,986 10,05 10,11 10,18 
10,56 10,63 10,69 10,76 10,82 
11,22 11,29 11,36 11,42 11,49 
11,90 11,97 12,04 12,11 12,18 

12,60 12,67 12,74 12,82 12,89 

13,32 13,40 13,47 13,54 13,62 
14,06 14,14 14,21 14,29 14,36 
14,82 14,90 14,98 15,0S 15,13 
15,60 15,68 15,76 15,84 15,92 

16,40 16,48 16,56 16,65 16,73 

17,22 17,31 17,39 17,47 17,56 
18,06 18,15 18,23 18,32 18,40 
18,92 19,01 19,10 19,18 19,27 
19,80 19,89 19,98 20,07 20,16 

20,70 20,79 20,88 20,98 21,07 

21,62 21,72 21,81 21,90 22,00 
22,56 22,66 22,1S 22,85 22,94 
23,52 23,62 23,72 23,81 23,91 
24,SO 24,60 24,70 24,80 24,90 

25,S0 25,60 25,70 25,81 25,91 

26,52 26,63 26,73 26,83 26,94 
27,56 27,67 27,77 27,88 27,98 
28,62 28,73 28,84 28,94 29,0S 
29,70 29,81 29,92 30,03 30,14 

30,80 30,91 31,02 31,14 31,25 
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Quadratzablen 

0 I 2 3 4 5 6 7 8 9 I 
5,5 30,25 30,36 30,47 30,58 30,69 30,80 30,91 31,02 31,14 31,25 

5,6 31,36 31,47 31,58 31,70 31,81 31,92 32,04 32,15 32,26 32,38 
5,7 32,49 32,60 32,72 32,83 32,95 33,06 33,18 33,29 33,41 33,52 
5,8 33,64 33,76 33,87 33,99 34,11 34,22 34,34 34,46 34,57 34,69 
5,9 34,81 34,93 35,05 35,16 35,28 35,40 35,52 35,64 35,76 35,88 

6,0 36,00 36,12 36,24 36,36 36,48 36,60 36,72 36,84 36,97 37,09 

6,1 37,21 37,33 37,4S 37,58 37,70 37,82 37,95 38,07 38,19 38,32 
6,2 38,44 38,56 38,69 38,81 38,94 39,06 39,19 39,31 39,44 39,56 
6,3 39,69 39,82 39,94 40,07 40,20 40,32 40,45 40,58 40,70 40,83 
6,4 40,96 41,09 41,22 4.1,34 41,47 41,60 41,73 41,86 41,99 42,12 

6,5 42,25 42,38 42,51 42,64 42,77 42,90 43,03 43,16 43,30 43,43 

6,6 43,56 43,69 43,82 43,96 44,09 44,22 44,36 44,49 44,62 44,76 
6,7 44,89 45,02 45,16 45,29 45,43 45,56 45,70 45,83 45,97 46,10 
6,8 46,24 46,38 46,51 46,65 46,79 46,92 47,06 47,20 47,33 47,47 
6,9 47,61 47,75 47,89 48,02 48,16 48,30 48,44 48,58 48,72 48,86 

7,0 49,00 49,14 49,28 49,42 49,56 49,70 49,84 49,98 50,13 50,27 

7,1 50,41 50,5S 50,69 50,84 50,98 51,12 51,27 51,41 51,5S 51,70 
7,2 51,84 51,98 52,13 52,27 52,42 52,56 52,71 52,8S 53,00 53,14 
7,3 53,29 53,44 53,58 53,73 53,88 54,02 54,17 54,32 54,46 54,61 
7,4 54,76 54,91 55,06 55,20 55,3S 55,S0 55,6S 55,80 55,9S 56,10 

7,5 56,25 56,40 56,5S 56,70 56,8S 57,00 57,IS 57,30 57,46 57,61 

7,6 57,76 57,91 58,06 58,22 58,37 58,52 58,68 58,83 58,98 59,14 
7,7 59,29 59,44 59,60 59,7S 59,91 60,06 60,22 60,37 60,53 60,68 
7,8 60.84 61,00 61,IS 61,31 61,47 61,62 61 ,78 61,94 62,09 62,2S 
7,9 62,41 62,57 62,73 62,88 63,04 63,20 63,36 63,52 63,68 63,84 

8,0 64,00 64,16 64,32 64.48 64,64 64,80 64,96 65,12 65,29 65,45 

8,1 65,61 65,77 65,93 66,10 66,26 66,42 66,59 66,75 66,91 67,08 
8,2 67,24 67,40 67,57 67,73 67,90 68,06 68,23 68,39 68,56 68,72 
8,3 68,89 69,06 69,22 69,39 69,56 69,72 69,89 70,06 70,22 70,39 
8,4 70,56 70,73 70,90 71,06 71,23 71,40 71,57 71,74 71,91 72,08 

8,5 72,25 72,42 72,59 72,76 72,93 73,10 73,27 73.44 73,62 73,79 

8,6 73,96 74,13 74,30 74,48 74,65 74,82 75,00 75,17 75,34 75,52 
8,7 75,69 75,86 76,04 76,21 76,39 76,56 76,74 76,91 77,09 77,26 
8,8 77,44 77,62 77,79 77,97 78,15 78,32 78,50 78,68 78,8S 79,03 
8,9 79,21 79,39 79,57 79,74 79,92 80,10 80,28 80,46 80,64 80,82 

9,0 81,00 81,18 81,36 81,54 81,72 81,90 82,08 82,26 82,45 82,63 

9,1 82,81 82,99 83,17 83,36 83,54 83,72 83,91 84,09 84,27 84,46 
9,2 84,64 84,82 85,01 85,19 85,38 85,56 85,75 85,93 86,12 86,30 
9,3 86,49 86,68 86,86 87,05 87,24 87,42 87,61 87,80 87,98 88,17 
9,4 88,36 88,55 88,74 88,92 89,11 89,30 89,49 89,68 89,87 90,06 

9,5 90,25 90,44 90,63 90,82 91,01 91,20 91,39 91,58 91,78 91,97 

9,6 92,16 92,3S 92,54 92,74 92,93 93,12 93,32 93,51 93,70 93,90 
9,7 94,09 94,28 94,48 94,67 94,87 95,06 95,26 95,4S 95,65 95,84 
9,8 96,04 96,24 96,43 96,63 96,83 97,02 97,22 97,42 97,61 97,81 
9,9 98,01 98,21 98,41 98,60 98,80 99,00 99,20 90,40 99,60 99,80 

..2.2:2... 100,0 100,2 100,4 100,6 100,8 101,0 101,2 101,4 101,6 101,8 
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II. Kubikzahlen 

0 

1,0 1,000 

1,1 1,331 
1,2 1,728 
1,3 2,197 
1,4 2,744 

1,5 3,375 

1,6 4,096 
1,7 4,913 
1,8 5,832 
1,9 6,859 

2,0 8,000 

2,1 9,261 
2,2 10,65 
2,3 12,17 
2,4 13,82 

2,5 15,62 

2,6 17,58 
2,7 19,68 
2,8 21,95 
2,9 24,39 

3,0 27,00 

3,1 29,79 
3,2 32,77 
3,3 35,94 
3,4 39,30 

3,5 42,88 

3,6 46,66 
3,7 50,65 
3,8 54,87 
3,9 59,32 

4,0 64,00 

4,1 68,92 
4,2 74,09 
4,3 79,51 
4,4 85,18 

4,5 91,12 

4,6 97,34 
4,7 103,8 
4,8 110,6 
4,9 117,6 

5,0 125,0 

5,1 132,7 
5,2 140,6 
5,3 148,9 
5,4 157,5 

....1:L 166,4 

1 

1,030 

1,368 
1,772 
2,248 
2,803 

3,443 

4,173 
5,000 
5,930 
6,968 

8,121 

9,394 
10,79 
12,33 
14,00 

15,81 

17,78 
19,90 
22,19 
24,64 

27,27 

30,08 
33 08 
36,26 
39,65 

43,24 

47,05 
51,06 
55,31 
59,78 

64,48 

69,43 
74,62 
80,06 
85,77 

91,73 

97,97 
104,5 
111,3 
118,4 

125,8 

133,4 
141,4 
149,7 
158,3 

167,3 

2 3 4 

1,061 1,093 1,125 

1,405 1,443 1,482 
1,816 1,861 1,907 
2,300 2,353 2,406 
2,863 2,924 2,986 

3,512 3,582 3,652 

4,252 4,331 4,411 
5,088 5,178 5,268 
6,029 6,128 6,230 
7,078 7,189 7,301 

8,242 8,365 8,490 

9,528 9,664 9,800 
10,94 11,09 11,24 
12,49 12,65 12,81 
14,17 14,35 14,53 

16,00 16,19 16,39 

17,98 18,19 18,40 
20,12 20,35 20,57 
22,43 22,67 22,91 
24,90 25,15 25,41 

27,54 27,82 28,09 

30,37 30,66 30,96 
33,39 33,70 34,01 
36,59 36,93 37,26 
40,00 40,35 40,71 

43,61 43,99 44,36 

47,44 47,83 48,23 
51,48 51,90 52,31 
55,74 56,18 56,62 
60,24 60,70 61,16 

64,96 65,45 65,94 

69,93 70,44 70,96 
75,15 75,69 76,23 
80,62 81,18 81,75 
86,35 86,94 87,53 

92,35 92,96 93,58 

98,61 99,2S 99,90 
105,2 105,8 106,5 
112,0 112,7 I 13,4 
119,1 119,8 120,6 

126,S 127,3 128,0 

134,2 135,o 135,8 
142,2 143,1 143,9 
150,6 151,4 152,3 
159,2 160,1 161,0 

168,2 169,1 170,0 

5 6 7 8 9 I 
1,158 1,191 1,225 1,260 1,295 

1,521 1,561 1,602 1,643 1,685 
1,953 2,000 2,048 2,097 2,147 
2,460 2,515 2,571 2,628 2,686 
3,049 3,112 3,177 3,242 3,308 

3,724 3,796 3,870 3,944 4,020 

4,492 4,574 4,657 4,742 4,827 
5,359 5,452 5,545 5,640 5,735 
6,332 6,435 6,539 6,645 6,751 
7,415 7,530 7,645 7,762 7,881 

8,615 8,742 8,870 8,999 9,129 

9,938 10,08 10,22 10,36 10,50 
11,39 11,54 11,70 11,85 12,01 
12,98 13,14 13,31 13,48 13,65 
14,71 14,89 15,07 15,25 15,44 

16,58 16,78 16,97 17,17 17,37 

18,61 18,82 19,03 19,25 19,47 
20,80 21,02 21,25 21,48 21,72 
23,15 23,39 23,64 23,89 24,14 
25,67 25,93 26,20 26,46 26,73 

28,37 28,65 28,93 29,22 29,50 

31,26 31,55 31,86 32,16 32,46 
34,33 34,65 34,97 35,29 35,61 
37,60 37,93 38,27 38,61 38,96 
41,06 41,42 41,78 42,14 42,51 

44,74 45,12 45,50 45,88 46,27 

48,63 49,03 49,43 49,84 50,24 
52,73 53,16 53,58 54,01 54,44 
57,07 57,51 57,96 58,41 58,86 
61,63 62,10 62,57 63,04 63,52 

66,43 66,92 67,42 67,92 68,42 

71,47 71,99 72,51 73,03 73,56 
76,77 77,31 77,85 78,40 78,95 
82,31 82,88 83,45 84,03 84,60 
88,12 88,72 89,31 89,92 90,52 

94,20 94,82 95,44 96,07 96,70 

100,S 101,2 101,8 102,S 103,2 
107,2 107,9 108,S 109,2 109,9 
114,1 114,8 115,S 116,2 116,9 
121,3 122,0 122,8 123,S 124,3 

128,8 129,6 130,3 131,1 131,9 

136,6 137,4 138,2 139,0 139,8 
144,7 145,S 146,4 147,2 148,0 
153,1 154,0 154,9 155,7 156,6 
161,9 162,8 163,7 164,6 165,5 

171,0 171,9 172,8 173,7 174,7 



Kubikzahlen 

0 I 2 3 

5,5 166,4 167,3 168,2 169,1 

5,6 175,6 176,6 177,S 178,5 
5,1 185,2 186,2 187,1 188,1 
5,8 195,1 196,1 197,1 198,2 
5,9 205,4 206,4 207,5 208,S 

6,0 216,0 217,I 218,2 219,3 

6,1 227,0 228,1 229,2 230,3 
6,2 238,3 239,5 240,6 241,8 
6,3 2so,o 251,2 252,4 253,6 
6,4 262,1 263,4 264,6 265,8 

6,5 274,6 275,9 277,2 278,4 

6,6 287,5 288,8 290,1 291,4 
6,7 300,8 302,1 303,5 304,8 
6,8 314,4 315,8 317,2 318,6 
6,9 328,S 329,9 331,4 332,8 

7,0 343,0 344,5 345,9 347,4 

7,1 357,9 359,4 360,9 362,5 
7,2 373,2 374,8 376,4 377,9 
7,3 389,0 390,6 392,2 393,8 
7,4 405,2 406,9 408,S 410,2 

1,5 421,9 423,6 425,3 427,0 

7,6 439,0 440,7 442,5 444,2 
7,7 456,S 458,3 460,1 461,9 
7,8 474,6 476,4 478,2 480,0 
7,9 493,0 494,9 496,8 498,7 

8,0 512,0 513,9 515,8 517,8 

8,1 531,4 533,4 535,4 537,4 
8,2 551,4 553,4 555,4 557,4 
8,3 571,8 573,9 575,9 578,0 
8,4 592,7 594,8 596,9 599,1 

8,5 614,1 616,3 618,5 620,7 

8,6 636,1 638,3 640,S 642,7 
8,7 658,S 660,8 663,1 665,3 
8,8 681,5 683,8 686,1 688,5 
8,9 705,0 707,3 709,7 712,I 

9,0 729,0 731,4 733,9 736,3 

9,1 753,6 •756,1 758,6 761,0 
9,2 778,7 781,2 783,8 786,3 
9,3 804,4 807,0 809,6 812,2 
9,4 830,6 833,2 835,9 838,6 

9,5 857,4 860,1 862,8 865,S 

9,6 884,7 887,S 890,3 893,1 
9,7 912,7 915,5 918,3 921,2 
9,8 941,2 944,1 947,0 949,9 
9,9 970,3 973,2 976,2 979,1 

....!!i!.... 1000 1003 1006 1009 

4 5 6 

170,0 171,0 171,9 

179,4 180,4 181,3 
189,1 190,1 191,1 
199,2 200,2 201,2 
209,6 210,6 211,7 

220,3 221,4 222,S 

231,5 232,6 233,7 
243,0 244,1 245,3 
254,8 256,0 257,3 
267,1 268,3 269,6 

279,7 281,0 282,3 

292,8 294,1 295,4 
306,2 307,S 308,9 
320,0 321,4 322,8 
334,3 335,7 337,2 

348,9 350,4 351,9 

364,0 365,S 367,1 
379,S 381,1 382,7 
395,4 397,1 398,7 
411,8 413,5 415,2 

428,7 430,4 432,1 

445,9 447,7 449,5 
463,7 465,5 467,3 
481,9 483,7 485,6 
500,6 502,5 504,4 

519,7 521,7 523,6 

539,4 541,3 543,3 
559,5 561,S 563,6 
580,1 582,2 584,3 
601,2 603,4 605,5 

622,8 62S,o 627,2 

645,0 647,2 649,5 
667,6 669,9 672,2 
690,8 693,2 695,S 
714,S 716,9 719,3 

738,8 741,2 743,7 

763,6 766,1 768,6 
788,9 791,5 794,0 
814,8 817,4 820,0 
841,2 843,9 846,6 

868,3 871,0 873,7 

895,8 898,6 901,4 
924,0 926,9 929,7 
952,8 955,7 958,6 
982,1 985,1 988,0 

1012 I0IS 1018 

Kubikzahlen 783 

7 8 9 I 
172,8 173,7 174,7 

182,3 183,3 184,2 
192,1 193,1 194,1 
202,3 203,3 204,3 
212,8 213,8 214,9 

223,6 224,8 225,9 

234,9 236,0 237,2 
246,5 247,7 248,9 
258,5 259,7 260,9 
270,8 272,1 273,4 

283,6 284,9 286,2 

296,7 298,1 299,4 
310,3 311,7 313,0 
324,2 325,7 327,I 
338,6 340,1 341,S 

353,4 354,9 356,4 

368,6 370,1 371,7 
384,2 385,8 387,4 
400,3 401,9 403,6 
416,8 418,S 420,2 

433,8 435,S 437,2 

451,2 453,0 454,8 
469,1 470,9 472,7 
487,4 489,3 491,2 
506,3 508,2 510,1 

525,6 527,S 529,5 

545,3 547,3 549,4 
565,6 567,7 569,7 
586,4 588,5 590,6 
607,6 609,8 612,0 

629,4 631,6 633,8 

651,7 654,0 656,2 
674,S 676,8 679,2 
697,9 700,2 702,6 
721,7 724,2 726,6 

746,1 748,6 751,1 

771,1 773,6 776,2 
796,6 799,2 801,8 
822,7 825,3 827,9 
849,3 852,0 854,7 

876,5 879,2 882,0 

904,2 907,0 909,9 
932,6 935,4 938,3 
961,S 964,4 967,4 
991,0 994,0 997,0 

1021 1024 1027 



784 Tafeln 

HI. Dekadische Logarithmen der natiirlichen Zahlen 

0 I 2 3 4 

100 00000 00043 00087 00130 00173 

IOI 00432 00475 00518 00561 00604 
102 00860 00903 00945 00988 01030 
103 01284 01326 01368 014IO 01452 
104 01703 01745 01787 01828 01870 

l05 02119 02160 02202 02243 02284 

106 02531 02572 02612 02653 02694 

107 02938 02979 03019 03060 03100 

108 03342 03383 03423 03463 03503 
109 03743 03782 03822 03862 03902 

10 0000 0043 0086 0128 0170 

II 0414 0453 0492 0531 0569 

12 0792 0828 0864 0899 0934 
13 I 139 1173 1206 1239 1271 
14 1461 1492 1523 1553 1584 

15 1761 1790 1818 1847 1875 

16 2041 2068 2095 2122 2148 
17 2304 2330 2355 2380 2405 
18 2553 2577 2601 2625 2648 
19 2788 2810 2833 2856 2878 

20 30IO 3032 3054 3075 3096 

21 3222 3243 3263 3284 3304 
22 3424 3444 3464 3483 3502 
23 3617 3636 3655 3674 3692 
24 3802 3820 3838 3856 3874 

25 3979 3997 4014 4031 4048 

26 4150 4166 4183 4200 4216 
27 4314 4330 4346 4362 4378 
28 4472 4487 4502 4518 4533 
29 4624 4639 4654 4669 4683 

30 4771 4786 4800 4814 4829 

31 4914 4928 4942 4955 4969 
32 5051 5065 5079 5092 5105 
33 5185 5198 5211 5224 5237 
34 5315 5328 5340 5353 5-366 

35 5441 5453 5465 5478 5490 

36 5563 5575 5587 5599 5611 
37 5682 5694 5705 5717 5729 
38 5798 5809 5821 5832 5843 
39 591 I 5922 5933 5944 5955 

40 6021 6031 6042 6053 6064 

41 6128 6138 6149 6160 6170 
42 6232 6243 6253 6263 6274 
43 6335 6345 6355 6365 6375 
44 6435 6444 6454 6464 6474 

45 6532 6542 6551 6561 6571 

46 6628 6637 6646 6656 6665 
47 6721 6730 6739 6749 6758 
48 6812 6821 6830 6839 6848 
49 6902 691 I 6920 6928 6937 

50 6990 6998 7007 7016 7024 

5 6 7 8 9 I 
00217 00260 00303 00346 00389 

00647 00689 00732 00775 00817 
01072 01 I 15 01157 01199 01242 
01494 01536 01578 01620 01662 
01912 01953 01995 02036 02078 

02325 02366 02407 02449 02490 

02735 02776 02816 02857 02898 
03141 03181 03222 03262 03302 
03543 03583 03623 03663 03703 
03941 03981 04021 04060 04100 

0212 · 0253 0294 0334 0374 

0607 0645 0682 0719 0755 
0969 1004 1038 1072 I 106 
1303 1335 1367 1399 1430 
1614 1644 1673 1703 1732 

1903 1931 1959 1987 2014 

2175 2201 2227 2253 2279 
2430 2455 2480 2504 2529 
2672 2695 2718 2742 2765 
2900 2923 2945 2967 2989 

JI 18 3139 3160 3181 3201 

3324 3345 3365 3385 3404 
3522 3541 3560 3579 3598 
3711 3729 3747 3766 3784 
3892 3909 3927 3945 3962 

4065 4082 4099 4116 4133 

4232 4249 4265 4281 4298 
4393 4409 4425 4440 4456 
4548 4564 4579 4594 4609 
4698 4713 4728 4742 4757 

4843 4857 4871 4886 4900 

4983 4997 501 I 5024 5038 
5119 5132 5145 5159 5172 
5250 5263 5276 5289 5302 
5378 5391 5403 5416 5428 

5502 5514 5527 5539 5551 

5623 5635 5647 5658 5670 
5740 5752 5763 5775 5786 
5855 5866 5877 5888 5899 
5966 5977 5988 5999 · 6010 

6075 6085 6096 6107 6117 

6180 6191 6201 6212 6222 
6284 6294 6304 6314 6325 
6385 6395 6405 6415 6425 
6484 6493 6503 65 I 3 6522 

6580 6590 6599 6609 6618 

6675 6684 6693 6702 6712 
6767 6776 6785 6794 6803 
6857 6866 6875 6884 6893 
6946 6955 6964 6972 6981 

7033 7042 7050 7059 7067 



Dekadische Logarithmen der natiirlichen Zahlen 785 

Dekadische Logarithmen der natiirlichen Zahlen 

0 I 2 3 4 5 6 7 8 9 I 
50 6990 6998 7007 7016 7024 7033 7042 7050 7059 7067 

51 7076 7084 7093 7101 7110 7118 7126 7135 7143 7152 
52 7160 7168 7177 7185 7193 7202 7210 7218 7226 7235 
53 7243 7251 7259 7267 7275 7284 7292 7300 7308 7316 
54 7324 7332 7340 7348 7356 7364 7372 7380 7388 7396 

55 7404 7412 7419 7427 7435 7443 7451 7459 7466 7474 

56 7482 7490 7497 7505 7513 7520 7528 7536 7543 7551 
57 7559 7566 7574 7582 7589 7597 7604 7612 7619 7627 
58 7634 7642 7649 7657 7664 7672 7679 7686 7694 7701 
59 7709 7716 7723 7731 7738 7745 7752 7760 7767 7774 

60 7782 7789 7796 7803 7810 7818 7825 7832 7839 7846 

61 7853 7860 7868 7875 7882 7889 7896 7903 7910 7917 
62 7924 7931 7938 7945 7952 7959 7966 7973 7980 7987 
63 7993 8000 8007 8014 8021 8028 8035 8041 8048 8055 
64 8062 8069 8075 8082 8089 8096 8102 8109 8116 8122 

65 8129 8136 8142 8149 8156 8162 8169 8176 8182 8189 

66 8195 8202 8209 8215 8222 8228 8235 8241 8248 8254 
67 8261 8267 8274 8280 8287 8293 8299 8306 8312 8319 
68 8325 8331 8338 8344 8351 8357 8363 8370 8376 8382 
69 8388 8393 8401 8407 8414 8420 8426 8432 8439 8445 

70 8451 8457 8463 8470 8476 8482 8488 8494 8500 8506 

71 8513 8519 8525 8531 8537 8543 8549 8555 8561 8567 
72 8573 8579 8585 8591 8597 8603 8609 8615 8621 8627 
73 8633 8639 8645 8651 8657 8663 8669 8675 8681 8686 
74 8692 8698 8704 8710 8716 8722 8727 8733 8739 8745 

75 8751 8756 8762 8768 8774 8779 8785 8791 8797 8802 

76 8808 8814 8820 8825 8831 8837 8842 8848 8854 8859 
77 8865 8871 8876 8882 8887 8893 8899 8904 8910 8915 
78 8921 8927 8932 8938 8943 8949 8954 8960 8965 8971 
79 8976 8982 8987 8993 8998 9004 9009 9015 9020 9025 

80 9031 9036 9042 9047 9053 9058 9063 9069 9074 9079 

81 9083 9090 9096 9101 9106 9112 9117 9122 9128 9133 
82 9138 9143 9149 9154 9159 9165 9170 9175 9180 9186 
83 9191 9196 9201 9206 9212 9217 9222 9227 9232 9238 
84 9243 9248 9253 9258 9263 9269 9274 9279 9284 9289 

85 9294 9299 9304 9309 9315 9320 9323 9330 9335 9340 

86 9345 9350 9355 9360 9365 9370 9375 9380 9385 9390 
87 9395 9400 9405 9410 9415 9420 9425 9430 9435 9440 
88 9445 9450 9455 9460 9465 9469 9474 9479 9484 9489 
89 9494 9499 9504 9509 9513 9518 9523 9528 9533 9538 

90 9542 9541 9552 9557 9562 9566 9571 9576 9581 9586 

91 9590 9595 9600 9605 9609 9614 9619 9624 9628 9633 
92 9638 9643 9647 9652 9657 9661 9666 9671 9675 9680 
93 9685 9689 9694 9699 9703 9708 9713 9717 9722 9727 
94 9731 9736 9741 9745 9750 9754 9759 9763 9768 9773 

95 9777 9782 9786 9791 9795 9800 9805 9809 9814 9818 

96 9823 9827 9832 9836 9841 9845 9850 9854 9859 9863 
97 9868 9872 9877 9881 9886 9890 9894 9899 9903 9908 
98 9912 9917 9921 9926 9930 9934 9939 9943 9948 9952 
99 9956 9961 9965 9969 9974 9978 9983 9987 9991 9996 

....!.22... 0000 0004 0009 0013 0017 0022 0026 0030 0035 0039 



786 Tafeln 

I Va. Natiirliche \Verte fi.ir Sinus, Tangens, Kosinus, Kotangens IV b. Umrechnung von GradmaB 
in BogenmaB (rad) 

Grad sin tan Grad sin tan Grad rad I Grad rad I 
0 0,0000 0,0000 90 45 0,7071 1,000 0 0,0000 50 0,8727 

I 0175 0175 89 
2 0349 0349 88 
3 0523 0524 87 
4 0698 0699 86 
5 0872 0815 85 
6 104$ 1051 84 
7 1219 1228 83 
8 1392 140$ 82 
9 1564 1584 81 

10 0,1736 0,1763 80 

II 1908 1944 79 
12 2079 2126 78 
13 2250 2309 77 
14 2419 2493 76 
15 2588 2679 75 
16 2756 2867 74 
17 2924 3057 73 
18 3090 3249 72 
19 3256 3443 71 

46 7193 036 44 
47 7314 072 43 
48 7431 111 42 
49 7547 i.$0 41 

50 0,7660 1,192 40 

51 7771 235 39 
52 7880 280 38 
53 7986 327 37 
54 8090 376 36 
55 8192 428 35 
56 8290 483 34 
57 8387 540 33 
58 8480 600 32 
59 8572 664 31 

60 0,8660 1,732 30 

61 8746 804 29 
62 8829 881 28, 
63 8910 963 27 

I 0175 51 8901 
2 0349 52 9076 
3 0524 53 92.$0 
4 0698 54 9425 
5 0,0873 55 0,9599 
6 1047 56 9774 
7 1222 57 9948 
8 1396 58 1,0123 
9 1571 59 0297 

10 0,174.$ 60 1,0472 

II 1920 61 0647 
12 2094 62 0821 
13 2269 63 0996 
14 2443 64 1170 
15 0,2618 65 1,1345 
16 2793 66 1519 
17 2967 67 1694 
18 3142 68 1868 
19 3316 69 2043 

20 0,3420 0,3640 70 

21 3584 3839 69 
22 3746 4040 68 
23 3907 4243 67 
24 4067 4452 66 

64 8988 2,0.$0 26 
65 9063 145 25 
66 913.$ 246 24 
67 920.$ 356 23 
68 9272 47.$ 22 
69 9336 60.$ 21 

20 0,3491 70 1,2217 

21 3665 71 2392 
22 3840 72 2566 
23 4014 73 2741 
24 4189 74 291$ 
25 0,4363 75 1,3090 

25 4226 4663 65 70 0,9397 2,747 20 26 4538 76 3265 
26 4384 4877 64 
27 4540 509.$ 63 
28 4695 5317 62 
29 4848 5543 61 

30 0,5000 0,5774 60 

31 51$0 6009 59 
32 5299 6249 58 
33 5446 6494 57 
34 5592 674.$ 56 

71 945.$ 904 19 
72 9511 3,078 18 
73 9563 271 17 
74 9613 487 16 
75 9659 732 15 
76 9703 4,01 I 14 
77 9744 331 13 
78 9781 705 12 
79 9816 5,145 II 

27 4712 77 3439 
28 4887 78 3614 
29 5061 79 3788 

30 0,5236 80 1,3963 

31 5411 81 4137 
32 558.$ 82 4312 
33 5760 83 4486 
34 5934 84 4661 
35 0,6109 85 1,483$ 

35 5736 7002 55 80 0,9848 5,671 10 36 6283 86 5010 
36 5878 726.$ 54 37 6458 87 5184 
37 6018 7536 53 81 9877 6,314 9 38 6632 88 5359 
38 6157 7813 52 82 9903 7,1 i.$ 8 39 6807 89 5533 
39 6293 8098 51 83 992$ 8,144 7 

84 994$ 9,514 6 40 0,6981 90 1,5708 
40 0,6428 0,8391 50 

41 6561 8693 49 
42 6691 9004 48 
43 6820 932.$ 47 
44 6947 9657 46 
45 7071 1,0000 45 

�-

85 9962 11,43 5 

86 9976 14,30 4 
87 9986 19,08 3 
88 9994 28,64 2 
89 9998 57,29 I 

90 1,0000 00 0 
-

41 7156 91 5882 
42 7330 92 6057 
43 7505 93 6232 
44 7679 94 6406 
45 0,7854 100 1,7453 
46 8029 180 3,1416 
47 8203 200 3,4907 
48 8378 270 4,7124 

cos cot Grad cos cot Grad 49 8552 300 5,2360 

50 0,8727 360 6,2832 
- -



Va. Natiirliche Logarithmen der Primzahlen bis 1000 

z In z I z In z I z lnz I 
(I) 0,0000 271 5,6021 641 6,4630 
2 6931 277 6240 643 4661 
3 1,0986 281 6384 647 4723 
s 6094 283 6454 6S3 4816 
7 9459 293 6802 659 4907 

II 2,3979 307 7268 661 4938 
13 5649 311 7398 673 5117 
17 8332 313 7462 677 5177 
19 9444 317 7589 683 5265 
23 3,1355 331 8021 691 5381 

29 3673 337 8201 701 5525 
31 4340 347 8493 709 5639 

37 6109 349 8551 719 5779 
41 7136 3S3 8665 727 5889 
43 7612 359 8833 733 5971 
47 8501 367 9054 739 6053 
S3 9703 373 9216 743 6107 
S9 4,0775 379 9375 7SI 6214 
61 1109 383 9480 7S7 6294 
67 2047 389 9636 761 6346 

71 2627 397 9839 769 6451 
73 2905 401 9940 773 6503 
79 3694 409 6,0137 787 6682 
83 4188 419 0379 797 6809 
89 4886 421 0426 809 6958 
97 5747 431 0661 811 6983 

IOI 6151 433 0707 821 7105 
103 6347 439 0845 823 7130 
107 6728 443 0936 827 7178 
109 6913 449 l070 829 7202 

113 7274 457 1247 839 7322 
127 8442 461 1334 853 7488 
131 8752 463 1377 8S7 7534 
137 9200 467 1463 8S9 7558 
139 9345 479 1717 863 7604 
149 5,0039 487 1883 877 7765 
ISi 0173 491 1964 881 7811 
JS7 0562 499 2126 883 7833 
163 0938 S03 2206 887 7878 
167 1180 509 2324 907 8101 

173 IS33 521 2558 911 8145 
179 1874 523 2596 919 8233 
181 1985 S4I 2934 929 8341 
191 2523 S47 3044 937 8427 
193 2627 SS7 3226 941 8469 
197 2832 563 3333 947 8533 
199 2933 S69 3439 953 8596 
211 3519 S71 3474 967 8742 
223 4072 S77 3578 971 8783 
227 4250 S87 3750 977 8845 

229 4337 S93 3852 983 8906 
233 45IO 599 3953 991 8987 
239 4765 601 3986 997 9048 
241 4848 607 4085 
2SJ S255 613 4184 (JO) 2,3026 
2S7 5491 617 4249 (JO') 4,6052 
263 5722 619 4281 (JO') 6,9078 

5947 � 4473 (104) 9,2103 

Primzahlen 787 

Vb. Zerlegung in Primfaktoren 
gr08er als S 

49 = 72 

77= 7·11 
91 = 7 · 13 

119 = 7 · 17 
121 = 112 

133= 7·19 
143 = ll · 13 
161 = 7·23 
169 = 132 

I 87 = II · 17 
203 = 7 · 29 
209 = II · 19 
217= 7·31 
221 = 13· 17 
247=13·19 
253 = 11 · 23 
259 = 7 · 37 
287 = 7 · 41 
289 = 172 

299 = 13 · 23 
301 = 7 · 43 
319 = II · 29 
323 = 17· 19 
329 = 7 · 47 
341 = II· 31 
343 = 73 

361 = 192 

371 = 7·53 
377 = 13 · 29 
391 = 17·23 
403=13·31 
407 = II · 37 
413 = 7 · 59 

427= 7·61 
437 = 19 · 23 
451 = 11 · 41 
469 = 7 · 67 
473 = 11 · 43 
481 = 13 · 37 
493 = 17 · 29 
497 = 7 · 71 
511= 7·73 
517=11·47 
527 = 17 · 31 
529 = 232 

533 = 13 · 41 
539 = 72 

• II 
551 = 19·29 
553 = 7 · 79 
559 = 13 · 43 

Beispiele 
In 326 = In (2 · 163) 

= In 2 + In 163 

581 = 7 · 83 
583 = II · 53 
589 = 19 · 31 
611=13·47 
623 = 7 · 89 
629 = 17 · 37 
637 = 72

• l'.l 
649 = II · 59 
667=23·29 
671 =II· 61 
679 = 7 · 97 
689=13·53 
697 = 17 ·41 
703=19·37 
707 = 7 · l01 
713=23·31 
721 = 7 · l03 
731=17·43 
737 = 11 · 67 
749 = 7 · 107 
763 = 7 · 109 
767 = 13 · 59 
779 = 19 · 41 
781=11·71 
791= 7·113 
793 = 13 · 61 
799=17·47 
803 = II · 73 
817=19·43 
833 = 72

• 17 
841 = 292 

847= 7·112 

851 = 23 · 37 
869=11·79 
871 = 13 · 67 
889 = 7 · 127 
893=19·47 
899=29·31 
901 = 17 · 53 
913 = II · 83 
917 = 7 · 131 
923 = 13 · 71 
931 = 72 

• 19 
943 = 23 · 41 
949 = 13 · 73 
959 = 7 · 137 
961 = 312 

973 = 7 · 139 
979 = II · 89 
989 = 23 · 43 

= 0,6931 + 5,0938 = 5,7869 

In 0,319 = In (11 · 29: l000) 
= In 11 + In 29 - In l000 
= 2,3979 + 3,3673 - 6,9078 
= -1,1426 

In 230000 = In (23 · l0000) 
= 3,1355 + 9,2I03 = 12,3458 



788 Tafeln 

Via. Sinus• bzw. Kosinuslogarithmen 
lg sin 0° ... 45° 

,0 

0 (-oo) 
I 8,2419 
2 5428 
3 7188 
4 8436 

5 9403 
6 9,0192 
7 0859 
8 1436 
9 1943 

1019,2397 
II 2806 
12 3179 
13 3521 
14 3837 

15 4130 
16 4403 
17 4659 
18 4900 
19 5126 

2019,5341 
21 5543 
22 5736 
23 5919 
24 6093 

25 6259 
26 6418 
27 6570 
28 6716 
29 6856 

3019,6990 
31 7118 
32 7242 
33 7361 
34 7476 

35 7586 
36 7692 
37 7795 
38 7893 
39 7989 

40 9,8081 
41 8169 
42 8255 
43 8338 
44 8418 

..... 

(1,0) 

,I 

7,2419 
2832 
5640 
7330 
8543 

9489 
0264 
0920 
1489 
1991 

2439 
2843 
3214 
3554 
3867 

4158 
4430 
4684 
4923 
5148 

5361 
5563 
5754 
5937 
6110 

6276 
6434 
6585 
6730 
6869 

7003 
7131 
7254 
7373 
7487 

7597 
7703 
7805 
7903 
7998 

8090 
8178 
8264 
8346 
8426 

,9 

,2 ,3 

7,5429 7,7190 
3210 3558 
5842 6035 
7468 7602 
8647 8749 

9573 9655 
0334 0403 
0981 1040 
1542 1594 
2038 2085 

2482 2524 
2883 2921 
3250 3284 
3586 3618 
3897 3927 

4186 4214 
4456 4482 
4709 4733 
4946 4969 
5170 5192 

5382 5402 
5583 5602 
5773 5792 
5954 5972 
6127 6144 

6292 6308 
6449 6465 
6600 6615 
6744 6759 
6883 6896 

7016 7029 
7144 7156 
7266 7278 
7384 7396 
7498 7509 

7607 7618 
7713 7723 
7815 7825 
7913 7922 
8007 8017 

8099 8108 
8187 8195 
8272 8280 
8354 8362 
8433 8441 

,8 ,7 

,4 

7,8439 
3880 
6220 
7731 
8849 

9736 
0472 
1099 
1646 
2131 

2565 
2959 
3319 
3650 
3957 

4242 
4508 
4757 
4992 
5213 

5423 
5621 
5810 
5990 
6161 

6324 
6480 
6629 
6773 
6910 

7042 
7168 
7290 
7407 
7520 

7629 
7734 
7835 
7932 
8026 

8117 
8204 
8289 
8370 
8449 

,6 

,5 ,6 ,7 ,8 ,9 (l,O)I 
7,9408 •0200 '0870 •t430 '1961 '2419 89 

4179 4459 4723 4971 5206 5428 88 
6397 6567 6731 6889 7041 7188 87 
7857 7979 8098 8213 8326 8436 86 
8946 9042 9135 9226 9315 9403 85 

9816 9894 9970 •0046 •0120 •0192 84 
0539 0605 0670 0734 0797 0859 83 
1157 1214 1271 1326 1381 1436 82 
1697 1747 1797 1847 1895 1943 81 
2176 2221 2266 2310 2353 2397 80 

2606 2647 2687 2727 2767 2806 79 
2997 3034 3070 3107 3143 3179 78 
3353 3387 3421 3453 3488 3521 77 
3682 3713 3745 3775 3806 3837 76 
3986 4015 4044 4073 4102 4130 75 

4269 4296 4323 4350 4377 4403 74 
4533 4559 4584 4609 4634 4659 73 
4781 4805 4829 4853 4876 4900 72 
5013 5037 5060 5082 5104 5126 71 
5233 5256 5278 5299 5320 5341 70 

5443 5463 5484 5504 5523 5543 69 
5641 5660 5679 5698 5717 5736 68 
5828 5847 5865 5883 5901 5919 67 
6007 6024 6042 6059 6076 6093 66 
6177 6194 6210 6227 6243 6259 65 

6340 6356 6371 6387 6403 6418 64 
6495 6510 6526 6541 6556 6570 63 
6644 6659 6673 6687 6702 6716 62 
6787 6801 6814 6828 6842 6856 61 
6923 6937 6950 6963 6977 6990 60 

7055 7068 7080 7093 7106 7118 59 
7181 7193 7205 7218 7230 7242 58 
7302 7314 7326 7338 7349 7361 57 
7419 7430 7442 7453 7464 7476 56 
7531 7542 7553 7564 7575 7586 55 

7640 7650 7661 7671 7682 7692 54 
7744 7754 7764 7774 7785 7795 53 
7844 7854 7864 7874 7884 7893 52 
7941 7951 7960 7970 7979 7989 51 
8035 8044 8053 8063 8072 8081 50 

8125 8134 8143 8152 8161 8169 49 
8213 8221 8230 8238 8247 8255 48 
8297 8305 8313 8322 8330 8338 47 
8378 8386 8394 8402 8410 8418 46 
8457 8464 8472 8480 8487 8495 45 

,5 ,4 ,3 ,2 ,I ,0 

lg cos 45° ... 90° 



Sinus- bzw. Kosinuslogarithmen 

lg sin 45° ... 90
° 

,0 ,I ,2 

45 9,8495 8502 8510 
46 8569 8577 8584 
47 8641 8648 8655 
48 8711 8718 8724 
49 8778 8784 8791 

50 9,8843 8849 8855 
51 8905 8911 8917 
52 8965 8971 8977 
53 9023 9029 9035 
54 9080 9085 9091 

55 9134 9139 9144 
56 9186 9191 9196 
57 9236 9241 9246 
58 9284 9289 9294 
59 9331 9335 9340 

60 9,9375 9380 9384 
61 9418 9422 9427 
62 9459 9463 9467 
63 9499 9503 9506 
64 9537 9540 9544 

65 9573 9576 9580 
66 9607 961 I 9614 
67 9640 9643 9647 
68 9672 9675 9678 
69 9702 9704 9707 

70 &,9730 9733 9735 
71 9757 9759 9762 
72 9782 9785 9787 
73 9806 9808 981 I 
74 9828 9831 9833 

75 9849 9851 9853 
76 9869 9871 9873 
77 9887 9889 9891 
78 9904 9906 9907 
79 9919 9921 9922 

80 �.9934 9935 9936 
81 9946 9947 9949 
82 9958 9959 9960 
83 9968 9968 9969 
84 9976 9977 9978 

85 9983 9984 9985 
86 9989 9990 9990 
87 9994 9994 9995 
88 9997 9998 9998 

,3 

8517 
8591 
8662 
8731 
8797 

8862 
8923 
8983 
9041 
9096 

9149 
9201 
9251 
9298 
9344 

9388 
9431 
9471 
9510 
9548 

9583 
9617 
9650 
9681 
9710 

9738 
9764 
9789 
9813 
9835 

9855 
9875 
9892 
9909 
9924 

9937 
9950 
9961 
9970 
9978 

9985 
9991 
9995 
9998 

89 9999 9999 •oooo •oooo
-

(1,0) ,9 ,8 ,7 

,4 ,5 

8525 8532 
8598 8606 
8669 8676 
8738 8745 
8804 8810 

8868 8874 
8929 8935 
8989 8995 
9046 9052 
9101 9107 

9155 9160 
9206 9211 
9255 9260 
9303 9308 
9349 9353 

9393 9397 
9435 9439 
9475 9479 
9514 9518 
9551 9555 

9587 9590 
9621 9624 
9653 9656 
9684 9687 
9713 9716 

9741 9743 
9767 9770 
9792 9794 
9815 9817 
9837 9839 

9857 9859 
9876 9878 
9894 9896 
9910 9912 
9925 9927 

9939 9940 
9951 9952 
9962 9963 
9971 9972 
9979 9980 

9986 9987 
9991 9992 
9996 9996 
9998 9999 

•oooo •oooo 

,6 ,5 

Sinus- bzw. Kosinuslogarithmen 789 

,6 ,7 ,8 ,9 (1,0) 

8540 8547 8555 8562 8569 44 
8613 8620 8627 8634 8641 43 
8683 8690 8697 8704 8711 42 
8751 8758 8765 8771 8778 41 
8817 8823 8830 8836 8843 40 

8880 8887 8893 8899 8905 39 
8941 8947 8953 8959 8965 38 
9000 9006 9012 9018 9023 37 
9057 9063 9069 9074 9080 36 
9112 9118 9123 9128 9134 35 

9165 9170 9175 9181 9186 34 
9216 9221 9226 9231 9236 33 
9265 9270 9275 9279 9284 32 
9312 9317 9322 9326 9331 31 
9358 9362 9367 9371 9375 30 

9401 9406 9410 9414 9418 29 
9443 9447 9451 9455 9459 28 
9483 9487 9491 9495 9499 27 
9522 9525 9529 9533 9537 26 
9558 9562 9566 9569 9573 25 

9594 9597 9601 9604 9607 24 
9627 9631 9634 9637 9640 23 
9659 9662 9666 9669 9672 22 
9690 9693 9696 9699 9702 21 
9719 9722 9724 9727 9730 20 

9746 9749 9751 9754 9757 19 
9772 9775 9777 9780 9782 18 
9797 9799 9801 9804 9806 17 
9820 9822 9824 9826 9828 16 
9841 9843 9845 9847 9849 15 

9861 9863 9865 9867 9869 14 
9880 9882 9884 9885 9887 13 
9897 9899 9901 9902 9904 12 
9913 9915 9916 9918 9919 11 

9928 9929 9931 9932 9934 10 

9941 9943 9944 9945 9946 9 
9953 9954 9955 9956 9958 8 
9964 9965 9966 9967 9968 7 
9973 9974 9975 9975 9976 6 
9981 9981 9982 9983 9983 5 

9987 9988 9988 9989 9989 4 
9992 9993 9993 9994 9994 3 
9996 9996 9997 9997 9997 2 
9999 9999 9999 9999 9999 I 

•oooo •oooo •oooo •oooo •oooo 0 

,4 ,3 ,2 ,I ,0 

lg cos 0
° 

... 45
° 
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VI b. Tangens• bzw. Kotangenslogarithmen 
Jg tan 0° ... 45° 

,0 ,I ,2 ,3 ,4 

0 (-oo) 7,2419 7,5429 7,7190 7 ,8439 
I 8,2419 2833 3211 3559 3881 
2 5431 5643 5845 6038 6223 
3 7194 7337 7473 7609 7739 
4 8446 8554 8659 8762 8862 

5 9420 9506 9591 9674 9756 
6 !9,0216 0289 0360 0430 0499 
7 0891 0954 1015 1076 1135 
8 1478 1533 1587 1640 1693 
9 1997 2046 2094 2142 2189 

10 19,2463 2507 2551 2594 2637 
11 2887 2927 2967 3006 3046 
12 3275 3312 3349 3385 3422 
13 3634 3668 3702 3736 3770 
14 3968 4000 4032 4064 4095 

15 4281 4311 4341 4371 4400 
16 4575 4603 4632 4660 4688 
17 4853 4880 4907 4934 4961 
18 5118 5143 5169 5193 5220 
19 5370 5394 5419 5443 5467 

20 9,5611 5634 5658 5681 5704 
21 5842 5864 5887 5909 5932 
22 6064 6086 6108 6129 6151 
23 6279 6300 6321 6341 6362 
24 6486 6506 6527 6547 6567 

25 6687 6706 6726 6746 6765 
26 6882 6901 6920 6939 6958 
27 7072 7090 7109 7128 7146 
28 7257 7275 7293 7311 7330 
29 7438 7455 7473 7491 7509 

30 9,7614 7632 7649 7667 7684 
31 7788 7803 7822 7839 7856 
32 7958 7973 7992 8008 8025 
33 8125 8142 8158 8173 8191 
34 8290 8306 8323 8339 8355 

35 8452 8468 8484 8501 8517 
36 8613 8629 8644 8660 8676 
37 8771 8787 8803 8818 8834 
38 8928 8944 8959 8975 8990 
39 9084 9099 9115 9130 9146 

40 9,9238 9254 9269 9284 9300 
41 9392 9407 9422 9438 9453 
42 9544 9560 9575 9590 9605 
43 9697 9712 9727 9742 9757 
44 9848 9864 9879 9894 9909 
-

(1,0) ,9 ,8 ,7 ,6 

,5 ,6 ,7 ,8 ,9 (1,0) 
7,9409 '0200 '0870 '1430 '1962 '2419 89 

4181 4461 4723 4973 5208 5431 88 
6401 6571 6736 6894 7046 7194 87 
7863 7988 8107 8223 8336 8446 86 
8960 9056 9130 9241 9331 9420 85 

9836 9915 9992 '0068 '0143 '0216 84 
0567 0633 0699 0764 0828 0891 83 
1194 1252 1310 1367 1423 1478 82 
1745 1797 1848 1898 1948 1997 81 
2236 2282 2328 2374 2419 2463 80 

2680 2722 2764 2803 2846 2887 79 
3083 3123 3162 3200 3237 3273 78 
3458 3493 3529 3564 3599 3634 77 
3804 3837 3870 3903 3935 3968 76 
4127 4158 4189 4220 4250 4281 75 

4430 4459 4488 4517 4546 4575 74 
4716 4744 4771 4799 4826 4853 73 
4987 5014 5040 5066 5092 5118 72 
5245 5270 5295 5320 5345 5370 71 
5491 5516 5539 5563 5587 5611 70 

5727 5750 5773 5796 5819 5842 69 
5954 5976 5998 6020 6042 6064 68 
6172 6194 6215 6236 6257 6279 67 
6383 6404 6424 6445 6465 6486 66 
6587 6607 6627 6647 6667 6687 65 

6783 6804 6824 6843 6863 6882 64 
6977 6996 7015 7034 7053 7072 63 
7165 7183 7202 7220 7238 7257 62 
7348 7366 7384 7402 7420 7438 61 
7526 7544 7562 7579 7597 7614 60 

7701 7719 7736 7753 7771 7788 59 
7873 7890 7907 7924 7941 7958 58 
8042 8059 8075 8092 8109 8125 57 
8208 8224 8241 8257 8274 8290 56 
8371 8388 8404 8420 8436 8452 55 

8533 8549 8565 8581 8597 8613 54 
8692 8708 8724 8740 8755 8771 53 
8830 8865 8881 8897 8912 8928 52 
9006 9022 9037 9053 9068 9084 51 
9161 9176 9192 9207 9223 9238 50 

9315 9330 9346 9361 9376 9392 49 
9468 9483 9499 9514 9529 9544 48 
9621 9636 9651 9666 9681 9697 47 
9772 9788 9803 9818 9833 9848 46 
9924 9939 9953 9970 9985 0,0000 45 

,5 ,4 ,3 ,2 ,I ,0 
lg cot 45° .. 90° 



Tangens• bzw. Kotangenslogarithmen 

lg tan 45° ... 90° 

,0 ,I ,2 ,3 

45 b,0000 0015 0030 0045 
46 0152 · 0167 0182 0197 
47 0303 0319 0334 0349 
48 0456 0471 0486 0501 
49 0608 0624 0639 0654 

so 0.0162 0777 0793 0808 
51 0916 0932 0947 0963 
52 1072 1088 I 103 1119 
53 1229 1243 1260 1276 
54 1387 1403 1419 1435 

55 1548 1564 I 580 1596 
56 1710 1726 1743 1759 
57 1873 1891 1908 1923 
58 2042 2059 2076 2093 
59 2212 2229 2247 2264 

60 IJ,2386 2403 2421 2438 
61 2562 2580 2598 2616 
62 2743 2762 2780 2798 
63 2928 2947 2966 2983 
64 3118 3137 3157 3176 

65 3313 3333 3353 3373 
66 3514 3533 3555 3576 
67 3721 3743 3764 3785 
68 3936 3958 3980 4002 
69 4158 4181 4204 4227 

70 1),4389 4413 4437 4461 
71 4630 4653 4680 4703 
72 4882 4908 4934 4960 
73 5147 5174 5201 5229 
74 5425 5454 5483 5512 

75 5719 5730 5780 5811 
76 6032 6063 6097 6130 
77 6366 6401 6436 6471 
78 6725 6763 6800 6838 
79 7113 7154 7195 7236 

801),7537 7581 7626 7672 
81 8003 8052 8102 8152 
82 8522 8577 8633 8690 
83 9109 9172 9236 9301 
84 9784 9857 9932 '0008 

85 1,0580 0669 0759 0850 
86 1554 1664 1777 1893 
87 2806 2954 3106 3264 
88 4569 4792 5027 5275 
89 7581 8038 8550 9130 

(1,0) ,9 ,8 ,7 

,4 

0061 
0212 
0364 
0517 
0670 

0824 
0978 
1133 
1292 
1451 

1612 
1776 
1941 
2110 
2281 

2456 
2634 
2817 
3004 
3196 

3393 
3596 
3806 
4024 
4230 

4484 
4730 
4986 
5256 
5541 

5842 
6163 
6507 
6877 
7278 

7718 
8203 
8748 
9367 

'0085 

0944 
2012 
3429 
5539 
9800 

,6 

Tangens- bzw. Kotangenslogarithmen 791 

,5 ,6 

0076 0091 
0228 0243 
0379 0393 
0532 0547 
0685 0700 

0839 0854 
0994 JOJO 
1150 I 166 
1308 1324 
1467 1483 

1629 1643 
1792 1809 
1958 1973 
2127 2144 
2299 2316 

2474 2491 
2652 2670 
2835 2854 
3023 3042 
3215 3233 

3413 3433 
3617 3638 
3828 3849 
4046 4068 
4273 4296 

4509 4533 
4753 4780 
5013 5039 
5284 5312 
5570 5600 

5873 5903 
6196 6230 
6542 6578 
6915 6954 
7320 7363 

7764 781 I 
8255 8307 
8806 8863 
9433 9501 

'0164 '0244 

1040 1138 
2135 2261 
3599 3777 
5819 6119 

2,0591 2,1561 

,5 ,4 

,7 

0106 
0258 
0410 
0562 
0716 

0870 
1025 
I 182 
1340 
1499 

1661 
1825 
1992 
2161 
2333 

2509 
2689 
2872 
3061 
3254 

3453 
3659 
3871 
4091 
4319 

4557 
4805 
5066 
5340 
5629 

5936 
6264 
6613 
6994 
7406 

7858 
8360 
8924 
9570 

'0326 

1238 
2391 
3962 
6441 

2,2810 

,3 

,8 

0121 
0273 
0425 
0578 
0731 

0885 
1041 
1197 
1356 
1516 

1677 
1842 
2008 
2178 
2351 

2527 
2707 
2891 
3080 
3274 

3473 
3679 
3892 
4113 
4342 

4581 
4831 
5093 
5368 
5659 

5968 
6298 
6651 
7033 
7449 

7906 
8413 
8983 
9640 

'0409 

1341 
2525 
4153 
6789 

2,4571 

,2 

,9 (1,0) 

0136 0152 44 
0288 0303 43 
0440 0456 42 
0593 0608 41 
0746 0762 40 

0901 0916 39 
1056 1072 38 
1213 1229 37 
1371 1387 36 
1532 1548 35 

1694 1710 34 
1858 1873 33 
2025 2042 32 
2195 2212 31 
2368 2386 30 

2543 2562 29 
2723 2743 28 
2910 2928 27 
3099 3118 26 
3294 3313 25 

3494 3514 24 
3700 3721 23 
3914 3936 22 
4136 4158 21 
4366 4389 20 

4606 4630 19 
4857 4882 18 
5120 5147 17 
5397 5425 16 
5689 5719 15 

6000 6032 14 
6332 6366 13 
6688 6725 12 
7073 7113 11 

7493 7537 10 

7954 8003 9 
8467 8522 8 
9046 9109 7 
971 I 9784 6 

'0494 '0580 5 

1446 1554 4 
2663 2806 3 
4357 4569 2 

7167 7581 I 

2,7581 (+oo) 0 

·,, ,0 

lg cot 0° ... 45° 
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VII. Exponentialfunktion ex und e-x 

X ,. ,-• I X ,. 

0,00 1,0000 1,0000 0,50 1,6487 

0,01 1,0101 0,9900 0,.SI l,66.S3 
0,02 1,0202 0,9802 0,.S2 1,6820 
0,03 1,0303 0,9704 0,SJ 1,6989 
0,04 1,0408 0,9608 0,.S4 1,7160 

o,os 1,0513 0,9512 o,.s.s 1,7333 

0,06 1,0618 0,9418 0 • .S6 1,7.507 
0,07 1,0725 0,9324 0,.S7 1,7683 
0,08 1,0833 0,9231 0.58 1,7860 
0,09 1,0942 0,9139 0,59 1,8040 

0,10 1,10.52 0,9048 0,60 1,8221 

0,11 1,116) 0,8958 0,61 1,8404 
0,12 1,1275 0,8869 0,62 1,8589 
0,13 1,1388 0,8781 0,63 1,8776 
0,14 1,150] 0,8694 0,64 1.8965 

0,15 1,1618 0,8607 0,6.S l,91.S5 

0,16 1,1735 0,8S21 0,66 1,9348 
0,17 1.1853 0,8437 0,67 l,9.S42 
0,18 J.1972 0,8353 0,68 1.9739 
0,19 1,2092 0,8270 0,69 1,9637 

0,20 1,2214 0,8187 0,70 2,0138 

0,21 1,2337 0,8106 0,71 2.0340 
0,22 1,2461 0,8025 0,72 2.0544 
0,23 1,2586 0,794� 0,73 2.0751 
0,24 1,2712 0,7866 0,74 2,0959 

0,25 1,2840 0,7788 0,75 2.1170 

0,26 1,2969 0,7711 0,76 2,1383 
0,27 1,3100 0,7634 0,77 2.1598 
0,28 1,3231 0,7558 0,78 2,1815 
0,29 1,3364 0,7483 0,79 2,20]4 

0,30 1,3499 0,7408 0,10 2.22.S.5 

0,31 1,3634 0,7334 0,81 2.2479 
0,32 1,3771 0,7261 0,82 2.2105 

0,33 1,3910 0,7189 0,83 2,2933 
0,34 1,4049 0,7118 0,84 2,3164 

O,JS 1.4191 0,7047 0,85 2,3396 

0,36 1,4333 0,6977 0,86 2,3632 
0,37 1,4477 0,6907 0,87 2,3869 
0,38 1,462] 0,6839 0,88 2,4109 
0,39 1,4770 0,6771 0,89 2,43.SI 

0,40 1,4918 0,6703 0.90 2.4596 

0,41 1/5068 0,6637 0,91 2,4843 
0,42 1 • .5220 0,6.570 
0,43 l,.S37J 0,6.S0.5 

0,92 2,S093 
0,93 2,n45 

o,« l,.S.S27 0,6440 0,94 2,5600 

0,4.S J,.S683 0,6376 0,9S 2,58S7 

0,46 1,.5841 0,6313 0,96 2,6117 
0,47 1,6000 0,6250 
0,48 1,6161 0,6188 

0,97 2,6379 
0,98 2,6645 

0,49 1,6323 0,6126 0,99 2,6912 

0,50 1,6487 0,606i 1,00 2,718] 
- -

,-• I
0,606.S 

0,6005 
0,.5945 
0,.5886 
0,.5827 

o • .s769 

0,.5712 
0,56.S.5 
0,5599 
0,5543 

0,.5488 

0,5434 
0,5379 
0,5326 
0,.5273 

0,.5220 

0,.5169 
0,5117 
0,5066 
0,5016 

0,4966 

0,4916 
0,4868 
0,4819 
0,4771 

0,4724 

0,4677 
0,4630 
0,4584 
0,4538 

0,4493 

0,44-49 
0,4404 
0,4360 
0,4317 

0,4274 

0,4232 
0,4190 
0,4148 
0,4107 

0,4066 

0,4025 
0,3985 
0,3946 
0,3906 

0,3867 

0,3829 
0,3791 
0,3753 
0,3716 

0,3679 

X ,. ,-• I
1,0 2,7183 0,3679 

1,1 3,0042 0,3329 
1,2 3,3201 0,3012 
1,3 3,6693 0,2725 
1,4 4,05S2 0,2466 

1,5 4,4817 0.2231 

1,6 4,9S30 0,2019 
1,7 5,4739 0.1827 
1,8 6,0496 0,16S3 
1,9 6.6859 0,1496 

2,0 7,3891 0,13S3 

2,1 8,1662 0,1225 
2,2 9,0250 0,1108 
2,3 9,9742 0,1003 
2,4 11,023 0,0907 

2,5 12,182 0,0821 

2,6 13,464 0,0743 
2,7 14,880 0,0672 
2,8 16.445 0,0608 
2,9 18,174 0,0550 

3,0 20,086 0,0498 

3,1 22,198 0,0450 
3,2 24,5]] 0,0408 
3,3 27.113 0,0369 
3,4 29,964 0.0334 

3,5 JJ,I 15 0,0302 

3,6 36,598 0,0273 
3,7 40,447 0,0247 
3,8 44.701 0.0224 
3,9 49,402 0,0202 

4,0 S4.S98 0.0183 

4,1 60,340 0,0166 
4,2 66.686 0.0150 
4,3 73,700 0,0136 
4,4 81,4SI 0,0123 

4,5 90,017 0.0111 

4,6 99.484 0,0101 
4,7 109,95 0,0091 
4,8 121,51 0,0082 
4,9 134,29 0.0074 

5,0 148,41 0.0067 

,,1 164,02 0,0061 
5,2 181,27 o,oo.s5 
5,3 200,34 0,0050 

,,. 221,41 0,0045 

5,5 244,69 0,0041 

5,6 270,43 0,0037 
5,7 298,87 0,0033 
5,8 330,30 0,0030 
5,9 365,04 0,0027 

6,0 403,43 0,0025 

X ,. ,-• I
6,0 403,43 0,0025 

6,1 44.S,86 0,0022 
6,2 492,75 0,0020 
6,3 544,57 0,0018 
6,4 601,85 0.0017 

6,5 66.S,\4 0,001.S 

6,6 73.S,I0 0,0014 
6,7 812,41 0,0012 
6,8 891,85 0,0011 
6,9 992,27 0,0010 

7,0 1096,6 0,0009 

7,1 1212,0 0,0008 
7,2 1339,4 0,0007 
7,3 1480,l 0,0007 
7,4 1636,0 0,0006 

7,5 1808,0 0,0006 

7,6 1998.2 0,0005 
7,7 2208,3 0,0005 
7,8 2440.6 0,0004 
7,9 2697,3 0,0004 

,.o 2981,0 0,0003 

8,1 3294,$ 0,0003 
8,2 3641,0 0,0003 
8,3 4023,9 0,0002 
8,4 4447,1 0,0002 

8,5 4914.8 0,0002 

8,6 5431,7 0,0002 
8,7 6002,9 0,0002 
8,8 6634,2 0,0002 
8,9 7332,0 0,0001 

9,0 8103.1 0.0001 

9,1 895S,J 0,0001 
9,2 9897.1 0,0001 
9,3 10938 0,0001 
9,4 12088 0,0001 

9,5 13360 0,0001 

9,6 14765 0,0001 
9,7 16318 0,0001 
9,8 18034 0,0001 
9,9 19 930 0,0001 

10.0 22026 0,00005 
-

C = 2,718 281 83 

111; C = 0,434 294 48 

1/c = 0,367 879 44 

111; 1/c = 0 • .S65 705 52-1 



Mathematische Zeichen 

Zeichen Erl3uterung 

1. Mengenlehre 

s:;; 
C 

v
, u 1-1 

�. n ,_, 

C,A 

0 

2. Logik 
--, 

V 

Element von, z. B. a e {a, b} 
nicht Element von, 
z. B. c ¢ {a, b} 
Teilmenge von, enthalten in 
echte TeiJmenge von, 
z. 8. {I, 3} C {I, 2, 3} 

Vereinigung von zwei bzw. 
von n Mengen, 
z. B. {l,2} v {2, 3} = {I, 2, 3} 

Durchschnitt von zwei bzw. 
n Mengen, 
z. B. {I, 2} � {2, 3} = {2} 
Oifferenzmenge, 
z. B. {l,2,3} \{2,3} = {I} 
Komplementmenge von A 
in bezug auf £, z. B. 
CN{0, 2, 4, 6, ... }={I, 3, 5, ... } 
Jeere Menge 

Negation, »nicht« 
Konjunktion, »und« 
Alternative, >>oder« 
lmplikation, »wenn .. , srn< 
Aquivalenz, 
»genau dann, wenn ... « 
Existentialquantor, 
»es gibt ein .. (< 
Allquantor, ))fur alle ... « 

3. Algebra, Arithmetik, Zahlentheorie 

+ 
I 

·, X 

fl 

gleich, nicht gleich, 
z.8.19=2 
definiert durch 
kleiner als, z. B. 0 < I 
groller als, z. B. 2 > I 
kleiner oder gleich, 
z. B. x ¾ 0, nicht positiv 
gr0Ber oder gleich, 
z. B. x > 0, nicht negativ 
plus, z. B. 2 + 3 = 5 
Summe, 

J 

z. B. i� a1 = a1 + a2 + a3 
minus. 
z. B. 5 - 2 = 3, -5 = 0 - 5 
mal, z. B. 2 · 6 = 6 + 6 = 12 
Produkt, 

J 

z. 8. n a, = a, . a2 
. a3 i-1 

Matbematiscbe Zeicben 793 

Zeichen 

:,/,-

a" 

v.v-
logb 

In 
lg 

Id 

lal 

a· b, (a, b) 

a X b 

lal=� 
(a,.)= A 

la,.I = detA 

.J-
= (modp) 

N 
z 

Q 
R 

C 

4. Analysis 
[a, bl 

]a, b[ 
Jo, bl 

[a, bl 

XIO 

xta 

Erl3uterung 

geteilt durch, 10 
z. B. 10: 5 = 10/5 = 5 = 2 

n-te Potenz von a, 
z. B. 23 = 2 · 2 · 2 = 8 

Quadratwurzel, n-te Wurzel aus 
Logarithmus zur Basis b 
natiirlicher Logarithmus, b = e 
dekadischer oder Zehner
logarithmus, b = IO 
dyadischer oder Zweier
logarithmus, b = 2 
Fakultat, z. B. 3! = I ·2·3=6 

Binomialkoeffizient, 
»n iiber p«, 

( 
6

)
6 · 5 · 4 

z.B. 
3 

=
r:-n

=20 

absoluter Betrag von a, 
z. B. l-71 = 7, 
13 + 4il = V32 + 4' = 5 
imaginiire Einheit, i2 = -I 
zu a konjugiert komplexe Zahl, 
z. B. 3 + 4i = 3 - 4i 
skalares Produkt zweier Vek
toren 
vektorielles Produkt 
Betrag oder Norm, Liinge des 
Vektors a 
Matrix mit den Elementen a,11. 
Determinante der quadrati
schen Matrix A 
teilt, ist Teiler von, 
z. B. 7 121 
teilt nicht, z. B. 7 -f 20 
kongruent modulo p, 
z. B. 13 = 3 (mod 10) 
Bereich der natiirlichen Zahlen 
Bereich der gan.z;en Zahlen 
Bereich der rationalen Zahlen 
Bereich der reellen Zahlen 
Bereich der komplexen Zahlen 

abgeschlossenes Intervall, 
a¾x¾b 
offenes I ntervall, a < x < b 
links offenes lntervall, 
a<x¾b 
rechts offenes I ntervall, 
a:s.:;, x<b 
geht gegen 
monoton abnehmend gegen a 
monoton zunehmend gegen a 
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Zeichen Erliiuterung 
Jim Limes. Grenzwert unendlich 
"' angeniihert gleich 
~ asymptotisch aquivalent d, d" einfache bzw. 11-fache Dif -ferentiation 

Zeichen Erlauterung 
5. Geometrie 
II parallel 
l senkrecht auf 
6 Dreieck 
- 3hnlich 

dy d"y I Differentialquo1ient, Ableilung z. B. !':,ABC~ !':,A'B'C' 
�·w � kongruent, 

y',y(n) I. bzw. n-ter Ordnung z. B. !':,ABC� !':,A,B,C, 
<l: Winkel, z. B. ,l:BAC, ,J:(s, t) 

o,il" partielle Differentiation 
�f Variation von / 
LI Delta, Differenz V Nablaoperator 
6 Laplace-Operator 
J f(x) dx unbestimmtes Integral 
f f(x) dx bestimmtes Integral 
lfl,llfll Norm von f 
SIIl Sinus cos Kosinus tan Tangens 
COi Kotangens arcsin,. Arkusfunktionen sinh,. Hyperbelfunktionen arsinh, ... Areafunktionen exp Exponentialfunktion, z. B. exp x = ex Gammafunktion 
If! WeierstraOsche Funktion grad Gradient div Divergenz rot Rotation 

G riechisches Alphabet 

Buch- Name Wieder- Buch-stabe gabe in stabe Antiqua 
A � Alpha A a I ' 
B /I Beta B b K X 

r y Gamma G g .,t " 

" d Delta D d M µ 
E Epsilon t e N ,, 

z ' Zeta z z ' 

H � Eta E e 0 0 

{} Theta Th lh n ., 

Rtimiscbe Zahlzeichen 
V X 

l<J:<s, t)I Gr013e des Winkels 
m(,J:(s,t)) MaOzahl der WinkelgrOJ3e in einer orientierten Ebene 

' ' Grad, Minute, Sekunde, 60'= 1°,60"= I' 
I c cc Neugrad, -minute, -sekunde, 

JOOc = 1•
, }()()Cc= JC gon Gon. Einheit des Winkels in Geodasie. I 00 gon � 9oe-rad Radiant, Einheit des Bogen-mafles 

- entspricht, z. "B. 90' £ JOO• £.,/2 
AB Strecke, auch Gerade durch 
AB 

die Punkte A und B gerichtete Strecke von A nach B 

IABI Lange der Strecke AB 

m(AB) MaBzahl der Streckenlange auf einer orientierten Geraden 
� Schnittpunkt, ))SChneiden ein-
AB 

antler in«, z. 8. S = s,.., t Bogen AB 

" arc <X, Bogen, auch BogenmaB 

Name Wieder- Buch- Name Wieder-gabe in stabe gabe in Antiqua Antiqua 
Jota I j p n Rho R(hl r(h) Kappa K k E 0 Sigma s s Lambda L I T T Tau T t My M m y V Ypsilon y y Ny N n (/) 'I' Phi Ph ph Xi X X X X Chi Ch ch Omikron 6 0 'JI 'P Psi Ps ps Pi p p ll w Omega 0 0 

L 50 C 100 D 500 M 1000 
I I II llI 3 IV 4 V 5 VI VII 7 Vlll IX 9 X 10 XX 20 XXX 30 XL 40 L 50 LX 60 LXX 70 LXXXSO XC 90 IC 99 C 100 CC 200 CCC 300 CD 400 D 500 DC 600 DCC 700 DCCC 800 CM 900 XM 990 M 1000 

MCDXCVI 1496 MDCCCLXXXlll 1883 MCMIL 1949 MCMLXXVI 1976 
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Alphabetisches Stichwortverzeichnis 

Das Stichwortvcrzcichnis gibt die Scitcn an, auf dencn dcr Leser Erliutcrungen zum Stichwort findet: 
halbfetl gedruckte Zahlcn weisen auf Seiten hin, die wesentliche oder ausfuhrlichc Angaben cnthaltcn. 
kursiv gedruckte darauf, daB der Begriff nicht wOrtlich, sondern sinngemiO auf dieser Seite zu finden ist. 
Die Zusatze f. bzw. ff. zeigen, daB auch die folgendcn Seiten Angaben enthalten, z. B. ,.abstrakter Raum 
760ff."; sind cs mehrcrc Scitcn, so werden diese angegebcn, z. B . .,Diffcrentiationsrcgeln 448-453". 
Bczieht sich cin Stichwort auf ein bestimmtes Gcbiet oder hat es in vcrschicdencn Zusammcnhlngen 
vcrschiedene Bedeutung, so wcrden das Gebict oder der Zusammcnhang genannt. um dcm Leser un
nOtigcs Suchcn zu crsparcn, z. 8. ,.Abbindcn, Gcodl.sic" oder .,Pol, gcbrochcnrationale Funktion", .. -. 
Kcgclschnitt", ,. -, Kugel" und ., -. Polarkoordinatcn". 
Bcstchen aufcinanderfolgcndc StichwOrtcr jcdcs aus zwci oder mchrcrcn WOrtcrn, von dcncn sich das 
crstc wicdcrholt, so wird cs in dcr Wicdcrholung durch cincn Gcdankcnstrich crsetzt. Ein Gcdankcnstrich 
kann auch Abkilrzung fur cincn Tei! des Stichworts scin, dcssen Ende dann durch cincn scnkrcchtcn 
Strich angcgeben wird, z. 8. ,.Dreieck." und ,,-, Eulersches" oder ,.Dreicckslform" und ,,-kette", ,,-kon
struktion". Wiederholt sich cin zweites Wort, so wird cs durch cincn zwcitcn Gcdankenstrich abgckilrzt, 
z. B. ,.analytische Fortsctzung", ,,- Geometric dcr Ebcnc", ,. - - des Raumcs". 
Im Alphabe1 folgcn WOrtcr mit a, 0, U unmit1clbar sonst glcichcn mil a, o, u: die Buchstabcnfolgc ac. 
oe, uc wird als zwci gc1rcnntc Vokale angesehcn. Der Buchstabc O ist untcr ss cingeordnct. 
Dem Stichwortvcrzcichnis ist cin Verzeichnis dcr wichtigstcn Mathcmatikcr angefug1. die im Buchc cr
wahnl werden. 

A 

Abbildung 114, 351 f .. 362,404. 
604, 733 

-, affine 604 
-, 1opologischc 733 
- aus, von, auf, in 351 
- durch rcziproke Radicn 576 
Abbinden, Geodl.sic 280 
Abbruchschwellc. McBwert 687 
abclschc Gruppc 371 
abgekilrzte Rechcnvcrfahrcn 37 f. 
abgcplattctcs Ellipsoid 595 
abgcschlossenc Punktmcnge 736 
abhingigc Variable 116 
Ablcitbarkcitslrclation 364 
-theorem 364 

A bleitung 444 ff. 
- hOherer Ordnung 445f. 
Abrunden 662 
Abschnit1 einer Menge 350 
absolute Extrema 459 ff. 
- Konvcrgcnz 430 f. 

absoluter Bctrag 28 
- Fehlcr 661 
absolutes Glied 92, 98, 103, 388 
absolut konvergcntes I ntcgral 

500 

--rationale Zahlen 74f. 
Abs1and 157. 199, 586. 588f .• 

592, 737 
-, Punkt-Ebcnc 592 
-, Punkt-Gcradc 588 
-, Punkt-Punkl 586 
-• windschiefe Gcradcn 589 
- im £" 737 
Abstandsfunktion, Funktional

analysis 761 

Abstandsvcrhiillnis 586 
Abs1ccken cincs Kreisbogcns267 
absteigendc dividicrtc Diffcrcn-

zcn 683 
abstraktcr Raum 760ff. 
A bszissc 304 
Abtrcnnungsrcgel 364 
abwickclbarc Flllche 106. 597 
abwickeln 206,209 
-, K reiskcgcl 209 
abz!hlbar uncndlichc Menge 

354 
Abzinsung I 52 
Achsc l62f .. 222f., 305. 596f. 
Achscnabschnittsform. Ebcncn-

gleichung 590 
-. Geradcngleichung 311 

Achsenschnitl 205, 208 
Adams-Vcrfahrcn 689 
Addiercn 32, 36 f., 46 
-• abgekilrztcs 37 

Addition 20 f., 28, 83, 396, 407, 
631 ff. 

- . Matrizcn 407 
-, vcktoricllc 83. 396 

Additions!axiom, erwcitcrtcs 634 
-gcsctz, Wahrscheinlichkcits

rechnung 631 
-system 19 
Additionsthcorcm, Binomial-

koeffizicnt 531 
-, Exponcntialfunktion 537 
-. Winkclfunktionen 251 f .  

Additionsvcrfahren, algcbra
ische Glcichung!:n 95 

additive Zahlen1hcoric 727 

adjungierter Operator 406 
Adjunkte 393, 408 
Adjunktion 377 
aeq 359 
affine Abbildung 604 
- lnzidcnzcbene 773 
- Transformation 584 
- Verzcrrung 595 
Affinitit, liquivalcnt-perspektive 

226 
-, pcrspcktive 225 

Affinitlltslachsc 195. 226 
-Strahl 226 
lhnlichc Abbildung 604 
- Ordinalzahlen 355 
Ahnlichkeit 181 tr. 
Ahnlichkcitslfaktor 181 
-punkt 181 
-Sitze 183 
Aitkcn•lntcrpolation 680 
Aktivitllt, Netzplantcchnik 743 
aktivitlltsorientiertcr Nctzplan 

744 
Aktual-Uncndlichcs 776 
Aleph 357 
Alcphjhypothese 358 
-problem 3 58 
ala:cbraisch abgeschlosscn 85 
algcbraische Erweitcrung 379f. 
- Gleichung 85-109, 379ff. 
- Mannigfaltigkcit 729 
algcbraisches Element 379 
- Komplcment 393 
algcbraischc Struktur 370-388 
- Summc 29. 42ff. 
- Topologie 735 



algebraische Ungleichungcn 
IIOff. 

- Zahlcn 727 f. 
Algcbren 387 
algorithmische Sprache 362 
Algorithmus 367f. 
- . Euklidischer 25. 4 7 f. 
allgcmeine linearc Gruppc 408 
allgcmcines Integral 550 
allgcmcine Sinuskurve 253 
allgcmeines Viereck, Fllchcn-

inhalt 268 
allgcmeingilltig 360. 363 
- . aussagcnlogisch 363 
Alternative 359 
Altcrnativhypothese 654 
allcrnicrcnde Gruppc 372. 374 
- Quersumme 26 
Amplitude 253,305 
Amplitudcntyp eincr Quadratur-

formcl 688 
Amsterdamer Pegel 276 
A naglyphenverfahren 237 
analytische Fortsctzung 576 
- Geometric der Ebcne 303-34.l 
- - des Raumes 579-598 
- Zahlcntheorie 726 
Anfangswcrtproblcm, Differcn-

tialglcichungen 563 
Angiltcrn 224 
Ankathetc 240 
Ankreis 171 
Anlaufwcrtc 690 
Annuitlt 154 
Anomalic 305. 341 
-, exuntrische 341 
Anordnung, lcxikographische 

42. 628 
- der ganzen Zahlen 28 
- - naturlichen Zahlen 20 
- - rationalen Zahlcn 32 
Anordnungslaxiomc, cuklidi

sche Geometric 770 
- relation 350 
Anschaulichkeit. darstcllende 

Geometric 220 
Anschlu6messung. Geodisie 280 
Ans1ieg 124 
Aniikommu1a1ivitit 399 
Antilogarithmen 68 
An1iparallele 312 
antisymmctrische Relation 349 
Antragen eines Winkels 162 
Anzahl 17 
Aphel 341 
Apollonios, Satz des 319f. 
Approximation durch Polynome 

679-685 
Aquator 298 
Aquatorsysteme 298 
lquidistante Stiltzstellen 683 
Aquipotentialftiche 748 
iquivalente Gleichungen 89 
;iquivalenter Term 41. 86 

Alphabetisches Stichwort•erzeichnis 797 

iiquivalente Termumformung 
87ff. 

- Umformung 89ff. 
- Ungleichungen 111 
aquivalen1-pcrspek1ive Affinitlit 

226 
Aquivalenz 41, 349. 359 
Aquivalenzlklasse 349 
- relation 349 
Aquivalenz von Termen 41 
Ar 176 
arabische Ziffern 19 
Arbeit 517f. 
Arbelos 188 
archimedischer KOrper 213 
archimedisches Axiom 74. 79. 

771 

archimedischc Spirale 481 
archimedisch geordne1 74f. 
Archilektenanordnung 235 
Area Cosinus hypcrbolicus 144 
- Cotangens hyperbolicus 144 
Areafonktionen 144 
- . Ableitung 451 
-. anschauliche Oeutung 144 
- . Potenzreihe 538 
Areakosinus 144 
Areakotangens 144 
Areasinus 144 
Area Sinus hyperbolicus 144 
A reatangens 144 
Area Tangens hyperbolicus 144 
Argument 83, 115 
Argumen11yp einer Quadratur-

formel 688 
Arithmetik. hOhere 72] 
-, Kardinalzahlen 357 
- , Ordinalzahlen 355 
ari1hme1ische Folge 417 f.  
- Funktion 353 
- Reihe 425 
ari1hme1isches Mi11el 113 
Arithmetisierung 778 
Arkusfunktion 122. 142, 247f. 
-. Ableitung 451 
- . Potenzreihe 538 
Ars inveniendi 368 
- iudicandi 368 
- magna 368 
assozia1ive VerknUpfung 371 
Assoziativgesetz 20. 22, 29. JO, 

42. 73. 83. )94 
Assozia1ivi1a1 347. 356f., 385 
-, Kardinalzahlen 357 
- , mengenalgebraische 

Operationen 34 7 
-, Ordinalzahlen 356 
Astroide 479 
Astronomische Einheit 158 
astronomische Koordinaten-

systemc 297 f. 
asymmetrische Rela1ion 349 
Asymptote 134. 136. 195. 243. 

J25. HI f., 4 73, 480 

Asymploten, Hyperbel 32S, 331 
Asymploten!gleichung, Hypcr-

bel 331 
- kegel 598 
asymptotische Annaherung 678 
- Darstetlung 6 78 
asymptotischer Punkt 29S 
Atomausdruck 361 
Attometer I 58 
Aufgang, Gestirn 297 
auflOsbar durch Radikale 383 
auflOsbare Gruppe 375 
Aufpunkt. Potentiallheorie 74 7 
Aufri6 222 
A ufrunden 662 
aufsteigende dividierle 

Differenzen 683 
aufz1hlbar 369 
Aufzinsung 152 
Aufzinsungsfak1or 151 
Augdistanz 234 
Augpunk1 234 
Ausdruck 41,359. 361 f. 
- , pr3nexer 364 
ausgear1c1er Kegelschniu 608 

Ausgleich beding1er Beoh.tch-
1 ungen 6 72 t

r

. 
- direkter Messungen 671 
- funk1ionaler Zusammen• 

hfoge 674 ff. 
Ausgleichsrechnung 6M,, 

667-677 
Ausklammern 43 
Aussage 362 
Aussageform 361 
Aussagenlogik 358 t

r

. 
aussagenlogisch allgemeingiiltig 

363 
- gUltig 360 
- unzerlegbar 363 
Au6englieder. Proportion W 
Aullcnwinkel. Dreieck IM, 
Au6enwinke\satz 167 
:iuBere Funktion 118 
ll.uBerer Teilpunkt 308 
iuOeres Produkt 398 
au6ere Tangente 186 
- Teilung 183. 586 
Auswahlaxiom 779 
Auswahlprinzip 346 
Au1omorphismus 375. 378 
- . relativer 3 78 
axiales Tragheitsmoment 520 
axiale Symmetric 162 f.  
axiomatische Defini1ion 367 
Axiomatisierungen, euklidische 

Geometric 770-774 
Axiomc. Peanosche 72 

Axiomensys1em. Kolmo-
gorowschcs 634 

- , Yollstindigkei1 366 
Axonometrie 232 f. 
Azimu1 275, 298 
- . Horizontalsystem 298 
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Balken. Tragnthigkei1 460 
Banach-Raum 762 
Banachscher Fixpunktsatz 766 
barometrische HOhcnformel 555 
Basis, kanonische 401 
-, K0rper 377 
-, Logarithm us 59 
-, Potenz 49 
- , Vektorraum 400 
- , Zahlensystem 19 
Basisll0sung 708f. 
-netz, Geodisie 275 
-punkte, projek1ive 

Koordinaten 599 
- vcktoren. Transformations-

gleichungen 411 
bcdingte Wahrschcinlichkeit 631 
bcdingt konvergent 431 
Bedingungsgleichung 672 
bcglcitendes Dreibein 615 
Bclegung eincr Variablen 360 
beliebiger Vek1orraum 400ff. 
Bellmannsches Optimali1its• 

prinzip 719 
Beobachtungsfehler 666 
bcrcchenbare Funktion 367 
Bercich 86, I J 4 
Bereich. zulissiger 708 
Bernoulli. Geserz der groBen 

Zahlen 638 
Bcrnoullische Diffcrential-

glcichung 556 
- Ungleichung 113. 422 
- Vcrtcilung 639 
- Zahlcn 534 
Bernoulli und L'Hospiu1.I. 

Regel von 437 
Bcri.ihrungspunkt. Kurvc 337. 

47] 

-, Punktmcngc 736 
Beri.ihrungsradius 185. 323 
bcschrllnktc Folgc 417 
- Funktion 119 
Bcssclschc Diffcrcntialglcichung 

562 
bcstindig konvcrgcnt 529 
bestimmt divergent 422 
bcstimmtcs Integral 495-503 
Bcstimmungslkongrucnz 725 
-linic 190 
Bctrag 28, 83, 395. 402 
-, Vektor 395. 402 
-, Zahl 28, 83 
Bcwegungslaufgabc 94 
-axiomc 771 
biegungsinvarian1 620 
Bijcktion 352 
Bild, lincare Abbildung 403 
-, Vektor 403 
Bildebenc 220 
Bild cincr Funktion 114 

Bilincarform 414 
Billiarde 19 
Billion 19 
Biniirsys1cm 19 
Binomialkoeffizicn1 44,531,629 
- . Addilionsthcorcm 531 
Binomialverteilung 639 
binomischc Formeln 44 
- Kongruenz 725 
- Reihe 538, 541 
binomischer Lchrsatz 44 
Biometric 659 
biquadra1ischc Gleichung 107 
Blindenschrift 628 
Blitz. H0hc 269 
Bogcnldifferential 508 
-element 508. 618 
Bogenlinge, ebene Kurve 507 
-. Raumkurve 615 
BogenmaB 160 
Bolzano. Satz von 442 
Bolzano-WeicrstraB, Satz von 

42] 
Borelk0rper 633 
Borelschcs Ereignisfeld 633 
B0schungswinkel 262 
Bourbaki 776 
Brachystochroncn-Problem 

752f. 
Brechungslgesetz von Sncllius 

461 

-winkel, Polygonzug 279 
Breite. gcographische 274, 293 
Brcitenkreis 293, 622 
Brennlpunkt 192. 195. 197 
-strahl 192. 195 
-weitc 192. 195 
Brianchon, Saiz von 612 
Brianchonscher Punkt 612 
Briggsscher Logarithmus 60 
Brouwerschcr Fixpunktsatz 734, 

7)8 
Bruch 31-38 
-. gemeiner 32 ff. 
Bruchgleichung 92 
Bruch mil Variablen 46 
Buffonsches Nadelproblcm 

625f. 

C 

Can10r, Satz von 358 
Cantorsches Diagonalverfahren 

]54 

- Univcrsum 777 
Cardanische Formel I 04 f. 
Cassinische Kurven 477 
Casus irreducibilis 105 
Cauchyl-Folge 762 
--Hadamard, Formel von 530 
- -R icmannsche Differential-

gleichungcn 573 

Cauchysche In1cgralformel 570f. 
Cauchyscher Hauptwerl 501,572 
- lntegralsatz 569 
Cauchysches Konvergenz-

kriterium, Reihe 429 
- -, Zahlenfolge 422 
Cauchysche Ungleichung 763 
Cauchy-Schwarzschc Unglei-

chung 113, 402 
Cavalicrisches Prinzip 207. 482, 

51] 
Caylcy, Satz von 375 
Ccva, Satz des 320 
Charaktcristik 226 
charakteris1ische G lcichung. 

Eigenwertc 700 
- -, lincare Differcntial

gleichung 2. Ordnung 559 
charakteristischcs Polynom, 

Eigcnwertc 413 
- System, particllc Oifferen-

1ialgJeichungen 746 
z 2-Verteilung 655 
-, Tabelle 657 
Churchschc Hypothesc 368 
Cosinus hypcrbolicus 143 
Cotangens hypcrbolicus 143 
Coulombsches Gesetz 747 
CPM, Netzplantechnik 745 
Cramcrsche Regel 394 
Critical•Path-Method 745 
Croftons Scillinicnsa1z 626 
Cusanus. Konstruktion von 209 

D 

Dandelinsche Kugeln 325 
Darstellung ciner Gruppc 387 
Deckfllchc 205 
Dcckungsgleichheit 168 
Deduktionstheorem 364 
Defekt, linearc Abbildung 404 
Definition 73, 366f. 
Dcfinitionsbcreich 41, 87, 115 f., 

145,351 
dekadischer Logarithmus 60. 

62-67 
dckadisches Zahlcnsystem 19 
Deklinal ion 298 
Delisches Problem 165, 384 

Deltoid 174 
de Morgan, Gesctzc von 34 7f. 
Derivimctcr 44 7 
Dcsargues. kleincr Satz von 773 
Desargues, Satz von 604 
Descartcssche Zeichenregel 131 
deskrip1ive Sprache 362 
Determinante 391-394 
- einer Matrix 408 
Deviation 271 
Dezimalbruch 34 ff., 80 
dczimalgeometrischc Folge 419 



Oezimalstelle 35 
- , zuverlissige 3 7 
Dczimalzahl 35 
Diagonallargumentation 778 
-dreicck 606 
Dia&onale I 71, I 74, 204 
Diagonal\ebcnc 204 
-gerade 606 
-punkt 606 
Diagramm 115 
Diltproblem 707 
dichotomes Suchen 693 
Dichtcfunktion, stctige Zufalls-

grOBc 635 
Differential 453 f., 466 
-, Funktion mchrercr Va-

riabler 466 
Diffcrentialgeometrie 613-625 
-. ebene Kurvcn 471-481 
Differentialgleichung, gewOhn-

Jiche 549-566 
- . numcrischc L0sung 689 
- crster Ordnung 556f. 
- hOhercr Ordnung 565 
Diffcrentialloperator 525 
-quotient 444 ff. 
- rcchnung 443-481 
Differentiation, gliedweise 528, 

lJ2 
-. graphische 44 7 
-. numcrische 689 
-. partielle komplex.e 568 
-, Vek1orfunktion 522 
Differentiations!operator 689 
-regeln 448-453 
Differentiograph 447 
Differenz 21, 346 
-, symmetrische 34 7 
Differenzenfolgen 125 f. 
-, tHC 417 
Differenzenquotient 444 
differenzierbare Funktionen 395 
- Mannigfaltigkeit 376 
Differenzierbarkeit, Funktion 

mehrerer Variabler 464ff. 
Differenz trigonometrischer 

Funktionen 253 
- von Folgen 420 
- - Mengen 346 
Dimension, Planimetrie 156 
- . Punktmenge 735 
-. Vektorraum 401 
- eines Nullstellengebildes 731 
Dimetrie 233 
diophantische Gleichung 725 
direkt konform 274, 573 
- proportional 38. I 35 
Dirichletsche Bedingung 546 
Dirichletscher Einheitensatz 728 
Dirichletsches Problem 751 
disjunkt 34 7 
Diskontierung 152 
diskrete stochastische Prozesse 

722 

Alphabetisches Stichwortverzeichnis 799 

dislfrcte Zufallsgr0Be 634 
Diskriminante 99 f. 
Dispersion 637ff. 
Disquisitiones arithmeticac 723 
Distanz 221 
Oistanzkreis 221 
Distributivgesetz 23, 42. 73, 83, 

347, 377, 394 

-, Verallgemeinerung 347 
DistributivitAt, Kardinalzahlen 

3l7 
�, mengenalgebraische Opera• 

tionen 347 
-, Ordinalzahlcn 356 
divergente Folge 420 
- Reihe 424 
divergentes Integral 500 
Divergenz 524 
Dividend 23 
Dividieren 33, 36, 47 
- , abgek0rztes 38 
- mit Rechenstab 70 
dividierte Differenzen 681 f. 
Division 22f., 30 
- . schriftliche 24 
- mit Res1 378 
- durch cine algebraische 

Summe 45 
- durch Potenzreihe 534 
Divisor 23 
Doppellbruch 47 
-integral 509 
-kegel 208 
-leiter 702 
-nivellement 277 
doppelperiodische Funktion 578 
Doppelpunkt, Kurve 472 
doppelter Zirkelschlag 225 
doppeltlogarithmisches Papier 

702 
Doppclvcrhaltnis 320, 601 f .  
-, I nvarianz bci Projektion 

601 
- bci Permutation der Punkte 

602 
Drachenviereck I 74 
-, Fla.cheninhalt 178 
DrehflAche 217 
Drehgruppe 406 
Drehhyperboloid, einschaliges 

199, 597 

Drehk6rper 217 
Drehparaboloid 219, 595 
Drehsinn, Winkel 159 
Drehspiegelung, Matrix 412 
Drehung 163,403 
-, Koordinatensystem 306, 584 
Drehzylinder 205 
dreiachsiges Ellipsoid 293, 595 
Dreibein, begleitendes 615 
-, orthonormiertes 232 
- . Pohlkesches 232 
Dreieck 166-171, 268 
Dreieck, Eulcrschcs 282, 286f. 

Dreieck, FUi.cheninhail 177, 
267f. 

Dreiecklimpuls 547 
-kurve 547 
Dreieckslform, Matrix 411 f. 
-kettcn, Gcodisic 276 
-konstruktion 168 
-netz, Geodasie 275 
Dreiecksungleichung 113, 586, 

761 
- im Rn 401 f. 
Dreipri.mzahlsatz 727 
dreiscitige Ecke 200 
Drcispiegelungssatz 772 
Dreiteilung des Winkels 165, 

384 

dualer lsomorphismus 386 
- Verband 386 
dualc Simplexmethode 711 
Dualitat, regelm40ige Polyeder 

213 
Dualititslprinzip, projek1ive 

Geometric 604 
- satz, Optimierung 711 
Dual!problem 711 
-system 19 
Durchgang in einer Figur 7 32 
Durchlaursinn 157 
Durchmesser 184, 2 I 4 

Durchschnitt, Untergruppen 
372 

- eines Mengensystems 34 7 
durchschnittsfremd 34 7 
Durchschnitt von Mengen 346 
DurchstoBpunk.t 199 
dyadisches Zahlensystem 19 
dynamischc Optimierung 

718-722 

E 

e, Bercchnung 539 

e als Grenzwerl 422 
Ebenc 198 ff., l90ff. 
-, Darstellung 223 
ebene Kurve, BogenlAnge 507 
- Kurven 471-481 
Ebenenlbtindel 200, 593 
-b0schel 200, 593 
-gleichung_ 590f. 
ebener Graph 742 
ebcne Trigonometric 259-280 
Ebenflichner 201 
echter Bruch 31 
ccht gebrochenrationale Funk· 

tion 136 
- monotone Funktion 119 
Ecke 166, 171, J-74 
-, k0rperliche 200f. 
Eckenlinie 204 
Eckpunkt, zulassiger Bereich 708 
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e-Funktion 140 
Eigenl0sung 759 
Eigcnpcilung 296 
eigentlich orthogonale Matrix 

412 
Eigenvektor 412 ff., 699 
Eigenwert 412 ff., 699, 759 
Eigcnwertgleichung 699 
cindeutig 115, 349, 352 
Eindeutigkeitssatz, Differen-

tialgleichungen 564 
eineindcutige Relation 349 
Einermengc 345 

cinfache Gruppe 374 
einfach zusammenhiingendes 

Gebiet 569, 735 
Einf\uBfunktion, ln1egralglei

chung 758 
Eingangsfehler 662 
Eingangsinformation, tineare 

Ungleichungcn 701 
eingeschaltetc Halbschritte 563 
Einheitensatz. Dirichletscher728 
Einheitslideal 728 
- kreis 160 

-matrix 407 

- pun kt, projektivc Koordi-
naten 599 

-strecke 15 7. 303 
-vcktor 395 

-wUrfel 203 
-wurzel 84, 104, 176. 728 
-wurzel, dritte I 04 
Einhtillendc 197,552,611 

einschaligcs Hyperboloid 199. 
218, 597 

Einschneidevcrfahren 233 
Einschrinkung einer Relalion 

349 
einseitigcr Grenzwert 434 
Einselcmcnt, Gruppc 371 
Einsetzen cincr Potcnzreihc 533 
Einsctzungsvcrfahrcn, algc-

braische Gleichungcn 94 
Einsiedlerpunkt 472 
Einsoperator 405 
Eintafellprojeklion. kotierte 

222 
-verfahren 230ff. 
Einweggleichrichtung 547 
Einzelwertkarte, statistische 

Qualititskontrolle 658 
Ekliptik 299f. 
Elc mentarcreignissc 633 
elc men tare Sprachc 361 
- Zahlentheorie 24tr .• 47f. 
clementar intcgrierbare Funk-

tionen 490ff. 
- - Typen gew0hnlicher Dif

fcrentialgleichungen 554-561 
elementarsymmetrische Funk

tion 148 
elementfremd 34 7 
Efferprobe 27 

Eliminationsverfahren. Gaul3-
sches 390 

Ellipse 192ff .• 326f. 
- • Flicheninhalt 195, SOS 
-, Form 192 
-, groBe Achse 192, 328 
-. Hauptscheitel 192 
-, kleine Achse 192, 328 
- . Lcitlinie 329 
-, lincare ExzentrizitAt 192,328 
-• Mittelpunktsgleichung 328 
-• Nebenscheitel 192 
-. numcrische Exzentrizitil 329 
-, Parame1cr 338 
-, Parameterdarstellung 330 
- , Polargleichung 340 
-, Scheilelgleichung 339 
-, Tangente 194. 333 

- . Umfang 529 
- als perspektiv-affines Bild 

226f. 
Ellipsen tachse 192, 328 
-durchmesscr, konjugiene 227 
-zirkel, Prinzip 193 
Ellipsoid 293, 595 
elliptische Funk1ion 578 
- Geometric. Modell 769 
- ln1cgralc 494, 579 
elliptischer Punkt 620 
- Zylinder, Volumen 51 I 
elliptisches Paraboloid 595 
endliche Gruppe 375 
- Menge 353 
- Permutationsgruppe 375 
- Zahlenfolge 415 
Endlichkeitsdefinition 353 
englische Landmeile 1 58 
cntartete Hyperbel 196 
entarteter Kcgclschnitt 325 
Entfernung auf der Erdkugel 293 
entgegengesetztes Element. 

Gruppe 371 
- Ereignis 630 
entgegengesctzte Zahlen 28 
entgegengesetzt liegende Winkel 

161 
En1haltenscinsbeziehung 386 
entscheidbare Menge 369 
Entscheidungslproblem 368 
-vektor, deterministischer 

Prozel3 718 
-verfahren 368 
Entwicklungssatz. De1erminante 

393 
Ephemeridenzei1 301 
Epizykloide 4 78 
Erde, Entfernung zweier Punkte 

293 
Erdellipsoid 293 
Erdkugel, MaBeinheiten 293 
Ereignis 630 ff. 

ereignisorienticrter Netzplan 744 
Ereignissc, unabhingige 633 
-. vollstlindiges System 630 

erfullbare Gleichung 87 
- Ungleichungen 111 ff. 

Erginzungs lparallelogramme 
181 

-pyramide 21 0 
Ergiebigkeit, Divergenz 524 
Erlanger Programm. Kleinsches 

623 
Erlebensfall 1 55 

Ersa1zfunktion 440. 680 
erste Grundform. F13.che 618 
ers1es Hauptkri1erium. Reihe 

427 
- Integral 566 
erste Zahlklasse 357 
erstprojizierende Ebene 224 
erwartungstreue Schli1zung 653 
Erwartungswert 635ff. 
Erweitern 3 I, 46 f. 
erweitertes Additionsuiom, 

Kolmogorowsches 634 
Erwei1erungslbereich. Zahlen• 

bereich 78 
-k0rper 377 
Erzeugende 205, 208, 597f. 
-. einschaliges Drehhyper-

boloid 199 
es gibt ein ... 361 
el 359 
E-Umgebung 419, 736 
Euklid, Saiz des 179 
euktidische Geometric. Axio-

matisierungen 770-774 
Euklidischer Algorithmus 25. 

47f. 
euklidischer Vektorraum 402 
Euler-Fouriersche Formeln 545 
Eulersche Charakteristik 735 
- Differentialgleichung 754 
- Funk1ion 142. 724 
- Gammafonktion 503 
- Kons1ante 529 
- Linie, Graphentheorie 742 
Eulerscher Multiplikator 557 
- Polyedersa1z 211 f. 
Eulersches Dreieck 282. 287 
- Kugeldreieck, allgemeine 

Beziehungen 286 
- -, Seitensumme 287 
- -. Winkelsumme 287 
- Polyeder 212 
Eulersche Summenformel 6 78 
- Winkel 585 
Euler-Vennsches Diagramm 347 
Evolute 475f. 
Evo/vente 4 75 f. 
exakte Differentialgleichung 557 
Exhaustionsmethode 482 
Existenzproblem, lineares 

Gleichungssystem 389 
Existenzsatz., Differentialglei• 

chung 564 
explizite Definition 366 
- Funk1innsgleichung 117 



Exponent 49 
Exponentialfunktion 60, 140 
-. Ablcitung 447 
-. Stetigkcit 442 
-, Tafel 792 
- . Taylor-Reihe 537 
Exponentialkurve, Quadratur 

504 

Extensionalitiitsprinzip 345, 359 
Extrapolation 680 
Extrema 457-463 
-. Fun kt ion mehrerer Variabler 

4 70 
Exaremale 753 
Extrcmwertsuche 692-696 
exzentrischc Anomalie 341 

F 

Fadcnkonstruktion 193, 196, 197 
Fadcnkreuz. Theodolit 272 
Fahne 771 
Faktor 22 
Faktorgruppc 374 
Fakullit 627. 503 
-• asymptotischc Darstellung 

679 
Fallinic 224. 231 
fast alle Glieder 419 
Fehler 654. 660ff. 
Fehlcrlfortpflanzungsgesetz 6 70 
-integral 644 
-rcchnung 6 6 0 -667 
Fehlerschranken. Methode dcr 

663 
- elcmen1arer Funktionen 664 
Fehlerveneilungsgesetz von 

GauB 667 
Feld. Relation 348 
Femtometer I 58 
Fermat. Satz von 727 
Fermatscher Saiz 725 
Fermatsche Vermu1ung 362. 726 
fesle Rolle. Bolzenkraft 271 
Fibonaccische Zahlen 368,416 
Fibonacci-SuchprozeB 693 
Figur 732 
finit 775 
Fixgerade 162. 607 f. 
Fixpunkt 164, 607f. 
Fixpunktmethode 690 
Fixpunktsatz. Banachscher 766 
-, Brouwerschcr 734, 738 
Flichc 597. 6l 6ff. 
Flichendiagonale 204 
Flicheninhalt, Ellipse 195. 505 
-, Kreis 187 
-, Polygon 318 
FlachenlmaBe 176 
-normale 617 
-theorie 616-623 

Alphabetisches Stichwortverzeichnis 801 

Fl3chen/verwandlung 180 
-winkel 201 
Fl3chen zweiten Grades 593 t

r

. 
Flachpunkt 620 
Fluchtllinientafe/ 703 
- punkt 220 
Flugbahn Leningrad-San 

Franzisko 294 
Flugzeug mil Seitcnwind 269 
Fliistergalerie 195 
Folge 353, 415-423 
Folgern 364 
folgerungserblich 364 
Form 729 
formale Widerspruchsfreiheit 

775 

formalisierte Theorie 366 
Formalismus 775 
fortlaufende Proportion 40 
Fortsetzbarkeit von Funktiona-

len 765 
Fortsetzung, analytische 576 
Fourierentwicklung 545 
Fourierkoeffizientcn 545 f. 
-, Berechnung 548 
Fouriersche Reihe 545 
Fredholmsche Alternative 758 
- lntcgralgleichung 758 

Fremdpeilung, graphische 
Methode 296 

Frenetsche Formeln 616 
Frequenz 254 
fron1ale Axonometrie 233 
Frontlinie 224 
Fri.ihlingslpunkt 298f. 
--Tagundnachtgleiche 299 
Fundamentallfolge 78f. 
-satz, Differential- und lnte-

gralrechnung 499 
-system 558, 560 
Fi.infeck, regeJmaf3iges 175 
Funktion 114-155, 351 f. 
-, arithmetische 353 
-, berechenbare 367 
- , doppelperiodische 578 
-, elliptische 578 
-, holomorphe 569 

-. inverse 352 
-. komplex.wertige 567-579 
- , meromorphe 570 
-, oszillierende 441 
-, rekursive 367f. 
-, zahlentheoretische 353 
Funktional 352, 764 
Funktionallanalysis 759-766 
-determinante 469,512 
-gleichung. Methode der 

7201f. 
Funktionen in Parameterdar

stcllung, Ableitung 452 
- mehrcrcr Variabler, Integra

tion 508 
Funktionenlreihen 526-548 
-1heorie 566-579 

Funktion in Polarkoordinaten, 
Ablcitung 453 

- mehrerer komplexer Ver
iinderlicher 571 

- - Variabler, Differenzier-
barkeit 464 ff. 

- - -, Extrema 470 
- - -, Stetigkeit 463 f. 
Funktionsjgleichung I 16f. 
-kurve 116 
-papier 702 
-skale 702 
-tafeJ 359 
-wen 115,352 
-zeichen 361 
Funktion van n Variablen 353 
Funk tor 352, 359 
fi.ir alle ... 361 
FuB 158 
F-Verteilung 655 
- , Tabelle 657 

G 

Galoissche Gruppe 380 
- Theorie J80ff., 386 
Galtonbrell 640 
Gammafunktion 503 
ganze rationale Zahlen 724 
- Zahlen 27-30, 77 
Ganzheitsbasis, dynamische 

Optimierung 728 
ganzrationale Funktion 123, 

378, 394 
- -. Normalform 128 
- - , Polynomdarstellung 

128-134 
- -, Produktdarstellung 128 
- -, Sletigkeit 442 
ganzzahlige Optimierung 713 
G3.rtnerkonstruktion 193 
Gau!). Satz von 234, 524 
GauBI-Bonnet. Salz von 621 f. 
--Kri.iger-Projektion 274 
GauBsche Differentialglei-

chung 562 
- lnterpolationsformel 685 
- Kri.immung 620 
- M ittelwerteigenschaft, Po-

tentialfunktion 750 
GauBscher Algorithmus 390 
GauBsches Eliminationsverfah

ren 390 
- Feh\erfortpftanzungsgesetz 

670 
- Fehlerintegral 539, 644 
- Fehlerverteilungsgesctz 66 7 
- Integral 644 
- L0sungsverfahrCn, lineares 

Gleichungssystem 698 
GauBsche Zahlcn 378 
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GauBvcrteilung 642,667 
Gcbiet 569, 736 
-, cinfach zusammcnhlngcn-

des 569 
Gcbietsintegral 509 f. 
gebrochenc Zahlcn 74 f. 
gcbrochenrationalc Funktion 

123, 135 
- -, Stctigkeit 442 

gcd impftc Schwingung 254 
Gcfahrenkreis, KUstcnschiff-

fahrt 271 
Geflillc 124 
GcfilleJmaBstab 231 
-tafel 124 
Gcgcnl kathetc 240 
-punk t, K ugcl 281 
- sciten, Parallelogramm 172 
-winkel, Parallclogramm 172 
gemeinc Epizykloidc 478 
- Hypozykloide 479 
gemcincr Bruch 32 ff. 
Gcmcinlot 199 
gemcinc Zykloidc 478 
gemischtl-goniometrische Glei-

chung 258 
- periodischcr Dezimalbruch 35 
-quadratischc Gleichung 98 
genau dann. wcnn ... 359 
Genauigkeil, Dreiccksbercch-

nung 259f. 
Gcnauigkeitsabschitzung, nu-

merische Mathematik 686 
generalisierte Koordina1en 756 
Geoda1ische 618 
geoda.tische Krtimmung 619 
- Linie 281,756 
geographische Meile 158. 293 
Geographisch Nord 275 
Geo id 293 
geo metrische Folge 418 
- Reihe 426 
geo metrischer On 190ft". 
geometrisches Mittel 113 
geo rdne1e Menge 350 
geordnetes Paar 115,348 
Gerade 156ff., 586f. 
-• Dars1cllung 222 
- , Gleichung 587 
gerade Funktion 120, 244 
Gerade im Raum 199f. 
Geraden, parallele 158 
Geradenlb0ndel 200 
- btischel I 57, 200 
- gleichung 308-314, 586-589 
-koordinaten, Pluckersche 604 
-paar, windschiefes 223 
-spiegelung 772 
gerade Permutation 372 
- Pyramide 208 
gerader Kegel 208 
- Zylinder 205 
gerades Prisma 205 

Geriitefehlcr 666 

gerichtete Streckc 586 
Gesam1s1rategie, Extremwert• 

suche 692 
Geschlecht, fllkhe 621 
gcschlossener Kantenzug 742 
Geschwindigkeit als Ableitung 

446 
Gcse1z dcr groBen Zahlcn 638 
- - Null, Vek1orraum 394 
- des lnversen 394 
ges1auch1 141 
gestreckt 141 
gestreckter Winkel 159 
gestrecktes Ellipsoid 595 
Gewicht 278, 669 
Gewinnmaximierung 707 
gcwt>hnliche Differentialglei-

chung 549-566 
gewahnlicher Logarithmus 60 
•sT 25 
Gitternord 275 
Gleichheitszeichen 86 
gleichmiichtig 356 
gleichma.Bige Konvergenz 526 
gleichmiiBig stetig 440 
gleichnam ige Bri.iche JI 
gleichschenkliges Dreieck 171, 

268 
- K ugeldreieck 292 
gleichschwebend•temperierie 

S1immung 418 
gleichseitige Hyperbel 196 
gleichseitiges Dreieck 166. 268 
Gleichse1zungsverfahren 95 
gleichsinnig kongruent 163. 164, 

168 
Vleichung 85-109 
-, Definitionsbereich 87 
-• erfi.illbare 87 
-. lineare 92f. 
-. normierte 313 
- . quadratische 97ff. 
- , transzendente 88 
- driuen Grades 103-107, 

384 

- n-ten Grades. Produktdar• 
stellung 108 

- vierten Grades 107 
- zweiten Grades, Diskussion 

342F. 
gleichverteilte Zufallszah\en 706 
gleichwendlge Ebene 224 
Glied der Folge 353 
gliedweise Differentiation 528 
- -. Potenzreihe 532 
- Integration 529 
- -• Po1enzreihe 494 
G0delisierung 778 
Gt>delnummer 778 
Gt>delscher Unvollstandigkeits

satz 778 
Go\dbachsches Problem 776 
Goldbachsche Vermutung 362. 

727 

Goldener Schniu 184 
- -, Suchverfahren 694 
Goniometric 238-258 
goniometrische Gleichung 2551L 
Grad 159 
-, Erweiterungsk0rper 377 
Gradient 468, 522ff. 
Gradientenverfahren 696, 717 
GradmaB 159f. 
- in BogenmaB (rad). Tafel 

786 
G radmessung 276 
graduierte Fallinie 231 
Graduierungspunkl 230 
Graph 115. 740ft'. 
Graphentheorie 740-746 
graphische Darstellung 1 16 
- Differentiation 44 7 
- Integration 506. 562 
graphisches L0sen kubischer 

Gleichungen 106 
- - linearer Gleichungen 97 
- - quadratischer Gleichun-

gen 102 
Gravi1a1ionsgesc1z. NewlOn• 

sches 747 
Greensche Darstellungsformel. 

Potentialfunktion 750 
Grcenwicher Zeit. mittlere JOI 
G renze 350. 417 
Grenzlfunktion. komplexe 56N 
-kurve 136 
G renzwen 419 ff .• 434 
-. Funktion 433-439 
-. Funktionenreihe 528 
-. komplexer 567 
Grenzwertslltze 645 
griechisches Alphabet 794 
groBe Achse 192. 328 
Grt>Bcr-Beziehung 20. 74 
Gr0Berrela1ion 20. 74 
groBer Umordnungssa1z 432 
GroBkreis 214. 280 
grt>Bter gemeinsamer Teiler 25 
Grundlaufgaben, Kugeldreieck 

285-290 
-fHiche 205. 208 
Grundform einer Fliiche 618f. 
- fi.ir Fluchtlinientafel 703 
Grundlfunktion. Variations-

rechnung 753 
-gesamtheit. S1a1is1iJ.: 647 
-integral 484 
-kante 205. 208 
Grundlagen der Geometric 

766-775 
- - Mathematik 775ff. 
Grundlpunkte. projektive Ko· 

ordina1en 599 
-riB 222 
-schwingung 54 7 
-vektoren 397 
-werl 149 
-z.ahl 19. 49 



G ruppc 3 70-3 76, 405 
Gruppcnjtafel 371 
-theorie 366, 369 
Guldinsche Regeln 218, 519f. 
gi.iltig, aussagenlogisch 360 
gi.iltige Ziffer 37, 661 f. 
gi.iltig in einem Modcll 363 
Giir1elkreis 217 
Gi.itekriterien 686 

H 

Halbebene JIJ. 317, 771 
Halbgerade 771 
Halbgruppc 376 
halblogarithmisches Papier 702 
Halbparameter 197 
Halbordnungsrelation J.SO 
Halbparameter, Parabel 327 
halbregelmiOiger KOrpcr 213 
Halbschritte, eingcschaltete 563 
Halbseitensatz 285 
Halbwertszeit 62 
Halbwinkelsa1z, ebenes Dreieck 

264 
-. Kugeldreieck 284 

Hamiltonl-Funktion 746 
--Jacobische Differcntialglei

chung 746 

Hankel, Permanenzprinzip .51, 
75. 24I 

1-lansensche Aufgabe 279 

harmonische Analyse 547 
- Funktion 749 
- Punkte 320, 602 
- Reihe 427 
harmonisches Mittel I IJ 
harmonische Synthese 548 
- Teilung 183. 320 
Hasse-Diagramm 350f. 
Hau figkei1sverteilung, graphi-

sche Dars1ellung 649 
H3ufungsstelle 423 
Haufungswert, Zahlcnfolgc 423 
Hau pl I achscntransformation 

307. 41 lf .. 594 
- diagonale, Matrix 408 
- ebene 214 
-fa.lie. Dreiecksberechnung 264 
-fluchtpunk1 221 
- ideal 724. 730 
- kriterien. Reihe 427, 429 
-kri.immung 622f. 
-linie 222. 223 
-ncnner 33. 46 
-oktant 580 
- punkt 221, 234 
-quadrant 580 
-rissc. scchs 229 
-satz, projektive Geometric 

603 

Alphabelisches Stichwortverzeichnis 803 

Hauptlscheitel 192, 195 
-symmetriCCbene 214 
-1eil, Laurent-Entwicklung 570 
Hauptwert, Arkusfunktion 122. 

248 
-• Cauchyscher 50 I 
Hausdorffsches Trennungs-

axiom 738 
Hayfordsches Erdellipsoid 293 
hebbare singulare Stelle 570 
- Unstetigkeit 440 
H.cktar 176 
Hektoliter 202 
Helmholtzschc Schwingungs-

gleichung 749 
Herbstpunkt 300 
H.ermiteschcr Operator 406 
H.eronischc Dreiecksformel 178, 

268, 286 
H.cronisches Drcieck 178 
Hesscnberg, Satz von 357 
Hessesche Normal form 311 f., 

591 ff. 
Hexaeder 21 2 f. 
H·ldeal 730 
Hilbert-Raum 762 
Himmelslachse 297 
-kugel, scheinbare 297 
-meridian 297f. 
hinreichendcs Kri1erium 427 
Hintereinanderausfi.ihrung 352 
Hinterglieder, Proportion 40 
Hippokrates, MOndchen des 188 
h-lwngruent 769 
Hochlwerl 275 
-zahl 49 
H.Ohe, ebene Figur 170, 177 
-, Horizontalsystem 297 
- , Kugeldreieck 291 
-, Prisma 205 
-• Pyramide 208 
HOhenlbestimmung, trigono-

metrische 273 
-festpunkt 276 
-formel, barometrische 555 

-fu1Jpunk1dreieck 171 
- linien 146, 223 
-messung des FOrsters 261 
-sa1z 180, 183 

- schnittpunkt 170 
-winkel 272, 273 
HohlJmaB 202 
-zylinder 207 
holomorphe Funktion 569 
homogcne Differentialgleichung 

555 

- Funktion 148 
- Koordina1en 581,599 
homogenes Gleichungssystem 

389 
Homomorphieprinzip 375 
Homomorphism us 372 f. 
homOomorphe Punktmenge 733 
HomOomorphismus 733f. 

Horizont 234, 297 
Horizontaljsystem 297f. 
-wendepunkt 457f. 
-winkel 272 
Hyperbel 134, 195f., 326f. 
-, Achsen 195,326 
-, Asymptotcn 325, 331 
-, Asympto1engleichung 331 
-, entancte 196 
-, gleichseitige 196 
-, Leitlinie 332 
-, Mittelpunktsglcichung 330 
-, numerische Exzentrizilii.t 332 
-, Parameter 338 
-. Polargleichung 340 
-• Quadratur 504 
-, Scheitelgleichung 339 
-, Tangente 333 
Hyperbelfunktioncn 143 
-• Taylor-Reihe 537 
Hyperbellkosinus 143 
-kotangcns 143 
-sinus 143 
-1angens 143 
hyperbolische Funktionen 143. 

537 

- Geometric 768f. 
- Kegelr8.der 597 
hyperbolischer Punkt 620 
hyperbolisches Paraboloid 147, 

596 
Hyperboloid 595ff. 
-. einschaliges 199,218,597 
-. zweischaliges 598 
Hyperebcnc 765 
Hypotenuse 166 
Hypothese des spitzen Winkels 

768 
- - stumpfen Winkels 768 
Hypozykloide 4 79 

Ideal 723. 730 
idealer Wi.irfel 630 
ldeallklassen 728 
-Hinge 731 
-theorie 724, 728 
ldempotenz mengenalgebra-

ischer Operationen 34 7 
identische Abbildung 352, 

404 
ldentita1sjfunktion 368 
-satz. Po1enzreihen 531 
identitive Relation 349 
I kosaeder 212 f. 
imagin8.re Einheit 83 
fmplikation 359 
implizite Funktion. Auf lOsbar

keit 469 
- - • Differentiation 468 
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implizite Funktionsgleichung 117 
lndcxmcnge 347 
indirekte konforme Abbildung 

576 
indircktcr SchluB 364 
indirekt proportional 39. I 35 
lnduktion. vollst.indige 73 
lnduktions(anfang 73 
-axiom, Peanosches 362 
- schlul3 73 
- voraussctzung 73 
induktivc Definition, Prinzip 

)51 
induktiver Beweis. Prinzip 351 
lnfimum 350 

lnfinitesimalrechnung 443 

lnhaltsmaB. Oreieck 166,318 

-. Polygon 319 
inhomogcnes G lcichungs-

systcm 389 
lnjektion 352 
I nklusion 346, 350 
lnkreis 170, 267 
lnkrcisradius 170,267 
lnncnlglicder, Proportion 39 
-winkel. Orcieck l66f. 
-winkelsatz 167 
inncrc Funktion 118 
- Geometric 617 
innerer Punkt 736 
- Teilpunkt 308 
inncrcs Produkt 398 
inncre Tangcnte 186 
- Teilung 183. 586 
lnstrumentenh0he 273 
lntegrabilititsbedinguns, e:itakte 

Differentialgleichung 557 
-. K urvenintegral 516 
Integral 483 ff. 
-. absolut konvergentes 500 
-. Bercchnung nach Residucn-

satz 572 
-. Diffcrcntialgleichung 549ft'. 
-. divcrgcntcs 500 
-. cllip1ischcs 579 
-. konvcrgcntcs 500 
-. Mon1c-Carlo-Mc1hode 705 
-. uneigentlichcs 500ft'. 
lntegrallcosinus. Reihe 539 
-geometric 625f. 
-glcichung 757f. 
-grcnzwertsatz. Moivre und 

Laplace 645 
-kosinus 494. 539 
-logari1hmus 539. 726 
- kriimmung 621 
-rechnung 481-525 
-sinus 494, 539 
I nlegrand 483 
lntcgraph 507 
Integration. Funk1ion mehrercr 

Variabler 508 
-, gliedweisc.494, 529 
-. graphischc 506, 562 

Integration durch Partialbruch-
zerlcgung 490f. 

- - Pofenzreihen 561 
lntegrationslgrcnzc 496 
-interval! 496 
-regcln 484-489 
-variable 483. 496 
integricrbare Funktion 395 
in1egrierendcr Faktor 55H. 
I ntegrit3tsbercich 3 78 
Interpolation 679ff. 
-. lineare 53. 63,417,679 
- in Tafeln 685 
- nach Lagrange 680 
- - Newton 681 
I nterpolieren. lineares 53 
Interpretation 362 
lntervalllfunktion 663 
-rechnung 663 
-schachtelung 80, 423 
-schitzung 653 
-unbestimmtheit 692 
lntuitionismus 776 
invariante Untergruppe 374 
inverse A bbildung 352 
- Funk1ion 121. 352 
- Korrespondenz 352 
- Matrix 407f. 
- Relation 349 
inverser Operator 405 
Inverses 371 
Inversion 371 f .. 628 
lnzidenz, Punkt-Gerade 313 
lnzidenzlaxiome 770 
-funktion 740 
irrationale Funktion 139 
I rrationalitiit. quadratische 82 
I rrationalzahl 80 
irreduzibcl 128, 379, 727 
irrcduzibles PolynolTI 727 
irreflexive Halbordnungsrelation 

)50 

- Relation 349 
- Vollordnungsrelation 350 
lrrtumswahrscheinlichkeit 654 
lsoklinc 553 
isolierte Ordinalzahl 355 
isolierter Punkt 472 
isolierte singulire Stelle 570 
Isometric 233 
isometrische Abbildung 617 
isomorphe Vek1orr5.ume 404 
lsomorphismus 373 f .. 385 
-. dualer 386 
-. relativer 378 
isoperimetrisches Problem 625. 

752 
ltcra1ionsme1hodc, Nullstellen

bestimmung 691 
lterationsverfahrcn, lntegral

gleichung 759 
-. lineares Gleichungssystem 

699 
ilerierte Kerne 759 

J 

Jacobische ldentitat 399 
Jahr. tropisches 301 
Jordanf-Brouwerscher 

Zerlegungssatz 737 
--Elimination 697,710 
Jordanscher Kurvensatz 734 
Justieren 666 

K 

Kalotte 214(. 
Kannphase, Genauigkeits

abschil.1zung 687 
kanonische Basis. Vektorraum 

401 
kanonischer Homomorphismus 

)74 

Kante. Graph 740 
-. Polyeder 201. 207 
Kantenwinkel 201 
Kardinalzahl 17. 356f. 
Kardioide 479 
kartesische Koon.linatcn 304, 

580 
- Normalform 310 
kartesisches Blau 4 73 
- Produkt 348 
kategorisch. Axiomens ystcm 

770 

Katenoid 218 
Kathete 166 
Kathetensatz I 79 
Kavalierperspektive 233 
Kaverne 732 
Kegel 207ft'. 
Kegellmantel 208 
-rider, hyperbolische 597 
Kegelschnitt, Berilhrungspunkte 

JJ7 
- . entarteter 325 
- . Normalgleichung 335 
-. Parameter 338 
-• Polargleichung 339f. 
-. projektive Erzeugung 609ft'. 
-, ra1ionale Parameler-

darstellung 73 I 
-. Scheitelgleichung 327, 338f. 
-, Tangente an 333. 337 
- aus drei Punkten und zwei 

Tangenlen 610 
- - fiinf Punkten 610 
Kegelschnitte 325-344. 608-621 
-. planimetrische Behandlung 

192-198 
-. Polarenglek:hung 336 
-. Schnitfounkt 337 
-. Schnittwinkel 338 
Kcgelschni11snormalc. Siilzc H5 



Kegelschnittstangente 333 f. 
-, Richtungsfaktor 333 
Kegelstumpf 211 

Kchlkreis 199. 217 
Keil 220 
Kcnnziffer 60 r .. 64 f. 
Kcplersche FaBregel 218 
- Gesetze 341 f.
Kerb.holz 18 
Kern. Homomorphismus 373 
-, ln1egralgleichung 758 
-, lineare Abbildung 403 
Kcttenlbruch 8 t f. 
-linie 476 

Kct1enrcgel. Differentiation 449 
- , L-0garithmensystemc 61 

-. verallgemcinerte 467 
KcttenschluB 360 

kgV 26 

Kippachse. Theodolit 272 
Klammcrn. mehrfache 42 
Klassc 346 
- einer Zerlegung 349 

Klasscnleinieilung 349, 648 
-mine 648 

klcine Achse. Ellipse I 92, 328 
Klcinerl-Beziehung 20, 348, 

707 
--Beziehung filr Matrizen 707 
--Relation 20. 348, 707 

Klcinkrcis 280 

Kleinsches Erlanger Programm 
623 

Kleinsche Vierergruppc 373 
kleinstes gemeinsames Viel

faches 26 
Knot en. Schiffahrt 293 
KnoLcnpunkt, darstellende 

Gcomc1rie 223 
-. Graph 740ff. 
-. Kurvc 472 
KNP. Netzplaniechnik 746 
Kochansky. Nihcrungs-

konstruktion 206 
Kodcnummer 778 
Kodicrung 369. 778 
Koeffizicnt 388 
Koeffizientcnvergleich 490, 531 
Kofunktion 24.H. 
Koinzidenzcbenc 222 f. 
Kollincation 237. 606f. 
-. perspektivc 237 
Kolmogorowsches Axiomen-

systcm 634 
Kombination 628 
Kombinationsnctzplanung 746 
Kombinatorik 627f. 
kombinatorische Struktur 742 
Kommcnsurabili13.t 182 
kommutative VcrknUpfung 371 
Kommutativgesetz 20, 22, 29, 

JO, 42, 73, 83, 394 
Kommutativitat 347, 357, 38S 
-, Kardinalzahlen 357 

Alphabetisches Stichwortverzeichnis 805 

KommutativiUU, mengcnalgc-
braischc Opcrationen 34 7 

KompaBkurs 271 
Komplanation 517 
Komplement, algebraisches 393 
komplementires Ereignis 630 
Komplement eincr Menge 347 
Komplcmcntwinkel 161 
komplexe Stammfunktion 569 

- Zahlen 82 ff., 395 
komplexwertige Funktion 

567-579 
Komponentenzerlegung, Vektor 

397 
Kompositionsreihe 375 
konform 274, 573, 576 
kongruente Abbildung 604 
- Figuren 168, 771 
- Polynome 378 
Kongruenz, Definition 725, 771 
Kongruenzlrclation 26, 724 
-sitze 168 
KOnigsberger Brtickenproblem 

742 

konjugierte Durchmesser 193 f., 
227 

- Potcntialfunktion 752 
konjugierter KOrper 381 
Konjunktion 359 
konkave Funktion 456 
konkaves Vieleck 174 
- Viereck 171 
Konklusion 360 
konnexe Relation 349 
Konoid 219 
konservatives Vektorfeld 523 
konsistente Schatzung 653 
Konstante, Funktionszeichen 

361 

konstante Falge 415 
- Funktion 368 
Konstruktion mit Zirkel und 

Lineal 384 
kontinuicrliche ZufallsgrOBe 634 
Kontinuum 358 
Kontinuumlhypothese 358, 779 
-problem 358 
kontragrediente Matrix 408 
- Transformation 411 
Kontraposition 360 
Kontrollkarte 658 f. 
konvergente Falge 419ff. 
- Reihe 424ff. 
konvergentes Integral 500 
Konvergenz, gleichmiBige 526 

-, Potenzreihe 530 
Konvergenzintervall 530 
Konvergenzkriterien, Reihe 427 
..,.- , Zahlenfolge 422 f. 
Konvergenzkriterium 

Cauchysches 422, 429 
-, Leibnizsches 429 
Konvergenzradius 530 
Konvertieren 688 

konvexe Flliche 625 
- KOrpcr 625 

- Linearkombination 708 
- Optimierung 715 
konvexes Polyeder 212 
- Vieleck 174 
- Viereck 171 
KonvcxitAt, Funktion 456 
Koordinaten 304ft'. 
-, gencralisierte 756 
- , kartesische 304 
-, projektive 599 f., 602 
-, Vektor 397 
Koordinatenlachse 580 
- anfangspunkt 304 
-ebene 580 
Koordinaten im Rn 401 
Koordinatensysteme, 

astronomische 297 
-, ebene 303ff. 
-, rAumliche 579-585 
Koordinatentransformation 

411, 583[. 
koordinatenweise Addition 401 
- Multiplikation mit Skalaren 

401 

KOrper, Algebra 78, 366, 377ff., 
723 

-, Stereometrie 201 ff. 
-, vollstindiger 78 
KOrperlaxiome 377 
-basis 377 
-drehung 228 
kOrperliche Ecke 200ff. 
KOrperltheorie 366 
-turm 383 
Korrelation 608, 652 
Korrelationskoeffizient 652 
Korrespondenz 3 5 I f. 
korrespondierende Addition 

und Substraktion 40 
Kosekans 239f., 537 
Kosinus 239, 241 ff. 
- des n•fachen Winkels 253 
Kosinusllogarithmen, Tafel 

788[. 
-satz 263 
Kostenfunktion 692 
Kotangens 239f., 241 ff. 
Kotangenslogarithmen, Tafel 

790[. 
Kote 230f. 
kotierte Eintafelprojektion 222 
- Projektion 230f. 
Kr3.ftcparallelogramm 270 
Krassowskisches Erdellipsoid 

293 

Kreis 184-190, 321 ff. 
-, Fliicheninhalt 187,505 
-, Parameterdarstcllung 322 
-, sphArischer 2,81 
Kreislbogen 185 
-bUschel 280 
-fUi.che 184 
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Kreislfrcquenz 254 
-gJeichuna 321 f. 
-kegcl 208 
-konoid 219 
-peripheric 184 
-ringl87 

-segment 188 
-sehnc 260 
-sektor 187f. 
-teilungsglcichung 176, 728 
-tcilungskijrper 728 
-umfang 184,187,508 
-zylinder 205 
kreuzendc Gcrade 199 
Kreuzprodukt 348, 398 f. 
KreuzriB 224, 229 
kritischc Aktivitat 744 
kritischer Wcg 744 
Kronstldtcr Pcgel 276 
krumrnlinigc Skalc 702 
KrOmmung, cbenc Kurvc 12Sf. 
-, Fllchc 619 
-, GauBschc 620 
-, gcodl1ischc 619 
-, Kurve 474,615 
-, mittlcrc 623 
Krilmmungslk.reis 475 
-linic 622 
-radius 475 
-vcktor 615 
Kubiklmc1cr 201 
-wurzel 54 
-zahlcn, Tafcln 52, 782f. 
kubischc Form 148 
- Funktion 126f. 
- Gleichung 103-107 

- Rcsolvcntc I 07 
kubischcr Graph 743 
kubischcs Glied 103 
Kubusverdopplung 384 
Kugel 214f. 
-, Rauminhalt 215f. 
Kugcllabschnitt 214f. 
-ausschnitt 215 
Kugeldreieck 282-292 
-, Flicheninhalt 282 
-, gleichschenkliges 292 
-, Hauptsltz.c zur Bcrechnung 

28Jf. 
-, rechtwinkliges 290ff. 
KugelJ0iche 214 
-kappc 214f., 517 
-kcil 214 
-koordinaten 581 f. 
-obcrntchc 216, 517 
-schicht 214f. 
-segment 214f. 
-scktor 215 
-volumen 215 
-zone 2 l4f., 517 
-zweicck 214,281 f. 
Kuhn-Tucker-Bcdin1un1en 716 
Kulminationslh0he 299 
-punkt 297 

kilnstlicbc Variable 709 
Kuratowsk.i/Zorn, Lemma von 

351 
Kurbclgctriebc 270 
Kurs 271 
Kurswinkel 293 
Kurvcndiskussion 455-463 
Kurvcnintegral 515 f. 
-, komplexcs 567 
Kurvenschar 146, 551 
-, DifferentialgJcichung 551 
Kurven1heoric 613-616 
Kurvc zwciter Klassc 609, 

611 

- - Ordnung 609 
Ki.irzen 31, 47 
Kilrzcste 618 
Kilrzungsregcl 378 

L 

Lagcrungen, Theoric dcr 625 
Lagrange, Satz von 375, 727 
Lagrangeschc Multiplikatorcn 

715, 755 
- Polynomc 681 
- Resolventc 384 
Landesh0hennctz 276 
Landkarte, normale 743 
Landmeile, englischc I 58 
Lingc, sphlrischc Koordinatc 

274, 293 
- , Streckc 157, 586 
- , Vele.tor 395, 402 
Uingendiffercnz, Zeitmcssung 

301 
Laplace-Operator 749 
Laplaceschc Diffcrcntial

glcichung 573, 749 
Lattenabschnitt, Tachymctrie 

272 
U.ufer, Rechcnstab 68 
Laurent-Entwicklung 570 
Lebcnsjerwartung I 55 
- versicherung 155 
-wahrscheinlichkeit 155 
Lebcsguesches Integral 740 
- MaB 740 
kere Menge 346 
- Stelle 19 
Legendre, Satz von 286 
Legendresches Symbol 725 
leibnizsches Konvcrgcnz-

k.riterium 429 
Leitkrcis 194, 196 
Lcitkurvc 205,208,219 
lcitlinie, Kcgclschnitte 197, 

326, 329, ))2 
Lcmniskatc 4 77 
Lcrnphasc, Genauiakcits

abschltzung 687 

Jexikographische Anordnung 
42, 628 

L'Huilier, Formel von 286 
Lieschc Gruppe 376 
- Transformationsgruppc 623 
Likelihood-Funktion 653, 668 
Limbus 272 
Limes 419fT. 
Limeszahl 355 
Lindemann, Satz von 729 
linear abhangig, Vektoren 400 
lineare Abbildung 403-406 
- Algebra 385-415 
- Differentialglcichung 550, 

556, 558tf. 
- Eucntrizitil, Kegelschnitte 

192, 195. 328, 330 

- Funktion 123 f. 
- Gebilde 585-593 
- Glcichung 92f. 
- Gruppc 371 
- I n1egralgleichung 758 f. 
- lnterpola1ion 5J, 63,417, 

679 
- Optimicrung 707-714 
- Ordnungsrelation 350 
- Relation 349 
Jincarcr Operator 405f., 4 I0f .• 

76Jf. 
- Raum 760 
lineares Gleichungssystem 

94-97. 388tf., 696[. 
- Glicd 92, 98, 103 
lincarc Transformation 405 
- Ungleichungcn 700 
Linearjfaktor 129, 138 
-form 148,414 
linear gcordnete Menge 366 
Linearkombination 390, 400,708 
linear unabhingig 95, 400 
Liniendiagramm 255 
Linksbcrcich 348 
linksscitig differcnzicrbar 444 
link.sseitiger Grenzwert 434 
link.sscitigc Stctigkeit 439 
Link.ssystcm 304, 580 
Lipschitz-Bedingung 564, 766 
Liter 202 
Logarithmen, dekadische, Tafel 

784[. 
logarithmenlgcsctzc 60 
-system 60f. 
-tafel 62fT. 
logarithmischc Ableitung 451 
- Funk.tioncn 142 
logarithmischer Rcchcnstab 

68-72 
logarithmischc Sic.ale 69 
- Spiralc 481,555 
loprithmischcs Potential 752 
logarithmisch-trigonometrischc 

Tafcln 249f., 708-791 
Loprithmus 58-68 
-, Taylor-Reihe 537 



Logarithmusfunktion 64, 442 
Logarithmus naturalis 60 
logisch iquivatent 364 
logischcs SchlieBcn 360 
logisch gilltig 363 
Logizismus 775 
Jokalc Extrema 457 
L0sbarkcit durch Radikale 108, 

383 
LOsung, zulissige 708 
LOsungslmcngc, algcbraischc 

Gleichung 86-113 
- wcg, algcbraischc Glcichung 

90 
Lot fallen I 65 
Loxodrome 294f. 

M 

Maclaurin-Reihe 535 
Magnctisch Nord 275 
Mainardi-Codazzi, Formeln 

von 621 

Majorantc 427f., 502 
Majorantcnkritcrium 502, 527 
Mannigfaltigkeit, n-dimen-

sionalc diffcrcnzierbare 624 
Mantel 205, 208 
Mamellinic 205, 208 
Mantisse 60 
Markowsche Eigcnschaft 719 
- Kenc 646 
Markowschcr ProzeB 646 
Maschcronischc Konstante 539 
MaB ciner Strccke 157 
- eincs Winkels 159 
MaBeinhcitcn I 58, 176, 201 
-, Erdkugcl 293 
MaBlthcoric 739f. 
-trcuc, darstcllcndc Geometric 

220 
mathcma1ische Geographic 

293-296 
- Grundlagcnforschung 

774-779 
- Logik 3l8-370 
mathematisches Pcndcl 559 
mathcmatische Statistik 647-659 
- Zeichcn, Tafel 793f. 
Matrix 406, 707 
Matrixminimum-Verfahren 712 
Matrizen 406-412 
Matrizenmultiplikation 407 
maximalcr Normaltciler 374 
maximalcs Element 350 
Maximum 350, 457 
Maximuml-Likclihood-

Mcthode 653 
--Likclihood-Prinzip 668 
M-Belegung 363 
Mcdianwcrt 649 
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Mccresh0hc 276 
mehrdeutigc Abbildung 351 
Mchrdeutigkeit, Arkusfunktion 

2l0 
mehrfache Klammern 42 
Meile, geographische 158 
Mcnelaos, Satz des 321 
Menge 345ff. 
-, endliche 353 
-, geordnetc 350, 351,366, 

386 
-, unendliche 353 f. 
Mcngcn[algebra 346f. 
-familic 346 
-geometric 625 
- lehre 344-358 
-system 346 
mcngentheoretische Fundierung 

der Mathematik 776 
- Topologic 738 
Meridian 217, 293, 622 
Meridianjgrad 293 
-konvergcnz 275 
-quadrant 293 
-strcifen 274 
meromorphc Funktion 570 
MeB!fehler 666 
-kcil 182 
-punktverfahren, Zentral-

perspektive 236 
Messung ungleicher Prazision 

672 
Metamathematik 774 
Meter 158 
Mcthode dcr klcinsten 

Quad rate 667 f. 
- des steilstcn Abstiegs 696 
Metra-Potential-Methode 745 
Mctrik 761 
Mctrisationsproblcm 739 
mctrischer Raum 738, 761 
Mikromctcr 158 
Militirperspektive 233 
Milliarde 19 
Millimeter 202 
Million 19 
Minimalbaum 742 
minimalcs Element 350 
Minimalfllchc 623, 754 
Minimax-Strategic 692 
Minimum 350, 457 
Minimumbildung, rckursivc 

Funktionen 368 
Minkowskische Ungleichung 

763 
Minorante 427f. 
Minuend 21 
Minute, WinkclmaB 159 
Mischungslaufgabc 93, 96 
-problem 714 
M i8wcisung 271 
mittclbare Funktion 118 
- - , Ablcitung 449 
- -, Stetigkcit 442 

Mittel/europAische Zeit 301 
- kristall 213 
-linie, Trapez 173 
-meridian 274 
-punkt, sphArischer 281 
-punktfllche 595 
Mittelpunktsglcichung, Ellipse 

328 
-, Hypcrbcl 330 
-, Kreis 321 
Mittelpunktsllage 327 
-Winkel 184f. 
Mittellsenkrechte 164, 169 
-wert 635 ff., 649 
Mittelwertsatz, Differential-

rechnung 454 f., 536 
-, crweitcrter 455, 499 
-, Integralrechnung 498 
Mittclwertverfahren, Monte-

Carlo-Methode 706 
mittlere Greenwicher Zeit 301 
- KrUmmung 623 
- Proportionale 39 
- quadratische Abweichung 

637, 649 
mittlerer Fehlcr 669 
mittlere Sonnenzeit 301 
M0biussches Band 734 
Modell 363, 688f. 
Modelle, numcrische 688 ff. 
Modul 61,579 
- des Logarithmensystems 61 
modulo 26, 724 
Moivresche Formel 84 
Moivre und Laplace, lntegral-

grenzwertsatz 645 
Moment 278 
Momcntangcschwindigkcit 446 
monadischc Sprache 362 
M0ndchen des Hippokratcs 188 
Mongesche Lage 222 
Monom 43 
monotone Folge 416 
monoton fallend 119 
Monotonic. Funktion 119, 455 f. 
-• Ordinab.ahlcn 356 
Monotoniegcsctz 21. 22. 29, 362 
Monotonic von Addition und 

Multiplikation 74 
monoton wachsend 119 
Monte-Carlo-Mcthode 705f. 
Morphismus 352 
MPM, Nctzplantechnik 745 
Multilincarform 414 
Multiplikand 22 
Multiplikation 22f .• 30 
-, algebraisc:he Summen 43 
-, komplcxc Zahlcn 84 
-, lincare Abbildungcn 405 
-, Matrizen 407 
-, schriftliche 23  
-,  Vcktoren 396ft'. 
Multiplikationsgcsctz, Wahr

scheinlichkeitsrechnung 632 
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Multiplikator 22 

-, Eulerscher 557 
Multiplizieren 33, 36, 47 
-, abgekilrztes 37 
- mil dem Rechenstab 70 
Multiplizit!t 731 

N 

Nabelpunkt 623 
Nablaoperator 525 
;'lachbereich 115, 348 
nacheindcutige Relation 115, 

349 
'.'Sachfolgcr 20, 72, 362 
Nachfolgerlbeziehung 32 
-funktion 368 
Nachhinken 254 
nachschilssig 153 
!\ladcllabweichung 275 
-problem, Buffonsches 625 f. 
Nadir 297 
N3.hcrungslbruch 81 
-formcl, Potenzreihe 541 
- rechnung 677-685 

-verfahren, funktional-
analytische Mcthodcn 765 

-wert 660 
Nanometer 158 
nati.irlichc Gleichungen 616 
- Logarithmen dcr Prim-

zahlen, Tafel 787 
nattirlicher Logarithmus 60 
- Parameter 615 
nattirliche Zahlen 17-27, 

72-74, 355 
nautisches Oreieck 299 
11-dimcnsionale differenzierbare 

Mannigfaltigkeit 624 
- Riume 737 
Nebcnl bedingungen, 

Variationsproblem 755 
- schcitcl dcr Ellipse 192, J28 
-winkel 161 
n-Eck 174 
- , regelmABiges 174, 268 
Negation 359 
negative Halbebene 313 
- Richtung 304 
- Zahlen 28 
negativ gekrtimmt 125 
Neigungswinkel 199,230 
Neilsche Parabel 504 
Nenner 31 
Nepcrsche Analogien 285 
- Regel 290f. 
Netz, Polyeder 202 ff. 
Netzlplan 743 f. 
-plan matrix 744 
-plantechnik 743 ff. 

Neugrad 160 
Neumannsche Reihe 759 
Neuminute 160 
Neunerprobc 27 
Neupunkt, Geoda.sie 277 
Neusekunde J 60 

neutrales Element, Gruppc 371 
Newtonsche Interpolations-

formcln 684 
Newtonsches Niherungs-

verfahren 6 91, 544 
- Potential 747r. 
Newtonsche Verteilung 639 
- Zeit 301 
Newton-Verfahren, Nullstellen

bestimmung 691 
nicht 359 
nicht-archimedische Geometric 

773 
nichteuklidische Geometric 

768ff. 
- -, projektive Modelle 769 
nichteuklidischer Raum 769 
nichtkonvexes Polygon 319 
nichtlineare Gleichungssysteme 

695 

- Integralgleichung 759 
- Optimierung 715-718 
nichtrationale Funktion 123, 

139 
Nichtrest 725 
nirgends konvergent .529 
NiveaulfBiche 521, 748 
-linie 146 
Nivellement 277 
-, tachymetrisches 272 
Nivellierlatte 272, 277 
n-kantige Ecke 201 
Nomogramm .56, 702 
nomographische Verfahren 

702-705 
non 359 
Nordlpol 297 
-punkt 298 
-westcckenregel 712 
Norm 761, 764 
-, Vektor 402 
Normale 311,323,335,472, 

614f. 
normale Axonometrie 233 
Normalebcne 614 
normale Landkarte 743 
Normalform, algebraische 

Gleichung 88, 98, 103 
-, ganzrationale Funktion 128 
-, kartesische 310 
Normalformproblem 410 
Normalgleichung, Ausgleichs-

rechnung 668 
-, Kegelschnitt 335 
Normallh0he 276 
-krtimmung 619 
-null 276 
-parabcl 102, 125 

Normallprojektion 222 
- teiler 374 
Normalverteilung 643, 650 
-, Ta belle 643 
normierte Gleichung 313 
normierter Raum 761 
normiertes Polynom 379 
Normzahl-Grundreihe 419 
notwendiges Kriterium 427 
n-seitige Pyramide 208 
n-stellige Relation 350 
n-te Differenzcnfolge 4 t 7 
n-te Wurzel .54 
n-Tupel 348, 737 
Null 28 
Nulllelement, Gruppe 371 
-folge 420 
-graph 741 
-hypothese 6.54 
-matrix. 407 
-meridian 274 
-punkt 303 
- richtung 272, 30.5 
Nullstelle 129-133, 13.5, 731 
-, allgemeine 731 
-, Vielfachheit 130 
- k-ter Ordnung 130 
Nullstellen/bestimmung 690f. 
-gebilde 730 
nullteiliger Kegelschnitt 608 
Nullvektor 396 
numerische Differentiation 689 
- Ex.zentrizita.t 326, 329, 

332 
- lntegration 688 
- Mathematik 686-706 
numerisches Radizieren .54f. 
Numerus .59 

0 

Obelisk 220 
obcre Grenze 350,417 
- Schranke 350, 417 
obcres Integral 496 
ObcrflAche, K0rpcr 201 f. 
Obcrfllchenintegral 516f. 
Obcrreihe 427 
Obcrschwingung 547 
Obcrsumme, Integral 495, 509 
oder 359 
offene Punktmenge 736 
Oktacder 212f., 262 
-, Fllchenneigung 262 
Oktant 580 
Operation, Mengenlehre 3.52 
Operationen erster Stufe 21 
Operationszeichen 28 f. 
Operator 3.52, 40.5 f., 763 ff. 
- einfacher Struktur 413 
Optimalproblem 706 



Optimierung, mathematische 
706-722 

ordinate Anfangszahl 357 
Oidinalzahlen 18, 354ff. 
Ordinate 304 
Ordner 222 
Ordnung, Ableitung 444f. 
-, Differentialgleichung SSOf. 

-. Gruppe 371, 375 
-, Zahlenbcreich 74ff., 79 
Ordnungsjlinie 222 
-relation, lineare 350 
-zahlen 18 
orientiertc Gerade 157, 586 
orientiertcr Abstand Punkt -

Gerade 312,588,591 
oricntiertes Rechtssystem 399 
Orientierung, Ebcnc 199, 313, 

591 
Original, Funktion 114 
Orthodrome 293 f. 
orthogonal I 59 
orthogonale Gerade 316 
- Matrix 412 

orthogonaler Operator 406 
orthogonale Trajcktorien 553 
- Vektoren 402 
Orthogonalitit, nichteuk.lidischc 

Geometric 769 
Orthogonalprojektion 222 
Orthonormalbasis 402, 406 
orthonormiertes Dreibein 232 
Ortsk.reis 191 
Ortszeit 301 
Ostpunkt 298 
Ostrogradskische Differential-

gleichung 755 
oszilliercnde Funktion 441 

p 

Paar, gcordnetes 115 
Padoasches Prinzip 367 
Papierstreifenkonstruktion 

193f. 
Pappos, Satz von 605 
Pappos-Pascal, Satz von 774 
Parabcl 197, 325ft'. 
-, Halbparameter 327f. 
-, Polarglcichung 340 
-, Schcitelgleichung 327 
-, Tangentc 333 
Parabclachse 197, 325, 327 
Parabcl der Ordnung 2m 128 
- - - 2m + I 128 
parabolischer Kugclring 514 
- Punkt 620 
Paraboloid 595 f. 
Paradoxon, Skolemsches 777 
parallaktischer Winkel 273 
Parallaxcnsckunde I 58 

Alpbabetiscbes Sticbwortverzeicbnis 809 

Parallelc I 57 f. 
Parallclcbcnen bilschel 200 
parallelc Gcradcn 158, 316 
Parallclcnaxiom 767 
Parallellepipcd 205 
-cpipcdon 205 
Parallclc zichcn 16S 
Parallel] Hach 20S 

-geradcnbilschcl I S7, 200 
Parallelitlt, nichteuklidischc 

Geometric 769 
Parallclkoordinatcn 304, S81 
-, rcchtwinkJigc 304 
Parallelogramm 172 
-, Flllchcninhalt 177 
Parallelprojcktion 221 
Paralletverschicbung 583, 619 
-, Koordinatcnsystem 306, S83 
Parameter 88, 92 
-• Kcgelschnitt 338 
Paramcterdarstellung I 17f., 

452, 587 
-, Ebenc S90 

-, Ellipse 330 
-, FHichenstUck 616 
-, Kegelschnitt 731 
-, Kreis 322 
-, K urvenstOck 613 
Parameterlschltzung 687 
-spezialisicrung 731 
parametrische Optimicrung 

713f. 
Partial]bruchzcrlegung 137, 

490f. 
-summc 424 
particllc Abfeitung 464ft'. 
- Differentialglcichung 746 
- Integration 48S 

- komplexe Differentiation 
568 

partikullrcs Integral SS0 

Partition 727 
Pascal, Satz von 611 
Pascalschc Gcrade 612 
Pascalsches Drcicck 44 
Pasch, Axiom von 770 
Pcanoschc Axiomc 72 
Pcanoschcs lnduktionsaxiom 

362 
Pcilungsaufgabe 296 
Pellschc Glcichung 72S 

Pentagondodckacdcr 2l2f. 
Perihcl 341 
Periode 35. 120 
Pcriodcn!gitter, doppclpcrio-

dische Funktion S78 
-parallelogramm 578 
pcriodischc Funktion 120, 546, 

578 
pcriodischcr Dczimalbruch 3S 

- Kcttcnbruch 82 
Periodizitlt, trigonometrischc 

Funktioncn 243 
Periphcricwinkel 184f. 

Pcnnancnzprinzip 51, 75,241 
Permutation 370, 627 
Pcrmutationsgruppe 371 f. 
pcrspektivc Affinitit 225 f. 
- Kollineation 237 
pcrspcktivcs Bild 220 
- -, Kcgelschnittc 325 
Pcrspcktivitlt 599 
PERT, Netzplantechnik 745 
Pfeildiagramm 348 
Phase, Polarkoordinate 305 
Phascndiffcrcnz 254 
"187, 540 
,t(X) 726 
Picard, Satz von 577 
Pikomctcr I S8 

planarcr Graph 742 
PJanimctric I 56-198 
Platonismus, mathematischer 

115 

Plattkreis 217 
Pluckersche Geradenkoordina-

ten 604 
Pohlke, Satz von 232 
Pohlkesches Dreibein 232 
Poissonschcr Proze0 646 
Poissonverteilung 640f. 
Pol, gebrochcnrationale 

Funktion 135, S70 
-, Kegclschnitt 324, 608 
-, Kugel 281,297 
-, Polarkoordinatcn 30S 
Polarldreieck 282 
-dreikant 282 
Polare 281, 297, 324, 608 
Polarecke 201, 282 
Polarcnglcichung, Kegelschnitte 

336 
polarcs Trlghcitsmoment 520 
Polargleichung, Kegelschnitt 

339[. 

Polaritlt 608, 769 
Polarkoordinaten 305, 581 
Polh0hc 297 
Polyeder 201, 211 ff., 735 
-, abgestumpftes 214 
-, Eulerschcs 212 
-, rcgelmlBiges 212 
Polyedersatz, Eulcrscher 211 f. 
Polygon 1741f., 318,319 
-, Fllcheninhalt 318 
Polygonzug 279 

Polynom 129, 378 
-, Nullstcllc 129 
Polynomldarstellung rationalcr 

Funktioncn 128-134, 
1)5-138 

-ideal 730 
Ponton 219 f. 
Positionssystem 19 
positive Halbebcne 311 f., 317 
- Richtung 304 · 
- Zahlcn 28 
positiv gek.rilmmt 12S 
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postnumerando 153 
Potential 523, 747 
Potentiallfunktion 749 
-theorie 747-752 
Potenz 49ff., 57f., 77, 84 
- am Kreis 189 
-, Kardinalzahlen 357 
-, Ordinalzahlen 356 
Potenzfunktion 127 f., 134 
-• Ableitung 447ff. 
Potcnzlgesetze 51 f. 
-menge 346 
Potenzreihe 529-544 
-, komple){wertige 568 ff. 
Po1enzrest 725 
Potenz trigonometrischer 

Funktionen 253 
Pr3.dikatcnlogik 361-366 
prAdikatenlogische Sprache 361 
Primisse 360 
pr3nexer A usdruck 364 
prinumerando 153 
PrizisionsmaB 669 
prim 25 
Primalproblem 711 
Primarideal 730 
prime Restklassc 724 
Primlfaktorenzerlegung 24, 47 
-ideal 730 

primitive Periode 120 
- Rekursion 368 
primitiv rekursive Funktion 

368 
Primitivwurzel 725 
Primzahl 24f., 726 
Primzahlen, Tafel 787 
Primzahlzwillinge 25 
Principia Ma1hema1ica 775 
Prinzip der Zweiwertigkeit 358 
- vom ausgeschlossenen 

Drilten 358 
- - - Widerspruch 358 
- von Fermat, Optik 756 
Pris ma 205 f. 
prismatische Fliche 205 
Prisma1oid 219 
Prismoid 219 
Probe 91 ff. 
Produk1 22, 84, 348, 356 
- , Ableitung 448 
-, kartesisches 348 
-, Ordinalzahlen 356 
-, Reihen 432, 533 
Produktldarstellung, Polynom 

108, 128. 1J0f., 379 

-gleichung, Proportion 40 
Produkt komplexer Zahlen 84 
Produktsatz, Ma1rizen 408 
Produkt trigonometrischer 

Funktionen 253 
- von Abbildungen I 18, 405, 

763 
- - Folgen 420 
Profil, Rotationskfirpcr 217 

Programme Evaluation and 
Review-Technique 745 

Projektion 220, 230f., 599 
-, kotierte 230f. 
- auf die Achscn 308 
Projektionslebcne 220 
-zentrum 220 
projektive Abbildung 603-608 
- Geometric 598-621 
- Koordinaten 599f., 602 
projek.tiver Raum 599 
projektive Skala 237 
projizierende Ebcne 224 
Proportion 38ff. 
Proportionale 39f. 
Proportionalitii.t 38 ff., 135 
Proportionalititsfaktor 38 f., 

124, 1)5 
Prozentjfu8 149 
- rechnung 149f. 
-wert 149 
ProzeB, diskreter deter-

ministischer 718 
- ohne Nachw.irkung 646 
Prtifen von Verteilungen 657 
Prtiftest 654 
Pseudosphire 217 f., 768 
Pseudozufallszahlen 706 
Pufferzeiten 745 
Pultebcne 224 
Punkt 156, 735f., 760 
Punktlmenge, Topologie 

732-736 
-produkt 398 
-richtungsform 309 
-richtungsgleichung 587 
-schilzung 653 
-wolke 651 
Pyramide 207 ff. 
Pyramidenstumpf 210f. 
Pythagoras, Lehrsatz des 179 

Q 

Quader 202 ff. 
Quadrant 304 
Quadrantenrelationen 246 
Quadrat 172 
-, Flicheninhalt 177 
quadratische Erginzung 99 
- Form 148,415 
- Funktion 124f. 
- Gleichung 97ft'. 
- Irrationalitit 82 
- Matrix 406 
- Optimierung 716 
quadratischer Rest 725 
- Zahlk0rper 728 
quadratisches Glied 98, 103 
- Polynom 129 
Quadratmeter 176 

Quadratur 503 ff. 
-, Hyper be! 504 
-, Kreis 384 
- des Zirk.els I 65 
Quadratur/formel 688 
-problem 482 
Quadrat[wurzel 54 
-zahlen, Tafeln 52, 780f. 
Quadrupcl 395 
quantifizierte Variable 361 
Quantor 361 f. 
Quasiordnungsrelation. 

reflexive 350 
Quaternionenalgebra 387 
Quellpunkt 74 7 
Quersumme 26 
-, altemierende 26 
Quotient 23, 349, 418 
quotientengleich 75 
Quotientenlk0rper 379 
-kriterium 428 
Quotient von Folgen 420(. 

R 

radialsymmetrisch 164 
Radiant 160 
Radikale, Aufl0sung durch 383 
Radikand 54 
Radius 184, 214, 281 
-, sphi:i.rischer 281 
Radiusvektor 192, 195 
Radizieren 54f. 
Randpunkt 736 
Randwertlaufgabe, Potential-

theorie 750 
-problem, Differentialglei-

chung 564 
Rang, lineare Abbildung 404 
-, Matrix 411 
Rate, Rentenrechnung 153 
rationale Funktion 123 ff .. 379 
- Zahlen 30-38, 76f.. 354, 

379 
Rationalmachen des Nenners 58 
Raum 738, 760 f. 
- der Polynome 760 
Raumdiagonale 204 
Raumelement, kartesische 

Koordinaten 512 
-, Kugelkoordinaten 512 
-, Zylinderkoordinaten 512 
Raumlinhalt 201 ff. 
-integr'al 511 
-kurve, BogenHl.nge 615 
rliumliche Polarkoordinaten 581 
RaummaBe 20 I 
Raute 172 . 
Rechen\arten, h0here 48-72 
-kontrolle 2S9f. 
-operationen 23, 28f., 73f., 76 



Rcchcnltad 72 
-schcibc 72 
-stab, logarithmischcr 68-72 
-walze 72 

Rcchnen mit Restcn 26 
Rcchnungsfchlcr 662 
Rcchtcck 172 
-, fllchcninhalt 177 
Rcchtccklimpuls 546 
-kurvr- 546 
rcchter Winkel 159 
- - bei behindertcr SiCht 261 
Rcchtsbcrcich 348 
rcchtsscitia: diffcrcnzicrbar 444 
rechtsseitiger Grcnzwert 434 
rcchtsscitige Stctigkcit 439 
Rcchtssystcm 304, 580 
rcchtswciscnder Kurs 271 
Rcchtswcrt 275 
rcchtwinklige Koordinaten 304, 

579[. 
rcchtwink.Jiges Drcicck 166, 259 
- Kugcldrcicck 290ff. 
rcduzibcl 128 
reduzicnc Form 104 
recite Funktion mit mchreren 

unabhingigen Variablen 
145f. 

- Zahlcn 78 tr., 83, 354, 395 
reflexive Halbordnungsrelation 

350 

- Quasiordnungsrclation 350 
- Relation 349 
- Vollordnungsrelation 350 
Reflexi\'illt 89 
Rcgelftliche 597 
regelmlBiges konvex.es n-Eck 

174 
- Polyeder 212 
- Viereck 175 
Regression 651 
Regressionskocffizient 651 f, 

675[. 
Regula falsi 690 
regullre Matrix 407 
regullrer Kurvenpunkt 472 
- linearer Operator 405 
regulires n-Eck, Konstruktion 

385 
Reihe 423-433, 535 ff. 
rein-goniometrischc Gleichung 

255f. 
rein imaginire Zahlen 83 
reinkubische Gleichung 104 
reinquadratische Gleichung 98 
reinperiodischer Dezimalbruch 

36 

Rektaszensionssysteni 298 
rektifizierbar 507 
rektifizierende Ebene 614 
Rektifizierung, K reisumfang 206 
Rekursionsformel 416, 485f. 
rekursive Definition 73 
- Funktion 367 ff. 

Alphabetisches Stichwortverzeichnis 811 

Relation 348ff. 
Relationszeichen 361 
relative Extrema 457 
relativer Automorphismus 378 
- Fehler 661 
- Isomorphismus 378 
relative Widerspruchsfreiheit 

779 
relativ prim 25 
Rentenrechnung 153 f. 
Reprlsentant, Kardinalzahl 357 
-, Ordinalzahl 355 
-, Vektor 395 
repr.lisentative Auswahl 648 
Residuensatz 571 
Residuum 570 
Resolvente, In1ea:ralgleichung 

759 
-, kubische 107 
Ressourcenrechnung 746 
Rest 26, 46, 378, 725 
Restform von Cauchy 536 
- - Lagrange 536 
RestlklassenkOrper 379 
- klassen nach eincr Primzahl 

378 
-klassenring mod m 724 
Restriklion 718 
Restsystem 27 
Resultante 396 
reziprok 31 
reziproke Radien, Abbildung 

durch S76 
Reziprokskalc 69 
Reziprozitatsgesetz 725 
Rhomboid 172 
Rhombus 173 
Richtebene 219, 596 
Richtung, Gerade 308 
Richtungslableitung 467f. 
-faktor 309, 333 
-feld, Differenlialgleichung 

5501f. 

-kosinus 583 f., 586f. 
-vcktor S87 
-wink.el 275, 277, 586 
Riemannsche FIAche S76f. 
- Geometric 624 
Riemannscher Abbildungssatz 

574, 577 
- Inhaltsbegriff 739 
- Raum 624 
Riemannsche Summe 496 
- Vermutung 726 
- Zahtenkugcl 576 
- Zetafunktion 726 
- Zwischensummc SI I 
RieBscher Darstcllungssatz 764 
Ring 387, 723 
RiBachse 222 
Ritz, Verfahren von 7S7 
Rohrflliche 217 
Rolle, Satz von 4.S4 
rOmische Zahlzeichen 19, 794 

Rotation S24f. 
Rotationslcllipsoid 595 
-fliche 621 
-hyperboloid 199, S97f. 

Rotationsk�rper 217,513, Sl7
-, Mantel 517 
-, Volumen 5l3f. 
Rotationsjparaboloid S 14, 595 
-zylinder 205 
RUckwlrtseinschnitt 278 
Runden 662 
Runduna:sfehler 686 
Runge-Kutta-Verfahren 690 
Russcllsche Antinomie 345 
- Endlichkeitsdefinition 353 
Rytzsche Achsenkonstruktion 

193[. 

s 

Slgezahnkurve S4 7 
Salinon 188 
Sarrussche Regel 392 
Sattelpunkt 4 70, S96 
Sattelpunkttheorem 715 
Schattenpreis 711 
Schlitzung 653, 670 
- des mittlcren Fehlcrs 670 
Schltzwcrt 667 f. 
Scheinaktivitlit 743 
schcinbare Himmelskugel 297 
Scheitel, Flliche zweiten Grades 

596f. 
-, Kegelschnitt l 92ff., 326ff. 
Scheitcllaeradc 596 
-gleichung, Kegelschnitt 327, 

338f. 

-kreis 193, 196 
-kriimmungskreise 194 
-lage 322, 327 
-punkt, Winkel I S9 
-tangente 195, 197, 327 
-wink.el 161 
Schenkel I S9 
Scherung 226 
Schichtenplan 231 
Schiebefliche 596 
Schiebemethodc, Multiplika-

tion von Reihen 432 
Schieber, Rechenstab 68 
Schiebung 163 
schiefe Ax.onometrie 232 
- Ebene 21or. 
- Parallelprojektion 221 
- Pyramide 208 
schiefer Kegel 208 
- Zylinder 20S 
schiefes Prisma 205 
schiefwinklige Koordinaten 304, 

580 

- Parallelkoordinaten 304 
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Schlcppkurvc 480 
SchlicBcn, mathematischcs 364 
SchlieBungssltzc 774 
Schlupfvariablc 708 
Schiullregel 360, 364 
SchluB von n auf n + I 73 
Schmiegebenc 614 
Schmiegungsparabel 543 
schneidcndc Ebcnc, Vcrfahren 

dcr Optimicrung 713 
Schnitt, Gcrade mit Kugel 228 
Schnittfgcradc zweicr Ebcncn 

592 
-kurvc, Fllche rnit Ebenc 146 

Schniupunkt 157 
-, Kcgelschnittc 337 
-, Kreisc 324 
-, Kreis-Gcradc 322f. 
-, unzuganglicher 170 
- zwcicr Gcradcn 31 Sf. 
Schnittwinkcl, Geradc-Kegel-

schnitt 334 
-, Kcgelschnittc 338 
-, Kreisc 325 
- zweier Geradcn 316 
Schnitt zweier Gcraden 589 
SchrigriB 221, 233 
Schranke 350, 417 
Schranken fUr Fchler 661 
Schraubcnlinie 613 
Schrittweite 684 
Schilttlkegel 262 
-winkel 262 
Schutzstellc 662 
Schwarz, Satz von 465 
Schwarzsche Ungleichung 762 
Schwerelinie 278 
Schwerpunkt 170,519 
-, Dreicck 319 
-, Quader 204 
Schwingungsdauer 254 
Scchseck, regelmlBiges 175 
Sccmcile J 58, 293 
Segment 185, 214 
Schne 184,214 
Sehnenlsatz 189 
-tangentenwinkel 185 
-viercck 190, 269 
Seilliniensatz von Crofton 626 
Seitc, Polygon 166, 174 
- , spharischcs Drcieck 282 ff. 
Seitcnlbezichungen im Dreieck 

166, 287 

-halbicrende 170 
-kante 205, 208 
-kosinussatz 283 
-riB 224, 228 
-summc, Eulerschcs Drcicck 

287 
Seitwirtseinschnitt 277 
Sekans 239 f., 53 7 
Sekante 184, 214 
Sekantenlinethode 691 
-satz 189 

SekantenJtangentensatz 189 
-tangentenwinkel 185 
Sektor 185 
Sekunde 159 
selbstadjungierter Operator 406 
Semantik 360 
- clementarer Sprachen 362 
semantisch iiquivalent 360, 

346 
senkrccht 159, 316 
Senkrcchte errichten 165 
senkrechte Geraden 165, 316 
seq 359 
sequentielle Strategic 693 
Sexagesimalsystcm 19 
Shukowski-Profil 575 
Sicheltrlger 506 
Sieb des Eratosthenes 24 
17-Eck 175 
SI-Einheiten I 58 
I-Algebra 363 
.L'-Modell 363 
I-Struktur 363 
Signal 276 
Signatur 361 
Simplex 735 
Simplex(tableau 709 
-verfahren 708 ff. 
Simpsonsche Regel 219, 689 

singullirer Kcgclschnitt 608 
- Kurvenpunkt 472 
- Punkt, Differcntialglcichunk 

565 
singulli.res Integral 550 
singullre Stelle 570 
Sinus 238, 241 ff. 
-, Ablei1ungen 447 
- des n-fachen Winkels 253 
- hyperbolicus 143 
-, Potenzreihc 537 
Sinuslogari1hmen, Tafel 788 f. 
Sinussatz 263 
-• Kugeldreicck 284 
Skalar 394 
skalares Feld 521 
Skalarprodukt 398,401, 762 
Skale, Jogarithmischc 69 
Skalengleichung fur Flucht• 

linientafel 703 
Skolemsches Paradoxon 777 
Sonncnjbahn 299 
-hohc 262 
-zeit 301 
Soreausche Gleichung 703 
Spalte 392, 406 
Spat 205 
Spatprodukt 400 
spezielle lincare Gruppc 371 
- St0rfunktion 560 
Sphire, topologische 737 
sphlirische Astronomic 297-302 
sphirischer Kreis 281 
- Radius 281 
spharisches Zweicck 282-292 

sphlrische Trigonometric 
280-302 

Spiegellineal 447 
Spiegelung 163 f., 772 
Spiegelungsaxiome 772f. 
Spitze, Kegel 208 
-, Kurve 473 
spitzer Winkel 159f. 
spitzwinkligcs Drcieck 166 
Sprachc 361 f. 
Sprungstelle 242, 434, 440f. 
Spur, darstellende Geometric 

223 
Spurlparallele 223 
- punkt 199,222 
Stab, Rechcnstab 68 
Stammlbruch 31 
-funktion 482,569 
-k0rper 380 
Standachse, Theodolit 272 
Standardlabweichung 637, 649 
-form, Unglcichungssystem 

701 
Standlcbcne, Zentralperspck-

tive 234 
-Jinie 234, 273 
stationarcr ProzeB 646 
- Punkt, Diffcrentialgleichung 

565 
statisches Moment 518f. 
Statistik, mathematischc 

647-659 
statistischc Prilfvcrfahren 

654-658 
- Qualititskontrolle 658 
- Schitzverfahren 652 f. 
Stcigung 124 
Stcigungsschcma, dividierte 

Differenzen 682 
Steinerscber Satz 521 
S1ellcnwertsystem 19 
Stellenzahl von Operations• 

zeichen 361 
- - Relationszeichen 361 
Stcllungsvektor, Ebcne 199 
Stcrbcnswahrscheinlichkeit I 55 
Stcrbetafel I 55 
Stereolbild 237 
-metric 198-220 
-skopie 237 
stercoskopischcs Bildpa.ar 237 
Sternlbilder 300 
-kurve 479 
- zeit 301 
stetige Entscheidungsprozesse 

722 
- Teilung 184 
- Zufallsgr0Be 634 f. 
Stetigkeit, Funktion 439-443 
-, - mehrerer Variabler 

463,f. 
Stetigkeitsaxiom 771 
Stichlprobc 64 7 
-probenplan 659 



Stirlingsche Formel 679 
stochastische lineare Optimic-

rung 714 

stochastischcr ProzcB 646 
Stokes, Satz von 525 
St0rfunktion, Diffcrentialglci-

chung 558ff. 
Strahl 157, 182 
Strahlcnsitzc 182 
strahligsymmctrisch 164 
Strategic, optimalc 719 
StratcgieunbcstimmtheitsmaB 

692 
Strecke 157, 585[. 

- halbicren 164 
Streichwinkel 275 
Streng kook.av 456 
- konvex 456 
- monoton 416 
Strcubreite 650 
Strcuung 669 
Stromlinien 575 
Struktur, algcbraische 370-388 
-, kombinatorische 742 
-, topologischc 376, 738 
strukturcll glcich 374 
Strukturlklassc 366 
-konstantc 387 
Stufcnwinkel 161 
stumpfcr Winkel I 59f. 
s1umpfwinkliges Dreieck 166 
Stundenjkreis 298 
-winkclsystcm 298 
Sturmsche Kctte 131 f. 
Sturmscher Satz 131 
StGlZ!ebcne , Optimierung 708 
-stelle, Nlherungsrechnung 

679, 683 
-wert 679 
subjektiver Fehler 666 
Substitutions]regel, Integral• 

rcchnung 487 ff. 
-verfahren, algebraische Glci• 

chung 94 
Substitution von Funktioncn 

368 
Subtrahend 21 
Subtrahicren 32, 36, 37, 46 
-, abgekUrztes 37 
Subtraktion 21 f., 28 
-, Vcktorcn 396 
Suchprozcsse, mehrdimensio• 

nale 695 
SUdpol 297 
SUdpunkt 298 
sukzessive Approximation 564 
Summand 20 
Summationsindu 424 
Summe 20 
-. Kardinalzahlcn 357 

-, Jincarc Abbildungen 405 
- , Nullstcllenacbildc 730 
-, Ordinalzahlcn 355 
-, Potenzrcihcn 533 

Alphabetiscbes Sticbwortverzeicbnis 813 

Summc, Rcihcn 424, 430 
- der Fchlcrquadratc 667 
Summcnlformel, Eulcrschc 678 
-zcichcn 424 
Summe trigonomctrischer 

Funktioncn 253 
- von Folgcn 420 
Superposition 254 
Supplemcntwinkel 161 
Supremum 350 
Surjektion 352 
Symmetric 89, 162 ff. 
-, axiale 162f. 
-, Kegelschnitte 327 

-, zcntralc 163 
Symmetrielachse l 63f. 
-ebenc 214, 222f. 
-zentrum 163,214 
symmctrischc Differenz 34 7 
- Funktion 147 
- Gruppe 371 
- Matrix 412 
- Relation 349 
symmetrischcr Operator 406 
Syntax elcmcntarer Sprachen 

361 
System lincarer Gleichungen 

3881f. 
- nichtlinearer Gleichungcn 

109, 695 
- von zwei linearen Glci• 

chungen 94-97 

T 

Tabelle, i2.Verteilung 657 
-, F· Verteilung 657 
-, Normalverteilung 643 
-, t•Vcrteilung 656 
Tachymctric 272 
tachymetrischcs Nivellemcnt 

272 

Tafel, dekadische Logarithmcn 
784[. 

-, Exponentialfonktion 792 
-, GradmaB in BogenmaB 

(rad) 786 
-, Kosinuslogarithmen 788f. 
-, Kotangcnslogarithmen 790f. 
-, Kubikzahlen 782 f. 

-, logarithmisch•trigono• 
metrische 249 r. 

-, Primzahlcn und ihrc natOr· 
lichen Logarithmen 787 

-, Quadratz.ahlen 780f. 
-, Sinuslogarithmcn 788 r. 
-, Tangenslogarithmcn 790f. 
-, Winkelfunk.tionen 786 
Tafellabstand 222 
-differcnz 53, 63 
Tangens 239, 241 ff. 

Tangcnsfunktion 242f., 449, 
537 

Tangens hypcrbolicus 143 
Tangensllogarithmcn, Tafel 

790[. 
-satz 264 
Tangentc 185f, 446,614 
-, cbenc Kurve 471 
-, Ellipse 194, 333 
-, Hyperbcl 196, 3ll 
-, Kreis 323f. 
-, Kugel 214 
-, Parabcl 197,333 
- an Kcgclschnitt 333, 337 
Tangcntenlproblem 482 
-vicreck 190 
Tangcntialebene 228, 280,617 
Tarski, Satz von 778 
Tarskische Endlichkcits-

definition 353 
Tautochrone 560 
Tautologie 360 
Taylor, Satz bci mehreren Ver• 

lnderlichcn 544 
- , Satz von 535 f. 
Taylor•lnterpolation 680 
Taylorsche Reihe 535 ff. 
technische Statistik 658 
- Zeichen, AussagenkalkUI 

359 
Teilbark.eit 26, 45, 724 
Teilbarkcitsregcln 26 
Teiler 24f., 724 
teilerfremd 25 
Teillfolge 420 
-k0rper 377 
-mengc 346 
-raum 401 
-summe 424 
Teilung cincr Streckc 183, 184, 

320, 586 
Teilverhllltnis 221, 308 
tcilweisc geordncte Menge 386 
Telegraphengleichung 749 
Term 41, 86, 361 
-, Definitionsbcreich 87 
Termumformung, iquivalentc 

871f. 
Tctraedcr 2l 2f., 219,262 
-, Flllchcnncigung 262 
Textaufgabcn 91, 96 
Thaleskreis 169 
Theodolit 272 
Theorema egregium 620 
Theorie, formalisiertc 366 
Thomson•Transformation 751 
Thue, Satz von 726 
Thuc•Sicgel•Roth, Satz von 729 
Tiefengerade, Parallelprojck• 

tion 221 
Tilgungsformel 155 
Todcsfall I 55 
topographische Fliche 232 
Topologie 732-739 
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topologische Abbildung 733 
- Gruppe 376 
topologischer Raum 738 
topologische Struktur 376, 738 
Torse 597 
Torsion 616 
Torus 218, 621 
totalcs Differential 466ft'. 
totale Wahrschcinlichkcit 632 
TP, trigonomctrischcr Punkt 

275 
Trii.gcr 157,604 
-, Teilkrlfte 270 
Trlgcrkurve, Doppelleitcr 702 
Trlghcitsmoment 520 
Traktriit 476f., 480 
transfinite Kardinalzahl 357 
- Ordinalzahl 355 
Transformation 163, 305 f., 584 
transitive Menge 355 
- Relation 349 
Transitivitll.t 89 
Translation 395, 583 
transponicrte Matrix 408 
Transporteur 162 
Transportproblcm 712 
Transvcrsale 169 
TransversalmaBstab 159 

transzcndentc Erweiterung 379 
- Gleichung 88 
- Zahlcn 729 
Trapcz 173 
-, Fllchcninhalt 178, SOS 

Trapezoid 172 
Trapezrcgcl 689 
Trcibricmen, Llnge 270 
Trennung der Nullstellen 132 
- - Variablen 555, 751 
Treppenpolygon 495 
Triangulation, Geodisie 275 
- eines Polyeders 735 
Trichter, gr<iBtes Fassungs. 

verml>gen 460 
trigonometrische Funktionen 

142, 238-255 
- -, doppelte Winkel 252 
- -, graphische DarstelJung 

243 
- -, halbc Winkel 252 
- -, mehrfache Winkel 252 
- -, Stetigkeit 442 
- -, Taylor·Reihe 536 f. 
- Reihe 545 
trigonometrischer Punkt 275 
trigonometrische Tafel 249f. 
Trillion 19 
Trimetrie 233 
Tripel 145, 395 
Trisektion des Winkels 165, 

384 

triviale L<isung, System linearer 
Gleichungen 390 

- Untergruppe 3}2 
tropisches Jahr 301 

Tschebyschow, Gesetz der 
groBen Zahlen 638 

Tschebyschowsche Ungleichung 
638 

/•Verteilung 654 
-, Tabclle 656 
Typ, Ordinalzahl 355 
Typentheorie, verzweigte 775 

u 

i.ibcrabzAhlbar 354 
Obergang zur ebenen Trigono• 

metric 286 
Oberlagerungsnache, univer• 

seUe 577 
Oberlagerung von Schwingun• 

gen 254 
ilberschlagene� Polygon 319 
- Vieleck 174 
- Viereck 171 
Oberstelle, Fehlerrechnung 

662 
i.ibcrstumpfer Winkel I 59f. 
Umfang Ellips� 529 
-, Kreis 187 
Umfangswinkel 184f. 
Umformungen, iquivalente 

891f. 
umgekehrl proportional 39 
Umkehrabbildung 352 
umkehrbare Funktion 121, 352 

Umkehrfunktion 121,352 
-, Ableitung 450 
-, Funktionskurve 122 
-, Potenzreihe 535 
-, Stetigkeit 442 
Umkehrloperation 73 
-regel 450 
Umklappung 162 
Umkreis, Mittelpunkt 169 
Umlaufsinn 168, 3/8 

Umordnung, Reihe 430ff. 
unabhingige Ereignisse 633 
- Variable 116 
unabhingig vom Integrations• 

weg 516, 523 
unbedingt konvergent 431 
unbestimmte AusdrUcke 437 ff. 
- Koeffizienten, Methode der 

139 
unbcstimmtes Integral 482-494 
Unbestimmtheitsstelle 440 
und 359 
unechter Bruch 31 
unecht gebrochenrational 136 
uneigentliche Elemente 599 
- Fllchen zweiten Grades 594 
- Gerade 599 
uneigentlicher Grenzwert 434 
- Punkt 308. 581, 599 

uneigeiitliches Integral 500ff. 
unendliche Folge 415 
- Menge 353 f. 
unendlicher Dezimalbruch 35 
unendlich ferner Punkt der 

z•Ebcne 576 
Unendlichkeitsldefi.nition, 

Dedekind 353 
-prinzip 346 
unentscheidbar 369 
Ungarische Methode 712 
ungerade Funktion 120, 244 
- Permutation 372 
ungleichnamig 31 
ungleichsinnig•kongruent 163, 

168 
Ungleichungen, algebraische 

IIOlf. 

-, a.quivalente 111 
-, erfilllbare 111 ff. 
-, lineare 700 
Uniformisierung 577 
universelle Oberlagerungsflliche 

577 
Universum, Cantorsches 777 
Unmenge 346 
Unstetigkeitsstelle 440f. 
Untcrdeterminante 393 
untere Grenze 350,417 
- Schranke 350,417 
unteres Integral 496 
Unterlgang, Gestirn 297 
-gruppe 372f. 
-menge 346 
-reihe 427 
-summe 495, 509 
Unvollstlndigkeit mengentheo• 

rctischer Axiomensysteme 
777 

Unvollstlndigkeitssatz, GOdel• 
scher 778 

unzcrlegbar, aussagenlogisch 
361 

Urbild, Abbildung 114 
-, Vektor 403 
Urlistc 648 
Urprung 303, 579 

V 

Variable 41,116,359 
Variablengrundbereich 86 
Varianz 637ff. 
Variation 628, 754 
- der Konstanten 556, 560 
Variationslbreite 650 
-rechnung 752-757 
Vektor 394ff., 708 
Vektorladdition 396 
-algebra 395-400 
-analysis 521-525 



Vektorldiap:ramm 255 
-reld s21 

vektorielle Addition 83 
Vektoijprodukt 398 f. 
-raum 377, 39 4-402 
vel 359 

verallgemcinerte Gesetzc von 
de Morgan 348 

Ver band 385 f. 
Verbiegung 617 
Verdopplung des Kubus 165, 

384 
verdrilltes Band, Topologie 734 
Vercinigung eines Mengen-

systems 347 
- von Mcngcn 346 
- - Untcrgruppen 372 
Vcrfahrensfchler 686 
Vergleich der Mittelwerte 6SS 
Vcrglcicbskriterium, Reihe 427 
Vcrgleich von HAufigkeiten 657 
- - Varianzcn 656 
Verhalten im Unendlichen 133, 

136 
Verhiltnis 39 
Verhiltnisgleichung 39 
verkettcte Fluchtlinientafel 705 
verknotetes Band 734 
Verkniipfung von Gruppen 370 
- - Mengen 352 
Verkiirzcn. Dezimalbruch 661 
verkiirzte Epizykloidc 478 
- Hypozykloide 4 79 
- Zykloidc 4 78 
Verktirzungsfak1or 234 
verl!ngene Epizykloide 4 78 
- Hypozykloide 4 79 
- Zyk.loide 4 78 
Verschmelzungsregeln 385 
Verschwindungs[ebcne 220 
-punkt 220 
Versuch 630 
Versuchsplanung 647f., 687 
Verteilung 635, 639ff. 
Verteilungsaufgabe 93, 9 6
Veneilungsfunk.tion 634f. 
Vertikal 297 
Verzerrung 222, 595
Verzerrungs[verhiiltnis 222 
-winkel 222 
Verzweigungspunk.t 577 
Vieleck 1 74 If. 
Vielfachheit einer Nullstelle 

130 
VielfHichner 201 
Viereck 171 If .. 268 
Vierfarbenproblem 742f. 
Vierteldrehungssatz 246 
vierte Proportionale 40 
Vieta. Wurzelsatz von 108, 382 
Vogelperspektive 233 
voiles Urbild 352 
vollfreie Variable 361 
vollgeordnete Menge 350 

Alphabetisches Stichwortverzeichnis 8 I 5 

Vollkugel, n-dimensionale 737 
Vollordnungsrelation 350 
Yollschwingung 254 
vollstiindige lnduktion 73 
- LOsung, lineares Gleichungs-

system 389f. 
vollst!ndiger Graph 741 
- KOrper 78 
- Raum 762 
vollstlindiges analytisches 

Gebilde 576 
- Differential 466ff'., 551 
- lnvariantensystem 616 
- System von �reignissen 630 
- Viereck 605f. 
- Vierseit 606 
Vollstindigkeit, Axiomen

system 366 
-, Zahlenbereich 80 
- der Ableitbarkeitsrelation 

365 
Vollst!ndigkeitslaxiom 771 
-problem 777 
Voilwinkel 160 
Volumen 201 If. 
Volumenberechnung 512ft". 
Vorbereich 115, 348 
Vorderglieder, Proportion 40 
voreindeutige Relation 349 
Vorgangsknotennetz 744 
Vorgangspfeilnetz 744 
vorschiissig 153 
Vorwiirtseinschnitt 277 
Vorzeichcn 28f. 
Vorzeichenrcgeln 30, 76 

w 

Wachstumsfunktion 141 
wahre GrOBe 224 
wahrer Wert 660 
wahre Sonnenzeit 301 
Wahrheits[problem 777 
-wert 358 
wahrscheinlicher Fehler 669 
Wahrscheinlichkeit, axioma-

tische Definition 633 
- , klassische Definition 630 
-, statistische Definition 633 
Wahrscheinlichkeitslpapier 651. 

702 
-rechnung 629-646 
-verfahren 705 
wahrscheinlichster Schitzwcrt 

668 
Wallissches Produkt 486 
Walze 205 
Waringproblem 727 
Wiirmeleitungsgleichung 749 
wechselwendige Ebene 224 
Wechselwinkel 161 

WeierstraB, Satz von 443 
WeierstraBsche Normalform, 

elliptisches Integral 579 
- p-Funktion 578 
WeierstraBsches Majoranten-

kriterium 527 
Wellen [gleichung 749 
-Hinge 253 
Welt[achse 297 
-zcit 301 
Wendelkreise 300 
-punkt 126, 458 
-ta.ngente 458 
wenn ... , so 359 
Wertelbereich 115, 351 
-tafel 115 
wertverlaufsgleicher Term 41 
Wertevorrat 115 f. 
Wertschranke 663 
wesentliche singulire Stelle 570 
- Ziff er 662 
Westpunkt 298 
Widerspruch, Satz vom 360 
widerspruchsfreies Gleichungs-

system 95 

Widerspruchsfreiheit 775f., 779 
windschiefe Geraden 19 9,223, 

589 
Windung 615 
Windungszahl 571 

Windvogelviereck 174 
Winkel I 59ff. 
-, Antragen von 162 
-• Eulersche 58S 
-,  GrOBe 159 
-, Kugeldreieck 282 
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4 Mathematik im Kunstgewerbe Rotationsfliichen als Schmuckformen bei einem Keramjkservice 



S Zeichengerite I Rei8zeuge 



6 Zeichengeriite II Rechenstabe 



7 Zeichengerate m Mal1stabe, Winkelmesser und Kurvenlineale 



8 Mathematische Papiere 

-

� �
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-

2 --· 
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I Millimeterpapier 

2 doppeltlogarithmisches Papier 

3 einfachlogarithmischcs Papier 

-

4 Polarkoordinatenpapier 

5 Dreiecknetzpapier 
6 Wahrscheinlichkeitspapier 



oben und rechts 

Tongefa.Oe der jiingeren Steinzeit mit ma• 
thematischen Ornamenten 

9 Aus de, Friibzelt de, Mathematik 

unten 

Frilhe 3.gyptische Feldmessung; Malerei auf 
Stuck um 1415 v. u. Z. 



oben 

Originaltext der Hau-Aufgabe in 
demotischer Schrift 
darunter 

Transkription der demotischen 
Schrift des oberen Bildes in Hiero
glyphen 

10 Altiigyptische Mathematik 
(Moskauer Papyrus) 

Berechnung eines Pyramidenstumpfes 



Keilschrifttafel mit Fliicheninhalts
berechnungen 

11 Babylonische Mathematik 

Ausschnitt aus der obenstehenden 
Tafel 
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Elemente des Euklid, erste Druckausgabe in Europa, 1482 

12 Griechisch-rOmische Mathematik 

ROmischer Handabakus 



13 Altchinesische Mathematik 

Aus einer Handschrift 
von 1303 ( das spater nach 

B. Pascal benannte 
Zahlendreieck) 

Bambusziffern 

Chinesischer Rechenstab, 
um 1660 
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Astronomisch-mathematische Bauwerke aus dem 17. Jh. zur Bestimmung von Zeit, Deklination 
und Stundenwinkel (bei Delhi) 

14 Altindische Mathematik 

Mathematisches Manuskript aus dem 16. Jh., Kopie einer Handschrift von Bhaskara 



IS Arabische Mathematik 

Satz des Pythagoras in einer 
arabischen rnathematischen 
Handschrift aus dem 14. Jh. 

Arabisches Astrolabium fiir 
HOhenmessungen und astro
nomische Berechnungen, An-

fang des 15. Jh. 



16 Mathematik in Europa im 
16. Jh. 
Sieg des Ziffernrechnens Uber 
das Abakusrechnen. Zeitge
nOssische Darstellung von 
1503. 
Pythagoras, der als Erfinder 
des Abakusrc.chnens gait, 
sitzt griesgr�mig noch beim 
Rechnen, wAhrend Boethius 
(links), der angebliche Erfin
der des schriftlichen Rech
nens mit indischen Ziffern, 
bereits fertig ist. Die GOttin 
Arithmetica im Hintergrund 
beaufsichtigt den Wettbe
werb 

Gebrauch des Jakobstabs; 
zeitgenOssische Oarstellung 
aus dem 16. Jh. 



Altagyptische Wandmalerei: Fischstechen und Vogeljagd im Papyrusdickicht. 

Aufril3projektionen der charakteristischsten Querschnitte, vgl. etwa die Lage von Kopf und 
Schultern bei den Hauptpersonen 

17 Mathematik und 
bildende Kunst I 

Beispiele fur die 
Darstellung raumlicher 
Gebilde in einer Ebene 

Gema.Ide von Melozzo 
da Forli (1438-1494): 
Papst Sixt us IV. ernennt 
Platina zum Prafekten 
des Vatikans (Rom 
Vatikanische Galerie). 
Die Entdeckung des 
Fluchtpunktsatzes zu 
Anfang des 15. Jh. 
bedeutet einen Wende
punkt in der Geschichte 
der Malerei 



11 

Handzeichnungen von Leonardo da 
Vinci 

l 8 Mathematik und bildende Kunst ll 
Proportionen des menschlichen 
Kbrpers 

Proportionsschema von Albrecht 
Diirer 



19 Mathematik und bildende Kunst III 
Melancholic, Kupferstich von Albrecht Dilrer mit magischern Quadrat; 
entstanden 1514 (vgl. untere Zeile des Quadrates) 



A.gyptische Pyramiden bei Gizeh (geradc 
quadratische Pyramidc) 

20 Geometrische Formen in Baukunst und 
Technik 1 

Turm eincs Stadtwalls (gerader Kreiskegel) 

Altes Rathaus, Leipzig, 16. Jh. Der Turm 
tcilt die Vorderfront im Verhiiltnis des 
Goldenen Schnitts 



21 Geometrische Formen in Bau� 

kunst und Technik H 

cuartigcr Wasscrturm in 

Gcithain 

KUhltGrmc cincs Heizkraftwcrks 
(Rotat1onshyperbOl01de) 



Keil als Spaltwerkzeug Obelisk im groOen Ammontempel 
in Karnak (Alt3gypten) 

22 Geometrische Formen in Baukunst und Tec:hnik 111 

Dach einer Ausstellungshalle in Form eines hyperbolischen Paraboloids 



23 Bedeutende Mathematiker 
im 15./16. Jh. 

I Regiomotanus (1436-1476) 
2 Simon Stevin (1548-1620) 
3 Albrecht Dilrer (1471-1528) 

(Ausschnitte aus Selbstbildnis) 
4 Niccolo Tartaglia (um 1500--1557) 
5 Geronimo Cardano (1501-1576) 
6 Jost Burgi (1552-1632) 
7 Luca Pacioli (1445-1514) 

(nach einem Gema.Ide von Jacopo 
d'Barbari) 
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oben links 

Titelblatt der 1550 in Leipzig gedruckten 
Ausgabe mit einer Wiedergabe des Verfassers 
obe11 rechrs 

Titelseite der Algebra von Robert Recorde 
(durch Entgegenkommen der Verwaltung des 
Britischen Museums) 

24 Bedeutende Mathematik.er im 16. Jh. 
Adam Ries (1492-1559), Recbenmeister in 
Erfurt und Annaberg, vollendete 1522 sein 
Werk ,,Rechnung auff den Linihen und 
Feder ... ". Es wurde zum echten Volksrechen
buch und ist in Ober 90 Auflagen erschienen 

RCChenaufgabe, die den Einkauf von Vieh be
handelt (eine Seite aus dem Rechenbuche von 
Adam Ries) 



AbschluO eines Ge
schafts am Rcchcntisch, 
auf dem Linien und cine 

M-Onzcinteilung aufge• 
zcichnet sind (alter Holz

schnitt) 

25 Aus alien Rtcbenbiicbem 

Berechnung des Jnhalts 
von flisscm (d. i. 

Visieren) 
Titelblatt des 1531 in 
Niirnberg gedruckten 

Visierbilchleins von 
Johann Frey 



Boyneburg-Portal zur Wissenschaftli
chen Bibliothek der Stadt Erfurt. Zu 
den bibliophilen Kostbarkeiten dieser 
BUcherei gehOrt das 1532 erschienene 
Rechenbuch von Adam Ries 

26 Zwei Bibliotheken 



27 Staatlicher Mathematisch-Pbysika
lischer Salon I 

Schrittzahler, 1741 

Aufgeschlitzter Bambus als Zahl
stock (Sumatra). Darunter Kcrb
holz. Bcim AbschluB eines Ge
schafts wurdcn gleichzcitig in bcide 
incinandcrgelcgtcn HOizer die cnt
sprechcnden Kerbcn cingeschnitten. 
Jcdcr Partner erhielt dann eine 

Ha.Jfte als Rcchtsunterlage 



28 Staatlicher Mathematisch-Physikalischer Salon 11 
Rechenpfennige mit Rechendose, 16. Jh. 



29 Staatlicber Mathematisch-Physikalischer Salon lII 
Auftragbussole zum Messen und graphischen Festlegen von Strecken und Winkeln im Gelande, 
um 1600 



Darstellung einer Rute durch Aneinandersetzen von 16 FUl3en; aus 
Jacob KObel, Geometric, Frankfurt 1616 

30 Alte LiingenmaBe 

Mel3stiibe mit verschiedenen Zolleinteilungen aus dem 16. Jh. 



Aufklappbare Sonnenuhr 
aus Elfenbein 

31 Alie MaOe 

Einsatzgewicht fur 50 Mark, 
Nurnberg I 588 



DISCOURS 

DE LA METHODE 

Pour bien conduirc (a raifon,& chercher 

la verite dans les fciences. 
p L US 

LA DIOPTRIQVE. 

L E S M E T E O R E S. 

ET 

LA GEOMETRIE. 

Ji..!!.i font des effeis de Cele M li TH ODE. 

A LE Y DE 

De l'Imprimerie de [AN MA 1 RE. 
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Auec Priuilege. 

32 Bedeutende Mathematiker im 17./18. Jh. I 
Titelblatt des von R. Descartes verfaOten Werkes ,.Discours de la Merhode''. dessen Teil 

.. La GComCtrie" die Grundlagen der analytischen Geometric enth3.lt 



33 Bedeutende Mathematiker im 17./18. Jh.11 
oben links Rene Descartes (1596-1650) obe11 rechts Blaise Pascal (1623-1662) 
Miue Rechenmaschine von Pascal unten Rechenmaschine von Leibniz 



J.a Bedeutende Mathemati
kcr im 17./18. Jh. III 

1 Franc;ois ViC::te 
(Vieta; 1540-1603) 

2 John Napier 
(Neper; 1550-1617) 

3 Galileo Galilei 
(1564-1642) 

4 Johannes Kepler 
(1571-1630) 

5 Bonaventura Cavalieri 
(1598-1647) 

6 Pierre de Fermat 
(1601-1665) 

7 James Gregory 
(1638-1675) 





obe11 links 

Jakob Bernoulli (1654-1705) 
oben rechts 

Johann Bernoulli (1667-1748) 

36 Bedeutende Mathematiker im 17 ./ 18. Jh. V 
Die Schweizer Gelehrtenfamilie Bernoulli 
brachte innerhalb dreier Generationen 
acht bedeutende Mathematiker hervor. 
Die drei wichtigsten sind Jakob Bernoulli, 
sein Bruder Johann und dessen Sohn 
Daniel 

Daniel Bernoulli (1700-1782) 



37 Bedeutende Mathematiker im 18. Jh. I 

Leonhard Euler (1707-1783) 



38 Bedeutende Mathematiker im 
18. Jh. LT 

I Brook Taylor (1685-1731) 
2 Moreau Maupertuis 

(1698-1759) 
3 Johann Heinrich Lambert 

( 1728-1777) 
4 Joseph Louis Lagrange 

(1736--1813) 
5 Gaspard Monge 

(1746--1818) 
6 Adrien Marie Legendre 

(1752-1833) 
7 Jean Baptiste Joseph 

de Fourier (1768-1830) 



39 Bedeutende Mathe• 

matiker im 19. Jh. I 

Handzeichnung von 
Janos B61yai zur 
nichteuklidischen 
Geometric (J 820) 

rech1s Janos B61yai 
(1802-1860) 

links Nikolai Iwano
witsch Lobatschewski 

(1792-1856) 
Beide entwickelten 

fast gleichzeitig unab
hiingig voneinander 

cine nichteuklidische 
Geometric (hyperbo-

lische Geometric) 

( 



Unterschrift von GauD 

links Portriit des jungen GauD 
rechts Gau8 im Alter 

40 Bedeutende Mathematik.er im 19. Jh. II 
Einer der grOBten Mathematiker aller Zei
ten war Carl Friedrich Gau8, geb. 30. 4. 
1777 in Braunschweig, gest. 23, 2. 1855 in 
GOttingen 

Die Universitat in GOttingen, an der GauB 
nahezu 50 Jahre wirkte 
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41 Bedeutende Mathematiker im 19. Jh. m 

J.i 

Eine Seite aus dern wissenschaftlichen Tagebuch von GauB (30. Marz bis 24. Mai 1796) 



42 Bedeutende Mathematiker in 
19. Jh. IV 

I Friedrich Wilhelm Bessel 
(1784--1846) 

2 Augustin Louis Cauchy 
(1789-1857) 

3 Jakob Steiner (1796-1863) 
4 Niels Henrik Abel 

(1802-1829) 
5 Peter Gustav Lejeune 

Dirichlet (1805-1859) 
6 fvariste Galoi� 

(1811-1832) 
7 Pafnuti Lwowitsch Tscheby

schow (1821-1894) 



43 Bedeutende Mathematiker 
im 19. Jh. V 

I Carl Gustav Jacobi 
(1804--1851) 

2 Bernhard Riemann 
(1826--1866) 

3 Leopold Kronecker 
(1823-1891) 

4 Karl WcierstraO 
(1815-1897) 

5 Arthur Caylcy (1821-1895) 
6 Sophus Lie (1842-1899) 
7 Sonja Kowalewskaja 

(185�1891) 



Integraph zum Zeichnen der Integralkurve zu einer gegebenen Funktion oder Differentialgleichung 

44 Matbematische Gerite 1 

lntegrimeter zur Ermittlung des integrals zu einer gegebenen Funktionskurve 



Fahrarm 

--"'·"'·�"'"l""'"'"'"'•""'i--·•�"'�"'•"'-"""'""'"_:.__/ 

Fahrlupe 

I 

Kompensationspolarplanimetcr mit Polarm. zur Ausmessung von Flachcn auf Karten und 
PUinen; der Fahrstift ist als Lupe ausgebildet 

45 Matbematlscbe Geriite 11 

Kompcnsationspolarplanimeter mit Polwagen, zur Auswcrtung von bandfOrmigen Diagrammen 



Prazisionspantograph zurn Verkleinern, VergrOBern und Kopieren von Karten, Planen und dgl. 

46 Mathematische Gerite 111 

Kleinkoordinator fur rechtwinklige Koordinaten zum Vermessen von Koordinaten bzw. zum 
Zeichnen von Punkten, deren Koordinaten gegeben sind 

I I 



47 Mathematische Geriite IV 

Harmonischer Analysator zum 
Ermitteln der Fourier-Entwick
lung einer periodischen Funk-

tion 

Differentiator (Derivimeter) zurn 
Ermitteln der Tangente bzw. der 
Normale einer gezeichnet var-

I iegenden K urve 



48 Bedeutende Matbematiker 
im 19./20. Jh. I 

I GeorgeStokes(18l 9-l903) 
2 Richard Dedekind 

(1831-1916) 
3 Georg Frobenius 

(1849-1917) 
4 Georg Caotor (1845-1918) 
5 Henri PoincafC 

(1854--1912) 
6 Felix Klein (1849-1925) 
7 Emmy Noether 

(1882-1935) 



49 Bedeutende Mathematiker 
im 19./20. Jh. II 

1 David Hilbert (1862-1943) 
2 Elie Joseph Cartan 

(1869-1951) 
3 Henri Leon Lebesgue 

(1875-1941) 
4 John von Neumann 

(1903-1957) 
5 Hermann Weyl (1885-1955) 
6 Jaques Hadamard 

(1865-1963) 
7 Stefan Banach (1892-19451 



50 Vermessungswesen 

Trigonometrischer Punkt (TP) 



51 Mathematisches Kabinett l 

Praktische Arbeit von Schillern 
einer Oberschule 

Arbeiten an einer Hafttafel 

Winkelbestimmung mit einem 
selbstgebauten SchillerUbungs

ged.t 

Gro8rechenschieber fur Unter
richtszwecke 



KonstruktlonsObungen an dcr Wandtafel 
links Bcrechnungcn an cmcm Exhaustortcil 

52 Ma-•- Kablaott U 

Anwcndungen zum Lchrsatz von Pytha� 
goras 



53 Modelle fiir den Mathematikunterricht 

I Wilrfel mit FU\chen- und Raumdiago-
nalen 

2 Prisma zerlegbar in drei Pyramiden 
3 Zylinder mit Querschnitten 
4 Kugel zerlegbar 
S Doppelkegel mit Schnitten 



Negativ und Positiv einer fotografischen Aufnahme (Magdeburger Reiter) 

54 Spiegelbilder 

Spiegelung im Wasser (GroBgaserei) Schiffsdiesel in Links- und in Rechtsausfuhrung 



SS Variationsprobleme 

Die Ausbildung einer Minimal
fliche bei einer Fischreuse 

Die Ausbildung einer Minimal
flache hei einer Seifenblase 

Der Weg des Lichtstrahls von A 
nach B ist die LOsung eines 

Minimalproblems 



56 Mathematiscbe Moclelle 

MObiussches Band, eine 
,,einseitige" Fl3.che 

Zyklid, geschlossene Flache, 
die wie der Torus vom Ge
schlecht I isl 

u111e11 links 

Betragsft3.che der Funktion 
w = e 1J: in der Nachbar
schaft der Stelle z0 = 0 
11111e11 rechts 

Pseudosphare, einfachste 
Flache konstanter negativer 
KrO.mmung 




