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Liebe Leser!

Sie halten heute zum ersten Mal disse Zeitung in der Hand.
Vielleicht werden Sie im weiteren zu unseren stindigen Le-
sern zdhlen und Freude darzn finden, sufgeworfene mathemaii-
sche Probleme zu 18sen und selbst welche zu stellen.

Unser Anliegen, das wir mit dem Herausgeben dieser Zeitung
verbinden, ist, das mathematische Klima an den Schulen weiter
zu verbessern und Sie zur Beschéftigung mwit der Mathematik

zuregen beziehungsweise Sie beim Erarbelten methematischer
Theorien zu unterstiitzen.

Wir hoffen damit einen Teil dazu beizutrzgen, den Baschluf zur
Verbesserung und weiteren Entwicklung des Mathematikunter-
richts in den allgemeinbilden polytechnischen Oberschulen

der Deutschen Derokratischen Republik durchzusetzen, in-dem

es untier anderem heifBit:

"Zur Verbesserung der mathematischen Bildung und Erziehung ist
eine vielseltige Bet&tigung der Jugend auf mathematischem Ge-
biet mit Unterstiitzung der breiten demokratischen Gffentlich-



keit zu entwickeln. Die auBerunterrichtliche Arbeit auf dem
Gebiet der Matrematik muS zum festen Bestandteil der mathe-
ratischen Ausbildung der Schiiler werden,”

"Die Leitungen der Frelen Deutschen Jugend und der Pionier-
organisztion "Ernst Th&lmann" haben dafliir Sorge zu trage:,
deB des Interesse der Schiiler an der Beschiftigung mit der
lathematik entwickelt wird und eine breite Rewegung zur An-
cignung sicheren mathematischen Wissens und Kéruiens unter aen
Schillern entsteht.”

¥achdem wir 1964 im Stadtgebiet Jene begommen hetten, durch
die Griindung von Schiilerzirkeln die auBerunterrichtliche Be-
schiiftigung der Schiiler mit der MNathematik zu fiurdern, waren
wir bestrebt, auch iiber den Grtlichen Bereich hinaus wirksam
zu werder. Ein Ausiruck dessen sind die seit 1965 fiir Schii-
ler des gesamten Bezirks Gera regelméBig durchgefithrten lathe-
matik-Spezialistenlager. Da di® Zeitdaner und die Teilnehmer-
zahl dieser Lager beschrdnkt sind, wollen wir mit der Heraus-
cabe dieser Zeitung eine kontinuierliche Anleitung filr einen
groflen Interescentenkrels erreithen.

Tn unserer gesamten bisherigen Arbeit, insbesondere bei der
Herausgabe dieser Zeitumg, wurden wir von der SED-Grundorga-
nisation der Friedrich-Schiller-Universitit Jena tatkriftig
unterstiitzt. Aus diesem Grunde legen wir die erste Nummre:r un-
serer Zelitung den Delegierten der Wahlversamrlung der SED-{rund-
organisation der Friedrich-Schiller-Universitit Jene vor.

Vielleicht werden Sie, liebe lLeser, sogar soviel Freude an
der Mathematik gewinnen, daR Sie sich entschliefen, sich spi-
ter weitér dieser schbnen Wissenschafi zu widmen.

Wir werden regelmiBig kleine Gebiete deér Methematik abhan-
deln. Es soll Ihnen dadurch ermdglicht werien, die eine oder
die andere Aufgebe besonders geschickt zu l@sen, aber es soll
auch dazu dienen, Thnen einen groSeren tberblick iiber die ver-
schiedenen Gebiete der Mathemati% und ihrer Anwendungsbe-ei-
chie zn geben.



Weiter werden wir Ihnen regelméBig eine Vielzahl von Auf-
gaben vorlegen und Thre ILosungen vercffentlichen. Dariber
hiraus bietet Ihnen unsere monatliche Preisaufgabe Gelegen-
heit, Thre Bibliothek um einige wertvolle Fachbiicher zu
bereichern,

AuRerdem werden wir Sie mit neuen Forschungsergebmissen,
d¢ie in Beziehusng zur Mathematlk stehen, sowie mit alktu-
sller Problemen der Entwicklung der Mathematik vertraut
~mzchen,

sie haben die Méglichkeit, Fragen, die Siec beschiftigen,
'ne zu tUberritteln. Wir werden bemiiht sein, zufrieden-
=tellende Auskiinfte zu erteilen.

Wir hoffen, mit Ihnen in ein reges und sicher fiir beide

Seilten anregendes Gespréch zu kommen.

AUFGABEN: (1.Serie)

Q,¥lasse: (2.1) Sei a ungerade und nicht durch 3 teil-
bar. Es ist zu beweisen, dul damn o -1
durch 12 teilbar ist.

(9.2) In ein Dreieck ist ein Kreis einbeschrie-
ben, der die Seiten des Dreiecks in den
Punkten L, N, K teriihrt. Zv teweisen
ist, daf das Dreieck A& Iili stets
spitzwinklig ict,

10.Klasse: (10.7) Folgendes Gleichungssystem ist zu lOsen:
Xy + Xp + X3 = C
Xe * x3 + X, = 0

[ =9

0
0

Xga * Xq100" *1

(10.2) Zu beweisen ist folgendexr Satz:
Wenr |x}{<?1 und 1yi<1, so ist



11./72.Xlasse: (11.12.1) BEs sind alle Paare (x,y) der po-

sitiven ganzen Zahlen zu bestim-
ren, fir die

TJ?-!-Y:?:W ist,

(11.12.2) BEs ist zu beweisen, dafB fiir alle
ganzem n (n22) mit |x|<1 die Un-
gleichung

2% > (1-x)® + (14x)®
er2{illt ist.

Selbstversténdlich kann jeder Schiiler die Aufgaben Jeder
Xlassenstufe lésen., Die Losungen (eusfithrliche Lisungswege)
bitten wir mit Angabe der Verfasser oder des Verfassers
(Name, Alter, Schule, Xlasse) einzusenden an:

Sektion Mathematik

an der Friedrich-Schiller-Universitédt Jena

€0 Jene

Eelmholtzweg 1

Kennwort: "Die WURZEL"

PREISAUFGARE:

(P.1) Gegeben seien in der Ebene zwel sich schneidende
Ceraden und ein nicht auf den Geraden liegendexr
Punkt P. Zu konstruieren ist der Kreis, der durch
P geht und die Geraden beriihrt. (Eindeutigkeit?)

Fir Jeden vollsténdigen ILosungsweg der Freisaufgabe erhilt
der Einsender einen Wertopunkt. Fir fiinf Wertpunkie erhilg
der Einsender- ein Buch. Sollten pro Monat mehr als drei
Einsender fiinf Wertpunkte hesitzen,'entscheidet das Ios
(unter Ausscrluf des Rechtsweges), Falls ein Besitzer von
fiinf Wertpunkten nicht unter die Gewimner f&llt, nimmt er
automatisch an der fclgenden Auslosung teil.

Die Tésungen sind unter dem XKennwort "WURZEL-Preisaufgebe"
bis zur 20, des jeweiligen Erscheinungsmonets (Datum des
Poststempels) an obige Adresse einzusenden.



Wir behalten uns vor, auch fiir besonders gute Ldsungen
der Ubrigen Aufgeben sowie fiir besonders interessante
eingesandte Aufgaben (mit ISesung) Wertpunkte zu verteilen.

LASERSTRANL ALS ICT

#in Jas-Laser-Gerit ist beim Bau des Moskauer Fernsehturms
eingesetzt worden., Das Geridt ist auf der GrundflZche des
Turms installiert und sendet zur Lachtzeit einen Strahl
vertikal gerau in den Himmel, eine leuchtendrote Achslinie
des Turms. Die Messungen gestatter die genaue Uberpriifung
der gegosscener Betonwinde. Sie miissen nachts vorgerommen
werden, weil sich der Turm am Tage unter Einwirkung der
Sonnenstrahlen leicht von der Sonre wegneigt.

¥

TISCHRECHEER '

Das Mustergerit eines elektronischen Tischrechuners wurde

in der Volksrepuhlik Bulgarien fertiggestellt. Der fast
ausschliePlich mit Halbleiterbauelementen bestiickte Reckh-
ner kanr insgesamt 22 TFunktionen ausfithren. Er 1ift sich

en elektrische Schreibmaschinen anschliefSien, ur die Rechen-
ergebnisse auszudrucken.

*

MATHEMATISCIES MOTDELL i
Ein Modell der lebender. Iunge ist von Wissenschaftlern der
Columbia-Universitdt und Mathematikerm der Internationalen
Buromaschinen Cesellschaft entwickelt worden. Das Iungen-
modell besteht aus drei komplizierten mathematischen Glei-
chungen, die gleichzeitig auf dem Elektronenrcchuner aufein-
ander abgeétimt laufen und zusamwen s&mtlicke Lungenfunk-
tionen ergeben.

%*

-

KILEINFORMRECEKER VON IBM

Y1t der llallen 29X26x8,8 cr stellte die Pirma IBM ihren
kleinsten Elektronenrechner her. Die mit Diinnfilmkreisen
ausgeristete Maschine hat ein Speicherungsvermigen von
2340 bit und kann in einer Sekunde 56000 Additionen aus-
fithren,



Ir Dezember lief in allen Xreisem die 2. Ctufe der Olympiade
Junger Matlematiker der DDR. Wir mdchten in dieser ersten
Nurmrer imserer Zeitung die ISsungen von zwei Aviicben ver-
¢ffentlicren, die vir aus den rich’igen Lﬁsﬁngen degs Kreises
Jena hercusgegriffen »aben.

Weitere Rericnte von den Clympiladen werden folgen.

Klasse 2, 2. Aufgabe:
Innerhalh des Kreises k mit dem Mittelpunkt M und dem Radius
von der Lénge r liege der vor Mittelpunkt verschiedene Punkt T.

Ionstruieren Sie unter allen Sehnen durch P die wirzesue!
Lésung: {(ven ManZred Fischer, Kl.- ¢, Spezialoberschuic des
VEB Carl Zeiss)

2 < (%) + FI°

2 — )

\ (g) = 1'2 - ML

v ) -
g =2 drz - ﬁiz

Der Wurzelwert ist am kleinsten, wenn
ML an.grolten ist.

2 o 2 e
ASein = 2V1‘ - (iIgax)”. TL ist Kathete im rechtwinkligen

Dreieck A MLF, d. h. VL ist dann ar zréften, wenn FL = P
N By = 21}1-2 - 2.

ML, ls sminj_lw:P.

Xonstrukticnsheschreiburg:

Man zeichne die Strecke MF eir und errichte auf ihr im Punkt
P die Senkrichte. Diese Senkrechte schneidet dea ¥reig in

S, und S,. Die Strecke 5,5, ist die kiirzeste Sehne im ireis X,
die durch den Punkt P verliuft.




¥Ylasse 1C, 3. Aufpgabe:

Auf eizem (ebenen) Zeichenblatt sind eir Punkt 4 und zwei nicht
parcllele Gercden gy urd g, geceben, die micht durch A geher
uné deren Schznit“punkt S auferhaly des Zeichenblattes liegt.
Konstruieren Sie die Vertindungsgerade durch A und S so, dal
die sescmte Xonstruttion sul dem Zeichenblatt erfolgt.

Lisung: {von Elisabeth Martin, Kl. 10, EOS Grete Ur: ‘ein)

Kozstrvktionsbeschreibung:

Seien der Punkt A vnc die Geraden g, uné g, gezeicknet. Kan

zeichne éurch 4-eine beliebige Gerade g,, dle g Lzw. g5 X

54 bzvw. S, schneidet. Zur Gercden g zeichne man eine beliebige
Faralilele 8q' die g4 bzw. g, in S4' hzw. S,' schneidet.

Durch MNebenkonstrukiisn Zindet ran &uf ga' der Punkt A', der die
wirecke 5,'5," inm sleichen Verh#ltris teilt wie der Punkt A die
Strecke §?§2. Die Gerade g, durch A und A schneidet g, und g,
in S.

Begrindung:
Y.ach Konstruktion ist

Dann ist sber dle gesamte Figur eine Strehlensatzfigur und

Ge schneidet g, und 3o in S.

ILehervonstruktion:

. X
Teilung der Geraden g.' im vorgesebenen Verkhéltnis Z:

el 45, gezeichnet. In 51 trrge man in beliebigem Winkel
(#180°) die Strecke 5,'B,' an und verbinde zum Dreieck (siche
Skizze). Die Strecke 8,5.' verschiebe man parallel ih; Ao

o B &



1" Sq ) S. Diese Parallele cursh Sertel-
de S5,.'8.' In A'. Joxm Hedilt A4°
1.°2
81'82' im gewinschven Verhi . t-
A nis (Strahlensatz).

{ven Zanmes Peuker, wiss., Mitarbeiter)

2l zahlreichen Problemen aus dem wirtschaftlichen, techniscihon
und wissenschaftlichen Leben spielen Systeme von livearosn Clzi-
cnungen eine wichtige Rolle. 8o erfordern zum Beispiel di=
Jektierung einer Brilckenkonstruktion oder die Br-telluiz - i-e-
Wetterberichtes bereits die ISsung von mehreren nuvncsry 17 .-
aren Gleichungen mit ebensoviel Unbekannten.

Daher ist es versténdlich, daB die Mathematiker =ci: iz -
Zeit der Entwicklung von ISsungsmethoden fiir lineaz: 71
chungssysteme besondere Aufmerksamkeit gewidmet nob.x, Ho.. .
existieren eine stattliche Anzahl verschiedener L¢sungsveriai-
ren, sc daB tei der Bearbeitung eines linearen Uleichumnysaysi- s
unter Beriicksichtigung der Aufgabenstellung und der vorianderen
Rechenhilfsmittel die giinstigste Methode susgewihit werde: ¥run.
Es s0ll im folgenden eine sehr schone Iidsungsmethode fiir lirzr-
re Gleichungssysteme beschrieben werden, die trotz ihrer Iiafrin-

il e 18 e

o

h1eit héufig benutzt wird, um .Gleichungssysteme mit Hilfe von -lek-

tronischen Rechenautomaten zu behandeln.

Die Grundidee des Verfehrens wird bereits am folgemmen einls
Beispiel deutlich.
AUZGARE 1: Man 18se das lineare Gleichungssystex

. 5% . gom
(1) X - 2y = =4
{Fatiiriich findet man die ISsung sehr schnell duren I ohicria

R

cder durch -die herkdmmlichen ISsungsverfehren, Unazecr Zis -+

es aber, am einfachen Beiepiel die Methode zu stugjo-c-®

Die Aufgabe 1 ist gleichwertig mit folgender Aufrave 7',



AUPGABE 1': ' Man bestimmz2 eln ccliches Wert:resr

B = BE o o (x;y), Tir das die Grifen F, und
(2) ! ¥p, @ls Fehlexsrdfen helfen sol-

t = - 4 " -

s = 2y + Zen, den ¥ert T:il arnehmer,

L

Setzt man in (2) beliebige Wertw a1 Vg flir < ord y ein, eo
kann man nicht erwartem, dal ¥, und F, verscawinden; es werden
wirkliche TFehler auftreten. kMen kann aber versuchen, in mehre-
ren Schritten an den angenommenen Werten x, und Vi soiche Xor-
rekturen Ax uné Ay ancubringen, daB die ﬁhro uivicrte dex

Fehlergrofien F, und *, von Schritt zu Schritt klciner werden

1 2
und schliefilich ganz verschwinden. Auf diese Weize nEhertv man
sich bei jedem Schritt der gesuchten Losung (i,r) ven (7).

Natirlich mufBl man wissen, wie sich elne Ver8nderung der Werle
x und y auf die Fehlergrbfen Fqound T, euswirkt. Dieser Zu-
sammenhang wird durch die Koeffisilenten des Gleichungseystems
(1) geliefert.

Die kleine Tabelle zeigt, daB zum Beispieli eine Korrextux

Ax = Ay = 1 Ax = +1 am x-Viert den Wert Fy 1o L

+ ho 3 Yo

I AFq +2 -1 und den Wert F, om 1 exhtht. Adnelcs

AT i _p |Dbewirkt eine Korrektur Ay = +1 en
p =0

y-Wert eine Erniedrigung des Wertes
von F1 um 7 und des Wertes von Yz ust 2.

Wiv beginnen das ILdsungsverfahren mit den Werten x0=ye=c. Wie
ren sich leicht an (2) dberzeugt, folgt F, = -7, F, = +4.(Ver-
gleiche die folgende Tabelle!) Durch eine EKorrektur Ax soll
74 = 0 erzwungen werden. Die Korrektur Ax = +3,5 lcistet

cas Gewlinschte. Aber ¥, hat sich durch diese Korrektur auf

F2 = +4 + 3,5 = +7,5 erhdht., Bun wird y korrigiert, sc -7
P, = 0 wird. Fiir die Korrektur Ay folgt Ay = +3,75. §ro

kat sich F1 aber wieder auf 0 - 3,75 = -3,75 verbiisst. O
Absolutbetrége der Fehlergrofen sind aber bersi . “_alier
geworden. Man korrigiert in einmem nidchsten Schri~* » wiedw:

so, daf Py wieder Full wird. Die abwechselnde Ycrrakbir wo-
X und y wird solange fortgesetzt, bis die Fehlerzriilm 1.
und F, verschwunden sind, oder aber eine vorgegsuene e,
rauigkeitsschranke unterschritten haben. Dann Lmicihs dos
Verfahren adb. Das Schema zeigt die welteren Sohritis =is
zum Abbruch. Zum 3chluB werden alle Xorrekturen i bazw,
Oy aufaddiert und zum Ausgangswert x, bzw. y, addiert,

v B e



Fyq Fy |
x, = 0,00 Yo = 0,00 -7,00 +4,00 0. Schritt
OHX = +3,50 . 0,00 +7,50 | 1. Schritt
- Ay = 43,75 -3,75 . 2. Schritt
AxX = +1,88 - 0,00 +1,88 | 3. Schritt
- Ay = +0,9% -0,94 0,00 4. Schritt
ox = 40,47 - 0,00 +0,47 5. Schritt
- DY = 40,24 -0,24 0,00 6, Schritt
OHx = +0,12 ‘0,00 +0,12 T. Schritt
’ ‘ Ay = +0,06 -0,06 0,00 E. Schritt
Ax = +0,03 - 0,00 0,03 | 9. Schritt
AY = 0,02 -0,02 O,QD_ 10, Schriti
Ax = 0,01 * 0,00 0,01 | 11. Schritt

6,01 5,01

-

(Sémtliche Werte von A x und A y sind auf zwei Lezimalen
gerundet. Daraus erklért sich der kleine Eodlall:=v'.

Die so erhaltenen Werte x = 6 und y = 5 lésen diz Giei-
chungssystem (1). Natiirlich wiren auch andere Auszangswer-
te (xo, yo) moglich gewesen. Auch h&tte man mi+ dor XKorrek-
tur von y beginnen kbtnnen. Es ist zu bemerlken, <ai das he-
schriebene Verfahren eine sehr einfache graiische Deutung
gestattet, die wir Jedoch in der n¥chsten Nummer heschrei-
ben wollen.

Interessenten knnen nach der genannten Methode dzs lineare

Gleichungssystem X +y=5,5

x -2y = -5 lésen.

Die beschrisehene Methcde zeichnet sich dedurch aus, daB sie
ohne weiterés'auf Systeme mit sehr vielsn linearen Gleichun-
gen lbertregen werden kann. Sie ist unter dem Nemen "Relaxa-
tionsmethode™ in der Fachliteratur dargestellt. Entsprechen-

de Litersturhinweise kOnnen von der Schriftleitung gegeben
werden.

Herausgegeben vom FDJ-Aktilv der Sektion Mathematik an der

Friedrich-Schiller-Universitdt Jena.

Schriftleitung: Klaus Fischer, Hansgeorg Meifne:

Mitarbeiter: X. EKuse, H. Peuker, H. Schirrmeister, J. Schwarz
L. Staiger, R. Wackernagel.

Die Zeitung erscheint monatlich zum Preis von C,10 MDN.

Bestellungen sind an die Mathematiklehrer der =05, LZBS und

805 2zu richten.
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Herausgegeben vom FDo-Aktivs der Sektion Methemat 'y
an der TFriedrich - Schiller - Universitut Jens

Methemat‘k-Spezialistenleger des Bezirkes Cera - Februar 10467

In der Zeit vom £, 2, 19R7 bis 13, 2, 19067 finde* in Iobemsteinr

des 5, Mathematik-Spezialistenleger des Bezirkes Cerz statt.

Hier werden sich die erfolgreichsten Teilnehmer der "Rezirksolym-~
- piade Junger Mathemztiker" treffen, um ihre mathemstischen ¥Xennt-

nisse zu erweltern und sich fir die DDR-Olympiade vorzubereiten.

Die fackliche Betreuung liegt wieder in den THnden vor Mitarl.ci-
tern und Stﬁdenten.der Sektion Mathematik an der Friedrich-3ckil-
ler-Universitét Jena. Binige Probleme der Zahlentheorie, Geomet:i:,
Algebra, Vekto}rec%nung, Ungleichuongen und AbschEtzungen werden
Inhelt der Seminare sein. Um den Schiflerr eipen kleiner Binblick
in die vielfadltigen Anvendungsgebiete der modernen Mathematik zu
geben, werden auflerdem roch Vortrége mit den folgenden Themen 2€ -
ralten: . - _

1. Perspektive und Arbeltsmbglichkeiten e nes Mathematikor

2. Einige einfache ungeltste Probleme der Mathematilk

. Lernen von .utomaten .

. Einfache Probleme der Wahrscheinlichkeitsrechnung

Probleme und Schwierigkeiten bei der automatischen Uberse:zax -
» Anwerdung der komplexen 2c¢hlen '

5 AL . B+ N WY )



Trotz dieses umiahgreichen Programms wird die Erholung rei
Sport und Spiel nicht zu kurz kommen.

Wir hoffen, deB auch das 5. Mathematik-Spezialistenlager fiir
alle Beteiligten ein schtner Erfolg wird,

Das Entstehen der Wahrscheinlichkeltsrechrung

(vor Harcld Schirrme¥ter, wiss. Assistent)

Der frerzisische Mathematiker Blaise Pascal (1623-1662) er-
hielt von dem Edelmann Chevalier de Meré, der wie viele seivn”
Stendes ein leidemschaftlicher Spleler war; Aufgsben vorgela:l,
die ihm bremnnend interessierten. Eine disser Anfgaben wer Cie

- folgende: '

7wei Personen A& und B wollen mehrmals hintersinander ein Spisl
durchftihren, tel dem beide die gleichen Gewinnchancen heben

(z. B. Werfen eciner Minze, wobel wpanl® Gewinn 'bzw. "Wappen®
Verlust bedeutet). Wer zuerst p-mal gewonnen hat, soll den
genzen Einsatz erhelten. Aus unvorhergesehenen Griinden mfl cor
Spiel zu einem Zeitpunki abgebrochen werden, zu dem der Cple-
ler A m-mal (m<p) und der Spieler B n-mal (n < p) gewonnen hat.
wie ist der Einsatz unter die Spieler aufzutellen?

Dazu ist zu sagen, daB eine proportiomale Aufteilung nech der
Anzahl der gewonnenen Partien, also A erhilt m und B erh&lt
n-Teile, nicht in Frage kommt, da dabel die noch zu spielen-
den Partien vollstindig umberiicksichtigt bleiben. Pascel teil-
te seinem Landemann Plerre de Fermet (1601-1665) dieses Prol-
lem mit und beide gelengten fir oiren Spezialfall (p = 3,

m = 2, n = 1) auf-verschiedenen Wegen zu demgelben Ergelnic.
Zuerst wollen wir das Verfshren Pascals beschreiben: das ercoe
Spiel, dse durch den Abbruch nicht zuetende gekommen ist, hiite
te mit gleicher wehrscheinlichkeit entweder A oder B gevinnei
kénnen. Palls A gewonuen hétte, wiirde er dén gesambtern Einss’v
erhelten., Im Falle eines Sleges ven B haben beide awel Spiela
gewonnen und in diesem Pall kanv jeder nur’die Hilfte des Lin-
gatzes besnspruchen. Beide Muglichkeliten sind gleichwahn-
scheirlich. |



woller wir den Einsctu auf die Spleler verteilen, ist folgen-
des Vorgehen richtig; A kenn im ersten Fall Sus gesemte Seld
and in zveiten Tall die TElfte des Geldes fir sich bheanspru-
chen, da man fUr die gxwel mtglichen Fille den Binsciz E nal-
bieren mul, erhilt 4§ + 2 . Inegeremt erhilt A also % und

s 7 ﬁ deg Dinsctzes.

Teimet 1Bste des Froblem auf Tolgende Veize. Fr zing von der
Tatezche aue, doR zur Reendigung dec Spleles insgessmt hich-

steng p-u+p-n-1 Partiern notwendig sind, was ja leicht eirnzuse-
her ist; in dem betrachteten Spezialfell also hichstens 2.
Terner unisrsuchte mar alle Moglichkeiten fiir den Ausgang zwei-
er Spiele, Wir wollen dar mit Hil‘e einer Tabelle tur. DNie
Puckstzlen geber immer an, wer gewonnen hat,

¥ 11 B X

A A B 3
3 A B

Tie MBglichkeiten egind alle gleichwzhrschoinlich. A gewinnt
in 3 von den 4 Fallen {I, II, III) und B in einem., Demzufol-
£ kann A g und B I £ee Eincotzes heanspruchen,

Rererkenswert ist vor allem, G2B I und II als verschiedeue
Pille gefiirr+ werden, ohwohl des gesambte Spiel bercits been-
det ist, nachdem A die erste Partie gewonnen hat. Ein anderes
Vorgehen ist aber T lsch, denn wiirde men T und II in einem Tull
vereinigen, so wire dieser nicht gleichwehrscheiniich wit IIZ
oder IV. Das Vérfshren Termats 158t sich leicht verzllgenmei-
nern, Die ¥Sglichkeiten wecchsen jedoch reoech mit zunchmenden
Differerzen p-n uné pem,

Durch solclie Anregungen und Untersuchungen ist die Wahrschein-
Yienkeitprechnung entstanden und ¢le Theorie der Gliicksspilele
sowie die BDeschiiftigung mit dem Versicherungs- und dem Gerichts-~
weser (Indizienbeweis u, &.) boten zu Beginn auch auf Grund des
relativ niedrigen Entwicklungsstandes der Wissenschaft dle ein-
ziger Anvendunssmiéglichkeiten dieser neuen mathematischen Dis-
irlir. Trotzdem weren die damaligen Mathematiker iliberzeugt,
dz? die Wshrschelinlichkeltsrechnung in Zukynft bei der Tntex-
suchurg von lisseener:cheirungen eine grofe Rolle spielen
wird.



Mit Hilfe der Wahrscheinlichkeiltstheorie bekommt man Mig-
lichkeiten in die Hand, im Einzelnen unbestimwte Vorginge
in der Gesamtheit 2zu beschréiben.

(Literatur: Jaglom, Jeglom: *Wahrscheinliochkeit und Information")

AURGABEN: (2. Serie)

9, Klasse: (9.3) Welche der beiden Zahlen ist grbfer
1965 1966
10774 1 gor 107 41 s
101966, 4 101967, 4

(9.4) [a] ist die gréBste ganze Zahl, die
nicht gr¥Ber idt ale a.

Man 16se: [I s 1]='x &
3 C2

10. Klssee: (10.3) Bs ist zu bewelsen:
Wenn die Summe der Quadrate zweler genzer
%ahlen durch 7 teilbar ist, so ist Jjede dex
Zahlen durch 7 teilbar.

(10.4) Der Winkel von 19° ist mit Hilfe von Zirkel
und Lineal in 19 gleiche Teile zu teilen!

11./12.Klagse: (11.12.3) Drei Freunde wollen von A mach B.

Thnen steht debei ein Motorred mit Sozius
zur Verfiigung, das mit der Geschwindigkedit
ALT fdhxrt. E_inl.Mgﬁnger liuft mit der Ge-
sohwindigkelt. vo.

'Hﬂléhbf%é%kﬁrzest mgliche Zeit, in
der die Freunde von A nach B gelangen kin-
nen?



(11.12;4) Inmerhaldb eines Kreises miw dor
¥ittelpunkt O ist ein Fuukt 4 = o
gegeben., Man firde den Furnklt ¥ o
der Periphevie so, del der ¥Win-
kel & AMC maximel wirc.

Achtung! Achtung! Achtung! Achtung! Achtung! Achtung! Achtoxg.

Auf Grund der zlle unsere Erwartungen ivertreffenden Mechirzi-
sehen wir uns gentdtigt, die erste Nummer uanserexr Zeitung nachzu-
drucken. Die Auslieferung diessr Nachdrucke erfolgt mit dex Ver-
sendung Ger Februsrnummer. Wir verléngern deehalb den Einsend:-
termin fiir die Lésung der ersten Preissufgebe bis zuz 20, Febru-
ar 1967 (Dutur des Postsitempels). Die Itsungen (ausfihrliche L0~
surgswege) bit+en wir mit Angade der Verfaeser oder des Veriuseiiw
{Lame, Alter, Schule, Klaesse) einzusenden an: '

Sextion Mathematik

an der Friedrich-Schiller-Univerelitit Jsne

€9 .Jena, Helmholtzweg

Tennwort: "Die Wurzel™

PREISAUTGABE: (1. Aufgabe der VIII. INMO 1966 in sofia)

(P.2) Bei einer mathematischen Schiilerwettbewerb wurden inege-
semt drei Aufgsben A, B, C gestelli. Unter allen Tell-
nehmern geb es (genau) 25 Schiller, von denen Jeder we-
rigstens eine Aufgabe geldsy hatte. Unter den Schilern,
die ¢ie Aufgabe A nicht geldst hatten, war die Auvzanl Jex-
jenigen, die die Aufgebe B geliést hatten zweiwmal so zne”
wie die Anzehl der Schiiler, welche die Aufgabe C gelost
watten. Die Anzahl der Schiiler, die nur die Aufgsbs & >
16t hatien wef um 1 griBer als die Anzahl dor ibrigen
Schiiler, welche die Aufgabe A geldst hatten. Vor dem Sohi-
lern, die nur eine Aufgabe geltst hatten, hatte die HEITL:
die Aufgabe A nicht geldst.

Wieviel Schiiler hatten nur die Aufgabe B geltst?

Piir jeden vollsiindigen Losungsweg der Prelseulgabe erhilt Jo
Einsender einen Wertpunkt. Flir finf Wertpunkte erhdlt dew Tilse >
der ein Buch, Sollten pro NMonat mehr ale drei Einsender 2in7?

- 15



Wertpunkte besitzen, emtscheidet das Ios (unter Ausschluf dec
Rechtsweges). Palls ein Besitzer von fin® Vertpunkten nicht ux-
ter die Gewinner f811t, nimmt er 2utomatisch an der folgernden
Auslosung teil,

Die Idsungen sind unter den Kennwort "Wurzel-Preisaufgabe” big
zum 20, des jewe!ligen Ersoheinunésmonats (Datur des Poststem-
pels) an obige Adresse einzusenden.

Wir bekalter uns vor, auch fiir besonders gute Ldsungen dexr iitx:-
gen Aufgaben sowle fiir besonders interessante eingesandte Aufga-
ber (mit ISsung) Wertpunkte su verteilen.

Imnerheld von zwei Minuten errechnete in der Kasachischer S&R
die elektrorische Rechenmaschine "Minek 2" dle optimale Vertei-
lung der Anbauflichen verschiedener Nutzpflanzen zuf einer Fli-
che von 30 000 ha.

*

Von Pahrstand des von einer franzdsischen Werft gebauten Tunk-
scriffes "Dollabella" sus k¥nren Kessel, Turbinen und Getriebe
sowonl durch verschiedene Anzeigegerite als auch Gurch Fern-
sehkameras und durch akustische Stationen iiberwacht und kontroi-
liert werden. Ein Compuier mit Schreibgerét liefert ein susgedruck-
tes Maschinentagebuch. o |

*

CELLATROX SER 2¢ _
Die Friedrich-Schiller-Universitiét Jems erwerb eiren elektronischen
digitelen Kleinrecherautomsten vom Typ SER 2¢c. Der Rechner wird

en der Sektion Mathematik, Abteilung Rochenzentrum, aulgestellt
und soll der Ausbildung aller Mathematikstudepter in der Spezial -
richtung Reckentechnik und DPatenverarbeitung dienen.

Der CELLATRON SER 2¢ ist éin 4 Spezi-Dezimalrechner., Er besitzi
einen Magnettrommelspeicher mit einer Speicherkapazitit von 381
Befehlen und 127 Zahlen. Als externer Informativnstriger dient
>-Eanal- bzw. 8-Kanal-Lochband. Resultate kbnnen wahlweise tibex
eine Schreibmaschine in beliebigen Pormulardruck ode#_ﬂbef einer
Streifenlocher au? Lochband zur weiteren Verarbeitung im Rechne:
ausgeliefert werden. ' '



LUSUNGEN
zu den Aufgaben der 1. Serie
{von Werner Nagel, Sp8 Zeiss, Xl. 3 4)

(9.1) Eine nicht durch 2 und nicht duxch ) teilbere Zahl 1&8t
sich in folgenaer Porm darstellent a = 6n + 1

Begriindung: Bine nicht durch 2 und nicht durch 3 tellbare zahl
1st nicht duroh 6 teilbar. :
Bine nicht durch 6 tenbm' Zabhl 1i8t sich in einer
der drei Pormen darstellen:.

a1 = 6n + 1, ag » 6n + 2, = 6n ¢ 3

-a3
@2 und a8, fallen hersus, da sie durch 2 bzw. 3 teil-
bar sind.

Aleo: a° -1 = (36112 +12n ¢ 1) - !
36n +12n = 12(3n + n)

Dieser Aunsdruck ist durch 12 teilbar.

(11.12.1) (1) }‘i'}ﬁ‘ = Y50

“‘"“ = ]

g > 5
(2 W +% = 5-Y2

Da sich 2 nicht weiter zerlegén‘lﬁﬂf, muf die Gleichung folgen-
de Form haben:

(3) m¥2 +n Y2

n+ans=sbh m,.n nat,

Da die Aussage in x und y symmetrisch ist:
| m
1 4
"3

Hieraus ergeben sich folgende Paare (x, y): (32, 2), (18, 8)

& s



Relaxationsmethode (IYI)
(von Hannes Peuker, wiss. Mitarbeiter)

Das in Nummer 1 dargestellte Relaxationsverfahren zur ISsung line-
srer Gleichungssysteme 1EB8t sich geometrisch einfach interpretie-
ren. Die folgenden Yberlegungen werden fifr der Spezialfall: "2 Glei-
chungen mit 2 Unbekammten" angestellt. '
Wie bekannt stellt die Menge aller Wertepamsare (x, y), die eine
Gleichung erfilllen, als Punkte in einem Kartesischen Koordinaten-
system gedeutet, eine Gerade dar. Die Iosung des Cleichungssystems
ergibt sich dann als Schnittpunkt der den beiden Gleichungen ent-
sprechenden Geraden.
Fir das Beispiel

21v)f= T -

X - 2y = -4
aus Fummer 1 ergibt sich das Bild 1.

Deutet men die ZorrekturgridBenA x
bew., Ay geometrisch als “Korrektur-
schritte® inm Richtung der x~ bazw.
Y~Achse des Koordinatensystems, so
ergibt sich beim Zusammensetzen der einzelnen Korrekturschritte

‘.

(Auswertung der Tabelle in Nummer 1) ein treppemartiger Strecken-
zug (Bilder 2 und 3).

Die Relaxation erzeugt in der geomatriaoﬁen Darstellung einem Strek-
kenzug, der, vom Anfangspunkt (xo, yo) ausgehand, sich dem LBsungs-'
punkt (x, y) beliebig weit nHhert. Die Gestalt des Streckensuges
hingt von der Porm der Gleichungen und vom Anfangswert ab. Beispiels-
welse liefert die geometriseha_naratellung der Relaxation, angewendet



aul das Gleichurgssystien Y
x+ 3= 5,5 Wi
X - 2y = =5

aus Fummer 1 das folgende Bild 4,

- i g -

Dei Verallgemeinerung der “berlegungen
auf Gleichungscysteme hiherer Ordrung 4 X
tihertrcgen sich die Begriffe Ebene,
Cerade, Streckenzug usw, auf analoge Begriffe des mehrdimensio-
nalen Euxlidischen Raumes.

Jnser Litersturhinweis

i o R e e e v e s i S L S i e e e T S8 S e e s e S iy e e

(Verlagz der Wissenschaften, Berlin 19%4, erschien 2ls erster
Berd der Serle: "Xleine Brgiinzungsreihe zu den Foekschulbichern
fir Methematik),

Der berithmie itclienische Mathematiker ILEOKARDC VOXN PISA, der

ist unter seinem Beinemen FIBOKACCI (Pibonacci: Ab-
kiirzunz von filius Boracci, d. h. Sohn des Bonacci) versFeent-
lichte im Jehre 1202 folgende Aufgabe:

"Jemand sperrt ein Xaaninchenpaar in Monat } Axnpahl der Pasre
eir aliseitig ummaunertee Gehege, um 1 1
zu erfihren, wieviel "nchkommen die- 2 e
ses eine Paar im Ieule &ines Jehres 3 3
Laben werde. Es wird debei vorausge- 4 5
setzt, Jjedes Xanincuenpazr bringe no- 5 8
satlich ein reues Paar zur Welt, und 6 13
dle Yaninchen wiirden vom zweiten MNo- 7 2%

nat nach ihrer Ceburt an gebiren."
Die Anzahl der vorhandener Paare ist aus nebenstehender Terolle
ersichtlich. Bezeichnen wir die Anzahl der vorhandenen Foninehen-
pasre im n-ten Monat mit u,y 80 gilt offembar

‘._1 -
n e F -2

In dem sehr interessanten Heftchen von §. K. Woxobinw wexrden nux
versciiedene Untersuchunger iiber diese als Fibonaccische Zahlen-
folge in Jie Iiterztur eingegengéne Folge angeetellt. Neben be-

-9 .



stizmmter zzhlerihecretischsn Upntersuchungen werden auch Zusam-
menhérge swiechen der ¥ibonaccisshen Zahlenfolge und den geo-
metrischsn Objekten, wig 2. B, "harmonischen Rechtecken" ange-
atellit, Der Verfasesr setst dabei kaur Xenntnisme, die iiber die

%

J. Tlesse hinzcsganel, voraus,

propp -

i Biepente der Spleltheorie

(erschienen 1964 bel leubner Teipzig, in ZTusammenarbeit mit der
Aksdemischen Verlagsgesollschaft Geest & Portig X. 6. Teipzig,
in der Reize Kleinu Netuwrwissenschaftliche Bibllothek, Relhe
¥othematik, Bd. 1)

e

Die Treorie der Splele ist ein roch selr Junges Teilgeblet der
Mathematilk, Ihre Entwicklung verdarkt sie dem smerikenischen
Metheratiker J. von Heumenn. Anwendurg findet die Thecrie der
Spiele bei der I¥sung solcher prakiischer 4ufgaben (in Ukonomie,
Militirwiscenschaft usw.), bel denen Situationen zu analysieren
sind, in donzn gich zwel oder mehrere Seiter gegeniibterstehen, die
antgerernzesetvie Zicle varfolgen. Hierbel sind die Auswirkungen
jeder MaPnah~a 4davon ahhéngig, welche Hondlungswelse der Gegner
auswiklt, Dexr Verlesser erldulert an einfschen Belspielen die
gruvandsitzlichen Begrifisbildungen der Sp*elthacrie. Untexr der
hbsung cines Spieles versteht man die niitzlichste Strategie.
Es werden im Puch sllgeneine ILSsungsmetheden angegeben.
¥ir cmpfehlen, beim Durcharbeiten ein bekanntes Splel (Wirfel-
gpiel o, d.) zun verwenden, um Schritt fiir Ychritt die allgemel-
ner Begriffe und RBrgehnisse, die im Buch behanbelt werden, auf
den konxreten Fall zu tibertrsgen.

D e L R,

serowrregecen vom FDI-Aktiv dexr Sektion Mathematik an cer
“vi*ﬂv’wu~uubmllerﬁvhiverait§t Jena.

rr*L*";aAc“ng ¥lsus Fischer, Hansgeorg Meifner

Misartaetier: i, ‘uqe, H. Pauksr H, Sch rrmaister, J. Scheuarez,

-

. e aiga‘r, R. Hac: ﬁ.
Tie Zelburg ewsensint monatlickr gum is von 0,10 MDN.
Aepreilingen sirnd an di¢ Mathematiklehrer der E0S, BB3 und

I3 o oricnyer,




DEM VII. PARTEITAS DER SED GEWIDNET

s¢ \ﬁ'«la rzeitun e’

| . vahrgang

1 0'7 - 1 ';f.T

Uur Mat‘?a

Herausgegeben vom FDJ-Aktiv der Sektion Mathematix
an _der "Friedrich ~ Schiller -~ Universit#i Jena

Ad

y dog 5. Mathematik-

-
i
!

=7

Vom 6. bis zum 1%. Februser fand in Lobenstei

r

2

spezialistenlaser des Bezirkes Gera s
H -

(l‘

o

at Schitler der hlassen

7 bis 12 nahmen daran teil. Die Teilnehmer des Lzgers wurden auf

Grund ihrer Platzierung bel der Bezirksolympiade delegiert. Diese

Auswahlmethode erwies sich aus folgenden Griinden als unzureichend:

1. Die Olympiadenatmosph#ire ist in vielen F#llen filir eine exakte
Bewertung nicht geeignet.

. Es gibt viele Schiler, die die fachliche und gegellschaftliche
Qualifikaticn haben, ein Mathematik/Diplom- oder ein Mathemstik/
Lehrer-Ctudium sufzunehmen, deren Flatzierunz bel der Bezirks-

"

olympiade jedoch filr ¢ine Delegierung zum Spesialistenlazer
nicht avsreicht.
dieraus ergibt sich, ca?2 es zweckm#®ig ist, den Teilnehmerkreis
auf etwa 20 Schiller zu erweitern und
auszuwihlen.

nach anderen Graichtepunkten

Uber die Themen der fachlichen Arbeit berichteten wir bereits in
"Die Wurzel” Nr.2. Dariiber hinaus wurden in Sonderveranstaltungen
und persdnlichen Gesprichen Fragen und Probleme nsusve, moderner
Wissenschaftsrichtungen, wie Bicnix, Deontik, Cenelil, mathena-

tische Linguistik usw., die sich mit Mitteln dexr mathemstischen



Kybernetik betrachten iassen, aufgeworfen und zum Teil geklirt,
Auch ist e= uns in diesem LaJer besser sls in den vorangaganzansn
gelungen, Schiler fir ein Mathematikstudium zu gewinnen.

Traditionsgenhf wurde auch dieses Lager mit einer Lagernlympiads
abzeschlossen. Von 40 mdglichen Punkten erreichten als beste
Schiiler:

T.Klasse 1. Vogts, Matthias 37 Punkte

2. Schrocke, Winfried %37 Punkts

8.Klagse 1. Gulbirs, Matthias 24 Punkte

2+ Uhl, Gerd 2?2 Punkte

J.hlasse 1. Leopold, Hans-Gerd 38 Punkte

2. Waltenberger, Udo 30 Punkte

10.Klasse ). Nauber, Walter 37 Punkte

2. Bckner, Hartwig 31 Punktie

11./12.Xlasse l. Liefer, Wolfzang 2% Punkte
2. Taubald, Elke 15 Punkte

Es ist zu erwshnen, daB alle anwesenden % Midchen zute Plitze
belezten.

Wir sprechen allen Tszilnehmern, insbesondere den Preistrigern der
Laserolympiade, nochmals unsere Anerkennung TlUr ihre pgezeigten
fachlichen Leistungen aus und winschen allen Teilrehmern an der
Republikoiympisde viel Erfolg.

Wi;'glauben,im Hamen aller Teilnehwer des Spezialistenlagers zu
sprechen, wenn wir Gen. Martin Holzapfel, der trotz wvwieler Schwie-
rigkeiten dieses Lager zu unserer aller Zufriedenheit organisierte
aul’ diesem Wege noch einmal rechit herzlich danken.

In den folgenden Jahren wird das Bezirksapezialistenlazer immer
mehr zu einem Lager werden, in dem den besten Schiilern das Hezirke:
vun einem hohen Niveau sus mathematische Kenntnizse verm ilolh vor-
den, die sie befshigen, mathematische Probleme zun erkennen und

zu ldsen. Die Werbung fiir das Mathematikstudium, insbesnadern

Tir das Lehrerstudium, wird durch Veranstaltungen iiber Ansbildurnze-
miglichkeiten, aber vor allem durch persénliche Gespréchr, weita-
eusgebaut werden. Um ein hohes mathematisches Niveau im fager -
sewihrleisten, ist es notwendig, die in Frage kommender {ighLiiizr

irtensiv auf das Lager vorzubereiten. Zur Lisung aller dieser
Au:lzaben wurde in einer Beratung mit Vertretern des Rate . de=
Bezirkes, Abt. Volksbildung, folgendes festgelegt:

'. Die einzelnen Ereise fiihren Kreislagér fir Schiiler de:r



In den folgendsn Jshren wicd das Bezirks-Speziasllisionierss izume T
mehr zu einem Lager werden, in dem &on besien Schllare ges Bazir-
kes ven einem nohen Niveaz aus msihanaiische senninisse wormit-

telt werden, Gie sie befihigen, matheputischa Frobisge

ner und zu l3sen. Die Werbung fir des Metbarmatikasbusium,

sondere das Lenrerstudium, wird durch Versa
bildungsmizl ichkeiten, aber vor allem durch or-hiwltcne

che, weiter susgshaut warden. Um ~in holae mathagpiizchy
der Versnstialtungen im Lagexr 21 gewShrieieten, isi es nlt
die in FPrage wommenden Schiler intengiv s das Lager wo

reiten.

Zur LBsunz aller dieger Aufzaben wurde in einer Zeratun;

Vertretern des Rates des Bezirkes, Abt. Volksbildung, raigendes

festgelezt:

1. Die einzelnen kreise fiilhren Kreislager fir Schuiler day #eLasSien
bis achten Elassen durch. Diese kraislisger dlenar anisr mndayon
zur Auswahl der Schiiler, die zum Bazirkslagar delcgiedrt serder.
Die fachliche Betreuung der Schiller obliegt Stidentsn dur
Sektion Methematik an der Friedrich-Schiller-Universitit Jene
und Lehrern der einzelnen Kreise, Diese Lehrer haben ls Lo~

iichkeit,

atelto nget o

1 -
Y BTNLER

—_--..-nr

B oo B8

~ Aus-

3 Niweau

r...

< wanii g

Eabod B AR T

P
il

Vorschl#ige fir fachliche Pl#ne sowie Literaturhin-

weise usw. von ans zu beziehen.

2. Das Bezirkslazer wird mit einer Kapazit#t wvon =0 bis 90 SJeal-
lern der achten bis zwblftcn Klassen durchgefunrt. Zie T2ch-
liche Betreuung wird durch Mitarbeiter der Universitit ruc
Lehrer zewthrleistet. Um die Schiller entsprechend ihoam indi

vicduellen Bildungsstand optimal anzuieites, ist eins
zroBe Anzahl von Betreuern {etwa 12) erforderlich.

%, Um ein einheitliches Mindestniveau zu errelchen, wsils w.w
in der "Wurzel” fachliche Beitrsge, Literaturhinag=igs ovl
Sbungsaufgaben versffentlichen. Damit wollen wir den ©ooilex
eine kontinuierliche Vorbereitung suf 2%e Lugepr apniclicin.

4. Vom Rat des Bezirkes, Abt. Volksbildung, werden Vartoij: P
feste Sommer- und Wlnterla ger, 4i gegebﬂw:ﬁ‘ﬂi 5 A rre
Bezirken sls Tauschob1ek+ angeboten warfen kinnen, abuzocihli--
sen.

Wir werden in der Mai-Nummer iber 412 organicu or. 2len Vor -

tungen des Sommerliagers 1967 iaformiaren



Im folgenden geben wir Kurzfassungen der noch fehlenden Lisunzen
der Aufgaben aus "Wurzel" Nr.! an:

AH DAY O MDF
< MDA =4 FDM =« MEF =

Pl

hnalog {olgt T4r die anderen

NIy
g
i
Al
5
H
Y, IR

Tieraus ergeben gicn die Immenwinkel im Dreileck  DEG zu:
p Lo on =
2L, Dbid . R

& v 2

o ] { 3 r L] * s - G o
Za a2 " " Lol ~+ % jewells kleiner als 1807 ist,
fulat A DEC ist spitzwinkliaz,

{301 ) Xp Xy b %y ® 0 {13
Ry * g by = (2)

Aus (1) und (2} Tolgt x, = X, (%)

und suczeasive Xy T X T Xy TeseT Xygn (4)
Analogz folgt Xo = Xg = Xg Teua® Xgg {5)

Xg = Xg T Xg FeesT Xgg (6)

Aus xm} % X!OG + X4 =0

folgt durcn Einsetzen

von (4) und (6) X; * 2x, = 0 {7)
Anzlog folgh aus
Xigp ¥ Xy * % =0 2x, +x, =0 (B)
and aus (7) und (8) Xy T X (2)
Aus {(9) und (1) folzt X * Zx, = Q (10)
und aus (8} und (10) X, = X,
Daher zilt wegen (9) X, T Xy T Xy
Aus (1}, (4}, (5) und (6) foigt die Lisunz:

x! = X4 = x-s = e me™ xILO =0 .



10.2 X - : 9
Hy’ <! (%)

k-3 < |1 - xy|
Diese Aussage ist in x,y symmetrisch, also gilt o.B.d.A. xzy.
x-y <) - xyf

1. Fall: y>0 (bzw., x<0) (in beiden FHllen haben x und y
gleiches Vorzeichen)

X -y <1 -2xy
x+xy <l +y
x(1 + y)L1 + y Klar, da |x| 41

2. Fall: x>0 >y Wir setzen: y =-y'
x+y' <1+ xy
X=-xy'Z1 -y
x(1 - y') 21 -y Klar, da x| !

Dg alle Schlisse umkehrbar sind, ist die Aussage (%) richtig.

(11./12.2) Der Beweis erfolgt durch vollstEndige Indukticn.

Induktionsanfsng: n = 2 4)(1-x)2 + (1+x)2
4 1=2x4%x 241 42%40°
2% x° richtig, da Ix{.1.
Induktionsschritt: '
Induktionsannzhme : 2" > (1=x)+ (140 gilt.

Induktionsbehauptung: 271> (1-x) e (xe)™H

Beweis: 277> (1=x)%(1-x) + (14307 14x)
242 S (1-x)+ (1) —x(140)® + x(1x)®
2" > (1-x)™ + (14x)®  ist laut Annahme
richtig
0.B.d.A.: x>0
2™y x((x+1) = (1-x}™)
da 1-x >0 273 x(1-x)? 3x({x+1) - (1-x)™)
Da x<¢ 1, ist diese Aussage richtig.

Somit ist die Behauptung fiir alle natlirlichen n bewiesen.



"DACCIC 1" lernt Twuasisch

Die ruminische elextironische Rechenmaschine "DACCIC" wird Jjetzt

zum Studium des Russischen und anderer Fremisprachen vorbereitet.

Sie dekliniert bereits Substantive fehlerlos. RPig 13967 soll sie
lea

reif Pir Ubersetzungsarbeiten gein. Der Rechner leistei 2000 Opera-
tionen je Sekunde. disher ldste er schwierize Produkitionsprobleme
von 42 Indusgirieteirieben, esrrechnete Eisenbahnfahrpline, bestirate

die wirtschaf‘lichaten Hochofenchargen und 2rwies sich im bekannten
. Streichhelzknobelspiel mit drei Partnern els unbesiegbar.

¥

Kybernetische Ampel

In leningrad wird mit Hilfe einer kybermetiiachen Verkehrsampel die
Durchlaff shigkeil einer verkehrsreichen Straflenkreucung avf das
VierTache erhsht.

Uz unsere -Leser mit den Anforderungen auf der Internationalen Olym-
piade Jungzer Mathematiker (IMO) bekannizumachen, versffentlichen
wir gich in dieser MNummer zweil Auf'zgben der VIII IMO 1266 in Sofia.
Lésungen dieger Aufgaben kSnnen an unsg eingesandt werden und werden
wie Lisungen von Freisaufgaben bewertat,

Einsendesciiu® fiir die folgenden Aufgaben 2 und 3 der INO: 20.4.67

2. Aufzabe dor VIIT, IMO 1966 Sofia

Beweisen Sie folgenden Sstz: _

Falls die Lingen s, b, ¢ der Seiten und die MsBea,’, Y der ihnen
Jjeweils gegeniberliegenden Winkel eines Dreiecks die Gleichung

& +b= tan% (s tano + b tan ! )
erfiillen, so ist das Dreieck gleichschenkliz.

3 .Aufzabe der VIII, IMO 1966 Sofia

Es ist zu beweisen, daB die Summe der Abstinde zwiechen de; Mittel-
punkt der einem regelmifigen Tetraeder umbeschriebenen XKuzel und
den vier Zckpunkten des retrseders kleiner ist als die Summs dor
Abtstinde zwischen jedem anderen Punkt des Raumes und den Eckpunkten
des Tetraeders.,

Diz Lisungen (ausfihrliche Ldsungswege; bitten wir mit Angabe der
Verfasger (oder des Verfassers)(Name, Alter, Schule, Kiasse) ein-
zZuaenden an: Schriftleitung "Wurzel"

69 Jena

Helmholtzweg 1
-6 -



FHREISAUFGABE
(P.3) Gegeben sei das Gleichungssystem
XoXzeesXygeq = 1

L 4 -

. -

*

Xy XseeeXy966 = *X1967

|
p—

Es sind alle miglichen Werte filr Xym 2ZU berechnen!

Fiir jeden vollstindigen L¥sungsweg der Preissufgabe erhslt der

Einsender einen Wertpunkt. Fir fiinf Weripunkte erh#lt der Einsender
ein Buch. Solliten pro Monat mehr als drei Einsender finf Weripunkie
besitzen, entscheidet das Los (unter Ausschlu3 des Rechiswegzes).
Falls ein Besitzer von fiinf Wertpunkten nicht unter die Cewinner

f&llt, nimmt er automatisch an der folgenden Auslogung teil,
Die Ldsungen sind unter dem Kennwort "Wurz pl—:ro*ﬂav?:ab9“ bisa
zum 20. des jeweiligen Erscheinungsmonsts (Datun des Foststempels)

an obige Adresse einzusenden.

AUFGABEN: (3 .Serie)
9.Klasse: (9.5) Es sind die positiver ganzen Zatilen 25.2,,.-448,09q

gegeben, Weiter ist bekannt, ded
8, > 85
8, = Ja, - Zag
8, =
2100
ist.
¥an beweise, daB a”x)DEGQ ist.
{0.6) Man bestimme den Redius eines Kreises, der 7 gzege-
bene kreise, die sich untereinander von aullen be-
rihren und die Radien

v1 = | LE
Vs = 2 L?
VB = 3 LE

besitzen, umschlieft.



10,Klasse: (10.,9)

(10.6)

11,12,Klasse:

Seien die Seiten a und b eines DUrelecks gegeben.

¥en konsiruiere ein Dreieck s0, def sich die Sei-
tenhalbierenden von 2 und b unter einem rechten
Winkel schneiden.

Ein Schwimmer schwimmt gegen die Str8munz der Newa,
In der Bihe der "Republikanischen Briicke" verliert

er eine leere Flasche. Nachdem er ncoch 20 Minuten
gegen die Stromung geschwommen ist, bemerkt er seinen
VYerlust und kehrt um, um die Flasche einzuholen. Er'
nolt sie in der Néhe der "Leutnant-Schmiti-Briicke®

ein,

_Wie groB ist die Sromungsgeschwindigkeit der

Newa, wenn die Entfernung zwizchen den beiden
Briicken zwei Kilometer beirizl?

{11../12.5)

Welche Lage mu5 ein Quader im Raum haben, damit
der Fl&cheninhalt seiner Projekticn auf cine
horizontale Ebene mdglichst grof ist?

{11./12.6)

Ermitieln Sie a2lle reellen Zghlen x, fiir wclche dio
Ungleichung
Y s
3'11'12 x 0032 X

AR e o]

gilt.

B

Lisunz der Preisaufzabe (P1)

(eingesandt von Joachim Pegler, 9.Klasse, Greiz)

EKonstruktion:




Konstruktionsbeschreibung:

Ich konstruiere zuerst die Winkelhalbierende w. Auf dieser lege inh
einen beliebigen Punkt M' fest., Durch M' ¥onstruiere ich das Lot
auf g, und &5 und erhalte die Punkte A* und B8'. Ur. X' schleze ich
einen Kreisbogen mit r = M'B' = M'A'. Ich vertinde S mit P lber @
hinaus und erhalte die Schnittpunkte dieses Strahles znit demx Erelab<ien
(P4 und P}). Ich verschiebe B'P! und A'P] parellel durch P und crioite
B, bzw. 4,. In A, und B1 errichte ich die Senkrechten uni erhelisz als
Schnittpunkt M,, der auf der Winkelhalbierenden liegt. Um M, zeichns

nreisbogen mit r = E}BI = HIAI . Dies ist der ernte Rfe 9=

boger, der die beiden Geraden derithrt und durch den Purk’ P azli.

ich den

Den zweiten Kreis konstruiere ich folgendermalen:

B'P, parallelverschoben durch P, (Ich erhalte den Punkt 2,);

A?Q verschiebe ich parallel durch P und erhalie ﬁrr Fei, epriog be
die Senkrechten in A, und B, und erhelte als Schpittpunks Vi

Um K, schlage ich einen Kreisbogen mit r = M?A? = ﬂ?QQ- Pies isi
der zweite Kreisbogen, der die Geraden berihrt und dureh dern Punki P
geht.

Zusatz: Da es zwel Kreise gibt, die die verlaongten Bedinguagan er-

fillen, ist die Aufgabe nicht eindeutig.

s T —

Bemerkunz der Redaktion:
Die L¥sgur;; der Preisaufgabe wurde originalgetreu abgedrucki. Dg die

Lésung jedoch einize Unkorrektheiten enthZlt, michten wir ursere Lo-
ser bitten, diese Li¥sunzg kritisch zu durchdenken. In Zuruaft werden
wir einigen einzesandien L3sungen exakte Lsunien zegeniiberstailsn.
Wir weigen hier darsuf hirn, da? zur exskten L#sung nosh die Begriundung
der Konstruktion zeh#rt:
Die Konstruktion beruht auf de:; Khnlichkeit der Dreicshe:
- ] L 3
Ja Nl '4 PIB NAM2PBI
] { ]
A u P33'~JAM, PB,,

i \
M, und M, wurden auf der Winkelhslbierenden festzelesi. B\ uynd By
wurden auf Z & tgelegt. Da die Bhnlichen Dreiecks parailel rle-en,

missen somit M1 und M? die Mittelpunkte der o« gesuchten Krad

LSsun3 zur "Worzeln® Nr. 2:

(10.4) {Rolena Enpelmttn. SpS Zeiss Jena, i1.
Q@ = zf :
DB I,. .?9 = 3.‘:»' 51.'1'1 mufB ICh den wmkel von ‘,}'J 4

erhal* i ia o PHTBEE i
€ elnen Winkel von |9, Diesen Winkel knnn iah +nt :

abtrazen. N

‘\..'



(9.3) (eingesandt von Roland Engelmann, SpS Zeiss Jena, XKl. 8)
101265,
10! 96€,

61966 ,
101967

s 196 s
= }-(1097+1)(10”66+1)

+ 1

(12'96% + 1) (10'987 & 11% (101966 4 1)2

103932 4 101967 4 10967 + 1 & 1077% 2.10'9%% 4+ 1 \ ~1-10°992

101 9%, 101987 %% > 101966 \ . 10'96%

1 + 100 2 20
-
101 2 20
o«
101 » 20
W98 4 ot BT 4 g
Berichtizung

In "Wurzel®” Nr. 2 ist uns bedauer] icherweice =zin Druclkfiehler unter-
1aufen. In der Lisun3 der Aufgabe (11.12,1) auf Seite 7 iber dem Terzn
P 2.5:1'

surde das Quadratwurzelzeichen nicht auszedruckt.
Richtiz mu? es heiBen:

(11a2.0) () X + ¥ =10
='V2'5‘"

UuswW.

Herausgegeben vom FDJ-Aktiv der Sektion Mathematik an der
Prieérich-Schiller-Universit#ét Jena.
Sehriftleitung: Klaus Fischer, Hansgeorg Meifner
¥itarseiter: N, RKuse, H. Peuker, H. Schirrmeisier, J. Schwars,

L., Staiger, R. Wackernegel.
Die Zeitung erscheint monatlich zum Preis von 0,10 MON.
Besteliungen sind an die Mathematiklehrer der BOS, BBES und S5p3 z2
richten.
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Herauazegeben vem FDJ~Aktiv der Selrtion Mathematik
an  der Friedrich ~ Schiller - Universitit Jena

far matl)a

Olympiade Jurwser Mathematiker {Republikszusgchneid)

Vom 24,7, bis zimn !,4,1967 fand in der Jugzendhochschule "Wilhelm
Pieck" in Deriin/Gogensee die Republikeolympiale Junger Mathema-

tiker atatl. Die Delegation des Bezirkes Gers wurde vom Genossen
R5del, Lehrer an der Spezialoterschule des VEE Carl Zeiss Jena,

geleitet. Folgende Schiller vertraten unseren Mezirk:

M. Fischer SpS VEB Carl Zeiss Jena
H, Fischer SpS VEB Carl Zeiss Jena
Cu Wetzker SpS VEB Carl Zeiass Jena
. Gépel SpS VEB Carl Zeisa Jena
E. Kartin ' L0S "H.Heine" Jena

T. Veit EQS "H.lleine" Jena

W. Nauber EOS I Gersa

K. Eckner ~ EOS Schileiz

N, Kiefer BOS Pdfneck

3. Ingeluannn POS Stadtroda

3. ileynisch POS Zeulenroda



H. Schmidt BBS VEB Carl Zeiss Jena
H. Hackbarth BBS VEB Carl Zeiss Jena

Wir begliickwiinschen alle Teilnehmer des Republikausscheides 2zu
ihrer Delegierung.

Das Spezialistenlager Junger Mathematiker des Bezirkes Gera (Scm-
merlager). wird vom 6. 7. - 19. 7. 1967 in Bad Kostritz shattfin-
den.gkn-diesem Iager werden ca, 95 Schiiller teilnehmen, Die fach-
liche Botreuung wird wieder von Mitarbeitern und Studenten der
Sektion Mathematilk der Friedrich-Schiller~Universitét Jena iber-
nommren, ' '

J.demd

Michael Stifel
Das Schickszl eines Mathematikers vor 400 Jahren

Man schrieb den 18. Oktober des Jahres 1533. In Lochau, einom

Dor? in der Nihe Wittenbergs, versammelte sich bereite in frither
Morgenstunde die Gemeinde, um der Weltuntergang su erverten. Aufl
diesen Tag und zwar auf dle 10. Morgenstunde hatte dex dortige
Pferrer Michael Stifel die Katastrophe angesetzt. Die Zelt ver-
strich unter Dangen, es wurde gebetet, bereut und gejammert, aber
des grofe Ereignis blieb eus. Zwar bewdlkte sich der Himmel, ein
Unwetter zog hersuf und entlud sich, aber des war alles, 4Als
schlie8lich in den Nachbardtrfern die Mittrgsglocken léuteten, ei-
kannten auch die letzten, daB sie einem falschen Propheten aufge-
gsessen waren. Die Spannung wer viel zu sterk, um deritber eine Er-
leichterung sufkommen zu lascen, Viele hatten I und Gut vexrkeuld,
Pelder und Vieh waren vernachléssigt worden, Betiler und mensch-~
liche Aasgeier hatten ihren Vorteil weidlich wahrgenomren. Aus den
Gutgléubligen wuruen'Verdammende. Die erregten Bauvern drengen auf
den fzlschen VWahrsso ger ein, verprﬁgelten ihn und aetzten ihn als
PPerrer sb.

wWer wer nun dieser Stifel? Ein Narr? Ein Betriiger? Nein, wecer das
eine noch das andere. Er war ein Celehrter, ein Mathematiker, sogar
einer der bedeutendeten jener Zeit. Aber er var ein Xind selner
Zeit, angefiillt mit den Gedarken der Renaissance und der Mystik, iwu
der man sich mit Vorliebe mit Eschatolonie, wit Gedanken iiber das

- Endschicksal der Welt, beschiéftigtis. Br war eine kraftvolle Persin-
lichkeit, mit Bekennermut, ein Freund Iuthers, gebannt von dessen



zu dicser reit kilmen revoluiionierenden Gedanken. In El3lingen
geboren, trot er in die dortige Niederlassung der Augustiner ein.
Als Tuthers Cedanken in sein Klostexr Bingang fanden, verschrieb er
gich ihnen bald mit Peuereifer und muBte fliehen. Es folgen Jahre
unsteten Wanderlebens als Geistlicher der neuen Glaubensrichiung
im Mansfeldischen, in Usterreich, in Sachsen und in Preufien. Von
Ort zu Ort verschlagen, meist von den N8ten der Bauern bedringt,
treibt er in wonigen freien Stunden seine Studien. Tr studiert
eingechené den eprichwbrtlich gewordenen Adem Ries, Schriften von
Albrecht Diirer, die "Elemente™ des Buklid und schlieflich die
"Coss" des Rudolff. "Cossisten” nannten sich damals dle Mathena-
tiker. (Tieses Wort, das sich aue-der lateinischen "Cése® her-
leitet, wire sirrpemi il mit"die Unbekannte™ zu ibersetzen). Ver-
zlichen mit den Matlematikern des cltern Griechenland sind ihre
ILeistungen beschelden. Sie bewegen sich suchend und tastend vor-
wirts, ungewohnt des Lichts, des sie Uberflutet., Oft plagen sie
gich mit Frigen ab, die ein Schiiler heute mit einem Blick tiber-
gieht. Erst in Mannesalter lernen sie den Gebrauch der erabischen
2iffern und unsere heutige dezimele Schreibweise kennen. Die
Kenrtnic des Binmaleins grenzt rn Zauberei, kein Wunder, daB ihre
durchaous wissenschalftlich gedzchten Werke wit der Schilderung ver-
scniedener Vorstufen unserer Rechnungsarten beginmen. So auch die
Tiicher vor Stifel.

Sein bekanntesies Verk ist Jie "Arithmetica integra®, Gzs nach
mehrithriger Verztgerung 1544 erschién. Es unfafBt 5 Teile. Im
erster und wichtigsten erschaut Stifel mit dem Weitblick des Geniee
Wesen und Bedeutung der Logaritimen, ohne allerdings den Namen zu
prigen. Damit iiberspringt er ein halbec Jahrhundert der Entwick-
lung. Pir gewdhnlich schreibt men die Pntceckung der Logarithmew
dem schrottischen Edelmann Keper zu. Stifel gibt in dem genanmten
Werk die logurithihen zur Basis 2,an. Br erkemnt auch klar die

v ... wunderbarer Eigenschoaften der logarithmen, itber dig¢ man ein
ganz neues RPuch schreiben kidnnte, aber er miiSte sich bescheiden
uné mit geschlossenen Augen vorﬁbergehen.”1) Spiter kem er and
diesen Gegenst:ond nicht mehr zuriick, Er beschéftigt sich weiter
rit der Idsung von Gleichungssystemen, auch mit guadretischen
Cleichungen. Auch auf dem Gebiet der Zahlentheorie leistet er her-
VOYT: Zenies. )

Die Leistung Stifels ist umso hSher zu werten, als er Autodidait
war, der sein Wissen aus den damaligen Lehrbiichern gewornen hette.

-
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Un seine leistung richtig einschiitzen zu kénnenm, vergleicht man ihn
sm besten mit seinen unmittelbaren Vorgiéngern, 2z. B, mit Adam Ries.
Vergeblich sucht men bei diesem "beriihmten Rechenmeister und Verfascex
des .ersten methodischen Rechenbuches", wie die goldenen Iettern am
Rathaus zu Staffelstein bei Bemberg stolz verkiinden, nach eigenen
Einfillen. Fr verstend nur, Yberliefertes ibersichtlicher zu ordnen.
Stifels schon gensnnteg Werk dzgegen enthélt eine ganze Relhe von
eigenen Gedanken.

Den Lebensabend verbrachte Stifel in Jena. Bereits in den Jahren
1547-1550 weilte er hier und unterrichtete Mathematik am "Padagogiun®,
einer Art Vorstudienanstalt. 1558 kam er gemz nach Jenz, diesmal
als Professor der Mathematik. 1564 tret er in den Ruhestand und am
19, 4, 1567 starb er hier, auf den Tag genau B0 Jahre alt. Uver sein
Wirken in Jena kursieren verschiedene Anekdoten. So soll exr euf der
Strafe vor seinen Studenten htflich das Kippchen gezocgen haben. Sichex
lich scheinen seine finanziellen Sorgen die Urstche fiir diese Hof-
lichkeit gewesen zu sein; denn er erhielt jihrlich ganze 60 Taler
Gehalt und war auf die Horergebilhren angewiesen. Die gleiche Veran-
lescung mag ihn auch bewogen haben, am Ende jeder Vorlesung die an-
wesenden Studeaten zu fragen, wer von ihnen auch am niéchsten Tag zu
erwarten wiire. Binc Respekiperson scheint er in Jena nicht mehr ge-
vwesen zu sein, men hat ihn wegen seiner Prophezeibung lrmer etwes
tiber die Schulter angesehen. Jenaer Studenten waren auch die Schip-
fer des seither bekaanten Liedes:

"Stifel, du muft sterben, bist noch so jurg, Jjung, Jjung,

Stifel, du muBt sterben, bist noch so jung.

Wenn das der Absatz wift, daf Stifel sterben mus,

er t#t sich grémen bis in den Tod."

1) (Fach "Eingefangenes Unendlich" von Franz von Krbek)

gwei Kostproben aus der *Arithmetica integra":

1) Drei Freunde wollen 455 Gulden teilen. Wenn der erste 2 Guilden
empfengen hat, dann soll der zweite 3 Gulden erhalten. Und wenn
der zwelte 4 Gulden bekommen hat, sollen dem dritten 5 Gulden
zugoteilt sein. Es wird gefragt, wieviel Gulden jeder von der
1 verieilender Summe erhd@lt? '

N
N

Eine rechteckige Fliiche, deren Diagonale ﬂ180' ausmacht, hat
»wei Seiten, von denen die griBere dreimal so grof wie die kilei-
rere ift. Wie grof ist der Inhalt?

s il o 3



KLEINE MESSE-INFORMATION

Anf der diesjihrigen Friihjshrs-Messe wurﬂen-aur Gem Sektor
“"Rechentechnik und elektronische Datenverarbeitung"™ interes-
sante Exponate vorgestellt. Unter anderem zeigten:

Mercedes-Biiromaschinen AG i,V. Zella-Mehlis:

Elektronischer Kleinrechenautomat Dda

Technische Daten: Einaﬂreﬂ—ﬂaschiﬁafmit sehr einfacher
logischer Struktur. ﬂagnettrommelsﬁeicher
mit einer Kapazltat von 4096 Worten zu je
33 Bit.

Eingabemadium' 5-Ksnal—Lachband
Ausgabe {ber Schreibmaschine

Die Bechana1nhe1t des Dda ist volltransistoriert mnnd r3umlich

auf die GrdBe eines Tisch-Fernsehger&tes reduziert. Als fornie~

lisierte Programmierungssprache ist COBOL vorgesehen.

Control Data Corporation:
Elektronischer Rechenautomat Control Data 2200

Technische Daten: Offensichtlich BinadreB-Maschine
Magnetkernspeicher fiit einer Kapazitiét von
8192 VWorten zu je 24 Bit in der Grundausstetting.
Als zusitzliche Speicher kénnen Magnetplatten—
und Magnetbandeinheiten angeschlossen wexrden.
Eingabemedium: Lochkarten und Lochband.
Ausgabe Uiber Schnelldrucker, Lochkarten- bazw.
Lochhandstanzer. .

Die Baueinheiten sind transistoriert. Die Grundausstattung kann

im Baukas.enprmnzlo durch Zusetzeinrichtungen erweitert werden.

Als formallslerta Progremmierungasprachen sind unter enderen

ALGOL, PCRTRAN und COBOL zugelaasen.

' PREISAUFGAEE ;

L

(P.4) Venn men eine vierstellige Zghl mit derjenigen vierstel-
ligen Zehl multipliziert, die dieselben Ziffern, jedoch
in umgekehtter Reihenfolge, enth#lt, erhélt man eine
achtstellige Zahl, deren drei letzte Ziffern Nullen aind.
Man finde alle diejenigen Zahlen, die diase Bedlngung
erfiillen!

-5



Fir jeden vollstindigen L3sungsweg der Preisaufgebec erhiilt dov
Einsender einen Wertpunkt. Pir finf Wertpunkte erhZli dex Ii
sender ein Buch. Sollten pro Monat mehr als @rei Einzender Iin’
Wertpunkte besitzen, entacheidet das Loa (unter Aucschinf c=s
Rechtswezes), Falla ein Besitzer von fimf Wertpunkten niehti unter
die Gewinner £Bllt, nimmt er automatisch an der felgenden fuslo-
sung teil. Die L3sungen sind unter dem Kennwort "furzel-Preisaul-
gabe" bis zum 20. des jeweiligen Erscheinvmgsmonats (Dciun des
Poststempels) an unsere Adresse sinzusanden:

Schriftleitung "Wurzel"”, 69 Jena, Helmholtaweg 1

¥ e
e

AUFG : (4.Serie)

9.Klasse: (9.7) Ein Fahrgast der StraBenbshn entdeckt szinen Treund

der die StraBe entgegengesetzt zur Fahrtrichiung
entlanggeht. Nach einer Minute steigl er sus wnd
13uft zurick, un den Freund zu treffen. Er I&uft
doppelt so schnell wie der Freund, aber nur mit
dem vierten Teil der Geschwindigkeit der Strafjen-
bahn. Nach insgecamt wieviel Minuten helt er den
Freund ein?

(9.8) Die Seiten eines gleichseitigen Dreiecks seien a.
Un den Mittelpunkt dicece Dreiecks ist mit dem
Radius % ein Kreis zu schlagen. Wie gro8 ist der
Teil der Dreiecksfliéche, der auBeraaldb des Kreisc:
liegt?

10.Klasse: (10.7) Gegeben sei eine Gerade g und zwei Punkie A und 3,
die auf der gleichen Halbebene von g liegen {siehc
Skizze). Auf g ist ein Punkt C so zu konstruieren,
daB AC + TB ein Minimum ergibt.

“\\ % A X5

——
\\\‘H
(10.8) Beweisen Sie, da? die Zanl 93'0% + 10277 guran
78 teilhar iot!



11./12.Klasse:

(11./12.7) Es ist zu beweisen, daB der Ausdruck

n’ - 14n° + 49n° - 36n

£ir beliebige natilrliche n durch 5040

teilbar ist.

(11./12.8) In 10m Entfernung von einer aenkrechten
Hauswand ist ein Strahlrohr installiert.
Unter welchen Winkel muB das Strahlrchr
gehalten werden, wenn das Haus in mexi-

maler HBhe bespritzt weplen soll 7

(Ywasser

=4 25 ms~ ')

Ldsunz der PRETSAUFGABE P.2 (eingesandt von Andreas Grimm,
EOS "Johannea R. Becher", Jena)

Die Schiller auf dem mathematischen Wettstreit lassen sich in
folgende Gruppen einteilen: (in den Klemmern stehen Symbole,
die in der spiteren Rechnung fir die jeweiligen Gruppen benutzi

werden)

1) Schiller,
2] Schiller,
3) Schiiler,
4) Schiller,
5) Schiler,
6) Schiller,
7) Schiiler,
8) Schiler,

die
die
die
die
die
die
die
die

keine Aufzabe geldst haben
nur A geldst haben

nur B geldst aaben

nur C zeldst haben

nur A und B gel8st haben
nur A und C geldst haben
nur B und C geldst haben
A, B und C geldst haben

(Q)
(A)
(B)
(©)
(AB)
(AC)
(BC)
(ABC)

Es gelten laut Aufgabenstellung folgende Beziehungen:
(A)+(B)+(C)+(AB) +(BC)+(AC)+(ABC) = 25 |
Zu den Schﬁlern, die A geldst hatten, gehdren folgende Gruppen:
(A), (AB), (AC), (ABC)
Es gilt folgende Beziehung:
(4B)+(AC)+(ABC)+1
Die letzte Gleichung wird wie folgt umgestellt und in dié erste

(A) =

eingesetzt:

(a) =

(AB) +(AC) +( ABC) +1
(AB) = (A)-(AC)-(ABC)-1
Man setzt in folgende Gleichung ein:



(A)+(B)+(C)+(AB) +(AC)+(BC) #(ABC) =
(A)+(B)+(C)+(A)=(AC)~(ABC)~1+(BC)+({AC)+(ABC) = 25
2(A)+(B)+(C)+(BC) =

Zu den Schillern, die nur eine Aufgabe geldst haben, gehiren folgen-
de Gruppan: o7
(a), B), (C).
Dabel soll folgenies gelten: Die HEIfte hat die Aufgabe A nicht ge-
13st. Daraus folgt folgende Gleichung: |
(A) = (BY+(C)
Diese Beziehunz wird in die Gleichung 2(A)+(B)+{C)+(BC) 26 einge-
setzt:
2(&)*(&)+(BF) = 26
5(A)+(BC) =
Wenn man fir (A) bestimmxe Vierte einaetzt, erhélt man auch fiir (BC)
bestlmmte,Werte. Daraus entsteht folgende Tebelle: :

(A) = (B)*C)} O] t{ 2} 3| 4|5 67 |8} 9
26-3(A) = (BC) 2612320017114 111 | 815 {2 |-

Aus der Aussage, daB unter den Schillern, die die Aufgabe A nicht

g218st hatten, die Anzshl derjenigen, die die Aufgabe B geldst

hatten, doppelt so gro8 gewesen sei wie die Anzahl derer, die C

geltat hatten, kenn man folgende Beziehung zusammenstellen:
(B)+(BC) = 2((C)+(BC))

(B), (¢) und (BC) sind die einzigen Gruppen von Schillern, die A

nicht geldst hatten, aber daflir B oder C.

Aus der Tabelle kann men die Werte fUr (BC) und fUr (B)+(C) ent-

nehmen. '

Umgestellt sieht die fbon genennte Gleichung wie folgt aus:

(B)+(BC) _ ,

)+

Da (BC) bei der Betrachtung eines bestimmten Falles in der Tabellsw
gleichgros ist, mus man sehen, da8 man die Summe (B)+(C) so aufspal
tet, da8 die obengenannte Glelchung erfillt wird. Ich nehme an, dst
in der Summe (B)+(C) das Glied (C) gleich Null ist. Darsus entetent
folgende Tabelle:

(BY+(2e) Il 26| 24| 22| 20 18] 16| 14.| 12 | 10
{(C)+(BC)|l 26| 23| 20| 17| 14} 11| 8| 5| 2

{B)+(BC) ! :
TS 1 42'4.2 221 £21<2>2(>2




Nur die beiden FHlle, bei denen (BC) = 5 und (BC) = 2 ist, kSomen
(B) +(BC)
LMl P

weiter betrachtet werden, weil bei den anderen iat. .

Die Gleichung (B)+(BG) = 2(C)+2(BC) wird wie folgt umgestellt:
(R) = 2(C)+(BC}
" {B)+(C) = 3(C)+(BC)
Mit dieser Gleichung werden die beiden Fille untersuchti:
1,Fall: (B)MC) = 7 |

(BC) = 5

7 = 3(C)+5
3(C)= 2
(c) = £

Dieser Fall scheidet aus, weil (C) eine nicht-ganze Zahl ist und
somit auch (B), weil (B)+(C) ganzzahlig ist; aber eine gebrochene
Anzahl von Schillern ist nicht mdglich,

2.Fall: (BY+(C) = 8
(BRC) = 2
(B)+(C) = 2(C)+2
8 = 3{(C)+2
3{(C) = 6
(C) =2
Aus (B)+(C) = 8 und (C) = 2 folgt:
(B) +2=28
() = 6

Die Anzshl der Schiller auf dem Wettstreit, die nur B geltat haben,
betrigt 6.

STl | oSS | | D C 1

Wir haben die uns eingesandte L¥sung absichtlich wbrtlich iber-
nommen, um sie ausfithrlich zu diskutieren. (An dieser Stelle rin
Wort in Eigenev Sache: Wir bitten, die uns eingesandten Liszungen
im Interesse der. Korrektur mdglichst kurz, Gbersichtlich und
dabei doch so susfilhrlich wie ndtig darzustellen.)

Betrachten wir zuerst den Teil bis zur eraten Tabelle:

Die Bezeichnung der Unbekannten ist sehr giinstig und eindeutiz
zewthlt, so daf eine ausfihrliche Erl¥uterung nahezu Uberllisz:ig
ist, ‘ ;

Aus dem Text der Aufgabe wurden folgerichtig Gleichungen aufgestellt.
allerdings mit zuviel Zwischentext. Die anfingliche Bemerkung:
"Es gelten..." h#tte vollkommen ausgereicht.

“ g



Zur Kennzeichnung der Gleishungan und der Umformungsn nuraeriort
man die Gleichungen zwecxr#fig durch und kann dann d'e Unformungen
kurz kennzeiclnen (z.B. in folgender Form: sue (1) urd (%) folzt
X=2+ 4 (5))

Hierbtei sgo0llte mon jedoch darauf achten, daR man keine su grolen
Gedankenspringe vellfiihrt, so dal Jer Lésungsweg uniibersichilich winrc
Dann folgt eine Tabelile! Warum?

Eine =o umfengreiche Tabelle iripgt wesentlich zur Uniibergichilich-
keit bei; sufier~dem hat der Schiller die Aussagern Jer Aufgsbe noch
nicht vollkomu'n ausgeschdpf't, so d28 er vielleich*® gpéter nit
einer wesentlich kirgeren Tabelle, evtl. zanz ohne, wie der nach-
stehend wngegebene L3sunzsweg zeizt, susiommt.

Jetzt erst, nech der ersten Tabelle, wird d%e vieriec Auscsze des
Textes zu Hilfe genommen. Sie wird wieder mit zuvizl Text anze-
schlossen urd die Aussage: "(B). (C) und (BC) sind dis einziren...”
iet hier Uberflissig, ds dies ohnehin kler ist.

Die nun folgende Auswertung ist ein guter Einfali. Vielleicht

wire man hier ohne die zweite Tebelle, die wieder nichts zur Ubsr-
sichtlichkeit beitrszt, such ausgekommen.

Die abschliefend2s Betrachiung der zwei Félle ist gut und Ubercichi-
lich. Bei Numuwerierung der Gleichungen hiitte man die Umformungen
jedoch, wie schon oben zezeigt, kirzer fasaen k¥nn2a. Auch "...die
gebrochens Anzshl...” hitte mern durch eine geeignete Bemerikung

zu Anfang umzehen kinnen.

Diese dargestellie LBsunJ, die der Ko**exteur erst nach mehrmalige::
Hinsehen vollkommen erkennen kann, ist ein Beispiel fiir L8sungen,
die wir wegen zu grofer Unlibersichtlichkeit in Zukunfit, selbst

wenn sie sachlich richtig sind, nicht voll werten kdnnen.

Nachfolgend sei eine Ldsung angegeben, die derjenigen nshekoma:.
die von L, Staiger, Jena, zur IMO eingereicht wurde:

Man beachte hierbei, da8 die Aussagen des Textec zuverst in Glei-
chungen iberfithrt werden (1),...,(4}.

Danach .wird der L3sungsber2ich eingeschrinkt, sowohl hlnqxsht T
der Gréle, als auch der Anzghl der Unbekennien, sc daf & je Lisun o
mit einem Hinimum an notwendigem Aufwand auskommt.,

L3suns: Aus dem Text ergeben sich folgende vzer»Glexc.uxﬁohn Gt
im Percich der ganzen Zshlen zu ldsen sind:

« 18 w



(A)+(RY+(CY~ A+ (20 )+ {AC)+{ABZ) = 25 (3}
(B)+(BC) = 2((C)={B2}) (2)
(A)~ 1 = (2B} +(4C)+(AB2) (3)
(A) = (2)+(C) (4)
aus (1) und {3) 20AM(BIN(CI+(PD) = 26 (5)
sus (4) unc (%) 3{A}+(BC) =
Ay« 8
aus (4) (B) & (4]
es ergibt sich (B} £ (A) £ B8 {5%)
aus (5) und {2} 2(&3} (.:\-—4“"\{‘) 25 (6)
aus (6) und (4) {AY3(E) =
(B) = Eézﬁﬁl (7)

P,
Wegen (5') und {(7) erzibti sich ale einzige Ldsung (B) = 6.

Um unser: Lesezs nit den Anforderungen der Internationslen Olym-
piade Junger Muthematiker (IMO) besksantzumachen, verdffentlichen
wir auch in dieser Nummer eine Aufgzabe der VIII IMD 1966 in Sofia.
Lésungen disscr Aufgoeben kiinnen en uns eingesendet werden und wer-
den wie Lsungen von Preisz:ifzaben howertet.

Einsendeschluf filr die i"olgende Avfgabz 5 der IMO: 20,5.67

¥an ldse des Gleichungssysten
|817A2|Xp T | @y Tg g ¥
| 82m8s] X5 *

;ai—-a‘ﬂ }{4 = 3
{8y-ay| x, *+ [3g~8y] X4 = 1
iasmf X1 T8 %% * |ag=ay) %y = 1
gl By * [ RgRa® * | BB Ry =¥y

wobel 81y 83y 8 und a, ze1ebenas, pasrwveise versch:xe*dem reeliec
Zghlen sind.

1

P S,

KEe As Rupaasow. Mathematlsche Denkaufgahen

(Volk und Wiseen Volkseigener Verlag Berlin 1965, 1,60 ¥MDH)

Dieses Heltechon enth#li 78 Aulgebzsn, die fpst zlis ahm. B T

mischan Aaf'sand mur dursh 1ogg_~mim ’Jbsrlegungm geldat werden



ktnnen. Wie die folgenden Ecispiele zeigen, kann die eine oder
andere Aufgabe sicherlich auch bei einem methematischen Quiz
oder Schillerwettstreit Verwendung finden.

(Aufgade 12) DIE DRBE] WEISER
Drei Philogophen ave dem alten Griechenland, die vow
Streiten und der sommerl.ichen Hitze mide gaworder wa-
ren, legten sich unter einen Baum im Garte: der Ak -
demie, um ein wenig suszuruhen, Sie schliefen ein.
¥ehrenddessen beschmutzten ein paar SpaBvigel ihr=
Stirnen nit Kohle. Als sie erwachten und einander nn-
sehen, gerieten sie in eine heitere Stimmung urd be-
gannen 2zu lachen. Keiner war beunruhigt, da er =m2lbet-
verst¥ndlich annahm, da8 die beiden anderen sich gegar -
seitig auslachten.
Plétzlich hérte einer der Weisen auf 2u lgchen, well
er begriffen hatte, daB seine eigenc Stirn ebenfells
schwarz war. Wie kem er darauf?

(Aufgabe 56) Die Einwohner der Stadt & sagen immer die Wobrheit, diea
Einwohner der Stadt B immer die Unwahrheit und die
Eirwohner der Stadt C beantworten die Fragen sbwechael o
wahr und unwahr. Ein Reigender mdchte wissen, in wel-
cher Stadt er sich befindet und in welcher Stadl gdor
erste Passant, der ihm begegnet, wohnt., Wiewiel Frager
mf er diezem stellen, wenn der GesprBchspartner nur
mit "ja” oder mit "nein" antwortet?

{(Aufgabe 78) Aus einer Gruppe von Leulen begriiBen sich eirige durct
dendschlag. Es ist zu beweisen, daB die Anzahl derje-
nigzen, &ie ein2r ungersden Anzohl von Leuten die Hand
geben, gerade ist.

Hersusgegeben vom FDJ-Aktiv der Sektion Mathematik an der

Friedrich-ScnilleriUniversitlit Jena.

Schriftleitung: Xlaus Fischer, Hanagporg Keifner

Mitarbeiter: N. Kuse, H. Peuker, H, Schirrmeister, J. Schwevz,
L. Staagnr, R, Wsckernagel.

Die Zeitung erscheint monatiich zum Preis von 0,10 MDN.

Bestellungen sind an die Aathﬂmatlxle?rﬂr der LOS BBS und Sgl

zu richten.
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WURELEL - ﬁchulorzeitung fiir Mathematik
Herausgegeben vom FDJ-Aktiv der Sektion Mathematik
an der PFriedrich - Schiller - Universitét Jena

Schriftleitung: Xlaus Pischer, Hansgeorg MelBrer
Nitarbeiter: N. XKuse, H. Peuker, H. Schirrmeister, J. Schwarz,
L. Staiger, W. Ulbrich, R. Weckernagel.

Anschrift der Schriftleitung: Sektion Mathematik
69 Jena
Helmholtzweg 1
Kennwort "Wurzel"”

Die Zeitung erscheint monmatlich zum Prels von 0,20 MDN.
Bestellungen sind an die Mathemetiklehrer der EOS, BBS

und SpS zu richten.
Binzelbestellungen k¥nnen direkt an die obige Adresse ein-

gesandt werden,

Liskhe Laser!

Unsere Zeitung erscheint ab Mai in einer neuen #uBeren Form.

Das neue Druckverfahren macht die Zeitung handlicher und ermdg-
licht neben einer Auflagenerhbhung auch eine bessere inhaltliche
Gestaltung.

Unseren neuen Lesern mBchten wir das Anliegen unserer Zeltung noch
einmal kurz darlegen. Es ist unser Ziel, Sie durch die einzel-

nen Beitrige mit Problemen aus interessanten mathematischen Dis-
ziplinen bekanntzumachen. Die Aufgaben sollen dazu dienen, Ihr
Interesse auf eine schipferische Betdtigung mit der Mathematik zu
lenken. Wir sind sehr daran interessiert, mit Ihnen in engen fach-
lichen Kontakt zu tretemn, indem Sie uns miglichst viele Ltsungen zu
den vertffentliehten Aufgaben dfnsenden und uns Anregungen fiir die
Gestaltung unserer Zeitung mitteilen.

Wir werden weiterhin die Auswahl der in unserer Zeitung abgehandelten
Probleme und Aufgaben so treffen, daB besonders die Schiiler der
Klassenstufen 9 bis 12 angesprochen werden,



Holger Gopel (Spezialschule des VEB Carl Zeiss Jena)

V1. Olympiade Junger Mathematiker der DDR

Fun ist die‘groﬂe Aufregung vorbei, die VI. Olympiade Junger
Methematiker der DPR, an der auch ich teilnenmen durfte.

Der Austregungsort hieB Bogensee, genauer die dort befindliche
Jugendhochschule "Wilhelm Pieck”. Dieser kleine, von Wald umge-
bene Ort mit seiner fast idyllischen Ruhe lieB8 nichts von der
nahen Hauptstedt Berlin ahnen. Helle und gerlumige Zimmer boten
den einzelnen Delegationen nicht besser zu denkende Unterkiinfte.
Auch die reichliche und sehr gute Verpflegung ilbertraf alle unsere.
Erwartungen.

Doch nun zum elgentlichen Zweck unserer Reise. Am 30. Mirz war es
sowelt., Verstreut in die verschiedensten Klassenréume bekam die
Delegation aus dem Bezirk Gera neben allen anderen dle ersten

drei Aufgeben vorgesetst.Die der Klassenstufe 10 schienen beim
erstmaligen Yberblicken gar nicht allzu schwierig, und doch hatten
sie es in sich. In der vorgegebenen Zeit war es némlich kaum még-
lich, jede Aufgabe bis ins Detail exakt zu 1Usen, was stets Punkt-
abzug bedeutet., Ahrlich verlief der zweite Tag, auch die Aufgaben
hatten etwa den gleichen Schwierigkeitsgrad. Damit war unsere Ar-
beit zu Ende. Doch jetzt erreichte die Spannung erst ihren HGhe-
punkt. Angesichts der vielen Teilnehmer (in der Klassemstufe 10
waren es 79) sanken die Hoffnungen a&f'eine gute Plazierung im-
mer mehr,

Einen gelungenen AbschluB bildete der 1. April, den wir in aes
Hauptstadt verbrachten. Mittag- und Abendessen im "Lindencorso”,
ein Theaterbesuch und natiirlich die Siegerehrung mit festlichem
Kulturprogramm erfreuten wohl jeden Teilnehmer. Hier wurde bekannt,
daB Schiiler unserer Delegation einen zweiten und zweil dritte Preise
errungen hatten und auch wir anderen recht gut abgeschnittem hatten,

Fir das gute (elingen diese Wettstreltes kUnnen wir nur unserem
Steat danken, dexr uns das ermbglicht hot unter der Fiihrung unserer
Arbeiterpartei. Deshalb sollen zuch unsere erzielten Leistungen
ein kleiner Teltr: g zu Fhren des VII., I:rteitages der S E D sein,



Die Delezation des Pezirkes gera erreichte folgende Lrgebnisse:

2.Preis: Hartwig Eckner EOS Schleiz

3.Preis: Wolfgang Kiefer EOS PbBneck

3.Preis: Harald FPischer SpS VEB Carl Zeiss Jena

Eine Anerkennungsurkunde. erhielten:
Holger Gipel SpS VEB Carl Zeiss Jena
Manfred Fischer SpS VEB Carl Zeiss Jena
Gerhard Veit EOS "Grete Unrein" Jena

Harald Schirrmeister

Angendherte Bestimmung der Zohl X durch Nadelwiirfe

Eine interessante Aufgaebe der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist

das sogenannte "Nadelproblem”, das zuerst von dem franzdsischen
Mathematiker Buffon (1701-1788) zeldst wurde und das auch seinen
Namen tr#gt. '

Die Aufgebe lautet: Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daZ ein
m8glichst schmaler Gegenstand (Nadel), der auf eine mit parallelen
Geraden gleichen Abstandes a {berzogene Ebene geworfen wird, eine
Gerade kreuzt? Die LEnge der Nadel sei D (D< a).

Das gesuchte Ereignis kdnren wir vollstiéndig mit dem Winkel x, den
die Nadel mit den Geraden einschlie®t und durch den Abstand y ihres
Mittelpunktes von der n#chstgelezenen Geraden beschreiben (s.Abb.1),
Die Nadel achneidet senau dann, wenn p & y ist.

Aus der Abbildung erkennen wir weci-
terhin, daB

p= g gin x

ist und erhalten damit endziltiz

das Kriterium ftir das gesuchte Ereiznis:
v£ g 8in X.

Auf Grund der Definition von y ist

0<£ y(S. AuBerdem genligt es,Winkel

x mit O #§ *x<W 2zu untersuchen. Abb, 1




Die nagen der Nadel fiir alle anderen Winkel lassen sich bis suf
eventuclle Vertauschung auf diesen Fall zurfick{'hren. Wir zeichnen
s 3iesen Sachverhalt in ein Koordlnatensystem ein (Abb 2)s

Alle m3glichen Lagen der Nadel -

der hier als Punkte des uechteckes

R darzestellt. Die Nadel kreuzt eine
Gerade dann, wenn ihre Laze durch
Punkte der Fl¥che S beschrieben wird.
Es liezt nahe, als Wahrscheirlichkeit
P des gesuchten Ereiznisses den
Quotienten der beiden Flichen zu
verwenden:

_ S
P =3

Wir erhalten flir die eine Fl¥che
a
R= 5
2 .
mnd S wird mit_JIilfe der Intesralrechnunz bestimmt

D .
S =iy sin x %x = D ,
Somit erzibt sich

« 5
(%) P=2ag

Fi» das Verstd#ndnis des folzenden Abschnittes ist die Kenntnis

des sogenannten Gesetzes der zro”er Zahlen, einem der zrundle-
gendsten S#tze der Wahrscheinlichkeitsrechnung, notwendig. Dieser
Satz besagt etwa, daf die Abweichunz der sogerannten relativen
HAufigkeit des Auftretens eines creimmisses von dessen Wahrschein-
lickkeit bei einer genligend 3roZen Anzahl von Versuchen beliebig
klein gemacht werden kann. Unter der relativen HBufi keit eines
Creignisses A bei n gleichartizen Versuchen verstehen wir den
Quotienten ﬁ wobei g dis Anzahl ‘des Auftretens von A in diesen

n Jersachen ist.

Danit k8nner wir T nun niherungsweise aus (#) errechnen, wenn f'ir
P Zie relative HEufizkeit des zugehSrigen Zreignisses eingesetzt
wird, Wir beschaffen uns diese relative Hiufizkeit, indem wir eine
Nadel mdilichst oft auf ein Blatt Papier fallen lassen, das gemiB
der Aufzabenstelluny pripariert wurde und das so grof ist, daZ es
gevihrleistet, da? die Nadel auch chne Zielen immer darauf f£311t,



Zielen 1st némlich verboten, weil alle Wiirfe zufédllig sein
miissen, wenn wir brauchbare Frgebnisse erhalten wollen. Man kenn
gich die Arbeit wesentlich vereinfachen, indem man mehrems Na-
deln verwendet, also beispielsweise nicht eine Nadel 200 mal,
sondern 1C Nadeln 20 mal wirft und jeweils die Fille, in denen
eine Nadel eine Gerade kreuzt, auszéhlt.

Weiterhin ist es zweckmiéfig,a doppelt so grof zu wihlen wie D.
In diesem Fall vereinfacht sich () zu

w
und daraus ergibt sich
1
”-= <.
Wenn wir P durch 4 anniéhern, erhalten wir schlieflich
"
»

Dieser Zusammenhang zwischen Nadelwverfen und einem N&Zherungs-

wert fiir die Zahl Tr ist immer wieder frappierend, auch wenn auf
Grund dessen, daB ein Einzelner nicht geniigend Versuche zurfithren
kann, die Néherung sehr ungenau wird.

Um fiir W einen Wert zu erhalten, der mit groBer Wahrscheinlich-
keit cuf zwel Stellen genau ist, miiBte man etwa 10 OGO mal wer-
fen. Diese Zahl kann man praktisch nur den» reclisieren, wenn meh-

rere ihre Ergebnisse zusammen ververten.

AUFGABEN (5. Serie)

9, Flasse: (9.9) BEs ist éin Freie 7u korstruieren, der durch
zvel gegebene Punkte A und T verliuft und
eine gegebene Gerade g herihrt.

(9.10) Es ist zu beweisen, da8 12°" - 57% fiir alle
'~ nattirlichen n durch 19 tellber ist. :

10,_Klassé£ (ic.g) Man beweise, dhﬁ die Summe dez Seitenhalble—-
renden im PreiecV kl@i er isf cls dcy Umf ng..

- (10.10) Tevelsen i, dof ﬂﬁs'r?dﬂu‘t'ﬂuv drei eufel n-
' cwierfolrender ritirlichen 7:lhlon, wolei “ie
mittlere 7chl Jie "ulivzerl eirer noti'rlicher

7ahl ist, stets cdurch 504 teilhnr irt.



11./12.Xlasse: (11./12.9) Von einer quadratischen Funktion sind die
Wertepaare (0;~14) und (2;0) bekannt.
Die erste Ableitung an der Stelle Xp=- %
betrﬁgt y'=-1.
Wie lautet die Punktion?

(11./12.10) Fiir welche natiirlichen Zahlen n ist

der Ausdruck 207+16%-3-1 durch 323 teil-
bar?

_ PREISAUFGABE (PS):

Ee ist ein Kreis zu konstruieren, der einen zweiten Kreis in einem
gegebenen Punkt S und eine gegebene Gerade beriihrt.

Tir jeden vollstindigen Iésungsveg der Preisaufgabe erhflt der Ein-
sender elnen Wertpunkt. Filr fiinf Wertpunkte erhiélt der Einsender ein
Puch. Sollten pro Yonat mehr als drei Einsender fiinf Wertpunkte be-
pitzen, entscheidet das Los (unter Ausschlul des Rechtsweges).

Talls ein Besitzer von 7inf Wertpunlten nicht unter die Gewinner
£i11t, nimmt er automatisch cn der folgenden Auslosung teil. Die
Idsungen sind unter dem Iennwort "Wurzel-Preisaufgabe" bis zum 20.
des ieweiligen Erscheinungsmonats (Datum des Poststempels) an un-
sere Adresse einzuscenden.

LUSUNG DER AUFGABE (11./12.3)
(eingesandt von Roland *ngelmann, SpS Zeiss, Klasse 8A)
Fiir diere ILSsung erhielt der Einsender einen Wertungspunkt,

. Die kiirzeste Zeit erreichen sie d:nn, wenn der Fufigénger und der
VMotorradf:hrer zur gleichen Zeit in B eintreffen.

: v Z : :
V.- X . . 3 \V 4 V,:Z .
¥y V, 79} + Va ¥ ——r— 2 qs
‘A % X | : l . P L IR : |
vé X + vzly + v1z'= V4X + VoY + vézi ,-vgy - Vo2 = VX
e ol VoZ = V4X = VoX '_
*“(v1 -l?Q)z = [71 -avz)x b I:(v1 - v2)
8w Y ;. s _



V4X = VoX = Vo¥ + Va¥

y(vy + vy5)
vy -V,

x(v1 - vz)

y=x

v1 +72

AB = VX + Vo¥ + V42

‘71-'7
AB = vox + VoX —;;—;—;;— + vqX
Vg =¥y
AB = (v, + V5 + V )
1 2 2 Vo + V
1 2
X = AB
'-.{v -V
Vo + Vo + Vo o 2
1 2 2 Fy
Vy =V .
x+y+z = (2+ ] ?)( AZ )
vy o+ Y, V4t Vs ¥V, &L o)
V. + V,

"

+

L=

+

- "
1

|

&

Dies ist die kiirzeste Zeit, in der die drei Freunde von A nach P
gelangen ktnnen.

. (11./12.4) ISsung: Wir unterscreiden zwel Tille:
1, Fall: OAmOF
In dierem Pclle ist der'gesuchte Punkt 1 sleich
dem Schnittpunkt von OA mit der Peripherie dor

Freices, den» hievieil wir’ der Winkel €4 A C = 15¢

und somit im (ertarteten) Drcieck maxiwm:l,

4



2. Fall: OALDM

Zur Bahandlung dieses Falles bendtigen wir fol-
gende, leicht zu beweisende Aussage:
Wenn 8 Sehne und byyeee) b Btigen Uber s sind,
so ist der Peripheriewinkeél iiber s des kiir-
zesten Bogens am grifBten.

/% FOoMA ist maximal, wenn O} minimal ist.

Da M auf dem Kreis liegt .
~+ 6} wird minimal, wenn O den
Kreig von innen berithrt. (Sonst kénn-
te man+62 noch verkleinern, ohne daf
der Schnitt- bzw. Beriihrungspunkt von
0 mit dem Kreis verloren ginge.)

~» 81 beriihrt den Freis im gesuchten
Punkt M.

»=Der dem Dreieck 4 OMA umbeschriebene
Zreis {(dieser enthilt ja den Rogen 81)
besitzt im Punkt M mit dem gegebenen
Freis eine gemeinsame T:ngente.

~» T ist Durchmesser des Kreircs um A OM'. De & CAM Peripherie-
winkel dieces Kreises ist, folgt nach Satz des Thales:

X oar = 90°

luénncwhmmﬂuntpﬂiw;Sduuh

-
i

In der letzien Jehren wurden in vercchiedenen Lindern Irogramme
2ie die sutomatische Isung vor Schachaufgsben mit Hilfe von elek-
+ponisel:er Ziffernrechenautomaten aufrestellt.

2in erster zrbfever Vergleich zweier solcher Programme wurde durch
einen Vergleichskemp? zwischen dem sowjetisd en Rechenautomaten

11 26 uné dem ameril¥anischen ZifTernrechner IBi TC9C begonnen.

Jie erste von 4 peplonten Partien vurde in der Zeit von Yov. 1966
bis Mirz 1957 aﬁsgetr'gen und cndete mit cinem Sieg fiir die sowje-
tische IT 20, ) = , L

Die Spielaufrzeichring 1t vervuten, vl heide Prosy mmé oline Le=
speicherte BréfTnungsveriartern erbelen,

i



Dr. E.Krtzel

Die Methode der vollstindigen Induktion |

Zur ErlButerung der Methode der vollstindigen Induktion beginnen
wir mit einem Beispiel:
Man bestimme die Summe der ersten n natirlichen Zahlen
Sn = 1+2+..a000tn. :
Ohne Schwierigkeiten ktnnen wir die ersten Werte Sn ausrechnen:
S1 = 1, 52 = 3, 33 =6, 34 =10, S5 B . ——
Wie lautet aber das allgemeine Bildungsgesetz fiir Sn, d.h. wie
kdnnen wir Sn fir beliebiges n darstellen? Wir kdnnen die Werte
Sn zwar filr beliebig groBes n ausrechnen, jedoch in dieser Weise
nicht fir jedes n. Nun sehen wir, daZ wir die ersten finf Werte
folgendermaSen aufschreiben k&nnen:
s, = 5%, 5, =32, 5, <&5d, 5, =42, 5 =20
Wir schliefen Jjetzt von diesen speziellen Aussagen Uber
S, (n = 1,2,3,4,5] auf eine allgemeine Aussaze iiber S+ Wir ver-
muten, dag sich S fir beliebiges n in der Form

g = nlnti)
S (1)

darstellen 1#8t. Diesen ﬁbergang, den Schluf von speziellen Aus-
sagen zu allgemeinen Aussagen, nennt man "Induktion". Es steht
noch die Best#itizung der Richtigkeit von (1) fiir jedes n aus.
Dazu iiberlegen wir uns folgendes:
Die Richtigkeit von (1) ist ja fiUr einige Anfangswerte (n=1,2,3,4,5)
festgestellt worden., Wir nehmen an, wir hitten die Richtigkeit
fir alle n = 1,2,....,k Uberpriift,
Es gilt also insbesondere
= Mk+1)

e .

Ist dann (1) auch fir k+1 richtig, gilt also

)
sk+l = S&:Lé‘kihl ?
Das kdnnen wir aber leicht beathtigen:

Es ist :
(1424000 0etk)+(k+1)

Sk+k+l.
Sk ist uns bekannt, also ist

i

[
P+t



Sk+1 = Elk—g—ll + k + 1

o k(k + 1) + 2(k + 1)
2
(e + 1)(k + 2)
2 [ ]

Nun konnen wir schlieBen, daB die Formel (1) flir alle Werte von
n richtig ist. ®ir n = 1, 2, 3, 4, 5 ist sie ja nach unserer Rech-
nung richtig, und da aus der Richtigkeit fiir ein gewisses n die
Richtigkeit flir n + 1 folgt, so folgt fiir die Richtigkeit schliefi-
lich fiir alle n, denn wir haben Ja jetzt die MBglichkeit, weiter v
n+18ufn+2, vonn+ 2 auf n + 3 usw. zu schlieBen. - Das ist
die Methode der vollsténdigen Induktion. Noch ein Wort zur thherpri
fung der Anfangswerte von (1): MuBten wir wirklich mehrere Werte -
hier n = 1, 2, 3, 4, 5 - iiberpriifen? Offensichtlich nicht! Ea ge-
ntigt zu zelgen, daf

S & g 4

1 =T _
1st. Wir hatten doch gezeigt, daB wir von n auf n + 1 schlielBen
kbnnen, und das kbnnen wir damnn auch sofort auf n = 1 anwenden.
Jetzt sind wir in der Iage, die Methode allgemein zu formulieren.

Das Prinzip der vollsténdigen Induktion:

Fiir jede natiirliche 7ahl n ist die Auscage A richtig, wenn

1) A fiir n = 1 richtig ist,

2) aus der Richtigkelt von A filr eine belieblge natiirl:che zahl
n = k die Richtigkeit von A fiir n = k + 1 folgt.

Das miissen wir natiirlich beweisen.

wiy fiihren den Beweis indirekt und nehmen an, A sei nicht fir

jede natiirliche Zahl n richtig. Dann miiBte es aber in der Folige
der natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, ... eine kleinste Zanl m geben, fir
die A falsch ist. m muB griSer als 1 sein, denn flir n = 1 ist A
laut Voraussetzung richtig. Folglich ist m - 1 = 1, und flir m - 1
ist A richtig, da ja m die kleinste Zahl ist, fir dile A falsch
gein soll. Das widerspricht der zweitem Voraussetzung, aus

der die Richtigkeit von A fiir die auf m - 1 folgende Zahl m folgt.
Demnach war aber unsere Annahme falsch und A gilt fiir alle nadlir-
lichen Zahlen.



Die Methode der vollstlindigen Induktion besteht im einzelnen aus den
Sehritten: -

1)} Aufstellung der Aussage A (Aufstellung dar Behauptung).

2) Die Induktionsvoraussetzung: Uberpriifunz von A filr n = 1.

3) Die Induktionsannahme: A sei fiir eine natiirliche Zahl k richtig.
4) Der InduktionsschluB: Schluf von k auf"k + 1 , *

Wollen wir noch ein Beispiel nach diesem Schema durchrechnen.
Aufzebe: Man beweise die Gleichung #

1T €20 % yaee 4 10 nfgzg 1))

fir beliebize n .

Induktionsy getzunz: n = 1
2= (1)

Damit ist ffir n = 1 die behauptete Gleichunz sicher richtig.
Induk*ionsannshme: Fiir die natiirliche Zahl k sei

12427 4 ..+ = Eik_g_l‘)z
richtig.

InduktionsschluB: Wir haben zu zeigen,da8 auf Grund der Induk-
tionsannahme auch

richtiz ist.

.
A \_
17+ 2% 4,004 (Kk#1)7 = (ELE;* ) + (k+1)

—— o o -uu-.-—---—.—-.-...

1
-
i
~
+
I

“bunzsau’maben:

§

$ .. 1 1 1 n
¥an beweise: 1) Ty ¥ 372 + L +oene ¥ o=rorTy T RET .

2) 1 +3 45+, + (20-1) = n° ,
i nti
3) 1+ x + x° #ees v a0 = =l (x4 1)
x -1
~+]
4) cos 0 cos2& ... cos 2 = 2;—*; -‘7-—@- .
7 sin &
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Dr. E. Krdtzel, Dozent an der Sektion Mathematik
Die Methode der vollstdndigen Induktion Il

Behandeln wir zunidchst noch ein Beispiel:

Aufgabe: Man beweise die binomische Formel

(a+p) = s + [].11] Rl N [g] B 2p? T

(AR EES [nf-.]. zbn-g + [ n ]'&bn-1 + bnv

n-1

Hierin bedeutet:
(lies: “n iiber m")

~ Induktionsvoraugsetzung: ne
(a * 'b)1 - \aq + bq.

Induktionsannghme:
(a +p)Ea o+ [E] &+ .....+[k‘_‘1] ab®=T 4 pk,



Induktionsschlufl:
Wir miissen zeigen, daB aus der Induktionsannahme folgt, daB auch

richtipg 1ist.

(at)* = (atp)E:(ath)
[ [ T s [ 5] @ o5 «(atv)

G R (G
ot [ ()] & p™ 4 p=r,
Wir sind also f;rtig. wenn wir

&+ ) - G

zeigen kdnnen. Das ist ganz leicht:

k Ke(k=1)s, s (k=(m=1
[E]+[m+1] = a0, 44l :

K1) ek, .o o(ictom) 1
sl .0 (M m+1

Lehrreich ist das folgende Problem: \
Fiir welche natiirliche Zahlen n gilt 2" > 2n + 1 ?
tiberpriifen wir einige Anfangswerte: -

nml: 27 < 201 + 1

mR2:  2%ml4 < 2:2+1 =5

pm3:  27mB > 2:341m=7

ity 2%m16 > 2e4+1=9
wir sehen also, daB fiir n = 1, 2 obige Ungleichung nicht richtig
ist, Fir n = 3, 4 ist die Ungleichung dagegzen richtig und es
sieht 8o aus, daB auch aie Ungleichung wohl fiir groBere Yerte
von n richtiz sein wird. Das ist in der Tat der Fall, und wir
kénnen auch hier die Methode der vollstindiren Induktion benutzen,
mur niissen wir den Induktionsberinn von ned auf n=3 verlemen.

Induktionsvoraussetzung: n = 3
22> 23+ 1



Induktionssnnghme:
ak > 2.k + 1 (k 2 3)

InduktionsgschluB:

K o ke K

BEs ist fiir k 2 3 stets Ek > 2 und nach der Induktionsannahme

2> 2k + 1,
Verwenden wir beide Ergebnisse, so folgt

¥ 5 ok +1) + 2,

also 2K 5 o(x#) + 1,
was zu beweisen war.

Wir sehen also, daB eine Aussage fiir einige Anfangswerte

n = 1,2,...,n°-1 falsch, dann aber fiir alle Werte n 2 n, richtig
sein kann. Und auch hier kann die Methode der vollsté&ndigen
Induktion angewandt werden, wenn der Induktionsbeginn erst bei
n, eingesetzt wird.

Formulieren wir anhand dieses allgemeinen Falles abschiieBend

noch einmal das Prinzip der vollsténdigen Induktion:

Fiir jede natiirliche Zahl n 2 n_ ist die Aussage A richtig, wenn

1. A fiir n = n_ richtig ist, '

2. aus der Richtigkeit von A fiir eine beliebige natiirliche Zahl
n=k 2n, die Richtigkeit von A fiir n = k¥ folgt.

ﬁbgggaaufgabe:
Fiir welche natiirlichen Zahlen n gilt die Ungleichung 20>

-

Aufgaben (6. Serie)

9, Klasse: (9.11) Es ist zu zecigen,® daf die Summe zweler
beliebiger aufeinanderfolsender unserade~
- Zahlen durch 4 teilbar ist. Gilt das rleiche
fiir merade Zahlen?

(2.12) Es ist zu beweisen, daB ein Dreieck sleich-
schenklis ist, wenn zwei seiner Meitenhal-
hiarandnan mleich ugind.



{10.12)
a) a, b seien Seiten eines Dreiecks. Es ist
zu zeigen, daf die Fldche des Dreiecks
nicht groBer ist als
asb
-

"

b) a, b, ¢, d seien die Seiten eines Vierecks,
wobei a der Seite ¢ und b der Seite d gegen-
iiberliegen. Man beweise, daB die Fliche des
Vierecks

(a c)+(b d4)

o
nicht liberschreitet.

11./12. Klasse: (11./12.11) Man berechne folgende Summe:

(11./12.12) In einem Kreis seien zwel Radien
gegeben, Wie ist eline Sehne zv
legen, damit sie von diesen Ra~
dien in drei gleiche Abschnitte
ceteilt wird?

PREISAUFGABE (P6)

Fs is% ein Dreleck A ABC zu konstruieren, von dem geseben
gind:

1) die Seiten a und b,

2) = 3

Fiir jeden vollstindigen Lisungsweg der Preissufgabe erhilt der
Einsender einen Wertpunkt. Fiir fiinf Wertpunkte erhilt der Ein-
sender ein Buch. Sollten pro Monat mehr als drei Einsender
fiinf Vertpunkte besitzen, entscheidet das Los (unter AusschluB
des Rechtsweges). Falls ein Besitzer von fiinf Wertpunkten
nicht urter die Gewinner fdllt, nimmt er automatisch an der
folgenden Auslosung teil. Die Ldsungen sind unter dem Kenn-
wort 'Wurzel-Preisaufzabe’ bis zum 30, Juni 1867 (Datum des
Poststempels) an unsere Adresse einzusenden.



LOSUNGEN

(9.4) Wegen [a]ls a < [a] *+ 1 ergibt sich folgende Ungleichung:

Hm Bl o« By = & |4
3x-3g2x +2<3x +3 |=3x =2
-58-x <1 [+ (=1

52 I’-‘l,

da %ﬂ gangzahlig ist, ergeben sich folgende Lisungen:
x1-a1, x2u3, xans.

(10.3) Es gelte: a® + b ist durch 7 teilbar. (Im folgendea
schreiben wir dafiirs 7/ a° #v° ).

Es sei nun: a = 7p*tq, b = 7k'm Osq, m<?

7/ 49p°+apqtqe+aoke+ukmtn®,
Da aber

9/ 49p2+14pq+iok+14km ,
gilt auch
2

'?/qa"'m,

also > 5

- + m -
8 'a— B ganzzahlig

Wir betrachten uun die bei der Teilung von Quadratzehlen
durch 7 moglichemKkeste, hier bezeichnet als R(az).
Es gllt:

R(a ol112]13|4]1516
@) [olalTalalalala ((rea))? = r(e?)}
Diese Werte setzt man nun fir q2 und m2 ein und sieht,
dal q2 + n° nur dann durch 7 teilbar ist, wenn qum=Q .

(245) Nach Voraussetzung ist a, - a, >0
8 = 8q = 2(aq-a,)

2100 ~ 899 = 2(8gg72gg):

3



also sind alle Differenzen

d2-31 pene .a.‘ 00-3.99
positiv, und es gilt:

881 _ ..... o 21007%99 |,

™% 899 ~898
erden diese 99 Briiche miteinanaer multipliziert, so erhalten
#1ipt
- 2 und damit
34 "%
= ag * 279.(ay-ay)
3400 890 Ry hgse
Bs gilt aber 8gq > 0 und dsmit wegen ay-a, 2 1 die Ungleichung
2100 > 27

(10,5) Im A ABC mit AC = = und BC = b mdgen die Seitenhalbieren-
den 3D und BE aufeinander senkrecht stshen. Ihr Schnitt-
punkt sei M. Wir ziehen DF||BE (F 1iegt auf AT). Dann
ist ¥ ADF = 3 AME = 90° und

%-% = 2, d.h., m-%«m-g-a.

Hieraus ergibt sich folgende Konstruktion:

Wir tragen auf einer Geraden die Strecke AC = a ab und
konstruieren den Punkt F, der AC im Verhiéltnis 3:1 teilt.
Wir konstruleren die Kreislinie mit der Srecke AF als
Durchmegser. Sie schneidet den Kreis um C mit dem

Radius % im Punkt D. (CD = %, 3 ADF = 90°). Wir ver-
lingern die Strecke OD iiber D hinaus um D5 = 3. Dann ist
das Dreieck A ABC das gesuchte.

Die Aufzabe hat eine Losung, wann.% € % € a, d.h., wenn
% = % € 2 ist. In diesem Fall ist die Losung sogar
eindeutiz bestimmt.



{iG.57 (eingesandt von W.Nagel, Sp5 Zelss Jeaw; Klusse SAY
Be gei: Y% ™ Strémungagenchwindigkait
Vg Geschwindigkeit des Schwimmers bei
gtehendem Wasser

Abstand der Briicken (2 km)
Zeit vom Verlust der Flssche bls zum
. Einholen
t. - Zelt, die der Schwimmer noch

weiterschwamm (2C min)

er I8
it

Denn gilt: ' N
(v, = v )+t
B b A n’_'s . S - B
s Ve ¥ Yy v V.

n

s»(vs*v“} = tsvn-(vs+vn) * tsvn»(vs-vn) toov,

8 = Q't;ﬂv?i
Also ist
v, = 5p- = 5 kn/h.
4 \}S
(11/12.6)

Aus der Ungleichuns folgt sofort x o n.a0°,
Denn gilt 3ssin®x cos®x > O. Durch Multiplikation der
Ungleichung mit diesem Term erhalten wir:

5~(coszx - sinax) 2 8-(0052x sinex),
also

8-cos“x - Z-cos?x - 3% 20
oder .

[cosax - %] -[coszx + %] 2 0,
Da [coszx + %] 2 0,
gilt auch:

cosax - E 2 0,
dlh'. ;]

Jcos x| 2 xV/3 .
Da cos 30° = %--\/7 .
gilt

k+180° < x s 30° + k.180° (kbeliebig ganz)



Preis e (P.3) von W.Nagel
(PFiir unsere neuen Leser geben wir die Aufgabe noch einmal
mit an:
Gegeben sei das Gleichungssystem

x1x2x3....x1967 = 1
x;1 - x2x3-|00x4967 -' 1

x1x2....xﬂ966 - Xq967 = 1

Bs sind alle mdglichen Werte fir x,, 2zu berechnen!) .

Lésung:

Wir setzen:
47 1967
n X; =8 und n X; = .
i=1 i=48

1. Gleichung: a+b = 1, also a -~ % =0 (I)

48,.Gleichung: a - b = 1 (11).

Aus (I) und (II) folgt
b+1=q und damit b° +b -1 = 0.

Also ist

mL\ o]

1
+ gt 1

47,Gleichung: av%- - b-x47 = 1 , also nach Umformung
47

2 1 a
""5-03(47 -5 " 0.

Als ISsungen ergeben sich:

4
474
j = T 2

J{a.?



Setzen wir a4 “%ﬁ und a, = %é , und setzen wir fiir bq und
fir b, die errechneten L¥sungen ein, so erhalten wir

"47.,"}%5
‘472"24?%'1

X -
4?5

‘474"'}%5'

Also Rann X0 die Werte 1, - 2:a£5 und f 2:3&5 annnhmog.

Die Ldsung von W.Nagel ist iibersichtlich dargestellt. Er geht
ohne groBSe Umwege darauf hin, Xyn ZU bestimmen.

Den zweiten Teil der LBsung hiitte er sich ersparen koénnen,
wenn er

46

= : 193?
- a' und
=1 !

X, = b'
im47

noch angegeben hitte.
b; und bj bestimmen sich genauso wie b, und b,. Dann gilt:
1

]
E} - x47k 1, = 1,2, k= 1,2,3,4.

Werner wilhlte einen etwas umsténdlicheren Weg. Er bendtigte
relativ viele Umrechnungen. Besonders dann, als er konkrete
zahlenwerte eingesetzt hat, ergibt sich in den beiden trivialen
Féllen (xh7n4) unndtig viel Arbeit, was bei der hier angegebenen
Yariante wegfiillt.

10SUG DER PREISAUFGASE (P.4)

(eingesandt von Reinhard Loren2, EOS J.R.Becher Jena)

(Auch diese Aufgabe geben wir fiir unsere neuen Leser noch
einmal an:

Wenn man eine vierstellige Zahl mit derjenimen vierstelligen

10



zahl multipliziert, die dieselben Zifferm, jedoch in ungekehr~
ter Reihenfolge, enthidlt, erhiilt man eine achtstellige Zahl,
deren drei letzte Zifferm Nullen sind., Man finde alle dieje-
nigen Zahlen, die diese Bedingung erfiillen!)

L&gggg:s

Des Produkt der belden vierstelligen Zahlen soll drei Nullen
als letzte Ziffern besitzen, d.h. durch 1000 = 23.57 teilbar
“yin,

fiege Primfaktoren miissen in beiden Zahlen vorkommen, es dir-
fen jedoch nicht die 2 oder 5 gleichzeitig in einer Zshl als
PsXtoren vorkommen, da diese dann auf Null enden wiirde, die
endere sber nur dreistellig wire. In einer Zshl muB also 5

als Faktor enthalten sein. Alle Zahlen, die durch 53. aber
nicht durch 2 teilbar sind, enden auf 125, 375, 625 oder 875.
Die anderen Zshlen kbnnen also mur mit 521, 573, 526 oder 578
beginnen. Da sie durch 23-8 tellbar sein miissen, finde ich die
Zahlen 5216, 5736, 5264, 5784 und durch Umkehrung 6125, 6375,
4625, 4875. '

o T

Kleine Knobelsien

"Ep" ist doppelt so alt wie ngie" war, als er so alt war wie
sie jetzt ist. Beide zusammen gind 49 Jahre. Wie elt ist jeder
von beiden?

=
i
i
o

Essen und Trinken des Hermm SEBASTIAN AMBROSIUS sind streng
geregelt. Wenn er Kaffee trinkt, nimmt er keine Milch zu sich.
Brotchen i8¢t er nur dann, wenn er Milch trinkt. Herr SEBASTIAN
AMBROSIUS 1Bt keine Suppe, wenn er nicht Brotchen iB8+. Heute
zun Mittag, so erzéhlt Herr AMBROSIUS, leistete er sich eine
Tasse Kaffee.

Nehm Herr AMBROSTUS heute Mittag Suppe zu sich?

Diese Aufgabe 1lé8t sich rein formal mit Mitteln der mathema-
tischen Logik 16sen. (Wir werden in einer der néchsten Nummern
ausfiihrlicher darauf eingehen.)

1M



Mit n! bezeichnen wir das Produkt 1:2:3e...+(n=1)n.
Warum hat die Zahl 100! am Ende 24 Nullen?

*

Der Dorfbarbier. Jemand definiert: Der Dorfbarbier ist der-
jenige Mann im Dorf, der alle méinnlichen Dorfbewohner, die
sich nicht selbst rasieren, rasiert. Rasiert sich der Dorf-
barbier selbst?

>

Wo steckt der Fehler?

(Aus dem gleichnamigen Buch von W. Lietzmann, B.G.Teubner
Verlagsgesellschaft Leipzig 1966, 4,80 MDN)

Es ist na—n(2n+1) - (n*ﬂ)e-(n*1)(2nfﬂ) (Davon iiberzeugt
man sich leicht durch Ausmultiplizieren.) Naraus folgt:

na-n(2n+1)+[gszj]2 -

(n+ﬂ)2-(n+1)(2n+1)+[§§13]2 ;

-3 - 3",

n -2 o eq. 2o

8lgo ist n = n¥1. (Eine beliebige Zahl idndert ihren Wert
nicht, wenn man 1 dazuaddiert.)

Berichtigung

In "WURZEL" Nr. 5 ist uns ein bedauerlicher Druckfehler
unterlaufen. Auf Seite 9, sechste Zeile von unten, muB es
richtig heiBen: "Folglich ist m - 1 2 1, und...". Wir
bitten das Versehen zu entschuldigen.

Liebe ILeser!

Schreiben Sie ung bltte, wie Thnen die neue Form der "WURZEL"
geféllt und welche inhaltlichen Verbesserungen Sie sich wiin-
schen. Wir sind fiir jeden Hinweis dankbar!

12
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Liebe Leser!

Beim Durchbléttern dieser Doppelnummer werden 3ie merken,
daB wir Sie heute einmal mit einigen allgemeinen Fragen des
Studiums in Jena, insbesondere des Studiums an der Sektion
lMathematik, bekannt machen wollen. Wenn Sie im September die
Nr.9 der "Wurzel"” in den H#nden halten, wird an einige von
Thnen die Frage herangetreten sein, wo und was Sie studieren
werden. Migen Ihnen die folgenden Bemerkungen helfen, sich ein
Bild iiber ein Mathematikstudium an der Friedrich-Schiller-Uni-
versitét Jena zu verschaffen und Sie in Threm EntschluB, eventu-

ell ein solches Studium bei uns aufzunehmen, bestérken.

Fiir IThre Sommerferien wiinachen wir Ihnen eine gute Erho-
lung und hoffen, daB Sie auch im neuen Schuljahr der Mathematik
und unserer "Wurzel" treu bleiben.

Inre "Wurzel"-Redaktion



Liebe Leser der , Wurzel”!

Der VII. Parteitag der SED hat fiir unser Volk grofe und
schdne Perspektiven ertffnet. Wie schnell wir die gestellten
Ziele erreichen, h#ngt im entscheidenden MaRe von der Durch-
fihrung der wissenschaftlich-technischen Revolution ab, Die
wissenschaftlich-technische Revolution ist verbunden mit einer
raschen Entwicklung und breiten Anwendung der lathematik und
solcher mit ihr eng verwandten Disziplinen wie Rechentechnik,
Datenverarbeitung, Kybernetik, Okonometrie u.a.. Bereits bis
1970 entsteht in unserer Republik im Zuge der Realisierung
des Datenverarbeitungsprogramms ein dichtes Netz von etwa 10C
Rechenzentren. Die Liathematik dringt heute in alle Bereichie
der Wirtschaft, Technik und Wissenschaft ein. Kinftig wird
man sich bei allen wichtigen Entscheidungen in der Volkswirt-
schaft auf exakte m?}hematische Berechnungen stiitzen, die Zeit

der reinen Empirie ist vorbei. Der Mathematiker wird somit
ein unersetzbarer Partner fir den Okonomen, den Landwirt, den
Ingenieur und den Wissenschaftler. Daraus ergeben sich hdhere
Anforderungen an das Niveau der mathematischen Forschung und
an ihre Beziehungen zur Praxis. Die Kapazit&t der mathemati-

schen Forschungseinrichtungen wird stark anwachsen.

Obwohl wir erst am Anfang dieser Entwicklung stehen, besteht
in der Volkswirtschaft bereits jetzt ein splirbarer Kangel an
Diplom-Mathematikern, die, ausgeriistet mit hohem fachlichen
Ldnnen und VerantwortungsbewuBtsein unserer sozialistischen
Heimat gegenilber, auf Jalre hinaus in der Lage sind, die kom-
plizierten Aufgaben der wissenschaftlich-technischen Revolu-

- tion zu meistern.

Eine entscheidende Bedeutung kommt heute einer guten
mathematischen Ausbildung der Schiller zu, die in nsher Zukunft
mit den Problemen der wissenschaftlich-technischen Revolution
konfrontiert werden. Unsere Gesellschaft ben8tigt in den n#ch-
sten Jahren eine groBSe Anzshl von Mathematik-Lehrern, die

1) Empirie, die : Erfahrung (griech)



bereit und fshig sind, den Schiillern gute mathematische Kennt-
nisse zu vermitteln, bei ihnen Liebe zur Mathematik zu wecken
und sie gleichzeitig zu bewuBten Mitgestaltern unserer Ent-
wicklung zu erziehen. Diese Lehrer milssen in der Lage sein,
noch iiber das Jshr 2000 hinaus einen zeitgem#fBen kathema-
tikunterricht halten zu kdnnen.

Dem st&ndig wachsenden Bedarf an Mathematikern in der
Volkswirtschaft und in der Volksbildung wird in unserem Staat
dadurch Rechnung getragen, da8 an allen Hochschulen immer
mehr Studienplétze fir Mathematiker zur Verfiigung gestellt
werden. So hat sich an unserer Sektion, um nur ein Beispiel
zu nennen, die Anzghl der immatrikulierten 2) Diplom-Studen-

ten von 20 im Jahre 1962 auf 65 im Jahre 1967 erhdht.

An unserer Sektion werden Diplom-Mathematiker und Mathe-
matik-Lehrer filr Allgemeinbildende Polytechnische und Erwei-
terte Oberschulen ausgebildet.

Die Ausbildung der Diplom-Mathematiker zerf#llt in zwel
Abschnitte. WEhrend des zwelij#hrigen Grundstudiums werden un-
sere Studenten nach modernsten Gesichtspunkten mit Grundlagen
der htheren Mathematik vertraut gemacht. Danach beginnt das
Spezialstudium. Wie bereits der Name sagt, erhllt hier jeder
Student die Moglichkeit, sich zu spezialisieren. Er whhlt
eine mathematische Disziplin aus, der er in den letzten drei
Jahren des Studiums die grdBere Aufmerksamkeit widmet. Es
bestehen in unserer Sektion vorwiegend folgende Spezialisierungs-
méglichkeiten: Numerische Mathematik und Rechentechnik, Wahr-
scheinlichkeitsrechnung und mathematische Statistik, Funktio-
nalanalysis, mathematische Kybernetik.3) Die Studenten werden
wihrend des Spezialstudiums von den entsprechenden Fachabtei-
lungen betreut und allm#hlich an selbst#éndige wissenschaft-
liche Arbeit herangefithrt. Im letzten Studienjshr schreibt
der Student seine Diplomarbeit, deren Problemstellung sich

2) immatrikulieren: in die iatrikel (Namenverzeichnis der
Studierenden) einer Hochschule einschreiben.

3) Interessenten teilen wir gern genaueres {iber die einzel-
nen Spezialrichtungen mit.



aus der Forschungsarbeit der Abteilung ergibt und die in der
Regel einen kleinen Beitrag zur Weiterentwicklung der entapre-
chenden Fachdisziplin darstelli. Um eine erforderliche Breite
der Ausbildung zu sichern, sind fiir alle Studenten obligalo-~
riache Lehrveranstaltungen in den oben angefithrten Fiéchern
vorgesehen. Neben der Ausbildung in Mathematik erhalten die
Studenten eine recht umfangreiche Ausbildung in Physik und

in den Gesellschaftswissenschaften. Die gesamte Ausbildungs-
dauer betrsgt 5 Jahre. Fir besonders begabte Studenten bestent
in Zukunft die Moglichkeit, nach AbschluB eines zus#tzlichen
zweljihrigen Forschungsstudiums und Verteidigung der Dissger-
tation unserer Sektion mit dem wissenschaftlichen Grad

"Dr. rer. nat.” zu verlassen. Aber auch flr die in der Praxis
titigen Mathematiker steht der Weg zur Weiterqualifizierung
und Promotion offen.

Die Ausbildung der Mathemastik-Lehrer dauert in der Regel
4 Jghre., Sie schlieft mit dem Staatsexamen ab. Dariiber hinaus
pesteht fiir besonders befihigte Studenten die M&glichkeit eines
einjshrigen Zusatzstudiums. Die Ausbildung in Mathematik ist
nit einem zweiten Fach gekoppelt. Dafiir kommen an unserer Uni-
versitit Physik, Geographie oder Chemie in Frage. Unsere Ab-
solventen erhalten dadurch die Berechtigung, such in diesen
Fchern zu unterrichten. Neben den Vorlesungen, Jbungen, Prak-
tika und Seminaren in den beiden Ausbildungsféichern bekommen
die Lehrerstudenten eine- golide Ausbidung in P#&dagogik,
Psychologie, Methodik des Fachunterrichts und in den Gesell-
schaftswissenschaften. Auch fiir Lehrer bestehen weitreichende
M&glichkeiten der wissenschaftlichen Weiterqualifizierung bis
zur Promotion auf dem Gebiet der Mathematik oder der Methodik
des Mathematikunterrichtes.

Wir bemtthen uns darum, unsere Studenten schon w#hrend der
Ausbildung mit ihren kiinftigen Berufssufgaben vertraut zu
machen. So filhren die Diplomstudenten ein mehrwchiges Prak-
tikum in Rechenzentren oder grofen Betrieben durch, wobei sie
die Fahigkeit erwerben, praktische Problemstellungen in mathe-



matisciie umzuwandeln. Nichit selien ergibi sicii daraus das Theua
ihrer Diplomarbeit. Die Lehrerstudenten absolvieren zahlreiche
schulpraktische Ubungen, bei denen sie sich die notwendigen
methodischen Kenntnisse aneignen. Unsere besten Studenten leiten
Zirkel fiUr mathematisch interessierte Schiller und spielen eine
aktive Rolle bei der Vorbereitung und Durchfiihrung von Mathema-
tiklagern. Seit Beginn des Jahres gibt das FDJ-Aktiv unserer
Sektion die Schiilerzeitung fir Mathematik "Wurzel" heraus, deren
Anliegen es ist, den Schiilern Anleitung zur selbsténdigen Be-
schi&ftigung mit der Mathematik zu geben und sie fir ein Mathe-
matikstudium zu interessieren.

Unsere Sektion steht heute vor der verantwortungsvollen
Aufgabe, immer mehr gute Mathematiker auszubilden. Wir kénnen
diese Aufgabe jedoch nicht allein l&sen. Deshalb wenden wir uns
mit der Bitte an Sie, liebe Lehrer, uns bei der VWerbung von Abi-
turienten fir ein Mathematikstudium zu unteratitzen. Wir wenden
uns aber auch direkt an Sie, liebe mathematik-interessierte
Schiiler. Entscheiden Sie sich fir unseren schénen und intereas-
santen Beruf, der Thnen grofle Perspektiven bietet, und kommen
Sie zu uns. Wir werden keine Miihe scheuen, Sie so auszubilden,
daB Sie den Anforderungen der Praxis sp#ter stets gerecht
werden.,

TR WA W2, M

Prof. Dr., H. Thiele Prof. Dr. K. Matthes
Vorsitzender der Sektion Dekan der mathematische-
Leiter der Abt. mathematische naturwissenschaftlichen
kybernetik Fakultit '
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4. Pt Bt R Hallined

Prof. Dr. A. Pletsch Prof. Dr. J. Bohm Dr., W. Wallisch



Leichte Kost fiir die Ferien

Sieben gleiche Semmeln sollen zu gleichen Teilen unter
12 Personen verteilt werden. Wie geschieht dies, ohne das
auch nur sine einzige Semmel in 12 Teile geteilt werden muB ?

X

Ein Balken wurde in drei Minuten in Stiicke zu je 0,5 m
Lénge zers#zt, wobei jeder Schnitt genau eine Minute dauerte.

L]

Wie lang war der Balken 7

Wie lange hHtte es gedauert, einen Balken doppelter L&nge
zZu zerségen 7 '

x

Die Ziffern 1, 2, 3, 4 und 5 sollen unter Verwendung
mathematischer Zeichen ohne Verinderung der Reihenfolge so
zusammengestellt werden, da8 sich 100 ergibt !

*

Wieviel sind eineinhalb Drittel von 100 7

¥

In einer Familie sind 5 Sthne. Jeder von ihnen hat genau
eine Schwester. Wieviel Kinder sind im ganzen in der Familie 7

- 3

Lose das folgende Gleichungssystem !

ax + by
bx + ay

a
b

]



Interessantes fir kinftige Studenten

50ZIALVERSICHERUNG

Die Studierenden unterliegen der Sozialversicherungspflicht
auf Grund der Verordnung iber die Sozialversicherung der Stu-
jenten, Hoch- und Fachschiiler vom 2. Februar 1950. Die Studie-
renden sind beitragsfrei versichert.

"3

T AHRPRETIS

Studierende erhalten bei der Reichsbahn FahrpreisermiBi-
gungen von 75 0/0 bei Fahrten zwischen dem Hochschulort und
dem Wohnort der Eltern bzw. des Ehegatten. Die Ausgabe der An-
trége erfolgt an den Fahrkartenschaltern der Deutschen Reichs-
bahn.

MAHLZEITEN

An jedem Wochentag kann in der Mensa mittags und abends
warm gegessen werden. Am Mittag gibt es zwei Wahlgefichte (fir
0,60 ¥DN bzw. 0,80 MDN). Am Abend stehen zirka 12 Speisen
(0,40 DN bis 2,50 LDN) zur Wahl.

W OHNHEIMNE

Filr angehende Mathematiker und angehende Mathematiklehrer
gibt es in Jena ein schin gelegenes Wohnheim, das Erich-Weinert-
wWohnheim. Die Miete schwankt je nach Zimmerbelegung zwischen
6 und 10 MDN. Bettwtache wird gestellt.

MEdchen wohnen in einem der modernsten Wohnheime, dem
Anna-Seghers-Wohnheim. Geschmackvoll eingerichtete Zwei- bis
Vier-Bett-Zimmer, Duschr#ume, Fernsehriume, Kichen, Waschma-
schinen sorgen fir optimale Nutzung der Zeit und ermdglichen
sinnvolle Erholung.



STUDENTENKELTLER

Piir eine sinnvolle und lehrreichse Freizeitgestaltung
bauten die Jenaer Studenten alte, 15 m tiefe Gewdlbe als
Studentenkeller aus. Hier kann man bei Bier oder Wein dis-
kutieren, singen und musizieren. RegelméBige Veranstaltungen
(Literaturabende, Lichtbildervortrige, Diskussionen mit
prominenten Wissenschaftlern iiber politische Fragen usw.)
sorgen fiir abwechslungsreiche und bildende Abende.

VORLESUNGSBETRTIESB

In folgenden mdchten wir unseren Lesern einen kleinen
Einblick in den Vorlesungsbetrieb an unserer Sektion geben.
(Als Beispiel fiilhren wir das erste Semester Mathematik-
“Diplom auf.)

VORLESUNGSPLAN Mathematik-Diplom, 1.Studienjahr
(Herbstsemester 1966/67)

Zeit Mo Die Mi Do Fr Sa
7- 8 Anal.- Anal.I
8- 9 ibg. | Gewi "
9-10 | Ex.-Ph.| Ex.-Ph. " Ex.-Ph.

10-11 " Anal.-

14-12 Anal.I | Anal.I Anal.I | Tbg.

12=13 " " "

Sprachen: 2 Doppelstunden (nach Vereinbarung)
Gewi-Seminar: 1 Stunde (nach Vereinbar.)
Sport: 1 Doppelstunde (wahlweise)

 FRLAUTERUNGEN:

———— — —
Analysis I: Im ersten Semester wird in Analysis eine Ein-
filhrungsvorlesung gehalten. Dazu gehdren Grundlagen dexr
Mengenlehre, Gruppentheorie, Vektorrdume, Betrachtungen
iber den Kdrper der reellen Zahlen und iiber metrische
Réume.




Ubungen zur Analysis: In den Jbungen werden die in der Vor-
lesung hbzw. beim Nacharbeiten aufgetauchten Fragen ge-
klért. Zum besseren Verst8ndnis der Vorlesung werden Auf-
gaben durchgerechnet. : "

Gewi: In der Grundvorlesung Gesellschaftswissenschaften werden
im ersten Semester Vorlesungen iber die Grundlagen des
Karxismus-Leninismus gehalten. Sie sollen den Studenten.
bei der Aneignung einer wissenschaftlich begriindeten Welt-
anschauung helfen. Ein guter Student sein heiflt nicht nur
ein gutes Fachwissen zu haben, sondern heiBt auch ein gutes
gesellschaftliches Wissen zu besitzen und dieses st¥ndig
anzuwenden. Diese Vorlesungen sind deshalb von zrofZem wert.

Gewi-Seminar: Im Seminar zu den Vorlesungen in Gewi werden von
Studenten Vortrige iUber einzelne Themen der Vorlesung ge-

halten. Anhand von Studienmaterial werden Uber die in den

Vorlesungen anzeschnittenen Fragen Diskussionen gefihrt.

Ex.~Physik: In der CZxperimental-lhysik werden im ersten Ceme-

ster Vorlesungen iiber Mechanik, ikustik und elektromagne-

tische Felder gehalten. Zahlreiche Versuche ergénzen diese
Vorlesung sehr wirkunzsvoll.

Sprachen: Nach Abschluf des zweiten Studienjshres soll der Stu-
dent in der LaJe sein, mit fremdsprachigen Fachbiichern
arbe¥ten zu kénnen. Bei dem heutiger Stand von Wissenschaft
und Technik ist es unumg#nglich, Fachliteratur aus anderen
Ltndern lesen zu konnen, ohne auf Ubersetzungen in die
deutsche Sprache angewiesen zu sein. Jeder Student mul
deshalb an einer obligatorischen Ausbildung in Russisch
und in einer zweiten Fremdsprache nach Wahl teilnehmen.

Sport: Zum Studium gehdren (mindestens im ersten und zweiten
Studienjahr) wdchentlich 2 5td. Sport. Die Sportart kann,
je nach Neigung, vom Studenten selbst gewihlt werden (z.3.
Basketball, FuBball, Volleyball, Leichtathletik, Judo,

Schwimmen oder Fechten).




AUFGABEN (7. Serie)

9.Klasse: (9.13) Man teile einen Winkel von 54° mit Zirkel
und Iineal in drei gleiche Teile.

(9.14) [a) ist die groBte ganze Zahl, die a nicht
iiberschreitet. Man bestimme alle x, fir die

U g [

10.Klasse: (10.13) Zwvei Kreise schneiden sich in den Punkten
§ A und B. Durch A und B sei je eine Gerade
!
i

gezogen. Diese Geraden schneiden den Kreis k,1
in den Punkten C und D, den Kreis k2 in den
Punkten E und F.

; Es ist zu zeigen, daB CD || EF gilt!

(10.14) Die Zanl

Pl

a +

sei ganz. Man beweise, daB dann gilt:
Fir beliebiges, natiirliches n ist

n 1
a + En

Zanz.

11./12.Klasse:

(11./92.13) Man beweise: Sind bei den Zanlen a und b
die letzten m Ziffern gleich, so sind auch
bei den Potenzen a% und d® (n nat.) die
letzten m Ziffern gleich.,

(11./12.14) Wie groB ist die maximale Fléche des Drei-
ecks, fir dessen Seiten folgende Beziehung
gilt:

0<as1sbs2scss

PREISAUFGABE (P. 7)

Man lose folgende Gleichung:
[x = 1] = 2:]x - 2] + 3+|x - 3]=4

10



A

PREISAUFGABE (P, 8)

Man gebe alle Tripel (a,b,c) natiirlicher Zahlen an, die folgen-

den Bedingungen geniigen:
b, ¢ teilerfremd, 1sas6 und es gilt:

Vv a+ % = aa//%- .

LOSUNGEN

I

(9.10): Fiir natiirliche n gilt immer
X-y/x-35 .

Also ist 144 - 125 / 144" - 1257,
da auBerdem
1448 — 125" = 1227 - 53a

fol
e 19 / 1228 . 53n,

(10.8): Es gilt: 105« 78 + 25
53 * 78 - 25.
Dann folgt nach dem binomischen Satz:

10372 - (78+25)27 o 78.k + 257
53103 o (78-25)19% . 78.n - 25"%°,
Es ergibt sich als Summe:
103°3 + 537%3 . 98.(k+n) + 2577 - 25707,

Ferner ist
2553 i 25103 - 2555_(1_2550)
= 2577.(4=25%) « (25" 4256, . .+25%+1)
s 2577.(1=25) +(1425) +(25 4. . . #1)
- 2592 :(=24) «26.(25%0¢. .. +12.

Da 3/24 und 3.26 = T8 gilt, ist auch dieser Ausdruck
durch 78 teilbar. Somit ist auch
10353 % 53103
il durch 78 teilbar.




(11./12-7)3

Da 5040 = 5:7.9+16 ist, muB man zeigen, daB der
gegebene Ausdruck durch 5,7,9 und 16 teilbar ist.
Es gilt aber:

n?-14n5+49n%-36n = (n-3)(n=-2)(n-1)n(n+1)(n+2)(n+3).
Von sieben aufeinanderfolgenden Zahlen sind
mindestens 3 durch 2 teilbar, davon mindestens
eine durch 4, weiterhin sind zwei Zahlen durch >
und je eine durch 5 bzw., 7 teilbar. Somit ist- ihr
Produkt durch 5040 teilbar. ¥

(11./12.9):

(eingasandt von Ed. Martin, 11.K1.,
EOS Heiligenstadt)

Fiir jede in x quadratische Funktion kann man
schreiben: ’

y = £(x) = ax? + bx + c.
Die Wertepaare (0,-14) und (2,0) erfiillen die
gesuchte Funktion, d.h.:

c = =14

4a + 2b =14 = O

b=7 - 2a.

Wir erhalten die Funktion

y = £f(x) = ax®* + (7-2a)x - 14.
Ferner ist bekannt, daB die erste Ableitung
an der Stelle

xp =53
den Wert y' = -1 annimmt.
y' = 2ax .4+ 7 - 2a = 2a+(x-1) + 7
~1=2a(-3-1) +7
. a= 3
b= 1,
Die gesuchte Funktion lautet also
y= £f(x) = 3x2 + x - 14,

12



LOSUNG DER PREISAUFGABE (P. 5)

(eingesandt von Hugo Reinhardt, Martinfeld/Kr.Heiligenstadt)

Angenommen, die Aufgabe sei bereits geloést.
Blt
MSTL &

M1 - Mittelpunkt des gegebenen Kreises,

M - lMittelpunkt des gesuchten Kreises,

S -~ gegebener Punkt, ‘

5' - Beriihrungspunkt des gesuchten Kreises mit der gegebenen
Geraden. -

Da der gesuchte EKreis die gegebene Kreislinie k1 in S
berihren soll, muB KM auf der Verlédngerung von ﬁ;§ liegen.
Weiterhin muB der Abstand des Punktes M von g und der gemein-
samen Tangente t gleich groB sein, d.h., M liezt auf der
Winkelhalbierenden des Schnittwinkels von g und t. Daraus
folgt unmittelbar die Konstruktion.

Zusatz der Redaktion:

Obwohl es nicht angegeben wurde, ist die eingesandte Losung
auch in extremen Féllen richtig, d.h." wenn einer der folgen-
den Félle auftritt:

1. git, 2: g=t, 3. g schneidet den Kreis im Punkt S.

Die Richtigkeit der Losung in diesen Fdllen mdge der Leser

selbst einmal iiberlegen, wobei man beachte:

1. im Fall 1 existieren zwei Ldsungen (fiir beide Winkel
zwischen g und t)

2., unendliche viele Ldsungen

3. keine Ldsung



Elementare EinfGhrung in die Graphentheorie |

(von Hannes Peuker, wiss. Mitarbeiter an der Sektion Mathe-
matik der Friedrich-Schiller-Universitét Jena)

Die Theorie der Graphen stellt einc moderne mathematische
Disziplin dar, die es sestattet, sowohl eine Reihe von Aufgaber
der klassischen lMathematik elezant zu lésen, als auch kompli-
zierte Probleme aus verschiedenen Bereichen der Mathematik

und enderer .issenschaften erfolgreich zu bearbeiten. Es kann
nictit Aufrxabe dieces Beitrazes sein, die Graphentheorie um-
Tassend darzustellen, vielmehr sollen einige einfache Prin-
zivien fiir die Anwenduns von Graphen aufgezeizt werden.

Bevor der Begriff "Graph'" ndher erlZutert wird, sei ein
bekanntes und einfaches Problem betrachtet.

"Einem Féhrmann wird die Aufgabe gestellt, einen Wolf,
eine Ziege und einen Kohlkopf iiber einen FluB zu setzen.
Das Féhrboot faBt aber auBer dem Fdhrmann nur eines der
drei liberzusetzenden Objekte. Der Fihrmann soll auBerdem
verhindern, daB in seiner Abwesenheit der Wolf die Ziege oder
die Ziege den Kohikopf friBt. Wie ist die Uberfahrt mit einem
Minimum an Fahrten zu realisieren?" :

Die Losung der Aufgabe oedarf natiirlich nur einer kurzen
ﬁberlegung. Eine geschickte graphische Darstellung des Problems
liefert die LOsungen, denn es gibt deren zwei, iibersichtlich
und macht jeden Kommentar iiberfliissig.

F - Fahrmann
W - Wolf
Z - Ziegs
K - Kohlkopf

(F,W,Z) (F,Z)

Jede der gerichteten Strecken symbolisiert eine Fahrt. (Anstelle
der gerichteten Strecken hdtten auch schlingenfreie orientierte
Linien benutzt werden kdnnen). Jeder der bezeichneten Punkte
symbolisiert die sich am jeweiligen Ufer befindlichen Objekte
nach einer Fahrt. Die zweite existierende LYsung f&llt an, in-
dem die gerichteten Strecken entgegengesetzt orientiert werden.

14



Wird die obige Skizze durch Weglassen der Konturen des Flusses
vereinfacht, so entsteht eine Struktur, die aus einer Menge von
Punkten und einer Menge von gerichteten Linien zwischen den
Punkten besteht. Eine solche Struktur scll gerichteter Graph
heiBen.

Diese "heuristische" " Definition des Graphen als eine
Kenge von Punkten und eine Menge von gerichteten Bizen
zwischen den Punkten erweist sich naturgem#f bei einer
kritischen Uberpriifung als zu eng und mathematisch nicht
prézise. Eine sachgem#Bere Definition ist etwa die fol-
Zende:

Definiticn. G = (X,I') heiBt gerichteter Graph genau dann, wenn

gilt: X ist eine nichtleere lienge und I' ist eine

Abbildung (nicht notwendig eindeutig!) der lenge X

in sich.

A7

Die Interpretation der Elemente wvon X als Punkte der Ebene
und der Abbildungsvorschrift als gerichtete Bdgen zwischen
Originalpunkten und den zugehdrigen Bildpunkten 1EEt die

Beziehung zu der oben genannten heuristischen Definition

des Graphen deutlich werden.

Fiir die folgenden Uberlegungen reicht reicht die heuristi-
sche Definition des Graphen aus. Zun#chst werden noch einige
Bezeichnungen vereinbart, die fiir die weiteren Betrachtungen
zweckm#Big sind.

Ungerichteter Graph: Graph, dessen Bdgen nicht orientiert sind.
Endpunkt eines Graphen: Punkt eines Graphen, der mit genau

' N einem Bogen koinzidiert k.
Kreuzungspunkt r-ter Ordnung: Punkt eines Graphen, in dem

genau r+2 Bigen zusammenstoSen (r=1).
Geschlossener Craph: Graph ohne Endpunkte.
Baumgraph: Ungerichteter Graph, der durch Fortnahme eines be-
liebigen Bogens in zwei Teile zer-
f&l1t, die selbst wieder ungerichtete

1) heuristisch - vorl#ufig, versuchsweise

2) koinzidieren - zusammentreffen
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ungerichtete Graphen sind. Ein einzelner
Punkt kann dabei als ungerichteter Graph
gedeutet werden.

kleingtes umschlossenes Gebiet: Fl#chenstiick, das von B8gen

eines ungerichteten Graphen umschlossen
wird und durch keine weiteren Bigen des
Graphen zerteilt wird.

Mit Hilfe dieser Begriffe ist es mdglich, einige Eigen-
schaften ungerichteter Graphen, deren Punkte Kreuzungspunkte
sind, einfach zu formulieren.

SATZ 1. Ein Graph besitze K, Kreuzungspunkte erster Ordnung,
K2 Kreugungspunkte zweiter Ordnung, usw., I} Kreuzungs-
punkte r~ter Ordnung. Dann gilt fir die Gesamtzahl der

a) Bégen des Graphen:
r
n = %2 : (s+2) <K
= s
g=1
b) Kreuzungspunkte des Graphen:
- .
m = E Ks
a=1

Ein Beweis eriibrigt sich.

SATZ 2. Ein Graph mit m Kreuzungspunkten und n BSgen kann durch
Fortnshme von n-m+! Bbgen in einen Baumgraphen uUber-
fihrt werden.

Um einen Graphen mit m Kreuzungspunkten und n B¥gen in
einen Baumgraphen zu {lberfithren, miissen genau n-m+!
Bbgen entfernt werden.

Die Beweisidee wird nur kurz skizziert. Es ist leicht einzu-
sehen, da8 ein Baumgraph mit m Punkten genau m-1 Bigen besitzt.
Andernfalls wire die Bedingung nicht erfiillt, daB ein *Baumgraph
durch Wegnahme eines beliebigen Bogens zerf#llt. Die Differenz
zwischen den n BSgen des gegebenen Graphen und den m~1 Bigen
des entsprechenden Baumgraphen betr#gt genau n-m+1 Bdgen.
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SATZ 3. Die Gesamtzahl der kleinsten umschlossenen Gebiete
eines Graphen mit m Kreuzungspunkten und n B&gen
betrézt n-m+1.

Auch hier wird die Beweisidee nur angedeutet. Es ist klar, da8
sich die Anzahl der kleinsten umschlossenen Gebiete bei Fort-
nahme eines Bogens um | verringert, solange der Graph nicht
zerfillt. Die Anzahl der kleinsten umschlossenen Gebiete in
einem Baumgraph ist Null. Daraus folgt Satz 3 (unter Benutzung
von Sgtz 2). :

Zur Anwendung der gewonnenen Erkenntnisse iiber Graphen
bietet sich der Eulersche Polyedersatz an. Dieser klassische
Satz besagt:

"In jedem konvexen Polyeder ist die Anzahl der Flichen
und Ecken zusammen um 2 grdfer als die Anzahl der Xanten."

F - Anzahl der Flichen
F+E=K+2 E - Anzahl der Ecken
K - Anzahl der Kanten.

Der Beweis dieses Satzes kann folgendermaBen gefihrt werden:

Die Ecken bzw. Kanten des konvexen Polyeders werden als
Kreuzungspunkte bzw. Bﬁgeh eines ungerichteten Graphen gedeu-
tet. Jede Ecke des Polyeders, in der r+2 Kanten zusammenstoBen,
stellt im Graphen einen Kreuzungspunkt r-ter Ordnung dar (r=1).
Die Fl&chen des Polyeders finden sich im Graphen als kleinste
umschlossene Gebiete wieder, wobei genau eine Polyederfléche
durch das den gesamten Graphen umschlieBende Gebiet realisiert
wird (wegzen der Darstellung des d r e i dimensionalen Foly-
eders als z w e i dimensionaler Graph).

Dann gilt unter Benutzung der frilher angestellten {berlegungen:
F-1=n-m+1 (Satz 3)

E=mn }(Sa-tzl]
K=n |

Daraus folgt F + E = nt2 und K + 2 = n+2.

Damit ist aber
F+E=K+ 2.
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tletrachten wir als Beigpiel den Wiirfel:

8 7 3 1

Jeder Kreuzungspunkt ist von der Ordnung 1.

K:n:%.3.8=12’ E=m=8

e
i
i

n-m+! =5, also F =6

INFORKATION -  INFORMATION -  INFORMATION - INFORLA

Das kathematik-Spezialistenlager des Bezirkes Gera
findet in der Zeit vom 5.7. bis zum 19,7.67 in Bad
Késtritz statt. Zur Teilnahme wurden etwa hundert
Schiiler der Klassenstufen 8 - 12 sowie einige Stu-
dienbewerber fiir Mathematik ausgewihlt. Die Einla-
dungen werden rechtzeitig vom Rat des Bezirkes,Abt.
Volksbildunz, ausgesprochen. Mitarbeiter und Stu-
dentén der Sektion Mathematik der Friedrich-Schil-
ler-Universitit Jena iibernehmen wieder die Betreu-

ung.

>

INFOIATION -  INFCGRLATICN = INFCHRLATION - INFORWA

Das "Wurzel"-Kollektiv wurde auf der II. Zentralen

Leistungsschau der Studenten und jungen Wissen-

schaftler in Berlin mit einem Diplom des Staats-

sekretdrs und vom Zentralrat der FDJ mit der
ARTUR-BECKER-MEDAILLE

in GOLD ausgezeichnet.
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Vertellung der Wertungspunkte

(Stand vom 27.5.67)

Fiilr richtig geldste Preisaufgaben und sehr gut geldste Aufzaben
der laufenden Serien erhielten folgende Leser insgesamt mehr
alas zwei Wertungspunkte:

Kiefer, Wolfgang EOS P&8neck (11.Klasse) 6 Pkt.
Engelmann, Roland SpS Zeiss Jena (8.Klasse) 4 Pkt.
Nagel, Werner SpS Zeiss Jena (9.klasse) 3 Pkt.
Grimm, Andreas EOS Becher Jena (11.Klasse) 3 Pkt.

Weiterhin haben viele Leser einen bzw. zwei Wertungspunkte
erhalten. Nach dem jetzigen Stand wird also W. Kiefer mit
einer Buchpr&mie ausgezeichnet. Diese und eventuell noch
hinzukommende Auszeichnungen werden im Mathematik-Speziali-
stenlager in Bad K&stritz vorgenommen. Herzlichen Gluckwunsch!

INHALY

Pogh GL6TE ¢ « 4 5 5 3 g o s > ® v oo was ms ds ]
Uber die Rolle der Mathematik bei der Errichtung

des ENTWICKELTEN GESELLSCHAFTLICHEN SYSTEMS des
S0ziRliBMUS ¢« « o o o o o o o o+ o o o a s s s o s o 02
Leichte Kost filr die Ferien . « « « « o « « « o « o o6
Interessantes fir kilnftige Studenten. . « « « « « & o7
Aufgsben (7.5erie) « o« o o o ¢ « o o o o ¢ o o o o 18
LESUNZEN « '« « o « « o o o a s o s s o o s oo o ol
Hannes Peuker: Elementare Einfithrung in die
Graphentheorie . . « « o o ¢ o o ¢ « o ¢ o o s o o 14
INFOrmAtionen. « « « o « o « « a a o« a s s o o o o o18
Verteilung der Wertungspunkte. « « « « « « « + o = 19

19



2 [l ExKLUSIVBEITRAG

o Stefan Heinrich,

Preistraiger IX. IMO:

»,Unser Aufenthalt in
8 ie. Jugoslawien**

' X 1
ses oo Sl
L ]
e oo i

T
.....
L] L]

0 L:5|  EXKLUSIVBEITRAG

& ¢ be e evoe
" aedece fdee ® R:3 06 000 0 €0 © P T © 99 VEOOD € €0 P & OCv €G O o ©
e & o 8 & £ ee eee o 'Y o9e esesns ese o eTv Gco0 @ [
L] teve seee a
see e 9@ ese @ & cae L aee ? L3 see
e 8 ¢ .9 e 200& eoee se @
] " @
ee o9
&9 = @
e @
® 0+00
w

schilerzeitung far
mathematik




WURIFL - Schiilerzeitung fiir Mathematik
Herausgegeben vom FDJ-Aktiv der Sektion Mathematik
en der Friadrich - Schiller - Universitit Jena

Schriftleitung Klaus Fischer, Hansgeorg Meifier .
Mitarbeiter: N. Kuse, H. Peuker, H. Schirrmeister, J. Schwarz,
1. Staiger, W. Ulbrich, R. Wackernagel.

Anschrift der Schriftleitung: Sektion Mathematik
69 Jena
Helmholtzweg 1
Kennwort "Wurzel"

Die Zeitung erscheint monatlich zum Preis von 0,20 MDK.
Bestellungen sind an die Mathemetiklehrer der EOS BBS
und SpS zu richten.

Einzelbestellungen k¥nnen direkt an die obige Adresse ein-

gesandt werden.

N-#-6 6 1501 M 4?8

‘M
GruBbotschaft der DDR-Delegation der IX. Internationalen
Mathematikol jade in Cetinje/Jugoslawien

"Wir griiBen alle Leser der "JURZEL" und wiinschen
ihnen alles Gute und viel Erfolg bei ihrer mathe-
matischen Arbeit !"

Die Teilnehmer aus der DDR



Siefan Heinrich : Die IX. IOM

Mit einer herszlichen Verabschiedung auf dem Flughafen Schine-
feld durch Schiller der Heinrich-Hertz-Oberaschule begann unsere
Reise. Die IMO-Mannschaft war vollziéhlig versammelt. Ein bifichen

Reisefieber hatte sich eingestellt, aber schon eine Stunde
spiter erfreuten wir uns an der herrlichen Vogelperspektive.

Nach einer Zwischenlandung in Zagreb erreichten wir Belgrad.
Am Flugplatz wartetem schon Mitarbeiter der DDR-Botschaft und
es folgte eine dreistiindige Stadtbesichtigung. Abends salen
wir erneut im Flugzeug. Um neun Uhr kamen wir in Dubrovnik an.
Die Lichter dieser Stadt hatten uns schon zehn Minuten friiher,
in der Luft also, begriift. Unsere Gastgeber warteten schon.
Auf gings in die montenegrinischen Berge. Der Pahrer bezwang
die Serpentinen wie bequeme Kurven in einer GroBstadt. Oft
trennte uns nur eine Schrittlénge von dem 100 m fast senkrecht
abfallenden Berghang. Nachdem wir geniigend Angst ausgestanden hat=-
ten, lag Cetinje, der Ort der IX. IMO, vor uns. Nicht lange, so
lagen wir in den Betten eines komfortablen Hotels und schliefen
fest...

«sound zwar bis in den spiten Vormittag. Zwischen Friihstiick
und Mittagessen gab es ein herzliches Wiedersehen mit Teilnehmern
der letzten IMO, Und am Nachmittag...schliefen wir wieder, denn
schlieflich standen die Klausuren unmittelbar bevor und etwas Er-
holung war angebracht. Ein abendlicher Spaziergang in der reizvollen
Sommernacht war ebenfalls ausgezeichnet dasu geeignet.

Der Mittwoch lief uns die Triumerei und Romantik vergessen.
Nun scllte sich seigen, da8 die harte Vorbereitung und das
Training in den Monaten vor der Olympiade nicht umsonst gewesen
war. Es ging an den Start, die ersten drei Wettkampfaufgaben
wollten geldst werden. Ein biBchen aufgeregt waren wir alle,
auch wir als "alte Hasen" - Teilnehmer der IMO des Vorjahres.
Doch wir sprachen uns gegenseitig Mut zu und begaben uns nach
einer Er6ffnungsansprache von Frau Prof. Dajovid fiir vier
Stunden in das Reich der Zahlen, Punkte und Kreise.



In dem groBen Saal des Rathauses von Cetinje herrschte eine
Ruhe, wie sie selten bel fast 100 enwesenden Jugendlichen zu
finden ist. Jeder hatte Beinen Aufgabenzettel, Unstimmigkeiten
in den Ubersetzungen (immerhin in 13 Sprachen) weren geklart
und die Ktpfe wurden heifer und heiBer. Gliicklicherweise war es
in dem Rathaussaal angenehm kilhl. *

Nach den vier Stunden trafen wir uns wieder, sofort begann
ein reges Aufgabengeplauder. Wir waren eigentlich mit dem ersten
Teil des Wettkampfes durchaus zufrieden. Auch diesen Nachmittag
verschliefen wir. :

So wieder frisch und ausgeruht erwarteten wir am néichsten Vor-
mittag weitere drei heiBe Eisen. Und sie kamen auch: Die Auf-
gaben waren diesmal noch schwieriger als am ersten Tag. Wir
muften alle Krifte einsetzen, doch gchlieflich verlief auch
der zweite Tag nach unseren Wiinschen.

Damit hatten wir alles iiberstanden, wihrend jetzt die Korrekturen
begannen. Die Arbeiten wurden bewertet und die Punktzahlen im
internationalen MaBstab verglichen.

Fiir uns fingen Exkursionen in das gschone Jugoslawien an.
Mit dem Bus ging es an zwel Tagen an den Strand der Adria.
Diese Tage werden uns immer in Erinnerung bleiben. Wir badeten
und tauchten in der warmen Adria, lagen in der Sonne, gingen
unter Palmen und Zypressan auf reizvollen Wegen spazleren
und filhlten uns ausgezeichnet in dieser stidlichen Gegend. Erst
spétabende kehrten wir in unser Hotel zuriick. Doch obwohl
wir ziemlich miide waren, wollte keiner schlafen gehen. So
nahmen wir uns ein paar kleine Geschenke unter den Arm und
besuchten die sowjetische Mannschaft. Nach einem freudigen
Empfang ging eih munteres Geplauder los. Nicht lange, da
waren wir bei der Mathematik angelangt. Unsere sowjetischen
"Kollegen" lésten unsere Aufgaben meist auf Anhieb, wahrend
wir einige ungeknackte Niisse mit pach Hause nehmen miissen.
L]

Der nidchste Tag fiihrte uns durch méchtige Berge und an bild-
schonen FluBtdlern entlang zum Biograder See, der inmitten
dea jugoslawischen Nationalparkes liegt. SchlieBlich besuch-
ten wir am folgenden Tag die Kilstenstadt Dubrovnik mit ihren
alten venezianischen GéfSichen und Hiusern. Von der Stadtmauer
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aus konnte man Lubrovnik mit einem groBen Kastell vergleichen.
Jedenfalls wird diese Stadt nicht umsonst als die schiénste
Jugoslawiens bezeichnet.

Nun ging die Olympiade dem Ende zu. Ein letzter Tag in Cetinje
gab uns noch Miglichkeiten fiir Einkéufe. Die restliche Zeit ver-
brachten wir mit der englischen und der schwedischen Mannschaft.
Es ging wnm politische Fragen und es gab einige heifie Diskussionen.
Die Gespriéche waren sehr aufschlufireich fiir uns und es gelang uns
auch, den Engléndern und Schweden unseren Standpunkt etwas zu
erléutern.

Einen schdnen Abschlufl bildete die feierliche Siegerehrung.
Die Preistriéger erhielten ihre Urkunden; jeder wurde durch
Applaus belohnt. Ein kleiner Beifallssturm brach aus, als der
mongolische Schiiler, der als erster einen Preis fiir sein Land
eroberte, vorn stand. Wir hoffen alle, daB damit das Eis gebrochen
ist und viele weitere Preise an die Mongolische VR gehen werden.

Eine Busfahrt mit zeit- und damit nervenraubenden Unterbre-
chungen, so daf wir beinahe das Flugzeug verpallten, hingegen
ein bequemer Flug und eine herzliche BegriiBung auf dem Flug-
platz bildeten den AbschluBl unserer Reise. Mit einem Empfang,
gegeben vom Ministerium fiir Volksbildung, auf dem die IMO-Teil-
nehmer ausgezeichnet wurden, endete die erlebnisreiche IX. Inter-
nationale Mathematikolympiade.
e

Eier noch ein paar Zahlen:

Es nahmen 13 Lénder teil.(Teilnehmer des Vorjahres plus Schweden,
Frankreich, England, Italien). 99 Schiiler (alle Mannschaften

auBer Frankreich (5) und Italien (6) waren mit 8 Schiilern vertre-
ten), darunter ein Miadchen (Bulgarien), gingen an den Start.

Eia Preiatr&ger aus der DDR: ';L

1. Preis: Christoph Bandt, Stefan Heinrich, Reinhard Hdppner.

2. Preis: Wolfgang Burmeister (8.Klasse), Gert Siebert,
Ulrich Zéhle,

3. Preis: Joachim Fritz,.




Inoffizelle Linderwertung (nadh Gesamtpunktzahlen) \

1.Preise |2.Preise 3.Preise Gesamtpunktzahl
Sowjetunion 5 > 2 275
DDR 3 5 1 257
Ungarn 2 3 3 23
Grofbritennien 1 2 s 231
Ruméinien 1 y 4 214
(CSSR | o 1 3. 159
*L Bulgarien 1 0 1 159
Jugoslawien 0 0 3 136
Schweden 0 0 2 135
Italien 0 1 1 110
Polen 0 0 1 101
Mongolische VR 0 0 1 a7
11 14 26

%

Fiinf Preistriéger erreichten volle Punktzahl:
Ungarn 1, U4SSR 1, Bulgarien 1, DDR 2 (Bendt und Heinrich)

i ———— : =
Preisauigaben (P. 9/1... 6

Als Preisaufgeben stellen wir heute alle Aufgaben der IX, IMO.

Wie iiblich erhsilt der Einsender fiir jeden vollstiéndigen lLisungs-

weg einen Wertpunkt. Als Einsendeschlus gilt die Verdffentlichung

der Lssungen (in irgendwelchen Zeitungen oder Zeitschriften),

spitestens aber der 30, September 1967. Die Lsungen sind unter

dem Kennwort "Wurzel-Preisaufgabe" an unsere ‘Adresse -
WURZEL-Redaktion

69 Jena
Helmholtzweg 1

einzusenden,
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iX. internationale Halhm!it-om

1.

In einem Parallelogramm ABCD sei AB = a die Linge der

Seite AB, AD = 1 (eins) die Lénge der Seite AD und «

das MaB des Winkels # DAB. Das Dreieck ABD sel spitz-—
winklig.

Man beweise: Die vier Kreise K K‘b Kc' K vom Radius 1
(eins), deren Mittelpunkte die Eckpunkte A,B C,D sind,
{iberdecken das Parallelogramm dann und nur dann, wenn
a @ cosa+ 3 *sin a gilt.

2. In einem Tetraeder habe genau eine Kante eine Liénge, dile
griBer ala 1 (eins) ist. Ha.n zeige, daB dann fiir das Volu-
men V. des Tetraeders V S -g gilt.

3. Es seien k, m und n positive ganze Zsahlen, wobei m+k+1,

eine Primzahl gréBer als n+1 ist. Wir filhren die Bezeichnung
¢. ma(s+1) ein. Man beweise, da8 das Produkt

s
(°m+1_ck)(cm+2-ck)"‘"(cmfn—ck)

durch das Produkt c,¢5t...°Ch teilbar ist.

EZweite Klausur ———————— 6.7.67 3

4,

Es seien zwei spitzwinklige Drelecke AOBOCO und A'B'C'

gegeben. Man konstrulere ein Dreieck ABC, welches dem
Dreieck A'B'C' Eéhnlich (wobel die Punkte 4,B,C den Punkten
A',B',C' in der angepebenen Reihenfolge entsprechen) und
dem Dreieck A 3.,C, umbeschrieben (wobei AB durch C,, BC
durch A, und CA durch B verléuft) ist. Anschliefiend

konstmiere man von allen Dreiecken dieser Art dasjenige

Nan betrachte die Folge c,:
Cq -.aﬂ + 8,! + 8.3 +sset a.
cp maf + af + af +...4 af

Cn -8.* o ﬁ! + ag ‘oot 8.‘
wobel & ,...)8, reelle Zahlen sind, von denen wenigstens

7



eine verschieden von O ist. Es sei bekannt, daB unendlich
viele Glieder Ch dleser Folge gleich O sind. Unter dieser
Voraussetzung bestimme man alle n, fiir die Co = 0 gilt.

6. Bei einem Sportwettkampf wurden m Medaillen im Laufe von

n Taﬁen {n > 1) verliehen. Am 1. Tage wurden 1 Hedgille
und Vi der ilibrigen n-1, am 2. Tage 2 Medaillen und » des
nun verbliebenen Restes verliehem usw, SchlieBlich wurden
am n~-ten Tage gerade n ledaillen versgeben, ohne daf noch
welche iibrig blieben. Wieviel Tage dauerte der Wettkampf
und wieviel Medaillen wurden insgesamt verliehen ?

AUFGABEN (8. Serie)

9, Klasse: (9.15)

I

10.Klasse: (10.15)

9.16)|

(10.16)

11./12.Klagse:

(11./12.15)

Beweisen Sie, dafl das Produkt der Ziffern
einer mehrstellisen Zahl immer kleiner als
die Zahl selbst ist.

Eg geien %,y >0 und x+y = 5, Man bestimme
den kleinsten Wert fiir % + % L

Im Viereck ABCD sei M der Mittelpunkt der
Diasonale AC und N der Mittelpunkt der Dia-
gonale BD. Die Gerade, die durch M und N
verliuft, schneide die Seiten AB und CD in
den Punkten M' und N'. Man beweise:

Wenn MI¥ = NNT, dann gilt AD || BC !

| Man 1ldse folgende Gleichung:

1—x] + (x-1) = x

Man beweise ohne Tafel, dal
1 1

+ > 2 gilt.
loge = logs =



(11./12.16) | Auf der Seite AB des Dreiecks ABO mit den
gegebenen Seiten A0 = a und OB = b konstru-
iere man das gleichseitige Dreieck ABC. Bei
welcher GroBe des Winkels <SAOB hat der Ab-
schnitt OC die groBte Linge ?
M

LOSUNGEN

(9.9)"] Nehmen wir an, wir hiétten den Kreis schon konstruiert.
Dann beriihrt der Kreis die Gerade g im Punkt M. Wir

p unterscheiden zweil
Fille: '
I. AB ll g

In diesem Fall ist das
Dreieck ABM gleichschenk-
lig. Es ergibt sich
daraus unmittelbar die
Konstruktion, d.h. man
konstruiert ein gleichschenkliges Dreieck mit der Basis

AB und dem dritten Eckpunkt auf g.

II. 2B K g : Die Gerade, die von A und B bestimmt wird,
schneide g im Punkt P. Dann gilt nach dem Sekanten-Tangen-

tensatz! >

¥P- = 3AP.BP
Nach dieser Vorschrift kann man nun unter Zuhilfenahme
des Hohensatzés die Lénge der Strecke MP konstruieren.

e

(10.957 ABC sei ein beliebiges Dreieck. Wenn man dieses Dreieck
zum Parallelogramm ABCB' erginzt, indem man es um AC
b 3 ¢ Kklappt, so gilt:
BMB' halbiert die Diagonale

N AC des Parallelogramms ABCB'
und wird von dieser halbiert.
EET w 28, ist Diagonale
A B im Parallelogramm ABCB'.
Also gilt: 28, S a+cC. Analog erhiilt man (durch zyklische
Vertauschung): 28, $ b+c und 28, £ a+d.
Nach Addition dieser drei Ungleichungen erhélt man

By + 8y + S, £8+b4+ e,




(10.13)?

Aus

Aus.

Man

(11./12.11

(11./12.10)

10

ABDC und ABFE sind Sehnenvierecke,
also gilt:

¥ FEA + ¥ ABF = 180° 1)
¥ ABD + ¥ ACD = 180° (2)
¥ ABF + ¥ ABD = 180° (3)

(1) und (2) folgt

¥ FEA + ¥ ABF + ¥ ABD + 3 ACD = 360° (4)

(4) und (3) folgt

¥ FEA + 3 ACD = 180°.

iiberlegt sich leicht, daB daraus die Behauptung folgt.

Frt el oo

A o2 a3 e 99 - 1000
= (1+2)(1=2) + (3+4)(3=4) +...+(29+100)(99-100)
= =T1e(1+243+4+. . ,+100)
= 5050,

Es gilt: 323 = 17.19Q
Ferner ist 20 +16 =3 -1 m (1041) +(19=3)"=3"-1
Nach dem binomlischen Satz ergibt sich:

e 19m+1419k+(=3)"=3" =1

= 19(m+k) =3 (1 = (-D")
nit m,k ganz. Wie man leicht sieht, ist dieser
Ausdruck dann und nur dann durch 19 teilbar, wenn

(--'l)a = 1, d.h. wenn n gerade ist.

Man zeigt aun, daB der Ausdruck fiir gerades n auch
durch 17 teilbar ist:
20" % 16" = 5 A« (1?+3)“‘+ (17-1)" - 3"
w170+ 3 =3 + 19 +1 =1
= 17(p+q) (p,q ganz)

somit ist der gegebene Ausdruck dann und nur dann
durch 323 teilbar, wenn n gerade ist.



ACHTUNG'! ACHTUNG! ACHTUNG !

Hinwedlis der Schriftleitung!

Zur Vereinfachung unserer "WURZEL"-Abrechnung 2

beginnen wir mit der Nr. 9/67 mit einem neuen

Verfshren. Wir geben fiir das laufende Schul-

jahr (d.h. fiir Nr. 9/67 bis Nr. 8/68B gowie die

in diesem Zeitraum erscheinenden Sondernummern)

Abonnements aus. Der Preis betrégt pro Abonne- ,

ment 2.50 MDN. Wir sind der Meinung, dal dieses

neue Verfahren nicht nur uns die Arbeit erleichtert,
® ondern auch Thnen Vorteile bringt.

Vielen Dank fiir IThr Verstidndnis!
Ihre Schriftleitung

1) Fir diejenigen unserer Leser, die bereits ein Abonnement
besitzen, trifft der Hinweis der Schriftleitung nicht zu!

Vi. Mathematik-Spezialistenlager des Bezirkes Gera

Vom 6.-15.7.67 fand in Bad Kdstritz das VI. Mathematik-Spezia-
listenlager des Bezirkes Gera statt. Wie ﬁoreita engekiindigt,
wurden Organisation und Durchfithrung von Mitarbeitern und Stu-
denten der Sektion Mathematik der Fr.-Schiller-Universitét Jena
und vom Ratdes Bezirkes Gera, Abt. Volksbildung, getragen.

70 Schiiler aus den Klassenstufen 7 bis 12 waren ins Mathe-Lager
delegiert warden. Es ist bedauerlich, defl die Kapazitét des
Lagers (100-110 Schiiler) von den Kreisfachberatern nicht wvoll
ausgeschipft wurde.

Die Betreuer vermittelten den Teilnehmern in den Seminaren neue
Kenntnisse aus solchen wichtigen mathematischen Disziplinen wie
Mengenlehre, Aussagen- und Prédikstenlogik, Geometrie, Rechen-
technlk, Analysis u.a. Dabei wurde bereits vorhandenes Wissen
vertieft und erweitert, aber such viele neue Eenntnisse wurden
erarbeitet.

Die Lsger-Teilnehmer brachten sum Ausdruck, dsB ihnen die Art der
Darstelluny des S8toffes als in sich abgeschlossene Themenkomplexe
sowie die Breite der susgewiihiten Themen gut gefallen und einen
tieferen Einblick in dis Anwendungsgebiete der Mathematik ver-

H



nittelt haben. Fiir die Zukunft wére zu wiinschen, da8 in den kommen-
ded Lagern die Schiiler durch noch aktivere Mitarbeit im fachli-
chen Gesprédch zum Gelingen dieser Veranstaltungen beitragen. {jver
unsere Vorstellungen zur Gestaltung der nlichsten Spezialistenlager
wird noch berichtet werden.

Fiir eine interessante Freizeitgestaltung war sbenfalls gesorgt. s
bestand die Mdglichkeit, sich an Wettbewerben in Schach und Iuft-
gewehrachieBen zu beteiligen. Das herrliche Sommerwetter wurde
intensiv genutzt, im wunderschdnen Preibad ven Bad Kdstritz Kdrper
und Geist zu erfrischen.

Als weitere Veranstaltungen seien nur das Leichtathletiksportfest,
der heimatkundliche Vortrag und die Tages-Janderung genannt. Wir
mdchten die Gelegenheit nutzen, den Rat des Bezirkes zu bitten,
durch eine angemessene finanzielle und materielle Unterstiitzung
mitzuhelfen, den Lagerteilnehmern eine vielseitige und anspruchs-
volle Freizeitgestaltung zu bieten. Im vergangenen Lager mufiten
leider Vorhaben wie Schallplattenabend, Tischtennisturnier usw.
Wunschtrédume bleiben, weil die hotwendigen Materialien nicht besorst
werden konnten. .

Hohepunkt des Speziszlistenlagers war ein gelungener AbschluBabend,
an dem die Sieger der Mathematik-Lagerolvmpiade und die besten
Sportler =iv Buchprémien und Uricunden ausgezeichnet wurden.
Abschliellend mOchten wir Gen. Johannes 3rauer aus Krossen danken,
der als Lagerleiter sein méglichstes %tet, trotz der relativ be-
ccheidenen Mittel, die zur Verfisung standen, allen Lagerteilnshmern
einen angenenmen Aufenbthalt in Bzd Kdstritz zu bieten.

INHALY

GruBbotschaft von der TXo IMO v v 4 4 4 o « ¢ o « o & o« 22
Stefan Heinrich: Die IX., TMO . & v v ¢« v 4 4 o o » =« o 2 3
INC = Aufgaben » « o o ¢ o520 o o ¢ ¢ o ¢« o 6 o o 6 o o &7
dokosben (B, Borde)e « v s v v v x5 w ¥ B 5w 3 w3 B
TOBUBPBR v o o »% % ¥« % 5 % § % 96 » § » § 8 § 5 4 o 4 B
Hinwels der Schriftleitung + + « s + o + v ¢ o« ¢ » « « 11
VI. Methematik-Spezialistenlager des Bezirkes Gera . . .11
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WURIEL - Schiilerzeitung fiir Mathematik

Herausgegeben vom FDJ-Aktiv der Sektion Mathematik an der Fried-
rich-Schiller-Universit#it Jena. Die Zeitung erscheint monatlich
zum Preis von 0,20 MDN. Bestellungen sind an die Mathematiklehrer
der LOS, BBS oder SpS zu richten. Einzelbestellungen kdnnen direkt

an unsere Adresse eingesandt werden,

Redaktion: Leitung: Klaus Fischer, Hansgeorg MeiBner
Mitarbeiter: N.Kuse, H. Peukerr H.Schirrmeister,
J.Schwarz, L.Staiger, W.Ulbrich,
R.Wackernagel.

Anschrift der Redaktion: Sektion Mathematik
69 Jena
Helmhol tzweg 1
"WURZEL"-Redaktion

Vv-14-6 6 1603 M 175-67 ]

Mitieilungen der Redaktion

Zu unserem Artikel "Uber die Rolle der Mathematik bei der Errich-
tung des Entwickelten Gesellschaftlichen Systems des Sozialismus”
in der Nr.7/8/67 erhielten wir eine groBSe Anzahl won Zuschriften,
in denen die Frage nach genaueren AusbildungsplE&nen an der Sektion
Mathematik der Friedrich-Schiller-Universitft sowie nach Einsatz-
méglichkeiten der Absolventen gestellt wurde. Wir sind dabei, eine
Publikation zu erarbeiten, in der diese Fragen weitgehend gekl&rt
werden., Allen Interessenten werden wir diese Publikation demn#chst
zuschicken.

X

Anl8B8lich des 50. Jahrestages der GroBen Sozialistischen Oktober-
revolution erscheint im Oktober eine "WURZEL"-Sondernummer, die aich
mit der Entwicklung der Mathematik in der UAdSSR und ihren Erfolgen
beschiftigt.

b 3

Wegen drucktechnischer Schwierigkeiten verz8gerte sich die Aus-
lieferung der Nr. 9/67. Wir bitten unsere Leser, dies zu entschul-
digen. Wir sind weiterhin bemilht, Ihnen die "WURZEL"- in den ersten
Tagen des Monats vorzulegen.

Ihre "WURZEL"-Redaktion



PERT - cine Anwendung der Graphentheorie bei der Planung von Projekten

In der einfiihrenden Betrachtung zur Graphentheorie wurde ein
¥lasgischer mathematischer Satz, der Eulersche Polyedersatz, mlt
graphentheorstischen Mitteln bewiesen. ( Nr., 7/8 )
Der folgendas Beitragm soll zeigen, AaB einige mathematischne Metho-
dezn der Feinplamung von komplizierten Projekben - sie tauchen
unber Dezelchnungen wie Netzwerkplanuung, Zyklegramme, Methode des
kritischen Wapes, PERT u.a. in den verschiedensten Fublikationse-
srpanen ndEufie guf - sehr eng mit der Graphentheorie verwandt sind.

Uie Planungsmethode PERT soll etwas niher beleuchtet werdan.
ERT ist die Abkiirzunz fir Prograx Eveluation and Review Technique
un? stellt eine Methode zur Beurteilung und Prifung von Filnen dar.
#s sei wvorausgeschlckt, daB die folgznden Bebtrachtungen zu PERT
mir grod ued stark versinfacht angestellt werden kSnnea.

vor 8le ¥ethcisz PERT beschrieben wird, soll ein konkrstaes
Boigpiel den Anwendungsbereich won PERT sndsuten,

ie Realisierung eines komplizierten und umfangreichen Bauvor-
navens 2011 geplant werden. Fir dis Ausfiihrung der sinzs=lnen
Jauvorhaben 2ind Aufwendunger an Baumaterlalien, Artsitskrdften
und 2231 notveandig. Wie 8ind diese Aiufwsndungen zu koordinieren,
demit da3 Gesamtprejskt in einem vorgesehensn Zeibtteum Ffertiggestelle
warden kKana”

ﬁ:

ierunz Ges Cesamtprojektis

Zunichet erschzint s sinnvoll, diz Resald
rn, die zum Balspiel durch

in eine &nzshl von Ftappen zu zerglilads
die Termine fir die Fertigstellung elriciner Bausbschnitte von-
ginander abzezrenzt sind.Eoleche Y“Etappensiele” sollen Ereignisse
iz Zinne won FERT helften. Etwas priEziser formuliert, zoll ein

PURT = Hreignls folgenden Bedinsungen geniigen:
W /r 1. Eia PERT - FErelgni: stsllt elnen wesentlichen Moment
Ay
\\ P bei der Realisisrunz des Geasmtprojekxts dar.
Y.
\ 2

« Ein PERT -~ Ereignis charskterisiert den Baginn oder

;<\ den Abschlul irgendeiner THtlgzeit.

/ _ES 3. Ein PERT -~ Ereignls bendtigt keine Aufwendungen an

Y N Zeit, Arbeltskraft, Material u., a.

zr Zeltpunkt der Pertigstellung des Fundaments des Gebdudes 1ist
2in Baispizl fiir ein PERT -~ Ereizgnls, die Ausfithrung der fundamen%-
arbziten dapgersn 1st kein PERT - Ereignis,

1

W



Natiirlich reicht die Fixierung von FERT = Erelgnissen fur eine
ginnvolle Projektplanung nicht aus. Es macht sich noch eine Be-
griffsbildung erforderlich, in der die zeitlichen und materisllen
Aufwendungen ihren Niederschlag finden. Unter einer Operation

im Sinne von PERT goll die Ausfiihrung irgendeiner Té&tigkeit ver-
standen werden. Prédziser:

Bine PeiT - Operation ist die Realisierung eines Teil=-
prozesses im Gesamtprozef des Projekts, die mit Auf-
wand an Zeit, Arbeitskraft, Materialien u. a. verbunden

Beispielsweise stellt die Ausfiihrung der Installationsarbeiten
in einem Gebdude eine PERT -Cperation dar.

Werden nun fir ein “rojekt die PERT - Ereignisse durch Knoten
eines Graphen und die PERT - Operatiomen als gerichtete Bdgen
eines Graphen dargestellt, so kann das Gesamtprojekt in Gestalt
eines gerichteten Graphem veransciaulicht werden. Zur Unter=-
scheidung sollen die Knoten nummeriert und die Bdgen mit latei-
nischen Buchstaben gekennzeichnet werden.

Beispiel: Planung fiir die Errichtung eines Gebdudes

PLERT - Ereignisse:

1) Beginn der Ausschachtungsarbeiten

2) Beginn des Fundamentbaus

%) AbschluB der Materialanfuhr

4) Beginn des Rohbaus

5) Riehtfest .

6) Abschlufl der Dacharbeiten

I 7) Beginn fiir die Innenputz - und Kalerarbeiten

8) Schliisseliibergabe

PERT - Operationen:

4) Erdarbeiten *

B) anfuhr des Baumaterials

C) Beschaffung von Betonierern

D) Beschaffung von Maurern

E)} Fundementbau

FP) Ausfiihrung des Rohbaus

G) Dachdeckerarbeiten

H) Installationsarbeiten ( Innenausbau )
1) Ausfithrung der AuBlenputzarbeiten

K) Ausfilhrung der Innenputz - und Malerarbeiten

ist.



s;raph flir das Gesamtprojekt

Des Beispiel zeigt, dal die PERT =Ereignisse in einer logischen
Anordnung aufeinanderfolgen miissen., Das Ereignis 4 kann natir-

lich erst dann eintreten, wsnn die Ereigrisse 2 und 3 eingetreten
sind. Andererseits muBl das Erelgnis 5 vor den fPreignissen 6 und

7 eintreien. Es besteht also ein echter Anlaf, die PERT - Ereignisse
folgendermaflen zu xlassifizieren:

Ein PERT - Ereignis i heiflt Vorlaufer fiir ein “FRAT - Er-

eignis k, wenn eg zeitlich vor dem Ereignis k eintreten
mul. i, ke{‘l, 2, 5,...}

Ein PERT - Ereignis m heiflt Nachfolger eines ZERT - Ere-
eignisses 1, wenn es zeitlich erst nach dem Lreignis 1

eintreten kann. l,ms’{?, 2y Bywee}
Daraus fclgt,dald nicht jeder gerichtete CGraph ein sinnvoller
PEAT - Plen sein kann. 5

T+

z
Der obige Grarh kann keinen PERT - rlan darstellen, da jedes der

4 Ereignisse sein eigener Vorlaufer und Nachfolger ist.
Zundchst ist noch nicht ersicintlich, wie der gerichtete Graph
als Scnaubild fir ein Gesamtprojekt zur Planung benutzt werden
kann. In der nachsten Nummer wird diesem Problem besondere Auf=-
merksamkeit gewidmet werden.

Hannes Peuler
wissenschaftlicher [litarbeiter
an der “ektion Mathematik
der Friedrich = Geniller -
Jniversitit Jena



AUFGABEN (10. Serie)

9.FKlasse: (9.17) lian zeize, dal n2(n4 - 'l)(n4 - 16) durch
1870 teilbar ist.

(2.18) ilan 1%se die Gleichung:

x2+3|x! -4 =0

10.Klasse: (12.17) Auf der Jeite AB des Dreiecks A ABD mit
pezebenen Zeiten AU = 2 und 37 = b ¥onstruiere

man das gleichseitize Dreiecik A A3C. ‘edl
~elcher Grifie des 'inkels < AOD hat die
Strecke OC die ~réite Ldnre?

(10.18) lan l%se im R2ereich der ~anzen 72’ lan fol-
mende leichungzg:

X e y=X + Yy

W

1M./12.Xlasse:
(11./12.17) a) *lan ldse die “leichunsg
%7 - 4] =2x |
b) !lan l%cge die lnsleichung
ix:—-'}[>|2}:l
(11./12.18) ‘lan zeize, dal in der Zahlerfolgze
Cag=a;=1 ag=an g van {n 2 2)

jede vierte Z4zhl durch 7 teilbar ist,

PREISAUFGASEN (P. 10

Innerhal® eines szerebenen Drelecks A ABC ist der
Punkt O so zu finden, dafll sich die Plécheninhalte
der Drelecke & AD3, 4 AQC und A BOC vie

1 : 2 & 3 verhalten.




I'ir jeden vecllsténdigen Losungsweg der Preisaufgabe erhélt
der Einsender einen “ertpunkt. Fiir fiinf ‘ertpunkte erh&lt

der Einsender ein Buch. Scllten pro Monat mehr als drei
Einsender mehr als f’inf “ertpunkte haben, entscheidet das

Los (unter AusschluB des Rechtsweses).

Falls ein Besitzer von fiinf Yertpunkten nicht urter die
Gewinner f211t, nimmt er automatisch an der nichsten Aus-—
losung teil. Die Ldsungen sind unter dem Xennwort "‘urzel-
Preigsaufgzabe'" bis zum 30, des jeweiligen Jrscheinungsmo-

ncts (Datum des Foststempels) an unsere Adresse einzuschicken,

—

THFNR JATTOHAN - INFORUATIONGH — THFORMATIONGN =  THPORUATI

Datenverarbeitung - imner besser

Jie elektronische Datenverarbeitunssanlage Ll - &
aus ¢er Ud’ ¥ schafft 1iio. Operaticnen pro sec.
Sie kann mit ililfe von Zusatzmeréten mehrere Auf-
—ahen mleichzelitis ldsen. Zesonders vorteilhaft®

ist ihre in-endung fiir die Klérung theoretischer

Framen auf den Gebieten der Physilk, Chemie usw.

INFORGATIORGH = TUFORLATION G = THDORUATIONEYM - IWP UATT

wlektronischer "Prifer"

Im Polytechnischen Institut in ILwow wird der lek-
tronenrechnar "Alpha 5" verwendet zur Uberpriitung
des 7issens der “‘tudenten und zur Jiederholuns des
Studienstoffes. Die ilaschine kann nicht nur Tra-
zen stellen und die Antworten zensieren, sondern
auch nach einem vorgegebenen Text ‘/iederholungs-
auf:;aben stellen. Bei unzureichenden Antvorten
werden die restellten ¥Framen erliutert, hevor die
nichste Frare restellt wird.




TRFORMATIONEN - INFORVATIONEN = INRORMATIONEN - THFORYMATT

Ausbildungszentrum fir Datenverarbeitung

In Rostock entstand die erste zentrale Ausbildungs-
stiitte fiir Dstenverarbeitung, In zwei Jahren theo-

retischer und praktischer Ausbildung kann dort der

Beruf eines Datenverarbeiters erlernt werdeu.

LOSUNGEN

Zu den Preisaufgaben P.& bis P.8 erhielten wir cine grillere
Anzahl von Einsendungen. Die angegebene LOsung der Aufgabe
P6 fand keiner der Einsender, wihrend P?7 und PO von mehreren
fihnlich der Verdffentlichung geldst wurden.

Fir unsere neuen Leser meben wir die Aufgaben noch elnmal an:
!(P.G) Fs ist ein Dreieck & ARC zv konstrulcren, von dem

gepeben sind:
1) die Seiten & und b,

2) 8 =3 u
(P.7) Man lése Znigends Gleichung:
| x -1 ~2]x =214+ 3 x=-T=4
(P,8) san gebe alle Tripel {a,b,e; natiiriicrer Zahlen an,

die folgenden Bedingungen gapigen:

b, ¢ teilerfremd, 1 € a < ¢ und es gllit:
e S
/ b / ok
NS B+ ° = av °

Losungen:

(P.6):

Nehmen wir an, wir hitten das Dreieck schon konstruiert.
Dann teilen wir den Winkel B
wie in der Skizze angegeben.
Wir erhalten zwel gleich-
schenklige Dreiecke. 4 ABD
ist gleichschenklig, da bei-
de Basiswinkel gleich « sihd. 4 BDC ist gleich-
schenklig, da ¥ CBD = ¥ BEC = 2x ist(Satz vom Au3en-
winkel)."




Bs gllt nun: BC = a nach Vorausseztung und DC = a
nach dem oben Gesagten. Also gilt AD = b - a und
nach oben auch BD = b - a. Aus BC, DC und BD kdnnen
wir das Dreieck A BDC konstruieren, und wir erhalten
durch Verléngerung von CD um AD das Dreieck A ABC.
Die Konstruktion ist nur dann mdglich, wenn a < b.

(P.7)¢

Wir untersuchen folgende Fédlle:

1. 3 <x
X =-1=2(x=2) + 3(x - 3) = &
ergibt: x =5
2. 2<x<x<3
X -1=-2(x=2) =-3(x=-3)=4

ergibt sich nach Auflésung der Betrige
unter Beachtung des Vorzelchenwechsels

x=2

3« 1<x= 2
X =14+2(x=-2) =-3(x=-3)=4
O-x + 4 =4

(gilt fiir alle x)
4, x <1

~(x = 1) +2(x -2) - 3(x~3) =4
_ x = 1

Fassen wir zusammen:

Falls % < x, ist x = 5 Lésung der Gleichung.
Falls 2 < x < 3, 1ist x = 2 Losung der Gleichung.
Falls 1 < x < 2, ist jedes x, d.h. jedes x mit

g 1 < x < 2 Losung der Gleichung.
Falls x <1, ist x = 1 Losung der Gleichung.

Also sind alle x mit 1 < x < 2 oder x = 5
Losungen der Gleichung.




M\/a+2=a-\/.\3
o] C
2
b _ _a’b
hrte T c
- b
2 c
a =1
T b und ¢
er-eben si

N

t T e
E g &.ﬁuh%_ ...... 1 2% 3 4i‘i4lgﬁ
| la®-1=ci 0l 3! 8152u]35]
| Der FPell & = 1 ist nicht mdglich, da % nicht erklért
j ist. Folgende Tripel erfiillen deher die Gleichung:
i (2,2,3)s (3,5,8), (4,8,15), (5,5,24),(6,6,35).
RSN, | S - e ==
(2.12): ¢ A7 und BG seian die Seitenhsl-
S bierenden., ZH = T 1lt. Voraus-
g_/f \\ H setzung, N
!/ﬁ“wﬁk(/’/\\' Hiersus folgt: AN = BR = %ﬂﬁﬁ
/f,f“jﬁzm“mu}~_ und TR = ME = "4 IE
& "% (D sich die Seitenhalbisrenden
im Verbfltnis 1 ¢ Z schnelden)

Auferden gilt: 3 GMA = § BMH

folglich: A ANMG = ABNH
T = ER
i = T

e et et S S o 1 i

(swa)

F&9.15); Die Konstruktion erfolgt nach:
0 i
] 0" = ,._lé_ - =
cder 180°% - 3.54° = 18°

i

(9.14): Man betrachte die Funktion f(x)=
Funktion g(x)=

Es gilt [£(x)]=
If(x) ~ g(x) |

(%)

[6(x) Inéchstens

g{#%-) gilt,

10

< 1. Man tiberzeucgt sich leicht,

und die

dann, wenn
dsd



AuBerdem ist [f(x) - g(x)| = 1 genau dann, wenn

x = %% oder x = l%%— .

Also liegen die L¥sungswerte im offenen Intervall

41 121
‘% ¢ 750

Es gilt:
Fiir - % <£x< % ist [f(xﬂ =0
und fir F<x< st [fx)] =1 .

AuBerdem ist
fiir %S_x(% (8x)] =0

und fir é5x<-:-;;- ist [g(x)] = 1.

Alle x mit T; < x< % oder é <x< %% erfilllen

die Gleichung.

(10.11): Die Gleichung ist nicht 13sbar, da immer gilt:
1t + x> x
und |1 - x|2 0.

(10.14) Vir benutzen die Kethode der vollst?ndigen Induktion.
dier pur der letzte Schritt:

Die Behauptung gelte bis n.

Z2.2.: Sie gilt auch fiir n+1

Qs B an+1 + —%:1 ist =anz.

Dazu zerlegeg wir wie folgt:

7 ;%:1 = [(a® +—i£).(a - %)] - (a4 ;%:3)
Die Ausdriicke auf der rechten Seite sind laut
Induktionsvoraussetzung ganz und damit ist die

sesamte rechte Seite ganz.

(11/12.13) a - b endet auf m Nullen.

Es ist a-b" @ (a - b)ex (x zanz)
Das Produkt (a = b)sx hat als letzte Ziffern mindestens
m Nullen.

11



n.n " «
Aber a -b" eadet nur danm cui m Nullen, wenn die m letzten

A n - .
Ziffern von a ind LY =leich =iand.
-

Die folgende Lisung sand*e uns unser Jugoslawien-Korrespondent
und Teilnehmer der VYIII. IMO (in Sofia) Ceorgz Dugofija ein.

(11./12.14) : Der Punkt D ist immer zwischen den Punkten A und B,

c weil 2B = ¢ die grifte
b Seite des Dreiecks 4 ARC
//h[\ ist. Dann gilt:
A B
D
F = f-c+h = & he Ve2-r2 +Vp2n? ) ¢

< %.(\/1_1{3 +\/4-h§') = £(h).

¥eiter ist f'(h) = O genau dann, wenn h = 2 R
V5
und £ (-2-) < 0;

5

N 2
= flee) = =
also f_ (h) f( = ) ! und Fg1t, d.h, F 1%

i

Dieser Feall tritt ein, wenn a = 1, b = 2 und

¥aB =% (c=\5) sind,

ZUN KMNODELN - ZUM KNOBELN - ZUN AKNOBDCLN - ZUM KNOBELN - ZUM KNOB

Die zu einem Freundschaftsbesuch in Jena weilende Delegation der
Steatlichen Ceorgischen Universit&t Tbilissi teilte uns das folgen-
de Spiel mit: dan lege 16 Streichhdlzer in die in der Skizze ge-
zeigte Anordnung. Die beiden Spielpartner
””l” dirfen nun sbwechselnd aus einer beliebigen

]}i|| Reihe (aber bei jedem Zug nur sus genau einer)
eine beliebige Anzahl von H@lzchen entfernen.
1]‘ Verloren hat derjenige, der das letzte Streich-
i - holz nimmt. Unsere Frage: Ist dieses Spiel

etwa schon mit dem ersten Zug entschieden,
falls beide Partner es genau kennen 7 Wie muB man spielen, um zu
gewinnen 7

12
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TRFORMATIONEN — INFORMATIONGN - INFORMATIONEN - INFORMATIO

Maschine zensiert

Sechs Kilometer dinnsten Leitungsdrahtes, sowie
Halbleiterelemente sind in einem nicht sehr gro-
Ben Gerdt enthalten, das in der Lage ist, hundert-
tausend Fragen zu behalten und die gleiche Zahl an
Antworten richtig zu bewerten. Dieser mechanische
Examinator "AST-66" wurde von Studenten fiir die
die Klasse eines programmierten Studiums am Mos-
kauer Technikum fiir Architektur und Bauwesen kon-
struiert. An der Schreibbank jedes Studenten be-
findet sich eine Telefonwfhlscheibe, ein Knopf und
eine winzige Ruflampe. Die Antworten auf die im

Examensbillet enthaltenen Fragen wdhlt der Student
an. Die Lampen auf dem Steuerpult des Gerétes zei-
gen an, wer zur Antwort aufrerufen ist und geben,
nachdem die Intikstoren die Antwort in Ziffern
ibertragen haben, die Zensur. Am Ende zieht die
Maschine das Fazit. Nur Sekunden vergehen - schon
ist dle Gesamteinschiitzung des Otudenten fertig.
Eine Tafel zeigt die Zensur an.




PERT - eine Anwendung der Graphentheorie bei der Planung von Projekten (Teil il)

Ein zu planendes Gesamtprojekt kann bei beliebigem Feinheits-
grad der Einzelprojekte durch einen gerichteten Graphen dargestellt
werden. Die Enoten des Graphen entsprechen dabel den PERT-Ereignis-
sen, die BSgen den PERT-Operationen. Um den gerichteten Graphen zur
Planuug benutzen zu kGnnen, ist es notwendig, Jjeden Bogen zus@itzlich
mit Informationen iiber die Aufwendungen an Zeit, Arbeitskréften uvnd
Materialien zu versehen, die zur Realisierung der Jedem Bogen zuge-
ordneten PERT-Operation erforderlich sind. Im folgenden werden die
Betrachtungen auf die Aufwendungen an Zeit beschriinkt, Fir die anderen
Aufwendungen verlaufen die {fberlegungen analog.

Die Zeitdsuer fir die Erledigung einer PERT-Operation ist meistens
eine GrdéBe, die von Btochastischan1) Einfliissen (z.B. Wetter, Zuver-
lédssigkeit der Technik usw) abhiingt. Deshalb 1l&Bt sich die Zeitdauer
fiir eine PERT-Operation nur schétzen. Bel PERT werden drei Typen wvon
Zeltschétzungen angewendetb:

‘@] optimistische Schidtzung o - minimals Zeitdauer fiir die PERT-

% Operaticn (unter der gilinstigsten
Bedinsungen)

— wahrscheinlichste Sch&tzung = - waehrscheinlichste Zelitdauer fir
= B die PEET-Jperaticn {unter dec
; segebenen Bedingungen Erfahrungs-
{ werte )
pessimistische Schétzung p - maximale Zeitdauer fir die PERT-

F— Operation {unter den unginstig-
cten Bedingungen)

Aus dieser drei Schétzuuzen o, m und p kann die mittlere Zeit-
dauer t_ nach folgender Fcrmel bestimnt werden:

& o 2% BW % D

Die Dispersion - 2
i - o _{p =0
g, = 1115——'
5 !7 j
- L33 \
ist ein Mal dafiir, wieweit die angefiihrten Zeitschitzungen streuen.z‘
Es ist klar, daf slle Zeitengaoen mit der gleichen Zeiteinheit zu
treffen sind.



! BEISPIEL:

In Tabelle 1 sind dle einzelnen Schétzungen fiir die Zeitdauer
der PERT-Operationen angegeben und die Werte wvon te und 03
berechnet. (MaBeinheit fiir die Zeit: Woche)

Pfabells 1 |Operation| o| m | p t, c%
A 2 4 5 3,63 0,25
B 56| 7| 6,00 0,11 s Sreer-
Cc 1 51| 6 4,50 0,69 auf 2 Stel-
D 3| 6] 8] 563 ]| 0,69 o0 geruns
E 2 3 6 3:33 O, 44
P 41 517 5,17 0,25

Der vervollsténdigte Graph hat dann folgende Gestalt:

b = 3,63 — O ~——¢ = 5,63

Aus Griinden der {bersichtlichkeit wird im weiteren auf die Kenn-
zeichnung der PERT-Operationen durch lateinische Buchstaben ver-
zichtet. Es ist klar, daB eine PERT-Operation eindeutig durch die
Angabe der beiden koinzidierenden ) PERT-Ereignisse in der Rei-
henfolge [Vorléufer; Nachfolger] darstellbar ist.

“ !BEISPIEL: PERT-Operation D ~ [4;5] .

Mit Hilfe der te-Information fiir jede PERT-Operation ist es mig-
lich, den Zeitpunkt Te fiir das friihestmégliche Eintreten elnes
jeden PERT-Ereignisses zu berechnen.

Ein Pert-Erelignils kann frihestens dann eintreten, wenn alle
seine Vorldufer eingetreten sind. Das Anfangsereignis (PERT-
Ereignis ohne Vorldufer) bekommt den Wert T, = O zugeordnet.

.Die Rechenvorschrift ist sehr einfach:



Der TEAHart fiir ein PERT-Ereignis ergitt sich durch Summation
aller te-Werte auf dem Weg vom Anfangsereignis bis zum betrach-
teten PERT-Ereignis. Gibt es mehrere VWege, d.h. existieren fiir
ein PERT-Ereignis mehrere Summenwerte, so ist der maximale
Summenwert zu nehmen.

“ \BEISPIEL: To(1)
TE(E) = TE(1) + te[1;2
Te(3) = T(1) + £,[157]
PR(h) = (1) + t,[1;4]
pax{Ty(2)+6_[2:5]) T3+t [355] , Typ(8) 48, [455] }
max{9,26 , 9,33 , 9,67}
9,67 Vochen

0 Wochen

4,50 Wochen

]
i

6,00 Wochen

5,65 Wochen

n

i S
CthHhx -7}
__-'\)/[ /
\(5-)//

TE = 4,50

Der TE—Wert fiir das Endereignis (PERT-Ereisznis ohne Nachfolger)
reprasentiert die minimale Frist fiir die Realisierung des Gesamti-
projektes.

Durch den Auftraggeber fiir das Gesamtprojekt oder durch liber-
geordnete Planorgane kann eine Auflage erteilt werden, in welcher
Frist das Gesamtprojekt realisiert werden muR. Diese Frist wird
"mit TS bezeichnet. TS gibt an, wann das Endereignis spétestens
eingetreten sein muB. Natilirlich ist es nicht sinnvoll, TS kleiner
als den.TE-Wert fiir das Endereignis zu wéhlen. (TS < TE(Endereignis)
wiirde aber fiir den Rechenformalismus kein Hindernis darstellen.)
Im weiteren soll stets Tg = TE(Endereignis) gelten.

Es ist offensichtlich niitzlich, auch Zeitpunkte TL fiir das
spdtestzuléssige Eintreten eines jeden PERT-Ereignisses zu berech-
nen, weil die Differenz zwischen TL und TE Hioweise auf eventuell
vorhandene Zeitreserven bis zum Eintreten eines PERT-Ereignisses
vermittelt.



Ein PERT-Ereignis muB spédtestens zu einem solchen Zelt-
punkt TL eintreten, fiir das das Endereignis noch zum Zeit-
punkt Tg eintreten kann.

Das Ender:ignis bekommt den Wert T, = Tg zugeordnet. Die Methode

zur Berechnung der Ty 1st &hnlich wie bel der Berechnung der Tg,
allerdings wird vom Endereignis ausgegangen. (Riickspulen des gerich-
teten Graphen).

Der TLJWert fiir eln PERT-Ereignis kann berechnet werden
durch Subtraktion aller te-Werte fiir PERT-Operationen, die
den Weg zwischem dem betrachteten PERT-Ereignis und dem End-
ereignis festlegen, vom Wert Tq. Gibt es mehrere Wege, so
ist der minimale Wert der Differenz als TL—Wert zu nehmen.

|BEISPIEL: TL(B) TS = 9,67 Wochen
TL(4) = T.(5) - te[§;5] = 4,04 Wochen
T(3) = B(5) - £,[3i5] = 6,34 Wochen
. TL(E) = TL(E) - te[255] = 4,50 Wochen
(1) = min{T;(2)-t,[1;2],TL(3)-t,[153], Tp(4)-t,[154] }

I

nin{0, 0,34 , 0,41}

= 0,

L™ 4,50

Die getroffene Voraussetzung uber Tq = TL(Endereignis) hat stets
TL(Anfangsereignis) = O zur Folge. Aus den Tp- und T;-Werten fir
jedes PERT-Ereignis kdnnen die Zeitreserven berechnet werden. Es
ist fiir jedes PERT-Ereignis die Differenz R = TL - TE zu bilden.

R ist die Zeitspanne zwischen frithestmdglichem und spétestzuléssi-
gem Eintreten eines PERT-Ereignisses, also die Zeltreserve fir das
Eintreten des betrachteten PERT-Ereignisses. Diese Zelitreserven
kdnnen fir andere Zwecke genutzt werden.



R(1) =TL(1) - TE(1) = 0 Wochen

R = o,41

AbschlieBend sollen alle Daten fir Ty Ty und R des Beispiels
in einer Tabelle 2 zusammengefalt werden.

|BEISPIEL: R(5) = O Wochen
R(4) = Ty(4) - Tp(4) = 0,41 Wochen
R(3) = T(3) - Tg(3) = 0,34 Wochen
| ! R(2) —TL(F_’) TE(E) = 0 Wochen

Tabelh_f—." Ereignis TE T, R =T -Tp
1 0,00 | 0,00 0,00
2 4,5 | 4,50 0,00
3 6,00 6,34 0,34
4 3,63 | 4,04 0,41
2 9,67 | 9,67 0,00

Der Weg vom Anfangsereignis zum Endereignis mit den
minimalem Zeitreserven heiBt kritischer Weg.

Der kritische Weg zeigt den "diinnsten Faden" im Gesamtprojekt

und weist den Planer darauf hin, der Realisierung der durch den
kritischen Weg dargestellten PERT-Operationen besondere Aufmerk-
samkeit zu widmen. Der Plan ist auf dem kritischen Weg am empfind-
lichsten gegeniiber Stdrungen.(Zeitverzug). Das Finden des kriti-
schen Weges und das Aufdecken vorhandener Zeitreserven ist das
Hauptziel der Planungsmethode PERT. Es eriibrigt sich, zu bemerken,
daB komplizierte und umfangreiche PERT-Pléne mit Hilfe elektronl-
scher Rechenautomaten analysiert werden kdnnen.

In der Einleitung wurde darauf hingewiesen, daB alle unsere
Uberlegungen zu PERT stark vereinfacht gefiihrt wurden. Es wurde
7



darauf verzichtet, die in jedem Falle notwendige statistische
Absicherung der berechneten Werte niiher zu beleuchten. Das Ziel
des Beitrags kenn als erreicht betrachtet werden, wenn dem Leser
das Grundprinzip der Planungsmethode PERT klar geworden ist.

ARMERKUNG il

1) Eine stochastische GréBe ist eine GroBe, deren VWert zu-
féllig ist,sich aber durch Regeln der Wahrscheinlichkel ts-
rechnung beschreiben 1&Bt.

2) Die Yorreln resultieren aus wshrscheinlichkeitstheoreti-

scher. (iberlegungen, auf die hier nicht niéher elngegangen

i Y
werdasii LRin.

3) Koinnidierende PERT-Ereignisse sind solche, die durch eine
PERT-Operation verbunden sind.

Hannes Peuker

wissenschaftliclicr Mitarbelter
an der Sektion Mathematik

der Friedrich-5chiller-
Universitit Jena

LCHTUHG ~ ACHIUNG — ACUHTUNG - ACHTUNG - ACHTUNG - ACHTUNG
4uf Grund des spEten Grscheinungstermins der "Wurzel”
‘ﬁr.?.uirﬂ der iinsendeschluf der Preisaufgaben P.9/1
bis P.9/6 bis zum %1.12.67 verlingert (falls die Lo-
sungen nicht vorher in anderen Zelvungen erscheincn).

— —— — e
—

LOSUNGEN

|

|

(42.12): Bs gilts
a) I, = ab , sin{a,b) <
A 2

ab
2l

b) enn man das Viereck in 2 Dreiecke teilt, gilt

einerseits: F = 2% + E%
ad be

und andererseits: F = = ey s

Durch Zusammenfassen erhélt man:

F < 2% + 5% + 9% + 9%» 5 ja+ca-gb+d2 i

=]



(9.15): %Wir nehmen an, die Zahl x besitze n Ziffern
(aﬂ....an), und ihre ergfg Ziffer sei aqe
Dann gilt: x > a, ° 10
 Es ist aber a,...a < 1021 » da 0 s a4 < 10
(i = ‘1,...,:1)
Man erhZlt also x > 8485% 008, . q.e.d.

2 =
X *y x(5-x

X+ 3y _
X <y

dl=>

(9.16): Es ist = +

" Wir setzen x - 2,5 = 4.

Be ergibt sich qredy = Tr NS EE ¢

Dieser Bruch nimmt seinen kleinsten Wert offensicht-
lich dann an, wenn d = 0 (d.h. firx =y = 2,5) gilt.
"Somit erhalten wir als Ldsung:

1 1_ 4
x*3°=3-

(10.16): 1.Fall: x = 1 ox - 1

]
nou
= AW

2.Fall: x s 1 x =0

(11./12.15): Es gilt: 10 > n2
Da dic Lozarithmusfunktion streng monoton ist,
erhélt man durch Logarithmicren:

log, 10 > lom®w? = 2+logym

Lojzs 10
1“‘?3“ > 2
logs 10 _ 1 + log, 5 _ 1 1
e < Togam Of - logm * Iogem
(10.10): Bs gilt: z = (nJ - ‘I)(n':)(l:x'TJ + 1)

Zu zeigen ist: z = 504¢k = 7.8+9.k (k ganz)
Dazu ist zu zeiesen:

TI. z = Rep
1.Fall: 2o’ hierraus folgt -|n und 8|n’
2.Fall: 21n3 dann gilt entweder 2|n?—1 und &[n?+1
. oder 4/n’-1 und 3 n’+1 ,
da von zwel aufeinanderfolzenden geraden Zahlen
eine mindestens durch vier teilbar ist.

l

i )



IT.

%z = Qsq
1.Fall: 5}n5. also 3|n und 9In3
2.Fall: 34n>, folglich 3/n
Ich betrachte nun die Reste aller nicht durch drei
teilbaren n bel der Teilung durch 9:
| Ro:lt|2]a]s]7]g|
Fir die Reste von n ergibt sich:
Ry(n?) = Ry((Ry))?): |18 |1]|8]|1]8]

Hieraus ergibt sich, daB

entweder 9[n3 - 1 oder 9[n3 + 1 gilt.,
III. z = 71T
1.Fall: 7|n’

3.Fall: 7fn’

Ich betrachte: R (n): 1
nun folgt R7(n5): 11 6 1 6 6

Somit ergibt sich 7|n’ - 1 oder 7|n’> + 1

Mithin ist dureh die Betrachtung aller ndglichen

Fdlle bewiesen, daB (n ~ 1)(n )(n + 1) immer

durch 504 teilbar ist.

2 3 4 5 6

£1%. /12.17) 8

a) Wir quadrieren die Gleichung und erhalten
X7 - 8x% + 16 = ux°
Xt = 12x% + 16 = O
¥ =6%2 5
= (1% v5)2
Es ergibt sich fiir x: x = £(1 £ +v5 )
Die Gleichung hat also folgende LOsungen:
X4 = - 1 - VF
X5, = 1 - V5
x; = =1+ V5
x, = 1+ %5
b) Da beide Seiten der lUngleichung positiv sind,
erhélt man durch Quadrle,en der lUngleichung .
x4 - 8x2 + 16 > 4x
xu - 42x2 + 16 > O
liegen a) kann ich die linke ‘eite folgender-

malen darstellen:
(x =1 =5 (x + 1 =5 x - "

10

;]

+ vVEN(x + 1w 5) = O



Dieses Produkt ist dann und nur dann positiv, wenn
Jeweils zwei seiner Faktoren gleiches Vorzeichen ha-
ben, und nur dann ungleich Null, wenn alle Faktoren
ungleich Null sind, d.h. in folgenden F&éllen:
I. x < -1 -+5" (alle Faktoren sind negativ)
II. 1 -v/5 < x <4/F - 1 (die ersten beiden Paktoren
sind nepgativ, die anderen positiv)

I1II. 1 +1/§’< x (alle Faktoren sind positiv)
Hiermit erh#@lt man auch simtliche Ldsungen der Un-
gleichung, da alle zu Anfang durchgefiihrten Umfor-
mungen #quivalent sind.

(11./12.12): WP und WR seien die gegebenen Radien.
, I. Analysis: In der angegebenen Figur gelte

PP'= PR = RR'

Nach dem Strahleasatz ist dann auch
551 =BT = TF', da STF7 || 'RT .

Somit ist S'T' die gesuchte Sehne.

II. Konstruktion: Folgt unmittelbsr aus I. und
der Skizze. P! P_—_R R’

ITI. Beweis: Folgt unmit-
Ry, S T, Tl
telbar aus I.
IV. Determination: Die /f‘\\\\\EXyZZL////,\\
Konstruktion der Seh- M

‘ne ist dann und nur dann méglich, wenn der
Winkel ¥ PMR 4+ 180° ist.

AUFGABEN (11. Serie)
9.Klasse: (9.19) Es ist zu beweisen, daB

g+ 2> 2 ist, wenn ab> 0 gilt.

(9.20) Gegeben seien 5 Blatt Papier. Davon werden
einige in 5 Teile zerrissen. Von diesen
werden wieder einige in 5 Teile zerrissen
usw. Ist es moglich, daB man auf diese -
Weise 1967 Teile Papier erhdlt?

1n



10.Klasse: (10.19) Man konstrulere ein Dreieck aus hc' S,
und dem Umkrelsradius r.

(10.20) Man bestimme alle Funktionen f, die fol-
genden Bedingungen geniigen:
f(xy)= £(x) « £(3)
f(x+y) = £(x) + £(y)
f(x)£0

11./12.Klassge:
(11./12.19) Man bewelse, daB fiir alle natiirlichen n
1 « 11 2 ¢« 2! +...4 1 ¢+ n! = (n+1)!=1 gilt,

(11./12.20) Dem Einheitskreis seil ein regelmdBiges
10-Eck einbeschrieben. Man bestimme die
Summe der Quadrate der Entfernungen eines
beliebigen Punktes der Peripherie zu den
Eckpunkten des 10-Ecks.

e

PREISAUFGABE (P. 1)

Man berechne

X Y Z -
W= oyyer + PRYR— ¢ TG ¢ YoRe HE = 1 A6k

Mir jsden vollstandigen Losungsweg der Preisaufgabe erhalt
der Einsender einen Vertpunkt. IMir 5 Jertpunkte erhalt der
Einsender ein Buch. sollten pro ronat mehr als dreil Einsender
5 tertpunkte haben, entscheldet das Los (unter ausschluB des
achtsweges).

Falls ein Besitzer von 5 wertpunkten nicht unter die Gewinner
f&llt, nimmt er automatisch an der néchsten auslosung teil.
Die Losungen sind unter dem Kennwort "WURZEL-Preisaufgabe"
bis zum 3c. des jewelligen Erscheinungsmonats (Datum des
Poststempels) an unsere Adresse einzuschicken. '
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Herr Ambrosius und die BOOLEschen Funktionen ttionen

Die Art und Weise, wie uns Herr Ambrosius im Heft 6 der "Wurzel"
seinen Speiseplan verrdt, ist schon ein wenig ungewShnlich. Den-
noch machte es wohl keinem Leser Miihe, nach kurzem "logischen"
Nachdenken festzustellen:"Herr Ambrosius beliebten, heute keine
Suppe zu essen."

Wie vollzieht sich aber dieses natiirliche logische SchlieBen?
Hat es seine eigenen Gesetze? - GewiB! Aber welche? Lassen sich
vielleicht Teile dieses Regelgebéudes mit mathematischen Metho-
den behandeln? !

Antworten auf diese und #hnliche Fragen gibt uns die Mathema-
tische Logik, eine Disziplin, deren Entwicklung mit Leibniz be-
gann und die aua der modernen Wissenschaft nicht mehr wegzuden-
ken ist. '

Nehmen wir also die Schrullen des Herrn Ambrosius zum AnlaB,
einen Teil der Mathematischen Logik - die Aussagenlogik - in
seinen Anféngen kennenzulernen.

Die erwihnte Scherzaufgabe besteht aus einer Reihe sinnvoller
Gebilde unserer Sprache, z.RB. (in préziser Fassung) aus folgen-
dem Satz:"Sebastian Ambrosius, ausgewiesen durch DPA-Nr.XV000000,

2



trinkt am 27. 6. 1967 um 12 Uhr MEZ in seiner Wohnung eine
Tasse PRESTO-Kaffee." Mit diesem Satz machen wir eine Aus-
sage iber die objektive Realitédt. Fiir derartige. Aussagen
poestulieren wir auf Grund unserer Erfahrung die sogenannte
Zwelwertigkedlit:

Jede Aussage ist entweder wahr odexr falsch.
Folglich kbnnen wir die Menge R aller Aussagen vermittels
einer Abbildung w eindeutig auf die Menge [0, 1} der Wahr-
heitswerte O ~ falsch, 1 - wahr abbilden, w(A) heiBt in die-
sem Zusammenhang Wahrheitswert von A 7.

Unsere Erfahrung lehrt ferner, da8 wir mit Hilfe n - stel-
liger aussagenlogischer Verkniipfungen (Aussagenfunktionen)
o die Menge A X A x R X A in die Menge A abbilden kidnnen,
So entsteht z. B. aus den Aussagen

M - "Ambrosius trinkt Milech" und

B - "Ambrosius iBt Brdtchen" (M, B€R)
unter Verwendung der zweistelligen Aussagenfunktion "wenn -
sc" (Implikation, hier kurz o) die Aussage «(B, M), d. h.
"Wenn B, so M" aus R , also:

"Wenn Ambrosius Brdtchen iBt, B0 trinkt er Milch'.

Wie ist es nun um den Wahrheitswert dieser zusammengesetzten
Aussage bestellt? Im unglinstigen Falle kann er von B, M und
von den Wahrheitswerten w(B) und w(M) abhiingen. Hier fordern
wir sinnvoll die
Extensionalitéa t:z)
m(mn(A1,...,An)) héngt nur von den u(&v), nicht
aber von den A, selbst ab (1 s v s n).-
D. h., die Aussage «(B', M'), wobei B'- "Ambrosius liedbt Mo=-
zart" und M' - "Der Sonnabend ist arbeitsfrei", hat den glei-
chen Wahrheitswert wie (B, M), wenn die Wahrheitswerte von B
und B' sowie M und M' iibereinstimmen., In der Sprache der
Mathematik heiBt dies: Zu jedem a" gibt es genau eine eindeu-
tige Abbildung ) £° von {0, 1}x...x{0,1} in {0, 4}, so daB fiir
Jedes Aqye.. A Bus R gilt: h-mol

W (Aqsererdy) = £Hw(Bg)y 0o e y0(ay)).

Die den klassischen Aussagenfunktionen "nicht" (Negatiom),
hier kurz B genannt, "und"” (Konjunktion), "oder" (Alternative),
"wenn - so", “"genau dann, wenn" (Aquivalenz) auf diese Weise




zugeordneten einstelligen bzw. zweistelligen BOOLEschen Funktionen
werden gewShnlich mit “non s wet", ,vel", ,seq", ,igq" bezeichnet
und sind - das lehrt uns der Umgang mit den Aussagenfunktionen -~
wie folgt zu definieren:

1, falls x =0

non (X) = Def
. 1 0, sonst

1, falls x = Tund y = 1

et (X¥) = per!
LO' sonst

O, falls x = O und y = O

vel (xly)" Def1
1, sonst

0, falls x = 1und y = 0

seq (x,y)= Def
1, sonst

1, falls x = ¥y

8q (%,¥) = per

k0, sonst

Einer formalen Ldsung unserer Scherzaufgabe steht nun nichts
mehr im Wege. - s)
Wir haben w(K) = 1, ferner w( «(K, B(M))) = 1. (1)
S a t z 1. (Abtrennungsregel)

S Voraussetzung: w(A,) = 1 und w( u(Aq.Az))= 1.
Behauptung m(A ) = 1.
Mit Satz 1 folgt aus (I) nun w( (M) = 1. (1II)
Aus unserer Aufgabe wissen wir, da8 w( «(B,M)) = 1. (I1I)
Eine zweite Hilfestellung gibt
S atz?2. (Kontrapositionsregel)

Voraussetzung: o a(Aﬂ.Aa)) a 1,
Behauptung: w( o( B(4,), B(44))) = 1.
Bewedls (?27) |

Aus Satz 2 und (III) folgt nun w( «( (M), B(B))) = 1
Mit (II) und Satz 1 haben wir daher w( B(B)) = 1. (Iv)




SchlieBlich besagt unsere Aufgabe, daB w( a { B (B), B(S))) = 1. ()
Aus (IV), (V) und Satz 1 folgt w(B (S)) = 1, d.h. non (w(3)) = 1,
was mit w(S) = 0 gleichwertig ist.

Herr Ambrosius iBt also keine Suppe! Uberlassen wir ihn weiter
seinen Eigenarten, denn uns interessiert w(S) schon léngst mehr
als die Aussage S. Doch dariiber mehr im nfchsten Heft.

1) Falls also der Wahrheitswert w(A) einer Aussage A gleich 1 ist,
sagen wir, A ist wahr.

2) Extension -~ Wahrheitswert einer Aussage :

2) Wahrheitswertfunktion oder nach George Boole (engl. Mathe~
matiker, 1815-1864) BOOLEsche Funktion genannt.

4) Im weiteren bezeichnen wir, wie bereits teilweise eingefiihrt,
mit K, M, B bzw. S die Aussage: "Ambrosius trinkt Kaffee",
"Ambrosius trinkt Milch", "Ambrosius iBt Brdtchen" bzw.
"Ambrosius iBt Suppe".

S) Wir erinnern, daf wir mit oo die Implikation und mit B die
Negation bezeichnen.

(777) Uberlegen Sie sich diese Beweisel

Rolf Lindner
wiss. Aspirant
an der Sektion Math.
der Friedr.-Schiller-Univers.
Jena

WEIHNACHTSAUFGARE

Wenn zum 4.Advent die letzte Ferze des Adventkranzes angeziindet
wird, ist es meist so, daB nicht alle 4 Kerzen gleichzeitig ab-
brennen. Iet der gleichzeltige BrennschluB unter folgenden Be-
dingungen mdglich:

1. Die 4 Xerzen sind zylindrisch, haben glelchen Durchmesser,
gleiche Lénge, sind aus dem gleichen Material (d. h. sie
haben gleiche Brenndauer).

2. Die Brennzeit zu allen 4 Adventen ist gleich.

3, Es dirfen innerhalb der Brennzeit keine Kerzen geldscht
bzw. andere angebrannt werden.

Man gebe eine allgemeine L8sung fir n Advente (n Kerzen) an.



Auigaben (12, Serie)

9,Klasse: (9.21)

(9.22)

10.Klasse: (10.21)

Der Punkt A des Parallelogramms ABCD sei mit
den Mitten E und F der Seiten BC und CD ver-
bunden.Man zeige, daB die Diagonale BD durch
TR und IF in drel gleiche Teile geteilt wird.

Es seien a, b ganze Zahlen. Es ist zu zelgen,
daB die kleinste positive Zahl der Form

ax + by = 4 (x,y ganz) gleich dem groBten ge-
meinsamen Teiler von a und b ist. .

Man zeige, da8
tanx + cotu= Ei%.ﬁ

(10,22) Man ldse das Gleichungssystem
x=-y= 90 1)
lgx+1gy=3 (2)
j1/12.Klasse:
(11/42.21) Man beweise folgenden Satz: In einem regelmé-
Bigen Tetraeder ist die Summe der Entfernungen
eities beliebigen inneren Punktes zu den Sei-
tenflichen konstant.
(11/12.22) Man zeige, daB man unter n+1 ganzen Zahlen
zwel finden kann, deren Differenz durch n
teilbar ist.
PREISAUFGABE (P.12)

Es ist zu zeigen, daB innerhalb eines beliebigen spitzwinklizon
Dreiecks AABC ein und nur ecin Punkt P nit folgenden Zigenschaf-

ten existiert:

hreicck.

a) 9JAPB = 3BPC = JCeA = 120°
b) Die Geraden, die durch die Punkte A,B und C senkrecht
zu P, BB, TP verlaufen, bilden ein gleichneitipges

¢) vie Summe der Entfernunzen von P zu den Punkten A, 7,C
l it minimal.




Fiir jeden vollsténdigen Losungsweg der Preisaufgabe erhdlt der
¥insender einen Wertpunkt. Fir fiinf Wertpunkte erhdlt der Ein-
sender ein Buch. Sollten pro Monat mehr als drel Binsender fiinf
"lertpunkte haben, entscheidet das Los (unter Ausscklufl des
Rechtswernes).

Falls ein Besitzer von fiinf Wertpunkten nicht unter die Gewin-
ner f&llt, nimmt er automatisch an der ndchsten Auslosung teil.
Die Lésunmgen sind unter dem Kennwort vjurzel-Preisaufgabe"” bis
zum 30, des jeweilimen Erscheinunssmonats (Datum des Poststem=
pels) an unsere Adresse einzuschicken.

INFORYJATIONEN - INFORMATIONEN - INFORMATIONEN - INFORMATIONEN

Sowjetische Ingenieure entwickelten die Universal-
Rechenanlagen ™ NIIZM-1" und ""NITEM-3". Je nach ihrer
Restimmung kinnen diese Anlazen von suBen durch zu- l
citzliche Vorrichtunsen ergénzt werden.

Das Speicherwerk beateht aus Magnetbéindern. Eine Kas-
sette, die 700 Meter Magnetband fafit, enthdlt bis zu
zwei ¥illionen m8rter, Die Eingabe der Informationen - l
bis zu 1000 Silben pro Sekunde — erfolgt fiber Lochkar-
ten. Die Rechenreschwindigkeit betrdgt 40 000 bis

75 000 Operationen jo Sekunde.

Die Maschinen "VNIIWM" k¥nnen nicht nur bei Lenksyste-
men, sondern auch bei automatischen Yorrichtungen fiir
Planung und Statistik der Produktion einzesetzt werden.

ACUTUNG = ACITUNG - ACHTUNG -~ ACITUNG - ACHTUNG = ACH

Das diesjihrige lathematikspezialistenlager des Bezir-
kes Gera ("interlagmer) findet vom 12.2. bls zum 29.2,1968
in ¥borsdorf (Kreis Tobenstein) statt. An diesem Lamer
werden etwa 70 Schiller der 7.-12.Klassen teilnehmen., Die
Betreuuns der Sehiiler wird wie schon in den versgangenen
Tarern von titarbeitern und studenten der Friedrich-3chil-
L~p-Universitét ‘bern mmen. In diesem Laser erfolgt auch
die Vorhereitung'der vnraussichtllcheﬁ Teilnehner der
NOR=N1-mpiade dor Jungzen .akhenatiker aus dem Rezirk

"';QT‘&-



LOSUNGEN

(9.17): Es ist n (n - 1){n - ﬂe) =

= (n = 2)(n = 102 + (0 + 2)(n° + 1)(0° + 4)

und 1800 = 8.:9.25
Man zeigt jetzt le*cht. daf das Produkt

durch 8:9.5 teilbar ist. Fiir den Fall, dai n

(n - 2)(n - 1)3 (n + 1)(n + 2)

2 nicht

durch 5 teilbar ist, zeigt man durch Restklassenbetraci.-
tung, daB dann (n° + 1) oder (n° + 4) durch 5 teilbar ist,

ist die Aufgabe. bewiesen.

Damit

(9.18): Es gilts: x° + 3lx| = 4= 1x12 + 3|x| - &

(] = DUx| +3)= 0

Aus der letzten Gleichung folgt unmittelbar, da |[x| =-3
nicht mdglich ist, |x| =1.
Das Ergebnis ist alsoc x4 = 1 und x, = - %,

(10.18): Es gelte xey =X+ Y
| Durch Umformen erhilt man: sy = x =y + 1 = 1

Daraus ergibt sich (x - 1)(y = 1) =1
Aus dieser Gleichung ergeben sich sofort die folgenden
Ldsungen: Xq = Jq = 2

und X, = yp = 0

(11/12.18): Der Beweis erfolgt durch vollsténdige Induktion

I.
IT.

111,

3le, ist klar, da 8, = 3
Wir nehmen jetzt an, daB 3|a, , und zeigen, daB
danr. such 5lan (n 2 8) gilt:
Es ist &, = a,_ 4 + 8, »

=80 * %3 * fpu3 * EBpy

= 38,3 + 28,
Da a _, laut Annshme durch 3 teilbar war, ist so-
mit auch a, durch 3 teilbar.
Somit ist durch vollsténdige Induktion bewiesen,
daB die in der Aufgebe aufgestellte Behauptung
richtig ist,. ‘
(Siehe auch Teft 5/67 und 6/67 "Die Hethode der
vollstindigen Induktion").
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L3sungsbesprechung zur Preisaufgabe (P.10)

Nachdem wir zu den Preisaufgaben (P.9/1....6) leider keine Ein-
sepdungen erhalten hatten, mdchten wir von den uns eingesandten
Lésungen der Preisaufgabe (P.10) verschiedene LBsungswege vor-
stellen:

Die erste Ldsung wurde uns von E., Schin aus Schulpforte einge-
sandt: "Teilt man ein beliebiges Dreieck AABC in drel Drelecke
AAOB, AAOC, ABOC, so da8 die Strecken A0, BEO, CO durch die Sei-
tenhalbierenden der Seiten des Dreiecks ABC gebildet werden,

so sind die Dreiecke AAOB, AAOC, ABOC fléchengleich."

Die bis zu dieser Stelle erfolgte Betrachtung ist zur Lisung
der gestellten Aufgabe nicht notwendig. Erst jetzt beginnt

die eigentliche L3sung der Aufgebe.

"Will man jetzt erreichen, daB sich die Flécheninhalte wie

1 : 2 : 3 verhalten, so muB man, da die Grundselten der Drei-
ecke AAOB, AAOC, ABOC gleichbleiben, die Hohen h , hys h,
dieser Dreiecke verdndern, und zwar im Verhdltnis 1 : 2 : 3",
Der wichtigste Teil der LOsung ist hier zu kurz gekommen.

Piir eine ordentliche Ausfiihrung der Ldsung ist es notig,

den oben angegehenen Sachverhalt genauer herzuleiten. Dann
hidtte der Einsender némlich auch bemerkt, daB er die H6hen
nicht im Verhéltnis 1 : 2 : 3, sondern im Verhéltnis 1 : 2,

1: 3, 1: 6 verindern und zwar verkiirzen muS. So aber setzt er
seinen FehlschluB fort:

"Man teilt die HShe h  in der Hélfte, hy beléBt man und ha
wird um die H#lfte verlidngert. Durch diese Tellungspunkte
werden Parallelen zu den entsprechenden Seiten gezogen. Auf
diesen Parallelen muB der Punkt O liegen, und zwar im Schnitt-
punkt der drei Parallelen. Veroindet man jetzt den Punkt O mit
A, B und C, so erhdlt man die Dreiecke AAOB, AAOC, ABCC, deren
Flicheninhalte sich wie 1 : 2 ¢ 3 verhalten!"

Hétte der Einsender seine LSsung nur einmal skizziert, so wiirde
er sofort bemerkt haben, daB sie falsch ist. Man erhilt nimlich
nicht nur einen, sondern im allgemeinen drei Schnittpunkte, die
sé@mtlich auBerhalb des Dwelecks liegen.

Anders dapegen verfihrt Erwin Eiselt aus Grofbodungen. Zr beginnt
mit einer ausfiihrlichen analytischen Betrachtung, dis Bestand=-
teil jeder peometrischen Konstruktion sein sollte:

9



a) Analysis

A

Da sich die Fliéchen der Dreiecke AAOB, AAOC und ABOC wie 1:2:3
verhalten sollen, gilt:

Mypon =1

Ab AOC = 2 jeweils Flicheninhalt bezogen auf
Ao =3 fapos =1

Mppc = ©

ks gilt aber auch fiir AABC

ey 12 12
&) A\ppc = 3~ = 6 daraus folgt: c=y=, analog b = =,
(o] b
12
a =
B,
(2) Fiir die Fldchen der Teildrelecke gilt:
e SR folgt &
= argus folgt: ¢ =
- 'E;
bh2

-5~ = 2 daraus folgt: b =

ahs
—s= = 3 dargus folgt: a =

[

Setzt man dic entsprechenden Werte von (1) und (2) gleich, er-
hilt man noch Vercinfachung:

h h h
hy =g, hy =g, hy =5
Dicee erte sind elementar konstruierbar, also kann der pgesuchte
Punkt konstruiert werder.
b) Fonstruktion
“an zeichnet zu ¢ cine Parallele iw Abstand von h1 s velche
innerchalb der breiceinfliche verlfuft. ihen:o eine zu b im
Austand van b, o Yer Sehnibtpunkt beider ist der ~ecuchte Punkt.
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Die EKonstruktion folgt bei dieser Lisung ummittelbar aus der
Analysis. Trotzdem ist eine kurze Konstruktionsbeschreibung
notwendig, ebensc wie der Beweis der Konstruktion, der hier
leider fehlt. Bei dieser Aufgabe hiitte es sogar gusgereicht,
zu sagen, dafll der Beweis der Komstruktion aus der Analysis
folgt. Den SchluB8 jeder Konstruktion bildet eine Determination,
in der die Bedingungen fiir die Konstruierbarkeit angegeben
werden und eine eventuelle Mehrdeutigkeit der Konstruktion
erdrtert wird.

z) Determination

Es gibt stets eine und nur eine Lisung der Aufgabe, da sich

J nach Voraussetzung im Inneren der Dreiecksfléche befinden
soll.

DaB man eine Konstruktion auch anders 18sen kann, zeigt Peter
Eannemann aus der 10.Klégssé der EOS Séhlsusingen. Er gibt
einen grundsétzlich mdglichen Weg zur Komstruktion an, ‘indem
er den gesuchten Punkt, d.h. seine Koordinaten mit Hilfe der
analytischen Geometrie bestimmt. Hierzu gehdrt aber der Nachweis,
deB sich die errechneten Koordinaten elementargeometrisch kon-
struieren lassen.

AABC liege wie angegeben in der x y - Ebene des kartesischen
Koordinatensystems.

o

A, = %(ch—- gd)

a5 = % (h(a - ¢) + A(g - a))

wegen A1=A2=h5 = 1:2:3

1



gilt: % ad = % (ch - gd)

d - ch
ca + g

% ad = % (h(a = ¢) + d(g - a))
1 1
=

$ad-Z dg= g hiarc)
a

= hia -c)
a - g
h(a ~ ¢)

Za+g . 48 -¢g
ch(4a - g) = h{(a -c¢) (2a + g)

ch ((4a - g) + (22 + g)) = ha(2a + g)
6 ach = ha(2a + g)
cC = 2’_%:_5
h +
d = rgrar
a= %

Somit ist 0 = (285, B

Peter hat neben dieser Losung auch noch eine elementargeo-
metrische, &hnlich der von Erwin Eiselt, eingesandt.

Daraufhin het er fiir eine Preisaufgabe zwei Wertpunikte erhalten,
da er zwei vollsténdige und im wesentlichen verschiedene Ldsungs=
wege angegeben hat. '

Wir md8chten an dieser Stelle nochmals darauf hinweisen, daB wir
uns vorbehalten nicht nur fiir Lisungen der Preisaufgabe, sondern
auch fiur sehr gute Losungen der anderen gestellten Aufgaben,
sowle fiir interessante Problemstellungen (mit Ldsung) Wert-
punkte zu verteilen.

Drue ichti

In der Sondernummer zum 50.Jahrestag der Oktoberrevolution ist
uns ein bedauerlicher Druckfehler unterlaufen:
Bei der Aufgabe (S.2) muB die Rekursionsformel fir x, 4 wie
folgt laugen: x, - x:-g 1

TR

"ir bitten dieses Versehen zu entschuldigen.
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