L ®
.....
LA ] L
00000
o
.....
lllll

-

ese: @
o8 soe
® se.0e
M
® 0. @
* 8-
e .08
o8 +00
L ] L
o <« @
oe 0
% @
se
e + 80
ol 88 Y
- ® se0e
[ XX ]
ooooo e hEs
ee_ S *e o0
-8 @ ® .
* 9 ® e
o0 ® S e
T o 20
e 8 e
Fas 29 o ss00
R e ® vse
® o @
L] L o 9
s8> oo . e
ees o es .08
0 @ o
kS
" @

& JUGENDOBJEKT

= 90
.....
.

ae* @
.....
-8 @

[ L]
.....
-

3 I Wir wiinschen allen
Lesern ein gesundes
und erfolgreiches

L ] (L 1)
.....
(R 1]

Jahr 1971

LEL N |
.....
.

WURZEL 52

chrift fiir mathematik an an der
. Friedrich-Schiller-

ober- und spezialschulen Universitit Jena

a0 @
.....
-



Die Sdiilerzeitschrift ,,Wurzel" - Tréger des Jugendobjekies

wStudienwerbung - Studienvorbereitung*

Zielgerichtete Orientierung, Studienwerbung und Studienvorberei-
tung sind die Grundlagen fiir den erfolgreichen Beginn eines Stu=-
diums an einer Universitédt, Hoch- oder Fachschule in unserer Re-
publik. Dieser erfolgreiche Beginn bildet aber die Grundlage fiir
den weiteren Verlauf des Studiums.
An unserer Sektion wurde im Jahre 1967 die "Wurzel" geschaffen,
ein Publikationsorgan, welches vor allem auf die Hebung des
mathematischen Niveaus an unseren Schulen gerichtet war, nicht
gber direkt auf die organische Verbindung von Studienwerbung
und Studienvorbereitung. _
Es ist auch kein Geheimnis, daB sich die Zahl der an unserer
Sektion immatrikulierten Studenten jédhrlich vergrdBert hat und
sich auch in Zukunft vergroBern wird, um den'sténdig wachsenden
Anforderungen der gesellschaftlichen Entwicklung gerecht zu wer-
den. Deshalb wurde es notwendig, der Studienwerbung und Studien-
vorbereitung groBere Bedeutung beizumessen.
So stellt sich ab Januar 1971 die "Wurzel" als Tréger des Jugend-
objekts "Studienwerbung-Studienvorbereitung" vor.
Dieses Jugendobjekt wurde der Redaktion unserer Zeitschrift zur
Wahlversammlung der FDJ-Grundorganisation unserer Sektion am
11. 11. 1970 vom Sektionsdirektor Prof. Dr. Pietsch iipergeben.
Im Rahmen dieses Jugendobjekts werden schrittweise alle Formen
der Studienwerbung und Studienvorbereitung und der Bestenfdrde-
rung auf Bezirksebene in Zusammenarbeit mit der Abtellung Volks-
bildung des Rates des Bezirkes Gera koordiniert.
Der "Wurzel" kommen in diesem Zusammenhang folgende Aufgaben zu:
1. Mit der "Wurzel" wollen wir bei den Schiilern der 11.
und 12. Klassen das Interesse an der Mathematik wecken
und begabte Schiiler dazu anregen, sich mehr mit Mathe-
matik zu beschéftigen.
2. Die "Wurzel" dient der Studienwerbung und der Vorberei-
tung auf ein Mathematikstudium.
Damit ist unsere Tédtigkeit in eine neue Etappe eingetreten.

Die Redaktion



Mengen, Relationen, Funktionen Il

Die Potenzmenge einer Menge

Wir betrachten die Menge M = {0, {0}, {1,2,3}}. M hat die Eigen-
schaft, daB als Elemente von M auch Mengen auftreten.
Frage: Welche der folgenden Aussagen sind wahr:
OeM, {0} sM, {0} eM, {0,1,2,} sM, {1,2,3)}) €M
1eM?

Antwort: Die vierte und die letzte Aussage sind falsch, alle
anderen sind wahr.

Denn 1 ¢ M, weil die einzigen Elemente von M durch 0, {0}, und

{1,2,3} gegeben sind. Wire {0,1,2} < M, so miiBte nach Defini-

tion 1 z.B. 1 € M sein, was eben als falsch erkannt wurde.

Aufgaben:1. Es sei A = {x: 3x = 6}. Ist A = 27

Antwort: nein ! Begriindung!

2. Welche der folgenden Mengen sind gleich:

(0,2, {#}s {A#{#)}, (A0} 2

Antwort: Keine zwel sind einander gleich, Begriindung!

3. Es sei A = {2,4,{4,5}}. Welche der folgenden Aus-

sagen sind wahr?

{#,5} < 4, {4,5)} €4, {{#,5}} s 4, 5 €4, {5} €4

{5} ca?

Antwort: Nur die 2. und 3. Aussage sind wahr. Begr.!

Wir haben jetzt geniigend Erfahrung, um folgende Definition als
sinnvoll anzusehen.
Definition:
Fa) 55 (X X s 4)
P (4) heiBt Potenzmenge von A.
In Worten:
Die Potenzmenge der Menge A enthé&lt genau alle Unter—
mengen von A.
Beispiele: 1. Es sei A = {1,2,3}. Dann hat P (A) folgende
Elemente:
B
{1}, {2}, {3} {Einermengen)



{1,2}, {1,3}, {2,3} (Zweiermengen)

{1,2,3}

2.R(@) = {#} . Die Potenzmenge der leeren Menge ent-

hdlt also gensu ein Element, némlich die leere Menge!

Das Beispiel 1 deutet bereits einen Beweis fiir folgen-
den Satz ani

Satz:4: Wenn A n Elemente enthdlt, so enthiiltp(k) 2" Elemente.

Beweis: Es gibt n -_-.(2) Einermengen, (E}Zweiemengen,

(;)Dreiemengan, ses g @) Mengen mit k Elementen,
EE (g) Mengen mit n Elementen 111?(.&) . Dazu
kommt die leere Merige. Insgesamt enthélt also

B @) () o) 3 (2)

Elemente (hierbel ist [2) = 41 benutzt worden).
Nach dem binomischen Lehrsatz ist andererseits

R T 1 Ry A I B

Also gibt es 2" Elemente inal (A).

Ein anderer Beweis fiir Satz 4 ohne Benutzung

des binomischen Lehrsatzes:

Wir ordnen die Elemente von M in folgender Weise
Xqr Xpy eve 2%y - .

Nun bilden wir dadurch eine Untermenge von M,
daB wir einige Elemente unterstreichen und da-
nach die unterstrichenen Elemente zu einer Un-
termenge zusammenfassen. Offenbar kann jede Un-
termenge von M auf diese Weise erzeugt werden
und je zwei verschiedene Unterstreichungen
liefern verschiedene Untermengen. Um eine solche
Unterstreichung herzustellen, hat man fiir jedes
Element x; 2zu entscheiden, ob es unterstrichen
wird oder nicht. Insgesamt hat man also n von-
einander unabhiéngige Zwelerentscheidungen zu
treffen und daher gibt es 2% verschiedene Mdg-



lichkeiten, also 2" Untermengen.

Die Bedeutung des Satzes 4 liegt darin, daB man durch den {bergang
von einer Menge zu ihrer Potenzmenge zu einer Menge gelangt, die
mehr Elemente als die Ausgangsmenge enthélt. Dabei hat man keine
andere Menge zu Hilfe nehmen miissen.

Eine andere wichtige Eigenschaft der Potenzmenge besteht darin,
daB sie abgeschlossen ist bezliglich Vereinigungs-, Durchschnitts-
und Differenzbildung. Das bedeutet, daB fiir beliebige X,Ye J(A)
guch X NY, X UY und X \Y zu R(A) gehdren.

Geordnete Paare und Mengenprodukte

Da fiir eine Zweiermenge {x,y} die Beziehung (x,y} = {y,x} gilt,
hat es keinen Sinn, von einem ersten und einem zweiten Element
einer solchen Menge zu sprechen. Es besteht aber die Notwendig-
keit, neben solchen ungeordneten Paaren auch sogenannte geord-
nete Paare zu besitzen. Das sollen Gebilde sein, die von 2 Ele-
menten abhéngen, wobel ein wohlbestimmtes erstes und ein wohlbe-
stimmtes zweites Element dieses Paares existiert, d.h. im Gegen-
satz zu einer Paarmenge sollen die Elemente eines geordneten
Paares hinsichtlich ihrer Stellung und Zugehdrigkeit wohlunter-
scheidbar sein,

Wir bezeichnen die Menge {{x}, {x,y}} nit [x,yﬂ . In dieser Be-
zeichnung kommt zum Ausdruck, daB diese Menge eigentlich nur wvon
X und y abhéngt.

Beispiele: [1,2]= {1, {1,2}}, [a,'b]- {a,{a,b}} usw.

Die Art, wie x und y in dle Menge [x,y] eingehen, ist aber unter-
schiedlich., Wéhrend {x} & [x,y] ist, ist {y} ¢ [x,y]. Diese Tat-
sache ist ausschlaggebend fiir den folgenden

Satz 5: [x,7] = [u,7]hat X = u und y = v zur Folge.

Beweis: [x,yl = [u,v] bedeutet {{x}, {x,7}} = {{u}, {u,v}}.

Also muB jedes Element der linken Menge auch Element

der rechten Menge sein uns umgekehrt. Es gibt zwei

Félle:

1.Fall {x} = {u} und {x,5} = {u,v}
Hieraus folgt, daB X = u und y = v. Wire némlich
Y $ Vv, 80 mite y w u und v = x sein, woraus we-
gen X = u ebenfalls y = v folgte. Widerspruch!



2.Fall: {x} = {(u,v} , {x,7} = {u}
Hiergus folgt x <= u=v undu=xX=y.
AlsO X = U=yY=V.

Folgerung: Ist x ¢ y, so ist [x,y] +[y,x].
Damit besitzen diese Mengen genau die Eigenschaften,

die wir von geordneten Paaren gern haben wollen. Da
wir bisher noch nichts weiter iliber geordnete Paare
wissen, kOnnen wir diese Mengen zu geordneten Paaren
erkléren.

Definition 8:
[x,y] =p¢ {{x}s {x,7})} nennen wir geordnetes Paar von

x und y. x heiBt erste, y zweite Komponente des Paares.

Der Vorteil dieses Vorgehens besteht darin, da8 wir neben Men-
gen nicht noch den Begriff des geordneten Paares als weiteren
Grundbegriff in die Mengenlehre einfiihren miissen. Geordnete
Paare sind einfach ganz bestimmte Mengen. Fiir das folgende ist
es aber génzlich unwichtig zu wissen, wie diese Menge aussieht.
Ausschlaggebend fiir das Arbeiten mit geordneten Paaren ist nur
ihre in Satz 5 angesprochene wichtige Eigenschaft.

Definition 9:

AxBif{[a,bls a€ AADbe B)
A x B heiBt das Produkt von A und B.

In Worten: Das Produkt von A und B besteht aus allen geordneten
Paaren, deren erste EKomponente in A und zweite Kompo-
nente in B liegt.

Beispiele: 1. A2 {1,2} , Ba{a,b,c}
AXB= {E‘I,a], [1,b], [1,c], [2,&], [2,’0], [2,(:]}
BxA={[a], [2, f,11, B.2], [.1], [c.3])}
2. AxfP=fFxA=p0

Folge en: 1. Im allgemeinen ist A x B4 B x A
2. Hat A n Elemente und B m Elemente, so hat A x B
nem Elemente. Daraus erkldrt sich die Beszeichnung
Produktmenge.



Aufgabens
1. Man beweise, daB Ax (Bu C) = (A x B) u (A xC) gilt!

2. Man beweise, daB Ax (B nC) = (AXB) n (A xXxC) gilt!
3. Ist A g B, so gilt fiir beliebige C auch A x C ¢ B x C,.

Relationen

Im té@glichen Leben und in der Mathematik kommen h&ufig Bezie-
hungen zwischen verschiedenen Objekten vor. Belispiele solcher
Beziehungen (oder,wie man auch sagt, Relationen):

a ist mit b verheiratet,

a steht mit b im Briefwechsel,

der Mensch a kennt die Stadt b,

der Punkt P liegt auf der Geraden g,

die Geraden g und h sind zueinander orthogonal,

die Murmeln a und b haben die gleiche Farbe,

die natiirliche Zahl n teilt die natiirliche Zahl m,

die reelle Zahl x ist grdBer als die reelle Zahl y,

x ist Element der Menge X

usw.

Wir greifen nun eine dieser Bezlehungen heraus, etwa die
letzte, und studieren sie genauer.

Dazu sezten wir A = {1,2} , B =DI]R ) = {7 {1}, {2}, {(1,2}}

und lassen nur Elemente aus A und Mengen aus B zu.

Um einen Gberblick iiber diese Beziehungen zu bekommen, stellen
wir alle diejenigen Paare [Elenent. Henge] zusammen, fiir die
diese Beziehung zutrifft. Damit erhalten wir die Menge

Tapp{ [X]: xc AAa X e Baxe X},
durch die unsere Relation vollsténdig beschrieben wird.
Es gilt ndmlich - und so haben wir E gerade definiert -
[x,X] e Ee> x ¢ XA x € Aa X ¢ B,

d.h. [:,I} € E genau dann, wenn x und X in der betrachte-
ten Beziehung stehen.
In unserem Beispiel ist

e={ 0, 0], [, uad], 2y 2] 2.002]),



Wir fassen das Ergebnis dieser Betrachtung nochmals zusammen:
Unsere Beziehung zwischen Elementen von A und Elementen von B
hat in eindeutiger Weise zu einer Untermenge E von A x B ge-
fihrt, die diese Beziehung genau beschreibt.

Dieses Resultat 188t sich sofort verallgemeinern: Jede Beziehung
(Relation) zwischen Elementen einer -Menge A und Elementen einer
Menge B legt eine eindeutig bestimmte Untermenge von A x B fest.

Auf Grund dieser Bemerkung haben wir keine Veranlassung mehr,
zwischen Untermengen von A x B und Relationen zwischen A und B
zu unterscheiden. Daher ist folgende Definition berechtigt:
Definition 1o

1. S heiBt Relation zwischen A und B e S gAxB

2., Ist A =B, s0 sprechen wir von einer zwelstelligen
Relation auf A.

B XBE [x,y] €S, so sagen wir auch " x steht in der
Relation S zu y " und schreiben dafiir abkiirzend
auch x S y.

Folgerung: Die Menge der Relationen zwischen A und B stimmt ge-
nau mit R (A x B) iiberein. Also gibt es 2™ ver-
schiedene Relationen zwischen A und B.

Beispiele: 1. Es sei A ={1,2,3}. Wir betrachten die Relation
Um e {[(,2), [,3l, (2,31} s4 x A und stellen

z.B. fest: 1 steht mit 2 in der Relation U, aber
nicht 2 mit 1. Man sieht, daB U genau die ¢ -Be-
ziehung auf A darstellt.

2. Es sel A ={1,2,3}. Vap. {[1,2], 2,1}, [.3,

3.2, 3.3}

In diesem Beispiel ist es im Gegensatz zum vorigen
nicht leicht, irgendeine natiirliche Deutung zu
finden.

Aufgabe: Es sind alle 24- 16 2-stelligen Relationen auf der

Zweiermenge A= {a,b} wirklich anzugeben.

Dr. G. Wechsung
Dozent an der Sektion Mathematik der

Friedr.-Schiller-Universitét Jena



Preisaufgaben Serie 1/71

(C 1) Man pestimme die Menge
Mm= 0,1+ Dafo, 1 e hnfo,14+d 0o+ b ...
wobel [a,b) = (Xt X reeile Zahl a Sx< b} sein soll.

(C 2) Man 16se das folgende Gleichungssystem:
(X +y+2) = a-yz
Y x+y+2) =« b-xz
z(x+y+2) = ¢ -xy
wobei a,b,c gegebene reelle Zahlen sein sollen.

(C 3) In der Ebene seien fiinf Punkte gegeben, von denen keine
drei auf einer Geraden liegen. Man zeige, daB man vier
Punkte davon so auswéhlen kann, daB diese die Eckpunkte
eines konvexen Vierecks sind.

(C 4) Aus einer Menge M seien die Wahrheitsfunktionen
non ( T ), et ( . ) und vel ( + ) definiert und es muB
fir alle x,y,2 € M gelten:
Aus X:y= X"z und x + y=x + 2 folgt x = 3.
Dabei gelten die Rechenregeln (1) bis (9') fiir das
Rechnen mit normierten Booleschen Ausdriicken.
(siehe dazu Wurzel 9/10/70 S.141).

(C 5) Es seien n und p natiirliche Zahlen mit n,p > 1.
Man zeige, daB dann gilt:

1 1 1 ] R P
n+ 1 " n+rp+d"Ta+ Tj2 * oe * o+ 32 D " n+Dp

(C 6) Man stelle den Durchschnitt zweier Mengen A,B durch das
Komplement und die Vereinigung dieser Mengen und der
daraus entstehenden Mengen dar.

Fir jeden vollsténdigen Losungsweg einer Preisaufgabe erhélt
der Einsender einen Wertpunkt. Fir zehn Wertpunkte erhdélt der
Einsender ein Buch. Sollten pro Monat mehr als drei Einsender
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zehn Wertpunkte haben, entscheidet das ILos (unter AusschluB
des Rechtsweges).

Falls ein Besitzer von zehn Wertpunkten nicht unter die Ge-
winner féllt, nimmt er sutomatisch an der niichsten Auslosung
tell. Die Lisungen sind bis zum 1o. des folgenden Monats
(Datum des Poststempels) unter dem Kennwort "Wurzel-Preisauf-
gaben” an unsere Adresse einzuschicken.

Wir weisen darauf hin, daS alle uns eingesandten LOsungs— bzw.
Aufgabenbléitter mit dem Namen des Einsenders, seiner Adresse
und der von ihm besuchten Schule wversehen sein miissen. Einsen-
dungen, bei denen diese Angaben fehlen, ktnnen nicht beriick-
sichtigt werden. — Wir bitten unsere Leser, jede LSsung suf

einem gesonderten Blatt einzuschicken.

Losungen
125513 84 und g, seien die beidewn gegebenen Geraden.

Voraussetzung: g4 N &, = p

Behauptung: Es gibt eine Ebene e, in der g, liegt und
zu der g, parallel verléuft.
(g4 € eund g, n e =8).

Bewelss
Bildet man g4 und g, in senkrechter Parallelprojektion
auf eine Ebene e, ab, die senkrecht zu g, liegt, so er-
h&élt man folgendes Bild:
Die Projektion von g4 ist elin
Punkt, die Projektion von g,
ist a) der Punkt g}
b) die Gerade g5 -

1
Nach Voraussetzung gilt:

g4 N 8 = f, daraus folgts ginegi=p
a) Durch g; gibt es unendlich viele Geraden e' mit
e' n gl = fg.
b) Durch g} gibt es genau eine Gerade e' mit e' n g} = g.

Diese Gerade e' wird als Bild einer Ebene e aufgefaBt,
wobei e.l.e, gelten muB.

Aus gj € e' folgt g, € e und
aus g5 n e' = @ folgt g Ne =0 .

Somit ist e die gesuchte Ebene. Im Falle a) gibt es un-
endlich viele solcher Ebenen.




Es gelten fiir die neuen Rechteckseiten die Gleichungen
e = a cosy + b sinx
f = asing + b cosx ‘
Damit ergibt sich der Fldcheninhalt des umschriebenen
Rechtecks zu
e.f = (a cosa + b sinx)(a sing + b cosx)
= azaimcoaa + bzsi.nacosa + a'b(sinzm + cos
s g(a‘? + bz) sin2y + ab
da sin?x = 2sinxcosc

2«)

Nach Voraussetzung sollte gelten

;(el2 *’bz) sin2x + ab = n2 oder
2

aihy G -_2_(%;&551
a ;b

DagiltOSas.‘%-, folgt O s sindy < 1

2
Demit ergibt sich 0 s B, —8b)

a +bd
Osme—ab

1ab £ n

and. 2§n2 -ab! <1

a *+bo
om® - 28b s a° +b°

om? s (a+ b)°

m <at+tbd
e5by2
Die Aufgabe ist also fiir alle m mit

abs ms a+b2 l6sbar.



Pddagogik und Mathematik

vou Roswitha Kdhler, Assistentin der Sektion
Erziehungswissenschaft

Sie haben sicher schon oft von der Mathepatisierung der Natur-
wissenschaften gelesen, und Ihnen ist die Bedeutung mathema-
tischer Methoden fiir die naturwissenschaftliche Forschung klar-
geworden. Wie sieht es aber in den Gesellschaftswissenschaften,
speziell in der Péddagogik, mit der Anwendung der Mathematik aus?
Um diese Frage beantworten zu kdonnen, miissen wir uns etwas mit
den Grundziigen der p&dagogischen Forschung und ihren Besonder-
heiten gegeniiber der naturwissenschaftlichen Forschung vertraut
machen.

Wenn die Wissenschaften Erscheinungen nicht nur beschreiben,
sondern auch erkléren und voraussagen wollen, bendotigen sie Ge-
setzmdBigkeiten, die sowohl die qualitative wie auch die quan-
titative Seite der Erscheinungen widerspiegeln. Diese Gesetz-
méBigkeiten werden aus der Untersuchung der Praxis abgeleitet
und miissen an ihr liberprift werden. Fiir diese beiden grundlegen-—
den Prozesse (Ableitung und Uberpriifung) liefert die Mathematik
Hilfsmittel, ohne die beide nicht mdglich wéren.

Welche Besonderheiten weist nun die pédagogische Forschung auf?
Ich méchte zwei nennen:

Wéhrend ein Naturwissenschattler seine Untersuchungsobjekte
"préparieren", von der Umwelt isolieren kann und damit die Mog-
lichkeit hat, Storfaktoren weitgehend auszuschlieBlen, hat es der
Piédagoge mit lebendigen Menschen zu tun, die er nicht aus ihrer
natiirlichen gesellschaftlichen Umwelt herausldsen kann. Er darf
den pédagogischen ProzeR nicht einmal zu sehr beeinflussen,
(ein Naturwissenschaftler kann den zu untersuchenden ProzeB

oft in ganz bestimmte Bahnen zwingen), weil damit das Schicksal
von Menschen verknilipft ist.

Zweltens ist jeder pddagogische ProzeB einmalig, da er von sehr
vielen Fgktoren abhingt, subjektiven und objektiven, die - wie
wir bereits sahen - nicht ausgeschlossen werden konnen. Charak-
teristisch ist dabei, daB im pddagogischen ProzeB der Zufall
eine groBe Rolle spielt. Dadurch wird bewirkt, daB ein solcher
ProzeB nicht eindeutig verlé@uft. Sie haben selbst schon oft
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feststellen konnen, wie unterschiedlich eine Unterrichtsstunde
(Pédagogischer ProzeB) auf verschiedene Schiiler wirkt, obwohl
doch eigentlich alle dasselbe gehdrt und gesehen haben. Und man
kann nicht einmal sagen, dgB alle guten Schiiler das gleiche in
der Stunde gelernt haben. So ist vielleicht einem ganz zufédllig
ein Versdumnis eingefallen, und dariiber hat er einen wichtigen
Gedanken des Lehrers verpaBt. Sie ktnnten hier sicherlich noch
viele andere Beispiele nennen. Wir sehen aus ihnen, daB der Zu-
fall in pddagogischen Prozessen wirklich ein wesentlicher Faktor
ist. Aber selbst zur Beschreibung zufé@lliger Prozesse hat die
Mathematik Mittel gefunden: die Wahrscheinlichkeitstheorie und
die Methoden der mathematischen Statistik. Aus dem Charakter
der piédagogischen Prozesse folgt, daB diese beiden Disziplinen
den Schwerpunkt bei der Mathematisierung der Pédagogik bilden.
An dieser Stelle miissen wir uns vor Augen halten, daB die
Mathematik nicht die einzige "Fremdwissenschaft" ist, die in die
Péddagogik eindringt. Kybernetik, Informations- und Kommunika-
tionstheorie und Operationsforschung helfen mit ihren Methoden
bei der Entdeckung neuer GesetzmédBigkeiten im ProzeB der Bildung
und Erziehung mit. Sie konnen dies, weil ihre GesetzméBigkeiten
auch im Bereich der péddagogischen Wissenschaften gelten und
well sie sozusagen Denkformen bereitstellen, die einzelne Aspek-
te der Wissenschaft besonders deutlich hervortreten lassen.

Wir wollen uns nun ider Frage zuwenden: Wie lassen sich
Ergebnisse pédagogischer Prozesse messen, d.h. zahlenmdBig aus-
driicken? Die einfache Mdglichkeit kennen Sie bereits: Die Lei-
stungen einer Klasse in einer Kontrollarbeit kann man durch den
Leistungsdurchschnitt ausdriicken. Dieser Durchschnitt stellt
das arithmetische Mittel aus den Noten der einzelnen Schiiler
dar. Wir haben uns damit eine MaBzahl geschaffen, mit deren Hil-
fe wir die Leistungen verschiedener Klassen in dieser EKontroll-
arbeit vergleichen kdnnen. Die Verhédltnisse innerhalb einer Klas-
se werden aber damit nicht differenziert widergespiegelt, Man
kann zum Beispiel nicht sagen, ob alle Noten dicht um den Mit-
telwert gruppiert sind oder ob sie stark streuen. Das widre jedoch
wichtig, um Aussagen iliber die Anzahl der leistungsstarken bzw.
der leistungsschwachen Schiiler und das "Mittelfeld" der Klaase

12



machen zu konnen. Hierfiir ist folgendes Verfahren besser geeig-
net: Wir tragen iliber den einzelnen Noten H&ufigkeiten (H) auf,

mit der sie vorkommen. Damit erhalten wir eine Verteilungskur-

ve. In der Abb. 1 haben wir einige Moglichkeiten in idealisier-
ter Form zusammengestellt.

H “ L C
o 4 a) o b) )
-
L * N [ L
'1 “ > ' '&‘ . ‘
1 !' }" b L ! ‘\ . K
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Abb. 1: Leistungsprofile dreier Klassen in einer Kontrollarbeit

Der Mittelwert (Leistungsdurchschnitt betrédgt in allen Fédllen

3, aber auf den ersten Blick ist zu sehen, wie unterschiedlich
die Leistungsprofile der Klassen sind: im Fall a) ist ein star-
kes Mittelfeld ohne ausgepridgte Leistungsspitze vorhanden, im
Fall b) gruppieren sich die Leistungen besonders um die Noten

2 und 4, wdhrend im Fall c) eine Leistungsspitze einem breiten
Feld mittlerer bis schlechter Leistungen gegenlibersteht.

In diesem Beispiel haben wir ein Verfahren der beschreibenden
Statistik kennengelernt. Mit ihm kann sich der Lehrer einen
detaillierteren Uberblick iiber die Leistungen seiner Schiiler
verschaffen. Das genigt aber noch nicht, um gezielte Erziehungs-
und BildungsmaBnahmen einzuleiten. Wie wir bereits gesehen ha-
ben, sind die Ergebnisse pddagogischer Messungen immer mit dem
Wirken des Zufalls behaftet, und dieser EinfluB muB als erstes
eliminiert werden. Dazu muB der -Lehrer weitere Messungen (Lei-
stungskontrollem, weitere Kontrollarbeiten, Beobachtungen, usw.)
durchfiihren. Die Mathematik gibt ihm in Form der Priifstatistik
Methoden in die Hand, um festzustellen, ob eine bestimmte Ein-
schidtzung (z.B. "Hans hat die schlechtesten Noten")wirklich ge-
rechtfertigt und nicht zufallsbedingt ist. Der Lehrer weiB dann,
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wo er in seiner Erziehungsarbeit ansetzen soll. Was er damit aber
noch nicht weiB, ist das Wie. Dazu muB er erkennen, warum z.B.
Hans die schlechtectan Noten hat und wie er am besten beeinfluBt
werden kann. Das ist der schwierigere Teil der Arbeit des Leh-~
rers, und dabel kann ihm die Statistik nicht weiterhelfen.

Noch etwas komplizierter liegen die Verhdltnisse in der pé-
dagogischen Forschung. Wir unterscheiden hier drei Phasen:
a) Aufstellen einer Hypothese )
b) Messungen und Auswertung (Entscheidung iiber die Giiltigkeit

der Hypothese)

c) Interpretation der Ergebnisse

In der ersten Phase besteht des Hauptproblem darin, geeignete
GréBen zu finden, die die zu untersuchenden Seiten des pidago-
gischen Prozesses meBbar widerspiegeln. Diese GroBen kdnnen nur
durch eine psychologisch-pd@dagogische Analyse des entsprechen-
den Prozesses bzw. der entsprechenden Erscheinung gewonnen wer-
den. So kann uns die Mathematik z.B nicht sagen, wodurch man
die Lerneinstellung der Schiiler messen kann. Ist der zu unter-
suchende Prozef auf diese Weise modelliert worden, so beginnt die
zweite Phase, in der durch Versuche die tatsichlichen Werte der
MeBgroBen bestimmt werden. AnschlieBend muB der EinfluB des Zu-
falls aus den MeBwerten eliminiert werden und es ist zu priifen,
ob die erhaltenen Erlebnisse eine Bestétigung oder eine Ableh-
nung der anfangs aufgestellten Hypothese bedeuten, Bei all die-
sen Operationen in der zweiten Phase ist die Anwendung mathema-
tischer Methoden unerléBlich, um die Aussagekraft der pidagogi-
schen Messungen zu sichern. In der dritten Phase kommt es darauf
an, SchluBfolgerungen fiir die weitere pédagogische Arbeit abzu—
leiten. Auch hierbei treten wieder die inhaltlichen Fragen in
den Vordergrund.

Mit diesem Exkurs in die p&dagogische Forschung sollte noch ein-
mal deutlich werden, daB sich die beiden Methoden der Untersu~
chungen pddagogischer Erscheinungen - die logisch-mathematische
Analyse und individuell-inhaltliche Untersuchung - sinnvoll er-—
génzen, Wéhrend auf dem Gebiet der inhaltlichen Untersuchung be-
reits langjéhrige Erfahrungen vorliegen, steht die pddagogische
Forschung noch sm Anfang ihrer Mathematisierung.

1y



Inhalisverzeichnis der ,,Wurzel* (ahrgang 1970) p—
elive

Einiges iiber Folgen und Reihen III........... aiminn & wiiated o e
Numerische Mathematik Il....cccceeevecccocscssossscsssssasssseh
Aus der Sektion Mathematik..ec.ccceeeecoveacsacsaasscnccsaconsesd
Gruppentheorie und Geometrie I.......cccceveecesccocacsocesss8
Numerische Mathematik ITI.ceeeceeccsaccessvossssscsnnssoooscseldl
Gruppentheorie und Geometrie II ceeicccccrocscnrcrnscceccaessdl
Die Programmierung des Kleinrechners Cellatron SER 2 ¢ (I)...43
Gruppentheorie und Geometrie III .ccceccvvvcecse sis s ewnawe vens D0
Das Mathematik-Spezialistenlager Februar 1970 ceicesceccsssesab5
Die Programmierung des Kleinrechners Cellatron SER 2 ¢ (II)..58
Die Programmierung des Kleinrechners Cellatron SER 2 ¢ (III).74
ﬁber<Lehrprogramma Y ssancssiiensieseaa sEeTaE EREEeN SEEA Tan e
Aus der Sektion Mathematik secececcscecccsscoscsccsccsssccessB3
Die Programmierung des Kleinrechners Cellatron SER 2 ¢ (IV)..90
Wissenschaftliche Studentenkonferenz der Sektion Mathematik..97
Die Programmierung des Kleinrechners Cellatron SER 2 ¢ (V) .206
fber Lehrprogralne I .ccvssovsensosnssssossessennesseresssrs 1B
Aus der Sektion Mathematik .....cceevsescccccncess ssessecssellB
1851 1% 17§ o bap 1RSSR ——— |-y |
Aus unserer Lehrerausbildung cicececcvesvscessccessssccseseees128
Einfiihrung in die Schaltalgebra ceccecccscrcccssascaccscenasal36
Mathematik-Spezialistenlager ...cccvceeccesccsssccescansssesl48
Mengen, Relationen, Funktionen I ........c..... oo oo b
Elementare Einfiihrung in die Graphentheorie...ccvceececesnas166
Studienwerbung - Studlenvorbereitung .c.ceccieceiiicnnseass171
Mengen, Relationen, Funktionen TT 5 siwcuas ppsanes Ve i geeess 110
Die FDJ-Arbeit an unserer Sektion e...ccceertsrecscenccnaeeslBb

Die Zeitschrift erscheint monatlich zum Preis von (0,20 M. Be-
stellungen sind an die Mathematiklehrer der EOS, BBS und SpS
zu richten. Einzelbestellungen ktnnen direkt an unsere Adresse
eiqusandt werden,

Redaktion: Leitung: Karola Schimmel, Volker Kdgel
Mitarbeiter: H. Fischer(Versandleiter)
R. Lorenz (Ltr. d. Aufgabenteils)
M. Wolf ( Manuskript%

Anschrift der Redaktion: Sektion Mathematik
DDR 69 Jena
Helmholtzweg 1 '"Wurzel-Redaktion"

V-14-6 4 5235 M 17370



Man gebe die Menge M und die
iiber M definierte Relation R
§§ s o des oben dargestellten Gra-
phen [M,R] an!

* o
SRNSPNPees0a P 900 00 00 ¢ 98 T T B P 80 0000 © o8 ® S8c 00 0 0 80 ° 5 5 O B0 00EL © SO & © B8e
- ass - . 8. - .o see @ o0 e savew a0 » 26D see @ ase o e 900 sases aes » LA L]

......................................................................................

a0 o0 L e®oen
e L] L e SsosceBREsRORRLRR

Herausgegeben vom
FDJ-Aktiv der
Seklion Mathematik

teitschrift fiir mathematik an an der
Friedrich-Schiller-

ober- und spezialschulen Universitiif Jena

eeEReORROREN
L] LA L
ewe
s & & &

sesnssans
[ 1 1] .8 L ]



Mengen, Relationen, Funkiionen

U
Die Theorie der zweistelligen Relationen wird dadurch sehr viel
iibersichtlicher und interessanter, daB es gelingt, jede endliche
zweistellige Relation geometrisch zu veranschaulichen. Mit jeder
Relation R auf der Menge M ist némlich ein sogenannter Graph eng
verkniipft.

Definition 11

G = [M,B] heiBt orientierter oder gerichteter Graphs,.

1. M ist eine Menge
2. RgMx M

Die Elemente von M heiBen Knoten oder Ecken von G,
die Elemente von R heiBen Kanten oder Bdgen von G.

Graphen mit endlicher Knotenmenge konnen folgendermafBen durch
geometrische Figuren (die man auch manchmal einfach®Graphen
nennt) veranschaulicht werden: Den Elementen von M werden Punk-
te der Ebene beliebig, aber so zugeordnet, daB zwei verschiede-
nen Elementen von M verschiedene Punkte entsprechen. Der dem
Element x zugeordnete Punkt wird ebenfalls mit x bezeichnet.
7wei dieser Punkte, x und y, werden genau dann durch einen wvon
x nach y verlaufenden Pfell verbunden, wenn [x,7] € R gilt.

Beispiel: 1. Der Graph [}.@] , der der Relation des vorletzten
Beispiels des vorigen Abschnitts entspricht, hat.
das Diagramm '

-N-__*._-—
1. _._..--Jr-'"’i .3

2. Das letzte Beisplel des vorigen Abschnitts liefert
den Graphen [A,V] , der durch folgendes Bild darge-
stellt wird.
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Bemerkung: In der Definition 11 ist die Schrelbwelise [M,R]a1s
geordnetes Paar aufzufassen. Graphen sind also nichts
anderes als ganz bestimmte Mengen! Relationen sind
ebenfalls nur Mengen. Dasselbe wird auf Funktionen
gutreffen . Damit werden wir das in der Einleitung 2zu
dieser Artikelserie gestellte Ziel erreicht haben,
wichtige mathematische Grundbegriffe auf mengentheore-
tischer Grundlage zu definieren.

Abbildungen und Funktionen

In Priifungen spielt sich hiéufig ein Gespréich folgender Art ab:

Priifert Was verstehen Sie unter einer Abbildung?

Students Eine Abbildung ist eine Zuordnung.

Priifer: Was ist eine Zuordnung?

Student: Eine Zuordnung liegt dann vor, wenn jedem Element ein
anderes zugeordnet wird.

(Diese Antwort ist ausgesprochen unbefriedigend, weil
der Student versucht, den Begriff der Zuordnung durch
sich selbst zu erkléren.) '

Priifer: Konnen Sie genau prézisieren, was Sie unter "zuordnen"
verstehen wollen? Wenn dieses Wort undefiniert bleibt,
mu8 man sich darauf verlassen, daB alle Menschen sich
genau dasselbe darunter vorstellen. Auf einer solchen
vagen Grundlage kann man jedoch keine Mathematik be-
treiben.

Wir wollen nun annehmen, daB der Student, der anfangs nicht ge-
rade erfreulich reagiert hat, nun doch die Antwort findet, die
der Priifende bereits nach der ersten Frage erwartet hat. Sie
kdnnte etwa so lautent

Wir gehen vom Begriff der Relation zwischen zwel Mengen aus
(vgl. Definition 10) und fiihren einfach folgende neue Sprech-
welse ein:
Definlition 12:

1. F heiBt Abbildung sus A in B =,

F ¢ AXB (d.h. F ist Relation zwischen A und B)
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2. Ist [a,8] € P, 80 sagen wir, daB F dem Element a
das Element b zuordnet, oder auch, da8 a durch F
suf b abgebildet wird.

3. F(a) =, {y: [a,7] € ¥} heiBt Bildmenge von a.
4, ¥ () =, {x1[x,8 € ¥} heiBt Urbildmenge von b.

Man beachte, daB das Wort "guordnen"™ durch Punkt 2 der Definition
12 einen ganz préizisen mengentheoretischen Sinn erhalten hat.
Beispiel: 4= {1,2,3} , B= {a,b,c,d}

F= { [1!4] ’ [1id'] ’ [3!“] 1 Drd] }

Eine Veranschaulichung des Graphen [A U B,F] liefert
folgendes Bild:

fo—T 1 )= {a}, )= §,

ob F(})- {c’d}
lo F(a)= {1}
3o °c ()= ¢

od F () = (3}
F-ﬂ(d) o {1!3}

Wir filhren nun noch ganz wichtige Sorten von Abbildungen ein:

Definition 13 3
Eine Abbildung F aus A in B heiBt elndeutig=p,

I VxVy V¥ ([x,5] e Fa [x,y:] €F —> y=7')

EBindeutige Abbildungen heiBen auch Funktionen.

In Worten: Eine Abbildung aus A in B heiBt -Funktion, wenn jedem
Element aus A hichstens ein Element zugeordnet wird.

Es gilt also der
Satz 6t F ist genau dann eine Funktion aus A in B, wenn fiir

jedes x € A die Bildmenge F(x) hdchastens ein Element
en'bhﬂl‘b.

Beispiel: Das F= { [1,a], [2,a], [3:¢]} 1st Punktion aus
A= {1,2,3} in B = {a,b,c,d}. Das sieht man auch am

Bild, weil von jedem Element von A h8chstens ein
o A

Pfeil ausgeht: 1 "'/_"/ i
-]
2 e o C
/ od
3
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Definition1s:

Eine Abbildung F aus A in B heiBt eindeutig umkehrbar
=5 V xVx'Vy([x,y] € Fa [x',ﬂ e F—» x =x')
In Wortens: Eine Abbildung F aus A in B heiBt genau dann eindeutig

umkehrbar, wenn niemals verschiedene Elemente aus A
dem gleichen Element aus B entsprechen. Offenbar gilt:

Satz 73 F ist genau dann eine eindeutig umkehrbare Abbildung
saus A in B, wenn fiir jedes y € B die Urbildmenge F~1(y)
hochstens ein Element enthilt.

Beispiel: F = { [1,4d], [‘1,b] i [E,o] ; [2,(1]} ist eindeutig umkehr-
bare Abbildung aus A in B, Im Bild wird das dadurch
deutlich, daB in jedem Knoten aus B h3chstens ein Pfeil

einléuft: ,, __ —»—"°

—p——0 b
P o———»—p¢
- u\ﬂd
Diese Abbildung ist jedoch nicht eindeutig.

Definiert man
Definition15:
vl "Dr {(xy71t [y,x1 € F } heiBt inverse Abbildung von

F oder Umkehrabbildung von F,

s0 gllt der

Satz 8 F ist genau dann eindeutig umkehrbar, wenn F1 ein-
m deutig ist.

Eindeutige Umkehrbarkeit bedeutet also, daB die Umkehrabbildung
eindeutig ist.

Def.inition16:

Eine Abbildung, die eindeutig und zugleich eindeutig
umkehrbar ist, heiBdt eineindeutig oder umkehrbar ein-
deutig.

Beispiel: F = {[1,a], [2,c], [3,b] } ist eineindeutig.
10 —— %a

ob
3 D74°c
30 od
SchlieBlich filhren wir noch folgende Sprechweise ein:
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Definition1?7:

1. F heiBt Abbildung von A in B =,, Dy = A
(Dp =pe {xs 3y([x,5] € F)} (Definitionsbereich von F))

. 2. ¥ heiBt Abbildung aus A auf B mp, By = B

(Bp =p¢ {y: 3x([x,¥] € F)}(Bildbereich von F))
Beispiel: 1, F = {[a,1], [,2], [c,1], [4,2]} ist Abbildung von

B in A
o1
ol
EEEEE °3

2. 6= ([a,3], [bs2], [c »1], [&,2]} ist Abbildung von

Bﬂ._'l_l:;ﬁ. a ©o 1
-]
bn%ﬁoz
cC o
d o e

3, H= {[a,3], [cy1], [8,3]} ist Abbildung aus B auf A

a

o 1
ce
do oh

Im Falle elner eindeutigen Abbildung F wollen wir an Stelle wvon
F(x) = (y} Kkiirzer F(x) = y schreiben.

Man kann solche Funktionen selbstversténdlich auch in Form von
Wertetabellen aufschreiben.

Beispiel: F= { [1,a], [2,¢], [3,b], [4,c]} hat die Wertetabelle

x 1 2 3 &4
Mx)lla ¢ b ¢

Die im Schulunterricht behandelten Funktionen sind s&@mtlich
Beisplele fiir den hier dargelegten Funktionsbegriff,

aogo
o a9 o0

Kritik der naiven Mengenlehre

Wir haben gesehen, wie wichtige Grundbegriffe der Mathematik
bei niherem Zusehen sich als mengentheoretisch streng definier-
bar erweisen. Wenn damit der Mengenbegriff eine zentrale Stel-
lung in der Mathematik einnimmt, so ist die Frage berechtigt,
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was eigentlich eine Menge ist. Georg Cantor (1845-1918), der als
der Schopfer der Mengenlehre angesehen werden kann und der ganz
bedeutende Leistungen auf diesem Gebiet vollbracht hat, hat fol-
gende Festlegung des Mengenbegriffs vorgeschlagen:

"Eine Menge ist die Zussmmenfassung bestimmter wohlunter—
schiedener Objekte unserer Anschauung oder unseres Denkens,
die wir die Elemente der Menge nennen wollen, zu einem
Ganzen."

Wie B. Russell bemerkt hat, kdonnte man danach such die Menge R
aller Mengen bilden, die sich nicht selbst als Element enthalten
(z.B. ist die Menge aller natiirlicher Zahlen selbst keine na-
tiirliche Zahl und daher nicht in sich selbst als Element enthal-
ten.). Mir R gilt also

R = {x: X ¢ X}, d.h.

1. X €Re—e»X ¢X

Wir fragen nun, ob R € R gilt. Aus 1. folgt sofort der Wider-
spruch

R € R—eR ¢ R,

der als Russellsche Antinomie bekannt ist.

MuB angesichts dieses Widerspruchs die Mengenlehre und demit die
Mathematik iiber Bord geworfen werden? Wenn es nicht gelingen wiir-
de, diesen oder asndere Widerspriiche durch einen korrekten Auf-
bau der Mengenlehre auszuschalten, sténde die Mathematik in der
Tat vor einem ernsten Problem. Es gibt aber bisher schon mehrere
verschiedene Mbglichkeiten eliner sogenannten axiomatischen Be-
griindung der Mengenlehre bei denen diese Widerspriiche vermeid-
bar sind, von denen allerdings bis heute noch nicht feststeht,
ob sie nicht vielleicht andere Widerspriiche enthalten. Auf die
Darlegung dieser interessanten Probleme muB hier jedoch verzich-
tet werden.

Dr. G. Wechsung

Dozent
an der Sektion Mathematik der

Friedr.-Schiller-Universitédt Jena
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Preisaufgaben (Serie 2/71)

(¢ 7)

(C 8

(¢ 9

)

(C10

(c11

Y T

(c12

A

Es sei die Menge M durch
M= (z2: 2= o+ 3x7y - 5x3y2— 151233+ 4xy4+ 12y5,

X,y ganze Zahlen} gegeben.
Man beweise, daB gilt 33 ¢ M.

Durch einen gegebenen Eckpunkt A eines konvexen Vier-
ecks ) ABCD ist eine Gerade so zu konstruieren, da8
sie den Flécheninhalt F des Vierecks halbiert.

) Es sei pnmit 00 = % g0 gewdhlt, daB sinp= é .

Man beweise, daB gilt: =sin25¢ = 525 s wWobel p eine gan-

ze Zahl ist, die zu 525 teilerfremd ist.

Die unendliche Summe 1+%+§+...+1n+...(nna—
tiirlich) wiéchst liber alle Grenzen. Man zeige, daB dage-
gen die unendliche Summe der Rezlproken aller natiirli-
chen Zahlen, dle keine Ziffer 9 enthalten, nicht grdBer

als 28 ist.

Gegeben sel ein Rechteck 1 ABCD mit AB = a und BC = b,
in dessen Innern n Parallelen zu AB und m Parallelen zu

BC liegen. Wie viele Moglichkeiten gibt es dann, auf den
Kanten der entstandenen Rechtecke von A nach C zu gelangen,
wenn der Gesamtweg nicht gréBer als a + b sein soll?

Gegeben sel eine reelle Zahl r = 0,100 000 000 100 sasse
(die Einsen stehen an 1., 10., 100., ..., 10%., ...Stel-
le nach dem Komma).

Man bewelse, daB sowohl die Zahl r als auch r2 nichtperi-
odische Dezimalbriiche sind.

Fiir jeden vollsténdigen Lésungsweg einer Preisaufgabe erhélt der
Einsender einen Wertpunkt. Fir zehn Wertpunkte erhélt der Ein-
sender ein Buch. Sollten pro Mona®t mehr als drei Einsender zehn
Wertpunkte haben, entscheidet das Los ( unter AusschluB des
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Rechtsweges).

Falls ein Besitzer von zehn Wertpunkten nicht unter die Gewinner
f&11t, nimmt er automatisch an der nichsten Auslosung teil. Die
Losungen sind bis zum 1o. des folgenden Monats (Datum des Post-
stenpels) unter dem Kennwort "Wurzel-Preisaufgaben”" an unsere
Adresse einzuschicken,

Wir weisen darauf hin, daB alle uns eingesandten Losungs- bzw.
Aufgabenblétter mit dem Namen des Einsenders, seiner Adresse und
der von ihm besuchten Schule versehen sein miissen. Einsendungen,
bei denen diese Angaben fehlen, kdnnen nicht beriicksichtigt wer-
den.

Wir bitten unsere Leser, jede Ldsung auf einem gesonderten Blatt
einzuschicken.

Berichtigung zur Nr.12/70

Leider unterliefen uns bei der Anfertigung der "Wurzel" Nr. 12/70
einige Fehler, die der aufmerksame Leser sicher schon gefunden
hat:
Die Definition 5 auf S. 179 ist in Definition 4a umzubenennen.
Auf Seite 180 unten muB es heifien (A \ B) u B= A u B (Der
gleiche Sachverhalt tritt uns nochmals in der Zusammenfassung
auf S. 183 entgegeny. Man verdeutliche sich dies an folgenden
Punktmengen:

ANB e

Der Fall (A\ B) U B= A tritt genau dann ein, wenn BS A.

Im Bewels zum Satz 1 auf 8. 181 lautet die Aussage richtig:
Yx(x€ g—ex € A).

Wir bitten alle Leser um Verstédndnis.

Die Redaktion
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Wissenschaftlich-produktives Studium in der Diskussion

Die Verwirklichung der 3. Hochschulreform erfordert von Lehrkor-
per und Studenten, daB neue Wege der Ausbildung gesucht und ge-
funden werden. Dabei arbeiten wir alle an einem Hauptziel:
Durchsetzung des wissenschaftlich-produktiven Studiums an unse-
ren Universitéten und Hochschulen. Dazu veranstalteten wir, die
Lehrerstudenten des 3. Studienjahres unserer Sektion, eine Stu-
dienjahreskonferenz. Vertreter aller an der Ausbildung betellig-
ten Sektionen und Bereiche, der Sozialistischen Einheitspartel
Deutschlands und der Freien Deutschen Jugend sprachen gemeinsam
mit den Studenten auf dieser Versammlung iiber folgende Themen:
1. Theoretische Aspekte des wissenschaftlich-produktiven
Studiums %
2. Das System der Wissensvermittlung fiir unser Studienjahr
%, Die Verbesserung der Zusammenarbeit zwischen Studenten und
Lehrkorper
Die Veranstaltung wurde von den Sekretéren fir WPS (Jede Seminar-
gruppe hat in ihrer Leitung einen Sekretér fiir WPS) organisiert.
In der Vorbereitung erfolgte eine Analyse des Systems der Wis-
sensvermittlung fiir unser Studienjahr. In einer aufgeschlossenen
und freimiitigen Atmosphére diskutierten Studenten und Lehrkorper
gemeinsam Fragen des wissenschaftlich-produktiven Studiums und
seiner Durchsetzung in unserer Ausbildung. Auf jeden unserer Aus-
bildungsbereiche, das sind Mathematik-, Physik-, Marxismus-Leni-
nismus- und Methodikansbildungbgingen wir einzeln ein. Dabel
wurden Méngel in der Einstellung zum Studium, Méngel in der Aus-
bildung und Vorschlége zur Verbesserung diskutiert. Es 1st vor
allem die groBSe Zahl der Vorschlége und Anregungen hervorzuheben,
die im Ergebnis dieser Konferenz zu verzeichnen ist. Eine Arbeits-
gruppe wird die Anregungen bearbeiten und an die Kommission fir
Lehrerbildung zur Priifung und Beratung weiterleiten. So gesehen
war diese Studienjahreskonferenz ein wirkungsvoller Bestandteil
der Gesamtbemiihungen um die Durchsetzung des wissenschaftlich-

produktiven Studiums.
B. Wachter

Student im 3. Studienjahr Ma/Ph
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Losungen

(B44): Es geht um das Problem der absoluten Permutationen,
(absolute Permutationen sind eindeutige Abbildungen end-
licher Mengen auf sich selbst).

Wir bezeichnen die Anzahl der absoluten Permutationen
von n Elementen mit 8,

Eine absolute Permutation von n Elementen erhélt man,
indem man an eine absolute Permutation von (n-1) Elementen
ein weiteres Element anfiigt und dieses nacheinander mit
den (n-1) Elementen vertauscht. Es ergeben sich (n.—‘l)an_1
absolute Permutationen. AuBerdem kann man aus den
(n.--”l)mn_.2 Permutationen von (n-1) Elementen, bel denen

genasu ein Element @ auf sich selbst abgebildet wird, absolu-
te Permutationen von n Elementen erzeugen, indem man das
n-te Element mit dem einen Element e vertauscht. Damit

sind alle Moglichkeiten zur Bildung wvon absoluten Permu-
tationen erfaBt.

120 5w (n-1)ay 4 + (o=Day_»
By = (o-1(a,_4 + &, 5)-

bzw.

Die Anfangsglieder &,y = 0O und a,= 1 s8ind leicht be=-

stimmbar, so daB sich durch Rekursion jedes beliebige
a, berechnen 1l&B8%t.

(B53): a) Die Wahrheitswerttabelle hat folgendes Aussehen:

=1z

x:7 H (x3)+y X+y

I

S A O 0
D-*O-ll‘dl
O =2 O O

0
1
1
1

= 0O a 0O

1
1
1
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b) Es ist (x+F) + § = (x+y) «(F+y) nach (7')

= (x+7)e(y+¥) nach (5 )
= (x+y)+(1) nach (4 )
= X+y nach (1')

9): Die gesuchte Zahl sei n. Da n6 9-stellig ist, muB gelten:

108 ¢ n® <10 - 3
darsus folgt: 10™ g (1-5 < 10

2
sowie 10 sG- ;(1§ < 10
Folglich muB gelten: 20 < n < 40 1)
Die Quersumme von n6 ist 45.
Somit gilt 9/n® und 3/n’. Darsus folgt:_3/n (2)

Aus (1) und (2) folgt: ne {21; 24; 27; 30; 33; 36; 39}
Da n° die Ziffern 1; 5; 6 nicht enthdlt, gilt
T B
n $ 5 (mod 10) . AuBerdem kann n'== O (mod 10) nicht
6
6

gelten. Dann wiirde néimlich n~ sechs Nullen enthalten.)
Aus der folgenden Tabelle entnimmt man:

[0

1
» 4 n20425456789(m0d10)
5 (moa 10) -

g n= 01490656941

Somit kann nur gelten: n ¢ {27; 33}

Nun wird noch der Fall n 2 33 ausgeschlossen:
3328 89 (mod 100)
8928 21 (mod 100)
8972 69 (mod 100)

3382 69 (mod 100)

Somit wiirde n6 die Ziffer 6 enthalten,

Ergebnis: Die gesuchte Zahl kann nu:c 27 lauten.
Man priift leicht, daB 2'7 = 387420489 den Be-
dingungen der Aufgabe geniligt.




(B56):

Es ist cossx = (1 - sft.n‘?::)3
= 1 = 35:Ln2x + 331n4x - sinex

Damit wird f(x) = sinsx + coasx

= - 38in®x(1 - 8in®x) + 1

= - 3(8in x + cos :;)2 + 1
Wegen sin x + co8 x = %-ainzx gilt

f(x) = - %-sin22x + 1
Fir alle reellen Zahlen x ist nun
0 s sin®2x 5 1, wobei sin°0 = O und sin2.% = 1
Daraus ergibt sich
1m-20+1228x)2-21+1=7
6

Der maximale und der minimale Wert von f(x) = sin X + cOo8 X
ergibt sich also zu £(0) = 1 und f(Zr.) = zl-_

Erhebt man die Gleichung

Va + T+ Va-V?-z\fb-

in die dritte Potenz, so ergibt sich
; ]
a+ Vx + 3( a+V_) +3§\/;.+ JC(QV - Vx)°
+a-'\f§ =D
3 3 1V
oder 2a+3_\/a+'V'_'\/a- Vx (Ya+ VX + Va - \Yx) =D

Nach Voraussetzung gilt dann

2a+3Va -x'\l_-

I

b—2a

5
82 - x tgb-2a}3
¥ ”&2_51)-2&1!5

Damit die Ausgangsgleichung eine Ldsung besitzt, muB

3
a2 - -%‘-7%)— 2 0 sein,

da Vx nur fir x 2 OeinenSinn hat.
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(B58): Zu zeigen ist:

30

Wenn (ai) arithmetische Folge und (bi) geometrische Folge
nit a4 = b, > 0 und a, = b2 und beide Folgen streng mono-
ton wachsend sind, dann gilt fiir alle natiirlichen Zshlen
n > 2: an<bn.
Lésung:
Nach Voraussetzung ist

a a

2 n=1 2
und bn = aq( E; ) , mit E; > 1

Beweis durch vollstédndige Induktion:
Induktionsanfang: n = 3
zu zeigen ist 8z < b3, d.h.

85 o

8q + 2(ay - 89) < aq( g7 )
dann muB gelten: a2
2
2&2- <E:]'

dagsy - < o
0 < a% - 2a48, + a% = (84 - a2)2
Da a4 ¥ &, und Quadrate immer positiv sind, ist diese
Bedingung erfiillt. Daraus folgt 8z < b5.
Induktionsschritt:
Zu zeigen: Wenmn a < bn’ dann ist auch 8.1 < bn+ﬁ’

Beweis: Es ist a 4 = a, + (8, - 84)
2
und b .4 = b, *( a; )

Wegen a, < b, gilt: a 4 < Db, + (a2 - aﬂ).

a 3
Es geniigt also zu zelgen: b, + (a2 - a1) < bn( E% )
Falls das erfiillt ist, muB auch gelten

a4by + aq(ay - a9) < ayby,
bzw.: O < b, (a, - a4q) - a4(ay - 84)
0 < (bn - a,l)(a2 - aq)
Wegen der strengen Monotonie der Folgen ist jeder der
beiden Faktoren positiv, also auch das Produkt.



Daraus folgt:
Falls a, < bn, dann ist auch a,,.9 < bh+1‘
Nach dem Prinzip der vollsténdiger Induktion folgt damit

die Richtigkeit der Behauptung.

(B60): Es seien Aq, e A6 die Eckpunkte des regelmdBigen
Sechsecks, M Schnittpunkt der Diagonalen Aun, AEAB' A5A5
und R = ¥A;.

Die Konmstruktionsbeschreibung

lautet dann folgen-
dermaBen:

Man verbinde A, mi%
A, und erhd@lt auf
ﬂ%; den Schnittpunkt
P,. Die Streckg HPE
hat die Lénge 5o
Verbindet man nun

P2 mit A,, so erhdlt
man auf ﬁI; den
Punkt PE' mit der
Eigenschaft ﬁf; = %
(Der Beweis wird an-
schlieBend gefiihrt.).
Die Konstruktion verléduft analog weiter. Der jewellige
Punkt P; wird mit dem Eckpunkt Ai+2(falls i+2 > 6, s0 ist
unter Ai+2 der Eckpunkt Ai+2-6n.”u verstehen,

1 s i+2-6n 5 6, n natiirlich) verbunden. Auf dem Radius
EKI:; , der von dieser Strecke geschnitten wird, erhdlt
man den Schnittpunkt P, , und es gilt

w R
iv1 = 1T

Bewelis der Richtigkeit dieser Konstruktion:
Dieser Bewels wird durch vollsténdige Induktion gefiihrt.
Induktionsanfang: Es gilt HP; =.%

Der Bewels ist trivial, da P2 nach Konstruktion
Schnittpunkt der Disgonalen im Parallelogramm
AqA2A3H ist.
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Induktionsschritt:
Es sei WP = §

Dann ist zu zeigen MP; , = I§7
Es ist

' o
3 PyMAy o = 120

)
3 PyMP; 4 = 60
. o

3 PyyqMAy,p = 60 &
Fiir die Flécheninhalte

APy qMA; . > gil%

Fiez |
PI"H

R

P = F, + Fy
(o] o
m_i+2-w;-ain120 = m»—m -m;-sineo +

o
oder, da 8in60° = ain120°,
MA; o WPy = WP, WP, + WA, --WP; 7

R R
R.3 =MW 47+RWP |

R R
R.37 =MW, ,(3+R)

Re

. ~ i

1
R v
I il 0%

s R
MP; = 7

s 2

lbie Zeitschrift erscheint monatlich zum Preis von 0,20 M. Be-
stellungen sind an die Mathematiklehrer der EOS, BBS und SpS
zu richten. Einzelbestellungen kotnnen auch direkt an unsere
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Uber geometrische Konstruktionsaufgaben

Geometrische Konstruktionsaufgaben sind ein beliebtes Mittel,
Freunde der Mathematik gum EKnobeln anszuregen. Mehr als bei
vielen Aufgaben anderer Art kommt es bel den geometrischen Auf-
gaben darauf an, eine fiir dle LOsung entscheidende Idee zu ha-
ben; eine solche Idee kann darin bestehen, geeignete Teile
einer Figur in Beziehung zu setzen oder aber eine gilinstige Hilfs-
linie einzufiihren. Es kann allerdings such leicht geschehen,
daB man sich beim Idsungsversuch auf einea Gedankenweg verirrt,
der nicht zur Lisung fihrt. Jeder, der sich mit geometrischen
Konstruktionsaufgaben befaft hat, wird wohl eine solche Situa-
tion kennen, man kann sich aus ihr meist nur durch Beginn eines
neuen LOsungsversuches retten.
Es entsteht daher die Frage, ob man einen allgemeinen Weg zur Li-
sung geometrischer Komstruktionssufgaben angeben kann, der bel
Jeder Aufgabe zum Ziel fihrt und bel dem es nicht darauf ankommt,
ob men eine giinstige LOsungsidee hat oder nicht. Bevor zu dieser
Frage etwas gesagt wird, muB anf'folgondea geachtet werdens

Es gibt auch Konstruktionsaufgaben, bel denen jeder Lé-
sungsversuch in die Irre geht. Das sind Aufgaben, die mit den
im jeweiligen Aufgabentext angegebenen Eonstruktionsmitteln
(meist sind es Zirkel und Lineal) nicht ldsbar sind. Es handelt
sich hierbei um eine besondere Art von"Unldsbarkeit" . Zur Ver-
deutlichung seien zwel nicht-geometrische unlésbare Aufgaben
genannts
1. Die Gleichung 1 + x(a - 1) = 0 80ll fiir a== 1 nach x

aufgeltst werden.
2. Mit einem Zwei-Liter-Gefd8 sollen 17 Liter Wasser abgemessen
werden.

Die erste Aufgabe ist deshalb unldsbar, weil keine Zahl x exi-
stiert, die der Gleichung 1+ x-0= O geniigt.
Die zweite Aufgabe ist deshaldb unlésbar, weil man mit einem
Zwei-Liter-GefdB nur Wassermengen geradsahliger Literzsahl ab-
messen kannjsie ist nicht deshalb unldsbar, well es keine Was-
sermengen von 17 Litern gédbe. Diese zwelte Art der Unldsbarkeit
liegt nur bei manchen geometrischen Konstruktionsaufgaben vor.
Ein beriihmtes Beispiel ist folgendes:
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Fig. 1 & Gegeben ist ein beliebiger Winkel =g (h,k).
Es sollen mit Zirkel und Lineal zwel Strahlen
S 84 und 8, konstruiert werden, die «< (h,k) in

drei kongruente Winkel zerlegen. Dieser so
leicht zu formulierenden Aufgabe iiber die Drei-
teilung eines Winkels sieht man nicht sofort an, daB sie unldsbar
ist ! (PFiir spezielle Winkel, z.B. rechte Winkel, ist die Aufgabe
allerdings 1dsbar). In der Tat haben sich Mathematiker bis gegen
Ende des 18. Jahrhunderts vergeblich um eine LSsung der Aufgabe
bemiiht, bis man schlieBlich die Unldsbarkeit erkannte.
Es bleiben also zwel Fragen:
1. Wie kann man von einer Komnstruktionsaufgabe entscheiden, ob
sie l6sbar ist oder nicht?
2. Wie kann man im Falle einer l3sbaren Aufgabe in einfacher
Weise einen Weg zur Losung finden?
Eine ausfiihrliche und erschipfende Beantwortung dieser Fragen
kann im Rehmen dieses Artikels nicht gegeben werden, weil die
entsprechenden Untersuchungen hier zu weit fiihren wiirden. Man-
ches wird nur angedeutet werden kinnem ,zur gzweiten Frage aber
werden wir dem Leser etwas praktisch Brauchbares bieten kinnen.
Zur Beantwortung der ersten Frage betrachten wir nochmale
die oben formulierte zweite unldsbare Aufgabe. Beim Beweis ihrer
Unldsbarkeit wurde genau angegeben, welche Wassermengen mit einem
Zwei-Liter-Gefé8 abgemessen werden kionnen: nur solche mit gerad-
zahlig vielen Litern. Da 17 ungerade ist, kdnnen 17 Liter nicht
abgemessen werden. Im Prinzip ebenso erfolgt nun die Beantwor-
tung der Frage nach der Losbarkeit einer geomotriéchsn Eonstruk-
tionsaufgabe: Man gibt in allgemeiner Form genau an, welche
Punkte mit den betreffenden Konstruktionsmitteln konstruiert
werden kdnnen, indem man charakteristische Eigenachaften dieser
Punkte nennt, und man untersucht, ob die auf Grund der Aufgaben-
stellung zu konstruierenden Punkte diese Eigenschaften haben.
Haben die Punkte diese Eigenschaften, so ist die Aufgabe lOsbar,
haben sie sie nicht, dann ist die Aufgabe unldsbar. Die Eigen-
schaften, mit denen die konstruierbaren Punkte charakterisiert
werden, 3ind von rechnerischer Art. Um hierein einen Einblick
zu bekommen, betrachten wir jetzt Konstruktionen mit Zirkel und
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Lineal und legen uns eine Reihe von Grundsufgaben vor, deren Ld-
sungen einfach sind, die aber trotzdem eine Antwort auf Frage 2
hinsichtlich Zirkel-Lineal-Konstruktionen geben werden.

Grundaufgabe 1: Gegeben sind zwel Strecken der Lénge s und t.
Zu konstruieren ist eine Strecke

a) der Lénge s + t,

b) der Linge s - ¢,

¢) der Llnge s+t ,

4d) der L&nse% :

Gegeben ist elne Strecke der Linge s.
Zu konstruieren ist eine Strecke
a) der Llnge r.s, wobei r eine beliebig vorge-
gebene positive rationale Zahl ist,
b) der Lénge F-' 3
18 en: Die Linge der zu konstruierenden Strecke werde mit x
bezeichnet.
Zu 1a) und b) Die Aufgaben werden einfach durch An- bzw. In-
einanderlegen der Strecken geldst;
eine L3sung fiir b) existiert selbstverstindlich nur
fiir s> 1.
Zu 1c) Es gilt x =s+t. Diese Gleichung kann in der Form

-’!5-3’[ geschrieben werden, und men erkennt, daB eine

Lisung mit Hilfe des Strahlensatzes mdglich ist, indem
man aus den gegebenen Stiicken (eine Strecke der Lénge
1 ist immer als gegeben anzusehen) die Figur 2 auf-
baut:

Fig. 2 Pig. 3
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[
zZu 14) Es gllt xq% » algso ym £ . die Konstruktion kenn

durch Aufbau von Figur 3 erfolgen.

Zu 2a) Ist r eine natiirliche Zahl, so legt man die gegebene
Strecke entsprechend oft aneinander. Hat r die Form
% s wobei n eine natiirliche Zahl lst, so handelt es
sich um die Teilung einer Strecke in n kongruente Teile,
die bekanntlich auf Grund des Strahlensatzes leicht
ausfiihrbar ist. Durch Kombination dieser Spezialfille
ergibt sich der allgemeine Fall, denn jede rationale
Zahl r>> 0 léB8t sich in der ?om% darstellen, wobel
m und n natiirliche Zshlen gind.

Zu 2b) Bs gilt x--d 8, also x°= 8 oder auch x° = 1.s. Die

I5sung ergibt sich aus dem HOhensatz fiir rechtwinklige

Dreiecke. Man konstruiert unter Verwendung des Batzes
von Thales ein rechtwinkliges
Dreleck mit Hypothenusenabschnit-

o ten der Lénge 1 und s, seine H3he
hat die gesuchte Lénge x.
~ Fig. &

Die Grundaufgaben sind elso alle mit Zirkel und Lineal 13sbar.
Daraus folgt nun unmittelbar folgender Satz:

Eine Konstruktionsaufgabe, bei der sich die Lingen der zu kon-
struierenden Strecken sus den Léngen gegebener Strecken durch
fnwendung der Rechenope‘rationon Addition, Bubtraktion, Multipli-
kation, Division, Quadratwurzelziehen sowie Multiplikation mit
rationalen Zahlen ergeben, ist mit Zirkel und Lineal l16sbar
(falls iiberhaupt die zu konstruierenden Strecken existieren).
Ein mSglicher Lisungsweg besteht darin, entsprechend den Rechen-
ausdriicken fiir die Léngen der gesuchten Strecken die angegebenen
L8sungen der Grundaufgaben heranguziehen.

DaB in dlesem Satz nur von zu konstruierenden Strecken gesprochen
wird, ist keine groBe Einschrénkung der Allgemeinheit  denn wenn
z.B. nur ein bestimmter Punkt zu konstruieren ist, dann kann
dieser Punkt durch Strecken festgelegt werden(z.B. Verbindungs-
strecken zu gegebenen Punkten), und wenn eine bestimmte Figur
konstruiert werden soll, so kann sie aus einzelnen Punkten auf-
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gebaut werden. Der Satz gibt also eine Antwort auf die Frage2.

Es empfiehlt sich, konkrete Konstruktionsaufgaben auf die ge-
schilderte Weise zu 1dsen, um die Methode kennenzulernen. Der
Leser mbge folgende Aufgaben lisen:

a) Gegeben sind ein Ereis und ein Pumkt auBerhaldb des Kreises.
Zu konstruieren ist eine Tangente durch den Punkt an den
Kreis.

b) Gegeben sind drei Strecken. Es ist ein Dreieck zu konstruie-
ren, dessen Hhen so lang wie die gegebenen Strecken sind.

Dr. Walter Borner

Wiss. Mitarbeiter an der Sektion Mathematik
der Friedrich-Schiller-Universitédt Jena

Die Griindung des ,.Bezirksklubs lunger Mathematiker"
des Bezirkes Gera

Am Sonntag, dem 3. Januar 1971, fand im Institut fiir Lehrerbil-
dung in Krossen nach der Beendigung eines Wochenendlehrganges
fiir mathematische Talente der 8.-12. Klasse die Griindung des
"Bezirksklubs Junger Mathematiker" (BKJM) statt. Der"Bezirks-
klub Junger Mathematiker"bildet eine neue, hohere Stufe der Zu-
sammenarbeit der Abteilung Volksbildung des Rates des Bezirkes
Gera und der Sektion Mathematik der Friedrich-~Schiller-~Univer-
sitét Jena.

Der BEKJM wird vom Klubrat geleitet, dessen Vorsitzender der
Genosse R6del, Fachlehrer an der Spezialschule des VEB Carl
ZeiB Jena, ist. Zum Klubrat gehdren weiterhin ein Kreisfach-
berater fiir Mathematik, eln pé@dagogischer Mitarbeiter des Be-
zirkskabinetts fiir auBerunterrichtliche Tétigkeit,dem auch die
organisatorische Vorbereitung der Wochenendlehrgénge und der
Sommer- bzw. Winterlager untersteht, zwei Schiiler der £.-12.
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Klasse , die von den Mitgliedern des BKJM gewdhlt wurden, ein
wissenschaftlicher Mitarbeiter der Sektion Mathematik der Frile-
drich-Schiller-Universitét, ein Mitglied der FDJ-Bezirksleitung
und ein Vertreter der Studenten. Die Mitglieder des BKJM werden
vorwiegend von Studenten der Sektion Mathematik betreut, die
guch fiir die inhaltliche Gestaltung der 3 oder 4 Wochenendkurse
pro Schuljahr, des Winterlagers und des Sommerlagers verantwort-
lich sind. )
Das Ziel der Arbeit des BEJM ist es, Talente mit ausgezeichneten
Leistungen im Fach Mathematik auf Bezirksebens zu fSrdern und
zu entwickeln. Darin eingeschlossen ist die besondere Fdrderung
von Talenten, die den Bezirk Gera in der Mathematikolympiade
auf Republikebene und dariiber hinaus vertreten sollen. AuBSerdem
fillt dem BJKM die Aufgabe zu, die Orientierung auf ein Hochschul-
studium fiir Schiller der EOS vor allem in den Richtungen Mathe-
matik und Kybermetik zu unterstiitzen. Die Vertreter der Sektion
Mathematik im BKJM sind in das Jugendobjekt "Studienwerbung -
Studienvorbereitung" integriert, so daB sich hier eine organische
Verbindung der Interessen der Universitédt mit denen der Volks-
bildung gewdhrleisten 1&Bt.
In den BKJM werden Schiiler der 8. bis 10.Klassen der allgemein-
bildenden polytechnischen Oberschulen, der 11. und 12. Klassen
der Erweiterten Oberschulen sowle aller Lehrjahre der Eilnrich-
tungen der Berufsausbildung aufgenommen. Insgesamt sind es unge-
féhr 40 Schiiler. Der MaBstab fiir die Aufnahme in den BEJM ist
dadurch festgelegt, daB die entsprechenden Schiiler iiberdurch-
schnittliche Leistungen im Fach Mathematik und mindestens gute
Leistungen in allen anderen Féchern sufweisen, daB sie aktiv an
der Arbeit des Jugendverbandes teilnehmen und sich durch vorbild-
liches Verhalten in Schule und in Offentlichkeit auszeichnen.
Die Schiiler werden durch die Kreisschulrdte der entspre-
chenden Kreise delegiert. Der Klubrat entscheidet iiber die Auf-
nahme in den BKJM. AuBerdem schidtzt der Klubrat die Leistungen
und das Verhalten der Schiiler am Ende des Schuljahres ein. Diese
Eirschéitzung geht in die Beurteilung auf dem Zeugnis ein. Beil
sehr guten Leistungen wird der entsprechende Schiiler fiir eine
Auszeichnung durch den Bezirksschulrat vorgeschlagen. Werden die
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an eln Mitglied gestellten Anforderungen nicht erfiillt, kann der
Klubrat eine zeitweilige Beurlaubung oder einen AusschluB aus
dem BKJM aussprechen. Als &uBeres Zeichen der Zugehirigkeit zum
BEJM erhalten alle Schiller einen Mitgliedsausweis, in den slle
Teilnahmen an Lagern und Wochenendkursen eingetragen werden.
Die Mitglieder des Bezirksklubs werden bevorzugt bel zentralen
Mathematikwettbewerben beriicksichtigt.

Durch den "Bezirksklub Junger Mathematiker" wird eine noch ge-
zieltere und intensivere Fdrderung der besten jungen Mathemati-
ker des Bezirkes Gera erfolgen. Wir wiinschen allen Mitgliedern
des BEKJM viel Erfolg bel ihrer Thtigkeit.

Wolfgang Freybote
Student im 3, 8tdj. Lehrer Ma/Ph
Mitglied des Klubrates des BEKJM

Preisaul aéen (Serie 3[?1)

(c 1 J!‘.sae:l.x.1+za+xa+x4=12 und x, > 0 (1= 1,2,3,8)
Fiir welche Werte der x4 nimmt das Produkt

115xaax5144 einen maximalen Wert an?

Es selen 8,, S, sweistellige Relationen suf einer nicht-
leeren Menge M, die beide die Eigenschaften (8) und (T)
erfiillen:

(8) ¥ xVy(xBy—»y8x)

(1) :¥VxVyVa((xBy A y5z)—e x83)

Man zeige, da8 dann such 5,71 8, diese Eigenschaften be-
sitst, Jjedoch S1|f 82 im allgemeinen micht.

C 15) Zu jeder Folge reeller Zahlen LPTRRRN] ST kann man eine neue
FOIS. b1'¢o-'b15 konﬂtmiam' 80 daB bd (3' 1,-..‘.15)
gerade gleich der Anzahl der 8y ist, die kleiner als aa

]



sind. Gibt es eine Folge reellsr Zahlen O EREER T fiir
die bﬂ’...,b"s die Fora

1ioi3i6!9l4!7l2!5’8’8'5110i13!13
besitzt?

C_16) Es sel bekannt, daB zwel Winkel B,z mit O 5 «,p s
die folgenden Gleichungen erfiillen

3sin’q + 281n%p = 1
38in20 - 28in2pg = 0
Man zeige, daB dann gilt:e + 28 -E

17) Auf dem Schenkel OX eines Winkels 4 BOA finde man den
Punkt P, ‘der von dem anderen Schenkel OB und einem gegebe-

men Punkt M innerhalb des Winkels den gleichen Abstand
besitzt., (Konstruktion mit Zirkel und Iineall)

C 18f Man bestimme alle Polynome vom Grad 2 (quadratische Poly-
nome), die die Funktionalgleichung

£(x) +8(x + 1) = 2x° + 5  erfiillen.

PFir jeden vollstﬁndiﬁgn Losungsweg einer Preisaufgabe erhilt
der sender einen Wertpunkt. Pir zehn We e erhdlt der
Einsender ein Buch. Sollten pro Monal mehr als drei Einsender
zehn Wertpunkte haben, entscheidet das Los(unter AusschluB des
Rechtsweges).

Falls ein Besitze. von zehn Wertpunkten nicht unter die Ge-
winner f&llt, nimmt er sutomatisch an der nichsten Auslosung
teil. Die LSsungen sind bis zum 10. des folgenden Monats
(Datum des Poststempels) unter dem Kennwort "Wurgel-Preissuf-
%ahen“ an unsere Adresse einzuschicken.

ir weisen darauf hin, da8 alle uns eingesandten LSsungs- bzw.
Aufgabenbléitter mit dem Namen des Einsenders, seiner Adresse
und der von ihm besuchten Schule versehen sein miissen. Einsen-
dungen, bel denen diese Angaben fehlen, kdnnen nicht beriick-
sichtigt werden.- Wir bitten unsere Leser, jede Ldsung auf einem
gesonderten Blatt einzuschicken.

. e e e e e e T e e A S S v,

(Berichiigung der Nummer 2/1971)
Auf Seite 23 (Mitte) muB es richtig heiBem: R = (X: X § X} .
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Losungen

i

(G ’I) Die Mengemﬂﬂ.]nﬂa n '.l.n unn eee WAT ZU be—
stimmen, wobel M, = [0, 1 + —) ist und n alle natiirli-
chen Zshlen durchléuft.

Behauptunz; ¥ = [0, 1] = {x: x reelle ZahlA 0 5 x g 1}

Beweis:
Fir alle x e [0y 1] gilt laut Definition O g x g 1.
Fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt 1 < 1 + ¢
Daraus folgt O s x< 1+ % fiir alle natiirlichen Zah-
len und x € M, fiir alle natiirlichen Zahlen.
Damit folgt:

x € M bzw. [0, 1] M (1)

Es bleibt jetzt bloB noch zu zelgen, daaB M g [0, 1].
Diesen Bewels filthren wir indirekt.
Annshie: Es existiert ein x€ ¥ mit x § [0, q .
wir unberscheiden folgende zwel Fidlle:
a) x <0
Daraus folgt x¢ M, , da in M, genau alle die x lie-
zen, die die Ungleichuag 0 g x <2 erfillen.
Daraus folgt als Widerspruch zur Annshme X £ M
b) x> 1
Man kenn also x in der Form X = 1+ T darstellen.
wobei 1 > O.
x muB laut Annahme in allen My liegen, wobel n eine
belietige natiirliche Zahl ist. Also muB auch gelten
X € Mk mit k = [—j +1 , wobel wir

als gréften ganzzahligen Antell von,l- definieren,
r

d’ho 5“1([&‘;.
Es mul also gelten:

Ogx<1+ 1

1 +[§

n2



0 sxgllt, da x< 1.,
Die rechte Seite der Ungleichung ergibt

1 +[;J .

Daraus folgt r < ——w—Jq——- y was ein Widerspruch
1 +[-I:]
zur Definition des groBten ganzzahligen Anteils

ist.
Somit ergibt sich a2ls Widerspruch zur Annahme
x § M bzw. X ¢ M.
Die Annahme ist also falsch und es gilt
Mg [0, 1] 2)

Aus (1) und (2) folgt aber die Behauptung M = [0, 1].

2): Das gegebene Gleichungssystem l&B8t sich umformen zu
(X + 7 +2)+YZ2m(X+F)(X +2)=a
yWx +y7+z2) + X2 m(x+yJN(T+2)=bd
2(X +y+2) +xya(x+z)(y+2)mac .
Vertauscht man in diesem Gleichungssystem zwel Vari-
able, so vertauschen sich auch zwel der Zahlen
a, b, ¢. Somit kann man vier Fédlle unterscheiden:

1. Fall Genau eine der beiden Zahlen a, b, ¢ ist
gleich Null.
Es sel o, B. d. A. a= 0.
Dann gilt (x + y)(x + 2) = O , woraus
X+y=w 0 oder x + z = O folgt., Daraus wir-
de wiederun b =« O oder ¢ = O folgen, was
im Widerspruch zur Annahme steht. In diesem
Fall ist das Gleichungssystem unldsbar.

2. Fall Genau zwel der Zahlen a, b, ¢ sind gleich
Null.
Es sei 0. B de A, a=mbmO,
Da daun ¢ 4 0 , muB gelten x + y = O bzw,
=X = J .
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Damit erhdlt man (x + z2)(~X + Z) = 52- x?. C.

Es gibt dann unendiich viele Lisungstripel

(x, ¥, 2), némlich (p, -p, ¢ +p ), wobei

P eine beliebige reelle Zahl mit pa> -c 1ist.
3,Fall Alle drei Zahlen sind gleich Kull.

In diesem Fall miissen zwei der drei Summen

X+ ¥y X+ %, ¥+ 2 verschwinden. Die LOsungs-

menge ergibt sich zu

( 6y =¢, =¢)

(-cy ¢y =€)

(-¢cy, =, ¢©) ,
wobel ¢ eine beliebige reelle Zahl ist.

4, Fall Alle drei Zahlen sind ungleich Full.
Man erhédlt durch Multiplikation der drei Glei-

shungen
(x + y)2(x + s)a(y + 5)2 = abc .

Dann gilt
R,

I+

c
——
X+2Zm% dgc
g .@'_
und
X+y+% wi JiEgE:_ ( 2 +'% +-%) .
Hieraus ergibt sich
1 1 1
Tm & abe (-a-l-si"a
ros T (1-341
Z.: @(%-&%-%) ®




(C 6)s Die Darstellung des Durchschnitts zweier Mengen A,B
durch das Komplement und die Vereinigung dieser Men-
gen und der daraus entstehenden Mengea sieht folgen-~
dermafBen aus:

AnB=(AuB)\ ((A\B)u((B\4W)

Wern x € AN B 1at, s0 ist x € A und x ¢ B und da-
mit x € A UB ., Nech Definition ist aber dann auch -
x¢A\B und x ¢B\4.
Daraus folgt, daB x € (A uB) \ ((A\B) u(B\4)).
Es gilt also:

AnBg(AuB)\ ((A\B)u(B\4)

Wenn x € ((AUB) \ ((A\B)u(B\A4))) ist, so gilt
x€AUB und x ¢ ((A\B)u (B \ 4)). Hieraus kann
man schlieBen, das x ¢ (A \ B) und x ¢ (B \ 4).
Es gilt nun x ¢ (4 \ B) genau dsnn, wenn

X ¢A oder x€ANB (2)
und es gilt x ¢ (B \ A) genau dann, wenn

x¢B oder x€ANB (3
Bel der welteren Betrachtung der Aufgabe unterscheiden
sich drei FHlle:

d._Fall: Aus x ¢ A folgt, daB x § (A n B) ist,
dann muf sber nach (3) x ¢ B sein. Da aber
x € (AU B) ist, kann dieser Fall nicht ein-
treten.

2, Falls Aus x ¢ B folgt, daB x § (A n B) ist,
Dann folgt aber nach (2) x ¢ A. Das ist
ebenfalls ein Widerspruch zur Voraussetzung,
daB x € (A v B).

3, Fall: x € (AN B).
Damit ist (s. o.) x € (AU B).
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Somit ergibt sich:
Wenn x € ((A u B) \ (4\ B) u (B\ 4))), dann mubB
xe An B sein.
Daraus folgt:

(AuB)\ ((A\B)u (B\ 4))) g 4nB &)
Aus M = N genau denn, wenn N g M und Mg N, folgt
nach (1) und (4) unsere Behauptung:

AnBa (AyuB)\ ((A\ B)u (B\ 4).

WuBten Sie sd'iogi, daB...

... die Mitarbeiter der "Wurzel" am 5. 1. 1971 die Druckerei
"Werner John" in Rudolstadt besuchten, wo in jedem Monat un-
sere "Wurzel" gedruckt wird? forigens folgt in einer der
nicheten Nummern ein umfassender Artikel iiber den "Werde-
gang" einer "Wurzel"-Ausgabe.

... sich im Rahmen der Erweiterung der "Wurzel" zum Triger des
Jugendobjektes nStudienwerbung-Studienvorbereitung” die Anzahl
der Mitarbeiter verdoppelt hat?

... simtliche Mitarbeiter der "Wurzel" ehrenamtlich arbeiten?

... das "Wwurzel"-EKollektiv ein Sozialistisches Studentenkollek-
tiv der Friedrich-Schiller-Universitat ist?

... jeder Leser die Moglichkeit: hat, "Wurzel"-Mitarbeiter zu
werden, indem er entweder als Korrespondent unserer Zeit-
schrift arbeitet (Artikel iliber mathematische Schiilerzirkel,
TDJ=-Arbeit an den Schulen sowie interessante mathematische
Aufgaben und Probleme und dgl. mehr) oder, wenn er noch Schi-
ler ist, zum Studium an unsere Sektion kommt?




.-.1st die Schiilerzeitschrift filir die Wissenschaftsgebiete
Physik, Chemie und Biologie.

Als mathematisch interessierter Leser der "Wurzel" werden
Ihnen auch naturwissenschaftliche Probleme nicht fernstehen,
denn diese sind ja auf vielfdltige Weise mit der Mathematilk
vertlochten,

"impuls68" vermittelt ein von der Forschung geprégtes Bild
der drei Wissenschaften und stellt insbesondere ihre Be-
ziehungen zu Philosophie, Ukonomie, Politik und unserer Ge-
sellschaft dar. Es wird iliber das Studium der drei Fachrich-
tungen sowie iiber Anforderungen an den Studientewerber in-
formiert. Die Redaktion liegt in den Hinden eines Studentern-
kollektivs der Sektionen Physik, Chemie und Biologie der
Friedrich-Schiller~Universitét Jena, das 1970 mii dem Staats—
titel "Hervorragendes Jugendkollektiv der DDR" ausgezeichnet

e Mitarbeit prominentei Jenaer Wissenschaftler, wie
Prof, Dee Mo Schubert , wird der Leser mit den aktue

.
4.
rhennbnissen und Theordlen der Physik, Biologie und Chemie in-



formiert'. Besonders wird Sie eine im Jahrgang 70/71 vorgesehene
Artikelserie iiber die Grundlagen der EDV interessieren, die
liber die rein mathematische Seite dieses Komplexes hinasusgeht.
Die zehn Hefte eines Jahrganges erscheinen von Septem=-
ber bis Juni, zu einem Gesamtprels von 4,--M, der Bezug ist
nur im Abbonnement des gesamten laufenden Jahrganges mdglich.

Bestellungen knnen fiir den Jahrgang 70/71 noch gerichtet
werden ans

"impuls 68"

69 _ JENA
Max-Wien-Platz 1

Anmerkung der Redaktion:

Wir mSchten Sie nochmals daran erinnern, daB am 15. Januar 71
die Abonnementgebilhren fiir das Jahr 1970/71 in Hdhe von

2,50 M féllig waren. S#umige Leser bitten wir, mittels beige-
fiigter Zahlkarte diesen Betrag an uns zu iiberweisen.

le Zeitschrift erscheint monatlich zum Preis von 0,20 M. Be-
tellungen sind an die Mathematiklehrer der EOS, BBS und SpS
zu richten. Einzelbestellungen kdnnen direkt an unsere Adresse
ingesandt werdan.

edaktion: Leitung Karola Schimmel, Volker Edgel
Mitarbeiter: H. Fischer zVersandleiter)
R. Lorenz (Ltr. d. Aufgabenteils)
M. Wolf (Hanuskrigt)

Sektion Mathematik
DDR ©9 Jena
Helmholtzweg 1
"Wurzelredaktion"

V-14.6 4 5301 Mf 175
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Y i i) Aufgabe: Man konstruiere ein Dreieck
i 5 ?5? mit zwei rechten Winkeln!
g%j £ i Lésung: Kreise k, und k, beliebig
ok I HE durch R und S,

3%3 g0 02 RP und RL seien Durchmesser.
;?% 5o Nach Thalessatz ist

¥ RAP= ¢ RIL = 90°
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Uber geometrische Konstruktionsaufgaben Il
Beispiel einer unldsbaren Aufgabe

Im Mérzheft der "Wurzel" haben Sie im ersten Teil der Artikel-

serie iiber geometrische Konstruktionen gelesen, wie man Zirkel-

Iineal-Konstruktionsaufgaben weitgehend rechnerisch lésen kann.

Man stiitzt sich dabei auf folgenden Satz:

v Aus gegebenen Strecken kann man mit Zirkel und Lineal neue
Strecken konstruieren, deren Lingen sich aus den Léngen der
gegebenen Strecken durch Anwendung der fiunf Rechenoperatin-

‘ nen +, =, *, :,'r ergeben.

Zur “rechnerischen" Losung einer Konstruktionsaufgabe berechnet

man die Lingen der gesuchten Strecken aus denen der gegebenen,

und entsprechend den erhaltenen Rechenausdriicken fiihrt man ein-
zelne Konstruktionsschritte (es sind immer die im genannten

"Wurzel"-Artikel sufgefiihrten Grundaufgaben) durch. Als Beispiel

diene die Aufgsbe, durch einen gegebenen Punkt P an einen Kreis

k eine Tangente zu konstruieren: Man verbindet P mit einem be-

liebigen Punkt A des Kreises; die

Gerade AP schneide k noch in B.

Nazch Grundaufgabe 2a) konstruiere

man eine Strecke der Lénge

x = PA+PB und nach Grundaufgabe

2b) eine solche der Lénge

y = Yx. Auf Grund des Sekanten-

satzes ist y die gesuchte Lé&nge

PT.

{ibrigens gilt von dem oben angefiihrten Satz - wenn eine Lénge

sich aus gegebenen Léngen durch Anwendung der fiinf Operationen

4, =, +, :,\" ergibt, dann ist sie mit Zirkel und Lineal kon-

struierbar - auch die Umkehrung:

v Die Lénge einer jeden mit Zirkel und Lineal konstruierbaren
Strecke ist aus den Lingen gegebener Strecken mit Hilfe der
fiinf Operationen +, —, *, :,V berechenbar.
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Der Beweis dieses Satzes kann leicht mit Mitteln der analyti-
schen Geometrie gefiihrt werden; er soll hier nur angedeutet wer-
den. Die Gleichungen von Verbindungsgeraden gegebener Punkte
sind lineare Gleichungen, deren Koeffizienten sich aus den Koor-
dinaten der gegebenen Punkte durch Anwendung der vier Operatio-
nen +, -, *, : ergeben. Ansloges gilt fir die Gleichungen von
Kreisen um gegebene Mittelpunkte mit gegebenen Radien, nur han-
delt es sich hier um quadratische Gleichungen. Die Bestimmung
von Schnittpunkten solcher Geraden und Kreise erfordert die Auf-
l6sung linearer und quadratischer Gleichungen . Hierfiir bendtigt
man keine anderen als die fiinf im Satz genannten Operationen.
Dieser Satz gestattet es auch, auf rechnerischem Wege iiber
die Losbarkeit von Konstruktionsaufgaben zu entscheiden. Das
geometrische Problem wird dabel v6llig in ein algebraisches ver-
wandelt. Das wird bei dem folgenden Beispiel, in dem die Unlés-
barkeit einer %peziellen. Aufgabe gezeigt wird, besonders deut-
lich werden.
Wir stellen folgende Aufgabe:
| Mit Zirkel und Lineal soll ein gleichschenkliges Dreieck
kxonstruiert werden, in dem eine Basiswinkelhalbierende so
lang wie die beiden kongruenten Schenkel ist (a= b= wa).
Ohne Beschriénkung der Allgemeinheit sollen die beiden
Schenkel und die Winkelhalbierende die L&nge 1 haben.

Eine Analyse der Winkel zeigt, daB ein solches Dreieck wirklich
existiert: Es muB ja gelten:

a+B+yYy= 180°

(Winkelsumme des Dreiecks),
a=p

(Gleichschenkligkeit)
S+B=v

(AuBenwinkelsatz fiir das Teil-
dreieck ABW).

Dies ist ein Gleichungssystem fiir @, B, Y. Aus der zweiten und
dritten Gleichung folgt % B = y; hieraus folght mit Hilfe der
zweiten Gleichung aus der ersten:
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0
B+B +48 = 180°, alsop-a-ﬁg-n 51,4°;

Y'%'Egg' 233’771200

Diese Werte @, B, Y sind tatsdchlich Losungen des Gleichungs-—
systems, und zwar die einzigen. Das zu konstruierende Dreieck
existiert also und ist, da die léngen a=b=w = 1 gegeben
sind, bis auf seine Lage eindeutig bestimmt.

Die Aufgabe ist offenbar genau dann als geldst anzusehen, wenn
die Seite c konstruiert ist. Wir bestimmen deshalb einen Rechen-
ausdruck fiir c¢. Setzen wir % = X, so haben wir wegen der Gleich-

schenkligkeit des Dreiecks ABC und a = 1 die Beziehung X = cos @,
o
also x = cos 2%9_ . Dies ist eine Bestimmungsgleichung fiir x,

die aber fiir den Zweck der Konstruktion noch nicht brauchbar ist,

o

weil der Winkel 282
360°

Winkel = eliminieren. Das ist auf folgende Weise méglich:

nicht gegeben ist. Wir miissen daher den

Es ist cos7B = cos 360° = 1, andererseits erhdlt man durch wie-
derholte Anwendung des Additionstheorems fiir den Kosinus:
cos?7 = cos7B - 21 cos5ﬁsin?B + 35 cosBBsin&B - 7cosﬂsineﬁ-

Mit x = cosf und sin2$ -1 - x°

zieren und Zusammenfassen:

cos7 = 1 = 64x’ = 112x° + 56%° - 7X

ergibt sich durch Ausmultipli-

Also lautet die Bestimmungsgleichung fir x:
64x’! - 112x° + 56%° = 7x - 1 = 0

Das ist eine Gleichung siebenten Grades fir x. Die linke Seite
kann auch als Produkt geschrieben werden ( der Leser mag es
jurch Ausquadrieren und -multiplizieren bestétigen):

(x—’l)-(Bx3 + 41? - 4x - ﬂ)z = 0,
Diese Gleichung hat die Ldsung X -cﬂ' die aber fiir unsere Aufgabe
anbrauchbar ist, denn es istcoaévg- $1.Die brauchbare Losung muf

also eine Ldsung der Gleichung

8%° + Ux° - 4x — 1m0 (%)
sein.
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Nun behaupten wir, daB diese Gleichung keine LSsung hat, die
sich mit Hilfe der Rechenoperationen + ,-, +, :,V aus den ge-
gebenen GroBen (das ist hier die Zahl 1 als Lénge von a) gewin-
nen 1&Bt. Den Beweis fiihren wir in mehreren Schritten (Induktion
nach der Anzahl der Anwendung der Operationy™):

Wir zeigen, daB die Gleichung () keine Ldsung hat, die sich
aus der 1 durch Anwendung der vier Operationen +, =, ¢, ¢
ergibt, d.h., daB die Gleichung keine rationale Zahl als ILo-
sung hat. Der Beweis wird indirekt gefiihrt.

Annahme: X = (mn, n ganzzahlig und teilerfremd) sei eine

Lésung. Dann gilt:
E!In3 4m2 4m
g = s

n n n

=115

d.h. m(8m2 + 4mn -4n2) = 00 . (¥ ¥)

Wir unterscheiden drei Félle: _

a) n= +1 . Es folgt m = +1, denn ein Produkt ganzer
Zahlen ist nur *71 wenn beide Faktoren gleich +1
sind. x = +1 ist aber keine Ldsung von (3¢ ).

b) n $ +1, m = +1. Dann lautet die Gleichung
18-!-411;4112-113-01

d.h. 11(112 + 4n - 4) = + 8,Dies ist in ganzen Zahlen
fir n = +2,+4,+8 méglich. Diese ergeben aber keine Ldsung,

c) ng 1, m# 1. Die Gleichung (¥ #*) zeigt, daB
n und m einen gemeinsamen Teiler # 1 haben, das
ist aber ein Widerspruch zu unserer Voraussetzung.

2. Wir zeigen, daB die Gleichung (3 ) keine Ldsung im Bereich
m1der;jenigen Zahlen hat, die sich aus 1 durch beliebige An-
wendung der vier Operationen +, -, ¢, : und einmaliger Anwen-—
dung vonv_'ergeben. Alle diese Zahlen lassen sich in der Form
v + sy & darstellen, wobei r,s beliebige rationale Zahlen
sind und a eine feste rationale Zahl ist, die nicht Quadrat
einer anderen rationalen Zahl ist. Durch Verkniipfung von Y &'
mit rationalen Zahlen durch die Operationaen +, -, +, : ent-
stehen immer Ausdriicke dieser Form.

Verkniipft man Ausdriicke dieser Form durch die vier
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Operationen, so entstehen wieder solche Ausdriicke (beim Divi-
dieren mu8 der Nenner durch Erweitern rational gemacht werden).
Es sei nun X, = T + sfa' (s ¢ 0) Losung der Gleichung ( %).

Dann gilt: 8(r+sﬁ'}5+4(r+sia')2-4(r+s-‘a') - 1= 0

Ausmultiplizieren und Zusammenfassen ergibt

f?or3 + 241'82& + 41‘2 + 4saa - 4r - 1 + s(243:-2 + 852a + 8r - 4;13-0
.V _v
R S

kurz: R + ssqa' =0
Hier mufl nung und folglich R Null sein, denn fir S # 0 hdtte
man -"a' 's - 55 » d.h. fE‘wﬁre rational, im Widerspruch zur Vor-

aussetzung. Es folgt, daB such x4 = T - S Yy a Lésung der Glei-
chung (% ) ist, denn Einsetzen von X1 in die linke Seite wvon
(%) ergibt R - sS ya' (denn ersetzt man in R und S die GrbBe

s durch -s, so bleiben R und S unverdndert), und dies ist gleich
Null wegen R = S = O. Da nun () die beiden Lésungen x, und x,
hat, kann man von der linken Seite von () die Faktoren

(x - xo) und (x - x,l) abspalten, man erhdlt

8> + 4x2 - 4x - 1 m (X = X )(x - %4)(Ax + B).

Eine dritte Losung von (J¢) ist dann die Zahl x, = -2,
Ausmultiplizieren und Einsetzen der Ausdriicke fir xound X4 ergibt

8%’ + 4x° - 4% - 1 = (x2 - 2rx + r° - saa)(Ax-q; B).

Ein Koeffizientenvergleich zeigt, daB A und B rational sein
miissen, daB also (¥ ) eine rationale Zahl als dritte Losung X,
hat.

Wir haben damit gezeigt: Wemm die Gleichung () im Zahlbereich
1), eine Losung hat, dann hat sie schon im Bereich der rationa-
len Zahlen eine Ldsung. Da aber das letztere nicht der Fall ist,
hat () auch im Bereich m,, keine Losung.

3, Es sel 102 der Bereich derjenigen Zahlen, die sich aus Zahlen
von m’l durch Anwendung der Operationen +, —, ¢, 3 und einmali-
ger Anwendung von-r-' ergeben. Die Zahlen von m2 lassen sich in
der Form u + vy w darstellen, wobei u, v beliebig aus (19 1
gind und w eine feste Zahl aus m 1 ist, die nicht Quadrat einer
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anderen Zahl aus m1 ist. Vollig analog zu 2. schlieBt man:
Wenn () in m2 eine Ldsung hat, dann auch in m,‘. Da aber
in m,l keine Ldosung vorliegt, kann es auch in m2 keine geben.

L. Durch wiederholte Anwendung des letztgenannten Schlusses (voll-
sténdige Induktion) ergibt sich:

Die Losungen der Gleichung () konnen aus der Zahl 1 nicht
mit Hilfe der fiinf Rechenoperationen +, =, ¢, 3,V ' berechnet
werden.

Damit ist gezeigt worden, daB die auf Seite 51 gestellte Kon-
struktionsaufgabe mit Zirkel und Lineal nicht geldst werden
kann.

Hieraus folgt zum Beispiel auch, daB man nicht mit Zirkel und
Lineal ein regelm#Biges Siebeneck konstruieren kann, denn ein
regelméBiges Siebeneck besteht aus sieben kongruenten gleichr
schenkligen Teildreiecken, die einen Winkel von 60° an der
Spitze haben.

Der hier gefiihrte Unméglichkeitsbeweis ist sinngem&B auch auf
andere Probleme iibertragbar. Dem Leser, der den Ausfiihrungen bis
hierher gefolgt ist, wird es nicht sehr schwerfallen zu beweisen,
daB es mit Zirkel und Lineal nicht mdglich ist, ein regelméBiges
Netineck zu konstruieren oder, was auf dasselbe hinausléuft, einen
Winkel von 40° zu konstruieren.

AbschlieBend sei bemerkt, daB die hier deutlich gewordene, be-
grenzte "Leistungsféhigkeit" von Zirkel und Lineal (d.h. die Tat-
sache, daB es einfach formulierbare unldsbare Konstruktionsauf-
gaben ergibt) flir das praktische Zeichnen gar nicht so bedeutungs-
voll ist, wie es vielleicht beim ersten Kennenlernen dieses Sach-
rerhaltes erscheinen kdnnte , dennerstens bedient man sich beim
praktischen Zeichnen weiterer Hilfsmittel (z.B. elnes Winkelmes-
sers) und zweitens gibt es filir unl8sbare Konstruktionsaufgaben
gut funktionierende Niéherungsverfahren, die die gesuchten Punkte
mit einer theoretischen Genauigkeit zu zeichnen gestatten, die
groBer als die physikalisch mdgliche Genauigkeit ist, d.h. die
Punkte werden praktisch genau ermittelt.

Dr. Walter BOrner

Wiss. Mitarbeiter an der Sektion Mathematik
der Friedrich-Schiller-Universitdat Jena

55



‘

reisaufgaben Serie 4/71

(C 19) Piir welche reellen Werte von x gilt

I |sinx|> |cosx| ?

C 20) Man zeige: Stehen in einem Trapez die Diagonalen senk-
recht aufeinander, so ist die Summe der Quadrate der Dia-
gonalen gleich dem Quadrat der Summe der parallelen
Seiten.

'C 21) Man bestimme die Koeffizienten von x '/ und x'°

|I Polynoms P(x) = (1 + © + x7) 20 |

C 22) Men 16se die Gleichung
(x + a)(x + 2a)(x + 3a)(x + 4a) = 5

des

(C 23) Man zeige, daB ein Winkel von 20° nicht mit Zirkel und

Lineal konstruierbar ist. (Siehe "Uber geometrische
Konstruktionen II*!)
(C 24)

Man bestimme den Wert der Summe

0 1 =1
Bp= Ttz * - YEC

Fiir jedenvollsténdigen Losungsweg einer Preisaufgsbe erhdlt
der Einsender einen Wertpunkt. Fir zehn Wertpunkte erhdlt der
Einsender ein Buch. Sollten pro Mona%t mehr als drei Einsender
zehn Wertpunkte haben, enscheidet das Los (unter AusschluB des
Rechtsweges).

Falls ein Besitzer von zehn Wertpunkten nicht unter die Ge-
winner f#llt, nimmt er automatisch an. der néchsten Auslosung
teil. Die Losungen sind bis zum 10. des folgenden Monats
(Datum des Poststempels) unter dem Kennwort "Wurzel-Preisauf-
gaben" an unsere Adresse einzuschicken.

ir weisen darauf hin, daB alle uns eingesandten LOsungs- bzw.
Aufgabenblétter mit dem Namen des Einsenders, seiner Adresse und
der von ihm besuchten Schule versehen sein miissen.

insendungen, bei denen diese Angabe fehlen, konnen nicht be-
ricksichtigt werden.

ir bitten unsere Leser, jede Ldsung auf einem gesonderten Blatt
einzuschicken.
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Mathematik-Winterlager des Bezirkes
Gera 1971

Wie immer war auch in diesem Jahr am ersten Tag der Winter-
ferien groBe Anreise zum Mathematiklager. In Bad Kostritz tra-
fen sich die 50 besten Schiiler im Fach Mathematik unseres Be-
zirkes; unter ihnen die 40 Mitglieder des neugegrindeten
"Bezirksklubs Junger Mathematiker " (BEJM). Die meisten von
ihnen waren an den vorangegangenen Tagen Teilnehmer der Bezirks-
olympiade gewesen und hatten dort Spitzenleistungen erreicht.

In den folgenden eineinhalb Wochen wurde dann téglich vier
Stunden lang intensiver Unterricht durchgefilhrt, der durch die
Lagerolympiade Hohepunkt und AbschluB fand.

Durch die Griindung des BEJM und der demit verbundenen Festle-
gung eines Schiilerstammes 1st es mdglich, nach einem kontinuier-
lichen Lehrplan zu unterrichten. Das bedeutet, daB in den La-
gern (Winter— und Sommerlager) und Wochenendlehrgéngen (Okto-
ber, Januar, Mai) wéhrend eines Jehres eine feste Auswahl von
Schiilern fortlaufend unterrichtet wird. AuBerdem erhalten die
Klubmitglieder innerhaldb von fiinf Jahren eine systematische
Ausbildung: In der 8. und 9. Klasse werden vor allem Grundla-
gen der Mathematik und wichtige mathematische Denkwelsen ver—
mittelt (Mengenlehre, Kombinatorik, Logik, Beweistheorie), die
dann in den oberen Klassen durch direkte Studienvorbereitung
auf speziellen interessaenten Gebieten ergénzt werden wie Ope-~
rationsforschung, Analysis, Programmierung oder Zahlentheorie.
Nicht zuletzt werden die Schiiler des BEKJM auch auf die Mathe-
matikolympiaden vorbereitet, um dort moglichst gute Ergebnisse
erreichen zu kdnnen. Dazu findet ein zum Stundenplan gehoren-
des Aufgabentraining in allen Klassen statt.

Der Lehrplan ist so ausgearbeitet, daB nach jedem einzelnen
Jahr neue Schiiler ohne Schwierigkeiten in den Klub aufgenom-
men werden konnen, wie gs ja dem Statut des BEJM entspricht.

Doch zuriick zum Ablauf des Lagers: Bei der Lagerolympiade
am letzten Tage zeigte sich, wer t#glich die recht anstrengen-
den vier Stunden des Vormittags gut genutzt hatte. Die 8., 9.
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und 10. Klassen hatten sich schon im Unterricht durch gute Mit=-
arbeit ausgezeiclnet und konnten so auch lobenswerte Ergebnisse
erreichen.

Trotz einiger organisatorischer Méngel bel der Vorbereitung des
Lagers wurde auch das Freizeitprogramm noch gut gestaltet. Drel
Buchbesprechungen und ein Schallplattennachmittag boten Interes-—
senten einen Ausgleich zur "trockenen" Mathematik. Die Schiiler
organisierten ein Schach- und Skatturnier mit groBer Beteili-
gung. AuBerdem wurde viel Sport getrieben und gewasndert. Am
Sonntag besuchten wir in Gera das Hallenbad und nachmittags

eine Vorstellung im"Panorama"- Palast.

Zu den angenehmsten Ereignissen des Lagers zéhlen wohl fiir die
meisten Schiiler ein geselliges Belsammensein als "Bergfest" und
der turbulente Faschings-AbschluBabend. An diesem letzten Abend
erhielten die erfolgreichsten "Lagerolympioniken", Schach- und
Skatspieler Buchpreise. In einem umnfangreichen Programm der
Schiiler fand eine heitere Auswertung des Lagers shatt. Wir
hatten auch Besuch vom Chefredakteur der "Wurzel", der bei die-
ser Gelegenheit die besten Lagerteilnehmer auszeichnete.

Am nichsten Morgen verabschiedete man sich - bis zum néchsten
Lehrgang im Mai.

Werner Nagel

Student im 1. Studienjahr
an der Sektion Mathematik

Ergebnisse der Bezirksmathematikolympiade
Gera 1971

In den einzelnen Klassenstufen gab es folgende Sieger:

0l jadeklasse 8 : Thomas Wolf 28 Puhkte
Thomas wurde am 28. Februar 1957 in Schleiz
geboren. Er besucht die Neue Schule in
Schleiz. Nach Besuch der EOS mdchte er ein
Mathematik-oder Physikstudium aufnehmen.
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Olympiadeklasse 9 (POS) Karin Schuster 25 Punkte
0S Pause

" 9 YVorbereitungsklasse
Reinhard Illge 34 Punkte

Er wurde am 3. April 1956 in Jena ge-

boren. Seit 1962 besucht er die 2.
POS in Hermsdorf. Auch er mbchte spé-
ter ein Mathematik- oder Physikstu-
dium beginnen.

Olympiadeklasse 10 (POS) Wolfgang Liebisch 24 Punkte
POS Krossen

n 10 Vorbereitungsklasse
Gerald Teutschbein 36 Punkte
EOS Schleiz

n 10 (BBS) Manfred Tdpel 27 Punkte

n “11 (EO0S)

" 12 (EO0S)

BBS Maxhiitte

H.-Dieter Sparing 27 Punkte
Er wurde am 5. Mai 1954 in Halle
geboren. Er lernt zur Zeit in der
11. Klasse der EOS II in Gera. Nach
dem Abitur méchte er in Halle ein
Mathematik- oder Physikstudium auf-
nehmen.

Roland Engelmann 34 Punkte
Roland wurde am 23, 2. 1952 in
Langenschade geboren. Er legt in die-
sem Jahr sein Abitur ab an der EOS

in Saalfeld. Ab September 1971 nimmt
er dann in Jena ein Mathematik-Diplom=-
Studium auf.

rl

29



Olympiadeklasse 11/12 (BBS) Horst Ullrich 15 Pkte.
BBS Zeiss

Die von uns néher vorgestellten Sieger befragten wir in Bad

Késtritz, wo wir zum AbschluBabend des Winterlagers zusammen
mit den Schiilern einige gesellige Stunden verbrachten.

Volker Kdgel

Lésungei:

(B 48) a) Bedingung 1

Am Ausgang kann nur ein Signal liegen, wenn auf ge-
nau einem der Eingiéinge 1,2,3,4 ein Signal liegt.
Diese Aufgabe wird durch folgende Schaltung realisiert:

b) Bedingung 2
Am Ausgang liegt genau dann ein Signal, wenn Bedingung
1 erfiillt ist und wenn am dazugehdrigen Eingang i!
ein Signal liegt. Das kann man mit folgender Schaltung

realisieren:

- 't'

o 4y 68 & o

2> el o c_.) e -
¢e‘ A“fj“fj

e \ 4y 4} &\

|

n F 9

¢ 2 3 y

Diese Schaltung erfiillt die Bedingungen 1 und 2 und

die Bedingung, daB8 hochstens 4 Relais mlt & Kontakt-
paaren verwendet werden diirfen.
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(C _3) Verbindet man alle fiinf gegebenen Punkte paarweise mit-
einander, so erhélt man ein konvexes Vieleck mit der

Eigenschaft, daB die fiinf Punkte entweder Eckpunkte die-
ses Polygons sind oder sber im Inneren desselben liegen.
Man unterscheidet nun drei Félle:
1. Fall: Das konvexe Vieleck ist ein Fiinfeck

c

L B

A
Dann bilden je vier Punkte ein konvexes Viereck.

2, Fall: Das konvexe Vieleck ist ein Viereck

g D

B
Dieses Viereck hat die gesuchte Eigenschaft

3. Fall: Das konvexe Vieleck ist ein Dreieck

Verléngert man die Verbindung der beiden inneren
Punkte nach beiden Seiten, so schneiden dliese zweil
Dreiecksseiten. Mit den Eckpunkten der dritten
Dreiecksseitebilden die inneren Punkte ein kon-
vexes Viereck.
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(C 5) Fiir jede natiirliche Zahl m > 0 gilt

1 .4 _ (o+1)-m 1
m n+1 mln*%i < m(m+1)

Speziell erhidlt man fiir m = n+k und m = n+k-1 (k » 0)
1
- = 7 )
TtE ~ DtE+T - (n+E)(n+k+1)
1 I N 1 (2)
2+k=1 ~ D+k =~ (n+Ek-1)(n+k)

Weiter folgt aus (n+k+1)(n+k) > (n+k)2> (n+k-1)(n+k)

1 1 1
{n+E+15In*E5 < In+E52 < (n+k-1)(n+k)

Wegen (1) und (2) ergibt sich

1 1 < 1 < 1 1
. = -
n+k  n+k+1  (n+k) n+k-1 n+k

Summiert man jetzt diese Ungleichungskette iiber k von
1 bis p, go ergibt sich

1 1 1 1 1
k§:1 (mE - n+k+1) < é (o+kye < éq(m-k-'l - n+k)

(1_ 1 )_1_ 1
Da = 'n+k nrk+1! = n¥1 T mip+1

1 1 1 1
B é., (mx=1 - =%!) * 3 " ®p

(es fallen bei der Summenbildung alle inneren Glieder weg),

gilt somit
1 1 1 1 1 1 1
- ( + - + osae + _"""2<--_—"
n+1 n+p+1 (n&1)2 (n.+2)2 (n+k) n n+p
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(C_8) Die Konstruktion verléuft wie folgt:

Man konstruiert durch die Eckpunkte D und B Parallalen
84 und g, zu der Diagonalen AC, die Schnittpunkte der
Geraden gqund g, mit der Verlédngerung der Selte BC bzw.
CD seien P und Q. Man konstruiert nun die Mittelpunkte
R, S der Strecken BP und ﬁa. Einer dieser beiden Punkte
liegt auf einer Viereckseite. Dieser wird mit dem Punkt
A verbunden. Diese Strecke halbiert dann den Fléchenin-
halt des Vierecks.

Beweis: Es liege R auf der Seite BC.
Dann gllt B,nn = F,pop (Grundseite AC, gleiche
> dazugehdrige Hohe)

Weiter ist EAABR = FMep

(BR = RP, gleiche dazugehdrige Hohe)
Nun ergibt sich aber

Foarp= Faarc + Faace
= Foarc * Fanep
= E.ARCD

1
und damit 3 Byupep  =Faarcp * Fessm

Es muB noch gezeigt werden, da8,falls R auBer-
halb des Vierecks liegt, S innerhald liegt.

Es folgt aus der Ahnlichkeit der Dreiecke
aBQC und o CPD
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BC : Ps= GQ : 0D
Liegt R nicht auf B, so ist &P > BC.
Daraus “olgt dann:

CQ < CD, was aber nichts anderes bedeutet, als
daB S auf CD liegt.

Der Beweis, daB AS das Viereck halbiert, ver-
léuft analog zu dem angegebenen fiir AR.

(C 7) Es ist z = X° + 3x'y = 50¥° = 152290 + sxy’t + 1237
mx? - 507° + 4xyt + 3xty - 152250 + 1250
= x(x® - PP)P-45%) + (& - YA) (22 - 45P)3y

=(x = 2y (x - y)(x + y)(x + 2y)(x + 3y) (>€)

«s sei zmm 33, Da fiir ganzzahlige x nicht 33 = x° gel-
ten kann, ist y= o. Die fiinf Faktoren, in dile z (s.(%¢))
zerlegt wurde, sind alle paarweise voneinander verschie-
den, denn wére x + ky = x + hy, so wire (k - h)y = o,
also y = o. Eine Darstellung von 33 als Produkt von fiinf
verschiedenen ganzen Zahlen ist aber unmdglich, denn die
Faktoren jeder Produktdarstellung von 33 sind Elemente
der Menge {133, +11, #3, 11}, wobel aus {433, +11, +3)
héchstens zwei Faktoren und aus {+1, -1} héchstens zwei
Faktoren kommen k&nnen.

Die Zeitschrift erscheint monatlich zum Preis von 0,20 M. Bestel-
lungen sind zu richten : An die Mathematiklehrer der EOS, BBS
und SpS oder bei Einzelbestellungen direkt an unsere Adresse.

Redaktion: Leitung: Karola Schimmel, Volker Kogel
‘Mitarbeiter: H. Fischer (Versandleiter)
R. Lorenz (Aufgabenteil)
M. Wolf (Manuskript)

Angchrift der Redaktion: Sektion Mathematik
69 Jena DDR
Helmholtzweg 1
-Wurzelredaktion-
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Ober geometrische Konstruktionsautgaben lli

Tésung von Konstruktionsaufgaben mit Hilfe von geomebtri-
schen Abbildungen

Seuerdings werden im Schulunterricht in stérkerem MaBe als
friiher geometrische Abbildungen behandelt, und zwar einer-
selts Kongruenzabbildungen wie Verschiebungen, Drehungen,
Spiegelungen, andererseits die Ahnlichkeitsabbildungen, von
denen besonders die zentrische Streckung untersucht wird.
Diese geometrischen Abbildungen kdnnen auch bei der Ldsung
vieler Konstruktionsaufgaben gute Dienste leisten. Inwie-
fern das der Fall ist, so0ll in diesem Artikel an einigen
Beispielen gezeigt werden.

Zunsichst aber stellen wir die wichtigsten Tatsachen iiber die
zu verwendenden geometrischen Abbildungen 2zusammen.

Bel jeder der hier besprochenen Abbildungen wird jedem Punkt
der Ebene ein Bildpunkt zugeordnet, dabel hat Jeder Bild-
punkt genau einen Originalpunkt. Die Menge der Bilder von
Punkten einer Geraden bildet wieder eine Gerade.
Verschiebung: Eine Verschiebung wird durch Angabe einer Ver-
schiebungslénge und eines Verschiebungs-Richtungssinnes
festgelegt. Das Bild eines beliebigen Punktes P ist derjeni-
ge Punkt P', fiir den die Liénge PP' gleich der gegebenen
Lénge und der Richtungssinn 5.1 gleich dem gegebenen Rich-
tungssinn ist.

Drehung: Eine Drehung wird durch ein Drehzentrum Z und einen
orientierten Drehwinkel festgelegt. Das Bild eines beliebigen
Punktes P ist derjenige Punkt P', der dieselbe Entfernung
von Z hat wie P und fiir dem; PZP' gleich dem gegebenen
Winkel ist.

Spiegelung: Eine Geradenspiegelung wird durch eine Spiegel-
gerade festgelegt. Das Bild eines Punktes P ist derjenige
Punkt P', der von g dieselbe Entfernung wie P hat, fiir den
PP'L g gilt, der nicht mit P auf derselben Seite von g
liegt.

Zentrische Streckung: Eine zentrische Streckung wird durch
ein Streckungszentrum Z und einen Streckungsfaktor k > O
festgelegt. Das Bild eines beliebigen Punktes P ist derjeni-
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ge Punkt P', der auf dem Strahl ZP liegt (wobeli Z Anfangs-
punkt ist) und fiir den die Léngenbeziehung FP' = k.ZP gilt.
Bei zentrischen Streckungen sind Original- und Bildgerade
stets parallel, WinkelgrdBen #ndern sich nicht, ebenso Lén-
genverhéltnisse. Es gibt ein festes Léngenverénderungsver-
héltnis (die Zahl k).

Es ist nicht schwer einzusehen, daB bei den angefiihrten Ab-
bildungen das Bild eines beliebigen Punktes mit Zirkel und
Lineal konstruiert werden kann, wenn die jeweilige Abbildung
durch gewlsse Punkte vorgegeben ist, eine Verschiebung z. B.
durch einen Original- und zugehdérigen Bildpunkt, eine Drehung
oder eine zentrische Streckung durch Zentrum sowle einen
Original- und zugehdrigen Bildpunkt (bel einer Drehung bil-
den diese dreli Punkte ein gleichschenkliges Dreieck, beil
einer Streckung liegen die drei Punkte auf einer Geraden).

Um zu zeigen, wie solche Abbildungen bei der Ldsung
von Konstruktionsaufgeben eingesetzt werden kdnnen, disku-
tieren wir ausfiihrlich die Losung folgender Aufgabes

Gegeben seien zwei Geraden g und h, sowle ein Punkt P.

Gesucht ist ein gleichseitiges Dreieck, dessen einer Eck-

punkt P ist und dessen andere Eckpunkte auf g bzw. auf

h liegen.
Um zu siner LOsung zu kommen, nehmen wir im Sinne einer Ana-
lyse an, PGH sei ein gleichseitiges Dreieck mit der gewinsch-
ten Eigenschaft, d.h. G € g und H € h . Wirde man eine Lo-

h P sung der Aufgabe ohne wesent- -

g liche Verwendung von geometri-
schen Abbildungen anstreben,
so wiirde man in einer Uber—
legungsfigur vielleicht Hilfs-
linien (Lote u.a.) einzeic¢h-
nen und nach kongruenten Drei-
ecken suchen. Fiir eine abbil-
" Fig. 1 dungsgeometrische Losung ist
es zweckméBiger, zundchst ohne Benutzung zusétzlicher Linien
Aussagen iiber Abbildungen zusammenzutragen, bei denen be-
stimmte Teile der Figur in bestimmte andere iibergehen. Eine
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gsolche Aussage ist z.B. die folgende (bei ihr wird ausge-
nutzt, daB alle Winkel eines gleichseitigen Dreiecks 60° be-
tragen): Bezeichnet & die Drehung mit dem Zentrum P und dem
Winkel 60° (im Uhrzeigersinn, siehe Fig. 1), 8o
gilt: Das Bild von G bei 6 ist der Punkt H. Wendet
man auf die Beziehung "G € g" die Abbildung & an,
so ergibt sich: Das Bild von G bel 6 liegt auf dem
Bild von g bei & . Hieraus folgt: H liegt auf dem
Bild von g bei &,zusammen mit H € h liefert das i.a.
eine eindeutige Bestimmung von H als dem Schnitt-
punkt von h mit derjenigen Geraden g', die sich aus
g durch die genannte 60°—Drehung 6 ergibt.

Somit lautet dle Ldsung der Aufgabe folgendermaBen:
Man konstruiere das Bild g' der Geraden g bel der
Drehung um P um 60°. Der Schnittpunkt von g' mit h

18t ein welterer Eckpunkt des gesuchten gleichsei-
tigen Dreiecks.

Die folgende Aufgebe kann ebenfalls mit Hilfe einer Drehung
geldst werden: Gegeben sind drel Punkte A, B, C. Gesucht ist

ein Quadrat mit dem Eckpunkt A, dessen nicht durch
A gehende Seiten oder deren Verléngerungen B bazw.

C enthalten.

Zur Lésung beriicksichtigt man: Dreht man ein Qua-
drat um einen Eckpunkt um 900, so geht eine der
diesem Eckpunkt gegeniiberliegende Seite in eine Ver-
léngerung der anderen iiber. Die Ldsung lautet also:
Man wende auf B eine Drehung um A um 90° an. Der
Bildpunkt liefert mit C zusammen zwel Punkte der
durch C verlaufenden Quadratseite, das librige kann
leicht ergénzt werden.

I

Die folgenden Aufgaben zeigen je eine Anwendung einer Ver-
schiebung bzw. einer Spiegelung.

Aufgabe: Es seien zwei Geraden a und b, eine Winkelgrotfe &
und eine Lénge s gegeben. Es soll eine Gerade g kon-
struiert werden, die mit a den Winkel & einschlieBt
und auf der a und b eine Strecke der Lédnge s ab-




l . schneiden.

Eine Analyse (Fig. 2) zeigt: Ist v die Verschie-
bung, deren Richtung mit
der Geraden b den Winkel
o einschlieft und die die
Lidnge s hat, so schneidet
das Bild von b bei v die
Gerade a in einem Punkt
der gesuchten Geraden.

Aufgabe: Gegeben sind eine Gerade g und zwel Kreise k, und k2.
Es ist eln Quadrat zu konstruieren, von dem zwei
gegeniiberliegende Eckpunkte auf g liegen und dessen
iibrige Eckpunkte je auf k1 bzw. kzliegen.

Man beriicksichtige, daB

ein Quadrat durch Spiege-
lung an einer seiner Dia-
gonalen auf sich selbst ab-
bebildet wird. Die Losung
kann demnach so erfolgen,
daB man k, an g spiegelt.
Ein Schnittpunkt des Bildes
k) von k, ist Eckpunkt des
gesuchten Quadrates.

Bei der folgenden Aufgabe wird eine zentrische Streckung an-
gewendet. Gleichzeltig wird ein Prinzip gezeigt, das manch-
mal bei Aufgaben zum Ziele fiihrt, in denen die zu konstruie-
renden Punkte oder Figuren durch mehrere Bedingungen festge-
legt sind: Man 1&Bt zunéchst eine dieser Bedingungen weg, er-
hélt dadurch eine im allgemeinen unendliche Menge von Punkten
oder®* Figuren, die als Ldsung in Frage kommen. Unter Benutzung
spezieller Eigenschaften dieser Punkt- oder Figurenmenge und
unter Beriicksichtugung der verbleibenden Bedingung wird dann
die Losung der Aufgabe ausgesondert.
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Aufgabe: Gegeben ist ein Dreieck ABC. Es ist ein Quadrat zu
konstruieren, dessen eine Seite auf der Dreickssei-
te AB liegt und dessen andere Eckpunkte auf AC bzw.
auf BC liegen.
Man 1&8t zunéchst die Bedingung "ein Eckpunkt auf
BC" unbertiicksichtigt. Den iibrigen Bedingungen ge-
niigt eine unendliche Menge
o § ~ von Quadraten, die sus ir-
gendeinem Quadrat dieser
Menge durch zentrische Strek-
kung mit dem Zentrum A her-
vorgehen. Die nicht auf AB
oder AC liegenden Eckpunkte
liegen demzufolge auf einem
von A ausgehenden Strahl s, den man durch Konstruk-
tion eines beliebigen Quadrates der genannten Menge
ermitteln kann. Das gesuchte Quadrat ergibt sich
durch den Schnittpunkt von s mit der Seite BC.

Dr. Walter BOGrner

Wiss. Mitarbeiter an der Sektion Mathematik

der Friedrich-Schiller-Universitédt Jena

Preisaufgaben Serie 5/71
e ———

(C_25) Es sei K(aq,a5,8308,,85) = a4 + 1

1
a3+—1——_=|:

a, +
4 35

2 +

Fiir welche Permutationen aq',az',a5',a4',a5' der
Zahlen 1,2,3,4,5 nimmt K(a1',a2',a5',a4',a5') einen
maximalen Wert an?
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(C 26) Gegeben sind vier Punkte. Es ist ein Quadrat zu kon-

struieren, dessen Seiten oder deren Verléngerungen durch
die gegebenen Punkte gehen, so daB auf jeder Seite (oder

deren Verléngerung) genau einer der gegebemen Punkte liegt.

C 27) Piir welche Werte a und b wird

P(x) = xt 4 ax5 + bx° - 8x +1

ein volles Quadrat, d.h. wird fiir jedes ganzzahlige x
P(x) Quadrat einer ganzen Zahl? '

In einer arithmetischen Folge {a r85y...} sel

a,=q und &, =P , (pe= Q).
Man driicke das Glied a, durch n, p, q aus.

2+ 7° = By

1
X -y =3xXy

(C 28)
Lci Man l6se das Gleichungssystem
> 30

In einem Dreieck A ABC seien b,c die Léngen der Seiten
IC und I5 und der Flécheninhalt Fp,p. = &bc. Wie groB

ist die Seite BC des Dreiecks?

Fir jeden.zgllﬁiﬁngiggn,Lﬁsungsweg elner Preisaufgabe erhdlt
der Einsender elnen Wertpunkt. Fir Watpunkte erhélt der
Einsender ein Buch. Sollten pro Monat mehr als drei Einsender
zehn Wertpunkte haben, entscheidet das Los (unter AusschluB
des Rechtsweges).

Falls ein Besitzer von zehn Wertpunkten nicht unter die Ge-
winner féllt, nimmt er automatisch an der nédchsten Auslosung
teil. Die Ldsungen sind bis zum 10. des folgenden Monats
(Datum des Poststempels) unter dem Kemnwort "Wurzel-Preisauf-
gaben" an unsere Adresse einzuschicken.

Wir weisen darauf hin, daB alle uns eingesandten Ldsungs-bzw.
Aufgabenblétter mit dem Namen des Einsenders ,seiner Adresse
und der von ihm besuchten Schule versehen sein miissen. Ein-
sendungen, bel denen diese Angaben fehlen, konnen nicht be-
ricksichtigt werden.

Wir bitten unsere Leser, jede Losung auf einem gesonderten
Blatt einzuschicken.




Aus unserer Korrespondentenmappe

Schon mehrfach haben wir unsere Leser aufgefordert, als Korres-
pondenten unserer Zeitschrift zu wirken. Das heifBt, daB uns Ar-
tikel iiber das mathematische Leben in den Schulen, interessante
Aufgaben und Berichte iiber die mathematischen Klubs zur Verdf-
fentlichung zugesandt werden, damlt wir unseren breiten ILeser-
kreis mit dieser Problematik und mit den Erfahrungen aller
bekannt machen kdnnen.

In diesem Sinne ist der Beitrag von Herrn Studienrat Kerber aus
Neubrandenburg zu verstehen, dem wir an dieser Stelle fiir seine
Bemiihungen danken wollen:

Der Bezirksklub Junger Mathematiker des Bezirkes Neubrandenburg

Als wir Betreuer mit unserer Bezirksdelegation im Jahre 1964
von der ITIT. DDR-Olympiade aus Berlin gzuriickkehrten, waren wir
sehr bedriickt. Weder ein Preis noch eine Anerkennungsurkunde
konnte von unseren Teilnehmern errungen werden. Unser Bezirk
bildete das SchluBlicht in der Republik.

Das war die Geburtsstunde des Bezirksklubs Junger Mathematiker!
Inzwischen sind bereits viele Bezirke unserem Beispiel gefolgt.
Sie geben auch ihren Bezirksfdrdereinrichtungen diese Bezeich-
nung, ilibernehmen tellweise oder ganz unsere *Statuten" oder
konsultieren uns zu Fragen des Aufbaus und der Durchfiihrung
uieser Einrichtung.

Nach jeder Bezirksolymplade werden ca. 40 Teilnehmer der Klas-
sen 7 bis 10 in den Klub aufgenommen. Die Mitgliedschaft gilt
fir ein Jahr und muB durch entsprechende Lelstungen auf der
Bezirksolympiade jé&hrlich neu erworben werden. Es ist eine be-
sondere Auszeichnung, Mitglied dieses Klubs zu sein. Es werden
im Klub Schiiler der Klassen 7 bis 12 betreut.

Sechs- bis siebenmal im Jahr treffen sich die Mitglieder zu ein-
oder mehrtégigen Veranstaltungen. Zentraler Treffpunkt ist die
romantisch gelegene Jugendherberge in Burg Stargard bei Neu-
brandenburg. In den Sommerlehrgingen findet man unsere
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Mitglieder in der Gegend des schinen Plauer Sees.

Bis zur 10. Klasse werden die verschiedensten Themenkomplexe
systematisch behandelt. Immer spielt dabei die selbsténdig-
schopferische Tétigkeit eine besondere Rolle.

In den Klassenstufen 11 und 12 werden dann Probleme aus sallen
Geblieten der Mathematik behandelt, &hnlich den Preisaufgaben
in der "Wurzel". Ein fester Stamm von Fachlehrern betreut
unsere Mitglieder bel den Veramnstaltungen. Das ist die eine
Selte unserer Arbeit. Dariiber hinaus betreut ein "Persdnli-
cher Mentor" jewells drei Mitglieder in Form von Korrespon-
denzbriefen. Auftriéige, die sich im Laufe der Zeit im Schwie-
rigkeitsgrad steigern, werden termingemi8 von den Mitgliedern
bearbeitet und eingehend von diesen Mentoren begutachtet und
mit der neuen Aufgabenstellung zuriickgesandt. Alle Schiiler
der Klassen 9 bis 12 beziehen die "Wurzel", so da8 auch h&u--
fig Materialien dieser Zeitschrift fiir Aufgabenstellungen
verwandt werden.

Neuerdings sind wir dazu iibergegangen, daB Abiturienten, die
vier und mehr Jahre Mitglied des Klubs sind und sich bei den
DDR-Olympiaden bewdhrt haben, als Mentoren bei den Veranstal-
tungen tétig sind. Sie kennen unsere Arbeitsform und besitzen
ein umfassendes Ubungsmaterial . Selbstversténdlich werden sie
von Leiter des Bezirksklubs angeleitet. Sind diese Schiiler
dann ein Jahr spédter Mathematikstudenten, so geben sie ihre
Erfahrungen und Kenntnisse als "Persdnliche Mentoren" weiter.
Fiir jeden Preistriéiger oder Friihstarter bei der DDR-Olympiade
winkt dem Mentor einer solchen Dreiergruppe eine Zielprémie.
Ein Ergebnis der kontinuierlichen Arbeit des Bezirksklubs
Junger Mathematiker ist sicher asuch das quantitative Anwach-
sen unserer Mannschaft zur DDR-Olympiade, deren Stérke nach
der Griindung des Bezirksklubs stets bei 14 bis 19 Teilnehmern
lag.

Seither konnten acht II., Preise, fiinf III. Prelse und sieb-
zehn Anerkennungsurkunden unseren Teilnehmern iiberreicht
werden., '

Nachdem im Bezirk Neubrandenburg im Jahre 1964 der Bezirks-
klub Junger Mathematiker seine Arbeit aufgenommen hatte, kam

o8 im Laufe des néichsten Jahres zur Bildung von Kreisklubs
/]



Junger Mathematiker in den Kreisen unseres Bezirkes. Die Ent-
wicklung war anfangs in den Kreisen unterschiedlich. Oftmals
wurden die Besten aus zwei Klassenstufen zusammengefafBt. Die
Zusammenkiinfte waren monatlich oder 14-téigig in der Kreis-
stadt. Es wurde ein Rahmenarbeitsprogramm durch die Leitung
des Bezirksklubs ausgearbeitet, damit in den Bezirksklub
aufsteigende Schiiler spédter einheitliche Féhigkeiten besit-
zen sollten. Dies klappte vorerst noch nicht recht, so daB
1967/68 durch ein Arbeitskollektiv iliber die Zeitschrift
"Mathematik in der Schule" eine "Anleitung fiir die Lelter
der Kreisklubs J.M. und der Arbeitsgemeinschaften" mit kon-
kretem Arbeitsmaterial herausgegeben wurde.

In einigen Kreisen, in denen die Entwicklung der Kreisklubs
schleppend war, stellte sich bald heraus, daB diese Kreise

- abgesehen von Einzelféllen — kaum noch bei den Olympiaden
"einen Blumentopf gewinnen" konnten. Die Notwendigkeit einer
zielgerichteten Forderung junger Talente wurde offensichtlich.
Man hatte erkannt, daB allein die Férderung der Spltzen auch
noch nicht ausreicht, denn rechtzeitig muB man fiir den Nach-
wuchs sorgen. Und den Nachwuchs kenn man nicht erst in der
7., 8. Klasse oder gar noch spéter entwickeln. Daher war es
nétig, bereits in der Schule, d.h. im Unterricht neben der
Forderung zuriickbleibender Schiiler auch die Forderung der
Besten der Klasse systematisch zu betreiben. Warum sollten
nicht der Beste oder die Besten der Klasse wéhrend der Un-
terrichtsarbeit Sonderauftrége erhalten, warum nicht ab und
an Befreiung von den Hausaufgaben und dafiir Bearbeitung von
Problemen aus der zahlreich zur Verfiigung stehenden Litera-
tur?

In drei Kreisen ist man, um den Entwicklungsstand an den
Schulen zu iiberpriifen, dazu iibergegangen, zweimal im Schul-
jabhr einen Wettbewerb aller Schulen zu veranstalten. Die
Kreisleitungen der FDJ stifteten einen Wanderpokal. Jede
Schule ist berechtigt, fiir jede Klassenstufe der Klassen

5 bis 10 eine Zweier-Mannschaft zu stellen. Noch weitere
Schiiler kénnen sich beteiligen. Die Durchfiihrung liegt in
der wettbewerbsarmen Zeit zwischen Mal und Oktober. Die
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Leistungsergebnisse der Schiller werden vom Olympiade-Kreis-
komitee fiir die Festlegung der Tellnehmer zur n&chsten Kreis-
olympiade genutzt. Damit wird immer mehr und mehr gesichert,
deB die Anzashl der"Versager" sehr gering bleibt. Die Anzahl
der Teilnehmer bei den Kreisolympiaden liegt - wegen dieser
Vorauswahl - zwischen 60 und 90 Teilnehmern.

fiber die generelle Auswahl zu den Kreisolympiaden und iiber
eine spezielle MaBnahme zur Vorbereitung aller Teilnehmer
auf die 3. Stufe mbchte ich im néchsten Bericht sprechen.

StR. H.-Joachim Kerber
Leiter des Bezirksklubs
Junger Mathematiker, Neubrandenburg

Losungen

(C 9) Nach der Moivreschen Formel fiir komplexe Zahler
[ r(cosp + isinQ)]nh r?(cosng + bsinng)

( Siehe"Wurzel" 9/70 und 10/70! )
ergibt sich
(cos25¢ + i6in25¢) = (cosp + isin:p)e5

= c0325¢ + (22)c0324b-i-sin¢ toos
seet izssin?5Q
Fiir sin25¢p erhflt man durch Vergleich der Imaginérteile
sin25¢ ‘(22)c0324¢31n’ -(2g,cos2eosin3¢ +ooot Bin?BQ
Da sing = g gilt und weiterhin

osos 3 ,folgtcos@.‘-;

7
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Also ist 28 22 ,3 25
sin25¢ -(?2)5225: —(22,&—;23- +ooot EZB
| m -;’21-5 [(2,51 0424'3 _(2; ) 422' 33 teoot 325]

Die ersten zwdlf Summanden in der Klammer sind durch
5 teilbar, da (22) fiir n < 25 eiln Vielfaches von 5 ist.

Daraus erhdlt man

sin 25¢ = ;}5 (5q + 3°7) (q genze Zahl)

woraus folgt

sin 25¢ = —225 (p teilerfremd zu 5 und
> damit auch zu 525)

Die Schnittpunkte der Parallelen untereinander und mit
den Seiten des Rechtecks werden mit Zahlen bewertet,
die angeben, wieviele Moglichkeiten es gibt, auf
kiirzestem Weg von A zu dem betreffenden Punkt zu ge-
langen.,

A erhdlt die Bewertung 1. Da immer nur der kiirzeste
Weg (Gesamtweg = a + b) zulédssig ist, kann nur nach
rechts oder nach oben vorgegangen werden.

Folglich ergibt sich die Bewertung eines beliebigen
Punktes als Summe der Bewertungen des links von ihm
und des unterhald liegenden Punktes. Diese Summation
entspricht der Bildungsvorschrift des Pascalschen
Dreiecks, d.h. man kann die Bewertungen auch durch
Binomialkoeffizienten ausdriicken-

Durch fortlaufende einfache {berlegungen erkennt man,
daB C mit dem (n + 2)- ten Glied der (m + n + 3)-ten
Zeile des Pascalschen Dreiecks zu bewertem ist.

Es gibt alsof® * @ * 2)usglichkeiten, von A nach C zu
. n+1

gelangen, ohne daB der Weg groBer als a + b wird.



(C12) Man fithrt den Bewels lndirekt:

Annshme: r ist perlodisch und besitzt die Perio-

denlénge t. Dann muB gelten:

1. In jeder Periode t kommt die Ziffer 1
mindestens einmal vor (Besténde die
Perlode ¥t nur aus Nullen, so wére r end-
liche Dezimslzahl).

2. Bs 1st 10° > ¢, t € Nz
(Nz sel die Menge der natiirlichen Zahlen)

10%*1 ~ 10% = 9.10% > ot

Das bedeutet: Zwlischen den beiden benach-
barten Einsen an der 10°-ten und 109+ '-ten
Stelle stehen auf mehr als 9.t Stellen
hintereinander Nullen.

Daraus folgt: Es sxistiert ein Abschnitt
der Lénge t'>t,der nur aus Nullen besteht.

Widerspruch zu 1.! Also ist r nicht perio-

disch.
Die Zahl r2 ergibt sich zus
1 en allen Stellen  2.10° k € Nz
2  an allen Stellen  10% + 10%2 , k, 4 k,
kﬂ,k2 € Nz
0 sonst

Diese Angabe ergibt gich aus der Mu%ﬁiplikation von

r mit 1071, 10710, 107190, .., ,1071°, ...

und anschlieBender Addition. (Kombinationen zweier

verschiedener Zehnerpotenzen treten genau zweimal,

zweler gleicher Zehnerpotenzen genau einmal auf.)

Bewels analog zu oben:

1. In jeder Periode t muB mindestens eine 1 ent-
halten sein.

2. 2.10%*7 = 2.10% = 18.10% » 18t
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Zwischen den benachbarten Einsen taucht min-
destens an 18+t aufeinsnderfolgenden Stellen
keine 1 auf.

Hiera\és folgt der Widerspruch zur Periodizitét
von T

(C 15) Zuerst zeigen wir:

bk < bn genau dann, wenn 8 < a,

1. ak < &n.
Vai (ai <o —»ay <ay Transitivitdt von "g")
Es existieren also mindestens b, +1 Folgengllieder ay
mit a; < &,
Daraus folgt: b +1 5D,

bk < 'bn

2. bk < bn
Annaghme: &, S 8
Vai(ai <a —»a < ak)
Es existieren mindestens b, Folgenglieder a4y
mit 8y < 8y

Daraus folgt: b, sby,

Widerspruch zur Voraussetzung!
Darsus folgt: 8y < 8y

In der zu untersuchenden Folge gilt:

b..‘u' - b15 = 13 ’ laut Hilfssatz fOlg‘t &14 - B,,ls
b13- ‘10>bi vbi’ i- 1,2,--.’12
Daraus folgh: a3 > 81 Y4, 1w 1,2,...,12
d.h. 'c:.,|3 = 12 (Anzahl der a; mit a; < a,B)
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Widerspruch zur Angabe ‘b,‘3 = 10

Daraus folgt, es gibt keine Folge reeller Zahlen,
aus der auf die angegebene Weise die gegebene Fol-
ge b1, cos ,b,‘5 konstrulert werden kann,

C16) Mit Hilfe der Additionstheoreme bringt man die gege-
benen Gleichungen in die Form

(1) 3sin’a = cos2B

(2) 3sinxcos o = sin2g

Quadriert man beide Gleichungen und addiert -sie,
80 erhélt man

9 sinza(sin2a, + cosza) = 1
und daraus ergibt sich

sinau = %

Diesen Wert setzen wir in Gleichung (1), es folgt
1
coS2B = 3

Daraus erhalten wir 0 <28 < %

Dividiert man Gleichung (1) durch Gleichung (2),
80 erh&lt man tanx = cot2g , d.h.
0 <q < 5 , sonst wiirde die Vorzeichengleichheit

verletzt, also

0:%-:&%.

Aus sinza = % folgt sing = % )
der Wert sing = - % geht wegen O < & < ® verloren.
Aus sinx = cos(-; - ) = %
1
und cos 28 -
folgt (3 - @) = 2B weil beide Argumente

zwischen O und % liegen, d.r.c¢ + 28 = % "
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(C 17) Fur Losung dieser Aufgabe kann die auf Seite 69dieses
Heftes angegebene Methode benutzt werden.
Die Aufgsbe ist geldst, wenn ein Krels k gefunden
worden ist, der folgende Eligenschaften hat:

a) er beriihrt OB,

b) sein Mittelpunkt liegt
auf OA,

c) er geht durch-M,

Der Mittelpunkt dieses
Kreises ist der gesuchte
Punkt P. Um den Kreis zu
finden, 1#Bt man zunéchst
die Bedingung c¢) unberiick-
sichtigt. Man konstruiert
einen beliebigen Kreis k,, der a) und b) erfiillt. Der
gesuchte Krels k ergibt sich aus kj durch eine ge-
elgnete zentrische Streckung mit dem Zentrum O.

Auf Grund der Eigenschaften von zentrischen Streckun-
gen kann P so konstrulert werden:

Man konstruiert ko(x beliebig auf 0B, Schnitt der
Senkrechten auf OB in X mit OA liefert den Mittel-
punkt P, von k , der Radius ist'P;I) und bringt k
mit OM zum Schnitt (Punkt S). Die Parallele zu SPO
durch M schneldet QA im gesuchten Punkt P.
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Einfiihrung in die Bedienungstheorie |

In Okonomie und Technik treten vielféltige Situationen auf,
die man als Bedienungssituation interpretieren kann. Man
denke zum Beispiel an einen Schalter oder an elne Kasse, wo
in gewissen Zeitabstédnden Kunden eintreffen, deren Forderun-
gen dort wihrend einer bestimmten Zeit bedient werden. Eine
dhnliche Situation herrscht in einer Telefonvermittlungszen-
trale. In bestimmten Zeitpunkten treffen Anrufe ein mit der
Forderung nach Weltervermittlung. Diese Forderungen werden
vom Bedienungspersonal in der Weise erfiillt, daB die gewiinsch-
te Verbindung hergestellt wird, wodurch eine gewisse Zeit
lang, né@mlich wdhrend des Gespréches, eine vorher freie Lei-
tung besetzt wird. Nach Beendigung des Gespréches wird diese
Leitung wieder frei.

Man kann offenbar noch viele weitere Beispiele aus dem Dienst-—
leistungsbereich finden, in denen eine analoge Situation
vorliegt: Das aus einer gewissen Anzashl von Mitgliedern be~
stehende Bedienungspersonal bedient nach einem gewissen
System die im Laufe der Zelit an sie herangetragenen Forde-
rungen. Die Art und Weise der Bedienungsorganisation, das
Bedienungsregime, kann je nach der konkreten Situation sehr
mannigfaltig sein. Es 1st denkbar, daB ein Mitglied des Be-
dienungspersonals zur Zeit jeweils nur eine Forderung be-
dient, unabhéngig von allen anderen Mitgliedern, zum Beispiel
an einer Kasse.

Es ist aber auch mdglich, daB zur vollsté&ndigen Erfiillung
einer Forderung mehrere Mitglieder des Bedienungspersonals
notwendig sind. Wir stellen uns hierzu etwa eine Reparatur-
brigade vor, die Defekte an Maschinen beseitigen soll.

Der Ausfall einer Maschine bzw. das Auftreten eines Defektes
bedeutet hierbel das Herantragen einer Bedienungsforderung
an die Reparaturbrigade, das Bedienungspersonal.

Die Reparaturzeit ist hier die Bedienungszeit. Wenn wir nun
noch die Moglichkeit offen lassen, daB gewisse Maschinen
vorranglig wieder in Gang gesetzt werden miissen, so erhalten
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wir eine weitere Modifikation des Bedienungsregimes, die
Bedienung mit Vorrang. Diese tritt zum Beispiel auch im
Telefonverkehr auf, wenn Eilgesprédche vermittelt werden.

Wir wissen natiirlich auch, daB es Bedienungssituationen
gibt, bel denen nicht alle Forderungen vollsténdig bedient
werden kdénnen, zumindest nicht gleich oder in angemessener
Zeit. _
Es kdnnen zum Beigpiel in einem Friseursalon alle Schalter
besetzt sein. Fiir einen neu eintreffenden Kunden gibt es
dann die Mdglichkeit 2zu warten, bis die Bedienung an einem
Schalter beendet ist oder aber das Geschéft sofort wieder
ohne Bedienung zu verlassen. Auch eine beschrénkte Warte-
zelt wére denkbar . Es kénnen also Warteschlangen oder Kun-
denverluste auftreten. SchlieBlich gibt es auch Fédlle, in
denen nicht alle Mitglieder des Bedienungspersonals gleich-
berechtigt sind, d.h. manche Mitglieder konnen nur gewisse
Arten von Forderungen erfiillen, etwa auf Grund unterschied-
licher Qualifikation. AuBerdem kdnnen Abhéngigkeiten zwi-
schen der Arbeit der einzelnen Miglieder bestehen. Solche
und &hnliche Beispiele lassen sich noch beliebig fortsetzen.

Fir die Praxis konnen nun verschiedene Parameter einer
solchen Bedienungseinrichtung wichtig werden.
Fliir den Projektanten elnes Telefonnetzes ist es niitzlich zu
wissen, wie hoch die Beanspruchung des Fernamtes durch die
Fernsprechteilnehmer sein wird, um so zu planen, da8 mdg-
lichst alle Anrufe ohne oder nur mit ertrédglichen Wartezei-
ten vermittelt werden kdnnen, damit aber andererseits auch
die Zentrale ausgelastet ist. Dieser Gesichtspunkt, die Er-
mittlung der optimalen GrdBe des Bedienungsapparates,spielt
offenbar in vielen Bereichen eine grofie Rolle, sowohl fiir
die Gestaltung der einzelnen Bedienungseinrichtungen als
guch fiir ihre territoriale Verteilung, fiir die Standortpla-
nung.
Fiir eine Brigade, die in einer Werkhalle Maschinen bedient,
kann die Frage nach der besten Arbeitsorganisation entste-
hen:
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Wenn zum Beispiel eine Maschine die Aufmerksamkeit eines
Arbeiters nur in bestimmten Augenblicken erfordert, kann
die Brigade im Prinzip mehr Maschinen iiberwachen, als sie
Mitglieder hat. Diese Mehrmaschinenbedienung muB aber so
zweckmédBig organisiert sein, daB méglichst immer, wenn ein
Bingriff erforderlich ist, auch ein Arbeiter frei ist. Man
kann hier zum Beispiel fragen: Wie muB die Arbeit organi-
siert werden, damit die mdglichen Stillstandszeiten minimal
werden? Was ist giinstiger: Zwei Arbeiter iiberwachen einen
Komplex von drei Maschinen oder vier Arbeiter sind insge-
samt fiir sechs Maschinen verantwortlich?

Aus solchen und &hnlichen Fragestellungen heraus hat sich
selt der ersten Hédlfte unseres Jahrhunderts eine mathema-
tische Theorie entwickelt, die sich als vielseitig anwend-
bar und niitzlich erwiesen hat, die sogenannte Bedienungs-
theorie oder auch die Theorie der Massenbedienung.

Thre Aufgabe ist es, durch Analyse der konkreten Bedienungs-
situationen, durch Abstraktion und Beschrdnkung auf ihre
wesentlichen und typischen Seiten mathematische Modelle
dieser konkreten Bedienungsvorginge zu erarbeiten, die die
wirklichen Prozesse hinreichend gut widerspiegeln. Sodann
8ind durch mathematische Verarbeitung die gewlinschten Para-
meter des Bedienungsprozesses zu ermitteln, die dann zum
Beispiel wieder zur Optimierung von Bedienungseinrichtungen
benutzt werden kdnnen. |

Versuchen wir, einige typische und wesentliche Gesichtspunk-
te aus den obigen Beispielen herauszukristallisieren. Es
handelt sich bei den geschilderten Bedienungsvorgédngen offen-
bar um Prozesse mit Massencharakter. Die Anzahl der im Laufe
der Zelt auftretenden Forderungen ist sehr groB8.

Die zwelte Gemeinsamkelt ist die Zufélligkeit beim Ablauf
dieser Vorginge mit Massencharakter.

Zun&chst ist es meist méglich und auch notwendig, die Zeit-
punkte des Eintreffens von Forderungen als zuféllig anzu-
sehen. Im Beispiel der Telefonzentrale etwa werden diese
Zeitpunkte von so vielen, dem Bedienungspersonal unbekannten
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Effekten beeinfluBt, daB sich eine deterministische Behand-
lung von selbst verbletet.

Zum snderen betrachten wir asber auch dle Bedienungszeiten
als zufidllig, denn auch hier treten Schwankungen auf, die
verursacht werden durch den EinfluB sehr vieler, quantitativ
nicht ganz bestimmbarer GréBen ( zum Beisplel Verschiedenar-
tigkeit der Schwierigkeiten bei Reparaturen, Kondition des
Bedienungspersonals). Diese Betrachtungen legen es nahe, bel
der mathematischen Behandlung von Problemen der Massenbedie-
nung den Apparat der Wahrscheinlichkeitsrechnung zu benutzen.
Die Bedlienungstheorie ist ein Teil der angewandten Wahr-
scheinlichkeitsrechnung.

Wir gehen im néchsten Heft dazu iiber, ein einfaches Modell
der Bedienungstheorie zu betrachten, das auch historisch
gesehen am Anfang der Entwicklung stand.

Volker Stabenow -
Forschungsstudent des Bereiches
Wabhrscheinlichkeitsrechnung/Statistik
Sektion Mathematik der FSU

Preisaufgaben (Serie 6/71)

(C 31) Es seil a ,85,--98, eine geometrische Folge.

Aus den Werten 8q = aqtate..ay

1 1 1
und 8 W —— e T =
2 8.4 a, an

bestimme man den Wert P = ‘1'32""'an
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(C 32) Man beweise, daB sich jede natiirliche Zshl n > 27
in der Form S5k + 8m darstellen 14Bt, wobel k und m
nichtnegative ganze Zahlen sind.

_—

(C 33) Man zeige, daB fiir vier Punkte A,B,C,D in der Ebene
A0 .1 BC gilt, falls ABL TP und X L BD gilt.

=

(C 34) Die Entfernung zwischen zwel Stéddten A und B betrage
999 km. Auf der StaBe zwischen beiden Orten stehen

Kilometersteine [0]999], [1]998) » [2]997)s ---» 9990
die die Entfernung zu beiden Orten angeben. Wieviel
Steine gibt es, auf denen nur zwel Ziffern stehen?

(C 35) Man bestimme alle natiirlichen Zahlen n, fiir die n+4
ein Teiler der Zshl n° + 8n + 15 ist.

|
(C 36) Mit Hilfe von Zirkel und Lineal teile man einen Win-

‘I kel von 70° in sieben gleiche Teile.

Fiir jeden vollstédndigen Ldsungsweg einer Preisaufgasbe erhiélt
der Einsender einen Wertpunkt. Fiir zehn Wertpunkte erhdlt der
Einsender ein Buch. Sollten pro Monat mehr als drei Einsender
zehn Wertpunkte haben, entscheidet das Los(unter AusschluB
des Rechtsweges).

Falls eln Besitzer von zehn Wertpunkten nicht unter die Ge-
winner f&llt, nimmt er automatisch an der néchsten Auslosung
teil. Die Ldsungen sind bis zum 10, des folgenden Monats
(Datum des Poststempels) unter dem Kennwort "Wurzel -Preis-
aufgaben" an unsere Adresse einzuschicken.

Wir weisen darauf hin, daB alle uns eingesandten LOsungen
bzw. Aufgabenblédtter mit dem Namen des Einsenders, seiner
Adresse und der von ihm besuchten Schule versehen sein miis-
gsen. Einsendungen, beil denen diese Angben fehlen, kénnen
nicht beriicksichtigt werden.

Wir bitten unsere ILéser, jede LOsung auf einem gesonderten
Blatt einzuschicken.
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X. Olympiade Jlunger Mathematiker der DDR

Zum zehrnten Male trafen sich dis besten jungen Mathematiker
der Deutschen Demokratischen Republik in der Jugendhochschu-
le am Bogensee bei Berlin, um ihre Besten zu ermitteln.

Am 5, 4. und am 6. 4. 1971 stellten sie in je vierstiindigen
Klausuren ihr Wissen und Knnen unter Beweis.

Rund 200 FDJ-ler und FDJ-lerinnen starteten in den Klassen-
stufen 10 und 11/12. Neu war bei dieser Olympiade, daB zum
erstenmal in je einer Klausur zwei Wahlaufgaben zur Verfii-
gung standen, von denen elne geldst werden muBte.

Obwohl die Aufgaben wieder ein hohes Niveau hatten (wovon
sich der Wurzelleser iiberzeugen kann), wurden von den Schii-
lern hervorragende Ergebnisse erzielt. Herauszustreichen sind
hierbel natiirlich die Lelstungen der Schiiler, die einen

1. Preis erringen konnten:

Oberschule Klasse 10: Bernd Zaddach
Schiiler der 8. Klasse der
10. Oberschule Cottbus - 39 Pkt.

EOS Klasse 12: Wolfgang Burme i s ter
Schiiler der 12. Klasse der
EOS Dresden-Sid - 40 Pkt.
EOS Klasse 12 Thomas J en t s ch
(Spezislklassen) Schiiler der Spezialklasse der
Martin-Iuther-Universitét Halle
- 38 Pkt.

Das Diplom fiir die ausgezeichnete LSsung einer Aufgasbe er-
hielt:

Albrecht H e B von der EOS Dresden-Siid.
Von der Jury wurden aufgrund der Klausurergebnisse dle elf
Kandidaten zur XIII. Internationalen Mathematikolympiade
im Juli dieses Jahres in der CSSR ausgewdhlt. In einem Vor-
bereitungslehrgang werden dann von diesen elf FDJ-lern die
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acht ausgewdhlt, die die Deutsche Demokratische Republik ver-
treten werden. Die Kandidaten sind:

Wolfgang Burmeister Dresden

Thomas Jentsch Halle

Reinhard Wobst Karl-Marx-Stadt
Harald Englisch Leipzig

Rainer Siegmund-Schultze Berlin

Stefan Ladmann Leipzig
Hans-Jlirgen Fischer Karl-Marx-Stadt
Gerhard Spens Erfurt

Arnulf Mobius Halle

Tudwig Schéfer Erfurt

Olaf Bdhme Dresden

Neben den Klausuren standen wéhrend der vier Tage am Bogen-
see und in Berlin aber auch noch eine Reihe anderer Veran-
staltungen auf dem Plan, die fiir die Teilnehmer ebenso zum
Erlebnis wurden wile ihr mathematischer Wettbewerb.

So fand am Abend des ersten Tages ein Singeabend mit der
Singegruppe der EOS "Edgar Andre" Berlin statt. Auf dieser
Veranstaltung wurde die Idee geboren, eine Spendenaktion fiir
die kd@mpfenden Vdlker Indochinas durchzufiihren.

Am letzten Tag konnten dann rund 400 M auf das Spendenkonto
Uiberwiesen werden.

Reges Interesse fanden auch ein militérpolitisches Forum
und ein Forum "25 Jahre FDJ".

In der Freizeit standen Tischtennis, Volleyball, FuBball
sowie die schon zur Tradition gewordenen Simultan-Schachver-
anstaltungen auf dem Programm. Interessant fiir alle Teil-
nehmer waren auch die Treffen mit ehemaligen Teilnehmern

an Mathematikolympiaden. Zu einem besonderen Hohepunkt
gestaltete sich auch der Besuch im Deutschen Theater. Die
Teilnehmer an der Mathematikolympiade sahen hier "Die Aula"
von Hermann Kant.

Das rege Interesse, das die besten jungen Mathematiker der
DDR an diesen sportlichen und kulturellen Veranstaltungen
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sowie an den politischen Foren zeigten, 148t erkennen, dal
sich hier nicht nur gute Mathematiker, sondern allseitig
entwickelte soziallistische Perstnlichkeiten herausbilden.

Unser Mitarbeiter Bernd W&chter, der auf Anforderung des
Zentralrates der Freien Deutschen Jugend als Arbeitsbereichs-
leiter fiir die politische und kulturelle Betreuung an der

X. Olympiade Junger Mathematiker tellnahm, hatte die Gele-
genhelt, unmittelbar nach der Siegerehrung mit den Jugend-
freunden Wolfgang Burme i s t e rund Bernd Zaddach
ein Gesprich zu fihren,

B. Wadhter:

W. Burmeister:

B. Zaddach:

B. Widhter:

B. Zaddach:

B. Wachter:
B. Zaddadh:
B. Wadhter:
W. Burmeister:

Die Siegerehrung ist nun beendet. Wie fiihlt
man sich, wenn man soeben als bester Junger
Mathematiker der DDR geehrt wurde?
Natiirlich ist dlie Freude groB, aber da ich
zu den Kandidaten fiir die DDR-Mannschaft
zur XITI. IMO gehdre, richtet sich die gan-
ze Aufmerksamkeit jetzt nach der DDR-Olym-
plade auf die kommenden Ereignisse.

Ich freue mich michtig iiber meinen ersten
Platz.

Bernd, hattest Du als Schiiler der 8. Klas-
se nicht ein wenig Lampenfieber, hier, als
einer der Jiingsten unter den Elteren FDJ-
lern, zu starten?

Ein wenig schon, aber ich startete ja schon
bel der Bezirksolympiade in der Klassenstu-
fe 10, und auBerdem war ich gut vorbereitet.
Wieviel Punkte hast Du bel der X. erreicht?
Ich erreichte 39 Punkte von 40.

Und Du, Wolfgang?

Ich schaffte es, die volle Punktzahl zZu er-
reichen.
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B. _wmr:

W. Burmeister:

B. Zaddach:

B. Wicdhter:

B. Zaddach:

B. Wadhter:

W. Burmpister:

B. Widhter:

W. Burmeister:

B. Zaddadh:
B. Wiadhter:
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Das sind natiirlich groBartige Ergebnisse.
Aus welchen Schulen kommt Ihr und wie se-
hen Eure Zukunftsplédne aus?

Ieh komme von der EOS Dreden-Siid und be-

gsuche dort die 12. Klasse.

Im September beginne ich mein Studium an
der TU Dresden. Dort mdchte ich vier Jahre
studieren und anschlieBend noch drei Jahre
als Forschungsstudent arbeiten.

Nach Beendigung des 10. Schuljahres mdch-
te ich in einer Spezialklasse filir Mathema-
tik mein Abitur ablegen _und anschlieBend
ein Mathematikstudium aufnebhmen. Genaue-
res kann ich noch nicht sagen.

Bernd, welche Vorstellungen hast Du iiber
Deine zukiinftige Teilnahme an Mathematik-
olympiaden?

Ich werde mir natiirlich Miilhe geben,und
guBerdem ist es mein Ziel, auch einmal
oder mehrmals an der Internationalen Ma-
thematikolympiade teilzunehemn.

Wolfgang ist ja schon ein "alter Hase"
internationaler Mathematikolympiaden.

Du warst Bester der 12. IMO 1970 in der
Ungarischen Volksrepublik. Wie schétzt Du
die Chancen unserer Mannschaft in dlesem
Jahr ein?

Dazu mdchte ich keine Voraussage sbgeben.
Wir werden uns Miihe geben, die Erfolge
der letzten Jahre zu wiederholen bzw. uns
noch zu verbessern.

Lest Ihr die "Wurzel"?

Ja, aber leider noch nicht sehr lange.
Schon selt einigen Jahren.

Wie ist Eure Meinung zu unserer Zelt-
schrift?



B. Zaddach:

W. Burmeister:

B. Wachter:

W. Burmeister:

B. Wachter:

Ich finde die "Wurzel" prima. Einem
Schiiler, der sich fiir Mathematik inter-
essiert, gibt Eure Zeitschrift sehr
viel. Auch Nachrichten iiber das Mathe-
matikstudium und die Sondernummer inter-
essieren mich sehr.

Ich schlieBe mich dieser Meinung an.
Was meint Thr zu den Aufgaben der

X. OJM? ’

Sie waren wieder recht schwierig. Die
Neuerung, Wahlaufgaben zu stellen, fin-
de ich sehr gut.

Ich danke Euch fiir dieses Gespréich und
wiinsche Euch im Namen der "Wurzel"
welterhin viel Erfolg.

Nachfolgend verdffentlichen wir einen Auszug aus der Aufga-

benstellung der X. Olympiade Junger Mathematiker der DDR.
Leser, die an den vollsténdigen Aufgasbenstellungen

interessiert sind, bitten wir, sich direkt an unsere Redak-

tion zu wenden.

Wir wiinschen allen Lesern viel Spa8 beim Knobeln und werden
die Losungen in unserer Sommernummer teilweise veréffentli-

chen.

Aufgaben der Klassenstufe 10

p——— |

Bilden Sie alle Mengen von fiinf ein- oder zweistelligen
Primzahlen derart, daB in Jeder dieser Mengen jede der
Ziffern 1 bls 9 genau eimmal auftritt!
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[ 2.,]Von einem Quaderkdrper mit den Eckpunkten A, B, C, D ,
A', B', C', D' (siehe Abb. 1) und den Kantenléngen

AB = g, AD = b, AA' = ¢ seien mit Hilfe der ebenen
Schnitte durch die Eckpunkte B', A, D' bzw. A', B, C',
bzw. B',C,D' bzw. A',D, C' diejenigen Teile abgetrennt,
die jeweils den Eckpunkt A' bzw. B' bzw. C' bzw. D'
enthalten.

Das Volumen des wverbleibenden Restkdrpers sel VR’ das
des urspriinglichen Quaders Vq.

a) Man gebe sémtliche Punkte des Quaderkdrpers an, die
Eckpunkte des Restkdrpers sind, und stelle diesen in

einem Schrégbild (o = 60° y Q= % ) dar.

(Das Schrégbild ist fiir den Fall a = 5 cm, b = 2 cm,
¢c = 2,5 ¢cm zu zeichnen)

[}
b) Man berechne VR : VQ !

Abb.4

(2, ]Man gebe alle quadratischen Funktionen f(x) an, die fiir
alle reellen x die Gleichung

f(x + 1) = £(-x)
erfiillen.

Es sei r eine von Null verschiedene reelle Zahl. Man er-
mittle alle reellen Zahlen x % O, die die Ungleichung

2 _2> % erfiillen.
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Dabel sind folgende Félle zu untersuchen:

a) Es sei r < -6,
b) Es sel r = -6.
¢c) Es sei -6 < r < 0.
d) BEs sei r>0.

Die Fléche eines Dreiecks A ABC soll folgendermaBen in
drei inhaltsgleiche Teilfléchen zerlegt werden:

Zwischen den Eckpunkten A und B des Dreietks liegen auf
AB zwel Punkte E und F so, daB E zwischen A und F liegt.

AuBerdem sei D derjenige Punkt im Inneren des Dreiecks
A ABC, fiir den ED|| AT und T8 || BC gilt.

Die Fldchen der Trapeze AEDC und FBCD und die des Dreiecks
A EFD sollen dann untereinander inhaltsgleich sein. Kon-
struleren Sie Punkte E, F, D,fiir die diese Forderung er-
fiillt ist! Beschreiben und begriinden Sie Ihre Konstruktion!

Aufgaben der Klassenstufe 11/12 E

Es sind alle reellen Zahlen a anzugeben, zZu denen es
reelle Zshlen x gibt, so daB'ia + X und Ya - x
reell sind und die Ungleichung

'a+x + "a—-x}a erfillt ist.

Wie lauten die Werte von x in Abhéngigkeit von a?

2.]Es ist der folgende Satz zu beweisen:

Wenn h eine reelle Zahl ist und wenn eine ganzrationale
Funktion f vom Grade n mit reellen Koeffizienten keine
reellen Nullstellen besitzt, so gilt dasselbe von der
ganzrationalen Funktion F, die durch
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F(x) = £(x) + h £'(x) + B22'1(x) +...+ n2¢(®) (x)

definiert ist.

' 2, |BEs ist der folgende Satz zu beweisen:

Haben je drei von vier in der gleichen Ebene liegenden
konvexen Vielecksfléchen jeweils einen Punkt gemeinsam,
80 gibt es einen Punkt, der jeder der vier Vielecks-
flédchen angehdrt.

7wel Personen A und B spielen das folgende Spiel:

In dem Gleichungssystem

X + 847 = b, (&D)
ayy + bzz = a3 (2)
bsx + 8,2 = b, (3)

wihlt zundchst A fiir den Koeffizienten a4y dann B fiir
den Koeffizienten b,‘, dann wieder A fir a5y dann

B fir b, usw., zum SchluB8 B fir b, je eine beliebige
genze Zahl.

A hat genau dann gewonnen, wenn das System (1), (2), (3)
genau eine ganzzahlige Losung (x,y,z) hat.

a) Kenn A so spielen, d.h., kann er die Koeffizienten
Bqreeer 8y jeweils nach der Wahl von bq, i ,'t:»5

durch B so auswihlen, daB er gewinnt?

b) Kann A von vornherein fiir die Koeffizienten
By ooy solche Werte angeben, daB er unabhingig
von der Wahl der Koeffizienten durch B ( in jedem
Falle) gewinnt ?
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Es sel AjA; ... A  (n > 2) ein ebener konvexer Poly-
gonzug der Lénge s mit A % A, . Die Punkte A4-...A

mogen auf ein und derselben Seite der Gerade g durch

A, und A liegen.

(Ein ebener Polygonzug A0A1 — An heiBe konvex, wenn
der durch die Strecke AoAq geschlossene Polygonzug eine
konvexe Fléche begrenzt.)

Es ist zu beweisen, daB der Flidcheninhalt F der bei
Rotation des Polygonzuges um g entstehenden Fléche

nicht grofer als

2
tng— ist, daB also

2

Fs m—>5 gilt.

Bei den Internationalen Mathematik-Olympiaden
von Schiilern der DDR errungene Preise

1959 1960 1961 | 41962 | 1963
I. IMO -JII. IMO ITIT. IMO IV. IMO § V. IMO
1. Preis = - - - -
2. Preis - - - 1 =
3. Preis - - 1 . 3 |
| 1964 1965 1966 1967 1?68
VIi. IMO |VII. IMO |VIII. IMO §jIX, IMO | X. IMO
1. Preis - - 3 3 5
2. Preis 1 2 3 3 2
3. Preis 2 3 - 1 -
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1969 1970
XI. IMO XII. IMO insgesamt
1. Preis - 1 12
2. Preis 4 2 19
3. Preis 4 4 18

Neubestellungen der »Wurzel« fiir das Schuljahr
197172

Bezieher von drei und weniger Exemplaren:

Falls bis zum 10. September 1971 keine Nachricht beil uns

vorliegt, wird automatisch das alte Abonnement verlé&ngert.

Bezieher von mehr als drei Exemplaren:

Falls bis zum 25, September 1971 keineBe s t el lung

erfolgt, betrachten wir das Abonnement als verléngert.

Wir bitten unsere Leser, die Termine einzuhalten, damit wir
auch im Schuljahr 1971/72 die "Wurzel" plinktlich zustellen
kOnnen.

Sonderheft

Im September erscheint ein Sonderheft der "Wurzel", in dem
iiber das Mathematikstudium an unserer Sektion und das '
Berufsbild eines Diplommathematikers berichtet wird.

Der Umfang betrédgt etwa 32 Seiten und der Preis etwa 0,50 M.

Wir bitten alle Interessenten dieser Broschiire um umgehen-
de Mitteilung (bis 30. Juni 1971), da dleses Sonderheft nur
@nach Anforderung versandt wird.

Die Redaktion

Herousgeber: Jugendobijekt ,Studienwerbung-Studienvorbereitung” der Sektion Mathematik der Friedrich-Schiller-Universitét
Jena

Redaktion: Dipl.-Math. Karola Schimmel (Chefredakteur); V. Kégel, M. Wolf, R. Lorenz, H. Fischer

Die Zeitschrift erscheint monatlich zum Preis von 0,20 M, Ein Jahresabonnement erstreckt sich von September bis August und
kostet einschlieBlich eines Sonderheftes 2,50 M. Bestellungen sind direkt an unsere Adresse einzusenden. Schulen bitten wir,
Sammelbestellungen bei uns aufrugeben.

Anschrift: WURZEL
69 Jena
Helmholtzweg 1

Konto: Postscheckkonto Erfurt 180 45
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Einfiihrung in die Bedienungstheorie Il (Schius)
Nachdem wir im Heft 6/71 eine kurze Einfiihrung in die Be-
dienungstheorie gegeben haben, betrachten wir jetzt das

sogenannte Erlang-Modell.

Erlang-Modell

Dieses Modell wurde von dem d&nischen Mathematiker Erlang
im Zusammenhang mit der Projektierung eines Telefonnetzes
in Kopenhagen entwickelt. Es lassen sich aber auch andere
konkrete Bedienungsprozesse durch dieses Modell beschrei-
ben. Natiirlich ist vor der Anwendung dieses wie aller an-
deren Modelle zu priifen, ob die zum Teil sehr speziellen
Voraussetzungen und Annshmen auch annéhernd erfiillt sind.
Die verwendete Terminologie ist aus der Nachrichtentechnik
entlehnt.

Wir stellen einer Quelle die Gesamtheit von n Leitungen

gegeniber: [} )
Eingangsstrom o,
Quelle @ deor Fordervngen g ? n Leitungen
Q. J
naz1"
n ganz

Die Quelle représentiert uns den Ursprung der Anrufe (For-
derungen), die in zufédlligen Abstdnden eintreffen und in
zufélligen Zeiten bedient werden. Die n Leitungen (Bediener,
Servicer) stellen den eigentlichen, Bedienungsapparat dar
(zum Beispiel Kassen, Schalter).

Die folgenden Annshmen legen unser Modell néher fest. Wir
beginnen mit den Forderungen an das Bedienungsregime .

(a) EinServicer kann zur Zeit nur eine Forderung bedienen.
(b) Eine Forderung beansprucht zur Bedienung nur einen
Servicer,
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(e)

Die Bedienung einer Forderung, die neu in das Bedienungs-
system eintritt, wird sofort (ohne Zeitverzug) durch
einen der freien Servicer begonnen, falls noch ein sol-
cher vorhanden ist.
(Man sagt auch: Ein neuer Anruf belegt sofort eine der
freien Leitungen.)
Nach beendeter Bedienung verlédft die Forderung (bzw. der
Kunde) sofort wieder das Bedienungssystem.
Eine Forderung, deren Bedienung von einem Servicer be-
gonnen wurde, wird von diesem Servicer bis zu Ende be-
dient; es gibt keinen Abbruch von "laufenden" Bedienun-
gen und keinen Wechsel der Kunden zu anderen Servicern
wadhrend der Bedienung.
Die einzelnen Servicer bedienen unabhingig voneinander,
d.h. zum Beispiel: Die Bedienungsdauer auf einer Leitung
hé&ngt nicht davon ab, ob oder wieviele andere Leitungen
besetzt sind oder wie lange die Bedienung auf den anderen
Leitungen dauert.
Die Bedienungszeiten auf jeder Leitung sind unabhéngig
davon, wieviele Forderungen auf dieser Leitung schon
friher bedient wurden (zum Beispiel keine Ermiidungseffek-
te), wieviele Pausen auftreten auf dieser Leitung und
wie die Bedienungen und Pausen verteilt sind, sowie von
den entsprechenden Léngen von Pausen und Bedienungszei-
ten in der Vergangenheit, d.h. die Bedienungszeiten sind
unabhéngig vom Geschehen auf dieser Leitung in der Ver-
gangenheit.,
Die Bedienungszeiten auf jeder Leitung sind unabhingig
davon, wieviele Forderungen wdhrend der laufenden Bedie-
nung neu eintreffen (d.h. zum Beispiel keine Beeilung).
Falls schon alle Leitungen besetzt sind , geht ein neu
eintreffender Anruf verloren. Er verldBt ohne Bedienung
gsofort wieder das Bedienungssystem, ohne irgendwelchen
EinfluB auf das System zu nehmen.
Durch diese Bedingung (i) wird das Erlang-Modell als ein
sogenanntes Verlustsystem charakterisiert.
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Falls noch mehrere Leitungen frei sind, belegt ein neuer
AnTuf "auf gut Gliick" irgendeine der freien Leitungen.
(D.h. insbesondere: Falls noch eine Leitung frei ist, so
wird diese mit Sicherheit durch einen neuen Anruf be-

legt).

Hiermit ist zunfichst das Bedienungsregime des Erlang-Modells
festgelegt. Auf die mathematischen Konsequenzen obiger An-
nahmen gehen wir weiter unten ein.

Der Eingangsstrom der Forderungen

Wir wollen jetzt den zufélligen Eingangsstrom der Forderungen
charakterisieren. Es sind sehr mannigfaltige Typen von Ein-
gangsstromen denkbar. Wir stellen im folgenden einen der ein-
fachsten, aber auch einen sehr wichtigen Typ eines solchen
Eingangsstromes dar.

Zunfichst erinnern wir daran, daB die Zeitpunkte des Eintref-
fens von Forderungen zuféllig sind. Man kann das auch so aus-
driicken:

Die Anzahl der in einem festen Zeitintervall (T1,T1+t),

T4y % > O der Lénge t auftretenden Forderungen ist zuféllig,
sie unterliegt zufédlligen Schwankungen.

Definition1:

Wir definieren deshalb das zuféllige Ereignis Er,
(T, T+t)

als das Ereignis:"Im Zeitintervall (T,T+t) treffen
genau k Forderungen ein", T,t 2 0 , k 2 O ganz.

Betrachten wir jetzt wieder unser Beispiel, den Bedienungs-
vorgang in einer Telefonzentrale, wéhrend der Zeltdauer eines
Tages. Wir wihlen das Zeltintervall (T,T+t) beliebig, aber
fest im Rahmen dieser Zeitdauer (etwa in der Zeitspanne von
8 - 9 Uhr). Nun verschieben wir dieses Zeitintervall (ohne
seine Lénge zu verédndern im Rahmen der Zeitdauer eines Tages
und vergleichen zum Beispiel die Wahrscheinlichkeiten

0 0
P( E?8,9) ), P(E?‘B,‘IO))""’P(E?22,23))'
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fiir das Auftreten von 50 Forderungen in der Zeit wvon 8 bis 9,
9 bis 10,..,22 bis 23 Uhr. Dann kann es natiirlich sein , daB
diese Wahrscheinlichkeiten voneinander verschieden sind wegen
der unterschiedlichen Belastungen wéhrend des Tages.

Wir wollen uns hier jedoch auf Eingangsstrome beschrénken,
bei denen die Wahrscheinlichkeit P(E%T,T+t)) unverédndert

bleibt, wenn wir das Zeitintervall (T,T+t) beliebig verschie-
ben, ohne seine Lé&nge t zu verédndern, d.h. wir fordern die
Eigenschaft

(8 P(E%Tq,'l‘,ﬁt)) = P(B(p,, 0 +t))

Tq,Tz,t >0, kz0, k ganz

Wir koOonnen das auch so‘formulieren:
Die Wahrscheinlichkeit P(E%T T+t)) hiéngt bei festem k nur
)

von der Linge t des Intervalls (T,T+t) ab, aber nicht davon,
wo dieses Intervall auf der Zeitachse liegt.
Deshalb kdnnen wir zur Abkirzung auch schreiben:

P(El({T,TH:)) =3 P (%)

Bemerkung: Natiirlich bedeutet die Tatsache, daBl obige Wahr-
scheinlichkeiten flir zwel gleichlange Intervalle
gleich sind, nicht, daB auch die Anzahl der An-
rufe in diesen Intervallen gleich ist.

_ Pk(t) ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB in irgendeinem
Intervall der Lénge t genau k Forderungen eintreffen.

Wir stellen noch einige weitere Forderungen an den Eingangs-
strom:

(b) Es soll gelten:

Die Wahrscheinlichkeit Pk(t)-P(E](‘T’T,rt)] (wobei T belie-

big ist) héngt nicht davon ab, wieviele Forderungen vor
diesem Zeitintervall (T,T+t) eintrafen und wie (in
welcher Aufeinanderfolge) das geschah.
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(c)

102

Also fordern wir:
Die bedingte Wahrscheinlichkeit

B 2,T2+t2)/E?T1,T1+1:,|))

des Auftretens von k Forderungen im Zeitintervall
(TE,T2+t2) unter der Bedingung, daB im Intervall

(Tq,T1+t1) in irgendeiner Aufeinanderfolge n (n 2o,

n ganz) Forderungen eintrafen, ist gleich der unbedingten
Wahrscheinlichkeit P( T+t )). wenn nur das gesamte
22" "2

Intervall (T1,T1+t1) vor dem Intervall (T2,T2+t2) liegt.

In Formeln:

P(E](( BD

(T1,T,|+t1

T2,T2+t2)/ Y - P(El(ITg,TEH;Z)) )

Tq,TE,t1 2 0 nmit ![‘,]+t.1 s T2

Noch anders ausgedriickt: Eine beliebige Bedingung iiber
die Vergangenheit des Eingangsstromes 148t P, (t) unbe-
einfluBt,

Insbesondere heiBt diese Bedingung (b) auch:

. i k
Die zufélligen Ereignisse E(T1,T1+t1) und E?TE,T2+t2)
sind stochastisch unabhéngig fiir beliebige disjunkte
Intervalle.

Also gilt: (#%)
P(

1,T1+t,|) N %ﬁé,Tz+t2)) = P(E¥T1,T1+t1))P(E?T2,T2+t2))

fir Intervalle mit leerem Durchschnitt.

Wie aus Gleichung () die Gleichung @& #) folgt, sieht der
Leser sicher selbst ein.

SchlieBlich stellen wir in einem 3. Komplex noch Bedingun-
gen liber die Wahrscheinlichkeiten des Auftretens von For-
derungen in sehr kleinen Intervallen der Linge A t:



Dazu machen wir uns zundchst mit dem auch in anderen Ge-
bieten der Mathematik benutzten Begriff der Landauschen
OrdnungsgroBen 0 bekannt.

Definition 2:
Die Funktion f(x) ist "ein klein-o "™ der Funk-
tion g(x) fiir x —» ¢ genau dann, wenn gilt:

. f(x
x}-rlg géx;'o

In Zeichen: f(x)==vo0 (g(x)). X—eoC

Das bedeutet inhaltlich folgendes: Die Funktion f(x) kon-
vergiert (fiir x—ec) "schneller" gegen Null als g(x) ge-
gen Null geht.

Beispiel: f(x) = —12- y 8(x) = %
x

Es gllt: f(x) = o(g(x)) fir x—emo00 , da

1
lin —¥— = lin a0
X 400 o R—weo X
X

Die Konvergenz der Nennerfunktion g(x) gegen Null wiirde

bei konstantem Z&hler die Divergenz des Bruches 2 gegen

Unendlich zur Folge haben. Die Z#hlerfunktion f(x) geht
aber so schnell gegen Null, daB der ganze Bruch ebenfalls
noch gegen Null konvergiert, trotz der Konvergenz gegen
Null im Nenner.

Insbesondere heiBt also f(At) =o (At) fiir At— 0, daB

%dt_tl WO' daB also f(At) eine "Restfunktion" ist,

die fiir At—» O "schneller" gegen Null konverglert alsdAt
selbst.

Wir stellen uns an den Eingangsstrom die folgenden zwei
Bedingungen:
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P(Eyy)

P(Epp) = Mt +0(88)  (dhe —2 oA ) (cy)

mit einem gewissen A > O.

P(Exy)
P(Eq1) = o (At) (deh. ol ——-®0 )  (c,)

(Auch im folgenden ist das Symbol o (At) immer bzgl.
At —»0 zu versteheng zur Abkiirzung steht Egt statt

E1

(T,T + At)*

Bedingung (cq) kann man so interpretieren: Die Wahrschein-
lichkeit des Auftretens von genau einer Forderung in einem
sehr kleinen Zeitintervall ist anndhernd proportional zur
Lénge At dieses Zeitintervalls. Der Proportionalitétsfak-—
tor A >0 ist ein MaB fiir die Intensitét des Eingangsstro-
mes. Anndhernd proportional bedeutet hierbei:

Proportional bis auf einen additiven Fehler f(At) = o(At),
eine Restfunktion o(At), die schneller gegen Null kon-
vergiert als At selbst.

. At £(AL
(lim 9&——2 = 1im —ix—l = 0)
-0 A pp.p AT

Bedingung (c,) besagh: Die Wahrscheinlichkeit des’ Auftre-
tens von mehr als einer Forderung in einem sehr kleinen
Zeitintervall ist vernachlédssigbar klein und strebt
schneller gegen Null als At selbst. Insbesondere ist also
die Wahrscheinlichkeit daflir, daB zwei Forderungen zur
gleichen Zeit eintreffen, gleich Null.

Aus Bedingung (01) und (02) ergibt sich sofort die Folge-

rung:
P(Eg,) = 1 - At - o(At)

0
d.h.  E(Epp) -
At At—=0

1-A



Der Leser tberzeuge sich hiervon selbst. Zum Beweis muB
man sich klarmachen, daB die (endliche) Summe von "Rest-
funktionen" o(At) wieder eine solche Funktion ist, die
schneller gegen Null geht als At.

Im folgenden wollen wir immer einen solchen einfachen Ein-
gangsstrom mit den Bedingungen (a), (b) und (c) voraus-
setzen.

Wir miissen jetzt noch die zuféllige Bedienungszeiten auf
Jjeder Leitung charakterisieren. Dazu betrachten wir den
zeitlichen Verlauf von Bedienung und Pausen stellvertre-
tend auf einer Leitung. Es ergibt sich auf der Zeitachse

folgende schematische Darstellung:
Pause 4. Bed. Pause 2.8ed. .

t

Wir beschreiben die Bedienungszeiten, indem wir die Wahr-
scheinlichkeiten dafiir angeben, daB eine Bedienung, die

bis zum Augenblick T gedauert hat, im darauffolgenden Zeit-
intervall (T,T+ t) der Lénge 4t beendet wird.

Definition?3:
A(T,T+At) ist das zuféllige Ereignis:"Eine zur

Zeit T 'laufende' Bedienung wird im darauffol-
genden Intervall der Lange At beendet".

BEs soll gelten: P(A(T,T+At)) = pAt+o(At), wobei u

eine bestimmte, reelle Zahl grofer Null ist (Proportiona-
litatsfaktor).

P(A(T,T+At)) ist also bei festem p nur von At abhingig

und unabhénglg von T. Diese Unabhéingigkeit von T bedeutet
anschaulich:

Die Wahrscheinlichkeit der Beendigung einer Bedienung ver-
groBert sich nicht mit gewachsener Bedienungszeit.

Als Folgerung erhalten wir sofort:
P(R) = 1-P(A,4) = 144t - o(At), wobei i, das zufél-
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lige Ereignis bedeutet: "Eine 'laufende' Bedienung wird
wdhrend der Zeitspanne At nicht beendet, die Bedienung iiber-
dauert auch noch die Zeitdauera t".

(Es steht hier wieder A . fiir A(T,T+ t))‘

Mit Hilfe der Unabhéngigkeitsvoraussetzung ergibt sich wei-

ter:

P("auf k Leitungen iliberdauern laufende Bedienungen die Zeit-
spanne t") = 1 -~ kuAt - o(At).

Die Werte, die die Intensitéten X und w im konkreten Fall
haben, miissen mit statistischen Methoden festgestellt werden.

Damit haben wir die Gesamtheit der Voraussetzungen, die das
Erlang-Modell festlegen, aufgefiihrt. Wir wollen nun daran
gehen, einen wichtigen Parameter dieses Systems zu berechnen,

ist zufé@lliges Ereignis:"Zum Zeitpunkt t befin-

Ce
den sich genau k Forderungen (Kunden) im System,
d.h. es werden genau k Kunden bedient zu diesem
Zeitpunkt".

k
£
Wir wollen die Wahrscheinlichkeit P(C%) bestimmen. Aus die-
ser Funktion kann man Schliisse iiber den Grad der Auslastung
des Systems zieheny zum Beispiel ermitteln, ob die Wahr-
scheinlichkeit, daB alle Leitungen besetzt sind, nahe bei
Eins liegt. In diesem Fall miissen wir sehr h&ufig mit dem
Eintreten dieses Ereignisses rechnen.

Zur Durchfiihrung der Rechnung erinnern wir kurz an den

Satz liber die totale Wahrscheinlichkeit:

Voraussetzung: Seien C und Dy i=o0,1,...,n zufdllige Er-

Man sagt dann auch: Das System befindet sich im Zustand C

eignisse
{Dj}ia0,...n bilde ein vollsténdiges Er-

elgnissystem, d.h. es gelte:
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@) P(f) Dy) = 1

=0
(2) P(Diaﬁ Dj) = 0 fiir L % J

Behauptung: Dann gilt :

P(C) = Z; P(C/D; )P(D,)

Man liberlege sich an Hand der Gleiéhungen
(1) und (2), daB man ein vollstindiges Er-
eignissystem auch so charakterisieren kann:
Es muB mindestens eines der Di eintreten,

es kann andererseits aber auch hochstens
eines der D; eintreten, d.h. es tritt genau
elnes der D.1 ein.

Diesen Satz wenden wir im folgenden an. Unser Ziel ist es,
eine Gleichung fiir P(ct) abzuleiten und wir vergleichen dazu
auf der Zeitachse die Momente t und t+at.
(19
k k i d:
P(Ciiat?) = E P(Ce,at/ CyIP(CY) GL. (1)
i a0
Wir beschrénken uns hier auf den Fall k < n.
Wir analysieren jetzt die bedingten Wahrscheinlichkeiten

P(C%+At/0%) unter Benutzung der Voraussetzungen iiber Ein-

gangsstrom, Bedienungszeit und-regime. Das sind gerade die
"ﬁbergangswahrscheinlichkeiten" fir die Systemiiberginge

C%‘-—Pclé+bt in einem sehr kleinen Zeitintervall der Lénge
At. Ein solcher Ubergang C% -—’Cgﬂst kann aus mehreren An-

derungen im System "zusammengesetzt" sein, die alle wihrend
der Zeltspanne At eintreten.

Beispiele: _

1. Der ﬁbergang Cfﬁg—arcg+6t 188t sich aus zwei Knderungen
wéhrend At "zusammensetzen": Es treffen zwei neue For-
derungen ein wéhrend At, wihrend die schon im System
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Dieser ﬁbergang findet aber zum Beispiel auch statt, wenn
wéhrend At zehn neue Forderungen eintreffen, aber acht

befindlichen Forderungen wdhrend At dort auch verbleiben.
Bedienungen wiéhrend At beendet werden usw.

-1 k

Auch der ﬁbergang Cf-——ﬂ»Ct+At 18Rt sich nicht nur da-

durch realisieren, daB eine neue Forderung wéhrend At
eintrifft und die Bedienungen At liberdauern, sondern zum
Beispiel auch durch das Eintreffen von fiinf neuen For-
derungen und das Beenden von vier Bedienungen wé&hrend
At usw., d.h. durch mehrere Anderungen wihrend At.

Nun beinhalten aber die Voraussetzungen iliber Eingangsstrom,
Bedienungszeit und Bedienungsregime, etwas grob formuliert,
die Aussage, daBl die Wahrscheinlichkeit flir Systemiibergénge

C%—u—ﬁ90§+6t , die im obigen Sinne aus mehreren Knderungen

"zusammengesetzt" sind (Eintreffen mehr als einer neuen For-
derung wéhrend At bzw. mehrere Bedienungen beendet widhrend
At oder beides) lediglich eine Restfunktion o(At) ist, die
wir am Ende hinzufiigen werden, ohne diese mannigfaltigen
ﬁbergangsmﬁglichkeiten noch zu beriicksichtigen.

Damit reduziert sich die Anzahl der in Gleichung (1) auftre-
tenden Summanden betrédchtlich. '

Wir brauchen nur folgende Ubergangsmdglichkeiten zu be-
ricksichtigen:

Xk K

Cy > Corbt (d.h. i » k)
k-1 K .

k+1 k ¢

o) .___)ct_mt (d.h. i= k+1)

und Gleichung (1) vereinfacht sich zu:
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k+1 k+1)

P(OF, 0p) = PO, ps/ PO + B(CE /7 c&*Nypcck*?y 4

+ P(ct+At/c )P(cf:"") + o(f\t) Gl.(2)

Wir berechnen die auftretenden bedingten Wahrscheinlichkei-

ten: (1) C ————ch AL tritt ein, wenn wihrend At inm Systen

keine Anderung erfolgt, d. h. wenn wdhrend At weder

eine neue Forderung ankommt noch irgendeiné der k

laufenden Bedienungen beendet wird.

(Die anderen "zusammengesetzten" Mdglichkeiten zur
Realisierung dieses ﬁbergangs C%————*C%+At haben
insgesamt nur die Wahrscheinlichkeit o(At) ).

Daraus folgt:

k k
P(Ciiat/Cy) = 1 =AMt - kuat - o(At)

(Welche Unabhéngigkeitsaussagen ermdglichen diese
! Darstellung?)

(2) C%ti—a-0¥+ﬁt erfolgt dann, wenn irgendeine der

laufenden k+1 Bedienungen wéhrend At beendet wird
(entweder die erste,oder die zweite, usw.).
Deshalb erhalten wir:

P(Ct+¢t/C§+q) = P(1.Bedienung wihrend At beendet) +
«oo+ ((k+1). Bedienung wihrend At

beendet)

wéhrend At Bedienung beendet)

= (k+1)(uat + o(At)

(Man lege sich auch Rechenschaft iiber die benutz-

= (k+1)P(auf irgendeiner Leitung wird
il ten Voraussetzungen bzgl. des Bedienungsregimes ab)

(3) Cy ————pC%_l_At erfolgt dann, wenn wdhrend At eine
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neue Fdrderung eintrifft. Deshalb gilt:

P(cf+At/ cg“q) = AAt + o(Ab)

und wir erhalten durch Einsetzen in Gl.(2)
P(c§+ﬂt) - (1-AAt-kuat)P(cf) + (k+1)uAtP(cf+1) *

+ AEP(CE™) + o(at) Gl.(3)

Wir betrachten jetzt diese Wahrscheinlichkeiten als
Funktion von t (k ist ein Parameter), und das wird
betont durch die Schreibweise:

Qe(t) = P(CP)

Mit dieser Vereinbarung ergibt sich unter Benutzung
von Gl.(3) folgender Ausdruck fiir den "Differenzen—
quotienten" wvon Qk(t):

Q. (t+At) - Q. (t)
= AT = " %'-E {Qk(t)(-At-l’qlﬁt)+Qk+1(t)'(k+1 At

+ Qk_q(t)AAt+o(At) }

= C-K-ku)Qk(t)+(k+1)qu+q(t) +

17 i
+ AQy (1) + AL G1.(4)
; ; o(At
Da wir wissen, daB nach Definition A ET=5O gilt,

konnen wir schliBlich auf beiden Seiten der Gl.(4)
den Grenzwert fiir At—e0 bilden:

Qi(t) = (_A_kﬂ)Qk(t) + (k+1)HQk+1(t) * AQk_qct)

0O<k<n Gl. (5)
Analog leitet man fiir k = n ab:
P (t) = —nuQ (£) + AQ _,(%) Gl.(6)

Das sind die gesuchten Bestimmungsgleichungen fiir



Q(t). Es handelt sich um gewdhnliche Differential—

gleichungen. Ihre Ldésungen Qk(t) beschreiben die zeit-

liche Verénderung der gesuchten Wahrscheinlichkeiten

fiir die einzelnen Systemzusténde.

Viele technische und Skonomische Systeme (bzw. ihre- mathe-
matischen Modelle), die Zufallseinfliissen unterliegen,ar-
beiten nach folgendem Schema:

Der Inbetriebnahme schlieBt sich eine relativ kurze Zeit an,
in der sich die Wahrscheinlichkeiten fiir die Systemzusténde

zeitlich &ndern. Das ist die sogenannte Einschwingzeit. Nach
dieser Periode Jedoch erfolgt keine zeitliche Knderung die-

ser Wahrscheinlichkeiten mehr. Man sagt, das System hat sich
in einen stationfiren Zustand eingeschwungen.

Diese Situation liegt auch bei uns vor. Deshalb beschriénken
wir uns auf die Diskussion dieses stationiren Zustandes nach
der Einschwingzeit.(Wir nehmen praktisch an, daB unser
System schon so lange arbeitet, daB die Einschwingzeit vor-
Uber ist.) Dann sind aber die Funktionen Qk(t) Konstanten Qe

und demzufolge Qi(t) = O

Q = P(Im System befinden sich genau k Forderungen zu irgend-
einem beliebigen Zeitpunkt nach der Einschwingzeit)

Damit erhalten wir aus Gl.(5) und Gl.(6) die G1.(7) und Gl.(8)
0= ("A‘IQJ)QK + (k+1 )NQ.k_'_q + ka_«]
Gl.(7)
O<k<n

0= -ann + A'Q'n—’l Gl.(8)

Dieses System linearer, algebraischer Gleichungen lésen wir
durch Einfiihren einer neuen Unbekannten 2yt
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2y T AQk_q - kuQy (0O < k< n)

und Gleichung (7) geht iiber in Gleichung (9):

Zy = Byyq ™ 0 O<k<n Gl1.(9)

Die einzige LOsung, die dieses System hat, ist offenbar
2, = 0 O<k<n

Das bedeutet:

AQk_ﬂakqu O<k<n
bzw.
% = ~B7 Yot ke

Daraus folgt:
- A A A
Q-1 ™ TE=TH U2 * U2 ™ TR g W-3 100 = R,

und durch sukzessives Einsetzen ergibt sich schlieBlich:

k
A

Damit ist Q als Funktion von Q, dargestellt.

Qo kann aus den bisherigen Betrachtungen heraus nicht fest-
gelegt werden. Wir bendtigen dazu eine neue Gleichung.

Diese erhalten wir aber aus der Bedingung, daB die Summe
der Wahrscheinlichkeiten aller moglichen Systemzusténde gleich
Eins sein mubB:

T
;;Ql-']

Also gilt (Benutzung von Gl.(10) ):
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Al
-_‘]-_T—I QO = oder
;.a‘ B -
A 1
“q > T
° -(e-o 1lp

Wir setzen diesen Wert in G1.(10) ein und erhalten die sog.

Erlangschen Formeln

AS
k
A = —= k{g O<k<n

l!uI

£:0

Volker Stabenow
Forschungsstudent des Bereiches
Wahrscheinlichkeitsrechnung/Statistik
Sektion Mathematik der FSU

Wir stellen vor:

Forschungsstudent Volker Stabenow

Volker Staebenow wurde 1945 in B u r o w bei Neubrandenburg
geboren. In Ludwigslust (Bezirk Schwerin) besuchte er die
Oberschule und legte dort 1963 sein Abitur ab.

Nach einem zweijdhrigem Studium in Halle begann er 1965

in Jena Mathematik zu studieren.

Er spezialisierte sich auf die Fachrichtung Wahrscheinlich-
keitsrechnung-Mathematische Statistik und ist seit 1969 in
diesem Bereich als Forschungsstudent tétig,

@
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«Sommerpreisaufgaben” 1971

1, Woran erkennt man, daB eine 69 nicht eine um 180°

gedrehte 96 ist?

=

2, Um wieviel Tonnen wiirde sich die Masse der Erde ver-
groBern, baut man entlang des Aquators eine 1 m hohe und
1 m breite Mauer aus Stein mit der durchschnittlichen
Dichte

es-t = 1,5 kS/GJHB

]

3, Man 16se die Gleichungen, wobei gleiche Buchstaben glei-
che Ziffern bedeuten:

AAD - DA = BGA
H x BC = EFB

CB + AF = HE

Die sechs Zahlen der ersten Zeile sind nach einer festen
Vorschrift gebildet worden. Wie groB ist X, wenn die
zweite Zeile nach derselben Vorschrift gebildet wurde?

3 5 6 30 18 15
4 7 2 14 X 28

Man denke sich um den Aquator ein Seil gelegt. Man ver-
léngere das Seil um einen Meter und lege es wiederum
kreisfdrmig in gleichem Abstand von der Erdoberfléche.
Frage: Kann eine Katze unter dem Seil hindurchkriechen?

] s ——————]

Fiir die originellsten LOsungen werden von der Redaktion
Biicher im Gesamtwert von 60,-— M bereitgestellt.
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Studentenkonferenz der Sektion Mathematik

Am 22. April 1971 fand die diesjdhrige Studentenkonferenz
unserer Sektion statt.

Der Direktor der Sektion, Prof. Dr. Walk, wiinschte zundchst
in seiner BegriiBungsansprache allen Teilnehmern der Tagung
einen erfolgreichen Verlauf. Er gab gleichzeitig der Hof-
nung Ausdruck, daB von dieser Zusammenkunft der aktivsten
FDJ-Studenten Impulse fiir die Gestaltung eines integrierten
Systems der Forschung, Ausbildung und Erziehung an unserer
Sektion ausgehen mogen. Im AnschluB an seine kurzen Ausfiih—
rungen iliberreichte er neun FDJ-Studenten das Abzeichen

"Fir Gutes Wissen " in Gold.

Die Diskussionsgrundlage zur anschlieBenden Aussprache gab
Hans-Glinter Koch (IV. Studienjahr Mathematik-Diplom) mit
seinem Referat "Der schopferische Beitrag der SED zur Ge-—
staltung des entwickelten gesellschaftlichen Systems des
Sozialismus".

Ausgehend von der fihrenden Rolle der Arbeiterklasse als der
revolutiondrsten Kraft und ihrer marxistisch-leninistischen
Partei beim Aufbau des Sozialismus in der DDR entwickelte
er die ndchsten Aufgaben, die vor den Studenten und Wissen-
schaftlern in diesem ProzeB stehen: Die Weiterfiihrung und
Gestaltung der III. Hochschulreform. Das bedeutet, daB die
Mitwirkung der Studenten beil der Bewdltigung dieses Problem-
kreises zu einer breiten Massenbewegung werden muB. Im ein-
zelnen leiten sich daraus fiir die FDJ und die staatliche
Leitung ab

- das BewuBtsein fiir diese Massenbewegung zu entwickeln

~ die Studenten zu hdchsten Studienleistungen zu be-
fédhigen
- eine sozialistische Gestaltung des gesamten Studienpro-

zesses zu erreichen.

Diese Ziele kOnnen natiirlich nur unter der Mitwirkung aller
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Studenten erreicht werden. Den Weg zur Erreichung skizzierte

Hans-Gilinter Koch folgendermaBen:

- Verbesserung der ideologischen Arbeit, insbesondere der
Vorbereitung und Durchfiihrung der FDJ-Versammlungen und
des FDJ-Studienjahres.

- Ubertragung von Jugendobjekten an Studenten (z.Z. gibt es
an unserer Sektion die Jugendobjekte "Wohnheim Neulobeda"
und "Studienwerbung-Studienvorbereitung").

— Gemeinsame Planerfiillung durch Studenten und Lehrkorper.

— Kulturelle Betédtigung der Studenten (z.B. Kulturpraktika,
Besuch von kulturellen Veranstaltungen im Studentenkeller,
Mitarbeit in Singeklubs).

Uber diese Thesen wurde dann am Nachmittag in vier Arbeits-—
kreisen diskutiert.

Als vorl&ufiges Ergebnis der diesj@hrigen Konferenz stellte
am Abend der FDJ-Sekretédr unserer Sektion, Gerald
Schweinefleisch, fest, daB die Zielsetzung der Konferenz,
"den Mitgliedern der Sektion einen Einblick in die gesell-
schaftlichen Aktivitédten der FDJ-Studenten zu geben, theore-
tische Einsichten in der Diskussion zu vermitteln und prak-
tische SchluBfolgerungen fir die weitere Arbelt abzuleiten"
groftenteils erreicht wurde. Es hat sich im Verlauf der Dis-
kussion gezeigt, daBd die Studenten in der Lage sind, zur
Kldrung wesentlicher Probleme bei der Entwicklung der Sektion
Mathematik beizutragen.

Die FDJ-Leitung ist der Auffassung, daB sich die Bereitschaft
zur aktiven Auseinandersetzung mit Problemen der 3. HSR
verstédrkt hat.

So wurde in einem Arbeitskreis die Bildung einer vertikalen
Studentengruppe zur Untersuchung der inhaltlichen Gestaltung
des Berufspraktikums angeregt. Dabel wurden Forderungen nach
einer genaueren Untersuchung der Rolle der Gesellschafts-
wissernschaften im ArbeitsprozeB der Diplommathematiker und
des Einsatzes im Schwerpunktbetrieb VEB Carl ZeiB Jena ge-
stellt.
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Gerald Schweinefleisch stellte abschlieBend fest, daB man
erst dann von einem wirklichen Erfolg unserer Studentenkon-
ferenz sprechen kann, wenn diese Initiativen auch in der
praktischen Arbeit ihren Niederschlag finden.

Zusammenfassend kann die Studentenkonferenz als wiirdiger
Auftakt zur intensiven politischen Vorbereitung zum VIII.
Parteitag gewertet werden.

Volker Kégel
Stellv. Chefredakteur der ,Wurzel*

Anmerkungen der Redaktion

Aus Platzgriinden war es uns leider nicht mdglich, Lésungen
der Aufgaben der X. DDR-Olympiade 1971 abzudrucken.

Sollte ein gréBerer Leserkreis Interesse an einer derartigen
Losungssammlung haben, so bitten wir um Benachrichtigung und
8ind gern bereit, die Ldsungen zu hektographieren und zu
versenden.

Der angekiindigte Artikel von Herrn Studienrat Kerber aus
Neubrandenburg erscheint in unserem Septemberheft.

Der Artikel wird vor allem die eligen-schdpferische Tétigkeit
der Schiiler auf mathematischem Gebiet behandeln.

Wir méchten alle Leser noch einmal daran erinnern, daB wir
bel Abbestellung der "Wurzel" bis September benachrichtigt
werden miissen. Ansonsten gilt das Abonnement automatisch
als verléngert. Wir hoffen, mit dieser Regelung unserem
sténdigen Leserkreis entgegenzukommen.
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.osungen

(C 10) Man beweist zuerst mit vollsténdiger Induktion, daB

es genau 9k Zahlen z ohne die Ziffer 9 gibt, die der

k
Ungleichung a.'lOk £z < (a+1).10

(a= 1,24...,8) geniigen.

1. Induktionsanfang: k=0

Es gibt nur eine Zahl z mit a+10° g z < (a+1)+10°

némlich z = a. Nach Voraussetzung ist a % 9.
Also gibt es 9° Zahlen z ohne 9 als Ziffer.

2. Induktionsschritt
Es gebe genau 9n Zahlen z ohne Ziffer 9, die die
Ungleichung
a+10" 5 z < (a+1).10"

erfiillen.
In jeder solchen Zahl z gibt es aber genau 9 Zahlen
7z ohne Ziffer 9 nit

/ a+10™*" < 7 < (a+1)+10%,

indem man an eine Zahl z eine der Ziffern 0,1,...,8
anhéingt. Damit existieren genau 9.9 = 99*1
Zshlen z ohne Ziffer 9, die der Unsgleichung

a+.102+7 Sz < (a+'l)-’lon+1

genligen.

| Damit ergibt sich

|5 Best ipedfh)

a-‘}Ok € 2 < (a+’|)-10k

z ohne Ziffer 9

Die gesuchte Summe ist dann

st 1)

G=1 =D
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(G 13)

- |

Q=14
8
-’IO.E %
=1
s 28

Eingesandt von Bernd Kulicke, EOS Templin.

Es gilt die Ungleichung fiir nichtnegative reelle
Zahlen Xqs o9 Xy

n

Xq + Xy + eee 4 X, n p— 1
2 '“v&ﬁxé cee X

wobei das Gleichzeichen genau dann richtig ist,
Wenan-n-o-x.n-l

Dabei wird
. Xq + Xp + x; + Xy
12

= +
12
X4+X!++X4+Xl+
. N
12
12 4 ¢
. Yd.%., .0
A A A

Das bedeutet, da8

12 .5 2 I
1/"1."2.3{_"4
5 22 3 4F

das Maximum 1 besitzt und dieses genau fiir
X4 X5 X

1y
-5—--2—-3:5-1'-—’
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also fiir Xq = 5y X, = 2, Xz = 1, X, = 4 annimmt,

Auf Grund der Monotonie der Wurzelfunktion mufl auch
das Produkt 11;5| « xg a x5 . xi sein Maximum fiir

(C 14) 1. zu zeigen: Wenn zwei zweistellige Relationen
54 und S, auf einer nichtleeren Menge
M die Eigenschaften Symmetrie und
Transitivitédt besitzen, dann besitzt
auch 85 = 5,N S, diese Eigenschaften,

Nachweis:
(8) VxVy (x8z7—(x8,7 A x5,7)
—I(yS,‘X A ysgx)——r ySEx)
(T) VxVyvVvVz ((1:S3y/\ ysiz)—-b(xs,ty/\ xS,y
A J542 A yszz)-r(xf‘a,ly A 75,2 A XS,5 A yS2z)

—o-(xS,]z A xsez)-—P}cSBz)

2. zu zeigen: Die Vereinigung zwelier zweistelliger
symmetrischer und transitiver Relatio-
nen S, und 82 auf einer nichtleeren
Menge M besitzt im allgemeinen nicht
die Eigenschaften ihrer Teilmengen.

Zum Nachweis geniligt hier ein Beispiel:

M= {1,2,3}
S"I = {[ 1|1]| [1!2]! [211]i [2!2]}

SE'{[E,EJa [2,3), [32], [ 3,3])}

M ist nichtleere Menge, S,1 und 82 besitzen die
Eigenschaften (S8) und (T), aber 5S4V 8, erfillt
offensichtlich nicht (T), [3,1] bzw. [1,3] fehlen.
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(6 19)

(C 32
=

Es gilt
Tcos x| <|sinx]| genau dann, wenn

cosgx < sinzx

Daraus folgt
cosax - sinex < Q oder
cog2x < O

Die Funktion f(z) = cosz ist aber genau in den Inter-
vallen

n

(5 + 2w, gm + 2kw)  k ganzzahlig

kleiner als Null. Damit ergibt sich
% + 2km < 2x < 2% + 2kn oder

F+ mm< x< gx + kn

) Es ist 28 = 45 4+ 1.8
29 m 1.5 + 3.8
50 = 65 + 0.8
31 m 3¢5 4+ 2.8
32 m Oe5 + 4.8

Jede ganze Zahl z > 32 1l&d8t sich aber in
der Form

z =5k + g mit a € {28,29,30,31,32}
schreiben und 188t sich damit als Linearkombina-

tion
z= 5 + 8p

darstellen.
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(C 20) 1. Losung, eingesandt von Frank Miiller, ABF Halle.
Y

Es sei ABCD ein beliebiges Trapez, dessen Diago-
nalen aufeinander senkrecht stehen.

(AB || cD und AC | BD)

Die Parallele zu AC durch den Punkt B schneide
die Gerade CD im Punkt E.

D c 3

Das Viereck ABEC ist ein Parallelegramm, denn es
gilt AB || CE und AC || BE.
Daraus folgt:

AB= CE (1)
i —
AC = BE (2)

und weiterhin
DE== AB + CD (3) .

Das Dreieck BDE ist rechtwinklig, denn aus
AC || BE und BD AL AT folgt BD L BE (Wechselwinkel).

Nach dem Satz des Pythagoras ist

PE°= BE® + BD°.

Setzt man (2) und (3) in diese Gleichung ein,
so erh&lt man

(I8 + TD)° = Ic% + BH°.

Das ist sber die Behauptung.
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C 20) 2, Ldsung, eingesandt von Sonja Spredofsky,
I EOS Wilhelm v. Humboldt, Nordhausen.

Voraussetzung: ABCD Trapez
_ ABIC, KLED
2 2 2
Behauptung: e + £ = (a + ¢)

(e = Iﬁ; f= ﬁﬁ, a= Kﬁ, C = Ei)

s ot

Beweis: Es sel x = 80, y = 85D

Nach dem Satz des Pythagoras gilt im
Dreieck CDS:

x° + y2 = 02 (1)

Nach dem Strahlensatz gilt:
atcm(e-x):xw(f-y):y
Daraus folgt:

ax = c(e - x)
aX = Ceé - CX

ce

X = g+c

ay = c(f - y)

ay = cf - cy
% i

T = a+c

Diese Ausdriicke werden in (1) eingesetzt:

92 + f2 - (a+c)2
=== -
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(c 26

124

) Analyse: Die gegebenen Punkte seien Pq,...,Pq. Ein

Quadrat mit den Seiten SqyeeesS, sel so konstruiert,
daB P1 auf sqy...,P auf Sy liegt. Dieses Quadrat ist
leicht konstruierbar, wenn ein weiterer Punkt auf einer
der Quadratseiten angegeben werden kann, zum Beigpiel
P& auf Sy »

Wir versuchen deshalb, das Parallelenpaar Sq18, 80

auf das Parallelenpaar Sz18y, abzubilden, daB anuf

P5 und P, auf einen Punkt P& von s, abgebildet wird.

St
&II
LR ¢ z__________Fs
s (O
‘) ™
{1 s
/1%
/I
—Sa r \
s (A
S 5 \w

Man iliberlege sich:

1. Eine solche Abbildung ist im allgemeinen keine
Spiegelung.

Alle Drehungen, die Sq auf Sz und gleichzeitig
S5 auf s, abbilden, sind Drehungen um den Winkel

2e

+ 90° (orientierter Drehwinkel). Das Zentrum liegt
dabei auf w , der Winkelhalbierenden von 51,53
bzw. 32 1y Sy e

Diejenige Drebung, die augerdem P, auf P3 abbildet,
sei D,. Das Zentrum Z von D0 ist durch den Schnitt-
punkt der Mittelsenkrechten zu'ﬁqfé mit w bestimmt.
Wir behaupten nun:

1 1
D,(P,) =P, , P, €s,



Dazu miissen wir zeigen, daB D, eine Drehung um +90°
iast.
Bewels: Es gelten die Beziehungen:
XZF,P, = ZZF;P5; = 90°
(Fqund F3 sind die FuBpunkte der Lote von 7
auf s, bzw. 53.)
Demnach gilt: A ZF.P, = AZF;Pz
Aus X F,ZF; = +90°  folgt X P,7P; = +90°

D, ist also eine Drehung mit den Eigenschaften
Do(Pq) = P3

DO(B1) = 33

Dy(s5) = 8y

X PZD(P) = +90°

Daraus folgt: 1. PP, = DO(P1)DO(P25 = P,P}

2. P,lPe..l. P5P£1
Es ergibt sich die Konstruktion.

Konstr.: Auf die Gerade P,!P2 wird von P3 das Lot 1
gefdllt. Auf 1 wird die Strecke
PBPA = 1P2 abgetragen. Aus der Geraden

PP} (= sq_) wird durch Parallelverschie-

bung B39 und durch Konstruktion der Lote
84 und 8, konstruiert. Der Beweis der Kon-

R ' struktion wird ge-
filhrt, indem man
eine Drehung D, mit
dem Drehwinkel +90°
angibt, die P, auf
P5 abbildet. Diese
Drehung bildet auch das
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Parallelenpaar s,,S, auf 85,84 ab. Da der
Abstand erhalten bleibt und Sq 4 55 und
s, 8, gilt, bilden die Geraden Sqrece18y

ein Quadrat.

Diskussion: Die Aufgabe ist nur dann 1l6sbar, wenn

P, ¢ PBPI'I- ist , sonst gébe es zu P4P£1

keine Parallele durch PE'

Falls jedoch P) = P, gilt, entstehen un-
endlich viele LOsungen.

(Die Gerade s, kann beliebig gezelchnet
werden, nur der Fall P3 € s, ist ausge-
schlossen.)

Die Aufgabe besitzt im allgemeinen zwei
Losungen, denn die Strecke P,P, kann von
P3 aus in beiden Richtungen auf 1 abgetra-
gen werden.

Man substituiert zuerst y = x - g a und erhdlt

F-2a)y-daF+gady+ia)=tt

9 12 4
(7%~ 1;&12)(32— 7a ) = Db
2
y4_ gay2+ 1%8.4—134-0
Damit ergeben sich die Losungen

.Yq?z -+Ea21V72|%a4—%a4+b4

= J-EI- a2 i‘}aq' + ’o‘t+
Falls |a| 2 %ﬁ. {b] gilt, ist 2 a® > \’ at + vt

und es ergeben sich 4 Lisungen fir x

5 5 2 -u &4 4
X1,2,3,47% at+ \If a # a +b
Falls ]a]<2 Jo] gibt es zwel reelle Ldsungen

X420 = gaivgaa+fa4+b4 ’

L ]




(C 21) eingesandt von Barbara Dlubek, Berlin.

Es gilt [a+(b+d]"- ;(3 a8 V(b+e)V

=5 (F)e (e o

Daraus folgt fiir P(x)

R = SO O e ™

V=0

- t‘i ()% 5V + 2Kk
V= v w0
In P(x) kommen also nur solche Potenzen von x vor,
deren Exponenten sich in der Form 5v + 2k darstellen

lassen.
Man muB also die diophantischen Gleichungen

5v + 2k = 17 1)
5v + 2k = 18 (2)

16sen (mit v,k 2 0 und v 2 k)

Die Gleichung (1) besitzt genau die Ldsung
va3 k=2

wéhrend Gleichung (2) keine Losung besitzt.

18

Damit 1st der Koeffizient von x '~ in P(x) gleich O,

der Koeffizient won xq7 ergibt sich zu

(2g) ,(zs)g@;lgg%é « 3 = 3420 ,
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WURZEL"-FuBball aktuell:
Universitétsauswahl-Nationalmannschaft 3:10

Von unserem Sonderberichierstatier B. Kriesche

3ur Borbereitung auf die grossen Aufgaben dber EM= und Dlpmpia-
gqualifitationsspiele testete ah 28, April 1971 eine Ausmwahl
unserer Universitaet die Jussballuationalmanuschaft der DIR,
On der Uni-Ruswahl spielte ouch der Chef des Aufgabenteils der
"Burzel™, Reinhard Coveng, mit. Als Berteidiger hatte er gute
Gzenen, und die Gtars der Nationalmannschaft tomen an ihm nicht
so leicht porbei. Durch das Llaessige Epiel der Nationalmann-—
schaft in der ersten Halbzeit tonnten die Gtudenten rvecht gut
mithalten und erreichten so einen Pausenstand von 2:2

Om 3weiten Gpielabschnitt musste damn Crop nur noch einmal
den Ball aus den Maschen holen (vorangegangen war ein herrlicher
Gehraegschuss), der Iormart der Uni-Ausmahl musste noch acht-—
mal hinter sich greifen,(davon zwei Clfmeter, die diesmal
ousnahmsweise nicht pobeigingen!). Die Torflut der RKRreische,
Gteiny Ducte, Schlutter und Beise resultierte aus einem ton=
sentrierteren Gpiel der flationalmannschaft und aus dem Eon=
ditionellen Abbau der Gtudenten, die gegen hohe Cingaben in
ijren Gtrafraum machtlos waren, besonders wenn der Lange
Gommer mit aufruectte. Go war das hohe Gechlussresultat nicht
permunderliche Die recht 3ahlreich erschienenen 3uschauer
sahen jedbenfalls ein interessantes Gpiely in dessen Ber Llauf
unsere Mationolelf einige Proben ifres Roennens abgab, was
beim Letzten Gpiel gegen Curemburg in Bera schmerzlich ver=
misst wurdee

Herausgeber: Jugendobjekt .Studienwerbung-Studienvorbereitung” der Sektion Mathematik der Friedrich-Schiller-Universitat
Jena

Redaktion: Dipl.-Math. Karola Schimmel (Chefredakteur); V.Kégel, M. Wolf, R. Lorenz, H. Fischer

Die Zeitschrift erscheint monatlich zum Preis von 0,20 M. Ein Johresabonnement erstreckt sich von September bis August und
kostet einschlieBlich eines Sonderheftes 2,50 M. Bestellungen sind direkt an unsere Adresse einzusenden. Schulen bitten wir,
Sammelbestellungen bei uns aufzugeben.

Anschrift: WURZEL
69 lena
Helmholtzweg 1

Konto: Postscheckkonto Erfurt 180 45
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Liebe Leser!

Vielleicht haben Sie schon bemerkt, daB sich der Aufdruck
auf unserem Titelblatt geéndert hat. Hinter diesem nach
auBen hin sichtbaren Vermerk verbirgt sich eine neue Quali-
tét der Zusammenarbeit im Jugendobjekt "Studienwerbung -
Studienvorbereitung". Obwohl das Jugendobjekt schon im
Vorjahr gebildet wurde, war die Arbeit eher durch ein Neben-
einander als ein Miteinander bestimmt, da die einzelnen
Arbeitsgruppen relativ selbsténdig ihre speziellen Aufga-
ben 10sten. Diese Méngel gilt es in Zukunft abzustellen,
wie der neue Leiter des Jugendobjekts, Manfred Wolf (Stu-
dent im IV. Studienjahr Mathe-Physik-Lehrer),betonte, um
eine effektive Arbeit bei der Bewdltigung der Studienwer-
bung, Studienlenkung und Studienvorbereitung zu leisten.
Dazu ist eine bessere Verbindung des Jugendobjekts sowohl
zur staatlichen Leitung der Sektion Mathematik als auch
zur FDJ-Sektionsleitung nétig. Im Jugendobjekt sind zu-
sammengefaBt: die '"Wurzel",

die Arbeitsgruppe Mathematiklager und

Bestenfdrderung,
der NVA-Zirkel,
die Arbeitsgruppe Vorbereitungsklassen
und die Arbeitsgruppe Schiilerzirkel.

Die einzelnen Bereiche haben jeweils konkrete Aufgaben zur
Forderung mathematikinteressierter Schiiler auf den einzel-
nen Ebenen (Schulen in Jena, Bezirksebene, Republikebene).
Zentraler Bestandteil ist weiterhin die "Wurzel", da sie
den groBten Wirkungsbereich hat. Das Redaktionskollektiv
der "Wurzel" wird auch in Zukunft bemiiht sein, durch inter-
essante Beitrédge fachlicher, gesellschaftlicher und kul-
tureller Art einen breiten Leserkreis zu informieren. Wenn
uns das gelingt, leisten wir einen entscheidenden Teil
zur Losung der vor unserem Jugendobjekt stehenden Aufgaben.

Volker Kogel
Chefredakteur der , Wurzel”
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Schaltungen aus logischen Bauelementen

1. Vorbemerkung

Sicher haben fast alle von Ihnen im Physikkabinett bereits
sogenannte "logische Bauelemente" oder auch "Bausteine
fir logische Schaltungen" kennengelernt. Das sind Kist-
chen mit verschiedenen Buchsen, in die man Kabel fiir Ver-
bindungen der Elemente untereinander stecken kann. Wir
wollen uns hier nicht mit der konkreten technischen Reali-
sierung solcher Bauelemente beschdftigen, sondern mit
ihrer Funktionsweise in zusammengesetzten Schaltungen.
(Leser, die sich fiir den realen Aufbau aus RShren oder
Transistoren interessieren, seien auf das Buch [1 ] ver-
wiesen.)

In dem Artikel "Einfiihrung in die Schaltalgebra" in
"Wurzel" 9/10/70 hatten wir eine Relaiskontaktschaltung
fiir eine Wechselschaltung mit drei Schaltern konstruiert.
Wir wollen uns nun die Aufgabe stellen, eine solche
Schaltung aus logischen Bauelementen zu entwerfen. Dazu
miissen wir natiirlich erst einmal wissen, welche Bauele-
mente wir zur Verfligung haben.

Handelsiiblich sind Bauelemente, die die drei Wahrheits-
wertfunktionen non, et und vel realisieren. (Leser, die
die "Wurzel" 9/10/70 nicht zur Verfiigung haben, kdnnen
sich iiber Grundbegriffe aus der Logik z. B. in |1],

[2], [3] informieren.)

2. Logische Bauelemente

Das Bauelement, welches die Wahrheitswertfunktion
"non" realisiert, hat genau einen Eingang (die Funktion
"non" héngt von genau einer Varisblen ab) und einen Aus-
gang (Eindeutigkeit der Wahrheitswertfunktion). Wir stel-~
len dieses "Negationselement" durch ein Kdstchen mit
einer Eingangs- und einer Ausgangsleitung dar und kenn-
zeichnen es durch ein "N". Wir wollen
[:j welter vereinbaren, daB wir die Ein-
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3.

und Ausgénge (die ja bei der Wahrheitswertfunktion "non"
W oder F (wahr oder falsch) sind) hier durch O oder 1
bezeichnen. Dann "negiert" also das Element N eine O am
Eingang zu 1 am Ausgang und eine 1 am Eingang zu O am

Ausgang. 0 A
1 0

Eine Bemerkung fiir die Praktiker unter Ihnen:

Wenn wir hier von O oder 1 am Ein- oder Ausgang reden, so
ist das natiirlich auch wieder eine abstrakte Darstellung.
Man kann sich {0,1} etwa stellvertretend fiir Spannungen
vorstellen, die einen vorgegebenen Wert unter- (0) oder
iiberschreiten (1). Das Element N selbst kénnte dann eine
Triode sein (Eingang: negative Gitterspannung; Ausgang:
Anodenspannung).

2.] Ein weiteres Bauelement sei das Element "E", ein Ele-

ment, welches die Wahrheitswertfunktion "et" realisiert,
welches also zwei Eingédnge und einen Ausgang hat (wieder
belegbar jeweils durch O oder 1). Am Aus-

gang dieses Elements erscheint also genau
dann 1, wenn beide Eingéinge mit 1 belegt
sind.

3,] Als ein letztes Bauelement nehmen wir das Element "V"

(von "vel") auf, das die Funktion "vel" realisiert. Am
Ausgang dieses Elements erscheint dann

ll 0, wenn beide Eingénge mit O belegt sind,
v also 1, wenn wenigstens an einem Eingang
_1 1 liegt.

Schaltungen aus logischen Bauelementen

Unter Beachtung bestimmter Regeln und unter Hinzunahme ge-
wisser Voraussetzungen konnen wir nun diese Elemente zu
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Schaltungen verkniipfen. Stellen wir uns vor, wir hdtten
zwel Bauelemente N und E auf die untenstehende Weise
verschaltet.

Falls der Impuls eq (kann O oder 1 sein) eine nicht zu
vernachléssigende Zeit braucht, um in N umgeformt zu
werden, e, und e, aber gleichzeitig kurzzeitig anlangen,
so konnte es passieren, daB die beiden Eingénge fiir E
nicht gleichzeitig eintreffen. Das wollen wir, um Kompli-
kationen zu vermeiden, ausschlieBen. Wir legen also fest,
daB N, E und V "verzdgerungsfrei" arbeiten, das heiBt,
daB die Zeit fiir die "Abarbeitung" von Eingidngen in den
Bauelementen zu vernachléssigen ist.

Des weiteren wollen wir Riickkopplungen ausschliefen. Um
sich vom Sinn dieser Forderung zu iberzeugen, betrachte
man zZ. B. die folgende Schaltung:

Als drittes legen wir fest, daB hdchstens Abzweigungen,
aber keine Zusammenfiihrung von Leitungen gestattet ist.
Was wirde wohl sonst am Ausgang der folgenden Schaltung
erscheinen?
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Wir wollen uns nun ilberlegen, was solche Schaltungen
leisten und wie zu einem gegebenen Problem eine Schaltung
konstruiert werden kann, falls es iliberhaupt ldsbar mit
diesen Mitteln ist. Dabei werden wir gleichzeitig erken-
nen, zu welcher Klasse von Problemen es solche logischen
Schaltungen gibt.

Betrachten wir das Beispiel (1):

Schaltung (1)

Un 2zu erkennen, was diese Schaltung leistet, konnten wir
alle moglichen Belegungen der drei Einginge eqs €, und
ez mit O und 1 durchpriifen und den zugehdrigen Ausgang
errechnen. Dazu notieren wir hinter jedem Element die
entsprechenden Werte, also z. B. fir die Eingénge.

eq = o, e, = 0, e3 = 02

040 e,,f.? 830
[~] [#]
4 E 1

| 4

1._




Zunadchst ist klar, daB jede solcher Schaltungen eine
BOOLE'sche Funktlon realisiert (also eine eindeutige
Abbildung von )<'{0 1} in {0,1}, vergl. "Wurzel" 9/10/70,
Seite 139).

Um zu erfahren, welche BOOLE'sche Funktion in Beispiel (1)
realisiert wird, kdnnten wir den Ausgang a fiir alle mog-
lichen Belegungen der drei Eingiinge mit O oder 1 priifen
(wie wir wissen, gibt es 25 = 8 verschiedene Belegungen).
Die Ergebnisse konnen wir tabellarisch festhalten:

91 62 63 a
0 0 0 1
G 0 1 0
0 1 0 1
0 1 1 0
1 0 0 0
1 0 1 0
1 1 0 1
1 1 1 0

Dieses Verfahren ist natirlich etwas aufwendig. Wir uberle-
gen uns also, daB wir ja aus der Schaltung direkt einen
logischen Ausdruck, der die Schaltung beschreibt, ablecen
konnen. Dazu bezeichnen wir die einzelnen "Leitungen" mit
HilfsgroBen Xqs X3y Xzy X,

= e, o
N E I'AII
x, X,
[v]
x, X,
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Damit erkennen wir:

a =
x1=
xen
X5=

X, =

et(x,,%,)
vel(x3,x4)

non(e3)
non(eq)
et(e1,32)

Einsetzen ergibt

a =

et(vel(non(eq),et(e1,ea)), non(ea)) .

Zu diesem logischen Ausdruck konnen wir die Tabelle so-

fort ausrechnen:

AL non(eﬂﬂet(eq,eg)*vel(non(e1),et(e4,e2) non(e3) a
oloo] 1 0 1 1 |1
0[O0 |1 1 0 1 0 0
ol1jofl 1 0 1 1 |1
o1 1|l 4 0 1 o |oO
110 |0 0] 0] 0 1 0
110 1 0 0 0 0 0
1711 |O 0 1 1 1 1
111 |1 0 1 1 0 0]

Wie konnen wir nun zu einer beliebigen BOOLE'schen Funk-
tion, dargestellt durch ihre Tabelle, ein logisches Netz

konstruieren, welches gerade die vorgegebene BOOLE'sche
Funktion realisiert ?

Wir betrachten die Tabelle

91 92 95 a
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 1
0 1 1 0
1 0 0 C
1 0 1 0
1 1 0 1
1 1 1 0

und erkennen:
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1, Wenn e, = 0, so stimmt a (ohne Beachtung von e2) mit

non(e3) iiberein, oder mit anderen Worten:
wenn e4 = O, so ist & =1 genau dann, wenn Oy, 0.

2. Wenn e, = 1, s0 ist a = 1 genau dann, wenn e, = 1 und
95=00

Daraus folgt :
a= 1 genau dann, wenn
(e1 = 0 und ez = 0) oder (e1 = 1 und (32 = 1 und ez = 0)).

Aus dieser Beschreibung der Tabelle miissen wir nun einen
logischen Ausdruck gewinnen. Dazu gehen wir (rein formal)
von e; = 1 zu e; und von eg = O zu non(ei) iiber und
schreiben an Stelle von "x und y" (bzw. "x oder y") et(x,y)
(bzw. vel(x,¥y)).

Dann erhalten wir:
a= vel(et(non(e1),non(es)),et(e1,et(e2,non(e3)))).

Dazu konnen wir aber nun leicht eine Schaltung konstru-
ieren:
Dem Teilausdruck et(non(eq),non(ea)) entspricht die

Schaltung e, a

dem Teilausdruck et(e1,et(e2,non(93))) die Schaltung

€, ez l €,

N
]

3
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dem Gesamtausdruck also die Schaltung
e, e, e,

q
Schaltung (2)

Nun sehen wir, daB diese Schaltung (2) sich von der
Schaltung aus Beispiel (1) unterscheidet, obwohl beide
die gleiche BOOLE'sche Funktion realisieren; das ist
aber nicht verwunderlich, denn es gibt ja verschiedene
Moglichkeiten, die die BOOLE'sche Funktion definierende
Tabelle in einem logischen Ausdruck zu beschreiben.

Losen wir nun endlich unsere eingangs gestellte Aufgabe
und betrachten unsere Wechselschaltung fur drei Schalter.
Die Tabelle (vergl. "Wurzel" 9/10/70, Seite 144) ist

2 eaﬂa

@
N
®

SAMA0000
SA00 2200
QAO0A0A0Q0
SO0 20230
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Wir suchen also

1. einen logischen Ausdruck, dessen Wahrheitswerttabelle
gerade die vorgegebene ist, und

2. zu diesem logischen Ausdruck die Schaltung.

Aus der Tabelle lesen wir ab:
a = 1 genau dann, wenn
(e1 = 0 und e 0 und ez = 1)
oder(e1 = 0 und e, 1 und ez 0)
oder(eq = 1 und e, = 0 und 93 = 0)
oder(61 = 1 und e, = 1 und B = 1)

]
]

daraus folgt:
a= vel{vel [et (non(e,l),et (non(e Yy e3>> ’
et {non(e,),et <e ,non(e »1,
vel [et <e,|,et(non(e2) non(e3)>> ,et £ eq,et(e2,e3))]}

(Die verschiedenen Klammern wurden zur besseren Unterschei-
dung gesetzt.)

Dieser Ausdruck ist allerdings recht lang und uniibersicht-
lich. Ungeachtet dessen konnten wir dazu sofort die Schal=-
tung aufmalen.
Wir werden jedoch versuchen, aus der Tabelle einen ein-
facheren Ausdruck abzulesen, z. B.
a = ‘1 genau dann, wenn

|_e1 = 0 und (32 = 1 oder ez = 1) und nicht

(e2 = 1 und ez = 1 ] oder
[e1 = 1 und ((e2 = 0 und ez = 0) oder (82 = 1 und
95 = 1))]

Der zugehorige logische Ausdruck wére dann
a = vel[et(non(e1),et(vel(ea,eB),non(et(ee,e3)))),
et(e1,vel(et,(non(ea),non(e;)),et(ea,eE)))]
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Das zugehtrige Netz:
e e, €3

(4] M [ N O

Zum AbschluB dieser kleinen Betrachtung méchten wir unse-

ren Lesern noch eine Anregung geben:

1. Gesucht ist eine Schaltung flir ein Gerét, welches
vierstellige Dualzahlen addiert und welches aus logischen
Bauelementen zusammengeschaltet werden soll.

(Hinweis: Beim Aufstellen der Tabelle beachte man den
Ubertrag!)

2. Gesucht ist ein Gerdt, welches Ziffern in vierstellige
Dualzahlen (Tetradendarstellung) umformt (codiert),

d.h. es gilt die folgende Zuordnung:

Ziffer Tetradendarstellung (die einzelnen Stellen
0 0000 haben die Bedeutung

> .1
1 0001 27y 255 2'5 BYY
2 0010
3 0011
4 0100
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5 0101
e 0110
7 0111
8 1000
9 1001

(Man stelle sich z. B. ein Gerdt mit einem Tastensatz
mit den Tasten 0,1,...,9 vor, welches vier Ausginge
(die vier Stellen der entsprechenden Dualzahl) besitzt.)

\N
)

Gesucht ist ein Decoder, der also Dualzahlen wieder
in Ziffern umwandelt!

¥

Durch Zusammenschaltung der Gerdte 1.,2.,3. (eventuell
mehrstellig ausgelegt) erhdlt man eine kleine Addier-
maschine.

(Man beachte, daB man beim Addieren vierstelliger
Dualzahlen nicht immer eine vierstellige Dualzahl er-
hdlt, daB man also, um wieder zur Tetradendarstellung
zu gelangen, ein weiteres Gerdt konstruieren muRB, )

Klaus Fischer
Wissenschafilicher Assistent

Bereich Kybernetik der Sektion Mathematik
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[1] Kobrinski/Trachtenbrot:
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Berlin 67, Kapitel III.

[2] M. Hasse:
"Grundbegriffe der Mengenlehre und Logik"
Leipzig 67

[3] Segeth:
"Elementare Logik"
Berlin 66
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Preisaufgaben (Serie 9/10/71)

(C 37) Man bestimme alle zweistelligen Zahlen z, deren Quer-
summe mit den Quersummen der Zahlen 2z, 52, 4Z,...,92
libereinstimmt.

(C 38) Man zeige, daB fir reelle Zahlen aqjass«..sa, stets
gilt: Aus aqtastecata, = O folgt

aqa2+aqaa+...a1an+aaa§+a2a4+...+a2an+...+an?1an < O.

(C 39) Gegeben seien drei Punkte A, B, C auf einer Geraden
und ein Punkt O auBerhalb von ihr, 0,1,02,05 seien
die Umkreismittelpunkte der Dreiecke AARBO, AACO und
ABCO. Man beweise, daB die Punkte 0, O, 02, O3 auf
einem Kreis liegen.

(C 40) Auf einem beliebigen Feld Q eines unendlichen Schach-
brettes stehe ein "n-Springer", d.h. eine Figur,

deren Zug aus einer Bewegung um n Felder auf der
Horizontalen und ein Feld auf der Vertikalen (oder
umgekehrt) besteht.

Fiir welche n kann der '"n-Springer" von Q aus jedes
gegebene Feld erreichen und fiir welche n ist dac nicht
méglich?

ecorom—

Man konstruiere eine Schaltung, die Grundlage fiir

(C 41)
| das in Aufgabe 2 auf Seite 140 beschriebene Gerit
ist.

(C 42) Man gebe alle natiirlichen Zahlen an, die, mit
I 999 999 999 multipliziert, ein Produkt ergeben, daB

ausschlieBlich aus Einsen besteht.!

Fir jeden vollsténdigen Losungsweg einer Preisaufgabe erhdlt
der Einsender einen Wertpunkt. Fiir zehn Wertpunkte erhdlt der
Einsender ein Buch. Sollten pro Monat mehr als drei Einsen-
der zehn Wertpunkte haben, entscheidet das Los (unter Aus-

142



schluBl des Rechtsweges).

Falls ein Besitzer von zehn Wertpunkten nicht unter die Ge-
winner f&llt, nimmt er automatisch an der néchsten Auslosung
teil. Die LOsungen sind bis zum 10. des folgenden Monats
(Datum des Poststempels) unter dem Kennwort "Wurzel-Preis-
aufgaben" an unsere Adresse einzuschicken.

Wir weisen darauf hin, daB alle uns eingesandten Losungs-
bzw. Aufgabenblédtter mit dem Namen des Einsenders, seiner
Adresse und der von ihm besuchten Schule versehen sein miis—-
sen. Einsendungen, bei denen diese Angaven fehlen, kdnnen
nicht beriicksichtigt werden.

Wir bitten unsere Leser, jede Losung auf einem gesonderten
Blatt einzuschicken.

Ein Mitarbeiter unseres Jugendobjekts, Werner Nagel,
Student im 2. Studienjahr, berichtet fiir uns wvom

& FDJ-Studentensommer, Jena-Minsk ‘71

Vier Wochen Arbeit, zwel Wochen Erholung - sechs Wochen
lang téglich neue Eindriicke, sechs Wochen lang Erlebnis der
bjelorussischen Gastfreundschaft, sechstausend Kilometer
unterwegs - das war unser Aufenthalt in der Sowjetunion.

Die FDJ-Studentenbrigade der Friedrich-Schiller-Universitét,
die haupts&chlich aus Studenten unserer Sektion Mathematik
bestand, fuhr Anfang Juli in Richtung Minsk ab. Die Stim-
mung war mindestens so gut,wie die Koffer und Taschen schwer
waren.

Kaum in der Hauptstadt BjeloruBlands angekommen, begann unser
unfangreiches Programm: BegriiBung, Friihstiick, Empfang und
Rundgang durch die Universitét, Mittagessen, Stadtfiihrung.
Beeindruckend ist in Minsk die groBzligige Anlage des Stra-
Bensystems und des gesamten Stadtbildes. Der Leninprospekt,
die Magistrale der Hauptstadt, auf der der Verkehr sechs-—
spurig flieBt, ist elf km lang. Das riesige Regierungsge-
b&ude, die Universitédt, das Kaufhaus GUM, der Zirkus, der
Platz des Sieges mit einem monumentalen Denkmal, die Techni-
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sche Hochschule sind die wichtigsten Stationen an diesem
Prospekt. Dazwischen immer wieder Parks und Griinanlagen. Wir
sahen auch das Haus, in dem der erste Parteitag der KP
BjeloruBlands stattfand. Bei der Besichtigung der "Ausstel-
lung der Erfolge der bjelorussischen Wirtschaft" bekamen
wir einen Uberblick iiber die Rohstoffgewinnung (Erdsl, Kali),
die Landwirtschaft und die Industrie dieser Sowjetrepublik,
Wer nach dem noch nicht v6llig erschépft war, bummelte
abends noch durch Minsk. Bereits an diesem ersten Tag schlos-
sen wir Bekanntschaften mit sowjetischen Jugendlichen, was
durch das noch stockende Ausprobieren der russischen Sprache
zwar behindert, durch den ersten Wodka jedoch befliigelt
wurde.

Am néchsten Tag fuhren wir per Bus 150 km in Richtung Siiden
nach Saligorsk - die Stadt der drei groBen Kalikombinate.
Ehe vor 13 Jahren mit dem Bau dieses Ortes begonnen wurde,
war hier nichts als Steppe. Und fast genauso jung wie die
Héuser sind die meisten ihrer Einwohner. So fiel es uns

auch gar nicht schwer, mit vielen Menschen Kontaekt zu fin-
den. Bei den allabendlichen Tanzveranstaltungen und bei den
Veranstaltungen im Kulturpalast der Stadt fanden wir schnell
Freunde und muBten sehr viele Fragen beantworten. Oft haben
wir uns dariiber ge&irgert, nicht besser Russisch zu beherr-
schen, weil uns dadurch einiges Interessante entgangen ist.

Zur Arbeit wurden wir téglich 25 km mit dem Bus gefahren.
Wir hatten ein Riibensilo zu betonieren und einen Kuhstall
zu bauen. Die Arbeit war - besonders durch die groBe Hitze
und Trockenheit bedingt — nicht immer leicht., Da fast iiber—
all in der Sowjetunion gebaut wird und im Sommer die Ernte
auch noch groBle Konzentration erfordert, gab es hin und
wieder Schwierigkeiten mit der Werkzeugbeschaffung und der
Arbeitsorganisation. Aber es gelang uns immer wieder, ge-
meinsam mit der Komsomolgruppe, mit der wir zusammenarbei-
teten, diese Méngel zu iiberwinden und die Arbeit mit guter
Qualitédt und Normerfiillung durchzufiihren.

An einem Wochenende besuchten wir einen Kolchos, wo nach

144



einem FuBballspiel ein groBes Festessen und ~trinken statt-
fand; an einem anderen Sonntag fuhren wir in den Kurort
Neswisch im Silidwesten BjeloruBlands. Ein Erlebnis fiir uns
alle war die Einfahrt in einen 420 m tiefen Schacht des
Kalibergwerkes.

Nach der vierwdchigen Arbeitszeit reisten wir um einige

100 Abzeichen erleichtert, mit Geschenken beladen und um
wertvolle Erfahrungen relcher wieder ab. Fiir viele war es
kein leichter Abschied von den Freunden, die wir dort ge-
funden hatten. Aber wir sahen auch mit Freude der Erholungs-
zeit entgegen, in der wir - nach kurzem Zwischenaufenthalt
in Minsk - zuerst nach Riga flogen. Die Hauptstadt der
lettischen Sowjetrepublik ist reich an Baudenkm&lern, und
es fiel uns nicht leicht, in den wenigen Tagen unseres
Aufenthalts wenigstens einen Uberblick zu bekommen., Einen
sehr starken Eindruck hinterlieB bei uns das Mahnmal eines
ehemaligen deutschen Konzentrationslagers, das von sowje-
tischen Architekten sehr wirkungsvoll gestaltet wurde.
Schon nach viel zu kurzer Zeit verlieBen wir Riga wieder in
Richtung Siiden und hatten Gelegenheit, ein paar Stunden die
alte Hauptstadt Litauens - Vilnjus - zu besichtigen. Wir
waren damit auf unserer Reise bereits in der dritten Sowjet-
republik. Das heiBt, wir horten wieder eine andere Sprache,
erlebten ein anderes Volk, eine andere Atmosphédre, Es ist
sehr interessant, die unterschiedlichen Vélker, ihre Sitten
und Gebr&uche kennenzulernen und dabei zu wissen, daB sie
unter der Sowjetmacht einen gemeinsamen Weg gehen.

Im Erholungszentrum der Minsker Universitét am Narotschsee
konnten wir uns dann fast eine Woche lang wunderbar erholen
und beginnen, unsere Reiseimpressionen zu ordnen. Und auch
hier gab es viele perstnliche Begegnungen mit sowjetischen
Studenten bei Sport, Diskussionen, Gesprédchen, Erholung.
Leider muBten wir auch von dem See bald Abschied nehmen:
die letzte Etappe unserer Reise begann. Unweit von Minsk
befinden sich das Denkmal der groBen Kesselschlacht bei
Minsk, bei der die deutsche Armee im II. Weltkrieg eine
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Niederlage erlitt, und die Denkmalsanlage des Partisanendorfes
Chatyn, das von den Faschisten vdllig zerstdort wurde. An die-
sen historischen Stédtten erhielten wir einen Eindruck vom
Leid, das die bjelorussiche Bevdlkerung im Krieg zu ertra-
gen hatte,und von dem Heldenmut und Kampfesgeist dieses
Volkes. Die intensive Traditionspflege ist ein wichtiger Be-
standteil der Erziehung der sowjetischen Jugend.

Deralles krdnende AbschluB unseres Aufenthalts war ein sehr
groBziigiges Bankett im Minsker Intourist-Hotel. An einer mit
Friichten, Wodka,Sekt, Kaviar und anderen sowjetischen Spe-
zialitédten beladenen Tafel wurde Abschied genommen. Immer
wieder wurden Toasts auf die Freundschaft, die Zusammenarbeit
in Vergangenheit und Zukunft ausgesprochen.

Unser Besuch in der Sowjetunion bewirkte bei wvielen Teilneh-
mern ein wichtiges Stilick Persdnlichkeitsentwicklung. Wir hat-
ten die Moglichkeit, uns in einem relativ langen Zeitraum
mit dem Leben und der Arbeit der sowjetischen Menschen be-
kannt zu machen.

So war fir uns die Mitarbeit eine sehr wertvolle und nitzli-
che Sache. Wenn ich persdnlich bis jetzt auch noch nicht

alle Eindriicke verarbeiten konnte, so empfehle ich doch je-
dem, in die Sowjetunion zu reisen ~ es lohnt sich bestimmt!

Terminverschiebung

Leid=sr war es uns nicht moglich, das fiir ~eptember geplante
Sonderheft (siehe Nr.6/71) iiber das Berufsbild eines Diplom-
mathematikers rechtzeitig herauszugeben. Auf Grund einer
Uberarbeitung des Manuskripts an unserer Sektion verzogert
sich der Druck bis Ende des Jahres. Leser, die das Sonderheft
bestellt haben, erhalten es sofort nach Fertigstellung.
Nachbestellungen sind noch moglich.

Die Redaktion



Neu in der ,Wurzel~: EIGENAUFGABEN
w

Nachfolgend verdoffentlichen wir eine Zuschrift von Studien-
rat H. J. Kerber, dem Leiter des Bezirksklubs Junger Mathe-
matiker Neubrandenburg. Darin greift er eine von uns schon
vor lédngerer Zeit unterbreitete Idee auf, in der wir die
Zusendung von Eigenaufgaben anregten. In dem Brief heiBt es
unter anderem:

"Eine wichtige Seite bei der Herausbildung allseitig ent-
wickelter sozialistischer Schiilerpersdnlichkeiten ist die
Erziehung zum selbsténdig-schopferischen Arbeiten. Sicher
miissen viele mathematische Probleme, speziell wie sie auf
den Olympiaden gestellt werden, im hohen Grade selbsténdig-
schopferisch bearbeitet werden. Kenntnisse und Fertigkeiten
sind notwendige Voraussetzungen zum Losen der Probleme.
Ideenreichtum entwickelt sich aber erst, wenn man mit seinen
Kenntnissen und Fertigkeiten bewuBt nach eigenen Wegen sucht.

Von diesen Gedanken geleitet, beauftragte das Bezirks-
komitee fiir Mathematikolympiaden des Bezirkes Neubrandenburg
alle Teilnehmer von Bezirksmathematikolympiaden und zentra-
len Mathematiklehrgéingen, sich mit speziellen mathematischen
Problemen eingehend zu beschéftigen und - wie aus den Auf-
gaben von Mathematikolympiaden bekannt - nach neuen Proble-

men, S&tzen, Aussagen zu suchen, sie aufzustellen und zu
16sen.

Diese Auftrage sind den Jungen Mathematikern des Bezirkes
Neubrandenburg unter dem Begriff "Eigenaufgaben" bekannt,
Im Laufe von 2zwel Jahren wurden bisher fast 200 Eigenauf-
gaben von Schiilern der Klassen 6 bis 12 eingesandt, von
denen ca. 100 mit gut bzw. sehr gut bewertet werden konnten.

Wer einmal die"Entdecker-oder Erfinderfreude" erlebt
hat, wird immer wieder Zeit finden, um nach neuen Eigenaufga
ben zu suchen. Es ist offensichtlich, daB diese Art der
Selbstbeschdftigung auch fiir den Verfasser von groBem Nutzen
ist.
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In"Wurzel™ 1/68,Seite 2 heiBt es in einem redaktionellen
Artikel: "Wir sind ... fiir Einsendungen von interessanten
Aufgaben (zur evtl. Verdffentlichung) ... sehr
dankbar." ,
und in 1/70 wird mitgeteilt, daB fiir eingesandte Aufgaben
(wenn sie in der "Wurzel" als Preisaufgaben versffentlicht
werden) Wertpunkte vergeben werden. Ich mdchte an dieser
Stelle alle Wurzel-Leser auffordern, Eigenaufgaben zu er-
arbeiten und einzusenden,und ich bin iiberzeugt, daB die
Verfasser Freude daran finden werden. Es wédre doch erfreu-
lich, wenn sich die Wurzel-Redaktion veranlaBt fiihlen miiB-
te, auf Grund der zahlreichen Zusendungen eigens eine Eigen-
aufgabenseite einzurichten. Der Nutzen ldge nicht nur beil
Redaktion und Leser."

Wir schlieBen uns dieser Aufforderung an und vertffentlichen
in diesem Heft erstmals drei Einsendungen Neubrandenburger
Schiiler mit der Hoffnung, daB uns bald noch mehr solcher
Aufgaben erreichen. Jede Eigenaufgabe (die uns mit Losung
zugesandt werden muB), die in der "Wurzel" erscheint, wird
mit einem Punkt bewertet, der zu den Wertpunkten der Preis-
aufgaben hinzukommt.

Falls diese Form der selbsttédtigen schdpferischen Arbeit
Anklang findet, werden in Zukunft regelm&dBig Eigenaufgaben
erscheinen. Eventuell werden wir Eigenaufgaben als Preis-
aufgaben stellen (an deren Ldsung sich der Einsender dann
natiirlich nicht beteiligen kann).

Und hier die von uns susgewdhlten Eigenaufgaben, bel deren
HLﬁsung wir viel Erfolg wiinschen:

(E 1) Martin Sprossman, EOS Prenzlau, Klasse 10

Jede natiirliche Zahl n (n = 1000) kann durch 10002 + b
(a,b natiirliche Zahlen, a > 0, O s b £ 999) ausge-
driickt werden.

Fiir welche natiirliche Zahl 8 gilt

o -?{1000a+b' ?

]
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(E 2)

ﬁ

F1 sel der Schnittpunkt von ¢ mit s

Jirgen RoBmann, OS 5, Neubrandenburg, Klasse 10

A

Es sei ABC ein beliebiges spitzwinkliges, nicht
gleichschenkliges Dreieck. D1 sel der FuBlpunkt von
h,, D, der FuBpunkt wvon ha und D3 der FuBpunkt der
Hdhe bb‘ Weiter seil E1 der Schnittpunkt von c mit Wos
E2 der Schnittpunkt von a mit L und E3 der Schnitt-
punkt von b mit Wi

punkt von a mit 8, und F5 der Schnittpunkt von b mit
Sb.
Man beweise, daf, wenn D4E, = x4y DyBE, - X, und

stets gilt:
2

xq-xaoxé U
Jq°9> ‘9'3 T

(Wobei U der Umfang des Dreiecks und r der Umkreis-
radius ist.)

Peter Wegner, EOS Neubrandenburg, Klasse 9
Im Dreieck ABC (Skizze siehe néichste Seite!) seien

die parallelen Tangenten KL, MN, OP zu AB, BC bzw. AC
an den Inkreis des Dreiecks gezeichnet. Es entsteht
das Tangentensechseck KLMNOP.

a) Man beweise, daB im Tangentensechseck KIMNOP die

gegeniiberliegenden Winkel gleich groB sind!

149



b) Man berechne die sechs Seiten des Sechsecks, wenn
die Dreieckseiten gegehen sind!

N 0 B

A
|Sommerpreisaufgaben 1971 |

Durch das warme Wetter bedingt, erhielten wir nicht allzuviele
Losungen unserer kleinen Sommerknobelei aus Heft 7/8/71.

Als Erschwernis hatten wir bei der dritten Aufgabe noch eini-
ge Rechenzeéichen "vergessen", die aber von den meisten rich-
tig eingesetzt wurden. Im Prinzip wurden alle Aufgaben rich-
tig geldst, lediglich die Drehung der 96 um 180° und der

Bau der Mauer entlang des Aquators bereiteten Schwierigkeiten.
Aber die riesige Menge Baumaterial dafiir von einem anderen
Planeten zu holen, ist in absehbarer Zeit trotz der Erfolge
der Raumfahrt unmdglich, so daB die Masse der Erde noch eini-
ge Zeit konstant bleibt.

Aus den uns eingegangenen Losungen zog unser Loser vom Dienst
unter AusschluB des Rechtsweges die folgenden drei Gewinner,
die sicher bereits ihr Buch erhalten haben:

Norbert Samland 205 Teterow

Rita SproBmann 2131 Damme GEWINNER

Riidiger Nitzmann 2031 Trittelwitz
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Das Mathematik - Spezialistenlager 1971

In der Zeit vom 5. 7. - 16. 7. 1971 fand das Mathematik -
Spezialistenlager des Bezirkes Gera wie bereits im vorigen
Jahr in Lobenstein statt. Es nahmen Schiiler der Jjetzigen
8., - 12. Klassen teil, die wiederum von Assistenten und
Studenten unserer Sektion betreut wurden. Die Schiiler der
8. Klasse wurden unterrichtet in Mengenlehre, Elementargeo-—
metrie und "unterhaltsamer" Mathematik. Sie lernten im.
Fach Mengenlehre den Begriff einer Menge, die grundsédtzli-
chen Operationen sowie Grundbegriffe der Relationen kennen.
Im Fach Elementargeometrie wurden einfache Konstruktions-
aufgaben behandelt und geometrische Satze bewiesen, wéhrend
im Fach "unterhaltsame" Mathematik Knobelaufgaben oder

die verschiedensten der Praxis entnommenen Aufgaben nach
ihrem mathematischen Hintergrund untersucht wurden.

In der 9. und 10. Klasse wurden Zahlentheorie und Kombina-
torik behandelt, selbstverstédndlich in der 10. Klasse mit
groBerem Schwierigkeitsgrad, weiterhin wurde die 9. Klasse
unterrichtet in Gruppentheorie und die 10. Klasse horte
etwas liber lineare Gleichungssysteme.

Die 11. Klasse beschédftigte sich mit Kybernetik, Verbands-
theorie und Numerik, wdhrend die 12. Klasse Hohere Analysis,
Wahrscheinlichkeitsrechnung und endliche affine und pro-
jektive Ebenen kennenlernte. AuBerdem wurde in Jjeder Klas-
senstufe noch ein Aufgabentraining durchgefihrt; die Schii-
ler beschdftigten sich dabei mit Olympiadeaufgaben und er-
hielten Hinweise fiir die Losung von Aufgaben &hnlichen Typs.

Die abschlieBende Lagerolympiade, in der Aufgaben iliber alle
unterrichteten Fécher gestellt wurden, bestdtigte, dall sich
fast alle Schiiler sehr intensiv mit dem behandelten Stoff
auseinandersetzten.

Wéhrend der Lagerzeit beschdftigte man sich aber nicht nur
mit Mathematik. Die sehr hohen Lufttemperaturen im Verlaufe
dieser zwdlf Tage waren oftmals nur im Waldbad zu ertragen,
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das sehr hdufig besucht wurde.

Einen HOhepunkt stellte das Pressefest der "Volkswacht" dar.
In zahlreichen Veranstaltungen wirkten namhafte Kiinstler

aus Funk und Fernsehen mit. Ein groBes Feuerwerk bildete

den AbschluBl dieses Pressefestes. Natiirlich hatten die Schii-
ler an diesen drei Tagen einen verléngerten Ausgang.

Aber nicht nur das Pressefest, auch die iibrigen Veranstal-
tungen bildeten Hohepunkte des Lagerlebens: ein Vortrag von
Studienrat Lehmann iiber die Entstehung der "alpha'" und die
Arbeit mit ihr; die Besichtigung des FeinguBwerkes in Loben-
stein, bei der wir interessante Einzelheiten der Herstellung
eines GuBstiickes erfuhren; ein Sportfest mit abschlieBlendem
FuBballspiel einer Schiilerauswahl gegen die Betreuer; eine
Wanderung nach Wurzbach,verbunden mit einem Badbesuch; ein
Lichtbildervortrag iliber Krakow und Zakopane und natiirlich
das AbschluBfest mit Rostwurst, Bier und Limonade. Neben
vielen Einlagen, die das Lagerleben betrafen, gab es bei
Spielen und Quizveranstaltungen viele Preise zu gewinnen.
AuBerdem erhielten die Gewinner des Sportfestes und die Ge-
winner der Lagerolympiade wertvolle Biicherpreise. Dieser
Abend bildete einen wiirdigen AbschluB8 fiir unser Spezialisten-
lager, das sowohl auf mathematischem wie auch auf kulturel-
lem Gebiet ein Erfolg war und eine Bereicherung der Ferien
der teilnehmenden Schiiler bildete. '

Wolfgang Freybote
4. Studienjahr, Leiter der Arbeitsgruppe

Mathematiklager im Jugendobjekt




Losungen

(C 24)|Die Aufgabe 18Bt sich mit Hilfe der Methode der
vollsténdigen Induktion 16sen, wenn man durch syste-
matisches Probieren

L 1
— o™ L= mr

vermutet. Andererseits gilt:

1-1 2=1 -1 -1
Sp = AT + 5T + $1 +eeor B0

SR PR PN Y TP . IR
. +2' + 5 +ooet o AT + 2T + 3T +e- ot ET)
-1+(;1]T+1?!'+o-+tﬂ:|7!')-(4'r+%!‘+.-. +-§T
=1 + (%T + %T—+...+ TE:%TT) -

C 28)])Beate Hardenacke, Richard-Wossidlo-EOS, Waren

Jedes Glied einer arithmetischen Folge 1dBt sich in
der Form

h ax=a,|+(x—“l)d

darstellen.
Damit ist a, = aq + (p-1)d = q

und &, = a4 + (g=1)d =p .,

Dann gilt B, = 8, = (p-1)d - (g=1)d = g~p
=Pd—-d—qd+d=q-p
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d(p-q) = (g-p)

fjund man erhilt a=-§—:—-§=-1 o

Alsc gilt
a, =84 + (n-1)4 = a4 - (n-1) .

Fir a, ergibt sich
aq + (p~1)(-1) = q

]
o

aq =P + 1
a4 =q+p-~-1

jund. daraus erhidlt man fiir a,

a,=p+q-1-=(n-1)

& = p+g - 1=n+ 1

8, =P +q-n

E C 30)| Sabine Schlorff, EO0S Clara-Zetkin, Neustrelitz

L A ABC sei das gegebene Dreieck 4b und ¢ die gegebenen
Seiten und o der Winkel 9 CAB.
Fiir jedes Dreieck gilt die Formei

A= % besin g

A _ sin g
oder bc = 2

Wegen der Voraussetzung A = % be gilt

sin g
2

ulE o

oder sing




Dann gilt fiir den cos o wegen sin2x + coszx =1

cosem = 1 - sin2m

%

COS“=+E.

Aus den Werten b,c und cos o kann nach dem Kosinus-
satz die Seite a bestimmt werden:

a2 = b2 + c2 - 2bccos «

= b2 + o - 2ve(t 2).
Also a =yb° + c2 £ be 5

wobei das Pluszeichen fir « € (O, -’5)

und das Minuszeichen fiir o € (%,n )
gilt.

Bernd Zimdars, EOS Templin

Es gilt ABL CD wund AC X1 BD.

Daraus folgt, daB die Verléngerung von AC mit der
Strecke BD einen rechten Winkel bildet. Weiter bildet
die Verléngerung der Strecke CD mit AB einen rech-
ten Winkel. Die Schnittpunkte seien E und F. Dann
sind die Strecken DE und AF im Dreieck A ADB je eine
Hohe.

Da sich in jedem Dreieck die drei Hohen in einem
Punkt schneiden, ist der Hohenschnittpunkt durch
den Schnittpunkt zweier Hdhen schon bestimmt., Dann
muB aber der Punkt C Hohenschnittpunkt sein, und

die Verléngezgpg der Strecke BC steht senkrecht auf

der Strecke AD. A E B
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(C 34)

[—

Bernd Zaddach, 10.0berschule, Cottbus

Es ist klar, daB die Summe der beiden Angaben auf
einem Stein 999 ist. Es miissen also die letzten
Ziffern der beiden Zahlen die Summe 9 haben, sie
sind also stets verschieden voneinander. Die zwei
Ziffern, die auf den gesuchten Steinen stehen, sind
also a und b, wobei a + b = 9 igst (man kann g < b
voraussetzen). Die Ziffernfolgen der beiden Kilo-
metersteinangaben kénnen nun folgendermaB8en lauten:

aaa - bbb
aab - bba
aba - bab
abb - b aa
b aa - abbd
babd - aba
bba - aab
bbb - aaa

Da & < b gelten soll, kann a die Werte 0, 1, 2, 3, 4
annehmen. Es gibt alsé 5+8 = 40 Kilometersteine,
auf denen nur zwei Ziffern stehen.

|

]

Helmut RoBmann, POS V, Neubrandenburg

Es so0ll also gelten

k(n + 4) = ng + 8n + 15
n und k seien natiirliche Zahlen
k(n + 4 )= (n + 4)2 -1

1=(n+4)(n+4—k)

wegen n + 4 > 0 muB
n+ 4 =11 gsein.

Daraus folgt

n=-3
Das ist ein Widerspruch. Es gibt also keine
natiirliche Zahl n, fiir die n° + 8n + 15 teilbar
durch n + 4 ist.
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(C 36)| Frank Miiller , ABF Halle
D ¢ ¢

Die Siebenteilung des Winkels ¥ BAC, dessen MaR

70° betrigt, erfolgt folgendermaBen:

Man errichte in A auf AB die Senkrechte AD, halbiert
den Winkel ¥ CAD durch die Halbierende Ak, triégt
schlieBlich den Winkel ¥ CAE an AC in A fortlaufend
in Richtung AB ab. Die erhaltenen Strahlen

s; (i =1,2,...46) ergeben die geforderte Sieben-
teilung von 20°.

Beweis:

Nach Konstruktion ist

¥ BAD = 90°
¥ BAC = 70°
¥ cAD = 90° - 70° = 20° = 2. 3CAE
¥ (AC589)= 3 (84i85) =.co= 3 (sg34B)= ¥ CAE

¥ CAE = 10° = :;',-70".

In eigener Sache

Die Zusammenfassung der Nummern 9/71 und 10/71 zu einer
Doppelnummer erfolgte aus versandtechnischen Griinden, um
allen Schulen die Mdglichkeit der Sammelbestellung zu geben.

Harald Fischer

(Technischer Leiter)
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SED

PARYE\TAG
Auswertung des VIIl. Parteitages an unserer Sektion

Wenn hier uUber die Auswertung des VIII. Parteitages berichtet
wird, so heiBt das natiirlich nicht, daB dieses ungemein wich-
tige und notwendige Studium erst jetzt zu Beginn des neuen
Studienjahres , also runde zehn Wochen nach Beendigung des
Parteitages, beginnt. Zwar gab es auch bei uns genug Studen-
ten, die glaubten, wédhrend der Semesterferien "Urlaub von
der Politik" machen zu konnen, oder der Meinung waren, man
miisse erst die Priifungen abschlieBen, ehe man die Materia-
lien des VIII, Parteitages studieren kOnne. Aber mit solchen
Ansichten kann man sich natilirlich nicht einverstanden er-
' kl#ren. Man muB sich mit ihnen auseinandersetzen, und so wur-
den noch vor dem Parteitag entsprechende Diskussionen in
jeder Seminargruppe gefihrt, die zu der Einsicht verhelfen
sollten, daB das Studium der Dokumente und aktuelle Infor-
mation genauso zum Klassenauftrag des Studenten gehdren
wie beispielsweise eine gute Priifungsvorbereitung. Die
Ergebnisse dieser Diskussionen wurden als Programm formuliert
und an der Wandzeitung verdffentlicht.
Hier ein Beispiel dafiir: Die Seminargruppe Analysis III
schrieb unter anderem:

"...Unser Ziel ist es, beim Studium der Dokumente héchst-
mdogliche Effektivitat fiir unsere Gruppe und jeden einzelnen
zu erreichen. Deshalb werden von der FDJ-Gruppenleitung

fiir jeden konkrete, abrechenbare Aufgaben gestellt. In der
Mitgliederversammlung in der ersten Septemberwoche ziehen wir,
ausgehend von den erarbeiteten Analysen und Stellungnahmen
der einzelnen Gruppenmitglieder, Schluffolgerungen fir unsere
weitere Tétigkeit in der FDJ-Gruppe, insbesondere

- flir die Weiterfithrung und den erfolgreichen AbschlulBl

unseres Kampfes um den Titel "Sozialistisches Studenten-
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kollektiv der Friedrich-Schiller-Universit&t",

- fir die Einbeziehung eines jeden in das Gruppenleben
und die Entwicklung eines festen Klassenstandpunktes,

- fir die Weiterentwicklung des Wettbewerbes zwischen
den Gruppenmitgliedern um hdéchste Leistungen im
Studium.

Auf einer auBlerordentlichen FDJ-Versammlung am Donnerstag,
dem 17.Juni 1971, erfolgte bereits eine erste gemeinsame
Auswertung des Referats des Genossen Erich Honecker auf
dem VIII. Parteitag der SED." '

Es folgte eine Aufteilung der folgenden sechs Themen auf die
einzelnen Gruppenmitglieder, um ein effektives Studium der
Dokumente 2zu erreichen:

1. Die internationale Stellung der DDR und die weitere
Entwicklung unserer Republik,

2. Rolle und Bedeutung der III. Hochschulreform in den
nédchsten Jahren und die Aufgaben der Studenten bei
ihrer Verwirklichung,

3. Bedeutung des sozialistischen Wettbewerbs fiir die
Erhdhung der Leistungen jedes Mitglieds (Titelkampf),

4. Stellung und Aufgabe der FDJ bei der weiteren Ent-
wicklung des Sozialismus in der DDR,

5. Rolle und Bedeutung der Parteigruppen und -mitglieder
bei der Verbesserung der Studienleistungen und
~disziplin,

6. Verhdltnis von Arbeiterklasse, Partei und Intelligenz
sowie die Bedeutung der Ieranbildung sozialistischer
Hochschulabsolventen ,

In &hnlicher Form wurde in allen FDJ-Gruppen das Studium
der Parteidokumente im Priifungszeitraum und wihrend der
Ferien gesichert.

In der ersten Studienwoche des neuen Studienjahres, genauer
vom 6.9. bis 8.9.1971 wurde an unserer Sektion die so ge—-
schaffene Grundlage zur griindlichen gemeinsamen Durch-
arbeitung der Dokumente des VIII. Parteitages genutzt.

Zu jedem der folgenden zentral festgelegten Themen fand
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eine dreistiindige Vorlesung und seminargruppenweise ein
ebensolanges Seminar statt:

1. Die Haupitendenzen der internationalen Entwicklung und
die auBenpolitische Linie der SED,

2. Die Entwicklung der sozialistischen Gesellschaft in
der DDR und die wichtigsten Aufgaben der Volkswirtschaft
im Zeitraum 1971-1975 ,

3, Die wachsende Rolle der Arbeiterklasse und ihrer
marxistisch-leninistischen Partei als fihrende Kraft
der Gesellschaft.

Das Ziel dieser Studienwoche bestand darin,

- das griindliche Studium der Materialien des VIII. Partei-
tages durch alle Studenten zu sichern;

- bei allen Studenten Klarheit tiber die politische Grund-
linie des VIII. Parteitages, die Hauptaufgaben des Finf-
jahrplanes und die wachsende gesellschaftliche Fiihrungs-
rolle der Arbeiterklasse und ihrer marxistisch-
leninistischen Partei zu schaffen;

- die Fdhigkeit und Bereitschaft aller Studenten zu entwik-
keln, die Politik der Partei in ihrer FDJ-Gruppe, in der
Sektion wund an der Hochschule mit verwirklichen zu hel-
fen.

In den Seminaren gab es teilweise recht rege Diskussionen,
und man kann insgesamt einschédtzen, daB die drei Tage In-
tensivauswertung der Dokumente des VIII. Parteitages

eine gute Grundlage fir die weitere politisch-ideologische
Arbeit im Studienjahr geschaffen haben.

Fir unsere weitere Arbeit wird es nun darasuf ankommen, das
Studium der Materialien des VIII, Parteitages kontinuierlich
fortzusetzen und die Beschliisse mit Leben zu erfiillen, in-
dem wir der theoretischen Einsicht die praktische Konsequenz

folgen lassen. Georg Baumbach

Wissenschaftlicher Assistent an der Sektion Malhematik

(stellv. Sekretér der APO Il)
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Zerlegungsgleichheit von Polygonen

Das folgende praktische Problem fiihrt uns guf eine interes-
sante Fragestéllung der Geometrie. Wir wollen ein Zimmer,

Zz. B. eine Kiiche mit dem in Abb. 1 links angegebenen Grund-
riB, mit Fufbodenbelag auslegen.

Herd 7///{///’

i’

Dazu kaufen wir eine Rolle FuBbodenbelag, der ausgerollt die
Gestalt eines Rechtecks hat (Abb. 1 rechts). Dabel erhebt
sich die Frage: Wieviel FuBbodenbelag bendtigen wir? Eine
erste Antwort kann sich jeder sofort geben: Die Fléche des
ausgerollten Belages muB genau s80 grof sein wie dle zu be-
legende Fliéche der Kiiche. Diese Inhaltsgleichheit der beiden
Fldchen ist also n o t w e n d i g fiir die Losung unserer
.praktischen Aufgabe. Der scharf denkénde Leser wird nun aber
eine zweite Frage stellen: Ist mit dieser Inhaltsgleichheit
der Fléchen aber auch die Losung garantiert, d. h. kann man
den FuBbodenbelag auch so zerschneiden ("zerlegen"), daB

aus den Teilstiicken der Kiichenboden liickenlos und einfach
belegt werden kann? Ist also die Inhaltsgleichheit der beiden
Flichen h inreichend firdie Losung unserer Auf-
gabe?

" Wir wollen nun diesem Problem eine mathematische Fassung ge-
ben. Grundlage dafiir ist der Begriff des Polygons (Vieleck),
wobei wir hier unter einem Polygon genauer die Polygonfléche
verstehen, also nicht nur die "Randpunkte" (Kenten und Ecken),
sondern auch die "inneren Punkte". Abb. 1 zeigt dann z. B.
zwel Polygone, ndmlich links ein 24-Eck, welches nicht kon-
vex ist ("einspringende" Ecken hat), und rechts ein konvexes
4-Eck (ohne "einspringenden" Ecken!). Ferner benétigen wir
den Begriff der Bewegung (Kongruenztransformation).
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Dann konnen wir die folgende Relation zwischen Polygonen
definieren:
Definition 1:

Zwei Polygone A und B heiBenIkongruent[(in Zeichen
= B), wenn es eine Bewegung ¢ gibt, welche das

Polygon A auf das Polygon B abbildet: ¢(A) = B.

Eine anschaulichere Bezeichnung fiir "kongruent" wére in
unserem Zusammenhang "deckungsgleich". Tatsdchlich hat auch
die Relation = wichtige Eigenschaften mit der Gleichheit
gemeinsam, es gilt ndmlich der folgende

S atz 1 :|Die Kongruenz ist eine Aquivalenzrelation in .

E der Menge aller Polygone.

Wir wollen diesen Satz nicht beweisen; die Leser, die mit

dem Gruppenbegriff vertraut sind, konnen den Bewels vielleicht
selbst erbringen, wenn sie beachten, daB die Bewegungen eine
Gruppe bilden. Aber wir wollen hier aufschreiben, was es

genau heiBt, daB die Kongruenz eine Kguivalenzrelation ist:

1. Jedes Polygon ist zu sich selbst kongruent:
A = A (Reflexivitét).
2. Wenn A = B gilt, so ist auch B = A (Symmetrie).
3. Wenn A = B und B = C gilt, so ist auch A = C (Transiti-
vitét).

SchlieBlich wollen wir den Begriff der Zerlegung eines Poly-
gons exakt fassen in der
Definition 2:

Das Poleon C heiBt in die Te;_Polygone A und B
m oder C heift die Summe von A und B
(symbolisch: C = A + B), wenn C aus allen Punkten
besteht, die zu A oder B gehdren (C = A U B),

und wenn die Teilpolygone A und B héchstens ge-
meinsame Randpunkte haben.

Dabei bedeutet C = A U B, daB die Punktmenge C als Vereini-
gung der Punktmengen A und B im Sinne der Mengenlehre auf-
gefaBt werden kann.
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Abb.2

In ‘Abb. 2 gilt C = A + B, wihrend die Summe P + Q im Sinne
der Definition 2 nicht gebildet werden darf, weil P und Q
nicht nur Randpunkte,sondern auch die schraffierten inneren
Punkte gemeinsam haben. |

Nun kidnnen wir die Relation "zerlegungsgleich" erkléren
durch die folgende

Definition 3:

Zwel Polygone A und B heiBenizerlegungsgleich i |

(symbolisch : A ~ B), wenn sie sich in endlich
viele Teilpolygone zerlegen lassen, die paar-
weise kongruent sind: |

& A; = By (1 ®m1y2,44s40)

Die Relation "zerlegungsgleich" ist eine Verallgemeinerung
der Relation "kongruent", d.h. kongruente Polygone sind
trivialerweise nach Definition 3 auch zerlegungsgleich

(man "zerlegt" sie eben jeweils nur in ein Teilpolygon),
und andererseits gibt es Polygone, die nicht kongruent sind,
wohl aber zerlegungsgleich, wie Abb. 3 zeigt:

Abb. 3
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A £ B, aber A,
A= Aﬂ + A2 und B = B,l + 32 nach Definition 3 A ~ B,

B, wnd A, = B2, also gilt wegen

Bezliglich der so erkléarten Relafion.~ gilt als Folgerung aus
Satz 1 der folgende

S at z 2 :|Die Zerlegungsgleichheit ist eine Kquivalenzre—
lation in der Menge aller Polygone, d. h. es gilt

(R) A ~ A fiir jedes Polygon A,

(S) aus A~ B folgt B~ A und
(T) aus A~ B und B~ C folgt A ~ C,

Auch hier soll auf einen Beweis verzichtet werden, da diese
Eigenschaften der Zerlegungsgleichheit einerseits leicht
einzusehen sind, der Beweis, vor allem fiir (T), aber ande-
rerseits zu aufwendig ist. Beweisen wollen wir aber den

folgenden
S atz 3 :|(Additionssatz) Wenn die Summen A+B und C+D im

Sinne der Definition 2 erklédrt sind und wenn
A~Cund B~ D gilt, so gilt auch
A+B ~ C + D.

B ~ D bedeutet: B

B1+...+Bm, D= D1+...+Dm, Bj = Dj

Dann ist
A+ B = A,|+...+An+B,1+...+Bm und

C+D =_C,|+...+Cn-|-D,1+...+Dm

und die Teilpolygone von A+B und C+D sind paarweise
kongruent, also gilt A+B ~ C+D

-
Nun kdnnen wir die Ausgangsfrage behandeln: Unter welcher
Bedingung sind zwei Polygone zerlegungsgleich? Wir wissen
von unserem praktischen Beispiel her, daB der Flacheninhalt
eine Rolle bei der Beantwortung dieser Frage spielen wird.
Von den Eigenschaften des Fldcheninhaltes interessieren uns
folgende:

Der Flédcheninhalt F(P) eines Polygons P ist eine positive
reelle Zahl, und es gilt:
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1. Bs ist gleichgliltig, "wo der Inhaelt eines Polygons ge-

B messen wird", d. h. sind zwel Polygone kongruent, kodnnen
sie also durch eine Bewegung zur Deckung gebracht werden,
80 miissen sie denselben Inhalt haben:
Aus A = B folgt F(A) = F(B).

2. Der Inhalt eines Polygons ist gleich der Summe der In-
halte seiner Teile, d.h. wenn
A= A1+A2+...+An gilt, so ist

F(A) = F(A4+A2+...+An) = F(Aﬂ) + cee + F(An).
Tatséchlich ergibt sich damit die Inhaltsgleichheit als
notwendige Bedingung fiir die Zerlegungsgleichheit, was
wir genauer formulieren in dem .

S at z 4 :|Wenn zwel Polygone zerlegungsgleich sind, S0

m miissen sie auch inhaltsgleich sein, d.h. -

aus P~ Q@ folgt F(P) = F(Q). ‘
Beweis: Sei P~ Q, d.h. etwa P = P1+...+Pn und
' Q= Qq+...+Q, und

Py= Q4 (1= 1,00.9n).

Aus der Eigenschaft 1. von F folgt dann
F(Pi) = F(Qi) Plir & & Nciuslis
Die so erhaltenen n Gleichungen werden addiert zu
F(Py)#. . #F(B) = B(Q)+. - +B(Qp),
woraus mit der Eigenschaft 2. von F die Beziehung

F(P1+..:¥Pn) = F(Q1+...+Qn), also
F(P) = F(Q) folgt.

Un die Frage nach einer hinreichenden Bedingung fiir die
Zevlegungsgleichheit (eventuelle Giiltigkeit der Umkehrung von
‘Satz 4) zu beantworten, benttigen wir einige Hilfssétze.

Hilfssatz 1 : |Parallelogramme mit derselben Grundseite uand
zwischen denselben Parallelen sind zerlegungs-—
gleich.,
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Beweis: Wir betrachten die Parallelogramme ABCD und ABC'D®
(Abb. 4)

D Dc ¢!

A B Abb. b4

und behandeln hier nur den Fall, daB D' zwischen
D und C liegt - der Leser iiberlege sich, wie man
die beiden anderen mdglichen Fdlle auf den hier
behandelten zuriickfiihren kann! Im Fall der Abb. 4
sind offenbar die Dreiecke AD'D und BC'C kongruent
(parallele Seiten, also gleiche Winkel, und etwa
BC' = AD'). Also sind diese Dreiecke auch als zer-
legungsgleich anzusehen: )

(1) AD'D ~ AC'C.

Auflerdem ist wegen der Reflexivitédt (R) der Zer-
legungsgleichheit (s.Satz 2) das Trapez ABCD' zu
sich selbst zerlegungsgleich:

(2) ABCD' ~ ABCD!

Aus (1) und (2) folgt nach dem Additionssatz (Satz 3)

AD'D + ABCD' ~ BC'C + ABCD', also

il ABCD ~ ABC'D' , was zu beweisen war.

Hilfsgatz 2 :|Jedes Dreieck ist mit einem Parallelogramm
derselben Grundseite und der halben Dreiecks-
hdhe zerlegungsgleich.,

Der Beweis bleibt dem Leser iiberlassen - s. Abb. 5, nach
welcher die Kongrueni der Dreiecke DEC und FEB gezeigt wer-
den muB, um wie bei Hilfssatz 1 die Beziehung ABC ~ ABFD
herleiten zu kOnnen. (4

unrl N

Abb S5
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Hilfssatz 3 :|Dreiecke mit derselben Grundseite und Hohe

Beweis:

Hilfssatz 4 :|Jedes Polygon ist zerlegunmsgleich mit einem

Beweis:
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sind zerlegungsgleich.
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[ 1} o
an

. Abb. 6
A B

Nach Hilfssatz 2 gilt
ABC ~ ABE, B, und ABD ~ ABF2F1 (s. Abb. 6),

nach Hilfssatz 1 mub gelten.ABF2F1 ~ QBEzEH, also
ABF2F1 ~ ABE2E1 ~ ABC. '
Untevr Beriicksichtigung der Transitivitét (T) der
Zerlegungsgleichheit gilt also ABD ~ ABC.

Dreieck.

-
-
L -

Abb.?

Wir betrachten ein beliebiges (zur Vereinfachung
konvexes) Polygon P, mit n Ecken und greifen 4 "guf-
einanderfolgende" Ecken A,B,C,D heraus (Abb. 7).
Durch C wird eine Parallelé zu BD gelegt und die
Verlangerung von AB mit dieser JFarallelen in C' zum
Schnitt gebracht. Nach Hilfssatz 3 sind die Dreiecke
BDC und BDC' zerlegungsgleich, also ist das Polygon
Pn mit einem Polygon Pnr1 zerlegungsgleich, welches
eine Ecke (némlich B) weniger hat, da B auf der Ge-
raden (Kante von Pn_1) durch A und C' liegt. Durch



mehrmaliges Anwenden dieser "Flédchenverwandlung"
kann schlieBlich Pn zerlegungsgleich in ein Dreieck
iiberfiihrt werden, was zu beweisen war.

Nun sind alle Hilfsmittel bereitgestellt zur Herleitung von

S ataz

5 :|Wenn zwei Polygone inhaltsgleich sind, so

sind sie auch zerlegungsgleich,d.h. aus
F(P) = F(Q) folgt P ~ Q.

Beweis:

Gegeben seien zwel Polygone P und Q mit

F(P) = F(Q).

Nach Hilfssatz 4 sei P zerlegungsgleich mit einem
Dreieck ABC und Q zerlegungsgleich mit dem  Dreieck
DEF, wobei wir ohne Beschrénkung der Allgemeinheit
annehmen diirfen, daB A = D gilt und die Seiten AB
bzw. DE der beiden Dreiecke in einer Geraden lie-
gen, wie es Abb. 8 zeigt.

Abb.8

A=D B E

Aus TFBE ~ FBF' ergibt sich dann DEF ~ DBF' = ABF'.
Damit gilt P ~ DEF ~ ABF' und Q ~ ABC.
Nach Satz 4 muB deshalb F(P) F(ABF') und
Q) F(ABC) sein.

Da nach Voraussetzung F(P) = F(Q) war, muBl auch

F(ABF') = F(ABC) gelten,
d.h. die Dreiecke ABC und ABF' sind inhaltsgleich.
Da sie die gemeinsame Grundseite AB haben, miissen
sie also auch dieselbe Hohe besitzen. Das bedeu-
tet aber nach Hilfssatz 3, daB sie zerlegungsgleich
sind: ABF' ~ ABC .
Insgesamt gilt also

P ~ DEF ~ ABF' ~ ABC ~ Q ,
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unter Beriicksichtigung der Transitivitédt (T) der
Zerlegungsgleichhelt folgt daraus endlich P ~ Q,
was zu bewelsen war.

Satz 4 und Satz 5 zusammen besagen, daf die Inhaltsgleichheit
zweier Polygone notwendige und hinreichende Bedingung fir
ihre Zerlegungsgleichheit ist, d.h. die Relationen "zerle-
gungsgleich" und "inhaltsgleich" sind gleichbedeutend:

A~nB =e—  F(A) = F(B).

Damit konnen wir die eingangs gestellte Frage zu unserem
praktischen Problem beantworten: Der "Fl&cheninhalt" des
FuBbodenﬁelages muB ebensogroB sein wie der "Fldcheninhalt"
des KiichenfuBbodens, und dann ist auch mit Sicherheit eine
liickenlose und einfache "Belegung" moglich, wenn der Grund-
rif ein Polygon und nicht etwa krummlinig ist.

Dr. Eike Hertel

Oberassistent an der Sektion Mathematik
der Friedrich-Schiller-Universitat lena

Preisaufgaben 11/71

Man 10se die Gleichung

XZ =
-£§+-y—+xL'-5

in ganzen Zahlen x, y, 2 !

2n)!

Man zeige, daB i T T

eine ganze Zahl ist!
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Man bestimme alle Paare (m,n) natiirlicher Zahlen, die
den folgenden Bedingungen geniigen:
(1) m2 - 9n2 ist Primzahl

(2) 21g5+1<0

Man 1lése die Gleichung
||22 -3l -2+ 1| =4z -1
in komplexen Zshlen z!

Bs seien a,b,c,d,l ganze Zahlen. Man beweise:

al + b
cl + d

der Ausdruck ad - bc durch k teilbar.

Ist der Bruch durch die Zahl k kiirzbar, so ist

f#Man bestimme den geometrischen Ort der Projektionen
eines Punktes A im dreidimensionalen euklidischen
Raum auf alle Ebenen, die durch einen weiteren gege-
benen Punkt B verlaufen!

Auf Grund von Leserzuschriften haben wir uns entschlossen,
unser Preigaufgabensystem gzu yeréndern. Um einen groBeren
Leserkreis anzusprechen, stellen wir in Zukunft differenzierte
Preisaufgaben. .

Fir jeden vollsténdigen Ldsungsweg erh8lt der Einsender einen
bzw. zwel Wertpunkte (Die Anzahl ist bei jeder Preisaufgabe
unter der laufenden Nummer angegeben). Fur 15 Wertpunkte er-
hélt der Einsender ein Buch.

Sollten pro Monat mehr als drei Einsender 15 Wertpunkte haben,
entscheidet das Los (unter AusschluB des Rechtsweges).

Falls ein Besitzer wvon 15 Wertpunkten nicht unter die Gewin-
ner féllt, nimmt er automatisch an der ndchsten Auslosung teil.
Die Losungen sind bis zum 10. des folgenden Monats (Datum

des Pogtstempels) unter dem Kennwort "Wurzel-Preisaufgaben"

an unsere Adresse einzuschicken.

Wir weisen darauf hin, daB alle uns eingesandten Ldsungen

bzw. Aufgabenblétter mit dem Namen des Einsenders und seiner
Adresse versehen sein miissen. Wir bitten unsere Leser, jede
Losung auf einem gesonderten Blatt einzuschicken.
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Besuch in Minsk

Fiir vier Studentinnen und finf Studenten des III. Studien-
jahres Mathematik-Diplom verlief das Friihjahrssemester 1971
etwas auBergewdhnlich. Als Auszeichnung fiir ihre guten ge-
sellschaftlichen und fachlichen Leistungen wéhrend des Stu-
diums durften sie im Monat Mai drei Wochen lang zu einem
Studienaufenthalt nach Minsk an die dortige W. I. Lenin-
Universitédt reisen.

Ziel der Fahrt war es, Land und Leute kennenzulernen, mit
den Menschen Freundschaft zu schlieBen, uns iiber die ge-
sellschaftliche und wissenschaftliche Arbeit an der Minsker
Universitédt zu informieren und kleinere Forschungsauftrige
auszufiihren, sowie vor allem unsere russischen Sprachkennt-
nisse zu erweitern und zu vertiefen.

Die meisten Mitglieder der zehnkdpfigen Delegation standen
am 5., Mai vor ihrer bisher groBlten Reise. Viele Fragen be-
wegten uns beim Antritt der Fahrt. Fragen, die in den darauf-
folgenden 21 Tagen beantwortet wurden. Denn schon der erste
Tag in der 900 000 Einwohner zéhlenden Hauptstadt der
Belorussischen Sozialistischen Sow;jetrepublik brachte uns

s0 viele neue Eindriicke, daB wir es kaum glauben konnten,
gerade erst angekommen zu sein.

Minsk, das ist eine Stadt, die in anderen , grodBeren Dimen-
sionen gebaut ist als irgendeine GroBstadt bei uns. Das sind
neve vielstickige Hotels, das ist der modernste Kultur—- und
Sportpalast Europas mit 6coco Plédtzen, das ist der Leninpro-
spekt, die 13 km lange HauptstraBe, das sind die vielen
Neubauviertel .

Unsere Gastgeber, Mathematik-Studentinnen und -Studenten
des IV. Studienjahres, waren sehr aufmerksame und gastfreund-
liche Betreuer. Alles Sehenswerte bekamen wir gezeigt und
jeder nur erfiillbare Wunsch wurde sofort realisiert. In der
Zeit von der Ankunft auf dem Minsker Hauptbahnhof bis zum
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groBen Abschied waren wir gute Freunde geworden.

tleich nach der Ankuntt machten wir in unserem Quartier die
erste Bekanntschaft mit der belorussischen Kiiche. Man iB8t
dort zu jeder Mahlzeit nicht nur ein Hauptgericht wie bei
uns, sondern vier bis sechs Génge.'

Zum fachlichen Programm des Studienaufenthaltes gehOrten
Vorlesungen der Leiter der einzelnen mathematischen Dis-
ziplinen (Funktionentheorie, theoretische Physik und Ope-
rationsforschung) iiber ihre speziellen Aufgabengebiete. Die-
se Vorlesungen wurden selbstversténdlich in russischer
Sprache gehalten,und es gehdrte schon eine gehtrige Portion
Konzentration dazu, den Ausfiihrungen gut folgen zu konnen.

Im Rechenzentrum der Universitét wurden wir mit der Rechen-—
maschine "MINSK 22" und ihrer Programmiersprache "Awtokod
Inshenjer" bekannt gemacht. Zur Demonstration wurde danach
eine von uns gestellte Aufgabe programmiert und auf der
"MINSK 22" geldst.

Als besonderen Hohepunkt durften wir im Rechenzentrum der
Akademie der Wissenschaften der BSSR die moderne Rechenma-
schine "MINSK 32" , eine Maschine der dritten Computerge-
neration, besichtigen.

Damit die Erholung nicht zu kurz kam, ging es zweimal fur
zwel Tage in die freie Natur. Wir erlebten "Camping auf
belorussisch”, bel dem die Zeltstangen im Wald geschlagen
werden,und ein Lagerfeuer, wo jeder seine Sprachkenntnisse,
die russischen wie auch die deutschen und englischen, in
Gesprédchen anbringen konnte, und wo, wie bei. Studenten stets
iblich, viel gesungen wurde. Als groBes Kridftesammeln vor
dem Moskau-Besuch war dann der Aufenthalt am Narotsch-See
gedacht, wo sich jeder noch einen kréftigen Sonnenbrand

und ein paar ganz kluge FuBlballer Blasen an den FilBlen holten.

Als kronender AbschluB erwartete uns filir die letzten drei
Tage die sowjetische Hauptstadt. Obwohl uns die 9=sillionen-
stadt mit Regen empfing, tat das unserer Stimmung keinen
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Abbruch. Kaum zu beschreiben sind die vielen Eindriicke, die
wir bekamen, sei es beim Besuch des Lenin-Mausoleums, bei
der Bssichtigung des Kremls, beim Bummel durch das Kaufhaus
GUM, beim Betrachten der Metrostationen, von denen eine
immer schoner als die andere ist, beim Blick von den Lenin-
bergen herab auf die gesamte Stadt, beim Besuch der Tretja-
kow-Galerie oder gar beim Auftritt des weltberiihmten
Alexandrow- Ensembles in der hochmodernen KongreBhalle im
Kreml, Viel zu schnell verging die Zeit in Moskau,und gern
hé&tten wir das Kofferpacken noch um einige Tage verschoben.

Drei Wochen voller unz&hliger neuer Eindriicke lagen'nun
hinter uns. Vor uns liegt nun noch die Aufgabe, unseren
Gastgebern aus Minsk die drei Wochen im September in der
DDR zu einem ebensolchen Erlebnis werden zu lassen. Da8 wir
es sehr schwer haben werden,solche Gastgeber zu sein, ist
uns klar, aber wir werden unsere ganze Kraft daflir einsetzen,

Reinhard ILorenz, einer der Mitarbeiter der "Wurzel™,schrieb
diesen Bericht Anfang September. Inzwischen waren nun die
Minsker Studenten in Jena , wovon der ndchste Artikel handelt.

Gegenbesudh in Jena

Soeben haben wir unsere Minsker Freunde verabschiedet. Sie
weilten vom 5. 9. bis 25. 9. 71 in unserer Stadt, waren
Gédste der Friedrich-Schiller-Universitét und insbesondere
der Sektion Mathematik.

Wie stark die beim Besuch unserer Studenten in Minsk gekniipf-
ten Freundschaftsbande waren, zelgte sich bereits bei der ‘
BegriiBung. Sprunghaft schienen sich die Sprachkenntnisse ver-
bessert zu haben, deutlicher als noch in Minsk traten ge-
meinsame Lebensauffassungen hervor.

Besonders stolz konnten wir als Gastgeber sein, daB sowohl
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das gesamte fachliche Vorlesungsprogramm als auch viele Er-
lduterungen beim Besuch von Kulturstétten in russischer
Sprache dargeboten wurden. Unsere sowjetischen Freunde er-
kannten unsere Bemiihungen, Russisch zu unserer zweiten Mutter-
sprache werden zu lassen. Besonders beeindruckt waren sie
davon, daB bei uns Lehrveranstaltungen in russischer Sprache
abgehalten werden, die fiir unsere Studenten obligatorisch
sind.

Zu einem HOhepunkt gestaltete sich eine Diskussion der Mins-
ker Studentengruppe mit Studenten unserer Sektion iber Fra-
gen der europdischen Sicherheit. Hier wurde allen Anwesenden
klar, was Integration sozialistischer Lénder- insbesondere
auf politisch-ideologischem Gebiet — in der Praxis heiBt.
Die Diskussion ergab vollige Ubereinstimmung in allen Fra-
gen. Sie zeigte aber auch, liber welche groBen Erfshrungen
und Kenntnisse die Sowjetunion bei der politisch-ideologi-
schen Erziehung ihrer Jugend verfiigt.

Aus der Fiille der gemeinsamen Erlebnisse méchte ich nur eini-
ge stichpunktartig herausgreifen: Wir weilten drei Tage in
Dresden, ein Wochenende im Thiringer Wald, besuchten die
Mahn-und Gedenkstédtte Buchenwald, die Nationalen Kultur-

und Gedenkstédtten Weimars, die Dornburger SchlGsser , den
Erfurter Dom und die "IGA", wanderten viel in der reizvollen
Jenaer Umgebung und sallen manchen Abend gemiitlich beim Bier
zusammen, das den Minskern ausgezeichnet schmeckte.

Die Minsker Studenten waren sehr daran interessiert, etwas
iber die "Wurzel" zu erfahren. Auch dieser Besuch klang,
wie viele andere, am Abend bei einigen Gldsern Bier und an-
regenden Gesprédchen aus.
Alle Betreuer der Minsker Studentendelegation waren sich beim
Abschied im dem Wunsch einig:
Mdge es noch recht viele solcher Begegnungen geben, damit
sich die Freundschaft zwischen unseren Volkern immer mehr
vertieft.

Winfried Verbesek

wiss. Assistent im Bereich Operationsforschung/

Numerik an dgr Sektion Mathematik 475



Allen Lesern der "Wurzel" widmete unser Besuch die folgenden
Zeilen:
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Wir freuen uns, durch die Zeitschrift "Wurzel" alle
Schiiler der DDR griiBen zu kdnnen und wiinschen ihnen
groBe Erfolge im Schuljahr.

Studentengruppe der
belorussischen Lenin-Universitédt
Miansk

Bezahlung des Abonnements fiir 1971/72

Mit dieser Nummer erhalten Sie die Zahlkarte zur Bezahlung
des Jahresabonnements 1971/72 (fiir die Nummern 9/71-8/72).
Wir bitten die Sammel- und Einzelbesteller, den entsprechen-—
den Betrag (ein Jahresabonnement kostet M 2,50) bis zum

15, Januar 1972 auf unser Postscheckkonto Erfurt 180.45

zu liberweisen. Im Interesse eines reibungslosen Registrie-
rens Threr Bezahlung bitten wir um deutliche Angabe des
Absenders auf dem linken Abschnitt der Zahlkarte.

Die Redaktion

Herausgeber: Jugendobjekt .Studienwerbung-Studienvorbereitung” der Sektion Mathematik
der Friedrich-Schiller-Universitdt Jlena: Leiter: Manfred Wolf

Redaktion: Volker Kégel (Chefredakteur): B. Wdchter, H. Fischer

Die Zeitschrift erscheint monatlich zum Preis von 0,20 M. Ein Jahresabonnement erstreckt sich
von September bis August und kostet einschiieBlich eines Sonderheftes 2,50 M. Bestellungep
sind direkt an unsere Adresse einzusenden. Schulen bitten wir, Sammelbestellungen bei uns
aufzugeben.

Anschrift: WURZEL
69 Jena
Helmholtzweg 1

Konto: Postscheckkonto Erfurt 180 45
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Codierungstheorie-eine interessante Anwendung
der Algebra, |

In der Artikelserie "Aus der mathematischen Kybernetik"
("Wurzel™ 12/68 - 3/69) wurde bereits erldutert, daB Proble-
me der Informationsiibertragung zum Untersuchqusgegenstand
der mathematischen Kybernetik gehdren. Wir wollen uns hier
einem Aspekt der Informationsiibertragung zuwenden - der
geeigneten Verschliisselung von Informationen.

Warum miissen Informationen i{iberhaupt verschliisselt , oder
wie wir sagen, codiert werden? Der Leser kann darauf eine
Antwort finden, wenn er sich iiberlegt, warum der Tast-Funk-
verkehr zwischen Funkstationen die Verwendung des Morse-
alphabetés notwendig macht: Das ilibertragende Medium, das
heiBt die Gesamtheit der zur Ubertragung der Signale aus-
genutzten physikalischen Erscheinungen, erlaubt es im we-
sentlichen nur, vier voneinander unterscheidbare Arten von
Signalen zu iibermitteln, ndmlich das kurze Zeichen, das
lange Zeichen, die kurze und die lange Pause. Will man nun
‘Informationen, die sich aus einer grdBeren Menge von Grund-
zeichen zusammensetzen, libertragen (etwa Texte bestehend
aus Wortern iiber dem lateinischen Alphabet), so kann man
dies eben nupy wenn man jedem Buchstaben eineindeutig eine
Kombination der zur Verfiigung stehenden Signale zuordnet,
dies mit dem Empfénger verabredet (das heiBt die Codierung
bekannt gibt) und schlieBlich jene Kombinationen sendet.

Beim ersten Durchdenken dieses Sachverhaltes vermeint
man, eine Anwendung der Mathematik in diesem Bereich er-
iibrige sich. Wir wollen uns schrittweise vom Gegenteil
iiberzeugen.

Der Leser akzeptiert zundchst sicher, daB wir anstelle des
Morse-Codes ... filir den Buchstaben 1 auch [0,1,0,0] schrei-
ben kdnnen, wo " [,J" fiir lange Pausen, "," fir kurze Pau-
sen, "O" fiir kurze Zeichen und "1" fiir lange Zeichen stehen.
Wir wollen uns nun die Aufgabe stellen, einen Code des
Alphabets {a,b,c,d} zu schaffen, der nur gleichlange Signal-
ketten enthdlt.
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Es bletet sich an:
a-[0,0],b-1[0,4],c-1[10,d=-1[1,1.

Der ProzeB der Ubertragung von Informationen iiber {a,b,c,d}
mit Hilfe unseres Codes 1&Bt sich wie folgt veranschaulichen:

Eingabe aus ) b : Ausgabe aus
{a,b,c,d} Coder Kanal Decoder [{a,b,c,d}
> (ibertr. Medium) : TS
Z.B. b > Zz.B. b
0 1 ~>0 —~»1 0O | 1
= Serieniibertr. der 1
elegung Auffillung u.
der Register Registerinhalte Abtasten der

mit O .oder 1 Reglster

Abb 1

~ Leider ist in beinahe allen realen Fdllen unser Kanal so be-
schaffen, daB er die ihm"anvertrauten"Signale verfiélscht.
Beobachten Sie bitte Signalketten einer Funkstation, die suf
einem Kurzwellenband sendet. Sie bemerken unschwer, daB schon
allein durch die mit dem "Schwinden" des Empfanges verbun-
“denen Verzerrungen hdufig eine eindeutige Beantwortung der
Frage, ob im betrachteten Zeitintervall ein "Punkt" oder

ein "Strich" gesendet wurde, sehr erschweren.

Wir betrachten einen einfachen Fall von Storungen: Punkte
werden mitunter als Striche, Striche mitunter als Punkte
wahrgenommen. Unser Modell von Abb. 1 gestattet es, dlesen
Fall aufzunehmen, indem wir den Kanal wie folgt ab&ndern:

Stérung
{ LT
A 1410
vom Coder o (:)
ungestort 01
zum Decoder
14111 gestort '
Abb.2
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Wir faséén also Storungen suf als'Addition eines Storvek-
tors (im Beispiel [1,0] ) zum Codevektor (1m Beispiel [0,1]),
wobel wir verabreden

2

0+0=0 1+0=1’ 1-{-']:

das heiBt, eine "1" im Storvektor verwandelt die entsprechen—
de Komponente des Codevektors, eine "O" dagegen hat keinen
ElnfluB.'

”

Selbst wenn wir nun wissen, daB jeder Stdrvektor unseres
Kanales hochstens eine '"" enthilt, sind wir im Falle unse-
res Beispiels am Ende des Kanals nicht in der Lage, von
einem empfangenen Vektor zu entscheiden, ob es sich um einén
gestorten oder ungestdrten Vektor handelt, oder gar festzu-
stellen, welcher Codevektor yor der Stérung vorlag. Ange-
nommen, wir empfangen [1, 1] » dann sind die folgenden

Félle mOglich: : ; ‘e

Codevektor Stdrvektor gestbrter Vektor
[1,1] ~ [o,0] [1,1]
[1,0] - [0,1] [1,1] .
[0,1] [1,0] [1,1] . Tab3

Wir wolied die Griinde fiir diese Erscheinuig aufdecken, um
nach Mdglichkeit eine Knderung zu erreichen. Dazu deuten wir
die Codevektoren als Koordinaten von Punkten der Ebene:

4] [4,1]
E9 _ -

7[9.0]4.‘?-‘ = [4,0]

Abb. 4
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Durch Storungen, die hdchstens eine "1" enthalten, gélangen
wir bereits von jedem Eckpunkt des Quadrates zu weiteren,

die auch aus anderen Eckpunkten erreichbar sind (beachte

die dicken Pfeile in Abb. 4). Diese Erscheinung zu vermei-
den, das heiBt, den Code resistent gegen einf&che Storungen
zu machen. {berlegen wir uns, welche Méglichkeiten es hierfiir
gibt. Offenbar reicht és aus, elnen Code s0 zu finden, daB
man durch einfache utorungen nicht von einem Eckpunkt des ent-
sprechenden geometrischen Gebildes zu einem Eckpunkt, der
auch von einem anderen Codevektor durch einfache Stdrung
‘erreichbar ist, gelangen kann. Dies gelingt aber doch nur,
wenn es "Liicken" gibt, das heiBt Eckpunkte, denen keine Code -
vektoren entsprechen, man sagt in diesem Falle, der Code

ist redundant. Versuchen wir, diesen Gedanken in einem Bei-
spiel zu verfolgen. ;

- Wir kOnnen doch die Menge {a,b} zum Beispiel wie folgt
codieren:

a - .[9,0','0] A
b - [1,1,1]

b‘\

Y

Abb. 5

Bei dieser Art von Codierung sind wir in der Lage, von

- einem empfangenen Vektor zu erkennen, ob er durch zweifache
Stérung gestdrt wurde oder nicht.

Ferner ist uns beim Empfang eines als einfach gestort er-
kannten Vektors eine eindeutige Bestimmung des urspriinglich
gesendeten Codevektors moglich.

Den Beweis dieser Aussagen iiberlassen wir dem Leser.
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Fassen wir nun, wie in unseren Beispielen, einen (n,k)-Code
auf als Teilmenge C der Menge {0,1}" aller n-Tupel von
Nullen und Einsen mit folgenden Eigenschaften:

1. [0,...,0] =0€0 . |
2. Wenn ¢ = [X4y..0y%, ] € C und o‘m['y,l,...,yn} € C, so .
istg oy =[...,x, @ y\,,'.—.. ]l ecC '
3¢ Zu jedem gz € C gibt es ein p € C, so daBr @ 9 = 0O | .
4. Bs 18t (1 9 9)93 =g @ (p®3) =g @y ®3 und
r @y = y @z fir jedes rypy3 € C . 1)

5, C enthilt genau 2k n—.Tupel.a)

Y In der Algebra sagt man, [0,0] ist eine Gruppe.

o

2) Unser erstes Beispiel war also in diesem Sinne ein

(2,2)-Code, im zweiten Beispiel lag ein (3,1)<Code vor.

In der nichsten Ausgabe setzen wir diesen Beitreg mit Bei-
spielen und Anwendungen fort.

Dr: Rolf Lindner

Wissenschaftlicher Oberassistent
Bereich Kybernetik (Sektion Mathematik)

1

Unser Titelbild zelgt das Titelblatt der Festzeitschrift, die
anlédBlich des diesjéhrigen Mathematikerballs vom IV. Studien-
Jahr herausgegeben wurde. Der MB fand sm 12. November 1971
statt: In unserer néchsten Ausgabe werden wir iliber diesen

“ festlichen gesellschaftlichen Héhepunkt berichten.
|
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Preisaufgaben (Serie 12/71)

(C 49) Man zeige, daB fiir nichtnegative reelle Zahlen a

(:) stets
8® + 282 + 15 > 13a gilt.

(C 50) Man 13se die Gleichung

(:) X +y=(x-y)° . "
in nichtnegativen ganzen Zahlen x und y.

(C 51) Es sei {aq, 32,...,an,...} eine arithmetische Folge

(:) reeller Zahlen. Man zeige: Gibt es zwei naturliche
Zshlen m und n, fiir die 7
% 1_1 ai gilt, so ist '
m+n ‘
:§;;:ai =03 -
(C 52)

Man bestimme den geometriechennprt'des vierten Eck-
punktes aller Rechtecke mit den folgenden Eigen-
schaften: ' : .
1. Zweli Eckpunkte liegen auf einem gegebenen Kreis K.

2. Der dritte Eckpunkt liegt innerhalb von K.

(C 53) Man bestimme den kleinsten Wert der Funktion

(:) o(x) = J x-a|+| xb| + |x=c| + | x-d] ,

wenn a,b,c,d reelle Zahlen mit a<b<c<d sind.

Fir einen Mathematiker ist es heute unerlédBlich, sich stén-
dig mit den neuesten Erkenntnissen der Sowjetwissenschaft
vertraut zu machen. Dazu gehdort aber, daB man die Verdffent-
lichungen im Originaltext studieren kann. Um den Leser an
diese Problematik heranzufiihren, werden wir in dieser Aus-
gabe damit beginnen, einzelne Preisaufgaben in russischer
Sprache zu verdoffentlichen.
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(¢ s4)fllmonazy TPEYTrONBHUKOB, 0GDABOBAHHHX OTDE3KaMII
(:) AMAronasiell Tpanenuu ¢ €€ OCHOBAHUAMM, PaBHH S, U Si.
HaiiTy niomazs Tpaneinu,

Fiir jeden vollsténdigen Ldsungsweg einer Preisaufgabe er-
hdlt der Einsender einen bzw. zwel Wertpunkte (Die Anzahl
ist bei jeder Preisaufgabe unter der laufenden Nummer an-
gegeben). Fiir 15 Wertpunkte erhdlt der Einsender ein Buch.
I Sollten pro Monat mehr als drei Einsender 15 Wertpunkte
haben, entscheidet das Los (unter Ausschluf des Rechtsweges).
Falls ein Besitzer von 15 Wertpunkten nicht unter die Gewin-
ner fdllt,. nimmt er automatisch an der nichsten Auslosung
teil. Die Losungen sind bis. zum 10; des folgenden lonats
(Datum des Poststempels) unter dem Kennwort'Wurzel-Preisauf-
gaben" an unsere Adresse zu schicken. .
Wir weisen darauf hin, da alle uns eingesandten LOsungen
bzw. Aufgabenblétter mit dem Namen ‘des Einsenders und seiner
Adresse versehen sein miissen. Wir bitten unsere Leser, Jjede
Lésung auf einem gesonderten Blatt einzuschicken.

Hohe Auszeichnungen

Anl&Blich des 22, Jahrestages der Griindung unserer Republik
wurden Angehdrige der Sektion Mathematik der Friedrich-
Schiller-Universitit Jena mit hohen Auszeichnungen geehrt.

Der Nationalpreis der DDR III., Klasse fiir Wissenschaft und
Technik wurde fiir beispielhafte wissenschaftliche Leistungen

zun Aufbau neuer Theorien zur Entwicklung neuer Methoden in der

Wahrscheinlichkeitsrechnung an das Kollektiv "Wahrscheinlich--
keitstheorie" verliehen, dem aus unserer Sektioy angehdren:

Prof, Dr. rer. ﬁat. habil. Johannes Kerstan
Ordentlicher Professor fiir Mathematik an der Sektion
Mathematik der FSU Jena

Prof. Dr. rer. nat., habil. Kurt Nawrotzki

~Ordentlicher Professor fiir das Fachgebiet Wahrscheinlich-
keitstheorie und mathematische Statistik an der Sektion
Mathematik der FSU Jena

Dr. rer. nat. habil. Joseph Mecke"
Hochschuldozent fiir Wahrscheinlichkeitstheorie an der
Sektion Mathematik der FSU Jena
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'Die Aufgaben der FDI-Grundorganisation der
Sektion Mathematik in der Wahlperiode 1971/72

Am 20, Oktober 1971 fand die diesjihrige Delegiertenkon-
ferenz unserer FDJ-Grundorganisation statt. Dabei wurde
Rechenschaft iiber die im vergangenen Studienjshr geleistete
Arbeit abgelegtyund die Delegierten diskutierten und be-
schlossen die Aufgaben fiir das kommende Jahr. Zum neuen
FDJ-Sekretdr wurde Rainer Wackernagel, Assistent an der
Sektion Mathematik, gew#hlt, der unseren Lesern sicher
durch seine langjéhrige Mitarbeit in der "Wurzel® bekannt
~sein wird. Er hat in dem folgenden Artikel versucht, den
Leser mit den Hauptaufgaben der FDJ an der Sektion Mathe—
matik vertraut zu machen. ;

In seinem Referat. auf dem IX. Parlament der FDJ sagte der_

1. Sekretér des Zentralrates der FDJ, Giinther Jahn: _

Hin Uberelnstlmmnng mit dem Entwurf der Direktive zum Fiinf-
jahrplan ist und bleibt es die entscheidende Aufgabe der FDJ
in der III. Hochschulreform zu helfen, daB alle Studenten

zu sozialistischen Persénlichkeiten herangebildet werden,
die als Fachleute des'ﬁarxismus-Lenini mus und Meister ihres
Faches jederzeit bereit sind, _Jeden Auftrag unserer Arbeiter—
und-Bauern-Macht vorbehaltlos zu erfiillen."- 3
Daraus und aus den Beschliissen des VIII. Parteitagesiergeben
sich fﬁr*die Arbeit unserer FDJ-Organisation an der Sektion
Mathematik die wichtigsten Aufgaben fir die Arbeit im Stu-
dienjahr 1971/72.

Die zentrale Aufgabe in der politlsCh-ideologischen Arbeit
ist die Festigung und Vertiefung der vorbehaltlosen Uber-
zeugung von der filhrenden Rolle der Arbeiterklasse und ihrer
marxistisch- leninistischen Partei, die Entwicklung der Be-
reitschaft, die Polltik der SED jederzeit und uberall zu
vertreten. :

Im ProzeB8 der Ldsung dieser Hauptaufgabe sehen wir vor allem
folgende Problemstellungen, wollen wir folgende Grundiiber—
zeugungen schaffen:

—tpy
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(i) Die Vertiefung der ﬁberzeugung von der Sowjetunion als

dem allgemeingiiltigen Modell des Sozialismus und von der

Notwendigkelt der Freundschaft zur Sowjetunion, zur KPASU

und zum Komsomol als Grundbedingung fiir unsere gesell-

QFhaft}iche Entwicklung und fiir die Entwicklung soziali-

stischer Persdnlichkeiten. Das heiBt fiir uns z. B.

- verstirkte Auswertung und Anwendung der Sowjetwissenschaft

— Entwicklung der Beziehungen zu sowjetischen Menschen
(Briefwechsel, Studentendelegationen) '

— Intensivierung des Studiums der russischen Sprache

- Auswertung der Sowjewissenschaften in den Vorlesungen.

(%)Weitere Entwicklung der klassenbewuBiten Haltﬁng zum Im-
| perialismus und seinen Ideologlen. -
Dabei kommt es vor allem darauf an, die Gef#hrlichkeit
des Imperialismus, insbesondere des imperialistischen
Systems in der BRD zu verdeutlichen und die Rolle des
Sozialdemokratismus zu kléren.

<3> Die Vertiefung einer politisch richtigen Einstellung zum
Jugendverband als dem Helfer und der Kampfreserve der
Partei der Arbeiterklasse und als dem Interessenvertreter
der Jugend. Es kommt darauf an, iiber die
- politische Organisation des Gemeinschaftslebens, |
- verstérkte konkrete Aufgabenverteilung an alle Mitglie-
 der, ' | ' _
- bessere Beriicksichtigung der steigenden geistigen An-
spriiche und Bediirfnisse, '
- differenzierte, kontinulerliche politisch-ideologische
Arbeit mit allen Mitgliedern
die FDJ zur echten Heimstatt jedes FDJ-Studenten
zu entwickeln und den Stolz auf unseren Jugendverband
_zu verbreitern.

‘Bei der Vervollkommnung der III. Hochschulreform hat die FDJ

eine groBe Verantwortung. Das heiBt fir uns:

- Verstdrkung der politisch-ideologischen Arbeit in allen
JFDJ-Gruppen. l -

f
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Eine wesentliche Aufgabe ist dabel der Kampf um hdchste
Studienleistungen im marxistisch-leninistischen Grundla-
genstudium, Das dort erworbene Wissen muB aber auch ange-
wendet werden in der téglichen Arbeit, in den FDJ-Ver-
sammlungen, im FDJ-Studienjahr, in persdnlichen Gesprichen.
Die Aneigung und Aﬁwendung des Marxismus-Leninismus muB
eine Einheit bilden. '

- Erfillung der Studienpléne mit hdchster Effektivitit.
Hierbei kommt es vor allem auf folgende Schwerpunkte an:

-~ Entwicklung einer sozialistischen Studienhaltung

- Mitgestaltung der Studienpléne,

- Arbeit mit Jugendobaekten.
In diesem Jahr werden wir ein Jugendob jekt schaffen, des-
sen Mitglieder sich mit der inhaltlichen Bearbeitung und
Kldrung von Problemen und Aufgaben bei der ErhShung der
Effektivitét und Intensitét des Studiums befassen.
Ein wesentlicher Bestandteil fiir die Effektivierung des
Studiums ist die Verbesserung des Selbststudiums. In
diesem Jahr wird deshalb verstérkt darauf orientlert
daB die Studenten nach Selbststudienplinen arbeiten (fiir
einzelne Studenten oder auch auf kollektiver Basis).

- Die FDJ muB ihren Platz in der sozialistischen Demokratie
voll wahrnehmen und an der Planung und -Leitung des Hoch-
schulwesens teilnehmen.

An unserer Sektion driickt sich das z. B. aus in der Mit-
arbeit der Studenten in den Erzieherkollektiven der Stu—
dienjahre, in der Diskussion der Erziehungs- und Aus-

bildungspléne und nicht zuletzt in der Mitarbeit in der
Sektionsleitung. Die Arbeit des Jugendobjekts "Studien-

. werbung - Studienvorbereitung" und die Erarbeitung eines+ -
Berufsbildes des Mathematikers (durch Studenten des IV.
Studienjahres) dokumentieren ebenfalls die Wahrnehmung
der Verantwortung der Studenten fiir die Erzlehung und
Ausbildung.

Eine wesentliche Methode zur Umsetzung unserer Zielstellungen
ist der sozilalistische Wettbewerb. Wir wollen hierdurch die
vielféltigsten Initiativen zur Erreichung der Ausbildungs-
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und Erziehungsziele entwickeln. In'ﬁieser Bewegung ist der
‘Kampf um den Ehrentitel "Sozialistisches Studentenkollektiv"
die qualitativ hdchste Form des Wettbewerbs. Er ist auf die
Herausbildung sozialistisch denkender und handelnder, all-
séitig gebildeter Persdnlichkeiten gerichtet, die bereit und
f&hig sind, in sozlalistischer Gemeinschaftsarbeit Héchst—
leistungen zu vollbringen. Es kommt bei der Fﬁhrﬁng des
-sozialistischen Wettbewerbes besonders darauf an, alle Stu-
denten zu aktivieren, jeden ir die Arbeit einzubeziehen, um
so die Forderung "alle errelchen, jeden gewinnen, kelnen
zuriicklassen" zu verwirkllchen

R. Wadkernagel

T'DJ -Seicre FDJ-Sekretdran der Sektion Muthomohk
derFSU lena -

Losungen

(C 27) Wenn P(x) ein volleq Quadrat -sein secll, mufl es sich
als P(x) = [£(x)] darstellen lassen, wobei f(x)
éin geeignetes Polynom ist. Dieses Polynom hat not-
wendig die Form i

ﬁ _f(Sc)=o¢x2+Bx+y

mit reellen Zahlen ¢,B,y. Damit ergibt sich folgende

Tdentitét 5

P(x) = X+ ax? + bxe'- 8x + 1
= agxu + ZBax3 +( 20y + 52)x2 + 2Byx +'72 =
= [ £(x)}* '

Zwei Pdiynome sind aber genau dann identisch, wenn
die Koeffizienten jeder Potenz des Argumentes iiber—
einstimmen. ‘

Man erhélt also die Gleichungen:
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wi

e

7o
2By = =8
20y + B2 =B

28 = a

o2 =1

.|und kann daraus die mdglichen Werte fiir a und b bestim-

" +
men. Bs ist &1'2 = =1
= A
1,2
4 +
=--=—q.
1,2 i '
Damit wird ' a = 2 of
=28
und es gilt b = 6 v Tup
=16 %2

Das bedeutet: Genau fiir die Wertepaare (-=8,14) und (8,18)

rd das Polynom P(x) ein volles Quadrat.
Durch Subtraktion von 2xy auf beiden Seiten der 1. Gl.
erhdlt man das Gleichungssystem
(x-3°=4 Xy £
1 -
x=-3y =g Xy - {2 )

Man unterscheidet . jetzt zwel Félle:_

{1, Fall: X =3

Dann ist xy = O,und es. gibt eine Losung

Xq =Jq=0

2. PFall: x+y

- Dann muB auch x & O und y 4 O sein.
Durch Division der ersten gjeichung durch das
"Quadrat der zwelten ergibt sich:
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B
Xy

oder xy = 8 ,

1=

weiter erhdlt man

‘x‘-‘y= 2 .
Es ist also noch das Gleichungssystem
Xy = 8 1'*)
X~y = 2 (2'') zu ldsen.

Die Losungen ergeben sich zu

Damit sind genau die Paare (0,0), (4,2) und (=2,-4)
Losungen des obigen Gleichungssystems. *

(C 31)

I—

eingesandt von Edger Petersdorff, EOS Wurzen, 12. Kl.

847 8pjeeei a, ist eine geometrische Folge, d. h.
es gilt:

. 8q = a1 it
82 = 89°4
a5 = 8 =a1_q2 \f (%)
3

8.4 = &3'q =a.1'q

4y = 8y 40 = aqed™

Fﬁr:sq und S5 gilt deshalb:

51 = a,‘ + aq'q + 81q2 +eeat a;l'qn-1

84 =a4(1+q+ ... + q?‘“) (1)
1 1 a

8 | o m— L, .t -

2 ay 8,4 _a1qn 1
1 1 1

So=—(1T+=+ ..o +~ =7 )

27 & q ;g
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(-1 0.3 B 4o qn—1) | (2)

1
E; ’qn—ﬂ

52=

Aus P = aﬂ-ag-aéo...-an folgt:

n
-, (n—'l)
A
Peigg v 8
a1§ . (1+q+q2+...+qp_1) 2 -_a1? . é?
P = . -
n
1 + q+q2 +aoot qn—ﬂ) 2 =
n r i *
2 . -
P = S4” *—m nach (1) und (2)
séﬁ
1,3
P= (s, —)
1 S5
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