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In diesem Heft setzen wir die in "WURZEL" 12/72 begonnene
Artikelserie zur Wahrscheinlichkeitsrechnung fort. Im ersten
Teil wurden die Begriffe "relative H8ufigkeit" und "Wahr-
scheinlichkeit" eines zuf&lligen Ereignisses eingefiihrt und
erste Eigenschaften dieser GroBen betrachtet. Es folgen nun
Betrachtungen zur Berechnung konkreter Wahrscheinlichkeiten
sowie weitere Eigenschaften.

GesetzmdBigkeiten des Zufalls (1)

Zwel Beispiele sollen demonstrieren, wie mit Hilfe der im
vorhergehenden Artikel festgesetzten Eigenschaften

(1a) 0 s P(A) s 1 und
(1b) P(AUB) = P(A) + P(B)

fiir unvereinbare zuféllige Ereignisse A und B konkrete
Wahrscheinlichkeiten berechnet werden konnen. AnschlieBend
zeigen wir, wie aus diesen beiden elementaren Eigenschaften
weitere folgen, d.h. als mathematische S&tze bewiesen werden
konnen. ‘
Beispiel 1:] Zu bestimmen ist die Wahrscheinlichkeit P(A) fiir
das zufdllige Ereignis A:= "Mit einem Wurf eines symmetri-
schen Wirfels wird eine Zahl grofer als 4 gewiirfelt."
In diesem einfachen Beispiel‘fﬁhren folgende ﬁberlegungen
direkt zum Ziel: Jedes der sechs mdglichen Wiirfelergebnisse
hat die gleiche Chance, da wir die Symmetrie des Wiirfels vor-
aussetzen. Die Chancen fiir A stehen slso 226,lund die rela-
tive Haufigkeit wird dementsprechend um 1/3 herum schwanken.
Dies bestdtigt jedes Experiment mit einigermaBen symmetrischen
Wirfeln. Wir konnen die Zahl 1/3 als Wahrscheinlichkeit von
A ansehen. Wollen wir diesen Losungsweg auch auf komplizier-
tere Beispiele anwenden, miissen wir seinen rationalen Kern
systematisch erfassen. Dabel werden wir versuchen - herauszu-
finden, welche Rolle die elementaren Eigenschaften der Wahr-
scheinlichkeit in diesem Ldsungsweg spielen.
Wir fiihren neben dem Ereignis A das Ereignis A:= "Die gewiir-
felte Zahl ist kleiner als 5." ein, welches genau dann ein-
tritt, wenn A nicht eintritt. A nennt man das Komplement von
A. Die Vereinigung von A und A ist ein Ereignis, welches immer
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eintritt. Es ist kein eigentliches zufédlliges Ereignis. Es
tritt mit Sicherheit immer ein, wenn die Versuchsbedingungen
realisiert werden, d.h. in unserem Beispiel, wenn der Wiirfel
geworfen wird. Solche Ereignisse nennen wir sichere Ereignisse
und bezeichnen sie stets mit dem Buchstaben S. Als "Wahrschein-
lichkeit" fiir S kénnen wir sofort 1 ansetzen, da fiir alle n
Rn(S) = 1 sein muB. Obwohl wir damit als erstes die triviale
Wahrscheinlichkeit flir ein nicht eigentliches 2zufélliges Er-
eignis bestimmt haben, ist ein wichtiger Schritt getan. Die
Bedingungen des Beispiels kOnnen durch die Gleichung

2P(A) = P(X) ausgedriickt werden. Aus der Definition des Komple-
ments von A folgt unmittelbar, daB A und X unvereinbar sind.
Also ergibt sich aus (1t) P(AUR) =P(A) + P(Z), und wir kdnnen
eine ganze Kette von Gleichungen aufschreiben: .

1 = P(S) = P(AUX) = P(A) + P(E) = 3P(A) , woraus folgt

P(A) = 1/3.

Das ndchste Beispiel wird zeigen, daB wir auf prinzipiell glei-
chem Wege auch in komplizierteren Féllen zum Ziele kommen, Ne=
ben dem zufélligen Ereignis, dessen Wahrscheinlichkeit wir
suchen, betrachten wir andere zuf#llige Ereignisse, deren Wahr-
scheinlichkeiten mit Hilfe allgemeiner Eigenschaften wie (1b)
und mit Hilfe der formelméBig erfaBten konkreten Versuchsbedin-
gungen berechenbar sind. Letztere werden so gewdhlt, daB asus
ihren Wahrscheinlichkeiten die gesuchte abgeleitet werden kann.

She & % 29 B .."!'ll'l‘ll.....-.l..l.ll'..llb.l

Beispiel 23 Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereig-
nis A:= "Unter 10 auf gut Gliick aus einer Skatkarte ausgewdhl-
ten Karten befinden sich genau zwei Buben."

Die Aussage "Auf gut Gllick ausgewéhlt" kann nichts anderes be-
deuten, als daB jede mdgliche Auswahl von 10 Karten aus den
gegebenen 32 Karten gleich wahrscheinlich sein soll, Daran
knipfen wir an. Jede mdgliche Auswahl von 10 Karten betrachten
wir als ein elementares Ereignis E; und stellen uns diese zu-
fédlligen Ereignisse von 1 bis n numeriert vor (i = 1,2,...,n).
Die Gesamtzahl der verschiedenen Mdglichkeiten, aus 32 Karten
10 auszuwéhlen, ist damit als Unbekannte n eingefiihrt. Das zu-
féllige Ereignis A 1&Bt sich darstellen als die Vereinigung
aller der E;, aus deren Eintreten das Eintreten von A folgt:

404 fa B dosand basew s e s géusy
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(2) A = Eil‘UEizU...UEim.

Man' sagt, daB die elementaren Ereignisse El ’ El veessE; dem

!""l

-zufdlligen Ereignis A giinstig sind. Jedes dem Ereignis A nicht

glinstige Ereignis Ey ist mit A unvereinbar. Folgt aus dem Ein-
treten eines zufidlligen Ereignisses Z1 notwendig das Eintreten
des zufédlligen Ereignisses ZE’ schreibt man Z1 c Zg.Gelten gleich-
zeltig 24 € 2, und 22 € 24y sind Z1 und Z2 als zufédllige Ereig-
qisse identlsch ( 2, = Zg ), da sie stets zusammen eintreten
oder nicht. Nach diesen Uberlegungen iliberpriifen wir die Identi-
tédt (2). Rechts stehen alle Ereignisse E;, fiir die BE; c A gilt,
von 1 bls m numeriert. Tritt W UE U...UEi ein, heifit das

auf Grund der Deflnltlon der Verelnlgung von Ereignissen, daf
mindestens eines der Ereignisse Bi; s 0= 1,250¢eym , eingetre-
ten sein muB. Da fiir jedes J = 1,24...41 Eiﬁ c A folgt, muB

(3) E11UE12 U...UEim c A gelten.,

Umgekehrt folgt aus dem &intreten von A, dab mindestens eines
der elementaren Ereignisse Ei1'Eio""'Ei eintreten mull, also
? m

--‘. E e &8 E
(4){A hlqumizu UE;

Dies erkennen wir daraus, daB eines der Ereignisse E1’E2""'En
immer eintritt und daB dem Ereignis A nicht glinstige elementare
Ereignisse unter ihnen nicht gemeinsam mit A eintreten kénnen.
(3) und (4) zusammen ergeben (2).

Offensichtlich sind alle E und EJ fir 1 % J unverelnbare Ereig-
nisse, die, wie weiter oben bereits vermerkt, alle gleich wahr-
scheinlich sind. Die als Preisaufgabe (D 65) formulierte Fol-
gerung aus (1b) liefert uns:

P(E1U...UEn) = P(Eq) + P(Eg)_+...+P(En). Es gilt also:

1= X8) = P(EU...UE) = P(E;) +...+ P(E)) =
= nP(E,) = nP(E,) = ... =1P(E,) und danmit

P(E;) = 3 fiir alle 1 = 1,2,...,0 .
Hegen (2) folgt daraus sofort:

P(A) = P(E; U...UE; ) = P(By ) +.o+ P(B; )

]
S13
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. #s sind also nur noch die Zahlen m und n zu bestimmen. Diese

* Aufgabe gehdrt zur Kombinatorik. Wir miissen "ausz&hlen", wie-

* viele verschiedene Mdglichkeiten es gibt, aus 32 Karten 10 aus-
. zuwghlen und wieviele davon mit dem Ergebnis enden, daB genau

. zwei Buben mit ausgew&Zhlt worden sind. Da diese Artikelserie

- noch weiter in GesetzmdBigkeiten des Zufalls vordringen soll,

- wollen wir uns bei der Herleitung von Formeln der Kombinatorik,
die dieses Auszéhlen systematisch ermdglichen, nicht aufhalten.
. Die Anzahl der Mdglichkeiten, aus 32 Karten 10 auszuwéhlen, ist

(,?2) = 71‘237?‘;?2"‘ , wobei fiir alle natiirlichen Zahlen k gilt:
k! = ke(k=1)es,..0201,

Um m zu berechnen, suchen wir die Anzahl derjenigen Auswahler-

. gebnisse, bei denen aus den vorhandenen vier Buben zwei Buben
und aus den restlichen 28 Karten acht Karten ausgew&hlt worden
sind. Da jede Kombination einer Auswahl von zwel Buben mit einer
Auswahl von acht Karten aus den restlichen 28 genau eines der
elementaren Ereignisse Eij y J = 1,250..4my liefert, ist

5 4)_(28) _ 4 281
2, 8 2127 BT20T °
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit P(A) ist demnach:

p(ay= 2301029021022 _ 2";-34-5-7-11 22227211 _ 6 2g9 .
Emm— 20103203'].30-29 2 05-5-31029 8.%1-29 ————

Skatspieler kinnten nun testen, ob die relative Haufigkeit der
Spiele, bei denen sich zwei Buben in der Hand befinden, wirk-
. lich um 0,289 schwankt.

Zum SchluB dieses Artikels wollen wir einige S&tze beweisen,
die andere allgemeine Eigenschaften der Wahrscheinlichkeit auf
die Eigenschaften (1a) und (1b) zurilickfiihren und dabei eine
weitere Verkniipfung zufélliger Ereignisse definieren.

Satz 1: |Fiir jedes zuféllige Ereignis A gilt P(A) = 1 - P(R).
Lo e ]

Bewels: Aus der Unvereinbérkeit von A und A und der Identitét
ﬂ S = AUE folgt 1 = P(A) + P(R) .

Pefindtt i on 3 s

Sind A,B zufédllige Ereignisse, versteht man unter
D ANB das zufdllige Ereignis, welches genau dann ein-

tritt, wenn A und B gemeinsam eintreten.

69



Die bereits h&ufig benutzte Bedingung, daB zwei zuf&llige Er-
eignisse A, B unvereinbar sein sollen, kbnnen wir jetzt so
formulieren:

ANnB=1T1,
ANB ist ein Ereignis, welches bei keiner Realisierung unserer
Versuchsbedingungen eintreten kann. Solche Ereignisse wollen
wir unmégliche Ereignisse nennen und mit U bezeichnen.,
Satz 2: [Es gilt filir beliebige zuf&llige Ereignisse A, B
P(AUB) = P(A) + P(B) - P(AnB).

Beweis: 1. Es ist A = (AnB)u(AnB) , da aus dem Eintreten der
rechten Seite dieser Identitdt das Eintreten mindestens
eines der Ereignisse ANB, ANE und damit auf jeden
Fall das Eintreten von A folgt.
Ungekehrt folgt aus dem Eintreten von A das Eintreten
mindestens eines der Ereignisse AnB, ANB ,weil BUB =S
ist. Es gilt also sowohl A c (AnB)u(AnE)

als auch (ANB)U(ANE) < 4.
2. Die Ereignisse ANB und AnB sind unvereinbar, denn
es ist NB)N(ANB) = AN(BNB) = ANU = U. Aus (1b)folgt
(3) P(A) = P(ANB) + P(AnB).
Genauso kann gezeigt werden, daB AUB = BU(AnB) und
Bn(AnB) = U gelten und deshalb
(4) P(AUB) = P(B) + P(AnRB) sein muB.
Aus (3) und (&) folgt sofort die Behauptung des Satzes 2.

[ =

Satz 3:|Aus ACB folgt P(A) s P(B).
TR

Beweis: AcB ist identisch mit B=AUB. Andererseits ist

AUB =AU(BNA) und AN(BnE) = U. Wiederum folgt aus
(1) P(B) = P(A) + P(Bni), und da wegen (1a)
P(Bnk) 2 O sein muB, ist die Behauptung des Satzes
bewiesen.

Die n&chste Folge wird sich vor allem mit den zufdlligen Er-
eignissen, den Eigenschaften ihrer Verkniipfung genauer be-
schaftigen. Der aufmerksame Leser wird schon erkannt haben,
wie wichtig es ist, zufdllige Ereignisse als mathematische
'Objekte beherrschen zu lernen.
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{ibungen

| 1. |Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die 11
FuBballspieler einer Mannschaft zur Verabschiedung nach
dem Spiel der GrdBe nach angetreten sind, wenn zwei von
ihnen gleibhgroﬁ sind?

[2] vie groB ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB von zwei
auf gut Gliick aus einem Skatblatt ausgewéhlten Karten genau
eine ein As ist? )

In sbsoluter Dunkelheit werden einer Kiste mit 12 10-Ampere-
und 8 6-Ampere-Sicherungen 5 Sicherungen entnommen.,
Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit dafir, daB darunter
genau 2 6-Ampere-Sicherungen sind?

[Z.]Zu beweisen ist folgende Behauptung:

) Sind A4, A5, Az,zuféllige Ereignisse, die paarweise dis-
Junkt sind und fiir die AU A2L1A3 = S 1st, so gllt:
P(B) = P(Bnﬂﬂ) + P(BnAE) + P(BnA3).

[5.] Beweisen Sie den Satz:
Das zuf&llige Ereignis B ist Komplement des zufédlligen
Ereignisses A, wenn die beiden Bedingungen
a) ANB =10 und b) AUB = S erflillt sind.

Flir Leser, die sich fiir die in diesem Artikel aufgeworfenen
Probleme der Kombinatorik — einem wichtigem Teilgebiet der
Mathematik - interessieren, empfehlen wir folgende Literatur:

Flachsmeyer, J., Kombinatorik, Einfihrung in die mengentheo-
retische Denkweise, Berlin 1969, DVW.

Dr. Horst Oswald

Wissenschafil. Sekretéir
Sekiion Mathematik

INFORMATTION N S

Geschéftsbriefe aus dem Computer

Mitarbeiter von Verwaltungen verwenden 35 bis 60 Prozent ihrer
Arbeitszeit fiir die Abfassung von gleichartigen Geschifts-
briefen. Ein in Kursk entwickelter Computer Ubernimmt jetzt
diese Routinearbeit, Die Konstrukteure der neuen Maschine
gingen davon aus, daB bestimmte Geschiéftsbriefe weitgehend aus
standardisierten Satzteilen und Sdtzen bestehen. Die "Stan-
dards" kdnnen kodiert und die entsprechenden Zahlen dem
Computer eingegeben werden.
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Preisaufgaben 1/73

Der Umfang des DreiecksAABC sei 2p. Welchen maxi-
malen Wert kann dann die Lédnge des innerhalb des
Dreiecks liegenden Abschnitts der Tangente des In-
kreises vonAABC, die parallel zur Strecke BC ver-
léuft, annehmen?

Man bestimme alle dreistelligen Zahlen (abc)qo, die
gleich dem arithmetischen Mittel der Zahlen (bca)qo
und (cab)qosind.

((abc)1p bezeichnet dabeil eine im Dezimalsystem ge-
schriebene natiirliche Zahl mit den Ziffern a,b,c.)

Man zeige, daB die Gleichung x2 + y2 = 47 fiir natiir-

liche Zahlen n keine Losungen in positiven ganzen
Zahlen x,y besitzt.

oN

Man zeige, daB flir keine positiven ganzen Zahlen n
und k mit k > 1 die Zahl

30 49
durch 5 teilbar ist.

Gegeben seien in einer FEbene eine Gerade 1 und zwei
Punkte A, B, die auf verschiedenen Seiten von 1 liegen.
Man bestimme den Punkt X auf 1, filir den der absolute
Betrag der Differenz XA - XB maximal wird.

110 OKDY:'HOCTI! parzilyca R paBHOMEDHO i B OIHOM
HampapJeHuu ZLBUELYTCA jABe ToYrid. OZHA 13 HIX
JeJaeT MNCABHHY KPyTr Ha t Cex. CHCTIpee BTOPOI.

Jpeua Welxy ZABY!if [0CJIeLOBaTE/IbHLM BCTpPEUAMH
TOYEK DABHO T CeK. UNpeXeJuUTh CKCpOCTil 3THX TOYEK.

Losungsbedingungen wie iiblich!



Mathematikstudium in der Sowjetunion

In der Sowjetunion wurde ein sozialistisches Bildungssystem
durchgesetzt, das sich durch seine Einheitlichkeit und die
gute Abstimmung der Ausbildungsetappen aufeinander auszeichnet.

Das Studium ist eine hohe Auszeichnung und gesellschaftliche
Verpflichtung fiir jeden Studenten. Das kommt auch darin zum
Ausdruck, daB sich im Durchschnitt sechs Bewerber pro .Studien-
platz der Aufnahmepriifung stellen. Daraus wird auch jeder ab-
leiten konnen, daB das Niveau des Mathematikstudiums sehr

hoch und MaBstab fiir uns ist. Die fiinfjédhrige Ausbildung glie-
dert sich, wie auch bei uns, in Grund- und Fachstudium. Dabei
ist in der UdSSR weitgehend das Prinzip realisiert: Die pro-
filiertesten Wissenschaftler halten die Vorlesungen im Grund-
studium. Das ist auBerordentlich wichtig, weil dadurch Quali-
tét und Effektivitdt des Grundlagenstudiums erhdht werden. Zu-
dem trégt die Vorbildwirkung und Autoritét bedeutender Wissen-
schaftler zur Entwicklung der Studenten zu jungen Wissenschaft-
lerpersdnlichkeiten bei. /

Typisch fir das gesamte Studium ist die Arbeit mit der Fachli-
teratur. Der Student wédre unter den dortigen Studienbedingungen
keinesfalls in der Lage, die fiir sein Studienziel notwendigen
Kenntnisse und Féhickeiten durch die Lehrveranstaltungen zu
erreichen, wenn er kein umfangreiches selbstédndiges Litera-
turstudium betreiben wiirde. Um diese Art des Studiums zu fér-
dern, verfiizen die sowjetischen Universitéten iiber entsprechend
eroBe Bibliotheken. Die Staatliche Lomonossow-Universitét
Moskau ist zum Beispiel in der Lage, jedem Studenten im Grund-
studium alle erforderlichen Biicher fiir mehrere Semester leih-
weise zu ilibergeben. '

Die Studienarbeit der Studenten wird in relativ kurzen Zeit-
absténden kontrolliert und angeleitet. Dadurch wird es such
mdéglich, die Ergebnisse der Arbeit vielseitig und tiefgriindig
zu iiberpriifen. Damit ist immer Anregung zur weiteren Arbeit
und zu einem wissenschaftlichen Arbeitsstil verbunden. Im
allgemeinen ist es auch so, daB die Studenten zunidchst in
einer schriftlichen Arbeit ihre Féhigkeiten nachweisen miissen,
ehe sie sich der miindlichen Priifung unterziehen kénnen.
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Dieses Priifungssystem trégt zu einer groBeren Kontinuitét des
Studiums bei und hilft auch, den Zufall, der ja manchmal bei
Priifungen eine groBe Rolle spielt, auszuschalten.

Vom dritten Studienjahr an werden Kursarbeiten an die Studen-
ten vergeben. Diese sollen beim Studierenden das Literatur-
studium zu speziellen Themen und die F&higkeit zu selbstén-
digem wissenschaftlichem Arbeiten férdern. Im Sinne einer Aus-
zeichnung erhalten besonders gute Studenten bereits kleinere
Forschungsaufgaben. Sie kdnnen dadurch noch besser auf ihre
spdtere Tédtigkeit vorbereitet werden. Es ist klar, daB dieses
System von Kursarbeiten den Wettbewerbsgedanken unter den
Studenten stark fdrdert.

Nun wird sich sicher auch niemand dariiber wundern, daB die
Diplomarbeiten der jungen Mathematiker ein fiir unsere Begriffe
sehr hohes Niveau haben. Dafiir ist kennzeichnend, daB der Be-
treuer zwar anfangs das Thema in gewisse Einzelheiten auf-
schliisselt - wie das liberall iliblich ist = der Student aber

im Werdegang der Arbeit sehr rasch selbsténdig und zum wissen-
schaftlichen Gespréchspartner seines Lehrers wird.

Vielleicht wird Ihnen einiges wie eine Selbstversténdlichkeit
erscheinen. Aber Sie werden, falls Sie einmal ein Mathematik-
studium aufnehmen, selbst feststellen, wie schwer es ist und
wieviel persdnlichen Einsatz es kostet, zu hoher wissenschaft-
licher Produktivitét zu gelangen. Wir alle kénnen - auch in
bezug auf das Studium - aus dem Beispiel der Sowjetunion wich-
tige Erkenntnisse gewinnen.

Wir sind natiirlich gern berelc, Ihre Fragen zum
Bildungssystem in der Sowjetunion, insbesondere
zum Mathematikstudium, zu beantworten bzw. elne
Antwort fiir Sie einzuholen.

INFORMATION NN N S

Rechenzentrale fir 600 Kraftwerke

Im neunten Planjahrfiinft (1971-1975) setzen die sowjetischen
Kraftwerker den Ausbau des Vereinigten Energiesystems der UASSR
fort. Die Gesamtleitung der angeschlossenen rund ©CO Warme-
und Wasserkraftwerke betrégt iiber 110 Millionen Kilowatt.
Dieses komplizierte Energiesystem wird von einer Rechenzentrale
in Moskau gesteuert.
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Losungen

(D 54)| Der Beweis erfolgt indirekt:

I Annahme: Es gibt eine reelle Zahl a mit a # O und a # 1

und f(a) # O. '
a

Wegen R |
a = aé —
e
und damit
—Eq _
1: a- .
a a
a—l

gilt mit x = =25

£(a) - 2£(2) = 0 oder
£(a) = 28(2) . (1

Andererseits gilt wegen

T-a ~
und damit 1
Sl
T
T-a
mit X = :
- 5
f(%) - 2f(a) = 0 oder

f(%) = 2f(a) oder
2f(§) = 4f(a) . (2)

Setzt man (1) in (2) ein, so ergibt sich

£(a) = 4£(a)
und damit f(a) = 0 im Widerspruch zur Annshme.
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Damit muB f(x) = O fiir x # O und x # 1 sein.

Porderte man weiter,dal f auf der gesamten reellen
Achse stetig sein s0ll, so wiirde sich sofort
£(0) = £(1) = O ergeben.

L

(D 55)| Es gilt fiir Elemente eines Verbandes

asbgiw. anbd= a.

Dann gilt nach Voraussetzung fiir alle 1 = 1,...4,n

[r— und Jd = Myeeett

Fiir jedes i = {1,...,n} folgt daraus

&i= ai N ai N «¢0o N a.i
= (aian) n (ainba) N eeco N (ainbm)

I
Damit gilt gber auch

i=1
= (X1 uCan( b u. . ulaynl Vo)

m

= a.1U8.2U. . .Uﬂnﬂj

= \,’ai n }?Lbj

- 1=1

=1bj

’

was aber nichts anderes bedeutet als

m

n
H‘aispbj o

=1
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(D 56)

L

Es gilt flr natilirliche Zahlen x 4 O

1 1 1 1 )
P * - e

(2x+1) 2x(2x+2) 2x 2x+27 -
Danmit ergibt sich fiir
1 1 1

+ + e & @ +
9725 (2n+1)2

E 1
i="(25_+'|)2
K 1
B 151-2('2-{ - §{+2)
43, 4 2 1

= ALsy " ifqm)

_ 1 n 1 n+1 ;—9

- 2(151?':1' 1§z

_ 1, 1 w1 2 1

= 2(2"' 1§zﬂ _1-{::2 -53-2in+35)

. 1

- K 4({n+

< 1"; )

[}

Es sel n die erste der 39 aufeinanderfolgenden natiir-
lichen Zahlen. Dann kommt unter den Zahlen n, n+1,...,
n+19 eine Zahl p vor, die auf O endet und deren Zehner-
stelle von 9 verschieden ist. Dann stimmen die Zahlen
Py, P+1,...p+19 bis auf die Zehner- und Einerstelle
iiberein. Es habe nun p die Quersumme g. Dann haben

die Zahlen p+1,...,pP+9 die Quersummen Qq+1,...,0+9;

die Zahlen p+10,...,p+19 die Quersummen g+1,...9+10.
Da p+19 S n+38 eine der 39 aufeinanderfolgenden Zah-
len ist, treten in der Folge n,n+1,...,n+38 auf jeden
Fall die elf Quersummen q, q+1,...,9+10 auf, von denen
aber genau eine durch 11 teilbar ist.




Vorbereltung der X. Weltfesispiele der Jugend und Studenten

Der BeschluB des Vorbereitungskomitees, die X. Weltfestspiele
der Jugend und Studenten 1973 in Berlin durchzufiihren, ist
ein Ausdruck des Vertrauens in die Jugend unserer Republik,
ist eine hohe Anerkennung der Leistungen unseres Jugendver-
pandes im weltweiten Kampf um Frieden und Vélkerfreundschaft.
Unsere Antwort darauf besteht darin, daB wir uns sehr griindlich
und umfassend auf die Weltfestspiele vorbereiten. Mit unserem
Auftreten in Berlin, mit der initiativreichen Ldsung der Auf-
gaben im Studienjahr 72/73 an der Sektion Mathematik, wollen wir
wiirdiger Gastgeber der Jugend der ganzen Welt sein.
fntsprechend dem BeschluB der 4. Zentralratstagung der FDJ
zur allseitigen Vorbereitung der X. Weltfestspiele stehen im
Mittelpunkt unserer Arbeit im Studienjahr 72/73 unter anderem
folgende Aufgaben:
1. Das Studium des Marxismus-Leninismus als Richtschnur unseres
Handelns
Im Streben um hSchste Studienleistungen im marxistisch~lenini-
stischen Grundlagenstudium, im FDJ-Studienjahr und in der propa-
gandistischen Tétigkeit geht es besonders darum, eine Einheit
zwischen theoretischem Wissen und praktischer Verhaltensweise
der Studenten zu erziehen. Es kommt darauf an, das im Grund-
lagenstudium erworbene Wissen auch in der téglichen politischen
Arbeit anzuwenden. Um hier Verbesserungen zu erzielen, werden in
den FDJ=-Gruppen vor allem Formen der kollektiven Vorbereitung
auf die Veranstaltungen im marxistisch-leninistischen Grund-
lagenstudium genutzt. Wir streben weiterhin an, Probleme, die
unmittelbar mit der Arbeit im Jugendverband zusammenhéngen,
mit der Ausbildung in Marxismusf-Leninismus zu verbinden.
Eine groBe Bedeutung filir die Vorbereitung auf die X. Weltfest-
spiele hat die Durchfiihrung des FDJ-Studienjahres. Mit den
Themen des FDJ-Studienjahres, die filir alle Gruppen verbindlich
sind, erhalten wir beim intensiven Studium der dazu erscheinenden
Materislien ein umfangreiches Wissen um die GesetzmdBigkeiten des
internationalen Klassenkampfes, den Kampf der verschiedenen
Abteilungen der demokratischen Weltjugendbewegung. '
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2. Die Vertiefung der Freundschaft zur Sowjetunion

Die Vorbereitung und wiirdige Begehung des 50. Jahrestags der

Griindung der Sowjetunion bildet den Hdhepunkt in der 2. Etappe

der Vorbereitung der X. Weltfestspiele. An unserer Sektion

gibt es dabei die vielfdltigsten Initiativen:

-In Verbindung mit dem FDJ-Studienjahr im Dezember werden
Veranstaltungen zusammen mit Komgomolzen, die an unserer
Université&t studieren, durchgefiihrt. ,

~Einige Bereiche unserer Sektion fiihren Festveranstaltungen
zu Ehren des 50. Jahrestages durch,

-Im Lehrerbereich wird eine Studentenkonferenz zum Thema
"Auswertung der Erfahrungen der sowjetischen Pddagogik"
durchgefiihrt.

-An unserer Sektion wurde eine Singegruppe gegriindet, die auf
einer Veranstaltung zum 50. Jahrestag das erste Mal auftritt.

-In vielféltigen Veranstaltungen mit Hochschullehrern und
Dozenten unserer Sektion, die in der Sowjetunion studiert
haben, werten wir die Erfahrungen des sowjetischen Hochschul-
wesens aus, ziehen SchlufBfolgerungen fiir unsere Arbeit.

5. Jeder Student leistet seinen Beitrag im sozialistischen
Wettbewerb um hdchste Studienleistungen

Entsprechend unserer Grundaufgabe geht es auch im Studium

primér um die sozialistische Klassenerziehung auf der Grund-
lage der Einheit von Erziehung und Ausbildung. Der Kampf um
hohe Studienleistungen muB zur politischen Norm werden. An

unserer Sektion orientieren wir dabei besonders auf folgende

Aktivitidten:

—Kampf gegen Studienbummelei und MittelmaB,

—Erhdhung der Verantwortung der FDJ bei der Realisierung der
Studienpléne,

~Verbesserung der Studienatmosphéire im Wohnheim durch Erhdhung
der Verantwortung der FDJ-Gruppen fiir die Arbeit im Wohn~
heim,

GroBe Bedeutung kommt bei der Erfiillung unserer Aufgaben dem
sozialistischen Wettbewerb zu. Dabei kommt es besonders darauf
an, auf der Grundlage des Arbeitsplanes der Gruppe monatlich
die Ergebnisse in der Arbeit einzuschétzen (Leistungsstand,

gesellschaftliche Aktivitédten, Erfiillung der monatlichen
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Schwerpunktaufgaben).

Vor allem hier ist eine ense Zusammenarbeit zwischen den FDJ-
Gruppen und den Mitarbeitern der Sektion erforderlich. Die
Erfahrungen der besten Gruppen werden an der Wandzeitung
verdffentlicht. Durch diese Offentliche Auswertung wollen
wir erreichen, daB sich an unserer Sektion eine echte Wett-

bewerbsatmosphére entwickelt.
R. Wadkernagel

FDJ-Sekretér an der
Sektion Mathematik

@ Aus unserer Matheball-Zeitung (siehe Titelbild) zitiert:

Gut gesagt

David Hilbert, iiber einen seiner Schiiler befragt:

"Ach der?", hat sich Hilbert erinnert, "Der ist Poet
geworden. Fiir die Mathematik hatte er zu wenig
Phantasie."

\4

v Dirac war es gewdhnt, sich immer klar und deutlich
auszudriicken., Nach Ende eines Vortrages fragte er:
"Gibt es noch Fragen?" Ein Zuhdrer meldete sich:'"Ich
habe die Herleitung dieser Formel nicht verstanden!"
Darauf Dirac:"Das ist keine Frage, sondern eine Fest-

A stellung. Gibt es noch Fragen?"

UBRBENS 07 N7\

... winschen wir unseren Lesern fiir das Jahr 1973 alles
Gute, viel Erfolg und Freude beim Lesen der "WURZEL".

Herausgeber: Jugendobjekt ,Studienvorbereitung” der Sektion Mathematik der Friedrich-Schiller-
Universitéit Jena; Leiter: Reinhard Klette
Redaktion: Werner Nagel (Chefredakteur) ; U. Heuke, H. Fischer, R. Lorenz
Die Zeitschrift erscheint monatlich zum Preis von 0,20 M. Ein Jahresabonnement erstreckt sich von
September bis August und kostet einschlieBlich eines Sonderheftes 2,50 M. Bestellungen
sind direkt an unsere Adresse einzusenden. Schulen bitten wir, Sammelbestellungen bei uns
aufzugeben.
Anschrift: WURZEL

69 Jena

Universitdtshochhaus

Sektion Mathematik
Konto: Postscheckkonto Erfurt 180 45
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Der verallgemeinerie Vektorbegriff

Ebenso wie die Verbandstheorie (vgl. "WURZEL" 10/11/72)

ist auch die lineare Algebra eine Spezialdisziplin der
allgemeinen Algebra. Wéhrend der Gegenstand der Verbands-
theorie die Verbénde sind, ist der Gegenstand der linearen
Algebra der Begriff des Vektorraumes. Dieser Begriff stellt
eine Abstraktion des Vektorbegriffs dar, der Ihnen wvon der
Schule her bekannt ist.

Wir wollen die wesentlichen GesetzmlBigkeiten der geometri-
schen Vektoren einmal zusammenstellen.

(:) Sind o und b beliebige Vektoren, so kdnnen diese addiert
werden, und o + b ist wieder ein eindeutig bestimmter
Vektor, d. he + 1st eine zweistellige Operation suf der
Menge der Vektoren.

(:) Die Operation + ist assoziativ und kommutativ, d. h.,
fir beliebige Vektoren a,b,c gilt
(@ +b) +ec =0+ (B +¢c) (1)
und a+b=b +a, (2)
(:) Es gibt einen Vektor o, den wir Nullvektor nennen, und
der fir jeden Vektor a die Gleichung
0 + 0 =10 40 =0 (3
erfiillt.
(:) Zu jedem Vektor a existiert ein Vektor b mit der Eigen-

schaft
a+b=>b+a=0, (4)

némlich der Vektor b = -a .,

(:)'Sind a ein Vektor und o eine reelle Zahl, so ist wea
wieder ein eindeutig bestimmter Vektor.
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Fiir die Multiplikation von Vektoren mit reellen Zshlen
gelten folgende Regeln («,B reelle Zahlen, a,b Vektoren):

(¢ +B)a =ox + Ba, (5)
(a + b) = aa + b , (6)
x(Ba) = (af)la , (7
10 = a . (8)

Man nennt in der Algebra eine Menge V mit einer zweistelligen
Operation +, die die Eigenschaften (1) bis (4) erfiillt, eine
kommutative Gruppe [V,+]. (Ist die Eigenschaft (2) nicht
erfiillt, spricht man einfach von einer Gruppe.) AuBer den
Vektoren gibt es noch zahlreiche andere Gruppen, die in der
Algebra Gegenstand der Spezialdieziplin Gruppentheorie sind,
80 z. B. die ganzen Zahlen, die geraden Zshlen, die rationa-
len Zahlen, die reellen Zahlen und viele andere mathematische
Objekte.

Wir kidnnen also die Vektoren charakterisieren als eine spe-
zielle kommutative Gruppe, in der eine Multiplikation mit
reellen Zahlen erkllirt ist, wobei die Regeln (5) bis (8)
gelten. :
Die reellen Zahlen stellen mit den Operationen + und ., der
Addition und Multiplikation, eine algebraische Struktur dar,
die man allgemein einen KSrper nennt.

€

Definilition 1:

Die algebraische Struktur 2 = [V,+,K] heiBt
Vektorraum iiber K =5
' . [V,+] ist eine kommutative Gruppe.
« K ist ein K8rper, und jedes x € K wirkt als
eindeutige Abbildung von V in V, wobei die

Regeln (5) bis (8) erfiillt sind (mit «,B,1 € K;
a.,b € V),

Der Leser kann sich unter K immer die Menge R der reellen
Zahlen vorstellen. Die eindeutige Abbildung o ist so zu ver-
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stehen, daB fiir jedes &0 € V . wieder ein eindeutig be-
stimmtes Element aus V ist.

Die Bedingung (8) in der Definition des Vektorraumes ist
nicht unwesentlich. Man kann sich ndmlich auch eine solche
Struktur [v,+,xj vorstellen, bei der [V,+] eine beliebige
kommtative Gruppe (etwa die der geometrischen Vektoren)
und K ein beliebiger Kdrper ist (etwa der der reellen Zah-
len); und wobel fiir alle @ € K und alle a € V definiert
wird:

&Oﬂ =Df 0.

Dann gelten alle Bedingungen der Definition 41 bis asuf Regel
(8), weshaldb diese Struktur kein Vektorraum ist.

Wir wollen drei weitere Beiggiele fir Vektorrdéume angeben.
1. Fir reellwertige Funktionen f und g iiber dem reellen

eSS PPFA SR attbutgativardiendendnad by m

sheghana i pibbdes Sdatvans dpervavidvetinva dfuaivaey

Intervall (a,b) definieren wir die Summe f + g und das
Produkt mit einer reellen Zahl o wie folgt:

(£ + g)(x) =pp £(x) + g(x),
(xf)(x) =pf oe (£(x)) .

f + g und «f sind dann wieder reellwertige Funktionen

tiber (a,b), und der Leser priift leicht selbst nach, daB
die Menge aller reellwertigen Funktionen iiber dem Intervall
(a,b) mit diesen Definitionen einen Vektorraum iiber R dar-
stellt.

Wir wollen mit Rn die Menge aller Spalten der Liénge n
bezeichnen, die aus reellen Zahlen bestehen:

rm.‘-
&2
Rn:Df . : s 41 € R .

| %)

Wir definieren die Addition und Multiplikation mit reellen
Zahlen wie folgt:



Olq B4 o1 + B4 09 Yq

Pt ] coe : « Y4 e b2
: LOn Bn ®n + Bn Cn YQn
: (v € R) .

[Rn,+,R] ist dann fiir jede natiirliche Zahl n ein Vektor-
raum iliber R.

Bbsneraisae e

5. Wir betrachten ein homogenes lineares Gleichungssysten
von m Gleichungen in n Unbekannten:

: 811X1 + 812X2 + eeo + 8BinXn =0
4 ® & B2 e e e 2 ® ® ° e 8 & & & @

8n1X1 + 8m2Xp + .o + Bun¥n = O (ai3 € R) .

Eine LOsung des Systems wollen wir in der Form

: X1

Xz :
i angeben (Man spricht hier auch vom Ldsungs-
: Xy vektor. ).

Werden die Summe wvon Ldsungsvektoren und das Produkt
eines Losungsvektors mit einer reellen Zahl wie unter 2.
i verstanden, so zeigt sich, daB die Li¥sungsmenge eines
solchen Gleichungssystems ebenfalls einen Vektorraum
iiber R darstellt. Die Theorie der linearen Gleichungs-
systeme ist deshalb auch ein Teilgebiet der linearen
Algebra.

Es sollen nun einige grundlegende Begriffe fiir Vektorrdume
definiert werden.

Definition 2

Die Vektoren bi,...,b, € V heifien linear unab-
héngig =Df

Die Gleichung 1By + Gbs + ece + Gnbn = 0 mit
®19.0090n € R 1st dann und nur dann erfiillt, wenn
d1=&2=...=mn=ogilt-
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(Mit o werde der Nullvektor und mit O die reelle Zahl Null
bezeichnet. )

Dies ist eine natiirliche Verallgemeinerung der linearen Un-
abhéingigkeit von geometrischen Vektoren.

Definition 3:

[

Beisyiele:

Die Menge B = {b1, ... ,bn} von Vektoren aus V
heiBt Basis von V =0

1« D4y ... ,bn 8ind linear unabhéngig und
2. jeder Vektor a € V 1Bt sich als Linearkombina-
tion der Vektoren b4, ... ,bn darstellen, d. h.
es ist
a= 0o1b1 + daby + ... + Opby
nit gewissen oy, ... ,Un € R.

1. Als Basis des Raumes der geometrischen Vektoren kann man

¢ ein orthonormiertes Dreibein wéhlen (drei zueinander senk-

! rechte Vektoren der Lédnge 1): Jeder Vektor des Raumes 1lé8%
sich als Linearkombination dieser drei Vektoren darstellen,
und diese selbst sind linear unabhéngig.

2. Die n Vektoren P

: 1 0 0
of (1 0
O] 5|0l seeey|sly bel denen jeweils genau eine Koordinate
S HNE o
: ol Lo 1
{ 1 und die iibrigen O sind, bilden .eine Basis von Rn.

In diesem Zusammenhang ist der folgende Satz wichtig, der
hier ohne Beweis angegeben wird.

Satz 1:
'jf)nz:jI;Jeder Vektorraum besitzt wenigstens eine Basis.

Der Raum der reellwertigen Funktionen iliber dem Intervall (a,b)
besitzt eine Basis mit unendlich vielen Elementen (YMenge der-
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jenigen Funktionen, die jeweils an genau einer Stelle den
Wert 1 annehmen und sonst liberall Null). Eine Basis des
Lésungsraumes eines linearen Gleichungssystems richtet sich
nach der konkreten Beschaffenheit dieses Systems.

In den meisten Vektorr&umen kann man viele verschiedene Basen

angeben.
1] [o] [o 17 [1] [
So ist z. B. neben {|0|, |1}|,]|0]|) auch {|0},|1],|1
0 0] 1 0] 0] 1

eine Basis wvon Rj.

Beweis:
;; Die Vektoren sind linear unabhéngig, denn

1 1 1 o [ o3 0q 0Lz 4003 |
% [O] + @2|1] + a3 |1] = [O + || + |03 = | op+0s =
0 0 1 0 0 "z o3 ]

gilt dann und nur dann, wenn o3 = o = aq = O ist.

2. Ein beliebiger Vektor

o %}
[&g] € R3 lédBt sich wie folgt als Linearkombination dieser
o3

Vektoren darstellen:

e 1 | 1 1

o | = (g = 02){0] + (o2 = 03 ) |1 + as|1] .
L Cis 0 0 1
Beide Basen bestehen aus drei Elementen. Allgemein gilt
Satz 2:

Alle Basen ein und desselben Vektorrsumes besitzen
stets die gleiche Anzahl von Elementen.

Dieser Satz ist eine Folgerung des sogéhannten Austauschsatzes:

-
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Ist {b1,...,bn} eine Basis des Vektorraumes V und
8ind &1,...,8r linear unsbhéngige Vektoren aus V,
80 zibt es unter den Vektoren Bi1,...,bn r ver-
schiedene Vektoren, die gegen die Vektoren
814.0+98r ausgetauscht werden kdnnen, so daB die
dabei entstehende Menge ebenfalls eine Basis von
V ist.

Der Leser iiberlege selbst, wie Satz 2 aus dem Satz 3 gefol-
gert werden kann. Der Austauschsatz selbst wird bewiesen
durch vollst&ndige Induktion iiber r, was wir IThnen fiir den
Ry als Preisaufgabe (E 11) stellen.

Die Anzahl der Basiselemente eines Vektorraumes ist also
eine charakteristische GrdBe fiir diesen Raum, und wir
definieren deshalb:

Definition &4

Die Anzahl der Elemente einer Basis eines Vektor-
raumes V heiBt Dimension von V, bezeichnet
durch dim V.

Folgerung:
Der Raum der geometrischen Vektoren hat die Dimension 3, der
Raum der reellwertigen Funktionen ist unendlichdimensional,

und es gilt dim R, = n.
Gerhard Lischke
Wiss. Assistent
im Bereich Kybernetik

INFORMATT ON NN TR S

Der "ménnliche" Computer

Kopfzerbrechen bereitete eine kybernetische Anlage den Wis-
senschaftlern des Nowosibirsker Rechenzentrums. Sie lieferte
nur an das ménnliche Personal prézise Daten. Hielt sich je~-
doch eine Frau in der Nihe der Rechenanlage auf, spuckte sie
falsche und mitunter absurde Antworten sus. Der Grund:
Sy?g?etische Kleidung erzeugt ein stdrendes elektrisches
Felqd!
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Pn’ifuugen - Notwendiges Ulbel oder J46hepunki?

Die "WURZEL" informierte sich fiir Sie bel Herrn
Professor G 1l a e s ke, dem stellvertretenden
Direktor fiir Erziehung und AusbiXdung unserer Sektion,
lber die Gegenwart und Zukunft des Priifungssystems

an unserer Sektion. Lesen Sie bitte im Folgenden das
Wichtigste aus diesem Gespréch:

Zundchst zum Sinn der Priifungen: Der augenfé@lligste Aspekt
ist wohl der des Leistungsnachweises; aber es ist nur einer
und gar nicht unbedingt der wichtigste. Dem Inhalt nach ist
Jjede Priifung natiirlich ein Leistungstest, und oftmals héngt
die Endnote im entsprechenden Fach vom Priifungsergebnis ab.
Deshalb ist auch jeder Student bemiiht, méglichst gut geriistet
zur Priifung zu erscheinen. Thm steht eine von Lehrveranstal-
tungen freie Zeit zur Intensivvorbereitung (zwei oder drei
Wochen, abhingig von der Zahl und Bedeutung der Priifungen)
zur Verfiigung, in der er sich einen Gesamtiiberblick iiber den
Stoff des vergangenen Lehrabschnitts verschaffen kann. (Es
soll ja auch Studenten geben, die in dieser Zeit iiberhsupt
erst anfangen, die Vorlesung ernsthaft nachzuarbeiten; sie
erscheinen dann meist zur Wiederholungspriifung noch einmsl.)
Dieser Gedanke ist bei der Frase nach dem Sinn der Priifungen
saulerordentlich wichtig: das Erkennen grdBerer inhaltlicher
Zusammenh&nge im behsndelten Pachgeblet wihrend der Priifungs-
vorbereitung. Dies ist durch nichts zu ersetzen. So sehr
sich auch jeder gute und sehr gute Student fiber eine Prii-
fungsbefreiuns - die es zur Zeit noch in einicen Féchern
gibt - freut, so gehen ihm doch indirekt wesentliche Er-
kenntnisse verloren.

Ein weiterer und nicht zu unterschétzender Aspekt jeder
Priifung ist, da8 sie den AbschluB und damit HBhepunkt einer
Vorlesungsreihe bildet.

Ist dieser Sinn der Priifungen nun wirklich schon Realitit?
Was wird fir die Verbesserung des Priifungssystens getan?
Wesentlich wird ein neuer, fiir die DP2 einhecitlicher Studien-
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plan Mathematik zur Verbesserung der gegenwértig noch vor-
handenen Mingel beitragen. Das Verhéltnis der Vorlesungs-
zeit zur Anzahl der Ubungen wird verbindlich so geregelt, daB
in den Ubuncen regelméBig eine Leistungskontrolle durchge-
fiihrt werden kann. Das bringt eine gréBere Kontinuitét in
der Arbeit und eine vom Zufall weitgehend unabhéngige Lei-
stungsbewertung mit sich. Voraussetzung dafiir ist allerdings
die selbsténdige Arbeit der Studenten und sehr wesentlich
auch eine gute Qualitédt der Vorlesungen.

Aus diesem Grund werden in Zukunft auch die bestqualifizier-
ten Wissenschaftler fiir die Lehrveranstaltungen und damit
auch zur Prifungsabnshme verpflichtet werden. Eine von einem
prominenten Wissenschaftler durchgefiihrte Priifung wird fir
den Studenten zu einem gréBeren Ereignis. -

In Zukunft werden auch keine sogenannten Komplexpriifungen

(4. h. mehrere Disziplinen werdeun in einer Priifung behandelt)
mehr stattfinden, wie sie in der Vergangeaheit oft aus Zeit-
griinden ndtig waren. Es werden pro Semester auch nur zwei
(in Ausnahmeféllen drei) Priifungen stattfinden, so daB die
Priifungsvorbereitungszeit ihren wirklichen Sinn erfiillen
kann. Der Wegfall einiger Zwischenpriifungen wird mdglich,
weil die eigentliche Leistungskontrolle in den {ioungen
erfolgt.

Alle Verbesserungen des Priifungssystems konnen natiirlich nur
darauf zielen, die Effektivit&t der Studienarbeit zu erhdhen
und eine m3glichst gerechte Leistungseinschétzung zu erreichen.
Am Arbeitsumfang wird sich fiir den Studenten nur wenig &ndern,
und es wird ihm auch niemand das Lernen abnehmen kdnnen

- zumindest bis zur Einfiihrung des beriihmten Niirnberger
Trichters nicht.

Nach BeschluB des neuen einheitlichen Studienplanes werden
wir Sie iliber Einzelheiten informieren und Ihnen euch einen
{lberblick iiber alle abzulegenden Priifungen wihrend des
Mathematik-Diplom- und -Lehrer-Studiums geben.
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Preisaufgaben 2/73

(E_7) Eine natiirliche Zahl n heiBe Minimalpunkt einer
(:) Funktion f eus Nzl\Tz (d. h. der Menge aller eindeu-
tigen Abbildungen von der Merge der natiirlichen
Zahlen in die Menge der natiirlichen Zahlen), wenn
fiir alle natiirlichen Zghlen m mit m 2 n

f(m) 2 f(n) gilt. &

Man zeige, daB jede eineindeutige Funktion g aus
Nz''? unendlich viele Minimalpunkte besitzt.

8) Man zeige, daB fiir alle reellen Zahlen x das Polynom
P(X) =2 - + 22 - x + 1

-~

@tﬂj

positive Werte annimmt.

(E 9) Gegeben sei ein Winkel ¥ CAB und innerhalb von ihm
ein Punkt P. Man lege durch P eine Gerade 1 so, daB
der Umfang des durch 1 und die Schenkel AB und AC
gebildeten Dreiecks minimal wird.

(2 10) Man bestimme den Wert tan % y wenn bekannt ist, daB

sin & + cos o = 5é2: und 0° < o < 45° gilt.

O]

lian bewelse den Austauschsatz (Satz 3 unseres Fach-
artikels auf Selte 88) fiir den R;.

~
=
-
-
~

©)]

~
=
-
no
~r

lycIh a,b=KaTETH IRANIYTOMASICTO TPEYTOMBHLKE,
¢ - THICIGH 32, h~-INCOTA, CLYUSHHAGS 13 B WMHK
LpAUOre yriQ KA TUNCTOHYSY. ~ORAZETH, YIC
TPE/TCABELE CO SICI0HAMY h, c+h, a+b A337CTLN
GPASCY TCHDHE .

: [ O
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Lum Selbststudium

Eine sehr hdufig im I. und II. Studienjahr aufgeworfene
Frage beschéftigt sich mit der richtigen Organisation des
Selbststudiums an der Universitét. Der Grund dafiir ist
zweifellos auch in dem noch immer bestehenden grofien Unter-
schied zwischen der Wissensvermittlung an den Schulen und
den Universivédten zu suchen, und zwar hauptséchlich in der
methodischen Aufbereitung des Stoffes. Wenn es in der Schule
80 war, daB man etwa ein Drittel der Unterrichtszeit fiir
neuen Stoff und den Rest der Zeit zur Ubung und Vertiefung
dieses Stoffes verwendet hat, so ist das Verhéltnis an den
Universitdten gerade umgekehrt bzw. noch mehr zu Ungunsten
der Ubung verschoben. Es ist aber nach wie vor auch hier
noch notwendig, sich den dsrgebotenen Stoff theoretisch und
durch die Betrachtung von Beispielen anzueignen, was mit-
unter sehr viel Zelt kostet und natiirlich zum grd8ten Teil
im Selbststudium geleistet werden muB. Hier beginnt nun die
groBe Verantwortung des Studenten fiir sein Studium, die sich
vor allem in der richtigen Einstellung zum Studium &uRert.
Konkret 18Rt sich das an solchen Kriterien wie

- gorgfédltiges Nacharbeiten der Vorlesungen,
- richtiges Arbeiten mit den Fachbiichern,

~ gewissenhafte Vorbereitung der ﬁbung,

- volle Ausnutzung der Studienzeit usw.

messen.

Selbstverstindlich trégt hierbei auch der Seminargruppen-
betreuer = und natiirlich auch schon der Lehrer an der
Schule - eine groBe Verantwortung in der Hinsicht, dsaB er
die Studenten zu einer richtigen Einstellung zum Studium
erzieht und auch wichtige und wertvolle Ratschléige der
methodischen Bearbeitung und Durchdringung des Stoffes givt.
Dazu gehdren: Nutzung der Bibliotheken, richtige Literatur-
beschaffung, lehrhafte Auswahl von Beispielen in der {ibung,
Erziehung der Studenten 2zu guter Studiendisziplin durch ge-
eignete Kontrollsysteme.

92



Obwohl in dieser Richtung asuch an unserer Sektion schon
Anstrengungen unternommen werden, Betreuer zu beneanen, die
diesen hohen Anforderungen gerecht werden, werden trotzdem
auch jetzt noch der Mangel an pédagogischen Kenntnissen und
die mangelnde methodische Aufbereitung des Stoffes durch
manche Dozenten und ﬁbungsleiter von den Studenten kriti-
siert. Hier gilt es in n#dchster Zeit auch bei uns noch -
einiges nachzuholen.

Eine weitere wichtige Form der Organisierung des Selbst-
studiums ist das kollektive Lermen in der Seminargruppe.
Konkret kann das so aussehen, daB sich innerhalb der Gruppe
Lernkollektive bilden, die sich zu festgelegten Zeiten mit
den Studienaufgaben beschéftigen.Das hat den groBen Vorteil,
daB leichtere Probleme bereits hier geldst werden kénnen und
man nur die "schweren Brocken" in der ﬁbung behandeln muf,
An dieser Stelle mdchte ich ganz deutlich auf die hohe Ver-
antwortung der FDJ hinweisen, die sie in diesem Prozef der
Kollektivbildung, der richtigen Einstellung der Studenten
fiir das Studium, fiir die Bildung solcher Lerngruppen und
demit auch fiir das Selbststudium jedes Studenten trégt.
Hier ergibt sich fiir uns als FDJ die verpflichtende Aufgabe,
durch unsere konkrete ideologische Arbeit die Studenten zu
hochsten Leistungen im Studium anzuspornen, um damit dann
auch wesentlich zur Stédrkung unseres sozialistischen Landes
beizutragen.

Es lieBen sich jetzt noch einige Aspekte auffilhren, die das
Selbststudium beeinflussen, wie z. B. die Wohnheimatmosphire.
Immer wieder kommen wir aber, und das seil abschlieBend noch
einmal hervorgehoben, auf das allgemeine Grundproblem, nim-
lich die richtige Einstellung des Studenten zum Studium,
zurick.

Heinz GeuBler
Student, Analysis V
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Lésungen

(D 58)| Es sel SABCD die vierseitige Pyramide mit dem Quadrat
OABCD als Grundfléche. Es seien E und F die Mittel-
L punkte der Kanten AD bzw. BC, G der Schnittpunkt der
Diagonalen von ODABCD, My, My die Mittelpunkte der
eom— der Pyramide ein- bzw. umbeschriebenen Kugeln, a die
Lénge der Kante AB und o die Gr3Be des Winkels ¥ EFS.

S

A
(1) Die H5he SG der Pyramide, durch a und o ausge-
driickt, ist gleich Z-tan « .

(2) Der Radius r der der Pyramide einbeschriebenen
Kugel ist gleich dem Radius des Inkreises des
Dreiecks A EPS und ergibt sich damit zu

=ao' &

E % 6 ¥ F
(3) Der Radius R der der Pyramide umschriebenen Kugel

ist gleich dem Radius des Umkreises des Dreiecks
A ACS.




A (1 ¢ A + G = A2
oder i@ + (5G - % 5)? = G2 ,
d.. hl’ (#) (‘2'1‘-&110'. - R) = Ra .
2— -z,,—-ta.nzoz - 2-2 tan 'R + B2 = R?,
E—(E + tan®’a) = Regstan o ,
R = &(2 + tan’x
eGano.

(4) Damit erh&lt man

In dem rechtwinkligen
Dreleck A AGM; gilt aber

R _ a2 + tar?a) 2
> o8 tan o

astan %

2 + tanx
2+:tan o o tan%

Driickt man tan o¢ durch ta.n% aus gemésB

Z-tan%
tan ¢ =
1 - tarr$
4etan?$
2 + %
R (1 - tanzz)z
T - o
2+tan
2 o ______2 . tan%
1-tan?%

2(1 - tan?%)? + 4otan®%
4.tan=§ + (1 - tan?%)

1 % tan“%

2-tan’% « (1 - tan?$)

s 80 erhdlt man
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Substitulert man x = tan % s 80 ergibt sich

- P I -
T -

Es ist nur noch zu zeigen, daB fir 0 <x < 1
E-gq*'—_%r)' 2 1+ '\/-2-. gilt.

Es gilt aber ((1+V2)x =12 20
und damit (1 + 22 + 2)¥* - 2(1 + V2 )x® + 12 0.
Das 1é8% sich umformen zu

2 +1+2(1+V2)x2(x2 -1) 2 0.

Dividiert man die Ungleichung durch die fiir 0 < x < 1
positive Zahl 2x?(1 - x*), ergibt sich

-ﬁé‘-(%—fh?j - (1+V?) z2 0
oder -&}ﬁ—fb—x!jz‘l+\/2‘.

Damit ist alles bewiesen.

Giut gesagt

"Es ist bekannt, daB die Kenntnisse der Menschen die Be-
zeichnung Wissenschaft in Abhéingigkeit davon verdienen,
welche Rolle in diesen Kenntnissen die Zahl spielt."

Emile Borel (1871 - 1956)
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Unser Fachartikel bildet die Fortsetzung des Artikels

"Der verallgemeinerte Vektorbegriff" aus Heft 2/73. Wir
wollen in diesem zweiten Beltrag zur linearen Algebra die
Begriffe der linearen Abbildung und der Matrix kennenlernen,
die ebenfalls von groBer Wichtigkeit filir diese Spezialdiszi-
Plin der Algebra sind.

Lineare Abbildungen und Matritzen

1s Lineare Abbildungen

Definition 5 3

Eine eindeutige Abbildurng A von einem Vektorraum
Va1 in einen Vektorraum V, (es kann natiirlich

V4 = V, sein) heiBt lineare Abbildung von V4 in
V2, wenn fiir beliebige Elemente x, y € V4 , o € R
folgende Bedingungen erfillt sind:

A(x + y) = A(x) + 4(y)

Aloex) = e a(x) .
_Beispiel:
H
i Die Abbildung A mit
E Oq Uq + 20(.3
: A o0 =ne %+ O3
®3 o3

ist linear von Ry in R,.

R R S T

%1 | B4
: Setzen wir némlich x = [3:2 y Yy = [ng‘, so gilt:

: 43 ] B3

o + Ba [(ctq + B9) + 2(32 + 25
PAx +y) = Al e+ Ba| ] = [Caa# B1) + (34 B3)| =
g o3 + 33 ! o3+ B3

E Uq + 200, B1+ 282

= |ar+ o3 |+ (Bt By | = A(x) + A(y)
%3 B3



oo 0 oo + 2200 o + 20
: Alax) = A CLeip = |oo + aos = * |q+ Qa3 = a+A(Xx)
ALella 06a o3

Betrachten wir die Menge aller Elemente, die als Bild beil

einer linearen Abbildung A auftreten konnen, d. h. die

Menge A(V4) = {A(x): x € V4} oder den Wertebereich von A,

so konnen wir feststellen, daB diese Menge selbst wieder

einen Vektorraum darstellt. In unserem Beispiel ist das die

Menge aller Vektoren der Gestalt

o1+ 20 |

[a1+ «; |, wobei aq, 0z, 23 beliebige reelle Zahlen sind.
o3

Die Addition von zwei Vektoren dieser Gestalt oder iulti-

plikation mit einer reellen Zahl ergibt stets wieder einen

Vektor dieser Gestalt, und es gelten die Rechenregeln (1)

bis (8).

Tineare Abbildungen sind also solche Abbildungen, bei denen
ein Vektorraum wieder in einen Vektorraum iiberfiihrt wird.

2. Matrizen
R U

Definilition 6

Ein rechbteckiges Zahlenschema der Form

m"|1 312 .0 a1n

- |®21 2g2 .-« T2n

’Jcm‘[ mez LI ] ’Zmn ;
heit Matrix. Die aij; sind dabei reelle Zahlen.
A heiBt Matrix vom Typ (m,n), wenn sie m Zeilen
uni n Spalten besitzt. Ist m = n, so heiRt die
Taurlx quadratisch.

Matrizen gleichen Typs werden addiert, indem die Zahlen, die
an entsprechend gleichen Stellen stehen, addiert werden:




11 eee U1n B11 s B‘lh a11+B11 — a‘!n"‘Bh:

s+ |l =pe : :
Om4 e+e++ Omn Bm1 oo an Ccmq"'qu ess OmntBmn .

Beziiglich dieser Addition sind die Rechenregeln (1) bis (4)
erfiillt, d. h., Matrizen gleichen Typs bilden beziliglich +
eine kommutative Gruppe. Das Nullelement dieser Gruppe ist
die sog. Nullmatrix, deren sémtliche Elemente gleich Null
sind.

Eine Matrix wird mit einer reellen Zahl multipliziert, indem
jedes Element der Matrix mit dieser Zahl multipliziert wird:

[+ £ 1 s o 0’.1; YM‘] e e Y“‘ln
¥* 13 ¢ | =pe | ¢ 1K
Omq o+ Omn Y0m1 -+« YOlmn

Beziiglich dieser Multiplikation gelten die Regeln (5) bis (8),
so daB wir insgesamt sagen konnen:

Alle Matrizen gleichen Typs bilden stets einen Vektor-
raum iiber R.

Sind A eine Matrix vom Typ (m,n) und 8 eine Matrix vom Typ
(n,r), 4. h. stimmt die Anzahl der Spalten von R mit der An-
zahl der Zeilen von B iiberein, so kdonnen diese Matrizen mit-
einander multipliziert werden, und als Ergebnis ergibt sick
eine Matrix € = R-8 vom Typ (m,r), deren Elemente Yix Wie
folgt berechnet werden:

. I
Yix = O41PB1k + 2Bk + .- + CanPnk = :E:mzlﬁlk .
1l=1

(oi1 sind Elemente der Matrix R, Bix Elemente der Matrix 8.)

Beispiel:

3 -

3 1-1 0 1 0 2 1 -1
- 2 3 2
0 w— R
1-2 0 41 5 -4 -1 2] ,

(Es ist z. B. Y23 = 021B13 + ®22B23 + 023Bss + 024Ba3z =
1e(=1) 4 22 + 0.0 + 3.5 = 18).
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Diese Multipliksation von Matrizen ist assoziatlv und distri-
butiv, d. h.,es gilt:

(RB)EC = R(BC) .
A(B +C) = A8 + AC ,
(3 +C)R =38R + CR .

Im Unterschied zur iiblichen Zshlenmultiplikation ist die
Matrizemmultiplikation jedoch nicht ‘kommutativ, 4. h., es
gilt nicht allgemein A3 = BR (deshalb miissen auch bel der
Distributivitédt beide Fédlle angegeben werden).

Beispiel:

i

5[0'1‘.00='10 . jeaoch [°©].[° 7. [°9].

:l00] (10 00 10] [0O 01

Wéhrend auch bei reellen Zahlen das Produkt nur dann Null
sein kann, wenn einer der Faktoren Null ist, kann bei Matri-
zen das Produkt die Nullmatrix ergeben, obwohl alle Faktoren

von der Nullmatrix verschieden sind.

gBeispielz
oollo ] -[o

S Zusammenhang zwischen linearen Abbildungen und
Matrizen

L

Wir wollen davon ausgehen, da8 A eine lineare Abbildung von
dem Vektorraum V. in den Vektorraum V; ist und

By = {ﬁ?,...{&?} eine Basis von V4 und B; = {ﬂ?,...,ﬁ?} eine
Basis von Vo. A(BY) (1 = j < n) ist stets ein Element aus Vs
und kann demzufolge in eindeutiger Weise als Linearkombina-
tion der Elemente aus B, dargestellt werden:

A(ﬁ?) = a15ﬂ$ + szﬂ? + o + mmjﬂf =.;E;a13ﬂ?

Die Elemente a3y (i = 1,...,m3 j = 1,...,n) kénnen in einer
Matrix angeordnet werden, und wir nennen dann
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U119 ees Oqn
A = . :
Cm1 e-. Omn
die zur Abbildung A hinsichtlich der Basen By, B gehOrende
Matrix.

Ist x ein beliebiger Vektor aus Vi, s0 ist x eine Linear-
kombination der Elemente aus B4 :

“ 1)
X =Y1bq + ¢ec + Ynbn .

A(x) ist eine Linearkombination der Elemente aus B;:
A) = v & ..o+ yi2

Andererseits kann A(x) nach Definition 5 wie folgt berechnet

werden:

Q) ) )
Alx) = A(Y1bql + vee + Ynbn) = Y1A(D1) + se. + YnA(bn)

: N
Y1(2;0t11'b%5 + .o # Yn(Zcunb‘f)
= =

S g aij"(jbl? = 2 ;S au*{gl‘f\?
=1 =1 =1 =4
o (2 z (2)
= ;mjn P1 + .. + OnjYj )Pm -
= j=1

Es muB also y{ = 2&1 3Y3 sein. Dieser Zusammenhang wird

gerade durch die folgende Matrizenmultiplikation zum Aus-
druck gebracht:
X191 ees Oqn Y4 Y

° . .
e . . . =
- - .

Um1 eee Umn Yn Ym .
Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen:

Satz 4

Ist R die Matrix zur linearen Abbildung A von V4
in V; hinsichtlich der Basen Bi1, Bz, x ein belie-
biges Element aus V4 mit
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(7] @
x=Y1bt‘?+loa +ant:1maA(X)=Y1|b‘l + ... +Yn:bl’

so gilt
Y-; Y1
. = A.|.:
- ' [} a
Ym Yn

Es besteht also bel vorgegebenen Basen ein eineindeutiger
Zusammenhang zwischen linearen Abbildungen und entsprechen-
den Matrizen. (Um dies vollsténdig klar zu machen, wiren noch
einige weitere Uberlegungen nétig, die aber hier nicht ge-
macht werden sollen.)

Betrachten wir noch einmal unser Beispiel unter 1. Nehmen
wir als Basen By = B = {b4,b;,b3} mit

1 0 9]
b = {0}, b= |1, b: = |0 5
0 0 1
80 erhalten wir als zu A gehorige Matrix
1720
AR =1101 .
001

(Die Bilder A(bi) der Basisvektoren sind hier gerade die
Spalten der Matrix wegen der speziellen Beschaffenheit dieser
Basis.) Ist x ein beliebiger Vektor aus Ri3, so gilt hier
wegen der speziellen Basis nach Satz &4

A(x) = Rex .

4, Anwendungen der Matrizenrechnung
T R A T e R T D e TN

Die Matrizenrechnung und andere Teile der linearen Algebra
finden vielfdltige Anwendung bei der mathematischen lodel-
lierung von Problemen der Okonomie und Technik. Als Beispiel
seil hier nur die sogenannte Verflechtungsbilanz kurz erliu-
tert. Wir gehen aus von n Betrieben 1, 2, ..., n, die durch
Licferung und Abnshme von Produkten miteinander in Beziehung
stehen. xijsoll bedsuten, daB der Betrieb 1 an den Betrieb j
die Menge x13 cincs bestimmbten Produktes liefert. aj; soll
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die Menge der Erzeugnisse sein, die im Betrieb i aufgewendet
werden muBl, damit ein bestimmtes Erzeugnis im Betrieb j her-
gestellt werden kann. Ist x3 die Gesamtproduktion des Betrie-
bes j, so gllt xij = as3xy .

AuBerdem werde vom Betrieb 1 der Endverbrauch yi ausgesondert
(Ronsumtion, Investitionen, Reparaturen, Abschreibungen,
Export usw.). Damit gilt fiir die Gesamtproduktion des Betrie-
bes i:

811X1 + 812X2 + ... + 8nXn + J1 = X1 (1 =1...yn) .
Setzt man
p <] Na| 811 seee 8qn
r=li|on=|i] A= |
Xn In 8n1 <+« 8pnn

so erhédlt man folgende Matrizengleichung, die die Verflech-
tungsbilanz asusdriickt:

ARr + p = .

Bei Vorgabe des Endverbrauchsvektors py kotnnen mit Methoden
der linearen Algebra der Vektor r und damit das bendtigte
Bruttoprodukt der Betriebe errechnet werden. Danach lassen
sich Aussagen iiber die Realisierung der Planziele machen
und MaBnshmen zur Bereitstellung von Arbeitskréften, den
Vollzug von Investitionen usw. ableiten.

Gerhard Lischke
Wiss. Assistent
im Bereich Kybernetik

INFORMATION NS S

Lichtspiele am Computer

Ein in Kiew entwickelter Computer, der "MIR 2", ist filir elne
unnittelbare Mensch-Maschine-Kommunikation geeignet. Auf
einem Bildschirm dieses Computers erscheinen mathematische
Formeln, die der Operator mit Hilfe eines taschenlampenéhn-
lichen Lichtstiftes vom Bildschirm abberufen kann, um sie
in das jeweilige Programm zu libernehmen, Dies geschieht,
indem der Operator auf die gewiinschte Formel einen Licht-
strahl lenkt.
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Preisaufgaben 3/73

(E 13) 1In der Ebene P sei ein Winkel <4BAC von 60° gegeben.
(:) Ein Punkt S habe von A eine Entfernung von 25 cm,

von der Gerade AB einen Abstand von 7 c¢m und von
der Gerade AC einen Abstand von 20 cm. Wie gro8
ist der Abstand von S zur Ebene P?

(E 14) Wieviel natiirliche Zahlen kleiner als 1000 gibt es,
|(:) l die weder durch 3 noch durch 5 noch durch 7 teilbar

sind?

(E 15) Eine Funktion g von der Menge aller geordneten

(:) Paare reeller Zashlen in die Menge der reellen Zah-
len besitze die Eigenschaft, daB fiir alle reellen
Zahlen x, y, z die Gleichung

g(x,y) + 8(y,2) = g(x,z)

gilt. Man zeige, daB, falls es zwel reelle Zahlen
a, b mit g(a,b) = 0 gibt, g identisch verschwin-
det, d. h. g =0 ist.

(E 16) Man beweise, daB die Gleichung

2.cos 40° - cos 20° _

(:) sin 200 = V3
gilt.

(E 17) Man 16se die Ungleichung

in reellen Zahlen x!

O]

] logs(x® - 5x + 6) < O

40XazaTh, YTO0 yroJ IPeyroNbHuUKE Oy JZeT CCTIphHL,
APALLY WM TYIERS, CMOTPA 1o Touy, OyZer Jau
NPOILBONGHO:NGH CTOLOH& iCHbUE, PaBHA unyu Goabue
YEZB0BHHOL COOTBEICTEY L. UeIdAKH.

~
Ol
-

(84}

s

Losungsbedingungen wie iiblich!
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Mengen, die es gar nicht gibt

Vielleicht halten Sie die Uberschrift fiir Unsinn, der nichts
mit ernsthafter Mathematik zu tun hat. Aber betrachten wir
die Mengendefinition des Mathematikers Georg Cantor (1845
bis 1918) einmal néher! Ihnen wird diese Definition sicher
schon aus dem Unterricht bekannt sein:

"Eine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten,
wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder
unseres Denkens - welche die Elemente der Menge ge-
nannt werden - zu einem Ganzen."

(1895 erschienen in "Beitrége zur Begriindung der transfini-
ten Mengenlehre" von Cantor.)

Offeribar sind auch Mengen Objekte unseres Denkens; wir konn-
ten al=so nach der Cantorschen Definition zum Beispiel die
Mence aller Mengen bilden. Denken Sie einmal dariiber nach,
ob es eine solche Menge liberhaupt geben kann! Diese "Menge
aller Mengen" soll selbst eine Menge sein, miiBte also ein
Element von sich selbst sein. Eine solche Menge kann es aber
nicht geben. Zwar kann eine Menge N Element einer anderen
Menge M sein; man spricht dann jedoch davon, daB M von einer
uwn eins hdheren Bildungsstufe ist als N. (Betrachten wir zum
Beispiel N = {a,b,c,d} und % = {{a,b,c,d}}, so gilt

N € #i. Die beiden Mengen sind nicht gleich, denn N enthilt
die Elemente a, b, ¢, 4, widhrend M nur das Tleucnt N enb-
hdlt.) Es kann also keine Menge geben, die slch selbst als

Element eathd#lt. Ist né&mlich eine Menge von der Bildungs-—
stufe n, so ist die Menge, in der sie als Flement vorkommt,
von der Stufe n+1. Zwei Mengen unterschiedlicher Bildungs-
stufen sind aber verschieden. Also kann es die "Menge aller
Meugen" nicht geben.

Einen anderen widerspriichlichen Fall erhdlt man, wenn man
die Menge M aller der Mengen bildet, die sich nicht selbst
als Element enthalten. Uuntersucht man nun, ob M in M enthal-
ten ist oder nicht, so stellt man leichi fest, daB M € M
genau dann, wenn M ¢ M. Das ist aber ein logischer Wider-
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spruch. Folglich kann die Menge M gar nicht exlstieren.

Diese Beispiele von Mengen, die es gar nicht geben kann, die
man aber anhand der Cantorschen Mengendefinition bilden
darf, werden als Antinomien bezeichnet. Unser erster Fall
ist als Cantorsche Antinomie der Menge aller Mengen bekannt,
der zweite als Russelsche Antinomie (nach dem Mathematiker
Bertrand Russel, geb. 1872). Fiihrt man den Begriff der Kar-
dinalzahl einer Menge ein (siehe z. B. "Kleine Enzyklopéddie/
Mathematik" S. ‘701, 702), stoBt man auf die sogenannte
Fortische Antinomie (Cédsare Burali Forti, 1861 bis 1931) der
Menge aller Kardinalzshlen.

Diese Belspiele zeigen, daB die Cantorsche Definition - die
fir die meisten Anwendungen und zur Verauschaulichung des
Mengenbegriffs geeignet ist - im Sinne eines exakten Aufbaus
der Mathematik unzureichend ist. Das schmélert nicht das
Verdienst dieses grolen Mathematikers, die Mengcnlehre als
grundlegende mathematische Theorie begriindet zu haben.

Es zeigt sich, daB man auch in der Mathematik nicht "einfach
irgendetwas definieren" darf, wic es manchem vielleicht er-
scheint, sondern daB man zumindest auf die Widerspruchsfrei-
heit achten muB.

~

Nach Entdeckung der Mengenantinomicn verwarf man natiirlich
nicht die Idee der Menrenlehre als Ganzes, denn man hette

sie schon mit Erfolg in anderen mathematischen Disziplinen
angewandt. Es gelang einigen Mathematikern, Axiomensysteme
fir den Aufbau der Mengenlehre aufzustellen, die allen bis-
herigen Priifungen standgehalten haben. Ihre 'Widerspruchs-
freiheit 148t sich allerdings nicht allgemein beweisen. Diese
Axiomensysteme sind aber wenig anschaulich, und ihr Versténd-
nis erfordert ein hohes Abstraktionsvermbgen. Wer einen Ein-
druck davon gewinnen will, sollte einmal in dem Buch von
Klaua, "Allgemeine Mengenlehre", bléttern.

(Mit diesen Hinweisen wollen wir Sie natiirlich nicht an Ihren
mathematischen Féhigkeiten zweifeln lassen, sondern Sie viel-
wehr auf Probleme, die es in den Grundlagen der Mathematik
gibt, aufmerksem machen.)
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INFORMATION N S

Optische Speicher - System der Zukunft

Ein wesentliches Kriterium fiir die Leistungsféhigkeit einer
elektronischen Datenverarbeitungsanlage ist neben der Spei-
cherkapazitét die Geschwindigkeit, mit der die gespeicher-
ten Informationen abgerufen werden ktnnen. Nach mehrjéhriger
Entwicklungszeit gelang es am Institut fiir Feinmechanik und
Rechentechnik an der Akademie der Wissenschaften der UA4SSR,
ein optisches Speichersystem zu entwickeln. Zur Aufzeichnung
und zum "Lesen" der Informationen dient ein Laserstrahl, der
auf ein Kristall trifft. Mit Hilfe dieses Prinzips werden die
igkﬁnftigen Maschinen Milliarden Ziffern und Worte spelchern
Onnen.

Gut gesagt
b 4

"Die Mathematik ist eine gar herrliche Wissenschaft, die
Mathematiker aber taugen oft den Henker nicht!"

Georg Ch. Lichtenberg (1742 - 1799)
Physiker und satirischer Schriftsteller
der Aufklérung

A

Losungen

S
(D 60)| Fiir nichtnegative reelle Zahlen gilt die Ungleichung

(—— 3 —
l a+b+c 2 3%/ abc,
wobei das Gleichheitszeichen genau dann gilt, wenn

a=bgs= cC.

5 3

Dann gilt speziell fiir a =x", b=y und c =1
x3 + ya + 12 5%/ x5y51 = 3XYe.
Das Gleichheitszeichen gilt nur fir x3= yB = 1,

d.h. aber, nur x = y = 1 ist die LOsung der Gleichung

x5 + y5 + 1= 3xy .
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A G E H
Es sei DOABCD das gegebene Trapez, wobel
4 DAB + € ABC = 90°. E und F seien die Mittelpunkte
der Seiten AB bzw. CD. Die Schnittpunkte der Seite
AB mit den zu AD bzw. BC parallelen Geraden durch
den Punkt F seien G bazw. H.

Dann gilt wegen AD ||FG und BC||FE , daB die
Vierecke [JAGFD und [JHBCF Parallelogramme sind.
Daraus folgt
&£ DAB = 4 FGH (-
4 ABC = & GHF (2)

I

~und aus (1) und (2) folgt

4 HFG = 180° - ¢ FGH - ¢ GHF = 90° (3)

was nichts anderes heiBt, als daB das Dreieck A GHF
rechtwinklig ist.

Weiter gilt

GH= AB - AG - HB = AB - DF -~ CF = AB = CD (&)
sowie

W - IE - AC = AE - DF = AKB - 20D (5)
d. h., E ist der Mittelpunkt der Strecke GH.

Im rechtwinkligen Dreieck ist die Seitenhalbierende
der Hypotenuse gleich der halben Hypotenuse (n&mlich
gleich dem Radius des Umkreises dieses Dreiecks).
Damit gilt speziell fiir das Dreieck A GHF

EF = %@ﬁ oder EF = %(Iﬁ w BDY

was gerade zu beweisen war.
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(D 64) | Eine durch 99 teilbare positive ganze Zahl n ist durch
9 und 11 teilbar. Damit muB ihre Quersumme durch 9
teilbar sein. Die Behauptung, daf ihre Quersumme groé-
Ber als 17 ist, ist damit &dquivalent zu der, daB die
Quersumme von n ungleich 9 ist.

k]

Es sei n = (8081 ...8, )19 eine solche durch 99 teil-
bare Zahl im Dezimalsystem mit den Ziffern ag,+..y8p
Wir nehmen nun an, die Quersumme von n ist gleich 9,
d. h.
80 + 81 + 82 + ..o + 8 =9 ., (1)

Da n weiter durch 11 teilbar ist, muB auch gelten

Bo — 81 + 8 -+ ... + (-1)Pa, = 118 , (2)
wobel s eine ganze Zahl ist.

Durch mehrmalige Anwendung der Dreiecksungleichung

fiir reelle Zahlen x, y - |x + ¥y| s |x| + [y| -
erhalten wir aber

S |ao| + |-aq| + |ag| + «-0 + |(=1)Pap |
=8 + 8 + 8 + ... + &

=9 ,
Da s ganzzahlig sein muB, folgt also s = 0 und
80 — 81 + 82 = ... + (-’I)Pap = 0, (2%)

Addiert man jetzt die Gleichungen (1) und (2'), so
ergibt sich

2ag + 285 + ... + Eaeﬁﬂ =9
({B] ist die groBte ganze Zahl, die kleiner oder
gleich & ist) und

2(a0+9.2+...+a2[§1)=9.

Das ist aber ein Widerspruch, und unsere Annahme mufB}
falsch sein.

Also hat jede durch 99 teilbare positive ganze Zahl
eine Quersumme groBer als 17.
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(D 66)| Fiir beliebige Winkel x, y, z gelten die Beziehungen

sin x + sin y = sin(%l + 551) + sin(%l - EEI)
= sin B cos X + sin X¥ cos T 4
+ sin BT cos 5T - sin X5 cos EE
2.8in & cog L, 1)
2.sin 5T cos L (2)
2esin L gin LE . (3)

Darsus ergibt sich fiir die Summe

|-

sin x - sin y

COS X - CcOS ¥

sin x + sin y + sin 2z - sin(x+y+2)

2e+8in %I cos —:E-EX - 2+sin %x r:.os(i'éx + z)

2¢8in 351 (cos 353 - cos(-ziI + %D &
2.8in 551 . 2-5111-’%E sin XEE

4esin 553 sin EEE sin XEE ;

Setzt man fir x 2nx, y 2n8 und z 2ny mit x+B+y = =,
so erhdlt man

]

sin 2no + sin 2nB + sin 2ny - sin 2nm

4 sin n(a+B) sin n(a+y) sin n(B+y)

4 gin n(n-y) sin n(n-B) sin n(n-x) .
Wegen s8in 2nm = 0 und

sin nt cos nx - sin nx cos nm

sin n(n-x)

~(-1)"sin nx
erhdlt man
sin 2nx + sin 2nB + sin 2ny =

= (-1)n+1-4-sin nx sin nf sin ny .
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In XOBELS RECHENBUCH, das im Jahre 1518 erschien, findet
man folgende interessante Vorschrift zur Addition zweier
Briiche:

Biltu Gummiren als '%- 3u % so schreibe die creutzmeiss
under die Cinie (= Rechenbant) also S x-ﬁ Und manchfal-
tig die creut3weiss also / 6ag ML mal IT 4ist IX und I
mal JII 4ist YL . die ML und IX Lleg zusammen / Go wirt es
XYI[ und ist der 3eler darnach mangfaltig die Newnner auch
durch epnander also IIL mal T +ist XII die XA schreibd
under die XVIL und mach ein strichlein darzmischen stet
also % und ist recht gemacht und helt in pm ein gantgs

und = .,

XL
Bei unserer Feier zum 6-JAHRIGEN BESTEHEN DER "WURZEL" am
3. Februar legte auf einmal jemand 7 Streichhdlzer in fol-
zender Weise auf den Tisch:

(Man beachte die 6 auf der rechten Seite!) Er stellte uns
die Aufgabe, durch Umlegen nur eines Streichholzes eine
richtige Gleichung zusammenzulegen.

Wissen Sie, wie's geht?

Herausgeber: Jugendobjekt ., Studienvorbereitung” der Sektion Mathematik der Friedrich-Schiller-
Universitét Jena; Leiter: Reinhard Xlette
Redaktion: Werner Nagel (Chefredakteur) ; U. Heuke, H. Fischer, R. Lorenz
Die Zeitschrift erscheint monatiich zum Preis von 0,20 M. Ein Jahresabonnement erstreckt sich von
September bis August und kostet einschlieBlich eines Sonderheftes 2,50 M. Bestellungen
sind direkt an unsere Adresse einzusenden. Schulen bitten wir, Sammelbestellungen bei uns
aufzugeben,
Anschrift: WURZEL

69 Jena

Universitétshochhous

Sektion Mathematik

V.ento: Postscheckkonto Erfuct 180 45
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Mathematische Methoden der
Operationsforschung Teil |

Sie werden als mathematisch interessierter Leser, der Sie
doch die "WURZEL" als sté@ndige Lektiire Ihrer mathematischen
Ausbildung betrachten, sicherlich schon des 6fteren von der
"Operationsforschung* gehdrt und vielleicht dieses Wort
ebenfalls selbst gebraucht haben. Dabei sind bestimmt solche
Fragen aufgetreten wie: Was ist iiberhaupt Operationsfor—
schung? Welches Ziel und welche Bedeutung hat sie? Ist die
Operationsforschung eine neue mathematische Disziplin, oder
ist die Mathematik nur einer ihrer Bestandteile?

Dieser Artikel soll einige Grundgedesnken zu solchen und &hn-
lichen Fragen darlegen und sich schlieBlich mit einigen spe-
zlellen Fragen der mathematischen Methoden in der Operations—
forschung befassen. Sie werden hier sicherlich keine umfas-
sende Darstellung der Probleme und erschopfende Antworten
erwarten. Jedoch moégen die Ausfiihrungen Anregung fiir manchen
zu seiner weiteren eigenen Beschédftigung mit diesen Fragen
sein, wie etwa zum Studium der am Ende dieses Artikels auf-
gefﬁhrteﬁ Literatur und der im Artikel enthaltenen Aufgaben.

In der jlingsten Vergangenheit nahmen die Wissenschaften eine
guBerst stiirmische Entwicklung, die durch die Herausbil-
dung sowohl zahlreicher relativ eigensténdiger Spezial-
richtungen innerhalb der verschiedenen Wissenschaften,

als auch neuer wissenschaftlicher Disziplinen, meist

als Bindeglieder zwischen schon bekannten Wissenschaften
wirkend, gekennzeichnet ist. Besonders deutlich erkennbar
wird dies an der Entwicklung der Mathematik selbst und durch
die Entstehung der Operationsforschung, die uns hierbei aus
gutem Grunde vorrangig interessieren soll.

War es einem Mathematiker noch vor gar nicht allzu langer
Zeit méglich, sein gesamtes Fachgebiet und dazu noch Teile
der Physik zu iiberschauen, bereitet es ihm heute oftmals
schon Schwierigkeiten, die Forschungsergebnisse seiner Spe-
zialrichtung zu iliberblicken und zu verfolgen, wie etwa der
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Funktionalanalysis, Wahrscheinlichkeitstheorie, Statistik
und Kybernetik, die sich wiederum in jeweils wviele spezielle
Forschungsgebiete untergliedern. Gleichzeitig wurde der
Charakter der Mathematik weréndert. War sie friiher eine fast
ausschlieflich theoretische Wissenschaft, die ihre Anwendung
hauptséchlich in der Physik und verschiedenen technischen
Wissenschaften fand und aus diesen Bereichen und besonders
aus ihrer eigenen Entwicklung heraus die wichtigsten Impulse
fiir die Forschung erfuhr, orientiert sich heute die Mathema-
tik stark an den Anforderungen der Volkswirtschaft und noch
anderer Wissenschaften, zum Beispiel Medizin, Biologie,
Chemie, Okonomie. Letztere ist heute zu einem der wichtig-
sten Anwendungsgebiete neben den anderen genannten geworden.
Die Mathematik durchdringt gegenwéirtig alle mdglichen Berei-
che unseres gesellschaftlichen Lebens.

Zur Erfillung der vom VIII. Parteitag gestellten Hauptauf-
gabe ist die Ausnutzung aller Mdglichkeiten erforderlich,
durch die die gesamte gesellschaftliche Tétigkeit effektiver
und rationeller gestaltet werden kann. Das trifft gleicher-
maBen fir die Produktion wie auch fiir die Planungs- und
Leitungstatigkeit zu.

"Sehr wesentlich fiir die erfolgreiche Verwirklichung
der Okonomischen Gesetze des Sozialismus ist das wis-
senschaftliche Niveau der Planung und Leitung der
Volkswirtschaft",

fihrte Genosse Erich Honecker in seinen Darlegungen zu
"Fragen von Wissenschaft und Politik in der sozialistischen
Gesellschaft der DDR" aus.

Mit der wachsenden Arbeitsteilung und Kooperation, ob auf
betrieblicher oder volkswirtschaftlicher Ebene oder im Rah-
men des RGW, werden die dkonomischen Beziehungen immer kom-
plizierter und umfangreicher. Die Einfiihrung moderner Tech-
nik erfordert die weitere Zerfaserung der Produktionsprozesse,
die Arbeitsginge miissen in ihre elementaren Bestandteile
zerlegt werden. Deshalb sind zur Gewdhrleistung eines har-
monischen Produktionsablaufes mit hoher Effektivitédt wissen-
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schaftliche Untersuchungen zur entsprechenden Organisation
der Arbeitsabléufe notwendig, wobei gleichzeitig fiir die
Werktétigen bestmdgliche Arbeitsbedingungen gesichert sein
miissen. Die Aufgaben der Leitung und Planung werden immer
komplexer und komplizierter. Erfahrungen und Intuition ver-—
sagen hierbei. Auch sind ein Plan und die zufélligen Ent-
scheidungen nur dann wissenschaftlich, wenn sie auf der Grund-
lage wissenschaftlicher Untersuchungen und Methoden erarbei-
tet werden und unseren gesellschaftlichen Bedingungen entspre-
chen. Diese Methoden und Verfahren sind Gegenstand der Ope-
rationgforschung und anderer Leitungswissenschaften.

Die Operationsforschung ist eine noch verh#ltnisméBig junge
Wissenschaft, die zunéchst aus den Anforderungen des Mili-
tdrwesens heraus entstand. Sehr schnell erkannten kapitali-
stische Wirtschaftsmanager, daB diese Verfahren und Methoden
auch im wirtschaftlichen Bereich angewendet werden konnen.
Sie wurden dem Streben nach Maximalprofit total untergeord-
net und entsprechen ihm. Eine umfassende Anwendung gestattet
und erfordert erst die sozialistische Gesellschaft bei der
Leitung und Planung der gesellschaftlichen Reproduktion.
Hier liegt der wesentliche Anwendungsbereich auf volkswirt-
schaftlicher Ebene.

Die Operationsforschung dient der Erhdhung der Effektivitét
der gesellschaftlichen Produktion zum mittelbaren und unmit-
telbaren Nutzen aller Werktétigen. In der unterschiedlichen
Zielstellung, begriindet auf der v6lligen Verschiedenheit
beider Gesellschaftsordnungen, liegen die wesentlichen Unter-
schiede der Anwendung solcher Verfahren und Methoden. Des-
halb miissen im Sozialismus eigene Wege ihrer Anwendung be-
gangen werden, missen die Verfahren und Methoden unseren
Zielen entsprechend gestaltet werden. Jede formale Ubertra-
gung von Methoden der kapitalistischen Welt muB daher abge-
lehnt werden. Besonders in den letzten 20 Jahren hat sich

die Operationsforschung in Verbindung mit der rasanten Ent-
wicklung der Rechentechnik sehr rasch entfaltet, da diese

die Moglichkeiten einer effektiven Berechnung von praktischen
Aufgaben solcher Dimension, wie sie heute zu 13sen sind, er-
offnet.
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"Operationsforschung — das heiBt: Anwendung wissenschaft-
licher Methoden und Verfahren zur Untersuchung Gkono-
mischer, technologischer und auch gewisser gesellschaft-
licher Prozesse, ihrer Organisation und Verhaltensweise
mit dem Ziel, optimale Ldsungen zu erreichen."

Diese Begriffsbestimmung gab Genosse Erich Honecker im Be-
richt des Politbiiros an die 10. Tagung des ZK der SED 1969.

Die Zielstellung filir die Anwendung der Operationsforschung
in der Volkswirtschaft der DDR besteht darin, einen maxima-
len Beitrag zur Verwirklichung der Hauptaufgabe des Finf-
jahrplanes bis 1975 und dariiber hinaus zu leisten, insbeson-
dere zur weiteren Intensivierung der gesellschaftlichen Pro-
duktion. Sie ist ein Teil der Fiihrungstechnik und stellt vor-
wiegend mathematische Methoden und Verfahren zur Analyse,
Modellierung und Berechnung im Sinne der Entscheidungsfin-
dung bereit. Diese Modelle ermdglichen den Verantwortlichen
den Uberblick und erleichtern das tiefe Eindringen in die
Zusammenh&nge und GesetzméBigkeiten, und erst sie gestatten
die Ausfilhrung der fir die Planung notwendigen Berechnungen
und Auswahl optimaler Varianten.

Die Operationsforschung ist im Rahmen der Volkswirtschaft nur
ein Hilfsmittel, ein Instrument neben vielen anderen. Sie ist
auch kein Allheilmittel zur schnellen und unkomplizierten
Losung bisher nicht l3sbarer Probleme. Dies wire eine iber—
schétzung ihrer Mdglichkeiten. Grundlage unserer gesamten
gesellschaftlichen, insbesondere wirtschaftlichen Tﬁtigkeit,
fir Planung und Leitung ist und bleibt der Marxismus-Leninis-
mus.

Die wissenschaftliche Analyse, Modellierung und Berechnung
kann sich nur in gesellschaftlicher Arbeit von Fachleuten
verschiedener Disziplinen vollziehen, denn die Modelle sollen
mdglichst genau die Praxis, die Zusammenhinge und GesetzméBig-
keiten widerspiegeln, davon héngt deren Verwendbarkeit ab.

Die von der Operationsforschung verwehdeten Methoden und Ver-
fahren wurden deshalb der Praxis und den unterschiedlichsten
Disziplinen entlehnt.
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Eine {ibersicht gibt die nachfolgende Abbildung. Es muB je—
doch beachtet werden, daB die aufgefiihrten Gebiete selbstén-
dige Disziplinen sind.

Mathematik Kybernetik

Sozialist. \Wirt-
Schaftsfuhrung

Statistik

Op e rations-

Technik u.

EDV ' | Technologie
forschung
i i ] A I'b'
Psychologie o Tgflm'.;:ff on

Soziologie Okonomie

Die mathematischen Methoden spielen dabei eine ausgezeich-
nete Rolle. Einerseits gestattet prinzipiell der mathema=~
tische Apparat die formale Beschreibung der Zusammenh&nge
und GesetzméBigkeiten und gestaltet sie somit relativ iiber—
schaubar. Dabel kinnen Problemstellungen aus den unter-—
schiedlichsten Bereichen durchaus zu gleichartigen, ledig-
lich im Umfang verschiedenen’mathematiachen Aufgaben fiih-
ren. Die universelle Verwendbarkeit der Mathematik mogen
einige Modelle im Teil II des Artikels unterstreichen.

Andererseits liefert die Mathematik, gleich, ob bereits vor-
handen oder noch zu erforschen, die notwendigen Mittel zur _
Berechnung insbesondere unter dem Gesichtspunkt der Optimie-
rung bei vorgegebenen, den Bedingungen entsprechenden
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Kriterien. Gleichzeitig ist die formal-mathematische Beschrei-
bung der Prozesse notwendig fiir diese Berechnungen mit Hilfe
der Rechentechnik.

Die mathematischen Methoden in der Operationsforschung ent-
stammen all jenen Disziplinen der Mathematik, die sich mit
der Modellierung und optimalen Gestaltung realer Prozesse
und Erscheinungen beschéftigen, wie zum Beispiel der mathe-
matischen Statistik, Lagerhaltung und Spieltheorie, Extrem-
wertrechnung und insbesondere der mathematischen Optimierung
und Graphené bzw. Netztheorie. Mit der mathematischen Opti-
mierung wird sich ein Abschnitt des Artikels gesondert be-

fassen. Matthias Sdilling

Forschungsstudent
im Bereich
Operationsiorschung

Gut gesagt

Wenn die Mathematik nicht zu den Humanitétsstudien ge-
z8hlt wird, so geschieht dies wohl nur, um nach der
friheren Sitte das .Studium der Mathematik von dem des
Altertums. mit seinen Sprachen zu unterscheiden, nicht
un die Mathematik als ein fiir humanistische Bildung un-
geeignetes Mittel zu bezeichnen.

(1834 von dem Lehrer Spiller in einer Streitschrift ge-
schrieben; auch heute noch aktuell

Der nicht ausfiihrbare Befehl

Der Dorfbarbier Y war Soldat und bekam den Befehl, alle
diejenigen Soldaten seiner Kompanie zu rasieren, die
sich nicht selbst rasieren. Als er an sich selbst kam,
stellte er fest, daB er den Befehl nicht ausfiihren konn-
te, und schoB sich eine Kugel durch den Kopf.

(Erkennen Sie die Mengenantinomie wieder?)

INFORMATION NS E—

BeschluBkontrolle durch EDVA

Eine Rechenanlage vom Typ MINSK-22 arbeitet im Exekutivko-
mitee des Kiewer Stadtsowjets. Sie Uberprift die Verwirk-
lichung der Verfiigungen und Beschliisse. Dadurch ist die Qua=-
1itét der Verwaltungsarbeit wesentlich verbessert werden.
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Preisaufgaben 4/73

Eine regelméBige vierseitige Pyramide ABCDS mit der
Grundseite a und einem Winkel 2x zwischen der Grund-
fléache und der Seitenfléiche A ABS werde von einer
Ebene geschnitten, die diesen Winkel halbiert. Wie
groB ist die entstehende Schnittfléche?

@'f

Fiir welche natiirlichen Zahlen a besitzt die Glei-
chung

les)
n
o

5.

x2 + y® = axy

eine Ldsung in positiven ganzen Zahlen x, y?

=
no
g

Man zerlege unter der Voraussetzung, daB
13 717 421 = 761? + 7.13702
= 4392 + 7.1390% ,
diese Zahl iﬁ Fektoren grofBler als 1!

©

=t
n
n

~ Es 1st zu zeigen, daB fiir positive ganze Zahlen n
stets die Ungleichung

1 1 1
1<m+m+...+m<2

gilt!

E 23) Man beweise, daB sich die Zahl 3/2° nicht in der
@ Form p + /T mit rationalen Zahlen p, q, T und
r > 0 darstellen 1&aBt! '

E 24) Given an equilateral triangle A ABC. It 1is to prove
(::) that for all points M in the same plane as the
triangle the inequality holds:

AM < BM + CM .

For which points holds AM = BM + CHM ?

Losungsbedingungen wie iiblich!
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Unendlich
ist nicht gleich unendhch’

Der Zahlbegriff, jedem eine "Selbstversté&ndlichkeit", setzt
ein relativ hohes Abstraktionsvermdogen voraus. Wie lernt

man z&hlen? "Sieben Kiihe, sieben Hauser, ...", bis man fest-
stellt, daB alle betrachteten Objektmengen eines gemeinsam
haben: die Anzahl. Die Zahl sieben’ist dabei nur eine Be-
zeichnungsweise, ein Hilfsmittel, um sehr unterschiedliche
Objektmengen zu vergleichen. Dieser Vergleich zweier Mengen
ist natiirlich auch direkt mdéglich: Man ordnet jedem Element
der einen Menge genau ein Element der anderen Menge zu. Wenn
eine solche Zuordnung mdglich ist, bei der kein Element einer
Menge ungepaart bleibt, so sagt man, daf beide Mengen gleich
viele Elemente enthalten. Der Matheiratiker nennt solche Mengen
gleichméchtig. Nach diesen Vorbemerkungen nun die exakte

Defini+tiomn :

Zwel Mengen M und N heiBen gleichmichtig =Df
Es existiert ein eineindeutige Abbildung
von M auf N. (Man schreibt dann M ~ N.)

Belsplele°

1. = {a,b|C} ~ B = {C!,B,Y}-
(Geben Sie eine eineindeutige Abbildung von A auf B an!)

2. Die Mengen C = {a,b,c,d} und B = {o,B,Y} sind nicht-
gleichmdchtig. (Es wird Thnen nicht gelingen, eine
eineindeutige Abbildung von B guf C oder von C auf B
zu finden.)

-

Sehr oft gebraucht man die Begriffe "endliche Menge" und
"unendliche Menge" (z.B.: Es gibt unendlich viele natiirliche
Zahlen.). Anschaulich ist jedem klar, was damit gemeint ist,
aber das kann einen Mathematiker natiirlich nicht befriedigen.
Mit Hilfe des Begriffs der Gleichmidchtigkeit kann man sehr gut
die Endlichkeit bzw. die Unendlichkeit von Mengen charakteri-
sieren. Sie konnen selbst nachpriifen, daB die Definition gera-
da das ausdrlickt, was Sie unter diesen Begriffen verstehen.
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Def inition:

Eine Menge M heiBt endlich =Df
Es gibt keine echte Teilmenge N von M (d.h. N& M
_ und N # M) mit der Eigenschaft N ~ M.

Folgerung: Eine Menge M ist unendlich (nicht endlich), wenn
es eine echte Teilmenge N von M gibt, so daB N~ M.

Beispiel:

: Wir behaupten, daB die Menge aller natiirlichen Zahlen
(Nz) unendlich ist.
. Nachweis:
Die Menge aller geraden natiirlichen Zahlen (GNZ) ist offen-
bar eine echte Teilmenge von Nz.
Wir definieren folgende Zuordnung f:

0 1 2 3 8w Nz
| S A T A
0 2 4 6 8 soe GNz

, Offenbar ist f(n) 2n (n € Nz) eine eineindeutige Ab-

" bildung, die jeder natiirlichen Zahl eine gerade Zahl zu-

. ordnet. Jede gerade Zahl k kommt auch als Bild einer.na-
tlirlichen Zahl vor (ndmlich von k/2). f ist also eine
eineindeutige Abbildung von Nz auf GNz.

. Also ist Nz eine unendliche Menge.

Man kann zeigen, daB die Menge der rationalen Zahlen P - die
Ja auf den ersten Blick "viel grdBer " erscheint - der Menge
Nz gleichméichtig ist: Jede rationale Zahl 1&Bt sich bekannt-
lich in der Form

e _D
g b -5 (pya €Nz, q%0)

darstellen. Im folgenden Schema erfassen wir sédmtliche posi-
tiven Briiche:
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Wir z8hlen nun die rationalen Zahlen in folgender Weise (der
Pfeilrichtung folgend) ab, wobei natiirlich jede Z2shl nur ein-
mal aufgefihrt wird (Briiche kiirzen!).

Offenbar wird so jeder natiirlichen ‘Zahl genau eine rationale
Zzahl zugeordnet, und jede rationale Zahl wird genau einmal
erfaBt. Wir haben also eine eineindeutige Abbildung von Nz
auf P konstruiert. Es gilt also Nz ~ P.

Mengen, die zu Nz gleichm&chtig sind, heiBen abzéhlbare Menge
Uns interessiert nun die Frage, ob alle unendlichen Mengen
abzdhlbar sind. Wir betrachten das reelle Intervall [0,1 ].
Nehmen wir an, daB die Menge der reellen Zahlen dieses Inter-—
valls abzéhlbar ist. Wir konnen dann alle Elemente dieser
Menge in ihrer Dezimalbruchdarstellung in einer Reihe auf-=
schreiben:

-

0(‘!1061(!1 A
2
1 2 3

O,G:&Z:tx: PP ' (05: € {0!1'0--'9})
0,33 ..,
. 123 2 falls a: $2

D. - s e 8 i =
ie Zahl 4 DFO'B1BzBB mit Bi
. 3  falls a: =2

ist eine reelle Zahl, aber von allen aufgefiihrten verschieden.
Folglich war unsere Annahme falsch, daB wir alle reellen Zahlen
aus [0,1] in einer abzéhlbaren Reihe aufschreiben kénnen.
Solche unendlichen Mengen, die nicht abz#hlbar sind, heiBen
uberabzédhlbar., ’

Wir kdnnen also auch die unendlichen Mengen noch nach ihrer
Mé&chtigkeit klassifizieren - unendlich ist nicht immer gleich
unendlich!

Bemerkung: Wenn man bei einer Funktion davon spricht, daB ihr

ert an einer Stelle "gegen unendlich geht", so bedeutet dies,
daB ihr Wert iiber alle Grenzen wichst. Hierbei ist die Frage,

ob die Funktion '"gegen abzéhlbar oder iiberabzéhlbar unendlich"
strebt, natiirlich nicht sinnvoll.
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Losungen

(E 1)

m

Es seien D, E, F die Be-
riihrungspunkte des In-
kreises von A ABC mit den
Seiten BC, AC bzw. AB, KL
der zu BC parallele Tan-
gentenabschnitt und M der A L F 8
Beriihrungspunkt von KL

mit dem Inkreis von A ABC. Die Léngen der Seiten EC,
AC und AB seien a, b, ¢ sowie m die Iénge von KL.

Aus der Gleichheit der von einem Punkt ausgehenden
Tangentenabschnitte ergeben sich die Gleichungen

.é-i‘-=-ﬁ-ﬁ' aﬁ=aﬁ’ m=ﬁ' ﬁ=ﬁf.
Dann gilt fir den Umfang 2p' des Dreiecks A AIK:

+ IM
+ FL

2p' =

==l

p &lel &l el el
|E|

- BF
- (CD + BD)
+ BC - 2BC

Q

+
+

S &l &l & &l &l &

Da die Dreiecke A ABC und A AIK 8hnlich sind, gilt
die Proportion

N R -
p-a
und damit 2
n = 8(p-a) _ ap-g® _ ﬁi -(«E-—a)
P P P S

Der Wert m wird demnach am grdBten, wenn E = a, oder,
dquivalent dazu, wenn b + ¢ = 3a gilt, und m nimmt
in diesem Fall den Wert E an.

124



[md

'Es sind also alle geardneten Tripel [a,b,c] aus der

Menge {1,2,...,9} x{1,2,...,9} x{1,2,...,9} gesucht,
die die Gleichung
100a + 10b + ¢ =-g(100b+10c+a+100¢+10a+b) 1)
erfiillen. Umgeformt ergibt sich aus (1)
200a + 20b + 2¢ 11a + 101 + 110c
189a = 81b + 108c¢
7a = 3b + 4¢ . (2)
Subtrahiert man auf beiden Seiten 7¢, .so erhdlt man
7(a - c)=3b-3c=3(b-c).

Damit muB 7 ein Teiler von 3(b-c) und demnach such
von b-c sein. Wegen 1 s b, ¢ < 9 kommen nur die
Werte b~c = -7 , b-c =0, b-c =7 in Frage. In _
diesen drei Féllen ergeben sich fiir a-c

a-c=-35, a-c=0, a-c =3,

Die Losungen dieser drei Gleichungssysteme im oben
angegebenen Zaghlenbereich sind nun:

b=1 c =8 a=>5
b=2 c =9 a==6

n
c‘
]
Q

a =k, wobei k=1,2,...,9

b=28 c =1 a=4

b=9 e¢=2 a=5,
Wie man leicht nachpriift, erfiillen alle sich ergeben-
den dreistelligen Zahlen - 518, 629, 111, 222, 333,

444, 555, 666, 777, 888, 999, 481, 592 - die gefor-
derte Bedingung.

E 3)]

-

Zuerst ist es klar, daB fiir n = 0 die Gleichung
¥ + 3y = 4° = 1 keine Idsung in positiven ganzen
Zahlen besitzt, denn es ist 12 + 12 = 2 > 1 ,

Wir nehmen nun an, es gibe zwei positive ganze Zah-
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len ¥ und y und eine natiirliche Zahl n mit

Xz - :Yz = ""'n -
Es 1&8Bt sich nun jede natiirliche Zahl P in der Form
P = 2"<k mit natiirlichen Zahlen m, k da.rstellen, wWOo—
bei k nicht durch 2 teilbar ist. Dann gllt auch

x .= 2% X9y und y = 2%0 *Y49 WObel X1, y1 niceht durch
2 teilbar gind. Dann ist aber

¥ + 3y = 22x°-x.z, + 22y°-y$
470 o2 4 yYo .2
x2 + y? 4x°(x: + 470X 2y

Da x nicht durch 2 teilbar ist, 1&d8t x% bei Division
durch 4 den Rest 1. Das gleiche gilt fiir yf . Wir
konnen jetzt zwei Félle unterscheiden:

1. Fall: yo = x5
Hier 1&Bt die Summe x5 + ¥; bei Division

durch 4 den Rest 2, ist also nicht durch 4
teilbar.

I

2, Fall: y9 > xp

Hier 1&Bt die Summe x5 + 4.4907%0 "1-yﬁ den
Rest 1 bei Division durch 4.

Daraus folgt, daB die Summe xi '+ 490" %o yz in keinem

'Fall durch 4 teilbar ist und damit die Gleichung

x* + 32 = 4" nicht richtig sein konnte im Widerspruch
zur Annahme.

1—H

Es gelten die folgenden Beziehungen fiir alle natiirli-
chen Zahlen m:

3% - 8= 1 (mod 5)
39047 . 3.81% = 3 (mod 5)
34m+2 = 9.81% = 4 (mod 5)
3443 _ 20.81% = 2 (mog 5)

d. h., es gilt fiir naturllche Zghlen p BP 1 (mod 5)
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genau dann, wenn p = 4m. Desgleichen gilt 3P =4
(mod 5)1g$nau denn, wenn p = 4m + 2. Ist also

k
3% 4+ 1 durch 5 teilbar, so muB8 gelten
' k
3% = 4 (mod 5)
oder nk =4m + 2 = 2(2m + 1).

Das heiBt nichte anderes, als daB n® durch 2, aber
nicht durch 4 teilbar ist. Wegen k > 1, 4. h. k 2 2,
kenn dieser Fall jedoch nicht eintreten, denn ist n
ungerade, so ist auch nk ungerade, und ist n gerade,
so ist n¥ mindestens durch 22 teilbar.

Damit ist bewiesen, daB die Zahl BDF + 1 unter diesen
Bedingungen nicht durch 5 teilbar sein kann.

Die Rufuahmepriifung (imdpril) .

: Sagen Sie bitte noch, wieviel 7 mal 7 ist!

Nun, sagen wir 47.

Kann es nicht vielleicht auch etwas mehr sein?

Ja, man kdSnnte auch 52 nehmen.

Und etwas weniger?

Aber natiirlich, zum Beispiel 38.

Ich merke schon, Sie haben ein disponibles Wissen,
ich begliickwiinsche Sie zu Ihrer Immatrikulation und
winsche Thnen viel Erfolg!

Rschnen Sie bitte noch schnell aus, wieviel 7 Mal 7 ist!
51.

Sind Sie sicher?

Es kann sich hdchstens um einen Fehler zwischen 1 und

3 handeln, der aber bei praktischen Anwendungen keine
Rolle spielt.

Das ist sehr gut, daB Sie von der Praxis ausgehen
allerdings hétten Sie die Fehlerschranke etwas genauer
angeben konnen. Wir nehmen Sie erst einmal zur Probe
fir ein Jahr.

Bitte sagen Sie schnell noch, wieviel 7 mal 7 ist!
4911

Vielleicht etwas mehr?

Nein!

...0der etwas weniger?

Aber auf gar keinen Fall!

: Bie sind stur! Hinaus mit Ihnen!

(Bei P1, P2, P3 handelt es .sich um Priiflinge .)
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Mathematische Methoden

der Operationsforschung (Il)

Die "Mathematische Optimierung" als wichtige mathematische
Methode in der Operationsforschung liefert Verfahren und
Aussagen ilber die optimale Gestaltung praktischer Prozesse
unter gewissen gegebenen Bedingungen und vorgegebenen Kri-
terien, an denen die Optimalitét gemessen wird. Solche Kri-
terien kdnnen etwa "Maximaler Gewinn", "Minimale Kosten",
"Maximale Auslastung der vorhandenen Maschinen" und &hnli-
che sein, Dabel sind die behandelten mathematischen Aufga-
benstellungen und Aussagen dariiber in vielfédltiger Weise
praktisch interpretierbar. Dies m&gen einige Beispiele be-
legen. Doch zun&échst wollen wir uns fragen, warum es not-
wendig ist, eine solche Theorie zu betreiben, da man doch
mit den Mitteln der Differentialrechnung Extrema gewlsser
Funktionen bestimmen kann.

Angenommen, folgende Aufgabe wére zu 1ldsen:

Man bestimme das Maximum der Funktion
£(x) = x° + 1 auf dem Intervall [-1,1]!

Mit Hilfe der Differentialrechnung wiirde man bekanntlich
die Ableitung der Funktion f(x) bilden und eine reelle Zahl
X, bestimmen, die der Gleichung

(X)) . ox = 0 geniigt,
dx

Man erhélt x_ = O und weiB, daB die Funktion £(x) = x> + 1
in diesem Punkt ihr lokales A 4(,‘,)
(und sogar globales) Mini-

mum besitzt. Das Bild der
Funktion zeigt aber deutlich,

daB f£(x) = x> + 1 4n den
Punkten Xq=-1 und

dx) =x2+ 1

X, = 1
ihr Maximum auf dem Intervall
[-1,1] ennimmt,

- — — = = -
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Oder stellen wir die Aufgabe:
Man bestimme Maximum und Minimum der Funktion
£f(x) = 2x + 1 auf dem Intervall [1,2]1

Die Differentiélrechnung liefert Q§§gi = 2, Dies besagt, daB

diese Funktion kein lokales Extremum besitzt,

An ihrem Bild 1#Bt sich aber (O L Sy

ablesen, daB sie im Punkte
Xq = 1 .ihr Minimum

und im Punkte |
X, = 2 ihr Maximum

auf dem Intervall [1,2] an-
. — X
nimmt, ! «d -1/’, z Abb, 2

Die angefiihrten Beispiele zeigen, daB schon bei solch einfa-
chen Aufgaben die Differentialrechnung versagt. Fir kompli- .
ziertere Funktionen 188t sich auch eine graphische Darstellung
nicht mehr angeben. Neue Methoden fir die Behandlung dieser
Art von Problemen miissen entwickelt werden, wobei natiirlich
nicht ausgeschlossen wird, daB bei bestimmten Aufgaben die An-
wendung der Differentialrechnung brauchbare Ergebnisse liefern
kann, wie etwa im ersten Beispiel, wenn statt des Maximums das
Minimum zu bestimmen ist.

fix)=2x+1

e = e e 8 A e m o A w

i
|
[
!
i
1
-
1

Wenden wir uns nun einigen Beispielen zu.

Beispiel 1: Ein Schwein soll mit Kartoffeln und Riiben gemédstet

i werden. Dabei kommt es auf den Gehalt des Futters
an Kohlehydraten, EiweiB und Mineralstoffen an.
Die Tabelle mége Auskunft iiber deren Anteil in ei-
ner Mengeneinheit Kartoffeln bzw. Riben und den
Bedarf eines Schweines an den genannten Stoffen
geben. (Die Zahlen sind willkiirlich angenommen, )

i Kartoffeln | Riiben | Bedarf des Schweines
: | Kohlehydrate 140 40 560
i | Biweis 10 8 80
! | Mineralstoffe 4 8 48

Wir nehmen nun an, daB der Preis fiir Kartoffeln 10 Mark
und fir Riiben 4 Mark pro Mengeneinheit betrégt.
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-

Gesucht ist eine Fiitterungsvorschrift, die den Bedarf an
den genannten Stoffen deckt und gleichzeitig minimale Ko=-
sten verursacht,
Verfiittert man x, Einheiten Kartoffeln und X, Einheiten Rii-
ben, so wird der Bedarf des Schweines gedeckt, wenn fiir X4
und x, die Ungleichungen’ xq 2 0y x, 2 0,
’M-Ox,l + 40 Xy 2 560, "
10%q + 8 x,2 80, (1)
411 + 8 X, 2 48
erfiillt sind. Derartige Zah'J:en X% wollen wir zuléssige
Programme nennen. Zu einer Ubersicht iiber die Menge Z1 aller
zuléssigen Programme gelangt man durch Darstellung der Vor-
schriften als Punkte (x,l,xa) der Ebene, die den Nebenbedin-
gungen (1) genligen. Die Kosten fiir ein solches Programm be-
tragen dann ' 4%

Z((x,‘,x )) 10::1 + l-l-xz +7/
Wir wollen Z((x,] ,xz)) als‘z- Z1
Zielfunktion bezeichnen. ,.
Die Aufgabe besteht nun 71

darin, einen Punkt b
o _ o 0 y 4
(quxg) aus Z‘1 zu s //////
finden, so daB die K :
i so e Kosten ! : - ///// ..
z(tx1,x2)) =10x] +4x3 | 2 4 & & w0 42 app. 3

fir dieses Programm minimal werden, das heift, daB fiir jedes
Programm x = (x,l,xz) aus Z,l die Ungleichung Z(x) 2 7(x°)
gilt,

Beispiel 2: Bel der Produktion der Produkte A und B verbrauchen

LA AANTE PR AR

wir zwel Rohstoffe M,1 und M2

Die folgende Tabelle gibt den Rohstoffverbrauch pro
Einheit der einzelnen Produkte und die Menge der
zur Verfiigung stehenden Rohstoffe an, die nicht
tiberschritten werden darf.

Verbrauch fiir Menge der

Rohstoff A B Rohstoffe
M, 1 5 20
M, 3 5 30.
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fDas Reineinkommen betrage pro Einheit (z.B. Stilick) des Pro-
: duktes A 4 Mark und fiir B 8 Mark. Zu bestimmen sind die zu
! produzierenden Mengen X, bzw. Xp der Produkte A und B, die

E das groBtmégliche Reineinkommen garantieren,
: Wir gehen &hnlich vor wie im Beispiel 1 und erhalten folgende
§’mathematische Aufgabenstellung:

é Gesucht ist das Maximum der Zielfunktion
! unter den Bedingungen

X, + 5xB =20 ,

3x, +_5XB S 30 4 (2)
X, 2 o, Xp 0.

§Die Ubersicht iiber die zuldssigen Programme mége sich der Leser
éselbst erarbeiten. ‘ »

Aufgaben solcher Art kdnnen wie folgt allgemeiner formuliert

werden.

(a) Die Anzahl der zu betrachtenden Produkte ist nicht auf zwel
beschrénkt, sondern kann irgendeine endliche Anzahl n sein.
Wir ordnen den Produkten nacheinander die Zahlen 1, R |
zu. Die gesuchte zu produzierende Anzahl Einheiten des Pro-

duktes i bezeichnen wir mit X -

(b) Die Anzahl der zur Verfiigung stehenden beschriénkten Fonds,
z.B. verschiedene Rohstoffe, Arbeitszeit, Maschinen, Geld
usw., ist im allgemeinen ebenfalls groBer als zwei; wir
nehmen an, es seien m Stiick. Wir numerieren wieder die Fonds
von 1 bis m, und es sei aij,der fir die Produktion einer
Einheit vom Typ j notwendige Aufwand des Fonds i, Ferner sei
die Beschrénkung des Fonds i angegeben durch eine gewisse
Zahl b;.

(e¢) Wir nehmenénu daB der Aufwand des Fonds i zur Produktion
von x Einheiten des Typs j linear von x4 abhéingt (fir alle
i=7%...,mund j =1,...,n). Ferner hé&nge das Betriebser-
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gebnis linear von der Anzahl der produzierten Einheiten
ab, das heiBt, Z(x)= Z((xq,...,xh))= CaXq+ooet C X s
wobei z.B. c. den Preis einer Einheit des Produktes vom
Typ j bedeuten kann fiir alle j = 15+..,n0.

Fiir irgendein Produktionsprogramm x = (xq9X51+++9X,) berechnet
sich dann.der Aufwand a; am Fonds i (i =1,...,m) als

n
B4 = 819%Xq + 852%5 feect 84Xy = (I 84 4%y (3)

Nach Voraussetzung sollen die zur Verfiigung stehenden Mittel
nicht liberschritten werden, was nichts anderes bedeutet als

ai Sbi fﬁI‘ allei =1'.o.,ml
Damit erhalten wir ein System von Ungleichungen als Bedingungen
(Restriktionen genannt):
n

j =1
n

R ' (%)
Z;—_:-E".mjx;j s bm y

J=1
X4 2 O""'Xh =20 .

Jeder Vektor x aus der Menge Z der zuléssigen Programme geniigt

also (4).
Fassen wir die Aufwénde aij zu einer Matrix A zusammen,

a11a12 l...l’l.a.1n -- : x1 /b1
8,48 T TIT a X b

A=| 221%22 2n and Tl 2 |, 304 2 .
%1%2 t----q-amn \xn bm

Bezeichnen wir mit xT den zu x = (xq,...,xn) transponierten
Vektor und mit bT den Vektor der Beschradnkungen der vorhandenen
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Mittel, so 1aBt sich das System (4) von Restriktionen dar-
stellen als

AXT

= bT
xX20., (4')

(Die entsprechenden Grundlagen wurden in Heft 3/73 der "WURZEL"
dargestellt. ) Hierbei ist die Relation "s" fiir Vektoren folgen-
dermaBen erklért: \ :

wel Vek‘toren a = (a,],-..,am) und b = (b1,.c-bm)

es m-dimensionalen euklidischen Raumes R® genligen
er Relation a < b, wenn fiir ihre sich entsprechen-~
en Komponenten diese Relation gilt, das heiBt,

U=

Definition:
liI" B.lle i = 1, .-.,m gilt &- S bil

Es ist sofort klar, daB mit zwei Vektoren a und b des R™ auch
die zu ihnen transponierten Vektoren aTund.bT der Ungleichung
genligen und umgekehrt.

Wir konnen nun die allgemeine Aufgabe der linearen Optimierung
in endlichdimensionalen euklidischen R&umen formulieren.

q’.‘l,m

A: |Gegeben seien eine Matrix A = (aij) i
J
zweil Vektoren b = (bq!"-!bm) und ¢ = (cq,...,cn).

’.au’n ]

Gesucht ist ein Vektor x° = (xqo,...,xho) aus Z, der ein

Maximum der Zielfunktion

n
Z(x) = j§1 cqjxj = <(C,],...,Cn),(x1,...,xn) > = C'XT

garantiert. Dabei ist Z die Menge aller zulédssigen Vektoren:

Z ={X=(x1,...,}(n)3 X eRn’ X?.’O, AXTSbT }.

(Bem.: ¢<a,b > bedeutet Skalarprodukt der Vektoren a und be)

Das Beispiel 1 kann in analoger Weise verallgemeinert werden:

B: |Man suche einen zuléssigen Vektor x° = (x1°,}..,xn°), der

das Minimum der Zielfunktion

n
Z2(x) = §§1 C3%X5 = <cyx> auf dem Zuldssigkeitsbereich
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bei vorgegebener Matrix A = (aij) i=1...9m
J=1’l'-,n
und gegebenen Vektoren b = (bq,...,bm) und ¢ = (01"“'°n)
garantiert. ;
Fiihrt man eine Matrix A = (Eij) W = Ayennygll ein,
i j:'l,...,n

wobei Eij = -8,y gilt, weiterhin die Vektoren

E: (.E-,I’-.-,Bm) mit gj_:"'bi (i=1,o-o,mI und

Ez (E/I’oocg-c-ns mit E.=—c. (j =1,...,n),_ '

j j
und bildet die Menge Z = {x, x € R®, x 20, Ax s<bT },

so stimmen bei Aufgabe B die Mengen Z und Z iiberein.

Konnte man schlieBlich die Aufgabe B l0sen, so ist diese Lo-
sung x° ebenfalls Lésung der Aufgabe A fiir A, ¢ und D, wenn
man hier als Zielfunktion Z(x) = <c,x > maximiert.

Fiir beide Zielfunktionen gilt damnn Z(x) = - Z(x) und

72(x°) = Minimum{Z(x), x € 2} = - Maximum{Z(x), x € Z} = ~7(x°).

Es ist also beliebig, welche Aufgabe man als lineare Optimie-
rungsaufgabe formuliert.

Man nennt sie lineare Optimierungsaufgabe, da die Restriktio-
nen und die Zielfunktion nur lineare Abhédngigkeiten enthalten.
LéBt man andere Zielfunktionen (z.B., wenn die x; quadratisch
oder in Produkten als X3 *X; eingehen) und andere Zuléssig-
keitsbereiche,. die nicht in der angegebenen Form dargestellt
werden kénnen, zu, ergeben sich allgemeinere Probleme der
nichtlinearen Optimierung. Die linearen Probleme werden gegen-—
wé8rtig gut beherrscht, die Theorie dazu ist sehr weit ausgebaut.
Die nichtlinearen Probleme und Verallgemeinerungen der ver-—
schiedensten Aufgaben bilden gegenwdrtig den Forschungsgegen-—
stand der mathematischen Optimierung. Die praktischen Aufgaben
sind in der ilberwiegenden Zahl niéhtlinear, sie kOonnen aber

sehr oft durch Linearisierung gut angendhert werden,und die
Losungen der betreffenden linearen Aufgaben sind meist praktisch
verwendbar. Daraus ist die Bedeutung der linearen Optimierung
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fiir die Anwendung in der Praxis eréichtlich.

Weitere Belspiele, die die breite Anwendbarkeit der linearen
Optimierung belegen kdnnen, findet man unter anderem in der
folgenden Literatur:

W. Sadowski: Theorie und Methoden der Optimierungsrechnung
in der Wirtschaft,

D.B.Judin, E.G.Golstein: Lineare Optimierung I,

Mathematische Schiilerblicherei: Lineare Optimierung

Matthias Sdhilling

L

Preisaufgaben 5/73

(E 25) Die Grundfléche einer Pyramide sei ein gleichschenk-
liges Trapez mit den parallelen Seiten a und b, wobei
a > b, und einem Winkel ¢ zwischen den ungleichen
Diagonalenabschnitten. Weiter verlaufe das Lot der
Spitze auf die Grundfléche durch den Schnittpunkt

der Diagonalgﬁhgd verhalten sich die Winkel zwischen
der Grundfléche und den Seitenfléchen an den paralle-
len Seiten wie 2:1. Wie groB ist das Volumen dieser
Pyramide?

]

(E 26) Bs sei die quadratische Gleichung % + px + q = O
nit den Wurzeln x, X gegebeh. Man stelle eine qua-
dratische Gleichung mit den Wurzeln yq = X% + %
und y» = xﬂ + xi auf'!

3

(E 27) Man bestimme alle komplexen Zshlen 2z, die die Glei-
chungen

=g -1 wma |2=E) -3

befriedigen! .

—

(E 28) Man zeige, daB es unter 16 aufeinanderfolgenden na-
tliirlichen Zahlen eine gibt, die zu den iibrigen 15
relativ prim ist (d. h., die mit jeder der iibrigen 15
Zghlen den griBSten gemeinssmen Teiler 1 hat).

9
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(E 29) Man 10se das Gleichungssystem
(:) aax + a2y = 2b

Unter welchen Bedingungen fiir b und ¢ ist das System
dberhaupt 18sbar?

(E 30) JlokasaTs, YTO ecam 2@ + 41 - mPOCTOE UMCAO, TO n -
@ CTeNneHb YUCHa 2.

Lésungsbedingungen wie iiblich!

[Betr.: Preisaufgaben

Heute mﬁchtgn wir einige Neuerungen in unserem Aufgabenteil
zur Diskussion stellen. Die Anregungen hierzu erhielten wir
teilweise bel dem im Wintermathematiklager des Bezirkes
Gera in Lobenstein durchgefiihrten Lesgg®rum, teils durch
Leserbriefe.

Un die in einem Brief formulierte Meinung, "daB die Einsen-
dungen ... ungelesen in den Papierkorb wandern", zu wider-
legen, werden kiinftig (ab Serie 1/73) an alle Einsender
Postkarten mit den erreichten Punktzahlen wversandt. Damit
soll die Riickinformation iiber die Qualitét der eingesandten
Losungen gewéhrleistet werden.

Dem Arger einiger Gewinner, denen ihre bestellten Biicher
erst nach sehr langer Zeit zugeschickt wurden, da sie bei
uns in Jena vergriffen waren (nicht wegen mangelnder finan-
zieller Mittel in der WURZEL), konnen wir jetzt abhelfen,
indem wir Buchschecks wverschicken, die in der gesamten DDR
gliltig sind (diese Mdglichkeit besteht fiir uns erst seit
kurzer Zeit).

Zum Abdruck der ILdsungen haben wir uns in Lobenstein wie
folgt geeinigt: Wir werden nicht mehr die L&sungen 2 bis 3
Monate nach der Aufgabenstellung verdffentlichen (die Ld-
sungen muBten von uns verfaBt werden, da bei Redaktions-




schluB erst sehr wenige Schiilerldsungen vorlagen), sondern
immer 4 Monate nach Aufgabenstellung, und zwar vorrangig
Schiilerlésungen. Dazu werden wir eine kurze globale Ein-
schédtzung der eingesandten Ldsungen geben. Die Ldsungen der
Serie 5/73 verdffentlichen wir also im Heft 9/73. Der lange
Zeitraum ist durch die Einsendefrist, Korrektur und Druck-
vorbereitung bedingt. -

Da uns eine begrenzte Seitenzahl zur Verfiigung steht, kénnen
wir nur 3 bis 4 Idsungen verdffentlichen. Wir bitten Sie
deshalb darum, uns aus jeder Serie die Aufgaben mitzuteilen,
deren Losungen wir verdffentlichen sollen, indem Sie z. B.
diese Aufgabennummern, mit einem Vermerk versehen, auf eine
Threr Einsendungen schreiben.

Wir hoffen, daB wir durch diese Knderungen unseren Aufgaben-
und Losungsteil interessanter gestalten kdnnen.

Vom Rechenbreit zum Computer
Episoden der Entwidklung

Jeder von uns kennt den Widerwillen beim Lésen uninteressan-
ter Aufgaben, welche bloke Konzentration erfordern und den
Gedanken keinen Spielraum lassen. So fahndeten die Menschen,
solange sle sich an dem abstrakten Gebilde der Zahlen ver—
suchten, nach Maschinen zur Erleichterung des Rechnens. Von
der ersten "Rechenmaschine", den Fingern und Zehen, bis hin
zu den Computern unserer Zeit waren viele gute Ideen not-
wgndig.

Wer eimmal in der Sowjetunion zu Gast war, hat sicher an
Vetkaufssténden eines der #ltesten Rechengeréte bemerit —
das russische Rechenbrett. Es fordert Respekt ab, mit welche:
Geschwindigkeit eine jede Verkduferin hiermit operiert. In-
teressant ist, daB mit diesen Rechenbrettern nicht nur sub-
trahiert und addiert werden kann, sondern auch multipli-
ziert, dividiert und radiziert.
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Betrachten wir das Radizieren beil einer natiirlichen Zahl x
(im Dezimalsystem). Hierbei wird verwendet, daB die Summe
der aufeinanderfolgenden ungeraden Zshlen von 1 bis 2n -1

n® ergibt. Wir erhalten /X , indem wir betrachten, wieviele
ungerade Zshlen 1, 3, 5, ... addiert werden ktnnen, ohne daB
deren Summe gréSer als x ist. Zur Erleichterung teilen wir
x von rechts nach links in Zwelergruppen auf und subtrshie-
ren von der linksstehenden héchsten Gruppe 1, 3, 5 usw.,
soweit mbglich. Wir erhalten die Ziffer der hochsten Stelle
von VX , welche mit xy bezeichnet sei. Ein méglicher Rest
nach der Subtraktion wird zur zweithdchsten Gruppe von X
addiert. Von der erhaltenen Zahl wird 20x; + 1, 20xq + 3,
20xq4 + 5 usw. subtrahiert, soweit mbéglich, und wir erhalten
die néchste Ziffer x, von /X . Man iiberlegt sich leicht
die Motivierung und den weiteren Verlauf bel diesem Vor-
gehen. Die Abbildung zeigt, wie nach diesem Verfahren
V68121 bestimmt wird.

TR RSN
L o-osb000008] 2 2
| sessescese] b ileaceee
—— 888000000 0- 1
- - 550-0-0-0-0-0-5-
(s

:

1 ]

Neben dem russischen Rechenbrett zéhlen der griechische
Abskus, das chinesische Suan-Pan und das japanische Soruban
zu den Altesten Rechengerédten. Symbolisch fiir die einzelnen
7zahlenwerte wurden hierbei durchbohrte Obstkerne in den
einzelnen Ebenen bewegh. Mit den zu berechnenden Summen
wuchsen die AusmaBe der Rechenbretter, und so ist die Be-
zeichnung "Bank" entlehnt von den entstandenen Rechenbén-—
ken. Auch die Rechensteinchen haben sich in der Wirtschafts-
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sprache verewigt; ihre altromische Bezeichnung liegt der
"Kalkulation" zugrunde. )

Die Konstruktion eigentlichp maschineller Rechenhilfen wurden
von Blaise Pascal begonnen. Blaise, ein mathematisches Genie,
baute fiir seinen Vater, einen Finanzbeamten, 1642 die erste
Rechenmaschine, um seinen alten Herrn von der Pein néchte-
langen Addierens zu befreien. Es war eine Maschine zum
Addieren und Subtrahieren achtstelliger Zahlen. Gottfried
Wilhelm von Leibniz verbesserte diese Maschine, indem er

sie auch zum Dividieren und Multiplizieren verwendbar kon-
struierte (1500), Diese Leibnizschen Rechenmaschinen wurden
von 1820 bis etwa 1880 in Paris in Serienproduktion herge-
stellt.

Von diesen Maschinen war asber noch ein weiter Weg bis zu den
heutigen superschnellen Computern. Ein wichtiger Gedanke des
englischenJMathematikprofessors Ch. Babbage fiihrte in die_
Richtung programmgesteuerter Rechenmaschinen, wobei er sich
auf die Erfahrungen der durch Lochkarten gesteuerten Jacquard-
Webstiihle stiitzen konnte. Sie webten nach Programmen kompli-
zierte Muster. Aber Babbages Maschine wurde kein Erfolg -
irgendein Radchen klemmte immer. Als er 1871 starb, galt er
weder als bedeutender Mathematiker noch als Erfinder.

Es muBte erst das Zeitalter der praktisch trégheitslosen

und reibungsfreien Elektronen kommen, um die Idee der groSen
programmgesteuerten Rechenmaschine technisch realisierbar zu
machen.

Es 1&Bt sich iibrigens dariiber streiten, ob es ohne elektro-
nische Rechenautomaten iiberhaupt schon einen funktionieren- i
den Kernspaltungsreaktor auf der Erde gibe. Per Hand hﬁtyen
die Berechnungen selbst fiir einen der einfachsten groBe
Rechnergruppen hundert Jahre beschéftigt. Heute ist eine
moderne Volkswirtschaft in unserem Lande (und natiirlich in
vielen anderen Léndern auch) ohne den Einsatz von elektro-
nischen Datenverarbeitungsanlagen undenkbar. Aber dariiber

hinaus erschlieBen sich den Computern sténdig neue Aufgaben-
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bereiche (z. B. in der medizinischen Diagnostik und beil
automatischen ﬁbersetzungen).

{ibrigens wurden in Ungarn Studiéh durchgefiihrt, um mit Hilfe
von Computern das Tanzen zu anslysieren und danach neue
Ténze zu entwickeln.

Losungen

.(E 7)' Es 1&éBt sich sogar zeigen, daB jede Funktion aus NzNz

TR
I unendlich viele Minimaslpunkte besitzt.

. Der Bewels erfolgt indirekt:

| Man nimmt an, es gibe eine Funktion f aus Nz'Z, die
nur endlich viele Minimalpunkte besitzt.

Daenn gibt es unter diesen einen grdBten Minimalpunkt
m. Dg m+1 kein Minimalpunkt sein kann, gibt es eine
natiirliche Zahl pp > m + 1 mnit -f(po) < f(m+1).

Po 1ist gréBer als m, also kann py auch kein Minimal-
punkt von f sein, 4. h., es gibt eine natiirliche Zahl
P1 > Do mit f£(p1) < £(po) usw. SchlieBlich gibt es
eine natiirliche Zahl pf(m+1)+1 > pf(m+1) mit

f(Pf(m_!_q)_'_.}) < f(Pf(m_'_.])), da pf(m_'_,]) kein Minimal-
punkt sein kann,

Fir Funktionen f mit natiirlichen Zghlen als Werte-
bereich ist die Ungleichung f(a) < f(b) &quivalent zu
f(a) + 1 s £(b) .

Damit gelten die folgenden Ungleichungen:

f(m+1) 2 £(po) + 1

f(po) 2 f(pv) + 1
f(p1) 2 £(p2) + 1
£(Ppemen)) 2 TPe(natyer) + 7 -

Nach Addition der f(m+1) + 2 Ungleichungen erhélt man
aber
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fim+1) fim+1}
£f(m+1) + TE;f(pi) ztm§1f(p1) + f(Pf(m+q)+1) + f(m+1) + 2

i=0
oder 02 f(pf(m+1)+q) + 2
oder -2 2 f(Pf(m+1)+ﬂ) ’
was ein Widerspruch zu der Annahme f € Nz 2 ist.
— ’
(E 8) | Es genligt zu zeigen, da das Polynom
P(x) =x - + x2 - X + 1 in den drei Intervallen

a) =0 <x<0

b) 0<x<1

Il—

c) 1< x <o

jeweils nur positive Werte annimmt.

a) Pirxs<Ogilt X 20 und x° > O

sowie -x5 20 und -x =0 . &
Damit wird P(x) 20 + 1, d. he P(x) 21 >0.

v v

b) Fir O < x s 1 148t sich das Polynom umformen zu
P(x) = xa - x5 + x2 -x + 1
= x8 + (x2 - x5) + (1 - x)
=X + x2(1 - 23) + (1 =-x) .

Da sowohl 1 - x als auch 1 - x5 fliir 0 < x < 1
nichtnegativ sind und weiter xs > 0 gilt, folgt
auch hier P(x) > 0 .

¢) Fir x > 1 erhdlt man

P(x) = X e rx —x+1 -__._xEth_hf') + x(x=-1) + 1

woraus wegen x5 -1>0und x- 1> 0 sofort
P(x) > 0 folgt.

(E 12) |(nach Dieter Erdmann, Loitz, Klasse 10)

Auf der Grundlage des Satzes von Pythagoras konnen
wir die folgende Gleichung beweisen:

(a + ©)2 + 1% = (¢ + h)°
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Und zwar gilt:

_ab _ ch
T, =7 =73
2ab = 2ch

2ab + h2 = 2ch + h°

Auf Grund des Satzes von Pythagoras folgt:
a; + b2 + 2ab + h2 = 02 + 2ch + h2
(2 + )° + h% = (¢ + h)® .

Aus der Umkehrung des Satzes von Pythagoras folgt,
daB das Dreieck mit den Seiten (a + b), k, (¢ + h)
rechtwinklig ist.

So schrieb man noch 183%6:

In’Ansehung des Stoffes hilft die Mathematik uns weder
die Schwierigkeiten zu iiberwinden, noch die Gefahren
vermeiden, welchen wir auf dem weiten Tummelplatz des
Lebens und seiner Bewegung begegnen.

(Vielleicht kdnnen Sie daran ermessen, welche Entwick-
lung die Mathematik in den letzten 150 Jahren genommen
hat.)

Mitteilung an unsere Teser | \ \,/\./ \./

Alle Abonnements, die nicht bis zum 20, Juli 1973 ab-
bestellt werden, betrachten wir als um ein Jahr ver-

léngert. Neubestellungen werden Jederzelt entgegenge-
nommen,

Herausgeber: Jugendobjekt ,Studienvorbereitung® der Sektion Mathematik der Friedrich-Schiller-
Universitét Jena; Leiter: Reinhard Klette

Redaktion: Werner Nagel (Chefredakteur); U. Heuke, H. Fischer, R. Lorenz

Die Zeitschrift erscheint monatlich zum Preis von 0,20 M. Ein Jahresabonnement erstreckt sich von
September bis August und kostet einschlieBlich eines Sonderheftes 2,50 M. Bestellungen

sind direkt an unsere Adresse einzusenden. Schulen bitten wir, Sammelbestellungen bei uns
oufzugeben.

Angchrift: WURZEL
69 Jena

Universitatshochhaus
Sektion Mathematik
Konto: Postscheckkonto Erfurt 180 43
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GesetzmaBigkeiten des Zufalls (ll)

In den ersten zwei Teilen (Wurzél Heft 12/72, Heft 1/73) hat=
ten wir uns {liberlegt, daB8 die Suche nach einem mathematischen
Modell zuf@lliger Erscheinungen damit beginnen muB, ein Modell
fiir die Menge derjenigen zufélligen Ereignisse (z.E.) A,B,C,..
zu entwickeln, die bel gegebenen Versuchsbedingungen betrachtet
werden sollen. Die Menge dieser z.E. wollen wir mit M, ihre
Elemente 1n der Regel mit groBen lateinischen Buchstaben be-
zeichnen. Das fiir uns zunéchst allein Interessante an den un-
ter gegebenen VB zuf@lligen Ereignissen ist, daB bei jeder
Realisierung dieser VB folgendes gelten soll:
Fir alle A € m ist entweder die Aussage

1) A ist eingetreten oder

2) A ist nicht eingetreten richtig.
In diesem Sinn ist das Ereignis A, welches genau dann eintreten
soll, wenn A (AeR) nicht eintritt, als zu gegebenen VB eindeu-
tig definiertes zufélliges Ereignis zu betrachten. Sind die
Ereignisse Aqen (i=1,2,...4n) gegeben, ist im gleichen Sinne

1 n

auch das. Ereignis L_JA

welches genau dann eintreten soll, wenn mindestens eins der Er-
eignisse A;em (i=1,2,...,n) eintritt (Vereinigung), eindeutig
bestimmt (vergl. Def. 2, Heft 12/72). Dasselbe gilt fiir das Er-
eignis

1= Ais
welches genau dann eintreten soll, wenn alle Ereignisse A;
(i=1,2,...,n) eintreten (Durchschnitt, vergl. Def.3, Heft 1/73).

Die betrachteten Beispiele zeigen, daB bel der Bildung der Vereini-
gung und des Durchschnittes von Ereignissen und der Bildung

des Komplements eines Ereignisses wieder Ereignisse entstehen,

die flir die vollsténdige Beschreibung des zufélligen Gescheheus
unter den gegebenen VB wichtig sind. Wir fordern deshaldb, daB

Tt folgende Eigenschaften hat:

Ist A ein z.E. aus der Menge M, so soll auch & zu M gehdren;

n
8ind Aq,Ae,...,An Elemente von Mty so sollen auch.L,JAi und

i=1
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(ﬂ\ A; zu M gehOren. Wir fordern damit, daB M beziiglich Durch-
=] ’

schnitts-, Vereinigungs- und Komplementbildung abgeschlossen ist.

Jede Menge 7 von zufélligen Ereignissen, die diese Bedingungen
erfillt, wollen wir Ereignisalgebra nennen.

Zu gegebenen VB kidnnen mehrere unterschiedliche Ereignisalge-
bren gehdren. Unter den Versuchsbedingungen des Wiirfelwurfes
sind die Ereignisalgebren M9 und Mg nicht identisch, wenn

A:= "Es wird eine 6 gewiirfelt."
B:= "Es wird eine gerade Zahl gewlirfelt."
4= {4,4,8,U0}, - o,:= {B,8,8,U) gilt.

(Dabel sind S das sichere Ereignis und U das unmdgliche.)

Ubung: Zu bestimmen ist eine Ereignisalgebra !, die A und B
enthdlt, wobel A und B die oben zu den VB des Wiirfel-
wurfes definierten Ereignisse sind.

~

Als n8chstes beweisen wir einige Eigenschaften der Operationen
des Durchschnitts, der Vereinigung und des Komplements wvon zu-
félligen Ereignissen in Form von S&tzen. Diese S&tze gelten
fir beliebige Ereignisalgebren.

S a t.z 1 ¢

Das Ereignis Be!! ist genau dann Komplement des zufél-
ligen Ereignisses AeM, wenn
1) AU B Sy
2) AnB=0T ist.

Il

Beweis:

Aus AUB=S folgt, daB B eintreten muBl, wenn A nicht eintritt.
Aus AnB=U folgt, daf B nicht eintreten kann, wenn A eintritt.
D.h. aus 1) und 2) folgt, daB B genau dann eintritt, wenn

A nicht eintritt, also B = 4 ist.

Umgekehrt folgt aus B = A, dal B eintreten muB, wenn A nicht
eintritt, also AUB=S, und B nicht eintreten kann, wenn A
eintritt, also ANB=U. (g.e.d.)

J .
Aus diesem Satz ergibt sich als Folgerung:
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Folgerung:

1) A ist nicht nur Komplement von A, es ist auch A Komple-
ment von A, d.h., & = A,

2) Da SUU=S ist, und SnU= U gilt, ist S= U und U =8S.

Die in der zweliten Folgerung dieses Satzes enthaltene Formu-
lierung - das unmdgliche Ereignis tritt ein, wenn das sichere
Ereignis nicht eintritt -, enthélt keinen logischen Wider-
spruch. Eine Behauptung der Form - wenn..., dann...- sagt
nichts dariiber aus, ob die in dem Satzteil - wenn...,- ent-
haltene Aussage wahr ist oder liberhaupt wahr sein kann. Wenn
diese Aussage nicht wahr sein kann, wird die Behauptung zwar
inhaltslos, aber micht unwahr oder logisch widerspriichlich.
Diese ﬁberlegungen gehdren zu den Grundlagen der mathematischen
Logik.

S at sz 2 :

Jede nichtleere Ereignisalgebra muB auch das sichere
Ereignis S und das unmdgliche Ereignis U enthalten.

Beweisg:
Ist Ae? und A4S, so miissen auch A, und demnach AUA=S, ANA=U,
zu ! gehdren. Ist A=S, so gehdrt auch U=S zu M. (g.e.d.)

Bemerkung:
Die kleinstmégliche nichtleere Ereignisalgebra besteht aus den

uneigentlichen zufélligen Ereignissen U und S. An dieser Stelle
wollen wir nochmals darauf aufmerksam machen, daB U und S ei-
gentlich keine zufélligen Ereignisse sind, jedoch als wichtige
Ereignisse stets mit erfaBt werden, wenn wir von zufélligen Er-
eignissen sprechen.

Satz 3:
Aus A © B folgt B © A und umgekehrt.

Bewelg: :
Wenn aus dem Eintreten von A das Eintreten von B folgt, kann
A nicht eintreten, wenn B nicht eintritt, es muf also B c X
gelten. Dle Wiederholung der gleichen ﬁberlegungen fihrt zu
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'—fi c ?, wenn B < A ist. Aus der Folgerung 1)des Satzes 1 folgt
der zweite Teil der Behauptung dieses Satzes.

Satz 4:

‘ vVereinigungs- und Durchschnittsbildung zufédlliger Er-—
eignisse sind kommutativ und assoziativ, d.h.:
1) Fiir beliebige A,B€M ist AUB = BUA,

ANB = BNA.
2) Fir beliebige A,B,CeM ist (AUB)UC = AU(BUC),
(ANB)NC = AN(BNC).

Den einfachen Beweis dieses Satzes iiberlassen wir dem Leser.
Es geniigt, daran zu erinnern, daB zwel Ereignisse R,L genau
dann gleich sind, werm R < L und L < R.

Aus diesem Satz folgen Gleichungen beispielsweise folgender
Art:

4 3
A, = \ = = =
H! 4 (A,IUAE)U(ABUA4) (A1UA4)U(A3UA2) = A4U(1LJA1) = eee,
=11
Der néichste Satz beweist Eigenschaften der Verkniipfung zwischen
Durchschnittsbildung und Vereinigungsbildung, die Distributiv-

gesetze genannt werden,
Satz 5:

Flr beliebige A,Aq,Ag,...,Anem gilt:

1 andJ ) =) (ank;3,

i=1 i =1
2) au(( A =ﬂ(AuAi).
i=1 1=

Wir beweisen hier nur die erste Gleichung fiir n=2 und iliberlassen

den vollsténdigen Beweis dem Leser.
Es gilt An(Aqqu) = (AnAq)u(Anﬂa): Aus dem Eintreten von
An(AquAg) folgt das Eintreten von A und mindestens eines der
Ereignisse Aq,AZ.D.h., es muB mindestens eines der Ereignisse
ANA,, ANA, eintreten, und damit ist An(ﬁ1UA2) - (AﬁAq)U(AnAz)
gezeigt. Die Umkehrbarkeit der eben benutzten Schliisse be-
weist auch die Beziehung (AnAq)u(Anﬁg) & An(AquAE). (qeeed.)
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S at z 6 (Morgansche Formeln) :

n

Es gilt: 1) L"I nr
1 = %

i=1 i=1
2) QAi BHKE i

Beweis:

= (08) (@) (9) 05

da entweder keins oder mindestens eins der Ereignisse Ai
eintritt.

2) (mAl) U(Hx{ =8 ,(Dlai) .-(Uri')=u i

=]
da entweder alle Ai eintreten oder mindestens eins nicht
eintritt. Der Beweis des Satzes 6 folgt also aus Satz 1.

Satz 7:

Folgende Beziehungen sind &quivalent:
1) A< B,

2) AuUBcecB,

3) An B> 4.

Bewels:

Die Behauptung wird fiir A = U trivial. Also kann A } U vor-
ausgesetzt werden. Gilt A ¢ B, so muB B eintreten, wenn min-
destens eins der Ereignisse A,B eintritt. Aus A U B c B
folgt, daB A nicht eintreten kann, wenn B nicht eintritt

( andernfalls wére das gemeinsame Eintreten von B und B mdg-
lich), d.h. B ¢ X. Also folgt A < B (Satz 3) aus Ay B c B.
In analoger Weise kann die Aguivalenz von A ¢ B und

An B > A bewiesen werden. Damit ist auch die Aquivalenz von
AnB>Aund Au B c B bewiesen.

Bemerken wir noch, daB fiir beliebige A,Bem die Beziehungen
Bc AUuUBund An B ¢ A richtig sind.

Es gilt deshaldb der
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S8 ateg 7'

Die folgenden Beziehungen sind &quivalent:
1) A€ B,

2') AUB =B,

31y ANB =4,

Die bisherigen Betrachtungen liefern uns ausreichende Kennt-
nisse iiber eine Ereignisalgebra, um unter einer einschréinkenden
Bedingung leicht und anschaulich ein einfaches mathemetisches
Modell zu entwickeln, in dem die Ereignisse als Mengen gedeu-
tet werden konnen, M - Menge von Teilmengen einer bestimmten
Grundmenge wird und die Vereinigung, der Durchschnitt sowie

das Komplement von Ereignissen in die entsprechenden, wohl-
bekannten Operationen mit Mengen uberfiihrt werden.

Die einschrénkende Bedingung soll dabei sein, daf M nur end-
lich viele zufdllige Ereignisse enthilt.

Dr. Horst Oswald i
Wiss. Sekretdir
der Sektion Mathematik

Preisaufgaben 6[73

E 31 Man bestimme das Maximum und das Minimum der Funktion

(:) y(x) = 2 sin®x + 4 cos®x + 6 sin x cos x !

(E 32) Unter allen Dreiecken A ABC mit gleicher Seite AB
und gleichem Winkel § BCA bestimme man dasjenige mit
maximalem Umfang !

(E 33) Man zeige, daB fiir alle reellen Zahlen CYPRRRNT W
(:) Xq9+009%, und fiir alle positiven reellen Zahlen €
die Ungleichung

! 1 2 = £ 2 e
laxq +eoo+ apX | s ;( Xg teeet X )+ Z( 8 tee.ta )

bestehtl
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(E 34)

Man 16se die Gleichung

14 10%4—‘%‘ = (lglgn - 1)log 10

in reellen Zahlen x, wenn n eine fest vorgegebene po-
sitive reelle Zahl mit n 4 1 ist. Wieviel Ldsungen gibt
es dabei ?

(E 35)

®

In einem Dreieck A ABC gelte die Beziehung

B'C'2+IC2= 5“2-

Man zeige, daB dann die Seltenhalbierenden der Seiten
BC und AT senkrecht aufeinander stehen !

(E 36)

@

HailTu 1Ba HATYypANbHHX YuCJa, KDATHHX YETHDEM,
Pa3HOCTH KyBOB KOTODHX DABHA YeTHPEeX3HAUHOMY
YHCTy, KpaTHoMy 9.

Lésungsbedingungen wie iiblich !

Die _'TUR’NG-_/Maschine
- ein mathematisches Oenlemodell

Bis zum Beginn unseres Jahrhunderts war ein Reihe von mathe-

matischen Problemen bekannt geworden (z.B. formulierte D. HIL-
BERT 1900 die dreiundzwanzig nach ihm benannten Probleme),
die bis dahin ungeldst waren und es zum Teil auch heute noch
sind. In dieser Zeit begann man, grundsétzliche Uberlegungen
zur Losbarkeit bzw. UnlOsbarkeit von Aufgaben anzustellen.
Eine wesentliche Aufgabenstellung 1l&Bt sich etwa so formu-
lieren: Es sind gewisse Eigenschaften (z.B. "Primzahl", "Los-
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barkeit'}) - bezogen auf eine bestimmte Objektmenge
(z.B. natiirliche Zahlen, lineare Gleichungssysteme) -
vorgegeben,

Gibt es dann einen Algorithmus, mit dessen Hilfe man
fir ein beliebiges Element der Objektmenge (beliebige
natiirliche Zahl, beliebiges lineares Gleichungssysten)




feststellen kann, ob es diese Eigenschaften erfiillt

oder nicht (Ist die Zahl Primzahl? Ist das lineare

Gleichungssystem ldsbar?) .
Gibt es einen solchen Algorithmus, so sagt man, daB die Eigen-
schaften entscheidbar sind. Unter einem Algorithmus wollen wir
vorléufig ein (endliches) System von Regeln verstehen, mit
dessen Hilfe man in endlich vielen Schritten ermitteln kann,
ob ein Element zu einer Menge (dle gewlsse Eigenschaften re—
prédsentiert) gehért. Dieser Algorithmenbegriff entspricht dem
menschlichen Leistungsvermégen beil der Entscheidung einer
Menge. Will man beispielsweise feststellen, ob eine natiirliche
Zahl n Primzahl ist, so kann man fiir alle Zahlen m mit
1< m <n die Teilbarkeit von n durch m testen., Nach hochstens
(n-2) Schritten weif man also, ob n Primzsghl ist. Folglich ist
die Menge aller Primzshlen entscheidbar.

Findet man einen geeigneten Algorithmus, hat man die gesicher-
te Aussage, daB die untersuchte Menge entscheidbar ist. Gelinét
dies aber nicht, so kann das entweder daran liegen, daB es

gar keinen gibt, oder daB man nur noch keinen gefunden hat.

Man konnte also nie sicher sagen, daB eine Menge unentscheid-
bar ist. Das liegt vor allem an der filir mathematische Zwecke
unbrauchbaren Beschreibung des Begriffs "Algorithmus". In den
dreiBiger Jahren bemiihten sich deshalb einige Mathematiker
(unter ihnen TURING, POST, MARKOW, CHURCH) um eine Prézisie-
rung der Definition eines Algorithmus'.

TURING erdachte sich folgendes mathematisches Modell:

{iver einem nach beiden Seiten unendlichen Band, das in Zellen
eingeteilt ist, bewegt sich ein Lese-~ und Schreibkopf, der un-
terschiedliche Zust&nde annehmen kann, Man denke sich die Ein-
gabe (die die Maschine verarbeiten soll) - z.B. ein Element
einer Menge - auf das Band geschrieben und die (unendlich vie-
len) noch freien Zellen mit dem Symbol ? ("Lindenbaum") be-
schriftet, Der Lese-= und Schreibkopf steht zu Beginn auf der
ersten Zelle links neben der Eingabe. Den Anfangszustand be-
zeichnen wir mit 2z4.



Beispiel: Eingabe der Zahl 3 2| | | (Anfangssituation)

---1° l1:?1!1:llT'n"l*?lﬁ"l'-.-

Die sogenannte TURING-Maschine (TM) arbeitet nun folgender-
maBent
1) Der Inhalt der Zelle, auf der der Lese- und Schreibkopf
steht, wird gelesen.
2) Abhéngig vom gelesenen Symbol und dem Zustand des Kopfes
wird a) diese Zelle neu beschriftet (damit auch der alte
Inhalt geldscht),
b) ein neuer Zustand angenommen, und
c) der Kopf suf die linke bzw. rechte benachbarte Zel-
le verschoben (d.h. um -1 bzw. +1), weiter wie beil)
3) Die Maschine stoppt gensu dann, wenn ein bestimmter Zustand
- wir bezeichnen ihn mit zy - angenommen wird. Wird dieser
Zustand fiir eine bestimmte Eingabe nie erreicht, so bedeu-
tet das, daB die TM unendlich lange arbeitet. In diesem
Fall ist der Wert der Ausgabe nicht definiert.

Jede TM 1&8%t sich durch eine Befehlsliste vollsténdig charak-
terisieren. Die Befehle haben die folgende Form:

z X — z! x! +1
Zustand beim eingelesenes neu anzu- 2zu schrei- Bewegung
Einlesen Symbol nehmender bendes des

Zustand Symbol Kopfes

Beispiel: Wir wollen nun eine Befehlsliste (und damit eine ™
vorgeben und iiberlegen, was sie leistet.
AuBer ? habe die TM nur das Ein- und Ausgabesymbol § .

24 9— 2,9 +1 (Fir z4 | und z3| kOnnen

Z2 0—3 23| +1 die rechten Seiten beliebig
: ausgefiillt werden, da diese

Situationen nicht vorkom -

z3 9—3 291 +1 men.,)

Z2 1 — 21 #+1
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Wir untersuchen das Verhalten dieser TM bei der Eingabe 3% II:

"'I?l_?lllllll?l?[?l--- Anfang
23 U 1. maxs

- JeTel [ T ]%Tele]: --
{L\ 2. Takt

o glelfufefefefef---
| 2] I 3. Tekt
el el el e~ |
E ‘u' 4, Takt

o1l lololel 9]

E:ﬂ {L 5. Takt

RN NI LIRS
J 6 Tekt
IGEIN |]|j e - Ende

- Untersucht man das Verhalten auch fiir andere Eingaben x (z.B.
fiir 0 2 nur 9 auf dem Band), so sieht man, daB immer genau
x+2 auf dem Band steht, wenn die T™M in z_ angekommen ist.

Diese Zahl nennen wir Ausgabe.

Man kann z.B. eine solche TM definieren, die bei Eingabe einer
Trimzahl den Wert 1 und fiir alle anderen natiirlichen Zahlen
immer O ausgibt. Es ist einzusehen, daB diese Maschine geeiénet
ist, die Menge aller Primzahlen zu entscheiden.

o]

W5 sind nicht alle Teilmengen der Menge der natiirlichen Zahlen
entscheidbar. Derartige llengen zu beschrelben, erfordert jedoch
umfangreichere Grundlagen.

Tir wollen noch die exakte Definition einer TM angeben. Sie
kdnnen selbst iiberpriifen, daB sie mit den obigen Erl&uterun-
zen iibereinstimmt.

Tefdagition 3

Ein B—tupel r Kg 2 'Vg f’ gy h’ Z
TURING - lMaschine =pp

or 24q ] heiBt

X ist eine nichtleere endliche Menge, ¥ € X (Ein-
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und Ausgabesymbole ),
7 ist eine nichtleere endliche Menge (Zustandsmenge),
V = {+1,-1} (Bewegungsméglichkeiten des Kopfes),
f ist eindeutige Abbildung von Z X X in Z ( 2.b)),
g ist eindeutige Abbildung von Z X X in X ( 2.a)),
h ist eindeutige Abbildung von Z X X in V ( 2.c)),
ZarZg € 7 ( Anfangs~ bzw. Stoppzustand) .

0

Beschreiben Sie die im Beispiel angegebene TM als ein solches

8=tupel.

TM sind geeignete Denkmodelle, die aber nie technisch reali-
siert werden konnen (unendlich langes Band, eventuell unend-
lich lange Laufzeit !)e

Bisher konnte kein Algorithmus zur Entscheidung von Mengen

oder zur LOosung irgendwelcher anderer Probleme gefunden werden,
der nicht auf einer TM modellierbar wére. Diese Tatsache

spricht fiir die Hypothese von CHURCH, die besagt, daB keine
Prézisierung des anschaulichen Algorithmenbegriffs mehr lei-
sten kenn als eine ™. Diese Hypothese kann natiirlich nie bewie-

sen werden (da der intuitive Algorithmenbegriff nicht exakter
faBbar ist ); sie konnte hdchstens durch ein Gegenbeispiel wi-

derlegt werden. Da sie aber bisher allen Priifungen standgehal-
ten hat, wird sie als wichtige Arbeitsgrundlage in der mathe-
matischen Kybernetik verwendet.

Eiir Interessenten ein ILiteravurtip

Trachtenbrot, "Wieso kdnnen Automaten rechnen?", Berlin 68

Losungen

Zu den Losungen der Serie 2/77
Wir erhielten ausschlieBlich Ldsungen zu den Aufgsben
(E 8), (E 10) und (E 12).
Charakteristische Fehler traten nicht auf, wenn man von
\ Rechenfehlern bei der zehnten Aufgabé absieht.
Insgesamt 18sten sechs Schiiler alle drei Aufgaben einwand-
frei und erhielten somit drei Punkte.
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e —— -

Da keine Formel zur Verfl.igung steht, die uns den
Funktionswert von tan 2- aus unseren Angaben sofort
liefert, gestaltet sich seine Berechnung etwas lang-
wilerig.

L

Zuerst wollen wir die verwendeten Formeln angeben:

1) tan § = 5220 e

(2) co8 o = Vh-gﬂﬁ
(3) sin 20 = 28inc cos o

(4) sinta + cosig = 1

Da der Winkel « zwischen 0° < g < 450 liegt, konnen

‘keine Vorzelchenumschléige bzw. Divisionen durch Null

auftreten.

8in o + cos_m=3£;—

sin?a + 28in acos o + coslux = %

(nach 4) 2s8in xcos o = %
(nach 3) gin 20 = %
(nach 4) sin?2y + cos?2x = 1
cos 2o =
(nach 2) cos o = \1-+9, 25.\/7\

coscc.=-;NB+2-\/7‘

aogm=@|__i_1

1-0,2 + 1

§ -\
'\4—: :1
.\

(nach 1)

an &
et B
ati &
- A
o

tan§= 3
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(E 1) K bﬂ’ba'bB} sel eine Basis des R3' Zundchst werden wir
in dieser Basis einen Vektor austauschen.

l 8, € By sel linear unabhéngig, d.h. a, $+ 0.

Somit 1ist 84 also in der Form
(*) a4 = aqby + apby + azby

darstellbar, wobei nicht alle o; gleichzeitig O werden.
OeB.do.&' Sei th + Oc
Wir wollen Jetzt zeigen, daB b1 gegen aq-ausgetauscht
werden kann, daB also { aq,bz,b3} wieder eine Basis des
R5 bildet. (Man vergleiche mit Definition 3, 2/73).
16) ZeBo$ a,,,bz,b5 sind linear unabh&ngig.

Bqaq + Boby + 33b3‘= 0.

Durch Einsetzen wvon (*) :

“Bq(oqby + azby + azbs ) = Byb, + B3Py

~ 4B 4Py -(a231 + Bodb, = (ozBy + B3)bz = O.

Da {bﬂ'b2'b3} eine Basis des R bildet, sind die

drei Vektoren linear unsgbhéngig. AuBerdem gilt

CH % O (siehe oben), Somit folgt : ~x4B4 = 0,

31 = 0

und hieraus —sze = ij; =0, .B‘1 = [32 = BZ’ = 0,

womit die lineare Unabhéngigkeit wvon a,‘,be,b3 ge—

zeigt ist.
2.) z.z.: Darstellbarkeit jedes Vektors des R3 als Li-
: nearkombination von aﬂ'bz’bB‘

c € R3, ¢ ist darstellbar als

¢ = yqb4 +y2b2+‘y3b3 ’YiER.

Es gilt: ay = a1E1 + b, + ayb und «, % O,

1 2% * ¥zP5

Somit ergibt sich:
c =y, (0q aq - %50 b2 - Q0 b3) + yoby + Y5b3,
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1

- - -]
¢ = vqeq 8q = (apmq = ¥p)by = (@zeq =Y3z)bz .

Sémtliche Koeffizienten sind reell, ¢ ist also be-
ziiglich a,].b2 und b3 darstellbar.

Aus 1.) und 2.) folgt, daB {aq,bz,ba} eine Basis des R3
bildet. In dieser neuen Basis kann nun ein weiterer Vek-
tor ausgetauscht werden, und so kann man fortfahren bis
zum r-ten Vektor (in unserem Spezialfall ist r = 3).

nach F. Burghardt, Frankfurt (Oder)

Die beiden Punkte seien P,I und P2, ihre Geschwindigkei-
ten Vi und V5 und die Zeiten fiir einen Vollkreis 1.:,I und
t,. Nun gilt: t, = t, + %,

v, = 2_%23 (1) und v, = 2—%53 2) .

In der Zeit T durchlduft der Punkt P, (x+1)-mal, der

Punkt P2 genau x-mal den Kreis.

Daraus ergibt sich: t1 = EEW und ta = _5}

oder X =

Es Siltnun: vq:ﬂmmz,v2=—2—1£f3_§5 (}.].) 4

Setzt man (2) und (4) gleich, ergibt sich:

2T R_2TRX ‘] e X
t1+ t m ! Eq+ t T
: 1 T~ %
und unter Verwendung von (3) " 1 .
t1+ t tq e T

Die Umformung fiihrt zu einer quadratischen Gleichung
in t4¢ b, « T = (T - tq) » (84 + 1),

0=t1+t1.t-T'tl
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Zundichst ergeben sich fiir t, zweli Ldsungen:
2 ' & tZ
e YE et o, we-fEene
1
Eine Ldsung des Problems llefert aber nur t,, well t,
negativ ist. ‘
Setzt man Gleichung (5) in (1) und (2) ein, ergidbt sich

unmittelbar dle Lésung:
— 21T R , vy = - 2 R .
1 %
-3+ Y3 + et Y+ 2ot
Man kann die Ausdriicke nun noch etwas vereinfachen:

R
v1= T‘R $ v2= 2 L » .
'qtz-rti'm-t-t Vt 4 Tet 4+ %

AUFLOSUNG unseres Kreuzwortridtsels aus Heft 4/73%;

W erecht: 1. Eckpunkt, 7. Lamas, 8., 1ln, 11. Ite,
28t 13, vlecf-b, 15, ‘Polyeder, 16. SR, 17.
Kadi, 18. Dattel, 20.-in, 21. Goi, 22.
nervos.

X ht: 1. BEllipsoid, 2. Cantor, 3. km, 4. Pal,
b ik 5. US, 6. Ked.. 9. sedativ, 10° Abril,
12. E1, 13, Vektor, 14. Rede, 19. Age.

Ubrigens sollte es ke i n Aprilscherz sein, daB die Leer-
felder G 8 und H 8 nicht gekennzeichnet waren!

Gut gesagt

v.. Diejenigen, welche viel Mathematik und keine andere Wis
senschaft studiert haben, bekommen fiir dieselbe solch
eine Vorliebe, daB sie glauben, es gebe in keiner ande-
ren Wissenschaft etwas Zuverlédssiges und kein anderes
Axiom auBer dem des Euklid.

A
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Einfiihrung in die Funktionalanalysis

In der linearen Algebra beschiftigt man sich mit linearen Glei-
chungssystemen., Im einfachsten Fall helBt das das Folgende:

Zu vorgegebenen reellen Zahlen &44, 812, 824 und s22 sowle y4,
¥2 bestimme man reelle Zahlen Xy und x; mit

81X + B2X2 = ¥y
und 821X + 822X = Yz o

Man schreibt fiir diesen Sachverhalt
821 & =, ¥

und nennt R =0 M4 S
821 32

Wir untersuchen nun etwas gensuer diese Matrix R. Mit Ry be-

zeichnen wir im folgenden die Menge aller Vektoren X = (Xy,Xs ),

wobei die Komponenten x; und x; beliebige reelle Zahlen sind.

Anschaulich kann man sich den R; als Ebene vorstellen, und die

Vektoren x = (%1,X2) sind die Punkte in dieser Ebene.

) elne Matrizx.

Jede Matrix R definiert eine Abblldung A von R in R durch
dle Zuordnung

x=(x,%) -———é-—byn (F1,72)

mit y1 = a114X1 + a12%
Y2 = 8211 + 822X .

Man schreibt dafiir Ax =y .

Beispielsweise ordnet die Matrix AR = (q 2) jedem Vektor
x = (% ,x2) den Vektor y = (Xq,X1+Xa) Zu. Insbesondere wird
also das Element (1,1) auf den Vektor (1,2) abgebildet.
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Fassen wir noch einmal gusammen:

Jede Matrix R definiert eine Abbildung A von R; in R,.
Unser zu Beginn gestelltes Problem lautet dann: Zu einer
Matrix A und zu y € R; bestimme man ein x € Ry mit Ax = y .

Die durch die Matrix definierte Abbilldung hat weitere =chéne
Eigenschaften. Bevor wir diese beschreiben kdnnen, miissen wir
uns néher mit der Menge R, beschéiftigen. Fiir zwel Elemente

x = (X1,%Xz) und y = (y1,5y2) aus R, und eine reelle Zahl A
definiert man

X+ 3 =pe (Xq 471 y Xp +¥2 ) (Addition von Vektoren)
und | Ax =ne (Axq A%, ) (skalare Multiplikation).

Wir bekommen durch diesen Ansatz Abbildungen von R X Ra in R
bzw. von R X R in R, (R ist die Menge der reellen Zahlen).
Diese Abbildungen haben die folgenden Eigenschaften:

S atz 1 3

(1) x+(y+2)=(x+3)+2;
(2) X+yY =y +X;

(3) Es existiert ein Vektor 8 € R, mit x + 8 = x
fir alle x € Ry ;

(4) Zu jedem x € R, gibt es ein Element (-x) mit
X + (=x) = 8;

(5) (A + u)x = Ax + ux ;
(6) A(ux) = (M)x ;
(7) 1= x ,

Dabel sind x, y und z aus R, und A,u € R.

Der Bewels aller dieser Eigenschaften ist in unserem Fall
sehr einfa\ch. Sie sind aber Ausgangspunkt fiir die allgemeine
Definition eines Vektorraums (vgl. "WURZEL" 2/73).
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Definition 1 ¢

Eine Menge E mit einer Abbildung von ExE in E
( (x,3) — x+y ) und einer Abbildung von RXE in
E( (Ayx) > A:x ) , fiir die die Eigenschaften (1)

bis (7) von Satz 1 erfiillt sind, nennt man einen
Yektor raum.
Wir kénnen somit Satz 1 folgendermaBen formulieren:
Satsg 1':

Die Menge R; , versehen mit den Operationen (+) und
(+), bildet einen Vektorraum.,

Wir untersuchen jetzt die Frage, was passiert, wenn wir die
von einer Matrix R definierte Abbildung A suf das Element
x+y € R; bzw. auf das Element Ax € R, anwenden.

Man bekommt dann

A(x+y) = (@14 (X4+71) + 82 (Xe+¥2)r821 (X1 4y1) + 822 (X2 +¥2))
= AX + Ay

und ebenso

A(Ax) = AAx .
Fassen wir dieses Ergebnis zusammen:
Satz 23

Fir eine Matrix A hat die zugehdrige Abbildung A
die Eigenschaften

(1) A(x+y) = Ax + Ay ,
(2) A(Ax) = AAx

fir alle x,y € R» und reelle Zahlen A.

Definition 2 2

Eine Abbildung A von einem Vektorraum E in E nennt
men l inear, wenn fir x,y € Eund A € R
8Yet8 (1)  A(x+y) = Ax + Ay
und  (2)  A(AX) = AAx gilt.
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Satz 2' :

Nlﬁir eine Matrix A 1st A linear.

Man kann auf dem Vektorraum R, noch eine weltere Abbildung
definieren, das sogenannte Skalarprodukt von Vektoren. Man
ordnet x = (x1,x2) und y = (y1,¥y2) die Zahl

$X 7> =pp F1°J1 + X2z
zu. Dies 1st eine Abbildung von Rp X Rz in R.

Satz 22

Das Skalarprodukt besitzt die Eigenschaften

(1) <x,x>2 0 und <x,x> = O genau dann, wenn
= (0,0) =8

(2) <xX7% = <Fyx> ;
(3) <X AFHUZ Y = M X, 75 + K X,2>
fir x,y,2 € Rp, und A,u € R,

Bewelsen Sie diesen Satz!
Auch diese bekannte Definition 18B%t sich wverallgemeinern:

Definition 3 :

Ist suf einem Vektorraum E eine Abbildung von EXE
in die reellen Zahlen mit den Eigenschaften wvon
Satz 3 gegeben, 80 nennt man E einen upn 1l & & ~

. Die Abbildung heifBlt
Skalarprodukt.

Somit lautet also Satz 3:

Satz 21 3

Der Vektorrgum R, ist ein unitédrer Reum mit dem
Skalarprodukt <X,y> = X411 + X2 Y2,

X= (%% )y, = (Fay72)-
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Nicht auf jedem Vektorraum E 188% -sich ein Skalarprodukt de-
finieren. Die Theorie der Réume mit einem Skalarprodukt ist
sehr weit entwickelt, und es gibt viele Biicher iliber dieses
Thema. Man hat sich mit diesen Riumen besonders beschédftigt,
da in ihnen viele Eigenschaften sehr &hnlich denen der Menge
Re sind. So kann man definieren, wann zwei Elemente senkrecht
stehen, und es gibt elnen Satz von Pythagoras im unitéren
Raum.

Die folgende Ungleichung ist ein Beispiel fiir die engen Ver-
bindungen zwischen beliebigen unitéren Riumen und der Menge
‘Rz. Wir werden sle ganz abstrakt in einem unitéren Raum E
. formulieren und beweisen. Dazu werden wir nur dle Eigenschaf-
ten (1), (2) und (3) von Satz 3 verwenden. Wenn Ihnen das
Schwierigkeiten bereiten sollte, ktnnen Sie sich stets unter
dem u.nit%mn Raum E den Raum R, vorstellen.

Satz 4

(Schwarzsche Ungleichung)
Fiir x,y aus einem unitédren Ream E gilt stets

[< %, 53| = VX, XY VLT, Y.

Bewels:
Fiir eine beliebige reelle Zahl A gilt auf Grund von (1)
aus Satz 3 stets

0 s ¢<x=-Ay,x=Ay> .
Unter Verwendung von (2) und (3) folgt dann

0 S < X=AY,X=Ay> = (X-A¥,X> = X X-Ay,y>
= {X,X-A7> — XF,Xx-Ay>
= (X, X> = XX, J> - XF,X> + A y,y>
= (X,X> - 2K X,¥> + A y,7>

fir eine beliebige reelle Zahl A.
Setzt man nun flir A speziell

_ X, 7>
BB e
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F so erhélt man

2 < )2
0 s cxyx> - olsxy® | lex,¥0)?

: CT¥> <Y,¥?
oder
' 2
0 s ¢<x,X> - i}%ﬁ%%L- , woraus sofort
L

< x,7>|2 = <x,x><¢y,y> folgt.
Damit ist die Ungleichung bewiesen.

]

(Man veranschauliche die Schwarzsche Ungleichung im R; geo-

metrisch!)
Fortsetzung auf Seite 172

Studententage an unserer Universitét

Vom 21. - 26. Mai fanden zum 2. Mal die Betriebsfestspiele
der Friedrich-Schiller-Universitdt statt. Wie bereits im ver-
gahgenen Jahr waren sie ein Hohepunkt im Studienjahr und leg-
ten Zeugnis ab von der Arbeit, die die Studenten und Mitar-
beiter der Sektionen in den zuriickliegenden Monaten gelei-
stet haben. Jede Gruppe zog Bilanz iiber den erreichten Stand
sowohl auf fachlicher und gesellschaftlicher Ebene als auch,
auf sportlichem und kulturellem Gebiet und stellte sich neue
Aufgaben fiir das néchste Semester.

Hervorragende Aktivitéten wurden besonders auf der Leistungs-
schau der 2. MMM der FSU vorgestellt. Die Bewegung "Messe
der Meister von Morgen" stand unter dem Leitmotiv

"Mit hohen Studienergebnissen bereiten wir die
X. Weltfestspiele der Jugend und Studenten in
Berlin, der Hauptstadt der DDR, vor!"

Die MMM dokumentierte, daB die eingegangenen Verpflichtungen

zur Vorbereitung und Durchfiihrung der X. Weltfestspiele in
vielen Sektionen bereits realisiert sind. Auch das Jugend-
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objekt "Studienvorbereitung beteiligte sich an dieser
. Leistungsachau.

Wie sahen nun die Studententage an unserer Sektion aus?

Eine Woche lang wurde bei einer Vielzahl von Veranstaltungen
diskutiert und gestritten, Kritik und Selbstkritik geiibt,
gewandert und gefeiert. Im Mittelpunkt standen natiirlich die
Fragen des Studiums. Einige Veranstaltungen seien hier niher
vorgestellt.

Auf der Studienjahreskonferenz gaben Studenten und Lehrkdr-
per Rechenschaft iiber dle erzielten Ergebnisse. Es wurden
viele Fragen aufgeworfen und versucht, sie in einer an-
schlieBenden Diskussion zu beantworten. Zum Beispiel gab es
im Bereich M 2 die folgenden Fragen:

- Wie kann der Ubergang von der EOS zur Univer-
sitdt erleichtert werden?

- Welche Probleme gibt es bel der Auslastung
der Studienwoche 7

- Sind die Studenten kontinuilerlich belastet?

Welche Aufgaben hat ein Seminargruppenbetreuer?

Ist die Sprachausbildung effektiv?

Man kann einschétzen, daB die Studenten die Mdglichkeit nutz-
ten, ihre Meinung zur Qualitét der Vorlesungen und Seminare
zu sagen und auf Mingel hinzuweisen. Am Ende der Veranstal-
tung wurden die fachlich und gesellschaftlich besten Studen-
ten des Studienjahres mit Geld- und Buchprémien ausgezeich-
net.

Erstmals fanden in diesem Jahr im Rahmen der Betriebsfest-
splele an unserer Sektion wiss. Seminare statt, deren Ziel
es war, besondere Leistungen von Studenten und Kollektiven
vorzuste}len. Das Programm umfaBte Vortrége zu Diplomthemen,
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liiber Jahresarbeiten, Verteidigungen von Diplomarbeiten und

. einen Vortrag liber die Arbeit des wissenschaftlichen Studen-
tenzirkels "Glasabkiihlung". Die Arbeit dieses Zirkels ist
ein Argument gegen die Meinung, daB Mathematik wenig praxis-
bezogen sei.

Der Dienstag und Freitag waren die Tage des Wehrsports und
des Universitédtssportfestes. Auf mehreren Pldtzen und in
zwei Turnhallen wurden die Besten in 13 Disziplinen ermit-
telt. Bel gutem Sportwetter herrschte an allen Wettkampf-
stdtten eine groBartige Stimmung. Ob beim Volleyball, Bas-
ket- oder Handball, Kanu oder Fechten - iiberall war man mit
letztem Einsatz dabei,und fehlende Technik wurde durch gro-
Ben Kampfgeist ersetzt. An den Ausscheidungen zur Sektions-
meisterschaft im FuBball beteiligte sich selbstverstindlich
elne "WURZEL"~-Mannschaft. Wie in den letzten Jahren reich-
te es agber auch diesmal nicht zum Staffelsieg, obwohl das
erste Spiel mit € : O gewonnen wurde. Das zweite und ent-
scheidende ging jedoch mit O : 4 verloren. Im traditionel-
len Ppiel Lehrkdrper gegen Studenten unserer Sektion unter-
lag die "Professorenmannschaft" mit 1 : 3, wobei der Lehr-
korper das erste Tor schoB, dann aber konditionell nicht
mehr mithalten konnte. Wie auch im letztjéhrigen Spiel
(6 : 1 flir die Studenten) galt die Regel:

"Wer fiihrt, verliert!"

In einer Solidaritdtsveranstaltung bekundeten Lehrkdrper
und Studenten ihre Verbundenheit mit dem, vietnamesischen
Volk. In der Bilanz unserer Sektion erscheinen als Erlés
mehrerer Spendensktionen von Januar 72 bis Februar 73

2 100 Mark von den Studenten. Die Teilnehmer

dieses Meetings versicherten, daB nach dem Vietnamabkommen
die Solidaritét weitergefiihrt wird. Noch nach dem Friedens-
vertrag wurden 850 Mark der einzelnen Bereiche auf das So-
lidarititskonto {iberwiesen.
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Den AbschluB der Betriebsfestspiele fiir unsere Sektion bil-
dete eine Veranstaltung mit Kulturprogramm, gestaltet von
den Singegruppen der Bereiche Lehrer III, Mathematiker I.
Das Kabarett der Sektion bot einen Auszug aus seinem Re-

pertoire.
m

Den folgenden Auszug entnahmen wir aus: F. J. Budden,
"Zahlensysteme und Rechenautomaten", Teubner VG, 1972:

Aus eitinem alten BBrief:

"Vor einiger Zeit kaufte ich dieses alte Haus, aber ich be-
merkte sehr bald, daB es von zwel gespensterhaften Ger§u¥
schen heimgesucht wird. Ein wiistes Sausen und ein unheim-
liches Gelédchter machen es kaum bewohnbar. Jedoch gibt es
eine Hoffnung, denn durch lange Untersuchungen fand ich,
daB ihr Verhalten gewissen unbekannten, aber festen Geset-
zen untergeordnet ist und daB es durch Orgelspielen oder
Verbrennen von Weihrauch beeinfluBbar ist.

Das Sausen wird in der folgenden Minute in gleicher Weise
fortgesetzt (als Lérm oder Ruhe), auBer wenn in der vorher-
gehenden Minute Orgelspiel ohne Geldchter war, wobel es ins
Gegenteil umschldgt (Lérm in Ruhe oder umgekehrt).

Was das Geldchter betrifft, so ertdnt es oder nicht, wenn
Weihrauch verbrannt wird, ilibereinstimmend damit, ob das
Rauschen ertént oder nicht (das Geléchter ahmt das Rauschen
eine Minute spédter nach). Wenn kein Weihrauch wvorhanden
ist, macht das Geldchter das Gegenteil des Rauschens.

In dieser Minute, in der ich schreibe, sind sowohl das Ge-
lachter als auch das Rauschen zu horen.

Bitte teilen Sie mir mit, welche Handhabung vom Weihrauch
und Orgelspiel ich anwenden sollte, um im Haus Ruhe zu be-

kommen.
Ihr Carl Dottheim "
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OKTALES

KREUZWORTRATSEL

Anmerkung: Alle Zahlen,

sowohl in der
Aufgabenstellung als
auch in den Quadraten,
sind oktal beziehungs-

weise oktal einzusetzen.
Unter dem Oktalsystem
versteht man ein Zahlen-

system zur Basis 8.

Beispiel: 103 im Oktal-
bt system heiBt

182 4008" +3.8%=6443=67
im Dezimalsystem.

W aa gerec ht:

2. Die Sonne geht frih um 7 Uhr und 62 Minuten guf und um
22 Uhr 20 Minuten unter. Wieviel Minuten scheint sie?

5. Flédche (in cmz) einer Tiir der Abmessungen 132 und 44 cn.

7. Bine Ldsung von 4x - S5y = 15
13x + 3y = 334.

11, 411 - 9%,
14, Eine Primzszhl.
15. Eine Fahrt von Berlin nach Erfurt in 104 Stunden.

Durchschnittsgeschwindigkeit (gerundet) in km pro Stunde.

16. Nachstes Glied der Folge 2,12,14,26,42,...

Senkrecht:

1. Anzahl der Tage vom 36, Januar bis 2. April im Jahr 3554.
2. Kleinster Winkel der Steighdhe der Sonne in 117 ° nérdli-

cher Breite am 31. Junl (auf Grad gerundet).
5. Eine Quadratzahl,
4, 2" = 1000000; GréB8e von n.
6. Eine Zahl der Form ne«(n+1).
10. 6!
11. Vielfaches wvon 161,
12, 2+(x=17) = 63=-x; GroBe von x.

13. Héhe des Mount Everest in FuR (die zwel héchsten Oktal-

stellen).



Eine Aufgabe von Dr. habil. Roman Roth, emer. Universitcts-Pro-
fessor, lenaq, fiir unsere Leser:

Im Dreieck A ABC liegt zwischen B
und C das Punktepaar B,C,. Gesucht
sind ¥ € AB, 3§ € AC; die Strecken
B4¥ und C,3 sollen gleich und par-
allel sein. .

Fortsetzung wvon Seite 167

Mit Hilfe des Skalarproduktes 1&B8t sich auf einem unitéren
Raum ein "Abstand" von 8 ("Betrag") definieren. Jedem Element
X € E kann man eine positive reelle Zahl ||x|| mit

1] =pe VX, x>

zuordnen, die N or m +von x.
Im Ry gilt fir x = (% ,% ) stets

x|l = v + 2",

also gerade der Abstand des Punktes x = (¥ ,X ) vom Punkt
9 = (0’0)0

S atz 5 :
Diese Norm hat folgende Eigenschaften:

(1) llx|l 2 0 und ||x|| = O genau dann, wenn x = 8;
(2) [Iax|l = |A|<l|x|| £iir A € R ;
(3) =+l s x|l + |7l -

Dabel sind x,y beliebige Elemente sus dem unitéren
Raum E,

Bewels:

Aus Elgenschaft (1) von Satz 3 folgt, wenn man die Defi-
nition || x|l = < x,x> beachtet, sofort (1).
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] Fir eine reelle Zshl A gilt

Il = VARG = VAR, x> = |A[VAE xS = Al
und somit (2).

Sind x,y € E, 80 hat man

|x+7]l2 = ¢ X+y,x+y7 > = <x+y,X> + <X+Y,¥>
CX3X) + XX, 7% + <Y, 7>
x|l + 2x,y> + ||yl 2.

||

Verwenden wir die Schwarzsche'Ungleichﬁng in der Form

k=x,73 s |Ix[lllz]l ,
so gilt

Ix+3 012 = [1x]12 + 2x,57> + [|7]12 < |x[12 + 2)<x,y5| + ||7]?
s x|1Z2+ 2ix|l ly]l + || 3]I2
= Ul =ll + |yl )2.

Zieht man noch auf beiden Seiten der Ungleichung die -
Wurzel, so erhédlt man

Nx+xll < x|l + |7l .

S

Definition 4:

Ist auf einem Vektorraum E eine Abbildung von E in R
gegeben, die dle Eigenschaften (1), (2) und (3) von
Satz 5 erfiillt, so saght men, E ist ein n o r -
nierter Raum. Die Abbildung nennen wir
eine Norm auf E und bezeichnen das Bild fiir
x € B mit ||x]] .

Anschaulich kdnnen'wir uns unter der Norm eines Elementes x € E
stets den Abstand vom Nullelement 6 vorstellen. Die Bedingung
(3) in der Definition der Norm wird auch als "Dreiecksunglei-
chung" bezeichnet. Der Name kommt daher, daf im Fall E = Ry
diese Ungleichung gerade die Tatsache beschreibt, daB im Drei-
eck dle Summe der Lénge zweler Seiten stets gréBer ist als die
Lénge der dritten Seite.

Versuchen Sie, sich dies zu iiberlegen!
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Dagegen besagt Bedingung (1) einfach, daB der Abstand eines
beliebigen Elementes (verschieden dem Nullelement) zum Null-
element stets echt positiv ist.

Wir haben gesehen, dsB Jjeder unitédre Raum ein normierter Raum
ist. Die umgekehrte Aussage ist nicht richtig. Gerade die
Existenz eines Skalarprodukts ist eine sehr gute Eigenschaft,
die nur relativ wenige Vektorrdume besitzen. Die meisten in
der Funktionalanalysis vorkommenden R&ume sind nur normiert,
manche haben sogar noch schlechtere Eigenschaften.

Wir kehren jetzt wlieder zu unserer linearen Abbildung A zuriick.
Satz 6:

PFir jede durch eine Matrix R definierte Abbildung A
von R, in R; existiert eine Konstante ¢ = O mit

|| Ax|l s e |]x]l
fir alle x € R;.
Bewels:
Fiir x = (X1,%) und R = (“” 0512) glilt
Cigq 22

AX = (091X1 + 012Xz 4 Cg1X1 + Olg2Xz )
und somit _
Ax||2 = (o14%s + 02X )2 + (04X + 022X )2 .

Bezeichnen wir mit oy den Vektor oy = (041,012 )%und
mit owp den Vektor ap = (ma4q 022 ), 80 folgt auf Grund der
Schwarzschen Ungleichung

(q4X9 + 12X )2 = Caq %32 s <oy 09 > <X, XD

= (af, + i) + )

und ebenso

(21X + 222X )2 = <o ,%X>2 S <ot 9002 > < XyXD
- (“21 "'“:z)(xi * x'zz) .

Folglich koénnen wir weiter abschétzen

lax]I2 s (a2, + o, + o&d, + a2, )2 + &) = ¢ ||x|?
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mit = m$1 + afz 4 a§1 + a:g ’
d. h. ||Ax|] s e¢-||x|l| , was zu bewelsen war.
Anscnaulich besagt dle Aussage des Satzes 6, daB der Abstand
des Bildes Ax nicht sehr groB ist, wenn der Abstand von x
i zu 6 nicht sehr gro8 ist.

Nicht fiir jeden linearen Operator A von einem normierten
Raum E in E existliert eine Konstante c mit der Abschétzung
||IAxl| s cllxlle Es ist deshalb die folgende Definition sinnvoll:

Definition 5:

Eine lineare Abbildung A eines normierten Raumes
E in sich heiBt bPeschrédnkt, wenn eine
D Konstante ¢20 mit |
|1Ax]Is <l Ix]|
fiir alle x € E  existiert.

Somit folgt :
Satz 6': |

Jede durch elne Matrix definierte Abbildung von
R, in 32 ist beschriénkt.

2

Nach der letzten Definition  kann man nun etwas erlautern.

womit sich die Funktionalanalysis beschéftigt.

Einen groBen Platz nehmen in der Funktionalanalysis Untersuchungen
iiber unitére bzw. normierte R&ume und iliber beschrénkte lineare
Abbildungen in diesen Réumen ein. Die dabei auftretenden
Probleme sind sehr vielfédltig. Ebenso verschiedenartig sind

die Moglichkeiten der Anwendung. Die Funktionalanalysis

liefert Ergebnisse, die entweder direkt in def Praxis anwendbar
sind oder aber in anderen Richtungen der Mathematik, so in der
Numerik, der Wahrscheinlichkeitsrechnung, der Quantenphysik
oder in der Operationsforschung, angewendet werden.

Fortsetzung auf Seite 180
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|

1

reisaufgaben 7, 8[73

Man bestimme alle rationalen Zshlen x, so daB
¥y=VX +x + 3 elne rationale Zahl ist.

~

=
N
~J
s

©

~~
=
N
o
~s

Es ist zu zeigen, daB, falls alle Koeffizienten der
Entwicklung (a+b)? ungerade sind, n = 2° - 1 ist.

©)

—~
=
\N
O
~

Man zerlege ein Dreileck A ABC durch eine Gerade so in
zwel Telle, daB dlese sowohl den gleichen Umfang als
auch den gleichen Flécheninhalt besitzen.

e

~
=
5
p

Die Wurzeln der quadratischen Gleichung
ax? +bx+¢=20

seien xq, X . Man gebe eine neue quadratische Gleichung
an, deren Wurzeln %i und %% sind.

) BEs iast zu zeigen, daB bei einer beliebigen Primzahl p
die Differenz

SHIEE

11.-.422...2 LA é&l"ggg‘-og‘ = ‘123456789
p-mal p-mal p-mal p-mal

durch p teilbar ist.

no

(E 42) _ 9

] Hafti mocieznue XBa UMPPH uuciaa 79°

[0

Lésungsbedingungen wie i{iblich!

Gewinner im Monst M&r 2z

Mit Lésungen der Serie 2/73 bzw. 3/73 erreichten folgen-
de Schiiler den 15 Punkt wund gewannen somit einen Buch-

scheck:
Hans-Ullrich Frommer, 208 Neustrelitz, 10. Klasse,
Dieter Erdmann, 2033 Loitz, 10. Klasse,

Wolfram Bast, 207 Roébel 10. Klasse.

Hierzu unseren herzlichen Gliickwunsch!
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Karl-Marx-Seminar

An unserer Universitdt ist es schon zur Tradition geworden,
daB alljéhrlich die besten Studenten und jungé Wissenschaft~
ler im Mai zusammenkommen, um beim Kark-Marx-Seminar iiber
Probleme des Studiums und der aktuell-politischen Ereignis-
se zu diskutieren, neue Erkenntnisse zu sammeln und eigene
welterzuvermitteln.

Das Seminar, das zum sechsten Mal stattfand, war der Héhe~
punkt der 2. Betriebsfestspiele unserer Universitit. Es stand
unter dem Motto

"Marxismus-Leninismus - Richtschnur unseres Handelns"

und hatte zum Hauptigegenstand der Beratungen Fragen des So-
zialismus und der friedlichen Koexistenz. Diese Thematik ist
von groBer politisch-ideologischer Aktualitdt.

Die Erdffnung des diesjshrigen KMS in der Aula wurde durch
den Rektor der Universitét, Magnifizenz Prof. Dr. Bolck,
vorgenommen; den feierlichen Rahmen schuf der FDJ-Chor des
Max-Reimann-Ensembles mit einem{Ausschnitt aus dem Festival-
programm, Als Géste weilten Mitglieder der Bezirksleitung
der SED und der 1. Sekretér der Universi}étsparteileitung,
Dr. Tennigkeit, sowie Mitglieder der offiziellen Festival-
delegation des Bezirkes Gera unter den Teilnehmern des
Seminars. Im Referat, gehalten von einer Forschungsstuden-
tin der Sektion Marxismus-Leninismus, wurde auf die wach- '
sende Stirke und Uberlegenheit des Sozialismus hingewiesen,
die den Imperialismus zur Politik der friedlichen Koexistenz
zwingt.

In der Diskussion im Plenum gingen die Teilnehmer auf viele
Fragen des Prinzips der friedlichen Koexistenz und seiner
Durchsetzung ein.

Eine Physikstudentin des 1. Studienjahres sprach iiber ideolo-
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gisch-theoretische Probleme in der Dialektik von Abgrenzung
und friedlicher Koexistenz und stellte fest, daB die Ab-
grenzung keine Frage des Wollens oder Nichtwollens, sondern
ein objektiver ProzeB ist.

Eine Medizinstudentin sprach iiber den EinfluB der Politik
der friedlichen Koexistenz auf die Entfaltung des antiimpe-
rialistischen Kampfes in den hochentwickelten kapitalisti-
schen Léndern, ein Biologiestudent iiber den Beitrag der
sozialistischen dkonomischen Integration bel der Verwirkli-
chung der Politik der friedlichen Koexistenz.

Der Diskussion im Plenum schlossen sich Beratungen in ver-
schiedenen Arbeitskreisen an. Auch in ihnen wurde offen und
parteilich gestritten lber blirgerliche Auffassungen der
friedlichen Koexistenz und die Dialektik von Prinzipien-
festigkeit und KompromiB.

Dieses Karl-Marx-Seminar lieferte allen Beteiligten Argu-
mente fiir die Diskussionen in den FDJ-Gruppen zu Fragen des
internationalen Krdfteverhdltnisses.

Georgisches Schadh

Man lege 16 Streichhdlzer in die in der Skizze gezeigte
Anordnung.

ll l| Die beiden Spielpartner diirfen nun abwech-

selnd aus einer beliebigen Reihe (aber bei
| I jedem Zug nur aus genau einer) eine belie-
bige Anzahl von Hélzchen entfernen. Verlo-

ren hat derjenige, der das letzte Streich-
holz nimmt,.
Unsere Frage: Nach welchem Plan kann der beginnende Part-

ner stets gewinnen?
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Wir bekamen den Titel "Sozialistisches Studentenkollektiv
der Friedrich-Schiller-Universitit Jena"

Am 24. Mai hatte unser Jugendobjekt seinen groBSen Tag:
Vertreter der Universitdts- und Sektionsleitung iiberreich-
Ten dem Jugendob jekt "Studienvorbereitung" in Wiirdigung sei-
ner Arbeit und der im sozialistischen Wettbewerb der FDJ-
Gruppen unserer Sektion gezeigten Aktivitdten den Ehrentitel
"Sozialistisches Studentenkollektiv der FSU Jena". Hir die
Mitglieder unseres Jugendobjektes, 22 Studenten der Sektion
Mathematik, war dies ein schéner Lohn fiir die seit der Auf-
nahme des Kampfes um diesen Titel am 9. Mirz 1972 vollbrach-
ten Anstrengungen innerhalb unserer Freizeit um eine wir-
kungsvolle Ausstrahlung des Jugendobjektes "Studienvorbe-
reitung ".

An allen Universititen unseres Landes hat die Mehrzshl der
FDJ-Gruppen den Kampf um diesen Ehrentitel aufgenommen, der .
zusammen mit einer Geldpridmie gemeinsam vom Rektor und der
FDJ~-Leitung der jeweiligen Universitit verliehen wird. Aber

nur sehr wenige Gruppen erreichen die sehr hohen Normen zur
Vergabe dieses Titels, sel es auf dem Gebiet der politisch-
ideologischen Arbeit des Kollektivs oder der fachlichen
Leistungen der Gruppenmitglieder.

Wir konnen heute feststellen, daB uns die zielstrebige Teil-
nahme am Wettbewerb um diesen Ehrentitel sehr in unserer
persdnlichen Entwicklung geholfen hat. Durch die Aktivie-
rung unserer FDJ-Arbeit im Titelkampf hatten wir im letz-
ten Jahr ein sehr interessantes und abwechslungsreiches
Gruppenleben. Unser Tip fiir andere FDJ-Gruppen, auch an den
Schulen:

Die FDJ-Arbeit gestalten in erster Linie die Gruppenmitglie-
der selbst, und wo eine Gruppe es versteht, alle Aktiviti-
ten und Ideen der Mitglieder mdglichst vollstiéndig in das
Gruppenleben einzubeziehen, wo Probleme in der Gruppe nicht
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pur oberfléchlich, sondern ausdiskutiert werden, bringt die
FDJ-Arbeit jedem Gruppenmitglied Nutzen und Freude.

E———— M

Fortsetzung von Seite 175

Im folgenden sollen noch einige Beispiele von normierten
Riumen und linearen Abbildungen gegeben werden, um das brei-
te Spektrum der AnWwendungsmglichkeiten der obigen Defini-
tion etwas zu zeigen. '

Mit C © [ 0,1] bezeichnen wir die Menge der Funktionen
von [ 0,1 ] in die reelle Achse, die Ableitungen beliebig
hoher Ordnung besitzen. Beispiele hierfiir sind die Funk-
tionen cos t, sin t, t2
Die Menge C®[ 0,1] ist ein Vektorraum, wenn men die Addi-
tion und die skalare Multiplikation wie folgt erklart:

, alle Polynome, usw.

(£,8) — £+ g it (£+4g) () =pef (%) + g (%)
(A £) = Af  mit (Af) () =pp A. £ (%)
f, g€ C*[0,1] und A € R,

ce [ 0,’!] 148t sich auf sehr viele Arten zu einem normier-
ten Raum machen. Z. B, setzt man fiir £ € C° [ 0,1] =

0s ts 1

d. h. den betragsmiBig griéBten Funktionswert von f im Inter-
vall [0,1] «

Man kann sich iiberlegen, da8 dies wirklich eine Norm ist. |
Versuchen Sie, dies zu beweisen!

Wir betrachten jetzt die Abbildung D, die jeder Funktion
£ eC*® [0,1] ihre Abledtung <f£'€¢ C° [0,1] zuordnet,
dl h. '

DT = Df £ .
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Die Abbildung ist linear, da fiir £, g € C* [ 0,1] und A€R
die Gleichungen

D (f+g) (£+g)' =f£' + g' = Df + Dg
und D (A £) (A £)' = Af! = A Df
bestehen. Allerdings ist D nicht beschrénkt. Betrachtet man
nimlich fiir jede natiirliche Zshl n die Funktion £ (%) = t7,

so gilt Il £40 = 1
und I Dell =lgyll =n, da
X ' - tn-1 -
max | £} (t)| = max |n . | = n.
Ost=s1 Osts1

Wiirde eine Konstante c¢ mit
| DL =< o] £
fiir alle £ € C» [ 0,1] existieren, so wiirde insbesondere

n

I Dﬁn" s c-| fn|| = ¢ folgen,

d. h. n<ec fiir jede natiirliche Zshl n.
Dies ist aber unméglich, da ¢ eine feste Zshl ist. Also ist
D nicht beschriénkt.

Betrachten wir eine weitere lineare Abbildung:
Mit A bezeichnen wir die Abbildung, die jeder Funktion
f eC>® [0,1] die Funktion
t
gec®[0,1] mit g (%) = l' f (s) ds

zuordnet. Beispielsweise wird also der Funktion cos t die
Funktion sin t, der Funktion t° die Funktion obr t°F
zugeordnet.

Auch diese Abbildung ist linear, denn es gilt

t ] %
j (f (8) + h (s8) )ds = T f (8) ds + } h (s) ds
o

o] 0
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t

. t
j ( A f(s))ds = l.[ f (s) ds
0 o

und

fir £, he C® [0,1] und A € R.

Die Abbildung A ist beSchrénkt, man kann sogar ¢ = 11 wighlen.
Dies folgt aus der Ungleichung

t
J f (8) ds S t max | f (s)l
o] O=s=<t
< max | £(s)| = || £ ,
0ss31

die fiir beliebige Zahlen t mit O st s1 richtig ist. Hieraus

2rhdlt man namlich sofort

t
j f (s) ds

o}

| Af || = max < max || £ =] £
Ost=51 0;ts1
Die Abbildung A ist eine sehr wichtige Abbildung, die genau

untersucht worden ist.

AbschlieBend betrachten wir noch eine dritte Abbildung, die
sogenannte Multiplikationsabbildung M.
Und zwar definiert man fir f € C* [ 0,1 ]

Mf = g mit g (t) =t « £ (%)

Also wird z. B. die Funktion sin t auf die Funktion t . sin £y
die Funktion t suf die Funktion t®* abgebildet. Die Abbil-

dung M ist linear, denn fiir

M (f+g) = h
mit h (%) =t (f (£) + g (£)= £ (£) + t g (%)
folgt h = Mf + Mg,

" und ebenso erhdlt man M ( A £) = A M (£f). .
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Aufgabe 13

Aufgabe 2:

Aufgabe 3:

Man zeige, daB M beschrénkt ist.

Man iiberpriife, ob die folgenden Abbildungen Normen
auf R, sind:

a) | x[l = Ixqg1+ Ix51
) Il xIl = max (I x1| , |x2 1)y
C) ” X “ = Ix"] l L]

Dabei ist x stets x = (xq, x2) € R, .

Mit P bezeichnen wir die Menge der Polynome auf der
reellen Achse, d. h.

tn-1

p ={p;p (t)= antn‘+ 851 + so0 + Bg } e

Dabei ist n eine beliebige natiirliche Zahl,
nicht fest.

a) Man mache P zu einem Vektorraum!
b) Man zeige, daB die Abbildung
P— |lpll = pp lagl+lagl+ cee + 12yl

mit p (t) = ay B i m a, eine Norm auf

P oist!

" n
¢) Man zeige, daB fir p (t) = a, t™ + <o + &

und g(t) = by t" + ... + b, die Abbildung

von §} X P in R mit

& Y
aobo + _,a,lb.-] + see+t anbn’

fir n <m

(pya)— (p,q) = Df4 .
aobo + a,]bq + eset ambm

firm =n
e

ein Skalarprodukt auf P ist!
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d) Wie sieht die von diesem Skalarprodukt erzeug-
te Norm gus?

e) Man zeige, daB die Abbildung A von P in P
mit ”
Ap =pp Q a(t) = antn-q+ an_qtn' teeot 84

fiir p (%) = an‘bn + an_1tn-1 + eee + 8y

eine lineare Abbildung ist, die bezliglich der
Norm von b) beschridnkt iat.

Woerner Linde

Wiss. Assistent
Bereich Analysis

Losungen

Bei der Durchsicht der Aufgasben der Serie 3/73 ergab sich
folgendes Bild:

Die wenigsten Einsendungen erhielten wir zu den Aufgaben
E 13, E 15, E 18, obwohl z. B. die Aufgabe E 15 nur einige
Unformulierungen beinhaltete. Charakteristische Fehler tra-

ten nicht auf, da fast alle eingesandten Losungen richtig
waren oder nur geringfiigige Fehler aufwiesen.

Die Besten dieser Serie waren:

He-U. Frommer 8 Punkte
B. Worel 8"
J. Socolowsky g "

Den Einsender, der alle sechs Aufgaben auf drei Blédttern
gelost hat, ohne seinen Namen auf diesen zu vermerken, bit-
ten wir, uns zu schreiben.
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(E 15) (nach Bernhard Worel, Neubrandenburg, 12. Klasse)

Es gelte g (x,3) « g8 (y,2) = g (x,2),
und es séi g (a,b) = 0,
Dann gilt auch fiir beliebige Paare (d,c):

H

Or. g(b,c) = O

g (a,c) = g (a,b) . g (b,c) =
und somit :
g (d,c) = g (d,a) « g (a,c) = g(d,a) « O = O.

Das bedeutet aber g (d,c) = O fiir bel. (d,c);
g=0.

(E 16) (nach Dieter Erdmann, Loitz, 10. Klasse)

Verwendet werden: ein 60° = /23 '; cos 60° = 1/2;
cos (u—B) = cosa cosB + «

I

: sin o sing.
W-W’
/3 - 808 200 - cos 200 +\/Z'sin 200
- ]
sin 20° .
/3= 2 (cos 60° sin 20° + sin 609 sin 20 D-cos 2°
‘ sin 200
. _ 0
V. 2.cos (60%-209 - cos 209
sin 20 ¢
T 2 cos 409 - cos 20°
sin 20° ’
B 17 (nach Uwe Risch, Burg, 9. Klasse)

Die gegebene Ungleichung kann folgendermaBen um-
geformt werden:

I

log, (x* =5x+6) < O
0 < X -5+6 < 1,
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0,25 < (x - 2,5)3 < 74285 ,
0,5 < |x =-2,5]| < 0,5 /5.
Nun sind zwei Fiélle zu unterscheiden:
To: 3 B 2D
Dann erh#lt man: 0,5<x - 2,5<0,5 « /5 ,
3 <x <2,5 4 0,5 /5.
2 X <2,5 .
Dann erhdlt man:: -0,5>x - 2,5> =0,5 .~/5",
2 >x > 2,5 -0,5V5 .
. Alle reellen Zahlen x mit
xe {(2,5 - 0,5/5;2)u (3; 2,5 + 0,55 )}
erfiillen damit die Ungleichung, da die ange-
wandten Umformungen &quivalent sind. f

In unserem AbschluBheft dieses'Schuljahres mdchten wir Ihnen
die erfolgreichsten Einsender dieses Jahres vorstellen:
Durch den Redaktionstermin ist dies nur bis zur Serie 3/73
(einschlieBlich) mdglich. Die vollsténdige Ubersicht ver-
6ffentlichen wir in unserem Dezemberheft.

Mit weitem Abstand fiihrt ein Schiiler der 9. Klasse !! die
Schar der lL'iser an:

Uwe Risch Burg 40 Punkte
Heidrun Wabnitz Jena 3"
Jiirgen Socolowsky " .13 v
Gatzsche " 122 "
Morus Kasner " 1 "
Andreas Schlosser " M "

Wir freuen uns dariiber, daB ...

... unserem staatlichen Betreuer, Herrn Dr. W. Bdrner
dle Pestalozzi-Medaille in Bronze verliehen wurde.,
Wir gratulieren dazu.
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Studentenkonferenz

Im Rahmen der Studententage fand am 24. 5. die Studenten-
konferenz der Sektion Mathematik statt.

Student und Forschung - so lautete die Thematik eines Ar-
beitskreises der Studentenkonferenz. Ein interessanter Ge-
genstand, der aber auch leicht zu Illusionen verleitet. Wer
sich ngher mit der Mathematik befaBt, wird feststellen, daB
auf einigen Gebieten der Mathematik, z. B. in der Analysis,
80 viel Wissen erforderlich ist, um an die Front der For-
schung vorstoBen zu ktnnen, daB es von der Mehrzahl der Stu-
denten wéhrend ihrer Ausbildungszelt nicht bewéltigt werden

kann. Der Beitrag der Studenten zur Grundlagenforschung

kann also im allgemeinen nur gering sein. Dennoch kann man
die meisten Diplomarbeitén, die an unserer Sektion geschrie-
ben werden, als Forschungsarbeiten bezeichnen: Auch die Auf-
bereitung schon vorhandener mathematischer Erkenntnisse fiir
Erfordernisse der Praxis und der Lehre kann ein Beitrag zur
Forschung sein, der gesellschaftlich notwendig ist.

Auf Grundlage dieser Uberlegungen wurde dariiber diskutiert,
wie alle Studenten wihrend ihres gesamten Studiums systema-
tisch auf die Diplomarbeit vorbereitet werden kénnen. Grund-
sédtzlich konnte festgestellt werden, da8 es nicht sinnvoll
ist, bei der gegenwdrtig relativ hohen Studienbelastung noch
zusdtzliche Aufgaben zu vergeben. Wesentliche Fortschritte
kénnen bereits dadurch erreicht werden, daB die schon vor-
handenen Formen griindlicher und konsequenter genutzt werden.
Dazu gehdren im Grundstudium (1. und 2. Studienjahr):

- Neben der Entwicklung mathematischer Fihigkeiten musB
sich jeder Student auch ein solides, anwendungsbe-
reites Wissen aneignen. Dies kann durch regelméBige

Leistungskontrollen gefirdert werden.
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. Durch kleine Vortrige sollte jeder Student lernen,

selbstindig erarbeitetes Wissen mathematisch exakt
darzustellen.

Das System der Ubungsaufgasben ist zu verbessern. Ins-
besondere ist mehr darauf zu achten, daB die Losun-
gen ausfiihrlich und in einem ordentlichen mathemati-
schen Deutsch abgefaB8t werden. Dabei haben auch die
FDJ-Gruppen groBe Verantwortung, besonders, wenn es
um die selbsténdige Arbeit jedes Studenten geht.

Jeder Student sollte bereits im ersten Studienjahr
lernen, mit Fachliteratur zu arbeiten.

Im Fachstudium (3. und 4. Studienjahr) gehSren dazu:

. In den Seminaren - die vor allem durch Studentenvor-

trige getragen werden - ist der fachliche Meinungs-
streit zu férdern. Vom vortragenden Studenten ist
eine einwandfreie Darstellung des Stoffes zu erwar-
ten.

. Wihrend des Betriebspraktikums im 3. Studienjahr lei-

stet der Student seine erste groéBere selbsténdige Ar-
beit. Daraus ergibt sich die Forderung nach einem an-
gemessenen Thema, das vom Betrieb gestellt wird, und
nach der hohen Einsatzbereitschaft jedes Studenten.
Die besten Praktikumsarbeiten sollten in einem Semi-

nar vorgetragen werden.

Mehr als bisher sollten Studenten auch dié Forschungs-
seminare der einzelnen Bereiche und das Sektionskol-
loquium besuchen und sich mit den Publikationen der
Wissenschaftler unserer Sektion beschaftigen.

Alle diese Forderungen, die gleichermaBen an Studenten, Lehr-

kérper und FDJ-Leitung gerichtet sind, machen die groSe Ver-
antwortung deutlich, die jeder wihrend seines Studiums trégt.
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Jeder bestimmt seine Entwicklung wesentlich selbst, und zwar in
dem MaBe, wie er dieserVerantwortung gerecht wird. Zu einer
guten Studienvorbereitung gehdrt also auch die Bef#dhigung

zur selbstindigen Arbeit und zum Literaturstudium. Daran

kann man sich bereits als Schiiler gewChnen.

Im Arbeitskreis 2 wurde iiber das Verh&ltnis von Mathematik
und Gesellschaftswissenschaften diskutiert.

Mathematik und Weltanschauung, Mathematik und Erfordernisse
der gesellschaftlichen Praxis, Stellung des Mathematikers

in der sozielistischen Gesellschaft upd die gesellschaftli-
chen Forderungen an das Studium - waren die Schwerpunkte der
Diskussion.

Das ist ein sehr asktueller und wichtiger Problemkreis, mit
dem man sich hier beschdftigte, und die Diskussion zeigte,
daB es in der Ausbildung und Erziehung an der Sektion, wozu
auch die FDJ-Arbeit gehdrt, notwendig ist, diese Probleme
vor allem konkret zu diskutieren und zu l&sen.

In vorbereiteten Diskussionsbeitréigen ging man zunichst haupt-
sdchlich auf weltanschauliche Aspekte der Mathematik ein. Es
wurde festgestellt, daB die Mathematik ein Mittel zur Erkennt-
nis der objektiven Realitdt bzw. zur Priézisierung und Erfas-
sung bestimmter Aussagen anderer Wissenschaften - so auch der
Gesellschaftswissenschaften ~ ist und daher ihre Anwendung

in diesen Wissenschaften vor allem durch die wissenschaft-
lich-technische Revolution an Bedeutung zunimmt. Die Mathe-
matik ist aber nicht in der Lage, diese Wissenschaften zu
ersetzen. Mit dieser Feststellung wandte man sich entspre-
chend der realistischen Wissenschaftspolitik seit dem VIII.
Parteitag der SED gegen Ubertreibungen, die in diese Rich-
tung gingen (so kommen Betrachtungen, Aussagen der Gesell-
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schaftswissenschaften zu ersetzen, einer Entideolbgisierung
gleich) und grenzte sich ab von in kapitalistischen Staaten
existierenden Bemiihungen, rein suf mathematisch-kybernmeti-
scher Basis beruhende Weltbilder zu "konstruieren" (wie etwa
von Steinbuch) - als im Dienste des Kapitalismus stehenden
mathematisch verbrémten Idealismus.

Dann wandte siclh die Diskussion verstdrkt Problemen des Kom-
plexes "Mathematik - wissenschaftlich-technische Revolution"
ZUe

Wenn die Bew#dltigung der wissenschafl.-techn. Revolution zu-
nehmend die Anwendung mathematischer Methoden und Vorlauflei-
stungen der mathematischen Grundlagenforschung verlangt und
andererseits die Rolle der Mathematik in diesem ProzeB gegen
den Widerstand subjektiver und objektiver Faktoren erst noch
vollstédndig durchgesetzt werden muB, so ergibt sich daraus
fiir unsere Mathematiker die Forderung, ein hohes Facﬁwissan
zu besitzen, aber {or allem such Einblick in die gesellschaft-
lichen Prozesse und einen durch Kenntnis der gesellschaftli-
chen‘GeaetzméBigkeiten untermauerten festen Klassenstand-
punkt, denn die Meisterung der wissenschaftlich-technischen
Revolution ist eine politische Aufgabe! Dieser.Tatsache, der
bewuBten Einheit von fachlicher und gesellschaftlicher Aus-
bildung, gilt es neben dem Grundstudium Marxismus-Leninismus
vor sllem auch in der Gestaltung der FDJ-Arbeit an der Sek-~
tion Rechnung zu tragen.

Auch in der Schule, wurde festgestellt, gilt es, diesen Zu-
sammenhang bewuBlt zu machen.
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Losungen

Da wir einerseits unsere erst seit kurzem bestehende Re-

gelung beibehalten mdchten, die LGsungen 4 Monate nach

Erscheinen der Aufgaben zu verdffentlichen, andererselts
der Redaktionstermin fiir diese Doppelnummer zu friih 11935;
um Schiilerlésungen zu beriicksichtigen, werden wir fiir die
Serie 4/73 wieder eine LSsung eigener Produktion ver-
6ffentlichen. Eine Auswertung der eingesandten Ldsungen
dieser Serie erfolgt im Heft 9/73.

(E 22)}]

Die Abschiétzung nach oben erhilt man sehr leicht,
indem man bildet:

” 1 1 1 1 1
S-Drm-+m+.-.+-2§+-2m+.u *3?1?1’:

5 <« &T"'s%}’f<2'

Mit der Abschitzung nach unten hat man jedoch etwas
mehr Mihe. Zuerst ordnen wir die Summe.um und iiber-
legen uns, daB sie aus genau 2n+1 Summanden be-
steht, die wir nach der Umordnung paarweise (bis

auf den letzten) zusammenfassen.

_ 1 1 1 1 1
S = ot + 35?7 + e0e + oik+2 + To-K 4+ ees + ot +

1 i i N 4n4 2 _
n+k+2 In-K  (D+K+2){In-K)

mit -1sk<n - 1

Un eine Abschd&tzung nach unten zu erhalten, miis-
sen wir den Nenner des Bruches nach oben abschit-
zZen.
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3n? + 6n + 2kn ~ k? -2k

= 3n% + 6n - (k=(n-1))? 4+ (n-1)2
< 3n% + én + (n-1)?

51uf + 4n + 1,

(n+k+2)(3n-k)

Somit ergibt sich fiir den Bruch:
4n+2 - 4n+2
£ 2
R 4n° 4+ 4n 4+ 1

’
und da in der Summe S n Briiche dieser Struk-
tur erfaBt sind:

4n42 1
S 2 Do —m—
, 4n"+4n+1 2n+1 *

Wie man leicht sieht, kann das "grdBer gleich" durch
"echt groBer" ersetzt werden, da fiir mindestens
einen Summanden, z. B, fir

1, A 4n42
o+ 7 3o+l 4n2 44041

Silto

Somit erhalten wir
-~ 4n42 " 1
S >.0 ¢ unfiane1 204

n (4n+2)(2n+1) + (4n®+4n41)
(2n+1)(4n +4n+1)

” 52n+1!§2n+12 = 1

4n +4n+1

Damit ist die Ung}eichqu vollst&ndig_gezeigﬁ.
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Geometrische Figuren

Nicht nur im Mathematikunterricht der Schule nimmt die Geometrie
einen betrichtlichen Platz ein, auch in der an Universitéten und
Hochschulen gelehrten "hSheren" Mathematik spielt sie eine nicht
unbedeutende Rolle. Der an Mathematik interessierte Schiiler wird
fragen, in welcher Richtung denn oberhalb des Schulniveaus geo-
metrische Untersuchungen gefilhrt werden. Natlirlich kann man

auf diese Frage mit wenigen Vjorten keine erschdpfende Auskunf?t
geben, weil die zur Geometrie zéhlenden Disziplinen ¢ »r hdheren
"lathematik zu zahlreich und vielfdltip sind. Um aber wenigstens
einen kleinen BEindruck zu vermitteln, kann man Beispiele-angeben,
und in diesem Sinne soll der folgende Beitrap verstanden werden.
Bpr soll einen kleinen Binblick in ein spezielles Stoffgebiet —
das der konvexen Figuren - geben und gleichzeltis aul dle '/ich-
tigkeit préziser Begriffsbilduns durch wohlbepriindete und gensue
Definitionen hinweisen. Die folgenden Detrachtuncen spielen sich
in der bekannten Geometrie der Ubene ob.

Tm Geometrieunterricht wird viel mit folgenden Begriffen meecrbei-
tet, die man alle unter dem Namen reometrische T i m u r fiih=-

ren kann: Strecken, Geraden, ‘/inkel, Dreiecke, Rechtecke,
Parallelogramme, Trapceze, Kreise, Kreissektoren
und -sermente, Sllipsen usv. :
‘ijerm man nun allpgemein definieren soll (und die llathematiler sind
bekanntlich bestrebt, ihre Begriffe so exakt wie md:ilich zu Uan-
sen), was eine geometrische Tisur ist, so wird man bald dazu ko=

men zu definieren:

Bine reometrische I'izur ist cine Punktmenje.

Jadenfalls hat man mit dieser Definition die aufgezéhlten Tisuren
sicherlich erfalt. andererseits ist diese bLefinition sehr allje-
mein sehalten, so dab eine seometrische Figur unter Umstinden
ganz merkwiirdige Bigenschaften haben kann.

Als Beispiel hierfiir sei folgende figur genannt:

Auf eine Seite AD eines Juadrates ABCD der Seitenlinge seien
senkrecht zu dieser Seite Otrecken der Lénge 71 aufsesotat, und

LEL Y TN
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zwar genau guf denjenigen Punkten P, fir
die die Lénge von AP eine rationale Zahl
ist; zur Figur sollen alle Punkte der
Quadratfldche und alle Punkte der aufge-
setzten Strecken gehdren, Es entsteht
eine Art "Biirste mit unendlich vielen

A Borsten'", sie ist in Abbildung 1 angedeu-
tet - genau aufzeichnen kann man sie _
nicht. Dieser Figur kann man in verninf=
tiger feise keinen Umfang zusprechen.

D ¢ Denn beim Begriff des Umfangs denkt man

an die Lénge der Randlinie, und was soll

Abb. 1 man bei dieser Figur als Randlinie ansehen?

SRS EF IO LT P REI BRI PR dn T REARYRER YRS

Un diese Frage zu kléren, wollen wir einige allgemeine Uberlegun—
gen durchfiihren, die erst éinmal den Begriff des Randes einer Fi-
gur zu definieren gestatten.

Wir denken an eine beliebige geometrische Q
Figur § (etwa eine Quadratfléche, Abb. 2). (:)
Ein Punkt P liegt im Inneren der Figur,
wenn er auf allen Seiten von Punkten von §
umgeben ist, oder, exakter gesprochen: d

Ein Punkt P ist i nn e r e r Punkt von
¥ genau dann, wenn es eine Kreisscheibe (j{)R
mit dem Mittelpunkt P gibt, die ganz in §

enthalten 1ist,
(Bine solche Kreisscheibe kann eventuell Abb. 2
sehr klein ausfallen.)

Ein Punkt 7 liegt auBerhalb der Figur, wenn er auf allen Seiten
von Punkten umgeben ist, die nicht zu § gehOren, genauer:

Ein Punkt Q ist # u B e r e r Punkt von § genau dann, wenn es

eine Kreisscheibe mit dem !Mittelpunkt Q zibt, die keinen Punkt
von § enthélt.

Ein Punkt R, der weder innerer noch duBerer Punkt von § ist, hat
dann logischerweise die Eigenschaft, daB jede Kreisscheibe mit
dem Mittelpunkt R sowohl Punkte von § enthd@lt als auch Punkte,



die nicht zu § gehdren. Solche Punkte nennt man Begrenzungspunkte
von §.

Ein innerer Punkt von § gehdrt automatisch zu §, ein &uBerer
Punkt von § gehdrt gewiB nicht zu §, ein Begrenzungspunkt von §
kann, mu8 aber nicht zu § gehodren.

Diejenigen Begrenzungspunkte von §, die tatsdchlich zu §J gehdren,
nennt man Randpunkte vonjJ.

Zusammenfassend kann gesagt werden:

Jede Figur bewirkt eine Einteilung aller Punkte der
Ebene in drei Sorten: innere Punkte, &ZuBere Punkte
und Begrenzungspunkte; die der Figur angehdrenden
Begrenzungspunkte heiBlen Randpunkte, sie bilden den
Rand der Figur.

Es gibt Figuren, die keine inneren Punkte haben, zum Beispiel Ge-
raden, Kreislinien, Strecken.

Bel jeder "verniinftigen" geometrischen Figur (vgl. die eingangs
aufgeziihlten Beispiele aus dem Schulunterricht) iliberblickt man
sofort, was inpere, HuBere und Begrenzungs- bzw. Randpunkte sind.

Bei der "Biirste" in Abb. 1 sind die Punkte der Strecken AB, BC,

CD, DA und simtliche Punkte der auf der Strecke AB aufsitzenden
Quedratfliiche Begrenzungspunkte, von dieser Fléche sind aber nur
die Punrte der '"Borsten" Randpunkte. Von einer Randlinie mit ei-
ner bestimmten Lénge kahn also bel dieser Figur keine Rede sein,
die Tigur hat keinen Umfang. Auch eine Fl&cheninhaltsbestimmung
st68% bei dieser Figur auf Schwierlgkeiten. (Schon rein anschau-
lich scheint der Flicheninhalt 1 zu klein, 2 zu gro3 zu sein.)

viir haben gesehen, daB eine geometrische Figur unter Umsténden
ziemlich kompliziert sein kann und daf manche geometrischen Be-
sriffsbildunsgen, wie in unserem Beispiel der Umfang, gar nicht
fiir alle geometrischen Figuren von Belang sind. Man schrénkt des-
halb bei manchen Untersuchungen die Menge der zu betrachtenden
Tiguren auf spezielle Klassen ein.

kine besonders wichtige Klasse bilden die sogenannten konvexen
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Figpuren, dle folgendermaBen definiert sind:

Eine Figur § heiBt k on v e ¥ gensu dann, wenn
mit zwel Punkten auch deren Verbindungsstrecke in
§ enthalten ist.

Abbildung %a zeigt konvexe, Abbildung 3b nichtkonvexe Figuren.
Beispiele konvexer Figuren sind: Dreiecke, Parallelogramne,
Trapeze, Kreise, HEllipsen, nicht ibergstumpfe Jinkel, Streifen
(hierbei sind jedesmal die Fléchen gemeint).

Ferner ist der (menrmentheoretische) Durchschnitt zweier konvexer
Tiguren offenbar wiederum konvex. Die 3Bedeutun; konvexer Figjuren
liegt auch darin, ¢aB sich viele Wiguren in einfacher leise aus
konvexen Tiguren aufbauen lassen, cuwa durch Bildung von Verei-

ni~uns oder Differenz (im Sinne der llengenlehre).

Es ist bel der Betrachtung konvexer IPiguren iiblich, dic Tezron-
zungspunkte immer zur Wigur hinzuzurechnen, 5o daf der Rond der
Figur aus allen ihren Begrenzun:zspunkten besteht.

FTerner wollen vir annehmen, dab die im folgenden betrachteteun
konvexen Figuren innere Punkte haben., :

In der Theorie der konvexen Fijuren spielt der Begriff der
Stilitzgeraden eine wichitige Rolle.

Er wird folgendermallen definiert:

Ist § einc beliebize Picur, so hellt eine Gerade s
Stitzoerade vongyJ, venn s mindestens einen

Begrenzun;spunikt von § enthélt und § sanz aud einer
Seite von s liegt.



Abbildung 4 zeigt einige Figuren und Stiitzgeraden.

a) b) c) Abb. 4

Bei Kreisen sind die Stiitzgeraden genau die Tangenten

3s =ibt aber 3tiitzzeraden, dic nicht Tangenten sind (Abb. 4a))
und Tanwenten, die keine stiitzgeraden sind (t in Abb. 4c¢)).

Am Beispiel von Abb. #4c¢) sieht man, daB nicht durch jeden Rand-

punkt siner Figur cine Stiitzgerade zu gehen braucht.

Ist allerdings eine Migur konvex, so gibt es durch
jeden ihrer Randpunkte mindestens eine Stiitzgerade.

Das liiBt sich folgendermafBen bewelsen:
Man pehe von einen beliebigen Rendpunkt R ciner Ronvexen Tigur
sus und betrachte dic Menge aller Strahlen mit dem Anfangs-
punkt R, die zu Punkten der Figur fiilhren. Auf Grund der Konve-
xitét der Figur Fiillt diesc Menge einen ganzen Winkelbereich
avs, und ebenfalls wegen der Konvexitét kann dieser “inkel
nicht ilberstumpf sein. Folglich gibt es durch R entweder -
falls der Vinkel 1800 igt - mgenau eine oder - falls, wie in
Abb. 4ta), der 'Jinkel kleiner als 180° ist - unendlich viele
Stltzgeraden.

Von dem eben bewiesenen Sachverhalt gilt auch cine Umkehrung:

Geht durch jeden Begrenzungspunkt einer Figur mit in-
neren Punkten mindestens eine 3tiitzgerade, so ist die
TFigur konvex.

Zum Bevels zeniigt es zu zeigen, dal man bei jeder nichtkonvexen
Figur (mit inneren Punkten) einen Begrenzungspunkt finden kann,
durch den es keine Stiitzgerade gibt.
Sei also § eine nichtkonvexe TFigur. Es gibt zwel Punkte A und
B, die zu § gehdren und deren Verbindungsstrecke cinen nicht
zu § =mehdrenden (also HuBeren) Punkt C enthélt.



Es kann angenommen werden, daB A innerer Punkt von § ist;
denn wenn es nicht der Fall ist, so kann A nur Begrenzungs-
punkt sein, und man kann dann in der N&he von A einen inne-
ren Punkt A' finden, so daf

die Strecke A'B einen #uBeren
Punkt C!' enthdlt (siehe AbD.5), At
und man konnte mit der Strecke
A'B und dem Punkt C' weiter
operieren. Da A innerer, C &u-
Berer Punkt von § ist, gibt es
auf der Strecke AC einen Begren-

zungspunkt R. Denn ggbe es auf - Abb. 5

AC keinen Begrenzungspunkt, so

miiBte es pei Durchlaufung der B3trecke wvon A nach C entweder
einen "letzten" inneren oder einen "ersten" ZuBeren Punkt ge-
ben; beides ist aber auf Grund der Definition von inneren und
dufleren Punkten unmdglich. Durch den Punkt R gibt es keine -
Stiitzzerade, denn jede von AB verschiedene Gerade durch R hat
die beiden zu § gehodrenden Punkte A und B auf verschiedenen
Seiten, und die Gerade AB selbst ist auch keine Stiitzgerade,
weil sie den inneren Punkt A enth&lt.

“iir haben somit folgendes bewiesen:

5 atz

Gine Fisur, die innere Punkte hat, ist senauv dann

konvex, wenn es durch Jjeden ihrer Begrenzungspunkte

nindestens eine Stiitzgerade zibt.

.3, Zum SchluB soll einec ganz spezielle bemerkenswerte Sorte von
konvexen Figuren vorgestellt werden: Fipuren konstanter Breite.

Abb,

6

I'ir sehen von folgender Uberleguns aus:
Das Fortbeweren schwerer Kisten wird
naachmal - wie in Abb, 6 angedevtet -

durch Rollen auf untergelesten krei

S&y -
c]

linderformigen Holzst&mmen bewerkstel-

ligt. Hierbel wird offenbar folgende
digenschaft des Kreises ausgenutzt:



Zwei beliebige parallele Stiitzgeraden eines Kreises vom Radius
r haben unabhingig von ihrer Richtung den konstenten Abstand
op, Interescant ist nun, da3 eoine solche Zigenschaft (némlich
dad alle Paare paralleler Stiibzseraden konstanten Abstand ha-
ben) such anders konvexe Figuren haben, die Fisuren konstanter
Breite.

Betrachten wir das folrende Kreisbogendreieck (nach seinem
"Intdecicer”" Reuleaux-Dreieck bemannt), das avus einem gleich-
seitigen Dreieck durch Aufsetzen von
Yreisbdgen entsteht, die den gegeniiber-
liegenden Eckpunkt als illttelpunkt ha-
ben! (4bb. 7). Von zwel parallelen
Stiitzgeraden geht notwendig eine durch
cine 3cke, die andere beriihrt den gegen-
#berliegenden Kreisbogen, so daB beide
die Seitenlénge des gleichseitigen Drei-
ecks als Abstand haben. Das Reuleaux-Dreieck ist somit eine T'i-
sur konstanter Breite, und man kdnnte demnach zum Fortrollen
von Kisten auch Walzen verwenden, die ein Reuleaux-Dreieck als
Juerschnitt haben.

A.'bb . 7

Das Reuleaux-Dreieck ist das einfachste Beispiel einer nicht
kreisfdérmigen Figur konstanter Breite, es zibt noch viele weil-
tere, zum Beispiel auch solche, die keine Zcken haben, also
"slatt" sind.

Figuren konstanter Breite kdnnen offenbar in einem umschriebe-
nen Quadrat gedreht werden, ohne die Beriihrung nit den Quadrat-
seiten zu verlieren. BEs ist nicht vervunderlich, daB diese in-
teressanten Figuren in der Technik Verwenduhg finden.

Dr. Walter Borner

Lekior im Bereich
Theoretische Mathematik

lINFORMATIoﬂ

In der Zeit vom 8. bis zum 13. Oktober 1973 wird an unserer
Sektion erstmalig ein internationales Symposium des Bereiches
Kybernetik stattfinden.




Preisaufgaben 9-10-73

(E 43) Im Dreieck A ABC sind die zwel Winkelhalbierenden
(:) AM und BN gegeben, deren Schnittpunkt O sel.
Bekannt ist, daB

A0 : OM =3 :1 und BO: ON=1: (V3 - 1)
gilt., Man berechne die Winkel des Drelecks!

(E 44) Berechne den Ausdruck

Q)

- | o

2 *%
(x +x ) = B4 aex , wobel

x = (a+ \/a? - 1 )]"'-lll , a > 1 gelten soll!

:

(E 45) Man zeige:
o] v - Ve-vF -

(E 46) Ldse das Gleichungssystem

y-2|x| +3 = 0
lyl +x -3 = 0!

=

(E 47) Beweise fiir beliebige n die Ungleichung

1 g | 1
+ = 4+ 20 + =3 < 2!
I ‘l ;? 2 n’

(E 48) Man beweise die Ungleichung

(:) VEFa + T o+ Vb + T + Ve + < 5

fiir a + b + ¢ = 1 und unter der Vorsussetzung,
daB die auftretenden Radikanden nicht negativ
sind!




(E 49) Uucnra x,y,z YXOBJETBODANT CUCTEME ypaBHeHuUi

(:) x~a)(y~-a)(z-a - d,
R S

rze a,b,c He paBHH ApYT ApyTy. Halmu * + ¥y + 2° .

(E 50) Boxpyr TpeyronsHuka ABC, B KoTopoM a =2, b=3 u
(:) yron y = 60°, OmIcaHa OKDY:iZHOCTh. OHNpeXeJnTh paluyCtl

OKDYXHOCTeli, NpPOXOXANNX Yepe3 JBe BEDUUHH TpPeyTOoab—
HUKA Y LEHTD ONUCAHHO! OKDYXHOCTHU.

Bem.: OKpyxHOCTh - Kreils
BeplHa - Eckpunkt

Fir jede vollstindige Losung erhélt der Einsender die beil
der entsprechenden Aufgabe angegebene Punktzahlj; fir 15
Wertpunkte erhdlt der Einsender einen Buchscheck. Sollten
pro Monat mehr als drei Einsender 15 Punkte haben, ent-
scheidet das Los. Pédllt ein Besitzer von 15 Punkten nicht
unter die Gewinner, nimmt er automatisch an der ndchsten
Auslosung teil.

Die Idsungen sind - jede Ldsung auf einem gesonderten Blatt,
versehen mit Name, Adresse und Klassenstufe des Einsenders -
unter dem Kennwort "WURZEL-Preisaufgaben” an uns einzusenden.

Letzter Einsendetermin: 20. 11. 73

Gewinner im Monat Juni

Heidrun Wabnitz, Jena, 11. Klasse,
Wolfram Bast, Robel/Miritz, 10. Klasse.

Beide haben zum ersten Mal die 15 Punkte erreicht.

Gewinner im Monat Juli

Uwe Risch, Burg, 9. Klasse,
Jirgen Socolowsky, Bergfeld, 11. Klasse.

Auch Jiirgen Socolowsky erreichte zum ersten Mal 15 Punkte,
wahrend Uwe Risch bereits zum dritten Mal zu den Gewinnern
gehort.

Allen vier Gewinnern einen herzlichen Glickwunsch und im
néchsten Schuljahr den gleichen Erfolg!
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LOSUNGEN zur Aufgsbe von Prof. Dr. Roman Roth

("WURZEL" 7/8, Seite 172)

1.

Lésung

2.

Die Strecke B,C, wird mit Hilfe des Vektors C,0 verschoben
und geht in B,C iiber. B,C wiederum gehe durch Verschiebung
mit Hilfe des Vektors ﬁ;f in
X3 {iber, wobei ¥ € AB, § € AC
(siehe Abbildung 1). B, C, NE
ist also ein Parallelogramm,
und somit sind die Strecken
B,¥ und 01'1} gleich und paral-
lel.

Losung

Eine weitere Losung zu dieser Aufgabe macht vom Desargues-
schen Lehrsatz Gebrauch. Die Kenntnis dieses Satzes kann -
bei den meisten Lesern wohl nicht vorausgesetzt werden, In-
teressenten mochten wir diese Variante aber nicht vorent-
halten:

Man wéhlt H, € AB und H, € AC mit H;H, || BC. Der Schnitt-
punkt der Geraden H,B, und H,C,sei H, (siehe Abbildung 2).
Dann gibt es Punkte B3 € AB und
€ € AC mit HyA|[B,8]| C,C.

Nun gilt folgender Satz:

Liegen die Schnittpunkte ent-
sprechender Seiten zweier Drei-
ecke auf einer Geraden, so ge-
hen die Verbindungsgeraden der
entsprechenden Ecken durch ei-
Abb, 2 nen Punkt (siehe Abbildung 3).

L&Bt man auch den Schnitt von Geraden im Unendlichen zu
(d. h. parallele Geraden) und wendet diesen Satz auf die
Dreiecke A B,H,8 und A C,H,€C an, so folgt die Parallelitét
der Verbindungsgeraden B,C,, H,H, und 3C.



Damit ist H3 A die ge-
suchte Richtung, und
¥ =38, 3 = ¢ sind die
gesuchten Punkte.

Anmerkung:

12

Man kdnnte sich iiberlegen, ob das Punktepaar B,Cq 8O w&hl-
bar ist, daB das entstéhende Parallelogramm ein Quadrat

Dies ist tatséchlich mdglich. '\ H,
P

Man wdhlt H, € AB und H; € AC S, AT+
mit HyH, || BC und betrachtet i \
- k \
das Quadrat H,H,H,H, im In- \
neren des Dreiecks (siehe Ab-
bildung 4). B B, C4 C

Der Schnittpunkt der Geraden Abb. 4

AH, mit BC ist der gesuchte Punkt B,, der Schnittpunkt der

Geraden AH, mit BC ist C,.

Beweis: Die Parallelen zu HyH, durch By bzw. C, mégen die
entsprechenden Dreieckseiten in S1 bzZwe. S2 schnei-
den. Nach dem Strahlensatz ist dann

= AH, : AC, = HH, & 5,Cq ,
woraus |8,B,| = |B,C,| = |C,S,| folgt, d. h.,



Liebe Schiiler!

Bei der Suche nach einem zukiinftigen Beruf wird bei vielen

der Beruf des Fachlehrers in den Péchern llathemnatik und Phy-
sik zur Diskussion stehen. Tiichtige Lehrer fiir diese Fécher
werden zur Zeit dringend pgebraucht. An der Sektion Hathematik
der Friedrich-Schiller-lUiniversitéit besteht die [i03lichkeidt,
ein Studium fiir diese Fachrichtung mit lMathematik als Haupt-
fach aufzunchnmen. Vorbedin un< fir Jdie Sulassuans zu dleseun
3tudiun ist das erfolreich bestandene Abitur oder die eriol: -

reiche Absolvierun: der einjéhrisen Vorkursklassce in Jena so-
wie ents preClpﬂl ~ute Uoter im Abschluiizesurmie und Lust und
Liebz zum Beruf Jes Mathemotil=Physik-lLehrers. In dic Vorikurs-
¥lnste, die speziell zun Irlanzen der Tefithicuna~ Fiir das Ttu-
diun der ovengenannten Fachricihtunr sinzericiitet ist, Xinnen
nach erf013381chem &bschluﬂ der 10, Klasme der tfllreneinbil-
denden Polytechniscihien Cberschule geailznete Bewarver aufsenou-

s . P
Bl Herisile

Dag siudiws gelbst wnfaldt vier Jahre und sciiizt =iy :lor
1auptpriifun~ und dem oinlomverTahren al

wird der erste skadarische Grad eines Jinlonlehroeore fir Jdis

Pacher Fathemalilk und Fhysilc crrorben. Dieser hecitzt die
Lehrbeféhisuny zur dErteilunys des FPechunterrichits in den e-

nannten Téchern.

Jir haben ung nun entschloszen, in sincr artilielseric itbher

dieses vierjfhrize SHviivst =u berichten, w: allen Iaterssnen—

3

ten mennuere Informationen wvuwiousen 2 lazzen., Uic verion er—
fahren, welche Disziplinen beim 3tudive eine Rolle spielen,
vielche Praktika zu durchlaufen gind und welche welteran Anfor-
derungen an unsere Studenten gestellt weruen nlissen, damlt das
Ziel erreicht wird, sute Absolventen fiir die Praxis auszuvilden.
Yiir wollen versuchen, Ihnen klarzumachen, dall der Beruf des
athematik-Phyaik-Lehrers ein gschéner, zber zuch 2in gehir ver-
antwortunzsvoller Beruf ist und das Studiuw. nicht leichit ist.
Trotzdem hoffen wir, dab der eine oder anderc von Ihnen, der
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-noch unentschlossen 1st und noch nicht s6 recht weiBl, welchen
Beruf er einmal ergreifen sollte, die Wichtigkeit und den Reiz
unseres Studiums erkennt und im Falle einer Eignung sich fiir
unser Studienfach entschlieBt., Unsere Artikelserie soll Thnen

dabei behilflich sein.
Prof. Dr. rer. nat. habil. ). Bohm

Beaufiragter fiir Lehrerbildung
an der Sektion Mathematik
der Friedrich-Schiller-Universitét lena

Lehrer werden. ..

Auf einem Forum zu Fragen und Mdéglichkelten des Studiums an der
Universitédt Jena, das anlédBlich der Schulfestwoche vor kurzem
an einer Erweliterten Oberschule des Bezirkes Gera durchgefiihrt
wurde, begriiBten die in der iibervollen Aula versammelten Schiile-
rinnen und Schiiler unsere vierkdépfige Delegation lebhaft und mit
herzlichem Beifall. Die Geslichbter der Anwesenden widerspiegelten
hohe Erwartungen und Aufgeschlossenheit. Man spiirte, daB die Ju-
gendlichen mit Ernct und groBem Interesse die Auskiinfte {liber
Studienmdglichkeiten sufnahmen. Es ging ja auch um eine fiir je-
den sehr wichtige Angelegenheit. Die Berufswahl und die Wahl der
Studienrichtung bedeutet fiir jeden eine weitreichende persénli-
che Entscheidung. Auch Ihnen wird diese Entscheidung nicht aige-
nommen. Bevor wir Sie jedoch né&her iiber das Studium des Fachleh-
rers fiir Mathematik und Physik informieren, wollen wir einige
grundlegende Gedanken zum Beruf des Lehrers' erdrtern.

Die Lehrer der sozialistischen Schule haben die Aufgabe, alle
Kinder unseres Volkes 1im Geiste der Ideologie der Arbeiterklasse
zu erziehen, ihnen dle wissenschaftliche Weltanschauung der Ar-
beiterklasse zu vermltteln und sie auf der Grundlage des Marxis-
mus=-Leninismus mit einer hohen wissenschaftlichen Bildung auszu-
risten. Daraus ergibt sich zundchst filir den sozialistischen Leh-
rer, daB er ein politisch gefestigter Mensch sein muB, der fest
mit der Entwicklung der sozialistischen Gesellschaft, die sich
unter Fiihrung der Arbeiterklasse und ihrer marxistisch-lenini-
stischen Partei vollzieht, verbunden ist.

14



In allen Bereichen des gesellschaftlichen Lebens in unserem so-
zialistischen Staat sind hohe und schdne, zugleich aber auch
schwierige und umfangreiche Aufgaben zu 1l6sen. Es sind ja auch
hohe und lohnende Ziele, fiir die wir alle unsere Kréfte einset-
zen. Geht es doch darum, die entwickelte sozlalistische Gesell-
schaft co zu gestalten, dafB fiir jeden eine allseitige fntwick-
luns und ein erfiilltes, gliickliches Leben nicht nur méglich,
sondern auch zur 'Yirklichkeit wird. ’

Diese Ziele erfordern aber die zktive, bewubte itwirkung aller.
"Ohne hohes Tiveau der Jultur, der Bildung, der gesellschaftli-

chen Bewufltheit, -der inneren Reife des llenschen ist der Kommu-
nismus ebenso unmdglich, wie er ohne eine entsprechende materiell

chniasche Zacis unmbrlich ist.", saste L. I. Breshnew auf dem

L e i 1

iV. Parteitag der KPESU.

Uy

-

g ict eine Besnnderhelt des Lehrerberufs, daf er weit in die Yu-

"munft hinein wirkt.

Aus den Zielen der zmesellschaftlichen intricizlung und aus dar

-

shan zenamnten Pesonderheit des ILehrerbrruls erzibt sich auch
;¢ cchion Cie Aulﬂnb,, die Schuljuzend auf die drfordernisse
e Gestalbung der cenbtwickelten sozialistischen und kommunisti-
wen Gesellschaft vorzuberciten. Das ist keine leichte Aulabe.
ozinlistische Produktionsverhdltnisse, scziale Sicherheit, nabe-
rizller ‘ohlstand und viclf#ltige iH:lichieiten kulturcller Reti-
Fisunn D7aren nicht von selbst zuw erforderlichen dinstelluny zur
roeit, szwnr erfordsrlichen Hiveau im Wissen und Konnen, im Denken
n3 Tandeln im Sinne fer Tdeen des ilarxisimus-Leninismus. Dem Len-
rer wird die Aufgabe gestellt, heute und hier, memeinsam mnit an-

Jersn pesellschaftlichen Eriften Yersinlichliciten heranzubilden

vad s ersiehen, die die jualitéten eines politischen Kiémpfers

it hoher Pilduns, einem hohen Kulburnivesu und Kirperlicher Teil-

csunteffhiskeit in sich vereinen.

-

Dofhn epfihrt der IZehrer zuch hohe Jertschitzuns durch die Ce-

aseollschai’ .

-

. T. Breshnew Formulierte das auf Unionskon:ired der sorje-

tischen Lehrer vie folot:

"



"In unserem Land ist der Schullehrer einer der ehrenvollsten
und vom Volke geachtetsten Berufe. ilan sagt richtig, der
llensch veré&éndere durch seine Arbeit die Natur. Aber die Ar-—
beit des Lehrers ist deshaldb wertvoll und schén, weil sie
den !l'enschen selbst formt. Und was der llensch im Leben auch
immer geworden ist ..., jeder erinnert sich mit einem Gefiihl
der Dankbarkeit an seinen Lehrer, seine Schule. Der Lehrer
stellt, bildlich gesprochen, die Verbindung der Zeiten dar.
fr isl ein Glied in der Kette der Generationen. ir reicht
;leichsam die Stafette aus der Gegsenwart in die Zukunft wei-
ter. Und das macht seine Arbeit so bezaubernd, fiirwahr schép-
ferisch ..."

Jun bildet und erzieht der Lehrer nicht irgendwie, sorlern er
wirkt hauptséchlich durch seinen Fachunterricht. Daraus ersibh

e

sich, dal der Lehrer sich auch durch hohes fachliches "'iszen und

Lonnen auszeichnen mull. Das Studium des lathematik-Physik-TLehrers
setzt nicht nur sute und sehr gute Argebnisse in diesen Féchern
voraus. 35 erfordert auch in besonderem ilaBe Wehigkelten und Cha-
ralktereizenschaften auszuprdgen wie Ausdouer, Beharrlichkeit,

-

Zielstrebiskeit, Jehiskeiten zur kritischen #inschilyzuns eisener

Arbeitsergebnisse und zur Arbeit im Kollektiv. Gewissenhaftizkeit,

sorzfalt, aber auch Phantacis gehdren gleichfalls zu den Vorausset-
zungen, um den hohen Anfoarderunsen ann dice mathematische und phy-
sikalische Fachausbildung gerecht zu werden.

“lir hoffen, daB wir Sie mit diesen Darlesuncen etwas zum tieferen
Nachdenken iliber den interessanten, schdnen, aber such schwerea
Beruf des lklathematik- und FPhysiklehrers angerest haben.
In unserem néchsten Beitras sollen Sie Néheres iiber das Studium
des lMarxismus=Leninismus als iiberaus wichtigen und gfundlegenden
Bestandteil des Lehrerstudiums erfahren.

Klaus Scheibe

wiss. Mitarbeiter des Bereiches
Methodik des Mathematikunterrichtes

I INFORMATION I

Partner durch Computer = keine Utopie!

In der USSR wurde der sowjetische Rechner MINSK 22 mit 750
llillionen Informationen iiber 5500 heiratslustige M&nner und
Fraven "geflittert". Das Ergebnis: Mehr als die Hélfte der
Kandidaten passen (numerisch!) zueinander.
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Mitteilungen der Redaktion

Auf viele Anfragen hin, besonders aber flir unsere neuen Leser,
méchten wir an dieser Stelle die Bezugsbedingungen fiir die
WURZEL wiederholen:

PP Die WURZEL erscheint monatlich zum Preis von -,20 M.
BEin Jahresabonnement kostet einschliellich eines Sonder-
heftes 2,50 M und lduft iiber ein Schuljahr,-d. h. von
September bis August. Dlie Bezahlung des Abonnements er-
folgt liber unser Postscheckkonto Erfurt 18045,

’ Bei dieser Gelegenheit mdchten wir erneut darauf hinweisen,
daB noch verschiedene Hefte vergangener Jahrginge zum Preis
von —-,20 M lieferbar sind. Inhaltsverzeichnisse dieser Jahr-
gédnge konnen auf Wunsch kostenlos zugesandt werden.

P Anschrift der Redaktion: WURZEL

69 Jena . ' "
UHH, Sektion Mathematik

’ Bestellungen sind direkt an unsere Adresse einzusenden.
Schulen, Zirkel und Arbeitsgemeinschaften bitten wir,
Sammelbestellungen bel uns aufzugeben.

- D ie n atur dber 3ah len e

Das Z&hlen ist urspriinglich an bestimmten Gegensténden ausge-—
fiihrt worden und wird von Jjedem Kinde in derselben Jeise ge-
lernt. Man spricht also zuerst z. B. von vier, fiinf, sechs
Fingern; da man aber ebenso vier, filinf, sechs MNiisse, vier,
finf, sechs Pferde usw. z8hlen kann, so wird man inne, daB es
immer gerade so geht, d. h., daB es auf die Gegensténde nicht
weiter ankomit, und daZ die Thétigkeit der Seele in den genann-
ten F&llen immer dieselbe bleibt. Diese hat sich jedesmal vor-
zustellen, daB das zuerst als eins Vorgestellte wiederholt zu
dem Vorigen hinzuko.mt. Sieht man also von den Gegensténden ab
und redet nun von vier, Iinf, sechs ohne weiteren Zusatz, so
bezeichnen diese .Jorte die Wiederholung der vorzustellenden
Thetigkelt der Seele, abgesehen von den, was vorgestellt war
Enﬁlheiﬁen absolute, d. h. (von den Gegensténden% losgelﬁstes
Zahlen,

(Aus "Decimales Rechnen und Metrisches Messen",

von Prof. Dr. Mauritius, Paderborn, 1869.)
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;  "Rusgzug ous den RAnfangs—-Briinden Aller ﬂutbemﬁtiscﬁen
L Bissenschaften, Ju Beguemerem Bebrauche der Anfinger

49.

83.

130,

149,

152,

199.

203.

206.
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El Anfangs-Grunde der Geometrie

ouf Begehren verfertigt von Christian Bolffen,
A. MDCCXLITI"

Wenn in zweyen' Triangeln ABC und abc der Winckel A = g,
AC = ac und AB = ab, so sind die gantzen Triangel ein-
ander gleich.

Der Winckel an dem Mittel-Puncte eines Circuls ist zwey-
mahl so groB wie der Winckel an der Peripherie, der mit
ihm auf einem Bogen stehet.

Der Inhalt des Circuls verh&lt sich zum Quadrat seines
Diametri wie bey nahe 785 zu 1000.

Wenn in einem Triangel ABC eine Linie DE mit der Grund-
Iinie BC parallel gezogen wird, so verh8lt sich AD zu AE
wie AB zu AC und wie BD zu EC, auch AD : DE = AB : BC.

Wenn in zweyen Triangeln ABC und FDE, B = D und AB : BC
= FD : DE, so ist auch A = F und C = E, und BA : AC =
DF : FE.

Eine jede Pyramide ist der dritte Theil von einem Pris-
mate, so mit ihr gleiche Grundflédche und gleiche Hohe
hat.

Die Kugel ist % von einem Cylinder, der gleiche Grund-
fldche und H6he mit ihr hat.

Die Kugel-Fléache verh&lt sich zu dem grgsten Circul der
Kugel wie 4 zu 1.



Anfangs-Brlindbe der Rstronomie

135, Der 1. Lehrsatz.
Die Sonne ist ein wiirckliches Feuer.

BeweiB: Sie leuchtet sehr helle, ihre Strahlen machen
Wam L

Anfangs-Briinde der Bau-Runst

124, Der %. Lehrsatz.

Ein Fenster muB so breit seyn, dal zwey Personen gemédch-
lich neben einander in demselbigen liegen konnen.

Beweifl: Denn-man pfleget sich O0ffters mit einer anderen
Person an das Fenster zu legen und sich umzu- .
sehen.

"Jch pflege die Mathematif aus 3wei Ursachen 3u schotgen:

Ginmal megen der unvergleichlichen Drdnung, in melcher
sie ifre Gachen grundlich ausfihrt, darnach wegen ifjrer
Cehren, welche sowofhl in griindlicher Crtenntnis der Natur
und Runst, als im meunschlichen Leben vielf@ltig genutzt
merden."

Christian Wolff
(1679 —= 1754; Philosoph der Aufklédrungszeit)

T e e e S s s e e e T e e
II NFORMATIO N'IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIl

Der ungarische Jugendverband KISZ Ubernahm das Projekt der
umfassenden Einfiihrung der EDV in die Volkswirtschaft als
Jugendobjekt. Dieses zentrale Regierungsvorhaben soll im
Verlauf der néchsten 15 Jahre realisiert werden. Begonnen
wurde mit der Ubernahme von Jugendobjekten auf lokaler Ebe-
ne, rechentechnischen Wettbewerben und internatinalem Er-
fahrungsaustausch.
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In unserer Festivalnummer wurden die L3sungen zu den Aufga-
ben in russischer Sprache auf Seite 11 angegeben. An dieser
Stelle wollen wir noch einige Hinweise hierzu bringen.

@Um zur angegebenen LOsung zu gelangen, muB man beachten,

da x = =2 -6 VA par aie Gleichung

}i'.z—5:3‘:-1-I53=(2:x:+'l)a

erfillt, jedoch nicht das Ausziehen der Wurzel in der

Ursprungsgleichung gestattet.

@ Die angegebenen Intervalle erhdlt man, indem man die Glei-

chung nach Logarithmengesetzen, unter anderem

log,c (logca)m‘l und

fl

logyc (logac)(logab)—1 ’

umformt. "

@ Nach zweimaliger Anwendung von
cos 2y = 2~coszy -1 erhdlt man
cos'x - %-coszx + % = 0
und. als Ldsungen hierzu:

x1=§+k-11:,

xz=-1{+k-n,
x3=%+k-1t,
x4=—%+kon: mit k = 0, #1, *2, ...

Jetzt ist noch der minimale Wert von x> + 2x - 3  zu

20



ermitteln. Man unterscheidet k # O und k= 0 und er-

hélt endlich als Losung x= - 1% .

<o

(::)Zuerst zur Erléuterung der
Aufgabenstellung eine Skizze:

7u zeipen: AB = BC, 4. h.

die Gleichschenkligkeit des
Dreiecks ABC.

Es gilt FAFE = FEFC y da die beiden Dreiecke die glei-

che H6he und eine gleich lange Grundseite besitzen.

Aus der Formel F = « U mit U= a+b+c¢c und

p Radius des Inkreises,

Plo

angewandt auf die beiden kleinen Dreiecke, ergibt sich:
S (F+TE+ M) =% . CF+TF + W) (*).

Nach Voraussetzung der Aufgabe gilt:

P, = p, und AE = EC = % sowie trivialerweise FE = EF.
Somit folgt aus (*) FA = FC, d. h., das Dreieck AFC ist
gleichschenklig, und es gilt A APE = A EFC, somit auch
3 FEA = ¥ CEF = 90° und A ABE = A BCE.

Hieraus folgt aber auch AB = EBC.

@Das dreidimensionale Problem vereinfacht sich sofort auf

ein zweidimensionales.

Auch hierzu eine Skizze.
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Bezeichnungen:
ﬁ=m=m=&,
Sk =1,

= ED=r und SM = h.

s &
n

Wir berechnen den Flécheninhalt von A AMS und von den

Dreiecken A AMC und A MSC und setzen diese gleich.

_1. 2‘. i .-,].
Fams =z * 1+ sina =5 « Fypa s

_ h
Pse =T * 5

2
FAMC = %? » sin ¢ (da ¥ AMC = x; dies erhdlt man aus der

Gleichschenkligkeit der Dreiecke ABS
und AMC).

Ferner gilt:

h =1 « cos

IR

(Winkelfunktion im rechtwinkligen Dreieck),

2

2 2
a 1 - lzcos

1}

(Pythagoras).

nIR

Somit ergibt sich:

1]

2 2
Kol-sinoc

+%. Sina,

sy

Te

n

°

% . IF s sin ¢ = relecos % + (12 - lz-cosa%) ¢+ sin o,

-1
rE (l-cosz%-sina - %-l-sina)(cos %) §

r=1 . (cos %-sina - )
cos %
r=1. sin % . cos g unter Verwendung von:
%-sin o« = sin % . cos % s
2 g
CcOoS o = 2¢C0S 5 - 1



Zum AbschluB noch die Lésungen der Aufgaben von Seite 8 der
Festivalausgabe der WURZEL:

Zwei Eilboten: 1200 m, 7,2 ¥meh™', 4,8 km.h™".

Die schridge Allee: (360 - 80m) m? .
W

LOSUNGEN zu den RATSELAUFGABEN aus Heft 7/8

@Zahlenrdtsel der Titelseite: 1560 : 24 = 6 5
- X +
285 + 57 = 3292

1275 -888 = 387 -

@® "Aus einem alten Brief" (Seite 170):

Die Antwort lautete: "In der ersten Minute Weihrauch ver-
meiden; in der zweiten Minute Orgelspielen und gleichfalls
Weihrauch vermeiden.™

® Oktales Kreuzwortrdtsel (Seite 171):

11116 |2
21510 2
6 211
721613 |11317
0 3 211
410 710
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PDreisausschreiben

Mit der Teilnahme an unserem Preisausschreiben helfen Sie uns,
die WURZEL kinftig interessanter und nach Thren Wiinschen zu
gestalten. Gleichzeitig haben Sie die Chance, einen der fol-
genden Preise zu gewinnen:

1. Preis: Buchscheck iliber 30,- M.
2. Preis: Buchscheck iiber 20,- M.
5. = 5. Preis: Buchscheck iiber 10,- M.
6. = 30. Preis: Wurzel-Abonnement fiir das Schuljahr 73/74.

Bitte senden Sie das nebenstehende Formular vollsténdig aus-—
gefillt und mit -,10 M frankiert an uns.

Letzter Einsendetermin ist der 10 . 19 . 19753 &

Und hier die Fragen:

[3: Welches WURZEI~Heft des letzten Schuljahres gefiel
" Thnen insgesamt am besten?

o]
: v

Welche drei Artikel des letzten Schuljahres waren
Threr Meinung nach die interessantesten und am be-
sten versténdlichen?

Zu welchen Teilgebieten der Mathematik wiinschen Sie |
in Zukunft Artikel?

(=]

Wie beurteilen Sie den Schwierigkeitsgrad der Preis—
aufgeaben?

Welche Vorschlége oder kritischen Hinweise konnen l
Sie zur Verbesserung unserer Zeitschrift geben?

——— e S
e e m—r

v]
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Lésungen

Erfreulicherweise erhielten wir zu allen Aufgaben der 4. Serie
Lésungen, muBten aber diesmal einen hdheren Prozentsatz fal-
scher oder mangelhafter Zusendungen aussortieren.

An beliebtesten war die Aufgabe E 20, zu der uns die meisten
Losungen erreichten. Die meisten Tehler traten bel den Aufga-
ben E 19 und E 23 auf. ’

Einmal mehr war Uwe Risch mit & Punkten der erfolgreichste
Einsender. Bs folgen Jiirgen Socolowsky mit 6 und Klaus
Gurlebeck mit 5 Punkten.

Noch einige Bemerkungen zur Aufgabe E 23.

Der charakteristische I'ehler (1 Punkt Abzug) war das Unter-
lassen folgender Betrachtung (*).

1. Zuerst wird gezeigt, daB /2 irrational ist

(E 23)
(analog zum Schulstoff).
I 2. Beweis der Aufgabe indirekt:
E

Annshme: 3/2 = p + o/  mit p,q,r rational,
r > 0,
Es ergibt sich

2 = p® = 3pd®r = q/T «(3p% + ¢r),

_2-p =3pdr (+)
v qa+(3p° + ¢’r)

Zur Rechtfertigung dieser Division ist die Uber-
legung (*) notwendig:

a) g = 0 wirde 3/2° = p und somit /2 rational
' bedeuten, also hier schon einen Wider-
spruch ergeben,

b) g # O: Wegen r >0, @ > 0 und 3p® > 0 gilt
qe(30° + ¢°r) $ O.
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Gehen wir zu (+) zuriick:

Auf der rechten Gleichungsseite stehen nur ra-

tionale Ausdriicke, also muB auch /T  rational

sein.

Hieraus folgt /2 = p + gV mit p,q, VT
rational,

und somit ist {/5‘ rational.

Dies ist ein Widerspruch zu dem unter 1. Bewie-
senen.

Da diese Doppelnummer noch im September in Euere Hénde gelan-
gen sollte, das Studienjahr aber erst am 10. September beginnt,
wird das Manuskript fiir dieses Heft schon Ende Juni angefer-
tigt. 4

Deshalb ist es leider unmdglich, an dieser Stelle die Serie
5/73 auszuwerten, da flir sie erst am 30. 6. 73 EinsendeschluB
war.

Aus den bereits bei uns eingegangenen LSsungen haben wir je-
doch einige zur Verdffentlichung ausgewidhlt.,

(E 26) | nach Lothar Wenzel, 111 Berlin, 12. Klasse.

X, und x, sind die Wurzeln der quadratischen Gleichung
%+ Px + q = 0,
Somit gilt:

(*)
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V6llig analog ergibt sich durch das Erheben der
Gleichungen (*) in die dritte Potenz und anschlie-
Bende Addition

ya=>r-3.+x:=—p3+39q (2).

¥y, und y, sollen die Ldsungen der gesuchten quadra-
tischen Gleichung sein. Also ergibt sich aus (1)
und (2) und nach dem Satz von Vieta die gesuchte
Gleichung:

(x - Y1)(x - ;Y;g)
2 3 2 2 3
=x + (p =p =-3pq+ 23)x + (p - 2q)(-p" + 3pq)

= 0.

(E 27)

|

Ausgehend von der Darstellung 2z = a + bl fiur eine
komplexe Zahl und von der Definition des Betrages
erhédlt man aus den zwel Gleichungen der Aufgaben-
stellung die folgenden beiden Gleichungen:

Via - 8 + v 1) o
50f(a - 127 + ¥ =5V &+ (b-8°" (2.

"

n
Pl
[

]
fae)
o
+
o
~n

Aus der Gleichung (1) ergibt sich sofort a = 6.

Geht man mit diesem Wert in die Gleichung (2), so
erhédlt man die quadratische Gleichung

b2 - 25b + 136 = O

mit den Losungen b, = 17,

bz = 80

Die Zahlen 2z, = 6 + 171 und 2z, = 6 + 81 sind
die beiden einzig mdglichen Ldsungen, die aber noch
durch die Probe bestédtigt werden miissen, da Umfor-
mungen der Ausgangsgleichungen durch Quadratur er-

folgten.

Will man sich die Losung des Problems geometrisch
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veranschaulichen, so muB man sich die zwel durch die

Gleichungen gegebenen Kurven in der komplexen Zahlen-
ebene aufzeichnen (vergleiche mit einem fritheren Ar-

tikel).

Es ergeben sich:

aus (1) a = 6 und b beliebig, 4. h. die Gerade a = 6,
2 2
aus (2) é?%i = (a + -?Ez) + (b - %2) y de h. ein Kreis

mit dem Mittelpunks (- 3£, 52) und dem Radius
\%\ Die Schnittpunkte der beiden Kurven

sind die gesuchten LOsungen z, und z,.

b
/mo:ga'n&' rteil Y

__é_g" | He T Ta Realteil
¥

nach Lothar Wenzel, 111 Berlin, 12, Klasse.
Laut Zahlentafel gilt fiir ungerade m die Identitét
(a" + ") = (a+b)a™" - &% + ...

m—-1

R N D *) .

Der eigentliche Beweis der Behauptung der Aufgabe
wird indirekt gefiihrt.



k
Annahme: Es existiert ein nmit n# 2 , k=0,1,...,

fiir das 2 + 1 eine Primzahl ist.

Dann 188t sich n wie folgt zerlegen:

n=op+ p mit py ungerade und py > 1.
Jetzt ergibt sich durch Anwendung von (*)

P1'P2, 4 o (P2y T4 P

(P2 WPV PR L m 24 1),

wobei 22+ 14 2°'"P24 1 ) da p, > 1,
und 2241 $+ 1 , falls p, ¥ O (vergleiche **),

gilt, 22+ 1. also ein echter Teiler von 2 + 1
ist. Dies steht aber im Widerspruch zu unserer Vor-

aussetzung liber 2n+ 1a

B

Demnach muBl sich n als Potenz von 2 darstellen las-—

sen, falls 2"+ 1 eine Primzahl ist.

Anmerkung:
** Die Aufgabe war nicht v6llig korrekt gestellt,

0
da sich fiir n=0 2 + 1= 2, eine Primzaghl

ergibt, O aber nicht als Potenz von 2 darstell-
bar ist. Dieser Fall wird dur¢h p, # O ausge-

schlossen.

Zu unserem Titelbild:

‘Im Sommer war die "WURZEL" zu Gast beim Pressefest der
Schiilerredaktion "KONTAKT" in Miihlhausen. Diese Redaktion
gestaltet regelméBig in der Werkszeitung des Patenbetrie-
bes ihrer Schule eine Seite fiir Schiiler, zu deren Inhalt
auch mathematische Aufgaben gehdren.
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Im vergangenen Schuljahr verdffentlichten wir mathematische
Artikel mit folgenden Themen:

Heft “ _ Seite
g Gewohnliche Differentislgleichungen II ....... 2
10 Einfihrung in die Verbandstheorie I .ceeeeeeces 18
11 Einfiihrung in die Verbandstheorie II ..c...0es 35

12 Kybernetik in der Sowjetunion ....ccececececes 50
GesetzmédBigkeiten des Zufalls T seececccccncss 55

1 GesetzméBRigkeiten des Zufalls II ceeecoccsvess 66
2 Der verallgemeinerte Vektorbegriff ...eeeeseees 82

3, Lineare Abbildungen und Matrizen .....cccceeee 98
Mengen, die es gar nicht gibt sv.ceeevecsveeee 106

4 Mathematische Methoden der Operations-
forBChltmg I B & 8 8 5 & 8 8 0 8 B P B BB E G TSN SRR AR AR e 1114
Unendlich ist nicht gleich unendlich! ...e0... 121

5 Mathematische Methoden der Operations-
forschung II $ & & & & & & 8 & 8 8 3 F S S B S S e F PSRN 130
Vom Rechenbrett zum Compubter .ceceeeecceccccess 139

6 GesetzméBigkeiten des Zufalls IIT veveeeenon.. 46
Die Turing-Maschine, ein mathematisches
Demodell 00 8 & & & ¢ 8 8 & 0 & & 4 8 9 9 8 B ® 0 P S S8 A 00 O e e DD ’}52

7/8 Einfiihrung in die Funktionalanalysis .....ce.. 162

-—O—O—0—

Allen unseren Lesern wiinschen wir ein erfolgreiches Schul-
jahr 1973/74!

Herausgeber: Jugendobjekt . Studienvorbereitung”: Leiter: Egbert Creutzburg

Redaktion: J. Dubslaff, H.-G. Leopold, W. Nagel, G. We ske

Die Zeitschrift erscheint monatlich zum Preis von 0,20 M. Ein Jahresabonnement erstreckt sich von
September bis August und kostet einschlielich eines Sonderheftes 2,50 M. Bestellungen sind direkt
an unsere Adresse einzusenden. Schulen bilien wir, Sam melbestellungen bei uns aufzuge’ en.

Anschrift: WURZEL
69 Jena
Universitiatshochhaus
Sektion Mathematik
Konto: Postscheckkonto Erfurt 180 45
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Ungeldsie Probleme
der geometrischen Zahlentheorie (i)

In der geometrischen Zahlentheorie beschédftigt man sich unter
anderem mit der folgenden allgemeinen Fragestellung :

In der Ebene sei ein kartesisches Koordinatensystem gegeben.
Dann kann man in bekannter Weise jeden Punkt der Ebene durch
Angabe seiner Koordinaten (x,y) beschreiben. Wir nennen nun
einen Punkt A der Ebene mit den Koordinaten (m,n) einen
Gitterpunkt, wenn beide Koordinaten m und n genzzahlig sind.
Geben wir eine weitgehend y
beliebige geschlossene und
doppelpunktfreie Kurve 1) . | By
(Abb. 1) vor, so0 ist die

A-¢ -
Frage nach der Anzahl der
Gitterpunkte in dem durch | N 7= 5(x)
diese Kurve begrenzten Ge- ; :
biet eine der typischen ] 1

Aufgabenstellungen der
geometrischen Zahlentheo-
rie. Dabei ist von vornherein grundsédtzlich folgendes 2zu
beachten: Eine formelmédBige Darstellung der Anzahl der Git-
terpunkte gelingt in den seltensten Fédllen, und selbst in
diesen Fillen ist es im allgemeinen unmdglich, die Gitter-
punktsanzahlen aus jenen Formeln direkt zu berechnen. Daher
konzentriert sich die Aufmerksamkeit der Forscher nicht in
erster Linie auf das Aufstellen solcher Formeln, sondern auf
méglichst genaue Abschitzungen Jder betreffenden Gitterpunktsan-—
zghlen. Seinen historischen Ausgangspunkt hat dieses Problem bei
Gau und Dirichlet gefunden. Danach ruhte es bis zum Anfang
unseres Jahrhunderts. Erst zu dieser Zeit konnten die Blrgeb-
nisse von Gauf} und Dirichlet entscheidend verbessert und damit
auch verallgemeinert werden. Die Bliitezeit der geometrischen
Zahlentheorie findet sich in den zwanziger und dreiBiger Jahren,
in denen die wesentlichen Grundlagen der Theorie gelegt wurden.
Aber noch heute gibt es zahlreiche Mathematiker - so u.a. in
der UASSR, in den USA, der VR Ungarn, der CSSR, der BRD und
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der DDR -, die sich mit dieser reizvollen Aufgabenstellung
beschaftigen.

Wir wollen uns zun8chst mit der von GauB aufgeworfenen Frage-
stellung beschéftigen. Es handelt sich hierbei um die Frage
nach der Anzshl der Gitterpunkte im Kreis

(1N v +vsx
(einschlieBlich der Berandung). Wir kénnen auch so sagen:
Gefragt ist nach der Anzshl der ganzzahligen Ldsungen (u,v),
die der Ungleichung (1) geniligen. Bezeichnen wir mit R(x) Jene
Anzahl, so finden wir beispielsweise schnell R(0)=1, R(1)= 5,
R(2) = 9, R(3) = 9, R(4) = 13, R(5) = 21. Wird aber x, also der
Radius Vx des Kreises, sehr grofl, so bekommen wir bald
Schwierigkeiten. Wir wollen daher R(x) fir groBe x abschétzen.
Dazu ordnen wir jedem Gitterpunkt der Ebene das "Gitterquadrat"
der Seitenlénge 1 (und mit dem Flédcheninhalt 1) zu, das ihn zur
Slidwestecke hat. Dann ist R(x) der Gesambtflécheninhalt der
Gitterquadrate, deren Silidwestecke zur Kreisfléche (1) gehdrt
(vergleiche Abbildung 2). Das heiBt, R(x) ist gleich dem
Flécheninhalt des entsprechenden Polygons mit senkrechten
und waagerechten Réndern. '

v i
S W N
j/
T [
-1 —
1
: N
N —— / VX
. g
= 0 . Abb, 2
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Alle diese Gitterquadrate geh®ren zur Kreisfléche

v o+ v s (VT /2 )3,

da kein Punkt des Polygons weilter zis um /2 vom Rande des
Kreises (1) entfernt ist (Lehrsatz des Pythagoras!). Ganz

entsprechend gehdrt die Kreisfl&che

2) W+ v s (W= VD)2

jenem Polygon an, da die Siidwestecke eines Gitterquadrates, das
mit der Kreisfléche (2) einen Punkt gemeinsam hat, der Krels-
fléche (1) angehdrt. Bei Beachtung der Formel fiir den Fléchen-
inhalt eines Krelses ergibt sich:

3 - 2VER + 2= n(VE- VD)X S RE) st (VE+ VD) =
=X + 2n\/2x + 2n .

Und hieraus folgt

BA)|R(x) -nx| 52t V2x + 2n .

Wir formulieren das Ergebnis noch etwas anders, indem wir eine
von Landau herriihrende Bezeichnung einfithren: Es seien £(x) und
g(x) zwei beliebige Funktionen, die fiir groBe x (oder, was das-
selbe ist, fir x > x  bzw. x — » ) der Abschiédtzung

(4) 1 £ s o | e(x)

mit einer geeigneten positiven Konstanten ¢ geniligen. Dann
schreibt msn an Stelle von (4) auch

£(x) = 0(g(x))
(gelesen "f(x) gleich oh von g(x)"). Mit dieser Schreibweise
kénnen wir (3) in der Gestalt

(5) R(x) = nx + 0(~/x )

darstellen. Die Interpretation des Ergebnisses (5) ist offenbar
die folgende: Die Anzahl der Gitterpunkte R(x) des Kreises (1)
ist fiir groBe x in erster Ndherung gleich dem Fl&cheninhalt nx

des Kreises. Der dabel begangene Fehler ist wvon der GroBenordnung
VX . Es féllt hierbel auf, daB dieser Fehler in etwa der Lénge
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der Kreislinie entspricht. Betrachten wir die Abbildung 2, so
wird uns auch ohne weiteres plausibel, daB die Fehlerquelle in
der Berandung der Kreisfléche liegen muB.

Diesen Gedanken griff der tschechische Mathematiker Jarnik auf
und Ubertrug das Ergebnis von GauB auf allgemeinere Kurven: Er
betrachtete in der Ebene eine geschlossene, doppelpunktfreie
Kurve, die von einer vertikalen Geraden hdchstens zweimal ge-
schnitten wird (Abb. 1). Die Funktionen y = fﬂ(x) fiir den oberen
Teil der Kurve von P bis Q und y = fe(x) fiir den unteren Teil
seien einmal stetig differenzierbar 2). Es bezeichne N die Anzahl
der Gltterpunkte und F den Fldcheninhalt des wvon einer solchen
Kurve mit der Lé&nge 1 umschlossenen Gebietes. Dann gilt

(6) In-PF|] <1,

Dieses Resultat ist zwar anschaulich klar, aber nicht so leicht
zu beweisen, Man beachte noch, daB (6) fiir den Fall des Kreises
sogar noch etwas préziser als (3) ist.

Kehren wir zum Kreisproblem zuriick. Wir kdnnen dieses Problem
auch frei von einer geometrischen Veranschaulichuns rein zah-
lentheoretisch formulieren. Dazu betrachten wir die zahlentheo-
retische FPunktion r(n), die fir nicht-negative ganze Zahlen n
die Anzahl der Darstellungen von n als Summe von 2 Quadraten
ganzer Zahlen angibt, also

r(n) = 1
n4+n§=n

Man findet rasch r(0) = 1, r(1) = &4, r(2) = 4, r(3) = O,

r(4) = 4, r(5) = 8, Aber auch hier bekommen wir Schwierigkeiten,
r(n) fir groBe n zu berechnen. Eine ldglichkeit, Aussagen iber
r(n) zu finden, besteht in der Mittelwertbildung, d.h. wir be-
trachten die Summe

Ml

Y __ r(n) .
Osnsx
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Nun ist aber

Y rn)=3}_ T 1 = 71 aBRE.

Osn<x Osnsx n%+n§=n Osn§+n§Sx
Es handelt sich also um genau das gleiche Problem. Wegen

1 1 1
= Oé . r(n) =z R(X) =7 + 0 (:7§5)
und

}J =) = =m

Osnsx

Ml

1im
X = o

sagen wir, r(n) hat die "durchschnittliche GréBenordnung" n
oder: es gibt im Durchschnitt n Ldsungen der Gleichung

n% + ng =n .,

Bis hierhin ist alles noch ziemlich einfach. Im zweiten Teil
dieses Artikels werden wir uns ansehen, worin das eigentliche
Problem besteht.

Prof. Dr. E. Krétzel

Professor im Bereich Theoretische Mathematik

'=====z=::::z!5:==z!:==:!!==:!!!!:E::!!!!!!:::::::::E::EE:!!!!!!

Anmerkungen:

1) Anschaulich hat man sich hierunter eine Rurve vorzustellen,
die man in einem Zuge durchlaufen kann, indem man bei einem
beliebigen Punkt startet und, ohne einen Punkt doppelt oder
mehrfach durchlaufen zu miissen, wieder zum Ausgzangspunkt
zurickgelangt.

2) Das heift, daB diese Funktionen eine Ableitung haben, die
ihrerseits stetige Funktionen sind; es bedeutet anschaulich,
dafl die betrefferiden Kurven keine Ecken haben, sondern glatt
sind.
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Preisaufgaben 11/73

(E 51) Man gebe alle reellen x an, die die Ungleichung

@

P
logs lx'— 4|+ 3 =0 erfiillen.
: xﬁ+lx-5|

(E 52)

e

(Bezieht sich suf den Fachartikel in Heft 7/8/73.)
Man iiberpriife, ob die Abbildung

Ixll=1l=xl+|ml , x=(x1,%) € R
eine Norm auf R, ist.

(E 53)

[

Men 16se fiir nichtnegative beliebige a die Gleichung
z|lz| + az + L = 0

in den komplexen Zahlen.

(E 54)

Es sel f(x) eine Funktion mit

P(x+1) = (x+1) £(x) Vx ; x$ -1

und f(x) % 0 Y x.

AuBerdem sei g(x) eine fiir alle x definierte Funktion.
Man beweise:

Die Funktion y(x) =he £(x) « g(x) erfiillt genau dann

die Gleichung
Y(x+1D=(x+1) . y(x) ,
wenn g(x) eine mit 1 periodische Funktion ist (d.h. es

gilt g(x) =g(x + 1)).

Q)

g

Man bestimme alle reellen Zshlen, fiir die
tanx « tanix < -1 gilt.

~
=
\n
(o)}

©]

IokasaTs, WTO uMcaa 2017 - 1 zemmTes Ha NpoU3BEIeHNE
11+31.61.
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Sonderpreisaufgabe (2 Punkie)
- gestellt von Prof. Dr. Roman Roth, lena -

Gegeben seien drei Punkte A, B
und C auf einer Geraden g. Dann
gilt fiir jeden Punkt P auBer-
halb der Geraden gt

Die Parsllelen zu PA, PB bzw. PC,
die durch die Schwerpunkte der
Dreiecke A PBC, A PAC bzw. A PAB
verlsufen, schneiden sich in ei-
nem Punkt 6, 6 € g, flir den die
Beziehung

53: % ('131 + B + f’ﬁ) erfiillt ist.

Beweisen Sie diesen Sachverhalt!

Anleitung:

In nebenstehender Figur gilt
wegen 15 =4 7D

anders g=%(b+c) i

Fir jede vollstandige Losung erhdlt der Einsender die bei
der entsprechenden Aufgabe angegebene Punktzahl; fiir 15
Wertpunkte erh&lt der Einsender einen Buchscheck. Sollten
pro Monat mehr sls drei Einsender 15 Punkte haben, ent-
scheidet dass Los. Fdllt ein Besitzer von 15 Punkten nicht
unter die Gewinner, nimmt er automatisch an der ndchsten
Auslosung teil.

Die Ldsungen sind - jede LOsung auf einem gesonderten 3latt,
versehen mit Name, Adresse und Klassenstufe des Einsenders -
unter dem Kennwort '"WURZEL-Preisaufgaben'" an uns zu senden.

Ietzter Einsendetermin: 20, 12. 73



In unserer Artikelserie iiber das Studium mit dem Berufsziel
Mathematik/Phygik-Lehrer bringen wir dieses Mal einen Beitrag
liber die Ausbildung in Pddagogik und Psychologie. Er wurde
verfallt von Dr. sc. P. Mitzenheim, Dozent an der Sektion
Erziehungswissenschaft der Friedrich-Schiller-Universitédt Jena.

Warum studiert der kiinflige Mathematik-
und Physiklehrer Plidagogik und Psychologie?

Wenn ein Jﬁgendlicher, der sich entschlossen het, den Beruf

des Lehrers zu ergreifen, erféhrt, wie grof die Verantwortung
des ILehrers in der sozialistischen Gesellschaft ist, wird er
vielleicht seine Berufsentscheidung noch einmal {berpriifen.

Aber bei dieser Besinnung itiber die richtige Berufswahl mufl

man daran erinnern, daB selbst die bedeutendsten lLehrerpersdn-
lichkeiten der Vergangenheit und der Gegenwart nicht als her—
vorragende Lehrer geboren wurden. W&ahrend der Vorbereitung auf
den Beruf und im ProzeB der alltéglichen pidagogischen

Tatigkeit kOnnen sich jene Eigenschaften ausprégen und jene
Féhigkeiten ausbilden, iiber die der Fachlehrer und Klassen-
leiter verfiligen muB, wenn er pel den Schiilern Autoritit ge-
winnen und die pddagogische Meisterschaft erlangen will. Das
Bemiihen um echte Autoritét und das Ringen um péddagogische
Meisterschaft sind Voraussetzungen filir eine erfolgreiche
Bildungs~ und Erziehungsarbeit, ganz gleich, ob ich Mathematik
oder Physik unterrichte und ob dies in eiren fiinften oder zehn-
ten Schuljahr geschieht. Die Stéarken und Schwdchen jedes Schiilers
und der Klassenkollektive zu kennen, mit Geduld, Einfithlungsver-
.mogen und Konsequenz sie zu fordern und zu fordern, das verlangt
eln grindliches Studium der Pddagogik und Psychologie. Die Aus-
bildung in P&dagogik und Psychologie ist ein wesentlicher Be-
standteil des PFachlehrerstudiuns.

Jeder Schiller weil aus eigener Xrfahrung, dali sich Bildung,
mehr Pildung und bessere Bildung nicht von selbst anhdufen und
auf die jewells neuen Jahrgénge der Lernendseh libertragen. Und
guch die srziehung des Jjungen ilenschen ist kein zpontaner Vor-—
ganz. Hie die Bildung und Erziehung des lenschen nach wissen—
schaftlichen Grundsétzen geschehen kann, das ist hauptséchlich
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der Gegenstand der Pédagogik und Psychologie. Deshalb kann das
Studium der Pddagogik und Psychologle nicht als etwas Neben-
geordnetes oder Zusdtzliches zum Fachstudium in Mathematik und
Physik aufgefat werden. Fiir jeden Lehrer kommt es darauf an,
die individuellen Besonderheiten jeder einzelnen Schiilerper-
sbnlichkeit zu ermitteln und bei der Bildung und Erziehung zu
beriicksichtigen. Durch das Studium der Pédagogik und Psycho-—
logie lernt der kinfiige Lehrer die Bildungspolitik und die
Erziehungsaﬁffassung der Arbeiterkliasse und ihrer marxistisch-—
leninistischen Partei kennen, macht sich diese zu eigen und
wird wéhrend der vierjédhrigen Ausbildung schrittweise dazu
befédhigt, den Schiilern eine moderne wissenschartliche Allge-
meinbildung zu vermitteln und sie iiber den ProzeB der Erzieh-
ung und Selbsterziehung zu kollektiver Verantwortung zu fithren,

Ausgehend von den Erfordernissen, die sich sus der Gestaltung
der entwickelten sozialistischen Gesellschatt ergeben, hat der
VIII. Parteitag beschlossen, allen gesunden und normalen Kindern
eine vollwertige zehnklassige Oberschulbildung zu gewihrleisten
und die weitere inhaltliche Ausgestaltung unserer OCberschule -
der grundlegenden Bildungs— und LErziehungsstitte fiir alle Kin-
der des Volkes - als wichtigsten gesellschattlichen Auftrag
aller Lehrer hervorgehoben. Die Funktion der Bildung und Er-
ziehung besteht also im umfassenden Sinne darin, die Ergebnisse
und Errungenscharten des Kampfes der Arbeiterklusse zu sichern
und die lienschen, besonders die Schuljugend, auf das Leben und
die Arbelt in der sozialistischen Gesellschaft vorzubereiten.

Es handelt sich bei der Bildung und Erziehung um einen gesell-
schaftlichen Vorgang, an dem viele Irziehungskréfte und Bildungs-
einrichtungen beteiligt sind. Der ILehrer in seiner Funktion als
Klassenleiter trégt eine ganz besondere Verantwortung dafiir, daB
eine echte Gemeinschaftsarbeit aller an der Erziehung Beteilig-
ten entsteht und die Potenzen, die unsere Gesellschaft fiir die
allseitige und harmonische Persdnlichkeitsbildung der Kinder

und Jugendlichen besitzt, bewuBt genutzt werden. Das Ziel ist
hierbei eine weitgehend geschlossene Erziehung aller Erziehungs-~
trédger und einheitliche Mafstébe und abgestimmte Anforderunsen
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bei der Bildung und Erziehung der gleichen Schiiler.

Die Ziele und Inhalte der Bildung und Erziehung sind durch die
staatlichen Dokumente (Gesetz iiber das einheitliche sozialisti-
sche Bildungssystem, die Lehrpléne, die Schulbiicher u. a.) dem
Lehrer weitgehend vorgegeben. Bs kommt wihrend der Ausbildung
darauf an, daB er die Ziele und Inhalte nicht nur zur Kenntnis
nimmt, sondern sich mit diesen Zielen und Inhalten perstnlich
identifiziert. Der Fachlehrer und Klassenleiter steht in der
Praxis sténdig vor der Aufgabe, das Brziehungsziel in einer
konkreten pé#dagogischen Situation, in einer bestimmten Schul-
klasse anzustreben und die Lehrinhalte an alle Schiiler weiterzu-
geben. Dazu braucht er psycholcgisches Wissen, um sein pdda-
gogisches Vorgehen im Unterricht und in der auBerunterricht-
lichen und auBlerschulischen Arbeit auf die "inneren Positionen'
der Schiiler gbzustimmen. Es ist uns nicht neu, daR wir in der
pédagogischen Tdtigkeit bel Zehnjadhrigen anders vorgehen miis—
sen als bel PFinfzehnjdhrigen. Aber welche Altersbesonderheiten
sind dem Kind und dem Jugendlichen auf den verschiedenen Stufen
ihrer Entwicklung eigen? Wie entwickeln sich ihre Wahrnehmungen
und Vorstellungen, ihr Denken und ihr Geddchtnis? Wie sind Féh-
igkeiten und Begaebungen zu firdern; Wie entstehen die sozialen
Beziehungen in den Schulklassen? VWie groB ist die physische und
gelstige Belastbarkeit von Kindern verschiedener Altersstufen?
Zur Beabtwortung dieser und &hnlicher Fragen verhilft das
Studium der Psychologie,

Die p&dagosisch-psychologische Grundausbildung wird im ITI. und
IV. Studienjahr spezifiziert durch die Methodikausbildung in
den beiden F&chern, die der Student spidter unterrichten wird.
Somit ergibt sich insgesamt fiir die erziehungswissenschaftliche
asusbildung folgender Studiengang (zur lMethodikausbildung ist
noch eir Artikel in dieser Reihe vorgesehen):

Hach dem glltigen Studienprogramm von 1969 werden im ersten
Studienjahr einige Grundlagen der Pédagogik und der marxisti-
schen Persdnlichkeitstheorie in einem pddagogisch-psychologi-
schen Grundkurs vermittelt. Das zweite Stlidienjahr sieht
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die Ausbildung in der Theorie der Erziehung, der Didaktik, der
Kinder- und Jugendpsychologie und der Personlichkeits- und Kol-
lektivdiagnostik vor. lm vierten Studienjahr liegen die Lehr—
veranstaltungen zur Geschichte der Pédagogik und zu lern— und
Erziehungsschwierigkeiten. Die Methodikausbildung erstreckt
sich auf das dritte und vierte Studienjahr. In enger Verbindung
mit der Ausbildung in Pddagogik und Psychologie vollzieh%t sich
die praktische pZdagogische Tétigkeit. Sie beginnt mit der
Tétigkeit als Pioniergruppenleiter oder einer anderen niitzlichen
erzieherischen T&tigkeit im Rahmen eines Verbandsauftrazes

der I'DJ.

An Ende des ersten Studienjahres absolvieren alle Iehrerstuden-—
ten ein etwa dreiwdchiges Ferienlagerpraktikum. Im zweiten Stu-
dienjahr werden die Studenten durch ein pédagogisch-psycholo-
glsches Praktikum mit den Aufgaben des Klassenleiters vertraut
zmemacht und Uben sich in einigen pédagogischen und psychologi-
schen lethoden. Hdhepunkt ist das groBe Schulpraktiloum, wo die
kinftigen Lehrer fiir die Zeit won 11 ochen an einer Schule
unterrichten und eigenverantwortlich einige Aufizaben des Klas-—
senleiters lfisen helfen. Mit den dritten Studienianr beginnt
aulerden die wahlweise-obligatorische Ausbildung fiir jene 3tu-
denten, die zu einem psychologischen oder pédasogischen Thema
ihre Diplomarbeit schreiben. Den AbschluB des Studiwis bilden
die Hauptpriifung in Pédagogik und Psychologie und fiir die Teil-
nehmer der wahlweise-obligatorischen Ausbildung die Verteidigung
der Diplomarbeiten an der Sektion Erziehunsswissenschaft.

Dr. sc. P. Mitzenheim

Sektion Erziehungswissenschaft der Friedrich-Schiller-Universitat Jena

Gut gesagt

Die Mathematiker sind eine Art Iranzosen: redet man zu ihnen,
s0 Ubersetzen sie es in ihre Sprache und dann ist es alsobald
ganz etwas Andercs.

Johann Wolfgang von Goethe



Losungen

Zu den Lﬁsqugn der Serie 5/73

Erfreulicherweise erhielten wir, bis auf die Aufgaben

E 28 und E 30, recht viele Einsendungen, von denen jedoch
mehrere falsch oder unvollsténdig waren. Keine Schwierig-
keiten bereiteten die Aufgaben E 25 und E 26. Eine Haufung
von Fehlern trat, von uns unerwartet, bei E 27 auf. Es
wurde nicht beachtet, daB fiir eine komplexe Zahl z = a + bi

12|22 =4a° +Db° , aber z° m a2 + 2abi - b2

gilt und somit die Betrége in der Aufgabenstellung nicht
durch Quadrieren beseitigt werden kinnen. Die LOsung hier-
zu sowle zu den Aufgaben E 26 und E 30 erschien bereits in
Heft 9/10 /73. Eine sehr elegante Ldsung, die wir im An-
schlull verdffentlichen, erhielten wir von einem friiheren
Leser und jetzigen Mathematikstudenten in Moskau zugesandt.
Die Losung der Aufgabe E_28 wurde mehrfach gewiinscht und
erscheint im Heft 12/73. Zur Aufgabe E 29 ist folgendes zu
bemerken:

Fir negative Basen ist i. a. die Exponentialfunktion nicht
erklédrt, In den Ldésungen der Aufgabe fehlt uns ein ein-
deutiger und richtiger Hinweis hierauf bzw. auf auftretende
Spezialfédlle, falls x und y natilirliche Zshlen sind, z. B.
a=-2, b=8,5, ¢c=4und x=0, y= 2.

Eine Argumentation, in der zuerst das Gleichungssystem
x = % log,(b £ V¥ - ¢ ) (*)

geldst und dann gefolgert wird: der Logarithmus ist nur fiir
positive Zahlen a ¢ O, a ¥ 1 definiert, also muB aso
beschaffen sein, ist unseres Erachtens unzuléssig, da

Ja die Umformungen, die zu (x) fihrten, nur unter den gefol-
serten Voraussetzungen entstanden sind, also andere Félle
gar nicht erfassen k¥nnen. CewiB waren die Untersuchungen
fir den Fall a< O nicht einfach und eindeutige Bedingungzen
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fiir die Ldsbarkeit nicht ohne weiteres angebbar, erwidhnen
niilte man ihn, Da wir 2zwel Punkte vorgesehen hatten, fiel uns
die Entscheidung in der Bewertung, Punkteteilung, relativ leicht.

(E 27)] (Frank Miller, stud. math., 20 Jahre)

- 21
Da fur komplexe Zahlen |w=| = o
%3 122l
 S— und |z|2= 2% ist, folgt sofort die Aquivalenz des
gegebenen Systems mit:
(1) =z #$38
(2) =z $8i

(3) (z-4)Z -4)=(z~8)E - 8)

(4) 9(z =~ 12)(Z - 12) = 25(z = 81)(Z + 81)

I's sei z = a + bi a,b € R

fus (3) folgt

z + 2 = 12 und somit a = 6.

tus (4) folgt

162Z + 25 « 8i(z = 2Z) + 25 « B4 + ©(12(2 + B) - 144) = O
ugd daraus wegen z = a + bi, a =6

bS = 25b + 136 = O

Pym 173 b2 8

Eine Probe bestatigt die Richtigkeit der Ldsungen

Zu den Losungen der Serie 6/73

Aus technischen Griinden verdffentlichen wir an dieser
Stelle bereits zwel Losungen zur Aufgabenserie des Juni-
heftes. Eine Auswertung der Einsendungen kann aber erst
in unserer Dezemberausgabe erfolgen.
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(B 33) | Zunichst benutzt man, daB das geometrische Mithel
zweler positiver Zahlen nicht gréBer als ihr arith-
metisches Mittel ist,

d. h., ~/bc " =< '—"-—‘2*—2 .

i

™

Setzt man b = -2-x12c und ¢ = = a,,i s 80 erhdlt man

2
\/gi ai S = xi ﬁ-a? s also
' 1 g 2
| x| s E-xﬁ T8 (13 »
Die Behauptung wird nun mit vollsténdiger Induktion
bewiesen,

Fliir n = 1 erhélt man die Behauptung, indem man in (1)

Es gelte nun
layxq + ... + 8 1% q | 5-1(x%+... + _.1) +
+—(eu+... +ak_.1).
Addiert man dazu (1), so ergibt sich
Ia,]x,]+...+ak_1xk_1|+iakxk| sg—(x§+...+x12{)+
+ % (a% + eee * ai)

Nach der Dreiecksungleichung ist aber
| a4xq + o +%€i|s|%x1+‘”'*%bﬂﬁﬂl

+ Iakxkl ’

womlit die Behaupbtung bewiesen ist.

(E 34)] Danit die Werte log. =X yng lg lg n existieren,
B 55

mud man die Voraussetzungen auf folgende Weise
verschérfen:

n>1 und O0<x<4 nmit x # 1.

lun 16st man die Gleichung, indem man mehrfach poten-
siert und geeignet kiirzt.

&y



:g’l + log, i‘-a-;'—*{) (1g 1g o - 1) log 10

= X
o B =% - 40(1g lgn-1)
10
4x = x2 - lg n
10 10

xg -4x + 1gn=0

Xq = 2 +VH¥-1gn
X, = 2 = VF - 1g o

Die Gleichung ist also nur unter den genannten Voraus-
setzungen und n s 10 000 (damit 4 - lg n = 0)
13sbar und hat dort die angegebenen LOsungen XA und X,.
Da mit 1 <n s 10 000 auch

o<lgns4 und 2 > ﬂ/4 -lgn 20
ist, erfilillen die Ldsungen Xy X5 bereits die obige
Bedingung 0 < x < 4. Fir n = 1000 wére X, = i 1
deshalb 1st x, nur im Falle n ¥ 1000 Losung.

Bezahlung des Abonnements

Mit dieser WURZEI-Ausgabe erhalten Sie die Zahlkarte zur
Bezahlung des Jahresabonnements 1973/74.

Wir bitten alle Sammel- und Einzelbesteller, die ihr Abonne- |
ment noch nicht bezahlt haben, den entsprechenden Betrag bis

II.II»— spdtestens 29 18% 973

auf unser Postscheckkonto Erfurt 180 45 zu iiberweisen.
In Threm Interesse bitten wir un deutliche und vollsténdige
Angabe des Absenders auf dem linken Abschnitt der Zahlkarte.

Herausgeber: Jugendobjekt .Studienvorbereitung*: Leiter: Eghert Creutzburg

Redaktion: J. Dubslaff, H.-G. Leopold, W. Nagel, G. Weske

Die Zeitschrift erscheint monatlich zum Preis von 0,20 M. Ein Jahresabonnement erstreckt sich von
September bis August und kostet einschliel3lich eines Sonderheftes 2,50 M. Bestellungen sind direkt
an unsere Adresse einzusenden. Schulen bitten wir, Sam melbestellungen bei uns aufzugel en.

Anschrift: WURZEL
69 Jena
Universitiitshochhaus
Sektion Mathematik
Konto: Postscheckkonto Erfurt 180 45
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In Nummer 11/73 begannen wir mit der Verdffentlichung eines
Artikels von Prof. Dr. Krdtzel iiber

Ungeloste Probleme

der geomelrischen Zahlentheorie

Der Autor fiihrte zunidchst den Begriff des Gitterpunktes (Punkt
in einem vorgegebenen rechtwinkligen Koordinatensystem mit
ganzzahligen Koordinaten) ein. AnschlieBend erléuterte er eine
klassische Aufgabenstellung, ndmlich die Frage nach der Anzahl
der Gitterpunkte auf einer Fliche, die von einer geschlossenen
Kurve gebildet wird. In diesem Teil folgen genauere Abschiétzun-
gen zur Loésunz des Problems und &dquivalente bzw. &@hnliche
Problemstellungen.

Eine natiirliche Frage ist die, ob wir die Abschétzung O(\/x ) in

(5) R(x) = wx + 0(V/X)

nichs noch verbessern konnen. Dazu schreiben wir

(7 R(x) = mx + 0(x%)

und stellen die so ungemein schwierig zu beantwortende Irage,
welchen wahren ‘lert die Konstante o hat. Nach (5) gilt jeden-

falls o = % . Wir wollen jetzt iiberlegen, dal nicht

lim (R(x) = nx) = O

x&—)(!)
gilt, d.h., daB « = O ist. Nehmen wir das Gegenteil an! VWir be-
trachten jetzt speziell natiirliche Zahlen x. Fiir diese Zahlen
ist einerseits

R(x + %) = R(x)

und andererseits laut Annahme
0= uin f(reeed) - 7o) - (rG0) - mx)}

- _T\_ _=m
~dn (-B)--%
was einen offenbaren Widerspruch hervorruft. Damit haben wir
insgesamt gefunden, dal in (7) die wahre Konstante o in dem
Intervall O s o s 4 zu suchen ist. Damit ist die Situation zu
Beginn unseres Jahrhunderts geschildert.
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Im Jahre 1906 erzielte der polnische lathematiker Sierpinski den
entscheidenden TFortschritt, indem er - aufbauvend auf einer Unter-
suchung des russischen lathematikers Voronoi = in einer liberaus
komplizierten und langwierizen Untersuchung o s % nachwies,
Damit wer der Anstoll zu einer wahren Flut von Untersuchungen

und Publikationen gegeben. Der englische lathematiker Hardy
bevries einc Formel fiir R(x), auf deren Grundlage Landau das
Sierpirdskische Ergebnis in wenigen Zeilen herleiten konnte. Und
Hardy bewies o« = — . Die Abschétzung von o nach unten konnte in
der Tolgezeit nur unwesentlich verbessert werden. Zur Abschét-
zung von o nach oben wurden von dem holl&ndischen Mathematiker
van der Corput und dem sowjetischen Mathematiker Vinogradov
wirkungsvolle Methoden entwickelt, die die weltere Behandlung
des Kreisproblems und welterer Gitterpunktsprobleme entschei-
dend beeinfluBten., Von den verschiedensten Autoren wurde die Ab-
sché&tzung von o nach oben verbessert. Die beste bekannte Ab-
schétzung lautet o« s %% und stammt von dem chinesischen Mathe-
matiker Hua aus dem Jshre 1940. Damit ergibt sich flir den gegen-
wértigen Stand, die wahre Konstante « in (7) in dem Intervall

i | S o s 13 zu suchen. lMan vermutet allgemein, daB o wohl sehr

m %0
dicht bei &- liegen wird.

Die von van der Corput und Vinogradov angegebenen Methoden er—
lauben auch die Abschitzung von Gitterpunktsanzahlen in solch
allgemeinen Bereichen wie in Abb., 1 anpegeben oder in mehrdi-
rnensionalen Bereichen. Interessant ist folcende Verallgemeinerung
des Kreisproblems, die insbesondere in den letzten Jehren die
Aufmerksamkeit auf sich lenkte: ks bezeichne k eine natiirliche
Zahl und Rk(x) die Anzahl der Gitterpunkte in dem Bereich

(8) lul® s |v]¥ sx,

also die Anzahl der sanzzehligen Losungen (u,v), die der Unglei-
chung (8) geniigen. Bs ist also insbesondere R,(x) = R(x). Fiir
k 2 3 ergab sich die Abschétzung

g
(9) Ry (x) = Fkxa/k + O(x1/k = Mk Dy
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wobel Fy wieder den Flédcheninhalt von (8) angibt. Zur grofien
Uberraschung 1&8t sich diese Abschétzung nun nicht mehr verbes-
sern. Damit ist aber dieses Problem keineswegs erledigt! Man
kann iiber (9) hinausgehend n&mlich noch fiir k > 3 (!)

; 2
(10) Rk(x) = Fkxafk + gk(x)xqfk - 1/k + O(xék)

zeigen. Dabei bedeutet in (10) gk(x) eine ziemlich komplizierte
Funktion mit gk(x) = 0(1) flir x o . Flir die Konstante oy Wurde

0 S %E nachgewiesen, aber eine Abschétzung von % nach unten

ist heute noch unbekannt.

Parallel zum Kreisproblem hat das sogenannte Dirichletsche Tei-
lerproblem seine Geschichte gefunden. Es handelt sich hierbei

um die zahlentheoretische Funktion d(n), die die Anzahl der Tei-
ler der natiirlichen Zahl n angibt. So ist z.B. 4(1) = 1, 4(2) = 2,
a(3) = 2, a(4) = 3, d(p) = 2, wenn p eine Primzahl bedeutet. Man
kann d(n) formelméBig so darstellen:

dn) =) _1=) 1 =
t/n n n,=n
Das bedeutet, daB in der ersten Summe iiber alle Teiler t von n
zu summieren ist oder, was dasselbe ist, in der zweiten Summe
iiber alle LOsungen in natiirlichen Zahlen (n,, n2) von nge n, = n.
Es interessiert wieder die "summatorische" Funktion

(x) =) d(n)=3)Y_ )} 1 =3_ 1 .
1snsx 1sn<x nyn,=n 1Sn1n25x

In der letzten Schreibweise erkennt man wieder die geometrische
Seite des Problems. D(x) gibt die Anzahl der Gitterpunkte unter-
halb der Hyperbel n, - n, = x an, die nicht auf den Koordinaten-
achsen liegen.
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Ganz leicht findet man

D(x) =¥ _ E"x
1 1sn s X
SIL]SX Sn25n1

D(x) =Y _ [ ] : { + O(ﬂ%=x-10gx+ 00x) .

1snsx

Bei Ausnutzung von Symmetrieeigenschaften der Hyperbel findet
man ebenfalls noch leicht

D(x) = xlogx + (2C - 1)x + 0(/X ),

wobei 1
& 1m{2 --logx}
n

die sogenannte DBulersche Konstante bedeutet. Schreibt man
analog zu (7)

D(x) = xlogx + (2C - 1)x + O(xB),

so gieht man, daB sich jetzt das Problem stellt, die wahre
Konstante B zu bestimmen. Nach Dirichlet ist O s B s E‘ Im

Jahre 1903 gelang Voronol der entscheidende Fortschritt, indem
er B S = erzielte. Dieses Ergebnis ist der eigentliche Viende-
punkt in der Geschichte der Bestimmung von Gitterpunktsenzahlen,
denn es wurde schon erwdhnt, daB beim Kreisproblem Sierpinski
auf das Voronoilsche Ergebnis aufbaute. Von nun an wurden das
Kreisproblem und das Dirichletsche Teilerproblem nahezu parallel

behandelt., Hardy zeigve 1915 B 2 %. Die Absch&tzung von B nach
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oben wurde in der Folgezeit von verschiedenen Autoren mehrfach
verbessert. Das beste Ergebnis erzielten unabhéngig voneinander
Chih (China, 1950) und Richert (BRD, 1953) mit B s 42, So stellt
sich heute das Problem so dar, die wahre Konstante im Intervall

i sBs %2 zu suchen, wobei man auch hier die Vermutung &uBert,

4’ L3
daB sich B wohl sehr nahe bei i'befinden wird.

Gegenwdrtig beschidftigt man sich intensiv mit dem unsymmetri-
schen Problem
D(a,b;x) = : 1 ’

45n%n2$x
bei dem a und b natiirliche Zahlen mit 1<a<b bedeuten. Die

Unsymmetrie des Problems bringt aber auch auBerordentliche
neue 3chwierigkeiten mit sich.

AbschlieBend sei vermerkt, daB alle modernen Resultate mit
tiefliegenden lMethoden der Theorie der Funktionen einer kom-
plexen Veré&nderlichen erzielt wurden. In der Gegenwart ver-
sucht man auch, mit elementaren llethoden an die Problematik
heranzukommen. Fortschritte erreichten dabei Vinogradov, Richert
covie Adie Unearn Grdds und 7uchs. Aber diese llethoden sind

noch nicht so weit entwickelt, daf sie die besten vorliegenden
Resultate nachzuweisen vermogen.

Prof. Dr. E. Krétzel

Professor im Bereich
Theoretische Mathematik

_— e ——

Anmerkung (zu S. 53, dritte Zeile):

[z] = & ist die zrdlte ganze Zahl, die kleiner oder
gleich z ist, 4. h., es gilt:

z2g>z-1, g zanzzahlig.
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Preisaufgaben 12/73

(E 57) MNan zeige, daB fiir beliebige Winkel o die Ungleichung

Begin 30 + 5 2 L4ecos 200 + S5es8in w

gilt!

™

Im Dreieck ABC ist die Differenz der liinkel o und B
gegeben; ¢ = « — B > 0. AuBerdem ist bekannt, dal
die Hohe von C auf AB (h,) die Lé&nge der Differenz

der Seiten BC und AC hat; he = AC - BC.

—~
E

\n
(09]

-

an berechne die /inkel des Dreiecks!

lian beweise Tiir n > 2, n natlirliche Zahl, die

P
&=
\n
Ne}
—

Uncleichung
{n!)® > n® .

Tis sei R der Radius einer Kugel, der eine gerade
Pyranide mit quadratischer Crundfléche einbeschrieben

~
t=1
o))
(@]

~

wird, r ist der Radius der dieser Pyratzide einbe-
schreibbaren Kugel, diec die “eiten- und Grundfléche
der Pyramide beriihrt. llan beweise:

R
5 2 VvZE + 1 .

I

Falls die Tunition f£(x) = sin i + cos(ax) periodisch
ist, so ist a eine rationale Zahl.

—~
(O]
-

p—

llan beweise diese Aussage!

JloxasaTs, YTO

|52 - v + | BT v = Ixl ¢ 15
N8 ADOHX ZLeliCTBUTEeNBHHX X X ¥y, MMEPOUX OXVHAKOBHE
3HaKHU.

S Or
Em -

N

N

Bem.: OIMHAKOBHE 3HAKM - einheitliche Vorzeichen

Losunzsbedingungen wie Ublich.

Einsendeschlul3: 31. Januvar 1974
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Gewinner im llonat Oktober

Jlirgen Socolowsky, Bergfelde, 11. Klasse,
Rainer Linde, Schmalkalden, z. 4. NVA,
Bernhardt "lorel, Jeubrandenburg, 12. Klasse.

Gewinner im Monat November

Lothar 'lenzel, Rerlin, 12. Klasse,
Horman Bitterlich, Karl-llarx-Stadt, 10. Klasse,
lMarcus Kasner, Templin, 9. Klasse.

Allen Gewinnern unseren herzlichen Glickvunsch!

Eine Aufgabe von Dr. habil. Roman Roth,
emer. Universitdtsprofessor, Jena

In der Ebene des allgemeinen Vierecks ABCD soll eine Gerade
gefunden werden, welche

a) den Richtungsvektor r # AC und v $ BD trégt und

b) die gerichteten Strecken AB und CD in einem gleichen Teil-

verh&ltnis schneidet.

1. Ldsung

ilan ergénzt das Dreieck ABD zum Parallelosramm ABDHy. Die den
Richtungsvektor v tragende Gerade durch A schneidet I4C in ¥,,
(siehe Abb, 1). AH, geht durch Verschiebung mit Hilfe des
Vektors A3 = ot in H3H, iber.

Behauptung: Hjll, ist die gesuchte Gerade.

Beweis: DHy ¢ HoC = x: ¥y &b
— Dily ¢ Uyl X+y ' ¥ —> DIy = m(x+y), n # O,
HyHa= my,
BA : H3A = m(x+y) : my = (x+y) : v (2)

]

DHq Hq,Hz
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Der Vergleich von (1) und (2)

bestdtisgt das geforderte glei-
che Teilverhéltnis, und durch

die erfolgte Schiebung ist

2 . L‘:js‘mg

1.

™

Da

Schritt:

Sehritbe

Schritt:

der vorgeschriebene Richtungs-
vektor r nicht geédndert
worden.

Annerkung: Man erledise selb-
stindiz den ndzlichen Fall

v || HiC, bel dem i, uneigent-
lich wird.

ilan parallelprojiziere AB in Richtunzg v nach

A3 € CD (siehe Abb. 2). (Hlur in Sonderfall f&llt
dabel R3 mit CD zusammen; dieser Sonderfall wird
in der Aufzabenstelluns ausgeschlossen. )

Yian errichte iber A8 und CD die perspextivisch
ghnlichen Dreieck A8y und CDIp .

E:J‘_ .

Wrsebnis: Durch My geht in Richtbuns r die gesuchte

11 schneidet CD im Punkt

Gerade T3y, .
Reweils:

D T :
Ty ist der Fixpunkt der

]
H

“treckunz 1 - B, 2> I,

T3, dibertrd 4 duren Parallel-

projeiction das Teilverhiiltnis
A, : T8 nach Al;; : i3 B.
Somit sind beide Bedinmunien
der Aufzabe erfiillt.
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Die meisten Punkte ...

=
[

... bei der Losung der Preisaufgaben D 43 bis H 42
des letzten Schuljahres erreichten folgende Einsender
(die Klassenstufen beziehen sich auf 1972/73):

Uwe Risch Burg 9.Klasse 58 Punkte
Jiirgen Socolowsky Bergfeld 11.Klasse 48 Punkte
Roger Labahn Anklam 9.Klasse 19 Punkte
Heidrun Yabnitz Jena 11.Klasse 17 Punkte
lMarcus Kasner Templin 9,Klasse 17 Punlte
Lothar lenzel Rerlin 12.Klasse ‘16 Punkte
Frank RBurghardt Iranlkfurt /0. 10.Klasse 15 Punkte
Bernhardt jorel Neubrandenburs 12.Klasse 15 Punitbe
Dieter Ilrdmann Loitz 10.Klasse 14 Punkte
Losungen
(& 25) (nach Frank Burghardt, Frankfurt/0., Klasse °)
b
> 4
ﬁ y
180°%=¢
——
a

58

Nach Definition des Tangens gilt:

(1) tan 2o ='% und
h
Y = = i
(2) an o =
Durch Umstellung erh&lt man:
(3) h = x tan 2x und
1 - tan®a




Durch Einsebtzen von (2) in (4) folgt

o B

(5) h=x 1—7—1:;2' :
"F
Man dividiert (5) durch h und stellt die Gleichung

wie folgt um:
2

h?
1 - 52 = X § %
Nach einer Multiplikation mit y? erh&lt man
y2-h® = 2 xy .
Nun eliminiert man h:
h?2 = y2- 2 xy und
(6) h =V/¥=-2 %y .
Nach der Definition des Tangens und einfachen Umstel-
lungen erhdlt man:

(7) +tan .'l.@.Q_:_.SQ i %}5—? . v o= I _—
2 tan —T—(a
1800 - b . b
8 = - =
(8) tan T T = *= o —TEv=g -
(7) und (8) eingecetzt in (&) ergibt:
n =1 i 2= gD " oder
.va i ’IBO - 2 W 1809 —
_ Va(a - 2b)
(9) h = TBo0 -

2 tan
Das Volumen der Pyramide berechnet sich wie folgt:

i _ a+b
3 Agesh  mit Aq Trap T'hTrap '

-} a+b)(x+y) h .

Jir setzen Gleichungen (7), (8) und (9) ein,

bekommen
’](a-}-'b. a+ D ~ala - 2b)
2 tan 1807~ 2 tan —2——5“80‘)-

29




und erhalten somit das gesuchte Volumen:

. LA ¥ b)axfaia - 2D)
24 tan? ——QEZJQ )

(% 28)

T
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2ine Zghl x aus der Folze a, a+1, ..., a+15 ist genau
dann prim zu allen anderen dieser Folge, wenn sie durch
keine der Primzahlen 2, 3, 5, 7 teilbar ist und sie im
Falle der Teilbarkeit durch 11 bzw. 13 nicht den Unzlei-
chungen a+5 = x < a+10 bzw. a+? = x £ a+12 geniigt.
Streicht man aus der rcesebenen Folge alle durch 2 oder
durch % teilbaren Zahlen, so bleibt eine Restfolze der
Form 2k+u (u ungerade) mit entweder a) k = 0,1,3,4,6,7
oder b) k¥ = 0,2,3,5,6. Da eine solche Restfolge hochstens
zwel Vielfache von 5 und im TFalle a) hochstens zwei, iu
Falle b) hdchstens ein Vielfaches von 7 enthiélt, 5ibt es
in der Restfolze nindestens zwei durch keine der Prim-
zahlen 2, 3, 5, 7 teilbare Zahlen n¢, nz. Giot es nehr
als zwei, so bleibt eine auch nicht durch 11 oder 15
teilbare, also relativ priﬁe ibris. Gibt es genau zwel,
so bleibt nur der Fall zu betrachten, dalk senau eine

(z. 3. nq) durch 11 und genau eine (np ) durch 1% tellbar
ist und dgf weder a+5 s nq s a+10 noch a+3 < np < a2
silt, ferner kann ansenommen tierden, das alle von ng, N,
verschiedenen Zahlea dor isusmznzsfolme mindestens 2inen
der Teiler 2, 3, 5, 7 haven (In allen anderen “illen
orcibt sich eine relativ orime Zahl). jer anezebene Inll
ist aber nicht mdzlich: Der ibschnitt a+5 =2z < a+10 enb-
h&1lt cenau zwel Zahlen der oben anpesgebenen lestiolse,

» denen eine - sie heile n3- durch 5, eine durch 7 teil-
bar sein muf. Ist ny# a+5, ¥ a+10, so gibt es in der aus
finf oder sechs Zahlen besteaenden Restfolie zu den Prim-
zahlen 5,7,11,13 je zenau ein Vielfaches, so dal minde-
stens eine durch keine dieszer Prinzahlen leilbare bleibt,
im idersvruch zur Annahne. Ist n +5 (bzw. n3 = a+10)
und a+5=2 (aod 3) (vzr. a+10E1 (mod %)), so ist a+15
(bzw. a) ein Vielfaches von 3%, gehdrt also nicht zur lest-



folge, so daB nach Streichung der Vielfachen von 5471
in Widerspruch zur Annahme wiederum eine Zahl iibrig bleibt.
Ist m = a+5=1 (mod 3), so gehdrt a+15 zur Restfolge,

aber a,a+1,a+2 nicht, so daB im Widerspruch zur Annahme
a+3s ne sa+12 gelten muB. Ist schlieBlich n3= a+10 = 2
(mod 3), so ist a = 1 (mod 3), a ungerade und durch 5
teilbar, so dab flir np ebenfalls nur a+3s< nz s a+12

gelten kann im Widerspruch zur Annshme.

Zu den Losungen der Serie 6/75

I Wir erhielten zu allen sechs Aufgaben Ldsungen. Zwei Ldsungen
dieser Serie wurden bereits im Heft 11/73 verdffentlicht.

Bel den Aufgaben E 32 bis E 36 traten keine charakteristi-
schen Fehler auf, anders jedoch bei E 31. Deshalb soll jetzt
eine Ldsung von dieser Aufgabe angegeben werden.

Die besten Einsender dieser Serie:

Jiirgen Socolowsky (8 Punkte), Lothar Wenzel (7), Bernhardt
Worel (7).

(% 31)| Alle Einsender versuchten, die Losung mit Hilfe der
Differentialrechnung zu finden und gerieten dabei z.T.
in erhebliche Schwierigkeiten. So wurden z.B. von eini-
gen die Extrempunkte, aber nicht die Extremwerte be-
stimmt. Auch die richtigen Losungen erschienen uns recht
umsténdlich. Deshalb haben wir uns entschlossen, eine
eigene Liosung ohne Verwendung der Differentialrechnung

— zu veroffentlichen.

Die Idee ist folgende:
Jir suchen eine reelle Zahl a mit

y(x) = a - (/2 - asin x + /& - a cos x)?,

asi4 und 2.2 = a /i =-a =6 .

Hieraus ergibt sich die quadratische Gleichung

a2- 6a « (1)

0 mit den Ldsungen

= 3 + /1o 8

a
1/2
Jetzt verwenden wir a1 und. a.2 wie folgt:

(:) y(x) = 2 sin®x + & cos?x + 6 sin x cos x
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3 + VA0 - (1 + 3/70 )sin?x - (/0 - 1)cos?x +

+ 6+8in x cos x

3 + /10" - ('\”l + /10" sin x -VV’TO?‘_-—'I‘ cosx)z.

1, Flir alle x gilt:
_(vﬂ + ;7ﬁ0=sin X - V??ﬁo: -1cosx)2 s 0.

2. Existiert ein x, das die Gleichheit realisiert?

V1 o+ ;730: sin x - V;;ﬁo;- 1cosx=0

+tan x:@
v;ﬁio;-!- 1

Also wird durch eine Ldsung dieser Gleichung die Null
realisiert.
Somit ist 3 + /70" das Maximum von y(x).

(::) y(x) = 3 = /70 + (/70" = 1)sirx + (/10 + 1)cos?x +

+ 6 sin x cos x

=3 =10+ ((/To - 1 sin x +\/To + 1 cosx)?,
1. Pir alle x gilt: (V;?ﬁo;- 1 sin x:+-Vw/1o'+ 1 cosx)220 |

2. BEs existiert ein x, welches die Gleichheit realisiert,
nédmlich die Ldsung von

VA/ 70" + 1 .
V:;io -1

Also ist 3 = /70" das Minimum von y(x).

tan x = -

Zu. den Ldsungen der Serie 7/8/73%
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Von den Ferienaufgaben der Serie 7/8/72 waren die Aufgaben
L 40 und E 42 besonders beliebt. Hoffentlich bleiben uns
die LOser, die hier ihre ersten Punkte erhielten, auch wei-
terhin treu. Zu den Aufgaben E 39 und E 41 erhielten wir
nur wenige Ldsungen. Fehler traten lediglich bei Aufgabe

E 40 auf, die von einigen offensichtlich zu leicht genom-
men wurde, Die Fehler waren liberwiegend Rechen- bzw. Fliich-
tigkeitsfehler.

Die besten Finsender dieser Serie:

Jiirgen Socolowsky (8), Uwe Risch (6), Frank Burghardt (6),
Bernd Klipps (5).




(B 37)

(nach Uwo Risch, Burg, 10. Klasse)
Yjenn wir die Gleichung y = /X + X + 3° quadrieren,
erhalten wir, da y stets nichtnegativ ist, hochstens
zu viele Losungen, die aber durch die Probe heraus-
fallen.

Y=+ X+ 3

[y-(X+%)][y+(X+%)]=1?; (=)

Wir substituleren: a =p. y = (x + %)

Laut Aufgabenstellung so0ll x rational sein. Dann ist
y genau dann rational, wenn a eine rationale Zahl ist.
AuBerdem gilt auf Grund von (*) a # O.

Aus (*) erhalten wir die Gleichung

‘ 1 11
y+(E+%5)=1g137 -
Hieraus und aus der Definition von a als
a=y - (x + %)

ergibt sich >
R i e gg = 48 it oa $ 0; a rational.

Flir solche x, x ist selbstversténdlich wieder rational
wie gefordert (da a rational istL ergibt sich in der
Ausgangsgleichung ¥*= ®+ x + 3 ¥ als rationale Zahl,
Die Probe bestétigt, daB filir alle x dieser Gestalt

auch y = /X + X + 3 eine rationale Zahl wird.

Probe: .( B 5 ”
N1 = 4a = 4& 11 = 4a = 4a
¥ = (Ba)? ? Ba 2
21+ 8822 + 16a%
J = 6lal
_ 11 + 482
J = [Ba |
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(E 41) | (nach Uwe Risch, Burg, 10. Klasse)

ES iSt 14o.¢1-22.0I2‘l..88.|0§990009 b 125‘”"56'789
p-mal p-mal p-mal p-mal

11...’] '(qoap"‘ 2.1O7p+ 3'106p+ see + 9) ol

Smnygmm—

h p-mal
- (108+ 2107+ 2105+ o40s + 9)

2
= : (k.']0(9-k)P. 1_03-_1 - ke109=k)
k=1

il

= IE (ke10(9=K)p, 3915_1 - ke10(9=k) P4 keq0(9=k)P_

- = ko’]OQ—k)
- B Ceotots-op, 1001 )
k=1
1’-'.:-’['."‘.9"'1’!. [C']Og—l: )p_1 _1] ) (’I)

Nach denm kleinen Satz von fermat sind nun sowohl
10p=1- 1 als auch (109=k)P=-1 _ 1 durch p teilbar,
d.h. jeder Summsnd von (1) ist durch p teilbar und
damit auch (1) selbst.

FALLS mancher von Thnen durch die vielen Auswertungen
in diesem Heft gelangweilt ist, bitten wir um Versténdnis.
Wie alle anderen wollten auch wir uns noch im alten Jahr der
fédlligen Pflichten entledigen.

Wir wilnschen Ihnen fir 1974 Erfolg bei der Realisierung Ihrer
Vorhaben und ein gliickliches Jahr. ﬁbrigens - beachten Sie
bitte unseren Tip auf der Titelseite. Thse: Redalicbien
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