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Die Losung

kombinatorischer Probleme mit
Hilfe von Computerprogrammen

Die stindig zunehmende Verbreitung von
Computern in allen Gebieten von Wissen-
schaft und Technik, in allen Zweigen der
Volkswirtschaft hat auBerordentlich be-
deutsame Auswirkungen auf die Gestal-
tung von Arbeitsplitzen und -weisen, auf
die zur Verfigung stehenden Mittel und
Methoden zur Lésung von Problemen des
jeweiligen Wissenschaftsgebietes. Beson-
ders enge Beziehungen bestehen dabei zwi-
schen Informatik und Methoden der Ma-
thematik. Zum Teil entstehen véllig neue
Teilgebiete innerhalb der Mathematik,
zum Teil verschieben sich die zu 10senden
Teilaufgaben, da u.a. die Arbeitsgeschwin-
digkeit der Computer ein wesentlicher Fak-
tor wird. Diesen Problemkreis wollen wir
hier an einem klassischen Beispiel erldu-
tern und dabei einige Uberlegungen zur al-
gorithmischen Losung von Problemen und
deren Formulierung durch Programmier-
sprachen anstellen.

Folgende Aufgabe sei gestellt:

Auf einem Schachbrett sind 8 Damen so zu
postieren, daf keine Dame eine andere
bedroht.

Wie viele derartige Positionen existieren?

Dabei wird natiirlich vorausgesetzt, daB
sich die Damen horizontal, vertikal und
diagonal bewegen kénnen. Eine Dame gilt
dann als bedroht, wenn sie sich in der Zug-
richtung einer anderen Dame befindet.
Dieses Problem wurde in vergangenen
Jahrhunderten viel untersucht (u. a. auch
. von Gaufl) — man fand 92 Losungen, zum
Teil mit sehr feinsinnigen Uberlegungen
zur Geometrie des Schachbrettes, zu mog-
lichen Symmetrien, Spiegelungen, Drehun-
gen usw.

Wie stelit sich nun diese Aufgabe unter Be-
riicksichtigung der Verwendung eines
Computers dar?

Es geniigt eine kurze Uberlegung, um fest-
stellen zu konnen, daB in jeder Horizonta-
len (jeder Reihe) und in jeder Vertikalen
(jeder Linie) genau eine Dame stehen muB.
Giibe es eine Reihe oder Linie ohne Dame,
so miilten in einer anderen zwei Damen
stehen, die sich aber dann gegenseitig be-
drohen wiirden.

Bild 1 zeigt eine im Sinne der Aufgabe giil-
tige und ¢ine ungiiltige Aufstellung.

Zur Beschreibung der Verteilung der 8 Da-
men auf dem Brett numerieren wir die acht
Linien von 1 bis 8 und definieren einen
Vektor POSITION, dessen Komponenten
den acht Linien zugeordnet sind; die

Bild 1
Zwei mogliche Positionen auf dem Brett

a) korrekte Position
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Werte der Komponenten bezeichnen das
Standfeld auf der zugehorigen Linie. Die
Positionen von Bild 1 werden durch die bei-
den Vektoren

[5,2,6,1,7,4,8,3] bzw. [1,3,5,2,4,6,4,8]
beschrieben.

Ein erstes, fir derartige kombinatorische
Probleme sehr typisches Losungsverfahren
ist die vollstindige Durchmusterung aller
moglichen Positionen. Dieses Verfahren
besteht aus zwei wesentlichen Schritten:
a) sukzessive Erzeugung aller méglichen Po-
sitionen;

b) Uberpriifung aller Positionen und Aus-
sonderung der geeigneten.

Fiir den Schritt a) ist wichtig, daB keine
Position vergessen und moglichst keine
doppelt erzeugt wird. Um dies zu errei-
chen, verwendet man die lexikographische
Anordnung der Positionen.

Dieses Prinzip, dem tatsdchlich die Anord-

nung der Stichworte in einem Lexikon
folgt, machen wir uns an der Aufzihlung
aller dreibuchstabigen Worter aus den
Buchstaben a, b, ¢ klar:

aaa aab aac
aba abb abc
aca acb acc
baa bab Dbac
bba bbb bbc
bca beb bee
caa cab cac
cba cbb cbe
cca ccb  cce

Es ist a <b<c¢ (< bezeichne die Vorgan-
gerrelation im Alphabet), und man setzt
alle Komponenten auf den kleinsten Wert
(aaa). AnschlieBend durchlduft die letzte
Komponente in der vorgeschriebenen Rei-
henfolge alle moglichen Werte (aaa, aab,
aac). Ist man mit einer Komponente am
Ende angelangt, wird die vorhergehende
um ein Element erhoht, und alle weiteren
werden wieder auf den Anfang zuriickge-
setzt (aba). Dies wird solange wiederholt,
bis siamtliche Komponenten den hochst-
moglichen Wert angenommen haben (ccc).
Ubertrigt man diese Methode auf die mog-
lichen Aufstellungen der acht Damen, so
erhilt man folgende Vektoren:

11111111
11111112

11111118
11111121

11111188
11111211

18888888
21111111

88888888 \

Dabei geschieht diese Aufzihlung ,ohne
Sinn und Verstand“; es wird ,nur“ gewahr-
leistet, daB keine Position fehlt und keine
doppelt vorkommt. Als Anzahl mdglicher
Positionen erhilt man somit

n=88=22=16777216.
Die Priifung der Korrektheit fiihren wir in
drei Etappen durch. Zwei (oder mehr) Da-
men in einer Reihe sind dann vorhanden,
wenn in einem Positionsvektor eine Zahl
mehrfach vorkommt. Etwas schwieriger ge-
staltet sich die Priifung, ob sich zwei Da-
men auf der gleichen Diagonale befinden.
Hierzu betrachten wir Bild 2.
Im ersten Diagramm enthilt jedes Feld die
Summe, im zweiten die Differenz von Ho-
rizontale und Vertikale. Absteigende Dia-
gonalen werden also durch konstante Sum-
men, aufsteigende durch konstante Diffe-
renzen charakterisiert.
In der obigen Beschreibung einer Position
durch Vektoren muB man also fiir eine be-
stimmte Dame Summe bzw. Differenz von
Komponentennummer und Komponenten-
wert bilden und priifen, ob sich diese
Werte, die die auf- und die absteigende
Diagonale charakterisieren, fiir weitere
Komponenten wiederholen.

alpha, Berlin 19 (1985) 1 - 1



Bild2
Summe und Differenz von Zeilen-
und Spaltennummer

a) Summe
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b) Differenz
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Betrachten wir noch ein zweites Losungs-
verfahren, das sich ergibt, wenn man nicht
»gar zu viele unnétige“ Positionen priifen
will, sondern ,konstruktiv moglichst gute®
Positionen zu erzeugen versucht. Fiir nicht
zu groBe Problemkomplexitit ist die voll-
stindige Durchmusterung zwar vollig legi-
tim, bei ansteigender Komplexitdt gerit
man aber auch schnell an die Grenzen der
Leistungsfihigkeit der Computer, auch bei
sehr hohen Arbeitsgeschwindigkeiten.
Die Idee zur Konstruktion von Losungen
besteht in folgender Vorgehensweise:
In jeder Vertikalen (von links nach rechts)
wird das niedrigste zuldssige Feld als Da-
menposition ausgewidhlt. Kommt man auf
diese Weise bis zur 8. Komponente, so ist
eine korrekte Position gefunden. Gelangt
man in eine Sackgasse (gibt es in der néch-
sten Vertikalen keine Setzungsmoglichkeit
mehr), so nimmt man die letzte Setzung
zurick, verwendet dort die ndchsthéhere
Moglichkeit und ,probiert sein Gliick” aufs
neue. Diese Methoden werden als Back-
track-Verfahren bezeichnet. Sie bilden in
der Informatik eine gut untersuchte, weit-
verbreitete Losungsmethodik. Betrachten
wir dazu den Beginn des Losungsweges.

1. PQSITION [1]=1;

2. POSITION [2] = 3;

3. POSITION (3] =5;

4. POSITION [4]=2;

5. POSITION (5] =4.
An dieser Stelle versucht man vergeblich,
eine Dame auf der 6.Linie unterzubringen,
alle Felder sind bedroht.
Deshalb wird die letzte Setzung zuriickge-
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nommen und das nichste freie Feld auf
der 5. Linie probiert. Da auch dies nicht
zum Erfolg fihrt, geht man zuriick zur
4. Linie, Feld 2 — mit dieser Setzung war
ndmlich die 6. Linie bereits blockiert.

Das nichste freie Feld auf der 4. Linie ist 7:

4. POSITION [4] =7,

5. POSITION [5] = 2;

6. POSITION [6] = 4;

7. POSITION [7] = 6.
Es ist fast geschafft, aber auf der B.Linie ist
nunmehr kein freies Feld mehr vorianden;
also geht es wieder zuriick.

Die erste im Sinne der Aufgabenstellung.

korrekte Position erhidlt man mit
. POSITION [1] =1;
. POSITION [2]=§;
. POSITION [3] = 8;
. POSITION [4] = 6;
. POSITION [5] = 3;
. POSITION [6] =17,
. POSITION [7}=2;
. POSITION [8] = 4.

Damit hat man eine Losung gefunden und
strebt die néchste ebenfalls durch Back-
tracking an. )

Diese Methode wird hiufig bei der Pro-
grammierung von Spielen zur Konstruk-
tion von Varianten (Spiel- oder Varianten-
baum), bei Suchprozessen (Suchbaum)
u. a. verwendet. Betrachtet man nidmlich
die Konstruktion einer gewiinschten Posi-
tion als Spiel und schreibt als Spielregeln
vor, daB die Linien von 1 bis 8 nacheinan-
der durchlaufen werden, so hat man fir
den 1. Zug die Felder 1,2, ...,8 zur Verfu-
gung. A

Hat man etwa den 1. Zug POSITION
[1]=5 ausgefiihrt, so sind fiir den 2. Zug
die Felder 1,2,3,7,8 moglich usw.

Bild 3 zeigt einen Ausschnitt aus dem zu
dieser Aufgabe gehdrenden Spielbaum.

0O~ AN AWM

Bild 3
Variantenbaum des Dameproblems
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Durch e sind Situationen markiert, in de-
nen keine regelgerechte Fortsetzung mehr
moglich ist. Der Sinn des Backtracking be-
steht nun einfach darin, da man von
einem solchen Punkt aus rickwirts geht
und einen neuen moglichen Weg sucht.
Dabei wird nur soweit zuriickgegangen, wie
es unbedingt erforderlich ist. So fihrt bei-
spielsweise die Folge 5-1-4-6-3 zu keinem

Erfolg — man geht zuriick und wihit
5-1-4-6-8... usw.

Probiert man dieses Verfahren einmal ,mit
Hand“ durch, so stellt man fest, daB der
Aufwand, einen erfolgreichen Weg zu fin-
den, immer noch betrichtlich ist, aber
doch bedeutend geringer als bei vollstindi-
ger Durchmusterung. Der Vorteil, da8 hier-
bei alle Ldsungen erfalt werden, bleibt
aber erhalten.

Die Tabelle zeigt die Anzahl der Losungen
firn=1,...,9.

Tabelle: Die Anzah! der Losungen
fir das n-Damen-Problem

Anzahl Anzahl

der Positionen  der Losungen
n=1 1 1 100%
n=2 4 0 0%
n=3 27 0 0%
n=4 256 2 0,781%
n=S5 3125 10 0,320%
n=6 46 656 4 0,00857%
n=17 826973 40 0,00484%
n=8 16777216 92  0,00054%
n=9 387420489 352 0,00009%

Ch. Posthoff

Kurzbiographie

Jahrgang 1943 — Abitur 1961 — NVA 1961
bis 1963 - Mathematikstudium an der
Karl-Marx-Universitit Leipzig 1963 bis
1968 — seit 1968 in Karl-Marx-Stadt ti-
tig — 1968 bis 1972 in der Industrie titig
(Anwendungen der Mathematik auf be-
triebliche Probleme) - 1969 bis, 1973 au-
BerplanmiBige Aspirantur am Biophysika-
lischen Institut der KMU Leipzig, 1975
Dissertation A (Anwendung mathemati-
scher Methoden in der kommunikativen
Psychotherapie) — seit 1972 als Assistent
bzw. Oberassistent an der TH Karl-Marx-
Stadt tdtig (Arbeitsgebiet: Mathematische
Methoden innerhalb des Gebietes Entwurf
digitaler Systeme) — 1979 Dissertation B
(Behandlung dynamischer Erscheinungen
in bindren Systemen) - 1980 Berufung
zum Dozenten an die Sektion Informa-
tionstechnik — 1983 Berufung: Lehrstuhl
Computerwissenschaften an der Sektion
Informatik (Arbeitsgebiete: Rechnerarchi-
tektur und Kiinstliche Intelligenz).



Eine Aufgabe von
em.o. Prof. Dr.-Ing.
habil. Dr.h.c.

Helmut Heinrich

Technische Universitd: Dresden

425204 Das Symbol XY HhRKR—Z be-
deute die folgende Konstruktion:

2

XT!/ Y

Auf der Sehne XY eines Kreises & (r; M)
wird die Mittelsenkrechte errichtet (Bild 1)
und in dem Punkt Z mit & geschnitten, fiir
den

A XZY < % (90°) )

ist. (Fiir den Fall, daB XY Durchmesser von
& ist, stehen zwei Schnittpunkte gleichbe-
rechtigt zur Wahl. Es gilt dann in (1) das
Gleichheitszeichen.)

Es sei nun A44B,C, ein beliebiges, dem
Kreis & einbeschriebenes Dreieck. Von
ihm aus werde eine Folge von dem Kreis &
einbeschriebenen Dreiecken A,B,C,
(n=1,2,3,...) erzeugt, indem die folgende
dreigliedrige Konstruktionsvorschrift
durchgefiihit wird (Bild 2):

1 BGh&—Ara
2. Ay 1GehR— By,

}k =0,1,2,...,n
3. B i1 h R—> Gy

Es ist zu zeigen:

I Die Dreiecke A4,B,C, konvergieren fiir
n— o gegen ein dem Kreis & einbeschrie-
benes gleichseitiges Dreieck 4*B*C*.

II. Fiir die Flicheninhalte A, = A (4,B,C,)
und A* = A (4A*B*C*) gilt

AeS A SLYSOyS . SO, S ... SA*
2
A‘=limA"=rTJZ¥_

o

(=max A (ABC);A,B,C,e &)

IIA

Geboren am 5. 9. 1904 in Gottesberg
(ehem. Schlesien). Schulbesuch von 1910
bis 1923 in Striegau, Posen und Schweid-
nitz (humanistisches Gymnasium) — Rei-
fepriffung im Mirz 1923 - 1923 bis 1928
Studium an der Technischen Hochschule
Breslau — Juli 1928: Dipl-Ing. der Fach-
richtung Mathematik — 1928 bis 1929 aus-
hilfsweise als Lehrer fiir Mathematik und
Physik an der Oberrealschule in Glogau
beschiftigt - 1929 wissenschaftliche
Staatspriifung fiir das Lehramt an héheren
Schulen (Studienreferendar) — 1931 pida-
gogische Staatspriifung fiir das Lehramt an
héheren Schulen (Studienassessor) — Als
Studienassessor zeitbedingt ohne Stellung,
aber unentgeltlich (!) als Lehrkraft (insbe-
sondere fir Physik) an einer hdéheren
Schule in Liegnitz eingesetzt — In dieser
Situation Bewerbung bei der Staatlichen
Chinesischen Tungchi-Universitdt in Wusung
bei Shanghai, im Februar 1933 Berufung
dorthin — Im Juli 1933 vor der Ausreise
nach China Promotion zum Dr.-Ing. an der
Technischen Hochschule Breslau (Thema:
Uber die Pfeilstellung eines Tragfliigels) —
1933 bis 1936 Professor fur Mathematik und
Darstellende Geometrie an der Tungchi-Uni-
versitdt in Wusung — 1936 Riickkehr an die
Technische Hochschule Breslau, daselbst
im Juni 1937 Habilitation und ab 1938 bis
1945 Dozent fiir reine und angewandte Ma-
thematik ~ 1946 bis 1954 als Spezialist in
der Sowjetunion - Seit der Riickkehr in
die DDR Professor flir Angewandte Mathe-
matik an der Technischen Hochschule
bzw. Universitdt Dresden — 1956 bis 1968
als Direktor des Instituts fiir Angewandte
Mathematik — 1968 bis 1970 (Emeritie-
rung) als Direktor der Sektion Mathematik
und Professor fir Numerische Mathematik —
Seit 1964 Mitglied der Deutschen Akademie
der Naturforscher Leopoldina zu Halle -
1971 Ehrenpromotion an der Technischen
Hochschule zu Wien - 1961 Auszeich-
nung mit dem Vaterlindischen Verdienst-
orden in Bronze — 1959 bis 1974 Herausge-
ber der Zeitschrift fiir Angewandte Mathema-
tik und Mechanik (ZAMM) als Nachfolger
von R. v. Mises, E. Trefftz und F. A. Wil-
lers — Arbeitsgebiete: Angewandte Analysis
(fir Mathematiker, Physiker und Inge-
nieure), Praktische Analysis (numerische
und graphische Methoden), Matrizentheo-
rie.

ala Construct a square in a given tri-
angle so that the base of the square is along
the base of the triangle and the other two
vertices of the square are on the other two
sides of the triangle.

A2a With a faucet turned on and the
drain closed, one can fill a tub with water
in 9 minutes; with the faucet turned off
and the drain open, it takes 12 minutes to
drain the tub full of water. How many mi-
nutes does it take to fill the empty tub with
water if the drain is open and the faucet is
turned on?

A3 a Pour construire 1a Tour Eiffel, on a
utilisé environ 885m? de fer; la masse volu-
mique du fer est 7,8t/m’. Qdelle masse de
fer a-t-on utilisée pour cette construction?

A4 a4 Une baignoire est remplie par son
robinet en 10 minutes et vieée par sa
bonde en — d’heure. On ouvre le robinet et
on oublie ‘he fermer la bonde; au bout de
combien de temps la baignoire sera-t-elle
pleine?

AS5a Crnomaem momonam cnuuky. Omny
OJIOBHHKY INepeIoMUM emie pa3. OpuH u3
MOJIYYHBIIKXCA KYyCOYKOB CHOBA IIOMBITA-
eMcd nepeoMuTh nmononam. [loyemy c Ka-
XKIBIM Pa30M JIOMATb CIIMYKY CTAHOBHUTCSH
Bce TpynHee?

Y

A6 a Hafnoure Bce MATH3HAYHBIC YHCIa,
paBHbIE Ky6y uncla, 06pa30BaHHOrO IBYMA
HMX IIOCTETHAMH OHPpPaMH.

alpha, Berlin 19 (1985)1 -3



Daten unserer
Schulgeschichte

Vom schweren Anfang

Alle Kinder und Jugendlichen unserer Re-
publik besuchen vom 6. bis 16. Lebensjahr
die zehnklassige allgemeinbildende poly-
technische Oberschule. Sie erhalten dort,
unabhingig von der sozialen Stellung der
Eltern, von Weltanschauung und Religion,
eine gleich hohe, fundierte wissenschaftli-
che Allgemeinbildung. Hochqualifizierte
Pidagogen arbeiten an der Erfiillung des
ansprughsvollen Erziehungszieles: die all-
seitige und harmonische Entwicklung jedes
Schiilers, seine Befihigung zu bewuBtem
Handeln fiir die Gesellschaft. Und nichts
empfinden die Kinder und Jugendlichen,
ihre Eltern und ihre Lehrer selbstverstind-
licher als gerade dieses, das doch erstmalig
in der Geschichte unseres Volkes ist. Und
es bliebe fiir sie ohne besonderen Wert, lie-
Ben wir den ProzeB des Werdens dieser
»Selbstverstindlichkeiten“ der Vergangen-
heit anheimfallen.

Fort mit den Trimmern...

Der erste Schritt auf diesem Weg war die
antifaschistisch-demokratische Schulre-
form. Ihre Hauptaufgabe bestand darin, die
Jugend vom Druck der imperialistischen
Ideologie zu befreien und im demokrati-
schen Sinne umzuerziehen. In keinem der
1945 eine sozialistische Entwicklung neh-
menden Linder Europas hatte der Faschis-
mus einen solchen Einbruch unter der Be-
volkerung erzielt wie in Deutschland und
hier ganz besonders unter der Jugend. Die
Easchisten gebrauchten die Schule als spe-
zifisches Werkzeug zur Verhetzung der Ju-
gend, und die Lehrerschaft hatte teilweise
sogar fanatisch mitgeholfen, die Jugend flir
die barbarische Kriegfiihrung reif zu ma-
chen.

Mehr als 70 Prozent aller Lehrer waren
Mitglied der NSDAP.

Schwer wogen auch die materiellen Schi-
den, die der Faschismus im Schulwesen
hinterlie8. Im Bombenhagel anglo-ameri-
kanischer Flugzeugangriffe auf deutsche
Stidte wurden zum Beispiel in Berlin von
den 649 Schulgebduden 149 zerstort, 42
sehr schwer und 85 mittelschwer beschi-
digt. Das waren 42,5 Prozent aller Ge-
bidude, die demzufolge fiir den Schulbe-
trieb ausfielen. Ahnlich sah es in Leipzig
aus oder in lindlichen Gegenden, die
Frontgebiete gewesen waren. Der Faschis-
mus hinterlieB ein schweres Erbe.

Aber der Sieg der Sowjetunion und ihrer
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Verbiindeten bedeutete nicht nur Zerschla-
gung des faschistischen Staates. Er hatte
den deutschen staatsmonopolistischen Ka-
pitalismus in seinen Grundfesten erschiit-
tert und seine Regulierungsmechanismen
zusammenbrechen lassen. Damit bot sich
dem deutschen Volk die historische
Chance, den Faschismus radikal unwider-
ruflich zu iberwinden. Diese Chance
wurde in der sowjetischen Besatzungszone
von den Kommunisten und den revolutio-
niren Kriften der Sozialdemokratie ge-
nutzt. Dabei gingen sie von der richtigen
Erkenntnis aus, daB es nicht moglich war,
die Macht- und Eigentumsverhiltnisse
dauerhaft zu verindern und ein Wieder-
erstarken des Faschismus fir immer zu
verhindern, ohne den EinfluB der imperia-
listischen Bourgeoisie auch auf das Schul-
wesen ein flir allemal zu brechen, den
Schulunterricht von allen reaktiondren
Theorien zu befreien, alle Bildungssperren
zu beseitigen, Kirche und Schule vonein-
ander zu trennen, das Bildungsniveau der
Werktitigen wesentlich anzuheben und sie
zum selbstindigen schopferischen Han-
deln zu befdhigen.

...und was Neues hingebaut

In diesem Sinne gab der Aufruf der KPD an
das deutsche Volk vom 11. Juni 1945 die
Orientierung und traf der Befeh! Nr. 40 der
Sowjetischen  Militdradministration  vom
25. August 1945 verpflichtende Festlegun-
gen fiir die Wiederaufnahme des Unterrichts
an den Schulen am 1. Oktober 1945.

Der Befehl ordnete an, neue Lehrplidne auf-
zustellen, alle faschistischen Lehrbiicher
und Unterrichtsmittel zu vernichten, neue
Lehrbiicher zum Druck vorzubereiten und
nur solche Lehrer wieder im Schuldienst
einzustellen, die nicht faschistisch enga-
giert und zu demokratischer Erziehungsar-
beit fahig waren. Zugleich verbot der Be-
fehl Nr. 40 alle allgemeinbildenden und
fachlichen Privatschulen.

Gemeinsam mit den sowjetischen Bil-
dungsoffizieren flihrten die neu geschaffe-
nen Schulverwaltungen und die fortschritt-
lichen Lehrer einen hartnickigen Kampf
um die Losung dieser Aufgaben. Es wur-
den provisorische Lehrplidne erarbeitet, die
notgedrungen sehr allgemein bleiben muB-
ten. Sie enthielten aber Minimalbedingun-
gen fiir einen Unterricht auf antifaschi-
stisch-demokratischer Grundlage. Ahnli-
ches galt fiir die in kurzer Zeit erarbeiteten
Lehrbiicher. Fiir den Geschichtsunterricht
war eine provisorische Losung nicht még-
lich. Die bisher im Unterricht betriebene
Geschichtsfdlschung erwies sich von so
prinzipieller Natur, daB eine neue Gesamt-
konzeption fiir den Geschichtsunterricht
erforderlich war. Bis zur Fertigstellung der
neuen Konzeption am Ende des Schuljah-
res 1945/46 wurde darum an den Schulen
kein Geschichtsunterricht erteilt. Mit der
Einflihrung einer modernen Fremdsprache
(in der Regel Russisch), des Faches Physik
und eines Mathematikunterrichts statt des

volkstiimlichen Rechnens erhielt die
Volksschule ein deutlich hdheres Niveau.
Die faschistische Schulpolitik und der
Krieg hatten die Lehrerschaft dezimiert.
Nach der fristlosen Entlassung der mehr
als 20000 faschistisch gebundenen Lehrer
fehlten fiir einen normalen Schulbetrieb
40000 Lehrer. Diese Liicke wurde durch
eine auBergewohnliche MaBnahme ge-
schlossen - die Gewinnung von Neuleh-
rern. Im ersten Nachkriegsschuljahr arbei-
teten etwa 15000 Neulehrer an den
Schulen. Sie kamen aus den Reihen der
Arbeiter, Bauern und anderer Werktitiger
und waren in ihrer Mehrzahl jiinger als
30 Jahre. Viele von ihnen besaen nur
Volksschulbildung. Sie waren die ersten
Vertreter einer neuen Lehrergeneration.
Mit Begeisterung und hohem persénlichem
Einsatz leisteten sie innerhalb und auBer-
halb der Schule umfingliche und wertvolle
Erziehungs- und gesellschaftliche Arbeit.
Den Unterricht bereiteten sie oft in spiter
Nacht vor. Thre Ausbildung war noch un-
zuldnglich. Mitunter waren sie ihren Kin-
dem nur einen Tag im Unterrichtsstoff vor-
aus. Aber ihr Unterricht unterschied sich
durch seinen neuen Inhalt, seine Frische
und Lebendigkeit, durch ein vertrauensvol-
les, kameradschaftliches Verhiltnis zu den
Schiilern positiv und grundsitzlich von
dem bis dahin typischen Unterricht in
deutschen Schulen. Ab Januar 1946 wur-
den dann weitere 25000 Werktitige in
Acht-Monate-Lehrgingen zu Lehrern ausge-
bildet.

Die vor und wihrend des ersten Nach-
kriegsschuljahres durchgefiihrten MaBinah-
men, von denen nur einige hier genannt
wurden, dienten der Uberwindung der
Ideologie des Faschismus, der Brechung
der Bildungsprivilegien und der Durchset-
zung der Hegemonie der Arbeiterklasse im
Schulwesen. Damit leitete bereits der Be-
ginn der antifaschistisch-demokratischen
Schulreform eine Verinderung des Klas-
sencharakters der Schule ein.

Rosel Keetmann, aus DLZ

Illustration: Rudolph Grapentin
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alpha stellt vor:

Dipl.-Ing.
Lutz Puffeld

RAW Halberstad:

Liebe Leser!

Seit nunmehr 18 Jahren beteilige ich mich
regelmiBig am alpha-Wettbewerb. Manch
einer der Leser fragt sich nun, wie ich mit
der Zeitschrift alpha und damit dem Wett-
bewerb konfrontiert wurde, ob mir das
Knobeln und Rechnen zum Finden von
Losungen SpaB macht oder wie ich am be-
sten zur Losung einer Aufgabe gelange.
Diese und andere Fragen mochte ich im
folgenden beantworten.

Als ich in die 5.Klasse ging, kam mein Va-
ter eines Tages mit einer neuen Zeitschrift
nach Hause, die den geheimnisvollen Na-
men alpha trug. Natiirlich wollte ich wis-
sen, was sich dahinter verbarg, und so blit-
terte ich diese Zeitschrift durch. Dabei
stellte ich fest, daB es sich um eine mathe-
matische Schiilerzeitschrift handelt, die
Wissenswertes und Informatives vermittelt,
die unter der Uberschrift In freien Stun-
den — alpha-heiter lustige Knobelaufgaben
enthilt, und die auch die Leser zur Beteili-
gung am Losen von Mathematikaufgaben
aufruft. Da ich natiirlich wissen wollte, ob
es mir gelingt, einige Aufgaben des al-
pha-Wettbewerbs zu 16sen, begann ich so-
fort, mir diese Aufgaben genauer durchzu-
lesen. Ich stellte fest, daB ich einige
Aufgaben ohne grofBere Schwierigkeiten 16-
sen konnte, daB es aber auch welche gab,
iiber die ich linger nachdenken muBte
oder die ich iiberhaupt nicht l6sen konnte.
Als dann nach einiger Zeit die Antwortkar-
ten bei mir im Briefkasten lagen, freute ich
mich dariiber. Es gab aber auch Aufgaben,
auf deren von mir eingesandte Losung ich
nur eine rote Karte bekam. Dies entmu-
tigte mich aber nicht, sondern im Gegen-
teil bemilhte ich mich beim nichsten
Wettbewerb, auch Aufgaben hoherer Klas-
senstufen zu l6sen. Bei diesen Aufgaben
hat es sich als zweckmiBig erwiesen, wenn
ich mich mehrere Tage damit beschiftigt
habe. Nicht selten legte ich angefangene
Aufgaben wieder weg, um sie nach ein paar

®

Tagen erneut vorzuholen. So kam ich
Schritt fur Schritt weiter, bis ich endlich
die Losung gefunden hatte. In der Ober-
stufe habe ich auch in einem auBerschuli-
schen Mathematikzirkel mitgearbeitet. Oft
wurden dort mit Hilfe unseres Matheleh-
rers schwerere alpha-Aufgaben gelGst.

Die regelmidBige Teilnahme am al-
pha-Wettbewerb hat sich natiirlich auch
positiv flir mich ausgewirkt. So konnte ich
bis zum Abitur mehrere erste bis dritte
Platze bei der Kreisolympiade Junger Ma-
thematiker der DDR erringen.

Auch spiter wihrend meines Elektrotech-
nikstudiums an der Technischen Hoch-
schule Otto von Guericke in Magdeburg be-
nétigte ich gute und fundierte mathemati-
sche Kenntnisse. Fast alle elektrotechni-
schen Probleme lassen sich durch mathe-
matische Gleichungen beschreiben und
dann auch durch spezielle Verfahren 16sen.
So ist es z. B. moglich, den zeitlichen
Stromverlauf eines elektrischen Schwing-
kreises mit Hilfe der Laplace-Transforma-
tion (Transformation in den Bildbereich)
zu errechnen, wenn zum Zeitpunkt ¢t =0
eine konstante EMK angelegt wird.

Heute bin ich Mitarbeiter in einer Kon-
struktionsabteilung fiir Elektrotechnik. Ob-
wohl dort nicht mehr die Mathematik, so
wie ich sie in der Schule und beim Stu-
dium angewendet habe, im Vordergrund
steht, ist es trotzdem notwendig, fur die
Konstruktion von Schaltplinen Stromstir-
ken, Widerstinde oder Leitungsquer-
schnitte {iber Formeln auszurechnen. Auch
jetzt werde ich mich weiterhin am al-
pha-Wettbewerb beteiligen.

Nun ist es aber nicht so, daB ich mich in
meiner Freizeit nur mit Mathematik be-
schiftige. Ich spiele aktiv in der 1. Mann-
schaft von Lok Halberstadt Tennis und
nehme dort auch am Wettkampfgeschehen
teil. Einen groBen Teil meiner Freizeit
widme ich natiirlich auch meiner Familie.
AbschlieBend mochte ich euch eine an-
spruchsvolle Aufgabe vorstellen, deren Lo-
sung ich mit Hilfe der Funktionsanalyse
fiir zwei voneinander unabhingigen Verin-
derlichen gefunden habe.

Es ist zu beweisen, dap fiir alle reellen Zahlen
x, y folgende Ungleichung eine wahre Aussage
wird!

x2+yr+1 2x+y+xy 1)
Nach Subtraktion von 2xy und Umstellung
ergibt sich: )
-2+ +lzxty—xy
(x—yl+lzx+y—xy
(x—ylzx+y-x-1 2)
Es ist moglich, durch Probieren festzustel-
len, daB die Ungleichung (2) fiir alle reel-
len Zahlen x,y erfullt ist. Das wire jedoch
kein Beweis, und man bekdme dafir be-
stimmt nur eine rote Karte.
Deshalb ist es notwendig, die Ungleichung
wie folgt umzustellen:
O=x?+y’—x—-y—-xy+1. 3)
FaBt man diese Ungleichung als Funktion
auf, 1aBt sich schreiben
z=flx,y)=x1+y’-x—y-xp+1l (4
z=f(x,y) stellt hierbei die Gleichung
einer Fliache dar.

In der weiteren Funktionsanalyse untersu-
che ich die Funktion f(x,y) auf Extrem-
werte und berechne diese.

Zunichst bilde ich die partiellen Ableitun-
gen nach x und y.

B _ oz _
ax  x dy o
=2x—-1-y =2y-1-x
dz, dz,
3x Zex = 2 a—y Zy, 2
9z, _ 9z,
a_y =2z, - 2, 1
Notwendige Bedingung:

z,=0

z,=0.

Nach dem Nullsetzen von z, und z, erhilt
man ein Gleichungssystem mit den beiden
Unbekannten x und y. Als Lésung ergeben
sich ein oder mehrere Wertepaare x,y, die
Koordinaten von extremwertverdichtigen
Punkten der gegebenen Funktion (Fliche)
sind.

2x—1-y=0

2y-1-x=0
y=2x-1

4x-2-1-x=0

x=1

y=1

Hinreichende Bedingung:
Es muB die Determinante D(x, y) bestimmt
werden, um zu entscheiden, ob eine Ex-
tremstelle vorhanden ist oder nicht, und ob
es sich dabei um ein Maximum oder Mini-
mum handelt.

ZD’

D(x,y) =
CnN=\ gz

D(x,y) = zyx 2, — 2)x" 2y

D(x,y)=2-2-1

D(x,y)=3.
Da D(x,y) > 0 folgt, daB eine Extremstelle
existiert. Aus z,,=2z,=2>0 folgt, daB
diese Extremnstelle ein Minimum darstellt.
Zum SchluB muB noch der zugehorige
Funktionswert z berechnet werden.

Zpn=124+12-1-1-1'1+1

Zmin = 0.
Die gegebene Funktion besitzt also ein Mi-
nimum im Punkt P(1,1,0).
Da z;, = 0 ist, ist somit bewiesen, daB die
Ungleichung (3) fiir alle reellen Werte-
paare x,y erfullt ist. Das Minimum wird
bei x=y=1 ereicht, d. h., es gilt das
Gleichheitszeichen in der Ungleichung (1).
Ich hoffe, daB mein gewihltes Beispiel
dazu beitrigt, daB ihr beim Losen eurer
Aufgaben vom schematischen Probieren
nach Moglichkeit abseht, sondern daB ihr
vielmehr eure Kenntnisse dahingehend an-
wendet, Losungen durch GesetzmiBigkei-
ten und Rechenverfahren zu finden.

L. Piiffeld

Zyx
Z,
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Das Pascalsche
Dreieck

Wir wollen ein Blatt Papier zur Hand neh-
men und darauf eine quadratische Tabelle
mit 100 Kistchen (zehn Zeilen und zehn
Spalten) so groB zeichnen, daB in jedes
Kistchen eine hochstens dreistellige Zahl
eingetragen werden kann.
Fertig?
Ja! — Dann wollen wir mit dem Ausfiillen
anfangen.
In die Kistchen der ersten Spalte schrei-
ben wir jedesmal eine ,1“. In die noch offe-
nen Kistchen der ersten Zeile werden Nul-
len geschrieben. Welche Zahlen in die
ibrigen Kiéstchen zu schreiben sind, ergibt
sich aus der folgenden einfachen Regel: In
jedes Kistchen wird die Summe derjenigen
beiden Zahlen eingetragen, die in der vor-
herigen Zeile direkt dariiber und links da-
neben stehen. Das Bild 1 soll das nochmals
verdeutlichen. So ergibt sich fir die zweite
Zeile in der zweiten Spalte eine 1 (denn
1+ 0=1), und in der dritten Zeile steht in
derselben Spalte eine 2 (1 + 1=2) und so
weiter.
Zu eurer Kontrolle schreiben wir hier die
vierte

1331000000

Bild 1 Bild 2

und die neunte Zeile der fertigen Tabelle
auf:

182856 705628810.

Schaut euch jetzt die fertige Tabelle auf-
merksam an!
Die Kistchen, in denen keine Nullen ste-
hen, bilden ein Dreieck, bei dem zwei Sei-
ten nur aus Einsen bestehen (die senk-
rechte und die schrige), widhrend die
waagerechte Seite so aussieht:

19 36 84 126 126 84 36 9 1.
(Man kann die Konstruktion der Tabelle
selbstverstindlich auch weiter fortsetzen
oder auch eher beenden, so daB mehr oder
weniger als zehn Zeilen ausgefiillt werden!)
Das entstandene Zahlendreieck nennt man
zum Gedenken an den bedeutenden fran-
z0sischen Gelehrten Blaise Pascal (1623 bis
1662), der es zuerst genauer studiert hat,
das Pascalsche Dreieck. Wozu ist diese Spie-
lerei aber nun eigentlich gut?

Wir zihlen Teilmengen

Wir betrachten die aus vier verschiedenen
Billen gebildete Menge M,. Ihre Elemente
seien also etwa ein Tennis-, ein Volley-,
ein FuB- und schlieBlich noch ein Basket-
ball (Bild 2).
Jetzt suchen wir alle ihre Teilmengen ein-
schlieBlich der leeren Menge & und der
ganzen Menge M,, sortieren sie nach der
Anzahl ihrer Elemente (Bild 3) und schrei-
ben auf, wie viele Mengen jeder Sorte es
gibt!
Richtig! Wir finden die Zahlen
14641
Kommt euch diese Zeile aber nicht irgend-
wie bekannt vor?
Aber ja, wir haben die finfte Zeile des Pas-
calschen Dreiecks gefunden. Und das ist
kein Zufall!

a+b

o

a2 & O

Bild 3

2 Elemente

(@) {B
) 4B )

0 Elemente 1 Element

") {®}{@}

3 Elemente 4 Elemente

[ BRNE
{
0_

Bild 4

) (@)}

)

1 1

@

2; (@} 0; (G}, (D}

@,

D)
1 1
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Wenn wir die Menge M; riechmen, die aus
drei Bidllen gebildet ist, dann finden wir
auf dem eben beschriebenen Wege die
Zahlen

133-1
fur die Anzahl der 0-, 1-, 2- oder 3elemen-
tigen Teilmengen, und das ist die vierte
Zeile des Pascalschen Dreiecks!
Und das gilt ganz allgemein:
Nimmt man eine aus genau n Elementen be-
stehende Menge M, und schreibt die Anzahl
ihrer Teilmengen auf, die jeweils kein, ein,
zwei, drei, ..., (n— 1) bzw. n Elemente enthal-
ten, dann erhdlt man gerade die (n+ 1)-te
Zeile des Pascalschen Dreiecks.
Wir iberprifen diese Behauptung zu-
ndchst noch an den Fillen n=0, n=1
und 7 =2 und finden sie immer bestitigt
(Bild 4).
Um die Behauptung aber ganz allgemein
beweisen zu kdnnen, miissen wir vor allem
zeigen, daf jede Zeile aus der vorherigen nach
derselben Regel berechnet werden kann, wie
sie bei der Bildung des Pascalschen Dreiecks
benutzt wird. Davon kdnnen wir uns aber
iberzeugen!
Wenn wir beispielsweise die Zahl der 2ele-
mentigen Teilmengen von M, feststellen
wollen, dann stecken wir fir einen Mo-
ment den Tennisball in die Tasche und er-
halten die Menge M,. Sie enthdlt bereits
drei Teilmengen mit je zwei Elementen
(Bild 5):

Bild 5

Wollen wir die librigen zweielementigen
Teilmengen von M,; bekommen, dann
brauchen wir offensichtlich den Tennisball
aus der Tasche nur in eine der einelemen-
tigen Teilmengen von M, zu legen (Bild 6):

Bild 6

Wir finden somit genau 3 + 3 =6 solche
Mengen, genau wie es die Bildungsregel
des Pascalschen Dreiecks verlangt. Es ist
recht einleuchtend, daB dieser Vorgang zur
Bestimmung der Zahl aller k-elementigen
Teilmengen einer Menge M, aus n Ele-
menten vollig analog durchgefiihrt werden
kann, wenn k < n ist.



Die Anzahl der Selementigen Teilmengen
einer Menge aus acht Elementen brauchen
wir demnach nicht milhsam abzuzéhlen,
sondern finden sie sofort in der neunten
Zeile an fiinfter Stelle: 70. Das ist aber
nicht die einzige Anwendung des Pascal-
schen Dreiecks.

Der Binomische Satz

Die Potenzen eines Binoms — nehmen wir
zunichst einmal (1 + x) — koOnnen wir
durch Ausmultiplizieren und Ordnen nach
Potenzen von x noch relativ leicht als
Summe schreiben:
(1+x)=1+2x+1x?,
Q1+xP=14+3x+3x2+1x3,
A+x)¥=1+4x+6x2+4x>+ 1x*.
Wollen wir auch (1 + x)° oder etwa gar
(1 + x)? so ausrechnen, so wird uns das si-
cher ziemlich beschwerlich werden. Gibt es
denrfinen leichteren Weg?
Und wieder hilft uns unser Dreieck!
Die Koeffizienten vor den Potenzen von x
121
1331

14641
stimmen genau mit der 3. bis 5. Zeile des
Pascalschen Dreiecks iiberein.
Um zu beweisen, daB diese Beobachtung
auch hier kein Zufall, sondern eine allge-
meingiiltige Regel ist, haben wir uns wie-
der zu iberlegen, daB beidemal dasselbe
Bildungsgesetz vorliegt.
Betrachten wir beispielsweise
A+xy=0101+x)0+x)*
=1 +x)(1+4x+6x2+4x3+1x9,
so sehen wir, daB sich etwa der Koeffizient
von x? als Summe der Koeffizienten von x2
und x? in der vorhergehenden Potenz er-
gibt: wie im Pascalschen Dreieck erhalten
wir 10 =6 + 4,
Und der Sachverhalt gilt in der Tat allge-
mein. -
Die Folge der Koeffizienten der 0-ten, ersten,
zweiten, ..., n-ten Potenz von x in der n-ten
Potenz des Binoms (1+ x) stimmt mit der
(n+ I)-ten Zeile des Pascalschen Dreiecks
iiberein.
Wieder hilft uns das Dreieck Zeit sparen.
Ganz ohne Rechnung schreiben wir jetzt
beispielsweise auf:
(a+ b)°=a®+9a% + 36a7b2 + 84a6h?

+ 126a%b* + 126a*b3 + 84a3b$
+36a%h7 + 9ab® + 157,

Eigenschaften
des Pascalschen Dreiecks

Lassen wir die Nullen weg, so kénnen wir
unserer Tabelle eine symmetrische Form
geben (Bild 7):

Zwei Eigenschaften der Tabelle wollen wir
herausstreichen.

(1) Jede Zeile ist beziiglich ihrer Mitte
symmetrisch besetzt.

(2) Die Summe der Zahlen in der (n+ 1)-ten
Zeile ist doppelt so grof3 wie die der
vorherigen Zeile und folglich gleich 2.

Es ist nicht schwierig, diese Eigenschaften
zu beweisen, denn sie sind eine unmittel-
bare Folgerung aus der Bildungsvorschrift.

Bild 7

7446 4 7
7 51 10 &5 7
7 61520 15 6 7
7 735377
7 82836 70 5628 8 71
1 9 368416 126 84 9 7

Beide konnen aber auch noch auf je zwei
anderen Wegen bewiesen werden, nimlich
unter Verwendung der Anzah! von Teil-
mengen oder unter Ausnutzung des Bino-
mischen Satzes.

Aufgaben

Ala Fihrt die Beweise

durch!

A2a Vom Punkte 4 an der Ecke eines
StraBennetzes wandert eine Gruppe von
27 Leuten los, und zwar so, daBl an 4 und
an jeder Abzweigung jeweils die Hilfte der

selbstindig

ankommenden Gruppe die Richtung E\,
die andere die Richtung | einschligt. Wie
viele Leute kommen schlieBlich in den ein-
zelnen Punkten B, C, D, ..., H, I am Ende
des Netzes (Bild 8) an?

Bild 8

8 C D E F G H 2

A3 A Wie viele a) zweiziffrige und b)
dreiziffrige Zahlen gibt es, wenn die Zif-
fern der GroBe nach fallend geordnet ste-
hen- sollen?

A4 4 Als Dreieckszahl bezeichnet man
die Anzahl der Gitterpunkte, die zu einem
Teildreieck eines reguldren Dreiecksgitters
gehdren (Bild 9). Wo findet man diese
Dreieckszahlen im Pascalschen Dreieck?

JAN

Bild 9

A S5 A Multipliziere aus:
a) (a - b)5 b) (x ~ 2y)°.
A. Bendukidse,

Anmerkungen des Ubersetzers: (1) Wenn ihr
noch mehr iiber das Pascalsche Dreieck
wissen wollt, so empfehle ich die Lektiire
des Biichleins:

L. Lovasz, K. L. Vesztergombi, J. Pelikan,
Kombinatorik, BSB B.G. Teubner Verlags-
gesellschaft Leipzig, 1. Auflage 1977
(Math. Schiilerbiicherei Nr. 90)

(2) Die in diesem Artike!l vorgelegten ,Be-
weise“ von Aussagen der Form: ,Fiir alle
natiirlichen Zahlen n gilt: ...“ sind eigent-
lich alle unvollstindig. Echte Beweise wer-
den daraus erst, wenn wir die Methode der
vollstindigen Induktion anwenden. Hier
wird immer nur der entscheidende Schlufl
erliutert. Uber mathematische Beweise
und die genannte Methode speziell solltet
ihr euch in dem Buch: R.Thiele, Mathema-
tische Beweise, BSB B. G. Teubner Verlags-
gesellschaft Leipzig, 2. Auflage 1981 ge-
nauer informieren.
aus Quant, Moskau,
iibersetzt von Dr. R. Hofmann, Leipzig

Welchen Ursprung
haben die Namen
der Monate?

Die ersten acht Monate wurden vorwie-
gend nach rdmischen Gottern oder histori-
schen Personlichkeiten benannt. Das ist
heute nicht weiter verwunderlich, da der
heute giiltige Julianische Kalender von dem
romischen Feldherrn und Staatsmann Ju-
lius Cdsar (100 v.u.Z. bis 44 v.u.Z.) einge-
fiihrt wurde. Thm zu Ehren erhielt gleich
der Juli seinen Namen. Auch dem romi-
schen Kaiser Augustus, der einen nach
dem Tode Cisars gemachten Fehler in der
Zeitrechnung korrigierte, wurde diese Ehre
zuteil — der achte Monat heif3t August. Der
Monat, der das Jahr er6ffnet, wurde nach
Janus, dem Gott der Tiir, des Ein- und
Ausgangs, Januar benannt. Von den Na-
men des Kriegsgottes Mars, der Géttin
Maia und der obersten Goéttin Juno, der
Schiitzerin des Staates, leiten sich Mirz,
Mai und Juni ab.

Die restlichen Namen hingen mit dem
Lvorjulianischen Kalender zusammen, bei
dem das Jahr am 1. Mérz begann. Demzu-
folge waren September, Oktober, Novem-
ber und Dezember der siebente bis zehnte
Monat im Jahr — die lateinischen Zahlen
septem, octo, novem und decem (7, 8, 9 und
10) verstecken sich in ihren Namen. Im
letzten Monat hatte man sich innerlich
und #duBerlich zu reinigen. So wurde das
altromische Reinigungs- und Sithnefest Fe-
brua zum Monatsnamen Februar.

Aus: technikus

alpha, Berlin 19 (1985) 1 - 7



Eine Rechteckzerlegung —
arithmetisch, geometrisch
und rechentechnisch betrachtet

1. Aufgabe

Man zerlege ein Rechteck mit den Seiten-
lingen a und b, b = a durch drei geradli-
nige Schnitte so in vier Teile, daB diese zu
einem Quadrat zusammengelegt werden
konnen, das natiirlich den gleichen Fli-
cheninhalt wie das gegebene Rechteck hat.

2. Hinweise fiir die Losung

Beliebig schmale Rechtecke kann man
nicht in der geforderten Art zerlegen. So
kann man z.B. ein Rechteck mit den Sei-
tenlingen b =100 und a =1 sicher nicht
so in vier Teile schneiden, daB alle diese in
ein Quadrat der Seite 10 hineinpassen.
Man wird sich also auf kleinere Seitenver-
hiltnisse beschrinken miissen. Wir wollen
aber auBerdém Zerlegungen, bei denen das
Seitenverhiltnis eine Konstante sein muB,
als uninteressant betrachten. So verhilt es
sich z. B. mit der Zerlegung, die in Bild 1
und 2 angedeutet ist. (Nach ND vom
23./24.7. 83, Knobelseite.)

Bild 1 -

Bild2
\ oy

Man erkennt sofort anhand von Bild 2:

a+x=1/;b_, x+y=Ja_b‘, b—y=1/£,

also besteht zwischen a und b der Zusam-

menhang
b—a=@(-y)+x+y)
—(a+tx)=

oder b2-3ab+a’=0

oder (_1,_)1 - 3(3) +1=0.
a a
Die beiden Wurzeln sind:
Z =— (3 + 1/_) und
b
2> (3 -V5)=——
5 (3 1e+m

Die zweite Wurzel liefert geometrisch
nichts Neues, die Rollen von a und b sind
nur vertauscht. Setzt man b > a voraus, so
ist also diese Zerlegung nur fiir das Seiten-
verhﬁltnis

—= % (3 + 1/—) giiltig.

a
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Wir suchen dagegen eine Rechteckzerle-

gung, bei der das Seitenverhiltnis % in

_einem Intervall liegen darf:

1=2<6.
.o a
Uber die Grenze G mul eine Aussage ge-
troffen werden. Bei der vorgeschlagenen

Losungist G=3 +2 \/2_, ob es andere Zer-
legungen, insbesondere mit einem grofe-
ren G gibt, ist mir nicht bekannt. Es sei zu-
gelassen, daB beim Zusammenlegen der
Teilstiicke diese gespiegelt werden diirfen.

3. Losung
Eirt Rechteck ABCD mit den Seitenlingen

aund b, % = 1 soll wie folgt in vier Teiltra-

peze 1 bis IV zerlegt werden (Bild 3):

]
Bild 3

A 8

Durch zwei geradlinige und parallele
Schnitte PQ und RS soll ein Parallelo-
gramm PQRS aus der Mitte des Rechtecks
herausgeschnitten werden. Dabei sollen
zwei kongruente Teiltrapeze abfallen:
ABQP und CDSR. Das Parallelogramm
PQRS wird weiter durch einen Schnitt YZ
halbiert, der senkrecht zu PQ und RS ver-
lauft, so daB zwei weitere Teiltrapeze ent-

stehen: PYZS und RZYQ, die kongruent-

sein sollen.

Nun soll untersucht werden, welche Bedin-
gungen man an die Schnitte kniipfen muB,
damit die vier Teiltrapeze zu einem Qua-
drat zusammengelegt werden konnen
(Bild 4):

[

Bild 4

(II' und III' sind Spiegelbilder von II und
IIT aus Bild 3, die FuBpunkte Y und Z des
dritten Schnittes treten in Bild 4 doppelt
auf: Zund Z’, Yund Y')

Bezeichnungen: AB=CD=a
YZ=YZ7Z =p
AP=CR =x
BQ=DS=y
SZ=QY =q (Bild5)
P

-

=

Die Unbekannten p, ¢, x, y miissen fol-
gende Bedingungen erfilllen:

1) a+p= \/E (1. Lingenbedingung)
@) y+gq= \/a_b (2. Lingenbedingung)
3) % = % (Geradenbedingung)

@) -xP+al=(x+q)
(Rechteckbedingung, da der Pythagoras
die Rechtwinkligkeit voraussetzt;) (In-
haltsformeln fiir Rechteck und Trapez
werden nicht benutzt.)

Aus (1) folgt: p = yab — a.

Aus (2) folgt: g = yab — y.
P, q eingesetzt in (3):

x+y-\ib _y-x

yab—a a
oder x+ (2 '\/% - 1>y=
g eingesetzt in (4) liefert:
(y—x)2+a2=(x—y+\/5)2
=(x—y)2+2(x—y) yab + ab

1 a / a
-xt+ty= 7 \/E - 7 F .
Damit ist fir x und y ein lineares Glei-
chungssystem gefunden:

x+(2 w/%—1>y=
1 a |a
—x+y—71/E—7 —b'

Dieses System ist eindeutig 16sbar.

Man findet:
b-a a [a
4 2 b
1
y= 4 + 7 1/a—b' .
Beachten wollen wir noch, daB die Varia-
ble g als Streckenldnge nicht negativ sein
kann. Daher liefert ¢ = 0 eine Grenzbedin-
gung:
q=+ab -y
b—a 1
w222 L a =0
1/a— _ b—a
2
2
oder (i) - 6<—g> +1=0.
a a

Diese quadratische Gleichung hat die bei-
den Losungen

%=3+2\/2_und%=3—2,/2_,

die reziprok zueinander sind. Die zweite
Wurzel ist fiir uns uninteressant, weil wir

oder

b
a7 2 1 vorausgesetzt hatten. Sie liefert ne-

benbei bemerkt auch keinen neuen geo-
metrischen Sachverhalt, denn ist



§=3—2\/2—,soist%=3+21/2—.

Die erste Wurzel liefert also den Wert fur
das maximale Seitenverhiltnis unserer
Konstruktion

(£> =3+2J2_.Es ist

a [ max

Vi+242 =1+42.
Beim Rechteck mit den Seiten 1 und
3+2 ﬁ zerfillt das aus der Mitte heraus-
geschnittene Parallelogramm bei der Hal-
bierung in zwei rechtwinklige und gleich-
schenklige Dreiecke (Bild 6 und 7):

Bild 6

Bild 7

on
5
_

4. Bemerkungen
zur praktischen Ausfiihrung

(1) Sind a und b als Zahlen gegeben, so
kontrolliert man zunichst die Bedingung

1= % =3+242 . Liegt das Seitenverhilt-

nis in diesem Intervall, ist die Aufgabe
nach dem oben beschriebenen Verfahren
16sbar. Man zeichnet das Rechteck, be-
rechnet die GroBen x und y und trigt sie
nach Bild 8 ab.

Bild 8 —

Damit sind die beiden Parallelschnitte PQ
und RS festgelegt. Darauf wird die Strecke
x noch einmal auf PQ und RS nach Bild8
abgetragen, dadurch sind die Punkte Y und
Z festgelegt. Die Strecke YZ ist der dritte
gesuchte Schnitt.

(2) Sind a und b als Strecken gegeben, so
kénnen die Schnitte auch klassisch, also
rein geometrisch mit Zirkel und Lineal
konstruiert werden, ohne Numerik. Man
konstruiert zum Rechteck mit den Seiten a

Bild 9 ° LL

- v

und b zundchst das gleich groBe Quadrat

mit der Seite \/E . (Hinweis: Benutze Ho-
hensatz im rechtwinkligen Dreieck.) Auf
zwei gegeniiberliegenden Seiten trigt man
entgegengesetzt a ab. (Bild 9)

Man erhilt die Punkte 4 und C. Auf den
anderen beiden Seiten des Quadrates kon-
struiet man ¢ nach der Vorschrift

q=%1/a_—¥. Dazu wird a auf der

Strecke b abgetragen und zweimal halbiert.
Das Ergebnis wird auf der halben Quadrat-
seite abgetragen. So findet'man die Punkte
S und Q. Sie werden durch eine Gerade
verbunden (Bild9). Ein Lot in 4 schneidet
die Gerade SQ in P. Damit sind x = P4
und y = BQ konstruiert.

Nach den Hinweisen in Bemerkung (1)
konnen nun die drei Schnitte im Rechteck
eingetragen werden.

(3) Bei dieser Aufgabe tritt, so elementar
sie auch ist, eine bemerkenswerte Beriih-
rung von Geometrie und Arithmetik in Er-
scheinung: Das Problem ist geometrischer
Natur (gesucht sind Schnitte in einem
Rechteck), und die Lésung iiberblickt man
auch am besten an Hand einer Zeichnung.
Nun ist diese Aufgabe rein zeichnerisch
16sbar mit Zirkel und Lineal, aber die Zei-
chengenauigkeit geniigt nicht immer den
Genauigkeitsanspriichen der Praxis. Des-
halb mochte man bei dhnlich gelagerten
Aufgaben auf die numerischen Zwischen-
resultate mit weit héherer als Zeichenge-
nauigkeit nicht gerne verzichten. Beide
Anforderungen der Praxis, also Geometrie
und Arithmetik — Anschaulichkeit und
Genauigkeit — kbnnen heute durch die Re-
chentechnik vollstindig automatisch be-
handelt werden. Unsere Rechenautomaten
konnen iiber Bildschirm oder Zeichenge-
rite mit Hilfe der Software und Digitalgra-
fik Zeichnungen erarbeiten. Es ist selbst-
verstindlich, ‘daB in diesen Zeichnungen
numerische Resultate einflieBen konnen,
wie es bei dieser Aufgabe naheliegt. Ist die
Aufgabe einmal programmiert, so braucht
man nur die Zahlwerte fiir ¢ und b einzu-
geben, und der Rechenautomat liefert die
Schnittfigur im Rechteck oder die Mittei-
lung, daB das Seitenverhiltnis zu groB ist
(Biid 10).

Bild 10

158
T

a-18

Vergessen sollte man aber nicht, daB vor
einer Automatisierung erst eine LOsungs-
idee erarbeitet werden muB und ein For-
melapparat mit eventuellen Grenzbedin-
gungen fiir die Programmierung bereitzu-
stellen ist. Daher sind Geometrie- und
Arithmetikkenntnisse beim Einsatz moder-
ner Rechentechnik nicht iiberfliissig, son-
dern Voraussetzung.

(4) Was 148t sich nun iiber das allgemeine
Rechteck mit den Seitenldngen a, und b,
sagen, dessen Seitenverhiltnis nicht der
152

Grenzbedingung 2
0

abgeleiteten

=342 \/2_ unterworfen ist? (by > ay).

Durch eine Folge von Halbierungen von b,
und entsprechenden Verdopplungen von a,
kann man sich eine Folge von inhaltsglei-
chen Rechtecken erzeugt denken. Der Pro-
zeB wird so lange fortgefiihrt, wie fiir die
neuen Seiten a’ und &’ gilt: b’ = a’. Es sei
nach n Schritten b =27"by und a’' = 2",

’

mit b’ = a’, aber bT <2a’'. Alsoist b’ <4d’

oder 1§%<4<3+2J2—. Mit diesem

Halbierungs-Verdopplungsproze8 kommen
wir in den zuldssigen Bereich fiir das Sei-
tenverhiltnis. Fiir das letzte Rechteck un-
serer Folge kann nun die beschriebene Zer-
legung durchgefiihrt werden. (Bild 11 und
12) Wir konnen also sagen: Jedes Rechteck
mit den Seiten a, b kann durch eine endli-
che Zahl von geradlinigen Schnitten so
zerlegt werden, daB die Teile zu einem
Quadrat mit dem Flicheninhalt a-b zu-
sammengelegt werden konnen. Damit ist
aber nicht gesagt, daB es eine feste endli-
che Schnittzah! fur alle Rechtecke gibt. Sie
existiert sicher nicht.

Bild 11
LT
1Y
i
ul Bild 12
;.
.
a-8 {1

r s
y =625

3

\ \\\———'\
\
\
\\

W. Dérband

Nachbemerkung: In alpha 1/84 wird auf
den Seiten 15 und 20 (Mir Schere und Kopf-
chen) nach The Mathematics Calendar, 83,
Carleton University, Ottawa/Kanada sogar
eine Zerlegung mit nur zwei Schnitten mit-
geteilt. Sie gilt nicht nur fir den angegebe-
nen Spezialfall des 2-mal-5-Rechtecks,
sondern fiir alle Rechtecke mit einem Sei-

tenverhiltnis 1 = % <4.

Bild 13 —

e

Skizze nicht maBstiblich! (b = a)
Wie man aus der Skizze ablesen kann,

miissen die Ungleichungen \/E =2aund
b- y/a_ = 1/-5 erfiillt sein. Beide fiihren

auf die Bedingung % =4.

alpha, Berlin 19 (1985)1-9 _
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Schatz doch mal!

Die Aufforderung ,,Schitz doch mal!“ bzw.
die Frage ,Was schitzt du?* hat man
schon oft gehtrt. Im Fernsehen der DDR
gibt es sogar eine Sendereihe ,Schitzen
Sie mal!“ In dieser Unterhaltungssendung
wird den Mitspielern wiederholt der Auf-
trag erteilt, Stiickzahlen, Alter, Geschwin-
digkeiten, Entfernungen usw. ndherungs-
weise ohne Verwendung von MeBinstrumen-
ten anzugeben. Oft weichen die Antworten
sehr stark vom eigentlichen Wert ab. Ja,
zuweilen hat man den Eindruck, daB ein
Mitspieler gar nicht geschitzt, sondern ge-
raten hat.

Das ist wohl immer dann der Fall, wenn
der Befragte keine Vergleichsgréfen kennt
bzw. iiber den Sachverhall nicht hinrei-
chend gut informiert ist.

Will man etwa die Frage beantworten:
»Wie grol war schitzungsweise der Elek-
troenergieverbrauch 1983 in der DDR?“, so
wire es z. B. niitzlich zu wissen, wieviel
Elektroenergie an einem Tag in unserem
Lande verbraucht wird oder wieviel Elek-
troenergie ein Bezirk oder eine GroBstadt
ungefihr an einem Tag bzw. in einer Wo-
che benétigt. Man braucht also irgendeine
Orientierung, um die Frage durch Schit-
zen und nicht durch bloBes Raten zu be-
antworten.

Im Unterschied zum Raten wollen wir also
unter Schitzen das Bestimmen von Ndhe-
rungswerten fiir Grifien ohne Verwendung von
Mepinstrumenten durch Vergleich mit bekann-
ten Grgfen verstehen. Wihrend bei ,,Schit-
zen Sie mal!“ das Schitzen nur ein Spiel
ist und vor allem den Mitspielern und Zu-
schauern SpaB machen soll, spielen das
Schitzen und die Qualitit des Schitzer-
gebnisses im tiglichen Leben oft eine
groBe Rolle. So konnen z. B. beim Losen
von Sachaufgaben gute Schitzungen hel-
fen, Fehler zu erkennen. Schlechte Schit-
zungen von Geschwindigkeiten oder Ent-
fernungen sind im StraBenverkehr hiufig
Ursachen von Unfillen. Ein zu grobes
Schitzen von Entfernungen im Gebirge
hat schon bei mancher Wandergruppe zu
einer unfreiwilligen Nachtwanderung ge-
flihrt. -

Das Schitzen von Entfernungen hat fir
das Orientieren im Geldnde und auch fiir
das Schiétzen von Flichen- und Raumin-
halten, das auf das Schitzen von Strecken-
lingen zuriickgefiihrt werden kann, groBe
Bedeutung. Aus diesem Grunde wollen wir
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uns diesem Aspekt des Schitzens beson-
ders zuwenden und einige Vergleichsgré-
Ben kennenlernen.
Beim Schitzen von Entfernungen im Ge-
ldnde ist es sinnvoll, bekannte Grundentfer-
nungen (z.B. Abstand zwischen Telefonma-
sten) zu suchen, um dann zu iiberlegen,
wie oft diese in die zu schitzende Entfer-
nung hineingehen.
Hier seien einige im Geldnde feststehende
Entfernungen angegeben:
Absiand zwischen Telefonmasten:
meist 50 m
Abstand zwischen Hochspannungsmasten:
150 m bis 180 m
Abstand zwischen Wambaken
bei Eisenbahniibergingen: 80 m
Fiir das Schitzen von Héhen ist es niitz-
lich, einige Grundhéhen zu kennen.
Hohe eines Stockwerkes im Neubau:
etwa 2,80 m
Hohe eines Telefonmastes:
6m bis 8m
Hoéhe einiger Bidume
RoBkastanie: etwa 30 m
Stieleiche: etwa 50 m
Fichte: etwa 60 m
Entfernungen lassen sich auch nach cha-
rakteristischen Umrissen schitzen. Dazu
muB man wissen, wie weit Gegenstinde
entfernt sind, die man bei normalen Sicht-
verhiltnissen mit bloBemm Auge gerade
noch erkennen kann.
Beispiele:
Kirchen

im Abstand bis 15000 m
Fabrikschornsteine

im Abstand bis 5000 m
hohe, einzeln stehende Bdume

im Abstand bis 2 000 m
UmriB eines Menschen

im Abstand bis 850 m
GliedmaBen eines Menschen

im Abstand bis 300 m
Augen des Menschen

im Abstand bis 50 m

Die Angaben sind natiirlich Durchschnitts-
werte. Sie hingen von der GréBe der kon-
kreten Objekte ab. In Abhingigkeit von
Geldnde und Witterung konnen sich
Schitzfehler einstellen.

So lehrt die Erfahrung, daB bei guten
Sichtverhidltnissen bzw. fiir den Fall, daB
die Sonne im Riicken des Schitzers steht,
im allgemeinen zu kurz geschitzt wird. Zu
weit wird dagegen bei schlechten Sichtver-
héltnissen (Regen, Nebel) geschitzt.

Dies trifft auch zu fiir das Schitzen in der
Dimmerung und gegen die Sonne. Das
Kennen dieser Schitzfehler ist fiir alle Ver-
kehrsteilnehmer sehr wichtig, um Unfille
zu vermeiden. Das Schitzen von Entfer-
nungen nach charakteristischen Umrissen
von Objekten kann natiirlich auch zur Be-
stimmung von Grundentfernungen im Ge-
linde genutzt werden. Das Schitzen von
Entfernungen mit Hilfe der Augen versagt
in der Dunkelheit oder wenn die Sicht
durch Biume oder Straucher versperrt ist.
Bei Nachtwanderungen oder Gelidndespie-
len im Wald kann man Entfernungen nach
der Horbarkeit von Geriduschen schitzen.
Auch dazu braucht man Vergleichsgr6Ben.

Horbar sind z. B. (falls keine starken Ne-
bengerdusche vorhanden sind)

Huptone von Fahrzeugen bis 2000m
Geridusche von Motoren bis 1000m
Knackende Zweige bis 200m
Schritte bis 30m

Unm sich in seiner allerndchsten Umgebung
zu orientieren, kann man als Vergleichs-
mafe seine KdrpermafBe heranziehen, wie
etwa

die Breite des Daumens ..cm
die Linge des Unterarms ..cm
die Korperlinge ...m
die Schrittlinge ..m

Ala Nun schitzt selbst einmal

a) den Durchmesser eines 5-Mark-Stiicks,

b) den Durchmesser eines 1-Pfennig-
Stiicks,

¢) den Flicheninhalt eines 10-Mark-
Scheins,

d) das Volumen einer Streichholz-
schachtel,

e) die Breite eines FuBballtores,

f) die Leermasse eines PKW Trabant 601
(Limousine)!

Wer schitzt am besten?

Diese Frage ist leicht zu beantworten,

wenn z. B. mehrere Personen eine gleiche

Entfernung schitzen.

Klaus und Ines, die denselben Schuiweg

haben, schitzen eines Tages die Linge die-

ses Weges.

Ines schitzt 1,2 km. Klaus meint, es seien

nur 800 m.

Er begriindet seine Schétzung wie folgt:

Bei Wanderungen legt man in einer

Stunde etwa Skm zuriick. Wir brauchen fiir

den Schulweg 10Minuten, d. h., den 6. Teil

einer Stunde. Der tigliche Weg zur Schule

miiBte also ungefihr %km (rund 800 m)

betragen. Am Nachmittag fahrt Klaus die

geschitzte Strecke mehrmals mit seinem

Fahrrad ab und stellt mit Hilfe seines Kilo-

meterzihlers fest, daB der Schulweg 0,9km

lang ist. Nun ist klar, wer von beiden am

besten geschitzt hat, nimlich Klaus, denn

sein Schitzwert weicht am wenigsten vom

Wert 0,9 km ab.

Ubrigens nennt man die Differenz zwi-

schen geschitztem Wert ¢ und genauem

Wert x auch absoluten Fehler. Er kann posi-

tiv, negativ, aber auch Null sein. (An Stelle

des genauen Wertes einer GréBe wird hiu-

fig ein MeBwert benutzt. MeBwerte sind

wie Schitzwerte Niherungswerte.)

A2 a Fiille folgende Tabelle aus, und gib
den besten Schitzer an! (Zu schitzen war
das Volumen einer Streichholzschachtel
(30,5cm?).)

Schitzer geschitzter absoluter
Wertincm®  Fehler in cm?®

Rolf 40 %S

Anja -10,5

Mario 25 =5

Grit 4,5

Den kleinsten absoluten Fehler hat Anja
gemacht, denn es gilt —10,5 < —5,5 < 4,5
< 9,5. Das beste Schitzergebnis erzielte



allerdings Grit, denn bei der Beurteilung
der Giite einer Schitzung geht es nicht
darum, wer den kleinsten absoluten Fehler
gemacht hat, sondern es interessiert die ge-
ringste Abweichung vom tatsichlichen
Wert. Es geht also um den Betrag des abso-
luten Fehlers (|4,5|<|—5,5]<(95]|
<|-10,5)).
Schwieriger wird es, wenn man von mehre-
ren Personen, die z. B. verschiedene Lin-
gen zu schitzen hatten, den besten Schit-
zer ermitteln will.
Beispiel:
Zu schitzen waren
a) die Breite einer (dreiteiligen)
Wandtafel (3,95 m),
b) der Durchmesser eines
5-Mark-Stiicks (29 mm),
¢) die Linge des Bleistifts
von Felix (18,5 cm).
Frank schitzt die Breite der Wandtafel. Er
behauptet, sie wire etwa 4 m breit. Er be-
griindet seine Schitzung wie folgt:
Wenn ich meine Arme seitlich ausstrecke,
so betrigt die Entfernung von der einen
Hand zur anderen etwa 150 cm. Die Breite
der Tafel ist mehr als das Doppelte dieser
Strecke. Aiso gibt er als Schitzwert 4m an.

Michael soll den Durchmesser eines
5-Mark-Stiicks schidtzen. Er kennt die
Breite seines Daumens (1,5cm). Ein

5-Mark-Stiick hat etwa den Durchmesser
zweier Daumenbreiten. Also gibt er als
Schitzwert 3cm an.
Felix vergleicht die Linge seines Bleistifts
mit seiner Handspanne (etwa 16 cm) und
gibt fiir die Bleistiftlinge 20 cm an. Wer
von den drei Jungen hat am besten ge-
schitzt?
Wiirde man die Betriage der absoluten Feh-
ler zu Rate ziehen, ergibe sich folgende
Reihenfolge:

absoluter Fehler

1. Platz (bester Schitzer): 1mm
Michael

2. Platz: Felix 1,5cm

3. Platz (schlechtester Scm

Schitzer): Frank

Ein solches Vorgehen ist sicher ungerecht,
wie auch folgendes Beispiel zeigt. Hitte
Michael fir den Durchmesser eines
5-Mark-Stiicks 6 cm angegeben, d. h. etwa
das Doppelte des tatsichlichen Wertes, so
wire der Betrag des absoluten Fehlers noch
immer kleiner als der von Franks Schit-
zung gewesen, obwohl Frank sich nur um
rund % beziiglich des tatsdchlichen Wer-
tes verschitzt hat.

Die Qualitit einer Schitzung ist also nicht
nur von der Abweichung des Schitzwertes
vom tatsdchlichen Wert, sondern vom tat-
sichlichen Wert selbst mit abhingig. Der
Betrag des Verhiltnisses des absoluten

Fehlers zum tatsichlichen Wert ( a-x )

ist ein MaB fiir die Giite der Schétzung. Je
kleiner der Betrag dieses Verhiltnisses ist,
um so besser ist die Qualitit der Schit-
a—x

zung. Man bezeichnet die Zahl als

relativen Fehler eines Schitzwertes a in be-

zug auf den genauen Wert x einer Grofle
oder Zahl.

A3 a 2) Ermittle den relativen Fehler bei
den Schitzungen von Frank, Michael und
Felix! Wer von ihnen hat am besten ge-
schitzt?

o) Wie groB ist jeweils die prozentuale Ab-
weichung des Schétzwertes vom gemesse-
nen Wert?

A4a Vervollstindige folgende Tabelle!

tatsdchlicher Wert Schitzwert
x a
227 200
425
300

relativer Fehler
a—x
X

absoluter Fehler
a—x

0,20

-17

L. Flade

Finder

Vertreib deine Zeit nicht
mit Lernen von Fakten,
wenn du nicht eines gelernt hast:
das Finden.
Wo vor dir alle
die Antwort nicht fanden,
muB sie noch da sein.
Finde Methoden,
zu denken -
die Fakten
weil die Maschine!
Heinz Kahlau

AN

Schon gewul3t?

Aus: Technika Molodjoski

® Der grofte Mann der Welt ist Mohamed
Alam Tschanna (1954 geboren) aus Paki-
stan. Er miBt 2,50 Meter.

® Das grote Wohnhaus befindet sich in
Chikago. Es ist 196,70 Meter hoch und be-
sitzt 70 Etagen.

® Das kleinste Pferd lebt in Argentinien.
Es ist etwas groBer als ein Huhn und wiegt
weniger als 36 Kilogramm.

® Der groBte Eisberg wurde in Gronland
fotografiert.
Seine H6he betrug 168 Meter.

® Das lingste Alphabet hat 72 Buchstaben
und stammt aus Kampuchea.

® Die groBte heute lebende Frau soll die
Chinesin San Tschang Lin (1964 geboren)
sein. 1980 maB sie bereits 2,40 Meter; das
Midchen aber wichst weiter...
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Ein Besuch

in der Knobelwerkstatt

Teil 1: Vielerlei Knobelei

Liebe Freunde!

Mit den nachfolgenden Ausfiihrungen be-
ginnen wir eine mehrteilige alpha-Beitrags-
serie, in der wir euch Anregungen und
Hinweise fur den Eigenbau von heiteren
mathematischen Denksportaufgaben, ma-
thematischen Ritseln, Spielen, Zaube-
reien, Scherzaufgaben und Logeleien,
kurz, von mathematischen Knobelaufga-
ben geben wollen. Obwohl wir uns hierbei
nur auf die heitere Seite der Mathematik
konzentrieren, so gelten die Darlegungen
natiirlich sinngem#B auch fir den Eigen-
bau von Mathematikaufgaben iiberhaupt.
Sicher 16st auch ihr in eurer Freizeit gem
Knobelaufgaben, und die alpha sowie eine
Reihe hiibscher Knobel-Biicher bieten
euch hierfiir viel interessantes Aufgaben-
material. Doch reizt euch nicht auch der
Gedanke, selbst einmal Schipfer von neuen
Knobelaufgaben zu sein? Ein Versuch
lohnt sich bestimmt, und ihr kdnnt ja eure
selbsterdachten Knobelaufgaben nach Ab-
sprache mit eurem Mathematikiehrer bzw.
Zirkelleiter sogar bei Knobelnachmittagen,
im Mathematikzirkel, an einer Wandzei-
tung oder auch im Mathematikunterricht
selbst euren Mitschiilern stellen und auf
diese Weise mithelfen, das mathematische
Klima an eurer Schule zu bereichem.
Mathematische Knobelaufgaben sind fir den
Erwerb, die Vertiefung und Festigung ma-
thematischen Wissens und fiir die Entwick-
lung mathematischer Féhigkeiten und Fer-
tigkeiten nicht etwa weniger wertvoll als
andere=ernsthafte Mathematikaufgaben. So
wie alle Problemaufgaben besitzen auch
die Knobelaufgaben eine ausgeprigte
schopferische Komponente, die besonders
bei der Problemerkennung und im Auffin-
den von Lodsungswegen zum Ausdruck
kommt, und sie tragen in hohem MaBe bei
zur Schulung und Entwicklung solch wich-
tiger Eigenschaften wie logisches Denkver-
moégen, Abstraktionsvermogen, Beobach-
tungs- und Auffassungsgabe, Scharf- und
Spiirsinn, Findigkeit, Geduld, Ausdauer
und Hartnickigkeit; auBerdem schirfen sie
den mathematischen Blick fir die Umwelt.
Vor allem aber kénnen Knobelaufgaben
viele Menschen zur Beschiftigung mit der
Mathematik anregen, da ihre meist heitere
Problemstellung oft aus sich selbst heraus
beim Betrachter Aufmerksamkeit erzwingt,
da sie vielfach auch durch Raten oder Pro-
bieren oder einfach mittels gesunden Men-
schenverstands losbar sind (obwohl diese
Aufgaben groBtenteils einen tiefen mathe-
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matischen Hintergrund haben), da sie
meist einen nur geringen Rechenaufwand
erfordern und oft ganz verbliiffende Losun-
gen besitzen (Aha-Effekt), eben, weil sie
auf vergniigliche Weise bilden und unter-
halten.

Natiirlich handelt es sich auch beim Eigen-
bau von Knobelaufgaben um eine schépfe-
rische Titigkeit, und fiir das Wie? einer
solchen konnen auch wir keine allgemein-
giiltigen Rezepte vergeben. Ideen mufl
man schon haben, und Anregungen fiir
neue mathematische Aufgaben bieten un-
sere Umwelt, die Mathematik selbst wie
auch andere Fachdisziplinen in reicher
Fiille. Doch zeigt die Erfahrung, daB Ideen
allein noch nicht geniligen, sondern daB
man diese dann auch in gute Aufgaben
umsetzen konnen muB, wozu auch eine
Portion Handwerk vonnéten ist. Gemeint
ist hiermit ein gezieltes methodisches Vor-
gehen bei der Ideenfindung und -verarbei-
tung. Und gerade hierzu wollen wir Erfah-
rungen vermitteln. Insofern ist also der
Titel unserer Beitragsserie Ein Besuch in der
Knobelwerkstatt natiirlich nur im iibertrage-
nen Sinne zu verstehen, denn schlieBlich
bauen wir ja die Aufgaben nicht in einer
echten Bastler-Werkstatt mit Schraubstock,
Hammer, Zange, Négeln o. 4. zusammen.
Fir den Eigenbau von mathematischen
Aufgaben geniigen uns meistens schon ein
Zettel und ein Bleistift und eventuell noch
Werkzeuge wie Lineal, Zeichendreieck, Zir-
kel oder — dem modemen Stand der Mi-
kroelektronik entsprechend — ein Taschen-
rechner.

Wir stellen nun zunéchst einmal einige ty-
pische Klassen von mathematischen Kno-
belaufgaben vor, wobei die Beispielaufga-
ben und alle weiteren Aufgaben der
-Beitragsserie, die wir jeweils zu einer ge-
sonderten Knobel-Wandzeitung zusammen-
stellen, ausschlieBlich aus der Werkstatt
des Autors stammen, und ein Teil davon
bereits entweder in den Wochenend-Beila-
gen der Leipziger Volkszeitung oder auf den
Knobelseiten von Neues Deutschland abge-
druckt worden ist:

Interessante Knobelaufgaben lassen sich
zur Arithmetik, insbesondere zur Arithme-
tik natiirlicher Zahlen, gestalten und dies
in erstaunlicher Vielfalt und Variabilitit.
Hierher gehéren Aufgaben zur Darstellung
und zu den Eigenschaften von Zahlen,
Aufgaben zu den Grundrechenarten (s.
Aufg. 1), Kryptogramme (s. Aufg. 2) und

auch magische Quadrate oder allgemeine
magische Figuren (5. Aufg.3).

Natiirlich spielen die Zahlen auch bei vie-
len anderen Aufgabentypen eine grundle-
gende Rolle wie in der Mathematik iiber-
haupt. So etwa bei Aufgaben, die sich mit
Hilfe von Gleichungen bzw. Gleichungssy-
stemen 16sen lassen (s. Aufg. 4).

Ein breites Spektrum liefern Aufgaben zur
Kombinatorik (s. Aufg. 5), die bekanntlich
Anordnungs- und Auswahlprobleme be-
handelt. Graphentheoretischer Natur sind
Knobelaufgaben wie das Zeichnen einer
Figur in einem Zuge (s. Aufg. 6), be-
stimmte Wegeprobleme und auch Laby-
rinthprobleme (s. Aufg. 7).

Ein weites Feld fiir interessante Knobelauf-
gaben bietet natiirlich die Geometrie. Hier
sind etwa Flichenvergleiche (s. Aufg. 8),
geometrische Teilungsprobleme (s.
Aufg. 9), Legespiele dhnlich dem Tangram
(s. Aufg. 10) und Schiebespiele ebenso zu
nennen wie die groBe Klasse der Holzchen-
spiele (s. Aufg. 11).

GroB ist auch die Vielfalt der logisch-kom-
binatorischen Aufgaben, die in den unter-
schiedlichsten Bereichen angesiedelt sein
konnen, so etwa logische Vergleichsaufga-
ben (s. Aufg. 12), geometrische Logeleien
(s. Aufg. 13), Aufgaben zum Erkennen der
Bildungsgesetze von Zahlen- bzw. Figuren-
folgen (s. Aufg. 14), Wigeprobleme (s.
Aufg. 15), Uberfahrtprobleme und andere
Logeleien.

Viele interessante Knobelaufgaben kann
man auch den bekannten Brett- bzw. Un-
terhaltungsspielen (Wiirfeln, Domino,
Schach u. a.) entlehnen, etwa die Réssel-
sprung-Aufgaben (s. Aufg. 16).

Natiirlich ist mit der obigen kurzen Auf-
zihlung die breite Palette interessanter
Knobelaufgaben noch lange nicht er-
schopft, und auch eurer Phantasie sind
beim Erfinden neuartiger Knobelaufgaben
keinerlei Grenzen gesetzt.

In unserem nichsten Beitrag werden wir
demonstrieren, wie ihr durch aufmerksa-
mes Beobachten eurer Umwelt Ideen fiir
mathematische Knobelaufgaben finden
konnt. Bis dahin solltet ihr aber erst einmal
versuchen, alle 16 Beispielaufgaben unse-
rer nachfolgenden Knobel-Wandzeitung (1)
zu l6sen! )

Viel Freude und Erfolg wiinscht

R. Mildner




Knobel-
Wandzeitung (1)

Vergangenes Jahr

Ala Setzt in die Kistchen Operations-
zeichen (+, —, -, :) so ein, daB wahre Glei-
chungen entstehen! Beachtet: Punkt- geht
vor Strichrechnung!

1090804 =
109084 = 8
10908004 = 4

19

Sternchenklar

A2 a Vervollstindigt die Multiplika-
tionsaufgabe, indem ihr die Sternchen
durch Ziffern ersetzt!

456 + *7+%

* x4 8
* kK x

¥* ¥ * b

* ¥ K ¥ K*

Magische Figur

A3 a Setzt die natiirlichen Zahlen von 1
bis 8 so in die Felder ein, daB die Zahlen-
summe auf jeder geraden Linie 14 betriigt!

Wie alt?

A 4a Das Ehepaar Miiller hat 3 Kinder:
Jens, Kati und Sven. Herr und Frau Miiller
sind gleichaltrig, Sven ist 3 Jahre ilter als
Kati, und Jens ist 3 Jahre idlter als Sven.
Jens ist so alt wie Kati und Sven zusam-
men. In drei Jahren wire der Vater dreimal
so alt wie Jens. Wie alt ist jedes Familien-
mitglied?

Mal so, mal so

A5 A Wie oft konnt ihr das Wort DEZI-
MALBRUCH von links oben nach rechts
unten auf verschiedene Weise lesen?

D|E|JZ[I[M]A|L B
E|Z|I[M|A|L[B]R
Z|1[M{A|L|B|R|U
I[M]A]L|B|RjU]C
M|A|L|B|R|U|C]|H

In einem Zuge

A6A Zeichnet die abgebildete Figur in
einem Zuge nach, wobei aber jede Linie
nur genau einmal gezogen werden darf!

Im Labyrinth
A7a Auf welchem Weg
Maus ins Freie?

gelangt die

R
—
~ ’ i R
Fldachenvergleich
A 8 A Welches der fiinf schwarzen zusam-

menhingenden Flichenstiicke hat den

groBten Flicheninhalt?

[ 1]

Y

Zerlegung gesucht
A94a Zerlegt den abgebildeten Quadrat-
ring a) durch 2 Geraden in vier, b) durch
3 Geraden in sechs, ¢) durch 4 Geraden in
acht und d) durch 6 Geraden in zw§lf kon-
gruente Teilstiicke!

L J

Legespiel

A10a Legt die Ziffern der Zahl
1373373 lickenlos zu einem Quadrat zu-
sammen!

EISEEISE

Stuhl-Akrobatik

Alla Legt2 Holzchen so um, daB a) der
Stuhl um 90 Grad gedreht wird und b) der
Stuhl auf die Lehne gestellt wird!

/‘

<

Rollerrennen

A 124 Bei einem Kinderfest wird ein
Rollerrennen veranstaltet. Dabei belegen
Ben, Dieter, Eva und Katrin die ersten vier
Pldtze. Ben belegt einen besseren Platz als
Eva. Dieter war schlechter plaziert als Kat-
rin, er schnitt aber besser ab als Ben. In
welcher Reihenfolge waren die vier Kinder
ins Ziel gekommen?

Gut eingepaBt

A 13 a Vier der finf abgebildeten Qua-
drate passen logischerweise in die vier Aus-
sparungen der Figur. Welches Quadrat
paBt nicht hinein?

v

Fortsetzung gesucht

A 14 o Findet eine logische Fortsetzung
der angegebenen Zahlen- bzw. Figuren-
folge!

2 10M 0/ 28H~10

AN

GewuBt wie?

A15a Einem Pickchen von 75g Tee sol-
len 55g entnommen werden. Man hat aber
lediglich eine Balkenwaage (ohne Wige-
stiicke), ein Gewiirzpdckchen von 25g und
ein Puddingpickchen von 40 g zur Verfi-
gung. Wie kann man die Aufgabe 16sen?

Rosselsprung

A 16 A Zieht den Springer, der wie beim
gewohnlichen Schach zu setzen ist, inner-
halb der abgebildeten Figur vom Feld 1
nach dem Feld 30 derart, daB er zwischen-
durch jedes andere weiBe Feld genau ein-
mal betritt! Die schwarzen Felder diirfen
dabei iibersprungen, aber nicht betreten
werden.

1 30
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Eine empirische Bestatigung
der heliozentrischen Theorie
von Copernicus und Kepler

Teil 2

Zum 200. Geburtstag
des Astronomen und Mathematikers
Friedrich Wilhelm Bessel

Die Parallaxe der Fixsterne

Die Erde bewegt sich auf einer Ellipse
um die in einem Brennpunkt sich befin-
dende Sonne. Diese Ellipse ist anni-
hernd ein Kreis mit einem Radius von
rund 150 Millionen km. Diesen mitt-
leren Abstand Erde-Sonne nennt man
Astronomische Einheit (Bezeichnung: AE),
1AE = 149,597870-10°m.

Es bezeichne B den Punkt, in dem die
Erde der Sonne am nichsten steht (Perihel,
Abstand von der Sonne 147,1 Millionen
km) und A den sonnenfernsten Punkt
(Aphel, Abstand von der Sonne 152,1 Mil-
lionen km). Man denke sich die Verbin-
dungsgerade beider Punkte gezeichnet (4p-
sidenlinie, groBe Achse der Ellipse). Wird
nun ein Stern P in A bzw. B beobachtet, so
wird er auf der Himmelskugel in den ver-
schiedenen Punkten 4’ bzw. B’ erscheinen
(Bild 1).

Bild 1

A Some ]
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Wiirde sich ein Beobachter auf der Gera-
den von 4 nach B bewegen, so hitte es den
Anschein, als bewege sich P in einer der
Bewegung des Beobachters entgegengesetz-
ten Richtung (von A’ nach B’) iiber den
Hintergrund (also in bezug auf weiter ent-
fernte Sternbilder).

Da nun ein Beobachter B auf der Erde mit
der Erde im Laufe eines Jahres eine ellipti-
sche Bahn um die Sonne beschreibt, be-
schreibt auch der Punkt B’, in dem der
Stern P in B beobachtet wird, auf der Him-
melskugel eine Ellipse. Der Stern be-
schreibt relativ zu den weiter entfernten
Sternen scheinbar eine winzige Ellipse, die
ein getreues Abbild der Erdbahn um die
Sonne ist, wie sie einem Beobachter auf
dem Stern erscheinen wiirde (Bild 2).

8

Bild 2

Stern

Ergbahn

Die Gestalt dieser scheinbaren Bahn hiingt
von dem Winkel ¢ zwischen der Verbin-
dungsgeraden Sonne - Stern und der Erd-
bahnebene (Ekliptik) ab.

Da sich die Lage des Sterns in bezug auf
die Sonne im Prinzip nicht dndert (wir se-
hen von Eigenbewegungen ab), ist dieser
Winkel fiir ein und denselben Stern kon-
stant.

Sehen wir die Umlaufbahn der Erde um
die Sonne (im folgenden stets) als Kreis-
bahn an, so ist das Abbild der Erdkreis-
bahn offenbar genau dann auch ein Kreis,
wenn @ = 90° ist. Ist @ = 0° (der Stern be-
findet sich auf der Erdbahnebene), so ist

Bild 3

das Abbild der Erdkreisbahn eine Gerade
(der scheinbare Sternort pendelt darauf hin
und her). In allen anderen Fillen
(0° < @ < 90°) beschreibt der Stern P als
Abbild der Erdkreisbahn am Himmel eine
kleine Ellipse. Die Richtung der scheinba-
ren Bewegung auf der Ellipse ist der Bewe-
gung der Erde entgegengesetzt.
Im Verlaufe eines Jahres wird die Verbin-
dungsgerade Erde — Stern je nach dem Ort
E der Erde eine andere Richtung aufwei-
sen und mit der Geraden Sonne- Stern
einen anderen Winkel o einschlieBen. Ein
Beobachter auf E (genauer: ,geozentri-
scher Beobachter — im Erdmittelpunkt)
sehe (vgl. Bild3) den Stern unter dem Win-
kel a (in bezug auf die Erdbahnebene).
Dann gilt wegen ¢ + o + (180° —a) = 180°

o=a-¢@.
Bezeichnet a den Radius der Erdbahn
(a = 1 AE, mittlerer Abstand Erde — Sonne)
und d die Distanz Stern (P) — Sonne (), so
gilt nach dem Sinussatz

a _ sino _ sing

d sin(180—a) sina

, d. h.

. a .
sino =—sina .
d

o verdndert sich in Abhingigkeit von a.
Der Winkel o wird am groBten (O,
wenn die Verbindungsgerade (ES)
Erde - Sonne senkrecht auf der Geraden
(SP) Sonne - Stern steht, d. h. a = 90° ist
(Bild 4). Dieser Winkel o, (die Astrono-
men bezeichnen den Winkel meistens mit
m) wird als Parallaxe des Sterns bezeichnet.
Es ist der Winkel, unter welchem der Ra-
dius der Erdkreisbahn bei senkrechter Auf-
sicht vom Stern aus erscheint.

Bild 4




Im Laufe eines Jahres dndert sich der
scheinbare Ort des Sterns um den Winkel

2 O e

Ist a = ES, d = SP, so gilt
. _a_1
smcr,m—j——d-a.

Driickt man nun die Lingen durch die
Astronomische Einheit aus, so gilt
a = 1AE und damit

SiN Oy = %AE , also
_1
sin Opey
Als Lingeneinheit wurde in der Astrono-
mie in diesern Zusammenhang das Parsec
(aus Parallaxe und Sekunde, Zeichen: pc)
eingefiihrt. 1 pc ist jene Entfernung, von
der aus die Astronomische Einheit (1 AE)
unter einem Winkel von 1” erscheint. Es
gilt 1pc =30,856776-10 m.
Der Sterm Proxima Centauri (im siidlich-
sten Teil des Sternbildes Centaurus, am
siidlichen Sternhimmel in der Milchstrale
gelegener Fixstern) hat eine Entfernung
von 1,31 pc (entsprechend der Parallaxe
von 0,765, das sind 4,3 Lichtjahre. Er ist
der Fixstern mit der geringsten Entfernung
von der Erde bzw. mit der gr58ten Paral-
laxe. Der hellste Fixstern des Himmels ist
der Sirius (im Sternbild GroBer Hund gele-
gen). Seine Entfernung betrigt 2,7 pc, das
sind 8,8 Lichtjahre. Der Polarstern ist etwa
120 pc (oder 400 Lichtjahre) entfernt. Da
durch direkte Beobachtung Parallaxen klei-
ner als ¥g Sekunde nicht meBbar sind, zei-
gen Sterne, die weiter als etwa 100 pc ent-
fernt sind, keine merkliche Parallaxe.
Auf die astronomischen Methoden zur
Messung von Parallaxen kann hier nicht
eingegangen werden.

d=

Von Copernicus bis Bessel

Zur Zeit des Nicolaus Copernicus konnten
die Gelehrten keine Parallaxe eines Fix-
sternes feststellen. War aber die Copernica-
nische Hypothese von der sich um die
Sonne bewegenden Erde richtig, so muBte
es Fixsternparallaxen geben.

Fiir Copernicus war das Fehlen des paral-
laktischen Winkels ein Hinweis darauf,
daB die Entfernung der Sterne so grofi
wire, daB auch von der Erdbahn eine Par-
allaxe nicht bemerkt werden kann.

Bis ins 19. Jahrhundert gab es zahlreiche
Versuche der Astronomen, die Fixsternpar-
allaxen nachzuweisen. Fiir die Anhénger
der heliozentrischen Hypothese des Coper-
nicus (wie Kepler, Galilei) wire die Mes-
sung von Parallaxen ein Beweis fiir ihre
Richtigkeit, fiir die Gegner der Copernica-
nischen Hypothese (wie Brahe) wire das
MiBlingen einer Parallaxenmessung ein
Argument gegen ihre Richtigkeit. Uber den
,<Kampf“ um die Messung von Fixsternpar-
allaxen von Copemicus bis Bessel kann
hier nicht ausfithrlich berichtet werden. Es
sei auf das Buch ,Kosmische Weiten -~ Ge-
schichte der Entfernungsmessung im Welt-
all“ von D. B. Herrmann (Leipzig: Verlag
J. A. Barth) verwiesen.

Auf dem langen Weg der Versuche, Fix-
sternparallaxen nachzuweisen, wurden

hiufig voreilig Erfolge gemeldet, die sich
jedoch schnell als scheinbar erwiesen, weil
die Ortsabweichungen auf andere Ursa-
chen zuriickgefiihrt werden konnten.

Um den Nachweis von Fixsternparallaxen
bemiihten sich Naturforscher und Astrono-
men wie Tycho Brahe, Johannes Kepler,
Galileo Galilei, Robert Hooke, Giovanni
Cassini, John Flamsteed, Ole Rémer. Ja-
mes Bradleys Beobachtungen (zwischen
1725 und 1728) fiihrten zur Entdeckung
der sog. Aberration (eine ungewollte Besti-
tigung einer Erdbewegung!).

Bradleys Beobachtungen lieBen ,keinen
Zweifel“ dariiber, daB die Parallaxen eini-
ger ,Sterne der ersten GroBe eine Kleinheit
besitzen, welche sie unter die GréBen ver-
setzt, Uber deren wirkliches Vorhandensein
auch die genauesten Meridianinstrumente
der jetzigen Zeit [1838] nur mit groBer
Schwierigkeit eine sichere Entscheidung
herbeifiihren kénnen“. Dies schrieb Bessel
in seinem im 16. Band der ,Astronomi-
schen Nachrichten“ (1838) gegebenen Be-
richt iiber seine Bestimmung der Parallaxe
und der Entfernung eines Sterns (aus die-
ser Arbeit wird im folgenden mehrmals zi-
tiert).

Wilhelm Herschel hatte die Idee, ,die Be-
antwortung der schwierigen Frage nach der
jahrlichen Parallaxe der Fixsterne, welche
sich nur ihrer Kleinheit wegen der Bestim-
mung entzogen hatte, durch die Doppel-
sterne zu suchen”. Es sollte nicht die Paral-
laxe eines Sterns direkt, sondern die
Parallaxendifferenz zweier optischer (also
scheinbarer) Doppelsterne von sehr ver-
schiedener Leuchtkraft bestimmt werden.
yunter der Voraussetzung, daB die Entfer-
nungen der beiden einen Doppelstern zu-
sammensetzenden Sterne von unserem
Sonnensystem ein betrichtlich von der
Gleichheit verschiedenes Verhiltnis ha-
ben, muB die jihrliche Parallaxe periodi-
sche Einfliisse auf die scheinbare Entfer-
nung des einen von dem andern erhalten,
welche Herschel aus Beobachtungen, zu
verschiedenen Zeiten des Jahres angestellt,
hervorgehen zu sehen hoffte.“ Herschel
entdeckte zahlreiche Doppelsterne, doch
die meisten entsprechen nicht seiner Vor-
aussetzung.

Uberdies waren die MeBinstrumente zu
Herschels Zeit noch zu mangelhaft, als daB
Parallaxen hitten gemessen werden kén-
nen. ,Ich glaube nicht“, schrieb Bessel,
»-daB durch alle die angefiihrten Versuche,
die Parallaxe der Fixsterne zu entdecken,
etwas anderes gewonnen ist als die Uber-
zeugung, daB sie sehr kleine, sich den ge-
wohnlichen Beobachtungsarten entzie-
hende GroBen sind.“ Eine Voraussetzung
zur Messung dieser kleinen Winkel war
also eine gezielte Weiterentwicklung der
MeBgenauigkeit astronomischer Instru-
mente.

Es ist dem Physiker Joseph von Fraunhofer
vorbehalten gewesen, ,,das mikrometrische
Messen der Kraft selbst sehr starker Fern-
rohre angemessen zu machen“, betonte
Bessel. In den 30er Jahren des 19.Jahrhun-
derts gab es zwei Apparate, die dieses lei-
steten:

das groBe Fernrohr (Fraunhofer-Refraktor)
der Sternwarte in Dorpat (heute: Tartu)
und das groBe Fraunhofer-Heliometer der
Sternwarte in Konigsberg (heute: Kalinin-
grad).

Bild §

In Dorpat versuchte Wilhelm Struve ab
1835 am scheinbaren Doppelstern Wega (a
Lyrae) mit ,Begleiter (der die Herschel-
schen Voraussetzungen erfiillte) eine Paral-
laxe zu finden. (Die Wega im Sternbild
Lyra - einer der Sterne des Sommer-
dreiecks — gehort zu den hellsten Sternen
des Himmels.)

Ende 1829 hatte die KoOnigsberger Stern-
warte, deren Direktor F. W. Bessel war, das
neue Heliometer aus der Miinchener
Werkstatt von Fraunhofer erhalten (Bild 5).
Die Beobachtungsgenauigkeit dieses In-
struments erzeugte in Bessel die Hoffnung,
daB es damit gelingen wiirde, ,statt der
Uberzeugung von der Kleinheit der jihrli-
chen Parallaxe der Fixsterne, in giinstigen
Fillen ihre Bestimmung zu erhalten“.
Schon 1815/16 hatte Bessel versucht, am
wdurch die stirkste eigene Bewegung aus-
gezeichneten Doppelstern 61 Cygni“ die
jahrliche Parallaxe nachzuweisen. Vom
Herbst 1834 an beobachtete Bessel diesen
Stern 61 Cygni im Sternbild ,Schwan*
(Kreuz des Nordens, Cygnus) emeut
(Bild 6). Er wihlte ihn ,nicht allein wegen
der groBeren Aussicht auf eine merkliche
Parallaxe, die er, wegen seiner groBen eige-
nen Bewegung, darzubieten schien, son-
dern auch weil er ein Doppelstern ist, den
man mit vorziiglicher Genauigkeit beob-
achten kann, indem man das Bild, welches
die eine Hilfte des Heliometerobjektives
von dem zu vergleichenden Stern macht,
in die Mitte der beiden Sterne des von der
andern Hailfte abgebildeten Doppelsterns
legt; auch empfahl er sich durch seinen Ort
am Himmel, der zu allen Jahreszeiten,
einen Monat ausgenommen, bei Nacht in
eine hinreichende Hohe iiber dem Hori-
zont gelangt; endlich durch die zahlreichen
kleinen Sterne, die ihn umgeben, unter
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Bild 6

welchen man Vergleichungssterne nach
Belieben auswihlen konnte“. 1835/36
muBte Bessel seine Beobachtungen unter-
brechen. Vom 16. August 1837 bis zum
2.Oktober 1838 verbrachte Bessel dann na-
hezu 100 Néchte mit der Beobachtung.
Dariiber hinaus muBte er zahlreiche Be-
rechnungen machen. Doch dann gab es
keinen Zweifel mehr an der Merklichkeit
der Parallaxe des Sternes ,61 Cygni“. Im
16. Band der ,Astronomischen Nachrich-
ten“ vom Dezember 1838 publizierte Bes-
sel eine Abhandlung dariiber, die spiter

auch von auslindischen astronomischen

Fachzeitschriften ibernommen wurde.

Bessel hatte erkannt: Der Stern ,,61 Cygni“
besitzt eine jdhrliche Parallaxe von
0,3136”. Hieraus berechnete er seine Ent-
fernung zu 657700 AE und die Zeit, wel-
che das Licht braucht, um diese Entfer-
nung zu durchlaufen, zu 10,28 Jahren.

Mit diesem Erfolg gab Bessel sich nicht zu-
frieden. Er wollte durch Weiterfiihrung

bzw. Wiederholung der Beobachtungen:

den gemessenen und berechneten Paralla-
xenwert bestitigen bzw. absichern. Vom
12. November 1838 bis 23. Mirz 1840 rich-
tete Bessel ernmeut seinen Blick in das
Sternbild Schwan. Die rechnerische Aus-
wertung der Messungen sowohl dieser als
auch der ersten MeBreihe ergab nun die
Parallaxe von 0,3438” +0,0141”. ,Diese
lingere Fortsetzung der Beobachtungen
hat [also] eine VergroBerung der jihrlichen
Parallaxe von 0,0347” herbeigefiihrt. [Die-
ser] Bestimmung entspricht die
Entfernung = 592 200 mittleren Entfernun-
gen der Erde von der Sonne, welche das
Licht in 9% Jahren durchléuft.
Nur kurze Zeit nach Bessels erstmaliger
Bestimmung einer Fixsternparallaxe (und
damit der ersten Bestimmung der Entfer-
nung eines Fixsterns) konnte Wilhelm
Struve auf der Dorpater Sternwarte den
Parallaxennachweis fiir die Wega und Tho-
mas Henderson auf der Kapsternwarte in
Sidafrika den Parallaxennachweis fiir den
sehr hellen Stern @ Centauri bekanntge-
ben. .
Das jahrhundertelange Suchen nach dieser
astronomischen Bestitigung der heliozen-
- trischen Hypothese hatte endlich Erfolg.
Fast 300 Jahre wurde -die astronomische
Wissenschaft durch diese Suche stimuliert
(Verbesserung der MeBkunst, der Beobach-
tungsgeriite usw.) und durch weitgreifende
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Erkenntnisse bereichert (Entdeckung der
Aberration, Entdeckung der Doppelsterne
u. a.). In diesem Sinne konnte Bessel die
Losung des Problems der Fixsternparallaxe
fir fast unbedeutender vergleichsweise
mit den weitgreifenden Kenntnissen, wel-
che das Suchen derselben der Wissenschaft
hinzugesetzt hat“, halten.

Bessels erfolgreiche Parallaxenbestimmung
zeugt von der hohen Vollendung der durch
Bessel begriindeten neueren astronomi-
schen MeBkunst (seinem Bestreben, iiber-
all die groBte Genauigkeit zu erreichen)
und von der auBerordentlichen Genauig-
keit der durch das Fraunhofersche Institut
hergestellten Instrumente.

Mit diesem Ereignis, dem (noch im
19. Jahrhundert) die ersten astrophysikali-
schen Versuche zur Erforschung der Ster-
nenwelt folgten, begann das bis in die Ge-
genwart reichende Zeitalter der Stellar-
astronomie (jener Teilgebiete der Astrono-
mie, die sich mit den Sternen beschifti-
gen) als einer exakten Wissenschaft.

Der Astronom, Geodit und Mathematiker
Friedrich Wilhelm Bessel gilt auch heute
noch als unerreichter Meister der astrono-
mischen MeB- und Beobachtungskunst.
Eine ausflihrliche Bessel-Biographie von
J. Hamel erscheint in der Reihe ,Biogra-
phien hervorragender Naturwissenschaft-
ler, Techniker und Mediziner“ im Leipzi-
ger Teubner-Verlag. H. Pieper

Drei harte Niisse

Aufgaben

A la Fiir eine Funktion f gelte
flx+ h)=f(x)+ hund f(0) = 2. Berechne

S

A24A Bestimme den groSten Wert, den

2
annehmen kann!

: . m\ .
sin — sin (x+—> im Intervall 0 = x <27

A3 a Eine Person hat 30000 Kr. gespart.
Der jdhrliche Zinssatz betrigt 11,6 %. Nach
wieviel Jahren hat er 100000 Kr.?

Aus dem Problemheft 1984 der norwegi-
schen Zeitschrift Tidskift for Matematik, Fy-
sik och Kemi; Aufgaben ausgewéhlt und be-
arbeitet von Dr. W. Moldenhauer, PH Erfurt

Li')sungen»
Ala Aus x=0 folgt f(h)=/f(0)+h
=2+ hunddamit (h=3)f3)=2+3=5.

A2a Esist sinx=sin(x+%)

= sinx —cosx = ﬁsin(x—%) = JZ_
Der groBte Wert ist damit ﬁ_ . Er wird fir

im .
X =—,~ angenommen.
A3a Esgilt 30000-1,116* = 100 000
(siehe z.B. Kleine Enzyklopidie Mathema-
tik), also n lg1,116=1-1g3, n=10,97.
Nach 11 Jahren hat er den genannten Be-
trag erspart.

ARBEITS -
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Spezialistenferienlager
Mathematik

Der Kreisklub Junger Mathematiker Senften-
berg fiihrte 1984 bereits zum dritten Mal
ein zehntigiges Spezialistenferienlager zu
Beginn der Sommerferien durch. Diesmal
fand das Lager in Ortrand statt. Vormittags
standen 3 bis 4 Stunden Mathematiktrai-
ning auf dem Programm. Nachmittags
konnten sich die etwa 40 Schiiler der 5. bis
9. Klassen vielfiltig betitigen. Es wurden
ein Schwimmfest, ein Sportfest, ein Kino-
besuch, Betriebsbesichtigungen, eine
Buchlesung und ein Museumsbesuch orga-
nisiert.

Eine Tagesfahrt fithrte die Jungen Mathe-
matiker nach Dresden. H6hepunkte waren
fur alle die Lagerolympiade, bestehend aus
zwei Klausuren und die Spielereien um
das Jahr 1985, von denen wir zwei vorstel-
len moéchten.

Ala Die Zahlen von 385 bis 409 sind in
ein magisches Quadrat fiinfter Ordnung
einzutragen, so daB sich in jeder Zeile, in
jeder Spalte und in beiden Diagonalen die
gleiche Summe ergibt!

Wie lautet diese Summe?

A2a Stellt die Zahlen 0...150 unter al-
leiniger Verwendung der Ziffern 1, 9, 8, 5
(in dieser Reihenfolge) und aller mégli-
chen Rechenzeichen dar!
Viel SpaB beim Knobeln!

R. Drendel

Wer besonders elegante Lésungen gefun-
den hat, oder wer Zahlen iiber 150 auf
diese Weise elegant geldst hat, sende seine
Beispiele an: R.Drendel, 7846 Senftenberg,
Bergbaustr. 8, Kennwort: 1985!
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Preistrager

Birger Strauch, Anklam; Veneta Tiirke, Auer-
bach; Beatrice List, Altenburg; Claudia RaBbach,
Bad Liebenstein; Mario Winter, Sven Vilker,
Marcus Markardt, Ute Partsch, René Wohlfahrt,
Michael Henning, alle Bad Salzungen; Bernd
Trappe, Robert Kriiger, Jeannette Schmiedel,
Wilko Wohlauf, Peter Ziilsdorff, alle Berlin;
Alice Kraneis, Bermburg; Angela Herrmann, Jens
Baumann, beide Bernsbach; Matthias Jurke, Sil-
vio L6ffler, Thomas ReiBner, alle Cottbus; Wolf-
gang Jickel, Demitz-Thumitz; Thomas Kaufhold,
Dingelstddt; Ramona Kaiser, Dérfel; Ulrich Har-
tung, Hans Wirth, Birgit Jeske, Hans-Harald
Neschke, alle Dresden; Martin Welk, Eisenach;
Olaf Krause, Eisenhiittenstadt; Dirk Lange, El-
sterwerda; Irena Thiele, Gniest; Christoph Kothe,
Birgit Sommer, Matthias Grau, alle Gorlitz; Mi-
chaela GroBe, Gohrau; Michael Hanke, Grifen-
hainichen; Katrin Dierschke, Thilo Kuessner,
beide Greifswald; Sven Rudolph, GroBréhrsdorf;
Bernd Rieche, Halle; Thomas Gerlach, Hayn-
rode; Birgit Bremer, Heiligenstadt; Klub
Jg. Math. der P.-Schreier-OS, Hennigsdorf; Ivette
Roscher, Hermannsdorf; Stefan Heiber, Heyda,
Glenn Hofmann, Hohenstein-E.; Henry Wies-
jahn, Holzendorf; Christine Priplata, Jena; Klaus
Erdmann, Joachimsthal, Nico Schmidt, Jiiden-
berg; Antje Fischer, Kleinmachnow; Giinter
Doppler, Josef Pemersdorfer, Josef Blauenstei-
ner, alle Krems (Osterreich); Henrik und Jana
Hodam, Kaltennordheim; Christian Dorschner,
Karl-Marx-Stadt; Jaqueline Eichhorn, Lauscha;
Andreas Englisch, Roland Hildebrand, beide
Leipzig; Giselher Schiitze, Magdeburg; Andreas
Hiibler, Mittelbach; Christian Eisele, Mdlkau;
Steffen Scharnowski, Mdser; Steffen Ewert, Jens
Burmann, Riidiger Grewe, alle Neuhaus; Michael
Herrmann, Oberlichtenau; Carola Sachs, Par-
chim; Felix Kraenz, Picher; Wolfgang Schneider,
Radeberg; Falk Klitte, Dirk Gemeinhardt, beide
Riesa; Ute Moller, Annett Kistner, Karen Meyer,
Daniela Wulff, Doris Brduer, Barbara Menzel,
alle Rostock; Jens Kriiger, Remo Karius, beide
Rotta; Marcus Spindler, Sangerhausen; Ronald
Bojarski, SaBnitz; Christian Mudra, Schmalkal-
den; Tobias Franke, Schrebitz; Reiner Méwald,
Sémmerda; Ilka Fibry, Sondershausen; Daniel
Potts, Stavenhagen; Thomas Heublein, Steinach;
Thomas Reumschiissel, Steinbach-Hallenberg;
Uta Dietze, Christiane Ellenbeck, beide Stendal;
Una Brock, Stralsund; Claudia Schwartz, Suhl;
Anja Tippe, Teterow; Veronika Fischer, Annett
Wiesner, beide Toplitz; Mario Gimpel, Michael
Pforr, Simone Schwarz, alle Unterbreizbach; Fre-
derik Schiller, Voigtsgriin; Sven Langer, WeiB-
wasser; Ralf K16tzer, Wilkau-HaBlau; David Reu-
ter, Frank Schripel, Gereon Begau, Kirsti Linke,
alle Worbis; Katrin Kadow, Wusterhusen; Mar-
kus Lehmann, Zittau

Vorbildliche Leistungen

Uta Schmidt, Altenburg; Stefan Ulbrich, Bad
Liebenstein; Gerit Glock, Bad Salzungen; Petra
Déring, Matthias Roder, Anja Pruchnewski, alle
Berlin; Karsten Hille, Bernau; Ingrid Voigt, Boh-
len; Christina Werner, Botzow; Dirk Feuerherdt,
Brandenburg; Martin Leitel, Cottbus; Anke Meh-
ner, Dorfel; Jens Meyer, Dresden; Yvonne Am-
hold, Elsterwerda; Maik Denner, Empfertishau-
sen; Jorg Simon, Engelsdorf, Axel Pitzold,

Flecken Zechlin; Holger Hinchen, Forst; Ra-
mona Dietrich, Griifenhainichen; Yvette Vogels-
berger, Greifswald; Angelika Dengel, Groitzsch;
Britta Struwe, Halberstadt; Schulclub der EOS
W. Pieck, Heiligenstadt; Rafael Goplert, Her-
mannsdorf; Hagen Reimann, Horka; Marco Rin-
gel, Jinickendorf; Tobias Walke, Peter Wendt,
beide Karl-Marx-Stadt; Torsten Schiitze, Kletten-
berg; Markus Bauer, Krems (Osterreich); Gert
Wollny, Leipzig; Sven Pfeffer, Magdeburg; Ka-
rina Kramp, Menz; Swen Funk, Miilsen; Roland
Schmugler, Rosa Flint, Martina Schulz, alie Neu-
haus; Jens Sbresny, Oberschonau; Falk Miiller,
Qelsnitz; Carola Walter, Ottendorf; Uwe Anke,
Pappendorf; Michael Taeschner, Parchim; Gun-
ter Doge, Riesa; Holger Franke, Roskow; Ulf
Gebhardt, Mirek Riedewald, Karin Stiipmann,
alle Rostock; Matthias Fuhrland, Schmalkalden;
Stefan Erb, Schwallungen; Daniel Kiistner,
Schéneiche; Axel Bichler, Sondershausen; Sven
Janssen, Sabine Kaiser, Chris Janssen, alle Tor-
nau; Daniela Scholich, Ueckermiinde; Ellen Ste-
phan, Unterbreizbach; Edith und Hartmut Boett-
cher, Weimar; Silvio Ladusch, WeiBwasser;
Andrea Maas, Wilhelmsburg; Christiane Leh-
mert, Marko Reuter, Frank Raabe, Marko Bock,
alle Worbis; Ines Hauke, Zehdenick; Sascha
Hempel, Zella-Mehlis; Ilka Gehrke, Unterbreiz-
bach; AG Math.d. Fr.-Schmenkel-OS Roskow

Abzeichen in Gold

Fiir siebzehnjdhrige Teilnahme

Lutz Piiffeld, Hennigsdorf

Fiir sechzehnjiihrige Teilnahme

Guido Blosfeld, Halle; Bernd Hanke, Lébau
Fiir fiinfzehnjéhrige Teilnahme

Ulirich Riedel, Floha

Fiir vierzehnjiihrige Teilnahme

Amo Feuerherdt, Brandenburg; Rainer Seifert,
Dessau; Ursula Mirker, Greifswald; Thomas Ja-
kob, Gera; Norbert Littig, Kleinréhrsdorf, Uwe
Bormann, Magdeburg; Frank ABmus, Oranien-
burg; Bernhard Tschada, Weimar

Fiir dreizehnjihrige Teilnahme

Andreas Fittke, Berlin; Bengt Nolting, Greifs-
wald; Wolfgang Seeber, Jena; Rolf Kuhn, Leip-

.zig; Lothar Gruber, Linz (Osterreich); Gerald

Werner, Meiningen; Volker Schulz, Nauen; Kat-
rin Richter, Wittenberg; Kurt Oerlel, Zschorne-
witz

Fiir zwolfjihrige Teilnahme

Andreas Gude, Berlin; Frank Regensburger,
Dresden; Andrea Ziegenbein, Eichicht; Eberhard
Georgy, Erfurt; Wolfhart Umlauft, Freital; Stef-
fen Langbein, Lichte; Rainer Bauer, Mittweida;
Wilfried Rohnert, Radebeul, Thomas Apel, Rei-
chenbach; Torsten Ldwe, Schleiz; Heinz-Olaf
Miiller, Schmalkalden; Hans-Dietrich Schwabe,
Sondershausen; Ralf Becker, Wolmirstedt

Fiir elfjihrige Teilnahme

Henry und Dieter Koch, Arnstadt; Jens Purand,
Cottbus; Annett Kérner, Dresden; Daina Semper,
Eisleben; Bernd Diibe, Forst; Silvio Klose, Gera;
Matthias Weser, GroBenhain; Hubert Steinmetz,
Griiningen; Riidiger Diising, Halle; Ruth Jacobs,
Halle-Neustadt; Rolf Kamieth, Kakerbeck; Alois
Weninger, Knittelfeld (Osterreich); Martina
Wolf, Magdeburg; Udo Kretzschmann, Markneu-
kirchen; Jorg Pohland, Klingenthal; Sigrid
Planke, Premnitz; Roland Bracholdt, Riesa; Jana
Walter, Robel; Ina und Uwe Ebert, Ruppendorf;
Siegrid Kretschmann, Schlagsdorf; Torsten
Jeschke, Schwarzheide; Bernd Hartwig, Thaldorf;
Frank Erdmann, Zeitz R

Fiir zehnjahrige Teilnahme

Guntram Tiirke, Auerbach; Claudia Ziehm, Eike
Harmel, beide Berlin; Majk Weide, Callenberg;
Harry Hofer, Domdorf, Jorn Wittig, Andreas

Winkler, Karl-Heinz Jiinger, Carolin Engel, In-
golf Kdmer, alle Dresden; Thomas Mittelbach,

_Erfurt; Jorg Butter, Freiberg; Angela Illing, Gers-

dorf; Michael Katzer, GreuBen; Heike Klitz,
Grimmen; Volker Reck, Heiligenstadt; Mathias
Grundmann, René Schiippel, beide Hoyerswerda;
Horst Fliegner, Jarmen; Thomas Mader, Jens P6-
nisch, Andreas Hengst, Conchita Roske, alle
Karl-Marx-Stadt; Steffen Rieth, Klostermansfeld;
Per Witte, Konigs Wusterhausen; Gudrun Hebe-
streit, Miihlhausen; Stefan Géckeritz, Neuenkir-
chen; Sigrun Massanek, Neusornzig; Karsten
Woike, Neustadt; Birgit Uhlmann, Oberlungwitz,
Anett Schulzensohn, Oberseifersdorf; Jens-Peter
Planke, Premnitz; Claudia Trochold, Reichen-
bach; Klaus-Detlef Gehrke, Rostock; Roland
Goldenbogen, Stralsund; Heidrun Tiedt, Tete-
row; Hans und Michael Creutzburg, Thal; Gud-
run Thiter, Weimar; Olaf Seidel, WeiBwasser;
Eva-Maria Heubner, Wolfen; Birgit SchultheiB,
Wiistenbrand; Dirk-Thomas Orban, Erfurt; Uwe
Maaz, Amstadt

Fiir neunjihrige Teilnahme

Frank Baumgart, Aschersleben; Karsten Schlut-
ter, Babelsberg; Marc Schewe, Berlin; Axel Schii-
ler, Birkenhiigel,; Tilman Volzke, Bohlen; Stefa-
nie Begau, Breitenworbis; Uta Boldt, Burg
Stargard; Guido Mehne, Calbe; Royald Lenk,
Cottbus; Petra Sarodnik, Dallgow; J6rg Hempelt,
Stefan Edelmann, Ulf Riechen, alle Dresden;
Siegfried Obst, Reinhard WeiBaicht, beide Ebers-
walde; Matthias und Susanne Schreiber, Elster-
werda; Matthias Bauer, Genthin; Wilfried Schlei-
nitz, Greifswald; Veit-Thomas Meyen, Grimmen;
Dieter Seifert, Hagenow;, Giinter Schielinsky,
Halle-Neustadt; Heinz Wickner, Hermannsdorf;
Ralf Hintsch, Kéthen; Roger Fischl, Lehmitz;
Jorg Drechsel, Leinefelde; Lutz Hiibschmann,
LéBnitz; Uwe Wiirker, Miilsen; Hans-Dieter
Biichler, Neustadt; Ralph Gruber, Plauen; Tim
Planke, Premnitz; Manfred und Ina Hille, Riesa;
Gunnar Jeschke, Schwarzheide; Thomas Merten,
Stralsund; Klaus Pfeiffer, Taubach; Birgit
Schmidt, WeiBwasser; Rolf Heubner, Wolfen,
Steffen Klimpel, Wolgast; Karl Oertel, Zeitz; Ker-
stin Hoffmann, Zittau; Uta Escher, Zwickau; Tor-
sten Eidner, Zeulenroda; Karsten Milek, Hohen-
Neuendorf.

Fiir achtjdhrige Teilnahme

Michael Elte, Ahlum; Jens Fache, Altenburg;
Silke Rechner, Baruth; Andreas Jock, Blanken-
felde; Thomas Streich, Marlis Schrdder, beide
Brandenburg; Ralph Voigtlinder, Calbe; Uwe
Schiitze, Camin; Roland Damm, Cottbus, An-
dreas Mann, Cunersdorf; Frank Sarodnik, Dall-
gow; Ulrich Schuster, Demitz-Thumitz; Georg
Kirchner, Dermbach; Stefan Franze, Brigitte Rot-
ter, Heike Lauter, Lutz Lauter, Titus Ziegler, Ca-
therin Engel, alle Dresden; Uwe Wollert, Edde-
ritz; Achmed und Britta Schulz, Greifswald;
Bettina Weser, GroBenhain; Kirsten Schlegel,
Griinhain; Michael Schuize, Halberstadt; Dany
Lindenberg, Frank Siebert, beide Halle; Holger
Hartmann, Hartmannsdorf; Hagen Fritsch, Ho-
sena; Claus Janke, Ilmenau; Andreas Niepel, Ri-
carda Damm, beide Karl-Marx-Stadt; Heiko
Schinke, Leuna; Karl-Heinz Gora, Lohsa; Anke
Misch, Magdeburg; Sabine Oestreich, Oschersle-
ben; Gudrun Zirnstein, Pirna; Iljana Planke,
Premnitz; Frank Berndt, Radeburg; Ines Giilden,
Roitzsch; Jirgen Schmalisch, Reuden; Gitta
Schone, Rostock; Kurt Schulze, Schernberg; Ro-
nald Bojarski, SaBnitz; Sylke Liider, Schénborn;
Frank Pampel, Schneeberg; Jens Hoffmann, Seb-
nitz; Mario Jipel, Spremberg; Birgit Lorenz, Wa-
ren; Hartmut Boettcher, Weimar; Dietmar Pol-
ster, Zeithain; Christina VoB, Zepemick; Ruth
Backhaus, Leinefelde

Die Triger des Abzeichens in Gold fur sieben-,
sechs-, fiinf- und vierjihrige Teilnahme am al-
pha-Wettbewerb veroffentlichen wir im Heft2/85.
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In freien Stunden - alpha-heiter

Kryptarithmetik

o Angeregt durch die Wettbewerbsaufgaben aus al-
pha 6/83 probierte Andreas Englisch aus Leipzig,
ob die Aufgabe (Bild links) eindeutig 16sbar ist. Er
fand gemeinsam mit seinem Vater einen L&sungs-
weg

'SECHS SIE DORF
+ SECHS ~ ER +STADT
ZWOELT ES KREILS

® Birgit Sommer (KI. 6) aus Gérlitz schldgt dem al-
pha-Leser vor, folgende Subtraktionsaufgabe zu 16-
sen (Bild Mitte) und

® Andreas Suchanow (Kl. 6) aus Neubrandenburg
schlagt folgende Aufgabe vor (Bild rechts).

Wortspiele
JIA|H[R G|R|A|D H|A|L|B
G|R|OI|S
Z{A|[H]|L WIEIR|T
Fachlehrer D. Knape, Jessen
Hau ruck

Wer bewegt den Wagen mit dem geringsten Kraft-
aufwand?

Aus:
Pionierleiter,
Berlin

18 - alpha, Berlin 19 (1985) 1

Alpha-Logeleien

® Er: ,Welches Datum haben wir eigentlich
heute?“ — Sie: ,WeiB ich auch nicht, aber schau
doch mal in der Zeitung nach!“ —

Er: ,,Zwecklos, die ist doch von gestern.“

® ,Hor mal“, sagt Monika zu Marie-Luise, ,warum
antwortest du auf jede Frage mit einer Gegen-

frage?“ — ,Tu ich das wirklich?“
® ,Vati, heute muBten wir in der Schule den ge-
meinsamen Nenner suchen.“ — [Was, den haben

sie immer noch nicht gefunden? Den muBten wir
doch auch schon suchen!*

e ,Haben wir uns nicht schon einmal zur Kreis-
olympiade getroffen?“ — ,Nein, ich bin noch nie
zur Kreisolympiade gewesen.“ — ,Ich auch nicht,
da werden es wohl zwei andere gewesen sein!“

® 2g liegen auf der rd. — L4a spielt Kla4. — 8tung,
das sn ist fertig. — R riB dn Z1 nt2. — Man ist nie
lam, wenn man eine Run3se mS8.

Labyrinth

Welchen Weg muBl die Maus nehmen, um zum

Kise zu gelangen?
Aus: Fiiles, Budapest

L
G




Tierisches

® Die Seite eines einjihrigen Tieres kostet 12 Cent
je kg weniger als die ‘Seite eines Lammes. Die Sei-
ten beider Tiere wiegen zusammen 24 kg. Das
Lamm kostet $ 16,35 und das einjihrige Tier
$59,85.

Wieviel wiegt jede Seite?

¢ Ein Kaninchen wiegt mit Kiste 4 kg, eine Ente
mit Kiste 5kg. Ente und Kaninchen wiegen zusam-
men 3 kg.

Welche Masse hat die Kiste?

Aus: The Australian Mathematics Teacher

Autonummern-Mathematik

Auf dem Heimweg von der Schule studieren Peter
und Klaus die Kennzeichenschilder auf der StraBe
parkender Autos.

Peter zeigt auf ein Nummernschild 28-57 und sagt:
»oieh mal, Klaus, die Summe der beiden zweiziffri-
gen Zahlen 28 und 57 ist gleich der aus den beiden
Innenziffern 8 und 5 gebildeten zweistelligen Zahl
85. Wieviel derartige Moglichkeiten bei vierziffri-
gen Autonummern wird es wohl geben, und wieviel
Prozent von allen Autonummern werden sie ausma-
chen?“

Am nichsten Tage bringt Klaus Losungsweg und

Losung in die Schule mit. Kommst du auch darauf?
Dr. W. Lorenz, Leipzig

Bruchrechnung
SCH H K WIL
8 o ' HELM

Dipl.-Ing. M. Wilde, Leipzig

Mathematiker gesucht

In dem folgenden Brief sind die Nachnamen von 20
bedeutenden Mathematikern aus der Vergangenheit
versteckt (als aneinandergereihte Buchstabenfolgen,
wobei Satzzeichen, Zwischenrdume und die GroB-
Klein-Schreibung unberiicksichtigt bleiben sollen).
Findet diese Namen heraus!

Liebe Eltern!

Im Ferienlager gefillt es mir sehr gut. Ich bewohne
mit Alice Vatter, Eva Belger und Marie Mannheim
ein Viermannzelt. Auch Adam Arden, Simon Ger-
lach, Alfred Holm, Petra Schmidtgen und Regina
Mobius aus meiner Klasse sind hier. Unser Lager-
leiter ist Herr May; er ist sehr groB3, und wir nennen
ihn den ,Riesen“. Auch Anke Liebers, so heiBt un-
sere Pionierleiterin, ist nicht gerade klein. Beide
sind sehr nett und immer guter Laune.

Gestern habe ich bei einem Ausflug nach Parchim
Edes Schwester Dana getroffen. Sie ging aus sich
heraus und erzihlte mir einiges: Ede ist inzwischen
Major; Dana will ndchstes Jahr heiraten. Ihr Freund
heift Helmut Stein; er studiert in Halle. Hier im
Lager ist jeder Tag wie neu. Lernen kann man auf

Schritt und Tritt. Ich habe eine neue Freundin. Sie
heiBt Ines Ristok. Es ist immer sehr interessant,
sich mit ihr zu unterhalten. Liebe Mutti, bitte sag
Alois Bescheid, daB ich ihm gleich nach meiner
Riickkehr die geliehenen Biicher zuriickgebe.

Herzliche-Griie, Eure Viola!
Dr. R. Mildner, Karl-Marx-Universitdt Leipzig

Kreuzzahlriitsel - dreidimensional

In jeden Kreis ist eine Ziffer einzutragen, so daB
sich in den Richtungen (Koordinaten) x, y und z
die unten definierten dreistelligen Zahlen ergeben.
Richtung x:

x1) eine Quadratzahl; 2) die Quersumme dieser
Zahl ist eine Quadratzahl; 3) zugleich Quadratzahl
und Kubikzahl; 10) die Quersumme dieser Zahl ist
gleich der Quersumme von y14); 11) Zahl aus glei-
chen Ziffern; 12) ist die Quersumme von z9); 15)
Spiegelzahl von z6); 16) die Zahl aus den beiden er-
sten Ziffern ist das Doppelte der letzten Zahl; 17)
eine Primzahl.

Richtung y:

y1) eine Primzahl; 4) diese Zahl ist das Querpro-
dukt von z1); 7) eine Primzahl; 10) die Fakultit der
Quersumme von x16); 13) eine Quadratzahl, 14)
diese Zahl ist das Querprodukt von x3); 15) eine
Primzahl; 18) Nachfolger von x16); 19) eine Prim-
zahl.

Richtung z:

z1) liest man diese Quadratzahl riickwirts, bleibt
sie dieselbe; 2) eine Primzahl; 3) von vorwirts und
rickwirts gelesen die gleiche Zahl; 4) eine Prim-
zahl; 5) Spiegelzahl von z8); 6) eine Kubikzahl; 7)
eine Kubikzahl; 8) eine Quadratzahl; 9) eine Qua-
dratzahl. Ing. H. Decker, Kéin

Optische Tiuschung
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Wer 10st mit?
alpha-Wettbewerb

Hoéhere Mathematik
Lothar Schneider

Letzter Einsendetermin: 1. Mai 1985

Mathematik

Ma 5m 2522 Zwei befreundete Touristen
kaufen Ansichtskarten von unserer Haupt-
stadt Berlin. Jeder von ihnen gibt dafir
den gleichen Betrag aus. Der erste kauft
Ansichtskarten zu 25 Pf, der zweite zu
35 Pf das Stiick, der zweite aber 2 An-
sichtskarten weniger als der erste. Wieviel
Ansichtskarten hat jeder dieser beiden
Touristen gekauft?

Ma 5m2523 Es ist die kleinste natiirliche
Zahl zu ermitteln, die bei Division durch
12 den Rest 2, bei Division durch 16 den
Rest 6 1dft.

Schiilerin Sandra Fabian, Liederstadt

Ma5m2524 In einem Ferienlager wer-
den 170 Kinder der unteren Klassen be-
treut. Von ihnen konnen 70 Kinder radfah-
ren und 125 Kinder schwimmen. Sowohl
radfahren als auch schwimmen kénnen ge-
nau 45 dieser Kinder. Ermittle die Anzahl
derjenigen Kindet; die weder radfahren
noch schwimmen kénnen!

Schiiler Tilo Taupitz, Weinbohla

Ma 5m 2525 In dem Kryptogramm

DREI

+EINS.

VIER
sollen die Buchstaben durch Grundziffern
ersetzt werden. Fiir gleiche Buchstaben sol-
len gleiche, fiir verschiedene Buchstaben
sollen verschiedene Grundziffern einge-
setzt werden. Begriinde, daB es keine L&-
sung dieser Aufgabe fiir die geforderten Be-
dingungen geben kann!

Ma5m2526 Jeder der 13 Spieler einer
Mannschaft A spielt gegen jeden Spieler
einer Mannschaft B genau einen Satz
Tischtennis. Es werden 117 Spiele ausge-
tragen.

a) Wie viele Spieler gehoren zur Mann-
schaft B?

b) Wie lange dauert das Tumier, wenn
gleichzeitig an 8 Platten gespielt wird und

einschlieBlich kurzer Pausen fiir ein Spiel
15 Minuten angesetzt werden?

c) Wie viele Sitze Tischtennis wiren nur
auszytragen, wenn Mannschaft A mit
5 Spielern weniger, Mannschaft B mit
3 Spielern weniger antreten wiirde?

d) Ist es die gleiche Anzahl von Sitzen,
wenn Manpschaft A mit 3 Spielern weni-
ger, Mannschaft B mit 5 Spielern weniger
antreten wiirde?

Ma 5m 2527 Ersetze in dem Schema
52 **

L 1]
die Sternchen so durch Grundziffern, daB
man eine richtig geldste Multiplikations-
aufgabe erhilt!
Schiilerin Annett Hildebrandt, Gércke

Ma6m2528 Von den xy Schiilern einer
Schulklasse waren yx Schiiler infolge einer
Grippewelle erkrankt. Wie viele Schiiler ge-
héren dieser Klasse an, und wie viele Schii-
ler waren erkrankt, wenn xy und yx Prim-
zahlen in dekadischer Schreibweise sind,
x *y ist, und dieser Klasse weniger als
36 Schiiler angehoren?
Schiiler Hugo Engelsrecht,
Gymnasium Krems, Osterreich

Ma 6 w2529 Fiir einen Besuch des Berli-

ner Kulturparks entnahm Klaus seiner

Sparbiichse den fiinften Teil seiner Erspar-

nisse. Von dem mitgenommenen Gelde
3

gab Klaus —

n aus. Es blieben 1,50 M iibrig,

die er wieder in die Sparbiichse steckte.
Wieviel Mark gab Klaus auf dem Berliner
Kulturpark aus? Wieviel Mark sind danach

wieder in der Sparbiichse?

Fachlehrer fiir Mathematik
Claufnitzer, 26. POS Berlin-Marzahn

Ma 6 m 2530 Gib alle Teiler der Zahl 567
an! Wie lautet der Dividend, wenn der Di-
3
StR H.-I. Kerber, Neustrelitz

visor 567 und der Quotient — betragen?
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Pridikak: o]

______ | Losung: I

Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb kOnnen sich alle al-
pha-Leser beteiligen.

2. Einsendupgen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schul-

-jahr (bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu

richten an
Redaktion alpha
7027 Leipzig,
Postfach 14

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe fortlaufend numeriert.
Déer iiblichen Nummer ist ein Ma (Mathe-
matik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und
eine Ziffer, z. B. 7, vorgesetzt (d. h. fir
7.Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstu-
fen 11/12 und Erwachsene losen die
Aufgaben, welche mit Ma 10/12, Ph 10/12
oder Ch 10/12 gekennzeichnet sind.

5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes
Blatt zu verwenden, Format A4
(210 mm X 297 mm) (siehe Muster), denn
jede Aufgabe wird fiir sich, d. h. in einem
Zug, korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollstindige und. richtige) Lo-
sung (nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis)
eingesandt haben, erhaiten von der Redak-
tion eine Antwortkarte mit dem Priddikat
»Sehr gut geldst“, ,gut gelost* oder ,gelost”.
Schiiler, welche nur einen SchluBsatz zu
einer Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ,nicht gelost®.

Letzter Einsendetermin wird jeweils be-
kanntgegeben. Der  Jahreswettbewerb
1984/85 lauft von Heft 5/1984 bis Heft
2/1985. Zwischen dem 1. und 10. Septem-
ber 1985 sind alle durch Beteiligung an
den Wettbewerben der Hefte 5/84 bis 2/85
erworbenen Karten geschlossen an die
Redaktion einzusenden. Eingesandte Ant-
wortkarten werden nur dann zuriickge-
sandt, wenn ein Riickumschlag mit ausrei-
chender Frankatur beiliegt.
Die Preistriger und die Namen von Kollek-
tiven, die sich am Wettbewerb beteiligen,
werden in Heft 6/85 verdffentlicht. Wer
mindestens 10 Antwortkarten (durch die
Beteiligung an den Wettbewerben der
Hefte 5/84 bis 2/85) erhalten hat und diese
einsendet, erhilt eine Anerkennungsur-
kunde und ein Abzeichen (in griiner
Farbe). Schiiler, die bereits zwei Anerken-
nungsurkunden besitzen und diese mit den
Antwortkarten des Wettbewerbs 1984/85
einsenden, erhalten das alpha-Abzeichen
in Gold (und die Urkunden zuriick). Wir
bitten darauf zu achten, daB aile Postsen-
dungen richtig frankiert sind und daB die
Postleitzahl des Absenders nicht vergessen
wird.

Redaktion alpha



Ma 6 m 2531 Kay sagt zu Ute: ,Wenn du
mir einen von deinen Apfeln geben wiir-
dest, so hitte ich dreimal soviel Apfel wie
du.“ Darauf antwortet Ute: ,Gib mir lieber
einen von deinen Apfeln; dann hitten wir
beide gleich viel Apfel.* Wieviel Apfel
hatte jeder von ihnen? Begriinde, daB es
nur eine Moglichkeit gibt!

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma6m2532 Von einem Rechteck ABCD
sollen vier Dreiecke AAEH, AEBF, AFCG
und AGDH abgeschnitten werden. Wel-
chen Flicheninhalt besitzt das iibrigblei-
bende Viereck EFGH?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz
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Ma 7w 2533 Die Weglidnge von Erfurt bis
Suhl betrigt 50 km. Anton fihrt morgens
um 8 Uhr mit dem Fahrrad von Erfurt
nach Suhl mit einer durchschnittlichen

Geschwindigkeit von 14 kTm Bruno reitet

am gleichen Tag und zum gleichen Zeit-
punkt hoch zu RoB von Suhl nach Erfurt
mit einer durchschnittlichen Geschwindig-

keit von 11 kTm Um welche Uhrzeit tref-

fen beide aufeinander? Wie weit ist der
Treffpunkt von Erfurt entfernt?
Schiiler A. Steinmetz, Géllingen

Ma7m2534 Es ist zu untersuchen, ob
%35% gleich 1 oder
kleiner bzw. groBer als 1 ist.
Die Antwort ist zu begriinden! Die Pro-
dukte in Zdhler und Nenner sollen nicht
ausgerechnet werden!

Schiilerin Dorit Granzow, Neustadt/D.

Ma7m2535 Es sei n eine natiirliche
Zahl. Das Produkt aus dem Vorgidnger und
dem Nachfolger von n betrage 483. Um
welche natiirliche Zahl » handelt es
sich?

Ma7m2536 Ein Kleintierhalter verfigt
iiber einen Kaninchenstall mit vier Boxen,
in denen insgesamt 30 Kaninchen unterge-
bracht sind. In der vierten Box befinden
sich mehr Kaninchen als in der dritten, in
der dritten mehr als in der zweiten, in der
zweiten mehr als in der ersten. In keiner
Box befinden sich mehr als 10 Kaninchen.
Der Unterschied in der Anzahl der Kanin-
chen zwischen der vierten und dritten, der
dritten und zweiten, der zweiten und ersten
Box ist stets gleich. Wieviel Kaninchen be-
finden sich in jeder der vier Boxen?

der Quotient

Ma8m2537 Gegeben sei eine beliebige
zweistellige natiirliche Zahl z. Ihre Quer-

summe sei mit g(z) bezeichnet. Es ist zu

beweisen, daB die Differenz z — g(z) stets

neunmal so groB ist wie die Zahl, die durch
die erste Ziffer von z dargestellt wird.

Schiiler Ralf Kiihnel,

Wilhelm-Pieck-Stadt Guben

Ma 8 m2538 Drei Angler hatten zusam-
men 30 Fische gefangen, die nun in einem
GefilB lagen. Bei der Aufteilung der Fische
gab es Streit.
Als jeder der drei Angler A, B, C sagen
sollte, wie viele Fische er geangelt hatte,
nannte C eine um 1 groBere Anzahl. A
meinte daraufhin, daB er ebenso viele Fi-
sche geangelt habe wie C. Wie viele Fische
hatte jeder der drei geangelt, wenn B genau
einen Fisch mehr als das Doppelte der vom
Angler C tatsichlich gefangenen Fische ge-
angelt hatte?

Schiiler Olaf Gleim, Timkenberg

Ma 8 m2539 In ein beliebiges rechtwink-
liges Dreieck ist ein Rechteck derart einzu-
beschreiben, daB zwei Seiten auf je einer
Kathete und ein Eckpunkt auf der Hypote-
nuse liegen. Die Fliche des Rechtecks soll
halb so groB wie die Dreiecksfliche sein.
Die Konstruktion ist zu beschreiben und
zu begriinden!  Oberlehrer Werner Melka,

Neubrandenburg
Ma 8 ®2540 Das Bild stellt ein Viereck
ABCD mit den kongruenten Seiten

AD = BC dar. Die Mittelpunkte P und Q
der Seiten AB und CD sowie die Mittel-
punkte M und N der Diagonalen AC und
BD wurden miteinander verbunden. Es ist
nachzuweisen, daB die Verbindungsstrek-
ken PQ und MN aufeinander senkrecht ste-
hen.

Ma9m2541 Gesucht sind drei aufeinan-
derfolgende natiirliche Zahlen, fiir die gilt:
Die Summe aus dem Quadrat der kleinsten
Zahl und dem Quadrat der Hiilfte der mitt-
leren Zahl ist gleich dem Quadrat der groB-

ten Zahl.
Schiiler Jorg Steinbach, Zwickau

Ma9m2542 Es sind alle reellen Zahlen
a, b, ¢ mit ¢ # 0 zu ermitteln, die das fol-
gende Gleichungssystem erfiillen:

1) atb+tc=6
ab

@ =6

3) al-b—c=6

Schiiler Gunnar Jeschke, Schwarzheide

Ma9m2543 Die Terme der Gleichung
(abc)® = be(a — 1)be stellen Zahlen in de-
kadischer Darstellung dar. Welche Ziffern
sind fir a, b und c¢ einzusetzen, damit
diese Gleichung erfullt wird? Sch.

Ma 9m2544 Das Bild zeigt einen Kreis &k
mit dem Mittelpunkt M und einem Radius
der Linge r =3 cm. Wieviel Prozent der

Kreisfliche wird von der schraffiert darge-
stellten Flidche der Rosette eingenommen?
Schiiler Matthias Eger, Hohleborn

Ma 10/12 m 2545 Es ist zu beweisen, daB
der Term
13*-5%) 13"+ 59
fur alle natiirlichen Zahlen x durch
(5% — 13) teilbar ist!
Ints Indriksons, Riga, UdSSR

Ma10/12m 2546 In einem rechtwinkli-
gen Dreieck sei ¢ die Linge der Hypote-
nuse, ¢ und b seien die Lingen der Kathe-
ten. Es ist nachzuweisen, daB stets
(a+ b+ c) > 8ab gilt. Sch.

Ma 10/12 w2547 Im abgebildeten Dra-
chenviereck seien a = 108° und v > 36°. Es
ist ein regelmiBiges Fiinfeck derart zu kon-
struieren, daB auf jeder Seite des Drachen-
vierecks ein Eckpunkt des Fiinfecks liegt
und der fiinfte Eckpunkt mit 4 zusammen-
fillt. Schiiler Frank Steudel, Berlin

A

Ma10/12m 2548 Das Bild stellt ein
Schrigbild eines regelmidBigen Oktaeders
dar. (Kantenmodell) Welchen Winkel
schlieBen die Flichen der Dreiecke BCE
und BCF ein?

Technologe Klaus-Detlef Gehrke, Rostock

Physik

Phé6m171 Ein Stiick Bleirohr mit einer
Masse von 282,5g wird in ein Uberlaufge-
faB eingetaucht.

Wieviel cm® Wasser flieBen aus?

Ph7® 172 Eine Balkenwaage wiegt unge-
nau. Auf der einen Seite betridgt das Ge-
wicht eines Gegenstandes 144 N, auf der
anderen dagegen 169 N.

Wie groB ist das wahre Gewicht des Gegen-
standes?
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Ph8w173 In einigen Landern (u. a. in
Grofbritannien und den USA) wird zur
Temperaturmessung nicht die Einheit
Grad Celsius (°C), sondern Grad Fahren-
heit (°F) verwendet. Dabei entsprechen
0°C dem Wert von +32°F und +100°C
dem Wert von +212°F.

a) Wieviel °C sind es, wenn das Thermome-
ter +41°F bzw. —49°F anzeigt? Gib die
Umrechnung mit Hilfe von Variablen
an!

b) Wieviel °F sind es, wenn das Thermome-
ter +20°C bzw. ~15°C anzeigt? Gib die
Umrechnung mit Hilfe von Variablen
an!

c) Bei wieviel Grad sind die MaBzahlen
von Celsius und Fahrenheit gleich?

Ph9w174 Der PKW Skoda 105L hat
eine Gesamtmasse von 1285 kg und eine
Spitzenleistung von 38 kW.

In welcher Zeit kann er beim Anfahren
eine Geschwindigkeit von 80 km/h errei-
chen?

Ph10/12m175 Bei der Briefwaage wird
das Auslenken eines Gewichtes auf einem
Kreisbogen fur das Wigen benutzt. Die
Hebel stehen hierbei winklig zueinander.
Der Arm, an dessen Ende ein Gewicht von
<500 N montiert sei, wurde bei einer Linge
von 10cm um 20° ausgelenkt. Der Lastarm
von 2,5 cm soll hierbei gerade eine waage-
rechte Stellung einnehmen.

Welches Gewicht hat der aufgelegte Brief?
Die Hebel selbst seien masselos.

Dipl.-Ing. H. Miethig, Dresden

Chemie
Ch7m137 Zur Erh6hung der Boden-
fruchtbarkeit werden in der Landwirtschaft
hochwertige Phosphordiingemittel einge-
setzt. Wieviel Prozent P,0; sind in folgen-
den Diingemitteln enthalten?
1. Superphosphat

Ca(H,P0,), + 2CaSO0,
2. Thomasmehl

Ca;P,04(3Ca0) - P,0;
3. 80%iges Magnesiumphosphat

Mg;(PO,);
4. Nitrophoska

3,5NH,NO, + 1,5CaHPO,

+ 0,25NH,H,PO, + 0,25(NH,),HPO,

Ch8m138 Beim Versetzen von Alumi-
niumpaste mit Kalkwasser und Wasser ent-
steht Gasbeton, welcher wie folgt zusam-
mengesetzt ist:

3Ca0O- Ale; : 6H20

22 - alpha, Berlin 19 (1985) 1

Als weiteres Reaktionsprodukt bildet sich
Wasserstoff.

a) Wieviel Kubikmeter Gas werden bei die-
ser Reaktion ausgetrieben, wenn man
1,25 kg Aluminiumpaste mit einem Alumi-
niumgehalt von 95% zur Reaktion bringt?
b) Wieviel Kilogramm der restlichen Aus-
gangsstoffe werden benétigt?

Ch9wm 139 Ein groBer Teil des in der me-
tallurgischen Industrie erzeugten Stahles
wird zu Rohren verarbeitet. Aus einer
Tonne Stahl kann ein Rohr folgender Ab-
messung hergestellt werden:

Linge: 600 m

Innendurchmesser: 30 mm

Wandstirke: 4 mm

Wieviel Kilometer Rohr der gleichen Ab-
messung kdénnen aus einer Tonne Polyvi-

nylchlorid-hart (g=1,38 g,) herge-
cm

stellt werden?

Ch10/12m140 Es soll eine 23,2%ige
Aluminiumsulfat-Losung hergestellt wer-
den. Zur Verfligung stehen Aluminium
und Schwefelsiure. Wievielprozentig muB
die Schwefelsiure sein?

Eine Aufgabe -
verschiedene Losungen

In Heft 5/83 stellten wir folgende Aufgabe:

Ma 7m2363 Ein Rechteck habe die Sei-
tenlingen a und b. Der Flicheninhalt
eines Quadrates, das den gleichen Umfang
wie das Rechteck hat, ist durch die Lingen
a und b auszudriicken.

OStR Th. Scholl, Berlin

In Heft 1/84 vertffentlichten wir einen L8~
sungsvorschlag. Er lautete: Das Quadrat
habe die Seitenlinge ¢, dann gilt:
+
dc=2-(a+b), c="—2b
und somit

AQ=02=%(a+b)1.

279 Midchen und 265 Jungen sandten L§-
sungen ein. 85 von ihnen erhielten eine
rote Karte mit dem Pradikat: falsch geldst.
7 Arbeitsgemeinschaften sandten Losun-
gen als Kollektiv ein. 6 Einsender gaben
eine falsche Aufgabennummer an und wur-
den aus den 17 weiteren St6Ben herausge-
fischt, konnten also erst nach Auswertung
der insgesamt zu Heft 5/83 eingegangenen
25000 Losungen bearbeitet werden. MubBte
das sein? .

Bei der Korrektur stieB der Chefredakteur
alpha - er korrigiert die Losungen der
Klassenstufen 5 bis 7 - auf die unter-
schiedlichsten Endergebnisse. Hier sind 33
von ihnen ausgewidhit und zu einem For-
melsalat zusammengestellt. 9 entsprechen
nicht der von der Aufgabengruppe verdf-

fentlichten Gleichung 4, = 1 (a+ b)
e 4

Welche? Viel SpaB beim Knobeln wiin-
J. Lehmann/Th. Scholl
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Losungen

Losungen zu: Sprachecke

A la Konstruiere ein Quadrat in ein ge-
gebenes Dreieck, so daB die Grundseite
des Quadrates auf der Grundseite des
Dreiecks liegt und die zwei anderen Eck-
punkte des Quadrates sich auf den beiden
anderen Seiten des Dreiecks befinden!

c

Lésung: Man zeichne in das- AABC die
Héhe h. Dann gilt die Proportion
x:¢=(h—x):h, und x ist konstruierbar.

A2a Mit einem aufgedrehten Auslauf-
ventil und einem geschlossenen AbfluB
kann man eine Badewanne in 9 Minuten
mit Wasser fiillen. Mit geschlossenem Aus-
laufventil und gedffnetem AbfluB werden
12 Minuten benétigt, um die mit Wasser
gefiilite Badewanne zu leeren.
Wieviel Minuten dauert es, die leere Bade-
wanne mit Wasser zu fiillen, wenn der Ab-
fluB gedffnet und das Auslaufventil aufge-
dreht ist?
Lésung: Die Zeit zum Fiillen der Bade-
wanne sei x min; dann gilt die Gleichung
X X

5 12 b
12x — 9x =108,
x=36.

Die Badewanne ist in 36 min gefilit.

AJaA Zum Bau des Eiffelturms wurden
ungefihr 885 m’ Eisen verwendet; die
Dichte des Eisens betrigt 7,8 t/m>. Welche
Masse Eisen wurde flir diese Konstruktion
bendtigt?

Losung: m=V-o

885m’ 78t
me
m=6903t.

Fiir den Bau wurden 6 903t Eisen benotigt.

a4 a Eine Badewanne wird durch ihren
Wasserhahn in 10 Minuten gefiillt und
durch ihren Abflul in %— Stunde geleert.
Man 6ffnet den Wasserhahn und vergit,
den AbfluB zu schlieBen. Nach welcher
Zeit ist die Badewanne gefiillt?

Lésung: Die Anzahl der Minuten sei x,
dann gilt die Gleichung
x x

0 1500
5x
150 b

x=130.

Die Badewanne ist nach 30 Minuten ge-
fullt.

A5 A Wir zerbrechen ein Streichholz in
der Mitte. Eine der Hilften zerbrechen wir
noch einmal. Eines der erhaltenen Stiicke
versuched wir nochmals zu halbieren.
Warum wird das Zerbrechen des HOlz-
chens jedesmal schwieriger?

Lésung: Jedesmal wird der Hebelarm hal-
biert, und man muB die doppelte Kraft auf-
bringen.

A6 A Bestimme alle flinfstelligen Zahlen,
die gleich der 3. Potenz der aus ihren letz-
ten beiden Ziffern gebildeten Zahlen sind!
Lésung: 13824 und 15 625.

Laut Aufgabe ist z =10000a + 10005
+100c + 10d + e = (10d + ¢)*. Dies kann
man umformen zu 100(100a + 105+ ¢)
=(10d+e+1)(10d+¢) (10d + e — 1).
Auf der rechten Seite steht ein Produkt aus
drei aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen.
Von diesen kann nur eine durch 5 teilbar
sein, die dann sofort auch durch 25 teilbar
sein muB.

1. Fall: 10d+e+1=25...2=13824

2. Fall: 10d+ e =25...2=15625

3. Fall: 10d +e—1=25...4 teilt nicht
27, 26, 25, aber 4 teilt 100.

Ist der durch 25 teilbare Faktor groSer als
25 (d. h. 50 oder 75), so ist das Produkt
nicht kleiner als 50-49-48 = 117600, also
mindestens sechsstellig.

Losungen zu:
Das Pascalsche Dreieck

Ala Wegen des Zusammenhanges mit
den Binomialkoeffizienten stellt
(1 + 1)* =2* gerade die Summe der Zahlen
in der (n+ 1)-ten Zeile des Puascalschen
Dreiecks dar.

A2a Die gesuchten Zahlen findet man
in der achten Zeile des Dreiecks.

A3 a a)d45 Die gesuchte Anzahl stimmt
gerade mit der Anzahl von 2elementigen
Mengen der Menge (1,2,3, ..., 9, 0} iiberein.
b) 120 - die Zahl der 3elementigen Teil-
mengen derselben Menge.

A4a Die gesuchten Dreieckszahlen ste-.

hen gerade in derjenigen Schrigreihe des
Pascalschen Dreiecks, die mit 1,3,6,10,...
beginnt.

ASA a)a®—6a’h+15a'b? - 2040

+ 15a%% — 6ab’ + b®

b) x* - 10x%y + 40x3y? — 80x%y?

+ 80xy* — 32y°

(Das Wechseln der Rechenzeichen ergibt
sich leicht aus der Betrachtung (a — b)¢
= (a + [~ b])%)

Losungen zu: Schitz doch mal!

Ala

a) 29mm ¢) 64 cm? e) 7,32m

b) 17mm d) 30,5cm® f) 615kg

A2A

Schitzer geschitzter absoluter
Wertincm®  Fehler in cm?

Rolf 40 9,5

Anja 20 -10,5

Mario 25 - 55

Grit 35 4,5

AlaA
a) 1.Platz (bester Schitzer) Frank
(relativer Fehler: 0,01)
2. Platz Michael
(relativer Fehler: 0,03)
3. Platz Felix
(relativer Fehler: 0,08)
b) Frank: 1%; Michael: 3%; Felix: 8%

Ada

tatsachlicher Wert Schitzwert
X a
227 200
425 340
510
317 300 A

absoluter Fehler relativer Fehler

a—x a-x
x
=21 0,12
-85 0,20
85
-17 0,05

Lésungen zu:
Knobel-Wandzeitung (1)

Vergangenes Jahr
Ala 1+9-8:4=19
1+9-8:4= 8

Sternchenklar
A2A 456 - 678
3648

3192

2736

309168

Magische Figur
Ala

Wie alt?

Ada Ausdemn Text ergibt sich folgendes
Gleichungssystem (V, M, J, K bzw. S be-
zeichnen das Alter des Vaters, der Mutter,
von Jens, Kati bzw. Sven):

alpha, Berlin 19 (1985) 1 - 23



V=M 1)
S=K+3 @
J=8+3 (3)
J=S+K (@)

V+3=30+3) )

Aus (3) und (4) ergibt sich K=3. Aus (2)
folgt S = 6. Weiter folgen aus (3) oder (4)
J=9, aus (5) V=133 und aus (1) M=33
(Altersangaben in Jahren).

Mal so, mal so

AS5a Fir das Wort DEZIMALBRUCH
gibt es 330 verschiedene Leseméglichkei-
ten (Anzahl der Permutationen mit Wie-
derholung von 11 Elementen - 7 Ab-
schnitte nach links und 4 Abschnitte nach
unten — mit der Klassenbildung (7,4);
330 =111/714Y).

In einem Zuge

A64a Man muB bei A (bzw. B) beginnen
und bei B (bzw. A) enden; z.B. A-B-7-4-A-
1-3-4-9-10-15-9-3-10-4-11-6-13-10-5-12-7-
8-13-14-16-13-7-14-8-2-B. '

5 16
1o 1 12 13
9 "
]
1 n 5 3 7
2
1 2 3

Flichenvergleich

A8A Alle 5 Flichenstiicke haben den
gleichen Flicheninhalt, der sich aus dem
Flicheninhalt eines Halbkreises (Durch-
messer entspricht zwei Kistchenseiten)
und dem Flicheninhalt von 2 Quadratkiast-
chen zusammensetzt.

A 94 erlegung gesucht
N\

Legespiel l
Al0A

—

24 - alpha, Berlin 19 (1985) 1

Stuhl-Akrobatik
Alla
NIPNEBN
Rollerrennen
Al2a

"o oo o®
ARREEHw-
OWwwRRmTS
TompmpRw
mmgmgo

Die ersten beiden Aussagen lassen die an-
gegebenen sechs Moglichkeiten zu
(B =Ben, D =Dieter, E=Eva, K =Kat-
rin). Die dritte Aussage, daB Dieter besser
abschnitt als Ben, sondert hieraus eindeu-
tig die Moglichkeit f aus: 1. Platz: Katrin,
2.Platz: Dieter, 3. Platz: Ben, 4. Platz: Eva.

Gut eingepalt
A 13 a Das Bild zeigt die vervollstindigte
Figur. Das Quadrat Nr.3 paBt nicht hinein.

Fortsetzung gesucht

A 14 o Bildungsgesetz der Zahlenfolge:
a,=3n+(-1)"n? as=>54. Bildungsge-
setz der Figurenfolge: Das obere schwarze
Dreieck springt jeweils ins nichste
Dreieck, das untere schwarze Dreieck je-
weils ins iiberndchste Dreieck (in mathe-
matisch positiver Richtung).

6.Glied:

M

GewuBt wie?

A 15a Eine Moglichkeit wire folgende:
Durch eine erste Wigung entnimmt man
mit Hilfe des Puddingpéckchens 40 g Tee.
Dann legt man das Gewiirzpickchen auf
die eine und das Puddingpickchen auf die
andere Waagschale und entnimmt durch
Zuschiitten von Tee zur Schale mit dem
Gewiirzpickchen die noch fehlenden 15¢g
Tee.

Rosselsprung
Al6a
10

19

169 |20

Loésungen zu:
In freien Stunden - alpha-heiter

Kryptarithmetik

Bild links:

Z=1 W=F+1 Sz5 Ez5
Falll) S=5-W=1=Z

(= Widerspruch!)

Fall2) S=6—F=2, W=3
Fall21) E=5—20=0—>C=2=F
wad!

Fall22) E=7—C=8—0
=5—>H=9=L Wd!
Fall2.3) E=8—0=7—>C
=9—>H=4—>L=9=C Wd!
Fall24) E=9—>0=8—>C
=4—-H=7—>L=5

Fall3) S=7—>F=4, W=5
Fall3.1) E=6
Fall31.1)0=2—C=3—H
=0—->L=1=Z Wwd!
Fall3.1.2) 0=3—C=8—H=0
oderH=2—>L=1=2
oderL=4=F Wd!

Fall3.2) E=8—0=6—>C=4=F Wd!
Fall3.3) E=9—0=8—C=4=F Wd!
Fall4) S=8—>F=6, W=7
Fall4)E=5—-0=1=Z Wd!
Fall42) E=9—0=8=S Wd!

Fall5) S=9—F=8, W=9=S Wwd!

Es gibt also genau eine Losung
69476 + 69476 = 138 952.

Bild Mitte:
126 -65=61; 147-76=171,
168 — 87 =81; 105 — 54 = 51.

Bild rechts: z.B. 6508 + 13963 = 20471,

Wortspiele
Jahr, Lahr, Lahn, Zahn, Zahl; Grad, Gras,
Gros; halb, Halt, hart, Wart, Wert.

Hau ruck

Der Arbeiter auf der Skizze b bewegt den
Wagen mit dem geringsten Kraftaufwand,
weil er eine lose Rolle verwendet.

Labyrinth
. & X
U ! TJ
6 6 h—L:TZ\
0 N
==V N =
1
I Q nJ@ [\J
~ATTA S
N k. |
-_@ @Q _‘_\J
N
- & Z_t
(@ S Al N / rl
80 ) P\_J
Tierisches

o Eine Seite Lammfleisch kostet x $ je kg
und wiegt y kg. Eine Seite des einjdhrigen
Tieres kostet (x —0,12) $ je kg und wiegt
(24 — y) kg. Dann gilt das Gleichungssy-
stem x-y=16,35
(x —0,12) (24 — y) = 59,85.
24x — xy —0,12:24 + 0,12y = 59,85
24x — 16,35 -2,88 + 0,12y = 59,85
24x + 0,12y = 79,08



24-16,35
y

+0,12y =79,08

16,35
=0

y
24-16,35+ 0,12y = 79,08y
y}—659y +3270=0

_ﬁ+ 6592 _3270-4

I I 4

n=>3s

¥y, = 654 (entfillt)
Eine Seite Lammfleisch wiegt 5 kg und
eine Seite des einjihrigen Tieres 19 kg.
® Die Masse der Kiste sei x kg. dann gilt
die Gleichung

I+2x=4+35,
x=13.

Die Masse der Kiste betrigt 3 kg.

Autonummern-Mathematik
Bezeichnet man die vier Ziffern der Auto-
nummer mit w, x, y und z, so gilt

(10w + x) + (10y + z2) = 10x + y.
Nach Umstellung erhilt man

10w +2z=9x—-9y

10w+z _

—g X7
Die Summe 10w + z muB durch 9 teilbar
sein, und dieser Quotient entspricht der
Differenz der beiden Innenziffern.
Fiir den Zédhler kommen also nur die Zah-
len 9, 18, 27, ..., 81 in Frage. Die beiden
AuBenziffern k6nnen also nur 0.-.9; 1.-.8;
2.-.7; ...; 8.-.1 lauten.
Zu 1.-8 (18) gehort die Differenz
(18:9 =)2. Dadurch ergeben sich die Mog-
lichkeiten der Differenzbildung 2-0;. 4-2;
5-3; ..., 9-7.
Die Autonummern lauten dann 12-08;
13-18; 14-28; ...; 19-78 (vgl. 19 + 78 = 97,
die aus den beiden Innenziffern gebildete
Zahl lautet auch 97).
Folgende Autonummern haben also die in
der Aufgabenstellung geschilderte Eigen-
schaft:
01-09;
07-69;
15-38;
24-17;
34-06;
45-05;

02-19;
08-79;
16-48;
25-27;
35-16;
46-15;

03-29;
09-89;
17-58;
26-37;
36-26;

04-39; 05-49;
12-08; 13-18;
18-68; 19-78;
27-47; 28-57;
37-36; 38-46; 39-56;
47-25; 48-35; 49-45; 56-04;
57-14; 58-24; 59-34; 67-03; 68-13: 69-23;
78-02; 79-12; 89-01. Die Anzahl belduft

sich auf n = % (1 + 9) = 45. Die Haufigkeit

06-59;
14-28;
23-07;
29-67;

betrdgt bei 10000 aus vier Ziffern beste-
henden moglichen Autonummern 0,45 %.

Bruchrechnung
Schachtel, Hotel, Kapitel, Wilhelm Tell.

Mathematiker gesucht

Die versteckten Mathematiker waren:

Lie, Sophus (1842 bis 1899); Ceva, Gio-
vanne (1647 bis 1734); Abel, Niels Henrik
(1802 bis 1829); Riemann, Bernhard (1826
bis 1866); Hadamard; Jacques Salomon
(1865 bis 1963); Monge, Gaspard (1746 bis
1818); Fredholm, Ivar Erik (1866 bis 1927);
Schmidt, Erhard (1876 bis 1959); Mébius,
August Ferdinand (1790 bis 1868); Mayer,
Adolph (1839 bis 1908); Ries, Adam (1492
bis 1559); Hankel, Hermann (1839 bis
1873); Klein, Felix (1849 bis 1925); Archi-

medes von Syrakus (etwa 287 bis 212
v. u. Z.); Gauss, Carl Friedrich (1777 bis
1855); Jordan, Camille (1838 bis 1922);
Steiner, Jakob (1796 bis 1863); Euler,
Leonhard (1707 bis 1783); Stokes, George
Gabriel (1819 bis 1903); Galois, Evariste
(1811 bis 1832).

Kreuzzahlritsel

Ein méglicher Losungsweg: x3), z9), x12),
26), x15), z1), y19) mit y18) und x16), y15),
x17), x16), y4), x1), z7), y14), x11), y13),
28), x2).

{2 5 1
n(1 0 6
(6 =U a7
NI
#(1 iz% 4
7 2 a0
” «‘5\ 1‘0 ’9
2 'hz 55 62
161 2[' 37

Losungen zum alpha-Wettbewerb
Heft 5/84

Ma5m2464 Angenommen, die Schiiler
hitten am zweiten Tag genausoviel Kilo-
meter zuriickgelegt wie am ersten Tag,
dann hitten sie an allen drei Tagen insge-
samt 65 km+ 10 km =75 km geschafft.
Dann wiirde gelten 5-x =75, also x = 15.
Das heiBt, am ersten Tag legten sie
2-15km =30 km, am zweiten Tag legten
sie 30km — 10 km = 20 km, am dritten Tag
legten sie 30km:2 = 15 km zuriick.

Ma 5m2465 Vom Ergebnis 15 ausgehend
wenden wir die Umkehroperationen auf die
zuvor ausgefiihrten Rechenoperationen an.
15+ 20=135; 35:5=7. Somit ist 7 die ge-
dachte Zahl.

Ma Sm2466 3 m Kunstfaserstoff sind um
3-30 M =90 M billiger als 3 m WollstofT.
Hitte man nur Wollstoff gekauft, so wiirde
der Preis 470 M + 90 M = 560 M betragen.
Deshalb kosten 1m Wollstoff 560 M:7
=80 M und somit 1 m Kunstfaserstoff
80M-30M=50M.

Ma 5m2467 Wenn die Differenz zweier
Zahlen 1280 betrigt, so ist die erste Zahl
um 1280 groBer als die zweite. Wenn wir
also von der Summe dieser beiden Zahlen
1280 subtrahieren, erhalten wir das Zwei-
fache der zweiten Zahl. Die zweite Zahl ist
somit (4120 —1280):2=2840:2=1420.

Somit gilt fiir die erste Zahl
1420+ 1280 =2700.
erste Zahl
zweite Zahl 1280

Ma5m2468 6m=600cm;
600cm — 60 cm = 540 cm;
540cm:2 =270cm;

270 cm + 60 cm = 330 cm. Der eine Teil
muB 2,7 m, der andere 3,3 m lang gewihlt
werden.

Ma5m2469 Es waren 8:2 =4 Waggons
mit einer Ladung von je 12 t vorhanden.
Deshalb waren 5-4=20 Waggons mit
einer Ladung von je 10t vorhanden.
4:12t+20-10t=48t+ 200t =248t. Ins-
gesamt wurden 248t Getreide verladen.

Ma6m2470 Der zweite Winkel habe die
GroBe a. Die beiden anderen Winkel ha-
ben dann die GréBe a +4° und a + 14°.
Nun gilt 3-a +18°=180° 3-a=162°
a = 54°. Die Winkel des Dreiecks haben
die GréBe 54°, 58° und 68°.

Ma6m2471 Es sei x die eine, also
(165 — x) die andere Zahl.

=2 65—
Dann gilt 3 x= 3 (165 — x),
%-x=%~(165—x), %-x=33—%'x,
%x + %x =33, —%x= 33, x=90. Eg¢

handelt sich um die Zahlen 90 und 75.

Ma 6 m 2472 72%=20%. Um am

Personenzug vorbeizufahren, muB der D-
Zug eine Strecke zuriicklegen, die seiner
Linge und der Linge des Personenzuges
gleicht. Es sei x die Linge des Personenzu-

ges; dann gilt x + 80 m=10s-20 %, also
x = 120m. Der Personenzug ist 120m lang.

Ma 6 m2473 In jeder Stunde legt der Au-
tobus 10 km mehr zuriick als der LKW. Als
der Autobus in Banska Bystrica eintraf,
hatte der LKW noch 1h und 45 min, also
1,75 h zu fahren und legte in dieser Zeit
1,75 h-30 —kh3= 52,5 km zuriick. Als der
Autobus in Banska Bystrica ankam, war
der LKW vom Ziel noch 52,5 km entfernt.
Dieser Abstand entsteht zwischen beiden
Fahrzeugen nach 52,5:10=5,25 h. Der
Autobus fuhr also 5,25 h. In dieser Zeit
legte er eine Strecke von
5,25-40 km = 210 km zuriick. Das ist die
Entfernung zwischen diesen beiden Orten.

Ma6 w2474 Es sei x die kleinste Zahl;
dann ist x +3 die nichstfolgende und
x+6 die groBte Zahl. Nun gilt
x+(x+3)+(x+6)=63, 3x +9=063,
3x =54, x=18. Es handelt sich um die
Zahlen 18, 21 und 24.

Wettbewerbs-Losungen

Fortsetzung der
siche Heft 2/85!



Das Loch im Nichts\ und andere

Dinge, die es gar

Spezielle Abbildungen (Projektionen) bil-
den rdumliche Gebilde (z. B. Korper) auf
eine Ebene ab. Dabei entstehen mehr oder
weniger anschauliche Bilder der rdumli-
chen Originale. Auf Grund unserer Erfah-
rungen konnen wir aus dem ebenen Bild
Riickschliisse auf das Original ziehen, z.B.
kénnen wir uns abgebildete Korper vorstel-
len.

Auf diese Weise wird zwar jedem Korper
ein ebenes Bild zugeordnet, jedoch ist
nicht jede ebene Figur Bild eines Korpers
bei irgendeiner Abbildung. Zeichnet man
jedoch geschickt entsprechende ebene Fi-
guren, so ist der Betrachter versucht, sie
riumlich zu interpretieren, d. h., in ihnen
einen Korper o. 4. zu erkennen. Dafl man
dabei leicht aufs Glatteis gefiihrt werden
kann, zeigen die Bilder auf dieser Seite.
Sie stellen alle unmdgliche Korper dar. Im
Detail, z.B. an einer Ecke, stimmt noch al-
les, aber im Ganzen ergeben sich dann Wi-
derspriiche.

Diese interessante psychologische Erschei-
nung regte zahlreiche Kiinstler an, unmog-
liche Ko6rper zu erfinden. Die bekanntesten
Kiinstler sind der Hollinder M. C. Escher,
der Schwede Oscar Reutersvard und der
Schweizer Sandro Del-Prete.

Bild 1 Bild 2

‘nicht gibt

In unserer Republik beschiftigt sich der
Dresdner Reinhard Breitenfeld mit diesem
Problemkreis. AnldBlich eines Wettbe-
werbs im Oktober 1983 wurde er in Buda-
pest mit einem Preis ausgezeichnet. Wir
stellen einige seiner Arbeiten vor.
Einige biographische Angaben: geb. 1924 in
Ottmachau (ehem. Oberschlesien), Grund-
schule 1930 bis 1934, Abitur 1942, 1946
bis 1949 als Arbeiter beim Wiederaufbau
tatig, 1950 bis 1953 Techn. Zeichner, Teil-
konstrukteur, 1954 bis 1957 Techniker und
Konstrukteur, 1952 bis 1957 Fachschul-
abendstudium (Ingenieur), seit 1957 Kon-
strukteur, Forschungsingenieur in der Aka-
demie der Wissenschaften der DDR,
Zentralinstitut fiir Kernforschung in Ros-
sendorf, seit 1982 Konstruktionen ,Un-
mogliche Figuren“.

Die Bilder 1 bis 3 zeigen das Entstehen
eines unmoglichen Korpers: Im Bild 1 ist
ein gerades quadratisches Prisma darge-
stellt.

Wir wissen, daB solche Kdorper existieren.
Es ist moglich, daB solch ein Korper, z. B.
aus Holz, vor dem Zeichner auf dem Tisch
stand. Aber wir werden gleich sehen, daB
man nicht allem trauen kann, was man
sieht. Zunichst erginzen wir Bild 1 durch

zwei weitere Zeichnungen (Bild 2). Auch
hier gelten die zu Bild 1 getroffenen Fest-
stellungen. Zu Bild 3 fiihrt nur ein kleiner
Schritt: Man schiebt die drei Einzelstiicke
zusammen. Vor uns liegt jetzt ein Dreieck
mit drei rechten Winkeln, ein Ding, das es
nicht gibt.

Auch einen Korper, wie er in Bild 4 darge-
stellt zu sein scheint, gibt es nicht. Die me-
chanische Verbindung der drei Teile — z.B.
ein Nagel - soll die Figur noch anschauli-
cher machen.

Die Bilder 5 bis 10 sind nach dem gleichen
Prinzip aufgebaut. Interessant ist das Loch
im Nichts (Bild 11). Die Figur ist in drei
Teilen zu betrachten: Oben der unmogli-
che Biigel, in der Mitte nichts (da man
oben durch den Biigel, genau wie bei dem
Unterteil, hindurchschauen kann) und in
dem Nichts ein Loch, durch das man eben-
falls den Hintergrund sieht. C.-P. Helmholz
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Ohne Zirkel
geht es auch

In Heft 4 (1980) wurde in einem Beitrag
mit dem gleichen Titel die Konstruktion
der Tangenten an eine Kreislinie ¢ von
einem auBerhalb ¢ liegenden Punkt Q un-
ter alleiniger Verwendung von Bleistift und
Lineal gezeigt und begriindet. Wie Bild 1
nochmals vor Augen fihrt, ist nicht einmal
die Vorgabe des Kreismittelpunktes flir
diese Tangentenkonstruktion erforderlich.
Man legt durch Q zwei die Kreislinie ¢ ge-
trennt reell schneidende sonst beliebige
Geraden ¢ und b. Die so erhaltenen
Schnittpunkte 1, 2, 3, 4 werden durch Ver-
uinden untereinander zu einem vollstindi-
gen Vierseit erginzt. Dies liefert die
Schnittpunkte U und V. Die Verbindungs-
gerade g = g(U, V) ist die Polare des Punk-
tes Q beziiglich der Kreislinie ¢. g schnei-
det ¢ in den Punkten T, und T,. Dies sind
die Beriihrungspunkte der Tangenten ¢,
bzw. t, aus Q an c. Die Zuordnung von Pol
Q und Polare g beziiglich der Kreislinie ist
umkehrbar eindeutig. Liegt Q auBerhalb c,
schneidet a die Kreislinie ¢ getrennt reell.
Ist Q € ¢, dann ist die zugehorige Polare ¢
Tangente an ¢ in Q. Liegt Q im Inneren
von ¢, so hat ¢ mit ¢ keinen Punkt gemein-
sam. Der Sonderfall, daB Q Mittelpunkt
von c ist, werde hier nicht erGrtert.

Bild 1

Biid 2

Bild 2 zeigt nochmals zusamménfassend,
wie zu einem aubBerhalb ¢ liegenden Punkt

P die Polare p beziiglich ¢ und fiir einen .

innerhalb von ¢ liegenden Punkt Q die
auBerhalb ¢ liegende Polare q konstruier-
bar ist.

Hier stellen wir uns die Aufgabe, mit Blei-
Wstift und Lineal 16sbare Grindaufgaben zu
behandeln, wenn auBer der Kreislinie ¢
noch deren Mittelpunkt M gegeben ist.
Einleitend dazu kniipfen wir an die in
Heft 4 (1980) gestellte Aufgabe. Sie lau-
tet:
Gegeben sind zwei konzentrische Kreisii-
nien ¢, und c,. Man konstruiere den ge-
meinsamen Mittelpunkt M dieser Kreisli-
nien unter alleiniger Verwendung von
Lineal und Zeichenstift.
Wir gehen von der Vorstellung aus, daB die
beiden Kreislinien mittels einer Ringscha-
blone gezeichnet vorliegen. Nun verwen-
den wir die Eigenschaft, daB jede durch die
Mitte M einer Kreislinie ¢ gechende Gerade
auch Symmetrieachse von c ist. Denkt man
sich in Abbildung 1 den durch Q gehenden
Kreisdurchmesser eingezeichnet, so muf
‘dieser auf Grund seiner Eigenschaft, Sym-
metrieachse von ¢ zu sein, den von den
Tangenten ¢, und ¢, aufgespannten Winkel
halbieren. Folglich liegen auch T, und T,
symmetrisch zum Kreisdurchmesser durch
Q. Daher steht die Verbindungsgerade
q = g(T,T,) senkrecht auf dem Kreisdurch-
messer durch Q. Diese Uberlegung liefert
uns den Einstieg fiir die konstruktive Be-
stimmung von M in vorliegender Aufgabe.
Nimmt man einen Punkt Q auBerhalb ¢,
und ¢, an und konstruiert die Polaren q,
beziiglich ¢, und g, beziiglich ¢, gemiB Ab-
bildung 2, so miissen ¢, und g, zueinander
parallel sein, denn beide stehen senkrecht
auf dem (noch nicht gefundenen) Durch-
messer r = g(QM) (vgl. Bild 3).

Ein zweiter Punkt R des Durchmessers r
ist leicht zu finden. g, schneidet ¢, in den
Punkten S; und T, die symmetrisch beziig-
lich r liegen. g, schneidet ¢, in den Punk-
ten S, und T,, die symmetrisch beziiglich r
liegen. Folglich ist das durch Verbinden
der Punkte S,-T,-T,-S,-S; in der genann-
ten Reihenfolge erzeugte Trapez ein
gleichseitiges. Damit miissen sich die Dia-
gonalen dieses Trapezes d = g(S,T,) und
e =g(8,T;) in einem Punkt R schneiden,
der auf dem gesuchten Durchmesser r
liegt. Die Verbindungsgerade r = g(QR)
stellt eine Symmetriegerade fir ¢, und c,
dar. — Eine v6llig analoge Konstruktion fir
einen zweiten auBerhalb c¢; und c, liegen-
den Punkt P fihrt auf die Polaren p, be-
ziiglich ¢, und p, beziiglich c¢,. Damit steht
wieder ein gleichseitiges Trapez zur Verfu-
gung. Der Schnittpunkt S der Diagonalen
dieses Trapezes ist ein Punkt der durch P

gehenden Symmetriegeraden s von ¢, und
¢,. Folglich liegt im Schnittpunkt von r mit
s = g(SP) der den Kreislinien ¢; und c, ge-
meinsame Mittelpunkt M. In Abbildung 3
wurde nur die Konstruktion von r liicken-
los vorgefiihrt, um nicht das Bild von Kon-
struktionslinien zu iberlasten. Die Vor-
gabe zweier konzentrischer Kreislinien ist
fir konstruktive Belange offenbar dquiva-
lent mit der Vorgabe einer Kreislinie ein-
schlieBlich ihres Mittelpunktes M. Den
Ausfiilhrungen der Grundkonstruktionen
bei vorgegebener Kreislinie ¢ samt Mittel-
punkt M unter alleiniger Verwendung des
Lineals werde eine ergidnzende Betrach-
tung zum Doppelverhiltnis am vollstindi-
gen Vierseit vorangestellt (vgl. Bild 4).

Bild 4

Werden die Grundpunkte mit 4, B und die
Folgepunkte mit U, V bezeichnet, so gilt
fiir das Doppelverhiltnis dieser vier auf der
Geraden p liegenden Punkte laut Defini-
tion:

AU BU
DV(AB-UV) = VAN 1% (0))
Der Geraden p ist eine Orientierung aufge-
prigt. Folglich gehen die Strecken AU,
AV, BU, BV als vorzeichenbehaftete Gro-
Ben in die Formel (1) ein. In Abbildung 4
werden die Grundpunkte von den Folge-
punkten getrennt. Die vier Punkte befin-
den sich nach Teil 1, Heft 4 (1980), in har-
monischer Lage. Folglich gilt in dieser
Figur

DV(AB-UV) = -1 )
In einem ebenen Bewegungsablauf stellen
wir uns vor, daB sich der Punkt V auf der
fest angenommenen Geraden p stetig nach
rechts verschiebt. Die von P ausgehenden
Geraden a und b sowie die auf a liegenden
Punkte I und IV dndern ihre Lage hierbei
nicht. Je weiter sich der Punkt V nach
rechts verschiebt, desto mehr ndhert sich
das Viereck I-II-III-IV der Gestalt eines
Trapezes. Am Wert des Doppelverhiltnis-
ses DV(AB- UV) idndert sich bei diesem
Vorgang -nichts. Wir fragen, welcher Aus-
druck sich fiir das Doppelverhiltnis ergibt,
wenn der Punkt V iiber alle Schranken
nach rechts herausriickt und damit die Ge-
genseiten (I-II) und (III-IV) des Vierecks
auf je einer Geraden parallel zu p liegen.
Symbolisch beschreiben wir den auf p im
Unendlichen liegenden Punkt mit V, und
den Vorgang des Herausriickens von V ins

Unendliche mit limes .
VoV,

Zur Beantwortung dieser Frage gehen wir
von (1) aus und nehmen eine identische
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Umformung des Doppelbruches vor. Offen-
bar gilt

AU BU 4U BV
DV(4B- W) =77 37 = 37 B0
___AUBV______ 40 .

(AB+BV)BU (4B .\ oo
BV -
. 4B
Wegen limes —== = 0 (der Nenner des Bru-
V-V, BV

.ches wichst iiber alle Grenzen!) ergibt sich
aus (3) mit (2)

. A

l;r_r}ss DV(AB - UV) = B0
Aus (4) folgt fiir den Grenzfall des Trape-
zes AU = —BU und |40 |=|BU|;d.h. U
ist der Halbierungspunkt der auf der Sei-
tenparallelen liegenden Strecke AB.
Diese Feststellung hilft uns beim Einstieg
in eine Reihe von Grundkonstruktionen,
die bei Vorgabe einer Kreislinie samt Mit-
telpunkt allein mit dem Lineal ausfiithrbar
sind.

E

=-1 @

Wenden wir uns nun den konkreten Aufga-
benstellungen zu.

"1. Vorgabe der Kreislinie ¢ samt dem Mit-
telpunkt M und einer ¢ nicht reell schnei-
denden Geraden g.

Konstruktion des Poles G von g beziiglich
¢ sowie des beziiglich .c inversen Punktes
G* von G.

2. Vorgabe von ¢ samt M, einer Geraden g
und eines Punktes P ¢ g.

Konstruktion der zu g parallelen Geraden
h durch P.

3. Vorgabe von ¢ samt M und einer auf der
Geraden g liegenden Strecke AB.
Konstruktion des Halbierungspunktes C
von AB.

4. Vorgabe von ¢ samt M und einer auf der
Geraden g liegenden Strecke AB.
Konstruktion des Punktes C auf g derart,
daB B Halbierungspunkt der Strecke AC
ist.

5. Vorgabe von ¢ samt M, einer Geraden g
und eines Punktes P.

Konstruktion des Lotes ! von P auf g.

6. Vorgabe von ¢ samt M und zweier sich
im Punkt Z schneidender Geraden a und
b.

Konstruktion der Winkelhalbierenden u
und v zu den von a und b aufgespannten
Winkeln.

7. Vorgabe von ¢ samt M, einer auf der Ge-
raden h liegenden Strecke 4B, einer Gera-
den g und eines Punktes D e g.
Konstruktion der Punkte A”, B” €g derart,
daB A"D = DB” = 4B gilt.

8. Vorgabe von ¢ samt M und eines Durch-
messers d. )

Konstruktion des Lotes e von d in M.

9. Vorgabe von ¢ samt M, einer zweiten
Kreislinie k durch deren Mittelpunkt N
und einen Punkt A € k sowie einer Gera-
den g.

Konstruktion der Schnittpunkte vog g mit
k.

10. Vorgabe von ¢ samt M, eiher zweiten
Kreislinie k durch deren Mittelpunkt N
und einen Punkt A4 € k sowie einer dritten
Kreislinie ! durch deren Mittelpunkt O
und einen Punkt Bel.
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Konstruktion der Schnittpunkte von k und
1.

Zur Beschreibung der ausschlieBlich mit
dem Lineal durchzufiithrenden Konstruk-
tionen werde eine abkiirzende Symbolik
vereinbart. Es bedeuten:

(AB) = g; g ist die durch Verbinden der
Punkte 4 und B erzeugte Gerade.

ax b= P; P ist der im Schnittpunkt der
Geraden a und b liegende Punkt.

(AB) x (CD) = P; P ist der Schnittpunkt
der durch Verbinden von 4 und B bzw. C
und D erzeugten Geraden.

a // b; die Geraden a und b liegen
zueinander parallel. '

a ] b; die Geraden a und b stehen
aufeinander senkrecht.

In runde Klammern gesetzte Punktepaare
symbolisieren das Verbinden dieser, Punkte
mit dem Lineal. Zwei mit x verkniipfte
Symbole fiir Geraden beschreiben die Er-
zeugung eines Punktes durch den Schnitt
zweier Geraden.

Bei Riickverweisung auf eine bereits be-
handelte Grundaufgabe wird die Nummer
der Aufgabe in eckige Klammern ge-
setzt.

Bei den folgenden Beschreibungen geht es
um die prinzipielle Ausfilhrbarkeit der
Konstruktion unter Beschrinkung auf das
Lineal. Es geht nicht um die Ubersichtlich-
keit der Konstruktion und der Belastbar-
keit des Zeichenblattes mit Konstruktions-
linien. Auch Fragen der Zeichenungenau-
igkeiten infolge ,schleifender Schnitte®
und ,wackliger Verbindungen“, sind hier
nicht Gegenstand der Erorterung.

Losung zu 1.

Da die Polaren der Punkte einer Geraden g
beziiglich der Kreislinie ¢ sdmtlich durch
den Pol G von g gehen, geniigt es, von zwei
Punkten A, B € g die Polaren a bzw. b be-
ziiglich ¢ aufzusuchen. Ihr Schnittpunkt
S = axb ist daher identisch mit dem Pol G
von g in bezug auf ¢. Die Verbindungsge-
rade (GM) ist das Lot von M auf g, denn
die Polare g eines Punktes G beziglich ¢
steht senkrecht auf dem durch G gehenden
Kreisdurchmesser. Der  Schnittpunkt

G* = (MG) xg liegt invers zu G. Diese -
auch analytisch faBbare — quadratische
Punktverwandtschaft heiit Kreisinversion.
Zur Lésung von Aufgabe (10) werden wir
diese Punkttransformation bendtigen (vgl.
Bild 5).

Lésung zu 2.

Bestimmung des Poles G von g nach [1].
(MG) xg = G*. Bestimmung der Polaren g*
von G* nach Abbildung 2. g* schneidet c

(PT)x (MG) =2, . (ZS)xg=U;
(UP)x (MG)=W, (VW)x(ZS)= Q. Die
Punkte P und Q sind nach Konstruktion
symmetrisch beziiglich (MG). Folglich
liegt (PQ) senkrecht zu (GM) und damit
parallel zu g (vgl. Bild 6).

@ 5 o
w\ — / 7
e
e -
[ G*
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/
_\\

A G or g°

VAR
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L&sung zu 3.

Bestimmung des Poles G von g nach [1].
(MG) xg = G*. Bestimmung der Polaren g*
von G* beziiglich c¢. g* schneidet ¢ in den
Punkten S und T. G ist Halbierungspunkt
der Strecke ST. Fermer ist g*/g.
(AS)x(BT)=2. (ZG)xg=C. Wegen
g*/ g ist C Halbierungspunkt von 4B (vgl.
Bild 7).

Bild 6

Bild 7

Losung zu 4.

Bestimmung des Poles G von g nach [1].
(MG) xg = G*. Bestimmung der Polaren g*
von G* beziiglich c. g* schneidet ¢ in den’
Punkten § und T. (4S)x(BG)=2Z.
(ZT)xg = C. Wegen g // g* erfiillt C die ge-
stellte Forderung beziiglich 4 und B (vgl.
Bild 8).

Bild 8

Lésung zu 5.

Bestimmung des Poles G von g nach [1].
(MG) schneidet ¢ in den Punkten U und V.
Ferner gilt (MG) .l g. Annahme -eines
Punktes Z auf (UP). (ZM)x(VP)=W.

in den Punkten S und T. (PT)xg =YV, _ (UW)x(ZV)= Q. Nach den vorangestell-



ten Untersuchungen stellt das Vierseit
(UVQP) ein Trapez dar mit (UV)/J(QP),
denn M ist Halbierungspuikt von UV, W
ist Schnittpunkt der Diagonalen des Vier-
seits (UVQP), und die Verbindungsgeraden
(UP), (VQ) und (WM) schneiden sich in
einem Punkt Z. Wegen (UV)lyg,
(UV) // (PQ) ist (PQ) Lot I von P auf g (vgl.
Bild 9).

Bild 9

Losung zu 6.

Bestimmung der Pole A von a und B von b
beziiglich ¢ mnach [1]. (MA)xc=3S,
(MB) xc =T (Auswahl der Schnittpunkte
S und T beliebig). Parallele a’ zu a durch
Sund b’ zu b durch T nach [2). &’ xb' = Z'.
(Z'M) = u’. Nach Konstruktion ist u’ Win-
kelhalbierende zu einem der von a’ und b’
aufgespannten Winkel. Parallele zu u’
durch Z nach [2] liefert die gesuchte Win-
kelhalbierende u. Das Lot von u in Z nach
[5] fihrt auf die zweite Winkelhalbierende
v (vgl. Bild 10).

Bild 10

a

Losung zu 7.

Bestimmung der Pole G von g und H von
h beziiglich ¢ nach [1). (MG)xc=S,
(MH) xc = T (Auswahl der Punkte wieder
beliebig). Parallelen g’ zu g durch S und A’
zu h durch T nach [2]. g'xh'=Z,

/
Bild 11 A

(Z'M)=w. Lote von A auf w und von B
auf w nach [5). Die Lote schneiden g’ in 4’
bzw. B’. Einzeichnen der Verbindungsgera-
den (4'D) und (B’D). Konstruktion der
Parallelen a zu (B'D) durch 4’ und b zu

(A'D) durch B’ nach [2]. axg=A",
bxg=B". Nach Konstruktion gilt
A"D =DB” = 4B (vgl. Abb. 11).

Losung zu 8.

Annahme von G auf d auBerhalb ¢. Kon-
struktion der Polaren g von .G beziiglich ¢
nach Abb. 2. ¢ schneidet g in 4 und B und
d in den Punkten D und E. (AM) schnei-
det cin F. (DB)x (EF)=W.

Wegen B, Fec und (BF)/(DE) ist das
Viereck MFWB ein Drachenviereck, in
dem (BF) L (MW) gilt. Daher ist (MW) = ¢
das Lot von d in M (vgl. Bild 12).

Bild 12 d

Losung zu 9.

Die Losung sei dem Leser iiberlassen. Man
iiberlege sich bei jedem Schritt, welche der
unter Punkt 1 bis 8 gebotenen Grundkon-
struktionen zum Einsatz gelangen. Die L§-
sung des Autors einschlieBlich Bild 13 ver-
offentlichen wir in Heft 3/85.

Loésung zu 10.

Da die Kreislinien k und ! selbst mit unse-
ren Mitteln nicht gezeichnet werden kén-
nen, muB diese Aufgabenstellung durch ge-
eignete Transformationen in eine fiir uns
ausfiihrbare Konstruktion umgesetzt wer-
den. Mit Translationen und zentrischen
Streckungen allein kommt man hierbei
nicht aus. Man muB die in [1] konstruktiv
behandelte Kreisinversion zum Einsatz
bringen. Eine Gerade allgemeiner Lage
geht bei der Inversion an ¢ in eine Kreisli-
nie durch den Mittelpunkt M von c iiber.
Schneidet die Gerade den Kreis ¢, so geht
auch der Bildkreis g* von g durch diese
Schnittpunkte. Die Punkte des Kreises c
sind Fixpunkte der Abbildung. Eine Ge-
rade d durch den Mittelpunkt M von ¢
geht daher in sich iiber, denn die Punkte M
und die Schnittpunkte von d mit ¢ sind
auch Punkte von d*. Zwei sich in P+ M
schneidende Geraden g und h gehen in
zwei sich in M und den Bildpunkt P* von
P schneidende Kreislinien g* und h*

iiber.
/\k —
@7\
2 AN M j'
Bild 14

Ein Kreis wird in einen Kreis transfor-
miert, sofern er nicht durch den Mittel-
punkt M von c geht. Schneidet der Kreis k
den Kreis ¢ reell, so geht auch k* durch
diese Schnittpunkte (vgl Bild 14).

Geht der Kreis k durch den Mittelpunkt M
des Inversionskreises ¢, so ist das Bild k*
von k eine Gerade. Diese ist identisch mit
der Polaren des auf k liegenden Gegen-
punktes 4 von M (vgl. Bild 15). Liegt 4
aufBerhalb von-c, ist k* die Verbindungsge-
rade der Schnittpunkte von ¢ und k.

Bild 15 -
//_ ke

-

—7 I\ ‘
A
A\\ \\N \ /I //

~
\ -
'

a=k

Konstruktiv besteht folgende Mdglichkeit,
die Schnittpunkte der Kreislinien k und /
allein mit dem Lineal zu ermitteln:
Ausfiihrung der durch das Punktepaar
A— M = A’ bestimmten Translation. Ent-
sprechend erhidlt man N’ aus N, O’ aus O
und B’ aus B. Strecke NA=N4  auf
(N'4’) Giber N’ hinaus abtragen. Dies gibt
den Gegenpunkt D von A’ auf k’.
Verbinden von O’ mit M. Abtragen der
Strecke OB = 0B’ von O’ nach beiden.Sei-
ten auf (O'M). Es ergeben sich die Punkte
R’ und §’ ails Endpunkte des durch M ge-
henden Durchmessers von .

Inversion von k' und I’ an ¢. GemiB
Bild 15 ergibt sich fiir k" eine Gerade,
nimlich die Polare d von D ‘beziiglich ¢
und fiir !” entsprechend Bild 14 ein Kreis.
Sein durch M gehender Durchmesser- ist
festgelegt durch die Bildpunkte R” und S”
von R’ bzw. S'.

Bild 16

- is'

Damit ist die Aufgabe 10 auf die Auf-
gabe 9 zuriickgefiihrt, bei weicher ein Kreis
mit einer Geraden zum Schnitt zu bringen
ist. Durch eine Translation ist O” (Halbie-
rungspunkt der Strecke R”S”) nach M zu
iiberfiihren. AnschlieBend ist "’ durch
zentrische Streckung (Stauchung) mit ¢
zur Deckung zu bringen. k" =d ist den
gleichen Transformationen zu unterwer-
fen.

Die Schnittpunkte der Geraden k”” mit
der Kreislinie ¢ sind in das urspriingliche
Bild zuriickzufiihren. Man erhilt sie, ochne
daB die Kreislinien k und ! gezeichnet vor-
liegen. . .
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Mit Hilfe der hier — unter Beschrinkung
auf das Lineal — vorgefiihrten Grundkon-
struktionen lassen sich alle mit Zirkel und
Lineal Igsbaren Dreiecksaufgaben kon-
struktiv l6sen.

Konstruktionen, die mit dem Lineal allein
ausfihrbar sind, wérden lineare Konstruk-
tionen oder Konstruktionen ersten Grades
genannt. Hingegen heiBen Konstruktionen,
die nur unter dem Einsatz von Zirkel und
Lineal ausfiihrbar sind, Konstruktionen
zweiten Grades. Es 1iBt sich allgemein zei-
gen, daB alle Konstruktionen zweiten Gra-
des mit dem Lineal allein ausfiihrbar sind,
wenn in der Zeichenebene eine feste Kreis-
linie mit ihrem Mittelpunkt vorgegeben ist.
Solche Konstruktionen nennt man nach
ihren Entdeckern Jean-Victor Poncelet
(1788 bis 1867) und Jakob Steiner (1796
bis 1863) Poncelet-Steinersche Konstruktio-
nen. E. Schroder

Dozent Dr. sc. nat. Eberhard Schroder, geb.
1920 in Leipzig als Lehrerssohn, Schulab-
schluB 1939 mit Abitur. Nach Tiatigkeit als
Lehrer und in der Industriepraxis Mathe-
matikstudium an der damaligen TH Dres-
den von 1952 bis 1957. Assistent am Insti-
tut fiir Geometrie, Promotion A 1962,
Hochschuldozent 1970, Promotion B 1977,
seit 1962 vorwiegend in der Mathematik-
ausbildung von kiinftigen Diplomingenieu-
ren an der TU Dresden tétig.
Publizistische Wirksamkeit:

Lehrbuch ,Darstellende Geometrie“ fiir
Lehrer (1974); Monographie ,Diirer —
Kunst und Geometrie* (1980); Monogra-
phie ,Mathematik im Reich der Tdne“
(1982); Mitarbeit an ,Kleine Enzyklopidie
Mathematik“ (1979). AuBer einer Reihe
wissenschaftlicher Publikationen in Fach-
zeitschriften erschienen von Dr. Schréder
seit 1967 mehr als 25 Aufsitze in der Schii-
lerzeitschrift alpha mit vorwiegend geomet-
rischem Inhalt. Durch geschickte Themen-
wahl und anschauliche Behandlung mathe-
matischer Probleme verstand er es, die
Schiiler zur auBerschulischen Beschifti-
gung mit Mathematik anzuregén. Bei Ma-
thematikolympiaden war er als Koordina-
tor und Mitglied der Jury eingesetzt. Zur
Zeit arbeitet Dr. Schroder an der Trans-
kription des dltesten vollstindig {iberliefer-
ten deutschsprachigen Rechenbuches aus
dem Jahre 1483. — Mit der Freude an ma-
thematischen und mathematikhistorischen
Fragestellungen  verkniipft sich bei
Dr. Schroder die Fihigkeit, die angeschnit-
tene Problematik leicht verstindlich darzu-
stellen und fiir die pddagogische Arbeit zu
erschlieBen. '
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Keine Scheu vor
Stochiometrie-
aufgaben!

Schiilern wie Erwachsenen bereitet die Lo-
sung von Sachaufgaben aus dem chemi-
schen Teilgebiet Stochiometrie oft Schwie-
rigkeiten. Am Losungsweg von zwei Aufga-
ben soll gezeigt werden, daB bei Beriick-
sichtigung des modemen Molkonzepts')
groBenrichtige Uberlegungen zum ge-
wiinschten Ziel filhren. Zunichst werden
die fiir beide Aufgaben benétigten GréBen
und ihre Einheiten mit Namen und Sym-
bol vorgestellt sowie Beziehungen dieser
GroBen zu anderen Gréfen (a). Es folgen
dann mathematische Ansitze, die Grund-
lage fiir die Losung dieser Aufgaben sind

().

a)
GroBe?) Einheit?) Beziehungen zu
anderen GroBen
Name Symbol | Name Symbol
Stoffmenge n Mol mol m
n=p nTcv
Molare Masse M Kilogramm kg - mol™! =
(Molmasse) je Mol RO
Stoffmengen- e Mol je mol-m™3 n W
konzentration Kubikmeter (mol-171) =T TM
(Molaritét) (Molje Liter) o, Dichte der L&-
sung
Dichte , e Kilogramm kg -m™3 _m
(griech. Buchstabe je (g-cm™) e=5
~Rho“ g) Kubikmeter
Stéchiometriezahl v Stochiometriezahlen sind die stochiometrischen Fak-
(griech. Buchstabe toren innerhalb von Reaktionsgleichungen bzw. Atom-
»NY“ ¥) zahlen innerhalb von Substanzformeln. Sie geben
s keine Stoffmengen an, sind aber der Stoffmenge je-
weils proportional (Einheit-Name: Eins, Einheit-Sym-
bol: 1).
Masseanteil (-gehalt, | w Der Masseanteil wy des Stoffes B in einer Mischung ist
-bruch, der Quotient aus der Masse des Stoffes B und der
Masseprozent) Summe der Massen aller Komponenten der Mischung
(Einheit-Name: Eins oder Prozent, Einheit-Symbol: 1
. m
oder %, Beziehung zu anderen GroBen: wy = Z—:'_).
Masseanteil - 100 = Masseprozent.

b) — Das Verhiltnis der Stochiometriezah-
len 14Bt sich als Verhiltnis von Stoffmen-
gen auffassen. Zum Beispiel gilt fiir ein ter-
nires System der Stoffe A, B und C:
VAiVpiv¥c=n,inging.
— Wird eine Losung verdiinnt, so wird ihr
lediglich Losungsmittel zugesetzt. Hierbei
bleibt die Stoffmenge n bzw. die Masse m
an Geldstem konstant. Daher gilt (Index 1
bedeutet vor dem Verdiinnen, Index 2
nach dem Verdiinnen): n;=n, bzw.
m;=m,.
~ Ist die Zusammensetzung der Losung L
durch den Massenanteil w an Geldstem ge-
kennzeichnet, gilt:
Witmp = wytmy .
Entwickelt aus:
. ny
sowie w, = .
my mpa
wobei m Masse des Geldsten bedeutet und
m; Masse der Losung.

m;=myund w, =

— Ist die Zusammensetzung der Losung L
durch die Stoffmengenkonzentration ¢ an
Gelostem gekennzeichnet, gilt:
CI"V1=C V. n
Entwickelt aus: n, = n,und ¢, = u—l
sowie ¢, = L ] . '
vy

Die beiden stochiometrischen Beispiele,
die jetzt in Teilschritten durchgerechnet
werden, befassen sich inhaltlich mit einfa-
chen chemischen Reaktionen und Verdiinnen
von Ldsungen. -

Aufgabe

Ala Es sollen 20t Ammoniumnitrat
(Diingemittel, Sprengstoff) hergestelit wer-
den. Berechnen Sie, wieviel Kilogramm
Ammoniak und Sauerstoff hierzu ver-
braucht werden, wenn von folgender Reak-
tionsgleichung ausgegangen wird

2NH, +20, — NH/NO, + H,0.



Gegeben: 20t Endprodukt NH,NO,
Gesucht: Massen der Ausgangsprodukte
Ammoniak und Sauerstoff

Lésungsweg: Zuerst wird ein Stoffmengen-
Stochiometriezahlen-Verhiltnis der gege-
benen und gesuchten Stoffe entsprechend
der Reaktionsgleichung aufgestellt. Dann
wird eine Beziehung zwischen der gesuch-
ten GroBe mit der entsprechenden Stoff-
mengengroBe (aus dem Stoffmengen-St6-
chiometriezahlen-Verhiltnis) formuliert.
Diese beiden GroBengleichungen kombi-
niert und nach der gesuchten GroBe aufge-
18st, ergeben die Endgleichung fiir die Aus-
rechnung.

Berechnung der benétigten Masse an Am-
moniak:

1. Teilschritt: Aufstellen eines Stoffmen-
gen-Stochiometriezahlen-Verhiltnisses.

.(siehe Zusammenstellung b))
VNH] _ 2

yNHNO; 1’

Ngy,

nNNENO;
daraus folgt
ANy, = 2"NH.N0,

M

2. Teilschritt: Herstellen einer Beziehung
zwischen gesuchter GroBe myy, und der ihr

entsprechenden  StoffmengengroBe nyy,
(siehe Zusammenstellung a)):
MmNy, = Nl © MNH, (2)

3. Teilschritt: Kombinieren der beiden Teil-
gleichungen (1) und (2) zu einer Glei-
chung, die nach der gesuchten Grolle myy,
aufzulGsen ist:

Myy, = 2nng,No, - Mg, 3)

4. Teilschritt: Die in Gleichung (3) nichtge-
gebene StoffmengengrofBe nwy,no, 148t sich
berechnen nach Einfihrung des Quotien-
ten

MNHNO .
——* 2 (sieche Zusammenstellung a)),
Myn,No,

da der Zahlenwert fiir mnyno, im Aufga-
bentext gegeben ist. Aus Gleichung (3)
wird dann

My,

Myu,No,

myy, = 2my,No, 4)
5. Teilschritt: Einsetzen der Zahlenwerte
und Einheiten fiir jedes GrdéB8ensymbol.
Hierbei darauf achten, daB nur sich ent-
sprechende Einheiten verwendet werden
(in dieser Aufgabe Umrechnung der Ein-
heit Tonne in Kilogramm). Rechnerische
Losung der GroBengleichung (4):

0,017 kg mol~!
Myy, = 220000 0,080 kg kg mol ™!
My, = 8500 kg NH;
Analog erfolgt die Berechnung der benétig-
ten Masse an Sauerstoff:

MNHNO
mo, = _2"NH4N03 ' Mo, ANHNO; = K‘NO]
4 £
M,
Mo, = 2MyuNo, __MNH ;o
4 3
.. 0,032 kg mol~!
mo, = 220000 0,080 kg kg mol-1

mo, = 16 000 kg Sauerstoff.

Ergebnis: Fiir die Herstellung von 20t Am-
moniumnitrat werden 8 500 kg Ammoniak
und 16 000 kg Sauerstoff verbraucht.

Aufgabe

A2a Es werden 101 Salzsdure der Stoff-
mengenkonzentration 1 mol- 17! bendtigt.
Wieviel cm® Salzsdure

(WHCI = 36%, Ouc = 1,184¢ cm") sind
hierzu abzumessen und dann mit Wasser
auf 101 aufzufiillen?

Gegeben: =101, ¢=1mol 17},
w, =36%, ¢, =1,184g-cm™?
Gesucht: v

Lésungsweg: Bei dieser Aufgabe muB von
der grundlegenden Uberlegung ausgegan-
gen werden, daB bei der Verdiinnung einer
Losung die Stoffmenge bzw. die Masse an
Gelostem konstant bleibt. Entsprechend
der Forderung im Aufgabentext nach Her-
stellung einer Losung bestimmter Stoff-
mengenkonzentration kann von dem ma-
thematischen Ansatz c,- v, = ¢;- v, ausge-
gangen werden. Diese GroBengleichung
wird nach der gesuchten GroBe aufgelost.
Befindet sich in der GroBengleichung eine
nichtgegebene GroBe, so mull eine Bezie-
hung gesucht werden, die diese GréBe mit
weiteren im Aufgabentext enthaltenen
GroBen verbindet. Eine derartige Bezie-
hung erlaubt, die nichtgegebene GroBe in
der GroBengleichung zu substituieren.
Eine Losung der Gleichung ist jetzt mog-
lich.
1. Teilschritt: Formulierung des mathemati-
schen Ansatzes
LUy =60 0

und Auflésung der Gleichung nach der ge-
suchten GroBe v;:
¢ Uy
w=—t M
2. Teilschritt: Fir die Substitution der
nichtgegebenen GroBe ¢ wird die Bezie-
W11

i, @
geniitzt, die sie mit den im Aufgabentext
gegebenen GroBen w; und g, verbindet.

hung ¢, =

. 3. Teilschritt: Einfihrung des Quotienten

der Gleichung (2) in die Gleichung (1). Es
ergibt sich &y M,
n=—— (3)

Wi

4. Teilschritt: Einsetzen der Zahlenwerte
und Einheiten flir jedes GroBensymbol. Im
Hinblick auf die Forderung nur sich ent-
sprechende Einheiten zu benutzen, ist fur
die Dichte g, die Einheit kg 17! zu wihlen.
Rechnerische Losung der GréBenglei-
chung (3)

_1-10-0,0365 mol-1-kg-1

Y1770,36-1,184 1-1-mol- kg
v,=0,85631
v, = 856,3 cm?®

Ergebnis: Um 101 Salzsdure mit der Stoff-
mengenkonzentration 1 mol-1-! herzustel-
len, miissen 856,3 cm® 36%ige Salzsiure
(onci=1,184 g- cm™3) mit Wasser auf dieses
Volumen aufgefiillt werden.

Die Durchrechnung der beiden Beispiele
diirfte gezeigt haben, daB es bei der Viel-
falt der stochiometrischen Aufgaben
schwierig ist, einen alle Moglichkeiten be-
riicksichtigenden und in alle Einzelheiten
gehenden Losungsalgorithmus aufzustel-
len. Einige allgemeine Hinweise seien je-
doch zum SchluBl zusammengefaBt:

Eine Aufgabe
mitgeteilt von Prof. Dr.
Adolf P.

Juschkewitsch

Institut fiir Geschichte
der Wissenschaften der UdSSR

A2459a Aus einem Miinchner Rechen-
buch aus der Mitte des 15. Jh., herausgege-
ben von Kurt Vogel, Miinchen, 1954:

Ein Bauer starb und hinterlieB seinen
3 Sohnen 9 Fisser mit einem Inhalt von 1
bis 9 Umen Wein (altes Regensburger
MaB) mit dem Wunsch, den Wein sowie
die Fisser derart aufzuteilen, daB jeder
gleich viel Fasser und gleich viel Wein er-
halt.

Wieviel Moglichkeiten (verschiedene) gibt
es, um den Wunsch zu erfiillen?

Hinweis: Benutze die magischen Quadrate
mit 9.Feldern!

Kurzbiografie

von Prof. Dr. A. P. Juschkewitsch

Geboren 1906 in Odessa — 1929 Studium
der Mathematik an der Moskauer Universi-
tit beendet — 1940 Dr. der Mathema-
tik — ab 1940 ordtl. Prof. an der Techni-
schen Hochschule Nikolai Baumann - ab
1941 Leiter des Lehrstuhls dieser TH — ab
1945 Mitarbeiter am Institut fir Ge-
schichte der Wissenschaften an der Akade-
mie der Wissenschaften der UdSSR - seit
1958 Mitglied der Leopoldina, Halle — seit
1960 Mitglied der Internationalen Akade-
mie der Geschichte der Wissenschaften,
Paris — 1983 Preis der Akademie der Wis-
senschaften Frankreichs.

1. Wenn erforderlich, chemische Glei-
chung bzw. Formel aufstellen.

2. Gegebene und gesuchte GroBen der
Stoffe ermitteln.

3. Von der gesuchten GroBe die Defini-
tionsgleichung ermitteln.

4. Fiir nicht gegebene GroBen, die zur Be-
rechnung erforderlich sind, Gleichungen
suchen, in denen diese GroBen mit gegebe-
nen GroBen verbunden sind.

5. Gleichungen nach 3. und 4. zu einer
Gleichung kombinieren, die nach der ge-
suchten GroBe aufzulGsen ist.

6. Fiir jedes Groflensymbol Zahlenwert
und Einheit einsetzen.

Hierbei darauf achten, daB sich die Einhei-
ten entsprechen.

7. Die gesuchte GroBe berechnen.

V. Winzer

) G.Rébisch , Elementare Stochiometrie
groBenrichtig und SI-gerecht“
»2Anorganikum*

Beide Titel: VEB Deutscher Verlag

der Wissenschaften, Berlin,1983
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Daten unserer Schulgeschichte

Gleiches Recht auf Bildung

fiir alle Kinder des Volkes

Die katastrophale Lage des deutschen
Schulwesens nach der Zerschlagung des
Faschismus resultierte aus dem jahrzehnte-
langen MiBbrauch der Schule als Mittel
der Verherrlichung von Militarismus,
Chauvinismus und Antikommunismus.
,Wo sollen bei dieser Jugend nach solchen
Erlebnissen neue Ideale herkommen?“
Diese Frage stellte Otto Grotewohl auf
dem 1. Parlament der FDJ am 8. Juni 1946.
Seine Antwort war trotz allem optimistisch.
,Die andere Welt steht noch vor euch. Ihr
miiBt sie erst selbst schaffen, selbst gestal-
ten und ibr selbst einen richtigen Inhalt ge-
ben.“ Es war auBerordentlich wichtig, ne-
ben der Schaffung neuer Produktions- und
Eigentumsverhiltnissen vor allem neue
Menschen im Geiste der Demokratie, der
Volkerfreundschaft und des Friedens her-
- anzubilden.

Kampf um die Schulreform

Auf dieser Grundlage wurde, als eine MaB-
nahme der antifaschistisch-demokrati-
schen Schulreform, die Ausarbeitung des
Gesetzes zur Demokratisierung der deut-
schen Schule in Angriff genommen.

Am 29. September 1945 fand die erste Sit-
zung der Kommission statt, die bis zum
Februar 1946 eine Denkschrift iiber eine

Bild 1

Zustand der-Schulgebdude im Herbst 1945
Brandenburg

antifaschistisch-demokratische Einheitsschule
verfassen sollte. Der von der Zentralverwal-
tung vorgelegte Entwurf wurde durch Ver-
treter aller Provinzen und Linder beraten,
gedndert, erginzt und als gemeinsamer Ge-
setzentwurf den Blockparteien zur Stel-
lungnahme vorgelegt. Bei der endgiiltigen
Fassung hatte man auch Gedanken fort-
schrittlicher biirgerlicher Pidagogen beach-
tet.

AuBerdem gingen seit 1945 Vorschlige
und Anregungen interessierter Biirger ein.
Vor allem die Hinweise von Mitgliederr
der KPD und SPD; des FDGB und anderer
fortschrittlicher Krifte, die eine Grund-
schule anstrebten, die sich iiber die ge-
samte Zeit des obligatorisch allgemeinbil-
denden Unterrichts erstrecken sollte, fan-
den Beachtung. Mit reaktiondren und
revisionistischen Ansichten, die zum Bei-
spiel den Bildungsdualismus und Bildungs-
privilegien beibehalten wollten, setzte man
sich konsequent auseinander.

Mitte Mai war die Arbeit am Gesetzent-
wurf abgeschlossen, und nach Zustimmung
der SMAD (Sowjetische Militiradministra-
tion Deutschlands) wurde das Gesetz, das
zum erstenmal in der Geschichte des deut-
schen Schulwesens gleiches Recht auf Bil-
dung fiir alle garantierte, am 22. Mai in der
Provinz Sachsen, am 23.Mai im Land

Bild 2
Ausriistung der Schulen mit Inventar
im Herbst 1945

Mecklenburg, am 31. Mai in der Provinz
Mark Brandenburg und im Land Sachsen
und am 2.Juni 1946 im Land Thiiringen
angenommen. Zehn Tage spiter, am
12. Juni 1946, trat das Gesetz in Kraft und
war damit im Gebiet der Sowjetischen Be-
satzungszone giiltig. Aus diesem Anlal
werden heute am 12. Juni in der DDR alle
Lehrer und Erzieher gewiirdigt.

Die antifaschistisch-demokratische Schul-
reform stellt in unserer Geschichte ein
Stiick hdrtesten Klassenkampfes dar. In
Berlin behinderten die westlichen Besat-
zungsmichte, unterstiitzt von reaktiondren
und revisionistischen Kréften, die antifa-
schistisch-demokratische Schulreform, und
erst 1948 konnte ein dhnliches Gesetz ver-
abschiedet werden. Doch sie verhinderten
nicht, daB mit der Inkraftsetzung des Ge-
setzes in der Sowjetischen Besatzungszone
endgiiltig mit allen reaktioniren Gedanken
und Ideen gebrochen wurde und daB die
Schule nun die Jugendlichen zu selbstin-
dig denkenden und bewufBt handelnden
Menschen erzog, die fiir das freundschaftli-
che Zusammenleben mit allen Volkern
eintraten.

Die neue Schule

Jedem Kind wurde von nun an zugesichert,
daB es unabhingig von Besitz, Glauben
oder Abstammung nur entsprechend sei-
nen Fihigkeiten ausgebildet wurde (§1).
Der § 2 sicherte die Weltlichkeit der Schule
und propagierte die demokratische Ein-
heitsschule. Thr Aufbau und ihre Gliede-
rung wurden im § 3 fixiert: In der nichtob-
ligatorischen Vorstufe (Kindergarten) wur-
den die Kinder bis zur Schulreife gefiibrt.
Die obligatorische Grundstufe (Grund-
schule) umfaBte acht Klassen, in denen die

Bild 3

Die Liquidierung

der einklassigen Landschulen
Brandenburg

1945/46 5 55,1%

|

leicht beschidigt HEM zerstort
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teilweise vorhanden vorhanden

L | 59,0% Brandenburg 1946/47 [ 18,0%
rzzza 284% , 26,8% 1947/48 15,7%
. 7.9% 550 044 ER L
| 47% [Fivee 20,7%
- Mecklenburg

Sachsen 1945/46 60,8 %
— ] 682% Ssachsen 1946/47 R 28,5%
b2 210% ) 39.9% 1947/48 A 28,0%
& 4.0% 7777277777777 54,6% 1948/49 R 19,4%
| o 6,8% 5,5%

mnsgesamt
Sachsen-Anhalt 1945/46 BN 00 383%
[ ___|83,4% Sachsen-Anhalt 1946/47 N 18,5%
oy C_———1 08% 194748 R 17,5%
g 34%  PzzzzzzzzzZa 46,3% 1948/49 gER 13.1%
L- 22% [EE 12,9%

Die Prozentzahl gibt den Anteil
|- unbeschidigt = schwer besch. =1 vorhanden nicht der einklassigen Schulen an

der Gesamtzahl der Grundschulen an.



Ficher Deutsch, Geschichte, Heimat-
kunde, Geographie, Biologie, Physik, Che-
mie, Mathematik, Kunst- und Werkunter-
richt, Musik, Leibesiibungen und ab
Klasse 5 Fremdsprachenunterricht erteilt
wurden. AuBerdem hatten alle Schiiler ab
Klasse 7 die Moglichkeit, zusitzliche
Kurse fir eine zweite Fremdsprache und
naturwissenschaftliche Disziplinen zu be-
legen.
Um die Unterschiede in der Ausbildung
zwischen Land- und Stadtschulen beseiti-
gen zu konnen, wurden fiir Landkinder
nichtvollstufige Schulen ausgebaut und In-
ternatsschulen sowie Schulheime einge-
richtet. Nach Absolvierung der Grund-
schule hatten die Jugendlichen die Mog-
lichkeit, sich systematisch in der Oberstufe
weiterzubilden. Dafiir gab es Berufs-,
Fach- und Oberschulen, die nach dem Er-
werb des Abiturs die Aufnahme eines Stu-
diums ermoglicht.
Der § 4 enthielt die Forderung nach Wis-
senschaftlichkeit und Systematik des Un-
terrichts. Durch die im §5 zugesicherte
Schulgeldfreiheit sowie Gewihrung von
Stipendien und Beihilfen erméglichte das
Gesetz auch Kindern minderbemittelter
Eltern den Hochschulbesuch. Auch der § 6
verdeutlichte den demokratischen Charak-
ter des Schulgesetzes. Alle Parteien und
Organisationen wurden zur Unterstiitzung
herangezogen. AuBSerdem wurden Eltern-
ausschiisse gebildet, die den Schulleitun-
gen beratend zur Seite stehen sollten.
SchlieBlich ordnete der § 7 die Neurege-
lung der Lehrerausbildung an.
Es war Wirklichkeit geworden! Die Jugend
hatte wieder ein Ideal: ,Ein neues Ideal
einer neuen Zeit, ein Ideal, das so viel
Kraft entwickelt...“ Sie war fur die schwe-
ren Aufgaben ihres tiglichen Lebens ge-
wappnet und konnte nun ,... SO vorwirts
stiirmen, wie es die Jugend nun einmal tun
muB.“
Heute wissen wir, daB die antifaschistisch-
demokratische Schulreform auf dem Bo-
den der DDR die bis dahin bedeutendste
revolutiondre Umgestaltung in der deut-
schen Schulgeschichte war. Mit ihr wurde
die innere Umformung einer ganzen Gene-
ration in Angriff genommen und garan-
tiert, daB in unseren Schulen die Erzie-
hung zum Frieden und zur Volkerverstin-
digung oberstes Prinzip war und ist.
Claudia Friedrich

JUNI

'o Dienstag
l‘ Mirtwoch

(2T des Lehrers
13 .. |

Am 12.Juni 1946 wurde das Gesetz zur
Demokratisierung der deutschen Schule
auf dem gesamten Gebiet der spiteren
DDR wirksam

Ausgewdhlte Aufgaben aus
Rechenbuch (Teil 1)

Volk und Wissen Verlagsgesellschaft M.B.H.

Berlin/Leipzig - 1945

ala Ein Kaufmann konnte eine Ware,
die ihn 143 RM gekostet hatte, mit 213 RM
verkaufen; wie groB war sein Verdienst?

A2A Eine StraBe von 740 Meter (m)
Linge soll gepflastert werden; es wird zu-
gleich an finf Stellen begonnen, und die
fiinf Gruppen bringen an einem Tag fertig
47, 35, 51, 46, 53 m, am nichsten Tag ist
die Gesamtleistung 37 m groBer. Wieviel m
sind dann noch zu pﬂastem?

Ala Ein Mann raucht an einem Tag
4 Zigarren. Wieviel sind das: a) in einer
Woche; b) in einem Jahr; ¢) wihrend
30 Jahren?

Ad4a Eine Firma beschiftigt 7 Ange-
stellte, einer erhielt im Monat 90 RM, zwei
140 RM, einer 150 RM, zwei 180 RM und
der letzte, der Geschiftsleiter, 425 RM.
Wieviel Gehalt hatte die Firma im Monat
zu bezahlen?

A5Aa FEine 1.Klasse hat 48 Schiiler; der
12. Teil ist vom Tumen befreit, wieviel
sind das?

A6A Wieviel verdient ein Arbeiter an
einem Tag, wenn er an jedem Sonnabend
42 RM ausgezahlt bekommt?

A7a Ein Landmann braucht, um ein
Feld mit Roggen zu besden, 159 kg. Er ern-
tet 2253 kg; wievielfdltig war die Ernte?

A8a Avuf einem Grundstiick sind durch

das Haus 78 qm bebaut, der Hof ist 1a
13 gqm groB, der Garten hat 4 a 81 qm. Wie
groB ist das ganze Grundstiick?

49a Ein Kaufmann versendet drei Kisten
mit Waren. Die gesamte Ware wog 2 dz,
die gepackten Kisten wogen einzeln
1,43 dz und 1,28 dz und 84 kg. Wieviel be-
trug zusammen in den drei Fillen die Ver-
packung (Tara)?

Al10a Fiir 1 km Fahrt in einem Personen-
oder Eilzug bezahlt man in der dritten
Klasse 4 Rpf, in der zweiten 5,8 Rpf und in
der ersten 8,7 Rpf. Welches sind die Fahr-
preise in den verschiedenen drei Klassen
fiir die Linien: Berlin —Magdeburg 142 km;
Berlin — Brandenburg 62 km?

Alla In einem Wintermonat brennen in
einem Dorfortshaus am Abend und in der

Nacht 8 Lampen, und zwar 6% Std. lang.

Wieviel Petroleum haben im Monat alle
zusammen verbraucht, und wieviel kostet
das Petroleum? (Eine Lampe verbraucht in

10 Std. %l Petroleum; 11 kostet 29 Rpf.)

Aus der Bibliothek
von Neulehrer J. Lehmann,
jetzt Chefredakteur
der Schiilerzeitschrift alpha

Tégliche Lebensmittelration fiir Kinder
unter 15 Jahren in der sowjetischen
Besatzungszone (Ende Dezember 1945)

Kartoffeln 300 g Néhrmittel 10 g

Brot 200 g

2
—_

Fleisch 15 g

Fett 10g Zucker25g

alpha, Berlin 19 (1985) 2 - 31



Chancen fiir Denkfaule ?

und

- Taschenrechner —— Mathematik

oder

,Einé Zwei in Mathe ist mir automatisch
sicher, denn wir bekommen ja bald den Ta-
schenrechner SR 1, der kann fiir mich
rechnen, horte ich unldngst im Bus einen
Jungen prahlen. Dessen Freund konterte
jedoch sehr selbstbewuBt: ,Mein Matheleh-
rer wird sich noch wundern. Mein Vater
hat sich aus Moskau einen programmierba-
ren Taschenrechner BnekTponuxa B 3-34
mitgebracht. Da wird es nun Einsen ha-
geln, ohne daB ich mich sehr anstrengen
muB.“

Nun, ein Taschenrechner ist zweifellos ein
sehr niitzliches Hilfsmittel fiir die verschie-
densten Zwecke und kann dem Benutzer
die Rechenarbeit sehr erleichtern. Blind
vertrauen sollte man einem Taschenrech-
ner aber nicht! Eingabefehler (Driicken
einer falschen Ziffern- oder Operationsta-
ste) kénnen z. B. vorkpmmen, ihr erkennt
sie hiufig durch eine Uberschlagsrech-
nung. Deshalb steht auch ganz zu Anfang
in der Bedienungsanleitung des neuen
Schulrechners SR 1: ,Man muB seinen Ta-
schenrechner, seine Vorziige und Grenzen
genau kennen. Nicht alle Taschenrechner
arbeiten vollig gleich. Es ist zweckmiBig,
die Bedienungsanleitung genau zu lesen,
die Beispiele nachzurechnen und dhnliche
Aufgaben selbstindig zu l6sen. Wie jeder
andere Taschenrechner fihrt auch der
Schulrechner SR 1 nur die Befehle aus, die
man ihm eingibt — und zwar in einer spezi-
fischen, durch seine Konstruktion festge-
legten Art und Weise. Vertippen von Zah-
len, Operationsbefehlen oder Funktionsta-
sten bzw. Nichtbeachten der eingebauten
Automatiken fiihrt zu falschen Resultaten.
Deshalb sind Kontrollen sehr wichtig.“ Um
Programme fiir programmierbare Rechner
schreiben zu kénnen, muB man die zu 16-
senden Aufgaben gut durchdenken und
analysieren, dazu sind gute Mathematik-
kenntnisse unbedingt notwendig. Auf
einige Tiicken beim Umgang mit Taschen-
rechnern wollen wir hier hinweisen.

1. Rechengenauigkeit

Wir betrachten zuerst einige einfache
Rechnungen, die wir mit dem Taschen-
rechner ,konkret 600“ (Bild 1) und dem
“Schulrechner SR 1 (Bild 2) vom VEB Mi-
kroelektronik Miihlhausen durchfiihrten.
Die exakten Ergebnisse dieser Aufgaben
erhdlt man durch schriftliches Ausrechnen
oder aus mathematischen Grundbeziehun-
gen. Ihr konnt diese und dhnliche Aufga-
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ben auch mit Hilfe anderer Rechnertypen -

10sen und die erhaltenen Resultate mit un-
seren Ergebnissen vergleichen.

Die Aufgabe H ist mit dem ,konkret 600“
eigentlich nicht 16sbar. Es wurde statt des-
sen 10-101234588 berechnet. Die Argu-
mente bei den Aufgaben I und J sollen als
WinkelmaB mit normaler Gradeinteilung
verstanden werden, der SR 1 ist dazu auf
DEG einzustellen.

Bild 1

[ RS )
L0 aos tar X~y
N N -

M WO apian. o I

o

Das folgende Beispiel K, mit dem SR 1 ge-
rechnet, zeigt euch, daB die Genauigkeit
des Resultates auch davon abhingen kann,
wie ihr die Rechnung organisiert. Offenbar
ist

1
6

16
((98 765432) ) = 98765432

(=)

Die linksstehende Aufgabe realisieren wir
durch die Tastenfolge

B bl B (]
BIE] I bre] BT () I B

und erhalten das Ergebnis 98 763700.
In dem rechtsstehenden Losungsweg ist die
Tastenfolge

NEREEEEE PP EF

einzugeben, als Ergebnis wird 98765428
angezeigt.

In jedem Rechner sind nur endlich viele
Dezimalzahlen (und intern nur endlich
viele Dualzahlen) darsteMbar, die Anzahl
dieser Zahlen hdngt vom jeweiligen Rech-
nermodell ab. Dezimalzahlen kénnen in
der Regel sowohl mit Dezimalkomma
(hdufig verwendet man daflir einen Dezi-
malpunkt) in der Festkommaschreibweise
als auch in der Exponentialschreibweise
(Gleitkommadarstellung) im Rechner dar-
gestellt werden. Beim ,konkret 600 sind
eine 7stellige Mantisse mit Komma, ein
zweistelliger Exponent und Vorzeichenstel-
len fir Mantisse und Exponent vorgese-
hen. Der Schulrechner SR 1 kann Dezimal-
zahlen mit 8 Ziffern und Vorzeichen
darstellen. In der Exponentialschreibweise
werden eine Sstellige Mantisse, ein 2stelli-
ger Exponent und Vorzeichen fiir Mantisse
und Exponent angezeigt. So bedeutet die
Anzeige —2.0462 — 12 die Dezimalzahl
—2,0462-10 2 und 1.8 01 die Zahl 1.8 - 10!
(= 18), die Eingabe kann durch die Tasten-
folgen

ARolofalalealziezlala

bzw.

[ G ] e (]

erfolgen. Es muB an dieser Stelle ver-
merkt werden, daB in der Exponentialdar-
stellung die Mantisse zwar nur mit 5 Stel-
len angezeigt wird, fiir die weitere Rech-
nung stehen aber mehr Stellen im SR 1 zur
Verfiigung. Ihr erkennt das etwa, wenn ihr
im Beispiel D das Resultat durch 10 divi-
diert, dann wird als Ergebnis 24000656
mit 8 giiltigen Stellen ausgegeben.

Die endlich vielen Maschinenzahlen sind in
der Menge der reellen Zahlen mit unter
schiedlichen Abstinden verteilt. Es kann
nun passieren, daB bereits das Resultat
solch einfacher Operationen wie Addition,
Subtraktion, Multiplikation und. Division




Aufgabe Ergebnisanzeige Ergebnis- - exaktes
konkret 600 anzeige SR1 Ergebnis

A 294 707280 707281. 707281
B’ 715 1.804228-10° 1.8042-10° 1804228351
C 2000001-99 1.980001-10°® 1.9800-10° 198 000099
D 300008280 2.400065-10° 2.4000- 108 240006 560
E 10+ 1077 10. 10. 10.000 0001
F V12345677 1234566 1234 567. 1234567
G glndéé 465.9999 465.999 98 466
H 10812345678 12345680 12345675. 12345678
I arcsin (sin 80) 80.00001 80.000 002 80
J arctan (tan1) 9.999459-10"! 1. 1
Tabelle 1

keine Maschinenzahl ist, obwohl beide an
der Operation beteiligten GroBen Maschi-
nenzahlen sind (vergleiche Beispiele B, C,
D). In solchen Fillen zeigt der Taschen-
rechner einen Wert an, der ndherungsweise
mit dem exakten Ergebnis libereinstimmt,
oder er zeigt eine Uberschreitung des fiir
ihn erlaubten Zahlenbereiches an. Nihe-
rungswerte werden in den Rechnern meist
nach den euch bekannten Regeln fiir das
Runden von Zahlen gebildet, es kann aber
auch vorkommen, daB bei der Anzeige ein-
fach Ziffern abgeschnitten werden und un-
beriicksichtigt bleiben. Unser Beispiel D
zeigt, daB der ,konkret 600“ und der SR 1
bei der Anzeige nicht runden. Das Bei-
spiel E veranlaBt euch sicher nachzuden-
ken, was bei Addition und Subtraktion von
Zahlen unterschiedlicher GréBenordnung
passieren kann.

Anstelle der Operationen +, —, -, : werden
im Rechner Ersatzoperationen @, ©, O, ©
ausgefiihrt. Fiir diese Operationen gelten
Assoziativ- und Distributivgesetze nicht,
und es konnen wie bei Aufgabe E Fille
auftreten, bei denen etwa x ®y = x ist, ob-
wohl y von Null verschieden ist. Uberlegt
euch dazu weitere Beispiele!

Andere Fehler treten bei der Benutzung
von Taschenrechnern auf, die mit Tasten
fir Funktionen wie sin, cos, tan, arcsin,
arccos, arctan, e*, x’, Ig oder In ausgestattet
sind. Die Werte dieser Funktionen werden
im Rechner mit Hilfe von Niherungsfor-
meln berechnet. In der Bedienungsanlei-
tung des SR1 ist deshalb auch auf die Ge-
nauigkeit der Funktionswerte hingewiesen.
Die groBten Fehler sind zu erwarten, wenn
die Funktion y* aufgerufen wird.
(Vergleiche Beispiele G, H, I, J, K.)

2. Die harmonische Reihe

Im ersten Teil habt ihr gesehen, daB man
schon bei recht einfachen Aufgaben mit
einem Taschenrechner Fehler begehen
kann. Fiir den praktischen Gebrauch sind

die auftretenden Ungenauigkeiten nicht
problematisch, sofern nur eine geringe
Zahl von Berechnungen durchgefiihrt wird.
Jedoch wollen wir jetzt an einem Beispiel
demonstrieren, daB man zu unsinnigen
Aussagen gelangen kann, wenn man den
Taschenrechner formal benutzt und das
mathematische Problem nicht vorher
griindlich durchdenkt.

Wir stellen uns die Aufgabe, die Summe
der Kehrwerte aller natiirlichen Zahlen zu
ermitteln. Die Mathematiker sprechen
dann von einer sogenannten unendlichen
Reihe, in unserer Aufgabe ist es die harmo-
nische Reihe. 1hr kénnt euch das Wesen der
harmonischen Reihe etwa so klar machen:
Betrachtet die Zahlen

1

a =1, a,=1+%,a;=l+——

2
=1+l+ + 1 +l !
ay 2 n—1 ",....
Esistg; <g3<...<¢g,<....

L.Euler (1707 bis 1783)

+ 1
3

soll z. B.

Bild 3

a1000 = 7,48..., aj000000 = 14,39... berechnet
haben.

Wir fragen nun, ob die Zahlen a, fir sehr
grofe natiirliche Zahlen n auch sehr grof8
sind, oder ob es eine Zahl b gibt, so daB
immer a, < b gilt. Durch eine geschickte
Zusammenfassung gewisser Summanden
kann man zeigen, daB3 das erste der Fall ist.
Die ‘Mathematiker nennen eine derartige
unendliche Reihe divergent.

1

Es ist néamlich R + P
1 1 1 s g

+ — s T -
n >n n -2 Daher lassen sich im:

mer aufeinanderfolgende Reihenglieder so
zusammenfassen, daB ihre Summe gréBer

als% ist. So erhalten wir

- T 5
%111 Y

Also ist ay > k-%

Zahl k. Folglich gibi es beliebig groBe Zah-
len a,.

Berechnet man die Zahlen ¢, auf einem
Taschenrechner, so verindern sie sich von
einem gewissen Index n ab nicht mehr.
Wir haben diese Zahlen mit einem Com-
puter KRS 4200 und mit dem Tischrechner
K 1002 (siehe Bild 3) ermittelt. Die Re-
chenanlage KRS 4200 liefert uns nach
43 Minuten fiir b den Wert 14,0174. Mit
Hilfe des Tischrechners K 1002 ergab sich
b =26. Hierzu muBten wir uns aber schon
eines Tricks bedienen, denn der Tischrech-
ner hitte sonst mehr als 100 Jahre benc-
tigt, um dieses Resultat gemiBl der Vor-

fir jede natiirliche

. 1
schrift a,,,=a, + S T zu erhalten.

+1
Das Experimentieren mit dem Rechner
konnte uns also zu dem TrugschluB verlei-
ten, daB die harmonische Reihe einen end-
lichen Wert (= 26) besitzt.
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Aufgabe:

Begriinde das Auftreten dieser Erschei-
nung! Stelle dir einen Rechner vor, der nur
Zahlen mit zweistelliger Mantisse und
zweistelligem Exponenten darstellen und
verarbeiten kann! Wie sehen bei diesem
fiktiven Rechner die Zahlen a, aus?

3. Berechnung der Zahl 2w

Wir zeigen euch nun, da8 auch das Umge-
kehrte eintreten kann:
Bei einem Verfahren zur Berechnung der
Zahl 27 liefert der Rechner als Ergebnis
entweder Null oder keinen endlichen Wert.
Dazu betrachten wir folgendes Problem.
Der Umfang U eines Kreises vom Radius 1
ist bekanntlich U=2n. Der Umfang soll
ndherungsweise durch den Umfang einbe-
schriebener regelmiBiger n-Ecke ermittelt
werden. Ist n sehr groB, so kann man auf
diesem Wege eine sehr gute Néherung fiir
die Zahl 27 erwarten. Ubrigens ist diese
Methode zur Ermittlung des Umfangs
eines Kreises vom Radius 1 sehr alt. Archi-
medes (287 bis 212v. u. Z.) schitzte fir
n =96 ab:

20 20
6*71- <2< 6'% s
d.h. 6.28169<2m<6.28572.
Wir wollen mit dem Rechner die Umfinge
von n-Ecken, bei denen n = 2" (allgemei-
ner n=k-2™ mit natiirlichen Zahlen k
und m) ist, berechnen. Welcher Zusam-
menhang besteht zwischen den Seitenlin-
gen s, und s,, des einbeschriebenen regel-
miBigen n-Ecks und des 2n-Ecks?

A

Bild 4

7

m
/
(o}

In Bild 4 ist s,=24B, s;,=AC und
5,,=2DE. Ihr erkennt, daB die Drei-
ecke ODE und ABC ihnlich sind. Folglich
ist 4C:0D=BC:DE und daher
s2 =2BC. 1)
Weil das Dreieck OBA rechtwinklig ist, gilt
OB2+ 4B?=12.
2

Hieraus folgt (1—-BC)*=1- (%) und

53
1--=

schlieBlich BC =1 — e

Einsetzen in (1) liefert die Beziehung

Der jeweils ermittelte Wert fiir s, wird hier
benutzt, um die Seite s, des interessieren-
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Ecken " Umfang
KRS 4200 konkret 600 K 1002 SR1
4 5.65685 5.656854 5.656854249 5.6568542
8 6.12293 6.122935 6.122934918 6.1229349
16 6.24289 6.242891 6.242890305 6.2428904
32 6.27308 6.273101 6.273096982 6.2730979
64 6.28055 6.280679 ° 6.280662315 6.2806634
128 6.28242 6.282700 6.282554528 6.2825576
256 6.28490 6.283222 6.283027667 6.2830661
512 6.28490 6.285307 6.283146471 6.2832226
2048 6.32456 6.312359 6.283189236 6.2857254
8192 8.00000 6.853918 6.283215937 6.3454959
16384 0 7.327145 6.283429547 6.5536
262144 0 82.89719 6.313263539 26.2144
1048576 0 331.5887 8.122234770 104.8576
Tabelle 2

den regelmiBigen 2n-Ecks zu berechnen.
Ihr erhaltet also einen Zahlenwert fiir s,,,
indem ihr das Ergebnis der vorangegange-
nen Rechnung in die rechte Seite der For-
mel (2) einsetzt. Man nennt (2) eine Rekur-
sionsformel. Nach dieser Formel konnt ihr
gut mit einem Rechner die Seitenldngen s,
und gemidB U, = n-s, auch die Umfinge
von regelmiBigen n-Ecken, die dem Ein-
heitskreis einbeschrieben sind und fiir die
n = k- 2™ ist, ermitteln. Wir fanden (die be-
sten Niherungen sind jeweils unterstri-
chen): .

Beim KRS 4200 tritt der in Beispiel E an-
gedeutete Effekt auf. Die Zahlen s werden
so klein, daB im Rechner der Radikand der
inneren Wurzel von Formel (2) den Wert 4
annimmt, womit fiir das 16 384eck die Sei-
tenlinge 0 folgt. Bei den anderen Rechnern
sind die beim Wurzelziehen auftretenden
Fehler groBer. Bei ihnen nehmen die Sei-
tenlingen fiir groBe n einen konstanten
Wert an. Damit erhdlt man beliebig groBe
Zahlenwerte fiir den Umfang der einbe-
schriebenen regelmiBigen n-Ecke.

Ihr k6nnt nun auch versuchen, die Zahl 2n
von oben anzunihern. Berechnet dazu die
Umfinge regelmidBiger n-Ecke, welche
dem Einheitskreis umbeschrieben sind!
Beweist, daB zwischen den Seiten o, und
o, des entsprechenden n-Ecks bzw. 2n
-Ecks die Beziehung

. az,,=% (V4+ al —2)
A
besteht!
Wir wollen noch zeigen, wie ihr mit dem
Schulrechner SR 1 die Rechnungen durch-
filhren konnt. Um andere als in Tabelle 2

(€)

alealolfelalejelalalzlulclnge

Bild §

angegebene Zahlenwerte zu erhalten, be-
trachten wir regelmidBige 3-2™-Ecke
(m e N), welche den Einheitskreis als In-
kreis bzw. Umkreis besitzen. Uberlegt
euch, daB die Seite des dem Einheitskreis

eingeschriebenen Dreiecks s; = \/3_ und die

des umbeschriebenen Dreiecks a;=21/3_
ist! Wir benutzen den Speicher des SR 1
und kénnen so vorgehen:

A) Berechnung eings Niherungswertes
nach Formel (2); Tastenfolge (s. Bild 5).
Den Speicher benutzen wir, um den Wert
2-44-5s2, also s}, aufzubewahren,
denn dieser Wert wird ja gemiB Formel (2)
wieder benétigt, um s,, zu ermitteln, usw.
Will man den Umfang des jeweiligen regel-
miBigen n-Ecks bestimmen, ist das zuge-
horige n in den Rechner einzugeben, wenn
man im Ablaufplan (Tastenfolge) an die

Stelle []...[] gelangt. Das Ergebnis der
Eingabe n

Multiplikation ist nach dem Driicken der
Taste [=] zu notieren. Dann ist die Rech-
nung an der Stelle fortzusetzen, die euch
der Pfeil angibt, d. h. bei [+/=]. Jetzt
konnt ihr ganz automatisch die aufge-
schriecbenen Befehle ausfilhren. IThr miiBt
dazu die entsprechenden Tasten des SR1
betitigen, bei einem programmierbaren
Rechner wiirde die Befehlsfolge vorn Rech-
ner selbstindig abgearbeitet werden, ohne
daB von augBen Eingriffe zu erfolgen haben.
Allerdings muB einem programmierbaren
Rechner die auszufiihrende Befehlsfolge
vorher irgendwie mitgeteilt werden (man
spricht von der Programmeingabe).

Fortsetzung auf S. 40
Q H
n

notieren

Eingabe
[Ergebnis

BT WA HED AR N EDE k=]

=00,

Eingabe n

Bild 6

Ergebnis notieren

e}




Ein Besuch in der Knobel-Werkstatt

Unsere Umwelt als Ideenlieferant

Liebe Freunde!

In Heft 1/85 haben wir euch mit dem An-
liegen unserer Beitragsserie, dem Eigenbau
von mathematischen Knobelaufgaben, ver-
traut gemacht und einige typische Klassen
von Knobelaufgaben vorgestellt.

Heute wollen wir nun die naheliegendste
Methode zur Ideenfindung fir mathemati-
sche Problemaufgaben demonstrieren,
namlich das Beobachten der Umwelt aus ma-
thematischer Sicht.

Schaut euch einmal aufmerksam in eurer
Wohnung, eurer Schule, eurem Wohnort,
im Ferienlager, im Urlaubsort, bei Sport
und Spiel, in der Natur oder in anderen
Bereichen eurer Umwelt um, und ihr wer-
det merken, in welch reicher Fiille unsere
Umwelt Ideen fiir mathematische Problem-
aufgaben, insbesondere auch fiir Knobel-
aufgaben verschenkt! Und wie konnte es
auch anders sein, denn letztlich ist ja das
Gebdude der Mathematik, obwohl es heute
mehr denn je durch rein innermathemati-
sche Abstraktion wichst, eine Widerspiege-
lung von Verhiltnissen der objektiven Rea-
litit. Das Ablesen von mathematischen
Problemen aus der Umwelt erfordert natiir-
lich einen geschulten mathematischen Blick,
und so wollen wir es einmal am Beispiel
von Beobachtungen in der Stadt Leipzig,
die mit etwa 570000 Einwohnern die
zweitgroBte Stadt in unserer Republik ist,
demonstrieren. Ahnliche Ideen werdet ihr
sicher auch in euremm Wohnort oder in an-
deren Umweltbereichen finden kénnen.
Die Stadt Leipzig, deren Griindung im
Jahre 1165 erfolgte, und die in ihrem
Stadtwappen einen Lowen (Idee fiir Auf-
gabe 1) fiihrt, ist eine bedeutende Indu-
striestadt mit wichtigen Betrieben vor al-
lem des Schwermaschinen- und Anlagen-
baus sowie der Elektrotechnik/Elektronik.
1980 haben sich hier mehr als zwanzig
Kombinate und Betriebe zur Kooperations-
gemeinschaft Anwendung der Robotertechnik
im Maschinenbau vereint. Die moderne
Robotertechnik liefert uns die Idee fiir
Aufgabe 2: Doch Leipzig ist dariiber hin-
aus nicht nur eine Stadt der Wissenschaft,
des Buches, der Kongresse, der Museen,
der Musik und des Sports, vor allem ist
Leipzig Messestadt, eine Stadt des weltof-
fenen Handels. Das Doppel-M als Symbol
fir Muster-Messe (Idee fiir Aufgabe 3) ist
nicht nur an den Eingiingen zum Gelinde
der Technischen Messe zu sehen, sondern
auch an den zahlreichen Messehiiusern der
Innenstadt.

Obwohl die Stadt Leipzig eine Fliche von
etwa 145km? einnimmt und vor allem
durch das Neubaugebiet Leipzig-Griinau
von Tag zu Tag wichst, so ist der eigent-
liche Stadtkern (die Innenstadt) nur
0,455 km? groB. Das Areal des Stadtkerns
befindet sich innerhalb der ehemaligen

Stadtmauern und ist heute vom sogenann-
ten Ring umgeben (Idee flir Aufgabe 4).
Der Straflenverkehr auf dem Ring, beson-
ders zur Messezeit, ist faszinierend, und
die schnittigen Autos liefern uns die Idee
fiir Aufgabe 5.

Am nordlichen Abschnitt des Rings befin-
det sich der Leipziger Hauptbahnhof, der
groBte Kopfbahnhof Europas. Charakteri-
stisch fiir den Bahnhofsvorplatz (Platz der
Republik) sind neben den Interhotels Stadt
Leipzig und Astoria sowie dem 95,5 m ho-
hen Turm-Wohnhochhaus (1972 fertigge-
stellt) die 4spurigen Gleisanlagen fiir den
StraBenbahnverkehr. Halten hier mehrere
StraBenbahnen gleichzeitig, so ist das Um-
steigen in eine andere Bahn schon manch-
mal ein Problem (Idee fiir Aufgabe 6). Be-
merkt sei, daB hier entgegen sonst iiblichen
Regelungen das Uberqueren der StraBen-
bahngleise notwendig und erlaubt ist.

In Leipzig befindet sich auch der ilteste er-
haltene deutsche Personenbahnhof, der
Bayerische Bahnhof, dessen Mittelportikus
(Idee fur Aufgabe 7) aus der Friihzeit des
Eisenbahnverkehrs stammt.

Einer der schonsten Pldtze von Leipzig ist
der am Ostrand des Stadtkerns gelegene
etwa 40000 m? groBe Karl-Marx-Platz. Er
ist umgeben von imposanten Gebiuden,
von denen die meisten groBartige Zeugen
unserer sozialistischen Baukunst sind: dem
142,5 m hohen Universitiatshochhaus (1973
{ibergeben) und dem Hauptgebiude der
Karl-Marx-Universitit (1971 iibergeben),
dem Kroch-Hochhaus und dem Franz-
Mehring-Haus, dem Opernhaus (1960
iibergeben), dem Hauptpostamt (1964
ibergeben), dem Interhotel Am Ring (1965
ibergeben), dem 60m hohen Versiche-
rungshochhaus und dem prichtigen Neuen
Gewandhaus (1981 iibergeben). Diese faszi-
nierenden Gebdude sowie auch das im
Siidosten der Stadt gelegene, von 1898 bis
1913 erbaute, 91 m hohe monumentale
Volkerschlachtdenkmal liefern uns die
Idee zu Aufgabe 8.

Geht man vom Karl-Marx-Platz aus durch
die Grimmaische StraBe in Richtung
Markt, so kommt man am Eingang des be-
rihmten Auerbachs Keller vorbei, der in

einer der zahlreichen Passagen, die als
iiberdachte LadenstraBen typisch fiir Leip-
zig sind, liegt. Dieses Passagensystem lie-
fert uns die Idee fiir Aufgabe 9.
An der Ostseite des Leipziger Marktes,
dem zentralen Punkt der Innenstadt, befin-
det sich das sehr reizvolle Alte Rathaus, das
eine mathematische Besonderheit aufzu-
weisen hat: Der Turm teilt die Vorderfront
des Rathauses im Verhiltnis des Goldenen
Schnittes, d.h., das Verhiltnis von Gesamt-
linge und langerem Teilabschnitt ist gleich
dem Verhiltnis von lingerem und kiirze-
rem Teilabschnitt (Idee fiir Aufgabe 10).
Der Rathausturm selbst besteht aus einem
Unterteil mit quadratischem und einem
Oberteil mit achteckigem Querschnitt
(Idee fiir Aufgabe 11). Auch die Rathaus-
uhr ist sehenswert (Idee fiir Aufgabe 12).
Geht man vom Markt aus in Richtung
Thomaskirche, die als Wirkungsstitte Jo-
hann Sebastian Bachs und des Thomaner-
chors weltberiihmt ist, so gelangt man wie-
der auf den Ring. Hier, am Dittrichring 21,
befindet sich das Haus der Deutsch-Sowje-
tischen Freundschaft. Es trigt durch viel-
faltige interessante Veranstaltungen mit
dazu bei, die Freundschaft zwischen unse-
ren Volkern weiter zu vertiefen und das
Land Lenins noch besser kennenzulernen.
Die Aufgabe 13 moge auch diesem Ziele
dienen. Geht man in nordlicher Richtung
weiter, liber den Friedrich-Engels-Platz
und durch die Dr.-Kurt-Fischer-Strale, so
gelangt man zur Leipziger KongreBhalle
(Idee fiir Aufgabe 14), neben der sich der
Eingang zum Leipziger Zoo befindet, der
besonders durch seine Lowenzucht be-
riihmt wurde. Und auch in einem Zoologi-
schen Garten laBt sich manch mathemati-
sches Problem entdecken (Idee fiir Auf-
gabe 15). An das Zoogeldnde schlieBt gich
das Rosental an, ein beliebtes Naherho-
lungsgebiet fiir die Leipziger. Auch hier
kann man bei einem Spaziergang Ideen flr
Knobelaufgaben finden (siehe Aufgabe 16
und Aufgabe 17).
Wir wollen unsere kleine Stadtbesichti-
gung beenden, obwohl wir viele Sehens-
wiirdigkeiten von Leipzig nicht erwihnen
konnten und auch viele sofort ins Auge fal-
lende ernsthafte mathematische Probleme
auBer Acht gelassen haben (etwa Flichen-
und Volumenberechnungen an Gebduden,
Hoéhepbestimmungen mittels Trigonome-
trie, Geschwindigkeitsprobleme im Stra-
Benverkehr u. a.). Erwihnt sei noch, dafl
die Leipziger Volkszeitung, kurz LVZ (Idee
fur Aufgabe 18), durch zahlreiche Aktivita-
ten wesentlich zur Verbreitung mathemati-
schen Wissens beitrigt. Und schlieBlich ist
auch der Redaktionssitz unserer alpha in
Leipzig (Idee fiir Aufgabe 19).
Sicher koénnt ihr nun auch alle Fragen der
Aufgabe 20 beantworten.

R. Mildner
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Knobel-
Wandzeitung

ala Der Leipziger Lowe
~ >

P

Legt in der Lowen-Figur 6 Holzchen so
um, daBl 6 gleichseitige Dreiecke entste-
hen!

A2 a Transport-Roboter Robbi

Bild 2

Unser frei erfundener Roboter Robbi wird
einsatzbereit, wenn in seine leeren Spei-
cherkidstchen die natiirlichen Zahlen von 2
bis 23 derart eingespeichert werden, daB
die Zahlensumme in jeder waagerechten
und senkrechten Kistchenreihe 35 betrigt.
Stellt die Einsatzbereitschaft des Roboters
her!

A3 A Muster-Messe

Bild 3 /ﬁi\/ﬁ\
VZ2RVARNN
/ \

Legt im Messe-Symbol 6 Holzchen so um,
daB 5 kongruente gleichseitige Dreiecke
und 4 kongruente Parallelogramme entste-
hen!

A4 4 Leipziger Promenaden-Ring
Zeichnet ein rechtwinkliges kartesisches
Koordinatensystem fiir den Bereich
~5=x=15 und —-14 =y =<12! Zeichnet
sodann um den Punkt M, (3, —3) den Kreis
K,, auf dem der Punkt P,(0, —10) liegt;
.um M,(10,2) den Kreis K, auf dem
P,(10,0) liegt; um M, (4,6) den Kreis K;,
auf dem P,(8,2) liegt; um M,(1,1) den
Kreis K,, auf dem P,(0,2) liegt; um
Ms(—1,—1) den Kreis Ks, auf dem
P4(0,0) liegt und um M, (6, —6) den Kreis
K, auf dem P (0, —2) liegt! Verbindet nun
mit einem Farbstift — jeweils entlang des
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kiirzeren der Dbeiden  Peripherieab-
schnitte - P, mit P, auf K, P, mit P; auf
K;, Py mit P, auf K,, P, mit Ps auf K,, Ps
mit P auf K5 und P¢ mit P, auf K¢! Der
entstehende geschlossene Weg gibt nun (in
etwa) die Gestalt des Leipziger Rings wie-
der, der den Stadtkern umschlieBt.

A 5A Auto-Geometrie

Bild 4

Die Auto-Figur sei aus gleich langen H6lz-
chen gelegt:

a) Wie viele Dreiecke, Vierecke, Fiinfecke
bzw. Sechsecke enthilt die Figur?

b) Wie groB8 ist der Flicheninhalt der Auto-
Figur (1 LE =1 Holzchenldnge)?

c) Legt in der Figur 11 Ho6lzchen so um,
daB 12 kongruente Dreiecke entstehen!

A 64 Problem am Hauptbihn.hof

Volkerschlachtdenkmal

J1

Bild7 /
N

Gewandhaus

S

Wohnhochhaus Versicherungs-
hochhaus

Uni-Riese

i

Opernhaus

-

A9A Leipziger Passagen

Markt | Rathaus |
Grimmaische StraBe WA

1 i I i

Midler-P.

Bild 5

D S
GGG Sb=

Die Gleisanlagen sind voller StraBenbah-
nen, und man will vom Punkt 4 zum
Punkt H gelangen. Welche und wie viele
verschiedene Wege von A nach H sind (in-
nerhalb des Bildes) moglich? Welcher Weg
ist der kiirzeste, welcher der langste, und
welche Wege sind gleich lang?

A7 A Der Bayerische Bahnhof

Bild 6

Zeichnet die Bahnhofsfigur in einem Zuge,
aber so, daB jede Linie nur genau einmal
gezogen wird!

A 8 a Leipziger Silhouetten
Zerschneidet ein rechteckiges Stiick Kar-
ton, das doppelt so lang wie breit ist, in der
oben angegebenen Weise, und legt dann je-
weils aus den 7 Teilen die abgebildeten
Leipziger Gebdude-Silhouetten zusam-
men!

Maidler-Passage

Konigshauspassage

Neumarkt

Petersstraf3e

Messehof-Passage

Y PreuBergdBBchen
[ CENTRUM-Warenhaus |

Bild 8

Astrid, die sich im Punkt A befindet, hat
sich mit ihrer Freundin Brigitte, die am
Punkt B wartet, zu einem gemeinsamen
Besuch des Centrum-Warenhauses verabre-
det. Auf wie vielen verschiedenen Wegen
kann Astrid zu ihrer wartenden Freundin
Brigitte gelangen, ohne dabei Umwege zu
machen? )

A 10 A Der Goldene Schnitt

Bild 9

[¢]

" "w
v | v
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a b

Der Turm des Leipziger Alten Rathauses
teilt dieses im Verhiltnis des Goldenen
Schnittes, d. h., es gilt c: b = b:a (vgl. das
Bild). In welcher Hohe liegt diejenige Hori-
zontalebene, die das 142,5 m hohe Univer-
sititshochhaus im Verhiltnis des Golde-
nen Schnittes teilt, wobei der ldngere
Teilabschnitt der untere Abschnitt des
Hochhauses. sei?



A1l A Der Rathausturm

RN
N

Das Bild zeigt den Rathausturm (ohne das
kupferne Helmdach) in der Draufsicht.
Wieviel Prozent der Quadratfliche bean-
sprucht das einbeschriebene regelmiBige
Achteck?

Bild 10

A 12 o Die Rathausuhr

Peter befand sich zwischen acht und neun
Uhr auf dem Leipziger Markt und sah auf
die Rathausuhr. Der grofle Zeiger war 7
Minutenteilstriche hinter dem kleinen Zei-
ger. Wie spit war es zu diesem Zeit-
punkt?

A13a In Freundesland

Es gelten die folgenden Aussagen:

(1) Der ldngste Strom in Europa ist die
Wolga mit einer Ldnge von 3531 km.

(2) Der Amur ist 16 km ldnger als die
Lena.

(3) Der Jenissei ist 324 km kiirzer als der
Amur.

(4) Der Ural(fluB) ist 227 km ldanger als der
Dnepr.

(5) Die Lena ist 456 km kiirzer als die dop-
pelte Liange des Ural.

(6) Die Wolga ist 1330 km ldnger als der
Dnepr.

(7) Die Summe der Lingen von Amur,
Wolga, Dnepr und Dnestr betrigt
11500 km.

Wie lang ist jeder der genannten sieben
Fliisse?

A 14 Ao KongreBhalle in Zahlen

Bild 11

Die KongreBhalle am Leipziger Zoo faBt
(etwa) 4000 Giste. Findet nun mindestens
vier verschiedene Wege von 4 nach B, bei
denen das Produkt der dabei iiberquerten
Zahlen jeweils 4000 betrégt!

A15a Zoo-Logisches

Am Eingang zum Neuen Vogelhaus des
Leipziger Zoo bestaunen Viola und ihre
Eltern drei farbenpriachtige Kakadus, nim-
lich einen Rosenkakadu, einen Moluk-
kenkakadu und einen Inka-Kakadu. Aus
der Unterhaltung ihrer Eltern entnimmt
Viola folgende Aussagen: 1. Das linke Tier
ist ein Rosenkakadu, 2. Das mittlere Tier

ist kein Rosenkakadu, 3. Das rechte Tier
ist kein Molukkenkakadu. Viola, die ofter
als ihre Eltern in den Zoo geht und die Pa-
pageien genau kennt, merkt, daB nur eine
Aussage ihrer Eltern wahr ist und die bei-
den anderen falsch sind. Stolz nennt sie je-
des Tier beim richtigen Namen. WiBt ihr
auch, wie der linke, der mittlere bzw. der
rechte Kakadu heifit?

A 16 o Ein Spaziergang

5B G

Bild 12

Im Leipziger Rosental befindet sich das ab-
gebildete Wegesystem, welches einmal —
ausgehend vom Punkt 4 und wiéder dort
endend - so durchwandert werden soll,
dafl man zwischendurch jedes Wegstiick
des Systems genau zweimal durchlduft.
Welche Wanderroute konnte man dazu
auswahlen? ’

A17a Auf dem Spielplatz

Bild 13

Wieviel Meter Stammholz wurden zum
Bau der abgebildeten Kletteranlage bend-
tigt, wenn angenommen wird, daB jeder
Stamm 15cm kiirzer als sein ldngerer
Nachbarstamm ist, daB die Linge des
sichtbaren Teils des lingsten Stammes
1,85 m betriigt und daf jeder Stamm 65 cm
tief im FErdboden verankert ist? Von
Schnittverlusten sei abgesehen.

Al8a Mitder LVZ

L+V+Z=L-V-Z

Bild 14

Ersetzt die Buchstaben L, V und Z so
durch verschiedene einstellige natiirliche
Zahlen, daB eine wahre Gleichung ent-
steht!

A 19a Fragen zur Stadt Leipzig
1. In welchem Jahr begeht die Stadt Leip-
zig ihre 825-Jahr-Feier?

2. Wieviel Prozent des gesamten Stadtge-
bietes nimmt der Leipziger Stadtkern
ein?

3. Am Leipziger Hauptbahnhof werden an
26 Bahnsteigen und 5 AuBenbahnsteigen
taglich (etwa) 265 ankommende und (etwa)
ebenso viele abfahrende Fernziige abgefer-
tigt. Zur Messezeit kommen am Tag noch
(etwa) 55 ankommende oder abfahrende
Sonderziige hinzu. Wie viele Zugankiinfte
und Zugabfahrten finden insgesamt (etwa)
wihrend einer 7tdgigen Messe auf dem
Leipziger Hauptbahnhof statt?

4. Um wieviel Meter ist das Universitits-
hochhaus (Uni-Riese) héher als

a) das Wohnhochhaus am Hauptbahnhof,

b) das Vélkerschlachtdenkmal,

¢) das Versicherungs-Hochhaus am Kari-
Marx-Platz?

5. Die Orgel im Groflen Saal des Leipziger
Gewandhauses hat 6 650 Orgelpfeifen, von
denen die groBte 9,5m und die kleinste
8§ mm miBt. Nimmt man die Linge der
kleinsten Orgelpfeife als Lingeneinheit,
lieBe sich dann die Linge der groBten Or-
gelpfeife durch eine ganzzahlige Anzahl
von Lingeneinheiten ausdriicken?

6. Wie viele Jahre betrug die Bauzeit fir
das Leipziger Volkerschlachtdenkmal?

7. Fir den Bau des Leipziger Volker-
schlachtdenkmals waren 12500m? Beu-
chaer Granitporphyr zu brechen und in
26 500 Blocke unterschiedlicher GréBe zu
hauen. Wie groB wire das durchschnittli-
che Volumen eines solchen Granitblok-
kes?

8. Im Jahre 1983 verzeichnete der Leipzi-
ger Zoo 1246500 Besucher, darunter
1316 Dauerkarteninhaber. Wieviel Prozent
der Besucher waren Inhaber einer Dauer-
karte?

9. Der Tierbestand des Leipziger Zoo be-
trug am 31.12. 1983:

133 Arten Sdugetiere (Affen, Raubtiere,
Huftiere u. a.) mit 1036 Individuen,
213 Arten Voégel mit 627 Individuen,
93 Arten Kriechtiere mit 213 Individuen,
15 Arten Lurche mit 45 Individuen,
248 Arten Fische mit (etwa) 3000 Indivi-
duen und 22 Arten Wirbellose mit (etwa)
500 Individuen. Wie viele Tierarten mit
wie vielen Individuen waren das insge-
samt?

420 A alpha-Arithmetik

4] atl+p—h—-a=a
) a+l-p—h—-a=1
€)) a-l1-p—-h+a=p
)] a+l-p—-h+a=h
5) a—l-p+h+a=a
Bild 15

Ermittelt alle nichttrivialen Lésungen des
vorgelegten Gleichungssystems!
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alpha-Wettbewerb

Wer 10st mit?

Letzter Einsendetermin: 12, Juni 1985

Mathematik

Alle Aufgaben der Klassenstufen 5 bis 7
wurden von StR H.-J. Kerber, Neustrelitz,
zusammengestellt.

Ma 5w2550 Die Summe zweier natiirli-
cher Zahlen a und b betrigt 8. Multipli-
ziert man den Vorginger von ¢ mit dem
Nachfolger von b, so erhédlt man

a) 0, b)12, c¢) 16.

Gib fiir jede Aufgabe alle Losungen an!

Ma 5m 2551 Ein Paket wurde verschniirt.
Von allen sechs Seiten des Paketes sieht
die Verschniirung so aus, wie es das Bild
zeigt. Die lingere Seite des Paketes ist
40 cm, die kiirzere 25 cm lang. Das Paket
ist 25 cm hoch. Wieviel Zentimeter Schnur
wurde gebraucht, wenn fiir die Knoten
auch noch 10cm Schnur bendtigt wur-
den?

Ma5m2552 Ulf hat einen Holzwiirfel
mit der Kantenlinge 20cm. Parallel zu
einer Seitenfliche wird der Wiirfel zersigt.
Der erste Teilkorper hat nun ein Volumen
von 5600 cm?.

a) Gib die kiirzere Kantenlidnge des zwei-
ten Teilkérpers an!

b) Welche Oberfliche hat der erste Teilkor-
per?

Ma 5m 2553 Im alpha-Wetbewerb
1980/81 wurden insgesamt rund 93 000 L6-
sungen eingesandt und begutachtet. Die
meisten Einsendungen waren zu den Auf-
gaben aus Heft §; dort waren es 7000 mehr
als zu den Aufgaben aus Heft 2. Bei Heft 1
waren es 2000 mehr als bei Heft 6, und bei
Heft 2 waren 4000 weniger als bei Heft 6.
Wie viele Einsendungen zu den Aufgaben
jedes dieser vier Hefte gab es jeweils?

Ma 5w 2554 Anke, Bernd, Christian und
Dirk sind Schiiler ein und derselben
Klasse. Jeder von diesen vier Schiilern ist
entweder 10 Jahre oder 11 Jahre alt. Auf
einem Pioniemachmittag sollen Giste das
Alter jedes dieser vier Schiiler auf einen
Tipzettel schreiben. Gib alle Mdglichkei-
ten an, die getippt werden konnten! Fertige
dazu eine Tabelle an!

Ma 5m2555 Aus den neun Grundziffern
1 bis 9 sollen drei dreistellige ungerade
Zahlen so gebildet werden, daB die Summe
aus diesen drei Zahlen moglichst groB
wird. )

a) Gib ein Beispiel fiir diese drei Zahlen
an!

b) Wie lautet die Summe?.

c) Gib alle Moglichkeiten fiir den gréBten
dieser drei Summanden an!

Ma6m2556 Untersuche, fiir welche
Grundziffern a, b, ¢ sich aus dem Krypto-
gramm

+ + +
Q= =
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eine richtig geloste Additionsaufgabe er-
gibt!

Ma6m2557 Frank hat ein Aquarium. Es
ist innen 0,9 m lang und 30 cm breit. Alle
14 Tage erneuert er einen Teil des Aqua-
riumwassers. Wie viele 6-Liter-Kannen voll
Wasser hat er dem Aquarium entnommen,
wenn der Wasserspiegel um 2 dm gesunken
ist?

Ma6m2558 Von drei Holzkisten A, B
und C weiB man, daB Kiste B doppelt und
Kiste C dreimal so schwer ist wie Kiste 4.
Legt man in Kiste B noch 15 kg und in Ki-
ste C 'halb so viel Altpapier, dann sind
beide Kisten gleich schwer. Wieviel Kilo-
gramm Altpapier muB man nun in Kiste 4
legen, damit diese auch so schwer wie die
beiden anderen wird?

30

Thies LuAbar, 2600 Gushow, Wlerdersér 22
Kerséimg -05, Klasse 7
150

Ma 7
1369

30
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Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb kénnen sich alle al-
pha-Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schul-
jahr (bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu
richten an

Redaktion alpha

7027 Leipzig,

Postfach 14

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe fortlaufend numeriert.
Der iiblichen Nummer ist ein Ma (Mathe-
matik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und
eine Ziffer, z. B. 7, vorgesetzt (d. h. fir
7.Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmem sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstu-
fen 11/12 und Erwachsene l6sen die
Aufgaben, welche mit Ma 10/12, Ph 10/12
oder Ch 10/12 gekennzeichnet sind.

5. Fir jede LoOsung ist ein gesondertes
Blatt zu verwenden, Format A4
(210 mm X% 297 mm) (siehe Muster), denn
jede Aufgabe wird fir sich, d. h: in einem
Zug, korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollstindige und richtige) Lo-
sung (nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis)
eingesandt haben, erhalten von der Redak-
tion eine Antwortkarte mit dem Pradikat
»Sehr gut gelost®, ,gut geldst“ oder ,gelost“.
Schiiler, welche nur einen SchluBsatz zu
einer Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ,nicht geldst“.

Letzter Einsendetermin wird jeweils be-
kanntgegeben. Der  Jahreswettbewerb
1984/85 lauft von Heft 5/1984 bis Heft
2/1985. Zwischen dem 1. und 10. Septem-
ber 1985 sind alle durch Beteiligung an
den Wettbewerben der Hefte 5/84 bis 2/85
erworbenen Karten geschlossen an die
Redaktion einzusenden. Eingesandte Ant-
wortkarten werden nur dann zuriickge-
sandt, wenn ein Riickumschlag mit ausrei-
chender Frankatur beiliegt.
Die Preistriger und die Namen von Kollek-
tiven, die sich am Wettbewerb beteiligen,
werden in Heft 6/85 veroffentlicht. Wer
mindestens 10 Antwortkarten (durch die
Beteiligung an den Wettbewerben der
Hefte 5/84 bis 2/85) erhalten hat und diese
einsendet, erhilt eine Anerkennungsur-
kunde und ein Abzeichen (in griiner
Farbe). Schiiler, die bereits zwei Anerken-
nungsurkunden besitzen und diese mit den
Antwortkarten des Wettbewerbs 1984/85
einsenden, erhalten das alpha-Abzeichen
in Gold (und die Urkunden zuriick). Wir
bitten darauf zu achten, daB alle Postsen-
dungen richtig frankiert sind und daB die
Postleitzahl des Absenders nicht vergessen
wird.

"Redaktion alpha



Ma6m2559 Jens baut aus Baukasten-
wiirfeln eine quadratische Umziunung. Be-
trachtet er eine AuBlenseite dieses Zaunes,
so liegen sechs Wiirfel nebeneinander in
einer Reihe. Mache dir eine Skizze!

a) Aus wieviel Wiirfeln besteht dieser
Zaun?

b) Wieviel Wiirfelflichen sind insgesamt
sichtbar?

¢) Aus wieviel Wiirfeln wiirde solch ein
Zaun bestehen,, wenn 156 Wiirfelflichen
zu sehen wéren?

Ma6m2560 Aus den neun Grundziffern
1 bis 9 sollen drei dreistellige gerade Zah-
len so gebildet werden, daB ihre Summe
moglichst groB wird.

a) Wie lautet die Summe? Gib dazu ein
Beispiel an!

b) Wie lauten die drei Zahlen, wenn jede
durch 3, aber nicht dirch 7 teilbar sein
soll? Weise nach, daB nur eine Losungeexi-
stiert!

Ma7m2561 Ein oben offener Pappkar-
ton faBt ein Volumen von 144 dm?®. Die
eine Grundkante ist doppelt so lang wie die
andere. Der Karton ist 2 dm hoch.

a) Berechne die Linge der beiden Grund-
kanten! -

b) Zeichne das Netz (die Oberfliche) die-
ses Kartons! .

¢) Berechne seine Oberfldche!

Ma7m2562 Von fiinf Kérpem A4, B, C,
D, E weiB man, daB sie zusammen 44 kg
ergeben. Die Korper 4, B, C sind mit den
Korpern D und E im Gleichgewicht. 4, B,
C, E ergeben zusammen 36kg; 4 und B
sind mit C und E im Gleichgewicht. Fer-
ner sind 4 und D zusammen im Gleichge-
wicht mit E. Welche Masse hat jeder der
finf Korper? )

Ma7m2563 Vermindert man die
Summe der GroBen zweier AuBenwinkel
eines Dreiecks um 180° so erhiilt man die
WinkelgroBe desjenigen Innenwinkels, der
nicht Nebenwinkel dieser AuBenwinkel ist.
Fiihre den Nachweis fiir die Wahrheit die-
ser Aussage!

Ma7m2564 Gesucht ist eine vierstellige
natiirliche Zahl z. FaBt man ihre Grundzif-
fern als Zahlen auf, so soll gelten:

a) Sowohl die Summe aug den ersten bei-
den als auch die aus den letzten beiden
Zahlen betrigt 10.

b) Die dritte Zahl ist viermal so groB wie
die vierte.

c) Die zweite Zahl ist gleich der Summe
aus der ersten und dritten Zahl.

Ma8m2565 Von drei Lehrern einer
Schule mit den Familiennamen Schréter,
Voigt und Miiller, die jeweils genau zwei
der Ficher Biologie, Chemie, Geschichte,
Englisch, Russisch bzw. Deutsch unterrich-
ten, sei folgendes bekannt:

(1) Herr Voigt ist mit dem Geschichtsleh-
rer verwandt.

(2) Herr Schroter, der Deutschlehrer und
der Russischlehrer fahren oft mit dem
Auto in die Schule.

(3) Herr Schréter ist kein Geschichtsleh-
rer.

(4) In der Freizeit spielen Herr Miiller, der
Chemielehrer und der Biologielehrer FuB-
ball. .
(5) Herr Schroter und der Chemielehrer ha-
ben einen Garten.
(6) Herr Voigt hilft dem Deutschlehrer
beim Hausbau.
Welche Ficher unterrichtet jeder dieser
drei Lehrer? .

Schiilerin P. Hahn, Nordhausen

Ma 8 m2566 Stellt man in einer dreistel-
ligen natiirlichen Zahl mit der Quersumme
9 die dritte Grundziffer an den Anfang, so
nimmt die Zah! um 135 zu. Wie heiBt die
Zahl? Sch.

Ma 8 w2567 Es'ist zu beweisen, daB die
MaBzahl der Diagonalenlinge ¢ in einem
Quadrat mit der Seitenldnge b stets dann
eine natiirliche Zahl ist, wenn b die Diago-
nalenliinge eines Quadrates mit der Seiten-
linge a und die MaBzahl von a eine natiir-
liche Zahl ist! - Schwartz, Ilmenau

Ma8m2568 Gegeben sei ein Kreis k,
dessen Durchmesser 18 cm lang ist. Paral-
lel zu einem Durchmesser sei eine Sehne
im Abstand von 3 cm gezeichnet. Es ist die
Linge s dieser Sehne zu berechnen.
Schiiler M. Hanke, Grdfenhainichen

Ma9m2569 Fiir welche natiirliche Zahl
n ergibt die Summe 1+2+3+ ... + n aus
den ersten von Null verschiedenen n natiir-
lichen Zahlen eine dreistellige natiirliche
Zahl mit gleichen Ziffern? Sch.

Ma 9w 2570 Folgender Satz ist zu bewei-
sen:

Multipliziert man das Quadrat der Summe
der reziproken Werte zweier positiver reel-
ler Zahlen mit deren Produkt, so erhilt
man eine Zahl, welche niemals kleiner als
4 ist. Student A. Fittke, Berlin

Ma9m2571 Ein Schwimmbecken hat
vier Wasserzufiihrungen verschiedener Lei-
stungen. Die erste Zufiihrung fullt das Bek-
ken allein in genau einem Tag, die zweite
wiirde allein 2 Tage, die dritte allein 3 Tage
und die vierte allein 6 Tage bendtigen, um
das Becken zu fiillen. In welcher Zeit
wiirde das Becken gefiillt, wenn alle Zufiih-
rungen gieichzeitig laufen?

Schiiler K. Pickert, Plauen

Ma9m2572 In ceinem regelmiBigen
Sechseck ABCDEF sind A4, C, E miteinan-
der verbunden. Es ist zu beweisen, daB jede
Hohe des Dreiecks ACE zu zwei Sechseck-
seiten parallel ist.

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma1?/12m2573 Man denke sich drei
von Null und untereinander verschiedene
Grundziffern und bilde daraus alle mogli-
chen dreistelligen natiirlichen Zahlen. Es
ist zu beweisen, daBl die Summe aller die-
ser Zahlen stets durch 74 teilbar ist.

N J. Grundmann, z. Z. NVA

Ma 10/12 w2574 ABC sei ein beliebiges
Dreieck. Die MaBzahlen der Seitenldngen
a, b, ¢ seien in der angegebenen Reihen-
folge die einzigen Glieder einer geometri-

schen Zahlenfolge mit dem Quotienten
4

=73 Wie groB ist der groBte Winkel in

diesem Dreieck?  Ch. Bittner, Miihlhausen

Ma 10/12 m 2575 Zeichnen Sie  ein
Dreieck ABC mit den Seitenlingen
a=6cm, b=4cm und c¢=5cm. Legen
Sie auf AC einen inneren Punkt D so fest,
daB 4D die Linge e = 1 cm hat. Durch den
Punkt D ist eine Gerade g zu zeichnen, die
die Seite BC in einem inneren Punkt E so
schneidet, daB die Gerade g die Fliche des
Dreiecks ABC halbiert. Welche Linge muB
BE besitzen? Sch.

Ma 10/12 m 2576 Einem Kreis mit einem
Radius der Linge 3,5 cm werde ein regel-
miBiges Zehneck einbeschrieben.

a) Welche Linge hat die Seite des Zehn-
ecks?

b) Um wieviel Prozent ist die Linge des
Zehneckumfangs kleiner als die des Kreis-
umfangs?

¢) Um wieviel Prozent ist der Flichenin-
halt des Zehnecks kleiner als der des Krei-
ses? Schiilerin P. Hahn, Nordhausen

Physik

Phé6m176 Das Bild stellt im GrundriB
zwei punktférmige Lichtquellen dar. Male
alle Schattengebiete mit Bleistift aus! Alle
Lichtgebiete bleiben weiB, die Halbschat-

"ten zeichnet man am besten grau und die

Kernschatten schwarz.

o

Ph7w177 Otto von Guericke benutzte
fiir seinen Versuch mit den Magdeburger
Halbkugeln zwei Halbkugeln mit je-
57,5cm Durchmesser. Berechne die ge-
samte Druckkraft, mit der diese bei norma-
lem ‘Luftdruck von 1013 mbar zusammen-
gepreBt werden!

Ph8wm178 Drei elektrische Gerite sind
nach dem folgenden Schaltbild zusammen-
geschaltet. -

Es liegt eine Spannung von 50V an, und
die Geridte haben folgende Daten:
R,=60Q, R,=40Q, R,=150Q. Das
Amperemeter hat einen Widerstand von
1 Q. Reicht zur Absicherung eine 250-mA-
Sicherung, oder ist eine von 300 mA né-
tig? K. Seliger, Greiz
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Ph9m179 Die Schwerpunkte zweier Kor-
per mit gleicher Masse seien 1 Meter von-
einander entfernt. Berechnen Sie die
Masse der beiden Koérper, wenn sie sich
mit einer Kraft von ei‘nem Newton anzie-
hen!

SICHER 15T SICHER !
o IMMER 2WEIMAL SCHUEBSSEN |

Ph10/12m 180 Auf einem Sportplatz
trainiert ein Hammerwerfer und erreicht
bei einem Wurf eine Wurfweite von
57,83 Meter. Im Augenblick des Abwurfs
hatte der Bahnkreis des Wurfhammers
einen Durchmesser von 4 Metern, und die
Umlauffrequenz des Hammers auf der
Kreisbahn betrug f=1,9 Umlidufe pro Se-
kunde. Wie groB8 war der Abwurfwinkel?
Der Luftwiderstand ist nicht zu beriicksich-
tigen. Ing. A. Kéner, Leipzig

Chemie

Ch7m 141 Fiir die Herstellung von 67 kg
Kupfer(Il)-oxid, welches einen Reinheits-
grad von 97 % besitzen soll, verwendet man
195,6 kg Silberoxid und 62,3 kg Kupfer.
Berechne

a) mengenmaiBig, b) prozentmaBig

den Unterschied zwischen den eingesetz-
ten Mengen an Ausgangsstoffen gegeniiber
den stéchiometrischen Mengen!

Ch8m142 Ein zylindrischer Tank, wel-
cher einen Durchmesser von 1,5m und
eine Linge von 5,5m besitzt, soll mit
46,3 %iger Schwefelsiure
(0=1360g -ml™") gefiillt werden. Diese
Sdure ist durch Mischen einer 89,2 %igen
(0 = 1,810 g ml™!) Schwefelsdure mit einer
38%igen (o0 =1,285g-ml™!) Schwefelsdure
herzustellen. Wieviel Tonnen der stiarkeren
und der schwicheren Sdure miissen zu die-
sem Zweck ausgewogen werden?

Ch9m143 In einem Behilter mit einem
Fassungsvermogen von 100 m® wird Abwas-
ser zur Reinigung aufbewahrt. Der Siure-
gehalt des Abwassers entspricht einer
5 %igen Schwefelsdure
(0u,s0,=1031,7 kg-m™).

a) Wieviel Tonnen Magnesia miissen in
dem Behilter verriihrt werden, um das Ab-
wasser zu reinigen?

b) Wieviel Tonnen Salz miissen aus dem
Behilter abgesaugt werden?

Ch10/12m 144 1,3t Schwefelkohlenstoff
sollen vollstindig zu Tetrachlormethan
umgesetzt werden. Die Reaktion verlduft
stufenweise.

1. Stufe: Schwefelkohlenstoff + Dischwefel-
dichlorid — Tetrachlormethan + Schwefel.

40 - alpha, Berlin 19 (1985) 2

(Dabei werden nur 58% Schwefelkohlen-

stoff umgesetzt.)

2. Stufe:  Schwefelkohlenstoff + Chlor
— Tetrachlormethan + Dischwefeldi-

chlorid.

Zu berechnen ist

a) die Gesamtmasse des entstehenden Te-

trachlormethans in Tonnen,

b) die Masse des in der 1. Stufe nicht um-

gesetzten Schwefelkohlenstoffs in Ton-

nen,

¢) die Menge Chlor in Tonnen, die bené-

tigt wird, um den in der 1. Stufe nicht um-

gesetzten Schwefelkohlenstoff zu chlorie-

ren.

Fortsetzung von S. 34

B) Berechnung nach Formel (3);
Tastenfolge (s. Bild 6)

Wir erhielten damit als untere bzw. obere
Schranken fiir den Umfang des Einheits-
kreises .

n untere obere
Schranke Schranke
6 6. 6.9282032
12 6.2116572 6.4307805
24 6.2652573 6.319319
48 6.2787009 6.2921692
96 6.2820686 6.2854154
192 6.2829195 6.283 709
384 6.2831835 6.2831274
12288 6.3850321 6.084 5022
49152 6.9511425 0
Tabelle 3

Ihr bemerkt, da fir n = 384 etwas nicht
stimmen kann, weil die untere Schranke
groBer als die obere Schranke ist. Nehmen
wir ndmlich an, daB wir exakt gerechnet
haben, miilte z.B. 6.283 18 < 21 < 6.283 13
sein, schlieBlich gar 6.95<2m <0, was
ganz offensichtlich falsch ist. Ubrigens ist
die Seitenldnge des umbeschriebenen
98 304ecks nach der Rekursionsformel (3)
nicht berechenbar, da hierzu eine Division
durch 0 auszufiihren wire. Der SR'1 gibt
uns dies durch den Buchstaben E (error)
auf seiner Anzeigevorrichtung an.

Wir hoffen, daB ihr noch viel Freude mit
eurem Taschenrechner und an der Mathe-
matik haben werdet. Wir empfehlen euch
als Literatur:

1. Kreul, Was kann mein elektronischer
Taschenrechner?

Leipzig, 1981

2. Kreul, Programmierbare Taschenrech-
ner, Leipzig 1980

3. Schumny, Taschenrechner Handbuch,
Teubner-Verlag, 1978 :

4. Hirschfeld, Computer fiir die Westenta-
sche, alpha 6, 1981 ’

W. Schmidt/L. Wenzel

Hundeft Jahre
Nullmeridian
und Greenwich-Zeit

Die Beschreibung von Punkten der Erd-
oberfliche durch geographische Koordina-
ten (Linge und Breite) geht schon auf die
Antike zuriick. Wihrend jedoch die Be-
stimmung der geographischen Breite eines
Ortes durch Beobachtung der Mittagshdhe
der Sonne keine besonderen Schwierigkei-
ten bereitet, ist die Bestimmung der geo-
graphischen Linge prinzipiell schwieriger,
da infolge der Erdumdrehung alle auf
einem Breitenkreis liegenden Punkte der
Erde in gewissem Sinne gleichberechtigt
sind. So weist die Karte der sich um das
Mittelmeer gruppierenden damals bekann-
ten Welt des griechischen Geographen,
Astronomen und Mathematikers Klaudios
Ptolemaios (um 80 bis um 160) zwar relativ
genaue Breitenwerte auf, jedoch eine er-
hebliche VergroBerung der Langendifferen-
zen gegeniiber der Wirklichkeit. (Das so
ins Mittelalter falsch iiberlieferte Weltbild
tduschte dem Kolumbus und seinen Zeit-
genossen eine viel zu geringe Entfernung
vor Europa in Richtung Westen nach
China und Indien vor, ermutigte somit we-
sentlich zur Fahrt des Kolumbus und be-
stirkte ihn in seinem Glauben, Teile von
Indien entdeckt zu haben.)

Mit  zunehmender  Hochseeschiffahrt
wurde das Problem der Lingenbestimmung
immer wichtiger. Eine erste Methode be-
stand darin, bestimmte astronomische Er-
eignisse, z.B. die Position des Mondes rela-
tiv zu benachbarten Sternen, deren Eintre-
ten fiir einen bestimmten Ort der Erde (im
folgenden als Eichort bezeichnet) im vor-
aus bekannt war, am Ort unbekannter
Linge zu beobachten und aus der Zeit-
differenz auf die Lingendifferenz zum
Eichort zu schlieBen. (Eine Stunde Zeit-
differenz entspricht 15° Lingendifferenz.)
Man. kann heute einschitzen, daB dieser
Anwendungsbereich der Astronomie ihr
néchst der unwissenschaftlichen Astrologie
iiber mehr als 1000 Jahre hin als stdrkstes
Motiv gedient hat. (Dies bezieht sich auf
die mathematische oder Positionsastrono-
mie, die sich nur mit den Bewegungsablau-
fen auf der gedachten Himmelskugel, aber
nicht mit der physikalischen Beschaffen-
heit der Himmelskorper, ihren tatsdchli-
chen Entfernungen usw. beschiftigt.)



Zur Forderung der britischen Seefahrt
wurde 1675 das Kénigliche Observatorium in
Greenwich nahe London gegriindet, dessen
erstes Gebdude der bedeutende Architekt
und Mathematiker Christopher Wren (1632
bis 1723) entwarf. Nach dem ersten Direk-
tor dieses Observatoriums, John Flamsteed
(1646 bis 1719), wird dieses Gebidude als
Flamsteed House (Flamsteed-Haus) be-
zeichnet.

Eine britische Briefmarke (Bild), die 1975
zum 300. Jahrestag der Eroffnung erschien,
zeigt dieses traditionsreiche Gebdude mit
dem charakteristischen achteckigen Turm,
dessen hohe Fenster méglichst ungehin-
derte astronomische Beobachtung ermdgli-
chen sollten. "Das Observatorium von
Greenwich spielte als wissenschaftliches
Zentrum fur Fragen der Positionsastrono-
mie, der Lingenbestimmung auf See und
der damit zusammenhidngenden Zeitmes-
sung iiber Jahrhunderte eine bedeutende
Rolle. Es diente allen britischen Schiffen
als Eichort im oben beschriebenen Sinn.
Ein entscheidender Fortschritt in der
eigentlichen Kernfrage der exakten und zu-
gleich praktikablen Lingenbestimmung
konnte jedoch zunichst nicht erzielt wer-
den. Noch 1752 waren nur von rund
150 Orten der Erde die geographischen
Lingen relativ zum Greenwich-Meridian
einigermaBen genau bekannt. Dabei ist zu
beriicksichtigen, daB astronomische Mes-
sungen auf schwankenden Schiffen und bei
hiufig ungiinstigen Wetterverhiltnissen
nur mit geringer Genauigkeit und oft gar
nicht ausfithrbar waren.

Der beriihmte britische Entdecker James
Cook (1728 bis 1779) bemerkte anlidBlich
seiner ersten Reise, daB kleine Inseln gar
nicht erst in die Karten eingetragen werden
sollten, da sie auf Grund der ungenauen
Positionsangaben meist nicht wiedergefun-
den werden konnten. Es kam jedoch in-
folge der ungeniigend entwickelten karto-
graphischen und navigatorischen Metho-
den auch zu spektakuliren MiBerfolgen
und Schiffskatastrophen der britischen
Seekriegsflotte. Daher setzte das britische
Parlament 1714 den fiir damalige Zeiten
ungeheuren Preis von 20000 Pfund Ster-
ling fiir Fortschritte in der Lingenbestim-
mung aus, -die eine praktische Genauigkeit
von mindestens 0,5 Grad garantieren wiir-
den. Daraufhin erfafite weite Teile der bri-
tischen Bevolkerung ein regelrechtes Lan-
genfieber. Wie zeitgenOssische Literatur
und Graphik eindrucksvoll dokumentieren,.
wurde sogar unter Gefidngnisinsassen,
Geistlichen, Schulkindern und Gliicksrit-
tern aller Art iiber diese Frage eifrigst
nachgedacht und diskutiert. Teile des Prei-

ses wurden spiter an den deutschen Astro-
nomen Tobias Mayer (1723 bis 1763) ftur
seine sehr prizisen Tafeln der Mondbewe-
gung, an Leonhard Euler (1707 bis 1783) fiir
seine Theorie der Mondbewegung und an
den britischen Uhrmacher John Harrison
(1693 bis 1796) vergeben, der ab 1735
durch wesentliche konstruktive Verbesse-
rungen an den mechanischen Uhren eine
solche Ganggenauigkeit erreichte, daB
seine Chronometer (Time Keeper) erstmals
das Mitnehmen der Ortszeit des Eichortes auf
lingeren Schiffsreisen und damit einen
von astronomischen Beobachtungen unab-
hingigen Vergleich mit der jeweiligen Orts-
zeit ermoglichten. Eines seiner Chronome-
ter soll in 161 Tagen nur um 5s von der
wahren Greenwich-Zeit abgewichen sein.
James Cook, der noch auf seiner ersten
Reise auf die Mondmethode geschworen
hatte, nahm auf seiner zweiten Reise 1772
bis 1775 im Auftrag der britischen Regie-
rung erstmals vier Chronometer mit, um
sie im praktischen Gebrauch zu erproben,
und erzielie damit hervorragende Ergeb-
nisse. (Nach der Erfindung der drahtlosen
Telegraphie bzw. des Funks wurde es mog-
lich, jederzeit an jedem Ort den Vergleich
mit der Greenwich-Zeit durchzufiihren.
Damit blieb die Methode der Zeitdifferen-
zen bis zur Einfilhrung der Satellitennavi-
gation Sieger im Kampf um hochste Ge-
nauigkeit, und auch heute hat sie ihre

praktische Bedeutung noch nicht ganz ver-
loren.)

Es ist nun weiter zu bemerken, daB bis in
die zweite Hilfte des 19. Jh. jeder Ort seine
eigene Ortszeit hatte. Mit der Entwicklung
eines groBriumigen Verkehrswesens, insbe-
sondere der Eisenbahnen, wurde diese Si-
tuation immer unertriglicher. Es wurden
viele uns heute kurios und umstindlich er-
scheinende Techniken entwickelt, Bezie-
hungen zwischen verschiedenen lokalen
Zeitrechnungen herzustellen bzw. eine
Landeszeit durch optische und andere Si-
gnale mdoglichst schnell und genau-zu iiber-
tragen. Um 1870 tauchte erstmals in den
USA der Vorschlag auf, die Erde in Zeitzo-
nen von je 15 Grad des Erdumfanges ein-
zuteilen und in jeder dieser Zonen eine
einheitliche Zeit festzulegen, so daB sich
die Zeiten verschiedener Zonen nur um
volle Stunden voneinander unterscheiden.
Wo aber sollte man eine solche intematio-
nal einheitliche Zeit- und Lingenmessung
beginnen? Dies war unter den damaligen
politischen Verhiltnissen vor allem eine
Prestigefrage fiir die GroBmichte. Im Ok-
tober 1884 trat in Washington eine Interna-
tionale Konferenz zur Fixierung eines einheit-
lichen Nullmeridians zusammen, an der
Vertreter aus 25 Lindern (bezeichnender-
weise meist Diplomaten, aber nur wenige
wissenschaftlich-technische Spezialisten)
teilnahmen. Zu diesem Zeitpunkt gab es

Der weiBe Kreidestreifen im Park von Greenwich )
(im Hintergrund das alte Kénigliche Observatorium) markiert den Nullmeridian
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Nullmeridiane u. a. durch Greenwich, Pa-
ris, Pulkowo bei Petersburg, Neapel, Cadiz,
Stockholm, Lissabon, Kopenhagen, Rio de
Janeiro. Insbesondere die Franzosen, die
sich mit den groBen Gradmessungsexpedi-
tionen des 18. Jh. und dem 179S gegriinde-
ten Pariser Ldngenbiiro groBe Verdienste
um die Erforschung der geometrischen Ge-
stalt der Erde und ihre Vermessung erwor-
ben hatten, kimpften in Washington erbit-
tert um ihren ebenfalls traditionsreichen
Pariser Meridian, der 1672 von dem be-
rihmten Astronomen G.D. Cassini (1625
bis 1712) fixiert worden war. Dal} schlie3-
lich doch der Nullmeridian von Greenwich
von allen Teilnehmern akzeptiert wurde,
bewirkte die Statistik: Es konnte nachge-
wiesen werden, daB zu diesem Zeitpunkt
65% aller Schiffe, die die Weltmeere be-
fuhren, Seekarten auf der Basis des Green-
wich-Meridians benutzten.

Zum 100. Jahrestag dieser intermationalen
Vereinbarung gab die britische Post 1984
vier Sondermarken heraus, die den Verlauf
unseres Nullmeridians iiber die Erdkugel,
quer durch Frankreich und GroBbritan-
pien, durch das Gelande des alten Observa-
toriums von Greenwich und schlieBlich
durch die Mittellinie des dort befindlichen
Zenitteleskops zur Bestimmung des Mit-
tagsdurchgangs der Sonne zeigen. (Zwei
davon zeigen wir im Bild.) Es bleibt zu er-
wihnen, daB die astronomischen Aufgaben
des Observatoriums von Greenwich heute
zum groBten Teil in einem modernen, an
einem giinstigeren Ort gelegenen Institut
durchgefihrt werden, wihrend ein Teil des
alten Flamsteed House heute das nationale
britische Meeresmuseum beherbergt, in
dem viele wichtige Sachzeugen der hier
skizzierten Entwicklung, u.a. die von Cook
mitgefiihrten Chronometer, aufbewahrt
werden.

P. Schreiber
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Zentral-
symmetrie

Bwei Jungen E und J sitzen an einem klei-
nen Tisch mit quadratischer Tischplatte
und warten auf ihre Bestellung. Auf dem
Tisch liegt ein groBer Stapel mit kreisfor-
migen Untersetzern (Bierdeckel), so daB
alle diese Untersetzer ausreichen wiirden,
um mehr als die ganze Tischfliche zu be-
decken. Um sich die Wartezeit zu verkiir-
zen, spielen die Jungen E und J das fol-
gende Spiel: Abwechselnd legt jeder einen
Untersetzer auf den Tisch, ohne daB dieser
einen anderen iiberdeckt. Wer zuerst kei-
nen Platz mehr auf dem Tisch findet, hat
das Spiel verloren.-E legt den ersten Unter-
setzer auf den Mittelpunkt Z des Tisches.
Danach legt J einen Untersetzer A. Als
nun E einen Untersetzer B so legt, daB er
dem Bild 1 von A bei der Drehung um den
Punkt Z mit 180° entspricht, gibt J nach
kurzem Uberlegen das Spiel als verloren
auf.

Bild11

Der Junge E hat die Zentralsymmetrie des
Quadrats fiir eine Gewinnstrategie genutzt.
Er kann immer bei einem Zug von J einen
dazu beziiglich Z zentralsymmetrisch lie-
genden Platz zum Legen eines Unterset-
zerss finden. Der Junge J steht schlieBlich
einmal vor der Situation, keinen Platz
mehr zu finden, um den néchsten Unter-
setzer auf die Tischplatte zu legen.

Der springende Punkt bei diesem Spiel war
also der Punkt Z. Man nennt eine ebene
Figur F symmetrisch beziiglich des Punktes Z
und Z ein Symmetriezentrum der Figur F,
wenn bei der Drehung der Ebene um Z mit

. 180° die Figur auf sich abgebildet wird.

Bei der Drehung um Z mit 180° ist leicht
einsichtig: Der Punkt Q ist das Bild des
Punktes P(#+ Z) dann und nur dann, wenn
Z der Mittelpunkt von PQ ist (Bild 2). Des-

halb ist die Bezeichnung Spiegelung an Z
fiir diese Abbildung durchaus treffend.
Man priife einmal selbst die Figur F in
dem Bild 3 auf eine derartige Symmetrie.
AuBer Quadraten, Rechtecken und Krei-
sen, bei denen eine Zentralsymmetrie of-
fensichtlich vorliegt, gibt es eine Fiille wei-
terer zentralsymmetrischer Figuren.

Ein Dreieck ABC dagegen kann nicht zen-
tralsymmetrisch sein. Denn wire eine Ecke
Symmetriezentrum, etwa A, so wire 4 Mit-
telpunkt der Seite BC. Und gibe es ein von
den Ecken verschiedenes Symmetriezen-
trum, so miiBte die Anzahl der Ecken ge-
rade sein, da Ecken in Ecken iibergehen
miissen. In jedem Falle ergibt sich also ein
Widerspruch!

Aufgabe 1

Ein regelmdpiges n-Eck (n =3) ist zentral-
symmetrisch dann und nur dann, wenn n ge-
rade ist. (Das Symmetriezentrum ist dann
der Mittelpunkt des Umkreises des
n-Ecks.)

Wir wenden uns nun der Frage zu, welche
Vierecke zentralsymmetrisch sind. Nach
dem Ergebnis der Aufgabe 1 gilt dies we-
nigstens fiir das Quadrat; auch fiir ein
Rechteck ist dies leicht einsichtig.

Aufgabe 2

Ein nicht iiberschlagenes') Viereck ABCD ist
zentralsymmetrisch genau dann, wenn es ein
Parallelogramm ist.

Im Heft 4/1984 der alpha haben wir die
Axialsymmetrie betrachtet. Damit ergibt
sich die naheliegende Frage, ob die eine
Art der Symmetrie die andere zur Folge
haben konnte.

Die Frage 148t sich leicht beantworten. Un-
sere eingangs betrachtete (zentralsymme-
trische) Figur (Bild 3) sowie ein (axialsym-
metrisches) regelmiBiges Dreieck (vgl.
Aufg. 1) zeigen, daB ein solcher SchluB in
keiner von beiden Richtungen gilt. Bemer-
kenswert in -diesem Zusammenhang ist
aber die folgende Eigenschaft 1.

Bild 4
(&

Eigenschaft 1

Besitzt eine Figur F zwei Symmetrieachsen a
und b, die senkrecht zueinander sind, dann ist
ihr Schnittpunkt S ein Symmetriezentrum von
F. /

Zum Beweis betrachten wir einen beliebi-
gen Punkt P, der nicht auf den Geraden a
und b liegt (Bild S). Es sei Q das Bild von
P bei der Spiegelung an der Geraden a
und R das Bild von Q bei der Spiegelung
an b. Dann ist a die Mittelsenkrechte von
PO und b die Mittelsenkrechte von QR.



Wegen a L b ist x PQR ein rechter Winkel.
Da in jedem rechtwinkligen Dreieck. der
Mittelpunkt des Umkreises (dann ﬂch
Thaleskreis genannt) mit dem Mittelpunkt
der Hypothenuse zusammenfillt, muB S
(als Schnittpunkt von a und b und damit
Mittelpunkt des Umbkreises) der Mittel-
punkt von PR sein. Der Punkt P hat also
bei der Nacheinanderausfiithrung der Gera-
denspiegelungen an a und b das gleiche
Bild wie bei der Punktspiegelung an S.
Dies gilt — wie man leicht erkennt — auch
fiir die iibrigen Lagen von P (d.h., wenn P
auf g oder b liegt).
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Nach Voraussetzung wird die Figur F bei
jeder der Spiegelungen an a bzw. b, also
auch bei der Nacheinanderausfiihrung der
Spiegelungen an a und b auf sich abgebil-
det. Diese Nacheinanderausfithrung ist
aber, wie sich zeigte, gleich der Spiegelung
an S. Also ist S ein Symmetriezentrum von
F, was zu zeigen war.

Hinsichtlich der Vierecke ist bekannt (vgl.
alpha Heft 3/1984), daB fiir ein Rhombus
bzw. fiir ein Rechteck charakteristisch ist,
daB die beiden Diagonalen zueinander
senkrechte Symmetrieachsen bzw. die Mit-
telsenkrechten zweier aufeinanderfolgen-
der Seiten zueinander senkrechte Symme-
trieachsen des Vierecks sind. Damit ergibt
sich folgende Ubersicht iiber zentralsym-
metrische Vierecke:

Die folgenden Uberlegungen sind etwas
schwieriger. Man darf sie auch iibersprin-
gen, sollte aber die Aufgaben 3, 4 und 5 als
AbschluB des Artikels noch losen.

Aufgabe 3

Man bestimme die Symmetriezentren des Gra-
phen der Sinusfunktion (Bild 6)! Ubrigens
liegen in dieser Figur die Symmetriezen-
tren nicht auf den Symmetrieachsen.

Bild 6 Y
T
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Wihrend eine Figur F mehrere, aber end-
lich viele Symmetrieachsen haben kann
(siehe regelmiBiges n-Eck), ist dies beziig-
lich der Anzahl der Symmetriezentren an-
ders:

Eigeﬁschaft 2
Hat eine Figur F (wenigstens) zwei Symmetrie-
zentren, dann besitzt sie unendlich viele.

Sind nidmlich Z, und Z, zwei Symmetrie-
zentren der Figur F, dann wird F sowohl
bei der Spiegelung an Z, als auch an Z, auf
sich abgebildet. Es sei Z; das Bild von Z,
bei der Spiegelung an Z,. Nun geht die
bzgl. Z, symmetrische Figur F bei der
Spiegelung an Z, in eine Figur F’ iiber, die
zum Bild Z, von Z, symmetrisch sein muB.
Wegen F=F ist also die Figur F bzgl
eines weiteren Punktes Z; symmetrisch.
Auf diese Weise kann man mit Z, und Z,
ein weiteres Zentrum Z, finden usw. (Man
veranschauliche sich diesen Sachverhalt
anhand der Figur in Bild 6!) Der Nachweis,
daB diese so gefundene Zentren alle von-
einander verschieden sind, macht einige
Miihe, kann aber mit der Methode der voll-
stindigen Induktion erbracht werden.

Aufgabe 4

Das Bild 7 zeigt drei Figuren, die jeweils aus
4 Einheitsquadraten zusammengesetzt sind.
Von diesen Figuren stehen jeweils 8 zur Verfii-
gung. Man soll nun mit einem Teil dieser Figu-
ren ein 8X 8-Felder-Schachbrett so iberdek-
ken, daf3 eine zentralsymmetrische Parkettie-
rung entsteht.

Bild 7

|

_— I S—
| P | | Lo !
| 1 1 1 1

Aufgabe 5

Das Bild 8 zeigt ein Tapeten- (oder Wand-)-
Muster. Man bestimme seine Symmetriezen-
tren. (Es enthdlt iibrigens keine Symmetrieach-
sen!)

e b b Lo

Bild 8 -
NN

L L

E. Quaisser/H.-J. Sprengel

1) Ein Viereck heiBt dberschlagen, wenn
sich zwei seiner gegeniiberliegenden
Seiten schneiden (siehe Bild 4).

Ubersicht
Parallelogramm
4 A
N / B
Rhombus Rechteck

B

Quadrat

Rechenbaume

Ala Fiille die Leerstellen aus! Gib je-
weils den zu berechnenden Term an!

Ll B B0 B O

\&/ / \ o/
O
2) \Q @/ b)
] [1o].

H
) D
BRNG
N
X \%
1 (]
VAN
. 0]
o \[%/

A2 a Stelle fiir folgende Terme einen Re-
chenbaum auf! Berechne jeweils den Wert
des Terms!

a) 2+3-4; b) 43—9:(%)

Q

L. Flade

Verleihung der Ehren-
plakette der Akademie
der Piddagogischen
Wissenschaften

der DDR - 1984

In Anerkennung hervorragender wissen-
schaftlich-padagogischer Leistungen, die
sich durch einen hohen Grad theoretischer
Verallgemeinerung und Praxiswirksamkeit
auszeichnen, und fiir besondere Verdienste
bei der Entwicklung der marxistisch-lenini-
stischen Pddagogik wurde die Ehrenplakette
auf einem Festakt an 13 Kollektive bzw.
Einzelpersonen verlichen.

Im September dieses Jahres wird der
Schultaschenrechner in Klasse 7 einge-
fiihrt. Das Forschungskollektiv zur Leitung
der Untersuchungen fiir die Einfiihrung
elektronischer Taschenrechner in die allge-
meinbildende Schule erhielt die Ehrenpla-
kette. ]hm gehoren an: Prof. Dr.sc. paed.
Werner Walsch als Leiter, Martin-Luther-
Universitdit Halle/Wittenberg, Dr. paed.
Dieter Amberg, Institut fiir berufliche Ent-
wicklung, Berlin, Ingenieurdkonom Rolf
Bergt, VEB Mikroelektronik Miihlhausen,
Dr. paed. Lothar Flade, Martin-Luther-Uni-
versitit Halle/Wittenberg, Waldemar Herr-
mann, Joliot-Curie-OS Merseburg, Ober-
lehrer Kurt Paul,- Emst-Schneller-Ober-
schule (EOS) MeiBen.
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XXIV. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR

Aufgaben der Kreisolympiade

Olympiadeklasse 5

240521 Harald will an der Wandzeitung
iber die rege Freizeitbeschiftigung der
Pioniere Marion, Petra und Ruth berich-
ten.

Thm ist bekannt:”

(1) Jedes der drei Midchen betreibt genau
eine der Sportarten Schwimmen, Tischten-
nis, Volleyball. Jede dieser drei Sportarten
wird von einem der drei Midchen betrie-
ben.

(2) Marion liest in ihrer Freizeit auBerdem
gern Abenteuerbiicher, die Volleyballspie-
lerin aber nicht.

(3) Die Volleyballspielerin beschiftigt sich
dagegen gern mit Mathematik, sie hat bei
der letzten Mathematik-Olympiade mehr
Aufgaben richtig gelost als Petra.

(4) In der Russisch-Olympiade hat Marion
besser abgeschnitten als die Tischtennis-
spielerin.

Beweise, daB die Verteilung der drei Sport-
arten auf die drei Middchen durch dié An-
gaben (1), (2), (3), (4) eindeutig bestimmt
istt Welches Maidchen betreibt welche
Sportart?

240522 In einem metallverarbeitenden
VEB werden verschiedene Einzelteile pro-
duziert. Dazu werden vier Maschinen ein-
gesetzt; mit jeder Maschine wird eine Sorte
dieser Einzelteile hergestellt.

Die Ergebnisse einer Schicht waren fol-
gende:

Es wurden insgesamt 4320 Teile herge-
stellt, und zwar auf der ersten Maschine
ein Drittel der 4320 Teile, auf der zweiten
Maschine ein Fiinftel der 4320 Teile. Auf
der dritten Maschine wurden ebenso viele
Teile hergestellt wie auf der vierten Ma-
schine.

Berechne fiir jede der vier Maschinen die
Stiickzahl der auf dieser Maschine herge-
stellten Teile!

240523 Die abgebildete schraffierte Fli-
che entsteht aus einem Quadrat, indem

1A =
H -

A

4

L

I‘“-\

i

17
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man von ihm zwei Dreiecke und zwei Qua-
drate abschneidet.

Berechne aus den in Millimeter angegebe-
nen Lingen den in Quadratzentimeter
gemessenen Flicheninhalt der schraffier-
ten Fliche!

240524 Peter berichtet: ,Ich habe eine
natlirliche Zahl ‘“aufgeschrieben. Eine
zweite natiirliche Zahl habe ich aus der er-
sten durch Anhdngen einer Ziffer 0 gebil-
det. Die Summe der beiden Zahlen betrigt
3058.«

Beweise, dal man aus diesen Angaben ein-
deutig ermitteln kann, welche Zahl Peter
als erste Zahl aufgeschrieben hat! Gib
diese Zahl an!

Olympiadeklasse 6

240621 Drei Geschwisterpaare, jeweils
ein Midchen und ein Junge, sitzen bei der
Geburtstagsfeier von J6rg, dem einen der
drei Jungen, im Kreis um einen Tisch. Es
ist folgendes bekannt:

(1) Keines der sechs Kinder hat seinen
Bruder oder seine Schwester als Tischnach-
bar:

(2) Steffen sitzt dem iltesten der drei Jun-
gen gegeniiber.

(3) Rechts von Agnes sitzt Ines, links von
Agnes sitzt Michael.

(4) Kerstin ist nicht Steffens Schwester.
Béweise, daB man aus diesen Angaben so-
wohl die zusammengehdrenden Geschwi-
sterpaare als auch die Sitzordnung eindeu-
tig ermitteln kann, und gib beides an!

240622 Die sechs Flichen eines Quaders
mit den Kantenldngen a =3 cm, b =4 cm,
¢ =5 cm werden rot angestrichen. Danach
wird der Quader in genau 60 Wiirfel von
1 cm Kantenliinge zersigt.

Wie viele der so entstehenden Wiirfel ha-
ben 0, 1, 2, 3, 4, 5 bzw. 6 rot angestrichene
Flichen? (Eine Begriindung wird nicht ver-
langt.)

240623 Drei Motorradfahrer Rainer, Jiir-
gen und Frank fahren zur gleichen Zeit in
Karl-Marx-Stadt an der gleichen Stelle ab;
sie fahren auf der gleichen StraBe in Rich-
tung Leipzig.

Rainer legt mit seiner Maschine in je
10 Minuten eine Wegldnge von 9 Kilome-
tern zuriick, Jirgen fahrt in je 10 Minuten
8 Kilometer, Frank nur 6 Kilometer.

Wie groB sind nach einer Stunde die Weg-
lingen zwischen Rainer und Jiirgen, zwi-

schen Rainer und Frank und zwischen Jir-
gen und Frank, wenn bis zu diesem
Zeitpunkt jeder Fahrer seine Geschwindig-
keit beibehalten hat?

240624 Rita experimentiert mit einer
Balkenwaage. (Mit einer solchen Waage
kann man feststellen, ob der Inhalt einer
Waagschale soviel wiegt wie der Inhalt der
anderen Waagschale oder welcher dieser
beiden Inhalte mehr wiegt als der an-
dere.)

Rita hat 17 Kugeln, 6 Wiirfel und 1 Pyra-
mide. Sie stellt fest:

(1) Jede Kugel wiegt soviel wie jede der an-
deren Kugeln.

(2) Jeder Wiirfel wiegt soviel wie jeder der
anderen Wiirfel.

(3) Die Pyramide und 5 Wiirfel wiegen zu-
sammen soviel wie 14 Kugeln.

(4) Ein Wiirfel und 8 Kugeln wiegen zu-
sammen soviel wie die Pyramide.

Rolf fragt Rita, nachdem sie diese Feststel-
lungen erhalten hat:

»Wie viele Kugeln wiegen soviel wie die
Pyramide?“

Beweise, daB man Rolfs Frage bereits ein-
deutig mit Hilfe der Feststellungen (1), (2),
(3), (4) beantworten kann, ohne daB ein
nochmaliges Wiagen nétig ist! Wie lautet
die Antwort?

Olympiadeklasse 7

240721 Drei Ehepaare sitzen zum Rom-
meéspiel im Kreis um einen Tisch. Die Vor-
namen der Minner sind Anton, Bernd und
Christian, die Vornamen der Frauen sind
Ulrike, Vera und Waltraud. Ferner ist be-
kannt:

(1) Keiner der sechs Teilnehmer sitzt sei-
nem Ehepartner gegeniiber.

(2) Vera sitzt zwischen zwei Ménnemn.

(3) Anton sitzt neben seiper Frau.

(4) Rechts von Ulrikes Mann sitzt Wal-
traud, links von ihm sitzt Christian.
Beweise, daB man aus diesen Angaben so-
wohl von jedem Teilnehmer den Ehepart-
ner als auch die Sitzordnung eindeutig er-
mitteln kann, und gib beides an!

240722 Ein Garten von rechteckiger Ge-
stalt ist genau 13 m ldnger als breit. Um
ihn vollstindig zu umziunen, bendtigt
man genau.92 m Zaun.

a) Berechne den Flicheninhalt des Gar-
tens!

b) Der Garten soll vollstindig in Beete und
Wege aufgeteilt werden, wobei folgende
‘Bedingungen zu erfiillen sind:

Jedes Beet hat die Gestalt eines Rechtecks
mit den Seitenldngen 3 m und 1 m.
Zwischen je zwei benachbarten Beeten und
zwischen dem Zaun und den Beeten ist
iiberall ein 25 cm breiter Weg angelegt.
Untersuche, ob es eine Aufteilung des Gar-
tens gibt, bei der diese Bedingungen erfiilit
sind! Wenn das der Fall ist, so ermittle fir
eine solche Aufteilung die Anzahl der
Beete! ¢

240723 Von einem  Parallelogramm
ABCD wird vorausgesetzt, daB der Schnitt-
punkt E der beiden Winkelhalbierenden



von % BAD und xCBA auf der Seite CD
liegt.

Beweise, daB unter dieser Voraussetzung E
stets der Mittelpunkt der Seite CD ist!

240724 Aus einem quadratischen Stiick
Blech der Seitenlidnge a soll ein oben offe-
ner wiirfelférmiger Kasten hergestellt wer-
den. Fiir das Netz zum Herstellen eines
solchen Kastens werden die beiden Varian-
ten in dem Bild zur Diskussion gestellt.
Beide Netze sind so angeordnet, daB die
Diagonalen des gegebenen Quadrates je-
weils'Symmetrieachsen des Netzes sind.

Ermittle in Abhingigkeit von a die GroBe
des Abfalls (im Bild schwarz) bei beiden
Varianten! Wenn bei einer Variante ein
kleinerer Abfall entsteht, so gib diese Va-
riante an!

Olympiadeklasse 8

240821 Klaus berichtet iiber alle Tage
seines Aufenthaltes im Ferienlager:

(1) An jedem Vormittag war das Wetter
entweder durchgehend sonnig oder durch-
gehend regnerisch.

(2) An jedem Nachmittag war das Wetter
entweder durchgehend sonnig oder durch-
gehend regnerisch.

(3) An genau sieben Tagen kam regneri-
sches Wetter vor.

(4) Wenn es nachmittags regnete, war es
vormittags sonnig.

(5) An genau finf Nachmittagen war es
sonnig.

(6) An genau sechs Vormiltagen war es
sonnig.

Stelle fest, ob sich aus diesen Angaben die
Anzahl der Tage, die Klaus im Ferienlager
war, eindeutig ermitteln 1aBt! Ist dies der
Fall, so gibt diese Anzahl an! Gib ferner
eine (nach den Angaben) mégliche Vertei-
lung sonniger und regnerischer Vor- und
Nachmittage an!

240822 Es sei ABC ein Dreieck; die
GroBe des Winkels 5 BAC betrage 30°.
Beweise, daB unter dieser Voraussetzung
die Lidnge der Seite BC gleich dem Um-
kreisradius r des Dreiecks ABC ist!

240823 Ermittle alle diejenigen natiirli-
chén Zahlen x, die die Ungleichung

1 7 _1s

15 <% <11
erfillen!
240824 Eine Blechtafel hat die im Bild
ersichtliche Gestalt, wobei a, b und x gege-
bene Lingen sind. Die Tafel soll lings der
gestrichelten Linie in zwei Teile zerlegt
werden, und aus jedem Teil soll dann ein
oben offener quaderformiger Kasten der
Hohe x hergestellt werden.
1. Berechne das Volumen eines solchen
Kastens, wenn a¢ =360 mm, b=120mm,
x =25 mm gegeben sind!

2. Ermittle das Volumen eines solchen Ka-
stens, dargestellt in Abhdngigkeit von Va-
riablen a, b und x, die (wegen ihrer Bedeu-
tung als Léngen) nur positive Werte
annehmen konnen!

x xj_izjlzi:‘ - X‘LII

X X
x "I I |xl xl I
a

3. Es seien beliebige positive Werte a und
b fest vorgegeben. Ermittle in Abhingig-
keit von diesen a, b alle diejenigen Werte
fiir die Variable- x, mit denen es moglich
wird, Kdsten der genannten Art herzustel-
len!

Olympiadeklasse 9

240921 Eine Schule hat 510 Schiiler.
Beim Anfertigen einer Schiilerliste stellt je-
mand die Frage, ob auf derartigen Listen
von 510 Personen mehrmals das gleiche
Datum (Tag- und Monatsangabe, ohne Be-
ricksichtigung der Jahresangabe) als Ge-
burtstag auftreten wird.

Anke behauptet: ,Auf jeder Liste, die sich
durch Zusanmmenstellung von 510 Perso-
nen bilden 148t, befinden sich zwei Perso-
nen, die das gleiche Datum als Geburtstag
haben.“

Bertold behauptet: ,Auf jeder Liste, die
sich durch Zusammenstellung von 510 Per-
sonen bilden 148t, befinden sich drei Perso-
nen, die das gleiche Datum als Geburtstag
haben.“

Untersuchen Sie sowohl fir Ankes als auch
fiir Bertolds Behauptung, ob sie wahr oder
falsch ist!

240922 Man ermittle alle diejenigen reel-
len Zahlen x mit x * §, fiir die

5—x<f4

gilt.

240923 Es sei ABCD ein Quadrat. Fir
zwei verschiedene Punkte E und F, die in
irgendeiner Reihenfolge auf der Seite BC
zwischen B und C liegen, gelte

BE=FC
und BE : EF =41:11.
Die Gerade durch 4 und E sei g, die Ge-
rade duch D und F sei h, der Schnittpunkt
von g und h sei S.
Untersuchen Sie, ob bei einer Lage von
Punkten 4, B, C, D, E, F, S, die diese Vor-
aussetzungen erfullt, das Dreieck EFS
gleichseitig ist!

240924 Beweisen Sie: Sind a und b belie-
bige ganze Zahlen, wobei nur b * 0 voraus-
gesetzt wird, so ist die Zahl

z=a’+3a% — 5a%b? — 15a%b*

+ 4ab* + 12b°
das Produkt aus fiinf ganzen Zahlen, von
denen keine zwei einander gleich sind!

Olympiadeklasse 10

241021 Ermmitteln Sie alle diejenigen
Quadrupel (a, b, ¢, d) von reellen Zahlen a,

b, c, d, die das folgende Gleichungssystem
1), (2), 3), (4) erfiillen!

a? + bc =0, 1)
ab+ bd =0, )
ac +cd =0, 3)
bc +d? =0. 4)

241022 Von einem Dreieck ABC wird
vorausgesetzt, daB es nicht stumpfwinklig
ist und daB fiir die zu AB senkrechte Hohe
CD die Gleichung

CD-AC=A4D-BC
gilt. :
Beweisen Sie, daB durch diese Vorausset-
zungen die GroBe y des Innenwinkels
4 ACB eindeutig bestimmt ist! Ermitteln
Sie diese WinkelgroBe y!

241023 Ermitteln Sie alle diejenigen na-
tirlichen Zahlen z, fir die folgendes
gilt:

Streicht man aus der Zifferndarstellung
von z die letzte Ziffer, so entsteht die Zif-
ferndarstellung einer Zahl, die ein Teiler
von z ist.

241024 Das Bild stellt den Grundri
eines Korpers in senkrechter Eintafelpro-
jektion sowie den dazugehoérigen Hohen-
maBstab dar. Dabei ist K’ der Mittelpunkt
von C'D’.

0 K’ [ ¥ 1
a a a

d B

A'RE a 8%F ABCD

Zeigen Sie, daB es mindestens zwei eben-
flichig begrenzte Korper mit unterschiedli-
chem Volumen gibt, die diesen GrundriB,
diesen HohenmaB8stab und genau die hier-
durch festgelegten Punkte 4, B, C, D, E, F,
K als Eckpunkte haben!

Als Losung geniigt die Aufzihlung von
(mindestens zwei) Korpern der verlangten
Art durch folgende Angaben: Jeweils eine
Darstellung des Korpers in schriger Paral-
lelprojektion, eine Aufzdhlung seiner simt-
lichen Seitenflichen (in der Schreibweise,
daB UV...Z dasjenige ebene Vieleck be-
zeichnet, das genau die Ecken U, V,... Z
hat, die bei einer Umlaufung in dieser Rei-
henfolge erreicht werden) und eine Berech-
nung des Volumens des Korpers in Abhin-
gigkeit von der gegebenen Linge a.

Olympiadeklassen 11/12

24122'1_ Es sei (a,) diejenige Zahlenfolge,
fir diea; =2

a; .
und a,.; =m (n=1,2,3,..)) gilt.

a) Berechnen Si€ a, und a;, und beweisen
Sie,daB a, > 1furallen=1,2,3,... gilt!
b) Beweisen Sie, daB die Folge (g,) streng
monoton fallend ist!

241222 Emitteln Sie alle diejenigen
Paare (x;y) reeller Zahlen, die das fol-
gende Gleichungssystem (1), (2) erfil-
len!  x2)?+ x2+ y2 — 6 = 9xy, 1)

(x+y)? =36. )
(Fortsetzung: S.48)
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Problemkomponist
und Knobelmeister

Samuel (Sam) Loyd (30.1.1841 bis
10.4.1911) zdhlt zu den berithmtesten
aller Schachproblemkomponisten. Seine
Schachaufgaben sind an Originalitit,
Phantasiereichtum und (Loydschem) Wifz
uniibertroffen und haben bis heute nichts
von ihrem eigentiimlichen Reiz eingebiiBt.
Loyd beschiftigte sich aber nicht nur mit
Schachproblemen, sondern er war auch ein
eifriger Erfinder von mathematischen
Denkspielen, Ritseln und Gesellschafts-
spielen. Davon konnte man sich schon im
alpha-Heft 3/1983 iiberzeugen, als das
Fiinfzehnerspiel vorgestellt wurde, welches
er erfand.

Unsere heutige Schachaufgabe stammt von
ihm.

Zu dem abgebildeten Diagramm sind drei
Fragen zu beantworten:

1. Auf welchem Feld muB der schwarze
Konig gestellt werden, auf dem er patt
ist?

2. Auf welchem Feld muB der schwarze
Konig gestellt werden, auf dem er matt
ist?

3. Auf welchem Feld muB der schwarze
Konig gestellt werden, auf dem er in einem
Zuge mattgesetzt werden kann? H. Riidiger

46 - alpha, Berlin 19 (1985) 2

- ,yUIKaMu“

Losungen

Ala TpymHO MOBEPHUTH, YTO OPAHXKEBBIM
PE3HHOBEIA ,, KPEHIENb", OXBATbIBAXOLIHM
JKeJe3Hoe  KONMbLO OGEMMH  CBOMMHY
(PUCYHOK CleBa  CBepxy),
MOXXHO TaK medhOpMHpOBaTh, HE paspesas
M He CKJIeMBas, YTO OH 6YOeT OXBaThIBATh
KONBLO JNHIUb ONHMM YIIKOM (KaK IOKa-
3aHO cBepxy cmpama). Ho 310 pmeicTem-
TEJbHO MOXHO CHenaTh, €ClIM paspella-
eTC ,KPEHIeNb" CXUMAaTh, PaslyBaTh M
pactarmBate. Kak? Ecnm He cooGpa3ure
CaMH, NOCMOTpUTe pa3men ,OTBeThI, yKa-
3aHMUSA, peLlIeHusa"..

EcTecTBEHRO BO3HHKAaET XXEJIaHHE OTIe-
IMTH OT KOJblLia M BTOPOE YIUKO — Bedb
OHNM paBHompaBHhl! OOHAKO OTHENHTHL 00a
yILIKa HeJb3s.

A Temépp momyManTe, MOXHO JIM pacImy-
TaTh KPEHOENb C OMHUM YIIKOM, 3aLIeILIEH-
HBIM 3a Hpyroe (PHCYHOK BHM3Y).

Bild 1a

A2a Determine all of the roots of the
quartic equation R
xt—4x=1.

A3a Un marchand a mélangé trois quali-
tés de café de la fagon suivante:

11kg 4 14F le kg, 10kg & 19,05F le kg et
4kg a 17F le kg.

A combien revient le kilogramme de mé-
lange?

Losungen zu: Fiir Kénner
Heft 6/84, S.137

® Aus (2) erhillt man durch Radizieren

x+y=y2(x-y),

y=g:~x=(~/2_—1)’x. ®
In (1) eingesetzt, ergibt sich
Vx - (2 =) Yx=x+x({2-1),
Vx-(2-42) =x42,
x(2—1/2_)2 =2x? x*0
(2-+2) =2x,
=M)—=3—2\[2'. o)

2
SchlieBlich wird noch (4) in (3) eingesetzt.

y=(Z-1)'G-242)
y=G2 -2 -1)(3-242)
y=03-242)

y=17-12y2.
m Es gilt
21+ ¢80 =21+ 445,
=20+445 +1,

=(y20 +1)' = (25 +1)".

Dann ist

Y21+ {80 = (245 +1).
Weiterhin ist dann der Zahler
VI-(245 +1)
=y7-2¢y5 -1
=y¥5-2y5 +1 =45 -1.
Fiir den Nenner gilt
Va- 12 =y4-2{3
=VY3-2{3+1=43-1
Vi+448 ={1+43
=yY3+4y3 +4 =43 +2.
Alsoist1+(y3 +2)-(y3 -1)=4
und schlieBlich
Y5 -1
4
(Die Aufgaben entstammen einem brasilia-

nischen Schiilerwettbewerb, KI.10 bis
12.)

Losungen zu:
Spezialistenferienlager Mathematik
Heft 1/85

409

Y n=1385+386+... +409

1=385

=%(3ss +409) = 9925; 9925:5 = 1985.

und

x =

Ala



Die Summe lautet jeweils 1985.
387 400 393 406 399
409 392 405 398 386
301 409 397 385 403
408 396 389 402 390
395 388 401 394 407

A2A4  Aus einer Fiille von Material wihl-
ten wir aus

0=(1-9+8)5
1=1+9 -8+5
=1+(9-8y
3=1°8-5
4=1-"8 +5

S=1-9+8+5
10=(1+9-8)-5
20=1+49-8-5

116=-1+9-(8+5)

150=(1+9):8-5!

Losungen zu: Zentralsymmetrie
Aufgabe 4: Eine mogliche Losung:

L

TR

_ 1

Aufgabe 5: Bei dem vorgegebenen Wand-
muster liegen (bei unbegrenzter Ausdeh-
nung) die Symmetriezentren so, wie im
Bild angegeben:

Losungen zu: Rechenbiume
Ala a)(2+4)-3;b)18-56:7;

c) 54:(2+6);d) (%+%+%>=13;

e) (0,5-0,5)- (% + %)
A2a
3) b) Bl &
o e
L26]
® e/
5]
Losungen zu: o

Problemkomponist und Knobelmeister

1. Auf dem Feld hl.

2. Auf dem Feld e3.

3. Auf dem Feld a8, und es erfolgt 1. Dc8
matt.

Losungen zur Sprachecke

Ala Es ist nur schwer vorstellbar, daB
man die Gummibrezel, die den Eisenring
mit ihren beiden Henkeln umschlingt
(Bild 1a) so deformieren kann (ohne sie zu

zerschneiden oder aber zusammenzukle-
ben), daB sie den Ring nur noch mit einem
Henkel umfaBt (Bild 1b). Aber dies ist tat-
sichlich méglich, wenn es nur erlaubt ist,
die Brezel beliebig stark zusammenzu-
driicken oder zu dehnen. Wie? Wenn ihr es
nicht selbst schafft, so seht zu den Lésun-
gen.

Natiirlich entsteht der Wunsch, auch den
zweiten Henkel vom Ring zu l6sen, denn
beide sind doch eigentlich gleichberech-
tigt. Aber das ist unmdoglich!

Uberpriift jetzt, ob es méglich ist, eine Bre-
zel zu entwirren, bei der ein Henkel in den
anderen eingehakt ist (Bild 2)!

Lasung: Einen Henkel kann man so vom
Ring ablosen, wie im Bild gezeigt wird.
Auch die zweite Brezel 1Bt sich in die
Form 8 bringen. (aus Quant 12/81)

A2a Bestimme alle Wurzeln der Glei-

chung vierten Grades x*—4x=1!

Losung: Man formt die Gleichung

x*—4x=1umin x*=4x + 1 und ergiinzt

auf beiden Seiten (+2x2+ 1). Dann ist

x4+ 2x2+1=4x+1+2x2+1,
(O + 1)2=2(x + 1),

X+1=12(x+1).

Das ergibt die beiden quadratischen Glei-

chungen

xI—y2x+1-y2=0
undx’+g/2_x+1+1/2_=0
mit den Losungen

X1 = % + % ¥2(242 -1)
und
V-20242 +1).

A3a Ein Hindler hat drej Sorten Kaffee
auf folgende Weise gemischt: 11 kg zu 14 F
das kg, 10 kg zu 19,05 F das kg und 4 kg zu
17 F das kg. Wieviel kostet ein Kilogramm
der Mischung?

Lésung: Der Gesamtpreis der Mischung be-
trigt
11-14F+10-19,05F+4-17F=4125F.
Dann kostet 1 kg dieser Mischung

N'p—l M

2
X34 = - t

Losungen zu:
In freien Stunden - alpha-heiter
Kryptarithmetik, IV. Umschlagseite

1.2.B. 2179 +2179=4358

2.z.B.3132+3732=6864

3.2.B. 42870+ 42837 =85707

4.z.B.7228-3614=13614

5.531:9=359

6.28%=21952; y50625 =225;
222222 = 49284; (43)* = 719507

4+3=7

7.66-111=7326 B8.5+2=17,

7-5=2;

6+1=7

. 1+5=6

9.99+ 1=100 10.12:4=3

-+ - - - 4

98 -89= 9 2+1=1

1+90= 91 10-4=6
11.z.B. 172 + 60 + 34 + 513 + 35 =814

12. 721 13.3 -3=9

+212 + - -

933 4 -2=8

T-6=1

14.28-7=196;28:4=7;
T7+7=14;196:14=14

15.14-6:7=12;8-9:12=6;
(11+5):4=4;(14+8):11=2;
6+9):5=3,7+12-4=15

1 1 1 1 1 1
gty ty=hgtytyg=t

i+i+l_—_1

2 4 4

17.2.B. 286 + 923 =1209

18,z.B. 4521 +4521 +4521 =13563
19. 71568 + 71568 + 71568 = 214704
20. 16 850 +20640 = 37490
21.82193 + 8364 =90557

22.z.B. 37291 + 89250 = 126 541
23.111-111=12321

24.2.B. 7425+ 3486 =10911
25.58015+65412=123427
26.19845+628=20473

Losungen zu: alpha-Wettbewerb
Heft 5/84, Fortsetzung

Ma7m2475 Angenommen, es sind x
Konserven Giénsefleisch, also (50 — x)
Konserven Schweinefleisch; dann gilt

S5x +3(50 — x) =210,

5x+ 150 —3x=210,2x =60, x = 30.

Es sind 30 Ginsefleisch- und 20 Schweine-
fleischkonserven.

Ma7m2476 Es sei x die Anzahl der
Schiiler; dann gilt

X, x , x

2tatTris.

14x + 7x + 4x + 84 = 28x, also x = 28.

-In der Schule des Pythagoras waren

28 Schiiler.
Ma 7 m 2477 200t-£= 16?) t;
2 100 ;
90
300t'm— 270¢t.

Die Erzeugung bester Qualitdt im ersten
Halbjahr ist in Prozenten ausgedriickt

_ 100-(160+270) ,, _ .,
P=""00+300 »86%
Der Anteil von Erzeugnissen bester Quali-

412 5F:(11 + 10+ 4)=412,5F:25=16,5F tét im ersten Halbjahr betrug 86 %.
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Ma7m2478 Angenommen, der Student
war zum Zeitpunkt der Befragung x Jahre
alt; dann gilt

2-(x—-4)=x+10,
2x-8=x+10,x=18.

Zum Zeitpunkt der Befragung war der
Fachschulstudent 18 Jahre alt.

Ma 8 w2479 Angenommen, die Fabrik
beschiftigte x Mainner, also (1440 — x)

3

Frauen. Primiert wurden L-IB

100 "4
_ 75x . 1440-x 1
=200 Minner und 100 22 2
=% Frauen sowie 20% aller

4
Werktitigen; das sind 1440 20 = 288 Per-

sonen. 100

Nun gilt
75x | 451440 —x) _ _
100 +-————200 =288, also x = 960 .

In dieser Fabrik waren 960 Minner und
480 Frauen beschiftigt. .

Ma8m2480 Es sei x die Hohe der
Knickstelle des Baumies; dann gilt
x+(x—43)=145,62x=188,

also x=94.

Der Baum wurde in einer Hohe von 9,4 m
geknickt.

Ma 8 w2481 Bei einer achtstiindigen Ar-
beitszeit werden in einer Stunde % der Er-
zeugnisse und bei gleicher Arbeitsproduk-
tivitit werden in sieben Stunden %. x
Erzeugnisse hergestellt. Darum gilt

100:%-x
% =87,5%.
X

Produktion wiirde um 12,5% absin-

p=
Die
ken.
Fermner gilt

p= % =114,3%.

8
Die Arbeitsproduktivitit miifte um 14,3%
ansteigen, damit die Produktion nicht ab-
sinkt.

Ma8m2482 Moge bis zum Zusammen-
treffen der Zeiger der Stundenzeiger x Mi-
nutenteilstriche des Ziffernblattes weiter-
geriickt sein; dann riickt der Minutenzeiger
in der gleichen Zeit (45 + x) Minutenteil-
striche weiter. Da der Stundenzeiger in der

gleichen Zeit L der Bahn des Minuten-

12
zeigers zuriicklegt, gilt:
_45+x ) _ 4L
xX=—1> also x T

Der Minutenzeiger erreicht den Stunden-

zeiger in 49—% min.
Ma9mw2483 Es sei x die Anzahl der
40-W- und y die der 75-W-Gliihlampen;
dann gilt i
40x + 75y = 2500 und x+y =45,
also y =45 —y.
Durch Einsetzen erhalten wir
40x + 75 (45 — x) =2500,

48 - alpha, Berlin 19 (1985) 2

8x+15-(45-x)= 500,
8x+675—-15x "= 500,
7x =175, also x =25 und somit y = 20.
Fiir die Beleuchtung des Arbeitsplatzes
sind 25 Gliihlampen mit 40 Watt und
20 Glihlampen mit 75 Watt Leistung erfor-
derlich.

Ma9m2484 Ein konvexes n-Eck besitzt
%n (n — 3) Diagonalen.

Nun gilt

ln‘(n -3)-13= —l—(n -2)(n—25)

2 2 '

nn-3)-26=(n-2)(n—-5),
n?-3n—-26=n2-51-2n+10,
4n=36,alson=9. )

Ein konvexes 9eck hat 13 Diagonalen mehr
als ein 7eck.

Ma9m2485 Der kleinere Wiirfel habe
die Kantenlidnge x, der groBere somit
x + 22 cm. Nun gilt

6 (x+22)2—-6x2=19272,

(x+22)— x2=13212,

x2+ 44x + 484 — x2=3212,

44x =2728, also x = 62.
Die Wiirfel haben die Kantenldngen 62 cm
und 84 cm.

‘Ma9m2486 Angenommen, vor Beginn

der ersten Fahrt befanden sich x Liter
Kraftstoff im Tank. Wihrend der ersten

x:20  x _. :
Fahrt wurden 100 5 Liter verbraucht.
Im Tank verblieb ein Rest von % Liter.
‘Wihrend der zweiten Fahrt wurden 180—4;
= % verbraucht. Nun gilt
x 2x
x—?—f—9,25x—5x—2x—225,

18x =225, also x = 12;5.
Vor Beginn der ersten Fahrt befanden sich
12,5 Liter Kraftstoff im Tank.

Ma10/12 w2487 Die MaBzahlen der
Lingen der Katheten seien x und x +2;
nach dem Satz des Pythagoras gilt dann
x24 (x+2)2> 103
x2+x2+4x+4-100>0,
2x2+4x-96>0,
x2+2x—-48>0,
(x+8)(x—6)>0,
Fallunterscheidung:
a) x+8>0 und x—6>0 ergibt x> -8
und x> 6, also x> 6.
b) x+8<0 und x—6<0 ergibt x< —8
und x < 6; entfillt, da es kein Dreieck er-
gibt.
Die Katheten miissen linger als 6 cm bzw.
8 cm sein.

Ma10/12m2488 Es sei z=100a+ 10b
+c¢. Dann gilt a?+b?+c2=45 und
a+ b+ c=11. Femer gilt

100a + 10b + ¢ — 198 = 100c + 10b + a,
99a —99¢=198,a~c=2,alsoc=a—2.
Durch Einsetzen erhalten wir
a+b+(@a-2)=11,

2a+ b=13 und somit b =13 — 2a.

Daraus folgt weiter

a?+ (13 -2a)*+ (a—2)? =45,

6a? - 56a +128=0,

28 64 16
2_ . _—= = 1
a 3 a+ 3. 0,aq 3 (entfillt, da
nicht ganzzahlig), a, = 4.
Daraus folgt b=13-8=5 und

¢=4—2=2.Die gesuchte Zahl ist 452. .
Ma 10/12 m 2489 Ein konvexes n-Eck be-
sitzt %n (n — 3) Diagonalen.

Es gilt die Ungleichung

1
7(:1 —3)-n=2n, und wegen n * 0 gilt

%(n—3)§2,n—3;4,n§7.

Die gesuchten n-Ecke haben mindestens
7 Seiten.

Ma10/12 w2490 Angenommen, der urs-
priingliche Preis betrug x Mark. Nach der
Steigerung um 10% betrug der Warenpreis
(x + —i—%) M. Nach der Senkung um 10%
betrug der Warenpreis

(llx_ 11x 10 )M= 9%

nunmehr

10 10 100 100
Das ‘entspricht 99% des urspriinglichen
Preises. Der Warenpreis sank um 1% des
urspriinglichen Wertes.

»Aber Herr Professor, es miite doch noch
eine andere Moglichkeit geben, die Ge-
setze des freien Falls zu studieren.”

Fortsetzung von S.45:

241223 Man priife, ob es eine natiirliche
Zahl n und ganze Zahlen a,, a,, ..., a4,
gibt, so daB fiir
px)=a,x"+ g, x" "1+ ...
+ax+a
sowohl p(7) =1985 als auch p(3) =1984
gilt!

241224 a) Beweisen Sie, daB in jedem
rechtwinkligen Dreieck fiir die Seitenldn-
gen a, b, ¢ und die Hoéhenldngen h,, h,,h.
die Ungleichung

3:-(a*+ b2+ cHz4 (2 +h2+h?)
gilt!

b) Untersuchen Sie, ob (1) auch in jedem
spitzwinkligen Dreieck gilt!

Gibt es a) rechtwinklige, b) spitzwinklige
Dreiecke, fiir die in (1) das Gleichheitszei-
chen gilt?

0]

Die Ldsungen zu den Aufgaben der Olym-
piadeklassen 5 bis 10 vertffentlichen wir

a’+ 169 — 52a + 4a*+ a? — 4a + 4 — 45 =0, im Heft 3/85, d. Red.



alpha-Wettbewerb
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Abzeichen in Gold

Fiir siebenjahrige Teilnahme

Frank Schonherr, Anklam; Eckhard Heinrich,
Aschersleben; Heike Eckardt, Bad Liebenstein;
Beate Weber, Bernburg; Holger Neye, Susanne
Kriiger, Kerstin Kantiem, Andris Moller, Berit
Kleinbauer, alle Berlin; Peter R6Bler, Bischofs-
werda; Uta Bolz, Andreas Heinze, beide Cottbus;
Falk-Uwe Koppelt, Crostau, Wolfgang Tenor,
Dessau; Ines Lauter, Heiko Ringel, Gerald Eich-
ler, Pedro Thiele, Kerstin Urban, alle Dresden;
Una Heinicke, Eisenberg; Stefan Nitzsche, El-
sterwerda; Lars Ménch, Erfurt; Jens Wacker-
mann, Falkenberg; Jan-Martin Hertzsch, Ge-
ringswalde; Ingolf Hintzsche, Grifenhainichen;
Ulrike . Brandenburg, . Greifswald; Sonnfried
Litsch, Gorlitz; Birgit Seifert, Hagenow; Annett
Eichner, Halle-Neustadt; Heidrun Schmidt,
Hoyerswerda; Andreas Paukert, Karbow; Norbert
Neumann, Kleinmachnow; Andreas Helbig, Lan-
genleuba-N.; Frank Herzog, Langenwolschen-
dorf; Uta und Sabine Mersiowsky, Langewiesen;
Solveig Woitek, Leinefelde; Ralf Laue, Petra Pol-
ster, beide Leipzig; Holger Schinke, Leuna; Jens
Grundmann, Limbach-O.; J6rg Ladendorf, Liib-
theen; Norbert Fuchs, Meiningen; Hagen Haber-
land, Mesekenhagen; Sven Saar, Miihlhausen,
Uwe Knispel, Neuburxdorf, Ralf Heidenreich,
RoBleben; Carmen Meikies, Schlagsdorf; Frank
Zollner, Sondershausen; Andreas Prpic, Sonne-
berg; Erhard Zilinske, Stralsund; Ralf Gossinger,
Unterbreizbach; Irene Michallik, Waren; Stefan
und Margret Boettcher, Thomas Weill, Dirk Leh-
mann, alle Weimar; Annett Seidel, Agnes Jor-
zick, beide Wismar; Erika Schreiber, Kerstin Bar-
thelmes, beide Zella-Mehlis; Mathias Goltzsche,
Zschopau; Steffen Hoffmann, Potsdam; Uwe
Prochnow, Halle

Fiir sechsjidhrige Teilnahme

Anka Sommer, Augsdorf; Stefan und Beate Miil-
ler, Steffen Padelt, Jens Prochno, Reinhard We-
gener, Steffen MeiBner, Norbert Dorn, Cornelia
Wolf, alle Berlin; J6rg Leine, Berlstedt; Heidrun
Boldt, Burg Stargard; Christian Sitz, Calau; Man-
fred RoBius, Jens Leberwurst, Andreas Stenzel,
alle Cottbus; Ramona Blank, Clingen; Uwe Mar-
tin, Crossen; Jorn Fache, Culitzsch; Bert Kiihne,
Dahme; Christiane Nolte, Dingelstidt; Jens
Fuchs, Dahme; Rolf Dach, Oliver Geupel, Mi-
chael Nitsche, Annegret Wustmann, Stefan Ma-
tausch, Helmut und Carsten Schreiber, Silke Rie-
chen, Thomas Hiibner, Matthias Winkler, alle
Dresden; Steffen Patzschke, DroyBig; Bert
Minske, Eberswalde; Elke Sithnholz, Erfurt; Tho-
mas Nicklisch, Falkenberg; Annett Helbig,
Frankfurt/O.; Henry Mider, Frohburg; Ingolf
Thurm, GéBnitz; Karsten Sonnemann, Grabow;
Thomas Rauschenbach, Grochwitz; Jutta und
Uta Schumann, Havelberg; Carsten Leibnitz, Ho-
henstein-E.; Peter Hermann, Hoyerswerda; Clau-
dia Docter, Ilsenburg; Sebastian Horbach, Carla
Umlauf, beide Karl-Marx-Stadt; Friedhelm Rei-
chert, Heiko Witte, beide Konigs Wusterhausen;
Gert Kiinzelmann, Krina; Steéffen Heyde, Lat-
dorf; Petra Gollewsky, Matthias Hiibner, Bemd
Fucke, alle Leipzig; Glen Stachowski, Lobau; Ek-
kehard Ludwig, Lihmanasdorf; Michael Seidel,
Leuna; Anja Vo8, Neustadt; Thomas Engelhardt,
Niedersachswerfen; Tibor Leitz, Parchim; Hell-
mut Schenk, Pima; Katja Uhlemann Prausitz;
Klaus-Peter Lindner, Rackwitz; Irma GoBmann,
Rheinsberg; Sven Hader, Schlotheim; Winfried
Ullrich, Babette Miiller, beide Schmalkalden;

Ronald Kaiser, Schleid; Ralf Stentzel, Schwar-
zenberg; Delia Wolfert, Sollichau; Susanne Krie-
ger, Sommerda; Matthias Herrmann, Schwerin;
Heidi Bottger, Sondershausen; Bernd Urbanek,
Spremberg; Helmut Sauerbrei, Suhl; Armin Sin-
ger, Teichwolframsdorf; Silvia Reinwarth, Tel-
tow; Evelin Schott, Thalheim; Wolfram Fischer,
Torgau; Lars Briickner, Vacha; Uta Michallik,
Waren; Claudia Tiersch, Weimar; Horst RiB-
mann, Wesenberg; Klaus Michel, Wismar; Ralph
Bock, Wolfen; Anja Hifner, Achim Gratz, beide
Steinbach-Hallenberg; Mike DroBler, Marion
Nemczak, Kerstin Kowaczek, alle Zschornewitz;
Annette Schubert, Schalkau; Mike Selig, Stau-
chitz

Fir finfjihrige Teilnahme

Beatrice List, Wolfgang Beukert, Ralf Beukert,
alle Altenburg; Annegret Schidlich, Auerbach;
Geertje MaeB8, Bad Doberan; Ines Tappe, Mat-
thias Tittel, R.-Birk Schulze, Clemens Thielecke,
Thorsten Brandt, Yvonne Selke, alle Berlin; Eber-
hard Balzer, Bernburg; Frank-Jirgen Schwerin,
Grit Giering, beide Blumberg; Peter Sitz, Calau;
Michael Enig, Crimmitschau; Andreas Donau-
‘bauer, Dahlen; Sebastian und Markus Vockrodt,
Dingelstidt; Michael Riihling, Bernd Miethig,
beide Dresden; Mario Thiel, Eilsleben; Matthias
Voigt, Eisenach; Olaf Krause, Eisenhiittenstadt;
Martina Helms, Erfurt; Rainer Fabianski, Fal-
kensee; Peter und Ulrich Wenschuh, Falkenstein;
Ulf Winkler, Frankenberg; Frank und Udo
Schulte, Freienbessingen; Thomas Brahmann,
Freital, Ute Frank, Forst; Holger GroB, Gnoien;
Andreas Funk, Volker Pohlers, beide Greifswald;
Karsten Seliger, Greiz; Ragna Siol, Maike Thiele,
beide Grimma; Jorg Blaurock, Guben; Beate
Thomas, Andrea Fiedler, beide Halle; Christina
Schmerling, Beate Kaczmarek, Antje Hiittig, alle
Halle-Neustadt; Ralf Schienker, Horst; Heidi Ko-
narski, Hohenbuckow; Silke Umbreit, Ilmenau;
Ines Wagenknecht, Ivenack; Henrik Hodam, Kal-
tennordheim; Annette Maier, Volker Liebert,
Gert Reifarth, Michael Tix, Michael und Jiirgen
Hoppe, Grit Lohse, alle Karl-Marx-Stadt, Ute
Studzinski, Kietz; Susan Hoffmann, Klingenthal;
Silke Winzek, Annette und Simone Kauert,
Kathleen Hentrich, alle Langenweddingen; Ka-
rola Funke, Harald Rohrig, beide Leinefelde;
Uwe Werner, Michael Weber, beide Leipzig;
Frank Schonbach, André Gaertner, beide Lossau;
Frank-Thorsten Bolter, Miihlhausen; Janett
Eckart, Naundorf; Andreas Suchanow, Neubran-
denburg; Kathrin Massanek, Neusornzig; Antje
Flechsig, Obercrinitz; Michael Herrmann, Ober-
lichtenau; Henning Hetzer, Oettersdorf; Kai
Leitz, Michael Taeschner, beide Parchim; Steffen
Scheithauer, Parey; Jeanette Stahnke, Pasewalk;
Antje Reichel, Pima; Dorit Grulke, Pritzwalk;
Andreas Jostel, Radebeul; Nils Grotrian, Ribnitz;
Lutz Marschner, Riesa; Beate Walter, Robel;
Kerstin Giilden, Roitzsch; Michael Griber, Elke
Haferkorn, Anne und Heiner Ruser, alle Ro-
stock; Astrid Grulke, Schernberg; Ronny
Henschke, Schierke; Achim Krdber, Schonbach;
Jérn Briickner, Schwarzenberg; Roland Drendl,
Senftenberg; Ute Hornawsky, Silbach; Jochen
Wetzel, Sommerda; Bert Liebmann, Sondershau-
sen; Christina Schmidt, Katja Huhn, Kerstin
Reumschiissel, Antje Recknagel, Hosea Heckert,
Peter Motz, alle Steinbach-Hallenberg; Wolfram
Meyerhofer, Strasburg; Uta Linz, Suhl; Gerald
Schumann, Teichwolframsdorf, Wolfgang Vogel,
Thalheim; Lothar Matzker, Tomo; Andreas
Heidtmann, Waren; Holger Nobach, Wame-
miinde; Uwe Pillat, Waschow; Monika Rdssler,
Volker Lehmann, Uta Langer, Johannes Thiter,
alle Weimar; Alexander Benz, Heike Eggert,
beide WeiBwasser; Andrea Maas, Wilhelmsburg;
Bert Winkler, Wilkau-HaBlau; Mario Kuhn,
Wintzingerode, Karin Junk, Wismar; Steffen
Pietz, Wittenberg; Marian Hackenberger, Zedlitz;
Pier Bierbach, Antje Schneider, beide Zeitz; Ute

Barthelmes, Angelika Weyh, beide Zella-Mehlis;
Uwe Schulz, Zittaw

Fiir vierjahrige Teilnahme

Kathrin Christ, Ammem; Uwe Dé&bler, Amstadt;
Thomas Heilfort, Bad Gottleuba; Ines Sobanski,
Bad Liebenstein; Marcus Markardt, Bad Salzun-
gen; Jiirg Kasper, Bautzen; Tom Pfeifer, Ulrich
Kriiger, Stefan Bading, Stefan Rodel, Sarah
Plietzsch, Lutz Déhler, alle Berlin; Steffen und
Christian Gering, Beuditz; Ralf Groper, Biesen-
rode; Karsten Kiihne, Blankenfelde; Matthias
Hentze, Bleicherode; Antje Héhnel, Blumberg;
Annett Sperling, Braunrode; Matthias Koch, Dirk
Rohde, Antje Liick, alle Brieselang; Manuela
Herrmann, Thomas Jurke, beide Cottbus; Steffen
Eisenbldtter, Delitzsch; Wolfgang Jickel, De-
mitz-Thumitz; Petra Vollbrecht, Dessau; Mi-
chaela Ernst, Débeln; AG Mathematik der POS
K. Niederkirchner, Domersleben; Annett Ger-
mann, Dérfel; Jens Haufe, Klaus-Horst Milde,
Jochen Pohl, Ullrich Hartung, alle Dresden; Jorn
Quedenau, Eberswalde; J6rg Simon, Engelsdorf;
Ulrike RoBner, Erfurt; Lutz Kiich, Erlau; Kai
Mettke, Frankfurt/O.; Jérg Schneider, Freiberg;
Ingmar Hellhoff, Friedersdorf, Anke Zimmer-
mann, Geithain; Marko Schmidt, Gelmeroda;
Kristina Botiger, Gorlitz; Berit Schonrock, God-
din; Andrea RueB, Goldberg; Volker Bolter, Jana
Czichowski, Marie-Luise Funk, alle Greifswald;
Kai Streubel, Grimma; Katja Scholz, Marit
Strauch, beide Grdden; Sven Rudolph, GroB-
rohrsdorf; Antje Ohlhoff, Anja Grafe, beide Hal-
berstadt; Sylke Gonschorek, Harzgerode; Anja
Botzon, Havelberg; Birgit Bremer, Heiligenstadt;
Heike Scholz, Herrmannsdorf, Ines Menzel,
Hohndorf; Stefan Lippmann, Susanne Fischer,
Annett Herbst, alle Ilsenburg; Britta Fliegner,
Jarmen; Kathrin Kreusel, Kindler, Gerd Rei-
farth, J6rg Lanckau, Katrin Holzhaus, Heiko
Frank, alle Karl-Marx-Stadt; Frank Miiller, Klaf-
fenbach; Torsten Schiitze, Klettenberg, Heike
Deumeland, Langenweddingen; Udo Woitek,
Solveig Willenberg, Soren Leukefeld, Kerstin
Wullig, alle Leinefelde; Petra Heiliger, Leuna;
Silke Perthel, Udo Wagner, Jorg Zimmermann,
Stefan Schmidt, Sandra Ernst, Katrin Gorsch,
alle Lossau; Jens Neumann, Luckau; Thomas
Kitzmann, Reimo Zimmermann, beide Méhlau;
Christian Eisele, Molkau; Steffen Schamowski,
Moéser; Dirk Franke, Miilsen; Thomas Drobek,
Neubrandenburg; Steffen Ewert, Martina Schulz,
beide Neuhaus; Ralf Ponisch, Niederwiesa; Mar-
git John, Ndr.-Siefersdorf; Ingolf Wappler, Ol-
bernhau; Berit Bogs, Ottendorf-O.; Karsten Katt-
ner, Pasewalk; Ingo Schubert, Pfaffroda; Martina
Schenck, Pitschen-Pickel; Joachim Rothe, Pretz-
schendorf; Thomas Handke, Pulsnitz; Stefan
Jung, Dagmar und Birgit Lenz, alle Reichenbach:
Ines Barthel, Remse; Silke Bindig, Grit Marsch-
ner, Karen Jobst, alle Riesa; Grit Siindram, Ron-
neburg; Stephan Dittmann, Martin Wolff, beide
Rostock; Rainer Wemer, Ruppertsgriin; Sven Un-
gelenk, Saalfeld; Thomas Habel, Schénewalde;
Andreas Otto, Seifersdorf; Kirsti und Olaf Knabe,
Steffen Jakob, alle Sondershausen; Kerstin Emm-
rich, Spremberg; Christiane Holland-Letz, Ge-
sine Pfeffer, Alexander Monch, alle Steinbach-
Hallenberg; Olaf Otto, Stolpe; Heike Zilinske,
Stralsund; Claudia Schwartz, Suhl; Tanja Rein-
warth, Teltow; Peter Schmedemann, Templin;
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Pythagoras —

Miissen es immer Quadrate sein?

Der FuBpunkt der Hohe auf der Hypote-
nuse eines rechtwinkligen Dreiecks ABC
sei D. Die Dreiecke ABC, ADC und BDC
sind einander dhnlich (Bild 1), und wegen
der Verhiltnisgleichheit entsprechender
Seiten in solchen Dreiecken gilt
AC*=4B-AD und BC'=4B-BD
(Kathetensatz).

C
Bild 1

A D B

Durch Addition der beiden Gleichungen
erhilt man den bekannten Satz des Pytha-
goras

BC? + AC?=4B (4D + BD)

BC2+ AC*=4B?,

oder mit anderen Bezeichnungen

a?+ bl=c%

Der Satz besagt, daB die Flicheninhalte
der Quadrate iiber den Katheten eines
rechtwinkligen Dreiecks zusammen ebenso
gro8 sind wie der Flicheninhalt des Qua-
drates iber der Hypotenuse (Bild 2). Aus
dem Mathematikunterricht wissen wir, daB
auch die Umkehrung dieses Satzes gilt.
Wenn also zwischen den Seiten eines
Dreiecks die Gleichung a?+ b?=c? be-
steht, dann ist das Dreieck rechtwinklig,
und c ist Hypotenuse.

Bild 2

Aber auch fir die Flicheninhalte der
Dreiecke im Bild 1 gilt die im Satz des Py-
thagoras ausgesprochene Beziehung zwi-
schen den Flicheninhalten der Quadrate
iiber den Katheten und der Hypotenuse
(Bild 3).

Man klappe einfach die Dreiecke nach in-
nen. Das Dreieck ABC ist ja aus den bei-
den anderen Dreiecken zusammengesetzt.

Bild 3 °

AN
N

Bezeichnen wir einmal die Fldacheninhalte
der Figuren iiber den Katheten mit 4, und
mit A, und den der Figur {iber der Hypote-
nuse mit A3, so gilt auch hier die Bezie-
hung 4, + 4, = 4,.

Gilt diese Beziehung fiir jegliche Figuren,
die wir iiber Katheten und Hypotenuse
eines rechtwinkligen Dreiecks zeichnen,
oder ist sie an bestimmte Bedingungen ge-
bunden?

Gewi wird man den Figuren bestimmte
Bedingungen auferlegen miissen, denn bei
willkiirlich konstruierten Figuren diirfte fur
ihre Flicheninhalte kaum die Gleichung
A, + A, = A, erfiillt sein (Bild 4).

/>
N

A Ay

Bild 4

Bild §
4

Andererseits wird man es immer so ein-
richten konnen, daB fiir ein Tripel von Fi-
guren diese Beziehung erfiillt ist (Bild S5).
Die Figuren seien Rechtecke mit den Fli-
cheninhalten
A, =by; Ay=ax; Ay=cz.
Dann ist die Beziehung erfiillt,
wenn man z so wahlt, daB gilt

__ax+tby

Ya?+ b?

Betrachten wir die Bilder 2 und 3 nidher, so
erkennen wir, daB die iiber Katheten und
Hypotenuse konstruierten Figuren immer
einander dhnlich waren. Bei den recht-
winkligen Dreiecken ergab sich das auf-
grund ihrer Entstehung; Quadrate dagegen
sind stets einander dhnlich. Es liegt die

Vermutung nahe, daB immer dann, wenn
die Figuren iiber Katheten und Hypote-
nuse dhnliche Figuren sind, fiir ihre Fli-
cheninhalte die Beziehung A, + 4, = A,
gilt.

Wir wollen unsere Vermutung an weiteren
einfachen Beispielen iiberpriifen. Gleich-
seitige Dreiecke (Bild 6) und auch Halb-
kreise (Bild 7) sind untereinander immer
ghnlich.

Bild 6

Bild 7

A<l

Die Rechnung bestitigt unsere Vermutung
fir diese Fille.

a? L
A|=T Al=?aZ
b? T
A2=TVJ A2=Tb2
-y L
A= 2 3 A, g ¢

Mit a2 + b2 = ¢? ergibt sich dann

Al + A; = A3 .
Wir wollen-unsere Vermutung bestitigen.
Wenn die Figuren dhnlich sind, dann ver-
halten sich ihre- Flicheninhalte wie die
Quadrate entsprechender Strecken. Das
wissen wir aus dem Mathematikunterricht.

Also gilt
A1=A11A3=a’=b2:cz,
denn die Seiten des rechtwinkligen

Dreiecks waren fiir die Figuren einander
entsprechende Strecken. Aus dieser fort-
laufenden Proportion bilden wir die beiden
Verhiltnisgleichungen
A11A3=a1=cz und A4,:4;= b2:¢c?
und hieraus

2

2 b
A1='Z_2A3 und A2=7A3.

A
Dann ist A, + 4, = C—,’ (a2 + b?).

Da im rechtwinkligen Dreieck a? + b2 = ¢?
gilt, erhalten wir hieraus
Al + Az = A:’ .

Also haben wir gefunden:
Wenn ein Dreieck rechtwinklig ist und die
Figuren iiber den Katheten und der Hypo-
tenuse sind dhnlich, dann gilt fiir ihre Fld-
cheninhalte 4; + A, = A,.
Oder in Kurzform:
V,: Das Dreieck ist rechtwinklig,

d.h. a2+ b2=cL
V,: Die Figuren sind édhnlich,

d.h. Al:Az:Ag =gq?:b2: 2
B: A] + Az = A3

alpha, Berlin 19 (1985) 3 - 49



Von diesem Satz kann man auch eine
wahre Umkehrung bilden:

Wenn fiir die Flicheninhalte der Figuren
iber den Seiten eines Dreiecks gilt
A, + A, = A, und diese Figuren einander
dhnlich sind, dann gilt fiir die Seiten des
Dreiecks a? + b2 = ¢2, und das Dreieck ist
rechtwinklig.

Vii Ay + A, = 4,

V,: Die Figuren sind dhnlich.

B: a*+bt=¢?

Zum Beweis bilden wir aus V;

die Gleichung

A + A _ 1 V, hi folgt
4, + 4, ~ 1> aus V2 hingegen folg
A a? A, b2

— und — .
A3 c? A3 c?
. a?
Hieraus erhdlt man ey +—=1

und schlieBlich a2 + b2 = ¢2.

Wie konnte man nun solche Tripel von

dhnlichen Figuren konstruieren? Im Falle

der Quadrate, Halbkreise und gleichseiti-

gen Dreiecke war das ja sehr einfach.

Die Figuren sollen zum Beispiel rechtwink-

lige Dreiecke sein, und der Flicheninhalt

des Dreiecks iiber der Hypotenuse soll
1 .

A= 7 ¢z sein.

Wie im Bild 8 angedeutet, ermitteln wir

dann die fehlenden Katheten der beiden

anderen Dreiecke.

J
AZ g
b/t a ¥y

Bild 8 °

Aus x:a=z:cfolgtx=%,

b
und ausy:b=z:cfolgty=—ci.

Dieses Tripel von Dreiecken erfiillt unsere
Bedingung, und es gilt demnach auch die
Beziehung zwischen den Flicheninhalten.
Uberzeugt euch durch eine Rechnung!

Es sind aber auch interessante Kombina-
tionen von Figurentripeln méglich, wie sie
uns das Bild 9 zeigt. In ihm sind die Bil-
der 3 und 7 kombiniert worden.

Fiir die Flicheninhalte der Dreiecke gelte
A 3 = Al + Az 3

fir die Flicheninhalte der Halbkreise
By;=B,+B,.

Dann ist B; — A3 = (B; — 4;) + (B, — 4)).
Somit gilt auch fiir die Flicheninhalte b;
der sechs entstehenden Kreissegmente die
Beziehung

b|+b2+b3+ b4=b5+b6.

50 - alpha, Berlin 19 (1985) 3

Beriihmt sind die sogenannten ,Mondchen
des Hippokrates“. Sie entstehen, wenn man
den Halbkreis iiber der Hypotenuse in die
Halbkreise iiber den Katheten hineinzeich-
net (Bild 10). Ihren gemeinsamen Flichen-
inhalt konnen wir leicht bestimmen.

Bild 10

Es ist Ay=A,t+ A+ Ap, — A,

Ay, Ap, sind die Flicheninhalte

der Moéndchen bzw. des Dreiecks.

Wegen A, + A, = A; ist also Ay = Ap,.
Hippokrates zeigte mit diesem Beispiel,
daB auch nicht geradlinig begrenzte Figu-
ren quadrierbar sind.

Auch Kreissektoren und Kreissegmente
sind dhnlich, wenn sie durch zentrische
Streckung auseinander hervorgehen, d.h.,
wenn sie gleiche Offnungswinkel haben.
Die Bilder 11a,b und 12a,b zeigen die je-
weils gleichen Flicheninhalte. Wer gemn
rechnet, mag die Beziehung zwischen
ihnen bestitigen.

Bild 11a

A

Bild 11b

Bild 12b

Eine Aufgabe von Prof.
Florentin
Smarandache

Lycée Sidi El Hassan Lyoussi,
Sefrou, Marokko

A 2577 a Losen Sie die Gleichung
x3-3y=2
im Bereich der natiirlichen Zahlen!

In den Bildern 13 bis 16 wird am Beispiel
desgleichschenklig-rechtwinkligen Dreiecks
nochmals der Zusammenhang zwischen
den Flicheninhalten von Mondchen und
dem des Dreiecks veranschaulicht.

Bild 13

7/
\\ ,
N 7

\ /

-
1
|
|
N/
N7
Wer zeigt, daB auch der Flicheninhalt des

Mondchens im Bild 16 gleich dem Fla-
cheninhalt des Dreiecks ist?

Anmerkung: Hippokrates von Chios war ein
griechischer Mathematiker und lebte um
440v.u.Z.

W. Jungk



Wissenschaftler-
portrat
Jakow Perelman

Bis zum letzten Atemzug arbeitete er
und starb im schwersten Blockade-
Monat am 16. Mirz 1942 in Leningrad

Jakow Perelman im Jahre 1935

Die Wissenschaft kommt so schnell voran,
daB ihre Biicher nicht Schritt halten. Er-
staunlich, daB es trotzdem populdrwissen-
schaftliche Biicher gibt, die sich unge-
wohnlich lange behaupten. Eines davon,
das stindige Wiederauflagen erlebte, ist
das bekannte Buch von Michael Faraday
»,Die Geschichte der Kerze“.

Es wurde vor 150 Jahren geschrieben. Seit
mehr als 100 Jahren erfreut sich das Buch
von Kliment Timirjasew ,Das Leben der
Pflanzen“ ungebrochener Beliebtheit, ob-
wohl heute jeder Schiiler iiber Pflanzen
vieles weiB, was der Autor dieses Buches
nicht wuBte.

Zu diesen von der Zeit nicht totzukriegen-
den populiren Ausgaben kann man auch
die Biicher von Jakow Perelman zihlen.
Jakow Perelman wurde 1882 in einer Fami-
lie geboren, der sowohl die Wissenschaft
als auch die Literatur recht fremd waren.
Sein Vater war Buchhalter, die Mutter Leh-
rerin. Und obwohl Physik und Mathematik
dann zu den Hauptthemen seiner Biicher
gehorten, hatte er anfangs nur wenig damit
zu tun. Nach der Realschule besuchte Pe-
relman die Forsthochschule in Petersburg
und beendete sie als Diplomforstwirt. Er

beschiftigte sich jedoch weder mit der Un-
tersuchung noch der Aufforstung von Wil-
dern. Perelmans Bekannte waren von sei-
ner Fahigkeit, physikalische und mathema-
tische Fehler sofort festzustellen, beinahe
blitzartig physikalische Erscheinungen
analysieren zu konnen, beeindruckt.
Schon als Student begann Perelman in
Zeitschriften Aufgaben und Ritsel sowie
Mitteilungen iiber wichtige wissenschaftli-
che Entdeckungen zu vertffentlichen. An-
fangs war das nur ein Nebenverdienst -fir
einen bediirftigen Studenten. Perelman
merkte aber bald, daB diese Arbeit seine
wahre Berufung.ist. Er wurde zum Litera-
ten, zu einem ganz besonderen.

Der Erfolg des ersten Buches ,Unterhalt-
same Physik“ war {iberwiltigend. Der Titel
des Buches war nicht zufillig gewihlt. Pe-
relman war davon iiberzeugt, daB popular-
wissenschaftlich nicht heiBt, die Anfangs-
griinde durchzukauen, sondern unterhalt-
sam dem Leser den wissenschaftlichen
Gehalt nahezubringen. Er schuf eine ganze
Buchreihe: Anregend legte er Arithmetik,
Algebra, Geometrie, Mechanik und Astro-
nomie dar.

Diese Biicher haben noch eine seltene und
schone Besonderheit, sie wurden in enger
Zusammenarbeit zwischen dem Autor und
Leser geschaffen. Seine Biicher blieben die
einzigen, in denen die Privatadresse des
Autors angegeben ist. Post kam von Schii-
lern und Akademiemitgliedern, Seeleuten
und Arbeitern, Buchhaltern und Pidago-
gen. Die einen stellten Fragen oder baten
um Rat, andere teilten schwer erkldrbare
Tatsachen mit, stritten... Und noch eine
Besonderheit zeichnete diesen Autor aus:
er beantwortete alle Briefe selbst.

Zu seinen Briefpartnern gehorten der gro3e
Denker und ,Vater“ der Raumfahrt, Kon-
stantin Ziolkowski, genauso wie der kiinf-
tige Chefkonstrukteur von Raumschiffen,
Sergej Koroljow. Die Biicher Perelmans
brachten Konstantin Feoktistow und Boris
Jegorow, die beiden sowjetischen Kosmo-
nauten, der eine Wissenschaftler, der an-
dere Arzt, zum Raumflug. Es ist natiirlich
nicht moéglich zu ermitteln, wie viele junge
Leser der Biicher Perelmans Physiker, Ma-
thematiker, Ingenieure, Konstrukteure ge-
worden sind. Die letzte groBe Tat Jakow Pe-
relmans wurde das von ihm gegriindete
Haus der unterhaltsamen Wissenschaft in Le-
ningrad. Im fritheren Palast der Grafen
Scheremetjew bauten jeden Tag Hunderte
von Kindern ungewohnliche Maschinen,
Modelle phantastischer Flugapparate, er-
dachten und losten Denksportaufgaben
und gaben auch kleine Heftchen heraus,
die die Phantasie ihrer jungen Leser weck-
ten und die Logik entwickelten.

Der Krieg, die Blockade von Leningrad be-
deutete das Ende fiir diese wunderbare
Einrichtung. Der Krieg brachte auch Jakow
Perelman den Tod. Wie alle Leningrader er-
trug er standhaft den Hunger. Bis zum letz-
ten Atemzug arbeitete er und starb im
schwersten Blockade-Monat, am 16. Mirz
1942.

Seine Biicher aber leben weiter. Sie strah-
len Klarheit und Frische des Gedankens

aus, Humor, Erfindertum dieses bemer-
kenswerten Autors. )

Mehr als 400mal wurden die Biicher Perel-
mans in der UdSSR verlegt. Immer neue
Generationen von Kindern lesen sie
ebenso begeistert wie ihre Viter, GroBviter
und UrgroBviter... Schon lange tragen sie
nicht mehr die Privatadresse des Autors.
Bis heute aber erhalten die Verlage Zu-
schriften, die an Jakow Perelman gerichtet
sind.

Aufgaben aus Biichern
von Jakow Perelman

Muschel und Glasperlen

Das Bild zeigt euch, daB drei Spielzeug-
wiirfel und eine Muschel ebenso schwer
sind wie 12 Perlen und daB weiterhin eine
Muschel so schwer ist wie ein Wiirfel und
acht Perlen.

Wieviel Perlen muB3 man auf die freie Wi-
geschale legen, um sie mit der Muschel in
der anderen Schale auszuwigen?

Mit Wigestiick und Hammer

Es sind 2 kg Streuzucker in 200-Gramm-
Tiiten abzuwigen.

Doch sind nur ein 500-Gramm-Wigestiick
und ein Hammer, der 900 g wiegt, vorhan-
den.

Wie macht man es, alle 10 Tiiten zu 200 g
unter Verwendung dieses Wigestiicks und
des Hammers abzuwigen?

Von Ensk nach Ixograd

Stromabwirts  schafft ein  Dampfer
20 km/h, gegen die Stréomung nur 15 km/h.
Um von der Anlegestelle der Stadt Ensk
zur Anlegestelle in Ixograd zu gelangen,
braucht er 5§ Stunden weniger als fur den_
Riickweg.

Wie groB ist die Entfernung zwischen die-
sen Stidten?

Antworten

1 Muschel £ 9 Perlen;

2000g — (4 X 400)g=400g,

400g -200g=200g; ‘ .
Die Entfernung von Ensk nach Ixograd
betrigt 300 km.

alpha, Berlin 19 (1985) 3 - 51



Helfer
in der Tasche

2316:52,8271 = ? Ein Druck auf die Taste:
43,841135. Mit elektronischer Eile beka-
men wir ein Resultat, das mit Papier und
Bleistift ein paar Minuten gekostet hitte —
von moglichen Rechenfehlern ganz zu
s hweigen.

Es ist also moglich geworden, auch geistige
Leistungen des Menschen einem Automa-
ten zu iibertragen, und die Mikroelektronik
macht bisher Ungeahntes moglich. Das ist
eine der Voraussetzungen dafiir, bei der
Erfullung unserer Pline die Arbeitsproduk-
tivitit ohne Mehrbelastung des Menschen
erheblich zu steigern. Das kommt uns allen
zugute.

Doch wie funktioniert denn nun dieses
Wunderwerk in der Westentasche, das mit
kieinen, relativ schwachen Batterien iiber
ein Jahr arbeitsbereit ist? Wir wollen bei
unseren Betrachtungen hier davon abse-
hen, daB es ganz verschiedene Typen von
Taschenrechnern gibt — mit verschiedenen
Anzeigen (Leuchtdioden, Fliissigkeitskri-
stallen) — mit verschiedenen Rechenvor-
gingen (z.B. mit der Umgekehrten polni-
schen Notation) - mit verschiedener

Bild 1
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Leistungsfihigkeit: einfache, wissenschaft-
liche oder programmierbare Rechner.
Denn ihnen allen sind einige einfache Ge-
setzmiBigkeiten gemeinsam, die wir im
folgenden betrachten wollen.
Im Grunde genommen machen wir uns das
Zahlenrechnen besonders schwer, weil wir
uns auf eine Zahlendarstellung zur Basis
10 (entsprechend der Zahl unserer Finger)
geeinigt haben. Konsequenterweise muB-
ten wir deshalb in den ersten Schuljahren
die Grundbeziehungen der Addition und
das kleine Einmaleins auswendig lernen;
kompliziertere Rechnungen waren darauf
zuriickzufiihren, wobei es ohne Fehler
nicht abging. Wie wir in dem Beitrag ,Wie
rechnet der Computer?“ (technikus 2/1983)
sahen, hat der gewissermaBen nur zwei
Finger, d.h., nur zwei verschiedene Zif-
fern, ndmlich 02 Strom aus, 12 Strom
ein.
Die bindre Zahlendarstellung heiBt z.B. fir
9: 921001.
Genau genommen verwendet der Taschen-
rechner sogar einen BCD-Code, auf den wir
aber hier nicht eingehen konnen. Damit
tritt bereits die erste Aufgabe auf: Die ein-
getippte Zahl muB in eine Bindrzahl umko-
diert werden. Aber es geht noch weiter:
Zum Rechnen brauchen wir
~ das Gedidchtnis, um uns die an der
Rechnung beteiligten Zahlen (Operan-
den) und Zwischenergebnisse zu mer-
ken;
— Papier und Bleistift fir Teil- und Ender-
gebnisse.
Der Rechner hat hierfiir Register, die sich
die jeweils anfallenden Bindrzahlen bis
zum nichsten Rechenschritt merken kon-
nen; wir haben ein Akkumulatorregister —
Yurz Akkumulator. Viele Rechner haben
noch einen einfachen Speicher (M wie me-
mory, englisch = Gedichtnis), um Zwi-
schenergebnisse lingere Zeit aufzubewah-
ren.
Fiir die Anzeige sind die Binirziffern dann
wieder in Ziffern zur Basis 10 umzuwan-
deln, und zur Ziffernanzeige hat sich eine
7-Segmentanzeige bewahrt (Bild 1).
Nun zum Rechnen selbst: Die vier Grund-
rechenarten (+, —, X, :) lassen sich auf die
Addition zuriickfiihren, und bei Bindrzif-
fern ist die Addition einfach. Wir wollen
den Vorgang an einem einfachen Beispiel
studieren.

Beispiel: 1983 + 201 = 2184

1. Schritt: 1983 eintasten —
Anzeigeregister

2. Schritt: Operationstaste +

— Weiche fiir die weitere Rechnung gestellt
3. Schritt; 201 eintasten —

Zanl 1983 ins Operandenregister,

201 ins Anzeigenregister

4. Schritt: = eintasten —

Beide Ziffern werden stellenweise in das
Addierwerk eingeschoben, das Ergebnis
kommt in den Akkumulator und von dort
zur Anzeige (vgl. Bild 2).

Bei dieser einfachen Addition konnen un-
ter Beachtung der Ziffernbewegung, der
Teilsummen- und Ubertragsbildung 200
bis 400 Operationen nétig werden'! Damit
alles wohlgeordnet nach Rechenschritten

Taid-
geber
Eingabe
od g Anzeige- .
Ty s I —
i - Befehis-| | Pro-
@—l Sﬁu’n-m § = register =~ gramm-
register <
n
Aldurmu-
lafor

Bild 2

erfolgen kann, ist ein Taktgeber notig, der
in regelmidBigen Zeitabstinden durch je
einen Impuls die ndchste Operation startet.
Diese Zeitabstinde sind je nach der ver-
wendeten elektronischen Technologie ver-
schieden; sie betragen etwa 4ps
(=4-107%s); dann wiirde die Addition
etwa 400 - 4 ys = 1,6 ms erfordern.

Komplizierte Rechenoperationen, wie z.B.

1/; miissen mittels eines Rechenprogram-
mes abgearbeitet werden (vgl. Beitrag ,Wie
rechnet der Computer — technikus 2/83).
Fiir diese Rechenprogramme braucht der
Rechner einen Programmspeicher (ROM);
die Rechenzeit wird dabei etwa 10mal so
groB. Bei einigen Funktionen, wie z. B.
sin x, betridgt die Rechenzeit fast eine Se-
kunde.

Bild 3 zeigt den Aufbau des Taschenrech-
ners als Blockschaltbild, bei dem das
Steuerwerk (Mikroprozessor) als zentrale
Einheit auffillt. Je nach der getippten Ope-
rationstaste stellt er fur die Rechnung die
richtige Weiche. In dem getffneten Ta-
schenrechner — aber bitte nicht experimen-
tieren! — fillt die Tastatur mit ihrem Netz
von Kontaktstreifen und die Anzeigevor-
richtung auf; alles iibrige ist in einem sehr
stark integrierten Schaltkreis unterge-
bracht. Sein Inneres besteht aus einem
etwa 5 X 5 mm? groBen Halbleiter-Chip mit
etwa 10000 Transistoren und den zugeho-
rigen Widerstinden und Kondensatoren.
Bei diesem mikroskopisch kleinen Wun-
derwerk kommt es auf groBte Prazision und
Material-Reinheit  (vergleiche  techni-
kus 8/83, ,Kontrollierte Dreckeffekte®) an.
Hinzu kommt als Taktgeber eine kleine
Quarzuhr, die bei manchen Rechnern eine
sehr zuverldssige Zeitangabe mit Datum
und Stoppuhr erméglicht. Damit ist dieses
Wunderwerk, das kaum elektrische Energie
verbraucht, in der Lage, uns anstrengende
Leistungen des Denkapparates abzuneh-
men und uns dabei an Schoelligkeit und
Zuverldssigkeit betrichtlich zu iibertreffen.
In diesem Beitrag wollen wir die Arbeits-
weise des elektronischen Taschenrechners



zeigen, die in vielem an den freiprogram-
mierbaren Mikrorechner erinnert. Um die
Fihigkeiten des Rechners richtig zu nut-
zen, sollte man die Gebrauchsanweisung
gut studieren; dann ist oft der einfache
Rechner (sofern er, wie unser SR 1, einen
zusitzlichen Speicher M besitzt) durchaus
nicht den komfortableren und entspre-
chend teureren Rechnern unterlegen.

Und wer es nicht glaubt, kann sich durch

einen Versuch davon iiberzeugen: ein we- -

nig kann wunser Taschenrechner auch
schreiben. Wer die 38317 eingibt und den
Rechner um 180° dreht, kann lesen, was er
seinem  Mathehelfer entgegenbringen
sollte. 7353 miiBte er evtl. auf sich bezie-
hen, wenn er nicht kontrolliert hat. Die
3504 sollte man nie verlieren, das Gedicht-
nis moglichst nicht wie ein 8315 sein, iiber
ein 807 in Mathe freuen wir uns immer.
Es liegt an uns, den Rechner gut zu nut-
zen — aber ihm auch nicht blindlings zu
vertrauen, die Bequemlichkeit der Einstel-
lung verleitet oft zur Sorglosigkeit. Man
sollte sich stets die Frage stellen: Kann das
angezeigte Ergebnis stimmen? Das ist oft
mit einer einfachen Uberschlagsrechnung
nachzupriifen.
Neben der Erh6hung der Sicherheit betrei-
ben wir zugleich ein geistiges Training, das
uns auch zu neuen, schopferischen Lei-
stungen befihigt. Schopferisch Neues zu
schaffen, wie es auch fiir den Aufbau unse-
rer Gesellschaftsordnung erforderlich ist,
bleibt Angelegenheit des Menschen.

K. Géldner, aus: technikus 1/84

Lésungen

Es bedeuten:

38317 2 LIEBE 8315 2 SIEB
7353 2 ESEL 8072 LOB
3504 2 hOSE

Heiteres zum Taschenrechner

1. Fiir den Bau eines Kremls (Burgstadt)
wurden 46207 Pud eines Baumaterials so-
wie 169 Pud eines anderen Materials gelie-
fert. Was fiir Materialien sind es? Die Ant-
wort gibt der Taschenrechner.
(1Pud =16 kg)

Dipl.-Ing. L. Kryshanowski, Leningrad

2. Lose unter Verwendung des Taschen-
rechners das folgende Ritsel!

Bis auf ein paar bereits in der Figur ange-
gebenen Buchstaben ergeben sich alle an-
deren, indem du die Aufgaben 165t und
dann den Taschenrechner jeweils um 180°
drehst.

4 P L[5 3
3 —
& I9 10 A1
7Y "% 5
] G
A | v % 72 i3 18 9
21
5 D [ ]
2 N A

Ala Un bassin circulaire est entouré
d’une grille placée a 50 cm du bord; la lon-
gueur de cette grille est 22 m.

Quel est le diamétre du bassin?

A2 4 Use each of the nine digits, 1, 2, 3,
4,5, 6,7, 8,9 exactly once to form prime
numbers whose sum is as small as possible.

Ala In a square of base S5 position a
3-4-5 triangle as shown below. Determine
the distance x.

D [+

Ad4a Kakoe 4YHCIO HYXHO IIOCTaBHTH
BMECTO 3HaKa «?» B HOCIIEIOBATEILHOCTH
17, 23, 13, 11, ?, 15?

17
25
73'”, @ 15

Waagerecht: 1. 852+ 90, 4. 17-3- (102 + 1),
7.(11-172+87-4,8.3-5-13-19,

10. 612—23,12.95-19+ 3 -4,

13. 1652 — 52, 15. 15%:75,
17.23-(23-60 - 1), 20. 752 —29-3,
22.3-3-17,23.402+3-5-7,
24.43:19-9, 25. (192 +52-1%):11.
Senkrecht: 1. (10 + 12)- (32 - 2?),
2.422+323.(13-9+2)-(92-4-2)— 1,
4.3-3-3-3,5.172-52-92—9,
6.3:4:7-9-11-1,9.52:61-2,

11. (5017 +1)-6 + 1, 14. 62 — 52,
15.77+5-9,16.11-17-19,

18. 182 -172+4+2,19. 3-31-41,

21. 252+ 92~ 12,

Aus: Rdtselspaf3 mit m, Magazin, Berlin

Schnelles Bauernmatt

In Serienzugproblemen fiihrt eine Partei
(WeiB oder Schwarz) alle ihre Ziige nach-
einander aus. Die andere Partei zieht da-
nach entweder einmal (Serienzughilfsmatt
bzw. Serienzughilfspatt), oder sie ist matt
bzw. patt.
Eine Aufgabe des finnischen Problemkom-
ponisten E. Bonsdorff aus Uusi Suomi 1960
lautet wie folgt:
Wie groB ist die Anzahl der kiirzesten, aus-
schlieBlich mit Bauernziigen durchgeftihr-
ten und mit Matt endenden Serienzugpar-
tien? WeiB und Schwarz befinden sich in
der Particanfangsstellung — es zieht nur
WeiB!
Eine der moglichen Lésungen sei gegeben:
1. ed4, 2. e5, 3. g4, 4. g5, 5. g6, 6. €6, 7. e:f7
matt.

H. Ridiger

Der Falschspieler

%

Zeichnungen: Franz Fricke

Biiroschach

alpha, Berlin 19 (1985) 3 - 53



aufgepalit
nachgedacht
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fir Klasse 5/6

Uberall Zuordnungen

In den Sommerferien hat Anja in der Fla-
schenannahme der Kaufhalle Zum guten
Einkauf gearbeitet. In der Annahmestelle
konnte man Bier- und Brauseflaschen (Fla-
schenpfand 0,30 M), Milchflaschen (Fla-
schenpfand 0,20 M) und Kondensmilchfla-
schen (Flaschenpfand 0,05 M) abgeben.
,Um die Kunden moéglichst wenig warten
zu lassen, kommt es u.a. darauf an, an der
Kasse flink zu arbeiten“, erzdhlt Anja
ihrem jiingeren Bruder Uwe. ,Um das zu
erreichen, habe ich mir am ersten Tag
gleich drei Tabellen angefertigt. Durch die
Tabellen ordnete ich jeweils der Anzahl der
Flaschen einer Sorte den Geldbetrag zu,
den ich auszahlen muBte.“ Fiir Brause-
und Bierflaschen zeigte sie Uwe. folgende
Tabelle (Tabelle 1):

Tabelle 1

Anzah! der Flaschen Flaschenpfand in M

0,30
0,60,
0,90
. 1,20
1,50
1,80
2,10
2,40
2,70
3,00

QWO AWK S WN =

—_

»,Bei mir hattest du aber trotz deiner Ta-
belle rechnen miissen“, meint Uwe, ,denn
ich gehe immer erst zur Annahmestelle,
wenn es sich lohnt, z. B. kannst du den Be-
trag fir 14 Bierflaschen deiner Tabelle
nicht entnehmen. Du miiBtest also 14-0,30
rechnen.“ ,Denkste!* meint Anja. ,Ich
tippe erst den Betrag fiir 10 Flaschen und
dann den fiir 4 Flaschen in die Kasse.
Beide Male kann ich meine Zuordnungsta-
belle nutzen.“

Ala Begriinde das Vorgehen von Anja!'
»Die Idee mit der Tabelle war ganz schoén
pfiffig.“ Anja wehrt ab. ,Das war doch
nicht meine Idee. Solche Zuordnungstabel-
len findet man sehr oft, um sich die Arbeit
zu erleichtern. Schon Adam Ries hat vor
itber 400 Jahren solche Zuordnungstabel-
len angefertigt. Damals dnderte sich mit
den steigenden oder fallenden Kompreisen
nicht der Preis des Brotes, sondern sein

54 . alpha, Berlin 19 (1985) 3

Gewicht. Um die Bevolkerung vor Ubervor-
teilung zu schiitzen und den Bickemn die
Berechnung des Brotgewichtes zu erleich-
tern, entwarf Adam Ries im Auftrag der
Stadt Annaberg 1533 ein Tabellenwerk,
aus dem man sofort ablesen konnte, wie-
viel Brote man aus einem Scheffel Mehl in
Abhidngigkeit vom Getreidepreis backen
durfte. Das war auch eine Zuordnungsta-
belle.“ Sie konnte so wie in Tabelle 2 aus-
gesehen haben.

Tabelle 2

Anzahl der Brote
auf einen Scheffel!

Preis eines
Scheffels Korn
in Groschen

20 40 -

21 42
22 44
23 46

! altes deutsches HohlmaB fiir
Schiittgiiter (besonders Getreide)
unterschiedlicher Betrige zwischen 23
und 2331]; z. B. in Sachsen 104 .

»1st die Quadrattafel ebenfalls eine Zuord-
nungstabelle? fragt Uwe. Anja bestitigt
das. ,Aber bei dieser.Tabelle kann man
doch nicht das Quadrat von 14 dadurch er-
mitteln, daB man zum Quadrat von 10 das
Quadrat von 4 addiert*, wirft Uwe ein.
,Das stimmt. Aber das Quadrat von 14
kann man ermitteln, indem man 14 als
Produkt 27 schreibt und dann rechnet:
22=4,72=49, 4-49 = 196. Es ist

nimlich 22 7% dasselbe wie 142.«

A2a Giltimmer a- b2 =(a-b)?

) (a,b e N)?
»Es gibt auch Zuordnungen, bei denen gar
keine Zahlen auftreten“, erklirt Anja.
»Zum Beispiel gibt es an der Schule einen
Aushang, aus dem hervorgeht, wer die ein-
zelnen Arbeitsgemeinschaften leitet.“ Anja
zeichnet zur Illustration folgende Tabelle:

Tabelle 3

AG Sport Frau Feurig
AG Foto Herr Auge
AG Schach Herr Schwarz
AG Modellbau Herr Bahn
AG SchieBen Herr Treffkorn
AG Biologie Frau Specht

AnschlieBend gibt Anja noch ein weiteres
Beispiel. Sie fertigt eine Tabelle an, aus der
hervorgehen soll, welche der Zeitschriften
Junge Welt, alpha und Jugend und Technik
von welchen Schiilern ihrer Klasse abon-
niert sind.

Tabelle 4

Zeitschriften Abonnenten

Junge Welt Anja, Martin
Irene, Dirk, Sven,
Michael, Klaus

alpha Anja, Sven

Jugend und Technik Ute, Dirk

,Siehst du den Unterschied zwischen bei-
den Zuordnungen?“ fragt Anja. ,Bei der
Zuordnung ,AG... leitet ... ist jeder Ar-
beitsgemeinschaft genau ein Leiter zuge-
ordnet. In der anderen Tabelle, die die Zu-
ordnung ,... wird abonniert von ¢
widerspiegelt, stehen bei jeder der Zeit-
schriften mehrere Schiilernamen. ,Das
stimmt!“ bestdtigt Anja Uwes Antwort.
»,Man kann also z.B. nicht von dem Schiiler
sprechen, der in Anjas Klasse die alpha
abonniert hat, aber von dem Leiter der AG
Foto“, fahrt Anja fort.

Sie erlautert Uwe auch, daB man solche
Zuordnungen, wie sie durch die Tabel-
len 1, 2 und 3 dargestellt werden, eindeutige
Zuordnungen nennt. Die Zuordnung, die
durch die Tabelle 4 dargestellt wird, ist da-
gegen nicht eindeutig.

Anja erklirt weiter, daB man zuweilen
auch Pfeilbilder verwendet, um Zuordnun-
gen anzugeben. Sie zeichnet zwei solche
Darstellungen auf (vgl. Bild 1).

Bild 1

Der Pfeil bedeutet die Zuordnung wird ge-
teilt von.

Wittenberg

8ernburg
Dessay

Frankfurt /0.
Dresden
Halle

Der Pfeil bedeutet flieSt durch.

A3 A M sei die Menge der Schriftsteller
Arkadi Gaidar, Alex Wedding, Max Zim-
mering. -

N sei die Menge der Biicher Ede und Unku,
Timur und sein Trupp, Die Feuertaufe, Buttje
Pieter und sein Held.

Stelle die Zuordnung schrieb das Buch in
einem Pfeildiagramm dar!

O sei die Menge der Stidte Moskau, Buda-
pest, Bukarest, Havanna. P sei die Menge
der Linder Sowjetunion, Kuba, Ungarn,
Ruménien.

Stelle die Zuordnung ist Hauptstadt von in
einem Pfeildiagramm dar!

Woran erkennt man im Pfeilbild, ob eine
Zuordnung eindeutig ist?

»otimmt es, daB man Zuordnungen auch
in einem Koordinatensystem darstellen
kann?“ fragt Uwe seine groBe Schwester.



»Ja, das geht auch!“ Anja gibt dazu gleich
folgendes Beispiel:

Im Physikunterricht sei fiir eine Schrau-
benfeder die Verlingerung bei verschiede-
nen Kriiften gemessen und hierfiir eine Zu-
ordnungstafel aufgestellt worden.

Kraft Fin N 50 100 150 200 250
Lingen- 0,5 10 1,5 20 25
dinderung s ‘

in cm

Diese Zuordnung ist eindeutig.

Nach der Durchfiihrung des Versuchs soll-
ten die jeweiligen Zahlenpaare in einem
Koordinatensystem dargestellt werden.

4+
“emT
g X
N
£’ x
B x
S
14
g7 x
~ x
Bild 3 50 1o 150 N 250

Es entstand folgendes Bild 3:
Das Bild 4 zeigt die Zuordnung x wird ge-
teilt von y fiir x = 4, 5, 6.

y
6 T X
5T x
¢ T X
I T X
2 T x X
1 r X x X
—— =
1 2 3 4 5 7
Bild 4
.{.
Zug 2
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. km 1 o
=~
L »
-E 70 N
S60 T »
=z
< 50 +
> 40 1 N
0T LH
g P
$27
Snilg
t t “+—
0 i .12 13%
Ubrzei!

Bild 5

Das Bild § stellt einen stark vereinfachten
graphischen Fahrplan dar. In ihm werden
die Uhrzeit und die Entfernung vom Bahn-
hof Neustadt auf der Strecke Neustadt — A-
Dorf festgehalten. Der eingezeichnete
Punkt P bedeutet, daB der Zug 1 sich um
11.00 Uhr genau 50 km von Neustadt ent-
fernt befindet.

Die hier dargestellten Zuordnungen fiir die
einzelnen Ziige sind eindeutig. Jeder Uhr-

zeit ist genau eine Entfernung des jeweili-
gen Zuges vom Bahnhof Neustadt zugeord-
net. (Ubrigens gilt fiir den Zug 3 auch das
Umgekehrte: Jeder Entfernung vom Bahn-
hof Neustadt ist genau eine Uhrzeit zuge-
ordnet. Solche Zuordnungen nennt man in
der Mathematik eineindeutige bzw. um-
kehrbar eindeutige Zuordnungen.)

A4a Betrachte Bild 4 und beantworte
folgende Fragen!
a) Um wieviel Uhr durchfdhrt Zug 1
die 40-km-Marke?
b) Wie lange hilt Zug 1
an der 50-km-Marke?
¢) Um wieviel Uhr iiberholt Zug 3
den Zug 1?
d) An welcher Entfernungsmarke
kreuzen sich die Ziige 2 und 3?

Ihren Vortrag schlieBt Anja mit der Bemer-
kung, daB man eindeutige Zuordnungen
auch Funktionen nennt und Darstellungen
von Funktionen im Koordinatensystem als
graphische Darstellung einer Funktion bzw.
Graph einer Funktion bezeichnet. ,Nun
hoffe ich nur, daB du gut aufgepaBt hast,
denn dann kannst du folgende Aufgaben
schnell 16sen.“ Uwe brummte der Kopf.
Beim Losen der Aufgaben merkte er je-
doch, daB er vieles verstanden hat. Ver-
sucht selbst einmal, folgende Aufgaben zu
losen!

A 5a Welche der Zuordnungen sind ein-
deutig?

a) Geldiibermittlungssendungen bei der
Deutschen Post

Postanweisungen Mark
bis 10M 0,2
iber 10bis 25M 0,30
iiber 25bis 100 M 0,40
iiber 100 bis 250 M 0,60
iber 250 bis 500 M 0,80
iiber 500 bis 750 M 1,00
iiber 750 bis 1000 M (Hochstbetrag) 1,20

—TTTTTT

Bild 6a

Bild 6b

b) ist kleiner als
c) hat die Quersumme.

A 64 Welche der folgenden Zeichnungen
sind Darstellungen eindeutiger Zuordnun-
gen x ~y, also Graphen von Funktionen?

Bild 7a y
it L ]
1+ o
2 + 3
24
Bild 7b
y
R
. s o
Bild 7¢
b
1
x
1 d L. Flade
r
Spaf} mit Briichen

a) Welcher gemeine Bruch hat den
doppelten Wert, wenn man im Zihler und
Nenner jeweils 2 addiert?
b) Bei welchen gemeinen Briichen wird
der Wert verdoppelt, wenn man im Zihler
und Nenner jeweils 3 addiert?
¢) Bei welchen gemeinen Briichen wird
der Wert verdreifacht, wenn man im
Zihler und Nenner jeweils 3 addiert?
d) Suche Paare ganzzahliger Werte

1 2

1
von m und n, so daB — + —=—="!
m n 3

e) Beweise, daﬁ‘% + % + 2 immer eine

vollstindige Quadratzah! ist,
wenn p - q = m? gilt!
f) Beweise, daBl der Wert des Bruches

. . 1 1 .
immer zwischen — und — liegt,
m+n m n

auBer wenn m = n!
Aus: Mathematics in school,
GrofBbritannien

Schiiler:

,Fragen Sie mich etwas Leichteres, zum
Beispiel, wie man die Entfernung zum
Alpha Centauri berechnet.“

alpha, Berlin 19 (1985) 3 - 55



XXIV. Olympiade

Junger Mathematiker .

der DDR

Aufgaben der Bezirksolympiade

(9./10. Februar 1985)

Olympiadeklasse 7

240731 Bei der Friedensfahrt ergab sich
auf einer Etappe folgende Rennsituation:
Genau 14 Fahrer, darunter jedoch kein
DDR-Fahrer, waren hinter das Hauptfeld
zuriickgefallen. Genau 90% der nicht zu-
riickgefallenen Fahrer bildeten das Haupt-
feld; darin fuhren einige, aber nicht alle
DDR-Fahrer. Die Fahrer vor dem Haupt-
feld bildeten eine Spitzengruppe; sie um-
faBte genau ein Zwolftel aller Fahrer der
Etappe. In der Spitzengruppe war die
tschechoslowakische Mannschaft als ein-
zige am schwichsten vertreten, die sowjeti-
" sche Mannschaft als einzige am stirksten.
Untersuche, ob sich aus diesen Angaben
eindeutig ermitteln 1iBt, welche Mann-
schaften insgesamt in der Spitzengruppe
fuhren und mit wieviel Fahrern sie dort
vertreten waren! Wenn dies zutrifft, gib
diese Anzahlen an!

240732 a) Es sei M die Menge aller derje-
nigen Zahlen x, die die folgenden Eigen-
schaften (1), (2), (3) haben:

1) x ist eine sechsstellige
natiirliche Zahl.

) x hat die Quersumme 29.

3) x ist durch 11 teilbar.

Ermittle das grofte Element der Menge M!
b) Es sei M’ die Menge aller derjenigen
Zahlen x, die auBer den Eigenschaften (1),
(2), (3) auch noch die folgende Eigenschaft
(4) haben:
“4 Keine zwei Ziffern von x sind
einander gleich.
Emmittle das groBte Element der Menge
M
240733 Konstruiere zwei zueinander
nicht kongruente Dreiecke ABC, die fol-
gende Bedingungen erfiillen: Die Seite AB
hat die Linge ¢ = 5 cm, die auf der Gera-
dep durch A und C senkrechte Héhe des
Dreiecks ABC hat die Linge h, =4,5cm,
der Winkel 5 ABC hat die GréBe § = 35°.
Gefordert wird eine Zeichnung (Konstruk-
tion der beiden Dreiecke) und eine Kon-
struktionsbeschreibung hierzu. (Eine Be-
grindung wird nicht veriangt.)

240734 Beweise folgenden Satz!

Wenn in einem Dreieck a und b die Lin-

gen zweier Seiten sowie h, und A, die Lin-

gen der zugehorigen Hohen sind, dana gilt
a:b="hy:h,.

240735 In dem Schema 4301050 ist
jede der Leerstellen O so mit einer Ziffer

56 - alpha, Berlin 19 (1985) 3

auszufiillen, daB die entstehende sieben-
stellige Zahl durch 75 teilbar ist.

Gib an, wieviel siebenstellige Zahlen es
insgesamt gibt, die auf diese Weise entste-
hen kdnnen!

240736 Ein Viereck ABCD habe folgende
Eigenschaften:

(1) AB| DC und 4D & BC,

) AD=BC=13-DC = a, wobei a
eine gegebene Linge ist,

(€)) 4 BAD = 60°.

Emmittle den Umfang u dieses Vierecks in

.Abhingigkeit von a!

Olympiadeklasse 8

240831 Ermittle alle diejenigen natiirli-
chen Zahlen, deren sechste Potenz in ihrer
dekadischen Zifferndarstellung genau je
einmal die Ziffern 2, 4, 5, genau je zweimal
die Ziffern 8, 9 und keine weitere Ziffer
enthilt!

240832 Um die Haltbarkeit eines Motor-
radreifentyps zu ermitteln, wurden zwei
Reifen getestet. Dabei wurde festgestellt,
daB der Reifen auf dem Hinterrad nach
15000 gefahrenen Kilometern und der Rei-
fen auf dem Vorderrad nach 25000 gefah-
renen Kilometern nicht mehr die erforder-
liche Profiltiefe hatte und damit abgenutzt
war.

a) Es soll nun erreicht werden, daB zwei
solche Reifen gleichzeitig abgenutzt sind,
indem man sie nach einer bestimmten An-
zah! gefahrener Kilometer gegeneinander
austauscht.

Emmittle diese Kilometerzahl!

b) Nach wieviel Kilometern sind unter den
Voraussetzungen der Teilaufgabe a) beide
Reifen abgenutzt?

Es_werde angenommen, daB sowohl auf
dem Vorderrad als auch auf dem Hinterrad
die Abnutzung jeweils proportional zur
Fahrstrecke ist.

240833 Konstruiere ein nicht iiberschla-
genes Viereck ABCD, das die folgenden
Bedingungen (I) bis (V) erfiillt!

I Die Seite AB hat die Linge
a=70cm.

(11) C liegt auf der Mittelsenkrechten p
der Strecke AB.

(III) D liegt auf der Mittelsenkrechten ¢
der Strecke AC.

(IV) A liegt auf der Mittelsenkrechten r

der Strecke BD.

Die Geraden p und g schneiden
sich in einem Punkt S, der auf der
Strecke AB liegt.

Beschreibe deine Konstruktion! Beweise,
daB jedes Viereck, das die geforderten Ei-
genschaften hat, nach deiner Beschreibung
konstruiert werden kann! Beweise, daB je-
des Viereck, das nach deiner Beschreibung
konstruiert wird, die geforderten Eigen-
schaften hat!

Hinweis: Ein Viereck ABCD heilit genau
dann ,nicht iiberschlagen“, wenn die Strek-
ken AB und CD sich nicht schneiden und
die Strecken 4D und BC sich nicht schnei-
den.

240834 Es sei ABC ein rechtwinkliges
Dreieck mit C als Scheitel des rechten
Winkels. In diesem Dreieck sei CS die Sei-
tenhalbierende von AB, CW die Winkel-
halbierende von x ACB und CH die Hohe
auf AB.

Beweise, daB unter diesen Voraussetzun-
gen stets 5 SCW = 4 WCH gilt!

240835 Es sei ABC ein gleichschenkliges
Dreieck mit der Basis AB; deren Linge sei
3cm, der Umfang des Dreiecks betrage
13 cm. Eine Parallele zu AB schneide die
Strecke AC in einem Punkt D zwischen 4
und C sowie die Strecke BC in einem
Punkt E. Der Umfang des Vierecks ABED
betrage 7,4 cm.

Beweise, daB durch diese Voraussetzungen
die Linge der Strecke AD eindeutig be-
stimmt ist, und ermittle diese Lange!

240836 Zwei Motorradfahrer unterneh-
men eine Fahrt, auf der beide die gleiche
Entfernung zuriicklegen. Sie starten gleich-
zeitig und kommen gleichzeitig am Ziel
an. Dabei bendtigt A doppelt so viel Zeit
zum Fahren wie B zum Rasten. B dagegen
fuhr dreimal so lange, wie A rastete.
Welcher der beiden Fahrer hatte die lin-
gere Rastzeit?

™

Olympiadeklasse 9

240931 Beweisen Sie, daBl es keine vier-
stellige Quadratzahl z mit den folgenden
Eigenschaften (1) und (2) gibt!

1) Die erste und die dritte Ziffer
von z sind einander gleich.

2) Die zweite und die vierte Ziffer
von z sind einander gleich.

240932 In einem rechtwinkligen Koordi-

natensystem seien der Kreis k um den Ur-

sprung mit dem Radius 1/2— und die Gerade
g mit der Gleichung y = —x + 10 gezeich-
net.

Ermitteln Sie Gleichungen fiir die beiden
zu g parallelen Tangenten an k!

240933 Es sei ABCD ein regelmiBiges
Tetraeder mit der Kantenldnge a. Der Mit-
telpunkt der Kante 4B sei M, der Mittel-
punkt der Kante CD sei N.

a) Beweisen Sie, daB die Gerade durch M
und N sowohl auf der Geraden g durch 4
und B als auch auf der Geraden h durch C
und D senkrecht steht!

b) Ermitteln Sie den Abstand MN zwi-
schen M und N!



¢) Beweisen Sie, daB fiir jeden Punki X auf
g und jeden Punkt Y auf h der Abstand XY
zwischen X und Y die Ungleichung
XY = MN erfullt!

240934 Bei einer Diskussion in der ma-
thematischen Arbeitsgemeinschaft berich-
tet Norbert, er habe eine Quadratzahl
n?>1 als Summe von n natiirlichen Zah-
len dargestellt, von denen keine zwei ein-
ander gleich waren., Anke meint: ,Es gibt
sogar unendlich viele Quadratzahlen
n?>1, die jeweils als Summe von n natiir-
lichen Zahlen darstellbar sind, unter denen
sich keine zwei gleichen befinden.“ Bernd
fragt: ,Gibt es auch Quadratzahlen n2>1,
die sich als Summe von 2n natiirlichen
Zahlen darstellen lassen, unter denen es
keine zwei gleichen gibt?“

a) Beweisen Sie Ankes Aussage!

b) Beantworten Sie Bernds Frage!

240935 Beweisen Sie, daB fiir die Kathe-
tenldngen a, b und die Hypotenusenlinge
¢ jedes rechtwinkligen Dreiecks die Unglei-
chung a® + b3 < ¢’ gilt!

240936 Es sei AB eine Strecke und P ein
Punkt auf der Verlingerung von BA iiber A
hinaus. Von P werden an alle diejenigen
Kreise, die AB als Sehne haben, die Tan-
genten gelegt.

Beweisen Sie, daB es dann einen Kreis um
P gibt, auf dem die Beriihrungspunkte aller
dieser Tangenten liegen!

Olympiadeklasse 10

241031 In einer Diskussion iiber die An-
zahl von Kurvenschnittpunkten behauptet
Anne, ausgehend vom Beispiel der Kurven
mit den Gleichungen y=cosx und

y =% x2—1: ,Die Kurve ¢ mit der Glei-

chung y =cosx hat mit jeder quadrati-
schen Parabel genau zwei Schnittpunkte.*
Bernd behauptet dagegen: ,Es gibt auch
eine quadratische Parabel, die mit der
Kurve ¢ genau 10 Schnittpunkte hat.“
Untersuchen Sie sowohl fiir Anne als auch
fur Bernds Behauptung, ob sie wahr oder
falsch ist!

241032 Beweisen Sie, dab fiir alle reellen
Zahlen x, die groBer als 1 sind, die folgen-
den Ungleichungen (1) gelten!

2({;+——1/I)<%

<2(yx -Yx-1) 1))

241033 Das Bild und das Arbeitsblatt
zeigen das Bild A'B'C'D’E'F'G’H’ eines

I3 bﬁ'

Ar)

BI

Wiirfels ABCDEFGH in schriger Parallel-
projektion sowie die Bilder M,’, M), M,
der Mittelpunkt M,, M,, M, der Wiirfelkan-
ten DA, DC bzw. DH.

Ein dreiseitiges Prisma, dessen Grundfla-
che M,;M,M, sei, habe als Seitenkanten
Strecken M;N,, M,N, und M,N,, die paral-
lel zu DF verlaufen. Die Deckfliche
N;N,N; des Prismas liege so weit auBer-
halb des Wiirfels, daB das Prisma in sei-
nem Innern den Punkt F enthilt.
Konstruieren Sie auf dem Arbeitsblatt die
Bilder der Schnittlinien, die die Oberfliche
des Prismas mit der Oberfliche des Wiir-
fels hat! Beschreiben Sie lhre Konstruk-
tion, und beweisen Sie, daB eine nach Ihrer
Beschreibung durchgefiihrte Konstruktion
die Bilder aller genannten Schnittlinien er-
gibt!

H

Arbeitsblatt "
| g
£ {
|
[}
X .
|
|
|
.
i
S
Wy -
7 %
\

241034 Jemand sucht natiirliche Zahlen,
die sich als Summe zweier Quadratzahlen
darstellen lassen. Er findet z. B., daB so-
wohl jede der Zahlen 89 und 90 als auch
ihr Produkt 8010 diese Eigenschaft hat.

a) Bestitigen Sie, daB sich jede der Zahlen
89, 90 und 8010 als Summe von jeweils
zwei Quadratzahlen darstellen 1dBt!

b) Beweisen Sie den folgenden allgemei-
nen Satz!

Wenn s und ¢ jeweils eine natiirliche Zahl
mit der Eigenschaft ist, sich als Summe
von zwei Quadratzahlen darstellen zu las-
sen, dann hat auch stets die Zahl s - t diese
Eigenschaft.

241035 a) Zeichnen Sie ein beliebiges
Dreieck ABC, verlingern Sie AC iiber C
hinaus bis zu demjenigen Punkt C’, fiir den
AC =3-4C ist, und konstruieren Sie auf
BC’ denjenigen Punkt Y, flr den
BY =2-CY gilt! Der Schnittpunkt von AY
mit BC sei X.-

b) Beweisen Sie, daB die in a) verlangte
Konstruktion fiir jedes Dreieck ABC auf
denselben Wert des Verhiltnisses BX : CX
fihrt!

Ermitteln Sie diesen .Wert!

241036 Man ermittle fiir jede Funktion f,

die die folgenden Eigenschaften (1), (2)
und (3) hat, die Funktionswerte f(0), f(—1)

und f (%) .

[€))] Die Funktion f ist fiir alle
reellen Zahlen definiert.

2) Es gilt f(1) = 2.

3) Fiir alle reellen Zahlen ¢ und b

gilt f(a + b) = f(a) f(b).

Olympiadeklassen 11/12

241231 Man emmittle die ersten sechs
Glieder ay, a,, ..., a¢ von allen denjenigen
Folgen (a,) reelier Zahlen, die die nachste-
henden Eigenschaften (1) bis (5) haben:

) Es gilt a, = —%.

) Es gilt as=3.

3 a,, a,, as, a4 sind (in dieser
Anordnung) Glieder einer
arithmetischen Zahlenfolige.

4) a,, as, ag sind (in dieser
Anordnung) Glieder einer
geometrischen Zahlenfolge.

(5) Die Summe der ersten sechs Glie-

der

der Folge (a,) betrigt 12—3

241232 Man beweise: Wenn die Seiten-
lingen eines Dreiecks ABC nicht kleiner

als J3_ und nicht gréBer als 2 sind, dann
gilt:

a) ABC ist ein spitzwinkliges Dreieck.

b) Die Lingen der H6hen des Dreiecks
ABC sind nicht kleiner als 1/5_ .

Von den nachstehenden Aufgaben
241233A und 241233B ist genau eine aus-
zuwihlen und zu 16sen:

241233A Man ermittle alle Funktionen f

mit den folgenden Eigenschaften:

) f ist fur alle rationalen Zahlen
definiert.

2) Es gilt f(1)=1.

3) Fiir alle rationalen Zahlen x

und y gilt

fx+y)=fx)+f)

+xy(x+y).

241233B Man ermittle zu jeder geraden
natiirlichen Zahl n =2 alle reellen Losun-
gen x der Gleichung
x(x+1D)(x+2)-...-(x+n-1)
=(x+n)(x+n+)(x+n+2) ...
(x+2n-1).

241234 Man ermittle alle diejenigen reel-
len Zahlen z mit 1 £z =5, die die Bedin-
gung erfiillen, daB die Gerade mit der Glei-,
chung y = % x + z und die Parabel mit der
Gleichung y=2x? mindestens einen
Schnittpunkt mit ganzzahliger Abszisse ha-
ben.

Zu jeder Zahl z, die diese Bedingung er-
fiillt, gebe man - fiir die betreffende Ge-
rade und die Parabel — die Koordinaten
aller Schnittpunkte mit ganzzahliger Ab-
szisse an.

241235 Man ermittle alle diejenigen Tri-
pel (a,b,c) positiver natiirlicher Zahlen,
fur die

a®+ b¢ = abc

gilt.

241236 Man emittle alle diejenigen na-

tiirlichen Zahlen n, fiir die

99" + 101" > LN 100"

25 (6Y)
gilt.
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Mathe-Quiz.

ali)ha stellt zu dem auf der III. Umschlag-
seite dieses Heftes geschildertern Mathe-
Quiz einige Aufgaben vor:

Ala Auf einer Wiese weiden Kiihe,
Schafe und Ginse. Es gibt mehr Schafe als
Ginse. Die Schafe und die Ginse haben
zusammen 100 K6pfe und Beine. IThre An-
zahl ist dreimal so groB wie die der Kiihe.
Wieviel Kithe weiden auf der Wiese?

A2 A Das gegebene Viereck ist so in ein
flichengleiches Dreieck umzuwandeln,
daB eine Ecke im Punkt 4 liegt!

A3a Ein Band von 25m Lénge und
0,1 mm Dicke wird fest auf ein Papprohr
aufgerollt. Man erhidlt eine Rolle mit
einem Durchmesser von 1dm.

Wie groB ist der Durchmesser des Rohres?

A4 A Gegeben sei ein Rechteck mit den
Seitenldngen 4 cm und 25 cm. Es ist so in
drei Teile zu zerschneiden, daB man aus
diesen Teilen ein Quadrat zusammenset-
zen kann.

AS5A Beiecinem mathematischen Tumier
wurden 30 Fragen gestellt. Fiir jede richtige
Antwort wurden 7 Punkte vergeben, bei je-
der falschen Antwort wurden 12 Punkte ab-
gezogen.

Wieviel richtige Antworten hatte ein Teil-
nehmer gegeben, wenn er am Ende
77 Punkte erhielt?

A6Aa Auf der Hypotenuse AB des
Dreiecks ABC werden zwei Punkte K und
M so festgelegt, daB AK =AC und
BM =BC.

Beweise, daB 4 MCK = 45°!

A7a Beweise: Wenn keine der natiirli-
chen Zahlen n — 1, n, n + 1 durch 5 teilbar
ist, dann 148t sich n? + 1 durch 5 ohne Rest
teilen.

A84a Zerschneide ein Rechteck mit den
Seitenldngen 16 cm und 9cm so in zwei
Teile, daB man daraus ein Quadrat zusam-
mensetzen kann.

A94a Ein Schiiler hat ein Buch in drei
Tagen durchgelesen. Am ersten Tag las er
0,2 des ganzen Buches und 16 Seiten dazu.
Am zweiten Tag las er 0,75 der restlichen
Seiten und die letzten 30 Seiten.

Wieviel Seiten hat das Buch?

A 10 A Beweise den Satz: Wenn zwei na-
tiirliche Zahlen bei der Division durch eine
dritte Zahl denselben Divisionsrest erge-
ben, dann 148t sich die Differenz dieser
Zahlen ohne Rest durch die dritte Zahl tei-
len.

Alla Zeichne den Graph der Funktio-
nen

[x]

y=ry=lxl-x

58 - alpha, Berlin 19 (1985) 3

,Poisson gab
augenblicklich
die Losung*
Umfiillaufgabe

Am 16. Dezember 1850 trug der franzosi-
sche Physiker und Astronom Frangois
Arago in einer Sitzung der Pariser Akade-
mie der Wissenschaften die Biographie sei-
nes Landsmannes Siméon-Denis Poisson
(1781 bis 1840) vor. Er berichtete auch
iber die Jugendjahre Poissons:

»Eines Tages versammelte sich die Fami-
lie, um den Beruf zu wihlen, den man ihn
ergreifen lassen wollte. Man dachte anfing-
lich daran, ihn Notar werden zu lassen,
legte diesen Plan aber einstimmig beiseite,
weil er zu groBe geistige Anstrengung erfor-
dere. ... Die Chirurgie erhielt den Vorzug
vor dem Notariat, und Poisson begab sich
zu einem Onkel ..., welcher in Fontaine-
bleau (Stadt siidostlich von Paris) diese
Kunst ausiibte. ... Auf einer seiner Reisen
nach Fontainebleau erzihlte ihm sein
Freund Vanneau von mehreren Aufgaben,
welche er auf der (dortigen) Zentralschule
hatte vorlegen horen, zum Beispiel die fol-
gende:

Ala Es hat jemand ein Gefdf8 voll Wein,
welches zwolf Maf hdlt. Er will die Hdlfte da-
von, also sechs MapB verschenken, hat aber,
um diese sechs MaB abzumessen, nur zwei Ge-
faPe, das eine zu acht, das andere zu funf
Map. Wie hat er zu verfahren, um in das Ge-
fap, welches acht Map hdlt, sechs Ma zu
schiitten? -
Poisson gab augenblicklich die Losung die-
ser Frage, und noch anderer, welche man
ihm vorlegte. Er hatte seinen wahrhaften
Beruf gefunden.“

Mit 17 Jahren bestand Poisson glinzend
die Priffung zur Aufnahme in die Pariser
Polytechnische Schule. Spiter sollte er an
dieser 1794 gegriindeten Schule, die sich
mehr und mehr zum wissenschaftlichen
Lehrzentrum FEuropas entwickelte, seine
Wirkungsstitte als hervorragender Mathe-
matiker finden.

A2 A Das idlteste Beispiel fiir eine Um-
fiilllaufgabe stammt aus den ,Annales Sta-
denses“ (13.Jh.): Der Inhalt zweier mit Wein
gefiillter Kriige von 5 und 3 Mag soll halbiert
werden, wobei noch ein leerer Krug von 8 Maf
zur Verfiigung steht.

H. Pieper

Johannes von Gmunden

Johannes von Gmunden wurde um 1384 in
Gmunden (Traunsee) geboren und starb
am 23.2.1442. In jenem Frithstadium der
europiischen Universititen, als diese fast
vollig der Kirche unterstellt, von Geistli-
chen betrieben und auf die Ausbildung
von Theologen gerichtet waren (die freilich
auch in juristischen, medizinischen und
anderen flr die Kirche niitzlichen Kennt-
nissen unterwiesen wurden), war Johannes
von Gmunden einer der ersten Magister, die
sich auf mathematische Lehrveranstaltun-
gen spezialisierten. Er lehrte ab 1412 an
der 1365 gegriindeten Wiener Universitit
Arithmetik, Kalenderrechnung, Optik,
Astronomie und deren mathematische
Hilfsmittel. Ein von ihm verfaBtes Werk
Tractatus de minutiis physicis beschiftigte
sich mit der Arithmetik auf der Grundlage
sexagesimal (d. h. in einem Positionssy-
stem mit der Basis 60) dargestellter Zahlen,
wie -ie heute noch in der Winkelmessung
und zum Teil in der Zeitunterteilung ver-
wendet werden. Johannes von Gmunden
kritisierte die Unzulinglichkeit der um
1260 auf Befehl Alfons X. von Kastilien be-
rechneten astronomischen Tabellen, der
sogenannten alfonsinischen Tafeln. Deren
Neubearbeitung wurde dann von seinem
Schiiler Georg Peurbach (1423 bis 1461)
und dessen Schiiler, dem beriihmten Ma-
thematiker Regiomontanus (1436 bis 1476),
durchgefihrt.

So erfillte J. von Gmunden eine der wesent-
lichsten Bedingungen, die heute an die er-
folgreiche Tiitigkeit eines Wissenschaftlers
gestellt werden: Er verstand es, erfolgreiche
Schiiler heranzubilden, die die von ihm ge-
wiesene Richtung weiterflihrten. (Ein Bild
von Johannes von Gmunden ist nicht iiber-
liefert. Zum als Markenmotiv gewidhiten
Astrolabium vgl. alpha 1983, Heft 3.)

P. Schreiber



Silbenriitsel, Klasse 8 (Seite 10):

1. Funktion, 2. Umkehrung, 3. Nullstelle, 4. Kathete,
5. Tangente, 6. Isobare, 7. Operation, 8. Nebenwinkel,
9. Seitenhalbierende, 10. Wertetabelle, 11. Exponent,
12. Rauminhalt, 13. Thales, 14. Elle. Losungswort:
Funktionswerte.

Silbenriitsel, Klasse 9 (Seite 11):

1. GrundriB3, 2. Loésung, 3. Euklid, 4. irrational,

5. Cavalieri, 6. Hyperbel, 7. Umkehrfunktion,

8. Normalform, 9. Giga, 10. Speicher, 11. Scheitelpunkt,
12. Ypsilon, 13. Symmetrie, 14. Tangente,

15. Exponentialgleichung, 16. Menge. Losungswort:
Gleichungssystem.

Ritselstern, Klasse 9 (Seite 12):

1. Parabel, 2. negativ, 3. Einheit, 4. Viertel, 5. relativ,
6. digital, 7. Basis, 8. Binom, 9. Monat, 10. Basel,
11. Sehne, 12. Eniac, 13. Potenz, 14. Knoten,

15. Beweis, 16. Ziffer, 17. Nenner, 18. Vektor.

Silbenritsel, Kiasse 10 (Seite 14):

1. windschief, 2. Intervali, 3. Nonius, 4. Kosinus,

5. Eintafelprojektion, 6. Logarithmus, 7. Funktionswerte,
8. ungerade, 9. Numerus, 10. Kathete,

11. Trigonometrie, 12. Ikosaeder, 13. orthogonal,

14. Nullstelle. Losungswort: Winkelfunktion.

Diese neun Fachritsel stammen aus der Feder von
Diplomlehrer Lutz Clausnitzer, OS Obercunnersdorf. Sie
wurden an der dortigen Oberschule im Unterricht und
in der auBerunterrichtlichen Titigkeit eingesetzt.

16

Silbenritsel ab Klasse 10
de — der - e — ein — fel — funk — ga — ge — go — go —
i—jek —in ~ ka — ko - ko — le ~ lo — me ~ me -
mus ~ nal - ni - no - no — nu - null - nus - on -
ons — Or — pro — ra — rith — rus — sa — schief — si -
stel — ta — te — te — ter — the — tho — ti — ti — tri —
trie — un — us - vall — wer — wind

. Lagebeziehungen zweier Geraden im Raum,

. Strecke auf der Zahlengeraden,

. Hilfsskale, z. B. eines MeBschiebers,

. Winkelfunktion,

. zeichnerische Darstellung auf einer Projektionstafel,

. diejenige gesuchte Zahl ¢, mit der eine gegebene
Zahl a potenziert werden muB, um eine ebenfalls
geg. Zahl b darzustellen,

. Elemente des Wertebereichs einer Funktion,

. Eigenschaft aller nicht ohne Rest durch 2 teilbaren
natiirlichen Zahlen,
9. Bezeichnung der Zahl b (siehe 6.),

10. Seite im rechtwinkligen Dreieck,

11. Dreiecksberechnung als mathematische Disziplin,

12. regelmiBiger Polyeder (Zwanzigflichner),

13. senkrecht,

. die Abszisse der Punkte, in denen eine Kurve die
Abszissenachse schneidet.

Die Anfangsbuchstaben der 14 Begriffe verkorpern in

gegebener Reihenfolge Funktionen eines bestimmten

Typs.

14

AN B W N
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1.

. ——— Vorsatz fiir Einheiten,

10.
11.
12.

WooaUnbew N

Uhrzeigersinn:
Einheit der Masse,
1
1000

. Teil eines Dreiecks,
. bei Edelsteinen noch iibliche Masseeinheit,
. Teil eines jeden MeBgerites,

Zahlwort (g.8.T. v. 42 u. 78),

. griechischer Buchstabe,
. Verneinung,
. MeBgerit der Zeit,

Zahlwort (kleinste zweistellige Primzahl),
griechischer Buchstabe,
kurze Sprechweise fiir ein Gleichheitszeichen.

Radial (gemeinsamer Endbuchstabe):

1.

2
3.
4

w

geometrisches Grundelement,

. Einheit der Zeit,

Einheit der Zeit,

. durch gleichen Abstand von einem Punkt M

gekennzeichnete Punktmenge der Ebene (Mehrzahl),

. Position einer Grundziffer in einer Dezimalzahl,
. Veranschaulichung eines geometrischen Sachverhalts.
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Kreisritsel ab Klasse 6

]
5/

L[]

Losungen

Kreisritsel Klasse 6 (Seitc 2):

Im Uhrzeigersinn: 1. Gramin, 2. Milli, 3. Seite, 4. Karat,
5. Skale, 6. sechs, 7. rho, 8. nic, 9. Uhr, 10. elf, 11. eta,
12. ist.

Radial: 1. Gerade, 2. Minute, 3. Stunde, 4. Kreise,

5. Stelle, 6. Skizze.

Silbenriitsel, Klasse 6 (Seite 4):

1. proportional, 2. AuBenwinkel, 3. Rhombus,

4. Arithmetik, 5. Lichtjahr, 6. Liter, 7. Einheit,

8. Lineal, 9. Ordinate, 10. Gamma, 11. Rechteck,

12. Abbildung, 13. Multiplikation, 14. Million.
Losungswort: Parallelogramm.

Silbenriitsel, Klasse 7 (Seite 5):

1. Geometrie, 2. Losung, 3. Element, 4. Inkreis,

5. Computer, 6. Hexaeder, 7. Umklappung, 8. Nenner,
9 Gleichung, 10. Sekante, 11. Liufer, 12. Erweitern,
13. Hohe, 14. RiBachse, 15. Exponent. Lésungswort:
Gleichungslehre.

Kreisriitsel, Klasse 7 (Seite 6):

Im Uhrzeigersinn: 1. Zunge, 2. Waage, 3. Alpha,

4. Sehne, S. Meter, 6. Menge, 7. Rad, 8. rot, 9. Hub,
10. mal, 11. Tag, 12. Dyn. Radial: 1. Zirkel, 2. Wurzel,
3. Achtel, 4. Symbo}, 5. Mittel, 6. Modell.

Doppelkreuze, Klasse 8 (Seite 8):
1. Deka, 2. Null, 3. Punkt, 4. Radius, 5. Gerade,
6. Kreis, 7. Ries, 8. Tera, 9. Kegel, 10. Gesetz,
11. Stunde, 12. Kugel, 13. Bild, 14. Mega, 15. Meile,
16. Lineal, 17. falsch, 18. Glied.
15

Silbenritsel ab Klasse 6
a — ab — al - au - bil — bus - di - dung — eck - ein
— gam — heit — jahr — ka — kel - 1i - li - li — licht -
ma — me — mil — mul - na — nal - ne - 0 — on — on
- or — pli — por — pro - recht — rhom - rith - Ben -
te — ter — ti — ti — ti — tik — win

. verhiltnisgleich,

. Nebenwinkel des Innenwinkels eines Dreiecks,

. Viereck, dessen Seiten gleich lang sind,

. Teilgebiet der Mathematik,

in der Astronomie verwendete Lingeneinheit,

. Volumeneinheit,

. Bestandteil einer physikalischen GroBe,

. Hilfsgeriit zum Zeichnen,

. Achse eines rechtwinkligen Koordinatensystems,
10. griech. Buchstabe,

11. Viereck, dessen Innenwinkel rechte Winkel sind,
12. Zuordnung,

13. Grundrechenoperation,

14. Zahiwort (10°).

I N N N

Die Anfangsbuchstaben der 14 Begriffe liefern in
gegebener Reihenfolge die Bezeichnung einer Figur.

—

. graphische Darstellung einer quadratischen
Funktion,

. Eigenschaft von Zahlen x <0,

. Bestandteil einer physikalischen Grofie,

. Teil eines Ganzen,

. soviel wie ,verhiltnismiBig“,

. mit Hilfe von Ziffern dargestellt,

. Seite eines gleichschenkligen Dreiecks,

. zweigliedriger Term,

. Einheit der Zeit,

. Geburtsort des Mathematikers Leonhard Euler (1707

bis 1783),

11. Strecke, deren Randpunkte auf der Peripherie eines
Kreises liegen,

12. erster programmgesteuerter elektronischer Rechner
(USA 1946),

13. Term mit einem Exponenten,

14. veraltete, nur in der Seefahrt zuldssige
Geschwindigkeitseinheit,

15. Beleg fur die Aligemeingiiltigkeit einer Aussage,

16. Zahlzeichen,

17. Teil eines Bruches,

18. gerichtete physikalische GroBe.

OOV NAUL A WN

—
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ab Klasse 9

Ritselstern

12

—

Silbgnréitsel ab Klasse 7

ach — chung — com — der — e — e — er — ex — fer — ge

— glei — he — he -~ h6 - in — kan — klap — kreis — ldu

— le -~ 10 — me — ment — nen — nent — ner — 0 — po —

pu - pung - ri — se — se — sung — te — ter — term —

trie — um — wei — xa
1. Teilgebiet der Mathematik,
2. Element der Lésungsmenge einer Gleichung oder
Ungleichung,
3. in einer Menge vertretenes Objekt,
4. alle Seiten eines Dreiecks beriihrender Kreis,
5. engl. Bezeichnung fiir elektronische Rechner,
6. Wiirfel,

7. Methode zur Bestimmung der wahren Léinge einer
in senkrechter Ein- oder Zweitafelprojektion
gegebenen Strecke,

8. Teil eines Bruches,
9. zwei durch Gleichheitszeichen verbundene Terme,

10. eine Gerade, die einen Kreis schneidet,

11. Teil des Rechenstabes,

12. Multiplikation von Zihler und Nenner mit
derselben Zahl,

13. Lot vom Eckpunkt eines Dreiecks auf die
gegeniiberliegende Seite,

14. durch Grund- und AufriBebene erzeugte
Schnittgerade,

15. Hochzahl.

Die Anfangsbuchstaben der 15 Begriffe ergeben in
vorgelegter Reihenfolge ein Teilgebiet der Mathematik.

5

Silbenritsel ab Klasse 8

ba - bel — ben - bie — de - el — ex — funk - gen -
hal - halt - i -in - ka — keh — kel ~ le — le — le —
les - ne —nent - nuli-0-on-on-pe—-po-ra
— raum - re — ren — rung — sei — so — stel — ta — tan
- te — te — te — ten — tha — the — ti — ti ~ um - wer
- win

—

. eindeutige Abbildung,
2. durch Vertauschen von Voraussetzung und
Behauptung eines Satzes entstehende Aussage,
3. Element des Definitionsbereiches, dem der
Funktionswert Null zugeordnet wird,
4. Seite eines rechtwinkligen Dreiecks,
5. einen Kreis beriihrende Gerade,
6. Orte gleichen Luftdruckes verbindende Linie,
7. Verfahren, Rechenart,
8. Supplementwinkel,
9. Gerade durch den Eckpunkt eines Dreiecks und den
Mittelpunkt der Gegenseite,
10. Darstellungsform fiir Funktionen,
11. Teil einer Potenz,
12. Volumen,
13. griechischer Philosoph und Mathematiker (um 624
bis 547 v.u.Z.),
14. alte deutsche Léngeneinheit.

Die Anfangsbuchstaben der 14 Begriffe ergeben der
Reihe nach gelesen die Elemente der Menge des
Wertevorrates.

10

Im Uhrzeigersinn:
1. Teil des Rechenstabes,
2. MeBgeriit fiir die Masse eines Kdrpers,
3. griechischer Buchstabe,
4. Strecke, deren Randpunkte auf der Peripherie eines
Kreises liegen,
. Einheit der Linge,
. Zusammenfassung von Objekten mit gemeinsamer
Bigenschaft,
7. Teil eines Wagens,
. eine Farbe,
9. Kolbenweg (zum Beispiel bei Pumpen oder
Verbrennungsmotoren),
10. kurze Sprechweise fiir das Operationszeichen der
Multiplikation,
11. Einheit der Zeit,
12. veraltete Krafteinheit.

[= V. |

o0

Radial (gemeinsamer Endbuchstabe):

1. Zeichengeriit,

2. Operationszeichen fiir das Radizieren,

3. Teil eines Ganzen,

4. Zeichen (z. B. fir eine Variable oder ein chem.
Element,

5. Durchschnittswert,

6. maBstabgerechtes Abbild eines Kdrpers.
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Kreisritsel

10

ab Klasse 7

| ]
5/

Silbenriitsel ab Klasse 9

al - bel — ca - cher — chung — ¢ — eu - ex — form -

funk — ga - ge — gen — gi — glei — grund — hy - ir -

kehr - klid — 1li - lon — 16 — mal — me — men — nal —
nen — NOr — 0 — on — per — po — punkt — ra — ri — riB
- schei - si — spei — sung — sym — tan — te — tel — ti
- ti - ti - trie — um - va - yp

1. senkrechte Parallelprojektion auf eine waagerechte
Projektionstafel,

2. jede Zahl, die eine Gleichung erfiillt,

3. griechischer Mathematiker (um 300 v.u.Z., faBte
math. Wissen seiner Zeit im Werk Elemente
zusammen), 4. nicht rational,

5. italienischer Mathematiker (gest. 1647), 6. Graph
von Potenzfunktionen mit negativen Exponenten,

7. durch Vertauschen des Wertebereiches mit dem

Definitionsbereich einer Funktion entstehende
Abbildung, 8. Gestalt einer quadratischen
Gleichung, 9. 10° (Vorsatz fir Einheiten),
Einrichtung elektronischer Rechner zum
Aufbewahren von Zahlen oder Befehlen,
markanter Punkt einer Parabel, 12. vorletzter
Buchstabe des Alphabets, 13. Eigenschaft mancher
Figuren und der Graphen mancher Potenz-
funktionen, 14. Gerade, die eine Kurve beriihrt,
Bestimmungsgleichung, in der die Variable
Exponent ist, 16. Zusammenfassung von Objekten.
Die Anfangsbuchstaben der 16 Begriffe bezeichnen in
gegebener Reihenfolge einen fiir viele Sachaufgaben
geeigneten Losungsansatz.

10.

11.

15.

11

)

Doppelkreuze

ab Klasse 8
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. 10* (Vorsatz fiir Einheiten), -

. Zahlwort (diese Zahl darf niemals Divisor sein),

. geometrisches Grundelement,

. halber Durchmesser eines Kreises,

. geometrisches Grundelement,

. ebene Figur,

. dt. Rechenmeister (um 1492 bis 1559),

. 10" (Vorsatz fiir Einheiten),

. Korper,

. allgemeingiiltige Aussage,

. Zeiteinheit,

. Korper,

. einem Original zugeordnetes Objekt,

. 10% (Vorsatz fir Einheiten),

. veraltete, nur noch in der Seefahrt erlaubte
Lingeneinheit,

. Zeichengerit,

. Wahrheitswert einer Aussage,

. Teil einer Folge.

[ -
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Dr. T. Rother
Jahrgang 1946

Im Jahr 1946 wurde ich als letztes von fiinf
Kindern in einem kleinen Dorf bei Leipzig
geboren. Auch wenn ich meinem Eltern-
haus sehr, sehr viel verdanke — mit Mathe-
matik hatten sie beruflich (meine Mutter
war Krankenschwester, mein Vater Pfarrer)
nichts zu tun und wohl auch sonst wenig
im Sinn. Sicher war es in dieser Zeit sehr
schwierig, die Brotration so unter sieben
Menschen zu verteilen, daB zumindest alle
hinterher weniger Hunger hatten. Aber das
war wohl am wenigsten ein mathemati-
sches Problem.

Ich selbst kann mich an diese schweren
Jahre nicht mehr erinnern. Als dann meine
Eltern 1950 in das Erzgebirge verzogen,
gab es wieder genug zu essen.

Mit finf Jahren wurde ich sehr schwer
krank und war es noch, als die mit mir
gleichaltrigen Kinder in die Schule kamen.
So fand fiir mich der Schulanfang im Kran-
kenhaus und ohne Zuckertiite statt. Lesen,
Schreiben und Rechnen habe ich so im
Bett erlernt. Erst kurz vor Ende des ersten
Schuljahres durfte ich normal die Schule
besuchen und wieder meinen Lieblingsbe-
schiftigungen nachgehen: Das waren da-
mals das FuBballspielen und das Basteln
mit allem, was mir in die Finger kam.
Wihrend mir der FuBball auBer SpaBl nur
eine gute Sportzensur gebracht hat, sehe
ich heute in meiner Bastelleidenschaft von
damals einen wesentlichen Impuls fiir
meine persénliche Entwicklung. Die Be-
schiftipung mit mechanischem bzw. elek-
trischem Spielzeug ist ja wohl nichts ande-
res als spielerisch angewandte Physik, und

in jedem physikalischen Problem steckt oft
ein mathematisches. Es war damit flir mich
noch bis zur 11.Klasse der Erweiterten
Oberschule unerschiitterliche Absicht, Phy-
siker oder Mathematiker zu werden.

Im Jahre 1959 kam ich mit meinen Eltern
in die Messestadt und bin seitdem Leipzi-
ger. Hier nahm ich in der achten Klasse
auch erstmals an der Kreisolympiade Jun-
ger Mathematiker teil, allerdings ohne
durchschlagenden Erfolg. Aber ein Freund
und Klassenkamerad von mir belegte fast
regelmiBig vordere Plitze, was mich mogli-
cherweise gewurmt, auf jeden Fall aber
auch in meinem Ehrgeiz angestachelt hat.
So habe ich dann mit teilweise verbisse-
nem Eifer versucht, zu Hause Olympiade-
aufgdben zu ldsen. Diesbeziiglich entwik-
kelte sich auBerdem innerhalb von flinf
befreundeten  Klassenkameraden  (wir
nannten uns bescheiden Bofschaft) ein
Wettbewerb, und es war bei uns geradezu
Mode, in Mathe vorn zu sein. Auch wenn
sich unser Ehrgeiz auf dieses Fach be-
schrinkte (sicher "auch ein Ergebnis des
ausgezeichneten Unterrichts unseres Ma-
thematik- und Physiklehrers), so hat uns
dieser Wettbewerb sicher gefordert und an-
gespornt.

Wesentlich beeinfluBt durch meinen ilte-
ren Bruder, der bereits Arzt geworden war,
habe ich mich entgegen meinen fritheren
Absichten in der 11. Klasse fiir das Medi-
zinstudium entschieden. Damit glaubte ich
endgiiltig, daB die Mathematik fiir mich
nur noch Hobby-Wert haben wiirde. Viel-
leicht hat das mit zu der nétigen Unbefan-

genheit beim Herangehen an ein mathema-
tisches Problem gefiihrt (es gab ja fir mich
keinerlei Erfolgszwang mehr), mit der ich
in der 12. Klasse erst- und altershalber letzt-
malig relativ  erfolgreich an der
Mathematikolympiade teilnahm. Ich wei
noch, daB ich bei der Bezirksolympiade be-
reits eine Stunde vor dem Abgabetermin
am Ende mit meinem Latein war und darum
Kaffeetrinken gegangen bin. Ich war tber-
zeugt, daB weitere Bemiihungen sowieso
fruchtlos seien. Irgendwelche Hoffnungen
auf einen vorderen Platz hatte ich natiir-
lich erst recht nicht. Zu meiner Freude und
Uberraschung wurde ich zweiter in meiner
Klassenstufe, was gleichbedeutend war mit
einer Fahrkarte nach Berlin zur DDR-
Olympiade. Auch wenn dort keine Lorbee-
ren fir mich zu holen waren, denke ich
noch sehr gern an die Tage am Werbellin-
see zuriick. AuBerdem war es in meinen
Augen ein ganz wiirdiger Abschlufl meiner
Karriere als Junger Hobby-Mathematiker.
Ich studierte dann von 1966 bis 1972 Me-
dizin an der Karl-Marx-Universitit und ab-
solvierte bis 1977 meine Facharztausbil-
dung an einer groBen Betriebspoliklinik.
Ich hatte jedoch zu friih der Mathematik
ade gesagt. Schon die Arbeit an meiner
Dissertation zum Dr. med. brachte mich zu
ihr zurick. Ich promovierte iiber ein
Thema zur computergestiitzten Diagnose und
muBte mich intensiv mit Fragen der For-
malen Logik, der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung und der Rechentechnik beschiftigen.
Ich bin iiberzeugt, daB ich diese Probleme
ohne Olympiade-Training nie auch nur eini-
germaBen bewiltigt hitte. Angeregt durch
diese Arbeit am Institut fiir Biophysik der
Universitdt Leipzig habe ich nach Ab-
schluB meiner Facharztausbildung eine
Titigkeit als wissenschaftlicher Assistent
an dieser Einrichtung begonnen. Selbstver-
stindlich habe ich an diesem Institut in er-
ster Linie medizinische Probleme zu bear-
beiten, aber natiirlich immer im Zusam-
menhang mit der speziellen wissenschaftli-
chen Zielstellung dieses Instituts. Das
bedeutet aber stets Berithrung mit der Ma-
thematik, so daB spitestens hier meine frii-
here Begeisterung fiir diese Wissenschaft
sich unmittelbar vortetlhaft auf meine Ti-
tigkeit auswirkt ~ wie ich glaube, ganz si-
cher auch ein Erfolg der Olympiadebewe-
gung und besonders derer, die sie ins
Leben gerufen haben.

Seminaraufgabe: Ein Teilchen mit der
Dichte or = 1,2 Ci + bewegt sich im Was-

ser in einer Zentrifuge mit der Geschwin-
digkeit v nach auBen.
Welche Dichte gr miiBte ein geometrisch
identisches Teilchen haben, damit es unter
sonst gleichen Bedingungen mit der glei-
chen Geschwindigkeit v nach innen wan-
dert?
Die Formel flir die Teilchengeschwindig-
keit v lautet:

_ snz.nz.R.,z
v= _——917

Dr. Rother mit Medizinstudenten
beim biophysikalischen Praktikum
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In freien Stunden - alpha-heiter

Aus: Sputnik, Moskau

Zahlenquadrat

Setze in die leeren Felder natiirliche Zahlen so ein,

da3 wahre Aussagen entstehen!
Kathrein Scholz, Groitzsch (KI. 7)

Beachte: Es ist in der angegebenen Reihenfolge zu rechnen und
nicht nach der Regel: Punktrechnung vor Strichrechnung.

é|: + =7
— Z/K
77K
— 6‘ B :5
/'.
— + 4_ =
WS VA W
Labyrinth

Finde ohne Umwege einen Ausweg aus dem Laby-
rinth! Starte im mittleren weiBen Feld, umschiffe
die Inseln, und versuche, in das weiBe Feld oben zu
kommen! Magazin, Berlin

Rationalisiertes Lineal

Ein Stab von 20 cm Linge soll zur Messung der
Langen von 1 mm bis 200 mm benutzt werden.

Es ist eine moglichst geringe Anzahl von Teilstri-
chen festzustellen, die die Messung der Lingen von

1 mm bis 200 mm in einer Ablesung ermdglichen.
Dr. W. Lorenz, Leipzig
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Eine interessante Beziehung

2 1 2\, 1 4 1 _4+3 7

Trr-tme () e3oger-t oy
1,2 1,2 1+6 7

Aberauch(—3-) +?—?+?——9——9

Die Summe ist die gleiche, wenn man den ersten
Term quadriert und den £weiten addiert und-wenn
man den zweiten Term quadriert und den ersten ad-
diert.
Hier ist ein weiteres Beispiel flir den Fall,
wo 0,12 + 0,88 = 1. Dann ist

0,122 + 0,88 =0,0144 + 0,88 = 0,8944
bzw. 0,882+ 0,12 =0,7744 + 0,12 = 0,8944.
Die beiden Summen sind wiederum gleich.
Versuche, dhnliche Beziehungen mit anderen Zah-
len herzustellen! Erhiltst du stets die gleichen Sum-
men? Kannst du dies begriinden?

Zahlenpaare und Zahlentripel gesucht

® Zu ermitteln sind alle Zahlenpaare (a, b) natiirli-
cher Zahlen a, b, die die Gleichung

ab+ a+ b+ 1=1985 erfillen!

® Zu ermitteln sind alle Tripel (a, b, ¢) natiirlicher
Zahlen a, b, c, die die Gleichung
abc+ab+ac+bc+a+b+c+1=1985

erflillen! Oberlehrer Ing. K. Koch, Schmalkalden
Was soll das bedeuten?
b REIS d
) E EJ D DR ¢ g s 9
REIS REIS
N REIS REIS
D REIS

Oberlehrer H. Pdtzold, Waren/Miiritz
Gleichungen gesucht

A B X BC = DEF
+ + :
GCC: BC= E
GDE - CF=GBF
Aus der Kreislehre

In einen gegebenen Kreis (Mittelpunkt M, Radius
R) sind sechs Kreise gleicher GroBe so einzuzeich-
nen, daB sie den gegebenen Kreis von innen und
einander paarweise beriihren. Man ermittle den Ra-
dius r dieser 6 Kreise! Dr. G. Hesse, Radebeul

Ing. A. Korner, Leipzig



Aus der Praxis PPN
AT el S

® Beim Picknick konnte man 14 Fahrrider zidhlen.
Die kleinen Kinder kamen auf Dreirddern und die
groBeren Kinder auf Zweirddern. Fred stellte fest,
daB die Anzahl der Rider 38 betrug.

Wieviel kleine Kinder kamen auf Dreiridern?

® , Guten Tag! Wie spit ist es?“

,Ganz einfach! Addiere ein Viertel der Zeit von
Mittag bis jetzt zur Hélfte der Zeit von jetzt bis Mit-
tag!“

o Ein Glas Pfirsiche kostet 2,45 M. Der Inhalt ko-
stet 1,85 M mehr als das Konservenglas. Wieviel ko-

sten die Pfirsiche?
Aus: The Australian Mathematics Teacher

Schiebespiel

Auf die Felder 1 bis 10 sind neun Steine, mit 1 bis
9 numeriert, in beliebiger Ordnung zu setzen. Es
bleibt ein Feld leer. Die Steine sollen durch Ver-
schieben in die geordnete Folge von 1 bis 9 ge-
bracht werden. Die Felder A, B, C, D kénnen vor-

iibergehend benutzt werden.
Oberlehrer O. Chromy, Coswig

»Er will unbedingt Architekt werden!“
W. Moese, aus Wochenpost

Ohne Worte

Lothar Otto, aus: Eulenspiege!

Gute Beobachtungsgabe gefragt
Ordne die Reiter den Rennpferden zu!

Aus: Fiiles, Budapest

Aus: Fiiles, Budapest

J M Len
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XXIV. Olympiade

Junger Mathematiker |,

der DDR

Losungen zu Aufgaben
der Kreisolympiade

Olympiadeklasse 5

240521 Aus (2) und (3) folgt, daB die
Volleyballspielerin weder Marion noch Pe-
tra ist. Nach (1) ist also Ruth die Volley-
ballspielerin und somit die Tischtennis-
spielerin nicht Ruth. Nach (4) ist sie auch
nicht Marion. Also ist Petra die Tischten-
nisspielerin. Nochmals wegen (1) verbleibt
daher fiir Marion die Sportart Schwimmen.
Damit ist bewiesen, daB die Verteilung der
Sportarten durch (1), (2), (3), (4) eindeutig
bestimmt ist.

240522 Wegen 4320:3=1440 wurden
auf der ersten Maschine 1440 Teile herge-
stellt. Auf der zweiten Maschine wurden
864 Teile produziert; denn es st
4320:5 = 864. Wegen

4320 — 1440 — 864 = 2016 und

2016:2 = 1008 wurden auf der dritten und
auf der vierten Maschine je 1008 Teile an-
gefertigt.

240523 Wegen 752= 5625 betrigt der
Flicheninhalt des urspriinglichen Quadra-
tes 5625 mm?.

Die beiden abgeschnittenen Dreiecke las-
sen sich zu einem Quadrat zusammenset-
zen, das die gleiche Seitenldnge wie die
beiden abgeschnittenen Quadrate hat. We-
gen 132=169 betrigt der Flicheninhalt
eines solchen Quadrates 169 mm?.

Wegen 5625 —3-169 = 5625 — 507 = 5118
betrigt der Flicheninhalt der schraffierten
Fliche daher 5118 mm? das sind
51,18 cm?.

240524 Wenn die gesuchte Zahl x lautet,
so ist 10 - x die durch Anhéngen der Ziffer
0 gebildete Zahl. Die Summe betrigt folg-
lich 11-x; nach Peters Angabe gilt also
11-x =3058. Wegen 3058:11 =278 folgt
hieraus x = 278.

Damit ist bewiesen, daB man aus Peters
Angaben die von ihm als erste aufgeschrie-
bene Zah] eindeutig ermitteln kann. Sie
lautet 278.

Olympiadeklasse 6

240621 Wegen (3) sitzen Michael (M),
Agnes (a) und Ines (i) in der Reihenfolge
nebeneinander, die in Bild a) gezeigt wird.
Wegen (2) sitzt Steffen (S) einem Jungen,
also weder Ines noch Agnes, gegeniiber; da-
mit verbleibt fir ihn nach Bild a) nur der
Platz rechts neben Ines. Fiir Jorg (J) und
Kerstin (k) sind nur die in Bild a) noch
freigelassenen Plitze méglich. Da sie ein-
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ander benachbart sind, ist Kerstin nach (1)
nicht Jorgs Schwester.

Da sie nach (4) auch nicht Steffens Schwe-
ster ist, muf

Kerstin Michaels Schwester ™
sein und sitzt wegen (1) nicht neben ihm.
Wie Bild a) zeigt, ergibt sich damit die
Sitzordnung in Bild b).

a)

Weiter folgt aus Bild (a oder b): Ines ist we-
gen (1) nicht Steffens Schwester und nach
(*) nicht Michaels Schwester. Also ist
Ines Jorgs Schwester, **)
und als drittes zusammengehoriges Ge-
schwisterpaar verbleiben

Agnes und Steffen. ***)
Damit ist bewiesen, daB man die Zusam-
mengehdrenden Geschwisterpaare und die
Sitzordnung eindeutig aus den Angaben
ermitteln kann. -Sie lauten wie in (*), (**),
(***) bzw. Bild b) angegeben.

240622 Anzahl der Wiirfel mit 0 rot
angestrichenen Fldchen: 6
Anzahl der Wiirfel mit 1 rot
angestrichenen Fliche: 22
Anzahl der Wiirfel mit 2 rot
angestrichenen Flachen: 24
Anzahl der Wiirfel mit 3 rot
angestrichenen Flichen: 8
Anzahl der Wiirfel mit-4 rot
angestrichenen Fliachen: 0
Anzahl der Wiirfel mit 5 rot
angestrichenen Flichen: 0
Anzahl der Wiirfel mit 6 rot
angestrichenen Flachen: 0.

240623 Da eine Stunde das Sechsfache
von 10 Minuten ist, legt jeder Fahrer in
einer Stunde das Sechsfache der von ihm
in 10 Minuten gefahrenen Weglinge- zu-
rlick. Daraus folgt:

Rainer fihrt wegen 6-9 = 54 in

einer Stunde 54 km,

Jirgen fahrt wegen 68 =48 in

einer Stunde 48 km,

Frank fahrt wegen 6:6 = 36 in

einer Stunde 36 km. .
Somit betragen nach einer Stunde wegen
54~-48=6 bzw. 54-36=18 |bzw.

48 — 36 =12 die Wegelingen zwischen
Rainer und Jirgen 6 km, zwischen Rainer
und Frank 18 km, zwischen Jirgen und
Frank 12 km.

240624 Ist k, w bzw. p das Gewicht einer
Kugel, eines Wiirfels bzw. der Pyramide, so
folgt aus (1) und (2), daB jede Kugel das
Gewicht k und jeder Wiirfel das Gewicht w
hat. Aus (3) und (4) folgt ferner

“p+5Sw=14k
und w+8k=p.
Wegen (6) besagt (5)
w+ 8k + 5w = 14k,

6w = 6k

w=k.

(%)
(®

also
und folglich

~ Hiernach ergibt sich aus (6)

9k = p.
Damit ist bewiesen, daB man Rolfs Frage
eindeutig mit Hilfe der Feststellungen (1),
(2), (3), (4) beantworten kann. Die Antwort
lautet: 9 Kugeln wiegen soviel wie die Pyra-
mide.

Olympiadeklasse 7

240721 Nach (4) ist Ulrikes Mann nicht
Christian. Aus (4) folgt auch, daB Ulrikes
Mann nicht neben seiner Frau sitzt; er ist
wegen (3) also auch nicht Anton. Daher
gilt:

Ulrikes Mann ist Bernd, ™
und man erhilt Bild a). Hiernach kann Ul-
rike wegen (1) nur entweder links von Chri-

_stian oder rechts von Waltraud sitzen. SiBe

sie links von Christian (Bild b), so blieben
fiir Vera nur solche Plitze iibrig, die jeweils
einer Frau benachbart wiren, im Wider-
spruch gegen (2). Also sitzt Ulrike rechts
von Waltraud (Bild ¢). Nach (2) miissen
dann die Plitze von Anton und Vera so an-
geordnet sein, wie in Bild d) angegeben.

a)

Wegen (*) ist Antons Frau nicht Ulrike; da-
her folgt aus Bild d) und (3):

Antons Frau ist Vera, *")
und es verbleibt als drittes Ehepaar:
Christians Frau ist Waltraud. ***

Damit ist bewiesen, daB man die Ehepart-
ner und die Sitzordnung eindeutig ermit-
teln kann. Sie lauten wie in (*), (**), (***)
bzw. Bild d) angegeben.



240722 a) Sind a und b die in Metern an-
gegebene Linge bzw. Breite des Gartens,
so gilt

~a=13+b
sowie, weil der halbe Umfang
92 m:2 =46 m betrigt,

a+ b=46.

Setzt man a aus (1) in (2) ein,
so folgt 13 + 2b = 46,
2b =33, b =16,5 und damit aus (1)

@

@

a=29,,5.
Der Flicheninhalt des Gartens betrigt
folglich

16,5m-29,5 m = 486,75 m?.
b) Legt man zunichst lings zweier benach-
barter Seiten des Gartens einen Weg von
25 cm Breite an (in Bild a) schraffiert), so
verbleibt ein Rechteck von 29,25 m Linge
und 16,25m Breite. Wenn man dieses
Rechteck in Teilrechtecke mit den Seiten-
lingen 3,25 m und 1,25 m aufteilen kann
(Bild b), so erhdlt man eine Anordnung
von Beeten, die den geforderten Bedingun-
gen geniigt. Eine Moglichkeit hierzu zeigt
Bild a), wie sich wegen 29,25:3,25 =9 und
16,25:1,25 = 13 bestitigen 1d8t. Bei dieser
Aufteilung ist die Anzahl der Beete
9-13=117.
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240723 Da im Parallelogramm ABCD die
gegeniiberliegenden Seiten AB und CD
zueinander parallel sind und da E auf CD
liegt, gilt nach dem Satz iiber Wechselwin-
kel an geschnittenen Parallelen
4 BAE = A DEA.
Da AE nach Voraussetzung den Winkel
% BAD halbiert, gilt

A BAE = # EAD. Daher folgt

ADEA = X EAD.
/) £ ¢

Nach Umkehrung des Satzes iiber die Ba-
siswinkel in gleichschenkligen Dreiecken
folgt hieraus

AD = ED.
Analog erhilt man BC = EC.
Da nach Voraussetzung 4D und BC gegen-
iberliegende Seiten eines Parallelogram-
mes sind, gilt AD = BC. Also ist ED = E€.
Da E nach Voraussetzung auch auf der
Seite CD liegt, ist damit E als Mittelpunkt
von CD nachgewiesen.

240724 Variante 1:
Die Quadratfliche kann in genau 9 kon-

. . a
gruente Quadrate mit der Seitenldnge 3

aufgeteilt werden (Bild a); davon sind
4 Quadrate Abfall, die restlichen 5 bilden
das Netz zum Herstellen des Kastens.

4
Folglich betrigt hier der Abfall ) a?.

Variante 2

Variante 1

Variante 2:

Die Quadratfliche kann in genau 32 kon-
gruente
a
4
teilt werden (z. B. wie in Bild b); davon
sind 12 Dreiecke Abfall, die restlichen 20
bilden das Netz zum Herstellen des Ka-

Dreiecke mit der Schenkellange aufge-

1
stens. Wegen D)
hier der Abfall %a’.

12 =% betrigt demnach

Vergleich: Wegen 4-8 >3-9 gilt %> %

Folglich ist der Abfall bei Variante 2 klei-
ner als bei Variante 1.

Die Losungen zu den Aufgaben der Klas-
senstufen 8 bis 10 werden in Heft4/85 ver-
offentlicht.

Zum Titelblatt

In dem ungarischen Kinderbuch von Fe-
renc Lantos ,Gestalten wir gemeinsam'“
werden auf 24 Seiten zahlreiche Schwarz-
weiB-Zeichnungen dargeboten. Man kann
diese Zeichnungen, mit jeweils gleichen
Mustern versehen, bunt ausfiillen. Nicht
nur fiir Kinder, sondern auch fiir Erwach-
sene ist das ein aufregendes Spiel mit der
Fldche und ihrer Gestaltung. Man kann so-
gar mit nur einer Farbe eine jeweils kon-
struierte Zeichnung auf zahlreiche ver-
schiedene Weisen ausfiillen und so immer
neue Moglichkeiten und immer neue For-
men schaffen. Auf der alpha-Titelseite die-
ses Heftes haben wir die IV. Umschlagseite
dieses besonders das rdumliche Vorstel-
lungsvermégen fordernden Buchs wieder-
gegeben.

gleichschenklig-rechtwinklige ~

Wir losen
gemeinsam ein
geometrisches
Problem

Die nachstehende Zeichnung stellt ein
rechtwinkliges Dreieck ABC dar, dem (wie
aus der Zeichnung ersichtlich) zwei Qua-
drate MNPQ und DECF einbeschrieben
wurden. Es sei A; der Flicheninhalt des
Quadrates DECF und A, der Flicheninhalt
des Quadrates MNPQ. Wir wollen nun un-
tersuchen, welche der drei Beziehungen
A, < A, A=A, oder A, > A, stets fur ein
beliebiges rechtwinkliges Dreieck zutrifft.

~
s

VANVIIAN

Es habe BC die Seitenlinge a, AC die Sei-
tenlinge b, 4B die Seitenlinge ¢, CE = DE
die Seitenlinge x, also EB die Seitenlinge
a — x. Wegen DEIlAC gilt x BDE = 5 BAC
und XBED= xBCA. Daraus folgt
oDBE ~ AABC. Somit gilt auch
DE:EB=AC:BCbzw. x:(a—x)=b:a,
ab

T a+b’ @
Es habe NP = QP die Seitenlinge y, BP
die Linge z, also CP die Linge a — z. We-
gen AABC ~ AQPC ~ ABPN gilt
CP:QP=CB:4B bzw. (a-z2):y=a:c,

also x

also z= a(c—c—y). Femner gilt
NP:BP=AC:AB bzw.y:z=b:c,
also z= % (2)
Aus (1) und (2) erhalten wir durch Gleich-
setzen o alc—y) abe

b c VT e

Nun gilt 4, =x? und 4,=y? und somit
A, > A, genau dann, wenn x2>y? bzw.
x>yoderx—y>0.

ab  abc
a+b ab+c?
wir durch schrittweises dquivalentes Um-
formen

Ausx —y= erhalten

ab(ab+ ¢?) — abc(a+ b)

XY T TG b) (@b + o)
_ab(ab+c?—ac—be)
(@a+b)(ab+cd) °
x—y= ab(c_a)(c—b)'>0,denn

(a+b)(ab+c?)
c—a>0undc-b5>0.
In einem beliebigen rechtwinkligen
Dreieck gilt deshalb fir die Flicheninhalte
A, und A4, der dem Dreieck einbeschriebe-
nen Quadrate 4, > 4,. Th. Scholl

alpha, Berlin 19 (1985) 3 - 67



Losungen

Losungen zu: Knobel-Wandzeitung
Heft 2/85

A1la Der Leipziger Lowe

>

~_ /I
>
e N\
N\ L~

A2 a Transport-Roboter Robbi
Das Bild zeigt eine mdogliche Eintragung.

8207
La 1% #
135 |47

22|

4|12 (19
15 6
AERE]
23

A3 A Muster-Messe

ANRWA
VANNVVANY
ZARVARN
/ \

A4 a Leipziger Promenadenring

y

68 - alpha, Berlin 19 (1985) 3

A 5 A Auto-Geometrie

a) Die Figur enthilt 2 Dreiecke, 16 Vier-
ecke (4 Quadrate, 11 Rechtecke und 1 Tra-
pez), 1 Fiinfeck und 6 Sechsecke (1 konve-
xes und 5 konkave).

b) Der Flicheninhalt A der Auto-Figur be-
trigt:

A=(6+J3‘+%,/3’>LEZ~9,03LE’.

KWAVAVA

Man kann auf 16 Wegen von A nach H ge-
langen. (In jedem Falle sind 4 Gleisiiber-
schreitungen noétig, die bei den in Klam-
mern beigefiigten Wegeldngen nicht be-
ricksichtigt sind. 1 LE =~ 1 Wagenlédnge):
1. A-C-E-G-H (6 LE), 2. A-C-E-G-
F-H (7LE), 3. A-C-E-D-F-G-H
(12LE), 4. A-C-E-D-F-H (9LE), 5.
A-C-B-D-E-G-H (8LE), 6. A-C-B-
D-E-G-F-H (9LE), 7. A-C-B-D-F-
-H (10LE), 8. A~C-B-D-F-H (7LE),
. A-B-C-E-G-H (9LE), 10. A-B-C-
—-G-F-H (10LE), 11. A-B-C-E-D-
-G-H (15LE), 12. A-B-C-E-D-F-H
12 LE), 13. A-B-D-E-G-H (7LE), 14.
-B-D-E-G-F-H (8 LE), 15. A-B-
D-F-G-H (9LE), 16. A-B-D-F-H

(6 LE).

Die Wege 1 und 16 sind gleich lang und
die kiirzesten, am lingsten ist Weg 11.
Gleich lang sind die Wege 2, 8 und 13
(7LE), 5 und 14 (8LE), 4, 6, 9 und 15
(9LE), 7 und 10 (10 LE) sowie 3 und 12
(12 LE).

A7 A Der Bayerische Bahnhof

Eine Moglichkeit wire:
2-3-4-5-9-8-2-13-14-7-8-11-14-
12-11-15-12-9-10-15-16-5-6-10-
16-22-21-20-19-18-17-13-7-1-2.

17 ) 19 20 ef 22
=2

13 m 15 16

ommeQ

>

1 ”

1 23 4 5 6
A 8 A Leipziger Silhouetten

M g

AN

5

A 94 Leipziger Passagen

Astrid kann auf 9 Wegen zu Brigitte gelan-
gen:

1. A-1-2-3-7-10-B, 2. A-1-2-6-
7-10-B,

3. A-1-2-6-9-10-B, 4. A-1-5-6-
7-10-B,

5. A-1-5-6-9-10-B, 6. A—4-5-6—
7-10-B,

7. A-4-5-6-9-10-B, 8. A-4-8-9-
10-B,

9. A-4-8-11-B.
3 2 1 A
7 6 s 4
w02 ]
8 "

4 10 a Der Goldene Schnitt
Sei a die Hohe des oberen und b die des
unteren Teilabschnittes des Uni-Riesen bei
der Teilung der Gesamthéhe H = 142,5 m.
Dann muf} gelten:

H:b=b:a )
und a+b=H. Q)
Setzt man aus (2) a=H — b in (1) ein, so

“erhiilt man die quadratische Gleichung

b2+ Hb — H? =0 mit der Lésung
H . .«
b= 2 (1/5_ -1). (Der negative Lésungs-

wert entfillt.) Mit H = 142,5m ergeben
sich b =~ 88,07 m und a = 54,43 m. Der Tei-
lungspunkt liegt also in einer Héhe von
b ~ 88,07 m, und es gilt in der Tat
142,5m:88,07m ~ 88,07 m: 54,43 m
~1,618.

A 11 A Der Rathausturm

Seien A, der Flicheninhalt des Quadrats
und A, derjenige des regelmiBigen Acht-
ecks, dann gelten mit den Bezeichnungen
des Bildes: 4, = a? und wegen b +2x =g,

b2=2x2,x=a(1—-;—1/2_):

2
4y=a?~4-2-=2a2 (2 - 1).

Also gilt A,/4,=2(y2 —1)~0,828. Die
Achteckfliche nimmt folglich 82,8% der
Quadratfliche ein.

7N
N

A 12 A Die Rathausuhr

Um 8.00 Uhr befindet sich der groBe Zei-
ger 40 Minutenteilstriche hinter dem klei-
nen Zeiger. Demnach wurden durch den
groBen Zeiger bis zum gesuchten Zeit-
punkt 40 — 7 = 33 Minutenteilstriche auf-
geholt. Jede Minute aber holt der grofe




Zeiger gegeniiber dem kleinen Zeiger
1 11 o .
1- -1 Teilstriche auf. Fiir das Auf-
holen von 33 Teilstrichen bendtigt der
groBe Zeiger folglich
11 12 .
33-5—33 1 =36 Minuten. Also war
es zum gesuchten Zeitpunkt
8.36 Uhr.

A 13 A KongreBhalle in Zahlen

Es ist 4000 = 25- 5%, Folglich ist jeder Weg,
der 5 Zweien und 3 Fiinfen (und beliebig
viele Einsen) enthilt, ein gesuchter, z.B.
1.A-1-2-1-1-2-5-2-1-1-1-1-2-5-

genau

2-5-1-B,2. A~1-2-1-5-2-1-2-1-5-
1-2-5-2-1-1-1-1-1-B,3. A-2-1-2-
1-5-1-2-1-1-1-5-1-2-1-5-1-2-1-
B,4.A-2-1-2-1-1-1-5-1-1-1-2-1-
1-1-5-1-2-1-5-2-1-1-B.

A 14 A Zoo-Logisches
Fallunterscheidungen: Die Aussagen 1
bzw. 2 kGnnen nicht als wahr angenommen
werden, da sich in beiden Fillen ein Wi-
derspruch zu den jeweiligen beiden ande-
ren negierten Aussagen ergibt. Ist die Aus-
sage 3 wahr, dann wiren die Aussagen 1
und 2 falsch, und es ergibt sich die Losung:
Links: Molukkenkakadu,

Mitte: Rosenkakadu,

Rechts: Inka-Kakadu.

A 15 a Ein Spaziergang
Das Bild zeigt eine mogliche Wanderroute.

A 16 Ao Auf dem Spielplatz

Wegen der Symmetrie der Anlage ergibt

sich fiir die Linge L der 22 sichtbaren

Stimme:

L=(185+2(1,7+155+14
+1,25+1,1+0,95+0,8+0,65
+0,5+0,35 +0,2)m=22,55m.

Da jeder Stamm 0,65 m tief imx Erdboden

verankert ist, kommen noch

22-0,65m =143 m hinzu. Also wurden

zum Bau der Anlage 36,85 m Stammbholz

bendétigt.

A 17 A Mit der LVZ

Durch Fallunterscheidung erhidlt man 6
mogliche Losungstripel, die sich als Per-
mutationen (wegen der Giltigkeit des
Kommutativgesetzes flir Addition und
Multiplikation) eines einzigen Tripels erge-
ben:

L 112233
vV 231312
Z 323121

A 18 a alpha-Arithmetik
Aus (2) und (4) folgt h =1+ 24, und aus
(1) oder (5) h=1+p—a, woraus p=13a

folgt. Nun ergeben sich aus (2) I = 302f 2
und aus (3) I=L, woraus sich die

3a2-1

kubische Gleichung 6a°—12a’+6a=0
ergibt, welche die Losungen a; =0 (ent-
fdllt), a, = a; = 1 hat. Also ist ¢ = 1, womit
I=2, p=3und h =4 folgen.
419 a Fragen zur Stadt Leipzig

0,455 km? .
1. Im Jahre 1990. 2. 4 km? 0,003:
Der Stadtkern nimmt 0,3 % des Stadtgebie-
tes ein. 3. (265 + 265 + 55)- 7 = 4095 Zug-
ankiinfte oder -abfahrten. 4. a) 47m, b)
51,5m, ¢) 82,5m. 5. Nein, denn 9,5m
=9500 mm = 1187,5-8 mm = 1187,5 LE.
6. 16 Jahre (von 1898 bis 1913). 7. Durch-
schnittliches Volumen eines Granitblocks:
12500 m® 3

76500 0,4716981m

=471,6981 dm’ = 471698,1cm® 8. 1983
waren etwa 0,1% der Zoobesucher Inhaber
einer Dauerkarte. 9. Der Tierbestand des
Leipziger Zoo betrug am 31.12.1983:
724 Arten mit 5421 Individuen.

Losung zu: Eine Aufgabe
von Prof. Dr. Juschkewitsch
Heft 2/85

42459 a

Es gibt 12 Moglichkeiten.

Lasung zu Aufgabe 9
Ohne Zirkel geht es auch
Heft 2/84

Da der Kreis k selbst nicht gezeichnet wer-
den kann, muB die Aufgabenstellung durch
geeignete Transformation in eine solche
Lage iibergefiihrt werden, daB sich der
transformierte Kreis k" mit der vorgegebe-
nen Kreislinie ¢ deckt. Die Gerade g muB
den entsprechenden Transformationen mit
unterworfen werden. Die so erhaltenen
Schnittpunkte von ¢ mit g” sind wieder in
die urspriingliche Vorgabe zuriickzufiih-
ren. Konstruktiv ist wie folgt vorzugehen:

Verbindungsgerade (NM) zeichnen. Parai-
lele zu (NM) durch A nach [2] ergibt die
Gerade a. Parallele zu (AN) durch M er-
gibt die Gerade b. Setze a-b=A4" und
M = N'. Die Translaiion, welche (AN) in
(A’ N") iiberfiihrt, wende man auf g an. Da-
bei geht g in g’ iiber.

Ausfihrung einer zentrischen Streckung
bzw. Stauchung mit M als Zentrum, wel-
che A’ in A” € c iiberfiihrt. Anwendung der
gleichen zentrischen Transformation auf
g’ —g". g"” schneidet ¢ = k" entsprechend
vorliegender Annahme in den Punkten P’
und Q".

Mittels zugeordneter Umkehrtransforma-
tionen geht P” in P’eg’'und Q" in Q'eg’
und anschlieBend P’ in Peg und Q' in
Qeg tber. P und Q sind die Schnitt-
punkte von g mit dem durch Mittelpunkt
M und Kurvenpunkt 4 gegebenen Kreis k
(vgl. Bild 13).

Bild 13

Lésungen zu: Sprachecke

Ala Ein rundes Bassin wird von einem
Gitter umgeben, das 50 cm vom Rand ent-
fernt angebracht ist; die Linge dieses Git-
ters betrigt 22 m. Wie groB ist der Durch-
messer des Bassins?

Lésung: Der Radius des duBeren Kreises
ist r=u:2w=22m:6,28~3,5m. Dann
ist der Radius des Bassins
3,5m-0,5m=3m und der Durchmesser
3Jm-2=6m.

A2 a Benutze jede der 9 Ziffern 1, 2, 3,
4,5,6, 7,8, 9 genau einmal, um Primzah-
len zu bilden, deren Summe so klein wi=
moglich ist!

Lésung: Beachte, da3 4, 6 und 8 nur an der
Zehnerstelle stehen konnen! Deshalb ist
eine der 3 moglichen Losungen:
2+3+41+5+67+89=207.

A3a Zeichne in ein Quadrat mit der
Seite 5 ein Dreieck mit den Seiten 3, 4 und
5 wie im Bild ein!

Bestimme die Entfernung x!

Lésung: Da AABF ~ ABCE, gilt

x:5=3:4und x=%.

A4a Welche Zahl ist anstelle des Frage-
zeichens in der Folge 17, 23, 13, 11, 7, 15
einzusetzen?

Losung: Ab der 2. Zahl ist jede gleich der
Summe aus der doppelten Anzahl der Zeh-
ner und der dreifachen Anzahl der Einer
der vorhergehenden Zahl 23=2-1+3-2,
13=2-2+3-3 usw.). Anstelle des Frage-
zeichens ist demnach 5 einzusetzen:
5=2-1+3-1. Es ist allerdings zu bemer-
ken, daB es auch andere Bildungsgesetze
fir die vorgegebene Folge gibt. Dann ist
das Fragezeichen jeweils anders zu erset-
zen.

Losung zu: Schnelles Bauernmatt

WeiB zieht seinen e- und seinen g-Bauern
auf die 6. Reihe und anschlieBend -folgt 7.
e:f7 matt oder 7. g:f7 matt. Es gibt 40 ver-
schiedene Zugfolgen, die der gestellten An-
forderung entsprechen.

Man kann hierfiir auch eine Formel ent-
wickeln. Sie lautet:

6! (Anzahl der Ziige)

3! (Anzahl der Ziige des e-Bauern)
- 3! (g-Bauer)
2 (7. e:f7 oder g : f7 matt) = 40

alpha, Berlin 19 (1985) 3 - 69



Loésung zu: Eine Aufgabe
von Prof. Smarandache

42577a Man formt um zu x3 -2 =73y.
Dann ist x*—2 durch 3 teilbar, d. h.
x3=3n+2(neN).

Es sei

‘'x=3k+rr=0,1,2 (keN).

x=3k —x¥=(3k)?
=3n *3n+2

x=3k+1->x3=0Ck+1)
=3n+1%3n+2
x=3k+2->x3=(3k+2)P*=3n+2
Daraus folgt
x=3k+2 (ke N)und
_x}-2  (3k+2P-2
YT T3
=9k3+ 18k2+ 12k + 2.
Die Losung der Gleichung ist
x=3k+2,
y=9k*+18k2+ 12k +2 (ke N).

Losungen zu:
Uberall Zuordnungen

A la Wegen des Distributivgesetzes gilt:
(@a+5):030=a-0,30 + b-0,30

A2A a’ b?=a-a'b-b

wegen der Definition der Potenz.
ara-b-b=(a-b)-(a-b)

wegen des Kommutativ- und Assoziativge-

setzes der Multiplikation.
(@ b) (a-b)=(a-b)?

wegen der Definition der Potenz.

Also gilt stets (a* b)2=a?- b

Ala

LDie Feverlaufe
Bulle Pieter und sein Held
Ede und Unku

Timur und sein Trupp

Arkadi Gaidar
Alex Wedding N

Budapest

Bukarest
Havanng

Geht von jedem Element der ersten Menge
genau ein Pfeil aus, so ist die Zuordnung
eindeutig. Das ist bei der Zuordnung ist
Hauptstadt von der Fall.

Gehen von mindestens einem Element der
ersten Menge zwei oder mehr Zuordnungs-
pfeile aus, so ist die Zuordnung nicht ein-
deutig. Das ist bei der Zuordnung schrieb
das Buch der Fall.

Ada 2a)1045
c) 12.15

b) 60 Minuten
d) 20 km

A S5 A a) eindeutige Zuordnung;
b) nicht eindeutige Zuordnung;
¢) eindeutige Zuordnung.

A6 A a) Graph einer Funktion;
b) kein Graph einer Funktion;
c) Graph einer Funktion.

70 - alpha, Berlin 19 (1985) 3

Losungen zu:
In freien Stunden - alpha-heiter

Zahlenquadrat

Bl:|4|+]|5]=7
_ v . v
7.
Fl—-|6]|-|5|=5
77/ BB,
5| —|2(+]|4[=7
-54-5/%

Labyrinth
Die Losung sei dem Leser iiberlassen.

Rationalisiertes Lineal

Auf dem Lineal sind die Teilstriche fiir 0;
2; 4;6; 9; 11; 16; 19; 20 cm anzugeben, fer-
ner die mm-Striche 0,1 bis 0,9; 15,1 bis
15,9; 18,1 bis 18,9; 19,1 bis 19,9. Die An-
zahl der Teilstriche betriagt 9 + 36 = 45.
Eine andere fast gleich gute Losung lautet:
Angabe der Teilstriche fiir 0; 1; 2; 3; 5; 7;
10; 13; 16; 20 cm, ferner der Teilstriche fiir
0,1 bis 3,9 mm. Die Anzahl der Teilstriche
betrigt 10 + 36 = 46.

Eine interessante Beziechung

Wenn die Summe zweier ungleicher Zah-

len 1 betréagt, dann gilt:
(1-a)+a=a2+(1-a).

Zahlenpaare und Zahlentripel gesucht

® Durch dquivalentes Umformen der gege-

benen Gleichung erhilt man schrittweise
gb+a+b+1 =1985
a(b+1)+(b+1)=1985

(1) (a+1)(B+1) =1-1985
bzw.
) (@a+1)(+1) =5-397

Gleichung (1) wird durch die Zahlenpaare
(0,1984); (1984,0), Gleichung (2) durch
die Zahlenpaare (4,396); (396, 4) erfullt.

@ Durch dquivalentes Umformen der gege-

benen Gleichung erhilt man schrittweise

abc+ab+ac+bc+a+b+c+1

= 1985

ab(c+ 1) +a(c+1)+b(c+1)+(c+1)
=1985
ab+D(c+D+b+1)(c+1)=1985
@+D)B+D(c+1)=1-5-397

Diese Gleichung wird durch folgende Zah-
lentripel (a, b, ¢) erfiillt:

(0,4,396); (4,0,396); (396,0,4),;

(0,396, 4); (4,396,0); (396,4,0).

Wegen der Giiltigkeit des Kommutativge-
setzes der Multiplikation geniigt die Probe
fiir das Zahlentripel (0,4, 396):
0+0+0+4-396+0+4+39%+1

= 1985

1584 +4+396+1=1985

1985 = 1985

Was soll das bedeuten?

a) T aus END- tausend; b) ein r —
Einer; ¢c) um k Reis — Umbkreis;

d) in k Reis — Inkreis

Gleichung gesucht

32 x24 =168
+ + :
144 : 24= 6
176 — 48 = 128

Aus der Kreislehre
Die mit Radius r geschlagenen 6 Kreise
haben die Mittelpunkte M, M,, ..., Ms.
Sie sind Eckpunkie eines regelmiBigen
Sechsecks. Da die Verbindungsgerade der
Mittelpunkte von zwei sich beriihrenden
Kreisen durch den Beriihrungspunkt geht,
ist die Seitenldnge des Sechsecks gleich 2r.
Da das Bestimmungsdreieck MyM M,
gleichseitig ist, folgt MyM, =2r. Die Be-
rithrung der beiden Kreise um M, und M,
im Punkte B gibt MM, = R — r. Somit be-
steht die Gleichung R —r=2r, also
_R
r=3-
Damit ergibt sich die Konstruktion der 6
dem pegebenen Kreis einbeschriebenen
Kreise.

Man schldgt um M, mit Radius %R den

Kreis und bestimmt auf seinem Umfang
mit Hilfe des Stechzirkels im gegenseitigen

Abstand % R die 6 Punkte M, M,, ..., Mg,
1

um die man mit Radius 3

R die gesuchten
6 Kreise schlagt.

Aus der Praxis
® Die Anzahl der Dreirdder sei x Stiick,
die der Zweirdder y Stiick. Dann gilt das

Gleichungssystem
x+ y=14 x=14-y
Ix+2y=238 x=14-4=10
3(14-y)+2y=138

y= 4

Es kamen 10 kleine Kinder auf Dreirddern.
m Es sei x die Uhrzeit bzw. die Anzahl der
Stunden von Mitternacht an gerechnet.

Dann gilt
x+12 . 12-x _
4 2
x+12+24-2x=4x,
-71
x 5

Es ist 7 Uhr und 12 Minuten.
a Der Preis fur den Inhalt eines Glases
Pfirsiche sei x M, fir das Glas selbst y M.
Das ergibt das Gleichungssystem
x+y=245"

x=y+185
y+y+185=245

Ty=03

Die Pfirsiche kosten 2,15 M.

Schiebespiel
Die Losung sei dem Leser {iberlassen.

Gute BEbachtungsgabe gefragt
A-1; B-2; C-5; D-7; E-3; F-4; G-6.

x=0,3+1,85
x =215



Losungen zu:
Physik-Wettbewerb
Heft 5/84

Ph6m161 Die Liufer treffen sich in x
Tagen. Also legt der erste Liufer in x Ta-
gen 28 - xkm, der zweite 24 - xkm zuriick.
Da die Entfernung AB =260km betrigt,
erhalten wir folgende Gleichung:

28x + 24x =260,

x= 5.

Die Laufer treffen sich in 5 Tagen.

Ph7m 162 Die GroBe der Resultierenden
ist wegen der Parallelitit durch die Summe
der Komponenten gegeben:

F,+ F,=100N + 150N = 250N
und ist ihnen parallel gerichtet. Mit P be-
zeichnen wir den gesuchten Angriffspunkt.
AP =xcm, PB =(80—x)cm, wenn A
und B die Punkte bezeichnen, in denen
die Krifte F, und F, wirken.

Nach dem Momentensatz gilt:
Fix— F,(80 —x)=0,
- 100x — 15080 — x) =0,
x=48.
Der Angriffspunkt der Resultierenden ist
48 cm vom Punkt A entfemt.

Ph8m 163 Den Radius des Querschnitts
der Zugstange bezeichnen wir mit r, dann
wird der Inhalt des Querschnitts zr?. Fiir
die Belastung gilt: -
12000 - zr2 = 150 800,
,_ 1508
1207

Als Losung der rein quadratischen Glei-
chung erhalten wit r; =2, r, = —2 (nicht
brauchbar). Der Durchmesser der Zug-
stange ist dann 4 cm.

Ph9w 164 Den Querschnitt des Buchen-
holzes kennzeichnen wir mit A c¢m? und
den des Fichtenholzes mit A4, cm?. Zwi-
schen beiden besteht nachstehende Glei-
chung:

A +%A=Al (%A é20%vonA).
Zwischen den Belastungen besteht fol-
gende Beziehung:
A,-850=A4-1000+2000.

Als Lisung des Systems %A = A,

8504, —10004 =2000
erhalten wir A =100 cm?; die urspriing-
liche Belastung ist also 100000 N. Der
Querschnitt des Buchenholzes betrug
100 cm?, und die urspriingliche Belastung
war 100 kN.

Ph10/12 m 165 Beide Pumpen leeren den
Tankwagen in 3,75h, Mit der zweiten
Pumpe wiirde der Tankwagen in x h und
mit der ersten in (x — 4) h geleert. In 1 h er-

folgt mit der ersten Pumpe o i % der Lee-
rung, mit der zweiten Pumpe % und mit
beiden Pumpen % der Leerung. Wir er-
halten somit die Gleichung
1 1__ 1
x—4 x 3,75

uad iaca der Umformung
x2-11,5x+ 15=0.

3
x; =10, n=7 (wird nicht gerecht).

Mit der ersten Pumpe wird der Tankwagen
in 6 h und mit der zweiten in 10h ge-
leert.

Losungen zu:
alpha-Wettbewerb
Heft 6/84

Ma5m2493 35:5=7; im Jahre 1984 ist
Susanne 7 Jahre alt, sie wurde also im
Jahre 1977 geboren. 35 — 5 =30; 30:5=6;
im Jahre 1979 war Stefan 6 Jahre alt, er
wurde also im Jahre 1973 geboren.
1977 — 5 =1972; Mathias wurde im Jahre
1972 geboren.

Ma 5 2494 Das Taschengeld von Katrin
konnte 19, 28, 37, 46, 55, 64, 73, 82 oder
91 Pf betragen. Weil das Taschengeld
durch 2-2-2 =28 teilbar ist, kann es nur
64 Pf betragen; denn alle anderen mogli-
chen Betrige sind nicht durch 8 teilbar.
64:2=732,32:2=16,16:2 = 8. Katrin be-
hilt von ihrem Taschengeld 8 Pf iibrig.

Ma5m2495 Wir rechnen 24-11+8
+4=25;25—-5=20;20-13=7. Bei der
zweiten Station stiegen 7 Jungen aus.

Ma5m2496 A B Cc

g 8I LWW
g Bg¥v LWW
g LI g W, W
g Lw gLW
g W,w Bg1Ir

Aus der Tabelle geht folgendes hervor: Fiir
den Fall, daB in Schachtel A eine griine
Kugel liegt, gibt es fiinf verschiedene Mog-
lichkeiten fiir die Farbverteilungen. Da in
Schachtel A aber auch eine weiBe bzw.
eine rote Kugel liegen kdnnte, gibt es ins-
gesamt 5-3 = 15 verschiedene Mdglichkei-
ten fiir die vorgesehene Verteilung der Ku-
geln.

Ma5m2497 31—-7=24; es gehOren 24
Schiiler dieser Klasse wenigstens einer AG
an. 24 —-5=19;19 — (2 + 4) = 13. Es geho-
ren 13 Schiiler noch anderen Arbeitsge-
meinschaften an.

Ma 5w 2498 Die Punkte B, B’ und B”
liegen auf einer Geraden.

Bl

®

o

AI

Ma6m2499 a) Wegen 9+9=18 und
18 <20 ist die Zahl nicht zwei-, sondem
dreistellig; sie lautet 299, ihre Quersumme
betrdgt 20.

b) Damit die Zahl méglichst klein ist, muB
die erste Grundziffer 1 sein. Da die Zahl
durch 5 teilbar ist, muB die dritte Grund-
ziffer 0 oder 5 sein. Es entfillt 0, da sich in
diesem Fall die erste Grundziffer um 5 er-
hoht. Es existiert genau eine solche Zahl;
sie lautet 195 und hat die Quersumme 15.

Ma 6m2500 Die zweite Grundziffer ist

- ein Vielfaches von 3 und gleich oder groBer

als 4. Die zweite Grundziffer konnte somit
6 oder 9 sein. Es entfillt 9, da die vierte
Grundziffer dann 10 wire, was nicht mog-
lich ist. Entsprechend den geforderten Ei-
genschaften gibt es zwei solche Zahlen; sie
lauten 26270 und 26 271.

Ma6m2501 Das Aquarium sei x dm
breit, also 3 x dm lang. Fiir das Volumen
des ausgeschopften Wassers gilt somit
3:x-x-1=9-3, also x =3, denn

10 cm = 1 dm. Das Aquarium ist 9 dm lang
und 3 dm breit bzw. 90 cm lang und 30 cm
breit.

Ma6m2502 Die Verschiebung parallel
zur Geraden h konnte so erfolgen, daB ent-
weder D’ auf g oder B’ auf g liegt; die Ver-
schiebung parallel zur Geraden g konnte
so erfolgen, daB entweder A” auf h oder C”
auf h liegt. Somit gibt es vier Mglichkei-
ten zur Ausfihrung der Konstruktion. Zu

b) gehoren die Pfeile AR und A’A”. Zum
gleichen Ergebnis fiihrt der Pfeil A",

9
h
D 'D E c c
D
.
F
8 .
A AN 8
A \ Y
MA 6 m 2503

Ma7m2504 Aus o+ f+y=180°
und @ < & (AuBenwinkelsatz)
folgt @ + A + y < 180°.

Ma7m2505 11+13+12=236;
36-3-1-1=31;11-3-1=17;
13-3-1=9;12-1-1=10. Es handelt
sich um insgesamt 31 Schiiler. Es sind
7+ 9+ 10 =26 Schiiler nur in einem Zir-
kel tiitig.

alpha, Berlin 19 (1985) 3 - 71
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Ma7m2506 Winkel xEBD hat die
GréBe f=180°— a—y=180°—50°—70°
=60°. Winkel xBAD hat die GréBe 25°,
Winkel % BCE die GroBe 35°. Deshalb hat
Winkel xBEF die GroBe 180° — 35° —60°
= 85° und Winkel xBDF die GroBe 180°
—60°—25°=95°. Somit hat Winkel
X EFD die GrdBe 360°—85°—95°—60°
=120°.

Ma 7 m 2507

A B C

b, r b,b, r LW,WW
b, r b,b,w ILI,W,W

b, r b, 1, 1 b,w,w,w
b, r b,w,w b,r,r,w

b, r LILw b,b, w,w
b, r LW, W b,b, 1, w

b, r brw b,r,w,w

Fiir den Fall, daB im Kasten A je eine
blaue und eine rote Kugel liegen, gibt es 7
Moglichkeiten, wie aus der Tabelle hervor-
geht. Nun konnten im Kasten A aber auch
eine blaue und eine weile oder eine rote
und eine weiBe Kugel liegen. Deshalb gibt
es insgesamt 3-7 =21 verschiedene Mog-
lichkeiten fir die Verteilung der Kugeln
entsprechend der Vorschrift auf die drei
Kisten.

Ma 8 w2508 Da Mathias das Buch am
7. Tag noch liest, gilt fiir die Anzahl ¢ der
Tage, nach denen er das Buch ausgelesen
hat, t=7. Wegen 7-20=140 und
140 < 342 liest Mathias tdglich mehr als
20 Seiten des  Buches. Wegen
342=1:2-3-3-19 ist unter den ein-
schrinkenden Bedingungen nur die Lo-
sung 342 = 9- 38 moglich. Mathias hat das
Buch in 9 Tagen bei tdglich 38 Seiten
durchgelesen. Folglich wird er die letzte
Seite des Buches am Donnerstag lesen.

Ma 8 2509 a) Fiir den Umfang des Qua-
drates gilt u=4-a=4-45cm=18cm.
Der halbe Umfang des Rechtecks betrégt
somit 9 cm. Da eine Rechteckseite 4,5 cm
+0,5cm=5cm lang ist, hat die andere
Rechteckseite die Linge 4 cm. Nun gilt
4,52 —4-.5=0,25. Der Flicheninhalt des
Quadrates ist um 0,25 cm? groBer als der
des Rechtecks.

b) Das Quadrat habe die Seitenlidnge x, das
Rechteck die Seitenlingen a und b; aus

4x=2a+2bfolgtx=%-(a+b).

Ma8w2510 30— 5=25; wenigstens
eines der Ficher Mathematik, Russisch,
Deutsch war das Lieblingsfach von 25
Schiilern. Nun gilt x+y +12=25 und
x+6=y+7, also x=7 und y=6. 10
Schiiler nannten Mathematik, 13 Schiiler
Russisch und 13 Schiiler Deutsch als ihr
Lieblingsfach.

72 - alpha, Berlin 19 (1985) 3

Ma8m2511 Das Viereck ABCD ist ein
Sehnenviereck.

(1) Die Winkel x DAC und x DBC sind Pe-
ripheriewinkel iiber demselben Kreisbo-
gen; somit gilt A DAC = 5 DBC.

(2) Die Winkel x ADB und x ACB haben
beide als Peripheriewinkel iiber dem
Durchmesser die GroBe 90° somit gilt
X ADB = x ACB.

(3) Nach dem AuBenwinkelsatz hat Winkel
X AEB die GroBe 90° + ¢.

(4) Der Winkel 5 BAC habe die GroBe §;
dann hat der Winkel 5 ABC die Grofe
90°— 48, der Winkel xDAB die GroBe
@+ 6. Nun gilt 90°— 5+ @+ 6=90°+ g;
folglich gilt fiir die Summe der GréB8en der
Winkel X DAB und x5 ABD 90° + ¢.

Ma9m2512 Beispiel: Gegeben seien die
Zahlen 8 und 9; dann giit
7-9+7=8-10- 10, denn 70 = 70.
Fiir die natiirlichen Zahlen n und n +1
gilt
n-1)r+D)+(;-1)
=n-(n+2)—-(n+2), denn
n-l+n-1=n+2)-(n-1),
n?+n—-2=n+n-2
stellt eine Identitit dar.
Ma9m2513 Aus. ab(c —d)=1984 und
(a—1)-b-(c+1)=1983 folgt durch Sub-
traktion der zweiten von der ersten Glei-
chung
ab(c—d)-b(a-1)(c+1)=1,
b-lac—d)-(@a-1(c+D]=1,
also b =1 und
a(c—d)—-(@a—-1(c+1)=1,

c—a

alsod=

Nungilt (a—1)-b-(c+1)

=1-3-661 und wegen b=1

somit (a—1)-(c+1)=3-661.

Die moglichen Belegungen sind aus der
Tabelle ersichtlich:

a b c d
2 1 1982 990
4 1 660 164
662 1 2 negativ
1984 1 0 negativ

Somit existieren genau zwei solcher Qua-
drupel; sie lauten (2,1,1982,990) und
(4,1,660,164).

Ma9m2514 Aus2b=5cfolgtb=2,5c;
nach dem Satz des Pythagoras gilt
h2=(2,5-¢)*— (1,5 c)*=4c? also h=2c.
(4c +2c) -2c also
¢=2cm. Daraus folgt u=2-5¢=2-10cm
=20cm .

Ferner gilt =20cm?,

15¢ ¢

4c

Ma9m2515 Aus ML:HF=1:2 (Strah-
lensatz) folgt ML = %-ﬁ; folglich ist ML
10 cm lang. Analog dazu ist KL 8 cm lang,

und KP ist 4 cm lang, also LP 12 ¢m lang.
Wegen BL?2=122+52=169 ist BL 13cm
lang.

a)A=202;10-12cm’=180cm2
b) u=(20 + 10 +2-13) cm = 56 cm.
P g c
M | L
|
WA —— e —— N F
|
J ‘; K
A R » 8
Ma10/12 m 2516

a) y102 = y100 + z10+-22—0=10,l;
VY102 =¢y9+1,2 =3 +%= 3,2;
Y356 =36 -0, 2-‘6—(i;;1=5,97.

b) Wir quadrieren die beiden Terme und
erhalten

b\? b\?
a’+bund {a+—) =a’+b+{-—},
2a 2a

2
also a2+b<a’+b+(i>,
2a

das heiBt, der Niherungswert ist groBer als
der wahre Wert.

Ma10/12 m 2517 Durch dquivalente Um-
formungen erhalten wir schrittweise
Yx+77=x-1,x+177
=(x—1D5x-1)*—(x—-1)=178,
(x-1)-[(x—1)*"1-1)

=1-2-3-13.

Nur x =4 erfullt diese Gleichung. Somit
existiert genau eine Losung.

Probe: 3-(3°—1)=78,3-26=178.

Ma10/12m 2518 Der Winkel x4DAB
habe die GréBe «; nach Voraussetzung ha-
ben dann die Winkel 4 DAC und 4 CAB je-
weils die GroBe % a. Wegen

% CAB = xDCA (Wechselwinkel an ge-
schnittenen Parallelen) hat Winkel x DCA

die GroBe % o. Wegen AC = BC ist das
Dreieck ABC gleichschenklig, also hat
Winkel 5 CBA ebenfalls die GréBe 1 o

2
Somit gilt AABC ~ AACD, also
CD:AC=BC:AB bzw.c:b=b:a,

bi=qg-¢b=+yac.

Ma10/12 m 2519 Es sei x die MaBzahl
der Linge von AD, y die MaBzahl der
Linge von BD, z die MaBzahl der Linge
von BC; dann gilt (8,4 — x)? = x2+ 4,22,
also x=3,15, femer x-y=4,22, also
y=>5,6und z2=422+ 562 also z="7. Der
Weg von C iiber 4 nach D ist also 8,4 km,
der von C iiber B nach D aber 12,6 km lang
und somit der lingere von beiden.

D < C

c b
7 b F
2
A r 8

Die Losungen zum Physikwettbewerb ver-
6ffentlichen wir in Heft 4/85.



ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Ein mathematisches
Ferienlager in der
Volksrepublik Polen

Vom 2. 8. bis 16. 8. 84 beteiligte sich eine
Schiilerdelegation des Bezirkes Cottbus
von 11 Schiilern der Klassenstufen 7 und 8
am Sommerlager des Klubs Pythagoras der
Wojewodschaft Zielona Gora.

Das Kindererholungsheim Wroniawy bot
durch seine groBziigigen Réumlichkeiten
und die weitrdiumige Parkanlage eine breite
Palette fir die mathematische und Frei-
zeitgestaltung.

Unsere Schiiler lebten sich schnell im La-
ger ein. Bei den zahlreichen gemeinsamen
Veranstaltungen und Wettbewerben wur-
den anfingliche Hemmungen und Sprach-
schwierigkeiten schnell iiberwunden.

Die polnischen Schiiler waren alle erstma-
lig in einem derartigen Lager. Fiir viele
Kinder war es der erste Kontakt mit Proble-
men der auBerunterrichtlichen Arbeit im
Fach Mathematik.

Dieser Tatsache Rechnung tragend, war die
inhaltliche Konzeption des Lagers vor al-
lem darauf gerichtet, die Schiiler in spiele-
rischer Form an mathematische Aufgaben
und Denkweisen heranzufiihren.

Die Betreuung der Schiiler erfolgte durch
Studenten der Padagogischen Hochschule
Zielona Gora. Entsprechend dem Anliegen
des Lagers waren das Studenten der Fach-

richtungen Mathematik, Sport, Musik und
Kunsterziehung, die gleichzeitig ein Prak-
tikum absolvierten.

Die etwa 80 Kinder wurden in sieben
Gruppen zu je 10 bis 12 Kindern eingeteilt,
die untereinander wihrend der gesamten
Lagerzeit auf mathematischem und sportli-
chem Gebiet im. Wettstreit standen. Der
tigliche Appell und eine hervorragend ge-
staltete Wandzeitung gaben stindig Aus-
kunft {iber den Stand der Kollektiv- und
Einzelleistungen.

Folgende Formen der mathematischen Be-
schiftigung wurden praktiziert: Konsulta-
tionen —~ Stoffvermittlung motiviert durch
Olympiadeaufgaben, Klausuren zur
Bestenermittlung, Klausuren als Mann-

schaftswettbewerb zur Ermittlung der be--

sten Gruppe, Mathematisches Quiz - ein
publikumswirksamer mathematischer
Wettbewerb, mathematische Vortrige (Je-
der Schiiler bereitete im Selbststudium
einen Kurzvortrag iiber die Losung einer
Aufgabe, die Fiihrung eines Beweises oder
eine Darlegung zur mathematischen Theo-
rie vor. Die Themen der Vortrige wurden
an der Wandzeitung ausgehingt.), mathe-
matischer Geldndelauf (sieben Stationen
waren anzulaufen, an denen jeweils eine
sportliche Ubung, Aufgaben zur Ersten
Hilfe, Zeltbau oder dhnliches durchzufiih-
ren waren, aber auch jedesmal eine mathe-

matische Aufgabe in der Gruppe gel(’ist'

werden muBte). Aus Zeitgriinden konnte
nicht durchgefiihrt werden: Wettspiel mit
Scherzaufgaben, internationaler  Mann-
schaftswettbewerb (je ein deutscher und pol-
nischer Schiiler 16sen als Mannschaft ge-
meinsam eine Anzahl von Aufgaben, die
in beiden Sprachen vorliegen).

Mehrere Exkursionen mit dem Bus, ein
Singewettstreit, ein Lagerfeuer, ein Sport-
fest in funf Disziplinen und Turniere im
FuBball, Federball, Schach und Parteien-
ball garantierten neben mathematischen
Veranstaltungen. fiir jeden Schiiler viele Er-
lebnisse und gute Erholung.

Abschliefend soll das Mathematische Quiz
nédher vorgestellt werden.

Zur Spielvorbereitung: Es werden zwei
Mannschaften A und B gebildet (je 4 bis 6
Schiiler). Eine Jury (3 bis 5 Schiiler oder
Pidagogen) bewertet die 6ffentlich an der
Tafel gelosten Aufgaben mit 0 bis 5 Punk-
ten. Beide Mannschaften erhalten 1 bis 2
Stunden vor Beginn des Wettbewerbes
etwa 20 Aufgaben, die sie in dieser knap-
pen Vorbereitungszeit bearbeiten.

Die Aufgaben miissen so ausgewihlt sein,
daB sie kurz und ibersichtlich 16sbar sind
und keinen groBen Schreibaufwand erfor-
dern. Die kurze Vorbereitungszeit verlangt
von den Mannschaften ein kollektives und
konzentriertes Arbeiten.

Ein Verkiirzen oder Weglassen der Vorbe-
reitungszeit (bei leistungsstarken Schiilern)
verschirft die Wettbewerbsbedingungen.
Jede Mannschaft erhilt Ziffernkarten zum
Zusammenstellen der Zahlen 1 bis 20
(Aufgabennummern) sowie je eine rote
und eine griine Karte.

Die Jurymitglieder haben jeweils Karten
mit den Zahlen 0 bis 5.

Spielregeln: Mannschaft A beginnt und
stellt Mannschaft B eine Aufgabe (Nr. 1 bis
20). Mannschaft B hat zwei Moglichkeiten:
Sie nimmt die Aufgabe an (griine Karte)
oder lehnt die Aufgabe ab (rote Karte). Im
ersten Fall 16st ein Schiiler der Mannschaft
B (die anderen konnen dabei helfen) die
Aufgabe an der Tafel und bekommt die Lo-
sung und deren Erlduterung von der Jury
mit 0 bis 5 Punkten bewertet (Punktsumme
aller Jurymitglieder).

Lehnt aber Mannschaft B die Aufgabe ab,
muB Mannschaft A die von ihr selbst ge-
stellte Aufgabe l6sen, und Mannschaft B
erhdlt —3 Punkte. Gelingt ihr das, wird die
Losung an der Tafel ebenfalls mit 0 bis 5
Punkten bewertet. Ist Mannschaft A aber
nicht in der Lage, ihre eigene Aufgabe zu
l6sen, erhilt sie 5 Minuspunkte.

Dann stellt Mannschaft B der Mannschaft
A eine Aufgabe usw. Sieger ist die Mann-
schaft mit den meisten Punkten.

Unsere Cottbuser Delegation reiste mit vie-
len Eindriicken und Anregungen zuriick.
Vor allem die spielerischen Formen der
mathematischen Beschiftigung sind in
Schulwettbewerben (Ermittlung des Schul-
meisters), aber auch in Spezialistenlagern
der Kreisklubs anwendbar.

Eine Auswahl der Aufgaben stellen wir auf
Seite 58 vor. B. Weifle
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Lineare Gleichungssysteme

Bei der Behandlung sehr vieler Aufgaben
aus Mathematik, Physik, Chemie oder
Technik und Okonomie wird man letztend-
lich auf Systeme linearer Gleichungen ge-
fiihrt. In diesem Artikel soll das allgemeine
Losungsverfahren von GauB auf der
Grundlage elementarer Vorbetrachtungen
behandelt werden. AuBerdem werden wir
zahlreiche einfache Aufgaben untersu-
chen, bei denen lineare Gleichungssysteme
zu 16sen sind.

Elimination von Unbekannten

Man versteht die Methode am besten an-
hand eines Beispiels.
Wir betrachten das System
2x+3y=5
Ix+Sy=1.
Um es zu l6sen, eliminieren wir die Unbe-
kannte x unter Verwendung der ersten
Gleichung aus der zweiten. Dazu multipli-
zieren wir jede der Gleichungen mit einer
solchen Zahl, daB die Koeffizienten von x
in den beiden neu entstehenden Gleichun-
gen gleich werden. Multiplizieren wir die
erste mit 7 und die zweite mit 2, dann be-
kommen wir das zum gegebenen System
dquivalente Gleichungssystem:
14x + 21y =35
14x + 10y = 2.
Jetzt iibernehmen wir die erste Gleichung
ungedndert und ersetzen die zweite durch
die Differenz der ersten und zweiten. Auch
dies ist eine dquivalente Umformung, und
deshalb stimmt die Losungsmenge des ge-
gebenen Systems liberein mit der Losungs-
menge des Systems:
14x + 21y =35
11y =33.
Dividieren wir schlieBlich noch die zweite
Gleichung durch 11, so erhalten wir wieder
ein zum vorangegangenen dquivalentes Sy-
stem ’
14x + 21y =35
y=13,
dessen einzige Losung x = —2 und y =3
wir durch Einsetzen von y = 3 in die erste
Gleichung sofort erhalten kénnen. Das
Gleichungssystem hat also als einzige L&-
sung das Paar (—2;3).

Aufgaben

Ala Lése mit dieser Methode die bei-
den folgenden Gleichungssysteme

a) 2x+3y=4
3x-2y=S5,

3 S

b yx—gr=
) 3
=Ty =91
radmied 2!

A2A Zwei Fahrzeuge bewegen sich auf
einer StraBe mit den konstanten Geschwin-
digkeiten u = ~12km/h und v =12 m/s.
Zu Beginn befindet sich das erste Fahrzeug
in einer Entfernung von 3 km, das zweite
in einer Entfernung von — 500 m von einer
StraBenkreuzung. Wann und wo treffen sie
sich?

Substitution von Unbekannten

Eine der wichtigsten allgemeinen Metho-
den der Algebra ist die Ersetzung von Un-
bekannten durch andere. Damit kann man
hédufig allgemeinere Aufgaben mit einfa-
chen Methoden l6sen.

Wollen wir beispielsweise das folgende
nichtlineare Gleichungssystem

l+i=5
x Y
l+i=1
x Yy

16sen, dann ersetzen (substituieren) wir
1 1 .
u: =< und v: =7 und erhalten fiir diese

neuen Unbekannten ein lineares Glei-

chungssystem
2u+3v=>5
Tu+5v=1.

Seine Losung war (—2; 3), also erhalten wir

1 1 . 1.1
;——2 und;—?.und folgllch( 2,3)
als Losung der Aufgabe.

Aufgabe
A3a Lbse die folgenden Systeme!
a) 1 ! =1
2x+3y—-5  Sx—-8y+12
4 _ 4 -1
2x+3y—-5 S5x-8y+12 ’
b) x2+ xy= 5
Ix2+ 5xy =123,
» 1 _» _
©) Ix+2y 57 Sx+7y 1

Die geometrische Deutung
einer linearen Gleichung

Wollen wir die Gleichung y = mx + n der-
jenigen Geraden ermitteln, die durch die
beiden Punkte P(1,2) und Q(3,1) geht, so
brauchen wir nur die jeweiligen Koordina-

ten fir x und y einzusetzen und erhalten
ein lineares Gleichungssystem zur Berech-
nung der Unbekannten m und n:

2= m+n
=3m+n.
Losen wir das System, so erhalten wir
m= -1 und n=—;
2 2’

die gesuchte Gerade hat also die Glei-
chung
-1 .,53

y= 2 x + 7
Es kann aber auch passieren, daB das ent-
stehende lineare Gleichungssystem keine
Losung besitzt!

Sind als Punkte beispielsweise P(1,2) und
Q(1,3) gegeben, dann erhalten wir mit
2=m+n

3=m+n
ein System, welches sicher unlésbar ist,
weil aus der Giiltigkeit der beiden Gleich-
heiten fir zwei reelle Zahlen m und n ja
2 = 3 folgen wiirde!

Auf den ersten Blick sieht das wie ein Wi-
derspruch zu der euch allen bekannten
Tatsache aus, daB durch zwei verschie-
dene, beliebig gegebene Punkte P und Q
immer eine Gerade eindeutig bestimmt ist.
Der Widerspruch 16st sich dadurch, daB die
Gleichung der Geraden durch die oben ge-
gebenen Punkte nicht von der Gestalt
y = my + n ist, sondern x = 1 lautet.

Wir iiberlegen uns, daB eine Gerade in der
Ebene genau dann nicht durch eine Glei-
chung y = mx + n beschrieben wird, wenn
sie zur y-Achse parallel verlduft. In diesem
Ausnahmefall hat sie immer die Gleichung
x =k(k € R).

Aus diesen Uberlegungen folgt aber nun
sofort, daB jede Gerade in der Ebene durch
eine Gleichung der Form

ax+by+c¢=0, (gbceR,

a und b nicht beide null)
dargestellt werden kann. Im allgemeinen
Fall ist dabei ‘

m= —%und n= —%,
wihrend fiir Parallelen zur y-Achse b =0
und k = -£ wird.

a

Jetzt schauen wir uns das System
x+y2y=13
V2x+ 2y=+6
an. Jede der beiden Gleichungen stellt in
der (x,y)-Ebene eine bestimmte Gerade
dar. Lésungspunkte (x,y) des Systems sind
also gerade die Punkte, die auf beiden Ge-
raden liegen.
Wenden wir die Methode der Elimination
hier an, so ergibt sich
V2x+2y=+6
V2x+2y=+6
und schlieBlich:
V2x+2y=+6
0= 0!
Das bedeutet aber, daB beide Geraden zu-
sammenfallen und es unendlich viele Lo-
sungspunkte gibt!
Unter Beachtung der geometrischen Deu-
tung fiir Gleichungssysteme von zwei Glei-
chungen mit zwei Unbekannten finden wir
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so, daBl es genau drei Fille fiir die Losbar-
keit gibt:

— das System besitzt genau eine Lisung
(die beiden Geraden schneiden sich in
genau einem Punkt!),

— das System besitzt unendlich viele
L&sungen (die Geraden fallen
zusammen!),

— das System hat gar keine Losung (die
Geraden sind parallel!).

Ganz analog liegen die Verhiltnisse bei n
Gleichungen mit n Unbekannten. In der
Regel hat ein solches System genau eine
Losung. Ist aber eine der Gleichungen eine
Linearkombination der iibrigen oder wider-
spricht eine Gleichung einer solchen Line-
arkombination, dann haben wir unendlich
viele oder iiberhaupt keine Losungen!

Aufgaben

A 44 Gib die Gleichung der Geraden an,
die durch die Punkte

a) P(1,5) und Q(2,3),

b) P(6,1) und Q(6,5) geht!

A5 A Fiir welche Zahlen m und c gilt:
Die Geraden y—mx=2und 2y —-6x=c
a) fallen zusammen,

b) schneiden sich nicht?

A 6 Ao Fiir welches a hat das System
2x +(9a2~-2)y=13a
x+ y=1
keine Losung?

A7a Beweise, daB ein System
axt+tby=¢
ax+by=e¢
(ab ay, bl’ b11 L, € R)
dann und nur dann genau eine Losung be-
sitzt, wenn die Zahl a,b, — a,b; ungleich
null ist! (Diese Zahl heit Determinante des
Systems.)

Fehler durch Runden

Bei der Losung von Aufgaben mit Hilfe
von elektronischen Rechenmaschinen
(EDVA oder auch ETR) konnen eigenar-
tige Situationen entstehen. Eine klassische
Illustration dafiir ist das schon betrachtete

System
x+y2y=43

V2x+ 2y=+6. ®
Wie wir gesehen hatten, besitzt es unend-
lich viele Losungen. Lost man es aber ma-
schinell (z.B. mit einem elektronischen Ta-
schenrechner), dann ergibt sich immer
genau eine Losung. Das kommt daher, daB
eine solche Maschine mit irrationalen Zah-

len wie y/2_ nicht rechnen kann, sondern
dafiir stets Niherungswerte in Form von
endlichen Dezimal-(oder Dual-)briichen
einsetzt.

Denken wir uns etwa eine Maschine, die

anstelle von JZ_ , J3_ oder J6- lediglich die
Niherungswerte mit einer Stelle nach dem
Komma, also 1,4; 1,7; oder 2,4, verwenden
kann, so ergibt sich das System
x+14y=17

14x+2 y=24. )
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Die leicht zu errechnende einzige Lisung
hiervon ist x =1 und y = 0,5!
Denken wir uns eine andere Maschine, die
vier Stellen nach dem Komma verwenden
kann, so lautet das von ihr anstelle von (1)
gerechnete System
x+1,4142y = 1,7320

1,4142x + 2y =2,4494, 3)
das ebenfalls genau eine, aber von der vori-
gen sehr verschiedene Losung x =0,3178,
y =1 hat.
Jetzt werden wir uns davon iiberzeugen,
daB jedes Gleichungssystem, das aus (1)

bei Ersetzung von V’2— durch eine ganz be-
liebige positive Zahl a mit a® + 2 entsteht,
stets genau eine Losung besitzt.
Ein solches System lautet dann

x+ay=13

ax+2y=46. )
Multiplizieren wir die erste Gleichung mit
a und subtrahieren die zweite Gleichung,
dann bekommen wir das zu (4) dquivalente
System

x+ay =43

(@~2y=ay3 — 6.
Wegen a’ + 2 erhalten wir daraus eindeutig
y(ay3 - 6)/(a?-2) und
durch Einsetzen in die erste Gleichung
x=v3 —alay3 -6)/@a?-2).
Damit haben wir die jeweils eindeutig be-
stimmte Lésung von (4) berechnet, und un-
sere Behauptung ist bewiesen.
Nun wissen wir aber aus der Schule, da8

\/2— als irrationale Zahl nicht als endlicher
Dezimalbruch dargestellt werden kann.
Deshalb 16st auch die beste EDVA immer
ein System (4) statt des verlangten Systems
(1), womit nun der eingangs geschilderte
Effekt seine Erklirung gefunden hat!

Das eben betrachtete Beispiel lenkt unsere
Aufmerksamkeit huBerdem auf die Er-
scheinung, daB sich die Losung eines ein-
fachen linearen Gleichungssystems schon
sehr stark verindern kann, wenn die eigent-
lich gegebenen Koeffizienten durch Run-
den verindert werden. Wir haben das beim
Ubergang von (3) zu (2) ganz deutlich vor
uns. Bei Systemen mit noch mehr Unbe-
kannten kann dieser Effekt noch viel star-
ker ausfallen.

Die Abschitzung der auftretenden Fehler
und die Erstellung von Losungsverfahren,
die eine moglichst geringe Fortpflanzung
von Eingabefehlern garantieren, sind wich-
tige und gar nicht einfache Aufgaben. Der
beriihmte Mathematiker C. F. Gayf hat sie
zu Beginn des 19.Jahrhunderts als einer
der ersten systematisch untersucht, ausrei-
chende Fortschritte sind aber erst in den
letzten Jahrzehnten gemacht worden.

Zur Erinnerung an die wesentlichen Bei-
trige von GauB zu diesen Fragen triigt eine
einfache und universelle Methode zur Lo-
sung linearer Gleichungssysteme seinen
Namen.

Das GauBsche Eliminationsverfahren

Die fortgesetzte Elimination von Unbe-
kannten ist die bequemste Methode fiir die
Losung linearer Gleichungssysteme auf

elektronischen Rechenanlagen. Wir de-
monstrieren das Vorgehen am Beispiel
eines Systems von drei Gleichungen mit
ebenso vielen Unbekannten:
xp+x+2x3=-1
2%, —x; +2x3=—4
4%, + X3+ 4xy3=—2.
Im ersten Schritt eliminieren wir die Unbe-
kannte x; unter Beibehaltung der ersten
Gleichung aus den beiden folgenden. Wir
erhalten so das zum gegebenen dquivalen-
ten System
X1+ x+2x3=-1
—3x;—2x3= -2
- 3X2 - 4X3 = 2.
Der zweite Schritt besteht darin, daB unter
Verwendung der neuen zweiten Gleichung
die Unbekannte x, aus der dritten elimi-
niert wird:
X1+ X+ 2x3=-1
—3x,—2x3=-2
2x3 =-4.
Jetzt kbnnen wir aus der letzten Gleichung
x3; = —2 ablesen. Setzen wir das in die
zweite Gleichung ein, so bekommen wir
_3x2 +4=-2 5
das heifit x, = 2.
Nun ergibt sich aus der ersten Gleichung
durch Einsetzen der schon errechneten
Werte
x1+2—4= _1, d.h. x1=1.

Das System besitzt also die einzige Losung
1;2;-2).

Ganz analog kann jedes beliebige lineare
Gleichungssystem behandelt werden. Die
allgemeine Beschreibung des Verfahrens
von GauB lautet demnach:

Man eliminiere unter Verwendung der
schlieBlich unverindert iibemommenen
ersten Gleichung die Unbekannte x, aus
allen folgenden.

Mit der neuen 2. Gleichung eliminiere
man x, aus allen folgenden und behalte
sie selbst bei.

Auf analoge Weise verfahre man so lange
weiter, bis alle Gleichungen aufgebraucht
sind.

Im Ergebnis erhalten wir ein gestaffeltes
System, dessen Losung wir von unten her
schrittweise berechnen.

Wir sehen, daB wir damit einen Algo-
rithmus besitzen, der fast automatisch ab-
laufen, also einer Maschine zur Abarbei-
tung libertragen werden kann. Wir miissen
nur noch bedenken, daB es zu seiner Abar-
beitung nétig ist, daB im k-ten Schritt die
neue k-te Gleichung die Unbekannte x;
iiberhaupt noch enthilt, denn nur dann
konnen wir diese aus den folgenden elimi-
nieren. Sollte das einmal nicht der Fall
sein, dann miissen wir die Gleichungen
(oder die Unbekannten!) neu numerieren
(vertauschen). Natiirlich kann es auch pas-
sieren, daBl im k-ten Schritt alle noch ver-
bleibenden Gleichungen alle noch nicht
eliminierten Unbekannten nicht mehr ent-
halten. Stehen in diesen Gleichungen dann
auch auf allen ihren rechten Seiten Nullen,
dann erhalten wir unendlich viele L&sun-
gen, weil dann x; ., Xx42, ..., X, ganz belie-
big sein kdnnen. Steht aber auch nur in
einer von ihnen rechts nicht die Null, dann



ist das System widerspriichlicL, und der Al-
gorithmus zeigt uns seine Unl6sbarkeit
an.

Alle diese Fille miissen in einem Pro-
gramm fur eine Rechenanlage von vornher-
ein eingeplant werden, so daB die Ma-
schine stets bis zum Ende rechnen kann.
Wir wollen nun noch darauf hinweisen,
daB eine Maschine zum Rechnen natiirlich
iiberhaupt nicht die Gleichungen, sondern
nur das Schema ihrer Koeffizienten (man
nennt das die Matrix des Gleichungssystems)
bendtigt. So wird das oben behandelte Sy-
stem vollstindig durch seine Matrix

1 1 2 -1
2 -1 2|-4
4 1 4| -2

repriasentiert, und das GauBsche Elimina-
tionsverfahren hat kurz geschrieben den

folgenden Verlauf:
1 1 2
—{ 0 -3 -2
0 -3 —4

1 2] -1
-1
-2
-4

1

2 -1 2|-4

4 1 4| -2

1 1 2

0 -3 -2

0 0 2
Auch wenn man gréBere Gleichungssy-
steme von Hand rechnet, ist die Verwen-
dung dieser Matrixschreibweise sehr zu
empfehlen, weil die groBere Ubersichtlich-
keit Fehler vermeiden hilft.

Aufgabe
AB8a Lost das folgende System:
x;+2x; 4+ 2x3+ 2x4+ 2x5=1
x;+3x;+4x;+4x,+4x=2
x;+3x;+ 5x;+ 6x,+ 6x5=3
x;+3x;+5x3+ Txs+ 8x5=4
X+ 3Ix;+5x;+ Txs+9x5=5!
W. L. Guterman, aus Quant, Moskau
abersetzt und bearbeitet von R. Hofmann,
Leipzig

Aufgaben

Im folgenden geben wir eine Auswahl von
Aufgaben wieder.

A9a Ein Mathematiker machte eine
Wanderung. Zunidchst ging er auf ebener
Strafle, dann eine Strecke bergauf, bis er
wieder umkehrte und auf gleichem Wege
zuriickkehrte. Er wuBte, daB er insgesamt
S Std. unterwegs war und seine Geschwin-
digkeit auf ebener StraBe 4 km/h, bergan
3 km/h und bergab 6 km/h betragen hatte.
Nach Hause zuriickgekehrt, setzte er sich
an den Tisch und berechnete die Entfer-
nung von seiner Wohnung bis zum Um-
kehrpunkt, indem er ein Gleichungssystem
aufstellte, in dem diese Entfernung als Un-
bekannte x und die Linge der Gefille-
strecke als y vorkommt. Finde x!

410a Um einen Tisch saBen vier
Zwerge. Vor jedem stand ein Becher Milch.

Ein Zwerg goB % seiner Milch in den Be-

cher seines rechten Nachbarn. dieser tat
danach dasselbe mit seinem rechten Nach-
barn und dieser dann ebenfalls. SchlieBlich
goB auch der vierte Zwerg ein Viertel sei-
nes Becherinhaltes in den Becher seines
rechten Nachbarn, und damit war der Kreis
geschlossen. Zusammen befanden sich
zwei Liter Milch in den Bechern. Wieviel
war zu Beginn in jedem von ihnen, wenn
a) alle Zwerge zum SchluB gleich viel in
ihren Bechern hatten,

b) jeder Zwerg zum SchluB soviel Milch
trinken konnte, wie er am Anfang hatte.

Alla Bestimme Zahlen a, b und ¢ so,
daB die Wertetafel

x| 0 1 2
yl1 2 2

zur Funktion y = ax2 + bx + ¢ gehort!

A 12 A Berechne Zahlen a, b und ¢, so
daB die Funktion

y=a+b(x—-D+ecx—1)(x—-2)
die folgende Wertetabelle enthiilt:

x|{0 1 2 ,

y| 1 2 2°
A 13 a Essollen vier Zahlen a, b, c und d
bestimmt werden, so daB die Gleichung

(x—1Dax+b)+(x?+x—1D(ex+d)=1
fiir alle reellen Zahlen x erfiillt ist.

4 14a Im Dreieck ABC (Bild 1) beriihre
der Inkreis die Seiten in den Punkten P, Q
und R. Berechne AQ=A4R=x,
BR=BP=y und CP=CQ =z, wenn
BC=a, CA=b und 4B =c gegeben
sind!

Bild 1

A 154 Auf der Basis AB eines gleich-
schenkligen Dreiecks ABC werde ein Punkt
E gewihlt. In die Dreiecke ACE und ECB
seien die Inkreise gezeichnet, welche die
Strecke EC in den Punkten K und H be-
rithren. Berechne die Linge der Strecke
KH, wenn AE =a und EB =b gegeben
sind!

A 16 A (23.Ukrainische
Mathematikolympiade 1983 / Kl. 8)
Ein Rechteck wird entsprechend Bild 2 in

Bild 2 X K z
x z
M
A 8
L
Y u
y N u u

Quadrate zerlegt. Es ist bekannt, daB die
Seitenldnge des schraffierten Quadrates
gleich eins ist. Berechne die unbekannten
Seitenlingen der iibrigen Quadrate!

A 17 o Die Aufgabe handelt von elektri-
schen Netzen, die aus Leiterstiicken von
einheitlichem Widerstand zusammenge-
setzt sein sollen. Jedes Netz ist mit der
Spannungsquelle in genau zwei Punkten
(den Polen) verbunden. Die Teilstrome in
den einzelnen Zweigen geniigen dann den
sogenannten Kirchhoffschen Regeln, die fiir
Netze dieser Art so formuliert werden kon-
nen:

(a) Die Summe der in einen Knoten eintre-
tenden Strome ist gleich der der austreten-
den Strome (die Pole zdhlen dabei als Kno-
ten nicht mit!).

(b) In jedem geschlossenen Kreis des Net-
zes ist die Summe der im Uhrzeigersinn
flieBenden Strome gleich der gegen den
Uhrzeiger gerichteten.

(In Regel (b) sind im allgemeinen die
Spannungsabfalle zu summieren, wegen des
vorausgesetzten einheitlichen Widerstan-
des im Netz kénnen wir auch hier die
Strome nehmen.)

Bild 3 A

In Bild 3 ist ein Netz mit den Polen 4 und
B und den Knoten B und D dargestelit. Be-
rechne simtliche Strome im Netz, wenn
der Strom ldngs der Kante BD gleich 1 an-
genommen wird! (Die Pfeile bezeichnen
fir den Ansatz angenommene Stromrich-
tungen.)

A 18 Ao 13. Allunionsolympiade, KI.8 und
10:

Lose das System!
x—yyx?-y* _

1

@ \/1 —x2+y?
@ LTIy .,

Y1—x2+y?
Al19a Zwei Leute spielen folgendes
Spiel:
Im Gleichungssystem

Loy =*

'x + oy — &

setzen beide abwechselnd je eine beliebige
reelle Zahl fiir eines der Sternchen ein. Der
erste Spieler méchte, daB das System am
Ende eine Losung besitzt, wihrend der
zweite ein unlésbares System anstrebt.
Wer gewinnt bei regulir verlaufendem
Spiel? Und wer gewinnt, wenn die Zielstel-
lungen gerade vertauscht werden?
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Punkt-
anordnungen
in einem Quadrat

In einem Betrieb sollen kongruente zylin-
derformige Werkstiicke mit vorgegebenem
Durchmesser d in Kisten mit quadratischer
Grundfliche einschichtig verpackt werden.
Es sind zu diesem Zwecke Kisten herzu-
stellen, in denen man n = 2, 3, 4, ... dieser
Zylinder unterbringen kann, wobei die
Grundflichen der Zylinder auf den Boden
der Kisten stehen sollen (siehe Bild 1). Es
ist die Forderung verniinftig, daB die
Grundfliche der Kiste bei gegebenem n
moglichst kiein wird. Daraus leitet sich das
folgende mathematische Problem ab.

Es werden diejenigen kleinsten Quadrate
gesucht, in denen n =2, 3, 4, ... Kreise
vom Durchmesser d Platz haben, ohne sich
gegenseitig zu iiberlagern.

Wir bezeichnen mit Q, das kleinste Qua-

drat, in welches wir n Kreise mit dem
Durchmesser d einlagern konnen, die Sei-
tenldnge mit x,.

Im Bild 2 sind solche Quadrate fiir n =2,
3, 4 dargestellt:

Bild 2

/ /

Aufgabe 1

Berechne die Seitenlingen der Quadrate
Q;, Qi und Q! Bilde anschlieBend die
Quotienten
1 2
ng d
Q. "’
Fir n =6 bereitet die Suche nach den
kleinsten Quadraten Q, mitunter Miihe
bzw. ist bisher fiir gewisse n nicht erfolg-
reich gewesen.
Es ist in solchen Fillen eine Arbeitsme-
thode der Mathematiker, aus der gegebe-

d,= n=2,3,4!
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nen Aufgabenstellung auf ein analoges
Problem zu schlieBen, um zunichst die Lo-
sung dieses Problems anzustreben. Falls
die Losung gelingt, werden dann Riick-
schliisse auf die Ausgangsfrage angestrebt.
Dieser Weg soll jetzt am Beispiel beschrit-
ten werden.

Dazu zeichnen wir zu dem Quadrat Q; ein
Quadrat Q,, das in Q, enthalten ist und

. . 1
dessen Seiten im Abstand EX d parallel zu
den entsprechenden Seiten von Q) sind.
Die Seitenldnge ist x, = x, —d.
Im Bild 3 ist diese Situation fiir n = 5 dar-
gestellt. Wir erkennen, daB die Mittel-

punkte der in Q, eingelagerten Kreise in
Q. enthalten sind.

N /)"f

s

Bild 3

/‘

J N

Betrachten wir nun allgemein ein Quadrat
Q, in dem n Punkte P, P,, ..., P, verteilt
sind, wobei keine zwei Punkte P;, P; (i + )
zusammenfallen sollen. Dann gibt es zwi-
schen diesen n Punkten genau

% Abstinde PP, i <j,
ije{l,2,....n).
Aufgabe 2

Beweise diese Formel!

Den kleinsten dieser Abstinde bezeichnen
wir als Minimalabstand dieser Punktvertei-
lung in dem Quadrat Q.

Den Begriff Minimalabstand konnen wir
auf unser gestelltes Problem anwenden. Es
entsteht der folgende Zusammenhang:
Wenn Q, das kleinste Quadrat ist, in das n
Kreise K, K,, ..., K, vom Durchmesser d
eingelagert werden kénnen, dann ist das
oben beschriebene Quadrat Q,, das die
Kreismittelpunkte M;, M,, ..., M, enthilt,
das kleinste Quadrat, in dem n Punkte mit
dem Mindestabstand d verteilt werden
kénnen und umgedreht.

Aufgabe 3

Beweise diese Aussage!

Damit steht also die Aufgabe, das kleinste
Quadrat Q, zu bestimmen, das n Punkte
M, M,, ..., M, mit dem Mindestabstand d
enthilt.

Damit wir fiir verschiedene n in demselben
Quadrat arbeiten kénnen, betrachten wir
zu der eben gestellten Aufgabe die dquiva-
lente Aufgabe.

In einem Quadrat Q der Seitenldnge 1 be-
stimme man eine solche Verteilung von n
Punkten P,, P,, ..., P,, so daB der Mindest-
abstand a? dieser Verteilung nicht kleiner
ist als der groBte Wert der Mindestab-
stinde bei allen anderen Verteilungen der
n Punkte in Q.

Aufgabe 4

Man mache sich diesen Sachverhalt an Bil-
dern mit n = 3 klar.

Eine Verteilung mit dem Mindestabstand
ay nennen wir auch beste Verteilung von n
Punkten in dem Quadrat Q.

Fir n=2, 3. ..., 9 wurden die besten
Punktverteilungen von J. Schaer und
A. Meir (USA) gefunden. Fiir n =16 und
n =25 stammt die Losung von G. Wenge-
rodt (Erfurt). Bild 4 zeigt die besten Vertei-
lungen fur diese n.

n=2 n=3 n=4

In=5 n==6 n=7

n=8§ n=9 n=16
Bild 4

n=25

Bemerkenswert ist, daB fiir n = 7 ein Punkt
in der schraffierten Fliche beweglich ist,
obwohl eine beste Verteilung vorliegt.

Fiir die Beweise der besten Verteilungen
von n Punkten in einem Quadrat nutzt
man die Kontraposition des folgenden Sat-
zes, der in der Literatur als Basissatz be-
zeichnet wird.

Ist (P, P, ..., P,} eine beste Verteilung
von n Punkten in einem Quadrat, so liegt
auf jeder Quadratseite mindestens ein
Punkt von {P,, P, ..., P,}.

Aus diesem Satz folgt sofort die beste Ver-
teilung von n = 2 Punkten in dem Quadrat

Q.

Aufgabe 5

Beweise, daB a3 = ‘/2_ ist!

Fiir n =3 und n =4 sollen die Beweise in
einem spiteren Artikel vorgestellt werden.
Wir haben gesehen, daB bisher nur fiir sehr
wenige Zahlen n die besten Verteilungen
gefunden wurden.

Natiirlich gibt es fiir viele andere n Vermu-
tungen fiir beste Verteilungen dieser n
Punkte in einem Quadrat Q.

Es steht also ganz allgemein die Aufgabe,
moglichst gute Verteilungen von n Punk-



ten in einem Quadrat der Seitenlinge 1 zu
suchen. Eine Orientierung gibt die fol-
gende Tabelle, in der solche Vermutungen
zusammengetragen sind.

n |a, al

2 2

3 V6 -2
4 1

5 2 n

6 V1376

7 2(2-+43)
8 (V6 —V2)12
9 172

10| 5/12

11]0,398...

12| 3415

13/ 0,36603...

14| 2(4 - 3)13
15| 4/(8 + 6 +y2)

16 1/3
17]0,3045...

18| /13712

190,290
20| 3/8 - 2716

21| 0,2704...
22|2-43

2| (V6 -y2)14

2411/(2 + 372 + 1/42)

25 1/4

Wenn es nun fiir ein gegebenes n gelingt,
die beste Verteilung von n Punkien in
einem Quadrat Q der Seitenldnge 1 7u fin-
den, so haben wir mit der folgenden Uber-
legung auch das Ausgangsproblem geldst.

Das zum Quadrat mit der Seitenlange 1 ge-
suchte dhnliche Quadrat Q mit der Seiten-
ldnge x, erhdlt man durch zentrische Strek-

kung mit dem Streckfaktor ¢t = z und

L
an,

dem Zentrum in einem Eckpunkt (Bild 5
zeigt den Sachverhalt fiir n = 3).

// m

u,_'

/ <, J 51'.7/(\

\"é .
._’/K " / /

Die gesuchte minimale Grundfliche der
quadratischen Kiste hat dann die Seiten-
linge x,=x, +d, und das anfangs ge-
stellte Problem ist iiber diesen Umweg ge-
16st.

Die in Aufgabe 1 fiir n = 2, 3, 4 bestimm-
ten Werte d, geben Dichten der Kreisan-
ordnungen in den Quadraten Q. an und
sind damit Zahlenwerte fur die Giite der
Platzausnutzung in den Kisten. Fiir eré8er

Bild 5

werdendes n streben die Werte d, gegen

L -0,9068....

y12
Auf diesen Sachverhalt werden wir in
einem spiteren Beitrag zuriickkommen.

Den AbschluB dieses Beitrages bildet eine
Aufgabe, zu deren Lésung man die geschil-
derte Methode verwenden kann.

Aufgabe 6

Kann man in einem Quadrat der Seiten-
ldnge 7 cm eine Verteilung von 26 Punkten
mit dem Mindestabstand 2 cm finden?

K. Kirchner/M. Schmitz

Gib es doch zu, du willst nicht mehr
Mensch drgere dich nicht spielen.

Darf ich mal ’raufkommen?

...und jetzt bekommt der Liufer die rote
Karte, und WeiB hat nur noch vier Mann
auf dem Feld.

Die vielen Wege
des KoOnigs

Die Frage, in wieviel Ziigen und auf wie-
viel verschiedenen Wegen ein Konig von
einem bestimmten Feld des Schachbretis
auf ein anderes gelangen kann, ist recht in-
teressant. Als Beispiel diene der einfache
Fall, daB der Ko6nig auf kiirzestem Wege
von el nach e8 wandert. Es ist leicht zu se-
hen, daB die Mindestanzahl der Ziige 7 be-
trigt. Wie groB ist aber die Anzahl der
moglichen Wege des Konigs, in 7 Ziigen
von el nach e8 zu gelangen?

Mittels einer einfachen Methode kann
man die Anzahl der Wege wie folgt auszih-
len:
Die Felder d2, e2 und f2 bekommen eine
1, denn sie sind von el in 1 Zug nur auf
1 Weg zu erreichen. Das Feld c3 erhilt
ebenfalls eine 1, denn es besitzt nur 1 Zu-
gangsfeld (d2), das selber nur eine 1 trigt.
Hingegen gehdren zu dem Feld d3 2 Zu-
gangsfelder d2 und e2. Es ist auf zwei We-
gen erreichbar und bekommt daher eine 2.
Entsprechend erhidlt das Feld e3 eine 3,
und in dieser Weise teilt man allen ent-
fernteren Feldern eine Zahl zu, die jeweils
aus der Summe der Zahlen der Zugangsfel-
der besteht. In dem Diagramm sind schon
einige Werte eingetragen.
Nach der vorgegebenen Methode ist der
Wert des Feldes e8 zu ermitteln! Dieser
Wert gibt die Anzahl der moglichen Wege
des Konigs, in 7 Ziigen von el nach e8 zu
gelangen, an.

H. Ridiger

alpha, Berlin 19 (1985) 4 - 77



Taschenrechner
fir den
Unterricht

Der VIII Padagogische KongreB erteilte
den Auftrag, die Notwendigkeit und
ZweckmaiBigkeit der Einfithrung elektroni-
scher Taschenrechner in den Unterricht
der allgemeinbildenden Oberschule wis-
senschaftlich zu untersuchen. Diese Unter-
suchungen sowie umfangreiche Schuler-
probungen erbrachten, daB ein piddago-
gisch durchdachtes und richtiges methodi-
sches Nutzen von Taschenrechnern als
Rechenhilfsmittel im Unterricht bedeu-
tende Potenzen in sich birgt, den Lern-
und AneignungsprozeB im Mathematikun-
terricht und in den naturwissenschaflli-
chen und polytechnischen Fichern effekti-
ver zu gestalten. Das schlieBt die Mdglich-
keit ein, den Unterricht lebensverbundener
zu gestalten und die Schiiler auf allgemein-
bildende Anforderungen vorzubereiten, die
die wissenschaftlich-technische Entwick-
lung an alle Berufstitigen stellt.

Es hat sich allerdings erwiesen, daB die
Nutzung von Taschenrechnern im Unter-
richt an eine Reihe von Voraussetzungen
hinsichtlich des Niveaus der erreichten
Fertigkeiten und Fahigkeiten im Rechnen
aller Schiiler gebunden ist. Dazu gehort in
erster Linie, daB sie richtige Zahlenvorstel-
lungen in den einzelnen Zahlenbereichen
erworben haben und iiber sichere Fertig-
keiten im miindlichen und schriftlichen
Rechnen mit natiirlichen und gebrochenen
Zahlen verfugen. Dieser ProzeB ist — wie
die Erfahrungen zeigen - am Ende der
6. Klasse auf einem fiir den Einsatz des Ta-
schenrechners erforderlichen Niveau voll-
zogen.

Unter diesem Blickwinkel und unter Be-
riicksichtigung der qualitativen Anforde-
rungen, die ab Klasse 7 an die mathemati-
sche Bildung und Erziehung der Schiiler
gestellt sind, ist entschieden worden, be-
ginnend mit dem Schuljahr 1985/86 in
Klasse 7, an Stelle des Rechenstabs als
qualitativ neues Rechenhilfsmittel den
elektronischen Schulrechner SR1 einzu-
fihren. Diese Entscheidung geht einher
mit der gleichzeitigen Einfiihrung eines
neuen Lehrplans, eines neuen Lehrbuches
und neuer methodischer Hilfen fiir den
Mathematikunterricht der Klasse 7. Die ab
2. September 1985 beginnende Arbeit mit
neuen Unterrichtsmaterialien einschlie-
lich des Nutzens elektronischer Taschen-
rechner in dieser Klassenstufe stellt einen
bedeutenden Schritt der Weiterentwick-
lung des Mathematikunterrichts dar.

Im Hinblick auf den elektronischen Ta-
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schenrechmer werden die Schiiler der
Klasse 7 lernen, ihn schrittweise immer
umfassender und sicherer zur Bewiltigung
numerischer Anforderungen und zuneh-
mend auch als Wertespeicher zu verwen-
den. Dabei wird es darauf ankommen, die
Moglichkeiten der schnellen und sicheren
Emittlung von Ergebnissen bei numeri-
schen Anforderungen dafiir zu nutzen, in-
tensiver an der Herausbildung soliden Wis-
sens iiber mathematische Begriffe und Zu-
sammenhdnge zu arbeiten. Dabei sind die
Schiiler zu der Erkenntnis zu fiithren, daB
eine richtige Nutzung des Taschenrechners
nur auf der Grundlage sicherer mathemati-
scher Kenntnisse moglich ist.

Im Mathematikunterricht wird es auch
weiter Phasen geben, wo das hilfsmittel-
freie Rechnen im Vordergrund steht. Das
ist um so wichtiger, weil durch die Nut-
zung des Taschenrechners Anforderungen
an das Kopfrechnen, das Abschidtzen, das
Uberschlagsrechnen, das Rechnen mit Ni-
herungswerten, das Entwickeln von Gro-
Benvorstellungen, die Ausprigung von Fer-
tigkeiten und Gewohnheiten zur Kontrolle
von Ergebnissen und das Arbeiten mit
sinnvoller Genauigkeit bei Resultatsanga-
ben wachsen. So gesehen erfordert gerade
die Anwendung des Taschenrechners eine
hoéhere Qualitdt der mathematischen Allge-
meinbildung insgesamt, die mit den neuen
Lehrpldnen angestrebt wird.

Der mit der Einfiihrung von elektronischen
Taschenrechnem zu erreichende Effekt er-
fordert, daB jeder Schiiler ab Klasse 7 liber
einen Taschenrechner i Unterricht und
fir Hausarbeiten verfugt. Durch die mi-
kroelektronische Industrie unserer Repu-
blik wird dazu der Schultaschenrechner
SR 1 produziert. Er besitzt neben den not-
wendigen Rechenarten, Funktionen und
Speichern zwei langlebige Knopfzellen zur
Energieversorgung (etwa 2000 Stunden)
und eine automatische Abschaltung der
Stromversorgung nach sechs Minuten. Die
dazugehorige Bedienungsanleitung ist spe-
ziell fur die Belange der Schule ausgearbei-
tet worden. Es werden andere im Besitz der
Schiiler befindliche Taschenrechner, mit

Ausnahme programmierbarer Taschen-
rechner, fiir die Verwendung im Unterricht
zugelassen.

Der Verkauf der Schultaschenrechner im
Einzelhandel begann fiir die Schiiler der
zukiinftigen Klasse 7 im Mai 1985, um al-
len Elternhdusern die Moglichkeit zu ge-
ben, den Kauf bereits vor Ferienbeginn zu
titigen. Gegen Vorlage eines in der Schule
ausgegebenen Bestellscheines kann der
Schulrechner zu einem Preis von 123 Mark
in Fachverkaufsstellen fiir Rundfunk und
Fernsehen kiuflich erworben werden. Eine
verstirkte Umbhiillung sichert den Schul-
rechner gegen Beschiddigung beim Trans-
port in den Schultaschen. Fiir die Fille,
daB der Kauf des eigenen Schulrechners
nicht erfolgen kann oder der eigene Schul-
rechner durch Reparatur lingere Zeit aus-
fdllt, kann der Direktor der Schule in Ab-
sprache mit dem Fachlehrer Ausleihexem-
plare ausgeben. Zu diesem Zweck werden
die Schulen mit einer bestimmten Anzahl

zentral finanzierter Ausleihexemplare aus-
gestattet.
Die Reparatur der Rechner erfolgt in spe-
ziell dafir benannten Dienstleistungsein-
richtungen, wobei gesichert ist, daB in je-
dem Kreis zumindest eine Annahmestelle
fur Reparaturen vorhanden ist. Der Zeit-
raum zwischen Abgabe eines reparaturbe-
diirftigen Rechners in der Annahmestelle
und Ausgabe des reparierten Rechners soll
im allgemeinen 14 Tage nicht iiberschrei-
ten.
Dr. Peter Gerstenberger,
Ministerium fiir Volksbildung

Mein Taschenrechner
»SR 1%, Teil 1

Der Schulrechner SR1 ist ein sehr lei-
stungsfihiger Taschenrechner aus der Pro-
duktion des VEB Mikroelektronik Wilhelm
Pieck Miihlhausen.

Als Hauptbestandteile des SR 1 erkennt
man von auBen

~ das Gehiduse mit einem Tastenfeld,

- die Anzeige,

- den Ein- und Ausschalter und

- den Umschaiter fiir WinkelmaBe

(DEG, RAD, GRD).

(Schalterstellung

DEG - der Winkel ist in Grad
einzugeben. Ein rechter Winkel
hat 90°.

der Winkel ist in BogenmaB
einzugeben. Einem rechten
Winkel entspricht ein BogenmaB

RAD -

von d
IR

der Winkel ist in Neugrad (bzw.
Gon) einzugeben. Ein rechter
Winkel hat 100 Neugrad (1008)).

GRD -



Auf dem Tastenfeld befinden sich eine
Reihe von Tasten, die der Eingabe von
Zahlen dienen, auch Eingabetasten ge-
nannt. Zu ihnen gehéren die Zifferntasten

@; ; [Z]; I—j__l,dieTasteﬁirdas

Komma (ein Komma erscheint in der
Anzeige als Punkt), die Vorzeichenwech-
seltaste , mit der man negative Zah-
len eingeben kann (z. B. gibt man —1,2
durch Driicken folgender Tasten ein:

D ), die Taste fiir die Kon-

stante E und die Taste fiir die Expo-

nenteneingabe .

Mit der Taste kann man Zahlen in
Darstellungen wie 12-104 (also mit abge-
trennten Zehnerpotenzen) in den Rechner
eingeben:

Tastenfolge Anzeige

0.
1.
12.
[eEx]
[4]

Will man an Stelle von 12-10* die Zahl
12 - 10° eingeben, so kann man nach obiger
Eingabe wie folgt verfahren:

Tastenfolge Anzeige
12. 04

@ 12. 40
12. 05

[s]

Ala Welche Zahl wird mit folgender Ta-
stenfolge in den SR 1 eingegeben?

2 [+~ [eEx] 6]
b) [eex] [+/— ] [3]
) LEEx | [12] [+/-
d) 2] [x] [EEx]
DieTasten., ,,EI,

nennt man Operationstasten. Operationen

!

»~

gooE
S
-
[ )

e
B

X

werden jeweils mit der Ergebnistaste EI
abgeschlossen.

Aufgabe Rechenablaufplan-

2+3 E 5

2-1,7 El 3,4

z I BIE 8

Der SR1 verfligt iiber eine Loschtaste
. Nach einmaliger Betitigung der
Taste wird der zuletzt eingege-

bene Operand geléscht. Wird die Loschta-
ste zweimal gedriickt, so 16scht man die ge-

samte Eingabe.

Ergebnis

A2a Erkunde, welchen Term der SR1
mit den angegebenen Rechenablaufplinen
berechnet!

o [2] ] [3] [x] [«] [£]
o) [2] [] [ [x] [e] [=]

]
[v]
k)--E|

Nachdem wir die Aufgabe 2b) geldst ha-
ben, wissen wir, daB bei Betitigung mehre-
rer Operationstasten hintereinander der
SR1 nur die zuletzt gewihlte Operation
ausfihrt. DaB der SR 1 eine eingebaute Vor-
rangautomatik hat, merkten wir beim Lo-
sen der Aufgaben 2f) und 2g). Der SR 1 be-
achtet also die Regel , Punktrechnung geht
vor Strichrechnung*.

=5
~

EH
E
=
w

o [¢] [x] 2] [£] 3] [

o [6] [ 1 [x] 2] [2]

o [6] (] B[] 2] B

p [2] [+] 3] [ [¢] [E]

o [2] [x] [3] [+] [3] [x] [] []
mjn

A3a Gib fir folgende Terrne einen Re-
chenablaufplan an!

z . .
a)ﬁ b) a-b—c:d ¢)a—-b-¢c
A4 a Betitige die Tasten des SR 1 in an-

gegebener Reihenfolge, und fiille die Leer-
stellen aus!

Schritt  Tastenfolge Anzeige

0.

1. 4,

2. 4.

3. S.

4. El 9.

S. 2.

6. E

8. E] . :

9.

[
[

—

(=}

-
73

Wie man beim Ausfiillen der Leerstellen
merkt, wird jeweils zu den in Schritt 5, 7, 9
eingegebenen Zahlen die Zahl § (zweiter
Operand der Ausgangsaufgabe) addiert.
Der SR 1 verfuigt also iiber eine Konstanten-
automatik beziiglich der Addition.

A 54a Erkunde, ob der SR1 auch beziig-
lich der anderen Grundrechenoperationen

(I::_l , , E]) iiber Konstantenautoma-

tik verfiigt!
A 6 a Fille die Leerstellen aus!

» ...E_I.El-El

m-.-E.EE
Blmle
.--.EE.
Blalalwnis

Das Betiitigen einer der Funktionstasten,

z.B. [El (bzw. bewirkt, dafl die

in der Anzeige befindliche Zahl a durch a?
(bzw. \/a_ ; —};) ersetzt wird und der Ta-

1
schenrechner dann mit a? (bzw. \/; ;7>

weiterrechnet. Will man den Wert des
Terms 32 + 4 mit dem SR 1 ermitteln, so
muB man vor der Betitigung der Wurzelta-

ste die Taste El driicken, damit die
Summe der Quadrate, in unserem Falle 25,

in der Anzeige erscheint. Ein entsprechen-
der Rechenablaufplan sieht wie folgt aus:

Gl L EE

A7a Stelle zur Berechnung folgender
Terme einen Rechenablaufplan auf!
Kontrolliere deinen Plan mit Hilfe einfa-
cher Zahlen!

a) (a + b)?

b) a +-—},—

Y.
Y2a-b
1 1

d) 74‘ T

e) Ja+b-c’

A 84 Stelle einen Rechenablaufplan zur
Berechnung von u auf!
1 1 1

u a b

3
o

o

i~

[T ~]
HHHHH

A9a Welcher Term kann mit nachste-
den?
) e[ e[x] e [ [£]
[x] e [£]
©)
¢ (]
/x| b
D afix][+] b [5]
Mit dem Rechenablaufplan 9¢) wird nicht
Terms a - b ermittelt.
Nach Abarbeitung der Tastenfolge
Wert 1/; . Dieser Wert wird jedoch durch
die Eingabe von b geldscht und durch b er-
E der Wert von a-b in der Anzeige
sichtbar wird. Fiir alle Funktionstasten

hendem Rechenablaufplan berechnet wer-
b) a

[@E
0 [=]
der Term a~ﬁ, sondern der Wert des
a I_El erscheint in der Anzeige der
setzt, so daB nach der Betidtigung der Taste
wird beim SR 1 mit dem Rechenablaufplan

a |Operationstaste| LFunktionstasle] b

Ederselbe Term berechnet wie mit fol-
gendem Rechenablaufplan:

a | Operationstaste | b E

L. Flade

Fortsetzung folgt in Heft 5/85.
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aufgepalit
nachgedacht
mitgemacht

speziell
fiir Klasse 5/6

Drehsymmetrie

Die beiden Bilder (siehe unten) wird man
als symmetrische Figuren empfinden.

Sie lassen sich jedoch nicht in die Symme-
triearten einordnen, mit denen wir uns be-
reits beschiftigt haben.

So wurden im Heft 4/1984 (S. 80 bis 81)
die Axialsymmetrie und im Heft 2/1985
(S.42 bis 43) die Zentralsymmetrie niher be-
trachtet:

Eine Figur F heit symmetrisch beziiglich der
Geraden a (axialsymmetrisch) bzw. symme-
trisch beziiglich des Punktes Z (zentralsymme-
trisch), wenn bei der Spiegelung an der Ge-
raden a bzw. bei der Spiegelung am Punkt
Z (d.h. Drehung um Z mit 180°) die Figur
F in sich iibergeht.

Bei der Betrachtung der Titelfigur erkennt
man, daB sie weder axial- no¢h zentralsym-
metrisch ist; aber sie geht durch eine Dre-
hung mit 120° um einen Punkt in sich
iiber. (Den geeigneten Drehpunkt erkennt
man schon gefiihlsmdpig.)

Man nennt nun eine Figur F drehsymme-
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trisch beziiglich des Punktes M, wenn es eine
(nichtidentische) Drehung ¢ um M gibt,
die die Figur F auf sich abbildet. Den
Drehwinkel k6nnen (und wollen) wir dabei
immer zwischen 0° und 360° sowie im glei-
chen Drehsinn wihlen.

Wir betrachten dazu zwei bekannte Figu-
ren, einen Kreis (Bild 1) und ein (einfa-
ches) regelmiBiges Sechseck (Bild 2). (Ein
n-Eck heiBt einfach, wenn sich keine zwei
seiner Seiten iiberschneiden.) Hier gibt es
jeweils Drehungen, die die Figur zur Dek-
kung bringen.

Bild 1

Wihrend dies beim Kreis jede Drehung um
den Mittelpunkt M leistef, kommen beim
Sechseck nur flinf Drehungen um seinen
Mittelpunkt M in Frage, nimlich (im glei-
chen Drehsinn gemessen) mit 60°, 120°
180°, 240° und 300°, wenn man von der
identischen Abbildung absieht, die als spe-
zielle Drehung um M mit 0° aufgefafit
wird.

ala Essei AjA,... A, ein (einfaches) re-
gelmdpiges n-Eck (n = 3) und M der Mittel-
punkt seines Umkreises. Man bestimme alle
Drehungen um M, die diese Figur auf sich ab-
bilden!

Lisung: Den Winkel, den zwei aufeinan-
derfolgende Ecken mit M bilden, etwa

% A\MA,, hat die GroBe 360 . Die Dre-

hung ¢ um M mit (3—20—>

bildet nun of-

fensichtlich die Figur auf sich ab. Da bei
jeder der gesuchten Drehungen um M Ek-
ken auf Ecken zu liegen kommen miissen,
ist ihr Drehwinkel @ ein Vielfaches von
360\° 360\ .
(T) , genauer @=m- (T) mit
0 = m < n, m ganzzahlig. Es gibt also ge-
nau n Drehungen um M, die die Figur zur
Deckung bringen, wobei wir die identische
(mit dem Drehwinkel ¢ = 0°) hier und spi-
ter mit dazuzihlen.
Wenn wir bedenken, dal die Nacheinander-
ausfiithrung g, - @, zweier Drehungen g, und g,
um M, die die Figur F zur Deckung bringen,
wieder eine Drehung um M mit dieser Eigen-
schaft ist, so kommen wir zu einer anderen
Betrachtung unserer Aufgabe.
Die m-fache Nacheinanderausfihrung der

Drehung ¢ um M mit (? fiilhrt die
Ecke A, in die Ecke A, (1 <m < n) iiber;
die n-fache Nacheinanderausfiihrung von
o ist schlieBlich die identische Drehung,
bei der A, wieder auf sich abgebildet wird.
Die gesuchten Drehungen sind also

0°0°0,...,0°0...0
n-mal

oder kurz in Potenzschreibweise o™ mit
1=mgzn.

Man erklirt: Eine Figur F hat beziiglich des
Punktes M eine Drehsymmetrie vom Grad n,
wenn s genau n Drehungen um M gibt
(einschlieBlich der identischen), die die Fi-
gur F auf sich abbilden. Dabei ist nur
n =2 von Interesse.

So hat also die Titelfigur eine Drehsymme-
trie vom Grad 3, und ein regelmiBiges
n-Eck hat beziiglich seines Mittelpunktes
eine Drehsymmetrie vom Grad n. Dagegen
hat die Drehsym...ctrie des Kreises beziig-
lich seines Mittelpunktes keinen endlichen
Grad.

A2A Man betrachte das Vorderrad des
Fahrrades in Draufsicht, Welchen Grad hat die
Drehsymmetrie dieses Bildes beziiglich des
Punktes, der Bild der Radachse ist?

A3 A a) Fiir eine systematische Gliede-
rung der Samenpflanzen ist die Anzahl
und Stellung der Bliitenteile ein wichtiges
Hilfsmittel, die man als GrundriB schema-
tisch in einem sogenannten Bliitenflia-
gramm angibl. Welchen Grad der Drehsym-
metrie besitzt das Bliitendiagramm der Tulpe
(oder anderer bekannter Blumen)?

b) Man zerschneide einen Apfel senkrecht zur
Achse Bliite — Stiel. Welchen Grad der Dreh-
symmetrie zeigt die Schnittfldche?

Vielfiltige Beispiele fir Figuren mit Dreh-
symmetrie bieten Natur, Kunst und Tech-
nik; besonders eindrucksvoll sind die Ro-
setten an alten Bauwerken. Das Bild 3 zeigt
ein drehsymmetrisches Kirchenfenster; im
Stadtwappen von Erfurt (Bild 4) befindet
sich eine drehsymmetrische Figur; das
Laue-Diagramm in Bild 5 (ein Rontgen-
strahlbeugungsgitter eines Kristalls) besitzt
eine Drehsymmetrie vom Grad 6.

stehen in

und Drehsymmetrie
einem engen Zusammenhang: Besitzt eine
Figur F beziiglich des Punktes M eine
Drehsymmetrie vom Grad n, so ist F genau
dann zentralsymmetrisch beziiglich M,
wenn n gerade ist.

Zentral-

A4 A Es sei o eine Drehung um M mit
k
& 360°und 1=k <1; k, n ganzz.; ferner

sei A+ M ein beliebiger Punkt. Wir bezeich-
nen mit A,, das Bild von A bei der m-fachen
Nacheinanderausfiihrung von ¢ (sezziell sei



A, das Bild von A bei der Drehung g) und
verbinden A mit A, A, mit A, usw. durch eine
Strecke. Welche Streckenziige entstehen auf
diese Weise?

Lisung: Fir m =n (> 1) ist die m-fache
Nacheinanderausfiilhrung von p wegen

m (—l;- 360") = k-360° die identische Dre-

hung, also 4, = A, d. h., der Streckenzug
AA,A,... A, schlieBt sich spatestens mit
dem Punkt 4,.

Sind k, n teilerfremd, so ist 4,4,...4, ein
regeimaBiges n-Eck. Dies ist offenbar ein-
fach, wenn k =1 gilt. Fiir k > 1 diberschnei-
den sich die Seiten; ein solches Vieleck
heiBt ein regelmdfiges Sterneck. So erhilt
man fir n =5 und k =2 das regelmaBige
Sternfiinfeck (Bild 6). (Es gibt genau zwei
Arten  regelmadBiger  Sternsiebenecke;
warum?)

Bild 6

Sind k, n nicht teilerfremd, also der groBte
gemeinsame Teiler von k und n eine Zahl
t > 1, dann ist bereits 4,,= 4, d.h., es ent-

steht ein regelmiBiges (—’:)-Eck.

Nun kann man eine anspruchsvolle Auf-
gabe l0sen:

A5 A Die Nacheinanderausfiihrungen einer
Drehung um M mit t-180° (0 <t <1, reell)
erzeugen mit einem Punkt A = M ein regelmd-
Biges Vieleck genau dann, wenn t eine ratio-
nale Zahl ist.

Einen bemerkenswerten Zusammenhang
gibt es zwischen Axial- und Drelisymmetrie:

A6A Hat eine Figur F zwei sich schnei-
dende Geraden a, und a, als Symmetrieach-
sen, so ist sie beziiglich des Schnittpunktes S
von a, und a, drehsymmetrisch.

Beweis: Die Nacheinanderausfiilhrung der
Spiegelungen ¢, und o; an den Geraden a;
und a, ist eine Drehung um den Schnitt-
punkt S von a,, a,; der Drehwinkel g 148t
sich leicht konstruktiv angeben (Bild 7).

Bild 7

a,

Da o, und o, die Figur jeweils auf sich ab-
bilden, gilt dies dann auch fiir g.

A7a Gib Figuren an (insbesondere aus
dem Mathematikunterricht), in denen die
Voraussetzungen von A 6 A gelten!

Von Interesse ist, ob eine Figur beziiglich
verschiedener Punkte drehsymmetrisch sein
kann und welche Zusammenhinge dabei
bestehen.

Die Ebene kann man offensichtlich ein-
fach und liickenlos mit kongruenten Qua-
draten iiberdecken (Bild 8). Diese Figur ist
drehsymmetrisch beziiglich der Quadrat-
mitten (Grad 4), der Quadratecken
(Grad 4) und der Quadratseitenmitten
(Grad 2). Entsprechende Grade der Dreh-
symmetrie treten auch in dem Wandmu-
ster auf, das Bild 9 zeigt.

Bild8 [T 717

A 8 A Eine Parkettierung der Ebene ist auch
a) mit kongruenten gleichseitigen Dreiecken
b) mit kongruenten regelmdfigen Sechsecken
(. Honigwabenmuster, Bild 10) maéglich. Man
untersuche jeweils die moglichen Drehsymme-
trien!

Bild 10

A 94 Hat eine Figur F eine Drehsymmetrie
von Grad d, bez. M, und eine Drehsymmetrie
vom Grad d, bez. M, und gilt d, < d,, dann
ist F drehsymmetrisch beziiglich eines weiteren
Punktes M, der nicht auf der Verbindungsge-
raden von M, und M, liegt und bei dem der
Grad der Drehsymmetrie d, = d, ist.

Bild 11

M My

Beweis: Nach Voraussetzung gibt es eine
Drehung ¢, um M, und eine Drehung o,
um M,, die die Figur F jeweils zur Dek-
kung bringen. Bei der Drehung g, geht we-
gen d, > d;, also d; >2, der Punkt M, in
einen Punkt M; iiber, der nicht auf der Ver-

bindungsgeraden von M, M, liegt
(Bild 11). Die Figur F geht dabei in eine
Figur F’ uber, die offenbar beziiglich M,
eine Drehsymmetrie vom Grad d, besitzt.
Nun ist aber F' gleich F, da F nach Voraus-
setzung bei der Drehung g, in sich iiber-
geht. Damit gilt die Behauptung.
Beispiele fiir den Sachverhalt in 4 9 4 bie-
ten das Bild sowie die Figuren in a8 Aa)
und b).

Besonders bemerkenswert ist hier noch,
daB unter den Voraussetzungen in A9 A
fur die Grade der Drehsymmetrien der Fi-
gur F pur folgende Kombinationea még-
lich sind:

a) alle 3; b) nur 2 und 4;

c) nur 2, 3 und 6.

Dies folgt aus der kristallographischen Be-
schrankung, auf die wir hier nicht niher
eingehen konnen.

A 10 A Betrachte zu Hause (oder in der
Schule) die Tapetenmuster hinsichtlich mogli-
cher Drehsymmetrien und diesbeziigliche:
Grade!

A1l a Zeichne ein Muster, bei dem mehrere
Drehsymmetrien auftreten, aber alle vom
Grad 3 sind!

E. Quaisser/H.-J. Sprengel

Vervollstindige die folgenden Figuren so,
daB axialsymmetrische Figuren entstehen,
wobei s die Spiegelachse ist!

Heidrun Tittel, Gotha (K1. 5)
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Ein Besuch in der Knobelwerkstatt
Teil 3: Ernste Probleme heiter betrachtet

Liebe Freunde! Nachdem wir in Teil 2 un-
serer Beitragsserie die Ideenfindung fiir
heitere mathematische Problemaufgaben
(Knobelaufgaben) aus der Umwelt am Bei-
spiel von Beobachtungen in der Messestadt
Leipzig demonstriert haben, wollen wir in
diesem Beitrag die Mathematik selbst zu
Rate ziehen und sie als Ideenlieferant fiir
Knobelaufgaben nutzen.

Damit hatten wir ja bereits begonnen, als
wir ndmlich in Teil 1 einige typische Klas-
sen von mathematischen Knobelaufgaben
vorgestellt haben und hierbei die Eintei-
lung nach mathematischen Teildisziplinen
(Arithmetik, Gleichungslehre, Kombinato-
rik, Graphentheorie, Geometrie, Logik
u. a) vorgenommen hatten. Prinzipiell
kann man zu jeder mathematischen Teil-
disziplin Knobelaufgaben gestalten, und
sei ihr Inhalt von noch so streng wissen-
schaftlicher Natur. Der franzosische Ma-
thematiker Blaise Pascal (1623 bis 1662),
der euch sicher durch das Pascalsche
Dreieck bekannt ist, und der zusammen
mit Pierre de Fermat (1601 bis 1665) als Be-
griinder der Wahrscheinlichkeitsrechnung
gilt, hat einmal gesagt: ,Die Mathematik
als Fachgebiet ist so emnst, da8 man keine
Gelegenheit versiumen sollte, dieses Fach-
gebiet ein wenig unterhaltsamer zu gestal-
ten.”

Eingedenk dieses Ausspruches wollen wir
nun demonstrieren, wie man den mathe-
matischen Objekten, Sitzen und Formeln
die unterhaltsame Seite abgewinnen kann,
indem wir sie in heiteren Problemaufgaben
darstellen bzw. zu Knobelaufgaben umfor-
mulieren, so daB sich ihr ernsthaftes We-
sen in unterhaltsamer Weise offenbart. Wir
wollen das an einigen Beispielen aus der
Arithmetik und der Geometrie verdeutli-
chen.

Zunichst drei Beispiele aus der Arithmetik,
des Teilgebietes der Mathematik, das die
Zahlenarten und ihre Rechengesetze be-
handelt, wobei die niedere Arithmetik die
vier Grundrechenarten und die Potenz-
rechnung mit ihren Umkehrungen (Wur-
zelziehen und Logarithmieren) und die ho-
here Arithmetik die Theorie der Folgen
und Reihen, die Zahlentheorie und auch
die Kombinatorik umfagt.

Beispiel 1

Grundobjekte der Mathematik, insbeson-
dere der Arithmetik, sind die Zahlen. Thr
kennt bereits eine Reihe von Zahlenarten,
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wie z.B. natiirliche Zahlen (gerade Zahlen,
ungerade Zahlen, Primzahlen, Quadratzah-
len, vollkommene Zahlen o. i.), ganze, ge-
brochene, rationale, irrationale und reelle
Zahlen und eventuell auch schon kom-
plexe Zahlen. In Form der Knobelaufga-
ben I und 2 k6nnte man sich etwa in unter-
haltsamer Weise mit den Zahlen und deren
Darstellung beschiftigen.

Beispiel 2

Ihr wiBt sicher, daB man eine Zahlenfolge
der Form a,=a, a,=aq, a;=aq’
ay=aq’ ..., a,=aq""!, ... eine geomeltri-
sche Folge mit dem Anfangsglied a # 0 und
dem Quotienten ¢ nennt, und daB man die
Summe s, der ersten n Glieder solch einer
Folge mit ¢ # 1 nach der Formel

g"—1

g—1
berechnen kann. Von hier nehmen wir die
Ideen fiir die Knobelaufgaben 3 und 4, wel-
che die GesetzmiBigkeiten geometrischer
Folgen in unterhaltsamer Weise offenba-
ren.

S, =a;t+a,+...+a,=a-

Beispiel 3

Bekanntlich besagt der Fundamentalsatz
der elementaren Zahlentheorie, daB sich
jede natiirliche Zahl n > 1 bis auf die Rei-
henfolge der Faktoren eindeutig in ein Pro-
dukt von Primzahlpotenzen n = p,* p,* ...

" p® zerlegen laBt, wobei p,, py, ..., pr paar-

weise verschiedene Primzahlen und «;, o,

.., o4 natiirliche und von 0 verschiedene
Zahlen sind. Beispielsweise gilt:
1800 =23-32.52 und 1984 = 26-31.
Knobelaufgaben, die man zu diesem Satz
von der Primfaktorzerlegung bauen kénnte,
wiren etwa Wegeprobleme mit Zahlen
(Aufgabe 5), magische Figuren mit gleichen
Produkten (Aufgabe 6), geometrische Tei-
lungsprobleme — mit Zahlen kombiniert
(Aufgabe 7), Aufgaben, welche auf die Be-
stimmung des groSten gemeinsamen Tei-
lers bzw. kleinsten gemeinsamen Vielfa-
chen zweier oder mehrerer natiirlicher
Zahlen fiihren (Aufgabe 8), sowie weitere
Denksportaufgaben, die auf der Primfak-
torzerlegung basieren; vgl. dazu etwa al-
pha-heiter, Heft 6/84, Zum Jahreswechsel a)
und c).

Nun noch zwei Beispiele zur Ideenfindung
fur Knobelaufgaben aus der Geometrie,

speziell aus der Planimetrie (griech. Fli-
chenmessung), also der Geometrie der
héchstens zweidimensionalen Gebilde:

Beispiel 4

Grundobjekte der Planimetrie sind u. a.
Punkte, Geraden, Strecken, Vielecke, ins-
besondere Dreiecke und Vierecke (etwa
Quadrate, Rechtecke, Trapeze, Parallelo-
gramme), Kreise und die Kegelschnitte (El-
lipsen, Hyperbeln und Parabeln). Hieraus
kann man sehr viele Ideen fiir unterhalt-
same Knobelaufgaben schopfen, z. B. Tei-
lungsprobleme ohne zusitzliche Elemente
(Aufgabe 9), Teilungsprobleme mit zusitz-
lichen Elementen (Aufgabe 10), Legespiele
(Aufgabe 11), Holzchenspiele (Aufgaben 12
und 13) und viele andere.

Beispiel 5

Wie der Name Planimetrie schon sagt, be-
handelt sie insbesondere auch die Berech-
nung der Fldcheninhalte ebener Figuren. So
lauten die Formeln fir die Berechnung der

. 1
Flicheninhalte eines Dreiecks: 4 = 3 gh,
atec
2

Parallelogramms: 4 = gh und eines Dra-

eines Trapezes: A = h=m-h, eines

chenvierecks: A4 =—;—~ef. Die Bedeutung

der verwendeten Symbole ist euch sicher
klar. Es haben also z.B. alle diejenigen Tra-
peze den gleichen Flicheninhalt, bei de-
nen das Produkt mh (m: Mittellinie, h:
Hohe) den gleichen Wert besitzt. Das gibt
die Idee fir die Knobelaufgabe 14. Analoge
Knobelaufgaben kdénnte man auch zu den
anderen drei Formeln gestalten. Abschlie-
Bend sei mit der Aufgabe 15 noch eine
Knobelaufgabe angegeben, bei der es um
den Vergleich der Oberflichen von aus
gleichen Quadern (hier Streichholzschach-
teln) zusammengesetzten Korpern geht.

Ubung zum ,Eigenbau“
von Knobelaufgaben

Lost die Aufgaben 1 bis 15 der Knobel-
Wandzeitung (3), und versucht dann, zu je-
der dieser Aufgaben eine dhnliche Knobel-
aufgabe selbst zu gestalten! Beispielsweise
konntet ihr bei Aufgabe 1 Wege mit ande-
ren Zahlenarten einbauen, bei Aufgabe 3
eine andere geometrische Folge wihlen
und dazu eine andere Geschichte erdich-
ten, bei den Aufgaben S bis 8 zur Primfak-
torzerlegung andere Zahlen (mit anderen
Primfaktorzerlegungen) wihlen und diese
in andere Wege, Figuren usw. einbauen
oder aber zu Aufgabe 14 analoge Aufgaben
mit Dreiecken, Parallelogrammen bzw.
Drachenvierecken gestalten. Jedoch, wir
wollen eurer Phantasie nicht vorgreifen.
Wir wiinschen euch beim Eigenbau von
Knobelaufgaben viel SpafB!

R. Mildner



Knobel-
Wandzeitung

Ala Charakteristische Wege

Findet mindestens 4 verschiedene Wege
zwischen A und B, von denen ein jeder nur
natiirliche Zahlen mit einer bestimmten
Eigenschaft verbindet!

A2 a Erstaunliches

Denkt euch irgendeine zweistellige natiirli-
che Zahl aus, und schreibt diese dreimal
hintereinander, so daB eine sechsstellige
Zahl entsteht! Dividiert diese sechsstellige
Zahl jetzt durch 3, das Ergebnis dann
durch 7, dieses Ergebnis wiederum durch
13 und letzteres Ergebnis schlieBlich durch
37! Welche Zahl erhaltet ihr nach Ausfiih-
rung dieser 4 Divisionsschritte?

Begriindet das Ergebnis!

A3 a In der Bickerei

Ein Bidcker hat eines Morgens noch eine
gewisse Anzah] Brotchen, und im Laden
sind 4 Kunden. Scherzhaft sagt der Bicker:
~Wenn jeder von Thnen ein Drittel der je-
weils noch vorhandenen Brotchen nimmt,
so habe ich gerade noch 16 Brotchen iib-
rig.“

Wie viele Brotchen hatte der Bicker noch,
und wie viele Brotchen hitte jeder der 4
Kunden nach seinem Vorschlag nehmen
miissen?

A44A Seemannsgarn?

In einer Hafenkneipe erziihlt ein alter See-
mann folgende Geschichte: ,Vor vielen
Jahren gingen wir einmal an einer romanti-
schen Siidseeinsel vor Anker. Als wir die
Insel betraten, wurden wir von 21 wunder-
schonen Midchen empfangen. Jede von
ihnen trug einen goldenen Teller mit kést-
lichen Apfelsinen. Das erste Midchen
hatte auf seinem Teller 1 Apfelsine, das
zweite 2 Apfelsinen, und jedes weitere
Maidchen hatte auf seinem Teller doppelt
soviel Apfelsinen wie das vorhergehende
Maidchen. Dankend nahmen wir die Apfel-
sinen entgegen und verspeisten sie sogleich

mit groBem Appetit. Am nichsten Morgen
lichteten wir den Anker und nahmen Kurs
nach Norden.“ Was meint ihr, handelt es
sich bei dieser Geschichte um Seemanns-
garn?

A 5a Badefreuden

Peter mochte ins Freibad, doch ist das nur
auf dem Wege moglich, bei dem das Pro-
dukt der dabei liberquerten Zahlen 1000
betrigt. AuBerdem darf er jedes Zahlenfeld
nur hochstens einmal iiberqueren. Wel-
chen Weg muB er nehmen?

3 1 5
1 3 5
3 2 1 2 5
3 1 2
Peter
1 2 3

A6 a Primzahl-Magie

Tragt in die Felder der Figur nur Primzah-
len derart ein, daB das Produkt der 4 Zah-
len in den Eckpunkten der 6 Quadrate so-
wie der aus drei Quadraten bestehenden
Rechtecke und in jedem der 4 Dreiecke je-
weils 210 betrigt!

A7a Gerechte Teilung

Zerlegt das abgebildete Rechteck derart in
deckungsgleiche Vielecke, daB das Produkt
der sich in jedem Vieleck befindlichen
Zahlen 525 betriigt!

hluiunian
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A 8a Frage an Aquarianer

Wieviel Liter darf ein SchopfgefdB hoch-
stens fassen, damit man mit ihm sowohl
ein 6-Liter-Aquarium als auch ein 20-Li-

ter-Aquarium bis zum Rand mit Wasser

fullen kann (wobei das SchopfgefiB stets
voll gefiillt und dann restlos ausgegossen
werden muB)?

A 94 Rechteck-Zerlegung
Zeichnet ein beliebiges Rechteck, und zer-
legt es sodann in 24 deckungsgleiche recht-

winklige Dreiecke, und zwar a) durch 11
Geraden, b) durch 12 Geraden, c) durch 13
Geraden und d) durch 14 Geraden!

A10a Von jedem etwas

Zerlegt das abgebildete Quadrat durch 5
Geraden so in 9 Teile, daB die Anzahl der
Punkte in den einzelnen Teilen jeden
(ganzzahligen) Wert von 0 bis 8 annimmt!

alla Nur Geduld!
Legt alle abgebildeten Buchstaben zu einer
liickenlosen Quadratfliche zusammen!

ElEy
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A 12 Ao Verschwundene Quadrate

a) Wie viele Quadrate (kleinere und auch
groBere) enthilt die Holzchen-Figur?

b) Entfernt aus dieser Figur 9 Hélzchen so,
daB die Restfigur kein einziges Quadrat
mehr enthdlt!

A 134 Sechseck-Spielereien

Entfernt aus der Figur jeweils. 3 Holzchen,
so daB a) 3 gleichseitige Dreiecke, b) 3
Rhomben, c) 4 gleichseitige Dreiecke, d) 1
gleichseitiges Dreieck und 2 Rhomben und
e) 2 gleichseitige Dreiecke und 1 Trapez
aufgelegt sind! Uberlegt euch, wie viele
Moglichkeiten der Abdnderung es in jedem
Falle gibt!

JAVAN
N/
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Studium in
der Sowjetunion

Ein edler Mensch kann einem engen Kreis
nicht seine Bildung danken. Vaterland und
Welt muB auf ihn wirken...

Goethe, Tasso

In jedem Jahr begibt sich Ende Juli eine
groBere Zahl von Abiturienten auf eine
weite und lange Reise. Nachdem sie einen
Monat in einem Sprachlager verbracht ha-
ben, treten sie am ersten September ein
Studium an einer sowjetischen Hochschule
an. Weitere Schulabginger fahren zur sel-
ben Zeit in andere sozialistische Lander.
Die meisten verbringen finf Jahre im Aus-
land, manche vier, andere auch flinfein-
halb oder sechs Jahre. Natiirlich fahren sie
regelmiBig in den Winter- und Sommerfe-
rien nach Hause, trotzdem wird vielen die
lingere Trennung von Eltern, Freundin
oder Verlobtem nicht leichtfallen. Der Ent-
schiuB zu einem Auslandsstudium will gut
Uberlegt sein. Als Auslandsabsolvent -
und ehemaliger Leser der alpha — mdchte
ich einige Erfahrungen weitergeben.

Die Vorbereitung

Die Bewerbung zum Studium im Ausland
erfolgt zu Beginn der 10.Klasse. Im Fe-
bruar findet an der ABF Halle, dem Institut
zur Vorbereitung auf ein Auslandsstudium,
ein Aufnahmegesprich statt. Wer im fol-
genden Friihjahr den Bescheid erhdlt, daB
er zum Studium angenommen wurde, wird
im September feierlich immatrikuliert, um
wihrend der 11. und 12. Klasse einen Vor-
bereitungskurs in Halle zu absolvieren.
Hier wird nach modifizierten Lehrplinen
unterrichtet. Manche Fécher entfallen, da-
fir wird fiir die sprachliche und fachspezi-
fische Ausbildung mehr Zeit verwendet.
Es gibt auch die Moglichkeit, von einer
Spezialschule direkt ins Ausland zu fah-
ren. Ich personlich wiirde die erste Va-
riante vorziehen, da der Aufenthalt an der
ABF nicht nur sprachlich und fachlich et-
was gibt, sondern auch zum Leben im Kol-
lektiv zwingt. Die Fihigkeit dazu ist im
Ausland besonders wichtig.

Das Studium

Studienrichtungen gibt es viele. Das Ange-
bot reicht von Mathematik und Physik
iiber Biologie, Medizin, Bauwesen, Mecha-
nisierung der Landwirtschaft bis zur Orien-
talistik und Diplomatie. Einiges kann man
iberhaupt nur in der UdSSR studieren.
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Zahlreich sind auch die méglichen Stu-
dienorte und Hochschulen. Der Studienab-
lauf ist dem an unseren Hochschulen ihn-
lich. Umfangreich und auf hohem Niveau
sind die gesellschaftswissenschaftlichen
Fécher vertreten. Auch Russisch wird un-
terrichtet, die notigen Kenntnisse im Eng-
lischen muf} man sich wihrend oder nach
dem Studium selbst aneignen. Natiirlich
erlernt man die russische Sprache ebenfalls
nicht passiv und automatisch, sondern nur
durch hiufiges Nachschlagen im Wérter-
buch - zumindest in der Anfangsphase. Es
sei aber betont, da} man vor der fremden
Sprache nicht die geringste Scheu zu ha-
ben braucht. An ihr ist noch kein Student
gescheitert.

Uber die Anforderungen im Studium LBt
sich pauschal wenig sagen, da sie von
Fachrichtung und Hochschule abhingen.
Besondere Leistungen werden z.B. an der
Lomonossow-Universitdt verlangt.

Man fahrt aber nicht in erster Linie ins
Ausland, weil dort vielleicht das Studium
besser wire als bei uns. Wichtig ist, daB3 es
etwas anders ist, daB man dort an manche
Probleme anders herangeht. So kénnen die
Auslandsabsolventen in gewissen Fillen
neue Aspekte fiir die Wissenschaft in unse-
rem Lande mitbringen. Sehr wichtig sind
personliche Kontakte zu sowjetischen Spe-
zialisten, die vor allem nach einer Aspiran-
tur besonders eng sein werden.

Das Leben im Ausland

Die Anzah! der an den verschiedensten
Universitdten studierenden DDR-Studen-
ten ist sehr unterschiedlich. Sie schwankt
zwischen einigen zehn in Stddten wie Do-
nezk und iiber tausend in Moskau. Das po-
litische und kulturelle Leben in der FDJ-
Organisation ist auflerordentlich gut ent-
wickelt. In Moskau hat man natiirlich ein
breiteres Angebot an deutschsprachigen
Veranstaltungen. Doch je weniger man
DDR-Studenten um sich hat, um so besser
werden im Durchschnitt die Kontakte zu
sowjetischen Kommilitonen sein - ein
ganz wichtiges Moment des Auslandsstu-
diums. Ich bedaure es deshalb nicht, in
einer in dieser Hinsicht kleinen Stadt stu-
diert zu haben. Mit 1,3 Millionen Einwoh-
nern ist Charkow allerdings eine der groB-
ten Stidte der UdSSR.

Die Konfrontation mit einer fremden Kul-
tur erweitert unbedingt den persdnlichen
Erfahrungskreis. Sie 1d8t die eigene Kultur
einmal aus anderer Sicht sehen und zwingt
zum Nachdenken {iber die wahren Werte
im Leben. In diesem Sinne 4Bt sich von
den sowjetischen Menschen viel lernen.
Besonders beeindruckt hat mich, wie oft in
personlichen Unterhaltungen iiber Krieg
und Frieden gesprochen wird — in der Fa-
milie, unter Studenten oder bei zufilligen
Bekanntschaften im Zug. Der erste
Wunsch fiir das Neue Jahr ist bei allen, daB
es ein friedliches wird. Wer fiinf Jahre bei

. ihnen gelebt hat, kann auf die Frage:

»XOTAT 1N pyCCKHE BOMHBI?
ohne Zogern antworten.
Zu sehen gibt es natiirlich auch einiges.

Ich kenne Absolventen, die simtliche So-
wjetrepubliken bereisten. Ein Erlebnis ist
auf alle Fille die Teilnahme an einer soge-
nannten Baubrigade sowjetischer Studen-
ten in den Sommerferien, auch fiir den, der
nicht das Gliick hatte, mit ihr nach Sibi-
rien zu fahren.

Hier konnten nur ganz grobe Vorstellun-
gen vom Studium in der UdSSR vermittelt
werden. Wer mit dem Gedanken spielt,
sich dafiir zu bewerben, sollte sich nach
Moéglichkeit mit einem Absolventen unter-
halten. Rund 16 000 sind es in der ganzen
Republik (seit 1955). Ich denke, daB fast
alle von ihnen auf die entscheidende
Frage, ob sie wieder ins Ausland fahren
wiirden, mit Ja antworten wiirden.

Fiir die alpha-Leser wihlte ich zehn Aufga-
ben aus, die zu Aufnahmepriifungen an
Hochschulen der UdSSR fiir sowjetische
Schulabgénger der 10. Klasse gestellt wur-
den. Auslandsstudenten werden delegiert
und brauchen keine Priifungen abzulegen.
In Heft 5/85 veroffentlichen wir die iiber-
setzten Aufgabentexte und die Losungen.
Viel Erfolg beim Lésen der Aufgaben!

Aufgaben

Ala Jloxasarp, 4TO OpH M060M HaTYypa-
JIBHOM n BhIpaXXCHUE
A, =11742 4122041
n
menuTcs Ha 133,

A2 A [JlokasaTh, YTO MPOH3BENEHME TPEX
MOCTEN0BAaTENBHBIX HATYPAJIbHBIX YHCEN,
CpenHee M3 KOTOPBIX €CTh KBaJpaT HATypa-
TMBHOTO YHUCIIa, HenuTcs Ha 60.

A3 a TIloctponts rpaduk dyEKIEA
y=yx2+2x+1 +x?-2x+1

A4 4 Jloxa3aTs TOXIECTBO
1 _ 3 + 4

R N RN A
A5 A Pemuts ypaBuerne

3x + 4x = Sx
A6 A Pemnts ypaBHeHHE

2+ x+D)(x2+x+2)-12=0
A7 a Pewuts ypaBHEeHNE

V2x2+5x+2 +42x2+5x -9 =1
A 8 o Jloka3aTte, 4yTO

2(sin S + cos Sax)

—3(sin‘ax + cos‘a) = —1
A 94 Pemints ypaBHeHHE

€Os X cos 2x = cos 3x

A10a IIo ocHOBaHn0O a, 60KOBBIM CTO-
poHaM b M ¢ TpPEyroibHHMKa ONpEeHelIuThb
OTpe3KM, Ha KOTOpble GHCCEKTpHCAa BHYT-
PEHHEro yria Ipy BeplIAHE NETUT OCHOBA-
HHE.

W.R. Dick



Rational oder irrational?

Eine Aufgabe von
Prof. Dr.

J. W. Schmidt

Sektion Mathematik,
Wissenschaftsbereich Numerik
Technische Universitat Dresden

Wenn man im Bereich der rationalen Zah-
len addiert, subtrahiert, multipliziert oder
dividiert (Division durch 0 natiirlich ausge-
schlossen), dann erhdlt man als Ergebnis
stets wieder eine rationale Zahl.

Fiihrt man diese Rechenoperationen in der
Menge der irrationalen Zahlen aus, dann ist
das Ergebnis nicht immer eine irrationale
Zahl.

Beispiele:

1 B2=46;
das Produkt der beiden irrationalen
Zahlen ﬁ und 1/2_ ist eine irratio-
nale Zah! (1/6).

@ 3412 =43 =6;

das Produkt der beiden irrationalen

Zahlen 3 und 412 ist eine ratio-
nale Zahl.

Die Beispiele (1) und (2) lassen erkennen,
daB im Falle der Multiplikation irrationaler
Quadratwurzeln aus natiirlichen Zahlen rela-
tiv leicht entscheidbar ist, ob das Produkt
rational oder irrational ist:

Wenn a, b natiirliche Zahlen und ya so-
wie yb irrational sind, dann ist \/; ﬁ ge-
nau dann rational, wenn a'b eine Qua-
dratzahl ist.

Wir stellen uns nun die Frage, wie es mit
der Summe irrationaler Quadratwurzeln
aus natiirlichen Zahlen ist.

Dazu betrachten wir zunichst ein einfa-
ches Beispiel:

@ 2+ =V{2+3)
=V2+2-42 43 +3
=y5+2-y6

Das Ergebnis ist eine irrationale Zahl,
denn:

Da 1/3_ irrational ist, ist es auch 2- \/6_ und

damit auch 5+2- \/6— . (Produkt oder
Summe aus einer rationalen und einer irra-
tionalen Zahl kénnen nicht rational sein,
weil sonst die irrationale Zahl als Quotient
bzw. Differenz rationaler Zahlen darstell-
bar wire — im Widerspruch zur anfangs er-
wihnten Tatsache, daB man beim Rechnen
mit rationalen Zahlen nur rationale Zahlen
als Ergebnisse erhilt.)

Die Wurzel aus 5+ 2 J—G_ muB dann eben-
falls irrational sein, weil die irrationale

Zahl 5+ 2- \/6_ nicht das Quadrat einer ra-
tionalen Zahl sein kann.

Die allgemeine Frage lautet nunmehr:

In welchen Fillen ist 1/; + 1/; rational, in
welchen irrational, wenn a, b natiirliche

Zahlen und 1/; sowie \/b_ irrational sind?

Es stellt sich heraus, daB \/; + ﬁ unter
den angegebenen Voraussetzungen stets ir-
rational ist!

Bewelis:

In Analogie zum Beispiel (3) kann man
ﬁ + ‘/E in der Form

\/a +bh+2- m darstellen.

Nun lassen sich zwei Félle unterscheiden:

1. \/E ist irrational.
Dann ist aucha+b+2-\/a—b

irrational und ya + b +2- \/E
ebenfalls. (Die Begriindung dafiir ist be-
reits im Beispiel (3) gegeben worden.)

2. JE ist rational.
Dann mu8 a - b eine Quadratzahl sein, also
alle in der Primfaktorzerlegung vorkom-
menden Primzahlen in gerader Anzahl ent-
halten. Da a und b keine Quadratzahlen
sind (sonst wiren 1/a_ und \/b_ ja rationale
Zahlen), muB es fiir a und b folgende Pro-
duktdarstellungen geben:
a=k?-P;-P,...P,und
b= ’z'Pl'Pz...P,l.
Dabei sind k? und I? von 0 verschiedene
Quadratzahlen, die nicht weiter zerlegt zu
werden brauchen.
P, bis P, sind Primfaktoren, die in beiden
Produktdarstellungen noch je einmal vor-
kommen. (Mindestens einen solchen Prim-
faktor muB es geben, sonst wiren a und b
Quadratzahlen.)

Setzen wir P;- P,...P, = P, so gilt:

a+b+2-yab
=k2-P+12-P+2-yJk2-]2- P2
=k2-P+1*P+2ki-P

=P (k?+ 2kl + I?)
=P-(k+1y

Damit ist a + b+ 2 yab als Produkt der
Quadratzahl (k + I)* mit den je einmal vor-
kommenden Primfaktoren Py, ..., P, darge-
stellt, ist selbst also keine Quadratzahl. Die
Whurzel daraus ist somit irrational.

W. Walsch

A 2578 o Es ist eine hinreichende und
notwendige Bedingung dafir anzugeben,
dafB das Ungleichungssystem
2xl'-l £ X = 30,,
x-1+2x23a;(i=1,2,3,4)
mindestens eine Losung (x,, X1, X2, X3, X4)
besitzt.

Kurzbiographie

Geboren am 4. 8. 1931 in Neukloster —
Schulbesuch in Biitzow, Neukloster und
Giistrow, 1951 Abitur an der John-Brinck-
man-Oberschule Giistrow — 1951 bis 1955
Mathematikstudium an den Universitiiten
Rostock und Greifswald, insbesondere bei
den Professoren R. Kochendorffer, W. Rinow
und F. v. Krbek — danach Dozent an der
Fachschule fiir Landwirtschaft in Greifs-
wald-Bldena — 1956 Beginn der Titigkeit
an der Technischen Hochschule bzw. Uni-
versitit Dresden als Assistent bei den Pro-
fessoren F. A. Willers und H. Heinrich, 1959
Promotion, 1964 Habilitation, 1965 Ernen-
nung zum Dozenten fir Mathematik und
1967 Berufung zum Professor fiir Numeri-
sche Mathematik — Mitglied der Herausge-
bergremien zu den Zeitschriften Compu-
ting, Numerische Mathematik und ZAMM,
1973 bis 1984 gemeinsam mit F. Kuhnert
Herausgabe der Beitrage zur Numerischen
Mathematik, etwa 80 wissenschaftliche Pu-
blikationen.
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ARBEITS -
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Der Klub
Junger Mathematiker
der Stadt Greifswald

Am 1. Januvar 1968 wurde der Klub Junger
Mathematiker am Haus der Jungen Pio-
niere Martin Andersen Nexd in Greifswald
gegriindet. In seinen Zirkeln, die die Klas-
sen 4 bis 12 umfassen, arbeiten zur Zeit
110 Schiiler mit. H8hepunkte der Zirkelar-
beit bilden die Olympiaden, Leistungsver-
gleiche mit den Klubs benachbarter Kreise
und die Ferienlager im Sommer.

Nachstehend einige Daten aus der Ent-
wicklung des Klubs:

1961 Im Oktober wird ein zentraler Zir-
kel flir Schiiler der 8. Klasse eingerichtet,
der zweimal monatlich in der EOS zusam-
mentritt.

1962 Ein weiterer zentraler Zirkel fiir
Klasse 6 und 7 wird in der damaligen Saar-
landschule aufgestellt, ein dritter fiir Schii-
ler der EOS.

Bei der Bezirksolympiade fiir die Klasse 10
und 12 der Erweiterten Oberschulen bele-
gen Eckehard Gardebrecht (12) und Peter
Siemer (10) jeweils den 1.Platz.

1963 Fiir die Klassen 5 bis 12 wird je ein
Zirkel eingerichtet. -

1964 Christoph Bandt (9) und Wolfgang
Striibing (10) erreichen bei der Bezirks-
olympiade die volle Punktzahl 40!

Das 1. Ferienlager wird fiir Klasse 5 in El-
dena im Haus am Bodden durchgefiihrt.
1967 Christoph Bandt erhilt bei der
IX. Internationalen Mathematikolympiade
in Cetinje (Jugoslawien) einen 1. Preis.
1968 Griindung des Klubs Junger Mathe-
matiker. Christoph Bandt erreicht bei der
X.IMO in Moskau einen 1. Preis.

1971 Andreas Stern (9) erreicht bei der
Bezirksolympiade 40 Punkte.

1972 Die Greifswalder Mannschaft belegt
erstmalig Platz 1 bei der Bezirksolympiade.
1974 1. Greifswalder Stadtolympiade der
4. Klassen. )

Thomas Fiedler (10) erzielt 40 Punkte bei
der Bezirksolympiade.

1978 Katharina Herrmann (8) erreicht bei
der Bezirksolympiade 40 Punkte.

1979 Die 20. Kreisolympiade wird durch-
gefiihrt.

Das 15. Ferienlager fiir die Klasse 6 bis 8
findet in Briiel statt.

1981 Karin Schmidt (7) erzielt bei der Be-
zirksolympiade 40 Punkte.
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1982 Bei der Bezirksolympiade geht der
Wanderpokal fiir die erfolgreichste Mann-
schaft in den Besitz des Stadtclubs iiber.
1984 Uta Freiberg und Peter Abel (7) errei-
chen bei der Bezirksolympiade 40 Punkte.
Die 25. Olympiade (2. Stufe der
XXIV. DDR-Olympiade) wird durchge-
fithrt. Das 20. Sommerferienlager findet in
Briiel statt.

Hinter diesen knappen Sitzen verbergen
sich angespannte Arbeit bei den Olympia-
den, interessante Zirkelnachmittage und
aufgelockerte Stunden in den Ferienlagern.
Alle mathematisch interessierten Schiiler
sind zur Mitarbeit im Klub Junger Mathe-
matiker aufgerufen. Die bei den Olympia-
den Ausgezeichneten werden von der
Klubleitung berufen. Aber auch diejeni-
gen, die nicht vordere Plitze belegt haben,
konnen in den Zirkeln mitarbeiten! Die
Teilnehmer treffen sich einmal wéchent-
lich.

Nicht jeder kann Preistriger werden, aber
alle kdnnen mathematische Denk- und Ar-
beitsweisen im spateren Beruf anwenden!

Aufgaben der

1. Greifswalder
Mathematikolympiade
am 26. 3.1961

a) Schriftlicher Teil

Ala Der Kraftstoffverbrauch bei einer
Fahrt mit dem Motorroller Berlin iiber
235 km betrug 8 1.

Wie hoch ist der Verbrauch fiir 100 km?

A2a Nachdem 2 Traktoren die Friibh-
jahrsbestellung auf einem 6,8 ha groBen

a1
Feld in 22

len sie die gleiche Arbeit auf einem 3,8 ha

Tagen durchgefiihrt haben, sol-

groBen Ackerstiick in 1-;— Tagen erledigen,

ist das zu schaffen?

A3a Zwei gemischte Zahlen sollen so
ausgewihl!t werden, daB ibr Produkt 100 er-
gibt! (Eine Losung geniigt!)

A4 A Zeichne einen Winkel von 60°, und
trage auf seinen Schenkeln die Strecken

ST =3SU = 5cm ab! (S ist der Scheitel des
Winkels!)

a) Konstruiere den Kreis, der die Schenkel
in T und U beriihrt!

b) Ist diese Konstruktion auch méoglich,
wenn sich die GroBe des Winkels dndert?
(Begriindung!)

c) LBt sich der Kreis beim Winkel von 60°
auch dann noch konstruieren, wenn
ST=7cm und SU=S5cm ist? (Begrin-
dung!)

b) Miindlicher Teil
(Auswahl aus 38 Aufgaben)

1. Ein Nagel wiegt 2l g. Die LPG kauft

2
10 kg.
2. Ein Traktorist pfliigt 2 ha, ein anderer in
der gleichen Zeit 15800 gm. Wer schafft
mehr?
3. Eine Strecke von 60 m Linge soll im
MaBstab 1:100 gezeichnet werden. PaBt
sie ins Heft?
4. Wie groB ist die Summe aller Augen auf
einem Wiirfel?
5. In welchen Dreiecken halbiert die Hohe
die Grundseite?
6. Der Basiswinkel eines gleichschenkligen
Dreiecks ist 42°. Wie groB sind die anderen
Dreieckswinkel?
7. In einem Eimer befinden sich 51 Was-
ser. Man gieBt 500 cm® dazu. Wieviel Was-
ser ist jetzt im Eimer?

Bilder von der 25. Kreisolympiade:
Auszeichnung und Eréffnung




8. Ein Schiller berechnet die Diagonale
eines Quadrats von 4m Seitenlinge zu
8 m. Was sagst du dazu?

9. Eine LPG will eine rechteckige Koppel
von 150m Linge und 80 m Breite mit
einem Elektrozaun abstecken. Wieviel
Draht wird bendtigt? (Welche Fliche wird
eingeziunt?)

10. Die Seite eines 6 m langen Quadrats
wird verdoppelt. Wie veridndert sich der
Fliacheninhalt?

11. Welcher Bruch ist groSer:

5 oger 10,

17 oder 377
12. Jemand hat 100 DM gespart. Wie oft
kann er 8,50 DM abheben?

13. Eine Ziege ist an einem 4 m langen
Strick angepflockt. Welche Fldche kann sie
abgrasen? (rund)

14. Welche Zahl ist groBer:
(—18) oder (—10)?

15. Die Bahn eines Sputniks hat einen
Durchmesser von rund 14000 km. Welche
Strecke legt er bei einer Erdumkreisung
rund zuriick?

16. Eine Klasse von 20 Schiilern sammelte
150 kg Schrott, eine von 30 Schiilern
200 kg. Welche Klasse war fleiBiger? (Be-
griindung!)

17. 1 Zoll sind 2,54 cm. Wieviel Zoll sind
30 cm? (rund)

18. Ein Wiirfel hat 2 m Kantenlinge. Wie
verdndert sich sein Volumen, wenn die
Kantenlinge verdoppelt wird? .

19. Wieviel Augen kann man mit 3 Spiel-
wiirfeln mindestens und héchstens werfen?

20. In einer Klasse von 32 Schiilern sind
3mal so viele Miadchen wie Jungen. Wie
viele Madchen und Jungen hat die Klasse?

21. Fritz verlor beim Wiirfeln die Hilfte
seiner Niisse und noch eine halbe NuB
(aber ohne eine NuB zu zerschlagen). Nun
hatte er noch 12 Niisse.

22. Eine Turmuhr schligt 2 Uhr in 3 Se-
kunden. Wie lange braucht sie, um 4 Uhr
zu schlagen?

23. Welche Moglichkeiten gibt es, mit 3
Wiirfeln 5 Augen zu wiirfeln?

24. Bei der gestrigen Jagd schossen Herr M
ein Drittel, Herr K ein Viertel aller Hasen,
wihrend die librigen Teilnehmer die Halfte
der Hasen schossed. Was sagst du dazu?

28. Zu einem Klassenausflug erschienen
nur 36 Schiiler. Es waren a) 4 mehr, b) 4

weniger als % der Klasse.

33. Schreibe die Zahl 11 Tausend 11 Hun-
dert 11! (im Kopf)

34. Wie groB ist der Unterschied zwischen
3 Komma 9 und 3 Komma 10? (im Kopf)

38. Im Gesetz iiber den Siebenjahrplan
heiBt es, daB durch die Hochsee- und Kii-
stenfischerei 1965 215000t Fisch gefangen
werden sollen. Wieviel kg sind das?

Wie Euklids Elemente
nach China kamen

Als im Jahre 1583 die ersten europdischen
Missionare in China eintrafen, befand sich
unter ihnen der Jesuitenpater Matteo Ricci
(1552 bis 1610), der am Jesuitenkollegium
in Rom eine fiir damalige Verhiltnisse her-
vorragende mathematische Ausbildung bei
dem bedeutenden Mathematiker Christoph
Clavius (1537 bis 1612) erhalten hatte.
Ricci gelang es durch diese guten mathe-
matischen und astronomischen Kennt-
nisse, die Aufmerksamkeit chinesischer
Gelehrter auf sich zu ziehem und ihre
Hochachtung zu erringen. So erhielt er Zu-
tritt zum kaiserlichen Hof, und unter die-
sem michtigen Schutz konnten die Jesu-
iten dann endlich die angestrebte Mis-
sionstitigkeit entfalten. Ricci schrieb in
chinesischer Sprache Biicher iiber prakti-
sche Arithmetik, sphirische Geometrie,

den Gebrauch des Astrolabiums u. a. und
zeichnete die erste in Europa bekannt ge-
wordene Karte Chinas. Nach einer Teilaus-
gabe 1595 gab er 1603 bis 1607 gemeinsam
mit chinesischen Mathematikern die erste
volistindige chinesische Ubersetzung der
Elemente des Euklid (um 300v.u.Z. in Ale-
xandria) heraus. Die vordergriindige Ab-
sicht war es, die Chinesen mit der Uberle-
genheit abendldndischer Wissenschaft zu
beeindrucken. So kann man feststellen,
daB das beriihmteste mathematische Buch
aller Zeiten neben vielen anderen Zwecken
auch schon politischen Zielen gedient hat..

P. Schreiber

Ala Ask your friend to jot down his or
her age in full years. Then get your friend
to carry out the following operations:

1) Multiply the number by 5.

2) Add 25 to the result.

3) Multiply the sum by 2.

4) Add the number of the day of the week
on which he or she was born. (Use Mon-
day as day one.)

S) Subtract 50 from the sum.

When the friend gives you the final out-

come, you can tell immediately how old he

or she is and on what day of the week he or
she was born.

How can you tell and why does it work?

A24a Quelest le rayon du plus grand cer-
cle que ’on peut tracer sur un échiquier et
qui ne passe que sur les cases blanches?
Prenons comme unité le coté d’une case.

A3 a Jai deux fois I’dge que vous aviez
quand j’avais 1’dge que vous avez. Quand
vous aurez I’dge que j’ai, nous aurons a
nous deux 63 ans. Quel est mon dge? Quel
est le votre?

A4 A ApOGys pasmenunu Tpemsa paspe-
3aMA HOXa Ha 7 vyacTed, a KOrga ero
CheJI, TO Ha CTOJIEé OKa3ajioCh § KOpOK.
BTtopon ap6y3 pasumeswIn YeTHIpLMS pa3-
pe3aMy Hoxa Ha 10 vacren. Korna crenm

€ro, TO Ha CTOJIe OT HEro OCTAIOCh 12 KO-
pok. Tpernii ap6y3 pasmesIdwIn 4YeTHIPbMS
paspesamu HOXa Ha 15 yacrer. Kak paspe-
34nmm ap6y3bl H CKONBKO KOPOK OCTAIOCh
oT mocnemaero?
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In freien Stunden - alpha-heiter

Aus: Sluota, Vilnius, Hillar Metz

Ein pythagoreisches Pirchen

Dr. P. Schreiber, Greifswald

Ein Wigeproblem

Drei Jungen mit Vornamen Peter, Martin und Wen-
zel iiberpriiften ihr Gewicht auf einer Dezimal-
waage. Es stellten sich aber jeweils zwei dieser Jun-
gen zugleich auf die Waage. Fiir Peter und Martin
zeigte die Waage 83 kg, fiir Peter und Wenzel 85 kg,
fiir Martin und Wenzel 88 kg an.

Wieviel wiegt jeder dieser drei Jungen?

Eine Schulolympiadeaufgabe (K1. 7)
aus der Math. Schitlerzeitschrift rozhledy, Prag

\ Aus: Eulenspiegel 13/82
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Ein interessantes Beriihrungsproblem

Kann man auf einem Tisch acht gleichartige Miin-
zen so anordnen, daB sie sich in 14 Punkten beriih-

ren? . T
plus-minus, math, Schiilerzeitschrift, Bialysiok

Island-Story

Ein Professor auf Reisen bemerkte, dal der Platz in
dem kleinen Verschlag, wo er iibernachten mubBte,
fir ihn nicht ausreichte. Deshalb iiberlegte er: ,Ich
muB mich quer legen.“ Er maB den Raum aus, der
1,65 m lang und 88 cm breit war. Nachdem er einen
Moment iiberlegt hatte, sagte er zu sich selbst:
,Das reicht; wenn ich mich quer lege, habe ich
noch 7 cm mehr Platz, als ich brauche.“

Wie groB8 war der Professor?
Aus einem islindischen Mathematikbuch

Folgerichtige Erginzung

Das leere Quadrat in der letzten Spalte ist durch
eines der Muster 1 bis 6 so zu ersetzen, daB die
letzte Spalte in der gleichen Weise folgerichtig fort-
gesetzt erscheint wie die beiden Spalten davor.

Aus einer bulgarischen
Jugendzeitschrift
b
r.\qgr Y
2
~ 4P,
~N
<3< KD
1 2 3
2DV
4 5 [

Wie alt bin ich?

Im Jahre 1981 ist mein Alter gleich der Summe der
Ziffern des Jahres, in dem ich geboren bin. Wie alt

bin ich?
Aus dem Arany-Daniel-Wettbewerb,
Anfdnger bis 15 Jahre, Ungarische VR



Knobelei mit dem Taschenrechner

Suche symmetrische Summen!
Man versteht darunter:

Nimm eine mehrstellige Zahl, z. B. 87
addiere ihre Umkehrung + 78
165

addiere ihre Umkehrung + 561
726

addiere ihre Umkehrung + 627
1353

addiere ihre Umkehrung + 3531
4884

Jetzt ist eine symmetrische Zahl entstanden. Nur
wenige Ausgangszahlen ergeben innerhalb der Ta-
schenrechnerkapazitit keine symmetrische Summe.

Probiert’s mal!
Aus: Gilde/Altrichter: Spaf3 mit dem Taschenrechner,
Fachbuchverlag, Leipzig

Kryptarithmetik

a) Setze die Ziffern 1 bis 9 so in die Késtchen ein,
daB alle neun Ziffern verwendet werden und die

vorliegenden Gleichungen erfiillt sind!
Quant, math. Schiilerzeitschrift, Moskau

O<0-0+0-
-0-0-0:00

b) Welche Zahl entspricht der Gleichung
(r+o+m+a)=roma?
Mathematicko-fizika-list,
Jugosiawische Schiilerzeitschrift, Beograd
c) Bestimme alle Ziffern x, fiir die x*+ x=x0
gilt!
Gazeta Matematika,
rumadnische Schiilerzeitschrift, Bukarest
d) Bestimme alle natiirlichen Zahlen a, b, c, flir die
ab =144, bc = 240, ac = 60 gilt!
Hisab, dthiopische Schiilerzeitschrift, Addis Abeba

Kombiniere!

Fiihre die angegebenen Rechenoperationen aus!

Aus: Mathematicus 4, spanisches Mathematiklehrbuch,
vorgestellt auf der Internat. Buchausstellung (IBA), Leipzig

Uberpriife deine Beobachtungsgabe!

a) Wieviel Dreiecke findest du in diesem Mosaik
(Bild links)?

L

b) Das Mosaik in Bild rechts besteht aus Quadraten
dreier verschiedener GréBenordnungen. Wieviel

Quadrate sind es insgesamt?
Aus: J. A. Alenkow: Mathematische Schatztruhe, Kiew

B. Stankowitsch, aus Jesch, Beograd

Nur zum Spall

Larry gab Mike % seiner Murmeln. Mike gab Tom
1, der Murmeln, die Larry ihm gab. Tom gab Sam Y,
der Murmeln, die Mike ihm gab. Welchen Bruchteil

von Larrys Murmeln hatte Sam?
Mathematical Pie, englische Schiilerzeitschrift, London

5t G Je M
ifk ff' i ]
W2 5

1725

_DA X

Dallos, aus Ludos Matyi, Budapest
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XXV. Olympiade

Junger Mathematiker /

der DDR

Aufgaben der Schulolympiade

Abgabe beim Mathematiklehrer: Ende September 1985

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus
dem Schulunterricht oder den Arbeitsge-
meinschaften bekannt sind, miissen alle
verwendeten Aussagen prizise formuliert
und bewiesen werden. Der LoOsungsweg
(einschlieBlich Nebenrechnungen, Kon-
struktionen, Hilfslinien) muB deutlich er-
kennbar sein. Die Gedankenginge und
Schliisse sind in logisch und grammatisch
einwandfreien Sitzen darzulegen. Die Lo-
sungen werden im Oktober 1985 verdffent-
licht.

Hinweis: Unter den Aufgaben der 1. Stufe
befinden sich auch solche (in der Regel ist
es die 4. Aufgabe), die aus mehreren Teil-
aufgaben von steigendem Schwierigkeits-
grad bestehen. Dabei ist Teil a) meist recht
einfach zu l6sen und gibt in der Regel
Hilfe fiir die Losung der anderen Teilauf-
gaben. Die Losung der letzten Teilaufgabe
stellt bewuBt hohe Anforderungen. Diese
Teilaufgabe ist vorwiegend fiir die lei-
stungsstirkeren Schiiler gedacht. Es wird
empfohlen, iiber diese anspruchsvollen
Aufgaben in Klassen und Arbeitsgemein-
schaften zu diskutieren.

Anmerkung: 5 ABC bezeichnet im folgen-
den die GroBe des Winkels 54 ABC. Femer
bezeichnet AB die Strecke mit den End-
punkten 4 und B, wihrend AB die Linge
der Strecke AB bedeutet.

Olympiadeklasse 5

250511 Die Teilflichen der dargesteliten

Figur lassen sich

a) zu einer Quadratfliche und

b) zu einer Rechteckfliache, die keine
Quadratfliche ist, zusammensetzen.

Gib je eine Moglichkeit dafiir an!

220512 Bei einem Gruppenfest im Pio-
nierlager verabreden 17 Kinder folgendes
Spiel:

Es wird im Kreis herum immer wieder von
1 bis 7 gezihlt, wobei sich jedes siebente
Kind aus dem Kreis entfernen soll und
dann auch beim weiteren Zihlen nicht

90 - alpha, Berlin 19 (1985) 4

mehr beriicksichtigt wird. Wer zuletzt iib-
rigbleibt hat verloren und mu8 einen Pfand
geben. Frank Pfiffig darf vorschlagen, bei
welchem Kind mit dem Abzihlen begon-
nen werden soll. -
Er will seinen Freund Norbert Nérgel ar-
gern und beginnt mit dem Abzédhlen so,
daB dieser verliert.

Wie kann er das erreichen?

250513 Drei Kunden in einem Eisenwa-
rengeschift kauften Schrauben. Jede
Schraube kostete 7 Pfennig. Der zweite
Kunde kaufte vier Schrauben mehr als der
erste Kunde. Der dritte Kunde kaufte dop-
pelt so viele Schrauben wie der zweite
Kunde. Die drei Kunden bezahlten daflir
insgesamt 5 Mark und 32 Pfennig.

Wieviel bezahlte der dritte Kunde?

250514 In jedem der Bilder a, b, ¢ sollen
die Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 in die
Kreise eingetragen werden. Jede dieser
Zahlen soll (jeweils bei einer solchen Ein-
tragung) genau einmal vorkommen. Fiir
einige Kreise ist die einzutragende Zahl
bereits vorgeschrieben. Ferner soll fur jede
Eintragung folgendes gelten: Addiert man
auf je einer Dreiecksseite die vier Zahlen,
so ergibt sich bei jeder der drei Seiten die-
selbe Summe.

Bild a)

a) Finde eine Eintragung in Bild a, bei der
sich fiir jede der drei Seiten die Summe 17
ergibt!

b) Finde moglichst viele Eintragungen in
Bild b, bei denen sich flir jede der drei Sei-
ten die Summe 21 ergibt!

¢) Finde moglichst viele Eintragungen in
Bild c, bei denen sich fiir jede der drei Sei-
ten derselbe Wert der Summe ergibt! Gib
zu jeder dieser Eintragungen diesen Wert
an!

Olympiadeklasse 6

250611 Auf einem (3 X3)-Felderbrett sol-
len drei Spielsteine so aufgestellt werden,
daB sie sich gegenseitig nicht bedrohen.
Dabei soll ein Spielstein genau diejenigen
Felder bedrohen, die in der gleichen waa-

" gerechten oder in der gleichen senkrechten

Reihe wie er liegen.

a) Zeichne alle méglichen Stellungen der
geforderten Art fiir drei solcher Spiel-
steine!

b) Wie viele verschiedenartige Stellungen
gibt es, wenn je zwei Stellungen genau
dann als verschiedenartig gelten, wenn die
eine nicht aus der anderen durch Drehung
um das Mittelfeld hervorgehen kann?

I
%,_.___.-_*

J

250612 mathe
+ olym
+ pi
+ ade

klasse
In dem abgebildeten Kryptogramm sind
fiir die Buchstaben Ziffern (0, 1, 2, 3, 4, S,
6, 7, 8, 9) so einzutragen, daB fiir gleiche
Buchstaben gleiche Ziffern stehen und die
Aufgabe richtig gerechnet ist.
Ferner wird folgendes gefordert:
(1) Esgilt 0o =m und p = t und y = a, wih-
rend sonst fiir verschiedene Buchstaben
stets verschiedene Ziffern einzusetzen
sind.
(2) a ist zwei Drittel von m.
(3) e ist zwei Drittel von a.
(4) Die Summe von a und s ist gleich m.
(5) d ist kleiner als h.
a) Zeige, daB es genau eine Eintragung
gibt, die alle diese Forderungen erflllt,
und gib diese Eintragung an!
b) Wieviel solche Eintragungen gibt es,
wenn man auf Forderung (5) verzichtet?

250613 Dirk und Jorg trafen sich in der
Erfassungsstelle fiir Sekundérrohstoffe.
Jorg hat sein Altpapier in mehrere Pack-
chen zu je 5kg gebiindelt und auBerdem
noch 3 kg loses Papier. Dirk liefert 32 kg
Papier ab.

Als beide ihr Sammelergebnis vergleichen,
stellen sie auch fest, daB sie zusammen
mehr als 50 kg Altpapier gesammelt hat-
ten.

Wie viele Biindel zu je S kg kann Jorg ab-
geliefert haben, wenn wir auBerdem noch
wissen, daB Dirk mehr Altpapier als Jorg
hatte? Gib alle Moglichkeiten an!

250614 In dem Bild ist — auf einem (mit
diinnen Linien gezeichneten) Hintergrund
von Quadraten und ihren Diagonalen —
mit dicken Linien ein Ornament gezeich-
net.



Uberpriife mit durchsichtigem Papier (oder
Folie), ob das Ornament axialsymmetrisch
ist! Uberpriife ferner, ob es Drehungen
gibt, bei denen das Ornament sich selbst
als Bild hat!

Ist beides der Fall, so nenne
a) die Anzahl aller Symmetrieachsen
des Ornaments,

b) alle diejenigen Drehungen, bei denen
das Ornament sich selbst als Bild hat!
Zu Aufgabe a) zeichne auch das Ornament

und alle seine Symmetrieachsen!

Olympiadeklasse 7

250711 In einer Tiite befindet sich 1kg
Zucker. Mit Hilfe einer Balkenwaage mit
zwei Waagschalen (jede ausreichend groB
fiir 1 kg losen Zucker) und genau einem
50-g-Wigestiick sollen 300 g Zucker abge-
wogen werden.

Zeige, daB das mit nur drei Wigungen
moglich ist!

250712 Ermittle alle zweistelligen natiir-
lichen Zahlen, die folgenden Bedingungen
geniigen:

(1) Die Differenz der beiden Ziffern be-
trigt 5.

(2) Vertauscht man Zehnerziffer und Ei-
nerziffer miteinander, so entsteht eine
zweistellige Zahl, deren Doppeltes um 4
groBer ist als die urspriingliche Zahl.

250713 Die Schiiler Gerd und Uwe dis-
kutieren iber folgende Forderungen, die
an ein konvexes Viereck ABCD gestellt
werden (siehe Bild):

Cc
D
50°
M
70°
A 8

Es soll AB = BC = 4D gelten, und wenn M
der Schnittpunkt der beiden Diagonalen
AC und BD ist, so soll der Winkel x BMA
die GréBe 70° und der Winkel 4 BCM die
GroBe 50° haben. Gerd behauptet, daB
durch diese Forderungen die GroBe des
Winkels X DAM eindeutig bestimmt ist.

Uwe vertritt die Meinung, daBl es konvexe
Vierecke gibt, die diese Forderungen erfuil-
len, aber unterschiedliche GroBen des
Winkels x DAM aufweisen.

Wer hat recht?

250714 Von einem Rechteck ist be-
kannt:

(1) Die beiden ldngeren Seiten des Recht-
ecks sind jeweils S cm ldnger als die kiirze-
ren.

(2) Wenn man jede Seite des Rechtecks
um 10 cm verlingert, wird der Flichenin-
halt des Rechtecks um 430 cm? groBer.
Ermittle die Seitenlingen des urspriingli-
chen Rechtecks!

Olympiadeklasse 8

250811 a) Es sei b diejenige Zahl, die
man erhilt, wenn man die Zahl um 50%
vergroBert.

Um wieviel Prozent muB diese Zahl b ver-
kleinert werden, um wieder die Zahl 30 zu
erhalten?

b) Uberpriife, ob die fiir die Zahl 30 gefun-
dene Aussage bei gleicher Aufgabenstel-
lung auch fiir jede beliebige positive Zahl a
zutrifft.

250812 In einer Arbeitsgemeinschaft Ma-
thematik stellen sich die Schiiler gegensei-
tige Aufgaben.

Rainer stellt folgendes Kryptogramm zur
Diskussion:

Rk T - Hok

THRRREES
ok

THERFFGS

Fiir jedes Zeichen * soll eine Ziffer so ein-
gesetzt werden, daB eine richtig gerechnete
Aufgabe entsteht. Die eingesetzten Ziffern
diirfen einander gleich oder voneinander
verschieden sein. Giinter ist der Meinung,
daB es zu dieser Aufgabe keine Ldsung
gibt.

Hat er damit recht?

Begriinde deine Antwort!

250813 Beweise folgenden Satz:

Die Summe zweier aufeinanderfolgender
natiirlicher Zahlen, die beide nicht durch 3
teilbar sind, ist stets durch 3 teilbar.

Ein Quader habe die Kantenlidngen a, 2a

a . . .
und 2 wobei a vorgegeben ist. Von die-
sem Quader werde ein gerades Prisma ab-
getrennt. Die HoOhe dieses Prismas habe

- a . " ..
die Linge —, seine Grundfliche sei ein

7
gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck mit
der Schenkellinge a. Der Restkérper sei
ein Prisma mit trapezformiger Grundfli-
che.

a) Zeichne den Restkorper in Kavaliersper-
spektive und wihle dafiir a = 6 cm!

b) Ermittle das Volumen des Restkdrpers
in Abhingigkeit von a!

c) Gib das Verhiltnis der Volumina des
Restkorpers und des Quaders an!

Olympiadeklasse 9

250911 Aus den Ziffern 1, 9, 8, 5 seien
alle moglichen vierstelligen Zahlen gebil-
det, wobei jede der Ziffern in jeder dieser
Zahlen genau einmal vorkommen soll.
Emitteln Sie die Anzahl aller derartigen
Zahlen, die a) durch 2, b) durch 3, ¢) durch
4, d) durch 5, e) durch 6 teilbar sind, und
geben Sie diese Zahlen jeweils an!

250912 Emmitteln Sie die Anzahl aller
derjenigen Paare (a, b) einstelliger natiirli-
cher Zahlen a und b, fur die
a<a, b<beilt!

Dabei gilt die 0 als einstellige Zahl, und
mit g, b sei diejenige Dezimalzahl bezeich-
net, die die Ziffer ¢ vor dem Komma und
die Ziffer b nach dem Komma hat.

250913 Man beweise: Fiir jede natiirliche
Zahl n mit n = 6 ist es moglich, eine Qua-
dratfliche in n (nicht notwendig kon-
gruente) Teilquadratflichen zu zerlegen.

250914 Drei Kreise mit dem gegebenen
Radius r mdgen so in einer Ebene liegen,
daB jeder die beiden anderen beriihrt. An
je zwei dieser drei Kreise werde diejenige
gemeinsame Tangente gelegt, die keinen
Punkt mit dem dritten Kreis gemeinsam
hat. Mit diesen drei Tangenten hat man
ein gleichseitiges Dreieck konstruiert.
Berechnen Sie den Flicheninhalt dieses
Dreiecks in Abhidngigkeit von r!

Hinweis: Fir Zahlenwerte, die bei der Fli-
cheninhaltsangabe auftreten, ist eine Ver-
wendung von Niherungswerten zugelassen
(aber nicht gefordert); dann jedoch mit
einer Angabe - und Begrindung -, auf
wie viele Dezimalstellen der Niherungs-
wert genau ist.

Olympiadeklasse 10

251011 a) Beweisen Sie unter Verwen-
dung des Tafelwerkes, daB

V5 + 48 <6 +47 gilt!

b) Beweisen Sie die Giiltigkeit dieser Un-
gleichung ohne Verwendung von Nihe-
rungswerten fur die Wurzeln!

251012 Drei Mathematiklehrer, die am
selben Tag Geburtstag hatten und von de-
nen jeder zu diesem Zeitpunkt jlinger als
50 Jahre, aber ilter als 20 Jahre war, trafen
sich beim gemeinsamen Geburtstagsfest.
Jeder von ihnen hatte zwei Kinder; er-
staunlicherweise hatten auch alle diese
sechs Kinder am selben Tag Geburtstag.
Wihrend eines Gespriaches sagte der dltere
von ihnen: ,Ich bin heute S%mal so alt wie
mein Sohn und 11lmal so alt wie meine
Tochter geworden. Wenn meine Tochter so
alt sein wird, wie mein Sohn jetzt ist, dann
werde ich 6mal so alt sein wie sie und 4mal
so alt wie mein Sohn.“

Nach kurzem Uberlegen stellte der zweite
Mathematiklehrer fest, daB diese Angaben
auch fir ihn und sein dlteres und jiingstes
Kind zutreffen.

alpha, Berlin 19 (1985) 4 - 91



Jetzt rechnete auch der jiingste von ihnen
nach und sagte: ,Es ist doch merkwiirdig,
die gleichen Aussagen gelten auch fiir
mich und meine beiden Kinder, obgleich
wir drei Lehrer doch verschieden alt
sind.“

Stellen Sie fest, ob es fiir die drei Lehrer
und ihre Kinder Altersangaben gibt, bei
denen alle diese Aussagen zutreffen und
ob durch die Aussagen die Altersangaben
eindeutig bestimmt sind! Wenn das zu-
trifft, geben Sie das Alter der drei Lehrer
und ihrer Kinder an!

251013 Der Querschnitt eines Kanals
habe die Form eines gleichschenkligen
Trapezes. Seine parallelen Seiten seien
waagerecht, die lingere oben, die kiirzere
unten (Sohle des Grabens). Die schrigen
Seitenwiande seien gegen die lotrechte
Richtung um 30° geneigt. Wegen der gefor-
derten DurchfluBmenge soll der Quer-
schnitt einen vorgegebenen Flicheninhalt
F besitzen. AuBerdem ist die Liange a der
kiirzeren der parallelen Seiten des Quer-
schnitts (Sohle des Grabens) vorgege-
ben.

Ermitteln Sie die Tiefe ¢ des Kanals in Ab-
hingigkeit von a und F! Diese Aufgabe
wurde zunéchst unter Verwendung trigono-
metrischer Verfahren bearbeitet. Am nich-
sten Tage trug J6rg eine Losung ohne Ver-
wendung der Trigonometrie vor.

Man gebe eine derartige Losung an.

251014 Stellen Sie die Zahl 1985

a) im 2adischen Positionssystem
(Dualsystem)

b) im 3adischen Positionssystem dar!

c) Woran erkennt man bei den
Darstellungen in diesen
Positionssystemen, daB die Zahl
ungerade ist?

Anmerkung: Unter der Darstellung einer

Zahl im m-adischen Positionssystem ver-

steht man diejenige, die die Basis m und

die Ziffern 0, 1, ..., m — 1 benutzt; vgl

Lehrbuch Klasse 9, Seiten 81 bis 83.

Olympiadeklassen 11/12

251211 Man ermittle alle diejenigen
Paare (x;y) reeller Zahlen, die das fol-
gende Gleichungssystem (1), (2) erfiil-
len.

x1+y=1. 1)

x+y*=1, 2)
251212 Einem Kreis k mit dem Radius
r =1985 mm sei ein gleichseitiges Dreieck
ABC einbeschrieben. Ferner schneide eine
durch C verlaufende Gerade s die Gerade
g durch 4 und B in einem Punkt G und
den Kreis k in einem weiteren von C ver-
schiedenen Punkt K.
Man beweise, daB bei jeder Wahl der Gera-
den s unter den genannten Voraussetzun-
gen das Produkt CG-CK denselben Wert
hat und berechne diesen Wert.

Fortsetzung auf Seite 93 (Mitte unten)
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XXIV. Olympiade
Junger Mathematiker

der DDR

Losungen der Kreisolympiade

Klassenstufe 8 bis 10

\C,
N/

Olympiadeklasse 8

240821 Es sei x die Anzahl der Tage, an
denen es vormittags und nachmittags son-
nig war, y die Anzahl der Tage, an denen
es vormittags sonnig und nachmittags reg-
nerisch war, z die Anzahl der Tage, an de-
nen es vormittags regnerisch und nachmit-
tags sonnig war.

Da es nach (4) keinen Tag gab, an dem es
vormittags und nachmittags regnerisch
war, folgt aus (1) und (2), daB jeder Tag ge-
nau eine der drei bei x, y und z genannten
Wetterverteilungen aufwies. Die gesuchte
Anzahl der Tage, die Klaus im Ferienlager
war, ist somit x +y + z. Aus (3), (5) bzw.
(6) folgt

y+z=7,
x +z=S5
bzw. x+y =6.

Addiert man diese drei Gleichungen,

so ergibt sich 2-(x +y + z) =18,

also x + y+ z=9. Die gesuchte Anzahl
148t sich also eindeutig ermitteln,

sie betrigt 9.

Weiter folgt x=9-7=2,
y=9-5=4,z=9—-6=3 und

damit fir die Wetterverteilung:

An genau 2 Tagen war es vormittags und
nachmittags sonnig, an genau 4 Tagen war
es vormittags sonnig und nachmittags reg-
nerisch, an genau 3 Tagen war es vormit-
tags regnerisch und nachmittags sonnig.
Wie eine Uberpriifung der Angaben (1) bis
(6) zeigt, gelangt man mit diesen Anzahlen
zu einer (nach den Angaben) méglichen
Wetterverteilung, z.B. in der folgenden Ta-
belle:

Tag 123 45 6 7 8 9
Vormittag s s s s s s r r r
Nachmittags s r r r r § s S
240822 Der Umkreismittelpunkt des

Dreiecks ABC sei M, der Umkreisradius sei
r. Im Umkreis ist x BAC Peripheriewinkel

iiber der Sehne BC und x BMC der zugeho-
rige Zentriwinkel. Daher hat x BMC nach
dem  Peripherie-Zentriwinkel-Satz  die
GroBe 2-30°=60°% nach dem Innenwin-

kelsatz, angewandt auf ABMC, gilt also

% BMC + 3 MCB = 120°. (1)
Ferner ist wegen CM = BM = r das Dreieck
BCM gleichschenklig mit

A MBC = xMCB. )
Aus (1) und (2) folgt
% MBC = x MCB = 60°, also ist ABCM so-
gar gleichseitig, womit BC = r bewiesen ist.
240823 Die geforderte Ungleichung ist

nur fir positive Zahlen moglich, und fir
diese ist sie dquivalent mit

15 x_ 11 . ., 105 77
1—1>7>E,d1esrmt 1 >x>15,
und dies wird wegen

105 6 77

2

T = 9?’ f = Sf génau von
den natiirlichen Zahlen x =6, 7, 8, 9
erfiillt.

240824 1. Jeder der beiden Teile hat eine
Gestalt, die aus einem Rechteck der Sei-
a

5=
steht, indem an allen vier Ecken Quadrate
der Seitenlinge x = 25 mm herausgeschnit-
ten sind. Ein daraus hergestellter oben of-
fener quaderformiger Kasten der Hohe
x = 25 mm hat als Grundfliche ein Recht-

tenldngen 180 mm, b =120 mm ent-

%—2x= 130 mm,

eck der Seitenlingen
b —2x =70 mm.
Dabher ist sein Volumen
V=130mm: 70 mm- 25 mm

= 227500 mm>.
2. Mit gleicher Begriindung wie in 1. ergibt
sich

a

= (—2——2x)'(b—2x)-x.
3. Als Lingenangabe muB x positiv sein.
Ferner wird ein Herstellen der genannten
Kisten genau dann moéglich, wenn auch
%— 2x und b —2x als Lingenangaben
(ndmlich fiir Kantenldngen eines Kastens)
positiv sind, d. h. genau dann, wenn auBer
der Ungleichung x >0 auch die Unglei-
chungen
a_
2

Diese sind dquivalent mit 2x < % und

2x < b und diese mitx<£undx<£.

2x >0 und b — 2x > 0 gelten.

4 2
Die gesuchten Werte sind also alle diejeni-
gen positiven Werte x, die kleiner sind als
die kleinere der beiden Lingenangaben

229
4’2"



Olympiadeklasse 9

240921 Ankes Behauptung ist wahr. Dies
kann folgendermaBen bewiesen werden:
Gibe es eine Liste, in der 510 Personen
stehen, von denen keine zwei das gleiche
Datum als Geburtstag haben, so gibe es
mindestens 510 verschiedene Daten, d. h.
mindestens 510 verschiedene Tage im
Jahr. Da das nicht zutrifft, gibt es keine
solche Liste, w.z.b.w.

Bertolds Behauptung ist falsch. Beispiels-
weise kann man eine Liste von 510 Perso-
nen so zusammenstellen, daB jeder der er-
sten 255 Tage des Jahres das Geburtsda-
tum von genau 2 dieser Personen ist. Auf
einer solchen Liste befinden sich dann
keine drei Personen mit gleichem Geburts-
tag, w.z.b.w.

240922 a) Fiir jedes reelle x <5 ist das
X
S5—-x
valent (wie das Multiplizieren mit der posi-
tiven Zahl 5 — x bzw. fur die umgekehrte
SchluBweise das Dividieren durch diese
Zahl zeigt) mit x <20—4x, dies mit

5x <20 und dies mit x < 4.
b) Fiir jedes reelle x > 5 ist das Bestehen

Bestehen der Ungleichung < 4 dqui-

der Ungleichung < 4 dquivalent (wie

S5—x
das Muitiplizieren mit der negativen Zahl
5 — x bzw. fur die umgekehrte SchluBweise
das Dividieren durch diese Zahl zeigt) mit
x > 20— 4x, dies mit x >4, was aber be-
reits flir alle Zahlen x > 5 gilt, d. h. fur
diese mit der urspriinglichen Bedingung
x > 5§ dquivalent ist. Da fir jedes reelle
x *+ 5 entweder x <5 oder x > 5 gilt, ist
mit a) und b) bewiesen: Die gesuchten
Zahlen sind genau diejenigen reellen Zah-
len x, fur die x <4 oder x > 5 gilt.

240923 Aus AB =DC, 5 ABE = 5 DCF
und BE =FC folgt AABE = ADCF, also
4 BAE = 5 CDF. Daher ist AADS
gleichschenklig mit x DAS = x ADS.
Wegen x FES = x DAS und

% EFS = 5 ADS (entweder Stufenwinkel
oder Wechselwinkel) ist folglich auch
AEFS gleichschenklig mit x FES = 5 EFS.
a) Liegen die Punkte B, E, F, C in dieser
Reihenfolge auf BC, so gilt A4S > AE. Da
ferner AE im rechtwinkligen Dreieck ABE
als Hypotenuse die lingste Seite ist, gilt
erst recht AS > AB = AD. Somit ist das
Dreieck ADS nicht gleichseitig; es gilt
60°+ x ASD = 5 ESF; also ist auch das
Dreieck EFS nicht gleichseitig.

0 ’ 0 [4
b 4
F sAF
2 :
7 g
A 8 A &
£

b) Liegen die Punkte B, F, E, C in dieser
Reihenfolge auf BC, so gilt: Wire AEFS
gleichseitig, also 5 FES(= 5 BEA) = 60°, so
wiire fiir den Bildpunkt E’ von E bei Spie-
gelung an AB (der wegen EB | AB auf der
Verlingerung von EB liegt) AAEE’ gleich-

seitig. Daher wire AE = E'E = 2- BE. Zer-
legt man BE in 41 gleich lange Teilstrek-
ken, von denen nach Voraussetzung 11 auf
FE, also 30 auf BF kommen, so hitte
AB =BC = BF + FC = BF + BE die Linge
von 30 +41 =71 Teilstrecken. Nach dem

_S_aEz des Pythagoras miite dann
AB*+ BE*=AE?, also 712+ 412 = (2-41)
gelten.

Es ist aber 712 + 412 = 5041 + 1681 = 6722
und (2-41)? = 822 = 6724.

Dieser Widerspruch beweist, dalg AEFS
nicht gleichseitig sein kann.

240924 Es gilt
z=(@—b)-(a+b)-(a—2b)

“(@a+2b)-(a+3b), M
was man durch Ausmultiplizieren bestiti-
gen kann.

Von den in (1) auftretenden Faktoren sind
keine zwei einander gleich; denn aus
a+nb=a+n'b (n, n’ zwei verschiedene
der Zahlen -1, 1, -2, 2, 3) folgte
(n—n")-b=0 und daraus wegen n*n’,
also n—n'+0 weiter b=0 im Wider-
spruch zur Voraussetzung.

Olympiadeklasse 10

241021 (I) Wenn reelle Zahler. a, b, ¢, d
das Gleichungssystem erfiillen, so folgt: Ist
b =0, so folgt aus (1) und (4), daB a =0
und d = 0 gilt. Ist b * 0, so folgt aus (1),

2
daBl c= _aT ¢ilt, und aus (2)
folgt a +d =0, also d = —a.
Daher kénnen nur die folgenden Quadru-

pel das Gleichungssystem (1), (2), (3), (4)

erfullen: X
(A) Alle Quadrupel (0, 0, ¢, 0) mit beliebi-
gem reellen c,

2
(B) alle Quadrupel (a, b, — "T, - a)
mit beliebigem reellem a
und beliebigem reellem b * 0.
(II) Fiir jedes in (A) genannte Quadrupel
gilt
02+0-¢=0,0:0+0-0=0,
0:¢c+¢c-0=0,0-c+02=0,
d.h., es sind alle vier Gleichungen (1), (2),
(3), (4) erfullt.
Fiir jedes in (B) genannte Quadrupel gilt

2
a2+b'(-aT>=0,
a-b+b(-a)=0,

(o

b'<—an>+(—a)2=0.

Mit (I) und (II) ist bewiesen: Das Glei-
chungssystem (1), (2), (3), (4) wird genau
von allen in (A) und (B) genannten Qua-
drupeln erfiillt.

Auf die Losungen der Aufgaben 2, 3 und 4,
Kl. 10 sowie zu den Olympiadeklassen
11/12 wird aus Platzgriinden verzichtet.

Aufgaben der Schulolympiade
Fortsetzung von Seite 90
251213 Man ermittle alle diejenigen na-

tirlichen Zalsen n, die folgende Eigen-
schaften haben: :

(1) n 14dBt bei der Division durch 3
den Rest 1,

(2) n? 14Bt bei der Division durch 11
den Rest 1,

(3) es gilt: 100 < n < 200.

251214 Zwei Personen A und B spielen
das folgende Spiel:

Zu Beginn geben sie sich (z. B. durch ein
Zufallsverfahren) eine natiirliche Zahl K
(K 317) vor. Sodann wihlt A aus der
Menge M = {2, 4, 8, 16} eine Zahl aus; sie
sei mit a, bezeichnet. Daraus multipliziert
B die Zahl a, mit einer Zahl der Menge M
und erhilt die Zahl b,. Danach multipli-
ziert A die Zahl b, erneut mit einer Zahl
der Menge M und erhilt die Zahl a,. An-
schlieBend setzen B und A diesen ProzeB
abwechselnd fort, bis einer der Spieler ein
Produkt erreicht hat, das groB8er als die vor-
her festgelegte Zahl K ist. Gewonnen hat
derjenige Spieler, der als erster ein Produkt
erreicht, das groBer als K ist.

a) Wie muB Spieler A spielen, um mit Si-
cherheit zu gewinnen, wenn K = 100 vor-
gegeben ist?

b) Welcher der beiden Spieler kann den
Gewinn stets erzwingen, und welche Ge-
winnstrategie muB er anwenden, wenn
K =1000000 vorgegeben ist?

¢) Wie kann man bei beliebig vorgegebe-
nem K entscheiden, welcher der beiden
Spieler den Gewinn erzwingen kann, und
wie muB dieser Spieler vorgehen?

Fortsetzung von Seite 83

Al4a Am Trapez
Welches der abgebildeten Trapeze hat den
groBten Flicheninhalt?

A 15a Mit Streichholzschachteln

Legt aus Streichholzschachteln die abgebil-
deten Ko6rper zusammen, und ordnet diese
6 Korper nach der GroBe ihrer Oberfli-
chen, ohne diese auszumessen oder zu be-
rechnen!

@€ i

— J’.n

4.
&
|

o] | A
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Losungen

Losungen zum alpha-Wettbewerb
Heft 6/84 (Fortsetzung)

Ph6m166 Die Gleichung s=v-t 1ost

man nach ¢ auf, also t =—

Dann gilt

t=5km-h+ S5km-h Skm-h
3-8km  3-10km 3:-12km’

_il 1 1

t= (8 10 )h 0,514 h.

0,514 60 min = 30,84 min

0,84 -60s~50s

Der Sportler legt die gesamte Strecke in
etwa 30 Minuten und 50 Sekunden zuriick.

Ph7m167 Geg.: Rest 641, 3mal p =20%
von den verbliebenen Resten

Ges.: Urspriinglicher Benzinvorrat x |
Nach der ersten Fahrt waren es

_Xp _ 2\ u
x 100 x(l 100) Liter,
nach der zweiten Fahrt x( p

_"(1'100) 100 "(l 100
nach der dritten Fahrt x (1
_"(1_100) 100 "(1

bzw. 64 Liter.
Also gilt die Gleichung

__PV_
x( 100) 64,

;_n

_ 64
2\
(1 100)
- 64
*Ta-02
x=125.
Der Benzinvorrat betrug urspriinglich
125 Liter.
Ph8m168
Geg.:m;=281228kg Ges.: m,
#,= 10°C
4, =100°C
.= 30°C

Da beim Wirmeaustausch die aufgenom-
mene gleich der abgegebenen Wirme-
menge ist, gilt
Wr=c: ml(om - 81)a
We=c* 'Z';(oz ;)"m):
_ milv, =¥y
m;= 02 _ 8,,. )
m, = 28kg(30 —10)K
27 (100 -30)K
m,= 8 ks.

(c+0)

94 . alpha, Berlin 19 (1985) 4

Es miissen noch 8 kg bzw. 8 Liter Wasser
dazugegeben werden.

Ph9wm169
Geg.: Zugkraft F, = 35kp-0,95"
=35-981-0,95"
Last m = 150 kg

Ges.: Anzahl der Rollen n
Nach der Gleichung fir das Gleichgewicht

F.
am Flaschenzug gilt F, = TZ bzw. nach
den Bedingungen der Aufgabe
F,
n>—-m1tF, m-g=150-981N,

F,
150-981 N _ 150
= 35-981:0,95"N 35-0,95"°
Diese Ungleichung wird erfullt fiir n = 6;
denn 150
6> W = 5,8 und
150
5 <—35.0,955 =5,5.
Der Flaschenzug muB mindestens 6 Rollen
haben.

Ph10/12m 170
Geg.: Zeit t; = 26 s (stehend)
t, =19 s (steigend)
Hohe h = 5,40 m

Steigungswinkel o = 30°
Ges.: a) Geschwindigkeit v, (stehend)

b) Geschwindigkeit v, (steigend)
Zuerst ist die Linge s der Fahrtreppe zu er-
mitteln. Es gilt (siehe Bild)

a) Die Geschwindigkeit v, ist dann nach

§ .
v; =— und mit s = —
n sin
_h
e sine’
5,40 m
26s-sin 30°
v, = 0,415 m/s.
Die Geschwindigkeit
0,415 m/s.
b) Die Geschwindigkeit v, ist dann entspre-
chend 0, = h
y =

n=

B =

betridgt stehend

t B 7% sine’
540m _
W =0,568 m/s.
Die Geschwindigkeit
0,568 m/s.

"=

betrigt steigend

Losung zu: SpaB mit Briichen
Heft 3/85, Seite 55

Es seien x und y ganze Zahlen,
dann ist % ein gemeiner Bruch.

x+2 2x
y+2  y -
Dannlst2xy+4x xy + 2y
bzw. xy +4x —2y =0
oder(x~2)(y +4)= -8
mit den ganzzahligen Losungspaaren
(—1;8); (—2;4); (—4;2) usw.
Davon erfillen nur (x—2)=-1 und

a) Es gilt ———

v+4=28 die Bedingungen der Aufgabe,

4;'»-

und x = 1; y = 4. Der Bruch ist

.. x+3 _ X
b) Entsprechend a) gilt 3 v

xy+6x—3y=0,
(x—3)(y+6)=—-18.
Mogliche Losungen sind (—1;18),
(—2;9), (—3;6) usw.
Davon erfiillen
x;—3=-1und y,+6=18 bzw.
x;—3=-2und y,+6= 9
die Bedingungen der Aufgabe und
x;=2; y1=12 bzw. x,=1; y,=13.
2 1
Die Briiche lauten — Ve g

c) Entsprechend a) gnlt 3x

+3 y
2xy + 9x -3y=0,
2x-3)Q2y+9)=-27

Das fiihrt zu dem Bruch %
d) Nach Multiplikation mit dem Haupt-
nenner erhdlt man

3n+3m =2mn, 3(n+ m)=2mn.
O.B.d. A. ist dann m durch 3 teilbar. Nur
m =3 und m = 6 fihrt zu den geforderten

Losungen.

1.1 2 1.1 2
3ty =3uwd gty =3

2 2
¢ £+l+2=p+q+2pq

qa p P4

_+qy

mZ

f) Es sei m <n, dann ist m + n <2n, und
demzufolge gilt
2 1
m+n > n’
Ferner ist m + n > 2m und demzufolge
2 1

m+n<;'

Losung zu: Umfiillaufgabe, Heft 3/85

Es bezeichne A das 12-MaB-GefiB, B das
8-MaB-GefiB und C das 5-MaB-GefiB. Das
schrittweise Umfiillen kann wie in den fol-
genden Tabellen angegeben erfolgen:

A 124 4 9 9 1 1 6

3 08 3 3 08 6 6

C 00 50 3 3 50

A 127 7 2 2 10105 5 0
B 00 5 58 022717
C 05 052 20505
A 0 8 8 3 3 11116 6

B 8 0 4 48 011 6

C 4 4051 1050
Jetzt bezeichne K den 8-MaB-Krug,

L den 5-MaB-Krug und M den 3-MaB-
Krug.

K 03 3 66114

L 552 205 4 4

M 303 0223D90

K 055 22717 4 4

L 503 35011

M 33013110130



Lésungen zu:
Die vielen Wege des Konigs

Der Konig hat 393 verschiedene Moglich-
keiten, in 7 Ziigen von dem Feld el nach
dem Feld e8 zu gelangen.

| M EsEd |
? .eo 14189-
.15 45 s R =

Losungen zu:

Mein Taschenrechner SR 1

Ala

a) —2:10% b) 2-1073%; @) 14:1071%; d)
1,2-10° = 1200

Das Betiitigen der -Taste vor der Taste

ist nicht erforderlich, fihrt aber

auch nicht zu einer falschen Eingabe.

A2a

a)2-3-4=24;b)2-4=8;
6-2 6

C)T—4,d)~3—'2—4,
6 _

)3 2 =1;)2+3-4=14;

£2-3+3-4=18;h) ¥4 =2;
DY =31 Y16 =4

Ala

a) zEbEIcE

n  a[xje[=]c[x]a[=]

c) a E] b E c E]
Ada
Schritt  Tastenbetdtigung Anzeige
6. E 7.
7 El 3.
8. El 8.
9. 15
10. E 6.5
ASaA

Die Konstantenautomatik tritt bei allen
Grundrechenoperationen auf.

AGA

a) 8,13. b) 27; 64; 4096.

c)14; 16; 17; 29, 71

Da der SR1 iliber Vorrangautomatik ver-
fiigt, wird durch diese Schaltung bei meh-
reren Operationen verschiedener Stufe
eine andere Arbeitsweise der Konstanten-
automatik hervorgerufen. So wird in unse-
rem Beispiel nicht der zuletzt eingegebene
Operand als Konstante multipliziert, son-
dern zu jeder Eingabe wird 12 (3-4) ad-
diert.

e)abcﬂ
ABa a“HbEI

é
&

A9a 23) a+byc d) a-yb
b) at+b-c e) a+b

1
c) a'b f ?+b

Losungen zu: Drehsymmetrie

A2a Das Vorderrad eines 28er Touren-
rades hat 36 Speichen. Auf Grund der Art
der Speichenverspannung kann eine Spei-
che erst mit der nichsten 4. durch Drehung
zur Deckung gebracht werden. Der Grad

der Drehsymmetrie ist also % =

Ala a)l; b)s.

A 7a Einfache Beispiele sind der Kreis,
das Quadrat und das gleichseitige Dreieck.

A8A a) b)

Alla Bei
des Titelbildes erkennt man, daB sich die
Lagerung der Teilfiguren zu einer Parket-
tierung der Ebene fortsetzen liBt. Diese Fi-
gur besitzt Drehsymmetrien beziiglich

aufmerksamer Betrachtung

nichtkolinearer Punkte, aber alle vom

Grad 3.

Losungen zu: Sprachecke

Ala Bitte deinen Freund, sein Alter in
vollen Jahren aufzuschreiben und dann
folgende Rechenoperationen durchzufiih-
ren:
1) Multipliziere die Zahl mit 5!
2) Addiere zu dem Ergebnis 25!
3) Multipliziere die Summe mit 2!
4) Addiere die Zahl des Wochentages,

an dem er geboren wurde.

(Montag ist der erste Tag.)
5) Subtrahiere von der Summe 50!
Wenn dir dein Freund das Endergebnis
nennt, kannst du sofort sagen, wie alt er ist
und an welchem Wochentag er geboren
wurde. Wie ist das moglich?
Lésung: Das Alter 4 des Freundes in vollen
Jahren sei 10x +y und der Wochentag z.
Dann gilt die Gleichung
A=[(10x+y)-5+25]:2+2z-50,
A =100x + 10y + z.
Demzufolge ergibt sich aus der Hunderter-

und Zehnerstelle das Alter des Freundes,
und die Einerstelle zeigt den Wochentag
an.

A2 A Welches ist der Radius des groBiten

Kreises, den man auf einem Schachbrett

ziehen kann und der nur auf den weiBen

Feldern verlduft?

Als Einheit nehmen wir die Seite eines

Feldes.

Liosung: Man muB drei Fille unterschei-

den.

Fall 1: Der einfachste Fall ist der Kreis, der

vollstindig innerhalb eines weiBen Feldes

verlduft. Sein Radius ist gleich oder kleiner
als ; ,alsors %

Fall 2: (s. Bild 1). Der Kreis verlduft durch

die Endpunkte der Seite eines weiBlen Fel-

des, dann geht er durch vier weile Felder.

Sein Radius ist gleich der halben Hypote-

nuse des Quadrates ABCD, also r = g

Bild 1

/
%%

Fall 3: (s. Bild 2). Der Kreis verlduft durch
die Endpunkte der Diagonalen eines wei-
Ben Feldes, dann geht er durch acht weiBle
Felder. Sein Mittelpunkt ist der Schnitt-
punkt der Mittelsenkrechten von AB und
BC. Den Radius r erhilt man aus
2 2

= () + (2 bow =2
Der groBte Kreis, der nur durch die weiBen
Y10

2

A3 a Ichhabe zweimal das Alter, das Sie
hatten, als ich das Alter batte, das Sie ha-
ben. Wenn Sie das Alter haben werden, das
ich habe, dann werden wir zusammen
63 Jahre alt sein. Welches ist mein Alter?
Welches ist Ihres?

Lésung: Es seien mein Alter x Jahre, Ihr
Alter y Jahre und d die Differenz x —y
Jahre, die wihrend aller Jahre konstant
bleibt. Als ich das Alter hatte, das Sie ha-
ben, also y Jahre, dann hatten Sie y —d
=y—{(x—y)=2y—x Jahre. Und da ich
zweimal dieses Alter habe, heiBt das
x =2(2y — x) bzw. 3x = 4y. Wenn Sie das
Alter haben werden, das ich habe, also x
Jahre, wird mein Alter x+d
=x+(x—y)=2x-y Jahre sein. Wir
beide werden zusammen x + (2x-—3y)

Bild 2

A

Felder verlduft, hat den Radius r =
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= 3x —y = 63 Jahre alt sein. Das ergibt das

Gleichungssystem
Ix=4y
Ix-y=63

mit den Losungen x =28 und y =21. Ich
bin 28 Jahre alt, und Sie sind 21 Jahre alt.

Die Tabelle zeigt noch einmal den Sach-
verhalt.

Heute | Als ich das Alter
hatte, das Sie
bhaben

Mein Alter | 28 21
Ihr Alter 21 14
Wenn Sie das Alter haben
werden, das ich habe
Mein Alter | 35
Ihr Alter 28

A4a Eine Melone wurde mit drei Mes-
serschnitten in 7 Teile zerlegt. Diese wur-
den aufgegessen, und auf dem Tisch blie-
ben 8 Schalen zuriick. Eine zweite Melone
wurde mit 4 Messerschnitten in 10 Teile
zerlegt. Als sie aufgegessen waren, blieben
auf dem Tisch von ihr 12 Schalen zuriick.
Eine dritte Melone wurde mit vier Schnit-
ten in 15 Teile zerlegt. Wie wurden die Me-
lonen zerschnitten, und wieviel Schalen
blieben von der letzten liegen?

Lisung: Das Bild zeigt, welche Schnitte ge-
fiihrt wurden. Bei der ersten Melone hat
das Mittelstiick zwei Schalen, bei der zwei-
ten Melone haben zwei Teile je zwei Scha-
len. Die dritte Melone wurde zunichst in
drei paarweise senkrechten Ebenen, die
durch ihren Mittelpunkt verlaufen, ge-
schnitten. Es entstanden 8 Teile. Dann
wurde als vierter ein schriger Schnitt ge-
fiihrt, der alle diese Teile, auBer das hin-
tere, zweiteilt. Man erhielt 15 Stiicke, von
denen eines keine Schale hat. Von dieser
Melone blieben 14 Schalen iibrig. Es sind
auch andere Schnittvarianten méglich.

Losungen zum alpha-Wettbewerb 1/85

Ma 5m2522 Wir fertigen eine Tabelle
an. Es seien n bzw. m die Anzahl der von
den beiden Touristen gekauften Ansichts-
karten und p und ¢ die dafiir zu zahlenden
Geldbetrige in Pfennigen.

n m p q

3 1 75 35
4 2 100 70
5 3 125 105
6 4 150 140
7 S 175 175
8 6 200 210

96 - alpha, Berlin 19 (1985) 4

Nur fir n =7 und m = § gilt p = q. Der er-
ste Tourist kaufte 7 Ansichtskarten zu
25 Pf, der zweite 5 zu 35 Pf das Stiick, und
es gilt 7-25 Pf=5-35 Pf=175 Pf.

Ma 5m 2523 Die Folge derjenigen natiir-
lichen Zahlen, die bei Division durch 12
den Rest 2 lassen, lautet 2, 14, 26, 38, ...;
die Folge derjenigen natiirlichen Zahlen,
die bei Division durch 16 den Rest 6 las-
sen, lautet 6, 22, 38, 54, ...

Die kleinste natiirliche Zahl, die beide Be-
dingungen zugleich erfiillt, lautet 38.

Ma5m2524 Aus 70+ 125=195 wund
195 -45=150 und 170 — 150 =20 folgt,
daB 20 Schiiler weder radfahren noch
“schwimmen konnen.

Schwimmer Radfahrer
40 2 Schiiler
20
Ma5m2525 Wegen E+N=E gilt

N=0 oder N=9. Wegen R+1=1 gilt
R =0o0der R =9.

Wenn N=0, so auch R =0, was wegen
N=+ R nicht moglich ist. Wenn N =9, so
auch R =9, was wegen N + R nicht még-
lich ist.

Somit existiert keine Losung der Aufgabe
fiir die geforderten Bedingungen.

Ma5m2526 a) 117:13 =9. Zur Mann-
schaft B gehoren 9 Spieler.

b) Wegen 117=8-14+5 miissen
15-15min =225min=3h 45min Spiel-
zeit fiir das Turnier angesetzt werden.

c) (13—5)-(9-3)=8-6=48. Es wiren
nur 48 Sitze Tischtennis auszutragen.

d) (13-3)-(9-5)=10-4=40. In diesem
Falle wire die Anzahl der Sitze 40, also
kleiner.

Ma5Sm2527 Wegen 2-52=104 wund
104 > 99 und da die Teilprodukte nur zwei-
stellig sind, existiert genau eine Ldsung,
namlich 52-11 = 572.

Ma6m2528 Die zweistelligen Primzah-
len xy, die kleiner als 36 sind und mit ver-
schiedenen Grundziffern dargestellt wer-
den, lauten 13, 17, 19, 23, 29 und 31. Von
diesen Zahlen erfiillt nur die Zahl 31 die
gestellten Bedingungen, und es gilt
31-13=18. Dieser Klasse gehoren
31 Schiiler an; es waren 13 Schiiler er-
krankt.

Ma 6 » 2529 Ausl—%= und

4-1,50M=6M folgt, daB Klaus seiner
Sparbiichse 6 M entnahm. Davon gab er
%-6 M =450M aus. Danach enthielt die

Sparbiichse (56 — 6 +1,50) M = 25,50 M.

Ma6®w2530 Wegen 567=1-3:3-3-3
hat die Zahl 567 die Teiler 1, 3, 7, 9, 21,
27, 63, 81, 189, 567, sie besitzt also genau
zehn Teiler.

Aus x:567 =% folgt x = 756.

I

Losungen zu:
In freien Stunden - alpha-heiter

Ein Wiigeproblem
Martin wiegt 43 kg, Peter 40 kg,
Wenzel 45 kg.

Interessantes Beriihrungsproblem

(X
Y Y
(XK

Islaifd-Story

I=4y(1,65m)? + (0,88 m)? — 0,07 m
=1,87m—-0,07m=1,80m.

Der Professor ist 1,80 m groB.

Folgerichtige Erginzung
Das Muster 5 ist zu wihlen. Jedes folgende
Muster der Spalten 1 und 2 ist das um 90°
im Uhrzeigersinn gedrehte Negativ des vor-
angehenden in der Spalte.

Kryptarithmetik

a) 56:8=9-2=3+4=1X7,

b) roma £ 2401;

c) ist x = 4, so gilt x* + x = 4 =260; d. h.
x*+ x ist mindestens dreistellig. Fir
x =1, 2 besteht die Gleichung offenbar
nicht. Fir x =3 ist 3*+3=30,d.h, x =13
ist die einzige Losung.

d) Wir multiplizieren die drei Gleichun-
gen miteinander und erhalten:

(abc)? = (25325)2 also abc = 2°3%5.
Dividieren wir diese Gleichung nacheinan-
der durch die gegebenen Faktoren, so er-
halten wir ¢ =10, b =24, a = 6.

Kombiniere! Die Zahl 48.

Uberpriife deine Beobachtungsgabe!
a) 13 Dreiecke; b) 18 Quadrate

Wie alt bin ich?

Das gesuchte Alter sei xy =10x +y. Wir
untersuchen nur den Fall xy <81. Die
restlichen (biologisch noch méglichen)
Fille kann der Leser analog ausschlieBen.
Firy =1 ist
10x+y=1+9+@8—-x)+(1-y),

also 11x +2y=19. Es folgt x=1, y=4.
Dieses Paar ist wegen y < 1 keine Ldsung.
Firy>1 ist
10x+y=1+9+(7-x)+(11-y),

also 11x +2y =28. Es folgt x =2, y =3.
Tatsdchlich ist 23 die Losung, da
23=1+9+5+8 ist.

Nur zum Spa8 ,
Larry !4, Mike %, Tom Y%, Sam . Sam
hatte ein Achtel von Larrys Murmeln.

Losungen zur IV. U.-Seite:

Lustige Knobelei

1.Platz: Serjosha; 2. PL: Nadja; 3.PL.: Kolja;
4.Pl.: Wanja; 5.Pl.: Kolja.



Zwei historische
Dokumente

Aufgaben aus dem Rechenbuch
Volk und Wissen
Verlagsgesellschaft m. b. H.
Berlin/Leipzig - Teil II - 1945

Auswahl von praxisbezogenen Aufgaben
XL7)

Ala Ein Landmann hatte 25dz 90 kg
Roggen von 1ha Ackerland geerntet; die

Aussaat hatte % der Ernte betragen. Wie-

viel war das?
A2aA Ein Eimer mit Marmelade wog

(brutto) 4% kg, der Eimer allein (tara)

%kg. Wieviel wog die Marmelade (netto)?

A3a Eine Hausfrau hat noch Milch zu

bezahlen, und zwar einmal 2% 1, dann

l%l und zweimal 2% 1; wieviel macht alles
zusammen, wenn 11 35 Rpf kostet?

A4a Ein Edelsteinhdndler rechnet ne-
ben g auch nach Karat (= %g) Wieviel

3 2 3 1

i =25 250 7o 3—g?
Ka.ratsmdlg,lsg,ZSg,74g,3sg.
A5 A 1 Quadratrute hat rund 14 m?. Ver-
wandle 1a in Quadratruten!
A6a FEin junges Midchen hat ein Kis-
sen, welches 49% cm breit und 43711- cm
hoch ist, mit Perlen bestickt. Auf 1 cm las-
sen sich von den Perlen 9% nebeneinander
und 8 iibereinander legen. Wieviel Perlen
hat das junge Midchen verbraucht:
a) auf 1 cm?; b) auf 1 dm?; c) fiir das ganze
Kissen?
A7a Die Dampfmaschine einer Fabrik-
anlage braucht tiglich 1% dz Steinkohle.
Wieviel sind das an den 6 Werktagen einer
Woche?

a8a Eine Lokomotive verbraucht in
4 Std. 21dz Steinkohlen; wieviel dz ver-
braucht sie dann in 2 Std. 20 Minuten

ol N1
(— 2 3 Std.), in 17 Std.?

A9A B8 Mann mihen in 1 Tg. 5 ha Som-
mergetreide; wieviel ha bringen in dersel-
ben Zeit 20 Mann fertig?

A 104 a) Eine Petroleumlampe verbrennt
in § Std. fiir rund 14 Pf Petroleum, wieviel
verbrennt sie in 1 (in 9) Std.?

b) Eine Gasgliihlichtlampe brennt heller
als eine Petroleumlampe und braucht in
5 Std. fiir nur 9 Rpf Gas. Rechne die ent-
sprechenden Aufgaben fiir Gas wie unter
a)!

al1l1a Im Lichtbildtheater sieht man in

%Minute etwa 500 Bilder. Wieviel Bilder
sind das in 2%- Min.? Wieviel einzelne Bil-

der hat ein Film, der 8% Min. (6 Min.
39 Sek.) dauert?

A12a Durch Verwendung einer Kochki-
ste (zweimal so hoch und breit wie der

Topf) kommt eine Hausfrau nur auf % des

sonst eintretenden Gasverbrauches. Wie-
viel RM kénnten demnach durch die Ver-
wendung der Kochkiste in 1000000 Haus-
haltungen jahrlich gespart werden, wenn
die durchschnittliche Monatsrechnung mit
10 RM angesetzt wird?

A13a Ein Gastwirt hat 2% kg Rind-
fleisch holen lassen und 540 Rpf bezahlt.
Welchen Teil von 540 Rpf muB er berech-
nen, wenn er den Preis von 1kg wissen
will. Erkldre die folgende Ausrechnung:

1 kg Fleisch kostet x Rpf

2% kg Fleisch kosten 540 Rpf

1 kg Fleisch kostet x = % Rpf
%
=540 -%Rpf= 240 Rpf.
Ergebnis: 1 kg Fleisch kostet 2,40 RM.
Al4a Eine deutsche Meile betrigt

1
77km, wieviel km sind 4, 9, 18 Meilen?
Aus der Bibliothek

von Neulehrer J. Lehmann,

Jetzt Chefredakteur

der Schiilerzeitschrift alpha

Schriftliche AbschluBpriifung,
Klasse 8, Fach Mathematik,
1949

Im Juni 1949 erhielten alle Schiiler, welche
die 8klassige Grundschule verlieBen, fol-
gende Aufgaben gestellit:

Gruppe I (Aufgaben 1-4)
1. 736,248 kg + 69kg + 750 g + 7438 ¢
+51,48dz + 876,564 kg = ? kg.
2. Ziche 187,25 von 332 ab, und
nimm das Ergebnis mit 7,08 mal!
1 3.
a) 3,2-3?, b) 1?-0,16.

4. 78,416:2,9.

vl

Gruppe II (Aufgaben 5-7)

5. Im Jahre 1947 wurden in der Ostzone
26 Mill. t Briketts erzeugt. Im Jahre 1950
soll die Briketterzeugung 32 Mill. t betra-
gen. Berechne die geplante Steigerung der
Produktion in t und in Prozenten!

6. In unserer Zone wurden durch den Krieg
1131 Briicken zerstort. Im Jahre 1947 wa-
ren bereits 84% wieder instand gesetzt.
Wieviel Briicken waren wieder benutzbar?

7. In einem Bitterfelder Braunkohlentage-
bau wurde durch Anregung von Aktivisten
eine Verbesserung der tiglichen Arbeitslei-
stung erzielt. Von den iiber der Braunkohle
lagernden Erdschichten wurden 11260t
mehr abgerdumt als bisher. Das bedeutete
eine Steigerung der Arbeitsleistung um
62,5%. Berechne die frithere Tagesleistung
und die neue Gesamtleistung!

Gruppe III (Aufgaben 8-10)

8. VergroBert man eine Zahl um 8 und
multipliziert die Summe mit 4, so erhdlt
man 52. Errechne die Zahl, indem du eine
Gleichung aufstellst!

9. Eine Fliissigkeit soll aus einem zylinder-
formigen GefdB mit dem Durchmesser
20 cm, das sie nur 3 cm hoch fiillt, in ein
kleineres zylindrisches GefiB umgegossen
werden, dessen Durchmesser nur halb so
lang ist. Wie hoch fiillt sie das zweite Ge-
faBg?
10. 253x +10) — 13(8 + 9x)

= (87 —12x) — 8(7x — 9).

Bewertungsma@Bstab, empfohlen von der
Landesregierung Brandenburg

sehr gut (1): Alle Aufgaben richtig rechne-
risch gelOst.

gut (2): Alle Aufgaben der Gruppen I und
II richtig gelost.

Ausgleichsmoglichkeit: waren in Gruppe I
und II Aufgaben falsch, so konnten sie
durch die schweren richtigen der
Gruppe III ersetzt werden.

geniigend (3): Alle Aufgaben der Gruppe I
und eine Aufgabe der Gruppe II, oder
3 Aufgaben der Gruppe I und 2 Aufgaben
der Gruppe II usw. geldst. Eine Ausgleichs-
moglichkeit besteht ebenso mit Aufgaben
der Gruppe III.

mangelhaft (4): Wer nur die Aufgaben der
Gruppe I geldst hat.

ungeniigend (5): Wer nur eine Aufgabe der
Gruppe I gelost hat.

Ergebnisse der Middchenklasse 8 der Stein-
schule Luckenwalde

(damals waren Jungen und Madchen in ge-
trennten Klassen):

Note Zah] Prozent

1 6 16,2

2 20 54,1

3 9 243

4 1 2,7

5 1 2,7
37 100

StR O. Schulze, Luckenwalde
als Klassenlehrer dieser Madchenschule, 1949
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Zum Verhaltnis von Kunst
und Wissenschaft am Beispiel
der Ornamente und der Mathematik

Teil 1

1. Wissenschaft und Kunst als
Grundbedingung und Grundbediirfnis
im menschlichen Leben

Die Symmetrie als lsthetisches Moment

Heutzutage ist das Leben in der zivilisier-
ten Menschheit ohne Wissenschaft iber-
haupt nicht mehr denkbar. Auf Schritt und
Tritt begegnet man dem EinfluB der Wis-
senschaft. Jeder von uns kann sich miihe-
los davon iiberzeugen. Schaltet man bei-
spielsweise das Licht ein, schon hat man
teil an wissenschaftlichen Erkenntnissen in
Form ihrer technischen Umsetzungen.
Ohne Rickegriff auf die Elektrizitit kénnte
man nicht das Licht von Lampen leuchten
lassen, keine elektrisch angetriebenen
Ziige fahren lassen, keine Kiihlhallen be-
treiben usw. Begibt man sich an seine
hdusliche morgendliche Toilette, sogleich
stehen einem wissenschaftlich gezeugte
Heinzelminnchen zur Verfligung.

Die Seife, Zahnpasta, ... alles basiert auf
wissenschaftlichem Tun von vielen Men-
schen. Unser ganzes Tagesgeschehen wird
durch und durch von Friichten der Wissen-
schaft beherrscht. Das war nicht immer so
und ist auch nicht iiberall auf der Erde so.
Beispielsweise leben die Urwaldindianer in
Brasilien oder die Ureinwohner Neusee-
lands bisweilen noch in wurspriinglichen
Naturzustinden, die nur ganz leichte Spu-
ren der Wissenschaft tragen. Dort be-
stimmt das Elementargeschehen den Ab-
lauf. Dort nimmt dann auch die Kunst
einen viel groBeren Raum im Leben ein als
vergleichsweise bei uns. Natiirlich ist ins-
gesamt gesehen unser Kulturniveau viel
hoher, aber der direkte Anteil der Kunst ist
relativ gesehen viel geringer. Bei den Na-
turvolkern spielt zundchst der Korper-
schmuck die herausragende Rolle. Bered-
tes Beispiel dafiir gibt eine Begebenheit ab,
welche Charles Darwin 1833 wihrend seiner
Weltumnsegelung mit der Beagle widerfuhr,
als er einem frierenden Feuerlinder eine
bunte Decke schenkte, damit der darin
Schutz vor der Kilte finde, der Beschenkte
aber diese Decke in Streifen zerriB und
sich mit den Streifen aus lauter Schmuck-
interesse behdngte. Von Stufe zu Stufe
kommt bei dem Menschen dann nach dem
Korperschmuck der Gerite- einschlieBlich
Waffenschmuck und der Schmuck an den
Bauten dazu. So ist sicher eines der
Grundbediirfnisse des Menschen, sich,
seine Werkzeuge und seine Wohnstitten
zu schmiicken und zu verzieren. Die Her-
vorbringung von Verzierungen und

Schmuckformen ist nach und nach immer
mehr in das Fahrwasser der Wissenschaft
geraten. Eine tragende mathematische
Komponente stellt im  Gebiet der
Schmuckformen die Idee der Symmetrie
dar. ,

Die Natur bedient sich oftmals eines sym-
metrischen Aufbaus, so daB der Mensch
zwangsliufig auf die Idee der Symmetrie
gefihrt wird und symmetrische Formen als
asthetisch wohltuend, als harmonisch emp-
findet. Jeder kann leicht bei sich selbst be-
stiatigen, daB symmetrische RegelmiBigkeit
viel stirker unser Interesse auf sich zieht
als das Fehlen von Symmetrie. Ddazu be-
trachte man etwa einen weitgehend unsym-
metrischen Tintenklecks und den durch
Falten des Papiers symmetrischen Klecks.

Welch ein Reiz geht von dem sogenannten
Kaleidoskop als Kinderspielzeug aus?
Durch Drehen und Schiitteln kann man
sich eine Vielzahl symmetrischer Bilder er-
schaffen. Eine Wunderwelt der Symmetrie
tut sich dem Betrachter des Kaleidoskops
auf.

2. Beispiele fiir Symmetrie

in der unbelebten Natur

Wir verweisen zunichst auf einige natiir-
lich vorkommende Symmetrien, die der
Einfachheit halber als Fldchensymmetrien
gedeutet werden mogen.

Bild 2

Bild 3

Aufgabe 1

Entdecke weitere symmetrische Formen in der
unbelebten Natur!

3. Beispiele fiir Symmetrie

‘im Bereich der Lebewesen -

(gedeutet als Flichensymmetrie)

Im Reich der Pflanzen tauchen bei Bliiten
und Blittern oft Symmetrien auf.

Bild 4

i)
rohrig schmlings- trichtig

formig

@ l
glockig eiférmig fiederlappig
Db

dreilappig handformig

Im Tierreich begegnet man miihelos Sym-
metrien.

Bild 6

Aufgabe 2

Entdecke weitere symmetrische Formen in der
belebten Natur!

4. Beispiele fiir vom Menschen
geschaffene Symmetrien

Viele Bauwerke und Statuen, Muster auf
Textilien, Teppichen, Stickereien, Hike-
leien, Tapeten usw. bezaubern uns gerade
wegen ihrer Vvielseitigen Symmetrien.
Manchmal ist als besonderer Reiz in die
symmetrischen Grundformen eine Symme-
triebrechung eingeftigt. (Das kommt ja auch
in den natlrlichen Symmetrieformen vor.
Wir werden den kiinstlerischen und wis-
senschaftlichen Wert der Symmetriebre-
chung hier nicht weiter verfolgen, weil wir
uns erst einmal die ungestorte Symmetrie
moglichst weit erschlieBen wollen.)

Bauten der Gotik weisen in hohem Male
Symmetrien auf, sowohl insgesamt als

alpha, Beriin 19 (1985) 5 - 97



Bild 7

Bild 8a

auch in Einzelheiten, wie bei Fenstern, Tii-
ren, Gewdiben usw. Oft wird die Moglich-
keit der Symmetrien noch durch Benut-
zung verschiedener Farben, so besonders
bei Textilien und auch Glasfenstern gestei-
gert. Die islamischen und maurischen Bau-
meistei haben auch bei ihren Gebduden
geradezu in Farbgebung geschwelgt.

Aufgabe 3

Entdecke weitere vom Menschen hervorge-
Srachte Symmetrien. Welche Wirkfelder sym-
inetrischen Schuffens findest du noch? (Vasen,
Maébel, FuBboden, ...; konkrete Beispiele da-
fiir?)

5. Zum Einflu3 der Kunst bei
der Erschliefung ebener Symmetrien

Kiinstlerischer Einfallsreichtum und wis-
senschafiliche Denkkraft haben die Welt
der Symmetrie immer mehr durchforstet,
aber erst im 19. Jahrhundert sind die ma-
thematisch strengen Beweise flir eine voll-
stindige mathematische Ubersicht iiber die
Symmetrietypen der ebenen Gebilde er-
bracht worden. In das mathematische All-
gemeingut sind diese Erkenntnisse durch
Wiederentdeckung gar erst 1924 eingegan-
gen. RegelmiBige ebene Vier-, Acht- und
Sechzehn-Ecke finden sich in der alt-
agyptischen Kultur. Entsprechende Wand-
dekorationen haben ein Alter von mehr als
4000 Jahren. Das regelmiBige Fiinfeck er-
scheint spiter bei den Babyloniern. Seine
Konstruktion mit Zirkel und Lineal wurde
erst von den Griechen geleistet. Bis zu

98 - alpha, Berlin 19 (1985) 5

Bild 8b

Gauf’ Zeiten war man der Ansicht, daB ein
regelmiBiges n-Eck, n Primzahl >§, nicht
mit Zirkel und Lineal konstruierbar ist.
Der 18jahrige Jungling GauBl bewies die
Moglichkeit der Konstruktion des 17ecks
und ermittelte sogar, welche regelmiBigen
n-Ecke konstruierbar sind: Entwicklungs-
geschichtlich gesehen war die Kunst der
Wissenschaft in der Behandlung der be-
schrinkten symmetrischen Figuren also
eindeutig voraus. Die systematische wis-
senschaftliche Bearbeitung erschloB hinge-
gen den Kiinstlern vollstindig den symme-
trischen Formenreichtum der beschrinkten
Figuren. Leonardo da Vinci (1452 bis 1519)
und Albrecht Diirer (1471 bis 1528) sind
Kiinstler von hohem mathematischen
Rang, die fiir die wissenschaftlich kon-
struktive Durchdringung der Malerei ein-
traten. Aus Diirers Lehrbuch Underweysung
der Messung mit dem Zirckel und richtscheyt
in Linien, Ebenen und gantzen Corporen zei-
gen wir einige Beispiele zur Konstruktion
symmetrischer Schmuckformen.

Bild 9

Was die sich ins Unendliche erstreckenden
symmetrischen Figuren, die ganze Ebene
ausfiillende Muster angeht, so klaffte ein
noch weitaus groBerer Unterschied zwi-
schen friihzeitlicher kiinstlerischer Bear-
beitung und spiterer wissenschaftlich ord-
nender Durchdringung. Altigyptische und
altchinesische kiinstlerische flichendek-
kende Dekorationen miissen {iber den
dsthetischen Eindruck, -den sie vermitteln,
hinaus als hervorragende empirische ma-
thematische Leistungen in der Aufdeckung
der moglichen Symmetrietypen angesehen
werden. Die arabische und islamische Or-
namentik fithrt die dgyptische Kunst zur
bestechenden Hohe. Den Gipfelpunkt auf
diesern Feld bringt wohl die maurische
Baukunst und Raumgestaltung. In der Al-
hambra Moschee bei Granada (erbaut um
1400) haben die Mauren von ihrer Schop-
ferkraft und Erfindungskunst bei der Kon-
struktion von flichendeckenden Mustern
Glanzleistungen vollbracht.

Ihnen ist die groBte Fiille der die ganze
Ebene bedeckenden Symmetrietypen (=
zweidimensionale Symmetrietypen) gelun-
gen. Damit haben sie in impliziter Form
ein Stiick héherer Mathematik im kiinstle-
rischen Gewande auf beeindruckendem
Niveau erarbeitet. Der davon ausgegangene
EinfluB lebt bis in unsere Tage fort, was
nicht zuletzt die Begriffe Arabeske und
Maureske fir pgewisse ornamentale
Schmuckformen belegen. Mathematisch
weniger anspruchsvoll ist die Ermittlung
aller eindimensionalen Symmetrietypen in
der Ebene, d. h. der Symmetrietypen, die
einen ebenen Streifen ausfiillen kénnen.
Diese Aufgabe haben griechische Kiinstler
des Altertums in Gestalt von Bandorna-
menten auf Wandfriesen und Vasendeko-
rationen bewiltigt.

U. Feiste/J. Flachsmeyer

Fortsetzung in Heft 6/85.



Uberraschendes iiber benachbarte
Zahlen in einem Zahlenquadrat

In ein Quadrat, das aus n-n Feldermn be-
steht, seien ,der Reihe nach“ (d.h. im lin-
ken oberen Feld beginnend und im rechten
unteren Feld endend - siehe Bild 1) die

Zahlen 1, 2, 3, ..., n2— 1, n? geschrieben
worden:
Bild 1
nz2 (11213 ... |n
ntlin+2| nt3 2n
nt -4 nt

Unter zwei benachbarten Zahlen wollen
wir nun zwei Zahlen verstehen, die in zwei
Feldern stehen, die eine Kante gemeinsam
haben:

Bild 2
benachbart

Bild 3
nicht benachbart

Die Differenz zwischen zwei horizontal be-
nachbarten Zahlen betrigt in unserem
Quadrat 1, die Differenz zwischen zwei
vertikal benachbarten Zahlen ist n, d. h,,
die ,mittlere Differenz“ zwischen zwei be-
nachbarten Zahlen betrigt %1,, sie ist
also erheblich kleiner als n. Deshalb lige
eigentlich die Vermutung nahe, man
konnte die n? Zahlen so umordnen, daB die
maximale Differenz zwischen zwei benach-
barten Zahlen kleiner als n wird. (Der ex-
perimentierfreudige Leser kann einmal ver-
suchen, fiir n = 2, 3, 4 diese Vermutung zu
beweisen oder zu widerlegen.) Wie man je-
doch (mit einigem Erstaunen) feststellt, ist
eine solche Umordnung nicht méglich! Es
gilt vielmehr der folgende Satz:

Schreibt man in die Felder eines n- n-Quadra-
tes n? voneinander verschiedene ganze Zahlen,

so gibt es stets zwei benachbarte Zahlen, deren
Differenz nicht kleiner als n ist.

Beweis: Die ganzen Zahlen bezeichnen wir
mit a,, @, ..., a2, wobei a; < a;< ... < a,
ist. Da es sich um ganze Zahlen handelt,
gilt ¢ ;2 a,+1bzw. a2 aq + 1.

Die Felder, in denen diese Zahlen stehen,
werden entsprechend mit 4,, 4,, ..., 4,7be-
zeichnet.

Nun schraffieren wir die Felder 4,, 4,, 4;,
..., A, der Reihe nach, und zwar solange,
bis in einer Spalte oder Zeile genau (n — 1)
schrafFierte Felder sind (vgl. Bild 4):

7
7 % -
%
7
' Bild4 |

0O.B.d. A. mogen sich diese (n — 1) schraf-
fierten Felder in der i-ten Zeile befinden.
Ferner moge das j-te Feld dieser Zeile das
einzige weillgebliebene sein.

Die Spalten 1,2, ..., j—1,j+1, ... n ent-
halten jetzt mindestens ein schraffiertes
Feld (ndmlich das, das in der i-ten Zeile
liegt), jedoch hochstens n — 1. Das heift,
diese Spalten enthalten mindestens ein
schraffiertes und mindestens ein weilles
Feld. Das wiederum bedeutet: Sie enthal-
ten mindestens ein weiBes Feld, das Nach-
bar eines schraffierten Feldes ist. Diese
Aussage gilt jedoch auch fir die j-te
Spalte, denn das weiBe Feld, das in der
Jj-ten Spalte und der i-ten Zeile liegt, be-
sitzt mindestens ein schraffiertes Nachbar-
feld (in der i-ten Zeile).

Also gilt: In jeder Spalte existiert ein wei-
Bes Feld, das Nachbar eines schraffierten
Feldes ist. D.h.: Es gibt mindestens n ver-
schiedene weiBe Felder, die zu einem
schraffierten benachbart sind.

Wenn die Schraffur beim Feld A4,, abbrach,
so gilt fiir die Indizes x dieser n weiBen
Felder 4,:x=m+ 1. Das heiBt: Es gibt

ein schraffiertes Feld 4, (y = m) und min-

destens ein dazu benachbartes weiBes Feld
A,, fur das x = m + n ist. Fiir die dort ein-
getragenen Zahlen a, und g, gilt:

0~ 42 0pep~ CpZdutNn—a,=n,
w.z.b.w.

Frage: Warum wire es ungiinstig gewesen,
im obigen Beweis die Felder 4, 4,, ..., 4,
solange zu schraffieren, bis in einer Spalte
oder Zeile n schraffierte Felder sind?

. rere

Mit Hilfe unseres Satzes konnen wir
schnell eine entsprechende Aussage iiber
Zahlen in Rechtecken gewinnen:

Schreibt man in die Felder eines
a- b-Rechtecks (a =b) ab verschiedene
ganze Zahlen, so gibl es zwei benachbarte
Zahlen, deren Differenz nicht kleiner als a
ist.

Aufgabe: Beweist diese Aussage und zeigt,
daB man in ihr ¢ nicht durch eine groBere
Zahl ersetzen kann, d.h., daB sich die Aus-
sage nicht verschirfen 1d8t! .
Nun wire es sicher interessant, analoge
Aussagen fiir Zahlen in Wiirfeln oder in
bestimmten Anordnungen gleichseitiger
Dreiecke (siehe Bild §) zu untersuchen, je-
doch sind wir dabei bis jetzt noch nicht zu

Bild 5

VAVAVAVAN

brauchbaren Ergebnissen gekommen. Wir
wiinschen dem interessierten Leser viel Er-
folg bei der Losung dieser Probleme!

R. Lehmann/H.-J. Schmidt

Auf Fehlersuche

Matthias hat in diesem Brief zw6If Fliich-
tigkeitsfehler gemacht. Wenn ihr die feh-
lenden bzw. richtigen Buchstaben der Rei-
henfolge nach in das Losungsschema
eintragt, erhaltet ihr die Bezeichnung fiir '
ein Gerit, mit dem kiinftig Schiiler von der
7.Klasse an im Unterricht arbeiten wer-
den.

Lieber Andreas!

Heute war bei uns Leistungskontrolle.
Zuerst erhielt ich den Auftrag, ein Qua-
dratmeer in eine kleinere Einheit umzu-
wandeln. Dann sollte ich den Lehrsitz liber
die Winkelsumme im Dreieck beweinen
und mit Hilfe des Kreisdurstmessers meh-
Rachenoperationen ausfithren.
SchlieBlich hatte ich die schwierige Auf-
gabe, die DurchschittsgroBe meiner Klasse
zu berechnen. Mit dem neuen Faselschrei--
ber nahm ich zunichst alle Aufgaben in

-Geometrie- und Rechenhaft. Spiter solite

ich noch die Symmetrieasse auf Spielkar-
ten finden. Plétzlich wurde die Kontrolle
unterbrochen. Der Schulzahlarzt stand in
der Tiir. Das war eine ,dringliche medizi-
nische Hilfe“. Unsere Lehrerin konnte nur
noch die Hausaufgabe erteilen: Division
mit Rast. Morgen beschiftigen wir uns mit
dem Drachenvieheck. Tiere mag ich gern,
und Mathe macht SpaB. Nur mit der
Rechtschreibung habe ich noch einige Pro-
bleme.

Viele GriiBe
Dein Freund Matthias.

aus: NBI/NUK-Autor: Mathematikfachlehrer
H. Bauer, Genthin
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Mathematik
in Vilnius

Es ist euch sicher nicht unbekannt, daB so-
wjetische Mathematiker in vielen mathe-
matischen Disziplinen das Weltniveau mit-
bestimmen. Dazu tragen auch die Mathe-
matiker der kleineren Sowjetrepubliken
nicht unmaBgeblich bei. Eine der iltesten
Hochschulen der UdSSR befindet sich in
Vilnius, der Hauptstadt der Litauischen
Sozialistischen Sowjetrepublik (LSSR).
Aus Anla3 der 400-Jahr-Feier der Universi-
tdt wurde 1979 von der sowjetischen Post
eine Sonderbriefmarke zu 4 Kopeken her-
ausgegeben, auf welcher alte Universitits-
gebdude und Bauten des im Entstehen be-
griffenen neuen Universititsviertels darge-
stellt sind. Die Briefmarkenfreunde unter
euch dirfen nicht erstaunt sein, daB bereits
1970 eine Sondermarke zu 4 Kopeken
(siehe Bild 1) zum 400jihrigen Bestehen
der Universitatsbibliothek erschienen ist:
Bereits 1570 eroffnete man in Vilnius ein
Kollegium, das 1579 durch eine Privileg-
akte des Konigs zur Universitit erhoben
wurde.

Bild 1 ‘g epibioeckoro
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1968 unterzeichneten die Universititen
Vilnius und Greifswald einen Freund-
schaftsvertrag. Seitdem arbeitet in jedem
Sommer eine Gruppe Greifswalder Mathe-
matikstudenten im Rechenzentrum der
Universitdt Vilnius, und litauische Studen-
ten beschiftigen sich in Greifswald mit
mathematischen Problemen. In Vilnius
studieren an der Mathematischen Fakultat
ungefihr 600 Mathematikstudenten. Wei-
ter gibt es ein leistungsstarkes Institut fir
Mathematik und Kybernetik der Akademie
der LSSR. Seit 1961 erscheint vierteljahr-
lich das Journal JTumoeckuii mamemamudec-
xul cbopuux, in dem mathematische Arbei-
ten (vorwiegend in russischer Sprache)
gedruckt werden, eine englische Uberset-
zung dieser Zeitschrift wird in den USA
verlegt. In jedem Jahr berichten die litau-
ischen Mathematiker auf einem Unions-
kongreB iiber ihre Forschungsergebnisse.

100 - alpha, Berlin 19 (1985) 5

Der 25. KongreB fand am 14./15. Juni 1984
in der Stadt Siauliai statt (hier befindet
sich eine Pidagogische Hochschule). Die-
ser Jubildumskongrel stand im Zeichen
des 100. Geburtstages von Zigmas Zemai-
tis.

Zigmas Zemaitis wurde am 8.11. 1884 im
Dorf Daktarai geboren. Er studierte in
Odessa Mathematik. 1919 wurde er Lehrer
an der Universitit Vilnius. Als polnische
Truppen Vilnius besetzten, ging er nach
Kaunas. Dort war er 1920 als Direktor dér
Handelsschule titig. In der biirgerlichen
Republik Litauen wurde 1921 die Universi-
tdt Kaunas gegriindet, und Zemaitis wirkte
hier von Anfang an als Professor fiir Ma-
thematik. Seit 1930 leitete er die Abteilung
fiir Geometrie. Er versffentlichte Arbeiten
u.a. liber Funktionentheorie und Potential-
theorie. 1939 kam Vilnius wieder zu Li-
tauen, 1940 wurde in Litauen die Sowjet-
macht errichtet, viele Institute der Univer-
sitdt verlegte man nach Vilnius. Zemaitis
arbeitete nun hier als Prorektor. 1943
muBte die Universitdt auf Befehl der fa-
schistischen Besatzungstruppen den Lehr-
betrieb einstellen. Nach der Befreiung vom
Faschismus berief die sowjetische Regie-
rung den progressiven Wissenschaftler so-
fort auf den Lehrstuhl fiir Analysis. Unter
seiner Leitung begannen sich Forschungs-
gruppen flir Geometrie und fiir mathemati-
sche Analysis zu entwickeln. Von 1946 bis

Bild 2

1948 stand Prof. Zemaitis als Rektor der
Universitdt Vilnius vor. Er war ein sehr fa-
higer Wissenschaftsorganisator, seine Ver-
dienste um die Entwicklung mathemati-
scher Schulen wurden hoch gewiirdigt. In
den letzten Lebensjahren, er starb 1964,
wandte er sich der Geschichte der Mathe-
matik zu. Die Universitit Vilnius hat 1979
einen Sonderbriefumschlag mit dem Bild-
nis von Z.Zemaitis herausgegeben, siehe
Bild 2.

Ein Wissenschaftler hat in den letzten
30 Jahren maBgeblich die Mathematik in
der LSSR geprigt: Akademiemitglied
Prof. Dr. Jonas Kubilius.

Folgende Legende berichtet, wie er zur
Mathematik gefunden haben soll. In einer
Zeitung war iiber das Fermatsche Problem
(siehe alpha 3, 1984) berichtet worden. We-
gen des Gleichklangs mit dem Namen sei-
nes Geburtsdorfes Fermos fiihlte sich Jo-
nas Kubilius von diesem Problem angezo-
gen, und er glaubte sogar, eine Losung
gefunden zu haben. Aber leider stellte sich
heraus, daB die Aufgabe in der Zeitung un-
korrekt formuliert war. Die Mathematik
und insbesondere die Zahlentheorie lieSen
ihn nun nicht mehr los. Er studierte diese
Wissenschaft in Vilnius, arbeitete einige
Jahre als Lehrer und wurde von 1948 bis
1951 zur Aspirantur nach Leningrad dele-
giert. Man kann Prof. Kubilius den Begriin-
der eines neuen Zweiges der Mathematik
nennen, in welchen Erkenntnisse aus Zah-
lentheorie und Wahrscheinlichkeitstheorie
einflieBen. Prof. Kubilius begriindete eine
leistungsstarke Mathematikerschule in der
LSSR. Seit 1958 ist er Rektor der Staatli-
chen V.-Kapsukas-Universitit Vilnius.
Prof. Kubilius war es auch, der 1952 die
Durchfiihrung von Mathematikolympiaden
in Sowjetlitauen durchsetzte. Damals gab
es noch keine Olympiaden fiir die ganze
UdSSR! Mathematikolympiaden werden in
den Schulen, auf der zweiten Stufe in den
Rayons durchgellihrt.

Fiir die Klassenstufen 8, 9, 10 findet die
Mathematikolympiade im RepublikmaB-
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stab statt (in Zukunft fiir Klassenstufe 9,
10, 11). Die besten Olympioniken vertreten
die LSSR bei der Allunions-Olympiade.
Viele erfolgreiche Teilnehmer von Mathe-
matikolympiaden sind inzwischen aner-
kannte Wissenschaftler. Fiir die Olympia-
debewegung in der LSSR fiihit sich
gegenwirtig ein jiingerer Hochschullehrer
verantwortlich:

Prof. Palauskas nahm 1960 bis 1962 selbst
an der Mathematikolympiade mit Erfolg
teil, er studierte Mathematik und ist heute
ein erfolgreicher Experte auf dem Gebiet
der Wahrscheinlichkeitstheorie. Mit viel
Freude und Aufmerksamkeit fordert er Ta-
lente. Der Autor dieses Beitrags ist Prof.
Palauskas fiir wertvolle Informationen und
fiir die nachfolgenden Aufgaben der Ma-
thematikolympiade 1984 (Republikstufe)
zu Dank verpflichtet.

Bild 3
Keramikplakette der Mathematischen
Fakultit der Universitit Vilnius

Aufgaben
Klasse 8
A la Lése das Gleichungssystem!
.
y z
ry_z
z 1.
X_3

x+y+z+1=15

A2 a Fir welche natiirlichen Zahlen n
ist

2lln — 26n + 2n — 25
ohne Rest durch 1984 teilbar?
A3 a Die Durchschnittszensur der Jun-
gen der 8. Klasse sei besser als die der Jun-
gen der 9.Klasse. Die Maidchen der
8.Klasse haben ebenfalls eine bessere
Durchschnittszensur als die der 9. Klasse.
Kann dann die Durchschnittszensur von
allen Schiilern der 8. Klasse schlechter sein
als die der Schiiler der 9. Klasse?

a4 a Stelle die Zahl 1000 als Summe na-
tirlicher Zahlen dar, deren Produkt még-
lichst groB ist!

Klasse 9

A 1 Zeige, daB die 100stellige Zahl 11...1
(gebildet von 100 Ziffern 1) durch 41 teil-
bar ist!

Bild 4

Darstellung astronomischer und mathematischer Instrumente an der Fassade

des Hauptgebidudes der Universitdt Vilnius

A2 A Lose das Gleichungssystem!
xy+x+y=280
yz+y+z=80
zx+z+x=80

Ala Gegeben sei eine Menge M von
endlich vielen reellen Zahlen, die alle
nicht groBer als 100 sind. M besitze fol-
gende Eigenschaft: Bei einer beliebigen
Zerlegung von M in zwei Teilmengen sei
die Summe der Zahlen wenigstens einer
Teilmenge nicht groBer als 100. Zeige, daB
die Summe aller Zahlen der Menge M die
Zahl 300 nicht iibertrifft!

A4a In den Eckpunkten A4,, 4,, ..., 4,
eines regelmiBigen n-Ecks seien natiirli-
che Zahlen (= 2) notiert. Steht in A4, eine
gerade Zahl, so subtrahiere von der in A4,
stehenden Zahl eine 1, steht dagegen in A,
eine ungerade Zahl, so addiere 1 zu der in
A, notierten Zahl. Danach verkleinern oder
vergroBern wir die in 4, stehende Zahl um
1 in Abhingigkeit davon, ob in 4; eine ge-
rade oder eine ungerade Zahl steht usw.
SchlieBlich verkleinern oder vergréBern wir
die in A4, stehende Zahl um 1, je nachdem
ob in A, eine gerade oder eine ungerade
Zahl steht. Danach beginnen wir wieder
mit A; in der beschricbenen Weise. Be-
weise, daB alle auftretenden Zahlen stets
positiv bleiben, wie oft wir diesen Zyklus
auch durchlaufen!

Klasse 10

Ala In einem rechtwinkligen Dreieck
teile die Winkelhalbierende des rechten
Winkels die Hypotenuse ¢ im Verhiltnis
1:3. In welchem Verhiltnis teilt dann die
Hoéhe auf ¢ die Hypotenuse?

a2a Man beweise: Wenn die Zahlen x,
v, z die Gleichungen

sinx +siny+sinz=0

cosx +cosy+cosz=0

erfillen, so sind x, y, z auch eine Losung
der Gleichungen

sin2x + sin 2y + sin2z =0

cos2x +cos2y+cos2z=0.

43 a Die Folge (a,) werde nach der Re-
gel )
a=1,a,=5,8,,,=0a,a, ,+1 fir nz2
gebildet. Zeige, daB a ;g nicht durch 3 teil-
bar ist!

Aufgabe a 4 a fiir die Klasse 10 stimmt mit
der Aufgabe 42 a von Klasse 9 iiberein.
AuBerdem wurde allen Olympiadeteilneh-
mern die folgende Aufgabe gestelit:

Die Bodenfliche einer Schachtel sei ein
Quadrat der Seitenlinge 3 cm. Auf dem
Boden der Sachachtel liege ein Wiirfel mit
der Kantenlinge 1 cm. Zeige, dal man auf
den Boden der Schachtel noch

a) einen gleich groBen Wiirfel,

b) zwei gleich groBe Wiirfel,

c) drei gleich groBe Wiirfel

stellen kann, ohne dabei den zuerst in der
Schachtel liegenden Wiirfel zu verriik-
ken! W. Schmidt

Bild 5

Prof. Dr. Kubilius,

Rektor der Universitit Vilnius (links)

im Gesprich mit Prof. Dr. Griepentrog,
Sektionsdirektor der Sektion Mathematik
der Universitit Greifswald
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Mein
Taschenrechner
»OR 1

Teil 2

Der Schuirechner SR1 hat wie viele an-
dere Taschenrechner eine Sieben-Segment-
Anzeige, d. h., jede Ziffer wird als Kombina-
tion von 7 moglichen Leuchtbalken darge-
stellt. Dreht man den Taschenrechner um
180° und betrachtet nun die Anzeige, so
koénnen einige Ziffern, wie z.B. 5, 7, 3 als
Buchstaben gelesen werden. Gibt man die
Ziffern 3 - 8 — 3 — 1 — 7 in die Anzeige,
so ,entsteht“ das Wort LIEBE. Ihr konnt
selbst schnell weitere Worter eingeben,
z. B. EIS, EI, ELLE usw.

Die Anzeige des SR 1 ermoglicht eine ma-
ximale Anzeige von acht Ziffern, einem
Vorzeichen, einem Komma und einer An-
zeige iiber die Belegung des Speichers
M). '
Beispiel:

Mg 1654321

Mit Hilfe der Taste besteht nun
noch die Moglichkeit, Zahlen als Produkte
mit Zehnerpotenzen einzugeben.

Beispiel: 123 10 « Exponent
——— == ~\ Basis
Mantisse Potenz

Dabei kann der Exponent der Zehnerpo-

tenz maximal zweistellig und auch negativ

sein. Fiir die Mantisse stehen in der An-
zeige 5 Stellen zur Verfigung.

Die Anzeige 54321. 12

bedeutet 54321 - 1012

Die Anzeige 54321. — 12

54321

bedeutet 5432110712 bzw. o7

A9a Welches ist die groBte Zahl,

die man in den SR 1 eingeben kann?
Diese groBte Zahl, die man in den SR 1
eingeben kann, wird von ihm nicht ,verar-
beitet. Betdtigt man ndmlich nach Ein-
gabe dieser Zahl irgendeine Operations-,
Funktions- oder Speichertaste, so zeigt der
SR1 ,Uberlauf* _E 0.“ an. Ein Weiter-
rechnen ist nun erst nach Betitigung der

Taste moglich. Die gréBte

ganze Zahl, mit der der Schulrechner ar-
beitet, ist die Zahl 9 10%.

A10A Berechne mit dem SR1 (falls
moglich)!
a) 9-10%:2
b) 9109 -3
©¢) 9-109 -2
d) 2:4-10%
e) 9:10%:0
Beim Losen der Aufgabe 10 kommt man
an Grenzen des SR 1. So gibt er fiir die
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Aufgabe 9:10 — 3 nur einen gerundeten
Niherungswert (9-10%) an. Die Aufga-
ben 10c) und 10d) kann der SR 1 gar nicht
16sen. Er zeigt Uberlauf an. Dieselbe An-
zeige, nimlich ,E 0% erhilt man bei der
Aufgabe 10e). Hier bedeutet die Anzeige
aber nicht Uberlauf, sondern, daB die Auf-
gabe iiberhaupt nicht lésbar ist, da die Di-
vision durch 0 nicht erklirt ist.
Auch das Gesetz (a-b):c=(a:c) b
(a, b, c€ Q)1) ist im Taschenrechner nicht
immer giiltig.
Beispiel:
(2:5-10%)-4-10%
=(2-4-10°%):5-10%
Diese Gleichheit kann man mit dem SR 1
nicht zeigen:

(2] [] [5] [eex] [o9][x] [4]
[eex] [s0][-]
L 4

E 0.
(2] [x] [e] [Eex] [s0] [£] [5]
[eex] (99 ][]

4

1.6 -09
) Q ist das Symbol fiir die Menge
rationaler Zahlen.

Alla Berechne mit dem SR 1!

a) 0,3:40000

b) 0,03:40000

c) 2:3

d) 2:123
Eine Besonderheit des SR 1 wird beim L&-
sen der Aufgabe 11) sichtbar. Unser Schul-
rechner gibt mitunter Ergebnisse von Rech-
nungen als Produkte mit Zehnerpotenzen
an. Ein Vorteil dieser Anzeige liegt darin,
daB oft linke Nullen einer rationalen
Zahl a (Ja|< 1) die Anzeige nicht bela-
sten. Damit erh6ht sich u. U. die Genauig-
keit der Anzeige. Wiihrend z. B. der SR 1
bei der Aufgabe 11b) 7.5 — 07 anzeigt, er-
scheint bei gleicher Aufgabe in der An-
zeige des Taschenrechners MR 410 nur der
Niiherungswert 0.0000 007. ’
Hier gleich noch ein Beispiel:
0,07503

61000 2

Es soll der Wert des Terms

berechnet werden.
Wir wihlen folgenden Rechenablaufplan:

[0,07503 ] [=] [61000] [x] [72] [=]

Mit dem SR 1 erhalten wir das genaue Er-
gebnis 8,856-1075. Verwendet man den
Taschenrechner MR 410, so erhilt man le-
diglich den Niherungswert 0,0000864.

A12a Berechne mit dem SR 1!

a) 20:99 e) 40:99
b) 21:99 f) 50:99
c) 30:99 g) 60:99
d) 34:99 h) 70:99

Uberlege, unter welchen Bedingungen der
SR 1 trotz Vorhandenseins einer linken
Null keine Zehnerpotenzschreibweise ver-
wendet!

Treten beim SR 1 Resultate von Rechnun-
gen auf, die mehr als 8 Stellen haben, so
gibt der Taschenrechner oft nur einen Ni-
herungswert fiir das Ergebnis an!

A 13 A Berechne mit dem SR 1!

Gib jeweils an, ob das mit dem Rechner er-
mittelte Ergebnis ein Ndherungswert ist!
a) 27371-97 c) 654321-987

b) 543210-0,03 d) 10:99

Auch bei der Eingabe von Zahlen mufB
man u. U. Niherungswerte verwenden, da
der Rechner sonst iiberfordert ist. Das
ist z.B. beim Lo&sen folgender Aufgabe
mit Hilfe des SR1 erforderlich.
9876 543,29:13,7. An Stelle des 1. Operan-
den wird man die Zahl 9876 543.3 in den
Taschenrechner eingeben. Das Ergebnis ist
natiirlich unter diesen Bedingungen nur
ein Nidherungswert.

Linke Nullen kénnen bei der Eingabe

unter Nutzung der Taste »abgefan-
gen“ werden.

So kann die Aufgabe 0,0000007654:0,165
mit dem SR 1 wie folgt gelost werden:

[7,654] [EEX] [+/=] [=]
[=]

A 14 o Berechne mit dem SR 1 folgenden
Term!
4:7-7-4

Wiirde man bei der Losung dieser Aufgabe
auf den Taschenrechner verzichten — und
das wire sinnvoll —, kime man zum Resul-
tat 0. Mit dem SR 1 wihlen wir folgenden
Ablaufplan:

ne[alpplsnE

-1.10"%

Der Taschenrechner liefert als Ergebnis
nicht Null, sondern —1- 107, Ein von Null
verschiedenes Ergebnis war eigentlich zu
erwarten, da der SR 1 als Resultat der Divi-
sion 4:7 nur einen Niherungswert zur Ver-
fiigung hat. Erstaunlich ist aber die Tatsa-
che, daB der SR 1 bei Abarbeitung nachste-
henden Ablaufplanes 4. anzeigt.

EEIEJ‘)

4.

Erst die Subtraktion 4. — 4 liefert den Wert
—1. 107% Die Ursache fiir diesen Effekt
liegt darin, daB der SR 1 mit einer Stelle
mehr arbeitet, als er anzeigt. Der Rechner
rundet auf die 8.Stelle. Diese neunte Stelle
kann man dem Rechner mit einem kleinen
Trick entlocken. Losen wir z. B. mit dem
SR 1 die Aufgabe 40:7, so zeigt der Rech-
ner das Ergebnis 5. 7142 857. Subtrahiert
man ven dieser Anzeige 5 und multipli-
ziert das Ergebnis mit 10, so erhilt man er-
neut eine achtstellige Anzeige
(7. 1428571). Die 9. Stelle bei der Divi-
sion 40:7 ist also 1.
1) Andere Taschenrechner, z. B.

der MR 410, liefern hier den Wert

3.9999995.

A 15a a) Untersuche, ob der SR 1
vielleicht sogar mit 10 Stellen arbeitet!
b) Ermittle die 8. Stelle von 7 nach dem
Komma, die der SR 1 gespeichert hat!

A 16 A Gib zwei Zahlen zwischen 0 und
1 an, die der SR 1 nicht anzeigen kann!
Der Taschenrechner arbeitet mit sogenann-



ten Rechnerzahlen. Zwischen zwei beliebi-
gen Rechnerzahlen gibt es jeweils unend-
lich viele reelle Zahlen, die der Taschen-
rechner weder verarbeitet noch anzeigt.
Der beschrinkte, liickenhafte Zahlbereich
von Taschenrechnern kann mitunter unan-
genehme Folgen haben, wie wir schon an
einigen Beispielen gesehen haben.

Hier ein weiteres Beispiel:

Bei der Nutzung des Taschenrechners SR 1
gilt nicht stets

atat+a. +ta=n-a
— e’
n Summanden
(aeQ;neN,n>1)
So erhilt man fiir die Summe
1 + 1 + + l
3ty tt3
12 Summanden
bei Nutzung des
7. 9999999,

(2] (] B [ 2] [ B[4 -
HIRIEBIE

Ermittelt man mit dem SR 1 den Wert von

2
12-?,

(L2 ] < 2] B E)

Auch die Gleichung (Va_)b =a(@a>0;
be N) gilt beim Arbeiten mit dem SR 1
nicht immer:

(3)"
Gl AN — =]

1.1472027 2.9999997

Besonders aufpassen muB man bei Benut-
zung von Zahlen, die sich in ihrer GréBen-
ordnung wesentlich voneinander unter-
scheiden (vgl. Aufg.10b). Soll z.B. die
Summe 98763210+ 0,012345 mit dem
SR 1 ermittelt werden, so erhiilt man das
Ergebnis 98763210. Im Kopf hiitte man
sehr schnell das genaue Resultat
98763210,012345 ermitteln konnen.

Wie wir an vielen Beispielen gesehen ha-
ben, ist der Taschenrechner ein sehr niitzli-
ches Hilfsmittel, allerdings sollte man sich
bei seiner Nutzung stets auch seines eige-
nen mathematischen Sachverstandes be-
dienen. Eine kritische Haltung zum ermit-
telten Ergebnis und zum gewidhlten Re-
chenablaufplan sind wichtig, um erfolg-
reich mit einem Taschenrechner zu arbei-
ten.

SR1 den Wert

so erLalt man 8.

L. Flade

Eine
Tangentenkonstruktion
ohne Zirkel

aus dem Jahre 1640

Die Aufgabe, von einem Punkt P auBer-
halb eines Kreises in M die beiden Tan-
genten zu konstruieren, soll ohne Zirkel ge-
6st werden.

Losung: Man zeichne von P aus zwei Se-
kanten, deren eine durch den Mittelpunkt
gehen muB. Die vier Schnittpunkte mit
dem Kreis bilden ein Sehnenviereck ABCD
iiber dem Halbkreis mit S als Schnittpunkt
der beiden Diagonalen. Nun muB man die
beiden Viereckseiten AD und BC verlin-
gemn, die sich in Q schneiden. Q wird mit
S verbunden und liefert bereits die Tan-
gentenpunkte T, und T,, ist also nach mo-
dermem Sprachgebrauch schon die Polare
fiir P. Der Beweis, daB T, und T, die Beriih-
rungspunkte sind, 148t sich etwa folgender-
mafen fiihren:

1. Die Diagonalen AC und BD mit dem
Schnittpunkt S sind zugleich Hohen im
Dreieck ABQ, damit ist auch die Verbin-
dungsgerade QS eine Hohe senkrecht auf
der Zentrale AP. Aus der Symmetrie folgt
so PT, = PT, als 1. Tangenieneigenschaft

2. Das Dreieck BMT, ist gleichschenklig
mit dem Winkel 2c bei M. Durch die
Senkrechte in B und die Winkelhalbie-
rende in M werden zwei neue Dreiecke ge-
liefert, die kongruent sind (s, w, s). Also
Dreieck MBP, und MP,T, haben in B und
in T, rechte Winkel. Damit ist die 2. Tan-
genteneigenschaft gezeigt, denn MT, muf}
ja wie auch MT, Beriihrungsradius sein.

Diese Polarenkonstruktion wird irrtiimlich
dem Gregorius von St. Vincentius zugeschrie-
ben, der sie aber nicht fiir die Tangenten-
konstruktion benutzte (1647). Sie ist aber
schon bei Woldeck Weland (1614 bis 1641)
in- einer kleinen Schrift mit dem Titel
Strena mathematica sive elegantiorium proble-
matum triga 1640 zu finden, die lange ver-
gessen ist. Diese seine erste und zugleich
letzte Arbeit hat er auf Anregung seines
Lehrers Joachim Jungius (1587 bis 1657) ge-
schrieben, der als Mathematikprofessor
auch Jahre an der Universitit in Rostock
lehrte und dort Bedeutendes geleistet hat.
Der Titel dieser vor 345 Jahren gedruckten
Schrift lautet etwa: Ein mathematisches Ge-
schenk oder besonders ausgewdhlten Probleme
am Dreieck, vollig zu recht, wenn man
diese schone Tangentenkonstruktion be-
trachtet. Sein frither Tod mit 27 Jahren
mitten im 30jdhrigen Krieg ist ein weiteres
Beispiel aus der Mathematikgeschichte,
wie wir sie wiederholt finden, z. B. bei Ga-
lois und Abel, um nur zwei groBe Mathe-
matiker zu nennen. J. Buhrow
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Wer l0st mit?

alpha-Wettbewerb /

Letzter Einsendetermin: 11.Januar 1986

{/

Mathematik

Ma5m2580 Dieter sammelt Briefmarken
aus Freundesland. Er sagt: ,Ich habe be-
reits 320 Briefmarken aus Ungarn und Po-
len zusammengenommen; es sind 40 Mar-
ken mehr aus Polen als aus Ungarn. Aus
der CSSR habe ich doppelt soviel Marken
wie aus Ungarn. Aus der UdSSR habe ich
10 Marken mehr als die doppelte Anzahl
der Marken aus der CSSR.“ Wie viele
Briefmarken aus Freundesland besitzt Die-
ter? K. Wagner, Plauen

Ma5m2581 Berechne den Flicheninhalt
der schraffiert dargestellten Fliche der ab-

gebildeten Figur! (a=6cm, b=5cm,
c=15cm) K. Wagner, Plauen

a

Y/

1

4

a

Ma 5m 2582 Vier Schiiler, und zwar Pe-

ter, Ridiger, Michael und Volkmar, bilden

einen Timurtrupp. Jeder von ihnen hilft ge-

nau einer der Rentnerinnen, deren Fami-

lienname Anders, Beier, Dahlke bzw. Fuhr-

mann lautet. Es ist folgendes bekannt:

(1) Peter hilft weder Frau Anders noch
Frau Beier.

(2) Volkmar hilft Frau Dahlke.

(3) Frau Beier wird nicht von Michael be-
treut.

Welcher Schiiler betreut welche Rentne-

rin? Schiiler D. Lutterberg, Holungen

Ma5m2583 Eine Strecke AD von
168 cn Linge wurde in drei Teilstrecken
AB, BC und CD so zerlegt, daB die Strecke
BC dreimal so lang und die Strecke CD

viermal so lang ist wie die Strecke AB.
Wie lang sind die drei Teilstrecken?
Schiiler M. Danzer, Dresden

Ma 5m2584 Frau A kaufte beim Bicker
doppelt so viele, Frau B dreimal so viele
Brétchen wie Frau C. Zusammen kauften
diese drei Frauen 30 Brétchen. Wie viele
Brétchen kaufte jede von ihnen?

Schiilerin D. Schiller, Dibeln

Ma 5m 2585 Eine Mutter ist gegenwirtig
so alt wie ihre drei Tochter zusammen,
aber jiinger als 40 Jahre. Vor acht Jahren
war sie neunmal so alt wie die jlingste und
viermal so alt wie die dlteste Tochter. Wie
alt ist jede der drei Téchter (in ganzen Zah-
len) gegenwirtig? Sch.

Ma 6 m2586 Frau L. schenkte sich eine
Tasse Kaffee ein, trank den sechsten Teil
davon aus und goB die gleiche Menge
Milch nach. Von dieser Kaffee-Milch-Mi-
schung trank sie den dritten Teil und goB
wieder die gleiche Menge Milch nach. Nun
trank sie die Hilfte der Mischung, goB die
gleiche Menge Milch nach und trank die
gefiillte Tasse vollig aus. Hat Frau L. mehr
Kaffee als Milch oder weniger Kaffee als
Milch getrunken?
Die Antwort ist zu begriinden!

Schiiler K. Pickert, Plauen

Ma6 w2587 Robert, Elvira und Peter
wollen ihrer Mutter zum Geburtstag ein
Geschenk kaufen, das 51 M kostet. Elvira
steuert finfmal soviel Geld wie Robert, Pe-
ter aber nur halb soviel Geld wie Elvira
dazu bei. Wieviel Mark gibt jedes der drei
Geschwister fiir das Geschenk aus?
Schiiler R. Menzel, Dresden

Ma6m2588 An eine Kaufhalle wurden
insgesamt 290 kg Apfel, Tomaten, Bimen
und Pfirsiche geliefert, und zwar doppelt
soviel Kilogramm Birnen wie Apfel, 10 kg
Tomaten mehr als Birnen, 20 kg Pfirsiche
weniger als Apfel. Wieviel Kilogramm je-
der Sorte wurden an diese Kaufhalle gelie-
fert? Schiilerin S. Schubert, Machern

Thiss Lukhar, 2600 Gustow, Werdersér 22
Kersimg -0S, Klasse 7
150
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Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb kénnen sich alle al-
pha-Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schul-
jahr (bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu
richten an

Redaktion alpha

7027 Leipzig,

Postfach 14

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe fortlaufend numeriert.
Der iiblichen Nummer ist ein Ma (Mathe-
matik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und
eine Ziffer, z. B. 7, vorgesetzt (d. h. fir
7.Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstu-
fen 11/12 und Erwachsene losen die
Aufgaben, welche mit Ma 10/12, Ph 10/12
oder Ch 10/12 gekennzeichnet sind.

5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes
Blatt zu verwenden, Format A4
(210 mm X 297 mm) (siehe Muster), denn
jede Aufgabe wird fiir sich, d. h. in einem
Zug, korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollstindige und richtige) Lo-
sung (nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis)
eingesandt haben, erhalten von der Redak-
tion eine Antwortkarte mit dem Pridikat
sehr gut gelGst®, gut gelost” oder ,,gelést™.
Schiiler, welche nur einen SchluBsatz zu
einer Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ,nicht gelost“.

Letzter Einsendetermin wird jeweils be-
kanntgegeben. Der Jahreswettbewerb
1985/86 liuft von Heft 5/1985 bis
Heft 2/1986. Zwischen dem 1. und 10. Sep-
tember 1986 sind alle durch Beteiligung an
den Wettbewerben der Hefte 5/85 bis 2/86
erworbenen Karten geschlossen an die
Redaktion einzusenden. Eingesandte Ant-
wortkarten werden nur dann zuriickge-
sandt, wenn ein Riickumschlag mit ausrei-
chender Frankatur beiliegt.

Die Preistrager und die Namen von Kollek-
tiven, die sich am Wettbewerb beteiligen,
werden ab Heft 6/86 veroffentlicht. Wer
mindestens 10 Antwortkarten (durch die
Beteilipung an den Wettbewerben der
Hefte 5/85 bis 2/86) erhalten hat und diese
einsendet, erhidlt eine Anerkennungsur-
kunde und ein Abzeichen (in griiner
Farbe). Schiller, die bereits zwei Anerken-
nungsurkunden besitzen und diese mit den
Antwortkarten des Wettbewerbs 1985/86
einsenden, erhalten das alpha-Abzeichen
in Gold (und die Urkunden zuriick). Wir
bitten darauf zu achten, daB3 alle Postsen-
dungen richtig frankiert sind und die Post-
leitzahl des Absenders nicht vergessen
wird.

Redaktion alpha



Ma6m2589 Es sind alle zweistelligen
natiirlichen Zahlen zu ermitteln, fiir die
folgendes gilt:

(1) Vertauscht man die Grundziffern der
ersten Zahl, so erhdlt man eine weitere
zweistellige Zahl.

(2) Subtrahiert man die kleinere der beiden
Zahlen von der groBeren, so ist die Diffe-
renz gleich der Quersumme jeder dieser
Zahlen. Schiilerin V. Tiirke, Auerbach

Ma6m2590 Zwei Personen schilten zu-
sammen 400 Kartoffeln. Eine dieser beiden
Personen schilte 3 Stiick, die andere
2 Stiick je Minute. Die zweite Person arbei-
tete 25 Minuten linger als die erste. Wie
viele Minuten arbeitete jeder dieser beiden
Personen? Schiiler A. Burian, Neundorf

Ma7m2591 Anja wurde von Claudia ge-
fragt, welche Zahlen sie im Tele-Lotto ge-
tippt habe; Anja antwortete: ,Die dritte ge-
tippte Zahl ist gleich dem Dreifachen der
ersten Zahl. Die zweite Zahl ist um 2 klei-
ner als die dritte; die vierte Zahl ist um 9
groBer als die zweite. Die fiinfte Zahl ist
eine Primzahl zwischen 20 ynd 30. Die
Summe aller fiinf getippten Zahlen betrigt
84 “ Welche Zahlen hat Anja getippt?
Schiilerin K. Asche, Leimbach

Ma7m2592 Welche gebrochene Zahl

1
mit dem Nenner 17 ist groBer als —, aber

kleiner als %?
Ma7m2593 An einem Obststand wurden
im Verlauf einer Woche insgesamt 850 kg
Obst gekauft, und zwar doppelt soviel Kilo-
gramm Pflaumen wie Kirschen, 180 kg Bir-
nen und 240 kg Apfel mehr als Pflaumen,
aber 20 kg Bananen weniger als Pflaumen.
Wieviel Kilogramm von jeder Obstsorte
wurde gekauft?

Schiiler R. Schmugler, Neuhaus

Ma7m2594 In- dem abgebildeten
Dreieck ABC schneidet die Halbierungsli-
nie des Winkels BAC die Gerade BC in D.
Die Parallele zu AC durch D schneidet AB
in E. Die Parallele zu BC durch E schnei-
det AC in F. Weise nach, daB AE = CF
gilt!

Schiilerin A. Straup, Stendal

Ma 882595 Herr Weise wird von Frau
Klug gefragt, welches Alter seine drei Kin-
der haben. Herr Weise antwortet: ,Keines
meiner Kinder ist dlter als 13 Jahre. Multi-
pliziert man die Zahlen miteinander, die
jeweils das Lebensalter der Kinder in vol-
len Jahren angeben, so erhdlt man 112.“
Nach kurzer Uberlegung sagt Frau Klug:
»Wenn ich weiB, ob unter diesen Kindern
Zwillinge sind, kann ich ihr Alter ermit-
teln.“

Weshalb braucht Frau Klug zur Losung des

Problems einen Hinweis, ob unter den Kin-
dern des Herrn Weise Zwillinge sind?
Dr. H.-G. Friedemann, IfL Auerbach

Ma8am 2596_ G%ben sei ein Trapez
ABCD mit AB| CD und AD = BC. Femner
gilt: 4B ist doppelt so lang wie CD, und die
Linge von DC betriigt % der Hohe h des
Trapezes. Es ist nun ein Halbkreis iiber
dem Durchmesser DC so zu zeichnen, daB
er im Innern des Trapezes liegt. Der pro-
zentuale Anteil der Halbkreisflaiche an der
Trapezfliche ist zu berechnen.

Ma8m2597 Ein Dreieck ABC mit den
Seitenlingen a=10cm, b=12cm und
¢ =13 cmn sei konstruiert. Es ist die Fliche
dieses Dreiecks in 16 paarweise kongruente
Dreiecksflichen zu zerlegen. Wie groB ist
der Umfang eines der Teildreiecke? Die
Zerlegung ist zu begriinden!

OL 0. Chromy, Coswig

Ma 8m2598 Auf einer horizontal verlau-
fenden StraBe befindet sich ein 40 m hoher
Beobachtungsstand. 600 m von diesem ent-
fernt wird die Sicht durch ein 12 m hohes
Haus versperrt. Wie lang ist der Teil der
StraBe, der vom Beobachtungsstand aus
nicht eingesehen werden kann? Wir wollen
davon ausgehen, daB im StraBenverlauf
keine Kurve ist. OL O. Chromy, Coswig

Ma9m2599 Es sind alle geordneten
Paare (x; y) natiirlicher Zahlen anzugeben,
die das folgende Ungleichungssystem erfiil-
len:

0
@

Ma9m2600 Zu einer Familie gehdren
sechs Personen (Vater, Mutter, zwei S6hne
und zwei Tochter). Multipliziert man die
Zahlen miteinander, die jeweils das Alter
der weiblichen Familienmitglieder in vol-
len Jahren angeben, so erhilt man 5291.
Fiir die médnnlichen Familienmitglieder ist
das entsprechende Produkt 3913. Unter
den Kindern dieser Familie ist ein Zwil-
lingspaar. Sind die Zwillinge von gleichem
Geschlecht?

Dr. H.-G. Friedemann, IfL Auerbach

x’+y*<31
1 1
xy+yr <3,

Ma9m2601 Im abgebildeten Dreieck
ABC ist jeder der lnnenwinkel so geteilt
worden, daB gilt o; = g, = y,.

Es ist zu beweisen, daB das dadurch ent-
standene Dreieck A’'B‘C’ zum Dreieck
ABC ihnlich ist.

D. Kiipper, Wirtzfeld: Belgien

Ma9m2602 Einem Quadrat mit der Sei-
tenldnge a ist ein Kreis und diesem wie-
derum ein gleichseitiges Dreieck einbe-
schrieben. Der Flicheninhalt dieses gleich-
seitigen Dreiecks ist durch die Linge a
auszudriicken.

Schiiler P. Schmedemann, Templin

Ma10/12 m2603 Welches Relationszei-
chen ist zwischen die Terme T, und T, zu
sétzen, damit eine wahre Aussage ent-
steht?

T1 =(55.44.33.22)
Tz = 5432

5432
Schiiler B. Schubert, Rostock

Ma 10/12 m 2604 Zu einer Familie gehs-
ren Vater, Mutter, zwei T6chter und zwei
Sohne. Addiert man die Zahlen, die jeweils
das Alter der midnnlichen Familienmitglie-
der in vollen Jahren angeben, so erhilt
man 61. Diese Zah! erhdlt man auch, wenn
man mit den Altersangaben der weiblichen
Familienmitglieder entsprechend verfahrt.
Die Mutter ist jiinger als 40 Jahre. Die An-
zahl der Lebensjahre ist fiir jedes Familien-
mitglied eine Primzahl. Wie alt ist das ilte-
ste Kind der Familie, wenn bekannt ist,
daB es in der Familie Drillinge gibt?

Dr. H.-G. Friedemann, IfL Auerbach

Ma 10/12 m 2605 Es
Zahlen x(x * I. k; ke G) zu bestim-

sind alle reellen
2
men, fur die gilt
sin x * cos x = tan x - cot x!
Schiiler I. Warnke, Oranienburg

Ma 10/12 w2607 In einem Dreieck ABC
seien die Punkte D und E so auf 4B fest-
gelegt, daB die Winkel 4 ACD, 5 DCE und
4 ECB paarweise kongruent sind und die
GroBe jedes dieser Winkel 45° betrigt. Die
Lingen der Strecken AC, DC, EC und BC
seien mit a, d, e und b bezeichnet. Es ist
zu beweisen, daf stets gilt:

b+d=b—d!
a [
c
A
o &
A D E 8

Skizze (nicht maBstdblich!)
Schiiler J.-P. Redlich, Wittenberge

Physik

Ph6m 182 Ein Stiick Eisenblech von der
GroéBe 2,5 m mal 1,5 m soll, um es vor Rost
zu schiitzen, auf beiden Seiten mit einer
0,09 mm starken Lackschicht iiberzogen
werden.

Wieviel cm? Lack werden gebraucht?

Ph7m 183 Bestimme die in den drei Ar-
beitsdiagrammen dargestellte Hubarbeit,
und ordne sie der GroBe nach!

. § W
in N [ ] 1
1 L [ 1
q Lz, ,/ v’/ ,/l s L L
vy 2% 4 .

T 7T L} T ’S
12 3 4% 56 78910#1R1DBrm
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Ph8 m184 Relativ einfach ist es, eine De-
zimalwaage (Gewicht: Last =1:10) zu ent-
wickeln, wenn die Last auf einen bestimm-
ten Punkt wirken wiirde. Beim Abwigen
darf dieser Auflagepunkt jedoch keinen
EinfluB haben. Fiir die gegebene Anord-
nung ist der Beweis zu erbringen, daB bei
unterschiedlicher Lastlage stets eine ge-
naue Gewichtsbestimmung erfolgt.

fa a

« Drehlager 9

v Schneidenlager
I Stangenkraft

Dipl.-Ing. H. Miethig, Dresden

Ph9m185 Drei Ohmsche Widerstinde,
die sich im GroBenverhiltnis R;:R;: R,
=1:2:5 befinden, werden zu einem
Dreieck mit den Eckpunkten 4, B und C
zusammengeschaltet. Wird an die Punkte
A und B (siche Bild) eine Spannung von

[

2 , Rz
; [ ] >

210V angeschlossen, so bétrﬁgt die von der
Schaltung aufgenommene Leistung 294 W.
Man bestimme die GréBen der Wider-
stinde R,, R, und R;.

H. Schreiber, Dresden

Ph10/12m186 Der Montgolfier-Ballon
hatte ein Volumen von 2200m3 eine
Masse von 785 kg und konnte zwei Perso-
nen von insgesamt 150 kg beférdemn.

a) Auf welche Dichte muBte die erwdrmte

106 - alpha, Berlin 19 (1985) 5

Luft gebracht werden, damit der Ballon
zum Schweben kam?

b) Wie groB wire die Tragkraft des Ballons
gewesen, wenn man ihn mit WasserstofT ge-
fullt hitte? Wieviel Personen zu 75kg
konnten getragen werden?

(Dichte der Luft ¢, = 1,3 kg/m?, Dichte des
Wasserstoffs oy = 0,09 kg/m?)

Chemie

Ch7m145 12g Kochsalz werden in Was-
ser geldst und die Losung auf 350 ml aufge-
féllt. 40 ml dieser Losung werden entnom-
men und zur Analyse verwendet. Wieviel
Gramm Kochsalz sind in den entnomme-
nen 40 ml Lésung enthalten?

Ch8m146 Mit Hilfe genormter Siebe
werden 150g Asche nach der KorngréBe
getrennt. Die Siebanalyse brachte folgende
Werte:

Sieb-Nr. (Maschenweite des Siebes in mm)
10 075 0,5 025 0,1 0,075 Sieb
Auswaage in Gramm feines
2,6 16,8 18,1 457 51,2 5,6 10,0
Wieviel Prozent der einzelnen KormgréBen
enthilt die Asche?

L}
\
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Ch9m147 Welche Konzentration muf
die Schwefelsdure besitzen, damit bei der
Reaktion mit Magnetsium eine 32,2%ige
Magnesiumsulfat-Losung entsteht?

Ch10/12m 148 Zur Titration von
0,02dm’® Natronlauge verbraucht man
15,3 ml Salzsdure. Die Normalitit der
Sdure betrigt 1,0; der Normalititsfaktor
1,005.

a) Wieviel Gramm Natriumhydroxid sind
in den 0,02 dm* Natronlauge enthalten?

b) Wieviel Mol Natriumhydroxid enthilt
die Natronlauge im Liter?

¢) Wieviel Prozent Natriumhydroxid ent-
hilt die Natronlauge, wenn zur Titration
20,6 g Natronlauge statt 0,02 dm?® einge-
setzt wurden und die gleiche Menge Salz-
sdure verbraucht wurde?

ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Eine Aufgabe —
verschiedene Varianten
mit steigendem
Schwierigkeitsgrad

Wir stellen unseren Lesern Aufgaben dhn-
lichen Inhalts flir Schiiler d=r Klassen 5 bis
10 vor. Diese Aufgaben wurden von Klas-
senstufe zu Klassenstufe variiert und im
Schwierigkeitsgrad erh6ht. Wir empfehlen
allen interessierten Lesern, mit der Lésung
der Aufgabe fiir Klasse 5 zu beginnen und
bei Erfolg von Klassenstufe zu Klassen-
stufe voranzuschreiten, soweit es zu schaf-
fen ist.

Startposition
Von einem konvexen Viereck ABCD sei
folgendes bekannt:

(1) Die Seite AB ist 8 cm lang;
(2) esgilt 4D = BD;
(3)  es gilt BC=CD;
4) der Winkel ADB hat die GréBe 90°.
[
0 s

A

Aufgaben

Klasse 5 - Welche Linge hat der Umfang'
des Dreiecks BCD, wenn der Umfang des
Vierecks ABCD 18 cm betriigt?

Klasse 6 - Welchen Flicheninhalt besitzt
das Viereck ABCD, wenn der Winkel BCD
die GroBe 90° hat?

Klasse 7 - Welche Grofe haben die Innen-
winkel des Vierecks ABCD, wenn es ein
Sehnenviereck ist?

Klasse 8 - Welche Lingen haben die Seiten
des Vierecks ABCD, wenn der Winkel BCD
die GroBe 90° besitzt?

Klasse 9 - Es sei h die Hohe zur Seite BD
des gleichschenkligen Dreiecks BCD.
Driicken Sie den Flicheninhalt des Vier-
ecks ABCD als Funktion von h aus!

Klasse 10 - Wie lang sind die Seiten des
Vierecks ABCD, wenn der Winkel ABC die
GriBe 72° hat?

V. Pischel/Th. Scholl



Eine Aufgabe von
Prof. Dr.

B.K.Mlodzievsky

Prof. Mlodzievsky veroffentlichte im Jahre
1910 in einer math.-methodischen Zeit-
schrift die folgende Aufgabe:

A2579A Man beweise drei Behauptun-
gen:

1. Der Flicheninhalt eines Dreiecks mit
zwei gegebenen Seiten wird maximal,
wenn der Winkel zwischen diesen beiden
Seiten 90° betriigt.

2. Der Flicheninhalt eines Vieleckes, in
dem alle Seiten auBer einer gegeben sind,
wird maximal, wenn kein Innenwinkel gro-
Ber als 180° ist und wenn sich ein Kreis
umschreiben 1dBt, dessen Durchmesser die
letzte Seite ist.

3. Von allen Vierecken mit gegebenen Sei-
ten hat jenes den groBten Fldcheninhalt,
dessen Eckpunkte auf einem Kreis lie-
gen.

(AbschlieBend weist der Autor darauf hin,
daB man die letzte Behauptung auf alle
Vielecke mit einer beliebigen Seitenzahl
erweitern kann.)

Aus dem Leben Mlodzievskys

B. K. Mlodzievsky wurde 1858 in Moskau
als Sohn eines Professors der Medizin und
seiner Frau, der Tochter eines tschechi-
schen Musikers geboren. Bereits nach
einem Lebensjahrzehnt verlor er seinen
Vater. Die Witwe mit ihren beiden Kin-
dern wurde von deren Bruder, einem be-
kannten Maler und Mitglied der Moskauer
Kunstakademie, unterstiitzt. Boleslaw be-
suchte ein Moskauer Gymnasium. Dort be-
geisterten ihn besonders Mathematik und
Literatur. Mit Leichtigkeit erlefnte er Grie-
chisch und Latein sowie zwei ,lebende“
Sprachen: Deutsch und Franzosisch. Mit
18 Jahren schloB er das Gymnasium mit
der Goldmedaille ab.

Im Polytechnischen Museum Moskaus
hoérte er zufillig einen Vortrag des talen-
tierten Pidagogen, des Mathematikprofes-
sors W.J. Zinger (1836 bis 1907). Sowohl
der Vortragsgegenstand, die Geometrie, als
auch die elegante Darlegungsweise begei-
sterten M. so, daB er beschloB, sich der Ma-
thematik, insbesondere der Geometrie, fiir
sein ganzes Leben zu verschreiben. 1876
trat er in die Abteilung Mathematik der
Moskauer Universitidt ein. Vier Jahre spi-
ter wurde die von ihm eingereichte Arbeit
iiber ,Klassifikation der ebenen Kurven
3. Ordnung* mit sehr gut bewertet. Zinger
schlug vor, den begabten jungen Mathema-
tiker ,auf den Professorentitel* vorzuberei-
ten. Wihrend dieser Zeit unterrichtete er,

sehr zu seinem Vorteil, an mittleren Bil-
dungseinrichtungen. Im Jahre 1882 heira-
tete er seine ehemalige Schiilerin Elena
Laptewa. Seine Magister-Dissertation,
seine Doktorarbeit, schaffte er so gut, daB
er von der Universitdt nach Paris und Go6t-
tingen zur Weiterbildung delegiert wurde.
Nach seiner Riickkehr (1892) wurde er
zum Professor ernannt.

Im letzten Jahrzehnt arbeitete er mit
Prof. Dr. Jegorow und Prof. K. A. Andrejew
eng zusammen. Alle drei Experten auf dem
Gebiet der Geometrie schufen eine Reihe
fundamentaler Arbeiten, entwickelten eine
neue Lehrmethode in der Mathematikaus-
bildung. Zu Beginn des 20. Jh. wurde von
M. als erstem in Moskau und in ganz RuB-
land an der Universitit ein Lehrgang zur
Mengenlehre und der Theorie der Funktio-
nen eingerichtet.

M. war immer fr6hlich, beweglich, beson-
ders gutherzig und verstindnisvoll, war ein
ausgezeichneter Lektor. Besonders rechne-
rische Filhigkeiten, Feinheit der Metho-
denverwendung, Klarheit und Einfachheit
der Darlegungen, sparsame treffliche Ge-
sten — all das fiihrte dazu, da8 seine Vorle-
sungen stets iiberfiillt waren. Fiir befihigte
und arme Studenten bemiihte er sich um
Stipendien oder versuchte Nachhilfeunter-
richt zu organisieren.

Wie die meisten intellektuellen Familien,
hielten auch die Mlodzievskys zu Beginn
des 20.Jh. ihren Empfangstag am Mitt-
woch. Das gastfreundliche Ehepaar wurde
gern von den fithrenden Professoren der
Moskauer Universitit besucht, darunter
die Mechaniker Shukowsky und Tschaply-
gin, die Physiker Umow, Lebedjew und
Zinger (der Sohn des Lehrers des ‘Haus-
herrn), der Biologe Timirjazjew, Historiker
Kljutschewsky und viele andere. Hier im
gemiitlichen Gistezimmer fiihrte man
viele Gespriche iiber das Tagesgeschehen,
iiber die wachsende Neugier der Studen-
ten, man tadelte die Strenge, die durch die
Behorden eingefiihrt worden war. Oft wie-
derholte der Hausherr, daB es einen Titel
gibt, der iiber dem Gelehrten steht, und
das ist der Mensch. Manchmal bereitete er
auch den Giisten Vergniigen durch sein vir-
tuoses Spiel auf dem Klavier.

Die Existenz der Moskauer Universitit zu
Beginn des 20.Jh. war gekennzeichnet
durch einen stindigen Kampf: Die Univer-
sitdt strebte die Verwirklichung des ihr
einst gegebenen Rechts auf Autonomie an,
aber die Behorden bekimpften sie als Hort
der Freiheitsgedanken. Dieser Kampf ver-
stirkte sich besonders im Friihjahr des Jah-
res 1911, als in nur 40 Tagen Tausende von
Studenten von der Universitit gewiesen
wurden. Als Zeichen des Protestes verwei-
gerten zahlreiche Wissenschaftler ihren
Dienst. Auch Prof. Mlodzievsky verlie8 die
Universitit und kehrte 1917 zuriick.

M. schrieb zahlreiche Beitrige, war beson-
ders bemiiht um -die Aus- und Weiterbil-
dung der Mathematiklehrer, war titig als
Sekretdr, Vizeprdsident und im letzten
Jahr sogar als Prisident der Mathemati-
schen Gesellschaft RuBlands. Er starb im
Jahre 1920. A. Halameisir, Moskau

Ala [lpn momMommu TeHeH ONpPENEHHTE,
COIPHKACAIOTCA ITH 3TH JLDKHRIE ATKH.

A2 A Geometrical Puzzles for Beginners:
Figure 1 shows a right-angled triangle,
whose base is one unit, and its height two
units, and a right-angled trapezium with
two perpendicular sides, each of 2 units,
and a short side of 1 unit. Cut out shapes
like these from a piece of cardboard, and
show that they can be fitted together to
form

(a) a square
(b) a triangle
(c) a parallelogram
d) a quadrilateral with two

right-angled comers.

4
2 2
oY
1 2

By turning over the triangle, you can make
(e) an isosceles trapezium.

A3a Trois lignes d’autobus ont pour

point de départ la gare Montparnasse 4 Pa-

ris. Les autobus de la premiére ligne sont
de retour au bout de 1h 36 min et restent

4 min & I’arrét.

Les autobus de la deuxiéme ligne sont de

retour au bout de 1h 48 min et restent

12 min a P’arrét; ceux de la troisiéme ligne

sont de retour au bout de 2h 10 min et

restent 20 min 4 Parrét.

Trois autobus, un pour chaque ligne, par-

tent ensemble de la gare Montparnasse a

8h.

a) A quelle heure ces trois autobus reparti-
ront-ils ensemble pour la premiére fois
de la gare Montpamasse?

b) Combien de trajets chaque autobus
aura-t-il alors accomplis?

alpha, Berlin 19 (1985) 5 - 107



Ein Besuch

in der Knobelwerkstatt

Teil 4: Mathematische Wortspielereien

Nachdem wir uns in den Teilen 2 und 3
dieser Beitragsserie mit der Ideenfindung
aus der Umwelt sowie der Mathematik be-
schiftigt haben, wollen wir nun andere
Fachdisziplinen in punkto Eigenbau von
Knobelaufgaben zu Rate ziehen. Natiirlich
wiirden uns da zuerst Physik, Chemie oder
eine andere Naturwissenschaft einfallen,
da diese Wissenszweige bereits einen ho-
hen Mathematisierungsgrad  besitzen.
Auch unsere alpha trigt dem Rechnung,
denn im alpha-Wettbewerb gehdren Aufga-
ben aus Physik und Chemie zum stindigen
Repertoire. ’
Wir wollen aber keine der Naturwissen-
schaften, sondern einmal die Fachdisziplin
Germanistik, insbesondere unsere deutsche
Muttersprache, als Ideenlieferant nutzen und
Knobelaufgaben mit Buchstaben, Worten
bzw. Sitzen pgestalten. Einige Beispiele
dazu:

Beispiel 1: Palindrome

Palindrome sind Worte oder Wortreihen,
die vor- und riickwirts gelesen dasselbe
oder ein anderes sinnvolles Ganzes erge-
ben. Palindrome der erst- bzw. zweitge-
nannten Art wollen wir durch die Zusitze
symmetrisch und asymmetrisch unterschei-
den. Beispiele fiir symmetrische Palin-
drome sind UHU, ELLE, MONOM, TAN-
NAT, TRABART oder der bekannte Satz:
EIN NEGER MIT GAZELLE ZAGT IM
REGEN NIE. Ihr kénnt euch selbst leicht
einige GesetzmiBigkeiten des Aufbaus
symmetrischer Palindrome {iberlegen, etwa
iiber die Lage des Symmetriezentrums bei
Palindromen mit gerader bzw. ungerader
Buchstaben-Anzahl. Beispiele filir asym-
metrische Palindrome sind RHO (OHR),
LAGE (EGAL), REGAL (LAGER), NEN-
NER (RENNEN) oder der Satz: REGALE
LAGERT IM EISNEBEL (LEBEN SIE
MIT REGALELAGER). Symmetrische
Palindrome in Satzform lassen sich zum
groBen Teil aus asymmetrischen Palindro-
men aufbauen, wie z.B. in unserem folgen-
den, nicht unbedingt sehr sinnvollen Satz:
SIE LEBEN MIT RABENHOSEN, HO-
LEN HONIG, GIN, OHNE LOHNES,
OHNE BART IM NEBELEIS. Es wird
euch sicher SpaB bereiten, solche palindro-
mische Sitze oder auch Ritsel mit Palin-
dromen zusammenzubauen. Ein Beispiel
liefert Aufgabe 1 unserer Knobel-Wandzei-
tung (vgl. auch alpha, 3/83, S.67 und 5/83,
S.113).

Beispiel 2: Kombinatorische Wortriitsel
Die Kombinatorik behandelt Probleme, die
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bei der Anordnung (Permutationen) und
Auswahl (Variationen und Kombinatio-
nen) von Flementen einer endlichen
Menge von Zahlen, Buchstaben, Gegen-
stinden o. i. entstehen. Sicher sind euch
diese Begriffe wie auch die entsprechenden
Anzahlformeln bekannt (z. B. ist die An-
zahl P, der Permutationen von n verschie-
denen Elementen P, = n!). Legt man hier-
bei Buchstaben-Mengen (also Worte oder
Sitze) zugrunde, so kann man vielerlei un-
terhaltsame Wortritsel gestalten. Einige
Beispiele:

2.1. Permutationsriitsel

(oder Schiittelritsel):

Durch Permutation der Buchstaben eines
(moglichst schon sinnvollen) Wortes soll
ein bestimmter Begriff (Vorname, Tier,
Stadt, Land, o. 4.) erzeugt werden (siehe
Aufgabe 2 - vgl. auch alpha 1/84, S. 14).
Hierbei ist also aus den méglichen Permu-
tationen der Wortbuchstaben die geeignete
auszuwihlen. Beim Bau solcher Aufgaben
geht man natiirlich in der umgekehrten
Reihenfolge vor und schiittelt den Zielbe-
griff durch.

2.2, Leseritsel:

Es soll die Anzahl der Lesemdglichkeiten
eines bestimmten Wortes innerhalb einer
vorgegebenen Buchstaben-Matrix ermittelt
werden. Dies flihrt bei einem systemati-
schen Aufbau der Matrix (gleiche Buchsta-
ben sind nebendiagonal eingetragen) auf
die Ermittlung der Anzahl von Permutatio-
nen mit Wiederholung (siehe Aufgabe 3 —
vgl. auch alpha 1/85, Knobel-Wandzei-
tung, Aufgabe 5).

2.3. Metamorphoseriitsel:

Ein vorgegebener Begriff soll durch Strei-
chung bzw. Hinzufiigung eines (oder meh-
rerer) Buchstaben iiber eine Folge von Zwi-
schenbegriffen in einen zweiten vorgegebe-
nen Begriff verwandelt werden. Dabei kann
man Permutation der Buchstaben zulassen
(vgl. alpha 1/83, S. 17) oder auch nicht
(siehe Aufgabe 4). Bei der Erzeugung des
Nachfolgebegriffs durch Streichung z. B.
eines Buchstabens handelt es sich also um
die Bildung einer geeigneten Variation
bzw. Kombination von n Elementen zur
Klasse (n — 1), je nachdem, ob Permuta-
tion erlaubt ist oder nicht. Metamorphose-
ritsel sind auch solche, bei denen man von
einem zum anderen Begriff durch Ersatz
eines (oder mehrerer) Buchstaben bei kon-
stanter Buchstabenanzahl gelangt (siehe
Aufgabe 5).

Beispiel 3:

Buchstaben- und Wortgeometrie
Hiibsche Knobelaufgaben kann man auch
gestalten, indem man Buchstaben bzw.
Worte mit geometrischen Problemen in
Verbindung bringt. . Zu nennen wiren hier
geometrische Lexika (siehe Aufgabe 6), Tei-
lungsprobleme (siehe Aufgabe 7) und Fla-
chenbestimmungen (vgl. alpha 4/84, S. 84)
von buchstabenformigen Vielecken, Lege-
spiele mit Buchstaben (vgl. alpha 4/85,
Knobelwandzeitung, Aufgabe 11), Aufga-
ben mit Hélzchen-Buchstaben (siehe Auf-
gabe 8) oder verbundene Buchstaben (siehe
Aufgabe 9).

Beispiel 4: Kryptographie-Ritsel

Der Begriflf Kryptographie kommt aus dem
Griechischen und bedeutet soviel wie Ge-
heimschrift oder verschliisselter Text. In den
meisten Fillen beruht der Kode eines sol-
chen auf einer eineindeutigen Abbildung
aus einer Objektmenge in eine andere
(Zahlen — Zahlen, Buchstaben — Zahlen,
Buchstaben — Buchstaben, Buchsta-
ben—Punkte und Striche, Zahlen-Ma-
schinenworter o. 4.), und die Dekodierung
besteht im Auffinden dieser Abbildung.
Letztlich beruht die moderne elektronische
Datenverarbeitung auf diesem Prinzip,
denn eine Datenverarbeitungsanlage ver-
steht nur eine in ganz bestimmter Weise
verschliisselte Sprache. Beispiele fiir Kno-
belaufgaben aus diesem Bereich sind:

4.1. Arithmetische Kryptogramme:

Das sind Rechenaufgaben mit Symbolen
(Buchstaben, Stermnchen o. 4.), fur die
Grundziffern so zu ermitteln sind, daB die
enthaltenen Rechenoperationen richtig
ausgefuhrt werden (siehe Aufgabe 10).

4.2. Nichtarithmetische

Kryptogramme:

Das sind Kryptogramme ohne Rechenope-
rationen. Buchstaben oder andere Symbole
sind also so durch Grundziffern zu erset-
zen, daB bestimmte einschrinkende Bedin-
gungen erfiillt werden (siehe Aufgabe 11).

4.3. Verstecke-Ritsel:

In einem vorgegebenen Text oder in einer
Buchstaben-Matrix sind nach einem be-
stimmten Prinzip Begriffe (Vornamen,
Tiernamen, Stidtenamen o. 8.) versteckt,
die es aufzufinden gilt (sieche Auf-
gabe 12).

Einige weitere Beispiele fiir mathematische
Wortknobeleien seien noch genannt, etwa
Wortkarusselle (siehe Aufgabe 13), Schablo-
nenaufgaben, magische Wortquadrate
(sieche Aufgabe 14), magische Figuren in
Buchstabenform Gleichungssysteme mit
bestimmten Buchstaben als Variable (siehe
Aufgabe 15) und viele andere.

Zusatzaufgabe:
Die folgende Wortreihe stellt die verschliis-
selte Form eines Wunschsatzes dar. Der
Kode besteht in einer eineindeutigen Ab-
bildung des Alphabets auf sich. Findet die-
sen Kode, und entschliisselt den Satz: XIS
XUEPTDJEP EUDJ WIEM ESGOMH IP
FES TDJUME UPF WIEM TQATT CEIN
LPOCEMP!

R. Mildner



Knobel-
Wandzeitung

Bumerang

Ala Tragt in die Zeilen der Figur (un-
terschiedliche) symmetrische Palindrome
ein!
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Schiittel-Tiere

A2 A Durch Permutation der Buchstaben
folgender Begriffe sollt ihr Tiemamen fin-
den: LECH, SAUM, GRETI, MAKEL, PI-
RAT, RADEL, REGIE, ROTTE, SELMA,
SCHROT, TELEFAN, SCHLAGEN, WEB-
SCHAL, LEBESCHATZ, LICHTGALAN.

Lesevielfalt
A3 A Wieviel Leseméglichkeiten — von

links nach rechts oder von oben nach un--

ten von Buchstabe zu Buchstabe fortschrei-
tend - gibt es in dem Bild fir jeden der
Begriffe ALPHA, EUKLID, HOCHZAHL
und MATRIZEN?

MIA|T|RII|Z|E|NIMIA|T
HIO|C|H|A|L|P|H|A|T|R
O|C|H|Z|L|P|H|A|T|R|!
CIH|ZJAJE|JU|K|L|R|!|Z
HIZ|A|H|UV|K|L|I]|I]|Z]|E
ZIA/H|L|K[L{I[D|Z]|E|N

Mehr oder weniger

A4a Durch Streichung bzw. Hinzufii-
gung je eines Buchstabens (und ohne die
Buchstaben zu permutieren) sollt ihr iiber
geeignete Zwischenbegriffe die SEITE in
einen KREIS und die BREITE in einen
TEILER verwandeln!

ZIE|H|NIMIA|S|S|R|{I|E|S

Mathematiker-Lexikon

A6 A Das abgebildete Rechteck ist so in
acht kongruente Teile zu zerlegen, daB sich
aus den sich in jedem solchen Teil befind-
lichen Buchstaben der Name eines bedeu-

tenden Mathematikers bilden 1dBt! Wie
heiBen die acht Mathematiker?
METRADGL I 0ST
FEUKTLI! ACNARD
OMB Il SOCPSALTC
NPLATUACYHUA
alpha-SpaBl

A7a Zerlegt die alpha in insgesamt 21
deckungsgleiche Vielecke!

Name gesucht

A84a Durch Umlegen von 3 Hélzchen
soll aus der Zahl 54069 der Name eines
bedeutenden deutschen Mathematikers
entstehen! Findet diesen Namen!

[sje|r|T]e]8[r]e]i]|T]E]

KIRIE|V|S|T|E|I|L|E|R

Aus VIER mach ZEHN!

a5a Uber eine Folge von Zwischenbe-
griffen, wobei sich benachbarte Begriffe
durch genau einen Buchstaben unterschei-
den sollen, sollt ihr VIER in ZEHN,
RAUM in MASS und ZAHL in RIES ver-
wandeln!

Der Reihe nach

A9a Verbindet die abgebildeten Buch-
staben in der Reihenfolge des Wortes DE-
ZIMALBRUCH durch einen Linienzug
miteinander, aber so, daB sich keine Linien
schneiden!

Dreierlei

A 104 Ersetzt die Buchstaben so durch
Grundziffern, daB die Additionsaufgaben
richtig gelost werden! Gleiche Buchstaben
sind durch gleiche Ziffern, unterschiedli-
che Buchstaben durch verschiedene Zif-
fern zu ersetzen (in jeder der drei Aufga-
ben unabhingig voneinander).

DRE! DR E! DRE
+DRE! t+ DR E | + DR E I
I MMER VIEL SECHS

Im 20. Jahrhundert

Alla Durch das punktierte Wort SEE-
MEILE sei ein Datum (Tag, Monat, Jahr)
dargestellt, wobei gleiche Buchstaben fur
die gleiche Grundziffer und unterschiedli-
che Buchstaben fiir verschiedene Grundzif-
fern stehen. Welche und wie viele Daten
des 20. Jahrhunderts kénnen dann auf die
obige Weise dargestellt werden?

SEEMEILE

Mathematische Lyrik

A 12 Ao In Parchim Edes Schwester
wohnt.
Sie liebt den kileinen Klaus.
Doch Anke Label hatt’ ihn satt
und zog aus seinem Haus.

In diesem Verslein sind die Nachnamen

von sechs bedeutenden Mathematikern

versteckt. Wer findet sie?

Wort-Karussell

A 134 Durch Drehung der konzentri-
schen Kreisringe sollen sich acht radial an-
geordnete mathematische Begriffe ergeben.
Wie lauten diese Begriffe?

Magische Wortquadrate

414 a Ordnet die folgenden 12 Begriffe
so in die drei Quadrate ein, daB jeder Be-
griff in einem solchen Quadrat sowohl waa-
gerecht als auch senkrecht eingetragen ist:
ARME, EBER, ERLE, ESEL, ESER,
GERA, OBER, RALF, REIM, ROSE,
SEIL, SOSA.

ELFer-Probe
A 154 Ermittelt alle Losungstripel (E, L,
F) des vorgelegten Gleichungssystems!
2E=E(E+1)
2E+L)=L(L+1)
2E+L+F)=FF+1)

alpha, Berlin 19 (1985) 5 - 109



aufgepalit
nachgedacht
mitgemacht

speziell
fiir Klasse 5/6

Rund um den Quader

Ala Welche Kérper des Bildes 1 sind
Quader?

055 <

ﬁ

~ A O

A2a Mit welcher bzw. welchen der fol-
genden Formeln kann man das Volumen

der einzelnen Korper aus Bild 1 ermit-
teln?

a) V=a® b) V=a-b-c

c) V=A4¢-h d) V=%A5-h

e) V=al-h

A3 a a) Haben Wiirfel mit gleichem Vo-
lumen stets einen gleichen Oberflichenin-
halt?

b) Haben Quader mit gleichem Volumen
stets einen gleichen Oberflicheninhait?

A4 a Wieviel Wiirfelbausteine miiBte man
jeweils hinzufiigen (Bild 2), um einen Wiir-
fel mit kleinstem Volumen zu erhalten?
(Die vorgegebene Anordnung der Wiirfel-
bausteine darf nicht verindert werden!)

Bild 2

a) b)

AS5a Ein Werkstick habe die Form
eines Wiirfels mit Quadratdurchbruch
(Bild 3). Berechne Volumen und Oberfli-
cheninhalt des Werkstiicks!

gl

590

Bild 3

AG6A Wieviel Flichensticke hat jeder
der abgebildeten Korper (Bild 4)?

110 . alpha, Berlin 19 (1985) 5

Bild 4

A7a a) In dem dargestellten Quader
(Bild 5) ist eine Mittellinie eingezeichnet.
Zeichne alle fehlenden Mittellinien ein!

Bes L]

b) In wieviel Kérper kann man einen Qua-
der zerlegen, wenn man ihn lings seiner
Mittellinien zerschneidet?

A8a Das Bild 6 zeigt Netze von Wiir-
feln. Wenn die schwarze Fliche die Grund-
fliche sein soll, welche der Flichen 4, B,
C, D, E ist dann jeweils die Deckfldche?

Bild 6
A
afs]c]o B]c]o alslc]o]
E E £
a) b) — o

A9a Ein Quader.ist 4 cm lang und 2cm
breit. Die Kanten sind zusammen 48 cm
lang. Wie hoch ist der Quader?

A 10a Die Bilder von Quadern in schri-
ger Parallelprojektion sind unvollstindig
gezeichnet. Vervollstindige die Zeichnun-
gen (Bild 7)!

Bild7 i
= £
a) b) c) d)

A l1lla Ein Wiirfel habe ein Volumen von
8 mm>? Welches Volumen hat ein Wiirfel
mit doppelter Kantenlinge?

Al12a Bild 8 zeigt ein Kantenmodell
eines Wiirfels. An der Ecke (1) sitzt eine
Raupe, die sich im Verlaufe eines Tages
zur Ecke (7) bewegt. Welche Wege sind
moglich, wenn keine Strecke, aber auch
keine Ecke zweimal durchkrochen wird?

Bild 8

@

a13a Ein Quader mit der Héhe 3cm
habe ein Volumen von 30 cm?®.

Wie veridndert sich sein Volumen, wenn
man seine Hohe verdoppelt?

Al4a Aus 13 Bleiwiirfeln mit der Kan-
tenlinge 1cm, drei Bleiwiirfeln mit der
Kantenlinge 2 cm und einem Wiirfel mit
der Kantenlinge 3cm soll ein einziger
Bleiwiirfel hergestellt werden. Wie lang ist
die Kante dieses Wiirfels? (Schmelzverlu-
ste sind zu vernachlissigen!)

L. Flade/H. Knopf

Ubung macht den

Meister
ala Ermittle jeweils die GroBen der mit
griechischen Buchstaben bezeichneten

Winkel (a{ b)!

K)

A2A Zu jeder der Aufgaben sind meh-
rere Ergebnisse angegeben. Jedoch ist nur
ein Ergebnis die richtige Lésung. Unter-
streiche jeweils das richtige Resultat!

a) 1,368:0,72 (1,9; 19; 0,19)

b) 638,304:8,72 (7,32; 73,2; 732)

¢) 0,02268:1,2 (0,0189; 1,89; 0,00189)

d) 0,3:06 (0,5; %; 5,5)

A3 a Vepollstindige!

|Entfernung |Entfernung in
Mafistab auf der Karte |der Natur
a) 1:50000 [3cm
b) 1:25000 3km
c) 2cm 10 km




A4 4a Vervollstindige!
Gib den zu berechnenden Term an!

([ 3G
\/ \/

\./
O

A5A Welche Aufgaben sind falsch ge-
16st?

a) 0:77=0 c) 0:0
b) 0: 0=0 d) 5:0

A64a Ermittle x!
a) 2*=8, b) 10* = 1000, c) x* = 343,
d) x10=1

Il II

A7a Setze um zwei Glieder fort!
a) 0; 1; 3; 6; 10; 15; ...

b) §; 3,5; 2,75; 2,375; ...

c) 0,5; 3; 8; 18; 38; ...

A 84 Schreibe als Gleichung auf und
16se diese!

\.//
]
N\

A9a Driicke die Zahlen 1 bis 10 aus-
schlieBlich mit der Ziffer 2 und den vier
Grundrechenoperationen aus!

Die Ziffer 2 soll jeweils genau finfmal ver-
wendet werden!

A104Aa Setze fur jeweils gleiche Buchsta-
ben gleiche und fiir verschiedene Buchsta-
ben unterschiedliche Zahlen ein!
ROSE
+TULPE

B L UME
-al1la Welche der mit a bis e bezeichne-
ten Darstellungen konnen durch Drehung
aus der Figur I entstanden sein?
(Die Drehachse liegt dabei im Mittelpunkt
der Figur!) L. Flade/H. Knopf

&
‘z‘

)
\.i2/

Matematicus

ala Vervollstindige die magischen
Quadrate!
a) 13,55 1,30 10,05
4,80 8,30 11,80
b) 264,35 249,53
227,30 242,12 256,94
271,76

A2 a Vervollstindige diese Multiplika-
tionen!

a) 312-30 b) 120(64-03
012 0670
o000 0068
ooo2 goooo

a3a a) Erginze die in den Rechtecken
und Kreisen fehlenden Ziffern!

b) Erginze die in den Rechtecken fehlen-
den Ziffern!

A 5a Erginze die in den Quadraten feh-
lenden Ziffern!

A6 A Vervolistindige die Summen durch
gleiche Summanden!

a)...+...=12,76
b)...+...= 6,944
A7a Kreuze die Menge an, die dir am

richtigsten erscheint!

Gewicht Hohe eines | Fassungs-
eines 10jdhri{ Hauses vermogen
gen Kindes eines Kruges
100 kg 3dm 3 hl
30kg 12m 4 dl
8 kg 3km 1,51
300g 60 cm 6 ml

A 84 Fiir drei Kaffee und vier Bonbons
wurden 123 Peseten bezahlt. Die drei Kaf-
fee kosteten 75 Peseten. Wieviel kostet ein
Kaffee und wieviel ein Bonbon?

A9a Konstruiere einen Fries, indem du
die Fliche 4 dreimal aneinandersetzt!

D

U

5 GG

A oA
Auswahl unterhaltsamer Aufgaben aus
dem spanischen Mathematiklehrbuch
Matemadticus 4, ausgestellt auf der
Internationalen Buchausstellung (IBA),
Leipzig, 1984

Knobeln und raten

4o An einem FluB moéchte eine Familie
mit einem Ruderboot {ibersetzen. Der Va-
ter wiegt 80 kg, die Mutter 65 kg, der Sohn
55kg und die Tochter 40kg. Das Boot
kann aber maximal nur 100 kg Last befor-
dern. Was muB die Familie tun, um trotz-
dem mit diesem Boot iiber den FluB zu
kommen?

A Herr Anders, Herr Braun und Hemr
Chor haben ihren Kleingarten in derselben
Gartenanlage. Einer von ihnen ist von Be-
ruf Tischler, einer Klempner und einer Ar-
chitekt. Herr Braun wohnt in derselben
StraBe wie der Tischler, Herr Chor half
dem Klempner beim Bau der Laube. Herr
Braun und der Klempner sind nicht mit-
einander verwandt.

Wer hat nun welchen Beruf?

< 3
‘>
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In freien Stunden - alpha-heiter

Tesfayes Kinder

Fassil: Tenastillin, Tesfaye, wie geht es den Kin-
dem?

Tesfaye: Oh, es geht ihnen gut. Wie du weiBt, habe
ich jetzt drei.

Fassil: Wie alt sind sie?

Tesfaye: Das Produkt ihrer Lebensjahre ist jetzt 36.
Und die Summe ihrer Lebensjahre gleicht dem Al-
ter deines Sohnes, Tamene.

Fassil: (nach einer Pause) Diese Information ist

nicht ausreichend.

Tesfaye: O nein, sie ist es nicht. Gut, das ilteste ist
ein Midchen.

Fassil: Jetzt weiB ich es!

Wie alt sind Tesfayes Kinder?
aus: Hissab, dthiopische math. Schiilerzeitschrift

Hallo, Taxi!

John hat sich fiir £3 ein Taxi gemietet, um zum
Bahnhof zu fahren. Sein Freund Harold, der genau
auf der Hilfte des Weges von Johns Haus zum
Bahnhof wohnt, wird von John mitgenommen. Wel-

chen Betrag soll Harold an John zahlen?
aus: Math. Pie, London

Mitgemacht, nachgedacht!
Welche der Figuren 1 bis 4 gehort logischerweise an

Stelle des Fragezeichens?

1 2 3 4
aus: Fiiles, Budapest
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Grund-, Auf- und Kreuzri3

Je drei der dargestellien Risse gehdren zusammen.
Welche?

.
o e R
% W N

Auf Jagd nach der Beute

Im Nationalpark von Tansania filmte ein Kamera-
team die Beutejagd eines Gepards. Mit Zeitlupe
stellten die Filmemacher fest, daB die fliichtende
Antilope der Raubkatze 60 Spriinge voraus war, be-
vor jene der Beute nachzusetzen begann. Der Ge-
pard machte dann zwei Sitze auf jedesmal drei der
Antilope. Der Gepard legte mit drei Sdtzen eine
ebenso groBe Strecke zuriick wie die Antilope mit
sieben.

Wie viele Sdtze machten Gepard und Antilope, bis
die Raubkatze ihre Beute schlug?
aus: ND v, 22./23. 2. 85, Berlin

Kryptarithmetik

Setze in der folgenden Additionsaufgabe fir die
verschiedenen Buchstaben verschiedene Ziffern
ein, so daB eine richtig geloste Aufgabe entsteht!
abc
+def
ghi

aus: elementa, norwegische math. Schiilerzeitschrift



Welche Zahlen miissen eingesetzt werden?

) [4-xX =2 |[@-v=5|/@+m-=8
WiV =3||T+0 =6||X+@=38
O-B-4||x+¥-7||P+@ =10

Y l@+O+a-0-6
V-A-+0O0-QO=5
0+0-@+A -4
O+A+D—V -3 aus:Mathz-eIi.I:’z?é

Spiel und SpaB

LaBt einen Freund mit zwei Wiirfeln trudeln und
sagt ihm, daB ihr die geworfene Augenzahl beider
Wiirfel ohne hinzusehen erraten werdet! Ihr fordert
ihn auf: ,Multipliziere die kleinere Augenzahl mit
2, addiere dann 5, multipliziere das Ergebnis mit 5,
und zdhle nun die groBere geworfene Augenzahl
dazu!“ Das Resultat laBt ihr euch nennen. Nehmen
wir an, es sei 71. Ihr subtrahiert davon 25 und erhal-
tet 46: 4 Zehner und 6 Einer. Euer Freund hat also
eine 4 und eine 6 gewiirfelt. Gerechnet wurde wie

folgt:
4:2=8; 8+5=13; 13-5=65;, 65+6=171,
71 — 25 = 46.

So konnt ihr jeden Wurf erraten, auch, wenn-beide
Wiirfel die gleiche Augenzahl zeigen.
GleichméBige Verteilung

In wieviel kongruente Teile muB man das vorlie-
gende Quadrat einteilen, damit in jedem der Teile
je ein kleines Quadrat, ein kleines Dreieck und ein
kleiner Kreis enthalten sind?

10
A A

aus: Freie Welt, Tesler, Moskau

VK Extra oder Normal?

Herr Schulze mochte fiir seinen Wagen statt wie
bisher Vergaserkraftstoff Normal den um 10 % teu-
reren VK Extra verwenden. Dafiir beschlieBt er, in
Zukunft 10 % weniger an Kilometern zu fahren.
Wie wirkt sich dieser EntschluB auf seinen Geld-
beutel aus?

aus: Pythagoras, Niederlande

Legespiel

Das groBe Quadrat ist entlang der gestrichelten Li-
nien in 6 Teile zu zerschneiden. Setze die Teile zu
einem

Parallelogramm,

Trapez,

Sechseck,

rechtwinkligen Dreieck,

schmalen Rechteck und

dicken Rechteck zusammen! -

A A N (N O Y |
7T 17 11
X A |
N | /

4 \ / 1L
-— \\— // —
IS D
4 ___* A —

S ”,
— N e b
| [ 2 I
—~
. e L
4 L7 1
I Y O I O
1T 1T 1 T 1T

aus: Mathematics in school,
englische math. Schilerzeitschrift

Vierziffrige Zahl mit gleichen Grundziffern
gesucht!

Findet drei aufeinanderfolgende ungerade natiirli-
che Zahlen, deren Summe der Quadrate eine vier-
ziffrige Zahl mit gleichen Grundziffern ergibt!

Von einem mongolischen IMO-Teilnehmer,
1984, an alpha iiberreicht

VY

N
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XXIV.Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR

4. Stufe (DDR-Olympiade)

Erfurt, 3. bis 6. Juni 1985

Olympiadeklasse 10

241041 Ermitteln Sie alle diejenigen ge-
ordneten Paare (x;y) ganzer Zahlen, fir

die vx + vy = /1985 gilt!
241042 Es sei ABC ein beliebiges
Dreieck. Auf den Seiten BC, CA, AB seien
- D, E bzw. F diejenigen Punkte, fir die
BD=2-CD, CE=2-4AE, AF =2 BF gilt.
Weiter sei jeweils U bzw. V bzw. W der
Schnittpunkt von AD mit BE bzw. von BE
mit CF bzw. von CF mit AD.
Beweisen Sie, daB unter diesen Vorausset-
zungen der Flicheninhalt des Dreiecks
UVW stets gleich einem Siebentel des Fli-
cheninhalts des Dreiecks ABC ist!

Von den nachstehenden Aufgaben
241043A und 241043B ist genau ¢ine aus-
zuwihlen und zu l6sen:

241043A a) Man beweise, daB fiir jede
reelle Zahl p mit 1 < p <2 eine Funktion f
mit den folgenden Eigenschaften (1), (2),
(3) existiert:
(1) Die Funktion f ist fiir alle reellen Zah-
len definiert.
(2) Fiir alle reellen Zahlen x mit 2 = x <4
gilt f(x) =p.
(3) Fiir alle reellen Zahlen x gilt
____fx)
fix+2)= 500 -1
b) Man ermittle fiir jede reelle Zahl p mit
1 = p =2 und jede Funktion f, die die Ei-
genschaften (1), (2), (3) hat, den Funk-
tionswert f(1985) in Abhédngigkeit von p.
241043B Es sei P die Oberfliche einer
beliebigen Pyramide mit quadratischer
Grundfliche. Man beweise: Wenn der
Durchschnitt von P mit einer Ebene E ein
(nicht entartetes) Parallelogramm ist, dann
ist er ein Quadrat.
(Hinweis: Ein Parallelogramm heiBt genau
dann ,nicht entartet“, wenn keine drei sei-
ner Eckpunkte auf einer gemeinsamen Ge-
raden liegen.)

241044 Ermitteln Sie alle diejenigen,
Paare (a;b) natiirlicher Zahlen, fir die
a!+ b!=(a+ b)! gilt!

(Hinweis: Fiir jede naturliche Zahl n=1
ist n! definiert als das Produkt aus allen
denjenigen natiirlichen Zahlen k, fir die
1 = k = n gilt; ferner ist 0! = 1 definiert.)

241045 Es sei

1 1 1 1
T=——=t+—+—"F=+ .. +———
2 4 999998
L1 1
¥999999 /1000000

114 - alpha, Berlin 19 (1985) §

Weisen Sie nach, da8 dann
1998 < T < 1999 gilt!

241046 a) Es ist zu entscheiden, ob es
moglich ist, die Felder des 8x8-Schach-
brettes derart mit den Zahlen 1, 2, ..., 64
zu numerieren, daB fir jede Teilfigur des
Schachbrettes, die von der folgenden Form

ist,
J —

L

die Summe der vier Zahlen in den Teilfi-
guren durch vier teilbar ist.
b) Dieselbe Aufgabe ist fiir

]

-

—

—

zu l6sen.

Olympiadeklassen 11/12

241241 a) Man beweise, daB durch _
For) = (xX=x)(x’=x+5+6

(x2=x)(x2—x+6)+9

eine Funktion f fiir alle reellen Zahlen x

definiert wird.

b) Man ermittle den Wertebereich dieser

Funktion.

241242 Uber vier Kreise k, k,, k,, k" wird
folgendes vorausgesetzt (s. Bild): Die
Kreise k, und k, beriihren einander von au-
Ben; die Mittelpunkte von k;, k, und k lie-
gen auf einer gemeinsamen Geraden; die
Kreise k; und k, beriihren den Kreis k von
innen; der Kreis k' beriihrt die Kreise k;
und k, von auBen und den Kreis k von in-
nen.

Man beweise: Unter diesen Voraussetzun-
gen gilt fir die Radien r, r’ von k bzw. k’

stets 7' =

241243 Man ermittle alle diejenigen
Funktionen f, die fiir alle reellen Zahlen x
mit x # 0 definiert sind und den folgenden
Bedingungen (1), (2), (3) geniigen:

(1) Fiir alle reellen Zahlen x mit x * 0 gilt

f(%) = x-fx).

(2) Fiir alle reellen Zahlen x und y mit
x*0,y*+0und x+y=*0gilt

() i) (55)
(3) Es gilt fF(1) =2.

241244 Es seien a, b und c positive reelle
Zahlen mit

Ja+yb+e=543.

Man beweise, daB das Gleichungssystemn

Yyy—a+yz—a=1 ¢))
Vz—-b+yx—-b=1 2
Vx—c+yy—c=1 3)

genau eine Losung (x,y, z) hat, wobei x, y,
z reelle Zahlen sind.

241245 Es ist zu beweisen:
Wenn die Lingen der Kanten eines Tetra-

eders ABCD nicht kleiner als ﬁ und nicht
groBer als 2 sind, dann sind die Innenwin-
kel zwischen je zwei Seitenflichen des Te-
traeders ABCD nicht groBer als 90°.

Von den nachstehenden Aufgaben
241246A und 241246B ist genau eine aus-
zuwihlen und zu 1dsen:

241246A Man untersuche, ob es 40 auf-
einanderfolgende natiirliche Zahlen gibt,
die simtlich kleiner als 10° und nicht Prim-
zahlen sind.

241246B Man ermittle alle diejenigen po-
sitiven reellen Zahlen k, fir welche die
durch

x=1,
Xoe1 =Yk +x) (n=1,2,3,..)
definierte Zahlenfolge (x,) konvergent ist.
Zu jeder solchen Zahl k ermittle man den

Grenzwert der Zahlenfolge (x,).

Die XXIV.OJM der DDR fand in der
Pidagogischen Hochschule (3.Juni bis
6. Juni) statt.

Einen ersten Preis in Klasse 10:
Alexander Kley, EOS Heinrich Hertz, Berlin
(Kl1.10); Ronald Schurath, IV.OS Forst,
Bez. Cottbus (Kl. 9); Holger MaaB, W.-See-
lenbinder-OS, Bad Lausick, Bez. Leipzig
(Kl. 10); Gunter Doge, Spezialschule Fried-
rich Engels, Riesa, Bez. Dresden; Frank Go6-
ring, OS Erich Weinert, Bad Berka, Bez. Er-
furt (KI. 8).

Einen ersten Preis in Klasse 11/12:

Stefan Giinther, EOS Heinrich Hertz, Berlin
(K1.10); Jorg Jahnel, Spezialschule Car!
Zeiss, Jena, Bez. Gera (Kl. 10); Ralf Stiebe,
TH Otto von Guericke, Magdeburg (K1. 11);
Uwe Miiller, EOS J. W.v.Goethe, Branden-
burg, Bez. Potsdam (KI. 12); Georg Hein,
EOS Heinrich Hertz, Berlin.

Einen 2. Preis erhieiten 19 Schiiler, einen
3.Preis 33 Schiller und eine Anerken-
nungsurkunde 24 Schiiller. An der OJM
nahmen 277 Schiiler, davon 29 Midchen,
teil.



Losungen

Losungen zu:
Mein Taschenrechner ,,SR 1

9) 99999 - 10%
10a) 4,5-10%
b) 9-10%
¢) Rechner zeigt Uberfiillung an!
d) Rechner zeigt Uberfiillung an!
e) Rechner zeigt Uberfiillung an!
11a) 0,0000075
b) 7,5-1077=0,00000075
c) 6,6666-107!=0,66666
d) 1,6260-1072=0,016260

12a) Anzeige des SR1 0.2020202
b) 2.1212-01
c) 0.3030303
d) 3.4343-01
e) 0.4040404
f) 5.0505-01
g) 6.0606 — 01
h) 7.0707-01

Der SR1 verwendet trotz Vorhandenseins
einer linken Null keine Zehnerpotenz-
schreibweise, wenn an der 8. Stelle nach
dem Komma eine Null und an der 9. Stelle
nach dem Komma eine 0, 1, 2, 3 oder 4
auftritt.

13a) 2654987 (genauer Wert)
b) 16296,3 (genauer Wert)
c) 6,4581-10° (Niherungswert)
d) 0,1010101 (Nédherungswert)

15a) Der SR1 arbeitet nur mit 9 Stellen.
b) Der SR1 arbeitet mit dem Néhe-
rungswert 3,14159265 fir m.
Zum Beispiel 0.12345678912
0.9876543212

16)

Losungen zur: Sprachecke

Ala Stelle anhand des Schattens fest,
ob sich die Skistocke beriihren!

Lésung: Sie beriihren sich nicht. Die Ge-
rade durch den Schnittpunkt der beiden
Schatten, die parallel zu den Verbindungs-
geraden zwischen den oberen Enden der
Skistocke und deren Schatten verlduft,
geht nicht durch den Punkt, wo ein Stock
den anderen verdeckt.

a2 A Geometrische Puzzles fiir Anfin-
ger: Figur 1 zeigt ein rechtwinkliges
Dreieck, dessen Grundseite 1 Einheit und
dessen Hohe 2 Einheiten lang sind, und
ein rechtwinkliges Trapez mit zwei zuein-
ander senkrecht stehenden Seiten, die je
2 Einheiten lang sind und einer kurzen
Seite, die 1 Einheit lang ist. Schneide diese
beiden Figuren aus einem Stiick Karton
aus, und zeige, daB diese zu folgenden Fli-
chen zusammengelegt werden kénnen:

a) ein Quadrat, b) ein Dreieck, c) ein Paral-
lelogramm, d) ein Viereck mit zwei rechten
Winkeln!

Durch Drehung des Dreiecks kann e) ein
gleichschenkliges Trapez zusammengesetzt

NRIEYA

Losung:
b

A3a Drei Autobuslinien haben als Ab-
fahrtsplatz den Bahnhof Montparnasse in
Paris. Die Autobusse der ersten Linie sind
nach 1h 36 min zuriick und haben 4 min
Pause.

Die Autobusse der zweiten Linie sind nach
1h 48 min zurick und haben 12 min
Pause; die der dritten Linie sind nach 2h
10 min zuriick und haben 20 min Pause.
Drei Autobusse, einer auf jeder Linie, fah-
ren gemeinsam um 8 h am Bahnhof Mont-
parnasse ab.

a) Wann fahren die drei Autobusse das er-
ste Mal wieder gemeinsam vom Bahnhof
Montparnasse ab?

b) Wieviel Fahrten hat dann jeder Autobus
durchgefiihrt?

Lésung: a) Der erste Bus braucht bis zur
nichsten Abfahrt vom Bahnhof Montpar-
nasse 96+ 4=100min, der zweite
108 + 12=120min und der dritte
130 + 20 = 150 min. Die néchste gemein-
same Abfahrt ergibt sich dann als kleinstes
gemeinsames Vielfaches von 100, 120 und
150, also nach 600 min. Die Autobusse fah-
ren um 18 Uhr wieder gemeinsam vom
Bahnhof ab.

b) Dann hat der erste Bus
600:100 =6 Fahrten, der zweite Bus
600:120 =5 Fahrten und der dritte Bus
600:150 = 4 Fahrten durchgefiihrt.

Ldsungen zu: Rund um den Quader
A B E F

V=a% B, V=a'b-c; A, B E, F
V=Ag-h; A, B, E F G, I
V=—;-AG-h; D, H, V=a?-h; B
F.

a) ja; b) nein.

a) 23; b) S6.

V = 48 000 mm?;

Ap =12 000 mm?

a) 8; b) 10; ¢) 8.

a) siehe Bild; b) 8.

A8a a)E;b)C;0) E.

A94a 6cm.

4 10 A Siehe Bild.

Ala
A2a

> »

Ala
Ada
ASaA

AbaA
ATa

A1l A 64 mmd.

Al241-2-3-7
1-2-3-4-8-7
1-2-3-4-8-5-6-17
1-2-6-7
1-2-6-5-8-7
1-2-6-5-8-4-3-7
1-4-3-7
1-4-3-2-6-7
1-4-3-2-6-5-8-7
1-4-8-17
1-4-8-5-6-7
1-4-8-5-6-2-3-17
1-5-6-7
1-5-6-2-3-7
1-5-6-2-3-4-8-7
1-5-8-17
1-5-8-4-3-7
1-5-8-4-3-2-6-7

A 13 a Es verdoppelt sich!

Aldadcm.

Losungen zu:
Ubung macht den Meister

Ala a) a=153° g) a=120%p=150°
b) «=150° h) & =100% 8= 70°
¢) a=120° i) a=100° B=100°
d) a= 70° j) = 90°% = 45°
e) a= 90° k) a= 40° 8= 40°
f)l a= 30° 1) o= 70°% f= 45°

.a)1,9;b) 73,2; ¢) 0,0189; d)%
a) 1,5km; b) 12 cm; ¢) 1:50000

(2+4):(%-2>

b, c, d.
a)x=3b)x=3¢c)x=17,;
d)yx=1.
a) 21; 28; b) 2,1875; 2,09375;
c) 78; 158.
11-x-37=59; x=3,9.
Beispiel:
1=2-2:2+2-2
2=2+4+2+2-2-2
3=2+2:2+2-2
4=2-:2-2-2-2
5=2+2+4+2-2:2
6=2+2+2+2-2
7=2-2-2-2:2
8=2-2-2+2-2
9=2-2-2+42:2
10=2+24+2+2+2
8240
+ 63150
71390
b; e.

A2a
A3a
Ada

ASaA
AbA

ATaA

A8aA
A9A

Al0A

All

Losungen zu: Matematicus

Ala a) 6,55;15,3;3,05

b) 264,35 + 212,48 + 249,53 = 726,36
234,71 + 271,76 + 219,89 = 726,36

A2A a) 312:31 b) 1224-73
312 3672
936 8568
9672 89352
Ala a) 748 -0,89 6,59
+ 0,53 +0,72
6,95 —0,36 7,31
b) 1,6 bzw. 2,1.
Ada 8
AS5Aa 6-6000-600-600000-6000-

60000-60-600-6
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Ab6a a) 638 +6,38 =12,76

b) 3,472 + 3,472 = 6,944
A7a 30kg;12m; 1,51
A 84 3 Kaffee kosten 75 Peseten, dann
kostet 1 Kaffee 75:3 = 25 Peseten. Die vier
Bonbons kosten 123 — 75 =48 Peseten.
Ein Bonbon kostet dann 48:4 =12 Pese-
ten.
A9a Die Losung sei dem Leser selbst
iiberlassen.

Lésungen zu:
In freien Stunden - alpha-heiter

Tesfayes Kinder
Es gibt 8 Moglichkeiten fir das Produkt
von 36.

1. 2. 3. 4. 5 6. 7. 8.
1 1 1 1 1 2 2 3
1 2 3 4 6 2 3 3
36 18 12 9 6 9 6 4
38 21 16 14 13 13 11 10 Summen

Da Fassil das Alter seines Sohnes kennt
und noch iiberlegt, kann nur die zweimal
erscheinende Summe 13 in Frage kom-
men. Da aber von einem iltesten Kind die
Rede ist, gibt es nur die Lésung, daB Tes-
fayes Kinder 2mal 2 Jahre und einmal
9 Jahre alt sind.

Hallo Taxi!

Wenn Harold eine Strecke der Linge s
mitfahrt, dann fibhrt John eine Strecke der
Linge 2s. Fiir 3s werden £ 3 bezahlt, also
muB Harold £1 zahlen.

Mitgemacht, nachgedacht!
An Stelle des Fragezeichens gehort logi-
scherweise Figur 4.

Grund-, Auf- und Kreuzrif§
Es gehoren zusammen: I, 3, A; I, 1, C; II1,
2, B.

Auf Jagd nach Beute

Wir bezeichnen mit ¢ ein Zeitintervall, in
dem die Antilope drei und der Gepard
zwei Siitze machen. Daraus ergibt sich fiir
die Zahl der Spriinge (gerechnet von dem
Punkt, an dem der Gepard die Verfolgung
begann) 60 + 3¢ bzw. 2¢. Um zu den zu-
riickgelegten Strecken zu gelangen, divi-
dieren wir die Zahl der Antilopenspriinge
durch 7, die des Geparden durch 3. Beim
Zusammentreffen gilt (60 + 3¢):7=2¢:3.
Wir erhalten 7 = 36. In 36 Zeitintervallen
machte die Antilope 108 und der Gepard
72 Spriinge.

Kryptarithmetik
Lésungsbeispiele:
a) ohne Verwendung der Null:
618 439 293
+354 +128 +571
972 567 864
b) unter Verwendung der Null:
563 753 618
+408 +109 +307
971 862 925
c) aus 513 folgt auch 567 oder 417
+4617 + 413 +563
980 980 980

116 - alpha, Berlin 19 (1985) 5§

Welche Zahlen miissen eingesetzt wer-

den?

a) 5-3=2;2+1=3;6-2=4
6-1=5,44+2=6;3+4=17
6+2=8;3+6=9;4+6=10

b) 5+3+2-4=6

6-2+4-3=5
4+43-5+2=4
3+2+4-6=3

Gleichmifige Verteilung

VK Extra oder Normal?

Die Fahrkosten betragen

vorher ykm:xM/km=xyM und
nachher

%ykm'i—ég—- xM/km = 0,99xy M.
xy —0,99xy = 0,01xy

Herr Schulze spart 1% an Ausgaben ein.

Legespiel
Die L6ésung sei dem Leser iiberlassen.

Vierziffrige Zahl mit gleichen Grundzif-
fern gesucht!
412 + 43% + 452 = 5555,

Losung zu: Eine Aufgabe von
Prof. Dr.J. W. Schmidt
Heft 4/85

42578 o Das Ungleichungssystem ist ge-
nau dann lésbar, wenn
May=a,=ay=a,3(ay~a) £2(a— @)
gilt.

Beweis:

Notwendigkeit: Es sei eine Losung vorhan-
den. Dann folgt

x-1=28, xzq(i=123,4),

und somit

a,2a;2a;= a4.

Weiterhin erhilt man

X, =3a,— 2x;, = 3a; — 2aq,

und

Az X3 Z %(303 - X3)

= %(3@ —3a, +2a,).

Hinldnglichkeit: Es gelte (¥). Dann lassen
sich Losungen des Ungleichungssystems
konkret angeben, wenn man zwei Fille un-
terscheidet.

Fall 1: Es gelte a;<a,=<a;=a; und
a; —3a, = —2a, (Verschirfung von (¥)).
Dann ist, wie man geradlinig bestiitigt,

33 1
Xo = _2‘01 - Taz + 703
X =ia —la
1 7 2 ) 3
Xy =4y
X3 = a3
X4 = _2a3 + 304
eine LOsung.

Fall 2: Es gelte a, < a, = a; < a4 und
—a3;+3a;<2ay,3(ay— a;) =2(a;— ay). In
diesem Fall iiberprift man schrittweise,

daB xp=ga 0 =a
Xy = _2a1 + 302
3 3
X3 =@ _702 +7a,
1 3 3 3
= —5m + 2927 3% + 2

eine Losung ist.

Loésungen zu: Knobel-Wandzeitung
Heft 4/85

Charakteristische Wege:

1. Weg, der ,gerade Zahlen“ verbindet:
A-12-8-16-6-14-4-8-2-B,

2. Weg, der ,ungerade Zahlen“ verbindet:
A-11-9-13-15-9-5-13-11-B,

3. Weg, der ,Primzahlen“ verbindet:
A-11-7-2-5-13-3-19-3-17-2-B,

4. Weg, der ,durch 3 teilbare Zahlen“ ver-
bindet:

A-18-3-6-12-B.

Erstaunliches:

Durch das dreimalige Hintereinander-
schreiben der gedachten zweistelligen Zahl
entsteht eine sechsstellige Zahl, die gleich
dem Produkt der gedachten Zahl mit der
Zahl 10101 =3-7-13-37 ist. (Denkt man
sich z.B. die Zahl 51, so entsteht

515151 =51-10*+ 51-102+51
=51(10°+102+1) = 51-10101
=51-3-7-13-37) Dividiert man dieses
Produkt nun nacheinander durch 3, 7, 13
und 37, so erhilt man als Ergebnis die ge-
dachte zweistellige Zahl zuriick.

In der Bickerei

Sind beim 1.Kunden noch g; = x Brot-
chen vorhanden, so sind beim 2. Kunden,
da der 1. Kunde x/3 Brotchen hiétte neh-

. 2 .
men miissen, noch a,=-—x, beim

2\? .
3. Kunden noch a; = (-5-> x, beim 4. Kun-

3
den noch a, = (%) x und am SchluB noch

3
aus folgt x = 3* = 81. Der Bicker hatte also
anfangs noch 81 Brétchen. Der 1. Kunde

hitte folglich b, = % 81 =27 Brétchen,

4
a; = (l) x = 16 Brétchen vorhanden. Dar-

der 2.Kunde b, = %(81 —27)=18 Brot-
chen, der 3.Kunde b;= %(81 -27-18)
=12 Brotchen und der 4.Kunde b,
= %(81 —27 - 18 — 12) = 8 Brétchen neh-

men miissen. (Es gilt auch: b,=27,

2 2\?
b1=T-27=18, b3=(—§-) $27=12,
3
by = (%) -27 =8, d.h., es handelt sich bei

den g, und b, um geometrische Folgen mit
dem Quotienten ¢ =% und den Anfangs-
gliedemn a, = 81 bzw. b, =27))

Seemannsgarn?
Wenn auch manches an der Geschichte
stimmen mag, so hat der alte Seemann je-



doch mit der Menge der von den 21 Mid-
chen dargereichten Apfelsinen unreali-
stisch stark ibertrieben. Die 21 Midchen
hitten namlich die folgenden Anzahlen
von Apfelsinen (diese bilden eine geome-
trische Folge mit dem Anfangsglied a, =1
und dem Quotienten ¢ = 2) auf ihrem Tel-
ler haben miissen: 1, 2, 22=4, 23=8,
24=16,25=132,20=64,2" =128, 28 = 256,
2% =512, 210 = 1024, 2!} = 2048, 2! = 4096,

21 =8192, 24 =16384, 21°=32768,
26=65536, 2'7=131072, 2¥=262144,
2Y=524288, und das 21.Midchen:

220 =1048576. Abgesehen davon, daB so
viele Apfelsinen nicht auf einen Teller pas-
sen, so hitte z. B. das 21. Middchen, wenn
man pro Apfelsine nur 100 g rechnet, eine
Masse von 1048576-100g, also rund
105 Tonnen bewiltigen miissen. AuBerdem
wire die Gesamtanzahl der von den
21 Midchen iiberreichten Apfelsinen

1+2+20+ . +20=1- 22 Loy

1
=2097151,
und eine solche Menge ist wohl kaum von
den Seeleuten eines Schiffes auf einmal zu
verspeisen. Also doch Seemannsgamn!

Badefreuden

Es ist 1000 = 23- 53,

Es ergibt sich eindeutig der Weg:
Peter—-1-2-1-2-5-2-1-5-5-Bad.

Primzahl-Magie
Es ist 210=2-3-5-7 die Primfaktorzerle-
gung von 210. Folglich sind nur die 4 Prim-
zahlen 2, 3, 5 und 7 zur Eintragung zu ver-
wenden. Die Abbildung zeigt eine mogli-
che Eintragung:

Gerechte Teilung

Es ist 525 =3-52-7. Da die Figur nur die
Zahlen 3, 5 und 7 enthilt, so miissen sich
in jedem Teil die Zahlen 3, 5, 5 und 7 be-
finden. Es entstehen folglich 24 : 4 = 6 kon-
gruente Vielecke (konkave Sechsecke):

slas s[7 3
7351?“:
3 5|%51]5
3 5 5|7 3

Frage an Aquarianer

Die MafBzahl des Volumens des Schopfge-
fiBes muB sowohl Teiler von 6 als auch von
20 und auBerdem groBtmoglich sein, d. h.,
sie muB der groBte gemeinsame Teiler von
6 und 20 sein. Es ist 6 =2-3, 20=22-5
und g.g.T(6,20) = 2. Das SchopfgefdB darf
héchstens 2 Liter fassen.

Rechteckzerlegung

\1/
a) | ,:
NI F27
b) c)
® /AV .

Nur Geduld

1

Verschwundene Quadrate

a) Die Figur enthilt 26 Quadrate (15 Qua-
drate aus je 4, 8 Quadrate aus je 8 und
3 Quadrate aus je 12 Holzchen).

b) Die Abbildung zeigt 4 Mdglichkeiten:

Sechseckspielereien

In den Fillen a) und b) gibt es je 2 und in
den Fillen c), d) und e) je 6 Abdinderungs-
moglichkeiten. Die Abbildung zeigt je eine
Moglichkeit.

AN D A
\VAVAAVAVAAVAY,

/\/\ /\/\
\VAVARVAVS

Am Trapez

Trapez 9 hat den groB8ten Flicheninhalt
(=9 Kistchenflichen). Alle anderen Tra-
peze haben den gleichen Flicheninhalt
von 8 Kistchenflichen, da bei ihnen
m-h =8 (m: Mittellinie, h: HShe) gilt.

Mit Strelchholzschachteln
Mit den Bezeichnungen der Abblldung gilt
offenbar

G>S>V. (1),
Seien nun A4, B, C, D, E bzw. F die Oberfla-
chen der Kérper a), b), c), d), e) bzw. f),
dann gilt: A=6G+28+6V, B=2G
+68+6V, C=6G+65+2V, D=4G
+4S+ 6V, E=6G +4S + 4V bzw. F=4G
+ 48 + 6V. Mit Hilfe von (1) kann man die
Oberflichen gegeneinander abschitzen,
und man erhilt:
C>E>A>D=F>B.

G

Losungen zum alpha-Wettbewerb
Heft 1/85, Fortsetzung

Ma6m2532 4B hat die Linge
6cm+2cm=8cm; BC hat die Linge
2cm+3cm=5cm. Wegen 4B =CD und
BC=4AD haben DG und DH dic Linge
2 cm. Fiir den Fldcheninhalt A, des Vie-
recks EFGH gilt deshalb

Ay=(s-s—z%-z-z—z-lo-é)cml

e

2
=18 cm?.
Ma7m2533 Wegent= % und ¢, = t, und
. s 50-s

5;=50—s, gilt ﬁ= 111, 11s,
=700 — 14s,, 255, =700, s, =28 und so-
it =252

mit = T7=2.

Nach 2 Stunden, also um 10 Uhr, treffen
beide aufeinander. Der Treffpunkt ist
28 km von Erfurt entfernt.

378-436 - 56
Ma7m2534 Aus 378 1 436377
_ 378-436-56 _ 377-436+436 - 56
T 377-436+378 377-436+ 378
_377-436 + 380
©377-436+ 378 -
daB der Zihler des Quotienten um 2 gré8er
ist als der Nenner. Folglich ist der Quo-
tient groBer als 1.

folgt,

Ma7w2535 Nach Voraussetzung gilt
(n—1D(n+1)=483=1-3-7-23,
(n—=1)(n+1)=21-23, also n=22.

Ma7m2536 Angenommen in der ersten
Box befinden sich n Kaninchen und in der
zweiten Box befinden sich d Kaninchen
mehr als in der ersten; dann gilt
n+(n+d)+(n+2d)

+(n+3d)=
4n + 6d =130,
2n+3d=15,
3d=15-2n,
2n
4=5-7

Fir n=13 gilt d=3, und wir erhalten
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3+6+ 9412 =230; diese Losung entfilit,
da sich in der vierten Box 12 Kaninchen,
also mehr als 10 Kaninchen, befinden wiir-
den. '

Fir n=6 gilt d=1, und wir erhalten
6+7+ 8+ 9=130. Es befinden sich in der
ersten Box 6, in der zweiten 7, in der drit-
ten 8, in der vierten 9 Kaninchen.

Fir n =9 gilt d = —1; diese Moglichkeit
entfillt, da d negativ ist.

Ma 8m2537 Die in der Aufgabe aufge-
stellte Behauptung 148t sich durch die fol-
gende Gleichung ausdriicken:
10a+b—(a+b)=9a.
Die mehrfache dquivalente Umformung er-
gibt
10a+b—a—b=09a,
9a =9a,
a= a.
Da die letzte Aussageform allgemeingiiltig
ist und nur dquivalent umgeformt wurde,
folgt die Wahrheit der Behauptung,
w.Z.b.w.

Ma8m 2538 Nach der Aufgabenstellung
gelten die folgenden Gleichungen:

[@))] A+B+C=130,
(03] C+1=4 -und
3 2C+1=B8B.

(Wir wollen die Variablen 4, B, C fiir die
jeweilige Anzahl von Fischen setzen, die
die entsprechenden Angler gefangen ha-
ben!) Durch Einsetzen von (2) und (3) in
(1) erhalten wir
) C+1+2C+1+C=30

bzw. C=1. .
Nun ergeben sich 4 =8 und B=15.
Der Angler 4 angelte 8 Fische, B angelte
15 Fische und C angelte 7 Fische.

Ma8m2539 Man errichtet auf den Ka-
theten die Mittelsenkrechten. Diese
schneiden sich im Mittelpunkt der Hypote-
nuse. Da die Mittelsenkrechten der Kathe-
ten zur jeweils anderen Kathete parallel
sind, gehen sie nach einem bekannten Satz
beide durch die Mitte der Hypotenuse.
Das Rechteck M,CM,M, erfullt alle gefor-
derten Bedingungen.

Auu::izb'; Apicmomy a b = ab

(vgl. das Bild!)

Lo}

A

(Verbindet man M, mit M,, so wird 4BC in
vier paarweise kongruente Dreiecke zer-
legt. Der Leser fithre den Beweis selbstin-
digh)

Ma 8 w2540 Wirverbinden M und N mit
P und Q. Es gilt der Satz: Die Verbindungs-
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strecke der Mittelpunkte zweier Dreiecksseiten
verlauft parallel zur dritten Dreiecksseite und
ist halb so lang wie diese.

Daraus folgt: Q=%'_D=—;—-B ,
w=Ll.p-L.5e 7oL .m0
1 —— o 1 — 1 ——
9 D, P—TBC_TA’

also MP=NP =MQ = NQ.

Das Viereck PNQM ist somit ein Rhom-
bus. Im Rhombus stehen die Diagonalen
aufeinander senkrecht. Folglich gilt
PO L MN.

Ma9m2541 Angenommen, die kleinste
der drei Zahlen sei x.

Dann gilt die folgende Beziehung:

2
x2+(—x;1> =(x+2)%.

Die dquivalente Umformung ergibt
x24+2x+1

x2+ 2 =x2+4x+4,
x 7,15

4 2% ’
x2—14x—-15 =0,

(x+1)(x-15 =0.
Diese quadratische Gleichung hat die Lo-
sungen x; = —1 und x, = 15. Im Sinne der
Aufgabenstellung gilt nur x = 15. Die drei
gesuchten Zahlen heiien 15, 16 und 17,
und es gilt 152 + 82 =172,

Ma9m2542 Aus (2) folgt a+0 und
b=+ 0, da sonst a_cb = (0 wire. Wir addieren

die Gleichungen (1) und (3) und erhalten
4 a’+a=12

mit den Losungen a;,=3 und a,= —4.
Nun setzen wir zunichst ¢, =3 in (1) ein
und erhalten

1) b+e=3.

Dann setzen wir ¢; =3 in (2) ein und er-
halten 3b,

@) ——=6.

[51

Aus (2') folgt b, = 2¢,. Das setzen wir in
(1') ein und erhalten 3¢; =3 bzw. ¢, =1.
Das setzen wir in (2') ein und erhaiten
by=2. Aus a,= —4 folgt analog b, =30
und ¢, = —-20.

Es gibt genau zwei Losungstripel, nimlich
(3; 2; 1) und (—4; 30; —20).

Ma9m2543 Wegen  300° =27000000
>99999 gilt a<3. Wegen 199! <200
< 10000 gilt a + 1, also a =2. Wir erhal-
ten zunichst (2bc)> =bclbc. Setzen wir
be=x erhalten wir (200 + x)?
=1001x + 100,

x2—601x+39900=0,

x; =525 > 99 (entfillt),

x; =76.

Daraus folgt b=7 und c=6.

Probe: 2762 =176176.

Ma9m2544 Es sei 4, der Flicheninhalt
des Kreissektors P, P,M, A, der des gleich-
seitigen Dreiecks MP,P, und A, der des
Kreissegments mit P, P, als Sehne. Dann
gilt A;=A; — A,. Wegen o = 60° gilt

A3=%Tﬂ'2—%r2¢3—

= (%ﬂ' 9~ %1/3_) cm? =~ (,82 cm?.

Fiir den Flicheninhalt der Rosette gilt des-
halb Az =12-A4;=9,78 cm?’. Daraus folgt
Api A= % ~=35%. Der Flicheninhalt
der Rosette betriigt rund 35% des Flichen-
inhalts des Kreises.

Ma 10/12 m 2545 Wir formen um und er-
halten
(13*—5%)(13* + 5%) = 132 — 52«

= (132 - 5~
= 144~
= (57 - 13y,

Es ist (52—13)2=144, und wie gezeigt
wurde, ist im Term (13* — §*) (13* + 5*) der
Faktor 144 erhalten, w.z.b.w.

Ma10/12 w2546 Aus (a+ b+ ¢)? folgt
durch dquivalentes Umformen schrittweise
[a+b)+cl'=(a+b)?+2¢c(a+b)+c?
(@+b+c)=a?+2ab+ b2+ 2ac+ 2bc

+ ¢? und wegen a2 + b? = ¢?

(a+ b+ c)=2ab+2ac+ 2bc+2c?,
(@a+b+c)=2a(b+c)+2e(b+c)
=2(a+c)b+ec).

Wegen a < ¢ und b < ¢ gilt
2a<a+cund 2b< b + ¢, also

4ab < (a+c)(b+c) bzw.

8ab < 2(a+ ¢)(b+ c). Daraus folgt
(@a+b+c)=2(a+c)b+c)>8ab.

Ma 10/12 m 2547 Jeder Innenwinke! eines
regelmiBigen Fiinfecks betrigt 108°. Im
gleichschenkligen Dreieck BDA hat dem-
zufolge der Winkel x ABD die GréBe 36°.
Derselbe Winkel tritt im regelméBigen
Fiinfeck zwischen einer Seite und einer
Diagonalen auf. Wir tragen nun an die
Seite AB des Drachenvierecks in A einen
Winkel von 36° im positiven Drehsinn an.
Der Schnittpunkt F des freien Schenkels
dieses Winkels mit der Seite BC ist ein
Eckpunkt des Fiinfecks. Die Mittelsenk-
rechte auf AF schneidet die Seite 4B in E,
einem weiteren Eckpunkt des Fiinfecks.
AE ist Fiinfeckseite. Nun lassen sich die
fehlenden Punkte leicht finden. AEFGH ist
das gesuchte Fiinfeck.

Ma 10/12 m 2548
Ein regelmiBiges Oktaeder besteht aus 8
paarweise  kongruenten gleichseitigen

Dreiecken. Die abgebildete Schaittfigur ist
ein Rhombus. Der Schnitt geht durch zwei
gegeniiberliegende Ecken und durch die
Mittelpunkte zweier paralleler Kanten. Der
Winkel, unter dem sich die Seitenflichen
BCE und CBF schneiden, habe die GroBe
2¢. Im rechtwinkligen Dreieck CM,E gilt



Skizze (nicht maBstiblich!)
(Kantenmodell)

a: Linge einer Kante

h;: Linge der HShe einer Seitenfliche
h,: Linge der Hohe der Pyramide ABCDE
a: GroBe des Winkels x SM,E

2

h:=q? - (%) bzw. h,=%,/3_.

Im rechtwinkligen Dreieck SM,E gilt
2

h:=h?- (i) bzw. hy =%,/2_.

2
Weiter gilt im rechtwinkligen Dreieck
SMLE: a
>V2
tan & = PR 1ﬂtana=1/2_.
2

Daraus folgt or = 54,74°, also 2o = 109,47°.
Zwei Seitenflichen eines regelmiBigen Ok-
taeders schneiden sich unter einem Winkel
von etwa 109,5°.

Ph6m171

Geg.: Dichte von Blei ¢ =11,3g/cm?
Masse des Bleis m=2825¢g
Volumen des ausflieBenden Was-
sers

Das Volumen der ausflieBenden Wasser-
menge ist gleich dem Volumen des Blei-
rohres, und man rechnet mit der Glei-
chung m=g-V.

Ges.:

Esistalso m=g-V
m
und V=—,
e .
_ 2825g-cm?
T 113g
V=25cm3.
Es flieBen 25 cm® Wasser aus.
Ph7m172
Geg.: Fi=144 N Ges.: F
F,=169N
Sind die Lingen der Hebelarme [, und 4,
dann gilt
Il -F= Fl . lz
und 12'F=F2‘1].

Multipliziert man die Seiten der beiden
Gleichungen miteinander, erhilt man
LWF-LF =F,-L-Fy-1,

F?=FF,
F=yF'F,

F =4144-169 N,
F =156N.

Das wahre Gewicht des Gegenstandes be-
trdgt 156 N.

Ph8m173
a) Wie aus der Aufgabe ersichtlich, gilt
212°F - 32°F2 180°F

und 180°F 2 100°C,

op=100.~_ 5,
also 1°F = 180 C—9 C.
Dann gilt
+41°F=%(41—32)°C=5°C
bzw. —49° =%[(—49)—32]°C

= —45°C
oder mit Variablen
n°F = %(n -32)°C.

b) Jetzt sind
100°C 2 180°F
180 9

1°C2 ——°F=-=°F.

bzw. 100 5

Dann gilt )
+20°C = (%-20 + 32)°F =68 °F

bzw. —-15°C= [%(fIS) + 32] °F=5°F
oder mit Variablen

m°C= (% m+ 32)°F.

c) Es sei n die MaBzah), dann gilt

9 _5
?n+32— 9 (n—32),
81n + 1440 =25n — 800,
n=—40.
Bei —40 gilt also —40°C = —40°F
Ph9m174
Geg.: m=1285kg Ges.: t
P=38kW=138000W
80
v —80km/h—§m/s

Die Zeit ergibt sich aus der'Gleichung fiir
die Leistung P=F-v mit F=ma und
a =1v/t; denn die Kraft bleibt konstant,
wihrend die Geschwindigkeit stindig zu-
nimmt.

Dann ist P= Fv,

P=m-v2

t

L mev?

Alsoist 4 = P
A= 1285kg- 802 - m?-s*

38000 kg-3,62-s2-m?’
A=1678=17s.

Der Pkw erreicht nach rd. 17 Sekunden

eine Geschwindigkeit von 80 km/h.

Ph10/12m 175
Geg.: Lastarm I =2,5cm
Kraftarm b=10cm
Kraft F = 500 mN
Auslenkung o = 20°
Fiir den zweiseitigen Hebel gilt
L-I=F-k

Ges.: Last L

bzw.

Mit sina=k/b bzw. k=b-sine ist
schlieBlich
L= F-b-lsina,
500 mN - 10 cm - sin 20°
L= ]
2,5cm
L=684mN.

Der Brief hat ein Gewicht von 684 mN.

Ch7m137
1. 506 g Superphosphat 2 142 g P,0;
100 g Superphosphat £ m
_ 100g-142¢
M= S06g=28,1¢g
2. 620 g Thomasmehl £ 284 g P,0;
100 g Thomasmehl £ m
100g-284g _
= 6202 =458¢g
3. 262 g Magnesiumphosphat £ 142 g P,0;
100 g Magnesiumphosphat £ m
100g-142¢
= 262¢ 542¢g
542g2100%
me 80%
m=434g
4. 5458 g Nitrophoska 2 142 g P,0;
100 g Nitrophoska 2 m

100g-142g _
=s4ssg 2008
Diingemittel %-Gehait an P,0s
1. Superphosphat 28,1
2. Thomasmehl 45,8
3. 80%iges
Magnesiumphosphat 43,4
4. Nitrophoska 26,0
Ch8m138
a)1187,5g m, my
2 AL + 3Ca(OH),+6H,0 —
54g 222 ¢ 108¢g
3Ca0- A1203
x 6H,0 + 3H,
67,21
V= 1187,5g-67,21 _ 1,5 m?

S4g
1,5 m® Wasserstoff werden bei dieser Reak-
tion ausgetrieben.
_ 1187,5g-222¢

b) my 543 =49ke
_ 1187,5g-108g _
m, = S4g =2.4kg

Fiir die Reaktion werden 4,9 kg Kalzium-
hydroxid und 2,4 kg Wasser bendtigt.

Ch9 w139 Volumen-Stahlrohr

=7 h(di-d)
V= % 600 m [(0,038 m)? — (0,030 m)?]
v=2-600m-0,0005 m? = 0,236 m*
Volumen PVC-Rohr

y=2
Q 3
_1tem’ _ 3
~3sg ~075m
0,236 m? Stahlrohr € 600 m

0,725 m* PVC-Rohr 2 x
_0,725m*-600m _
T o36m  LBkm
1,8km PVC-Rohr lassen sich aus einer
Tonne PVC-hart herstellen.

alpha, Berlin 19 (1985) 5 - 119



Ch 10/12 m 140
x y F4
2A1 + 3H,S0,— Al, (SOy); + 3H, 1

54g 294pg 342g
342x
= o =
z2=1232% 54 18}
76,8z
= o = L
w=768% 232 an
Einsetzen von (I) in (II)
_342x-76,8
54-232
w+y=100%
y=c%
_100%-y
== 5 am
294x
) av)
Einsetzen von (IV) in (III)
_ 294x-100%
S4(w+y)
. 9,
c= 294x-100% —20,6%
76,8 -342x +204
23,2 x

Die Schwefelsdure muB 20,6%ig sein, da-
mit eine Aluminiumsulfat-Lésung der an-
gegebenen Konzentration entsteht.

Losungen zu:

Eine Aufgabe - verschiedene Varianten
mit steigendem Schwierigkeitsgrad

Heft 5/85

Klasse 5
Der Streckenzug BCDA hat die Linge
18cm—-8cm=10cm. Wegen AD=BD

hat das Dreieck BCD einen Umfang von -

10 cm Linge.

Klasse 6

Verbinden wir den Mittelpunkt E der Seite
AB mit D, d#nn entstehen drei kongruente
gleichschenklig-rechtwinklige Dreiecke,
deren Katheten 4 cm lang sind. Das Vier-
eck ABCD hat deshalb einen Flicheninhalt
von 3-%~4-4cm2 = 24cm’.

Klasse 7

Da das Viereck ABCD ein Sehnenviereck
ist, hat der Winkel BCD die Gro8e
180° — 45°=135°. Wegen 4 CBD = A CDB
hat jeder dieser beiden Winkel die GroBe
%~ (180° — 135°) = 22,5°.

Deshalb hat Winkel ABC die GroBe
45° +22,5°=67,5° und Winkel ADC die
GroBe 90° + 22,5° = 112,5°.

Klasse 8 o

Es sei x die Linge von AD; wegen
AD = BD hat BD auch die Linge x. Nach
dem Satz des Pythagoras gilt x? + x? = 2x?,
2x2=64, x2=132, also x=4-y2 ~5,66.
Die Seite AD ist rund 5,66 cm lang. Es sei
y die Linge von BC bzw. CD; dann gilt
ylayt=xly? 4yt =32, 2y? =32,
yr=16,alsoy=4. .

Die Seiten BC und CD sind 4 cm lang.
Klasse 9

Die Seite AD hat die Linge 4- ‘/2- cm (ver-

120 - alpha, Berlin 19 (1985) 5

gleiche Losung fir Klasse 8). Wegen
BD = 4D hat auch BD die Linge

4-1/2_ cm.

Fir den Flicheninhalt 4, des Vierecks
ABCD gilt somit

A=fy=5 42 -ht 5 (-2,
also

A=f(R)=2-y2 - h+16=2-(y2 +4) h.

Klasse 10

Der Winkel ABC hat die GroBe 72°, der
Winkel ABD die GrdBe 45° folglich hat
der Winkel DBC die GroBe 27°, der Winkel
BCD die GréBe 180°—2-27°=126°. Nun
hat 4D die Linge 4- 2 cm (vergleiche Ls-
sung fir Klasse 8); deshalb gilt

BC:(4-y2) =sin27°:5in 126°, also
4-42 -5in27°  4-42 -sin27°

BC=—gn126° =~ sin5&
__4-42-sin27°
2-8in27°-cos27°’

BC=CD = 2:42 ~317.

cos27°
Die Seiten BC und CD sind rund 3,17 cm
lang.

Lésung zu: Auf Fehlersuche
Quadratmeer (t), Lehrsitz (a), beweinen (s},
Kreisdurstmesser (ch), Rachenoperationen
(e), DurchschittsgroBe (n), Faselschreiber
(r), Rechenhaft (e), Symmetrieasse (ch),
Schulzahlarzt (n), Rast (e), Drachenvie-
heck (r) — Taschenrechner.

Diese geometrische Zeichnung sandte ein:
Maria Neumann, Oberschule Vellahn (K. 6)



Schachwettbewerb
Begeisterte Zustimmung

,Euren Schachwettbewerb finde ich ganz
prima“ (A.Hackenberger, Zedlitz). — ,,Sehr
schon fand ich wieder den Schachwettbe-
werb 1984. Als AG-Leiter in unserer POS
war das auch das richtige Mittel fiir meine
Schiiler* (K.-D. Stegmann, Erfurt). -
~Durch den Schachwettbewerb fand ich
seit langer Zeit das erste Mal wieder zum
Schachbrett. Fiir diese Anregung mochte
ich alpha danken.“ (G. Glockmann,
Jena) — ,Die Losung der acht Schachauf-
gaben hat mir viel SpaB gemacht. Der al-
pha-Schachwettbewerb ist eine gute Idee.“
(St. Karsch, Dresden)

So und #hnlich duBerten viele Teilnehmer
ihre begeisterte Zustimmung zu dem
Schachwettbewerl) in alpha. Auch die Mei-
nungen und Einschidtzungen der Leser zu
den Aufgaben wurden mit Interesse gele-
sen und ausgewertet. Wir danken allen 898
Einsendern herzlich fiir ihre Teilnahme.
Neben den jiingsten Teilnehmern, die acht
Jahre alt waren, konnten wir als ilteste
Teilnehmer Elisabeth Moller (Bad K6-
sen/79 Jahre), Fritz Rauhe (Wendgri-
ben/80 Jahre) und Erwin Huth (Schul-
pforte/81 Jahre) begriiBen. Lobend erwih-
nen mochten wir auch jene Einsender, die
den Mut hatten, auch die Losung flir nur
einige Aufgaben einzusenden.

Lésungen

Ala

1.Th6  g:hé 2.g7 matt (1P.).
8 (- L beliebig 2: T:h7 matt (1P.).
A2a

1.Df8+ T3 2. Se7 matt (1P.).
1 (SO K:f8 2. Th8 matt (1P.).
Ala

1. Tel K:el 2. Dd2 matt (1P.).
) Lg2 2. Dh4 matt (1P.).
1 L beliebig 2. Dgl matt (1P.).

Diese Aufgabe war von Sam Loyd, ,Musi-
cal World“ 1859. Viele Loser gaben hier als
Losung 1. Dh4+ Kg2 2. Tg4 matt an, wenn
jedoch Schwarz 1. ... Kgl spielt, ist durch
2: Tg4 kein Matt méglich, weil 2. ... Lg2
erfolgt!

Ada
1. Tg8+ K:g8 2. S:f6++ Kh8 (f8)
3. Tg8 matt (2 P.).

1 Kh7

e 2. 8:6+ T:u6
3. T3g7 matt (2 P.).

ASaA
1.Dh7+ K:h7 2.T:.g7+ Kh8
3. TH7+ Kg8 4. Tbg7

matt @4P.).
AGA
1. Da2+ Kh8 2.8f7+ Kg8
3.Sh6++ Kh8 4.Dg8+ T8
5.Sf7 matt (5P.).
AT A
1. Sf5 L:h8 2. Sg7 L:g7
3.L:g7 matt (3P.).
1. ... L beliebig
2.Lg7(+)  L:g7/L beliebig
3.Thl/L:L matt (3P.).

Diese Aufgabe von André Chéron aus dem
Jahre 1930 wurde vielfach als die schonste
Aufgabe von den Teilnehmern angesehen.
Der. Versuch mittels 1. Tg8 ein Matt in 3
Ziigen zu erreichen, scheitert an 1. ... Ld4.

A8a

1. Ka7 droht 2. Tb8 matt.

1. ... L:b4 2. c4 matt (2 P).
1. ... T:b4 2. Sc3 matt (2 P.).
1. ... ab4 2. Tc5 matt 2 P.).

Bei dieser preisgekronten Aufgabe des Nie-
derlanders Cor Goldschmeding gab es die
meisten Fehllosungen. Die Versuche 1.
Lel? a:b4!, 1. ¢3? T:b4!, 1. Tc4? L:b4! kén-
nen jeweils durch Schwarz pariert werden.

286 Teilnehmer erreichten die volle Punkt-
zahl. Auch Giinter Oeser aus Zwickau. Er
verfaite die Losung der Aufgaben zusitz-
lich in Versen:

Bei Nummer 1 da war's noch leicht,

da hat der Turm nach hé6 gereicht.

Bei Nummer 2 wurde es so gemacht,

ein Damenopfer kldrte alles auf f acht.

Bei Nummer 3 war es mir klar,

dap der Laufer vollig sinnlos war.

Der Turm wurde auf el gesetzt,

die Dame stellte matt zuletzt,

Bei Nummer 4 hatte ein Springer sehr viel Macht,
der erste Zug war Turm auf g acht.

Besonders wichtig war’s, die Dame richtig zu fiihren,
daf bekam man bei Nummer 5 zu spiiren.

Der Kinig staunte gar nicht schlecht,

das Schach auf h7 war ihm nicht recht.

Das Problem Nummer 6 war nicht leicht zu erkennen,.

als erster Zug war Dame a2 zu nennen.

Doch den Gnadenstofl gab, es ist nicht ibertrieben,
der Springer, mit dem letzten Zug auf f sieben.
Bei Nummer 7 kam ich in’s Schwitzen,

ich wollte den Turm immer wieder beschiitzen.
Doch dann kam die Erleuchtung, es wurde mir klar,
dap hier ein Zugzwang im Spiele war.

Mit Springer {5 ging dann alles glatt,

der Laufer stellte auf g7 matt.

Bei Nummer 8 wurde der Konig auf a7 postiert,
davon haben Springer, Turm und Bauer profitiert.
Ich saf manche Stunde, bei Tag und bei Nacht,

es hat mir sehr viel Freude gemacht.

Die Schachprobleme zu l6sen, das wollte ich packen,
es waren ganz schone Niisse zu knacken.

Macht weiter so, liebe alpha-Redaktion,

ich warte auf Wettbewerb ,85“ schon!

Unter den Teilnehmem, die alle Aufgaben
richtig geldst hatten, wurden folgende Ge-
winner ermittelt:

Torsten Kratz (Bad Berka),

Heike Hellmich (Gera-Lusan),

Katja Mikolajek (Dohmen) .

und Mirko Kiihne (Ortrand).

Des weiteren wurden unter allen Einsen-
dern, die zupmindest eine Aufgabe richtig
gelost hatten, Biicher verlost:

Sabine Strohschneider (Stendal), Armd
Birsch (Radebeul), Steffen Scharnowski
(Méser), Ulrike Quaas (Kahla), Kristina
Béttger (Gorlitz) und Elke Schulz
(Potsdam). .

Allen Gewinnern unseren herzlichen
Gliickwunsch!

»~Auch wenn nicht alles stimmen sollte, hat
mir das Losen der Aufgaben viel SpaB ge-
macht“ (K. Fritsch, Johanngeorgenstadt).
Eine lobenswerte Einstellung zu einem
Wettbewerb, der eine ,Anregung zur Be-
schiiftigung mit diesemn schonen und inter-
essanten Spiel liefert“ (R. Wojatschke, Ber-
lin). Fiir T. Kitschke (Halle) war es ,ein
Stiindchen Abwechslung wihrend des Stu-
diums*“ oder wie es A. Hunstock (Quedlin-
burg) ausdriickte: ,So habe ich einen Fern-
sehabend eingespart und niitzlich ver-
bracht.“
oinsgesamt — das ist mein personlicher
Eindruck - ein feines Schacherlebnis fir
jedermann (sofern tieferes Interesse am ké-
niglichen Spiel vorhanden) und ein Stiick
Werbung dafiir, daB man sich weiterhin
auf das Abenteuer der 64 Felder einlidBt.“
(F. Hoffmann, WeiBenfels)
»Ich wiirde mich freuen, wenn Sie auch im
Jahre 1985 wieder einen Schachwettbewerb
starten, und ich wiirde dann wieder sehr
gern daran teilnehmen.“ (K. Pohlheim,
Leipzig) ,Ich hoffe, daB dieser Schachwett-
bewerb auch in diesem Jahr wieder ausge-
tragen wird.“ (J. Wagner, Raschau)
Angesjchts der zahlreichen Wiinsche nach
der Fortsetzung des alpha-Wettbewerbs
wird eine neue Schachknobelei vorbereitet.
Sie erscheint in Heft 6/1985, und wir laden
alle alpha-Leser schon jetzt recht herzlich
zur Teilnahme ein!

J. Lehmann/H. Riidiger

Uwe Pitz, Crivitz (32J)




Nachgedacht und mitgemach.

Schneide die Figuren in jeweils zwei kongruente Teile!
aus: Pythagoras, Groningen (Niederlande)
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Gitterpunktpolygone —
Flachenberechnung einmal anders

Eine merkwiirdige Flichenformel

In diesem Beitrag wollen wir den Fldchen-
inhalt von Gitterpunktpolygonen berech-
nen. Das sind ebene Figuren, die von
einem geschlossenen Streckenzug begrenzt
sind, wobei die Ecken Gitterpunkte eines
vorgegebenen regelmiBigen Rasters (z. B.
klein- oder langkariertes Rechenpapier)
sind und die Seiten sich gegenseitig hoch-
stens in den Eckpunkten schneiden
(Bild 1). Soll der Fliacheninhalt einer sol-
chen Figur bestimmt werden, so wiirde
wohl jeder damit beginnen, sie in Drei-
und Rechtecke zu zerlegen, deren Inhalte
berechnen und anschlieBend diese Zahlen
addieren. Eine andere, verbliiffende Me-
thode ist folgende: Wir zdhlen die Gitter-
punkte im Inneren der Figur (fir Bild 1:
i=21) und dic auf dem Rand (r = 16),
dann bilden wir i+ %r —1=28, welches
die MaBzahl des Flacheninhaltes der Figur
von Bild 1 ist.

|
Bild 1 '
7
/
/
Bild 2
v

Die Fliacheneinheit ist dabei der Inhalt
eines kleinsten Gitterpunktquadrates. Die
gleiche Beobachtung macht man bei der
Figur aus Bild 2
(i=2, r=6,i+%r—1=4=A>,
wenn man beriicksichtigt, daB die Flichen-
einheit jetzt durch ein kleinstes Gitter-
punktrechteck bestimmt wird. Zufall oder
GesetzmiBigkeit? Wir werden im weiteren
zeigen, daB fiir den Flicheninhalt eines
Gitterpunktpolygons stets gilt:

A=i+ %r -1.
(Dieser Zusammenhang wurde erstmals
1899 von G. Pick erkannt und bewiesen.)

Gitterpunktrechtecke

Zunichst untersuchen wir Vierecke, deren
Eckpunkte Gitterpunkte sind und deren
Seiten parailel zu den Geraden des Gitters
verlaufen. Die Bezeichnung Gitterpunkt-
rechteck fiir solche Figuren ist natiirlich
nur dann sachgemif, wenn die nichtparal-
lelen Gitterlinien rechtwinklig zueinander
verlaufen.
Wir wollen dies vorliufig annehmen. Alle
Aussagen gelten aber ebenso auch fiir an-
dere Gitter (vgl. Aufgabe 1).
Hat ein Gitterpunktrechteck Seiten der
Liangen a und b (jeweils in Einheiten der
Sejtenldnge eines kleinster, Gitterpunkt-
rechtecks), sc iiegen r=2(a + b) Gitter-
punkie auf dem Rand und
i=(a—1)(b—1) im Innern der Figur (vgl.
Bild 3.2 mit a =6, b =5).
Wir erhalten also:
i=ab—a-b+1
=agb—-(a+b)+1

1
—ab—7r+1

bzw. ab=i+—;—r— 1.
Nun .st A = ab aber genau der Flichenin-

halt eines solchen Rechtecks, somit gilt un-

sere Formel A =i+ lr — 1 also flir jedes

2
Gitterpunktrechteck.
Bild 3a
Bild 3b
Y

Auch fiir Gitterpunktdreiecke mit zwei par-
allel zum Gitter liegenden Seiten gilt die
Formel. Solche Dreiecke kann man sich
entstanden denken aus der Halbierung
eines Gitterpunktrechtecks entlang einer
seiner Diagonalen (Bild 3.b). Besitzen die
auf dem Gitter liegenden Seiten die Lin-
gen a und b, so schlieBen wir fiir das
Dreieck folgendermaBen:
r=(a+b)y+1+r,.

Dabei ist r; die Anzahl der auf der dritten
Seite (Diagonale des zugehdrigen Gitter-
punktrechtecks) liegenden Gitterpunkie,
die nicht Eckpunkte des Dreiecks sind.
Wie das Beispiel aus Bild 3.2 zeigt, kann
gelten: r; =0. Fir eine weitere Aussage
iiber ry betrachten wir das zugeordnete Git-
terpunktrechteck mit Seitenlingen a und
b. Es enthidlt (a — 1) (b — 1) Gitterpunkte
im Inneren.
Zihlen wir diese als Punkte der beiden
Teildreiecke, die durch Halbierung entlang
einer Diagonalen entstehen, so erhalten
wir fir diese Zahl (2i + r;). Dabei ist noch
zu iberiegen, daB die beiden Teildreiecke
gleichviel innere Punkte enthalten; dies ist
aber richtig, da sie durch Geradenspiege-
lungen an Gittergeraden und Vemschiebun-
gen um ganzzahlige Vielfache der Langen-
einheit miteinander zur Deckung gebracht
werden kénnen.
Aus der Gleichheit der beiden Ausdriicke
fiir die Anzahl der inneren Gitterpunkte
folgt:

rp=(@-1)(}b-1)-2i
Setzen wir dies weiter oben ein, so srgibt
sich:

r=a+b+1l+tab—a--»b

+1-2i '

bzw.%ab= i+%r—1,

1
was wegen 4 =7ab die Richtigkeit der
Formel auch fiir die betrachteten Gitter-
punktdreiecke zeigt.

Zerlegung in Elementardreiecke

Um die Giltigkeit der Formel fiir allge-
meine Gitterpunktpolygone zeigen zu kén-
nen, denken wir uns 2ine solche Figur in
eine endliche Anzahl von Teildreiecken
zerlegt, die selbst wieder Gitterpunkt-
dreiecke sind. Sollte es unter diesen
Dreiecke geben, die im Inneren noch Git-
terpunkte enthalten, so zerlegen wir sie
weiter, bis nur noch Gitterpunktdreiecke
ohne Gitterpunkte im Inneren vorliegen.
Das gleiche geschieht mit Teildreiecken,
die auBer den drei Eckpunkt.n noch wei-
tere Gitterpunkte auf ihren Seiten enthal-
ten. Damit erhalten wir unsere Ausgangsfi-
gur zerlegt in eine endliche Anzahl von
Gitterpunktdreiecken, die nur in ihren Ek-
ken Gitterpunkte aniweisen. Gitterpunkt-
dreiecke mit dieser Eigenschaft nennen wir

Bild 4

Elementardreiecke. Bild 4 zeigt eine mogli-
che Unterteilung des Gitterpunktpolygons
aus Bild 1 in Elementardreiecke.

Wir zeigen nun, daB unsere Flichenformel
fir jedes Elementardreieck gilt, d. h., daB
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jedes solche Gitterpunktdreieck den Fli-

cheninhalt % hat

. ., 1 _1
(1—0,r—3.1+ 2 r—1= 2).
Fiir einige Spezialfille kann man dies so-
fort nachpriifen, es kénnen aber auch sehr
allgemeine Lagen auftreten (Bild 5).

Bild 5

Die Kenntnis von der Richtigkeit der For-
mel fir Gitterpunktrechtecke und deren
Halbierungsdreiecke wird uns beim Beweis
eine groBe Hilfe sein. Betrachten wir die
lingste Seite eines Elementardreiecks als
Diagonale eines Gitterpunktrechteckes, so
kommt das Elementardreieck ganz im In-
neren dieses Gitterpunktrechtecks zu lie-
gen. Ist etwa F, ein Elementardreieck
(Bild 6), so erhalten wir ein Rechteck mit
den Seitenldingen a und b und in ihm Teil-
figuren (simtlich Gitterpunktdreiecke und
-rechtecke) F,, F,, Fy, Fq (b=by+ b,
a =a,+ a, — Numerierung entsprechend
der angrenzenden Flichen).

Bild 6
F b
F
b f 2
Fy by
£y
a, (A
Offenbar gilt: Adg=A—-(A;+4;+ A,

+ A,), wobei fur alle Flicheninhalte auf
der rechten Seite der Gleichung die Fla-
chenformel anwendbar ist. Wir zdhlen nun
fiir diese Flichen die Gitterpunkte auf den
Seiten bzw. im Inneren:

F;: rn=a+b+1, im Inneren: i,

F,: r,=a3+ b, +1, im Inneren: i,
Fy: r;=2(a; + by, im Inneren: i,
F,: rq=a4+ b3 +1, im Inneren: i,
F: r=a+b+b,+by+asta,

i=ii+ih+i+i,+ta+b—1
(Man beachte, daB iy, =0 ist und Punkte
auf der gemeinsamen Seite von F, und F,
bzw. von F;und F, zu inneren Punkten von
F werden.)
Also gilt:
A+ A, + A+ Ay

I
=11+12+13+14+7[a+b

+1+03+b2+1+2(ag+b3)
ta + by+1]- 4

=g~ bt D+ (r+d)

+a3+b3—4
.1 3
=j4+—p— -
i 2r 3+2
Lo 1 3
=j4—p——
T
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und somit:
A0=A_(A1+A2+A3+A4)
et g+, 3
—1+2r 1 (1+2r 2)
341
B R

Zusammenfiigen aus Teilfiguren

Uns stehen nun Teilfiguren zur Verfiigung,
fiir die die Flichenformel gilt und aus de-
nen sich jedes Gitterpunktpolygon zusam-
mensetzen 1dBt. Speziell fir Flementar-
dreiecke hatten wir im vorhergehenden
Abschnitt ein Verfahren angegeben, um
eine entsprechende Zerlegung zu finden.
Betrachten wir nun zwei Gitterpunktpoly-
gone F, und F,, fiir die unsere Flichenfor-
mel gilt (also am Anfang etwa Elementar-
dreiecke) und die gemeinsame Punkte auf
einer Seite haben (Bild 7). Zusammen er-
geben sie dann das Gitterpunktpolygon F
mit Fldcheninhalt 4 = 4, + A4,. Gilt fiir die
Berechnung von A4 ebenfalls unsere Fli-
chenformel?

Bild 7

Al (A

"Ja, denn es ist:

o1 .
A1=11+7r1—1

Az = iz + %rz -1

mit r,=r, +7+2 (k=1;2), wobei r; die
Anzahl der Gitterpunkte auf den Seiten
von F, ist, die nicht gleichzeitig zur zwei-
ten Teilfliche pehdren. (Fr+2) Gitter-
punkte gehéren gleichzeitig zu F, und F,,
davon werden 7 beim Zusammes: iegen zu
inneren Punkten von F.
Es gilt also weiter:
r=rtrp+2i=i+i+7.
Somit ist:
i=i+ iz+%[(r1— ri—2)

+(n—r;—-2)]

1
=itit () -2

also:

A =Al+A1=(i1+%r1—1)
+(i1+%f2"1)=i+_;‘r'—l. '

Da wir nun jedes Gitterpunktpolygon
schrittweise aus Teilfiguren zusammenset-
zen konnen, flir die jeweils die Flichenfor-
mel gilt, zeigt uns dieser SchluB, daB die
Flichenformel auch fir die Gesamtfliche
giiltig ist.

Andere regelmifiige Gitter

In einem Beitraz von R. Klette im
Heft 6/1983 der alpha ist gezeigt worden,
daB neben einem Gitter, das aus Quadra-
ten aufgebaut ist (orthogonales Gitter), nur
noch zwei weitere regelmiBige Gitter exi-
stieren: das trigonale und das hexagonale
(aus regelmiBigen Drei- bzw. Sechsecken).
Wie sieht die Flichenformel fiir Gitter-
punktpolygone auf diesen Gittern aus?

In einem trigonalen Gitter konnen wir
ohne Miihe je zwei kleinste Teildreiecke so
zusammenfassen, daB ein Gitter entsteht,
dessen kleinste Teilfiguren Rhomben sind
(Bild 8). Fiir dieses Gitter gilt die schon be-
wiesene Flichenformel (vgl. Aufgabe 1).
Da ein kleinster Teilthombus den doppel-
ten Flicheninhalt eines Ausgangsteil-
dreiecks besitzt, folgt also fiir das trigonale

Gitter: A =2(i+%r— 1).

Bild 8

KAHAAAHA

Fiir Gitterpunktpolygone auf dem hexago--
nalen Gitter kann es keine Flichenformel
geben, die nur mit inneren und Randpunk-
ten dieses Gitters arbeitet. Dazu betrach-
ten wir ein kleinstes T:ilsechseck in die-
sem QGitter und die Gitterpunktdreiecke
ABC und ABC’ (Bild 9a, b). Beide besitzen
die gleiche Anzahl von inneren und Rand-
punkten, der Flicheninhalt von ABC’ ist je-
doch doppelt so groB wie der von ABC.
Gibt es einen Ausweg?

Bild 9a
[
A B
Bild 9b 1
A 8
Bild 10

NOINANINNININ/N/
INNONININININANN
NOINOINNINNN
\VAVAVAVAVAVAVAVA

Naheliegend ist die Zerlegung jedes Teil-
sechsecks des Gitters in Dreiecke (Bild 10).
Dabei entsteht ein trigonales Gitter, in
dem wir die eben gezeigte Flichenformel
verwenden konnen. Jeder Gitterpunkt des
hexagonalen Gitters ist auch Gitterpunkt
im trigonalen Gitter - aber es entstehen
noch weitere Gitterpunkte im Symmetrie-
zentrum der Sechsecke, die wir beriicksich-
tigen miissen! Seien fur ein Gitterpunktpo-
lygon iy und ry die Anzahl dieser zusatzli-
chen Punkte im Inneren bzw. 2uf dem



Rand der Figur, so erhalten wir, da ein
kleinstes Teilsechseck aus sechs Teildreiek-
ken aufgebaut ist:

1 L. 1
v [2((1 + ip) + 7(r + rg) — 1)]
1., . 1 1
=g +ig+-ertn =7
Fiir die Gitterpunktdreiecke aus Bild 9 fol-
gen hjeraus mit i=i;=0, r=3 und ry=0
(in @) bzw. ro=1 (in b) die richtigen Er-

lun:ld —1-

gebnisse: 3 3

Aufgaben

Ala Man iliberlege sich, warum die For-
mel fir orthogonale Gitter auch fiir Gitter-
punktpolygone auf einem Gitter, deren
kleinste Teilfigur ein Rhombus ist, gilt. Als
Flicheneinheit verwendet man dann die
Fliche eines solchen Teilrhombus.

A2 A Zeige fur orthogonale Gitter: Fiir
ein Gitterpunktpolygon F,, welches ein
»Loch“ F, von der Gestalt eines weiteren
Gitterpunktpolygons enthilt, berechnet
sich der Flicheninhalt 4, nach:

A =i+ %(n + 1)

(i; — Anzahl der inneren Punkte von F;; ry,
r, — Anzahl der Punkte auf dem duBeren
bzw. inneren Rand von Fy, r, = 3.)

A3 a Die Betrachtung liber die Flichen-
berechnung auf orthogonalen Gittern las-
sen sich nicht analog auf die Volumenbe-
rechnung von dreidimensionalen Gitter-
punktpolyedern iibertragen. Man verdeutli-
che sich dies mit Hilfe einer Pyramide mit
Ecken in (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0) und
Spitze in (1,1,1) bzw. (1,1,k) mit k> 1,

Mit dem
Taschenrechner

Ala Kakoe uyHMCNIO HyXHO ITOCTaBHThL
BMECTO 3HAKa ,7“ B NOCIENOBaTEeNbHOCTH:
1,17, 37,177, 1, 317, ...?

A2 A [IlepecrabbTe B KaXOoM psay IO
ONHOM CNMYKe TaK (CM. PMCYHOK), YTOORI
Be3lle 0Ka3aloch BEPHOE PaBEHCTBO.

V=1l - \/ili
Vi=[i4= il
Vil= 4= i

A3 A Symmetrical Pattemns:
What numbers are represented by these
symmetrical patterns?

N IR BN R g * * * *
keN. al®* % %| Db|lxx x=x
R. Werner I EEEE: * % K ®
* M * % W ¥ K
Buchtip cl® % x| d|* *
fiir unsere jiingsten Leser *xx LA
Lehmann, Johannes
3 plus 8 und mitgemacht ol * *
* * N M * W *
Berlin: Volk und Wissen 1985. 80 S, | ol fle % % = * % %
etwa 120 Abb,, 2,60 M * % * % * * * X Ok %
(Mathematische Schiilerbiicherei Nr.121)
Bestell-Nr. 707 8577
% ¥ ¥ LA K 3
Dieser Band ist eine Fortsetzung des er- Wl o** I
folgreichen Titels 2 mal 2 plus Spaf dabei. * * N w =
Er enthiilt viele interessante Aufgaben, Re- *x ¥ % * ¥ *

chenspiele und Knobeleien, die geeignet
sind, Schiiler der Unterstufenklassen zur
Beschiftigung mit der Mathematik in der
Freizeit anzuregen. Dabei gibt es auch
viele Aufgaben, die der Festigung des im
obligatorischen Unterricht erworbenen
Wissens dienen. Die kapitelweise zusam-
mengestellten Losungen aller Aufgaben er-
moglichen eine schnelle Kontrolle. Durch
den stindigen Wechsel von Aufgaben und
lustig gestalteten mehrfarbigen Bildern
werden Kinder der genannten Altersstufen
besonders angesprochen.

aus: Mathe i. d. Schule, Berlin

How many lines of symmetry (if any) has
each pattern? Which patterns have rotatio-
nal symmetry?

Ad4a Un journal comporte 36 pages et
tire 4 600 000 exemplaires par jour. Chaque
page est un rectangle dont les dimensions
sont S0cm et 33 cm. Autour de chaque
page existe une marge non imprimée de
largeur égale 4 2 cm.

a) Quelle est I'aire de la surface imprimée?
b) Quelle est 'aire du papier nécessaire au

tirage quotidien du journal?

Aus Zahlen werden
Worte

Wenn man die Ziffernanzeige eines elek-
tronischen Taschenrechners auf den Kopf
stellt, kénnen fast alle Ziffern als Buchsta-
ben gelesen werden. Es entspricht:

1=1 2=Z 3=E
4=h 5=8§ 7=L
8=B 9=G 0=0

Man kann nun Aufgaben formulieren, bei
denen als Ergebnis eine Zahl erscheint,
die, auf den Kopf gestellt, ein sinnvolles
Wort ergibt, zum Beispiel
9283-4=137132=ZEILE. Aus diesen
Moglichkeiten lassen sich Spiele mit dem
Rechner ableiten.
Fiir ein Spiel, an dem ein Spielleiter und
zwei Mitspieler beteiligt sind, kénnen fol-
gende Regeln aufgestellt werden:
Der Spielleiter gibt eine Aufgabe vor.
000000: 53 = BEIL
Welche sechsstellige Ausgangszahl muB
durch 53 dividiert werden, damit als Ergeb-
nis das Wort BEIL abzulesen ist? Beide
Mitspieler suchen mit Hilfe eines Rech-
ners die geforderte Zahl. Wer als erster fer-
tig ist, ruft: Stopp. Es wird gepriift, ob der
Spieler die Ausgangszahl ermittelt hat.
Bei einem richtigen Ergebnis erhélt er
einen Punkt gutgeschrieben. Hat er falsch
gerechnet, erhdlt sein Gegenspieler den
Punkt. (Im Beispiel ist 378 314 die richtige
Losung.) Die Art der Bewertung veranlat
die Mitspieler einerseits zu ziigiger Berech-
nung, hindert aber auch vor zu schneller
und oberflichlicher Arbeitsweise, da bei
Fliichtigkeitsfehlern der Punkt an den Geg-
ner verlorengeht, auch wenn der noch kein
Ergebnis oder ein falsches Ergebnis hatte.
Gespielt wird eine vorher vereinbarte An-
zahl von Aufgaben; gewonnen hat der Spie-
ler mit den meisten Punkten. Hier noch ei-
nige Vorschlige fir Aufgaben:

100000 — 00000 = ZIEGE
(Losung: 60688)

(00)? + 113 = EILE
(Losung: 60)

0000 - 45 = SEGEL
(Lbsung: 1643)

Dr.H. aus ND v. 30./31.3. 85
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Zum Verhaltnis von Kunst
und Wissenschaft am Beispiel
der Ornamente und der Mathematik

Teil 2

Wie unterscheidet
der Mathematiker Symmetrien

an ebenen Figuren?
Symmetriebildungen

Es ist klar, daB fiir die individuelle kon-
krete kiinstlerische Gestaltung von ebenen
symmetrischen Gebilden eine unerschdpf-
liche Skala von Moglichkeiten bereitsteht.
Unterschiedliche Einzeldarstellungen kdn-
nen aber dennoch die gleiche Symmetrie-
struktur aufweisen. So haben beispiels-
weise alle in Bild 11 angegebenen Zirkelor-
namente fiir Folkloremotive die gleichen
Symmetrien wie ein regelmiBiges Sechs-
eck.

BSC
D&

Bild 11
Zirkelsterne und Zirkelrosetten
mit Sechseck-Symmetrie

Fiir beschrinkte ebene Figuren erkennt
man zwei unterschiedliche Grundtypen
von Symmetrie:

1. Die Figur weist nur Drehsymmetrie auf.
2. Die Figur weist neben Drehsymmetrien

auch Spiegelsymmetrien auf.

Musterbeispiele fiir rein drehsymmetrische
Figuren gibt das Wirbelrad her. Die Blattro-
sette ist dariiber hinaus nock spiegelsym-
metrisch.

Fiir jeden dieser beiden Grundtypen kann
man durch Auswahl der Anzahl der regel-

AVISOASY
AYASHRLY

Das Wirbelrad und die Blattrosette
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miBig angeordneten Speichen beim Wir-
belrad bzw. der Lanzett-Blitter bei der
Blattrosette noch die Symmetriefiille be-
einflussen.

Wieviel Drehsymmetrien bzw. Spiegelsym-
metrien sind fir jedes dieser Beispiele
moglich? Die Drehungen miissen sicher-
lich um den Kreismittelpunkt erfolgen, die
Spiegelungen an Geraden durch den Kreis-
mittelpunki. (Die Geraden, an denen ge-
spiegelt wird, heiBen die Spiegelachsen.)
Die Anzahl der Spiegelsymmetrien ist ein-
deutig bestimmt. Bei den Wirbelridern ist
sie 0, bei den Blattrosetten 2, 3 und 4. Hin-
gegen ist die Anzahl der Drehungen erst
eindeulig bestimmt, wenn man sich auf
Drehwinkel beschrinkt, die zwischen 0°
und 360° liegen und man die Drehrichtung
vorschreibt. Ublicherweise versteht man
unter der mathematisch positiven Dreh-
richtung die Drehrichtung im Gegensinn
zur Uhrzeigerdrehrichtung. (Diese Aus-
wahl hidngt mit den Koordinatensystemen
zusammea.) Weil bei der Volldrehung die
urspriingliche Lage wieder hergestellt ist,
sieht man die Nulldrehung und die Voll-
drehung als gleich an. Durch beide wird ja
jeder Punkt der Ebene in sich iibergefiihrt.
Beide bestimmen also dieselbe Abbil-
dung - die sogenannte identische Abbildung
der Ebene. AbbildungsmiBig sind sie
gleich und ihr Unterschied hinsichtlich der
auszufiihrenden Handlungen spielt fir die
Symmetriebetrachtungen keine Rolle. Mit
dieser Zihlung haben dann die Wirbelri-
der und die Blattrosetten 2, 3 und 4 Dre-
hungen. Der magerste Symmetriefall wird
in Bild 13 gezeigt.

Bild 13

Figuren mit nur einer Drehung:

Das rechte Exemplar weist auBerdem
noch eine Spiegelung auf

AuBer durch Drehungen oder Spiegelun-
gen konnte eine ebene Figur noch durch
Verschiebungen (= Translationen) mit sich
zur Deckung gebracht werden. Transla-
tionssymmetrien kommen beispielsweise
bei den beiderseitig ins Unendliche fortge-
setzten Wandfriesen von Bild 10 vor. An
dem unteren Wandfries erkennt man noch
gut eine weitere Art von Symmetrieabbil-
dung. Das ist eine sogenannte Gleit- oder

Schubspiegelung. Das ist eine Zusammen-
setzung von einer Translation (Verschie-
bung) mit einer Spiegelung an einer Achse
in Verschiebungsrichtung. Diese Achse
heiBt die Gleitspiegelachse. Eine Gleitspie-
gelung ist vollig bestimmt durch ihre Gleit-
spiegelachse und den Translationsanteil,
der wiederum durch den Richtungssinn
und die Linge festgelegt ist.

Gibt es noch weitere Arten von ebenen
Symmetrieabbildungen? Im Lehrbuch der
6. Klasse sind die Bewegungen der Ebene
(= Kongruenzabbildungen der Ebene) be-
handelt. Wir haben den dortigen drei Arten
noch eine hinzugefiigt — die Gleitspiege-
lung. Nun kann man beweisen, daBl es
mehr nicht gibt.

In der Ebene gibt es nur die folgenden Ar-
ten von verschiedenen Bewegungen (=
Kongruenzabbildungen = Symmetrieab-
bildungen).

1. Verschiebungen; 2. Drehungen;

3. Spiegelungen; 4. Gleitspiegelungen.

Zu jeder dieser Art gehdren zur konkreten
Festlegung gewisse Bestimmungsstiicke. So
sind dies bei den Verschiebungen die Ver-
schiebungsrichtung, der Richtungssinn
und der Verschiebungsbetrag. Bei den Dre-
hungen sind es der Drehpunkt, der Dreh-
sinn und der Drehwinkel. Die Spiegelun-
gen haben die einfachste Bestimmung -
niamlich-durch ihre Spiegelachse.

Symmetriegruppen
Ornamentegruppen

Aus zwei Symmetrieabbildungen einer ge-
gebenen ebenen Figur F kann durch Zu-
sammensetzung der Abbildungen, indem
man sie also hintereinander ausfiihrt, eine
neue Symmetrieabbildung von F gewon-
nen werden. Der einfachste Typ der mdgli-
chen Symmetrieabbildungen war, was de-
ren Bestimmungsstiicke angeht, die Spie-
gelung. Wieweit kommt man mit den
Zusammensetzungen von Spiegelungen?
Aus zwei Spiegelungen an den verschiede-
nen Geraden g und h entsteht durch deren
Zusammensetzung — oder deren Produkt,
wie man auch sagt — entweder eine Ver-
schiebung oder aber eine Drehung. Die
Verschiebung ergibt sich genau in dem
Falle, wenn die Spiegelachsen parallel
sind.

Eine Drehung entsteht genau dann, wenn
sich die beiden Spiegelachsen schneiden.
Der Schnittpunkt der Achsen ist zugleich
der Drehpunkt. Man sieht hierbei noch,
dafB} im Unterschied zum Produkt von Zah-
len, wo die Reihenfolge der Faktoren kei-
nen EinfluB auf das Ergebnis hat, beim
Produkt von Symmetrieabbildungen die
Reihenfolge sehr woh! ausschlaggebend
sein kann fiir das Resultat.

Eine Gleitspiegelung kann immer als Pro-
dukt von drei Spiegelungen dargestellt wer-
den. Eine Spiegelung erfolgt dabei an der
Gleitspiegelachse, die beiden anderen an
zwei Geraden, die zur Gleitspiegelachse
senkrecht stehen. Vom mathematischen
Standpunkt ist die Symmetrie einer ebe-
nen Figur erfaBt durch die Gesamtheit der
Symmetrieabbildungen dieser Figur. Mit



den der Figur F zugehorigen Symmetrieab-
bildungen kann man rechnen - Produkte
bilden. Dieses Rechensystem der Symme-
trieabbildungen einer Figur F nennt der
Mathematiker die Symmetriegruppe der Fi-
gur F.

Wir betrachten beispielsweise ein Rechteck
F, das kein Quadrat ist. Die Symmetrie-
gruppe von F besteht aus vier Elementen:
1. Drehungen: Drehung D um Rechteckmit-
telpunkt mit Drehwinkel 180° und Nulldre-
hung - die identische Abbildung ~ 1.

2. Spiegelungen: S, Spiegelung — an einer
Mittellinie, Spiegelung S, an der dazu
senkrechten Mittellinie.

Die Produkttafel fir die Gruppe sieht wie
folgt aus:

1 D S, S,
1 11 1D |18 |18,
p | p1 | pbp |Ds |bs,
S, | s;1 | S,D |85 |S.S,
S, | S,1 | 8D |88 |88,

was schlieBlich folgendes ergibt

1 D S, s,
1 1 D s, s,
D |[p 1 S, S,
s, | s s, 1 D
S, | s, S, D 1

Zur Symmetriegruppe einer beliebigen Fi-
gur gehort stets die Identitdt 1. Sie hat be-
. ziiglich der Produktbildung die gleiche Ei-
genschaft wie die Zahl 1 bei der Produkt-
bildung von Zahlen; das Produkt aus einer
Symmetrieabbildung 4 der Figur mit 1 ist
A, d. h. 14=A41= 4. Aus diesesm Grund
wurde auch die Bezeichnung 1 gewihit.
Dieses Gruppenelement heit auch das
Einselement der Gruppe.

Zu jedem Element 4 der Gruppe gibt es
auBerdem ein sogenanntes inverses Element
A von A. Es ist dadurch gekennzeichnet,
daB es die entgegengesetzte Wirkung auf
die Figur F ausiibt wie A, daB es 4 in der
Bewegungswirkung aufhebt,

d.h.esgilt 44 =44 =1.

Eine jede Spiegelung S an einer Geraden
ist zu sich selbst invers. Ebenso ist eine
180°-Drehung zu sich selbst invers. Keine
Drehung mit einem Drehwinkel ¢,
0<@<360° und ¢ +180° ist zu sich
selbst invers. Das inverse Element zu einer
Drehung ist die Drehung mit dem gleichen
Drehpunkt und dem Drehwinkel 360° — g.
Das mathematische Problem im Zusam-
menhang mit den Ornamenten (ornamen-
tum, lat. = Schmuck, Verzierung) besteht
nun in der Auffindung der méglichen Sym-
metriegruppen in der Ebene. Der einfach-

T

Bild 14

Piktogramme fiir die ersten endlichen
Drehgruppen und die ersten endlichen
gemischten Symmetriegruppen

ste Typ sind die endlichen Symmetriegrup-
pen. Diese heiBen Rosettengruppen, weil zu
jeder ebenen Figur mit endlicher Symme-
triegruppe eine Rosette mit der gleichen
Gruppe gefunden werden kann. Zur Kenn-
zeichnung dieser Gruppen wollen wir fol-
gende Piktogramme benutzen.

Aufgabe 4

Welche Symmetrieabbildungen besitzt ein
Quadrat? Gebt die Produkttafel fiir die
Symmetriegruppe an! Durch welches Pikto-
gramm wird diese Gruppe beschrieben?

Aufgabe 5

In alpha 5/82 sind auf der Riickseite Roset-
ten abgebildet. Davon geben wir hier die
ersten beiden jeden Typs und ihre Pikto-
gramme in Bild 15 an.

Bild 15

~
I GACOAS

D@+

Bestimmt die Rosettengruppen!

Jetzt wollen wir uns den unendlichen Sym-
metriegruppen in der Ebene zuwenden.
Ein Friesornament (= Streifenornament) ent-
steht durch eine Wiederholung einer be-
schrinkten ebenen Figur lings einer ausge-
wihlten Richtung (gegeben durch eine
Gerade). Die  Symmetriegruppe enthilt
dann also gewisse Translationen nach
rechts und links lings dieser Geraden. Es
gibt eine Minimaltranslation. Diese wird in
ihrem Verschiebungsbetrag (+0) in der
Gruppe durch keine eigentliche Verschie-
bung unterschritten. Alle Verschiebungen
sind ganze Vielfache dieser minimalen
Translation der Symmetriegruppe.

Die zu Friesornamenten gehorigen Sym-
metriegruppen heilen . Friesgruppen. Das
mathematische Hauptresultat iiber die
Friesgruppen besagt, daB es gerade genau
sieben verschiedene Typen gibt.

In Bild 16 haben wir Buchstabenfriese zu
diesen sieben Typen angegeben. Der Typ 1
ist der einfachste. Eine unsyrametrische Fi-
gur (ein Buchstabe P) - oder anders ge-
sagt: eine beschrinkte Figur mit der denk-
bar kleinsten Symmetriegruppe (die also
nur aus einem Element besteht) — wurde
nach links und rechts ins Unendliche
durch wiederholte Anreihung fortgesetzt.
Die Friesgruppe besteht nur aus den gan-
zen Vielfachen einer Minimaltranslation,
die etwa die Buchstaben in einem Schritt
nach rechts verschiebt. Der Tvp 2 enthilt
auBer den ganzen Vielfachen der Minimal-
translation noch eine Spiegelung an der
Lingsachse und die Zusammensetzungen
dieser Spiegelung mit den Translationen,
das sind also Gleitspiegelungen. So kann
man auch die anderen Typen aufschliis-
seln.

1 v Y 9 —©
2 0N e BbH oo
= 9 O 9
s pq Pq Pq Pq
4 a o a o
~ O O O
5 e - ey -
6 N a. o oo
~ o O O
7 0 a. o oo
o Vv o o
Bild 16

Ein Wandmusterornament entsteht, wenn
man mit einer ebenen beschrinkten Figur
durch wiederholte Anreihung die ganze
Ebene ausfiillt. Die zugehorigen Symme-
triegruppen heiBen Wandmustergruppen.
Das mathematische Hauptresultat lautet
hier, daB es gerade genau 17 verschiedene
Gruppentypen gibt.

Wir haben in den Bildern 17, 18 und 19
drei flichendeckende Wandmuster nach
dem hollindischen Maler und Grafiker
M. C. Escher angegeben. Das Muster in
Bild 17 hat nur Translationen. Diese kann
man aus zwei minimalen Translationen ge-
eigneter Richtungen durch ganzzahlige
Vielfache zusammensetzen. Zur vollstindi-
gen Beschreibung aller Translationen der
Wandmuster bedient man sich zweckmi-

Bild 18

Bild 19
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Big eines zugehorigen Translationsgitters.
Das ist ein Parallelogrammegitter, welches
als die beiden bestimmenden Paralielo-
grammseiten minimale Translationen hat,
die alle anderen Translationen aufspannen.

Aufgabe 6

Bestimmt alle moglichen Symmetrien dieser
Beispiele! Es sind also Translationsgitter, die
Drehpunkte und die Ordnungen der zugehori-
gen Drehungen, die Spiegelachsen, die Gleit-
spiegelachsen und die minimalen Gleitbetrage
anzugeben,

Trotz der seinerzeit hochstehenden griechi-
schen Mathematik war damals die Aussage
iiber die Anzahl der Friesgruppen und
Wandmustergruppen nicht bekannt. Je-
doch weisen die griechischen Bandorna-
mente an Bauten und besonders die Vase-
nornamente kiinstlerische Belege fiir alle
sieben mathematisch unterschiedlichen
Typen auf. Nach W. Lietzmann findet man
sogar schon in der europidischen Steinzeit
Beispiele fiir alle sieben Friessymmetriety-
pen auf Umen, Schilden, Spangen usw.
Das schwierige Problem der Ermittlung
aller moéglichen Symmetrietypen von
Wandmustern ist im Altertum von den
Kiinstlern nicht bewiltigt worden und von
Mathematikern iiberhaupt nicht angegrif-
fen worden. Dekorationsbeispiele flir alle
'17  Wandmustersymmetrietypen finden
sich wie schon erwihnt bei den Mauren. Es
verbleibt hier noch eine reizvolle mathe-
matisch-historische Fragestellung, welche
der 17 Wandmustertypen bei den alten
Agyptern und Chinesen nicht entdeckt
wurden. Kénnen fiir das Fehlen gewisser
Typen dafiir Kompliziertheitsgriinde gel-
tend gemacht werden? Der bekannte
Schweizer Gruppentheoretiker Andreas
Speiser schreibt in einem seiner Biicher:
,Leider sind die &gyptischen und arabi-
schen Ornamente bisher nie nach ihrem
geometrischen Gehalt untersucht worden,
und so bleibt eines der schénsten Kapitel
der Geschichte der Mathematik noch zu
schreiben.“

Die Autoren dieses Artikels arbeiten an
einem Buch

Mathematik und ornamentale Kunstformen,
welches fir die Mathematische Schiilerbii-
cherei (MSB) vorgesehen ist. Darin werden
ausfiihrlich diese und noch weitere Fragen
erwogen. Fiir uns wire eine AuBerung der
Leser dieses Artikels, insbesondere eine
Behandlung der Aufgaben, sehr hilfreich.
Wir konnten dann sicher besser auf die
Schwierigkeiten der Leser eingehen. Viel-
leicht werden wir sogar auf Omamentbei-
spiele aufmerksam, die unsere Sammlung
wirkungsvoll bereichern. Fiir die Mitarbeit
setzen wir einige Preise in Form von Bii-
chern bzw. Kunstdruckkarten aus.

Aufgabe 7

Sucht in eurer Umgebung nach vorhandenen
Rosettenornamenten, Streifenornamenten und
Wandornamenten.
Zeichnet diese nach Maéglichkeit. Versucht eine
Auflistung ihrer Symmetrien!

U. Feiste/]. Flachsmeyer
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Schriftliche AbschluBBpriifung

Fach Mathematik

Klassenstufe; 10 — Schuljahr 1984/85

Pflichtaufgaben

1. Im Jahre 1975 wurden aus dem Staats-
haushalt der DDR fiir das Bildungswesen
(einschlieBlich Hoch- und Fachschulen)
8,3 Mrd. Mark ausgegeben.

a) 1980 waren die Ausgaben um 18 % ho-
her als 1975.

Berechnen Sie die Ausgaben fiir 1980!

b) 1983 betrugen die Ausgaben 11,1 Mrd.
Mark. Auf Wieviel Prozent stiegen sie ge-
geniiber 19757

¢) Stellen Sie die Ausgaben fiir 1975, 1980
und 1983 in einem Diagramm dar! (Be-
schriftung!)

2. Gegeben ist das Gleichungssystem

@ y=-2x+17

) 3y-6=9x (xy€P).

a) Losen Sie dieses Gleichungssystem

rechnerisch!

b) Betrachten Sie jede Gleichung des Sy-

stems als Gleichung einer linearen Funk-

tion!

— Stellen Sie die beiden Funktionen in
ein und demselben Koordinatensystem
dar!

— Geben Sie die Koordinaten des Schnitt-
punktes S der beiden Graphen an!

3. Von einem Dreieck ABC sind gegeben:

AB=c=89cm.
AC=b=6,7cm.
BC=c=97cm.

a) Konstruieren Sie dieses Dreieck!
Messen Sie die GroBe des Winkels
4 BAC = o, und geben Sie diesen MeBwert
an!

b) Berechnen Sie die GroBe des Winkels o!

4. Die Skizze zeigt ein Werkstiick aus
Stahl (g = 7,8%), das aus einem qua-

derformigen und einem zylinderférmigen
Teil besteht.

Skizze (nicht maBstiblich)

(MaBangaben
in Millimeter)

20

; }_L___._. L ——
/
7 /

50

a) Berechnen Sie die Masse des Werk-
stiicks!

b) Stellen Sie das Werkstiick in senkrech-
ter Zweitafelprojektion im MaBstab 1:1
dar!

(Benennung der Eckpunkte ist nicht erfor-
derlich.)

5. a) Geben Sie unter Verwendung der Va-
riablen n (n € N) drei aufeinanderfolgende
natiirliche Zahlen an, deren kleinste unge-
rade ist!

b) Beweisen Sie, daB folgende Aussage
wabhr ist:

»Wenn die kleinste von drei aufeinander-
folgenden natiirlichen Zahlen ungerade ist,
so ist deren Summe durch 6 teilbar.“

¢) Zeigen Sie, daB die Summe von drei auf-
einanderfolgenden natiirlichen Zahlen
nicht immer durch 6 teilbar ist!

6. a) Berechnen Sie: ‘
42a%b:(-Ta) (a#*0)!
b) Stellen Sie die Formel Ay = 4nr? nach r
um (r > 0)!
¢) Ermitteln Sie x
3= =181!
d) Losen Sie die Ungleichung
Sx-3<6 (xep)!
(Probe wird nicht verlangt.)
Geben Sie alle natiirlichen Zahlen an, die
diese Ungleichung erfiillen!
e) Ein Dreieck ABC ist einem Halbkreis
einbeschrieben (siehe Skizze!). Geben Sie
die GroBe des Winkels § an!

Skizze (nicht maBstablich)

in der Gleichung

Wahlaufgaben

Von den folgenden Aufgaben 7.1., 7.2. und
7.3. brauchen Sie nur eine zu 16sen!

7.1. Die Abraumhalde der Schachtanlage
Bernhard Koenen im Mansfelder Bergbaure-
vier hat angendhert die Form eines Kor-
pers, der aus einem halben geraden Kreis-
kegel und einer Pyramide zusammenge-
setzt ist (siehe Skizze!).

Bekannt sind:

AC =d=310m,
MS=h=115m,
BS =1 =380m.



Skizze (nicht maBstiblich)

8

a) Berechnen Sie das Volumen des halben
Kreiskegels!

b) Berechnen Sie die Linge der Strecke
BM!

¢) Berechnen Sie das Volumen der Pyra-
mide!

d) In wieviel Jahren ist diese Halde ent-
standen, wenn auf ihr jihrlich etwa
300000 m® Abraum abgelagert wurden?

7.2. Beim Bau eines Schornsteins wird
zur Ermittlung der jeweils erreichten HShe
von B aus der Winkel x ABD = ¢ gemessen
(siehe Skizze!).

Skizze (nicht maBstéblich)

D
Ak

LT

/////'C.'//// il eea

Bekannt sind ferner:
BC=0=782m,
4CBA = f = 57,6°.
a) Berechnen Sie die Linge der Strecke
AB = ¢!
b) An einem bestimmten Tag miBt man
€ = 84,3°. .
Berechnen Sie die zu diesem Zeitpunkt er-
reichte Schomnsteinhéhe AD = h!

7.3. Ein Hubschrauber fliegt mit konstan-

ter Geschwindigkeit auf einer geradlinigen
Bahn von 4 nach C (siche Skizze!).

Skizze (nicht maBstiblich)

(i

140m

S

a) Berechnen Sie den Anstiegswinkel o
dieser Flugbahn!

b) Von A4 nach B benétigt der Hubschrau-
ber 7,5s.
Wie lange braucht er von A nach C?

c) Berechnen Sie die Fluggeschwindigkeit
des Hubschraubers auf der Strecke AC!

Geben Sie diese Geschwindigkeit in Kilo-

meter je Stunde (%) an!

Station tragt
den Namen
alpha

Im April 1985 erhielt die Station Junger
Techniker und Naturforscher Fiirsten-
walde/Spree den Namen alpha — im Rah-
men von zwei Festtagen, die anldBlich der
Tage der Stationen Junger Techniker und
des Jahrestages des ersten bemannten
Weltraumfluges mit J. A. Gagarin (1961)
veranstaltet wurden. Die Ehrenurkunde
wurde in einer Feierstunde vom Chefredak-
teur der alpha tiberreicht.

Diese Station kann auf eine 33jdhrige er-
folgreiche Arbeit mit der Jugend fiir die Ju-
gend zuriickblicken. Zur Zeit arbeiten in
ihr vier Pddagogen mit HochschulabschluBl
und drei technische Krifte gemeinsam mit
20 Arbeitsgemeinschaftsleitern aus dem
gesellschaftlichen Umfeld, aus Betrieben,
Schulen, der NVA und anderen Institutio-
nen. Sie filhren insgesamt 31 Arbeitsge-
meinschaften, Kreisklubs und Interessen-
gruppen, darunter die neu gebildeten
Arbeitsgemeinschaften =~ Mikroelektronik
und Computertechnik, aber auch Flug-
und Eisenbahnmodellbau, Militirtechnik,
Bautechnik, Drechseln, Botanik, Aquari-
stik und die besonders fiir das Finden und
Fordern von technisch begabten Kindern
in der Unterstufe gebildeten Arbeitsge-
meinschaften: Technische Knobeleien, Ba-
steleien-Konstruieren. Dazu kommen neun
Kreisklub-AG’s Mathematik, in denen die
besten Jungen Mathematiker des Kreises
wetteifern. Eine neue Qualitit bei der For-
derung von interessierten und talentierten
Pionieren wund FDJ-Mitgliedern ab
Klasse 7 konnte in der Arbeit der drei Ar-
beitsgemeinschaften Mikroelektronik und
in den vier Arbeitsgemeinschaften Compu-
tertechnik erreicht werden.

Red. alpha

Buchtips

Roland Fiedler

Streifziige

durch die Mathematik

224 Seiten, zahlreiche Abb., Pappband
Bestell-Nr.: 631726 5 Preis: 6,80M
(Fiir Leser von 11 Jahren an)

Der Kinderbuchverlag Berlin

Wer SpaB am Knobeln und Denken hat,
dem bietet dieses Buch ein reiches Betiti-
gungsfeld. Mathematikaufgaben, von jahr-
tausendealten bis zu gegenwiirtigen harren
ihrer Losung. Sie ergeben sich bei Streifzii-
gen durch die Mathematikgeschichte. Der
Leser erfihrt dabei von historischen Pro-
blemen der Mathematik, und er kann Lo&-
sungswege verfolgen, die beriihmte Mathe-
matiker beschritten haben.

Friedrich Kaden
Kleine Geschichte
der Mathematik

144 Seiten, zahlr. Abb.,

Pappband mit Folie

Bestell-Nr.: 6318540  Preis: etwa 12,00M
(Fur Leser von 11 Jahren an)

Der Kinderbuchverlag Berlin

Das Buch erzihlt Geschichten aus der Ge-
schichte der Mathematik. Es gibt so einen
Uberblick iiber die Entwicklung dieser
Wissenschaft, die vor vielen Jahrtausenden
mit den Bediirfnissen der Menschen ent-
stand. Heute gibt es kaum noch einen Be-
reich des Lebens, den sie nicht erobert hat.

A. G. Konforowitsch

Guten Tag,

Herr Archimedes

Etwa 168 Seiten mit 94 Abb., Broschur
Bestell-Nr.: 5470065 Preis: etwa 12,00M
VEB Fachbuchverlag Leipzig

In dieser Broschiire sind bemerkenswerte
und unterhaltsame mathematische Aufga-
ben zusammengefaBt. Beginnend mit der
Mathematik Agyptens und Babylons tiber
das klassische Griechenland, Indien,
China, den-islamischen Raum, das mittel-
alterliche Europa, die Renaissance, das 17.,
18. und 19.Jahrhundert bis zur Gegenwart
erstreckt sich die Auswahl der Aufgaben.
Jedem Zeitabschnitt ist eine historische
Einfilhrung vorangestellt. Den einzelnen
Aufgaben sind zumeist historische Person-
lichkeiten zuzuordnen.

W. Krysicki

Keine Angst vor x und y
Quadratische Gleichungen
und Gleichungssysteme

120 Seiten mit 19 Abb. MSB Nr.119

Bestell-Nr.: 666 186 7 Preis: 6,50M
BSB B.G. Teubner, Leipzig

B.Klotzek u.a.

kombinieren - parkettieren -
firben

192 Seiten mit 200 Abb. MSB Nr. 122
Bestell-Nr,: 5713530 Preis: 13,00M
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften,
Berlin
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Wer 1ost mit?
alpha-Wettbewerb

Der néchste Winter kommt bestimmt.
Aus: DLZ, Egon Neumann _

Letzter Einsendetermin: 8. Mdrz 1986

I ISTRININTE

 Schnecballe

T

Mathematik

Ma 5m2608 Einer Arbeitsgemeinschaft
gehorten anfangs 21 Schiiler an, und zwar
sowohl Jungen als auch Midchen. Nach-
dem 3 Médchen hinzu kamen, waren es
doppelt soviel Mddchen wie Jungen. Wie-
viel Jungen bzw. Midchen gehérten an-
fangs dieser AG an?

Schiiler D. Michaelis, Grevesmiihlen

Ma5m 2609 Der Nachfolger vom Dop-
pelten eines Produktes von zwei aufeinan-
derfolgenden natiirlichen Zahlen lautet
1985. Wie lauten die beiden Zahlen?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma5m2610 Das Bild zeigt fiinf Ridume
A, B, C, D, E. Es gibt vier Eingangstiiren I,
II, III, IV. Zihle alie Wege auf, wie man
von drauBen aus zum Raum E gelangen
kann! Auf keinem Weg soll dabei ein
Raum mehr als einmal betreten werden.
(Beispiel: CBDE) ]

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma5m2611 Ein Viereck hat einen Um-
fang, dessen Linge 60cm betrdgt. Die
MaBzahlen der vier Seitenlangen sind auf-
einanderfolgende gerade Zahlen. Wie lang
sind die Seiten des Vierecks?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma 5m2612 Vom Rastplatz A fuhren ein
Moped und ein Trabant gleichzeitig in
gleicher Richtung ab. Das Moped fuhr je
Stunde rund 60km, der Trabant rund
80 km. Nach 90 Minuten trifft der Moped-
fahrer in B, der Trabantfahrer auf dem
Rastplatz C ein. Dort macht der Trabant-
fahrer 25 Minuten Pause und fihrt dann
weiter. Wird der Mopedfahrer, der keine

Pause in B einlegt, den Trabantfahrer noch
auf dem Rastplatz C treffen?
' StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma 5m 2613 Welche natiirlichen Zahlen
x, y und z erfiillen die drei Gleichungen

x-y=10,

x-z=14 und

x'y-z=70
gleichzeitig?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma 6 m2614 Gesucht werden alle vier-
stelligen natiirlichen Zahlen, die durch 36,
48 und 54 teilbar sind und kleiner als 4000
sind. K. Wagner, Plauen

Ma 6 m2615 Gesucht werden alle vier-
stelligen natiirlichen Zahlen, die an zweiter
und dritter Stelle die Ziffer 2 haben und
durch 24 teilbar sind. K. Wagner, Plauen

Ma6m2616 Das Bild stellt ein Dreieck
ABC dar. Die Seitenhalbierenden AD,
BEund CF schneiden sich im Punkte P.
Das Dreieck ABC habe einen Flichenin-
halt von 18 cm?. Welchen Flicheninhalt
hat in diesem Falle das Viereck AFPE?
Schiiler A. Meckel, Friesen

Ma6wm2617 Dorit ist 5 Jahre ilter als
ihre Schwester Annett. Dorits Mutter ist
viermal so alt wie Annett. Dorits Vater ist
so alt wie Annett und ihre Mutter zusam-
men. Addiert man die Lebensalter aller
vier Familienmitglieder, so ergibt das
93 Jahre. Wie alt ist jedes Familienmit-
glied? Schiilerin D. Schiller, Débeln

Ma 6 m2618 Das Bild stellt ein Dreieck
ABC dar, dessen Innenwinkel xBAC die
GroBe a =60° und A4ABC die GroBe

A =50° haben. Die Winkelhalbierende des

3o

Thivs Lusbar, 2600 Gushow, Werdersér 22
Kors#ing -0S, Klamse ?
150

5

|/Vla7-
ol 1369

Pridikas:

10

128 - alpha, Berlin 19 (1985) 6

L | Loumg: 1l 4

Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb kdnnen sich alle ai-
pha-Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schul-
jahr (bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu
richten an

Redaktion alpha

7027 Leipzig,

Postfach 14

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe fortlaufend numeriert.
Der iiblichen Nummer ist ein Ma (Mathe-
matik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und
eine Ziffer, z. B. 7, vorgesetzt (d. h. fir
7.Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstu-
fen 11/12 und Erwachsene losen die
Aufgaben, welche mit Ma 10/12, Ph10/12
oder Ch 10/12 gekennzeichnet sind.

5. Flir jede LoOsung ist ein gesondertes
Blatt zu verwenden, Format A4
(210 mm X 297 mm) (siche Muster), denn
jede Aufgabe wird fiir sich, d. h. in einem
Zug, korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollstindige und richtige) L&-
sung (nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis)
eingesandt haben, erhalten von der Redak-
tion eine Antwortkarte mit dem Prédikat
»sehr gut gelost®, | gut gelost” oder ,gelost”.
Schiiler, welche nur einen SchluBsatz zu
einer Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ,nicht geldst“.

Letzter Einsendetermin wird jeweils be-
kanntgegeben. Der  Jahreswettbewerb
1985/86 lduft von Heft 5/1985 bis
Heft 2/1986. Zwischen dem 1. und 10. Sep-
tember 1986 sind alle durch Beteiligung an
den Wettbewerben der Hefte 5/85 bis 2/86
erworbenen Karten geschlossen an die
Redaktion einzusenden. Eingesandte Ant-
wortkarten werden nur dann zuriickge-
sandt, wenn ein Riickumschlag mit ausrei-
chender Frankatur beiliegt.

Die Preistriger und die Namen von Kollek-
tiven, die sich am Wettbewerb beteiligen,
werden ab Heft 6/86 verdffentlicht. Wer
mindestens 10 Antwortkarten (durch die
Beteiligung an den Wettbewerben der
Hefte 5/85 bis 2/86) erhalten hat und diese
einsendet, erhdlt eine Anerkennungsur-
kunde und ein Abzeichen (in griiner
Farbe). Schiiler, die bereits zwei Anerken-
nungsurkunden besitzen und diese mit den
Antwortkarten des Wettbewerbs 1985/86
einsenden, erhalten das alpha-Abzeichen
in Gold (und die Urkunden zuriick). Wir
bitten darauf zu achten, daB alle Postsen-
dungen richtig frankiert sind und die Post-
leitzahl des Absenders nicht vergessen
wird. ]

Redaktion alpha



Innenwinkels x4 BAC schneidet die Winkel-
halbierende des AuBenwinkels 4 CBD im
Punkte E. Es ist die GroBe § des Winkels
A AEB zu ermitteln!

Schiiler R. Scheel, Berlin

E

Ma7m2619 Welche gebrochene Zahl

mit dem Nenner 17 ist groBer als l, aber

kleiner als i"
3 Schiilerin A. Strauf, Stendal

Ma7w2620 Kurt will von Paul wissen,
wie alt er und sein jlingerer Bruder Ralf
seien. Darauf sagt Paul: ,Rechne es dir sel-
ber aus! Mein Vater ist 35 Jahre alt. Meine
Mutter ist 20 Jahre idlter als ich. Zusam-
men sind wir vier 89 Jahre ait. Mein Le-
bensalter ist durch 5, das meines Bruders
durch 4 teilbar. Schiiler M. Fleischer

Ma7m2621 Hugo Offnet seine Spar-
biichse und zihlt seine Ersparnisse. Er
stellt fest, daB die Sparbiichse nur 10-Pf-
und 20-Pf-Miinzen enthilt, und zwar zu-
sammen 109 Stiick mit dem Gesamtbetrag
von 13,30M. Wie viele Miinzen jeder Sorte
sind es?

Schiiler G. Griefbach, Hohenstein-E.

Ma 7 m 2622 Herr Schulz, der im 20.Jahr-
hundert geboren wurde, erreicht im Jahr
1984 an seinem Geburtstag ein Lebensalter
in Jahren, das der vierfachen Quersumme
der Zahl seines Geburtsjahres entspricht.
In welchem Jahr wurde Herr Schulz gebo-
ren?  Diplomlandwirt H. Boettcher, Weimar

Ma 8 2623 Eine Gaststitte erhielt eine
Lieferung von Tischen und Stithlen zum
Gesamtpreis von 4190 M. Wie viele Tische
bzw. Stithle wurden geliefert, wenn jeder
Tisch 113 M und jeder Stuhl 51 M kostet?

Schiilerin S. Schubert, Machern

Ma 8 2624 Die Mitglieder einer Fami-
lie sind zusammen 111 Jahre alt. Mutter
und Sohn sind zusammen 1 Jahr ilter als
Vater und Tochter zusammen. Der Vater
ist viermal so alt wie seine Tochter. Vor
einem Jahr war die Mutter viermal so alt
wie ihre Tochter. Wie alt sind die einzel-
nen Familienmitglieder?

Schiiler J. Steinbach, Zwickau

Ma8m2625 Es ist ein rechtwinkliges
Dreieck ABC zu konstruieren, dessen
Linge ¢ der Hypotenuse 4B und dessen
Differenz d =a — b der Lingen a und b
der Katheten BC und AC gegeben sind.
Die Konstruktion ist zu beschreiben und
zu begriinden!

Dr. E. Umlauft, Hiimpfertshausen

Ma8m2626 Das Bild stellt ein recht-
winkliges Dreieck ABC dar, dessen Kathe-
ten die Lingen a =4 cm und b =3 cm ha-
ben, und dem ein Quadrat DECF (wie aus
dem Bild ersichtlich) einbeschrieben
wurde. Wieviel Prozent vom Flicheninhalt
des Dreiecks ABC betrigt der Flichenin-
halt des Quadrates DECF? Sch.

04

A D 8

Ma9m2627 Kurz vor der Ladenschlie-
Bung kauften in einem Gemiiseladen drei
Kundinnen Pampelmusen. Die erste Kun-
din verlangte von den noch vorhandenen
Pampelmusen die Hilfte und eine halbe
Pampelmuse. Die zweite Kundin verlangte
danach von den restlichen Pampelmusen
ebenfalls die Hilfte und eine halbe Pam-
pelmuse. Auch die dritte Kundin verlangte
von den nun noch verbliebenen Pampel-
musen die Hilfte und eine halbe Pampel-
muse. Es blieb genau eine Pampelmuse iib-
rig, die nicht verkauft wurde.
Wie viele Pampelmusen kaufte jede der
drei Kundinnen?

Schiiler M. Henkel, Ichtershausen

Ma9m2628 Anton, Bruno und Christian
wollen fir ihre Mutter zu deren Geburtstag
einen StrauB Chrysanthemen kaufen. An-
ton hat weniger als 4 M, Christian mehr als
5M bei sich. Ein- und Fiinf-Pfennig-Miin-
zen sind nicht darunter. Anton und Bruno
konnen von ihrem Geld zusammen genau
5 Chrysanthemen kaufen, Bruno und Chri-
stian zusammen genau 6, Anton und Chri-
stian zusammen genau 7 Stiick bekom-
men.

a) Welches ist der Preis flir eine Chrysan-
theme?

b) Wie viele Chrysanthemen wurden der
Mutter zu ihrem Geburtstag von den drei
Briidern zusammen iiberreicht? Sch.

Ma9m2629 Gegeben sei die Menge
M=1{1,2,4,6,8,10,12,...}.

Es sei a € N ein Teiler in M von einer Zahl
ne N genau dann, wenn be N existiert
und a- b =n gilt.

(1) Bestimmen Sie die ersten fiinf Primzah-
len in M, d. h., diejenigen Elemente der
Menge M, die genau zwei verschiedene
Teiler in M besitzen!

(2) Bestimmen Sie die groBte vierstellige
Primzahl in M, in der zweimal die Grund-
ziffer Null auftritt!

(3) Wie viele Primzahlen in M gibt es, die
genau aus den Grundziffern 0, 1, 2, 3 be-
stehen? StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma9w2630 Vertauscht man in einer
zweistelligen natiirlichen Zahl z mit der
Quersumme 9 die Ziffern, so entsteht die
Zahl z’'. Addiert man die Quadrate von z
und z’' und dividiert diese Summe durch
das Dreifache der urspriinglichen Zahl z,
so erhilt man 73. Es gelte z < z’. Wie heiBt
das Zahlenpaar (z;z")?

Schiilerin E.-M. Uhlig, Leipzig

Ma10/12m 2631 Eine Lehrerin befragte
die 26 Schiiler ihrer Klasse. Auf die Frage,
wer in der AG Foto titig sei, meldeten sich
10 Schiiler. Auf die Frage, wer der AG Ba-
stein angeh6re, meldeten sich 8 Schiiler.
Auf die Frage, wer in der AG Technik mit-
mache, meldeten sich 7 Schiiler. Genau
6 Schiller meldeten sich bei diesen drei
Fragen gar nicht. Auf dem Heimweg meint
Uta: ,Genau drei Schiiler sind in allen drei
Arbeitsgemeinschaften.“ Heidi hingegen
meint: ,Genau zwei Schiiler sind in genau
zwei Arbeitsgemeinschaften.* Jorg aber
meint: ,,Genau 14 Schiiler nehmen nur an
einer einzigen Arbeitsgemeinschaft teil.“
Man zeige, daB alle drei Meinungen falsch
sind!

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma 10/12 m 2632 Es sind alle Funktionen

fix)=x*+px+gq, pe Pund q€ P zu be-

stimmen, fir die gilt f(p) = f(g) =0!
Schiiler I. Warnke, Oranienburg

Ma10/12m2633 Das Bild stellt ein
Dreieck ABC dar, dessen Innenwinkel
4 CAB die GroBe o = 60° hat. Uber jeder
Dreiecksseite wurde ein gleichseitiges
Dreieck konstruiert. Es seien A;, 45, 43, 44
in dieser Reihenfolge die Flicheninhalte
der Dreiecke ABC, CBD, ACE, AFB. Wei-
sen Sie nach, daB 4, + 4, = 4; + A4, gilt!
Sch.

Ma 10/12 m 2634 Ist es moglich, daB ein

Dreieck, dessen Seitenlingen sidmtlich

kleiner als 1cm sind, einen gréBeren Fla-

cheninhalt hat als ein Dreieck, bei dem
jede Seite langer als 1 m ist?

aus einer sowjetischen Zeitschrift

ausgewdhlt von J. Pénisch,

Karl-Marx-Stadt

Physik

Ph6m187 Ein Eisentriger (0 =0,75g/
cm?®) ist genau so viele Meter lang, wie
seine Masse in Kilogramm betrigt. Be-
rechne seinen Querschnitt in cm?!

Ph7m 188 Eine Schraubenfeder wird um
12 cm ausgedehnt. Dazu ist eine Arbeit
von 90 Nm aufzuwenden. Wie groB ist die
Endkraft, wenn die anfingliche Kraft
500 N betrigt? .

Ph 8 m 189 Bei Dampflokomotiven ist die
zuldssige Hochstgeschwindigkeit u. a. von
der mittleren Kolbengeschwindigkeit der
Dampfmaschine abhidngig. Die mittlere
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Kolbengeschwindigkeit ¢, wird berechnet
aus
. = 2:'s5'n
m 60

@)

[m/s].

Hierin sind
5 = Kolbenhub in Metern
n = Drehzahl in 1/min der Treibridder.
Nach den Vorschriften der Deutschen
Reichsbahn soll ¢, nicht groBer als 8 bis
9m/s sein.
a) Welche zulissige Hochstgeschwindigkei-
ten (km/h) ergeben sich damit, wenn der
Durchmesser der Treibrader
1. D = 2000 mm (z.B. Baureihe 01),
2. D=2300mm (z.B. Lok 18201)
und der Kolbenhub jeweils s = 660 mm be-
tragen?
b) Wie groB war die mittlere Kolbenge-
schwindigkeit bei der Lok 05002, die im
Mai 1936 eine Hochstgeschwindigkeit von
v = 200,4 km/h erreichte? Der Kolbenhub
betrug s = 660 mm.

Ing. A. Korner, Leipzig

Ph9m 190 Auf einer Baustelle wird ein
Trog mit Hilfe einer Winde in 4 Sekunden
um 9,6 m gehoben. Er fiihrt dabei eine
gleichmiéBig beschleunigte Bewegung aus.

a) Welche Masse hat der Trog, wenn die
zugelassene Zugkraft (am Haken der
Winde) von 1320 N um 15 % unterschritten
wird?

b) Ist es vertretbar, die Beschleunigung bei
gleichbleibender Masse zu verdoppeln,
wenn aus Sicherheitsgriinden die ausge-
schriebene Zugkraft nur mit 90 % erreicht
werden darf? St, Patzschke, Droyfig

Ph10/12m 191 Der Planet Venus befin-
det sich in einer Entfernung von
1,0821 - 10® km von der Sonne (groBe Halb-
achse der Bahnellipse) und Plute
5,910- 10° km. Die Umlaufzeit des Plutc
betriigt 248,4 Jahre. Berechnen Sie die Um-
laufzeit der Venus in Tagen!

——

,Wasserdicht mochte die Ausriistung

schon sein.“

Chemie

Historische Aufgaben
(aus einem Rechenbuch von 1906)

Ch6m 149 Ein Essighindler will seinen
zu starken Essig mit Wasser verdiinnen.
Unvermischt wiirde er den Hektoliter zu
18,75 M verkaufen. Wieviel Wasser muB er
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zu 24 hl zusetzen, um das Liter zu 15 Pf
verkaufen zu kénnen?

Ch8m150 Ein Miihlstein von Basalt von
1,25 m Durchmesser und 0,26 m Dicke ist
814 kg schwer. Wie schwer ist ein Miihl-
stein von Quarz von 1,12 m Durchmesser
und 0,54 m Dicke, wenn zwei gleichgroBe
Stiicke von Basalt und Quarz sich dem Ge-
wichte nach wie 13:15 verhalten?

Ch9m151 Um in einem Bergwerke
Bleierz aus einer Tiefe von 175 m zu for-
dern, sind 21 Pferde nétig, von denen jedes
in 4 Sekunden 115kg 3 m in die Hoéhe zu
zichen imstande ist. In einem anderen
Bergwerke, dessen rohe Ausbeute sich zu
der des ersteren wie 16:9 verhilt, soll Erz
aus einer Tiefe von 135 m in die H6he ge-
schafft werden. Wieviel Pferde sind hierzu
notig, wenn jedes in 15 Sekunden 103,5 kg
10 m hochzuziehen imstande ist?

Ch10/12m152 Aus einem mit 3601
Weingeist gefiillten Fasse nehme ich eine
bestimmte Menge heraus und ersetze das
Fehlende durch Wasser. Von der gehorig
vermischten Fliissigkeit nehme ich zum
zweiten Male ebensoviel Liter heraus wie
zum ersten Male, und noch 841 dazu, und
fiille das FaB wieder mit Wasser. Nach der
zweiten Mischung enthilt die Fliissigkeit
ebensoviel Wasser wie Weingeist. Wieviel
Liter wurden zum ersten Mal herausge-
nommen?

alpha-Portrit:
Niels Neumann, Jena,
14 Jahre, Klasse 8

Aus einem Brief an.die Redaktion alpha:
Ich besuche eine Schule mit erweitertem
Russischunterricht. Meine Lieblingsficher
neben Mathematik sind auch Physik, Eng-
lisch und Sport. Seit Oktober 1982 besuche
ich einmal jede Woche den Spitzenzirkel
fiir Mathematik in Jena. AuBlerdem gehe
ich noch in die AG Schach und Gerite-
technik. Zu Hause verbringe ich einen Teil
meiner Freizeit mit Mathematik. Einen
1. Preis sowie den Sonderpreis des Stadt-
schulrates erhielt ich bei der Kreisolym-
piade, Klasse 5 (1983). Auch in Klasse 6 er-
reichte ich 1984 die volle Punktzahl. Bei
der Bezirksolympiade (Kl 7) konnte ich
einen 2. Preis erringen.

Aus meinen Aufzeichnungen der 6. Klasse
stelle ich euch, liebe alpha-Leser, einige
Aufgaben vor:

Ala

Eine Aufgabe zum Knobeln und Basteln
Bestimme von einem Korper die Anzahl
der Raumdiagonalen, von dem nur be-
kannt ist, daB er ein Polyeder ist und dal
an jeder Ecke die gleiche Anzahl regelma-
Biger Sechsecke und die gleiche Anzahl re-
gelmiBiger Fiinfecke (als Seitenflichen)
zusammenstoBen!

‘Hinweis: Man versuche zunichst, aus den
wenigen Angaben nihere Aussagen iiber
die Gestalt eines solchen Ko&rpers zu ge-
winnen. Es ist dann nicht so kompliziert,
ihn zu basteln. (Losung siehe S 140)

A2 A Zeige, daB es nicht moglich ist, mit
einem Springer iiber alle Felder eines
4 x4-Felder-Quadrates so zu springen, da
jedes Feld genau einmal passiert wird! Da-
bei ist das Ausgangsfeld beliebig.

A3a Zeige, daB es keine dreistellige
Zahl z gibt, die gleich dem Neunfachen
ihrer Quersumme ist!

A4 a Konstruiere ein Trapez ABCD aus
den Stiicken a=7cm, b=3cm,
¢c=4,5cmund d =2,5cm!

A5a Jorg war in der Kaufhalle einkau-
fen. Fir ein Drittel des Geldes kaufte er
Milch (in Flaschen), fiir die Hilfte des Gel-
des Brause, fiir ein Zwanzigstel Brétchen
und fiir den Rest von 3,50 M Butter und
Kise. Wieviel Geld hat J6rg ausgegeben?

A6 A Die vier Schiiller Bernd, Torsten,
Rainer und Michael trugen untereinander
ein kleines Schachturnier aus. Jeder spielte
gegen jeden genau einmal. Es lieBen sich
nun folgende Aussagen machen:

(1) Torsten hatte genau zweimal gewon-
nen, gegen Michael war er aber Verlierer.
(2) Bernd spielte nie unentschieden.

(3) Rainer siegte nur einmal.

(4) Michael erreichte genau einmal ein Un-
entschieden. Gegen Bernd gewann er.
Ermittle daraus, wer in diesern Tumier den
ersten, zweiten, dritten und vierten Platz
belegte. Ist eine Angabe liberfliissig?

Am Ende uer 6. Klasse legte ich mir ein
kleines mathematisches Tagebuch an. Dar-
aus eine Aufgabe, die der Leser mit zahlen-
theoretischen Kongruenzen 19sen kann:
A7a Welchen Rest 1Bt die Zahl
z =297 — 29 beim Teilen durch 36?



XXVI. Internationale
Mathematikolympiade

Helsinki, Juli 1985

Aufgaben

1.Tag

ala Essei ABCD ein konvexes Viereck

und k ein Kreis, dessen Mittelpunkt auf

der Seite [4, B] liegt und der die anderen

drei Seiten ABCD berithrt. Ferner sei

ABCD ein Sehnenviereck.

Man beweise: AD + BC = 4B!
(Grofbritannien)

A2a Es sein eine natirliche Zahl und
es sei k eine ganze, zu n teilerfremde Zahl
mit 0 < k < n. Ferner sei
M={1,2,..,n-1}.

Jede Zah! aus der Menge M sei mit genau
einer der Farben Blau oder Weill gefirbt.
Dabei sei vorausgesetzt:

a) Fiir alle ie M haben i und n — i stets
die gleiche Farbe, und

b) firalle ie M, i + k, haben i und |k — i|
stets die gleiche Farbe.

Man zeige, daB dann alle Elemente aus M
die gleiche Farbe haben. (Australien)

A3 a Fir jedes Polynom P mit
k
P(x)= Z a;x’ und ganzzahlige Koeffi-
i=0

zienten bezeichne w(P) die Anzahl derje-
nigen Koeffizienten von P, die ungerade
Zahlen sind. AuBBerdem sei fur
i=0,1,2,...
Qi(x)=(1+ x)".
Man beweise: Fiir jede endliche Folge
(iy, Iy, ..., i,) ganzer Zahlen mit
0<ij<ip<..<li,
gilt die Ungleichung
W@+ 0yt .+ 0,) > w(Q).
(Niederlande)
Reine Arbeitszeit: 4,5 Stunden

2.Tag

A4a Essei M eine Menge aus 1985 ver-
schiedenen positiven ganzen Zahlen.
Keine dieser Zahlen hat einen Primteiler
groBer als 26.
Man beweise: In M gibt es vier paarweise
verschiedene Elemente, fiir die ihr Produkt
die vierte Potenz einer ganzen Zahl ist.
(Mongolische Volksrepublik)

AS5a Essei ABC ein Dreieck und k, ein
Kreis durch die Punkte A und C, der die
Strecken [A4,B] bzw. [B,C] ein weiteres
Mal in den voneinander verschiedenen
Punkten K bzw. N schneidet. Der Mittel-
punkt von k, sei mit 0 bezeichnet.

Ferner sei k, der Umkreis des Dreiecks
KBN. Der Umkreis des Dreiecks ABC
schneide k, in genau zwei verschiedenen
Punkien B und M.
Man beweise: 5 OMB = 90°.

(Sowjetunion)

A 6 o Fiir jede reelle Zahl x, sei die Folge
(xy, X3, ...) durch

1

Xys] = X, (x,, + n)
fiir alle n > 1 definiert.
Man beweise: Es gibt einen und nur einen
Anfangswert x,, fur den die Bedingung

0<x, <x41<1
fiir alle n > 1 erfullt ist.
Reine Arbeitszeit: 4,5 Stunden

Bei jeder Aufgabe konnten 7 Punkte er-
reicht werden.

(Schweden)

Ergebnisse der IMO

Osterreich (77 Punkte) — Australien
(117) - Belgien (60) — VR Bulgarien
(165) — Brasilien (83) — Kanada (105) -
Volksrepublik China (27) 2)!) -
Kolumbien (54) — CSSR (105) —
Republik Kuba (74) - Zypemn (27) -
DDR (136) — Bundesrepublik
Deutschland (139) — Algerien (36) —
Finnland (25) - Frankreich (125) -
GroBbritannien (121) — Griechenland
(69) - Ungarische VR (168) — Israel
(81) - Irland (28) (1)!) — Island (13)
(2))) - Italien (20) — Kuweit (7) (5)!) -
Marokko (60) - Mongolische VR (62) —
Niederlande (72) - Norwegen (35) - VR
Polen (101) — SR Ruminien (201) -
Schweden (65) — Spanien (25) — UdSSR
(140) - Tunesien (46) - Tiirkei (54) —
USA (180) — Vietnam (144) -
Jugoslawien (68) -

(2)1) bedeutet, daB nur zwei Schiiler
dieses Landes an der IMO teilnahmen.

Von den 109 Teilnehmern aus 38 Lindern
erhielten 14 einen 1.Preis (42 P. bis 34 P.),
35 einen 2. Preis (32 P. bis 22 P.) und 51
einen 3.Preis (21 P. bis 15 P.). Die Schiiler
Geza Kos (Ungarische VR) und Daniel Ta-
toru (SR Ruminien) erhielten die volle
Punktzahl (42 P.).

Um den Schwierigkeitsgrad der Aufgaben
Zu charakterisieren, seien die erreichten
Gesamtpunktzahlen genannt:

Von 4578 erreichbaren Punkten wurden er-
reicht fur

Aufgabe 1 861 Punkte
Aufgabe 2 767 Punkte
Aufgabe 3 164 Punkte
Aufgabe 4 504 Punkte
Aufgabe § 381 Punkte
Aufgabe 6 423 Punkte
Summe 3100 Punkte

Die XXVII. IMO findet in der VR Polen
statt.

RN

Die Mannschaft der DDR nach der Sieger-
ehrung (im Hintergrund Alexander II. und
der Dom von Helsinki):

Volker Brundisch, Ingo Warncke,

Georg Hein, Jorg Jahnel (obere Reihe
v.l.n.r);

Angelika Brauschke und Ulrich Meister.

Unsere Mannschaft erhielt drei 2. und drei
3. Preise und erreichte damit den 8. Platz
unter 38 Teilnehmerlindern.

Die IMO fand in der Stadt Joutsa, mitten
in der Welt der finnischen Seen statt, die
Auszeichnung an der Universitit Helsinki.
Unser Foto: Senatsplatz mit Domkirche,
erbaut zwischen 1778 und 1840 im Em-
pire-Stil.
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Ein Besuch in der Knobelwerkstatt

Teil 5: Zum Jahreswechsel 1985/86

Liebe Freunde!

Nachdem wir uns in den vergangenen Tei-
len dieser Serie mit der Ideenfindung fiir
mathematische Knobelaufgaben aus der
Umwelt, der Mathematik und der deut-
schen Sprache beschiftigt haben, wollen
wir heute den Eigenbau solcher Aufgaben
unter dem Blickwinkel eines bestimmten
gesellschaftlichen, schulischen oder ande-
ren Ereignisses bzw. Hohepunktes demon-
strieren.

Es ist an manchen Schulen unserer Repu-
blik schon ein guter Brauch, im Rahmen
des Mathematikunterrichtes, von Schiiler-
zirkeln oder Mathematiklagern mathemati-
sche Wandzeitungen zu gestalten, die bei-
spielsweise dem Tag der Republik, dem
Pionier- oder FDJ-Geburtstag, dem Tag
der NVA, dem Lehrertag oder dem Ehren-
tag anderer Berufsgruppen, dem Leben und
Wirken hervorragender Mathematiker, den
Mathematik-Olympiaden, dem Schulsport-
fest oder einem anderen sportlichen Ereig-
nis, einem Jubildum der Schule oder aber
dem jeweiligen Jahreswechsel gewidmet
sind. Will man zu solch einem AnlaB ma-
thematische Aufgaben gestalten, so findet
man folgende Ausgangssituation vor: Der
inhaltliche Rahmen der Aufgaben ist
durch das jeweils zu wiirdigende Ereignis
festgelegt, und seitens des mathematischen
Modells konnen die Aufgaben in den un-
terschiedlichsten Teilgebieten der Mathe-
matik angesiedelt sein. Man muB sich also
vor Beginn der Gestaltung einer solchen
thematischen = Mathematik-Wandzeitung
mit den das Ereignis charakterisierenden
Fakten, Schwerpunkten, Bedingungen und
Tendenzen vertraut machen und davon
ausgehend solche mathematische Aufga-
ben bauen, welche die Adressaten dieser
Aufgaben auf mathematisch-unterhaltsame
Weise tiefer mit dem Ereignis vertraut ma-
chen oder sie bewegen, sich stirker mit
dem Ereignis auseinanderzusetzen. Es wird
sich also hierbei zum groBen Teil um sog.
eingekleidete Aufgaben (Textaufgaben), spe-
ziell um sachbezogen-eingekleidete Aufgaben
(Sachaufgaben) handeln. Der Eigenbau sol-
cher Mathematikaufgaben ist sicher etwas
aufwendig und nicht ganz leicht, aber da-
fur sehr reizvoll und mathematisch for-
dernd.

Wir wollen dieses sachbezogene Vorgehen
beim Eigenbau von Knobelaufgaben in
zwei Beitrdgen demonstrieren: Der heutige
Beitrag ist aus gegebenem AnlaB dem Er-
eignis Jahreswechsel 1985/1986 gewidmet,
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und der letzte Beitrag dieser Serie (alpha,
Heft 2/1987) wird das sportliche GroBer-
eignis VIII. Turn- und Sporifest der DDR,
das im Sommer 1987 in Leipzig stattfinden
wird, zum Inhalt haben.

Fiir unser heutiges Anliegen haben wir also
nur die Jahreszahlen 1985 und 1986 zur
Verfligung, und diese sollen nun zu allen
moglichen Aufgabentypen verarbeitet wer-
den. Eine interessante Spielerei!

Fiir die Gestaltung guter Aufgaben zu den
Grundrechenarten oder zur Teilbarkeit na-
tirlicher Zahlen ist die Primfaktorzerle-
gung der jeweiligen Jahreszahlen und de-
ren Ziffernfolge oft entscheidend. Die
Primfaktorzerlegung von 1984 = 26-31 ist
offenbar giinstiger als diejenige von
1985 =15-397 oder 1986 =2-3-331. Auch
ist die Ziffernfolge von 1984 wegen
8:4=2 oder 9-8:4 =18 giinstiger als bei
1985 (hier ist keine Grundziffer durch die
nachfolgende teilbar) und bei 1986 (hier
gilt wenigstens 9-8:6 =12). Dieser Fakt
hat fiir Knobelaufgaben, wie Aufgabe I,
zwar keinerlei Nachteile, aber z. B. werden
dadurch bei Aufgabe 2 die Eintragungs-
moglichkeiten fir Rechenzeichen (ohne

Klammernbenutzung) eingeschrinkt, bei-

Aufgabe 3 (oder der Aufgabe Silvesterlauf
in alpha 6/84, Seite 139) die Unterschiede
der einzutragenden Zahlen sehr groB und
bei Aufgabe 4 die Zerlegung in mehr als 3
(natiirliche) derartige Summanden verhin-
dert. Trotzdem hat das insgesamt fiir unser
Anliegen nur geringe Auswirkungen.

Bleiben wir noch bei der Arithmetik, so
kénnen wir auBer den bereits durch die
Aufgaben 1 bis 4 demonstrierten Aufgaben
zu den rationalen Rechenoperationen, ma-
gischen Figuren (mit Produkten) und Sum-
menzerlegungen  beispielsweise  noch
Kryptogramme (5. Aufgabe 5), Aufgaben zur
Zahlendarstellung in bestimmten Posi-
tionssystemen (s. Aufgabe 6) bzw. mit romi-
schen Ziffern (s. Aufgabe 7), arithmetische
Aufgaben in Form von rechentechnischen
FluBdiagrammen, Aufgaben zur Teilbar-
keit (vgl. etwa alpha 6/84, Seite 138,
Aufg. b)) und andere Aufgaben gestalten.

Man kann auch, und das ist nicht schwer,
lineare Gleichungen (s. Aufgabe 8), quadra-
tische Gleichungen, lineare Gleichungssy-
steme oder andere Aufgaben (5. Aufgabe 9)
konstruieren, bei denen die jeweiligen Jah-
reszahlen als Ldsungen auftreten. Zu die-
sem Zweck kann man folgendermaBen ver-
fahren: Will man eine lineare Gleichung
beispielsweise mit der Losung

x = 1985/1986 haben, so geht man von die-
ser einfachsten Gleichung x = 1985/1986
aus und verkompliziert diese riickwirts
durch dquivalente Umformschritte. Will
man eine quadratische Gleichung x2 + px
+ ¢ =0 beispielsweise mit den Losungen
x, = 1985 und x, = 1986 haben, so braucht
man nur die Koeffizienten p und ¢ nach
dem Vietaschen Wurzelsatz (x, + x, = —p,
x,x, = q) oder mit Hilfe der Linearfaktor-
zerlegung (x — 1985) (x — 1986) = 0 zu be-
stimmen (wobei natiirlich bei vierstelligen
Jahreszahlen die Koeffizienten sehr groB
werden). Will man ein lineares Glei-
chungssystem beispielsweise mit der ein-
deutigen Losung x; =1, x,=19, x; =8 und
x4 = 6 haben, so braucht man nur. — von
diesem Losungsvektor (1,9,8,6) ausge-
hend - ein Gleichungssystem in gestaffel-
ter Form (z. B. x,=6, 4x;—3x,=14,
Xp— X3t x4=7, X1+X3+x3+x,=24)
aufzuschreiben und dieses gestaffelte Sy-
stem dann durch Linearkombination die-
ser 4 Gleichungen zu verkomplizieren. Hier-
bei muB man allerdings auf die Erhaltung
der Eindeutigkeit der Lésung achten. Die
eben gegebenen Hinweise gelten selbstver-
stindlich auch zum Aufbau von Gleichun-
gen bzw. Gleichungssystemen mit irgend-
welchen anderszahligen Losungen. Man
kann die Jahreszahlen aber auch in geo-
metrische Aufgaben einbauen, indem man
etwa die Grundziffern flichenhaft gestaltet
(s. Aufgabe 10) oder die Jahreszahlen bei
Teilungsproblemen verwendet (5. Auf-
gabe 11) bzw. in Form von Legefiguren dar-
stellen 148t (s. Aufgabe 12). Ebenso kann
man die Jahreszahlen in logisch-kombina-
torische Aufgaben (5. Aufgabe 13 und Auf-
gabe 14) einbauen, Rosselsprungaufgaben
daraus machen (s. Aufgabe 15) und vieles
andere mehr.

Sicher habt ihr auch noch andere Ideen da-
fiir, was man alles aus den Jahreszahlen
1985 und 1986 machen kann. Zum Schlufl
wollen wir euch noch zwei Zusatzaufgaben
stellen:

Zusatzaufgabe 1:

Bei welcher der demnichst folgenden Jah-
reszahlen besteht die Primfaktorzerlegung
nur aus einer Primzahlpotenz?

Zusatzaufgabe 2:

Ermittelt alle Paare (x,y) nichtnegativer
ganzer Zahlen x und y, die der Gleichung
x? + y?=1985? geniigen!

Wir wiinschen euch viel SpaB beim Kno-
beln und im neuen Jahr Gesundheit und
viel Erfolg in der schulischen Arbeit!

R. Mildner

Wo man tatkriftig ans Werk
geht
und Tragheit nicht aufkommt,
wo Klugheit und Mut
zusammen gehen,
da waltet sicher volles Gliick.
Indisches Sprichwort



Knobel-
Wandzeitung

Ala Lieber guter Weihnachtsmann
Der Weihnachtsmann hat ein groBes Pro-
blem: Er kann ndmlich nur auf demjenigen
Wege zu den Kindern gelangen, bei dem
das Endergebnis der entlang dieses Weges
nacheinander auszufiihrenden Rechenope-
rationen 1985 betrigt. AuBerdem darf er je-
des Zahlenfeld nur hochstens einmal iiber-
queren.

Helft dem Weihnachtsmann, und zeigt
ihm den Weg zu den Kindern!

A2a RechenspaBl zum Jahreswechsel
Setzt zwischen die Grundziffern der bei-
den Jahreszahlen Zeichen fiir rationale Re-
chenoperationen so ein, daB eine wahre
Gleichung entsteht! Klammern diirfen
nicht benutzt werden. Wer findet minde-
stens 7 verschiedene derartige Gleichun-
gen?

1985 =1986]

Al aA Im neuen Jahr

Tragt in die Kistchen der Figur natiirliche
Zahlen derart ein, daB das Produkt der
Zahlen in jeder waagerechten und senk-
rechten Kistchenreihe 1986 betrdgt! Zur
Eintragung diirfen aber nur folgende Zah-
len verwendet werden: 20mal die ,1“, 6mal
die ,, 2, 8mal die ,,3%, 1mal die ,6“ S5mal
die ,,331¢, 6mal die ,662", 6mal die ,993“
und 1mal die ,1986“.

[]

(|

A4 A Zerlegte Jahreszahl

Zerlegt die Zahl 1986 in eine dreigliedrige
Summe, bei der ein Summand doppelt so
groB und ein zweiter Summand dreimal so
groB wie der dritte Summand sind!

A 5a Kryptarithmetik
Lést die drei abgebildeten Kryptogramme!

a) 1985 - ok

Fkk]* ¢) RIND
*AkQk + RING
*Tdokok “TIER
ok ok
Aok
b) o:{m=0
rmm:=

asrulleviduow
aversBvafluses

A 6 A Positionssysteme

Die auf der linken Seite der Gleichungen
stehenden Zahlen, die in dem uns bekann-
ten Dezimalsystem (Basiszahl g = 10) dar-
gestellt seien, sollt ihr in anderen Stellen-
wert- oder Positionssystemen mit den
Basiszahlen g =2, g=3,g=4, g =5 bzw.
g = 6 darstellen, indem ihr jeweils Grund-
ziffern von 0 bis g — 1 so in die Kistchen
eintragt, daB Gleichheit besteht. Die in
den Kistchen horizontal nebeneinander
stehenden Grundziffern ergeben dann die

. Darstellung der links vom Gleichheitszei-

chen 3tehenden Zahl in dem jeweiligen Po-
sitionssystern.

=2+ 0J2°+ Q22+ 2+ [J2°
198=]3*+ 3+ 32+ []3'+[]3°
1985=[]5*+ 15+ 12+ ]5'+[]5°
1986 =[J6*+[J6°+[J6*+[J6' +[J6°
986 =4+ +[J4+Q4 +[4°
86=[J3*+[3*+[J3*+[J3'+[3°

A7 A Mit rtomischen Ziffern

Die abgebildete Holzchen-Gleichung ist
offenbar falsch. Legt nun 3 Hélzchen so
um, daB eine wahre Gleichung entsteht!

M-LM-OXXX+V=MIM LXKV

A8 A Zahl gesucht

Gesucht ist eine bestimmte (gebrochene)
Zahl. Multipliziert man diese Zahl mit
331, subtrahiert man hiervon 5, dividiert
man diese Differenz durch 5 und multipli-
ziert man diesen Quotienten mit 6, so er-
hilt man 391. Wie lautet diese Zahl?

A 94 Eine harte NuB

Ermittelt alle vierstelligen natiirlichen
Zahlen mit folgenden vier Eigenschaften:
1. Die Quersumme betrigt 24, 2. die alter-
nierende Quersumme betrigt —6, 3. das
Querprodukt betriigt 432, 4. die Differenz
aus dem Produkt der beiden letzten
Grundziffern und dem Produkt der beiden
ersten Grundziffern betrigt 39.

A 10 Ao Jahreszahl in Prozenten

Wieviel Prozent der abgebildeten Recht-
eckfliche beansprucht die Jahreszahl
19867

1111

All A Gerechte Teilung

Zerlegt die abgebildete Quadratfliche der-
art in 4 kongruente Flichenstiicke, daB je-
des dieser Flichenstiicke alle Grundziffern
der Jahreszahl 1986 enthilt!

1

1 9

8 9
9 6

11918

8

8( |6 6
6

A12 A Legespiel

Zerschneidet ein rechteckiges Stiick Kar-
ton, das doppelt so lang wie breit ist, in der
abgebildeten Weise (oben) und legt sodann
mit diesen acht Teilen eine jede Grundzif-
fer der Jahreszahl 1986 (unten) zusammen!

o]

A 13 A Umordnung

Ordnet die sich im linken Quadrat befind-
lichen Ziffern so um, daB sich in jeder
Zeile, Spalte und Diagonale 4 verschiedene
Ziffern befinden!

1191816
179186

-
1198]|6
19|86

A 14 A Das geheimnisvolle x
Wie muB logischerweise die Zahl x lauten?

e ()
@) A\

A 15 Ao Kaniffliger Rosselsprung

Zieht den Springer, der wie beim Schach-
spiel zu setzen ‘ist, vom Feld 1 nach dem
Feld 79 derart, daB er zwischendurch jedes
andere weiBe Feld genau einmal betritt!
Dabei diirfen die schwarzen Felder zwar
libersprungen, aber nicht betreten werden.

]

1324

|_15]
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aufgepafit
nachgedacht
mitgemacht

speziell
fiir Klasse 5/6

Aufgaben

aus der polnischen
mathematischen
Schiilerzeitschrift
plus-minus

In der polnischen Zeitschrift plus-minus,
die fur Schiiler der Klassen 5 bis 8 be-
stimmt ist und ungefahr unserer alpha ent-
spricht, erscheinen regelmiafBlig Knobelauf-
gaben. In der Volksrepublik Polen erhalt
jeder Schiiler einen Preis, der dreimal als
erster die vollstindige Losung einer Auf-
gabe anbieten kann.

Hier sind 12 Aufgaben fiir Schiiler der
Klassenstufe 5:

Ala Finf Jungen schlieBen eine Wette
ab, wer im Laufe einer Stunde die meisten
Ostereier findet. Nach einer Stunde Miihe
stellen sie fest, daB jeder eine andere An-
zahl gefunden hat, der erste hat funf, der
letzte eins.

Stelle die Reihenfolge der Jungen fest,
wenn bekannt ist, daB Krzysztof mehr als
zwei gefunden hat. Piotr liegt unmittelbar
vor Marek, der nicht der zweite ist. Roman
ist schlechter als Slawek, der jedoch Piotr
unterlag.

A2 A Wir zihlen mit den Fingemn an
einer Hand:

Daumen 1, Zeigefinger 2, Mitlelfinger 3,
Ringfinger 4, kleiner Finger 5 und nun
rickwirts weiter:

Ringfinger 6, Mittelfinger 7, Zeigefinger 8,
Daumen 9; Zeigefinger 10, usw.

Welcher Finger gibt die Zahl 1980 an?

A3l a GroBvater hat einen Sohn, einen
Enkel und einen Urenkel. Die Summe der
Lebensjahre des GroBvaters und des Uren-
kels ist genau so groB wie die Summe der
Lebensjahre des Sohnes und des Enkels.

Vertauscht man die Ziffern des Alters des
GroBvaters, so erhdlt man das Alter des
Sohnes. Das Alter des Enkels und des Ur-
enkels unterscheidet sich nur durch die
Reihenfolge der Ziffern. Wie alt ist jeder?

A4a Kann man auf einem Tisch acht
gleichartige Miinzen so anordnen, daB sie
sich in 14 Punkten beriihren?

A 5a Auf welche Ziffer endet
1 1 1980 _. 71980?

AbGa
C, D:

Wir wissen von vier Stiddten A, B,

134 - alpha, Berlin 19 (1985) 6

von A nach B sind es 10 km,

von C nach D 15 km,

von B nach C 20 km,

von A nach C 30 .m und

von A nach D 50 km.

(Entfernungen fiir gerade StraBen)
Berechne die Entfernung von B nach D!

A7 A Gibdie kleinste natiirliche Zahl an,
deren Quersumme 100 ist und die

a) durch 4 teilbar ist,

b) durch 5 teilbar ist,

¢) durch 9 teilbar ist.

A8 4 Addiert man zu 37 die 1, so erhilt
man eine durch 2 teilbare Zahl:
37+1=2-19. ]
Addiert man zu 37 die 2, so erhilt man
eine durch 3 teilbare Zahl:
37+2=3-13.
Addiert man zu 37 die 3, so erhidlt man
eine durch 4 teilbare Zahl:
37+3=4-10.
Die Zahl 37 ist nicht die kleinste Zahl mit
diesen Eigenschaften. Bestimme die klein-
ste natiirliche Zah! mit diesen Eigenschaf-
ten!

A9 a Schreibe die folgenden Zahlen als
Produkte mit zwei gleichen Faktoren:
121
12321
1234321
123454321
12345654321
1234567654321

A10 4 Bestimme die natiirlichen Zahlen
x und y, wenn man fiir x +y, x —y, x-y,
x :y die Zahlen 48; 26; 22; 12 erhilt (Rei-
henfolge der Ergebnisse ist hier beliebig
gewihlt).

A1l A Gegeben sei das Produkt

(x—1)(x—2)(x=3)-...

“(x—98)- (x—99)-(x —100)

a) Berechne das Produkt, wenn du fir

x =13 einsetzt.

b) Bestimme alle natiirlichen Zahlen fiir x,

fir die gilt -

(x=1D(x=-2)-(x=3)...-(x—98)
(x—=99)-(x—100)=0

Hinweis: Das Produkt in Aufgabe a) und b)

ist abgekiirzt aufgeschrieben, es besteht

aus 100 Faktoren, nur die ersten drei und

die letzten drei sind aufgeschrieben. Zum

Beispiel heiBt der 25. Faktor (x — 25).

A 12 A Gegeben sind vier Quadrate:
eins mit der Seitenlinge S cm,
das zweite mit der Seitenlinge 6 cn,

~ Wieviel

das dritte mit der Seitenldnge 10 cm und
das vierte mit der Seitenlinge 1cm.
Ist es moglich, zwei der drei angegebenen
Quadrate derart zu einem neuen Quadrat
zusammenzufiigen, daB die Seitenlinge
des neuen Quadrates eine natiirliche Zahl
ist?
Ausgewdhlt und aus dem Polnischen
iibertragen von K. Meier, PH Kithen

Knobeln
und kombinieren

ala Von A-Dorf kann man auf ver-
schiedenen Wegen nach Neustadt gelan-
gen.

20%0

A-Dorf 08 iom
13km c
b 09km
22km Neustad!
17 km

Wieviel verschiedene Moglichkeiten gibt
es, von A-Dorf nach Neustadt zu gelangen,
wenn keine Wegstrecke doppelt gegangen
werden darf? ’
Gib jeweils die Linge des Weges an!

42 A Susanne hat 4 Récke und 3 Blusen.
a) Auf wieviel verschiedene Arten kann si¢
sich damit kleiden?

b) Zu Weihnachten bekommt sie einen
weiteren Rock.

Wieviel Kombinationen sind nun méglich?

A 3 a Frank hat auf ein Fahrrad gespart.
Im Fahrradgeschift gibt es drei verschie-
dene Typen (Klapprad, Sportrad, Touren-
rad) in je vier verschiedenen Farben (Griin,
Rot, Blau, Silbergrau).

Unter wieviel Moglichkeiten kann Frank
wiahlen?

A4 a Michael fertigt fiir die Solitombola
Lose mit allen zweistelligen Zahlen. Er legt
fest, daB ein Hauptgewinn vorliegt, wenn
die Zehnerziffer 2; 5 oder 8 und die Einer-
ziffer 0; 5 oder 7 ist.

Wieviel Hauptgewinne sind es?

AS5a Fiir der F-Laut gibt es verschie-
dene Schriftzeichen F, V, Ph. Fiir den x-
Laut gibt es die Schriftzeichen x, ks, chs,
gs, cks, cs.

Auf wieviel verschiedene Arten kann man
das Wort Felix falsch schreiben?

A6A Hartmut lemt Klavier spielen.
Nach den ersten Stunden spielt er schon
kleine Stiicke im S-Ton-Raum mit den T6-
nenc,d, e, f g

=

Moglichkeiten gibt es, diese
5 Tone (ohne Wiederholung) in verschie-
dener Reihenfolge zu spielen?



A7a In den Zahlen 575, 775 kommen
nur die Ziffern § und 7 vor. Wieviel solcher
dreistelligen Zahlen gibt es?

A 84 Taschenrechner geben die Ziffern 0
bis 9 mit Hilfe einer sogenannten Sieben-
segmentanzeige an.

Sieben gerade Teilstiicke (Segmente) sind
in folgender Form angeordnet:

; |

6|

| c

| B

a) Welche Segmente sind fiir die Ziffer 4
eingeschaltet?

b) Welche Segmente miiBte man einschal-
ten, um den Buchstaben § darzustellen?
¢) Wieviel verschiedene Zeichen mit und
ohne Bedeutung konnen mit Hilfe der
7 Segmente dargestellt werden?

A 94 Fir einen 100-m-Lauf werden die
Bahnen 1 bis 4 unter 4 Liufern ausgelost.
Wieviel verschiedene Moglichkeiten gibt
es?

4104 Wieviel zusammengesetzte Wor-
ter kann man aus einem der Worter Mathe-
matik, Biologie, Musik und einem der Wor-
ter Buch, Heft, Stunde, Arbeit bilden, wenn
letztere als Grundworter verwendet wer-
den?

A lla Katrin, Michael, Claudia, Hart-
mut, Hannes und Anja begriiBen sich am
1. Schultag mit Handschlag. Wie oft gibt
man sich insgesamt die Hand?

412 a Auf wieviel verschiedene Arten
l1aBt sich in der jeweiligen Abbildung das
Wort ALPHA (bzw. das Wort HEITER) le-
sen?

A H
L L E E
P PP I T 1
HHHH TTTT
A AAAA EEEEE

RRRRRR

A 13 A Frank, Michael und Lars wollen
mit Sabine, Claudia, Ute, Grit Tischtennis
spielen. Jeder Junge soll gegen jedes Mid-
chen einmal spielen.

Wie viele Spiele miissen sie durchfiihren?

A 14 o Klaus will seinem Freund in Leip-
zig einen Eilbrief (Porto: 0,70 M) schicken.
Folgende Briefmarken stehen ihm in genii-
gender Anzahl zur Verfiigung:

Wieviel verschiedene Frankierungen sind
moglich?

T T
5 .10 20 30
s et fannd
ST T I
¢ 40 ; 50: 70
im U S STV S S

L. Flade/H. Knopf

Wolf, Ziege
und Kohlkopfe

Die ilteste mathematische

Aufgaben-
sammlung in lateinischer Sprache ist An-
fang des 9. Jahrhunderts am frinkischen
Hof entstanden. Keine der iiberlieferten

Handschriften, die vor allem im
10./11. Jahrhundert mehr oder weniger
sorgfiltig von Kopisten angefertigt worden
sind, nennt einen Autor. Doch durch die
Untersuchungen des Mathematikhistori-
kers M. Folkerts gewinnt die Vermutung,
daB der angelsichsische Monch Alkuin
(735 bis 804) Verfasser dieser Sammlung
sei, wieder an Wahrscheinlichkeit.

Alkuin war 781 als Gesandter an den Hof
Karls des Grofen (Karl I., seit 768 Konig
der Franken) gekommen. Er machte
St. Martin in Tours zu einer der fithrenden
Bildungsstitten des Frinkischen Reiches
und amtierte als Leiter der Hofschule in
Aachen. Er setzte sich dafiir ein, das Wis-
sen des Altertums zu pflegen und weiterzu-
tragen. Die Kloster und Bischofsitze im
Frankenreich sollten nach seinen Plinen
Schulen erhalten. In den Elementarschu-
len sollten Lesen und Schreiben, einfaches
Rechnen sowie Religion und Psalmenge-
sang, in den héheren Schulen die Sieben
freien' Kiinste gelehrt werden. Zu" diesen
gehorten die Unterstufe, Trivium genannt,
mit Grammatik (der lateinischen Sprache),
Rhetorik (Redeiibungen auf dem Gebiet
des Rechtswesens) und Dialektik (Denk-
lehre, Erérterung wissenschaftlicher Fra-
gen) und die Oberstufe, Quadrivium ge-
nannt, mit Arithmetik, Geometrie (zu-
gleich mit Erdkunde und Naturgeschichte),
Musik (Theorie und Pflege des Kirchenge-
sangs) und Astronomie.

Die dem Alkuin zugeschriebene Aufga-
bensammlung enthilt 56 Aufgaben. Un-
mittelbar auf die jeweilige Aufgabe folgt
die Losung.

Die Probleme stehen iiberwiegend ‘- der
romischen Tradition, daneben sina grie-
chisch-byzantinische und arabische Ein-
fliisse anzunehmen. Einige Aufgaben tre-
ten erstmals in dieser Aufgabensammlung
auf. Dazu gehdren die Aufgaben 17 bis 20,
die Transportprobleme behandeln: Be-
stimmte Lebewesen sind {iber einen FluB
Zu setzen.

Die Aufgabe 18 ist besonders populir ge-
worden:

Ein Mann mupte einen Wolf, eine Ziege und
ein Biindel Koh! iiber einen FluB hiniiberbrin-
gen und konnte kein anderes Boot finden,
aufer ein solches, das nur den Mann und mit
ihm entweder den Wolf oder die Ziege oder die
Kohlkipfe zu tragen vermochte. Natiirlich
wollte er alles unverletzt hiniiberbringen. Es
durften also weder der Wolf mit der Ziege noch
die Ziege mit den Kohlkdpfen allein gelassen
werden. .-Wer es kann, der mige zeigen, auf
welche Weise der Mann alles unverletzt hat
hiniiberbringen kinnen.

In der Aufgabe 19 wollen ein Mann, eine
Frau und zwei Kinder iiber den FluB (der
Kahn trigt aber entweder nur den Mann
oder die Frau oder die beiden Kinder); in
der Aufgabe 20 handelt es sich um zwei
Igel mit ihren Jungen; in der Aufgabe 17
sind drei Ménner mit ihren Frauen iiber
den FluB zu setzen (keine der Frauen soll
sich ohne ihren Bruder mit anderen Min-
nern auf demselben Ufer befinden).

Mehrere der mittelalterlichen Aufgaben-
sammlungen sind von der des Alkuin be-
einfluBt worden. In unterschiedlichen Va-
rianten befinden sich die Transportaufga-
ben, spiter z.B. auch bei Chuquet, Tartaglia
und Bachet.

H. Pieper

Scherzfrage Alcuins an Kaiser
Karl den Grofien (768 bis 814)

Alcuin bat den Kaiser, als sie nach der
Jagd zusammensaBen, doch zu verraten,
nach wieviel Springen sein Jagdhund
einen in der Entfernung von 150 FuB vor-
aushoppelnden Hasen einholt, wenn der
Hase bei jedem Sprung 7 FuBl zuriicklegt,
der Jagdhund jedoch schneller ist und
9 FuB weit springt.
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In freien Stunden - alpha-heiter

Das Groschenspiel

Im Handumdrehen hast du zwei Bahnen mit je 10
bzw. 5 Feldern aufgezeichnet. Die linken Enden
beider Bahnen besetzt du, die rechten Enden der
Gegner mit je einer Miinze. Ihr zieht beide abwech-
selnd nach Belieben eine eurer Miinzen so viele
Felder vorwirts oder riickwirts, wie du bzw. dein
Gegner es fiir giinstig hiltst. Ziige sind nur bis zur
gegnerischen Miinze erlaubt, gesprungen werden
darf nicht. Versuche, deinen Gegner in die Ecke zu
treiben! Varianten: Andert die Bahnlingen und die
Anzah] der Bahnen! Das gesamte Schachbrett, je-

doch auch Teile, liefern reizvolle Spielpline.
Aus: Urania, Berlin

o [ T I I T[]
o [ [ [O

Spiel mit dem Baukasten

Marie-Luise hat sich ein Marchenschlo aus den
Steinen ihres Baukastens gebaut. Einen Stein hat
sie nicht verwendet. Welchen? Aus: Fiiles, Budapest

136 - alpha, Berlin 19 (1985) 6

Wie alt sind Vater, Mutter und der Sohn?

Ein junger Mann, nach seinem und dem Alter sei-
ner Eltern befragt, antwortet scherzhaft in folgender
Weise: Meine Mutter war vor vier Jahren doppelt so
alt, wie ich jetzt bin. Mein Vater wird in fiinf Jahren
doppelt so alt sein, wie ich dann sein werde. Addiert
man zu meinem Alter das Alter meines Vaters und

das meiner Mutter, so ergeben sich 109 Jahre.
Aus: ND, Berlin

Wortspiele

ZIA[H|L K|u

MIE|E(R LIO|TIT|O

Schiiler A. Suchanow, Neubrandenburg

Verheddert

Wie viele Knoten hat diese Schnur?
Aus: NBI, Berlin




Knackniisse

Zum Jahreswechsel werden Niisse unter Kinder ver-

1
teilt. Das erste Kind bekommt eine NuB und —.

) 10
des Restes, das zweite Kind bekommt zwei Niisse
und 1—10 des neuen Restes usw. Am Ende hat jedes
Kind gleich viele Niisse. Es sind max. 200 Niisse
vorhanden. Wie viele Kinder sind anwesend und

wieviel Niisse bekommt jedes von ihnen?
Schiiler U. Schwekendieck, Crimmitschau

Silvesterlauf

Gib Name, Haarfarbe, KorpergroBe und Plazierung

jedes der drei Medaillengewinner eines Silvesterlau-

fes an, wenn gilt:

(1) Die Namen der drei Erstplazierten sind Axel,
Bernd und Christian.

(2) Die Haarfarben der Medaillengewinner sind
blond, briinett und schwarz.

(3) Die KorpergroBen der Medaillengewinner sind
162 cm, 164 cm und 165 cm.

(4) Wenn Axel schwarzes Haar hat, so ist Christian
nicht der Sieger.

(5) Der Sieger ist blond und gréBer als Bernd.

(6) Der Drittplazierte hat schwarzes Haar.

(7) Axel ist kleiner als Bernd.
Mathematikfachlehrer W. Trdger, Débeln

Verschliisselter Wunsch fiir 1986

Die folgende Wortreihe stellt die verschliisselte
Form eines Wunschsatzes dar. Der Kode besteht in
einer eineindeutigen Abbildung des Alphabets auf
sich. Findet diesen Kode und entschliisselt den
Satz: XIS XUEPTDIJEP EUDJ WIEM ESGOMH IP
FES TDJUME UPF WIEM TQATT CEIN
LPOCEMP! Dr. R. Mildner, Sektion Mathematik

der Karl-Marx-Universitit Leipzig

Auf der Ski-Piste

Vergleiche die beiden Bilder miteinander! Bei ge-
nauer Betrachtung ergeben sich mindestens 15 Un-
terschiede.

Der Zauberstern

Verteile die Zahlen 1, 2, 3, ..., 11, 12 so auf den
Stern, daB} in jeder Geraden die Summe 26 betrigt.
Die Summe der (sechs) Zahlen an der Spitze soll

dabei einerseits 30 und andererseits 26 betragen.
Aus einer sowjetischen Tageszeitung

Zum Jahreswechsel
1985=1+2+34-56+78+9-0

1+9-8+5=y1-9+8-5=1+9+8+5
~(1+9)-8:5
1-(9-8)-5=y1-9+8-5+(1-9)-(8—5)
1=1-49:8-5) 1=(-1+49):(8-6)
9=1-y9 -8 -5 9=(1++9):8+6
8=(—1+49)+(@B8-5! 8=1+9-8+6
5=1-9+8+5 6=1-(9—8)-6
7=1+9-8+5=1-9—-8+6

=-1+9-8+7=7
13=1+9+8-5=-1°+8+6
=-1"+8+6=13

Bestimme alle Paare natiirlicher Zahlen x und y,
welche die folgende Gleichung erflllen!
1 1 1

x 3y T 1985
Setze an Stelle der Sternchen in 1*9*8+*6 so
Grundziffern, daB die so erhaltene siebenstellige
Zahl aus lauter verschiedenen besteht und durch
1+ 9+ 8 + 6 teilbar ist!
Gib alle Moglichkeiten an!

th diesen Zauberzahlen griifien alle alpha-Leser: H. Forg, Schwaz
(Osterreich); H.Gossler, Kéln; A.Kémer, Leipzig; Mathias Miiller,
Erfurt; F.Rahm, Schénebeck; Heike Simmank, Niesky: Thomas
Thurn, Lodersleben; ,Pythagoras“, Groningen (Niederlande).

Aus der finnischen math. Schiilerzeitschrift Funktio, gezeichnet
von Rukka Kosonen, Hameen Unna
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Einige Aufgaben
aus der CoB3
von Adam Ries

Adam Ries (1492 bis 1559) schrieb die
Cof, ein Lehrbuch der Algebra, in den Jah-
ren 1523 bis 1524 in Annaberg.

Man bezeichnete damals die Algebra oder
die Lehre von den Gleichungen mit dem
Ausdruck Coff, aus dem italienischen re-
gola de la cosa. Das italienische Wort cosa
(aus dem Lateinischen causa, Ursache) be-
zeichnete urspriinglich das Ding, die Sache,
spiter im 14. und 15. Jahrhundert eine zu
berechnende GroBe sowie die Losung einer
Gleichung. Daher wurde auch die Algebra
mit Cof bezeichnet, die Algebraiker
nannte man Cossisten. Die Co3 von Adam
Ries ist im Druck nicht erschienen, da da-
mals das Bediirfnis nach einem Lehrbuch
der Algebra in deutscher Sprache nicht so
groB war wie das Bediirfnis nach Rechen-
biichern. Dagegen gehorten die Rechenbii-
cher von Adam Ries zu den am weitesten
verbreiteten Lehrbiichern des 16. und
17. Jahrhunderts. So erschienen von dem
1518 bis 1522 geschriebenen Buch ,Rech-
nung auff der Linihen und Federn...“ von
1522 bis 1656 insgesamt 108 Auflagen.
Erst Bruno Berlet konnte 1860 im Pro-
grammbheft der Annaberger Progymnasial-
und Realanstalt einen Auszug aus der er-

sten CoB-Fassung verdffentlichen und die-

sen 1892, zum 400, Geburtstag von Adam
Ries, nochmals als Sonderdruck herausge-
ben.)

Die Handschrift der Cof von 1524 wird in
dem 1984 eingerichteten Adam-Ries-Mu-
seum zu Annaberg-Buchholz aufbewahrt.
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Sie enthilt die Rechenkunst (das Rechnen
mit der Feder wie in den Rechenbiichern
von Ries), die Cof8 (Algebra) und 318 Auf-
gaben, die iiberwiegend mit Hilfe linearer
Gleichungen zu l6sen sind. In dem theore-
tischen Teil werden die Regeln fiir das Lo-
sen von Gleichungen, auch von quadrati-
schen Gleichungen, angegeben. Adam
Ries benutzt bereits das Zeichen E?) (aus
dem spiter wahrscheinlich das ,x“ entstan-
den ist) fur die zu berechnende Zahl bzw.
fur die Wurzel einer Gleichung. Zahlen,
insbesondere natiirliche Zahlen werden
mit dem Zeichen ,,0“ versehen, z.B. bedeu-
tet bei Ries 2 @ die natiirliche Zahl 2. Auch
fiir Quadrate, Kuben usw. von Zahlen fithrt
Ries besondere Zeichen ein.

Von den 318 Aufgaben der Cof werden bei
Berlet 144 Aufgaben abgedruckt.

1. Drei Aufgaben aus der CoB, die mit
Hilfe einer linearen Gleichung mit einer
Variablen zu lésen sind

Aufgabe 1 (Nr.5)

Wir geben zuniéchst diese Aufgabe im Ori-
ginaltext von Ries wieder:

Item mach mir auB 10 Zwey teyl also, so
ich eynenn teyl vom andern hinwegk nim
Das 2 vorlasenn ader vberpleiben werdenn.
Ljsung von Ries In moderner Fassung
Setz Die ein Zal sey 1 £, x
so muB nothalbenn Die

grossere Zahl seyn

1£+280, .x+2
addir Zusammenn komen
2E+20gleich100. 2x+2=10

Nim hinwegk vff peydenn -2

teylenn 2 @ bleiben

2 £ gleich 8 0. 2x =8
Machs so komen 4 Die kleiner Zal, x =14
mulB nothalbenn Die ander

6 sein. x+2=6

In moderner Fassung lautet diese Aufgabe:
Die Zahl 10 ist so in zwei Summanden zu
zerlegen, daB die Differenz dieser Sum-
manden gleich 2 ist.

1) Berlet, Bruno: Adam Riese, sein Leben
und seine Art zu rechnen. Die CoB von
Adam Riese. Leipzig, Frankfurt a./M.
1892. Vergleiche auch Deubner, Fritz:
..nach Adam Ries. Leben und Wirken des
groBen Rechenmeisters. Leipzig/Jena: Ura-
nia-Verlag 1959.

2) Aus satztechnischen Griinden wird die-
ses Zeichen mit ,£“ wiedergegeben.

Lésung: Es sei x der kleinere Summand.
Dann ist x + 2 der groBere Summand, und
es gilt
x+x+2=10, also 2x =8, x =4 und
x+2=6.

Der kleinere Summand ist also gleich 4
und der groBere Summand gleich 6.

Man sieht, daB Ries der modernen Lésung
dieser Aufgabe recht nahe kommt, nur mit
dem Unterschied, daB er das Gleichheits-
zeichen noch nicht benutzt und daher den
Sachverhalt sprachlich darstellen muB.
Aufgaben dieser Art, die zu einem ganz-
zahligen Ergebnis fiihren, knnen bereits
Schiiler der 4. Klasse durch inhaltliche
Uberlegungen 16sen.

In dem vorliegenden Falle kann die Auf-
gabe mit der folgenden Tabelle gelGst wer-
den:

kleinerer groBerer Summe
Summand x Summand x + 2

1 3 4

2 4 6

3 5 8

4 6 10
>4 >6 >10

Nur fiir x =4 und x +2 =6 wird die ver-
langte Summe 10 erreicht.

Aufgabe 2 (Nr.23)

Ein Vater hat 4 S6hne. Er vermacht dem
€isten ‘1‘ , dem zweiten ; , dem dritten %
seines Vermégens und dem vierten 92 f1.
Wie groB war das Vermogen des Vaters?
(fl. (Gulden) ist eine alte Goldmiinze; die
Abkiirzung ist aus dem franzosischen florin
zu erklédren.

Hier und bei den folgenden Aufgaben ist
der Aufgabentext sprachlich und orthogra-
phisch modernisiert worden.)

Lésung: Das Vermégen des Vaters betrage
x fl. Dann gilt

X, x x
—+ -+ =+92=x

47576
15x + 12x + 10x + 5520 = 60x,
23x = 5520,
x= 240.

Das Vermogen des Vaters betrug also
240 fl.

Adam Ries gibt die folgende Losung an:
Setz des Geldes sei gewesen 1 £ x
nim hinwegk

Y g1 1 X x x_23/
ViEViEund Y £ U el
pleiben 2%, gleich 92 @ %x =92
Machs, so komen 240 die Zall. x =240.

Aufgabe 3 (Nr.118)

Drei Windmiihlen mahlen gleichzeitig. So
der Wind geht, werden in 8 Stunden auf
der ersten 20 Scheffel, auf der zweiten
17 Scheffel, auf der dritten 15 SchefTel ge-
mabhlen.

In wieviel Stunden werden 24 Scheffel von
den drei Windmiihlen gemahlen? (Scheffel
ist ein altes deutsches HohlmaB fiir Ge-
treide mit unterschiedlichem Rauminhalt,
231 bis 223 1)



Lisung: In x Stunden werden gemahlen
(jeweils in Scheffeln) auf der 1. Windmiihle

%x, auf der 2. Windmiihle %x, auf der

3. Windmiihle %x. Daher gilt

20 17 15

TX+TX+TI=24,
20x+ 17x + 15x=24-8,
§2x=24-8,
248 _48 .9
T52 13 13

Also werden 24 Scheffel von den drei

Windmiihlen in 3% Stunden gemahlen.

2. Eine Optimierungsaufgabe

Aufgabe 4 (Nr.119)

Ein Miinzmeister hat 100 mk. gekorntes
Silber, wobei 1 mk. 7 Lot Feinsilber ent-
hilt. Ferner hat er 50 mk. gekorntes Silber,
wobei 1 mk. 12 Lot Feinsilber enthilt. Wie-
viel mk. gekorntes Silber, bei dem 1 mk.
10 Lot Feinsilber enthilt, kann er daraus
héchstens herstellen, wenn er keinen Zu-
satz nimmt, also weder weitere Mengen an
Silber noch an anderen Legierungsmetal-
len verwenden soll? [mk. (Mark) ist hier
eine alte Gewichtseinheit (233,8 g).

Lot ist ebenfalls eine alte Gewichtseinheit:
1 Lot= %mk. Gekorntes Silber ist eine
Silberlegierung; der Gehalt an Feinsilber
wird dabei in Lot je 1 mk. angegeben.]
Losung: Verwendet der Miinzmeister von
der 1. Sorte (716tiges Silber) x mk. und von

der 2. Sorte (1216tiges Silber) y mk., um’

1016tiges Silber herzustellen, so gilt
Tx+ 12y =10(x + y).

Dabei ist x =100 und y = 50.

Aus (1) folgt 7x + 12y = 10x + 10y,

0

also 2y = 3x, x =%y.
Wegen y =< 50 gilt x=%y §1;£= 33%,

also x+y§50+33-;—=83%.

Der Miinzmeister kann also aus den bei-
den Sorten hochstens 83%mk. 1016tiges

Silber herstellen, wenn er keinen Zusatz
nehmen soll.

Die Losung von Ries ist etwas umstindli-
cher; er benutzt aber ebenfalls die Variable
E. .

In seiner Losung kritisiert Ries den Ward-
ein (Miinzpriifer) Hans Conrad und den
Wardein Scheurlein aus Niirnberg, die sich
,»vil Rechens vermessen und das geringste
exempel der £ nichtt hat machen mugenn*,
also mit der Variablen nicht arbeiten und
daher diese Aufgabe nicht 16sen konnten.
In der Originalfassung der Aufgabe von
Ries wird das Edelmetall nicht angegeben;
es konnte auch Gold gewesen sein.

3. Eine Aufgabe aus der CoB, die auf

ein lineares Gleichungssystem mit

3 Variablen fiihrt

Aufgabe 5 (Nr.122)

Drei Personen A, B und C kaufen ein Pferd
fir 12 fl.

Keiner kann es allein bezahlen.

Nun spricht A zu B und C: ,Wenn mir je-
der von euch Y seines Geldes gibt, so kann
ich das Pferd bezahlen.“

Darauf spricht B zu A und C: ,Wenn mir
jeder von euch Y% seines Geldes gibt, so
kann ich das Pferd bezahlen.“

SchlieBlich spricht C zu A und B: ,Wenn
mir jeder von euch Y, seines Geldes gibt, so
kann ich das Pferd bezahlen.“

Nun frage ich, wieviel Geld jeder gehabt
hat.

Losung: A moge afl., B moge bfl. und C
moge c fl. gehabt haben.

Dann gilt
a+§ 7"= 12,als02a + b+ c =24, (1)
b+Tc+%'=12,alsoa+3b+c=36, 7))
c+%+%= 12, also a + b + 4c = 48, (3)
Aus Q) und (3) folgt —2b+3c¢=12. (4)
Aus (2) folgt 2a +6b+2c=172,
also wegen (1) 5b+c=148, (5
15b + 3c= 144,
‘132 13
also wegen (4) 17b =132, b= TR 7 17
Hieraus folgt wegen (5)
3
c=48—-5b= 9F
und wegen (2)
9

a=36—3b—c=37.

']

: 13
Es hatten also A 3—17 fl,B 7? fl. und C
3

9Fﬂ"

Adam Ries gibt auch (in der analogen Auf-
gabe Nr.47) ein Lésungsverfahren fiir der-
artige Aufgaben an, das zwar in Worten
dargestellt wird, im Prinzip aber dem obi-
gen Losungsverfahren entspricht.

. Er bemerkt ferner, daB der Miinzpriifer

Hans Conrad einem schwarzen Ménch des
Prediger-Ordens, namens Aquinas, fiir die
Losung dieser Aufgabe einen Gulden gege-
ben habe, von dem auch der erfahrene Ma-
thematicus Andreas Alexander gelernt
habe. Er sagt dazu: ,Hab dir es besser her-
ausgestrichen. Magst sein Exemplar sehen
oder seine Operacion.*

Die Lésung von Ries mit Hilfe der Varia-
blen & bedeutete damals einen beachtli-
chen Fortschritt gegeniiber den Verfahren
der zeitgenOssischen Rechenmeister.

4. Adam Ries und die Anwendung
der regula falsi

In seiner Cof8 wendet Adam Ries die regula
falsi, die damals von den Rechenmeistern
zur Losung linearer Probleme hiufig be-
nutzt wurde, nicht mehr an, da er mit Hilfe
der Variablen £ zu einem besseren Lo-
sungsverfahren gelangte. In der Practica
des groBen Rechenbuches von 1550 findet
sich aber noch die folgende Aufgabe:
»Gott grii euch Gesellen all 30.“ Antwor-
tet einer: ,Wenn unser sind noch so viel
und halb so viel, so wiren unser 30.“

Die Frage ist, wie viel ihr gewesen.

Losung: Aus x + x + % =30 folgt

Eine
interessante,
anspruchsvolle

Aufgabe

Herrn Nationalpreistriger
Prof. Dr. Herbert Beckert gewidmet_
A 26074 Es sei ein konvexes Sechseck
P,P,P,P|P,P; mit Durchmesser d gege-
ben. Die Diagonalen P,P; und PP
schneiden sich in S und bilden den Winkel
w=P,SP;. Dann gilt fiir den Flichenin-
halt F des Sechsecks
260 ¥
F =< d%sin 2"

Fiir O<w§?ﬂ ist diese Abschitzung

scharf, und zwar wird das Gleichheitszei-
chen fur den Grenzfall des Drachenvier-
ecks mit P;=P;=P;=S und SP, = SP,
= SP; = d angenommen.

Dies ist zu beweisen.

(Aus einem Beitrag iiber Starke Konvexitdt
beim Standortproblem — Autor: Prof.Dr. Joa-
chim Focke, Sektion Mathematik der Karl-
Marx-Universitit Leipzig)

Das ZK der SED gratulierte Prof. Dr.
H. Beckert im Oktober 1985 zum 65. Ge-
burtstag. Zitiert (ADN/LVZ):

...GroBe Anerkennung finden Ihre Arbei-
ten zur Verbindung von Mathematik und
Mechanik sowie Physik auf hohem theore-
tischen Niveau und Ihr erfolgreiches Wir-
ken zur Foérderung des wissenschaftlichen
Nachwuchses...

4x +x=60, 5x =60, also x=12. Es wa-
ren also 12 Gesellen.
Adam Ries 16st diese Aufgabe wie folgt:
Nimm eine Zahl, die durch 2 teilbar ist,
z.B. 16; dann ist 16 + 16 + 16/2 = 40, also
10 zu viel. Nimm 14; dann ist
14 + 14 + 14/2 = 35, also 5 zu viel.
Nun pimmt er einen linearen Verlauf an
(was nicht bewiesen wird) und erhilt durch
Extrapolation die Anzahl der Gesellen:

14-10—-16-5 _ 60 _ 12

5 T

Schiiler der 4. Klasse konnen diese Auf-
gabe mit Hilfe einer Tabelle 16sen, wobei
aber nicht extrapoliert wird, sondern die
Tabelle fortgesetzt wird, bis der richtige
Wert erscheint:

X
x x+ x+ 3
16 40
14 35
12 30
<12 <30
Nur im Falle x =12 ist x+x+—;—=30.

Also waren es 12 Gesellen. R. Laders.
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Losungen

Ldsungen zur: Sprachecke

Ala Aufgabe: Welche Zahl ist in der
Folge 7, 17, 37, 717, ?, 317, ... anstelle des
Fragezeichens einzusetzen?

Ldsung: Man gelangt in der Folge von einer
Zahl zur nichsten, indem man zum Dop-
pelten der Zahl 3 addiert. Folglich ist 157
einzusetzen.

A2A Aufgabe: Legt in jeder Reihe ein
Streichholz so um, daB iiberall eine wahre
Gleichung entsteht!

s Y= 114008
~Wi=11 =110,
(7=11-8) Vil=l 1=W108

A3l A Aufgabe: Symmetrische Muster:
Welche Zahlen werden durch diese sym-
metrischen Muster dargestelit? Wie viele
Symmetrieachsen (wenn vorhanden) hat je-
des Muster? Welche Muster sind radial-
symmetrisch?

Lésung: Radialsymmetrisch sind alle Mu-
ster auBer g.

Zahlen 13 12 11 12
Symmetrie- | 2 0 2 2
achsen

Zahlen 12 ) 12 | 13 | 12 | 12

Symmetrie- | 4 4 1 4 2
achsen

A4 A Aufgabe: Eine Zeitung umfaBt
36 Seiten und hat eine tdgliche Auflage
von 600000 Exemplaren. Jede Seite ist ein
Rechteck, dessen AusmaBe S50c¢m und
33cm betragen. Um jede Seite gibt es
einen unbedruckten Rand von 2 cm Breite.
a) Wie groB ist die bedruckte Fliche?

b) Wie groB ist die Fliche des Papiers, das
fir die tdgliche Auflage der Zeitung not-
wendig ist?

Ldsung: a) Die bedruckte Fliche betrigt
0,46 m- 0,29 m" 36600000
=2881440m?.
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b) Die benétigte Fliche des Papiers betrigt
0,5m-0,33m-36-600000
=3564000 m?.

Losung zu: Eine Aufgabe
zum Knobeln und Basteln

von Niels Neumann, nach Kiirzungen durch
die Redaktion:
In jeder Ecke des Polyeders mufB die
Summe der GroBe der Innenwinkel der
Seitenflichen, die hier zusammenstoBen,
kleiner als 360° sein. Da die GréBe der In-
nenwinkel beim regelméBigen Sechseck
180° und beim regelmiBigen Fiinfeck 108°
betridgt, miissen in jeder Ecke entweder (a)
genau zwei Sechsecke und ein Fiinfeck
oder (b) genau ein Sechseck und zwei
Fiinfecke zusammenstoBen. Wir betrach-
ten die Ecken eines regelmiBigen Fiin-
fecks. Wiirde in vier Ecken die Eigenschaft
(b) bestehen, so miiBte fir die fiinfte Ecke
die Eigenschaft (a) eintreten. Also kénnen
nur in jeder Ecke zwei regelmiaBige Sechs-
ecke und ein regelmiBiges Fiinfeck zusam-
menstoBen.
Fiir die folgenden Rechnungen sei E die
Anzahl der Ecken des Korpers, K die An-
zahl der Kanten, s die Anzahl der Sechs-
ecke und f die Anzahl der Fiinfecke. Die
Anzahl der Seitenflichen ist also F= s + f.
Jede Ecke wird von drei Kanten gebildet;
und dabei wird jede Kante zweimal ge-
nutzt. Also gilt:

JE=2K. (¢))
Jedes Fiinfeck wird von fiinf Sechsecken
umgeben; ein Sechseck grenzt aber nur an
drei Fiinfecke. Deshalb ist:

5f=3s. )

Jede Kante des Kdrpers ist Seite fiir genau
zwei der Seitenflichen; und deshalb gilt:

5f+6s=2K. 3)
Aus (2) und (3) erhalten wir

2K =35+ 65 = 9s. 4)
Aus (1) ergibt sich dann

3E =09s
und damit

E=3s &)
Nach dem Eulerschen Polyedersatz ist
E+F—~K=2 und damit 10E+ (10s

+10f) — 10K = 20. Wegen (2), (4) und (5)
folgt daraus

10(3s) + 10s + 65— 5-95s =20
und s=20.
Aus 5f=3s=3-20 ergibt sich f=12.
Weiterhin ist E=3s=3-20=60.
Das Polyeder besteht also aus 12 Fiinfek-
ken und 20 Sechsecken, und es hat 60 Ek-
ken. DaB es einen solchen Korper iiber-
haupt gibt, kann man nun durch Basteln
nachweisen. (Das Bild zeigt ein Korper-
netz, das ich entworfen habe.)
Von jeder Ecke des Korpers gehen 11 Ver-
bindungsstrecken zu anderen Ecken aus,
die keine Raumdiagonalen sind; dies sind
drei Kanten des Korpers, 2 -3 = 6 Flichen-
diagonalen von zwei Sechsecken und zwei
Flich~ndiagonalen eines Fiinfecks. Folg-
lich gibt es von jeder Ecke aus genau
60 — 11 — 1 =48 Ecken, zu denen die Ver-
bindungsstrecke eine Raumdiagonale ist.
Dabei wird jede Raumdiagonale genau
zweimal erfaBt; also hat der Korper genau
60-48

2

Anmerkung der Redaktion: Nimmt man
beim FernsehfuBball die fiinf- und sechsek-
kigen Oberflichenteile als ebene Flichen

= 1440 Raumdiagonalen.




an, so erhilt man gerade einen Kdiper der
obigen Art. Zu unserem Ko6rper kommt
man auch auf folgende Weise: Einem (Pen-
tagon-)Dodekaeder werden die 20 Ecken
durch jeweils einen ebenen Schnitt so ab-

getrennt, daB ein Drittel der von einer -

Ecke ausgehenden Kante verlorengeht.
(Diese Schnitte sind regeimiBige Fiinf-
ecke, und von den Seitenfldchen des Dode-
kaeders bleiben dabei regelmiBige Sechs-
ecke iibrig.) E. Quaisser

Ergebnisse bzw. Losungshinweise zu:
Aufgaben aus der polnischen
math. Schiilerzeitschrift plus-minus

Ala Krzysztof 5, Piotr 4, Marek 3, Sla-
wek 2, Roman 1.

A2 A Der Ringfinger.

A3 a GroBvater 97, Sohn 79, Enkel 31,
Urenkel 13.

Ada

A S5aA Multipliziert man 11 beliebig oft
mit sich selbst, erhidlt man immer eine
Zahl mit der Einerziffer 1, denn 11 =1.

Wir bestimmen die letzte Ziffer der Poten-

zen von 7:
7=7-7=49 7P=..17=..1
72=49-7=543 7¢=...7"7=....9

74=543-7=...1,denn 3-7=21
und stellen unsere Untersuchung in einer
Tabelle zusammen:
(n Exponent, z Einerziffer)
n|2345678
219317931
1980 ist durch 4 teilbar fir n = 1980, endet
7" (siehe Tabelle) auf 1. Die Differenz der
beiden Potenzen endet deshalb auf 0.
A6A Wegen 4B + BC =30km = AC lie-
gen A, B, C auf einer Geraden. D kann
nicht auf dieser Geraden liegen, denn dann
wire CD #15km. D liegt einerseits auf
einem Kreis um A mit 4D =50 km und
andererseits auf einem Kreis um C mit
CD = 15km. Beide Kreise haben keinen
gemeinsamen Punkt, die Aufgabe ist des-
halb nicht 19sbar.
A7a a) 399 999 999 988

b) 599 999 999 995

¢) nl
A 84 Die Zahl 13 hat auch diese Eigen-
schaften:
13+1=2-7,13+2=3"5,
13+3=4-4
A9a 11-11;111-111;1111-1111;
11111-11111;111111-111111;
1111111-1111111;
11111111-11111111.
Al0A x=24; y=2. .
Alla a)0;b)Jede natiirliche Zahl von 1
bis 100 ist Losung.
A 12 A Die Aufgabe ist nicht 16sbar.

Losungen zu:
Knobeln und Kombinieren

Ala ABCN
ADCN
ADEN
ADEFN
ABCDEN
ABCDEFN
3,7km; 5,7 km; 4,7 km; 6,3 km; 9,7 km;
11,3 km.
A2a a)l2 b)15.
Ala 12 Ada 9
AS5a 17 Ab6a 120
ATA 8 A8aA a)E F CB
b) D,E, F B, A c) 127
A9a 24 Al0a 12 Alla 15
Al2a a)l6,b) 32 Alla 12
Alda 43

Losung zu:
Wolf, Ziege und Kohlkopfe

Der Mann brachte zuerst die Ziege an das
andere Ufer. Darauf holte er den Wolf und
brachte anschlieBend die Ziege wieder zu-
rick. Am Ausgangsufer angekommen,
nahm er die Kohlkdpfe in den Kahn und
lieB die Ziege dort. Die Kohlkopfe brachte
er zum Wolf an das andere Ufer. Abschlie-
Bend holte er die Ziege.

Losungen zu:
In freien Stunden - alpha-heiter

Das Groschenspiel

Die Versuchung, einen deiner Groschen
im ersten Zug dem Gegner vor die Nase zu
setzen, flilhrt zu einer glatten Niederlage,
denn der Gegner kontert dann auf der an-
deren Bahn auf die gleiche Weise, und du
muBt Schritt fiir Schritt zuriick in deine
Niederlage. Dieser (theoretische) Reinfall
zeigt, daB es giinstig wire, in beiden Rei-
hen gleiche Abstinde zu haben. Dein Geg-
ner. wiirde diese Abstinde mit jedem Zug
verindern, aber du hittest im nichsten
Zug stets die Moglichkeit des Ausglei-
chens, also stets einen Antwortzug, mithin
auch den letzten Zug. Ein gleicher Ab-
stand 4Bt sich im ersten Zug erreichen,
wenn du 5 Felder vorriickst. Marschiert
dein Gegner n Felder vor, so riickst du auf
der anderen Bahn n Felder vor; ist dein
Gegner am Riickmarsch (k Felder), so
gehe auf der gleichen Bahn k Felder nach
vorn.

Spiel mit dem Baukasten
Ein Baustein der Serie F wurde nicht ver-
wendet.

Wie alt sind Vater, Mutter

und der Sohn?

V ist das Alter des Vaters, M das Alter der
Mutter und S das Alter des Sohnes.

M-4=28
V+5=2S+5)
M+V+8=109.

Durch Losen dieses Gleichungssystems er-
hélt man V=45, M = 44 und S = 20. Der
Vater ist also 45 Jahre, die Mutter 44 Jahre
und der Sohn 20 Jahre alt.

Wortspiele
Zahl — Mahl — Mehl — mehr — Meer;

Kugel, Kegel, Regel, Regal;
Mathe, Matte, Motte, Lotte, Lotto.

Verheddert
Die Schnur enthilt einen Knoten.

Knackniisse

Es miissen jeweils Zahlen der 9er Malfolge
sein:

81-1=280; 80:10=8; 80— 8=72;

72-2=10 8+1= 9
9-9=0 7+2=9
0+9= 9

Es sind 9 Kinder; 81 Niisse werden verteilt, _
jeder bekam 9 Stiick.

Silyesterlauf

Aus 1, 5 und 7 folgt: Christian ist blond,
165cm grof und Goldmedaillengewinner,
Bernd ist 164 cm grof8 und Axel ist 162 cm
groff. Aus 2 und 4 und aus Christian ist Sie-
ger und blond folgt:

Axel ist briinett. Aus 1 und 6 sowie aus Chri-
stian ist Sieger und blond und Axel ist briinett
folgt: Bernd ist schwarz und Bronzemedaillen-
gewinner und Axel ist Silbermedaillengewin-
ner.

Verschliisselter Wunsch fiir 1986
Kodierung: Unser Alphabet wird auf sich
abgebildet nach der Vorschrift: Vokale
bleiben fest und Konsonanten werden
durch den im Alphabet nachfolgenden
Konsonanten ersetzt (durch B).
Dekodierung: Vokale bleiben fest und
Konsonanten werden durch den im Alpha-
bet vorangehenden Konsonanten ersetzt.
Folglich lautet der Satz;: WIR WUEN-
SCHEN EUCH VIEL ERFOLG IN DER
SCHULE UND VIEL SPASS BEIM KNO-
BELN!

Auf der Ski-Piste

AR @
setze: x =am 2)
es folgt:
1 1 1
m iy ®
hieraus: —a (@)
- m—1
setze nunmehr;
y=bc %)
und: b=m-1 6)
bzw. m=b+1 @)
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folgt: y= % ®

mit (2) und (8) erhalten wir:
1,1 1, b _b+1 o
x y am am am
(kontrolliere, daB mit (7) wieder (1) folgt).
Zerlege nun die gegebene Konstante:
1985 =5-397!
a) Setze: b =5 dann folgt mit (7): m=6
mit (4) folgt:
y=1985 -%= 2382 mit (2) folgt:
x=1985-6=11910;
b) setze: b = 397 dann folgt mit (7):
m = 398 398
mit (4) folgt: y = 1985 397 = 1990

mit (2) folgt: x = 1985-398 = 790 030;

c) setze: b=1 (einfachste Variante, die
aber dazu gehort) dann folgt mit (7): m =2
mit (4) folgt: y =1985-2 = 3970

mit (2) folgt: x = 1985-2 = 3970!

Die Losung heiBt also:

x= y=
1. 11910 2382
2. 790030 1990
3 3970 3970

Die Zahl muB durch 24 = 3 - 8 teilbar sein.
Um durch 8 teilbar zu sein, werden die
letzten drei Stellen untersucht. Teilbar
durch 8 sind 816, 856 und 896, wobei die
erste und letzte Moglichkeit wegen Ziffern-
wiederholung ausscheiden. Auf die durch 3
teilbare Ziffernsumme fehlen 4, 7 oder 10,

daher konnen folgende Ziffern eingesetzt '

werden: 0-4, 4-0, 0-7, 7-0, 3-4, 4-3, 3-7, 7-3.

Lésungen zu: Knobel-Wandzeitung
Heft 5/85

Bumerang

Ala Man hitte beispielsweise folgende
symmetrische Palindrome eintragen koén-
nen: 1. ELLE, 2. EBBE, 3. EGGE, 4.
ANNA, 5. ESSE, 6. KAJAK, 7. RADAR, 8.
MONOM, 9. ROTOR, 10. NEBEN, 11.
RENNER, 12. TANNAT, 13. RETTER, 14.
NEFFEN, 15. NENNEN.

Schiittel-Tiere

A2a LECH-ELCH, SAUM-MALUS,
GRETI-TIGER, MAKEL-KAMEL,
PIRAT-TAPIR, RADEL-ADLER, REGIE-
GEIER, ROTTE-OTTER, SELMA-
AMSEL, SCHROT-STORCH, TELEFAN-
ELEFANT, SCHLAGEN-SCHLANGE,
WEBSCHAL-SCHWALBE, LEBE-
SCHATZ-BACHSTELZE, LICHT-
GALAN-NACHTIGALL.

Lesevielfalt
A3 A Istein Wort nebendiagonal in einer
Matrix mit m Zeilen und n Spalten ange-
ordnet, so gilt fiir die Anzahl L der Lese-
moglichkeiten:
L= (m+n-2)!
T (m-Di(e-1!"
Fiir die einzelnen Begriffe ergeben sich:
4

!
ALPHAZL=W+1=4+1=5,
7

HOCHZAHL: L = W

5!
EUKLID: L = ﬁ= 10,

=35,
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MATRIZEN: L=%+1=21 +1=22.
Mehr oder weniger

A4a Moglich wire: SEITE-SEIT-SEI-SI
(Silizium)-S-ES-EIS-REIS-KREIS,
BREITE-BREIT-BREI-BEI-EI-EIL-EILE-
TEILE-TEILER.

Aus VIER mach ZEHN

A S5a VIER-TIER-TEER-MEER-MEHR-
WEHR-WEHE-ZEHE-ZEHN, RAUM-
RAUB-LAUB-LAUS-MAUS-MASS,
ZAHL-ZAHN-BAHN-BANN-BAND-
RAND-RIND-RIED-RIES.

Mathematiker-Lexikon
AbA

EUKLID CANTOR
FERMAT I GALOIS
! 1
METRA]DGLIOi]T
FIE U K L 1|{AlC NARDO
olMB 1 s0|C|P 5 ALC
NP[.ATW ACYH qA
' l ! l
PLATON .
MOBIUS CAUCHYPASCAL
alpha-SpaB

a7a Das Bild zeigt eine mégliche

Zerlegung:

Name gesucht
ABaA

Der Reihe nach

AGA -
o P \
[ @ © 7 ® |
[ o e S |
| ’/’ T 7/ I |
I =TT (M) ‘@ I
I T ® |
i ah pd :
| L @ ;S I
L ~ - J
\ /’ ‘\ - -

Dreierlei

A10a a) Dieses Kryptogramm ist ein-
deutig losbar:

7201 + 7201 = 14 402.

b) Dieses Kryptogramm ist mehrdeutig
16sbar, z.B. 1397 + 1397 = 2794,

3102 + 3102 = 6204, 3204 + 3204 = 6408,
3295 + 3295 = 6590, 4295 + 4295 = 8590.
¢) Dieses Kryptogramm ist nicht 16sbar,
denn es muB S gleich 1 sein, folglich
2I =1 oder 2I =11, was der Ganzzahlig-
keit von I widerspricht.

Im 20.Jahrhundert

Alla Es muB E=1 und I=9 sein.
Man erhilt: S1.1M.19L1. S, M und L sind
also noch in sinnvoller Weise durch ver-
schiedene Ziffern zu ersetzen. Fiir S=0
sind nur sechs Daten moglich: 01.12.1931
(1941, 1951, 1961, 1971, 1981).

Fiir S =2 sind auch nur sechs Daten még-
lich: 21.10.1931 (1941, 1951, 1961, 1971,

1981). Fiir § =3 sind 12 Daten moéglich:
31.10.1921 (1941, 1951, 1961, 1971, 1981)
oder 31.12.1901 (1941, 1951, 1961, 1971,
1981). Insgesamt sind also 24 Daten des
20. Jahrhunderts durch SE.EM.EILE ver-
schliisselbar.

Mathematische Lyrik

Al124 In der Reihenfolge des Textes
sind versteckt: Archimedes (von Syrakus:
etwa 287 bis 212 v.u.Z.), Lie (Sophus:
1842 bis 1899), Klein (Felix: 1849 bis
1925), Hankel (Hermann: 1839 bis 1873),
Abel (Niels Henrik: 1802 bis 1829), Gauss
(Carl Friedrich: 1777 bis 1855).

Wort Karussell
Al3a

Zahlenfenster

Al4a Bezeichnen wir den Buchstaben
in der i-ten Zeile und k-ten Spalte der
Buchstabenmatrix mit a;, so kann man
mit der Schablone folgende acht Zahlen-
namen lesen:

EINS = a5,ay3a33a3,, ZWEI = ay,a1385a5,
DBEI = 830300y, VIER = aj3ay05a;,,
FUNF = 45855054064, ACHT = a548,50;505,
NEUN = 33843044854,

ZEHN = a4 a4a53a5.

Magische Wortquadrate

Al5a
RIo|S|E|GjE|R|A|E|S[E|R
O/B|E|R|E|B|E|R|S|0O]|5]|A
_S'EILRElHESEL
E[R|[L|IE|A[RIM|E|[R|A|L]|F

SpaB mit der LVZ (Leipziger Volkszeitung)

Al6a
ONO (0 @3
® @O @ (8
(— @) (10—

ELFer-Probe

A 17 A Aus der ersten Gleichung ergeben
sich E=0 oder E=1. Aus der zweiten
Gleichung ergeben sich fir E=0: L=0
oder L=1, und fir E=1: L= -1 oder
L = 2. Aus der dritten Gleichung ergeben
sichnunfirE=0,L=0: F=0oderF=1,
fir E=0, L=1: F=-1 oder F=2, fir
E=1,L=-1:F=0oderF=1,furE=1,
L=2: F=-2 oder F=13. Jedes der acht
Tripel (0,0,0), (0,0,1), (0,1,-1), (0,1,2),
1,-1,0), 1,-1,1), (1,2,-2) und (1,2,3)
ist eine Losung des Gleichungssystems,
wovon man sich durch Einsetzen leicht
iiberzeugt.



Losungen zum alpha-Wettbewerb
Heft 2/1985

Ma 5m 2550 Der Vorginger einer natiirli-
chen Zahl n ist n—1, der Nachfolger
n + 1. Wir stellen eine Tabelle auf:

a b a-1 b+1 (a-1
“(b+1)

0 8 - 9 -

1 7 0 8 0

2 6 1 7 7

3 5 2 6 12

4 4 3 S 15

5 3 4 4 16

6 2 5 3 15

7 1 6 2 12

8 0 7 1 7

a)a=1,b=7

b)a=3,b=50dera=7b=1

c)a=S5,b=3.

Ma 5m 2551 Auf dem Bild sind drei Sei-
ten des Paketes sichtbar; dafiir werden
4:25cm+2-40cm =180 cm Schnur be-
notigt. Insgesamt werden also

2-180cm + 10cm =370 cm Schnur bend-
tigt.

Ma5m 2552 Ulfs Wiirfel hat ein Volu-
men von 20-20-20cm? = 8000 cm?. Der
zweite Teilkorper hat ein Volumen von
8000 cm® — 5600 cm® = 2400 cm?. Wegen
2400:400 = 6 ist die kiirzere Kante des
zweiten Teilkorpers 6 cm lang. Die kiirzere
Kante des ersten TeilkOrpers ist deshalb
20 cm — 6 cm = 14 cm lang. Die Oberflache
des ersten Teilkorpers betrigt deshalb

2-400 cm?+ 41420 cm? = 1920 cm?.

Ma 5 ®2553

Heft Anzahl der Einsendungen
i x + 2000

2 x — 4000

5 x + 3000

6 X

Insg 4x + 1000

Aus 4x + 1000 =93000 folgt schrittweise
4x =92000, x =23000. Zu den Heften 1,
2, 5, 6 gab es in dieser Reihenfolge 25000,
19000, 26 000, 23 000 Einsendungen im al-
pha-Wettbewerb.

Ma 5m 2554 Die nachfolgende Tabelle,
die das mogliche Alter der vier Schiiler ent-
hilt, zeigt, daB es 16 verschiedene Tipp-
moglichkeiten gibt.

A B C D A B C D
10 10 10 10 11 10 10 11
10 10 10 11 11 10 11 10
10 10 11 10 11 11 10 10
10 11 10 10 10 11 11 11
11 10 10 10 11 10 11 11
10 10 11 11 11 11 10 11
10 11 10 11 1 11 11 10
10 11 11 10 11 11 11 11

Ma5m2555 a)963 +825+741

b) 2529 ’

c) 921, 923, 925, 941, 943, 945, 961,
963, 965

Ma 582556 Es konnte a=1, 2 oder 3
sein. Aus a =3 folgt fiir b=0 und c=13
dann 1981 + 3030 + 1982 + 3300 = 10293
> 8888. Damit entfillt a=3. Aus a=1
folgt fir b =9 und ¢ = 9 dann 1981 + 1919
+ 1982 + 1199 = 7081 < 8888 . Damit ent-
fdllt a = 1. Somit gilt a = 2. Aus b = 0 folgt
¢c=5 wegen 1+b+2+c¢=8. Dann
miiBte aber 1981+ 2020 + 1982 + 2255
= 8238 gelten, was nicht moglich ist. Aus
¢ =0 folgt analog dazu b =15, was wegen
1982 + 2525 + 1982 + 2200 = 8688 eben-
falls nicht moglich ist. Systematisch so
fortfahrend, erkennen wir, daB genau eine
Losung existiert, nimlich b =6 und ¢=9.
Es gilt somit 1981 + 2626 + 1982 + 2299
= 8888.

Maém2557 Das Volumen des ausge-
schépften Wassers betrigt V=9-3:2dm’
=54dm’®. 1 Liter Wasser ist soviel wie
1dm® Wasser. 54:6=9. Dem Aquarium
wurden 9 Kannen Wasser entnommen.

Ma6m2558 Die Kisten A, B, C seien
x kg, 2x kg, Ix kg schwer. Aus 3x+7,5
=2x+ 15 folgt x = 7,5. Die Kisten B und
C sind somit 2-7,5kg+ 15kg = 30kg
schwer. Wegen 30— 7,5 =225 miissen in
Kiste A noch 22,5 kg Altpapier gelegt wer-
den.

Ma6®2559 a) Der Zaun besteht aus2-6
+ 24 =20 Wiirfeln.

b) Von jedem Wiirfel sind genau drei Fld-
chen sichtbar. Insgesamt sind also
320 = 60 Wiirfelflichen sichtbar.

¢) Ein solcher Zaun wiirde aus 156:3 =52
Wiirfeln bestehen.

Ma6m2560 a) 912 + 834+ 756 = 2502
b) Von allen moéglichen Beispielen sind
nur die Summanden der drei folgenden
Beispiele simtlich durch 6 teilbar.

912 + 834 + 756 = 936 + 852 + 714 = 954
+ 816 + 732 = 2502.

Nur im Falle 954 + 816 + 732 ist keiner
der drei Summanden durch 7 teilbar.

Ma7m2561 a) Aus a'b-c=144dm’
und b=2a4 und c=2dm folgt a-2a-2
= 144 dm?, also ¢ = 6 dm und b =12 dm.
b)

&dm
10 ok

1edm
16 Im

c) 0=16-10dm? — 422 dm?

=144 dm?.
Ma7m2562 Es seien a, b, ¢, d, e die
Massen der Kérper A, B, C, D, E; dann gilt

at+btct+tdte=44, 1)
at+b+c =d+e, (2)
atb+c + e= 136, 3)
at?d =c+te, “)
a +d =e (5

Aus (1) und (3) folgt d = 8. Aus (2) und (1)

folgt 2-(d+e)=44, also d + e=22, und
wegen d = 8 somit e = 14. Aus (5) folgt a
+8=14, also a =6. Aus (2) folgt 6+ b
+c=8+"14,also b+ c=16. Aus (4) folgt
6+b=c+14,alsob=c+8.

Daraus folgt weiter c+ 8+ c=16, 2¢ =8,
also ¢ = 4 und somit b = 12. Die Korper 4,
B, C, D bzw. E haben eine Masse von 6 kg,
12 kg, 4 kg, 8 kg bzw. 14 kg.

Ma7®2563 Es seien «, f, y die GroBen
der Innenwinkel des Dreiecks, und es seien
o, f' die Gr6Ben derjenigen AuBenwinkel,
die or bzw. § zu 180° ergiinzen. Dann gilt
a'=f+y p=aty a'+p

=a+f+y+y o'+ =180+ 1y,
also o’ + ' — 180° = p.

Ma7m2564 Es sei z=abcd die gesuchte
vierstellige natiirliche Zahl mit 1=sa=<9,
0=<b, ¢, d=9. Wegen c=4-d und
¢c+d=10 gilt 4d+d =10, 5d =10, also
d=2 und somit ¢ =8. Wegen b=a +c,
also b > c gilt b =9 und somit a = 1.

Die gesuchte Zahl lautet 1982.

Ma8m2565 Aus (1) folgt: Herr Voigt ist
kein Geschichtslehrer.

Aus (2) folgt: Herr Schroter ist kein Rus-
sisch- und kein Deutschlehrer.

Aus (3) folgt: Herr Schroter ist kein Ge-
schichtslehrer. Herr Miiller ist Geschichts-
lehrer.

Aus (4) folgt: Herr Miiller ist kein Chemie-
und kein Biologielehrer.

Aus (5) folgt: Herr Schroter ist kein Che-
mielehrer. Herr Voigt ist Chemielehrer.
Aus (6) folgt: Herr Voigt ist kein Deutsch-
lehrer. Herr Miiller ist Deutschlehrer. Herr
Voigt ist Russischlehrer, und Herr Schriter
ist Biologie- und Englischlehrer.

Lehrer  Russisch  Biologie Chemie
Schréter nein ja nein
Voigt ja nein ja
Miiller  nein nein nein
Lehrer  Geschichte Englisch Deutsch
Schréter nein ja nein
Voigt nein nein nein
Miiller ja nein ja

Ma8m2566 Es sei 100a + 10b + ¢ mit 1

£a=59,0=b=<9, 0=c=9 eine dreistel-
lige natiirliche Zahl mit den Grundziffern
a, b, c; dann gilt nach Aufgabenstellung
100a+ 10b + ¢+ 135 =100c + 10a + b,

90a+ 9b +135 = 99¢

10a+ b + 15 11c
und wegena+b+c¢c =9
10a+ (9 —-a-c)+15=1l¢,

9a +24 =12,
4c=8 + 3a,

alsoc=2+ -34—0.

Fira=4gilt c=5und b=0.

Fiir a =8 gilt c=8, was wegen a+ b+ ¢
=9 nicht moglich ist. Es existiert genau
eine solche Zahl; sie lautet 405, und es gilt

405 + 135 = 540.

Die Verdffentlichung der resttichen Losun-
gen Mathematik des Wettbewerbs 2/85 er-
folgt in alpha 1/86. Auf die Ldsungen zu
Ph/Ch muB aus Platzgriinden verzichtet
werden.
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alpha-
Wettbewerb

Kollektive Beteiligung
am alpha-Wettbewerb
1984/85

Pablo-Neruda-OS, Ahlbeck; Fr.-Engels-OS, OS
E. Miéder, Haus d. Jungen Pioniere, alle Alten-
burg; E.-Schneller-0S, Alt-Sithkow; Haus d. Jun-
gen Pioniere, Altentreptow; W.-Pieck-Schule,
Anklam; W.-Seelenbinder-OS, Ameburg; OS As-
bach; Haus d. Jungen Pioniere Th. Miintzer, Bad
Blankenburg; H.-Duncker-OS, Bad Kleinen; H.-
Beimler-OS, Bad Kostritz; R.-Schwarz-OS, Bad
Liebenstein; OS Fr. Engels, Bad Liebenwerda;
Stat. Jg. Techn. u. Naturf,, A.-Saefkow-0OS (IV),
O.-Grotewohl-OS, M.-Poser-OS, EOS E. Thil-
mann, alle Bad Salzungen; R.-Siewert-OS, Bad
Suderode; H.-Heine-OS, Barchfeld; Zentrale OS
H. Beimler, Birenklau; OS Fr. Mehring, 26. OS
L.Renn, 25. 08, Kreispionierhaus, K.-Tucholsky-
08S., 2.0S E.Baron, alle Berlin; OS Berlingerode;
OS J.R. Becher, Bernburg; H.-Ament-OS, Berns-
bach; G.-Scholl-OS, Bernsdorf; E.-Kocher-OS,
Bernstadt; OS Bernterode; OS Beuren; OS C.Zet-
kin, Bischofferode; OS Blankenhagen; OS
Fr. Schiller, Bleicherode; G.-Ewert-OS, Blumen-
thal; OS Boddin; A.-Bebel-OS, Boizenburg; Din-
ter-OS, Borna; OS Brandshagen; H.-Beimler-OS,
Braunsdorf; OS B. Brecht, Brehme; OS Breiten-
worbis; OS H. Beimler, OS W. Seelenbinder,
beide Breitungen; Dr.-Th.-Neubauer-OS, Brot-
terode; M.-Poser-OS, Biirgel; W.-Pieck-OS, Bu-
row; W.-Estel-OS, Buttlar; Station Jg. Naturf. u.
Techn. Prof. Dr. G. Hertz, Calbe; 1. OS, Coswig;
Station Jg. Naturf. u. Techn. Cottbus; OS
H. Wiedner, Dahlen; OS B.Kiihn, Dambeck; Fr.-
Reuter-0S, Demmin; M.-Gorki-OS, Dermbach;
OS Dersekow; OS K. Kollwitz, OS Makarenko,
beide Dingelstidt; OS K. Niederkirchner, Do-
mersleben; OS A. Matrossow, Domdorf; O.-Gro-
tewohl-OS, Dreitzsch; Pionierpalast, 106. OS,
120. OS W. Koenen, alle Dresden; OS Diirrdhrs-
dorf; 2.0S W.Pieck, Ebersdorf; OS Fr.Engels, Ef-
felder; W.-Pieck-OS, Eichhof; OS F.Heckert, Eis-
leben; OS H. Grundig, Ellrich; 1. OS R. Arndt,
Elsterwerda; E.-Weinert-OS, Empfertshausen; OS
56, Erfurt; W.-1.-Lenin-OS, Erkner; Haus d. Jun-
gen Pioniere, Falkensee; G. Dimitroff-OS, Fal-
kenstein; Th.-Miintzer-OS. Fambach; W.-Pieck-
0OS, Fehrbellin; 5.0S G.Dimitroff, Finsterwalde;
B.-Brecht-OS, Floh; OS E.Weinert, Flessau; Spe-
zialschule C. F. GauB}, 15. OS K. Marx, beide
Frankfurt/O.; E.-Thilmann-OS, Gliickauf-OS,
AG Naturw. der BB® Edelstahlwerk, alle Freital;
OS Friedeburg; OS 1, Friedland; Station alpha,
Fiirstenwalde; R.-Amstadt-OS, Geisa; J.-Gaga-
rin-0S, Geithain; E.-Hartsch-OS, Gersdorf; Kali-
nin-O8, Geschwenda; K.-Neuhof-OS, Glienicke;
K.-Kripler-OS, Gnoien; 5. OS J. Gagarin, 7. 0S,
beide Gorlitz; W.-Husemann-OS, Goldberg;
Kreisklub Jg. Math. Grifenhainichen; E.-Thil-
mann-0OS, Greifswald; OS H. Beimler, OS J. Ga-
garin, beide GreuBien; A.-Frank-OS, Grimma; A.-
Walther-OS, Gréditz; OS C. Zetkin, Groitzsch;
OS W. Seelenbinder, Gréditz; OS A. Kuntz,
GroBlbodungen; A.-Becker-OS, GroBenstein; OS
Groflschénau; OS K. Gottwald, GroBriickers-
walde; Juri-Gagarin-OS, Griinhain; Th.-Miintzer-
0S8, Gumpelstadt; Station Jg. Naturf. u. Techn.
Halberstadt; OS f. Kérperbehinderte, OS S. M.
Kirow, beide Halle; W.-Koenen-OS, Station Jg.
Techn. u. Naturf., beide Halle-Neustadt; OS
Hammerbriicke; OS Haynrode; OS Hedersleben;
Schule d. DSF, Heiligengrabe; P.-Schreier-0OS,
Hennigsdorf; OS Th. Miintzer, Hermannsdorf:
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M.-Gorki-OS, Hillersleben; Goethe-OS, Hohen-
leipisch; O.-Schlag-OS, Hohenmdlsen; OS
Horka; 21. OS, Hoyerswerda; E.-Egert-OS, Hun-
deshagen; Goethe-OS, Ilsenburg; G.-Dimitroff-
0S, Immelborn; G.-Ewald-OS, Ivenack; OS
A. Becker, Jatznick; E.-Weinert-OS, Jocketa; OS
Kaltennordheim; OS A. Becker, Kamsdorf;, C.-
Zetkin-OS, Kandelin; H.-Beimler-OS, Karbow;
A.-Becker-OS, W.-Komarow-OS, E.-Schneller-
0S8, P.-Tschaikowski-OS, E.-Thilmann-OS, Pio-
nierhaus J. Gagarin, EOS K. Marx, H.-Menzel-
OS, F.-Wolf-0S, alle Karl-Marx-Stadt; OS C.Zet-
kin, Kaulsdorf; OS Th. Rybarczyk, Kemberg;
Th.-Neubauer-OS, Kieselbach; OS Kirchworbis;
Kreisklub Math., E.-Spezial-OS G. Thiele, beide
Kleinmachnow; OS Th. Miintzer, Kleinow; OS
Th. Miintzer, Klettenberg; OS E. Thilmann, Klo-
sterfelde; W.-Seelenbinder-OS, Koénitz; OS
E. Thilmann, Kéthen; OS Kiillstedt; OS C. Zet-
kin, Laage; alpha-Club R. Breitscheid, Latdorf;
Goetheschule, Lauscha; OS E. Weinert, Legefeld;
R.-Teichmiiller-OS, Leimbach; Dr.-S.-Allende-
0S8, K.-Liebknecht-OS, R.-Luxemburg-OS, EOS
K. Marx, alle Leinefelde; O.-Schén-OS, Haus d.
Jungen Pioniere A. Saefkow, beide Leipzig; M.-
Poser-OS. Lengfeld; G.-Dimitroff-OS, Lenzen;
E.-Thilmann-OS, Leutenberg; OS Leutersdorf;
W.-Pieck-0S, Lichte; O.-Grotewohl-OS, EOS
Prof. Dr. M. Schneider, beide Lichtensiein; Pesta-
lozzi-OS, Loébau; OS W. Wallstab, Ldderburg;
W.-Seelenbinder-OS, Lossau; Goethe-OS, Haus
d. Jungen Pioniere _Th. Korner, beide Ludwigs-
lust; Station Jg. Naturf. u. Techn. Liibz; K.-Biir-
gel-OS, Liitzow; J.-Gagarin-0S, Meiningen; OS
J. Gagarin, Merkers; OS Mittelstille; E.-Stein-
furth-OS, Mittenwalde; OS H. Danz, Méser;, OS
W. Pieck, Miihlberg; Kinderheim Munzig; OS
Nachterstedt; OS J. Futik, Naundorf; OS W. By-
kowski, Neetzow; R.-Hallmeyer-OS, Neundorf;
F.-Schiller-OS, H.-Beimler-Schule, beide Neu-
stadt; Dr.-Th.-Neubauer-Schule, Niederorschel;
W.-Pieck-OS, Niederwiesa; Haus d. Jungen Pio-
niere H. Matem, OS J. Gagarin, beide Nordhau-
sen; Pestalozzi-OS, Nossen; OS Obhausen; W.-
Seelenbinder-OS, Oechsen; Pestalozzischule, E.-
Vogel-0S, beide Oschatz; EOS K.Marx, Oschers-
leben; OS O. Grotewohl, Fappenheim; Haus d.
Jungen Pioniere P. Goring, Parchim; OS
Dr. Th. Neubauer, Pfaffschwenda; OS Plauen,
Spezialistenlager Math. Plauen-Land; Maka-
renko-O8S, Plessa; OS E. Schneller, Polieben; OS
16, Potsdam-B.; OS Pritzerbe; Station Jg. Naturf.
u. Techn., Goetheschule II, beide Pritzwalk; Dr.-
Th.-Neubauer-OS, Rackwitz; OS Pestalozzi, Ra-
debeul; W.-1.-Lenin-OS, Radewege; OS RabBnitz;
Fr.-Engels-OS, Geschw.-Scholl-OS, beide Rathe-
now; OS K Kollwitz, Rehna; E.-Weinert-OS, Rei-
chenbach; J.-Gagarin-QS, OS U. Steinhauer, Fr.-
Engels-OS, alle Ribnitz; Spezialschule Fr.Engels,
Riesa; OS H. Rau, Rheinsberg; J.-Curie-OS, Ro-
bel, .J.-Curie-OS, Ronneburg; Ziolkowski-OS,
RoBdorf; Fr.-Schmenkel-OS, Roskow, 34. OS
M. Reichpietsch, 66. OS O.-Buchwitz, Haus d.
Jungen Pioniere, alle Rostock; W.-Pieck-OS,
Rotta; K.-Niederkirchner-OS, Saal; E.-Weinert-
0OS, Saalfeld; W.-Pieck-OS, Station Jg. Naturf. u.
Techn., beide Sangerhausen; T.-Bunke-OS, Sa-
nitz; OS H.Matem, Schemberg; OS Schlagsdorf;
W.-Pieck-0OS, Schlottwitz; OS M. Gorki, Schké-
len; OS H. Danz, OS K. Marx, OS J. G. Seume,
alle Schmalkalden; OS Schleiz; Haus d. Jungen
Pioniere, Schonebeck; EOS Schollene; OS Kuba,
Schorssow; OS Schneidlingen; OS F. Engels,
Schwallungen; U.-May-OS, Sebnitz; OS F. Reu-
ter, Siedenbollentin; OS A. Woélk, Senftenberg;
F.-Frobel-OS, Schweina; OS Sohland; J.-R.-Be-
cher-0S, OS Gliickauf, OS W. Pieck, alle Son-
dershausen; K.-Marx-OS, OS A. Becker, beide
Spremberg; OS K. Liebknecht, Stadtlengsfeld;
Pionierhaus E. Grube, StaBfurt; OS J. Fulik,
Steinbach; OS E. Thilmann, Steinbach-Hallen-
berg; R.-Luxemburg-OS, Steinsdorf, A.-Becker-

OS, Stralendorf; O.-Felfe-OS, StraBgribchen;
12. OS Dr. R. Sorge, Suhl; H.-Riecke-Schule,
Tangerhiitte; H.-Beimler-OS, Tantow; OS
E. Schneller, Taubenheim; OS G. Eisler, K.-Nie-
derkirchner-OS, beide Teterow; K.-Liebknecht-
0S8, Teuchern; F.-Mehring-0S, Tiefenort; A.-Ein-
stein-OS, Torgelow; E.-Schneller-OS, Toplitz;
E.-Thdalmann-OS, OS W. Pieck, beide Trusetal;
A.-Nijtz-OS, Ehm-Welk-OS, Goetheschule, alle
Ueckermiinde; H.-Beimler-OS, Unterbreizbach;
E.-Schneller-OS, Umshausen; J.-G.-Seume-OS,
Vacha; OS Vitzenburg; A.-Bebel-OS, Vogelsang;
R.-Luxemburg-OS, Waldau;  Goetheschule,
Kreisklub Jg. Math., beide Waren; H.-Beimler-
0OS, Wefensleben; OS L. Fiirnberg, Wegeleben;
H.-Matern-08, Weida; OS WeiBenborn-L.; Neu-
stadtschule 1, WeiBenfels; POS V, Kreisklub Jg.
Math., beide WeiBwasser; OS Wemshausen; OS
O. Grotewohl, Westerengel; J.-Harder-OS, We-
senberg; C.-Zetkin-OS, Wiehe; OS R. Luxem-
burg, Werbelow; Haus d. Jungen Pioniere, Wis-
mar; Station Jg. Naturf. u. Techn. Wittstock; OS
H. Matern, Wippersdorf; Station Jg. Naturf. u.
Techn. Wittenberg; OS A. Triitzschler, W#lfis;
OS H. Beimler, Station Jg. Naturf. u. Techn.,
beide Wolfen; OS Wolkenburg;, OS H. Werner,
OS W.I. Lenin, beide Worbis; OS Th. Miintzer,
Wulfen; G.-Walter-OS, OS S. Allende, beide
Wustrow; Station Jg. Naturf. u. Techn. Zemb-
schen; F.-Schiller-OS, Zeulenroda; Th.-Miintzer-
0OS, Ziesar; Goetheschule, Zossen.

Leserpost

Leider gibt es bei uns keinen Mathematikzirkel.
Da freue ich mich {iber jede Knobelaufgabe, die
ich 16sen kann, denn Ubung macht den Meister. ...
Ihr k6nnt auBer Mathe, Physik und Chemie auch
elektronische Beitrige bringen. ... Auch daBl ihr
Biicher vorstellt, finde ich groBe Klasse!

Andreas Gutsch, Kahla

... Ich heiBe Daniela Scholid, gehe in die
8. Klasse. Mein Hobby ist Mathe. Ich 16se gern
Geometrieaufgaben, aber am liebsten denke ich
mir welche aus. Die alpha-Aufgaben 16se ich nun
schon das vierte Jahr. Bei schwierigen Problemen
helfen mir der AG-Leiter des Kreisklubs und
mein Mathe-Lehrer. Daniela Scholid, Ueckermiinde

Ich mochte mich bei Ihnen bedanken. Diese
schone Zeitschrift, auf die ich immer mit Unge-
duld warte, gehdrt in meine Freizeit, die ich mir
ohne die alpha nicht denken kann. Mathematik
und Physik machen mir groBen SpaB. Wir haben
den Unterricht mit der alpha interessanter gestal-
tet. Ich mochte mich bei allen Mitarbeitern be-
danken. Romy Vogel, Weida (14 Jahre)

... Auch Dank Eurer Hilfe. Mittels des Wettbe-
werbs gelang es mir, meine Leistungen so zu stei-
gern, daB ich an die EOS Immanuel Kant dele-
giert wurde. Ich hoffe, daB ich noch weitere Jahre
fihig bin, Eure Knobelkniilleraufgaben zu 16sen.
Euer Stammleser, das 6. Jahr im Wettbewerb er-
folgreich! Torsten Brand, Berlin

Seit zwei Jahren nehme ich am alpha-Wettbe-
werb teil. Die Antwortkarten zeigten mir, daB es
gut klappt. Mein Berufswunsch ist, einmal Lehre-
rin zu werden. Ich sammle jetzt schon cie Hefte
fleiBig. Petra Diring, Berlin-Biesdorf-Siid

... An dieser Stelle sei mir erlaubt, einen
Wunsch zu duBern: Mit der Entwicklung der
Computertechnik ist man heute schon recht weit.
So ist es sogar schon moglich, chemische For-
meln verschliisselt dem Computer einzugeben.
Es wiirde bestimmt auch andere alpha-Leser in-
teressieren, wie so eine Eingabe erfolgt. ...
Veit-Thomas Meyen, Grimma (10jdhriger Teilnehmer
am alpha-Wettbewerb)



alpha-
Schachwettbewerb 1985

Zum dritten Mal fordert alpha alle Schach-
freunde zur Teilnahme an einem Ldsungs-
wettbewerb auf!

Es konnen wiederum acht Schachaufgaben
von unterschiedlicher Schwierigkeit gelést
werden. Die jeweilige Punktzahl, die in
etwa den Schwierigkeitsgrad wiedergibt, ist
bei den Aufgaben mit angegeben. In allen
acht Aufgaben beginnt WeiB und setzt
trotz bester Gegenwehr von Schwarz in der
geforderten Ziigezahl matt.

Unter allep Teilnehmern, die zumindest
eine Aufgabe richtig gelost haben, werden
Biicher verlost.

Die Teilnehmer, die die volle Punktzahl zu
den Aufgaben Nr.1 bis Nr.7 erreichen, er-
halten eine Urkunde und nehmen an einer
weiteren Verlosung von Biichern teil. Fiir
Teilnehmer bis zum Alter von 14 Jahren
reicht schon die volle Punktzahl zu den
Aufgaben Nr.1 bis Nr. 4 aus, um in diese
Verlosung zu kommen. . o
Die achte Aufgabe (Nr.Z) ist.eine Zusatz-
aufgabe, die nicht unmittelbar zum Wett-
bewerb gehort. Sie ist flir leistungsstiirkere
Schachspieler gedacht. Diese Aufgabe
bleibt zwar ohne Punktbewertung, jedoch
ersetzt sie jede andere Aufgabe im Punkt-
wert. Unter den Teilnehmern, di€ alle Auf-
gaben einschlieBlich . der’ Zusatzaufgabe
richtig gelost haben, werden zwei Biicher
verlost.

Teilnahmeberechtigt sind alle alpha-Leser.
Als vollstindig gilt die Lésung, wenn die
wesentlichen Abspiele bis zum Matt ange- .
geben sind. .
Meinungen, Anregungen, Kritiken zu den
Aufgaben und zum Wettbewerb sind er-
wiinscht, aber nicht Bedingung.

Die Einsendung der Losungen (jeweilige
Aufgaben-Nummer angeben) ist bitte bis

zum 1. Mirz 1986 unter Angabe von Name,
Vorname, Adresse und Alter zu richten an
Redaktion alpha -

7027 Leipzig
PSF 14 \

Die Lésungen sowie die Gewinner werden '
in alpha 4/1986 veréffentlicht.

- .

J. Lehmann/H. Riidiger_

e P o

Nn1 Mattin zwei Ziigen 1 Punkt

Nr-2 Matt in zwei Zigen 2 Punkte
bed - L

Nr.6 Matt in vier Ziigen

1ol

6 Punkte

Nr.4 Mattin zwei Ziigen 4 Punkte

Nr.Z Matt in drei Ziigen




Magische
Quadrate
mit Jahreszahlen

Eine lebendige Leserdiskussion

Auf dem Titelblatt der alpha 6/1984 wurde
ein Magisches Quadrat 10. Ordnung mit der
Jahreszahl 1984 abgebildet.
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Bild 1

Der Empfehlung, sich mit weiteren Jahres-
zahlen in Magischen Quadraten zu beschif-
tigen, folgte eine unerwartet groBe Anzahl
unserer Leser. Alle Einsender brachten
mindestens die Jahreszahlen 1985 und
1986, wobei es keine zwei gleichgearteten
Quadrate gab. Da wir nur einige Arbeiten
verOffentlichen konnen, moéchten wir an
dieser Stelle allen Einsendern recht herz-
lich danken. Allgemein wurde bestitigt,
daB ihnen das Knobeln viel SpaB gemacht
hat.

Ausgangspunkt unserer Idee war, wie

schon in alpha 6/1984 erwdhnt, Diirers Me-
lancholie. (Bild 2, Detail) mit dem Magi-
schen Quadrat 4. Ordnung und der Jahres-
zahl 1514.

Zu Bild 3a, b: Merkt man sich ... ouu-
sierte A als Streckenzug fiir die Zahlen 1
bis 8, so lassen sich bei zéntraler Drehung
des A um 180° wegen der Symmetrieeigen-
schaft des Quadrates danach auch die Zah-
len 9 bis 16 eintragen.

16 {0302 |13 A
05[10 {41 |08 \
0906|0742 ~

04|45 | % | 01 \
Bild 3a Bild 3b

Unser schnellster Einsender (und auch jiing-
ster) war Wieland Koban, Dresden, Kl. 5;

Roland Jancke, Berlin, Kl. 8 und Michael .

Riihling, Dresden, Kl. 10 begriindeten ihre
Losungswege fiir 1985, ..., 1988 klar und
iibersichtlich. Hartmut Boettcher, Weimar,
48 Jahre, Dipl.-Landwirt, brachte 6 Jahres-
zahlen zu Papier. Olaf Krause, Eisenhiit-
tenstadt, K1. 10, arbeitete schon auf das
Jahr 2000 hin, indem er dazu die Zahlen-

_ folge 00, ..., 99 benutzte (Ko = 495).7) Rai-

ner Bauer, Mittweida, 21 Jahre, Student,
entwickelte ein Magisches Quadrat 20. Ord-
nung mit 1985. Thomas Mittelstadt, Frei-
berg, Kl. 6, sandte Magische Quadrate mit
1985, ..., 1995 (!). Dabei ist bemerkens-
wert, daB ihm 1985 - als einzigem Einsen-
der — bereits mit 3 Zweiertauschen gelang
(Bild 4a). Rolf Kamieth, Kakerbeck,
23 Jahre, Student, erreichte 1986 bereits
mit 2 Dreiertauschen in der 1. und
10. Zeile (Bild 4b). -
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L.B‘b 220 13 119 85 (Zcile10).J

6 89 81 aaazgzwsoqbg[
(Zeile 1)
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Siegfried LinBner, Leipzig, 32 Jahre, Elek-
tromonteur, konstruierte ein Magisches
Quadrat 8. Ordnung (K3 =260) mit i} in
den 4 zentralen Mittelfeldern. Ein wahres
Meisterstiick stellt aber Bild 5 dar. Unter
geschickter Ausnutzung dér Einer- und
Zehnerziffern gelang es ihm, sechsmal die
Jahreszahl 1986 unterzubringen. )

Tibor Bakos, Budapest, 76 Jahre,®) be-
nutzte als Ausgang ein Magisches Quadrat
von L. Weisner (1959). Die Zahlen 0 bis 99
sind so angeordnet, daB das Quadrat auch
dann magisch bleibt, wenn man alle Zah-
len in ihren Zehner- und Einerziffern ver-
tauscht. (Spiegelung aller Zahlen XY an
der Nebendiagonalen als YX. T. Bakos 4n-
derte dieses Quadrat, indem er — gegen-
iiber dem Weisnerschen Quadrat — beide

ISSN 002-6395 - alpha - Berlin - 19 (1985) 6 - Seiten 121 bis 144
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Diagonalen magisch machte und es durch
die 1985 erweiterte. Sie erscheint auch ge-
spiegelt an der linken Seite noch einmal
sowie bei den 4 Mittelfeldern der Neben-
diagonalen (Bild 6). (Durch Tausch der Ei-
nerziffern 5 mit 7 und 4 mit 6 wire 1987
zu-erreichen,) )
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Mit Bild 7 entwickelte T. Bakos ein Magi-
sches Quadrat besonderer Art. Im Innern er-
geben sich nidmlich zusitzlich vier Qua-
drate 4. Ordnung, die auch magisch sind
(K,=2(100 + 1) =202). Dieses Magische
Quadrat ist fiir 1985 bis 1989 verwendbar,
was durch einen einzigen Zweieraustausch
in-der 1. und 10. Zeile erreichbar ist, z. B.
16 mit 15 und 85 mit 86. H.-J. Kerber

10 09

) Die magische Konstante fiir Magische Qua-
drate n-ter Ordnung lautet

K, = % (n?+1) bei Zahlen von 1 bis n,
K 1% (n? — 1) bei Zahlen von 0 bis n — 1.

3) Bekannt aus Mathematisches Mosaik,
Math. Schiilerbiicherei Nr. 102, Kapitel:
Magische Quadrate.



