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Kalendergeschichten

Teil 1

Die Uhr und der Kalender waren GroBvaters

Navigationsgerite durch das Leben.
E. Strittmatter, Schulzendorfer Kramkalender

DEUTSCHE BUNDESPOST

Bild 1

1. An welchem Wocheniag wurdest du ge-
boren? Wieviel Tage bist du alt? WeiBt du,
auf was fur einen Wochentag der 1.1.2000
fallen wird? — Die zweite Frage 148t sich
beantworten, indem du alle seit deiner Ge-
burt bis zum aktuellen Datum verflossenen
Tage addierst, dabei sind insbesondere die
Schaltjahre zu beriicksichtigen. Ein einfa-
ches, aber miihevolles Vorgehen! Wenn
man den gewiinschten Wochentag nicht in
einem Kalender ablesen kann, so 4Bt er
sich aus dem in Tagen gemessenen Alter
leicht berechnen.

Es ist objektiv recht schwierig, gute Kalen-
der zusammenzustellen, weil ein (mittle-
res) Jahr aus 365,242... Tagen besteht. Der
45 v.u.Z. von Julius Caesar eingefiihrte Ju-
lianische Kalender sieht Jahre von 365 Ta-
gen vor. In dem vierten Jahr wurde nach
dem 23. Februar ein Schalttag “eingefiigt.
Papst Gregor XIII. ordnete 1582 die Benut-
zung eines neuen Kalenders an, dieser wird
als Gregorianischer Kalender bezeichnet, er
wurde von Christoffel Clavius (1537 bis
1612) aufgestellt. An den 400. Jahrestag
dieser Kalendereinfiihrung erinnerte 1982
eine 60-Pf-Briefmarke der Deutschen Bun-
despost. Das Julianische Jahr ist mit
365,25 Tagen etwas ldnger als ein mittleres
Sonnenjahr. Dies beriicksichtigte der Gre-
gorianische Kalender durch eine Korrektur
von 3 Tagen in 400 Jahren. Und zwar ist
das erste Jahr eines neuen Jahrhunderts
(z. B. 1700, 1800, 1900) kein Schaltjahr,
falls die ersten beiden Ziffern keine durch
4 teilbare Zahl darstellen (d. h. 2000 wird
ein Schaltjahr sein!). Ubrigens setzte sich
dieser neue Kalender nur zégernd durch,
er wurde erst 1777 Reichskalender in
Deutschland. Die Sowjetunion fiihrte ihn
1923 ein, wie ihr aus der Datumsangabe
fir viele historische Ereighisse (z. B. Okto-
berrevolution am 7.11.) wift.

Bei der Aufstellung von Kalendern ist u. a.
auch die Lage der Feiertage zu berechnen.
Es darf uns daher nicht verwundern, daB
noch vor 200 Jahren in Mathematiklehrbii-
chern das Kapitel Chronologie (Einteilung
der Zeit) einen breiten Raum einnahm.
(Die Berliner Akademie besal3 eine nicht
unergiebige Finanzierungsquelle durch die
Herausgabe von Kalendern; Meinungsver-
schiedenheiten iliber zu erwartende Ein-
nahmen aus dem Kalenderverkauf waren
auch der AnlaB fiir L. Eulers erstes Ab-
schiedsgesuch, siehe: R. Thiele, Leonhard
Euler, Leipzig 1982.)

Der Mathematiker W. J. G. Karsten (1732

bis 1787, siehe alpha 1/1986) verfahrt bei
der Bestimmung des Wochentages so: Ka-
men in einem Kalender keine Schaltjahre
vor, so wiirde alle 7 Jahre der Neujahrstag
auf den gleichen Wochentag fallen. Wegen
des Auftretens von Schaltjahren ist dies
erst nach einem Zyklus von 28 Jahren der
Fall. Jedem Tag ordne man nun einen
Buchstaben aus der Menge A, B, C, D, E,
F, G zu, und zwar dem 1. Januar A, dem
2.Januar B, ..., dem 1. Februar D usw. Im
Schaltjahr erhilt der 24. 2. als Schalttag
ebenso wie der 23. 2. den Buchstaben E.
Dadurch wird erreicht, daB3 in allen Mona-
ten jeder Monatstag seinen eigenen Buch-
staben behilt. Fiir den 1. eines jeden Mo-
nats sind dies (Tabelle 1):

A Januar G Juli

D Februar C August

D Mirz F September
G April A Oktober
B Mai D November
E Juni F Dezember

Im darauffolgenden Jahr fillt der Monats-
erste auf den nédchstfolgenden Wochentag.
Entsprach z. B. der Sonntag im n-ten Jahr
A, so wird im (n + 1)-ten Jahr dem Montag
A und dem Sonntag G zugeordnet usw. Im
Schaltjahr behilt jeder Wochentag seinen
Buchstaben nur bis zum 23. 2., der 24. 2.
und alle folgenden Tage des Schaltjahres
erhalten jeweils im Alphabet (Zyklus A, ...,
G) vorangehende Buchstaben, z. B. E an-
stelle von F oder G anstelle von A. Somit
treten im Schaltjahr zwei Sonntagsbuchsta-
ben auf, einer bis zum 23.2. und einer (im
Alphabet vorangehend) ab 24.2. Da G der
Sonntagsbuchstabe des Jahres 1582 war, er-
hdlt man folgende Sonntagsbuchstabenta-
fel fiir 1582 bis 1699 (Tabelle 2):

1 CB 8 A 15 F 22 D
2 A 9 GF | 16 E 23 C
3G 10 E 17 DC | 24 B
4 F 11 D. 18 B 25 AG
SED| 12 C 19 A 26 F
6 C 13 BA | 20 G 27T E
7B 14 G 21 FE | 28 D

Im Gregorianischen Kalender sind 1700,
1800 und 1900 keine Schaltjahre. Daher
besaB 1700 nur einen Sonntagsbuchstaben,
nidmlich C. Folglich ist die Sonntagsbuch-
stabentafel von 1700 bis 1799 (Ta-
belle 3):

1 DC 8 B 15 G 22 E
2 B 9 AG | 16 F 23 D
J A 10 F 17 ED | 24 C
4 G 11 E 18 C 25 BA
S FE |12 D 19 B 26 G
6 D 13 CB | 20 A 27 F
7C 14 A 21 GF | 28 E

Dies 148t sich jetzt fortsetzen.
Von 1800 bis 1899 galt (Tabelle 4)

1 ED 8 C 15 A 22 F
2 C 9 BA | 16 G 23 E
3B 10 G 17 FE | 24 D
4 A 11 F 18 D 25 CB
S GF | 12 E 19 C 26 A
6 E 13 CD [ 20 B 27 G
7D 14 B 21 AG | 28 F

und von 1900 bis 2099 die Sonntagsbuch-
stabentafel (Tabelle 5)

1 FE 8§D 15 B 22 G
2D 9 CB | 16 A 23 F
3C 10 A 17 GF | 24 E
4 B 11 G 18 E 25 DC
S AG| 12 F 19 D 26 B
6 F 13 ED | 20 C 27 A
7 E 14 C 21 BA | 28 G

Nach einer Festlegung des Abtes Diony-
sius erhiell das erste Jahr unserer Zeitrech-
nung den Sonntagsbuchstaben B. Dies
fiihrte zu der Regel:

Wenn man 9 zur Jahreszahl addiert und die
Summe durch 28 dividiert, so zeigt der Quo-
tient, wie viele Sonnenzirkel seit dem
Jahr 9 v. u. Z. verflossen sind, und der Rest
gibt an, wieviel Jahre im laufenden Sonnenzir-
kel bis zum gegenwdrtigen Jahr vergangen
sind. Eben neben dieser zuletzt erwdhnten
Zahl steht der Sonntagsbuchstabe in der Sonn-
tagsbuchstabentafel.

Beispiele:

a) Welcher Tag war der 15.6.1985?

Es ist (1985 +9):28 =71 Rest 6. Aus der
Tabelle 5 ersehen wir, daB F der Sonntags-
buchstabe ist. Nach der Tabelle 1 ent-
spricht der 1., 8. und 15.Juni dem Buchsta-
ben E. Weil E der unmittelbare Vorginger
des Sonntagsbuchstabens F ist, war der
15.6.1985 ein Sonnabend.

b) Auf welchen Wochentag fiel
17.5.1782?

Wegen (1782 + 9):28 =63 Rest 27 ist F
der Sonntagsbuchstabe (Tabelle 3). Der 1.,
8. und 15. Mai hat B, daher gehort der
Buchstabe D zum 17. 5. Wenn F dem
Sonntag entspricht, so ist E ein Sonnabend
und D ein Freitag. Also fiel der 17.5.1782
auf einen Freitag.

¢) Welcher Tag wird der 1. 1.2000 sein?
Aus der Tabelle 5 entnehmen wir nach der
Losung einer Divisionsaufgabe den Sonn-
tagsbuchstaben BA, weil 2000 ein Schalt-
jahr ist und der 1.1. vor dem 23.2. liegt, ist
der Sonntagsbuchstabe B und der gesuchte
Wochentag ist Sonnabend.

der

~d) Der 25.2.1984 soll untersucht werden.

Dem Rest 5 entspricht AG, weil der 25. 2.
auf den 23.2. folgt, ist G zu benutzen. Fiir
den 25.2. folgt aus Tabelle 1 der Buchstabe

alpha, Berlin 22 (1988) 1 - 1



F, also ist der 26.2.1984 ein Sonntag und
der gesuchte Tag ein Sonnabend.

A la Bestitige, daB der 1. 1. 1900 ein
Montag war! Ermittle, an welchem Wo-
chentag du geboren bist!

Von C.F.GauB (1777 bis 1855) stammt ein
einfacheres, formelmaBiges Vorgehen zur
Berechnung des Wochentages, das wir sehr
gut mit dem Schulrechner SR | nachvoll-
ziehen kénnen. Dazu wird das vorgegebene
Datum in der Form

tmh-102 +
mit  te{l,...,31},me(l,..., 12},
hje{0,...,99}

geschrieben. Hierbei bedeuten ¢ die Tages-
und m die Monatszahl, A steht fir die er-
sten beiden Ziffern und j fur die letzten
beiden Ziffern der Jahreszahl (d. h. Jahr-
hundert und Jahr im Jahrhundert). Abwei-
chend von der uns geldufigen Monatsnu-
merierung ist hier die Zuordnung (Ta-
belle 6):

Monat| Jan. Feb. Mirz April Mai Juni
m 11 12 1 2 3 4
Monat| Juli Aug. Sept. Okt. Nov. Dez.
m 5 6 7 8 9 10

vorzunghmen, und Januar bzw. Februar

sind als letzte Monate des (vorangehenden)

Jahres aufzufassen, z. B. ist der Februar

1986 der 12. Monal des Jahres 1985!

Wir erinnern noch an den Begriff des ganz-

zahligen Anteils [x] einer reellen Zahl x, der

durch [x] € Gund 0 = x — [x] < 1 charakte-

risiert ist.

Nach Gau8l ermittle nun die Zahl
G=[2,6m~-02]+¢t+]

J h
+ [ 4] + [ 4] 2h.

Stelle anschlieBend G dar als G=7 "k +r
mit r,k ganz und 0=sr<7, d. h
r=Gmod (7). Uberlege, wie dabei der Schul-
rechner benutzt werden kann!

Entsprechend Tabelle 7 wird der Zahl r ein
Wochentag zugeordnet, dieser ist der ge-
suchte Wochentag.

rolo1 2 3 4 5 6

Tag | So Mo Di Mi Do Fr Sa

Wir uberpriifen unsere Beispiele:
a) 15.6.1985
t=15,m=4,h=19,j=85
G=10+15+85+21+4 - 38, also
G =97=13-7 + 6= Sonnabend.
b) 17.5.1782

t=17, m=3, h=17,7=82

G =96 =137+ 5= Freitag.

c) 1.1.2000
t=1,m=11,h=19,;=99

G =118=16-7 + 6= Sonnabend.
d) 25.2.1984
1=25,m=12, h=19, j=283

G =125=17-7+ 6= Sonnabend.
e) 1.1.1900
t=1,m=11,h=18,j=99

G =120=17-7+ 1= Montag.

2 - alpha, Berlin 22 (1988) 1

Bei der Angabe des Alters in Tagen be-
schrinken wir uns auf Daten im 20. Jahr-
hundert. Zuerst wollen wir studieren, wie-
viel Tage vom 1. 1. 1900 bis zu einem
vorgegebenen Datum (unseres Jahrhun-
derts) vergangen sind. Durch zweimaliges
Anwenden dieses Verfahrens kann dann
die urspriingliche Frage beantwortet wer-
den.
Das aktuelle Datum schreiben wir wieder
als 1. m. 1900 + j, wobei die Monate jetzt in
iiblicher Weise numeriert sind, also Ja-
nuar = 1, Februar =2 usw. Beriicksichtigt
man Schaltjahre nicht und rechnet zuerst
mit einer einheitlichen Monatslinge von
31 Tagen, so ergibt sich fur die gesuchte
Anzahl L der Uberschlagswert
L=1t+31(m~-1)+365;.
Die fiir die Schaltjahre zu addierende Kor-
rektur hingt davon ab, ob das aktuelle Da-
tum in ein Schaltjahr fillt oder nicht, und
wenn ja, so ist zu unterscheiden, ob das
Datum vor dem Schalttag (29.2.) oder da-
nach liegt. Beachtet man dies, erhidlt man
fiir j = 1 die Regel:

Wenn m <2 ist, so addiere [%] und

wenn m = 3, so addiere [%] zu L. Nun ha-
ben nichl alle Monate 31 Tage, daher ha-
ben wir zuviel Tage gezihlt und L ist zu
groB. In Abhédngigkeit von dem Monat m
wurde in einem Nicht-Schaltjahr zuviel ad-
diert (Tabelle 8):

m 1234567891011 12

Tage 003344555 6 6 17

T(m)

Man kann nun fragen: Ist es moéglich, eine
Funktion y = y(m) anzugeben mit der Ei-
genschaft

yim)=T(m) Rr m=1,2,...,127

Wie ihr unmittelbar nachpriift, besitzt

die Funktion y(m)={0,4m + 2,3]

diese Eigenschaft fir m =3,4,...,12.
Folglich konnen wir die gesuchte Zahl L so
berechnen:

1. Falls m = 2 ist, so ergibt sich

L=1+31(m-1)+365j+[j;1].

2. Falis m > 2 ist, so bilde
L=1t+31(m—1)+365j+ [L]

4

—[0,4m + 2.3].
Der Fall j = 0 fihrt zu der Vorschrift:
1.Falls m=2,s0ist L=¢+31(m-1).
2. Falls m>2, so ist L=t+31(m—1)
-[0,4m + 2,3].
(Nach diesem Algorithmus wird die An-
zahl der Tage vom 1.1.1900 einschlieBlich
bis zu einem vorgegebenen Datum gezihlt.
Ermittelt man nun durch zweimalige An-
wendung dieses Verfahrens und Differenz-
bildung die vom Geburtstag bis zu einem
vorgegebenen Datum vergangenen Tage, so
wird der zuletzt notierte Tag nicht erfaBt.
Wie allgemein iiblich bedeutet dies z. B,
daB vom 1.1.1900 bis 1.1.1901 die Tages-
zahl 366 gezihlt wird, ein am 1.1.1900 ge-
borener Mensch aber am 1. 1. 1901 genau
1 Jahr 2 365 Tage alt ist.)

Beispiele:

a) Fir den 20. 3. 1973 ist r=20, m=3,
J =13. Daher ergibt sich
Li=20+31-2+365-73+18-13,

also L, =26742.

Analog ist fiir den 20.3.1974
L,=20+31-2+365-74+18=-3=27107
und erwartungsgemiB L, — L, = 365.

b) Du wurdest am 20. 1. 1973 geboren.

Wie alt bist du am 1.6.1987?

Wir finden

Ly=20+31-0+365-73+18
=26683 und

L,=1+31-5+365-87+21—4
=31928.

Das gesuchte Alter ergibt sich als L, - L,
zu 5245 Tagen.

Ist die Zahl der Tage vom 1.1.1900 bis zu
einem vorgegebenen Datum bekannt, so er-
gibt sich eine weitere Moglichkeit, um den
Wochentag dieses Datums zu bestimmen.
Dazu beachten wir, daB der 1.1.1900 ein
Montag war. Weil die Wochentage einen
7er Zyklus bilden, ist die Tageanzahl L
darzustellen in der Form L =7k + r mit
ganzen, nichtnegativen Zahlen r, k und
0 = r< 7. Der Rest r bestimmt den gesuch-
ten° Wochentag gemil Tabelle 7.

Wir bestitigen die vorn angefiihrten Bei-
spiele mit diesem Verfahren:
15.6.1985= L =31212

= 4458 -7 + 6= Sonnabend
31.12.1999= L =36 524

=5217-7 + 5= Freitag.

Damit ist der 1.1.2000 ein Sonnabend.
25.2.1984=L =30736

=4390-7 + 6= Sonnabend.

Das Alter in Tagen und der Wochentag las-
sen sich nach den zuletzt angegebenen
Formeln giinstig mit einem Kleincomputer
bzw. mit einem programmierbaren Rech-
ner bestimmen. Fiir den Kleincomputer
KC85/2 vom VEB Mikroelektronik Miihl-
hausen konnten (bei Kalendern von 1901
bis 1999) BASIC-Programme etwa so aus-
sehen:

LISy
INFUT?GEBURTSTRG : TRG, HOMAT , JAKRY 5 T, 1)

INPUT’GEGEBENES DATUIY/ U, M, K
L=-T#J*365431%(M-3)

IF fic =2 THEN 70
INT(.a9x11+42.3)

L
J
L=
G
1

=
=J+
=L+

uUs
L
Q G-
9 K
9 G=
9 G
® P

VODROOVYOL MM OANONDLOR L

e
°
Q
S
°
s
s
°
o
°
2,
3
a
K
3
£
€
§

Bild 2

a) Bestimmung des Wochentages
16 INPUT ,DATUM, TAG, MONAT,
JAHR; T, M, J
20 LET L=T+365%J+31%(M-1)
360 IF M<3 THEN 60
49 LET L=L-INT (0.4%M+2.3)
50 J=J+1
60 LET L=L+INT (J — 1)/4)
70 LET L=L-7%INT(L/7)
80 PRINT ,DAS DATUM FAELLT
AUF EINEN“
99 IF L=0 THEN PRINT ,SONNTAG*
[F L=1 THEN PRINT ,MONTAG"



110
120

IF L=2 THEN PRINT ,DIENSTAG"
IF L=3 THEN PRINT L MITT-
WOCH*“

IF L=4 THEN PRINT ,DONNERS-
TAG*

IF L=5 THEN PRINT ,FREITAG*
IF L=6 THEN PRINT ,SONN-
ABEND“

b) Altersangabe in Tagen
(In der Ergibtanweisung kann auf LET ver-
zichtet werden, das wird im folgenden Pro-
gramm getan.)
18 INPUT ,GEBURTSTAG, TAG, MO-
NAT, JAHR“, T, M, J
20 INPUT ,GEGEBENES DATUM¢; U,
N, K
30 L=T+I%365+31%(M-1)
40 IF M<=2 THEN 70
50 L=L-INT (0.4%M+2.3)
60 J=J+1
76 L=L+INT ((J — 1)/4)
80 G=U+K¥365+31%(N-1)
99 IF N<=2 THEN 120
106 G=G-INT (0.4%N+2.3)
116 K=K+1
126 G=G+INT ((K—1)/4)
136 G=G-L
146 PRINT ,ALTER IN TAGEN“; G

c) Bei dem Programm b) ist fiir das Ge-
burtsdatum und fiir das gegebene Datum
der gleiche Rechenweg zu durchlaufen.
Daher kann hier ein Unterprogramm vorge-
sehen werden. Der Unterprogrammaufruf
GOSUB veranlaBt im folgenden Programm
den Sprung zur angegebenen Zeile 76, RE-
TURN bewirkt den Riicksprung zu der auf
GOSUB folgenden Anweisung, das sind im
Programmbeispiel die Zeilen 48 bzw. 60.
In dem Beispiel wird auch davon Gebrauch
gemacht, mehrere Anweisungen in eine
Programmzeile zu schreiben, wobei diese
Anweisungen durch das Doppelpunktzei-
chen zu trennen sind.

18 INPUT ,GEBURTSTAG, TAG, MO-

NAT, JAHR%, T, M, J
20 INPUT ,GEGEBENES DATUM"; U,
N, K

36 GOSUB 79

40 A=L:T=U:M=N:J=K

50 GOSUB 79

68 GOTO 130

79 L=T+365%J+31%M-1)

80 IF M<3 THEN 119

9¢ L=L-INT(@.4%M+2.3)
J=J+1
L=L+INT ((J — 1)/4)
RETURN
L=L-A
PRINT ,ZAHL DER TAGE VON
GEBURT*“
PRINT ,BIS GEGEBENES DA-
TUM=“L
d) Bei einer weiteren Programm-Version
sollen Felder benutzt werden. Deren GroBe
ist im Programm zu vereinbaren. Man be-
achte, daB in einem Nicht-Schaltjahr vom
Neujahrstag bis einschlieBlich zum ¢-ten
Februar (31 + ¢) Tage vergangen sind, bis
zum f-ten Mirz sind es (59 + 1) Tage usw.
Die Summe der Tage der Vormonate ist in
folgender Tabelle zusammengestellt (Ta-
belle 9)

130

149
150

150

Monat 1 2 3 4 S 6

Summe [ 0 31 59 90 120 151

Monat 7 8 9 10 11 12

Summe | 181 212 243 273 304 334

Die einzelnen Summenwerte sollen in
einem Feld (Vektor) mit den Komponen-
ten S(1),...,85(12) abgespeichert werden,
d.h. es werde

S(1)=0, 82)=131,83)=159, ...
gesetzt. Zu einem vorgegebenen Datum
T.M.1900 + J, bei dém 1 =J =99 ist und
J nicht durch 4 teilbar ist (also kein Schalt-
jahr), ergibt sich dann die Anzahl der Tage
X vom 1.1.1900
bis zum T.M.1900 + J zu
X=365%J+ INT(J/4)+ S(M) + T.
In einem Schaltjahr muB unterschieden
werden, ob das Datum vor oder nach dem
Schalttag (29. 2.) liegt, gegebenenfalls ist
dann eine Korrektur um einen Tag anzu-
bringen.
Die umstindlichen Ausgabebefehle von
Beispiel a) konnen abgekiirzt werden, wenn
als Variable auch Zeichenketten zugelas-
sen sind. Hinter die Variablenbezeichnung
ist dabei jeweils das Dollarzeichen zu set-
zen. Als Zeichenkeiten werden hier die Na-
men der Wochentage vorgesehen. Anstelle
von PRINT wird das (gleichwertige) Frage-
zeichen benutzt:

10 INPUT ,DATUM% T, M, ]

280 DIM $(12), W$(7)

3¢ FORI=1TO 12

40 READ S(I)

S6 NEXT

60 FOR I=1TO 7

780 READ W§(I)

80 NEXT

90 X=365%J+INTJ/4)+SM)+T
IF INT(J/4)> <J/4 THEN 138
IF M<=3 THEN 130
X=X-1
I=X—-7*%INT(X/7)
? ,ANZAHL DER TAGE IM JAHR-
HUNDERT BIS DATUMY; X
? ,DATUM FAELLT AUF EINEN¢,;
w(I)
DATA 9, 31, 59, 99, 120, 151,
181, 212, 243, 273, 364, 334
DATA MONTAG, DIENSTAG,
MITTWOCH, DONNERSTAG,
FREITAG, SONNABEND,
SONNTAG

A2a Schreibe ein BASIC-Programm zur
Bestimmung des Wochentages (Kalender),
welches die in 3. angegebene Formel von
GauB benutzt. Dabei sollen Tag, Monat
und Jahr in der uns {iblichen Zahldarstel-
lung eingegeben werden (also z. B. 20. Fe-
bruar 1987 als 20, 2, 19, 87). Eine Umnu-
merierung der Monats- und eventuell der
Jahreszahl ist im Programm vorzusehen!

Im Zeitalter der Mikroelektronik ist fiir
viele von euch eine Digitaluhr etwas
Selbstverstindliches, kompliziertere Rech-
nungen fuhrt ihr mit dem Schulrechner

SR 1 aus. Der Taschenrechner MR 411 ist
mit einer Digitaluhr und einer Weckvor-
richtung ausgestattet. Wie wir gesehen ha-
ben, kann ein Computer auch die Aufga-
ben eines Kalenders libernehmen.
Die Mikroelektronik liefert uns die moder-
nen Navigationsgerile durch das Leben!
W. Schmidt

Buchtip

Gutzer, H./Pauer, H.-D.

Wenn Kepler einen Computer
gehabt hitte

192 S., 46 Bilder, 4 Tabellen,

11 BASIC-Programme

Bestell-Nr. 5472298 Preis: etwa 9,80 M
VEB Fachbuchverlag Leipzig

Bei der Lektiire des Biichleins kommen an
Computern als auch an Historie Interes-
sierte auf ihre Kosten. In unterhaltsamer
Weise werden historische Aufgaben, die
seinerzeit von Archimedes, Kepler bzw.
Darwin gel6st wurden, mit modernen
BASIC-Programmen vorgerechnet.

Knobeleien
als Auftakt fiir 1988

1988=12+45-6+7-8-9
9+8+7—-6+5'+432+1=1988

19 + 88 = 19 (mod 88)

198 = 1° + 8 (mod 9) = 1% (mod 8)
1°-8:8=(1-9+8)8
=19-@8-8=(1-9+8)° =0
1-(9-8%=(1-9-8)?
=1988=19(8—8)=19.8;8

=(—1+91:8):8 =1
1°+8:8=(-1+9+8):8
=" +8 =1+96-® =2
19-8+8)=1+""%%8 =3
1" y8+8 =4
1°+y8+8=1+"8-8 =5
-1-9+8+8 =6
-1+9-8:8=-14+(9-8)-8 =7
(-1+9)-8:8="""}8F
=)’ =8
1-9-8:8=1+9—-8:8 =9
1+9+8-8=1+9&¥®
=1~%+8 =10
Dipl.-Lehrer H.-H. Epstude,
Kirchheiligen
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Wieviel Losungen
hat die Aufgabe?

A. Aufgaben fiir Klasse 5 bis 8

Ala Was kosten 4 Kugelschreiber zu je
1,20 M und 6 Hefte zu je 10 Pf zusammen?
Die Losung erhilt man durch eine einfa-
che Rechnung:
4-120M+6-0,10M=540M.

Wenn ein Schiiler der Unterstufe diese
Aufgabe 10st, denkt er nicht an die Mog-
lichkeit einer anderen Antwort als ,Der
Gesamtpreis betrigt 5,40 M“. Solch eine
Aufgabe kann nur eine einzige Losung ha-
ben.

A2 A Eine Lehrerin fragt: Wieviel ist zwei
plus fiinf mal drei?

»3iebzehn“, antwortet Luise unsicher.
»2Habe ich richtig gerechnet, Frau Leh-
mann?“ ,Mein Ergebnis ist einundzwan-
zig!“ ruft Hans. ,Ist das richtig?“

Beide Schiiler haben auf ihre Art richtig
gerechnet.

Luise meinte 2 +5-3=17,

wihrend Hans rechnete (2 + 5)-3 =21.
Die'Lehrerin hatte leider nicht gesagt, ob
Klammern zu setzen sind - sie hatte sich
nicht eindeutig ausgedriickt. Die Art der
Aufgabenstellung war unkorrekt.

A3 a In einer Deutschstunde ist der fol-
gende Satz zu analysieren: Klaus hat Sabine
auf der Wiese mit Blumen getroffen. Man
kann diesen Satz auf mindestens dreierlei
verschiedene Art verstehen:

1. Klaus hat die Blumen mitgebracht. (Er
wollte sie dem Miadchen schenken.)

2. Sabine hatte die Blumen. (Sie hatte sie
gerade gepflickt und wollte einen Kranz
daraus flechten.)

3. Die Blumen wuchsen auf der Wiese, wo
Klaus seine Freundin traf.

In einer gedruckten Erzdhlung zeugt solch
ein Satz von einem schlechten Stil des Ver-
fassers (oder auch von der Unaufmerksam-
keit des Redakteurs). Zu welchen ,tragi-
schen“ Folgen das fiihren kann, zeigt das
folgende (nicht ganz ernst zu nehmende)
Beispiel: Kdpfen nicht begnadigen!

Dieser Befehl mufB unbedingt durch das
Einftigen eines Kommas prizisiert werden:
Entweder Kdpfen, nicht begnadigen!

und damit hinrichten,

oder Képfen nicht, begnadigen!

und damit freilassen.

A4 A Esist eine zweistellige Quadratzahl zu
ermitteln, die auf 6 endet.

Die Losung ,36“ ist richtig, aber unvoll-
stindig; den Bedingungen der Aufgabe ent-
spricht auch die Zahl 16. Geht man die

4 - alpha, Berlin 22 (1988) 1

Folge aller zweistelligen Quadratzahlen
durch (16, 25, 36, 49, 64, 81), so findet
man keine weiteren Lésungen. Genau die
Zahlen 16 und 36 erfiillen die Bedingun-
gen der Aufgabe. Die Menge aller Losun-
gen ist L = {16;36}.

B. Aufgaben ab Klasse 9

ASA Die Summe der Quadrate von vier
aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen betrage
630.

Berechne die betreffenden Zahlen!

Wieviel Moglichkeiten gibt es?

(Lehrbuch Mathematik 9, Seite 150/

Aufgabe 1)

Die kleinste der vier Zahlen sei x (x € N).
Dann haben wir die Gleichung

x2+(x+ 12+ (x+2)2+ (x+3)2=630

zu losen.

Wir tun dies in den folgenden Schritten
4x2+12x + 14 = 630

4x2+12x—-616 = 0
x?+3x-154= 0
3 9 . 616
T T ENT T T
3 25
S
und erhalten x; =11 und x, = —14.
Ausgehend von x; =11 erhalten wir

(11;12;13; 14) als ein Quadrupel von Zah-
len, die den Bedingungen der Aufgabe ent-
sprechen
(1124122 + 132 + 142
=121+ 144 + 169 + 196 = 630).
Gehen wir dagegen von x, = —14 aus, so
finden wir (—-14;-13;—-12;—11). Diese
vier aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen
erfiillen ebenfalls unsere Bedingungen
((—14)2 + (= 13)2 + (= 12)2 + (—11)? = 630)
Die gestelite Aufgabe hat also genau zwei
voneinander verschiedene Losungen. Die
Menge aller Losungen ist
L ={(11;12;13;14y),

(—14;-13;-12; —-11)} .
Anmerkung: Wiren vier aufeinanderfol-
gende natiirliche Zahlen, deren Summe 630
betrigt, gesucht, so hitte die Aufgabe nur
eine Losung.

A6 A Ineinem Kreis mit dem Radius 25 cm
haben zwei zueinander parallele Sehnen AB
und CD die Lingen 14 cm bzw. 40 cm.

Es ist der Abstand dieser beiden Sehnen von-
einander zu berechnen.

Der zu 4B und CD senkrechte Durchmes-
ser des Kreises schneide 48 in R und CD

in § (siche Bild 1). Es ist dann AR = RB
und CS=SD. Wir zeichnen die Radien
MA und MD ein und berechnen jeweils
nach dem Satz des Pythagoras

RM = {MA* - 4AR?

(25 cm)? = (7 cm)?

=24cm (A AMR)
MS = {MD* - D§?

= /(25 cm)? — (20 cm)?

=15cm (A DMS).
Bild 1

Der gesuchte Abstand der beiden Paralle-
len ist gleich der Lange der Strecke RS; we-
gen RS = RM + MS ergibt sich ein Abstand
von 39 cm.

Ist die Aufgabe damit schon gelost? Eine
Losung haben wir gefunden, aber gibt es
evtl. noch weitere?

Wir sind gemiB Bild 1 davon ausgegangen,
daB der Kreismittelpunkt M zwischen den
beiden Sehnen 4B und CD liegt. Es ist
aber auch moglich, daB sich M auferhalb
der Flache CDBA (begrenzt durch die Seh-
nen CD und AB und die Kreisbogen AC
und DB befindet) (Bild 2).

Bild 2 A

Wie oben erhalten wir RM=24cm und
MS=15cm. Der gesuchte Abstand ist
aber jetzt nicht als Summe, sondern als
Differenz dieser beiden Strecken zu berech-
nen; wir erhalten hier als Losung 9 cm.
Alle weiteren noch moglichen Lagen der
beiden parallelen Sehnen im Kreis lassen
sich jeweils durch eine Drehung um M auf
einen der beiden behandelten Fille zu-
riickfihren. Mit unseren beiden Ldsungen
39cm bzw. 9cm sind alle Méglichkeiten
erschopft. Die Menge aller Losungen ist
L={39cm;%cm}.

A7 a Die Zahlenwerte der Lingen der Sei-
ten eines rechtwinkligen Dreiecks seien natiirli-
che Zahlen, die eine arithmetische Zahlenfolge
bilden. Ermittle diese Mafizahlen!

(Eine endliche Zahlenfolge a,,a,,...,aq,
heiBt arithmetisch, wenn es eine Zahl
d 0 gibt, so daB fir alle i mit
l<isngilt: g,—a,_,=d.)



Der Zahlenwert der Linge der kleineren
Kathete sei x, dann ist der Zahlenwert der
Linge der groBeren Kathete x + d und der
der Liange der Hypotenuse x + 2d (x € N,
deN).
Nach dem Satz des Pythagoras gilt
x2+ (x+d) = (x+2d)?

x24 x4+ 2xd + d? = x?+4xd + 4d?,

x2-2xd-3d*=0.
Division beider Seiten der letzten Glei-
chung durch d? (d # 0) liefert

G-+

Losen wir diese Gleichung nach dem Quo-

. X A
tienten i auf, so erhalten wir mit Hilfe der

Losungsformel fur quadratische Gleichun-

gen
X X
(d)]_ 1 und (d>2—3.
% = —1 ist mit unserem Sachverhalt
unvereinbar.
%=3 besagt, daB der Zahlenwert der

Liange der kleineren Kathete das Dreifache
der Differenz  d betrigt. Da die Zahlen-
werte der Lingen aller Dreiecksseiten na-
tiirliche Zahlen sind, sind fiir x und d ge-
nau die Paare (3;1), (6;2), (9;3), ...
(allgemein: (3n;n) mit n e N, n *0)
moglich.

Die Zahlenwerte der Langen der Seiten des
fraglichen Dreiecks lauten (3;4;5) oder
(6;8;10) oder (9;12;15) ...

(allgemein: 3n;4n;5n) mit ne N

und n #0).

Unsere Aufgabe hat also unendlich viele
Losungen, die Menge aller ihrer Losungen
ist

L=1{(3n;4n;5n); ne N und n *0}.
Anmerkung: Die Bedingungen der Aufgabe
werden durch sogenannte dgyptische Drei-
ecke erfulll. Im alten Agypten muBten
nach den jihrlichen Uberschwemmungen
des Nils die Feldraine jeweils neu markiert
werden. Dabei waren hiufig rechte Winkel
zu konstruieren. Zu diesem Zweck be-
nutzte man ein Seil, in dem jeweils im glei-
chen Abstand 12 Knoten angebracht wa-
ren. Man zog das Seil auseinander, so da8
ein Dreieck entstand mit Seiten, die aus 3,
4 bzw. 5 gleichlangen Teilstrecken bestan-
den. Damit erhielten die &gyptischen
Landmesser den nétigen rechten Winkel.
Deshalb heiBt ein Dreieck mit Seitenldn-
gen, die im Verhiltnis 3:4:5 stehen, dgyp-
tisches Dreieck .

A B & Es ist eine dreistellige natiirliche Zahl
z zu ermitteln, die auf die Ziffer 4 endet und
durch 11 und durch 13 teilbar ist.

Da 11 und 13 teilerfremd sind, muB sich
die gesuchte Zahl z in der Form
z=11-13-n=143-n
=140-n+3-n(ne N)

schreiben Jassen. Damit z auf die Ziffer 4
endet, ist es demnach notwendig, daB3 auch
3 - n auf 4 endet.

Damit kommen fiir n hochstens die Zahlen
8, 18, 28, ... in Frage.

Aber bereits 143 - 8 = 1044 ist vierstellig.
Die gesuchte Zahl z existiert nicht, die
Aufgabe ist also nicht lésbar. Trotzdem
kénnen wir sagen, daB wir sie vollstdindig
geldst haben: Die Menge aller ihrer Losun-
gen ist die leere Menge — L = 0.

Zusammenfassung:

Eine Aufgabe lésen heiBit also, alle Objekte
(Zahlen, Punkte, geometrische Figuren
usw.) zu finden, die die Bedingungen der
Aufgabe erfiillen — auch dann, wenn die
Aufgabe in der Form ,Ermittle eine Zahl,
die ...* gestellt ist. Deshalb ist neben der
Begriindung. daB die gefundenen Objekte
wirklich Losungen der Aufgabe sind, auch
noch der Nachweis zu fihren, daBl weitere
Loésungen nicht existieren. Oft ergibt sich
dieser Nachweis schon aus einer voilstandi-
gen Darstellung des LOosungsweges. Dabei
ist es — wie auch unsere Beispiele zeigen -
notwendig, daB man die Aufgabensteliung
nicht zu eng sieht, daB man sich nicht an
zu spezielle Uberlegungsskizzen bindet,
daB man den gesamten Grundbereich auf-
tretender Variabler iiberblickt.

A. Halameisdr/C. P. Helmholz

Angaben ausreichend
fiir Eindeutigkeit?

Bei einer ausreichenden Anzahl von Be-
dingungen (Voraussetzungen) wird eine
Aufgabenstellung eindeutig l6sbar. Bei den
folgenden drei Aufgaben scheint dies im
ersten Betrachten nicht so zu sein, da die
zur Losungsfindung notigen Angaben du-
ferst diirftig vorliegen. Dennoch sei versi-
chert, daB sie eindeutig l6sbar sind. Wie so
oft, gilt auch hier: Voreiliges SchlieBen
bringt nichts ein!

Viel Freude beim Finden der Losungen.
Spezielle Vorkenntnisse zu den zwei Auf-
gaben werden nicht bendtigt.

Ala Jens schreibt drei aufeinanderfol-
gende zweistellige natiirliche Zahlen in
steigender Reihenfolge nebeneinander, so
daf} eine sechsstellige Zahl entsteht.

Er staunte Gber die interessante natiirliche
Zahl, die er erhielt, als er die Hilfte der
sechsstelligen Zahl durch das Doppelte der
anfinglich ersten zweistelligen Zahl divi-
dierte.

Wie lautete seine sechsstellige Zahl? (Was
konnte er bei seinem Rechenergebnis inter-
essant gefunden haben?)

A2 a Gerlind hat sich finf natiirliche
Zahlen aufgeschrieben. Dabei ist jede fol-
gende Zahl doppelt so groB wie die Summe
aller vorherigen. Von ihren finf Zahlen
war die erste Zahl zweistellig und von allen
funf Zahlen hatte nur eine der nachfolgen-
den vier Zahlen 1auter gleiche Ziffern.
Wie lauten Gerlinds aufgeschriebene Zah-
len?

H.-J. Kerber

Ala [Jlokaxure, UTO AN N MONOXKHU-
TeJIbHbIX YHCeN
azZa,Za,2...2a,
BBITOIIIEHB] HEPABEHCTBA:
a) al—ali+alz(a)—a+ a;)?,
6) al—a3+al-aiz(a - a+a;—a),
2
B) al—aj+...—(-1)a}
2
z(a)—a,+ ... — (-D"a,)".
aus: Quant, Moskau

A2a The following advertisement ap-
peared on XYZ University’s notice board:
Here we are, three perfect guys, namely Pe-
ter, Richard and Tony.

Each of us is neither tall, rich and hand-
some nor jolly, musical and smart.

But, each of us does posses just four of the
above qualities. In fact, each quality is
found in two of us.

Peter is handsome, and Richard, who is
musical, is either handsome or smart but
not both.

The two of us who are jolly are not both
handsome and two of us who are smart are
not both tall.

Tony thinks he has the best four qualities
of us all. Can you describe Tony?

aus: The Australian Mathematics Teacher

A3 a Dans un stade, une piste de course
a pied comporte deux lignes droites réu-
nies par deux demi-cercles. La longueur de
chaque ligne droite est 75 m. Quelle doit
étre la distance de ces lignes droites pour

“que le bord intérieur de la piste ait une lon-

gueur de 400 m?

La piste est formée de 6 couloirs larges de
2 m. Quelle est la longueur du bord inté-
rieur du deuxiéme couloir?

Au départ d’une course de 400 m, quelle
avance doit-on donner au coureur du
deuxiéme couloir pour qu’il ait parcouru
exactement 400m lorsqu’il atteigne la
ligne d’arrivée? H.

A 4 a Put together six digits 1 so that the
final value will be 12. Use only the symbol
+ and the fractimal line segment. You may
use each of these symbols more than once.

aus: Fun with mathematics, Kanada

A5a Un satellite décrit en 96 minutes
un cercle autour de la Terre a la vitesse
moyenne de 28 000 km/h. Calculer le rayon
de sa trajectoire. A quelle distance de la
Terre tourne-t-il? H.
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Die Koordinatenmethode
im Wandel der Zeiten

Zum 350. Jahrestag des Erscheinens

von R.Descartes’ «La Géométrie»

Teil 2

Die Koordinatenmethode vereinigt in sich
zwei gegensitzliche Aspekte, die aber zu-
gleich so eng miteinander verbunden sind,
daB ihre klare Unterscheidung bis heute
noch nicht jedemm Mathematiker voll be-
wuBt ist. Um so schwerer fallt es, die Bei-
trige bedeutender Mathematiker der Ver-
gangenheit zur Entwicklung der Koordina-
tenmethode danach einzuordnen, welcher
der beiden Aspekte dabei jeweils im Vor-
dergrund stand. Welches sind diese beiden
Aspekte?

Der erste besteht darin, daB die Einfiih-
rung von Koordinaten es ermdglicht, jede
Beziehung zwischen geometrischen Objek-
ten in eine gleichbedeutende Beziehung
zwischen den Koordinaten dieser Objekte
zu iibersetzen. Insbesondere entspricht
dann jeder Operation, die geometrischen
Objekten Gy,..., G, ein neues geometri-
sches .Objekt G, zuordnet, eine arithme-
tisch-algebraische Operation, die den Ko-
ordinaten der Objekte G, ..., G, die Koor-
dinaten des Objekts G, zuordnet. (Geome-
trische Objekte G; konnen z. B. Punkte,
Strecken, Geraden, Kreise, Parabeln, Ellip-
sen, Dreiecke, Winkel, aber auch geometri-
sche Abbildungen bestimmter Arten wie
Spiegelungen, Drehungen, Schiebungen
sein.) Hier ordnen sich solche Fragen und
Aufgaben der analytischen Geometrie ein
wie z.B.

— Wie kann man aus den Koordinaten
(x1,y1), (x3,y,) zweier Punkte die Glei-
chung der Verbindungsgeraden oder den
Abstand dieser Punkte berechnen?

— Wie kann man aus den gegebenen Gilei-
chungen zweier Geraden rechnerisch ent-
scheiden, ob diese Geraden sich schnei-
den, parallel oder gleich sind? Wie kann
man im Fall des Schneidens die Koordina-
ten des Schnittpunktes berechnen?

— Durch welche Beziehungen (z. B. Glei-
chungen oder Ungleichungen) zwischen
den Koordinaten dreier bzw. vierer Punkte
driickt sich aus, daB einer der drei Punkte
auf der von den beiden anderen begrenzten
Strecke (also zwischen ihnen) liegt bzw. daB
die von den ersten beiden Punkten be-
grenzte Strecke kongruent der von den
zweiten beiden Punkten begrenzten
Strecke ist?

Sind (x1,y1), (x2,¥2), (X3,93), (X4,¥4)

die Koordinaten der vier Punkte P;, P,, P;,
P,, so liegt P, zwischen P; und P, genau
dann, wenn es eine reelle Zahl ¢ zwischen
0 und 1 gibt, so daf3
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X;=x;+ t(x3~x,) und

Y2 =y +1(yy = y)) gilt,
PP, = P,P, gilt genau dann, wenn

(%= x)? + (¥~ »)? )

=(x4 = X3)2 + (yg — y3)?
gilt, da der Abstand zweier Punkte P, P,
durch

VO = x)2 + (2= 3)?
ausgedriickt wird.
Die konsequente Anwendung dieses Stand-
punktes erfordert es freilich, nicht nur den
Punkten, sondern allen im jeweiligen Zu-
sammenhang betrachteten Objekten Koor-
dinaten zuzuordnen. Das ist im konkreten
Fall oft gar nicht schwer: Als Koordinaten
einer Strecke P, P, kdnnen die Koordinaten
(x1,¥1, X2,¥,) ihrer Endpunkte dienen (wo-
bei es natiirlich, wie schon bei den Koordi-
naten einzelner Punkte, wesentlich auf die
Reihenfolge der Zahien ankommt), als Ko-
ordinaten eines Dreiecks die insgesamt
sechs Koordinaten seiner Eckpunkte, als
Koordinaten eines Kreises die Koordinaten
seines Mittelpunktes und sein Radius, als
Koordinaten einer durch eine algebraische
Gleichung einer bestimmten Art beschrie-
benen Kurve die Koeffizienten der entspre-
chenden Gleichung. Historisch ist von die-
sem Gesichtspunkt, Fragen an geometri-
sche Objekte in Fragen an ihre Koordina-
ten zu ubersetzen, zuerst (ndmlich schon
bei Fermat und Descartes) die Frage nach
den Koordinaten der Schnittpunkte zweier
durch ihre Gleichungen gegebenen Kurven
vorhanden gewesen, ohne daB die Koeffi-
zienten der gegebenen Gleichungen da-
mals in irgendeiner Weise als Koordinaten
der entsprechenden Kurven aufgefalit wor-
den wiren. Die zu untersuchenden Objekte
blieben lange Zeit auf solche Kurven und
Flichen beschrinkt, die sich durch alge-
braische Gleichungen bzw. Gleichungssy-
steme (seit Leonhard Eulers beriihmtem
Lehrbuch Introductio in analysin infinitorum
von 1748 auch durch sogenannte Parame-
terdarstellungen) beschreiben lieBen. Die
Verwandlung elementarer geometrischer
Bezichungen wie z.B. die Frage nach dem
kiirzesten Abstand zweier Geraden im
Raum, ausgedriickt durch ihre Koordina-
ten, blieb erst Gaspard Monge (1746 bis
1818) und seinen Schiilern vorbehaiten.
Die Beschreibung geometrischer Abbildun-
gen durch Koordinaten und die Ersetzung
von Manipulationen mit Abbildungen wie
Hintereinanderausfiihrung oder Umkeh-
rung durch Rechnen mit den Koordinaten
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der Abbildungen setzte im wesentlichen
erst im 19.Jh. ein. Die Erkenntnis, daB3 als
Resultat der Ubersetzung geometrischer
Prozesse in die Koordinatensprache im all-
gemeinen nicht Gleichungs- und Unglei-
chungssysteme oder andere geschlossene
Formein sondern Rechenprogramme mit
Verzweigungen und zyklischen Unterpro-
grammen zu erwarten sind. ist erst ein
Kind unserer, von der Datenverarbeitung
gepragten Zeit.
Die Verfolgung des hier an erster Stelle ge-
nannten Aspektes der Koordinatenme-
thode fiithrte iiber viele historische Zwi-
schenstufen schlieBlich dazu, arithmetisch-
algebraische Modelle der Geometrie zu
betrachten, d. h. die Zahlenlisten nicht
mehr als Koordinaten wirklicher geometri-
scher Objekte aufzufassen, sondern sie
selbst als geometrische Objekte zu begrei-
fen. David Hilbert (1862 bis 1943) erklirte
1899 in seinem beriihmten und folgenrei-
chen Buch Grundlagen der Geometrie sinn-
gemaB: Wenn wir definieren: Ein Punkt ist
ein Paar (x,y) reeller Zahlen, eine Gerade
ist eine solche Menge von Zahlenpaaren,
die sich als Losungsmenge einer linearen
Gleichung ax+ by=c (a?+ b*+0) be-
schreiben 1dBt, die Strecke mit den End-
punkten (x,,y,) und (x,,y,) ist kongruent
der Strecke mit den Endpunkten (xj,ys)
und (x4, y,), wenn die Formel (1) gilt, so er-
halten wir jedenfalls ein System von Objek-
ten, fur das alle Aussagen der euklidischen
Geometrie unzweifelhaft gelten (wihrend
sowoh! die Definition solcher Begriffe wie
Punkt, Gerade in der materiellen Welt als
auch die Giiltigkeit der Aussagen der eu-
klidischen Geometrie fiir diese Objekte mit
vielen Unklarheiten und Problemen bela-
stet sind).
Dieser Hilbertsche Standpunkt steht in en-
ger Beziehung zu einer geradezu ddmoni-
schen Eigenschaft der Koordinatenme-
thode: Hinreichende Vertrautheit mit der
geometrischen Bedeutung von rein arith-
metischen Beziehungen zwischen den Ko-
ordinaten geometrischer Objekte (wie z. B.
den Formeln (1) und (2)) fihrt uns leicht
zu Verallgemeinerungen, die iiber das
Dreidimensionale und anschaulich Vor-
stellbare weit hinausfiihren. Niemand kann
uns daran hindern, Listen (x,, ..., x,) von n
geordneten reellen Zahlen als Punkte eines
n-dimensionalen Raumes zu bezeichnen,
den Abstand zweier solcher Punkte durch
eine zu (2) analoge Formel zu definieren,
andere Objekte dieses n-dimensionalen Rau-
mes z.B. als Losungsmengen gewisser alge-
braischer Gleichungen mit n (statt zwei)
Variablen zu definieren, insbesondere z. B.
(n — 1)-dimensionale geradlinige  Unter-
rdume in Analogie zu den Geraden in der
Ebene als Losungsmengen von linearen
Gleichungen der Form

ax,+tax;+...+tax,=c

(nicht alle g; gleich 0).
Da n-gliedrige Listen von reellen Zahlen in
der realen Welt eine wichtige Rolle in den
verschiedensten Zusammenhingen spie-
len, z. B. als Beschreibungen eines mecha-
nischen Systems mit n Freiheitsgraden
oder als Produktionszustand eines Betrie-



bes, der n verschiedene Erzeugnisse her-
stellt, ist die Verbindung quasigeometrischer
Vorstellungen mit an sich rein arithmeti-
schen Objekten und Beziehungen zwischen
ihnen, die durch die Analogie zur Hilbert-
schen arithmetischen Interpretation der
geometrischen Begriffe nahegelegt wird, oft
sehr hilfreich fur ein tieferes Verstehen sol-
cher an sich rein arithmetischen Beziehun-
gen. Freilich hat der Begriff Geometrie
durch diese in der gesamten Mathematik
fruchtbare Denk- und Vorgehensweise eine
bedenkliche Aufweichung erfahren. Geome-
trisch ist in der heutigen Mathematik alles,
was sich in gewisser, hidufig nur noch sehr
schwacher Analogie zu Begriffen und Ver-
hiltnissen des gewdhnlichen zwei- bzw.
dreidimensionalen euklidischen Falles vor-
stellen 14Bt.

Ohne es zu bemerken, haben wir die
Grenze zum zweiten der beiden eingangs
angekiindigten Aspekte der Koordinaten-
methode iiberschritten. Das Koordinaten-
system diente schon bei Fermat und Des-
cartes nicht nur dazu, schon bekannte
Kurven durch Gleichungen zu beschrei-
ben, sondern auch dazu, sich ein Bild von
einer vielleicht vorher nie gesehenen Kurve
zu machen, die zunidchst nur durch ihre
Gleichung gegeben ist, mehr noch, am geo-
metrischen Bild zweier Kurven zu ent-
scheiden, ob und wo diese Kurven gemein-
same Punkte haben, mithin, wie die
gemeinsamen LOsungen eines aus zwei
Gleichungen mit zwei Unbekannten beste-
henden  Gleichungssystems  aussehen.
Demnach liefert die Koordinatenmethode
nicht nur arithmetische Modelle geometri-
scher Sachverhalte (das war der erste
Aspekt) sondern auch geometrische Mo-
delle rein arithmetisch-algebraischer Sach-
verhalte (zweiter Aspekt). Dieser zweite
Aspekt der Koordinatenmethode tritt uns
u. a. iiberall dort entgegen, wo funktionale
Zusammenhinge zwischen physikalischen,
o6konomischen oder sonstigen, durch reelle
Zahlen mefBbare GroBen graphisch darge-
stellt werden, und insbesondere dann,
wenn anhand solcher graphischer Darstel-
lungen Aussagen und Erkenntnisse iiber
Objekte, Sachverhalte und Prozesse gewon-
nen werden, die an sich mit Geometrie
iberhaupt nichts zu tun haben. Dieses ge-
waltige Werkzeug flir Mathematik, Natur-
wissenschaft, Technik, ..., Ergebnisse und
Aussagen auf dem Weg liber die graphi-
sche Darstellung mittels kartesischer Koor-
dinatensysteme zu erhalten, demonstrierte
Descartes, ohne sich dessen selbst recht be-
wuBt zu sein, an Beispielen wie dem fol-
genden. (Wir benutzen, um den Gedanken-
gang durchsichtiger zu gestalten, eine
moderne Ausdrucksweise.)

Gegeben sind die beliebigen reellen Zah-
len p,q (g #0, sonst ist die Aufgabe nur
quadratisch, also trivial). Man soll ent-
scheiden, ob und wie viele reelle Losungen
die kubische Gleichung
x3+px+qg=0

besitzt und soll diese Losungen durch geo-
metrische Konstruktion (mit Zirkel und Li-
neal) finden.

Losung: Man zeichne in ein kartesisches
Koordinatensystem die Normalparabel
y = x?und den Kreis mit dem Mittelpunkt
(——21 12_p> der durch den Koordina-
tenursprung (0,0) geht. (Sind die gegebe-
nen GroBen p, q auf der x-Achse des Koor-
dinatensystems als Strecken markiert, so
kann man den Punkt mit den Koordinaten
(—_4 1-p
2 2
leicht konstruieren.) Die Gleichung dieses
Kreises ist

(2] 25
(357

dh xZ+gx+y2+(p-1)y=0.
Die gemeinsamen Punkte von Kreis und
Parabel sind also diejenigen, deren Koordi-
naten x,y dem Gleichungssystem
y=xLx*+gx+y’+(p-1)y=0
geniigen. Setzt man in die zweile Glei-
chung x? fiir y ein, so erhilt man fiir die
x-Koordinaten dieser Punkte die Glei-
chung

x(x*+px+g)=0. 3)

DaB der Punkt (0,0) nach Konstruktion ein
gemeinsamer Punkt beider Kurven ist,
spiegelt sich darin wider, daB x =0 eine
Losung der Gleichung (3) ist. Die restli-
chen Losungen sind gerade diejenigen der
gegebenen kubischen Gleichung. (Descar-
tes anerkannte nur positive reelle Zahlen
und konnte daher auch seine Koordinaten-
systeme auf den ersten Quadranten be-
schrinken. Erst Isaac Newton (1643 bis
1727) betrieb analytische Geometrie mit
beliebigen reellen Koordinaten, d. h. in al-
len vier Quadranten.)

mit Zirkel und Lineal

Aufgaben

Ala Wie kann man aus den Koordina-
ten (x,,y,,r;), (x3,y2,r,) zweier Kreise be-
rechnen, ob diese Kreise sich schneiden,
ob einer von ihnen innerhalb des anderen
oder ob sie voneinander getrennt liegen?

A2 a Ein ebenes Polarkoordinatensystem
wird durch seinen Ursprungspunkt O,
einen von O ausgehenden Strahl s, der die
MaBeinheit OF trégt, und eine (meist ma-
thematisch positiv gewihlte) Zahirichtung
der an s anzutragenden Winkel gegeben
(Bild).

p

AP

0 3 g~

Die Polarkoordinaten eines beliebigen von
O verschiedenen Punktes P sind (r, @), wo-
bei r die Liange der Strecke OP und ¢ der
(vorzeichenbehaftete) Winkel x EOP ist.
Fiir den Ausnahmefall P = O ist r =0 und
@ beliebig. Als Koordinaten einer Geraden
g nehmen wir ihren senkrechten Abstand d

(= 0) von O und den (vorzeichenbehafte-
ten) Winkel o zwischen s und dem von O
auf g gefillten Lot. Durch welche Glei-
chung zwischen r, @, d, & wird nun ausge-
driickt, daB der Punkt mit den Koordinaten
(r, @) auf der Geraden mit den Koordina-
ten (d,a) liegt? Man stelle eine Berech-
nungsvorschrift auf, aus den Koordinaten
zweier Punkte die Koordinaten der Verbin-
dungsgeraden zu bestimmen. Wie kann
man umgekehrt aus den Koordinaten
zweier Geraden bestimmen, ob diese Gera-
den gleich oder parallel sind oder sich
schneiden? Wie kann man im Fall des
Schneidens aus den Koordinaten der Gera-
den die Koordinaten des Schnittpunktes
berechnen?

A3 a Als Polarkoordinaten eines Kreises
kann man wie im Fall kartesischer Koordi-
naten die Koordinaten seines Mittelpunk-
tes und seinen Radius nehmen. Durch wel-
che Gleichung zwischen den Koordinaten
eines Kreises und den Koordinaten eines
Punktes wird nun ausgedriickt, daB der
Punkt aul dem Kreis liegt?

A4 a Decke auf, wie Descartes auf seine

geometrische Methode gekommen ist, ku-

bische Gleichungen der Form

x3+ px + ¢ =0 zu 16sen! Setzt man in

die allgemeine Kreisgleichung
(x—x)’+(y—n)P=r

x? fiir y ein, so erhilt man eine Gleichung

4. Grades fir x.

Wie muB man x,,y,, r wiahlen, damit diese

Gleichung die Form

x(x3>+ px + q) =0 annimmt?  P.Schreiber

Wissen und Rechnen

Jedes Zeichen bedeutet eine Zahl und glei-
che Zeichen bedeuten gleiche Zahlen. Un-
ter Beachtung der Rechenregeln sind die
Zahlen zu finden, die die Aufgabe richtig
16sen. W. Neugebauer, Berlin

PO(d - XSS
(4
4D
4D

D HEXS

Eine harte Nu8

Man ermittle alle reellen Zahlen x, die der
Ungleichung
3x2

(y1+3x -1) =

geniigen! R. Mildner, Leipzig

+1
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Eine Aufgabe uiber Korper
aus Dreiecksstiicken

Im Dreieck AABC iiber der gegebenen
Grundseite 4B sei D der FuBpunkt der
Hohe CD. Die Parallelen durch D zu den
Geraden AC und BC schneiden die jeweils
andere Gerade in den Punkten F und F
(Bild 1). Die Strecken DE, DF und AB
bauen als Seitenkanten einen Quader, die
Strecke CD baut als Seitenkante einen
Wiirfel auf. Welche Voraussetzungen mufl
das Dreieck AABC erfiillen, damit Quader
und Wiirfel volumengleich sind? Auf wel-
chem geometrischen Ort liegen die Eck-
punkte C aller dieser Dreiecke bei gegebe-
nem Volumen?

Bild 1

A D 8

Gesucht werden also die Eigenschaften
aller Dreiecke AABC iiber der gegebenen
Grundseite 4B, die die Gleichung
AB-DE-DF=CD?
erfiillen.
In den #hnlichen Dreiecken AADE und
AABC bzw. ADBF und AABC gilt
— AD-BC —. AC-DB
DE =3 DF <5
Damit geht Gleichung (1) liber in
BC AD DB AC _, )
28 CD CD D - @
Durch Anwendung des Sinussatzes auf die
Dreiecke AABC und AADC erhilt man

189)

BC _sine AC _ 1

4B siny’ DC sina’
Im Dreieck AADC ist ferner

A=D =cot ex.

DC

Man verliert aber Losungen, wenn man au-
Ber acht 14Bt, daB o auch stumpf sein kann.
Dann ist nach Bild 2

£_2= cot(180° — &) = —cot .
FDC

¢

D“
3
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Bild 2

Beide Ergebnisse zusammengefalt ergeben

£=|cota|
e .

Dann sind hinsichtlich der Terme

|tan | bzw. |tan (& + p)|

in Gleichung (3) folgende Fille zu untersu-
chen (siehe Bild 3, Tabelle 1).

In den Fillen 2 und 4 verliert die Glei-
chung (3) ihre Bedeutung.

Fall 3: Aus

—tano-tan(ax + p)-siny =1

folgt mit dem Additionstheorem fiir
tan (a + p)
_tan’a+tane-tany 1

1-tano-tany siny’
oder die quadratische Gleichung

siny =1 ano + .1 =0
cosy siny

tan? o +

1
mit der Losung (tan ot)uz=7

1-si 1 —sinyp\? 4
Aus dem gleichen Grund ist ><< siny + \/( ! y) - — )
DB cosy Cosy sy
— =|cotj|. Die Diskriminante
Dami ot Gl iiber i p=(l=sinvy 4
amit ge;ElaGlelchung (2) iiber in cosy siny
—-|cote| |cot |- ——=1, _ (1 =siny)? 4
sin y sin o —m— siny
Jeotal cotp] _ i-sny 4
Sny 1+siny siny

und durch Ubergang zum Reziproken:
[tan o] |tan | -siny=1.

Uber die Innenwinkelbeziehung S = 180°

— (¢ + p) bekommt man die Gleichung

|tan |- [tan (o + p)|-siny=1. 3)

Alle Dreiecke, deren Winkel a und y die

Gleichung (3) befriedigen, erfiilllen auch

die Aufgabenstellung (1).

Fall I: y = 90°

Fiir alle 0° < &« < 90° und y = 90° ist

|tan ec|-|tan (e + p)|-siny

=|tan a|- |tan (x + 90°) |- sin 90°

=|tanet| | —cota| = |tan er| | col x|

=|tane-cote|=1.

~ —sin’y—3siny -4

"~ siny-(1 +siny)
ist flr alle betrachieten Winkel y stets ne-
gativ, die Gleichung (3) besitzt also keine
reelle Losung.
Fall 1 und S kdnnen zusammengefalit un-
tersucht werden. Aus der Gleichung
tany-tan(a + p)-siny =1
folgt die quadratische Gleichung
tanzoc+——1 +Smytana— .1 =0

cos y sin y
Da D >0 fiir alle betrachteten p, ergeben
sich die zwei Losungen

Damit wird die Aufgabenstellung (1) von tan o =__l_(m

allen rechtwinkligen Dreiecken AABC iiber ! 2 cosy

der gegebenen Seite AB erfiillt. 1+ sinyp\2 4
Fall II: 0° < p < 90° ‘\/( cosy )*siny>
Der Winkel y sei zundchst beliebig wihl- 1(1+siny

bar, soll dann aber festgehalten werden. tan a22_7(Tsy

H 2
+\/(1+smy>+ .4 ) @
cosy siny

Damit gibt es zu jedem spitzen Winkel y
einen spitzen Winkel «, (Fall 5) und einen
stumpfen Winkel «, (Fall 1), die beide die
Gleichung (3) erfiillen. Es 148t sich zeigen,
daB die beiden Dreiecke mit den Winkeln
y und &, bzw. y und o, wegen
o, = 180° — (p + a;) kongruent sind.
Fall III: 90° < y < 180°
Fiir ein Dreieck mit beliebigem stumpfen,
aber dann fest gehaltenen Winkel y geht
Gleichung (3) iiber in
—tana-tan (o + p)-siny=1.

Tabelle 1

Fall | o oty [tanec]=| [tan(a + p)|=| Gleichung (2) geht iiber in

1 180°—y > o >90° 180°> o + p > 90°| —tana| —tan(a +p) |tana-tan{e + p)-siny =1
2 90° = o 180°> o + y > 90°| n.d. —tan (o + p) | nicht definiert

3 90°>x>90°—p [ 180°> a + y >90°( tan —tan(x +p) | —tano-tan( + p)-siny =1
4 90°-y=a o+ y=90° tan o n.d. nicht definiert

5 90°—y>a>0° [90°>a+y>y tan o lan (o + p) tana - tan (o + p)-siny = 1




Die Nichtlosbarkeit dieser Gleichung
wurde oben in Fall 3 nachgewiesen.

_Zpsammenfassung: _
Uber der gegebenen Grundseite AB erfiillt
jedes  rechtwinklige Dreieck AABC

(y = 90°) die Aufgabenstellung (1). Das ist
auch bei jedem spitzen Winkel y fiir zwei
spezielle kongruente Dreiecke der Fall, de-
ren Winkel o sich iiber die Beziehungen
(4) errechnen lassen.

Um den geometrischen Ort der Eckpunkte
C iiber der gegebenen Grundseite 4B er-
mitteln zu kénnen, legt man das Dreieck
AABC wie in Bild 4 in ein rechtwinkliges
kartesisches Koordinatensystem.

Bild 4 y

Clxy)

x
Man erhilt iiber die Beziehungen
c
—+
cosa = 2~ sina ===
AC AC’
—_— sin o
= ——— = —_— +
AC=c¢ siny’ B=180°—(a +p)
fiir die Koordinaten des Punktes C
(sin(a+ y)-cosx 1\
Y A 0L A
siny 2y
=Csma-5fn(a+ y)‘ 5)
siny

wobei die Abhingigkeit des Winkels a zu
jedem Winkel y mit 0° < p < 90° durch die
Gleichungen (4) gegeben ist.

Bild 5

Bild 6

Eine Aufgabe von
Prof. Dr.

J. A. Grunert

Universitdt Greifswald
geb. 7.2.1797, gest. 7.6. 1872

42873 a ,Einen Kreis beschreiben, wel-
cher einen gegebenen Kreis von auflen be-
rithrt und durch zwei auBlerhalb demselben
gegebenen Punkte geht!

Analysis: C sey Mittelpunkt des gegebenen
Kreises, 4 und B die gegebenen Punkte.
Die Aufgabe sey aufgeldst, O der gesuchte
Mittelpunkt, D sey der Beriihrungspunkt
beider Kreise mit gemeinsamer Tangente.
Die Tangente schneidet die Verlingerung
von AB in E, so ist DE? = AE- BE nach
dem Sehnentangentensatz.

Von E aus sey EGF eine beliebige Sekante,
so gilt auch

DE? = FE - GE und folglich

AE - BE = FE - GE oder AE: FE = GE: BE,
daher liegen die 4 Punkte 4, B, G, F

auf einem Kreis (Sekantensatz).

Synthesis: Man beschreibe einen durch A4
und B gehenden Kreis, welcher den gege-

Fir y =90° (Bild 5) gehen die Gleichun-
gen (5) uiber in

x= c(cos%x—%) = 2£-c052¢x,

y=7€-sin2a,
die Gleichung des Kreises in Parameter-
darstellung.

Folgende Tabelle gibt fiir ¢ = 2 LE und fur
spezielle spitze Winkel y Niherungswerte
fir die Winkel o, und o, mit den dazuge-
horenden Koordinaten der Punkte C(x;y)
an.

oy o X y

in® in°® in°

85 2,51 92,50 +1,00 0,09
80 5,04 94,96 +1,01 0,18
70 10,31 99,70 +1,06 0,38
60 17,03 104,45 +1,17 0,65
30 22,44 107,56 +1,30 0,95
10 29,79 110,21 +1,53 1,45
30 38,39 111,61 +1,91 2,31
25 43,29 111,71 +2,20 3,01
20 48,72 111,28 +2,60 4,09
15 54,83 110,17 13,18 5,93
10 61,95 108,05 +4,15 9,66

In Bild 6 wird der gesuchte geometrische
Ort aller Dreieckpunkte C fiir AB=c¢
= 2LE dargestellt, die der Aufgabenstel-
lung geniigen.

R. Miinzberg

benen Kreis in 2 beliebigen Punkten F, G
schneidet. Hierauf ziéhe man die Linien
AB und FG, die sich in E schneiden. Von
E aus ziehe man nach bekannter Elemen-
taraufgabe eine Tangente an den gegebe-
nen Kreis, Berithrungspunkt ist dann D.
Ebenfalls nach einer Elementaraufgabe be-
schreibe man einen Kreis durch Jdie die
Punkte 4. B, D, welcher der gesuchte seyn
muB. Bekanntlich kann man von E aus
noch eine zweite Tangente ED’ an den
Kreis ziehen. Beschreibt man nun durch 4,
B, D' einen Kreis, so wird dies ein Kreis
seyn, welcher durch 4 und B geht, und von
dem gegebenen Kreis von innen beriihrt
wird.

/\
2.L6sung r
(4

gegeben: 2 Punkte 4, B, Kreis in e
gesucht: Beriihrungskreise an Kreis C
durch 4 und B

D Berithrungspunkt, 1.Ldsung (von
auBen)

D' Beriihrungspunkt, 2.Lésung (von
innen)

Anmerkung: Ganz wie vorhin kann man
auch einen Kreis beschreiben, welcher von
einem gegebenen Kreis beriihrt wird und
durch zwei innerhalb desselben liegende
Punkte geht.“

Diese Aufgabe, von Dr. J. Buhrow, E.-M.-
Arndt-Universitdit Greifswald ausgewihlt,
stammt aus dem Buch:

J. A. Grunert, Gymnasialprofessor in Neu-
brandenburg, 1834

Lehrbuch der Mathematik fiir die mittleren
Classen hoherer Lehranstalten, gedruckt
bei J.J. Wiesike, Brandenburg.

Kurzbiographie

Johann August Grunert, geb. 7.2.1797 in
Halle als Sohn eines Buchdruckers, ab
1815 Studium in Halle bei Pfaff, dem Dok-
torvater von GauB, und dann bei GauB in
Géttingen, 1820 Dr. Phil., 1821 Gymnasial-
lehrer in Torgau, ab 1828 in Brandenburg,
ab 1833 fast 39 Jahre Professor in Greifs-
wald. GroBe Klarheit als Lehrer (kein
Wunder nach der Praxis in der Schule!).
Gab fiir Lehrer ab 1841 Archiv fiir Mathe-
matik und Physik in Leipzig heraus. Etwa
500 gedruckte kleinere Arbeiten, wohl
keine sehr groBen Entdeckungen, Mitglied
der Akademie in Wien, Miinchen, Erfurt,
Stockholm und Upsala. Tod 7.6.1872.
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IMO 87 in Kuba —
ein unvergefBlliches Erlebnis

Die Internationale Mathematikolympiade
(IMO) fand vom 5. bis 16.Juli 1987 in Ha-
vanna statl. An ihr nahm auch eine
6-Schiiler-Mannschaft aus der DDR teil.
Es hatten sich fiir die Mannschaft Uta Ho-
vel, Gerd Kunert, Frank Gohring, Jorg Jah-
nel, Gunter Doge und Ingo Warnke qualifi-
ziert. Leiter der DDR-Delegation war
Prof. Burosch (W.-Pieck-Universitit Ro-
stock) und sein Stellvertreter Prof. Gronau
(E.-M.-Arndt-Universitat Greifswald).

Am 4. ]Juli trafen wir uns auf dem Flugha-
fen Berlin-Schonefeld. Dort wurden wir
von unseren Eltern verabschiedet. Nach
einer Zwischenlandung in Kanada lande-
ten wir piinktlich um 19.30 Uhr Ortszeit in
Havanna. Beim Ausstieg aus dem Flug-
zeug schlug uns sofort die heifle Luft der
Subtropen ins Gesicht. Nach der PaB- und
Zollkontrolle begriiffite uns der Kulturatta-
ché der DDR-Botschaft in Kuba. Danach
wurden wir Teilnehmer in die etwas auBer-
halb von Havanna gelegene Leninschule
gebracht, wihrend Prof. Burosch und
Prof. Gronau im Riviera-Hotel unterge-

Die DDR-Mannschaft im Aquarium im
Leninpark:

Uta Hovel, EOS Heinrich Hertz Berlin,
Gerd Kunert, Spezialklasse der TH Karl-
Marx-Stadt; Frank Gohring, Spezial-
klasse der TH Ilmenau; Ingo Warnke,
EOS Gecrg Thiele Kleinmachnow;
Gunter Doge, EOS Friedrich Engels
Riesa; Jorg Jahnel, EOS Carl Zeiss Jena
Jena (v.r.n. 1)
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bracht waren. Die Leninschule ist eine
Schule mit Spezialisierung auf naturwis-
senschaftliche Ficher. Die Schiiler wohnen
direkt an der Schule in Zimmern, in denen
wihrend der IMO die Mannschafien unter-
gebracht waren. Nach dem Abendessen
brach dann fiir uns die erste Nacht an, die
jedoch durch die ungewohnte Hitze und
die vielen Moskitos bei mir in unangeneh-
mer Erinnerung geblieben ist. Am nich-
sten Morgen fand ein kleiner Appell mit al-
len am gestrigen Tage angekommenen
Mannschaften statt, in dessen Verlauf
durch einen Teilnehmer jedes Landes, bei
uns war das Jorg, die Landesflagge gehif3it
wurde. Damit waren wir dann in den Kreis
der Olympiadeteilnehmer aufgenommen.
Vom Veranstalter bekamen wir einen
IMO-Beutel, in dem das Programm, Stadt-
pline und der IMO-Anstecker waren. Au-
ferdem erhielten wir eine Identititskarte,
die uns als IMO-Teilnehmer der DDR aus-
wies. Am Nachmittag fuhren wir in ein
Touristenzentrum. Da alle bisher angerei-
sten Mannschaften mitgekommen waren,
wurden dort bereits vereinzelt Kontakte
zwischen den Mannschaften gekniipft bzw.
Bekannte aus vorigem Jahr begriiBt. Am
Montagvormittag war fir die gesamte
DDR-Mannschaft ausgiebiges Baden, Son-
nen und Doppelkopfspielen angesagt. Da
die Schule ein eigenes Schwimmbecken
hatte, nutzten wir oft unsere Freizeit zum
Baden und Sonnen. Das Ergebnis war eine
krebsrote Haut bei uns allen schon nach
einem Tag! Am Nachmittag fuhren wir
dann nach Havanna zum Riviera-Hotel, wo
wir uns mit Prof. Gronau trafen. Als wir
von der Fahrt in die Schule zuriickkehrten,
fanden wir zu unserer Freude an den Bet-
ten Moskitonetze vor. Wir alle, besonders
jedoch Uta, waren von Moskitostichen be-
reits stark gezeichnet.

Am nichsten Morgen besuchten wir ein
Aquarium in Havanna. Neben einigen exo-
tischen Fischen war dort eine lustige Del-
phinshow die Hauptattraktion. Nach dem
Mittagessen gingen wir wieder einmal ba-
den, da es anders wegen der fast senkrecht
iiber uns stehenden Sonne schwer auszu-
halten war. Auch der tégliche 15minttige
Regen brachte keine Abkiihlung. Abends
spielte eine kubanische Gruppe lateiname-
rikanische Rhythmen. Dort konnten wir
unsere kubanischen Betreuer das erste Mal
in ihrem siidlichen Temperament erleben.
Wir versuchten natiirlich auch bei ihren
Tdnzen mitzumachen, aber ob das wohl

gut aussah? Solche Veranstaltungen geho-
ren auch zu einer Olympiade, wo man die
Gastgeber kennenlernt und auch zwischen
den Mannschaften Gespriche entstehen.
Am Mittwoch besuchten wir den ganz in
der Nihe der Schule gelegenen Leninpark.
Auf einem kleinen See bestand die Mog-
lichkeit zu rudern, die wir natiirlich nutz-
ten. Wihrend wir auf dem See waren, un-
terhielt ich mich mit dem Stellvertreter der
mexikanischen Delegation. Jeder erzdhlte
etwas iiber die Vorbereitung auf die IMO
in seinem Land und die Wiinsche, die er
fiir die IMO hat. Auch im Leninpark gibt
es ein Aquarium, das wir besucht haben.
Dort waren fiir mich die Krokodile am in-
teressantesten, Piranyas gab es dort leider
nur als Modell. Am Nachmittag dieses Ta-
ges machten wir dann den Ausflug, auf den
sich die ganze Mannschaft bereits seit Ta-
gen gefreut hat; es ging an den Strand zum
Atlantik! Der Strand war herrlich weiB, das
Wasser klar griin. Durch den hohen Salzge-
halt brauchte man nur die Luft anzuhalten,
um zu schwimmen. DaB die Sonne schien,
ist in Kuba selbstverstindlich. Diese Idylle
ist eine der schonsten Erinnerungen an
Kuba, die ich habe. Am Abend machten
‘wir dann noch eine Fahrt ins Zentrum von
Havanna. Wir gingen am Meer entlang, wo
sich, nachdem es dunkel geworden war, die
jungen Leute von Havanna treffen. Wir sa-
hen die Vorbereitungen fur den Karneval,
der leider erst nach unserer Abreise statt-
fand. Nach einem Spaziergang durch das
néachtliche Havanna besuchten wir den Eis-
palast, wo sich auch um 22.00 Uhr noch
sehr viele Kinder aufhielten. Auch um
diese Zeit ist es in Kuba noch relativ warm,
so daB wir noch ein Eis aBen; es gab ja im
Eispalast geniligend Auswahl. Der nichste
Tag, Donnerstag der 9.Juli, war der Tag vor
der 1. Klausur. Am Vormittag kam
Prof. Gronau zu uns und brachte als letzte
Ubung Aufgaben mit, die er von anderen
Delegationen bekommen hatte. Am Nach-
mittag machten wir dann einen Bummel
durch Alt-Havanna.

Am Abend gab es dann mit einigen Mann-
schaften noch einen Aufgabenaustausch
der nationalen Olympiaden. Am Freilag
wurde die XXVIIL Internationale Mathe-
matikolympiade dann eroffnet. Die Zere-
monie war kurz, da die 1. Klausur gleich
anschlieBend folgen sollte. Nach Beendi-
gung dieser Klausur herrschie in der
Mannschaft eine hervorragende Stimmung,
da jeder alle Aufgaben gelost hatte. An die-
sem Tag haben wir nur noch gebadet, da
wir auf Grund der Spannung auf den nich-
sten Tag wenig Lust hatten anderes zu tun.
Bei dieser Gelegenheit nutzten wir die
Moglichkeit, viele Mannschaften iiber ihr
Abschneiden zu befragen. Da die Aufga-
ben erst nach dem 2.Tag korrigiert werden,
war das die einzige Moglichkeit, Informa-
tionen uber die Plazierung unserer Mann-
schaft zu erhalten. Am Sonnabend, dem
2. Klausurtag, waren die Aufgaben dann
auch wesentlich schwerer. Nur zwei hatten
auch an diesem Tage alle Aufgaben geldst,
wihrend wir anderen mit der 4. bzw. 6. Auf-
gabe Probieme hatten. In der Schule war



eine riesige Tafel angebracht worden, auf
der die erzielten Punktzahlen fiir jede Auf-
gabe fiir jeden Teilnehmer eingetragen
wurde. Seit dem Zeitpunkt, wo die ersten
koordinierten Punktzahlen eingetragen
wurden, war diese Trafel dicht umringt.
Standig wurde gerechnet und geschitzt,
man versuchte die eigene und die Mann-
schaftsposition abzuschitzen. Nach dem
Abendbrot begann der sportliche Haéhe-
punkt der Olympiade - ein FuBballspiel.
Die DDR-Mannschaft war mit Jorg im Tor
sowie Gerd und Ingo stark vertreten. Wih-
rend Jorg nur ein Mal hinter sich greifen
mubBte, konnten wir sieben Mal den gegne-
rischen Torwart iiberwinden. Am Abend
stand eine kubanische Gala auf dem Pro-
gramm, auf der sich lateinamerikanische
Musik, Tanz und Pantomime abwechsel-
ten.

Am Sonntag fuhren die Teilnehmer an
einen Strand in der Nihe von Havanna,
wihrend die Korrektoren unsere Losungen
zu korrigieren hatten. Gegen Ende unseres
Strandbesuches stellte sich dann heraus,
daB unsere kubanische Betreuerin Tanja
gar nicht schwimmen kann! Unsere Versu-
che, es ihr beizubringen, scheiterten jedoch
an den wenigen Moglichkeiten, die uns bis
zur Abreise noch blieben. Am Montag be-
suchten wir das Pionierlager José Marti.
Dort gibt es ein Museum des historischen
Revolutiondrs Che Guevara. AuBerdem
drehten wir im Vergniigungspark des Pio-
nierlagers noch ein paar Runden. Ab
20.00 Uhr gab es an diesem Abend sinen
Empfang beim Minister fiir Volksbildung.
Wir nutzten die Gelegenheit, um mit unse-
rer Delegationsleitung iiber die Ergebnisse
der korrigierten bzw. noch zu korrigieren-
den Losungen zu sprechen. Langsam
zeichnete sich auch ab, daB wir einen der
vorderen Plitze in der Mannschaftswertung

Eingang der Lenin-Schule

belegen wiirden. Am nichsten Tag war ein
Ausflug zur Schweinebucht ans Karibische
Meer angekiindigt worden. Die historische
Bedeutung der Schweinebucht war uns
schon vorher bekannt. Hier gelang der er-
ste groBe Sieg gegen den Imperialismus in
Lateinamerika. Da die Fahrt iiber drei
Stunden dauern sollte, fuhren wir in klima-
tisierten Bussen, die fiir uns Nord- und
Mitteleuropder natiirlich eine willkom-
mene Abkiihlung brachten. Wihrend einer
Rast an einer Krokodilfarm nahmen wir
einen, wie immer reichlichen ImbiB ein.
Am Strand angekommen begann wieder
die Suche nach einem giinstigen Platz, wo
wir uns niederlassen konnten. Nach allen
Erfahrungen und Sonnenbrinden.wihlten
wir diesmal einen Platz, der nicht direkt
unter der vollen Sonnenbestrahlung lag.
Hier am Playa Gison, so heiBt der Strand,
gab es auch einen Souvenirladen, in dem
sich jeder von uns einen riesengroBen
Sombrero kaufte. Wihrend des wieder aus-
giebigen Badens informierten wir unsere
Delegationsleitung vom Ausgang des FuB-
ballspiels. Dariiber war Prof. Burosch als
ehemaliger aktiver Spieler natiirlich sehr
erfreut! Nachdem wir wieder in der Schule
angekommen waren, standen uns noch ei-
nige aufregende Stunden vor der Ergebnis-
tafel bevor. Bis auf die 6. Aufgabe der unga-
rischen Mannschaft war die Tafel bereits
seit langem vollstindig. Bis jetzt lagen wir
auf dem 4.Platz, wiren jedoch bei einer be-
stimmten Punktzahl auf die 6. Aufgabe der
Ungarn um einen Platz zuriickgefallen.
Die lange Koordinationszeit lieB darauf
schlieBen, daB um jeden Punkt regelrecht
gekampft wurde. Als die ersten Ergebnisse
angeschrieben wurden, war es dann klar:
wir waren 4. in der Mannschafiswertung.
GroB war unsere Uberraschung, als plétz-
lich die Amerikaner laut jubelten! Die Un-

garn hatten ndmlich in Wirklichkeit darum
gekampft, noch an den USA vorbeizuzie-
hen. Dafiir fehiten ihnen am Ende jedoch
zwei Punkte. Am Mittwoch fand dann die
AbschluBveranstaltung der IMO statt. Der
Minister fiir Volksbildung lieB es sich
nicht nehmen, auch die Siegerehrung vor-
zunehmen. Es wurden die Urkunden, Me-
daillen bzw. Geschenke fiir die Preistriger
ibergeben. Frank und Gerd waren unsere
erfolgreichsten Teilnehmer, da beide einen
1. Preis erkdmpften. Uta, Jorg und Gunter
erhielten einen 2. Preis sowie Ingo einen
3. Preis. Nach der Preisverteilung lud der
australische Delegationsleiter alle teilneh-
menden Staaten zur ndchsten Internatio-
nalen Mathematikolympiade 1988 nach
Australien ein. Am Nachmittag kauften
wir mit Hilfe eines in Kuba arbeitenden
DDR-Wissenschaftlers, der bei der IMO
Koordinator war, in Havanna ein. Wir
kauften Ananas, Mangos, Rum usw. Einen
Teil aBen wir dann schon abends bei den
Abschiedsfeiern. Der eigentliche Abreise-
tag, der 16. 7. 87, wurde fiir uns durch die
DDR-Botschaft organisiert. Zuerst wurden
wir mit einem Barkas abgeholt und noch
einmal an den Strand gefahren, wo wir
dann ein letztes Mal im Atlantik gebadet
haben. Spiter empfing uns noch beim Mit-
tagessen in der Botschaft der Botschafter
zu einem Gesprich. Auch er begliick-
wiinschte uns zum so erfolgreichen Ab-
schneiden, erkundigte sich iiber den Ver-
lauf der IMO und unsere Eindriicke in
Kuba und gab uns einen kleinen Einblick
in die Arbeit einer Botschaft. Fiir den
Nachmittag lud er uns in seine Residenz
ein. Den Swimmingpool haben wir wegen
der starken Hitze sofort besetzt. Zusam-
men mit Prof. Burosch und Prof. Gronau
gab es dann ein kleines WasserfuBballspiel.
Einen ImbiB, bestehend aus Kuchen und
eisgekiihlter Kola, haben wir natiirlich
auch nicht abgelehnt. Gegen 17.00 Uhr war
der fir uns alle sehr vergniigliche Aufent-
halt in der Residenz leider zu Ende. Wie-
der in der Schule angekommen, bekamen
wir dann zu unserer groBen Freude noch
jeder ein IMO-T-Shirt. Auch an diesem
Abend muBte -auf Grund der Transportka-
pazitidt noch ein Teil der gekauften Friichte
gegessen werden.
Am nichsten Tag kam dann flir uns der
endgiiltige Abschied von Kuba. Wegen
einer 50miniitigen Verspatung hatien wir
schon beflirchtet, das Flugzeug zu verpas-
sen. Trotz betrichtlichen Ubergepicks wur-
den wir noch zum chek in angenommen.
Auf der gleichen Route wie beim Hinflug
ging es dann um 11.58 Uhr von Kuba los.
Um 6.00 Uhr des nidchsten Tages (DDR-
Zeit) wurden wir von unseren Familien,
Vertretern des Ministeriums fiir Volksbil-
dung und des Zentrairates der FDJ und der
Aktuellen Kamera in Berlin-Schénefeld
empfangen. Im Flughafenhotel erfolgte
dann noch eine kleine Auswertungsveran-
staltung, auf der unsere Leistungen gewiir-
digt wurden. Diese IMO war ein schoner
und unvergeBlicher AbschluB meiner lan-
gen Olympiade-Laufbahn.

Ingo Warnke
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In freien Stunden - alpha-heiter

Wer nichts weif3 und weifs,

daf er nichts weif3,

weif3 viel mehr als der,

der nichts weif3 und nicht weif,
daf er nichts weifs.

Zahlenlabyrinth

Das abgebildete Zahlenlabyrinth ist von auflen
nach innen so zu durchlaufen, dal die Summe der
dabei beriihrten Zahlen entweder die Jahreszahl
1987 oder die Jahreszahl 1988 ergibt. In jedem der
Ringe darf immer nur eine einzige Zahl beriihrt

“werden. Wer findet die meisten Losungen?
Ing. A. Kérner, Leipzig

4

Koy
S
©

2
g‘ ¢
e,
3 \

Kein Problem?!

Die Chefsekretdrin ist in Schwierigkeiten geraten.
Bedauerlicherweise befindet sich die Schreibma-
schine mit kyrillischen Buchstaben in Reparatur
und gerade jetzt muB sie einige Worte in GroBbuch-
staben in eine Ubersetzung ins Russische {ibertra-
gen. Da hat sie eine Idee. Sie nimmt die Schreib-
maschine mit lateinischen Buchstaben. Welche von
den folgenden Worten kann sie nun schreiben?

1. BEC 11. CXEMA

2. HETTO 12. OTKA3

3. MYCKAT 13. MAKET

4. POCT 14. PYKA

5. HUHA 15. TIPUKA3

6. PYIUH 16. XAPAKTEP
7. ¥YXO 17. OCTAHOBKA
8. ITAHUKA 18. XATA

9. PEMOHT 19. PE3EPB

10. PAKETA 20. YTKA

E. Schmidt, Potsdam
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Ein kniffliges Eierspiel

Die beiden schwarzen und die beiden weillen Eier
sollen durch Hin- und Herschieben iiber die fetten
Linien ihre Pldtze wechseln. Glaubt nicht, daB das
so einfach ist! Aber darum ist das Spiel auch so
kurzweilig. Stellt die vier Eier aus Zeichenkarton

her und versucht euer Gliick!
aus: WE, Kéln

Ein Briickenproblem

‘Die nachstehende Zeichnung zeigt einen FluB, in

dem sich vier Inseln (A, B, C und D) befinden.
Diese Inseln sind von beiden Seiten des Flusses aus
und untereinander iiber insgesamt 13 Briicken zu
erreichen.

7]
| (B

Ist es moglich, von einem beliebigen Ufer aus alle
vier Inseln zu betreten und wieder zum Ufer (oder
auch zum anderen Ufer) zu gelangen und dabei alle
Briicken, aber jede nur ein einziges Mal, zu passie-
ren?



1,2, 3,... — ocist immer dabei

Die Buchstaben in nachstehendem Gleichungs-
system sind so durch Grundziffern zu ersetzen, daB
wahre Aussagen entstehen. Dabei bedeuten gleiche
Buchstaben gleiche Ziffern und verschiedene Buch-
staben verschiedene Ziffern.

1 o« - oax = PaE Oberlehrer Ing. K. Koch,
@) P xx =RaT Schmalkalden
3) R - o = OxK
4) 0 ax=DaU
(5 D - axx=UxD
(6) U oax=KaxO
) K - ax = TR
8 T - ax = ExP

In Altenburg

A|L|T|E|N(B|UIR|G

Welche Zahl wird jedem Buchstaben von ALTEN-
BURG zugeordnet, wenn das folgende Gleichungs-
system gilt:

A+L+T+E=43 A+ N = 22
A+L+T = 40 B+U = 37
A+L = 38 B+U+R = 70
A+ B =25 B+U+R+G=106
A-B =11 Dr. R. Mildner,

Sektion Mathematik der Karl-Marx-Universitit Leipzig

Ohne Worte

aus: Pythagoras, Niederlande

Logelei

Welche Figur gehort logischerweise in die Leerfel-
der? aus: Fiiles, Budapest

willd SR Tllz=Il, B
H K FH TR T ]

Von A nach B gewandert

Die Figur ist von A nach B zu durchwandern.

Dabei soll der Weg so durch alle Felder fiihren, daB
sich ein Satz fiir das Rechnen im Bereich der natiir-
lichen Zahlen ergibt. Oberlehrer O: Chromy, Coswig

A-A|D|ID|M|U|L
LTy D 1T
O|N|UIN|P|L
O 1| TIAIK ]I
NIS|[S|C|H|R
N E|G|NIA
DIUIN|E| T |N
FISIUJA|T|K
UO|H|{R|B|A|[R|~B

Kryptarithmetik

Setze an Stelle der Buchstaben bzw. Sternchen Zif-
fern so, daB richtig gelGste Aufgaben entstehen!
a) abcd -9 = dcba

b) 9ABCDE =4-ABCDE9Y

C) BDCA e) m:***
+ BDAC *
AECBE * ok ok
d) £ x5 4
* ] * 4 * x *
el X Kk K
* T x o* % —

Vorsicht K ' aus: Matematica List, Beograd
Orsic urve:

Wie kommt der Autofahrer auf dem giinstigsten
Weg in die Ortschaft? aus: Troll, Berlin

Molnilover il 5
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RundumdenSR1
Die [ y*]-Taste

Will man Potenzen mit ganzzahligen posi-
tiven oder negativen Exponenten unter
Verwendung eines Taschenrechners ermit-
teln, so geniigen dazu die auf allen Ta-
schenrechnern vorhandenen Tasten ,

E] und falls es sich um eine negative Ba-
sis handelt, noch die Vorzeichenwechsel-

taste [£7-].

A 1la Berechne mit dem SR 1, ohne die

zu verwenden, folgende Terme!
Gib jeweils einen Rechenablaufplan an!
a)3,1> 1073 ¢)0 d)3v
e)2,815 ) (=2)%

Das Losen der Aufgaben 1d) bzw. 1f) ist
trotz der Konstantenautomatik des SR 1
recht tastenaufwendig. So muB man 13mal
bzw. 20mal die Taste E] betitigen. Um
uns bei der Berechnung von Potenzen das
wiederholte Betdtigen gleicher Tasten zu
ersparen, verfugt unser Schulrechner SR 1
wie manch anderer wissenschaftliche Ta-
schenrechner iiber die Taste . Mit
Hilfe dieser Taste kann man die Aufgaben
la), 1b), 1d), 1e) und auch 1f) mit relativ
wenig Tastenbetdtigung 16sen.

Beispiel: 3,13

Rechenablaufplan: IEI
v

29,791

Die Taste {" gehort zu den Operations-
tasten. Zur Ermittlung des Resultats wird

die Taste EI benotigt.

A2 a Berechne mit Hilfe der Taste
die Ergebnisse der Aufgaben 1b), 1d), le)!
Vergleiche jeweils die ermittelten Resul-
tate der Aufgabe 1 mit denen der Auf-
gabe 2!

Was stellst du fest?

Da der Potenzwert y* bei Nutzung der Ta-

ste mit Hilfe einer fest verdrahteten
Schaltung iiber die Beziehung

y* = e*'InY gewonnen wird, ist die Genauig-
keit des Resultats u. U. geringer als bei der
Nutzung der Multiplikationstaste bzw. Di-
visionstaste. Der SR 1 gibt bei Verwendung

der Taste die Ergebnisse auch nur
mit sechs zuverldssigen Ziffern an (linke
Nullen werden bei Dezimalbriichen nicht
als zuverlidssige Ziffer gezihlt), wobei die
letzte zuverlassige Ziffer durch Runden
entstanden ist, wie folgendes Beispiel zeigt:

14 - alpha, Berlin 22 (1988) 1

Beispiel: 22

2] [x] [5] E =] 1048576
T (genauer Wert)
1048580
N’
zuverlissige
Ziffern

Da Iny nur fiir positive reelle Zahlen y er-
klart ist, kdnnen. Potenzen mit negativer
Basis und Potenzen mit Null als Basis nicht
unter Verwendung der Taste berech-
net werden.

A 3a Erkunde, welcher Term der SR1
mit den angegebenen Rechenablaufplinen
berechnet!

o 3] [»][2] [E]
wIIHIHIE

Wie man bei der Losung der Aufgabe 3

sah, lassen sich mit Hilfe der Taste
auch Wurzeln berechnen, wenn man be-

achtet, daB3 z. B.
1
=16 1) gilt.

— 1
Y25 =257 (
Kommt es bei der Berechnung von Termen
der Form 2%

(@a>0;,n>0;neN) bzw.
a(@a>0;n>0;neN)
auf moglichst hohe Genauigkeit an, so ist

zu empfehlen, die Taste (bzw. )

zu verwenden.

~
]| =
o

Beispiele:
Rechenablaufplan Anzeige
‘/3_ 1.7320508
0,5 E 1.73205
‘{/7_ m 1.6265766
0,25 E] 1.62658
5,244 5.24 753,9198
E 753,92
9,818 85773288
85773300

A 4 A Betitige die Taste des SR 1 in ange-
gebener Reihenfolge und fiille die Leerstel-
len aus!

Schritt Tastenfolge Anzeige
1 2
2 2.
3 3
4 (=] 8

Schritt Tastenfolge Anzeige
S 4.
64.

N [ [

10 -
Wie man sieht, wird von den Eingaben 4; 5
bzw. 7 jeweils die dritte Potenz ermittelt.
Der einmal im Schritt 3 eingegebene Expo-
nent bleibt konstant.

A 5 A Fiille die Leerstellen aus!

almialselE

A6A Welchen Term kann man mit nach-
stehenden Rechenablaufplinen berech-
nen?

o (3] [r] [2] [] [

[27]
n [271] "] (3]

Bei Verwendung der Taste n beriick-
sichtigt der SR 1 die Vorrangregeln. Poten-
zieren wird also vor Multiplizieren (bzw.
Dividieren) und dieses vor Addieren (bzw.

(] Ll [ [E]

Subtrahieren) ausgefihrt. Der Term

34°+52- VZ kann von links nach rechts
in den SR 1 eingegeben werden:

] ] B3] [+] [s2] [x] [e]
L] 5] ] [E]

A7a Stelle zur Berechnung folgender
Terme einen Rechenablaufplan auf!

a) Y& b= ﬁ
k1%

I g3 322
Ogat+bae d yp

Die Taste kann auch genutzt werden,
um Gleichungen der Form ¢* = b durch sy-
stematisches Probieren zu 16sen.

A 84a Die Gleichung 3,1* = 15,2821 hat
genau eine Losung. Ermittle die Losung
mit Hilfe des SR 1!

A9A Anja, Eva, Hannes und Frank er-
halten die  Aufgabe, den Term

3
16,05 - 6,052 mit dem SR 1 zu berechnen.
Wer von ihnen hat eine falsche Tastenfolge
gewihlt?
Anja:

[e0s] [] [x] [e0s] [V} [v] 3]
[-]

Hannes:
[6,05] [15][+] [os] [=]
Eva:

[605] [/ [x] [s.05] [] [3] [=] [2]



[=]
Frank: [zl

A10a Jan und Uwe berechnen mit dem
SR 1 den Term 2,173
Sie geben folgende Rechenablaufpline

an:
tan: [21] [v'] [3] [+/-] [£]
uwe: [2.1] [y] [3] [=] (1]

Sind die Rechenablaufpline korrekt?
L. Flade

Losungen

Ala

a) [=] [5] 29,791
v [1] [2] [0.7] [=] [=] [5] 29154519

c) 0

d) (=] [5] ... [5] 4782969
[ —

13mal

o 28] ] [ [ E

175,19899
» IEDHEE. G
N —

20mal
—2097152

A2A
b) [=] 2.91545
d) [=] 4782970

[=] 175,199

Die mit der Taste ermittelten Werte
weichen geringfiigig von den entsprechen-
den Resultaten ab, die mit den Rechenab-
laufplinen der Aufgabe 1 ermittelt worden
sind.

A3a a) 3 b) 27 o Y16 d) 425

o Y256 0 Y6561 g Y27 b ——
Y16

i, j) SR1-Anzeige g0.

A4 a Schritt Tastenfolge Anzeige

7 5.

125.

9 7.

343.

v IHEEED

4. 16. 256.
A6a a) (312 b) 3-4° ¢ (2+3)
4
d)y 4+3-2% e f) 277
AT A

a)z-B-:%
b 28 [a] [x] [o] [<] [c] [v]
[s] L] [

Platztausch
der Laufer

Henry Ernest Dudeney (1847 bis 1930) war
Englands bedeutendster Rétselerfinder sei-
ner Zeit. Die Aufgaben von ihm sind von
groBer mathematischer Brillanz und seine
sechs Ritselbiicher stellen einen hervorra-
genden Beitrag auf dem Gebiet der Unter-
haltungsmathematik dar. Er befaBte sich
auch viel mit Denkspielen und Ritselauf-
gaben rund um das Schachspiel. Zahlrei-
che knifflige Aufgaben zeugen davon.

In der folgenden Aufgabe reduzierte Dude-
ney das Schachbrett auf ein 4 X 5-Rechteck,
auf dem 4 weiBe und 4 schwarze Liufer po-
stiert sind. Die weiflen und die schwarzen
Laufer sollen in moglichst wenigen Ziigen
(weniger als 20') ihre Pldtze tauschen, also
die 4 weiBen Ldufer auf die 5. Reihe und
die 4 schwarzen Léaufer auf die 1. Reihe ge-
langen. Die Bewegung eines weilen und
eines schwarzen Laufers gilt als ein Zug. Es
wird abwechselnd gezogen, wobei beachtet
werden muBl, daB Liufer verschiedener
Farbe sich einander nicht bedrohen. (In
der abgebildeten Position wiren somit
Zige wie 1. Ld2 oder 1. La2 nicht erlaubt.)
Weill beginnt mit 1. Lc1-b2!

S[( 2 Jf;

/

\
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a b c d
A84a x=241

A9a Evaund Hannes

A10a Mit beiden Rechenablaufplinen
ist der Wert des Terms 2,1°° zu berechnen.
Jan erhélt als Resultat 0,10798 (5 zuverlis-
sige Ziffern), Uwe erhdlt als Resultat
0,1079797 (7 zuverlédssige Ziffern).

Buchtips fiir Schachfreunde
und solche, die es werden wollen

Awerbach, Juri
Erfolg im Endspiel

208 S., 141 Diagramme
Bestell-Nr.671 666 1 Preis: 13,50 M

Der Autor wendet sich an Schachfreunde
mit geringen Kenntnissen. Auch Schach-
freunde mit permanenter Zeitnot flr ein
umfangreiches Studium der Schachlitera-
tur werden gern zu diesem Band greifen.
Der Autor vermittelt das erforderliche Wis-
sen iiber Grundbegriffe und elementare
Endspiele und behandelt im AnschluB da-
ran systematisch und leichtverstindlich die
verschiedenen Endspieltypen.
Ubungsaufgaben und ein Lexikon der ver-
wendeten Fachausdriicke beschlieBen den

| J. Awerbach |

“NNn de g

ERFOLG
IM ENDSPIEL

Suetin, Aleksei
Erfolgreich er6ffnen

256 S., 141 Diagramme

Bestell-Nr.671 669 6 Preis: 14,00 M
Der sowjetische GroBmeister mochte Ler-
nenden — vom Anfinger bis zum Spieler
mittlerer Qualifikation - zeigen, wie man
sich die Grundlagen der Schacheréffnun-
gen erfolgreich aneignet.

Zu Beginn stellt Suetin die allgemeinen
GesetzmiBigkeiten des Eroffnungsspiels
dar. Danach werden in systematischer Ab-
folge kurz die wichtigsten Varianten und
Systeme aus allen Eroffnungen erldutert.
Der Leser wird so befdhigt, den inneren
Zusammenhang zwischen allgemeinen
Prinzipien und konkreten Varianten zu er-
fassen.

Beide Titel: Sportverlag Berlin
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Wer 10st mit?
alpha-Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 1. Mai 1988

Ma 5®2874 Ermittle alle natiirlichen
Zahlen x und y mit 0 < x < y,
welche die Ungleichung 5 x-y < 65

erfillen! Lehrer K. G. Lautsch, Menteroda

Ma 5m 2875 Heinz fuhr mit einem Son-
derzug ins Ferienlager. Nachdem der Zug
genau ein Drittel seiner Reisestrecke zu-
rilckgelegt hatte, schlief Heinz ein. Er er-
wachte erst, als der Zug bis zum Reiseziel
noch 28 km zuriickzulegen hatte. Die
Liange der Strecke, wihrend der Heinz
schlief, ist gleich dem Siebenfachen dieser
letzten 28 km. Berechne die Gesamtlinge
der Reisestrecke von Heinz!

Lehrer K. G. Lautsch, Menteroda

Ma5m2876 Trage die Ziffern 0. 1, 2, 3,
4,5,6,7, 8 s0in die abgebildete Figur ein,
daB die Summe der drei dreistelligen Zah-
len 999 betrigt! (Zeichne die Figur vorher
ab!) OL W. Melka, Neubrandenburg

9 9 9

Ma S®m 2877 Maik ist gegenwirtig sechs-
mal so alt wie seine Schwester Isolde. In
8 Jahren wird Maik nur noch doppelt so alt
sein wie Isolde. Wie alt sind Maik und
seine Schwester Isolde gegenwirtig?
“Schiilerin E. Aschenbach, Brotterode

Ma 5m 2878 Genau 1209600 Sekunden
wird es dauern, bis wir uns wieder treffen,
sagt Walter, der gern mit groen Zahlen
rechnéet, zu Rolf, als sie sich am 10. Mai
um 12 Uhr verabschieden. An welchem
Tag treffen sie sich erneut?

Schiiler A. Keller, Halberstad!t

Ma 5m2879 In dem Schema

+
a=Tha-Na]
| onill onill ot

‘cecca

S
S
S
SUMME
sind die Buchstaben so durch Ziffern zu er-
setzen, daB eine richtig gelGste Additions-
aufgabe entsteht. Dabei bedeuten gleiche
Buchstaben gleiche Ziffern, verschiedene
Buchstaben verschiedene Ziffern. Sch.

Ma 5m2880 Genau vier Ziffern 3 sind
durch Rechenzeichen fiir die Grundre-
chenoperationen Addition, Subtraktion,
Multiplikation und Division so zu ver-
kniipfen, daB man als Ergebnis 1, 2, 3, 4, 5,
6, 7, 8, 9 bzw. 10 erhilt. Dabei diirfen auch
Klammern gesetzt werden. Beispiel:
(3-3+3):3=4.

Ma6 w2881 Vier Ehepaare sitzen in
frohlicher Runde an einem kreisrunden
Tisch, die Ménner haben die Vornamen
Sebastian, Gerd, Thomas und Alfred, die
Frauen haben die Vornamen Ute, Simone,
Monika und Elke. Ferner ist bekannt:
(1) Gerd sitzt seiner Frau gegeniiber; alle
anderen Ehepartner sitzen sich nicht ge-
geniiber.
(2) Thomas sitzt rechts von Gerd und Elke
gegeniiber, die nicht die Frau von Seba-
stian ist.
(3) Sebastian sitzt zwischen Thomas und
dessen Frau, die nicht Monika heift.
(4) Rechts von Alfred sitzt Simone.
Wer ist mit wem verheiratet?

Schiiler Th. Lux, Bad Langensalza

Ma6m2882 In einem Ferienlager erho-
len sich mehr als 300, aber weniger ais
400 Schiiler. Der Lagerleiter will sie zum
Morgenappell so aufstellen, daB sie eine
rechteckige Formation bilden. Er versucht
es mit Zweier-, Dreier-, Vierer-, Filinfer-
und Sechser-Reihen, aber stets bleibt ein
Schiiler ibrig. Erst bei der Bildung von
Siebener-Reihen klappt es. Wie viele Schii-
ler befinden sich in diesem Ferienlager?
Schiiler M. Schmauch, Heuckewalde

Sch.

Markus Mdder
Schweizor Uleg 17
Schmatdaloion
6080

Ha 7.
¢-Gagaren - 05 2647
Klase 7

40

150

10
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Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb kdnnen sich alpha-Le-
ser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schul-
jahr (bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu
richten an

Redaktion alpha
Postfach 14
Leipzig

7027

3. Der jeweiligen Aufgabennummer ist ein
Ma (Mathematik), Na/Te (Naturwissen-
schaft und Technik) und eine Ziffer, z.B. 7
vorgesetzt (d. h. fir 7. Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstu-
fen 11/12 und Erwachsene l6sen die
Aufgaben, welche mit Ma10/12 oder
Na/Te 10/12 gekennzeichnet sind.

5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt
zu verwenden, Format A4 (210mm
X 297 mm) (siehe Muster), denn jede Auf-
gabe wird fiir sich, d.h. in einem Zug korri-
giert.

Noch eine Bitte an die Schulen: Sendet
bitte die Losungen bereits nach Aufgaben
sortiert ein.

6. Teilnehmer, die eine richtige Losung
(nicht nur Antwortsatz) eingesandt haben,
erhalten von der Redaktion eine Antwort-
karte mit dem Pridikat ,sehr gut geldst®,
»gut gelost“ oder ,gelost“. Anderenfalls er-
halten sie eine rote Karte mit dem Ver-
merk ,nicht gelost“. Nach dem Einsende-
termin eingehende Losungen werden nicht
mehr bearbeitet!

Letzter Einsendetermin wird jeweils be-
kanntgegeben. Der  Jahreswettbewerb
1987/88 lduft von Heft 5/1987 bis
Heft 1/1988. Zwischen dem 1. und 10. Sep-
tember 1988 sind alle durch Beteiligung an
den Wettbewerben der Hefte 5/87 bis 1/88
erworbenen Karten geschlossen an die Re-
daktion einzusenden. Eingesandte Ant-
wortkarten werden nur dann zuriickge-
sandt, wenn ein Riickumschlag mit ausrei-
chender Frankatur beiliegt.

Die Preistriger und die Namen von Kollek-
tiven, die sich am Wettbewerb beteiligen,
werden ab Heft 6/88 veroffentlicht. Wer
mindestens 10 Antwortkarten (von den
Wettbewerben der Hefte 5/87 bis 1/88) er-
halten hat und diese einsendet, erhilt eine
Anerkennungsurkunde und ein alpha-Ab-
zeichen. Schiiler, die bereits zwei Anerken-
nungsurkunden besitzen und diese mit den
Antwortkarten des Wettbewerbs 1987/88
einsenden, erhalten das alpha-Abzeichen
in Gold (und die Urkunde zuriick). Schii-
ler, die schon mehrere Jahre teilnehmen,
senden bitte die zuletzt erhaltene Urkunde
mit ein. Wir bitten darauf zu achten, daB
alle Postsendungen richtig frankiert sind
und die Postleitzahl des Absenders nicht
vergessen wird.

Redaktion alpha



Ma 6 m 2883 Ein Fuchs kommt an einem
Teich vorbei und sapt: ,Guten Tag, ihr
100 Ginse!* Eine der angesprochenen
Ginse antwortet: ,Ehe wir 100 sind, miis-
sen wir noch einmal so viele, noch einhalb-
mal so viele, noch einviertelmal so viele
wie wir sind, auBerdem noch dich hinzu
bekommen.*“ Wie viele Ginse schwammen
auf dem Teich?

Schiiler A. Keller, Halberstadt

Ma 6 m 2884 Auf die Frage, wie alt ihre
Eltern, ihre Schwester und sie selbst seien,
antwortet Grit: ,Mein Lebensalter ist
gleich einer Primzahl zwischen 10 und 20.
Das Alter meiner Mutter, die ein Jahr jiin-
ger ist als mein Vater, ist durch 5 teilbar.
Mein Vater ist viermal so alt wie meine
Schwester Katja. Meine Mutter ist 22 Jahre
dlter als ich.“ Wie alt sind Grit, ihre
Schwester und ihre Eltern?

Schiilerin G. Berthold, Dresden

Ma 6 w2885 Frank hat eine vierstellige
symmetrische Telefonnummer, bei der die
erste und vierte, aber auch die zweite und
dritte Ziffer ibereinstimmen. Thre Quer-
summe ist so groB wie die aus den ersten
zwei Ziffern gebildete Zahl.
Welche Telefonnummer hat Frank?
Schiilerin J. Unger, Gribit:z
Ma 6 m 2886 Ein kleines Bassin mit qua-
dratischer Grundfldche soll gekachelt wer-
den. Die Kacheln sind quadratisch und ha-
ben eine Kantenlinge von 10cm. Die
Hohe des Bassins betrdgt zwei Kachelbrei-
ten. Wie groB ist das Fassungsvermogen
dieses Bassins in Litern, wenn fiir die
Grundfliche genau so viele Kacheln ge-
braucht werden wie fiir die Seitenflichen
zusammen? (Fugen bleiben unberiicksich-
tigt.) Schiilerin B. Breuer, Heiligenstadt

Na/Te6m416 Eine Bleifigur erscheint
einem Schiiler zu leicht. Um sich zu iiber-
zeugen, ob der Innenraum hohl ist, wigl er
sie und stellt eine Masse von 278,5 g fest.
Darauf fiillt er einen MeBzylinder bis zum
Teilstrich 40 ml mit Wasser und legt die
Figur hinein, wobei der Wasserspiegel bis
zum Teilstrich 67 ml steigt. Besitzt die Fi-
gur einen Hohlraum und wie groB ist die-
ser? (Hinweis: Du bendétigst noch eine Kon-
stante, die du aus dem Lehrbuch Physik
Kl.6 entnehmen kannst.)
aus: Aufgabensammlung Physik, Teil 1
Volk und Wissen Berlin

Ma7m2887 In einer Einheit von
100 Soldaten spielen 80 FuBball, 60 Vol-
leyball und 40 Basketball. Bekannt ist, daB
40 Soldaten sowohl FuBball als auch Vol-
leyball, 30 Soldaten FuBball und Basket-
ball, 20 Soldaten Volleyball und Basketball
spielen. Wie viele Soldaten betreiben alle
drei Mannschafisspiele, wenn jeder Soldat
mindestens eine der drei Ballspielarten
ausibt? Sch.

Ma7m2888 Es sei D ein Punkt im In-
nern eines Dreiecks ABC. Verbindet man
D mit den Eckpunkten 4, B und C des
Dreiecks, so gilt stets: x DAC+ xCBD
+ X ACB = 3 ADB. Diese Behauptung ist
zu beweisen! StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma7m2889 Ein D-Zug bendtigt beim
Durchqueren des Tauerntunnels eine Zeit
von 7 min 30s, ein Giiterzug eine Zeit von
9 min 30s. Die Geschwindigkeit des D-Zu-

m . .
ges ist um 4 5 groBer als die des Giiterzu-

ges. Berechne die Linge des Tauerntun-

nels! Schiilerin A. Boefiner, Unterpérlitz

Ma7m2890 Ein Schiiler zeichnet ein
Viereck an die Wandtafel. Frank behaup-
tet, es sei ein Quadrat. Bianka meint, es sei
ein Trapez. Anja hilt das Viereck fur einen
Rhombus. Eva nennt das Viereck ein Par-
allelogramm. Der Mathematiklehrer stellt
fest, daB genau drei der vier Behauptungen
richtig sind, genau eine aber falsch ist. Was
fiir ein spezielles Viereck hat der Schiiler
an die Wandtafel gezeichnet?

Schiiler J. Unger, Grobitz
Ma7m2891 Welche Zahl

1
mit dem Nenner 17 ist groBer als —-, aber

gebrochene

. 1

kleiner als —?
3 Schiilerin A. Straufs, Stendal
Na/Te 7m417 Beim Hochziehen eines
Korpers mit der Masse von 200 kg aufl
einen Wagen iiber ein 5m langes Brett
wird eine Arbeit von 2500 Nm verrichtet.
Wie hoch wird der Korper dabei gehoben
und mit welcher Kraft muB er hochgezogen

werden?

aus: Aufgabensammlung Physik, Teil 1
Volk und Wissen, Bcrlin

Na/Te 7m418 Ein Unterseeboot ver-
dringt beim Schwimmen 2500t Wasser
und beim voélligen Untertauchen 3000 t.
Welches Volumen hat a) der liber Wasser,
b) der unter Wasser gelegene Teil des
Schiffes beim Schwimmen?
aus: Aufgabensammiung Physik, Teil 1
Volk und Wissen Berlin

Ma 8 m 2892 Eine Mutter und ihre drei
Kinder sind zusammen 63 Jahre alt. Die
Mutlter ist siebenmal so alt wie der jiingere
Sohn Roland. Ulrich ist doppelt so alt wie
Roland. Vor drei Jahren war Ingrid finf-
mal so alt wie Roland. Wie alt ist jedes Fa-
milienmitglied?

Schiilerin I. Voigt, Béhlen b. Leipzig

Ma 8 m 2893 Gesucht sind alle geordne-
ten Paare [a; b) natiirlicher Zahlen a und
b, fur die die Differenz aus ihren Quadra-
ten 91 betragt. Sch.

Ma 8m2894 An einer Kreisolympiade
der Jungen Mathematiker nahmen in den
Klassenstufen 11/12 insgesamt 6 Schiiler
teil. Sie erreichten zusammen 147 Punkte.
Es sind die Punktzahlen, die jeder einzelne
Schiiler erreicht hatte, zu berechnen, wenn
folgendes gilt:

(1) Zwei Schiiler belegten punktgleich den
4. Platz.

(2) Die letzten beiden Pldtze unterschieden
sich um 2 Punkte.

(3) Der Schiiler auf dem 2. Platz hatte ge-
nau einen Punkt mehr erreicht als das
Doppelte der Punktzahl, die fur den
5.Platz vergeben wurde.

(4) Fiir den 1. Platz gab es 8 Punkte mehr
als fiir den 2. Platz.
(5) Fiir den 3. Platz gab es 3 Punkte weni-
ger als fir den 2. Platz.

B. Bremer, Heiligenstadt

Ma 8 m2895 Das Bild stellt ein rechtwin-
kliges Trapez ABCD mit dem rechten In-
nenwinkel % BAD und den parallelen Sei-
ten 4B und CD dar. E ist der Mittelpunkt
der Seite AD. Ferner gilt 4B=AD und
CE L BE. Es ist nachzuweisen, dafl der
Flacheninhalt des Trapezes ABCD gleich
dem zehnfachen Flicheninhalt des Qua-

drates iiber der Trapezseite CD ist! Sch.
Dr C
E
A 8

Ma 8 w2896 Die Zeichnung stellt ein
Rechteck ABCD dar. Die Parallele zu AC
durch D schneidet das in A auf AC errich-
tete Lot in F und das in C auf AC errich-
tete Lot in E. Es ist nachzuweisen, daB die
Rechtecke ABCD und ACEF den gleichen
Flicheninhalt haben! *

Schiiler Ch. Bey, Neustadt/Dosse

\E

A 8

Na/Te 8 m 419 Ein Arbeitsraum wird mit
45 Glihlampen beleuchtet, die insgesamt
eine Leistung von 2500 W umsetzen. Ei-
nige von ihnen sind 40 Watt-Glihlampen,
andere sind 75 Watt-Glithlampen. Wie
viele Gliihlampen von jeder Sorte beleuch-
ten den Arbeitsraum?

Schiiler A. Kellner, Halberstadt

Na/Te 8 m420 Wie lang muB ein Chrom-
nickeldraht mit 0,1 mm? Querschnitt ge-
wihlt werden. damit man einen HeizkGrper
anfertigen kann, der es ermdglicht, bei
einem Wirkungsgrad von 90-% unter 220V
Spannung in 3 min 200 cm® Wasser von
10°C auf 100°C zu erwirmen? R.

Ma 9 m 2897 Ist die Zahl
z=(11>+ 7%)% — 1 durch 17 teilbar?
A. Brunner, Kremmen

Ma9m2898 Auf einem Parkplatz stehen
insgesamt 89 Personenkraftwagen der Ty-
pen Trabant, Wartburg und Lada. Vom Typ
Trabant sind dort 14 Pkw mehr als vom Typ
Lada abgestellt, am wenigsien vom Typ
Wartburg. Die Anzahlen der Pkw jedes
Typs sind Primzahlen. Wie viele Personen-
kraftwagen von jedem Typ befinden sich
auf dem Parkplatz? Sch.
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Ma9m2899 Es ist zu beweisen, daBl in
jedem Rhombus die Summe der Fliachen-
inhalte der Quadrate iiber den beiden Dia-
gonalen viermal so gro ist wie der Fli-
cheninhalt des Quadrates iiber einer Seite
des Rhombus. Th. Kuessner, Greifswald

Ma9m2900 Auf welche Grundziffern

enden 47 und 8'% jn dekadischer
Schreibweise? A. Brunner, Kremmen
Ma9m2901 LaBt sich ein 104 cm langer

Metal!stab in einer Kiste unterbringen, die,
1 m lang ist und bei der sich Linge, Breite

1.3

und Hohe wie 1: 520

verhalten? K. Trommer, Krostitz
Na/Te9m421 Ein Bus mit 42 Sitzplit-

zen hat eine Eigenmasse von 7t. Seine
Bremskraft betrdagt 62 000 N. Wieviel Steh-
platze kénnen maximal zugelassen werden,
wenn gewihrleistet werden soll, dafl der
vollbesetzte Bus bei einer Geschwindigkeit

von ?2k—;n— einen maximalen Anhalteweg

von 40 m haben darf? Die durchschnittli-
che Gewichtskraft eines Fahrgastes betrégt
750N. Ing. K.-H. Milde, Dresden

Na/Te9m422 Bei Eberswalde befindet
sich das Schiffshebewerk Niederfinow. Mit
seiner Hilfe konnen Schiffe, die den Oder-
Havel-Kanal befahren, um 36 m gehoben
oder gesenkt werden. Das 1934 fertigge-
stellte Bauwerk besteht im wesentlichen
aus einem Hebegeriist und einem Trog
(Abmessung: 85m lang und 12m breit;
Masse 1750 t). Durch Offnen des Haltungs-
und Trogtores wird der Trog bis zu einer
Hohe von 2,5 m mit Wasser gefiillt. Bei ge-
offneten Toren konnen Schiffe bis zu einer
Tragfdhigkeit (= Eigenmasse) von 1000t
eingeschleppt werden.

Die Tore werden dann geschlossen, und
der Trog wird entweder gehoben oder ge-
senkt (um 36 m). Bei gedffneten Toren
kann dann das gehobene oder abgesenkte
Schiff das Hebewerk verlassen.

Welche Hubkraft-ist erforderlich, um

a) den nur mit Wasser gefiillten und

b) den mit Wasser und einem Schiff mit
einer Tragfahigkeit von 1000t gefiillten
Trog zu heben? R.

Ma 10/12 w2902 Welche der beiden Zah-
len 5% und 2%° ist die kleinere? Die Ant-
wort ist zu begriinden! Sch.

Ma 10/12 m 2903 Auf welche Grundziffer
endet das Produkt 6°-272-107'8. 3117
Schiilerin C. Bir, Greifendorf

Ma10/12m 2904 Das Bild zeigt das
Grund- und AufriBbild eines Korpers in
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senkrechter Parallelprojektion. Was fiir ein
Korper ist das? Dieser Korper ist in einer
Schrigbilddarstellung zu zeichnen!

B. Bremer, Heiligenstad!

Ma 10/12 m 2905
a) Wie groB ist ein Innenwinkel eines re-
gelmiBigen 100-Ecks?
b) Es ist eine Formel zu finden, die es er-
moglicht, die GroBe eines Innenwinkels
eines regelméddfigen n-Ecks zu berechnen,
wenn nur die Eckenzahl bekannt ist!
¢) Um wieviel Prozent kleiner ist der Fla-
cheninhalt eines regelmiBigen 100-Ecks
als der Flacheninhalt seines Umkreises?

J. Gldser, Schinfels

Ma 10/12 m2906 Das Produkt von vier
aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen
betridgt 93 024. Es sind diese vier Zahlen zu
ermitteln. Es ist eine allgemeine Abhingig-
keit x = f(a) zu finden, wenn x die klein-
ste von vier aufeinanderfolgenden natiirli-
chen Zahlen und a das Produkt dieser vier
Zahlen ist.

Na/Te 10/12 m423 Ein Wechselstrommo-
tor fir 220 V/50 Hz hat folgende Daten:
Peech = 20 kW; cos p = 0,75, u = 0,85.
Zur Kompensation des Blindstromes wird
ein Kondensator parallel geschaltet. Wie
groB muB seine Kapazitit in uF gewidhlt
werden, damit der dem Netz entnommene
Strom mit der Spannung in Phase ist (Pha-
senverschiebung 0°)?

Lehrling J. Naundorf, Neukieritzsch

Na/Te 10/12 w424 Ein Kraftfahrer be-
schleunigt sein Fahrzeug gleichmiBig mit

. . m .
einer Beschleunigung von 3 = von einer

k
Geschwindigkeit von SOTm auf eine Ge-

schwindigkeit von SOKTm. Weichen Weg

legt er dabei zuriick? R.

Alpha-
Wettbewerb
1986/87

Preistrager

Martina Hebenstreit, Matthias List, Hans-Joa-
chim Rudolph, Janine Mau, alle Altenburg; Ve-
neta Tirke, Auerbach; Evelyn Peter, Bad Lie-
benstein; Alexander Sittig, Marcus Markardt, Ute
Partsch, alle Bad Salzungen; Stefan Skonietzki,
Frank Wagner, beide Berlin; Norbert Schroder,
Bernau; Alice Kraneis, Bernburg; Stephan Schra-
meiner, Blankenfelde; André Schmatloch, Blan-
kenhain; Ingrid Voigt, Ulrich Vogt, beide Bh-
len; Kati Reumn, Breitungen; Torsten Peter,
Brotterode; Thomas ReiBner, Silvio Loffler, beide
Cottbus; Andreas Kirchberg, Tobias Rinke, beide
Dingelstiddt; Martina Hentschle, Matthias Over-
mann, Katrin Schwarzer, alle Dresden; André
Katzert, Diirrréhrsdorf; Dimitri Stiiberer, Beate
Kragl, Peter Stiibner, alle Erfurt; Tobias Gerlach,
Friedeburg; Nadine Koch, Gehafen; Hardy Bek-
ker, Glienicke; Janett Weise, Grifenhainichen,
Cathrin Kunze, Michael Gronau, beide Greifs-
wald; Frank SchneegaB, GroBbodungen; Jan

Wettstein, Thilo Kallenbach, beide Gumpelstadt;
Alois Belter, Hagenow; Lutz Piiffeld, Halberstadt;
Antje Stehfest, Havelberg; Schulklub der EOS
W.Pieck, Heiligenstadt; Regina Plessow, Stephan
Lexow, Tom Werner, alle Hennigsdorf; Andreas
Henning, Hoéngeda; Christoph Wenig, Hohen
Neuendorf;, Markus Glick, Jo6Bnitz; Nico
Schmidt, Jiidenberg; Thomas Grund, Karl-Marx-
Stadt; Astrid Mirle, Kleindehsa; Horst Huber,
Krems (Osterreich); Kirsten Schroter, Katrin An-
ton, beide Leegebruch; Martin Schreiter, Patrick
Fladerer, beide Leinelelde; Torsten Schreiber,
André Girtner, Wolfgang Hildebrandt, Henrik
Holke, alle Leipzig; Daniel Wetstein, Liibz; Anke
Harnisch, Liitzen; Christian Weber, Neu Bolten-
hagen; Frank Hoba, Neuhaus; Torsten Méiller,
Ohrdruf; Jana Wetzel, Cornelia Fahr, beide Ora-
nienburg, Dorte Schappler, Parchim; Andrea
Thiele, Rackwitz; Christin Schiitze, Radis; Chri-
stoph Weidling, Riethnordhausen; Claudia Jur-
gat, Rostock; Elko Jacobs, Saurasen; Annett Kitt-
ner, Christiane Gans, beide Schmalkalden;
Andreas Kérner, Schwedt; Axel Bichler, Sonders-
hausen; Ulrich Miller, Steudten; Thomas Lolze,
Suhl; Andrej Sokoll, Templin; Anja Tippe, Tete-
row; Kerstin Schuster, Taubenheim; Nicole Si-
mon, Andre Leinhos, Daniel Schuster, alle Truse-
tal; Mario Pofahl, Ueckermiinde; Jorn Weichert,
Waltersdorf; Hartmut Boettcher, Weimar; Nico
Eberhardt, Wiesenthal; Ronald Peters, Wismar;
Stefan Bretfeld, Zepernick; Mandy Jager, Kati
Hildebrandt, Jana Reinhardt. alle Fambach;
Silke Rudolph, GroBréhrsdorf

Vorbildliche Leistungen

Katharina Kutik, René Erler, beide Altenburg;
Steffi Heller, Bad Liebenstein; Andrea Weigl,
Bad Salzungen; Monika Ziillsdorf, Olaf Leubner,
beide Berlin; Jana Reuter, Bermbach; Daniela
Morgenstern, Bernsbach; Enrico Senger, Bischof-
ferode; Sandra Friedel, Blankenburg; Alexander
Boll, Bleicherode; Denise Schellenberg, Cornelia
PleB, Heidi Pfannstiel, Torsten Schmidt, Thomas
Romhild, alle Breitungen; Anett Gschwender,
Brohm; Ralf Fuchs, Torsten Peter, Heike Engel,
alle Brotterode; Stefan Hiibner, Dingelstidt;
Marcus Heinrich, Stefan Seifert, beide Dresden;
Constanze Rost, Erlabrunn; Liane Dohrer, Mi-
chaela Engfer, beide Fambach; Nicole Schiiler,
Janet GoBrau, beide Friedeburg, Matthias Elert,
Friedrichsthal, Beatrice Gronau, Greifswald;
Thomas Pitzschke, Halle-Neustadt; Nico Rei-
chelt, Hammerbriicke; Olaf Schmidt, Hohenebra;
Jan Kriiger, Hohendodeleben; Marco Dreyer, Ho-
hen Neuendorf; Angela Wiesjahn, Holzendorf;
Torsten. Borchardt, Ilmenau; Michael Oehme,
Jena; Gunar Herin, Katja Wurziger, André
Lange, alle Karl-Marx-Stadt; Jiirgen Frey, Kips-
dorf; Nicki GroBe, Kirchworbis; Lars Hartmann,
Klein-Quenstedt; Janet Brandt, Kletzin; Monika
Plumer, Krems (Osterreich); Mirko Jelinek, Lee-
gebruch; Jens Gartner, Leipzig; Katja Roeseler,
Lubmin; Stefanie Albrecht, Liibtheen; Stephan
Brendicke, Mittenwalde; Katrin Zuiz, Neubran-
denburg; Dajana Predohl, Anja Wilkending,
beide Neuhaus; Karin Gustavs, Neuruppin; Beate
Magdefrau, Nordhausen; POS W. Pieck, Oster-
wieck; Maitthias Huscher, Radebeul; Sylke Ah-
rend, Rakow; Manuela Radtke, Rodewitz; Kar-
sten Peters, Rostock; Doreen Jacob, Robel; Ralf
Frohlich, Rudolstadt; Gunnar Beck, Riidersdorf;
Maida Tennemann, Kathrin Rother, beide SaB-
nitz; Séren Hader, Schlotheim; Yvonne Gerbig,
Peggy Machelett, Matthias Kittner, alle Schmal-
kalden; Katja Manski, Schildow; Susen Klement,
Schwerin; Una Brock, Stralsund; Jens Krubert,
Templin; Iris Demmer, Themar; Silvia Kaiser,
Nicole Schiller, beide Tiefenort; Maik Freitag,
Verchen; Christian Brilheim, Weimar; Martin
Richter, Weinbo6hla; Otmar Jannasch, Wiednitz;



Christian Kiihn, Wismar, Enrico Rommel,
Schwallungen; Jorg Siede, Zepernick; Olaf
Britzke, Ziihlsdorl; Steffen Siebert, Pionierrepu-
blik W. Pieck; Stefan Kottwitz, Gera; René
Timmler, Guben; Thomas. Buttgereit, Zehlen-
dorf

Abzeichen in Gold

Fiir zwanzigjihrige Teilnahme
Lutz Piiffeld, Halberstadt

Fiir neunzehnjihrige Teilnahme
Guido Blosfeld, Halle; Claudia Docter, Ilsenburg

Fiir achtzehnjihrige Teilnahme
Ullrich Riedel, Flha

Fiir siebzeiinjihrige Teilnahme

Ursula Marker, Greifswald; Rainer Seifert, Giitz-
kow; Uwe Bormann, Magdeburg; Frank ABmus,
Oranienburg

Fiir sechzehnjihrige Teilnahme

Andreas Filtke, Berlin; Amo Feuerherdt, Bran-
denburg; Kurt Oertel, Grifenhainichen; Bengt
Nolting, Greifswald; Ggrald Wermer, Meiningen;
Volker Schulz, Nauen; Hans-Dietrich Schwabe,
Sondershausen; Lothar Gruber, Wien (Oster-
reich); Katrin Richter, Wittenberg

Fiir fiinfzehnjihrige Teilnahme

Andreas Gude, Berlin; Frank Regensburger,
Dresden; Eberhard Georgy, Erfurt; Rainer Bauer,
Mitiweida; Wilfried Réhnert, Radebeul; Torsten
Léwe, Schleiz; Heinz-Olaf Miiller, Schmalkalden

Fiir vierzehnjihrige Teilnahme

Dieter Koch, Arnstadt; Sylvia Glomb, Berlin; An-
nett Korner, Dresden; Matthias Weser, GroBen-
hain; Bernd Diibe, Forst; Riidiger Diising, Halle;
Ruth Jacobs, Halle-Neustadt; Rolf Kamieth, Ka-
kerbeck; Alois Weninger, Knittelfeld (Oster-
reich); Udo Kretzschmann, Markneukirchen;
Jana Renner, R6bel; Ina und Uwe Ebert, Rup-
pendorf; Siegfried Kretschmann, Schlagsdorf;
Bernd Hartwig, Thaldorf

Fiir dreizehnjihrige Teilnahme

Uwe Maaz, Arnstadt; Guntram Tiirke, Auerbach;
Maik Weide, Callenberg; Harry Hofer, Dorndorf;
Karl-Heinz Jiinger, Ingolf K6rner, Carolin Engel,
Jorn Wittig, alle Dresden; Thomas Mittelbach,
Dirk-Thomas Orban, beide Erfurt: Jorg Butter,
Freiberg; Volker Reck, Heiligenstadt; René
Schiippel, Hoyerswerda; Horst Fliegner, Jarmen;
Jens PoOnisch, Marko Hanke, Andreas Hengst,
Thomas Mader, alle Karl-Marx-Stadt; Per Witte,
Konigs Wusterhausen; Knut Hantschel, Neuen-
kirchen; Karsten Schlutter, Potsdam; Sigrid
Planke, Premnitz; Claudia Trochold, Reichen-
bach; Heidrun Tiedt, Teterow; Hans Creutzburg,
Thal; Gudrun Thiter, Weimar, Olaf Seidel,
WeiBBwasser; Eva-Maria Wabbel, Wolfen; Birgit
SchultheiB, Wiistenbrand

Fiir zwolfjahrige Teilnahme

Marc Schewe, Berlin, Werner Koénig, Berlinge-
rode; Tilman Volzke, Bohlen; Petra Sarodnick,
Dallgow; Stefan Edelmann, Dresden; Reinhard
WeiBnicht, Siegfried Obst, beide Eberswalde; Su-
sanne und Matthias Schreiber, Elsterwerda; Vol-
ker Georgy, Erfurt; Wilfried Schleinitz, Greifs-
wald: Dieter Seifert, Hagenow; Giinter Schielin-
sky, Halle-Neustadt; Karsten Milek, Hohen
Neundorf, Uwe Wiirker, Miilsen; Manfred Hille,
Ina Kohler, beide Riesa; Lutz Hiibschmann,
Schwarzenberg; Rolf Heubner, Wolfen; Steffen
Klimpel, Wolgast; Thorsten Eidner, Zeulenroda

Fortsetzung siehe Heft 2/88

Korper

mit bestimmten
Eigenschaften
gesucht!

Bei der 26. DDR-OJM war folgende Auf-
gabe zu [osen:

Beweisen Sie, dal es einen Korper mit fol-
genden Eigenschaften (1) bis (4) gibt!

(1) Die Oberfliche des Kérpers besteht aus
genau sechs ebenen Vierecken.

(2) Unter diesen Vierecken gibt es zwei,
die-keine Seitenkante miteinander gemein-
sam haben.

(3) AuBer den Seitenkanten dieser beiden
Vierecke hat der Korper noch genau vier
weitere Seitenkanten.

(4) Die Mittelpunkte dieser vier Seitenkan-
ten liegen nicht in einer gemeinsamen
Ebene. (Aufgabe 261046)

Diese Aufgabe bereitete vielen Teilneh-
mern groBe Schwierigkeiten. Fiir den gefor-
derten Existenzbeweis geniigt die Angabe
eines Beispiels, und ich habe dies wie folgt
konstruiert:

Ich gehe aus von einem geraden Prisma
ABPDCQ, dessen Grundfliche 4BP und
Deckfliche DCQ gleichseitige Dreiecke mit
der Kantenlidnge von Scm sind, und lege
Punkte

Ec 4P mit EP=2cm,

F e BP mit ﬁ‘=%cm,

G € QC mit 0G=2cm und
He QD mit QH=3cm fest.
(Das Bild zeigt einen SchrigriB.)

Ich zeige nun, daB ABCDEFGH ein Kérper
mit den gewiinschten Eigenschaften ist.

Die Ebene durch E und F und senkrecht
zu der Fliche 4BP schneidet die Strecke
DQ in E’ und die Strecke CQ in F'. Es ist
EF) E'F, da die Ebenen ABP und DCQ zu-

e_inander parallel sind, und es gilt
EP=EQund FP=F7Q.
4
QE 2 3 QF .
Da = =2<-_"°2_
a OH 3 ) 0G ist,

sind nach der Umkehrung des Strahlensat-
zes E'F' und HG zueinander parallel. Folg-
lich ist auch EF|| HG (Transitivitit der Par-
allelitatsrelation); also ist das  Viereck
EFGH ein ebenes Viereck. Da die anderen
Vierecke ABFE, DCGH, ADHE, BCGF und
ABCD nach Voraussetzung eben sind, ist
(1) erfullt. Es gilt (2), da die Vierecke
ABCD und EFGH keinen Punkt gemein-
sam haben. Die Bedingung (3) ist offen-
sichtlich erfiillt, ndmlich durch die Kanten
AE, BF, CG und DH. Nun seien I, J, K
und L die Mittelpunkte dieser Kanten.
Dann ist

PI=2cm +%(3 cm)=3,5cm,
und entsprechend ergibt sich
P_=IT9cm, OK=35cm und

QL=4cm.

Analog zu E’ und F' fuhre ich I’ und J’ ein.
Wenn /|| KL wire, so wiren auch I'J’ und
KL zueinander parallel. Nach dem Strah-
lensatz steht dies aber im Widerspruch zu
der Feststellung, daB8

o _PI_35 4 QL.
Q" P19 35 oK™
6

Also gilt IJ|| KL.

Wenn nun die Punkte I, J, K, L in einer
gemeinsamen Ebene ldgen, dann wire
V|| KL, denn die Ebene durch I, J, K, L
miiBte die zueinander parallelen Ebenen
ABP und CDQ in parallelen Geraden
schneiden. Wegen IJ + KL liegen also I, J,
K. L nicht in einer gemeinsamen Ebene,
und damit gilt auch die Bedingung (4).

Hans-Peter Storr

Anmerkungen der Redaktion:

Diese Aufgabe hat den Teilnehmern wohl
deshalb groBe Schwierigkeiten bereitet,
weil sie Anspriiche an rdumliches Vorstel-
lungsvermdégen und an grundlegende
Kenntnisse iiber rdumliche Sachverhalte
stellt. Einige Schiiler waren sogar davon
Uberzeugt, daB es einen Korper mit den Ei-
genschaften (1) bis (4) gar nicht gibt und
filhrten einen Scheinbeweis flir die Nicht-
existenz. Haufig war folgender Sachverhalt
nicht klar:

(») Sind 4B, CD, EF und GH vier zueinan-
der parallele Strecken und liegen sowohl 4,
C, E und G als auch B, D, F und H in je-
weils einer gemeinsamen Ebene, so liegen
auch die Mittelpunkte dieser Strecken in
einer gemeinsamen Ebene. Versuche, mit
derartigen Strecken einen geeigneten Kor-
pér zu konstruieren, muBten deshalb
fehlschlagen.

Hans-Peter Storr, wohnhaft in Zwickau, ist
Schiiler der Spezialschule fiir mathem.-na-
turwiss.-techn. Richtung in Karl-Marx-
Stadt. Fiir seine Losungsidee zu dieser
Aufgabe und ihre sehr durchsjchtige Darle-
gung erhielt er ein Diplom. Hans-Peter
Storr hat auBerdem als Friihstarter (!) die
héchste Punktzahl aller, Starter in der Klas-
senstufe 10 erzielt und wurde mit einem
1. Preis ausgezeichnet.

alpha, Berlin 22 (1988) 1 - 19



Kreise, Ellipsen
und Planeten

Als Kepler 1609 seine Bewegungsgesetze
fiir die Planeten, die ihre Bahnen in Ellip-
sen um die Sonne ziehen, drucken lieB,
hatte noch kein Astronom ein Fernrohr auf
den Himmel gerichtet. Um so bewunde-
rungswiirdiger ist die schon damals er-
reichte Genauigkeit der Himmelsbeobach-
tungen. Galilei war es dann 1610, der als
erster Astronom Sonne, Mond und die da-
mals bekannien Planeten, den Jupiter so-
gar mit seinen vier groBBten Monden, im
Fernrohr sah, wir kdnnen noch heute seine
ersten iiberschwenglichen Berichte dariiber
nachlesen.

Aber Copernicus benutzte flir die Plane-
tenbahnen, auch fir die von ihm als Planet
erkannte Erde, noch die ideale Kreisbahn
wie die Griechen tausend Jahre vor ihm,
allerdings mit Zusatzkreisen, den Epizy-
klen, um besser mit den Beobachtungen
ubereinzustimmen. »
Nun hat wohl mancher von uns die Vor-
stellung von ausgesprochen langgestreck-
ten Ellipsen, wenn von den Keplerschen
Gesetzen die Rede ist. Kreis und Ellipse
sind ja dhnliche Figuren der Geometrie,
man muB nur jede Ordinate des Kreises in
einem festen Verhiltnis p stauchen, um
eine Ellipse zu erhalten und zeichnen zu
kénnen. Anstelle des Radius r des Kreises
entstehen dann die groBe und die kleine
Halbachse a und b, die man verdoppelt
Haupt- und Nebenachse nennt.

In den Gesetzen von Kepler steht die
Sonne nun nicht mehr im Mittelpunkt,
sondern in einem Brennpunkt der Ellipse,
die aus Symmetriegriinden immer zwei
hat. Brennpunkte kennt jeder Leser von der
Sammellinse im Fernrohr oder Brennglas
oder vom Parabolspiegel im Scheinwerfer
des Kraftwagens. Nun hat jede Ellipse die
besondere Eigenschaft, daB von jedem
ihrer Punkte die Summe der Abstinde von
beiden Brennpunkten immer konstant ist
mit dem Werl der Hauptachse 2a. Damit
kann man die beiden Brennpunkte F, und
F, leicht finden, indem man einen Kreisbo-
gen mit dem Radius ¢ um den Neben-
scheitel §, schldgt. Die Schnittpunkte die-
ses Kreises mit der Hauptachse sind F, und
F,. Ihr Abstand vom Mittelpunkt der El-
lipse, man nennt ihn die Exzentrizitit e,
148t sich leicht mit dem Satz von Pythago-
ras berechnen:

Es gilt nach Bild 1 a?= b2+ €2,

oder umgestelll e?=a?— b? und daraus
die Wurzel. Der Astronom nimmt als MaB
fir die Gestalt einer Ellipse lieber die nu-

20 - alpha, Berlin 22 (1988) 1

merische Exzentrizitdt, das ist das Verhilt-
e
nis von e zur groBen Halbachse, also rE

im Zahlenwert stets kleiner als eins.

AbschlieBend sei fiir den alpha-Leser noch
eine schone und einfache Ellipsenkon-
struktion fiir Zirkel und Lineal angegeben:
(vgl. Bild 2).

Bild 1 ’ Bild 2 N o,
a b b

e )

AN M X

Ein einfaches Zahlenbeispiel soll die Ver-
hiltnisse verdeutlichen: groBe Halbachse
a = 5cm, kleine Halbachse & =4 cm, also

Achsenverhiltnis p = % =0,8. Dann be-

rechnet man nach dem Satz von Pythago-
ras e =3 cm und daraus die numerische

Exzentrizitit % =0,6. Selbst solche noch

wenig gestauchte Ellipsen mit dem Ach-
senverhiltnis 4: 5 durchlduft keiner der be-
kannten Planeten! Ihre Bahnen sind alle
viel mehr kreisdhnlich. Die Tabelle gibt
uns iiber ihre genaue Gestalt nach neueren
Messungen die Antwort:

Planet e b AE
a a

Merkur 0,206 0,978 0,39
Venus 0,007 0,999 0,72
Erde 0,017 0,999 1,00
Mars 0,093 0,995 1,52
Jupiter 0,048 0,999 5,20
Saturn 0,056 0,998 9,54
Uranus 0,047 0,999 19,18
Neptun 0,009 0,999 30,06
Pluto 0,253 0,967 39,7

Nur Merkur und Pluto weichen merklich
von der Kreisgestalt ab, letzteren kannte
man zu Keplers Zeiten noch nicht. Die
Bahn der Venus, der uns allen gut be-
kannte helle Morgen- oder Abendstern,
kommt der idealen Kreisform am néchsten

(% = 0 fiir den Kreis) . An dritter Stelle in

der Abweichung vom Kreis steht der Mars,
den wir als roten Wandelstern im Fernrohr
sehen konnen. Fiir ihn hatte Kepler von
seinem Vorginger als kaiserlicher Astro-
nom in Prag, von Tycho de Brahe, sehr ge-
naue, sehr umfangreiche Bahnvermessun-
gen liber viele Jahre als Erbschafl bekom-
men. Aber auch hier betragen die Abwei-
chungen von der Kreisbahn nur wenige
Bogenminuten am Himmelszelt. Keplers
unsterbliche Leistung, aus diesen Beobach-
tungen die wahren Ellipsenbahnen zu be-
rechnen, wird aus der Tabelle wieder recht
deutlich. In der letzten Spalte sind zusitz-
lich die mittleren Sonnenabstinde aller
Planeten in Astronomischen Einheiten AE
angegeben, d.h. fir die Erde ist AE = 1 mit
dem Wert

AE =149,6-10°km.

/'a
M.

2

/]

Der Mittelpunkt M und die beiden Schei-
tel S, und S, der Haupt- und Nebenachse
bestimmen ein achsenparalleles Rechteck
mit dem 4. Eckpunkt E auflerhalb der
Ellipse, fiir die @ und b gegeben sein miis-
sen. Man fille nun das Lot von E auf die
Sehne S,§,. Die Verlingerung des Lotes
schneidet die Achsen der Ellipse in M, und
in M,, dies sind dann die Mittelpunkte der

‘beiden Scheitelkreise fiir die gesuchte El-

lipse mit den Radien r,=M,;S, und
r,= M,S,. Beide Scheitelkreise miissen
dann noch auf der anderen Seite der El-
lipse symmetrisch zu M gezeichnet wer-
den, den Rest besorgt ein- Kurvenlineal,
das die stetige Verbindung der Kreise
schafft.

In unserem Sonnensystem gibt es nun
auch Beispiele fiir groBere Exzentrizititen,
gewissermaBen flur bessere Ellipsen, es sind
die Kometen und die Planetoiden, d.h. die
kleinen Planeten zwischen Mars und Jupi-
ter. Ein Beispiel ist uns noch allen gut be-
kannt: der Komet von Halley, den wir im
vergangenen Jahr beobachten konnten, er
kommt nur alle 76 Jahre in die Nahe der
Erde. Seine groBe Halbachse ist a = 18 AE,

. . ., €
seine numerische Exzentrizitit —= 0,87,
a

also durchlduft er eine sehr langgestreckte
Ellipse! s

Aufgaben

Ala Man konstruiere die Bahnellipse
des Halleyschen Kometen im Ma@stab
1AE=1cm!

A2 a Dazu berechne man das Verhiltnis
%! Und daraus b!

A3 A Wie groB3 ist seine kiirzeste Entfer-
nung von der Sonne? Der Astronom nennt
diesen Abstand das Perihel. J. Buhrow

Buchtip

Hoppe, Johannes

Johannes Kepler

Biographien hervorragender
Naturwissenschaftler, Techniker

und Mediziner, Bd. 17

92 S. mit 10 Abb.
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BSB B.G.Teubner Verlagsgesellschaft
Leipzig



ARBEITS -
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Der Kreisklub Mathematik
Halle-Siid stellt sich vor

Ausziige aus seiner Computerzeitung CZ Nr. 1:
Den Kreisklub Mathematik Halle-Siid gibt
es seit September 1984. Zu dieser Zeit wa-
ren wir noch Schiiler der 7. Klasse. Wir ler-
nen in zehn verschiedenen Oberschulen
des Stadtbezirks Halle-Siid und sind insge-
samt flinfzehn Schiiler.

Die Arbeit in unserem Kreisklub teilt sich
in zwei Schwerpunkte. Einmal beschifti-
gen wir uns mit Olympiade- wund
alpha-Aufgaben (wir beteiligen uns seit
3 Jahren kollektiv am alpha-Wettbewerb),
zum anderen lernen wir seit Mérz 1985 im
Computerkabinett der Martin-Luthér-Uni-
versitit Halle die Programmierung von
Kleincomputern mit Hilfe der Program-
miersprache BASIC. Wir haben natiirlich
schon eine ganze Reihe von Programmen
erstellt.

Liebe Freunde!

Wir wenden uns mit dieser kleinen Zei-
tung an alle Computerklubs der Klassen-
stufe 9 und 10! Wir suchen Kontakt zum
Austausch von Erfahrungen, Programmen
und Aufgaben. Vielleicht kann es auch
einen gegenseitigen Besuch geben. Bitte
schreibt uns! Versucht Detektiv Schniiffel
bei der Aufklirung seines Falles zu helfen.
Versucht es ohne oder mit Computer.
Schickt uns die interessantesten Losungen.
Unser Pfiffikus ist aus Buchstaben aufge-
baut, welche zwei BASIC-Befehle ergeben.
Versucht sie rauszubekommen. Viel SpaB3
beim Knobeln und Spielen.

Wir freuen uns auf eure Post!

Die Schiiler des Kreisklubs Halle-Siid
Almut Beige und Axel Grofimann

Schreibt bitte an: Kreisklub Halle-Siid
Uwe Siebert
Moétzlicher Str. 4
Halle
4050

Detektiv Schniiffel klirt auf

Im Einfamilienhaus der Familie Sonnen-
schein wurde eingebrochen und Gold- und
Silberschmuck gestohlen. Der Titer wurde
bei seiner Flucht gesehen. Auf Grund von
Personenbeschreibungen konnte Schniiffel
drei Verdichtige ermitteln und verhoren.

Hier sind ihre Aussagen:

Rudi Reich - Bankangestellter:

Ich saf zur Tatzeit zu Hause und probierte ge-
rade aus, auf wieviel verschiedene Weisen ich
50 Mark mit 1 M-, 2M-, SM-, 10 M- und
20 M-Miinzen wechseln kénne. Ich brauchte
iiber zwei Stunden, dann hatte ich alle 450
Moglichkeiten gefunden.

Schniiffel iiberlegte. Kann das stimmen?
Sind es wirklich so viele?

Steffen Stiirz — Motorradkonstrukteur:

Ich fuhr zur Tatzeit von Trdumhausen nach
Schlafstedt, um eine Testfahrt mit meiner um-
gebauten ,NY“ zu machen. Ich fuhr erst ein

ganzes Stiick Strafle mit 90k_lr1n_ (er ist also

auch ein Titer - die Red.) und dann quer
durchs  Geldnde  Richtung  Schlafstedt
(hier waren nur 36 —khﬂ mé’glich) . Iech war
mit meiner Fahrzeit von 26 Minuten sehr zu-
frieden!

Schniiffel iiberlegte. Fiir den direkten Weg
von T (Triumhausen) nach S (Schlafstedt)
benotigt man (nur Gelinde) 31 min und
27 s. Fiahrt man erst nur auf der StraBe bis
zur Hohlen Eiche (H) und dann rechtwin-
klig ab nach S, benétigt man 27 min und
20s. (Entfernungen siehe Skizze.) Kann
man es wirklich auf anderem Wege in
26 min schaffen?

Skizze:
T SiraBe % km H
Geldnde
10km
Peter Primel — Girtner: S

Zur Tatzeit habe ich gerade meine Eigenziich-
tung ,Monsterus Primeljensia“ vermessen. Sie
hatte gestern die stattliche Hohe von 95 cm er-
reicht! Vor 12 Wochen war sie noch ein zartes
Pfldnzchen von 15 cm. Sie wdchst sehr eigen-
artig: Am 1. Tag wuchs sie um 3 cm. Am 2. Tag
wuchs sie um 2 von 3cm, also um 2,7 cm.

10
Am 3. Tag wuchs sie um % von 2,7 cm, also
um rund 2,43 cm, usw.
Der Bekannte von Herrn Primel, Werner
Welk, bestitigte, daB die Pflanze vor genau
12 Wochen 15 cm gro8 war und derart ei-
genartig wachst.
Schniiffel iiberlegte. Ist das Pflinzchen
nach 12 Wochen wirklich 95 cm groB3?
Der Titer ist derjenige, dessen Aussage

falsch ist. Und wer ist das?
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Unser Maskottchen: Pfiffikus

Losungen

Losungen zum alpha-Wettbewerb
Heft 5/87

Ma 5m 2807 20mal; im Zehner 50 bis 59
erscheint die Ziffer S elfmal, in den iibri-
gen 9 Zehnern je einmal.

Ma 5m 2808 Fiir die Hunderterstelle im
ersten Teilprodukt kommt nur 5 in Frage
(5+ 6 =11). Durch die Division 508:2 er-
hilt man den ersten Faktor 254. Fiir die Ei-
nerstelle im zweiten Teilprodukt geht ein-
deutig die 2 hervor. Fiir die Zehnerstelle
des zweiten Faktors miiite man 3 wegen
3-4=12 und 8 wegen 8-4=132 in Be-
tracht ziehen. Die 8 scheidet aus, weil
254 -8 ein vierstelliges Teilprodukt ergibe.

254- 32

508

762

8128

Ma S®m 2809 Wenn unter ungeraden Fak-
toren mindestens eine Zahl ist, deren letzte
Ziffer eine S ist, so steht auch im Produkt
dieser Faktoren als letzte Ziffer, also an der
Einerstelle, eine 5.

Ma5w2810 Man kann die Kugeln auf
die folgenden sechs verschiedenen Arten
verteilen.

A B
1 rrr rsww
2 rrs rrTww
3 rrw rrsw
4 rsw rrrw
5 Tww Trrs
6 SWW rrrr
Ma5m2811 Es geniigt nicht, 36 Apfel

aus der Kiste herauszunehmen, weil sie
alle von verschiedenen Sorten sein kdnnen,
und zwar je 9 Apfel von jeder Sorte. Wenn
man jedoch noch einen weiteren Apfel her-
ausnimmt, dann sind sicher 10 Apfel von
ein und derselben Sorte unter ihnen. Da-
her befinden sich unter 37 Apfeln sicher
mindestens 10 Apfel von ein und derselben
Sorte.

Ma5m2812 Sie fiillen aus dem Acht-

.eimerfal erst das DreieimerfaB3 voll. Diese

drei Eimer fiillen sie wieder in das Fiinf-
eimerfaB8. Hierauf fiillen sie das Dreieimer-
faB wieder, aus diesem wieder zu den drei
Eimern im FinfeimerfaB, wo folglich
1 Eimer in dem Dreieimerfall zuriickblieb.
Die fiinf Eimer aus dem FiinfeimerfaB fiil-
len sie wieder in das AchteimerfaB, den
einen Eimer in dem Dreieimerfal wieder
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in das FiinfeimerfaB, aus dem Achteimer-
faB wieder das DreieimerfaB voll und diese
drei Eimer-wieder in das FiinfeimerfaB zu
dem einen Eimer. Also sind im Acht- und
FiinfeimerfaB in jedem vier Eimer, und das
Dreieimerfal bleibt leer.

Ma5m2813 Man kann die zu ermit-
telnde(n) Zahl(en) dwdurch erhalten, daB
man, ausgehend von Resultat 7, mit den
angegebenen Zahlen jeweils die entgegen-
gesetzte Rechenoperation durchflihrt:
7+15=22;22:11=2;2-100 = 200;

200 - 107 = 93.

Da die vorgenommenen Rechenoperatio-
nen durchweg eindeutige Resultate liefern,
ist 93 zugleich die einzige Zahl, die den
Bedingungen der Aufgabe entspricht.

Ma6 w2814 Die Ziffer im Zehner ist
gleich §, weil 10 die verdoppelte Ziffer der
Zehner ist. Die dreistellige Zahl 59+ ist
Vielfaches von 11. Indem man 59+ durch
11 dividiert, erhidlt man als ersten Rest 4.
Daraus folgt, daB fiir das Sternchen nur 4
stehen kann. Die Zahl lautet also 594.

Ma6 w2815 Der Gesamtpreis von
7,50 M stellt die Summe dreier Produkte
aus ganzen Zahlen dar. In jedem Produkt
ist ein Faktor durch 4 teilbar (16, 28 und
8). Folglich ist auch die Summe ein Vielfa-
ches von 4. Aber 750 Pf sind nicht durch 4
teilbar, d. h., die Berechnung stimmt nicht.

Ma6m2816 Wenn x eine Zahl ist, die
die Bedingungen der Aufgabe erfiillt, dann

17-x 7 7
orx 11 Da der Bruch I durch

keine natiirliche Zahl

gilt
gekiirzt werden

kann, muf3 der Bruch 7

- X .
W durch Erwei-

tern aus dem Bruch % hervorgehen. Also

muB die Zahl 19 + x ein ganzzahliges Viel-
faches der Zahl 11 sein.

Das kleinste derartige Vielfache von 11,
das groBer als 19 (oder gleich 19) ist, ist 22.
Also muB x mindestens 3 betragen. Die
Zahl x =3 erfullt die Bedingungen der

. . 17— x
Aufgabe. Fiir x > 3 wire der Bruch T

. 7
kleiner als 1

Ma6m2817 Aus c) folgt: Bernd ist ent-
weder 16 oder 17 Jahre alt. Aus b) folgt:
Bernd ist nicht 17 Jahre alt; folglich ist
Bernd 16 Jahre alt; wegen a) hat Bernd die
LJunge Welt“ abonniert. Aus c) folgt wei-
ter, daB Fred 17 Jahre alt ist; wegen b) hat
Fred das ,Neue Leben“ abonniert.

Aus a) und b) folgt: Der 19jdhrige Axel hat
»Neues Leben“ abonniert. Deshalb ist
Ernst 20 Jahre alt und Abonnent der ,Jun-
gen Welt“.

Ma6m2818 Die Zahl selbst mu3 durch
7, 8 und 9 teilbar sein. Da 7, 8 und 9 keine
gemeinsamen Teiler haben (auBer 1), er-
gibt sich 7-8-9 = 504 als eine solche Zahl.
Auch alle Vielfachen von 504 erfiillen die
Bedingung der Teilbarkeit durch 7, 8 und
9, jedoch ist keines dieser Vielfachen drei-
stellig.

Die Zahl heit demnach 504.
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Ma 6 w2819

1 1 5 1 3 3

FR T IR TI 7Y
_6+12+5+8+9+6 46 _ 23

- 48 T 48 24

Es wurden 23 von den eingeteilten Stiicken
Torte verzehrt. Somit blieb ein Stiick der
Torte iibrig.

Na/Te6m398 V=1-b'h;
V=325m-25m-3,80m; V=30900 m?

Ma7m 2820 Wenn man den Radius mit
rcm bezeichnet, gilt nach Voraussetzung
der Aufgabe mr? = 27tr, woraus r = 2 folgt.
Die Quadratfliche betrigt dann

4-%-r2=2-22cm2=8cm2.

Ma7m2821 a) Mit 4 Schritten legt der
Vater genau 320cm  zuriick, denn
4-80cm=320cm. Da der Sohn fur die
gleiche Strecke 5 Schritte braucht, betrigt
wegen 320:5 = 64 seine durchschnittliche
Schrittlinge 64 cm.

b) Genau dann, wenn der Vater ein Vielfa-
ches von 4 als Schrittzahl beendet hat, hat
der Sohn gleichzeitig mit dem Vater eine
ganzzahlige Schrittlinge beendet, treten
also Vater und Sohn gleichzeitig auf. Dies
geschieht genau dann bei beiden mit dem
linken FuB, wenn sie eine gerade Anzahl
von Schritlen beendet haben. Bei dem Va-
ter ist dies fiir jedes ganzzahlige Vielfache
von 4 der Fall, bei dem Sohn genau fiir alle
geradzahligen Vielfachen von 5. Das klein-
ste geradzahlige Vielfache von 5 ist aber
das Zweifache. Daher treten Vater und
Sohn erstmalig nach dem 8. Schritt des Va-
ters und damit nach dem 10. Schritt des
Sohnes gleichzeitig mit dem linken FuB
auf.

' Ma7m2822 Angenommen, es wurden x

Flaschen Limonade, also (300 — x) Fla-
schen Tafelwasser gekauft; dann gilt
0,30-x +0,20- (300 — x) =70,

also x =100. Es wurden 100 Flaschen Li-
monade und 200 Flaschen Tafelwasser ge-
kauft.

Ma7m2823 Wegen 444 =4-3-37 sitzen
3 Personen im Auto; der Fahrer ist
37 Jahre alt. ’

Ma 7m 2824 Wenn die Linge ¢ der Basis
und die Lidnge a eines Schenkels eines
gleichschenkligen Dreiecks die Bedingun-
gen der Aufgabe erfiillen, so ist entweder

=i odera=ic
c==a 7 ¢

.. 5 " 5
Wire c=7a, SO wire a+a<70=c,

im Widerspruch zur Dreiecksungleichung.

Also ist c*%a. Aus a =%cf0]gt

5 5
z_c 2c ¢=24cm,
alsoc=4cmund ¢ =10cm.

Na/Te7®399 F,=F,=50N

Na/Te 7 m 400

+ -
2) L L
//
- = — —
F ~
\

Ma 8 m2825 Wenn die MaBzahlen der
Seitenlingen des Rechtecks mit x und y
bezeichnet werden (x,y € G), so gilt nach
Voraussetzung der Aufgabe die Gleichung
x+y=x-y.

Die einzige ganzzahlige Losung dieser
Gleichungist x=2,y=2. Firx=0,y =0
hat diese Aufgabe keinen Sinn. Das heiBt,
daB das Rechteck ein Quadrat ist und ihm
folglich ein Kreis einbeschrieben werden
kann.

Ma 8 m 2826 Die letzte Ziffer des Teilpro-
duktes a-c ist gleich a; die letzte Ziffer
des Teilproduktes b - ¢ ist gleich b. Daraus
folgt, daB ¢ entweder 1 oder 6 ist, da die
anderen Ziffern eine dhnliche Eigenschaft
nicht besitzen. Wenn c gleich 1 wire, dann
konnte das erste Teilprodukt nicht vierstel-
lig sein, sondern nur dreistellig. Folglich
gilt ¢ = 6. Hieraus schlieBen wir, daB a und
b nur entweder 2, 4, oder 8 sein kénnen.
Da das zweite Teilprodukt dreistellig ist,
kann nur g = 2 gelten. Fiir 5 bleiben zwei
Moglichkeiten: b =4, b = 8. Fiir 2 = 2 und
b =4 wire das letzte Teilprodukt dreistel-
lig. Folglich gilt b = 8.

Ma 8 m 2827 Teilbarkeit durch 360 be-
deutet Teilbarkeit durch S5, 8 und 9. Von
den fiinf aufeinanderfolgenden natiirlichen
Zahlenp—2,p-1,p,p+1, p+2, istge-
nau eine durch’S teilbar. Da p # 2 ist, ist p
ungerade; deshalb sind p — 1 und p + 1 ge-
rade Zahlen; eine davon ist sogar durch 4
teilbar.

Also ist das Produkt (p — 1) (p + 1) durch 8
teilbar. Da p +3 ist, ist p nicht durch 3
teilbar. Deshalb sind entweder p — 2 und
p+1oder p—1und p + 2 durch 3 teilbar.
Thr Produkt ist deshalb durch 9 teilbar.

Ma8m2828 Es sei S der Schnittpunkt
der Diagonalen. Dann gilt fiir die rechtwin-
kligen Dreiecke AABS, ABCS, ACDS,
ADAS nach dem Satz des Pythagoras
a?=x2+w? br=x?+y?,

c2=2z2+y? d*=w2+ 22 also
a?+cr=b2+d>=x2+wl+ 22+ 2,




Ma 8 m 2829 Es gilt

m_’_'_ﬂ_*_m_3_3m2+2m+m3

2 73 6 6
_m@Bm+2+mY) mm+1l)(m+2)
- 6 - 6 ‘

Von den drei aufeinanderfolgenden nattir-
lichen Zahlen m, m + 1, m + 2 ist minde-
stens eine durch 2 und genau eine durch 3
teilbar, ihr Produkt also durch 6 teilbar.

Na/Te 8 @401 Der Druck in 20 m Tiefe
betrdgt 2 kPa. Aus F=p- A ergeben sich
dann 3,2 kN.

Na/Te 8 w402 Bei einem Hub wird der
Arbeitskolben um die Strecke
s, =0,0065 cm gehoben, bei 480 Hebelbe-
wegungen um s, = 3,12cm. Die notwen-
dige Kraft am Hebel betrigt F; =29,6 N.

Ma9m2830 Essein die Anzahl der her-
zustellenden Werkstiicke (n >0, n e N).
Ohne Vorrichtung wird dafiir die Zeit
= n~% bendtigt (Angabe in Stunden).
Mit Vorrichtung wird dafiir die Zeit

1 . .
tL=n 3 + 4 benoétigt. Es soll ¢, < ¢, sein,

% +4< g gelten. Diese Ungleichung
wird fur alle » > 24 zu einer wahren, fur
alle n =24 zu einer falschen Aussage. Es
miiBten mindestens 25 Werkstiicke herge-
stellt werden, damit durch den Bau der
Vorrichtung Zeit eingespart wird.

Ma9m2831 Angenommen, es kdnnen
x kg Bananen und y kg Tomaten gekauft
werden; dann gilt
Sx+13y=83,50x+ 13y=2830,
13y=1832-2-52x+ 2x,
13y=832-52x+2-(x—1),
2-(x—1)

13 '
Nur fir x=1, y=60 oder fiir x =14,
y =10 erhalten wir positive, ganzzahlige
Losungen. Es konnen entweder 1 kg Bana-
nen und 60 kg Tomaten oder 14 kg Bana-
nen und 10 kg Tomaten gekauft werden.

also

also y=64 —4x +

Ma9m2832 Wegen s =0t und
s;=v;-tund s, + 5, = 144 gilt
t- (v +vy)=1¢-120= 144,
144 .
also t=m =1,2. Die Fahrzeuge treffen

sich nach 1,2 h bzw. 72 min.

Ma 9 m2833 Die Differenz zwischen den
Briichen ist gleich
100" +1 100 +1
100% + 1 100%° + 1
_ (100" + 1) (100%° + 1)
1
—(100% + 1) (100%° + 1)
X
(100%° + 1) (100% + 1)
Wenn der Zihler dieses letzten Bruches
positiv ist, wird der erste der gegebenen
Briiche groBer sein. Wir bezeichnen diesen
Zihler mit x; dann gilt
x = 100'% + 100'® + 100% + 1
— (1008 + 100%° + 100%° + 1)
=100 + 100% — 100%° — 100%

=100'%- (1 +

1 1 1
100~ 100 1007

Die Zahl in der Klammer ist positiv, so daB
x eine positive Zahl ist. Der erste der gege-
benen Briiche ist groBer als der zweite.

Ma9m2834 Angenommen, es seien x
Autobusse mit 19 und y mit 17 Plédtzen be-
nutzt worden; dann gilt 19x + 17y = 286,

17y -1
19x=285+1-17y, x=15 —}1'—9.
Nur fir x = 7, y = 9 existiert eine positive
ganzzahlige Losung. Fiir die Reise wurden
7 Busse mit 19 Sitzen und 9 Busse mit
17 Sitzen gebraucht.

Na/Te 9 m 403 az0,47sﬂz; §~0,93m

Na/Te 9 m 404
a) 1=0,01A, P=0,05W je Widerstand,
R=150Q
b) 1 =0,02A, P=0,02W bzw. 0,005 W je
parallelgeschaltetem Widerstand, R =75Q
¢) I=0,09A, P=0,045W je Widerstand,
R=17Q

Zu a) zu b) Zu ¢)

D—DDD—OO—D%—OO@-O

Ma10/12 w2835 Es soll gelten
n(n+1)(n+2)(n+3)=p=110355024.
Nun gilt n? < p=110355024,

also n < 104; es gilt aber auch
(n+3)*>100000000,n + 3 >100,n > 97,
also 97 < n < 104. p ist nicht durch § teil-
bar, folglich ist keine der gesuchten Zahlen
durch 5 teilbar. Also ist » =101. Die ge-
suchten Zahlen lauten 101, 102, 103, 104.

Ma 10/12 m 2836 Die vierstellige Zahl sei
z, die aus der ersten und zweiten Ziffer ge-
bildete Zahl sei a (a ganz; 0 < a < 100).
Dann gilt z=100a + a2 = 101a. Das heiBt,
es gilt 101 |z. Nur fir ¢ =1 ist z Primzahl.
Das ergibt das Zeichen 0101. Da 101 Prim-
zahl ist, so folgte, falls z eine Quadratzahl
wire, aus 101 |z auch 101?|z. Das ist aber
nicht moglich, da  sonst  wegen
1012 > 10000 die Zahl z mindestens funf-
stellig sein miiBte.

Ma 10/12 m 2837 Am Fade befinden sich
im Glas bzw. in der Tasse die gleiche Fliis-
sigkeitsmenge wie zu Beginn. Daher fehlt
der Studentin am Ende gegeniiber dem
Anfangszustand in ihrer Tasse genau soviel
Kaffee, wie sie Milch in der Tasse hat, und
genau diese Menge Kaffee muB3 der Stu-
dent im Glas haben. Sie hat also genau so-
viel Milch in der Tasse wie er Kaffee im
Glas.

Ma10/12 @ 2838 Esgilt S=1,also F=9
und somit [ = 0.

Wegen F+ 1= N, also 9+0=N miiBte
N =9 sein, was den Bedingungen der Auf-
gabenstellung widerspricht, da N + F nur
zugelassen ist. Diese Aufgabe hat keine Lo-
sung.

Ma 10/12 m 2839 Fiir den Fldcheninhalt
des abgebildeten rechtwinkligen Dreiecks

ABCgin &b _ar br

2 2 2’
a-b
at+b’

a-b=r-(a+b),r=

1 a+b

r a-b

Q=

+ 1
b

M
g~ v’

Na/Te10/12m405 F=m-——,

r
m .
g=9.81 S—z; nach oben gewdlbt:

F=3530N, nach unten gewolbt:
F=~4310N

Na/Te 10/12 m406 Es miissen ~3900 kJ
~1,1 kWh zugefiihrt werden. Das Aufhei-
zen kostet =0,09 M und dauert =33 min.

Lésungen zu:
In freien Stunden - alpha-heiter

Zahlenlabyrinth 1987 » 1988
Um alle die hier aufgefiihrten 21 Losungen
der Aufgabe zu ermitteln, benoétigte der Ta-
schen-Computer insgesamt drei Stunden!
Die Anzahl der mit den im Labyrinth gege-
benen Zahlen insgesamt moglichen Sum-
men betrégt
§=7-7-6-4-4-4-4=75264.
Damit hat der Computer in jeweils einer
Sekunde rund 7 Summen gebildet und
diese noch verglichen, ob sie den Wert
1987 oder 1988 ergeben. Wenn diese Be-
dingungen zutrafen, erfolgte die Ausgabe
der Summanden.
Summe 1987:

50 + 102 + 301 + 389 + 406 + 418 + 321 =

50 +238 + 301 + 389 + 406 + 418 + 185 =

78 + 120 + 452 + 389 + 345 + 418 + 185 =

78 + 120 + 452 + 421 + 406 + 418 + 92 =

78 +450 +452 + 389+ 15+418+185=
134 +450 + 45+ 213 + 406 + 418 + 321 =
134+ 450 +452+213 +345+ 72+ 321 =
384 +450+ 25+421+345+ 41+321=
384 +450+ 301 +389+406+ 17+ 40=1987
Summe 1988:

40 + 450+ 25+389+345+418+ 321 =

78 + 238 + 452 +421 +406 + 72+ 321 =

78 + 450 + 301 +421 + 345+ 72+ 321 =

89 + 450 +452+389+406+ 17+ 185=

134 + 120 + 452 + 421 + 122 + 418 + 321 =
384+ 21+ 78+421+ 345+ 418 + 321
384 + 21 +301+421+122+418 ~ 321
384+ 21 +452+ 47+ 345 +418 + 321
384 + 25+ 45+ 389 + 406 +418 + 321
384+ 25+452+ 389+ 345+ 72+ 321
384 +238+452+389+ 15+418+ 92=
384 +450+ 25+213+406+ 418+ 92 =1988

Kein Problem?!

Es kénnen nur folgende Worte von den an-
gefihrten nicht geschrieben werden: 5, 6,
8, 15.

L T [ [

Ein kniffliges Eierspiel
1-5;3-7,7-1,8-4,4-3,3-7,6-2;
2-8;8-4;4-3,5-6;6-2;2-8;1-5
5-6;7-1.

2 s

Ein Briickenproblem

Die Aufgabe ist nicht 16sbar. Um irgendei-
nen Raum, der iiber beliebig viele Ein- und
Ausginge verfiigt, zu betreten und wieder
zu verlassen, ohne einen Ein- bzw. Aus-
gang mehr als einmal zu nutzen, sind ge-
nausoviel Aus- wie Eingédnge erforderlich.
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1, 2, 3, ... — o ist immer dabei
Gleichung (1) «- oo = PaE schrinkt die
Moglichkeiten flr die Belegung von « mit
Grundziffern ein. Da das Produkt PoE
dreistellig ist und mit E(E * «) endet, ent-
fallen zunichst fir « die Zifferm 1, 2, 3, 5
und 6. Weil die Ziffer an der Zehnerstelle
von PaE mit den Ziffern in o - axx iiberein-
stimmt, entfallen wegen

4-44=176, 7-77=5394 8:88="704

auch die Ziffern 4, 7 und 8. Gleichung (1)
kann nur von « = 9 erfiillt werden.

Wegen 9-99 =891 ist P=8 und E = 1.

P =18 in (2) eingesetzt, ergibt R =7

und T =2;

R =7 in (3) eingesetzt, ergibt 0 =6

und K = 3; )

0 =6 in (4) eingesetzt, ergibt D=5

und U= 4.

Die Proben bestitigen die Richtigkeit der

Losung:
(1)9-99=1891; (2) 8-:99=1792; ...,
(8)2-99=198.

In Altenburg

Durch Subtraktion einiger benachbarter
Gleichungen erhdlt man: E=3, T=2,
R =33 und G =36.

Durch Addition der vierten und fiinften
Gleichung ergibt sich A =18, und damit
folgen

B=7,L=20,N=4und U=130.

Das Ergebnis in der Ubersicht zeigt unver-
kennbar Hinweise auf Altenburg als Skat-
stadt:

A|LIT|IEIN|B|U|R|{G

1820|2347 |30(33]36

Logelei
i L‘j

Von A nach B gewandert

Addition und Multiplikation sind uneinge-
schrankt ausfiihrbar.

Kryptarithmetik

a) 1089-9=9801

b) 923076 =4-230769
c) 5240 + 5210 = 10450
d) 415-41; 915-41

e) 100489 =317

Losungen zur Sprachecke

Al Ao Beweist, daB fur n positive Zahlen
aZaqZ2a,2 ... 24,
die Ungleichungen
a) al—a}+a}=(a,~ ay + a)?,
b) a?—al+al- a?
=(a;— ay + ay — ay)?,
c) al—ai+..—(—1)a?
=(ay—ay+...— (—l)"a,,)2
erfullt sind.
Lésung: a) Wir betrachten die Differenz
des linken und rechten Teiles der Unglei-
chung und tauschen die Konstante a; ge-
gen die Variable x aus. Wir erhalten eine
lineare Funktion in x:
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filx)=al-al+x?—(a,—a, +x)?,
x € [0, ay]; (x? kiirzt sich!). ’
Um zu beweisen, daB3 bei beliebiger Wahl
von
ayza,z0und xe[0,a;]f3(x)20
gilt, geniigt es, die Werte f3(0) und fy(a,)
zu betrachten.
£0) =al-ai-(a, - ay?
=2(a;-a)a, 20

fila)=a}-al=0.
b) Genauso beweisen wir die zweite Auf-
gabe. Wir betrachten die Funktion in x
fix)=al-at+ai-x*

—{ay~—ay+a;~x)’, xe€[0,a,].
Das ist eine quadratische Funktion in x,
deren Vorzeichen beim quadratischen
Glied x? negativ ist. Um die Ungleichung
Sfi(x) 2 0 fir x €0, a4] und beliebige
a, 2 a, 2 a; 2 0 zu beweisen,
geniigt es, die Werte £,(0) und f,(a,) zu be-
trachten. Wir erhalten
f4(0) = f3(ay) 2 0, (wie in a) bewiesen),
Sa(ay) = £3(0) = 0.
c) Die dritte Ungleichung beweisen wir
nach dem Prinzip der volistindigen Induk-
tion. Es wird derselbe Ansatz wie unter a)
und b) verwendet. Wir betrachten die
Funktion in x
fi)y=al—al+ ...+ (-1, 2

- (-Dx2—(a;—ay;+ ...

+ (=D, — (= 1)x)?,
x€[0,a,-1],
fir eine natiirliche Zahl n = 3. Die Funk-
tion f,(x) ist linear genau dann, wenn n
ungerade ist; und f,(x) ist quadratisch mit
negativen Vorzeichen vor dem quadrati-
schen Glied genau dann, wenn n gerade
ist. Um zu beweisen, daB
Si(x)z 0 fir xe[0,a,_,] und
beliebige ¢, 2 a,2 ...a,-, 20 ist,
geniigt e$ wiederum,

- fn(0) 2 0 und f,(a,-,) =20 zu zeigen.

Es gilt:
£ 0= fr21(an- 1), fa(@n-1)
=fo-2ar-2) = f,-1(0).
Damit kann beim Induktionsschritt die In-
duktionsvoraussetzung genutzt werden.

A2 a Das folgende Inserat erschien an
der Wandzeitung irgendeiner Universitat:
Hier sind wir, drei perfekte Burschen, Pe-
ter, Richard uind Tony. Jeder von uns ist
weder groB, reich und hiibsch noch lustig,
musikalisch und smart. ’

Aber jeder von uns besitzt vier der obigen
Eigenschaften. Tatsdchlich ist jede Eigen-
schaft bei zweien von uns vorhanden. Peter
ist hiibsch und Richard, der musikalisch
ist, ist entweder hiibsch oder smart aber
nicht beides.

Die zwei von uns, die lustig sind, sind
beide nicht hiibsch und die beiden von
uns, die smart sind, sind beide nicht grof8.
Tony glaubt, daB er die besten vier Eigen-
schaften von uns besitzt. Kénnen Sie Tony
beschreiben?

Lésung: Tony ist groB, reich, lustig und
smart. Die sechs Eigenschaften sind G, R,
H, L, M und S. Keiner ist GRH oder LMS.
Jeder von ihnen ist GR oder RH oder GH
und ebenso LM oder MS oder LS.

G RHLM S
Peter X X X X
Richard X X X X
Tony X X X X
A3a In einem Stadion besteht eine

Laufbahn aus jeweils zwei Geraden, die
durch zwei Halbkreise verbunden sind. Die
Linge jeder Geraden betrigt 75 m. Wel-
chen Abstand miissen die beiden Geraden
an der Innenkante der innersten Laufbahn
haben, damit die Linge genau 400 m be-.
tragt?

Die Rennstrecke besitzt sechs Laufbahnen
von jeweils 2 m Breite. Welche Linge hat
die Innenkante der zweiten Laufbahn?
Welchen Vorsprung mul man einem Lau-
fer beim Start auf der zweiten Bahn bei
einem 400 m-Lauf geben, wenn auch er ge-
nau 400 m zum Erreichen der Ziellinie lau-
fen soll?

Losung: Der Laufer der Innenbahn, wie
auch alle anderen, lduft auf den beiden Ge-
radenabschnitten insgesamt 150 m. Damit
verbleiben fiir die beiden Halbkreise
250 m, d.h. fir einen Halbkreis 125 m.

U, =n%= 125m, d.h. 4,=79,58m.

Der Abstand der beiden Geraden betrigt
also 79,58 m. Der Durchmesser d, des
Halbkreises der zweiten Bahn betrigt, wie-
der bezogen auf die Innenkante,
d,=d,+4m. Auf beiden Halbkreisbah-
nen legt dieser Liufer somit 412,57 m zu-
riick und muB auf seiner Bahn eine Vor-
gabe von 12,57 m erhalten.

A4 a Stelle sechs Ziffern 1 so zusam-
men, daB das Ergebnis 12 betrigt. Ver-
wende nur das Zeichen + und den Bruch-
strich. Du darfst diese Zahlen mehr als
einmal verwenden.

Losung: %+ 11=12.

A 5 A Ein Satellit beschreibt in 96 Minu-
ten eine Kreisbahn mit einer Durch-

schnittsgeschwindigkeit von 28 OOOI(Tm

um die Erde. Berechne den Radius seiner
Kreisbahn! In welchem Abstand von der
Erde bewegt er sich?

Losung: s=v-t;

s= 28000-1%'1,6h=44800 km:

r=—
2n

d. h. r=7130km. Der Radius der Kreis-

bahn betragt 7130 km.

a=7130km — 6370 km = 760 km .

Der Satellit kreist 760 km iber der Erd-

oberfliche. ) ’

u=2nr; u=s,

L6sung zu: Eine Aufgabe von
Prof. Dr. Luis J. Davidson, Heft 6/87

Es sei xy = 1987. Dann ist p(xg)
=x3+axg+ bz 1987xg+ axg+ b
=(1986 +a)xg+ xg+ b>xo+ b,

da 1986 + a > 0 nach Voraussetzung,

> xo— 1987, da b > — 1987 vorausgeselzt
war, = 1987 — 1987 = 0. Also ist fur

xo = 1987 p(xo) > 0 und daher

existiert keine derartige Losung.



Wissenswertes
tiber pytha-
goreische Zahlen

Hans ist Schiiler einer 8.Klasse. Im Mathe-
matikunterricht wurde gerade der Satz des
Pythagoras behandelt, und Hans hat ge-
lernt, was man unter pythagoreischen Zahlen
zu verstehen hat. Am Abend fragt er seinen
Vater, ob dieser ihm pythagoreische Zah-
len nennen konne.
Prompt kam die Antwort: ,3% + 42 = 52«
Bereits die alten Agypter kannten viele
Jahrhunderte vor unserer Zeitrechnung
dieses Tripel (3,4,5) natiirlicher Zahlen,
das die Gleichung x2 + y2 = z? in der ange-
gebenen Reihenfolge erfiillt. Sie steckten
im Gelinde rechte Winkel mit einem Seil
ab, auf dem die Lingen a=3m, b=4m
und ¢ = 5 m durch Knoten markiert waren,
indem sie diese Seiten in Form eines Drei-
ecks spannten.
Wir wollen uns nun mit der Frage beschif-
tigen, ob es nur endlich viele oder gar be-
liebig viele solcher Zahlentripel wie (3,4, 5)
oder (5,12,13) gibt, die die Gleichung
x?+ y? = z? erfiillen, und wir wollen her-
ausfinden, wie sich solche Zahlentripel fin-
den lassen. Dazu verabreden wir zunichst
folgendes:
L,Erfullen natirliche Zahlen a, b, ¢ die
Gleichung a? + b? = ¢?, so nennen wir ein
solches Zahlentripel (a, b, ¢) ein pythagorei-
sches Zahlentripel .
Es sei (x,y, z) ein pythagoreisches Zahlen-
tripel; durch Multiplikation der Zahlen x,
¥, z mit einer natiirlichen Zahl k = 2 erhilt
man die Zahlen kx, ky, kz, Auch diese
Zahlen erfillen die Gleichung
x%+ y?=z%. Es gilt nimlich (kx)? + (ky)?
= (kz)?, k*x2? + k2?y? = k?z2, also nach Di-
vision durch &2 auch x? + y? = z2,
Wir geben hierzu ein Beispiel an:

32 +42=52,

(-5 +(4-5?=(5-57,

152 + 202 = 252.
Bereits auf diese Weise kann man beliebig
viele pythagoreische Zahlentripel gewin-
nen. Aber dieses Vorgehen befriedigt uns
nicht so recht, weil das Zahlentripel

(15,20, 25) auf das Zahlentripel (3,4, 5) zu-

rickzufiihren ist.

In der Gleichung 152 + 202 = 252 haben die
Zahlen 15, 20 und 25 den gemeinsamen
Teiler 5. Aber nur teilerfremde Zahlen x,
y, z stellen wirklich neue pythagoreische
Zahlentripel dar, wie z. B. das Zahlentripel
(5,12,13). Es erhebt sich nun die Frage,
wie wir mit Sicherheit teilerfremde Tripel
(x,y, z) erhalten? ’

Aus a?+ b?=c? folgt a?=c?- b2, also
a?=(c— b)(c+ b). Wir nehmen mit Hilfe

c b c+b c—b a? a
(1) gerade gerade gerade gerade gerade gerade
(2) gerade ungerade ungerade ungerade - ungerade ungerade
(3) ungerade gerade ungerade ungerade ungerade ungerade
(4) ungerade ungerade gerade gerade gerade gerade

einer Tabelle eine Fallunterscheidung be-
zliglich der Geradzahligkeit oder Ungerad-
zahligkeit der Zahlen ¢ und b vor und
schlieBen daraus auf die Beschaffenheit
der Zahl a.

Im Fall (1) sind a, b, ¢ simtlich gerade
Zahlen, also wenigstens durch 2 teilbar.
Diese Zahlen lassen sich auf ein bereits be-
kanntes pythagoreisches Zahlentripel zu-
rickfiihren. Sie interessieren also nicht
weiter.

Im Fall (2) ist zu beachten, daB die Zahlen
a und b beide ungerade sind. Die Summe
zweier ungeradzahliger Quadratzahlen ist
zwar stets durch 2, nicht aber durch 4 teil-
bar. Die geradzahlige Zahl ¢? ist aber stets
durch 4 teilbar. Wegen dieses Wider-
spruchs entfillt auch dieser Fall.

Wir gewinnen folgende Erkenntnis: Von
den Zahlen a und b muB eine gerade, die
andere ungerade sein. Damit sind wir
schon ein gutes Stiick vorangekommen.
Bei unseren weiteren Uberlegungen sei die
Zahl a ungeradzahlig, die Zahl b geradzah-
lig. Setzen wir a =m —n mit m > n und
c¢=m+ n,so folgt aus a2 + b2 = ¢? schlieB-
lich‘ br=c2—a¥’=(m+n):—(m—n)?
=4mn, also b=2~\/m_n.

Die Zahl b wird genau dann geradzahlig,
wenn das Produkt m-n eine Quadratzahl
ist. Damit sind wir dem Ziel schon etwas
ndher geriickt. Wir kommen zu folgender
Erkenntnis: W&hlt man eine natiirliche
Zahl m und eine kleinere von Null ver-
schiedene natiirliche Zahl n so, daB8 das
Produkt m - n einie Quadratzahl ist, so bil-

den die Zahlena=m —n, b=2-ymn und .

¢c=m+ n ein pythagoreisches Zahlentri-
pel.

Wir untersuchen nun folgende fiinf Bei-
spiele ndher:

Beispiel (1): ,
m=16,n=9,a=7,b=24, c=125,

also 72 + 242 = 257

Beispiel (2):

m=18, n=2,a=16, b=12, c =20,

also 162 + 122 =20% :

Beispiel (3): )
m=25.n=1,a=24, =10, c =26,

also 242 + 102 = 26%;

Beispiel (4):

m=63, n=28,a=135b=84, c=91,
also 352+ 842 =912

Beispiel (5):

m=441, n=256, a=185,
¢ =697, also 1852 + 6722=697%.
Als Ergebnis dieser Untersuchung halten
wir folgendes fest:

Das Beispiel (1) liefert uns ein neues pytha-
goreisches Zahlentripel.

Im Beispiel (2) haben die Zahlen 16, 12
und 20 den gemeinsamen Teiler 4. Woran

b=672,

liegt das? Da m und n beide geradzahlig
sind, ist auch die Differenz a = m — n ge-
radzahlig. Das fihrt zu einem Wider-
spruch; denn wir haben a als ungeradzah-
lig vorausgesetzt.

Im Beispiel (3) haben die Zahlen 24, 10
und 26 den gemeinsamen Teiler 2. Woran
liegt das? Da m und n beide ungeradzahlig
sind, ist die Differenz a = m — n geradzah-
lig; das filhrt zum gleichen Widerspruch.
Im Beispiel (4) haben die Zahlen 35, 84
und 91 den gemeinsamen Teiler 7. Dieses
Zahlentripel geht also aus dem Tripel
(5,12,13) hervor. Wir gewinnen hieraus
folgende Erkenntnis: Haben m und n
einen gemeinsamen Teiler (in unserem
Fall 7), so sind die Differenz a =m — n,
die Summe c¢=m+n, aber auch

b=2-yYmn durch diese Zahi teilbar.

Daraus folgern wir:

m und n miissen teilerfremd sein. Jede der
Zahlen m und n muB selbst Quadratzahl
sein. In allen anderen Fillen ist

b=2-ymn nicht geradzahlig.

Nun sind wir am Ziel angelangt. Man
wihle eine gerade und eine ungerade na-
tiirliche Zahl. Beide Zahlen diirfen keinen
gemeinsamen Teiler =2 besitzen. Man
quadriere diese beiden Zahlen, bilde die
positive Differenz und die Summe ihrer
Quadrate. Danach multipliziere man die
zwei gewihlten Zahlen und verdopple ihr
Produkt. Die drei so erhaltenen Zahlen bil-
den ein pythagoreisches Zahlentripel ohne
gemeinsamen Teiler.

In Kurzform: ;

m=a% n=bmita> b, x=a?— b?,
y=2+ya?b? =2ab, z=a?- b?
Beispiel:

a=7,b=4, a>=49, b>=16, x = 33,
y =156, z =65, 332 + 562 = 652.

Dem Leser, der bis hierher durchgehalten
hat, sei noch eine Uberraschung bereitet.
Wir gehen von der binomischen Formel
(@ + b)*=a’+2ab + b? aus. Danach gilt
n?+2n+1=(n+1)> bzw. n?+ Q2n+1)
= (n + 1)?. Wihlen wir eine ungerade Qua-
dratzahl (2n+1), dann gilt =z B.
2n +1=281, 2n = 80, n = 40. Daraus folgt
402 + 92 =412,
Da beliebig viele ungeradzahlige Quadrat-
zahlen existieren, kann man auf diese
tiberraschend leichte Weise pythagoreische
Zahlentripel gewinnen. Mit diesem Rezept
werden zwar nicht alle pythagoreischen
Tripel erfalt, aber seine Nutzung kann bei
Freunden, die das Rezept nicht kennen,
Verbliiffung auslésen.

Th. Scholl



Das Kammen eines Igels

Ein Polyeder mit phantastisch abstehenden stachel-
formigen Begrenzungen ist dieser Igel, den wir kdm-
men sollen (Bild 1).

\

Bild 1

Aber bevor wir den Igel kimmen, miissen wir ihn
basteln.

Wir basteln einen Igel

Am einfachsten stellen wir unser Spiel aus Holz-
wiirfeln (z.B. aus einem Baukasten fur kleinere Kin-
der) her. Wir brauchen 8 gleichgroBe Wiirfel. (Wer
sich in der Geometrie gut auskennt, dem- geniigen
drei.) AuBerdem bendtigen wir noch diinnen
Gummi und 8 kleine Ringe (z. B. von einem Plast-
rOhrchen abgeschnitten). Anstelle der Ringe kann
man auch kleine Knopfe verwenden.

Wir gehen in folgender Reiherifolge vor:

1. Aus den Wiirfeln werden 8 Pentaeder (Bild 2)
herausgesigt.

Bild 2

2. Die Kanten, an denen zueinander senkrechte
Flichen aneinanderstoBen, werden mit Messer und
Feile abgerundet, damit sie sich beim Drehen nicht
gegenseitig behindern.

3. Durch jedes Pentaeder wird ein Loch gebohrt —
von der Ecke, in der drei Kanten paarweise senk-
recht aufeinanderstoBen zu einem Punkt auf der ge-
geniberliegenden Kante (Bild 3).

4. Durch die Locher je zweier Pentaeder wird ein
Gummi gefddelt und mit Ringen oder Kndpfen wie
im Bild 3 befestigt. Der Gummi muf} dabei eine ge-
wisse Spannung bekommen, damit die Pentaeder
aneinandergedriickt werden.
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5. Die _ _

big lackiert:

6. Der Igel wird zusammengebaut: Die mit einem
Gummi verbundenen Pentaederpaare werden so an-
einandergekniipft, daB ein gekdmmter Igel ent-
steht.

Ring

Bild 3

Jetzt konnt ihr spielen: Dreht ein paarmal jeweils
eine Hilfte des Igels gegeniiber der anderen. Tut
dies in verschiedenen Ebenen! Nach den Verdre-
hungen beginnen die Begrenzungsflichen nach ver-
schiedenen Seiten abzustehen (siehe Bild 4).-

Bild 4

Versucht jetzt, den Igel in den Ausgangszustand zu-
riickzudrehen! Ihr werdet erstaunt sein, daB dies
eine schwierige Aufgabe ist. Schwierig, aber interes-
sant. Beachtet beim Spielen, daBB unser Gummischar-
nier rund 100 Umdrehungen vertrigt, danach muB
man einige Minuten zur Entspannung des Gummis
verstreichen lassen, und der Igel ist erneut spielbe-
reit.

Woher kommt der Igel?

In Naturwissenschaft und Technik gibt eine Ent-
deckung meist den AnstoB fiir das schnelle Entste-
hen einer Vielzahl neuer interessanter Ideen und
Erfindungen. Dies geschah auch mit dem beriihm-
ten Zauberwiirfel, als dessen Verwandten man unse-
ren Igel ansehen kann. Im Zauberwiirfel werden 26
kleine Wiirfel in Gruppen zu je 9 in sechs Ebenen
gedreht. Dabei erhdlt man eine sehr schwierige
Knobelei, weil die Anzahl der moglichen Verteilun-
gen der kleineren Wiirfel groBer ist als 43 - 102 (des-
halb nehmen Anleitungen zum Ordnen des Wiirfels
auch mehrere Zeitschriftenseiten ein). A. Kalinin
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Beispiele zum
Cavalierischen
Prinzip

Das Cauvalierische Prinzip wird im Mathe-
matikunterricht des achten Schuljahres
mitgeteilt und dort einigemal benutzt, um
die Volumengleichheit zweier Korper
nachzuweisen. Die Beispiele, die das Lehr-
buch fiir die Klasse 8 zur Anwendung des
Cavalierischen Prinzips bringt, sind frei-
lich, mit Ausnahme des letzten, recht tri-
vial. Wir haben daher nach interessanteren
Beispiefen gesucht und unerwartet viele ge-
funden. Nachfolgend vier davon, fiir die
keine Kenntnisse aus der Abiturstufe ge-
braucht werden.
Dr. G. Schiemann,
Leiter der Spezialklassen an der
Martin-Luther-Universitdt Halle

Beispiel 1

Die Bilder 1 und 2 zeigen die Achsen-
.schnitte zweier Drehkdrper. Die darin vor-
kommenden Parabeln sind kongruent. Der
zu Bild 1 gehorende Korper ist ein Rota-
tionsparaboloid, der zu Bild 2 gehdrende
ein gerader Kreiszylinder, aus dem ein zu
dem vorigen kongruentes Rotationsparabo-
loid herausgefrist ist.

Seien A4,(y) und A,(y) die Inhalte der
Querschnitte durch das Paraboloid bzw.
durch den Zylinderrest, jedweils in der ge-
meinsamen Héhe y mit 0=y = h.

Man findet:

A(y) = foi und A,(y) =n(r? - x%,)

—m2f1-2 —2{1_2
nr (1 k) nr (1 h)'

Die Querschnitte sind also in jeder Hoéhe
gleich, beide Korper haben also gleiches
Volumen. Da die Summe beider Volumina
nr2h ist, hat jeder Korper das Volumen

%nr’h. Das ist ein einprigsamer Aus-

druck fur das Volumen eines Rotationspa-
raboloids. Kurt Giinther

Beispiel 2

Bild 3 zeigt den Achsenschnitt eines gera-
den Kreiszylinders, in den von oben ring-
formig eine koaxiale Furche eingeschnitten
ist, deren Achsenschnitt aus zwei gleich-
schenkligen Dreiecken besteht. Bild 4 zeigt
den Achsenschnitt eines Rotationsparabo-
loids, der mit dem Zylinder gleichen Ra-
dius und gleiche Hohe hat.

Seien A4,(y) und A4,(y) die Inhalte der
Querschnitte durch den Zylinderrest und
das Paraboloid, jeweils in der gemeinsa-
men Héhe y mit 0 <y =< h.

Man findet 4,(y) = nix3 + n(r? — x3)
als Summe der Inhalte eines Kreises und
eines Kreisrings.

Mit xp

r_y
2 2%
40 =n((3
Al(y)=1rr’(1——yh—).

Nun gilt 4,(y) = nx? fiir das Rotationspa-
raboloid.

2
Mit x2=r? - % folgt

Bild 1

yi

Bild 7
' y
% ’l é
r X
y| _%
Yy 5

A, (y) =nr? (1 - %) .

Die Querschnittsinhalte sind also in jeder
Hohe gleich, beide Korper haben folglich
gleiches Volumen, nidmlich (nach Bei-

spiel 1) V = %rzh.
Steffen Bonf/Jens Meusel

Bild 2

—_——

Bild 8
y
¥
x
)
52 Y
1 nty
1 2
(0, 242)
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Beispiel 3

Bild 5 zeigt einen Kreis um O mit dem Ra-
dius r und eine zur y-Achse symmetrische
Parabel, die durch den Kreis von innen be-
rithrt wird. Damit muB8 (das rechnet man
leicht nach) die Parabelgleichung die Form

1 , .
=——(x?- a?— r? haben, worin e eine
Y 2a

reelle Zahl mit O< a < r ist. Der schraf-
fierte Teil der Figur sei der Achsenschnitt
eines Drehkorpers (Paraboloidschicht mit
kugelfsrmigem Hohlraum). Bild 6 zeigt
den Achsenschnitt eines Paares gerader
Kreiskegel.
Seien A,(y) und A,(y) die Inhalte der
Querschnitte durch den Rest der Parabo-
loidschicht und das Kegelpaar, jeweils in
der gemeinsamen Hohe y mit —rsy=sr.
Man findet
Ay(p) =7 (xh = x3) u. Ay(y) =7 x}
=n-Qay+ r? +a? =7 (a+y)?
=(r =y
=m-(a+y)»>.
Die Querschnittsinhalte sind also in jeder
Héhe gleich; beide Korper haben folglich
gleiches Volumen.
Kathrin Eversmann

Beispiel 4

Die Parabel x2=ay— b schneide den
Kreis x? + y2=r? in den Punkten mit den
Ordinaten y, und y, (Bild 7). Bei Rotation
um die y-Achse beschreibt die schraffierte
Fliche einen parabolischen Kugelring. Das
Volumen dieses parabolischen Kugelringes
wird mit dem einer Kugel verglichen, de-
ren Durchmesser das Intervall (y;,y,) auf
der y-Achse ist (Bild 8).

Die Ermittlung der Schnittpunkte von
Kreis und Parabel fiihrt auf die Gleichung
yi+ay—b-ri=0.

Da die Lésungen dieser Gleichung y, und
¥, sind, gilt
Yitay-b-ri=( -y -y

Eine Ebene, die senkrecht zur y-Achse ver-
lauft und diese im Punkt P(0, y) schneidet,
schneide beide Korper. Fiir die Inhalte der
Schnittfliche erhélt man:

Ai(y) = n(s3— x?
A(y) = ﬂs%
Ay =n(ri—y*—ay+b)

+ 2
A= [ (2522-)]

A ()= -y -y (¥~
= 2
Ay =t [(yz 2y1> _ (,vl ;)’z

A=y —y) (2~ )
A=y -y (- )
Somit gilt A4,(y) = 4,(y)
YE{yLy).
Damit ist also der parabolische Kugelring
volumengleich einer Kugel, deren Durch-
messer gleich der Hohe des Ringes ist.
Uwe Miiller

)]

fir alle
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Das ,,Gerechent Biichlein®

des Rechenmeisters
Adam Ries (1492 bis 1559)

Medaille mit dem Bildnis des Adam Ries
zu seinem 425. Todestag (aus Harry
Beyrich: Adam Ries, der Rechenmeister in
Annaberg, Bildmappe, Verlag H.C.Schmie-
dicke Leipzig 1983)

Ein Auftrag fiir den Rechenmeister

Am Beginn des 16. Jahrhunderts hatten
Handel und Gewerbe
Deutschlands einen beachtlichen Umfang
erreicht. Friihkapitalistische Wirtschafts-
formen waren entstanden. Der steigende
Waren- und Geldverkehr erforderte, daB
Kaufleute und Marktkrimer rechnen konn-
ten. Die Rite der Stidte und manche Biir-
ger aber nahmen die Dienste von Rechen-
meistern in Anspruch. Diese fiihrten bei
Geschiften die Rechnungen aus, unter-
richteten in Rechenschulen und verfaBten
Rechenbiicher.

Zum alltdglichen Handel gehorte der Ver-
kauf und Kauf von Broten und Semmeln.
Die Biicker boten sie zu feststehendem
Preise an und &dnderten ihr Gewicht und
ihre Anzahl, wenn das Getreide teurer oder
billiger geworden war. Bei wachsenden Ko-
sten fiir Korn und Weizen verkleinerte
man sie und stellte entsprechend mehr von
ihnen her. Der Kunde sollte das offenbar
weniger bemerken als die sonst notwendige
Verteuerung der Ware. ,Item so das Korn
14 grosch. gilt / beckt mann ein pfenning
brodt wigt 34 loth / wie schwer soll mann
es backen so es auffschlegt (sich der Preis
erhéht) / vnd 17groschen gilt? Facit
28 1oth.“ Solche Aufgaben wie diese von
Adam Ries [Adam Ries, Rechenung auff
der linihen vnd federn, Auflage Frankfurt
am Main 1544, S.62] waren in den Rechen-
biichern jener Zeit verbreitet. Die Problem-

in den Stidten.

.

Der Dk,

Sumir rein/wer hat SHungers not/
3ch hab gut Wi ond Xicen Brot/
Aufy Korn/Weigen ond Kern/bachen/
efalen reche/ mit allen fachen/
Cin reche gericht /das reche wol fchmect/
Setfiel/ Bresen / Laub/Spuln vis Week/
Dergleich Jtaden ond Eperfuchyn/
Zhut man ju Sftern bep mir fuchn.

Holzschnitt aus Jost Ammann, Eygentliche
Beschreibung der Stinde (,Stindebuch®),
mit Versen von Hans Sachs, Frankfurt am
Main 1568

stellung ist durch eine Verhiltnisgleichung
mit umgekehrt proportionalen Gr6B8en
bzw. durch einen indirekten Dreisatz zu 16-
sen.

Wenn die Preise fiir das Getreide kriftiger
stiegen und foiglich das Brotgewicht stir-
ker abnahm, kam es in den Stidten zu
Streitigkeiten zwischen den Biirgern und
den Backern. Deshalb ordnete der Rat von
Annaberg im Jahre 1533 eine Backprobe
an. In Anwesenheit von Vertretern der
Stadtverwaltung und der Biirgerschaft wur-
den ein Scheffel Korn und ein Scheffel
Weizen (sieche Tab. 1) gemahlen und zu
Broten und Semmeln verarbeitet. Der Re-
chenmeister Adam Ries, der zugleich
Schreiber des Bergamtes Annaberg und
seit kurzem Zehntner des Bergreviers
Geyer war und sich durch Tiichtigkeit,
Sachkenntnis und Gewissenhaftigkeit
schon ausgezeichnet hatte, erhielt den Auf-



trag, fir eine Brotordnung (Brot- und Sem-
melsatzung, Beckenordnung) zu berech-
nen, wie schwer sie bei einem bestimmten
Getreidepreis sein muBten und wieviel
" Stiick zu backen waren. Man wollte, daB
,der arme gemeine man ym Brotkauff
nicht vbersetzt (betrogen) wiirde* [Adam
Ries, Ein Gerechent Biichlein, Leipzig
1536, Vorrede]. Der Rat, die Bicker und
ihre Kunden konnten die Zahlen nun von
einer Tabelle ablesen. Sie brauchten sie
nicht bei jeder Anderung der Getreide-
preise selbst auszurechnen. Vom Rat lieB
sich die Einhaltung der Vorschrift ohne
Miihe kontrollieren. Die Herstellung ailer
Arten von Kuchen, die Feinbickerei, stand
dagegen nicht unter seiner Aufsicht.

Zur Erfillung des Auftrages ging Ries von
der Festlegung des Rates aus, ,nach dem
der kauff (Preis) im Korn vnnd Weitz dise
zeit gleich / vnd vmb (um) zwenvndvier-
zick groschn der schoffel gekaufft / das ein
halb groschen brott wegen sall (wiegen soll)
drei pfunt / ein pfennig brott sechzehenn
lott / vond ein par semel zwolfT lott“ (siehe
Tab. 2 und 3) [dsgl.]. Es enistanden vier
Brottabellen und eine Semmeltabelle fir
einen Getreidepreis zwischen 20 und
84 Groschen, jeweils um einen Groschen
steigend. Die Zahlen ermittelte Ries in
zweierlei Weise. Als erstes berechnete er
die Gewichte der Brote und Semmeln bis
auf Quent und Quententeil genau. Zum
anderen wiesen die Ergebnisse nur Pfund
und Lot aus, und er lieB die kleinen Reste
zugunsten der Bicker unberiicksichtigt, die
jetzt mehr Brote bzw. Semmeln zum glei-
chen Preis verkaufen konnten. Der Gewinn
aus den geringen Gewichtsunterschieden
nahm mit der Verdnderung der Getreide-
preise allerdings einen ungleichférmigen
Verlauf.

Die Tabellen stellte Ries mit Ubersichten
zum GetreidemaB, WeinmaB und Gewicht
und iiber die Preise fiir die Grundeinheiten

Dolgenoe T afell beriche wic Hill einy
pac Semel wegen foll/ vnud rore vill par
Semel der Beck aufs dem (chéffel ma
chen f31l/6 quenten vand teill mit
geredyent Ond wie vill er aus
eirerns [chdfFel macht foym
die quiten vii teil nady
gelaffen” gibt audh
beridytung (eines gewins, fo die
Semeln von cinander genumen.

Pacfemel  Semel Semel fo giis
eity  am gewidht Vi (hof. v tel nady

gelaffen.

FP Tott [qi|cal | lpacfe] [pacfe[lot
mel mel

Iz zy lo[16 z40[ |z41]Z3
Iz 4 z4 o] o | [z5=| [25Z[ 9
ZZ zz 13|14 | |[264] |274{Z0
IZ3 1 13y 276 |z88] O
Zz4 | |Z1 |oj © =88 z8D8 [o!

Semmeltabelle, Schlufl, aus Adam Ries,
Ein Gerechent Biichlein ..., Leipzig 1536
(aus Fritz Deubner: ...nach Adam Ries,
Urania-Verlag Leipzig/Jena 1959)

dieser GroBen — den Scheffel, den Eimer
und das Pfund - und ihre Vielfachen und
Bruchteile zusammen. Das 160 Seiten um-
fassende Werk erschien 1536 in Leipzig
unter dem Titel ,Ein Gerechent (ausge-
rechnetes) Biichlein / auff den Schéffel /
Eimer / vnd Pfundtgewicht“. Derartige Ta-
feln fir den Handel waren kaum vorhan-
den (Preistabellen fir das Gewicht von
Gold und Silber im Bamberger Rechen-
buch 1483, Brottaxe des Riilein von Calw
in Freiberg um 1514, Preistafel fiir Wein
von Jakob Kobel aus Oppenheim 1515)
und in der Form, die die méglichen Verin-
derungen von MaB, Gewicht, Stiickzahl
und Preis so ausfithrlich darbot, wahr-
scheinlich iiberhaupt neu.

EmSeredbent Biich-
tein/aufforn SBoffel/ Ermer/
v Pfundegewree / 4u oy
veneinem Erbarn/eifen
Racheauff SanceYn-
nenbergf.

urd Dvam Ricfen.

1555

SuLeipnick, batt gedruckt difs
gerechent Yuichlein
Meldyior Lotrer.

Dolendet vid aufgangen am abende
o8 Ylewen Jars
1§36

Titelseite aus Adam Ries,

Ein Gerechent Biichlein ..., Leipzig 1536

Die Berechnungen von Ries dienten ande-
ren Stddten als Vorbild fiir die Brotord-
nung. Wegen der oft verschiedenen MaBe,
Gewichte und Miinzverhiltnisse konnten
sie aber nicht ohne weiteres iibernommen
werden. Deshalb kam der Rechenmeister
auf Wunsch des Zwickauer und des Leipzi-
ger Rates selbst, nahm am Backvorgang teil
und fertigte die Tabellen an.

Heute ist das Gerechent Biichlein ein ganz
bedeutsames Zeugnis der Titigkeit eines
Rechenmeisters jener Zeit. Exemplare der
Schrift befinden sich unter anderem noch
in Bibliotheken in Halle, Zwickau, Ham-
burg, London und New York.

Rechnungen zur Semmeltabelle

Den Gebrauch der Tabellen verdeutlichte
am Ende ein Beispiel mit Worten. Hier
werden die Ausfiihrungen unter der Sem-
meltafel ausgewihit.

Diese Angaben folgen aus der Festlegung
des Annaberger Rates zum Brot- und Sem-
melgewicht (s. 0., Vorrede zum Gerechent
Biichlein). Bei der Rechnung wird zu-
nédchst in Quent und am Schluf8 wieder in

i Pacfemel |Pacfemel] Parfemel
1Deig| am gewidyt/vffn{dhdf] fo qiit vil
nadhgelaffe
of. | [lotlqiit | teil| pasfemel| pazfemel|lot,
7 6 6| z|q4o| | 91Z] [1008]| o
77 6| z{14] | 9Z4| [1008
-8 6] 1166] | 936] [1o08] o
79 6| 1lg1 948| [1008| O
8o 6 1T16] | 960 [1008] ©
“n 6| ol7z 97z] [1o08] o
BZ 6| 0|48 984| [1008] ©
83 6| olz 996| [1008{ d
4 ! [6] o] of [1o08]| |1008] 9

enn Der waey 6 4 grofdien ailec.

as feint 3 giilde 1 grof/mufs 1 pat femel babe
7 lot 3 quent 12 ift gleich—- quenti/Tomse
1 {ddffel 7 68 pat femel YOigt 1 par 7 lot

e quenté ond tel wesden nadhgelaffen in g

Item Eauff/ fo Ean dec Bect maden 864

t [cmeln/ vii were alfo fein gewyn 9 6 pae

femelnan t (dyéjfel madyt gerad 8 grofchen,
1 D ’

Semmeltabelle, Beginn, aus Adam Ries,
Ein Gerechent Biichlein ..., Leipzig 1536

(aus Fritz Deubner: ...nach Adam Ries,
Urania-Verlag Leipzig/Jena 1959)

Lot umgewandelt (siche Tab. 2). Die
Quententeile driickte Ries in den Tafein
als Bruchteile des Getreidepreises aus, de-
ren Zihler er niederschrieb.

Weizenpreis 42 Groschen:

Bei einem Weizenpreis von 42 Groschen

soll ein Semmelpaar 12 Lot wiegen.
12 Lot = 48 Quent

" Weizenpreis 64 Groschen:

48-42 32
64 lez

64
x=313—zQue t=7Lot3—
64 nt=7Lo 64Quent

64 48

2 x 7t

32

=7Lot3 % Quent
Bei einem Weizenpreis von 64 Groschen
soll ein Semmelpaar 7 Lot B%Quent
wiegen.
Ein Semmelpaar kostete damals einen
Pfennig. Stellt man diesen Preis in Rech-
nung, ergibt sich, daB von einem Scheffel
Weizen zu 64 Groschen oder 768 Pfenni-
gen 768 Paar zu backen sind.
Wenn Quente und Quententeile auBer Be-
tracht bleiben und die Semmeln also weni-
ger wiegen, erho6ht sich die hergestellte An-
zahl.
7 Lot = 28 Quent

1

28 768 0831y
——=—,x=——7-"=864
3 1 x 28

2

x = 864 Paar Semmeln
Aus einem Scheffel Weizen erhidlt man
jetzt 864 Semmelpaare.
Der zusitzliche Erlos der Biacker geht aus
der Differenz der beiden Stiickzahlen her-
vor (,...gibt auch berichtung seines ge-
wins / so die Semeln von einander genu-
men*). H. Beyrich
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Adam-Ries-
Wettbewerb im Bezirk
Karl-Marx-Stadt

Am 12. Mai 1987 fand in der Adam-Ries-

Oberschule in Annaberg-Buchholz der
7. Adam-Ries-Wettbewerb fiir Schiiler der
Klassen S aus unserem Bezirk statt. Uber
den 1. Adam-Ries-Wettbewerb hatten wir
im Heft 6/1981 der Schiilerzeitschrift
alpha berichtet.

Dieser Wettbewerb soll helfen, mathema-
tisch begabte Schiiler frithzeitig zu entdek-
ken, um sie dann systematisch zu fordern
und letztlich fiir einen Besuch der Spezial-
schule oder Spezialklassen zu gewinnen.
Dabei sind Erfolge in der Olympiadebewe-
gung ein wirksamer Anreiz fiir solche
Schiiler, sich iiber den Unterricht hinaus
intensiv mit Mathematik zu beschiftigen.
Noch haben wir dieses Ziel keinesfalls voll
erreicht. Trotzdem kdnnen wir bereits auf
erfreuliche Erfolge zuriickblicken. Beson-
ders erfolgreich bei der systematischen
Forderung der leistungsstirksten Teilneh-
mer an diesem Wettbewerb waren das Ma-
thematikzentrum des Pionierhauses Juri
Gagarin in Karl-Marx-Stadt sowie die
Kreise Freiberg und Hohenstein-Emstthal.
Gegenwirtig sind 45 ehemalige Teilneh-

mer des 1. bis 4. Adam-Ries-Wettbewerbs
Schiiler der Spezialklassen 11 und 12 der
Technischen Universitit Karl-Marx-Stadt
oder der Klassen 9 bis 11 der Spezialschule
math.-nat.-techn. Richtung Hans Beimler in
Karl-Marx-Stadt, und sie gehdren zu den
leistungsstirksten Schiilern ihrer Klassen.
Es ist nicht verwunderlich, daB solche
Schiiler auch in der OJM-Bewegung Er-
folge erzielen. Wer im Adam-Ries-Wettbe-
werb gut abgeschnitten hat, solite sich auf
einen Frithstart in der Olympiadeklasse 7
vorbereiten. Die Anzahl solcher Schiiler
hat in den vergangenen Jahren stindig zu-
genommen. Im vergangenen Schuljahr er-
reichten bereits 17 solche Friihstarter die
Bezirksolympiade, in diesem Schuljahr
werden es sogar 24 Schiiler sein.

Durch die Teilnahme am Korrespondenz-
zirkel Mathematik unseres Bezirks, an Spe-
zialistenlagern, an der Bezirksarbeitsge-
meinschaft fiir die Klassen 9/10 bzw. 11/12
und einer individuellen Fo6rderung fiir
Schiiler der Klassen 10 bis 12 haben sie
dann die Moglichkeit, ihr mathematisches
Wissen und Konnen stark zu erh6hen.
Die guten Erfolge unseres Bezirks bei der
XXVI.Zentralen Olympiade Junger Mathe-
matiker (ZMO) in Erfurt haben wir in ho-
hem MaBe den 12 von insgesamt 19 Mit-
gliedern unserer Delegation zu verdanken,
die ehemals Teilnehmer des Adam-Ries-
Wettbewerbs, waren und die jetzt simtlich
Schiiler der Spezialschule oder der Spezial-
klassen sind. Die sechs erfolgreichsten von
ihnen wollen wir hier vorstellen:

Gerd Kunert (Klasse 11);
II. Preis bei der ZMO
I. Preis bei der IMO in Havanna

Torsten Ehrhard (Friihstarter
in Klasse 10); 1. Preis bei der ZMO

Tabelle 1: Scheffel, altes deutsches HohlmaB fiir Getreide

1 Scheffel = 104 Liter (Sachsen 16.Jh., in Deutschland nicht einheitlich)
nach anderen Angaben im damaligen Annaberg 182 Liter

1 Scheffel Korn (zu 104 1) etwa 74 kg
1 Scheffel Weizen (zu 1041) etwa 79 kg

Tabelle 2: Einteilung und Umrechnung der Gewichtseinheiten

(Krimer- oder Handelsgewichte)

Pfund Lot Quent Pfennig- Heller- in Gramm
gewicht gewicht
1 32 128 512 1024 467,3 (Dresden 1579)
1 4 16 32 14,6
1 4 8 3,6
1 2 0,9
1 0,45

Gramm ist hier Gewichtsangabe. Auf die heutige Unterscheidung zwischen
Gewicht und Masse und den Gebrauch des Gramms als Masseeinheit sei hingewiesen.

Tabelle 3: Einteilung und Umrechnung der Miinzsorten

Gulden (fl) Groschen (g) Pfennig (d) Heller (h)
1 21 252 504
1 12 24
1 2
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Carsten Deus (Friihstarter
in Klasse 10); II. Preis bei der ZMO

André Ponitz (Friithstarter
in Klasse 11); IIL. Preis bei der ZMO

Enrico Thierbach (Klasse 10);
II. Preis bei der ZMO

Holger Iligen (Klasse 10);
II1. Preis bei der ZMO

AbschlieBend wollen wir noch die Aufga-
ben des 7. Adam-Ries-Wettbewerbs mittei-
len. Viel SpaB beim Knobeln!

ala a) Die Klasse 5a sammelte 2,25 dt
einer bestimmten Sorte von Altstoffen.
Die Klasse 5b sammelte von der gleichen
Sorte von Altstoffen 3,15 dt und erhielt da-
fiir 22,50 M mehr als die Klasse 5a.
Wieviel Mark erhieilt die Klasse Sa fir ihr
Sammelergebnis?

b) Die Klassen 3, 4, 5 und 6 sammelten zu-
sammen genau S dt Altpapier.

Dabei sammelte die Klasse 4 um 80 kg
mehr als die Klasse 3.

Die Klasse 5 sammelte ebensoviel wie die
Klassen 3 und 4 zusammen.

Die Klasse 6 sammelte nur halb soviel wie
die Klasse 5.

Wieviel Dezitonnen Altpapier sammelte
die Klasse 5?

A2a Karsten mochte eine zweistellige
natiirliche Zahl z angeben, die folgende
Bedingungen (1), (2), (3) gleichzeitig er-
fullt:

(1) Die Summe der Ziffern von z ist nicht
durch 10 teilbar.

(2) Vertauscht man die Ziffern von z mit-
einander, dann erhilt man eine Zahl, de-
ren Dreifaches groBer als 100 und kleiner
als 200 ist.

(3) VergroBert man die Einerziffer von z
um 2, so erhilt man die Zehnerziffer von z.
Ermittle alle Zahlen z, die die genannten
Bedingungen erfullen!

A3 A Wer kann geschickt zihlen?

a) In der Figur a1 findet man 5 Quadrate
(namlich ein grofes mit der Seitenlinge 2
und vier kleinere mit der Seitenlinge 1).
Wieviel Quadrate findet man in Figur a 2?
Wieviel Quadrate findet man in Figur a 3?

Figural Figura?2 Figur a3
Figur b1l Figurb?2 Figur b3

b) In Figur b1 findet man 8 Dreiecke
(némlich vier kleine und vier grofe).

Wieviel Dreiecke findet man in Figur b2?
Wieviel Dreiecke findet man in Figur b 3?
Wer angibt, wie man in Aufgabe a) die An-
zahl der Quadrate in einer derartigen Figur
mit beliebig vorgegebener Seitenlidnge n er-
mitteln kann, erhilt Sonderpunkte!



Rund
um den SR 1

Kalendergeschichten Teil 2 —
Kalenderrechnung

Wir stiitzen unsere Berechnungen auf eine
fir den Zeitraum vom 1. Mirz 1900 bis
zum 28. Februar 2100 giiltige Formel, die
in [2] zu finden ist. Diese Formel unter-
scheidet sich von denen des vorigen Beitra-
ges. Berechne zuerst

Y =[365,25)4) + [30,6|B]

+T —-694066,

die Werte fiir A 'und B sind hierbei der fol-
genden Tabelle zu entnehmen:

Jan. Febr. Médrz April Mai Juni
M| 1L 2. 3. 4. S. 6.
A|(J-1J-11J J J J
B |14 15 4 5 6 i
Juli  Aug. Sept. Okt. Nov. Dez.
M |7 8. 9. 10. 11. 12,
A |J J J J J J
B |8 9 10 11 12 13

Dabei bedeutet J die Jahreszahl (also
J=h-10*+j), M den Monat und T den
Tag des jeweiligen Datums. Der gebro-
chene Anteil werde im Falle des Produkts
365,25 A mit d, und beim Produkt 30,6 B
mit dp bezeichnet. Also ist
365,25- 4 =[365,25- A1 +d, bzw.

30,6 -B=[ 30,6 -B]+ds
Die Werte d, und d; konnen entsprechen-
den, in der Leuchtanzeige ausgewiesenen
Zwischenwerten entnommen werden.
Wir fragen wieder, wie viele Tage von einem
Datum bis zu einem anderen Datum vergan-
gen sind:
Die Anzahl n dieser Tage erhaiten wir als Dif-
ferenz der zu den beiden Daten gehorenden Y-
Werte, also als n = Y, — Y|, wobei das mit ,1“
indizierte Datum vor dem mit ,2“ indizierten
liegt.
Damit lautet der Ablaufplan:

Als Beispiel wiihlen wir als erstes Datum den
25. Januar 1984 mit

J,=1984, M, =1, T, =25,

A;=1984 -1=1983, B, =14

und als zweites den 3. Juli- 1985 mit
J,=1985 M,=7,T,=3,

Az = 1985, Bz =8.

Damit modifiziert sich der obige allgemeine
Ablaufplan zu

Vom 25. Januar 1984 bis zum 3. Juli 1985
sind 525 Tage vergangen.

) In .der Leuchtanzeige erscheint 725021.25;
nach der getroffenen Festlegung fiir d, ist 0,25
zu subtrahieren.

Nun betrachten wir das Problem, auf wel-
chen Wochentag ein vorgegebener Kalendertag
fallt. Dazu wird wieder Y dargestellt als
Y=7-14r mit [,r natiirliche Zahlen und
Osr<7.

Zu diesem Zweck berechne den Term
r={Y:7}-7={([365.25 - 4]

+[{30,6-B]+ T—694066):7)-7.

Die Klammer {...} fordert, daB der ganze
Teil g des Quotienten Y:7 abgestrichen
und nur mit dem restlichen echten Dezi-
malbruch weitergerechnet werden soll,
denn es gilt allgemein die Formel
w=[w]+ {w}.

Dann lautet der zugehorige Rechenablauf-
plan zur Bestimmung des Wochentages:

[365.25] [x] [A] [-] [a,][=] [x—M]
bod [][B] (-] [ay] [+] [1] [+] [MR]
(] lesa0s6] [=] [=]{7] [-] [e]
[EIE]/’-

Der errechnete Wert r ist mit den Zahlen
0,1,...,6 gemiB Tabelle 7 (vgl. ,Kalender-
geschichten Teil 1, Heft 1/88) zu verglei-
chen und dabei festzustellen, mit welcher
dieser Zahlen (bis auf Rundungsfehler) r
iibereinstimmt.

Als Beispiel wahlen wir den 25. Januar
1984 mit

J=1984, M =1, T=25,
A=1984—-1=1983, B=14; also

(] Los]

Wegen 2,99999 =~ 3 ist der 25. Januar 1984
ein Mittwoch gewesen.

*) In der Leuchtanzeige erscheint 4382.4286;
nach der getroffenen Festlegung fir g ist 4382
zu subtrahieren.

Analog erhilt man fiir den 3.Juli 1985, daB
dieses Datum ebenfalls auf einen Mittwoch
fiel. Uberpriife die Beispiele aus ,Kalenderge-

_ schichten Teil 1 mit dem SR 1!

Wer sich umfassender mit der Kalender-
rechnung befassen mochte, kann nachlesen
in

Al a Using your calculator you will be
able to check that

¥5+ 421 +y8+ 455 and
V1+33 + Y6+ 435

are approximately equal. Either prove that
they are exactly equal, or decide (with
proof) which is the larger.

aus: Parabola, Australien

A2 a Lebacille de la tuberculose (bacilie
de Koch) a une longueur de 4 p. Quel gros-
sissernent faut-il utiliser pour que son
image ait une longueur de 2 mm? H.

A3 a Coseplusite  MNyTEUWIECTBHE U3
nyukTa [1 B myHkT E (cM. pucyHok). Ons
3TOro 3aMeHuTe OykBbl UHPPaMHU Tak,
YTOObI BCE PABEHCTBA CTANU BEPHBIMM
(onMHaKOBblE GYKBBI 3aMEHSIOTCS OXMHA-
KOBbIMUK LMdpaMM, pa3Hble — pPa3HBIMH).
CYyacTIHBOTO NyTH!

aus: Quant, Moskau

R:¥=T
%

» £ o

Y m‘f?E: L
& 2N
T ey

[1] Butkewitsch, A. W.; Selikson,
M.S.: Ewige Kalender. Leipzig
Teubner-Verlag 1978
[2] Csakany, A.: Mein Taschenrechner.
Berlin, Verlag der Technik 1980
[3] Gilde, W.; Altrichter, S.: Noch
mehr Spall mit dem Taschenrechner.
Leipzig, Fachbuchverlag 1981
[4] Gilde, W.; Altrichter, S.:
Schneller, leichter, genauer —
Moglichkeiten des Taschenrechners.
Leipzig, Fachbuchverlag 1987.
Es sei auch verwiesen auf: Welchen
Ursprung haben die Namen der Monate?
alpha 1985, 1, S.7; Eine Aufgabe
von Prof. Dr. J. A. Smorodinsky.
Alpha 1982, 3, S.54/55.

K. Becker
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Geometrische
Interpretationen
der Gleichung
X* + yoc = 7%

Die Gleichung

x®+ y& = 2%, 0)]
in der wir den Exponenten o als einen Pa-
rameter auffassen, hat in der Mathematik
eine vielfiltige Bedeutung.
In der Zahlentheorie untersucht man ihre
ganzzahlige Losbarkeit fur natiirliche Zah-
len o = 2 (alpha, 1984, Heft 3).
Wihrend flir « =2 alle ganzzahligen L6-
sungen bekannt sind, ist die Fermatsche
Vermutung, die Gleichung (1) hat fur
o > 2 keine ganzzahligen LOsungen, noch
nicht vollstindig bewiesen. Man zeige, fiir
o = —1 hat die Gleichung (1) unendlich
viele ganzzahlige Losungen und ermittle
alle.
In der Geometrie steht die Gleichung (1)
im engen Zusammenhang mit Sdtzen und
Konstruktionen. Auf der Suche nach mdog-
lichen geometrischen Interpretationen sol-
len x, y und z die Ldngen gewisser Strek-
ken bedeuten. Wir stellen uns die Aufgabe,
drei solche Strecken zu finden, deren Lén-
gen x, y und z fiir noch festzulegende
Werte von « der Gleichung (1) geniigen.
Zur Losung der Aufgabe sollen einfache
ebene geometrische Gebilde, wie Dreiecke,
Trapeze, regelmiBige Vielecke u. a. heran-
gezogen werden.
Wenn wir uns auf Dreiecke beschrinken,
so kann man fiir jeden Exponenten « aus
der Menge

11

./I/I,—{ 2,-1, > 2,1,2}
Losungen der gestellten Aufgabe angeben.
Je eine ist nachfolgend genannt; es lassen
sich weitere finden.

Bild 1

x=1
Dieser Fall ist trivial. Er 1Bt sich interpre-
tieren als Teilung einer Strecke der
Linge z in zwei Teilstrecken mit den Léin-
gen x und y, wobei gilt

xX+y=z.
x=2
Zur Interpretation fir o=2 kann ein
rechtwinkliges Dreieck ABC dienen (siehe
Bild 1).
Wenn x = BC und y = AC die Lingen der
Katheten sind und wenn z = 4B die Linge
der Hypotenuse bedeutet, so gilt nach dem
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Satz des Pythagoras
x2 + yZ = z2 .
=1
“=3
Es sei ABC ein rechtwinkliges Dreieck und
P der HohenfuBpunkt auf der Hypotenuse
AB (siehe Bild 1). Mit h=PC, x= AP,
y = PB werden die Lingen der Hhe und
der Hypotenusenabschnitte bezeichnet.
Nach dem Hohensatz gilt
h?=xy.
Fiir die Linge ¢ = 4B der Hypotenuse er-
gibt sich
x+ty=c.
Durch Addition von 2 yxy = 2A zur letzten
Gleichung erhiit man
x+2\/;+y=c+2h.
Die linke Seite dieser Gleichung ergibt ein
vollstindiges Quadrat-

(Wx+{y) =c+2n.

Mit z = ¢ + 2h folgt daraus
1 1 1

xT+yT=72,
x=-2
Fiir « = —2 verwenden wir abermals das in
Bild 1 dargestellte rechtwinklige Dreieck
ABC. Mit x=BC,y=4C, c=AB
gilt nach dem Satz des Pythagoras:

xl + yZ = C2
oder, nach Division durch x2y?:

1 1 c?
AT @
Mit h = PC, p= AP, g = PB lautet der Ho-
hensatz:
h%=pq.

Da im rechtwinkligen Dreieck das Quadrat
iiber jeder Kathete flichengleich dem
Rechteck aus der Hypotenuse und der or-
thogonalen Projektion der entsprechenden
Kathete auf die Hypotenuse ist, gilt

x2=gc, y*=pc.
Daraus folgt
c? 1 1
nyZ pq hz :
Mit z = h ergibt sich somit unter Verwen-
dung der letzten Gleichung aus der Glei-
chung (2) die Beziehung
x+y =22,
=_1
*=77
Betrachtet werden drei Kreise, die sich
paarweise beriihren und von denen iiber-
dies jeder eine gegebene Gerade g tangiert
(siehe Bild 2).

Bild 2

T 3 Ty
Die Mittelpunkte der drei Kreise mit den
Radienlédngen x, y und z seien M,, M, und
M,. Man erhilt ein Dreieck mit den Eck-
punkten M., M, und M,. Die Dreiecksei-
ten haben die Lingen
x+y=MM,x+z=MM,y+z=MM,.

5,

Wir setzen die folgenden GroBenverhilt-
nisse voraus:

xzy>z>0.
Die drei Kreise mogen die Gerade g in den
Punkten 7, T, und T, beriihren. Unter An-
wendung des Satzes von Pythagoras auf die
rechtwinkligen Dreiecke mit den Hypote-
nusen M.M,, M;:M,, MM, und entspre-
chenden Katheten, die jeweils parallel bzw.
rechtwinklig zur Geraden g sind, erhilt
man folgende drei Beziehungen:

(x =P+ TT2=(x+y)

(x—2)?+ T,T;2 = (x + z)?

(y- 2+ T T2 =(y+ 27
Nach Auflosung der Klammerausdriicke
ergibt sich
T.T,=240, L= 2Vxz, T, =24yz.
Wegen

TL+TTL=TT,
folgt nun unmittelbar

Vxz + 4z = xy.

Wenn die letzte Gleichung durch yxyz ge-

teilt wird, so erhidlt man die gewiinschte
Gleichung
1

x 2+y

z

o=

L
2 =

oa=-1
Fiir den letzten Fall von @ € 4 ziehen wir
einen Satz von Leonhard Euler (1707 bis
1783) heran. Der Satz besagt, daB fiir die
Lingen z bzw. R der Radien des In- bzw.
Umkreises eines beliebigen Dreiecks ABC
LENP S 3
R+d R-d 2’ @
wobei d der Abstand der Mittelpunkte die-
ser beiden Kreise ist (siehe Bild 3).

c

P
oy

gilt:

Bild 3

Aus dem Eulerschen Satz ergibt sich fiir d
die Beziehung

d*=R*-2R:z.
Leser, die sich flir den Beweis des zitierten
Satzes interessieren, seien beispielsweise
auf die sowjetische mathematische Schii-
lerzeitschrift Quant, 1984, Heft 5 verwie-
sen.
Setzen wirnun x=R+dund y=R — d,
so geht die Gleichung (3) {iber in

1 1

1
_+—=-——.
x y z

Ala Man konstruiere die Strecken mit
den Lingen x, y und z fiir die betrachteten
Beispiele.
A2 a Essind andere geometrische Inter-
pretationen der Gleichung (1) zu finden.
A3 a Beziglich anderer Gleichungen,
wie zum Beispiel fiir
X+ yb=zv

oder x%+ y* + z% = w*
behandle man analog einfache Spezial-
fille.

G. Windisch



Eine experimentelle
Bestimmung der Zahl &t
Zum 200. Todestag von G.Buffon

Gelegentlich haben Personen, die kaum als
Mathematiker im engeren Sinn zu bezeich-
nen sind, einen Begriff, ein Problem, eine
Methode oder ein Resultat von nachhalti-
ger'Bedeutung zur Entwicklung der Mathe-
matik beigetragen, so z. B. auch Georges-
Louis Leclerc Comte de Buffon (7.9. 1707
bis 16. 4. 1788), dessen Name fiir immer
mit dem sogenannten Nadelproblem ver-
bunden ist.

AABL00A3000CHMALLDDDDDLSE

Buffon ist in der Wissenschaftsgeschichte
wohlbekannt als einer der Mitarbeiter der
berithmten franzdsischen Encyclopédie, als
Vorldufer Darwins in bezug auf die Idee
der biologischen Evolution, als Verfasser
einer 36bidndigen Naturgeschichte. Er war
ab 1739 Direktor des kéniglichen Botani-
schen Gartens und des Koéniglichen Natura-
lienkabinetts in Paris, Mitglied der Franzo-
sischen Akademie und insgesamt mehr ein
Vertreter der Bio- und Geowissenschaften,
aber dem fiir das 18. Jh. typischen Hang
der Gelehrten zur Vielseitigkeit entspre-
chend, beschiftigte er sich gelegentlich
auch mit physikalischen und mathemati-
schen Dingen, z. B. mit dem Zahlensystem
der Basis 12, dem Versuch einer moralisch-
sittlichen Arithmetik oder der Ubersetzung
von Newtons Abhandlung iiber den Diffe-
rentialkalkiil ins Franzosische.

Worin besteht das Buffonsche Nadelpro-
blem? Auf ein waagerecht liegendes Brett
mit einem Raster paralleler Linien, von de-
nen je zwei benachbarte den Abstand 4 ha-
ben, werde in zufilliger Weise eine Nadel
der Linge ! < d geworfen. Als giinstig sehen
wir den Fall an, daB diese Nadel eine der
paralielen Linien trifft. Nun sind wir in
einer dhnlichen Situation wie bei Wiirfel-

oder Kartenspielen, deren Probleme, die
Wahrscheinlichkeit fir einen gilinstigen
Ausgang eines Spieles abzuschitzen, ein-
mal die historische Wurzel der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung gebildet haben.
Das Buffonsche Nadelspiel, um es einmal
S0 zu nennen, unterscheidet sich jedoch
von allen derartigen Spielen dadurch, daB
sowohl die Menge aller moglichen Fille als
auch die Menge der giinstigen Fille unend-
lich ist, so daB die Definition der Wahr-
scheinlichkeit p als Quotient aus der An-
zahl der giinstigen Fille und der Anzahl
aller moglichen Fille, die in ihrem Anwen-
dungsbereich alle Fragen der Wahrschein-
lichkeitsrechnung auf kombinatorische
Fragen reduziert, hier nicht anwendbar ist.
Buffons richtungweisende Losung des Pro-
blems bestand darin, den moglichen Lagen
der Nadel umkehrbar eindeutig Punkte
einer Ebene zuzuordnen und damit statt
der Anzahlen der giinstigen bzw. moégli-
chen Fille die Flicheninhalte der jeweils
zugeordneten Mengen durcheinander divi-
dieren zu konnen, um eine sinnvolle Ver-
allgemeinerung des Wahrscheinlichkeits-
begriffes fur diesen Fall zu erhalten.

Eine beliebige Lage der Nadel kdnnen wir
(unter Beriicksichtigung der Gleichberech-
tigung aller paralielen Linien des Rasters
und der Unwesentlichkeit von Verschie-
bungen parallel zum Raster, beides [dBt
sich streng begriinden) durch den Abstand
x des rechten Endpunktes der Nadel von
der links daneben verlaufenden Rastergera-
den und den Winkel « zwischen der als
Strahl mit diesemn Anfangspunkt aufgefaB-
ten Nadel und der Senkrechten zu den Ra-
stergeraden beschreiben (Bild 1).

Bild 1

Bild 2 P
i’

r|Cosa

d
L T
|
NN
\,\‘
NN
N\

Dabei kann x alle Werte zwischen 0 und d
annehmen, o alle Werte zwischen —%
L
2
genmaB gemessen.) In einer mit einem kar-
tesischen Koordinatensystem fiir die Gro-
Ben « und x versehenen Bildebene
nehmen daher die moglichen Lagen der
Nadel das in Bild 2 gezeigte Rechteck mit
den Seitenlingen 7 und 4 ein. Sein Fli-
cheninhalt F, ist gleich - d.

und —. (& wird zweckmaiBigerweise im Bo-

Fiir die in Bild 1 eingezeichneten 4 Lagen
der Nadel sind die jeweils zugehdrigen
Punkte in Bild 2 mit der gleichen Zahl
markiert. Offenbar trifft die Nadel genau
dann die links neben ihrem rechten End-
punkt verlaufende Rastergerade (und nur
diese kann sie treffen), wenn x <! -cosa
gilt. Die Menge derjenigen Punkte, die die-
ser Bedingung geniigen, ist in Bild 2
schraffiert. Mit Hilfe der Integralrechnung
erhidlt man sehr leicht, daB sie den Fli-
cheninhalt F, =2-/ hat. (Dies kann man
auch ohne Integralrechnung mit beliebiger
Genauigkeit bestitigen, indem man die
Fliche auf Millimeterpapier zeichnet und

.durch Auszdhlen von Quadraten einen un-

teren und einen oberen Niaherungswert fir
den Flicheninhalt bestimmt.) Unsere in
Bild 2 vorgenommene graphische Deutung
des Problems liefert also fiir die gesuchte
Wahrscheinlichkeit p den Wert

ﬁ= 2 Da die Wahrscheinlichkeit
F, n-d
auch als Grenzwert relativer Haufigkeiten
verstanden werden kann (warum und in
welchen Grenzen dies richtig ist, unter-
sucht ebenfalls die Wahrscheinlichkeits-
rechnung bzw. -theorie), miilte demnach
folgendes richtig sein: Wirft man die Nadel
n-mal auf das Brett und trifft sie dabei
k-mal eine Gerade des Rasters, so ist fur
groBe Zahlen n ungefdhr £=2—1, und

n mn-d

zwar um so genauer und mit um so groBe-
rer Sicherheit, je groBer n ist. Man kann
also, da / und d bekannt sind, aus der be-
trachteten Gleichung und experimentell
gewonnenen Zahlen k und n die Zahl n
berechnen. Dieser bestechende Gedanke
hat zunidchst noch einen verborgenen Ha-
ken: Unsere symbolische Darstellung der
Mengen der moglichen und der giinstigen
Fille in einer Bildebene ist ja ziemlich
willkiirlich. Man konnte die Lagen der Na-
del auch durch andere Parameter als x und
o beschreiben und bekime andere Bild-
mengen mit anderen Flicheninhalten.
Ausfliihrung des beschriebenen Versuchs
liefert aber mit verbliiffender Giite Néhe-
rungswerte fiir 7, so daB durch diese Versu-
che das Vertrauen in die Natirlichkeit der
von uns gewihlten Darstellung gestarkt
wird. Danach ist es tatsichlich moglich,
weitere, uns noch unbekannte Dezimalstel-
len der Zahl m durch hinreichend lange
Wurfserien und deren statistische Auswer-
tung zu bestimmen. DaB die von uns ge-
wihlte Darstellung der Lagen der Nadel
die einzige dem Problem angemessene ist,
kann von der modernen Mathematik auf
ganz anderem als dem hier beschriebenen
Weg begriindet werden. Aus dem Buffon-
schen Nadelproblem entwickelte sich iiber
mehrere Zwischenstufen ein ganzes Spek-
trum moderner und sehr praxiswirksamer
mathematischer Theorien: Integralgeome-
trie, Theorie der geometrischen MaBe, sto-
chastische Geometrie und schlieBlich die
sogenannte Monte-Carlo-Methode zur sehr
effektiven (zeitsparenden) Losung ver-
schiedenartigster numerischer Probleme.

P. Schreiber
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Das Katzenjammer-Spiel

Herkunft und Aufgabenstellung

Der ungarische Zauberwiirfel mit seiner
schwindelerregenden Zahl von Verdre-
hungsmoglichkeiten hat — zumindest fiir
eine Zeit — das Interesse an anderen logi-
schen Spielen in den Hintergrund ge-
dringt. Dabei stecken in farbig bemalten
Wiirfeln noch viele andere reizvolle Spiel-
ideen, von denen wir eine, das Spiel Kat-
zenjammer, vorstellen wollen. Einst hatte
das Spiel unter diesem deutschen Namen
im angelsiachsischen Raum Furore ge-
macht und kehrte spiter unter der Bezeich-
nung instant insanity (soforiiger Wahnsinn)
von dort wieder zuriick.

Wer in Ungarn seinen Urlaub verbracht
hat, der hat dieses Puzzle vielleicht in sei-
ner letzten Form kennengelernt, die die
Wiirfel durch Kugeln ersetzt und in deutli-
cher Anlehnung an die Zauberwiirfelwelle
den Namen biivis golyok (Zauberkugeln)
tragt. Im Gegensatz zu vielen Spielen be-
reitet es liberhaupt keine Miihe, sich dieses
Spiel selbst anzufertigen: 4 Wiirfel und
4 Farben zum Anstreichen reichen bereits
(Bild 1). Die Seitenflichen von 4 gleich
groBen Wiirfeln werden auf bestimmite,
spiter zu besprechende Weise mit 4 Far-
ben bemalt (z. B. durch Anstreichen oder
Aufkleben von Buntpapier bei handelsiibli-
chen Holz- oder Plastewiirfeln aus Kinder-
spielzeugen).

AB
A

BC

c

Bild 1: Katzenjammerspiel

Bild 2: Der Turm aus 4 Wiirfeln. Jede
Farbe erscheint genau einmal pro Seite.
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Worin besteht die Spielidee? Die vier bun-
ten Wiirfel sollen so zu einem Turm zu-
sammengesetzt werden, daB auf jeder der
vier grofien Seitenflichen des Turms jede
der vier Farben genau einmal erscheint.
Die Zauberkugeln sind eine geschickte Va-
riante dieses Spiels, da der etwas unhandli-
che Turm aus Wiirfeln durch leicht dreh-
bare Kugeln mit Farbkreisen ersetzt wurde
(Bild 2).

Anfertigen des Spielgerites

Von der gelosten Aufgabe her ist klar, wie
die Wiirfel bemalt werden missen. Die un-
bemalten Wiirfel werden zum Turm gelegt
und die vier Farben so aufgetragen, daB
sich eine LOsung ergibt. Die untere und
obere Grundfliche des Turms sowie die
einander berihrenden Seitenflichen auf-
einanderliegender Wiirfel kénnen danach
beliebig mit den vier vorgegebenen Farben
angestrichen werden. Die Farbverteilung
auf einem Wiirfel kénnten wir fiir unsere
Untersuchungen auf seinem abgewickelten
Netz notieren, es ist aber bequemer, sich in
den Wiirfeln ein Raumkreuz zu denken,
dessen Enden die Farben der zugehérigen
Seitenflichen aufweisen (Bild 3). Das
Bild 4 zeigt einen Satz Raumkreuze mit
einer Farbverteilung, wie sie z. B. fir die
Zauberkugeln gebraucht worden sind.

,
’

Bild 3: Raumkreuze sind praktischer als
abgewickelte Wiirfelnetze

%
pums

7

Bild 4: Ein Satz von Raumkreuzen mit
der Farbaufteilung der Zauberkugeln
(Erkldrung der Abkiirzungen im Text)

Ausflug in die Kombinatorik

Bis jetzt sieht das alles nach einem harmlo-
sen Kinderspielzeug aus. Aber das ist nicht
der Fall, wie uns die nachfolgenden kombi-
natorischen Uberlegungen zeigen werden.
Auf wie viele Arten 148t sich ein Wiirfel in
den Turm einbauen? Achten wir nur auf
die geometrische Form des Wiirfels, so
stellt sich diese Frage gar nicht. Aber so-
bald wir die farbigen Seitenflichen in Be-
tracht ziehen, ergeben sich optisch ver-
schiedene Moglichkeiten des Anordnens.
Wir konnen einen Wiirfel auf irgendeine
Fliche (Grundfldche) stellen, sagen wir so,
daB die rote Farbe unten ist. Ohne die
Grundfliche zu wechseln, 148t sich der
Wiirfel drehen, daB jede der vier Seiten-
winde (Grund- und Deckfliche zidhlen
nicht zu den Seitenwinden) nach vorn
kommt. Das bedeutet: Fiir jede fest ge-
wihlte Grundfldche gibt es noch vier Mog-
lichkeiten des Hinstellens. Da es sechs Fla-
chen am Wiirfel gibt, kann jeder Wiirfel
auf 6-4 =24 verschiedene Arten in den
Turm eingefiigt werden. Wird der erste
Wiirfel hingestellt, dann stehen dafur
24 Moéglichkeiten zur Verfigung. Fiir den
zweiten Wiirfel gibt es zu jeder dieser Mog-
lichkeiten wiederum 24 Moglichkeiten des
Daraufstellens. Damit lassen sich der erste
und zweite Wiirfel auf 24 - 24 Arten aufein-
ander stellen. Uberlegen wir entsprechend
weiter, dann lassen sich vier Wiirfel auf
24-24-24-24 =24* = 331776 Arten
zusammenfigen.

Dabei foigt der als erster Wiirfel betrach-
tete auf den als zweiten angesehenen Wiir-
fel usw. Beriicksichtigen wir jedoch, daB
die Feststellung, welcher Wiirfel der erste,
zweite usw. sein soll, ja ganz willkiirlich ist,
dann ist diese Zahl fur vollig unterschied-
lich gefarbte Wiirfel noch mit der Anzahl
der verschiedenen Anordnungen von je
vier Wiirfeln zu multiplizieren. Vier ver-
schiedene Wiirfel lassen sich jeweils auf
41 =1-2-3-4=24 unterscheidbare Arten
auzfstellen, so daB das Katzenjammerspiel
bis zu 24° =7962624 verschiedene Farb-
zustinde aufweisen konnte. Wir miissen
hier kénnte schreiben, denn bei unseren
Uberlegungen haben wir unterstellt, daB
sich alle 24 Seitenflichen der vier Wiirfel
voneinander unterscheiden (d.h. 24 Farben
benutzt wurden). Das trifft ja nicht zu. Da-
mit haben wir die Moglichkeit vernachlds-
sigt, daB gewisse Anordnungen optisch das
gleiche Bild liefern kénnen. Folglich ist 24°
nur eine groBziigig ermittelte obere Grenze
fiir alle optisch unterschiedlichen Moglich-
keiten.

Wir wollen versuchen, die Zahl der tatséch-
lich erreichbaren Farbkombinationen et-
was genauer zu bestimmen. Zunichst wer-
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den wir zwei vor uns stehende Farbtiirme
nicht als verschieden ansehen, wenn sie
durch eine Drehung des Turmes als Gan-
zes auseinander hervorgehen. Das redu-
ziert die Anzahl 24° bereits auf ein Viertel.

Falls wir jeden der vier Wiirfel als in glei-
cher Weise gefiarbt unterstellen, so wire im
Farbturm jeder Wiirfel durch jeden ersetz-
bar, wobei gegebenenfalls beim Vertau-
schen eine geeignete Drehung notwendig
wire. Die Reihenfolge der Wiirfel spielte
jetzt keine Rolle mehr, und es ligen dann
4

bestenfalls % =82944 verschiedene
Farbmuster vor. Natiirlich sind die vier
Farbwiirfel nicht vollig gleich, sondern un-
terscheiden sich, so daB auch diese Anzahl
nicht exakt ist. Aber diese Zahl 148t vermu-
ten, daB hinreichend viele Kombinationen
moglich sind. Eine Schitzung, die unab-
héngig von der speziellen Bemalung der
Wiirfel ist, gibt pro 40000 Anordnungen
der Wiirfel etwa eine Grundlésung an.
(Gibt es iiberhaupt eine Losung, so lassen
sich weitere Lésungen sofort durch Umord-
nen der Wiirfel erhalten, insgesamt so be-
stenfalls 4! = 24 Losungen, ohne Drehung
des Turms.)

Bei den Zauberkugeln liegt durch das die
Kugeln einschlieBende Rohrchen die Rei-
henfolge der Kugeln fest. Diese kénnen
nur noch auf zwei Arten als angeordnet be-
trachtet werden, je nachdem von welchem
Rohrchenende aus gezédhlt wird (welches
also als oben betrachtet wird). Die Zahl der
optisch verschiedenen Bilder wird also be-

4

stenfalls gleich 2 % sein (Drehungen der
Rohre nicht eingeschlossen).

Dieser Ausflug in die Kombinatorik soll
uns geniigen, um einen Eindruck von den
Schwierigkeiten des Lisens zu bekommen.
Durch mehr oder weniger zufilliges Her-
umdrehen werden wir vermutlich nicht viel
erreichen, so daB wir uns um ein systemati-
sches Herangehen bemiihen.

Notwendige Bedingungen
fir eine Losung

Bei der Losung der Aufgabe wenden wir
eine oft hilfreiche Methode an: Wir den-
ken uns, daB die Aufgabe bereits gelost sei
und der Turm der vier Wiirfel in der ge-
wiinschten Farbanordnung (Bild 1) vor uns
steht. Dann weisen die Vorder- und Riick-
seite und die beiden restlichen Seitenfld-
chen natiirlich die vier Farben in der ge-
wiinschten Weise auf. Wir verfolgen unser
Ziel weiter, indem wir noch einen wirksa-
men Trick anwenden. Dieser Trick besteht
darin, zundchst nicht alles das zu benut-
zen, was bekannt ist oder als bekannt ange-
sehen wird. (In der Geometrie wird so z.B.
bei der Methode der geometrischen Orter
verfahren.)

In unserem Fall soll uns zunédchst nur die
Farbverteilung auf der Vorder- und Riick-
seite des Turms interessieren. Sie konnte
beispielsweise fiir die Farben rot (r), gelb
(ge), blau (b) und griin (gr) so aussehen:

Vorderseite Riickseite

1. Wiirfel r ge
2. Wiirfel ge b
3. Wiirfel gr r
4. Wiirfel b gr

Dieser Zusammenhang 148t sich graphisch
so verdeutlichen (Bild 5) oder in einem
Bild darstellen (die Zahlen an den Verbin-
dungslinien geben den entsprechenden
Wiirfel an) (Bild 6):

4
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b gr

Bild 5: Schematische Darstellung des
Farbzusammenhangs gegeniiberliegender
Turmseiten

Bild 6: Das in einem Graph
zusammengefaBte Schema des Bildes 5

Natiirlich konnte sich fir den Zusammen-
hang ein ganz anderes Bild ergeben, wenn
z. B. die beiden ersten Wiirfel eine unver-
anderte Farbaufteilung haben, aber beim
dritten Wiirfel sich lediglich die Farbe
griin und beim vierten Wiirfel die Farben
blau und rot auf Vorder- und Riickseite ge-
geniiber liegen (Bild 7):

4
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Bild 7: Ein weiterer moglicher Graph
Bild 8: Die fiinf Typen moglicher
Graphen fiir den Farbzusammenhang.
Untereinander gezeichnete Graphen
gehdren zum gleichen Typ, auch wenn sie
optisch unterschiedlich erscheinen.
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Aber alle solche Bilder des Zusammen-
hangs der Farben, ein sogenannter Graph,
weisen einige Merkmale auf, die fur eine
Farbverteilung auf zwei gegeniiberliegen-
den Seitenflichen charakteristisch sind. Es
ist klar, daB jeder Wiirfel genau einmal im
Graph erscheinen muB. Das bedeutet, die
Verbindungslinien zwischen den vier Far-
ben tragen die Zahlen 1 bis 4 genau ein-
mal.

Das Katzenjammerspiel verlangt, daB so-
wohl Vorder- als auch Riickseite jede
Farbe genau einmal enthilt. Es ist damit
ein Graph unmoglich, in dem eine der Far-
ben nicht erscheint.

Weiter gilt noch dieser einfache Sachver-
halt. Von einer Farbe gehen genau zwei
verschiedene Verbindungslinien weg oder
eine  Verbindungslinie  bildet eine
Schiaufe. Die Begriindung ergibt sich wie
folgt: Weist eine Farbe gar keine oder nur
eine Verbindungslinie auf, so wiirde sie auf
keiner oder nur einer Seite vorkommen.
Wairen jedoch mehr als zwei Verbindungs-
linien fiir eine Farbe vorhanden, so miiBte
diese insgesamt wenigstens dreimal auf
Vorder- und Riickseite auftreten. Beide
Fille sind ausgeschlossen, wenn wir von
einer LOsung ausgehen, womit nur die ge-
nannten Moglichkeiten iibrig bleiben. Der
Graph fiir den Farbzusammenhang zweier
gegeniiberliegender Seiten eines die Farb-
bedingung erfiillenden Turms muB damit
strukturell folgendes Aussehen haben
(Bild 8).

Aufsuchen der Losung

Nachdem wir uns iiber die zu erwartende
Struktur des Graphen fiir den Farbzusam-
menhang gegeniberliegender Seiten des
Turms klar geworden sind, wollen wir den
Graphen zeichnen, der den Farbzusam-
menhang aller Seiten fiir alle Wiirfel dar-
stellt. In diesem alle Farbzusammenhinge
wiedergebenden Graphen miissen dann —
Losbarkeit vorausgesetzt — auch die Gra-
phen fiir die eben betrachteten Farbvertei-
lungen als Teilgraphen zu finden sein.

Der Graph des allgemeinen Farbzusam-
menhangs ergibt sich aus dem Satz von
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O O O O

TypIV TypV
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Raumkreuzen; fir Bild 4 in dieser Form
(Bild 9). Bei anderen Farbaufteilungen als
in Bild 4 fillt er natiirlich anders aus.

3 r
b———"

Bild 9: Der Graph des

Farbzusammenhangs aller Seiten fiir die

in Bild 4 gegebene Farbaufteilung dieser
Wiirfel

Wir suchen jetzt in dem allgemeinen Gra-
phen zwei verschiedene Teilgraphen der in
Bild 8 gezeigten Struktur. Durch diese
Teilgraphen ist die Farbaufteilung fiir Vor-
der- und Riickseite sowie die restlichen
Seitenflichen gegeben. Verschiedene Teil-
graphen bedeutet: Wenn ein Teilgraph z.B.
die Verbindungslinie 1 von blau zu gelb
enthilt, so darf sie der andere nicht mehr
aufweisen (denn die Farben blau und gelb
kénnen beim Wiirfel 1 entweder nur auf
Vorder- und Riickseite oder nur auf den
restlichen Seitenflichen einander gegen-
uberliegen.

Weil in dem Graphen des Bildes 9 nur
zwei Schlaufen erscheinen, kann der Typ V
als Teilgraph nicht auftreten. Auch der
Typ IV kommt als Teilgraph nicht in
Frage, denn fir beide Schlaufen werden
-die Verbindungslinien 2 und 4 benétigt, so
daB fiir die erforderlichen doppelten Ver-
bindungslinien zwischen Blau und Griin
von 2, 3 und 4 lediglich 3 moglich ist und
damit 1 im Teilgraphen fehlt. Der Typ III
ist ebenfalls auszuschlieBen.

Zunichst kann die einzelne Schlaufe nur
bei Gelb erscheinen, denn fir eine
Schlaufe bei Rot gibt es die erforderliche
geschlossene Verbindung der drei restli-
chen Farben nicht. Ist die Schlaufe bei
Gelb plaziert, so scheidet im weiteren die
Verbindungslinie 4 aus. Damit kommt die
geschlossene Verbindung fir die drei ver-
schiedenen Farben nur mit einer doppelten
Verbindungslinie 1 zustande, was nicht er-
laubt ist. Der Typ II 1Bt fiir Rot doppelte
Verbindungen nur nach Gelb oder Griin
zu. Betrachten wir die beiden Fille. Eine
doppelte Verbindung Rot-Gelb erfordert
die Linien 2 und 3, womit die doppelte
Verbindung Blau-Griin aus 1 und 4 beste-
hen miiBte. Linie 1 fehlt aber im Graphen.
Entsprechend erfordert die doppelte Ver-
bindung von Rot-Griin die Linien 1 und 4,
und fiir die Verbindung Blau-Gelb fehlt
die Linie 2. Also entfilit auch Typ Il
Beim Typ I lassen sich folgende Ansitze
fuir die sich kreuzenden Verbindungslinien
machen (Bild 10). Die punktierten Linien
geben die moglichen Ergédnzungen fir die
beiden ersten Fille an, der letzte Ansatz
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Bild 10: Ansitze fiir Teilgraphen

fiihrt zu keiner Losung (weil die 1 nicht er-
scheinen kann). Wenn wir die Variante 4
fiir Vorder- und Riickseite und die Varian-
te B fur die beiden anderen Seitenflichen
die Farbaufteilung liefern lassen, erhalten
wir folgende Losung:

Vorder- Riick- rechte linke

seite seite Seite Seite
1. Wiirfel r gr b ge
2. Wiirfel ge T gr b
3. Wiirfel b ge ge r
4. Wiirfel pgr b r gr

Beim Aufstellen der Tabelle ist zu beach-
ten, daB die Farbbedingung, alle Farben
vorhanden, fiir jede Seitenwand erfiillt
wird. Ordnen wir also, wie in der Tabelle,
dem ersten Wiirfel vorn die rote Farbe zu,
so muB zwangslaufig fir den zweiten Wiir-
fel rot auf die Riickseite bzw. wir hatten es
anders herum machen miissen (erster Wiir-
fel vorn griin, zweiter Wiirfel vorn rot). Die
durch die Teilgraphen vermittelten Farbzu-
sammenhinge sind tatsichlich in unserem
Fall so, daB sich die Farbbedingungen er-
fiillen lassen. Das zeigt die aufgestellte Ta-
belle. (Dieser Sachverhalt rechtfertigt lo-
gisch unsere Methode, die von der An-
nahme einer Losung ausging. Die Teilgra-
phen konnten damit nur notwendige
Bedingungen widerspiegeln. Die aufge-
stellte Tabelle beweist, daB sich diese not-
wendigen Bedingungen zu hinreichenden
erweitern lieBen.)

Wir hitten eine andere Tabelle erhalten,
wenn wir wie angedeutet, beim ersten Wiir-
fel eine griine Vorderseile gewahlt hitten.
Beim weiteren Abarbeiten des Teilgraphen
wire insgesamt die Vorder- und Riickseite
vertauscht worden. Falls die rechte und
linke Seitenwand dabei die Farben nicht
gedndert haben, so ergibt sich eine neue,
optisch unterschiedliche Losung. Vertau-
schen wir jedoch in diesen beiden Losun-
gen jeweils die Fiarbung der rechten und
linken Seitenwinde, so erscheinen keine
neuen Loésungen, da sich die neuen Farb-
anordnungen durch Drehungen um 180°
(um die Lingsachse des Turms) ineinander
uberfiihren lassen. Gleichzeitiges Vertau-
schen gegeniiberliegender Farben lduft auf
ein Drehen um 180° hinaus. Unser Puzzle
hat folglich nur zwei wesentliche Losun-
gen, aus denen sich durch Andern der Rei-
henfolge der Wiirfel bzw. Kugeln neue L§-
sungen ableiten lassen. R.Thiele

Eine lange
Turmwanderung
iibers Schachbrett

Aufgaben mit Turmwanderungen iiber
oder Turmaufstellungen auf dem Schach-
brett sind recht faszinierend, weil sie zwar
einfach darzustellen, die Losungen aber
verhiltnisméBig schwierig zu finden sind.
So zeigt sich, daB viele kombinatorische
Aufgaben aus dem Gebiet der angewand-
ten Mathematik auf das Problem flihren,
bestimmte Aufstellungen von Tiirmen auf
dem Schachbrett abzuzdhlen. Der amerika-
nische Mathematiker W.J. Riordan verbin-
det deshalb in seinem Buch ,Einfiihrung
in die kombinatorische Analysis“ den
Schachausdruck ,, Turm*“ mit dem rein ma-
thematischen Begriff ,Polynom“ zum
neuen Begriff , Turmpolynom®.

Wir mdchten uns nun einer Schachknobe-
lei von Henry E. Dudeney zuwenden. Ge-
sucht wird eine Turmwanderung iiber das
gesamte Schachbrett vom Feld el aus, wo-
bei der Turm jedes Feld nur einmal betre-
ten darf, aber moglichst viele Richtungsin-
derungen zu machen hat. Die Turmwande-
rung kann auf einem beliebigen Feld
enden.
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Die abgebildete Losungsmoglichkeit zeigt
50 gerade Wegstrecken (Ziige) des Turmes.
Die Zahl der geraden Wegstrecken kann
bei einer giinstigeren Turmwanderung
noch erhoht werden.

Wie sieht eine Wanderroute des Turmes
vom Feld el bei maximaler Anzahl gerader
Wegstrecken iiber alle Felder des Schach-
brettes aus? H. Riidiger




alpha-Marchen:
Prinz Epsilon in
Noten

Dieses mathematische Mirchen dachten
sich die Mitglieder des Kreisklubs Mathe-
matik in Halle-Siid aus. alpha stellte ihn
im Heft 1/88 vor.
Die mit dem Kleiﬁcomputer geloste Auf-
gabe kOnnt ihr auch mit dem Schulrechner
SR 1 nachvollziehen.
In Syratanien lebte einst ein Kdnig mit einer
wunderhiibschen Tochter. Alle Prinzen, welche
bisher um die Hand der Tochter anhielten,
scheiterten an der Aufgabe, drei Priifungen zu
bestehen. Bis eines Tages Prinz Epsilon nach
Syratanien fuhr und um die Hand der schénen
Prinzessin anhielt...
Die erste Aufgabe teilen wir euch hier mit:
Hinter den sieben Hiigeln und weiteren sieben
Seen wartet eine Fee mit einer Kiste Goldstaub
und einem Stiick rechteckigen Karton von
2mal sieben Zentimeter Linge und sieben
Zentimeter Breite. Der Prinz soll aus dem Kar-
ton durch Abschneiden quadratischer Sticke
eine oben offene Schachtel basteln, so dafl er
die graftmégliche Menge Goldstaub zur Prin-
zessin befdrdern kann.
Helft dem Prinzen Epsilon! Da euch Sitze
und Methoden aus der h6heren Mathema-
tik noch nicht bekannt sind, 16st die Auf-
gabe (ndherungsweise) mit dem SR 1, gebt
die Lange der abzuschneidenden Quadrate
auf Millimeter genau an.
Wir wollen uns an die Losung heranpir-
schen. Es ist sicher gut, wenn ihr euch eine
Skizze anfertigt und aus Zeichenkarton fur
einige Spezialfille die Schachtel bastelt
(Bild 1). Ihr erkennt:

L]

a

Bild 1

—

Schneidet man sehr kleine Quadrate ab, so hat
die Schachtel zwar eine grofe Grundflache,
aber nur eine geringe Hohe. Sind die abge-
schnittenen Quadrate aber groB, so entsteht
eine Schachtel mit hohen Seitenwdnden, die je-
doch nur eine kleine Grundflache besitzt. Die
beste Losung wird ,irgendwo in der Mitte” lie-
gen.

Nun wollen wir eine Formel aufstellen:
Die Schachtel wird x cm hoch, ihre Grund-
fliche ist (14—2x)cm lang und
(7 — 2x) cm breit (Bild 2). Folglich gilt fir
das Volumen V der Schachtel

V=x(14 — 2x) (7 — x). Fiir jedes gewihlte

x liefert diese Formel einen Volumen-

wert ¥ (man schreibt dafiir auch V(x)). Die
abzuschneidenden Quadrate kénnen nicht
ganz beliebig sein, offenbar muB
0 = x 3,5 gelten.

Berechne jetzt die Volumenwerte V(x)
firx=0;x=05;x=1; ..; x=3;

x = 3,5 und trage diese in einem x-¥-Dia-
gramm ein (Bild 3). Die drei Linearfakto-
ren x, (14 —2x) bzw. (7 — 2x) kann man
entweder im Kopf berechnen und mit dem
SR 1 multiplizieren oder jeweils auch auf
dem SR 1 berechnen und auf dessen Spei-
cher die Teilprodukte x, (14 —2x) bzw.
(7 — 2x) zwischenspeichern!

X X

14

Bild 2
v
60 A

Bild 3
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Nun nehraen wir an, daB sich das Volumen
fiir reelle Zahlen x, die nicht Vielfache von
2
darf eigentlich einer Diskussion der Funk-
tion ¥(x)! Wir verbinden die eingetragenen
Punkte durch eine Kurve und erkennen,
daB in der Ndhe von x = 1,5 das groBte Vo-
lumen erzielt wird.

Jetzt wiederholen wir unser Vorgehen, be-
schrinken uns aber auf 1 = x =<2 und be-
rechnen die Volumenwerte
firx=12;x=13;x=14; ...; x=1,8.
Diese Werte tragen wir in das Koordinaten-
system ein (Bild 4). Verbindet man die ein-
gezeichneten Punkte, so ist zwischen
x=14 und x=1,6 die Stelle mit dem
groBten Volumenwert ablesbar. Zur Sicher-
heit verfeinern wir noch einmal und be-
rechnen einzelne Volumenwerte fir 1,4
= x = 1,6 (Bild 5).

Man sieht, daB fiir Quadrate mit der Sei-
tenlinge x =148 cm das Volumen der
Schachtel am groBten wird. Mit der gefor-
derten Genauigkeit erhdlt man also
x=15cm.

Fiir das wiederholte Ausrechnen der Volu-
menwerte nach ein und derselben Vor-
schrift ist nun ein Kleincomputer ein ge-
eignetes Hilfsmittel. Man kann dem Com-
puter auch das Verkleinern der Intervalle
und das Zeichnen der Kurve iiberlassen,
natiirlich muB man es ihm in geeigneter
Weise (BASIC-Programm) befehlen!
Ubrigens: Mit anderen Methoden erhilt
man als Losung: x = 1,4792 ...

7 U. Siebert

66021 Bild 5

sind, nicht sprunghaft dndert. Das be-
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Fortsetzung in Heft 3/88
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Wo finde ich den Regenbogen?

Wenn es regnet und zugleich die Sonne
scheint, kann man damit rechnen, einen
Regenbogen zu sehen. Unter sehr giinsti-
gen Umstinden sieht man dann sogar zwei
Bogen. Man braucht aber gar nicht das ge-
samte Himmelsgewolbe nach dieser scho-
nen Erscheinung abzusuchen, denn, wenn
der Regenbogen iiberhaupt zu beobachten
ist, so ist das nur an ganz bestimmten Stel-
len der Fall. Meyers Lexikon (Leipzig
1980) gibt dariiber Auskunft: ,Der Regen-
bogen entsteht durch Brechung, Reflexion
und Beugung des weien Sonnenlichts in
den Regentropfen. Im Hauptregenbogen
(42° Abstand vom Sonnengegenpunkt)
wird eine Folge der Regenbogenfarben
Rot, Orange, Gelb, Griin, Blau, Indigo,
Violett (von auBen nach innen) erzeugt. Im
Nebenregenbogen (51° Abstand) ist die
Farbfolge umgekehrt.“ Wir wollen uns nun
mit den Fragen beschiftigen, warum es
sich gerade um die 42° bzw. 51° handelt
und warum die Farbreihenfolge im Neben-
regenbogen umgekehrt ist.
Zunichst wollen wir die physikalischen
Voraussetzungen nennen, dann das zuge-
hoérige mathematische Problem 16sen und
schlieBlich einige offengebliebene Fragen
diskutieren.
Die Brechungszahl fiir Wasser ist n = 4/3
und fiir Luft = 1. (Da wir das Ergebnis nur
auf 1° genau herleiten wollen, kénnen wir
schon hier auf bequeme Werte runden.)
Das Brechungsgesetz lautet: Beim Eintritt
eines Lichtstrahls S aus Luft in Wasser gilt
fiir die Winkel o und f (siche Bild 1)
sine _ 4

sinf 3

Bild 1

Luft

&
NP r

P

Wasser

Dabei ist T die an den DurchstoBpunkt P
angelegte Tangente, und N (die Normale)
steht in P senkrecht auf T. Diese Normale
ist der verlingerte Radius durch P, wenn
wir von kugelformigen Regentropfen aus-
gehen; der Nachweis, daB diese Vorausset-
zung gerechtfertigt ist, wiirde den Schul-
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stoff weit iibersteigen, und wir verweisen
hier nur darauf, daB wir das richtige Ergeb-
nis herleiten werden. SchlieBlich werden
wir geradlinige Lichtausbreitung anneh-
men, da die durch die unterschiedliche
Luftdichte hervorgerufene Kriimmung des
Lichtstrahls in der Atmosphire vernachlas-
sigbar klein ist.

Jetzt kommen wir zum mathematischen
Problem: Wir bezeichnen den Winkelab-
stand eines Punktes des Himmelsgewdlbes
zum Sonnengegenpunkt mit ¢ (siehe
Bild 2).

Sonne

Beobachter Regentropfen

Bild 2

Fiir die Sonne selbst gilt folglich @ = 180°.
Zunichst betrachten wir einen Lichtstrahl,.
der zentral auf einen Regentropfen fillt,
also &« =0 in Bild 1, d.h., die Verlingerung
des Strahls S geht durch den Kugelmittel-
punkt. Wird er im Tropfen geradzahlig oft
reflektiert, hat er natiirlich nach Austritt
dieselbe Richtung wie zuvor, also
@ = £180°. (Addition eines ganzzahligen
Vielfachen von 360° dndert ja geometrisch
nichts.) Bei ungeradzahliger Reflexions-
zahl ergibt sich ¢ = 0°. Fiir alle anderen
Lichtstrahlen wird durch den Strahl S und
den Kugelmittelpunkt eine Ebene E defi-
niert. Wir benutzen jetzt die Vorausset-
zung, daB der Regentropfen kugelformig
ist.

Damit konnen wir das zunichst riumliche
Problem auf ein ebenes zuriickfiihren: Der
Schnitt der Ebene E mit dem Regentrop-
fen ist dann ein Kreis. Die Bilder 1 und 3
zeigen diese Schnittebene. Die Tangente T
in Bild 1 ist folglich der Schnitt der Tan-
gentialebene in P an den Tropfen mit der
Ebene E. Da das Problem der weiteren
Ausbreitung dieses Lichtstrahls beziiglich
einer Spiegelung an E symmetrisch ist,
bleibt der Strahl ganz in dieser Ebene. Wir
brauchen also nur noch den Lichtweg in
der Ebene E zu untersuchen.

Im ersten Fall untersuchen wir nun die
Strahlen, die an der Tropfeninnenwand ge-
nau einmal reflektiert werden und danach

austreten (siehe Bild 3). Wir bestimmen
schrittweise die Anderung von ¢@: Anfangs
ist @ = 180°. Nach der ersten Brechung bei
P ist

@ = 180° + f — &, nach der Spiegelung

bei Q ist ¢ = 3f — ar und nach dem
Austritt schlieBlich ¢ =48 - 2«.

Bild 3

Mit Hilfe des Brechungsgesetzes soll jetzt
B eliminiert werden. Dazu definieren wir
die Funktion arcsin x fiir

| x| =1 durch x = sin (arcsin x),

—90° = arcsin x < 90° und erhalten

3
B = arcsin (T sin a) . Wegen

%lsin a| =1 ist g stets definiert
und wir erhalten schlieBlich

(3 .
@ = 4 arcsin (T sin oc) — 2.
Fiir & = 0° ergibt sich @ = 0° in Uberein-
stimmung mit der vorherigen Uberlegung
zum zentralen Auffall. Betrachten wir nun
den Fall
0° < &< 90°. (@ =90° ergibt fir
P den Winkel fiir Totalreflexion.)
Die Funktion @(er) ist nicht konstant.
Beweis (indirekt): Wire @(«) konstant, so
wire @(x) =0 fir jedes «, da ¢ (0) = 0 ist.
Es miiBte also fur jedes « gelten
2 =2o.
Wir teilen diese Gleichung durch 4 und
wenden auf beide Seiten die Sinusfunktion
an und erhalten

3
4 arcsin (— sin a)

is' =s'nl
4 Sine=sin—.

Diese Gleichung miite fir alle o« gelten.
Fiir o =60° gilt sie aber nicht. Wider-
spruch, w.z.b. w.

DaB die Funktion @(&) nicht konstant ist,
ist lberraschend, da doch nach unserer
Herleitung @ die Richtung des Hauptre-
genbogens angeben soll. Deshalb wollen
wir jetzt die Gestalt der Funktion ¢(a) ge-
nauer betrachten. Es ergibt sich, daB sie in
einem relativ groBen a-Intervall nahezu
konstant ist: Im Intervall

53°=x=<66°ist 41°< ¢ < 42°.

Genauer: Das Maximum der Kurve ¢(a)
liegt bei & = 59,4° mit ¢ = 42,03°.

Das ldBt sich mitlels einer Wertetabelle
oder schneller unter Zuhilfenahme der Dif-
ferentialrechnung ermitteln.



Ala Man zeige, daB es kein weiteres
derartiges a-Intervall (mit einer Linge
=4° gibt, in dem @(x) fast (bis auf 1°)
konstant ist.

Im zweiten Fall untersuchen wir nun die
Strahlen, die genau zweimal an der Trop-
feninnenwand reflektiert werden. Wir miis-
sen also zum @-Wert des 1.Falls noch
2/ — 180° addieren. Wir erhalten

% sin a) —2a — 180°.

Fiir & = 0° ergibt sich wieder richtig

@ = —180°. Im Intervall

67° = o = 76° gilt

—52°< @ = —51°, und das Maximum der
Kurve ¢@(a) liegt bei a«=71,8" mit
@ = —50,98°. Damit ist der erste Teil der
Aufgabe, die Herleitung der Werte 42° fiir
den Haupt- und 51° fiir den Nebenregen-
bogen auf 1° genau, erledigt. Fiir den zwei-
ten Teil, die Reihenfolge der Farben, miis-
sen wir wissen, daB die Brechungszahl n
fir rotes Licht geringfligig kleiner ist als
die fuir violettes Licht, um nur die Randfar-
ben zu nennen. Damit wird ¢ fir rotes
Licht geringfligig groBer, was im 1. Fall zu
einer VergroBerung von | @ | (Rot ist auBen)
und im 2. Fall zu einer Verkleinerung von
|@] (Rot ist innen) fiihrt.

=6 arcsin(

AbschlieBend wollen wir noch einige Fra-
gen kliren:

1. Warum betrachten wir nicht den Fall,
daB der Lichtstrahl an der AuBenwand des
Tropfens reflektiert wird?

Antwort: Wir erhalten dann ¢ = 2e, also
eine Funktion, die in keinem Teilintervall
fast konstant ist.

2. Warum betrachten wir nicht den Fall,
daB der Lichtstrahl innen iiberhaupt nicht
oder mehr als zweimal reflektiert wird?
Antwort: Das errechnete @ ist so gro8, daB
wegen der Nihe der Sonne kein Regenbo-
gen zu sehen ist, bei mehr als drei Refle-
xionen ist der Lichtintensitdtsverlust schon
so groB, daB nichts mehr zu sehen ist. Der
Nebenregenbogen mit zwei Reflexionen ist
schon deutlich schwicher als der Hauptre-
genbogen mit einer.

A2A Man berechne die p-Werte bei ge-
nau drei bzw. bei gar keiner Innenrefle-
xion. In diesen Richtungen miiBten theore-
tisch ganz schwache Bégen zu sehen sein.
3. Warum kann man im Sommer um die
Mittagszeit keinen Regenbogen sehen?
Antwort: Weil dann die Richtungen, die
@ =42° bzw. 51° entsprechen, unterhalb
des Horizonts liegen.

Mit vorliegenden Zeilen sollte gezeigt wer-
den, wie man ein physikalisches Problem
(Erklirung des Regenbogens) in, ein geo-
metrisches (Untersuchung trigonometri-
scher Funktionen) umwandeln kann, und
wie man erst durch sinnvolles Runden
(Fast-Konstanz im 1°-Intervall anstelle von
Konstanz) zum gewiinschten Ergebnis ge-
fuhrt wird.

H.-J. Schmidt

Zum 101. Geburtstag

Eine Aufgabe von
Prof.em. Dr. habil.

Roman Roth

Jena

Im Jahre 1965 stellte Prof. Roman Roth
mathematisch interessierten Schiilern die
nachfolgende Aufgabe.

A 2907 o Durch drei auf einer Geraden g
liegende Punkte U, V, Wsind drei Geraden
so zu legen, daB der Schwerpunkt des von
diesen Geraden gebildeten Dreiecks eben-
falls auf g liegt.

Kurzbiographie

Am 8. April 1887 als Sohn eines Schlossers
geboren, absolvierte er zunichst die 8klas-
sige Grundschule seiner Heimatstadt Char-
lottenburg, besuchte anschlieBend Pripa-
randenanstalt und ein Lehrerseminar und
war ab 1908 Volksschullehrer, ab 1911
Lehrer an der staatlichen Priparandenan-
stalt in Cottbus. Noch vor dem ersten Welt-
krieg erwarb er die Lehrbefihigung als
Tum- und Sportlehrer und legte die Prii-
fung fiir die Lehrbefihigung an Mittelschu-
len ab.

Den ersten Weltkrieg machte er als Saniti-
ter mit. Im Jahre 1921 bestand er das
Staatsexamen fiir den Dienst in der preuBi-
schen Lehrerbildung, wurde Seminarlehrer
und Seminaroberlehrer.

An der Berliner Universitit horte er Vorle-
sungen in Mathematik, Physik, Philoso-
phie und Pidagogik, so die Grundlage fir
seine Promotion legend, die er 1926 in
Freiburg i. Br. bei L. Heffter verteidigte.
Als die preuBische Regierung die Lehrer-
bildung einschrinkte, wurde R. Roth 1925
Lehrer am Gymnasium in Jiiterbog. Bis
1945 war Prof. Roth in verschiedenen Stid-
ten als Gymnasiallehrer titig. Nebenbei
horte er Vorlesungen in Medizin. Er, der

sich nach dem ersten Weltkrieg zunichst
der USPD, spiter der SPD angeschlossen
hatte, hielt sich von den Nazis konsequent
fern.
Nach der Zerschlagung des Faschismus
nahm er als Direktor des Schulwissen-
schaftlichen Instituts in Leipzig und als
Leiter des Lehrerbildungsheimes Abtnaun-
dorf am Aufbau unserer Lehrerbildung teil.
Im Februar 1947 habilitierte er sich an der
Pddagogischen Fakultit der Universitit
Jena, wurde im September 1947 dort zum
Dozenten, 1950 zum Professor mit Lehr-
auftrag und 1952 zum Professor mit vollem
Lehrauftrag fiir die Methodik des Mathe-
matikunterrichts berufen. 1954 wurde
Prof. Roth emeritiert.
Die Liste seiner wissenschaftlichen Verof-
fentlichungen umfat nahezu 40 Titel. Bis
ins hohe Alter befaBte sich der Jubilar mit
geometrischen Problemen und verfolgte
die Entwicklung der Mathematik. Noch
heute verldBt ein Besucher sein Haus in
Jena-Auerbach nicht, ohne Anregungen
fir seine wissenschaftliche und pidagogi-
sche Arbeit erhalten zu haben.
Auszug aus:
Mathematische Schiileraufgaben
(fur R. Roth ein ,Kinigsweg®).
Autor: Prof. Dr. Th. Glocke, Erfurt.
Zeitschrift: Sozialistische Universitat,
15/87, Jena

Buchtips
Deubler, Raoul U.

Kreuz und Quer
179 S., 127 Abb.
Bestell-Nr. 547208 7

Preis: 18,50 M

Buchreihe von A. Hilbert
Wir wiederholen
Gleichungen

und Ungleichungen
Bestell-Nr.546 658 4

Gleichungssysteme
Bestell-Nr.546 659 2

Vektorrechnung
Bestell-Nr.546 660 5

Preis: 4,80 M

Preis: 4,80 M

Preis: 4,80 M

Hilbert, Alfred

Mathematik
Etwa 672 S., 524 Abb.
Bestell-Nr. 546 928 3

alle Titel: VEB Fachbuchverlag Leipzig

Preis: 22,00 M

Roman, Tiberiu
Regulire und halbregulire
Polyeder
119 S., 76 Abb., MSB Nr. 45
Preis: 6,00 M
Bestell-Nr. 571 562 4
VEB Deutscher Verlag
der Wissenschafien Berlin

Meyer, Hansgeorg

Biicher, Leser, Bibliotheken

77 S., zahlr. farb. Abb. Preis: 5,80 M
Bestell-Nr. 629 608 9

Der Kinderbuchverlag Berlin
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In freien Stunden - alpha-heiter

Borislaw Georgiew (Sofia)

aus: Eulenspiegel,

Zahlenlogik

Zwischen den vier Zahlen der beiden Dreiecke
links und Mitte besteht jeweils der gleiche Zusam-
menhang. Analog dazu ist die im rechten Dreieck
fehlende Zahl zu bestimmen. aus: NBI, Berlin

Ein schlauer Héndler

Im Basar gibt es Krach. Ali will eine groBe Liefe-
rung mit Gold bezahlen. Sein Geschiftspartner
weill aber, daB in einem der zehn Sécke mit je
20 Goldstiicken falsche Miinzen sind. Sie wiegen
statt zehn nur neun Gramm. Der Hiéndler ist ein
kluger Mann. Mit einer einzigen Wigung stellt er
fest, in welchem Sickchen die falschen Miinzen

sind. aus: WE, Kéin

In einem Zug

»Hat noch jemand Fragen?“

aus: Pythagoras, Grpm'ngen
Aufgabe: Die Figur (Satz des Pythagoras) ist in

einem Zug nachzuzeichnen ohne eine Linie mehr-
fach zu zeichnen. LL

38 - alpha, Berlin 22 (1988) 2

Drei Logeleien

a) In jeder von funf Kisten befinden sich genau die
gleiche Anzahl von Apfeln. Entnimmt man jeder
Kiste 60 Apfel, so bleiben in den Kisten insgesamt
soviel Apfel iibrig, wie vorher in zwei Kisten waren.
Ermittle die Anzahl aller Apfel, die sich anfangs in
den Kisten befanden! (OIM, K1.5)

b) In einem Kistchen befinden sich 12 rote, 15
blaue und 8 gelbe Kugeln, die sich nur durch ihre
Farbe unterscheiden. Anke will mit verbundenen
Augen Kugeln herausnehmen. Thre Anzahl will sie
so wihlen, daB sie mit Sicherheit erreicht, daB sich
unter den herausgenommenen Kugeln 5 von der
gleichen Farbe befinden. Sie meint: ,Es geniigt
hierzu, 15 Kugeln herauszunehmen.“ Birgit meint:
»Es geniigen dazu sogar nur 13 Kugeln.“ Cornelia
behauptet: ,Es geniigen dafiir 12 Kugeln.“
Entscheide fir jede der drei Meinungen, ob sie
wahr ist, und begriinde deine Entscheidung!

(OJM, K1.6)

¢) Klaus hat 7 Kugeln: 4 rote, 2 weile und 1
schwarze. Er soll sie in zwei Kistchen A und B le-
gen, und zwar in A drei und in B vier. Gib simtli-
che moglichen voneinander verschiedenen Vertei-
lungen der Kugeln auf die zwei Kistchen an! (Die
Reihenfolge, in der die Kugeln in den Kisten lie-
gen, soll dabei nicht beriicksichtigt werden.)
(OJM, K1.8)
Aufgaben aus Olympiaden Junger Mathematiker der DDR

Heronsches Dreieck 1988

a=15 =19-/8+8=-1°+8+38
b=13 =1-9+y8+38

c=14 =1+9+/8+8=1-4/9+8+38

s =21 =19+ yy/8+8



A=84 =-1-49 +88
he=12 =419-8-8

p= 5 =4{1:9+8+8

= 9 =y1+9-8+8=1-(9-8)+8
= 4 =" 38+8)

8-;—=(19+8-8):J19-8~8

=(1°+8-8):(1-9+8+8) .
Ing. H. Decker, Koln

-
Il

Holzchenspiele

Bilde durch Umlegen von

a) 4 Holzchen 2 gleich groBe Quadrate;

b) 4 Holzchen 3 Quadrate (zwei Losungen);

¢) 12 Hélzchen.2 kleine und 2 groBe Quadrate!

—— L L

i

_

Aus dem Geschirrschrank

In einem Geschirrschrank befinden sich unter an-

derem etliche gleiche Teller, mehrere gleiche Gla-

ser, einige gleiche Flaschen und zwei gleiche

Kriige.

Ein Massenvergleich ergibt folgendes:

— eine Flasche und ein Glas entsprechen einem
Krug,

- eine Flasche entspricht einem Teller und einem
Glas,

— zwei Kriige entsprechen drei Tellern.

In welchem Verhiltnis stehen die Massen der ge-

nannten Gegenstinde zueinander?
mitgeteilt von Ing. A. Korner, Leipzig

Labyrinth

Finde den Weg von einem zum anderen schwarz ge-
kennzeichneten Quadrat! aus: Fiiles, Budapest
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Kryptarithmetik
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aus: Eulenspiegel, Juraj Cajchan (Schweden)

Der neue Tresor

Die Kaufhalle hat einen neuen Tresor bekommen,
doch leider ist die Bedienungsanleitung verschwun-
den. Die drei Codezahlen zum Offnen des Stahl-
schrankes stehen also nicht zur Verfligung.

3(xvz]-

[x]v]z] f{a]v]s]

[ ) 000
[z[v[x]

®

Carmen, die bei der Abnahme anwesend war, erin-
nert sich aber an folgende Einzelheiten:

1. die Quersumme der ersten Zahl XYZ entsprach
ihrem Alter, 18 Jahre; )

2. die zweite Zahl war dreimal so groB wie die erste
Zahl;

3. die dritte Zahl war um 99 kleiner als die zweite,
auBerdem war die Ziffernfolge der dritten Zahl ge-
nau umgekehrt wie die der ersten Zahl.

Wie lauten die drei Codezahlen?
aus: NBI, Berlin, Gedankentraining
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XXVIII. Olympiade
Junger Mathematiker

der DDR

Aufgaben der Kreisolympiade

(18.11.87)

Olympiadeklasse 5

270521 Von Anja, Beate, Kerstin, Steffen
und Maik wissen wir folgendes:

(1) Steffen ist kleiner als Kerstin und gro-
Ber als Beate.

(2) Maik ist kleiner als Steffen und groBer
als Beate.

(3) Anja ist kleiner als Beate.

Ordne die Kinder nach ihrer GroBe! Be-
ginne mit dem groBten Kind! Eine Begriin-
dung wird nicht verlangt.

270522 Ein Tourist, der in Magdeburg
(M) wohnt, mochte bei einer Rundreise
jede der Stidte Schwerin(S), Neubranden-
burg (N) und Berlin (B) genau einmal auf-
suchen und erst dann in seinen Wohnort
zuriickkehren.

Eine mogliche Reiseroute wire von Mag-
deburg aus iiber Berlin, Schwerin und Neu-
brandenburg zuriick nach Magdeburg
(siehe Bild).

O—®
O—®

Gib alle Reiserouten an, die der Tourist
unter den genannten Bedingungen wihlen
kann! Wieviel Reiserouten sind das insge-
samt?

Eine Begriindung wird nicht verlangt.

270523 In einer Olympiadeklasse wurde
genau die Hilfte aller Teilnehmer mit
einem Preis ausgezeichnet. Es gab nur er-
ste, zweite und dritte Preise.” Genau ein
Achtel aller Teilnehmer erhielt einen er-
sten Preis. Genau ein Sechstel aller Teil-
nehmer erhielt einen zweiten Preis. In die-
ser Olympiadeklasse waren insgesamt min-
destens 20, aber weniger als 30 Teilneh-
mer. Wieviel Teilnehmer genau waren in
dieser Olympiadeklasse? Wie viele erste,
zweite bzw. dritte Preise gab es darin? Gib
an, wie du diese gesuchten Anzahlen ein-
deutig aus den obigen Angaben findest!

270524 Das Bild zeigt ein Regal, in dem
Topfe von genau drei verschiedenen Gr6-
Ben stehen. In jeder der Reihen I, I, III er-
gibt sich das gleiche Fassungsvermogen
von genau 24 Litern.

Welches Fassungsvermogen hat jeweils ein
Topf der verschiedenen Sorten?

40 - alpha, Berlin 22 (1988) 2

den Mannschaften genau ein Spiel. So ka-
men genau 21 Spiele zustande.

Wie viele Mannschaften nahmen insge-
samt an diesern Wettkampf teil?

Zeige, daB bei der von dir angegebenen

) \ Anzahl von Mannschaften genau 21 Spiele

zustandekommen!

270623 a) Der Stundenzeiger einer Uhr
(siehe Bild) zeigt um 3.42 Uhr in die Liicke
zwischen den Zahlen 3 und 4, der Minu-
tenzeiger in die Liicke zwischen 8 und 9.
Dadurch wird das Zifferblatt so aufgeteilt,
daB in einem Teil die Summe
4+5+6+7+8=130

o)

L looo

111

Erkldre, wie sich fir jede Topfsorte das
Fassungsvermogen aus den Angaben tiber
die Reihen [, IT und III ergibt!

Uberpriife, daB bei deinen Ergebnissen
sich wirklich fiir jede Reihe ein Fassungs-
vermdgen von genau 24 Litern ergibt!

Olympiadeklasse 6

270621 Uber einen 100-m-Lauf, den die
drei Schiiler Jens, Michael und Peter aus-
trugen, wurden folgende Vorhersagen ge-
macht:

‘Frank sagte: ,Jens oder Peter wird gewin-

nen.“

Horst sagte: ,Wenn Jens nicht gewinnt,
dann gewinnt Michael.«

Norbert sagte: ,Wenn Michael gewinnt,
dann wird Jens Zweiter.“

Stefan sagte: ,Michael wird schlechter ab-
schneiden als Jens und Peter.“

a) Nach dem Lauf wurde festgestelit:

Alle vier Voraussagen sind wahre Aussa-
gen.

b) Nach dem Lauf wurde festgestelit:

Als einziger hatte Horst eine wahre Aus-
sage gemacht.

Gib in beiden Fillen a), b) an, wer Erster,
Zweiter bzw. Dritter wurde!

In beiden Fillen a), b) ist noch bekannt,
daB Jens, Peter und Michael alle drei ver-
schiedene Zeiten liefen.

Erkldre, wie du deine Angaben gefunden
hast!

270622 a) Bei einem Wettkampf, an dem
sich genau vier Mannschaften 4, B, C und
D beteiligten, spielte jede dieser Mann-
schaften gegen jede andere dieser Mann-
schaften genau ein Spiel.

Zihle diese Spiele auf!

b) Bei einem anderen Wettkampf spielte
ebenfalls jede der teilnehmenden Mann-
schaften gegen jede andere der teilnehmen-

und im anderen Teil die Summe
94+10+11+12+1+2+3=48

steht.

Gesucht werden Uhrzeiten folgender Art:
Jeder Zeiger zeigt in eine der zwolf Liicken
zwischen benachbarten Zahlen, und da-
durch wird das Zifferblatt in zwei Teile
aufgeteilt, in denen die gleiche Summe
steht.

Nenne zwei solche Uhrzeiten zwischen
0.00 Uhr und 12.00 Uhr, die sich voneinan-
der um mehr als 5 Minuten unterscheiden!

b) Bei einer anderen Uhr (siehe Bild) zeigt
57 Sekunden nach 3.42 Uhr der Sekunden-
zeiger in die Liicke zwischen den Zah-
len 11 und 12.

Hierdurch und durch die anderen Zeiger
wird das Zifferblatt in Teile mit den Sum-
men :



4+ 5+ 6+7+8 =30,

9+10+11 =30,
12+ 1+ 2+3 =18
aufgeteilt.

Warum gibt es keine Uhrzeit, bei der (jeder
Zeiger in eine der zwolf Liicken zeigt und)
das Zifferblatt in drei Teile aufgeteilt wird,
in denen die gleiche Summe steht?

270624 In einer Werkhalle stehen vier
Maschinen zur Herstellung von Werkstiik-
ken. Jeweils in 24 Stunden werden

auf Maschine A genau 2 Werkstiicke,

auf Maschine B genau 3 Werkstiicke,

auf Maschine C genau 8 Werkstiicke,

auf Maschine D genau 12 Werkstiicke
hergestellt. Fir jede der Maschinen gilt,
daB zum Herstellen der Werkstiicke auf
dieser Maschine stets die gleiche Zeit ge-
braucht wird. Dabei ist die Zeiteinteilung
so angelegt, da jeweils die Herstellung des
néachsten Werkstiickes genau dann beginnt,
wenn das vorhergehende fertig ist.

An einem Tag beginnen alle vier Maschi-
nen gleichzeitig um 0.00 Uhr mit der Her-
stellung eines neuen Werkstiicks. Wie oft
kommt es an diesem Tag bis einschlieBlich
24.00 Uhr insgesamt vor, da

a) auf allen vier Maschinen,

b) auf genau drei der vier Maschinen,

c) auf genau zwei der vier Maschinen
zum gleichen Zeitpunkt ein Werkstiick fer-
tig wird?

Olympiadeklasse 7

270721 Jorg unternahm in den Ferien
mit seinem Fahrrad eine Dreitagewande-
rung. Er legte dabei am ersten Tag die
Hilfte und am zweiten Tag ein Drittel der
Liange der fir alle drei Tage geplanten
Wanderstrecke zuriick. Am zweiten Tag
war JOrg 24 km weniger gefahren als am er-
sten Tag.

Ermittle die Lidnge der Wegstrecke, die
Jorg noch fur den dritten Tag verblieb!

270722 Angela, Bodo, Constanze und
Dietmar sprechen {iber den Ausgang
zweier FuBballspiele der Klasse 7a gegen
die Klasse 7b. Zu beiden Spielen machen
sie dieselben Aussagen, nimlich:

Angela: Das Spiel endete unentschieden.
Bodo: Die Klasse 7a gewann.

Constanze: Bodos Aussage ist falsch.
Dietmar: Angelas Aussage ist wahr.

a) Petra, die das erste Spiel gesehen hat,
stellt wahrheitsgemiB fest, daB fiir das erste
Spiel genau eine der vier Aussagen falsch
ist.

b) Rolf, der das zweite Spiel gesehen hat,
stellt wahrheitsgemidB fest, daB fur das
zweite Spiel genau eine der vier Aussagen
wahr ist.

Untersuche, ob sich a) aus Petras Feststel-
lung, b) aus Rolfs Feststellung der Ausgang
des betreffenden Spiels (Sieg der 7a, Sieg
der 7b oder Unentschieden) eindeutig er-
mitteln J48t!

270723 Die MaBZahlen zweier Seitenlin-
gen eines Dreiecks seien a = 12 und b = 8.
Ermittle. alle diejenigen Zahlen, die als
Mafizahl ¢ der dritten Dreiecksseite so vor-
kommen konnen, daB die MaBzahl des

Umfangs eine Primzahl ist. Alle drei Sei-
tenldngen sollen dabei in derselben MaB-
einheit, etwa in Zentimetern, gemessen
sein.

270724 Es sei AB der Durchmesser eines
Kreises, der Mittelpunkt des Kreises sei M,
ferner sei C ein Punkt, der so auf dem
Kreis liegt, daB der Winkel 5 BMC

a) die GroBe 42°,

b) eine beliebig vorgegebene GréBe ¢ mit
0° < @ < 180° hat.

Ermittle jeweils aus diesen Voraussetzun-
gen die GroBe des Winkels x ACM und die
des Winkels 5 ACB!

Olympiadeklasse 8

270821 Ein AG-Leiter behauptet, er
konne jede von seinen Zirkelteilnehmern
gedachte Zahl erraten, wenn ihm nur das
Ergebnis der folgenden Rechnung genannt
wird: ,Denke dir eine Zahl.

Addiere dazu die Zahl 5, multipliziere die
Summe mit 16, subtrahiere davon das
Sechsfache der gedachten Zahl und divi-
diere diese Differenz durch 10!¢

LaBt sich tatsdchlich aus dem nun zu nen-
nenden Ergebnis dieser Rechnung die ge-
dachte Zahl ermitteln?

Wenn das der Fall ist, so beschreibe und
begriinde, auf welche Weise das geschehen
kann!

270822 Gegeben sei ein Kreis k; sein
Mittelpunkt sei M, sein Radius betrage r.
Von drei Punkten A4, B, C auf k werde vor-
ausgesetzt, daB 4B = BC gilt und daB der
Winkel 5 ABC die GroBe 120° hat.
Beweise, daB unter diesen Voraussetzun-
gen stets AB = r gilt!

270823 Uber ein Turnier in einer AG
»Schach* wird berichtet:

Das Turnier wurde in mehreren Runden
ausgetragen. In jeder Runde spielte jedes
AG-Mitglied gegen jedes andere genau
eine Partie. Auf diese Weise wurden in
dem Turnier insgesamt 112 Partien ge-
spielt. _Es nahmen mehr als zwei Mitglieder
teil.

Untersuche, ob ein Turnier moglich ist, bei
dem diese Angaben zutreffen, und ob die
Anzahl der Runden sowie die Anzahl der
Teilnehmer eindeutig aus den Angaben
folgen!

Wenn dies der Fall ist, so ermittle diese
Anzahlen!

270824 Ein Wirfel W werde in volumen-
gleiche Teilwiirfel zerlegt. Der Oberfli-
cheninhalt des Wiirfels W sei A, die
Summe der Oberflicheninhalte der vonein-
ander getrennten Teilwiirfel sei S.

Ermittle das Verhiltnis 4: S

a) wenn der Wiirfel W die Kantenlinge
14 cm hat und die Anzahl der Teilwiirfel 8
betrégt,

b) bei beliebiger Kantenlinge a des Wiir-
fels W und bei der Anzahl 8 der Teilwiirfel,
c) bei beliebiger Kantenlidnge a des Wiir-
fels Wund bei der Anzahl n* der Teilwiir-
fel, wobei n eine beliebige natiirliche Zahl
mit n = 2 ist!

Olympiadeklasse 9

270921 In die Felder auf den Ecken und
Seitenmittelpunkten eines gleichseitigen
Dreiecks (siehe Bild) sollen fur a, b, ¢, d,
e, f die Zahlen von 1 bis 6 so eingetragen
werden, daBl jede Zahl genau einmal vor-
kommt und daB auf jeder Dreieckseite die
gleiche Summe entsteht.

b O,

D—~Ce—O

Ermitteln Sie alle voneinander verschiede-
nen Eintragungen, die diese Bedingungen
erfillen! Dabei heiBen zwei Eintragungen
genau dann voneinander verschieden,
wenn sie weder durch Drehung noch durch
Spiegelung ineinander iiberflihrt werden
kénnen.

270922 Bei einem ,,ungarischen Domino-
spiel“ mit den Zahlen 0, 1, ..., 9 ist (abge-
sehen von dieser groBeren Zahl in der vom
,gewdhnlichen Dominospiel® bekannten
Weise) jeder Spielstein in zwei Hilften ein-
geteilt, jede Hiilfte trigt eine der Zahlen. In
einem Spiel kommen alle Kombinationen
von je zwei der Zahlen 0, 1, ...; 9 je genau
einmal vor (und zwar auch diejenigen, bei
denen auf den beiden Hilften eines Stei-
nes dieselbe Zahl steht).

Eine ,Kette“ entsteht, wenn man mehrere
Steine so nebeneinanderlegt, daB benach-
barte Hélften nebeneinanderliegender
Steine stets einander gleiche Zahlen tragen
(Comino-Spielregel).

Eine Kette heilt ,geschlossen“, wenn auch
die beiden Steinhilften an den beiden
freien Enden der Kette einander gleiche
Zahlen tragen (so dal man die Kette, wenn
sie aus geniigend vielen Steinen besteht, an
ihren Anfang zurickfithren und dort
schlieBen kann).

a) Ermitteln Sie die Anzahl aller zu einem
yungarischen Dominospiel“ gehdrenden
Steine!

b) Ermitteln Sie die groBte Anzahl solcher
Steine eines Spiels, aus denen sich eine ge-
schlossene Kette bilden 1406t!

270924 Fiir je zwei natiirliche Zahlen a,
b, die die Ungleichungen

3a—-2b=10, (1)

3a+8b=25 )
erfiillen, sei

S=a+2b.

Untersuchen Sie, ob es unter allen Zah-
len §, die sich auf diese Weise bilden las-
sen, eine groBte gibt!

Wenn das der Fall ist, so ermitteln Sie die-
sen groBtmoglichen Wert von S!

Olympiadeklasse 10

271021 Das Rechteck im Bild a) soll aus
den Teilen des Bildes b) zusammengesetzt
werden. Jedes Teil soll genau einmal ver-
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wendet werden; die Teile sind ohne An-
wendung von Spiegelungen, nur durch Ver-
schiebungen und Drehungen in die ge-
wiinschte Lage zu bringen.

Bild a
v ° [
U .
Tl o | o | @ . .
S| e, ° ° .

A B C D E F

Zeichnen Sie zwei verschiedene Zusam-
mensetzungen des Rechtecks, die auf diese
Weise entstehen kénnen! Uberpriifen Sie
darin die Erfillung der geforderten Bedin-
gungen, indem Sie die (jeweils in die ge-
wiinschte Lage gebrachten) Teile durch
ihre Nummern kennzeichnen!

. [ ]
- —1 .
{1) (2) (3)
[ ]
Bild b
[ [ ]
14) (S)
. .
[ ] L [ ] [ ] [ ]
(6) (7) (8}

271022 Ermitteln Sie alle diejenigen na-
tiirlichen Zahlen n, fur die
n*-2n*-3nt+7n—-6
n+2
eine natiirliche Zah] ist!

271023 Es sei ABCD ein Quadrat mit ge-
gebener Seitenlidnge a, ferner sei x eine be-
liebig gewidhlte positive reelle Zahl. Die
Quadratseiten seien wie im Bild um Strek-
ken der Linge x - a verldngert bis R, S, T
bzw. U.

U
c T
D
— B
R A
3 S

a) Beweisen Sie, daB unter diesen Voraus-
setzungen stets RSTU ein Quadrat ist!

b) Ermitteln Sie alle diejenigen positiven
reellen Zahlen x, bei deren Wahl der Fla-
cheninhalt des Quadrates 4BCD ein Fiinf-
tel des Flicheninhaltes des Quadrates
RSTU betrigt!

271024 Bei einem Wiirfel mit gegebener
Kantenliange a seien die Eckpunkte wie im
Bild bezeichnet. Die Gerade durch 4 und
F sei g, die Gerade durch E und G sei h.
Ermitteln Sie den Abstand von g und A!
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Unter dem Abstand zweier windschiefer
Geraden g, h versteht man die Linge einer
Strecke XY, die so gelegen ist, daB X auf g,
Y auf A liegt und daB XY sowohl auf g als
auch auf h senkrecht steht.

H G
h |
! F
T
E |
)
y, |
AN A
N\
N
A 8
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271221 Man ermittle alle Paare (x, y) von
Null verschiedener reeller Zahlen x, y, die
das folgende Gleichungssystem (1), (2) er-
fiillen:

x(1+£)=6,

y
AN

y(1+ x) 3.

271222 Es sei ABCD ein beliebiges ebe-
nes konvexes Viereck; k sei eine beliebige
positive reelle Zahl. Die Punkte P, O, R, S
mogen in dieser Reihenfolge die Seiten
AB, BC, CD, DA dieses Vierecks jeweils im
Verhiltnis k:1 teilen.

Man ermittle das Verhiltnis der Flichenin-
halte der Vierecke PORS und ABCD.

271223 a) Firr jede natiirliche Zahl n
werde eine Funktion f (mit dem Defini-
tionsbereich aller reellen x + 0) durch

0]
@

S =Y (k-2)x*
k=0

definiert. Man ermittle alle diejenigen na-
tiirlichen Zahlen n, fiir die die so erklirte
Funktion f die Gleichung
f(=1) = —f(1) erfullt.
b) Fiir jede natiirliche Zahl n werde eine
Funktion g (mit demselben Definitionsbe-
reich) durch

vy 1

g(X)—k;) TR

definiert.
Man untersuche, ob es eine natiirliche
Zahl n gibt, fiir die die so erklirte Funk-
tion g die Gleichung
(g(—1) = —g(1) erfullt.

271224 a) Uber eine Menge M, die aus
genau 1987 Personen besteht, wird voraus-
gesetzt, daB jede Person aus M mit hoch-
stens 5 anderen Personen aus M bekannt
ist.

Man beweise, daB aus diesen Vorausset-
zungen stets folgt: .

Es gibt eine aus mindestens 332 Personen
bestehende Untermenge U von M mit der
Eigenschaft, daB keine Person aus U mit
einer anderen Person aus U bekannt ist.
b) Man gebe ein Beispiel f'ur eine Menge
M aus genau 1988 Personen, fir die fol-
gende Aussagen zutreffen: Jede Person aus
M ist mit genau 5 Personen aus M be-
kannt; jede Untermenge U von M mit der
Eigenschaft, daB keine Person aus U mit

einer anderen Person aus U bekannt ist,
besteht aus hochstens 333 Personen.

In diesen Aufgaben werde stets angenom-
men, daB eine Person X genau dann mit
einer Person Y bekannt ist, wenn Y mit X
bekannt ist.

alpha-Wettbewerb

1986/87

Abzeichen in Gold
Fortsetzung aus alpha Hefl 1/88

Fiir elfjahrige Teilnahme

Jens Fache, Alienburg; Uwe Schiitze, Camin;
Frank Sarodnick, Dallgow; Ulrich Schuster, De-
mitz-Thumitz; Catherin Engel, Lutz und Heike
Lauter, alle Dresden; Georg Kirchner, Dermbach;
Veil-Thomas Meyen, Grimmen; Bettina Weser,
GroBenhain; Michael Schuize, Halberstadt;
Frank Siebert, Dany Rose, beide Halle; Claus
Janke, Ilmenau; Heiko Schinke, Leuna; Karl-
Heinz Gora, Lohsa; Frank Berndt, Radeburg; Jiir-
gen Schmalisch, Reuden; Kurt Schulze, Schern-
berg; Jens Hoffmann, Sebnitz; Birgit Lorenz,
Waren; Hartmut Boeticher, Weimar; Christina
Fuhrmann, Zepernick; Frank Pampel, Zeulen-
roda; Sabine Oestreich, Oschersleben

1

Fiir zehnjihrige Teilnahme

Eckhard Heinrich, Aschersleben; Susanne Krii-
ger, Thomas B6hme, Andris Mbller, Kerstin Kan-
tiem, alle Berlin; Heiko Ringel, Ines Lauter, Ker-
stin Urban, Gerald Eichler, alle Dresden; Lars
Moénch, Erfurt; Jens Wackernagel, Falkenberg;
Falk-Uwe Koppelt, Crostau; Jan-Martin
Hertzsch, Geringswalde; Sonnfried Litsch, Gor-
litz; Ingolf Hintzsche, Grifenhainichen; Ulrike
Brandenburg, Greifswald; Birgit Seifert, Hage-
now; Anke Misch, Halberstadt; Annett Eichner,
Halle-Neustadt; Norbert Neumann, Kleinmach-
now; Andreas Paukert, Karbow; Uta Mersiowsky,
Sabine Pohlmann, beide Langewiesen; Andreas
Eifler, Petra Polster, beide Leipzig, Holger
Schinke, Leuna; Jens Grundmann, Limbach-
Oberfrohna; Steffen Hoffmann, Potsdam; Uwe
Knispel, Prosen; Ralf Heidenreich, RoBleben;
Carmen Meikies, Schlagsdorf, Ruth Backhaus,
Silberhausen; Frank Zoliner, Sondershausen; Er-
hard Zilinske, Stralsund; Norbert Fuchs, Suhl;
Ralf Gossinger, Unterbreizbach; Irene Michallik,
Waren; Stefan Thiter, Weimar; Agnes Jorzick,
Wismar; Mathias Goltzsche, Witlerda, Erika
Schreiber, Zella-Mehlis

Fiir neunjidhrige Teilnahme

Anka Sommer, Augsdorf, Bert Minske, Beate
Miiller, Jens Prochno, Norbert Dorn, Stefan Miil-
ler, alle Berlin; Christian Sitz, Calau; Uwe Mar-
tin, Crossen; Manfred RoBius, Cottbus; Bert
Kiihne, Dahme; Stefan Mattausch, Michael Nit-
sche, Carsten und Helmut Schreiber, Rolf Dach,
alle Dresden; Barbara Tschada, Cornelia Woll,
beide Erfurt; Heike Morgner, Falkenstein; Ingolf
Thurm, G6Bnitz; Karsten Sonnemann, Grabow;
Henning Salz, Halle; Jutta und Uta Schumann,
Havelberg; Carsten Leibnitz, Hohenstein-E.; Se-
bastian Horbach, Andreas Israel, beide Karl-
Marx-Stadl; Heiko Witte, K6nigs Wusterhausen;
Bernd Fucke, Petra Gollewsky, beide Leipzig;
Jens Fuchs, Luckau; Irma GoBmann, Oranien-
burg: Anja VoB, Riesa; Katja Uhlemann, Prau-
sitz; Ronald Kaiser, Schleid; Sven Hacker,
Schlotheim; Babette Miiller, Winfried Ullrich,
beide Schmalkalden; Ralf Stentzel, Schwarzen-
berg; Matthias Herrmann, Schwerin; Mike Selig,
Stauchitz; Delia Wolfert, Séllichau; Silvia Rein-
warth, Teltow; Evelin Schott, Thalheim; Horst



RiBmann, Wesenberg; Friedhelm Reichert, Ko-
nigs Wusterhausen; Andreas Stenzel, Cottbus

Fiir achtjdhrige Teilnahme
Ralf und Wolfgang Beukert, Beatrice List, alle

Altenburg; Annegret Schidlich, Auerbach;
Yvonne Selke, Matthias Roder, Matthias Tittel,
alle Berlin; Eberhard Balzer, Bernburg;

Frank-J. Schwerin, Blumberg; Achim Krdber,
Buttlar; Peter Sitz, Calau; Matthias Winkler,
Dresden; Olaf Krause, Eisenhiittenstadt; Jorg Si-
mon, Engelsdorf; Peter und Ulrich Wenschuh,
Falkenstein; UIf Winkler, Frankenberg; Frank
und Udo Schulte, Freienbessingen; Volker Poh-
lers, Greifswald; Dirk Wenzlaff, Grieben; Ragna
Siol, Grimma; J6rg Blaurock, Guben; Beate Tho-
mas, Halle; Antje Hiittig, Christina Schmerling,
beide Halle-Neustadt; Henrik Hodam, Kalten-
nordheim; Michael und Jirgen Hoppe, Michael
Tix, alle Karl-Marx-Stadt; Susan Hoffmann,
Klingenthal; Kay Leitz, Parchim; Steffen Scheit-
hauer, Parey; Antje Reichel, Pirna; Beate Walter,
Roébel; Heiner und Anne Ruser, Rostock; Roland
Drendel, Senlienberg; Christiane May, Sieben-
lehn; Jochen Wetzel, Sémmerda; Bert Liebmann,
Sondershausen; Wolfgang Vogel, Thalheim; Lo-
thar Matzker, Torno; Johannes Thiter, Weimar;
Bert Winkler, Wilkau-HaBlau; Mathias
Schwenck, Wittenburg

Fiir siebenjihrige Teilnahme

Uwe Dgbler, Arnstadt; Marcus Markardt, Bad
Salzungen; Sarah Plietzsch, Stelan Bading,
Frauke Wendt, alle Berlin; Alice Kraneis, Bern-
burg; Christian Gering, Beuditz; Ralf Grédper,
Biesenrode; Michael Kremmer, Breitungen;
Wolfgang Jickel, Demitz-Thumitz; POS K. Nie-
derkirchner AG Math.,, Domersleben; Klaus-
Horst Milde, Jens Haufe, Ullrich Hartung, alle
Dresden; Andreas Priiver, Eberswalde; Ulrike
RéBner, Erfurt; Lutz Kiich, Erlau; Kai Mettke,
Alexander Schackow, beide Frankfurt (Oder);
Hanka Pruditsch, Anke Zimmermann, beide
Geithain; Andrea RueB, Goldberg; Marie-Luise
Funk, Greifswald; Sven Rudolph, GroBréhrsdorf;,
Holger Porath, Giistrow; Antje Ohlhoff, Halber-
stadt; Anja Botzon, Havelberg; Birgit Bremer,
Heiligenstadt; Stefan Lippmann, Ilsenburg;
Heiko Frank, Gerd F. Reifarth, Rainer Wemer,
Holger Iligen, alle Karl-Marx-Stadt; Frank Miil-
ler, Klaffenbach; Antje Schneider, Leipzig;
Hanna Erler, Massanei; Steffen Scharnowski,
Moser; Steffen Ewert, Neuhaus; Andreas Sucha-
now, Neubrandenburg; Karsten Kattner, Pase-
walk; Ingo Schubert, Pfaffroda; Joachim Rothe,
Pretzschendorf; Dagmar und Birgit Lenz, Rei-
chenbach; Astrid Rogowski, Schwerin; Tanja
Reinwarth, Teltow; Torsten Mark, Ueckermiinde;
Ina Gossinger, Unterbreizbach; Tom Boyks, Viet-
liibbe; Heike Bauer, alpha Klub Klasse 7 und 8,
Witzenburg; Frank Goth, Waltersdorf; Edith
Boettcher, Weimar; Christiane Moritz, Wriezen,
Kristin Neumann, Zella-Mehlis; Petra Heiliger,
Leuna

Fiir sechsjdhrige Teilnahme

Matthias List, Altenburg; Gerlind Krolop, An-
gern; Veneta Tiirke, Auerbach; Lothar Fischer,
Bad Kaéstritz; Ute Partsch, Bad Salzungen; Veit
Eska, Bad Siilze; Sven Hartmann, Axel Schnei-
der, Annette Spangenberg, Eva-Christina Miiller,
Gerhard Haug, Sven ABmus, Claudia Lehmann,
alle Berlin; Peter Grabs, Bibra; Matthias Hentze,
Bleicherode; Carsten Schmidt, Borna; Angela
Maier, Biirgel; Olal Baur, Coitbus; Charis For-
ster, Crimmitschau; Steffen Eisenblitter, De-
litzsch; Eva FaBmann, Dessau; Hans Schwenke,
Dohna; Thomas Rotter, Kristina Kutzer, Jens
Pfennig, Rita Dach, alle Dresden; Christian Pi-
gorsch, Eisleben; Gerd Kunert, Sven Schmitt,
beide Freiberg; André Kratzert, Dirrrdhrsdorf;
Peter Meja, Wolfgang Sitte, beide Gorlitz; Tho-
mas Galley, GolBen; Lars Schiefn'er, Goseck;

Gunthard Stiibs, Greifswald; Astrid Girtner,
GroBrohrsdorf; Daniela Burkhardt, Guben; Mar-
kus List, Griinbach; Regine Mallwitz, Giistrow;
Heinz Seifert, Hagenow; Alexander Schmerling,
Lutz Eichner, beide Halle-Neustadt; Schulklub
der EOS W. Pieck, Heiligenstadt; Maik Otto,
Holzthaleben; Klaus Liesenberg, Ilsenburg; Gun-
nar Clausnitzer, Ivenack; Ull Prudlo, Uta Stérl,
beide Jena; Jana Hodam, Kaltennordheim; Uwe
Pirl, Karl-Marx-Stadt; Beate Balzer, Lindow;
Thomas Rolle, Magdeburg; Manja und Dirk
Franke, Miilsen; Bodo Braune, Neuburxdorf;
Jens Burmann, Neuhaus; Stefan Wamest und
Dirk Welke, Neuruppin; Lars Abbe, Niederorla;
Uwe Anke, Pappendorf; Falk Thomas, Neukirch;
Claudia Paschwitz, Rickelwitz; Bertram Bracher,
Schwarzheide; Reiner Méwald, Sommerda; Riidi-
ger Scheller, Teltow; Corinna Krische, Treben;
Eric Schneider, Wim Fleischhauer, Katja Ledder-
hos, alle Vacha; alpha Klub Kl. 6, Vitzenburg;
Frederik Schiller, Voigtsgriin, Achim Nabhler,
Swen Holfmann, beide Weimar; René Voigt,
Wemburg, Arno Barthelmes, Tilo Marschall,
beide Zella-Mehlis; Matthias Klinke, Zeulen-
roda; Diana Michler, Zschortau; Carl Grosch,
Wolferstedt

Fiir fiinfjdhrige Teilnahme

Kathrin Wagner, Antonsthal; Martin Mazurek,
Aschersleben; Jochen Sommer, Augsdorf, Kath-
leen Heilfort, Bad Gottleuba; Michael Henning,
Bad Salzungen; Dirk Prandel, Frank Wagner,
beide Berlin; Annette Scholz, Blumberg; Ingrid
Voigt, Bohlen; Norbert Wolfel, Brandenburg;
Cynthia Bengs, Biirgel; Stefan Janke, Burg; Det-
lef BartmuB, Burow; Thomas ReiBner, Birgit
ReiBner, Silvio Lofller, alle Cottbus; AG J. Math.
0.-Grotewohl-OS, Dreitzsch; Birgit Jeske, Hen-
rike SiB, Frank Naumann, Dorothea Krippstidt,
Kerstin Pohle, Cornelia Zillmann, Michael Pott-
hoff, Matthias Overmann, alle Dresden; Matthias
Buchmann, Eisenberg; Sven Hauptvogel, Su-
sanne Forster, beide Elsterwerda; Antje Kauf-
hold, Erfurt; Andreas Kupsch, Finsterwalde;
René Franke, Gersdorf; Mathias und Alexander
Neuber, Gerbitz; Gernot Meriowsky, Christoph
Kothe, Matthias Grau, alle Gérlitz; Andrea
Landgraf, Grifenthal, Karsten Hennig, Gro8-
omer; Elke Heidemann, Halberstadt; Almuth
Berg, Halle; Ralf Gericke, Hainichen; Jan Wohl-
bold, Heidenau; Roberto Stahl, Herzberg; Stefan
Heiber, Heyda; Jan Zimmermann, Michael Kéh-
ler, Frank Lampert, Frank Marth, alle Kalten-
nordheim; Dietmar und André Lindner, Karl-
Marx-Stadt; Hans Hermann, Marko Epstude,
beide Kirchheilingen; Carsten Blech, Klein Ro-
densleben; Jorg Anschiitz, Lehesten; Cornelia
Hifner, Leinefelde; Beate Wasner, Leipzig; Peggy
Menzel, Leutersdorf, Andreas Vogel, Limbach-
O.; Hardy Doémpke, Loderburg; Ina Biittner,
Manja LehnhuB, beide Ldssau; Marco Schmidt-
gen, Luckenwalde, Giselher Schiitzer, Magde-
burg; Isabelle Nicol, Meiningen; Maren Wolf,
Milkau; Karsten Knothe, Merseburg; Lars Fi-
scher, Niederschmalkalden; Katrin May, Olbern-
hau; Torsten Lith, Parchim; Felix Kraenz, Pi-
cher; Olav Zirnstein, Pirna; Axel Buerke,
Potthagen; Ingmar Hellhoff, Prenzlau; Andrea
Thiele, Michael Hainke, beide Rackwitz; Antje
Westermann, Marco RéBler, beide Radebeul; Ra-
mona Plautz, Ribnitz; Beatrix Lorenz, Riesa;
Rainer Walke, Barbara Menzel, beide Rostock;
Marcus  Spindler,  Sangerhausen; Sandra
Henschke, Schierke; Marion Walther, Schiott-
witz; Andreas Meynhardt, Schmalkalden; Oliver
Henze, Schneidlingen; Jens GliBer, Schonfels;
Lars Hantschmann, Seifhennersdorf; Karin Mo-
wald, S6mmerda; Melanie Wilhelm, Alexander
Anschiitz, Steffi Déll, Rene Scheerschmidt, Kar-
sten Biihner, Katja Usbeck, Katrin Recknagel,
alle Steinbach-Hallenberg; Michaela Berndt,
Ueckermiinde; Anja Frank, Thomas Flatz, An-
dreas Walter, alle Vacha; Dag Lohse, Vielau; Erik

Mobius, Wegeleben; Sven-Uwe KanngieBer, Wol-
mirleben; Andreas Vogt, Worbis; Ralph Scham-
mer, Zerbst; Claudia Heret, Zwickau; Axel Bich-
ler, Sondershausen

Fiir vierjihrige Teilnahme

Ulrich Egermann, Uta Schmidt, beide Altenburg;
Sven Vélker, Andreas Henning, beide Bad Sal-
zungen; Monika Doring, Andrea Bottger, Corme-
lia Hauke, Michaela Hinke, Tanja Jakob, Anke
Lindner, Sandra Neumann, Tanja Pfeiffer, Jana
SchliiBler, Susanne Schmidt, Yvonne Stolz,
Beate Wulf, Sven-Rico Gericke, Michael Kocher,
Dominik Pelz, Frank Stehr, alle Berlin; Andreas
Filz, Bernburg; Stefan Lenz, Bischofrod; Ingo
Moldenhauer, Blankenfelde; Wolfram Schubert,
Borna; Roberto RohmeiB, Breitungen; Frank
Wolll, Brotterode; Tilo BartmuB, Burow; René
Aust, Calau; Annett Lowa, Susan Dreyer, Falko
Hohnsdorf, alle Cottbus; Thomas Freier, Stefan
HeB, beide Creuzburg; Oliver Gehring, Ortrun
Grahl, Christina Galikowsky, Jens Romer, Chri-
stoph Nitsche, Mario Kiibler, Hans-Harald
Neschke, alle Dresden; Burgund Berger, Drosa;
Jens Renner, Diirrr6hrsdorf; Martin Skriewe,
Eichicht; Patrick Zacharias, Eilsleben; Thomas
Priiver, Eberswalde; Dirk Lange, Gerit Schiitze,
beide Elsterwerda; Maik Denner, Empfertshau-
sen; Riidiger Hochheim, René Weilert, Steffen
Zillmer, alle Erfurt; Kati Hildebrandi, Andrea
Weyh, Corinna Mider, Jana Reinhardt, Kristin
Danz, Christiane Siebert, alle Fambach; Axel
Pitzold, Flecken Zechlin, Uwe Danz, Floh; Bert
Brause, Frankenberg, Thomas Monecke, Frei-
berg; Ulrike Hormann, Anja Bayer, Ulrike Bentz,
alle Friedland; Torsten Feigl, Gera; Axel Plog,
Gevezin; Michaela GroBe, Gohrau; Swen Ficker,
Katja Martin, beide Griinhain; René Kallenbach,
Gumpelstadt; Jorn Pamperin, Hagenow; Rainer
und Britta Struwe, Halberstadt; Hendrik Speck,
Halle; Corinna Wiefel, Silke GroBmann, beide
Hirzbach; Ulrike Watzke, Hoyerswerda; Peter
Zimmermann, Ilmenau; Marco Ringel, Jihnik-
kendorf, Goran Glockmann, Norbert Kuschel,
beide Jena; Thomas Fiekers, Mike Hesse, Martin
GroB, Mario Stern, Cornelia Weber, alle Kalten-
nordheim; Sabine Klinger, Kamenz; Dorit Bie-
dermann, Mirko Niepel, beide Karl-Marx-Stadt;
Erika PreuB, Klietz; Katja GeiBler, Konigs Wu-
sterhausen; Kirsten Vélz, Kérchow; Carsten Beh-
rendt, Langenweddingen; Tobias Zepter. Lange-
wahl; Liane Marx, Landsendorf; Katja Kasubek,
Werner Unger, beide Lehesten; Stefan Suerbier,
Leussow; Andrea Hockauf, Jana Ittner, beide
Leutenberg; Jana Goétz, Katrin Fréhlich, Dirk
Schaller, Marian ReiBig, alle Lossau; Jorg-Daniel
Giinter, Ludwigslust; Anke Nither, Liitzschena;
Christel Fritze, Magdeburg; Kay Plennighaus,
Neubrandenburg; Manuela Grewe, Dirte Busse,
beide Neuhaus; Grit Richter, Niendorf; Jens Ba-
stian, Heike Simmank, beide Niesky; Grit Pfiitz-
ner, Ohorn; Kay Barthel, Oschersleben; Ute Zim-
mermann, Pauschwitz; Michael Schmarje, Jiirgen
Rietz, beide Pirna; Kilian Kindelberger, Pots-
dam; Antje Schleusener, Prag (CSSR); Katrin
Lonnig, Pretitz; Torsten Miiller, Maria Meinel,
beide Radebeul; Karsten Bossow, Heike Warm,
Petra RoBenus, Stefan MaaB, alle Ribnitz; Tobias
Franke, Ines Simmank, beide Riesa; Ralf und
Dirk Seifert, Rochlitz; Ulrike Hidfner, Schmalkal-
den; Kathrin Biedermann, Schneckengriin; Sa-
bine VoB, Schonberg; Andreas Seifert, Schone-
beck; Jana Herrmann, Schorssow; Stefan Erb,
Schwallungen; Alexander Otto, Schwanebeck;
Peter Hornich, Schwedt; Simone Puhl, Schwein-
bach; Lars Prieske, Schwerin; Andreas Pechthold,
Spechtsgriin; Jana Ullmann, Spremberg; Tino
Sander, Springen; Steffen Miiller, Hartmut Iser,
Claudia Siegmund, alle Steinbach; Simone
Thiem, Yvonne Menz, Sandra Usbeck, Sven
Reumschiissel, Sabine Recknagel, alle Stein-
bach-Hallenberg

Fortsetzung in Heft 3/88
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Losungen

Losungen zum alpha-Wettbewerb
Heft 6/87

Ma 5® 2840 Robert las an den ersten
zwei Tagen (36 + 48) Seiten = 84 Seiten. .
Somit sind 84 Seiten gleich dem vierten
Teil der Anzahl der Seiten des Buches. Es
umfaft deshalb 4 -84 Seiten = 336 Seiten.

Ma 5 m 2841
dann gilt
x+100=10-x + 10, also x = 10.
Die gedachte Zahl lautet 10.

Ma S5m2842 Egon hat 18:-1Pf+ 36 -5Pf
+54-10Pf+9-50Pf+9-20Pf

= (18 + 180 + 540 + 450 + 180) Pf

= 1368 Pf= 13,68 M gesparl.

Es sei x die gedachte Zahl;

Ma 5m 2843 Angenommen, in jedem der
16 Klassenzimmer befinden sich x Stiihle;

dann gilt
16-(x—8)=12"x, also x = 32.
Die  Schule verfiigt somit iber

(16- 32 + 38) Stiihle, also iiber 550 Stiihle.
Oder: (16 — 12) Klassenzimmer =4 Klas-
senzimmer. In 4 Klassenzimmern befinden
sich 16 - 8 Stithle, in einem Klassenzimmer
4 -8 Stiihle = 32 Stiihle.

Ma5Sm2844 Das Quadrat enthidit die
Vierecke (2), (3), (4), (6), (1;2), (2;3),
(3;6), (4;5), (5:6), (1;2;3). (4;5;6),
(1,2;4;5), (2;3;5;6),

insgesamt also 13 verschiedene Vierecke.

MaSw2845 Wegen E+E=A4 muB 4
eine von Null verschiedene gerade Grund-
ziffer sein.

.Flir4=2gilt M=1und E =6.

Wegen H+ H+1=Hgilt H=9.

Fiir T=3 gilt P=7 und L = 4.

Fiir T=8 gilt P=7 und L = 5. Wir erhal-
ten die beiden Losungen

12396 + 12396 = 24792

und 12896 + 12896 = 25792.

Fiir A =4 erhalten wir analog dazu zwei
weitere Losungen

24097 + 24097 = 48 194

und 24197 + 24197 = 48394
FirA=6oder A =8 wire M+ M =5
oder M + M =7, was nicht moglich ist.

Ma5m2846 Das Quadrat ABCD hat
einen Fldcheninhalt von 12-12cm?
=144 cm?. Jedes der vier Rechtecke hat
deshalb einen Flicheninhalt von 144 cm?
:4 =36cm?. Die Rechteckseite DE habe
die Lénge x; dann gilt x-12 cm = 36 cm?,
also x =3 cm.

Dann hat die Rechteckseite AE die Linge
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12cm—3cm=9cm und " die Rechteck-
seitet BK=GK die Linge 9cm:2
=4,5cm. Die Rechteckseite AL habe die
Linge y; dann gilt y-9cm = 36 cm?, also
y =4cm; somit hat BL die Linge 12 cm
—-4cm=8cm.

Ma 6 m2847 Die Tabelle zeigt alle Mog-
lichkeiten der Spielausginge. Nur die
letzte Moglichkeit erfiillt alle Bedingun-
gen. Wegen 18-2 +1-1 =37 ergeben sich
37 Punkte fiir die Mannschaft.

Anzahl der unentschiedenen
gewonnenen verlorenen Spiele
3 1 21
6 2 17
9 3 13
12 4 9
15 5 5
18 6 1

Ma 6 w2848 Da die Hunderterstelle des
zweilen Summanden nicht Null sein kann,
ist sie gleich 1. Daraus ergeben sich fiir die
Zehner- und Einerstelle der beiden Sum-
manden nur die Ziffer Null und fir die
Tausenderstelle nur die Ziffer 9.

9909 + 190 = 10099.

Ma 6m2849 Wegen 4-5 =20 muB die zu
ermittelnde Zahl durch 20 teilbar sein, also
auf die beiden Grundziffern 00, 20, 40, 60
oder 80 enden. Damit die Zahl moglichst
klein ist, muBl die erste Grundziffer von
links 1 sein. Die Zahl 199980 hat die
Quersumme 36; sie ist die kleinsie durch 4
und § teilbare natiirliche Zahl, deren Quer-
summe 36 betrigt.

Ma 6 m2850 Man beginnt systematischv

mit der kleinsten Primzahl und erhilt fol-
gende Tabelle

a b c Wertung
2 entfillt, da dann ¢
geradzahlig
3 5 85 entfillt, da 85 keine
Primzahl
7 79
11 67
13 61
17 49 entfillt, da 49 keine
Primzahl
3 19 43
3 23 31
3 29 13  entfdllt,dab>c
5 entfillt, da dann ¢
durch 5 teilbar
7 11 23

Weitere Moglichkeiten entfallen, da dann
stets b > c gilt.

Somit gibt es sechs Zahlentripel, welche
die Bedingungen erflillen.

Ma 6w 2851 Wir konstruieren das Bild
B{
AN
// \\
AN
20/ \

des rechtwinkligen Dreiecks ABC bei Spie-
gelung an der Geraden AC als Symmetrie-
achse. Es sei B’ Bildpunkt von B. Dann ist
das Dreieck ABB’ gleichseitig. Somit hat
Winkel 4BC die GréBe f = 60° und Win-
kel BAC die GroBe o = 30°.

Ma6m2852 Aus b>a und b-c=6-a
folgt ¢ <6, also a<b<c¢c<6 und somit
c<S. Wegen a+ b>c (Dreiecksunglei-
chung) existiert genau eine Losung, nim-
lich

a=2c¢cm,b=3cm, c=4cm.

Na/Te 6 m407 500 Umdrehungen bedeu-
ten ein tausendmaliges Durchlaufen des
Hubweges.

Damit ergibt sich ein Gesamtweg von

73 mm - 1000 = 73000 mm = 73 m,

also 5=73m/10s = 7,3 %

Ma7m2853 Angenommen, beiden Ar-
beitsgemeinschaften gehdren x Schiiler an;
dann gehéren der AG Modellbau
3 - x Schiiler, der AG Werken 2-3-x = 6x
Schiiler an, und es gilt

Ix+tb6x—x=32, 8x=32, x=4.

An beiden Arbeitsgemeinschaften nehmen
vier Schiiler teil.

Ma7m 2854 Angenommen, es sind s
Karten mit dem Vermerk ,sehr gut gelost,
g Karten mit dem Vermerk ,gut gelost®
und n Karten mit dem Vermerk ,nicht ge-
10st“; dann gilt
g+n=3,s+tn=7unds+g=8.

Durch Addition der drei Gleichungen er-
halten wir

2s+2g+2n=18, g+s+n=9,
alsog=2,s=6und n=1.

Werner erhielt sechs Karten mit dem Ver-
merk ,sehr gut gelost, zwei Karten mit
dem Vermerk ,gut gelost“ und eine Karte
mit dem Vermerk ,nicht geldst®.

Ma7m2855 Nach der Dreiecksunglei-
chung gilt x+y>a, x+z>a, y+z>a,
also auch 2-(x +y + z) > 3a und

. 3
Somltx+y+z>7-a.

Ma 7w 2856 Fiir den Flicheninhalt des
Kreises gilt Ad¢ =7- r?, fiir den Flichenin-
halt des Quadrates gilt

rer
A=t T

Ag:Ax=Q2rY:(nr?) =% =~(),6366.

2-r?. Daraus folgt

Der Flicheninhalt des Quadrates betrigt
somit rund 64% vom Flicheninhalt des
Kreises.

Ma 7m 2857 Der vierstellige Teiler der
gesuchten funfstelligen Zahl moége die Zif-
fernfolge abcd haben. Dann wire nur d = 1
moglich. Ferner ist nur ¢ =4 moglich, da



nur 4-7 auf die Ziffer 8 endet. Da q, b, c,
d vier aufeinanderfolgende Zahlen sein
sollen und die Zahl méglich groB sein soll,
gilt a=3 und b=2. Somit gilt 22687
=7-3241. Jirgen hatte am 22. 6. 87 Ge-
burtstag.

Na/Te 7m408 Die Strahlungsverluste
nehmen mit der Temperaturdifferenz zwi-
schen Topf und Umgebung zu.

Na/Te 7w 409 MaBangaben in cm

Ma8m2861 Es sei abcde eine flinfstel-
lige natiirliche Zahl in dekadischer
Schreibweise; dann soll gelten: abcde - 4
=edcha. Wegen 4-a<10 und a *#0 gilt
a =1 oder a = 2. Da das Produkt ¢-4 eine
gerade Zahl ergibt, entfillt a = 1.

Folglich gilt a =2. Wegen e+ 0 und da
e-4 auf die Ziffer 2 endet, gilt ¢ =3 oder
e=8.

Wegen a-4=2-4 =8 entfillt e =3. Folg-
lich gilt e=8. Wir erhalten zunichst

Scheitel
Auge
\_‘
N
AN 85 2 halbe Korperfliche
\\
| g 5 @
= 2 N e
b5
D-' —
(5]
s
yd & 80 2 halbe Augenhohe
i
/
7, 7777 7, 7,
Ma 8 m 2858 2bcd8 -4 =8dcb2. Wegen b-4<10 gilt

Eine Losung lautet 381654 729.

Ma 8 w2859 Das Trapez ABCD 1iBt sich,
wie aus dem Bild ersichtlich, in drei kon-
gruente gleichseitige Dreiecke zerlegen.
Die Diagonale AC ist doppelt so lang wie
die Hohe im gleichseitigen Dreieck, sie be-
trigt somit

E=2.%.J3—=a.‘/3_

=5-y/3—cmz8,7cm.

D aq c

A a a 8
Ma 8 m 2860 Der Halbkreis beriihre die
Gerade BC im Punkte Q; dann gilt

BA = BQ . Der Radius MA = MQ habe die
Linge x; dann hat CM die Linge
4cm — x. Nach dem Satz des Pythagoras
gilt

(4—x)P?=x2+2% 16 —-8x+ x?

=x2+4, 12=8x, x=1,5. Der

Radius des Halbkreises ist 1,5 cm lang.

C
bem-x 2cm
Q
X
M
Jem
X
A 3em 8

b=1 oder b=2. Wegen 4-8 =32 (Uber-
trag 3) und da d-4 + 3 eine ungerade Zahl
ist, entfillt b = 2. Folglich gilt b =1. Wir
erhalten 21cd8-4=18dcl2. Da d-4+3
auf die Ziffer-1 endet, gilt d =2 oder d = 7.
Wegen 21- 4 = 84 gilt 8dc12 > 84000, also
d =z 4. Somit entfillt d=2; es gilt d=7.
Wir erhalten 21c78-:4=87¢l2. Da
¢-4 + 3 auf die Ziffer ¢ endet, gilt c=9.
Es existiert genau eine Losung, nimlich
21978-4=87912.

Ma8 m2862 Wir setzen die Variablen e,
a, s fiir den Preis in M fiir eine Portion Eis
bzw. Ananas bzw. Sahne und erhalten fol-
gendes Gleichungssystem:

(1) ets=2,15M
2) a +s=2,55M
3) ate =2,30M.

Die Addition dieser drei Gleichungen und
die anschlieBende Division durch 2 flihrt
zur Gleichung

) ate+s=350M.

Eine Portion Eis mit Ananas und Sahne
kostet 3,50 M.

Aus (4) — (2) folgt e = 0,95 M, aus (3) folgt
dann ¢=1,35M und aus (2) s=1,20M.
Eine Portion Eis kostet 0,95 M, eine Por-
tion Ananas 1,35M und eine Portion
Sahne 1,20 M.

Na/Te 8 w410 Die Last ist 7mal gréBer
als die vorhandene Kraft, also muB der
Kraftarm 7mal langer sein als der Lastarm.
Man muB also die gesamte Hebelldnge in 8
Teile teilen. Der Drehpunkt muB 25cm
von der Last entfernt sein.

Na/Te 8 m411 Die Auftriebskraft betrigt
0,050 N. Die Gewichtskraft des verdring-
ten Wassers muBl deshalb 0,050 N betra-
gen. Aus der Dichte des Wassers ergibt
sich, daB 1 cm® Wasser die Masse von 1g
hat, d. h. 1 cm® Wasser hat die Gewichts-
kraft 0,01 N. Folglich wirken auf 5cm?

0,05 N. Das Volumen des Koérpers betrigt
5cm?. Das gleiche Ergebnis erhdlt man
auch, wenn man von der Dichte des Bleis
(11,3 %) ausgeht.

Inhaitliches Lésen: 1cm’ hat die Masse
von 11,3 g, das sind 0,113 N. Die Gewichts-
kraft des Korpers ist S5mal so gro3 wie die
von 1cm?, folglich betrigt sein Volumen
5cm’.

Ma9®2863 Es sei a die Linge der Seite
des ersten und auch des zweiten Quadrats,
b die Lange der Seite des dritten Quadrats
in cm. Dann gilt b = a + 2 cm. Fiir die Fli-
cheninhalte gilt nach Aufgabenstellung
2a*+4cm?=(a+2cm)?,
2¢*+4cm?=a2+4cm-a+4cm?,
a*=4cm-a|:a(a+0)

a =4 cm. Es folgt b = 6 cm. Die Lénge der
Seite eines der zwei kongruenten Quadrate
betrigt 4cm, die des dritten Quadrates
6 cm. Die Probe bestitigt die Richtigkeit
der Losung.

Ma9m2864 Es sei M der Mittelpunkt
des Umkreises und D FuBpunkt der Hohe
h.; nach dem Satz des Pythagoras gilt

c

2
(T) + (h.—r)>=r?, also

%c2+ (4—4,5)=4,5%, c2=80.

c

c=4: \/5_ . Daraus folgt fiir den Fliachenin-
halt des Dreiecks 4ABC

14“,,::%-4-,/5_~4m-n2
=8- \/5_ cm?=~17,9cm? Ferner gilt

2
al= (é) + A2,
Fiir den Umfang des Dreiecks ABC gilt
somit u =2a +c,

u=(2-6+4-y5)cm=~20,9cm.

Ma9m2865 Esseien n- 2,n—1,n,
n+1, n+2 fiunf aufeinanderfolgende na-
tirliche Zahlen, wobei n =3 gilt. Ihre
Summe betrigt Sn. Daraus folgt
r=2)(r=Dn(+1)(n+2)

=224-5n, und wegen n + 0 gilt
n=2)(n+2)(n—-1)(n+1)=1120,
(n*—4)(n*—-1)=1120,
n*—-5n2-1116=0.

Wir setzen n? =t und erhalten
t?—51-1116 =0, also tm=%i
t; =36 und £, = —31 (entfillt,
da negativ). Wegen n?=1t=36 gilt nur
n=6. Die fiinf Zahlen lauten 4, 5, 6, 7
und 8.

Ma9m2866 Angenommen,

a?=36cm?, a=6cm.

67
2 b

die _sechs
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-Spielsteine wiren simtlich verschiedenfar-
big, dann gibe es
6!=1-2-3-4-5-6=1720

Moglichkeiten verschiedener Anordnung
in jeweils einer Reihe. Nun ist 720
=15-48. Wiren es 1 weiBer und 5
schwarze Steine oder umgekehrt, dann
miiBte man 720 durch 5! (5! = 120) dividie-
ren und erhielte 6 Moglichkeiten. Wiren es
2 weiBe und 4 schwarze Steine oder umge-
kehrt, so miiBte man die 720 Moglichkei-
ten durch 2! =2 Mdoglichkeiten und auch
noch durch die 4! = 24 Moglichkeiten, also
insgesamt durch 2 -24 = 48 Mdoglichkeiten
dividieren und erhielte 15 Moglichkeiten.
Das Kind hatte entweder 2 weile und 4
schwarze oder 2 schwarze und 4 weiBe
Spielsteine.

(Es handelt sich um eine Permutation mit
Wiederholung von 6 Elementen, wobei ein
Element zweimal und ein weiteres Element
viermal auftritt. Es gilt

a.op, = ,6!
_12
12-

._an
N-b'h

5-6
.3-4 =15

Ma 9m2867 Nach dem Strahlensatz gilt:

1) x:b=u:(u+v)bzw.
x{(u + v)=bu und
(2) x:a=v:(u+v)bzw.

x(u+v)=av.
Aus (1) und (2) folgt nun av = bu bzw. (3)

bu . _ bu
U—T.Nach (1) gilt x = Tt o

und nach

Einsetzen von (3) folgt
bu  abu ab

;X = ;X = .

bu au + bu a+b
u+—
a

u v

Na/Te9m412 Ges.: ¢y
Geg.: mcy = 0,5kg, mga =
Mwasser = 0 4 kg» '91 =15 C
$#,=100°C, 8,=24,4°C.

kJ
0, 90 K

0,06 ke,

Aus Tafelwerk: ¢, =

kJ
kg-K
abgegebene Wirme
= aufgenommene Wirme
(82 = 83) " cou” Mcu = (Myar” €ar’
+ Mwasser " Cwasser) * (’93 -39

cu T 0143

=4,19

CWasser

kg K~

Na/Te9m413 Der Gesamtwiderstand
muB 110 Ohm sein; daraus folgt der Wider-
stand des Parallelgliedes mit 80 Ohm, des
einen Zweiges mit 480 Ohm und des ande-
ren Zweiges mit 96 Ohm. Also betrigt der
Widerstand R, = 36 Ohm.

Ma10/12m2868 Es sei 1000a + 1006
+ 10c + d eine beliebige vierstellige Zahl
mitlsa=9,1=s5=9,

1=c=9 und 0=d=9. Die nach Aufga-

46 - alpha, Berlin 22 (1988) 2

benstellung zu bildende Summe ist dann
1000a + 1006 + 10c+d+a+b+c+d
+a+d=5900 bzw.

1002a + 1016 + 11c + 3d = 5900.

Nun muB a = 5 gelten, denn fiir @ > 5 wiire
1002a > 5900 und fiir ¢ <5 miite 1015
+ 11c + 3d = 1892 sein, was wegen der Be-
dingungen fiir b, ¢ und d nicht moglich ist.
Aus g =5, d.h. aus 10024 = 5010

folgt nun 10156+ 11c + 3d = 890.

Es muB » = 8 sein, denn fiir b > 8 ist
1015 > 890 und fir b < 8 miiBte

11c¢ + 3d = 183 sein, was wegen der Bedin-
gungen fiir ¢ und d nicht moglich ist.
Durch weitere analoge Uberlegungen fin-
det man, da8 die Zahl 5859 die einzige
vierstellige Zahl mit der geforderten Eigen-
schaft ist.

Ma10/12 m 2869 Die Aussage ist falsch.
Der Beweis erfolgt durch die Angabe eines
Gegenbeispiels:

Wenn n =59, so

2n—3=115 und 2n+3=121. Sowohl
115 als auch 121 ist keine Primzahl.
Folglich ist die Aussage falsch.

Ma10/12m2870 a) Es konnen genau
zwei unterschiedliche Kantenmodelle her-
gestellt werden. Entweder die zwei weilen
Kanten haben genau einen oder keinen
Punkt gemeinsam.

b) Es gibt 12 Moglichkeiten, das Modell
verschieden aufzustellen, wenn die weilen
Kanten genau einen Punkt gemeinsam ha-
ben und noch einmal drei Méglichkeiten,
wenn sie keinen Punkt gemeinsam haben,
also insgesamt 15 Maoglichkeiten.

2

Zur Veranschaulichung seien in dem fol-
genden Bild alle Kanten numeriert. Die
folgenden Zahlenpaare sollen stets die
Nummern der weiB gefirbten Kanten be-
deuten:

1;2), (1;3), (1,95), (1;6),

(2;3), (2;4), 2;6),

(3;4), (3;95),

4;5), 4;6),

(5;6),

(1;4), (2;5), 3;6).

Ma 10/12 m 2871 Das Volumen einer Ku-
gel K mit dem Radius r berechnet man
4-mr?

3
Der einbeschriebene Doppelkegel hat un-
ter den Bedingungen der Aufgabe die
Hohe r. Der Radius seiner Grundfliche sei
mit r, bezeichnet.
Dann gilt fiir sein Volumen
moriore2

3

stellung gilt die Beziehung
2Vpx = Vg, also r2-r=1r3, r, =r?,
alsor,=r.
Der Radius der gemeinsamen Kegelgrund-
fliche ist gleich dem Radius der Kugel.

nach der Formel Vi =

Vpx = . Nach Aufgaben-

Ma10/12 w2872 Da w, und w, Winkel-
halbierende sind, gilt 1 BEH = 5 HEC
=xund 5 AF/ = 3JFB = y. Dabei ist
x+y< AREF+ 3 EFR =90°.

Wegen des Innenwinkelsatzes fir Dreiecke
ergibt sich:

A EIR = 4 RJE =90°— x und

AFHR =  RGF=90°—y.

Nach dem Nebenwinkelsatz folgt
4BJR=90°+ xund 5RHB=90°+y.
Nach dem Innenwinkelsatz fiir konvexe
Vierecke erhalten wir 5 GD/

=90°+ x+yund HB/=90°—- x—y.
Die Summe der beiden gegeniiberliegen-
den Winkel 5 GDI und 5 HBJ des Vierecks
ABCD betriagt demnach 180°, und damit ist
ABCD ein Sehnenviereck.

Na/Te 10/12 m 414 Bremszeit ¢,: Aus

5 =—;—l- t? folgt 1, = 31,65 = 32s.
Anfahrzeit ;: Aus v; = a; - ¢; folgt
t;=704s=70s.

Der dabei zuriickgelegte Weg s;:

Aus v3=2-a, s, folgt
$3=371m=370m.

Gesamtzeit t: t=1¢4+75s+ t =17Ts;
Gesamtweg s: s=100m +370m =470 m.

Na/Te 10/12 m 415 Ges.: V  Geg.:
U=100V; aus Tabelle:e=1,6-10""4"5s;
m= 9,1 =10 kg;

v? km

m-—-=e U, v=8,4-10°—

Losungen zur Sprachecke

aAla Unter Verwendung eures Rechners
werdet ihr in der Lage sein zu iiberpriifen,
daB

V5 +421 + 8+ 455 und

V7+433 + 6+ 35 annihemnd

gleich sind. Fiir beide (Terme) ist zu be-
weisen, daB sie genau gleich sind oder zu
entscheiden (mit Beweis), welches der gro-
Bere ist.

Laésung: Es gilt (\/; + ﬁ)z =a+b+

2 \/_b mit a, b € N und folglich, da8
atb b +yab = \/_ Vb
w/_ .

Daraus erglbt sich fir unsere Aufgabe:
3+7 ﬁ + ﬁ
5+421 = +43.7 =1
V21 -+ Y
und ebenso V8 +455 = M;
e i
3 +y11
7 33 =4——F7—
+433 7

ST
1/6+\[3_——‘/—2_—.

Es folgt, daB beide gegebenen Terme gleich

%(ﬁ+,f§+ﬁ+{ﬁ) sind.




A2a Der Tuberkelbazillus hat eine
Linge von 4um. Welche VergréBerung
muBl man wihlen, damit sein Bild eine
Linge von 2 mm hat?
. -3
A-207me L g =500,
2 mm X

Man bendtigt eine 500fache VergroBerung.

Lisung:

A3 a Gehe von m nach E auf die Reise!

Hierzu ist es notwendig, die Buchstaben

derart durch Grundziffern zu ersetzen, daB

die angegebenen Rechnungen stimmen.

Gleiche Buchstaben bedeuten gleiche

Grundziffern, verschiedene bedeuten ver-

schiedene Grundziffern.

Losung: 6:2=3+1=4+1=54+3=8—-
7=1.

Losungen zu:

In freien Stunden - alpha-heiter

Zahlenlogik

Es fehlt eine Neun. (Summe der beiden
unteren Zahlen geteilt durch Quadratwur-
zel aus der oberen Zahl.)

Ein schlauer Hindler

Der Hindler entnimmt dem 1. Sack
1 Goldstiick, dem 2. Sack 2 Goldstiicke,
dem 3. Sack 3 Goldstiicke usw. Die insge-
samt 55 Goldstiicke legt er auf die Waage.
Sie wiirden, wiren sie alle echt, genau
550 Gramm wiegen. Sind es nur
540 Gramm, so sind die Goldstiicke des
letzten Sickels falsch, bei 541 Gramm ist
es der vorletzte Sack, der die falschen
Miinzen enthilt usw.

In einem Zug

Drei Logeleien

a) Aus den 5 Kisten wurden 5:60 Ap-
fel =300 Apfel herausgenommen. Diese
Menge entspricht dem Inhalt von 3 Kisten,
da nur soviel Apfel iibrig blieben, wie vor-
her in zwei Kisten waren. Folglich befan-
den sich in jeder Kiste anfangs genau
100 Apfel. Insgesamt waren daher anfangs
genau 500 Apfel vorhanden.

b) Cornelias Meinung ist falsch; denn
greift man 12 Kugeln heraus, konnen je-
weils 4 von roter, blauer bzw. gelber Farbe
sein. Birgits Meinung ist wahr; denn wenn
unter beliebigen 12 von 13 Kugeln keine 5§
von gleicher Farbe sind, miissen jeweils 4
von roter, blauer bzw. gelber Farbe sein.
Dann hat aber die 13. Kugel ebenfalls eine
dieser drei Farben. Von dieser Farbe exi-
stieren mithin unter den 13 Kugeln dann 5.
Ankes Meinung ist ebenfalls wahr; denn
wenn schon 13 Kugeln geniigen, um mit
Sicherheit zu erreichen, daB sich unter
ihnen 5 von gleicher Farbe befinden, so
erst recht 15 Kugeln.

¢) Alle méglichen voneinander verschiede-
nen Verteilungen gibt das folgende
Schema an. Dabei bedeuten:

r = rote Kugel, s = schwarze Kugel,
w = weiBe Kugel.

A B
L nr ISWwW
2. rrs "ww
3. w ITSW
4. Isw ITTw
5. ww | s
6. SwWw | T
Hoélzchenspiele
[ R
L
3) _I b)l |
e B
| | f_;_l__;*_!
........ | |l
S Y

Aus dem Geschirrschrank
Bezeichne: Flasche = f; Glas = g;
Krug = k; Teller=t.

Dann gilt: f+ g =k(1), -
f=g+t(2), 2k=3t(3)

mit (2) in (1) folgt: 2g +t =k;
das in (3) ergibt:

4g + 2t = 3t, also: t = 4g;

damit in (2): f = 5g, bzw. in (3)
2k = 12g, also k = 6g.

Die Masseverhiltnisse sind damit
gitifik=1:4:5:6.

Labynnth

[P=vsaganessassnssesassan)
t( O r)%_j e r[_)H(LYJIr Er"anux
[} Jus] F'E(;* 0 ux_’:‘l_u‘a’j
Ii 00 usss'sisesies
ls 000000 'L]
Sanen e s aaese assasne
0 DO000UAC
00000 000 0
oy {x§,f2<] ceesseayyen
!‘;.r:’]"“ a0 oU E:‘
0000C0A00QC 0000000
I"' Q0 Lr ) ( 000
Q00000000 00
| 00000
( @] IC 1(
I - 10 = X
I'EL OO0 JC
Kryptarithmetik
a) 290 — 253 = 37
+ - x
360 : 15= 24

650 + 238 = 888

(3]+[2
3(6|—
112 |

+[17)+ 28] - [a]e]

b)I
[Ie]-[1]

Der neue Tresor
Folgende Gleichungen kénnen aufgestellt

[“[=]o
1

- werden:
(1) X+Y+Z=18
) A=100X+10Y+ Z
3) B=34=300X+30Y+3Z

"Wir

(C)] C=B—-99=300X+30Y
+3Z-99
(5) ~C=100Z+10Y+X

Daraus folgt: 4 =297, B=1891; C= 792.

Loésungen zu: Drei harte Niisse
Heft 6/87

Ala Setze 12.00Uhr als Zeitpunkt 0
und wihle die Zeiteinheit 1 £ 5 min,

also 1h£12; 16.05Uhr24-12 + 1 =49.
Bezeichne v,, vy die Geschwindigkeiten
der von A bzw. B gestarteten Autos und
t41, L4, die Fahrzeiten des in 4 gestarteten
Autos fiir die Strecken 347 bzw. 7B . Ana-
log seien tp,, 5, die Zeiten des in B gestar-
teten Autos fiir die Strecken BT bzw. TA .
Dann gilt:

U=E v=——ﬁ

4749 47 x—49

T8 aT

=5 BT a9
Hieraus folgt

AT TB AT _TB

x4 V9T s
also 43 =x_49 bzw.

x—49 25

(x —49)2=49-25.
Mithin ist x — 49 = 3§,
dh. x=7-5+7=7-12.
Da 123 Zeiteinheiten 1h entsprechen, ist
x =7h. Die Autos treffen 19.00 Uhr an
ihren Zielorten ein.
A2a Mit dem Umschalter fiir Winkel-
maBe stelle man RAD ein. AnschlieBend
gebe man irgendeine Zahl in den Schul-
rechner (z. B. 0) ein. Nun driicke man die
Taste so lange, bis sich der Wert in
der Anzeige nicht mehr dndert. Angezeigt
wird dann 0,73908, durch Multiplikation
mit 10 werden weitere Stellen sichtbar ge-
macht: x*=0,73908513. Man nennt x*
einen Fixpunkt der Gleichung x = cos x.
A3 a [Ihr erkennt schnell, daB die Glei-
chungen x =sinx und x =tanx die Lo-
sung x* = 0 besitzen. Wie auch immer ihr
beginnt, es gibt kein x mit x = ¢e*. Die

Gleichung x=% ist auf diesem Wege

nicht l6sbar. Dagegen konnt ihr die Glei-
chung x = e™* losen: Nach Vorgabe einer

ersten Zahl sind die 3 Tasten

jeweils zu betitigen, bis sich nach

dem Driicken der -Tasle immer der
gleiche Wert ergibt.

erkennen: x*=0,56714  bzw.
x*=0,56714329. Analog kann die Glei-
chung x=10"* gelost werden
(x* = 0,399013). Unser Leser Herr E. Beier
aus Zorbig hat festgestellt, daB man beim

wiederholten Betitigen der Tasten @

, die beim SR 1 ja nebeneinan-
der angeordnet sind, immer den gleichen
Wert (x* = 0,8757798) erhilt. Hier ist ge-
rade die Gleichung x = tan (cos (sin x)) ge-
16st worden!

Losung zu: Wissen und Rechnen
Heft 1/88

693-155=107415
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Sowas gibt’s
doch gar nicht!

Bild la zeigt einen Korper, der aus drei
Quadern zusammengesetzt ist. Man
konnte ein Modell aus drei Holzleisten mit
quadratischem Querschnitt basteln. Halt!
Hier stimmt doch irgend etwas nicht! Ein
dreieckiger Rahmen, der aus Vierkantlei-
sten zusammengefligt ist, miiBte doch etwa
so wie im Bild 1b aussehen!

Was nun am Bild 1a nicht stimmt, kann
man leicht feststellen, wenn man mit
einem Stiick Papier irgendeine der drei Ek-
ken verdeckt und sich den weiteren Verlauf
der jetzt unvollstindigen Quader vorstellt.
Deckt man beispielsweise die rechte Ecke
der Figur im Bild 1a ab, so miiBten diese
Quader etwa so verlaufen, wie es im
Bild 1c dargestellt ist.

Einen Korper wie im Bild 1a gibt es also
nicht, ebensowenig wie den im Bild 1d. In
der alpha wurden bereits einige solche un-
moglichen Korper vorgestellt (z. B. in
Heft 1/85). Wir wollen hier einige Tricks
erldutern, mit denen man solche Figuren
konstruieren kann.

Zunichst erinnern wir uns: Projektionen
bilden riumliche Gebilde (z.B. Kérper) auf
eine Ebene ab. Dabei entstehen mehr oder
weniger anschauliche Bilder der rdumli-
chen Originale.

Auf diese Weise wird zwar jedem Korper
ein ebenes Bild zugeordnet, jedoch ist
nicht jede ebene Figur Bild eines Korpers
bei irgendeiner Abbildung. Zeichnet man
aber geschickt ebene Figuren, die keinem
rdumlichen Original entsprechen, so ist der
Betrachter dennoch versucht, sie rdumlich
zu interpretieren, d. h. in ihnen einen Kor-
per 0.4. zu erkennen. Wie kann man beim
Erfinden solcher Figuren vorgehen?
Nehmen wir an, zwei kongruente Quader
(veranschaulicht durch zwei Holzleisten
mit quadratischem oder rechteckigem
Querschnitt) liegen irgendwie im Raum.
Sie sollen aber nicht parallel liegen, son-
dern so, daB sich ihre Bilder bei Parallel-
projektion in wenigstens einer RiBebene
(z. B. im GrundriB) tberschneiden. Nun
148t sich vorstellen, daB die beiden Quader
bei geeigneter schriger Parallelprojektion
Bild 2a ergeben. Dieses Bild sagt jedoch
nichts itber die wahre rdumliche Lage der
Quader, also beispielsweise iiber ihren
wahren ' Abstand voneinander, aus. Das
wird besonders deutlich, wenn man nur die
duBeren UmriBlinien des Bildes 2a zeich-
net und die davon eingeschlossene Fliche
(als Schattenfliche) betrachtet, wie es
Bild 2b zeigt. So paBt der UmriB der Figu-
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ren in den Bildern 2¢ und 2d ebenso in das
Schattenbild 2b hinein wie der UmriB der
Figur im Bild 2a.

Bekanntlich haben die Bilder zweier nicht
paralleler Geraden in zumindest einer RiB-
ebene einen Schnittpunkt. Umgekehrt
miissen Schnittpunkte in einem durch Pro-
jektion entstandenen Bild aber nicht im-
mer einem tatsichlichen Schnittpunkt im
Original entsprechen. Wie die Beispiele
zeigen, ist es fur die eindeutige rdiumliche
Interpretation eines Projektionsbildes un-
bedingt notwendig, den im Bild auftreten-
den Schnittpunkten besondere Aufmerk-
samkeit zu widmen. Fehlinterpretationen
wird schon vorgebeugt, wenn man sicht-
bare bzw. verdeckte Korperkanten im Bild
deutlich kennzeichnet. Dadurch schlieBt
das Bild 2a schon Koérper wie in den Bil-
dern 2¢ oder 2d aus (bei denen auch die
vertikalen Schnittkanten auf die gegensei-
tige Durchdringung der beiden Quader
hinweisen). Er ermdglicht aber dennoch
keine Aussage liber den Abstand der bei-
den Quader im Raum. Um diesen Abstand
zu veranschaulichen, fligen wir jetzt einen
dritten Quader senkrecht zu den beiden ge-
gebenen so ein, daB er die Deckfliche des
unteren mit der Grundfliche des oberen
Quaders verbindet, und erhalten Bild 2e.
Dabei haben wir angenommen, daB sich
die beiden Quader nicht beriihren, was
nach Bild 2a durchaus moglich wire.

Bis hierher haben wir uns streng an die
Grundregeln der Darstellenden Geometrie
gehalten. Wir betrachten nochmals das
Bild 2e und stellen fest, daB dieses Bild
richtig ist.

Was geschieht aber, wenn wir im Bild 2e
die Kreuzungsstelle der beiden urspriingli-
chen Quader so umfrisieren, wie es im
Bild 2c¢ dargestellt ist? Dann entsteht
Bild 2f.

Jetzt sind wir also bei dem Trick angelangt!
Was haben wir getan? Wir haben zwei sich
im Raum weder berithrende noch durch-
dringende Korper so projiziert, daB sich
ihre Bilder iiberschneiden. Ihren rdumli-
chen Abstand haben wir mittels eines ein-
gefuigten dritten Korpers (Distanzstiick) an-
gedeutet. Und dann haben wir diesen
rdumlichen Abstand ignoriert und die
Uberschneidungsstelle unter Ausnutzung
des zu den Bildern 2a bis 2c Gesagten zur
Durchdringung manipuliert.

Es ist nun kein Problem, aus dem Bild 2f
das Bild 1a zu gewinnen. Der ganze un-
mdgliche Kérper beruht also auf der zielge-
richteten, absichtlichen MiBachtung der
Regeln der Darstellenden Geometrie. Da-
bei haben wir Details durchaus richtig dar-
gestellt, aber im Ganzen ergeben sich Wi-
derspriiche.

Nachdem wir nun wissen, wie Bild 1a ent-
standen ist, sehen wir uns Bild 3a an. Hier
wurde genauso verfahren. Der Unterschied
besteht lediglich darin, daB sich zwei im
Raum parallele Quader im Projektionsbild
mit einem dritten {iberschneiden, wobei
der riumliche Abstand der parallelen Qua-
der wieder durch ein eingefligtes vertikales
Distanzstiick verdeutlicht wird. Die in der
Mitte des Bildes 3a dargestellte Uber-

schneidung kann natiirlich auch so verin-
dert werden, daB der vertikale Quader
nicht vor, sondern hinter dem anderen
Quader erscheint. Man kann diese Stelle
aber auch als Durchdringung darstellen
(Bild 3b).

Interessante Varianten ergeben sich, wenn
man die Ecken der Figuren in den Bil-
dern 1a bzw. 3a durch Kreisbogen ersetzt,
wie es in den Bildern 1d und 3¢ gezeigt ist.
Diese Gebilde erscheinen wesentlich rea-
ler, sehen sie doch so aus, als seien sie nur
durch entsprechendes Verdrehen oder Ver-
winden eines in sich geschlossenen ring-
ahnlichen Korpers entstanden.

Verfolgt man im Bild 1d den Verlauf der
Kanten, so stellt man iiberraschenderweise
fest, daB die Kanten einen in sich geschlos-
senen Linienzug ergeben. Verfolgt man
den Verlauf der Begrenzungsflichen, so er-
gibt sich eine in sich geschlossene Fliche
(Bild 1e soll das veranschaulichen).

Das heifit aber: Gibe es einen Korper ge-
miB Bild 1d, so hitte dieser nur eine
Kante und nur eine Fliche. Dennoch stellt
Bild 1d kein Mobiussches Band dar, denn
diese ist ja ein existierendes rdumliches
Gebilde, von dem man sich leicht ein Mo-
dell anfertigen kann.

Bleiben wir bei unseren unmdoglichen Gebil-
den. Bild 4 zeigt eine Kombination aus
zwei Figuren des Bildes 1a. DaB im Bild §
lediglich die Uberschneidungsstellen falsch
dargestellt sind, indem nédmlich die sicht-
baren mit den verdeckten Kanten ver-
tauscht wurden, ist sofort erkennbar. Der
Effekt kommt auch hier dadurch zustande,
daB der vertikale riumliche Abstand durch
Quader als Distanzstiick dargestellt wurde.
Im Bild 6 wurden Uberschneidungen als
Durchdringungen gezeichnet.

Bei der Figur 7a wurde die Figur aus
Bild 1a in das Bild eines Ringes mit qua-
dratischem Querschnitt (d. h. in diesem
Fall eines Korpers, der durch Rotation
eines Quadrats Q um eine auBerhalb von Q
verlaufende, in der Ebene von Q liegende
Achse erzeugt wird) gezeichnet. Figur 7b
zeigt eine richtige Darstellung, allerdings
so gedreht, daB die mogliche Uberschnei-
dung im Projektionsbild auBerhalb der
Zeichnung liegt.

Zum AbschluBl moge sich der Leser iiberle-
gen, wie das Bild 8 entstanden ist und ob
das Bild 9 ebenfalls mit den hier erklirten
Kniffen gezeichnet werden kann.
Und wenn sich dieser oder jener unserer
Leser ein besonders ausgefallenes unmogli-
ches Gebilde einfallen lassen sollte, darf er
es getrost an die Redaktion alpha einsen-
den.

- A. Kdrner






Eine Rechenmaschine von
Blaise Pascal aus der Zeit um 1650

im Staatlichen Mathematisch-Physikalischen Salon

Das Rechnen gehért zu einer der frithesten
Betiitigungen des Menschen. Mit der Ent-
wicklung von Handwerk, Handel und
Geldwirtschaft sowie der Wissenschaften
wuchsen stetig die Anforderungen an den
Umgang mit Zahlen, deren Speicherung
und an die Durchfiilhrung bestimmter Re-
chenoperationen. Bereits frithzeitig ver-
suchte der Mensch sich bei der Durchfiih-
rung einfacher Rechenoperationen entspre-
chender Hilfsmittel zu bedienen. Als
Beispiele sollen das Benutzen der Finger,
kleiner Steinchen oder Muscheln zum Ad-
dieren und Subtrahieren, das Speichern

von Zahlen durch Einkerben in Holzer

oder Knochen oder die Schaffung des Re-
chenbrettes angefiihrt werden. Aber erst im
17. Jahrhundert entstanden vereinzelt An-
forderungen, die eine Mechanisierung der
vier Grundrechenoperationen wiinschens-
wert erscheinen lieBen. Inzwischen war
auch die feinmechanisch-handwerkliche
Technik so weit entwickelt, daB die Vor-
aussetzungen fiir den bau mechanischer
Rechenmaschinen gegeben waren.

Die Geschichte der mechanischen Rechen-
maschine beginnt mit der ersten 1623 von
Wilhelm Schickard (1592 bis 1635) kon-
struierten und von einem damit beauftrag-
ten Mechaniker gebauten Maschine, von
der aber kein Originalexemplar erhalten
geblieben ist. Sie war auf Anregung des be-
riihmten Astronomen Johannes Kepler
(1571 bis 1630) zur Erleichterung seiner
umfangreichen astronomischen Berech-
nungen entstanden. Infolge ungiinstiger
Umstéinde (QreiBigjﬁh:iger Krieg) geriet
die Erfindung in Vergessenheit.

Als nichster beschiftigte sich der franzési-
sche Mathematiker, Physiker und Philo-
soph Blaise Pascal (1623 bis 1662) mit der
Konstruktion und dem Bau von Rechen-
maschinen. Die ersten Exemplare entstan-
den zwischen 1640 und 1645 mit dem Ziel,
die umfangreichen Rechenarbeiten seines
Vaters, der als Finanzverwalter fiir die
obere Normandie titig war, zu erleichtern.
Die Maschinen waren daher nur fiir Addi-
tion und Subtraktion konzipiert. Ihre Her-
stellung erfolgte wahrscheinlich durch
einen Uhrmacher in Rouen. Im Jahre 1649
erhielt Pascal ein konigliches Privileg fur
die Herstellung seiner Rechenmaschinen.
Von ihnen sind 9 Exemplare erhalten ge-

blieben, davon nur eine Maschine auBer-

halb Frankreichs; es ist die im Staatlichen
Mathematisch-Physikalischen Salon ausge-
stellte Pascalsche Rechenmaschine aus der
Zeit um 1650.

Sie besitzt ein 10stelliges Einstell- und Re-
sultatwerk. Entsprechend dem geplanten
Verwendungszweck beschriftete Pascal die
einzelnen Stellen mit Miinzeinheiten bzw.
deren Vielfachen. Die zu addierenden oder
zu subtrahierenden Zahlen werden stellen-
weise mit Hilfe eines Griffels iiber die spei-
chenkranzformigen Einstellelemente ein-
gegeben. Die eingestellten Zahlen erschei-
nen gleichzeitig auf Ziffernwalzen in
Anzeigefenstern. Die Ziffernwalzen tragen
auf ihrer Mantelfliche je einen schwarz
bzw. rot beschrifteten Ziffernring, wobei
sich jeweils Komplementziffern gegeniiber-
stehen. Dadurch wird die Eingabe positiver
und negativer Summanden ohne Umkeh-
rung der Drehrichtung der Einstellele-
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uber den Anzeigefenstern befindet sich
ein streifenformiger Schieber zum Abdek-
ken der jeweils nicht bendtigten Zahlen-
reihe.

Das Rechenwerk besteht aus Kronridern
mit stiftférmigen Zihnen, die nach dem
Prinzip eines Kegelradgetriebes angeordnet
sind. Diese Kronrider mit den stiftformi-
gen Zihnen sind am Dresdner Exemplar
jeweils aus einem Mi}terialstﬁck gefeilt.
Die Zehneriibertragung erfoigt iiber die

. Einwirkung der Schwerkraft auf einen spe-

~

ziellen Ubertragungsmechanismus, so daB
die Pascalschen Maschinen nur bei waage-
rechter Aufstellung arbeiten.

" Mit Hilfe der Pascalschen Maschine ist es

moglich, Zahlen zu addieren und zu sub- -
trahieren. Nach einem etwas umstindli-
chen Verfahren lassen sich aber auch Mul-
tiplikationen und Divisionen durchfiihren.
Der Weg des Dresdner Exemplares fiihrte
hoéchstwahrscheinlich iiber die aus Frank-
reich stammende K6nigin von Polen, Ma-
rie Louise de Gonzague, die zwei Rechen-
maschinen von Pascal erhalten haben soll.
Eine davon gelangte vermutlich wiihrend
der sdchsisch-polnischen Union an den
Dresdner Hof und damit in die Sammlun-
gen des Mathematisch-Physikalischen Sa-
lons. Sie blieb trotz vieler Kriegsereignisse
bis in die heutige Zeit erhaiten und legt
Zeugnis ab vom hohen Stand der Feinme-
chanik und vom Ko6nnen des Menschen
der damaligen Zeit.

K. Schillinger

Staatlicher
Mathematisch-Physikalischer
Salon

 Zwinger, Dresden, 8010

Offnungszeiten: tiglich, auBer donnerstags,
von 9-16 Uhr

Die weltbekannten Sammlungen umfassen
kunstvolle Instrumente und Gerite der an-
gewandten Mathematik und Physik soyvie
verwandter Disziplinen vom 13. bis 19.Jh.
Seit seiner Griindung als eigenstindiges
Museumn 1728 befindet sich der Salon im
Zwinger. Die Uhrensammlung, die einen
Uberblick iiber 500 Jahre Zeitmessung
gibt, gehort zu einer der umfangreichsten
und international bedeutendsten ihrer Art.
Das Glanzstiick bildet die Planetenlaufuhr
von Baldewein, Bucher und Diepel, 1563
bis 1567. Nicht minder beriihmt ist die
Globensammlung, die als dltestes Exponat
einen Himmelsglobus vom Jahre 1279 aus
der persischen Sternwarte Meragha enthilt.
Weitere wertvolle Sammlungen, die in die-
ser Geschlossenheit ebenfalls international
zu den bedeutendsten zdhlen, umfassen
geodidtische Instrumente, optische und
astronomische Instrumente, Waagen und
LingenmaBe, Thermometer und Barome-
ter, KompaBgerite sowie Rechen- und Zei-
chenhilfsmittel vergangener Zeiten.
aus: Museen, VEB Tourist Verlag,
Berlin - Leipzig
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100. Geburtstag
von
A.A.Friedman

Mathematiker, Meteorologe,
Kosmologe

In diesem Jahr ist AnlaB, des groBen sowje-
tischen Wissenschaftlers Alexander Alex-
androwitsch Friedman zu gedenken, der -
neben anderen bedeutenden Leistungen —
die Expansion des Weltalls vorhersagte. Er
wurde am 17. Juni 1888 in Petersburg in
der Familie eines Musikers und Komponi-
sten geboren. Der junge Alexander interes-
sierte sich mehr fir Mathematik und Na-
turwissenschaften als fir Musik. Als Schi-
ler auf dem Gymnasium verfalite er -
gemeinsam mit seinem Klassenkameraden
J.D.Tamarkin - seine erste wissenschaftli-
che Arbeit. Sie war einem Problem der
Zahlentheorie gewidmet und erschien 1906
in franz6sischer Sprache in der renommier-
ten Zeitschrift Mathematische Annalen. (Ein
zweiter Teil erschien 1909 im Journal fiir
die reine und angewandte Mathematik.) Uber
die Nachricht der Verdffentlichung treuten
sich die beiden Freunde so, daB sie den
Unterricht stérten und den Raum verlassen
mufiten.

Es war nur natiirlich, daB Alexander Fried-
man von 1906 bis 1910 Mathematik an der
Petersburger Universitét studierte. Der Stu-
dienbetrieb verlief damals und dort vollig
anders als heute und bei uns: er war wenig
durchorganisiert. Die Studenten muBten
sich vieles selbst erarbeiten. Friedman fiel
durch Begabung und Flei} auf. Er betétigte
sich eifrig in fachlichen Studentenzirkeln.
aber ebenso in politischen Zirkeln. Letzte-
res war bei der allgemeinen vorrevolutiona-
ren Stimmung nicht ungewdhnlich. Die
folgende Episode ist recht aufschiuBireich:

In einem Vortrag Uber die Kandle auf dem
Mars berichtete der Student Friedman, da
diese Kanile ziemlich plotzlich entdeckt
wurden. Die offenbar kurze Bauzeit fir
diese gewaltigen Anlagen lieBe auf eine so-
zialistische Gesellschaftsordnung auf dem
Mars schlieBen! Nach ausgezeichnetem
StudienabschluB3 verblieb A. A. Friedman
an der Universitit; wir wiirden heute sagen
als wissenschaftlicher Assistent. Auch an-
dere Petrograder Hochschulen erteilten
ihm Lehrauftrige. Die geradlinige Lauf-
bahn erhielt im Jahre 1913 eine Wendung
durch die Ansteilung des jungen Wissen-
schaftlers als Physiker am Aerologischen
Observatorium in Pawlowsk. Bis dahin
haltte er schon Arbeiten zur Hydrodynamik
und Aerodynamik verfaBt und arbeitete
sich nun schneil in die theoretische und
praktische Meteorologie ein. Zum Zwecke
der Weiterbildung delegierte man Fried-
man 1914 nach Leipzig zu dem damals
fithrenden Meteorologen Prof. V. Bjerknes.
Leider unterbrach der Beginn des ersten
Weltkrieges diese Entwicklung: Kaum aus
Leipzig zunickgekehrt, zog A. A. Friedman
in den Krieg gegen Deutschland. Er wurde
seinen Fachkenntnissen entsprechend ein-
gesetzt -  als Wetterbeobachter und bei
Bombenzielwiirfen. Selbst diese Zeit
nutzte er, um stindig dazuzulernen; unter
anderem wurde Friedman ein Spezialist
fiir technische Fluggerdte. SchlieBlich
wurde er sogar, im Jahre 1917, Dircktor des
Werkes fiir Flugzeugzubeh6r Aviapribor in
Moskau. Okrtoberrevolution und Kriegs-
ende beendeten diese Tatigkeit. Unter der
Sowjetmacht erhielt A. A. Friedman eine
Menge wechselnder Aufgaben, die er stets
mit dem ihm eigenen Elan erfillte. Seine
Laufbahn wurde zum Spiegel der unruhi-
gen Zeit! Wir erwdhnen nur einige Statio-
nen: Professor fiir Theoretische Mechanik
an der Universitdt Perm, Lehrauftrige an
Petrograder Hochschulen, Studienaufent-
halte in Deutschland und Norwegen, im
Jahre 1925 dann Direktor des Geophysika-
lischen Hauptobservatoriums in Pawlowsk.
Bei allen duBeren Funktionen fand er Zeit
fir tietgriindige wissenschaftliche Arbeit.
In seinem kurzen und bewegten Leben
schrieb Alexander Friedman etwa 50 wis-
senschaftliche Veroffentlichungen. Er pro-
filierte sich zum fiilhrenden Meteorologen
des jungen Sowjetstaats, der die gesamte
Skala von der Theorie bis zur praktischen
Anwendung beherrschte. Besonders er-
wihnt sei ein Forschungs-Ballonaufstieg in
die Rekordhéhe von 7400 Metern zusam-
men mit einem Ballonpiloten im Jahre
1925. Wihrend des Fluges traten lebensbe-
drohliche Situationen ein. Am Ende gliick-
lich gelandet, hielt Prof. Friedman den aus
einem nahegelegenen Dorf herbeigeeilten
Jugendlichen eine improvisierte Vorlesung
iiber den Ballonflug!

Die wissenschaftlichen Interessen und Ak-
tivititen erstreckten sich auf viele Gebiete
der Mathematik, Physik und ihrer Anwen-
dungen. So war Friedman einer der ersten
in der Sowjetunion, der die damals recht
neue Allgemeine Relativitdtstheorie Albert
Einsteins verbreitete. Mehr noch. die auf

der Relativitdtstheorie aufbauenden eige-
nen Arbeiten A. A. Friedmans zur Kosmolo-
gie, d. h. zur Lehre vom Bau der Welt im
GroBen, erwigsen sich als fundamental.
Seine beriihmten Artikel Uber die Kriim-
mung des Raumes und Uber die Moglichkeit
einer Welt mit konstanter negativer Kriim-
mung des Raumes erschienen 1922 bzw.
1924 in deutscher Sprache in der Zeitschrift
fur Physik. Die Ergebnisse waren sensatio-
nell: Das Weltall kann nicht in Ruhe ver-
harren, sondern muB sich entwickeln. Es
dehint sich aus und war vor einer langen
Zeutspanne sehr klein und sehr dicht mut
Masse angefiillt. Zwei Fille, die nachein-
ander in den beiden Artikeln untersucht
werden, sind moglich: Das Weltall ist ent-
weder rdumlich endlich (wir sagen heute
geschlossen) oder rdumlich unendlich (wir
sagen offen). Im ersten Fall wird die Ex-
pansion nachlassen und sich eines Tages in
eine Kontraktion umkehren. Im zweiten
Fall hort die Expansion nie auf und die
Massen im Weltall werden zunehmend ver-
diinnt. Diese ungewohnlichen Erkennt-
nisse fanden damals schwer Aufnahme: so-
gar Einstein kam zunichst nicht mit ihnen
zurecht. Spiter korrigierte er sich und wiir-
digte in fairer Weise die Leistung des Kol-
legen. Leider war es Friedman selbst nicht
vergonnt, das Werk weiterzufithren: Er
starb jung, mit 37 Jahren, am 16. Septem-
ber 1925 in Leningrad nach kurzem Kran-
kenlager an Typhus.
Die ihn kannten, schildern Alexander
Alexandrowitsch Friedman als lebhaften
und geselligen Menschen. Er sorgte sich
um die ihm unterstellten Mitarbeiter. Be-
ziiglich der eigenen Person war er beschei-
den und selbstkritisch.
Friedmans Kosmologie ist in den oben dar-
gelegten Grundziigen noch heute giiltig.
Die Vorhersage der Expansion des Weltalls
wurde im Jahre 1929 durch E. Hubble be-
statigt, der aus Himmelsaufnahmen eine
allgemeine Fluchtbewegung der Galaxien
ableitete. Nach dieser Stiitzung durch Be-
obachlungen setzte eine Wirdigung von
Friedmans Beitrag zur Kosmologie ein.
Die Sowjetregierung ehrte den Wissen-
schaftler im Jahre 1931 postum durch den
Leninpreis. Leben und Werk A. A. Fried-
mans wurden durch die Herausgabe seiner
Gesammelten Werke (1966) und durch an-
dere Veroffentlichungen zuginglich ge-
macht. Im Jubildumsjahr 1988 wird ein
Buch Die Welt Friedmans (in russischer
Sprache) erscheinen, das sich an breite
Kreise wendet und unter anderem mit
neuem Material zur Biographie des Wis-
senschaftlers aufwartet.
Erldauterung einiger Begriffe:
Hydrodynamik = Lehre von den Fliissig-
keiten, .
Aerodynamik = Lehre von den Gasen,
Meteorologie = Wetterkunde,
Geophysik = Physik der Erde,
einschlieBlich der Erdatmosphire,
Expansion = Ausdehnung,
Kontraktion = Zusammenziehung,
postum = nach dem Tode (bei nachtrig-
lichen Ehrungen oder Veréffentlichungen).
R. Schimming
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Bemerkungen zu dem Artikel
,Bin Brief Gerhard Gentzens
an seinen Grofivater®

Im Beitrag Ein Brief Gerhard Gentzens an
seinen  Grofvater, alpha, Heft 2/86,
Seite 28/29, werden einige geometrische
Lehrsdtze des 13jihrigen begabten Schii-
lers G.Gentzen aus dem Jahre 1922 vorge-
stellt. Sie beziehen sich auf das nachste-
hend nochmals angegebene Bild 1, das
entsteht, wenn man zu einem gegebenen
Dreieck AABC iiber den Seiten 4B, BC
und CA gleichseitige Dreiecke AADB,
ABEC, und ACFA konstruiert.

F C E

Bild 1

D
In den dort angegebenen Lehrsitzen 2
und 4 wird nachgewiesen, daB sich die Pe-
reuntern AE, BF und CD und alle Umkreise
zu den oben konstruierten gleichseitigen
Dreiecken in ein und demselben Punkt [
schneiden.
Welche Bedeutung hat diese Erkenntnis
und der Punkt / fiir die Mathematik und
deren Anwendung?
Im Jahre 1642 stellte der beriihmte franzo-
sische Mathematiker und Rechtsgelehrte
Pierre de Fermat das folgende Standort-Pro-
blem: Zu drei Eckpunkten 4, B, C eines
Dreiecks ist jener Punkt O zu finden, des-
sen Abstandssumme OA + OB + OC am
kleinsten ist.
Diese Aufgabe wurde 1755 in eingekleide-
ter Form nochmals von der englischen
Frauenzeitschrift The Ladies Diary or Wo-
man’s Almanach gestellt. Die Losung dieses
Problems war im Prinzip schon im 17. und
18. Jahrhundert bekannt (durch Torricelli
1742, Simpson 1750 u. a.) und damit zu-
gleich auch der oben zitierte Lehrsatz 2
und 4; sie lautet: Ist kein Innenwinkel von
AABC gréBer als 120°, so ist die optimale
Lage von O gerade in [I.
Dieser Punkt [ wird auch als Torricelli-
Punkt oder Vial-Zentrum bezeichnet. Die
von Gentzen als Pereunten bezeichneten
Hilfslinien AE, BF und CD tragen die Be-
zeichnung Simpsonlinien.
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Es ist bemerkenswert, daf diese Konstruk-
tionselemente auch noch fiir die Losung
einer anderen nachstehend genannten geo-
metrischen Optimierungsaufgabe von Be-
deutung sind:

Finde zu einem Dreieck AABC das fla-
chengroBte gleichseitige Umdreieck (also
ein gleichseitiges Dreieck, dessen Seiten je
einen der Eckpunkte 4, B, C enthalten).
Die Antwort lautet: Falls die Innenwinkel
des Dreiecks AABC nicht gr6Ber als 120°
sind, ist das optimale gleichseitige Umdrei-
eck jenes, dessen HOhen auf den Simpson-
linien zu AABC liegen.

Zur Anregung soll noch ein verwandtes
Problem zur Sprache kommen.

Unter dem Durchmesser D einer ebenen Fi-
gur (Punktmenge) F versteht man den ma-
ximalen Abstand von Punktepaaren aus F.
Ist F ein Dreieck AABC, so ist D gleich
dem Maximum der Léngen der Dreiecksei-
ten

a=BC, b=CA, c=AB.

Als Indreieck des Dreiecks AABC bezeich-
net man jedes Dreieck AA'B’C’, dessen Ek-
ken 4’, B’ und C’ auf je einer der Dreieck-
seiten a, b und c liegen. Wie in Figur 2 sei
A’ auf a, B" auf b, C’ auf c.

Bild 2

Wir behandeln gemeinsam die Aufgabe:
Finde zu einem spitzwinkligen Dreieck
AABC das Indreieck AA’B’C’ kleinsten
Durchmessers.

Wir zeigen: Es gibt ein solches Indreieck
AA’B'C’ kleinsten Durchmessers, und die-
ses ist genau dann optimal, wenn es gleich-
seitig ist und in 4’, B’ und C’ Lote I, |,
bzw. [, zu a, b bzw. ¢ besitzt, die einen ge-
meinsamen Schnittpunkt O haben (vgl.
dazu Bild 2)*.

DaB das optimale Dreieck A4'B’'C’ gleich-
seitig sein muB, erkennen wir wie folgt:
Wire AA'B'C’ optimal, aber nicht gleich-
seitig, so wiirde es zwei verschieden lange
Dreieckseiten geben, die groB8te und die
kleinste. Wie im Bild 3 seien diese ¢’ und
b’. Der Durchmesser D von AA’B'C’ wire
also gleich der Linge von ¢’

Fall l: ¢'>a'2b".

Ist ¢’ nicht senkrecht zu a, so kénnen wir
A’ auf BC in eine solche neue Lage A" ver-
schieben, daB das entstehende neue Indrei-
eck A”B’C’ einen Durchmesser besitzt, der
gleich der Linge von ¢” = B’A” und klei-
ner als D ist. Das kann aber nicht sein, weil
ja schon AA'B'C’ kleinsten Durchmesser
haben sollte.

Ist ¢’ aber senkrecht zu a, so kénnen wir
analog zu dem Vorhergehenden jetzt B’
auf AC in eine solche neue Lage B” ver-
schieben, daB das Indreieck AB"C'A’ wie-
derum einen kleineren Durchmesser als D
besitzt. Das kann aber nach den Optimali-
titsvoraussetzungen an AA’B’C’ auch nicht
sein.

Fall2: ¢'=a'>b".

Bild 3

A c ¢’ 8
Ist a’ nicht senkrecht zu c, so kdnnen wir
durch geringfiigige Verschiebung von C’
auf AB in die Lage C” ein Dreieck
AA'B’C” erhalten, das den gleichen Durch-
messer D besitzt und den Voraussetzungen
des Falles 1 geniigt. Somit ist weder
AA’'B'C” noch AA’B’C’ optimal.
Analog ist die Situation, wenn ¢’ nicht
senkrecht zu a ist. Ist aber sowohl a’ senk-
recht zu ¢ als auch ¢’ senkrecht zu a, so
wire der Innenwinkel des Dreiecks
AA’B’'C' zum Punkt B’ groBer als 90°. Das
hitte aber zur Folge, daB b’ eine groBere
Linge als a’ und ¢’ besitzt im Widerspruch
zur Annahme. Diese Situation kann also
auch nicht eintreten.

Wir verbinden dieses erste Teilresultat der
Gleichseitigkeit des Indreiecks AA'B'C’
mit zwei Aufgaben fiir den Leser:

Ala Zeige konstruktiv, daB zum Drei-
eck AABC genau ein gleichseitiges Indrei-
eck vorgegebener Seitenrichtung gefunden
werden kann! Wir denken uns dabei die
Seiten des Indreiecks im mathematisch po-
sitiven Umlaufsinn durch Pfeile (Vektoren)
orientiert.

42A Zeige durch Angabe einer Kon-
struktion mit Zirkel und Lineal, daB es zu
vorgegebenem Dreieck AABC stets ein sol-
ches gleichseitiges Indreieck A4'B'C’ gibt,
dessen durch 4, B’ bzw. C' hindurchge-
hende Lote /,, /; und /. beziiglich a, b bzw.
c einen gemeinsamen Schnittpunkt O ha-
ben!

Unter Benutzung dieser weiteren zwei Re-
sultate zeigen wir nun, daB das gleichsei-
tige Indreieck AA'B'C’ genau dann den
kleinsten Durchmesser besitzt, wenn es der
Konstruktionsvorschrift von Aufgabe 2 ge-
niigt.

Dazu konstruieren wir zunichst jenes spe-
zielle Indreieck AA4'B’C’ gemidB Aufgabe 2



und den gemeinsamen Schnittpunkt O der
Lote [,, l,, I.. Nach dem Ergebnis von Auf-
gabe 1 entsteht dann jedes andere gleich-
seitige Indreieck AABC (entsprechend
Bild 4) durch eine Drehung des Drei-
beins OA4’, OB’, OC’ um einen Winkel «
zum Drehpunkt O sowie durch Strecken
dieser Seiten zu 04, OB, OC um den ge-
meinsamen Faktor

1 _04_0B_o0C
=24 o8 _oc LV

cosox

Bild 4

Damit hat jedes andere Indreieck AABC
einen groBeren Durchmesser als A4'B'C'.
R. Klotzler

* Dieses Resultat 148t sich sogar fiir simtli-
che Dreiecke AABC bestitigen, deren In-
nenwinkel nicht gréBer als 120° sind. Es
wurde vom Autor und seinem Schiiler
G. Jahnel gefunden.

Eine Aufgabe -
verschiedene Losungen

In Heft 1/87 der alpha stellten wir im Rah-
men des alpha-Wettbewerbs folgende Auf-
gabe:

Ma7m2761 Auf welche Grundziffer en-
det die Zah] 121007

In Heft 4/87 verdffentlichten wir einen Lo-
sungsvorschlag. Er lautete:

Es gilt 21 =2,22=4,23=8, 2¢=16,

25 =32, usw., also endet 2% auf die Grund-
ziffer 6.

Wegen 12190=1242=12" endet diese
Zahl auf die Grundziffer 6.

® Wir stellen nun die Losung von Christian
Kiihn aus Wismar vor, der Schiiler der
Klasse 7 der Pestalozzi-Oberschule ist.
Christian 16ste diese Aufgabe mit Hilfe von
Zahlenkongruenzen, womit er sich in einer
mathematischen Arbeitsgemeinschaft be-
schiftigt hat, wie folgt:

Es gilt 12' =2 mod 10, 122 =4mod 10,

12* = 8 mod 10, 124 = 6 mod 10,

125 = 2 mod 10.

Daraus folgt 12**1=2mod 10,

1294 "2 = 4mod 10, 12% -2 = 8 mod 10,

12% = 6 mod 10. Wegen 12190 = 12425

gilt deshalb 12!%° = 6 mod 10.

Die Zahl 1219 endet auf die Ziffer 6.

® Wir stellen nun die Lésung von Anja
Walter aus Dohna vor, die Schiilerin der
Klasse 7a der Marie-Curie-Oberschule ist.
Anja 16ste diese Aufgabe wie folgt:

12100 =1210.1210.  .121% djeses Produkt
besteht aus zehn Faktoren 120, Jeder Fak-
tor 12!° endet auf die Ziffer 4. Nun endet
4% auf die Ziffer 6; deshalb endet auch
12190 auf die Ziffer 6.

® Wir stellen nun die Losung von Sandy
Frassdorf aus Briick vor, die Schiilerin der
Klasse 6 der Hans-Beimler-Oberschule ist.
Sandy 1oste diese Aufgabe wie folgt:

Es gilt 12'90=12425=(12%)?5, Nun endet
12 auf die Ziffer 6, denn 2-2-2-2=16
endet auf die Ziffer 6.

Da jedes Produkt, dessen Faktoren auf die
Ziffer 6 enden, selbst auf die Ziffer 6 en-
det, muB auch 12! auf die Ziffer 6 enden.

Da etwa 20% der bei uns eingegangenen
Loésungen falsch waren, mochten wir ab-
schlieBend als Training dhnliche Aufgaben
einschlieBlich Losungsvorschligen folgen
lassen.

Aufgaben
Ala Mit
Summe
116+ 126+ 1364 14° + 15 + 16°?
A2a Beweise, daB fir jede natiirliche
Zahl n (n > 1) die Zahl 22" + 1 mit der Zif-
fer 7 endet!
A3a Auf welche beiden Ziffern endet
das Produkt z = 345926 476°
X125399676%*-2100257933776%?

Th. Scholl

welcher Ziffer endet die

Ala Y KakuX NOJIYOKDYXHOCTEN, H30-
6GpaKeHHbIl HA PUCYHKE, CyMMa OIMH 60-
Jblle - y BEPXHUX WIH Y HUXHHX ?
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aus: Quant, Moskau

alpha-Wettbewerb 1986/87
Fortsetzung aus Heft 2/88

Kerstin Schiiler, Antje Hellmann, Katrin Weber,
alle Steinbach-Hallenberg; Andreas Lange, Sten-
dal; Silvana Seifert, Strausberg; Kerstin Schuster,
Taubenheim; Beate Giinther, Trusetal, Stephan
Marx, Ueckermiinde; Mario Gimpel, Heiko Min-
necke, Yvette Hartisch, alle Unterbreizbach;
Horst Rex, Wihlitz; Simone Wilk, Solweig Mi-
chels, Dirk Beckmann, alle Waren; Manuela
Montag, Bettina Steil, Oliver Auert, alle WeiBen-
schirmbach; Silvio Ladusch, Thomas Westphal,
beide WeiBwasser; Sebastian Steinbach, Werni-
gerode; Ralf Kibtzer, Wilkau-HaBlau; Torsten
Gebauer, Wippra; Bernhard Kiihn, Wismar; So-
ren Schubert, Wittenberg; Christiane Harth, Wit-
tenburg; Jens Miiller, Wolgast; Janet Thom,
Wiinschendorf, Ronny Schwarz, Constanze Sik-
kel, beide Wullen; Beate Balzer, Zittau

A2A A un carrefour le signal lumineux
est au vert pendant 50 s, a 'orange pendant
§'s, au rouge pendant 30s.

A 7h le signal passe au vert. Combien de
fois sera-t-ilau vertde 7Tha 19h? H.

A3a Ifa, b, c, d are four positive inte-
gers such that ab = ¢d, prove that a + b + ¢
+ d is not a prime number.

aus: Parabola, Australien

A4 A PaccMOTPUM KBaipaT CoO CTOPOHON
IUIMHOA 4. B ero 4eThbIpe yria BIHMIIEM Ye-
ThIpe OKPYXXHOCTH paguyca 1, Tak Kak Io-
Ka’ano Ha pucyuxe. Jlo6aBuM Temeph
OKPY2KHOCTb C ICHTPOM B TOUKE lIepeceye-
HMA JIMAaroHajlef, Kacarollylocsl YEeThIPEX
BIINCAHHBIX OKPYXHOCTeH. Briyuciaure eé
paznyc!

nach: Quant, Moskau
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Vier historische

Mathematikaufgaben

HFOREKA

Ich hab’s gefunden

VEB Deutscher Veriog der Wissenschatien

Im VEB Deutscher Verlag der Wissen-
schaften erscheint in diesem Jahr ein Buch
mit dem Titel Heureka, ich hab’s gefunden.
55 mathematische Ritsel und Aufgaben
werden darin gestellt und gelost. Jede Auf-
gabe wird nicht nur formulierl, sie er-
scheint vielmehr ais Teil eines etwas aus-
fuhrlicher beschriebenen mathematikhisto-
rischen Sachverhalts. Das Buch ist daher
nicht nur eine Sammlung von Mathematik-
aufgaben, sondern gleichzeitig ein Sach-
buch uber Mathematikgeschichte. Einige
Kostproben seien hier vorab vorgestellt.

Die Anzahl aller Primzahlen

Im Jahre 1847 konnte Ernst Eduard Kum-
mer mit neuen von ihm gefundenen zah-
lentheoretischen Methoden den bis dahin
groBten Fortschritt beim Ringen um den
auch gegenwirtig noch nicht gefundenen
allgemeinen Beweis der Fermatschen Ver-
mutung, daB die Gleichung
XP 4 yp = 2P

fiir jede ungerade Primzahl keine Losung
mit von Null verschiedenen ganzen Zahlen
x, y, z besitzt, erzielen. Wihrend bis zu je-
ner Zeitl diese Vermutung nur fir die Ex-
ponenten p= 3, 5, 7 bewiesen worden war,
entdeckte Kummer, daB sie fir alle soge-
nannten reguldren Primzahlen giiltig ist.
(So sind mit Ausnahme von 37, 59, 67 alle
ungeraden Primzahlen bis 100 regulir.)
Dieses aufsehenersegende Resultat und an-
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dere zahlentheoretische Ergebnisse begriin-
deten Kummers Ruhm als Zahlentheoreti-
ker. Er wurde 1855 an die Berliner
Universitdt berufen und zum ordentlichen
Mitglied der Berliner Akademie der Wis-
senschaflen ernannt.

Nach dem Tode von Jacobi (1851) und
Eisenstein (1852) in Berlin,

GauB (1855) und Dirichlet (1859)

in Gottingen wurde Berlin durch die Tatig-
keit von Kummer, Kronecker (auch er kam
1855 nach Berlin) und WeierstraB (er
wurde 1856 nach Berlin berufen) ein fiih-
rendes Zentrum der reinen Mathematik in
Deutschland.

In seiner Forschungs- und Vorlesungstatig-
keit widmete sich Kummer neben anderen
Gebieten immer wieder der Zahlentheorie.

~ Am 25. November 1878 trug er auf der Sit-

zung der physikalisch-mathematischen
Klasse der Akademie einen ,neuen ele-
mentaren Beweis des Satzes, daB die An-
zahl aller Primzahlen eine unendliche ist“
vor. Er sagte:

,Der erste sehr einfache und sinnreiche
Beweis dieses Satzes, welcher von Euklid
herrithrt, stitzt sich auwf keine anderen
Hilfsmittel, als auf die Sétze iiber die Zer-
legbarkeit aller Zahlen in Primfaktoren,
wahrend die spateren Beweise von Euler
und anderen die Hilfsmittel der Analysis

E. E.Kummer (1810 bis 1893)

namentlich der unendlichen Reihen und
Produkte in Anwendung bringen. Da nun
ein zweiter ganz elementarer Beweis, inso-
fern er die vorliegende Frage von einer
neuen Seite beleuchtet, einiges Interesse
haben mochte, so will ich einen solchen
der Akademie mitteilen. welchen ich schon
seitl einer Reihe von Jahren meinen Zuho-
rern in der Vorlesung iiber Zahlentheorie
vorgetragen habe, welcher aber noch nicht
anderweit veroflfentlicht ist.
Gesetzt die Anzahl aller in der unendli-
chen Zahlenreihe enthaltenen Primzahlen
sei eine endliche, so miilte auch das Pro-
dukt aller Primzahlen, welche ich mit P be-
zeichne, eine endliche bestimmte Zahl
sein:
P=2-3-5-7-11-13-...-p.
Diese Zahl P aber miiBte die ganz beson-
dere Eigenschaft haben“ (1): Zu dieser
Zahl kann keine natiirliche Zahl, auBer der
1, teilerfremd sein. Bezeichnet @(n) fir
eine natiirliche Zahl n die Anzahl aller na-
tirlichen Zahlen a <n mit (a,n) =1, so
miifite ¢(P) =1 sein. Aus der elementaren
Zahlentheorie ist bekannt, daB
@(p) = p — 1 fur Primzahlen p ist und
@(nny) = @(m) - @(ny),
falls (n),ny) =1 ist.
Somit wire einerseits ¢(P) =1 und ande-
rerseits @(P) = ¢(2) 9(3)...@(p)
=Q2-D3-D...p—-1D=*1.
Kummer: ,Die Annahme, daB die Anzahl
aller Primzahlen eine endliche sei, welche
auf diesen Widerspruch fihrt, ist darum
eine falsche. Also die Anzahl aller Prim-
zahlen ist keine endliche Zahl.
Man kann auch auf eine andere, noch ein-
fachere Weise nachweisen, daB eine Zahl
P, zu welcher keine Zahl auBler Eins rela-
tive Primzahl (d. h. teilerfremd) wire, nicht
existiert, ndmlich daraus, daB je zwei be-
nachbarte Zahlen der Zahlenreihe notwen-
dig relative Primzahlen (teilerfremd) sind.“
Wie?

Das Kistchenproblem

In seinem Buch iiber die Wahrscheinlich-
keitsrechnung (erschienen in Paris im
Jahre 1888) stellte Joseph Bertrand die fol-
gende Aufgabe: Von drei sich duBerlich
vollkommen gleichenden Kistchen mit je
zwei Schubfichern enthalte das erste in je-
dem Fach eine Goldmiinze, das zweite in
jedem Fach eine Silbermiinze, das dritte in
einem Fach eine Goldmiinze, im anderen
eine Silbermiinze. Zufillig werde ein Kist-
chen ausgewihlt.

(1) Welches ist die Wahrscheinlichkeit da-
fir, daB es das Kistchen ist, in dem sich
eine Gold- und eine Silbermiinze befin-
den?

(2) Man hat im ausgewihlten Kistchen ein
Schubfach gedffnet. Darin befinde sich
eine Goldmiinze. Wie groB ist die Wahr-
scheinlichkeit, im anderen Fach des ausge-
wihlten Kistchens eine Silbermiinze zu
finden?

Auf die erste Frage gab Bertrand die Ant-
wort: % Von drei gleichwahrscheinlichen
Fillen ist in der Tat einer giinstig.



. . . . 1
Bei der zweiten Frage liegt die Antwort 7

nahe: Das geoffnete Fach enthilt eine
Goldmiinze. Man kann es nur mit dem er-
sten oder dritten Kédstchen zu tun haben
(das zweite Kistchen ist durch das erlangte
Wissen — Im gedffneten Schubfach ist eine
Goldmiinze — ausgeschlossen), hat wohl die
Wahl zwischer zwei gleichwahrscheinli-
chen Kistchen. )

Bertrand gab diese Losung zunichst auch,
verwarf sie aber sogleich als falsch. Wie
sollte — so fragte er - das Offnen eines
Schubfachs geniigen, um die Wahrschein-
lichkeit zu dndern und von % auf% Zu er-
hohen? Bertrand beantwortete nun die
zweite Frage mit %
Der Wiener Mathematiker Emanuel Czu-
ber kritisierte im Jahre 1899 in einem Be-
richt liber Die Entwicklung der Wahrschein-
lichkeitstheorie und ihrer Anwendung, erstat-
tet der Deutschen Mathematiker-Vereini-
gung, diese Losung:

Nicht das Offnen des Schubfaches, wohl
aber die Wahrnehmung ihres Inhalts iibt
EinfluB aus, weil es unser Wissen vermehrt
und die Anzahl der gleichberechtigten
Fille vermindert. Die einzige richtige Ant-

. . . 1
wort auf die zweite Frage wire doch —;

denn jetzt liegen zwei gleichberechtigte
Fille vor, reprisentiert durch das erste und
dritte Kédstchen, eines davon ist giinstig.
In seinem spiter erschienenen Buch iiber
Wahrscheinlichkeitsrechnung  berichtigte
Czuber seinen eigenen FehlschluB: Ber-
trands Antwort (%) ist richtig! Warum?
Ist es nicht trotzdem paradox, daB das
durch das Offnen eines Schubfachs erwor-
bene, gegeniiber der ersten Fragestellung
vermehrte Wissen an der Wahrscheinlich-
keit des erwarteten Ereignisses nichts dn-
dert?

Czuber erginzte die Bertrandsche Aufgabe
durch folgendes Beispiel: Enthielten die
Kistchen je drei Schubficher, und diese
drei Schubficher im ersten Kistchen nur
Gold-, im zweiten Kistchen nur Silber-
minzen, wihrend im dritten Késtchen
zwei Gold- und eine Silbermiinze auf die
Schubfdcher verteilt wiren, so verhielte es
sich anders. Wieder wire % die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dal man bei vollzoge-
ner zufilliger Wahl! das dritte Kastchen er-
greift; findet man aber in einem gedffneten
Schubfach eine Goldmiinze, so gehort das
Schubfach mit der Wahrscheinlichkeit %
dem dritten Kistchen an. Warum?

Der Streckeniibertrager

Vom 2. bis 12. August 1900 fand in Paris
der 2.Internationale Mathematikerkongre3
statt. 226 Wissenschaftler aus vielen Lin-
dern tagten in den Sektionen Zahlentheo-
rie und Algebra, Analysis, Geometrie, Me-
chanik und mathematische Physik, Ge-

schichte und Bibliographie der Mathema-
tik sowie Unterricht und Methodologie der
Mathematik. Am 8. August hielt David Hil-
bert aus Gottingen ein grundlegendes Re-
ferat mit dem Titel Mathematische Pro-
bleme. Hilbert ging in einer allgemein
gehaltenen Einleitung zunidchst auf die in-
teressanten Fragen ein, ,,ob es allgemeine
Merkmale gibt, die ein gutes mathemati-
sches Problem kennzeichnen, ...aus wel-
chen Quellen die Mathematik ihre Pro-
bleme schopft, ...welche berechtigten all-
gemeinen Forderungen an die LOsung
eines mathematischen Problems zu stellen
sind“. Am Ende dieses einleitenden Teils
formulierte er sein Axiom von der Losbarkeit
eines jeden Problems, seine ,Uberzeugung,
daB ein jedes bestimmte mathematische
Problem einer strengen Erledigung notwen-
dig fihig sein miisse, sei es, daB es gelingt,
die Beantwortung der gestellten Frage zu
geben, sei es, daB die Unmoglichkeit seiner
Losung und damit die Notwendigkeit des
MiBlingens aller Versuche dargetan wird.*
Anschliefend formulierte und diskutierte
er 23 ungeltste mathematische Probleme
(nur Proben von Problemen, wie er be-
tonte); diese Probleme stellten sich in den
folgenden Jahrzehnten fast alle als mathe-
matische Kernprobleme heraus und iibten
auf die Entwicklung der modernen Mathe-
matik einen aupBergewdhnlichen Einfluf
(P.S. Alexandrov) aus.

Eines dieser Probleme, das siebzehnte (es
wurde 1927 von Emil Artin geldst), steht in
einer interessanten Beziehung zu einer
geometrischen Aufgabe. Es handelt sich
um die geometrischen Konstruktionen mit-
tels Lineal und Streckeniibertrager. Diese
wurden schon im Kapitel VII der Grundla-
gen der Geometrie von Hilbert (die Mono-
graphie war Teil der 1899 erschienenen
Festschrift zur Feier der Enthiillung des
Gauyf-Weber-Denkmals in Gottingen) un-
tersucht. Als Streckeniibertrager bezeich-
nete Hilbert ein Instrument, mit dessen
Hilfe man auf jeder Geraden von jedem
Punkte aus eine gegebene Strecke abtragen
kann.

D. Hilbert (1862 bis 1943)

Die folgende Aufgabe beispielsweise 148t
sich allein mit Hilfe des Lineals und des
Streckeniibertragers 16sen (wie?):

Es ist zu einer gegebenen Geraden eine
Senkrechte zu ziehen.

Im 44. Satz der Grundlagen der Geometrie
gab Hilbert ein notwendiges und hinrei-
chendes Kriterium dafiir an, daB eine vor-
gelegte Konstruktionsaufgabe, die mittels
des Zirkels ausfihrbar ist, sich auch allein
durch Ziehen von Geraden und Abtragen
von Strecken ausfiithren 1d8t. Der Beweis
ist jedoch nicht einfach und erfordert einige
Sdtze zahlentheoretischen und algebraischen
Charakters.

Hilbert konnte sein Kriterium nicht allge-
mein beweisen. Er fihrte jedoch die geo-
metrische Fragestellung auf ein algebrai-
sches Problem zuriick, das dann in seinem
Pariser Vortrag als stebzehntes Problem ge-
nannt wurde.

Die Russellsche Antinomie

Gottlob Frege wird als einer der bedeu-
tendsten Logiker aller Zeiten angesehen.
Er sprach wichtige Erkenntnisse erstmals
aus, die heute Allgemeingut der mathema-
tischen Logik geworden sind.

In seinem Buch Grundlagen der Arithmetik
(erschienen 1884) diskutierte er die Fra-
gen, welcher Natur die arithmetischen
Sétze sind und ob und wie man die natiirli-
chen Zahlen definieren kann.

Diese Monographie stellt den programma-
tischen Versuch dar, grundlegende mathe-
matische Begriffe, insbesondere den Zahl-
begriff, auf rein logische Begriffe zuriickzu-
fihren (Logizismus), die Frege fiir sicherer
hilt als die bloBe Anschauung. Das Buch
enthidlt die erste Begriindung des Begriffs
der natiirlichen Zahl.

Im ersten Band des Werkes Grundgeserze
der Arithmetik (1893), mit dem er sein logi-
zistisches Programm der Arithmetik reali-
sieren wollte, schrieb er: ,Und nur das
wiirde ich als Widerlegung anerkennen
konnen, (...) wenn jemand mir nachwiese,

G. Frege (1846 bis 1925)
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daB meine Grundsitze zu offenbar fal-
schen Folgesiitzen fithrten. Aber das wird
keinem gelingen.“ Doch Frege sollte sich
irren.
Am 16.Juni 1902 schrieb Bertrand Russell,
Mathematiker und Philosoph am Trinity
College in Cambridge, einen Brief an
Frege: ,Sehr geehrter Herr College! Seit
anderthalb Jahren kenne ich Ihre ,Grund-
gesetze der Arithmetik’, aber jetzt erst ist
es mir moglich geworden die Zeit zu fin-
den fur das griindliche Studium, das ich
Ihren Schriften zu widmen beabsichtige.
Ich finde mich in allen Hauptsachen mit
lhnen in vollem Einklang. (...) In vielen
einzeinen Fragen finde ich bei Ihnen Dis-
cussionen, Unterscheidungen, und Defini-
tionen, die man vergebens bei anderen Lo-
gikern sucht. (...) Nur in einem Punkt ist
mir eine Schwierigkeit begegnet.“ Russell
teilt nun Frege mit, wie sich aus diesem
einen Punkte der Grundgesetze ein Wider-
spruch konstruieren ldBt, ebenso wie es
nicht die Menge aller der Mengen gibt, die
sich nicht selbst als Element enthalten.
Enthilt diese Menge sich selbst als Ele-
ment? ,Aus jeder Antwort folgt das Gegen-
theil.“ Warum?
Am 22. Juni 1902 schrieb Frege aus Jena
an Russell: ,lhre Entdeckung des Wider-
spruchs hat mich auf’s Hochste iiberrascht
und, fast mochte ich sagen, bestiirzt, weil
dadurch der Grund, auf dem ich die Arith-
metik aufzubauen dachte, in’s Wanken ge-
rith. (...) Jedenfalls ist Thre Entdeckung
sehr merkwiirdig und wird vielleicht einen
groBen Fortschritt in der Logik zur Folge
haben, so unerwiinscht sie auf den ersten
Blick auch scheint.“
In der Nachfolge Freges versuchte Russell
den Antinomien der Mengenlehre zu be-
gegnen und das Programm des Logizismus
zu verwirklichen. In unserem Jahrhundert
hat sich die Einsicht durchgesetzt, da8 sich
die Mathematik nicht auf die Logik allein
griinden ldBt. Der Logizismus hat jedoch
wesentlich zur Entwicklung der mathema-
tischen Logik und zur Kldrung des Antino-
mieproblems beigetragen.

H. Pieper

B. Russel! (1872 bis 1969)

54 . alpha, Berlin 22 (1988) 3

alpha-Mirchen:
Prinz Epsilon
darf heiraten!

Nach erfolgreicher Losung der ersten Auf-
gabe wird Prinz Epsilon vor ein weiteres
schwieriges Problem gestellt (siche alpha,
Heft 2/88). Aber auch dabei konnen wir
ihm mit dem Schulrechner SR 1 helfen, so
dafB er der schénen Prinzessin wieder einen
Schritt ndher kommt.
Im Reich der Zauberer lebt der Magier Riesi-
Jos. Er ziichtet mit Hilfe seiner Zaubersafte ei-
genartige, gnomhafte Wesen. Riesifos weiB zu
berichten, dap seine Wesen, am Anfang gerade
10 cm grof, durch seine Zaubersafte jedes Jahr
um 4,8% ihrer jeweiligen Grofe wachsen. Er
behauptet, dap die Griome bereits nach sieben
mal sieben Jahren ihre urspriingliche Grgpe
von 10cm mehr als verzehnfacht haben. Ob
dies stimme, lautete die Frage an Epsilon.
Ein harter Brocken fiir unseren Prinzen,
doch wir stehen ihm mit dem SR1 zur
Seite:
Die Gr6Be der Gnome nach einem Jahr
konnen wir schnell berechnen. Der Grund-
wert ist 10 cm und der Prozentsatz 4,8 %.
Nach der bekannten Formel zur Berech-
nung des Prozentwertes W ist dieser

W= % P also W=0,48cm.
Die neue GroBe G,., in cm ist demnach
G,y + 0,48, also 10,48 cm. Fiir die Grofe
nach dem 2. Jahr ist analog vorzugehen:
Prozentwert berechnen (fiir G ist die neue
GroBe einzusetzen), Addition der GroBe
nach einem Jahr und des Prozentwertes —
man erhidlt die GroBe nach zwei Jahren.
Fin ziemlich miiBiges Verfahren! Nun ist
allgemein jeweils die neue Grofe gleich
der alten vergroBert um den Prozentwert,
also Gu
Gpey = Gay + W, wobei W= 100 4.8
ist. Das hei8t, wenn wir die zweite Formel
in die erste einsetzen, erhalten wir:

Gpew = Gy, - 0,048 + G, .
Wir konnen die Formel vereinfachen, in-
dem wir G, ausklammemmn:

Gm:n = Gnll 1+ 01048)
bzw. Gpey = Gy 1,048.
Nach dieser Formel konnt ihr mit dem
SR 1 die Berechnung der Tabelle 1 leicht
nachvollziehen.
Immerhin miissen wir auf diesem Wege
49 Berechnungen durchfihren. Mit einem
Computer geht das in Sekundenschnelle,
aber auch der SR 1 ist uns eine gute Hilfe.
Wir nutzen die Konstantenautomatik! Wir
erinnern uns:
Beispiel: Es soll 3-5-3:3-3-3-3- .. be-
rechnet werden!

Tabelle 1

Gro68e in cm nach ... Jahren
10 AnfangsgroBe
10,48
10,983 04
11,510225
12,062 715
12,641 725

bW N

Nach Eingabe von El

reicht nun wiederholtes Driicken der

B-Taste, und immer wieder wird der In-
halt des X-Registers (was in der Anzeige
steht) mit 3 multipliziert.

Probiert es aus!

WiBt ihr bereits, wie wir diese Eigenschaft
fiir unser Problem nutzen konnen?
Richtig, nach Eingabe der Tastenfolge

D@E@reichl

nun jeweils das Driicken der E-Taste
aus, um die GroBe der Gnome nach jedem
Jahr.zu ermitteln, da jedesmal die aktuelle
GroBe (in der Anzeige) mit dem Faktor
1,048 multipliziert wird. Nun braucht ibr
nur noch mitzuzdhlen, wie oft ihr die

[=]-Taste gedriickt habt, und ihr kénnt so
die Behauptung des Zauberers Riesifos
nachpriifen! Riesifos sprach von der Ver-
zehnfachung der GroBe in 49 Jahren!

Wir kénnen dem Prinzen Epsilon und der
Prinzessin jedoch noch viel schneller hel-
fen, die zweite Aufgabe zu 16sen. Dazu be-
zeichnen wir mit G, die AnfangsgréBe der
Gnome und mit G; ihre GroBe nach dem
i-ten Jahr. -

Offensichtlich ist G, = 10 cm und
G,=1,048-G,, G,=1,048-G,,

also G, =1,0482- G,, G, =1,048- G,,

also G; =1,048"- G,, ... usw.

SchlieBlich ist G4 = 1,048%-G,. Mit der
im SR 1 als Standardfunktion vorhandenen
Potenzfunktion erhilt man den Wert G,
durch die Tastenfolge

[1] [] (o] [«] (8] (] (4] [s] [x]
(1] [o]

als Gy = 99,4725 cm. Der Magier Riesifos
hatte nicht Recht, erst nach 50 Jahren sind
die Gnome grofier als 1 m, denn es ist
Gso=104,247 cm.

Ubrigens niitzt euch das Gesagte auch fiir
die Berechnung des Sparguthabens. Solitet
ihr iiber Jahre hinweg euer Konto nicht be-
wegen (also nicht abheben noch draufzah-
len), kénnt ihr durch Eingabe des Zinssat-

zes 3%% (als Dezimalzahl) mal eurem

Guthaben durch Driicken der El-Taste
beobachten, wie euer Guthaben Jahr fir
Jahr wichst!

Dank eurer Hilfe hat Prinz Epsilon auch
die zweite Aufgabe geldst. Nun steht die
dritte und letzte Aufgabe an.

Im abgelegensten Teil des Kinigreiches leben
die grausamen Drachen. Dorthin soll sich
Prinz Epsilon begeben, um die Behauptung
eines kleinen Erdmdnnchens zu iiberpriifen. Es
gibt dort ndmlich drei gefrafige Drachen. Der



erste von ihnen frift jeden Tag einen halben
Elefanten und dazu einen viertel Elefanten,
dazu noch einen achtel Elefanten, sowie einen
sechzehntel Elefanter und ... immer noch die
Halfte der vorhergehenden Ration dazu. Der
zweite Drachen fri3t einen drittel Lowen, dazu
einen neuntel Lowen, einen siebenundzwanzig-
stel Lowen und ... immer noch ein Drittel der
vorhergehenden Ration dazu. Waihrend der
dritte Drachen einen viertel Tiger, dazu einen
sechzehntel Tiger, einen vierundsechzigstel Ti-
ger und ... immer noch ein Viertel der vorher-
gehenden Ration dazu frifit, und nie zu fressen
aufhort! Das Erdmdnnchen behauptete, daf8
der erste Drachen einen Elefanten pro Tag ver-
speist, der zweite reicht mit einem Lowen zwei
Tage und der dritte friffit an drei Tagen einen
Tiger auf.

Wollen wir uns zuerst dem Drachen Num-
mer 1 zuwenden. Sein Elefantenverbrauch
pro Tag ldBt sich mit einer Summe von un-
endlich vielen Summanden beschreiben,

nimlich:
1 1. 1. 1 1. 1 1
ST et 6 Ted T 1zs
usw.

bzw , da jeder Summand durch die Multi-

.1
plikation seines Vorgingers mit 7 hervor-
gehi:

1 1 1 1 1 1 1

PR R T TIM E TR
+ ... usw.

Da uns Sitze und Methoden der héheren
Mathematik noch nicht bekannt sind, miis-
sen wir uns auf die naherungsweise Berech-
nung dieser unendlichen Summe mit Hilfe
des SR 1 beschrinken.

Berechnen wir einmal die Summe der er-
sten 10, 20, 30 und 40 Summanden! Natiir-
lich — mit dem Rechenablaufplan

[ [ 1 b [ B [ (] [2]
[ [2] (] (o] [=] [2] [+ (3] 2]
[0 [ 2] [ (4] [£] ..

ein zeitaufwendiges Unterfangen. Aber
man sieht hier schon, wie die Summe zwar
stetig wichst, die Zunahme aber immer ge-
ringer wird. Die SR 1-Experten haben aber
lingst einen rationelleren Weg gefunden.
Mit Hilfe der Konstantenautomatik sind
die Summen schnell erzeugt:

WEEIK, EH, EH, E,
-

Das Summieren realisiert man durch das
Driicken der Speicher-,+“-Taste an den
mit dem Pfeil gekennzeichneten Stellen.
Nun konnt ihr die folgende Tabelle leicht
nachvollziehen:

‘Tabelle 2

Anzahl Summe
von Summanden

10 0.99902344
20 0.99999904
30 0.99999999
40 0.99999999

Auch nach 40 Summanden nimmt die
Summe weiterhin zu, doch die Summan-
den sind mittlerweile so klein, daB die An-
zeige des SR1 uns diese Zunahme nicht
mehr mitteilen kann. Die Summanden
werden so klein, daB sie im Rechner zu 0
abgerundet werden. Prinz Epsilon hat da-
von als eifriger Leser der Schiilerzeitschrift
alpha schon etwas erfahren (siehe Chancen
fiir Denkfaule? in Heft 2/1985). Er ist des-
halb auch mit einer Aussage vorsichtig.
Mit dem SR1 oder mit einem Computer
kann man nur eine Idee fiur den Wert der
Summe gewinnen, der angezeigte Wert
kann aber durchaus falsch sein. Die Prin-
zessin nickt dem Prinzen jedoch heimlich
zu: Die Summe wird den Wert 1 nie iiber-
steigen, das hat sie in Syratanien in der
Schule gelernt!

Diese Tatsache 14Bt sich auch geometrisch
plausibel erkldren (Bild 1).

Bild 1
1
1 s—bE'
BE 7 p
© 32
1
<€ 1
4 gk
1 Elefant
2

|

Der erste Drache friBt und friBt, aber insge-
samt doch nur einen Elefanten pro Tag.
Der jeweils iibrig bleibende Teil des Ele-
fanten wird halbiert. Hieraus erkennt ihr,
daB die Gesamtsumme nie groBer als i
werden kann!

Die erste Antwort zur dritten Frage ist ge-
funden. Um Teil 2 und 3 zu beantworten,
bendtigt ihr nun keine Hilfe mehr. Beach-
tet aber bitte genau, nach welchem Gesetz
die Summanden zu bilden sind! Die FEle-
Sfantenration haben wir im Kreisklub Ma-
thematik in Halle mit einem Kleincompu-
ter berechnet.

Hier ist das BASIC-Programm:

16 CLS

20 PRINT “SUMMANDEN?",
“LETZT SUMMAND”, “SUMME”
30 PRINT “ "
40 S=0:A=1
50 FOR I=1TO 50
60 A=A/2
70 S=S+A
80 PRINTI A, S
98 NEXTI

Fiir die Aufgabe mit den Lowen und den
Tigern ist lediglich der Befeh]l Nr.6¢ abzu-
‘dadern!

Prinz Epsilon hat alle drei Aufgaben ge-
16st! Es findet eine groBe Hochzeitsfeier
statt. Die Prinzessin ist iibergliicklich. So-
gar die Fee, der Magier Riesifos und dax
kleine Erdminnlein kommen, um zu gratu-
lieren ....

Herrn Dr. Schmidt von der E.-M.-Arndt-
Universitdit Greifswald mochten wir fur

Hinweise und Ratschlige danken. Solltet
ihr SpaB an den Aufgaben oder neue ldeen
haben, so schreibt uns bitte iiber:
Redaktion alpha, PSF 14, Leipzig 7027!
U. Siebert

Krysicki, Wlodzimierz
Keine Angst vor x und y

Quadratische Gleichungen
und Gleichungssysteme
MSB Nr.119

108 Seiten, 19 Abb.
Bestell-Nr.666 186 7

Preis: 6,50 M

Schreiber, P.
Euklid

Biographien hervorragender
Naturwissenschattler, Techniker und
Mediziner

59 Seiten, 31 Abb.
Bestell-Nr. 6663758
beide Titel: BSB B.G.Teubner
Verlagsgesellschaft Leipzig

Preis: 7.50 M

Wiederholungsprogramm
Berane/Girtner/Lohse

Gleichungen und Funktionen

214 Seiten, 92 Bilder Preis: 7,80 M
Bestell-Nr. 546 528 2

Naumann/Schuricht
Sensoren —
techniscke Sinnesorgane?

etwa 160 Seiten, 95 Bilder, 4 Tabellen
Bestell-Nr. 5472466 Preis: 5,50 M
beide Titel: VEB Fachbuchverlag Leipzig

Hofner, G.
Computerbegriffe populir

124 Seiten, zahlr. Abb. Preis: 7,50 M
Bestell-Nr.654 178 35
Urania-Verlag Leipzig

Wolf, D.
Bevor der Film ins Kino kommt

137 Seiten, zahlr. Abb. Preis: 6,80 M
Bestell-Nr.632 7092

Spittel, Olaf R
Kleines Ritselbuch fiir Kinder

159 Seiten, zahlr. Abb. Preis: 6.00 M
Bestell-Nr. 6325046
beide Titel: Der Kinderbuchverlag Berlin

Ein Teil der Biicher ist beim Buchhandel

vergriffen. Wir weisen auf Moglichkeit der
Ausleihe in Bibliotheken hin.
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Symmetrie
auf einem Band

Sicherlich hast du schnell ein Band zur
Hand, das man zum Einpacken von Ge-
schenken verwendet. Suche dir bitte ein
solches mit einem Muster aus.

o Was fillt dir auf? Welche GesetzmiBig-
keiten erkennst du?

Wir betrachten die Beispiele in Bild 1, 2
und 3.

Es fillt auf, daB regelmdBig und in glei-
chen Abstinden jeder Teil des Musters
wiederkehrt. Durch eine Verschiebung
lings des Bandes 148t sich also das Muster
zur Deckung bringen. In jedem der drei
Bilder haben wir durch einen Pfeil eine
derartige Verschiebung mit der kleinsten
Verschiebungsweite angegeben.

Diese Eigenschaft ist im allgemeinen
schon durch die technische Herstellung be-
dingt. Wird das Muster aufgedruckt, so
muB sich (spitestens) nach einem Umlauf
der Druckrolle das Muster wiederholen.
Ist v eine Verschiebung, bei der das Mu-
ster des Bandes wieder mit sich zur Dek-
kung kommt, so tritt dies offenbar auch bei
der zu v entgegengesetzten Verschiebung
sowie nach der zweimaligen Ausfihrung
der Verschiebung v ein.

Das Band darf man sich dabei weder mit
einem Anfang noch mit einem Ende vor-
stellen. Dies ist natiirlich nur eine Vorstel-
lung. Jedes real vorliegende Band hat im-
mer einen Anfang und ein Ende. Aber
wenn wir an die drucktechnische Herstel-

Bild 1

lung denken, so bestent natiirlich kein
Grund, daB die Druckrolle nur eine be-
stimmte Anzahl von Umdrehungen aus-
fihrt.

Im folgenden wollen wir unter einem Band-
muster siets ein Muster eines Bandes ver-
stehen, fiir das es eine Verschiebung mit
kleinster Verschiebungsweite gibt, die das
Muster auf sich abbildet.

o Ein Bandmuster mit der beschriebenen
Verschiebungssymmetrie entsteht, wenn
du auf einem Papierstreifen in gleichen
Abstinden ein Motiv mit einem Stempel
aufdruckst oder zeichnest.

Wie miilte das Motiv auf dem Stempel
(etwa aus einer Kartoffel gefertigt) ausse-
hen, damit auf diese Weise das Muster in
Bild 3 entsteht?

Bandmuster sind dir bereits bei Besichti-
gung von Museen, Schldssern und in ilte-
ren Gebiduden aufgefallen. Sie dienen
meist als Abschluf}, als Berandung von
Winden (Wandtapeten) und Decken. Man
nennt sie Friese.

In einschlidgigen Geschiften werden Zier-
streifen fur dekorative Arbeiten angeboten.
Man findet Zierstreifen auf Vasen und Ge-
schirr. Denkt man sich hinsichtlich dieser
Gegenstiande diese Verzierungen abgerollt
vor, so fihrt das wieder zu unseren (endlo-
sen) Bandmustern.

® Gibt es auBer den Verschiebungen noch
weitere Bewegungen des Bandes, die das

Bild 2

Bild 3

v .

v \4 ]
Bild 42 4b
|
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| | 4 | g | | !
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Bild Sa 5b
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i ] g
}
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Muster zur Deckung bringen? Betrachte
die Muster in den Bildern 1, 2 und 3 ge-
nauer und vergleiche!

Das Bandmuster in Bild 1 besitzt Symme-
trieachsen, die senkrecht zur Bandrichtung
liegen uad zwischen denen gleiche Ab-
stinde bestehen. Mit anderen Worten, bei
der Spiegelung an diesen (und nur an die-
sen) Geraden kommt das Muster des Ban-
des zur Deckung. Der Abstand zweier be-
nachbarter Symmetrieachsen ist halb so
groB wie die Linge des angegebenen Ver-
schiebungspfeils. In Bild 2 kommen keine
weiteren Bewegungen als die bereits ge-
nannten Verschiebungen in Frage.

Bei dem Muster in Bild 3 haben wir neben
den Verschiebungen und Symmetrieach-
sen, die zur Bandrichtung senkrecht sind,
noch Drehungen um 180°, bei denen das
Muster auf sich abgebiidet wird. Die Zen-
tren dieser Drehungen liegen in gleichen
Abstinden auf ein und derselben Geraden;
der Abstand zweier benachbarter ist halb
so grof wie die Linge des angegebenen
Verschiebungspfeils (Bild 4a). Uberdies
sind die Symmetrieachsen gerade die Mit-
telsenkrechten von je zwei benachbarten
Drehzentren.

Die Drehung um einen Punkt P mit 180°
nennt man auch die Spiegelung am Punkt P.
Und geht dabei das Muster in sich iiber, so
heiBt P ein Symmetriezentrum des Musters.

Wir wollen nun mit Hilfe von Punktspiege-
lungen ein Muster auf einem Band erzeu-
gen und wihlen zur einfacheren Durchfiih-
rung kleinkariertes Papier.

® Markiere auf einer Geraden in Band-
richtung Punkte, die gleiche Abstinde be-
sitzen. Wihle iiberdies ein einfaches Motiv
(Grundfigur), etwa ein F wie in Bild 5a!
Nun spiegeln wir abwechselnd an den vor-
gegebenen Punkten. Es entsteht ein Muster
wie in Bild 5b. Dieses Muster hat als Sym-
metriezentren die vorgegebenen Punkte
(und nur diese), und es gibt auch hier wie-
der eine Verschiebung, die das Mustes zur
Deckung bringt. Eine derartige Verschie-
bung mit der kleinsten Verschiebungsweite
wird durch einen Pfeil beschrieben, der
von einem der Symmetriezentren bis zum
ubernichsten reicht (Bild 5b).

An Hand des Bildes 1 kannst du sofort er-
kennen, daB man ein Bandmuster auch er-
halten kann, wenn man senkrecht zur
Bandrichtung Geraden in gleichen Abstin-
den wihlt und an ihnen ein vorgegebenes
Motiv spiegelt.

® Erzeuge auf diese Weise das Muster in
Bild 3! Eine dafiir geeignete - Grundfigur
(Motiv) zeigt Bild 4b.

Wir kehren zuriick zu der Erzeugung mit
Punktspiegelungen.

® Wihle ein Motiv derart, daB als Muster
eine zusammenhingende einfache Linie
wie in Bild 3 entsteht und dieses Muster
keine Symmetrieachse besitzt. Eine mogli-
che Losung zeigt Bild 6a und 6b.

® Welches Bandmuster entsteht, wenn du
anstelle des Motivs in Bild 6a das Motiv
aus Bild 6c oder 6d verwendest?
Vergleiche diese Muster hinsichtlich der
moglichen Deckabbildungen mit den bis-
her betrachteten Bandmustern!



Ausgehend von dem Motiv in Bild 6d ent-
steht ein Bandmuster, das neben Symme-
trieachsen senkrecht zur Bandrichtung
auch noch diejenige Gerade a als Symme-
trieachse besitzt, auf der die Symmetrie-
zentren liegen. AuBerdem treten zusitzli-
che Symmetriezentren neben den vorgege-
benen Punkten auf, und zwar die Mittel-
punkte der Verbindungsstrecken, die je
zwei benachbarte der vorgegebenen Punkte
bilden (Bild 6e).

® Wie ldBt sich dieses Muster mit Gera-
denspiegelungen allein herstellen und wel-
che Grundfigur kann dazu gewdhlt wer-
den? Das Bild 6f zeigt eine Losung.

® Welche Deckabbildungen besitzt das
Bandmuster in Bild 77 ’

Neben den typischen Verschiebungen gibt
es hier nur eine Geradenspiegelung an
einer Geraden ¢ in Bandrichtung.

Bei den bisher betrachteten Bandmustern
haben wir hinsichtlich der moglichen
Deckabbildungen sechs verschiedene Ty-
pen kennengelernt. Neben den typischen
Verschiebungen gibt es
1. keine weiteren
(Bild 2),

2. nur Spiegelungen an Geraden senkrecht
zur Bandrichtung (Bild 1),
3. nur Punktspiegelungen
und 6b),

4. nur eine Spiegelung an einer Geraden
in Bandrichtung (Bild 7),

5. Spiegelungen an Geraden senkrecht zur
Bandrichtung und Punktspiegelungen
(Bild 3; die Symmetriezentren liegen dabei
nicht auf den Symmetrieachsen!)

und schlieBlich

6. Spiegelungen an Geraden senkrecht zur
Bandrichtung, Spiegelung an einer Gera-
den in Bandrichtung und Punktspiegelun-
gen (Bild 6e; die Symmetriezentren sind
dabei die Schnittpunkte der zur Bandrich-
tung senkrechten Symmetrieachsen mit
der einzigen in Bandrichtung liegenden
Symmetrieachse).

Deckabbildungen

(Bild 5b

6b

Bild 6a

® Auch das folgende Muster in Bild 8 ist
ein Bandmuster.

Besitzt es aber im Vergleich zu irgend-
einem der bisherigen Bandmuster die glei-
che Art von Deckabbildungen?

Dieses Muster kann im Vergleich zu dem
Muster in Bild 2 noch durch die Nachein-
anderausfiihrung der angegebenen Ver-
schiebung ¢ und der Spiegelung an der Ge-
raden g zur Deckung gebracht werden.
Eine derartige Bewegung nennt man eine
Schubspiegelung. Und es ist besonders be-
merkenswert, daB weder die Verschie-
bung ¢ noch die Spiegelung an der Gera-
den g fiir sich allein diese Eigenschaft
besitzen. (Die Schubspiegelung besitzt also
eine eigene Qualitdt! Schubspiegelungen
als Deckabbildungen bestehen (nachtrig-
lich gesehen) zwangslaufig bei den Muster-
typen 4, 5 und 6.)

Uberraschenderweise gibt es nur diese sie-
ben Arten von Bandmustern. (Wenn du
meinst, daB du noch eine neue Art (mit
einem anderen Geflige von Deckabbildun-
gen) gefunden hast, dann schicke uns diese

zu.) Wir kénnen das hier nicht niher be-

griilnden. Es war ohnehin nicht die Absicht,
theoretische Grundlagen und Zusammen-
hidnge in den Vordergrund zu stellen. So ist
z. B. von Bedeutung, daB die Nacheinan-
derausfiihrung der Spiegelungen an den
Punkten P und Q eine Verschiebung ist,
die doppelt so groB wie PQ ist, und daB die
Nacheinanderausfiihrung der ~Spiegelun-
gen an zueinander senkrechten Geraden
die Spiegelung an ihrem Schnittpunkt ist.
Wir wollten mehr in Form einer spieleri-
schen Beschiftigung dein Interesse gewin-
nen und dir den Blick 6ffnen fiir geometri-
sche GesetzmiBigkeiten.

® Und nun kannst du selbst besonders
schéne Bandmuster herstellen, etwa auch
mit Hilfe von Abriebfolien, die im Handel
erhdltlich sind. Oder du betrachtest bewult
Friese (Wandmuster) in deiner Umgebung.
Viel SpaB wiinscht dir E.Quaisser
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Eine Aufgabe von
Prof. Dr.

V.Paulauskas

Mathematische Fakultdt

der V.-Kapsukas-Universitdt Vilnius
Leiter des Wissenschaftsbereiches
Analysis

A29084a In der linken unteren Ecke
eines Schachbrettes steht ein Damestein.
Zwei Spieler setzen abwechselnd den Stein
in ein unmittelbar benachbartes Feld, er-
laubt sind aber nur Ziige nach rechts, nach
oben und in Richtung Nordosten (Diago-
nalzug nach rechts oben)! Es gewinnt der
Spieler, der mit seinem Zug den Dame-
stein in die rechte obere Ecke des Schach-
bretts setzt.

Kann der Spieler, der den ersten Zug aus-
fiihrt, gewinnen, unabhingig davon, welche
Zige der andere Spieler macht?

Vigantas Paulauskas wurde am 18.10.1944
im Dorf Burju (Rayon Kelmes) in der Li-
tauischen Sowjetrepublik (UdSSR) gebo-
ren. Schulbesuch in Kaunas. Von 1962 bis
1967 Studium an der Universitat Vilnius
Mathematik, StudienabschluB mit Aus-
zeichnung. Danach  Aspirantur  bei
Prof. Statulev&ius. 1969 Promotion (Kandi-
dat der Wissenschaften). Wissenschaftliche
Arbeit am Lehrstuhl fir Wahrscheinlich-
keitstheorie und Zahlentheorie unter Lei-
tung von Prof. Dr. J. Kubilius (siehe
alpha 5/85; 6/86). 1972 Berufung zum Do-
zenten. 1978 Verteidigung der Disserta-
tion B (Doktor der Wissenschaften). Seit
1981 Professor. Lingere Auslandsaufent-
halte in Goteborg, Budapest, Dresden,
Prag, Upsala, Stockholm, Koln, Aachen,
Frankfurt/M. und Kiota. Ausgezeichnet
mit dem Ehrenpreis des Komsomol der
LSSR (1972) und dem Litauischen Ehren-
preis fir Naturwissenschaften (1979). Zahl-
reiche wissenschaftliche Publikationen,
darunter eine Monographie (zusammen
mit seinem Schiiler RaSkauskas).
Arbeitsgebiet von Prof. Paulauskas: Theorie
der Verteilungen und Grenzwertsidtze in
unendlichdimensionalen Rdumen. Ver-
dienste hat sich Prof. Paulauskas um die
Forderung von talentierten Schiilern und
jungen Wissenschaftlern erworben. Er ist
Vorsitzender des Komitees fiir die Mathe-
matikolympiade in der LSSR.
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Wir rechnen
mit dem SR 1

Geschwindigkeiten
in Natur und Technik

Die besten Laufer der Welt legen im Sprint
100 m in weniger als 10s zuriick. Das ist
eine phantastische Zeit und ganz sicher
eine beachtliche Leistung fur ein Lebewe-
sen. Ihr hittet wohl etliche Miihe, auf dem
Fahrrad dieses Tempo mitzuhalten. Und
doch ist ein ganz gewdhnlicher Feldhase
noch etwas schneller, er schafft nimlich

km
etwa 40 5

Al a Bestitigt, daB der Hase schneller
lauft!
Nun sind jedoch nicht alle Lebewesen

Schnelldufer, -schwimmer oder -flieger,
manche bewegen sich im Schnecken-
tempo.

In den nachstehenden Tabellen sind die
Hochstgeschwindigkeiten einiger Tiere an-

gegeben.

Auf dem Lande
Gepard v, =28 %
Antilope v, =27 %

Schildkréte v, =5 3;3
Schnecke wv,=5,76 %

Mensch vs =10 %

A2 A Berechne die Geschwindigkeiten v;
k . .

in Tm und vergleiche sie. Ermittle das

Verhiltnis der Geschwindigkeiten der ge-

nannten Tiere zu der Hochstgeschwindig-

keit des Menschen, also
viivs fir i=1,2,3,4.

Im Wasser m
Schwertfisch v =37 ry
Thunfisch v, =28 %
Delphin vy =25 %

. . m
Lederschildkrote vy =9,7 Y

- Freistilschwimmer v, =2 %
A3 A Rechne alle Geschwindigkeiten in
% um und bestimme, wievielmal die
Meeresbewohner schneller als der Mensch
im Wasser sind!

58 - alpha, Berlin 22 (1988) 3

In der Luft
Mauersegler v,; = 80%
Schwalbe v, = 60 %
Brieftaube v,; = 50 %
Buchfink v =54 kTm

Der Mensch ist von Natur aus weder auf
dem Lande noch im Wasser extrem
schnell. Der Luftraum ist ihm fiir die
eigene Fortbewegung ginzlich versagt.
Aber seine Fihigkeit, schépferisch zu den-
ken, schuf und schafft ihm Hilfsmittel, die
ihn auch in bezug auf die Geschwindigkeit
weit iiber das Tierreich hinausheben. Mo-

derne Flugzeuge erreichen bis zu 980%.

A4 A Bestimme die Geschwindigkeiten
V11, U1z, ¥3 und vy, der Vigel und die des
schnellsten Flugzeuges (v,s) und ermittle
die Quotienten v;: v,

fir i=11,...,14 mit dem SR 1!

Auf dem Lande begann der Mensch 1829
das erste vollwertige Hilfsmittel zur deutli-
chen Steigerung seines Fortbewegungstem-
pos einzusetzen, die Eisenbahn. Die Loko-
motive Rocket von Stephenson erreichte
damals mit einem von 36 Personen besetz-
ten Wagen eine Geschwindigkeit von

k
46 Tm Im Jahre 1903 wurde mit einem
elektrisch angetriebenen Versuchstriebwa-
Jkm
h

erzielt. 1936 brachte es eine Dampfloko-
motive (Baureihe 05 der DR) mit einem

197t schweren Zug auf 200,4kTm. In Ja-

gen eine Geschwindigkeit von 210,2

pan verkehren seit 1964 Super-ExpreB-
Ziige mit einer Reisegeschwindigkeit von

163 kTm’ wobei die Hochstgeschwindigkeit

210kTm betrigt und auf 2701‘Trn erhoht

werden soll. Nach Pressemeldungen sind
sogar Hochstgeschwindigkeitsziige mit Li-
nearmotor geplant, die iiber 400kTm fah-
ren sollen. In Frankreich erzielen die
TGV-Ziige Spitzengeschwindigkeiten von

260kTm und bei Versuchsfahrten sogar

km
380 a
A5 A Aufwieviel Prozent wurden bei den
angefiihrten Ziigen die Geschwindigkeiten
gegeniiber der Geschwindigkeit der Loko-
motive Rocket gesteigert? Um wieviel Pro-
zent lag die Hochstgeschwindigkeit der
Dampflokomotive BR 05 (200,4 —k:’)
iber der von der Lokomotive Rocket er-
reichten Geschwindigkeit von 46 kTm?
A 64 Dem Kursbuch des internationalen
Verkehrs 1985/86 ist zu entnehmen:

Zug-Nr.:
km Station

0 Paris Gar-de-Lyon
617 Valence an 14.36
742 Avignon an 14.09
Berechne die Reisegeschwindigkeit der
beiden Ziige!
Welche Fahrzeit wiirde die Lokomotive
Rocket fir die Strecke Paris- Avignon
(ohne Zwischenaufenthalt) mindestens be-
nétigen?

R801 R815

ab 10.23 11.42

A7a Der Stidte-ExpreB Lipsia bendotigt
fiir die 182 km lange Strecke von Berlin bis
Leipzig 2 Stunden und 16 Minuten. Die
Selketalbahn fihrt (zur Freude vieler Harz-
besucher) 10.55 Uhr in Gemrode ab und
trifft 12.10 Uhr im 17,5km entfernten
Harzgerode ein. Wievielmal schneller ist
der StddteexpreB als die Selketalbahn?

Im StraBenverkehr gelang der Durchbruch
zu auf die Dauer tauglichen Fahrzeugen
erst, als der Verbrennungsmotor zur Verfii-
gung stand. 1885 baute Car! Benz ein mit
Benzinmotor angetriebenes StraBenfahr-
zeug. 1895 betrug beim ersten Automobil-
rennen, das in Frankreich ausgetragen
wurde, die Durchschnittsgeschwindigkeit
km

24T' Schon finf Jahre danach wurden

k
von einem Kraftwagen 105 Tm erreicht. Es

soll hier auch erwihnt werden, daB viele
Rekordjagden nur Reklamewert besitzen
und duBerst fragwiirdig oder unsinnig sind
und nur des Geschiftes wegen Leben und
Gesundheit von Menschen aufs Spiel set-
zen. Ein trauriges Beispiel daftir ist der Re-
kordversuch mit dem Spezialfahrzeug Blue
Flame auf einem ausgetrockneten Salzsee
im USA-Staat Utah, bei 1000 kTm schwebt
der Fahrer in Lebensgefahr.

A. Kérner/W. Schmidt

Eine Leseranfrage

Liebe Redaktion alpha!

Ich habe mich in meiner Freizeit mit einer
eurer Aufgaben beschiftigt. Die Anregung
dazu erhielt ich durch die FKR Mathema-
tik an meiner Schule. Ich versuchte die
Zahlen 1, 9, 8 und 8 (genau in dieser Rei-
henfolge) mit Hilfe der vier Grundrechen-
arten (Addition, Subtraktion, Multiplika-
tion und Division), \/; x! und mit
Klammem so zu verkniipfen, daB ich die
natiirlichen Zahlen von 0 bis 20 erhielt.
Weitere Versuche endeten bei der Zahl 41.

- AuBerdem fand ich keine Moglichkeit die

Zahl 38 darzustellen. Mich wiirde sehr in-
teressieren, ob fuir die Zah! 38 und die Zah-
len groBer 41 iiberhaupt Losungen existie-
ren.

Arne Kriiger

Mittelstr. 22

Landgrafenroda

4241
Wenn ihr eine Losung wiBt, schreibt doch

an Ame!
Die Redaktion



Kryptarithmetik

1. Setze natiirliche Zahlen so ein, daB richtig
geloste Aufgaben entstehen!

2. Setze fiir das Zeichen * Ziffern ein, so daB
sich richtig geloste Aufgaben ergeben!

2% + %0 =54
T - % =2x%
3* . x= 4
4* — 9 = 4*
.:' ll
16 1
Suchbild Konkret

Durch welche neun Anderungen unterschei-
den sich beide Bilder?

W, O

v
Ny
7

1. Auf zwei Biischen saBen 16 Spatzen. Bald
darauf flogen vom ersten Busch 2 Spatzen da-
von und vom zweiten Busch flogen 5 Spatzen
zum ersten hiniiber. Jetzt saBen auf beiden
Biischen gleich viel Spatzen. Wieviel Spatzen
waren anfangs auf jedem Busch?

2. Ein Koch soll 4 Liter Milch abmessen. Es
stehen ihm aber nur ein 3-Liter- und ein 5-Li-
ter-GefdB zur Verfiigung. Kannst du ihm hel-
fen?

3. Lings einer LandstraBe stehen Telegrafen-
masten in regelmidBigen Abstinden. Vom 1.
bis zum 5. sind es 200 Meter. Wie weit ist es
vom 1. bis zum 10. Mast?

4. In jedem von drei Kérben sind zwei Kohl-
kopfe. Der eine enthilt zwei WeiBkohl-, der
andere zwei Rotkohl- und der dritte einen
WeiBkohl- und einen Rotkohlkopf. Jemand
hatte die Beschriftung vertauscht. Wer schafft
es mit einem Griff, ohne in die Koérbe zu
schauen. Einen Kohlkopf nahm er heraus und
konnte nun den Inhalt der anderen richtig be-
stimmen.

v

3
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Beobachtungstest

Dieser ungarische Schiiler hat mit seinem
Baukasten ein schones Tor gebaut. Ein Stein
blieb iibrig. Welcher?

(F %u@jiog blo| ¢
':{:’é ¢
= F

e

Abstrakt

1. Nur Fiinfen enthilt das Produkt zweier
zweistelliger Zahlen.
Welches sind die Faktoren des Produkts?

2. Die Quersumme einer zweistelligen Zahl
ist 10. Verdoppelt man die Ausgangszahl und
subtrahiert 1, dann erhilt man eine Zahl, die
die Ziffern der ersten in umgekehrter Reihen-
folge enthilt.

3. Der funfte Teil vom Siebzigfachen einer
Zahl ist 420.
Wie heiBt die Zahl?

4. Das Dreifache einer Zahl, vermehrt um ihr
Vierfaches ist 21.

S. Vermindert man das Siebenfache einer
Zahl um 27, so erhilt man ihr Vierfaches.

6. Die Summe der Quadrate zweier aufeinan-
derfolgender Zahlen ist 61.
Wie heilen die beiden Zahlen?

15

Spiele mit Holzchen

1. Von den 13 Quadraten sind vier Hélzchen
wegzunehmen, so daB noch acht Quadrate
ubrig bleiben.

2. Nimm von dieser Figur acht Holzchen
weg, so daB nur noch drei Quadrate iibrig
bleiben!

3. In jeder Zahlengruppe ist ein Hélzchen so
umzulegen, daB eine richtig geloste Aufgabe
entsteht.

Lw=n=v Tvisi=m Jviisiav Jvi-iv=ix ]

Wie viele Flidchen siehst du?

1. Wie viele Quadrate und wie viele Dreiecke
findest du in dieser Figur?

2. Wie viele Dreiecke liegen in dieser Figur
iibereinander?

13

60 -
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Irrgarten

Wer findet am schnellsten den Weg von A
nach B?

QIO
A B

12

Kiirzeste Wege

1. Monika geht auf kiirzestem Wege von
ihrem Bungalow (W) zum Lagerkino (S).
Zeige Moglichkeiten!

il [ Y 1 Y

JLILJLAL
JUILILIE

A rarrs
2. Zwolf Hauser sollen durch Telefonkabel
verbunden werden.
Um Geld zu sparen, ist der kiirzeste Weg
durch die Hauser zu finden. Das Kabel kann
bei jedem beliebigen Haus beginnen, braucht
nicht zum Ausgangspunkt zurick.

G
()l (0l fa)
()l (a) o)

Ein Blick in die Praxis
1. Marie-Luise lieB einen Fiinfmarkschein
wechseln und erhielt dabei 20 Miinzen zu 35,

10 und 50 Pfennigen.
Wieviel von jeder Sorte waren es?

2. Ein Baum wirft einen Schatten, der 10 Me-
ter lang ist. Ein drei Meter langer Stab wirft
einen zwei Meter langen Schatten.

Wie hoch ist der Baum?

3. Wenn du erraten kannst, wieviel Apfel ich
habe, dann bekommst du die Hilfte weniger
als zwei oder — was dasselbe ist — ein Drittel
und noch einen Apfel dazu.

Wie viele Apfel waren vorhanden, wie viele
sollten verschenkt werden?

4. Vier groBe und drei kleine Pickchen wie-
gen zusammen 2,9 kg. Dagegen haben drei
groBe und vier kleine Pidckchen zusammen
ein Gewicht von 2,7 kg.

Wie schwer ist ein groBes und wie schwer ein
kleines Pickchen?

10

aufgepaBBt — mitgemacht

1. Das Quadrat soll in vier formgleiche (kon-
gruente) Teile zerlegt werden. Jedes Teil soll
zwei kleine Quadrate, zwei Dreiecke und zwei
Kreise enthalten.

@ AA
Al O
AREAS® O
on @ A
B Ee
s e B
Al B

2. Welche beiden Teile gleichen sich voll-
" kommen?

50

Sy
SRA
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Die interessante Sieben

Ein altes Legespiel: Paust die sechs Teile ab,
schneidet sie aus und. setzt aus ihnen eine
nach dem Muster des Bildes gezeigte Sieben
zusammen!

e

Lustige Zahlenspielereien

1. Die Zahlen von 0 bis 10 sollen mit jeweils
vier Siebenen oder fiinf Dreien und den ge-
briuchlichen Rechenzeichen dargestellt wer-
den.
.17

Beispiel: T—7=4; 3+33:33 =4 usw.

2. Die Zahl 100 ist mit jeweils neun gleichen
Ziffern (von 1 bis 9), die durch beliebige Re-
chenoperationen der vier Grundrechenarten

" zu verbinden sind, darzustellen. Es gibt viele

1. Die Zahl 80 ist so in zwei Teile zu zerle-
gen, daB der eine Teil 60 % des anderen bildet.

2. Wieviel sind eineinhalb Drittel von 100?

3. Die Summe zweier Zahlen sei ein ganz-
zahliges Vielfaches von 1000. Der erste Sum-
mand ist 1988. Der zweite Summand ist zwei-
stellig. Berechne ihn!

4. ,Wie alt ist die Eiche?“, fragten Schiiler
den Forster. ,Nun iiberlegt einmal'“, antwor-
tete er verschmitzt. ,Addiert die groBte ein-
stellige Zahl und die groBte zweistellige Zahl
und die groBte dreistellige Zahl. Von dieser
Summe subtrahiert die kleinste vierstellige
Zahl! Dann wiBt ihr, wie alt die Eiche ist.“

Die Losungen zu dieser Knobel-Wandzeitung
sind auf Seite 69 zu finden. Die Seiten 59 bis
62 konnen auch, sauber ausgeschnitten und
gefaltet, als Mini-Mathe-Heft verwendet wer-
den.

Viel Freude und Erfolg wiinscht  J. Lehmann

] E Maoglichkeiten.

' D 1-1-111-1-1-11 =100
=100
=100
=100

55+5+5(5+5——5;5)=100
=100
=100
888 88
3 % 8—-8 =100
=100
6 11
Abstrakt WeiBt du es?

1. Setze fiir die Zeichen Ziffern so ein, daB
richtig geloste Aufgaben entstehen! Gleiche
Zeichen bedeuten gleiche Ziffern.

psm @
L-”- 0
H-E=-FE

2. Setze fiir die Leerstellen Ziffern so ein, daB

richtig geloste Aufgaben entstehen!

L -] -] el
G- O
L)+ (T Te]
[e] 1-[z2)- [
| [ ][ [e] [e]e] ]

[+ ]
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XXVII. Olympiade
Junger Mathematiker

der DDR

Aufgaben der Bezirksolympiade

6./7. Februar 1988

Olympiadeklasse 7

270731 Vier Mannschaften, A, B, C und
D, trugen ein FuBballturnier aus. Jede
Mannschaft spielte genau einmal gegen
jede andere Mannschaft. Jedes gewonnene
Spiel wurde mit 2 Punkten fiir die Sieger-
mannschaft und mit 0 Punkten fir die Ver-
lierermannschaft gewertet, jedes unent-
schiedene Spiel fiir beide Mannschaften
mit je 1 Punkt. Weiterhin ist folgendes be-
kannt:

(1) Keine Mannschaft blieb ohne Punkte.
(2) Mannschaft A konnte ihren Turnier-
sieg aus dem vorigen Jahr nicht wiederho-
len, erreichte aber eine hohere Gesamt-
punktzahl als Mannschaft B.

(3) Mannschaft C gewann kein Spiel, er-
reichte jedoch eine geradzahlige Gesamt-
punktzahl.

(4) Mannschaft D spielte in keinem ihrer
Spiele unentschieden und gewann gegen B
sowie gegen den Turniersieger des vorigen
Jahres.

Untersuche, ob aus diesen Angaben ein-
deutig folgt, welche Punktzahlen jedes
Spiel des Turniers den einzelnen Mann-
schaften erbrachte und welche Gesamt-
punktzahlen sie erreichten!

Ist das der Fall, so trage die Punktzahlen in
die folgende Tabelle ein!

Mannschaft | Erreichte Erreichte
-| Punktzahl Gesamt-

gegen punktzahl
ABCD

A -

B _

C -

D _

270732 In einem Betrieb werden Erzeug-

nisse hergestellt, bei denen die Herstel-
lungskosten fiir jedes Stiick 19,20 M betra-
gen. Der Betrieb hat die Moglichkeit, fiir
13 500 M eine neue Werkzeugmaschine an-
zuschaffen; mit dieser Maschine wiirden
die Herstellungskosten fiir jedes Stiick nur
noch 13,15 M betragen.

Ein Planziel lautet: Die Summe aus den
Anschaffungskosten der neuen Maschine
und aus den Herstellungskosten der damit
in 3 Jahren hergestellten Erzeugnisse soll
weniger als 80% derjenigen Herstellungs-
kosten betragen, die (fiir ebenso viele Er-
zeugnisse) ohne Nutzung der neuen Ma-
schine entstehen wiirden.

Ermittle die kleinste Stiickzahl pro Jahr,

mit der dieses Planziel zu erreichen ist!

270733 Gegeben sei ein Dreieck ABC, in
dem die GroBe y des Winkels 4 ACB klei-
ner ist als die GroBe f des Winkels x ABC.
Gefordert seien die folgenden von einem
Punkt P zu erfiilllenden Bedingungen (1)
und (2):

(1) P liegt auf der Strecke AC.

(2) Der Winkel 4 APB hat die GroBe 2y.
a) Beschreibe hierzu eine Konstruktion;
zeige, daB sie zu jedem Dreieck ABC mit
y < B genau einen Punkt P liefert und daB
die beiden folgenden Aussagen b) und c)
gelten!

b) Wenn ein Punkt P die Bedingungen (1)
und (2) erfullt, dann wird er durclr die be-
schriebene Konstruktion erhalten.

c¢) Wenn ein Punkt P durch die beschrie-
bene Konstruktion erhalten wird, dann er-
fiillt er die Bedingungen (1) und (2).

270734 Emmittle alle diejenigen geordne-
ten Paare (x;y) natiirlicher Zahlen x, y, fir
die

x2+ xy + y? =49 gilt!

270735 In einem Dreieck ABC seien CD
und BE die Winkelhalbierenden von
4 ACB bzw. X ABC. Der Schnittpunkt die-
ser Strecken CD, BE sei S. Wie iiblich be-
zeichne o die GroBe des Winkels x BAC.
Vorausgesetzt werde nun, daB der Winkel
4 BSD die GroBe 4« hat.

Weise nach, daB durch diese Vorausset-
zung die WinkelgroBe o« eindeutig be-
stimmt ist, und ermittle oa!

270736 In einem Dreieck ABC seien AD,
BE und CF die drei Seitenhalbierenden.
Sie gehen bekanntlich durch einen ge-
meinsamen Punkt S.

Beweise, daB fiir jedes Dreieck mit diesen
Bezeichnungen die Aussage gilt:

Alle sechs Dreiecke BDS, DCS, CES, EAS,
AFS, FBS haben denselben Flicheninhalt!

Olympiadeklasse 8

270831 Wihrend einer Kindergeburts-
tagsfeier spielt man , Geburtstagsdatum er-
raten“. Katrin, das Geburtstagskind, erkldrt
ihrem jeweiligen Spielpartner: ,Teile dein
Geburtstagsdatum auf in eine Tageszahl
und eine Monatszahl! (Mein heutiger Ge-
burtstag, der 24. Mai, wire z.B. aufzuteilen
in die Tageszahl 24 und die Monatszahl 5.)
Verdopple nun die Tageszahl deines Ge-
burtsdatums, addiere zum Ergebnis 7, mul-

tipliziere die Summe mit 50 und vermehre
das Produkt um die Monatszahl deines Ge-
burtsdatums !“

Nachdem das Ergebnis genannt wurde, war
Katrin in der Lage, das betreffende Ge-
burtsdatum zu nennen. Erklire, durch wel-
che Uberlegung man das Geburtsdatum in
jedem Fall aus dem Ergebnis der von Ka-
trin geforderten Rechnung finden kann!

270832 Bei einem Schachturnier spielte
jeder der acht Teilnehmer gegen jeden an-
deren genau eine Partie; die von den ein-
zelnen Spielern erreichten Punktzahlen
waren simtlich voneinander verschieden.
Bernd, der den zweiten Platz belegte, ge-
wann so viele Punkte wie die vier Letztpla-
zierten zusammen.

Gerd wurde Dritter und Uwe belegte den
siebenten Platz.

Untersuche, ob aus diesen Voraussetzun-
gen eindeutig folgt, mit welchem Ergebnis
die Partie zwischen Gerd und Uwe endete!
Ist dies der Fall, dann gib das Ergebnis an!
Hinweis: Im Schachsport erhidlt der Spieler
fir einen Sieg 1 Punkt, spielt er unent-
schieden, bekommt er %Punkt. Fir eine
Niederlage gibt es 0 Punkte.

270833 Es sei k ein Kreis, sein Mittel-
punkt sei M. Diesem Kreis sei ein spitz-
winkliges Dreieck ABC einbeschrieben, bei
dem fir die GroBen o, § der Winkel
% BAC, x ABC vorausgesetzt werde, daB
o > P gilt. Im Dreieck ABC sei D der Fuf3-
punkt der auf AB senkrechten Hohe. Der
von C ausgehende Strahl durch M
schneide k in E.

Beweise, daB unter diesen Voraussetzun-
gen der Winkel xDCE stets die GroBe
o — f hat!

270834 Es sei ABM ein Kreissektor, fir
den die Linge r=MA = MB gegeben ist
und der Zentriwinkel 3 AMB die GroBe
60° hat. Von einer Geraden g, die zu 4B
parallel ist und die Strecken M4 bzw. MB
in C bzw. D schneidet, sei bekannt, daB der
Umfang u, des Dreiecks MCD gleich dem
Umfang u, der Figur ABDC ist (siehe Bild).

A B

M < A
L x e N\

a) Ermittle unter dieser Voraussetzung die
Linge x = MC in Abhingigkeit von r!

b) Die Linge r sei mit einer Genauigkeit
gemessen, bei der sich auf eine Dezimale
nach dem Komma genau r = 6,7 cm ergibt.
Femer sei zur Berechnung verwendet, daB
auf zwei Dezimalen nach dem Komma ge-
nau = 3,14 gilt.

Beweise, daB man daraus die Lange x (in
Zentimetern) auf eine Dezimale nach dem

alpha, Berlin 22 (1988) 3 - 63



Komma genau durch Berechnung von
Schranken ermitteln kann! Wie lautet
diese Lingenangabe x?

270835 Eine quadratformige schachbrett-
artige Tabelle bestehe aus 15 mal 15 Fel-
dern. Eine der beiden Diagonalen des Qua-
drates sei d genannt.

In jedes der 225 Felder der Tabelle kann
eine der Zahlen 1 bis 15 so eingetragen
werden, daB die folgenden Forderungen (1)
und (2) erfiillt sind:

(1) Jede (waagerechte) Zeile enthilt jede
der 15 Zahlen genau einmal.

(2) Fiir je zwei Felder, die symmetrisch zu
d liegen, gilt: Die Zahlen in diesen zwei
Feldern sind einander gleich.

Fiir jede Eintragung kann man die Summe
aus denjenigen Zahlen bilden, die in den
fiinfzehn von der Diagonale d durchquer-
ten Feldern stehen.

Beweise, daB diese Summe durch die Vor-
aussetzungen (1), (2) eindeutig bestimmt
ist, und ermittle diese Summe!'

270836 Es sei ABCDS eine gerade Pyra-
mide mit einem Quadrat ABCD als Grund-
fliche und S als Spitze. Der FuBpunkt der
Hohe dieser Pyramide sei E, ferner sei
a=A4B und h =ES.

I. Zeichne ein Bild dieser Pyramide mit
den Maflen a =6c¢m, & = 8 cm in schriger
Parallelprojektion (a =45°q= %) wobei
die Strecke ES in wahrer Linge erscheinen
soll!

II. Auf der Strecke ES gibt es genau einen
Punkt P, fir den die (im Raum verlaufen-
den) Strecken AP und SP einander gleich-
lang sind.

Leite eine Moglichkeit her, in dem nach I.
hergestellten Bild der Pyramide ABCDS
den Bildpunkt dieses Punktes P zu kon-
struieren; beschreibe diese Konstruktion
und fihre sie durch!

III. Die Linge a sei beliebig gegeben. Er-
mittle dann in Abhédngigkeit von a alle die-
jenigen Werte A, fur die sich (in der Pyra-
mide mit diesen MaBen a, k) ein Punkt P
auf ES finden ldBt, der die in II. genannte
Bedingung AP = SP erfiillt!

Olympiadeklasse 9

270931

a) Beweisen Sie, daB die Gleichung

x4+ x4+ xllg; = 1988 (1)
keine Losung (xi,x,,..., X 9g7) besitzt, in
der alle Zahlen x,, x,, ..., X097 natiirliche
Zahlen sind!

b) Beweisen Sie, daB die Gleichung (1)
unendlich viele verschiedene Losungen be-
sitzt, in denen alle Zahlen ganze Zahlen
sind!

Dabei heiBen zwei Losungen (x,, xj, ...,
x1087) und (xj, x3, ..., X}sg;) genau dann
voneinander verschieden, wenn minde-
stens eine der Ungleichungen

X1 # X, X F X5, .00, Xi9m F Xiogy

gilt.

270932

1. Untersuchen Sie, ob der folgende Satz
aligemein gilt: Wenn a, b, c, d reelle Zah-
len sind, fir die
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b#*0,b+c+0und b+d=+0 gilt,
so folgt
a a+c

aus —<
b b+c

tet h a _at d

stets auc b< b d

II. Untersuchen Sie, ob der folgende Satz
allgemein gilt:

Wenn a, b, c, d positive reelle Zahlen sind,
so folgt

aus £<a+c
b b+c
a_4*d
stets auch b< bt d

270933 Es sei ABCD ein Sehnenviereck,
dessen Seiten AB und CD so gelegen sind,
daB sich die Verlingerung von AB iiber B
hinaus und die Verldngerung von DC iiber
C hinaus in einem Punkt 7 schneiden. Die
Winkelhalbierende des Winkels x ATD sei
h. Der Schnittpunkt der Diagonalen AC
und BD sei §; die Winkelhalbierende des
Winkels x ASD sei g.

Beweisen Sie: Aus diesen Voraussetzungen
folgt stets, daB g und h zueinander parallel
sind.

(Bemerkung: Auch in dem Spezialfall, daB

g und 4 in dieselbe Gerade fallen, werden-

sie als zueinander parallel bezeichnet.)

270934 Jens zeichnet auf ein Blatt Papier
einige Punkte, von denen keine drei auf
einer gemeinsamen Gerade liegen. Er ver-
bindet einige Male irgend zwei dieser
Punkte durch eine Strecke. Dabei kommt
es auch vor, daB Punkte jeweils mit mehr
als einem anderen Punkt verbunden sind.
Dirk zéhit nun die von jedem Punkt ausge-
henden Strecken und ermittelt dann die
Anzahl A aller derjenigen Punkte, von de-
nen jeweils eine ungerade Anzahl von
Strecken ausgeht.

Christa behauptet dann, ohne zu wissen,
wie viele Punkte Jens gezeichnet hat und
welche Punkte er mit welchen anderen ver-
bunden hat, die Anzahl 4 miisse in jedem
Fall eine gerade Zahl sein. Trifft das zu?

270935 Untersuchen Sie, ob es eine na-
tirliche Zahl n = 1 gibt, fir die
27+2 4 32n+1 eine Primzahl ist!

270936 Auf dem Arbeitsblatt ist das Bild
A'B'C'D'E'F'G'H’

eines Wiirfels ABCDEFGH bei einer schri-
gent Parallelprojektion gegeben. Diese ist so
gewihit, daB die Fliche ABFE ohne Ver-
zerrung in wahrer GréBe A'B'F'E’ er-
scheint.

a) Beweisen Sie die folgende Aussage:

Es gibt auf der Strecke EG genau einen
Punkt P, mit der Eigenschaft, daB die
Summe CP,+ P,F Kkleiner ist als die

H '
|

|
|
st Je

Summe CP + PF fur jeden anderen Punkt
P auf EG.

b) Leiten Sie eine Moglichkeit her, das
Bild P; dieses Punktes P, bei der Parallel-
projektion auf dem Arbeitsblatt zu konstru-
ieren! Fiihren Sie die Konstruktion durch!
Beschreiben Sie Ihre Konstruktion!
(Hinweis: CPy, PoF, CP, PF bezeichnen
Strecken im Raum, nicht ihre Bildstrecken
in der Zeichenebene.)

Olympiadeklasse 10

271031 Ermitteln Sie die Anzahl aller
derjenigen Paare (x;y), die die folgenden
Bedingungen (1) bis (4) erfillen!

(1) x und y sind dreistellige natiirliche
Zahlen.

(2) Die drei Ziffern von x sind simtlich
voneinander verschieden.

(3) Die drei Ziffern von x sind auch die
drei Ziffern von y, nur in anderer Reihen-
folge.

(4) Es gilt x —y=45.

271032 Es sei a eine gegebene positive
reelle Zahl. Von einer Funktion f, die fir
alle reellen Zahlen x definiert ist, werde
vorausgesetzt, daB sie die folgenden Bedin-
gungen (1) und (2) erfullt:

(1) Fiir jede reelle Zahl x gilt
SxX)+fix+a)y=1.

(2) Es gibt eine reelle Zahl c, so daB fir
alle reellen Zahlen x, die c<x=c+ a er-

fullen, f(x) > % gilt.

Beweisen Sie, daB aus diesen Vorausset-
zungen stets folgt: Die Funktion f ist perio-
disch; es gibt eine kleinstmogliche Periode
von f. Ermitteln Sie diese kleinstmdgliche
Periode von f1

(Hinweis: Eine Funktion f heiBt genau
dann periodisch, wenn es eine positive re-
elle Zahl p gibt, so daB fiir alle reellen Zah-
len x die Gleichung f(x + p) = f(x) gilt.
Ist das der Fall, so heit jede positive reelle
Zahl p, mit der dies gilt, eine Periode

von f.)

271033 Vier Kreise k), ky, k3 und k, mit
den Mittelpunkten M, bis M, und den Ra-
dien r, bis r, mogen so in einer Ebene E,
liegen, daB sich k,, k, und k; paarweise von
auBen beriihren. AuBerdem beriihrt k, die
Kreise k, und k; ebenfalls von auBen und
hat mit k, keinen Punkt gemeinsam.

Die Kreise seien die Grundflichen von vier
geraden Kreiskegeln mit den Hohen h, bis
h, und den Spitzen §, bis §,. Die Punkte
S1,-§, und S, mogen auf der gleichen Seite
von E, (d.h. im gleichen Halbraum beziig-
lich E)) liegen.

Folgende MaBe seien gegeben:
n=r=1lcm,rn=2cm, r=3cm,
hy=1lcm, h,=2,1cm, hy=4,6cm.

Nun sollen S, S5, $;und S, in einer Ebene
E, liegen.

Wie groB8 muB dann A, sein?

271034 Emitteln Sie alle diejenigen po-
sitiven rationalen Zahlen x, fiir die
1
xlx = 7

gilt!



271035 Es sei ABC ein Dreieck, der Mit-
telpunkt von 4B sei S, der Mittelpunkt von
CS sei M, der Schnittpunkt von BC mit der
Geraden durch 4 und M sei P.

Man beweise, dal unter diesen Vorausset-
zungen die Verhiltnisse BP:PC und
AM : MP eindeutig bestimmt sind, und er-
mittle diese Verhiltnisse.

271036 Eine Ebene E sei durch vertikale
und horizontale Geraden in Quadrate der
Seitenlinge 1 cm zerlegt. Diese Ebene soll
mit Rechtecken der Seitenlingen 1cm,
2cm so ausgefilllt werden, daB folgende
Bedingungen erfiillt sind:

Kein Punkt der Ebene soll frei bleiben,
aber die Rechtecke diirfen sich auch nicht
gegenseitig iberlappen.

Jede der obengenannten vertikalen und ho-
rizontalen, beliebig herausgegriffenen Ge-
raden zerlegt nur endlich viele der Recht-
ecke in kleinere Flichenstiicke.

]

Man untersuche, ob es moglich ist, diese
Bedingungen zu erfiillen.

Olympiadeklassen 11/12

271231 Man ermittle alle diejenigen reel-
len Zahlen x, die das folgende Unglei-
chungssystern (1), (2) erfiillen:

x-6x2+8=<0, (1)
2x2—3x>0. 2)

271232 Ein Auto soll einen Rundkurs in
einem  vorgeschriebenen Umlaufsinn

durchfahren. Das zur Verfiigung stehende
Benzin reicht gemau zum einmaligen
Durchfahren des Kurses, wurde aber vorher
willkiirlich in eine Anzahl n = 1 von Kani-
stern verteilt, die ebenfalls willkiirlich
lings des Rundkurses aufgestellt sind. Der
Tank des A’utos ist zu Beginn leer und be-
sitzt ausreichendes Fassungsvermogen, um
beim Erreichen jedes Kanisters dessen
Benzin aufzunehmen.

Man beweise, daB es moglich ist, den Start-
punkt des Autos so zu wihlen, daf der
Kurs genau einmal durchfahren werden
kann. (Eventuelle Verluste beim Umfiillen,
Mehrverbrauch bei wiederholtem Anfahren
usw. sollen nicht beriicksichtigt werden.)

Von den nachstehenden Aufgaben
271233 A und 271233B ist genau eine aus-
zuwihlen und zu lésen:

271233 A Man ermittle den groBten Wert,
den der Flicheninhalt des Bildes eines be-
liebig im Raum liegenden Quaders Q mit

gegebenen Kantenlingen a, b, ¢ bei senk-
rechter Parallelprojektion auf eine Ebene
annehmen kann.

271233B Es sei f diejenige fiir alle geord-
neten Paare (x,y) natiirlicher Zahlen x, y
definierte Funktion, die fur alle natiirli-
chen Zahlen x, y die folgenden Gleichun-
gen (1), (2), (3) erfiillt:

fO,y) =y+1, )
f(x+1,0) = fix,1), @)
flx+1L,y+1) = f(xf(x+1,y)). 3)

Man ermittle

a) den Funktionswert f(3, 3),

b) den Funktionswert f(4,2).

(Hinweis: Gegebenenfalls kann die Angabe
eines gesuchten Funktionswertes durch
einen rechnerischen Ausdruck mit konkret
angegebenen Rechenoperationen erfolgen,
wenn deren zahlenmiBige Ausfiihrung
ohne Rechenhilfsmittel eine zu lange Re-
chenzeit erfordern wiirde.)

271234 Man beweise fir jedes Dreieck
ABC: Bezeichnen wie iblich b, ¢, A, die
Lingen der Seiten AC, AB bzw. der auf BC
senkrechten Hohe und « die GroBe des
Winkels 4 BAC, so gilt

h, = bc-cos—;. (¢}

Man ermittle alle diejenigen Dreiecke
ABC, bei denen in (1) das Gleichheitszei-
chen gilt.

271235 Man ermitile alle diejenigen Tri-
pel (x,y, z) ganzer Zahlen, die die folgende
Gleichung (1) erfillen:
1243-(1 + yz)
=65 -(xyz+x+2z).

271236 Ein quadratisches Feld Q der Sei-
tenlinge 10 km ist von einem Wassergra-
ben u umgeben. Zur Bewisserung soll Q
durch Anlegen weiterer Griben g vollstin-
dig in rechteckige Teilfelder F,, F,, ..., F,
zerlegt werden. (Die Breite der Gridben
werde vernachldssigt; das Bild zeigt ein
Beispiel fir eine solche Zerlegung.)

(0)]

i

|
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| |
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Ferner werde gefordert, daB jeder Punkt
der Fliche Q nicht weiter als 100 m von
einem Wassergraben (u oder g) entfernt
ist.

a) Man beweise: Wenn diese Forderung
durch Griben g einer Gesamtlinge von L
Kilometern erflillt wird, so folgt stets
L =z 480.

b) Man beweise, daB es einen kleinsten
Wert gibt, den L (bei Erflillung der ge-
nannten Forderung) annehmen kann, und
ermittle diesen Wert.

Kriminalistischer
Spiirsinn
am Schachbrett

Das Schachspiel bietet uns auch die Mog-
lichkeit Probleme und Aufgaben in der
Kniffligkeit zu erweitern, die Verbindung
von mathematischer Logik und schachli-
cher Kombinatorik zu vertiefen. Als Loser
wird man veranlaBt, mit fast kriminalisti-
schem Spiirsinn zwingend logisch zu kom-
binieren, um die Losung korrekt zu bewei-
sen.

a b ¢ d e f g h

Im vorstehenden Diagramm sind 7 Schach-
figuren auf die Felder zu setzen, die mit
einer Ziffer gekennzeichnet sind. Die je-
weilige Ziffer besagt, daB die daraufste-
hende Figur diese Anzahl Moglichkeiten
zum Ziehen hitte. Von den 7 Schachfigu-
ren sind 3 weiB und 4 schwarz. Bei richti-
ger Aufstellung der gesuchten Figuren er-
gibt sich ein Zweiziiger (Matt in 2 Ziigen),
der zu losen ist!

H. Riidiger

Stark, B.
Schach macht SpaB

Ein frohliches Buch, mit dem Kinder
und Jugendliche das Schachspiel
erlernen kénnen

160 Seiten, 223 Diagramme
Bestell-Nr. 671668 8 Preis: 16,80 M

Karpow/Mazukewitsch

Stellungsbeurteilung und Plan

256 Seiten, 378 Diagramme
Bestell-Nr. 6716725 Preis: 14,00 M
beide Titel: Sportveriag, Berlin
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Losungen

Losungen zum alpha-Wettbewerb

Heft 1/88

MaSm2874 Aus 5-x-y<®6S5 folgt
x+-y<13. Folgende Zahlenpaare erfiillen
die gegebene Ungleichung: ’

x| 111111111 1
y | 234567809 10 11
x| 1 22223

y | 12 345 6 4
Ma S w2875

Wir rechnen: 28 kin 7 = 196 km;

196 km + 28 km = 224 km;
224km:2=112km; 112km-3 =336 km
(Gesamtlinge der Reisestrecke).

Ma5m2876 Eine moégliche Losung ist
die folgende:
567 + 328 + 104 =999

Ma 5m 2877 Wir stellen eine Tabelle auf:
Lebensalter von

Maik Isolde
gegenwirtig gegenwartig
6 1
12 2
18 k]
Maik Isolde
in 8 Jahren in 8 Jahren
14 9
20 10
26 11
Nur die zweite Zeile der Tabelle erfiillt die
Bedingungen. Maik ist gegenwirtig

12 Jahre, seine Schwester Isolde 2 Jahre
alt.

Ma5m2878 1209600:(60-60-24)=14.
In 14 Tagen, also am 24. Mai, treffen sich
Walter und Rolf wieder.

Ma5®2879 Fiir den Buchstaben S
konnte die Ziffer 1 oder 2 eingesetzt wer-
den. Fiir S =1 gilt E = 3.

Es sei U=2, also M=6. Da 3-L weder
durch 16 noch durch 26 teilbar ist, entfillt
diese Moglichkeit.

Es sei U=4, also M=2. Dann miiite
L =7 sein. Daraus folgt weiter P = 4, was
wegen U = 4 nicht moglich ist.

Es sei U=6, also M =8. Dann miiBte
L =9 sein. Daraus folgt weiter P =8, was
wegen M = 8 nicht méglich ist.

Es sei U=17, also M =1, was wegen S=1
nicht moglich ist.

Es sei U=8, also M =4, Dann miiBte
L = 4 sein, was wegen M = 4 nicht moglich
ist.

Es sei U=9, also M=7. Dann miiBte
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L =35 sein. Daraus folgt weiter P = 6. Wir
erhalten folgende Lisung:

6591 + 6591 + 6591 =19773.

Fiir S =2 existiert keine weitere Losung,
wovon man sich bei gleichartigem systema-
tischem Vorgehen leicht iiberzeugen kann.

Ma 5 = 2880
Mogliche Losungen sind die folgenden

3:3+43-3=1, 3+3+3: 7,
3-3+3=3=2,3-3—3Z3=8,
3-3-3-3=3,3-3+3-3= 09,
3+3-3-3=5,3-3+3:3=10
3+3+3-3=6,

Ma6m2881 Aus (1) und (2) folgt: Elke
ist weder die Frau von Gerd, noch von
Thomas, noch von Sebastian. Folglich ist
Elke mit Alfred verheiratet.

Aus (4) folgt: Simone ist nicht Thomas
Frau. Aus (3) folgt: Die Frau von Thomas
heiBt nicht Monika. Folglich ist Ute mit
Thomas verheiratet.

Aus (4) folgt: Simone ist nicht die Frau
von Gerd. Folglich ist Monika mit Gerd
und Simone mit Sebastian verheiratet.

Gerd
Thomas Simone
Sebastian Alfraed
Ute Elke
Monika

Ma6m2882 Das k.g.V. von 2, 3, 4, 5
und 6 ist 60. Folglich miissen es 60x + 1
oder 7y Schiiler sein. Nun gilt

7y=60x + 1 und 300 < 60x + 1 <400.
Von den Zahlen 301 und 361 ist nur 301
durch 7 teilbar. Deshalb gilt x =5 und

y=43. Im Ferienlager befinden sich
301 Schiiler.
Ma6m2883 Angenommen, es sind Xx

Giinse; dann gilt

x+x+7+ +1=100,
11 99-4 _
T'x 99, I—T, x=36.

Auf dem Teich schwammen 36 Ginse.

Ma 6 w2884 Die Primzahlen zwischen 10
und 20 lauten 11, 13, 17 und 19. Die Mut-
ter kénnte also, da sie 22 Jahre ilter als
Grit ist, 33 oder 35 oder 39 oder 41 Jahre
alt sein. Von diesen Zahlen ist nur 35
durch 5 teilbar. Die Mutter ist 35 Jahre,
der Vater 36 Jahre, Grit 13 Jahre, Katja

" 9 Jahre alt.

Ma 6 m2885 Es gilt z = abba,

also ¢ = 2a + 2b.

Wegen 10a + b =2a + 2b giit b = 8a.
Wegen 1 <a =<9und 0= b =<9 existiert ge-
nau eine Losung, nimlich a =1, also
b = 8. Die Telefonnummer lautet 1881.

Ma 6 m 2886 Die quadratische Grund(la-
che des Bassins bestehe aus a? Kacheln.
Jede Seitenfliche hat dann 2-a Kacheln,
alle vier Seitenflichen also 8-a Kachein.

Nun gilt a*=8"a, also @ =8. Das Volu-
men des Bassins betrigt somit
V=a2-2=2a’=2-8Liter

= 128 Liter.

Na/Te6m416

Aufgabe kann nur durch inhaltliches L&-
sen gelost werden: Das Volumen betrigt
27 ml, das sind 27 cm? (vgl. LB Physik 6,
S.49). Wenn die Figur aus Blei vollstindig
wire, dann miiBie die Masse 305,1 g betra-
gen. Da die Masse geringer ist als die auf
der Waage bestimmten Masse, muf} die Fi-
gur innen z. T. hohl sein. Die Massendiffe-
renz betrigt 26,6 g. Durch Uberlegung ge-
winnt mza. Der Hohlraum hat ein Volu-
men von 2 cm’

Ma7m2887 Dem abgebiildeten
gramm ist folgendes zu entnehmen:
10+ x)+40- x)+x+ (30 - x)
+x+ (20 - x)+{x—10)=100,
also x + 90 =100, x =10.

Alle drei Ballspiclarten werden von 10 Sol-
daten ausg~iibt.

FuBball

Dia-

Volleybali

Basketball

Ma 7w 2888 Verlingert man CD iiber D
hinaus, dann gill nach dem AuBenwinkel-
satz fiir die Dreiecke ADC und BCD
(aDAC+ A ACD) + (4 DCB + 5 CBD)
=4ADB. ¢

AN

A 8
Wegen 5 ACD + x DCB = x4 ACB ist damit
die Behauptung bewiesen.

Ma7w2889 ¢ =7min30s=450s;
_4m.
s

t,=9min 30s =570s; v,=v,
wegen s; =S5, gilt v,- 4, =0, 45,
aiso 450- v, =570 (v, — 4),

v, = 19%, und somit
5§=19-450 m = 8550 m. Der Tauerntunnel
hat eine Linge ven 8550 m.

Ma7m2890 Ein Rhombus ist zugleich
ein Trapez bzw. ein Parallelogramm, aber
kein Quadrat. Folglich handelt es sich bei
dem Viereck um einen Rhombus.

MaTm 2891
1 51 12x 68
Aus <57 < f°lg‘ 204 <204 < 204"
also 51 < 12x < 68 und somit x = 5.
. 5 1
Deshalb gllt < 17 < 3



Na/Tem417 Durch inhaltliche Uberle-
gung gewinnt der Schiiler bei Anwendung
der Gleichung fiir die Hubarbeit und der
Umrechnung der Masse des Kérpers in
seine Gewichtskraft: #=125m. Da der
Weg auf dem Brett 4mal so lang ist wie die

Hubhohe, ist nur % der Kraft notwendig

bei Benutzung der Rampe.
Die Kraft betrigt also 500 N.

Na/Te7m418 Das Gesamtvolumen be-
trigt 3000 m>. Aus der verdringten Wasser-
masse ergibt sich, daB 2500 m* (b) einge-
taucht sind. Folglich sind 500 m’ iiber
Wasser (a).

Ma 8 m2892 Wir stellen eine Tabelle auf:

Familienmitglied Alter in Jahren
Roland X
Ulrich 2x
Mutter Tx
Ingrid y

Vor drei Jahren war Ingrid (y — 3) und Ro-
land (x — 3) Jahre alt.

Nach den Angaben der Aufgabe gilt
y—3=5(x-3),dh y=5x—-12

fur das jetzige Alter von Ingrid.

Wir rechnen:

x+2x+7x+ (5x—12)=63,
15x—12=63, 15x=175, x=5.

Roland ist 5, Ulrich 10, Ingrid 13 und die
Mutter 35 Jahre alt.

Die Probe bestitigt, daB die Aufgabe rich-
tig gelost wurde.

Ma8m2893 Aus a?— b?=91 folgt
(@+b)(a—-5b)=91=1-7-13.
Daraus folgt weiter

a+b=91 oder a+b=13

a—b= 1 a-b= 17
2a=92 2a=120
a =46, also a=10, also
b=45 = 3.

Die geordneten Paare [46;45) und [10;3]
erfiillen die gestellten Bedingungen; es gilt
462 —452=2116 — 2025 =91 und
102-32=100-9=91.

Ma 8 m 2894 Wir stellen eine Tabelle auf:

Platzziffer Anzahl der Punkte

4 x

4. x

S. x—2

2 2(x—-2)+1 =2x-3
1 2(x—2)+1+8=2x+5
3 2x—-2)+1-3=2x—-6

Nach Addition der Punktzahlen erhilt
man 9x — 6 = 147 bzw. 9x =153,

d.h. x=17.

Es ergeben sich in geordneter Reihenfolge
nachstehende Punktzahlen

Platzziffer Anzahl der Punkte

AW N =
N
oo

Die Probe bestitigt die Richtigkeit.

Ma 8 m2895 Dem Bild ist folgendes zu
entnehmen: AABE ~ ACDE, also

a_a .
¢:— =-—:a und somit a = 4c.

2 2
*Fiir den Flicheninhalt des Trapezes gilt
deshalb
1 1
4 =—2—'a-(a+ c)=?-4t-(4c+ c)
=10c2. D ¢ C

Ma8w2896 Es sei A,=a-b der Fla-
cheninhalt des Rechtecks ABCD. Das von
D auf AC gefilite Lot habe den FuBpunkt
G. 4B habe die Linge -a, BC die Linge b,
AC die Linge d und DG die Linge h. Aus
der Ahnlichkeit der Dreiecke AGD und

ACD folgt h:b=a:d, also h=“—:d". Fiir

den Flicheninhalt A, des Rechtecks ACEF
gilt dann

ab
A2=d~h;A2=d-—d ; Ay=a-b.

Folglich gilt 4, = A4,, w.z.b.w. £

0 c
F \
b d 5
s
A a 8

Na/Te8m419 Es sind x Lampen zu
75W und (45 — x) Lampen zu 40 W vor-
handen. Die Leistungsbilanz ergibt
x-TSW+ (45~ x)-40W =2500W,

x = 20. Es sind 20 Lampen zu 75 W und 25
Lampen zu 40 W vorhanden.

Na/Te 8 m420

Ges.: Linge des Drahtes / (in m)
Gegeben: Masse des Wassers m =200 g,
Temperaturerhéhung 47 = 90K,

Zeit der Erwirmung = 3 min = 180s,
Wirmekapazitit des Wassers

J
c= 4,186ﬁ, Spannung U =220V,

Spez. Widerst. des Drahtes

¢ =1,20Q - mm?%m (Tafelwerk),
Querschnitt des Drahtes 4 = 0,1 mm?,
Wirkungsgrad 7 =90%.

Zur Erwiarmung des Wassers sind
Q=c m-AT= 4,186+K~200g

x 90 K erforderlich.

Die unter Beriicksichtigung des Wirkungs-
grades erforderliche Wirme  betrigt

Q,=%. Die notwendige Wiirmeleistung

der Heizquelle betrigt
P =_%= 4,186J-200g-90K- 10
”' g-K-1805-9

=465W.

fom =~

=465
s

Die Leistung muB vom elektrischen Strom
aufgebracht werden:

2 .
Da Py=-Z und R =2 ist, gint

R A
U4
P,= o1
mm?-m
=92202 p2- _
DEVOII T Pa= Py
Daraus
220°¥%-01mm?*>'m | _
=200 mm aesw =367
A\
Beachte: IW=1V-1A 1{):%!

Die Linge des Drahtes muB etwa 8,7 m be-
tragen.

Ma9m2897 11°=1331=78-17+5;

113 148t bei Division durch 17 den Rest 5.
7°=16807=988-17 + 11;

7° 14Bt bei Division durch 17 den Rest 11.
Somit 148t 113 + 7° bei Division durch 17
den Rest 5+ 11 =16, also (11*+ 7%)* den
Rest 16°.

16*=65536=13855-17+1; 16° 1iBt bei
Division durch 17 den Rest 1.
z=(112+7%% -1 14Bt deshalb bei Divi-
sion durch 17 den Rest 1 — 1 =0, d.h. z ist
durch 17 teilbar.

Ma9m2898 Angenommen, auf dem
Parkplatz sind x Pkw vom Typ Wartburg, y
Pkw vom Typ Lada, also (y + 14) Pkw vom
Typ Trabant abgestellt;

dann gilt x + y + (14 + y) = 89,

also x+ 2y =75 mit x<y.

Daraus folgt x = 75 — 2y, wobei die Zahlen
x, y und (y + 14) Primzahlen sind.

Aus 75 — 2y = x und x <y foigt
75-2y<y,3y>175, also y > 25.

Aus 75 -2y >0 folgt 2y < 75, also
y=37. Also gilt y =29 oder y =131 oder
y=317

Fir y=31 und y=37 ist y+ 14 nicht
Primzahl. Deshalb existiert genau eine Lo-
sung, nimlich

y=29 x=17, y+14=43.

Auf dem Parkplatz sind 17 Pkw vom Typ
Wartburg, 29 vom Typ Lada und 43 vom
Typ Trabant abgestellt.

Ma9m2899 In jedem Rhombus sind die
Diagonalen senkrecht zueinander und hal-
bieren einander. Sie zerlegen den Rhom-
bus in vier paarweise kongruente
rechtwinklige Dreiecke. In einem solchen
Dreieck finden wir die Beziehung
2 2

al= (%) + (%) , wenn a die Linge einer
Seite, e bzw. f die Lingen der beiden Dia-
gonalen des Rhombus bezeichnen.

Wir formen die Gleichung dquivalent um
und erhalten

el+ f?
4

a’=

bzw. 4a2=e2 + f2,
womit die Behauptung bewiesen ist.

Ma9®m2900 4!=4 endet auf 4; 42=16
endet auf 6; 4° = 64 endet auf 4; 4 =256
endet auf 6; 42" mit n € N und n + 0 endet
auf 6; 42"* ! mit n € N endet auf 4. Es folgt:
4701 endet auf 4.

8! =8 endet auf 8; 82 =64 endet auf 4;
8% = 512 endet auf 2; 8* = 4096 endet auf 6;
8°=32768 endet auf 8 usw. (s. 0)
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g4-250 = 1000 gndet auf 6;
§1000. g3 = 81003 gndet auf 6-2 =12,
also auf 2.

Ma9m2901 Nach den Angaben in der
Aufgabe ist die Kiste 1 m lang, 20 cm breit
und 15 cm hoch.

Wenn der Stab in die Kiste passen soll,
dann darf er nicht ldnger sein als die
Raumdiagonale der quaderformigen Kiste.
Die Linge dieser Raumdiagonale kann
man mit zweimaliger Anwendung des Sat-
zes des Pythagoras berechnen oder ent-
nimmt der Zahlentafel die Formel
e=+4a%+ b2+ c*, wobei e die Linge der
Raumdiagonale des Quaders und a, b bzw.
¢ die Lingen der Quaderkanten bezeich-
nen. Man erhilt

e = 100% + 20% + 15% cm,

e=+410625 cm, e ~ 103,07 cm.

Der Metallstab paBt in diese Kiste nicht
hinein!

Na/Te9m421

Ges.: Anzahl der Stehpldtze x
Gegeben: Eigenmasse m, = 7000 kg,
Bremskraft F = 62000 N,
Anhalteweg s =40 m,

Anfangsgeschwindigkeit v = 2 m

36 s
Es wird zunidchst die Bremsverzogerung a

berechnet:
2

v

2 = —
vi=2ra's, a=——
’ 2-s

Die Gesamtmasse des Fahrzeuges
m=m,+42-75kg+ x-75kg.
Nach dem Newtonschen Grundgesetz
F=m-a ergibt sich eine Gleichung fiir x.
Es ergibt sich x = 30. Es kénnen also maxi-
mal 30 Personen stehend befordert werden,
wenn der geforderte Anhalteweg gewihrlei-
stet werden soll.
Na/Te 9m422 Gegeben: /=85m,

1t
b=12;t=2,5m, gw=ﬁ,
Eigenmasse m, = 1750 t.
a) und b) haben die gleiche Losung, denn
nach dem Gesetz von Archimedes ist bei
einem schwimmenden Korper die Auf-
triebskraft so groB wie die Gewichtskraft
der verdridngten Fliissigkeit.
AuBerdem gilt: Bei einem schwimmenden
Kérper sind Auftriebskraft und Gewichts-
kraft gleich groB. Das einfahrende Schiff
verdringt so viel Wasser, wie seine Ge-
wichtskraft betrégt.
Der vollstindig mit Wasser gefiillte Trog
hat eine Masse m von
m=1-h-tg,+m,
=85 m-12m-2,5m-—11n—§+ 1750t.
Das
m-10' 2
Die Hubkraft betrigt 43 106N
Ma 10/12 w2903 6° =216 endet auf 6.
2712 endet auf dieselbe Grundziffer wie
712 74 = 2401 endet auf 1, 7*" (n € N)
endet auf 1, 72 = 74'? endet auf 1. Somit
endet 27'2 auf 1.

107'8 endet auf dieselbe Grundziffer wie
718, 74-4 = 716 endet auf 1, 7> = 49 endet

,a=5m-s2.

ergibt eine Gewichtskraft von
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auf 9, 78 = 76. 72 endet auf 1:9=9.
Somit endet 107!® auf 9.

311=738.33: 34 =8] endet auf 1, 38 =342
endet auf 1, 3° =27 endet auf 7,
311=13%.33 endet auf 1-7="7.

Also  endet  6°-27'2-107'%-3"  auf
6-1-9-7 =378, also auf 8.

Ma10/12 w2904 Es handelt sich um
einen zusammengesetzten Korper, und

zwar um zwei gerade dreiseitige Prismen.
Losungsmoglichkeit:

Ma10/12 w2905 a) Man denkt sich
einen beliebigen Punkt P im Innern dieses
100-Ecks und verbindet diesen mit allen
Eckpunkten, so daB 100 Dreiecke entste-
hen, deren Innenwinkelsumme 100-180°
= 18000° betrdgt. Subtrahiert man davon
die Summe aller Winkel mit dem Scheitel
P (360°), so erhilt man 17 640°.
In einem regelmiBigen 100-Eck sind alle
Innenwinkel gleich groB3; die GroBe eines
Innenwinkels betrigt demnach
17640:100 = 176,4°. (In diesem 100-Eck
fdllt der Punkt P mit dem Mittelpunkt des
Umkreises zusammen.)
b) Man zerlegt das n-Eck in n gleich-
schenklige paarweise kongruente Dreiecke,
deren Innenwinkelsumme die GroBe von
n-180° hat. Davon subtrahiert man die
Summe aller Winkel an den Spitzen der
gleichschenkligen Dreiecke (360°) und er-
halt
n-180°—-360°=(n—2)-180°. Fiir regel-
miBige n-Ecke ist nun noch durch die An-
zahl n der Ecken zu dividieren. so daB sich
fiir die GroBe o eines Innenwinkels ergibt:
(n-12)-180°
o=—
n
¢) Essei M der Mittelpunkt des Umkreises
des regelmiBigen 100-Ecks und Spitze
aller 100 gleichschenkligen Dreiecke. Jeder
Schenkel eines Dreiecks ist ein Radius des
Umkreises. Fiir den Fldcheninhalt dieses
100-Ecks gilt:
100 r*sin 3,6°
—
Ao ~3,1395-r2.
Der Flicheninhalt des Umkreises betrdgt
Ay=mr?; Ay=~3,1416-r%.
Der Flicheninhalt des regelmiBigen
100-Ecks ist um etwa 0,07 % kleiner als der
des Umkreises.

Ma 10/12 m 2906 Durch Probieren findet
man relativ leicht, dafl
16-17-18-19=93024 ist, d. h.,

die vier gesuchten Zahlen sind 16, 17, 18
und 19.

Bezeichnet man die kleinste der vier Zah-
len mit x und das Produkt der vier aufein-
anderfolgenden natiirlichen Zahlen mit a,
so gilt allgemein

Ao =

a=x(x+1(x+2)(x+3); xeNund

x #0. Wir nehmen nun die folgenden
dquivalenten Umformungen vor und erhal-
ten

a=x*+6x>+11x%2+ 6x,
a+1=(x2+3x+1)7?,

Va+1 =x2+3x+1,

\/a+ 1 +1,25=x?+3x+225,

Ja+1 +125=(x+1,57?,
Vya+1+125 =x+15.

Es folgt nun

x=f(a)yya+1 +125 -15.

An einer Probe zeigen wir auch, wie der
Einsatz des Taschenrechners hier beson-
ders rationell ist.

Es ist 88-89-90-91 = 64144 080.

Nach der Formel verfahren wir in folgen-
den Schriiten:

(1) 64144080 + 1 =64 144081;

—

(2) y64144081 = 8009;

(3) 8009 + 1,25 = 8010,25;

(4) y8010,25 =89,5;

(5) 89,5-1,5=288.

Die kleinste der vier Zahlen ist 88; die
Zahlen sind 88, 89, 90, 91.

Na/Te 10 m423 Ges.:KapazitatC(inuF)
Gegeben: Pgecn = 20 kW:
cosp = 0,75 — ¢ = 414°

n= 0,85 f=50Hz
Aus P, und n ergibt sich dem Netz ent-
nommene  Wirkleistung P in W

P
p=-m¢h  Aus P und cos¢ ergibt sich
dem Netz

in VA, §=

entnommene Scheinleistung §
_P
cos@
Aus S und sin @ ergibt sich dem Netz ent-
nommene Blindleistung Q in var
Q=S-sing
tan ¢
n
Der Kondensator entnimmt dem Netz fol-
gende Blindleistung:
2
Q.= (Aj,[ . Mit X, =
Q(_= UZ'Z'TT’.,"C.
Bei vollstindiger Kompensation ist Q = Q..
Daraus folgt
Q
¢ 2-m-f U?

C=1365 uF (1 F=10-¢ ATS>

Es ist ein Kondensator mit einer Kapazitit
von etwa 1400 uF parallel zu schalten.

=P-tan @ = Preen-

— 1
2 fC

. Werte eingesetzt:

Na/Te 10/12m424 Ges.: Weg s (in m)
Gegeben: Anfangsgeschwindigkeit

50 m T
vy = RT, Endgeschwindigkeit
80 m . . m
Uy = 36 s Beschleunigung a =3 o

Ist ¢ die bendétigte Zeit zum Beschleunigen,
so gilt
12
s=v1-l+a-7, v,=v,+at
eingesetzt und umgeformt:

2_ 2
vy — U]

5= =50,15m. Es wird ein Weg

von etwa 50 m bendtigt.



Losung zu: Springzahlriitsel

Man erhilt die folgenden drei magischen
Quadrate:

10 11 12 (13

112|813

1 2 3 14 15 16 |17
6 (1 (8 1470112
4 5 6 18 [19 120 21
705 132 151 6 (10 ] 3
7 8 9 223 4 (25
2 |9 |4 4|9 516

Losungen zu: Sprachecke

Ala Von welcher Mehrfachkreislinie,
dargestellt in der Zeichnung, ist die
Summe der Léingen gréBer - der oberen
oder der unteren?
Lésung: Sind u# und v die Lingen der
Durchmesser der beiden nach oben ge-
wolbten Halbkreise und w, x, y, z die der
nach unten gewdlbten, so ist die Summe
der Lingen der oberen Halbkreisbdgen
_m .a
5 = 711 * —2" v
und die der unteren

:i + v
2(u v)

5, =

mo.m o
2 2 XTYT gt

T
=7(w+x+y+z).

Da laut Zeichnung

u+v=w+x+y+z=4B ist, lolgt

m—
§1=8,= 2 AB.
Beide Summen sind somit gleich groB.

A2A Anp einer Kreuzung steht die Ver-
kehrsampel fur 50s auf ,Griin“ Ss auf
»,Gelb* und 30s auf ,Rot“. Um 7 Uhr
schaltet die Ampel auf ,Griin“. Wie oft
steht die Ampel zwischen 7 Uhr und
19 Uhr auf ,,Grin*?

Lésung: In den 43200 Sexunden zwischen
7 Uhr und 19 Uhr wird der Zyklus ,,Griin -
Gelb — Rot — Gelb“, der insgesamt 90 Se-
kunden dauert, 480mal geschaltet, d. h.
,GOriin“ wird von der Ampel auch 480mal
angezeigt (43200:90 = 480).

A3a Es seien a, b, ¢, d vier positive
ganze Zahlen, fiir die gilt: ab = cd. Es ist
zu beweisen, daBl @ + b + ¢ + d keine Prim-
zahl ist.

Lésung: Es gilt:
a(a+b+c+d)y=a*+ab+ac+ad
=a’+cd+ac+ad=(a+c)(a+d)
Wenn a+ b+ ¢+ d eine Primzahl wire,
dann miiBte sie entweder ein Faktor von
(a + c¢) oder (a + d) sein. Das ist aber nicht
moglich, da a + b + ¢ + d groBer als jeder
dieser Terme ist. Daraus folgt das Ergebnis.

A4 a4 Wir betrachten ein Quadrat mit der
Seitenldnge 4. In seine vier Ecken be-
schreiben wir vier Kreise des Radius 1 so
ein, wie es im Bild gezeigt ist. Nun fiigen
wir einen Kreis mit Zentrum im Schnitt-

punkt der Diagonalen hinzu, der die vier
einbeschriebenen Kreise berihrt. Berechne
seinen Radius!

Losung: Wir betrachten eine Diagonale des
Quadrates. Thre Linge setzt sich aus vier
Radien der Kreise in den Ecken und aus
vier Radien des Zentrumkreises zusam-
men.

Nach dem Satz des Pythagoras gilt:
42+4°=(4 r+4).

Alsoist r=y2 + 1.

Losungen zu: Ferienmagazin

Titelblatt (S.1)

102 + 923 = 1025 oder 106 + 962 = 1068..
268 + 805 = 1073 oder 943 + 325 = 1268.
1-9+8+8=38.

Beobachtungstest (S.2)
Ein Baustein G blieb iibrig.

Konkret (S.3)

1. Auf dem ersten Busch saBen vier, auf
dem zweiten 12 Spatzen.

2. Erst 3 Liter in den 5-Liter-Topf, dann
aus dem wieder gefliliten 3-Liter-Topf den
S-Liter-Topf fiillen; bleibt in dem 3-Liter-
Topf ein Liter zurick. Nun den 5-Liter-
Topf ausgiefen und den im 3-Liter-Topf
verbliebenen Rest hineinschiitten; dann
nochmals 3 Liter hinzugeben. Damit befin-
den sich im S-Liter-Topf genau vier Liter.
3. Der Abstand betrigt 450 m, die sich re-
gelmiBig auf neun Zwischenrdume vertei-
len.

4. Ein Kohlkopf wird aus dem Korb
.WeiBkohl/Rotkohl* entnommen. Ist es
Rotkohl, so ist das andere ebenfalls ein
Rotkohlkopf (Beschriftung stimmt ja nicht
mehr). In dem Rotkohlkorb ist dann der
Weilkohl und im WeiBkohlkorb WeiBkohl
und Rotkohl. (Ist der zuerst herausgenom-
mene Kohl weiBl, muB man entsprechend
liberlegen.)

Spiele mit Holzchen (S. 4)
1. T 2.

7~
C M

L [+=v | VI—_I-II=IIIJ
[Vii—n=v [ v+iv=ix]

Kiirzeste Wege (S.5)
1. Monika hat die Wahl zwischen 10 We-
gen, die alle gleich kurz smd

. Eine mdég 1che Losun (emfachste Lo-
sung): 0—o—o—o
0—0—0

0—0—0—0
Die interessante Sieben (S.6)

Die Losung sei dem Leser selbst iiberlas-
sen.

aufgepaBt — mitgemacht (S.7)

1.
i
]
2. Die Teile 3 und 4 sind deckungsgleich.
Abstrakt (S. 8)
60 _
. 80=x+—+ 100 cx; x=50.
Die beiden Teile sind 30 und S0.
3 300
2. 7? 100 = T— 50.

Die Zahl heiBt 50.

3. 1988 + x =2000; x=12.
Die zweistellige Zahl heiBt 12.
4. 9499 + 999 — 1000 =107.
Die Eiche ist 107 Jahre alt.

WeiBt du es? (S.9)

1. Waagerecht:
14:2=7;9-1=8; 5-3=15§
2. 19:-14 =266, 51:17=13;
249 + 41 =290; 81 — 22 =59;
400; 94; 618.

Ein Blick in die Praxis (S. 10)
1. Marie-Luise erhielt vier S5-Pfennig-
Stiicke, acht 10-Pfennig-Stiicke und acht
Miinzen zu 50 Pfennig.
2. Die Hoéhe des Baumes verhidlt sich zur
Linge des Schattens wie der Stab zu sei-
nem Schatten. also wie 3:2. Demnach ist
der Baum 15 Meter hoch.
3. 18 Apfel waren vorhanden, 7 sollten als
Belohnung verschenkt werden,

x x
denn 2 2= 3 +1; x=18.
4. Die groBen Pickchen wiegen je 500g,
die kleinen je 300 g.

Lustige Zahlenspielereien (S.11)
1.3-3:3-3:3=1;
3-33:33=2:3+3+3-3=13:
3+4(3:)+33:=5;
(3-3+3-3):3=6; (33-3):3-3=T7:
3I+3+3-(3:3)=8:.
3J+3+3+43-3=9.

1=%;2=%+%;3=¥;

7=7#,8 1477,

9=7+7J7r7

2 2242 2(2 %) - 100
3-3(3-3+3 %)+% = 100
4-44—4(4-4+4—%> = 100
66+6-6—626+6—6=100
77+7+7+%=1oo
331—— 9-9 = 100
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Irrgarten (S.12)

Wie viele Fliachen siehst du? (S.13)

1. Die Figur enthdlt 6 Quadrate und
20 Dreiecke.

2. Es liegen 10 Dreiecke iibereinander.

Suchbild (S.14) *
Die Losung sei dem Leser selbst iiberlas-
sen.

Abstrakt (S.15)

1. Ein Produkt zweier zweistelliger Zahlen
muB drei- oder vierstellig sein. So kommen
nur 5555 oder 555 in Frage.

Ersteres entfillt, denn 5555 = 55-101.

Es bleibt 555. Die einzige mogliche Kom-
bination zweistelliger Faktoren ist
555=15-37.

2.a+b=10; 2(10a+b)—1=10b+a;
a=3; b=17.

70 . .

5 x= 420; x =30. Die Zahl ist 30.
C3x+4x=21; x=3.

. Ix—=27=4x; x=9.
.a’+(@a+1)*»=61; a’+a=130;

1\2 121
(a+7) —T, a=5;b=6.

Kryptarithmetik (S. 16)

1. waagerecht: 3+4):1=17;
2-5-4=6; (1-3)+5=8.
2.24+30=54; 7-4=28
oder 7-3=21; 36:9=4
oder 32:-8=4; 49-9=40.

A A W

Die Aufgaben zu diesem Heft
entstammen der Sammlung von
J.Lehmann, Leipzig; Dr. R.Mildner,
Leipzig (S.1, 2 Aufg.); L.Pen&ikowa, Prag
(S.1); Fiiles, Budapest (S.2, S.12); Frosi,
Berlin (S.7, S.13 je 1 Aufg.); NBI, Berlin
(S.14); Vignette aus Wurzel, Jena (S.14).

Losungen zu: Angaben

ausreichend fiir Eindeutigkeit?

Heft 1/88

Ala Die zweistellige Zahl sei z.

Dann lautet die sechsstellige Zahl
zz+1z+2,d.h

z-10000 +(z+1)-100+ (z + 2)

=10101z + 102. Da ein Divisor z ist, muB
jeder Summand durch z teilbar sein. We-
gen 102 =2-3-17 kann z nur 17, 34 oder
51 sein. Da die sechsstellige Zahl halbiert
wurde, ist nur 34 moglich. Sie lautet also
343 536. (Die Hilfte dividiert durch 68 er-
gibt 2526, das sind wieder zwei aufeinan-
derfolgende und nebeneinandergeschrie-
bene zweistellige Zahlen.)

A2a Die Bildungsvorschrift der finf
Zahlen ist a, 2a, 6a, 18a, 54a, a€ N,
10 =a=99. Die Zahl mit den gleichen
Ziffern ist hochstens vierstellig.

(1) Bei vier gleichen Ziffern gilt

1111 x=11-101"x, (x=1,2, ..., 9). Da
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101 Primzahl, muB8 g Vielfaches von 101
sein (Widerspruch zur Voraussetzung).

(2) Bei drei gleichen Ziffern gilt
111-x=3'37-x, (x=1,2, ..., 9). Da 37
Primzahl ist, kann a, = 37, a, = 74 gelten.
a, entfdllt wegen 37, 74, 222, 666, ... (Wi-
derspruch zur Voraussetzung). Jedoch 74,
148, 444, 1332, 3996 erfullt alle Bedingun-
gen.

(3) Bei zwei gleichen Ziffern hitte auch die
erste Zahl (wegen 11-x) gleiche Ziffern
(Widerspruch zur Voraussetzung). Somit
ist die in (2) angegebene Folge die einzige
Moglichkeit.

Losung zu: Eine harte NuB

Heft 1/88

Es gelte die Ungleichung
Ix?

—_——c 1. 1
Gismm-1p " W

Der linke Term von (1) ist offenbar nur de-
finiert fur

X B~

@

und x=*0. 3)
Fiir alle x, die (2) und (3) erfiillen, miissen
dann weiterhin die folgenden untereinan-
der dquivalenten Ungleichungen gelten:

Ix2(y1+3x +1) g
(W1+3x-1)'(J1+3x+1)" ~ '
(V1+3x +1)°=3x+13,
241+43x =1,

P @

Nach (2), (3) und (4) ist die Ungleichung

(1) somit fiir alle x mit ——l—g x=s ol er-
] 3 4
fuillt.

Losungen zu: Schachecke

Heft 1/88

1. Lel1-b2 Lb5-c4; 2. Lbl—-c2
3. Lb2-d4 Lcd4-a2; 4. Lc2-d3
5. Ldl-a4 LaS-d2; 6. Lad-bS5
7. Ld4-c3 La2-b3; 8. Ld3-bl
9. Lc3-a$ Lb3-dl1; 10. Lal—c3
11. Lb5-d3 Lcl-al; 12. Le3-d2
13. Ld3-c4 La3-b2; 14. Lbl-a2 LcS5S—-d4;
15. Ld2-b4 Lad—c2; 16. Lcd-b5 Lb2-cl;
17. La2-d5 Ld4-al; 18. Lbd4—c5 Lc2-bl.
Heft 2/88

Bei der abgebildeten Turmwanderung wer-
den 57 gerade Wegstrecken (Ziige) bend-
tigt. Keine andere Turmwanderung kann
diese Anzahl iibertreffen.

Lc5-b4;
Lbd4~a3;
Ld2-cl;
La3-c5;
Ld5-b3;
Lb3-a4;

7

Heft 3/88

WeiB: Kf7, Dg3, S{8.

Schwarz: KhS, Lf6, Be7, hé6.

Die Losung dieses Zweiziigers von Klaus-
Peter Zuncke lautet:

1.Se6 Le5/Lg5 2.Dh3/Sg7 matt.

Lésungen zu: Der Kreisklub Mathematik
Halle-Siid stellt sich vor
Heft 1/88

BASIC-Befehle im Pfiffikus
CLOAD, IF THEN

Detektiv Schniiffel klirt auf
Rudi Reich:

16 CLS:Z=0

20 FOR A=0 TO 50

39 FOR B=9 TO 25

48 FOR C=0TO 10

50 FOR D=# TO 5

60 FOR E=0 TO 2

70 T=A¥1+B*¥2+C*%5+D¥%10
+E»*28
80 IF T=50 THEN Z=Z+1
99 NEXTE,D,C, B A
100 PRINT “Es gibt”; Z; “Méglich-
keiten.”
116 END
X
rE—— H

Sz

s

Laufzeit rund 1 h und 43 min.
Es gibt wirklich 450 Moglichkeiten, Rudi
hat die Wahrheit gesagt.
Steffen Stiirz:

18 CLS

20 FOR X=0 TO 16060 STEP 500

30 T1=X/25

49 S2=SQR((16090—X)* (16000 —X)

+ 10000%10000)

50 T2=S2/16:T=T1+T2

60 MI=INT(T/60)

79 SE=T—-MI*60

80 PRINT X; “m”, MI; “min”; SE; “s”

99 NEXT X
108 END
Mit diesem Programm erhdlt man bei
x = 11500 m die kiirzeste Zeit von 25 min
56,6 s. Untersucht man nun das Intervall
11000 = x=12000 mit der Schritt-
weite S0, erhdlt man bei 11650 als kiirzeste
Zeit 25 min 56,5s. Man konnte das Inter-
vall weiter verkleinern, aber Stiirz hat of-
fensichtlich die Wahrheit gesagt.
Peter Primel:

19 CLS

20 G=15

39 w=3
G=G+W

S8 PRINT 1, G

60 FOR T=2TO 84

70 W=W¥0.9

89 G=G+W

90 PRINTT, G
186 NEXT T
116 END
Die GroBe nach 84 Tagen betrug nur
knapp 45 cm. Peter Primel hatte gelogen!



Konstruktion
von
Sonnenuhren

Sonnenuhren dienten unseren Vorfahren
jahrhundertelang als Zeitmesser. Sie nut-
zen die Bewegung der Erde und ihren Um-
lauf um die Sonne. Noch vorhandene Son-
nenuhren aus fritherer Zeit sind wichtige
Kultur-Dokumente, Sonnenuhren unserer
Zeit halten die Tradition aufrecht und sind
Schmuckelemente fiir Gebdude, Girten
und Parkanlagen. Seit es elektronische Ta-
schenrechner gibt, ist die Berechnung von
Sonnenuhren bedeutend einfacher gewor-
den und fir mathematische Arbeitsge-
meinschaften gut geeignet. Das liegt aber
nicht daran, daBl die Berechnung schneller
geht, sondern weil mit Formeln gerechnet
wird, wahrend frither zeichnerische Kon-
struktionen iiblich waren. AuBerdem lie-
fern die Formeln Strecken, wihrend mit
den Zeichnungen Winkel hergestellt wer-
den.

Ein weiterer Vorteil der hier vorgestellten
Konstruktionsweise besteht darin, daB von
vornherein eine Einheitsstrecke, in der Re-
gel die Mittagslinie, festgelegt wird. Wenn
diese Einheitsstrecke im Nenner steht, fillt
sie weg, und der Zihler eines tan bleibt als
Tangentenstrecke ibrig. Dadurch werden
dann auch weitere Formeln einfacher und
iibersichtlicher. SchlieBlich kann ein sol-
ches, auf eine -Einheitsstrecke bezogenes
Zifferblatt als dhnliche Figur durch Multi-
plikation aller Strecken mit demselben
Faktor auf diejenige GroBe gebracht wer-
den, die fur die Sonnenuhr geplant ist.
Winkel bleiben bei solchen MaBstabsinde-
rungen unverindert.

Vertikale Sonnenuhr
Bonifatiuskirche Sémmerda, 1502

Die hiufigsten Sonnenuhr-Typen

1. Horizontale Sonnenuhr (Hor. SU)
Zifferblatt in der Horizontebene; Schatten-
stab zeigt oben nach dem Himmelsnord-
pol; Stundenlinien sind nach 12 Uhr zu-
sammengedringt; Stunden lahfeq, rechts
herum

2. Vertikal-Sid Sonnenuhr (Vert. SU)
Wand ist genau nach Siid gerichtet; Schat-
tenstab zeigt unten nach dem Himmels-
Siidpol bzw. riickwérts hinter der Wand
nach dem Himmels-Nordpol; Stunden-
linien sind nach 12 Uhr zusammenge-
dringt; Stunden laufen links herum

3. Vertikal-abweichende Sonnenuhr

(Abw. SU)

Wand weicht von der Siidrichtung ab;
Schattenstab zeigt beim Blick auf die
Wand seitwirts abwirts; Mittagslinie je-
doch genau senkrecht; Stundenlinien sind
nach der Substilaren (Linie unter dem
Schattenstab) zusammengedringt. Diese
SU ist formelmiBig interessant!

4. Polare Sonnenuhr (Pol. SU)

Wand genau nach Ost oder West gerichtet;
Schattenstab in einem bestimmten Ab-
stand parallel zur Wand abgestiitzt, parallel
zur Erdachse, zeigt oben nach dem Him-
mels-Nordpol; Stundenlinien parallel zu-
einander und zum Schattenstab

5. Aquatoriale Sonnenuhr (Aqu. SU)
Schattenstab parallel zur Erdachse zeigt
nach dem Himmels-Nordpol; Zifferblatt
bzw. Stundenringebene steht senkrecht auf
dem Schattenstab, liegt also parallel zur
Aquatorebene; Stundenlinien, Stunden-
punkte gleichmiBig (15° voneinander) ver-
teilt

Horizontale
und Vertikal-Siid Sonnenuhr

Diese beiden Sonnenuhr-Typen konnen
zusammengefaBt werden (Bild 1), zumal
der folgende Satz gilt:

Bild 1 :
9 10 “ 2 13 Aqu
H M
Horizontale
Sonnenuhr
Fl- >
Zifferblatt und y
Schattenstab- 0
dreieck (grau, ¥
zur Seite § oben
geklappt) 0
3)
Vertikale
Sonnenuhr
B
H M Aqu
9 0 # 1 43 unten

Eine Hor. SU auf der geographischen Breite @
hat dasselbe Zifferblatt wie eine Vert. SU auf
der Breite (90°— ). Auf der Breite 45° haben
also beide dasselbe Zifferblatt. Lediglich in der
Beschriftung der Stunden unterscheidet sich
die Hor. SU (rechts herum) von der Vert. SU
(links herum).
Bei der Hor. SU, Vert.SU und auch bei der
Abw. SU gehen der Schattenstab und alle
Stundenlinien vom Koordinatensprung 0
aus. Es sind zu berechnen:
1. Schattenstab (Linge und Richtung)
2. Zifferblatt (Richtung der Stundenli-
nien)
Schattenstab
Seine Liange OC und der Erhebungswinkel
werden nach den Formeln fir das Schat-
tenstabdreieck (Bild 1) berechnet, wobei
sich der Erhebungswinkel bei O aus den
rechtwinkligen Dreiecken OCF oder OCM
ergibt. Eine Kontrolle der berechneten
Werte wird in beiden Fillen mit dem Satz
des Pythagoras vorgenommen.

OF?+ FC2=0C*?

0C2+CM2=1
Der Schattenstab-Endpunkt C ist nur fur die
Berechnung nétig. In der Ausfiihrung muB
der Schattenstab etwa ein Drittel linger ge-
macht werden, damit der Schatten bei der
Hor. SU im Sommer, bei der Vert. SU im
Winter geniigend lang wird.

Zifferblatt

Der Konstruktion liegt folgender Gedan-
kengang zugrunde: Am 21. Mirz lauft der
vom Schattenstab-Endpunkt C erzeugte
Schattenpunkt von morgens bis abends auf
einer Geraden, der Agquinoktiallinie Aqu,
entlang und trifft um 12 Uhr WOZ auf den
Mittagspunkt M. (Die Abkiirzungen sind
am Ende des Beitrags erkldrt.) Auf dieser
Aqu werden die Stundenpunkte H bezeich-
net, indem ihre Abstinde MH (die Tangen-
tenstrecken t) berechnet werden. Zur Her-
stellung des Zifferblattes brauchen dann
nur noch die Stundenlinien von O zu die-
sen Stundenpunkten gezogen zu werden.
Zu Anfang wird die Mittagslinie OM =1
hingelegt. Durch M wird Aqu senkrecht
nach beiden Seiten gezogen. Wenn die
Tangentenstrecken ¢ von M aus abgetragen
werden, sind die Werte von ¢ in der Nihe
von M noch kleiner als 1; schlieBlich wer-
den sie groBer als 1 und dann so groB, daB
sie sich nicht mehr zeichnen lassen. Des-
halb werden zwischen der Mittagslinie und
Aqu auf beiden Seiten Einheitsquadrate
OMO'M’ angelegt (Bild 2). Tangentenstrek-
ken MH = t < 1 werden dann auf MO’ von
M aus, solche mit ¢>1 — entsprechend
dem folgenden Satz — auf MO’ von M’ aus
als M'H abgetragen. So ist eine genaue

Bild 2
Mittagslinie OM und Einheitsquadrate
M 1 0 4 M
1
. 1 1
H
/ Aqu 1 g
H o' H M H 1
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Konstruktion auf kleinstem Raum mog-
lich.
Satz: Wenn in einem Quadrat MOM' O’ eine
Seite (z. B. MQ') iiber Q' hinaus verldngert
wird, so ist, wenn der von O nach H ausge-
hende Strahl die Strecke O'M in H’ schnei-
det. die Strecke MH' gleich dem reziproken
Wert von MH
— 1

MH = M

Man beweise diesen Satz!

oben

Bild 3 unten

Vertikale Sonnenuhr an einer Suidwand,
konstruiert fur etwa 11° dstliche Linge
—— Anzeige in wahrer Zonenzeit
———- Anzeige in wahrer Ortszeit

Tangentenstrecken-Tabelle

Das Ausrechnen der Tangentenstrecken
t = MH geschieht in einer Tabelle (Tab. 1),
die so viele Spalten enthilt, wie Stunden-
punkte bzw. -linien gewiinscht werden.
Die erste Zeile der Tabelle enthilt die Uhr-
zeiten, die zweite Zeile die zugehdrigen
dquatorialen Stundenwinkel 7, die 15° je
Stunde betragen.

Abkiirzungen

SU Sonnenuhr

Zbl  Zifferblatt

(0] Koordinatenursprung = Ausgangs-

punkt fiir Stundenlinien

und Schattenstab
M Mittagspunkt
OM Mittagslinie = Einheitsstrecke
Aqu Aquinoktiallinie
H Stundenpunkte (lat. hora) °
Stl  Stundenlinie OH
Zgl  Zeitgleichung
WOZ Wahre Ortszeit
WZZ Wahre Zonenzeit
Hor. SU Horizontale Sonnenuhr
Vert. SU Vertikal-Siid-Sonnenuhr
Abw. SU Abweichende Vert. Sonnenuhr
Pol. SU Polare Sonnenuhr
Aqu. SU Agquatoriale Sonnenuhr
@ Geographische Breite
A Geographische Linge
a2 Lingengrad-Fehler

T Stundenwinkel (dquatorparallel)
7(d) Zonen-Stundenwinkel

t Tangentenstrecke auf Aqu

t(A) Zonen-Tangentenstrecke

To Stundenlinienwinkel bei O

7o (4) Zonen-Stundenlinienwinkel

72 - alpha. Berlin 22 (1988) 3

Ubergang von der WOZ

zur Zonenzeit

Alle grundsitzlichen SU-Probleme werden
in WOZ betrachtet und entwickelt. Erst
wenn die endgiiltige Anzeige bevorsteht,
wird der Ubergang in Zonenzeit vorgenom-
men, denn die SU soll ja eine einigerma-
Ben richtige Zeit anzeigen.

Die WOZ hat zwei Fehler: den Lingen-
gradfehler A4 und die Zeitgleichung Zg\.
Der Lingengradfehler 148t sich leicht aus-
schalten; dabei geht die Ortszeit in die Zo-
nenzeit uber, aber beides sind noch wahre
Zeiten. Durch die Zeitgleichung geht eine
wahre Zeit in eine mittlere {iber, z.B. in die
MEZ. Die Zgl. 148t sich aber — auBer mit
ganz besonderen Mitteln - bei Sonnenuh-
ren nicht ausschalten. Bei SU bleibt es also
bei der (wenig bekannten) wahren Zonen-
zeit, und dieser Ubergang wird in der drit-
ten Zeile vollzogen, indem der Lingen-
gradfehler zum Stundenwinkel zugezihlt
wird. Es entsteht der Zonen-Stundenwinkel
7(A): dabei sind die Vorzeichen zu beach-
ten (in Tabelle 1, Zeile 3). Die Stunden-
winkel 7 sind vormittags negativ, und der
Lingengradfehler 44 ist westlich des
15. Lingengrades — und das gilt fast fiir die
ganze DDR - negativ und umgekehrt. Alle
GroBen, die in diese Zonenzeit umgerech-
net sind, werden durch die Klammer (1)
gekennzeichnet und erhalten den Zusatz
Zonen-. Das gilt fir den Zonen-Stunden-
winkel 7(4) sowie flur die Zonen-Tangen-
tenstrecken t(4), die in Zeile 4 nach der
Formel umgerechnet werden.

Es folgen einige Eigenschaften dieser bei-
den Sonnenuhr-Typen, die zum Teil aus
Zeile 4 des Beispiels in Tabelle 2 hervorge-
hen.

1. Die Mittagslinie muB
Nord-Siid oder senkrecht
sein.

2. Die 12-Uhr-Stundenlinie liegt bei SU.
die Zonenzeit anzeigen. seitlich von der
Mittagslinie, und zwar ist sie bei SU, die
sich westlich von 15° 6stlicher Linge befin-
den, in Richtung 11 Uhr verschoben. Das
ist das Erkennungsmerkmal, wie eine Son-
nenuhr berechnet und ob sie richtig ange-
bracht worden ist. ’

3. Stundenlinien, die sich um 12 Stunden
unterscheiden, sind die riickwirtig geradli-
nigen Verldngerungen voneinander.

4. Stundenlinien, die sich nur um sechs
Stunden unterscheiden, z.B. 6 bzw. 18 Uhr
gegeniiber 12 Uhr, stehen bei Anzeige in
Zonenzeit nicht genau senkrecht aufeinan-
der.

5. Nordlich von 45° Breite sind die Stun-
denlinien bei Vert. SU stirker nach 12 Uhr
zusammengedringt als bei Hor. SU. Siid-
lich von 45° ist es umgekehrt.

6. Wenn die Stunden der Sommerzeit an-
gezeigt werden sollen, kann dies nur durch
Doppel- oder Umbeschriftung geschehen.
Es wire falsch, sowohl die Zonenzeit als
auch die Sommerzeit durch Drehen des
Zifferblattes oder gar durch Biegen des
Schattenstabes erreichen zu wollen.

7. Auf dem endgiiltigen Zifferblatt sollen
auch die Stundenlinien etwa ein Drittel
iiber Aqu hinaus verlingert werden. AuBer-

stets genau
ausgerichtet

dem brauchen die Mittagslinie, die Aqu,
die Stundenpunkte H sowie der Punkt C
des Schattenstabes auf dem Zifferblatt
nicht zu erscheinen. Lediglich der Mittags-
punkt M sollte angedeutet werden, damit
eine Kontrolle der Anbringung jederzeit
moglich ist.

H. Vilkner

Vertikale Sonnenuhr
Bleicherode, vor 1500

Horizontale Sonnenuhr
auf der Promenade von Heringsdorf

Aquatorial-Sonnenuhr
Elterlein/Erzgebirge




Tabelle 1: Tangentenstrecken )
1. Uhrzeit 9 10

10% 11 12 13 Uhr
2. Stundenwinkel 7 —45 -30 =225 -15 0 15 Grad
3. Zonen-Stundenwinkel 7(4) vormittags nachmittags ,
westl. 15° —|z|—|44| 7~ | 44|
Ostl.  15° —|7}+ 44 T+ 42
4. Zonen-Tangentenstrecke t(4) = tan7(4)-sing (Hor. SU)
=tan 7(4) ' cos ¢ (Vert. SU)
Tabelle 2: Beispiel @ = 54° A =12°, 41 = —3°
1. Uhrzeit 4 6 8 10 12 14 16 18 20 Uhr
2.7 -120 -90 -60 -30 O 30 60 90 120 Grad
3. 7(A) -123 -93 -63 -33 -3 27 57 87 117 Grad
4. 1(A) -125 -1544 -1,59 -0,53 -0,04 0,41 125 1544 1,59 Grad -
Hor. SU SR 12 .
—t—(l) -0,80 -0,07 -0,63 0,80 0,07 0,63 o
1(2) -1,15 -0,38 —0,03 0,30 0,91 11,22 Vert.SU )
l(,l) -0,87 0,09 Vertikale Sonnenuhr
t Gotha, Rathaus
Formeln
Die Aufnahmen der Sonnenuhren stellte
SU Vert. SU uns der Arbeitskreis Gnomonik im Kultur-
Hor ¢ bund der DDR zur Verfiigung.
Mittagslinie OM=1 = Der Arbeitskreis als Leit- und Meldestelle
Lings des Schattenstabes BC = cosg %le - fiir die Sonnenuhren in der DDR, zeichnet
CF M ¢ fiir die Beschreibung und bildliche Darstel-
Erhebungswinkel des Schattenstabes tang = 0 = oc tan (90° - @) lung historisch und kiinstlerisch wertvoller
F W Sonnenuhren als Dokumente der ZeitmeB-
i kunst verantwortlich, arbeitet mit der
. — m, oc Denkmalspflege und den Bauimtern eng
Stu.tzlo? CF =sin g cos ¢ CF=sin@cos®  zusammen und berit bei der Anlage von
Projektion des Schattenstabes OF = cos? @ OF=sin? ¢ Sonnenuhren.
Reststrecke ' FM =sin’¢ FM =cos’ g Wer mehr dariiber wissen mochte, kann
Schattenweg CM =sing CM = cos @ sich an den Leiter des Arbeitskreises, StR
Tangentenstrecke t=tanrsin @ t=tanrcos@ A.Zenkert wenden.

Zonen-Tangentenstrecke

Lingengrad-Fehler
Zonen-Stundenwinkel

t(A)=tan7(4)

sin @
AA=1-15°
TA)=1+42

t(A) =tant(4)
cos @

GroBplastik mit sieben Sonnenuhren; Stadtpark Dessau, 1976

Die Adresse lautet:
Astronomisches Zentrum
»Bruno H. Biirgel“

- Planetarium — Beobachtungsstation

Biirgel-Gedenkstitte
Neuer Garten 6
Potsdam

1500

Gorsleben, Kr. Artern
am Friedhofseingang, 1698




Aufgabe zum Titelblatt
Springzahlratsel.:
Zur Satzgruppe
des Pythagoras

Die gesuchten natiirlichen Zahlen, Dezi-
malbriiche (meist als MaBzahlen von Gr6-
Ben), geordneten Zahlenpaare (x,y) und
Tripel (x,y, z) — jeweils als Ziffernfolge ge-
schrieben [z. B. 3,61 als Ziffernfolge 361
oder das Tripel (3,4,5) als Ziffernfolge
345] — werden in die in eckigen Klammern
genannten Kidstchen aufgeteilt (in der an-
gegebenen Reihenfolge), wobei in jedem
Kistchen mindestens eine Ziffer stehen
muB und hochstens eine zweistellige natiir-
liche Zahi stehen darf. Es muB sogar fir
jede in einem Kistchen stehende Losungs-
zahl n gelten: 1 < n < 25. Zur Textabkiir-
zung seien das Dreieck ABC unserer Rit-
selﬁguf mit A und die Quadrate iiber den
Katheten a und b mit Q, bzw. Q, bezeich-
net. Die Linge einer Késtchenseite sei da-
bei eine Lingeneinheit (1 LE). MaBzahlen
von auf die Ritselfigur bezogenen Lingen,
Flicheninhalten bzw. Volumina sind dem-
entsprechend in LE, (LE)? bzw. (LE)® anzu-
geben. WinkelgroBen werden in Grad ange-
geben. Wenn von der Linge einer Drei-
ecks-Transversalen (Mittelsenkrechte, Sei-
tenhalbierende, Winkelhalbierende, Hohe)
die Rede ist, so ist stets die Linge des in-
nerhalb des jeweiligen Dreiecks liegenden
Abschnitts dieser Transversalen gemeint.
Die Textbeifiigung (n Stellen) bedeutet, da
bei sich ergebenden Dezimalbriichen diese
auf n Dezimalstellen zu runden sind.
Durch Mehrfachbelegung mancher Kist-
chen (d.h., die in diesen Késtchen stehen-
"den Zahlen sind Bestandteile mehrerer Er-
gebnisse) ist eine gute Hilfe und Kontrolle
fiir nachfolgende Ergebnisse moglich.
Gesucht sind: [1]: Flicheninhalt von A;
[1,3,20): Pythagoreisches Tripel; [2,3]:
Linge des Hypotenusenabschnitts ¢ von A;
{2,7]: Umfang von A; {3,4]: Ldnge (in cm)
der Mittelsenkrechten m, in einem recht-
winklig-gleichschenkligen Dreieck mit den
Schenkeln a=b=17,4cm; [3,8]: Linge
(in cm) einer Winkelhalbierenden eines
gleichseitigen Dreiecks der * Seitenlinge
a =10,3 cm (1 Stelle); [4,23]: Losungspaar
(x,y) der Gleichung x2+ y?=130;
[4,15,22]: Linge (in cm) einer Raumdiago-
nale eines Quaders mit den Kanten a=5
=5,16 m und c = 2,58 m; [5, 19, 35): Lange
einer Diagonale in @, (2 Stellen);
[5,11,13]: Pythagoreisches Tripel; [6;7]:
Linge des Hypotenusenabschnitts p von A;
[6,12,22]: Flicheninhalt des Teildreiecks

BCD von A; (6,19]: Linge der Seitenhalbie-
renden s, von A (1 Stelle); [7,40): Linge
der Hohe & in A; [7,25): Flicheninhalt des
Teildreiecks CAD von A; [8,11,18]: L6-
sungstripel (x,y,z) der Gleichung x? + y?
=22; [9,17,22): Linge einer Diagonale

von Q, (2 Stellen); [9,17,38): Linge der.

Seitenhalbierenden s, von A (2 Stellen);
[9,24]: GroBe eines Basiswinkels in einem
rechtwinklig-gleichschenkligen  Dreieck;
[10,21,24): Gr6Be eines zu einem Basis-
winkel eines rechtwinklig-gleichschenkli-
gen Dreiecks gehdrenden AuBenwinkels;
[10,29]: Linge der Hohe (in cm) eines
gleichschenkligen Trapezes mit den
Grundseiten a = 19 cm und ¢ = 1 cm sowie
den Seiten b=d=15cm; [11,26]: Volu-
men (in cm® eines 2,04 m langen Drei-
kantstabes, dessen Querschnittsfliche kon-
gruent zu A ist (1 LE = 1cm); [12,20, 36):
Losungstripel (x,y,z) der Gleichung 5°
+ 6%+ x? + y? = z2; [12, 34): Flicheninhalt
(in cm?) eines Trapezes mit den Grundsei-
ten g =83cm und ¢=27cm sowie den
Seiten b =25cm und 4 =39 cm; [13,44)]:
Flicheninhalt (in cm?) eines Rechtecks,
dessen Umfang 160 cm betrigt und dessen
Seiten einen Lingenunterschied von 34 cm
haben; [14,33]: Volumen (in cm?®) eines
Quaders mit den Kanten a=ga,cm,
b= b,cm und ¢ = ¢, cm, wobei a, eine ge-
rade Primzahl, b, die groBte einstellige und
¢, die kleinste dreistellige Primzahl ist;
[15,42): Flicheninhalt eines Achtecks (in
cm?), welches aus einem Quadrat der Sei-
tenlinge a =27 cm dadurch entsteht, daB
man seine vier Ecken so, abschneidet, da
die vier abgeschnittenen Stiicke unterein-
ander kongruente rechtwinklige Dreiecke
sind, deren ganzzahlige Eckseitenlingen
im Verhiltnis 1:5 stehen; {16,19,25]: Vo-
lumen eines Quaders (in cm’), wenn eine
Diagonale einer seiner Begrenzungsflichen
55 cm miBt und eine der zu dieser Fliche
senkrechten Kanten 8cm  betrigt;
[17,24,41): die positive Losung der Glei-
chung 2x2+(129)2 = (387)?; [18,32,35]:
Volumen (in cm’) einer geraden rechtecki-
gen Pyramide mit dén Grundkanten
a =16 cm und b = 12 cm sowie Seitenkan-
ten der Linge s =26 ¢cm; [19,39]: Maiser-
trag (in dt), der auf 3 ha eines Maisschla-
ges, der die Form eines rechtwinkligen
Dreiecks mit der Hypotenuse von 500 m
und einer Kathete von 300 m hat, erbracht
wird, wenn auf dem gesamten Feld 1236 dt
Mais geerntet werden; [20,48]: Leerinhalt
(in cm?®) einer Schachtel, die 31 cm lang,
1,1 dm breit und 30 mm hoch ist; [21, 49]:
Linge (in cm) einer Diagonale eines
Rechtecks mit den Seiten a =15cm und
b=36cm; [23,37): Linge der Hohe (in
cm) eines rechtwinkligen Dreiecks, wenn
der Hypotenusenabschnitt ¢ = 7,51 cm und
b =11,88 cm betragen (2 Stellen); [24, 45]):
Breite (in m) eines rechteckigen Feldstiik-
kes, das 696 m lang ist und eine Diagona-
lenlinge von 870 m hat; [27,43): Radius (in
cm) eines Kreises, bei dem eine Sehne der
Linge s=16,8dm einen Abstand von
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6,3dm vom Kreismittelpunkt hat; [28]:
Linge der Héhe A, (in cm) eines Parallelo-
gramms, das einen Flicheninhalt von
208 cm? hat, und die Seite a =13 cm be-
trdgt; [30,50): Umkreisradius (in mm)
eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Ka-
theten a=1584dm und 5=21,12dm;
[31,46): Abstand (in mm), den eine Sehne
der Linge s = 45,6 cm in einem Kreis mit
dem Radius r = 28,5 cm vom Kreismittel-
punkt hat; [40, 50]: Flicheninhalt (in cm?)
eines Dreiecks mit den Seiten a =39 cm,
b=25cm und ¢ = 56 cm; [41,47): Hangab-
triebskraft (in kp), die eine kugelf6rmige
Lawine vom Gewicht G=1015kp an
einem Hang (geneigte Ebene) mit der Stei-
gung 4:3 erfahrt.
Bei richtiger Auflosung ergeben sich drei
magische Quadrate. (In einem magischen
Quadrat gilt: Zeilensummen = Spalten-
summen = Diagonalsummen.)

R. Mildner

Wo ist das fehlende Stiick?

Stelle das- alpha-Heft auf den Kppf!
E. Quaisser, Potsdam

Visuelle Logik

Zwischen den Zahlen, Zeichen und Buch-
staben besteht ein logischer Zusammen-
hang, der sich durch eine zweistellige Zahl
ausdriicken 1dBt. Wie lautet diese Zahl?
W. Neugebauer, Berlin
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Fléichenberechnung
bei Dreiecken mit dem SR 1

Eine historische
Aufgabe

Erste Bekanntschaft mit dem Flichenin-
halt von Dreiecken macht ein Schiiler
meist in Klasse 5 am Spezialfall: Fiir Drei-
ecke mit 4 (a, b) = 90° und den Seitenldn-
gen g und b gilt 4 = %ab (der Flachenin-
halt 4 des rechtwinkligen Dreiecks ist
gleich dem halben Produkt der Seiten a
und b). In Klasse 6 wird das Wissen erwei-
tert: Aus Grundseite und Hdohe lernt ikr
den Inhalt nach der Formel 4 = gTh zu
berechnen. Oft sind leider die Seitenlin-
gen bekannt, die zugehodrigen Hohen je-
doch nicht.

Schiiler dieser Klassenstufe konnen sich
helfen, indem sie durch Konstruktion die
Hohen nidherungsweise bestimmen. Dieser
Mangel wird erst in Klasse 10 mit umfang-
reicheren Mitteln beseitigt.

A 1A Man berechne den Flicheninhalt eines
Dreiecks mit den Seitenlingen 13 cm, 14cm,
15cm! Man gebe dazu einen Programmab-
laufplan fiir den SR 1 an, so daf8 man ohne
das Notieren von Zwischenergebnissen zum
Ziel kommt.

(Schiiler der 6. Klasse ermitteln die Linge
einer Hohe durch Konstruktion.)

Schon dem griechischen Mathematiker
Heron von Alexandria (um 75u.Z.) war
eine Formel bekannt, um den Flichenin-
halt aus den drei Seiten eines Dreiecks
rechnerisch zu bestimmen. Die sogenannte
Heronsche Formel
A=vsc—a)s-b)s—c),

wobei s der halbe Umfang des Dreiecks ist,
zeigt, daB man fiir die Flichenberechnung
keine WinkelgroBen als Hilfswerte bend-
tigt.

A2A Gib einen Programmablaufplan fiir
den SR I an, so daf3 bei Anwendung der He-
ronschen Formel keine Zwischenergebnisse no-
tiert werden miissen! Uberpriife damit das in
Aufgabe 1 ermittelte Ergebnis!

Wer Aufgabe 2 selbstindig gelost hat, be-
herrscht seinen Schulrechner sehr gut. Wir
wollen nun versuchen, eine Formel zu fin-
den, die leicht programmierbar und ein-
prigsam ist. Dazu seien g, b, ¢ die MaBzah-
len der Seitenlingen eines Dreiecks, ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit gelte
czaund cz b )

Unter Verwendung des Kosinussatzes

c*=a’+ b*-2ab-cosy -

berechnen wir zundchst den Kosinuswert
des groBten Winkels
a’+b*—c?
2ab
Aus sin?y + cos?y =1
und 0° < p < 180° folgt

| @+ b=
siny = 41 T ea)y

Wir benutzen diese Beziehung und formen

cosy=

die Formel 4 = %ab ssiny um:

1, [Qaby-@tbi-cp
4= "b\/ Qaby? ’

daher ist
A=1Q2ab)? - (a®+ b2 — ¢»? :4.
A3 a Man gebe einen Programmablaufplan

zur Anwendung dieser Formel auf dem SR 1
an und lberpriife das Ergebnis von Auf-
gabe 1!

Diese Formel ist nicht nur rechnerfreund-
lich, sie 1dBt sich wegen der gleichartigen
Terme wie beim Kosinussatz auch leicht
merken. Wir wollen noch weitere Vorteile
kennenlernen.

A4 A  Man berechne den Flacheninhalt eines
Dreiecks, wenn die MafBzahlen der Seitenldn-
gen 48, 55, 73 sind!

Seid bitte nicht verunsichert, wenn plotz-
lich 0 zu quadrieren ist. Sorgfiltiges Abar-
beiten des weiteren Programms fiihrt zum
richtigen Ergebnis. Wir erinnern uns an
den Lehrsatz des Pythagoras:

Hat der Term a® + b% — ¢? den Wert 0, so ist
das Dreieck rechtwinklig. Fir die Berech-
nung seines Fldcheninhaltes eignet sich
daher die eingangs erwihnte einfache For-
mel 4 =(48-55):2.

Man iiberprife dies! Hat der genannte Term
einen positiven Wert, so handelt es sich um ein
spitzwinkliges Dreieck, ist der Wert negativ,
handelt es sich um ein stumpfwinkliges Drei-
eck, wobei der stumpfe Winkel der Seite c ge-
geniiberliegt.

Aufmerksames Beobachten der Zwischen-
ergebnisse liefert also niitzliche Zusatzin-
formationen! Zum SchluB sei an den Spe-
zialfall des gleichseitigen Dreiecks erin-
nert.

A5 A Man leite aus

A=yQaby — (a¥ + b2 - c)? :4

eine Formel zur Berechnung des Flacheninhal-
tes gleichseitiger Dreiecke her und vergleiche
das Ergebnis mit der Angabe im Tafelwerk!

B. Herrmann

Verfolgungsaufgaben gehoren za den inter-
essantesten Problem der Unterhaltungsma-
thematik. Eine der einfachsten Aufgaben
dicser Art ist die Frage, wann eine Person
eine andere iiberholen wird. Dieser Grund-
typus erscheint bereits 1000 Jahre vor der
Zeitrechnung in der chinesischen Mathe-
matik. Der gelehrte Mdnch Alcuin von
York verfaBte am Hofe Karls des GroBen
die Aufgabensammlung Propositicnes ad
acuendos iuvenes (etwa um das Jahr 1000),
in der unter anderem die Verfolgungspro-
blematik als Ilund — Hasen — Aufgabe er-
scheint. Auf diese Einkleidung wird im
ganzen Mittelalter stindig zuriickeegriffen,
beispielsweise durch die italienischen Ma-
thematiker Pacioli und Cardano (um 1500
bzw. 1540) oder die deutschen Mathemati-
ker Rudolff und Kobel (um 1520). In Ko6-
bels Rechenbuch wird das Jagdproblem
Hund - Hase variiert. In jenen Jahrhunder-
ten wurcen Nachrichten durch Boten iiber-
bracht, und so bildeten sich in [talien ali-
geineinere Kurierprobleme hevaus, in de-
nen zwei Boten zur gleichen oder zu
verschiedenen Zeiten in gleicher (oder ent-
gegengesetzter) Richtung von gleichen
oder verschiedenen Orten aus starten. Spa-
ter bot die Uhr mit ihren Zeigern die Mog-
lichkeit, knifflige Uberholaufgaben zu for-
mulieren.

vouXVandcrm,
@ Yonwandern vber Lande,

/ Eine

SonBeyneidy/dexander Cong v5 Tres
bergenant/ woltenmit enander gen Ront
@ehen Vnd Beynrid) was alt /vnd modt
dnentagnidit mehr dennychen meilenges
Hen/Aber Cong von Treber was jung vnd
Rerd/Dermodyt cinen tag 1.ancden gehens
Defbalben gieng Son Heynridy ncun tag
ehesuf Oppenbeyin denn Congvon Tree
ber / Alfo war Son Heynridy Congen so,
meiden fixgangen/ che Cong angehabibhat
aofisugeben,

‘Unser Bild zeigt eine Seite aus dem Re-

chenbuch von Kobel (Ausgabe von 1564),
in ‘der zwei Oppenheymer Biirger nach
Rom wandern und zu verschiedenen Zei-
ten aufbrechen. Die Wahl eines italieni-
schen Zielortes weist noch auf den italieni-
schen Ursprung der Kurierprobleme hin.
Viel SpaB beim Losen wiinscht Euch

R. Thiele

alpha, Berlin 22 (1988) 4 - 73



Mathematikolympiadeli |
in der Volksrepublik Mo¢ambique

Der Autor dieses Beitrags — Mitarbeiter
der Sektion Mathematik der Karl-
Marx-Universitit Leipzig — bildet zur Zeit
an der Universitit Eduardo Mondlane in
Maputo Lehrer fur die Ficher Mathematik
und Physik aus. Er ist einer der DDR-Biir-
ger, die der VR Mogambique unter zum
Teil komplizierten Bedingungen beim Auf-
bau des Sozialismus helfen. In einem Brief
an die Redaktion alpha berichtet er iiber
Mathematikolympiaden in diesem jungen
afrikanischen Staat.

Bei der Uberwindung der Folgen einer
500-jihrigen Kolonialzeit hat das Bil-
dungswesen besonders viel zu leisten. Be-
reits in den ersten 10 Jahren des Bestehens
der VR Mogambique konnte die Zahl der
Analphabeten bedeutend gesenkt werden.
Dies gelang, obwohl noch zu wenige Schul-
rdume, Arbeitsmaterialien und Lehrer vor-
handen sind. Beispielsweise mufl an den
groBen Schulen der Hauptstadt in drei
Schichten gearbeitet werden:

Vormittags haben die Klassen 10 und 11
Unterricht, nachmittags die Klassen 7 bis
9, und abends lernen die Erwachsenen.
Die Mogambiquaner wissen, daB fiir den
Aufbau ihres Landes mathematisches und

naturwissenschaftliches Wissen und Kén-
nen groBe Bedeutung haben. Von den so-
zialistischen Lindern griffen sie deshalb
die Idee auf, regelmiBige Schiilerolympia-
den durchzufiihren. Im Jahre 1981 begann
man mit einer Mathematikolympiade, an
der 139 Schiiler teilnahmen. Bereits drei
Jahre spiter gab es Olympiaden in den Fi-
chern Mathematik, Physik, Chemie, Biolo-
gie, Geographie, Geschichte und Portugie-
sisch dazu, an denen sich insgesamt mehr
als 4000 Jugendliche beteiligten.

Durch diese Olympiaden werden die Schii-
ler zu intensiverer Beschiftigung mit dem
jeweiligen Fachgebiet angespornt.
Preistriager der Olympiaden nutzen alle
Moglichkeiten des Weiterlernens. So quali-
fizierte sich z. B. Lourenza Ldzaro Magaia,
einer der Preistriger der Mathematikolym-
piade von 1981, inzwischen zum Lehrer fiir
Mathematik und Physik. Er arbeitet zur
Zeit als Assistent an der Universitit Ma-
puto und bereitet sich auf ein Zusatzstu-
dium in der DDR vor.

Die Mathematikolympiade wird landesweit
in zwei Stufen durchgefiihrt. An der

1. Stufe konnen sich alle Schiiler ab-

Klasse 7 beteiligen. Die fiinf besten Schii-

Bild 1 Unterricht in der mit Unterstiitzung der FDJ errichteten Technischen Schule

von Maotize.
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ler jeder Schule und Klassenstufe diirfen
die Aufgaben der 2.Stufe l&sen. In der
Klassenstufe 10/11 starten auch Studenten,
die zu Lehrem fiir die Klassen 7 bis 9 aus- -
gebildet werden.’

Wihrend die Losungen der 1. Stufe in den
Provinzen korrigiert werden, erfolgt die
Auswertung der 2.Stufe zentral in der
Hauptstadt Maputo.

Einige Olympiadeaufgaben wollen wir
euch im AnschluB an diesen Beitrag vor-
stellen.

Die Mathematikolympiaden finden in der
Offentlichkeit starke Beachtung. So verdf-
fentlichen Zeitungen und auch Radio Mo-
¢ambique mathematische Preisaufgaben in
Vorbereitung auf die Olympiade. Das
Bild 2 zeigt ein Plakat, das zur Teilnahme
u.a. an der Mathematikolympiade auf-
ruft.

Zur Vorbereitung auf die Mathematik-
olympiade nutzen die immer zahlreicher
werdenden Teilnehmer vor allem die seit

exercicios olimpicos

e 4
MATEMATICA
et
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4oz
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fiinf Jahren bestehende Schiilerzeitschrift
Tlanu, eine Bruderzeitschrift der alpha. An
ihrer Gestaltung sind Wissenschaftler aus
der DDR' wesentlich beteiligt. Tlanu be-
deutet in den Bantusprachen soviel wie die
Zahl 5. Diese Zahl war die Basis des von
den Eingeborenen im Gebiet der heutigen
VR Mogambique beim Z#hlen und Rech-
nen verwendeten Positionssystems. Das
Bild 3 zeigt eine Titelseite dieser Zeit-
schrift. H. Hunecke

Aufgaben
Klassenstufe 7

Ala 2a) Num torneio de xadres, cada
aluno joga contra ca da aluno. Ao todo, fa-
zem — se 28 jogos. Quantos sd3o os alunos
participantes.

b) Num outro torneio do mesmo tipo, par-
ticipam 10 alunos. Quantos jogos se fazem
no total?

(Originaltext einer Olympiadeaufgabe)

Ala a) Bei einem Schachturnier spielte
jeder Schiiler gegen jeden anderen Teilneh-
mer genau einmal. Insgesamt wurden
28 Spiele ausgetragen. Wie viele Schiiler
nahmen an diesen Turnier teil?

b) An einem anderen Schachturnier nah-
men 10 Schiiler teil. Wie viele Spiele muf-
ten ausgetragen werden, wenn jeder Schii-
ler gegen jeden anderen Turnierteilnehmer
genay einmal spielte?

A2 A Mario, Angelo und Lucas sind drei
Jugendliche. Einer von ihnen wohnt in Li-
chinga, einer in Nampula und einer in In-
hambane. Von jhnen ist folgendes be-
kannt:

(1) Angelo und der Jugendliche aus Nam-
pula beschiftigen sich in ihrer Freizeit mit
dem Lésen mathematischer Aufgaben.

(2) Derjenige von ihnen, der in Nampula
wohnt, kennt Lucas nicht.

(3) Angelo ist der Freund des Jugendli-
chen, der in Lichinga wohnt.

Ermittle, in welcher Stadt jeder der drei Ju-
gendlichen wohnt!

A3 a Im abgebildeten Kreis k mit dem
Mittelpunkt M stehen die Sehnen 4B und
CD aufeinander senkrecht. Weise nach,
daB die Winkel 4 DAB und x MAC einan-
der kongruent sind! .

A4a Ein Bauer brachte Gurken zum
Markt. Wenn er die Gurken in Mengen mit
jeweils 10 Stiick einteilte, blieb die letzte
Menge unvollstindig; es fehlten zwei Gur-
ken. Als er die Gurken in Mengen mit je-
weils 12 Stiick einteilte, blieben acht Gur-
ken {ibrig. Wie viele Gurken brachte der
Bauer zum Markt, wenn es mehr als 300
weniger als 400 Stiick waren?

Klassenstufe 8

A5a Man finde alle natiirlichen Zah-
len m und n, fiir die m? — n? = 91 gilt!

Ab6a Gegeben sei ein spitzwinkliges
Dreieck ABC mit den Hohen h, (Hohe auf
BC) und h. (Hohe auf 4B), die sich im
Punkte S schneiden. Ferner gelte AS = BC.
Es ist die GroBe des Winkels CAB zu be-
stimmen!

A7 A Man weise nach, daB fiir alle positi-
ven reellen Zahlen a und b die Unglei-

chung
a+b a b
. e
T+ a+b 1+a+ T+3 erfillt wird!

A 84 Ein Mathematiker wurde gefragt, .

an welchem Tag und Monat er Geburtstag
habe, scherzhaft antwortete er: ,Wenn man
den Tag meines Geburtstages mit 12, den
Monat mit 31 multipliziert und diese bei-
den Produkte addiert, so erhdlt man 368.
Nun. rechnet meinen Geburtstag selber
aus!“

Klassenstufe 9

494 Es seien 4, B und C die Mittel-
punkte der Quadrate liber den Seiten eines
gleichschenklig-rechtwinkligen  Dreiecks
PQR. Ferner habe die Strecke PQ die
Linge b. Es ist der Flicheninhalt des Drei-
ecks ABC durch die Linge b auszudrik-
ken!

A10a Ein Hindler kaufte eine gewisse
Anzahl Hiihner fir 3360 MT, von denen
sieben infolge einer Krankheit starben. Die
restlichen Hiihner verkaufte er fiir einen
Stiickpreis, der um 20 MT pro Huhn héher
lag als der urspriingliche Kaufpreis. Nach-
dem er alle Hithner verkauft hatte, betrug
sein Gewinn 140 MT. Wie viele Hiihner
hatte er urspriinglich gekauft?

(Die Wihrung Mocambiques ist der Meti-
cal, abgekiirzt MT, Mehrzahl Meticais.)

Alla Ein Hindler verkaufte eine ge-
wisse Menge Speisedl fiir 24 000 MT. Da-
bei verdiente er soviel Prozent wie ihm das
Ol in Tausendern gekostet hatte. Fiir wel-
chen Preis hatte er das Ol eingekauft?

Al12a Auf Grund einer Diirre erhohte
man den Preis fiir Kartoffeln um 20 %. Et-
was spiter wurde der Preis fiir Kartoffeln
wieder um 20% gesenkt. Wann waren die
Kartoffeln billiger, vor der Preiserhéhung
oder nach der Preissenkung?

Wieviel Prozent betrigt der Preisunter-
schied?

Klassenstufe 10

Al13a In einem aus kongruenten Qua-
draten bestehenden Gitternetz wurden vier
Punkte 4, B, C, D (wie aus dem Bild er-
sichtlich) festgelegt. Es ist zu beweisen,
daB die Gerade AD den Winkel BAC hal-
biert!

A 14 o Gegeben sei ein gleichschenkliges
Dreieck ABC mit der Basis AB. Es sei M
der Mittelpunkt der Hoéhe CD. Die Gerade
AM schneide BC im Punkte K. Man zeige,
daB AM = 3 - MK gilt!

c

Bild 4

Eine Schule bei Motala, einer kleinen Ort-
schaft in der Provinz Sambesi. Besonders
auf'dem Lande entstanden seit der Griin-
dung der VR Mogambique hunderte, wenn
auch noch sehr einfache Schulgebiude.
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Schneller

als mit dem Rechner

Teil 1

56 7977 , 797
w50l | 775 B | ay |
551, 1353, 254 179, 1872, 278 593, 890, 1296

g 7960 330
1900 (i 69 (¥ | 1233 (%
207, 603, 1405 168, 1564 366 1431, 332, 134

Es ist zu hoffen, da8 die Uberschrift neu-
gierig gemacht hat. Bei folgendem Wiirfel-
spiel! wirst du, oder besser zesagt, wird
dein Mitspieler dicses sicherlich sagen.

Auf den sechs abgebildeten Wiirfeln siehst
du auf den Wiirfelflichen ein-, zwei-, drei-
oder vierstellige natiirliche Zahlen notiert.
(Die Zahlen der jeweils nicht sichtbaren
Flichen sind daruntergeschricben.) Du
konntest dir solche Wiirfel mit den angege-
benen Zahlen herstellen und dann deinen
Freund wiirfeln lassen. Danach stellt ihr
die gewiirfelten sechs Zahlen schén in
Reihe nebeneinander und dein Freund be-
ginnt — so schnell er kann — mit dem
Rechner zu addieren. ... Aber du hast
schon lingst das Ergebnis zu Papier ge-
bracht. Dein Freund stellt erstaunt fest,
daB beide Ergebnisse (wenn er richtig ein-

76 - alpha, Berlin 22 (1988) 4

getippt hat) iibereinstimmen. Auswendig
kannst du die Summe nicht gelernt haben,
denn es gibt mehr als 46 Tausend (genau
6% Wiirfelmdglichkeiten! Wenn du ihm
dann noch sagst, daB du diese speziellen
Wiirfel auch mit anderen Zahlen beschrif-
ten konntest und daB es auch mehr oder
weniger als sechs Wiirfel sein konnten,
wird er neugierig sein und wissen wollen,
wie du das machst und wie das so
kommt.

Beschiiftigst du dich niher mit den Zahlen
auf diesen speziellen Wiirfeln, so wirst du
vielleicht bald hinter das Geheimnis des Re-
chenkiinstlers kommen. Suche und iiberlege
zuerst selbstindig, indem du dir diese Zah-
len etwas genauer ansichst!

Bald wirst du das Geheimnis liiften und
finden, daB du naur die sechs Einer dieser
sechs Zahlen zu addieren brauchst, das er-
haltene aus zwei Ziffern bestehende Ergeb-
nis zu 50 ergdnzen und die so gefundene
Zahl vor die Einersumme setzen muBt. Zu
dieser vierstelligen Zahl addierst du noch
die (eventuell vorhandenen) Tausender der
sechs Zahlen.

Wiren zum Beispiel die Zahlen gewiirfelt:
452, 1971, 98, 1900, 69, 1233, so addierst
du die Einer und erhilst 23. Die Ergiin-
zung ergibt 27; ferner sind es drei Tausen-
der. Also (statt 2723) ist 5723 die Lb-
sung.

Nun gibt es zwei Fragen:

1. Warum findet man so die schnelle Lj-
sung?

2. Wie stellt man sich solche Zahlen auf
den Wiirfeln her?

Im nichsten Heft werden diese Fragen zu
beantworten sein. Viel SpaB beim Kno-
bein! H.-J. Kerber

) Nach einer Idee von Heath/1927 -
aus Magazin 3/87

Wo steckt der Fehler?
Lose die Gleichung

1+45 V% (1+45) (1+{5)
+ = |

2 2 2 ’

Fiir die Exponenten gilt: 2x + x =3

also x=1.

Die Probe zeigt, daB das Ergebnis richtig

ist!

Wie kommt mit einer falschen Rechnung,

das richtige Ergebnis zustande?

aus: Lietzmann, Wo steckt der Fehler,
BSB B. G. Teubner, 1963

Ala Products
If x and y integers and s represents their
sum, d their difference and p their pro-
duct, show that the product of s, d and p is
always a multiple of 6.
Note: The product of three consecutive in-
tegers is divisible by 6.
nach: The Australian Mathematic
Teacher

A2A La masse de la tour Eiffel est
8200t. Calculer le volume de I’acieur uti-
lisé pour la construire. Le poids volumique
de l’acier est 7,8 kg/dm?>. H.

A3a B xyye 1001 xamens. OHa npoms-
BOJILHO JEJINTCS Ha ABE Ky4H, IOACIHTHIBA-
€TCH YACIO KaMHEH B HAX W 3aMHAChIBAETCA
npon3BeJeHAe 3TUX NBYX Yucel. 3aTeM C
ONHOM M3 3THX Ky4 (B XoTopo# Gombmre
OIHOro KaMHs) MPOJETBIBAETCH Ta XK€e Ome-
pam|s: OHa JENIMTCS Ha [BE H 3alHAChIBa-
eTcs MPOW3BefcHAe YHCE] KAaMHEH B JBYX
BHOBL 06pa3oBaBmMMXCs Kyyax. 3ateMm Ta
Ke omepauds IOOBTOPAETCA C ONHOM W3
TpeX HONYYABIIAXCA Kyd4d H TaK jaiee,
1IOKa BO BCEX Ky4YaX HE CTAHET IO OTHOMY
xammio. Yemy pasmsercs cymma 1000 3a-
NHMCAHHBIX MPOA3BEACHAN?

aus: Quant, Moskau

Ada
In Randwick, the cats, I declare,
They number one third of a square.
If a quarter did roam,
Just a cube would stay home.
How many, at least, must be there?
aus: Parabola, Australien
(Schulolympiade Mathematik 1987)

EvZen David
aus: dikobraz, CSSR



alpha-Portrat:

Mathematikstudent
Jorg Jahnel

Im Jahre 1968 wurde ich in Eisenberg im
Bezirk Gera geboren. Von 1975 bis 1983
besuchte ich die Maxim-Gorki-Oberschule
in der kleinen Stadt Schkélen. Von
Klasse 4 an war ich Mitglied einer Arbeits-
gemeinschaft Mathematik, in der vorwie-
gend Aufgaben des alpha-Wettbewerbs be-

handelt wurden. So ergab sich die etwas’

auflergewohnliche Gelegenheit, schon in
Klasse 4 als Friihstarter an der Kreisolym-
piade Junger Mathematiker teilzunehmen.
Der damalige 1.Preis war wohl in erster
Linie auf das vollig unbekiimmerte Her-
angehen zuriickzufithren, hat aber in je-
dem Fall ein bis heute erhaiten geblie-
benes Interesse an der Mathematik her-
vorgebracht. Von da an nahm ich jéhrlich,
und solange wie méglich als Friihstarter an
Kreisolympiaden teil. In Klasse 6 qualifi-
zierte ich mich erstmalig fiir die Bezirks-
olympiade, in Klasse 8 fiir die DDR-Olym-
piade. Uber den 3.Preis unter um zwei
Jahre dlteren Schiilern hatte ich mich sehr
gefreut. An diesem Erfolg-hatte zweifellos
die Férderung durch den Bezirksklub Gera
Junger Mathematiker groBen Anteil.

Im Jahre 1983 wechselte ich an die Spe-
zialschule Carl Zeiss in Jena. Obwohl die
Anforderungen stark gestiegen waren; hat-
ten sich meine Leistungen nur unwesent-
lich verschlechtert. Auch mein Interesse an
der Mathematik blieb, trotz der wenigen
freien Zeit, erhalten. 1987 legte ich das Ab-
itur mit Pradikat Auszeichnung ab.

In die Zeit an der Spezialschule fielen
meine groBten Erfolge auf dem Gebiet der
Mathematikolympiaden. Im Jahre 1985,
als Schiiler der 10. Klasse, gehorte ich, fir
mich selbst etwas iiberraschend; neben vier
Schillern der 12.Klasse und einem wei-

teren Schiiler der 10.Klasse zur Mann- -

schaft der DDR bei der Internationalen
Mathematikolympiade (IMO) in Finnland.
Dort erreichte ich einen 2. Preis.

In den Jahren 1986 und 1987 nahm ich
noch zweimal an Internationalen Mathe-
matikolympiaden teil, in der VR Polen und
der VR Kuba. Ich erreichte dabei einen
ersten und einen zweiten Preis. Selbstver-
stindlich sind IMO-Teilnahmen aus ver-
schiedenen Blickwinkeln betrachtet sehr
interessant. Dies betrifft natiirlich zuerst
die mathematische Seite. Weiterhin ist der
olympische Geist der Vélkerverstindigung
zu nennen, der auch bei der IMO ausge-
pragt ist. Gespriche mit Teilnehmem aus
anderen Lindern verlaufen im allgemeinen
in einer freundlichen Atmosphire. Man

wiirde sich jedoch bessere Fremdsprachen-
kenntnisse wiinschen. Ein dritter Aspekt
betrifft die Reiseziele. Der Leser wird
schon vermutet haben, daB von den drei
von mir besuchten Lindern Kuba mit eini-
gem Abstand das attraktivste war.

Auf Initiative des Bezirksklubs Junger
Mathematiker wurde ich seit Klasse 8
durch die  Friedrich-Schiller-Universitit
Jena und seit Klasse 9 speziell durch
Prof. Kerstan individuell gefordert. So
hatte ich die gewi8 nicht alltdgliche Gele-
genheit, mir wihrend meiner Schulzeit
Teile des Stoffes fiir das Mathematikstu-
dium anzueignen und Priifungen abzule-
gen. Das wohl bisher wichtigste Ergebnis
dieser Forderung ist meine Diplomarbeit,
die inhaltlich am Ende der 11. Klasse fer-
tiggestellt war und die ich am 1.9.1987,
dem Tag meiner offiziellen Immatrikula-
tion, einreichte. Nunmehr studiere ich an
der Friedrich-Schiller-Universitit Jena nach
einem individuellen Studienplan.

Aufgaben

Ala Im Wirfel mit der Kantenldnge 1
seien 57 Punkte gelegen. Man zeige, dal
man stets 8 von ihnen derart auswihlen
kann, daB jeder (moglicherweise entartete)
geschlossene Polygonzug mit diesen Punk-
ten als Eckpunkten eine Gesamtlinge von

hochstens 4 - \/3_ hat.

A2a n sei eine natiirliche Zahl,
nicht durch 4 teilbar ist.

a,, ..., @, seien ganze Zahlen derart,
daB a,- ... a, = n gilt.

Man beweise a; + ... + a, 0.

die

A3 A Man entscheide, ob 2 — 1 eine
Primzahl ist.

A 4a Man finde die kleinste positive
ganze Zahl a, fir die a®—130a%—91a
durch 1987 teilbar ist.

A 5a Gibt es ganze Zahlen m, n, so daB
5m*—6mn + Tn? = 1985 gilt?

A 6a Im Wiirfel mit Kantenléinge 1 seien
1988 Punkte gelegen. Man zeige, daBl man
stets 32 von ihnen derart auswihlen kann,
daB jeder (moglicherweise entartete) ge-
schlossene Polygonzug mit diesen Punkten
als Eckpunkte eine Gesamtlinge von hich-

stens 8- \/5 hat.
J. Jahnel

Ohne Wasser,
merkt euch das,
war’ diese Welt
ein leeres Fal3

Wasser ist fiir Menschen, Tiere und Pflan-
zen lebenswichtig.

Der Wasserbedarf steigt stindig, und zwar
durch die Zunahme der Bevélkerung,
durch das Anwachsen des Lebensstandards
(Badezimmer, Haushaltmaschinen) sowie
durch eine umfangreichere girtnerische
und landwirtschaftliche Bewisserung und
das Zunehmen der Industrialisierung. Mit
Wasser sollte deshalb jedermann sparsam
umgehen.

Aufgaben

Ala Genau am 1.1.1988, um 0.00 Ukr
fing dieser verflixte Wasserhahn an zu
tropfen. Alle 24 s fiel einer — ich meine ein
Tropfen (0.198 8 m)!

a) Wieviel Liter Wasser sind das in ciner
Stunde?

b) Wieviel Liter Wasser sind das an einem
Tag? ]

c) Wieviel Kubikmeter Wasser sind das im
gesamten Jahre 19887

d) Nehmen wir einmal an, in einer Kreis-
stadt gibt es 500 solcher Tropfhdhne. Wie-
viel Kubikmeter Wasser gehen dann im
Verlaufe eines Jahres der sinnvollen Nut-
zung verloren?

A2 a Herr Miiller sprengt trotz Verbotes
in der trockenen Sommerperiode seinen
Rasen vor dem Haus aus dem o&ffentlichen
Trinkwassernetz. Das benutzte Gerit ver-
spritht pro Minute 51 Wasser. '

In den hoher gelegenen Ortsteilen ist nicht
zuletzt aus solchen Griinden der Wasser-
druck so gering, daB die Einwohner in den
Tagesstunden kein Wasser entnehmen
konnen. Wie oft muB Klaus mit zwei
Eimern laufen (je 81 Fassungsvermdgen),
wenn er die von Herrn Miiller vergeudete
Wassermenge aus dem Tankwagen heran-
schaffen sollte? Wir nehmen dabei an, daB
das Sprithgerdt 1 Std. in Betrieb ist.

A3 a Familie Weber sammell das Regen-
wasser in einer Tonne von 200 | Fassungs-
vermégen und benutzt es wihrend der
Trockenheit zum GieBen im Garten. Im
FaB sind noch 401. Bei einem Regen-
schauer werden innerhalb von 1,5 Std. 121
pro Quadratmeter Niederschlag gemessen.
Das Laubendach hat eine Fliche von
12,5 m?. 80 % der Wassermenge gelangen in
das FaB.

a) Wieviel Liter Regenwasser enthilt das
FaB nach diesem Schauer?

b) Wieviel Kannen Wasser (zu 81) kann
Familie Weber putzen, wenn eine Reserve
von 501 verbleiben soll?

¢) Um wieviel Millimeter steigt in dieser
Zeit der Wasserspiegel des Schwimmbek-
kens im Garten der Familie Weber, das
noch nicht vollstindig gefiillt war?

J. Kreusch
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Naherungsweise Konstruktionen
fiir den halben Kreisumfang

Auch im Zeitalter der Rechenmaschinen
mit graphischen Bildschirmen und Zei-
chenautomaten ist das Skizzieren und
Zeichnen von Hand, das Konstruieren mit
Zirkel und Lineal und weiteren Zeichen-
hilfsmitteln unentbehrlich. Wird man doch
teure Geritetechnik erst dann einsetzen
wollen, wenn die ,Idee“ einen umsetzungs-
fdhigen Reifegrad erreicht hat, und fiir
einen Einzelfall sollte man nicht erst gro3e
Programmierbemiihungen investieren. Da-
her kann es wertvoll sein, fir die Ermitt-
lung des Umfangs eines Kreises Konstruk-
tionen zu kennen. Sie sind auch anderwei-
tig interessant, denn sie gehdren in jenes
anspruchsvolle mathematische Gebiet, das
die Giite von Rechnungen untersucht, die
statt mit reellen Zahlen (auf die sich die
Theorie bezieht) mit den Zahlen, die ein
Rechenhilfsmittel (Zeichnung, Logarith-
men, Rechenstab, ..., Computer) realisiert,
ausgeflihrt werden.

Da die Konstruktion des (halben oder gan-
zen) Umfangs eines Kreises nur Teilauf-
gabe innerhalb einer umfangreicheren
Konstruktion sein wird, kann folgende
Ausgangssituation als typisch angenom-
men werden (Bild 1): Von dem Kreis k lie-
gen aubBer Mittelpunkt M und Radius r
(als Strecke, etwa r=CM) auch noch ein
Paar zueinander senkrechter Durchmesser
g4z und gcp sowie etwa in 4 die Tangente ¢
an k vor. Die durch die Konstruktion
dieser Stiicke bedingten Einflisse auf die
nachfolgenden Konstruktionsschritte
sollen ignoriert werden.

Bild 1 8
K
c ] D /
rj N
r #—t

Im Jahre 1685 wurde von Adam Amandus
Kochansky (siehe nebenstehende biogra-
phische Skizze) folgende konstruktive Er-
mittlung des halben Kreisumfangs verof-
fentlicht (Bild 2a):

— An die Halbgerade, die in M beginnt
und durch 4 geht, wird ein Winkel der
GroBe 30° angetragen (2 Moglichkeiten!),
etwa so: Der Kreis um C durch M trifft k
im Punkt E; es ist 5 EMA = 30°.
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— Die Verbindung von M mit E trifft t im
Punkt F.

— Auf der Halbgeraden, die in F beginnt
und durch 4 geht, wird dreimal eine
Strecke der Lange r abgetragen; das liefert
der Reihe nach die Punkte G, H und K.

Bild 2a )
k
Y
c M ¢
E
F A =El H} t
E:CE=CM=r,
F: gus mit ¢ schneiden,
G: FG=CM =1,
H: GH=CM-=r,

K:HK=CM~=r.

(Die kurzgefaBte Konstruktionsbeschrei-
bung zu Bild 2a ist nun verstdndlich, wenn
man den Doppelpunkt als Abkiirzung fiir
»ist festgelegt durch® nimmt.)
Behauptung: Die Strecke BK hat nihe-
rungsweise die Linge des halben Umfangs
u/2 von k.

Nun wird ja der Zusammenhang zwischen
halbem Umfang «/2 und Radius r des
Kreises k durch /2 =m-r beschrieben.
Die Behauptung kann daher auch in der
Form

u2=m-r=ug/2="Tg-r

notiert werden, worin u,/2 die nach Ko-
chansky konstruierte Naherung des halben
Kreisumfangs von k und 114 die aus dieser
Konstruktion sich ergebende Niherung

‘von 7t bezeichnet.

In der Tat werden wir die Giite der ange-
gebenen geometrischen Konstruktion nur
durch Rechnung bestimmen: kénnen!

Bild 2b
k
c M
e
E N ¥7A
L)
’F A 7

Zur Vorbereitung betrachten wir Bild 2b:
Die Parallele zu ¢ durch E -trifft g,y im
Punkt N. Es ist EN = r/2; daher folgt in

dem rechtwinkligen Dreieck MEN mit dem
rechten Winkel bei N, daB

MN = rt — (#/2)? =r-%\/3—

(Lange der Hohe im gleichseitigen Dreieck
mit der Seitenldnge r).

Die Dreiecke MEN und MFA sind dhnlich,
woraus folgt:

FA:EN =MA :MN, also

FA = EN-#TA AN = % r/r-%\/3_= 3
Das liefert (Bild 2a) zunichst

AT(=3r—r/1/3—=r(3—L)

V3
und damit endlich

ug/2 = BK = {AK? + AB?
2
=pr- 3_L +22
3

e
sowie
1/—439 —243 =3,141533339...

Der Vergleich von 7y mit m liefert den ab-
soluten Fehler

|7t — mx| =0,00005931... = 6-107°

fir die Approximation von m durch 1g. Die
Abweichung der konstruierten Linge von
der wahren Linge des halben Kreisum-
fangs, der sogenannte Rektifikationsfeh-
ler F, ergibt sich zu
F=|u/2—ug/2|=r-|m—mg|
=r-0,000059...=r-6-1075.

Den zeichnerischen Einsatz der Ko-
chanskyschen Konstruktion findet man
etwa wie folgt gewertet:

,Da das unbewaffnete Auge erfahrungsge-
miB zwei Punkte, die um weniger als
1/20 [mm)] voneinander entfernt sind, nicht
mehr zu trennen vermag, bleibt der Rekti-
fikationsfehler F des halben Kreisum-
fanges w/2=r-m so lange unter dieser
Schranke der Zeichengenauigkeit, als

Mg =

F=~6-10"% r[mm] <2—10[mm]
ist. Das ist der Fall, wenn
0’

6-20 ]
ist, d. h. aber fiir fast alle auf dem Zeichen-
blatt auftretenden Kreise.“
Diese Abschitzung geht nun freilich davon
aus, dafl die Ndherungskonstruktion exakt
ausfiilhrbar sei. Tatsdchlich aber ist die
Konstruktion -aus mehreren Schritten, de-
ren jeder fehlerbehaftet ist, zusammenge-
setzt. Da der erfahrene Zeichner um die
visuell und manuell (beim Gebrauch der
Zeichengerite) bedingten Ungenauigkeiten
des konkreten Konstruierens wei, verwen-
det er auch geme Niherungskonstruk-
tionen, die zwar theoretisch weniger genau,
dafiir aber aus nur wenigen Schritten beste-
hen und in diesem Sinne ,schnell“ sind.
Eine solche Konstruktion wird unten zum
Vergleich angefiihrt.
Die Kochanskysche Konstruktion kommt
mit einer Zirkeloffnung aus (¢ Vorzug!),
benotigt jedoch sechs Schritte, das Ab-
greifen  von  u/2=BK einbegriffen
(Bild 2a). Ungenauigkeiten (Fehler) entste-
hen bei folgenden Operationen:

r< [mm] =%~ 10° [mm] < 83,4 [cm]



1., 2.: In C einstechen, bis M spannen
(falls r noch im Zirkel ist, entfillt 2.),

3., 4.. M und E verbinden,

S.,6., 7.:in F, in G, in H einstechen,

8., 9.: in K einstechen, bis B spannen.
Wenn, der einzelne Fehler wieder mit ma-
ximal 1/20 [mm] angenommen wird, dann
ist das praktisch erhaltene Ergebnis mog-
licherweise um 8- 0,05 [mm] = 0,4 [mum] ge-
geniiber dem theoretisch begriindeten ver-
falscht!

Praktisch unaufwendiger, aber theoretisch
weniger genau ist die folgende Niherungs-
konstruktion, die 1895 von Philbert Maurice
d’Ocagne mitgeteilt wurde (s. nebenste-
hende biographische Skizze). Sie ist aus
nur zwei Schritten zusammengesetzt, be-
notigt allerdings zwei verschiedene Zirkel-
offnungen. Dafiir kann sie meist so einge-
richtet werden, daB die Strecke, deren
Linge den halben Kreisumfang annihert,
gleich dort zu liegen kommt, wo sie bend-
tigt wird, etwa auf g, (von M oder von D
aus nach rechts angetragen) oder auf ¢ (von
A aus angetragen): Bilder 3a und 3b (die
kurzen Konstruktionsbeschreibungen nach
dem Muster aus Bild 2a). (Die benétigten
Kreisbogen wird man nur zu einem kleinen
Teil ausfiihren, um die Zeichnung nicht
mit unnétigen Linien zu belasten.)

O,
.

U,

/D llE F

|

E: ME =DB,
F: EF=EB.

Bild 3a

VI

l
S

l
N
=

==

nS

- E
a
w
o
X (o]

Es ist eine neue Niherung fiir den halben
Kreisumfang '

uo/2 = AF in Bild 3a,

uy/2 =MF in Bild 3b,

uy/2 = "(ﬁ"' 3)=r-m,

worin

Mo=1+2 + 3 =3,146264...

eine neue Niherung fiir 7t angibt mit dem
absoluten Fehler

|7t —79) =0,0046717.. = 5-1077,

d.h. die Niherung my, von 7 ist um den
Faktor 100 schlechter als die Ndherung my
von .

™
-~

Fehler konnen bei folgenden Operationen
entstehen:

Bei der Konstruktion Bild 3a:

1.: in A einstechen,

2.: bis D-spannen,

3.: in E einstechen,

4.: bis M spannen.

Bei der Konstruktion Bild 3b:

.. in D einstechen,

.. bis B spannen,

: in M einstechen,

: in E einstechen,

S.: bis B spannen.

Das gibt 4- 0,05 [mm] = 0,2 [mm)

oder 5-0,05 {mm)] = 0,25 [mm)

als moglichen Gesamtfehler der Konstruk-
tionsausfliihrung.

Die visuell-manuell bedingten Fehler in
der praktischen Ausfihrung einer Kon-
struktion machen es illusorisch, einen nu-
merisch sehr kleinen Fehler einhalten zu
kOonnen, wenn relativ viele Teilkonstruk-

W

. tionen auszufithren sind. Anders ausge-

driickt: Theoretisch sehr gute Niherungs-
konstruktionen konnen bei ihrem prak-
tischen Einsatz weniger guten unterlegen
sein! Das ist librigens das Schicksal vieler
exakter Konstruktionen mit Zirkel und
Lineal, deren Fehler der Theorie nach ja
gleich Null ist. Vor diesem Hintergrund
beurteile man eine beliebige LOsung der
folgenden Aufgabe:
Man ersinne eine Konstruktion mit Zirkel
und Lineal fir den halben Kreisumfang,
die
nty =14 — 0,6 = 3,141657...
als Niherung fiir 1 verwendet!
(Es ist | — my| = 0,00006473...,
also my kaum schlechter als m,.)

G. Geise

Adam Adamandus Kochanski

polnischer Jesuit und Mathematiker, geb.
5.8.1631 in Dobrzyh an der Wista (nahe
Warschau), studierte Theologie an deut-
schen und italienischen Universititen,
hielt sich lingere Zeit in Prag auf. 1680 bis
1685 Mathematiker in Warschau, 1686 bis
1690 Hofkaplan des polnischen Konigs
Jan IIL Sobieski, von diesem 1691 zum
Koniglichen Mathematiker ernannt. Kochan-
ski beschiftigte sich hauptsiachlich mit geo-
metrischen Konstruktionen, besonders mit
der ndherungsweisen Rektifikation des
Kreises und der Berechnung von regelmi-
Bigen Vielecken sowie mit magischen Qua-
draten. Er starb am 19.5. 1700 in Teplice
(heute CSSR).

Philbert Maurice d’Ocagne

Ingenieur und Mathematiker, geb.

25.3.1862 in Paris, 1893 Prof., 1922 Mit-

glied der Pariser Akademie der Wissen-
schaften, Arbeitsgebiete: Darstellende, pro-
jektive und Differentialgeometrie, insbe-
sondere vom Standpunkt der angewandten
Mathematik, ziéhlt vor allem zu den Be-
grindern der graphischen Statik und der
Nomographie, insgesamt iiber 200 wissen-
schaftliche Arbeiten. Er starb am 23. 10.
1938 in Paris.

P. Schreiber

Eine Aufgabe von
Prof. Dr.

G. Geise

Die Aufgabe kann nur ndherungsweise
(= approximativ) gelost werden. Es gibt
Verfahren, die durch fortgesetztes Wieder-
holen einer Rechenvorschrift immer bes-
sere Niherungen fir die Losung ermitteln
(Iterationsverfahren). Sie benOtigen aller-
dings einen ersten Wert, mit dem das Ver-
fahren gestartet werden kann. In vielen
Fillen verhilft eine graphische Losung der
Aufgabe zu solch einem Startwert. Hier
geht es um solch eine durch Konstruktion
zu gewinnende Niherungslosung, bei der
eine ndherungsweise Ermittlung des hal-
ben Kreisumfangs dienlich sein wird.

Sei k ein Kreis mit Mittelpunkt M und Ra-
dius r. Zwei Punkte 4 und B von k legen
einen Mittelpunkts- oder Zentriwinkel der
GroBe xAMB =2a fest (0°=2a = 180°).
Es ist 2a so zu bestimmen, daB die
Sehne AB die Kreisfliche in zwei Teile
zerlegt, deren Flicheninhalte F1 und F2
ein vorgegebenes Verhiltnis haben:
F1:F2=m:n Der Fall m: n=1:1 ist na-
tiirlich nicht interessant, so ddB man sich
etwa auf die Aufgabe F1: F2 =1:2 festle-
gen kann.

1
A B

>

Geg.: Positive (reelle) Zahlen m, n.
Ges.: 2a, s daB F1: F2=m:n

Kurzbiographie

Gerhard Geise, 1930 in Stendal geboren,
Ausbildung als Kraftfahrzeughandwerker,
Mathematikstudium 1951 bis 1956 an der
Martin-Luther-Universitit Halle, 1961 Pro-
motion, 1967 Habilitation, Berufung zum
Hochschuldozenten, 1972 zum Ordentli-
chen Professor fiir Reine Mathematik
(Geometrie) an der TU Dresden, Sektion
Mathematik. Forschungstitigkeit seit 1968
bevorzugt auf verschiedenen Gebieten der
geometrischen Verfahren zum Entwurf von
Kurven und Flichen (CAD), seit 1962 viel-
filtig bei der Forderung mathematisch in-
teressierter und talentierter Schiiler wirk-
sam; Vorsitzender der Bezirkssektion Dres-
den der MGdDDR; rund achtzig Veroffent-
lichungen, ein Buch, an mehreren Paten-
ten beteiligt.
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Pythagoreische
Tetraeder

1. Verwandischaft zwischen ebenen Figuren
und Korpern

Ein Dreieck ist uns ais ebene geometrische
Figur recht gut bekannt: Wir kennen Be-
griffe wie Seite und Winkel, Eigenschaften
wie gleichschenklig oder rechtwinklig und ei-
nige Lehrsdtze. Weit weniger vertraut ist
uns dagegen das Tetraeder (zu deutsch:
Vierflachner), eine  dreiseitige Pyramide
(Bild 1), obwohl das Tetraeder fiir die
Raumgeometrie etwa die Bedeutung hat,
wie sie dem Dreieck in der ebenen Geome-
trie zukommt.

Bild 1

B

Deshalb sollen hier einige Betrachtungen
zur Raumgeometrie der Tetraeder darge-
legt werden, insbesondere ein Satz, der
sehr viel Ahnlichkeit mit dem bekannten
Satz des Pythagoras hat und der deshalb
auch Satz des Pythagoras fir Tetraeder,
Satz des Pythagoras im Raum oder kurz
raumlicher Pythagoras genannt wird. Drei-
eck und Tetraeder sind in einem gewissen
Sinne verwandte oder analoge Figuren (das
Wort dhnlich darf man in der Geometrie
fur diesen Sachverhalt nicht verwenden,
weil seine Bedeutung in der Ahnlichkeits-
lehre genau fixiert ist und auch dafiir reser-
viert bleiben soll), so wie Kreis und Kugel
oder Quadrat und Wiirfel. Worid diese Ver-
wandtschaft genau besteht, soll hier nicht
exakt auseinander gesetzt werden, weil uns
dazu die Hilfsmittel aus der analytischen
Geometrie fehlen. Dagegen kénnen wir mit
dem Dimensionsbegriff immerhin sagen,
worin sich Quadrat, Kreis und Dreieck ei-
nerseits, von Wiirfel, Kugel und Tetraeder
andererseits unterscheiden: Erstere lassen
sich in eine Ebene (Dimension n =2) le-
gen, i. allg. nicht aber in eine Gerade (Di-
mension n = 1), fiir letztere ist ein Raum
(Dimension n = 3) erforderlich, eine Ebene
reicht i. a. zur Einbettung nicht aus.

Um iiber pythagoreische Tetraeder zu dis-
kutieren, werden einige Begriffe, der
Raumgeometrie bendtigt. Zu ihrer Einfiih-
rung wollen wir grundsitzlich von der be-
kannten ebenen Geometrie ausgehen, je-
doch die Formulierungen unter Umstén-
den so wihlen, daB eine Ubertragung auf
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die Raumgeometrie naheliegend ist. Als
bekannt wird insbesondere vorausgesetzt:

(I) Eine Gerade in einer Ebene ist durch
zwei verschiedene Punkte eindeutig defi-
niert. Sie teilt die Ebene in zwei Halbebe-
nen. .

(I') Eine Ebene in einem Raum ist durch
drei verschiedene Punkte eindeutig defi-
niert. Sie teilt den Raum in zwei Halb-
rdume.

Uns féllt auf, daB beide Sdtze bis auf die
Kursiv geschriebenen - Worter

Begriffspaare zusammenstellen: Ge-
rade - Ebene, Ebene — Raum, zwei - drei.
So erhalten wir ein kleines Worterbuch.

Ersetzt man gleichzeitig das erste Wort
eines jeden Begriffspaares in 1 durch das
zweite, so geht I in I’ iiber. Ersetzt man
jetzt das zweite Wort wieder durch das er-
ste, so wird aus I’ wieder I. Wenn es uns ge-
lingt, eine ebene Figur und einen Korper
durch eine einheitliche Definition im eben
beschriebenen Sinne einheitlich zu charak-
terisieren, so sollen sie verwandt oder ana-
log genannt werden. -

So ist also die Ebene das rdumliche Gegen-
stiick zur Geraden einerseits und anderer-
seits das zweidimensionale Analogon zum
Raum.

Nach diesem Vorbild wollen wir nun versu-
chen, Dreieck und Tetraeder einheitlich zu
definieren, so daB nur analoge Begriffe
ausgetauscht werden miissen.

(II) Definition des Dreiecks

Gegeben seien in einer Ebene drei verschie-
dene Punkte A, B, C. Je zwei Punkte be-
stimmen eine Gerade. g, sei die Gerade, die
durch B und C definiert ist, gz ist be-
stimmt durch 4 und C und gcdurch 4 und
B. Das Gebiet der Ebene, das durch die drei
Geraden g,, gg und gc begrenzt wird, nen-
nen wir Dreieck ABC. Die drei Strecken BC,
CA, AB sind die Seiten des Dreiecks ABC,
deren Ldngen mit a, b und ¢ bezeichnet
werden.

Bild 2

(Bemerkung: In der Schule wird das Drei-
eck als Streckenzug definiert, das sind nur
die Randpunkte des Dreiecks nach dieser
Definition. Die Streckepzugdefinition ist
fir unsere Zwecke jedoch nicht geeig-
net.)

(11 Definition des Tetraeders

Gegeben seien im Raum vier verschiedene
Punkte A4, B, C, D. Je drei Punkte bestim-
men eine Ebene. E, sei die Ebene, die
durch B, C und D definiert ist, Eg durch 4,
C, D, Ecdurch A, B, D und Ej durch 4, B,
C. Das Gebiet des Raumes, das durch die
vier Ebenen E,, Ez, E- und Ep, begrenzt
wird, nennen wir Tetraeder ABCD. Die vier
Dreiecke ABCD, AACD, AABD, AABC
sind die Seiten des Tetraeders ABCD, deren
Flacheninhalte mit F,, Fg, Fo und Fp be-
zeichnet werden.

i identisch’
sind. Diese Worter wollen wir als geordnete

Beriicksichtigt man zu den bereits aufge-
fliihrten die neuen Begriffspaare

Dreieck — Tetraeder, Strecke — Dreieck,
Linge — Flacheninhalt, drei - vier, so sind
auch II und II’ identische Definitionen.
Dreieck und Tetraeder sind damit ver-
wandte geometristhe Objekte. Aus diesem
Grunde vermuten wir, vom Dreieck her be-
kannte geometrische Beziehungen am’ Te-
tracder wiederzufinden.

Wir wollen am Satz des Pythagoras zeigen,
daB diese Vermutung einerseits berechtigt
ist, andererseits aber auch darauf hinwei-
sen, daB es keinen Automatismus gibt, mit
dessen Hilfe man Sitze der ebenen Geo-
metrie in Sdtze der riumlichen iibersetzen
kann. Man kann mit Hilfe der analogen
Begriffe von gewissen Dreieckssitzen nur
zu Hypothesen iiber Tetraedersitze gelan-
gen, die dann ihrerseits bewiesen oder ver-
worfen werden miissen. Beides fiihrt jedoch
i.a. zu einem tieferen geometrischen Ver-
stindnis.

2. Hilfsformeln 4
Sind die Koordinaten zweier Punkte

A= (x4, ¥4), B=(xp, ¥5)

in einem ebenen kartesischen Koordina-
tensystem gegeben, so ist die Linge der
Strecke AB

AB = (x4~ x5)* + 04 =~ y5)? .
Liegen zwei Punkte

P=(xp, yp, zp), Q= (XQ».VQ, ZQ)
im Raum und sind ihre rdumlichen kartesi-
schen Koordinaten gegeben, so ist die
Linge der Strecke

55— | (xp.— X0)* + 0p — ¥o)?

PO= A L (o = %) e @
Fiir den Flicheninhalt eines Dreiecks ABC

1

benutzen wir F = %c- h., aber die Hohe h,

wollen wir eliminieren und durch die Sei-
ten ausdriicken:
hi=b=p?=(b+p)(b-p)

C

Bild 3

1. Fall: & spitz (siehe Bild 3)
a?=hl+(c-pP=>b>+c*-2¢p,

p= (b2 c2=a)

Bild 4

2. Fall: « stumpf (siehe Bild 4)
a?=h2+(c+p)l=>b+c2+ 2cp,

-1
p=—2—c(bz+cz—a2).



Es gilt fir beide Fille einheitlich
1
h? =7 @bc+ b2+ ct—a?)
X (2bc — b*—c?+ a?d)
1 .
—4—cz(a+ b+e)btc—a)

X(a+tc—b)a+b—rc)
oder
16F2=(a+b+c)b+c—a)

X(a+c—b)at+tb—rc) 3)
oder ausmultipliziert
16F?= —a* - b*— c* + 2a%b? + 2a%c?
+2b2c2. 4)

Fiihrt man in (3) den halben Umfang

s= (a+b+rc)
2

kannte Heronische Formel fiir den Fli-

cheninhalt eines Dreiecks, benannt nach

dem griechischen Ingenieur und Mathema-

tiker Heron, der im 1.Jh.u.Z. in Alexan-

dria lebte:

F=vys-(s—a)-(s—b) (s—c). (%)

Hat man die Koordinaten der Eckpunkte

A= (xy, p),

B = (x3,2), C= (x3,¥3),

so kommt man iiber (1) und (4) zu

1
F= El (2 = »3) + x2(p3 — y1)
+ x30n — ).

ein, so erhilt man die be-

()

3. Pythagoreische Dreiecke und Tetraeder
Der Satz des Pythagoras fiir das Dreieck
besteht aus zwei Aussagen:
(1) Im rechtwinkligen Dreieck ist das Qua-
drat der Linge der groBten Seite (Hypote-
nuse, sie liegt dem rechten Winkel gegen-
iiber) gleich der Summe der Quadrate der
Lingen der anderen Seiten (Katheten).
Ist x ACB = 90°, so folgt

ct=q?+ b2 (@)
(2) Umkehrung: Ist das Quadrat der Linge
der groBtlen Seite eines Dreiecks gleich der
Summe der Quadrate der Liangen der ande-
ren Seiten, so ist das Dreieck rechtwinklig
und der rechte Winkel liegt der groBten
Seite gegeniiber.
Ist c2=a? + b2, so folgt

4 ACB = 90°. (8)

Fiir ein beliebiges Dreieck ABC mit ¢ als
groBte Seite ist die Beziehung

ct=g?+ b2 a1
richtig oder falsch. Wir wollen diese Bezie-
hung (III) pythagoreische Relation fiir das
Dreieck ABC nennen und falls sie richtig
ist, das Dreieck selbst dann pythagoreisch.
Man iberlegt sich sofort: Hat ein Dreieck
keine groBte Seite, so kann es nicht pytha-
goreisch sein. Der Begriff pythagoreisches
Dreieck ist uberfliissig und auch unge-
brduchlich, denn die pythagoreischen Drei-
ecke sind genau die rechtwinkligen. Er
wurde hier benutzt, um auf die pythagorei-
schen Tetraeder hinzufithren. (IT) kann in
Worten so formuliert werden: Das Quadrat
des Inhaltes der gréBten Seite ist gleich der
Summe der Quadrate der Inhalte aller an-
deren Seiten. Diese Formulierung ist
schon unabhingig von der Dimension
n = 2. Daher ist es nach der in Abschnitt 1
dargelegten Philosophie naheliegend zu
formulieren:
Ist AABC die groBte Seite eines Tetraeders

ABCD, so nennt man die Relation

FL=F% +F+ F. (11"
die pythagoreische Relation fiir das Tetra-
eder und wenn diese Relation giiltig ist,
das Tetraeder selbst dann pythagoreisch.
Auch hier ist klar: Hat ein Tetraeder keine
groBte Seite, so kann es nicht pythago-
reisch sein. Dabei ist es fiir uns noch offen,
ob es {iberhaupt pythagoreische Tetraeder
gibt. Kann uns der Sachverhalt der ebenen
Geometrie (7) und (8) einen Hinweis ge-
ben, welche Tetraeder pythagoreisch sein
konnten? In (7) und (8) tritt als hinrei-
chend und notwendige Bedingung
% ACB = 90° auf. Damit kOnnen wir zu-
nichst nichts anfangen fiir die Raumgeo-
metrie, denn der Winkelbegriff kommt in
unserem Wodrterbuch der analogen Begriffs-
paare von Abschnitt 1 nicht vor. Nun
konnten wir versuchen, eine raumliche
Verallgemeinerung des Dreieckswinkelbe-
griffes (Winkel zwischen zwei Seiten) am
Tetraeder zu definieren. Aber dazu bieten
sich gleich drei Moglichkeiten an, was uns
unsere Aufgabe sehr erschwert:
— Winkel zwischen zwei Seiten (Ebenen)
eines Tetraeders. Er wird Keilwinkel ge-
nannt und ist ein ebener Winkel.
— Winkel zwischen Seite und Kante eines
Tetraeders. Auch dieser Winkel ist ein ebe-
ner Winkel.
— Winkel, der von drei Seiten eines Tetra-
eders gebildet wird. Er ist ein Raumwin-
kel.
Diese Winkel haben alle ihre Bedeutung in
der Tetraedergeometrie, aber fiir das Ver-
stindnis pythagoreischer Tetraeder kann
man sie entbehren. Daher soll auf die Win-
kelproblematik nicht weiter eingegangen
werden.
Wir ersetzen 5 ACB = 90° in (7) und (8)
durch AC1 BC /o av
(IV) iibersetzen wir nun in die Raumgeo-
metrie durch
AABD | AACD und AABD 1. ABCD
und AACD 1 ABCD.
Wir zeigen: Aus IV’ folgt III'.
Satz iiber die einfachsten pythagoreischen
Tetraeder.
Stehen in einem Tetraeder drei Seiten
paarweise aufeinander senkrecht, so ist das
Tetraeder pythagoreisch.

¥4

avn

Bild §

Beweisf Wir bringen das Tetraeder nach
Bild 5 in ein kartesisches Koordinatensy-
stem. Die Koordinaten der Eckpunkte sind
dann

A=(,0,0), B=(o,4,0),

C=(o,0,r), D= (0,0, 0)

-mit p, q, r> o. Die Flicheninhalte F,, Fy

und -F¢ sind unmittelbar aus Bild 5 ables-
bar, fir F, bekommt man nach (4)

16F% = —(q* + r? - (p? + r?)?
— (pz + qZ)z + Z(qz + rZ)
X (p*+ %) +2g* + r)(p* + ¢?)
+ 27 + )+ ¢?)
=4q%r? + 4p2r? + 4p2¢?
=16F% + 16F} + 16F%, q.e.d.
Durch ein Gegenbeispiel zeigen wir, daB
IV’ aber nicht aus III’ folgt:
A=(-1,0,3),B=(52,0),
C=(0,6,0), D=(0,0,0)

4

Bild 6

Nach (2) ist AB? =49, AC? = 46,
AD*=10, BC? =41, BD*=129,

CD* = 36.

Nach (4) erhilt man 16F% = 3600,

16F% = 1440, 16F% = 1060,

16F3 =6100. Damit ist das Tetraeder
ABCD pythagoreisch, aber nicht einmal
ein Seitenpaar steht senkrecht, wie man
aus-Bild 6 sehen kann oder man baut sich
nach Bild 7 ein mafBstibliches Modell.

0
Noch tliberzeugender ist vielleicht das fol-
gende entartete pythagoreische Tetraeder
mit der Hohe Null, das man in eine Ebene
legen kann (Bild 8):
A=(0,0), B=(7,4), C=(0,6),
D = (3, 0). Nach (6) ist
F, =18, Fz=9, F-=6, F,=21.

212 =182+ 92 + 62, W. Dérband
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Ein verzwickter
Quader

Vorbemerkung der Redaktion:

Im Heft 3/88 verdffentlichte alpha die Auf-
gaben der Kreisolympiade und verzichtete
dabei zunidchst auf die heifl umstrittene
Aufgabe 270923. Der folgende Beitrag gibt
nun Gelegenheit, sich intensiv mit ihr zu
beschiftigen.

270923  Fiir jeden Quader seien die Kanten-
langen mit a, b, c bezeichnet, die Linge der
Raumdiagonalen mit d und der Oberflichenin-
halt mit A. Beweisen Sie mit diesen Bezeich-
nungen die folgende Aussage: Es gilt genau
dann

d=%(a + b+ ), wenn A = 842 gilt.

Viele werden die Aufgabe kennen. Diejeni-
gen, die sich noch nicht damit beschiftigt
haben, sollten es ruhig versuchen. Dann
kann man die eigenen Uberlegungen mit
den weiteren Ausfiihrungen vergleichen.
Zum Beweis sucht man nach weiteren Be-
ziehungen zwischen 4, d und den Kanten-
langen q, b, ¢ und st6Bt sofort auf
d*=qa>+ b*>+ c>und 4 = 2ab + 2ac + 2bc.
Nun sieht man, daB die Gleichung

2(ab + bc + ac) = A = 8d?

=8(a?+ b2+ ¢?)
genau dann gilt, wenn

(@+b+c)=9ar+ b2+ ct) =942
ist. Da alle GroBen positive Zahlen sind,
ist letztere Gleichung genau dann erfiillt,

wenn d =—:1;— (a + b + ¢) ist. Damit wire der

geforderte Beweis erbracht.

Nun haben aber Schiiler richtig bemerkt,
daB fiir einen echten Quader stets

) a+b+c<3d

gelten muB, d. h. die Gleichung

d= % (@+b+c) ist flir alle Quader

falsch. Was nun? Ist die behauptete Aus-
sage in der Aufgabe nun doch falsch?
Dann miiBte unser Beweis ebenfalls einen
Fehler enthalten. Sehen wir uns den kur-
zen Beweis noch einmal genau an, so stel-
len wir seine Korrektheit erneut fest. Wie
erklart sich aber der Widerspruch zu Un-
gleichung (1)? Dazu miissen wir iiber genau
dann, wenn Aussagen tiefer nachdenken.
Solche Aussagen setzen sich aus zwei Aus-
sagen H, und H, zusammen. In der Auf-
gabe 270923 bedeutet fiir einen beliebigen
Quader H, die Aussage

d= % (@a+b+c) und H, die Aussage

A=8d%
Verbindet man zwei Aussagen H, und H,
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durch genau dann, wenn, also H, genau
dann, wenn H,, so versteht man darunter,
daB die Aussage H; dann und nur dann
wahr ist, wenn die Aussage H, wahr ist. Das
bedeutet aber auch, daB die Aussage H, ge-
nau dann falsch ist, wenn die Aussage H,
falsch ist. Wir merken uns: Fiir den Beweis
einer genau dann, wenn Aussage ist es nicht
erforderlich, die Wahrheit von H, oder H,
nachzuweisen. Es kommt nur darauf an zu
zeigen, daB H, und H, beide denselben
Wahrheitswert besitzen. Das erreicht man
uiblicherweise, indem man zeigt, daB aus
H, die Aussage H, folgt und umgekehrt,
daB8 H, aus H, folgt. Bei Gleichungen, wie
im vorliegenden Fall, kann man dies durch
dquivalente Umformungen bewerkstelli-
gen.
Kommen wir zur Feststellung (1) zuriick.
Diese Feststellung allein gibt keine Ant-
wort auf die Frage, ob die Behauptung der
Aufgabenstellung richtig oder falsch ist.
Kann aber zusitzlich 4 + 84? nachgewie-
sen werden, ist der in der Aufgabenstellung
geforderte Beweis erbracht, da dann beide
Aussagen falsche Aussagen sind. Und in
der Tat ist
2) A=2ab+2bc+ 2ac
=a’+b¥+a?+ c2+ b2+ ¢?
=2d* < 8d?,
da bekanntlich 2xy < x? + y? fiir alle reel-
len Zahlen x, y giiltig ist. Wir halten fest,
daB durch die beiden Ungleichungen (1)
und (2) ein zweiter vollgiiltiger Beweis fur
die Aufgabe 270923 gegeben wird.
Nachdem wir jetzt mathematisch alles wie-
der in Ordnung gebracht haben, kodnnte
man freilich nach dem Sinn einer solchen
Aufgabe fragen, da ja sofort 3d=a+ b+ ¢
als falsche Aussage erkannt wird.
Ist zum Beispiel ein Beweis wie der zuerst
gefiihrte sinnlos, weil wir uns iiber die Giil-
tigkeit der Aussagen H, und H, iiberhaupt
keine Gedanken gemacht haben? Man
muB diese Frage verneinen. Auch dieser so
scheinbar rein akademische Beweis hat sei-
nen praktischen Nutzen. Mit Hilfe der be-
wiesenen genau dann, wenn Aussage kann
man nimlich zum Beispiel aus (1) sofort
auf A4 + 8d? schlieBen, ohne dies direkt
ausfiuhren zu miissen. (Freilich ist die di-
rekt bewiesene Ungleichung (2) eine schir-
fere Aussage).
Nun kann man die Aufgabenstellung fiir
beliebige Quader folgendermaBen verallge-
meinern.

A 1 A Fiir welche positiven Zahlen m und n
git a+b+c=nd genau dann, wenn
A = md? ist?

Zusiitzlich kann man die folgenden Fragen
stellen.

A2 A Fiir welche positiven n ist die Glei-
chung a+ b+ c=nd fiir wenigstens einen
Quader wahr?

A3 A Fiir welche positiven m ist die Glei-
chung A = md? fiir wenigstens einen Quader
wahr?

Wie wir bereits wissen ist n =3 zu groB.
Wegen

3) d<a+b+c

ist n =1 zu klein. Was ist mit n =2? Im

Fall des Wiirfels ist n = y/3. Gibt es Qua-

der mit noch groBerem n? Bei A3 wissen
wir aus (2) bereits, daB m =2 die groBt-
mogliche Zahl ist.
Ihr solltet jetzt erst einmal selbst versu-
chen, diese Aufgaben zu 16sen. Es ist wirk-
lich nicht schwer. Wenn Ihr eine Losung
gefunden habt, kénnt Ihr weiterlesen und
Eure mit unseren Beweisen vergleichen.
Zur Behandlung der Aufgabe A1 gehen wir
von der Gleichung
2ab + 2bc + 2ac = A = md?
=m(at+ b+ c?)
aus und addieren auf beiden Seiten d2.

Das ergibt
(@+b+c)=2ab+2bc+2ac+ a?
+ b2+ ¢?
=(m+ 1)(a*+ b+ ¢?)
=(m+ 1)d?

Diése Gleichung ist dquivalent zur Glei-

chungat+b+c=ym+1d.

Insgesamt stellen wir also fest, daB fir
n=+ym+ 1 und nur dafiir die beiden Glei-
chungen a + b + ¢ = nd und 4 = md? iqui-
valent sind. Wihlt man m =8, dann ist
n =3, wie in der Olympiadeaufgabe.

Die Aufgabe 41 mit dem Ergebnis
n=ym+1 konnen wir bei der Behand-
lung der Aufgaben 42 und 43 nutzen. Aus
der Ungleichung (2) wissen wir, daB3 in 43
nur m =2 in Frage kommt. Das hat aber
unmittelbar n = \/m +1= \/3_ in A2 zur
Folge. Wie wir schon aus (3) wissen, muB
auch n > 1 sein. Damit schlieBen wir auf
m=nt-1>0.

Es bleibt als letztes zu kliren, ob es nun
fir jedes n aus dem Intervall 1<n = Jii_
wenigstens einen Quader mit
a+ b+ c=nd gibt. Fiir n=\/3_ist es der
Wiirfel. Sei also im folgenden n eine belie-
bige aber feste reelle Zahl aus dem Inter-

vall 1< n< 1/3_ .

Die Frage ist, ob es einen Quader mit den
Kantenlingen g, b, ¢ gibt, so daB

) a+b+c=nd=nya*+ b2+ c?
gilt. Wir wihlen =5 und c=a + x. Ge-
lingt es uns zu zeigen, daB es zu vorgegebe-

nen nmit l1<n< \/3_ stets ein positives x

mit

&) 3a+ x=ny3a’+2ax + x?

gibt, so ist das Problem geldst. Dann erfiillt

nimlich ein Quader mit den Kantenlidn-

gen a, b=a, c=a+ x die gewiinschte

Gleichung (4). Wir haben also eine posi-

tive Losung der Gleichung (5) zu suchen.

Durch quadrieren erhilf man

(6) 9a®+6ax+ x?=(3a+ x)?
=n?(3a% + 2ax + x?)

und nach weiterem Umstellen schlieBlich

die quadratische Gleichung

) n*— 2 m2-3
x +2an2_1x+3a 271 0.
Wir konnen
_ ., n*-3
P2y <%
n?-3
q=3a? -1 <0

fur alle n aus dem Intervall 1<n< J3_

feststellen. Damit ist die Diskriminante
2

pT_q>0 und die quadratische Glei-



chung hat zwei reelle Losungen. Wegen
D, g <0 ist eine Losung positiv und zwar
2
x=-2 4 J2 _

2 4
=—=7 (-2 4026 nY).

Fiir positive x sind die Gleichungen (5)
und (6) gleichwertig. Wir haben so eine po-
sitive Lésung der Gleichung (5) gefunden.
Schreiben wir das Ergebnis noch einmal in
aller Deutlichkeit auf. Zu jedem n aus dem
Intervall 1< n< 1/3_ gibt es einen Quader
mit den Kantenlidngen aq, b=a, c=a+ x
so, daB die Gleichung (4) erfiillt ist. Das
Problem aus Aufgabe 42 ist jetzt vollstin-
dig geklirt. Fiir die Zahlen n aus dem In-

tervall 1 < n < 43 und nur fir diese Zah-

len gibt es Quader, deren Kantenlingen

die Gleichung (4) befriedigen.

Dieses Ergebnis fithrt nun in Zusammen-

hang mit der Aufgabe A1, d.h. mit der

Gleichung m = n%—1, zur Beantwortung

der Frage A3. Fiir alle m mit
0=12-1<n’-1=m

=n?-153-1=2
und nur fiir diese gibt es wenigstens einen
Quader mit 4= md>.

Zum SchluB wollen wir noch darauf hin-
weisen, daB man &dhnliche Uberlegungen
flir nichtnegative Summanden
a;, 4, ..., a; anstellen kann.
Wir setzen d = ya?+ a2+ ...+ a} und
A=2aa,+2a,a; + ... + 24,04
+ 2(11[13 + 20204 R 2azak
+2aya, + 2a3a5 + ... + 2a;3a;
+ 2a405 + ot 2ak_ 18k
k
= Z a;a;.
ij=1
) i*j
Folgende Aufgaben lassen sich formulie-
ren:

A 4 Ao Fiir welche positiven Zahlen m und n
gilt nd=a,+ ...+ ax genau dann, wenn

A= md? ist?
A 5 A Fiir welche positiven n gibt es positive
a,, ..., G so, daf

nd=a,+a,+ ...+ a,gilt?
A 6 A Fiir welche positiven m gibt es positive
a, ..., a so, daf$ _
A = md? gilt?
F. Fiedler

Aufgabe zum Titelblatt
Visuelle Logik

Zwischen den Zeichen und Ziffern in den
kleinen quadratischen Feldern besteht ein

logischer Zusammenhang. Welche Zeichen .

missen in die zwei leeren Felder einge-
.zeichnet werden, wenn der logische Zu-
sammenhang erhalten bleiben soll?

Gewinner des
alpha-Sonder-
wettbewerbs

Aufgaben aus Biichern’
des Teubner-Verlages, Leipzig
Heft 3/1987, Losungen:
A la Essind genau 35 Stufen.
A 2 a Der Durchschnitt ist die Menge, die
nur aus dem Punkt (2; 1) besteht.
Al3a a) x2—-10x+21=0.
b) x2+4x—-12=0.
) x*+11x+10=0.

A4 a Bezeichnen wir die gesuchten Zah-
len mit x und y, so muB xy+x+y=79
gelten. Wir erhalten (z. B. im Bereich der
natiirlichen Zahlen) folgende Losungsmog-
lichkeiten:

x|0 1 3 4 7

y[79 39 19 15 9
AS5a a) Der Restkorper hat 12 Eck-
punkte und 24 Kanten.
b) Sechs Teilflichen sind Quadrate, acht
Teilflichen sind gleichseitige Dreiecke.

Bis zum 17. Dezember 1987, dem letzten
Einsendetermin, trafen in der alpha-Re-
daktion mehrere hundert Zuschriften ein,
die liberwiegend richtige Losungen enthal-
ten. Im Januar wurden die Gewinner durch
Los ermittelt. Folgende alpha-Leser erhiel-
ten Buchpreise aus der Produktion des
Teubner-Verlages:

Soren Boigs, Flintbek; Silke Herger, Gera,
Christian Kiithn, Wismar; Silke Schiede,
Sommerda; Doris Seifert, Rochlitz; Hei-

drun Tiedt, Teterow; Heike Walter, Berlin;"

Andreas Wemer, Leipzig; Tobias Zepter,
Langewahl; Kerstin Zimstein, Pirna.
Sonderpreise: Thilo Bocklisch, Karl-Marx-
Stadt (4. Klasse); Peter Homich, Schwedt
(z. Zt. NVA); Kurt Oertel, Grifenhainichen
(85 Jahre)
alpha-Redaktion und Teubner-Verlag dan-
ken fiir die rege Beteiligung und fur die in-
teressanten Anmerkungen zu einzelnen
Binden der Mathematischen Schiilerbiiche-
retl.
Auf vielfachen Wunsch wird auf Seite 84
eine Liste aller bis Ende 1988 vorliegenden
Binde dieser erfolgreichen Buchreihe ab-
gedruckt, an der sich sechs Verlage unseres
Landes beteiligen.

J. Lehmann/J. Weif8

Kurt Oertel, einer der Preistriger im Teubner-
Sonderwettbewerb, ist auch der dlteste Teilneh-
mer an unserem alpha-Wettbewerb. Die Re-
daktion bat ihn, in alpha iiber sich zu
berichten.

¢

Am 7.5.1903 wurde ich, Kurt Oertel, in
Helfta geboren. Das Datum enthilt die er-
sten drei ungeraden Primzahlen in umge-
kehrter Folge, sollte das schon ein Hinweis
auf die Mathematik in meinem Leben be-
deuten?

Nach vier Jahren Volksschule im heimatli-
chen Helfta ging es zur Oberrealschule
nach Eisleben. Das Rechnen, dann die fol-
gende Mathematik in den kommenden
Schuljahren wurden zum Lieblingsfach.
Ich wurde bester Schiiler der Anstalt. Die
Debatte iiber die richtige Losung einer
Aufgabe mit dem Mathe-Lehrer ging zu
meinen Gunsten aus. Neben den Aufgaben
der Schule wurden Knobelaufgaben aller
Art gel6st. Mein auch so geringes Taschen-
geld wurde nicht nur in Eiswaffeln u.a.
Leckereien umgesetzt, sondern fast immer
in Heftchen mathematischen Inhalts: Ma-
thematische Spielereien, spiter Rechenhil-
fen, Neues iiber den Kreis, diophantische
Gleichungen usw., die noch heute in mei-
nem Biicherschrank stehen. Die Aufstel-
lung von magischen Quadraten, die pytha-
goreischen Zahlen haben mich lange
beschiftigt. Ungeloste Probleme, wie Fer-
mat u. a. gehdrten auch dazu.

Ich wollte gern Mathematik studieren, aber
es kam nicht dazu. Ich wihlte ein naturwis-
senschaftliches Thema, die Metallhiitten-
kunde. Mein Studium in Glausthal/Berg-
akademie schloB ich 1928 als Dipl.-Ing. fiir
Metallhiittenwesen ab.

Das war zu einer schlechten Zeit. Betriebs-
stillegungen, -einschrinkungen waren an
der Tagesordnung. SchlieBlich Betriebsas-
sistent bei Borchers in Goslar. Wegen Be-
triebsreduzierung nach 13 Jahren arbeits-
los. Endlich nach vielen Bewerbungen im
In- und Ausland Einstellung auf Koch-
hiitte der Mansfeld A.G. als Vorarbeiter
(6,60 M Schichtlohn). Dann- weitere Ent-
wicklung in den Mansfeld-Betrieben bis
zum Hiittendirektor auf Kochhiitte/Helbra.
Nicht ohne EinfluB blieben die 20er
Putschwochen, der Weltkrieg. Entlas-
sung!

Neuer Anfang beim VEB Elektrokorund-
Schmelze in Zschornewitz als Produktions-
und zuletzt Technischer Leiter bis zu mei-
ner vorzeitigen Pensionierung 1965 (aus
gesundheitlichen Griinden).

Durch all die Jahre blieb die Mathe das be-
liebteste Hobby. Wesentlichen AnstoB und
stindige Anregungen gab mir meine Betei-
ligung an den alpha-Wettbewerben, die ich
vor 20 Jahren mit meiner Enkeltochter
Martina begann. Im Jahre 1988 beteiligte
ich mich das 17. Mal selbst. K. Oertel
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Gesamtverzeichnis
Mathematische
Schiilerbiicherei, 1988

BSB B. G. Teubner Verlagsgesellschaft (BGT)
Der Kinderbuchverlag (KB)

Urania-Verlag (U)

'"VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften
(DVW)

VEB Fachbuchverlag (FV)

Volk und Wissen Volkseigener Verlag (VWV)

Redaktionsschluf: 13. April 1988

Band 1

Alexandroff, Einfihrung in die Gruppentheorie
(DVW 5. Aufl. 1965, 9. Aufl. 1975)

Band 2 .

Hasse, Grundbegriffe der Mengenlehre und
Logik (BGT 1965, 9. Aufl. 1987)

Band 3

Markuschewitsch,

Streifziige durch die Mathematik 1 (U 1965)
Band 4

Hameister, Geometrische Konstruktionen und
Beweise in der Ebene (BGT 1966, 3. Aufl.
1970)

Band 5§

Vy§in, Methoden zur Losung mathematischer
Aufgaben (BGT 1972, 2. Aufl. 1975)

Band 6

Lietzmann, Der Pythagoreische Lehrsatz
(BGT 8. Aufl. 1966, 9. Aufl. 1968)

Band 7

Varga, Mathematische Logik fiir Anfanger I
(VWV 1970) '
Band 8 .

Sominski, Die Methode der vollstindigen Induk-
tion (DVW 6. Aufl. 1965, 13. Aufl. 1982)
Band 9

Korowkin, Ungleichungen

(DVW 4. Aufl. 1965, 7. Aufl. 1973)

Band 10

Gnedenko/Chintschin, Elementare Einfihrung
in die Wahrscheinlichkeitsrechnung

(DVW 5. Aufl. 1965, 12. Aufl. 1983)

Band 11 )

Lietzmann, Wo steckt der Fehler?

(BGT 4. Aufl. 1966, 5. Aufl. 1969)

Band 12

Lietzmann, Altes und Neues vom Kreis
(BGT 4. Aufl. 1966)

Band 13

Lietzmann, Riesen und Zwerge im Zahlen-
reich (BGT 7. Aufl. 1966, 8. Aufl. 1969)
Band 14

Miller, Rechenvorteile

(BGT 3. Aufl. 1966, 8. Aufl. 1987)

Band 15

Natanson, Einfachste Maxima- und Minima-
aufgaben (DVW 3. Aufl. 1965, 7. Aufl. 1975)
Band 16

Natanson, Summierung unendlich kleiner
GroBen (DVW 2. Aufl. 1967, 3. Aufl. 1969)
Band 17

Dubnow, Fehler in geometrischen Beweisen
(DVW 2. Aufl. 1965, 5. Aufl. 1973)

Band 18

Dynkin/Uspenski, Mathematische
Unterhaltungen I

(DVW 2. Aufl. 1965, 4. Aufl. 1968)
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Band 19

Worobjow, Die Fibonaccischen Zahlen

(DVW 2. Aufl. 1971, 3. Aufl. 1977)

Band 20

Dynkin/Uspenski, Mathematische
Unterhaltungen II

(DVW 2. Aufl. 1965, 4. Aufl. 1968)

Band 21

Kurosch, Algebraische Gleichungen beliebigen
Grades (DVW 3. Aufl. 1965, 5. Aufl. 1969)
Band 22

Gelfond, Die Aufldsung von Gleichungen in
ganzen Zahlen (DVW 3. Aufl. 1966, 5. Aufl.
1973) .

Band 23 .

Schafarewitsch, Uber die Auflosung

von Gleichungen héheren Grades

(DVW 2. Aufl. 1965, 4. Aufl. 1974)

Band 24 v
Markuschewitsch, Streifziige durch

die Mathematik II (U 1966)

Band 25

Markuschewitsch, Rekursive Folgen

(DVW 2. Aufl. 1968, 4. Aufl. 1977)

Band 26

Dynkin/Uspenski, Mathematische
Unterhaltungen III

(DVW 2. Aufl. 1965, 5. Aufl. 1976)

Band 27

Steinhaus, 100 Aufgaben (U 1968)

Band 28 .

Perelman, Unterhaltsame Geometrie (VWV
1962)

Band 29 )
Perelman, Unterhaltsame Algebra (VWYV 1965)
Band 30

Kolosow, Kreuz und quer durch die Mathematik
VWV 1963)

Band 31

Teplow, GrundriB der Kybernetik (VWV 1966)
Band 32 )
Jaglom/Boltjanski, Konvexe Figuren (DVW
1956) ’
Band 33
Belkner,
1987)

Band 34

Determinanten (BGT 1968, 4. Aufl

. Autorenkollektiv, Rund um die Mathematik

(KB 1969, 7. Aufl. 1980)

Band 35 .

Schmidt, Kein Arger mit der Algebra

(KB 1968)

Band 36

Ubungen fiir Junge Mathematiker, Teil 1:
Lehmann, Zahlentheorie (BGT 1968, 2. Aufl.
1970)

Band 37

Ubungen fiir Junge Mathematiker, Teil 2:

Grosche, Elementargeometrie (BGT 1969,
3. Aufl- 1983)
Band 38

Ubungen fur Junge Mathematiker, Teil 3:
Kleinfeld, Ungleichungen (BGT 1969, 3. Aufl.
1983)

Band 39
Krysicki, Zahlen und Rechnen einst und jetzt
(BGT 1968)

Band 40
Sedla¢ek, Einfihrung in die Graphentheorie
(BGT 1968, 2. Aufl. 1972)

Band 41
Gelfand/Glagolewa/Kirillow,
Die Koordinatenmethode (BGT 1968)

Band 42
Markuschewitsch, Komplexe Zahlen und
konforme Abbildungen (DVW 4. Aufl. 1973)

Band 43

Markuschewitsch, Flicheninhalte und
Logarithmen (DVW 4. Aufl. 1977)

Band 44

Donath, Die merkwiirdigen Punkte und Linien
des ebenen Dreiecks (DVW 1968, 3. Aufl.
1976)

Band 45 )

Roman, Regulire und halbregulire Polyeder
(DVW 1968, 2. Aufl. 1987)

Band 46

Autorenkollektiv, Kompendium der Mathematik
(VWV 1969, 10. Aufl. 1981)

Band 47

Lehmann, Lineare Optimierung

fir Junge Mathematiker (BGT 1970)

Band 48

Belkner, Matrizen (BGT 1970, 4. Aufl. 1986)
Band 49

May, Differentialgleichungen

(BGT 1971, 2. Aufl. 1974)

Band 50

Sobol, Die Monte-Carlo-Methode

(DVW 1971, 3. Aufl. 1981)

Band 51

Zich/Kolman, Unterhaltsame Logik

(BGT 1970, 3. Aufl. 1975)

Band 52

Worobjow, Teilbarkeitskriterien

(DVW 1972, 2. Aufl. 1973)

Band 53

Freyer/Gibler/Mockel, Gut gedacht ist halb
gelost (U 1972, 7. Aufl. 1987) '

Band 54

Biirger/Wittmar, Was ist, was soll Daten-
verarbeitung? (U 1969, 3. Aufl. 1974)

Band 55

Cendrowski, Die Bande der unsichtbaren Hand
(KB 2. Aufl. 1970)

Band 56

Gottner, Was ist, was soll Operationsforschung?
(U 1970, 4. Aufl. 1973)

Band 57

Dege, EDV Maschinelles Rechnen (U 1971)
Band 58

Gelfand/Glagolewa/Schnol, Funktionen und ihre
graphische Darstellung (BGT 1971, 2. Aufl:
1974)

Band 59

Kaloujnine, Primzahlzerlegung (DVW 1971)
Band 60

Trachtenbrot, Wieso kénnen Automaten
rechnen? (DVW 6. Aufl. 1971)

Band 61

Boltjanski/Gochberg, Sitze und Probleme
der kombinatorischen Geometrie (DVW 1972)
Band 62 )
Varga, Mathematische Logik flir Anfénger II
(VWV 1973)

Band 63

Maibaum, Wahrscheinlichkeitsrechnung
(VWV 1972, 4. Aufl. 1987)

Band 64

Wilenkin, Unterhaltsame Mengenlehre
(BGT 1972, 3. Aufl. 1986)

Band 65
Belkner, Metrische Rdume (BGT 1972)

Band 66
Jickel, Mathematik heute (U 1972)

'Band 67

Sedlaek, Keine Angst vor Mathematik
(FV 5. Aufl. 1969)

" Band 68

Schreiber, Die Mathematik und ihre Geschichte
im Spiegel der Philatelie (BGT 1980)



Band 69

Gronitz, Praktische Mathematik (VWV 1975)
Band 70

Hilbert, Matrizen (VWV 1975, 2. Aufl. 1977)
Band 71

Mader/Richter, Wissensspeicher Mathematik
(VWV 1977, 8. Aufl. 1988)

Band 72

Steinhaus, 100 neue Aufgaben (U 1973)
Band 73

Miller, Geloste und ungeldste mathematische
Probleme (BGT 1973, 5. Aufl. 1986)

Band 74

Solodownikow, Lineare Ungleichungssysteme
(DVW 1973)

Band 75

Golowina/Jaglom, Vollstindige Induktion in
der Geometrie (DVW 1973)

Band 76

Rehm, Zahl, Menge, Gleichung

(KB 1973, S. Aufl. 1985)

Band 77

Lehmann, Kurzweil durch Mathe

(U 1980, 3. Aufl. 1985)

Band 78

Kordemski, Képfchen, Képfchen!

(U 1963, 13. Aufl. 1983)

Band 79

Glade/Manteuffel, Am Anfang stand der Abacus
(U 1973)

Band 80

Ba¥makova, Diophant und diophantische
Gleichungen (DVW 1974)

Band 81

Pieper, Zahlen aus Primzahlen

(DVW 1974, 2. Aufl. 1984)

Band 82

Lehmann, Mathe mit Pfiff

(U 1975, 2. Aufl. 1977)

Band 83

Jaglom, UngewGhnliche Algebra (BGT 1976)
Band 84

Belkner, Reelle Vektorriume (BGT 1974)
Band 85

Stahl/Wenzel, Elektronische Datenverarbeitung
(VWV 1975)

Band 86

Géttner/Fischer/Krieg, Was ist, was kann
Statistik? (U 1975)

l?_and 87

Ubungen fiir Junge Mathematiker, Teil 4:
Bomeleit, Gleichungen

(BGT 1976, 3. Aufl. 1983)

Band 88

Kolman, Die vierte Dimension (BGT 1975)
Band 89

Drews, Lineare Gleichungssysterme und lineare
Optimierungsaufgaben

(DVW 1975, 2. Aufl. 1977)

Band 90

Lovasz/Vesztergombi/Pelikan, Kombinatorik
(BGT 1977)

Band 91

Rehm, Strecke, Kreis, Zylinder

(KB 1977, 3. Aufl. 1984)

Band 92

Fanghinel/Vockenberg, Arbeiten mit Mengen
(VWYV 1978, 6. Aufl. 1988)

Band 93

Fehringer, Niherungsrechnung

(VWV 1978, 5. Aufl. 1987)

Band 94

Lohse, Elementare Statistik (VWV 1983)
Band 95

Kantor/Solodownikow, Hyperkomplexe Zahlen
(BGT 1978)

Band 96
Smorgorschewski, Lobatschewskische Geometrie
(BGT 1978)

Band 97
Berg, Differenzengleichungen zweiter Ordnung
mit Anwendungen (DVW 1979)

Band 98
Ruben, Philosophie und Mathematik
(BGT 1979)

Band 99
Thiele, Mathematische Beweise
(BGT 1979, 5. Aufl. 1988)

Band 100
Lehmann, 2 X 2 plus SpaB dabei
(VWV 1981, 4. Aufl. 1987)

Band 101
Drinfel'd, Quadratur des Kreises
und Transzendenz von  (DVW 1980)

Band 102
Hédi, Mathematisches Mosaik
(U 1977, 2. Aufl. 1980)

Band 103
Quaisser/Sprengel, Raumliche Geometrie
(DVW 1981)

Band 104
Kufner, Raum und Entfernung (BGT 1981)

Band 105

Klotzek, Einfithrung in die Differential-
geometrie I (DVW 1981)

Band 106

Schrider, Mathematik im Reich der Téne
(BGT 1982, 3. Aufl. 1988)

Band 107

Kistner/Gothner, Algebra — aller Anfang ist
leicht (BGT 1983, 3. Aufl. 1987)

Band 108

Klotzek, Einfithrung in die Differential-
geometrie IT (DVW 1983)

Band 109

Belkner/Brehmer, Riemannsche Integrale
(DVW 1984)

Band 110

Pieper, Die komplexen Zahlen

(DVW 1984, 2. Aufl. 1988)

Band 112

Kudrjavzev, Gedanken iiber modemne
Mathematik und ihr Studium

(BGT 1983)

Band 113

Belkner/Brehmer, Lebesguesche Integrale
(DVW 1984)

Band 114

Sprengel/Wilhelm, Funktionen und Funktional
gleichungen (DVW 1984) :
Band 115

Belski/Kaloujnine, Division mit Rest

(DVW 1982)

Band 116

Quaisser, Bewegungen in der Ebene und im
Raum (DVW 1983)

Band 117

Hoéfner/Klein, Wahrscheinlichkeit ganz ein-
fach - Mathematik zwischen Astrologie und
Trendrechnung

(U 1983, 2. Aufl. 1986)

Band 118

Péter, Das Spiel mit dem Unendlichen
(BGT 5. Aufl. 1984)

Band 119

Krysicki, Keine Angst vor x und y

(BGT 1984, 2. Aufl. 1987)

Band 120

Bogdanovié, Mathematischer Regenbogen

(VWV 1988)

Band 121

Lehmann, 3 plus 8 und mitgemacht

(VWV 1985, 2. Aufl. 1986)

Band 122

Klotzek u. a., kombinieren, parkettieren,
firben (DVW 1985)

Band 123

Schifer, Die Wunder der Rechenkunst (Hrsg.:
Lehmann) (VWV 1983, 2. Aufl. 1985)

Band 124

Kaloujnine/Su8¢€anskij, Transformationen
und Permutationen (DVW 1986)

Band 125

Dewef3/Dewel3, Summa summarum

(BGT 1986, 2. Aufl. 1987)

Band 126

Sominskij/Golovina/Jaglom, Die vollstindige
Induktion (DVW 1986)

Band 127

Quaisser/Sprengel, Extrema (DVW 1986)
Band 128

Schroder, Kartenentwiirfe der Erde

(BGT 1988)

Band 129

Boltjanskij/Efremovi¢, Anschauliche
kombinatorische Topologie (DVW 1986)
Band 130

Lehmann, Mathematik -~ von der Pflicht zur Kiir
(BGT 1987, 2. Aufl. 1988)

Band 131

Lehmann u. a., Rechnen und Raten

(VWV 1987)

Band 133.

Hofner, Das Tor zur héheren Mathematik
(U 1987)

Band 134

Fanghinel, Mein Freund der Taschenrechner
(VWV 1988)

Band 135

Pieper, Heureka — ich hab’s gefunden
(DVW 1987)

Band 136 )
Sagkin, Ecken, Flichen, Kanten (DVW 1988)
Band 137

Quaisser/Sprengel, Geometrie in Ebene und
Raum (DVW 1988)

Band 138

Lang, Faszination Mathematik (BGT 1988)

SpaB mit Quadratzahlen

Wenn die Quadratzahlen bis 25 sicher im
Gedichtnis gespeichert sind, kénnen die
Quadrate einfacher Dezimalzahlen mit
éiner 5 hinter dem Komma schnell im
Kopf berechnet werden. ‘
Zum Beispeil:
3,52=32+3+0,25=12.25
6,52=136+6+ 0,25 =42,25.
Bei kleinen Zahlen kommt man noch
schneller zum Ziel, wenn man die ganze
Zahl mit ihrem Nachfolger multipliziert
und zum Produkt 0,25 addiert.
Zum Beispiel:
3,52=3-4+0,25=12,25
8,52=8:9+0,25=72,25
Wer die binomischen Formeln kennt, kann
den Beweis fiir diese GesetzmiBigkeit
leicht erbringen.

G. Richter, Oranieburg
nach: Deutsche Lehrerzeitung, Heft 6/88
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Computer 1 X1

Kleincomputer ist fiir viele Midchen und
Jungen ein Zauberwort, von dem sie oft
nicht mehr loskommen. Fast drei Jahre
habe ich in einem Computer-Zirkel (Schii-
lerakademie Greifswald) die Moglichkeit
gehabt, die Bedienung und Programmie-
rung von Kleincomputern zu erlernen und
Probleme mit Hilfe eines Computers zu 16-
sen.

In der DDR gibt es den KC 85/1 (friihere
Bezeichnung Z 9001) und seinen Nachfol-
ger KC 87 vom VEB Robotron Dresden so-
wie die Kleincomputer KC85/2 und
KC 85/3 vom VEB Mikroelektronik Miihl-
hausen.

Computer sind unheimlich schnell und
auch zuverlissig, wenn ihnen ein richtiges
Programm eingegeben wurde. Sie konnen
sich Zahlen und Namen merken und den
ganzen Tag rechnen. Mit den Computern
kann- man Musik erzeugen (SOUND-Be-
fehle) und zeichnen. Sie k6nnen eine Mo-
delleisenbahnanlage mit individuellem
Fahrplan steuern. Ganze Aufsdtze kénnen
sie speichern und bei Bedarf ausdrucken.
Man kann sich interessante Computer-
spiele iiberlegen und programmieren, und
dann ist der Computer ein idealer Spiel-
partner! ~
Manche Aufgaben sahen zuerst etwas ein-
fach aus, erst beim Schreiben des Pro-
gramms stieBen wir auf Schwierigkeiten.
Unsere Ubungsprogramme befaBten sich
mit mathematischen Aufgaben, mit der L6-
sung von Knobelproblemen und mit dem
Programmieren von Spielen. Wir legten
Klassenbiicher und Fahrpline im Compu-
ter an und schrieben Vokabellernpro-
gramme. Dazu definierten wir auch kyrilli-
sche Zeichen. Andere AG-Mitglieder ha-
ben Programme fiir den Geographie- und
den Geschichtsunterricht angefertigt.

Viel SpaB bereitet den Anfingem das
Zeichnen und das Komponieren auf dem
Computer.. Unser Computer 1 X1 muB
aber als Einstieg in ernsthafte Arbeiten an-
gesechen werden. Fahrkartenautomaten
kennt ihr sicher alle, Computer konnen
den Arzt bei der Diagnose unterstiitzen,
ganze Werkanlagen lassen sich mit Com-
putern iiberwachen und steuern. Akusti-
sche Signale (Musik) und optische Hin-
weise (Aufblinken von Zeichen in verschie-
denen Farben) unterstiitzen die Kontrolle
von Betriebsanlagen. Sparkonten mit auto-
matischer Abbuchung von regelmiBigen
Zahlungen werden schon lange iiber Com-
puter gefilhrt. Ganze Biicher lassen sich
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auf Disketten speichern und kénnen bei
Bedarf gedruckt werden.
Dabei macht ein Computer aber nur das,
was ihm durch Befehle mitgeteilt wird,
nicht mehr, aber auch nicht weniger. So
kann der Computer unser Freund und Hel-
fer werden. Aufgaben werden ihm iiber die
Tastatur mitgeteilt, Antworten kénnen z. B.
auf dem Bildschirm eines Fernsehgerites
ausgegeben werden. Sehr verbreitet und
leicht zu erlernen ist die Programmierspra-
che BASIC, iiber die in der alpha auch
eine Beitragsfolge (Heft 5, 1986 bis Heft 6,
1987) gedruckt worden ist. Diese Sprache
ist fir den Computer aber erst durch die
Hilfe eines Ubersetzers (Interpreter oder
Compiler, ist meist ein Teil des Computers
selbst) verstindlich. Man kann den Com-
puter auch im Maschinencode oder in der
Assemblersprache programmieren. Das ist
umstindlicher und aufwendiger, die Pro-
gramme werden dafiir schneller abgearbei-
tet und benstigen weniger Speicherplatz.
Sehr iibersichtlich sind Programme in der
Sprache PASCAL, andere Programmier-
sprachen fiur Kleincomputer sind z.B.
LOGO und FORTH.
An die Kleincomputer lassen sich auch
Drucker und Zeichengerite (Plotter) an-
schlieBen. Damit konnen dann Texte wirk-
lich ausgedruckt werden, und Kurven,
Funktionsbilder und richtige Bilder kon-
nen gezeichnet werden. Im Prinzip kann
man dann mit dem Computer auch kon-
struieren, Bauzeichnungen - erstellen und
sogar Muster entwerfen, z. B. fiir Pullover.
Dieses Einsatzgebiet des Computers ist als
CAD (Computer aided design) bekannt,
wihrend die Steuerung von Maschinen
durch Computer als CAM (Computer aided
manufacturing) bezeichnet wird.
Natiirlich sollte man immer iiberlegen, ob
die angegebenen Aufgaben mit einem
Computer besser als mit einem Taschen-
rechner, einer Schreibmaschine oder
einem einfachen ReiBbrett gelost werden
konnen. Dabei ist zu beriicksichtigen, daB
der Computer superschnell und (innerhalb
seiner Genauigkeitsschranken) exakt arbei-
tet. Er kann die Zwischenergebnisse mittei-
len und bei Fehlern Hinweise geben (Dia-
log). Auflerdem kann er auch mit Buchsta-
ben, Zeichen und sogar von euch definier-
ten Sonderzeichen operieren. Sein Einsatz
ist besonders zu empfehlen, wenn gleiche
oder #hnliche Berechnungen oder andere
Programmstiicke mehrmals auszufiihren
sind.
Computer kénnen uns bei der Losung vie-
ler Aufgaben helfen. Aber beachtet bitte,
daB fiir die Erarbeitung der meisten Pro-
gramme sehr gute Kenntnisse im Fach Ma-
thematik erforderlich sind.

A. Schmidt

,Fur den, der vollig ohne Dunst

in Anwendung der Rechenkunst ...,
ein Rechner ist — dies immer galt —
von vollig nutzlosem Gehalt.“

C. Nither, Leipzig

Mini-BASIC fiir alpha-Leser —
Ubersicht

(Giiltig fir KC 85/1, KC85/2,
KC85/3 und KC 87).

Darstellung von Zahlen in BASIC
Darstellung in BASIC

3,09 3.89
-3,9:-107 —3.9E+07

1,4-10* 14E-04

0,73 73

m PI

«

Das Vorzeichen ,,—“ wird mit der Taste
[=] eingegeben. Als Variable fiir Zahlen
(numerische Variable) verwendet man z. B.
A; Bl; AK u. 4.

Nicht zugelassen sind Zeichenkombinatio-
nen, die nicht mit einem Buchstaben be-
ginnen und solche, die auf BASIC-Worter
fihren (z. B. IF, ON1). Der Computer un-
terscheidet nur die ersten beiden Zeichen

einer Variablenbezeichnung, z.B. sind
AL1 und AL2 fiir ihn gleich.
Rechenoperationen
Darstellung in BASIC

a+b A+B

a—b A-B

a-b A¥B

a:b A/B

a® AAB

Wie der Taschenrechner SR 1 beachten die
Kleincomputer i. a. die Vorrangregeln. Zur
Berechnung von Termen stehen auch
Klammern zur Verfiigung. Sie werden so
wie in der Mathematik iiblich verwen-
det.

Mathematische Funktionen
Darstellung in BASIC

Vx SQRX)
x| ABS(X)
x] INT(X)

Zufallszahl RND(X)
Anweisung zur Definition einer Funktion
DEF FN
DEF FN Name (Argument) = Ausdruck
Name ist die Bezeichnung der zu definie-
renden Funktion,
Argument bezeichnet die Variable, von der
die Funktion abhingt,
Ausdruck definiert die Funktionsvorschrift
Beispiel: DEF FNE(X) = ABS(X + 1)

Vergleichsoperatoren
Darstellung in BASIC

>

ViIAv A4
VAVAAI

Logische Operatoren

Bedeutung BASIC-Symbol
Nicht; Es gilt nicht NOT
(Negation)

und; sowohl — als auch AND
(Konjunktion)

oder (Alteruative) OR



Anweisungen
Wertzuweisung LET
LET A =| TERM
z.B.: 18
C+D
G-12
A+ 1
Der Wert des rechts vom Zeichen ,,=* ste-

henden Terms wird ermittelt und der links
stehenden Variablen als neuer Wert zuge-
ordnet.

Eingabeanweisung

e INPUT

INPUTX

Der Programmablauf wird unterbrochen.
Der Computer wartet auf einen Eingabe-
wert.

INPUTX, Y

Der Programmablauf wird unterbrochen.
Der Computer wartet auf zwei durch
Komma zu trennende Eingabewerte.

Bei INPUT-Anweisungen darf ein informa-
tiver Text nur unmittelbar nach INPUT
folgen und muB von nachfolgenden Vari-
ablen durch ein Semikolon getrennt wer-
den.

Beispiel: INPUT ,a (in cm):“; A

Ausgabeanweisung

e CLS

Die Anweisung CLS 16scht den vereinbar-
ten Bildschirmbereich.

® PRINT

PRINT A

Mit Hilfe der PRINT-Anweisung wird der
Wert der Variablen A auf dem Bildschirm
ausgedruckt.

PRINT ,TEXT“

Auf dem Bildschirmn erscheint der zwi-
schen den Anfihrungszeichen stehende
Text.

In PRINT-Anweisungen koénnen auch
mehrere Ausgabeelemente enthalten sein,
die man durch Komma oder Semikolon
trennen kann.

Beispiel: PRINT ,a =% A, ,b=“B
PRINT A; B; C

Die Werte der Variablen A, B, C werden
unmittelbar nebeneinander ausgedruckt.
(Bei nichtnegativen Zahlen wird statt des
Vorzeichens ein Leerzeichen ausgege-
ben.)

PRINT A, B, C

Die Werte A, B, C werden in drei Druckzo-
nen ausgegeben (tabelliert).

PRINT

Auf dem Bildschirm wird eine Leerzeile er-
zeugt.

PRINT AT (Z, S); A

Der Wert der Variablen A wird in Zeile Z
ab Spaltenposition S ausgedruckt.

o BEEP

Die Anweisung ,BEEP“ veranlafit den
Computer zu einem Signalton.

Anweisungen zur Steuerung
des Programmablaufs

Ziahlschleife
® FOR — TO — NEXT
FORX=ATOBSTEPC

} Schleifenkérper

NEXT X

Die Anweisung(-en) des Schleifenkdrpers
werden fiir X=A bis X=B
(Schrittweite C) ausgeftihrt.

Verzweigung
o IF... THEN...

IF | Bedingung | THEN

zB. IF B<7 OR C=8 THEN PRINT A

Ist die [ Bedingung | erfiillt, so wird die
[ Anweisung | ausgefiihrt und die Pro-
grammabarbeitung mit der nichsten Pro-
grammzeile fortgesetzt.

Ist die nicht erfiillt, wird die
ibersprungen und die Pro-
grammarbeit mit der nichsten Programm-
zeile fortgesetzt.

IF THEN Zeilennummer
(Bedingter Sprung)

Wenn die erfullt ist, wird das
Programm in der nach ,THEN“ stehenden
Zeilennummer fortgesetzt, ansonsten wird
die Programmabarbeitung mit der nich-
sten Programmzeile fortgesetzt.

e IF... THEN...: ELSE...

IF | Bedingung | THEN | Anweisung 1 |:
ELSE | Anweisung 2

Wenn die erfullt ist, dann
wird die ausgefiihrt, ande-
renfalls [ Anweisung 2 |. (Fiir die Anwei-
sungen kdnnen auch Zeilennummermn ste-
hen. Dann erfolgt in Abhédngigkeit vom
Erfiilitsein der Bedingung ein Sprung zur
betreffenden Programmzeile.)

e GOTO 2

Unbedingter Sprung

Das Programm wird in der nach GOTO an-
gegebenen Zeilennummer z fortgesetzt.

Mehrfachverzweigung

® ON X GOTO z,, z;, z3

Die Anweisung bewirkt die Programmfort-
setzung in der Zeile, die an X-ter Stelle in
der Zeilennummenrnliste z; steht. ™

® PAUSE n

Die Anweisung PAUSE n bewirkt eine Un-
terbrechung von n Zehntelsekunden.

e END

Die Anweisung END bewirkt, daB der
Computer die Programmabarbeitung been-
det und in den Kommando-Modus iiber-
geht.

zusammengestellt
von L. Flade/M. Pruzina

Computer hilft beim Knobeln

A 20 Personen, Minner, Weiber und
Jungfrauen, stellen eine Festlichkeit an,
die ihnen auf 20 Thaler zu stehen k6mmt;
jeder Mann gibt 2 Thir., jede Frau 1 Thir.
und jede Jungfrau 1/2 Thir.
Wieviel Minner, Weiber und Jungfrauen
waren es?
aus: ,Die Wunder der Rechenkunst®
von Joh. Christ. Schafer 1857 Weimar,
herausgegeben von J. Lehmann 1983

Programm zur Losung:
19 FORA =1TO 18
12 FORB =1TO 18

14 FORC =1TO 18
16 IFA+B+C=20
THEN PRINT TAB (8) A; B; C
AND2%A+B+0.5%C=20
18 NEXTC, B, A

In dieser Version benétigt der Computer
zwei Minuten, um die sechs Fille zu fin-
den. Wenn man beriicksichtigt, daB es
hochstens sechs Minner sein konnen
(warum?) und Zeile 10 dahingehend in-
dert, sind nur noch 48 Sekunden notig!

H. Pdtzold, Waren (Miiritz)

Buchtips fiir Computerfreunde

F. Roitmayr
Der Sprung in die Computerwelt
78 Seiten, zahlr. Abb.

Bestell-Nr. 6333150
Preis etwa 8,00 M

Chr. Hiilm/S. Pietzsch
Vom Kerbholz zum Computer

144 Seiten, zahlr. Abb.
Bestell-Nr. 632981 3
Preis etwa 7,80 M

G. Saeltzer
Erstaunliche Computerwelt

160 Seiten, zahlr. Abb.
Bestell-Nr. 6327527
Preis etwa 16,80 M

alle Titel: Kinderbuchverlag Berlin

St. Hesse

Maschinen in der Geisterschicht
112 Seiten, 43 Abb.
Bestell-Nr. 6541771

Preis: 7,50 M
Urania-Verlag Leipzig - Jena - Berlin

Als weitere Titel

plant der Urania-Verlag:

B. Winde/J. Heim

Technik en miniature
Stippvisite bei der Mikrotechnik
M. Roth

Die intelligente Maschine

Der Computer als Experte

R. Schmidt

Softwarekonzepte vorgestellt

Ein Teil der Biicher ist durch Vorbestellun-
gen bei den Verlagen vergriffen. Sie sind
moglicherweise beim Buchhandel z.Z.
noch vorritig. Wir weisen auf die Moglich-
keit der Ausleihe in Bibliotheken hin.

alpha, Berlin 22 (1988) 4 - 87



In freien Stunden - alpha-heiter

Praktische Arithmetik

Leonhard Euler (1707 bis 1783) der groBe Schwei-
zer Mathematiker lebte und wirkte von 1741 bis
1766 in Berlin. Er hatte in der BirenstraBe ein arti-
ges Haus 1742 fir 2000 Reichstaler erworben, das
unweit von seiner Arbeitsstitte, der Akademie, gele-
gen war. Es ist iibrigens das heutige Haus Nr. 24 in
der BehrenstraBe, gegeniiber der Komischen Oper.
Euler, der nie mit einem Fachkollegen um Verdien-
ste und Rechte stritt, stand den Belangen des prak-
tischen Lebens gelegentlich etwas fremd gegeniiber.
Mit seinem Nachbarn war er in Streit gekommen,
wer die Kosten fiir das Zuschiitten eines Grabens,
der zwischen beiden Grundstiicken lag, tragen
sollte. Die Sache kam bis zu Gericht und kostete
jede Partei 100 Taler. Der Lohn fiir das Einebnen

des Grabens machte dann genau 5 Taler aus!
mitgeteilt von Dr. R. Thiele, Leipzig

Eine Gleichung, die den Kopfstand vertragt

Peter, ein Schiiler der 3.Klasse, soll als Hausauf-
gabe eine Summe mit drei Summanden bilden und
berechnen. Dabei soll ein Summand eine einstel-
lige Zahl, ein anderer Summand eine zweistellige
Zahl und der dritte Summand ein Produkt aus einer
einstelligen und einer zweistelligen Zahl sein.
Kt KKK K

Sein dlterer Bruder Sven, der Peter gegeniiber am
Tisch sitzt, bemerkt, daB Peters Aufgabe und ihr Er-
gebnis auch von seinem Platz aus in gewohnter
Weise lesbar sind und daBl auch aus dieser Sicht die
Aufgabe richtig gelost ist.

Welche Aufgabe kann Peter aufgeschrieben ha-
ben? W. Trdger, Dibeln

,Vati ist nach Uberstunden eben miide!“
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Fehler gesucht

Beim Neuzeichnen des Bildes unterliefen dem
Zeichner einige Fehler. Schaut genau hin! Be-
stimmt findet ihr sie heraus. aus: Krokodil, Moskau

Mathematische Faltarbeit

Anja hat den abgebildeten, aus acht mittels Punk-
ten auf beiden Blattseiten numerierten Quadraten
bestehenden Papierstreifen auf verschiedene Weise
jeweils zu einem Paket aus acht iibereinanderlie-
genden Quadraten zusammengefaltet, so daB oben-
auf das Quadrat mit vier Punkten und ganz unten
das Quadrat mit sieben Punkten liegt. Wieviel Mog-

lichkeiten des Zusammenfaltens gibt es da?
W. Triger, Débeln

Der Eulersche Polyedersatz

Es hilft kein Stauchen, hilft kein Strecken!
Konvexe Polyeder wissen,

daB EULER sie sich fligen miissen:

Die Rechnung auf die 2 stets fiihrt,

falls von der Flachen — plus Ecken —

die Kantenzahl man subtrahiert. K. Nihter, Leipzig



Zoo-Logisches

Ersetze die Figuren durch Ziffern!
aus: Fiiles, Budapest

&

C‘S’f

Geburtsjahre

Es sind mehrstellige natiirliche Zahlen zu finden,
fiir die gelten soll:

Waagerecht

Jahr der ersten alpha-Ausgabe

Quersumme von A4,

Querprodukt von G,

» Jahr der L. Olymplade Junger Mathematiker der
DDR

Senkrecht:

A; Eine durch 11 teilbare Zahl

B, Eine durch 11 teilbare Zahl

AEON

D, ——(A"; Go) 197
F, Lfﬁ 4 Schiilerin S. Kerber, Saal

Wo sind sie zu Hause?

Neun Freunde wohnen in einem gleichen Wohnge-
biet. Findet heraus, wo jeder wohnt und beriicksich-
tigt dabei, daB die StraBen von West nach Ost und
die Avenuen von Nord nach Siid verlaufen!

._J[_
w

w W &
e m BA

Jacob wohnt westlich von Martin, der in der glei-
chen Strafie wie Quentin wohnt. Dieser wohnt west-
lich von Romuald, der siidlich von Guillaume lebt.
Quentin hat seine Wohnung siidlich von Gilles, der
in der gleichen Avenue zu Hause ist wie Martin, der

ndrdlich von Renaud lebt. Jacob wohnt in der glei-
chen Avenue wie Renaud, der in der gleichen
StraBe wie Malcolm zu Hause ist. Dieser lebt in
einer anderen StraBe und in einer anderen Avenue
wie Clément. Gilles ist westlich von Clément zu
Hause, der in der gleichen Avenue wie Guillaume
wohnt; dieser hat seine Wohnung in der gleichen

Strafle wie Jacob. aus: Logigram, Paris

Etwas komplizierte Angelegenheit!

Der kleine Steffen fragt seinen Vater: ,Vati! — Ist
morgen auch heute?“ Der Vater erwidert: ,Frei-
lich. — PaB mal auf. Das ist so: Heute ist heute
heute. Heute wird aber morgen gestern sein, so wie
heute gestern morgen war. Und so war gestern auch

heute, deshalb wird morgen auch heute sein.*
mitgeteilt von A. Kiorner, Leipzig

alpha-heiter - Preisaufgabe
Verschliisselte Geburtsdaten

In der Buchhaltung eines Betriebes arbeiten Rainer,
Miriam und Marina. Zu Rainers Geburtstag sagte
Miriam: ,Nun bin ich wieder fiir viele Wochen,
niamlich bis zu meinem Geburtstag, um so viele
Jahre jiinger als Rainer wie ich dlter bin als Ma-
rina.“ Dabei zdhlte sie jedes Lebensalter nach vol-
len Lebensjahren. Und Miriam bemerkte: ,Gibt
man unsere Geburtsdaten (Tag, Monat, Jahr), wie
es in unserer Branche {iblich ist, mit sechs aufein-
anderfolgenden Ziffern an, so kann jeder seinen
Vornamen als seine verschliisselten Geburtsdaten
auffassen, wobei einheitlich fiir uns drei gleiche Zif-

‘fern durch gleiche Buchstaben und verschiedene

Ziffern durch verschiedene Buchstaben ersetzt
sind.“ Wann wurden Rainer, Miriam und Marina
geboren?
Hinweis: Werden Datumsangaben aus unserem
Jahrhundert durch sechs aufeinanderfolgende Zif-
fern angegeben, so legen je zwei Ziffern Tag, Monat
und Jahr fest. So wird z. B. der 3. 7. 1924 durch die
Ziffernfolge 030724 angegeben.

W. Trager, Dobein
Schreibt eure Losung bitte nach folgendem Schema
auf eine Postkarte und sendet sie an die Redaktion
alpha!
Verschliisselte Geburtsdaten
RAINER:
MIRIAM:
MARINA:
Den Absender nicht vergessen!
EinsendeschluB: 31. 8. 1988

Unter den richtigen Einsendungen werden drei Ge-

winner ausgelost. IThre Namen werden im Heft 6/88

verOffentlicht.

Zu gewinnen sind: Logikspiele des VEB Kamenzer

Spielwaren und des VEB Plasticart sowie ein Auto-

gramm unseres zweifachen Olympiasiegers Frank- .
Peter Roetsch.
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XXVIII. Olympiade
Junger Mathematiker

der DDR

Aufgaben der Schulolympiade

Abgabe beim Mathematiklehrer: Ende September 1988

Achtung: Bis auf solche Fakten, die aus
dem Schulunterricht oder den Arbeitsge-
meinschaften bekannt sind, miissen alle
verwendeten Aussagen prizise formuliert
und bewiesen werden. Der Losungsweg
(einschlieBlich Nebenrechnungen, Kon-
struktionen, Hilfslinien) muB8 deutlich er-
kennbar sein. Die Gedankenginge und
Schliisse sind in logisch und grammatisch
einwandfreien Sitzen darzulegen.

Die Losungen werden im Oktober 1988 in
der Trommel und der Jungen Welt veroffent-
licht.

Hinweis: Unter den Aufgaben der 1. Stufe
befinden sich auch solche (in der Regel ist
es die 4. Aufgabe), die aus mehreren Teil-
aufgaben von steigendem Schwierigkeits-
grad bestehen. Dabei ist Teil a) meist recht
einfach zu l6sen und gibt in der Regel
Hilfe fiir die Losung der anderen Teilauf-
gaben. Die Losung der letzten Teilaufgabe
stellt bewuBt hohe Anforderungen. Diese
Teilaufgabe ist vorwiegend fiir die lei-
stungsstirkeren Schiiler gedacht.

Es wird empfohlen, iiber diese anspruchs-
vollen Aufgaben in Klassen und Arbeitsge-
meinschaften zu diskutieren. ,
Anmerkung: 4 ABC bezeichnet im folgen-
den die GroBe des Winkels x ABC. Ferner
bezeichnet AB die Strecke mit den End-
punkten 4 und B, wihrend 4B die Linge
der Strecke AB bedeutet.

Olympiadeklasse 5

280511 In jedes der acht freien Felder
der Figur ist genau eine natiirliche Zahl so
einzutragen, daB die Summe der drei in je-
der waagerechten und jeder senkrechten
Reihe stehenden Zahlen jeweils 39 be-
tragt. ..

Finde eine derartige Eintragung, bei der
neun Zahlen vorkommen, von denen keine
zwei einander gleich sind!

280512 Aus den Ziffern 1, 2 und 3 sollen
dreistellige Zahlen gebildet werden.

a) Jede dieser drei gegebenen Ziffern soll
in jeder der zu bildenden Zahlen genau
einmal vorkommen.

Schreibe alle dreistelligen Zahlen auf, die
sich auf diese Art und Weise bilden las-
sen!
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b) In weiteren dreistelligen Zahlen aus den
drei gegebenen Ziffern diirfen Ziffern auch
mehr als einmal auftreten; dafiir brauchen
sie nicht alle vorzukommen.

Schreibe alle diejenigen dreistelligen Zah-
len auf, die nun zusitzlich zu den in a)
aufgezihlten Zahlen noch gebildet werden
konnen!

280513 Vier gleich groBe Kisten mit glei-
chem Inhalt haben zusammen eine Masse
von 132 kg.

Welche Masse hat dann der Inhalt einer
Kiste, wenn die Masse aller vier leeren Ki-
sten zusammen 12 kg betrigt?

280514 a) Zeichne in ein Koordinatensy-
stem die Punkte A(1;9), B(4;6) und
C(6; 10)!

Verbinde je zwei dieser drei Punkte durch
eine Strecke! Wieviel Verbindungsstrecken
sind das insgesamt?

b) Zeichne zwei weitere Punkte D und E;
wihle sie so, daB jede Verbindungsstrecke
von zwei der funf Punkte 4, B, C, D, E kei-
nen weiteren der finf Punkte enthilt! Ver-
binde je zwei der funf Punkte durch eine
Strecke!

Wieviel Verbindungsstrecken sind ‘das ins-
gesamt?

¢) Man kann die in b) gesuchte Anzahl von
Verbindungsstrecken auch durch eine
Uberlegung ermitteln, ohne die Punkte
und die Strecken zu zeichnen.

Beschreibe eine solche Uberlegung!

d) Ermittle auf die in c) beschriebene
Weise die Anzahl aller Verbindungsstrek-
ken zwischen je zwei von zehn Punkten,
fir die dasselbe wie in b) gilt!

Olympiadeklasse 6

280611 Bello kann nur dann zum Kno-
chen gelangen, wenn er einen Weg wihlt,
bei dem das Produkt der dabei liberquerten
Zahlen 2431 betrégt.

Welchen Weg muf er wiihlen?

280612 Ein groBer Quader wurde in
kleine, untereinander gleich groBe Wiirfel
zerlegt. Wie im Bild ersichtlich, wurden
dann einige kleine Wiirfel herausgenom-
men. Von denjenigen kleinen Wiirfeln, die
im Bild nicht zu sehen sind, wurde aber .
keiner weggenommen. Wie viele der klei-
nen Wiirfel enthilt dann der 'im Bild ge-
zeigte Restkdrper insgesamt noch?
Beschreibe, wie du die gesuchte Anzahl ge-
funden hast! ’

280613 Mario, Petra, Rigo und Tanja un-

terhalten sich dariiber, welche Plitze sie

bei der Schulolympiade wohl belegen wer-

den.

Dabei duBern sie folgende Meinungen:

(1) Tanja wird den ersten Platz erreichen
und Petra den zweiten.

(2) Tanja wird Zweite werden und Rigo
Dritter.

(3) Mario wird den zweiten Platz und Rigo
den vierten belegen.

(4) Keine zwei Schiiler werden auf den
gleichen Platz kommen.

Nach AbschluB der Schulolympiade stellt

sich heraus, daB die Aussage (4) wahr ist

und daB in den Meinungen (1), (2) und (3)

jeweils genau eine der beiden Aussagen

wahr und die andere falsch ist.

Gib an, welcher Schiiler hiernach welchen

Platz bei der Schulolympiade belegt!

Zeige, daB die von dir genannte Platzver-

teilung die Bedingungen der Aufgabe er-

fallt!

280614 Die Treppe im Bild besteht aus
vier Stufen. Um diese vierstufige Treppe
hinaufzugehen, darf man jeweils mit einem
Schritt entweder genau eine oder genau
zwei Stufen nach oben steigen. (Eine hier-
nach moégliche Schrittfolge lautet z. B. 1, 3,

4) 4

a) Gib fir diese Treppe alle mdoglichen
Schrittfolgen an!

Wieviel sind es insgesamt?

b) Gib fir eine dreistufige Treppe alle
moglichen Schrittfolgen an, ebenso fiir
eine zweistufige Treppe und fiir eine ein-
stufige Treppe!

¢) Jemand behauptet: ,Man kann die An-
zahl aller moglichen Schrittfolgen fiir eine
vierstufige Treppe durch eine einfache
Rechnung finden, wenn man die Anzahl



aller moglichen Schrittfolgen fiir eine drei-

stufige Treppe und die Anzahl aller mégli-

chen Schrittfolgen fiir eine zweistufige

Treppe kennt.“

Gib eine solche einfache Rechnung an!

Schreibe sie in Form einer Gleichung!

d) Schreibe entsprechend eine Gleichung,

mit der sich die Anzahl aller méglichen

Schrittfolgen flir eine dreistufige Treppe

aus den entsprechenden Anzahlen flr eine

zweistufige und fiir eine einstufige berech-
" nen laBt!

e) Wie kommt es, daB die in c) und d) ge-

fundenen Beziehungen gelten?

f) Gib die Anzahl aller méglichen Schritt-

folgen fir eine fiinfstufipe und flir eine

sechsstufige Treppe an!

Olympiadeklasse 7

280711 Ein Spiel fir zwei Mitspieler hat
folgende Regel: Einer der beiden nennt
eine beliebige einstellige Zahl. Der andere
nennt eine gréBere natiirliche Zahl, die je-
doch hochstens um 10 groBer sein darf als
die vorhergenannte. So wechselt man ab.
Gewonnen hat derjenige, der unter Beach-
tung der Spielregeln die Zahl 100 nennen
kann.

a) Gibt es fiir den beginnenden Spieler
eine Moglichkeit, das Spiel in jedem Fall
zu gewinnen?

b) Gibt es aber auch einen Spielbeginn, der
anschlieBend dem zweiten Spieler eine
Moglichkeit gibt, das Spiel in jedem Fall
zu gewinnen?

280712 Ausden Ziffern 1,3,4,5,7und 9
sollen sechsstellige natiirliche Zahlen ge-
bildet werden, in denen jede dieser Ziffern
genau einmal vorkommt.

a) Ermittle die Anzahl aller verschiedenen
Zahlen, die auf diese Weise gebildet wer-
den kOnnen!

b) Untersuche, welche von den auf diese
Weise gebildeten Zahlen durch 18 teilbar
sind!

280713 a) Zeichne ein Parallelogramm
ABCD, in demn der Winkel x DAB ein spit-
zer Winkel ist! Konstruiere das Lot von D
auf die Gerade durch 4 und B; den FuB3-
punkt dieses Lotes bezeichne mit E! Kon-
struiere das Lot von B auf die Gerade
durch C und D; den FuBpunkt dieses Lo-
tes bezeichne mit F!

b) Beweise, da8 in jedem solchen Parallelo-
gramm ABCD fiir die so konstruierten
Punkte E, F

AAED = ACFB gilt!

280714 Im Mathematikunterricht stellt
- der Lehrer die Aufgabe, die Seitenldngen
eines gleichschenkligen Dreiecks ABC mit
AC = BC zu ermitteln, wenn vorausgesetzt
ist, daB eine der Seitenhalbierenden dieses
Dreiecks den Dreiecksumfang derart teilt,
daB der eine Teil 12 cm und der andere
9 cm betrigt.
Dazu duBern sich einzelne Schiiler folgen-
dermaBen:
Achim: ,Die Aufgabe hat keine Losung;
denn die Seitenhalbierende eines gleich-
schenkligen Dreiecks ist Symmetrieachse

und kann somit den Umfang nur in zwei
gleich groBe Teile zerlegen.“

Birgit: ,Es gibt bis auf Kongruenz genau
ein Dreieck, das die Forderungen der Auf-
gabenstellung erfuillt.«

Claudia: ,Die Aufgabe hat bis auf Kongru-
enz genau zwei (zueinander nicht kongru-
ente) Losungen.“

Dorit: ,Da man in ein Dreieck drei Seiten-
halbierende einzeichnen kann, hat die
Aufgabe mindestens drei zueinander nicht
kongruente Losungen.”

Untersuche, wer von den vier Schiilem
recht hat, und begriinde deine Feststellun-
gen!

Olympiadeklasse 8

280811 In einem Kasten befinden sich
500 Kugellagerkugeln, die sich #uBerlich
nicht voneinander unterscheiden; 499 Ku-
geln haben wuntereinander die gleiche
GroBe und das gleiche Gewicht, eine ein-
zige Kugel hat zwar die gleiche Groe wie
jede der anderen Kugeln, ist aber leichter
als sie. Es soll nun — mit Hilfe-einer Bal-
kenwaage, nur durch wiederholte Feststel-
lung, ob Gleichgewicht zwischen zwei
gleich groBen Anzahlen dieser Kugeln be-
steht oder nicht - die leichtere Kugel er-
mittelt werden.

Zeige, daB sechs Wigungen hierfiir in je-
dem Fall ausreichen, d.h.: Wie auch die
Ergebnisse einer 1., 2., ..., 5. Wigung aus-
fallen mogen, stets soll man die nichste
Wigung so durchfihren konnen, daB nach
der 6. Wigung die leichtere Kugel eindeu-
tig ermittelt ist.

280812 Es sei M der Umkreismittelpunkt
eines spitzwinkligen Dreiecks ABC. Die
GroBe des Winkels 5 BAM betrage 40° und
die des Winkels 5 BCM sei 30°.
Ermittle aus diesen Angaben die GroBe o,
B, v der drei Innenwinkel des Dreiecks
ABC!

280813 Beweise die folgende Aussage!
Fir je funf unmittelbar aufeinanderfol-
gende natiirliche Zahlen gilt: Unter diesen
fiinf Zahlen gibt es stets genau eine, die
durch § teilbar ist.

280814 Es sei ABC ein gleichseitiges
Dreieck. Ferner sei P ein beliebiger im In-
nern dieses Dreiecks gelegener Punkt.

a) Konstruiere ein derartiges Dreieck!

b) MiB die Linge der von P auf die Seiten
gefillten Lote, und vergleiche die Summe
dieser Lingen mit der Linge einer Héhe
dieses Dreiecks! Was vermutest du?

¢) Beweise deine Vermutung!

Hinweis: Es ist zweckmiBig, den Flichen-
inhalt geeigneter Teildreiecke zu betrach-
ten.

Olympiadeklasse 9

280911 In ein Quadrat mit 4 X 4 Feldern
sollen die Zahlen von 1 bis 16 so eingetra-
gen werden, daB jede der Zahlen genau
einmal auftritt und daB sich bei der Addi-
tion der Zahlen in jeder der vier Zeilen, der
vier Spalten und der beiden Diagonalen je-
weils dieselbe Summe ergibt.

Versuchen Sie, eine solche Eintragung zu
finden!

280912 Gibt es eine rationale Zahl, aus
der man nach dem Bilden des Reziproken
und anschlieBendem Verdoppeln wieder
die urspriingliche rationale Zahl erhilt?

280913 Beweisen Sie, daB in jedem
Rechteck ABCD mit 4B > BC die Mittel-
senkrechte auf der Diagonalen AC die
Seite AB zwischen 4 und B schneidet!

280914 Drei Werkstiicke W,, W,, W,
durchlaufen eine TaktstraBe mit vier Bear-
beitungsmaschinen M,, M,, M, M,. Da-
bei muB jedes Werkstiick die Maschinen in
der Reihenfolge M,, M,, M;, M, durchlau-
fen, und an jeder Maschine soll die Rei-
henfolge der drei Werkstiicke dieselbe
sein.

Die Bearbeitungszeiten der Werkstiicke
auf den einzelnen Maschinen sind (in
Stunden) in der folgenden Tabelle angege-

ben: [M1|M2|M3’M4

W, 4 1 2 1,5
W, 2 2,5 1 0,5
W, 2 3,5 1 1

Es konnen niemals zwei Werkstiicke

gleichzeitig auf derselben Maschine bear-
beitet werden. Die Zeiten zum Wechseln
der Werkstiicke an den Maschinen seien so
klein, daB sie vernachlissigt werden kon-
nen.

Geben Sie eine Reihenfolge der drei Werk-
stiicke fir das Durchlaufen der Taktstrae
so an, daB die Gesamtzeit (das ist die Zeit
vom Eintritt des zuerst eingegebenen
Werkstiicks in die Maschine M, bis zum
Austritt des zuletzt bearbeiteten Werk-
stiicks aus der Maschine M,) so klein wie
moglich ist!

Zeigen Sie, daB die von Ihnen angegebene
Reihenfolge mit ihrer Gesamizeit die jeder
anderen Reihenfolge unterbietet!

Olympiadeklasse 10

281011 a) Bernd horte, daB der Mathe-
matiker Leonhard Euler (1707 bis 1783)
nachwies: Fiir jede ganze Zahl x mit

—40 < x < 41 ist die Zahl x2 — x + 41

eine Primzahl. Bernd wollte dies fir min-
destens zehn dieser Zahlen nachrechnen.
Rechnen Sie dies ebenfalls fiir mindestens
zehn dieser Zahlen nach!

b) Untersuchen Sie, ob sogar fir jedes
ganzzahlige x die Zahl

x?— x + 41 eine Primzahl ist!

281012 Antje will alle diejenigen vierstel-

ligen natiirlichen Zahlen z ermitteln, die

den folgenden Bedingungen (1), (2), (3) ge-

niigen:

(1) die erste und die zweite Ziffer von z
sind einander gleich.

(2) Die dritte und die vierte Ziffer von z
sind einander gleich.

(3) Die Zahl z ist eine Quadratzahl.

Antje will diese Aufgabe 16sen, ohne eine

Zahlentafel, einen Taschenrechner oder

einen anderen Rechner zu benutzen. Wie

kann sie vorgehen?

Fortsetzung auf Seite 96
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Karl-WeierstraB-Institut und
Spezialschule ,,Heinrich Hertz*

Im Jahre 1986 beging die EOS Heinrich
Hertz (Spezialschule mathematisch-natur-
wissenschaftlich-technischer Richtung) in
Berlin ihren 25. Geburtstag. Bldttern wir
ein wenig in der Schulchronik: 1962 wur-
den die ersten mathematischen Spezial-
klassen gebildet. Seit 1963 findet der Hein-
rich-Hertz-Wettbewerb statt, ein Schiiler-
wettstreit, bei dem Einzel- und Kollektivar-
beiten angefertigt werden (Themen aus
verschiedenen Wissenschaftsgebieten, Lite-
raturarbeiten, Unterrichtsmittel, Auftrige
aus Betrieben). Bei den Internationalen Ma-
thematikolympiaden (IMO) erringen von
1964 bis 1985 insgesamt 14 Schiiler der H
zwei O erste bis dritte Preise. 1969 wird das
Pflichtfach WpA (wissenschaftlich-prakti-
sche Arbeit) in den Klassenstufen 11 und
12 eingefiihrt. Gegenwirtig sind es mehr
als 30 WpA-Gruppen (zu durchschnittlich
je zwei bis drei Schiilern), die in wochentli-
chem bzw. l4tigigem Rhythmus in ver-
schiedenen Institutionen und Betrieben
der Hauptstadt betreut werden.

Der Autor dieser Zeilen leitet seit 1971
WpA-Gruppen im Karl-Weierstraf3-Institut
fiir Mathematik der Akademie der Wissen-
schaften der DDR.

Es soll im folgenden iiber diese Arbeit be-
richtet werden.

Eine Gruppe von vier bis sechs Schiilern
kommt einmal pro Woche in das Institut.
Das Ziel des sich jeweils iiber ein Jahr er-
streckenden Unterrichts besteht darin,
grundlegende Kenntnisse auf solchen Ge-

Spezialschule Heinrich Hertz, Berlin
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bieten zu vermitteln, auf denen im Institut
eigene Forschungsarbeit geleistet wird
(z. B. Zahlentheorie, Algebra, Algebraische
Geometrie, Funktionentheorie). Besonde-
res Gewicht liegt dabei auf der Entwick-
lung und Forderung von schopferischen
Fihigkeiten. So tragen zunichst die Schii-
ler ihre Losungen der Aufgaben vor, die sie
in der jeweils vorangegangenen Woche er-
halien haben. In der Regel sind drei bis
vier Aufgaben zu bearbeiten (am SchiuB
sind einige davon aufgefiihrt), die jeder
Schiiler aus einer groBeren Anzahl selbst —
je nach Neigung und Interesse — wihlt. Ei-
nerseits macht es Freude eigene Ideen dar-
zustellen, andererseits iibt die Moglichkeit
der Diskussion des Vorgetragenen die kriti-
sche Auseinandersetzung mit der betref-
fenden Thematik. Dieser erste Teil bean-
sprucht etwa die Hilfte der auf drei
Stunden bemessenen Zeit (auBerdem wer-
den die schriftlich festzuhaltenden Losun-
gen vom Leiter korrigiert). Hiernach
schlieBt sich in der verbleibenden Zeit die
Fortfiihrung des Arbeitsthemas durch
einen Vortrag des Leiters an. Gegen Ende
des WpA-Jahres erhilt jeder Schiiler ein
Thema, iiber das eine Arbeit unter Heran-
ziehung wissenschaftlicher Originalarbei-
ten (darunter auch in russischer oder engli-
scher Sprache) anzufertigen ist. Bei der
Auswahl der Themen finden vor allem sol-
che Beriicksichtigung, die Ansatzpunkte
fiir eigenes Forschen bieten. Den AbschluB
bildet die Verteidigung der Ergebnisse

durch Vortrige der einzelnen Schiiler. An
dieser Veranstaltung nehmen insbesondere
auch Fachlehrer der Heinrich-Hertz-Ober-
schule und ehemalige WpA-Schiiler teil.

Zur weiteren Intensivierung der Zusam-
menarbeit zwischen dem Institut und der
Spezialschule ist 1986 ein Arbeitsplan fiir
den Zeitraum bis 1990 vereinbart worden.
So wird vom Institut ein Spezialunterricht
in Mathematik durchgefiihrt, der im Rah-
men des wahlweise obligatorischen Unter-
richts stattfindet. Vortrage profilierter Wis-
senschaftler des Instituts sind als Beitrag
zur Lehrerweiterbildung vorgesehen. Au-
Berdem sollen Lehrer die Moglichkeit er-
halten, an Kolloquien, Seminaren und an-
deren Veranstaltungen (wie dem Tag

junger Wissenschaftler) teilzunehmen.
Durch das Institut werden Studienforde-
rungsvereinbarungen abgeschlossen

(Durchfiilhrung von Praktika, Betreuung
von Diplomarbeiten). SchlieBlich berichtet .
eine Ausstellung (im Institut und an der
Schule) in regelmidBigen Abstinden iiber
die Zusammenarbeit, Etgebnisse und Lei-
stungen der WpA-Gruppen.

Bei der Arbeit an dieser schonen und loh-
nenden Aufgabe konnte der Autor auch
manchen Entwicklungsweg tiber die Schul-
zeit hinaus verfolgen. In den letzten Jahren
gab es die ersten Promotionen ehemaliger
Schiiler. Einige haben inzwischen ihre Ti-
tigkeit am Karl-Weierstra8-Institut aufge-
nommen.

Zum AbschluB sollen einige Aufgaben an-
gefihrt werden, die den Schiilern meines
ersten WpA-Kurses zu Beginn gestellt wur-
den. -

Folgende Behauptungen sind zu beweisen:
Ala Fir alle reellen Zahlen x +0 gilt

x2+1+%g3.
x

A2A Ausg ta,+..+a,=1folgt
al+al+... +d} ;%ﬂir beliebige
reelle Zahlen g; (i=1, 2, ..., n).

aYa Fiir jede Primzahl p 2 5 1dBt p? bei
Division durch 24 den Rest 1.

A 4a Fir jede natiirliche Zahl n kénnen

" 2ln+4
Zihler und Nenper des Bruches Tan+3
nicht gekiirzt werden.

A5a Die Summe von 2n+ 1 aufeinan-
derfolgenden natiirlichen Zahlen ist durch
2n+1 teilbar (flir jede natiirliche
Zahl n).

A6a Unter n+1 beliebig gewihlten
Zahlen aus der Menge {1,2, ...,2n — 1, 2n}
gibt es stets mindestens zwei, von denen
eine ein Teiler der anderen ist (fiir jede na-
tirliche Zahl n).

R. Bolling



Losungen

Lésungen zu:
7. Adam-Ries-Wettbewerb
Heft 2/88

Ala a)Wegen 3,15-2,25=0,90 und
0,90 dt = 90 kg sammelte die Klasse 5b ge-
nau 90 kg Altstoff mehr als die Klasse 5a,
wofiir sie 2250 Pfennige erhielt.

Wegen 2250:90 = 25. kostete daher 1kg
dieses Altstoffes 25 Pfennige. Wegen
225-25=5625 erhielt die Klasse 5a fir
2,25 dt dieses Altstoffes daher M 56,25.
b) Wir nehmen an, daB Klasse 3 genau
x kg Altpapier gesammelt hat. Nach Aufga-

Es gibt genau 8 zweistellige Zahlen z =ab
mit den Ziffern ¢ und b, die die Bedin-
gung (3) erfiillen (vgl. Tabelle). ;
Unter den zugehdrigen Zahlen der Gestalt
3-ba (das ist das Dreifache der Zahl, die
aus z durch Vertauschen der Ziffern ent-
steht) gibt es nur 3 Zahlen, die die Bedin-
gung (2) erfiillen, nimlich 105, 138 und
171.

Also konnen nur die Zahlen 53, 64 und 75
die Bedingungen (2) und (3) erfullen.
Betrachtet man deren Ziffernsumme a + b,
dann erkennt man, daB nur die Zahlen 53
und 75 auch die Bedingung (1) und damit
alle Bedingungen erfiillen kdnnen.

Die fiir diese Zahlen bereits durchgefiihr-
ten Rechnungen zeigen, daB sie die Bedin-
gungen (1), (2) und (3) tatsdchlich erfiillen.
Folglich sind die Zahlen 53 und 75 die ein-
zigen Losungen unserer Aufgabe.

A3a a) Wir stellen fest, welche Arten
von Quadraten mit unterschiedlichen Sei-
tenlingen in der betreffenden Figur vor-
kommen, ermitteln dann jeweils deren An-
zahl und erhalten die gesuchte Gesamtzahl
als Summe dieser Anzahlen.

Folglich findet man in der Figur a2 genau
14, in der Figur a3 genau 30 Quadrate.

b) Um die gesuchte Gesamtanzahl von
Dreiecken zu erhalten, stellen wir zunichst
fest, welche Arten von Dreiecken vorkom-
men (siche Spalteneinginge der Tabelle).
Dann bestimmen wir jeweils deren Anzahl
und bestimmen die Summe dieser Anzah-
len.

Da Figur b2 aus 4 Figuren b1 zusammen-
gesetzt ist, enthilt sie auch jeweils die vier-
fache Anzahl von Dreiecken der Gestalt d 1
bzw. d2 wie Figur b1.

Figur b1 enthilt jeweils genau 4 Dreiecke
der Art d1 und d2. Analog findet man in
Figur b2 jeweils 4 Dreiecke der Art d3 und
d4. In Figur b2 gibt es allerdings noch vier
weitere Dreiecke der Art d3 (eines davon
wurde in Figur b2 grau markiert)! Also fin-
det man in Figur b2 insgesamt 44 Drei-
ecke.

Bei analogem Vorgehen (vgl. Tabelle) fin-
det man in Figur b3 insgesamt 124 Drei-
ecke.

Losungen zu: Geschwindigkeiten
in Natur und Technik
Heft 3/88

A 1la Das Umrechnungsverhiltnis fiir

NPT km ., m .
Geschwindigkeiten von — in 5 ist;

. . h
benstellung gilt dann: zu Figur a2 km 1000 m 10 m
—_— = —=——bzw
Sammelergebnis in kg Seitenlinge Anzahl nl: 3 61221 s 36 s
des Quadrats der Quadrate —=36—.
Klasse 3 x+ 60 h
Klasse 4 x+ 80 140 3 1 Der Hase hat demnach eine Geschwindig-
Klasse 5 1"+("+3°)=2"‘+ 80 200 2 4 keit von 11,11...-2 . Er kann in 10s eine
- 1 9 S
Klasse 6 7 2 x+80)= x+ 40 100 Strecke von rund 111 m zuriicklegen.
Gesamtanzahl 14 A2a
zZusammen 5-x+200 500 km
zu Figur a3 Tier o Uit Us
Da die vier Klassen zusammen 500 kg Alt- Gepard 101 28
papier sammelten, muB 5:x + 200 = 509 Seitenlinge Anzahl Antilope 97 2,7
gelten. Hieraus folgt x=60 (weil deés Quadrats der Quadrate Schildkrote 0,18 0,005
5-60+200=1500). Wegen 2:60+ 80 Schnecke 5.76-10~* 0.00016
=200 folgt hieraus, daB Klasse 5a genau 4 1 Mensch 36, 1’
200 kg Altpapier, d.h. 2dt ‘Altpapier ge- 3 4
sammelt hat. 2 9 Ala
(Berechnet man noch die Sammelergeb- 1 16 Tier km 0D
nisse der anderen Klassen, dann kann man h o
der so erginzten Tabelle entnehmen, daB Gesamtanzahl 30 Schwertfisch 133 18,5
diese Losung tatsdchlich alle im Text ge- Thunfisch 101 14
nannten Bedingungen erfiillt.) Wenn ein Quadrat die Seitenlinge n hat, Delphin 90 12,5
L, . . dann findet man in ihm Lederschildkréte 35 4,85
A2 A Hinweis: Bei derartigen Aufgaben AT ) .. . ’
ist es oft giinstig, zunichst die Bedingung *+2°+32+ 42+ .. + n?) Quadrate. Fr.elstllschmmmer 7.2 1
herauszufinden, die die kleinste Erfiil- -
lungsmenge besitzt; bei unserer Aufgabe Arfen von dy d d; ds ds dg
ist dies die Bedingung (3). Aus dieser Er- \\\ Dreiecken z )
fillungsmenge eliminiert man dann dieje- e /\ Gesarnt -
nigen Elemente, die eine der restlichen Be- | Figur ™ PaN B /\ anzahl
dingungen nicht erfiillen. = -
— — _ [+}
z=ab ba 3-ba a+tb b,E 4 ¢ ° 0 ° 8
20 2 6 bels | 44 4+4 4 (o] (o]
31 13 39
42 24 72 b, =16 =16| = 8 =4 - = 0 44
53 35 105 8
64 46 138 10 9.4 . A= 4- 4+
75 57 171 12 94 | 488 ¢ * ¢
86 68 204 -36 | =36 -24 - 46 - -4 124
97 79 237 b 3 z L 8
2
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ada uls=930%

. km Uit Ugs
Tier h
Mauersegler 288 0,082
Schwalbe 216 0,061
Brieftaube 68 0,019
Buchfink 194 0,055

Das Flugzeug erreicht eine Hochstge-

schwindigkeit von 3 528 %

AS5A Bei einer Geschwindigkeit von

a km

h .

ziiglich der Geschwindigkeit der Rocket-
100

ist die prozentuale Steigerung be-

Lokomotive x = 6 a

Versuchstriebwagen von 1903: 457%
Dampflok BR 05 436 %
SuperexpreBzug Japan . 354%
Superexprel Hochstgeschwindigkeit 457 %
SuperexpreB geplant 870%
TGV Hoéchstgeschwindigkeit 826 %

Die Geschwindigkeit der Dampflok BR 05
war um rund 336 % hoher als die der Rok-
ket.

A6a Der R801 hat eine Reisezeit von
3h und 46 min, d. h. 226 min. Seine Ge-
schwindigkeit ist demnach

742 km km
D—E'GOT, also v = 197T.
Entsprechend ist fir den R 815 die Reise-
strecke 617 km und die Reisezeit 2 h und
54 min, das sind 174 min.
Folglich ist v = 213 kT“’.
Die Fahrzeit der Rocket berechnet man

nach der Formel ¢t = % (s = Weg, v =Ge-
schwindigkeit).

.o 742
Damit wird ¢ = 26 16,13 h.

Die Lokomotive Rocket wiirde als 16 h und
8 min bendtigen.

AT A

i _182 L km g km
Lipsia: Y= 136 '60 h v=_80 B
Selketal-  _ 17,5 60 km ., km
bahn: 75 h h

Der Stidteexpre8 fahrt 5,7 (also rund 6)
mal schneller als die Selketalbahn.

Losungen zu: Vier historische
Mathematikaufgaben
Heft 3/88

Die Anzabhl aller Primzahlen

Mit P=2-3-5-7-11-13- ... p hiitten alle
natiirlichen Zahlen (auBer 1) einen ge-
meinsamen Teiler groBer als 1. Somit auch
P + 1. Andererseits ist (P, P+ 1) = 1.

(Aus d|P, d|P+1 folgt
d|{(P+1)-Pd.h. d|l,d=1)

Das Kistchenproblem

Nach Offnen eines Schubfaches, welches
eine Goldmiinze enthilt, hat man folgende
drei gleichwahrscheinliche (gleichberech-
tigte) Fille:

(1) Man hat das erste Schubfach im ersten
Kistchen gedffnet.
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(2) Man hat das zweite Schubfach im er-
sten Kistchen gedffnet.

(3) Man hat das Fach mit der Goldmiinze
im dritten Kistchen gedffnet.

Nur in einem dieser drei Fille (nimlich im
Fall (3)) ist im zweiten Schubfach des
Kistchens eine Silbermiinze, also die
Wahrscheinlichkeit, daB sich im anderen
Fach des ausgewihlten Kistchens eine Sil-
bermiinze befindet, gleich %
Der Streckeniibertrager

Es sei A ein beliebiger Punkt der gegebe-
nen Geraden, dann tragen wir von A aus
auf dieser Geraden nach beiden Seiten hin
zwei gleiche Strecken 4B und AC ab
(siehe Bild) und bestimmen dann auf zwei
beliebigen anderen durch 4 gehenden Ge-

F

B - A C

raden die Punkte E und D, so daB auch die
Strecken AD und AE den Strecken AB
und AC gleich werden. Die Geraden BD
und CE mogen sich in F, die Geraden BE
und CD in H schneiden; dann ist FH die
gesuchte Senkrechte. In der Tat: die Win-
kel x BDC und X BEC sind als Winkel im
Halbkreis iiber BC Rechte, und daher steht
nach dem Satze vom Hohenschnittpunkt
eines Dreiecks (die drei H6hen eines Drei-
ecks schneiden sich in einem Punkt!), auf
das Dreieck BCF angewandt, auch FH auf
BC senkrecht.

Die Russellsche Antinomie

Die meisten Mengen enthalten sich nicht
selbst als Element. (Beispiel: Die Menge N
der natiirlichen Zahlen. Elemente von N
sind die natiirlichen Zahlen. N ist, da es
keine natiirliche Zahl ist, nicht als Element
in N enthalten.)

Es sei M die Menge aller dieser Mengen,
die sich selbst nicht als Element enthalten.
Entweder enthilt M sich selbst als Element
oder nicht. Enthélt M sich selbst als Ele-
ment (M € M), so kann M nicht zu M ge-
horen (nach Definition von M), d.h.

. M ¢ M. Enthilt M sich nicht selbst als Ele-

ment, dann gehort M aber zu-M (nach De-
finition von M). Somit M € M genau dann,
wenn M ¢ M. Das ist ein Widerspruch!

Losungen zu: Eine Aufgabe —
verschiedene Losungen
Heft 3/88

Ala 1%endet auf 1; 2% endet auf4; 3%en-
det auf 9; 45 endet auf 6; 56 endet auf 5; 65
endet auf 6, also endet die angegebene
Summe wegen
1+4+9+6+5+6=31aufl.

A2A Fir nz2 gilt 22"=24.27-2
=16*""". Da jede Potenz von 16 mit 6 en-

det, ist die letzte Ziffer von 22" im Falle
n = 2 stets die 6 und die von 2*"+ 1 dem-
zufolge die 7.

A3 a Die Zahl z ist das Produkt von acht
Faktoren. Jeder dieser Faktoren ist eine
Zahl der Form 100a + 76, wobei a eine na-
tiirliche Zahl ist. Wegen

(100a + 76) (1005 + 76)

=100 (100ab + 76a + 76b + 57) + 76

ist das Produkt je zweier Zahlen dieser
Form wieder eine Zahl dieser Form. Daher
gilt dasselbe fiir z, d. h., z endet auf 76.

L6sungen zu: Bemerkungen zu dem
Artikel ,,Ein Brief G. Gentzens

an seinen GroBvater*

Heft 3/88

Ala a) Konstruktion eines solchen In-
dreiecks

Gegeben denken wir uns das Dreieck
AABC mit den im mathematisch positivg
Umlaufsinn orientierten Seiten a =BC,
b=CA, c = AB sowie im Sinne der vorgege-
benen Orientierung ein gleichseitiges Drei-
eck AADBOCQ.

Lege durch 4,, By bzw. C, solche gleich-
orientierten Parallelen zu @, b und c, daB
diese ein zu AABC ihnliches und gleich-
orientiertes Umdreieck AABC zu
AAgB,C, bilden. Eine anschlieBende Ahn-
lichkeitstransformation fihrt A4BC in
AABC iiber undAA4yB,C, in ein Indreieck
AA’'B'C’ der gesuchten Art.

b) Eindeutigkeit des gleichseitigen Indrei-
ecks

Gibe es zwei Losungen der gestellten Auf-
gabe, also zwei gleichseitige Indreiecke
vorgegebener Orientierung, so miiBten de-
ren Seiten a’, b’, ¢’ bzw. a”, b"”, ¢” paar-
weise parallel und gleichorientiert sein. Da
beide Indreiecke aber verschieden sind,
miissen die Seitenlingen eines dieser Sei-
tenpaare verschieden sein, z.B. a” <a’.
Das hat gemiB Bild 1 notwendig ¢” > ¢’
zur Folge. Das widerspricht aber der gefor-
derten  Gleichheit a’'=b'=c¢’ und
a”=b"=c". Somit kann es nicht zwei
verschiedene gleichseitige Indreiecke ge-
ben.

A
Bild 1

a

8

A2 A Wirdenken uns das Dreieck AABC
mit den Innenwinkeln a, § und p gegeben.
Nun zeichnen wir irgendein gleichseitiges.
Dreieck AA4yByC; und iiber seinen Seiten
als Sehhen Kreisbogen mit den Peripherie-.
winkeln &, § bzw. 7 (Bild 2). Dabei ist
x=180°—a, f=180°-p,

7=180°—y.

Nach dem Satz vom Peripberiewinkel



schneiden sich diese drei Kreisbdgen in
einem gemeinsamen Punkt O, da
@+ f +7 =360° betrigt. Lege weiterhin
durch A4y, By und C, die Senkrechten zu
den Strecken 04y, OB, und OC,. Diese bil-

den dann mit ihren Schnittpunkten 4, B, C
ein zu AABC ihnliches Dreieck A4 BC, da
seine Innenwinkel «, § und y sind. Eine
anschlieBende Ahnlichkeitstransformation
werde so ausgefiifirt, daB A in 4, B in B
und € in C iibergeht. Dabei wird O in den
gesuchten Punkt O iibergefiihrt und die

Strecken OAd,, OB, und OC, ergeben als
0 0 o °I8 » Heynrich startet 9 Tage vor Contz von Tre-

Bild die gesuchten Lote /,, /, und /.

” Bild 2

Losung zu: Visuelle Logik
Heft 3/88

Die Zeichen und Buchstaben sind die ver-
schliisselten Zahlen 1, 2, 3, 6 und 7. Glei-
che Zeichen und gleiche Buchstaben be-
deuten gleiche Zahlen.

Das Produkt der deckungsgleich waage-
recht und senkrecht sich gegeniiberliegen-
den Werte ergibt immer 42. Die gesuchte
Zahl ist also 42.

Losungen zu: Flichenberechnung
bel Dreiecken mit dem SR1

ala Esista=13, b=14und c=15.

_a*+bi-¢?
Aus cosy = 2ab
und 4 = %ab -siny folgt 4 = 84.

Ein Programmablaufplan ist

a i [ b b [ e b [ ] [2]
EJ&TEEHEE]*E]
A2a a[flb A c[E & [

[ b= [ s (7] o) () 3 @
b ] b M+ c
[+/=] [M+] [MR] 5] []]

Ala a[d [Hb [ ¢ [

07 oM] 2 [\l a b
BEEMIEIEEE

An den Stellen a, b, ... ist die jeweilige
Zahl in den SR 1 einzugeben. [F] be-
deutet arccos, damit wird gerade p ermit-
telt.

Ada 1320

2
ASa A="T,/3_.
Losung zu:

Eine historische Aufgabe

Son Heynrich legt am Tag 10 Meilen zu-
rick, Contz von Treber 13 Meilen. Son

ber. Er hat damit einen Vorsprung von
90 Meilen. Wir nehmen an, daB sich beide
n Tage nach dem Abmarsch von Contz
treffen. Dann haben Son Heynrich bzw.
Contz von Treber 10n bzw. 13n Meilen zu-
riickgelegt bzw.

90 + 10n =13n
oder 90 =13n
und n=130.

Beide treffen sich 30 Tage nach dem Ab-
marsch von Contz.

Losung zu:
Wo steckt der Fehler?
Heft 4/88

Die Antwort erfordert die Ldsung der Frage
fur welchen Wert a gilt:
a? + a = a*? Dividiere durch a.
Es folgt:
P _1y_s
a*—a lund(a 2) =%
also: .

a=75(1-%{3) d.n.

fir den Wert g = #

ist eine derartig absurde Rechnung tatsich-
lich méglich!
mitgeteilt von Ing. A. Korner, Leipzig

Losungen zur Sprachecke

Ala Esseien x und y ganze Zahlen und
s ist ihre Summe, d ihre Differenz und p
ihr Produkt. Es ist zu zeigen, daB das Pro-
dukt von s, d und p immer ein Vielfaches
von 6 ist.
Beachte: Das Produkt dreier aufeinander-
folgender Zahlen ist durch 6 teilbar.
Lisung:
s=xty,d=x—-y, p=xy;
sdp=(x + y)(x — y)xy
=(x*=yHxy
=[(*=-D+1-(2-1) -1
== Dx+ - -+ Dlxy
=y(x-Dx(x+D-@-1yp+1)

424 Dle Masse des Biffelturms betriigt
82001. Berechne das Volumen des Stahls,
den man zu seiner Konstruktion bendtigte!

Die Dichte von Stehl ist 7,8 %
; V=1050 m’.

Das Volumen des verwendeten Stahls be-
trigt 1050 m>.

Losung: V=—
e’

a3a In einem Haufen befinden sich
1001 Steine. Er wird beliebig in zwei Hau-
fen geteilt, die Anzah| der Steine in jedem

von ihnen wird gezihlt und das Produkt
der beiden Zahlen aufgeschrieben. Danach
wird mit einem der beiden Haufen (in dem
sich mehr als ein Stein befindet) die glei-
che Operation durchgefiihrt: Er wird in
zwei Haufen geteilt, und die Anzahl der
Steine in beiden neugebildeten Haufen
miteinander multipliziert wird aufgeschrie-
ben. Dann wird die Operation mit einem
der drei erhaltenen Haufen wiederholt
usw., bis jeder Haufen nur noch aus einem
Stein besteht. Wie lautet die Summe der
aufgeschriebenen Produkte? Warum?

Lésung: Wir stellen uns vor, daB am An-
fang alle Steine paarweise durch je eine
Schnur verbunden sind. Wenn wir einen
Haufen mit mehr als einem Stein in zwei
Haufen teilen, so zerschneiden wir jeweils”
alle Schniire, die die zwei neu gebildeten
Haufen verbinden. Ihre Anzahl ist gleich
dem Produkt der Steineanzahlen in jedem
der beiden betrachteten Haufen. Am Ende
unseres Prozesses sind alle Schniire zer-
schnitten. Wieviele waren es am Anfang?
Es waren

1000
Yon=1+2+3+...

a=1

=(1000-1001)- % = 500 500.

+ 1000

Man kann auch einen Induktionsbeweis
dieser Formel fiihren.

A 44 Die Zahl der Katzen in Randwick
ist ein Drittel einer Quadratzahl. Wenn ein
Drittel herumstreift, ist genau die dritte Po-
tenz immer zu Hause. Wieviel Katzen mufl
es mindestens geben?

Lisung: Bs sei x die Zahl der Katzen. Aus
dem Gedicht entnehmen wir:

x= %yl und %x =z%und %yz =2z,

y und z sind ganze Zahlen. Daraus folgt: y
ist teilbar durch 3 und 2 und folglich durch
6. Wir setzen y = 6w, wobei w eine ganze
Zahl ist, dann gilt 9w? =23, Die kleinste
Zahl, die diese Gleichung erfiillt, ist z =9
(mit w=9) und folglich ist y =54 und
x =972. Es muB mindestens 972 Katzen
geben.

Losungen zu: Mathematikolympiaden
in der VR Mogambique

Ala 2) Angenommen, es nahmen
x Schiiler an dem Schachturnier teil. Jeder
der x Schiiler spielte gegen (x — 1) Schii-
ler. Das wiirde x(x — 1) Spiele ergeben. Da
die Spiele 4 gegen B und B gegen A als
nur ein Spiel rechnen, gilt fiir die Anzahl
der Spiele

%-x‘(x— 1)=128,

X (x=-1)=5=817, nlso x =8.

An diesem Turnier nahmen 8 Schiiler
teil.

b) Die Uberlegungen zur Aufgabe 1a) fiih-
ren zu folgender Rechnung:

1

3 10-9=y,
45 Spiele ausgetragen werden.

also y=45. Es muBten

A24Aa Wegen (1) wohnt Angelo nicht in
Nampula. Wegen (3) wohnt Angelo nicht

alpha, Berlin 22 (1988) 4 - 95



in Lichinga. Folglich wohnt Angelo in In-
hambane. Wegen (2) wohnt Lucas nicht in
Nampula. Folglich wohnt Lucas in Li-
chinga. Somit wohnt Mario in Nampula.

A3a Das Lot von M auf AC habe den
FuBpunkt E; der Winkel MAE habe die
GroBe @, der Winkel EMA somit die GroBe

™

90-r

90° — @. Der Peripheriewinkel ABC ist so
groB wie der halbe Zentriwinkel EMA; er
hat somit ebenfalls die Gré8e 90° — @. Der

Winkel BCD hat deshalb die Grofie . Der -

Peripheriewinkel DAB steht mit dem Peri-
pheriewinkel BCD iiber der gleichen Sehne
BD. Deshalb hat er die GréBe @. Folglich
sind die Winkel 4 DAB und x4 MAC einan-
der kongruent. Fortsetzung in 5/88

Losungen zu:
In freien Stunden - alpha-heiter

Eine Gleichung, die den Kopfstand
vertrigt
Peter hat eine der folgenden fiinf Aufgaben
aufgeschrieben.
6+994+9-66 =699
9+66+6-99=669
6+99+6-99=699
9+66+9-66=669
8+96+8-88=2808

Fehler gesucht

Mathematische Faltarbeit

Es gibt 19 zuldssige Moglichkeiten des Zu-
sammenfaltens. Dabei befinden sich die
Quadrate mit den Nummem 1 bis 7 in
einer der 10 angegebenen Anordnungen.
Das Quadrat mit der Nummer 8 befindet
sich jeweils an einer der durch einen Stern
markierten Stellen:

4444444444
5115253533
652616*6**
1632331322
22*1**2¢*51
335351*26*
**6*62511S5
777 **6*"*6
7 77%77°*

7 7

96 - alpha, Berlin 22 (1988) 4

Zoo-Logisches
20+10= 30
X X X
10— 5= 5§
200 — 50 =150
Geburtsjahre

A, und G, findet man leicht mit Hiife der
Titelseite alpha bzw. der diesjihrigen
OJM.

Wo sind sie zu Hause?
Jacob Gilles Guillaume
Quentin Martin Clément
Renaud Malcolm Romuald

Fortsetzung von Seite 91

281013 Gegeben sei eine regelmiBige,
flinfseitige, gerade Pyramide P mit der Ho-
henlange 2 =10cm. Durch einen ebenen
Schnitt, der parallel zur Grundfliche ver-
lduft, soll von dieser Pyramide eine wie-
derum regelmiBige, flinfseitige und gerade
Pyramide P* abgetragen werden, deren Vo-
lumen V* ein Drittel des Volumen V der
urspriinglichen Pyramide P ist.

Wie groB ist die Hohenldnge h* dieser ab-
getrennten Pyramide P*?

Hinweis: Schitzen Sie vor der Berechnung
das zu erwartende Ergebnis! Wird es

a) zwischen 2 cm und 4 cm,

b) zwischen 4 cm und 6 cm,

c) zwischen 6 cm und 8 cm,

d) zwischen 8 cm und 9 cm liegen?

281014 Wenn Frank groBe natiirliche
Zahlen auf ihre Teilbarkeit durch 7 unter-
sucht, geht er folgendermaBen vor: Von
rechts beginnend teilt er die Zahl in Grup-
pen zu je drei Ziffern ein. (Damit auch die
links stehende Gruppe aus drei Ziffern be-
steht, wird sie notigenfalls durch Davorset-
zen von einer oder zwei Ziffern 0 er-
ginzt.)

In jeder Gruppe addiert Frank zur rechts
stehenden Ziffer das Dreifache der mittle-
ren und das Doppelte der linken Ziffer. So
erhilt er Gruppensummen; diese versieht er
(von rechts beginnend) abwechselnd mit
den Vorzeichen + und —. SchlieBlich ad-
diert er alle so abgewandelten Gruppensum-
men und erhilt damit eine Gesamtsumme.
Diese kann man leicht auf ihre Teilbarkeit
durch 7 iberpriifen.

1. Beispiel: Zu untersuchen-sei die Zahl
45893127, in Gruppen 045893 127.

Die Gruppe 127 hat die Gruppensumme
7+3:2+2-1=15,

die Gruppe 893 hat die Gruppensumme
3+3:9+2-8=46,

die Gruppe 045 hat die Gruppensumme
5+3:-4+2-0=17.

Als Gesamtsumme ergibt sich die Zahl
+15-46+17=-14;

diese ist durch 7 teilbar.

2. Beispiel: Zu der Zahl 45693127 findet
man entsprechend die Gesamtsumme

+15 — 42 + 17 = —10; diese ist nicht durch
7 teilbar.

Frank sagt nun, bei seinem Verfahren gelte
stets: Genau dann, wenn die Gesamt-
summe durch 7 teilbar ist, ist es auch die
urspriingliche Zahl.

Beweisen Sie diese Aussage!

Olympiadeklassen 11/12

281211 Ein Arbeitskollektiv will sich ge-
meinsam am Tele-Lotto 5 aus 35 beteili-
gen. Die Kollegen A4, B, C werden mit der
Auswahl der Zahlen auf den abzugebenden
Tipscheinen beauftragt. Bei ihrer Beratung,
welche Tips sie zusammenstellen wollen,
stellt jeder der drei Kollegen bestimmte
Forderungen. So verlangt A4, daB jeder Tip
drei Primzahlen enthilt, deren Summe 42
ist.

- B fordert, daB jeder Tip drei Zahlen ent-

hilt, deren Produkt das 33fache ihrer
Summe ist.

C erwartet, daB jeder Tip zwei Zahlen ent-
hilt, die keine Primzahlen sind.

Man ermittle alle diejenigen Tips, die die
Forderungen aller drei Kollegen erful-
len.

281212 Man untersuche, ob es recht-
winklige Dreiecke ABC mit dem rechten
Winkel bei C gibt, in denen die Seitenlidn-
gen

a=BC, b="CA, c=4B in dieser Reihen-
folge

a) eine geometrische Folge,

b) eine arithmetische Folge bilden.

Falls es solche Dreiecke gibt, ermittle man
jeweils in Abhdngigkeit von a alle diejeni-
gen Seitenlidngen b, ¢, fiir die die geforderte
Eigenschaft vorliegt.

281213 a) Man gebe zwei Quadrupel
(x, y, z, u) reeller Zahlen an, die das fol-
gende Gleichungssystem (1) bis (4) erfiil-
len.

b) Man emmittle ein Quadrupel (x, y, z, u)
ganzer Zahlen so, daB eine der Variablen
X, y, z, u den Wert 1988 besitzt und das
Gleichungssystem (1) bis (4) erfiillt wird.

1) Ix+ 9+ 8z+ 8u=1
) I9x+ 9y+24z+24u=9
3) 8x—13y+ 8z+ Tu=8
“) 8x—21y—10z+ 8u=8
281214 Im Uberseehafen Rostock wird

eine Stiickgutsendung erwartet. Uber sie ist

nur bekannt, daB die beiden folgenden Be-

dingungen (1), (2) eingehalten sind:

(1) Die Gesamtmasse aller Stiicke der Sen-
dung betrégt 10¢.

(2) Die Masse jedes einzelnen Stiicks ist
nicht groBer als 1t.

Zum Transport stehen Lastkraftwagen

(LKW) mit einer Tragfdhigkeit von je 3t

zur Verfiigung.

Man untersuche, ob fiir jede Stiickgutsen-

dung, die die Bedingungen (1), (2) einhilt,

eine einmalige Fahrt von

a) S LKW, b)4 LKW, c¢) 3 LKW

zum Abtransport der Sendung ausreicht.

Dabei sei angenommen, daB sich Stiickgii-

ter von insgesamt 3t jeweils auch auf

einem LKW unterbringen lassen.



Reizvolle
Schachknobelei

Der 5. alpha-Schachwettbewerb vermittelte
wiederum vielen Teilnehmern Freude und
Begeisterung an der unermeBlichen Schon-
heit des Schachs. Die Vermischung von
Elementen der Kunst, des Sports und des
Riitsels in den gesteliten Schachaufgaben
fasziniert. viele Leser immer wieder aufs
Neue. ,Diese Aufgaben haben mich sehr
angeregt, mich mit dem kéniglichen Spiel
mehr zu befassen“ (Luis Urbina, Leipzig),
»die Knobeleien waren in der Tat wieder
reizvoll“ (F.Fiedler, Miigeln), ,fiir jeden
etwas und somit eine echte Werbung fir
das Schachspiel“ (E.Bd4senberg, Toppeln)

und ,das Knobeln nach den richtigen Lo-.

sungen hat wieder viel SpaB gemacht“
(T. Mautsch, Duben).

Welche Faszination vom Schachspiel aus-
geht, zeigt auch das breite Altersspektrum
der Teilnehmer. Zu den jiingsten Teilneh-
mern zihlten Roland Voigt (Bohlen), Da-
niela Manthey (Oranienburg) und Andreas
Jihnlich (WeiBwasser) mit 6 bzw. 7 Jahren.
Als idlteste Teilnehmer sind Hilde Espig
(Karl-Marx-Stadt), Elisabeth Moller (Bad
Késen) und Fritz Rauhe (Wendgriben) mit
82 bzw. 83 Jahren zu nennen.

Allen Teilnehmern ein herzliches Danke-
s¢hon flirs Mitmachen!

Losungen
Ala 1.Kf7 Kh7
2.Dh4 matt ap).

Die Losung zu dieser Aufgabe von J. Kotrc
aus Die Schachpartie (1920) wurde von fast
allen Einsendemn gefunden.

A24A 1.Te8 (droht 2. D:f8 matt)

1.... D:e8/De?7
2. 5f6/S:e7 matt 2P).
Ein verbliiffend schnelles Matt!
A3a Sh8 (droht 2. Dh7 matt)
1.... Te8/Tf7
2. Df7/D:7 matt @2P).
Ad4a 1.Dh7+ K:h7
2. Sf6+ + (Doppelschach
von Sf6 und Ld3)
2.... Kh8
3.Sg6 matt @3Pr).
A 5a 1.Sd8 (droht 2. D:f7 matt
und 2. Te8 matt)
1.... Deé6
2.D:e6+ Kf8
3. Df7 oder De8 matt - (1P).

1.... T:d8

2.D:d8+ Df8

3.Dd5+ Df7

4.Te8 matt @3P).

Der elegante Schliisselzug 1. Sd8 unter-
bricht die Wirkungskraft des Turmes a8
und lenkt gleichzeitig die schwarze Dame
vom Feld f7 ab.

A64A 1. Sg7-f5 (droht 2. Td4 matt)

1 ... L:A5

2.L:A5 matt P).
1.... Lf6

2.Sg3 matt @P).
1.... Sb3/Sc6+ -
2.Lc6/L:c6 matt @2P).

Bei dieser Aufgabe von Harald Dieffen-
bach (,Schach“, 1980) wurden zahireiche
Loser durch eine der mehreren vorhande-
nen Verfilhrungsvarianten zu der Angabe
einer falschen Losung verleitet.

Die vermeintlichen Schliisselziige

1. Sg4/8d1/Sf1/Se6/Sef5/8d5

werden jeweils durch
1....Lg6/Lel/Lel/Le7/Lf2/Sc6+
widerlegt.

Fiir die richtige Losung war es erforderlich,
das Ausgangsfeld des gezogenen Springers
anzugeben. Denn sowohl der Springer auf
e3 als auch der auf g7 konnen im 1. Zug
nach dem Feld f5 gezogen werden, aber
nur der Springerzug von g7 nach f5 flihrt
zum zweiziigigen Matt.

AT7a 1.Th2 K:a4
2.Lc6+ K:a3/Ka$5
3. Lc5/ThS matt 6P).

In dieser Aufgabe von William A. Shink-
man (Checkmate, 1903) wurde der paradoxe
konigsferne Hinterstellungszug 1. Th2, wel-
cher die spitere Flucht des schwarzen K6-
nigs auf die 2. Reihe vereitelt, von mehre-
ren Teilnehmern nicht als Schliisselzug fir
die richtige Losung erkannt. Der Versuch
1. Th5+ K:a4 2. Kc3 fiihrt nach

2. ... a5 nicht zum Matt im 3. Zug,

ebenso nicht

1.Lg3 Kb6 2. Tb4+ nach 2. ... KcS5.

ABa 1.Se2+ Kf2
2. Sf4+ Ke3, Kel/Kg3,
Kgl
3. De2/Dg2 matt.
2.... K:f3/Kf1
3.De2+/De2+ Kg3/Kgl.
‘4. Dg2/Dg2 matt.
1.... Kg2
2. 814+ Kg3, Kgl1, Khl
3.Dg2 matt.
2.... K:f3/Kf1
3.De2+/De2+ Kg3/Kgl
4. Dg2/Dg2 matt.
1.... Kh2
2. Sf4+ Kh2 beliebig
3.Dg2 matt.
1.... Kif3
2. 5gl+ Ke3/Kg4
3. De2/Dg6 matt.
2.... Ke3
(Hauptvariante)
3.De2 Th2/Thl
4. Df3 matt/Df3 + Kh2
5.Df2 matt.

Mehrere Loser, die diese logische Miniatur
von dem Karl-Marx-Stidter Manfred Zuk-

N

ker richtig geldst hatten, waren begeistert
von dem Reiz dieser Aufgabe. ,Diese Auf-
gabe verdient einen Schonheitspreis“
(G. Wuttig, Berlin). Die Aufgabe, die 1968
in der Schwalbe erschien, erhielt auch dort
den 1. Preis.

Mit einer Lenkung wird in der Hauptvari-
ante der weile Bauer auf f3 beseitigt und
nach 2.Sgl+ Kg3 die Ausgangsstellung
ohne den Bauern f3 wieder erreicht. Nach
3.De2 gerit Schwarz in Zugzwang und
wird musterhaft matt gesetzt.

Die bei den jeweiligen Aufgaben angege-
bene Punktzahl verdeutlicht ungefihr den
steigenden Schwierigkeitsgrad und diente
zur Auswertung der Losungseinsendungen.
Die volle Punktzahl erreichten 219 der ins-
gesamt 446 Teilnehmer.

Unter den Einsendern, die die volle Punkt-
zahl erzielten, sowie unter jenen bis zum
Alter von 14 Jahren, welche die Aufgaben
Nr. 1 bis 4 richtig geldst hatten, wurden fol-
gende Gewinner ermittelt:

Bernd Ballandt (Wittichenau),

Carsten Grau (Jena),

Stefanie Grunst (Plaue),

Michael Klimt (Erfurt)

und Stefan Warnest (Neuruppin).
Weiterhin wurden Preise unter allen Teil-
nehmern verlost, die zumindest eine Auf-
gabe richtig gelost hatten:

Matthias Gutzeit (Dresden),

Lutz Hiiselbarth (Weimar),

Steffen Reymann (Wismar),

Karola Schulz (Schwerin)

und Karin Wingeyer (Zettlitz).

Die zwei Buchpreise fir die Teilnehmer,
welche alle Aufgaben einschlieBlich der
Zusatzaufgabe korrekt geldst hatten, gehen
an:

Matthias Borchardt (Pasewalk)

und Karsten Thomaneck (Neubranden-
burg).

Allen Gewinnemn herzlichen Gliickwunsch!

»Besten Dank, alpha, fiir dieses Schachver-
gniigen“ (F. Hoffmann, WeiBenfels) und
Hfur die wieder gelungene Auswah! origi-
neller, pointierter Schachaufgaben in aus-
gewogener Schwierigkeit“ (K. Rubin, Ber-
lin).
o,Die Idee des alpha-Schachwettbewerbs
finde ich ausgezeichnet. Ich hoffe, daB
1988 eine neue Schachknobelei in alpha
zu finden ist* (M. Ludwig, Plauen).
Der 6. alpha-Schachwettbewerb ist 1988
bereits im niichsten Heft (5/1988)! Alle
alpha-Leser sind dazu wiederum herzlich
aufgefordert, sich zu beteiligen!

H. Radiger

* Kostjew, A.

Schach lehren - leicht gemacht

Btwa 192 Seiten, 151 Diagramme
Bestell-Nr. 6716653 Preis: 13,50 M

Neustadt, J.
Zauberwelt der Kombination

Etwa 192 Seiten, 483 Diagramme
Bestell-Nr. 671698 7 Preis: 15,50 M
Beide Titel: Sportverlag Berlin
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125 Jahre jednota

ceskoslovenskych matematiku

a fysiki

Die Gesellschaft der tschechoslowakischen
Mathematiker und Physiker Jésm+ f beging
1987 ihr 12Sjdhriges Bestehen. 1862 ge-
griilndet, gehort sie zu den altesten nationa-
len Organisationen von Mathematikern,
Physikern, Astronomen und verwandten
Wissenschaftlern. (Die Deutsche Mathemati-
ker-Vereinigung DMV wurde z.B. erst 1890
gegrindet, entsprechende Geselischaften
in RuBland 1864, in England 1865, in
Frankreich 1872.)

Von den drei aus diesem AnlaB in der
CSSR erschienenen Briefmarken zeigt eine
die Bildnisse der Professoren Jozef Maxi-
milian Petzval (1807 bis 1891), Cendk
Strouhal (1850 bis 1922, Physiker an der
Prager Karlsuniversitit) und Vojt&ch Jarnik
(1897 bis 1970, Mathematiker an der Karls-
universitit). Am bekanntesten von diesen
ist auBerhalb der CSSR vermutlich der Ma-
thematiker und Physiker Petzval, der an
den Universitidten von Budapest und Wien
wirkte und bei der Berechnung von Foto-
objektiven eine dhnliche Pionierrolle
spielte wie der Jenaer Physiker Ernst Abbe
(1840 bis 1905) bei der wissenschaftlichen
Durchdringung der Mikroskopherstellung.

Insgesamt weisen die drei Marken eine
Fiille interessanter Motive auf, u.a.

— das Hauptzifferblatt der beriihmten
astronomischen Uhr am Altstidter Rathaus
in Prag, die im 15.Jh. von Meister Hanu§,
Mathematiker an der Prager Universitit,
konstruiert wurde; nach langem Verfall
wurde sie seit dem Ende des 18.Jh. mehr-
fach restauriert,,

— daneben das graphische Bild einer ge-
wissen komplexwertigen Funktion, d. h.
einer Funktion, die komplexen Zahlen
komplexe Zahlen zuordnet und deren De-

finitionsbereich daher Teil einer Ebene ist.
Die Darstellung des Funktionsverlaufes
iiber dieser Ebene bezeichnet man auch als
analytische Landschaft,

— eine [llustration iiber geometrische
Konstruktionen im Gelinde aus einem
franz6sischen Buch Die Arbeiten des Mars
iber Kriegsingenieurkunst von A. M. Mal-
let (um 1630 bis um 1706),

— die computergraphische Darstellung
eines geowissenschaftlichen Sachverhaltes
und die sogenannte Brownsche Molekular-
bewegung.

Professor Ivan Netuka, einer der Initiato-
ren dieser schonen Marken und selbst ein
begeisterter Sammler mathematischer Brief-
marken, duBerte in einem Gesprich, daB es
natiirlich immer sehr schwer ist, ein Post-
ministerium fiir die Herausgabe solcher
Marken zu gewinnen, deren Ausgabeanlal
und Motive nur einen sehr kleinen Teil der
Postkunden und Philatelisten unmittelbar
ansprechen. Als Kéder dienten in diesem
Fall die astronomische Uhr und die histori-
sche Illustration, die die Interessen vieler
Sammler bedienen.

P. Schreiber

sty
Ceshosiovenshych
matemattn
atyzien

A la H3imectu KocToYEK JOMHMHO BBUIO-
KEeH MPAMOYTOJbHHK TaK, YTO €MY COOT-
BETCTBYET NIpUMED Ha CIOXeHHe (CM. pHCY-
Hok). CrnoxuTe U3 ILECTH KOCTOYEK HO-
MHHO (MOXeT ObITh, APYrHX) TaKOM Xe
MPSIMOYTOJILHHK TaK, YTOObI cyMMma (T. e.
YHCIIO B HUXKHEN CTPOUKe) ObLIa HAMMEHh-
Ien.

aus: Quant, Moskau

A2 A An Equitable Division
Two men sold their herd of x cows at x
dollars per head.
With the proceeds they bought sheep at
$10 each and a single lamb costing less
than $ 10.
Each man received the same number of
animals but the one receiving the lamb had
to be compensated so as to make the divi-
sion equitable.
How much money did he receive from the
other man?

aus: The Australian Mathematic

Teacher

A3 A Une barre de fer a pour section un
T formé d’un rectangle de 4 cm sur 1,2 cm
surmonté d’un rectangle de 6cm sur
1,5cm.

La longueur de la barre est 4 m. Calculer la
masse de la barre. :
Un décimétre cube de fer pése 7,8 kg. H.

Aufgabe zum Titelblatt

Durch Ersetzen von gleichen Symbolen
durch gleiche Ziffern und von verschiede-
nen Symbolen durch verschiedene Ziffern
sollen an dem abgebildeten fiinfzackigen
Stern fiinf wahre Gleichungen entstehen.
W. Tréger, Débeln

alpha, Berlin 22 (1988) 5 - 97



Von Teilern, Primzahlen
und Primfaktoren-

zerlegungen

Dieser Beitrag ist insbesondere fiir Euch, liebe
Schiiler aus Klasse 6, gedacht. Thr habt Euch
zu Beginn des Schuljahres vor allem mit der
Teilbarkeitslehre beschdftigt. Durch die folgen-
den Ausfiihrungen kinnt Ihr Euer Wissen und
Kinnen zur Teilbarkeit natiirlicher Zahlen
vertiefen und weiter vervollkommnen.

Wir wissen aus dem Mathematikunterricht,
was a ist ein Teiler von b bedeutet und wie
man rationell mit Hilfe eines gedachten
Teilersterns alle Teiler einer gegebenen von
Null verschiedenen natiirlichen Zahl er-
mitteln kann:

a) Teiler von 24:

24=1-24=2-12=3-8=4-6;
alsosind 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12
und 24 alle Teiler von 24.

b) Teiler von 36:

36=1-36=2-18=3-12=4-9
=6-6;alsosind 1,2, 3,4,6,9,12, 18 und
36 alle Teiler von 36.

Daran wird deutlich, daB man fiir eine ge-
gebene natiirliche Zahl z(+0) eigentlich
nur alle Teiler bis zu derjenigen Zahl fin-
den muB, deren Quadrat hdchstens gleich
z ist: bei 24 also bis zum Teiler 4, da be-
reits 52 gréBer als 24 ist; bei 36 bis zum
Teiler 6, da 6% = 36 ist. Die uibrigen Teiler
ergeben sich gewissermaBen von selbst.
Wir wissen auch, was man unter einer
Primzahl und einer zusammengesetzten
Zahl versteht, daB8 0 und 1 weder Primzah-
len noch zusammengesetzte Zahlen sind
und daB man jede zusammengesetzte Zahl
in ein Produkt von Primzahlen (bis auf die
Reihenfolge der Faktoren) eindeutig zerle-
gen kann. Primzahlen kdnnen als Bausteine
fir die zusammengesetzten Zahlen angese-
hen werden. Dabei kann eine Primzahl
auch mehrfacher Baustein sein, wie im Bei-
spiel

24=12-2-2-3 die Primzahl 2.

98 - alpha, Berlin 22 (1988) 5

Primzahlen und
zusammengesetzte Zahlen

Um eine natiirliche Zahl, die groBer als 1
ist, als eine Primzahl oder eine zusammen-
gesetzte Zahl zu erkennen, muB man durch
Probieren feststellen, ob sie auBer 1 und
sich selbst noch weitere Zahlen als Teiler
hat. Es ist daher giinstig, wenn man mog-
lichst viele Primzahlen kennt oder zumin-
dest weiB, wo man zum Beispiel alle Prim-
zahlen bis 100, 1000, ... finden kann. Im
Tafelwerk fiir die 7. bis 10. Klasse gibt es
eine Tabelle mit-allen Primzahlen bis
1009. Man kann sich eine solche Ubersicht
mit Hilfe eines sehr einfachen, wenn auch
etwas schreibaufwendigen  Verfahrens
selbst herstellen. Dieses Verfahren nennt
man nach einem griechischen Gelehrten
des Altertums Sieb des Eratosthenes. Will
man alle Primzahlen bis zu einer Zahl n
ermitteln, schreibt man zunichst alle Zah-
len von 2 bis n der Reihe nach auf. Man
iiberlegt: Jede zweite Zahl nach der klein-
sten Primzahi 2 ist ein Vielfaches von 2,
kann also keine Primzahl sein; diese Zah-
len werden gestrichen. Die nidchste nicht
gestrichene Zahl nach 2 muf eine Prim-
zahl sein; es ist 3. Nun streicht man alle
auf 3 folgenden Vielfachen von 3; sie sind
keine Primzahlen. Die ndchstgroBere nicht
gestrichene Zahl mufB wieder eine Prim-
zahl sein; es ist 5. Dieses Verfahren wird
nun solange fortgesetzt, bis man zu einer
Primzahl gelangt, deren Quadrat grofer als
n ist. Dann kann man das Verfahren abbre-
chen, da nun nur noch Primzahlen iibrig
geblieben sein kdnnen.

Uberlege einmal, warum dies so sein muB!
Fiir n = 100 kann man nach der Primzah! 7
bereits aufhoren, da fiir die néchstgréBere
nicht gestrichene Zahl, ndmlich 11, bereits
112=121>100 gilt. Fiir n =100 wiirde
sich (auszugsweise) ergeben:

73,4, ...,
89, 90, ..., 96, 97, 98, 99, 180.
Man konnte nun denken, daB Primzahlen
um so spirlicher auftreten, je weiter man
die Folge der natiirlichen Zahlen durch-
lduft, da ja mit der GréBe einer Zahl auch
die Anzahl ihrer' méglichen Teiler wichst.
Diese Vermutung ist im Prinzip richtig;
dann aber ist es recht iiberraschend, daB
die Folge der Primzahlen niemals abbricht:

Zu jeder Primzahl gibt es eine noch gré-
Bere Primzahl.

Dies 148t sich leicht einsehen:

Wir nehmen an, es gibe nur endlich viele
Primzahlen

pPi=2,p,=3,p;=5, ..., px, und p; wire
die groBte dieser Primzahlen. Wir betrach-
ten dann die Zahl ~

a=p,-py-...-p+ 1, die groBer als p, und
zugleich durch keine der Primzahlen p;,
P2, ---, Px teilbar ist. (Welcher Rest wiirde
sich bei Division von a durch jede dieser
Primzahlen ergeben?) Also muB a entwe-
der selbst eine Primzahl sein, die groBer als
pr ist, oder durch eine Primzahl teilbar
sein, die von p,, p,, ..., p; verschieden, also
ebenfalls groBer als p, sein muB. (Wer sich
mit diesem Beweisgedanken noch etwas
vertrauter machen will, sollte iiberpriifen,
ob die Zahlen
2-3+1,2-3-5+1,2-3-5-7+1,2-3-5
»7-11+1,2-3-5-7-11-13 + 1 Primzah-
len sind oder wie sie sich zerlegen lassen!)
Das heiBt: Es muB3 auf jeden Fall minde-
stens noch eine Primzahl geben, die groBer
als p, ist. Dies steht jedoch im Wider-
spruch zu der Annahme, p, sei bereits die
groBte Primzahl. Diese Begriindung ist
schon seit dem Altertum bekannt; sie
stammt von dem berithmten griechischen
Mathematiker Euklid.

An den Primzahlen bis 100 erkennt man
bereits, dafl sie in der Folge der natiirli-
chen Zahlen recht unregelmiBig verteilt
sind. Zwischen 3 und S oder 41 und 43 ist
der Abstand gering; zwischen den benach-
barten Primzahlen 23 und 29 oder 89 und
97 ist schon eine etwas groBere Liicke.
Man nennt Paare von Primzahlen, deren
Differenz 2 betrdgt, Primzahlzwillinge.
Wer Lust hat, kann einmal alle Primzahl-
zwillinge bis 100 oder aus dem Tafelwerk
bis 1000 heraussuchen. Das groBte Prim-
zahlzwillingspaar unterhalb von 10000 ist
9929 und 9931. Man hat festgestellt, daB es
bis zur Zahl 100000 insgesamt 1125 sol-
cher Paare gibt, zwischen 100000 und
200000 jedoch weniger als 1125. Vielleicht
nimmt ihre Anzah! immer mehr ab, und es
gibt ein letztes und damit groBtes Prim-
zahlzwillingspaar? Vermutlich existieren
aber unendlich viele solcher Primzahlzwil-
linge; ein Beweis dafiir ist aber bisher noch
nicht gefunden worden. Leicht beweisen je-
doch 1Bt sich, daB die Summe von zwei
Primzahlen, die Primzahlzwillinge und
groBer als 3 sind, stets durch 12 teilbar ist.
Versuch es einmal!

Der kleinstmogliche Abstand zwischen be-
nachbarten Primzahlen, die gréBer als 2.

_sind, ist also 2. Hingegen gibt es keinen

groBtmoglichen  Abstand  benachbarter
Primzahlen. Wir zeigen dazu, dal es be-
nachbarte Primzahlen gibt, deren Diffe-
renz gleich einer beliebig groB vorgegebe-
nen natiirlichen Zahl ist. Mit anderen
Worten: In der Folge der natlirlichen Zah-
len gibt es stets Abschnitte von beliebig
vorgegebener Linge, die ausschlieBlich zu-
sammengesetzte Zahlen enthaiten. Man
kann leicht zum Beispiel 13 aufeinander-
folgende zusammengesetzte Zahlen auf die
folgende Weise angeben:



*4-5-6-7-8-9-10-11-12-13-14 +2
7178291202),
*4:-5:-6-7-8:9-10-11-12-13-14 +3
7178291203),

2-3:-4-5-6-7-8-9-10-11-12-13-14

+ 14 (=87178291214).

Diese 13 Zahlen sind als Summen ge-
schrieben, wobei der jeweils erste Sum-
mand durch jede der Zahlen 2, 3, ..., 14
teilbar ist und der zweite Summand durch
2 bzw. 3 bzw. ... bzw. 14, Nach dem aus
dem Unterricht bekannten Satz Wenn n|a
und n|b, so n|a+ b muB also die erste der
13 Zahlen den Teiler 2, die zweite den Tei-
ler 3, ..., die letzte den Teiler 14 haben.
.Diese 13 Zahlen folgen aufeinander und
sind zusammengesetzte Zahlen. Sicher
kannst du nun auch 20 (oder allgemeiner
n) aufeinanderfolgende zusammengesetzte
Zahlen angeben. Uberlege dir, wie du sie
bilden konntest! Auf diese Weise erhilt
man allerdings nicht unbedingt die klein-
sten derartigen Zahlen. Zum Beispiel sind
die zwischen den Primzahlen 113 und 127
oder 317 und 331 gelegenen 13 Zahlen
ebenfalls simtlich zusammengesetzte Zah-
len.

Primfaktorenzerlegung
und Teiler einer Zahl

Kennt man von einer zusammengesetzten
Zahl deren (eindeutig bestimmte) Primfak-
torenzerlegung, so kann man mit ihrer
Hilfe ebenfalls alle Teiler dieser Zahl er-
mitteln. Wir wollen uns das an Beispielen
verdeutlichen:

Wir betrachten zunichst nur Zahlen, deren
Primfaktorenzerlegungen jeweils aus lauter
paarweise verschiedenen Primzahlen beste-
hen.

a) Ist zum Beispiel n,=7-13, so hat n,
(auBer 1) die folgenden Teiler: Bei Beriick-
sichtigung eines Faktors ergeben sich als
Teiler 7 und 13, bei Beriicksichtigung der
beiden Faktoren die Zahl n. (=7-13 =91)
selbst. Die Zahl n, hat also insgesamt
1+2+1, also 4 Teiler.

b) Ist zum Beispiel ny=3-5-7, so hat n;
(auBer 1) bei Beriicksichtigung eines Fak-
tors die drei Teiler 3, 5 und 7, von zwei
Faktoren die drei Teiler 3-5, 3-7 und
5-7, von allen drei Faktoren die Zahl n;
(=105) selbst. Sie hat also insgesamt
1+3+3+1, also 8 Teiler.

¢) Ist zum Beispiel n,=2-3-7-11, so hat
n, (auBer 1) bei Beriicksichtigung eines
Faktors die vier Teiler 2, 3, 7 und 11,
zweier Fakioren die sechs Teiler
2:3(=6),2-7(=14),
2-11(=22),3-7(=21), .
3-11(=33)und 7-11(=177),

dreier Faktoren die vier Teiler
2:3-7(=42),2-3-11(=66),
2-7-11(=154)und 3-7-11(=231), aller
vier Faktoren die Zahl n, ( = 462) selbst als
Teiler. Die Zahl n, hat also insgesamt
1+4+6+4+1, also 16 Teiler.

Wer will, kann auf diese Weise auch die
Teiler der Zahl

ns=2-3-5-7-11

und deren Anzahl ermitteln.

Man erkennt am systematischen Aufschrei-
ben der Teiler, daB die Anzahl der Teiler
nicht abhéngig ist von den speziellen Prim-
faktoren, sondern ailein davon, daB die
Primfaktorenzerlegung der Zahl n aus 2, 3
bzw. 4 paarweise verschiedenen Primzah-
ien besteht.

Primfaktoren- Anzahl der Teiler
zerlegung
ny,=p;-p; 1+2+1
N/ \/
ny=pi Py Ds I'+3+3+1
NS N\ N\

ny=p;"p2'p3'ps 1+ 4+ 6+ 4+1
Wer etwas nachdenkt, wird gewiB heraus-
finden, was die eingezeichnelen Striche
rechts bedeuten und vermuten, welche
Summe die Anzahl der Teiler einer Zahl n;
angibt, deren Primfaktorenzerlegung
ns=p,-ps-P3 Pa-ps ist. Wer die Teiler
von 2-3-5-7-11 und deren Anzah! ermit-
telt hat, kann daran seine Vermutung iiber-
priifen. Fiir die Zah!
Ne=P1"P2"P3"Pa"Ps* Pe
diese Weise
1+6+15+20+15+6+1

als Anzahl der Teiler, also 64.

Das Bilden solcher Summen 148t sich be-
liebig fortsetzen. Wir wollen hier auf einen
Beweis verzichten, daB die so gebildeten
Summen tatsdchlich stets die Teileranzahl
einer natiirlichen Zahl, deren Primfakto-
renzerlegung aus lauter paarweise verschie-
denen Primzahlen besteht, angeben.
Uberdies ordnet sich in unsere Ubersicht
auch der bislang nicht betrachtete Fall ein,
dafl n, selbst eine Primzahl ist: n; = p,.
Diese hat (auler 1) nur noch sich selbst als
Teiler; die Teileranzahl ist also 1 + 1 =2.
Wer die Teileranzahlen genauer betrachtet
hat, wird vermuten, daB sie stets Zweierpo-
tenzen sind: Bei 2 Primfaktoren gibt es
4 = 22 Teiler, bei 3 Primfaktoren 8 = 23 Tei-
ler, bei 4 Primfaktoren 16 =24 Teiler, ...,
bei 6 Primfakioren 64 =26 Teiler. Diese
Vermutung liaBt sich beweisen. Da sie sich
noch als Spezialfall einer allgemeineren
Uberlegung ergeben wird, werden wir auf
einen Beweis an dieser Stelle verzichien.
Wir betrachten nun Zahlen, in deren Prim-
faktorenzerlegungen Primzahlen auch
mehrfach vorkommen konnen. Solche Zer-
legungen schreibt man am zweckmiaBigsten
mit Potenzen, zum Beispiel 10800
=24-33.52, Wie viele Teiler besitzt nun
diese Zahl? Offenbar kann die Primfakto-
renzerlegung jedes Teilers von 10800 nur
solche Primfaktoren enthaiten, die auch in
der Zerlegung von 10 800 vorkommen, und
jeden von diesen auch hdchstens in derje-
nigen Potenz, in der er in der Zerlegung
von 10800 auftritt. Alle Teiler von 10800,
in deren Zerlegungen jeweils jede der
Primzahlen 2, 3 und 5 vorkommt, lassen
sich in der Form

25375 mit x<4,y=<3,z=2
schreiben. Um darin auch diejenigen Tei-
ler zu erfassen, in deren Zerlegung gewisse
dieser Primfaktoren nicht aufireten, 148t
man fir die Exponenten x, y, z auch den
Wert 0 zu und vereinbart. daB a°=1 fiir

ergibt sich auf

alle Zahlen a # 0 gelten soll. Folglich be-
deutet zum Beispiel

20.31.52(= 1.3.5223.52),

daB der Primfaktor 2 eigentlich nicht vor-
kommt, der Primfaktor 3 genau einmal und
der Primfaktor 5 genau zweimal vorkom-
men. Uberlege dir, was 21-3°-5°

oder 22-3%- 5! bedeuten und welche Teiler
dies sind!

Nach diesem Trick kdnnen wir also feststel-
len: Die Teiler der Zahl 10800 = 24-33- 52
sind alle Zahlen der Form 2*- 3¥- 5%, wobei
x, y und z natiirliche Zahlen mit
0=sx=4,0=sy=3,0=z=<2sind.
Wieviel solcher Produkte 2*-37- 57 gibt es
nun? Der Faktor 2 kann mit den Exponen-
ten 0, 1, 2, 3 und 4 vorkommen; dies ergibl
also 5(=4+1) Moglichkeiten. Entspre-
chend ergeben sich 4 (= 3 + 1) Moglichkei-
ten fir den Faktor 3 sowie (=2 + 1) Mog-
lichkeiten fiir den Faktor 5. Da jede
Moglichkeit fiir den Primfaktor 2 mit jeder
Moglichkeit fiir die beiden anderen Prim-
faktoren gekoppelt (kombiniert) werden
kann, ergeben sich daher
4+1)-3+1)-2+1)=5-4-3=60 Tei-
Man kann djese Teiler nun auch systema-
tisch aufschreiben; versuche einmal, dieses
System selbst herauszufinden:

20.30.50(= 1), 20.30.5|(= 5),
20.30.52(=125),20-31-50(=13),
20-31.51(=15),2°-31- 52 (= 75),
20.32.50(=09),20.32.51(=45),
20-32-52(=1225),20-33-5%(=27),

..., 243351 (=2160),
24-33-52(=10800).

Man sieht, daB die Anzahl der Teiler einer
Zahl nicht abhingig ist von den speziellen
Primfaktoren, die in der Zerlegung der
Zah! vorkommen, sondem allein davon,
wieviel paarweise verschiedene Primfakto-
ren und wie hdufig (mit welchen Exponen-
ten) diese darin enthalten sind. Die Zahlen
392=23-72 und 1125 =32-5° haben zwar
nicht die gleichen Teiler, aber die gleiche
Anzahl von Teilern, ndmlich 12 Teiler.
Die Zahl n = p,* - p,*:- p;% hat demzufolge
genau (e, + 1)-(e; + 1) (e; + 1) Teiler. So
wie in diesemm Beispiel kann man stets
iberlegen. Hat also eine Zahl n die Prim-
faktorenzerlegung

n=pfep® o i,

so sind genau alle Zahlen

DM pt .., wobei
0=sx2¢,,0=sx;5e,, ...

0 = x = e ist, Teiler von #;

ihre Anzahl ist daher

(e;+1):-(ea+ 1) ... (e +1).

Jetzt 148t sich auch leicht erkennen, daB
fiir eine Zahl, in deren Primfaktorenzerle-
gung jeder Primfaktor genau einmal vor-
kommt, die Anzahl der Teiler eine Zweier-
potenz sein muf3: Wenn

R=pi"pr ... Px=Pi P3 ... Di

ist, dann ist die Anzahl der Teiler

1+ A+ -...-(1+1)
=2-2-...-2=32%

Mit Hilfe der Primfaktorenzerlegung einer
Zahl kann man also stets ermitteln, welche
Teiler und wieviel Teiler sie hat. Primfak-
torenzerlegungen kdnnen aber auch niitz-
lich sein beim Ermitteln des groBten ge-
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meinsamen Teilers (ggT) oder des klein-
sten gemeinsamen Vielfachen (kgV) natiir-
licher Zahlen. Fiir die Zahlen

360 =2%-3%-5und 1008 =24-32-7

zum Beispiel kOnnen die gemeinsamen
Teiler sich nur in der Form 2% 37 darstel-
len lassen, da 5 nicht in der Primfaktoren-
zerlegung von 1008, 7 nicht in der von 360
vorkommen. Da in der Primfaktorenzerle-
gung eines gemeinsamen Teilers die Prim-
zahlen 2 und 3 hochstens in einer solchen,
Anzahl vorkommen koénnen wie sowohl in
360 als auch in 1008, ist der ggT beider
Zahlen 2°- 32 =72. Man kénnte aber auch
so iiberlegen: Mit Hilfe des zuvor bereits
genutzten Tricks, in der Primfaktorenzerle-
gung nicht auftretende Primzahlen formal
mit dem Exponenten 0 hinzuzufiigen,
kann man die Primfaktorenzerlegungen
beider Zahlen jeweils mit den gleichen
Primzahlen angeben:

360=23‘32'51'7°,

1008 = 24-32-59-71,
Die Primfaktorenzerlegung des ggT ergibt
sich dann, indem man fiir jede Primzahl
das Minimum der Exponenten (den jeweils
kleineren, besser: nichtgrofleren) nimmt,
also
23.32.50.70223.32=72.
Welche Darstellung als Primzahlprodukt er-
gibt sich auf diese Weise fir den ggT der
teilerfremden Zahlen 75 und 28?
Entsprechend kann man das kgV natiirli-
cher Zahlen emmitteln. Die Primfaktoren-
zerlegung des kgV von 360 und 1008 muB
samtliche Primzahlen aus der Primfakto-
renzerlegung von 360, aber auch simtliche
aus der von 1008 aufweisen, und zwar fiir
jede Primzahl mit dem Maximum (gréBe-
ren, besser: nichtkleineren) der jeweiligen
Exponenten. Das kgV von 360 und 1008 ist
also
24.32.51.71 = 5040.
Bildet man das Produkt des ggT und des
kgV von 360 und 1008, erhdlt man
72-5040 = 362 880. Das gleiche Ergebnis
liefert das Produkt der Zahlen 360 und
1008. Offensichtlich ist also das Produkt
des gegT und des kgV von 360 und 1008
gleich dem Produkt dieser Zahlen. Dies ist
kein Zufall. Uberlege einmal selbst und be-
griinde anhand der folgenden Gegeniiber-
stellung von Primfaktorenzerlegungen, daf
im Produkt des kgV und des ggT von 360
und 1008 alle Primzahlpotenzen der Prim-
faktorenzerlegung von 360 und ebenso alle
Primzahlpotenzen der Zerlegung von 1008
jeweils genau einmal auftreten miissen:

kgV (360,1008) =  32-5-2¢ -7
T 1
360 - 1008 =22-32-5.-24.3.7
{ \
geT (360, 1008) = 2° -3

Also muB das Produkt von ggT und kgV
der beiden Zahlen gleich deren Produkt
sein. Man sieht auch, dal man bei zwei an-
deren Zahlen in gleicher Weise iiberlegen
kann. Es gilt stets

kgV(a, b)-ggT(a, b)=a"b.

Versuche herauszufinden, ob auch bei drei
Zahlen das Produkt des ggT und des kgV
dieser Zahlen gleich dem Produkt der drei
Zahlen ist!
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Die gewonnene Erkenntnis kann manch-
mal nitzlich sein, wenn man von zwei
Zahlen entweder das kgV oder den ggT
leicht erkennen kann; dann braucht man
zum Ermitteln des ggT bzw. des kgV nur
das Produkt der beiden Zahlen durch das
kgV bzw. den ggT zu dividieren. Damit
1aBt sich auch die aus dem Unterricht be-
kannte Erkenntnis begriinden, daB das kgV
zweier teilerfremder Zahlen gleich deren
Produkt ist.

Das Interessante an der Beschiftigung mit
Problemen der Teilbarkeit natiirlicher Zah-
len besteht darin, daB man vieles durch das
Untersuchen von Zahlen selbst entdecken
kann. Zugleich stoBt man dabei aber auch
auf Fragen, dic zwar einfach zu verstehen,
bis heute aber noch nicht geldst worden
sind.

M. Rehm

Wetkina, aus ,Krokodil“, UdSSR

AbschluBl der Sommerkurse der MSG
Greifswald 1987;

Sektionsdirektor Prof. Dr. sc. Gronau,
MSG-Verantwortlicher Neubrandenburg
W. Mett,

MSG-Vorsitzender Prof. Dr.sc. Terpe,
MSG-Sekretir Dr. Bauch (v.r.n. L)

Eine Aufgabe von
Prof. Dr. sc. nat.

Frank Terpe

Greifswald

A2910A In einem Trapez ABCD (4B
parallel zu CD) gelte

AB=k-CD 0<k<1).

S sei der Schnittpunkt der Diagonalen.

E und F seien die Diagonalenmittel-
punkte.

In welchem Verhiltnis stehen die Flichen-
inhalte des Dreiecks EFS und des Trapezes
ABCD zueinander?

Kurzbiographie

Frank Terpe, geb. 10.10.1929 in Niinchritz
bei Riesa, 1948 bis 1954 Studium der Ma-
thematik und Physik an der Ernst-Moritz-
Arndt-Universitit Greifswald, ab 1954 wis-
senschaftlicher Assistent und nach der
Promotion zum Dr. rer. nat. wissenschaftli-
cher Oberassistent am Mathematischen In-
stitut in Greifswald, 1966 Habilitation zum
Dr. rer. nat. habil., 1968 Berufung zum Do-
zenten und 1969 Berufung zum Ordentli-
chen Professor fiir Analysis an der Sektion
Mathematik der Universitit Greifswald,
Arbeitsgebiete: MaB- und Integrationstheo-
rie, Anwendungen der Topologie in der
Analysis, Elementargeometrie, 1969 bis
1971 Stellvertreter des Sektionsdirektors
und von 1971 bis 1980 Direktor der Sek-
tion Mathematik der EMAU, ab 1982 Lei-
ter des Wissenschaftsbereiches Topologie
der Sektion Mathematik, Vorsitzender der
Mathematischen Schiilergesellschaft in
Greifswald.




Ein Legespiel —
mathematisch -
betrachtet

Wir erfinden ein Legespiel.

Bild 1

2

Es besteht aus drei kongruenten Chips, die
sich zu einem gleichseitigen Dreieck zu-
sammenlegen lassen und wie angegeben
auf Vorder- und Rickseite gleich gefdrbt
sind (Bild 1). Wir wollen sie aus der Form
herausnehmen und ganz beliebig wieder
hineinlegen. Wie viele verschiedene Mog-
lichkeiten gibt es? Wie kann man diese
verschiedenen Positionen gut beschreiben?
Wie konnen sie auseinander nach gewissen
Vorschriften entstehen? Zur Beantwortung
dieser Frage numerieren wir die Chips mit
1, 2, 3 und ebenso die Pldtze, an denen sie
sich in der Ausgangsposition befinden. In
einer anderen Position wird sich der Chip
am Platz j befinden und eventuell gekippt
sein. Das 148t sich durch die Farben fest-
stellen. Betrachten wir unser Beispiel
(Bild 2):
3
Bild 2

1 2

Chip 1 liegt nun auf Platz 2, Chip 2 auf
Platz 3 und Chip 3 auf Platz 1. Wir schrei-
ben dafir kurz (2,3,1) oder

12

2—-3

3—-1
Jede Anordnung der Zahlen 1,2,3 nennen
wir eine Permutation (der Lénge 3) und
schreiben p = (1p,2p,3p).
In unserem Beispiel ist 1p =2, 2p =13,
3p=1,d.h p=(2,3,1).
Durch ein Tripel x =(l1x,2x,3x) wollen
wir kennzeichnen, welche Chips wir kippen
(1), und welche wir nicht kippen (0), bevor
wir sie auf ihre neuen Plitze legen. Im Bei-
spiel wurde Chip 1 gekippt (1x=1),
ebenso Chip 2 (2x = 1), aber nicht Chip 3

(3x =0), also x =(1,1,0). Wir kdnnen so
jede Position a unseres Spiels durch eine
Permutation der Zahlen 1, 2, 3 und ein Tri-
pel aus Nullen und/oder Einsen beschrei-
ben, unser Beispiel liefert
a=(px)=(,3,1,1,1,0).

Ala Wie viele Positionen gibt es?

Jetzt liefert uns jede Position aber auch
eine Vorschrift, wie man sie aus der Aus-
gangsposition

n=(e0)=(1,2,3,0,0,0) gewinnt:

Der Chip / -wird ix-mal gekippt und auf
den Platz ip gelegt, um aus » die neue Po-
sition a = (p, x) zu erhalten. Eine Anwen-
dung dieser Handlungsanweisung auf eine
beliebige Position b = (q,y) anstelle von n
kann man so festlegen: Der Chip am Platz i
wird ix-mal gekippt und auf den Platz ip

gelegt.
Frage: Welche Position ¢ = (r,z) erhalten
wir, wenn a wie oben und

b=(3,2,1,1,1,0) ist?
Wir beantworten die Frage, indem wir zu-
erst b und dann a ausfithren. Betrachten
wir Chip 1: Er wird 1y-mal gekippt
(1y=1) und auf Platz 1q gelegt (1¢=3).
Nun wird dieser Chip am Platz 3 3x-mal
gekippt (3x =0) und auf Platz 3p gelegt
(3p =1). Also liegt Chip 1 gekippt auf sei-
nem alten Platz 1. Symbolisch

1-3-1

1+0=1,
wobei die zweite Zeile die Kippungen be-
schreibt. Insgesamt ergibt sich

b a c
1—3—-1 1—1
1+0=1 1=1
2—2—3 2—3
1+1=0 0=10
j—>1-2 3—>2
0+1=1 1=1

Wir erhalten folglich als neue Permutation
r=(1,3,2). Da fir i=1,2,3 die Zahl ir
gleich (ig) p ist, schreiben wir r = gp. Das
Tripel z = (1,0,1) ergibt sich durch Addi-
tion modulo zwei, aber nicht von ix und
iy, sondern natiirlich ist iz =iy + (ig)x.
Wir muBten also aus x =(1,1,0) erst das
Tripel

ax = ((1g)x, 2g)x, 3g)x) = (3x,2x,1x)
=(0,1,1) bilden, um
z=y+gx=(1+0,1+1,0+1)

=(1,0,1) zu erhalten. Damit ist
c=(rz)=(1,3,2,1,0,1).

Versucht durch ein analoges Diagramm die
folgende Aufgabe zu losen!

A24a Andert sich das Ergebnis ¢, wenn
wir a und b vertauschen?
Wir wollen uns auch der Frage zuwenden,
wie man ein ¢’ wihlen muB, um a riickgédn-
gig zu machen, also wieder die Ausgangs-
position n zu erhalten. Wir 16sen das Pro-
blem durch ein Diagramm.

1-2—1

1+ =0

25352

1+ =0

3I—>1-3

0+ =0
Es ist sehr leicht zu vervollstindigen.
Erkennt ihr auch
p'=(3,1,2) und x'=(0,1,1)?

A3 a Istauch a’a=n?

Ebenso ist es nun moglich, beliebige Glei-
chungen der Form ad = b oder d’a = b fur
bekannte a und b zu ldsen.

Ada Lost fir a=(2,3,1,1,1,0) und
b=(1,3,2,1,1,0) obige Gleichungen!
Eine Ergianzung zur Aufgabe 1 ist

A S A Welche Positionen lassen das Drei-
eck als Ganzes unzerstort?
H. F, Bauch

Eigenaufgaben

der Mathematischen
Schiilergesellschaft
Greifswald

Jedes Jahr, 1988 zum achten Mal, finden
drei Kurse der Mathematischen Schiilerge-
sellschaft der Sektion Mathematik der
Ernst-Moritz-Arndt-Universitit mit Schii-
lern der 9. und 10. Klassen in Greifswald

‘statt. Unterschiedliche Themen - natiir-

lich auch Umgang mit Computern — wer-
den von Wissenschaftlern der Sektion mit
den Teilnehmern behandelt. Der Vorsit-
zende der MSG, Prof. Dr.sc. nat. F. Terpe,
fordert die Mitglieder — wie auch schon die
Teilnehmer an der Rostocker Bezirksolym-
piade in Ubernahme einer Neubranden-
burger Tradition — auf, eigene Aufgaben
mitzubringen.

Hier sind einige aus den vergangenen Jah-
ren:

Al a Eine Uhr hat als Zeiger rechteckige
Plittchen: grofer Zeiger Scm X 1 cm, Lin-
gen bis zum Drehpunkt 4 cm bzw. 0,5 cm,
kleiner Zeiger 4cm X 1,5cm, Lingen bis
zum Drehpunkt 3,5 cm bzw. 0,75 cm.
Wie spit muB es sein, damit moglichst viel
von den Zeigern iibrigbleibt, wenn die
linke Halfte der Uhr weggesigt wird?
Schiiler Alexander Lang, Waren

A2 A ZweiStoffe 4 und B mit ihren von-
einander verschiedenen Dichten a und b
werden gemischt.

Ist die resultierende Dichte des Gemisches

‘bei gleichen Masseanteilen oder bei glei-

chen Volumenanteilen der Stoffe 4 und B
groBer?
Schiiler Christoph Giese, Anklam

A3 a Vor Weihnachten sollen vier Ker-

zen mit einer Brenndauer von drei Stun-

den so abgebrannt werden, daB folgende

Bedingungen erfullt sind:

a) am i-ten Sonntag (i=1, 2, 3, 4) sind i

brennende Kerzen zu sehen, *

b) die Brenndauver jeder Kerze an jedem

Sonntag ist ein ganzzahliges Vielfaches

einer Stunde.

Ist das moglich? Wenn ja, so gebe man alle

wesentlich verschiedene Losungen an!
Schiilerin Britta Bilter, Greifswald
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Rund um den SR 1

Die Konstantenautomatik
des SR 1

Aus dem Unterricht in Klasse 7 und aus
der Bedienungsanleitung zum SR 1 ist uns
bekannt: Die Konstantenautomatik be-
wirkt, daB beim Losen einfacher Aufgaben
(zwei Zahlen, verkniipft zu Summe, Diffe-
renz, Produkt, Quotient oder Potenz) mit
dem SR1 die benutzte Rechenoperation
und die zuletzt eingegebene Zahl gespei-
chert bleiben:

NHEEOEEE

.7ab ~cb
Mit dem angegebenen Ablaufplan wird die
Aufgabenfolge ab, cb, db vorteilhafl gelost:
Durch die Speicherung des Teilablaufpla-

nes [ZI E erhalten wir diesen kurzen Ab-

laufplan. Es bedeute E], E] usw. die Ein-
gabe der jeweiligen Zahlenwerte fir die
Variablen a, b, ....

In diesem Beitrag soll untersucht werden,
wie die Konstantenautomatik beim Losen
komplizierterer Aufgaben mit dem SR1
wirkt, und unter Benutzung der Konstan-
tenautomatik sollen dann als Anwendung
Aufgabenfolgen berechnet werden.

Da bei komplizierteren Aufgaben Konstan-
ten- und Vorrangautomatik meist gleich-
zeitig wirksam werden, wollen wir uns vor-
bereitend mit der Vorrangautomatik be-
schiftigen. Wir beginnen mit einer Pro-
blemstellung:

Bei einfachen Aufgaben kann eine falsch ein-

gegebene Operation korrigiert werden, indem |

man nach der falschen Operationstaste die
richtige driickt

n|s[a]o]s)

Bleibt diese Korrekturmdglichkeit auch bei
komplizierteren Aufgaben richtig?

Ala a) Welcher Term gehért zu dem
angegebenen Ablaufplan?

b) Streiche im Ablaufplan von den beiden
unmittelbar aufeinanderfolgenden Opera-
tionstastenzeichen jeweils das erste. Wel-
cher Term geh6rt zu dem so gednderten
Ablaufplan? (Die Losung soll durch Pro-
bieren gefunden werden, wobei anstelle der
im Ablaufplan auftretenden Variablen ge-
eignete Zahlen einzusetzen sind.)

o RIHBEEKEE]
2 [BIEEEE

Wir erkennen: Durch das Driicken der richti-
gen Operationstaste nach einer falschen ist die
Korrektur nicht immer moglich. Die zur fal-
schen Operationstaste gehorende Operation
wird zwar nicht ausgefiihrt, jedoch kann durch
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die falsch gedriickte Operationstaste die Rei-
henfolge (Vorrang) der Ausfiihrung der Re-
chenoperationen verdndert worden sein.

Wir erinnern uns und prdgen uns ein:

Das Berechnen von Quadratwurzeln, Quadra-
ten, Reziproken, ... mittels der entsprechenden
Funktionstasten fiihrt unser Rechner vorrangig
vor jeder Rechenoperation aus.
Rechenoperationen héherer Stufe werden
vor solchen niederer Stufe ausgefiihrt.
Dazu die folgende Ubersicht:
Funktionstasten

(bzw. Funktionstastenfolgen)

[, 2], [, 4], [%], [1g],
[£](ig]. [1n], [F][ia}, [sin], [F][sin],
[cos], [F][cos], [tan], [F][tan]

Operationstasten
fir Rechenoperationen ...

3. Stufe:
2. Stufe: [ﬂ, E]
1. Stufe: , E

Man beachte aber die Mehrfachbedeutung
der Tasten und [%]! Durch Betiti-
gen der Vorzeichenwechseltaste

wird in der Regel die angezeigte Zahl
durch ihre entgegengesetzte prsetzt. Wird

die Taste jedoch betitigt, nachdem
eine Zahl mit abgetrennter Zehnerpotenz

mittels der Taste eingegeben

wurde, so wird der Exponent durch den
entgegengesetzten ersetzt. Das Wirken der
Prozenttaste ist in (*) dargestellt.

Zur Festigung lésen wir noch folgende
Aufgabe.

A2 A Welcher Term wird jeweils mit den
folgenden Ablaufplinen berechnet?

Lo L]EHREE
2 [ BIIEE
3. [l I B ] ] E]

Nun wollen wir uns der eigentlichen Ziel-
stellung zuwenden. Wir beschrinken uns
zunichst auf Aufgaben, zu denen es einen
Ablaufplan mit genau einem Ergebnista-

stenzeichen E, und zwar am Ablaufpla-
nende, gibt. Derartige Aufgaben nennen
wir Startaufgaben, der zugehdrige Ablauf-
plan heiBe Startplan. Uns interessiert, wie
beim Fortsetzen dieser Startpline nach
rechts die Konstantenautomatik wirkt und

welche Aufgabenfolgen damit vorteilhaft
gelost werden konnen.

Im ersten Schritt soll der Startplan genau
ein Operationstastenzeichen und zusitzli-
che Funktionstastenzeichen enthalten.

A3a a) Gib zu jedem Pfeil an, welcher

" Term der betreffenden Stelle des Ablauf-

planes durch den SR 1 zugeordnet ist!
b) Gib weiterhin an, welcher Teil des
Startplanes vom SR 1 gespeichert ist!

L HHENFEHEEE
8

: DEEHOmEE
CEEE

Wir erkennen: In diesem Fall speichert der
SR 1 den Teil des Startplanes, der mit dem
Operationszeichen beginnt und vor dem Ergeb-
nistastenzeichen endet.

Im zweiten Schritt soll der Startplan meh-
rere  Operationstastenzeichen  gleicher
Stufe und eventuell noch Funktionstasten-
zeichen enthalten. (Den Operationstasten
und ihren Zeichen denken wir uns die glei-
che Stufe zugeordnet wie den entsprechen-
den Operationen.)

A4a a) Gib zu jedem Pfeil an, welcher
Term der betreffenden Stelle des Ablauf-
planes durch den SR 1 zugeordnet ist!

b) Gib an, welcher Teil des Startplanes
vom SR 1 gespeichert ist!

Lo I RIED
o

(=] [l =]

28 2y
2 GFEIELEEE

=l ==

el e’} 2y
Wir erkennen: Hier speichert der SR 1 den
Teil des Startplanes, der mit dem letzten Ope-
rationstastenzeichen beginnt und vor dem
Ergebnistastenzeichen endet..
Im dritten Schritt soll der Startplan meh-

rere Operationstastenzeichen (verschiede-
ner Stufen) und eventuell noch Funktions-

" tastenzeichen enthalten.

AS5A a) Gib wieder an, welche Terme
bei den einzelnen Pfeilen im Ablaufplan
berechnet werden!
b) Welcher Teil des Startplanes wird im
SR 1 gespeichert?

L HRNEEEEE
HEDOEEE]

2 [l E ] & D L]
(=[] =[] [=]
Vel 2B 2y
Jetzt speichert unser Rechner den Teil des
Startplanes, der mit dem am weitesten rechts
stehenden Operationstastenzeichen der niedrig-
sten vorkommenden Stufe beginnt und vor
dem Ergebnistastenzeichen endet.
Das Wirken der Konstantenautomatik



steht in enger Beziehung zu dem der Vor-
rangautomatik. Das erkennt man, wenn an
geeigneten Stellen eines Ablaufplanes die
Anzeige und auch der Speicherinhalt (ge-
nauer der Inhalt des Arbeitsspeichers) ange-
geben werden. Beachte: Wihrend der Kon-

stantenspeicher (Tasten , ,
) eine Zahl speichern kann, spei-

chert der Arbeitsspeicher Befehlsfolgen
und Zahlen. Es soll jetzt zur Verdeutli-
chung zwischen einer Aufgabe und ihrem
Ergebnis unterschieden werden. So werde
z. B. das Ergebnis der Aufgabe a:b mit
{(a:b) bezeichnet.

ninfolelalnlaln
Blojulninislne

Pfeil Anzeige Inhalt des
Arbeitsspeichers

o a ax...

B (ab) (ab) — ...

y c (ab) —cx...

& {cd) (ab) — (cd)x...

€ (ab — cde) {ab —cde) + ...

¢ f (ab — cde) + fx...

n (ab —cde + fg) (ab —cde) + (fg)

9 ¢(h + fg) h + (fg)

Nun soll gepriift werden, wie die Erweite-
rung des Startplanes verindert werden darf,
damit die Speicherung erhalten bleibt.

A6a Gib zu jedem Pfeil an, welcher
Term der betreffenden Stelle des Ablauf-
planes durch unseren Rechner zugeordnet
ist!

L IHBERFEEG
a
%I [e] =] Le]
e 2y

=ER]E

8 e
2 [ [H ] E b [ =

' 28
Elajealalalaln
14 e

=]l =]

2t 2n
3. [a] [x] [e] [=] [e] [¢] /l%l

&

[=] [e] B [e] (=] (2] [x] [e]

2y

=] (2] [=]

2”0 e
Wir erkennen: Die Speicherung eines Teiles
des Startplanes bleibt bei dessen Erweiterung
erhalten, wenn diese durch abwechselndes Hin-
zunehmen von Zahlzeichen und Ergebnista-
stenzeichen, erganzt durch Funktionstastenzei-
chen, erfolgt. Die Speicherung bleibt ebenfalls
erhalten, wenn in der Erweiterung Zahlzeichen
weggelassen werden.
Der SR 1 verwendet dann die Zahl, die ge-
rade in der Anzeige sichtbar ist. Die im Ar-

beitsspeicher enthaltene Zahl und die ge-
speicherte Operation werden geldscht und

durch neue ersetzt, sobald in der Erweite-
rung des Startplanes Operationstastenzei-
chen auftreten. Die neue Speicherung ist
bestimmt durch den Teil der Erweiterung,
in dem das erste Operationstastenzeichen
auftritt. Dieser Teil, der als neuer Startplan
aufzufassen ist, beginnt nach einem Ergeb-
nistastenzeichen, endet mit einem Ergeb-
nistastenzeichen und enthilt im Innem
kein Ergebnistastenzeichen.

Erginzend sei mitgeteilt, daB diese Aus-
sage auch in den Fillen giiltig bleibt, in de-
nen vor dem ersten Operationstastenzei-
chen in der Erweiterung kein Zahlzeichen
steht: -
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Weiterhin ist es moglich, daB eine Speiche-
rung gar nicht wirksam wird, sondern so-
fort aufgehoben und durch eine neue er-
setzt wird:

[a] ] (o] (=] [ Le] (5] [d]

~a+b AZ(a + b)c

[F1 el =]

~dc ~ec

) (2 (<] ) (=) ) 0 3]
ajofa(af=

~ai(b4c) 2d:(b+c) ~e:(b+c)

Damit tiberblicken wir in jedem Falle, wie
die Konstantenautomatik wirkt.

Zusitzlich wurde mit dem letzten Ablauf-
plan erkanat: Das Betdtigen von Tasten fur

Arbeiten mit dem Speicher (, ,
) beeinfluBt das Wirken der Kon-

stantenautomatik nicht. Nunmehr wollen
wir unsere Erkenntnisse anwenden, um ge-
eignete Aufgabenfolgen vorteilhaft zu 16-
sen. Damit dabei die Konstantenautomatik
ausgenutzt werden kann, ist der Rechenab-
lauf entsprechend zu-organisieren, d.h., die
jeweilige Formel ist gegebenenfalls geeig-
net umzuformen. Die in den folgenden
Aufgaben angegebenen GréBenangaben
sollen als Niherungswerte (MeBwerte) an-
gesehen werden. Deshalb sind die mit Gro-
Benangaben ermittelten Ergebnisse sinn-
voll zu runden.

A7a Die Formel fiir die Linge der
Raumdiagonale eines Wiirfels der Kanten-

linge a lautet e = a-fj_ .

Modell eines Kochsalzkristalles
a=28-10"%cm

® Na-lon

o Cl-Ion

Berechne fiir Wiirfel mit den Kantenlin-
gen

a,=2,24dm, a,=3,7cm, a; =59cm,
2,=4,58mund a;=2,8-10"%cm
(Abstand zweier benachbarter Natrium-
und Chlorionen im Kochsalzkristall) die
Linge der Raumdiagonalen!

A 8 A Die Formel fiir den Oberflichenin-
halt 4, einer Kugel mit dem Radius r lau-
tet Ay = 4mr?.

Berechne die Oberflicheninhalte der Ku-
geln mit den Radien

rn=29cm, r,=3,71m, r;=84dm

und r, = 6371 km (mittlerer Erdradius)!

A94a Die Formel fir das Volumen V
eines Kreiszylinders mit dem Grundkreis-
radius r und der Hohe A lautet V = nr2h.
Berechne fiir die Kreiszylinder mit dem
Volumen 500cm’® (0,51) die jeweiligen
Grundkreisradien, wenn die Hohen
h;=140cm, h,=17,4cm, hy=24,1cm
und h, = 30,0 cm sind!

4104 Fir die Lingen der Katheten a
und b sowie die Linge der Hypotenuse ¢
eines rechtwinkligen  Dreiecks  gilt
c2=ga?+ b2, Berechne fiir rechtwinklige
Dreiecke mit der Hypotenuse ¢ = 6,3°cm je-
weils die eine Kathete a, wenn die andere
Kathete b 12cm, 2,2cm, 3,4cm, 42cm
oder 5,1 cm lang ist!

Alla Fir den Gesamtwiderstand R
zweier parallel geschalteter Widerstinde R,
und Ry, gilt die Formel —lli' = %1 + RL" In
einer Parallelschaltung habe der eine Wi-
derstand den Wert R; = 50,0 Q. Der andere
Widerstand R kann stufenweise verdndert
werden. Er nehme dabei die Werte 10,0 Q,
20,00, 30,0Q, 40,00, 50,0Q, 60,09,
70,0 2, 80,0 Q, 90,0 Q und 100,0 Q an. Be-
rechne den jeweiligen Gesamtwiderstand!

A 12 a Berechne
1,+1,22+1,3+14°+15+1,6°
+1,77+1,8+1,9!

Anleitung: Die Berechnung dieser Summe
mit dem SR 1 gelingt unter Benutzung der

Taste !

Das Benutzen der Konstantenautomatik
beim Berechnen der Glieder einer Zahlen-
folge bzw. ihrer Summe ist offensichtlich
um so vorteilhafter, je mehr Glieder die
Zahlenfolge besitzt.

AbschlieBend sei vermerkt, daB die Wir-
kung der Konstantenautomatik nicht auf-
gehoben wird, wenn eine falsch eingege-
bene Zahl durch einmaliges Betitigen der

Lsschtaste [CE—C] geléscht und anschlie-
Bend die richtige Zahl eingegeben wird. So

ist z. B.
njsjojslnjs=:n[=)

W. Trager

(*) Rund um den SR 1 - Die Prozenttaste.
alpha, Heft 1/86
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Ein bekanntes
geometrisches
Problem

Welche mathematische Fragestellungen
sind wohl besonders interessant und her-
vorhebenswert? Die Antwort ist gewill
nicht leicht! Zwei Eigenschaften sollten
solche Probleme jedoch immer haben:
Einer einfachen, verstindlichen Formulie-
rung miiBte ein wegen seiner Schwierigkeit
reizvoller Losungsweg gegeniiberstehen.
Wir wollen ein derartiges Problem aus der
Geometrie vorstellen, das trotz umfangrei-
cher Bemiihungen vieler Mathematiker seit
mehr als 30 Jahren ungelost ist.

Der erste Abschnitt soll zunédchst einfache
Begiffe bereitstellen, wiahrend unter 2. die
eigentliche Problemstellung genannt wird.
Danach werden bekannte Teilergebnisse
aufgezeigt.

1. Konvexe Mengen

Wir befassen uns mit Punktmengen in der
Ebene sowie im dreidimensionalen Raum.
(Die folgenden Begriffe kdnnen auch im
n-dimensionalen Raum, z.B. fir n = 4, de-
finiert werden, was wir aber dem geome-
trisch erfahrenen Leser iiberlassen.) Eine
solche Menge C heiBt konvex, wenn sie zu
jedem beliebigen Punktepaar x,y auch die
zugehorige Verbindungsstrecke xy voll-
stindig enthilt (siehe Bild 1, wo nur die
beiden rechts dargestellten Mengen diese
Eigenschaft haben).

Eine Menge wird beschrankt genannt, wenn
man sie in einem Kreis (in der Ebene) bzw.
in einer Kugel (im Raum) unterbringen
kann (Bild 1: Pa eine Halbebene offen-
sichtlich eine unbeschrinkte Menge dar-
stellt, ist lediglich die ganz rechts gezeich-
nete Menge konvex und beschrinkt.).

Ein Punkt b soll Randpunkt der Menge C
heiBen (in der Ebene), wenn jeder noch so
kleine Kreis um b sowohl Punkte von C als
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auch solche, die nicht zu C gehéren, ent-
hilt (Bild 2).

Die Gesamtheit der Randpunkte von C
werden wir Rand nennen. Im Raum wird
der Rand analog definiert, nur muB8 man
fir Kreis dann Kugel setzen. (Zum Beispiel
heiBt der Rand einer Kugel bekanntlich
Sphire.) Die wohl interessantesten konve-
xen Mengen sind die konvexen Figuren
bzw. Korper. Eine beschrinkte konvexe
Menge in der Ebene (im Raum) soll kon-
vexe Figur (konvexer Kérper) heillen, wenn
sie ihren gesamten Rand sowie echt innere
Punkte enthdlt. Die erstgenannte Bedin-
gung iiber den gesamten Rand vermeidet
die Einbeziehung soich unbequemer konve-
xer Mengen wie etwa des Wiirfels ohne
seine Ecken. Die zweite Aussage schlieBt
Punkte und Strecken in der Ebene bzw.
Punkte, Strecken und ebene Figuren im
Raum aus.

2. Formulierung des Problems

Jedes Quadrat Q kann durch vier kleinere
Quadrate mit Seiten parallel zu denen von
Q vollstindig iiberdeckt werden, wihrend
drei solche Quadrate nicht ausreichen
(warum?). Ein Kreis K kann hingegen
durch drei kleinere Kreise iliberdeckt wer-
den, aber nicht durch zwei (Bild 3).

Bild 3

Die Mathematiker Hadwiger und Levi
stellten die allgemeine Frage nach der
kleinsten Zah! solcher kleineren Kopien

einer konvexen Figur bzw. eines konvexen
Korpers C, mit denen C iiberdeckbar ist.

Diese Zahl sei kiinftig mit L(C) bezeich-
net. Also haben wir augenscheinlich
L(Q)=4 und L(K)=3. Doch vor weite-
ren Betrachtungen sollen diese kleineren
Kopien einer Menge exakt definiert wer-
den.

Sei z beliebiger Punkt der Ebene oder des

Raumes und k eine positive reelle Zahl mit
k < 1. Wir bilden jeden Punkt x von C auf
einen Punkt x’ derart ab, daB x’ zwischen z

und x liegt und das Verhiltnis der Ab-
stinde | x’z | und | x z | gleich k ist (Bild 4).

—~
1

Bild 4

Die so erhaltene Menge C’ heiBt um & ver-
kleinertes Bild von C. Die beschriebene
Abbildung ist, wie ihr leicht seht, eine zen-
trische Streckung mit Zentrum z und Ver-
hiltnis &, d.h. (wegen 0 < k < 1) insbeson-
dere eine Verkleinerung. Es ist auch
tiblich, unter unseren Voraussetzungen C’
als gestauchtes Bild von C zu bezeichnen.

Aufgabe 1

Zeige, daB jede durch Verschiebung von C’
erhaltene Menge C” ebenfalls ein ge-
stauchtes Bild von C ist!

(Hinweis: Zentrische Streckungen werden
in Klasse 8 behandelt.)

Aus der Losung dieser Aufgabe folgt sofort,
da8 fuir die Uberdeckung von C mittels ge-
stauchter Bilder die Betrachtung von Men-
gen ausreicht, welche aus einem einzigen
um k verkleinerten Bild von C durch Ver-
schiebung hervorgehen.

Der bekannte Schweizer Mathematiker
Hadwiger formulierte 1957 die folgende
Vermutung:

Jeder konvexe Kérper im n-dimensionalen
Raum kann durch 2" gestauchte Bilder
uberdeckt werden.

In der Ebene (n = 2) konnte diese Vermu-
tung bestidtigt werden, fiir n =3 (also im
uns interessierenden Anschauungsraum)
hingegen ist die Antwort bis heute unbe-
kannt. Moglicherweise kann euch also erst-
mals der Beweis gelingen, daB jeder kon-
vexe Korper im Raum durch 2°=8
gestauchte Bilder iiberdeckt werden kann.
Andererseits wiirde natiirlich zur Widerle-
gung der beriihmten Vermutung ein Ge-
genbeispiel geniigen.

Aufgabe 2

Ermittle L(C), falls C als Parallelogramm,
regelmiBiges Sechseck, Kugel, Wiirfel, Te-
traeder, regelmaBiges Oktaeder sowie als
Prisma mit quadratischer Grundflache vor-
liegt! Versuche, deine Aussagen zu bewei-
sen!

3. Das Uberdeckungsprob!em
in der Ebene

Allein fiir die Ebene bewies Levi im Jahre
1955 den Satz 1: Fiir jede konvexe Figur C,
die kein Parallelogramm ist, gilt L(C) =3.
Zusammen mit L(P)=4 (P... beliebiges
Parallelogramm) ist dies die positive Ant-
wort auf Hadwigers Vermutung in der
Ebene. Unmittelbar dringt sich nun die
Frage auf, welchen kleinstmoglichen Wert
k annehmen kann, um L(C) =4 fiir eine
beliebige konvexe Figur C auch weiterhin
zu gewihrleisten. Zum Beweis des diesbe-
ziiglichen Satzes 2 bendtigen wir einen
weiteren Begriff und einen Hilfssatz. Zwei
Parallelogramme P und P heiBen gquasi-
dual, wenn die Seiten von P parallel zu
den Diagonalen von P und wenn die Sei-
ten von P parallel zu den Diagonalen von
P sind.

Aufgabe 3

Beweise die folgenden Eigenschaften
quasi-dualer Parallelogramme P und P:
Die Verhiltnisse der Seiten von P _zu je-
weils parallelen Diagonalen von P sind
gleich (wir bezeichnen ihren gemeinsamen
Wert mit p).

Die Verhiltnisse der Seiten von P zu den
jeweilig parallelen Diagonalen von P sind
natiirlich auch gleich und, mit g bezeich-

2 festgelegt.

net, durch p-q=



Es folgt noch der angekiindigte Hilfssatz:
In jede konvexe Figur C 148t sich ein Paar
quasi-dualer Parallelogramme derart einbe-
schreiben, daB die insgesamt 8 Ecken
Randpunkte von C sind.

Der relativ umfangreiche Beweis dieser
Aussage soll unterlassen werden. Dafur be-
weisen wir aber mit ihrer Hilfe nun Satz 2
(Lassak, 1984):

Jede konvexe Figur C kann durch vier klei-

2

nere Bilder mit k = - tiberdeckt werden.

Beweis: Wegen des Hilfssatzes finden wir
Punkte a,, b,, a,, b,, as, by, a4, by nachein-
ander im Rand von C, so daB die Vierecke
P = aaasa, und P = b,b,b3b, quasi-duale
Parallelogramme sind (siehe Bild 5).
Setzen wir p < g (umgekehrt wire die wei-
tere BeweisfUhrung analog), so folgt wegen

pq=
Wir bezeichnen nun mit a den Mittel-
punkt von P. Die Punkte c,, ¢,, c3, ¢4 S€ien
die jeweiligen Schnittpunkte der paarwei-
sen Verlingerungen der Strecken a;b, und
ayb,, a,b, und a3b;, a3b, und a,.b, sowie
asb; und a;b, (siehe wiederum Bild 5).

Da ay, by, a,, by, a3, b, a4, by aufeinander-
folgende Punkte im Rand von C sind, ist C
enthalten in der sternformigen Vereini-
gungsmenge der Vierecke

aa;c,a,, ad,c,a,, aa;c;a, und aa,cqa;.

Die zentrische Streckung mit Zentrum ¢;
und Verhiltnis p wird fortan durch H;
(i=1, 2, 3, 4) reprisentiert.

Aus H,(by) = a,, H,(b,) = a,, der Paralleli-
tit der Strecken a,a und b,b, sowie der
Parallelitit von a,a und b,b, folgt, dal
H,(C) das Dreieck aa,a, iiberdeckt. Sei y
ein im Dreieck a,a,c, liegender Punkt aus
C. Da H,(C) konvex ist und die Punkte a,,
a,, H\(y) enthilt, liegt auch das gesamte

% (Aufgabe 3) sofort p =< TZ

Dreieck a,a,H,(y) in H,(C), insbesondere
der Punkt y. Demnach enthilt H,(C) jenen
Teil von C, der im Viereck aa,c,a; liegt. In

gleicher Weise sind die Teile von C, wel-
che in den Vierecken aa,c,a,, aa;c;a, und
aa,cqa, liegen, Teilmengen von H,(C),
H3(C) und Hy(C), w.z.b.w.

4, Teilergebnisse im Raum

Die riumliche Fassung der Hadwigerschen
Vermutung, daB also jeder konvexe Korper
durch 2° = 8 gestauchte Bilder liberdeckbar
sei, ist bislang, wie bereits erwdhnt, ohne
Beweis bzw. Gegenbeispiel geblieben. Da
keine zwei Ecken eines Parallelepipeds
(siehe Bild 6, linke Seite) zugleich durch
ein gestauchtes Bild dieses Polyeders itber-
deckt werden konnen, ist der gesamte Kor-
per auch nicht durch sieben kleinere Bilder
iiberdeckbar. Dieses Beispiel zeigt, dafl die
Zahl 8 nicht verkleinert werden kann.

Bild 6

Fiir die exakte Formulierung einiger Teil-
ergebnisse brauchen wir noch drei einfache
Begriffe: Eine Ebene durch einen Rand-
punkt b eines konvexen Korpers C wird
Stiitzebene von C genannt, wenn der ge-
samte Korper C in einem Halbraum beziig-
tich dieser Ebene liegt. Ein Randpunkt von
C heiBt reguldr, wenn es nur genau eine
Stiitzebene an C durch ihn gibt, ansonsten
singular. Zum Beispiel sind die Ecken und
Kantenpunkte des Wiirfels singuldr, wih-
rend alle Randpunkte der Kugel regulir
sind. Im Jahre 1960 bewies der Moskauer
Mathematiker Boltjanski Satz 3:

Ein konvexer Korper mit ausschlieBlich re-
guldren Randpunkten kann stets durch vier

gestauchte Bilder iiberdeckt werden. Ein
einfacher Beweis (der n-dimensionalen
Verallgemeinerung) dieses Satzes kann in
dem populdren Buch (*) nachgelesen wer-
den. Boltjanskis Aussage wurde neuerlich
erweitert. So konnte der Georgier Chara-
sischwili zeigen, daB L{(C)=4 bestehen
bleibt, wenn C nicht mehr als vier singu-
lire Randpunkte hat. Andererseits bewies
der Mathematiker Weibach aus Magde-
burg, daB L(C) =4 sogar bei Existenz be-
liebig vieler singuldrer Randpunkte gilt,
die allerdings nicht zu spitz sein diirfen.
Eine andere Moglichkeit der Gewinnung
von Teilergebnissen zu unserem Uberdek-
kungsproblem ist die Beschrinkung auf
konvexe Korper mit Mittelpunkt. In den
sechziger Jahren konnte der englische Ma-
thematiker Rogers fiir jeden solchen Kor-
per C eine Abschitzung im n-dimensiona-
len Raum finden, die fir n=3 die
Ungleichung L(C) < 148 erbringt, wihrend
Lewin und Petunin aus Woronesh (mit
einer ebenfalls n-dimensionalen Abschit-
zung) L(C) =64 fur den Anschauungs-
raum vorlegten. Der Vergleich dieser
Schranken mit der vermuteten Zahl 8 zeigt
so recht die Schwierigkeit des Problems.
1984 konnte dann endlich die Hadwiger-
Vermutung fiir zentralsymmetrische kon-
vexe Korper bestitigt werden.
Es gilt nimlich Satz 4 (Lassak 1984):
Jeder konvexe Korper mit Mittelpunkt
kann durch acht gestauchte Bilder iiber-
deckt werden.
Man kénnte vermuten, daB fur alle konve-
xen Korper mit Mittelpunkt, die kein Par-
allelepiped sind, bereits jeweils sechs ge-
stauchte Bilder ausreichen. Doch sogar fir
die Polyeder in dieser Menge ist dies unbe-
wiesen.
Fordert man allerdings, daB nicht nur das
konvexe Polyeder sondern auch jede seiner
Seitenflichen selbst einen Mittelpunkt hat
(also zentralsymmetrisches Polygon ist), so
geniigen tatsichlich sechs gestauchte Bil-
der, wenn man allein die Parallelepipede
ausschlieBt. Solche Polyeder heien Zo-
noeder und spielen in Geometrie und Kri-
stallographie eine bedeutende Rolle. Bild 6
zeigt zwei Zonoeder, ein Parallelepiped
und ein Rhombendodekaeder.
Es gilt also Satz 5 (Martini 1985):
Jedes Zonoeder, das kein Parallelepiped
ist, kann durch sechs gestauchte Bilder
iberdeckt werden.
AbschlieBend sei bemerkt, daB dem erstge-
nannten Autor 1984 der Beweis von
L(C) =20 fiir jeden beliebigen konvexen
Korper C gelang.

M. Lassak/H. Martini

(*) W.G. Boltjanski,-I. Z. Gochberg:

Sitze und Probleme der kombinatorischen
Geometrie. VEB Deutscher Verlag

der Wissenschaften, Berlin 1972
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Olympiadeklasse 10

271041 Beweisen Sie, daf die Gleichung
x'—8x3+25x2—-34x+10=0
genau zwei reelle Loésungen hat!

271042 Es sei f eine Funktion, die fur
alle reellen Zahlen x definiert ist und fiir
alle reellen Zahlen x;, x, die folgenden
Gleichungen (1), (2) erfiillt:

Flx + xp) = f(x] + f(x3),

SOxy - x) =Xy f(x3)

+x; f(xy).

Beweisen Sie, daB durch diese Vorausset-
zungen der Funktionswert f(2 + ﬁ) ein-
deutig bestimmt ist, und ermitteln Sie die-
sen Funktionswert!

6]
@

Von den nachstehenden Aufgaben
271043 A und 271043 B ist genau eine aus-
zuwihlen und zu l6sen.

271043 A Das Bild wird gewohnlich als
das Bild eines Wiirfels oder jedenfalls eines
achteckigen Korpers in schriger Parallel-
projektion angesehen.

Zeigen Sie, daB dies aber auch sowohl das
Bild eines zehneckigen als auch das Bild
eines zwolfeckigen Korpers in schriager Par-
allelprojektion sein kann!

Zeichnen Sie zu diesem Zweck je einen
solchen Korper in einer neu gewihlten
schrigen Parallelprojektion, bei der alle
zehn bzw. alle zwolf Eckpunkte des Kor-
pers als voneinander verschiedene Bild-
punkte erscheinen! Geben Sie ferner zu je-
dem der beiden Korper eine Aufzdhlung
aller Eckpunkte, aller Kanten und aller
ebenen Teilflichen seiner Oberfliche an,
und nennen Sie eine Gerade in einer Pro-
jektionsrichtung, bei der das Bild entste-
hen wiirde! Eine weitere Begriindung wird
nicht verlangt.

271043B Ein Verfahren zur niherungs-
weisen Berechnung von \/2_ besagt: Aus

a
einem Niherungswert 3 dessen Zihler a
und Nenner b positive ganze Zahlen sind,
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wird ein neuer Ndherungswert % nach der
Vorschrift
a =a?+2b2, 1)
b'=2ab 2

gewonnen. Um einschitzen zu kénnen, ob

a . .
s ein geeigneter Anfangswert fiir dieses

Verfahren sein kann, behandelt man die
folgende Aufgabe (bei der die Zahl \/2_ wie
ein bekannter Wert verwendet wird): Man
ermittle alle diejenigen % (a, b positive

ganze Zahlen), bei denen die Vorschrift
(1), (2) auf einen besseren Niherungswert
% fiihrt, d. h.,

g _2<|2- 2! it

b b

271044 Ein Kreis k, mit dem Radius
ry =10 cm und ein Kreis k, mit dem Ra-

. 10 . S
dius r, =——=cm seien so in einer Ebene
3

gelegen, daB der Mittelpunkt von &, auBler-
halb von k, liegt und daB sich k, und k, in
zwei Punkten P,, P, schneiden, fir die
PP, =10cm gilt.

Ermitteln Sie den Flicheninhalt 4 des ge-
meinsamen Flachenstiicks der beiden
Kreisflichen!

Hinweis: Entsprechend wie bei der obigen
Angabe von r, soll die zahlenmiBige An-
gabe von A erfolgen, ohne dabei Nihe-
rungswerte (z. B. endliche Dezimalbriiche)
fur irrationale Zahlen zu verwenden.

271045 Worte aus den Buchstaben E, R
und S sollen nach folgenden Regeln aus
einem zu Anfang vorgegebenen Wort gebil-
det werden:

(1) Endet ein Wort auf S, so kann ein R an-
gefigt werden.

(2) An ein Wort darf dasjenige Wort ange-
fligt werden, welches aus den gleichen
Buchstaben, aber in umgekehrter Reihen-
folge besteht.

(3) Treten in einem Wort drei gleiche
Buchstaben unmittelbar hintereinander
auf, dann dirfen sie durch ein R ersetzt
werden.

(4) Zwei aufeinanderfolgende R oder E
diirfen weggelassen werden. Eine beliebige
Wahl der Reihenfolge und beliebig hdufige
Wiederholung der Regelanwendungen sind
zugelassen.

Ist es moglich, durch geniigend hiufige
Anwendung dieser Regeln aus dem Wort
ES das Wort ER zu erhalten?

271046 Beweisen Sie folgende Aussage:
Wenn fiir reelle Zahlen

a,, ay, a;, a,, as, bl, bz, b3, b4, b5

gilt, daB jede dieser Zahlen im Intervall
5 = x =10 liegt, dann gilt fir diese Zahlen
stets

2(ayby + ayby + ... + asbs)

sal+ b +al+ b2+ . +al+b?

5
§7' (a1b; + ab, + ... + asbs).

Olympiadeklassen 11/12

271241 In einer Ebene sei G die Menge
aller derjenigen Punkte, deren rechtwink-
lige kartesische Koordinaten ganze Zahlen
sind. Ferner sei F eine Menge von 1988
verschiedenen Farben.

Man beweise: Fiir jede Verteilung von Far-
ben, bei der jeder Punkt aus G genau eine
der Farben aus F erhilt, gibt es in G vier
gleichfarbige Punkte, die die Ecken eines
Rechtecks mit achsenparallelen Seiten
sind.

271242 Man emittle alle diejenigen Tri-
pel (x,y, z) reeller Zahlen, die das folgende
Gleichungssystem (1), (2), (3) erfillen:

1-x*+9-y2+8-y+8=1988, (e}
1-y°4+9-22+8-2+8=1988, 2)
1:23+9-x2+8-x+8=1988. 3)

271243 Wieviel verschiedene Worter
(a,a,a;...a,-,a,) kann man insgesamt aus
den Buchstaben
a2,€{1,2,3,4,5},i=1,..,n
derart bilden, daB

lgj—g.|=1
furj=1, ..., n—1gilt?

271244 Durch ein konvexes n-Eck
P,P,...P,, das einen Inkreis c besitzt, sei
eine Gerade g gelegt, die die Seite P,P, in
einem Punkt M und eine Seite PP,
(1 =k <n) in einem Punkt N schneidet.
Die Gerade sei so gelegt, daB sie sowohl
den Umfang als auch den Flicheninhalt
des n-Ecks halbiert, d. h., daB die folgen-
den Bedingungen (1) und (2) gelien:

(1) Die Lidngen der Streckenziige
MP P, .. PN und NP, \Pi.,...P,M sind
einander gleich.

(2) Die Fldcheninhalte der Vielecke
MP,P,... PN und NP, Py,,...P,M sind
einander gleich.

Man beweise, daB aus diesen Vorausset-
zungen stets folgt: Die Gerade g geht
durch den Mittelpunkt des Kreises c.

271245 Es sei (x,) die durch
x=1, x,=1,
X, + 1
Xp -1 +4
definierte Zahlenfolge.
Man untersuche, ob diese Folge konver-
gent ist, und ermittle, falls das zutrifft,
ihren Grenzwert.

(n=2,3,4,..)

Xp+1=

Von den nachstehenden  Aufgaben
271246 A und 271246B ist genau eine aus-
zuwihlen und zu lésen:

271246 A Alfred und Bernd teilen sich n
Apfel, indem der Reihe nach fiir jeden ein-
zelnen Apfel durch eine Zufallsentschei-
dung (z. B. Werfen einer Miinze) festgelegt



wird, wer diesen Apfel erhélt. Ein solcher
Verteilungsvorgang heiBe fir Alfred giin-
stig genau dann, wenn Alfred nicht nur am
Ende, sondern wéahrend des gesamten Vor-
gangs niemals weniger Apfel in seinem Be-
sitz hat als Bernd.

Als Wahrscheinlichkeit w(n) dafiir, daB ein
Verteilungsvorgang fir Alfred giinstig ist,
bezeichnet man den Quotienten, der sich
ergibt, wenn die Anzahl aller fiir Alfred
glinstigen Verteilungsvorginge durch die
Anzahl aller iiberhaupt moglichen Vertei-
lungsvorginge dividiert wird.

a) Man ermittle w(4).

b) Man ermittle w(n) fiir beliebiges natiirli-
ches n = 2.

271246B Man beweise: Fiir jede natiirli-
che Zahl n =2 und fir je n im Intervall
0 = x = 1 definierte Funktionen

fi, f2 .-, [, gibt es reelle Zahlen

a, ay ...,a, mtl0=ag =<1

(i=1,..., n), fur die

> 1 1
a*a; ... a,— i;.’;’(ai) 25 "9,
gilt.

Die XXVII.OJM der DDR fand in der Pid-
agogischen Hochschule Dr. Theodor Neu-
bauer in Erfurt vom 16. Mai bis zum
19. Mai statt.

Einen ersten Preis in Klasse 10 erhielten:
Ingrid Voigt, Spezialschule Leipzig;
Carsten Deus, Steffen Gerlach (K1.9),
beide Spezialschule Hans Beimler,
Karl-Marx-Stadt;

Raymond Hammecke, Spezialschule Erfurt
(KL 9)

Einen ersten Preis in Klasse 11/12 erhiel-
ten:

Dirk Liebscher, Spezialschule G. Thiele,
Kleinmachnow;

Martin Welk, EOS E. Abbe, Eisenach;
Andreas Siebert, Spezialschule H. Hertz,
Berlin (KI.11);

Jan Fricke, 5. POS F. Wolf, Pasewalk
(KI1.10)

Einen zweiten Preis erhielten 14 Schiiler,
einen 3. Preis 33 Schiiler und eine Aner-
kennungsurkunde 32 Schiiler.

An der OJM nahmen 172 Schiiler, davon
22 Midchen, teil.

Die Internationale Mathematikolympiade
wird im Juli dieses Jahres in Canberra/
Australien stattfinden.

Buchtips fiir Schachfreunde

Ernst Bonsch
Kleines Lexikon Schach

144 Seiten, 30 Diagramme

Bestell-Nr.671728 5 Preis: 8,50 M

Issak, M. Lindner
Das Schachgenie Capablanca

320 Seiten, 15 Diagramme
Bestell-Nr.6717330 Preis: 16,50 M
beide Titel: Sportverlag, Berlin

alpha-
Schachwettbewerb
1988

Zum 6. Mal fordert alpha alle Schach-
freunde zur Teilnahme an einem L&sungs-
wettbewerb auf!

Unsere Knobelei soll Schachfreunden als
Anregung dienen und neue Interessenten
ermuntern, am Weitbewerb teilzunehmen.
Gegeniiber den vorangegangenen Wettbe-
werben prisentiert sich dieser in etwas ver-
dnderter Gestaltung. Diesmal gilt es, nur
vier Schachaufgaben mit der Forderung
»Matt in 2 Ziigen“ richtig zu 16sen. Der
6. alpha-Schachwettbewerb bietet dabei
eine Premiere. Die Aufgabe Nr.2 ist der er-
ste Urdruck (Erstverdffentlichung eines
Schachproblems), der in alpha erscheint.
Der populire Schachproblemkomponist
Fritz Hoffmann (WeiBenfels) stellte diese
Aufgabe freundlicherweise zur Verfiigung.
In allen vier Aufgaben beginnt Weifl und
setzt Schwarz trotz bester Gegenwehr mit
dem zweiten Zug matt. Als vollstindig gilt
die Losung, wenn alle Abspiele bis zum
Matt angefiihrt werden.

Maogen diese vier Aufgaben allen Teilneh-
mern schone MuBestunden bereiten, wenn-
gleich bis zum Erreichen der Lésungen
einige Fallstricke und Verfihrungen zu er-
kennen und zu durchschauen sind.

Unter den Teilnehmern, die die Aufgaben
Nr.1 bis Nr. 4 korrekt gelost haben, werden
Buchpreise verlost und Urkunden verteilt.
In einer weiteren Verlosung haben auch
alle anderen Teilnehmer, die zumindest
eine Aufgabe richtig geldst haben, die
Chance, einen Buchpreis zu gewinnen.
Teilnahmeberechtigt sind alle alpha-Leser.
Die Einsendung der Losungen (jeweilige
Aufgaben-Nummer angeben) ist bitte bis
zum 31.12.1988 unter Angabe von Name,
Vorname, Alter und Adresse zu richten an

Redaktion alpha

PSF 14

Leipzig

7027
Die Losungen sowie die Gewinner werden
in alpha 4/1989 ver6ffentlicht.

Schon gewuBit?

Das Schach entstand vermutlich vor 2000
bis 2500 Jahren in Indien, um das Jahr
1000 kam es nach Europa. Weltmeister-
schaften werden seit 1886, Europameister-
schaften seit 1957 ausgetragen.

Matt in 2 Ziigen

Matt in 2 Ziigen

alpha. Berlin 22 (1988) 5 - 107



Die Trio-Wiirfel

Wir wollen euch heute ein selbsterdachtes
logisches Spielzeug, die Trio-Wiirfel, vor-
stellen. Sie gestatten vielfdltige Baumog-
lichkeiten und bergen auch manch kniffli-
ges Problem in sich.

Herstellung der Trio-Wiirfel

Als Trio-Wiirfel (Dreifarben-Bauwiirfel) be-
zeichnen wir einen Bausatz von 27 gleich
groBen Wiirfeln, die mit drei Farben, (z.B.)
Blau, Gelb und Rot, so gefdrbt sind, daB
mit ihnen der Zusammenbau eines duBer-
lich sowohl blauen, gelben als auch roten
3Ix3x3-Wiirfels moéglich ist, wobei der
Bausatz eine symmetrische Firbung hat,
d. h. eine beliebige Permutation der drei
Farben die Firbung des Bausatzes nicht
verdndert.

Das Bild 1 zeigt die Netze der 27 Trio-
Wiirfel, die durch Farbanstrich bzw. Bekle-
ben mit Buntpapier leicht herstellbar sind,
wobei ihr nach folgender Firbungsvor-
schrift verfahren konnt:

Stellt 27 gleich groBe Wiirfel in fiinf Rei-
hen zu je 3, 6, 6, 6 und 6 Wiirfeln auf (vgl.
Bild 1) und firbt sie wie folgt (D = Deck-
fliche, G = Grundfliche, V = Vorderfli-
che, R = Riickfliche, LS = linke Seitenfla-
che, RS = rechte Seitenflache):

1. Reihe: V, D und RS werden beim linken
und mittleren Wiirfel blau, beim rechten
Wiirfel gelb gefirbt. Die drei Restflichen
werden beim linken Wiirfel gelb sowie
beim mittleren und rechten Wiirfel rot ge-
farbt.

2. Reihe (3. Reihe, 4. Reihe): V, D und RS
aller 6 Wiirfel werden blau (gelb, rot) ge-
farbt. Man bildet nun zwei Gruppen zu je
drei Wiirfeln. Bei der linken Gruppe wer-
den R und LS gelb (rot, blau) und G rot
(blau, gelb), bei der rechten Gruppe R und
LS rot (blau, gelb) und G gelb (rot, blau)
gefirbt.

5. Reihe: V und D aller 6 Wiirfel werden
blau gefirbt.

Man bildet wieder zwei Gruppen zu je drei
Wiirfeln. Bei der linken Gruppe werden R
und LS gelb sowie G und RS rot, bei der
rechten Gruppe R und RS gelb sowie G
und LS rot gefarbt.

Bild 1: Die Trio-Wiirfel (Wiirfelnetze)

a ,_—q D Blau 5
- ' & b 3 ] [ cew L g =
— - — m Rot LY
= ey ’___1 e _ _
5 2 e s R i
Bl ELL) B OO0 oJ

—

e o e T e o
Lol Dt Lol B BT
B E = i N = N

e e e — e e — — — — — ——-—r———_—_
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Spielméglichkeiten und Probleme

Mit den Trio-Wiirfeln kénnen ein-, zwei-
bzw. dreifarbige Koérper (Wiirfel bzw. Ge-
baudemode'le) gebaut werden, wobei der
Reiz bzw. die Schwierigkeit darin besteht,
daB man mit den zur Verfiigung stehenden
Wiirfel-Farbflichen haushalten muB.

Baut man etwa beim Zusammenbau eines
einfarbigen roten Wiirfels eine rote Fliche
ins Innere ein, so fehlt diese am SchluB.
Der Fehler ist aber durch Austausch des
falschlich eingebauten Wiirfels leicht korri-
gierbar. Da bei den Trio-Wiirfeln jede
Farbe gleichwertig auftritt, so ist natiirlich
jedes Modell nur ein Vertreter einer Klasse
von Modellen, die sich lediglich durch Per-
mutation der Farben unterscheiden. Der
Bau eines Modells wird wesentlich schwie-
riger, wenn man fordert, daB die einfache
Anschlufbedingung (je zwei im Inneren auf-
einanderliegende  Wiirfelflichen haben
gleiche Farbe) bzw. die wverschdrfte An-
schlufbedingung (aufeinanderliegende
Schnittflichen des Modells sind gleichfar-
big) erfiillt sind. Ldst nun mit Hilfe der
selbstgebauten Trio-Wiirfel folgende Auf-
gaben:

Ala Baut die in den Bildern 2 und 3
dargestellten Wiirfel und Gebdudemodelle
(zunichst ohne Beachtung einer AnschluB-
bedingung)!

A2A Baut einen einfarbigen (etwa
blauen) Wiirfel, der nur die einfache An-
schluBbedingung erfiillt!

A3 a Baut einen einfarbigen (etwa gel-
ben) Wiirfel, der die verscharfte AnschluB-
bedingung erfiilit! Entwickelt hieraus eine
rationellere (als die obige) Firbungsvor-
schrift zur Herstellung der Trio-Wiirfel!
A4 a Greift unterschiedliche Trio-Wiir-
fel heraus und baut sie vergroBert im For-
mat 2X2X2 bzw. 3X3 X3 nach!

a5a Uberlegt euch, ob mit den Trio-
Wiirfeln gleichzeitig ein blauer, ein gelber
und ein roter 2X2x2-Wiirfel gebaut wer-
den kann!

A6 a Gebl Beispiele fiir farbige Gebdu-
demodelle an, die mit den Trio-Wiirfeln
nicht gebaut werden kénnen!

Zur Firbung der Trio-Wiirfel

Ausgangspunkt fur die Farbung der 27
Trio-Wiirfel war das folgende Fdarbungspro-
blem:

Kann man einen Wiirfelsatz, bestehend
aus 27 gleich groBen Wiirfeln, mit drei ver-
schiedenen Farben so farben, da8 mit ihm
der Zusammenbau eines 3 X3 Xx3-Wiirfels
mit einfarbiger Oberfliche, wobei jede der
drei Farben die Oberflichenfarbe sein
kann, moglich ist? Wenn ja, so sind alle
derartigen Farbungen, die wir zuldssige Far-
bungen nennen wollen, anzugeben! Dabei
sollen die Farbungen von zwei Wiirfelsit-
zen als gleich angesehen werden, wenn
man die Wiirfelsdtze, betrachtet als Wiir-
felmengen, eineindeutig so aufeinander ab-
bilden kann, daB je zwei dabei einander
zugeordnete Wiirfel die- gleiche Fiarbung
(bis auf Wiirfeldrehung) besitzen. Wir wol-
len zur Firbung o.B.d. A. die drei Farben
Blau, Gelb und Rot wihlen.
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Bild 2: Einige Wiirfelmodelle aus Trio-Wiirfeln

Zeichenerkldrung: [_] Blau

D>, p):
VIV, V)
AN, A):
D (¥, Al

[:] Gelb Rot

Die linke Seitenfldche ist blau (gelb, rot)

Die Riickfliche ist blau (gelb, rot)

Die Grundfliche ist blau (gelb, rot)

Die linke Seitenfliache (die Riickfliche, die Grundfliche) hat

dieselbe Farbgebung wie die rechte Seitenfliche
(die Vorderfliche, die Deckfliche)
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Bild 3: Einige Gebdudemodelle aus Trio-Wiirfeln, Zeichenerkldrung siehe Bild 2

Analyse des Problems:

Nehmen wir an, unser aus 27 Wiirfeln be-
stehender Wiirfelsatz sei bereits zuldssig
gefdrbt, und ein z. B. gelber 3 X3 X 3-Wiirfel
sei daraus gebaut. Dann miissen offenbar 8
Wiirfel (die Eckwiirfel) je drei eine Ecke
bildende gelbe Flidchen, 12 Wiirfel (die
Kantenwiirfel) je zwei in einer Kante zu-
sammenstoBende gelbe Flichen und 6
Wiirfel (die Flichenwiirfel) je eine gelbe
Fliache tragen. Es miissen also 54 gelbe Fla-
chen auf 26 Wiirfeln nach obiger Anord-
nung liegen. Die innen liegenden 108 Fli-
chen und somit der nicht sichtbare
27.Wiirfel (der Zentralwiirfel) miissen folg-
lich nur die beiden anderen Farben Blau
und Rot tragen, denn fir den Bau des
blauen bzw. roten 3Xx3x3-Wiirfels bend-
tigt man ja ebenfalls je 54 blaue bzw. 54
rote Flichen. Daraus ergibt sich, daB ein
zuldssig gefdrbter Wiirfelsatz genau drei
Wiirfel, die jeweils als Zentralwiirfel fun-
gieren, enthalten muf, die nur zwei Farben
(in gegenseitiger Kombination auf je drei

Eckflichen) tragen, und daB die anderen
24 Wiirfel alle drei Farben tragen miissen,
wobei 6 Wiirfel je drei blaue Eckflichen, 6
Wiirfel je drei gelbe Eckflichen, 6 Wiirfel
je drei rote Eckflichen (jeweils zusammen
mit zwei Flichen mit gemeinsamer Kante
der zweiten und eine Fliche der dritten
Farbe), und 6 Wiirfel die drei Farben auf je
zwei Flichen mit gemeinsamer Kante tra-
gen miissen.
Lésung des Problems:
Beschreiben wir jeden Wiirfel unseres Wiir-
felsatzes durch ein geordnetes Farbtripel
(b, g, 1), wobei b die Anzahl seiner blauen,
g seiner gelben und r seiner roten Flichen
angibt (b, g, r ganzzahlig; 0<b, g, r<6;
b+ g+r=6), so muB nach obigen Uberle-
gungen ein zuldssig gefarbter Wiirfelsatz
(zunéchst noch ohne Beriicksichtigung der
geometrischen Anordnung der Farben auf
einem solchen Wiirfel) enthalten:
- die 3 Wiirfel (3, 3, 0),

(3,0,3),(0,3,3), oY)
— 6 Wiirfel vom Typ (2, 2, 2), 2)

— x; Wiirfel vom Typ (3, 2, 1) und
x, Wiirfel vom Typ (3, 1, 2)
mit x; + x; =6,
- x, Wiirfel vom Typ (1, 3, 2) und
x4 Wiirfel vom Typ (2, 3, 1)
mit x; + x, =6,
- x5 Wiirfel vom Typ (2, 1, 3) und
x¢ Wiirfel vom Typ (1, 2, 3)
mit x5+ x=6. 5
Da die 18 Wiirfel (3), (4) und (5) offenbar
noch je 36 Flichen von jeder Farbe tragen
miissen, so liefert das (diophantische) li-
neare Gleichungssystem
Ix; +3x+ X3+ 2xe+2x5+ x¢=36
2x,+ x;+3x3+3x4+ x5+ 2x6 =136
X1+ 2x;+2x;+ x4+ 3x5+3x6=36
_ ¢ ©®
x + x =6
X3+ x4 =6
xs+ x¢= 6
mit der Zusatzbedingung
x; ganzzahlig,
0=sx,56(=1,2,3,4,5,6) (0}
die noch gesuchten Wiirfelanzahlen x;.
Durch Losung des linearen Gleichungssy-
stems (6) etwa nach dem GauBschen Algo-
rithmus und unter Beachtung von (7) er- *
hilt man die folgenden sieben Losungs-
6-tupel
(X1, X2, X3, Xq, Xs, X) !
6,0,6,0,6,0),(51,51,5,1),
4,2,4,2,4,2),
3,3,3,3,3,3),
2,4,2,4,2,4),(1,5,1,5,1,5
und (0, 6, 0, 6, 0, 6),
von denen ein jedes eine zuldssige Farbung
des Wiirfelsatzes charakterisiert. Beriick-
sichtigt man jetzt noch die geometrische
Anordnung der Farben auf einem Wiirfel,
so zeigt sich, daB zwar bei jedem der 21
Wiirfel (1), (3), (4) und (5) durch das Farb-
tripel und die Eckbildungsvorschrift die
Farbanordnung (bis auf Wiirfeldrehung)
eindeutig festgelegt ist, daB aber die 6 Wiir-
fel (2) zwei geometrisch verschiedene Farb-
anordnungen, die nicht durch Wiirfeldre-
hung ineinander i{ibergefiihrt werden kon-
nen, zulassen. Denn hat man eine Farbe,
z. B. Blau, auf zwei in einer Kante zusam-
menstoBenden Fliachen aufgetragen, so
gibt es fir die zweite Farbe, z. B. Rot, zwei
mogliche Anordnungen, nidmlich links-
herum (FL) bzw. rechtsherum (FR); die
Lage der restlichen zwei Flichen mit der
dritten Farbe steht dann fest (siche Bild 4).
Bei jeder der sieben obigen zuldssigen Fir-
bungen (ohne Beriicksichtigung der geo-
metrischen Anordnung) hat man also sie-
ben Moglichkeiten fiir die Wahl der 6
Wiirfel (2), ndmlich keinen Wiirfel mit
(FL) und 6 Wiirfel mit (FR), 1 Wiirfel mit

©)
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Bild 4: Zwei (2,2,2)-Wiirfel mit den
Farbanordnungen (FL) (linker Wiirfel)
bzw. (FR) (rechter Wiirfel)
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(FL) und 5 Wiirfel mit (FR), usw., wobei
die Farbgebung

3 Wiirfelmit (FL)und 3 Wiirfel mit (FR) (9)
gegeniiber Farbpermutation unveridnder-
lich bleibt. Es gibt also insgesamt 7 -7 = 49
verschiedene zulidssige Farbungen unseres
Wiirfelsatzes. Unter diesen 49 zuldssigen
Fiarbungen gibt es nun genau eine Fir-
bung, nimlich die durch (1), (2) mit (9) so-
wie (3), (4) und (5) mit (8) bestimmte, die
durch eine beliebige Permutation der drei
Farben nicht verandert wird.

Diese symmetrische Farbung wurde nun
fir die Trio-Wiirfel gewihlt, die damit ent-
halten:

1 Wiirfel vom Typ (3, 3, 0),

1 Wiirfel vom Typ (3, 0, 3),

1 Wiirfel vom Typ (0, 3, 3),

3 Wiirfel vom Typ (3, 2, 1),

3 Wiirfel vom Typ (3, 1, 2),

3 Wiirfel vom Typ (1, 3, 2),

3 Wiirfel vom Typ (2, 3, 1),

3 Wiirfel vom Typ (2, 1, 3),

3 Wiirfel vom Typ (1, 2, 3),

3 Wiirfel vom Typ (2, 2, 2) nach (FL),

3 Wiirfel vom Typ (2, 2, 2) nach (FR),
wobei drei gleichfarbige Wiirfelflichen
eine Ecke bilden und zwei gleichfarbige
Flichen eine Kante gemeinsam haben
miissen.

Im Bild 1 sind die Netze der 27-Trio-Wiir-
fel dargestellt, und wir haben eine Fir-
bungsvorschrift zur Herstellung der Trio-
Wiirfel und einige Probleme angegeben.
Trotzdem bergen die Trio-Wiirfel noch
viele oben nicht betrachtete Moglichkeiten
und Probleme in sich (Entwurf weiterer
Gebiudemodelle, Untersuchungen zur ein-
fachen bzw. verschirften AnschluBbedin-
gung, Herstellung eines Wiirfelsatzes mit
einer der anderen 48 zulissigen Firbungen
und Untersuchungen dazu u.a.), die ihr be-
arbeiten konntet.

Betrachtet man das eingangs formulierte
Fiarbungsproblem einmal aus der Sicht der
Anzahlen der Wiirfel und Farben, so liegt
die Vermutung nahe fiir die Losbarkeit des
folgenden Problems flir alle natiirlichen
Zahlenn=1:

n-Farbenproblem fiir n* Wiirfel:

Kann man einen Wiirfelsatz, bestehend
aus n® gleich groBen Wiirfeln, mit n ver-
schiedenen Farben so firben, daB mit ihm
der Zusammenbau eines nxnxn-Wiirfels
mit einfarbiger Oberfliche, wobei jede der
n Farben die Oberflichenfarbe sein kann,
moglich ist? Wenn ja, so sind alle derartige
Féarbungen (zulédssige Firbungen) zu cha-
rakterisieren!

Das Problem ist, wie man leicht feststellen
kann, fir n =1 und n =2 (eindeutig) 16s-
bar. Wie wir gezeigt haben, ist auch das
Drei-Farbenproblem fir 3°=27 Wiirfel
(mehrdeutig) 16sbar, und eine zuldssige
Firbung liefert die Trio-Wiirfel. Wenn ihr
Freude daran habt, kénnt ihr das Problem
ja fir beliebiges n einmal untersuchen, zu-
mindest aber fiir n =4, wonach ihr euch
einen Satz Quartett-Wiirfel (64 Wiirfel)
bauen konntet.

Viel SpaB dabei wiinscht euch
R. Mildner
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Algorithmengrundstrukturen
und ihre Notationsformen

Notationsform
Algorithmengrundstrukturen

verbal

Anweisungsfolge

® Linksbiindiges Untereinanderschreiben
der Anweisungen (kein Numerieren
notwendig!)

e Wertungszuweisungen mit Symbol ,,:=*

@ Ein- und Ausgabeanweisungen mit
»Ei...“bzw. A: .. . “kennzeichnen

Auswahl
a) einseitig

WENN Bedingung DANN Al

b) zweiseitig

WENN Bedingung DANN Al
SONST A2

¢) mehrfach

Al, A2, ... Am-Anweisung(-en)

FUR Fall kK GEHE ZU Al
A2

Am

Wiederholung
(Zyklus, Schieife)
a) Zihlzyklus

FUR Index := Anfang BIS Ende
(mit Schrittweite)*

Anweisung(-en)

b) Zyklus mit Endbedingung WIEDERHOLE Anweisung(-en)
BIS Bedingung

¢) Zyklus mit Anfangsbedingung SOLANGE Bedingung
TUE Anweisung(-en)




Unteralgorithmenaufrufe werden grafisch wie folgt dargestelit:| UAk

Die Anweisung in den Zyklen (Schleifenkérper) werden
optisch meist durch Einriicken hervorgehoben.
*(...) wird weggelassen, wenn die Schrittweite 1 ist.

zusammengestellt von L. Flade/M. Pruzina

grafisch
Programmablaufplan Struktogramm BASIC
1 LET...
m PRINT ...
_ Eingabe n  END
: Anweisung(-en)
| Anweisung(-en) J Ausgabe
IF Bedingung THEN Al
Bed.
nein ja
Ay
Bed IF Bedingung THEN A,:::ELSE A2
ja nein
Al AZ
Durch Ineinanderschachteln Fz;ll K ONKGOTO Z,,Z,, ...,Z,
von a) und b) — mehrfach 1 2
m
AlA,| .. IA_,,,‘

FUR Index: = Anfang

BIS Ende
(mit Schrittweite)*

r Anweisung(-en)

FOR X = A TO E(STEP S)*
Anweisung(-en)
NEXT X

WIEDERHOLE| Anweisung(-en)

BIS Bedingung

k  Anweisung(-en)

1 IF NOT (Bedingung)
THEN k

m Fortsetzung

SOLANGE Bedingung

Anweisung(-en) ] TUE I Anweisung(-en)

‘_J

k IFNOT (Bedingung)
THEN n

Anweisung(-en)

m GOTOk

Fortsetzung

=]
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In freien Stunden - alpha-heiter

Primzahl-Hokuspokus

Verbindet in der abgebildeten Zahlenmatrix alle
Primzahlen in ihrer natiirlichen Reihenfolge durch
einen Polygonzug miteinander, und euch wird ein
genialer Mathematiker aus dem 18. Jahrhundert er-

scheinen! Wer ist es?
Dr. R. Mildner, Leipzig

3110 2 | 21| 3448 58| 43| 35|51 (24|56 1

514918 45133 52| 4 |30 81]16 | 91|38 66

69| 71 54{19 823 [25(77[59|93|e7| 73|78

11|32 664|415 |57 9|3 |60[53(62]8]%R
4| 20) 44| 86| 26| 92|40 8% 70| 2750 | 46| 90

80)39| 55| 68|14 | 75|22]65(41 (85|12 |7 |42]|"

1363|417 | 23| 78|29 (37| 47 61| 84|71 |88| 28

Verflixte Bruchrechnung

Lehrer: ,Wenn ich ein Stiick Fleisch in zwei Teile
schneide, was habe ich dann, Peter?“ ,Hilften.“
,Gut. Und wenn ich die beiden Hilften abermals
zerschneide?“ ,Viertel.“ ,Und wenn ich es noch
einmal tue?“ , Achtel.“ ,Und noch einmal?“ ,Sech-
zehntel.“ ,Und noch einmal? Sag du mir das,
Fritz!“ ,Hackfleisch.“

Ritselhaftes Domino

Dominosteine sollen, entsprechend abgelegt, ein-
oder zweistellige Zahlen darstellen. So soll z. B.

die Zahl 23 4 und [; ;] ] 40 bedeuten.

In das folgende Schema sind so 9 der 28 Domino-
steine eines Spieles einzusetzen, daB alle darin ent-
haltenen sechs Gleichungen erfiillt sind und daB
die in der unteren rechten Ecke stehende Zahl még-
lichst klein ist.

S
+ - +

L -0 ]

I
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W. Trdger, Dibeln

Lolek und Bolek

LOLEK
+ BOLEK

REISE
Ermittelt — durch Einsetzen von dezimalen Grund-
ziffern fiir die Buchstaben — alle Losungen des ab-
gebildeten Kryptogramms! Dr. R. Mildner, Leipzig

Farbenverkehrt

A ist das Negativ einer Filmaufnahme. Welches der

anderen sechs Bilder ist dann das Positiv?
OL O. Chromy, Coswig

4

Konsequent betont?

AG-Leiter: ,Wer bei den Mathematikolympiaden zu
Erfolgen kommen will, muB genau wie beim Sport
konsequent trainieren.“

Bernd: ,Was bedeutet der Begriff konsequent?“
AG-Leiter: ,Konsequent bedeutet, erst so und dann
wieder so handeln.“

Bernd: ,Und was bedeutet inkonsequent?“
AG-Leiter: ,Inkonsequent bedeutet, erst so und
dann wieder so handeln.“

Bernd: ,Sie haben zwei entgegengesetzte Begriffe
mit den gleichen Worten erldutert.“

AG-Leiter: ,,Stimmt, aber du hast einen feinen Un-
terschied iiberhort.“ OL K. Koch, Schmalkalden



Mathematisches Mirchen

Vor vielen Jahren lebte einmal ein Bauer, der hatte
eine bildschéne und fleiBige Tochter. Peter und
Iwan bewarben sich um die Hand des Midchens.
Der Bauer entschied, daBl derjenige seine Tochter
zur Frau bekommen sollte, der die Differenz der
Flicheninhalte seiner beiden Felder (siehe Bild),
eines rechteckigen Feldes (Feld A) und eines qua-
dratischen Feldes (Feld B) mit gleicher Diagonal-
linge, am genauesten schitzen konnte. Peter
schitzte die Flachendifferenz auf 500 Quadratme-
ter und Iwan auf 400 Quadratmeter. Wer von bei-

den bekam wohl die Bauerstochter zur Frau?
Dr. R. Mildner, aus: LVZ

=402 ,53

116

g
3
87 M, p

(Feld 4) (Feld B)

Verkehrte Welt am Taschenrechner

Jede Zahl ist mit dem Taschenrechner auszurech-
nen, und die auf den Kopf gestellte Ergebniszahl
(Taschenrechner um 180 Grad drehen!) ist der ge-
suchte Begriff, der in die Figur eingetragen wird:

a b c d 4

Waagerecht:
a, = 22(210. 37 + 11) — 214(27 + 1) + 57. 7,
f=2-38+22.32(32-5-192+2) + 1.
Senkrecht:

a, =54 5°-137),

c=24-3-317, d=
e=3Q2-3+5).

b=212-223,
4 _
L(72_1)_19.53,

Dr. R. Mildner, Leipzig

Scheinzauber

Ein Abteilungsleiter eines Betriebes soll der Be-
triebskasse die Auszahlungsliste fiir die Jahresend-
primie mit Angabe der bendtigten Anzahl an Geld-
scheinen zu 100, 50, 20, 10 und 5 Mark iibergeben,
um unnétige Laufereien nach Wechselgeld zu ver-
meiden.

Fiir seine Mitarbeiter sind folgende Primien vorge-
sehen:

735 Mark, 780 Mark, 845Mark, 865 Mark,
915 Mark, 955 Mark, 1085 Mark und 1130 Mark.
Insgesamt also 7310 Mark.

Wie konnte die der Kasse zu iibergebende Liste aus-
sehen? Ing. A. Korner, Leipzig

Kannst du das?

Schau dir diese Abbildung zwei Minuten lang an
und versuche sie aus dem Kopf nachzuzeichnen!

TN

{Q
2/)

Systematisch zum Ziel

Wie oft ist das Wort ,,Matheolympiade“ in den fol-
genden sieben Zeilen und Spalten lesbar?

MATHEOLY

ATHEOLYM

THEOLYMP

HEOLYMPI

EOLYMPIA

OLYMPIAD

LYMPIADE
Schiilerin G. Berthold, Dresden

Eine aktuelle Folge

Wie lautet das mit **?** bezeichnete Glied der
Folge 11111000100; 2201122; 133010; 30423,
13112; 5540; 3704; 2648; **7**; 1548; 1198; ...?
Um welche Folge handelt es sich?

Mathematiklehrer G. Roesch, Apolda

Auflésung der
alpha-heiter-Preisaufgabe Heft 4/88

Verschliisselte Geburtsdaten

Die Geburtsdaten sind: Rainer: 14 05 31
Miriam: 20 10 42
Marina: 24 10 54

Lothar Otto, Leipzig
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Alphons informiert:

Wie lauft
der Wettbewerb?

Da uns oft Anfragen zum Ablauf des Wett-
bewerbs erreichen, will ich zu Beginn des
Wettbewerbs 1988/89 etwas ausflihrlicher
dariiber berichten.

Die Aufgaben werden aus den Aufgaben-
vorschldgen unserer Leser, der Literatur
und mit eigenen Ideen von unseren als
Aufgabenautoren titigen Mitarbeitern zu-
sammengestellt. Ich mochte sie unseren
alpha-Lesern vorstellen:

Dr. Werner Riehl, Diplomphysiker und Leh-
rer fiir das Fach Physik, Dozent und Leiter
des Wissenschaftsbereiches Methodik des
Physikunterrichts der Karl-Marx-Universi-
tit Leipzig, verantwortlich fiir die Aufga-
ben aus Naturwissenschaft und Technik;

Oberstudienrat Theodor Scholl, Diplomlehrer
fir Mathematik, langjihriger Mitarbeiter
im Ministerium fiir Volksbildung, nun
zwar Rentner, aber traditionell (seit 1967)
in der Aufgabengruppe von alpha und als
Autor verschiedener Beitridge titig, verant-
wortlich fir die Mathematikaufgaben der
Klassenstufen 5 bis 7,

Dr. Wolfgang Fregin, Fachlehrer fiir Mathe-
matik und Studiendirektor am Institut fiir
Lehrerbildung N. K. Krupskaja, verantwort-
lich fiir die Mathematikaufgaben der Klas-
senstufen 8 bis 10. Er mochte die Gelegen-
heit zu einigen Bemerkungen iiber eure
Aufgabenvorschlige auch im Namen sei-
-ner Kollegen nutzen:

Seit 12 Jahren arbeite ich an der alpha mit.
Uber die vielen Zuschriften mit Aufgabenvor-
schligen, die aus allen Teilen unserer Repu-
blik und auch aus dem Ausland eintreffen, bin
ich sehr erfreut. Ich verfiige dadurch iiber
einen grofen Vorrat, aus dem ich fiir den Wett-
bewerb in jedem Jahr 45 Aufgaben auswdhle.
Aufgabenstellungen und Lisungsvorschlage
miissen oft anders formuliert werden — man
nennt das redaktionelle Bearbeitung —, so daf
mancher Einsender vielleicht seine Aufgabe
gar nicht gleich wiedererkennt. Sehr gewissen-
haft mup ich dann alles priifen und nachrech-
nen, da sich doch ab und zu herausstellt, daf
eine vorgeschlagene Rechnung nicht ganz
stimmt. Ich wiinsche mir vor allen Dingen von
den ,Aufgabenerfindern, daf} recht originelle
und nicht so formale Aufgaben eingesandt wer-
den. Es sollten viele eigene Ideen sein und
keine lehrbuchartigen Aufgabenstellungen; wir
wollen ja in der alpha nicht nur rechnen, son-
dern hauptsachlich knobeln und unser logi-
sches Denkvermigen einsetzen. Dabei soll
méglichst nicht iiber den Stoff der 10. Klasse
hinausgegangen werden.
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Und noch etwas: Viele gute Aufgaben muf ich
leider deshalb auf die Wartebank schieben,
weil eben im Jahr nur 45 Aufgaben abgedruck:
werden konnen.

Ala Nun versucht einmal selbst, mit
Hilfe der nachstehenden Zahlenangaben
zu berechnen, wie viele LOsungen zum
Wettbewerb 1987/88 in unserer Redaktion
insgesamt eingegangen sind:

Zu den  Wettbewerbsaufgaben  der
Hefte 5/87 und 6/87 erhielten wir insge-
samt 71269, der Hefte 6/87 und 1/88 ins-
gesamt 65174, der Hefte 5/87 und 1/88
insgesamt 69315 Losungen.

Wie viele Losungen zum Wettbewerb
1987/88 sind das? Wie viele Losungen ent-
fallen davon durchschnittlich auf je eines
dieser drei Hefte? Zu den Wettbewerbsauf-
gaben des ersten alpha-Heftes (1/1967)
wurden rund 14000 Losungen eingesandt.
Auf wieviel Prozent steigerte sich die An-
zahl der eingesandten Lésungen zu einem
der Hefte im Wettbewerb 1987/88 gegen-
iiber denen zur ersten alpha-Ausgabe im
Jahre 1967?

Schon wenige Tage nach Erscheinen eines
Wettbewerbsheftes kommt unsere redaktio-
nelle Mitarbeiterin Frau Schubert mit
einer tiglich groBer werdenden Tasche zur
Redaktion geradelt.

In den letzten Tagen vor Einsendeschlul
ist es dann mindestens ein Postsack pro
Tag.

Nun heiBt es fir Frau Schubert neben ihrer
iblichen Arbeit in der Redaktion Briefe
6ffnen und die Losungen zuerst klassenstu-
fenweise, dann aufgabenweise zu sortieren.

A2a Ein in den letzten Tagen bei uns
eingegangener Poststapel enthielt rund
2500 Briefsendungen. Welche Arbeitszeit
bendétigt Frau Schubert fiir das Offnen die-
ser Briefe und das Sortieren der Losungen
nach Klassenstufen und Aufgabennum-
mem, wenn sie durchschnittlich je Brief
14 Sekunden braucht?

For die Korrektoren der Lodsungen (die
Chefredakteurin und Mann fiir die Klas-
sen 5 bis 7 und die Leipziger Mathematik-
lehrerin Christa Dohler fiir die Klassen 8
bis 10) beginnt nun ein allabendliches
Auswerten, das durch die aufgabenweise
Sortierung wesentlich erleichtert wird.

A3 A Zur Aufgabe Ma 5 m 2807 des Hef-
tes 5/87 gingen bei uns 2691 Losungen ein,
darunter 91,2% richtige LoOsungen. Wie
viele richtige bzw. falsche Losungen entfal-
len auf diese Aufgabe?

Zur Aufgabe Ma10/12 m 2835 des Hef-
tes 5/87 gingen bei uns 27 falsche Losun-
gen ein; das sind 3,4% aller eingesandten
Losungen. Wie viele Losungen zu dieser
Aufgabe erhielten wir; wie viele davon wa-
ren richtig?

Nach etwa drei Wochen kénnen die Stapel
korrigierter Losungen an die vielen Helfer
verteilt werden, die in ihrer Freizeit fir
jede eingesandte Losung eine Antwortpost-
karte schreiben. Ihr werdet verstehen, daB
bei dieser miihevollen Arbeit eine leserli-
che und vollstindige Adressenangabe sehr
wichtig ist. Zumal fiir unsere Statistik beim

Schreiben der Antwortkarten wiederum ge-
trennt wird, diesmal nach Junge oder Mid-
chen.

Ad4a Zu den eingegangenen Losungen
des Heftes 5/87 muBten an Maidchen
18410, an Jungen 885 Antwortkarten mehr
als an Midchen geschrieben werden. Fiir
Heft 6/87 waren es 17380 Antwortkarten
an Jungen, an Midchen aber 1196 Ant-
wortkarten weniger als an Jungen. Zu den
Losungen des Heftes 1/88 erhielten
16 300 Jungen und 15310 Médchen je eine
Antwortkarte.

Wie viele Antwortkarten muBten zu den
eingegangenen Losungen fir diese drei
Hefte insgesamt geschrieben werden?

Eine Antwortkarte hat ungefihr die Dicke
von 0,1 mm. Denkt euch alle diese Ant-
wortkarten iibereinander gestapelt. Wie
hoch ist diese Kartensaule?

Auf dem Leipziger Bahnpostamt werden
nun alle Antwortkarten freigestempelt und
abgeschickt. Inzwischen beginnen sich
aber schon die Losungen des nichsten
Wettbewerbs zu stapeln.
Ungelegen also kommen alle bereits vor
dem 1. Septéember eingesandten Antwort-
karten fir richtige Losungen.
Frau Schubert beginnt diese erst nach dem
10. September auszuwerten. Sie richtet die
Bitte an euch, die Wettbewerbsbedingun-
gen genau durchzulesen und einzuhalten
und die Aufgabennummern nochmals ge-
nau zu iberpriifen. Anderenfalls wird ihr
der Postverkehr mit den Teilnehmern am
Wettbewerb (1987/88 waren es 5016), die
Aufstellung der Teilnehmerlisten und die
Statistik erheblich erschwert.
Ende November geht dann ein Aufatmen
durch die Redaktion, der Wettbewerb ist
abgeschlossen. Aber die Ruhepause ist
kurz, denn das Heft 5 mit dem 1. neuen
Wettbewerb erschien bereits einen Monat
vorher. Also dann, auf ein Neues!

Alphons

Losungen

Ala 2x=71269+ 65174+ 69315,

2x =205758, x=102879

Zum Wettbewerb 1987/88 gingen bei uns
102 879 Losungen ein, also je Heft durch-
schnittlich

102879:3 = 34293 Losungen. Die Anzahl
der eingesandten Losungen steigerte sich
gegeniiber der zum Heft 1/1967 auf rund
245 Prozent.

A2a (2500-14):(60-60) Stunden

= 10 Stunden.

A3a Auf die Aufgabe 2807 entfallen
2454 richtige und 237 falsche Losungen.
Zur Aufgabe 2835 gingen bei uns 794, da-
von 767 richtige Losungen ein.

Ada Antwortkarten
Jungen Midchen insgesamt
5/1987: 19295 18410 37705
6/1987: 17380 16184 33564
1/1988: 16300 15310 31610
102879

Die Kartensiule ist etwa 10 m hoch.



Wer lost mit?

alpha-Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 11. Januar 1989

Ma5m2911 Von einem FaB Gurken
blieben am ersten Tag 8 kg Gurken mehr
iibrig als verkauft wurden. Am zweiten Tag
verkaufte man die Hilfte der noch im FaB
vorhandenen Gurken. Am dritten Tag ver-
kaufte man die restlichen 22 kg Gurken.
Wieviel Kilogramm Gurken waren anfangs

im Faf? StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma 582912 Gib alle durch 2 teilbaren
dreistelligen natirlichen Zahlen an, die
sich aus den Ziffern 3, 4, 5 bilden lassen.
Dabei diirfen diese Ziffern auch mehr als
einmal in jeder Zahl vorkommen. Welche
Zahl erhiltst du, wenn du von der halben
Summe dieser Zahlen 10 subtrahierst?
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma 5m2913 Konstruiere unter alleiniger
Verwendung von Zirkel und Lineal einen
Winkel der GroBe 157,5°!

Schiilerin M. Winkler, Hoyerswerda

Ma5®2914 Wenn die kleinste von fiinf
beliebigen aufeinanderfolgenden natiirli-
chen Zahlen gerade ist, dann ist die
Summe aus diesen funf Zahlen ebenfalls
gerade. Diese Behauptung ist zu beweisen!

Schiiler R. Holke, Leipzig

Ma 5m2915 Ein Vater ist 52, sein Sohn
18 Jahre alt.

In wieviel Jahren wird der Vater doppelt so
alt sein wie der Sohn? Sch.

Ma5m2916 Axel sagt zu Bruno: ,Wenn
ich viermal so alt bin wie jetzt, dann fehlt
mir zu 100 Jahren gerade noch mein jetzi-
ges Alter.“ Wie alt ist Axel gegenwirtig?
Sch.

Ma 5m2917 Zeichne ein rechtwinkliges
Koordinatensystem und in dieses die
Punkte 4(1;1), B(3;7) und C(7;7). Er-
mittle alle Punkte D, fiir die CD das Bild
von AB bei einer Spiegelung ist, und gib
deren Koordinaten an.

Mathematiklehrer G. Roesch, Apolda

Ma 6 m2918 Gegeben sei eine vierstellige
natiirliche Zahl mit der Quersumme 14,
die folgende Eigenschaft hat:

Sowohl das Produkt als auch die Summe
aus den Zahlen, die jeweils die erste und
vierte Grundziffer darstellen, ergibt eine
Zahl, die von der zweiten Grundziffer dar-
gestellt wird. Um welche Zahl handelt es
sich? Schiiler R. Hochheim, Erfurt

Ma6m2919 Ein Garten hat die Form
eines Dreiecks. Eine Seite ist 18 m lang;
die zweite Seite ist 10 m ldnger als diese
Seite. Die dritte Seite ist halb so lang wie
eine von den beiden anderen Seiten. Wie
lang ist der Zaun, der um den Garten geht,
wenn die Gartentiir 1 m breit ist? Die Lo-
sung ist'zu begriinden!

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma 6m2920 Eine rechteckige Rasenfld-
che von 70 m Linge wird von einem 2 m
breiten Weg umrandet. Dadurch ist die Ge-
samtfliche einschlieBlich des Weges
3700 m? groB. Welche Strecke ist zuriickzu-
legen, wenn man auf der Mitte des Weges
um den gesamten Rasen herumgeht?

’ StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma 6 2921 Bestimme a, b, ¢ aus den
drei Gleichungen a-b-c¢ =70 und
a-c=14und a- b=10!

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma6m2922 Ermittle alle natiirlichen
Zahlen n mit folgender Eigenschaft:
Addiert man zu n die Quersumme von n,
so erhilt man als Ergebnis die Zahl 2012!
(Hinweis: Die Quersumme z. B. von 5416
betrégt 16 wegen S+4+1+6=16.)

SIR W, Melka, Neubrandenburg

Ma6m2923 Bernd, Doris und Frank
sammeln Briefmarken. Bernd hat dreimal
soviel Briefmarken wie Doris und 50 mehr
als Frank. Wieviel Briefmarken hat jeder
von ihnen, wenn sie zusammen 370 Brief-
marken besitzen?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Markus Mdcler
Schweizor lleg 17
Schmallalolon

0 6080

Ha 7»
¢ Gagarom - 05 2647
Klasse 7

40

150

10
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Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb kdnnen sich alpha-Le-
ser beteiligen.
2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schul-
jahr (bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu
richten an

Redaktion alpha

Postfach 14

Leipzig

7027
3. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. (Die Klassenstufen-
nummer steht vor der Aufgabennummer.)
Schiiler der Klassenstufen 11/12 und Er-
wachsene [0sen die Aufgaben, welche mit
Ma 10/12 oder Na/Te 10/12 gekennzeich-
net sind.
4. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt
zu verwenden, Format A4 (siehe Muster),
da die eingehenden Losungen aufgaben-
weise sortiert und korrigiert werden. Noch
eine Bitte an die Schulen: Sendet bitte die
Losungen bereits nach Aufgaben sortiert
ein.
5. Teilnehmer, die eine richtige Ldsung
(nicht nur Antwortsatz) eingesandt haben,
erhalten von der Redaktion eine Antwort-
karte mit dem Priddikat ,sehr gut gelost“,
»gut gelost“ oder ,geldst“. Anderenfalls er-
halten sie eine rote Karte mit dem Ver-
merk ,nicht geldst“. Nach dem Einsende-
termin eingehende Losungen werden nicht
mehr bearbeitet!
6. Jeder Teilnehmer solite einen Durch-
schlag seiner LOsungen anfertigen, um sie
mit den jeweils zwei Hefte spdter erschei-
nenden Losungen vergleichen zu kénnen.

Der Jahreswettbewerb 1988/89 lduft von
Heft 5/1988 bis Heft 1/1989. Zwischen
dem 1. und 10. September 1989 sind alle
durch Beteiligung an den Wettbewerben
der Hefte 5/88 bis 1/89 erworbenen Karten
geschlossen an die Redaktion einzusenden.

Eingesandte Antwortkarten werden nur
dann zuriickgesandt, wenn ein Riickum-
schlag mit ausreichender Frankatur bei-
liegt.

Die Preistriger und die Namen von Kollek-
tiven, die sich am Wettbewerb beteiligen,
werden ab Heft 9/88 verdffentlicht.

Wer mindestens 10 Antwortkarten (von
den Wettbewerben der Hefte 5/88 bis 1/89)
erhalten hat und diese einsendet, erhilt
eine Anerkennungsurkunde und ein
alpha-Abzeichen. Schiiler, die bereits zwei
Anerkennungsurkunden  besitzen und
diese mit den Antwortkarten des Wettbe-
werbs 1988/89 einsenden, erhalten das
alpha-Abzeichen in Gold (und die Ur-
kunde zuriick). Schiiler, die schon mehrere
Jahre teilnehmen, senden bitte die zuletzt
erhaltene Urkunde mit ein. Allein anhand
dieser werden die Teilnehmerlisten aufge-
stellt. Wir bitten darauf zu achten, daB aile
Postsendungen richtig frankiert sind und
die Postleitzahl des Absenders nicht ver-
gessen wird.

Redaktion alpha
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Na/Te6 w425 Das Tachometer eines
Fahrzeuges zeigt eine Geschwindigkeit von
45 kTm Wieviel Meter legt das Fahrzeug
in 12 Minuten zuriick? R.

Ma7m2924 Es ist das Lebensalter von
acht Kindern, die zusammen 76 Jahre alt
sind, aus folgenden Angaben zu ermittein:
Anton ist dreimal so alt wie Christian und
Elke viermal so alt wie Bettina. Doris ist
zwei Jahre jlinger als Elke, Bettina zwei
Jahre jinger als Christian. Gisela ist drei
Jahre jiinger als Anton. Frank ist doppelt
so alt wie Bettina. Hans ist ein Jahr dlter
als Elke. Schiiler C. Neufert, Bernburg

Ma7m2925 In der Gleichung
a(b+c)y=>b-(a+c) seien a, b, ¢ von
Null verschiedene natiirliche Zahlen. Wel-
che Zahlenpaare (a;b) erfiillen’die Glei-
chung, wenn a = 9 gelten soll und
(1) ¢ der Nachfolger von b sein soll?
(2) b der Nachfolger von c¢ sein soll?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma7m2926 In die neun Quadrate des
Bildes sind die natiirlichen Zahlen von 1
bis 9 so einzutragen, daB die Summe aus
den Produkten der Zahlen jeder Zeile mog-
lichst klein ist. Gib diese Summe an! (Ein
Beispiel geniigt.)

StR W. Melka, Neubrandenburg

Ma 7m2927 Beweise, daB in jedem recht-
winkligen Dreieck mit verschieden langen
Katheten die Hohe auf der Hypotenuse
stets kiirzer ist als die halbe Hypotenuse.

Sch.
Ma7m2928 Zeichne ein Dreieck ABC,
dessen Innenwinkel ACB die GroBe

y = 60° hat. Halbiere den Winkel ACB, be-
zeichne den Schnittpunkt der Winkelhal-
bierenden mit der Seite 4B mit D, fille das
Lot von- D auf AC, bezeichne den FuB-
punkt des Lotes mit E. Bestimme die
GroBe a des Winkels BAC und die Gro8e
B des Winkels ABC, wenn
A BDC=2- 5 EDA gelten soll!

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Na/Te7m426 Es soll bestimmt werden,
aus welchem Stoff ein lackierter Korper
mit einer Masse von 234 g besteht. Er wird
in einen MeBzylinder (MeBbereich
250 ml), der mit Spiritus gefillt ist, ge-
taucht. Dabei steigt der Fliissigkeitsspiegel
vom Teilstrich 60 auf 90. Aus welchem
Stoff kdnnte der Kérper bestehen? R.

Na/Te 7w 427 Ein Kraftfahrer fihrt eine
Strecke von 100 km mit einer konstanten
Geschwindigkeit von 50-1%. Ein anderer
fahrt 50 km mit einer Geschwindigkeit von

40 %, den Rest der Strecke mit einer Ge-

k .
schwindigkeit von 60 Tm Wer ist eher am
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Ziel? Mit welcher Geschwindigkeit miiBte
der zweite Abschnitt der Strecke gefahren
werden, damit die Fahrzeiten beider Fah-
rer gleich sind? R.

Ma 8 m2929 Gegeben sei der Term
4 -
T(a,x)= a J‘+2;aeP,JceP.

Bestimme diejenige reelle Zahl x, so daB
fir alle @ € P mit a > —% der Term T(a, x)
positiv ist! Fr.

Ma 8m2930 Setzt man die letzte Grund-
ziffer einer dreistelligen natiirlichen Zahl
mit der Quersumme 9 an den Anfang, so
nimmt die neue Zahl im Vergleich zur ur-
spriinglichen um 135 zu.

Wie viele solcher Zahlen gibt es? Wie hei-
Ben sie? Sch.

Ma8m2931 Gegeben sei ein Kreis k mit
dem Mittelpunkt M und einer beliebigen
Sehne 4B. Der auf AB senkrecht stehende
Durchmesser von k schneide den Kreis in
C, und C,. Es ist zu beweisen, daB die Win-
kelhalbierende eines jeden Peripheriewin-
kels iiber dem Bogen 4B durch C, oder C,

1 .
geht! Schiiler R. Schlosser, Bofdorf

Ma8m2932 In einer Schachtel mit 10
Fidchern liegen in jedem Fach genau 10
Kugeln, insgesamt sind es also 100 Kugeln.
Nach dem Spielen fehlen,in einigen Fi-
chern je 3 Kugeln, in genausoviel anderen
Fichern fehlt je 1 Kugel. In genau der
Hilfte der noch verbleibenden Ficher feh-
len je 4 Kugeln. In den restlichen Fichem
fehlt keine Kugel. Wieviel Kugeln sind
noch in der Schachtel?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma8m2933 Annette hatte ihre Freun-
dinnen Beate, Christa und Daniella zu sich
eingeladen. Nachdem alle vier Frauen an
einem Tisch Platz genommen hatten, legte
Annettes Ehemann vor den Augen der
Frauen vier rote und zwei weiBe Rosen in
einen Korb und sagte: ,Ich werde jetzt je-
der von euch genau eine dieser Rosen ins
Haar stecken.“ Er lieB keine der Frauen se-
hen, welche Rose in ihr Haar gesteckt
wurde und welche Rosen im Korb blieben.
Jede konnte natiirlich die Rosen in den
Haaren der anderen sehen. ,Nun ratet mal,
welche Rose in eurem Haar steckt“, sprach
Annettes Mann. Nachdem sie alle griind-
lich nachgedacht hatten, begann Annette:
Ich weiB nicht, welche Farbe die Rose in
meinem Haar hat!“ Auch Beate sagte, daB
sie es nicht wiiBte. Nun konnten Christa

~und Daniella die Farbe der Rose nennen,

die jeweils in ihrem Haar steckte. Welche
Rosen hatten Christa und Daniella im

Haar?
W. Tréiger, Dobein

Na/Te 8 w428 Die Stromungsgeschwin-
digkeit in einem horizontalen Wasserlei-

tungsrohr (d = 4 cm) betrédgt 10 ch Wel-

che Stromungsgeschwindigkeit hat das
Wasser in einem engeren Abschnitt des
Rohres, wenn der Durchmesser nur halb so
grof ist? R..

Na/Te 8 w429 Ein Rettungsring aus Kork
hat eine Masse von 3,6 kg. Er wird mit
einem Korper belastet. Wie groB darf des-
sen Gewichtskraft hochstens sein, damit
der Ring nicht untergeht, wenn er auf SiB-
wasser schwimmt? Die Dichte des Wassers

betrigt 1 Lp die des Korkes 0,2 Ls R.
cm cm

Ma9m2934 Eine Mutter hatte einen
Korb mit Apfeln, die sie zu gleichen Teilen
restlos an ihre Kinder verteilte. Das erste
Kind erhielt einen Apfel und ein Siebentel
der restlichen Apfel. B

Das zweite Kind erhielt zwei Apfel und ein
Siebentel der nun noch verbliebenen restli-
chen Apfel. Das dritte Kind erhielt drei
Apfel und ein Siebentel der noch verblie-
benen restlichen Apfel und so weiter. Wie
viele Kinder hat diese Mutter? Wie viele
Apfel enthielt der Korb? Sch.

Ma9m2935 Teilt man eine zweistellige
natiirliche Zahl durch ihre Einerziffer, so
erhilt man 12 Rest 2. Vertauscht man die
Ziffern der Zahl und teilt die so entstan-
dene Zahl durch ihre Einerziffer, erhilt
man 9 Rest 8. Wie heiBt die zweistellige
natiirliche Zahl?
(Bemerkung: Einerziffer ist eine kurze
Sprechweise; man kann natiirlich nicht
durch Ziffern dividieren. Die letzte Ziffer
der zweistelligen Zahl wird als einstellige
Zahl aufgefaBt!)

Schiilerin A. Mif3bach, Magdeburg

Ma 982936 Gegeben sei ein beliebiges
Quadrat. In diesem Quadrat seien 33
Punkte beliebig verteilt. Es ist zu zeigen,

. . . a .
daB es einen Kreis gibt mit r=% (mit a

sei die Linge der Quadratseite bezeichnet),
in dem mindestens drei von diesen 33

Punkten liegen! 4 1or001 Karl-Marx-Stadt

Ma9m2937 Es ist ein Dreieck ABC zu
konstruieren, in dem folgende Stiicke be-
kannt sind:
(1) 2 BAC hat die GroBe o = 65°,
(2) D liegt auf AC,
(3) 4 ADB hat die GroBe 6,
(4) 5 ACB hat die GroBe % 0,
(5) DC ist 3 cm lang und
(6) AD ist 2 cm lang.
Es ist zu begriinden, ob das Dreieck ABC
eindeutig konstruierbar ist oder nicht.
StR H.-I. Kerber, Neustrelitz

Ma9m2938 Es ist zu beweisen, daB die
drei Mittelpunkte von drei benachbarten
Wiirfelflichen genau dann ein gleichseiti-
ges Dreieck bilden, wenn diese benachbar-
ten Flichen eine gemeinsame Ecke haben
und genau dann ein rechtwinkliges Drei-
eck bilden, wenn diese Flichen keine ge-
meinsame Ecke haben!

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Na/Te9m430 Wie groB ist der Span-
nungsverlust auf einer 35 m langen Zulei-
tung aus Kupfer (Querschnitt 2,5 mm?,
20°C) bei einer Stromstirke von 12 A? R.

Na/Te9m431 2kg Eis von 0°C werden
bei einem Druck von 103,3 kPa in Wasser-



dampf von 100°C umgewandelt. Welche
Energie muB mindestens zugefihrt wer-
den? R.

Ma 10/12 m 2939 Es ist zu zeigen, daB fir
alle o mit 0° < & < 90° gilt:
(tan o + cot oc) sind 20c = 2!

A. Heyl, Eisenach

Ma 10/12m 2940 Im Jahre 1986 wurden
in der DDR 11,7 Mio t Getreide bei einem
durchschnittlichen Ertrag von 46,4 dt je
Hektar geerntet. Um wieviel Prozent muB
der durchschnittliche Hektarertrag bei Ge-
treide gesteigert werden, wenn ein Bedarf
an 12 Mio t Getreide besteht, die Anbaufla-
che flir Getreide aber um 10000 ha zuriick-
gehen soll?

Dipl.-Landwirt H, Boettcher, Weimar

Ma10/12m 2941 Zu . welchen Sehnen-
vierecken gibt es eine Gerade, durch die
das Sehnenviereck in zwei Vierecke zerlegt
wird, die wiederum Sehnenvierecke sind?
Welche Lage hat eine solche Gerade?

W. Triger, Débeln

Ma 10/12 m 2942 Es ist eine Handlungs-
vorschrift zu formulieren, wie aus einem
beliebigen Rechteck ein flichengleiches
Quadrat zu konstruieren ist! Die Konstruk-
tion ist zu zeigen und zu begriinden!
Lehrling M. Wierick, Cottbus

Ma10/12m2943 Einem gleichseitigen
Dreieck mit der Seite s ist ein Quadrat so
umbeschrieben, wie das Bild zeigt. Es ist
eine Formel zu entwickeln, nach der die
Seite a des Quadrates aus gegebenem s be-
rechnet werden kann. W. Trdger, Débeln

Na/Te 10/12 m 432 Welche Kraft
auf einen Korper mit einer Masse von
200 kg wirken, damit er innerhalb von 5s
beschleunigt auf 3 m Hohe gehoben wird?

(Fallbeschleunigung g=9,81 _rs%) R.

Na/Te 10/12 m 433 Welche Leistung muf3
der Motor eines Pkw mit der Masse von
900 kg aufbringen, damit das Fahrzeug in-
nerhalb von 50 s aus der Ruhelage auf eine
Geschwindigkeit von 9OkTm beschleunigt
wird? (Bewegungswiderstinde werden nicht
beriicksichtigt.) R.

Eine harte Nuf§

Gegeben ist die Struktur des Zahlenritsels.

L=

Es gibt viele Moglichkeiten, fir die drei
Punkte natiirliche Zahlén so zu setzen, daB
alle sechs Gleichungen erfiillt sind. Es ist
die Gesamtheit aller Losungen unter Ver-

wendung von Variablen zu bestimmen!
W. Trdger, Dobeln

muB

Losungen

Losungen zu: Mathematikolympiaden
in der VR Mocambique

Fortsetzung aus Heft 4/88

Ad44a Das k.gV. der Zahlen 10 und 12
betrdgt 60. Nun gilt

300 < 60 n <400, also n= 6.

Daraus folgt

368=10-36 +8=12-30+8.

Der Bauer brachte 368 Gurken zum
Markt.

A5a Aus m?—n?=91 folgt
(m—n)(m+n)=91=1-91=7-13.
Daraus folgt m —n=1und m+ n =91,
2m =92, m, =46, n, =45,

aber auch m —n=7und m+ n=13,
2m =20, my=10, n,=3.

A6A Wegen AS=BC, 5 ALS = % BLC,

2 ASL = 3 KSC = 4 LBC sind die Dreiecke
ALS und LBC kongruent. Deshalb gilt
AL =CL und somit hat der Winkel CAB
die GroBe 45°: c

A

a a

A7A Aus und

b
T¥avb <1+ O
a+b a b
1+a+b " 1+a 1+4+5b°

A84A Aus12¢+31m =368 folgt
3Im=372-4-12y,
_ 4-(3t+1)

m=12 31 .

Nur fiir =10 und somit fir m =8 wird
diese Gleichung unter den einschrinken-
den Bedingungen erfiillt. Der Mathemati-
ker hat am 10. August Geburtstag.

494 Die Strecke PB hat die Linge
b-+2. Wegen AC =RQ =PB hat AC auch
die Linge b-\/—2_ . Fiir den Fldcheninhalt
des Dreiecks ABC gilt somit

A,wc=%'b'1/2_‘b'1/2_=b2-

A 10 A Angenommen, der Hindler kaufte
x Hihner zum Stiickpreis p; dann gilt
x-p=3360 und

(x—7N{(p+20)=3360+ 140 = 3 500.
Daraus folgt
x'p+20x—7p—140 = 3500,

T+a+b 1+a

3360 + 20x — 7p = 3 640,

20x — 7p =280, 7p = 20x — 280.

Durch Einsetzen erhalten wir

x- (@—40) = 31360,
x2—14x—-1176 =0, x =42.

Der Hindler hatte urspriinglich 42 Hiihner
gekauft.

alla Essei x der Einkaufspreis des Ols
in Tausendern; dann gilt
x2
+—= 2+ - =
X+ 305 24, x2+ 100x — 2400 =0,
x = 20. Das Speisedl wurde zum Preis von
20000 MT eingekauft.

A12a Nach der PreiserhGhung betrug

. 20p _ 6p
der neue Preis p + 1005
Nach der Preissenkung betrug der Preis
bp _6p _ %p
5 25 100"

Die Kartoffeln waren nach der Preissen-
kung um 4 % billiger.

Al13a Der Winkel DAB habe die
GroBe @, der Winkel BAC die GroBe «,

dann gilt tan @ = 1 und tan e = i Ferner

3 4
gilt 2
_ 2-tang 3 _3
tanzq)_il—tanztp = 1—i =%
also 2¢ = . 9
Al4a Die Parallele zu AB durch M
schneide BC in E. Wegen

CE:CB =ME:DB =1:2 hat ME die Linge

%A Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke

MEK und ABK folgt

L€ . X, 9
xig (x+y):ic cx n + 4
dex=cx+teydx=x+y,
y=13x bzw. AM =3 -MK.

C. P. Helmholz, H. Hunecke,
J. Lehmann, Th. Scholl

Losungen zu: alpha-Portrit
Heft 4/88

Ala Diese Aufgabe wird wie Aufgabe 6
geldst, aber der Einheitswiirfel ist nur in

8 Wiirfel der Kantenldnge % zu zerlegen.

A2 A Man unterscheidet zwei Fille.

1. Fall: n ist ungerade.

Wegen a,°...-a,=n sind a,,...,q, lauter
ungerade Zahlen, und zwar ungeradzahlig
viele. Also ist a, + ... + a, ungerade und
damit von 0 verschieden.

2.Fall: n ist gerade.
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Da n nicht durch 4 teilbar ist, kommt die 2
in der Primfaktorenzerlegung von n genau
einmal vor. Wegen a,- ... a,=n ist also
eine der Zahlen a,,..., a, gerade, die ibri-
gen ungeradzahlig vielen sind ungerade.
Also ist a; + ... + a, ungerade und damit
von 0 verschieden. Dies war zu zeigen.

A3 A Esgilt offenbar:

268.1....-683=(2-1)-(2-2)
+(2-683) (1367)

sz 4-...-682-684-...-1366 (1367)

=2-4-...-682 (- 683) (-1 (1367
(anclere Darstellung)

=(2 .-682)-(683-...-1) (1367)
(342 Minuszeichen)

=1-2-...-683 (1367)

Da 1, ..., 683 samtlich zur Primzahl 1367

(siehe Tafelwerk) teilerfremd sind, folgt
2683 =1 (1367) bzw. 1367[2% -1, so
daB 268 — | keine Primzahl ist.
Bemerkungen zur Lésungsfindung:
a) Wenn man nach einem Primteiler p von
2683 —1 sucht, so weiB man, daB
2°-1=1(p) (Satz von Fermat) und
2683 = 1(p) (It. Aufgabe) gelten muB. Es ist
also natiirlich, p — 1 als Vielfaches von 683
zu wihlen. p—1=2-683 liefert schon
p = 1367.
b) Wenn man p = 1367 setzt, kann man
dann 2% =1 (1367) weniger elegant und
mehr systematisch erhalten, indem man
zum Beispiel mit dem Taschenrechner fort-
laufend die Restklassen von 2!, 22, 24 28,
., 251 berechnet und diese richtig aufmul-
tipliziert.

A4 a4 Espgilt:

a®—1304%-91a

=a(a*-130a - 91) (1987)
=a(a? - 130a — 14000) denn (1987),

91 =14000 (1987) folgt sofort aus
13 =2000 (1987).

Durch Ausmultiplizieren priift man nach:
a’—130a2-91a

=qg(a —200)(a + 70) (1987)
=g(a - 200)(a — 1917) (1987).

Da nun 1987 Primzahl ist (man dividiere
zum Beispiel mittels Taschenrechner
durch die Primzahlen kleiner als

{1987 =~ 44,6), muB a =0(1987),

a =200(1987) oder a = 1917 (1987) gelten.
Die gesuchte kleinste natiirliche Zahl ist
also 200.

A S5 a Durch Multiplikation mit 5 und
Vervollstaindigung des Quadrates erhalt
man

(5m —3n)*+26n%=9925=6(13), also
(5m—3n)=6(13).

Quadrate lassen jedoch modulo 13 nur die
Reste 0, 1, 4, 9, 3, 12, 10. Es gibt folglich
keine Zahlen im Sinne der Aufgabe.

A 6 a Der Einheitswiirfel wird in 64 Wiir-
fel der Kantenlinge % zerlegt. Mindestens
einer der Wiirfel enthdlt 32 Punkte, da
sonst hochstens 64-31 = 1984 Punkte im
Einheitswiirfel liegen wiirden. 32 Punkte
eines derartigen Wiirfels werden betrach-
tet. Der Abstand zweier solcher Punkte ist
hdchstens gleich der Raumdiagonalen-

lange dieses Wiirfels, also —‘17\/3_ .
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Damit hat ein beliebiger geschlossener Po-
lygonzug mit diesen Ecken hochstens die

Linge 32-%\/3_=3J3_.

Losungen zu:
Ohne Wasser, merkt euch das,
wir’ diese Welt ein leeres FaB

Heft 4/88

Ala 2a) %}mﬁmlz30ml
pro Stunde

b) 24-30ml= 720 ml pro Tag

¢) (366-720)1:1000 = 2601
im Jahre 1988
d) (262,8-500):1000 m? =~ 130 m?

60-5
A2a 52 =19 (mal)
12-12,5-80
Ala 2a) T]+401

=1201+401=1601
b) 110:8 = 14 Kannen

12000 cm? _
C) m— 1,2cm— 12 mm
Losungen zu: Karl-WeierstraB-
Institut und Spezialschule
»Heinrich Hertz“ "
Heft 4/88

2
Ala Stetsgilt (x - %) = 0. Daher ist

1
x2=2+-=20, woraus durch
x

Addition von 3 die Behauptung folgt.

A2a Wirsetzen a,-=—1"—+ b; fur
i=1,2,...,n. Es folgt

. 2b
a;+__.+a,1,—( ! +—i+b>

+ 1 26, 21 = L
n? n n) = n?
+-2—(b1+ L+ b))+ I+ + b

Ausag;+...+ag,=1 folgt b, +
+b,=0. Daherlsta + ..

=%+b§+.,.

+a
1
+bf,§7,w.z.b.w.

A3a pist eine ungerade Zahl 2m + 1.
Dann ist p2 - 1=4m?2+4m=4m(m + 1).
Es folgt 8|p%>—1, da m(m + 1) stets eine
gerade Zahl ist. Von den drei aufeinander-
folgenden Zahlen p — 1, p, p + 1 ist genau
eine durch 3 teilbar. Da p aber nicht durch
3 teilbar ist, folgt

M@=+ =p’-1.

Insgesamt ist p?—1 also durch 3 und
durch 8 teilbar, also auch durch 3-8 =24
(3 und 8 sind teilerfremd), w.z. b. w.

a4 A Angenommen, es ist d > 1 ein ge-
meinsamer Teiler des Zihlers und Nen-
ners. Dann gilt
d|3(14n+3)-2Q21n+4)=1.

Das ist aber ein Widerspruch. Also gibt es
kein d, w.z.b.w.

AS5A 2n+ 1 aufeinanderfolgende natiirli-
che Zahlen kénnen wir in der Form a — n,

.,a-2.a-1,a,a+1l,a+2,...,a+n
darstellen Da die Summe von zwei bzgl. a
symmetrischen Zahlen a—i und a+i
(i=1,2,...,n) stets 2a ist, ergibt sich als
Summe aller 2n +1 Zahlen

2an+a=a(2n+ 1), woraus die Behaup-
tung folgt.

A6 A Angenommen, die Behauptung ist
falsch. Wir wihlen unter allen Gegenbei-
spielen eines mit minimalem n. Es sei also
A eine Menge von n+1 Zahlen aus
{1,2,...,2n}, fur die die Behauptung falsch
ist. Dagegen ist die Behauptung insbeson-
dere fur beliebige n Zahlen aus der Menge
{1,2,...,2n — 2} noch richtig (es ist n > 1).
Deshalb kann A4 hochstens n — 1 Zahlen
enthalten, die =2n —2 sind. Daher gilt
2n~1€Ad,2neA.

Folglich ist n nicht in A enthalten (n|2n).
Nimmt man zu den n — 1 Zahlen von 4,
die = 2n — 2 sind, noch die Zahl » hinzu,
so miissen unter diesen zwei Zahlen exi-
stieren, von denen eine die andere teilt.
Das ist aber nur mdglich, wenn ein a € 4
mit a|n existiert. Damit wiirde 4 die Zah-
len ¢ und 2n enthalten, was wegen a|2n
ein Widerspruch ist. Folglich gibt es kein
Gegenbeispiel 4, d. h. die Behauptung ist
richtig.

Loésung zu: Eine harte NuB

Wenn wir in der mittleren Zeile die linke
Zahl mit u und die mittlere Zahl mit v be-
zeichnen, so lautet die mittlere Zeile
u+v=u+v. Die beiden dariiberstehen-
den Zahlen miissen dann Vielfache von u
bzw. v sein; wir wollen sie mil au bzw. bv
bezeichnen:
au—bv=au—- bv

u+uv=

utv
a— b=
Die neunte Zahl dleses Schemas muB die
Gleichung

a—b=(au-bv):(u+v)
erfillien. Es folgt schrittweise

(a—»5b) - (utv)y=au-bv,

au + av— bu — bv=au — bv,

av = bu.

Ist k der groBte gemeinsame Teiler von u
und v und / der groBte gemeinsame Teiler
vonaund b,sogilt u=kx, v=ky,a=Im
und b= In, wobei x und y sowie auch m
und » teilerfremd sind.
Durch Einsetzen in av = bu ergibt sich
my = nx. Da x und y sowie m und n teiler-
fremd sind, muB m = x und n =y gelten.
Damit ergibt sich

kix? — klyz—kl(x —yz)
kx + ky = k(X+y)
Ix — Iy = l{x—-y)

Bei der Herstellung mubBte gelten: a, b, u,
v, k, I, m, n, x, y sind von Null verschie-
dene natiirliche Zahlen.

Nun kénnen wir festlegen:

k,Lx,yeN, k+0, x2y>0.

Wegen x%2—y?=(x+y)(x—y) ist auch
die rechte Spalte stets erfiilit. Die allge-
meine Losung ist gefunden.

Losungen zur Sprachecke

A la Sechs Dominosteine sind wie im
Bild in Rechteckform ausgelegt. Lege auch



du sechs Dominosteine derart aus, dafl ein
zum dargestellten Rechteck kongruentes
entsteht, in welchem die Summe (das
heiBt, die durch die Dominosteine in der
untersten Zeile symbolisierte Dezimalzahl)
moglichst klein ist.

Lésung: Auf Grund des Aufbaus des Domi-
nospiels ist die kleinste in der angegebenen
Weise darstellbare Summe 102. Sie ist
durch drei verschiedene Anordnungen dar-
stellbar:

1. - |

A2 A FEine gerechte Teilung

Zwei Minner verkauften ihre Herde von x
Kiihen zu x Dollar das Stiick. Davon kauf-
ten sie Schafe zu 10 Dollar das Stiick und
ein einzelnes Lamm, das weniger als
10 Dollar kostete. Jeder Mann erhielt die
gleiche Anzahl Tiere, aber derjenige, der
das Lamm erhielt, hatte einen Ausgleich
zu bekommen, damit die Teilung gerecht
wird. Wieviel Geld hat er von dem anderen
Mann erhalten?

Lésung: Der Verkaufserlos fir die Kiihe be-
tragt x? Dollars. Die Zahl der Schafe muB
ungerade sein. Sie sei 2n+ 1 (ne€ N).
Dann teilt sich der Verkaufserlos folgen-
dermaBen auf: x2=10Q2n + 1) +y, wobei
y der Preis des Lammes ist.
Quadratzahlen mit einer ungeraden Zahl
an der Zehnerstelle (16, 36, 196, 256, ...)
haben immer die 6 als Einerstelle (hier
ohne Beweis). Deshalb -betrigt die Diffe-
renz 4 Dollar. T

Folglich erhilt der Mann mit dem Lamm
eine Ausgleichszahlung von 2 Dollar.

A3 a Ein Eisentriger mit T-Profil be-

steht aus einem Rechteck von 4 cm mal

1,2cm und einem zweiten von 6 cm mal

1,5 cm. Die Linge des Tragers betriagt 4 m.

Berechne die Masse des Trigers, wenn die
kg

dm

Dichte von Eisen 7,8 — ist!

Losung: m=V-p; m=(A,+A4y) 1 0;
m=43kg. Der Eisentriger besitzt eine
Masse von ca. 43 kg.

Losungen zu: Eigenaufgaben
der MSG Greifswald

2 Uhr 06 min 52 sec
bis 2 Uhr 19 min 25 sec
3 Uhr 04 min 25 sec
bis 3 Uhr 19 min-25 sec
4 Uhr 04 min 25 sec
bis 4 Uhr 19 min 25 sec
S Uhr 04 min 25 sec
bis 5 Uhr 06 min 52 sec

Gleiche Massen ergeben die gro-
Bere Dichte.

Ala

A2 A

Ala

1. 2. 3. Kerze

S
M

10) 1(0) ©
01) o) 1
1 1 1
1 1 1
onntag

L=
:SNPV‘
W N

PR EEEE

In der i-fen Zeile muB die Zeilensumme
ein Vielfaches von i sein. In der j-ten
Spalte muB die Spaltensumme 3 sein.
Dann ist

k-1+1-'2+m-3+n-4=12

Also
n=1,m=1,k+2/=5kz1,Iz1,
dh k=1,I=2o0derk=3,/=1

Dabei ist am 1. (bzw. 2.) Sonntag zu beach-
ten, daB die Kerzen so brennen, daB die
Forderung a) nicht verletzt wird. Das ist
moglich.

Lésungen zu: Ein Legespiel —
mathematisch betrachtet

Ala 48

A2a Ja, ¢’'=ab=(2,1,3,0,1,1)
Ala Ja

Ada d=(,1,3,1,0,0),

ASA

Losung zu: Eine Aufgabe von
Prof. Dr. sc. nat. F. Terpe

42910 Ao Das Verhiltnis betrigt
(1—-k): 2k +2)2.

Losungen zu:
Die Konstantenautomatik des SR 1

Ala

1.a) (a+ b)c; 1.b) a + be;
2.a) ab:c;2b)ab:c
A2A

1. a + b%; 2. ab*; 3. (ab)*

Ala
1.a)x) ab?; f) cb?; ) db?

1o [x] [b] [¢]

2.a)a) az+%;ﬂ) C+v+b—;y)d+%;
20) [+] [b] [[]

Ada
la)a)a+b—c; fyd—c;p) e—c;

1) [ [e];
2
2.2)a) aT~ Ve B) dyc; y) eye;

20 [x] [e] [

ASA

1 d d d
la)a) ab—7+;,ﬂ)f+;, V)g+?,

1.b) [El E E]; 2.a)ax) %-\/;‘;
B e-yciy) £y
2.0) [x] [e] [{] (] [d]

Aba
l.a) ab:f’:ﬂ)ldwz;r) eic?; 0) f+g;
&) h+g;

1
20 =i B et biy) et 2b;
8) —d+b;e)ee=e’ () fre;
ng-e;

1 b 1 b?

3a)abs f) b=V Fbib="5
d)d+e—fgie) h—fg

a7a [a]BIAE]IE-

) ey
387dm<e; <3,89dm; 63cm<e,
<6,5cm; 10,1cm<e;<104cm; 792 m
<e<795m; 47-107%cm<e;< 5,0
x10"°cm

Afa

(4] [x] [w] [=] [oM] [ ][] ]
[vR] [ (] B[]

7 Aot 7 An
102cm?< Ag; < 110cm?; 172 m? < Ay,
<174 m? 876 dm? < Ag; < 898 dm?;
5,0998 - 108 km? < Ag, < 5,1015 - 108 km?

A9 r=\/n—7h=”%-%
(V] L] [] [=] GxoM] [ [1x] []
[MR ] [=] (] [h] (1] [=] -

2y 7ry
Der Zielwert ¥V=500cm?®=10,51 wird als
wahrer Wert angesehen. Dann gilt:
336cm<r;<338cm; 3,020cm<r,
<3,029cm; 2,567cm < r; < 2,573 cm;
2,301 cm < ry < 2,306 cm

al0aa=vyc?—br=y-br+¢?
(o] (] [r=] [+ [e] [¥]
(=1 6 (o L] L= T ST

7a, Aa,
Wird auch ¢ = 6,3 cm als MeBwert angese-
hen, so gilt:

6,lcm<a;<6,3cm;5,8cm< a,<6,0cm;
52cm<a;<54cm;4,5cm<a,<49cm;
3Scm<as<39cm
1 1
MR T T T
Rl RII

—+
Rll RI
[Re] (1] [+] [R] [1x]

(=] [x] [Rog] [17x] [=] [sx]...

R, 7R,
Wird auch R;=50Q als MeBlwert angese-
hen, so gilt:

829Q<R,<837Q; 1425Q<R,
<14,32Q; 18,72Q < R, < 18,78 Q;
22,190 < R, <22,25Q; 24,97 Q < Rs
<25,03Q; 2724Q < R¢< 27,30 Q;
29,140 < R, <29,200; 30,74Q < R,
<30,800Q; 32,11 Q < Ry< 32,17Q;
33300 < R,p< 33,370

Al2a

L1 0] 3] (=] [m+ ] (2]

21,1

=] M+ ... [19] [5] [M+] [MR]
s

~1,2* 1,9 .

5 =33,075

Losungen zu: Die Trio-Wiirfel
A2 A Das Bild zeigt ein mogliches Mo-

dell:
¢ ®Blau O Gelb © Rot

oo o ofe
i i i
B gs cqogo ofs

alpha, Berlin 22 (1988) 5 - 119



A3 A Folgende Firbungsvorschrift zur
Herstellung der Trio-Wiirfel ist zu entneh-
men: Man setze 27 gleich groBe Wiirfel zu
einem 3X3x3-Wiirfel zusammen und
firbe dessen Oberfliche mit der 1. Farbe.
Dann ziehe man die drei Schichten in je-
der der drei raumlichen Richtungen aus-
einander und firbe in jedem Falle zwei ge-
geniiberliegende Schichtflichen mit der
2. Farbe und die beiden anderen gegen-
tiberliegenden Schichtflichen mit der
3.Farbe so, daB der Zentralwiirfel zwei ein-

EIC
AL ey ot
A .ani:vlg@ ﬁgj:%

=
REN B

A 5 o Das ist nicht moglich, denn in den
erstgebauten einfarbigen 2 X2 X2-Wiirfel
miissen bereits zwei einfarbige Wiirfelek-
ken der beiden anderen Farben eingebaut
werden, die fiir den Bau eines zweiten oder
dritten Wiirfels fehlen.

A6A Wegen der Spezifik der Firbung
der Trio-Wiirfel (3 der 27 Trio-Wiirfel tra-
gen nur zwei Farben, gegeniiberliegende
Wiirfelflichen sind niemals gleichfarbig,
nur begrenzte Anzahl von Wiirfeln eines
bestimmten Typs) kdnnen z. B. nicht ge-
baut werden: a) nichtwiirfelférmige Mo-
delle mit einfarbiger Oberfldache, b) aus 27
Wiirfeln bestehende Mauern (Dicke: 1
Wiirfelseite) mit einer einfarbigen Wand-
fliche, c¢) Gebdudeteile (Dicke: 1 Wiirfel-
seite), bei denen gegeniiberliegende Teil-
flichen gleichfarbig sind.

Losungen zu:
In freien Stunden - alpha-heiter

Primzahl-Hokuspokus
Der Polygonzug ergibt das Wort Euler
(Leonhard Euler, 1707 bis 1783).

L+ d=1 1
- + +
(T I+ -
A+ -0

Lolek und Bolek

Durch Fallunterscheidung nach E (E =0,
2, 4, 6, 8) erhilt man die folgenden acht
Losungen:

41426 + 31426 =72852; 37342 + 17342
=54684; 37342 + 57342 = 94684;
32347+ 52347 = 84694; 19184

+ 59184 =78368; 39384 + 19384
=58768; 14189 + 54189 = 68378;
24289 + 14289 = 38578

120 - alpha, Berlin 22 (1988) S

Farbenverkehrt

5

Mathematisches Mirchen

Mit dem Satz des Pythagoras kann man die
noch fehlenden Feldseiten berechnen:
Feld A - 10092 Quadratmeter;
B - 10512,5 Quadratmeter;
Differenz — 420,5 Quadratmeter.
Iwan bekam die Bauerstochter zur Frau, da
seine Schitzung genauer war.

»

16 m
Ly
S
w2 £ p
(Feld A) (Feld B)

Verkehrte Welt am Taschenrechner
Waagerecht: a,, = 7391335 (SEEIGEL),
f=23773539 (GESELLE).

Senkrecht: a, = 9315 (SIEG),

b =3873 (ELBE), ¢ = 3571 (ILSE),

d =7393 (EGEL), e = 3537 (LESE).

Scheinzauber
Scheine zu (Mark)

Betrag 100 50 20 10 S
735 7 - 1 1 1
780 7 1 1 1 -
845 g8 - 2 - 1
865 8 1 - 1 1
915 9 - - 1 1
955 9 1 - - 1

1085 10 1 1 1 1

1130 11 - 1 1 -

7310 69 4 6 6 6

Kontrolle
7310 6900 200 120 60 30

Systematisch zum Ziel

Um von M zu E (rechts unten) zu gelan-
gen, gibt es iiber die Buchstaben der
7. Zeile bzw. Spalte nur je eine Moglich-
keit. Die Anzahl der Wege liber alle ande-
ren Buchstaben 14Bt sich jeweils aus der
Summe der sich unmittelbar darunter und
rechts daneben ergebenden Anzahl der
Wege ermitteln. Damit ergeben sich 1716
Moglichkeiten. )

Die aktuelle Folge

Das gesuchte Folgeglied heiBt 1988.

Bei dieser Folge handelt es sich um das
Jahr 1988 in den Positionssystemen zur
Basis 2; 3; 4; ...

Losung zu: Visuelle Logik
Heft 4/88

Die Zeichen entsprechen den Zahlen 1 bis
6 und sie liegen sich an den Beriihrungs-
punkten gegeniiber. Die Summe der Zei-
chen und Zahlen in den aus den Feldern
gebildeten Quadraten ist immer 25. In die
leeren Felder muB deshalb die Bliite als
Zeichen fiir die 1 eingezeichnet werden.

Buchtips

Karl Heinz Hardt

Das Flugzeug

47 Seiten, zahlr. Abb.
Bestell-Nr.6321205 Preis: 12,50 M
Der Kinderbuchverlag Berlin

G. Brandes/R. Jarschel
Feuer und Flamme
Interessantes vom Feuerzeug
Etwa 192 Seiten, zahlr. Abb.

Bestell-Nr.5474429 Preis: 20,50 M
VEB Fachbuchverlag Leipzig

Walter Kranzer

So interessant
ist die Mathematik

Ein Spaziergang durch das Reich

der Mathematik zur Wiirze -

von MuBestunden und zur Anregung

im Unterricht

Etwa 250 Seiten, zahlr. Abb.
Bestell-Nr.5716803 Preis: 30,00 M
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften

Eberhard Schroder
Mathematik im Reich der Tone

111 Seiten, 61 Abb., MSB Nr. 106
Bestell-Nr.666 078 4 Preis: 7,00 M
BSB B. G.Teubner Verlagsgesellschaft
Leipzig

WiBit ihr schon?

— Die idlteste Bibliothek der Menschheit
entstand vor fast 4000 Jahren im Land Su-
mer. Sie bestand aus mehr als 2000 Schrift-
tafeln, die wichtige Gesetze, dazu viele
Mairchen, Sagen, Lieder und auch wissen-
schaftliche Texte enthielten.
— Eine der iltesten mathematischen
Schriften vor 3600 Jahren im alten Agyp-
ten von einem Schreiber namens Ahmes
verfaBt wurde. Sie enthilt eine Sammlung
von Rechenaufgaben, die praktische Pro-
bleme behandeln. So zum Beispiel Fli-
chen- und Volumenberechnungen, geome-
trische Konstruktionen in Architektur und
Bauwesen und auch schon Aufgaben mit
Variablen.
— Vor fast 1000 Jahren in einer Wiener
Klosterbibliothek jeder Monch, wenn er
ein neues Buch ausleihen wollte, eine Prii-
fung ablegen mubBte; er muBite beweisen,
ob er das alte Buch nutzbringend gelesen
hat. Fiel er durch, bekam er es nochmal.
aus: R. Fiedler
»Streifziige durch die Mathematik®,
H. Meyer , Biicher, Leser, Bibliotheken®,
beide: Der Kinderbuchverlag Berlin



Schneller als mit
dem Rechner!

Teil 2

7396,

198

454/
# | 553

297, 1990, 594

[ 645/
1944

1850, 157, 58

626.

329

7204

6. o

!

1548, 746,449 428, 1923,1725 600, 501, 1303

Im ersten Teil hatten wir mit sechs Wiir-
feln gewiirfelt. Jetzt steigern wir uns und
sind auch noch bei flinf Wiirfeln schneller
im Addieren als unser Freund mit seinem
Rechner. :

Noch einmal das Prinzip: Auf den fiinf ab-
gebildeten Wiirfeln siehst du auf den Wiir-
felftfichen ein-, zwei-, drei- oder vierstellige
natiirliche Zahlen notiert. (Die Zahlen der
jeweils nicht sichtbaren Flichen sind dar-
untergeschrieben.) Dein Freund wiirfelt
und du stellst die fiinf gewiirfelten Zahlen
schon in Reihe nebeneinander. Wihrend
dein Freund mit dem Rechner addiert, ad-
dierst du die funf Einer und schreibst sie
dir als zweiziffrige Zahl auf. Dann erginzt
du diese Zahl zu 50 und schreibst sie da-
vor, so daB eine vierstellige Zahl entsteht.
Dann addierst du noch schnell die (even-
tuell vorhandenen) Tausender zu den Tau-
sendemn deiner vierstelligen Zahl dazu. Du
wirst sicher schneller sein als dein Freund
mit seinem Rechner.

Als Beispiel:

198, 58, 1944, 725, 1204.
Einersumme 29, Erginzung 21, also 2129;
dazu 2 Tausender, somit 4129 als Ergebnis.

Nun wenden wir uns den Fragen zu:

1. Warum findet man so die schnelle Lo-
sung?

2. Wie stelit man sich solche Zahlen auf
den Wiirfeln her?

Betrachten wir die einzelnen Wiirfel etwas
genauer!

Dazu lassen wir zunichst die Tausender
auBer Betracht und setzen vor die ein- und
zweistelligen Zahlen 00 bzw. 0, so daB jetzt
bei allen Wiirfeln dreiziffrige Darstellun-’
gen vorliegen von der Form abc (in Ziffern-
darstellung) bzw. 100a + 10b + ¢ (in Po-
tenzschreibweise).

Wir stellen fest:

1. Bei ein und demselben Wiirfel sind die
Zehnerstellen untereinander gleich.

Dabei lauten die finf Zehner bei unseren
fiunf Wiirfeln
b;=9,b,=5,b3=4, b,=2, bs=0.
Ihre Summe ergibt sich daraus mit b, = 20.
2. Bei ein und demselben Wiirfel sind die
sechs Summen, die jeweils aus der Hunder-
ter- und der Einerstelle gebildet werden,
untereinander gleich.
Bezeichnet man nun auf unseren fiinf ge-
wiirfelten Zahlen die Hunderter mit a, bis
as und die Einér mit ¢, bis c¢s, so erhilt
man
at+tea=9,a+c,=8,a,+c¢,=13,
a;+cy=12,a5s+¢c;=6.
Ist a, die Summe der fiinf Hunderter, so
gilt demnach
=09 -c)t(B-c)+(13—¢cy)
+(12 —c)) + (6 — ¢5) =48 — ¢,

wenn mit ¢, die Summe der finf Einer be-
zeichnet wird.
Nun bilden wir die Gesamtsumme s der
gewiirfelten Zahlen. Es ist dann
s=(48 —¢)-100+20-10 + ¢,

=4800 + 200 — 100¢; + ¢,

= 5000 — 100¢, + ¢,

=(50 — ¢)- 100 + ¢,.
Und das ist gerade die anfangs angegebene
Methode zum schnellen Finden der vier-
stelligen Summe. Wir beachten nur noch,
daB wir eventuell vorhandene Tausender
hinzufiigen miissen.
Die Frage nach weiteren Zusammenstel-
lungen solcher Wiirfelsysteme wirst du
vielleicht nun selbst beantworten kdnnen.
An einem Beispiel mit sechs Wiirfeln wol-
len wir unsere Uberlegungen dennoch ge-
meinsam treffen.
Welchen Bedingungen unterliegen unsere
Zahlen?
a) Zur Festlegung der Zehnerziffern:
Auf unseren sechs Wiirfeln muB die
Summe b,=b,+ b, + ... + bg ein Vielfa-
ches von 10 sein, denn ein Vielfaches von
100 muB spiter addiert werden. Sollen bei
den sechs Zehnerziffern keine zwei gleiche
Ziffern erscheinen (was wegen der Ver-
schleierung sinnvoll ist), so verbleiben fiir b,
nur die Summen 20 oder 30. (Fiir b, = 10
wire
0+1+2+3+4+k=10, mitkz=5
nicht méglich und fir b, = 40 wire
9+8+7+6+5+k=40, mit k=4
nicht moglich.)
Wir wihlen also z.B. b, =20 und als Zeh-
ner die Zahlen 0, 1, 2, 3, 6, 8.
b) Zur Festlegung der Hunderter- und
Einerziffern:
Wegen b; = 20 ergeben sich fiir die Summe
auf unseren sechs Wiirfeln
(@+c)s=(@+c)+(a+c)+...

+ (ag + c¢) nur 48.

Sollen auf den sechs Seitenflichen ein und
desselben Wiirfels bei den Hunderterzif-
fern bzw. bei den Einerziffern keine zwei
gleiche Ziffern erscheinen (Verschleierung),
so muB jeder der angegebenen sechs
Summanden gr3Ber als 4 und kleiner als 14
sein. Da nimlich

4=0+4)=(01+3)=Q2+2)

=@+1)=@+0)=(?) bzw.
14=09+5=8+6)=(7+17
=6+8)=0G5+9=0,

wiirden sich mindestens auf einer der sechs

Seitenflichen des Wiirfels die angegebe-
nen Zahlen in der Hunderter- und Einer-
stelle wiederholen.
Ein Beispiel fiir (a + ¢), = 48 kénnte die
Zerlegung
5+7+8+9+9+ 10 sein.
Wiirfel I konnte dann die Zahlen haben:
500, 401, 302, 203, 104, 5
Wiirfel II 710, 611, 413, 314, 116, 17
Unter Beachtung des beschriebenen Ver-
fahrens vervollstindige selbst und setze zur
Verschleierung noch bei jedem Wiirfel ein
bis zwei Eintausender vor die dreistelligen
Zahlen!
AbschlieBend sei noch bemerkt, falls du
dir zwei solcher Wiirfelsysteme gebastelt
hast, daB du sie zu einem vereinigen
kannst und daB dann natiirlich wegen der
Additionen jetzt die zweiziffrige Summe
aller Einerzahlen auf 100 zu ergiinzen ist.
Viel SpaB beim Basteln und beim Vorfiih-
ren!

Unser Mitglied des Bezirksklubs Junger
Mathematiker /Bezirk Neubrandenburg
Jan Fricke aus Pasewalk, K1. 10 (siehe Bild)
schickte uns nach Aufforderung dazu eine
Losung fiir dieses Wiirfelsystem. Jan ist
seit der 5. Klasse Mitglied des BJM und
war bisher stets Frithstarter auf den Kreis-,
Bezirks- und DDR-Mathematikolympia-
den. 1988 erhielt er in Olympiadeklasse 12
als Friihstarter einen I. Preis sowie ein Di-
plom fiir eine besonders elegante Losung
einer Aufgabe.

H.-J. Kerber

Eine Leseranfrage

Liebe Redaktion alpha!

Von einem Freund wurde mir folgende ma-
thematische Aufgabe gestellt:

Ein Wiirfel mit einem Kilometer Kantenlinge
sei mit Wasser gefiillt. Im Boden sei eine Off-
nung von 100 mm Durchmesser. Wie lange
braucht das Wasser, um aus dem Gefdf her-
auszufliefen? Meine Schitzung belduft sich
auf mindestens 250 Jahre. Nun fehlt mir
aber der mathematische Nachweis, um den
ich Sie bitten mdchte.

Wenn ihr eine Losung wiBt,
schreibt doch an
Rainer Gruhne
Hauptstr. 62
Gorden.
7901
Die Redaktion



Vom Comptator zum Computer
Rechentechnische Sammlung der Ernst-Moritz-Arndt-

Universitit Greifswald, Sektion Mathematik

Bild 1

Wenn ihr addieren und subtrahieren, mul-
tiplizieren und dividieren wollt oder gar
Quadratwurzeln und Werte von trigonome-
trischen Funktionen bestimmen miifit,
greift ihr meist zu einem zuverldssigen
Helfer, dem Schulrechner SR1. Eure El-
tern haben in der Schule Rechenstibe und
Logarithmentafeln benutzt, eure GroBel-
tern haben noch das schriftliche Wurzel-
ziehen gelernt.

Uber die Entwicklung der Rechentechnik
gibt in Greifswald eine kleine Ausstellung
von Rechenmaschinen und Rechenhilfs-
mitteln Auskunft. 350 Jahre lang waren
Rechenstibe die Universal-Rechenhilfs-
mittel fiir Techniker, Astronomen, auch fiir
Naturwissenschaftler und Okonomen. Wir
zeigen eine Kollektion von Stiben aus den
verschiedensten Materialien und fiir ganz
spezielle Einsatzgebiete, dazu auch Re-
chenscheiben und eine Rechenwalze. Re-
chenbretter aus der Sowjetunion, aus Viet-
nam und Japan sind ebenso zu sehen wie
Modelle von Neper-Stiben fur die Multi-
plikation. In der Sammlung werden zahl-
reiche Typen von mechanischen Rechen-
maschinen mit Handkurbel oder mit
Elektromotorantrieb gezeigt. Schiiler, die
unsere Ausstellung besuchen, diirffen mit
einigen Uralt-Maschinen auch richtig rech-
nen. Die dlteste Maschine der Sammlung
hat immerhin schon vor 120 Jahren gehol-
fen, Aufgaben mit den vier Grundrechenar-
ten schneller und beinahe automatisch zu
16sen. Noch fixer und zuverlissiger geht es
mit Tischrechnern und elektronischen Ta-
schenrechnem.

Die elektronische Rechenanlage
ODRA 1013 leistete bis vor wenigen Jahren
treue Dienste an der Universitit Greifs-
wald. Neben dieser ersten in Greifswald in-
stallieten EDV-Anlage zeigen wir auch
Teile von anderen Rechnern, insbesondere
Speichereinrichtungen. Wenn die Moglich-
keit besteht, im Rechentechnischen Kabi-
nett der Sektion die Kleincomputer
KCB85/3 zu sehen, mit ihnen Computer-
spiele zu starten oder gar selbst ein kleines

BASIC-Programm zu schreiben, um den
Computer zeichnen oder rechnen zu las-
sen, dann erkennen unsere Besucher sehr
anschaulich, wie stiirmisch sich die Re-
chentechnik entwickelt hat.

Wir wollen euch aus der Greifswalder
Sammlung einige historische Taschenrech-
ner vorstellen. Einige Leser werden sich
noch daran erinnermn, daB sie als ABC-
Schiitzen Demonstrationsrechenstibe mit
gleichmdBig unterteilten Skalen fiir die
Addition und Subtraktion im Zahlenbe-
reich natiirlicher Zahlen kleiner gleich 20
(oder 200) benutzt haben. Addition und
Subtraktion wurden dort auf das" Aneinan-
derlegen von Strecken zuriickgefiihrt. Bei
groBeren Zahlen wiirden derartige Addi-
tionsstibe aber duBerst lang und unhand-
lich werden. Die beiden in Bild 1 darge-
stellten Additionsgerite (Addition Duplex
und Correntator) verwenden die iibliche
Positionsdarstellung (Einer, Zehner, Hun-
derter, Tausender, ...) von natiirlichen
Zahlen. Die Gerite haben die Form eines
Notizbuches, sie wurden aupch scherzhaft
Rechenhexen genannt.

Z ekntausender @~ Gy 08
Hunderter @
W N

P SReFneIzS

uth-t‘U\G‘\lOND

Bild 2

Fiir jede Position (Ziffer) ist eine Zahn-
stange vorhanden (Bild 2). Das Gerit be-
finde sich in der Ausgangsstellung, in allen
Sichtfenstern wird 0 angezeigt. Soll nun
eine Zahl
ay+a,-10+ ... + a,- 10"

eingegeben (addiert) werden, so greift man
mit dem zugehorigen Griffel neben der Zif-
fer a, in die Zahnstange der ersten Position
und zieht diese um a; Zihne nach unten,
anschlieBend wird in die Liicke der zwei-
ten Zahnstange bei a, eingegriffen und
diese mit dem Griffel ganz nach unten ge-
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Soll eine zweite Zahl &, 10"+ ... + b, ad-
diert werden und ist dies in allen Positio-
nen ohne Ubertrag moglich, so verfahre
man wie bei der ersten Addition. Ist aber
z.B. a;+ b,>9, so wird die sogenannte
Komplementzahl-Methode angewandt:
ay+by=a,—-(10-5b) + 10,

d. h. es wird (10 — b,) subtrahiert und in
der Zehnerposition eine 1 addiert. Die
Subtraktion wird durch Verschieben der
Zahnstange nach oben realisiert. Um
(10 — b,) von a; zu subtrahieren, ist ein-
fach der Griffel bei b, in die Zahnstange
einzusetzen und soweit wie mdglich nach
oben zu ziehen. Dann kann der Griffel ent-
lang der hakenformigen Aussparung in der
Deckplatte nach links gefiihrt und in der
nichsten Position die Zahnstange um 1
nach unten gezogen werden (Addition von
10). Mit den iibrigen Ziffern rechne man in
den entsprechenden Positionen ganz ge-
nauso. Wichtig ist, daB ein moéglicher
Ubertrag vom Benutzer selbst mit Hilfe der
Aussparung und des Griffels in der nich-

‘sten Stelle abzutragen ist. Das Problem des

Zehneriibertrags muBte bei allen mechani-
schen Rechenmaschinen gelost werden.
Meist geht es automatisch wie beim Kilo-
meterzahler. Aber auch bei elekironischen
Rechengeriten sind Additionsschaltungen
(fiir Dualzahlen) mit moglichem Ubertrag
vorhanden, nur ahnt man dies als Benutzer
kaum. Aber gerade deshalb ist die Realisie-
rung des Ubenrags bei den Rechenhexen
von Interesse.

Man iiberlege sich, wie mit diesem Gerét
zu subtrahieren ist!

Die Addiermaschine Comptator (rechts in
Bild 1) ist fast einhundert Jahre alt.

An eine Stoppuhr erinnert das in Bild '1
dargestellte runde Gerdt. Es ist eine Re-
chenuhr, sie ist mit den Rechenscheiben
verwandt und benutzt das Prinzip des Re-
chenschiebers.

Fiihrungen durch unsere Sarnmlung sind
nach telefonischer Voranmeldung moglich.
Wir freuen uns auch iiber Hinweise auf
alte Rechenmaschinen, die noch im Ver-
borgenen schlummern, iiber Schenkungen
und Angebote. W. Schmidt

Tips gefragt!

Mit unserer neuen Serie, die euch histori-
sche mathematische Instrumente vorstelit,
mochten wir euch gleichzeitig Tips flir se-
henswerte Sammlungen solcher Instru-
mente geben. An der weiteren Gestaltung
solltet ihr mitwirken! Schreibt uns doch,
wenn euch ein noch nicht vorgestelltes ma-
thematisches Instrument interessiert oder
ihr in eurem Heimatbezirk bzw. bei Reisen
ein sehenswertes Instrument in einer zu
besichtigenden Sammlung entdeckt habt.
Es muB ja nicht gleich der Dresdner Zwin-
ger sein! Alphons
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Zum Jahreswechsel

Figur 1: Wieviel verschiedene Lesemdéglichkeiten —
stets zu einem benachbarten Buchstaben fortschrei-
tend — gibt es in der Matrix fiir den Begriff ,,Weih-
nachtsgaben“?

WEI HNACHT
EITHNACHTS
I HN ACHTS G
HNACHTSAGA
NACHTSGASTSB
ACHTSGAEBE
CHTS GABEN

Figur 2: In die Jahreszahl 1988 wurden im Rdssel-
sprung, d. h. in der Gangart eines Springers beim
Schachspiel, die Nachnamen von 10 bedeutenden
Mathematikern aus der Vergangenheit aufeinander-
folgend eingetragen. Welche Mathematiker sind es?

w|m|m|>»|x|O

VM| |>|=<

o|m|R|O0|n|—

Figur 3: Findet in der Baumfigur Wege von 1 bis 24
mit groBtmoglicher bzw. kleinstmoglicher Zahlen-
summe sowie mit den Zahlensummen 100 bzw.
200! Dabei darf jede Zahl nur hochstens einmal
iiberquert und nicht wieder nach unten abgestiegen
werden.

Figur 4: Sicher findet ihr schnell den Weg durch
das Labyrinth, der vom Jahr 1988 in das Jahr 1989
fiihrt.

1989

IIII

.

% N\

. -

2

AN

3k

1988

Figur 5: Ersetzt die Buchstaben W, X, Y und Z so
durch dezimale Grundziffern, daB sich eine richtig
ausgefuhrte Additionsaufgabe ergibt, m.a. W., er-
mittelt simtliche Losungen des Kryptogramms!

x x v/} X X Y
+ X X W + X X Z
YX Z2Z Y x Z x|}

Figur 6: Ermittelt simtliche Losungen dieses Kryp-
togramms!

Figur 7: Wieviel verschiedene Lesemoglichkeiten —
ausgehend von links oben oder rechts unten und
stets zu einem benachbarten Buchstaben fortschrei-
tend — gibt es in der Matrix fiir den Begriff ,Neu-
jahr“?

NEUJAHR
EUJAHRH
UJ AHRHA
JAHRUHAID
AHRHAIJIU
HRHAJUE
R HAJUEN

Figur 8: Und zum SchluB senden die alpha-Redak-
tion und der Autor dieser Knobeleien allen
alpha-lesern zum Jahreswechsel einen herzlichen
GruB, der im Résselsprung in die Jahreszahl 1989
eingetragen wurde. Viel SpaBl beim Ermitteln dieses

Satzes! R.Mildner
SIN|F|H HIE|L L‘E E
AlT|IT|D A A N E
UlE|C]|S L{P|N S[1(R
NIE]| I L H
Ulg|o E|G]|S R{C|N
I|H|S E|A|U E (¢}
E| N[N L|W|S EIF|K

alpha, Berlin 22 (1988) 6 - 121



Das spiralige Haus eines

Tintenfischs

Mathematische Erganzungen zum Titelbild

Unser heutiges Titelbild zeigt den schema-
tisierten Schnitt durch das Gehiuse eines
Tintenfisches, dessen Name Schiffshoot ist.
Schlagen wir in einem Lexikon nach, dann
finden wir: Schiffsboot, Nautilus: Gattung re-
zenter Kopffiifler mit duferer, gekammerter
spiraliger Schale (bis 27 cm Durchmesser), die
als Schwimmapparat dient, offene Gruben-
augen, etwa 90 Kopftentakeln und 4 Kiemen.
S. leben in sechs Arten im westl. Stillen Ozean
bis in etwa 700 m Tiefe. (BI Universallexi-
kon, VEB Bibliographisches Institut,
1. Aufl. Leipzig 1987)

Was uns an dieser Charakterisierung be-
sonders interessiert, ist der Hinweis auf die
sofort ins Auge fallende, fast ideale Spiral-
form des Gehduses.

Wir fragen uns, ob sich diese Spirale als
mathematische Kurve genauer beschreiben
1aBt und ob man aus den Eigenschaften
einer solchen Kurve ableiten kann, warum
hier gerade diese Form entsteht und auch
sonst in der Natur hdufig zu beobachten
ist.

A. Als mathematisches Objekt ist die vor-
liegende Kurve unseres Wissens erstmals
um das Jahr 1640 definiert und untersucht
worden, und zwar unabhidngig und auf
recht verschiedenen Wegen von den bedeu-
tenden Gelehrten René Descartes (1596 bis
1650) in Frankreich und Evangeliste Torri-
celli (1608 bis 1647) in Italien.

Wir wollen jetzt einige der wichtigsten Ei-
genschaften dieser Kurven, die man als Lo-
garithmische Spiralen bezeichnet, zusam-
menstellen, ohne uns allerdings niher mit
ihrer Herleitung befassen zu konnen.

(1) Jede Logarithmische Spirale besitzt
einen charakteristischen Punkt O, um den
sie sich herumwindet. Sie wird dabei voll-
stindig durch die Eigenschaft charakteri-
siert, daB ihr Schnittwinkel mit jedem von
O ausgehenden Strahl immer konstant
gleich g ist (Bild 1). Die Spirale windet
sich ohne Ende um den Pol herum, der

Bild 1
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Umfang einer Umrundung wird dabei im- .

mer kleiner und kleiner.
(2) ‘Bezeichnet r(p) den Abstand eines
Kurvenpunktes P, dessen Fahrstrahl miit
der Abszissenachse den Winkel ¢ ein-
schlieBt, vom Pol O, dann gilt
r(p)=d-e?°'# als Polardarstellung der
Spirale, deren Name wegen der daraus fol-
genden Formel

log r(@) —logd = @-cotyu
verstindlich wird.
(3) Die von R. Descartes in den Vorder-
grund gestelite Eigenschaft ist die Propor-
tionalitit der Bogenlinge s(@) und des Ab-
standes eines Kurvenpunktes vom Pol, die
sich in der Gleichung

r(g)

s(p) = Toiy
ausdriickt, wenn man die Bogenlinge so
definiert, daB s(@) gegen Null strebt, wenn
der Punkt sich dem Pol beliebig nidhert.
Auch Torricelli hatte festgestellt, daB man
dieser Kurve eine endliche Bogenlidnge bis
zum Pol gemessen zuschreiben kann, ob-
wohl derselbe nicht Endpunkt der Spirale
ist! Er fand:
Zeichnet man zu einem Punkt M auf der
Spirale den Fahrstrahi OM und die Tan-
gente, errichtet auf OM im Punkte O die
Senkrechte und bestimmt den Schnitt-
punkt T der Senkrechten mit der Tangente,
dann ist die Strecke MT gleich dem Grenz-
wert der Bogenlidnge von M bis zu einem
Punkt P, der sich auf der Spirale dem
Punkt O beliebig ndhert (Bild 2).

Bild 2

kY

48 ot

(4) Aus dem zuletzt Gesagten folgt eine
interessante dynamische Eigenschaft: LiBt
man eine Logarithmische Spirale auf einer
Geraden (hier MT) ohne Gleiten abrollen,
dann bewegt sich der Pol auf einer Géra-
den (ndmlich OT).

(5) Erinnert man sich noch an den Peri-
pheriewinkelsatz, dann sieht man leicht,
daB die Beriihrungspunkte T; aller von
einem festen Punkt M aus an eine Logarith-

mische Spirale gelegten Tangenten mit O
und M auf einer Kreislinie liegen (Bild 3).
(6) Wenn man eine um einen Punkt her-
umlaufende Kurve beziiglich dieses Punk-
tes einer Dehnung (oder Stauchung) unter-
zieht, dann hat man die Vorstellung, daB
die Kurve dabei irgendwie grafer (bzw.
Kkleiner) wird. Die Logarithmische Spirale be-
lehrt uns eines Besseren: Zwei beziiglich O
gedehnte Logarithmische Spiralen sind stets
zueinander kongruent und kénnen durch
eine Drehung um O zur Deckung gebracht
werden (Bild 2). (Man beweist das leicht
unter Verwendung der Polardarsteliung!)
(7) Betrachtet man zu einer ebenen Kurve
in einem Kurvenpunkt denjenigen Kreis,
der sie gleichgekrimmt berihrt, dann
nennt man ihn Krimmungskreis, seinen
Mittelpunkt Krimmungszentrum und den
Kehrwert des Radius Kriimmung der Kurve
in diesemn Kurvenpunkt. Der geometrische
Ort aller Kriimmungsmittelpunkte einer
Kurve heiit Evolute derselben.

Und auch hier hat unsere Logarithmische
Spirale eine Uberraschung bereit: Die Evo-
lute ist stets eine drehungskongruente (d.h.
nach (6) eine nur gedehnte) Logarithmische
Spirale!

Es gibt noch eine ganze Reihe weiterer tief-
liegender und teilweise {iberraschender Ei-
genschaften unserer Spiralen. Die daran
ankniipfenden Untersuchungen konnen
aber hier nicht verstindlich gemacht wer-
den-

Wir bemerken nur, daB Leonhard Euler
(1707 bis 1783), einer der bedeutendsten
Mathematiker aller Zeiten, sie offenbar fiir
so wesentlich gehalten hat, daB er auf sei-
nen Grabstein eine Logarithmische Spirale
meiBeln lieB (Bild 4).

B. Jetzt wenden wir uns dem zweiten Teil
der aufgeworfenen Frage zu und versuchen
zu verstehen, warum das Gehduse des Nau-
tilus gerade diese Form bekommu.

Die letzte Ursache dafiir ist die Art und
Weise, wie mehrzellige Lebewesen wach-

Bild 4




sen: durch Zellteilung! Das filhrt namlich
dazu, daB der Lingenzuwachs in einer
Wachstumsrichtung der  vorhandenen
Linge proportional ist.
(1) Unser KopffiiBer bewohnt immer die
letzte (groBte) Kammer und schliipft von
Zeit zu Zeit aus einer zu eng gewordenen
in eine neu angelegte (Prinzip des Hiu-
tens!). Wenn das Wachstum in allen Rich-
tungen gleich schnell vor sich geht, dann
bleibt der Korper geometrisch dhnlich, die
Kammern solltén das dann auch sein. Den-
ken wir uns ihre Form vereinfacht als Drei-
ecke mit einer Ecke fest im Punkte O,
dann sollte also gelten:

O4_0B

OB 0C’
d.h. OB ist die mittlere Proportionale von
‘04 und OC (Bild 5).

Bild 5

0

Dann miissen aber die drei Punkte 4, B

und C auf einer Logarithmischen Spirale lie-

gen, denn mit

04 =d-e*“°*und

OC =d-el®*2cotuyird

OB2=04-0C = d?- 2@+ e colu

und demzufolge OB = d- e@* @ cotu,

womit die Behauptung bewiesen ist.

Die Sache wird aber noch interessanter!

Wir fragen uns niamlich jetzt, warum wohl

die Kammer selbst durch den Bogen einer

Spirale begrenzt wird.

Nun: das Wachstumn geschieht durch Zell-

teilung und folglich ist der Langenzuwachs

pro Zeitdifferenz der Linge proportional.

Also gilt in radialer Richtung -j—: =k-r

und in Richtung der duBeren Begrenzungs-
4

kurve -A—': = k- s. Daraus folgern wir

As _ k-s-dt _ s

Aar

und hieraus wiederum

s
+_.
(s+'As)_s rAr s

(r+dr) ~ (r+4r) r

Wihrend des Wachsens bleibt das Verhilt-
nis von Radius r und Bogenldnge s kon-
stant! Das charakterisiert aber gerade eine
Logarithmische Spirale (Eigenschafl (3)).
Schauen wir uns nun mit unseren neuen
Erkenntnissen ausgeriistet einmal aufmerk-
sam in der Natur um, ob wir nicht an wei-
teren Lebewesen solche Spiralen entdek-
ken und ihre Entstehung erkldren konnen!
Sicher habt ihr — vielleicht bisher mehr un-
bewuBt — beobachtet, daB die Einzelbliiten
(oder spiter die Einzelfriichte) eines Korb-
bliitlers sich ebenfalls spiralig ordnen. Das
kann man sich ganz dhnlich erkliren. Wir
vereinfachen den Sachverhalt wieder, in-
dem wir annehmen, daB auf einem kreis-
formigen Bliitenboden ebenfalls kreisfor-
mige Friichte dicht gepackt sitzen und mit
gleicher Geschwindigkeit wachsen.

Dann miissen die Mittelpunkte von sich je-
weils beriihrenden Friichten in aufeinan-
derfolgenden GroBenschichten wieder auf
Logarithmischen Spiralen liegen (Bild 6).

Wieder ist

% =ga-s, wihrend fiir den Abstand OM;

némlich lings der Kurve

4
A—; = a-r gilt. Somit bleibt das Verhiltnis

von s zu r wihrend des Wachstums kon-
stant, die Kurve ist eine Logarithmische
Spirale.

C. Eine Nachbemerkung
Wir hoffen, unsere Leser durch die Be-
trachtungen zu zweierlei anregen zu kon-
nen. Erstens sollten sich recht viele von
ihnen einmal mit den wichtigsten elemen-
taren Kurven und ihren Eigenschaften be-
schiftigen. In dlteren wissenschaftlichen
Bibliotheken findet man dazu vielleicht
noch das Buch von Gino Loria Spezielle Al-
gebraische und Transzendente ebene Kurven,
Theorie und Geschichte, B. G. Teubner, Leip-
zig, 1902. Jetzt, wo vielen wenigstens ein
Kleinrechner (etwa KC85/2 und /3) zu-
ganglich ist, kann die Beschiftigung sehr
an Reiz gewinnen, wenn man die Bilder
auf dem Bildschirm entstehen 148t (unsere
Abbildungen sind z. B. so entstanden!).
Zum Zweiten aber mochten wir anregen,
aufmerksamer durch unsere Umwelt zu ge-
hen und Fragen zu stellen, deren Beant-
wortung nicht sofort auf der Hand liegt
und die vielleicht von Lehrern oder Klas-
senkameraden bisher iiberhaupt noch nicht
aufgeworfen worden sind. Zum Thema un-
seres Aufsatzes finden sich beispielsweise
viele Erginzungen in einem Artikel in Wis-
senschaft und Fortschritt, Heft 8/1979.

R. Hofmann

Bild 8
Nautilus (lebendes Fossil — kommt heute
noch in der Tiefsee vor)

Bild 9
Trias-Ammonit (etwa 200 Mill.Jahre)

Die auf den Bildern 7 bis 9 dargestellten
Stiicke stammen aus der Geologisch-Pala-
ontologischen Sammlung des Wissen-
schaftsbereiches Geophysik der Karl-Marx-
Universitit Leipzig. Wir danken der Mitar-
beiterin des WB, Frau A.-B. Emst, fiir ihre
freundliche Unterstiitzung.

alpha, Berlin 22 (1988) 6 - 123



19.Fach: Schach

Seit etwa vier Jahren besteht an unserer
Schule in Strobeck eine Mathematik-Ar-
beitsgemeinschaft fiir die Klassen 3 bis 5.
Hier konnen sich die an Mathematik inter-
essierten Schiiler unserer kleinen zentralen
Dorfschule (wir haben Kinder aus insge-
samt funf Dorfern) hauptsichlich noch
spielerisch mit mathematischen Problemen
beschiftigen. Neben mathematischen Spie-
len und aus Zeitungen, Biichern und Zeit-
schriften gesammelten Knobelaufgaben be-
schiftigen wir uns auch mit der Vorberei-
tung auf Olympiaden und mathematische
Wettkimpfe und beteiligen uns natiirlich
auch am alpha-Wettbewerb. Jedes Jahr
wird bei uns Ende September eine Mathe-

matik-Schulolympiade organisiert, die in.

sehr wiirdiger Form stattfindet, so daB sie
fur die Teilnehmer eine echte Auszeich-
nung bedeutet. Auf dem Appell zu unse-
rem Nationalfeiertag werden die drei be-
sten Schiiler jeder Klassenstufe primiert.
Sie erhalten neben kleinen Prdsenten auch
jeder von der Schule ein Jahresabonne-
ment der Zeitschrift alpha. Auf diese
Weise wird erreicht, daB sich moéglichst
viele Schiiler auch in ihrer Freizeit mit
Mathematik beschiftigen.

Die Sieger unserer Schulolympiade werden
selbstverstindlich zur Kreisolympiade
nach Halberstadt delegiert.

Wir nutzen auch jede Moglichkeit, an ma-
thematischen Wettbewerben im KreismaB-
stab teilzunehmen. Bei all diesen Lei-
stungsvergleichen konnten wir AG-Mitglie-
der in den letzten Jahren stets vordere
Pldtze erreichen. Diese Erfolgsergebnisse
spornen uns-natiirlich zu weiterer Arbeit
an.

Zu Beginn der 6.Klasse sind wir alt genug,
um selbstindig mit dem Bus nach Halber-
stadt zu fahren. Die besten von uns werden
dann in die Kreis-AG in die Station Junger
Techniker und Naturforscher Heinz Rock-
mann delegiert. Die Station ist fir uns
auch nichts Neues mehr. Wir kennen sie
und viele der dort titigen Lehrer von frithe-
ren Wettbewerben oder vom Spezialistenla-
ger in den Ferien. Hier sind dann in jeder
AG nur Schiiler derselben Klassenstufe
und wir kénnen deshalb noch mehr lernen.
Einige unserer AG-Mitglieder sind gleich-
zeitig Mitglieder der AG Schach an unserer
Schule und haben sich mit anderen Schii-
lern auch am Schachwettbewerb der alpha
beteiligt.

124 . alpha, Berlin 22 (1988) 6

Ihr miiB3t aber auch wissen, daB Schach seit
1823 an unserer Schule Unterrichtsfach ist.
Selbstverstindlich wahren wir diese schéne
Tradition. Am Schachunterricht nehmen
alle Schiiler der Klassen 3 bis 7 teil. Ab
Klasse 8 ist die Teilnahme in einer Arbeits-
gemeinschaft moglich. Fiir uns Schiiler be-
deutet dies pro Woche eine zusitzliche
Stunde Unterricht. Das ist selbstverstind-
lich, weil ja bereits unsere Eltern, GroBel-
tern, ... in der Schule Schachunterricht
hatten.

StraBenlampe am Schachturm in Strobeck

Am Ende jedes Schuljahres kimpfen die
Schiiler der 7. Klassen um drei Satze Figu-
ren und die Schiiler der 8. Klassen um drei
Bretter mit einer Widmung: Zur Belohnung
des FleifSes im Schach. Diese Trophden wer-
den hart umkimpft und finden groBes In-
teresse bei Schiilern, Eltern und allen an-
deren Einwohnern im Dorf.

Auch das Fernsehen der DDR hat bereits
einen solchen Wettkampf gefilmt und in
einer Sendung Elternsprechstunde gesendet.
Wir sind stolz auf unseren Schulnamen:
Schule der DSF — Dr. Emanuel Lasker.

Dr. Lasker war der einzige deutsche
Schachweltmeister.

Er konnte diesen Titel 27 Jahre lang fiir
sich in Anspruch nehmen.

Aus rassischen Griinden verlegte er 1936
seinen Wohnsitz in die Sowjetunion. Hier

Schachsymbol an einem Strobecker Haus,
das jeder Gewinner der jihrlichen
Schulmeisterschaft anbringen darf.

arbeitete der promovierte Mathematiker in
Moskau an der AW am Institut flir Ma-
thematik und 16ste wichtige mathemati-
sche Probleme.
In den Schulen beschiftigte er sich mit
Pionieren und léste mit diesen mathemati-
sche Aufgaben.
Wir sind dabei, die Biographie dieses
Schachspielers, Mathematikers und hervor-
ragenden Menschen weiter zu erforschen.
Dabei geht es uns insbesondere um seine
Bezichungen zur Sowjetunion.
Wir haben das Karl-Sudhoff-Institut, das
uns dabei unterstiitzt hat, angeregt, eine
Biographie iiber Dr. E. Lasker herauszuge-
ben, damit moglichst viele Menschen iiber
diese bedeutende Persdnlichkeit mehr er-
fahren und von ihm lernen kénnen.
Matthias Orb
Mathe-AG der Schule der DSF
,Dr. E. Lasker”

alpha bat Dr. R. Thiele vom Karl-Sudhoff-In-

stitut fiir Geschichte der Medizin und Natur-

wissenschaften der Karl-Marx-Universitdt
Leipzig, ihren Lesern mehr iiber Emanuel Las-
ker mitzuteilen.

Schach als Kampf

Emanuel Lasker ist weniger als Mathemati-
ker, sondern als Schachspieler bekannt ge-
worden. Das entspricht letztendlich seinen
Absichten, denn Schach war dem promo-
vierten Mathematiker wichtiger als sein
Fachgebiet. Geboren ist Lasker am 24. De-
zember 1868 in Berlinchen (Neumark).
Nach dem Abitur studierte er in Berlin,
Gottingen sowie Heidelberg Mathematik
und Philosophie und promovierte an der
Universitit Erlangen Uber Reihen auf der
Konvergenzgrenze. Obwohl Lasker 1893 an
der Tulane University in New Orleans
(USA) und 1901 an der Victoria University
in Manchester (Grof3britannien) Vorlesun-
gen gehalten hatte, war er ein Berufs-
schachspieler. Seine Schachkarriere hatte
1889 begonnen, und bereits 1894 schlug er
den amtierenden Weltmeister Steinitz.
1902 siedelte Lasker in die USA iber, kam
aber 1907 wieder nach Deutschland zuriick
und lieB sich in Thyrow bei Berlin nieder.
1905 erschien in den Mathematischen An-
nalen, -einer wichtigen mathematischen
Zeitschrift, ein Artikel von Lasker Zur
Theorie der Modulen und Ideale, in dem Las-
ker den Begriff des Primideals faBt. Damit
leistete der Schachweltméister einen be-
deutenden Beitrag zur Entwicklung der
modernen Algebra. 1921 verlor Lasker den
Weltmeistertitel im Schach, den er
27 Jahre getragen hatte, gegen den 20 Jahre
jiingeren Capablanca. Lasker schrieb auch
Biicher iiber Schach und andere Denk-
spiele. Er begriff Schach als eine Kunst
und betonte die psychologische Seite des
Spiels (Schwiche des Gegners niitzen).

1927 eroffnete er eine Schule fiir Verstandes-
spiele, in der neben Schach auch Go,
Bridge oder Lasca gelehrt wurden. Lasca ist
ein Brettspiel, das Lasker selbst erfunden
hat. 1933 muBte Lasker in die Emigration



gehen. Zunichst fand er Aufnahme in
GrofBbritannien, folgte aber dann einer
Einladung in die Sowjetunion. Die sowjeti-
sche Akademie der Wissenschaften er-
nannte ihn 1935 zu ihrem Mitglied. Lasker
lebte bis 1937 in Moskau und ging dann
nach New York. Dort starb er im Alter von
72 Jahren am 11.1.1941.

Lasker iiber das Schachspiel

Das Schachspiel, nur ein Theaterkrieg, kann
als Sinnbild aller Arten des Kampfes dienen,
so z. B. eines Disputs (Streitgesprach), diplo-
matischer Unterhandlungen oder eines gericht-
lichen Prozesses. Es bereitet uns fiir das feinere
Verstdndnis der strategischen Gesetze vor.
Lasker war der Meinung, daB jeder Zug
nicht an sich stark oder schwach ist, son-
dern insbesondere im Hinblick auf den je-
weiligen Gegner gut oder schlecht ist. Er
strebte nicht nach dem objektiv besten
Zug, sondern nach dem fiir den jeweiligen
Gegner unangenehmsten.

Schachspieler iiber Lasker

Max Euwe

(Weltmeister im Schach, Mathematiker)
Lasker war von allen GroBmeistern, denen
ich in den vergangenen 35 Jahren begegnet
bin, der GroBte.

José Rail Capablanca

(Weltmeister im Schach)

Er war der tiefgriindigste Schachspieler,
den ich je gekannt habe.

Alexander Aljechin

(Weltmeister im Schach)

Die Idee der Schachkunst ist undenkbar
ohne Lasker.

Richard Réti
Sein Stil ist ein klares Wasser mit einem
Tropfen Gift.

e R. Thiele

Der Sportverlag Berlin bereitet in seiner
Reihe ,Das Schachgenie“ eine Biographie
von Lasker vor. Sie ist fiir 1990 geplant. In
der Reihe erschienen bisher folgende Titel:
»Das Schachgenie Paul Keres“, A. Suetin
1987, und ,Das Schachgenie Capablanca®,
I. u. Wl Linder 1988.

Zwei Aufgaben von
Dr. Emanuel Lasker

Als Schachmeister war Dr. Emanuel Lasker
die iiberragende Personlichkeit seiner Zeit.
Von 1894 bis 1921 trug er die Krone des
Schachweltmeisters. Weder vor noch nach
ihm gelang es einem Schachweltmeister,
sich 27 Jahre auf dem Schachthron zu be-
haupten. In einer Reihe bedeutender
Schachwerke zeigte er sich als wegbereiten-
der Schachdenker. Seine philosophischen
Schriften, seine Werke iiber andere Spiele
und seine mathematischen Arbeiten lassen
ihn als Personlichkeit von universellem
Geist erkennen.

Mit zwei kleinen Aufgaben, die es zu l6sen
gilt, mogen die Leser auf Dr. Laskers
schachlichen Spuren wandeln.

Diagramm 1 zeigt eine Aufgabe von Dr.
Emanuel Lasker aus dem Buch von J. Prety
ABC d’Echecs (1895). WeiB beginnt und
setzt Schwarz spitestens im 6. Zuge matt.

Diagramm 2 zeigt eine Partiestellung zwi-
schen Dr. Lasker und Dr. Euwe (Notting-

ham, 1936). Mit einer imponierenden
Wendung gewinnt der bereits 68jdhrige
Dr. Lasker gegen den zu jener Zeit amtie-
renden Schachweltmeister eine Leichtfigur
innerhalb von 3 Ziigen. WeiBl am Zuge.

H. Riidiger

Buchtips

Anatoli Mazukewitsch
Seltene Gambits

334 S., 380 Diagr.

Bestell-Nr.6717357 Preis: 19,80 M

Jakow Neistadt
Damenopfer

224 S., 335 Diagr.

Bestell-Nr.6716717 Preis: 15,50 M

Aleksei Suetin
Modemes Mittelspiel

320 S., 218 Diagr.

Bestell-Nr1.671 7306 Preis: 16,50 M

Alle Titel sind Neuerscheinungen
des Sportverlages, Berlin

Ganz
in Familie

1. ,In sechs Jahren werde ich noch einmal
so alt sein, wie ich vor sechs Jahren war“,
sagt Annerose verschmitzt. ,Nun, wie alt
bin ich?“

2. Ein Vater ist jetzt 28 Jahre und sein
Sohn 4 Jahre alt.

In wieviel Jahren wird der Vater zweimal
ilter als sein Sohn sein?

3. Zwei Jungen sind zusammen 19 Jahre
alt, und zwar ist der eine um drei Jahre al-
ter als der andere.

Wie alt sind die beiden?

4. Auf die Frage, wie alt er sei, gab A zur
Antwort: ,Wire ich noch einmal so alt, wie
ich jetzt bin, und noch zwei Jahre dazu, so
hitte ich gerade soviel iiber 100 Jahre als
mir jetzt davon abgehen.“

Wie alt ist A?

S. ,Ich und mein Sohn“, sagte ein Vater
verschmitzt, ,sind zusammen 48 Jahre alt.
Das Quadrat des Drittels meines Alters ist
um 48 groBer als das Quadrat der um 2 ver-
mehrten Zahl des Alters meines Sohnes.“
Wie alt sind Vater und Sohn?

6. Eine Mutter ist heute viermal so alt wie
ihre Tochter.

In 16 Jahren wird sie nur doppelt so alt
sein wie diese.

Wie alt sind Mutter und Tochter?

7. Ein Vater hat sieben Kinder. Jeder Sohn
hat doppelt soviel Schwestern wie Briider.
Wieviel Midchen und Jungen sind das?

8. Armin sagt: ,Wenn ich 4mal so alt bin
wie jetzt, fehlt mir zu 100 Jahren gerade
noch mein jetziges Alter.“

Wie alt ist Armin heute?

9. In einem Haus wohnen die vier Fami-
lien A, B, C und D mit insgesamt 24 Perso-
nen. Familie A hat ebensoviel Kinder wie
B und D zusammen. Familie C halb so
viel. Familie D hat zwei Kinder mehr als
Familie B.
Aus wieviel Erwachsenen und Kindern be-
steht jede Familie, wenn bei Familie B
noch ein GroBvater wohnt?
A. Korner/
J. Lehmann

Im Kopf zu l6sen!

Welche Zahl ist groBer:
31% oder 171907
aus: Funktio, Helsinki
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Rund
um den SR 1

Die Tasten
[sin], [cos], =t

Umschalter
fir WinkelmaBe

Das Tastenfeld des Schulrechners SR 1 ent-
hilt im oberen Teil drei schwarze Tasten,

ndmlich die Funktionstasten @, ,
. Die Tasten sind, wie man sieht, dop-
pelt belegt.

arcsin arccos arctan

I sin | l cos ] [ tanJ
Mit diesen Tasten ist man in der Lage,
Funktionswerte flir vorgegebene Winkel zu
ermitteln und auBerdem bei vorheriger Be-

tatigung der Taste zu gegebenen Funk-
tionswerten trigonometrischer Funktionen
ein zugehoriges Argument anzugeben. Zu
den Funktionstasten gehért noch der Um-
schalter fiir Winkelmafle, dem wir uns zu-
nichst niher zuwenden wollen.

Der Umschalter fiir WinkelmaBe

Der Umschalter fiir WinkelmaBe ermég-
licht drei Schalterstellungen:
DEG RAD GRD

I I |

Diese Schalterstellung wird gewahlit, wenn
die Eingabe (bzw. Ausgabe) der Winkel-
gréBe in dezimalgeteiltem Altgrad erfolgen
soll.

Beispiéle:

® y=f(x)=sinx

Ermitteln Sie f(32°)!

Ablaufpian: (DEG) 32 [sin | [5.2991-01]
Ergebnis: f(32°) =sin 32° = 0,52991

® y=f(x)=sinx

f(x)=0,62. .

Ermitteln Sie x fiir 0° £ x = 90°!

Es soll also zu einem gegebenen Winkel-
funktionswert 0,62 in einem gegebenen In-

tervall der (bzw. die) zugehorige(n) Winkel

ermittelt werden.

Ablaufplan: (DEG) 0,62 [F] [sin ]
d.h. 0,62 [38.316135]

Ergebnis: x = 38,316 135°.
Arkusfunktionen sind Umkehr- oder in-
verse Funktionen der trigonometrischen
Funktionen, z. B.

y = arcsin x; y = arccos x;

y =arctan x; y = arccot x

bedeutet der Bogen y (Bogen im lateini-
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schen arcus), dessen Sinus die GroBe x
hat. 2

Wegen der Periodizitit der trigonometri-
schen Funktionen ist dieser Bogen nur
dann eindeutig anzugeben, wenn ein Inter-
vall vorgegeben wird, in dem die betref-
fende (rigonometrische Funktion alle ihre
Werte annimmt und monoton ist.

Ala Erkunden Sie, in welchen Interval-
len der SR 1 die Winkel fir
a) arcsinx; b) arccosx;
angibt!

DEG RAD GRD

N R

Diese Schalterstellung wird verwendet,
wenn die Eingabe (bzw. Ausgabe) der Win-
kelgréBe in BogenmaB erfolgt (bzw. erfol-
gen soll). Die Einheit des Winkels ist hier
der Radiant (Zeichen: rad). 1rad ist der
Winkel, fiir den das Verhiltnis der Lingen
von Kreisbogen und Radius gleich 1 ist
(1rad = 57,29578°).

Zuweilen wird die Einheit rad auch wegge-
lassen, und man gibt die Winkel als Vielfa-
che bzw. Teile von m an

3 T
(Z. B. 211’, 771, 7Tl’, T)

c) arctan x

Beispiele:

® y=f(x)=cosx
Ermittle f (%)‘
Ablaufplan:

(RAD) 7 [£] 4 [=] [7.0710-01]
Ergebnis: cos% =0,70710

® y=f(x)=cosx
f(x)=0,2.

Ermittle x in BogenmaB fiir0 = x = %!
Ablaufplan:

(RAD) 0,2 [1.3694384]
Ergebnis: x =1,3694384 rad

Den Umschalter fir WinkelmaBe kann
man nutzen, um Winkel, die in dezimal
geteiltem Altgrad gegeben sind, in Bogen-
maB umzurechnen und umgekehrt.

A2 a Betitigen Sie die Tasten des SR1
in angegebener Reihenfolge und fiillen Sie
die Leerstellen aus!

a) Eingabe Anzeige
Schalterstellung DEG 0.
45 45.
Schalterstellung RAD

Welche Bedeutung hat der vom SR1 zu-
letzt angezeigte Zahlenwert?

b) Eingabe Anzeige

Schalterstellung RAD 0.

[0 " &

Schalterstellung DEG

Welche Bedeutung hat der vom SR1 zu-
letzt angezeigte Zahlenwert?

DEG RAD GRD

N [ we |

Man stellt den Umschalter auf GRD, wenn
die Eingabe (bzw. Ausgabe) der Winkel-
groBe in Neugrad oder Gon (WinkelmaB,
dessen Einheit der 100. Teil eines rechten
Winkels ist) erfolgt (bzw. erfolgen soll).
Die Einheit Gon (Zeichen: g) wird in der
Geodisie verwendet.

Wir experimentieren mit
den Tasten @

Aus der grafischen Darstellung der Funk-
tion y =sinx (0° = x = 360°) erkennt man
(vgl. Bild 1), daB im gegebenen Intervall
zwar zu jedem x-Wert genau ein y-Wert
gehort, aber nicht umgekehrt jedem y-Wert
genau ein x-Wert zugeordnet ist. Das wird
erneut beim Ausfiillen nachstehender Ta-
belle deutlich.

Bild 1
y

1 /]‘COSX
NN Awo x

y=5sinx

A3 a Vervollstindigen Sie die Tabelle!

x 0° | 30° | 90° | 150° | 180° |
sinx | 0 |
x 210°l 270° | 330°| 360°
sin x | I l 0 I

Aus diesem Grunde haben auch goniome-
trische Gleichungen der Form sinx = a im
Intervall 0°=< x =360° im allgemeinen
mehr als eine Losung.

Ad4a Geben Sie eine Gleichung der
Form sin x = @ an, die im Intervall 0° £ x
=< 360° genau eine Losung hat! =

A5A Geben Sie eine Gleichung der
Form sin x = a an, die im Intervall 0° = x
= 360° genau drei Losungen hat.

A 6a Geben Sie alle Losungen der Glei-
chung sinx=0,54 im Intervall 0°=<x
= 360° an.

Mit dem Taschenrechner SR 1 erhilt man
als eine Losung der Gleichung sin x = 0,54

(entsprechend dem Ablaufplan: 0,54

@) den Wert 32.683639. Aus der oben-
stehenden Tabelle und dem Bild der. Sinus-
funktion wissen wir, daB die Gleichung
sinx = 0,54 im vorgegebenen Intervall ge-
nau zwei Losungen hat und die zweite Lo-
sung im Intervall 90° < x < 180° (II. Qua-
drant) liegen mug.

Um eine Vermutung iiber die Bezichungen
der Winkel und deren Sinuswerte in den



ersten beiden Quadranten zu erhalten,
kann das Losen der Aufgabe 7 niitzlich
sein!

- A7a Vervollstindigen Sie die Tabelle
mit dem SR 1 (Umschalter auf DEG)!

x | x [sin] [F] [sin]

0 0

120

140
Fiillen Sie die weiteren Leerstellen der Ta-
belle ohne Nutzung des SR 1 aus!

x | x [sin] [F] [sin]

145
150
170
175

Formulieren Sie — ausgehend von der aus-
gefullten Tabelle — eine Vermutung!
Kontrollieren Sie, ob Sie alle Losungen der
Gleichung sin x = 0,54 (vgl. Aufgabe 6) er-
mittelt haben!

A84a Geben Sie alle Losungen der Glei-
chung cosx=0,32 im Intervall 0°<x
=< 360° an!

Beachten Sie, daB bereits dem Kurvenver-
lauf der Kosinusfunktion (Bild 1) zu ent-
nehmen ist, daB die Gleichung im vorgege-
benen Intervall zwei Losungen hat. Wie
die Losung fur das Teilintervall
270° < x =360° zu ermitteln ist, kdnnen
Sie durch das Ausfiillen nachstehender Ta-
belle erkunden.

x__| (DEG) x [cos] [F] [cos]

270
280
290
300
350

Uberpriifen Sie mit dem SR 1, ob Sie alle
Losurigen der Gleichung cos x = 0,32 rich-
tig bestimmt haben!

Da der Kosinus eines Winkels x sowohl
im Intervall 90° £ x < 180° als auch im In-
tervall 180° = x < 270° negativ ist, wire es
interessant zu erfahren, wie der Taschen-
rechner bei der Abarbeitung des nachste-
henden Rechenablaufplans

(x (180° = x < 270%)
reagiert.

Dazu fiillen wir folgende Tabelle aus.

x| x 3] (7] ]

180 180°
185
200
240
260

A 9a Betrachten Sie die ausgefiillte Ta-
belle und formulieren Sie eine Vermutung!
cos (180° + x) = cos ...

A10A Emitteln Sie im Intervall
0° = x = 360° jeweils alle reellen Lésungen
der angegebenen Gleichungen!

a) sin x = 0,25

b) sin x + cos 60° = 1,2

tan 45°

I i
c) 2sin0° + <0560° +2sinx=3
d) cosx = —0,5

e) cos x = —sin 60°

Dem Kurvenverlauf der Funktion y = sin x
und dem Kurvenverlauf der Funktion
y=cos x (siche Bild 1) ist zu entnehmen,
daB der Sinus eines Winkels mit dem Kosi-
nus eines anderen Winkels iibereinstim-
men mufl. Das Losen der Aufgaben 11 und
12 wird uns helfen, diese Beziehungen zu
erkennen.

Alla Stellen Sie den Umschalter fiir
WinkelmaBe auf DEG!

Betitigen Sie die Tasten des SR1 in der
angegebenen Reihenfolge und fiillen Sie
die Leerstellen aus!

a) Tastenfolge Anzeige
60 60.
sin
b) Tastenfolge Anzeige
50 50.
|

4124 Welche Taschenrechneranzeige
vermuten Sie jeweils nach folgender Ta-
stenfolge (Umschalter auf DEG)?

70 [cos] [F] [sin]
b) 30 [cos] [F] [sin]

-9 30 [sin] [F] [cos]

9 20 [sin] [F] [cos]

Uberpriifen Sie Ihre Voraussage mit dem
Taschenrechner!

Formulieren Sie eine Vermutung iiber den
zugrunde liegenden Sachverhalt!

A 13 4 Losen Sie im Intervall 0 = x =< 90°
folgende Gleichungen:
a) cos30°=sinx; b) sinx= cos70°%;
c) cosx =sin45°!
L. Flade

Mit diesem Beitrag schlieBen wir die Serie
zum Taschenrechner SR1 ab. Natiirlich
wird er euch in unseren Beitrigen noch o6f-
ter begegnen.
Bei Nachfragen nutzt bitte die inzwischen
zum Taschenrechner erschienene Litera-
‘tur, die ihr sicher auch in den Bibliotheken
ausleihen konnt, zum Beispiel:
Gilde/Altrichter:
Schneller, leichter, genauer
Gilde/Altrichter:
Mehr SpaB mit dem Taschenrechner
beide VEB Fachbuchverlag, Leipzig
Fanghinel:
Mein Freund, der Taschenrechner
VE Verlag Volk und Wissen, Berlin

Ala Find the pattern

In the accompanying diagram we develop a
special arrangement in five columns of the
integers greater than 1. Explore the struc-
ture of the arrangement and predict in
which column (from left to right) the num-
ber 100 will fall.

2 3 4 5
9 8 7 6
10 11 12 13

17 16 15 14
aus: Fun with mather;zatics,
Toronto

A2 a Déterminer x et y pour que le nom-
bre 4x5 y soit divisible par 6. H.

A3 a [lpocrora MaTeMaTHKH
I>xoH ¢on HeftmaH, onus U3 KpyIIHERLIKX
MAaTHMATHKOB HAIIIETO CTOJNETHS, BLICTY-
mag B koHue 40-x romos ¢ gokiaxoM o 6y-
IOYILEM 3JIEKTPOHHO-BHIYMCINTENBHbIX Ma-
LIMH, CKa3aJl, YTO MaTeMaTHKa — TOJBbKO
OYeHb Majlas M O4YeHb MpoCcTasd 4acThb
xu3Hu. Korma B oTBEeT Ha 3TO ayaMTOpHA
3amyMena, ¢dou Heiman no6asmn: ,Ecniu
JIFOIY HE BEPAT B TO, YTO MATEMATHKA IIPO-
CTa, TO TOJLKO MOTOMY, YTO OHM HE OCO-
SHAIOT, KaK CJIOXHA JH3Hb .

aus: Quant, Moskau

A4a On fond 82kg de bronze et 18 kg
d’argent. Calculer la masse volumique de
I’alliage.

La masse volumique du bronze
8,5kgdm3,

la masse volumique de I'argent

10,5kg dm™3.
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Wie man Brezeln und andere
Figuren mit Zirkel und Lineal

konstruiert

Die Figuren im Bild 1 sind aus Kreisen
bzw. Kreisbégen zusammengesetzt. Wir
wollen untersuchen, wie man solche Figu-
ren mit Zirkel und Lineal konstruieren
kann.

a) Ei Bild 1

b) Muster aus Walfischen

G

€

c) Brezel

o

f) Tropfen g) Waffeleisen

O
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h) got:

i) He

isches Fenster

O

IZ

<3

k) Spirale

©

1) Schlangenlinie

N N N

Untersuchen wir zunidchst einmal,

zwar an den Beispielen k und | (Bild 1),
aus was fiir Kreisbogen die Figuren zusam-

Bild 2

Bild 3

mengesetzt sind: Wir ergidnzen die in den
Figuren enthaltenen Kreisbdgen zu ganzen
Kreisen.

Wir erkennen: Jeweils zwei der Kreise ha-
ben genau einen gemeinsamen Punkt. Sie
beriihren sich in diesem Punkt. Diese Be-
rihrungspunkte sind genau die Begren-
zungspunkte der einzelnen Kreisbdgen,
aus denen die Figur zusammengesetzt ist.

Was passiert nun aber, wenn die Kreise,
aus deren Bdgen die Figur zusammenge-
setzt ist, sich nicht in einem Punkt berilh-
ren, sondern zwei gemeinsame Punkte ha-
ben? Versuchen wir, aus solchen Kreisen
eine Wellenlinie zusammenzusetzen:

Wir erkennen: Inldiesem Fall hat die Figur
Ecken (siehe bei a)) oder Liicken (siehe bei
b)). Ein nahtioser Ubergang zwischen-
Kreisbogen verschiedener Kreise ist also
dort und nur dort moglich, wo sich zwei
Kreise beriihren.

Unm solche Figuren wie in Bild 1 konstruie-
ren zu kénnen, muBl man also neben den
Mittelpunkten und Radien der Kreise auch
ihre Beriihrungspunkte exakt bestimmen
kénnen. Es ist deshalb naheliegend, die
Frage zu untersuchen: Gibt es einen Zu-
sammenhang zwischen dem Berithrungs-
punkt zweier Kreise und ihren Mittelpunk-
ten?

Bild 4

g My

€

Das Bild 1Bt uns vermuten:

* Haben zwei Kreise genau einen gemein-
samen Punkt (oder auch: beriihren sich
zwei Kreise), so liegt dieser gemeinsame

5

G
~



Punkt (der Berithrungspunkt) auf der Ver-
bindungsgeraden der Mittelpunkte der bei-
den Kreise.

Den Beweis dieser Aussage fiihren wir indi-
rekt:

Voraussetzung: k, und k, haben genau
einen gemeinsamen Punkt, den Punkt B.

Bild 5
y ka

Annahme: Der Punkt B liegt nicht auf der
Geraden M, M,. Wir spiegeln &, und k, an
der Geraden M, M,. Dabei gilt:
) k' =k (da die Spiegelgerade

kl’ _ kl } durch die Mittelpunkte

27 ™ J vyon k, und k, geht)

(2) B liegt auf k, und k, (Voraussetzung)
— B’ liegt auf k] und k)
(Eigenschaft der Spiegelung)
— B’ liegt auf k, und k, (wegen (1))
(3) B'+B
(B liegt nicht auf der Spiegelgeraden)
Aus (2) und (3) folgt: k, und k, haben zwei
gemeinsame Punkte, nimlich B und B'.
Das ist ein Widerspruch zur Vorausset-
zung, also kann die Annahme nicht wahr
sein.
Damit ist die Aussage (*) bewiesen.
An den Beispielen h und i des Bildes 1 soll
nun gezeigt werden, wie uns die Aussage *
bei der Konstruktion von Figuren aus ver-
schiedenen Kreisbdgen helfen kann.

Beispiel i:

Konstruktion eines Herzens

Wir fertigen zunichst eine Uberlegungs-
figur an, in der wir die verwendeten Kreis-
bogen zu ganzen Kreisen erginzen. Da wir
wissen (vgl. Aussage *), daB die Beriih-
rungspunkte der Kreise auf den Verbin-
dungsgeraden der jeweiligen Kreismittel-
punkte liegen, zeichnen wir auch diese
Verbindungsgeraden ein:

Bild 6

Nun diirfte die Konstruktion keine Schwie-
rigkeiten mehr bereiten:

1. gleichschenkliges Dreieck M, M,M; mit
MM, als Basis

(Das Dreieck muB wegen der Axialsymme-
trie der Figur gleichschenklig sein. Die
Form des Herzens richtet sich nach dem
Verhiltnis M, M,: M\M;; siche z. B.
Bild 8i);

MM,
2. Kreis k; um M, mit r, = ‘2 z
MM,
Kreis k, um M, mit r, = % — Beriih-

rungspunkt von k; und k,: C;

3. Kreis k; um M, mit =M, M;— 1, —
Beriihrungspunkte des Kreises k; mit &,
und k,: B, D;

4. Parallele zu M, M, durch M; — Schnitt-
punkte der Parallelen mit k;: 4, E;

5. Kreise k, und ks mit den Durchmessern
AM; bzw. M;E .

Die gesuchte Figur besteht aus den Kreis-
bogen M,A; AB; CB; DC; DE; EM;. (Zur
Bezeichnung der Kreisbogen vgl. Lehrbuch
Mathematik 7, S.138.)

Beispiel h:
Konstruktion eines gotischen
Fensters

Die ersten Konstruktionsschritte diirften
unmittelbar aus dem Bild 1h erkennbar
sein:

Bild 7a

19 P
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Wie aber finden wir den Mittelpunkt und
den Radius r des noch fehlenden Kreises?
Wir wissen: 1. Wegen der Symmetrie der
Figur liegt M auf der Mittelsenkrechten
von AB.

2. Angenommen, M wire schon bekannt;
wegen des Satzes (2) miiBten die Beriih-
rungspunkte C und D dann auf der Gera-
den BM liegen:

Bild 7b

A 8

Da wir aber weder den Mittelpunkt M noch
die Beriihrungspunkte C und D kennen,
miissen wir nach weiteren bekannten Gro-
Ben suchen:
Wissen wir iiberhaupt etwas iiber die Strek-
ken auf der Geraden BM? Ja! Nach der bis-
herigen Konstruktion (vgl. Bild 7a) ist:
BC=2a und
BD =4a.
Daraus folgt CD =2a, also CM = a und
BM = 3a.
Damit kann in dem Bild 7a der Punkt M
(Kreise um 4 und B mit r=3a) und
schlieBlich der noch fehiende Kreis um M
mit r = a konstruiert werden.

Aufgaben

Al a Konstruiere die Figuren aus den
Bildern 1a bis 11!

(Hinweis: In manchen Fillen sind — &hn-
lich wie im Beispiel i bestimmte Stiicke
frei wihlbar, wodurch sich die Form der Fi-
gur geringfiigig indern kann. In den L&-
sungen ist im allgemeinen nur eine Mog-
lichkeit angegeben.)

A2 A Berechne fur die Figur in Bild 8a
a) das Verhiltnis der drei Radien,
b) den Umfang, wenn r; gegeben ist!

A3 a In Bild 14 sei der Radius der klei-

nen Kreise r. Berechne

aJ den Radius des groBen Kreises,

b) den Flicheninhalt der grauen Fliche!
E. Goldberg

Traumlésung

Im Schlaf wurden die gréBten Entdeckun-
gen gemacht und Meisterwerke der Litera-
tur und Musik geschaffen.

Als der russische Gelehrte Dmitri Mende-
lejew an seinem Periodensystem der Ele-
mente arbeitete, konnte er es lange nicht in
Form einer Tabelle bringen. Nach langer
rastloser Arbeit schlief er ein und triumte
das, was seinen Namen unsterblich
machte. )

Mendelejew selbst dariiber: ,Ich sah im
Traum eine Tabelle, in der die Elemente so
wie nétig angeordnet waren; als ich auf-
wachte, schrieb ich sie sofort auf einen Zet-
tel — nur an einer Stelle war spiter eine
Korrektur notwendig.“

Der franzdsische Mathematiker Henri
Poincaré — nicht in der Lage, eine Glei-
chung zu integrieren — lieB sie liegen und
ging schlafen. Gegen Morgen hatte er
einen Traum, in dem er vor den Studenten
eine Vorlesung hielt und an der Tafel diese
Gleichung l6ste. Poincaré erwachte und
schrieb die Losung aufs Papier.

Der bekannte Mathematiker Carl Friedrich
GauB loste im Schlaf eine Aufgabe, iiber
der er 19 Jahre gesessen hatte.

Der italienische Komponist Giuseppe Tar-
tini kam lange Zeit mit einer seiner Sona-
ten nicht zurande. Einmal erschien ihm
der Teufel, der eine auBergewOhnliche Me-
lodie trillerte. Tartini erwachte, schrieb die
Musik und nannte sie Teufelstriller-Sonate.

Der deutsche Chemiker Friedrich August

‘Kekulé von Stradonitz sah im Traum die

gewohnten langen linearen Ketten von
Atomverbindungen des Azetylen. Plotzlich
begannen die Ketten in Bewegung zu gera-
ten, niherten einander, wanden sich wie
Schlangen. Eine packte ihren Schwanz und
begann sich zu drehen. Kekulé erwachte
und verbrachte den Rest der Nacht mit der
Aufstellung einer neuen Hypothese: der
ringformigen Verkettung des Benzols.

aus: Sputnik, Moskau
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Carl Zeiss
(1816 bis 1888)

Vor 100 Jahren, am 3. 12. 1888 starb in
Jena Carl Zeiss, der Griinder des heute
weltbekannten Betriebes fiir optische, fein-
mechanische und neuerdings auch elektro-
nische Gerite, der nun den Namen VEB
Kombinat Carl Zeiss trigt. Wer heute den
Namen Zeiss hort, denkt wohl zuerst an
Planetarien und astronomische Fernrohre,
an die Multispektralkamera und andere
hochspezialisierte Hilfsmittel der For-
schung. Was aber einst den Ruhm der
Firma begriindete, war die Produktion von
Mikroskopen, die erst durch Zeiss im Zu-
sammenwirken mit dem Jenaer Physiker
Ernst Abbe (1840 bis 1905) aus dem Sta-
dium des Prébelns in das Stadium exakter
Berechnung tiberfiihrt wurde.

Carl Zeiss wurde am 11.9.1816 in Weimar
als Sohn eines Kunstdrechslermeisters ge-
boren, der zugleich ein Spielwarengeschift
betrieb. Nach dem Besuch des Gymna-
siums in Weimar (etwa bis zur heutigen
10. Klasse) ging er 1834 nach Jena in die
Lehre zum Hofmechanikus Dr. Friedrich
Korner, der eine private Werkstatt flihrte
und zugleich als Privatdozent an der Uni-
versitdt Unterricht im Bau wissenschaftli-
cher Gerite erteilte. Eine #hnliche Mi-
schung von gewerblicher Titigkeit und
engem Kontakt zur sich stiirmisch entwik-
kelnden Naturwissenschaft mag auch Carl
Zeiss als Ideal kiinftigen Wirkens vorge-
schwebt haben. Als er sich jedoch nach den
damals noch fir Handwerker iblichen
Wanderjahren 1845 um die Erdffnung
eines eigenen Geschiftes bewarb, zunichst
in Weimar, dann in Jena, muBte er lange
gegen erhebliche birokratische Wider-
stinde kdmpfen. Immerhin war Jena da-
mals ein Stddtchen von nur etwa 6000 Ein-
wohnern, in dem es bereits zwei Optiker
und Mechaniker gab. DaB ein hochspezia-
lisierter Handwerksbetrieb nach wenigen
Jahren Kunden unter den Wissenschaftlern
halb Europas haben kénnte, war den um
ihr bescheidenes Brot fiirchtenden Jenaer
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Biirgern nicht vorstellbar. Hervorzuheben
ist, daB Zeiss die lange Wartezeit nutzte,
um wiederum an der Universitdt Vorlesun-
gen iiber Mathematik, Physik und Chemie
zu besuchen und den Professoren bei der
Herstellung bzw. Verbesserung ihrer Appa-
raturen zu helfen, wie er es auch schon
wihrend seiner Lehre getan hatte. So er-
warb er viele niitzliche Kenntnisse und Be-
kanntschaften. Insbesondere in dem be-
deutenden Jenaer Botaniker Matthias Ja-
cob Schleiden (1804 bis 1881), einem
Pionier der Erforschung der Pflanzenzel-
len, erwuchs ihm ein verstindnisvoller und
engaglerter Forderer.

Nachdem Zeiss 1846 die Erlaubnis zur
Griindung eines mechanischen Ateliers er-
kdmpft hatte, hat er seinen Betrieb aus be-
scheidensten Anfingen zum Weltruhm ge-
fihrt. Das Hauptproblem bestand fiir ihn
zunichst in einer wesentlichen Verbesse-
rung des Auflésungsvermogens der Mikro-
skope, deren Zusammensetzung aus ver-
schiedenen Linsen damals noch weitge-
hend vom zufilligen Ergebnis geduldigen
Probierens abhing. Nachdem eine anfingli-
che Zusammenarbeit mit dem Jenaer Ma-
thematiker Fr. W. Barfu nicht zu brauch-
baren Ergebnissen gefiihrt hatte, gewann er

1866 den aus einer Arbeiterfamilie stam-

menden Physikprofessor Ernst Abbe zur
Mitarbeit. 1871 gelang es Abbe, ebenfalls
nach nicht wenigen MiBesfolgen, die Ab-
hédngigkeit der Bildqualitdt von der Licht-
beugung an den nicht selbstleuchtenden
Objekten mathematisch zu beschreiben,
und 1873 fand er die nach ihm benannte
Sinusbedingung fir mikroskopische Lin-
sensysteme, die deren Berechnung bis

heute zugrundeliegt. Einen weiteren Mei--

lenstein in der Verwissenschaftlichung der
optischen Produktion stellte ab 1881 die
Zusammenarbeit mit dem Chemiker und
Glastechniker Dr. Friedrich Otto Schott
(1851 bis 1935) dar, die 1884 zur Errich-
tung der Schottschen Glashiitte in Jena als
wichtigem Zulieferbetrieb fiihrte. Abbe
wurde 1875 Teilhaber von Zeiss, nach des-
sen Tod Alleininhaber und wandelte den
Betrieb schlieBlich in die Form einer Stif-
tung um, deren Uberschiisse der Stadt und
Universitdt in vielfdltiger Form zugute ka-
men. Aus Mitteln der Zeiss-Stiftung wur-
den z.B. das Volkshaus in Jena mit Biblio-
thek und groBtem Veranstaltungssaal der
Stadt sowie das Abbeanum der Universitit
erbaut, in dem Teile der Sektionen Mathe-
matik und Physik bis heute beheimatet

BEUTS(HE DEMOKRATISCHE REPUBIIK

sind. Hatten noch bis zum Tode von Zeiss
die Mikroskope den Kern der Produktion
gebildet, so wurde nach seinem Tode nach
und nach auch die Herstellung von Fotoap-
paraten, terrestrischen und astronomischen

Fernrohren, geoditischen Instrumenten
aufgenommen.

GewiB beruhte der Erfolg von Carl Zeiss
zum Teil auf seiner geschiftlichen Bega-
bung, der Durchsetzung hochster Qualitit
und Prézision in der tiglichen Arbeit und
auch auf der damals allgemein iiblichen
harten Ausbeutung der Arbeiter und be-
sonders der Lehrlinge. Entscheidend aber
war seine frithe Erkenntnis, daB eine Pro-
duktion, die Hilfsmittel fiir die Wissen-
schaft liefert, sich selbst in starkem MaBe
der Wissenschaft bedienen muB.
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Von seinem Weg der mathematischen und
physikalischen Durchdringung der Wir-
kungsprinzipien der optischen Gerite lief3
er sich auch durch anfangliche Riick-
schlige technischer und 6konomischer Art
niemals abbringen. So ehren wir heute in
Carl Zeiss einen Pionier der Entwicklung
vor Mathematik und Naturwissenschaften
zur unmittelbaren Produktivkraft.

P. Schreiber

Neue Inhalte

und Anforderungen an
Berufe im Kombinat
VEB Carl Zeiss JENA

Wenn man den Namen Carl Zeiss JENA
hort, denkt man oft zuerst an Optik und
Prizisionsmechanik. Haben sich doch un-
sere Griinder Carl Zeiss, Ernst Abbe und
Otto Schott einen bleibenden Platz in der
Geschichte verdient, haben Generationen
von erfahrenen Facharbeitern in Optik und
Mechanik auf einer wissenschaftlichen
Grundlage des optischen Prizisionsgeriite-
baus durch ihre Arbeit einem Firmen-
namen Weltruf verschafft.

Nun beinhaltet die vom XI. Parteitag der
SED beschlossene 6konomische Strategie,
daB sich unser Kombinat VEB Carl Zeiss
JENA zu einem Zentrum von Hochtechno-
logien entwickelt. Die Mikroelektronik ist
eine solche Technologie, und vor allem
darauf ist diese Strategie gerichtet.

Schon seit den letzten 15 Jahren haben wir
nun in unserem Kombinat schrittweise zu-
nehmend anspruchsvolle Aufgaben fur die
Herstellung und Anwendung der Mikro-
elektronik in Angriff genommen. Die groB-
ten Effekte in unserem Kombinat hat die
Mikroelektronik bei der Lésung von Aufga-



ben ermoglicht, die fur die Mikroelektro- Bild 2
nik selbst unerldBlich, aber auf herkémmli- Entwickiung der Elektronikdichte in den Erzeugnissen des Optischen

che Weise nicht beherrschbar sind. So ist Prizisionsgeritebaus unseres Kombinates VEB Carl Zeiss JENA. Es ist davon
beispielsweise mit der Mikroelektronik der auszugehen, daB sich die Anzahl der Transistorfunktionen je Gerit durchschnittlich
Anspruch an die Hochleistungssysteme der alle 2 Jahre verdreifacht.

-Optik enorm gewachsen. Nur durch die

Computertechnik ist es iiberhaupt noch x40 E02

moglich, derartige Optiken zu berechnen 110
und herzustellen.

So sind Erzeugung wie auch Anwendung

der Gerite unseres Kombinates durchdrun-

gen von Rechentechnik. Wir wollen nun 7
genauer anschauen, wodurch diese Durch- <
dringung gekennzeichnet ist, und welche 50
Anforderungen und Perspektiven sich

nicht zuletzt fir mathematikorientierte Be- 1
rufe aufiun. <

Renaissance der Optik g
und Mikroelektronik 0

T T T T 1
Vor wenigen Jahrzehnten war man der 4970 1985 1987 1989 1994 1995
Meinung, daB bei der Entwicklung opti-
scher Systeme keine bedeutenden Fort- —O—  Anzahl
schritte mehr moglich sind. Mit den Anfor-
derungen, die die Raumfahrt (Multispek- Bild 3
tralkamera MKF6) und die Mikroelektro- Wachstumn der Komplexitit bei Schaltkreisen, die im Kombinat VEB Carl Zeiss JENA
nik an die optischen Systeme stellten, kam zum Einsatz kommen. Bezogen ,auf 1987 = 1 bedeutet dies fiir die Jahre 1988 = 4,
es zu einer Renaissance der Optik. Fiir die 1990 =15, 1992 = 50 und 1995 = 125fache Komplexitit.
Herstellung hdchstintegrierter Schaltkreise Das entspricht iibrigens auch dem Gesetz von Gordon Moore, wonach sich die in
werden Objektive benétigt, die Struktur- einem Chip integrierte Bauelementeanzahl alle 2 Jahre verdreifacht bei
breiten von 0,002, spiter auch bis zu gleichbleibender Chipfliche.
0,000 5 mm abbilden konnen. Solche Ob-

jektive sind selbst das Entwicklungsergeb- 14 0 7

nis modernster CAD-Technik. ] Ju)
1204 /

Mikroelektronik im Optischen 1003—

Prizisionsgeritebau 3 /

Die Gerdte unseres Kombinates sind 80 ] /

hauptsichlich informationsverarbeitende 60 3

Geriite. IThre Bedienung erfordert zuneh- § /U/

mend Kenntnisse aus der Informatik. Um- 40

gekehrt wird die Informatik zunehmend /

zur notwendigen Methode, ein Gerit iiber- 204

haupt erst zu entwickeln. Man kann das ] /07

ablesen daran, wie sich die Elektronik- 0

T T T T
Dichte in unseren Geriten weiter vollzieht. 1987 1988 1990 1992 1995

Gleichzeitig wichst auch die Dichte, mit —0~ Komplexit
der Transistorfunktionen in einem Schalt-
kreis untergebracht werden. Bild 4

Ein anwenderspezifischer Schaltkreis verhindert die Arbeit, die sonst beim Einsatz
vieler herkémmlicher elektronischer Bauelemente aufgewendet wiirde.

Bild 1

Ausschnitt einer Struktur aus dem

64 KBit DRAM-Schaltkreis U 2164. Die
Auflésung betriigt etwa 2 Mikrometer, die
Reliefhohe etwa 1 Mikrometer.

,
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Bild 5

Will man eine digitale Schaltung in einen Schaltkreis integrieren, so kann man bis zu
60 % Platz sparen, wenn man vorher eine Optimierung durchfiihrt. -
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Die Spitze eines Eisberges

In unserem Kombinat sind inzwischen alle
Voraussetzungen gegeben, hochintegrierte
und auch Hybrid-Schaltkreise selbst zu
entwerfen und herzustellen. Bei den hoch-
integrierten Schaltkreisen arbeiten wir zur
Zeit mit einem Integrationsgrad von
3000 Gattern je Schaltkreis. 1990 werden
es iber 100000 Gatter je Schaltkreis sein.
Wir bezeichnen solche Schaltkreise als an-
wenderspezifische Schaltkreise. Das beson-
ders Interessante an ihnen ist, daB man da-
mit fir jedes Gerdt oder jeden Anwen-
dungszweck die elektrischen Schaltungen
mafigeschneidert in einen Schaltkreis hin-
einpacken kann, daher auch die Bezeich-
nung anwenderspezifisch. Die Wirkung be-
steht darin, daB das, was bisher in Form
von Baugruppen aufgebaut wurde, nun auf
eine Leiterplatte geht; daB das, was bisher
auf einer Leiterplatte war, nun in einen
einzelnen Schaltkreis geht. Man kann sa-
gen, daB mit einem solchen Schaltkreis ein

bis zwei Leiterplatten oder etwa 100 bis.

200 elektronische Bauelemente eingespart
werden konnen. Aber man darf das nicht
so verstehen, daB 1 bis 2 Leiterplatten bzw.
100 bis 200 Bauelemente, die bisher da wa-
ren, nun nicht mehr da sind. Vielmehr wird
mit dem Einsatz eines anwenderspezifi-
schen Schaltkreises von vornherein die
Verwendung so vieler Leiterplatten oder
Bauelemente verhindert.

Die Folgen sind also auBer einer Einspa-
rung von Bauteilen auch verringerte Masse,
reduziertes Volumen, geringerer Energie-
bedarf, reduzierter Herstellungsaufwand,
vor allem aber eine Erh6hung der Zuverlis-
sigkeit der Schaltung. Als Preis zu zahlen
ist dabei eine vOllig neue Herangehens-
weise beim Entwurf solcher integrierter
maBgeschneiderter Schaltungen. U. a. ist
ein restloses Beherrschen und Verstehen
der elektrischen Schaltung, die in einen
Schaltkreis gepackt werden soll, unum-
ginglich. Hier bekommen Fragen der ma-
thematischen Durchdringung und Model-
lierung solcher Schaltungen eihen hohen
Stellenwert. Beim EntwurfsprozeB miissen
die Schaltungen auf einem Computer si-
muliert werden. Erfahrungen zeigen, daB
im spiteren selbst entworfenen Schaltkreis
alles das funktionieren wird, was vorher im
Computer simuliert wurde, aber von dem,
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was nicht simuliert wurde, auch nichts
funktionieren wird. Beim Aufbau einer
Leiterplatte kbénnen beim Ausprobieren
einzelne Bauelemente notfalls ausge-
tauscht, oder es konnen auch einmal ein
paar Drihte noch hineingeltet werden.
Beim Integrieren geht das nicht —.es muB
dann ggf. der ganze Schaltkreis neu herge-
stellt und wieder ausprobiert werden. Wie
wichtig diese mathematische Durchdrin-
gung der in einen Schaltkreis hineinzuinte-
grierenden Schaltungen sein kann, ldBt
sich auch folgendermaBen zeigen:
Das wird auch an einem weiteren Beispiel
deutlich: Nach der Herstellung eines sol-
chen Schaltkreises muB er meBtechnisch
iberpriift werden. Wenn es sich z. B. um
eine rein digitale Schaltung von z. B.
25 Flip Flops handelt, die mit einer Rate
von 10 Millionen mal in der Sekunde ein-
und ausgeschaltet wird, wiirde das Messen
aller dann moglichen Schalt-Zustinde den-
noch eine Zeit von etwa 36 Jahren erfor-
dern. Um solche Testzeiten in die GroBen-
ordnung von einigen Sekunden oder
Minuten zu bringen, sind hochentwickelte,
natiirlich mathematisch fundierte Fahr-
plane fir solche MeBarbeiten vonnéten.

Computer aus dem Baukasten

Bei der Benutzung von Geriten unseres
Kombinates gibt es eine Reihe von Aufga-
ben der Bedienung, Steuerung und der
Auswertung von MeBdaten. Bisher wurden
viele dieser Arbeiten vom Menschen ausge-
fihrt. Aufgrund der Zunahme des Um-
fangs, der notwendigen Schnelligkeit und
der Kompliziertheit dieser Arbeiten miis-
sen diese immer mehr dem Gerdt selbst
iiberlassen werden. Wir sagen dazu, daB
die Gerite durch den Einbau von immer
mehr Mikroelektronik intelligenter gemacht
werden. Ein Weg dahin fiihrt iiber die Ver-
wendung mapfgeschneiderter Computer im
Innern der Gerite unseres Kombinates.
Stets geht es dabei darum, aus einem
Grundsortiment solcher Module (z.B. Zen-
traleinheit, MeBwerte verarbeitende Bau-
gruppen, Antriebssteuerungen ausfiihrende
Baugruppen, Speicherbaugruppen u. a. m.)
diejenigen Mikrocomputer mit einer Verar-
beitungsbreite von 8 Bit und 16 Bit zusam-
menzusetzen, die dem Verwendungszweck

des Geriites am besten entsprechen. Die
8 Bit-Computer setzen wir in der Regel in
kleineren Geriiten bzw. als Hilfscomputer
in gréBeren Baugruppen ein, wihrend die
16 Bit-Computer vorrangig in GroBgeriten
verwendet werden. Ein Beispiel fiir die An-
wendung vieler solcher Baugruppen in
einem GroBgerit ist die elektronische
Steuerung unseres GroBplanetariums COS-
MORAMA.

Womit wir es noch zu tun
haben — Software

Obwohl wir ein Kombinat des Optischen
Prizisionsgerdtebaus sind, wird dennoch
jeder zweite in Forschung und Entwick-
lung arbeitende Kollege direkt mit der
Elektronik zu tun haben. Die Griinde dafiir
wurden bereits dargelegt. Ahnlich wie der
Gebrauch eines Homecomputers nur in
dem MaBe moglich ist, in dem man dafir
Software zur Verfugung hat, mul man sich
das auch bezgl. der Verwendung der Ge-
rite unseres Kombinates vorstellen. Es
geht also darum, daB unsere Werktitigen
in weitaus groBerem AusmaB in der Lage
sein miissen, Software herzustellen. Im
Grunde genommen miissen sich auch die
Kollegen, die unsere Gerdte in der Ferti-
gung in Betrieb nehmen und ausprobieren,
zum praktischen Umgang mit solcher Soft-
ware befdhigen. Insgesamt bleiben diese
Anforderungen an die Tatigkeit der Werk-
titigen auf unbestimmte Zeit giiltig, da
sich die Mikroelektronik selbst auf unbe-
stimmte Zeit weiter mit hochstem Tempo
weiterentwickelt. Dieses Tempo ist da-
durch zu kennzeichnen, daB sich der Ent-
wicklungsstand der Mikroelektronik, man
kann auch sagen — das Fachwissen - alle 2
bis 3 Jahre erneuert.

Die Aussichten

Wir haben gesehen, daB sich im Optischen
Prizisionsgeritebau Verinderungen ereig-
nen. Die Optischen Prizisionsgerite wan-
deln sich entsprechend ihrem Verwen-
dungszweck zu Geriten der Informatik.
Das trifft vor allem auch auf die Hochtech-
nologie-Produkte unseres Kombinates zu.
Gleichzeitig werden zu ihrer Entwicklung
und Herstellung selbst modemste Hoch-
technologien einschlieBlich moderner Re-
chentechnik benétigt. Das Erzeugen einer
immer mehr maBgeschneiderten Mikro-
elektronik in den Geriten, aber auch deren
Ausstattung mit Software erfordert von un-
seren Werktitigen, daB sie sich zuneh-
mend von gewohnten Arbeitsmethoden
trennen und sich mit neuen anfreunden
miissen. Zu den neuen ist in jedem Falle
der Umgang mit Computertechnik ein-
schlieBlich die Herstellung maBgeschnei-
derter Mikrocomputer, das mathematische
Durchdringen verschiedener Entwurfsar-
beiten und das Herstellen oder die Anwen-
dung von Software zu rechnen. So sieht
man, daB sich fiir mathematisch interes-
sierte oder vorgebildete Werktiitige eine
Reihe von ausgesprochen interessanten Ar-
beitsmoglichkeiten in unserem Kombinat
ergibt. L.Wolf



Regsechs
und Gleisechs —
zwei Legespiele

Fiinf Dreiecke — ein Sechseck,
ein Fiinfeck, ein Rechteck

Zur Erinnerung: Ein regelmapfiges Sechseck
besitzt sechs gleichlange Seiten, und jeder In-
nenwinkel eines derartigen Sechsecks betrdgt
120°. Die Seitenldnge stimmt mit dem Um-
kreisradius iiberein. /

Zeichnet euch ein regelmiBiges Sechseck
und zerlegt es mit Hilfe spezieller Diago-
nalen in zwei kongruente rechtwinklige
Dreiecke und in drei untereinander kon-
gruente gleichschenklige Dreiecke, so wie
es Bild 1 zeigt.

Bild 1

Bild 2

Versucht dann, aus diesen fiinf Elementen
den in Bild 2 dargestellten Drachen, also
ein Fiinfeck, sowie ein Rechteck und einen
Rhombus zusammenzulegen. Aus dem
Rhombus erhaltet ihr sofort zwei kongru-
ente gleichseitige Dreiecke. Nun ist es

Bild 3

Bild 4

auch ganz leicht, das Haus (Bild 3) und das
Segelschiff (Bild 4) zu bauen.

Leider gelingt es nicht, aus den finf Ele-
menten ein Quadrat zu legen. Das Legespiel
nennen wir Regsechs.

Um das Spiel Gleisechs zu erhalten, wollen
wir von einem Quadrat (Bild 5) ausgehen.
Man verbinde den Mittelpunkt M der Seite
AB mit den Eckpunkten C und D. An-
schlieBend wird das Dreieck CDM in drei
Teildreiecke so zerlegt, daB CS = DS = MS
ist. Wir haben also wieder funf Dreiecke,
nimlich die kongruenten rechtwinkligen
Dreiecke ACM und BDM, die kongruenten
gleichschenkligen Dreiecke DMS und CMS
sowie das Dreieck CDS.

Bild §
c D

NV

A ™ 8

Legt nun ein gleichseitiges Sechseck, eine
zum Drachen (Bild 2) verwandte Fiinfeck-
figur, einen Rhombus und die Schwalbe
(Bild 6) aus den fiinf Elementen von Glei-
sechs zusammen. Sicher findet ihr noch
weitere interessante Figuren.

Bild 6

Und wenn ihr beim Suchen nach neuen
Kombinationen etwas MuBe findet, so be-
rechnet doch einmal alle Winkel und alle
Seitenlingen der Dreiecke bei beiden
Spielvarianten. Vielleicht kénnen euch da-
bei Geschwister, Freunde oder eure Eltern
helfen.

Ala Welche Innenwinkel besitzt das zu-
sammengelegte gleichseitige (aber nicht re-
gelmaBige) Sechseck?

A2a Wie ist in Bild 5 der Punkt § zu
konstruieren?
Ubrigens: Werden die Dreiecke der Lege-
spiele aus Pappe, Plaste oder Sperrholz an-
gefertigt, dann diirfte dies ein originelles,
schones Weihnachtsgeschenk sein!

W. Schmidt

Kryptogramm

An das Pioniertreffen erinnert unser Kryp-
togramm, bei dem Buchstaben derart
durch Ziffern zu ersetzen sind, daB die Ad-
ditionsaufgabe richtig gelést wird.

Wieviel verschiedene Losungen gibt es?

KARL
+ MARX W. Schmidt,
STADT Greifswald

Knobeleien

(nicht nur)
fiir Klasse 8

Folgende Aufgaben stammen aus der 30. Ma-
thematikolympiade der RSFSR, die im Fe-
bruar dieses Jahres stattfand. Dr. Werge von
der Karl-Marx-Universitdt Leipzig, zu dieser
Zeit zu einem Studienaufenthalt in der Sowjet-
union, sandte uns diese Aufgaben und wiinscht
euch viel Spaf3 beim Knobeln! Ich natiirlich
auch!

Alphons

Ala Konnen in den Ecken eines regel-
miBigen Achtecks die Zahlen 1, 2, ..., 8 so
verteilt werden, daB die Summe der Zahlen
in drei beliebigen benachbarten Ecken

a) groBer als 11,

b) groBer als 13 ist?

A2 a Teile ein regelmiBiges Sechseck in
acht flachengleiche Stiicke!

A3 4 Auf der Seite 4B bzw. der Diago-
nalen AC eines Quadrates ABCD liegen die
Punkte P bzw. Q’so, daB

AP:PB=3:2 und

AQ:QC=4:1 gilt.
Bestimme die Winkel im Dreieck PQD!

0 c

a4a Uber zwei Hiufchen von Spielstei-
nen ist folgendes bekannt: Werden vom er-
sten 100 Steine auf den zweiten gelegt, lie-
gen auf dem zweiten zweimal mehr Steine.
Wird aber (vom Ausgangszustand) eine ge-
wisse Zahl Steine vom zweiten zum ersten
Hiufchen gelegt, so ist ihre Zahl auf dem
ersten sechsmal groBer als auf dem zwei-
ten.

Wie groB ist die kleinstmogliche Zahl von
Steinen in beiden Hédufchen?

alpha, Berlin 22 (1988) 6 - 133



In freien Stunden - aipha-heiter

Weihnachtliche Kryptarithmetik

Wie missen die Ziffern der englischen Krypto-
gramme lauten, damit richtig geloste Additionsauf-
gaben entstehen?

a) NOEL b) NOEL ¢ DING
+ NOEL + NOEL DONG
DING

BELL BELLS DONG

+ BELLS

SOUND

aus: Journal of Recreational Mathematics, Farmingdale

alpha-heiter — ernst

Gesucht sind 11 senkrecht einzutragende mathema-
tische Begriffe bzw. Namen von Wissenschaftlern:
1. Zuordnung, 2. Logiker und Mathematiker (1878
bis 1940), 3. Anordnung von Elementen,

4. Zerlegen eines Ganzen in zwei gleiche Teile,

5. sternférmige Kurve mit vier Spitzen,

6. Kegelschnitt, 7. Begriinder der Relativitits-
theorie (1879 bis 1955), 8. Spiegelung am Kreis,
9. Relation im Bereich der ganzen Zahlen,

10. Charakteristikum einer Matrix, 11. Begriff aus
der Reihenlehre.

3 1% 1 )
TE E‘m
1 0 5 & 17 V IH

w Y 3 G

L 1 L]

Bei richtiger Eintragung der Begriffe bringen die
Anfangsbuchstaben (1 bis 11) und die Buchstaben
der markierten Mittelzeile (v.l.n.r.gelesen) eine
Meinung vieler alpha-Leser zum Ausdruck.

Dr. R. Mildner, Leipzig

134 - alpha, Berlin 22 (1988) 6
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Wiirfellogik

Gehort das angegebene Flichennetz zu einem, zu
zwei, zu drei oder zu keinem der abgebildeten Wiir-
fel? aus: Logigram, Paris

la 1b

7

lc

2a




Was alles in einem Dreieck steckt

Die Figur A ist mit flinf Schnitten so zu zerlegen,
daB8 aus den entstehenden Teilen die Figur B zu-
sammengesetzt werden kann.

Ing. A. Kdrner, ngpzig

Figur 1 Figur 2

|

Knobeleien am Weihnachtsbaum

Ein Weihnachtsbaum wurde mit Glaskugeln in den
Farben rot (r), gelb (g), blau (b) und olivgriin (o) so-
wie silbrigen Baumschmuckgirlanden festlich aus-
gestattet. Genau vier Glaskugeln von jeder Farbe
sind sichtbar. Von diesen befinden sich an den
Zweigen keines der vier Quirle sowie auf keinem
der im Bilde geradlinigen Girlandenteile zwei Ku-
geln gleicher Farbe. Von fiinf Kugeln ist die Farbe
angegeben. Welche Farbe haben die iibrigen Ku-

geln? W. Trager, Dibeln

Lose die Verbindung

Nimm die Hilse einer Streichholzschachtel und
schneide Ober- und Unterseite ab. Dahinein kom-
men zwei Lécher mit einem Durchmesser von etwa
1 cm. Fidele einen Faden (nicht zu kurz) durch die
Locher und knote ihn fest (siehe Bild).

Probiere nun die Teile der Streichholzschachtel
vom Faden zu trennen ohne den Knoten zu l6sen.

aus: Pythagoras,
Figur 1
: (o) o /

Amsterdam

Figur 2

1988 — 1989

Die durch Hintereinanderaufschreiben der Ziffern
dieser beiden Jahreszahlen eptstechende Zahl
19881989 ist in Primfaktoren zu zerlegen. Dabei
benutze man zweckmiBig die Tabelle der Primzah-

len im Tafelwerk und den SR 1!
W. Trdger, Dobeln

Eine sch6ne Bescherung

Vor dem Auspacken ihrer in drei Paketen verpack-
ten Weihnachtgsgeschenke stellen die Geschwister
fest: Die drei quaderformigen Pakete lassen sich zu
einem Quader mit den Kantenlingen 6 dm, 5dm
und 2dm aneinanderiegen. Auch die MaBzahlen
aller Kanten der drei Pakete zur MaBeinheit Dezi-
meter sind ganzzahlig.

Zwei Pakete sind volumengleich, ohne daBl beide
Pakete durchweg gleiché Kantenldngen haben. Das
dritte Paket hat ein kleineres Volumen als diese bei-

den. Welche Abmessungen haben die drei Pakete?
W. Triger, Dibeln

DaB dem beriihmten Mathematiker David Hilbert
alles Schmalspurdenken zuwider war, bewies er in
einer Senatssitzung der Universitdt Gottingen. Dort
debattierte man, ob die Mathematikerin Sonja Ko-
walewskaja auf einen ordentlichen Lehrstuhl beru-
fen werden sollte — als erste Frau. Zu ihren Gun-
sten entschied Hilbert: ,Meine Herren, wir sind

doch keine Badeanstalt, sondern ein Senat!“
nach: Lingmann/Schmiedel: Anekdoten, Episoden, Lebensweisheiten,
VEB Fachbuchverlag Leipzig

alpha-heiter - Preisaufgabe Heft 4/88
alpha gratuliert:

Karl Hause, Erfurt
Heike Lehmann, Machern
Ronald Peters, Wismar

L. Orto, Leipzig

alpha, Berlin 22 (1988) 6 - 135



Wer 1ost mit?
alpha-Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 8. Mdrz 1989

Ma5m2945 In den beiden Bildern wur-
den vom linken Quadrat zwei gleichgrole
Teilflichen und vom rechten Quadrat vier
gleichgroBe Teilflichen abgeschnitten.
Welche der beiden grauen Flichen hat den
groBeren Flicheninhalt? Begriinde deine
Feststellung!

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

§ §
~ ©
g E
Q o
n N
MaBe in cm ’

Ma 5m2946 Die vier Mitglieder einer
Familie sind zusammen (in ganzen Jahren)
120 Jahre alt. Hanni ist 10 Jahre dlter als
ihr Bruder Peter. Die Mutter dieser Kinder
ist dreimal so alt wie Hanni. Der Vater ist
zwei Jahre dlter als seine Frau. Wie alt ist
jede dieser vier Personen?

Schiilerin K. Schwartz, Suhl

Ma 5m2947 Lose die folgenden drei Auf-
gaben, ohne eine Multiplikation durchzu-
fihren! )
a) 1987-1988 =a
1988-1987 =5
Bestimme a: b!

123456 + 1988-1987 = v
9876544 — 1987-1988 = w
Bestimme v + w!

1987-234560 = x
234559-1987 =y
Bestimme x — y!
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma 5®2948 Beweise, daB es unter
irgendwelchen 20 aufeinanderfolgenden
natiirlichen Zahlen keine drei verschiede-
nen ungeraden Zahlen gibt, die sich durch
5 ohne Rest teilen lassen!

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

b)

c)

Ma 5m 2949 Hans und Franz wollten ihr
Geld zusammenlegen und sich ein Knobel-
heft kaufen. Leider fehite ihnen trotzdem
noch etwas Geld fir diesen Kauf Hans
fehiten 34 Pf und Franz fehlten 2 Pf an
dem Preis.
Wieviel Geld hatte jeder, und wie teuer war
das Knobelheft?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma5m2950 Auf einem Sportplatz be-
trigt eine Runde 400 m. Fritz will mit sei-
nem Hund Mopsi einmal um den Platz
laufen. Beide starten zur gleichen Zeit und
vom gleichen Punkt, aber in entgegenge-
setzter Richtung. Fritz legt in jeder Se-
kunde 3 m, sein Hund aber 5Sm zuriick.
Nach wieviel Sekunden begegnen sich
beide wieder? Wieviel Meter ist dann Fritz
gelaufen?

StR W. Melka, Neubrandenburg

Ma 5m2951 Die Schiilerinnen Anke,
Bérbel, Yvonne und Doreen wohnen in den
Stiddten Berlin, Cottbus, Halle und Leipzig.
Von ihnen wissen wir folgendes:
(1) Birbel und das Midchen aus Halle wa-
ren zusammen im Ferienlager.
(2) Anke und Birbel schreiben sich mit
den Midchen aus Berlin und Leipzig
Briefe.
(3) Yvonne und das Midchen aus Berlin
besuchten kiirzlich zusammen ein Trai-
ningslager.
In welcher Stadt wohnen diese vier Schiile-
rinnen?

Schiilerin D. Weyh, Winne

Ma 6 2952 Zur Familie Meier gehdren
vier Personen. Der Vater ist sechsmal so alt
wie sein jlingster und dreimal so alt wie
sein dltester Sohn. Die Mutter ist 12 Jahre
junger als der Vater. Alle Familienmitglie-
der sind zusammen (in ganzen Zahlen)
123 Jahre alt. Wieviel Jahre ist die Mutter
ilter als ihr jiingster Sohn?

Schiilerin D. Klaus, Aspenstedt

Mankus Mdder
Schweiosr Ueg 17

Ha 7e
2647

40

¥ gagann.-05
Klawe 7

150
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Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb kdnnen sich alpha-Le-
ser beteiligen.
2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zah! nicht vergessen!), Schule und Schul-
jahr (bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu
richten an

Redaktion alpha

Postfach 14

Leipzig

7027
3. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. (Die Klassenstufen-
nummer steht vor der Aufgabennummer.)
Schiiler der Klassenstufen 11/12 und Er-
wachsene losen die Aufgaben, welche mit
Ma 10/12 oder Na/Te 10/12 gekennzeich-
net sind.
4. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt
zu verwenden, Format A 4 (sieche Muster),
da die eingehenden Losungen aufgaben-
weise sortiert und korrigiert werden. Noch
eine Bitte an die Schulen: Sendet bitte die
Losungen bereits nach Aufgaben sortiert
ein.
5. Teilnehmer, die eine richtige - Losung
(nicht nur Antwortsatz) eingesandt haben,
erhalten von der Redaktion eine Antwort-
karte mit dem Prddikat ,sehr gut gelost,
Lgut gelost* oder ,gelost“. Anderenfalls er-
halten sie eine rote Karte mit dem Ver-
merk ,nicht gelost. Nach dem Einsende-
termin eingehende Lésungen werden nicht
mehr bearbeitet!
6. Jeder Teilnehmer sollte einen Durch-
schlag seiner Losungen anfertigen, um sie
mit den jeweils zwei Hefte spiter erschei-
nenden Losungen vergleichen zu konnen.

Der Jahreswettbewerb 1988/89 liuft von
Heft 5/1988 bis Heft 1/1989. Zwischen
dem 1. und 10. September 1989 sind alle
durch Beteiligung an den Wettbewerben
der Hefte 5/88 bis 1/89 erworbenen Karten
geschlossen an die Redaktion einzusenden.

Eingesandte Antwortkarten werden nur
dann zuriickgesandt, wenn ein Riickum-
schlag mit ausreichender Frankatur bei-
liegt.

Die Preistriger und die Namen von Kollek-
tiven, die sich am Wettbewerb beteiligen,
werden ab Heft 6/88 veroffentlicht.

Wer mindestens 10 Antwortkarten (von
den Wettbewerben der Hefte 5/88 bis 1/89)
erhalten bat und diese einsendet, erhilt
eine Anerkennungsurkunde und ein
alpha-Abzeichen. Schiiler, die bereits zwei
Anerkennungsurkunden  besitzen und
diese mit den Antwortkarten des Wettbe-
werbs 1988/89 einsenden, erhalten das
alpha-Abzeichen in Gold (und die Ur-
kunde zuriick). Schiiler, die schon mehrere
Jahre teilnehmen, senden bitte die zuletzt
erhaltene Urkunde mit ein. Allein anhand

" dieser werden die Teilnehmerlisten aufge-

stellt. Wir bitten darauf zu achten, daB alle
Postserrdungen richtig frankiert sind und

| die Postleitzahl des Absenders nicht ver-

gessen wird.

Redaktion alpha



Ma 6 ®2953 Ein innerer Punkt P des ab-
gebildeten Quadrates ABCD wurde mit den
vier Eckpunkten des Quadrates verbunden.
Es seien A4,, A,, A;, A, die Flicheninhalte
der Dreiecke AABP, ABCP, ACDP, ADAP.
Es ist nachzuweisen, daB die Beziehung 4,
+ A3= A4, + A gilt! Sch.

D (3

A ;]

Ma 6 2954 Der Nachfolger vom Zweifa-
chen eines Produkts aus zwei aufeinander-
folgenden natiirlichen Zahlen lautet 1985.
Um welche beide Zahlen handelt es sich?
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma6m2955 Unter dem  Querprodukt
einer natiirlichen Zahl versteht man das
Produkt aus den einstelligen Zahlen, die
ihren Grundziffern entsprechen. Gesuct.*
ist die groBte vierstellige natiirliche Zahl,
deren Querprodukt 504 betrigt.
Mathe-Klub, Gotha

Ma 6 m2956 Die neun Punkte des Bildes
seien Eckpunkte von vier Quadraten mit
der Seitenldnge 1 cm. Ermittle die Anzahl
der Geraden, die durch
a) gemau drei dieser Punkte verlaufen,
b) genau zwei dieser Punkte verlaufen,
c) genau zwei dieser Punkte verlaufen, de-
ren Abstand groBer als 2 cm ist!

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma 6 m 2957 Ermittle die kleinste sechs-
stellige natiirliche Zahl, die aus lauter ver-

schiedenen Grundziffern besteht und
durch 18 teilbar ist! Sch.
e o o
o e e
e o o
Na/Te6m434 Ein 200m langer Zug

durchfihrt einen Tunnel, der eine Linge
von 1,6 km hat. Wie lange dauert es, bis
der Zug den Tunnel passiert hat; wenn er
mit einer gleichbleibenden Geschwindig-

keit von 15 % fihrt?

Ma 7m 2958 Sieben- Pilzsammler fanden
zusammen 100 Speisepilze. Keine zwei der
Pilzsammler hatten dieselbe Anzahl Pilze
im Korb. Kann man in jedem Fall von den
Pilzsammlern beliebig vier so auswiahlen,
daB die Gesamtzahl ihrer Pilze kleiner als
51 ist?

Die Antwort ist zu begriinden.

Ma7®2959 Die Zahl 45 ist in vier
Summanden zu zerlegen, fiir die folgendes
gilt: Addiert man zum ersten Summanden
2, subtrahiert man vom zweiten Summan-
den 2, multipliziert man den dritten
Summanden mit 2, dividiert man den vier-
ten Summanden durch 2, so erhilt man
stets dasselbe Ergebnis.

Sch.

. teilbar ist.

Wie lauten die vier Summanden?
Schiilerin N. Knust, Wormlitz

Ma7m2960 Zeichne ein Dreieck ABC,

‘konstruiere den Mittelpunkt M, von BC

und den Mittelpunkt My von AC. Verlin-
gere nun 4M, iiber M, hinaus um sich
selbst bis A’ und BM iiber M, hinaus um
sich selbst bis B’. Weise schlieBlich nach,
daB die Punkte A’, B’ und C auf einer Ge-
raden liegen. Sch.

Ma7m2961 Die Summe dreier aufeinan-
derfolgender natiirlicher Zahlen ist gleich
dem Produkt aus diesen drei Zahlen.

a) Welche drei Zahlen erfiillen diese Be-
dingung?

b) Wie viele solcher Tripel natiirlicher
Zahlen gibt es? Sch.

Ma7m2962 In dem abgebildeten Vier-
eck ABCD, dessen Diagonalen sich im
Punkte § schneiden, seien A,, 4,, 4; bzw.
A4 die Flicheninhalte der Dreiecke AABS,
ABCS, ACDS bzw. ADAS. Es ist nachzu-
weisen, daB die Beziehung 4, - 4; = 4,- A,

gilt! Sch.

A 8

G

o

Na/Te 7m435 An einem Hebel hingt
links vom Drehpunkt ein Korper mit der
Masse 100 g in einem Abstand von 10 cm
vom Drehpunkt, rechts ein Korper mit
einer Masse von 20g im Abstand von
50 cm vom Drehpunkt. Befindet sich der
Hebel im Gleichgewicht? Welche Druck-
kraft wirkt auf das Lager im Drehpunkt?

Na/Te7m436 Der Zugweg eines Fla-
schenzuges mit paralleler Seilfihrung ist
sechsmal so groB wie der Hubweg. Kann
man mit einer Kraft von 1000 N eine Last
von 4800 N heben?

Ma 8 w2963 Es ist zu beweisen, daB es
a) unter neun aufeinanderfolgenden natiir-
lichen Zahlen keine zwei gibt, die durch 9
teilbar sind,

b) unter zehn beliebigen natiirlichen Zah-
len stets zwei gibt, deren Differenz durch 9
StR H.-J.Kerber, Neustrelitz

Ma 8m2964 Es sei 4 ein vorgegebener
Eckpunkt eines Quadrates ABCD, P ein in-
nerer Punkt der Quadratseite BC und Q ein
innerer Punkt der Quadratseite CD. Aus
der Kenntnis der Lage der Punkte A, P
und Q ist das Quadrat ABCD zu konstruie-
ren! Sch.

Ma8w2965 Es sind alle Primzahlzwil-
linge der Form
(2"--1; 2"+ 1), ne N zu finden!
A. Israel, Techn. Rechner,
Karl-Marx-Stadt
Mathematikfachlehrer G. Roesch, Apolda

-Ma 8 m2966 Gegeben ist ein Rechteck,

dessen eine Seite 10 cm ldnger ist als die
andere. Um wieviel Quadratzentimeter un-

terscheidet sich der Flicheninhalt dieses
Rechtecks von dem eines Quadrates mit
dem gleichen Umfang?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma 8 m2967 Das Quadrat der natiirli-
chen Zahl 175 kann man bilden, indem
man die Ziffer 5 streicht, die iibrig blei-
bende Zahl 17 mit ihrem Nachfolger 18
multipliziert und an das erhaltene Produkt
306 die 25 anhiéngt, so daB als Ergebnis die
Zah] 30625 zustande kommt. Die Probe
(1752 =30625) bestitigt dieses Ergebnis.
Kann man mit jeder natiirlichen Zahl, die
auf die Ziffer 5 endet, so verfahren?
Ein Beweis ist zu erbringen!

Sven Hartmann, Berlin

Na/Te 8 @437 Eine Luftmasse nimmt bei
t=24°C einen Raum von V =1000cm?
ein. Welches Volumen hat sie unter glei-
chem Druck bei 0°C? (Die Luft wird als
ideales Gas angenommen.)

Na/Te8m438 Mit einem Tauchsieder
(Leistung 1000 W) wird in einem Gefa
1kg Eis geschmolzen und anschlieBend
das Schmelzwasser erwirmt. Welche Tem-
peratur hat das Schmelzwasser 10 min
nach dem Einschalten des Tauchsieders?
Wird diese Temperatur in Wirklichkeit er-
reicht? Begriinde!

Ma9wm2968 AnlaBlich einer Familien-
feier stellt Renate fest, daB ihr Bruder Rai-
ner im Jahre x? genau x Jahre alt wird. Wie
alt wird Rainer im Jahre 19897

Antje Mibach, Magdeburg

Ma9m2969 Gegeben ist das folgende
Gleichungssystem (Grundbereich: die
Menge N der natiirlichen Zahlen):

(1) x+4y=16

) Sy—4x=20

3) Jy—4x=12.

Peter will dieses System mit dem soge-
nannten Gleichsetzungsverfahren 1dsen
und verfihrt wie folgt: Er stellt jede Glei-
chung nach y um und erhilt

T - 4x

M y=4-5; @ y=a+F,
4x
(3)y—4+T.

Nun folgert er daraus:

x 4x x  4x
4 4—-4+—5 , also e bzw.
1 4 ; :
_T:?; er setzt die rechten Seiten der

Gleichungen (2) und (3) gleich und erhilt
%=%, und beim Gleichsetzen von (1)
und (3) ergibt sich —%= % Das sind of-
fenbar drei falsche Aussagen, und daraus
folgert Peter, daB das gegebene Glei-
chungssystem keine Losung in N hat. Sein
Schulfreund sagt ihm aber nach einiger
Zeit, daB er doch eine Losung gefunden
habe, ndamlich das geordnete Paar (0;4).
Peter setzt nun in jede Gleichung fir x =0
und fir y = 4 ein und findet die Lésung be-
stitigt. Wer hat nun recht, und wodurch
kommt es zu diesen Widerspriichen?

Ing. A. Korner, Leipzig
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Ma9m2970 Bernd behauptet, daB zur
Numerierung der Seiten eines Buches ge-
nau 43mal die Ziffer Null verwendet
wurde. Es ist zu zeigen, daB diese Behaup-
tung falsch ist.

Dipl.-Math. A. Fittge, Berlin

Ma9m2971 Es ist zu beweisen, daB es
unter fiinf beliebigen natiirlichen Zahlen
stets drei Zahlen gibt, deren Summe durch
3 teilbar ist.

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma 9 w2972 Wir notieren eine beliebige
vierstellige natiirliche Zahl und addieren
zu dieser noch drei weitere Zahlen, die ent-
stehen, wenn wir jedesmal die erste Ziffer
streichen und sie an die anderen Ziffern
anhidngen. Nun dividieren wir die erhal-
tene Summe durch die Quersumme einer
dieser Zahlen und erhalten 1111. Es ist zu
beweisen, daB man stets dieses Ergebnis er-
hilt, wenn man in der beschriebenen
Weise verfahrt.

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Na/Te9w439 An einem Kilowattstun-
denzdhler wurde in 5 min eine Zunahme
von 0,03 kWh beobachtet, als ein Draht
mit einem Durchmesser von 1 mm und
dem spezifischen elektrischen Widerstand

m

Q- mm? ,
von 0,42 _r;n_ 1000 g Wasser erwirmte.

Um wieviel Kelvin wurde das Wasser er-
wirmt und wie lang war der Draht, wenn
ein in den Stromkreis geschalteter Strom-
messer 3,2 A anzeigte?

Na/Te9m 440 Ein Aluminiumblock mit
den Abmessungen 20 mm-20 mm- 25 mm
wird in 100 °C heiBes Wasser getaucht und
dann in 200 g Wasser mit der Temperatur
T =27°C gebracht. Es ergab sich eine Mi-
schungstemperatur von 29,1°C. Wie groB
ist die spezifische Wiarmekapazitit des
Aluminiums?

Ma 10/12 m2973 Es sind die Zahlen

zl=J2—+V2—~/3_ undzz=\/2+‘/3_

zu vergleichen! W.Tréger, Débeln

Ma 10/12m2974 Es sind alle Zahlen x
anzugeben, fur die
z=5(x—6)—(x—5)+x(x—4)

Primzahl ist!

Ma10/12m2975 In einem rechtwinkli-
gen Dreieck ABC (rechter Winkel 5 ACB)
teilt die Winkelhalbierende des Winkels
4 ABC die gegeniiberliegende Seite AC in
zwei Abschnitte, die 4 cm bzw. 5cm lang
sind.

Wie lang sind die Seiten des Dreiecks
ABC? Ing. A.Komer, Leipzig

Ma 10/12 m 2976 Die Summe
s= al988 + bl9!3 + 61988 + dl?ﬂﬂ
ist in ein Produkt umzuformen. Es sind a,
b, ¢, d natiirliche Zahlen, die die Glei-
chung ab = cd erfiillen.

Birgit Breuer, PH Erfurt

Ma 10/12 m 2977 Es sind alle geordneten
Paare (x;y) natiirlicher Zahlen x und y zu
bestimmen, die die Ungleichung 2x
+ y 2 xyerfiillen! W. Trager, Dibeln
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StR H.-J. Kerber, Neustrelitz .

Spezialisten-
lager, |
Grethen 1988

Am Haus der Jungen Pioniere , Fritz Siemon“
Markkleeberg  existierten im  Schuljahr
1987/88 vier Arbeitsgemeinschaften Mathe-
matik fiir Schiiler der Klassen 5 bis 7 und drei
Arbeitsgemeinschaften Informatik mit dem
Ziel, mathematisch interessierte und begabte
Schiiler zu férdern.

Héhepunkt des Schuljahres war fiir die Schiiler
der 5. Klassen die Teilnahme am kombinierten
Kreisspezialistenlager - Mathematik/Russisch
vom 9. bis zum 13. Mai in der Jugendherberge
Grethen bei Grimma.

Christiane, eine Teilnehmerin, berichtet euch
dariiber. .

Im Spezialistenlager standen fiir Mathema-
tik jeweils vormittags und nachmittags l%
Std. auf dem Tagesplan.

Am ersten Tag nach unserer Ankunft be-
handelten wir zunichst die Graphentheo-
rie. Wenn man sie beherrscht, kann man
auf einen Blick erkennen, ob eine Figur
sich in einem Zuge zeichnen 1d8t. Frau
Dr. DeweB von der Karl-Marx-Universitit
Leipzig hat uns-dies einleuchtend und ver-
stindlich erklirt. Dieses Thema fanden alle
sehr interessant.

Nachmittags baute jeder eine Sonnenuhr
nach der Erklirung von Herrn Henke. An-
schlieBend probierten wir sie gleich aus, sie
funktionierte bei allen.

Am nichsten Tag machte uns Herr Gener
vom Wissenschaftlich-Technischen Zen-
trum der Land- und Nahrungsgiiterwirt-
schaft Markkleeberg, dem Patenbetrieb des
HAJP Fritz Siemon, mit dem Problem der
Kombinatorik bekannt. Die Kombinatorik

untersucht die verschiedenen Moglichkei-

ten der Anordnung von Elementen.

Na/Te 10/12m 441 Ein Koérper mit der
Masse 100 kg wird in einem Fahrstuhl mit
der Beschleunigung von 1m-s~? bewegt.
Wie groB ist die Gewichtskraft des Korpers
bei der Aufwirts- und bei der Abwirtsbe-
wegung? (Fallbeschleunigung 10 m-s~2)

Na/Te 10/12 w442 Eine Gewehrkugel
verlaBt das s = 1,20 m lange Rohr mit einer
Geschwindigkeit v =720 m-s™!.

Wie groB ist die durch die Pulvergase er-
zeugte Beschleunigung, wenn man die Wir-
kung der Gase unverinderlich annimmt
und wie lange ist das GeschoB im Rohr?

Zur Verdeutlichung stellte er uns eine in-
teressante Aufgabe:

Kénnte ein Skatspieler simtliche méglichen
Spiele im Laufe seines Lebens spielen?:

Wir versuchten sie zu 16sen. Lange knobel-
ten wir daran und waren dann verblifft
iiber die Losung, eine fast unvorstellbare
groBe Anzahl von Spielmdglichkeiten, die
unméglich in einem Menschenleben zu
schaffen wiren.

Am Nachmittag besuchte uns die Chef-
redakteurin der alpha und erzihlte uns In-
teressantes aus der Geschichte der Mathe-
matik. Das war alles noch sehr unbekannt
und, ich finde, doch sehr wissenswert, so
zum Beispiel, daB unsere heutigen Zahlen
ihren Ursprung in Indien haben.
Am letzten Tag im Spezialistenlager
schafften wir uns an den verschiedensten
Mathe-Knobeleien, was auch groBen SpaBl
bereitete. Nachmittags wurde dann eine
Lagerolympiade iiber die behandelten The-
men durchgefiihrt.
Alle Teilnehmer fanden, daB das Speziali-
stenlager sehr gut organisiert war und uns
Hilfe beim weiteren Lernen sein wird. Ich
personlich habe viel dazu gelernt und noch
mehr Interesse fiir Mathematik und andere
Wissensgebiete gewonnen.

Christiane Miiller

Und nun noch eine Aufgabe fiir euch, die die
Schiiler im Lager losten:

In einem Theaterstiick werden von den
Kindern Lutz, Klaus, Peter, Uwe und Tho-
mas abwechselnd die Rollen Schneider-
meister, Schneidergeselle, Kunde, Betriiger
und Gefingniswirter gespielt.

Wieviel verschiedene Moglichkeiten der
Rollenbesetzung gibt es? Uberpriife deine
Aussage, indem du alle Moglichkeiten auf-
schreibst flir den Fall, daB Lutz den
Schneidermeister spielt!

Buchtips

Chr. Posthoff/G. Reinemann
Computerschach —
Schachcomputer

206 S., 65 Abb., 9 Tab.
Bestell-Nr. 763 664 7
Akademie-Verlag Berlin

Preis: 16,00 M

Eberhard Schroder
Kartenentwiirfe der Erde

Kartographische Abbildungsverfahren aus
mathematischer und historischer Sicht
168 S., 64 Abb.

Bestell-Nr.666 460 3 Preis: 9,00 M
MSB, Nr. 128 (Fiir Schiiler ab Klasse 9)

S.Lang, New Haven

Faszination Mathematik

Ein Wissenschaftler stellt sich der
Offentlichkeit

Etwa 168 S., 90 Abb.

Bestell-Nr.6664574  Preis: etwa 12,50 M
(Fiir Schiiler ab Klasse 10)

Beide Titel: BSB B.G.Teubner
Verlagsgesellschaft Leipzig



Systematisches Probieren

mit Computerhilfe

Die Verwendbarkeit programmierbarer
Kleincomputer er6ffnet die Moglichkeit
der Realisierung algorithmischer Losungs-
methoden.

Algorithmen sind uralter Bestand des Wis-
sens der Menschen, deren Bedeutung als
Problemiésungsvorschriften mit der unmit-
telbaren Ausfihrbarkeit durch geeignete
Maschinen (Computer) heute stark im
Wachsen begriffen ist.

Doch wollen wir es gleich vorwegnehmen:
Wunder konnen selbst Computer nicht
vollbringen! Auch weitere Entwicklungen
informationsverarbeitender Technik (IVT)
werden Maschinen hervorbringen, die vom
menschlichen Nutzer mehr abverlangen als
irgendeine Geste, die dem Computer den
Auftrag andeuten soll, den er i.f. zur vollen
Zufriedenheit des Nutzers zu erfiillen hat.
Moderne IVT kann — bei richtiger Anwen-
dung - intelligenzverstirkend wirken, in-
telligenzgebdrend wirkt sie mit Sicherheit
nicht!

Was es nun heifit, ein System bestehend
aus Hard- und Software richtig anzuwen-
den, kann an vielen Beispielen verdeutlicht
werden. Ganz besonders eignen sich solche
Aufgabenstellungen, zu deren Bearbeitung
mehrere verschiedene Losungsideen exi-
stieren. Oftmals werden analytische Me-
thoden verwendet, die solche Verfahren,
die auf ein sinnvolles Probieren hinauslau-
fen, vollig in den Schatten stellen. Die Ur-
sache fiir diese Situation liegt auf der
Hand: Bisher verbot sich umfangreiches
Probieren von selbst, denn die praktische
Ausfiihrung kann i.a. nicht vom Menschen
realisiert bzw. fehlerfrei beherrscht werden.
Dies ist schon interessant, man weifl ganz
genau wie die Aufgabe gelost wird (z. B.
Probieralgorithmus) und kann es ohne
einen Rechensklaven nicht tun.

Im vorliegenden Beispiel vereinfacht sich
der Losungsweg gegeniiber dem analyti-
schen beachtlich, so daB sehr viele Schiiler
in der Lage sein werden, diesen ohne wei-
tere Erlduterungen nachzuvollziehen.

Die Grundidee wurde bereits dargestellt:
Systematisches Probieren in einem abge-
schlossenen Intervall. Die Begrenztheit des
zu betrachtenden Intervalls ist immer dann
zu sichern, wenn alle Losungen gesucht
sind, denn es lassen sich nur endlich viele
Zahlen durchmustern.

ala Eine vierstellige Zahl und die
(ebenfalls vierstellige) Zahl, die entsteht,
wenn man die Ziffern in umgekehrter Rei-

henfolge schreibt, sind beide durch 78 teil-
bar. Wie heiBen diese Zahlen?
14 FOR I=1008 TO 9999

20 IF I/78 { ) INT (1/78) THEN 98
30 A$=MID$(STR$(I),2): B§=“"
40 FOR K=4 TO 1 STEP -1
50 B$=B$+MID$ (AS,K,1)
60 NEXT K
70 K=VAL (B$)
80 IF K/78 = INT (K/78)

THEN PRINT I
96 NEXT I

Nach etwa 3 Minuten kann das Resultat
abgelesen werden: 2496, 6006, 6942 und
8580 sind zunichst die Programmausga-
ben. Die Zahl 8580 liefert bei Umkehrung
der Ziffernfolge 858 - eine dreistellige
Zahl - und muB daher ausgesondert wer-
den. Folglich sind 2496, 6006 (ein Palin-
drom!) und 6942 die Losungen der Auf-
gabe.

A2 A Gesucht sind alle dreistelligen Zah-
len abc, mit geraden Zahlen a, b und ¢, die
teilbar sind durch das Produkt a¥b¥c!
(Wie viele solcher Zahlen miissen vom Pro-
gramm untersucht werden?)
Da es fir b, ¢ in z = abc (a, b, ¢ sind die
Ziffern von z — nicht das Produkt ist ge-
meint!) genau 5 Méglichkeiten gibt (0, 2, 4,
6, 8) und a einer der Zahlen 2, 4, 6 oder 8
entspricht, miissen (unter Beachtung der
Reihenfolge) 5%5%4 =100 Zahlen unter-
sucht werden. Diese Uberlegung wollen wir
bestdtigen, indem die Testzyklen mitge-
zahlt werden.
4 N=9
18 FOR I=2 TO 8 STEP 2
20 FOR K=0 TO 8 STEP 2

30 FOR L=0 TO 8 STEP 2
49 N=N+1

50 S=100%1+10%K+L
60 Q=I%K¥L

70 IF Q=8 THEN 99

80 IF $/Q = INT (5/Q)

THEN PRINT §,

99 NEXT L
168  NEXT K ;
118 NEXT I
126 PRINT
138 PRINT N

Innerhalb weniger Sekunden werden die
Losungen 224 und 624 ermittelt. N=100
wird bestitigt.

A3 a Eine dreistellige Zahl mit verschie-
denen Ziffern ist gleich einem Fiinftel der
Zahl, die man erhilt, wenn man die

_ stehen?

Summe aus den dreistelligen Zahlen bil-

det, die durch Umstellung der Ziffern der

Ausgangszahl entstehen.

Wie heifit die Zahl?

Bevor wir zum Computer greifen ist hier et-

was mehr Vorbereitung notig. AuBerdem

kénnen ausreichende Voriiberlegungen un-

ter Umstinden den Programmieraufwand

senken bzw. effizientere Programme er-

moglichen.

Die Ziffern der Ausgangszahl z seien abc,

also z=100a + 105 + ¢. Dann ist die Zahl

z’ gesucht, fir die gilt z’=0.2%s mit
=100Q2(b+c)+a)+10Q2(a+c)+ b)
+2(a+b)+ec.

Auflerdem sind natiirlich a( )0, b( )0,

¢{ )0 sowie a{ )b, a( )c und b({ )c gefor-

dert.

3 DEFFN FX)=VAL (MID$(A$,X,1))

16 FOR [=100 TO 999

20 A$=MIDS$(STR$(I),2)

30 A=FN F(): B=FN F ()
C=FN F(3)

40 IF A=B OR A=C OR B=C
THEN 80

50 IF B=0 OR C=¢ THEN 80

60 S=100%(2%(B+C)+A)+10%
Q%(A+C)+C)+2%(A+B)+C

70 IF 1=S/5 THEN PRINT I

8¢ NEXTI

Wie man sieht, gibt es mehrere Zahlen, die
die genannten Forderungen erfiillen: 481,
518, 592 und 629.

Damit sind drei Beispielaufgaben gelGst.
Wir muBten Grundwissen aus der Mathe-
matik und einige Programmierkenntnisse
verwenden. Dann brauchten wir auf die Er-
gebnisse nicht lange zu warten.
Es ging nicht darum zu zeigen, daB die
Verwendung von Computern bewihrte Lo-
sungsmethoden verdringen.
Vielmehr wollten wir demonstrieren, daB
die hier in Beispielen vorgestellte Klasse
von Aufgaben zweckmiBig algorithmisch
zu losen ist.
Insofern ist gerade solchen algorithmi-
schen Verfahren und vor allem Denkwei-
sen kiinftir mehr Aufmerksamkeit zu
schenken.
Man beachte dabei aber stets, daB der
LGriff* zum Computer erst dann erfolgt,
wenn die Aufgabe eigentlich schon geldst
ist — nur der konkrete Wert derselben fehlt.
Chr. Wagenknecht

Computer hilft beim Knobeln

Die 30 Preistriger eines Schiilerwettbe-
werbs sollen mit Biichern primiert werden.
Es stehen Biicher zu 30 Mark, 24 Mark
bzw. 18 Mark zur Verfiigung. Jedes Buch
soll vertreten sein. )

Welche Moglichkeiten der Zusammenstel-
lung gibt es, wenn 600 Mark zur Verfiigung
Mathematikolympiade 1965,
Klasse 10, DDR-Olympiade

Programm zur Losung:

18 FOR A=1TO 28

12 FOR B=1TO 28

14 FOR C=1TO 28

16 IF 30%A+24%B+18%C=600
THEN PRINT A;B;C

18 NEXTC,B, A

alpha, Berlin 22 (1988) 6 - 139



In dieser Form benétigt der Computer etwa
9 Minuten, um die vier Fille zu ermitteln.
Wenn man beachtet, dafl aus
A+B+C=30 und
30%A+24%B+18%C=600 folgt:
B=2%(5—A), dann erkennt man, daB A
hochstens 4 sein kann.
Wird Zeile 18 dahingehend geindert,
braucht der Computer nur noch 1,3 Minu-
ten! Man erkennt, daB es auf eine sinnvolle
Programmierung ankommt.

H. Pétzold, Waren (Miiritz)

Elektronik macht’s moglich

Dem franzosischen Weber Joseph-Maria
Jacquard war es gelungen, mit einem auf
Lochkarten eingestanzten Programm Web-
stiithle automatisch zu steuern und damit
Fidden zu den verschiedensten Mustern
schnell und fehlerfrei zu verkniipfen. Als
der englische Mathematiker und Ingenieur
Charles Babbage das erfuhr, sann er unab-
lissig dariiber nach, wie auf shnliche Art
mit sehr vielen Zahlen verfahren werden
konnte, um beispielsweise logarithmische,
statistische und astronomische Werte, de-
ren Berechnung groBte Miihe bereitete, ra-
tionell und exakt maschinell zu ermitteln.
Babbage entwarf 1832 eine Rechenma-
schine, an der er — seine Krifte und Gelder
verausgabend — bis an sein Lebensende
baute, ohne daB sie je funktionierte. Seine
Mitbiirger schimpften ihn ,crackpot®
(Narr). Und tatsichlich, Jahrzehnte nach
Babbages Tod wurde - beim Versuch,
seine Maschine zu vollenden — nachgewie-
sen, daB sich sein Plan nicht verwirklichen
lieB, jedenfalls nicht mit der Technik, die
ihm zur damaligen Zeit zur Verfligung
stand, den Zahnridern, Schalthebeln und
der sonstigen, noch relativ einfachen Me-
chanik.
Bemerkenswert ist aber, daB Babbages Re-
chenautomat aus drei Teilen bestand, die
er store (Vorratskammer), mill (Rechen-
miihle) und control (Arbeitsaufsicht)
nannte. Heute sagt man Speicher, Rechen-
werk und Steuerwerk und meint damit den
prinzipiellen Aufbau eines jeden Compu-
ters der Welt. Der ,Narr“ von Cambridge
war es, der diese geniale Idee hatte.
aus: Lingmann/Schmiedel — Anekdoten,
Episoden, Lebensweisheiten — von
Naturwissenschaftlern und Technikern
VEB Fachbuchverlag Leipzig

Zwei Forscher sind mit einem Ballon ge-
fahren. Durch einen gewaltigen Sturm wur-
den sie weit abgetrieben. Erst nach Stun-
den landeten sie in einer unbekannten
Siedlung und fragten, ohne die Gondel zu
verlassen, einen Passanten:
»Sagen Sie bitte, wo befinden wir uns?“
»Sie befinden sich in der Gondel eines Bal-
lons“, antwortete dieser trocken.
»Das kann nur ein Programmierer sein“,
bemerkte einer der Ballonpiloten zum an-
deren, ,der eine so prizise und gleichzeitig
fir uns so wertlose Antwort gibt.“

A. Halameisar, Moskau

140 - alpha, Berlin 22 (1988) 6

Losungen

Losungen zu: Zum Jahreswechsel

Figur 1:

!
Es gibt 3003 = 81'—?5' Lesemoglichkeiten.
Figur 2: Pythagoras (von Samos, 580 bis
496 v.u.Z.), Archimedes (von Syrakus,
um 287 bis 212 v.u.Z.), Fermat (Pierre,
1601 bis 1665), Pascal (Blaise, 1623 bis
1662), Euler (Leonhard, 1707 bis 1783),
Gauss (Carl Friedrich, 1777 bis 1855),
WeierstraB (Karl, 1815 bis 1897),
Dedekind (Richard, 1831 bis 1916),
Cantor (Georg, 1845 bis 1918), Hilbert
(David, 1862 bis 1943).
Figur 3: Weg mit groBtmoglicher Zahlen-
summe (= 285):
1+2+3+7+8+9+14+13+12+11
+10+154+16+17+18+21+20+19
+22+23+24.
Weg mit kleinstmoglicher Zahlensumme
(=98):
1+6+11+15+19+22+24.
Weg mit Zahlensumme 100 (einziger
Weg):
1+2+6+11+15+19+22+24,
Zwei Wege mit der Zahlensumme 200 sind
zZ.B: 1+2+3+7+6+5+10+11+12
+13+14+18+17+16+19+22+24;
1+6+5+10+11+12+17+16+ 15
+19+20+21+23+24.

Figur 4:
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Figur 5:
Eindeutige Losung: 991 + 997 = 1988
Figur 6:
Eindeutige Losung: 991 + 998 = 1989
Figur 7:

Es gibt 128 = 27 Leseméglichkeiten.

Figur 8: Allen alphalesern ein frohes Weih-
nachtsfest und ein gesundes glueckliches
neues Jahr!

Losungen zur Schachecke

1) 1. Lg8 (droht 2. Dh7 matt) T:g8 2. Kf7
T:g6 3. f:g6 h5 (Oder 3. ... c1D 4. g7+
Kh7 5. g8D matt) 4. g7+ Kh7 5. g8D+
Khé 6. Dg7/Dh8 matt.

2) 1. b4 L:b4 (Erzwungen, da sonst 2.
K:c4) 2. Sc2 und Schwarz verliert mit
dem 3.Zug von Weifl den Lb4 oder den
Sc4.

Losungen zu:
Die Tasten , ,

Ala a) -90°=x=90%
b) 0°=x=180%c) -90°s x =90°
A2 4 a) Der zuletzt angezeigte Wert ist

das BogenmaB von 45° (0,785 39).
b) Der zuletzt angezeigte Wert ist das de-

zimal geteilte Altgrad zu % 45°).

Ala
x 0° | 30° | 90° | 150°| 180°
sinx |0 |05 |1 |05 [0
x 210° | 270° | 330° | 360°
sinx | -05 | -1 | —0,5 | 0
Ada sinx=1
AS5A sinx=0
A6a x, =32,683639; x, = 147,31636
A74 x| x [sin]

0 0

12 12

30 30

80 80/80.000002/

100 80/80.000002/

120 60

140 40

145 35

150 30

170 10

175 5/5.0000001/

sin x = sin (180° — x).

A84Aa x, =71337075°

X, = 360° — x, = 288,662 925°

A94a cos(180°+ x) = cos (180° — x)
A10a a) 14,477512°% 165,52249°

b) 44,427004° 135,573° c¢) 30° 150°
d) 120°% 240° e) 150° 210°

Alla

a) Tastenfolge Anzeige
60 60.

cos 0.5
0.5
30.

b) Tastenfolge Anzeige
50 50.
6.4278-01
6.4278-01
[sin] 40.

Al2a
a) 20; b) 60; ¢) 60; d) 70, ,
cos x = sin (90° — x), sin x = cos (90° — x)

Al13a a) 60%Db) 20°% c) 45°



Losungen zur Sprachecke

Al a Finde die GesetzmiBigkeit

Im nachfolgenden Diagramm ordneten wir
ganze Zahlen groBer als 1 in finf Spalten
an. Untersuche die Struktur und finde her-
aus, in welcher Spalte (von links nach
rechts) die Zahl 100 vorkommen wird.
Losung: In der 2. und 4. Spalte stehen ge-
rade Zahlen, durch 8 teilbare kommen in
der 2. Spalte und durch 4, aber nicht durch
8 teilbare Zahlen in der 4. Spaite vor. Da
100 durch 4, aber nicht durch 8 teilbar ist,
gehort sie in die 4. Spalte.

A2 A Bestimme x und y so, damit die
Zahl 4x5y durch 6 teilbar ist!

Laosung: Die vierstellige Zahl ist durch 6
teilbar, wenn sie durch 2 und durch 3 teil-
bar ist. Eine Zahl ist durch 2 teilbar, wenn
sie gerade ist, d. h. y = {0;2;4;6;8}. Damit
die Zahl auch durch 3 teilbar ist, muB die
Summe von x und y durch 3 teilbar sein.
Es gibt 17 Zahlen:

4050 4152 4254 4056 4158
4350 4452 4554 4356 4458
4650 4752. 4854 4656 4758
4950 4956

43 a Die Leichtigkeit der Mathematik
John v.Neumann, einer der bedeutendsten
Mathematiker unseres Jahrhunderts, sagte
Ende der vierziger Jahre bei einem Vortrag
iber die zukiinftigen elektronischen Re-
chenmaschinen, daB die Mathematik nur
ein sehr kleiner und sehr einfacher Teil des
Lebens ist. Als die Zuschauer daraufhin in
Bewegung gerieten, fligte er hinzu: ,Wenn
die Leute nicht glauben, daB die Mathema-
tik einfach ist, dann nur, weil sie nicht be-
greifen, wie kompliziert das Leben ist.“

A4a Man schmilzt 82kg Bronze und
18 kg Silber. Berechne die Dichte der Le-
gierung, wenn die Dichte von Bronze

kg . kg ot
8,5 = und von Silber 10,5 A betragt!
Lésung:
Berechnung des Volumens der Legierung:
m
y=—
e
82kg °
B V= 2
ronze 8.5 kg dm > 9,65 dm
’ 18 kg
r V== 2
Silber 10,5 kg dm™> 1,71dm
Dichte der Legierung:
m 100 kg —88kgdm">

=Y eT 1136 dm
Die Dichte der Legierung betrigt etwa
88kgdm3.

Losungen zu: Wie man Eier, Brezeln,
Herzen und andere Figuren mit Zirkel
und Lineal konstruiert

Ala
Bild 8 a)

d)

k)

Tl
T

v

,7!

g8)

£
‘ H
N2

A2A a)geg:.n
BES.:I Fy, F3; F1iryi Ty
Lésung: 1. r, = 2r; (siehe Bild 8a)

2. rs=n— \/271{

(Bild 8a; Satz des Pythagoras)
nn=2n-n \/2—
rn=n@2- \/2_)

3. ninin=1:2:2-42)
(wegen 1. und 2.)

b) Die Figur besteht aus:

— einem Halbkreis mit r = ry,

— zwei Achtelkreisen mit r=r,=2-r;,
(Achtelkreise, da die zu diesen Bogen
gehorenden Zentriwinkel jeweils 45°
groB sind - Basiswinkel im gleich-
schenklig-rechtwinkligen Dreieck);

— einem Viertelkreis mit
r=r,=n(2—-42). (Viertelkreis, da der
zu diesem Bogen gehdrende Zentriwin-
kel ein rechter Winkel ist — Scheitelwin-
kel; Satz des Thales)

1 1
U =7'2Tl‘r1 +2 'E- 21(2r,)

1
+ 422 = 42)

U=nr +nr +nr—

U=(3—%\/2_)-1r-r1

A3 A Wirorientieren uns an dem
Bild 8d.

a) Radius der kleinen Kreise: r
(gegeben)

— Lidnge der Quadratseite: 2 r
(vgl. Bild 8d)

— Linge der Quadratdiagonalen:

y4r*+4r? (Satz des Pythagoras)

=9r. ‘[2_

— Durchmesser des groBen Kreises:

2r-42 +2-r (Bild 8d)

— Radius des groBen Kreises:

2 +r=r(2 +1)

b) Essei A — Inhalt der grauen Flidche (ge-
sucht), 4, - Flicheninhalt des groBen
Kreises, 4, — Flacheninhalt eines kleinen
Kreises, A, — Flacheninhalt des Quadrates.

A =A1—<A3+4’1A2)

——nr

2

4
=m(ry2 +r)2 - (2r)’—4-%-1‘rr2

=mr2 (2 +242 + 1) - 4r? - 3np2
=r2(3rr+21/2-n—4—3n)
A=rQ22 -4
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Losung zu:
Welche Zahl ist groBer?

Ein moglicher Weg: 171 > 161%
= 2400 = (25)80 = 3280 > 3180

Losungen zu:
Regsechs und Gleisechs

Ala Das regelmidBige Sechseck bei
Regsechs besitze den Umbkreisradius 1. Die
gleichseitigen Dreiecke haben dann die
Seitenlingen 1; 1; \/3_ und die Winkel 30°;
30° 120° Die beiden rechtwinkligen Drei-

ecke haben die Seitenldngen 3; g 2 J_

die Winkel betragen 30°; 60° und 90°.

Bei Gleisechs gehe man von einem Quadrat
der Seitenldnge 1 aus. Die rechtwinkligen
Dreiecke AMC und BDM besitzen die Sei-
Js_

2

Aus dem Satz des Pythagoras folgt

@=D—s=m=%.

tenldngen 1; — 1 und ——

A24a Indem Sechseck Gleisechs betragen
die Innenwinkel 48 bzw. 180° — 24,
d.h. etwa 106,3° bzw. 126,9°,

denn aus cos 4 = 2 und sing = Z
Vs Vs

erhilt man mit Hilfe des Taschenrechners
SR1

2 L2
4 = arccos—= und x = arcsin——=
5 Js

also & = 26,565051° und u = 63,434 949°.
Der Punkt S im Bild 5 ist der Schnittpunkt
der Mittelsenkrechten auf DM und CM
und CD.

Losungen zu: Knobeleien
(nicht nur) fiir Klasse 8

Ala a)l, 8 32 7 4, 6,5 (cine der
moglichen Anordnungen)

b) Nein. Weil die Summe 1+2+ ... +8
= 36 betrégt, jede Ecke als linker, mittlerer

oder rechter Summand audftritt
(363 =108), damit im Mittel die Summe
dreier  benachbarter  Zahlen gleich

108:8 = 13,5 ist, also die nichstgroBere
ganze Zahl 14 fiir alle Tripel nicht erreich-
bar ist.

A2 A Alle Trapeze in der folgenden Tei-
lung sind flichengleich, weil sie kongru-
ente Hohen haben und die Diagonale bzw.
die Seiten in vier kongruente Strecken ge-
teilt wurden.

A3 a Die FuBpunkte des Lotes von Q auf
AB bzw. CD seien F, bzw. F,. Laut Strah-
lensatz gilt )
AF\:FB=40:0C=4:1
(Strahlenabschnitte) und

OF,:CB=4:5 (Parallelenabschmtte)
Damit folgt

BF, = ? AB 7’?=%-ABsowie
OF, -4 7B und QF,=%-ﬁ.
Analog giltT{D=—-7§.

S
Nach sws sind die rechtwinkligen Dreiecke
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AQF,P und AQF,D kongruent. Dariiber

hinaus gilt
4 DQP = 180° — 5 DQF, — & PQF, = 90°,
und somit ist 4 PQD gleichschenklig-recht-
winklig:
2 DQP=90°, xPDQ= 4QPD=45°.
A 44 Seindie gewisse Zahl, x bzw. y die
Zahl der Steine auf dem ersten bzw. zwei-
ten Haufchen.
Dann gelten die Gleichungen
3(x —100) =y + 100 1)
x+n=17y—n). 2)
Wird (2) nach x umgestellt und in (1) ein-

S 6
gesetzt, ergibt sich y =20 + 5

Da y eine ganze Zahl sein muB, fiir n =0
aber nicht von Umlegen gesprochen wer-
den kann, ist n = 5. Auf dem ersten Hauf-
chen liegen damit 142, auf dem zweiten
26 Steine.

Losungen zu:
In freien Stunden - alpha-heiter

Weihnachtliche Kryptarithmetik
a) 3250 + 3250 = 6500;
1750 + 1750 = 3500,
4250 + 4250 = 8500,
4750 + 4750 = 9500
b) 9387 + 9387 =18774
c) 1467 + 1567 + 1467 + 1567 + 28993
=35061

alpha-heiter — ernst

1. Abbildung, 2. Léwenheim,

3. Permutation, 4. halbieren, 5. Astroide,
6. Hyperbel, 7. Einstein,

8. Inversion, 9. Teilbarkeit,

10. Eigenwert, 11. Restglied

Meinung: alpha-heiter — interessant

Wiirfellogik
1. Wiirfel ¢; 2. Wiirfel a, b und ¢

Was alles in einem Dreieck steckt

Figur A

Figur B

Knobeleien am Weihnachtsbaum
grob
borg
obgr
rgbo

Lose die Verbindung

Dieser Aufforderung unsererseits kam Ste-
fan Kage, zum RedaktionsschluB noch
Schiiler der 12. Klasse der EOS Karl Marx,
Leipzig nach. Wenn ihr nicht zum Ziel
kommt, schreibt an uns.

Wir senden euch dann die Losung, deren
Veriffentlichung in alpha zuvnel Platz ein-
nehmen wiirde.

1988 — 1989
19881989 = 337- 58997

Eine schone Bescherung

[T T T 77
[/ AV AVAY
[ [ S [ [ A
[ [/ /[ /A

/

/

Losung zu:
Spezialistenlager Grethen 1988
Es gibt 120 Moglichkeiten.

Losung zu: Titelblatt Heft 5/88

1. Zeile: 1602
2.Zeile: 127 + 62 =90+99
3.Zeile: 52 94
4.Z¢ile: 161
5.Zeile 32 18

Losungen zu: Bindres Zahlenraten

Ala Es miissen sieben Zahlenkarten
verwendet werden (A, B, C, D, E, F, G).
Karte A wird um folgende Zahlen erginzt:
33, 35, 37, 39, 41, 43, 45, 47, 49, 51, 53, 55,
57,59, 61, 63, 65, 67, 69,71, 73,175,717, 79,
81, 83, 85, 87, 89, 91, 93, 95, 97, 99.
Karte B wird um folgende Zahlen erginzt:
34, 35, 38, 39, 42, 43, 46, 47, 50, 51, 54, 55,
58, 59, 62, 63, 66, 67, 70,71, 74, 75, 78, 79,
82, 83, 86, 87, 90, 91, 94, 95, 98, 99.
Karte C wird um folgende Zahlen ergénzt:
36, 37, 38, 39, 44, 45, 46, 47, 52, 53, 54, 55,
60, 61, 62, 63, 68, 69, 70, 71, 76, 77, 78, 79,
84, 85, 86, 87, 92, 93, 94, 95, 100.

Karte D wird um folgende Zahlen ergiinzt:
40,41, 42,43, 44,45, 46, 47, 56, 57, 58, 59,
60, 61, 62, 63, 72, 73, 74, 75, 76, 77, 718, 79,
88, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 95.

Karte E wird um folgende Zahlen erginzt:
48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59,
60, 61, 62, 63, 80, 81, 82, 83, 84, 85, 86, 87,
88, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 95.

Die neu hinzugekommene Karte F enthilt
die Zahlen

32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39 40, 41, 42, 43,
44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, S5,
56, 57, 58, 59, 60, 61, 62, 63, 96, 97, 98, 99,
100.

Die neu hinzugekommene Karte G enthilt

. die Zahlen

64, 65, 66, 67, 68, 69, 70,
76,717,178, 79, 80, 81, 82,

74,178,

71,72, 73,
83, 84, 85, 86, 87,
95, 96, 97,

88, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 98, 99,

100.

A2a )

A 1272115 B 2272215
23 13 3 25 23 14 3 26
11 17 31 5 11 18 31 6
29 7 919 30 710 19

C 4292215 D 81292615
23 14 5 28 27 14 9 28
132031 6 13 24 31 10
30 71221 30 11 12 25

E 16 29 26 23
27 22 17 28
21 24 31 18
30 19 20 25



XXIX. Internationale
Mathematikolympiade

Canberra, 9. bis 21.Juli 1988

1. Preis fir 232 und
2. Preis fiir 223 und =31 Punkte

3. Preis fiir 214 und =22 Punkte.

Es nahmen 268 Schiiler aus 49 Léndern
teil, 9 weitere Linder waren durch offi-
zielle Beobachter vertreten. .

=42 Punkte

Die Losungen der Aufgaben senden wir
euch auf Wunsch zu. Legt bitte einen fran-
kierten Riickumschlag bei. Alphons

Aufgaben

1. Man betrachte in einer Ebene zwei
Kreise mit den Radien R und r (R > r) mit
dem gleichen Mittelpunkt. Es sei P ein fe-
ster Punkt auf dem kleineren Kreis und B
ein variabler Punkt auf dem groBeren
Kreis. Die Gerade BP schneide den groBe-
ren Kreis ein zweites Mal in C. Die Senk-
rechte [ auf BP in P schneide den kleine-
ren Kreis erneut in A4 (falls / eine Tangente
in P ist, dann ist A = P).

@O Man bestimme die Menge aller
Werte von

BC?+ CA* + AB*.

Man bestimme den geometrischen
Ort aller Mittelpunkte von AB.
(Kreis = Kreislinie) (Luxemburg)

(I

2. Sei n eine positive ganze Zahl; es seien
A, A, ..., Ayp+ Teilmengen einer Menge
B und es gelte:
a) Jede Menge A4; enthilt genau 2n Ele-
mente.
b) Fiir alle Indizes i und j (1 =i<j=s2n
+ 1) enthdlt die Menge 4; N 4; genau ein
Element.
c) Jedes Element von B gehort zu minde-
stens zwei der Mengen A4;. Fir welche
Werte n kann man fir gegebene Menge B
und ihre Teilmengen 4,, 4,, ..., A3, mit
den Eigenschaften a), b) und c¢) jedem Ele-
ment von B eine der Zahlen 0 oder 1 so zu-
ordner, daB genau n Elementen jeder
Menge A; die Zahl 0 zugeordnet wird?
(CSSR)

3. Es sei f eine Funktion mit dem Defini-
tionsbereich N ={1,2,3,...}.
Es gelte:
fMy=1, f3)=3,
und firalle ne N
f@2n)=f(n),

S@n+1)=2/Q2n+1) - f(n),

f@n+3)=3f2n+1)—-2f(n).
Man bestimme die Anzahl aller Elemente
ne Nmit n <1988 und f(n) =n.

' (Grof3britannien)

4. Man zeige, daB die Menge aller reellen
Zahlen x, die der Ungleichung

70 k 5

g_
Eix—k

geniigen, eine Vereinigung von disjunkten
Intervallen ist, wobei die Summe aller In-
tervallingen 1988 betrigt.

(Irland)

5. Gegeben sei ein rechtwinkliges Dreieck
ABC mit der Hypotenuse BC; der FuB-
punkt der Hohe auf BC sei D. Die Verbin-
dungsgerade der Inkreismittelpunkte der
Dreiecke ABD und ACD schneidet die Sei-
ten 48, AC in den Punkten K bzw. L. Es
seien S und T der Fldcheninhalt von 4BC
bzw. AKL.

Zeige, daB S = 2T ist. (Griechenland)

6. Es seien a und b positive ganze Zahlen,
so daB ab + 1 ein Teiler von a? + b? ist.

. al+ b2 ,
Man zeige, dafl e das Quadrat einer
(BRD)

+
ganzen Zahl ist.

Arbeitszeit: zweimal 4,5 Stunden.
Bei jeder Aufgabe konnen 7 Punkte er-
reicht werden.

Unsere Mannschaft der IMO 88:

Prof. Dr. Burosch, Delegationsleiter

Dr. U. Quasthoff, stellv. Delegationsleiter
Andreas Siebert 1.Preis, 33 Punkte
Martin Welk 2.Preis, 31 Punkte
Dirk Liebscher 2.Preis, 28 Punkte
Gerard Zenker 2.Preis, 27 Punkte
Frank Goring 2.Preis, 26 Punkte

Inoffizielle Linderwertung —

Preisverteilung
Platz Land 1. 2. 3.
1. UdSSR 4 2 -
2. SR Ruménien 2 4 -
3. VR China 2 4 -
4. BRD 1 4 1
S. DDR (5 Schiiler) 1 4 -
6. SR Vietnam 1 4 -
7. USA - 51
8. VR Bulgarien - 4 2
9. Frankreich 1 1 3
10. Luxemburg (3 Schiiller) - 1 2
11. Kanada ' 1 1 2
12. GroBbritannien - 3 2
13. CSSR - 2 2
14. Schweden 1 - 4
15. Israel 1 4
16.  Osterreich 1 1
2

17. Ungarische VR - 2

Jede Mannschaft bestand aus 6 Schiilemn
bzw. der in Klammern angegebenen An-
zahl von Schiilern.

Sk ‘oo
> o ©
SIS0 .o

aus: Funktio, Helsinki

Buchtip

J.Lehmann

Mathematik —
von der Pflicht zur Kiir

148 S. mit 138 Abb.

Bestell-Nr.666 253 6 Preis: 12,00 M
BSB B.G. Teubner Verlagsgesellschaft
Leipzig

In 2. Auflage (1. Aufl. 1987) erscheint der
130. Band der ,Mathematischen Schiiler-
biicherei“ mit einhundert Aufgaben der
schriftlichen AbschluBpriifung Klasse 10
im Fach Mathematik. Gegliedert sind die

. zehn Kapitel des ,Pflicht“-Teils nach in-

haltlichen Schwerpunkten, und ergdnzt
werden sie jeweils durch die ,Kiir*:
einhundertfunfzig Aufgaben unterschiedli-
chen Schwierigkeitsgrades, unterhaltsame
Knobeleien und ausgewihlte historische
Mathematikaufgaben. Losungen und Lo&-
sungshinweise vervolistindigen das Buch.
Die 3. Auflage ist 1989 geplant.
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Binires
Zahlen,raten*

Wohl! jeder jugendliche ,Mochtegern-Zau-
berer und an Unterhaltungsmathematik
Interessierte ist ihnen schon begegnet: den
Zahlenkarten, mit deren Hilfe sich eine ge-
dachte natiirliche Zahl (z. B. das Alter
einer Person) ,erraten“ liBt.

Ist diese Zahl nicht groBer als 31, so bené-
tigt man zu diesem Kunststiick fiinf Zah-
lenkarten (A, B, C, D, E), die wie abgebil-
det beschriftet werden.

A:' 1 B: 2 C. 4 D: 8 E:16
3 3 S 9 17
5 6 6 10 18
7 7 7 11 19
9 10 12 12 20

11 11 13 13 21
13 14 14 14 22
15 15 15 15 23
17 18 20 24 24
19 19 21 25 25
21 22 22 26 26
23 23 23 27 27
25 26 28 28 28
27 27 29 29 29
29 30 30 30 30
3 31 31 k) ! 31

Die Vorfiihrung spielt sich dann etwa so
ab: Ein williger Zuschauer wird aufgefor-
dert, an eine beliebige natiirliche Zahl von
1 bis 31 zu denken und festzustellen, auf
welchen der fiinf Zahlenkarten diese ge-
dachte Zahl steht. LiBt man sich nun die
betreffenden Karten, die die gedachte Zahl
enthalten, aushdndigen, so ist man sofort
imstande, diese gedachte Zahl zu errech-
nen: Man braucht lediglich die Anfangs-
zahlen dieser Karten zu addieren. Kommt
die gedachte Zahl etwa auf den Karten C
und D vor, so handelt es sich um die Zahl
12(= 4 + 8), steht sie z. B. auf den Karten
A, B und E, so wurde an die Zahl 19
(=1+2 + 16) gedacht.

Wer ergriinden will, wie dieses Kunststiick
Hfunktioniert“, ist eingeladen, sich zu-
nichst einmal die Besonderheiten unseres
dezimalen Stellenwertsystems in Erinne-
rung zu rufen: Es werden 10 Ziffern ver-
wendet (0, 1,2, 3,4, 5,6, 7, 8,9), und jede
nichsthohere Stelle ist das Zehnfache der
vorhergehenden (Wert der 1. Stelle = 1 =
10°, Wert der 2.Stelle = 10 = 10!, Wert der
3. Stelle = 100 = 102, ... Wert der n-ten
Stelle = 107~ 1). Daraus folgt, daB sich jede
Zahl dieses Zehnersystems als Summe von
Zehnerpotenzen darstellen 1dBt, z. B.
34240 = 10 + 102 + 10?2 + 10! + 10 + 10!
+ 10 + 10° + 10°;
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jede Zehnerpotenz kann dabei bis zu neun-
mal als Summand auftreten.

Die Basis eines Stellenwertsystems muB
aber keineswegs 10 sein. Die kleinstmégli-
che hierfiir geeignete Basis ist die Zahl 2.
In diesem Zahlensystem (Zweiersystem,
Binidrsystem), das seit der Konstruktion
elektronischer Rechenanlagen groBe Be-
deutung erlangt hat, werden nur zwei ver-
schiedene Ziffern (0 und 1) verwendet, und
jede ndchsthohere Stelle ist das Zweifache
der vorhergehenden (Wert der 1. Stelle = 1
= 20 Wert der 2. Stelle = 2 = 21, Wert der
3.Stelle = 4 = 22, Wert der 4.Stelle = 8 =
23, ... Wert der n-ten Stelle = 2"~1). In
einem solchen Zahlensystem ist dann jede
Zahl als Summe von Zweierpotenzen dar-
stellbar, wobei aber — im Gegensatz zu vor-
hin - jede Zweierpotenz nur hochstens
einmal als Summand auftreten kann, z.B.
10115, =2%+2'+2° (Will man wissen,
welcher Zahl des Zehnersystems diese Zahl
entspricht, braucht man bloB die Werte
dieser Zweierpotenzen zu addieren: 8 + 2
+1=11)

Die folgende Ubersicht zeigt den Beginn
der natiirlichen Zahlenreihe in binérer Zif-
fernschreibweise, als Summe von Zweier-
potenzen und in dezimaler Schreibweise.

1= 2°= 1gg

100, = 2! = 20
11(2) = 20+ 20= 3(10)
100g, = 2 = 440
101, = 2 +20= 5y
110G, = 2420 = 6y
111 = 2+21420= T4
1000, = 28 = 84
1001(2) = 23 +20= 9(10)
1010(1) = 23 +2! = 10(10)
1011(2) = 23 +21+20= 11(10)
1100(2) = 23+ 22 = 12(10)
1101(2) = 23422 +20= 13(10)
1110g=  2+22+21 =14y,
Nllg =  20+22+21+29=154
10000, = 2* = 1600,
10001, = 2¢ +20=174
10010(2) =24 + 21 = 18(10)
10011(1) =21 +2' + 20 = 19(10)
10100(2) = 24 + 22 = 20(10)
10101(2) = 24 + 22 + 20 _— 21(10)
10110g, =2  +22+2' =224,
10111, =2¢  +22+2'+29=23
11000, = 2* + 23 =244,
11001, = 24 + 2° +20= 254,
11010g, =2 +2°  +2' =264,
11011(2) = 24 + 23 + 21 + 20 = 27(10)
11100, = 2¢ + 2° + 22 =280,
11101(2) =244+234+22 +20= 29(10)
11110(2) = 24 # 23 + 22 + 21 = 30(10)

111115 =24+ 20+ 22+ 21 +20= 31,

Doch nun zuriick zu unseren Zahlenkar-
ten.

Ein Vergleich dieser Ubersicht mit den
Zahlenkarten macht deutlich, nach wel-
chen Kriterien die Zahlen den fiinf Karten
zugeordnet wurden und liiftet so ihr ,Ge-
heimnis“:

Karte A enthidlt alle natiirlichen Zahlen
von 1g bis 31, die in bindrer Ziffern-

schreibweise an der 1.Stelle die Ziffer 1 ha-
ben (die bei der Darstellung als Summe
von Zweierpotenzen den Summanden
2°=1 enthalten;

Karte B enthilt alle natiirlichen Zahlen
von 1l bis 31, die in bindrer Ziffern-
schreibweise an der 2. Stelle die Ziffer 1 ha-
ben (die bei der Darstellung als Summe
von Zweierpotenzen den Summanden
2! =2 enthalten);

Karte C enthilt alle natiirlichen Zahlen
von 1) bis 31y, die in bindrer Ziffern-
schreibweise an der 3, Stelle die Ziffer 1 ha-
ben (die bei der Darstellung als Summe
von Zweierpotenzen den Summanden
22 = 4 enthalten);

Karte D enthiilt alle natiirlichen Zahlen
von 1, bis 31, die in bindrer Ziffern-
schreibweise an der 4.Stelle die Ziffer 1 ha-
ben (die bei der Darstellung als Summe
von Zweierpotenzen den Summanden
23 = 8 enthalten);

Karte E enthilt alle natiirlichen Zahlen
von 1 bis 310, die in bindrer Ziffern-
schreibweise an der 5. Stelle die Ziffer 1 ha-
ben (die bei der Darstellung als Summe
von Zweierpotenzen den Summanden
2% = 16 enthalten).

ala Eingangs wurde festgehalten, daB
die gedachte Zahl nicht groBer als 31 sein
darf. (Wir sagen jetzt wohl besser: Sie muf
kleiner als 32 = 2° sein.)

Wie miissen Anzahl und Beschriftung der
Zahlenkarten abgedndert werden, damit
die gedachte Zahl = 100 sein kann?

A2 A Jede der funf urspriinglichen Zah-
lenkarten enthilt genau 16 Zahlen. Die
Zahlen jeder Karte lassen sich daher in vier
Reihen zu je vier Zahlen anordnen.

Mit etwas Geschick und Ausdauer sollte es
dem Leser moglich sein, dies so zu tun,
daB diese Anordnung jeweils ein magisches
Quadrat darstellt. Als Hilfe ist jeweils die
Position der kleinsten Zahl und die Kon-
stante des magischen Quadrates angege-
ben.

Al E |16
(64)- (94)
B |2
(66)
c| s
(70)
D 8 .
(78) W. Miller



Mersennesche
Zahlen

Die Mathematik entwickelt sich heltzu-
tage — wie auch die meisten modernen
Wissenschaften — mit stark wachsender
Geschwindigkeit. In der Welt erscheinen
hunderte mathematische Zeitschriften, in
denen alljahrlich zehntausende wissen-
schaftliche Arbeiten verdffentlicht werden.
Aber vor 350 Jahren gab es noch keine ma-
thematischen Zeitschriften, und die Ge-
lehrten tauschten ihre Forschungsergeb-
nisse in personlichen Briefen aus.
Nun gab es jemand - den franzdsischen
Ménch Marin Mersenne (1588 bis 1648),
_ der mehr solcher Briefe als andere erhielt.
Mersenne von der Entdeckung eines neuen
Satzes benachrichtigen hieB zugleich, die
Prioritit zu sichern, denn Mersenne infor-
mierte dariiber in der Regel seine librigen
Briefpartner — unter ihnen R. Descartes,
B. Pascal, P. Fermat; Ch. Huygens und andere
Gelehrte der damaligen Zeit. Diese Titig-
keit des Marin Mersenne trug zur Griin-
dung der Pariser Akademie bei.
Von den eigenstindigen mathematischen
Leistungen Mersennes sind seine Untersu-
chungen der Zahlen der Form
M,=2"-1 (ne€ N) am bekanntesten.
Wer geomeétrische Reihen kennt, bemerkt
sofort, daB M, gleich der Summe der ersten
n Glieder der geometrischen Reihe mit
dem Anfangsglied 2°=1 und dem Quo-
tienten 2 ist: :
M,=204+214+22+  +27°1,
Mersenne interessierte, welche der Zahlen
M, =2"—1 Primzahlen sind. Diese Frage
erwuchs aus einem Problem, das bereits
*von den alten Griechen gestellt worden
war. )
Wir kommen darauf noch zuriick.
Primzahlen, die man als Wert des Terms
2" — 1 fir eine natiirliche Zahl n erhilt,
werden auch Mersennesche Zahlen genannt.

Auch wir wollen uns mit dem Problern der
Suche nach Mersenneschen Zahlen etwas
beschiftigen.

‘Wir berechnen einige Zahlen

M,=2"-1 (n=1,2,3,...)

und schreiben sie der Reihe nach in Ta-
belle 1.

Erste Feststellung: Die Zahlen, die in ein
und derselben Spalte stehen, enden mit ein
und derselben Ziffer. Die Zahlen in der er-
sten Spalte enden auf die Ziffer 1, die in
der zweiten Spalte auf 3, die in der dritten
Spalte auf 7 und die in der vierten Spalte
auf 5.

Ala Versuéht, diese Feststellung exakt
zu begriinden!

Das bedeutet, daB die Zahlen M, in der
vierten Spalte alle durch S teilbar sind. Un-
ter ihnen kann sich also keine Mersenne-
sche Zahl befinden.

Zweite Feststellung: Die Zahlen in der zwei-
ten und die Zahlen in der vierten Spalte
sind alle durch 3 teilbar.

Beweis: Die Differenz zweier aufeinander-
folgender Zahlen My, und My ., mit gera-
dem Exponenten n ist

Masz = My = (2212 1) — % - 1)
=22k+2 _ 92k =92.2k _ 1.22
=328,

Wenn also M,; durch 3 teilbar ist, so ist

auch M, ., , durch 3 teilbar. Da M, = 3 ist,
sind alle Zahlen M, mit geradem n durch 3
“teilbar. .

Es Hat deshalb nur in der ersten und in der
dritten Spalte einen Sinn, nach Mersenne-
schen Zahlen (auBer M, =-3) zu suchen.

Dritte Feststellung: Wenn n eine zusammen-

gesetzte Zahl ist (n=k-Il, k>1, I>1),

dann ist M, sowohl durch M, als auch

durch M, teilbar. Dies folgt aus

28—1=02%'-1=(2% -1 und

xm=1=(x-1)(x™" 1+ xm"24 .
+x+1):

Nebenbei: Aus der dritten Feststellung fol- .

gen die ersten beiden, da alle Zahlen der
-zweiten Spalte durch M, =3 teilbar sind
und alle Zahlen der vierten Spalte durch
M,=15.

Die Zahl 2" — 1 ist hichstens dann eine Prim-
zahl, wenn n eine Primzahl ist.

Ob aber fiir jede Primzahl p die Zah.l M,
prim ist? Die Hoffnung auf eine posmve
Antwort wird schnell zerstort:

Schon M,, =2047 = 28 -29 ist eine zusam-
mengesetzte Zahl.

Mersenne selbst gab alle Primzahlen n an,

Tabelle 1
M, = 1 M= 3 M, = 7 M, = 15
M, = 511 My = 1.023 My, = 2047 M, = 4.095
My = 8.191 M= 16.383 M;;= 32767 M= 65.535
M;; = 131071 My = 262.143 M= 524287 My = 1.048.575
My= 2997151 M, = 4.194.303 My = 8.388.607 M, = 16.777.215
M 25 = 33.554431 My= 67.108.863 My, = 134.217.727 My= 268.435.455
=536.870.911 M, =1.073.741.823 M,;, =2.147.483.647 M;,=4.294.967.295
M4n—3 MZ(Zn—l) MAII—] Mdn

die nicht groBer als 257 sind und fir die
seiner Meinung nach die Zahlen
M,=2"-1 prim sind. Er lieferte jedoch
keinen Beweis dafir. In der Folgezeit
wurde klar, daB seme Voraussagen fehler-
haft waren.

An der Suche nach Mersenneschen Zahlen
beteiligte sich auch Leonhard Euler, Mit-.
glied der Petersburger Akademie, einer der
bedeutendsten Mathematiker der Neuzeit.
Im Jahre 1750 entdeckte er die zehnte der
(in nattirlicher Reihenfolge geordneten)
Mersenneschen Zahlen:’
M;;,=2147483647.

Wenn frither die Suche nach Mersenne-
schen Zahlen von Hand gefihrt wurde, so
bezog man im 20.Jahrhundert die moderne
Rechentechnik mit ihrer sehr hohen Ar-
beitsgeschwindigkeit ein. Im Jahre 1952
wurden mit einem Schlag fiinf neue Mer-
sennesche Zahlen entdeckt: My, Mg,
M99, Mzzog und M;zgl; sie sind das 13. bis
17. Glied der Folge der Mersenneschen
Zahlen. Die ndchsten sechs Mersenne-
schen Zahlen wurden in den Jahren 1958
bis 1963 gefunden. Es schlossen sich an
Mi59;;, (Nummer 24/entdeckt im Jahre
1971), M, 707 Nummer 25/1978), M;3209
und M4 (Nummer 26 und 27/beide
1979). Die letzte uns bekannte Mersenne-
sche Zah! fand man 1983: Mgg,4:: Es ist
noch ungewiB, ob dies die 28. in der Foige
der Mersenneschen Zahlen ist.

Warum sind nun die Mersenneschen. Zah-
len so interessant? Sie stehen im Zusam-
menhang mit den sogenannten vollkomme-
nen Zahlen, mit denen sich schon die alten
Griechen beschiftigten. Dies sind Zahlen,
die gleich der Summe all ihrer Teiler (na-
tiirlich mit Ausnahme der betreffenden
Zahl selbst) sind. Die ersten drei vollkom-
menen Zahlen sind 6, 28 und 496
6=1+2+3;

28=1+2+4+7+14; -
496—1+2+4+8+15+31+62

+ 124 + 248).

Schon Euklid bewies:

Wenn 2"— ] eine Primzahl ist, so ist die Zahl
-1 (27— [) vollkommen. ’

A2 A Beweist diesen Satz!

Leonhard Euler hat bewiesen, daB alle ge-
raden vollkommenen Zahlen die Form 27~
(2" — 1) haben, wobei 2" — 1 eine Mersen-
nesche Zahl ist. Und die ungeraden voll-

‘kommenen Zahlen? Eine ungerade vollkom-

mene Zahl hat noch niemand gefunden,
und niemand hat bisher bewiesen, daB es
solche Zahlen nicht gibt.

nach J. W. Koroljow/0. M. Mamedow,
aus Quant, iibersetzt und bearbeitet
von C. P. Helmholz



Ein interessanter Theodolit

Carl Zeiss Jena, 1908

Die Aufgabe des Geoditen, unter anderem’
von der Erdoberfliche ein dhnliches, maf-

stdblich verkleinertes und durch Kartenzeichen
erldutertes Abbild in Form einer Karte her-
zustellen, wurde bis zum Einsatz der Luft-
bildmessung fast ausschlieBlich durch
kombinierte Winkel- und Streckenmes-
sung verwirklicht.
Die iltesten Vermessungsgerite, genutzt
etwa 3000 Jahre v.u.Z. in Agypten bei-
spielsweise bei der Felder-Neueinteilung
nach den jihrlichen Niliiberschwemmun-
gen, waren MeBseile und MeBstangen. Ver-
vollkommnet bzw. auch vereinfacht wurde
die LingenmeBtechnik durch die Einfiih-
“rung des Rades zur Streckenmessung. Na-
hezu 100 Jahre vor unserer Zeitrechnung
beschrieb Heron von Alexandria diese Me-
thode und deutete an, daB man sie schon
seit langem im Einsatz habe. Leonardo da
Vinci (1452 bis 1529) war iibrigens eben-
falls mit der Konstruktion von Wagen mit
MeBridern und von Schrittzihlern be-
schiftigt. Von Interesse diirfte auch sein,
daB schon im romischen Heer Schrittzih-
ler genutzt wurden, die von Soldaten getra-
gen wurden, die auf ein bestimmtes
SchrittmaB eingeiibt waren.
Um das Jahr 1300 kam dann der soge-
nannte Jakobsstab zum Einsatz; ein Gerit,
das sowohl fiir die Strecken- als auch fir
die Winkelmessung eingesetzt werden
konnte. ’
Der Begriff Theodolit fiir ein WinkelmeBge-
rit wurde erstmals von dem Englinder Dig-
ges um das Jahr 1600 eingefiihrt, nachdem
in der Astronomie fiir Winkelmessungen
genutzte Astrolabien auch fiir die Bestim-
mung von Horizontalwinkeln eingesetzt
worden waren. Die Erweiterung dieser Ge-
riate durch Fernrohre, um damit eine Erho-
hung der Ziel- und MeBgenauigkeit zu er-
reichen, war erst nach Einflihrung des
Fadenkreuzes moglich; das geschah in der
Mitte des 17. Jahrhunderts. -
Mit dem Einsatz des Fernrohres fiir geodi-
tische Zwecke kam natiirlich auch die
Frage nach der Streckenmessung unter
Nutzung optischer Mittel auf. Der Geodit

Bild 2
Bild 1 z

S = Stehachse (vertikale ¢
Drehachse) des Theodolit
und Brechpunkt
des hinteren Prisma

A = Brechpunkt
des vorderen Prisma

Z = Zielpunkt

benoGtigt fast ausschlieflich den horizonta-
len Abstand zweier Punkte. Ob mit MeB-
ketten, MeBseilen, MeBstangen oder MeB-
biandern, stets ist deshalb das Fadenlot ein
unentbehrliches Hilfsmittel bei der mecha-
nischen Streckenmessung. Was nimmt es
Wunder, wenn man diese MeBmethode
durch eine optische abzuldsen trachtete.
Bereits um 1670 versuchte sich der Italie-
ner Montanari mit der optischen’ Strecken-
messung; aber erst 1812 bekam diese durch
Georg von Reichenbach enormen Auftrieb.
Bei den dabei verwendeten sog. Reichen-
bachschen Distanzfiden handelt es sich
um ein in der Fadenkreuzebene des Fem-
rohres angebrachtes Strichpaar, dessen auf
dem Zielbild einer senkrecht stehenden
und mit Teilung versehenen Latte erzeug-
ter Lattenabschnitt.ein MaB fiir die Entfer-
nung darstellt. Der Nachteil dieser MeB-
methode ist, daB sie streng nur 4ur
horizontale Zielungen gilt und daB bei
schrigen Visuren der systematische Fehler-
anteil wichst und auBerdem nur Schrig-
entfernungen gemessen werden.

Unter den vielen Lésungsvarianten zur op-
tischen Streckenmessung, die vor und nach
der letzten Jahrhundertwende instrumen-
tell verwirklicht wurden, sei hier nur eine
herausgegriffen, die bei Carl Zeiss, Jena
konstruiert und offenbar nur in ganz wenig
Exemplaren gebaut wurde. Der abgebildete
Theodolit — selbst seine Bezeichnung ist
zur Zeit noch unbekannt - basiert auf
einer Idee von Pulfrich und stammt aus
dem Zeitraum 1907/08. Auffillig an ihm
ist vorerst sein horizontal gelagertes Fern-
robr (1); eine MaBnahme, die offenbar eine
bequeme Beobachtungsstellung des Mes-
senden auch bei sehr steilen Zielungen er-
moglichen sollte. In seiner Funktion als
Theodolit werden mit ihm Horizontal- und
Vertikalwinkel gemessen. Zur Bestimmung
dieser Winkel sind Teilkreise eingebaut (3
und 4), die iiber Nonienablesungen eine
Winkelablesung auf 1’ zulassen. Geneigte
Zielungen werden mit dem Geriit durch
ein dem Fernrohr vorgelagertes und um die
Fernrohrachse drehbares Prisma (2) reali-
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ist der Vertikalkreis (3). Aus dieser kon-
struktiven Losung der Vertikalwinkelmes-
sung ergibt sich auch die Eigenart, daB
Zielvisur und Fernrohrachse rechtwinklig
zueinander stehen. Mit dem fest installier-
ten Beobachtungsmikroskop (8) kann je-
derzeit iiber eine. Dosenlibelle die Horizon-
tierung des Gerites kontrolliert werden.
Das Interessanteste aber an diesem Theo-
dolit diirfte seine instrumentelle Ausrii-
stung flir die optische Streckenmessung
sein. Zu diesem Zweck kann am vorderen
Ende des drehbaren Tubus (5) ein zweites
Prisma angeordnet werden, das an den
Drehungen des ersten - teilnimmt. So ent-
steht im Gerit eine Basis b, an deren En-
den rechtwinklig austretende Zielstrahlen
angeordnet sind. Eine schwenkbare Ab-
deckplatte (6) erlaubt wahlweise durch das
vordere bzw. hintere Prisma den gleichen
Zielpunkt zu beobachten. Der sich dabei
bildende und zu messende kleine Win-
kel € — der sog. parallaktische Winkel — ist
ein MaB fir die Entfernung, die sich aus
folgender Gleichung errechnen 1d83t:

e= .b (Siehe Bild 2)

sin¢e

Es zeugt vom praktischen  Sinn Pulfrichs,
wenn er diesem Theodolit eine MeB- und
Ableseeinrichtung hinzufiigte, die nicht
den Winkel selbst, sondern an der Trom-
mel (7) ablesbar den fiir die obige Formel
bendtigten Sinus des Winkels ermitteln
lieB. Von der Methode her hatte diese Vari-
ante der optischen Streckenmessung zwei
Vorteile: 1. Der Zielpunkt brauchte nicht
signalisiert und somit nicht begehbar zu
sein und 2. war die ermittelte Entfemung
bereits die Horizontalentfernung. Der
Nachteil aber war — und daran ist offenbar
auch eine Weiterentwicklung gescheitert —
die geringe Genauigkeit. Die fehlertheore-
tische Untersuchung der Gleichung ver-
bunden mit der nur 150 mm betragenden
Geritebasis b 1dBt das Verfahren nur fir
kurze Distanzen — also nur wenige Me-
ter — zu, und in diesem Bereich liegt nicht
die Menge der gebditischen Arbeiten.
Auch Pulfrich hat diese Schwachstelle er-
kannt und fast zur gleichen Zeit die Basis-
latte entwickelt, die sich bis in unsere Tage
bei geoditischen Arbeiten bewihrt hat.
Hierbei wird der parallaktische Winkel zu
einer im Zielpunkt aufzustellenden hori-
zontalen Latte gemessen, die zwei in ihrem
Abstand geeichte Zielmarkén trigt. Der
Abstand dieser Zielmarken betrigt heutzu-
tage zwei Meter; zu Zeiten Pulfrichs waren
es drei Meter. Gemessen werden kdnnen
Strecken von iiber 100 Metern, wobei aller-
dings Hilfsfiguren zu bestimmen sind.
Natiirlich ist mit Einfiilhrung der ‘elektro-
magnetischen bzw. elektro-optischen Strek-
kenmeBgerite auch auf dem Gebiet der
Streckenmessung eine kolossale Wende
eingetreten. .
Das Optische Museum der Carl-Zeiss-Stif-
tung Jena ist gliicklicher Besitzer des zuvor
beschriebenen Theodoliten. J. Toppler




