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alpha gratuliert —
Prof. Dr.
W. Walsch

Wir gratulieren zum .60. Geburtstag und
danken Prof. Dr. Walsch herzlich fiir seine
aktive Mitarbeit im Redaktionskollegium
von Beginn an.

Wir freuen uns auf die weitere Zusammen-
arbeit.

In den Heften 1 bis 4/67 des 1. Jahrganges der
,alpha“ bot Prof. Walsch den Lesern Interes-
santes zur Mengenlehre. In Vorbereitung auf
den zweiteiligen Beitrag , Ldft sich der Zufall
berechnen* (Heft 2 und 3/90) von W. Triger
drucken wir einen Teil davon (Heft 2/67,
S. 43/44) ab.

Vereinigung und
Durchschnitt von Mengen

Fiir unsere folgenden Uberlegungen den-

ken wir uns als Grundbereich eine Schul-

klasse K gegeben. Die Elemente von K

sind also Schiiler, die wir durch den jewei-

ligen Anfangsbuchstaben ihres Familien-
namens kennzeichnen wollen. (Der Ein-
fachheit halber setzen wir voraus, daB jeder

Buchstabe des Alphabets hochstens einmal

als Anfang eines Familiennamens in der

Klasse vorkommt.) Wir wollen annehmen,

daB wir einige Teilmengen von K kennen:

(1) Den Schachklub der Klasse:

S={a b, ¢ d}.

(2) Die Menge der Schiiler, die am Eng-
lischunterricht teilnehmen:
E={e/g).

(3) Die Volleyballmannschaft:

V=A{c d h ik I}.

(4) Die Menge der Schiiler, die an
einem Zirkel im Fach Mathematik
teilnehmen: Z = {e, f, g, h, k, [, m}.

Eines Tages gibt der Klassenlehrer be-

kannt: ,Alle Schiiler, die zum Schachklub

oder -zur Volleyballmannschaft gehdren,
treffen sich nach dem Unterricht im FDI-

Zimmer!“

Welche Schiiler sind damit gemeint? Si-

cher die Schiiler a und b; denn sie gehdren

zum Schachklub, und ebenso die Schiiler

h, i, k und /; denn sie gehoren zur Volley-
ballmannschaft. Wie steht es aber mit ¢
und 4? Diese Schiiler miissen natiirlich
ebenfalls hingehen; denn sie gehoren ja so-
gar zu beiden Mengen! Nach dem Unter-
richt versammelt sich also imn FDJ-Zimmer
eine Menge, die durch Vereinigung der
beiden Mengen S und V entstanden ist.
Man schreibt dafur § u V (gelesen: ,S ver-
einigt mit V“ oder ,Vereinigung von § und
V<), und es ist in unserem Falle
SuV={abcdhilkl}.
Wir merken uns allgemein: Ein Element x
gehort zur Vereinigungsmenge der Mengen
M und N genau dann, wenn x zu M oder
zu N gehort. In kurzer Schreibweise:
x€ M u N genau dann, wenn x € M oder
x € N ist.
In Bild 1 ist die Vereinigung zweier Men-
gen veranschaulicht. Die Vereinigungs-

menge ist schraffiert dargestelit.

An einem anderen Tag heiBt es in unserer
Klasse: ,Alle Schiiler, die zur Volleyball-
mannschaft und auch zum Mathematikzir-
kel gehoren, melden sich beim Klassenleh-
rer!“ Wer ist gemeint? Nur die Schiiler &, k
und /; denn nur diese gehdren sowohl zur
Volleyballmannschaft als auch zum Ma-
thematikzirkel. Die Schiiler A, k und ! bil-
den ebenfalls eine Menge, die man den
Durchschnitt der Mengen V und Z nennt.
Man schreibt dafiir V n Z (gelesen: ,V ge-
schnitten mit Z oder ,Durchschnitt von V
und Z“), und es ist also:
VnZ={hkl}.

Wir merken uns hier: Ein Element x ge-
hort zum Durchschnitt der Mengen M und
N genau dann, wenn x zu M und N gehort:
x€ Mn N genau dann, wenn x€ M und
x € N ist.

In Bild 2 ist der Durchschnitt der Men-
gen M und N wieder schraffiert dargestellt.

Bild 2

Die Begriffe Durchschnitt und Vereinigung
sind nicht sehr schwierig, das werden wir
an den folgenden Beispielen, in denen wir
mit unseren Mengen S, E, V und Z arbei-
ten wollen, gleich sehen.

Bilden wir einmal S u E (d. h. die Menge
der Schiiler, die im Schachklub sind oder

Englisch lernen). Wie jeder sicher leicht
findet, ist SUE=1{q, b, ¢ d, ¢ f g}. (Dem
entspricht die in Bild 3 dargestellte Situa-
tion. Die Vereinigungsmenge ist wieder
schraffiert gezeichnet.)

(D @

Was gibt E U Z? Ganz einfach:
EuZ=lef g h kI m},

d.h. Eu Z=Z. Wie kommt das? Ihr habt
es sicher schon gemerkt: E ist eine Teil-
menge von Z, es kommt also beim Bilden
der Vereinigungsmenge gar kein neues Ele-
ment zu Z hinzu. (Siehe auch Bild 4')

Nun betrachten wir dern Durchschnitt von
S und E (d.h. die Menge der Schiiler, die
im Schachkiub sind und aullerdem auch
noch Englisch lernen). Wie wir festsielien
miissen, gibt es solche Schiiler in umserer
Kiasse gar nicht, cer Durchschnitt der
Mengen § und E ist also leer: SN E=0.
(Siehe auch Bild 5!)

“® ©

Wie steht es mit £ n Z? Priift selbst nach,
daB En Z=E gilt! (In Bild 6 ist wieder
eine entsprechende Situation dargestelit.)

Bild 6 @ 4

Wir wollen das Bilden von Durchschnitten
bzw. Vereinigungsmengen mit drei einfa-
chen Beispielen aus der Mathematik ab-
schlieBen:
a) Die Ungleichung x+3 <8 ist eine
kurze Schreibweise fir ,x+3 <8 oder
x + 3 =8 Die Menge X aller natiirlichen
Zahlen, die die Ungleichung x+3 <8 er-
fillen, ergibt sich somit als Vereinigung
der Mengen 4 = {0, 1, 2, 3, 4} (das sind die
natiirlichen Zahlen, die die Ungleichung
x + 3 < 8 erfiillen) und B = {5} (die natiirli-
che Zahl, die die Gleichung x+3 =8 er-
fiillt). Es gilt also
X=A4AuUB={0,1,2,345}.
b) Sei G die Menge aller geraden natiirli-
chen Zahlen, D die Menge aller durch 3
teilbaren natlirlichen Zahlen. Dann ist
G n D die Menge aller durch 6 teilbaren
natiirlichen Zahten - das sind nimlich
diejenigen, die gerade und durch 3 teilbar
sind.
¢) Sei R, die Menge aller Rechtecke und
R, die Menge aller Rhomben. Dann ist
RN R, gleich der Menge Q aller Qua-
drate: R; n R, = Q. )
Wer bis zum nichstenmal etwas iiben will,
kann das an Hand der vorhin betrachteten
Mengen S, E, V und Z tun. Zum Beispiel
wire noch zu untersuchen:

SUZ EUV,SnZ SnV,EnvV.

alpha, Berlin 24 (1990)1 -1
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Die Quadratur der Parabel
Zum 2 200. Jahrestag des Todes

von Archimedes
Teil 2

Den Satz iiber die Parabelquadratur, der
bis dahin noch unbekannt war, hat Archi-
medes mit Hilfe der Mechanik gefunden.
Dabei spielen der Schwerpunktbegriff und
das Hebelgesetz eine grofe Rolle.

Archimedes hat zahlreiche weitere Fla-
cheninhalte und Volumina unter Benut-
zung des Hebelgesetzes gefunden. Eine
erst im Jahre 1906 in Konstantinopel wie-
der aufgefundene Schrift ,Des Archimedes
Methodenlehre von den mechanischen
Lehrsdtzen® hat uns einen Blick in seine
, Werkstatt® tun lassen. Sie zeigt, wie sehr
Archimedes sich beim Auffinden der Sitze
des mechanischen Hilfsmittels bedient hat.

Vom Schwerpunkt

Archimedes nahm stillschweigend an, daB
jede GroBe einen wohlbestimmten Schwer-
punkt hat. Macht man den Schwerpunkt
einer GroBe zu ihrem Unterstiitzungs-
punkt, so ist sie im Gleichgewicht. Hat
man einen Hebel mit festem Drehpunkt
(Unterstiitzungspunkt) um eine horizon-
tale Achse, so konnen die Lingen des
einen und des anderen Hebelarmes (kurz
~Abstinde“ genannt) gleich oder ungleich
sein. Gleiche Gewichte in gleichen Abstin-
den sind im Gleichgewicht. Gleiche Ge-
wichte in ungleichen Abstinden sind nicht
im Gleichgewicht, sondern es tritt ein Sich-
neigen nach der Seite des Gewichts im gro-
Beren Abstand hin ein. GréBen stehen stets
im Gleichgewicht, wenn ihre Abstinde
(vom Unterstiitzungspunkt) sich umge-
kehrt proportional zu ihren Gewichten ver-
halten (Hebelgesetz).

Archimedes bestimmte auch den Schwer-
punkt ebener geometrischer Figuren. Der
Schwerpunkt einer Geraden ist ihr Mittel-
punkt. Archimedes bewies, daB in einem
Parallelogramm nur der Mittelpunkt der
Schwerpunkt sein kann. Indem er das Drei-
eck aus Parallelogrammen aufbaute, fand
er den Schwerpunkt des Dreiecks und da-
mit eines jeden Polygons. Der Schwer-
punkt des Dreiecks liegt auf jeder Seiten-
halbierenden, also auf ihrem Schnittpunkt.
Der Schwerpunkt teilt jede Seitenhalbie-
rende vom Eckpunkt aus im Verhiltnis
2:1.

Eigenschaften der Parabel

Bevor die mechanischen Uberlegungen des
Archimedes zur Parabelquadratur darge-
stellt werden konnen, sind noch einige der
dabei benutzten Eigenschaften der Parabel
zu beschreiben.

2 - alpha, Berlin 24 (1990) 1
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.Bild 1 Y 1

Die Parabel y? = 2px liegt symmetrisch zur
x-Achse (Bild 1).

Xy

Xo

Die x-Achse heiBit auch Achse der Parabel.
Jede Parallele zur Achse heiit ein Durch-
messer der Parabel. Er halbiert gewisse par-
allele Sehnen. Fiir parallele Sehnen gibt es
stets einen Durchmesser, der diese hal-
biert.

Eigenschaft E1:

Sind (xo, yo) * (0, 0) und (x, y1)

zwei Punkte auf der Parabel, so gilt

(ﬁ)’ e

Yo Xo

Beweis: Aus y2=2px,, y?=2px, folgt die
Behauptung.

Die y-Achse ist Tangente im Scheitel-
punkt O der Parabel. Uber die Tangenten
an von O verschiedenen Punkten gelten die
folgenden zwei Aussagen:

Eigenschaft E2: T sei ein Punkt der verldn-
gerten Achse auBerhalb der Parabel so, da
TO = OP ist. P sei der FuBpunkt der Ordi-
nate Y,P (Bild 2). Dann beriihrt Y,T die
Parabel in Y,; Y,T ist die Tangente an die
Parabel in Y.

[/
Bild 2 =

t

Beweis als Aufgabe P2: Man zeige, daB die
Gerade TY, keinen Innenpunkt der Parabel
enthilt; die Annahme #; <y; (fur y; * y,,

siehe Bild 2) fihrt zu einem Widerspruch.
Eigenschaft E3: Ist umgekehrt die Tan-
gente an die Parabel im Punkt Y, gegeben,

_so sei T ihr Schnittpunkt mit der Verlinge-

rung der Parabelachse. Dann gilt 70 = OP
(P sei der FuBpunkt der Ordinate von Y,
auf der Achse).

Aufgabe P3: Dies ist analytisch-geome-
trisch zu beweisen.

Eigenschaft E4: YY’ sei senkrecht zur
Achse. YY’ sei die Grundlinie eines Para-
belsegments und O der Scheitelpunkt des
Segments. Trifft der Durchmesser durch
irgendeinen anderen Parabelpunkt U die
Gerade YY' in P’ (Bild 3) und YO (wenn
ndtig, verlingert) in R, so gilt:
PR:UR=PY:PP.

Ny Pl Jr

Bild 3

Jr

AN

Aufgabe P4: Beweis!

Unter Benutzung von E3, E4 folgt (Auf-
gabe P5: Wie?) die Eigenschaft E5: Die
Tangente in Y schneide die Verldngerung
der Parabelachse OP in T. Man ziehe eine
beliebige Parallele P'R zu PT, die die Pa-
rabel in U schneidet. Dann gilt

YP':P'Y = RU:UP' (vgl Bild 4).

\Y p P/

=

Bild 4

Hieraus folgt

(YP'+ P'Y): P’Y =(RU+ UP): UP,
d.h.

YY:P'Y =RP:UP.



Mechanische Uberlegungen
zur Parabelquadratur

Es sei Y'OY das Parabelsegment, das vom
Parabelbogen Y’'OY und der Sehne Y'Y be-
grenzt wird. Man zeichne die Tangente im
Punkt Y, verbinde die Punkte O und Y’ so-
wie O und Y und zeichne durch Y’ die Par-
allele zu OP (Bild 5). Diese Parallele
schneide die verlingerte Gerade OY in K,
die Tangente schneide die verlingerte Ge-
rade OP in T und die Parallele in S. Der
Punkt H werde auf der verlingerten Gera-
den YK so gewdhlt, daB

(¢9] HK =KY

ist. Archimedes: ,Man denke sich YH als
ein Waagebalken (Hebel) mit dem Mittel-
punkt K.“

4

5
H
w R
-

K

Ly
Bild § L

Yy p P Y

Es sei nun P'U eine beliebige Parallele zur
Achse PO der Parabel. (P’ zwischen Y und
Y’ einschlieBlich gelegen.) Sie schneide
die Gerade YH in L und die Tangente in
R. Dann gilt wegen 70 = OP (Parabel-
eigenschaft E 3) auch

) RL=LP

und auch

3 SK=KY'.

Da YY:YP =RP:PU (Parabeleigen-

schaft E5) und offenbar auch
YY:YP=YK:KL=HK:KL

(letzteres wegen (1)), so folgt

“) HK:KL=RP:PU.

Nun ,hinge“ man am Ende H des Hebels
die Strecke VW von gleicher Linge wie
P'U und parallel.zu P’'U in ihrem Schwer-
punkt auf (so daB VH = HW). Die Gerade
P’'R ,hingt“ ebenfalls in ihrem Schwer-
punkt L (wegen (2)) am Hebel. Wegen
VW= P'Uund (4) gilt

(5) HK:KL=RP:VW.

Diese Proportion besagt, daB die ,Ge-
wichte“ der beiden Strecken VW und RP’
umgekehrt proportional sind zu ihren Ab-
stinden HK und KL vom Unterstiitzungs-
punkt K. Die Gerade VW mit H als
Schwerpunkt ist somit (nach dem Hebelge-
setz) im Gleichgewicht mit der Geraden
RP’, wenn man diese an der Stelle 1a8t, wo
sie ist. (K ist der Schwerpunkt des aus bei-
den zusammengesetzten Gewichts und
gleichzeitig Unterstiitzungspunkt.)
Archimedes: ,Ebenso werden alle Gera-
den, die im Dreieck SY'Y parallel zu TP
gezogen werden, an der Stelle, wo sie sind,
im Gleichgewicht sein mit ihren durch die
Parabel abgeschnittenen Teilen, wenn
diese nach H versetzt werden, so daB K der

Schwerpunkt des aus beiden zusammenge-
setzten Gewichts ist.“

Nun denkt sich Archimedes das Dreieck
Y’'SY aus lauter (unendlich vielen) Strek-
ken, die parallel zu TP gezogen werden,
zusammengesetzt, und ebenso das Parabel-
segment aus den entsprechenden durch die
Parabel abgeschnittenen Teilstrecken.

Diese ,Indivisibelnvorstellung®, d.h. die
Vorstellung, daB ebene Figuren aus Gera-
den zusammengesetzt sind, stammt wohl
aus der altgriechischen Atomistik.
Archimedes: ,,Und weil aus den Geraden
im Dreieck Y'SY das Dreieck Y'SY besteht
und aus den im Parabelsegment der Gera-
den P'U entsprechend genommenen das
Parabelsegment Y’'QY, so wird das Dreieck
SY'Y an der Stelle, wo es ist, im Punkte K
im Gleichgewicht sein mit dem Parabelseg-
ment, wenn dies nach H als Schwerpunkt
versetzt wird, so dal K der Schwerpunkt ist
des aus beiden zusammengesetzten Ge-
wichts.“

Ist N der Schwerpunkt des Dreiecks, so gilt
somit nach dem Hebelgesetz:

(6) Das ,Gewicht“ des Dreiecks Y’'SY (an

"der Stelle, wo es ist; mit N als Schwer-

punkt) verhilt sich zum ,Gewicht“ des Pa-
rabelsegments Y'0Y, das in H als Schwer-
punkt ,aufgehidngt® ist, wie HK: KN.

Da N als Schwerpunkt des Dreiecks die
Seitenhalbierende KY von Y'S im Verhilt-
nis 2:1 teilt, ist KY=3-KN.

Da HK = KY ist, gilt somit auch
HK=3-KN,d.h. HK:KN=3. .

Nach (6) muB daher das ,Gewicht* (der
Flicheninhalt) des Dreiecks Y'SY dreimal
so groB sein wie das ,Gewicht“ (der Fli-
cheninhalt) des Parabelsegments Y'OY.
Weil nach (3) SK = KY ist, ist der Fli-
cheninhalt vom Dreieck SKY (kurz: ASKY)
gleich dem von KY'Y (Grundlinie
SK=KY, Hohe YY), also AYSY
=2-AKY'Y. Der Flicheninhalt vom Drei-
eck KY'Y ist wiederum doppelt so groB wie
der Fliacheninhalt von Y'OY (weil YP = PY
ist).

Somit AY'SY=4-AY0Y.

Da andererseits

AY'SY=3-Segm. Y OY ist, so folgt

(©) Segm. Y'0Y = % AYOY.

Archimedes: ,Dies ist zwar nicht bewiesen
durch das hier Gesagte, es deutet aber dar-
auf hin, daB das Ergebnis richtig ist. Da wir
nun sahen, daB es nicht bewiesen ist, aber
vermuteten, daB das Ergebnis richtig ist, so
haben wir selbst einen geometrischen Be-
weis ersonnen, den wir schon frither ver6f-
fentlicht haben“, nimlich vor der Publika-
tion der ,Methodenlehre“ in der Schrift
»,Die Quadratur der Parabel“.
Wer diesen Beweis kennenlernen will, lese
Archimedes’ Schrift ,Die Quadratur der
Parabel®. Sie ist in der Reihe ,Ostwalds
Klassiker der exakten Wissenschaften“ er-
schienen (Reprint: Leipzig 1987).

H. Pieper

1]

A 1 a Cubic squares
The drawings show two sets of squares,
each of which can be folded to produce a
cube.

The faces of a cube are usualiy numbered
in such a way that the numbers one oppo-
site faces add up to 7.

Mark the missing numbers on the faces of
each set of squares.

aus: Fun with mathematics, Toronto

A2aA A vol doiseau
En partant d’un point 4, vous faites:
1. 1 kilométre vers le nord
2. 2 kilométres vers 'ouest
3. 3 kilométres vers le sud
4. 6 kilométres vers I'est
Aprés ces 4 déplacements, quelle est la dis-
tance qui vous sépare, a vol d’oiseau, de 4,
votre point de départ?
a) 3,4 kilométres
b) 4,5 kilométres
c) 6,6 kilométres
aus: Logigram, Paris

Ala B rasere ,Coserckmit crmopT*
(3.5.1987) 6pu12 OMMy6IMKOBaHA IIPOMEXKY-
TOYHas Tabnuua oqHoro ¢pyT6oJILHOrO Typ-
HHpa:

. . E

- - = o

B8 E8 § E

=R XN E a O
Benrpus 2 2 0 0 4-14
Benus 2 110 1-13
Hcnanns 2 0 2 0 3-32
Hpnangnsa 301 2 3-51
Ppannus 1 0 01 0-20
Ioxaxwure, Yt0 B Tabnuue HMeeTcs

omubKa, @, 3Hasi, YTO OIIMOKa ONHA, MC-
MpaBbTE€ €€ M YKaXKUWTe PEesylbTaThl Chl-
IPaHHBIX MaT4YeH.

aus: Quant, Moskau

alpha, Berlin 24 (1990) 1 -3



Der Schulrechner SR1 -

das Allheilmittel?

Mit dem Schulrechner SR1 k&énnen wir
schneller und genauer rechnen, als das frii-
her mit dem Rechenstab moglich war.
Dennoch, so finde ich, ergeben sich auch
einige Nachteile und Gefahren im Schul-
alltag. Und genau darum soll es gehen. Ich
konnte beobachten, daB sich viele Schiiler
oft bedingungslos dem Rechner anver-
trauen. Sie vergessen hidufig sich férmlich
aufdringende Vereinfachungen (oft ist
Kiirzen zeitsparend und vermeidet Fehler
beim Eintippen), sie kontrollieren die Re-
chenresultate nicht durch eine Uber-
schlagsrechnung und glauben manchmal
die unsinnigsten Ergebnisse.

Der Schulrechner ist uns ein willkomme-
nes und niitzliches Hilfsmittel, um die Re-
chenarbeit zu vereinfachen. Er kann uns
aber das Denken nicht abnehmen, denn er
fiihrt nur die Rechenschritte aus, die wir
ihm vorschreiben. Da heiBt es dann also
trotzdem kontrollieren, da der Rechner
keine Tippfehler erkennt. Auch sonst hat
er seine Grenzen und rechnet nicht immer
ganz genau.

Dazu einige Beispicle:

1. Was ergibt %+%? Der SR1 =zeigt
3,6666667 an, aber ihr erkennt auch sofort,

daB die Summe % bzw. 3% betrigt!

2. Wir geben die Tastenfolge |z| [zl

in den SR1 ein und erhalten
8,9999998 angezeigt, was aber genauge-

nommen falsch ist, demm es ist
—\2\2

() =s.

3. Fir welche reelle Zahi x gilt

w=0,5? Durch Umformen erhidit

man cosx =0 bzw. x =arccos(0. Mit der

Tastenfolge [0] liefert der SR 1

den Wert 1,5707963. Wer kann erkennen,

.
daB dies ein Niherungswert fir x = — ist?

2
Der Verlauf der cos-Funktion hitte uns
sofort simtliche Losungen, ndmlich

x= —725 + k7, k€ N, geliefert.

4. (—1)° kdnnte formal iiber
IEI El mit dem SR 1 berechnet wer-

den? Nein, er liefert die Fehlermeldung E
(ERROR). Im SR 1 wird vermutlich e?'"(-V
gebildet, und das fithrt zur Fehlermeldung,
weil die Logarithmusfunktion y =In x nur
fir x = 0 definiert ist.
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5. Mit dem Schulrechner erhalten wir fir

2% den Wert 4.
Hitten wir diese Aufgabe nicht auch

schnelier im Kopf 16sen kénnen?

Ich glaube, diese wenigen Beispiele zeigen
bereits, daB man seinen Kopf 6fter bemii-
hen sollte, manche scheinbar schwere Auf-
gabe wird dann auf einfache Weise 10sbar.
Hinzu kommt, daB jeder Taschenrechner
nur endlich viele Dezimalzahlen (inter:
Dualzahlen) verarbeiten kann. So entste-
hen Rundungsfehler. Es kann z. B. vorkom-
men, daB x + y = x gilt, obwohl y + 0 war.

Das koénnt ihr etwa mit @
E bestitigen! Man-

che Schiiler erwarten vom SR 1 mehr, als er
zu leisten vermag.

Eine weitere Fehlerquelle bildet die Ver-
wendung der Funktionstasten (,

, , usw.). Die Funktions-
werte werden hierbei iiber Ndherungsfor-
meln bzw. Niherungsverfahren berechnet,
sie sind meist fiir Anwendungszwecke ge-
nau genug, aber eben nicht immer ganz ex-
akt. Aufpassen mufl man insbesondere

beim Aufruf von . Wenn wir beispiels-
weise 251 mit Hilfe der |y*|-Taste be-

rechnen, also [__5_—]
eingeben, so licfert der SR1 15,843.

Mit der m-l‘aste erhialt man 15,84298
oder eigentlich 15,8429795 (dies ,entlok-

ken“ wir dem SR1, indem wir von
15,842 98 die Zahl 15 subtrahieren).

Wihrend unserer Lehrausbildung waren
oft Logarithmen zu berechnen.

Zur Erinnerung: Wir nennen z den Logarith-
mus einer Zahl a zur Basis b, falls b*= a ist,
und wir schreiben z= log,a.

Eine besondere Rolle spielen die dekadi-
schen Logarithmen (Basis b = 10), die natiir-
lichen Logarithmen (Basis b=e, e ist die
Eulersche Zahl e = 2,718...) und die bindren
Logarithmen (Basis b= 2). Noch vor weni-
gen Jahren muBten die Schiiler Logarith-
men aus Zahlentafeln entnehmen. Heute
besitzen wir unseren Schulrechner, der uns
die Arbeit erleichtert. Der SR 1 kann natiir-
liche Logarithmen (y =Inx) und dekadi-
sche Logarithmen (y=Igx) sowie die
Werte der Umkehrfunktionen (y = e* bzw.
y = 10*) niherungsweise berechnen. Binire
Logarithmen lassen sich direkt nicht be-
stimmen. Fiir Logarithmen sind folgende
Gesetze bekannt:

i) bloew =g
ii) log,a"=rlog,a

iii) -log,a =Fg—b
lo
iv) logya = loi“;

wobei a, b, ¢, r positive reelle Zahlen sind.
Einen Niherungswert fiir die irrationale

Zahl e kénnt ihr mit als e! be-
rechnen: e~2,7182818. Weil die Expo-
nentialfunktionen nur positive Funktions-
werte besitzen, sind deren Umkehrfunktio-
nen, also die Logarithmenfunktionen, nur
fiir positive Argumente definijert!
Wir wollen nun Logarithmen zu Basen be-
rechnen, die von e und 10 verschieden
sind. Dazu nutzen wir das Gesetz iv) aus.
Fiir welche Zahlen x und z gilt 2*=8 und
2 =97 Offenbar ist

_ _ _ g8 _1g9
x=1b8 —log28—1g—2und Z—E.
Das berechnen wir mit dem SR 1:

(] [=] und

(o] Le] [=] [=]

Es ergibt sich x=3 und z=3,1699249.
Eine Probe bestitigt unsere Ergebnisse:
2*=8 und 2?=9. Gesetz iv) gibt an, daB

auch die Taste verwendet werden darf:

(8] [ta] [] [2] [in] [=] una
[9] [m] (] [2] [in] [=].

Nun liefert der SR1 die Werte
x=2,99999994 (mit Subtraktionstrick fir
die Anzeige der letzten Stelle) bzw.
z=13,16992504. Meine Erfahrungen besa-
gen, daB die @-Funktionstaste meistens
etwas ungenauere Werte liefert.

Wie groB3 ist y=In2 +In0,5?

Exakt ist es

y=ln2+ln%=ln2+ln1—ln2
=1n1=0. Der Schulrechner

bestimmt gemil @
E den Wert —1-107%, der zwar nihe-
rungsweise mit O {ibereinstimmt, aber eben
nicht genau ist. Uberpriift auch, ob
Ine=1gl0=1 ist! (Der SR1 zeigt
Ine=99999-10"! an!) VerlaBt euch also
nicht blindlings auf den ,,Gehilfen“ SR 1!

Jetzt sollen n-te Wurzeln mit n = 2 berech-
net werden. y= 7\/698 1aBt sich wegen

»=6987 mit dem Schulrechner so bestim-
men:

[6] [5] [=]-
Der SR 1 zeigt y =2,54839 an.
Eine andere Moglichkeit bietet die Darstel-

lung y = e/"1n6% mit dem SR 1-Ablaufplan

%@E

und der Anzeige 2,5483851. Es werden
mehr Stellen angezeigt, dieser zweite Weg
muB aber nicht genauer sein, wie die Be-
rechnung von W (mit dem exakten Re-

m
sultat 3) zeigt. Allgemein kann Va—’" alsa”
bzw. e™7ne geschrieben und dann direkt
mit dem SR 1 oder einem Computer ausge-



wertet werden. Fiir BASIC-Experten habe
ich diese beiden Moglichkeiten program-
miert:

16 REM WURZELN UEBER EXPONEN-
TEN

CLS: INPUT“RADIKAND”; RA
INPUT“EXPONENT™;E .
7SPC(80):REM 2LEERZEILEN

IF E=2 THEN R=SQR(RA):ELSE
R=RAA(1/E)

60 7R:?

70 END

16 REM WURZELN MIT LOGARITH-
MEN

CLS:INPUT“RADIKAND”;RA
INPUT“EXPONENT”;E

?SPC(88)

IF E=2 THEN R=SQR(RA):ELSE
R=EXP(1/E%¥LN(RA))

60 ?7R:? -

760 END

Sollen mit einem Computer Wurzeln und
Logarithmen berechnet werden, so muB
man sich zuerst informieren, welche Funk-
tionen als Standardfunktionen fest pro-
grammiert vorhanden sind. Das sind mei-
stens die Funktionen Quadratwurzel
SQR(X), die Exponentialfunktion EXP(X)
und der natiirliche Logarithmus LN(X).
Andere Funktionen und speziell Logarith-
men zu anderen Basen lassen sich in der
oben beschriebenen Art mit diesen Stan-
dardfunktionen ausdriicken. Hier ist ein
Programm zur Berechnung von Logarith-
men mit der Basis B:

10 REM LOG MIT BELIEBIGER BASIS
>0 UND <>1
CLS:INPUT“ARGUMENT”;A
INPUT“BASIS”;B

R=LN(A)/LN(B)

?7SPC(80):7R?

END

20
30
49
50

Nun mochte ich euch noch vier Probleme
stellen:

6. Zu berechnen sind die Nullstellen von
f(x)=1+sinx — cos2x im Bereich

0°=< x <360°. Wegen cos2x=1—2sin’>x
ist f(x)=sinx-(1 + 2sin x). Folglich gilt
f(x)=0 genau dann, wenn sin x = 0 oder

sinx = —% ist. Auch ohne Schulrechner

erhdlt man die vier Nullstellen 0°, 180°
210° und 330°. Natiirlich kénnt ihr

sinx=0 bzw. sinx= —% auch mit dem
SR1 als x=arcsin0 bzw. arcsin(—%)

bei Schalterstellung DEG l6sen, es werden
dann aber nur die Nullstellen 0° und —30°
angezeigt! '

i To.T .
7. Beweist, daB 4 cosF smT =3 ist!
Thr konnt drauflostippen und die linke
Seite der Gleichung mit dem SR 1 auswer-

ten und auf das Resultat 3 kommen. Ein
exakter Beweis ist das aber nicht! Wenn ihr
euch aber daran erinnert, daB
T PN < i :

cos? =sin 35 ist, so wird die Iden-
titdt ganz selbstverstindlich!

.2 .
8. Man berechne sm?x fir x = 270°.
Das geht auch ohne SR 1, denn es ist

sin%270° =sin180°=0, das weiB doch

hoffentlich jeder!

Sicher habt ihr den Speicher des Schul-
rechners zu schitzen gelernt. Oft geht es
aber auch ohne ihn. Das ist auch wichtig,
falls zwei Zahlen gespeichert werden miiB-
ten, aber eben nur ein Speicher vorhanden
ist. Wir versuchen als Beispiel

e3

Fid
(Inlg 5)?

ohne Benutzung des Speichers zu berech-
nen. Das geht folgendermalien:

= 06N EE
E 3 E W E] Gl

wobei wir als Ergebnis —48,525 erhalten.

Ihr werdet mir jetzt sicher zustimmen: , Der
Mensch ist nicht der Sklave der Technik. Auch
wenn sie versagt, bleibt ihm immer noch das

Wertvollste, sein  Einfallsreichtum, seine
Schopferkraft...“
(technikus, Qerlin) Th. Bahls

Gerhard Herma

Runden von Exponenten

Schiiler (und Erwachsene ...) mdgen gele-
gentlich meinen, die Zahlen 10% und 10283
seien zwar furchtbar groB, aber der. kleine
Unterschied in den Exponenten spiele
keine nennenswerte Rolle, es mache das
Abrunden auf 28 nicht allzuviel aus. Irr-
tum! Jeder materielle Korper ist aus Nu-
kleonen (ndmlich Protonen und Neutro-
nen, ihre Massen stimmen fast iiberein, sie
betragen 1,6 - 10~%" kg) aufgebaut. Ein Kof-
fer von 16 kg Masse enthilt somit rund 1028
Kernbausteine. Enthielte er 102-* Nukleo-
nen, d.s. 2-10%® dieser Partikel, wire er
doppelt so schwer. Ob man 16 kg oder
32 kg in den S. Stock {iber Stiegen zu tra-
gen hat, ist kein ,kleiner“ Unterschied! Da-
her: Vorsicht beim Runden von Exponen-
ten!

- gehorige

Eine Aufgabe von
Prof. Dr.

H. Heckendorf

Direktor der Sektion Mathematik
der TU Karl-Marx-Stadt

Kurzbiographie

Jahrgang 1937 — Abitur 1955 — Von 1955
bis 1959 Mathematikstudium an der Mar-
tin-Luther-Universitdt Halle - Einjihrige
Titigkeit als Oberstufenlehrer fiir Mathe-
matik an der Oberschule Thale/Harz und
am Piddagogischen Institut Karl-Marx-
Stadt — Von 1961 bis 1964 Aspirantur an
der Schewtschenko-Universitit Kiew -
Promotion zum Dr. rer. nat. mit einer Ar-
beit zur Anwendung von Methoden der
Wahrscheinlichkeitsrechnung in der Stati-
stischen Physik — Seit 1965 an der Sektion
Mathematik der TU Karl-Marx-Stadt -
1981 Promotion B — Seit 1. 9. 1984 ordent-
licher Professor fiir das Fachgebiet Stocha-
stik, ab 1. 5. 1989 Direktor der Sektion Ma-
thematik der TU Karl-Marx-Stadt.

Eine Aufgabe
aus der Versuchsplanung

In nahezu allen angewandten Wissenschaf-
ten ist es eine wichtige Aufgabe, mit Hilfe
von Experimenten Zusammenhinge zwi-
schen GroBen aufzukliren. Angenommen,
in einem Experiment soll der EinfluB von
m GroBen x,, x,, ..., x, (auch Faktoren
genannt) auf eine GroBe Y (ZielgroBe) un-
tersucht werden. So kénnen die m Fakto-
ren gewisse Druck-, Temperatur- und an-:
dere EinstellgréBen an einer Maschine
(z. B. einer SpritzgieBmaschine fiir Plaste-
teile) und entsprechende Materialkennzif-
fern sein, wihrend die ZielgréBe ein Quali-
tdtsparameter des-erzeugten Produktes ist,
z.B. die Bruchfestigkeit des hergestellten

. Plasteteils.

Das Experiment besteht darin, daB zur
i-ten Einstellung der Faktoren x,, x,, ...,
xn auf feste Werte x,;, Xy;, ..., Xp; der zu-
Wert Y, gemessen wird,
i=1,2, ..., n. Im Falle m =1 haben wir es
nur mit einem Faktor x; zu tun, das Expe-
riment liefert dann n Wertepaare (x;;, Y)),
also n Punkte in der Ebene. Die Auswer-
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tung des Experiments besteht in. der Er-
mittlung der Gleichung Y=f(x,) der
Kurve, die durch die gemessenen Punkte
geht, bei m Faktoren in der Form
Y=f(xy,...,%n). Als Wertebereich jedes
Faktors soll das Intervall [—1, +1] ange-
nommen werden (andernfalls 148t sich dies
durch eine Transformation erreichen). Die
Punkte, in denen gemessen wird, werden
als Versuchsplan bezeichnet.

Ist bereits vorher bekannt, daB der Zusam-
menhang zwischen x,, X5, ..., X, und Y li-
near in der Form

Y=gyt ax;tayx;+ ...+ anxny

ist, so geniigt es, im Falle m=1 nur in
zwei Punkten zu messen, denn durch zwei
Punkte ist eine Gerade bereits bestimmt.
Als Versuchsplan werden dann die Punkte
x;;=—1 und x, = +1 gewdhlt. Im Falle
m =2 sind mindestens n =3 Messungen
erforderlich, um die Koeffizienten der
Gleichung Y=gy + a,x; + @, x, zu bestim-
men. Werdeu fiir die Faktoren x; und x; je-
weils nur Werte —1 und +1 genommen, so
ergiben alle Kombinationen dieser Werte
den sogenannten vollstindigen zweistufi-
gen Faktorplan in der folgenden Form:

Nummer des Faktor x; Faktor x,
Versuchs

1 -1 -1

2 -1 +1

3 +1 -1

4 +1 +1

Der vollstindige Faktorplan enthdlt also
n =4 Versuchspunkte, wobei zu bemerken
ist, daB die Summe der Faktorwerte jeweils
Null ergibt (langs der Spaiten summiert),
obendrein ist das Skalarprodukt der Spal-
ten gleich Null
(DEH+HEHEFD+H DD
+(+1)(+1)=0).

(Diese Eigenschaften sind fiir die Ver-
suchsauswertung von Vorteil.)

Allgemein wiirden bei m Faktoren
n=m+1 Messungen al¢ minimal erfor-
derliche Anzahl ausreichen, um eine li-
neare Gleichung zwischen x,, x;, ..., X,
und Y aufzustellen.

Frage 1: Aus wie vielen Punkten besteht
ein vollstandiger zweistufiger Faktorplan
fiir m Faktoren? Stellen Sie diesen Plan fiir
m =3 auf.

Frage 2: Da der vollstindige Faktorplan (1t.
Antwort auf Frage 1) schon bei m = 3, aber
besonders bei groBeren Werten von m, we-
sentlich mehr Punkte enthélt als z. B. zur
.Bestimmung einer linearen Gleichung er-
forderlich sind, ist man bestrebt, Versuchs-
pliane aufzustellen, die nur einen Teil des
vollstindigen Plans verwenden, mindestens
m + 1 Punkte enthalten, aber die Nebenbe-
dingungen Spaltensumme gleich Null und
alle Skalarprodukte von je zwei Spalten
gleich Null weiterhin erfiillen. Ist dies fur
beliebiges n moglich? Stellen Sie fiir m =3
wenigstens zwei solche unvollstindigen
Faktorplidne auf.
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Schach als Stimulator
geistiger Entwicklung

Im Ergebnis moderner psychologischer Un-
tersuchungen konnte nachgewiesen wer-
den, daB schachspielende Schiiler durch
ihre Aufmerksamkeit im Unterricht, durch
vorbildliche Disziplin und besonnene
Lernhaltung beeindrucken. Sie erkennen
Probleme gewdhnlich schneller als ihre Al-
tersgefahrten und suchen gezielt nach ef-
fektiven Losungsvarianten. Im Gegensatz
zu ihren nichtschachspielenden Mitschii-
lern handeln sie seltener spontan und un-
bedacht aufs Geratewohl. Mit zunehmen-
der Spielstirke beweisen schachspielende
Schiiler tiberwiegend Umsicht, Riicksicht,
Verantwortungsfreude und Beharrlichkeit
in der konsequenten Erfullung einmal
itbernommener Pflichten.

Auch leistungsschwicheren, unruhigen
Kindern hilft das methodisch durchge-
fihrte Schachspielen, sich besser auf den
Unterricht zu konzentrieren. In nachweis-
baren Einzelfall-Langzeitstudien konnten
schachspielende Schiiler ihren Zensuren-
durchschnitt im Laufe von ein bis zwei
Jahren bis zu 1,5 Noten verbessern. Fir
versetzungsgefdhrdete Schiiler ist dieser
Leistungszuwachs entscheidend, damit sie
das Klassenziel doch noch erreichen.
Spielerisch  gestellte  Aufgaben (z.B.
Schachaufgaben) fordern das sachliche
freiwillige emotionale Engagement und die
individuellen Denkpotenzen bei Schiilern
rationeller als manche zur Pflicht aufer-
legte Problemstellung (z. B. Textaufgaben).
In Form spielerischer Problemstellungen
kann das Schach in elementaren didakti-
schen Stufungen bereits in der Vorschuler-
ziehung eingesetzt werden. Berichte aus je-
nen Kindergirten, in denen Schach bisher
ins Erziehungsprogramm aufgenommen
wurde, lassen hoffen, daB Vorschulkinder
auf diese Weise von Anfang an auf effekti-
verem Niveau zu lernen beginnen und als
Schulanfianger weniger Schwierigkeiten als
ihre Altersgefdhrten — z. B. beim relativ ab-
strakten Operieren mit Mengenbegriffen —
haben werden.

Dr. sc. Marion Kauke konnte durch die
Anwendung psychologischer Testverfahren
bei Jungen im Alter von 13 bis 14 Jahren,
die seit mehr als fiinf Jahren eine Schach-
Arbeitsgemeinschaft besucht hatten, be-
deutsame Leistungsvorteile im ,sprach-
und zahlengebundenen Denken“, in der
rdumlichen Vorstellungsfahigkeit und im

Konzentrationvermogen gegeniiber nichi-

.schachspielende Altersgefihrten nachwei-

sen. Beispielsweise in der psychologisch
gut untersuchten Problemldsungsanforde-
rung ,Turm von Hanoi“ setzten die
schachspielenden Kinder effektivere Stra-
tegien ein.
Freilich hinterlassen solche Untersuchun-
gen iiber dem positiven EinfluB des
Schachs auf die geistige Leistungsféahigkeit
zwangsldufig offene Fragen. Unklar bleibt
vorerst noch die Stabilitit der gemessenen
Leistungssteigerungen und deren Abhin-
gigkeit von der Art, Intensitit und Dauer
schachlicher Ausbildung.
Auch die Frage, inwiefern das Schach zur
Stabilisierung und Beibehaltung der intel-
lektuellen Leistungsfahigkeit auf lange
Dauer bis ins hohe Lebensalter und zur
Verzogerung von Abbauprozessen beitra-
gen kann, ist natiirlich von groBem Inter-
esse.
In unserer Zeit, in der die Dynamik moder-
ner Produktivkraftentwicklung die Verfiig-
barkeit qualifizierten Arbeitsvermégens
herausfordert, sind Umstellungsfihigkeit,
lebenslanges Lernen und hohe eigene An-
spriiche an geistige Arbeit schlieBlich zu
gesellschaftlichen Bediirfnissen geworden.
In dieser Hinsicht reift auch im Rahmen
hoherer Anstrengungen zur ErschlieBung
und Nutzung geistiger Ressourcen eine
neue gesellschaftliche Bedeutung des
Schachs heran.
(Diesem Artikel lagen Beitrdge von Dr. sc.
Marion Kauke und Dr. Roderich Strobel in
der Zeitschrift ,Schach® zugrunde.)

H. Riidiger

Nun noch eine kleine Aufgabe aus dem
reichhaltigen KnobelnachlaB von Sam
Loyd. Wie kann WeiBl aus der Partiean-
fangsstellung Schwarz im 4. Zug matt set-
zen, wenn Schwarz gezwungen ist, analoge
Gegenziige zu den weilen Ziigen auszu-
fihren?
SCHWARZ

WEISS

Es gibt zwei Losungsmoglichkeiten!
Beispicle fiir analoge Zugfolgen:

1. Sf3 Sf6 2. Sg5 Sg4 3. d4 d5 oder
1. e4 e5 2. Dh5 Dh4 3. Lc4 LcS.



Neue Studienrichtung:

Diplomlehrer
fir Mathematik/
Informatik

Seit dem 1. 9. 1989 werden an der Techni-
schen Universitit Karl-Marx-Stadt und an
der Pidagogischen Hochschule Giistrow
Diplomlehrer in der Fachkombination Ma-
thematik /Informatik ausgebildet.

Warum eine solche neue Fach-
kombinaﬁon in der Lehrerausbildung?

In den letzten Jahren hat die Bedeutung
der Informatik stindig zugenommen. Com-

puter und damit die Informatik dringen in-

alle Bereiche des Lebens ein. In der Wis-
senschaft, in der Industrie, in der Planung
und Leitung sind heute Computer unent-
behrliche Hilfsmittel. Jeder sieht das tag-
tdglich selbst.

Das alles hat natiirlich Auswirkungen auf
das gesamte Bildungssystem, insbesondere
auch auf die Arbeit in den Schulen.
Aspekte der Informatik haben Einzug ge-
halten in den obligatorischen und wahlob-
ligatorischen Unterricht. Im fakultativen
Unterricht und in der auBerunterrichtli-
clen Arbeit spielt die Informatik eine zu-
nehmend grofBere Rolle. Viele Schiiler kon-
nen mit Computern umgehen; demnichst
werden an den Schulen Bildungscomputer
vorhanden sein.

Fiir die Volksbildung werden deshalb Leh-
rer benotigt, die den wachsenden Anforde-
rungen gerecht werden konnen, die in der
Lage sind, Unterricht im Fach Informatik
zu gestalten, auBerunterrichtliche Arbeit
auf diesem Gebiet durchzufiihren und den
anderen Lehrern bei der Nutzung von
Computern in ihren Féchern zu helfen.
Schon jetzt werden den Mathematik- und
Polytechniklehrern Grundkenntnisse in In-
formatik vermittelt. Aber entsprechend der
zukiinftigen Bedeutung der Informatik er-
weist es sich als unbedingt notwendig,
auch Lehrer speziell fiir dieses Fachgebiet
auszubilden.

Eine Kombination der Ficher Mathematik
und Informatik in der neuen Ausbildungs-
richtung der Lehrer ist besonders sinnvoll,
weil diese Fiacher enge Beziehungen zuein-
ander haben und weil das tiefere Verstind-
nis der Informatik solide mathematische
Kenntnisse erfordert.

Wer kann sich in dieser Fach-
richtung zum Studium bewerben?

Abiturienten, die sich fiir Mathematik und
Informatik interessieren und die gerne
Lehrer werden wollen. Vorteilhaft ist, wenn
sich die Bewerber auch aufBlerhalb des Un-
terrichts mit mathematischen Problen:len

beschiftigt haben (die Schiilerzeitschrift
»alpha“ lesen, am Aufgabenwettbewerb, an
Mathematikolympiaden, an mathemati-
schen Schiilerzirkeln teilnehmen), wenn
sie sich fiir Computer interessieren und
mit diesen umgehen kénnen (an entspre-
chenden Arbeitsgemeinschaften und am
fakultativen Unterricht teilnehmen) und
wenn sie mit Kindern gerne arbeiten wol-
len.

Womit beschiiftigt sich
der Lehrerstudent
in der Ausbildung?

In den ersten beiden Studienjahren erhilt
der Student eine solide fachliche Grund-
ausbildung in Mathematik und Informatik.
Die Studenten werden mit typischen
Denk- und Arbeitsweisen sowie Aufgaben-
stellungen der Wissenschaften Mathematik
und Informatik vertraut gemacht.

Die Fachausbildung wird in den hOheren
Studienjahren fortgesetzt. In der Mathema-
tik und im Fach Informatik erhalten die
Studenten die Voraussetzungen fiir die Er-
teilung eines wissenschaftlich fundierten
obligatorischen und fakultativen Unter-
richts sowie fur die Gestaltung fachspezifi-
scher auBerunterrichtlicher Titigkeit. Die
Bedeutung der beiden Wissenschaften fiir
die Praxis, insbesondere die Rolle fiir den
wissenschaftlich-technischen  Fortschritt,
werden in der Ausbildung bewuBt gemacht.
Die enge Verbindung zwischen Mathema-
tik und Informatik, die Wechselbeziehun-
gen zwischen beiden Wissenschaften und
deren Bedeutung fiir andere Unierrichtsfd-
cher werden besonders beachtet.

Die Mathematikausbildung umfaBt die Ge-
biete Grundlagen der Mathematik, Dis-
krete Mathematik, Analysis, Algebra und
Geometrie, Numerische Mathematik,
Wahrscheinlichkeitsrechnung und Mathe-
matische Statistik, sowie Geschichte der
Mathematik.

Die Informatikausbildung besteht aus
einem Grundkurs, der sich mit Program-
mierungstechnik und' Softwaretechnologie,
mit Rechner- und Betriebssystemen, mit
theoretischen Problemen und Computer-
geometrie (hier werden u. 2. auch die Be-
ziehungen zur Geometrieausbildung und
zur Darstellenden Geometrie hergestellt)
befaBt, der Angewandten Informatik mit
dem Inhalt Informationssysteme, Model-
lierung und Simulation, Datenbanken,
Software-Werkzeuge, Datenschutz und Da-
tensicherheit sowie dem Lehrgebiet Physi-
kalische Grundlagen der Informatik.

Die fachliche Ausbildung wird vervoll-
kommnet durch entsprechende Praktika, so
u. a. durch ein Praktikum zur Numerischen
Mathematik, durch Arbeit der Studenten
mit Computern und durch ein Praktikum
zu den Physikalischen Grundlagen der In-
formatik. Die Studenten erwerben auch
Fertigkeiten im Umgang mit Software und
werden befihigt zur Wartung und Pflege
der Schul- und Unterrichts-Software.

Die pidagogisch-psychologische Ausbil-
dung erstreckt sich wie in anderen Lehrer-
fachrichtungen iiber die ersten drei Stu-
dienjahre und erfolgt in den Gebieten

Erziehungstheorie, Didaktik, Pidagogik

und Psychologie. Im dritten und vierten

Studienjahr werden in den Disziplinen Me-

thodik des Mathematik- und Informatikun-

terrichts Aufgaben, Methoden und Organi-

sationsformen des Fachunterrichts behan-

delt. Weiterhin erwerben ‘die Studenten

entsprechend ihren wissenschaftlichen In-

teressen vertiefte Kenntnisse auf einem

speziellen Wissensgebiet der Mathematik,

Informatik, Piddagogik, Psychologie oder

Methodik, auf dem sie dann ihre Diplom-

arbeiten schreiben.

Den besonderen Anforderungen des Leh-

rerberufes dienen mehrere Praktika (Fe-

rienlagerpraktikum, schulpraktische Ubun-

gen in Pddagogik, Psychologie und in den

Methodiken des Mathematik- und Infor-

matikunterrichts sowie im fiinften Studien-

jahr ein mehrmonatiges Praktikum an

einer polytechnischen Oberschule). AuBer-

dem konnen Studenten als Leiter von Ar- -
beitsgemeinschaften titig sein.

Die Studenten haben wihrend ihrer Aus-
bildung viele Moglichkeiten fiir selbstdn-
dige wissenschaftliche Arbeit; so kénnen
sie im Rahmen von Jugendobjekten an
Forschungsaufgaben mitarbeiten bzw. lei-
ten Arbeitsgemeinschaften Mathematik
und Informatik fiir Schiiler.

Wo erfolgt der Einsatz der Lehrer?

Der Einsatz erfolgt als Fachlehrer Mathe-
matik/Informatik in den Klassen 5 bis 10
im obligatorischen, wahlobligatorischen
und fakultativen Unterricht der POS sowie
an erweiterten Oberschulen. Es wird davon
ausgegangen, daB der Informatiklehrer
auch anderen Lehrern Unterstiitzung bei
Einsatz der Computertechnik gibt, in der
Lage ist, Computerkabinette und Software-
bibliotheken zu betreuen sowie bei der
Einfiilhrung, Pflege und Wartung schulor-
ganisatorischer Software helfen kann.

Wohin kann man sich wenden,
wenn man Anfragen hat?

Wer Anfragen zu dieser neuen Fachkombi-
nation des Lehrerstudiums hat, sollte sich
an die Sektion Mathematik der
Technischen Universitit Karl-Marx-Stadt
PSF 964, Reichenhainer StraBe 39/42
Karl-Marx-Stadt, 9010

oder an die

Piddagogische Hochschule

,Liselotte Herrmann“ Giistrow

Goldberger StraBe 12, Giistrow, 2600
wenden. J. Gronitz

Ubrigens - auch die zukiinftigen Lehrer
fiir Mathematik und Physik konnen sich
im Kurs ,Numerische Mathematik“ mit
Kleinrechnern und zukiinftig dem Bil-
dungscomputer bekannt machen. In wel-
chem Umfang, ist natiirlich vom Interesse
abhingig. So erhalten leistungsfihige Stu-
denten an der Karl-Marx-Universitdt Leip-
zig auBerdem die Moglichkeit, Teile des
Postgradualstudiums fiir ausgebildete Ma-
thematiklehrer zur Qualifizierung auf dem
Gebiet der Informatik zu absolvieren und
damit die Bestitigung, das Fach Informa-
tik lehren zu kénnen. Alphons
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In freien Stunden - alpha-heiter

Legespiel mit Dominosteinen

Der abgebildete Streifen ist in 15 Rechtecke zerlegt,
deren jedes die GroBe eines Dominosteines hat.
Aus einem Dominospiel mit 28 Steinen ist auf je-
des dieser Rechtecke so ein Dominostein zu legen,
daB gilt: Zwei zu verschiedenen Steinen gehorende
Hilften, die lings einer Kante aneinanderstoBen,
haben zusammen stets 8 Punkte.

W. Trdger, Dobeln

Eisiges
Die Schatten sind vertauscht. Ordne sie zu!

Mathematischer Rosselsprung

In die Figuren wurden ein mathematischer Begriff
(linke Figur) sowie der Name eines mathemati-
schen Schiiler-Wettbewerbs (rechte Figur) eingetra-

gen. Wie lauten diese Begriffe? :
Schiiler Jens Mildner, Leipzig

Tls[a I | EM
q E _YHA
UIR[T DIP|L
E A
[W[e]r[s[v] [rM]e]T]M]
M I | E
clzlo H{AlK
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5 Zeichen - 5 Buc.hstaben

Fur die fiinf verschiedenen Zeichen sind funf ver-
schiedene Buchstaben so zu setzen, da8 sich in den
sechs Zeilen sechs verschiedene Worte ergeben. In
der ersten Spalte ergibt sich dann ein weiteres Wort.
Zur Erleichterung sind bereits die Buchstaben W

und S eingetragen.
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

OO VIAID &
OINO|O|IN|O
>1vio|0|«» O
AOI> V0O
O1gAN OO0

Mitternachtsknobeleien

Herr Lehmann hat seinem Tdchterchen zum Ge-
burtstag ein nettes Spiel gekauft. Sein Freund Her-
bert fragt neugierig, was er dafiir bezahlt hat und er-
hilt zur Antwort:
,Nimm die Zahl der Stunden, die seit Mitternacht
verflossen sind, doppelt. Was herauskommt, verviel-
fache mit 2, und das Ergebnis teile durch die Zahl
der verflossenen Stunden. Dann erhiltst du die
Zahl, die im Augenblick die Uhr dort als Stunde
anzeigt. Flige 1,65M hinzu, und du weiBt den
Preis.
Gib Preis und Uhrzeit an!

. H.-J. Bohland, Waliroda

Raten und Rechnen

Jeder Buchstabe bedeutet eine Ziffer, gleiche Buch-
staben also immer gleiche Ziffern. Diesen Angaben
entsprechend sind die Ziffern zu finden, die fur die
Buchstaben eingesetzt, die waagerechten und senk-
rechten Rechenaufgaben richtig 16sen.

CCB - GFB = ICF
: + —
BE - GG = HAE
GJ + GGH = GBG
© H. Raduschewski, Berlin



Wer findet die kiirzeste Zugfolge?

Das Spielfeld besteht aus 6 quadratischen Feldern,
deren jedes so groB ist wie die Seitenfliche eines
Spielwiirfels. Der Wiirfel wird so auf das Feld 1 ge-
setzt, daB seine Deckfliche einen Punkt und seine
Vorderfliche 2 Punkte trigt (sieche Bild). Bei einem
Zug wird dieser Wiirfel um eine seiner jeweiligen
Grundkanten um 90° auf ein anderes Feld gekippt.
Mit moglichst wenig Ziigen ist zu erreichen, daf3
der Wiirfel

a) auf Feld 2 liegt, seine Deckfliche 4 und seine
Vorderfliche 5 Punkte zeigt und

b) auf Feld 3 liegt, seine Deckfliche einen Punkt

und seine Vorderfliche 2 Punkte zeigt.
W. Trdger, Débeln

=757
«/5,/6/

Mathe-ABC

|ABCDC C = CDCBA |

Man ersetze die Buchstaben so durch dezimale
Grundziffern, daB eine wahre Gleichung entsteht!
Gleiche Buchstaben stehen fiir die gleiche Ziffer,
und unterschiedliche Buchstaben fiir verschiedene
Ziffern.

stud. phys. Toralf Mildner, Leipzig

Geschickt geteilt

Zerlege die Figur A so mit 3 Schnitten, daB aus den
entstehenden Teilen die Figur B zusammengesetzt

werden kann.
W. Gérgens, Schinebeck
H. Engelhaupt, Gundelsheim (BRD)

James Franck, Nobelpreistriger fiir Physik, war
trotz seiner herausragenden wissenschaftlichen Fi-
higkeiten bei seinen Mitarbeitern als schlechter
Rechner bekannt. Bei mathematischen Problemen,
aber auch bei einfacheren Aufgaben stellte er sich
so ungeschickt an, daB eines Tages Kollegen seinen
Rechenstab mit dem Stempelaufdruck aus der

Buchhaltung versahen: ,Nur zur Verrechnung®.
aus: Lingmann/Schmiedel: Anekdoten,
Episoden, Lebensweisheiten, VEB Fachbuchverlag Leipzig

Kombinieren gefragt

Die gecmetrische Figur aus sieben gleichen Wiir-
feln ist so aufgebaut, daB man maximal immer nur

die Abhédngigkeit von jeweils drei Seiten erkennt.
Wie sehen die Unterseiten der oberen und unteren

3 Wiirfel aus?
W. Neugebauer, Berlin

Zum Jahreswechsel

1+ 9+ 8+9
1+ 9+ 8+9
1+ 9+ 8+9
1+ 9+ 8+9

=19+89=98+9+1
1+9- 9+0
+ 1-9+ 9+0
= 1+9+90=1+99+0
- StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Denkt nach — schlagt nach —
fragt nach!

Kulle, Kalle und Kelle waren in den groBen Ferien
auf dem Dorf bei Opa Helle. Dieser erzdhlte aus
seiner Téatigkeit vor 40 Jahren:

»,lch hatte eine Siedlung und bewirtschaftete
12 Morgen mit Getreide. Die Getreideernte war flir
heutige Verhiltnisse besonders umstdndlich und
miihevoll (Mdhen — Binden in Garben/zum Teil
mit der Hand — Aufstellen der Garben zum Trock-
nen in Stiegen (Hocken oder Mandeln) — Einfahren
und in Mieten lagern und spiter Dreschen).

Nach dem Dreschen wurde die Masse der Korner in
Doppelzentner angegeben.

Fiir ein 3-Pfund-Roggenbrot bezahlte ich vor
40 Jahren — genau wie heute — etwa 5 Groschen.
Tdglich holte ich aus dem Hiihnerstall etwa
1 Schock Eier.“

Nun wollen Kulle, Kalle und Kelle die heute nicht
mehr gebriauchlichen Begriffe in genormte Einhei-
ten libertragen.

Helft den Dreien!
StR Hans Morke, Neubrandenburg

alpha, Berlin 24 (1990) 1 -9



XXX. Internationale
Mathematik-Olympiade

in Braunschweig

Vom 13. bis zum 24.Juli 1989 fand in
Braunschweig (BRD) die XXX. Internatio-
nale Mathematik-Olympiade statt. Unter
den 50 Teilnehmermannschaften war auch
eine 6-Schiiler-Mannschaft aus der DDR.
Fiir diese Mannschaft hatten sich Riidiger
Belch, Andreas Siebert, Gérard Zerker,
André Pénitz. Jan Fricke und Frank Go6-
ring qualifiziert. Prof. Burosch (W.-Pieck-
Universitit Rostock) war Delegationsleiter,
Prof. Gronau (E.-M.-Arndt-Universitat
Greifswald) war sein Stellvertreter.

Wir trafen uns am Freitag, dem 14. Juli im
Pionierpalast in Berlin (Wuhlheide), denn
das Programm fiir die Mannschafien be-
gann erst am 16.Juli. Nur Prof. Burosch
steckte schon voll im StreB, denn am
14. Juli begann die Jury mit der Auswahl
der Klausuraufgaben, wiahrend wir noch
vom Ministerium verabschiedet wurden.
Dies geschah gemeinsam mit der DDR-
IPhO-Mannschaft; die IPhO fand etwa zur
gleichen Zeit in Polen statt. Eine kleine
Dampferfahrt rundete die Verabschie-
dungszeremonie am Sonnabend ab. Wih-
rend wir uns also im Forsthaus auf die Ab-
reise zur IMO bzw. IPhO vorbereiteten,
waren die letzten IChO-Teilnehmer, die
kuweitische Mannschaft, noch nicht abge-
reist (die IChO fand in der DDR statt). So
konnten wir gleich noch unsere Fremdspra-
chenkenntnisse testen, wir verstindiglen
uns auf Englisch.

Am Sonntag fuhren wir dann (endlich) ab.
Wir passierten die Grenze in Berlin Fried-
richstraBe und fuhren von dort aus mit
dem Zug nach Braunschweig.

Als nichstes wurden wir per Kleinbus in
unsere Unterkunft — das Jugendgistehaus
in Braunschweig — gefahren. Prof. Gronau
und Prof. Burosch waren von uns getrennt
im Hotel Mercure Atrium untergebracht.
Wir schauten uns mit unserer Betreuerin
noch ein biBchen in Braunschweig um,
nachdem wir uns in unserem Quartier ein-
gerichtet hatten. Wir waren dort mit der so-
wjetischen und der chinesischen Mann-
schaft auf einem Gang. Auf dem Gebiet
des Jugendgiistehauses waren unter ande-
rem noch die Australier, die Mannschaft
der USA, die der BRD, die 6sterreichische
Mannschaft und die Mannschaft-aus Neu-
seeland untergebracht. Gleich am ersten
Tage gab es dann auch ein fiir die IMO ty-
pisches babylonisches Sprachgewirr, als wir
gemeinsam mit den Mannschaften aus Au-
stralien und aus der SU versuchten, uns
von den Chinesen ein Kartenspiel erkldren
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zu lassen. Am Ende meinte wenigstens der
Geérard, die Spielregeln einigermaBen ver-
standen zu haben.

Am Montag war dann die Er6ffnungsveran-
staltung. Da dies eine der wenigen Gele-
genheiten vor dem Feststehen der Ergeb-
nisse ist, wo die Mannschaften ihre
Mannschaftsleitung zu Gesicht bekom-
men, wurden hier lange Hilse gemacht,
und jede Mannschaft versuchte, die eigene
Delegationsleitung auf sich aufmerksam zu
machen, noch einen letzten Blick zu erha-
schen, aus dem man vielleicht entnehmen
kénnte, ob denn die bevorstehenden
6 Klausuraufgaben leicht sein wiirden oder
schwer. Auf jeden Fall lichelten Prof. Bu-
rosch und Prof. Gronau. Ob das nun war,
weil die Aufgaben relativ leicht, und von
uns zu bewiltigen sein wiirden, oder weil
die Aufgaben schwer sein wiirden, dadurch
das Spitzenfeld etwas weiter auseinander-
gezogen und wir als gut vorbereitete Mann-
schaft so bessere Chancen haben wiirden,
war daraus jedoch absolut nicht zu erken-
nen.

Beeindruckend war aber an der Eroff-
nungsveranstaltung im Audimax der TU
Braunschweig schon allein die Vielzahl der
Fahnen von Teilnehmerldndern, die Zeit-
dauer, bis alle Schilder hereingetragen wa-
ren, die die Namen der Teilnehmerlinder
als Aufschrift trugen. Diese XXX. IMO war
immerhin die IMO mit der bisher héchsten
Teilnehmerzahl.

Nachdem nun die Er6ffnungsreden vorbei
und die kulturelle Umrahmung verklungen
waren, sollte es eigentlich Mittag geben.
Das Mittagessen sollte in der Mensa der
TU stattfinden. Wir hatten uns mit unserer
Betreuerin dann so abgesprochen, daB wir
versuchen wiirden, moglichst schnell den
Saal zu verlassen, um dort nicht lange an-
stehen zu miissen. Doch Saal verlassen war
nicht. Es ging nicht vorwirts. Der Grund:
Die Jury kannte ja nun die Aufgaben. So-
mit muBte sie erst per Bus vom Vorplatz
abgeholt werden, bevor die Teilnehmer das
Audimax verlassen konnten. Und ebendie-
ser Bus kam nicht. Also hieB es erst mal
warten. Als der Bus dann endlich da war,
hatten wit noch einen Fototermin. Doch
dann ging unsere Rechnung auf. Wihrend
die anderen Mannschafien noch unschliis-
sig rumstanden, setzten wir uns schon
Richtung Mensa in Bewegung. So kamen
wir ohne liangeres Anstellen zu unserem
Mittag. Die letzten Mannschaften standen
wohl 2 Stunden.

Langsam merkte man, daB es auf den Ernst
des Lebens, oder besser der IMO, zuging,
auf die Klausuren. Schon nach dem Mit-
tagessen war erstes Probesitzen angesagt.
Jeder aus unserer Mannschaft hatte ja sei-
nen eigenen Klausurraum. Unglinstig er-
wischte es Jan, er muBte in der Turnhalle
schreiben.

Nachdem sich also jeder so auf die folgen-
den Klausuren eingestellt hatte, war eine
Stadtrundfahrt vorgesehen. Allerdings
kam, was kommen muBte — das Interesse
an restaurierten Fachwerkhidusern er-
schopfte sich schnell, zumal wir ja schon
mit unserer Betreuerin ein biBchen von
Braunschweig gesehen hatten. Viel interes-
santer waren da schon die Unterhaltungen
mit den Australiern. Besonders einer in de-
ren Mannschaft konnte Geschichten erzdh-
len, daB sich die Balken bogen.

Nach einem bombastischen Biiffet am
Abend machten wir dann mit unserer Be-
treuerin und ein paar anderen Mannschaf-
ten noch einen kleinen Ausflug in die In-
nenstadt von Braunschweig, wonach wir
dann miide zuriickkehrten, um im Jugend-
gistehaus die letzte Nacht vor der ersten
Klausur mit Schlafen zu verbringen.

Am nichsten Morgen war es dann soweit.
Die Aufregung trat erst unbewuBt, dann
immer deutlicher zutage. Was wiirde dran-
kommen? Zahlentheorie, Geometrie, Kom-
binatorik, vielleicht was mit 1989? Jeder
stellte da so seine eigenen Vermutungen
an. Nach Friihstiick und Busfahrt zu den
Klausurraumen nahmen dann alle ihre
Plétze ein. Auf dem Tisch lagen schon die
Mappen, die die Aufgaben enthalten muB-
ten.

Die Spannung nidherte sich ihrem Hohe-
punkt, die Uhr ging aufl neun zu, endlich
der Startmoment, die Mappe aufgeklappt,
da lag schon das Blatt mit den 3 Aufgaben,
erstes Durchlesen, die Spannung war da-
hin, Arbeitsatmosphire kam auf. In der er-
sten halben Stunde hat man ja noch Zeit,
Anfragen zu stellen, da heilt es, erst ein-
mal an jeder Aufgabe basteln, um sie zu
verstehen, um Unklarheiten auszuschlie-
Ben. Spiter dann geht es darum, Ldsungs-
gedanken zu finden, sich durchzubeifen,
wenn alles nichts nutzt, heiBt es in den
letzten zehn bis zwanzig Minuten noch al-
les hinschreiben, was man trotzdem raus-
gekriegt hat. Im Letztgenannten mufBten
sich aber erfreulicherweise nur drei von
uns lben; Gérard, Andreas und Frank hat-
ten an beiden Tagen die richtigen Ansatze
parat. ’
Nach der Klausur dann wieder das IMO-ty-
pische babylonische Sprachgewirr. SchlieB3-
lich wollte jeder wissen, wie so die anderen
Mannschaften abgeschnitten haben. Erste
Hochrechnungen wurden angestellt, wie
die eigene Mannschaft so liegen kénnte.
Und schnell verbreitete sich auch das Ge-
richt, daB der stellvertretende Delegations-
leiter der USA seiner Mannschaft untersagt
hatte, zu verraten, welche Aufgaben wer
wie herausgekriegt hatte. Die Mitglieder
der USA-Mannschaft sahen dariiber jeden-
falls nicht sehr gliicklich aus, erfuhren sie
doch so auch weniger von uns anderen



Mannschaften. Auf jeden Fall war dadurch
die Geriichtekiiche nur noch mehr ange-
heizt worden. Und keiner wuBlte genau, wo
die USA sich einordnen wiirde.

Nach der ersten Klausur machten wir nun
einen Stadtrundgang in Wolfenbiittel,
doch das Interesse an restaurierten Fach-
werkhiusern und geschlossenen Standes-
dmtern war geringer denn je; zu sehr
steckte die letzte Klausur noch in den Kno-
chen, zu groB war die Aufregung vor der
nichsten. Und die néchste Klausur kam.
Und irgendwie erschien sie uns diesmal et-
was leichter als die vorige. Wihrend Gé-
rard mittels autogenem Training den néti-
gen Abstand gewann, um seine Ldsungen
unvoreingenommen nochmals durchzuse-
hen, nahm sich Frank die Zeit, seine Lo-
sungen ein Stiindchen zu tiberschlafen. Bei
der Diskussion hinterher vor den Klausur-
rdumen stellte sich dann heraus, das auch
in anderen Mannschaften der zweite Tag
etwas besser ausgefallen war als der erste.
Das Geriicht von ,kubanischen Verhéltnis-
sen“ machte die Runde. Damals vor zwei
Jahren bei der IMO in Kuba waren die
Aufgaben so ,leicht“, daB etwa ein Zw6lf-
tel der Teilnehmer volle Punktzahl erhielt,
es also nur bei voller Punktzahl einen er-
sten Preis gab. Diese Einschdtzung besti-
tigte sich jedoch nicht; die Aufgaben waren
wohl besonders am ersten Tag um einiges
schwerer als damals.

Im Gegensatz zum Vortage war allerdings
am zweiten Klausurtag das Nachmittags-
programm wirklich auf Entspannung aus-
gelegt und fand entsprechend regen Zu-
spruch. Wir wurden nach dem Mittagessen
per Bus zum Biirgerpark gefahren. Dort
konnte man je nach Belieben Fufiball spie-
len, die verschiedensten Geschicklichkeits-
tests ausprobieren, einer Trampolinvorfiih-
rung zuschauen oder sich selbst am
Trampolin betitigen, konnte sich im Bo-
genschieBen testen, einer Laientanzgruppe
zuschauen und vieles andere mehr. Man
kam zwanglos ins Gesprich mit Teilneh-
mern anderer Mannschaften, es wurde iiber
Hobby geredet und auch iiber Politik und
natiirlich wurden Hochrechnungen oder
besser ,Hochschitzungen“ iber die Lin-
derwertung ausgetauscht, die zwar eigent-
lich inoffiziell ist, aber dafiir von allen als
besonders von Interesse erachtet wird. Hier
zeichnete sich schon ab, daB die DDR
recht gut abschneiden wiirde.

Am nichsten Tag, Donnerstag, war ein
Ganztagesausflug nach Clausthal-Zeller-
feld angesagt. Hier erfuhren wir einiges
iiber den Kupferbergbau im Oberharz. Be-
sonders eindrucksvoll war die Besichtigung
eines Schaubergwerkes. Nachmittags gin-
gen wir in einem Wellenbad schwimmen,
was die notige Abkiihlung fir die klausur-
erhitzten Kopfe brachte. Am Abend solite
dann ein Volleyballturnier stattfinden, an
dem sich unsere Mannschaft auch betei-
ligte, obwohl kaum einer von uns Ahnung
von Volleyball hatte. Zum Spiel kamen wir
gerade noch rechtzeitig, unser Bus hatte
sich verfahren und brauchte daher fiir den
Riickweg aus dem Harz mehr Zeit als ein-
geplant.

Wir gewannen dann auch nur das allererste
Spiel gegen Irland und landeten auf
Platz 18 von 24 teilnehmenden Mann-
schaften. An diesem Abend wurden die
Geriichte immer lauter, daB die Losungen
im Prinzip vollstindig korrigiert seien. Und
die Mannschaft der USA lieB versehentlich
den streng geheimen Zettel mit ihren
Punkteinschitzungen rumliegen, wodurch
sie sich nun doch zu einer berechenbaren
Grofle entwickelten. In der Nacht stieg
dann bei der Riickfahrt Andreas am Mer-
cure Atrium aus, wo die bisher durchkoor-
dinierten Punktelisten aushdngen sollten.
Wir anderen fuhren zum Jugendgistehaus,
um zu sehen, ob dort schon etwas aushinge
oder iiber Bildschirmtext etwas in Erfah-
rung zu bringen sei. Und spit in der Nacht
klirte sich dann das Bild bis auf wenige
Aufgaben. Unsere Mannschaft lag ziemlich
sicher auf Platz vier, konnte hdchstens
noch die SU-Mannschaft einholen. Ein
Spitzenergebnis zeichnete sich also ab.
Und insbesondere lagen wir klar vor der
BRD-Mannschaft, ein Ziel, was wir uns
insgeheim vorgenommen hatten.

Am Freitag dann war der Flughafen Han-
nover unser Ausflugsziel fir den Vormit-
tag, nachmittags machten wir eine Stadtbe-
sichtigung in Celle. Und am Abend stand
dann alles fest. Beim Grillabend im Inter-
nationalen Windmiihlenmuseum Gifhorn,
was an sich schon sehr interessant war, er-
fuhren wir von unserer Delegationsleitung
unsere Ergebnisse. Welche Freude, als end-
lich klar war, wie wir abgeschnitten hatten.
Als einzige Mannschaft dreimal volle
Punktzahl, nur einen Punkt hinter der SU-
Mannschaft, USA und BRD klar hinter
uns! Was noch unklar war, war die Preis-
verteilung. Die Jury-Sitzung dazu sollte
erst noch stattfinden.

Drei erste Preise, das war klar, aber wiirde
fiir André noch eine Silbermedaille heraus-
springen? Da stand’s auf der Kippe. Also
noch eine Zitterpartie fiir André.
Sonnabend war dann nochmals Hannover
geplant. Diesmal Stadtbesichtigung. Wir
waren uns alle einig: Stadtbesichtigungen
hatten wir mehr als genug gemacht. Zum
Gliick war dies die letzte.

Am Abend fand ein Empfang bei der Nie-
dersidchsischen Landesregierung im SchloB
Herrenhausen statt. Mit Stehbankett. Und
mit allen, die an der IMO mitgewirkt hat-
ten. Und was besonders André interes-
sierte — mit den offiziellen Punktgrenzen
fiir die Medaillen. Jetzt war alles klar. Un-
sere Mannschaft wiirde mit dreimal Gold,
zweimal Silber und einmal Bronze heim-
kehren. Ein Bombenergebnis! Es durfte ge-
feiert werden. Und es wurde gefeiert. Als
AbschluBl nahmen wir am Kleinen Fest im
GroBen Garten teil, welches eine Festver-
anstaltung mit viel Kultur und einem ab-
schlieBenden Feuerwerk war. Uber die Kul-
tur will ich mich hier nicht weiter uBern,
da gab es Gutes und nicht ganz so Gutes;
das Feuerwerk dagegen war top-spitzenma-
Big.

Der nidchste Tag war ja nun schon der
letzte, denn am Montag dann war ja schon
wieder die Abreise heimwirts. Wie das nun

mal an solchen letzten Tagen ist, gab es
auch eine Abschlufifeier mit Siegerehrung
und haufenweise Presseleuten. Da wurden
die Medaillen verteilt und da wurden Re-
den gehalten.
Nachdem die Auszeichnungsfeier mit
einem Stehempfang mit klginem ImbiB
einen wiirdigen Ausklang genommen
hatte, machten wir schnell noch ein paar
Marnschaftsfotos am  Braunschweiger
GauBdenkmal und wollten dann eins der
Schwimmbider in Braunschweig aufsu-
chen, um uns dort noch ein wenig zu ent-
spannen. Doch aufgrund der auBerordentli-
chen Seltenheit, mit der am Sonntag die
offentlichen Verkehrsmittel verkehrten,
entspannten wir uns dann doch lieber im
eigenen Bett im Jugendgistehaus. Abends
war schlieBlich noch ein gemeinsames Es-
sen aller IMO-Teilnehmer in der Stadt-
halle angesagt. Unsere Delegationsleitung
reservierte uns in weiser Voraussicht einen
vorziiglichen Startplatz fur die Essens-
schlacht am Biiffett. So konnten wir nun
wohlversorgt unseren Erfolg nochmals ge-
nieBen. Als dieses gemeinsame Essen be-
endet war, war der Abend noch lang und
wir noch munter, zumal wir ja schon am
Nachmittag ausgiebig geschlafen hatten.
Also beschlossen wir gemeinsam mit eini-
gen anderen Mannschaften noch einen
kleinen Besuch in einer der Braunschwei-
ger Discos zu unternehmen. Auf Vorschlag
unserer Betreuerin, die ja wohnhaft in
Braunschweig war, sich also als Studentin
auch ein biBchen auskennen muBte, wihl-
ten wir das Jolly aus. Dies war ein topaus-
gebauter Disco-Schuppen (mit mehreren
Ebenen), der eben nicht nur Raum fiir's
Tanzen lieB, sondern auch viele abgelege-
nen Ecken aufwies, kleinere Bars und Sitz-
gelegenheiten, wo man sich auch prima un-
terhalten konnte. Leider hatten wir dort
nicht allzuviel Zeit, denn der letzte Bus
fuhr schon um 0.20 Uhr.
Aber letztlich hatte das auch sein Gutes,
denn am nichsten Tag muBten wir friith
raus, Betten abziehen, saubermachen, ... —
wir wollten ja unseren Zug noch schaffen.
Wir schafften ihn auch, am Bahnsteig noch
eine kleine Verabschiedung, dann rein in
den Zug und weg waren wir. Am frithen
Mittag kamen wir in Berlin FriedrichstraBe
an, wurden, nachdem wir die BegriiBungs-
gesellschaft gefunden hatten, auch herzlich
begriiBt, dann von der Presse in die Mangel
genommen, mit einem recht guten Mittag-
essen versorgt, und nachdem wir simtliche
BegriiBungs-, Dankes- und Lobesworte ent-
gegengenommen hatten, nach Hause ver-
abschiedet. Als unsere BegriiBungszeremo-
nie beendet war, kam gerade die DDR-
IPhO-Mannschaft an, mit der zusammen
wir verabschiedet wurden, und die ja auch
nicht ganz erfolglos war. Diese IMO war
ein interessanter und erfolgreicher Ab-
schluB meiner Olympiadelaufbahn.

Frank Goring
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ALPHA
unmoglich

Es ist bekannt, daB Oscar Reutersvird 1934
als erster das Dreieck mit 3 rechten Win-
keln konstruierte (s. alpha Heft 4/82), und
daB3 zwei Engliander, die Briider P.S. und
R. Penrose 24 Jahre spiter, also 1958 diese
Figur wiederentdeckten und verdffentlich-
ten. Bemerkenswert wire dabei, dafl der
eine wohl ein Mathematiker, und der an-
dere ein Psychologe war, speziell der Psy-
chologie des Sehens zugetan.

Es ist nicht schlechthin die Tatsache inter-
essant, daB es ein Dreieck mit 3 rechten
Winkeln gibt, sondern die sich daraus erge-
benden Aspekte in bezug auf die Erfor-
schung des menschlichen Auges, also des
Sehens und in diesem Zusammenhang die
Erforschung der Vorginge des Ubertra-
gungsmechanismus Auge (ebene Netzhaut-
abbildung) und rdumliches Vorstellungs-
vermogen unseres Gehirns. Auf diesem
Gebiet wird gerade jetzt mit der Weiterent-
wicklung der Computertechnik intensiv ge-
forscht. Durch optische Sensoren z. B. wer-
den Computer zur Steuerung mechanisch-
technischer Abldufe an Maschinen pro-
grammiert (Robotervision).

Zu unmoglichen Figuren wurde bereits in
den Heften 1/85 (Grundproblem) bzw.
2/88 (Konstruktionsprinzipien) berichtet.
Einen Teil der Konstruktionsprinzipien
stellen die sogenannten Ein- und Mehrbal-
ken-Konstruktionen dar. Die bekannteste

Bild 1

X
&
oy
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3-Balkenkonstruktion ist das Dreieck mit 3
rechten Winkeln (Heft 2/88). Eine 4-Bal-
kenkonstruktion von mir wurde bereits im
Heft 1/85 abgebildet, wobei die ,Balken®
sich aus einzelnen ,Quadern“ zusammen-
setzten. Hier in diesem Beitrag als unmég-
liches Fenster dargestellt in Bild 1. Setzt
man die ,Balken“ aus ,Wiirfeln“ zusam-
men, so erhdlt man einen zusitzlichen
Vorstellungsaspekt der Rdumlichkeit. Dies
zeigte Oscar Reutersvird bei der Konstruk-
tion seines Dreiecks mit 3 rechten Winkeln
(s. Heft 4/82).

Man kann auch Buchstaben als Balkenkon-
struktion ausfiihren.

i

Z

Bl

Wenn man hierbei dauu noch die eben ge-
nannten Wiirfel verwendet, so erhidlt man
ALPHA unmoglich (Bilder 4 und 3).

Bild 2

Bild 3

N/

==

Bild 4

Weitere Motive ergeben sich durch die
Verwendung von Rundungen. Ist ein einfa-
cher Bogen nach Bild 6 unmdéglich herstell-
bar, so erkennt man die Unméglichkeit bei
zwei BOgen, die versetzt auf einer Kreuz-
platte stehen (Bild 7 und 8).

Bild 6

=

Bild 7

Bild 8

Bei Bild 9 kommt der verdrehte Bogen
rechts im Bild in der gleichen ,Ebene“ an
und verlduft dann nach ,hinten“. Ein Bol-
zen verbindet unmoglich diese Schleife.
Wie Bild 10 zeigt, lassen sich durch Ver-
deckungen weitere Varianten dieser Form
herstellen.




Bild ¢

Bild 10

L

Im Bild 11 findet man neben dem unmog-
lichen Gewdlbe 7wei weitere Unmoglich-
keiten (betrachte den Leuchter und die
Stufe). Der Text, vor iiber 2 000 Jahren von
Plato ausgesprochen, hat auch heute noch
seine Giiltigkeit.

Bild 11

Die Bilder 12 und 13 zeigen zwei weitere
Motive aus meiner Serie mit dem ,Nichts“
(s. Heft 1/85, Abb. ,Ein Loch im Nichts“).
Zum SchluB sei auf eine Vielzahl unmégli-
cher Figuren verwiesen, die aus sog. Rah-
menkuboiden, Treppen usw. entstehen. Als
Beispiel fiir die Rahmenkuboide nenne ich
hier meine im Heft 1/85 abgebildete Figur:
Unmoéglicher Korb.

T

Eine Treppendarstellung zeigt Bild 14 im
Zusammenhang mit einer unmoéglichen
Tempelruine.
Ich hoffe mit dieser Auswahl meiner un-
moglichen Figuren weitere Konstruktions-
prinzipien und Darstellungsmoglichkeiten
gezeigt zu haben. Bei Verwendung von far-
big dargestellten Flichen wirken solche Fi-
guren besonders plastisch.

R. Breitenfeld

Heike Liickert
Pferdsdorf/Rhin

N\

~

N

Rosita Ruprecht
Coswig

Bild 14
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XXVIII. Olympiade
Junger Mathematiker

der DDR

Losungen der DDR-Olympiade

Die Aufgaben wurden in Heft 5/89 veriffent-
licht.

Olympiadeklasse 10

281041 1. Wenn fiir eine natiirliche Zahl
n die genannte Zahl das Quadrat einer na-
tiirlichen Zahl & ist, so folgt
28+2ll+2n= kl’
21=k2—(1+8)-28=k2-(3-2%? >
=(k—48)(k+48). (@)
Wegen der Eindeutigkeit der Primfakto-
renzerlegung muf3
k—48=21, k+48=2/
mit natiirlichen Zahlen i, j sein.
Daraus folgt i < j sowie
2/-2i=9¢, 21-(2/7i-1)=25-3,
Nochmals wegen der Eindeutigkeit der
Primfaktorenzerlegung und da 2777~ 1 we-
gen i < j ungerade ist, folgt i = 5, nach (2)
also k = 80. Hieraus und aus (2) ergibt sich
Jj =17, woraus nach (1),
27=12%-27, n=12 folgt.
II. In der Tat ist
2842114212 =(1+8+16)-28
= (5-2%? eine Quadratzahl.
Mit 1. und II. ist gezeigt, daB die genannte
Zahl fir genau eine natiirliche Zahl n,
nimlich genau fir » = 12 eine Quadratzahl
ist.
Bemerkungen: Der Aufgabentyp ist recht
bekannt und bereitete den Teilnehmern
kaum Schwierigkeiten. Wenn es iiberhaupt
eine Schwierigkeit gab, so war es der des
Nachweises von n=12 als einziger Lo-
sung, denn aus der binomischen Formel
(29 +2-24-264+2n= k2ist
n=2-6=12 als Losung sofort abzulesen.
Punkte 01 2 345 6 7
Anzahl 1 3 20 9 4 9 17 28

Dr. W. Harnau, Sektion Mathematik
der PH K. F. W. Wander“ Dresden

281042 Fiir den geforderten Nachweis ge-

niigt es, ein Beispiel eines Paares von

Funktionen f, g anzugeben und (1), (2), (3)

fur dieses Beispiel als erfiillt nachzuweisen.

Ein solches Beispiel ist etwa:

Fiir alle reellen x sei f(x)=7-2%,

g(x) =1.In der Tat erfiillen diese Funktio-

nen (1) und (2) sowie wegen f(x) * 0 fur

alle x und

gx)-f(x+1) 1-7-2%*1
f(x) 7-2%

=g(2x) +1 auch (3).

Heuristisches Hilfsmittel zum Auffinden

derartiger Beispiele kann es sein, einen An-

saiz g(x) =const, z.B. g(x)=1, zur Ver-

)
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einfachung von (3) zu wihlen und so zur
Forderung f(x +1)=2-f(x) zu gelangen
(oder auch umgekehrt mit diesem Ansatz
zur Forderung 2-g(x)=g@x)+1). So
kann man eine Vielzahl weiterer Funktio-
nenpaare f, g erhalten, z. B. flr alle reellen
x sei

f(x)=7-8% g(x)=x3 +% oder mit

unstetigem f: f(x) = 7-2¥in jedem
Intervall k = x < k+ 1 (k ganzzahlig),
g(x)=x+1 fur alle reellen x.
Bemerkungen: Zwei Drittel der Schiiler
konnten diese Aufgabe im wesentlichen 16-
sen. Ein Drittel fand kein geeignetes Bei-
spiel. 33 Teilnehmern muBte ein Punkt ab-
gezogen werden, da sie fiir ihr Beispiel
nicht vermerkten: f(x) + 0 fiir alle reellen
x, so daB in (3) die Existenz des Ausdruk-
gx) f(x+1)
kes 7
Weitere Ungenauigkeiten waren die An-
gabe von Funktionen ohne explizites Nen-
nen des Definitionsbereiches und das Fiih-
ren der Probe fiir (3) von der Behauptung
zur wahren Aussage. Das ausfiihrliche

nicht gesichert war.

‘Schildern des Auffindens der Funktionen-

paare fiihrte bei einigen Schiilern zu lan-
gen und uniibersichtlichen Losungsvor-
schlidgen.
Punkte
Anzahl

012 3 4 5 6
25 1 0 4 4 33 25
Dr. J. Prestin, Sektion Mathematik
der W.-Pieck-Universitdt Rostock
281043A Um die Zahlen in der genann-
ten Diagonale zu erreichen, hat man von
der Zahl 41 aus, immer abwechselnd nach
rechts oben und links unten Wege der
Schrittldngen 1, 2, 3, 4, ... zu gehen. Mit
der Formel 1
1+2+3+...+n=—2—n(n+1) folgt da-

mit, daB jede in der Diagonale stehende
Zahl z ausgedriickt werden kann durch
z=x2-x+41 (x=1,2,3,..).

Nun konnte man sich auf die Aufgabe
281011 berufen, in der das Ergebnis von
Euler zu iiberpriifen war, daB z fir alle
Zahlen x=1,2, 3, ..., 40 prim ist!
Bemerkungen: Das allerdings machte nicht
ein Schiiler der 36, die diese Aufgabe ge-
wihlt hatten. Unterschédtzen unsere Schii-
ler die Bedeutung der 1. Stufe der OJM ?
Punkte 01 2 3 456 7
Anzahl 1 0 45 5 9 8 4

Dr. H.-J. Sprengel, Sektion Mathematik/
Physik der PH ,K. Liebknecht“ Potsdam

281043B Wir l6sen folgende Verallgemei-
nerung der Aufgabenstellung: Es sei n,
n 21, eine gegebene natiirliche Zahl.
Uber 2n + 1 sonst beliebige Punkte in der
Ebene werde vorausgesetzt, daB sich unter
je drei dieser 2n + 1 Punkte stets zwei be-
finden, deren Abstand voneinander kleiner
als 1 cm ist.

a) Man beweise, daB aus dieser Vorausset-
zung stets folgt: Es gibt einen Kreis von
Radius 1cm, dessen Inneres n+ 1 der
2n + 1 Punkte enthilt.

b) Man untersuche, ob aus dieser Voraus-
setzung stets folgt: Es gibt einen Kreis vom
Radius 1cm, dessen Inneres n+2 der
2n + 1 Punkte enthilt.

Ldsung dieser Verallgemeinerung:

a) Es sei k der Kreis um einen (beliebig ge-
wihlten) der 2n + 1 Punkte mit dem Ra-
dius 1cm. Fiir die Lage der anderen 2n
Punkte gibt es nun folgende Moglichkei-
ten:

1. Fall: Der Kreis k enthilt in seinem Inne-
ren noch n weitere der 2n +1 Punkte.
Dann ist er ein Kreis der behaupteten Art.
2. Fall: Der Kreis k enthilt in seinem Inne-
ren hochstens n—1 weitere der 2n+1
Punkte. Dann gibt es auf dem Rand oder
auBerhalb von k noch n+1 der 2n+1
Punkte. Einer von ihnen sei P. Fiir P und
jeder der n anderen dieser n + 1 Punkte
gilt: Sie haben beide vom Mittelpunkt des
Kreises k Abstinde nicht kleiner als 1 cm;
nach Voraussetzung haben sie also vonein-
-ander einen Abstand kleiner als 1cm.
Folglich enthilt das Innere des Kreises ¢
um P mit dem Radius 1cm auch jeden
dieser n anderen Punkte, d.h., ¢ ist ein
Kreis der behaupteten Art.

b) Aus der Voraussetzung folgt nicht stets
die Existenz eines Kreises der in b) ge-
nannten Art. Um dies zu beweisen, geniigt
es, ein Beispiel fiir 2n + 1 Punkte in einer
Ebene so anzugeben, daB sie zwar die Vor-
aussetzungen erfiillen, daB aber kein Kreis
vom Radius 1 cm existiert, dessen Inneres
n+2 der 2n+ 1 Punkte enthilt. Ein sol-
ches Beispiel kann man folgendermaBen
bilden:

Man wihle zwei Kreise k; und k, mit dem
Radius %cm, deren Mittelpunkte M,, M,
voneinander den Abstand !, />3 cm, ha-
ben. Im Inneren von k, wihle man n+ 1
Punkte, im Inneren von k, n Punkte. Unter
je drei dieser 2n + 1 Punkte befinden sich
dann stets zwei, die im Inneren desselben
der beiden Kreise k;, k, liegen und daher
einen Abstand kleiner als 1 cm voneinan-
der haben. Jeder Kreis ¢ aber, dessen Inne-
res n+2 der 2n + 1 Punkte enthilt, muB
unter diesen n +2 Punkten sowohl einen
inneren Punkt P, von k, als auch einen in-
neren Punkt P, von k, enthalten. Nach der
Dreiecksungleichung folgt, daB

ICm=M1M2§M1P]+P1P2+P2M2<%Cm

+T}’Z+icm PP,>1—1cm

5 »
>2c¢m gelten muB und daher ¢ einen
Durchmesser groBer als 2 cm haben muB.
Somit kann es keinen Kreis mit dem Ra-
dius 1cm geben, dessen laneres n + 2 der

also



2n +1 Punkte enthdlt. Fiir n=6 erhilt
man aus dieser Verallgemeinerung die Lo-
sung der Aufgabe 281043B.

Bemerkungen: Die Aufgabe wurde als ange-
messen eingeschitzt. Keinem Schiiler ge-
lang die (naheliegende) Verallgemeine-
rung. Von einigen Schiilern wurde mit
verschwommenen Begriffen und Vorstel-
lungen vom ,Abstand von Punktmengen“
operiert. Ein Gegenbeispiel wurde teilweise
- mit recht allgemeinen Bemerkungen (auch
in Verbindung mit Teil a)) angegeben. Die
Angabe einer konkreten Punkteverteilung
fehlte dann. Rund 60 % der Schiiler wihl-
ten diese Wahlaufgabe.

Punkte 012 3 456 17
Anzahl 4 3 3 2 6 9 6 23
Dr. W. Moldenhauer, Sektion Mathematik
der PH ,Dr. Th. Neubauer
Erfurt/Miihlhausen

281044 1. Wie man durch Ausmultipli-
zieren leicht bestitigen kann, gilt

x4 — 6x% +14x2 — 24x + 40
=(x2+4)(x?—-6x+10)
=(x2+4)((x—32+1).

Fiir alle reellen x gilt

x2+4>0und (x—-3)2+1>0.

Folglich gibt es kein reelles x, fiir das das
Produkt 0 wire.

II x* —6x%+ 14x%2~24x + 40

=x2(x2—6x+9)+5<x’—2?43,c

144\ 144
' 25 >_ i +4012 2 56 _ 56
=x2(x—3)2+5(x—T) +T§—5—>0

fiir alle reellen x.

Bemerkungen: Eine fir die DDR-Olym-

piade Klasse 10 relativ leichte Aufgabe. Im

Aufgabentext (,,... fir keine reelle Zahl x

...“) ist die Zielrichtung der Losung schon

mit vorgegeben.

Punkte 01 2 3 45 6

Anzahl 7 2 4 8 8 8 55
Dr. N. Griinwald, Sektion G der IH
fiir Seefahrt Warnemiinde/Wustrow

281045 Die Problemstellung bietet

eigentlich ein bekanntes Paradebeispiel fur

den vorteilhaften Einsatz von Bewegungen.

Im Text werden klare Teilaufgaben gestelit.
h 1

>
-

«
3
n \
-

A \
Um so mehr iiberrascht, daB eine Reihe
von Schiilern recht aufwendige und hin-
sichtlich der verschiedenen Teilfragen un-
differenzierte Darlegungen vorlegte. Nur
ein geringer Teil der Schiiler setzte die
Drehung mit dem Drehwinkel von 60° um
einen auf g beliebig gewihiten Punkt A4
ein. Das Bild A" der Geraden h bei dieser
Drehung schneidet die Gerade & in einem
Punkt C. Die Punkte 4, B und das Urbild,
‘B von C auf der Geraden h bilden ein
gleichseitiges Dreieck. Damit ist konstruk-
tiv sowohl die Existenz eines geeigneten

Dreiecks als auch seine Seitenldnge ausge-
wiesen.

Nur die rechnerische Bestimmung der Sei-
tenldnge (etwa iiber geeignete rechtwink-
lige Teildreiecke) unter der Voraussetzung
eines Dreiecks bereitete den Teilnehmern
i.a. keine Schwierigkeiten; man erhilt

4
a= 5B
Mehrere Schiiler nutzten die Einsicht, daB
k die Seite AB eines derartigen Dreiecks
im Verhiltnis 3:5 teilen muB. Sie gingen

deshalb von einem beliebigen gleichseiti-
gen Dreieck A'B'C’' oder einem solchen

mit der Seitenldnge a=l34—‘/3_ aus, be-

stimmten den Punkt D', der A’B’ im Ver-
hiéltnis 3:5 teilt, zogen die Verbindungsge-
rade C'D’ und dazu die Parallelen durch 4’
und B’. Um auf die gegebenen MaBe zu
kommen, wurde erforderlichenfalls noch
eine Streckung durchgefiihrt. Einige von
ihnen iibersahen bei einer derartigen Vor-
gehensweise aber, daB die Geraden g, A
und k vorgegeben sind und nicht im nach-
hinein einem Dreieck der Seitenldnge
)

Der Punktespiegel zeigt dennoch, daB die
Aufgabe im Grunde genommen zu leicht
war. Bei der Arbeit mit Schiilern sollte
auch in der Klassenstufe 10 Wert auf
Kenntnis und Verwendung einfacher und
der Aufgabenstellung angemessener Mittel
und auf klare Darlegungen gelegt werden.

Punkte 0123 4 5 6 17
Anzahl 32 4 4 11 12 14 42

Dr. E. Quaisser, Sektion Mathematik/
Physik der PH K. Liebknecht“ Potsdam

281046 Diese Aufgabe war eindeutig die
schwierigste in der Olympiadeklasse 10.
Nur 22 Schiiler der 92 konnten sie lsen!
Die kiirzesten LoOsungen erbrachten die
9 Schiiler, die eine Losung angaben und
durch Einsetzen diese Eigenschaft, Losung
zu sein, nachwiesen.

3 angepaBt werden diirfen.

b2+ bc+ c?
Eine Losung ist x =2 (——;c—) ,
(¢?+ca+a?

3 s

[(a®+ab+ b}
z=2 — s

13 Schiiler erkannten, daB der Term 7‘11/3_

y=2

“auf die Hohe im gleichseitigen Dreieck mit

der Seitenlinge d hinwies. Nach einem be-
kannten Satz ist dann a, b als auch c als
Abstand eines Punktes P im Inneren des
Dreiecks von den Seiten zu interpretieren.
Nun muB man umgekehrt zeigen, daB zu
vorgegebenen Zahlen a, b, ¢ und 4 ein zu-
gehoriger Punkt P existiert. Aus dem Satz
des Pythagoras ergibt sich dann, daB x, y, z
existieren, nimlich als Abstinde des Punk-
tes P von den Eckpunkten des gleichseiti-
gen Dreiecks.

Punkte 0 1 2 3 4 5 6 17
Anzahl 60 10 - - 5 - 7 10

Dr. H. Sprengel, Sektion Mathematik/
Physik der PH K. Liebknecht” Potsdam

Olympiadeklasse 11/12

281241 Von den Schiilern wurden drei
recht unterschiedliche Ldsungswege be-
schritten, die hier kurz skizziert werden
sollen.

1. Lsung: Angenommen e§ existiert eine
Losung (x,y,z) des Gleichungssystems
(1,1I), dann gilt

an x=\/1_-2y—3zbzw.
Iy x=14+4y?+9z2- 4414y

- 6414z +12yz.

Einsetzen in (I) filhrt zu

1) yz—(%Jr_—%%z>y+2ﬂ
6 13
3 \/'sz + = =0.

Als quadratische Gleichung fiir y aufge-
faBt, folgt

1 1
J’1,2=?(2N/1__6Z)i?

V5624114 2+3622— 5022+ 30414 z—65 .

Der Radikant R = —(\/ﬁz - 3)2 =0; also
ergibt sich als notwendige Bedingung fiir

3
i

2 1
=—— und x = —— folgt. Davon, daf3
vy e e

die Lésung, daB z= ist, woraus

1 2 3 - .

( m, m, m) tatsachlich Losungs:
tripel ist, iiberzeugt man sich durch die
Probe.

2. Losung: Werden x, y, z als karthesische
Koordinaten im Raum aufgefaBt, so liegt
jeder Punkt P(x,y,z), der (I) geniigt, auf
der Einheitskugel mit dem Mittelpunkt im
Koordinatenursprung.

Die Transformation der Ebenengleichung
(II) in die Hessesche Normalform ergibt:
(x,y,z) ist Losung von

an  x+2y+3z=414

genau dann, wenn (x,y, z) Losung von
X 2y

(I1a +

e YI2422437 12422432

3z \/ﬁ

<+ —_—
le+2z+3z ‘/12+22+32

S SRS g
Yia T 147 14

ist. Also ist der Abstand der durch (II) be-
schriebenen Ebene vom Koordinatenur-
sprung gleich 1. Dieser Abstand wird in ge-
nau einem Punkt der Ebene angenommen,
woraus folgt, daB (I, II) genau eine Losung
besitzt. Aus der Transformation in die Hes-
sesche Normalform ist bereits bekannt, daf3
124224+ 32=14 ist.
Hieraus erkennt man sofort

1 2 3
0= (i i i)
als Losung.
3.Lésung: Nach der bekannten Unglei-
chung zwischen arithmetischem und qua-
dratischemn Mittel gilt fir beliebige reelle
Zahlen x,y,z:

1 y z
* — - —_—
() 14(x+42+93)
L a2V 4ol 2V
= 14( *“(2>+9(3>>
bzw.
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() x+2y+3z=414 (x2+y?+2?).

Angenommen (x,y,z) ist Losung von
(I,1I), dann gilt in (**) das Gleichheitszei-
chen. Dies trifft jedoch genau dann zu,
wenn alle Summanden gleich sind, d.h.

wenn x = % =§ ist, woraus unmittelbar

folgt, daB (x,y,z)

(L 2 3
(e Vi ar
Punkte c 12 3 4 5
Anzahl 6 2 9 3 3 52
Dr. M. Noack, Ministerium fiir

Hoch- und Fachschulwesen Berlin

281242 Fiir eine feste natiirliche Zahl
n =1 machen wir den Ansatz f(x)= ax
mit einer Konstanten a. Nach (3) ist dann
Si(x)=d*x fir k=1,2,...,n+1 und es
soll gelten ax + a%x + ...a"x = a"*'x.
Wegen (2) ist a # 0 und es folgt -

@ S+ i

a a a
Zum Nachweis, daB es eine Zahl a+0
gibt, die die Gleichung (4) erfiillt, betrach-
ten wir die fiir ¢ > 0 stetige Funktion

g(t)=%+ 1 +...+l.

tn—l t
Wegen limg(f) = © und
1—0

) die Losung ist.

1 .
g(l)= - folgt unter Beachtung der Stetig-

keit von g(¢) die Existenz einer Zahl a mit
0<a=1 und g(a)=1. Die Funktion
S (x) = ax mit dieser Zahl a erfullt alle drei
Bedingungen (1), (2), (3).
Punkte 0 1 2 3 4 5 6
Anzahl 13 14 3 2 3 3 37
Dr. M. Kriippel, Sektion Mathematik/
Physik der PH ,,L. Herrmann“ Giistrow
281243 X sei innerer Punkt des konvexen
n-Ecks P P,...P,. Dann gilt fir den Fli-
cheninhalt F; des Teildreiecks P,XP;,,
(i=12,..,n;, P,y ,=P)
21",-=P,-_X-P,-+1X-sin A PXP.,
sPX P X o
Fiir beliebige reelle Zahlen a, b gilt wegen
(@a-b)2=0

1
ab= 7(a2 + b?). Damit folgt aus (1)

25 PX- Pk s5 PR+ Pk, @)

Das Gleichheitszeichen in (1) gilt genau
dann, wenn sin 4 P,XP;,,=1 ist, wegen
der Lage von X also genau dann, wenn

5 P XP;,,=90° gilt. Das Gleichheitszei-
chen in (2) gilt genau dann, wenn P X
=P, X gilt. Aus (1) und (2) folgt fir den
Flicheninhalt F von P, P,...P,

2F=Y 2F =P X+ PHX2+ ...
i=1

+ P, X2 3)

Das Gleichheitszeichen in (3) gilt genau
dann, wenn fiir jedes i (i=1,2,...,n) das
Gleichheitszeichen in (1) und in (2) gilt,
d.h. genau dann, wenn jedes Teildreieck
P,XP;,, rechtwinklig und gleichschenklig
ist. Gibt es in P, P,...P, einen inneren
Punkt X, fur den in (3) das Gleichheitszei-
chen steht, so folgt wegen

n

Y. 3P XP,;=360° und %PXP,,=90°

i=1

16 - alpha, Berlin 24 (1990) 1

fiir i=1,2,...,n notwendig n=4. Es sind
alle Teildreiecke P;,XP;., kongruent (sws),
und es folgt

P, P,=P,P,=PP,=P,P; und die
Gleichheit der Innenwinkel im Viereck
P, P,P; P,. Das Viereck muf} aber ein Qua-
drat sein. Jedes Quadrat erfillt auch die
gestellten Bedingungen, denn fiir den Mii-
telpunkt X eines Quadrates mit der Kan-

a

tenlidnge a gilt P, X = 7\/2_ und folglich

2
PX+ PO+ B+ P =42

=2a?=2F.

Bemerkungen: Fast alle Schiiler fanden zu
dieser relativ leichten Aufgabe einen Zu-
gang. Auf die Abschitzung (1) wurde
durch die Aufgabenstellung orientiert. Die
Abschitzung a2+ b? = 2ab fur reelle Zah-
len a, b gehort zum Handwerkszeug fast je-
des Schiilers, der die 4. Stufe der Mathe-
matikolympiade erreicht.

Fiir die Ableitung der Ungleichung (3) gab
es verschiedene Lésungsvorschlige. Neben
individuellen, untypischen Fehlern muBte
in einigen Fillen das Fehlen des Nachwei-
ses bestraft werden, daB jedes Quadrat den
Bedingungen der Aufgabe geniigt.

Punkte 0 12 3 456 7
Anzahl 7 15 2 1 4 2 8 36

Dipl.-Math. B. Noack, Amt fiir
Erfindungen und Patentwesen Berlin

281244 Fiir eine Kombination
k = (k,, ky, k;) werde genau dann gesagt,
sie ,iiberdecke“ (a,, a;, a;), wenn sie min-
destens zwei der drei Bedingungen k; = a;
erfillt. Die acht moglichen Werte der a;
seien 0.B.d. A. die Zahlen 0, 1, ..., 7.
I. Es seien S, T, U die Mengen
§={(0,0,1), 0,1,0), (1,0,0), (1,1, 1)},
T ={(0,0,2), (0,2,0), 2,0,0), (2,2,2)},
U={(0,0,0), (4,4,4)}.
Die 32 Kombinationen k=s+t+u(se S,
te T, ue U) bilden ein Beispiel fiir Kom-
binationen, mit denen alle 8° Kombinatio-
nen (a,, a,, a,) iberdeckt werden. Um dies
Zu beweisen, sei eine beliebige dieser Kom-
binationen (a,,a,,a;) betrachtet. Man
setze zunichst
u = (uy, Uy, uy)
(0,0, 0), falls mindestens zwei

={ ay,a,=23sind (m=#*n) (1)

(4.4,4) sonst.
Hiemach gibt es stets zwei Indizes m < n
so, daB fiir i=m und fur i= n gilt: Die

Zahl b;=a;— y 2)
erfiillt 0 < b; = 3; also existieren

5;€{0;1}, ;€ {0; 2} 3)
mit  b=s+¢. C))

Fiir jede Moglichkeit des Indexpaares
(m;n)=(1;2),(1;3), (2;3) und fiir jede ge-
miB (3) bestehende Moglichkeit der s;, ¢
findet man nach Definition von § und T
ein s = (51, 55, §3) € Sund ein

t=(1,t,) €T, in denen s,, s, bzw. 1, ¢,
gerade die Zahlen aus (3) und (4) sind. Die
hiermit sowie mit u aus (1) gebildete Kom-
bination k= (k;,k;, k;) =5+ ¢+ u erfullt
nach (4) und (2) die beiden Bedingungen
ki=s;+ t;+u=>b+u=a;(i=mn),
w.z.b.ow Fortsetzung in Heft 2/90.

Ein Bericht

7. Zentrale Wissenschaftliche
Studentenkonferenz Mathematik

Die Emst-Moritz-Arndt-Universitit Greifs-
wald war am 29. und 30. September 1989
Gastgeber der vom Wissenschaftlichen Bei-
rat fiir Mathematik beim Ministerium fur
Hoch- und Fachschulwesen, der Zentralen
Fachkommission Mathematik beim Mini-
sterium fiir Volksbildung und beim Mini-
sterium fiir Hoch- und Fachschulwesen,
der Mathematischen Geselischaft der DDR.
sowie dem Zentralrat der FDJ veranstalte-
ten Konferenz. Zu diesem turmnusmiBig
alle 2 Jahre stattfindenden Treffen hatte
eine Ausschreibung die Studenten und
jungen Wissenschaftler von Mathematik-
sektionen der Universititen, Technischen
Hochschulen und Pidagogischen Hoch-
schulen aufgerufen.

Mit ihren Beitrigen sollten sie schon in
ihrem Studium bzw. Forschungsstudium
bekunden, was sie zur Losung von Aufga-
ben ihrer Wissenschaftsdisziplin oder bei
der Anwendung der Mathematik in ande-
ren Wissenschaften sowie in der gesell-
schaftlichen Praxis zu leisten vermdogen.
Dazu konnten Betriebspraktikums- oder
Jahresarbeiten, Ergebnisse von Jugendob-
jekten oder besonderen FoérderungsmaB-
nahmen, Verdffentlichungen vor der Di-
plomarbeit, Diplomarbeiten und terminge-
recht fertiggestellte Dissertationen einge-
reicht werden (eine Dissertation ist eine
wissenschaftliche Arbeit zur Erlangung des
Doktorgrades). Der Grundlagen- und Pra-
xisforschung zugehorige Resultate waren
gemiB der in der DDR betriebenen sieben
mathematischen Hauptforschungsrichtun-
gen gefragt: Algebra und Geometrie; Ana-
lysis; Optimierung; Numerische Mathema-
tik, Stochastik (Wahrscheinlichkeitstheorie
und Statistik); Mathematische Grundlagen
der Informationsverarbeitung; Diskrete
Mathematik; Algebra und Logik.

Es wurden 128 Arbeiten eingereicht, davon
wihlte die Jury 65 auf Grund ihrer Qualitit
zum Vortrag bei der ZWSK aus. Uber die
iiblichen sieben Konferenzsektionen hin-
aus wurde erstmalig noch eine 8. Sektion
eingerichtet. Diese hatte die Computerun-
terstiitzte Mathematik von Diplomlehrer-
studenten zum Inhalt.

Zur feierlichen Eroffnung der Konferenz,
die der Rektor der Emst-Moritz-Arndt-
Universitit Greifswald 'OPhR Prof. Dr.
P. Richter vornahm, versammelten sich die
Teilnehmer und Giste in der ehrwiirdigen
Aula. Ein Festvortrag von Akademiemit-
glied Prof. Dr. W. Ebeling, Humboldt-Uni-
versitit zu Berlin, wilmete sich den mathe-



matischen Modellen von Prozessen der
Selbstorganisation und Evolution. Danach
begann das Programm in den Konferenz-

sektionen. Es iiberstrich einen groBen Teil .

der aktuellen mathematischen Forschung
in der DDR.

Die drei Plenarvortrige wurden von den
jungen Wissenschaftlern Dr. Gabriele
Steidl (Wilhelm-Pieck-Universitit Ro-
stock) und Dr. Jacob Spies (Humboldt-
Universitdt Berlin) sowie dem Studenten
J6rg Stahnke (Ernst-Moritz-Arndt-Univer-
sitdt Greifswald) bestritten. Dr. Steidl, die
inzwischen auf eine Reihe wissenschaftli-
cher Verdffentlichungen verweisen kann,
legte in ihrem Vortrag ,,Grundlagen schnel-
ler Algorithmen fiir verallgemeinerte dis-
krete Fouriertransformationen“ eigene Bei-
trige zur Begriindung einer moglichst
schnellen Losung spezieller Probleme auf
dem Computer dar. Dr. Spies und J. Stahn-
ke stellten groBere Forschungsergebnisse
aus ihren Arbeitsgebieten vor. Dies betraf
Zusammenhidnge zwischen Kurven und
Differentialgleichungen bzw. die mathema-
tische Modellierung physikalischer Pro-
zesse auf Fraktalen — das sind grob gespro-
chen stark zerkliiftete Medien mit einer
gewissen regelmidBigen Struktur. Erste

Preise, teilweise in Form einer Freund- -

schaftsreise, wurden vergeben fiir zwei Dis-
sertationen, zwei Diplomarbeiten und zwei
herausragende Beitrige fur Vorstufen von
Dissertationen. Diese sechs erstrangigen
Arbeiten enthalten auch aus internationa-
ler Sicht bedeutende Resultate.

J. Tschinkel, Moskau, erhielt fiir seine be-
merkenswerten Forschungsresultate als
1. Preis den Ehrenpreis des Ministers fur
das Hoch- und Fachschulwesen. Des weite-
ren erfolgten noch Auszeichnungen mit
zehn zweiten und 18 dritten Preisen. Insge-
samt wurden schone Leistungen geboten.
Noch ein Wort zum Trend! Neben die klas-
sischen Untersuchungsmethoden der ,,Stu-
dierstuben®, wo man mit der reinen Kraft
des Nachdenkens und Analysierens den

Problemen zu Leibe riickt, tritt mehr und
mehr die Benutzung des Computers. Die
Computer haben bekanntlich eine umwil-
zende Entwicklung groBen Stils’gebracht,
die alle Kulturstaaten der Erde erfaBt und
noch manche Uberraschungen bescheren
wird. Die Computer sind mehr als ein Bin-
deglied von der Theoretischen Mathematik
zur Praxis. Mit dem Computer erwichst
auch dem theoretisch forschenden Mathe-
matiker ein wirksames Hilfsmittel. Diesen
Trend spiegelte die Konferenz schon deut-
lich wider. Fiir die Sektion Numerische
Mathematik war und ist das ein gewohntes
Bild. Fiir die anderen klassischen Sektio-
nen schilt sich diese Seite jetzt nachdriick-
licher heraus. Die Konferenzsektion Com-
puterunterstiitzte Mathematik von Lehrer-
studenten zeigt, daB in der Lehrerausbil-
dung die Computeraspekte einen groBeren
Spielraum erhalten. Solche Erscheinungen
werden sich nach und nach natiirlich auch
in unseren Schulen stirker bemerkbar ma-
chen. )

Im folgenden wollen wir auf ein ausgewihl-
tes Thema der 7. ZWSK n#her eingehen.
Die Auswahl ist von uns einzig und allein
danach vorgenommen worden, dal wir uns
dem Leser schnell verstindlich machen
kénnen. Die Simulation (Nachahmung)
realer Prozesse mit zufdlligem Ausgang
mittels Computer gewinnt in der Gegen-
wart ' immer stirkere Bedeutung. Das Ziel
dieses Verfahrens besteht darin, mit Hilfe
geeigneter mathematischer Modelle Aussa-
gen iiber technische und naturwissen-
schaftliche Vortrige zu erhalten, ingbeson-
dere z. B. dann, wenn diese fiir verniinftige
Beobachtungen etwa zu schnell (wie beim
Teilchenzerfall) bzw. zu langsam (wie bei
Vererbungsprozessen) ablaufen oder fiir
den Beobachter zu gefihrlich sind (wie bei
der Radioaktivitit). In seiner im Rahmen
der gegenwirtigen Diskussion der Einbe-
ziehung wahrscheinlichkeitstheoretischer
Inhalte in die Schulbildung sehr interes-
santen Diplomarbeit ,Grundlagen fiir Si-

Hauptgebiude der Universitat Greifswald, erbaut in den Jahren 1747 bis 1750
unter der Leitung des Mathematikprofessors Andreas Mayer

mulation von Vorgingen mit zufilligem
Ergebnis auf Beispiele fiir Anwendungen
in der Schule“ zeigt Thomas Machmer
(Humboldt-Universitit Berlin), daB mit re-
lativ geringen Kenntnissen und ohne gro-
Ben Aufwand fiir die Schale nutzbare
Computerprogramme erstellt werden kon-
nen.
Als Beispiele wihlt der Autor u.a. den
Neutronendurchgang durch eine Platte
und das Wirken der Mendelschen Gesetze
in der Vererbung. Die Idee der Simulation
wollen wir an einem Beispiel erldutern.
Nehmen wir einmal an, wir wiirden ein
physikalisches Experiment sehr oft unter
gleichen Bedingungen durchfiihren und
dabei jeweils eine physikalische Grofe
messen. Setzen wir weiter voraus, daB die
MeBergebnisse im Intervall von 0 bis 1
gleichverteilt sind. Dann kénnen wir dieses
Experiment durch ein in einem Computer
ablaufendes Programm simulieren.
LieBe man dieses Programm sehr oft wie-
derholt ablaufen, miiBte jede im Ausgabe-
bereich des Computers zwischen 0 und 1
liegende Zahl etwa gleich oft erscheinen.
Ein solches Programm ist auf den meisten
Kleinrechnern durch die RND-Funktion
realisiert.
T.Machmer gibt in seiner Arbeit einen
kleinen Katalog von Schiileraufgaben an.
Eine davon mochten wir dem Leser mit
Programmiererfahrung in etwas abgewan-
delter Form zur Losung mittels Computer
empfehlen. Die Aufgabe soll lauten: Wie
kann man durch die RND-Funktion unter
Ausnutzung des Verhiltnisses des Flichen-
inhaltes eines Quadrates und seines Innen-
kreises die Zah! m durch eine nidherungs-
weise relative Hiaufigkeit bestimmen? Wel-
ches Trefferexperiment hat man dafir zu
simulieren?

J. Flachsmeyer, K. Keller

I.’.rof. Andreas Mayer (1715 bis 1782)
Olgemailde im Besitz der Ernst-Moritz-
Arndt-Universitdt Greifswald
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Wer 10st mit?

alpha-Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 1. Mai 1990

Ma 5m3077 Martin geht einkaufen; da-
fur erhdlt er von seiner Mutter 5 M. AuBer-
dem bringt er noch leere Flaschen zu 30 Pf
bzw. 20 Pf Pfandgeld mit in die Kaufhalle.
Als er die leeren Flaschen zidhlt, stellt er
fest, daB es insgesamt 22 Flaschen sind,
aber 4 Flaschen zu 30 Pf Pfandgeld mehr
als Flaschen zu 20 Pf Pfandgeld. Nach der
Flaschenabgabe kauft Martin zwei Stiick
Butter zu je 2,40 M, zwei Flaschen Milch
zu je 0,56 M einschlieBlich Pfandgeld, ein
Brot zu 0,62 M und ein Glas Marmelade zu
1,09 M. Wieviel Geld behilt Martin iibrig,
wenn er das Pfandgeld fiir die zuriickgege-
benen leeren Flaschen zu den von der
Mutter erhaltenen 5 M hinzuzahlt?
Schiilerin A. Braun, Torgau

Ma Sm 3078 Beate verbrachte 59 Tage
hintereinander bei ihren GroBeltern. Sie
schickte jeden Sonntag einen Brief zu
ihren Eltern. Wie viele Briefe schrieb Beate
mindestens und wie viele hdchstens?
Schiilerin I. Biziak, Dreitzsch

Ma 5@ 3079 Von drei Freunden mit den
Rufnamen Maik, Sven, Udo und den
Nachnamen Meier, Schulz, Schmitt ist fol-
gendes bekannt:
(1) Maik und Schulz sind jeder ein Jahr
ilter als Sven.
(2) Sven und Schmitt wohnen im gleichen
Haus.
(3) Alle drei Freunde sind zusammen
35 Jahre alt.
Wie heiBlen die drei Freunde mit Vor- und
Nachnamen und wie alt ist jeder von
ihnen? Schiilerin H. Engel, Brotterode

Ma 5wm3080 Ein Gartengrundstiick in
Form eines Quadrates und mit einem Fli-
cheninhalt von 625 m? ist von einem 1m
hohen Bretterzaun umgeben, der mit Farbe
angestrichen werden soll. Fiir einen Qua-
dratmeter Zaunfliche bendtigt man eine
halbe Dose Farbe.
Wie viele Dosen Farbe werden zum An-
streichen des Zaunes benotigt?

Schiiler Ch. Schreiter, Fiirstenwalde

Ma 5®m3081 Eine Familie besteht aus
zwei Kindern, ihrem Vater, ihrer Mutter
und ihrer GroBmutter. Von diesen finf
Personen ist folgendes bekannt:

(1) Der Vater ist drei Jahre dlter als seine
Frau, aber 34 Jahre jinger als seine
Mutter, die GroBmutter der zwei
Kinder.

(2) Annett ist 7 Jahre jinger als ihr Bruder
Frank.

(3) Vor 5 Jahren war Frank doppelt so alt
wie Annett.

(4) Annett, Frank und ihre GroBmutter
sind zusammen 110 Jahre alt.

Ermittle das Lebensalter jeder dieser funf

Personen! Schiilerin U. Kehr, Naumburg

Ma 5m3082 Ein Speiseeis mit Frichien
kostet 0,80 M; die Friichte kosten 20 Pf
mehr als das Speiseeis. Wie teuer ist das
Speiseeis ohne Friichte?

Schiilerin I. Biziak, Dreitzsch

Ma 5m 3083 Jirka sagt: ,Als mein Vater
28 Jahre alt war, war ich 6 Jahre alt. Jetzt
ist mein Vater dreimal so alt wie ich.“ Wie
alt ist Jirka jetzt?

Schiilerin I. Biziak, Dreitzsch

Ma 6 m 3084 Hans fragt Bruno, wieviel
eineinhalb Drittel von 218 sind. Bruno
uberlegt kurz und nannte dann die richtige
Antwort. Wie lautet sie? Sch.

Ma 6 w3085 Gegeben sei ein gleich-
schenkliges Dreieck 4BC mit der Basis
AB. Die Winkelhalbierende des Winkels
24 BAC = o schneide BC in einem inneren
Punkt D so, daB 4B = 4D gilt.
Berechne die GroBen der Innenwinkel die-
ses gleichschenkligen Dreiecks.
Mathematiklehrer J. Kreusch, Lobau

Ma 6 3086 Welche durch 7 (ohne Rest)
teilbare, kleinste natiirliche Zahl 148t bei
Division durch 2, 3, 4, 5 oder 6 stets den
Rest 1?7 Sch.

Ellen Shelemur

Jonat - Lobeda
6302

30 150

G- Grotewohd -Shrafie 28 b Phusclor - Mubawor-05

Mo 7 =
2931

40

Jlasse 7

10
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Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb konnen sich alpha-Le-
ser beteiligen.
2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schul-
jahr (bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu
richten an

Redaktion alpha

Postfach 14

Leipzig

7027
3. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. (Die Klassenstufen-
nummer steht vor der Aufgabennummer.)
Schiiler der Klassenstufen 11/12 und Er-
wachsene l6sen die Aufgaben, welche mit
Ma 10/12 oder Na/Te 10/12 gekennzeich-
net sind.
4. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt
zu verwenden, Format A4 (siehe Muster),
da die eingehenden Losungen aulgaben-
weise sortiert und korrigiert werden. Noch
eine Bitte an die Schulen: Sendet bitte die
Losungen bereits nach Aufgaben sortiert
ein.
5. Teilnehmer, die eine richtige Losung
(nicht nur Antwortsatz) eingesandt haben,
erhalten von der Redaktion eine Antwort-
karte mit dem Préddikat ,sehr gut geldst®,
.gut gelost” oder ,gelost“. Anderenfalls er-
halte.. sie eine rote Karte mit dem Ver-
merk ,nicht geldst“. Nach dem Einsende-
termin eingehende Losungen werden nicht
mehr bearbeitet!
6. Jeder Teilnehmer sollte einen Durch-
schlag seiner Losungen anfertigen, um sie
mit den jeweils zwei Hefte spiter erschei-
nenden LOsungen vergleichen zu konnen.

Der Jahreswettbewerb 1989/90 lauft von
Heft 5/1989 bis Heft 1/1990. Zwischen
dem 1. und 10. September 1990 sind alle
durch Beteiligung an den Wettbewerben
der Hefte 5/89 bis 1/90 erworbenen Karten
geschlossen an die Redaktion einzusenden.
Eingesandte Antwortkarten werden nur
dann zurickgesandt, wenn ein Riickum-
schlag mit ausreichender Frankatur bei-
liegt.

Die Preistrager und die Namen von Kollek-
tiven, die sich am Wettbewerb beteiligen,
werden ab Heft 6/90 veroffentlicht.

Wer mindestens 10 Antwortkarten (von
den Wettbewerben der Hefte 5/89 bis 1/90)
erhalten hat und diese einsendet, erhilt

eine  Anerkennungsurkunde und ein
alpha-Abzeichen. Schiiler, die bereits zwei
Anerkennungsurkunden  besitzen und

diése mit den Antwortkarten des Wettbe-
werbs 1989/90 einsenden, erhalten das
alpha-Abzeichen in Gold (und die Ur-
kunde zuriick). Schiiler, die schon mehrere
Jahre teilnehmen, senden bitte die zuletzt
erhaltene Urkunde mit ein. Allein anhand
dieser werden die Teilnehmerlisten aufge-
stellt. Wir bitten darauf zu achten, daB alle
Postsendungen richtig [rankiert sind und
die Postleitzahl des Absenders nicht ver-
gessen wird.

Redaktion alpha



Ma6m 3087 In einem Dreieck ist eine
Seite 3 cm, eine andere 1cm lang. Die
MaBzahl des Umfangs dieses Dreiecks (ge-
messen in cm) ist eine natiirliche Zahl.
Wie lang ist der Umfang dieses Dreiecks?

Schiilerin I. Biziak, Dreitzsch

Ma 6m 3088 Einer Schulklasse gehdren
mehr als 20, aber weniger als 40 Schiiler
an. Kein Schiiler dieser Klasse erhielt als
Jahresendzensur im Fach Mathematik die
Note 5, jeder neunte Schiiler die Note 1, je-
der dritte Schiiler die Note 2, jeder sechste
Schiiler die Note 4. Wie viele Schiiler die-
ser Klasse erhielten als Jahresendzensur im
Fach Mathematik die Note 3?

Schiiler J. Bergmann, Unterbreizbach

Ma 6 m 3089 MATHE

+M ATHE

A LPHA
Gleiche Buchstaben bedeuten gleiche Zif-
fern, verschiedene Buchstaben verschie-
dene Ziffern. Finde mindestens eine Lo-
sung. Mathematiklehrer J. Kreusch, Lobau

Na/Te 6 w469 Ein kleines GefdB ist mit
Wasser gefillt und hingt an einem Feder-
kraftmesser. Die Feder wird um 1cm ge-
dehnt. An Stelle des Wassers wird Queck-
silber in das GefdB gefiillt. Wie groB ist
nun die Lingeninderung? Die Gewichts-
kraft des GefdBes wird vernachldssigt.  R.

Ma7m3090 Von den Schiilletn einer
Klassenstufe nehmen regelmaBig drei Vier-
tel an der AG ,Malen und Zeichnen®, ein
Neuntel an der AG ,Schach“ und die ubri-
gen 10 Schiiler an der AG ,Bergsteigen
teil. Wie viele Schiiler nehmen regelmiBig
an den einzelnen Arbeitsgemeinschaften
teil? Schiiler S. Exner, Borgsdorf

Ma7m3091 Im Bild ist die Gerade ¢

Tangente an dem Kreis & im Punkt A4, die
Gerade s Sekante, und es gilt s | . Die Ge-
rads BE geht durch den Mittelpunkt M des
Kieises k und schneidet ihn im Punkt C.
Gib die GroBe aller im Bild benannten
Winkel an und begriinde deine Aussagen!

Mathematiklehrer J. Kreusch, Lobau

Ma7m3092 Wie lautet die kleinste na-
tiirliche Zahl, die bei Division durch 2 den
Rest 1, durch 3 den Rest 2, durch 4 den
Rest 3, durch 5 den Rest 4, durch 6 den
Rest 5, durch 7 den Rest 6, durch 8 den
Rest 7, durch 9 den Rest 8 und durch 10
den Rest 9 1a8t? Sch.

Ma7m3093 Gegeben sei ein Dreieck
ABC und sein Umkreis k. Der Innenwinkel
4 ABC habe die GréBe 75°. Die Halbie-
rungslinie des Winkels xABC, der die

GroBe B hat, schneide den Umkreis.k im
Punkte D so, daB BC = CD gilt. Es sind die
GroBen der beiden anderen Innenwinkel
dieses Dreiecks zu berechnen!
Mathematiklehrer J. Kreusch, Lébau

Ma7m3094 Addiert Axel zur Zahl sei-
nes Geburtsjahres ihre Quersumme, so er-
hilt er als Ergebnis die Jahreszahl 1989. In
welchem Jahre des 20. Jahrhunderts wurde
Axel geboren? Sch.

Na/Te7m470 Bei einem Federkraftmes-
ser bewirkt eine Kraft von 1N eine Lin-
geninderung von S mm. An diesen Feder-
kraftmesser wird ein Stahlwiirfel mit einer
Kantenlinge von 5cm angehidngt. Wie
groB ist die Lingendnderung der Feder in
cm? R.

Na/Te7m471 Eine Pumpe zum Betan-
ken eines Tankwagens mit einer Ladefdhig-
keit von 10t fordert 501 OI in einer Se-
kunde. Wie lange dauert es, bis der Wagen

" mit Schmierdlgefiilltist? (g =09 %) R

Ma 8 m 3095 Es sind alle diejenigen drei-
stelligen natiirlichen Zahlen zu ermitteln,
deren Querprodukt fiinfmal so groB ist wie
deren Quersumme. Sch.

Ma 8m 3096 Es ist zu beweisen, daB fur
alle natiirlichen Zahlen n der Term 87 + 2"
oder der Term 8" — 2" durch 10 teilbar ist!

Frank Zoliner, Sondershausen

Ma 8 w3097 Die abgebildete Figur stellt
einen Kreis mit dem Mittelpunkt M und
einer Sehne 4B dar, die senkrecht zu dem
Durchmesser CD ist. Die GroBe des Win-
kels 4 ACB sei mit o und die des Winkels
4 CMB mit B bezeichnet. Es ist zu bewei-
sen, daB stets gilt: o + §=180°! .

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

C

D

Ma 8 w3098 Der Triger einer Briicke
wird durch einen Kreisbogen AMB be-
grenzt, dessen Hohe k eine Linge von 3 m
hat. Der Radius des Kreises durch 4, M
und B betrigt 8,5 m. Es ist die Spannweite
AB der Briicke zu berechnen!

A. Kellner, Halberstadt

Ma 8 m3099 Das Bild stellt ein recht-

winkliges Dreieck 4BC mit den Katheten-

tangen BC = 6 cm und AC = 8 cm dar. Ein
B

Kreis k, der BC in R und 4C in Q schnei-
g, geht durch den Punkt C und beriihrt
AB im _Punkte P. Es ist die Linge der
Sehne QR fiir denjenigen Kreis k zu be-
rechnen, dessen Durchmesser am kiirze-
sten ist. Sch.

Na/Te8m472 Der Boden eines Kajaks
hat eine Fliche von 1,6 m Die mittlere _
Eintauchtiefe betrigt 20cm. Welche
Druckkraft und welcher Druck wirken auf
den Boden des Bootes? R.

Na/Te8m473 Uberlege, wie die Seilfiih-

rung an einem Flaschenzug vorgenommen
werden muB, fiir den folgende Gleichung
gilt: F, = %!
aus: Aufgabensammlung Physik, Teil I,

Volk und Wissen, Berlin

Ma9m3100 Gegeben sei diec Funktion
f(x)=x>+x+n; neP. .
Es ist zu zeigen, daB fiir alle reellen Zahlen
k gilt:
k=f(k)—12‘(k—1) I
StR H.-I. Kerber, Neustrelitz

Ma 9m3101 Es ist nachzuweisen, daB fur
den Inkreisradius ¢ und die drei H6hen 4,,
h,, h. eines Dreiecks die Beziehung
%:hia+hib+%gm!
Ma9m3102 Das Bild stellt einen Kreis &
mit einem Durchmesser 4B dar, der eine
Seite des Sehnenvierecks ABCD ist. 4B
wird von der Sehne CE in F geschnitten, E
wird mit 4 verbunden.
Folgende Lingen sind bekannt:
AF=6cm, AE=3cm, FC=10cm.
Es ist die Linge von CB zu berechnen!
Schiiler Th. Pitzschke, Halle

c

Sch.

E

Ma9m3103 Es ist zu beweisen, daB es
keine reellen Zahlen a, b, c mita=b+c¢
gibt, fir die gilt
1 1_1 1
—_———z—— !
a bTc a
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma9m3104 Es ist der Wert der Summe

1 1 1
+
VI+42 2 +43 Tt ¥99 + {100

zu berechnen! Sch.

Na/Te9md474 Ein PKW ,Trabant" wird
aus dem Stand annihernd gleichmiBig be-
schleunigt und erreicht nach einer Zeit von
km
h
Welcher Weg wird dabei zuriickgelegt? R.

Na/Te9m475 Welche

20,7 s eine Geschwindigkeit von 80

Beschleunigung
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erfahrt ein Elektron in Feldlinienrichtung,
wenn es sich in einem elektrischen Feld

v
mit einer Feldstidrke von 2 000,0; befin-

det?
aus: Aufgabensammlung, Physik, Teil 2,
Volk und Wissen, Berlin

Ma10/12m 3105 Es ist zu beweisen, daB
in jedem rechtwinkligen Dreieck ABC mit
¢ als Linge der Hypotenuse gilt v
1, 1 _c V2,
sine  sinf  w,
Th. Kuessner, Greifswald
Ma10/12 m 3106 Es ist die folgende Aus-
sage zu beweisen:
Wenn 100a + b durch 7 teilbar ist, dann ist
auch g + 4b durch 7 teilbar. (¢ und b seien
ganze Zahlen)

R. Schulz, Ribnitz

Ma10/12 m3107 Das Bild stellt zwei fld-
chengleiche Parallelogramme ABCD und
BEFG dar. Dabei liegen die Punkte 4, B
und C bzw. C, B und E jeweils auf einer
Geraden. Es ist zu beweisen, dafl die Ver-
bindungsgeraden AE und CG parallel zu-

einander verlaufen! Sch.
D C
B
A y
E F

Ma10/12 m 3108 Weisen Sie nach, daB
ein Dreieck ABC existiert, bei dem die
MaBzahlen der Seitenlingen drei aufeinan-
derfolgende natiirliche Zahlen sind und
ein Innenwinkel doppelt so groB wie einer
der beiden anderen Innenwinkel ist!  Sch.

Ma10/12 @ 3109 In ein Rechteck ist ein
weiteres Rechteck so eingezeichnet, wie
das Bild zeigt. Gesucht ist ein Zusammen-
hang zwischen a, b, x und y!

Lehrling S. Kieselberger, Schwarzenhof

Dx G c
y
Q

H F
y

t

™\

A S E x |8

a

Na/Te10/12m476 Im Emissionsspek-
trum des Wasserstoffs kann eine griine Li-
nie mit der Wellenlinge 486,1 nm beob-
achtet werden. Welche Wellenlinge und
welche Frequenz hitte dieses Licht im
Wasser? R.

20 - alpha, Berlin 24 (1990) 1

Na/Te10/12 m477 Zwei Korper, die an-
fangs 100 m Abstand haben, bewegen sich
geradlinig aufeinander zu:

der erste mit einer konstanten Geschwin-
digkeit v; =3 m-s~!, der zweite gleichfor-
mig beschleunigt mit einer Anfangsge-
schwindigkeit vo=7m-s”’ und der Be-
schleunigung a = 4 m-s~2. Bestimmen Sie
die Zeit, nach welcher sich beide Kdorper
treffen! R.

Gut studiert?

Wer in ,alpha“ 6/1989 die Seite 138 gut
studiert hat, wird die folgenden, doch recht
interessanten Behauptungen ohne allzu
groBe Schwierigkeiten beweisen konnen.
(Dies gilt bereits fiir Leser ab Klasse 6!)
Zeichne in das Innere eines Rechtecks
ABCD zwei beliebige Punkte P und Q ein
und verbinde jeden dieser Punkte mit den
vier Eckpunkten des Rechtecks! Dabei soll
es in neun Teile (acht Dreiecke, ein Vier-
eck) zerlegt werden. Ihre Flicheninhalte
sind mit 4, bis 4, zu bezeichnen (siehe
Bild).

A B

Es soll bewiesen werden, daB folgender

Flichenvergleich gilt:

a) A+ A, = Ay + Ay + A

b) A6+A7=A3+A9. 2
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Die Losungen erscheinen im néchsten

Heft!

Ein Dankeschon

Im Heft 3/89 hatten wir unsere Leser gebe-
ten, ,ausgelesene® -Exemplare der ,alpha“
an uns zu senden, damit wir bei Nachfra-
gen besser helfen konnen. Wir méchten
uns heute bei folgenden Lesern herzlich
fiir die Zusendung von ,alphas“ bedanken:
Bruno Halecker, Erfurt; G. Schreckenbach,
Potsdam; Ulrike Obst, Radebeul; Silke Ru-
dolph, GroBrohrsdorf, Anemone Wasner,
Freital; H. Schubert, Moritzburg; A. Vet-
ter, Pirna; Lutz Hiibschmann, Schwarzen-
berg; Kithe Bickmann, Karl-Marx-Stadt;
Sabine Schwarz, Halle-Neustadt; Joachim
BubBler, Berlin; H. Schenk, Pirna; Wolfgang
Mortl, Potsdam; H. Schiitze, Camin; Huch,
Plauen.
Gleichzeitig erneuern wir unseren Aufruf!
Alphons

Losungen

Losungen zu: alpha-Wettbewerb
Heft 5/89

Ma5®3011 231+453+675+897
= 2256

MaSm3012 Wegen M+ M=4 und E
+E=Agilt Ez6. Wegen 1+ H+H=H
gilt H=9, also E=6 oder E=7 oder
E=8.
Durch weiteres systematisches Probieren
findet man folgende vier moglichen Losun-
gen: 12396 + 12396 =24792;

12896 + 12896 =25792;

24097 + 24097 = 48194;

24197 + 24197 = 48394

Ma5m3013 Fir eine Erdumkreisung
brauchte das Raumschiff 90 Minuten, also
1

l;h. In 3 h erfolgten somit 2 Erdumkrei-
sungen, in 24 h bzw. in einem Tag erfolg-
ten 8-2=16 Erdumkreisungen. Wegen
325-16 = 5200 hat Juri Romanenko mit
dem Raumschiff 5200mal die Erde um-
kreist. i

Ma5m3014 Aus der Aufgabenstellung
ergibt sich, daB beide Summanden dreistel-
lig sind. Aus * *6 + 23 * =1234 folgt 996
+ 238 = 1234. Die richtige Aufgabe lautet
somit 991 + 998 = 1989.

Ma5m3015 132:44=3und112:4=28.
Von den Befragten betreiben jeder dritte
Junge und 28 Midchen regelmiBig Sport.

Ma5m3016 Es seien n und n+1 zwei
aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen;
ihre Summe lautet 2n + 1. Nun gilt
2n+1-7)-45=81,2n—-6=18,

2n =24, n=12. Die beiden Zahlen lauten
12 und 13.

MaSm3017 Aus (1) folgt: Andreas hat
entweder den Familiennamen Miiller oder
Schmidt. Aus (2) und (5) folgt: Bernd hat
entweder den Familiennamen Miiller oder
Reich. Aus (3) und (4) folgt: Bernd hat
nicht den Familiennamen Reich, also hat
Bernd den Familiennamen Miiller. Wegen
(1) hat deshalb Andreas den Familienna-
men Schmidt. Also hat Claus den Fami-
liennamen Reich.

Ma6m3018 1dm=10cm,
2 mm = lc;r:n, 1dm? = 1000 cm’; wegen

5
%-%'Sw =1000, also x = 5000, werden
5000 Streichhgdlzer und somit 5000: 50.

=100 Schachteln benétigt.



Ma 6 m 3019 T 3 83° 3%

(12 + 12) Schiiler, also 24 Schiiler sind
gleich % der Anzahl aller am Wettbewerb
teilnehmenden Schiiler. Am Wettbewerb
nahmen deshalb %-24= 32 Schiiler teil.
%- 32 =4 Schiiler hatten alle vier Namen
falsch zugeordnet.

Ma 6 3020 AC und BC sind Diagonalen
des Vierecks ABCD. Es gilt: AS =§C und
BS = §D. Daraus folgt, daB ABCD ein Par-
allelogramm ist, denn es gilt: ,Wenn in
einem Viereck ABCD die Diagonalen ein-
ander halbieren, so ist dieses Viereck
ABCD ein Parallelogramm.“

3.
g

D c 9
o &
e

Es ist nun noch zu zeigen, daB ABCD
einen rechten Winkel besitzt.

Wir behaupten (bezogen auf das Bild\( daB
gilt: o + p = 90°. ,

Auf Grund des AuBenwinkelsatzes fur
Dreiecke und weil alle Teildreiecke gleich-
schenklig sind, gilt: 180°— 8=2a und
f=2y. Addiert man beide Gleichungen,
so erhdlt man

180° = 2(& + y) bzw. 90° = o + y.

Das entspricht unserer Behauptung.
Daraus folgt: ABCD ist ein Rechteck.

Ma 6 m 3021 Angenommen, Dana ist
x Jahre alt; dannp ist Susanne (x — 2) Jahre,
Doreen (x + 2) Jahre, Jeanette 2 - x Jahre,
Angelika (2x —3) Jahre alt. Zusammen
sind sie (7x — 3) Jahre alt, und es gilt
Tx—3=25,7x=28, x=4.

Susanne ist 2 Jahre, Dana 4 Jahre, Ange-
lika 5 Jahre, Doreen 6 Jahre, Jeanette
8 Jahre alt.

Ma6m3022 Aus (1) folgt: Andrea und
Beate haben nicht den Familiennamen
Hofmann. Aus (2) folgt: Christine hat nicht
den Familiennamen Hofmann. Also heiBt
Doris Hofmann. Wegen (3) hat Beate den
Familiennamen Ilgen. Aus (4) und (5)
folgt: Andrea hat den Familiennamen Fi-
scher, Christine heit Grohmann.

Ma 6w 3023 Dem Bild ist folgendes zu
entnehmen: 2-a=4-(a —2),
2a=4a—8,2a=8,a=4.

Die rechteckige Rasenfliche ist 8 m lang
und 2 m breit.

- A

Na/Te6m452 Von der Hohe 4,30 m sind
0,50 m zu subtrahieren. Das Volumen des
Wassers ergibt sich als Produkt aus der
Linge, der Breite und der verminderten
Hohe der Schleusenkammer.
V=325m-25m-3,80m=30875m>.

Das gerundete Ergebnis lautet:
V=30900m’.

Ma7m3024 Diec Zahl des Geburtsjahres
von Axel sei (in dekadischer Schreibweise)
19xy; dann gilt

1900 +10x+y+ (1 + 94 x+ y) = 1989
und 0sx=<9und0sy=9.

Daraus folgt 11x+ 2y =79; nur fir x=7
und y =1 wird diese Gleichung unter den
einschrinkenden Bedingungen erfiilit.
Axel wurde im Jahre 1971 geboren; im
Jahre 1989 wird er 18 Jahre alt.

z
Ma7m3025 a) Wegen 1989 0,4,

also z =795,6 lautet der Zihler 796 und

796
der Bruch 1989 -

b) Wegen x= % =0,476190 und 1989

=6-331+ 3 lautet die 1989. Stelle hinter
dem Komma 6.

Ma7m3026 Wegen AF=EC, AD=BC
und XADF= x EBC (90°) sind die Drei-
ecke AFD und BEC kongruent, also erst
recht flichengleich.

Wegen A, = 4, gilt A; + A; = A, + A,, also

Flachengleichheit von Rechteck und
gleichschenkligem Trapez.

D F C

A
A3 AZ

A B £
Ma7m3027 Wegen der umgekehrten
Proportionalitit gilt x:63 =72:84,
x:63=6:7, also x = 54.
Somit wurden (63 —54) Pferde, also

9 Pferde verkauft.

Ma 7w 3028 Aus (1) folgt: Herr Kempcke
wohnt nicht in Anklam. Aus (2) folgt: Herr
Kempcke wohnt nicht in Neustrelitz. Aus
(3) folgt: Herr Kempcke wohnt nicht in
Neubrandenburg. Folglich wohnt Herr
Kempcke, der einen Skoda hat, in Rébel.
Aus (1) folgt: Herr Birken wohnt nicht in
Anklam. Aus (2) folgt:

Herr Birken wohnt nicht in Neustrelitz.
Folglich wohnt Herr Birken in Neubran-
denburg; er fihrt einen Trabant. Aus (3)
folgt: Herr Mett aus Anklam fdhrt einen
Lada. Also fihrt Herr Rebrek aus Neustre-
litz einen Dacia.

Na/Te 7m 453 Durch eine Gewichtskraft
von 10N wird die Feder um 10cm ge-
dehnt. Bei einer Dehnung um 25cm be-
trigt die Gewichtskraft des Korpers 25 N.

Na/Te 7m454 Man zeichnet aus der
Wertetabelle ein Diagramm. Aus dem Gra-
phen liest man ab, daB ein K6rper mit der
Masse 1kg in 1000 km Héhe eine Ge-
wichtskraft von 7,3 N hat. Ein K&rper mit

der 4fachen Masse hat demnach eine Ge-
wichtskraft von rund 30 N. (Der Rechen-
wert betrigt 29,4.)

Ma8m3029 Aus (1) und (4) folgt, daB
Becker keinen blauen Schlips triagt. Aus (6)
folgt, da Schneider einen griinen Schlips
trigt, daB Fischer einen blauen Schlips,
also Becker iiberhaupt keinen Schlips trigt.
Aus (3) folgt weiter, daB Becker den Vorna-
men Kurt hat. Aus (2) und (5) folgt, daB Fi-
scher nicht Jérn heift. Deshalb hat Fischer
den Vornamen Hans und Schneider den
Vomamen Jorn.

Ma 8 3030 Schreibt man fiir die rechte
Seite der Gleichung _

2x2+ 11x + ], so muB das erste Kist-
chen der linken Seite der Gleichung x lau-
ten. Wegen 2x2+3x+ 2x+3)-[_]
ergibt sich fiir dieses Kistchen 4. Wegen
2x-4=8und 3x+8x=1lxund 3-4=12
ergibt sich fir das Kastchen auf der rech-
ten Seite der Gleichung 12. Die Gleichung
lautet somit
2x+3)(x+4)=x-2x+11)+12.
Durch Ausmultiplizieren kann man die
Allgemeingiiltigkeit feststellen.

Ma 8 m3031 Nach Aufgabenstellung gilt
1111+ 22 = (z + 1)2.

Wir formen &quivalent um und erhalten
1111 = (z+ 1)2 — 22, 1111 =22+2z+1
-z2,1110 =2z, 555 = z. .
Probe: 1111 + 5552 = 5562;

1111 + 308025 = 309136.

Ma 8 w3032 Der FuBpunkt des Lotes von
C auf 4B sei D und der des Lotes von A
auf CB sei E. Wenn nun CD = A4E, dann
sind die Dreiecke CDB und ABE kongru-
ent, denn sie stimmen in der Linge einer
Seite (CD =A4E) und der GroBe zweier
Winkel (3 AEB = x CDB; 5 CBA kommt in
beiden Dreiecken vor) iiberein. Es folgt,
daB auch die Hypotenusen CB und 4B
gleiche Linge haben, d.h., das Dreieck
ABC ist gleichschenklig, w. z. b. w.

Ma 8 m 3033 Die Gerade durch P und Q
schneide die Gerade g im Punkte S. Der
zu konstruierende Kreis k moge die Ge-
rade g im Punkt R beriihren. Nach dem
Sekanten-Tangenten-Satz gilt dann
SP- S0 = SR?. Wir konstruieren iiber SQ
als Durchmesser den Halbkreis k'. Die
Senkrechte zu SQ durch P schneide k' im
Punkte N. Nach dem Kathetensatz gilt
dann

NST=35P-S0Q, also NS=3SR.

Der Kreis um § mit dem Radius NS
schneide die Gerade g im Punkte R. Die
Mittelsenkrechten von PQ und PR schnei-
den einander im Punkte M, dem Mittel-
punkt des zu konstruierenden Kreises k.

Na/Te 8 m455 Der Skildufer hat eine Ge-
wichtskraft von 700 N; er wird um 300 m
gehoben (Hohenunterschied 0,5 - Linge).
Die Hubarbeit betrigt

700N-300m =210000J =210kJ.

Diese Arbeit wird am Skildufer verrichtet.

Na/Te8m456 Die Hangabtriebskraft
dieses Kérpers wird mit F; bezeichnet.
Dann gilt: Fg=p-Fg; Fg=25N.
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Ein Ko6rper mit der Masse von 2,5 kg be-
wirkt, daB der Kérper auf der Waagerech-
ten gerade zum Gleiten gebracht wird.

Ma 9 m 3034
und erhalten
Jon'+18n®+9n? = Y9n2(n + 1)
=3n-(n+1). Der Term ist fur alle natiirli-
chen Zahlen n durch 3 teilbar, weil er den
Faktor 3 enthdlt. n und n+ 1 sind zwei
aufeinanderfolgende natiirliche Zahlen,
von denen also eine gerade und eine unge-
rade ist. IThr Produkt ist gerade und damit
durch 2 teilbar. Somit ist der Term durch 6
teilbar, w. z. b. w.

Zunichst formen wir um

Ma 9 w3035 Es ist zu zeigen, daB gilt
az + bz
2 + 2
_ore 2G JalsoM?= 2
a+ b2+ 2ab
2
2

2 (@b L, _[(atbY

Y ( ; ) :
atb
7

Ma 9 ® 3036 Eine dreistellige Zahl werde
mit abc bezeichnet. Laut Teilbarkeitsregel
gilt 3/abc genau dann, wenn 3/a+ b+ c.
Eine arithmetische Folge hat die. Eigen-
schaft, daB je zwei benachbarte Glieder
eine konstante Differenz d haben. In @bc
seib=a+dundc=b+dbzw.c=a+2d
(d € N). Das setzen wir in die Behauptung
3/a+ b+ cein und erhalten
a+a+d+a+2d, d.h 3/3a+3d bzw.
3/3(a + d). Das ist allgemeingiiltig; daraus
folgt die Behauptung, w.z. b. w.

Ma9m3037 Der Fldacheninhalt eines
konvexen Vierecks, in dem die Diagonalen
zueinander senkrecht sind, ist gleich dem
halben Produkt aus den Lingen seiner Dia-

+a-b
M2

d.h. M= bzw.

dh M=

L. 1
gonalen. Somit gilt A zpr = 2 Sa* Sp.

Wegen AABC:AEDC =22:12=4:1 gilt
Aypc Agpps = 413 und somit
Py 1 2

ABC = 3 S S T g S -
Ma9w3038 Ja, es ist moglich! Man
nimmt eine Kugel aus der Schachtel mit
der Aufschrift ,schwarz und wei“ heraus.
Ist sie weiB, muB auch die zweite weil
sein. Dann muB in der Schachtel mit der
Aufschrift ,zwei schwarze“ eine schwarze
und eine weiBe Kugel sein, und in der
Schachtel mit der Aufschrift ,zwei weiBe“
liegen zwei schwarze Kugeln. Wenn dage-
gen die herausgenommene Kugel eine
schwarze ist, muB auch die zweite eine
schwarze sein.
Dann kann in der Schachtel mit der Auf-
schrift ,,zwei weiBe“ nur eine schwarze und
eine weiBe Kugel liegen, und in der letzten
Schachtel befinden sich dann zwei weille
Kugeln.

Na/Te9m 457 Aus dem Tafelwerk kon-
nen der lineare Ausdehnungskoeffizient
fir Kupfer und der fir Wasser entnommen
werden:

o, =16-10"K ! und

22 - alpha, Berlin 24 (1990) 1

oy,0=180-10"*K"!. Das Volumen des
Wassers und des Wiirfels vergroBern sich
beim Erhitzen unterschiedlich. Da sich das
Wasser stirker ausdehnt als das Kupfer,
lauft das Wasser {iber:

V=V T'(aHzo -3 “Cu)~ .

Mit ¥=1cm? und T=60K ergibt sich V
= 0,007 92 cm’. Es laufen etwa 8 mm?® Was-
ser liber.

Na/Te9m458 Aus dem Tafelwerk ent-
nehmen wir eine Beziehung zwischen dem
Druck und der Temperatur eines Gases bei
konstantem Volumen. Der Anfangsdruck
P, betrdgt p,, der Enddruck p, betrigt
6-po. Die Anfangstemperatur T betrégt
293 K, die Endtemperatur T, kann aus T,

=Tl-% berechnet werden. Man erhilt
1
1485°C.

Ma10/12 m 3039 Aus der gegebenen Un-
gleichung folgt schrittweise durch Umfor-
men

1 9+445
9-445 9+445
9+445

m(ls, 9+4*/5_<18,
445 <9, 80 <81. Die gegebene Unglei-
chung stellt eine wahre Aussage dar.

Ma 10/12 m 3040 Sicher ist ¢ + 0. Wenn
az2, so (100a+11b) (10a + ¢) = 4000.
Es ist aber 1000a + 1105 + ¢ < 3000. So-
mit ist also a = 1. Dann gilt

(100 + 115) (10 + ¢) = 1000 + 1105 + ¢,
also 1000 + 1105 + 100c + 11bc

=1000+ 1106 + ¢, 99¢ + 11bc =0,

d.h. ¢=0. Nun kann b auBer 0 und 1 jede
einstellige natiirliche Zahl annehmen, d. h.
wir erhalten die folgenden Tripel (a, b, ¢)
als Losungen:

(1,2,0); (1,3,0); (1,4,0); (1,5,0); (1,6,0);
1,7,0); (1,8,0); (1,9,0).

Ma10/12 w3041 Im abgebildeten Drei-
eck ABC haben wir durch 4’ und B’ die
Parallele zu AB gezeichnet! Nach einem
bekannten Satz ist die Gerade durch die
Mittelpunkte zweier Dreiecksseiten paral-
lel zur dritten Seite, und die Strecke A'B’
ist halb so lang wie diese. Es sei_en die Lin-
gen der Seiten AB, 4C und BC mit c, b
und ¢ bezeichnet. Dann hat 4'B’ die
Linge ?c und 4’C die Linge g Nun gel-
ten nach Dreiecksungleichung im Dreieck
AA'B":

A s, < % + % im Dreieck B'BA":

<18,

Q@) 8 < % + % und im Dreieck CC'A":

3) s,<§+§. Addiert man diese drei

Ungleichungen, so erhilt man
s;ts,t+s.<a+tb+c,w.z.b.w.

Ma 10/12 m 3042 Jedes der entstandenen
Dreiecke ergidnzt das Dreieck 4ABC zu
einem Parallelogramm, in dem AB, BC
bzw. AC jeweils Diagonale ist. Damit ist
deren Kongruenz zu ABC erwiesen. Dreht
man riumlich diese drei Dreiecke jeweils
um die Seite AB, BC bzw. CA, so sind die
Spuren der Punkte D), D, und D; die Lote
auf die jeweiligen Dreieckseiten. Der
Schnittpunkt der drei Spuren ist D’. D’ ist
eindeutig bestimmt, da wegen der zu ABC
parallelen Seiten die drei Lote die Hohen
im Dreieck D,D,D, sind, die einander in
genau einem Punkt schneiden. Verbindet
man D’ mit 4, B und C, so erhdlt man den

. Grundri8 der Pyramide.

Mz 10/12 m 3043 Es sei y die GroBe des
Winkels, der der Seite mit der Linge c ge-
geniiberliegt. Dann gilt fiir den Flichenin-
halt dieses Dreiecks '
24=h-c,2A=a"b-siny.

Nun gilt siny =1,

d.h. a-b-siny £ a- b und somit
h-c=<a'b, w.z.b.w. Das Gleichheitszei-
chen gilt, falls siny =1, d. h. y = 90° ist.

Na/Te10/12m459 Nach dem Gesetz
von Archimedes ist die Auftriebskraft so
groB wie die Gesichtskraft des verdringten
Stoffes. Der Balion verdringt kalte Luft mit
der Gewichtskraft g- g, V. Die Auftriebs-
kraft muB tragen die Gewichtskraft des
Ballons (g*m) und die Gewichtskraft der
eingeschlossenen heiBen Luft (g-p,- V).
Aus der Kriftebilanz erhilt man:
V(e —0)=m. Zur Berechnung der
Dichte g, bei der Temperatur t,: Bei Tem-
peraturdnderung dndert sich das Volumen
bei konstantem Druck und konstanter
Masse. Aus dem Tafelwerk kann man den
Zusammenhang zwischen Volumen und
Temperatur bei konstantern Druck entneh-
men. Unter Beriicksichtigung der Defini-
tionsgleichung fiir die Dichte ergibt sich
o _T
e Ty’
der heiBen Luft g, = 0,944 kg-m™3. Setzt
man die Werte ein, so ergibt sich
m =100 kg. Das ist die gesuchte Gesamt-
masse.
Na/Te10/12m459 a) Auf den Aufzug
mit dem Korper wirkt eine Gewichtskraft
(m;+ my)-g; als beschleunigende Kraft
steht demnach zur Verfligung F—(m,
+ m,)-g. Aus dem Newtonschen Kraftge-
(F—(m+my)-g)
(m;+my)
Nach Einsetzen der Werte erhdlt man als
Beschleunigung a =2,08 m-s~2.
b) Auf den Faden wirkt die Gewichtskraft
des Korpers und die Kraft zum Beschleuni-
gen des Korpers: F,=m,-g + m,-a. Man
erhdlt F,=59,5N.
¢) Nach dem ZerreiBen des Fadens wirkt
die resultierende beschleunigende Kraft
nur noch auf den Aufzug (Masse m,). Die-
ser Wird nunmehr mit der Beschleunigung
a=2,1m-s ?bewegt.
Der Korper fillt frei mit der Fallbeschleu-

-2

nigung g=9-91m-s2.

Daraus erhilt man die Dichte

setz ergibt sich a =



Losungen zu:
Die Quadratur der Parabel

Pl: Im Bild 1 sei ein Teil ABC...TUA des
Vielecks dargestellt. Man schneide das
Dreieck ABU ab, ziehe durch 4 die Paral-
lele zu BU, die die verlingerte Gerade TU
in K schneide. Nun verbinde man B und
K. Das Vieleck KBC...TK hat eine Seite
weniger, doch den gleichen Fldcheninhalt
wie das gegebene Vieleck. In der Tat ist
das Dreieck KBU flichengleich mit dem
Dreieck ABU (beide haben die gleiche Ba-
sis BU und die gleiche Hohe, da sie zwi-
schen den Parallelen BU und 4K liegen).

Bild 1 ¢

K U T
P2: Wir setzen (Bild 2) TO = OP = x,,

PY,=y,. T, sei ein von Y, verschiedener
Punkt der Parabel, P, der FuBpunkt der Or-
dinate P,T, = t;. P,T, schneide die Parabel
in Y;; P,Y; =y, OP,=x,. Aus der Ahn-
lichkeit der Dreiecke Yo PT und T, P, T folgt
Xotx, 1

1
—. Wire 1 < 50
2%, Yo 1<JV1,

(xo+x1 )2 (h)l (}’1 )2 X
—_— = _— < _ = —

2x, y Yo Xo
(letzteres wegen E1). Daraus folgt

Xg+ x
(—07—1> < xgX;, was falsch ist, da stets

X+ Xy
‘/onl = 2

tel < arithmetisches Mittel).

ist (geometrisches Mit-

7; .

Y
Bild 2

o=

P3 Die Verbindungsgerade der Punkte
= (x0,¥0), Y1 = (x1,¥) ist
Y7V _NTVe
X=Xy X~ X
Da die Punkte auf der Parabel y? = 2px lie-
gen, gilt y3 = 2pxq,

= 2pxy, Jﬁ _.V(z) =2p(x; — Xo),

— 2 .
H7de —p—. Die Gleichung der
X1~ Xo x1+ Yo

Verbindungsgeraden (Parabelsekante) ist
also

Y=Y 2p .

———=—""—/_1Ist Y, =Y, (die Sekante

x—xg »ty 1= o (

wird zur Tangente), so wird EAub/ N i,
x—=Xxo 2y

woraus Wo = Yo = Wo — 2DXg = pX — pXg
folgt.

Die Gleichung der Tangente in Y, ist also
Wo=p(x+ Xxo).

Ibr Schnittpunkt T mit der Achse

y=0ist p(x+ x)=0,d.h. x=—x,.

Es ist in der Tat 70 = OP = x,.

P4: Es werde durch U parallel zu YY’ eine
Gerade gezogen (Bild 3), K sei der Schnitt-
punkt mit OP, I sei der Schnittpunkt mit
YO. Dann gilt (Eigenschaft E1)

PY'\2 OP OP _ PY? .
(?ﬁ) =0k &P og = ko Non st
oP 0OY . .

— . =—— (3 O

0K~ Ol (ihnliche Dreiecke YPO, IKO)
PY PY _0Y I

und KU~ PP’ =R (KU = PP,

PY' = PY, ihnliche Dreiecke OPY, RP’Y).

Somit gilt

oy - or?,

ol ~ ORZ (d.h. OY:OR=0R:0I,d. h.

OR ist die mittlere Proportionale zwischen
OY und OI). Aus

O _OR . . OY_OV+OR_YR
OR OY OR OR+0I IR
Nun gilt (())})z, 573 (Drexecke OPY, RP'Y)
P}}; (PY=PY") und 21: RP’ (Drel-
ecke RP'Y, RUI). Also: i};] ﬁ}):' . Qed.

\r PP [y

J | K

% U
%

PS: Wir verbinden Y und O; diese Gerade
schneide PR in R’ (Bild 4, S.2). Nach
Eigenschaft E4 gilt

P'R':UR'=PY: PP’,

also (beachte PY” = PY)

Bild 3

PY:PP'=P'R’:R'U oder YP:(PY' — PP')
=PR:(P'R"-R'U),d.h.
YP:YP'=PR":P'U ™.

Nun ist OT = OP, woraus RR’ = P'R/, folgt.
Verdoppeln wir die Vorderglieder in (*), so
ergibt sich

xr _ PR
Yp PU’
wW-Yp _ RP'- P'U
woraus TP U
1 TP _RU folgt.
also i = 7pr folg
Losungen zur Sprachecke
Ala VWiirfelnetze .

Die Zeichnungen zeigen zwei Wiirfelnetze,
die zu Wiirfeln gefaltet werden konnen.
Die Seiten eines Wiirfels werden meistens
so numeriert, daB die Summe gegeniiber-
liegender Seiten 7 ergibt.

Setze in jedes Wiirfelnetz die fehlenden
Ziffern ein.

Losung: ° o
o [ ]
e o
o ole eofe
o o o
®le o [
o
®
L )
[} [}
° o
[ B )
o ® [
LK) o

42 a Im Vogelflug

Von einem Ausgangspunkt 4 werden fol-
gende Verschiebungen durchgefiihrt:

1. 1km nach Norden

2. 2 km nach Westen

3. 3km nach Siiden

4. 6 km nach Osten.

Wie gro8 ist nach diesen vier Verschiebun-
gen der Abstand des Endpunktes vom Aus-
gangspunkt 47

a) 3,4 km, b) 4,5 km, c) 6,6 km.

Losung: Der Abstand betrigt etwa 4,5 km.

A3a In der Zeitung ,Sovietskij Sport“
(3.5.1987) wurde die Zwischentabelle
eines FuBballturniers verdffentlicht. Be-
weise, daB in der Tabelle ein Fehler exi-
stiert. Korrigiere ihn unter der Vorausset-
zung, daB nur genau ein Fehler vorhanden
ist.

Weise die Ergebnisse der Spiele aus.
Lésung: Der Fehler befindet sich in der
Spalte ,Torunterschied“ bei der Mann-
schaft Schwedens. Bei einem Sieg und
einem Unentschieden kann der Torunter-
schied nicht 1-1 betragen. Aus der Tabelle
errechnet man einmal 11 als Gesamtzahl
der durch die am Turnier beteiligten
Mannschaften erzielten Tore, das andere
Mal 12 als Gesamtzahl der Gegentore.
Deshalb enthilt die Tabelle einen sich auf
ein Spiel beziehenden Fehler, d. h. der Tor-
unterschied Schwedens ist gleich 2-1 oder
1-0. Als Ergebnis der Fallunterscheidung
findet man die folgende Tabelle

a
5. %
T2z g 53d
] 8 § B2
g § 8 8 & 65
5 @ & F & A3&
Ungam ¥ - - 2:12:04-1 4
Schweden - % 1:11:0- 2-13
Spanien - 1:1% 2:2- 3-32
Irland 1:20:12:2% - 3-51
Frankreich 0:2- - - % 0-2 0

Losung zur Schachecke
) 1.d4d5 2.Dd3Ddé 3.Dh3Dhé

4. D:c8 matt.

1) 1.c4c5 2.Dad4 Da5 3. Dc6 Dc3
4. D:c8 matt.

Losungen zu:

In freien Stunden - alpha-heiter

Legespiel mit Dominosteinen
Eine mogliche Lésung ist:

3 62 4|44 S
|43 |56

W

alpha, Berlin 24 (1990) 1 - 23



Mathematischer Résselsprung
Links: Subtraktionszeichen;
Rechts: Mathematikolympiade

5 Zahlen - 5 Ziffern
Welle, Insel, Nelke, Klein, Enkel,
Leine; 1. Spalte: Winkel

Mitternachtsknobeleien

Als Zahl der ,seit Mitternacht verflossenen
Stunden“ kann man jede beliebige einset-
zen. Das Ergebnis der Rechnung ist immer
4, die ,Zahl, die im Augenblick die Uhr
anzeigt“. Folglich war es 4 Uhr, und das
Spiel kostete 5,65 M.

Raten und Rechnen

663 — 103 = 560
: + -
39 - 11=429

17+ 114=131

Wer findet die kiirzeste Zugfolge?

Ein Zug wird beschrieben durch die durch
einer Pfeil verbundenen Nummemn von
Feld und Folgefeld.

a) 1=4-->5—6—3—2

A4—152 36N,

b) 1-2->5 5—2—3

N6—32 147
Mathe-ABC

Es kann nur C = 9 sein, woraus sich 4 =1
ergibt. Es muB B =0 sein (sonst wire das
Ergebnis 6stellig), woraus D =8 folgt. Es
ergibt sich die eindeutige Losung des Kryp-
togramms:

10989 -9 = 98 901. (Ubrigens ist 10 989 die
einzige finfstellige natiirliche Zahl, bei der
sick bei Multiplikation mit einer bestimm-
ten einstelligen natiirlichen Zahl die
Grundziffern in ihrer Reihenfolge umkeh-
ren.)

Geschickt geteilt

Kombinieren gefragt

o3

oben

Denkt nach - schlagt nach -
fragt nach!

1 Morgen = 0,25ha = 2500 m?
1 Schock = 60 Stiick

1 Mandel = 15 Stiick

1 Stiege = 20 Stiick

1 Hocke = 6, 8 oder 9 Stiick

1 Doppelzentner = 100 kg

1 Pfund = 0,5kg = 500 g

1 Groschen = 10 Pfennige

24 - alpha, Berlin 24 (1990) 1

Denk dir
eine Zahl!

Das Institut fiir Arabische Manuskripte in
Kuwait verdffentlichte im Jahre 1985 Auf-
gaben des arabischen Mathematikers Abu
Mansur al-Baghdadi (um 1035). In dem
Werk ,Al-Takmila fi’l hisab“ befindet sich
das Kapitel: Uber die Ermittlung der verbor-
genen Sachen und der ausgedachten Zahlen.
Frau Dr. Sonja Brentjes vom Karl-Sudhoff-
Institut der Karl-Marx-Universitit Leipzig
stellte daraus eine Aufgabe — von uns stark
bearbeitet ~ als Einfiithrung zu diesem Bei-
trag zur Verfilgung. Wir wiinschen bei der
Beschiftigung mit diesen Denksportaufga-
ben viel Freude und Erfolg.

J. Lehmann /Th. Scholl

Aus: ,Al-Takmila fi’l hisab“ von Abu
Mansur (um 1035)

Ala A fordert B auf, sich eine natiirli-
che Zahl n zu denken, fiir die 1 = n =105
gilt, die gedachte Zahl durch 5 zu dividie-
ren und den verbleibenden Rest r, (0, 1, 2,
3 oder 4) zu nennen, die gedachte Zahl
dann durch 7 zu dividieren und den ver-
bleibenden Rest r, (0, 1, 2, 3, 4, 5 oder 6)
zu nennen, die gedachte Zahl nun durch 3
zu dividieren und den verbleibenden Rest
ry (0, 1 oder 2) zu nennen. Wie kann 4 aus
den drei genannten Resten r,, ry, r; die
von B gedachte Zahl ermitteln?

Aus: ,Enthiillte Zaubereyen und Geheim-
nisse der Arithmetik® von Joh. Ph. Gru-
son, Berlin 1800

a2a LaB von der Zahl, die man sich
denkt, 1 subtrahieren und den Rest doppelt
nehmen; 1aB von diesem Doppelten wieder
1 wegnehmen und die gedachte Zahl daftir
addieren. Wie 4Bt sich die gedachte Zahl
ermitteln?

Aus: ,Die Wunder der Rechenkunst*
von Joh. Christ. Schafer, Weimar 1831
(Originaltext)

A3 A Die von einer Person in Sinn genom-
mene Zahl zu nennen

Wenn eine Person sich eine Zahl gedacht
hat, und dieselbe hierauf mit 2 multiplici-
ren, dann noch S dazu addiren, diese
Summe wieder mit S multipliciren, zu
dem Produkt 3 addiren, das dadurch erhal-
tene wieder mit 10 multipliciren, dann
noch 3 dazu addiren und von dieser
Summe 150 abziehen 1dBt; wie kann man
aus dem jetzt bleibenden Rest, den man
sich angeben 148t, die von der Person ge-
dachte Zahl wissen?

A 4a Marie-Luise fordert Monika auf:
»Denke dir eine natiirliche Zahl und ad-
diere 2; multipliziere die Summe mit 3,
subtrahiere danach 4! Multipliziere diese
Differenz mit 3, addiere nun die gedachte
Zahl und addiere abschlieBend noch 4!
Nenne mir das Ergebnis!“ Wie kann Ma-
rie-Luise aus diesem Ergebnis die von Mo-
nika gedachte Zahl ermitteln?

A 5 A Jemand denkt sich eine natiirliche
Zahl, verdoppelt diese und addiert danach
4. Er halbiert diese Summe und addiert 7,
multipliziert nun mit 8, subtrahiert 12, di-
vidiert durch 4 und subtrahiert zum Schiufl
11. Wie 148t sich aus dem Ergebnis die ge-
dachte Zahl ermittein?

A6 A Erraten des Geburtstages: Man for-
dere jemanden auf, das Tagesdatum seines
Geburtstages mit 6 zu multiplizieren, da-
nach 12 zu addieren, diese Summe mit 5
zu multiplizieren, nun das Zehnfache der
Zahl des Tagesdatums zu subtrahieren, die
Zahl des Geburtsmonats zu addieren und
absciiliefend 6C zu subtrahieren. Wie 146+
sich aus dem Eigebnis das Tagesdatun:
und der Geburtsmonat ermitieln?

A7 a Bitte deinen Freund, die Zahl sei-
nes Lebensalters (in panzen Zahien) aufzu-
schreiben und dann schrittweise folgende
Rechenoperationen auszufiihren:

a) Multipliziere die notierte Zahl mit 5,

b) addiere zum Produkt 25,

c) multipliziere diese Summe mit 2,

d) addiere nun die Zahl des Wochentages,
an dem du geboren wurdest (Montag ist
der 1. Tag),

¢) subtrahiere abschlieBend 50!

Wenn dir dein Freund das Ergebnis nennt,
kannst du sofort sagen, wie alt er ist, und
an welchem Wochentag er geboren wurde.
Wie ist das moglich?

A8a Fordere einen Mitschiiller auf:
»Multipliziere die Zahl deines Geburtsta-
ges mit 12 und die Nummer des Monats, in
dem du geboren bist, mit 31; addieren da-
nach beide Produkte und nenne mir das so
erhaltene Resultat.“ Aus diesem Resultat
148t sich der Geburtstag (Tag und Monat)
erraten. Wie ist das moglich?

A 94 Geburtstagsraten: Das Tagesdatum
des jeweiligen Geburtstages ist mit 20 zu
multiplizieren. Nach der Addition von 3
und der Multiplikation der entstehenden
Summe mit 5 ist die Zahl zu addieren, die
dem jeweiligen Geburtsmonat entspricht
(aiso 1 fiir Januar, 2 fiir Februar usw.). Die
entstandene Summe ist wiederum mit 20
zu multiplizieren, und es ist 3 zu addieren.
Nach der Multiplikation dieser Summe mit
5 wird zum SchluB der Rechnung die aus
den letzten beiden Grundziffern des Ge-
burtsjahres gebildete Zahl addiert (also
vom Geburtsjahr 1970 beispielsweise nur
die Zahl 70). Aus der nun entstandenen
finf- oder sechsstelligen natiirlichen Zahl
kann man bei richtiger Rechnung sofort
die vollstindige Angabe des Geburtstages
ermitteln. Wie ist das moglich?

Die Losungen erscheinen im néchsten Heft!



Spezialistenlager

Mathematik im Blick

Mit unserem kleinen Beitrag wollen wir
uns bei den Mitarbeitern der alpha bedan-
ken, da diese Zeitschrift bereits seit 20 Jah-
ren ein treuer Begleiter unseres Speziali-
stenlagers Mathematik ist. Wir, das sind in
diesem Jahr 30 Schiiler vorwiegend aus der
5. und 6.Klasse sowie Lehrer aus dem
Kreis Plauen/Land. Gastgeber flir uns ist
in bewidhrter Weise die Touristenstation
Johanngeorgenstadt.

Morgens beschiftigten wir uns mit mathe-
matischen Problemen und arbeiten grup-
penweise am Computer. Der Nachmittag
gehort dem Wintersport, zu dem haben wir
hier ausreichend Gelegenheit. ’
AnschlieBend sitzen wir gemeinsam beim
Losen von alpha-Aufgaben und knobeln.
Kathrin, Heike und Thomas sind Schiiler
der Klasse 10 und bereits zum 5:Mal da-
bei. Da Heike und Thomas Lehrer werden

wollen, leiten sie zum Teil die Jiingsten
beim Gruppenunterricht an.

Fiir alle Leser nun einige bei uns entstan-
dene Knobelaufgaben:

Ala Die Familie Schmidt besteht aus
dem Vater, der Mutter und deren Kindern
Andreas und Stefanie. Diese vier Personen
sind zusammen 66 Jahre alt. Der Vater ist
vier Jahre ilter als die Mutter und dreimal
so alt wie die beiden Kinder zusammen alt
sind. Das Lebensalter von Andreas ist chne
Rest durch drei teilbar. _
Wie alt ist jedes der vier Familienmitglie-
der, wenn Stefanie dlter ist als Andreas?

) Schiiler Thomas: Kriegelstein, Syrau

"a2a ZurFamilie Hinz geh6ren die Mut-

ter, der Vater, die Tochter Angelika und
der Sohn Steffen. Alle vier zusammen sind
dreimal so alt wie die Mutter. Der Vater ist

zwei Jahre ilter als die Mutter. Angelika ist

acht Jahre jinger als Steffen, dieser 22

Jahre jiinger als die Mutter.

Wie alt ist jedes Familienmitglied?
Schiiler Sven Zimmermann, Leubnitz

A3a Die Mitglieder einer funfkopfigen
Familie sind zusammen 195 Jahre alt. Der
Vater ist viermal so alt wie seine Tochter
Stisi. Der Sohn Ralf ist 30 Jahre jiinger als
seine Mutter. Susi ist drei Jahre jlinger als
ihr Bruder Ralf. Die GroBmutter der bei-
den Geschwister ist 30 Jahre ilter als deren
Mutter.
Gib das Alter der finf Familienmitglieder
an!

Schiilerin Ramona Holzmiiller, Syrau

A4 a In dem folgenden Schema ist jeder
Buchstabe so durch eine der Ziffern 0, 1, 2,
3,4,5,6,7,8,9 zu ersetzen, daB eine rich-
tig geloste Additionsaufgabe entsteht. Fir
gleiche Buchstaben sind gleiche Ziffern,
fur verschiedene Buchstaben sind verschie-
dene Ziffern einzusetzen. Dabei muB jede
Zeile mit einer von Null verschiedenen
Ziffer beginnen. Es ist eine vollstindige
L6sung anzugeben.

WOLF Schiiler
+ WOLF Bernhard Grofer
RUDEL

Viel SpaB beim Knobeln!

Dauerkalender fiir die Jahre 1801 bis 2100

Jahre Monate

1801-1900 1901-2000 2001—2109 JIF{M|A|M[T|J|A|S|O|N|D
011 29 57 85 25 53 81 09 37 65 93 4400 |3(5(1(3|6(2]|4]|0]2
021 30 58 86 26 54 82 10 38 66 94 S5{1]1(4]6]|2f4[0]|3([5]1]3
03] 31 59 87 27 55 83 11 39 67 95 6(2(2(5[/0|3|5]|114]|6|2]|4
04| 32 60 88 28 56 84 12 40 68 96 013[(4]0)2[5]0|3|6]|1]|4]6
051 33 61 8% 01 29 57 85 13 41 69 97 2|5|S5|1(3(6|1(4]|]0|2]|5]|0
06 | 34 62 90 02 30 58 86 14 | 42 70 98 316/6(2]4]0([2]|5]1]3]611
07 | 35 63 91 03 31 59 87 15 43 71 99 410|103 |5|1(3])6(|2([4]0(2
08| 36 64 92 04 32 60 88 16 44 72 S{1]12(5]0]|3(5(1}4]|62]4
09 | 37 65 93 05 33 61 89 17 45 73 013(3|6|1|4[6|2|5[0]3]5
10 | 38 66 94 06 34 62 90 18 46 74 114(4(0|2([5(0|3(6]1]4]6
11| 39 67 95 07 35 63 91 19 47 75 215(5[(1]316|1]4])0([2(5]0
12 | 40 68 96 08 36 64 92 20 48 76 3(6|0[3|5]1]|3|6]|2]|4]0]2
13 | 41 69 97 09 37 65 93 21 49 77 00 S5(1)1(4]6|2]4(0]3(5]1]3
14 | 42 70 98 10 38 66 94 22 50 78 6(212[5|0(3|5[1]|4|6|2]4
15 ] 43 71 99 11 39 67 95 23 51 79 0(3|3(6[1|4[6|2|5]|0]|3]5
16 | 44 72 12 40 68 96 24 52 80 114(5(|1]3(6|1|4(0]2]|5]0
17 | 45 73 13 41 69 97 25 53 81 Jj6|6(2(430|2|5]1(3([6]1
18 | 46 74 14 42 70 98 26 54 82 410(0]3|511|3|6|2[|4]01{2
19 | 47 75 15 43 71 99 27 55 83 501(1]|4|6(2]4]0]3|5(1]3
20 | 48 76 16 44 72 00 28 56 84 6(2]3[6]11]|14]|6}2|5]0]315
21| 49 77 00 17 45 73 01 29 57 85 114(4]0!2(5(0|3|6]|1]|4]6.
22 | 50 78 18 46 74 02 30 58 86 2|5{5|1(3|6|1/4]|0]2]|5]0
23 [ 51 79 19 47 75 03 31 59 87 J|6|6[2(4]10(2]|S5J1([3([6]1
24 | 52 80 20 48 76 04 32 60 88 410[(1]4(6(2|4|0]|3]|5]1]3
251 53 81 21 49 77 05 |[-33 61 89 612(215|0|3([5]|1]|14|6|2]|4
26 | 54 82 22 50 78 06 34 62 90 0|3 (3|6|1[4]6]|2]|5]|0(3]5 "
27 | 55 83 23 51 79 07 35 63 91 114(4(0]2)|5(0(3]|6[1}4]6
28 | 56 84 24 52 80 08 36 64 92 215(6(214)0(2(5]|1(3]6]1

8 15 22 29 36

9 16 23 30 37

10 17 24 31 S
“11 18 25 32

U@
BN =

D 5 12 19 26 33
F 6 1320 27 34
7 14 21 28 35

Beispiel: Auf welchen Wochentag fiel der 15.2.1930?

Losung: Suche fiir 1930 (Jahrestafel) in der Monatstafel unter Fe-
bruar die zugehorige Monatskennzahl (6); zuziiglich der Zahl des
gesuchten Wochentages (15), ergibt sich die Schliisselzahl (6 + 15

=21), fir die man in der Wochentagstafel den Sonnabend findet.
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Matt in drei Ziigen

In dieser dreiziigigen Miniatur von
Dr. Gerhard Kaiser (,Leipziger Volkszei-
tung“, 1954) droht die weiBe Dame nach
dem Schliisselzug ein Matt auf der h-Linie
an. Nach der schwarzen Parade schwenkt
die Dame auf die 8. Reihe, um dort den
schwarzen Konig mattzusetzen. Zwar kann
sich Schwarz dagegen verteidigen, doch
nur unter Freigabe der Deckung fur die h-
Linie, was die weiBe Dame zum Mattzug
ausnutzt. Wer durchschaut den Trick der

Dame? H. Riidiger

2. Internationaler Spezialkurs
der TU Dresden:

Bedeutung des Schachs

fiir Erziehung, Wissenschaft
und Kultur

Neben FuBball, Eishockey und Tennis
macht in letzter Zeit immer Ofter eine
Sportart auf sich aufmerksam, die bisher
leider eher abseits des 6ffentlichen Interes-
ses stand: das Schachspiel. Die Vereini-
gung der drei Elemente Wissenschaft,

Sport und Kunst diirfte in dieser Form ein--

malig sein und zieht immer mehr Interes-
senten der verschiedensten Fachbereiche
in ihren Bann. So konnte vom 15. bis
28. August 1989 im Rahmen des Interna-
tionalen Schachfestivals Dresden ein zwei-
ter KongreB zu diesem Thema stattfinden,
welcher wie sein Vorginger in der Schach-

welt auf reges Interesse stieB. Hier erorter-
ten Mathematiker, Physiker, Informatiker,
Mediziner, Psychologen, GroBmeister und
Trainer aus 19 Léindern die verschieden-
sten Spezifika des koniglichen Spiels, wie-
sen auf seinen allgzmeinen Nutzen und
seine Moglichkeiten hin. Doch auch die
Praxis sollte in Dresden nicht zu kurz kom-
men — mit einem internationalen Frauen-
turnier und einem Openturnier setzten die
Veranstalter hohe MaBstibe.

In seiner BegriilBungsansprache betonte
Dr. rer. nat. Strobel — wissenschaftlicher
Leiter des Spezialkurses und Mitglied des
Prisidiums des Deutschen Schachverban-
des — daB es das Anliegen des Kongresses
sei, Schach in noch breiterer Palette anzu-
bieten und zu nutzen, womit man nahtlos
an den Spezialkurs 1988 anschliefe und
diesen weiterfiihre.

Die Mobilisierung geistiger Ressourcen ist
eine geselischaftlich hochst relevante Auf-
gabe. Wie Untersuchungen der letzten
Jahre deutlich machen, wirkt sich das
Schachspiel positiv auf die Entwicklung
der Fidhigkeiten des Planens, Analysierens,
Programmierens und der Strategiebildung
aus. Es beeinfluBt den Stil der geistigen
Titigkeit (siehe auch alpha 1/90).
Schachspielende Kinder sind ihren Alters-
genossen auf erstaunlich vielen Gebieten
voraus, besonders wird die Entwicklung
von Talenten auf dem Gebiet der Mathe-
matik und der Naturwissenschaften gefor-
dert. Aber auch erwachsene Schachspieler
betreiben ihr Hobby nicht umsonst. Es
wirkt nachweisbar auf die Stabilisierung
der geistigen und koérperlichen Spannkraft
ein. So wurde es in Persien vor der Jahrtau-
sendwende gar als Medizin verordnet. Mit
dem Wie und Warum solcher Wirkungen
befaBten sich, neben Vortrigen zur Ge-
schichte und Entwicklung des Spiels, zu
neuen Erkenntnissen im Computerschach
u. a. m., viele Referenten.

Dabei wurde dem Schulschach immer wie-
der breiter Raum gewidmet. Dr. rer. nat.
Jordan - Vorsitzender der Arbeitsgruppe
,Schach in der Schule (SiS) der DDR legte
dar, daB in aller Welt Bemiihungen zur
Einfiihrung des Schulschachs zu verzeich-
nen sind. Es existiert fakultativ in Oster-
reich, GroBbritannien, Frankreich und an-
deren Lindern. In Island konnen mehr als
75% der 15jdhrigen Schiiler Schach spie-
len. (Vgl. DDR: 25 bis 50%) Das wahr-
scheinlich umfangreichste SiS-Projekt der
Welt wird zur Zeit in der Provinz Quebec
(Kanada) durchgefiihrt. Dort erlernen
25000 Schiiler im Rahmen des Mathema-
tikunterrichtes das konigliche Spiel. Die
mathematischen Leistungen liegen dabei
im Vergleich zu anderen Kursen (ohne
Schach) deutlich héher.

Aber auch die Bemiihungen des Deutschen
Schachverbandes (DSV) der DDR koénnen
sich sehen lassen. Wir denken dabei in er-
ster Linie an fakultative Kurse, an Schach
rm Schulbort und im Kindergarten. Im
Vordergrund soll keinesfalls die Gewin-
nung von Schachtalenten stehen, sondermn
die Herausbildung allgemeiner Fidhigkei-
ten bei den Schiilern. Dazu bieten sich ge-

rade im Vorschulalter und in der Unter-
stufe ideale Bedingungen. Dementspre-
chend nannte die sowjetische Kommission
ihr Projekt nicht Schach in, sondern fir die
Schule.
In Leipzig und Dresden sind in dieser
Richtung bereits erfolgversprechende Ex-
perimente angelaufen. So konnten 14 Hort-
nerinnen aus 11 Dresdener Schulen einen
Schachintensivkurs besuchen, der es ihnen
ermoglicht, das koOnigliche Spiel zum fe-
sten Bestandteil der Beschiftigung im
Schulhort werden zu lassen.
Initiiert von der Musikhochschule Leipzig
findet in der Messestadt unter Leitung von
Prof. Dr. Mehlhorn ein groBangelegtes Ex-
periment zur Forderung kiinstlerisch be-
gabter Kinder statt. Es soll sich {iber einen
Zeitraum von 5 Jahren erstrecken und be-
ginnt in der letzten Kindergartengruppe.
Seit 1.9. 1988 wurde zu diesem Zweck in
ausgewidhlten Kindergirten eine breite Pa-
lette von kiinstlerischen Beschiftigungen
angeboten, darunter auch Schach. Inner-
halb von 6 Monaten erlernten 155 Kinder
dieses Spiel mit groBer Begeisterung. In
seiner Eigenschaft als Regelspiel steht
Schach in voller Ubereinstimmung mit
dem Bildungsprogramm des Kindergartens.
Eine Ausbildungsanleitung liegt in Leipzig
bereits vor. Auf die Ergebnisse des dortigen
Experimentes darf man gespannt sein.
Nicht unerwdhnt kénnen in diesem Zu-
sammenhang auch die Bemiihungen des
Nestors der Schulschachidee in der DDR,
OSR Helmut Hartmann, Vizeprisident des
DSV, bleiben, der an der Kithe-Kollwitz-
OS Wittenberg schon seit mehr als einem
Jahrzehnt auf schoéne Erfolge mit und
durch Schach zuriickblicken kann. Schach
hilft den Kindern, spielend schwierige
Denkprozesse zu vollziehen, die in ande-
ren Fichemn als wesentlich abstrakter emp-
funden werden miissen. Laut einer Befra-
gung, die Frau Dr.paed. Riemann an
21 Schulkindern vornahm, wiirden sich 20
davon auf Schach als Schulfach freuen,
wenn es ohne Benotung bliebe. Das ist
allerdings auch nicht vorgesehen. Erwih-
nenswert scheint mir ebenfalls der Fakt,
daB mit Schach gerade die Leistungen
durchschnittlich und unterdurchschnittlich
begabter Kinder wesentlich gefordert wer-
den kénnen, was durch empirische Unter-
suchungen bereits belegt wurde.
Der hier angesprochene Beitrag des Schul-
schachs zur Férderung mathematisch-na-
turwissenschaftlicher Fihigkeiten diirfte
besonders die Leser der alpha interessie-
ren. Uber Meinungen, Fragen und Kom-
mentare zu diesem Thema wiirde ich mich
sehr freuen.
Versehen mit Hinweisen auf Alter und
Titigkeit kdnnen sie gerichtet werden
an: Markus Spindler, K.-Miehe-Str. 3a,
Sangerhausen, 4700

M. Spindler

alpha, Berlin 24 (1990) 2 - 25



30 Jahre Greifswalder
Mathematikolympiaden

In Greifswald fand die erste Kreisolym-
piade bereits 1961 statt. Am 15. November
1989 begingen wir die 30. Kreisolympiade.
Zu diesem Jubildum fand ein Treffen mit
66 ehemaligen erfolgreichen Olympioniken
statt.

Wie kam es zu den bisherigen Erfolgen?
Seit Januar 1968 gibt es bei uns in Greifs-
wald den Kiub ,Junge Mathematiker®,
aber davor gab es schon mathematische Ar-
beitsgemeinschaften, die regelmaBig ihre
Tétigkeit durchfiithrten. Die Erfassung und
Forderung mathematisch begabter Schiiler
beginnt mit der Klassenstufe 4 und endet
mit der Klassenstufe 12. AuBerdem wurde
im Juli 1989 unser 25. Sommerlager fir
Junge Mathematiker durchgefiihrt. Ein
Teil ist auch Mitglied im Bezirkskorre-
spondenzzirkel, und einige Schiiler sind in
der Mathematischen Schiilergeselischaft
der Sektion Mathematik der Ernst-Moritz-
Arndt-Universitdt Greifswald. Fir unsere
Schiiler der 3. bis 6. Klassen hat diese Sek-
tion einen mathematischen Schiilerwett-
streit unter dem Namen ,Pokal des Rek-
tors“ im Jahre 1987 ins Leben gerufen.
Wenn ich so iiberlege, warum ich mich
eigentlich ausgerechnet fiir Mathematik in-
teressiere, so liegt es wohl daran, daB die
Mathematik in erster Linie auf der Logik
des menschlichen Verstandes basiert, dal3
man wirklich jeden Sachverhalt selbst
iberpriifen und seinen Beweis nachvollzie-
hen kann. Das ist nicht in jeder anderen
Wissenschaft in solch einer Strenge und
Exaktheit moglich. Hinzu kommt beson-
ders bei den Olympiadeaufgaben, daf3 zur
Lésung oftmals sehr originelle Ideen ge-
fragt sind, daB man schopferisch werden
kann.

Ich hatte das Gliick einer Klassenstufe an-
zugehoren, in der es in unserer Stadt eine
breite Leistungsspitze von Schiilern gab,
die sich der Mathematik verschrieben
hatte, so daB bei den Bezirksolympiaden
immer mehrere Greifswalder Schiiler mit
an der Spitze lagen. So etwas stimuliert na-
tiirlich enorm. Ich selbst nahm erst in der
9. Klasse zum ersten Male an einer Be-
zirksolympiade teil und erreichte ganz un-
erwartet einen 2. Preis. Dies gab mir einen
michtigen Auftrieb, so daB ich mich be-
reits ein Jahr spiter iiber einen 3. Preis bei
der DDR-Olympiade freuen konnte. Zwei
Jahre spiter (1989) konnte ich in Klassg 12
diesen Erfolg wiederholen.

Wie lief nun die AG-Titigkeit in den drei
letzten Jahren ab? Wir kamen wochentlich

26 - alpha, Berlin 24 (1990) 2

einmal bis zu zwei Stunden zusammen
und erhielten hiufig schwierige Aufgaben
aus den verschiedensten Gebieten der Ma-
thematik vorgelegt. Oft waren es Aufgaben,
die echt ganz neu fiir mich waren. Manch-
mal gab es einen Tip. Hatten wir die Lo-
sung oder den Beweis endlich vollstindig,
so wurden wir angehalten, nach anderen
Losungswegen zu suchen. Dazu gehérte
eine Portion Ausdauer und Beweglichkeit,
die wir natiirlich nicht gleich mitbrachten.
Aber der Reiz an der Sache hielt uns zu-
sammen, und manchmal gab es auch ein
lobendes Wort. Viel machten der Eifer und
die Begeisterung unseres AG-Leiters,
W. Bramschreiber, aus, der so manche
Perle aus der Eigenschatulle holte. Hinzu
kamen echte Ergdnzungen zum Unterricht,
gelegentlich auch physikalische Probleme.
Aufgaben aus ,Wurzel“ und ,Wissenschaft
und Fortschritt“, waren Vorkost unseres
Speiseplanes. Hart, aber interessant wurde
es, wenn wir die eine oder andere IMO-
Aufgabe vorgesetzt bekamen! Wie mufBten
wir uns doch anstrengen, um hinter den
Witz zu kommen!
Nachdem ich das Mathematikabitur vorfri-
stig ablegen durfte, wurde ich gemeinsam
mit einem Pasewalker Schiller seit Mitte
der 11. Klasse von Wissenschaftlern unse-
rer Universitédt in Analysis und Funktional-
analysis eingefiihrt. Das war eine gute Vor-
bereitung auf das Mathematikstudium, das
ich aufnehmen werde.
Bei allen, die mein Interesse fiir die Ma-
thematik geweckt und erhalten haben, mir
halfen und Anregungen gaben, mochte ich
mich auf diesem Wege bedanken.

Thilo Kuessner

Unter den Férderern von Thilo und seinen Mit-
schiilern finden sich fiir alpha-Leser so be-
kannte Namen wie Prof. Terpe, Prof. Flachs-
meyer,  Prof. Gronau, Dr. Schreiber und
Dr. Dérbandt von der E.-M.-Arndt-Universitdt
Greifswald. Prof. Terpe, Vorsitzender der MSG
Greifswald, feiert in diesem Jahr seinen 60. Ge-
burtstag. Wir und die Greifswalder gratulieren
ganz herzlich. Undenkbar aber wdren solche
Erfolge ohne die oft jahrelangen intensiven Be-
miihungen von Mathematiklehrern und Ar-
beitsgemeinschaftsleitern. Einen von ihnen,
Thilos AG-Leiter Wolfried Bramschreiber wol-
len wir deshalb mit eigenen Beitrdgen vorstel-
len. W. Bramschreiber leitet seit 25 Jahren im
Klub ,Junger Mathematiker” des Stadtkreises
Greifswald Arbeitsgemeinschaften und betreute
Thilo und seine Mitstreiter von der 10. bis zur
12. Klasse. Alphons

Eine runde Sache

Wir setzen eine Kugel mit dem Mittel-
punkt M, dem Radius r und einem festen
Punkt P im Innern der Kugel mit MP = a
voraus. Durch P gibt es unendlich viele
Kugelsehnen 4B mit den Kugelsehnenab-
schnitten 4P = x und BP =3y.

GrofBkreis

Es konnte von Interesse sein, ob das Pro-
dukt x-y der Lingen der Kugelsehnenab-
schnitte jeder Sehne auch eine Konstante
ist, wie wir es vom Kreis her kennen.

Zu jeder Kugelsehne AB durch P existiert
ein GroBkreis, der als Schnitt der Ebene,
die durch 4, B und M geht, mit der Kugel
erzeugt wird.

Nehmen wir im Bild den Durchmesser CD
durch P als weitere Kugelsehne, so erhal-
ten wir die Sehnenabschnittlingen
CP=r+aund DP=r—-a

Durch Anwendung des Sehnensatzes auf
den GroBkreis erhalten wir
x-y=(r+a)(r— a)=r*— a® = konstant.
Sollte der Sehnensatz nicht so geldufig
sein, so erhalten wir das Ergebnis aus einer
Proportion, die aus der Ahnlichkeit der
Dreiecke ACP und BDP folgt. Es gilt

X APC= x BPD (Scheitelwinkel) und
% CAB = 5 BDC (Peripheriewinkel {iber
CB).

Damit sind die Dreiecke ACP und BDP
einander dhnlich nach dem Hauptihnlich-
keitssatz. Deshalb gilt (fir die entsprechen-
den Strecken dieser Dreiecke)

+
=X 7 5 B und folglich

r—a
x-y=(rta)(r—a).
Nun kénnen die Lingen der Kugelsehnen
durch P und auch deren Abschnittslingen
selber sehr unterschiedlich ausfallen. Fas-
sen wir die Abschnitte x und y als Kanten
von Wiirfeln auf, so werden deren Raumin-
halte und die Summe dieser Rauminhalte
als verdnderlich erwartet.
Deshalb sei die Aufgabe gestellt, fir wel-
che Kugelsehne der Linge x + y durch P
mit den Abschnitten x und y ist
a) x° + y’ moglichst groB,
b) x? + y> moglichst klein.
Hinweis: Das Ergebnis x-y = konstant ist
bei diesen Untersuchungen von besonderer
Bedeutung.

W. Bramschreiber

Einige Perlen aus W. Bramschreibers
»Eigenschatulle*

Ala In einem beliebigen konvexen
Viereck ABCD sei M, der Mittelpunkt von
AB und M, der Mittelpunkt von CD. Ver-
bindet man M, mit C und D und M, mit 4
und B, so erhilt man folgende Skizze:



Es ist zu beweisen:

Sind A4y, 4;, A,, A3, A4, Asund A¢ die Fli-
cheninhalte der aus dem Bild ersichtlichen
Figuren, so gilt stets

I A+ A=A,

1I. A3+A5=A4+A6

A2 A P seiein beliebiger Punkt auf der
Diagonale BD eines beliebigen konvexen
Vierecks ABCD. Verbindet man P mit 4
und C, so erhilt man die Figur:

C

P
A
A 8
Es-ist zu beweisen:
Fiir die Flicheninhalte 4,, 4,, A;, 4, der
Teildreiecke gilt
A Ay=Ay- Ay

a3 4 Gesucht sind alle Punkie P im In-
nern eines beliebigen spitzwinkligen Drei-
ecks ABC, fur die folgendes zutreffen soll:
Wird P nacheinander an den Seiten 4B,
BC und CA reflektiert, so ist der Refle-
xionsweg eine geschlossene Figur (Dreieck
R, R,R;):

C
Rs

A Ry 8

Ad4a Einer Kugel mit dem Mittel-
punkt M und dem Radius r sei eine Schar
von Tetraedern ABCD einbeschrieben, wo-
bei die drei von D ausgehenden Kanten
aufeinander paarweise senkrecht stehen
mogen.

Beweise, daB fir alle diese Tetraeder

gilt: AB2+ BC?+ CA? = konstant.

AS5a Einem Kreis mit dem Mittel-
punkt M und dem Radius r sei eine Schar
von Dreiecken ABC mit AB = konstant, C
auf dem Kreis variabel einbeschrieben.

I. Gesucht ist der geometrische Ort der
Schnittpunkte der Winkelhalbierenden
dieser Dreiecke.

II. Gesucht ist der geometrische Ort der
Schnittpunkte der Hohen dieser Drei-
ecke.

II1. Gesucht ist der geometrische Ort der
Schnittpunkte der Seitenhalbierenden die-
ser Dreiecke.

A 64 Ein beliebiges gerades Prisma, des-
sen Grundfliche ein Parallelogramm ist,
werde von einer Ebene in allen vier Héhen-

kanten geschnitten, Dadurch entstehen
zwei Prismenstiimpfe.

Ist A der Flicheninhalt des Parallelo-
gramms und sind A;, h,, h; und h, die Ho-
henkantenlingen eines Stumpfes, so ist zu
beweisen, daB

V=%-A-(h,+h2+h3+h4).

A7 a Ein Schiiler stellte im Jahr 1988 an
seinem Geburtstag uberrascht fest, daB
sein Alter. in Jahren bei Ziffernvertau-
schung seinen Geburtsjahrgang ergibt.

a) Wie alt wurde der Schiiler?

b) Fiir welche Jahrginge dieses Jahrhun-
derts gilt das auch?

¢) Fiir welche Geburtsjahrgidnge dieses
Jahrhunderts tritt das nach 1988 wieder
ein?

(Bemerkung: Ich bin Jahrgang 35, wurde
im Jahr 1988 53 Jahre alt und
53+35=88))

A8a Von einem Quadrat mit genau
64 Quadraten gleicher GroBe fehlen die
Eckfelder einer Hauptdiagonalen. Zur Ver-
fligung stehen geniligend Rechteckplitt-
chen der GroBe zweier Quadrate aneinan-
dergelegt.

Ist es moglich mit diesen Rechteckplitt-
chen die vorausgesetzte Figur vollstindig
(ohne Uberlappung) zuzudecken?

A 94 Man beweise: Jede Kubikzahl ist
als Differenz zweier Quadratzahlen dar-
stellbar.

4 10a Man beweise: Der Flicheninhalt
von rechtwinkligen Dreiecken mit ganz-
zahligen Seiten ist nie eine Quadratzahl.

Fiir euch zum Weiterknobeln noch zwei Eigen-
aufgaben von Mitgliedern der MSG Greifs-
wald.

Ein OSG-Laden will gleich groBe Ananas-
und Mandarinenbiichsen so aufstellen, daB
in der untersten Reihe des Stapels n Biich-
sen, dann n—1, dann n—2, ..., in der
obersten Reihe n — (k — 1) Biiclisen sym-
metrisch zu einer vertikalen Achse ohne
Liicken stehen. Dabei sollen die Mandari-
nenbiichsen stets auBen (oben, unten,
links, rechts) und die Ananasbiichsen stets
innen stehen. Welche Werte kdnnen » und
k annehmen, damit der Stapel gleich viele
Biichsen jeder Sorte enthidlt?

Jan Fricke, Pasewalk

Gegeben sei die Menge aller konvexen
Vierecke ABCD mit
AB=3x, BC=AD=2x und CD= x.
Der Inkreis des Vierecks ABCD beriihre
die Seiten BC bzw. AD in F bzw. H. Man
ermittle das Verhiltnis Q der Flichenin-
halte der Vierecke ABFH und HFCD in Ab-
hidngigkeit von einem Parameter und,
wenn moglich, den groBten und den klein-
sten Wert von Q!

René Schione, Rostock

Ubrigens — in Greifswald wird fiir die Hand
von AG-Leitern und andercn Interessenien ein
Heft ,Geometrische Eigenaufgaben zum
Druck vorbereitet.

Ala K uycny 1989 npumummre no
uudpe ciesa W CnpaBa Tak, YTOObI MOJNY-
YEHHOE LIECTU3HAYHOE YUCIO HeIHIOCh Ha
88.

aus: Quant, Moskau

A 24 Polygone des nombres
Sachant que C + H + M = 114, placez dans
les cercles vides les nombres cidessous de
fagon & toujours obtenir un total de 114 sur
chaque c6té de cet heptagone.
8-16—-20—-22-33-35-39-41-45-47

Aus: Logigram, Paris

A 3 A Search for squares
Here are three unusual squares: 412, 332
8362. What is so unusual about them? (A
hint: look for new squares in the integer
you get from computing the full number
equal to each of the squares.)
aus: Fun with mathematics,
Toronto
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... auf eine so leichte
und schone Art bewiesen*

Ein zahlentheoretischer Satz im Briefwechsel

zwischen Euler und Goldbach

Zum 300. Jahrestag der Geburt von Christian Goldbach

Zu den berithmtesten Vermutungen der
Mathematik gehort die im Jahre 1742 von
Goldbach ausgesprochene Behauptung:
y,Jede natiirliche Zahl, die gréBer als 2 ist,
kann in drei Summanden zerlegt werden,
die alle Primzahlen oder 1 sind.“
Beispiele:
I=1+1+1,4=1+1+2,
=1+1+43,6=1+2+3,
289=3+3+283.
Die Goldbachsche Vermutung ist bis heute
weder bewiesen noch widerlegt worden. —
Wer war eigentlich Goldbach?
Christian Goldbach ist am 18.3. 1690 in
Ko&nigsberg (heute Kaliningrad) geboren
worden. Er studierte an der Albertus-Uni-
versitit seiner Geburtsstadt. Danach unter-
nahm er ausgedehnte Reisen durch
Europa. Hierbei suchte er den Kontakt zu
zahlreichen Gelehrten.
Im Jahre 1725 kam er nach Petersburg
(heute Leningrad). Hier war ein Jahr zuvor
durch Peter dem GroBen die Akademie der
Wissenschaften begriindet worden. Gold-
bach iibernahm als erster stindiger Sekre-
tir die wissenschaftliche Federfihrung an
der Akademie. Von 1727 an lebte er am
kaiserlichen Hofe (vom Januar 1828 an in
Moskau) als Erzieher des jungen Zaren Pe-
ter II. Anfang 1732 kehrte er nach Peters-
burg an die Akademie zuriick. Im Jahre
1742 wurde Goldbach an das Collegium fiir
auswirtige Angelegenheiten versetzt. Er
lebte weiterhin in Petersburg, hatte aber oft
lingere Zeit in Moskau zu tun. Er starb am
20.11. (nach dem damals in RuBland noch
iiblichen julianischen Kalender) bzw. 1. 12.
(nach dem gregorianischen Kalender) 1764
in Petersburg.
Goldbach war ein Mensch mit vielseitigen
Neigungen und Talenten. Man hat ihn als
einen Polyhistor (einen Gelehrten, der
iiber das Wissen seiner Zeit verfiigt) be-
zeichnet. Ein Goldbach-Biograph schrieb:
»Goldbach hatte ungewohnlich weite Inter-
essen, unter denen das Interesse fiir Mathe-
matik ... vorherrschend war. Er zeigte je-
doch wenig Neigung, sich systematisch mit
einem Gebiet zu beschiftigen, wenig Nei-
gung zur stindigen konzentrierten Arbeit
an einem bestimmten abgegrenzten Kom-
plex von Fragen. Und auch in der Mathe-
matik ... blieb er immer ein Liebhaber und
Autodidakt. ... Die Entdeckungen Gold-
bachs auf mathematischem Gebiet waren
im Vergleich zu den Entdeckungen ver-
schiedener anderer Wissenschaftler des
18. Jahrhunderts nicht bedeutend*.

28 - alpha, Berlin 24 (1990) 2

Im Jahre 1727 war mit Leonhard Euler
(1707 bis 1783) ein mathematisches Genie
nach Petersburg berufen worden, das sich
zu einem der bedeutendsten Mathematiker
entwickeln sollte. (Euler wirkte von 1741
bis 1766 an der Akademie der Wissen-
schaften in Berlin und kehrte danach wie-
der nach Petersburg zuriick.) Wihrend sei-
ner ersten Petersburger Jahre hat Euler bei
seiner Arbeit bedeutsame Anregungen von
Goldbach erhalten. Im Oktober 1729 be-
gannen FEuler und Goldbach einen
35 Jahre andauernden Briefwechsel, in
dem sie vorwiegend mathematische Fragen
diskutierten. Goldbach lenkte bereits in
seinen ersten Briefen Eulers Interessen
auch auf zahlentheoretische Probleme. Das
waren zunichst unbewiesene Behauptun-
gen (Vermutungen) von Fermat, wie sie in
dessen nach seinem Tode publizierten
Werken enthalten waren bzw. unter ,Zah-
lenliebhabern“ als eine Art von Folklore
zirkulierten (auch Goldbach zitierte Fer-
mat vom Horensagen). Pierre de Fermat
(1601 bis 1665) hatte sich neben seiner Ta-
tigkeit als Jurist in Toulouse mit Mathema-
tik beschiftigt. Er gilt als der groBte franzo-
sische Mathematiker des 17. Jahrhunderts.
»oeine genialste Leistung ist die Neu-
schopfung der Zahlentheorie® — schrieb
ein Mathematikhistoriker. Angeregt durch
Goldbach wurde Euler der groBe Nachfol-
ger Fermats in der Zahlentheorie. Das zah-
lentheoretische Werk Eulers fiillt zwar nur
vier Binde seines 29 Binde umfassenden
mathematischen Werks; doch dieses allein
hitte ihm einen geachteten Platz in der
Mathematikgeschichte gegeben.
Zahlentheoretische Fragen waren damals
nicht besonders populir. Fiir viele Jahre
war Goldbach der einzige, der sich fir Eu-
lers arithmetisches Werk interessierte.

Im Folgenden soll ein mehrjdhriges zah-
lentheoretisches Wechselgesprich  zwi-
schen Euler und Goldbach vorgestellt wer-
den, das Goldbach zu einem Beweis des
von Euler im August 1741 behaupteten
Satzes 1 fiihrte.

Satz 1: Zahlen der Form 4mn—-—m-1
=4n(m—1)—1 kbénnen niemals eine
Quadratzahl sein, wenn m und n natiirli-
che Zahlen sind.

Goldbach an Euler (2./13.2. 1742): ,Das
theorema, daB 4mn— m — 1 kein quadra-
tum sein koOnne, gefillet mir sehr“. Er
konne den Satz aber nicht beweisen. Euler
an Goldbach (23.2./6.3. 1742): ,DaB
4mn— m—1 ... niemals ein quadratum

sein konne, konnte ich bis anjetzo auch
nicht rigorose [streng] demonstrieren, son-
dern ich hatte solches aus einem theore-
mate Fermatiano [Theorem von Fermat] ...
hergeleitet. ... Die Richtigkeit davon beru-
het also auf der Wahrheit dieses theorema-
tis ...“. Es handelt sich um den von Fermat
im August 1640 ausgesprochenen

Satz 2: Nicht eine einzige Primzahl der
Form 4n — 1 kann Teiler der Summe von
zwei-teilerfremden Quadraten sein.

Ist eine ungerade Zahl durch keine Prim-
zahl der Form 4 — 1 teilbar, so besitzt sie
nur Primteiler der Form 4k + 1. Ein Pro-
dukt von Primzahlen der Form 4k + 1 ist
aber wieder von dieser Form. Nach dem
Satz 2 hat also eine Summe von zwei teil-
erfremden Quadraten keine Teiler der
Form 4n — 1. Das gilt auch fiir die Summe
a?+1=a?+12 Es ist stets (wie auch die
natiirlichen Zahlen a, m, n gewihlt wer-
den) a’+1+@n—1)m, d.h.
a?+4mn—m-1.

Den ersten uns iberlieferten Beweis des
Satzes 2 gab Euler in diesem Brief an
Goldbach! Damit war der Satz 1 bewiesen.
Doch Goldbach suchte, wie aus mehreren
Briefen an Euler zu entnehmen ist, nach
einem neuen Beweis des Satzes 1, also
nach einem Beweis, der vom Satz 2 unab-
hingig ist.

Goldbach an Euler (23.3. 1743): ,Endlich
stellet sich die demonstratio nova (neuer
Beweis) ein.“

Euler an Goldbach (29.3./9.4. 1743): ,Ew.
Wohlgeb. bin ich fir die mir giitigst iber-
schriebene Demonstration, daB
4mn — m — 1 keine Quadratzahl sein kann,
gehorsamst verbunden. Die Raisonnemens
[Uberlegungen] darin sind ... so tiefsinnig,
daB ich viel Miihe gehabt, ehe ich diesel-
ben habe vollig einsehen und auseinander-
wickeln kénnen. ... Wenn die letzte Kon-
klusion [Folgerung] ihre Richtigkeit hat, so
ist die ganze iibrige Demonstration voll-
kommen. Allein, eben diese letzte Konse-
quenz erwecket bei mir einen Skrupel, wel-
chen ich nicht wohl mit Worten ausdriik-
ken kann.“

Nach weiterer Diskussion der fraglichen
,JKonklusion“ mufl Goldbach am 11./22.6.
1743 bekennen: ,,... so erkenne ich doch
nunmehr, daB die Demonstration [der Be-
weis] ... nicht bestehen kann. ... Vielleicht
findet sich kiinftig etwas besseres”.

Am 19./30.7. 1743 schrieb Goldbach an
Euler: ,Nachfolgende Demonstration [Be-
weis) habe ich zu dem Ende in unterschie-
dene kleine propositiones [Sdtze] abgetei-
let, damit E. Hochedelgeb. diejenige, bei
welcher sie einigen Anstand finden mdoch-
ten [Ansto nehmen], desto bequemer an-
zeigen kdnnten.“ Nun formulierte er in la-
teinischer Sprache elf Sitze:

1. Wenn es iiberhaupt ein b? gibt, das der
Gleichung 4mn— m — 1= b? mit natiirli-
chen Zahlen m, n geniigt, so sei a? das
kleinste Quadrat mit 4mn— m—1= a2

2. Addiere ich auf beiden Seiten dieser
Gleichung —4ma + 4m?, so ergibt sich
4m(n—a+m)—m—1=(a—2m)*oder
4mn’' — m—1=b"2 mit b’ = a — 2m oder
2m—agund n'=n—a+m



3. In dieser Gleichung kann nicht a=m

werden (dann wire die rechte Seite der

Gleichung durch m teilbar, die linke Seite
jedoch nicht).

4. Es kann auch nicht a > m werden, dann

wire ndmlich n — a + m < n und daher

b2=4mn'—m—-1=4m(n—a+ m)

-m—-1<d4mn—m-1=a?

was der Annahme widerspricht, daB a? das

kleinste unter den Quadraten b2 mit

4mn—m—1=b?ist.

5. Es muB folglich a < m sein.

6. Ahnlich gilt: Wenn man —4an + 4n? auf

beiden Seiten der Gleichung

4mn — m — 1 = a? addiert, so ergibt sich

4n(m—a+n)—m—1=(a—2n)

7. In dieser Gleichung kann nicht a=n

werden. Sonst wire

4mn — m—1=n?oder

n?—4mn+ m —1=0 (quadratische

Gleichung fir n) oder

nm,=2mzxydm?-—m-1.

Diese Zahl ist jedoch (wie man zeigen

kann) irrational.

8. Es kann auch nicht a > n werden, dann
"wire m — a + n < m und daher

(@a—2n)2=4n(m—a+n)—-m—1<4nm

-m—-1=a?

was der Annahme widerspricht.

9. Es muB folglich a <n sein. Da nach

Satz 5. a < m ist, ergibt sich a® < mn.

10. Folglich gilt 4mn — m — 1 < mn, was ab-

surd ist. .

11. Deshalb kann es unter allen ganzzahli-

gen Quadraten der Form 4mn—m-—1

(wenn sie existieren) kein kleinstes Qua-

drat geben. Folglich gibt es gar keines.

Euler vermerkte auf dem Rand des Briefes:
»Diese Demonstration [Beweis] kann etwas
kiirzer gefait werden und nur allein gezei-
get werden, daB anon > mnec > n [nicht
> m und auch nicht > n], woraus schon
folget, daB 4mn — m — nnon > mn [nicht
> mn), quod est absurdum [was absurd
ist].“ Und an Goldbach schrieb er am
13./14.8. 1743: [Wann [wenn)

4mn — m —1 in einem Fall ein quadratum
[Quadrat] wiére, so wiirde man gleich un-
endlich viele andere casus [Fille) daraus
finden konnen. Was nun Ew. Wohlgeb. an-
nehmen, daB @? das kleinste quadratum
sei, welches in formula [in der Form]
4mn — m — 1 enthalten ist, so muf} notwen-
dig a kleiner sein als m, und daher haben
die 5 ersten propositiones [Sétze] ihre vol-
lige Richtigkeit. Wann aber Ew. Wohlgeb.
ferner zu dieser Aequation [Gleichung]
fortgehen
dn(m—a+n)~m—1=(a—2n)?, weilen
dieselbe nicht in der vorgelegten Form
4mn — m — 1 enthalten ist, so folgt auch
nicht, daB (a — 2n)? kleiner sein miisse als
a?; dann [denn] 4mn — m — 1 konnte das
kleinste mogliche quadratum geben, unge-
achtet 4n(m —a + n) — m — 1 einem noch
kleineren quadrato gleich wire, und also
kommt mir die 8' proposition verdichtig
vor, weilen non obstante hypothesi [ohne
der Annahme zu widersprechen)] a* gréBer
sein kann als (@ — 2n)2.“

Goldbach scheint in 8. analog wie in 4. ge-
schlossenen zu haben.

In Wirklichkeit erhilt er
b"2=4mm”" - m—-1<4nm—m—1=a?
(mit b”"=a—2n, m"=m—a+n),

wobei 4nm” — m — 1 (wegen m"” *+ m!)
nicht von der Form 4nk — k — 1 ist (die fiir
k = m nach der Annahme das kleinste der-
artige ganzzahlige Quadrat

4nm— m—1=a? liefert); also ist auch
b'? < a? kein Widerspruch zur Annahme!
Euler schrieb weiter: ,Bei diesem tenta-
mine [Versuch] fillt mir ein, ob man dieses
theorema nicht etwan auf eine gleiche Art
demonstrieren konnte, wie man zu erwei-
sen pflegt, daB a*+ b* oder a*— b* kein
quadratum sein konne.“ Fermat hatte einst
gezeigt, daB die Gleichungen x? + y! = z?
und x* — y* = z? keine nichttrivialen ganz-
zahligen LOsungen besitzen.

Euler schlug nun vor, die dabei benutzte
Beweismethode, die Fermat ,Methode des
unendlichen  Abstiegs“ nannte (vgl
alpha 17 (1983), H. 2, S. 29), auf das disku-
tierte Problem anzuwenden.

Er beschrieb das Vorgehen konkreter:
»Weil ... gewiB ist, daB in numeris parvis
[in kleinen Zahlen] 4mn — m — 1 kein Qua-
drat sein kOnne, so wiirde die Demonstra-
tion auf folgende Art vollkommen richtig
sein.“ Und Euler notierte (in lateinischer
Sprache);

I. [BEs wird angenommen, daB es ein Qua-
drat gibt, das sich in der verlangten Form
darstellen 14Bt.] Das Quadrat a2, das sich
in der Form 4mn — m — 1 darstellen 14Bt,
sei gegeben.

II. Daraus kann ein anderes Quadrat b?
kleiner als a? gefunden werden, das gleich-
falls in der Form 4mn — m — 1 dargestellt
ist.

III. Man wird also fortgesetzt zu kleineren
Quadratzahlen kommen, was absurd ist.
[Die Annahme I muB} also falsch sein.]
,Die ganze Demonstration wiirde also auf
den II. Satz ankommen.“

Am 28.9. 1743 schrieb Goldbach an Euler:
,2Aus Eurer Hochedelgeb. Erinnerung ge-
gen die vorige Demonstration habe ich die
prop. 6 ipsius demonstrationis [zu diesem
Beweis] allerdings unrichtig befunden, da-
hero ich dieselbe nebst darauffolgenden in
meinem letzteren Schreiben auszustrei-
chen und an deren Stelle folgende zu sub-
stituieren bitte“. Und er formulierte die
Sdtze 6. bis 8. (in lateinischer Sprache)
neu:

6. Addiert man zu der Gleichung

(4n —1)m — 1 = a? beiderseits

—2a(4n— 1)+ (4n — 1), so ergibt sich
(4n—-1)(m—-2a+4n-1)-1

=(a—(@4n—- 1)L

7. Da a? das kleinste Quadrat ist, das

der Gleichung (4n — 1) m — 1 = a? geniigt,
so muB a? < (a — 4n + 1)? oder
a?=(a—4n+ 1)?sein. Wegen 4n + 1 kann
das Gleichheitszeichen nicht gelten. Es gilt
folglich

(—2a + (4n — 1))(4n — 1) > 0, und daher
4n — 1> 2a. Nach Voraussetzung ist aber

2+
an-1="2 L

; folglich gilt

a?+1

> 2a oder a’?>2am — 1 oder

1

a>2m-——.
a

8. Da nach dem 5.Satz a<m ist, folgt
1

m>2m-— 2 was absurd ist, wenn m und

a ganze Zahlen sind.

Letzteres ist jedoch in dmn—m—-1=aq?
angenommen worden.

Die Annahme ist somit falsch. Stets gilt
4mn— m— 1+ 0 [Quadratzahl], wenn m
und »n natiirliche Zahlen sind. Und das war
zZu beweisen.

,Nunmehr hat Ew. Wohlgeb. Demonstra-
tion, daB (4n—1)m — 1 # a?, ihre vollige
Richtigkeit“, schrieb Euler am 4./15.10.
1743, denn ,da Dieselben [Sie] vorher er-
wiesen, daB posito ¢ a omnium quadrato-
rum, sie quae darentur, minimo [wenn
man a? das kleinste aller Quadrate setzt,
sofern welche gegeben sind], sein miisse
m > a, anjetzo aber pro eodem casu [in
demselben Fall], daB (4n — 1) > 24, so muf
folglich sein (4n — 1) m > 242, nun aber ist
@4n—-1)m=4a?>+1, und wire also
a?+ 1> 2a? welches nicht sein kann nisi
sit a = 0 [auBer wenn a =0 ist], vel [oder]
a =1, dann [denn] hier muB3 das Zeichen
> nicht majus [gréB8er], sondern non minus
[nicht kleiner] heiBen. Wann [wenn] man
aber setzt vel [entweder] a =0, vel [oder]
a=1, so wird die Aequation [Gleichung]
(4n —1)m — 1 = a? unmoglich.

Ich muB gestehen, daB ich nicht geglaubt
hatte, daB dieses theorema auf eine so
leichte und schone Art bewiesen werden
konnte, und ich bin dahero versichert, daB
die meisten theoremata Fermatii [Theo-
reme von Fermat) auf eine gleiche Art be-
wiesen werden konnen, weswegen ich
Ew. Wohigeb. um so vielmehr fiir die Kom-
munikation [Mitteilung] dieser herrlichen
Demonstration [dieses Beweises] verbun-
den bin“.

Der Zahlentheoretiker André Weil (geb.
1908) machte darauf aufmerksam, daB die-
ser von Goldbach mit Eulers Hilfe so miih-
sam gefundene Beweis des Satzes 1 den er-
sten Keim der sog. Reduktionstheorie fiir
binire quadratische Formen enthilt, die
spiter von Joseph Louis Lagrange (1736 bis
1813, siehe alpha 21, 1987, H. 3 und 4, Sei-
ten 52, 77) entwickelt worden ist.
Lagrange hatte sich seit 1768, sowohl von
Fermats Vermutungen als auch von Eulers
Abhandlungen angeregt, mit der Zahlen-
theorie befalBit. H. Pieper

Buchtip

H. WuBling
Vorlesungen zur Geschichte
der Mathematik

2., iiberarb. Auflage, etwa 365S.,
zahlr. Abb. Bestell-Nr.: 5718323

Preis: 17,80 M
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften
Ein Band aus der Studienbiicherei fur Leh-
rer, der aber sicher allen unseren mathema-
tikhistorisch interessierten Lesern viel
Freude bereitet.
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In freien Stunden - alpha-heiter

Leistungsfihiges Dominostein-Sextett

Deutet man die Punkte auf jeder Dominosteinhilfte
als Ziffer, so kann man nebeneinanderliegende
Hilften als Darstellung einer natiirlichen Zahl auf-
fassen. So stellen z.B. die hier nebeneinanderlie-
genden Hilften die Zahl 130 dar:

Von den 28 Steinen eines Dominospiels sind sechs
geeignete auszuwihlen: Diese sollen sich auf jede
der 11 abgebildeten Schablonen so legen lassen,
daB sich durch Addieren der Zahl der ersten Zeile
und der der zweiten Zeile die Zahl der dritten Zeile
ergibt.

pin=l=11i=5;
T T R [

1
W. Trager, Dobeln

15 Meter im Quadrat

Herr Ackermann hat einen Garten. Dieser ist qua-
dratisch von 15 m Seitenlidrige. Seine Beete legte er
so an: Zuerst teilte er die gesamte Fliche in drei
gleichgroBe Rechtecke und danach teilte er jedes
dieser Rechtecke in zehn gleichgroBe Rechtecke. So
erhielt er 30 gleichgroBe Beete. Nun wichst und
bliiht alles. In einer Ecke des Gartens befindet sich
der Wasserhahn. Zum BegieBen geht es mit zwei
GieBBkannen bei jedem Beet an der lingeren Seite
einmal rauf und einmal runter. Das Wasser reicht
immer gerade fiir ein Beet. Zum Schluf stellt er die
Kannen wieder beim Wasserhahn ab. Da sagt Herr
Ackermann zu seiner Frau und seinem Sohn: ,Ihr
miiBt mir in Zukunft helfen, denn ich alleine muB3
iiber einen Kilometer weit gehen, wenn ich alle
Beete begieBen will.“

,Natlirlich helfen wir“, meint Frau Ackermann,
»aber du hast sicher etwas iibertrieben.“ Hat Herr

Ackermann recht?
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz
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Zum Knobeln

Welches der Teile paBt genau in den Koérper?

Scharf nachgedacht

Wie miissen die funf Figuren im sechsten Quadrat
angeordnet sein?

x 4] [O x| [a %] [x O 4
P ) o o ®
a O A a O O _a o x
Iris Biziak, Dreitzsch
Wortspielereien

Vervollstandige mittels Zahlworten zu Begriffen.
... fuBler, ... felderwirtschaft, ... eck, ...er,
...chreiben, ... spitz, Re..., ... schonchen, Schl ...,
Gem ... amkeit, ... samkeit, ... atz, Tr..., ... chlag,
...achser, ... zylindermotor, ... teiler, ... angel,

.- losigkei. Jane Birkholz, Wilhelm-Pieck-Stadt Guben

J. Jakob v. Berzelius (Chemiker, 1779 bis 1848) soll
ein sehr witziger Mann gewesen sein. So bat er sei-
nen Schiiler Wohler, als dieser mit der Untersu-
chung eines neu entdeckten Minerals beschiftigt
war, einen seiner Freunde ,durch Ernennung zum
Taufpaten des Minerals zu ehren“ — und zwar nach
dem Spanier Miguel Erecacoexecohoncrena.

aus: Lingmann/Schmiedel: ,,Anekdoten, Episoden,
Lebensweisheiten, VEB Fachbuchverlag Leipzig



Mathematisches Kreuzwortrlitsel

Waagerecht: 1. Lingeneinheit, 6. natiirliche Zahl,
7. ganze Zahl, 9. Unendlichkeitsstelle einer Funk-
tion, 12. norwegischer Mathematiker (1802 bis
1829), 14. Zeitabschnitt, 15. algebraische Struktur
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Senkrecht: 1. Verbindungsstrecke zweier Ecken
eines Polygons, die keine Seite ist, 2. grundlegendes
mathematisches Objekt, 3. kleine Lingeneinheit
(Abk.), 4. norwegischer Mathematiker (1863 bis
1922), 5. Zykloide, 8. geometrischer Begriff,
10. Segment, 11. Begriff aus der Graphentheorie,
13. Logarithmus zur Basis 2 (Abk.), 14. gegenteilige
Entscheidung von ,nein“.
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Dr. R. Mildner, Leipzig
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Holzchentrick

Nimm zwei Holzchen so weg, daB vier Quadrate
{ibrig bleiben.

Flichenverwandlung mittels Legespiel

Ein mit den angegebenen MaBen auf Papier ge-
zeichnetes und ausgeschnittenes Parallelogramm ist
durch einen Schnitt in zwei kongruente Vierecke zu
zerschneiden. Beide Teile sind genau-iibereinander
zu legen und dieses Paket ist durch einen weiteren
Schnitt zu teilen, so daf3 insgesamt 4 Vierecke ent-
stehen.

Wie miissen beide Schnitte ausgefiihrt werden, da-
mit sich diese 4 Teile zu einem Quadrat aneinan-
derlegen lassen?

150mm

W. Triger, Dibeln

Sinnvoll getauscht

Die durch Umrandung abgegrenzten Buchstaben-
gruppen der oberen Figur sind auf gleichgestaltete
Felder der unteren so zu iibertragen — zeilenweise
gelesen —, daB es eine Aussage uber natiirliche Zah-

len ergibt.
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OL O. Chromy, Coswig
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Wieviel Flichen hat dieser Kérper?

alpha, Berlin 24 (1990) 2 . 31



Uber selbstregenerierende

Zahlenfolgen

So, wie sich Lebewesen durch den geneti-
schen Code regenerieren lassen, spricht
man auch in der Mathematik von selbstre-
generierenden Zahlenfolgen, wenn ein Teil
der. Folge den Code dafiir liefert, wie die
gesamte Folge auszusehen hat.

Ein Beispiel

Im Jahre 1957 wurde in der Zeitschrift
American Mathematical Monthly

(Band 64, Seite 198) die Folge
0101101011011 ... ™
untersucht.

Sie 146t sich wie folgt erzeugen:

Wir betrachten zunédchst nur endliche Zah-
lenfolgen, bestehend aus 0 und 1. Begon-
nen werde mit (0). Als Induktionsschritt
werde jede 0 durch 01 (im obigen Ver-
gleich heiBt das: 0 ist der Code fiir die
Kombination 0 1) und jede 1 durch 011
ersetzt, man erhilt folgendes Schema:

Folge Nullen- Einsen-

anzahl anzahl
0 1 0
01 1 1
01011 2 3
0101101011011 5 8

Interessanterweise stehen links immer glei-
che Ziffern untereinander (Selbstregenerie-
rungsbedingung) und rechts die Fibonacci-
schen Zahlen. Wir wollen priifen, ob dies
nur zufdllig fir das Anfangsstiick der Folge
gilt, und wir wollen versuchen, eine Bil-
dungsvorschrift fiir das allgemeine Folgen-
glied der unendlichen Zahlenfolge (*) zu
finden. Vor dem Weiterlesen empfehlen
wir dem Leser, die ersten etwa 200 Folge-
glieder der Folge (*) aufzuschreiben und
sich selbst mit der Losung der drei genann-
ten Probleme zu befassen. Wer die Uber-
sicht zu verlieren fiirchtet macht es am be-
sten zu zweit: Einer liest ganz langsam die
letzte Zeile des Schemas vor, der andere
schreibt fiir jede vorgeiesene Null auf ein
Blatt 0 1, fiir jede gelesene Eins 0 1 1. Da-
nach steht auf diesem Blatt die néchste
Zeile des Schemas. Diese wird wieder lang-
sam vorgelesen, und der andere schreibt
entsprechend auf ein neues Blatt Papier
wieder 01 fiir Null und 011 fir
Eins ....

Allgemeine Definition

Das Problem wird nicht komplizierter,
wenn wir es allgemeiner formulieren: (a)
und (b) seien zwei endliche Folgen aus 0
und 1. Dann gilt
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Satz 1: Beginnt man mit der Folge (0) und
ersetzt im Induktionsschritt jede 0 durch
die Folge (a) und jede 1 durch die Folge
(), so ist die Selbstregenerierungsbedin-
gung genau dann erfulit, wenn (a) mit 0
beginnt.

Beweis: DaB3 (a) mit 0 beginnen muB, ist
klar, da anderenfalls schon in der zweiten
Zeile vorn eine 1 stehen wiirde. Nun setzen
wir voraus, daB (a) mit 0 beginnt und fiih-
ren den Beweis durch vollstindige Induk-
tion. Als Induktionsanfang wissen wir be-
reits, daB in der ersten und zweiten Zeile
nur gleiche Zahlen iibereinanderstehen,
nimlich die 0 am Anfang. Als Induktions-
voraussetzung nehmen wir an, daB in der
(k—1)-ten und k-ten Zeile nur gleiche
Zahlen Ubereinanderstehen. Ersetzen wir
in diesen beiden Zeilen jede O durch (a)
und jede 1 durch (b), stehen auch wieder
nur gleiche Zahlen tibereinander. Damit ist
gezeigt, daB auch in der k-ten und (k + 1)-
ten Zeile nur gleiche Zahlen iibereinander-
stehen, w.z. b. w.

Etwas abstrakter konnen wir unser Schema
wie folgt beschreiben: Wir konstruieren
eine unendliche Folge, deren Elemente
endliche Zahlenfolgen sind, und zwar in
das k-te Folgenglied gerade diejenige end-
liche Folge, die durch die k-te Zeile unse-
res Schemas gegeben ist.

Fibonaccische Zahlen

Wir wollen jetzt mit N(a) die Anzahl der
Nullen der Folge (a) und mit E(a) die An-
zahl ihrer Einsen bezeichnen, analog N(b)
und E(b). Im obigen Beispiel gilt also
N(a)=E(a)=N(b)=1, E(b)=2. Die
Nullenanzahl der k-ten Folge (d. h. der k-
ten Zeile des Schemas) werde mit N, und
die Einsenanzahl mit E, bezeichnet. Laut
Annahme ist N, =1, E; = 0. Die weiteren
Glieder lassen sich rekursiv bestimmen:
Nesy = N(a)N + N(D)E,, (1)
Eiv1= E(a)N, + E(D)E,
Im Wortlaut: N, ,, die Anzahl der Nullen
in der (k + 1)-ten Zeile, ist die Summe aus
N(a)N,, der Anzahl der aus den Nullen
der k-ten Zeile stammenden Nullen, und
N(b)E,, der Anzahl der aus den Einsen der
k-ten Zeile stammenden Nullen. Im obi-
gen Beispiel gilt also als Spezialfall von
Formel (1)
Nev1= N+ Ey, Epyy = Ny + 2E,
Jetzt kdnnen wir beweisen:
Satz 2: In der Tabelle stehen rechts die
Fibonaccischen Zahlen
(f)=0Q1,1,2,3,5,8,...), die

@

durch fi=fo=1, /o + fo-1=fora

definiert sind, und zwar gilt fiir

k=2,3, ... fax-3= Ny, fax-2= Ep.
Beweis: Mittels Formel (2) konnen wir als
Induktionsanfang N, = E, =1 nachpriifen.
Der Induktionsschritt erfolgt iiber die bei-
den Formeln E; + Ny = N4,

und Nyyy+ Ex = Epyq, W.Z. bW,

Kettencode fiir Geraden

Nun haben wir die ersten beiden Probleme
gelost, aber eine Bildungsvorschrift fiir das
allgemeine Folgenglied der Folge (*)
konnte noch nicht gefunden werden. Hier
ist die in Abschnitt 2 und 3 vorgenommene
Verallgemeinerung hinderlich, und wir fra-
gen speziell nach einer Bildungsvorschrift
fiir die Folge (*).
Wir bezeichnen deren Folgenglieder mit
(rn), m=1,2,...,also0 r,=0,
n=1,rn=0,rn=r=1,....
In dieser Form 1dBt sich schwer eine Bil-
dungsvorschrift erraten. Wir bilden die
Partialsummen
s,=rn+..+r. Man kann stattdessen
auch rekursiv schreiben

S\ =1, 8 =St n=2
Es gilt also 5, =0, s, =5;=1,
$4=2,8=3,....
Diese Werte werden nun in das n — s,-Dia-
gramm eingetragen, vgl. Bild 1. Sie liegen
anndhernd auf einer Ursprungsgeraden
(und zwar, genau betrachtet, alle unterhalb
derselben), die zum Vergleich ebenfalls
eingezeichnet wurde.
Diese Tatsache und die konstruktionsbe-
dingte Ganzzahligkeit der Werte s, legt
nun die Vermutung nahe, daB8 eine allge-
meine Bildungsvorschrift der Art

sn =[x n] 4
besteht. Dabei ist x >0 eine noch zu be-
stimmende reelle Zahl, und [] bezeichnet
den ganzzahligen Teil, d. h., fir jede reelle
Zahl y werden [y] und {y} durch
0={y}<1, [y] ganzzahlig, y=[y]+ {y}
eindeutig definiert. Damit ist zumindest
gewihrleistet, daB alle Werte s, knapp un-
terhalb der Ursprungsgeraden y = xn lie-
gen.
Bevor wir jetzt den Wert von x bestimmen
wollen, so daB Formeln (3) und (4) die-
selbe Folge (s,) definieren, soll noch auf
eine Anwendung hingewiesen werden: In
der Computergraphik bis hin zur automati-
schen Bildauswertung besteht das Problem,
daB Geraden, die schrig zum Raster des
Bildschirms liegen, nur niherungsweise
dargestellt werden konnen. Diese Niahe-
rung wird so realisiert, daB zu der ideal ge-
dachten Geraden die jeweils nichstgelege-
nen Rasterpunkte (Pixel genannt) zum
Aufleuchten gebracht werden, eben wie in
Bild 1 die Kreuze ein Niherungsraster fiir
die Gerade y = x n darstellen. Und um ein
Programm zu schreiben, das diese nichst-
gelegenen Rasterpunkte berechnet, muB
man diese moéglichst ,rechnerfreundlich®
beschreiben kdnnen, hier taucht dann der
Begriff ,Kettencode fiir Geraden® auf.
Jetzt wollen wir den Wert fiir x bestim-
men:
Nach Satz 2 gilt ja fiir k= 2:

Ni = fak-3, B = fric-2-

©)

4)
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In der n-ten Partialsumme s, der k-ten
Folge ist jeder der » Summanden entweder
0 oder 1, und daher ist N+ E;=n und
E,=s, Wegen (2) N, + E; = N,,, konnen
wir auf n = N, schlieBen.
Aus Formel (4) folgt xn — 1 < s, < xn. Set-
zen wir hier die Werte fiir » und s, ein, er-
halten wir
xNk+] -1 <Ek§xNk+,.
Wir teilen durch N,,; und benutzen For-
mel (5). Es ergibt sich
1 Srk-2

Far < fores ©
Fiir jedes k = 2 stellt Formel (6) eine Dop-
pelungleichung fur x dar. Setzen wir bei-
spielsweise k = 6, so erhalten wir

0,618 = 53 = x<5—6-20,629.

89 89

Je groBer wir k wihlen, desto kleiner wird
das entsprechende Intervall fiir x. Die Le-
ser, die mit Grenzwerten vertraut sind,
konnen x auch genau ausrechnen (unter
der Voraussetzung, daB der Grenzwert exi-
stiert):

x =x.'

. A . Ja
x = lim = lim ———

n—o fn*l n—»c Il—1+f;l
= lim 1 = 1 als
s (f,,_,+1> x+1° 8%

Sa
1 1

24 x—1= = —— + —
x2+x-1=0, x 7 * 4+1.

Wegen x > 0 erhalten wir schlieBlich

V5 -1
== = v
Wenden wir nun die Formeln (3), (4) und
(7) an, erhalten wir die gesuchte Formel

rn=[nx] = [(n = 1)x]
=[x + {(n - Dx}]. ®)
Der vollstindige Beweis, daB Formel (8)
und Abschnitt 1 dieselbe Folge definieren,
muB hier aus Platzgriinden weggelassen
werden. Wir fordern aber den Leser auf,
sich fir n =1,...20 von der Richtigkeit die-
ser Aussage zu iiberzeugen.

0,618034

Ausblick

Wenn wir nun fiir x andere Werte einset-
zen, erhallen wir mit Formel (8) andere
Folgen (r,). Es gibt fiir vicle quadratische
Irrationalititen (d.h., Zahlen der Form

[+ 1/; f, g rational, g > 0, aber nicht Qua-
drat einer rationalen Zahl) die Moglich-
keit, dann mit Abschnitt 2 zugehorige end-
liche Folgen (@) und (b) zu finden, daB
sich wieder dieselbe Folge (r,) ergibt. Bei
irrationalen Zahlen, die keine quadratische
Irrationalitdt darstellen, ist das jedoch we-
sentlich komplizierter: Ohne auf die Ein-
zelheiten dieser Aussage einzugehen, wol-
len wir sie wie folgt plausibel machen:
Wenn wir die eben fur Formel (2) vorge-
nommene Grenzwertbetrachtung auf den
allgemeinen Fall (1) ausdehnen, ergibt sich
ebenfalls eine quadratische Gleichung fur
x, deren Losung rational oder eben quadra-
tisch irrational ist.

Jetzt noch zwei Aufgaben fiir den Leser.

Ala Man beweise die Gililtigkeit des
zweiten Gleichheitszeichens in Formel
(8).
A2 A Man zeige, daB die Folge (r,), For-
mel (8), fur rationale Zahlen x periodisch
ist, d. h., daB3 es ein m = 1 gibt, so daB} fur
alle nz lgilt r,=r 4 .
SchlieBlich teilen wir noch ohne Beweis
mit, daB die Umkehrung dieser Aussage
auch giiltig ist, speziell also die Folge (*)
aus Abschnitt 1 nicht periodisch ist.

H.-J. Schmid!t

Verflixt
und zu-gepuzzelt!

Aufgabe zum Titelblatt

Die abgebildete Figur ist aus 12 rechtwink-
ligen Dreiecken und 12 halben Kreisab-
schnitten derart zusammengesetzt, daf} die
Summe der an den stark ausgezogenen Li-
nien sich gegeniiberliegenden Zahlen im-
mer eine Quadratzahl ergibt. Ubertragt die
Figur auf Transparentpapier und zer-
schneidet sie an den stark ausgezogenen
Linien. Die 24 Teile sind nun zu zwei
gleich groBen Kreisen zusammenzufiigen
und zwar derart, dafl die Summe der ge-
geniiberliegenden Zahlen wieder eine Qua-
dratzahl ergibt. W. Neugebauer, Berlin

Ein bewegliches
Tetraederpaar

Im Jahre 1982 entdeckte L. Tompos, da-
mals Student an der Ungarischen Hoch-
schule fiir Angewandte Kunst und Design,
eine interessante Eigenschaft des reguldren
Tetraeders. Es ist erstaunlich, daB diese re-
lativ einfach zu beweisende, anschaulich
verbliiffende Eigenschaft nicht schon im
vorigen Jahrhundert oder noch davor be-
kannt wurde.

Als zugrundeliegende geometrische Figur
betrachten wir die Kantengeriiste zweier
kongruenter, reguldrer Tetraeder. (Ein re-
guldres Tetraeder ist bekanntlich eine von
insgesamt vier gleichseitigen Dreiecken
berandete Pyramide.) Diese Tetraeder
seien so zusammengepaBt, daB ihre Kanten
sich paarweise rechtwinklig in den Mittel-
punkten schneiden. Wir erhalten also zwei
solche Kantengeriiste durch die 12 Fli-
chendiagonalen eines Wiirfels, wobei’
(siehe Bild 1) die Kanten des ersten Tetrae-

Bild 1 -

ders durch dick gezeichnete, die des zwei-
ten durch doppelt diinn gezeichnete Strek-
ken markiert sind. Baut man so die
Modelle beider Tetraeder aus 12 gleichlan-
gen, geeignet verhefteten Stiben, wobei
das erste Kantenmodell das zweite an den
sechs Knotenpunkten stets von auBen be-
rithren soll (also unmerklich groBer ist), so
bemerkt man beim Festhalten eines Te-
traeders, daB das zweite bequem bewegt
werden kann, indem die sich berithrenden
Kantenpaare jeweils ibereinander gleiten.
Stellen wir uns erneut diese Stdbe als un-
endlich diinn und nicht verbiegbar, d. h.
als Strecken gleicher Ldnge im mathemati-
schen Modell vor, dann hat man zur Besti-
tigung dieser Beobachtung zu zeigen, dal3
es Bewegungen gibt, welche die entspre-
chenden Kantenpaare in jeweils einer
Ebene (also insgesamt sechs Ebenen) lie-
genlassen, d. h. ob die Kanten paarweise in
sich schneidenden, parallelen oder identi-
schen Geraden liegen. (Natiirlich kdnnen
beide Tetraeder auch ,zusammenbewegt®
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werden, aber wir schlieBen solch einfache
Bewegungen aus.)

Es sei also ein Tetraeder festgehalten und
nach allen in diesem Sinne zulidssigen Be-
wegungen des anderen gefragt.

Zwei Arten von Bewegungen sind anhand
unseres (physikalischen oder mathemati-
schen) Modells leicht beschreibbar: Eines
der Tetraeder festhaltend, bewegen wir das
andere um eine Raumdiagonale des Wiir-
fels (Bild 1) und stellen fest, daB dies unter
Erhaltenbleiben der sechs Kontaktpunkte
moglich ist. Eine solche Bewegung, die
sich also aus einer Drehung (um die
Raumdiagonale des Wiirfels) und einer
Verschiebung (in Richtung dieser Dreh-
achse) zusammensetzt, nennt man nahelie-
genderweise eine Schraubung.

Bild 2

In Bild 2 ist eine Position beider Kanten-
geriiste dargestellt, die aus der in Bild 1
durch eine solche Schraubung erhalten
wurde. Eine zweite Bewegungsart erhalten
wir wie folgt: Wir stellen uns eine Seiten-
fliche des Wiirfels (Bild 1) als in einer Ho-
rizontalebene liegend vor. (Horizontalebe-
nen liegen, im Sinne der darstellenden
Geometrie, parallel zur GrundriBebene.)
Dann ist die dazu parallele Ebene S durch
das Wiirfelzentrum eine Symmetrieebene
des Wiirfels, und eines der Tetraeder ist
das Spiegelbild des anderen beziiglich S.
Wir wihlen eine beliebige Gerade in S, die
das Wiirfelzentrum enthilt. Wenn wir nun
ein Tetraeder um diese Achse um einen
bestimmten Winkelbetrag drehen und es
dann vertikal (d. h. senkrecht zu einer Ho-
rizontalebene), ebenfalls um einen be-
stimmten Betrag, verschieben, dann ist das
Spiegelbild dieses gedrehten und verscho-
benen Tetraeders beziiglich S aus dem an-
deren Tetraeder durch Drehung um die
gleiche Achse mit gleichem Drehwinkel,
aber anderem Drehsinn, und vertikale Ver-
schiebung um den gleichen Betrag, aber in
entgegengesetzter Richtung, erhiltlich.
Dann sind jene Kantenpaare der beiden
Tetraeder, welche urspriinglich Diagonalen
einer vertikalen Wiirfelfliche waren, Spie-
gelbilder voneinander, d. h. jedes Paar liegt
auf sich schneidenden (oder parallelen
oder zusammenfalienden) Geraden. Wenn
nimlich ein solches Kantenpaar selbst
nicht horizontal liegt, dann liegt sein
Schnittpunkt in S, und wenn es horizontal
liegt, dann liegen beide Kanten parallel
oder fallen zusammen.
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Im allgemeinen werden jene Kantenpaare,
die urspriinglich Diagonalen einer horizon-
talen Wiirfelfliche waren, nicht in sich
schneidenden Geraden liegen. Wihlen wir
aber die erwidhnte vertikale Verschiebung
50, daB dies gewidhrleistet ist (und aus Sym-
metriegrinden muB dann die gleiche Be-
dingung vom urspriinglich in der zweiten
Horizontalfliche gelegenen Kantenpaar er-
fiillt werden), dann haben wir wieder eine
in unserem Sinne zuldssige, nichttriviale
Bewegungsart erhalten. Eine derart er-
zeugte Position beider Kantengeriiste zeigt
Bild 3.

(Es sei bemerkt, daB beim Spiel mit dem
physikalischen Modell nur eine Drehung
beider Tetraedergeriiste um besagte Achse
notig ist; die notwendige \erschiebung er-
folgt automatisch, da die Kanten paarweise
in stindiger Berithrung bleiben.)

Wir kommen nun zur dritten Bewegungs-
art, die allerdings mit dem physikalischen
Modell nicht ausgefiihrt werden kann. Ein
Tetraeder festhaltend, drehen wir das an-
dere aus seiner Ausgangslage (Bild 1) ge-
nau 180° um eine Achse durch die Mittel-
punkte der Horizontalflichen des Wiirfels.
Dann wird jedes Kantenpaar der zwei Te-
traeder aus einer Vertikalfliche des Wiir-
[els in ein paralleles Kantenpaar iiberfihrt.
Gleichzeitig wird jedes aus einer Horizon-
talfliche stammende Kantenpaar auf sich
schneidenden Geraden verbleiben. Somit
konnen wir die sich bewegenden Tetraeder
horizontal in eine beliebige Richtung ver-
schieben (um einen beliebigen Betrag) und
erhalten dadurch erneut eine zulédssige Be-
wegungsart. Eine solchermalien erzeugte
Position zeigt Bild 4.

Mit Mitteln der Elementarmathematik (tri-
gonometrische Beziehungen, Losung linea-
rer Gleichungssysteme) kann man den fol-
genden Satz beweisen.

Satz: Die einzigen zulissigen Bewegungs-
arten des Tetraederpaares sind die drei be-
schriebenen.

Probleme wie das hier behandelte, also
Fragen der Stabilitdt oder Beweglichkeit
von Gertisten, spielen z. B. in der Architek-
tur eine Rolle, wo insbesondere lasttra-
gende Gerliste wie etwa Verstrebungen in
Gebiduden oder beim Briickenbau derart
konstruiert werden miissen, daB groBe
Formverinderungen (Deformationen) und
folglich Zerstdrungen moglichst ausge-
schlossen sind. Fiir das Bestimmen der zu-
lissigen Bewegungen unseres Tetraeder-
paares waren ingenieurtechnische Metho-
den nutzbringend. Die Berechnung der
Krifte, welche zwischen beiden Kanten-
geriisten (oder zwischen Bestandteilen all-
gemeinerer Geriiste) auftreten, ist ndmlich
eng verkniipft mit der Moglichkeit zuldssi-
ger Bewegungen der Geriiste.

Weiterhin wollen wir eine Verallgemeine-
rung vom beschriebenen Zusammenhang
zwischen zwei kongruenten Kantengerii-
sten reguldrer Tetraeder erwihnen.
Wenn wir die Flichendiagonalen eines be-
liebigen Quaders betrachten, dann stellen
sie (analog zu Bild 1) die Kantengeriiste
zweier kongruenter Tetraeder dar. Wenn
diese Kantengeriiste als Stabmodelle ge-
nauso zusammengepaBt werden wie im
Falle zweier reguldrer Tetraeder, kann man
mit einem Kantengeriist bei Festhalten des
anderen dhnlich verbliiffende Bewegungen
ausfiihren. Mathematisch kann man hier
also einen #hnlichen Satz beziiglich zulis-
siger Bewegungsarten des Tetraederpaares
beweisen. (Man sieht sofort, daB Analogien
zu den an zweiter und dritter Stelle be-
schriebenen Bewegungen existieren, und
auch zur zuerst dargestellten Art gibt es
eine gewisse Analogie. Darliber hinaus hat
man fiir bestimmte Quader eine vierte zu-
lassige Bewegungsart.)
Die abschlieBend gegebene Fotografie
zweier physikalischer Kantenmodelle regu-
ldrer Tetraeder, deren eines das andere in
sechs Kontaktpunkten jeweils von auBen
beriihrt, soll Anregung flir den Eigenbau
dieser einfachen geometrischen Figur sein.
E. Makai, H. Martini, T. Tarnai

Die Arbeit an der hier behandelten Problema-
tik wurde zum Teil aus dem Ungarischen Na-
tionalen Forschungszuschuf Nr. 744 unter-
stiitzt,
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dolph, GroBrdhrsdorf; Christian Scfiuster (Friih-
starter), Griinhain; Jens Rennefahrt, Halle;
Andreas Niichter, Halle-Neustadt; Rico Ramolla,
Hennigsdorl; Angela Wiesjahn, Holzendorf; Ma-
nuela Winkler, Hoyerswerda; Bjorn Borchardt, I1-
menau; Sabine Scheller, André Langd, Thilo
Bocklisch, alle Karl-Marx-Stadt; Roland Becker.
Kleinmachnow; Ronny Parchert, Kirsten Tost-
mann, beide Leegebruch; Patrick Fladerer, Lei-
nefelde; Jens Girtner, Jorg und Torsten Schrei-
ber, Andrea Englisch, Lars-Peter Miiller, André
Girtner, alle Leipzig; Gunier Semmler, Jens
Grundmann, beide Limbach-Oberfrohna; An-
dreas Willnow, Lindenthal; Veit Kannegieser,
Liibben; Martin Stein, Anke Misch, beide Mag-
deburg; Gerald Werner, Meiningen; Johannes
Krause, Moser; Christina Hoba, Neuhaus; Tho-
mas (Frithstarler) und André Westphal, Neurup-
pin; Matthias Loesdau, Neustrelitz; Torsten Mol-
ler, Ohrdruf; Robert Wetzker, Katja Schiirer, Ilka
Riedel, alle Oranienburg; Enrico Bruder (Friih-
starter), Potsdam; Claudia Walter, Riesa; Chri-
stoph Weidling, Riethnordhausen; Frank Schon-
heit, Rudolstadt; Kordula Pabst, Sachsenhausen,
Willi Jacobs, Saurasen; Katja Manski, Olaf Kal-
lert, beide Schildow; Christian Schmaltz, Schwe-
rin, Holger Strahl, Thomas Lotze, beide Suhl;
Jens Krubert, Templin; Ralf Schubert, Vacha;
Sven Peyer, Weimar; Otmar Jannasch, Wiednitz;
Bert Winkler, Wilkau-HaBlau: Peter Stiibner,
Windischholzhausen; Mathe-Zirkel, Winniza
(UdSSR); Ronald Peters, Wismar; Stefan Bret-
feld, Jorg Silde, beide Zepernick

* Fruhstarter sind Schiiler der Klassenstufen

1 bis 4

Abzeichen in Gold

Fiir zweiundzwanzigjahrige Teilnahme
Lutz Piiffeld, Halberstadt

Fiir einundzwanzigjihrige Teilnahme
Guido Blosfeld, Halle

Fiir zwanzigjdhrige Teilnahme
Ullrich Riedel, Fioha

Fiir fiinfzehnjdhrige Teilnahme
Uwe Maaz, Arnstadt; Guntram Tiirke, Auerbach;

Sylvia Glomb, Berlin; Harry Héfer, Dorndorf; In-

golf Korner, Gudrun Thiter, Karl-Heinz Jiinger,
Jorn Wittig, Carolin Engel, alle Dresden; Dirk-
Thomas Orban, Erfurt; J6rg Butter, Freiberg;
Volker Reck, Heiligenstadt; René Schiippel,
Hoyerswerda; Horst Fliegner, Jarmen; Jens P&-
nisch, Andreas Hengst, Thomas Mader, alle Karl-
Marx-Stadt; Per Witte, Konigs Wusterhausen;
Claudia Trochold, Reichenbach; Heidrun Tiedt,
Teterow; Hans Creutzburg, Thal: Eva-Maria
Wabbel, Wolfen; Birgit SchultheiB, Wiistenbrand

Fiir zehnjihrige Teilnahme

Ralf und Wolfgang Beukert, Altenburg; Annegret
Schidlich, Auerbach; Yvonne GroBmann, Mat-
thias Tittel, beide Berlin; Eberhard Balzer, Bern-
burg; Frank-Jiirgen Schwerin, Blumberg; Peter
Sitz, Calau; Olaf Krause, Eisenhiittenstadt; Ul-
rich und Peter Wenschuh, Falkenstein; UIf
Winkler, Frankenberg; Frank und Udo Schulte,
Freienbessingen; Dirk WenzlafT, Grieben; Jorg
Blaurock, Guben; Beate Thomas, Halle; Antje
Hiittig, Halle-Neustad(; Henrik Hodam, Kalten-
nordheim; Michael Tix, Jiirgen und Michael
Hoppe, alle Karl-Marx-Stadt; Kay Leitz, Par-
chim; Steffen Scheithauer, Parey; Antje Reichel,
Pirna; Beate Walter, Robel; Annegret und Heiner
Ruser, Rostock; Achim Kréber, Schonbach; Ro-
land Drendel, Senftenberg; Jochen Wetzel, Sém-
merda; Wolfgang Vogel, Thalheim; Lothar Matz-
ker, Tormo; Johannes Thiater, Weimar; Bert
Winkler, Wilkau-HaBlau; Mathias Schwenck,
Wittenburg; Susan Hoffmann, Kiingenthal

Fiir sechsjahrige Teilnahme

Uta Schmidt, Altenburg; Sven Véiker, Bad Sal-
zungen; Katja GeiBler, Berlin; Ingo Molden-
hauer, Blankenfelde; Wolfram Schubert, Borna;
René Aust, Calau; Thomas Freier, Creuzburg;
Jens Renner, Dirrohrsdorf; Thomas Priiver,
Eberswalde; Patrick Zacharias, Eilsleben; Maik
Denner, Empfertshausen; Riidiger Hochheim,
Steffen Zillmer, beide Erfurt; Ortrun Grah!, Dres-
den; Jana Reinhard(, Corinna Mider, Katharina
Hildebrandt, Christiane Siebert, Kristin Danz,
alle Fambach; Werner Ernst, Finsterwalde; Uwe
Danz, Floh; Holger Hinchen, Forst; Katharina
Dost, Geithain; Torsten Feigl, Gera; Britta B6l-
ter, Greifswald; J6rn Pamperin, Hagenow; Britta
und Rainer Struwe, Halberstadt; Géran Glock-
mann, Jena; Petra Koglin, Hoyerswerda; Mirko
Niepel, Kithe Bickmann, beide Karl-Marx-
Stadt; Alois Weninger, Knittelfeld (Osterreich);
Kirsten Volz, Kochar; Marco Ringel, Jinicken-
dorf; Jan Riidiger, Leipzig; Christel Fritze, Mag-
deburg; Eberhard Schulze, Mildenberg; Kay
Pfennighaus, Neubrandenburg; Manuela Grewe,
Neuhaus; Carola Franke, Niedergrifenhainichen;
Grit Pfiitzner, Ohorn; Michael Schmarje, Jiirgen
Rietz, beide Pirna; Kathrin Lénnig, Pretitz;
Ralph Neumann, Ribnitz; Tobias Franke, Riesa;
Ralf und Dirk Seifert, Rochlitz; Ulrich Rothe,
Kirstin Peter, beide Rostock; Nicole Schmidt,
Schmalkalden; Stefan Erb, Schwallungen; Alex-
ander Otto, Schwanebeck; Peter Hornich,
Schwedt; Lars Prieske, Schwerin; Holger Reinitz,
Sommerfeld; Andreas Lange, Stendal; Kerstin
Schuster, Taubenheim: Stephan Marx, Uecker-
miinde; Horst Rex, Wihlitz; Regine Katzy, Wa-
ren’ Manuela Montag, WeiBenschirmbach; Seba-
stian Steinbach, Wernigerode; Janet Thon,
Wiinschendorf; Jens Miiller, Wolgast; Ulrike
Hiifner, Schmalkalden; Monika Doring, Berlin

Fiir fiinfjahrige Teilnahme

Dietmar Schimmel, Adorf; Tilo Kaiser, Aken;
Frank Grembus, Altentreptow; Ronald Stiive,
Anklam; Kathleen Heilfort, Bad Gottleuba; Uwe
Volker, Jan Schwate, beide Bad Salzungen; Tho-
ralf Risch, Bad Wilsnack; Ina Miiller, Alexander
Starick, beide Birenkiau; Claudia Groll, Banne-
witz; Alexander Golz, Jana Hoffmann, Bodo Pe-

termann, Annekatrin Hegewald, alle Berlin; Tor-
sten Adam, Jens Opalka, beide Bernburg;
Stephan Hantsch, Berthelsdorf; Falk Wietreck,
Bischofswerda; Andreas Liebmann, Bitterfeld;
Ulrich Voigt, Bohlen; Heike Engel, Brotterode;
Claudia Tittmann, Cainsdorf; Michael Schwenk,
Cottbus; Stefan Daske, Dabendorf; Andreas
Kirchberg, Dingelstidt; Edith Bombach, Jens
Meyer, Stefan Seifert, Jens Herrmann, UIf Erben,
Beate Schreiber, Michael Griining, alle Dresden;
Burgund Berger, Barbara Berger, beide Drosa;
Ivonne Gierth, Diirrohrsdorf; Kornelia Eckert,
Effelder; Jan Buchmann, Eisenberg; Anne Heyl,
Eisenach; Reinhard Schrippa, Eisenhiittenstadt;
Lars Limmerhirt, Ettenhausen; Karsten Wacker-
nagel, Falkenberg; Steffen Pietsch, Frankfurt/O.;
Karl Etourno, Freiberg; Roland Popp, Gotha,
Jacqueiine Spatke, Grifenthal; Cornelia Bir,
Greifendorf; Steffen Vollbarth, GreuBen; Su-
sanne Schulz, Grimma; Thomas Henker,
Groitzsch; Frank SchneegaB, GroBbodungen; Jan
Glaser, GroBdeuben; Ines Pannenberg, Jana
Pausch, beide Griinhain; Alois Belter, Hagenow;
Roland Kunert, Gundhild Berg, beide Halle; Vi-
vian Bihr, Halle-Neustadt; Antje Stehfest, Havel-
berg; Michael Puchta, Hecklingen; Stephan Le-
xow, Henningsdorf, Jens Weinhold, Hermsdorf;
Olaf Schmidt, Hohenebra; Torsten Borchardt,
Steffen Vogler, beide I'menau; Ellen Stelzner,
Jena; Andreas Anders, Jitterbog; Jana Bioly, Ste-
fan Mader, beide Karl-Marx-Stadt; Matthias
Miiller, Klaffenbach; Karsten Knobloch, Klein-
machnow; Jan Richter, Krostitz, Olaf Dreyer,
Krumbeck, Mario Menger, Lauterbach; Mirko
Jelinek, Katrin Anton, Kirsten Schroter, alle Lee-
gebruch; Martin Schreiter, Andreas Winter, Se-
bastian Meinhard(, alle Leinefelde; Mareike.
Schmidt, Christian Tiedt, beide Leipzig; Olaf
Weber, Meuselwitz; Daniela Voigtldnder, Dorit
Pinnow, Steffi Porschel, Stefan Konig, alle Mii-
geln; Christian Bittner, Miihlihausen; Mirko
Teidge, Neubrandenburg; Rigo Hinkelmann,
Neuenbeuthen; Petra Ropenus, Neuhof; Gabriele
Briuer, Niederodewitz; Christian RiBler, Nieder-
odewitz; Susan Abbe, Niederorla; Michael Hum-
mel, Olbersdorf; Torsten Kaiser, Oranienbaum;
Jan Fricke, Pasewalk; Susanne Kraenz, Picher;
Claudia Burkhardt, Prettin; Sylke Ahrend, Ra-
kow; Christoph Weidling, Riethnordhausen; Ste-
phan Sprang, Doris Seifert, beide Rochlitz; Burk-
hard Rothe, Rostock; Daniela Mdser, Sangerhau-
sen; Soren Hader, Schlotheim; Torsten Haase,
Schmalkalden; Andreas Seifert, Schonebeck, En-
rico Rommel, Schwallungen; Diana Heinrich,
Seyda; Eileen Hesse, Babette Stietz, Korina Ma-
loszyk, Petra Gerlach, Sandy Schinkel, Ivonne
Biihling, alle Sondershausen; Peter Brock, Stral-
sund; Silvana Seifert, Strausberg; Torsten Wo-
stenberg, Templin; Joachim Vogel, Thalheim;
Diana Brenn, Daniel Schuster, Jorg Steinbach,
Annett Storch, alle Trusetal; Hans-Helmut
Zappe, Michael Lotz, Sven Buchholz, alle Vacha;
Elko Kinlechner, Mario Zitek, Ronald Petigk,
alle Weimar; Tanja Voigt, Wernburg; Otmar Jan-
nasch, Wiednitz; Ronald Peters, Wismar; Ma-
nuela Kabelitz, Wollin; Kristina Bergmann, Wol-
zig; Heino Kuhn, Anja Hebestreit, beide Worbis;
Nico Qual, Zeitz; Lutz Hengelhaupt, Zella-Meh-
lis; Holger Beyer, Zschopau

Fiir vierjahrige Teilnahme

Lars Ziethmann, Altlidersdorf; Tino Wirsing,
Bad Salzungen; Jan Eska, Bad Siilze; Andréas
Kunthel, Bautzen; lnes HeBelbach, Behrungen:
Ingo Maas, Jan Strischek, Monika Zihlsdorff,
Torsten und Jens Finner, alle Berlin: Norbert
Schroder, Bernau; Tobias Priemuth. Karina
Triibe, beide Bernburg; Karin Hiiske, Biesenthal;
Andreas Beleites, Bleicherode; Beate Pohler,
Brand-Erbisdorf: Ronny Diener, Kati Reum,
beide Breitungen; Gerd Heiser, Dorothe Fuchs,

Fortsetzung auf Seite 44
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Uberall Algorithmen

Teil 1

Ein Algorithmus — was ist das?

A la Gib die richtige Reihenfolge der Bilder an (Bild 1)!

Bild 1 ‘
a) »

424 Ordne die Kdstchen so an, daB sie
eine verniinftige Vorschrift zur Zuberei-
tung einer Sofix-Cremespeise ergeben! Du
kannst die Reihenfoige durch Pfeile zum
Ausdruck bringen.

1. Ich nehme einen Schneebesen und
rithre so lange, bis das Pulver aufge-
18st ist.

2. Ich fille die Creme in kleine
Schalen.

‘ 6. Wir essen die Cremespeise. J

7. Ich stelle die gefiillten Schalen
kiihl.

| 8. Ich warte 15 Minuten. l

A3 a Gib die richtige Reihenfolge der
Bilder an (Bild 2)!

Bild 2

Konstruktion des Lotes von einem Punkt
auf eine Gerade

Ada a) b) |
1. Zahl 2 2 3
2.Zahl 4 |6 5
3. Zahl 3 2 3
Ergebnis

Fiille die letzte Zeile der obigen Tabelle

nach folgender Vorschrift aus!

(1) Addiere zur ersten Zahl die zweite
Zahl! '

(2) Dividiere das Ergebnis durch 2!

(3) Multipliziere das Ergebnis mit
3. Zahl!

(4) Schreibe das so erhaltene Ergebnis auf!

der

AS5a Was ist an der Vorschrift fir die
Addition von Dezimalbriichen (DZB)
falsch?

Schreibe die DZB untereinander!

l

Addiere die DZB wie natiirliche Zahlen
ohne Riicksicht auf das Komma!

l

Setze in der erhaltenen Summe ein

Komma so, daB es genau unier den

Kommas der einzelnen Summanden
steht!

A 6 A Verdndere nachstehende Vorschrift

so, dal3 sie von einem Schiiler, der micht

weiBl, wie man das Quadrat einer Zahl bil-

det, verstanden und abgearbeitet werden

kann! Gegeben sind zwei natiirliche Zah-

len a, b.

(1) Bilde das Quadrat der Zahl a! Das er-
gibt x.

(2) Bilde das Quadrat der Zah! b! Das er-
gibt y.

(3) Berechne die Summe aus x und y!

A7a Am Punkt x fragt dich jemand
nach dem Weg zur Post.
Wie wiirdest du ihm antworten (Bild 3)?

Bild 3 4J U @

3. Ich gebe das Cremespeisepulver
dazu.

4. Ich gieBe die Milch in ein GefdB.

5. Ich kaufe im Konsum 2 Sofix
Cremespeisepulver und
1 Flasche (0,51) Milch.
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Bei all dén angegebenen Aufgaben treten
Folgen von Anweisungen auf. Die ersten drei
Aufgaben enthielten die Forderung, die
einzelnen Anweisungen in eine richtige
Reihenfolge zu bringen. Durch die Auf-
gabe 4 wurde der Leser aufgefordert, selbst
eine Vorschrift abzuarbeiten. Damit nun
alle Leser, die die Aufgabe 4 losen, zum



gleichen Resultat gelangen, ist es erforder-
lich (Rechenfehler sind natiirlich ausge-
schlossen), daB die einzelnen Schritte ein-
deutig und fir den Ausfiihrenden
(Mensch/Maschine) hinreichend elementar
formuliert sind.
In den Anweisungen zur Addition von De-
zimalbriichen (Aufgabe 5) habt ihr sicher
den Fehler gefunden. Der erste Schritt ist
nicht eindeutig formuliert. Betrachten wir
dazu folgendes Beispiel:
Es sollen die Zahlen 23,91 und 0,632 nach
der Vorschrift aus Aufgabe 5 addiert wer-
den. '
Entsprechend der ersten Anweisung kann
man die Zahlen z. B. so0 23,91, aber
0,623

auch so 23,91, aber auch so0 23,91 , ...

0,632 0,632
untereinander schreiben.
Das wollen wir nicht zulassen. Wir miissen
die erste Anweisung eindeutig formulieren.
Hier unser Vorschlag:

Schreibe die DZB stellengerecht
untereinander!

Der Vorschlag setzt allerdings voraus, daB
stellengerecht dem Nutzer der Vorschrift be-
kannt ist.

Beim Losen der Aufgabe 6 wird deutlich,
was es heifit, die einzelnen Schritte so zu
formulieren, daB sie fiir den Ausfilhrenden
hinreichend elementar sind. ,So wissen
Schiiler unterer Klassen oft nicht, was man
unter Bilde das Quadrat der Zahl a' ver-
steht.

Verdndert man die Formulierung und sagt:
Multipliziere die Zahl a mit sich selbst!, so
wissen auch sie, was gemeint ist.

Mit der Aufgabe 7 wird der Leser aufgefor-
dert, selbst eine Folge von endlich vielen
Anweisungen anzugeben, damit der Orts-
unkundige den Weg von der Schule zur
Post findet.

Folgen von endlich vielen, eindeutig for-
mulierten und fiir einen Ausfiihrenden
hinreichend elementaren Anweisungen,
wie wir sie in obigen Aufgaben kennenge-
lernt haben, nennt man Algorithmen.
Algorithmen miissen stets gewihrleisten,
daf3 man mit ihnen ein Problem (z. B. eine
Konstruktion, das Losen einer Gleichung,
die Zubereitung einer Speise usw.) in end-
lich vielen Schritten 16st. Aus diesem
Grunde darf z. B. eine Anweisung wie Ad-
diere alle nafiirlichen Zahlen! nicht in einem
Algorithmus auftreten.

Einer der dltesten uns bekannten Algorith-
men ist der sogenannte Euklidische Algo-
rithmus (Euklid, geb. um 365 v.u. Z., gest.
um 300v.u. Z.) zur Bestimmung des groB-
ten gemeinsamen Teilers von zwei natiirli-
chen Zahlen a und b (a > b, b * 0) durch
schrittweise Division mit Rest.

Im ersten Schritt ist b Divisor und @ Divi-
dend. In jedem folgenden Schritt wird der
Divisor des vorhergehenden zum Dividen-
den und der Rest des vorhergehenden
Schrittes zum Divisor. Der letzte von 0 ver-
schiedene Rest (bzw. der zuletzt auftre-
tende Divisor) ist dann der groBte gemein-
same Teiler der Zahlen a und b. Das hort
sich sehr kompliziert an, ist es aber gar

nicht, wenn man folgendes Beispiel be-
trachtet.
a=273;b=104
273:104 = 2 Rest 65
104: 65=1Rest 39
65: 39=1Rest13
26: 13=2Rest 0
13 ist der groBte gemeinsame Teiler von
273 und 104.
Da der Rest immer kleiner als der Divisor
ist, bricht das Verfahren nach endlich vie-
len Schritten ab.

A 84 a) Ermittle den groBten gemeinsa-
men Teiler der Zahlen 1785 und 858!

b) Ermittle den groBten gemeinsamen Tei-
ler der Zahlen 2730; 3289 und 4199!

4 9a Fir welche der folgenden Titigkei-
ten lassen sich Algorithmen angeben?

a) Messen eines Winkels mit Hilfe des
Winkelmessers;

b) Multiplikation zweier Dezimalbriiche;
c¢) Fortgesetztes Verdoppeln der Zahl 3;
d) Schreiben eines Romans;

e) Uberqueren einer Strafe;

f) Anndhen eines Knopfes;

g) Konstruktion eines Dreiecks aus drei
gegebenen Seiten;

h) Berechnen des Flicheninhalts eines
Quadrates bei gegebener Seitenlinge a;
i) Binden einer Schleife.

A 10a Welche der folgenden Vorschrif-
ten ist ein Algorithmus?
a)  Gegeben sind zwei natiirliche Zah-
len a, b (0 < a < b). Zu berechnen ist ein
Term nach folgender Vorschrift.
(1) Multipliziere a mit b! Das ergibt x.
(2) Quadriere die eine Zahl!

Das ergibt y.
(3) Multipliziere x und y und schreibe

das Ergebnis auf!
b) Gegeben ist eine Gleichung der Form

—%=b (@+0, b+0, x+0), die zu ldsen

ist.

Wir 16sen die Gleichung folgendermaBen:

(1) Wir multiplizieren beide Seiten der
Gleichung mit x.

(2) Wir dividieren nun beide Seiten der
entstandenen Gleichunga =5 x
durch b.

a

(3) Wir erhalten x = b

als einzige .

Losung.
c) Gegeben ist eine Textaufgabe, die zu 16-
sen ist. Wir 16sen die Textaufgabe in fol-
gender Weise:
(1) Schreibe gegebene und gesuchte
GroBen heraus!
(2) Stelle eine Gleichung auf!
(3) Lose die Gleichung!
(4) Fiihre die Probe am Text durch!
(5) Formuliere einen Antwortsatz!
Lediglich die Schrittfolge zur Losung einer

Gleichung des Typs % =b (a0, b+0,

x *#0) stellt einen Algorithmus dar. Die
Vorschrift 10a) ist nicht eindeutig formu-
liert (Schritt (2)!) und die Schrittfolge 10c¢)
gibt nur eine grobe Orientierung zur Lo-
sung einer Textaufgabe. Wenn man die
einzelnen Schritte abarbeitet, gelangt man

aber nicht zwingend zur Losung einer ge-
gebenen Textaufgabe. Damit ist eine wich-
tige Eigenschaft eines Algorithmus - in
endlich vielen Schritten mit Sicherheit
zum Resultat zu gelangen - nicht er-
fiillt.

Wie wir sehen, gibt es im tiglichen Leben,
aber auch in der Mathematik, fur viele zu
losende Aufgabenklassen Algorithmen. Ist
uns flir die Losung einer Aufgabenklasse
ein Algorithmus bekannt, so kbénnen oft
Computer helfen, Aufgaben zu l6sen. Sie
arbeiten im Vergleich zum Menschen &du-
Berst schnell. Von selbst kénnen sie aber
sehr wenig. Um einen Computer zu nut-
zen, muB man den Algorithmus zur L6-
sung eines Problems in fiir den Computer
hinreichend elementare Anweisungen zer-
legen. AuBerdem ist es erforderlich, die
Anweisungen in einer fir den Compuier
verstandlichen Sprache zu verfassen. Die-
sen Vorgang nennt man Programmieren.
Das entstandene Ergebnis hei3t Programm.
Erst wenn man einem Computer ein Pro-
gramm eingibt, ist er in der Lage, unermiid-
lich und beliebig oft dieses Programm ab-
zuarbeiten.

Schleicht sich jedoch in das Programm ein
Fehler ein, so steht er still oder liefert die
unsinnigsten Resultate.

Ohne hier auf Einzelheiten weiter einzuge-
hen, wollen wir ein mogliches Computer-
programm fiir die Vorschrift der Aufgabe 4
in der Programmiersprache BASIC vorstel-
len:

18 INPUT ”1. Zahl:"; A Eingabe

20 INPUT ”2. Zahl:”; B

von Zahlen
3¢ INPUT 3. Zahl:”; C
40 LETD - A+B Verarbeitung
50 LET E = D/2 der Zahlen
60 LET F = E%*C
79 PRINT "Ergebnis:”; | Ausgabe

80 END des Resultats
Erklirung: input (engl.) — Eingabe,

let (engl.) — sei,

print (engl.) — drucken

/ Sumbol fiir die Division

% Symbol fir die Multiplikation

Durch die Anweisung "LET d=A+B”
wird der Variablen D der Wert von A + B
zugeordnet.

Alle in Anfiithrungszeichen geschriebenen
Texte sind fiir den Computer und seine Ar-
beit unbedeutend. Man koénnte auf diese

“Texte auch verzichten. Sie sind aber flr

den Nutzer eine groe Hilfe, damit er z. B.
weil3, welche Zahl er wann einzugeben hat.
Die in Anflihrungszeichen geschriebenen
Texte des Programms erscheinen nadmlich
auf dem Bildschirm, der dem Computer
angeschlossen ist. L. Flade

Ostereiereien

Egon und Fritz farben insgesamt 30 Oster-
eier und teilen diese so auf, daB jeder
gleichviel erhilt. Egon hat eine gleiche An-
zahl blauer und violetter Eier und halbso-
viel rote wie blaue. Fritz hat eineinhalb
mal soviel violette Eier wie rote und blaue
zusammen. Er hat 2 rote Eier mehr als
Egon. Wieviel rote, blaue und violette Eier
haben sie gefarbt? Alice Kraneis, Bernburg

alpha, Berlin 24 (1990) 2 - 37



LaBt sich der Zufall berechnen?

Teil 1

f
=

sa-

Bei einem Wurf mit einem Spielwiirfel ist
die gewiirfelte Augenzahl ein zufilliges Er-
gebnis, das in der Wahrscheinlichkeits-
rechnung Elementarereignis genannt und
als Menge aufgefaBt wird. Die moglichen
Elementarereignisse  beim  einmaligen
Wiirfeln sind also {1}, {2}, {3}, {4}, {5} und
{6}. Wird eine 6 gewiirfelt, so sagen wir, das
Elementarereignis {6} ist eingetreten. Mit
einem Wiirfel bei einem Wurf eine unge-
rade Augenzahl, eine 1 oder 3 oder 5 zu
wiirfeln, ist gleichbedeutend mit dem Ein-
treten des Ereignisses U= {1} u {3} u {5}
= {1, 3; 5}, der Vereinigung der Elementar-
ereignisse {1}, {3} und {5}.

Das Wiirfeln wird als zufilliger Versuch
bezeichnet. Allgemein ist ein zufilliger
Versuch ein beliebig oft wiederholbarer
Versuch, dessen Ergebnis im Bereich ge-
wisser Moglichkeiten ungewif ist.
Definition 1: Die endlich vielen moglichen
Ausginge eines zufilligen Versuches hei-
Ben Elementarereignisse und werden mit
E,, E,, ..., E, bezeichnet. Jede Unter-
menge von E, U E,u ... v E, = {2 der Ver-
einigung aller Elementarereignisse, heif3t
Ereignis. Das bei jedem Versuch eintre-
tende Ereignis Q hei3t sicheres Ereignis
und das bei keinem Versuch eintretende
Ereignis &, das Ereignis ,leere Menge*,
heiBt unmdégliches Ereignis.

Die Germanen benutzten zum Wiirfeln
den Talus, den auch als Wiirfel- oder
Sprungbein bezeichneten Knochen der
FuBwurzel der Siuger, der beim Fallen auf
eine Unterlage vier verschiedeme Lagen
einnehmen kann. Der romische Ge-

Bild 1
Wiirfelbeine des Hausschweins
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schichtsschreiber Publius Cornelius Taci-
tus berichtet um das Jahr 100 u. Z. iiber die
Germanen: ,Dem Wiirfelspiel huldigen sie
merkwiirdigerweise in voller Niichternheit,
... daB sie, wenn sie alles andere verspielt
haben, mit dem letzten entscheidenden
Wurfe um ihre Freiheit und um ihre eigene
Person kimpfen ... Sklaven, die sie auf
diese Weise gewonnen haben, verkaufen
sie weiter ...“1)

Tacitus’ Schilderung der Spielleidenschaft
der Germanen ist sicher iibertrieben und
das auf dieser Schilderung fuBende, zum
Teil abgedruckte Lied entstellt diese wei-
ter.

Die Romer benutzten zum Wiirfeln bereits
den kubischen Wiirfel. Thnen war schon
bekannt, daB man durch AusgieBen eines
Wiirfels mit Blei an geeigneter Stelle dem
»Glick“ beim Wiirfelspiel auf unlautere
Weise nachhelfen kann.?) Betrug mit ge-
zinkten Wiirfeln wurde im Mittelalter hart
bestraft, wie die Fotokopie einer Textstelle
aus einem 1569 in Leipzig gedruckten
Sachsenspiegel (Rechtsbuch) belegt.

Zur Einfilhrung weiterer Begriffe der
Wahrscheinlichkeitsrechnung und als Zah-
lenmaterial fir einige Aufgaben werden
die Versuchsergebnisse bei wiederholtem
Wiirfeln mit einem fiir diesen Beitrag an-
gefertigten gezinkten Wiirfel benutzt: Bei

Bild 2

Abschnitt ,Falsche Wiirfel“ aus dem 1569
gedruckten Sachsenspiegel, in Besitz des
Stadtarchivs Débeln

A alfee S0 ffel.

G reent man faffche witrffel fine

det/ befenuict ex/ das ok baniit gos
fpictt; ond vicl [eut damit/oder ¢is

nen man wicheia betrogun/end jhn tas
feine abgavonuen/fo pflegt man jhn sur
fauppen su fehlaben/ dartmb tas foldfs
faft offe gefiiiche vad fuisfelt/ witwoi(ot;
givh

den ersten 100 Wiirfen mit diesem Wiirfel
trat das Elementarereignis {6} 42mal ein.
Als ein zweites und danach ein drittes Mal
100 Wiirfe ausgefiihrt wurden, trat das glei-
che Elementarereignis 47 und nochmals
47mal ein, bei diesen 300 Wiirfen also im
Mittel bei 100 Wiirfen

A ATHAT _ 467 und i Mittel bei

45+ 47 + 47
300
Nach insgesamt 1000 Wiirfen war insge-
samt 85mal {1}, 88mal {2}, 89mal {3),
131mal {4}, 151mal {5} und 456mal {6}
eingetreten. In der genannten Reihenfolge
traten diese Elementarereignisse im Mittel

bei einem Wurf
h, =0,085,h, = 0,088, h; = 0,089,
hy=0,131, hs = 0,151 und ks = 0,456
mal ein. Dabei gilt Ay + hy+ h3 + hy + hs
+ hg = 1. Bei diesen 1000 Wiirfen wurden
insgesamt 85+ 89 + 151mal ungerade
Augenzahlen gewiirfelt. Das Ereignis
U= {1; 3; 5} trat im Mittel bei einem Wurf
85+ 89 + 151
A= 1000
Die experimentell ermittelten Zahlen #;
(i=1,2,...,6) und H(U) heiBen relative
Hiufigkeiten fir das Eintreten eines Ele-
mentarereignisses E; bzw. des Ereignis-
ses U bei den mit dem gezinkten Wiirfel
ausgefilhrten 1000 Wirfen. Die relative
Hiufigkeit fiir das Elementarereignis (6}
beim Wiirfeln mit dem gezinkten Wiirfel
betrdgt bei den ersten 100 Wiirfen 0,45, bei
den ersten 300 Wiirfen 0,453 und bei allen
1000 Wiirfen 0,456.
Fiir wiederholtes Ausfithren desselben zu-
filligen Versuches wird erklart:
Zahl der Versuche mit
_ eingetretenem Ereignis 4
" Zahl aller Versuche

einem Wurf = 0,463mal.

=0,325mal ein.

relative
Hiufigkeit
fir Ereignis 4
Wird die relative Héufigkeit fiir das Eintre-
ten eines Ereignisses 4 bei einem zufilli-
gen Versuch mehrfach ermittelt, so
schwanken diese relativen Hiufigkeiten
um eine Zahl, die als Wahrscheinlichkeit
(engl. probability; franz. probabilité) P(4)
fiir das Eintreten des Ereignisses 4 bei die-
sem zufilligen Versuch bezeichnet wird.
Es gilt 0 = P(A4) = 1. Die ermittelten relati-
ven Hiufigkeiten sind im allgemeinen um
so bessere Niherungswerte fir P(A), je
linger die zugehorigen Versuchsfolgen
sind, aus um so mehr Wiederholungen des
zufilligen Versuchs die Versuchsfolgen be-
stehen. Diese experimentell erkannten
Aussagen sind zutreffend, obgleich z.B.
beim Wiirfeln mit einem nicht gezinkten
Wiirfel auch die folgende geniigend lange
Versuchsfolge denkbar ist: Bei jedem Wurf
tritt stets das Elementarereignis {6} ein.
Die relative Haufigkeit fiir das Elementar-
ereignis {6} ist hier 1 und die relativen
Hiufigkeiten fuir alle anderen Elementarer-
eignisse sind 0. Die Wahrscheinlichkeits-
rechnung bestdtigt und prazisiert diese
durch Experimente erhaltenen Ergebnisse
mittels des sogenannten ,Gesetzes der gro-
Ben Zahlen“ (Jacob Bernoulli, 1654 bis
1705, schweiz. Math.): Der Betrag der Dif-
ferenz aus Wahrscheinlichkeit und relati-




ver Héufigkeit fiir das gleiche Ereignis ni-
hert sich mit zunehmender GewiBheit
unbegrenzt der 0, falls dazu nur die rela-
tive Hidufigkeit zu immer lingeren Ver-
suchsfolgen benutzt wird. (,Mit zuneh-
mender GewiBheit* bedeutet exakt ,mit
gegen 1 strebender Wahrscheinlichkeit®. —
Der Leser vergleiche diese Mitteilung mit
den Betrachtungen uber den radioaktiven
Zerfall im Teil III dieses Beitrages, voraus-
sichtlich im Heft 5/90.)

Da die mittels einer geniigend langen Ver-
suchsfolge bestimmte relative Haufigkeit
fiir ein Ereignis 4 im allgemeinen stets ein
brauchbarer Niherungswert fiir die Wahr-
scheinlichkeit P(A4) ist, kann auf Grund
der beschriebenen 1000 Versuche fiir das
einmalige Wiirfeln mit dem gezinkten
Wiirfel P(E)=pi=h; (i=1,2,...,6) ge-
setzt werden. (Bei experimentell bestimm-
ten Wahrscheinlichkeiten ist es iiblich,
statt des Zeichens =~ das Gleichheitszei-
chen zu benutzen.)

Die Betrachtungen iiber die relative Hiu-
figkeit beim Wiirfeln mit dem préaparierten
Wiirfel und die Beziehung zwischen relati-
ver Héufigkeit und Wahrscheinlichkeit las-
sen erkennen, daB jede Wahrscheinlichkeit
die folgenden Grundannahmen erfiillt.

Grundannahmen (Axiome):

Jedem Elementarereignis E; (i=1, 2, ...,
v) eines zufdlligen Versuches ist eindeutig
als Wahrscheinlichkeit eine Zahl
P(E)=p;mit 0 = p; =1 zugeordnet, wobei
gilt py+p,+...+p,=1.

Jedem Ereignis A4 eines zufilligen Ver-
suchs ist als Wahrscheinlichkeit die
Summe der Wahrscheinlichkeiten aller zu
A gehorenden Elementarereignisse zuge-

ordnet.

Ein sich auf Axiome stiitzender exakter
Aufbau der Wahrscheinlichkeitsrechnung
wurde erstmals von A.N.Kolmogorow
(sowj. Math., geb. 1903) vollzogen.

Aus unseren Grundannahmen folgt insbe-
sondere, dafl die Wahrscheinlichkeit des si-
cheren Ereignisses 2=E, UE,u...UE,
P(Q)=P(E)+ P(E,))+ ... + P(E,)
=p+p,+...+p,=1ist

Fir den gezinkten Wiirfel ergibt sich aus
den Grundannahmen die Wahrscheinlich-
keit des Ereignisses A = {5; 6} zu

P(A) = ps+ p,= 0,151 + 0,456 = 0,607.
Die Elementarereignisse eines zufilligen
Versuchs heiBen gleichwahrscheinlich,
wenn p, = p, = ... = p, gilt. In diesem Fall
folgt aus den Grundannahmen P(E))

=p;= Lv und es gilt:
Anzahl der zu 4
gehdrenden
Wahrscheinlichkeit _ Elementarereignisse
fir Ereignis A " Anzahl aller
Elementarereignisse

Mit diesem Spezialfall ergibt sich der klas-
sische Wahrscheinlichkeitsbegriff, den
P. Laplace (franz. Math., 1749 bis 1827),
als erster formelméBig als Verhiltnis der
fur ein Ereignis giinstigen Moglichkeiten
zu der aller Moglichkeiten erfaBte. Bei
einem nicht priaparierten, fehlerfreien Wiir-
fel, Idealwiirfel genannt, kann angenom-

men werden, daB alle Elementarereignisse
gleichwahrscheinlich sind und daB damit

PE)=p=+ (=12, ....6) gilt

Die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses
U = {1, 3; 5} bei einem Idealwiirfel ist also
P(U) =%+%+%=%. Bei Anwendun-
gen in der Volkswirtschaft werden Wahr-
scheinlichkeiten hidufig als Prozentsitze
P.(A) angegeben. Dabei gilt P.(4)
= P(A)-100%. Beim priparierten Wiirfel
ist die Wahrscheinlichkeit in Prozent fur
das Eintreten von {1} also 8,5 %. Die MaB-
zahl 8,5 gibt hier an, wie oft im Mittel bei
100 Wiirfen eine 1 gewiirfelt wird.
Aufgabe 1: In eine Schachtel wurden die
28 Steine eines Dominospieles geschiittet.
Es soll ohne Hinzusehen ein Stein heraus-
genommen werden. Dabei soll fiir jeden in
der Schachtel befindlichen Stein die Wahr-
scheinlichkeit gezogen zu werden, gleich
groB sein. Berechne die Wahrscheinlich-
keiten P(4), P(B), P(C) und P(D), wenn
fiir die Ereignisse 4, B, C und D gilt:
A - Die Summe aller Augen des
gezogenen Steines ist kleiner als 5.
B - Die Summe aller Augen des
gezogenen Steines ist 5.
C - Die Summe aller Augen des
gezogenen Steines ist 6.
D - Der gezogene Stein besitzt auf
beiden Hilften gleich viel Augen.
Zur Veranschaulichung kann man die Ele-
mentarereignisse und Ereignisse eines zu-
filligen Versuches in einem sogenannten
Venn-Diagramm darstellen (Bild 3):

Bild 3 |
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Ordnet man dem sicheren Ereignis

N=E uE,u...u E, mit der Wahrschein-
lichkeit P(£2=1 die Fliche eines Quadra-
tes mit der Seitenlinge 1dm zu, so kann
dem Elementarereignis E; (i=1,2,...,v)
eine Teilfliche dieses Quadrates- mit dem
Flicheninhalt P(E;)dm? zugeordnet wer-
den. Verschiedenen Elementarereignissen
werden Fldchen zugeordnet, die keine in-
neren Punkte gemeinsam haben.

Jedem Ereignis 4 wird die Fliche zugeord-
net, die die Flachen aller zu 4 gehorenden
Elementarereignisse gerade bedeckt. Nach
den Grundannahmen ist damit der FIl4-
cheninhalt der dem Ereignis 4 zugeordne-
ten Fliche P(4)dm-. [n Bild 3 ist ein sol-
ches mogliches Venn-Diagramm fir v =7
dargestellt. Die schrdg schraffierte Fliche
gehort zum Ereignis 4 = E;u E,U EsU E;
und es gilt

P(A)= P(E;) + P(E,) + P(E;5) + P(E,).
Die waagerecht schraffierte Fliche gehort
zum zu A bezliglich 2 komplementiren
Ereignis 4 = E, U E, U E; mit der Wahr-
scheinlichkeit P(4) =1 - P(4).

Definition 2: Zwei Ereignisse eines zufalli-
gen Versuchs heiBen komplementire Ereig-
nisse, falls das eine genau dann eintritt,
wenn das andere nicht eintritt.

Fiir komplementire Ereignisse 4 und 4
giltalso AnNA=0und Aud =0

Satz 1: Sind A und 4 komplementire Er-
eignisse eines zufilligen Versuchs, so gilt
P(A)+PA)=1.

Definition 3: Zwei zum gleichen zufilligen
Versuch gehorende Ereignisse 4 und B
heiBBen unvereinbar, wenn es kein Elemen-
tarereignis E; (i=1,2, ..., v) gibt, fur das
gleichzeitig E; < A und E; c B gilt.

Fiir zwei unvereinbare Ereignisse 4 und B
gilt A n B=4#0. Insbesondere sind zwei
komplementidre Ereignisse und zwei ver-
schiedene Elementarereignisse unverein-
bar.

Satz 2: Fir zwei unvereinbare Ereignisse 4
und B eines zufilligen Versuchs gilt
P(A v B) = P(A) + P(B) (sieche Bild 4).

Aufgabe 2: Wie groB ist die Wahrschein-
lichkeit, aus der Schachtel der Aufgabe 1
einen Stein mit verschiedenen Augenzah-
len auf beiden Hilften zu ziehen?
Aufgabe 3: Wie groB ist die Wahrschein-
lichkeit, aus der Schachtel der Aufgabe 1
einen Stein mit insgesamt mehr als
6 Augen zu ziehen?

Aufgabe 4: Welche Paare der in Aufgabe 1
genannten Ereignisse sind nicht unverein-
bar?

Sind 4 und B zwei nicht unvereinbare Er-
eignisse, so gibt es mindestens ein Elemen-
tarereignis E; (i=1,2,...,v) mit E;c A
und E; c B. Zwei solchen Ereignisse 4 und
B sind im Venn-Diagramm Flidchen zuge-
ordnet, die ein Flidchenstiick gemeinsam
haben. Zum gemeinsamen, doppelt be-
deckten Flachenstiick gehort das Ereignis
An B (Bild 5).

Bild 5

Satz 3: Fiir zwei nicht unvereinbare Ereig-
nisse 4 und B eines zufilligen Versuchs
giit
P(AuB)=P(A)+ P(B)— P(4An B).
Aufgabe 5: Berechne die Wahrscheinlich-
keit, daB der aus der in Aufgabe 1 betrach-
teten Schachtel gezogene Stein insgesamt
weniger als 5 Augen oder auf beiden Seiten
gleich viele Augen hat!

W. Triger

1y P.C.Tacitus, Germania (Lateinisch/
deutsch). Phillipp Reclam jun., Leipzig
1976

2) R.Thiele, Die gefesselte Zeit. Urania-
Verlag, Leipzig/Jena/Berlin 1987
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Noch einmal:
Kopfchen,
Kopfchen

Ebene Legespiele regen immer wieder viele
Leser zum Knobeln an. In alpha, Heftl 4
und 5 (1983) haben wir die Spiele Hexa-
trion, Pentomino und Tangram beschrie-
ben und zahlreiche Zuschriften erhalten.
Beim Spiel Hexatrion sollen aus 12 Ele-
menten (Bild 1), von denen jedes aus sechs
gleichseitigen Dreiecken zusammengesetzt
ist, ebene Figuren gelegt werden. Dabei
darf jedes der 12 Elemente héchstens ein-
mal verwendet werden. Man darf die Spiel-
elemente auch umdrehen (spiegeln)!

Bild 1

SRR
B
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Folgende Aussage ist wahr:

Wenn eine ebene Figur beim Hexatrion zu-
sammengesetzt werden kann, so ldf¢ sich diese
Figur in kongruente gleichseitige Dreiecke zer-
legen. Dabei ist die Anzahl derartiger Dreiecke
durch 6 teilbar und kleiner oder gleich 72.
Die Teilbarkeit durch 6 ist eine rotwendige
Bedingung dafiir, dafl sich Figuren aus den
Hexatrion-Elementen zusammensetzen
lassen. Wir kénnen die Aussage auch so
formulieren:

Ldpt sich eine ebene Figur nicht in 6n kongru-
ente gleichseitige Dreiecke (mit 1 =n<12)
zerlegen, so kann sie mit Hexatrion nicht zu-
sammengebaut werden.

Thr konnt euch leicht Figuren iberlegen,
die aus 6n kongruenten gleichseitigen
Dreiecken (1 = n = 12) bestehen und die
ihr mit den Hexatrion-Elementen nicht le-
gen konnt. Die angegebene Bedingung ist
also nicht hinreichend'

Zu vorgegebenen Figuren kann es mehrere
Losungen geben!

Es kann passieren, daB sich beim Auf-
zeichnen Fliichtigkeitsfehler oder Druck-
fehler einschleichen. Gelegentlich liberlegt
man sich auch Figuren, bei denen es sich
beim genauen Nachpriifen erweist, dall sie
nicht aus einer durch 6 teilbaren Zah! von
Dreiecken bestehen. Die oben angefiihrte
Bedingung ist dann verletzt. Alle Bemii-
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hungen, diese Figuren zu legen, sind somit
von vornherein zum Scheitern verurteilt.
In Bild 2 sind acht Figuren dargestellt, ver-
sucht bitte, sie aus den zwolf Hexatrion-
Elementen zu legen. Zwei dieser Figuren
hat Herr Schubert aus Pfaffroda unserer
Redaktion vorgeschlagen!

Bild2a
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2b
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Beim Pentomino (Bild 3) sind aus 12 Ele-
menten, die jeweils aus fiinf gleichgroBen
Quadraten bestehen, Figuren zu konstruie-
ren.

Formuliert wieder eine notwendige Bedin-
gung dafiir, daf} eine ebene Figur mit die-
sem Spiel gelegt werden kann. Ist diese Be-
dingung auch hinreichend?

A P o B

I ]
1L
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Viel SpaB wird euch sicher das Zusammen-
setzen der sechs Schachfiguren (Bild 4)
und der stilisierten Tierfiguren Kamel, Ele-
fant, Hirsch und Hahn (Bild 5) bereiten.

1] Bid 3

—  Bild 4a
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Die Elemente des Spieles Tangram findet
ihr noch einmal in Bild 6. '

Damit konnt ihr euren kleinen Knobelzoo
vervollstindigen (Bild 7).

Bild 7a Tb

7d

Bild 8

Ein ganz dhnliches Spiel aus der Zeit der
Jahrhundertwende ist in Bild 8 dargestellt.
Der nachdenkliche alte Herr (Bild 9) ent-
sprang dabei der Phantasie des Gestalters
und ist sicher nicht Pythagoras!

Bild 9

Pythagoras

Wir empfehlen euch, die Elemente der drei
Spiele auf Pappe, Plaste oder Sperrholz zu
tibertragen und auszuschneiden bzw. aus-
zusidgen. Bestimmt findet ihr dann auch
weitere schéne Figuren.

U. und W. Schmidt

Buchtips fiir Schachfreunde

David Bronstein
Bronsteins Schachlehre

Wege zum erfolgreichen Spiel
247 Seiten, 202 Diagramme, Leinen
Bestell-Nr. 6717832 Preis: 16,50 M

Mark Taimanow

Gewinnen mit Sizilianisch

160 Seiten, 124 Diagramme, Leinen
Bestell-Nr. 671 7875 Preis: 12,80 M

A. Suetin
Russisch bis K6nigsgambit
Bestell-Nr. 671 764 8 Preis: 14,00 M

M. Taimanow
Konigsindisch

Bestell-Nr. 6717656 Preis: 14,00 M

A. Krogius/A. Mazukewitsch

Marshall-Angriff

Bestell-Nr. 6717859 Preis: 15,50 M

A. Suetin
Schachlehrbuch
fiir Fortgeschrittene

Bestell-Nr. 6717912 Preis: 16,00 M

Eine Aufgabe
von Prof.

Arthur Engel

J. W. Goethe Universitdt Frankfurt/BRD
Vorsitzender der Jury der XXX. IMO

Es sei 5(0) =1, und fir n =1 sei b(r) die
Anzahl der Zerlegungen von n in lauter
Zweierpotenzen. Z. B.:
MNH=4+2+1=4+1+1+1
=2+2+2+1=2+2+1+1+1
=2+1+1+1+1+1
=1+1+1+1+1+1+1.
D.h., b(7) =6. Leite eine Rekursion fur
b(n) her.
Hinweis: Fir gerade und ungerade » sind
die Formeln verschieden. Man kann die
Richtigkeit der Formeln priifen durch Be-
rechnung von b(4) = 390.

Kurzbiographie

Arthur Engel wurde am 21.1. 1928 gebo-
ren, studierte 1947 bis 1952 Mathematik
und Physik an der TH Stuttgart. Danach
lehrte er 18 Jahre lang Mathematik am
Karls-Gymnasium in Stuttgart.

Er war mit seiner Stellung sehr zufrieden,
so daB er nur schweren Herzens und nach
guten Zureden von Freunden 1970 den
Ruf als Professor an die PH Ludwigsburg
annahm. 1972 nahm er den Ruf als Profes-
sor fiir Didaktik der Mathematik an die
Universitdt Frankfurt an. Neben seinen
Schwerpunkten Stochastik und Algorith-
mik trainiert er seit 1977 die IMO-Mann-
schaft der BRD. Mit wenigen Ausnahmen
war er auch ihr Delegationsleiter.

In der Wissenschaft kann eine gute und
fruchtbare Revolution nur dann durchge-
fiihrt werden, wenn man sich bemiiht, so-
wenig wie moglich zu &ndern, wenn man
sich zunédchst auf die Losung eines engen,
fest umrissenen Problems beschriankt. Der
Versuch, alles Bisherige aufzugeben und
willkiirlich zu dndern, fuhrt zu reinem Un-
sinn.

Werner Heisenberg
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XXIX. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR

Aufgaben der Kreisolympiade

(15.11.1989)

Olympiadeklasse 5

290521 Die leeren Felder im Bild sind so
mit Zahlen 1, 2, 3, 4 auszufiillen, daB jede
dieser Zahlen in jeder Zeile und in jeder
Spalte genau einmal vorkommt.

1

4

Gib alle solche Eintragungen an!

(Ein Beweis, daB es keine weiteren derarti-
gen Eintragungen gibt, wird nicht ver-
langt.)

290522 Susanne besitzt 18 Spielwiirfel.
Einige davon sind rot, andere blau und die
restlichen gelb. Sie stellt fest, daB die An-
zahl der blauen Wiirfel um 1 kleiner ist als
die doppelte Anzahl der roten Wiirfel. Wei-
ter bemerkt sie, daB das Dreifache der An-
zahl der roten Wiirfel, wenn man es um 1
vermehrt, gerade die Anzahl der gelben
Wiirfel ergibt.

Zeige, daB Susannes Feststellungen nur bei
einer einzigen Moglichkeit fiir die drei An-
zahlen der roten, blauen und gelben Wiir-
fel wahr sein konnen! Gib diese drei An-
zahlen an!

290523 Gesucht ist eine natiirliche
Zah] z, die folgende Bedingungen erfiillt:
(1) An der Zehnerstelle von z steht die Zif-
fer 0.

(2) Wenn man aus z durch Weglassen der
Ziffer 0 an der Zehnerstelle eine neue Zah!
z’ bildet und dann die Summe z + z’ aus-
rechnet so erhilt man 5174.

Zeige, daB es nur eine Zahl geben kann,
die diese Bedingungen erfullt, und gib
diese Zahl an! Uberpriife auch, daB die von
dir angegebene Zahl z die Bedingungen er-
fullt!

290524 Das Bild zeigt ein Spielbrett mit
einem Damenstein aus dem Feld »1. Er

8 I// -//-// I//

i%i%.%ﬂ%

. 7, 7, 7, |

7,7 7
7

abcdefgh
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darf, wie im Damespiel iiblich, nur stets
einen Schritt nach links oben oder nach
rechts oben gezogen werden.

a) Ermittle die Anzahl aller Wege, auf de-
nen der Stein von b1 bis zum Feld g8 ge-
langen kann!

b) Ermittle die Anzahl aller Wege, auf de-
nen der Stein von b1 bis zum Feld e8 ge-
langen kann!

Olympiadeklasse 6

290621 Jana will an der Wandzeitung
iiber Christians, Alexanders und Martins
Erfolge in der auBlerunterrichtlichen Tatig-
keit berichten. Sie befragt die drei Schiiler
und notiert sich folgendes:

(1) Alle drei Schiiler nahmen an der Ma-
thematikolympiade teil.

Einer dieser Schiiler errang einen ersten
Preis, ein weiterer von ihnen einen zweiten
Preis und der restliche Schiiler einen drit-
ten Preis.

(2) Martin und der Gewinner des zweiten
Preises betreibén gern Leichtathletik.
Beide erkdmpften beim letzten Sportfest je
eine Silbermedaille.

(3) Im Wettbewerb der Jungen Rezitatoren
schnitt der Gewinner des zweiten Preises
bei der Mathematikolympiade besser als
Christian ab.

(4) Der Gewinner des ersten Preises bei der
Mathematikolympiade spielt in seiner Frei-
zeit gern Schach; sein héufigster Gegner
dabei ist Martin.

Als Jana ihre Notizen durchliest, stellt sie
fest, daB sie gar nicht aufgeschrieben hat,
welcher der drei Schiiler welchen der drei
Preise bei der Mathematikolympiade er-
rang.

Stelle fest, ob sich das trotzdem aus den
Notizen von Jana eindeutig ermitteln 1a6t!
Wenn dies der Fall ist, so gib die Vertei-
lung der drei Preise an!

290622 a) Zeichne in ein Koordinatensy-
stem (Einheit 1cm) die Punkte A4(2;3),
B(6; 1), C(6;5) und D(4; 6) ein! Verbinde
die Punkte 4, B, C und D so miteinander,
daB ein Viereck entsteht! Verbinde dann in
diesem Viereck den Punkt 4 mit dem
Punkt C und den Punkt B mit D! Be-
zeichne den Schnittpunkt der Strecken AC
und BD mit E!

b) Spiegele die erhaltene Figur an der Ge-
raden durch C und D! Verbinde anschlie-
Bend noch den Punkt 4 mit seinem Bild-
punkt 4’ und den Punkt B mit seinem
Bildpunkt B'!

¢) Die insgesamt erhaltene Figur soll lings

ihrer Strecke so durchlaufen werden, daB
jede Strecke genau einmal in einem sol-
chen Weg vorkommt. Wihle einen geeig-
neten Anfangspunkt und schreibe einen
derartigen Weg auf!

290623 Das Bild zeigt ein Quadrat, das
sich aus neun Feldern zusammensetzt. Die
Seitenldnge jedes einzelnen Feldes sei
lem.

. 3

a) Ermittle die Anzahl aller derjenigen
Rechtecke, die aus solchen Feldern beste-
hen!

b) Ermittle die Summe der Flicheninhalte
aller dieser Rechtecke!

290624 a) In ein 3 X 3-Quadrat sollen die
Zahlen 1 bis 9 so eingetragen werden, daB
jede Zahl in genau ein Feld kommt, in je-
des Feld genau eine Zahl kommt und daB
sich in jeder Zeile, in jeder Spalte und in
jeder der beiden Diagonalen die gleiche
Summe ergibt.

Das Bild zeigt dafiir ein Beispiel.

4192
3(5]7
8111 6

Gib eine weitere Eintragung der geforder-
ten Art an!

b) Als in der Mathematik-AG iiber solche
Aufgaben gesprochen wurde, versuchte Pe-
ter, eine Aufgabe mit sechseckigen Feldern
zu stellen. Er wihlt die Figur aus dem Bild
und stellt die Aufgabe: In die sieben Fel-
der sollen die Zahlen 1 bis 7 so eingetragen
werden, daB jede Zahl in genau ein Feld
kommt, in jedes Feld genau eine Zahl
kommt und daB sich in jeder der neun ge-
kennzeichneten Linien die gleiche Summe
ergibt.

123
4
5
6
7 89

Gibt es eine derartige Eintragung? Wenn
das der Fall ist, gib ein Beispiel an! Wenn
es unmoglich ist, eine solche Eintragung
zu bilden, begriinde das!

Olympiadeklasse 7

290721 Susi geht einkaufen. Von dem
Geld, das ihr die Mutter gegeben hat, gibt
sie 30% im Fleischerladen aus; im Milch-
laden bezahlt sie mit einem Viertel desje-
nigen Betrages, den ihr die Mutter gegeben
hatte. Im Gemiiseladen braucht sie genau
vier Fiinftel desjenigen Betrages, den sie
im Fleischerladen bezahlt hatte. Beim Bik-
ker schlieBlich gibt sie doppelt so viel Geld
aus, wie sie danach als Restbetrag wieder
mit nach Hause bringt. Von diesem Rest-

«



betrag gibt ihr die Mutter die Hilfte, ndm-
lich genau 1,05 M, damit sie sich ein Soft-
eis kaufen kann.

Ermittle den Geldbetrag, den Susi zu An-
fang von der Mutter bekommen hatte!

290722 An einem FuBballturnier neh-
men genau 14 Mannschaften teil. Jede
Mannschaft trigt gegen jede andere genau
ein Spiel aus. Gewinnt eine Mannschaft,-so
erhilt sie 2 Gewinnpunkte und ihre Geg-
nermannschaft 2 Verlustpunkte. Geht ein
Spiel unentschieden aus, so erhilt jede der
beiden Mannschaften je einen Gewinn-
punkt und einen Verlustpunkt.

a) Nach Abschlu aller Spiele kann man
fiir jede Mannschaft die Summe aller der-
jenigen Punkte bilden, die sie erhalten hat,
gleichgiiltig, ob es Gewinn- oder Verlust-
punkte waren.

Weise nach, daB dabei jede der 14 Mann-
schaften dieselbe Summe erhilt, und gib
diese Summe an!

b) Nach Abschluf aller Spiele kann man
auch die Summe aller Gewinnpunkte bil-
den, gleichgiiltig, welche Mannschaften sie
erhalten haben. Weise nach, daB bei jeder
Moglichkeit fir die Ergebnisse der einzel-
nen Spiele des Turniers dieselbe Summe
aller Gewinnpunkte entsteht, und gib diese
Summe an!

¢) An einem anderen Turnier mit densel-
ben Regeln der Punktvergabe nahm eine
andere Anzahl von Mannschaften teil.
Wieder trug jede Mannschaft gegen jede
andere genau ein Spiel aus. Kann als
Summe aller Gewinnpunkte, wie in b) ge-
bildet, dabei 432 entstehen? Begriinde
deine Antwort?

290723 Das Bild zeigt zwei Punkte P, Q
und ihre Bildpunkte P’, Q' bei einer Ver-
schiebung.

Durch Q’ ist eine Gerade g gelegt.

Ferner seien « und f die GréBen der im
Bild gekennzeichneten Winkel.

P / Q N
Ermittle eine Gr6Benangabe fiir y, ausge-
driickt durch « und §!

290724 a) Ermittle alle Mdoglichkeiten,
an die Zahl 331 eine vierte Ziffer so anzu-
figen, daBl die entstehende vierstellige
Zahl durch 3 teilbar ist!

b) Stelle fest, ob man an die Zahl 331 eine
Ziffer 6 oder mehrere Ziffern 6 so anfligen
kann, daB die entstehende Zahl durch 3
teilbar ist!

¢) Untersuche, ob es mehr als 250 dreistel-
lige Zahlen gibt, aus denen durch Anfiigen
von vier Ziffern 7 jeweils eine durch 3 teil-
bare Zahl entsteht!

d) Beweise, daB man aus jeder dreistelligen
Zahl durch Anfiigen von einer Ziffer 7 oder
von mehreren Ziffern 7 jeweils eine durch
3 teilbare Zahl erhalten kann!

Olympiadeklasse 8

290821 Uber die Anzahl x der Schiiler

einer 8. Klasse ist folgendes bekannt:

(1) Die Zahl x ist eine Primzahl.

(2) Genau 9 Schiiler dieser Klasse konnen

schlittschuhlaufen.

(3) Genau 12 Schiiler dieser Klasse kdnnen

skilaufen.

(4) Genau 4 Schiiler dieser Klasse kénnen

weder schlittschuhlaufen noch skilaufen.

Untersuche, ob sich aus diesen Angaben

die Schiilerzahl x eindeutig ermitteln

1aBt!

290822 a) Untersuche, ob die Gleichung
(§+2)(4x—7)=2x2+§+1

eine natiirliche Zahl x als eine Losung be-

sitzt!

b) In der genannten Gleichung soll die

Zahl 7 so durch eine rationale Zahl r er-

setzt werden, daB die entstehende Glei-

chung die Zahl x =1 als eine Losung be-

sitzt.

Ermittle alle diejenigen rationalen Zah-

len r, die diese Forderung erfiillen!

290823 Es sei ABCDEFGH ein Wiirfel
mit beliebiger Kantenlinge (siche Bild).

H G
E F
]
o — 4 Jc
/
A B
a) Ermittle die GroBe des Winkels

% DEB!

b) Beweise, daB die Winkel x AHB und
4 BEC zueinander gleiche GréB8en ha-
ben!

290824 Das 4 X 4-Felder-Quadrat im
Bild soll so in vier Teile zerlegt werden,
daf8 folgende Forderungen erfiiilt sind:

(1) Jedes Teil besteht aus genau vier Fel-
dern.

(2) Jedes Teil ist derart zusammenhin-
gend, daB sich je zwei Mittelpunkte seiner
Felder durch einen Weg miteinander ver-
binden lassen, der ganz in dem Teil ver-
lauft und nur aus Strecken besteht, von de-
nen jede zu einer Seitenkante des Quadra-
tes parallel ist.

(3) Jedes Teil enthalt alle vier Zahlen 1, 2,
3, 4.

2
4
4

AN W |

3
2
1
3

F | WF |

2

Gib alle Zerlegungen an, die diese Forde-
rungen erfiillen! Weise nach, daB es keine
weiteren derartigen Zerlegungen gibt!

Olympiadeklasse 9

290921 Kann man in einer Ebene eine
Figur bilden, die aus genau 1989 Geraden
besteht und dadurch mehr als 2 Millionen
Schnittpunkte enthilt?

290922 Auf die Felder des Bildes sollen
drei weiBe und drei schwarze Steine ver-

teilt werden, auf jedes Feld ein Stein. Fer-
ner wird eine natiirliche Zahl a=1 fest
vorgegeben. Nun soll, beginnend mit dem
angekreuzten Feld, im Uhrzeigersinn um-
laufend, Stein fiir Stein weitergezihlt wer-
den, von 1 bis a. "

®
O O

O O

Der Stein, der dabei die Nummer a erhilt,
wird weggenommen. AnschlieBend beginnt
das Abzdhlen wieder mit 1 bei dem im
Uhrzeigersinn folgenden Stein, und wieder
wird der Stein, der die Nummer a erhilt,
weggenommen. Dann schlieBt sich noch
eine dritte Durchfiihrung dieses Abzéhlens
und Wegnehmens an. Bei diesen Fortset-
zungen ist zu beachten, daB leere Felder
nicht mitgezdhlt, sondern ibersprungen
werden.

a) Es sei a=4. Wie sind zu Beginn die
Steine zu verteilen, damit am Ende die
drei weiBlen Steine iibrigbleiben?

b) Jemand vermutet: ,Wenn man a durch
a + 6 ersetzt, so fiihrt die gleiche Anfangs-
verteilung der Steine ebenfalls zum Ubrig-
bleiben der drei weiBen Steine.“ Widerle-
gen Sie die Vermutung, indem Sie sie fiir
a = 4 nachpriifen!

c) Beweisen Sie, daB es eine Zahl z gibt,
mit der fiir jedes a = 1 die folgende Aus-
sage wahr ist: ,Wenn man a durch a+ z
ersetzt, so fiihrt die gleiche Anfangsvertei-
lung der Steine — auch bei Abzdhlbeginn
im angekreuzten Feld - ebenfalls zum
Ubrigbleiben der drei weiBen Steine.”

290923 Man ermittle die kieinste natiirli-
che Zahl n, fir die (bei Darstellung im de-
kadischen Positionssystem) 5 sowohl Teiler
der Quersumme von n als auch Teiler der
Quersumme von n + 1 ist.

290924 Das Bild stellt sechs Punkte 4, B,
C, D, E, F in senkrechter Eintafelprojek-
tion mit zugehdrigem HohenmaBstab dar.
Die Punkte C’, B’, D’ und ein vierter nicht
bezeichneter Punkt sind in dieser Reihen-
folge die Eckpunkte eines Quadrates mit
der Seitenlinge a =6 cm. Die Punkte A4’
und F’ sind die Mittelpunkte der im Bild
ersichtlichen Quadratseiten. Im Hohen-
mabBstab haben 4, F von B, D den Abstand
3cm und C, E von B, D den Abstand
6 cm.

a) Zeichnen Sie in schréger Parallelprojek-
tion, wobei mit den iiblichen Bezeichnun-
gen a« =45° q=%
desjenigen Wiirfels, zu dem die Eckpunkte
B, C, D, E gehoren, und dazu die Punkte 4
und F!

b) Zeichnen Sie anschlieBend die Drei-
ecksflichen ABC und DEF durch Wieder-
gabe ihrer Seitenkanten sowie der Schnitt-
strecke X7V, die diese beiden Dreiecksfla-
chen miteinander gemeinsam haben! Be-
ricksichtigen Sie in a) und b) die
Sichtbarkeitsverhiltnisse, indem Strecken-
teile, die durch eine davorliegende Drei-
ecksfliche verdeckt sind, gestrichelt wie-

sei, eine Darstellung

alpha, Berlin 24 (1990) 2 - 43



dergegeben werden! Eine Verdeckung
durch davorliegende Seitenflichen des
Wiirfels soll dagegen nicht beriicksichtigt
werden (diese Fldachen sind als ,nicht vor-
handen“ oder ,durchsichtig® zu betrach-
ten).

Verdeutlichen Sie die sichtbaren Teile der
Dreiecksflichen durch Schraffur, im Drei-
eck ABC parallel zu CB, im Dreieck DEF
in dichterer Schraffur parallel zu DE'!

c¢) Geben Sie fiir die Schnittstrecke XY
eine Herleitung der — von Thnen in b) ver-
wendeten — Konstruktion der Bildpunkte
von X und Y! Beschreiben Sie diese Kon-
struktion!

Projektion: Ho6henmaBstab:

D B'=E" T8.D

A’ tar
g C “~CE

Olympiadeklasse 10

291021 Man ermittle alle diejenigen

Paare (x; y) reeller Zahlen x und y, fir die
das folgende Gleichungssystem (1), (2) er-
fallt ist:

_4
-3 M

x + ,/; _ L

y+iy 2
291022 Zwei Spieler haben sich folgen-
des Spiel ausgedacht: Auf einem Spielbrett
sind 8 Spielfelder im Kreis angeordnet,
eines dieser Felder gilt als Anfangsfeld 4.
Jeder Spieler hat einen Spielstein und setzt
ihn auf das Feld A.
Dann fihrt jeder Spieler mit einem Wiirfel
einen Wurf aus. Werfen beide Spieler un-
terschiedliche Augenzahlen, so setzt der
Spieler mit der hoheren Augenzahl seinen
Stein um zwei Schritte im Uhrzeigersinn
vorwirts, der andere um einen Schritt. Die-
ses Voransetzen beider Steine gilt dann als
ein ,Zug“. Werfen beide Spieler die glei-
che Augenzahl, so wird kein ,Zug* ausge-
fiihrt, sondern nochmals gewiirfelt. Infolge
der kreisférmigen Anordnung der Spielfel-
der kann es vorkommen, daB ein Stein
beim Voransetzen das Feld A erreicht oder
uberschreitet (und damit einen neuen Um-
lauf beginnt).
Das Spiel ist beendet, sobald nach Durch-
fuhrung eines ,Zuges“ der Stein minde-
stens eines Spielers genau auf dem Feld 4
steht. Dieser Spieler hat gewonnen, falls
der Stein des anderen Spielers dabei nicht
auf A steht. Falls jedoch beide Steine auf
A stehen, endet das Spiel unentschie-
den.
Welches ist die kleinstmégliche Anzahl
von ,Zilgen“, aus denen ein unentschiede-
nes Spiel bestehen kann?
Begriinden Sie Ihre Antwort!

< | %

@

291023 Gegeben sei ein Trapez mit par-
allelen Seiten AB und CD. Dabei sei

44 . alpha, Berlin 24 (1990) 2

AB > CD. Man zeige, daB sich das Trapez
genau dann durch eine zu einem der bei-
den Schenkel parallele Gerade in zwei
Vierecke gleichen Flicheninhaltes zerle-
gen liBt, wenn AB < 3CD gilt.

291024 Das Bild stellt einen ebenflachig
begrenzten Korper ABCD in senkrechter
Eintafelprojektion dar. Die Punkte 4’, B’,
C’, D' sind die Ecken eines Quadrates mit
gegebener Seitenlinge a. Im HohenrhaB-
stab haben A4, C von D ebenfalls den Ab-
stand a, wihrend B im HohenmaBstab den
Abstand % von D hat.
a) Zeichnen Sie diesen Korper ABCD in
schriger Parallelprojektion, wobei mit den
: 1
iiblichen Bezeichnungen o« =45° ¢= 5
sei!
b) Ermitteln Sie aus den obigen Angaben
das Volumen V (4BCD) des Korpers!

Projektion: HéhenmaBstab:

D — D
' 'B

A B’ AC
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291221 Man ermittle alle diejenigen
Paare (x; y) reeller Zahlen x, y, die das
folgende Gleichungssystem (1), (2), (3) er-
fiillen:

x+xy+xp?=-21, ¢Y)
y+xy+xly= 14, V)]
x+y= —1. 3)

291222 Man ermittle alle diejenigen reel-
len Zahlen m, die die Bedingung erfiillen,
daB fiir jede reelle Zahl x die folgende Un-
gleichung (1) gilt:
x2+(m+2Dx+8m+1>0. (€))]

291223  Uber fiinf Streckenliingen g, b, c,
d, e werde vorausgesetzt, daB je drei von
ihnen die Seitenlingen eines Dreiecks
sind.

Man beweise, daB unter dieser Vorausset-
zung stets eines dieser Dreiecke spitzwink-
lig sein muB.

291224 Man 16se die folgende Aufgabe
a)firn=8 und k=35,

b) fuir n=9 und k= 6.

Aufgabe: Untersuchen Sie, ob bei jeder
Eintragung der natiirlichen Zahlen 1, 2,
..., n? in ein schachbrettartiges nxn-Fel-
der-Quadrat zwei zueinander benachbarte
Felder vorkommen miissen, in denen Zah-
len stehen, deren Differenz groBer oder
gleich k ist!

Hinweise: 1. Die genannten Eintragungen
sollen die Bedingungen erfiillen, daB jedes
Feld genau eine Zahl erhilt und daB jede
Zahl genau einmal verwendet wird.

2. Zwei Felder sollen genau dann zueinan-
der benachbart heiBen, wenn sie eine Sei-
tenstrecke miteinander gemeinsam ha-
ben.

Solltet ihr Probleme bei der Losung dieser
Aufgaben haben, wendet euch bitte iiber
euren Mathematiklehrer an den Fachbera-
ter des entsprechenden Kreises.

Fortsetzung von Seite 35

Michael Wolf, Nadine Wemner, Juliane Biichner,
Enrico Schild, Sindy Eck, Raimund Horn, Jiirgen
Krahmann, Marco Méller, alle Brotterode; Alek
Opitz, Hagen Lessing, beide Cottbus; Karina
Gattung, Dermbach; Henrik Jager, Dersekow; Se-
bastian Haase, Dersekow; Holger Bogatsch, Do-
berschiitz, Thomas Ziesche, Susann Wagner,
Anja Waller, Katrin Dubitzky, alle Dohna; Su-
sanne Uberschér, Dorndorf; Benno Brandstetler,
Yvonne SchmeiBer, Falk Baumann, Grit Bert-
hold, Kerstin Roske, Jorg Wagner, André Zill-
mann, alle Dresden; Cornelia Gruhn, Drosa;
Anke Lehmann, Eberswalde; Olaf und Matthias
Hirschfeld, Carsten Bundesmann, alle Eilenburg;
Jan Blumentritt, Eisenberg; Andreas Luleich, El-
sterberg; Joachim Suck, Essen (BRD); Mandy Ji-
ger, Fambach; Christian Gruhl, Finsterwalde;
Senta und Maresa Puls, Frankfurt/O.; Ute Jahn,
Jorg Mildner, beide Freiberg; Dana Horak, Su-
sann Hurt, Doreen Wald, Beatrice Worm, Ange-
lika Senitz, Tobias Gerlach, Gétz Lothal, Mirko
Grasemann, Nicole Schiiler, alle Friedeburg;
Annj-Claire Lehmann, Beate Brandenburg, Ul-
rike Schmidt, alle Greifswald; Anke Grell, Stefan
Detschner, beide GreuBen; Silvia Wachholz,
Gérlitz; Mirko SiiB, Griinhain; Frank Balszuweit,
Giistrow; Enrico Alexander, Andreas Horn, beide
Giitzkow; Jan Wettstein, Gumpelstadt; Michael
Kdhler, Hainichen; Michael Gopfert, Halle; Kar-
sten  Sauer, Anja Goldschmidt, Thomas
Pitzschke, alle Halle-Neustadt; UIf Timme, Ha-
velberg; Tom Werner, Peggy Marx, beide Hen-
nigsdorf; Glenn Hofmann, Hohenstein-E.; An-
gela Wiesjahn, Holzendorf; Bj6érn Borchardt,
Ilmenau; Annett Lieske, Joachimsthal; Daniel
Fiekers, Mandy Koch, Evelin Karl, alie Kalten-
nordheim; Lothar Tischer, Kamenz; Katja Wurzi-
ger, Daniela Baumann, Lutz Thierbach, Vera Lo-
renz, Alexander Grif, Thomas KrauBle, Andreas
Lonig, alle Karl-Marx-Stadt; Toralf Pusch, Karls-
burg; Jirgen Frey, Kipsdorf; Regina Sachse,
Kleinmachnow; Lars Nobel, Klingenthal; Anke
Neuber, Latdorf, Anke Jubel, Langenstriegis;
Claudia HeBler, Lauscha; Kathleen Tiedt, André
Girtner, beide Leipzig; Katrin Schubert, Markus
Wendler, beide Lengenfeld; Steffen Haas, Leu-
tersdorf; Carsten Herboth, Ldderburg; Katja
Roesler, Lubmin; Matthias Weckner, Matthias
Kassner, beide Meiningen; Karl-Giinther
Lautsch, Menteroda; Mathias Sekatzek, Merse-
burg; Lars Wagner, Simone Natlermann, Jana
LinB, alle Mittelstille; Claudia Liebenow, Miihl-
hausen; Andreas und Axel Richter, Naundorf;
Christian Weber, Neu Boltenhagen; Anja Wil-
kending, Neuhaus; Alexander Blacha, Niederor-
schel, Tilman Weigel, Niederwiesa; Andreas
Birkner, Katja Schiirer, beide Oranienburg; Pa-
trick Leitz, Parchim; Steffen Siebert, Pionierre-
publik ,W. Pieck“; Steffen Blaess, Gregor Mos-
kau, Klaus Klapproth, alle Plauen; Matthias
Walther, Pleetz; Sebastian ClauB, Possendorf; Fe-
lix Ballani, Potsdam; Susan Paufler, Michael
Meinel, beide Radebeul; Christian Holfeld, No-
bert Klawuhn, beide Rathenow; Jorn Weichert,
Riesa;-Manuela Radtke, Rodewitz; Torsten Ger-
hardt, Ralf Hafften, Stephanie Horn, Malte Kor-
ten, Anne Seifert, Manuela Radke, Jennis Freyer,
Antje Feldmann, alle Rostock; Ralf Frohlich, Ru-
dolstadt; Maida Tennemann, SaBnitz; Elko Ja-
cobs, Saurasen; Bjorn Zimmermann, Schildow;
Peggy Machelett, Schmaikalden; Kay Herrmann,
Stefan Langenbucher, Kathleen Schneider, alle
Schwallungen; Sven Kieselberger, Schwarzen-
berg; Mario Sellig, Schwerin; Heike ClauBnitzer,
Senftenberg; Jérg Nither, Christian Schifer,
Marco Siegmann, alle Sondershausen; Klaus Ull-
mann, Spremberg; Kati Wilhelm, Dirk Weber,
Danny Gerlach, Ronny Malzo, Andy Reum-
schiissel, Nicole Konig, Ilka Reinhardt, Katja
Zieger, Annetl Jannoch, alle Steinbach-Hallen-
berg. Fortsetzung in ,alpha“ 3/90
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II. Angenommen, es existiere eine
Menge K von hochstens 31 Kombinatio-
nen, mit denen alle 8° Kombinationen
(a,, a;, a;) liberdeckt werden. Aus dieser
Annahme ldBt sich z.B. folgendermaBen
ein Widerspruch herleiten: Zunichst folgt,
daB fiir mindestens einen der acht Werte
p=0,1,...,7 die Menge P aller (p, y, z)
(»,z€{0,1, ..., 7}) hochstens drei Kombi-
nationen aus K enthilt. Daher gibt es erst
recht drei paarweise verschiedene Zahlen c,
d, e so, daB aus (k,, k;, k;) e K und k;=p
stets k, € {c, d, e} folgt, und es gibt (nicht-
notwendig verschiedene) Zahlen f, g, & so,
daB aus (ky, k;, k;)€ K und k,=p stets
kse{f g h} folgt. Es sei Y={0,...,7]\
{¢.,d, e} und Z={0, ..., T\{f, & h}.
Die Menge aller 3

(p,y,2) (yeYzeZ) (5)
enthdlt mindestens (8 —3) (8—-3)=25
Kombinationen. Jede von ihnen wird nach
Annahme durch ein (k,, k,, ki) € K iiber-
deckt. Nach Wahl der ¢, ..., f ist das nur
mit k; # p und folglich nur mit k, € Y und
k; € Z moglich; somit miissen zu je zwei
voneinander verschiedenen Kombinatio-
nen (5) auch zwei voneinander verschie-
dene liberdeckende Kombinationen aus K
gehoren. Damit ist gezeigt, daB es minde-
stens 25 Kombinationen (k, k;, k3) e K
mit k, ¢ {c, d, e} geben muB und folglich
hochstens 31 — 25 =6 mit k; € {c, d, e} ge-
ben kann.
Wegen der paarweisen Verschiedenheit der
¢, d, e folgt nun, daB fiir mindestens einen
der drei Werte g = ¢, d, e die Menge Q aller
(x, ¢, 2z) (x,z€{0,...,7})) hochstehs zwei
Kombinationen aus K enthilt. Analog wie
bei P ergibt sich hieraus die Existenz von
mindestens (8 —2)- (8 —2) = 36 Kombina-
tionen in K und damit ein Widerspruch.
Mit I. und II. ist als gesuchte kleinste Zahl
N = 32 nachgewiesen.
Bemerkungen: Die Aufgabe ist dquivalent
zur Bestimmung der minimalen Anzahl
von ,dreidimensionalen Tiirmen“, die ins-
gesamt alle Felder eines ,,dreidimensiona-
len Schachbrettes* der Abmessungen
8 X8 X8 bedrohen. Diese geometrische
Veranschaulichung ist bei der Losungsfin-
dung sehr niitzlich (man interpretiere z. B.
den obigen Beweis geometrisch). Interes-
senten wird auch die Losung des entspre-
chenden allgemeineren Problems fiir ein
.1 X n X n-Schachbrett“ empfohlen. Die
Aufgabe kann als schwer bis sehr schwer
eingeschitzt werden. Etwa 90 % aller Teil-
nehmer fanden keinen tragfihigen Zugang
zu ihrer Losung.

Punkte 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Anzahl 52 11 1 1 3 1 0 4 1

Dr. E. Wegert, Sektion Mathematik
der Bergakademie Freiberg

281245 Bezeichnet man die Volumina
der Tetraeder ABCD, MBCD, MACD,
MABD bzw. MABC mit V, V,, V,, V, bzw.
V., so gilt
Vi>0(i=1,2,3,4) und

Vi+ L+ V,+V, =V, (1)
Sind h,, h,, h; bzw. h, die Lingen der HO-
hen des Tetraeders ABCD beziiglich der
Grundflichen BCD, ACD, ABD bzw. ABC
und k', k%, b’ bzw. h’, die Langen der H5-
hen der Tetraeder MBCD, MACD, MABD
bzw. MABC beziiglich derselben Grundfli-
chen, so gilt

A

V= "h (1=1,2,3,4). @
Die Lote von A und M auf die Ebene
durch B, C, D sind zueinander parallel; da-
her liegen sie mit der Geraden durch 4, M,
A’ in einer Ebene, und aus dem Strahlen-
satz folgt die erste der Gleichungen

MA _hy WDk
44 b’ DD by

die iibrigen ergeben sich analog fiir B, C
bzw. D statt A.
Aus (1), (2), (3) folgt

MA' ME  MC A MD _
44 BB’ CC' DD

wegen MA= MB=MC=MD=r also

Ad-r BB -r CC-r
a7 T BF o
DD - r
==
>
1 1 1 1 3
_t —t— ——=
a7 BB DD @

Da das harmonische Mittel der vier Kan-
tenldngen 4A4’,... DD’ nicht gr6Ber als ihr
arithmetisches Mittel ist, gilt

4
o, 11
A4 BB’ CC DD
<F+W+T’+W
= 4
Hieraus und aus (4) folgt
A4’ + BB+ CC + DD’
i 16 _is,
-, .t .1 3
44 BB CC DD’

Bemerkungen: Eine groBere Anzahl von
Schiilern fand auf Grund unzureichenden
rdiumlichen Vorstellungsvermogens und
nicht geniligend entwickelten Konnens im
Losen von Aufgaben aus der rdumlichen
Geometrie keinen zum Ziel filhrenden Lo-
sungsansatz. Viele gingen vom reguldren
Tetraeder aus, verinderten die Lage der
Eckpunkte und meinten, die Lingen der
betrachteten Strecken koénnten sich nur
vergroBern, was aber nicht zutreffend ist.

Punkte 0 1 2 3 4 5 6 7
Anzahl 33 21 6 0 0 1 3 10

Dr. M. Rehm, Sektion Mathematik
der Humboldt-Universitdt zu Berlin

281246A Bezeichnen wir fir o<x=y
mit f(x, y) die Funktion f(x, y) = % + %

so folgt durch Ausmultiplizieren

(fi"f) ( > %) =n+ Y f@,a). Q)

k=1 %k lsi<ksn

Fir jedes positive z gilt bekanntlich

z+ % 2= 2 mit Gleichheit genau fiir z= 1.

Damit gilt stets f(x, y) =2, da die rechte
n(n-1)

2 Summanden

Summe in (3) aus

besteht, folgt

u 51 2n(n—1) )

f —_ > —_—

(’; a.> (kz;,l ak)="+ 3 n2.
Damit ist die linke Ungleichung von (2)
bewiesen. Das Gleichheitszeichen gilt ge-
nau dann, wenn g, =a,=... = q,.
Wir betrachten uns nun den Ausdruck auf
der rechten Seite von (3) in folgendem
Schema angeordnet:

1+ f(ay, a)) + f(a,, a5)

+ ...+ fay, a,-) + f(ay, a;)
+1+ fla,, a)

+ ...+ flay, a,-) + flay, a,)

+1 +f(an—la an)
+1

Um diesen Ausdruck abzuschitzen, be-
trachten wir zwei Hilfsungleichungen (hier
ohne Beweis):

1. Fir O<wsxsy=sz git fw z)
= f(x, y). Gleichheit gilt genau fiir den
Fallw=x, y=1z

2. Fir O<xsyszgilt fix, y)+f(y 2)
=2+ f(x, z). Gleichheit gilt genau fiir die
zwei Fille y=x und y =z

Betrachten wir nun zwei Zahlen i, k mit
lsi<k=znundit+k=n+1inunserem
Schema die Summanden in der k-ten
Spalte der i-ten Zeile und der (n + 1 — i)-
ten Spalte der k-ten Zeile, so gilt flir de-
ren Summe nach der

zweiten Hilfsungleichung: f(a,, a;)

+f(a, Qpi1-) E2+ flay, Gper- )

Nach der ersten Hilfsungleichung folgt dar-
aus wegen (1)

flay, a) + flay, ans1-0) =2+ f(p, @)
Damit konnen wir unsere Summe nicht
verkleinern, wenn wir fir alle moglichen
Werte von i und k die Summanden
f(a;, a;) und f(ay, a,+,-;) jeweils durch

(1 + %f(p, q)) ersetzen. Die einzigen

Summanden in unserem Schema, die noch
nicht ersetzt sind, sind die Summanden
auf der Diagonalen f(a,, a,), f(a,, a,-1),
.... Nach der ersten Hilfsungleichung kdn-
nen wir jeden durch f(p, q) ersetzen. Unser
Schema hat dann die Gestalt

1 / 1
1+ (1 + 5, q)) + \1 +5/(p, q))
et (14 306.0) 1.0
1+(1 +%f(p, )

)
ot f(p gt (1 +%f(p, q))

1+ (14 3000

+1
Durch Abzihlen der Summanden erhilt
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man: Ist » ungerade, so hat das neue
Schema die Summe

i+ (n-1)

T*’f(P, q) 7 st n gerade,

n? n?
EIEAYX 2het
Beriicksichtigt man noch, dafl

2
fp, 4)=£+l=(\/£ - \/l> +2,
g » q P

so folgt daraus die Behauptung der Auf-
gabe. Gleichheit gilt, falls in unseren Hilfs-
ungleichungen stets Gleichheit galt, d. h.

ﬁ’ll’p=xl=_”=xm’
. n ..
Xpe1= o= X, =q mit m=—- fir n ge-
- +
rade und m = (nz—l)und m -+l 2 ) flir
n ungerade.

Punkte 0 1 2 3 4 5 6 7
Anzahl 1 1 25 11 1 1 1 3

Dr. U. Quasthoff, Sektion Mathematik
der Karl-Marx-Universitit Leipzig

281246B Die gesuchte groBtmogliche An-
zahl ist 1. Sei ABCD das gegebene Quadrat
der Seitenldnge 1,99. Offenbar kann man
ein Quadrat der Seitenldnge 1 in ABCD le-
gen. Mit zwei Quadraten ist das jedoch
nicht mehr moglich, weil sich zwei belie-
bige, in ABCD liegende Quadrate der Sei-
tenldnge 1 gegenseitig liberlappen. Um das
zu zeigen, wird bewiesen, daBl ein beliebi-
ges Quadrat mit der Seitenldnge 1, das in
ABCD liegt, den Mittelpunkt M von ABCD
in seinem Innern enthilt.

Angenommen, fir ein solches Quadrat
PQRS ist das nicht der Fall. Wir bezeich-
nen die Geraden durch P, Q bzw. Q, R
bzw. R, S bzw. S, P mit p, ¢, r bzw. s. Dann
liegt M auf dem Rand oder auBerhalb von
mindestens einem der beiden Streifen zwi-
schen p und r bzw. zwischen g und s. Also
hat M von mindestens einer der Geraden
D, g, r oder s einen Abstand = 1, 0. B. d. A.
von p.

Also liegt p ganz auBerhalb des Inkreises k
von ABCD, da dieser den Radius
%'1,99 <1 hat. Andererseits enthilt der
Durchschnitt von p mit der Quadratflache
ABCD mindestens die Strecke PQ und ist
daher selbst eine Strecke XY. Wir bezeich-
nen nun mit E, F, G, H die Mittelpunkte
von AB, BC, CD, DA sowie mit AEH die
Differenz zwischen AAEH und dem in
AAEH liegenden, durch £ und H be-
stimmten Segment von k, wobei AEH ohne
den Bogen EF aber mit allen ibrigen
Randpunkten verstanden sei. Analog seien
die Flachenstiicke BFE, CGF und DHG de-
finiert. Da nun ABCD mit dem AuBenge-
biet von k nur die vier paarweise disjunk-
ten Fldchenstiicke AEH, BFE, CGF und
DHG gemeinsam hat, muB die Strecke XY
ganz in einem dieser Stiicke liegen,
0.B.d. A. in AEH. Thre Endpunkte X, Y
sind Randpunkte von ABCD, wegen
XY2P0=1>0,5-1,99 = 4E = 4H also
0.B.d. A. mit X auf AH und Y auf AE.
Unter allen Geraden, die parallel zu p sind
und durch einen Punkt der Strecke XH ge-
hen, muBl es genau eine geben, die & be-
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rithrt, denn p selbst liegt auBerhalb &, und
die Parallele durch H zu p schneidet den

Kreis k in zwei Punkten, da sie nicht auf

dem Radius MH senkrecht steht. Diese k&
beriihrende Gerade u« schneidet die
Strecke XH also in einem inneren Punkt U
und somit die Strecke YE in einem inne-
ren Punkt V, ihr Beriihrungspunkt mit k

sei W. Wegen AX < AU ist nach. dem-

Strahlensatz auch XY < UV.

Nach Dreiecksungleichungen und dem
Satz von der Gleichheit der Tangentenab-
schnitte folgt schlieBlich
1=PQ=XY<TV

— 1
—AE——2—'1,99.

Dieser Widerspruch zeigt, daBl unsere An-
nahme falsch war und beendet den Be-
weis.

Bemerkungen: Die Aufgabe war sowohl von
ihrem Charakter als auch vom Schwierig-
keitsgrad und den erreichten Punktzahlen
her als Wahlaufgabe der 4. Stufe sehr gut
geeignet.

Punkte 0 1 2 3 4 5 6 17
Anzahi 5 8 4 3 7 1 1 1

Dr. R. Labahn, Sektion Mathematik
der Wilhelm-Pieck-Universitdt Rostock

Ein Dankeschon
an unsere Verlage

Die Redaktion alpha konnte in diesem
Jahr den Preistrigern des alpha-Wettbe-
werbs 1988/89 wieder viele interessante
Biicher senden. Diese stellten uns zahlrei-
che Verlage zur Verfiigung, denen wir an
dieser Stelle herzlichen Dank sagen méch-
ten:

Altberliner Verlag, Berlin 1

BSB B. G. Teubner Verlagsgesellschalft,
Leipzig;

VEB Domowina Verlag Bautzen;

VEB Fachbuchverlag, Leipzig;

VEB Hinstorff Verlag, Rostock;

Der Kinderbuchverlag, Berlin;
Militdrverlag der DDR, Berlin;
Mitteldeutscher Verlag, Halle;

Buchverlag Der Morgen, Berlin;

Verlag Neues Leben, Berlin;

VEB Postreiter-Verlag, Halle;

Verlag Philipp Reclam jun., Leipzig;
Sportverlag, Berlin;

VE Verlag Technik, Berlin;

Urania-Verlag, Leipzig;

Verlag Volk und Welt, Berlin;

VE Verlag Volk und Wissen, Berlin;

VE Verlag der Wissenschaften, Berlin

Losungen

Lésungen zum alpha-Wettbewerb
Heft 6/89

Ma 5w 3045 Wenn Lothar ein Jahr ilter
ist als Roland und Roland fiinf Jahre alter
ist als Heinz, dann ist Lothar sechs Jahre
ilter als Heinz.

Wir rechnen deshalb 41-5-6=230,
30:3=10. Heinz ist 10 Jahre, Roland
15 Jahre, Lothar 16 Jahre alt.

Ma5Sw3046 Die Mutter verfiigt iiber
100M ~60M=40M, der Vater iiber
40M + 10 M = 50 M, jedes der beiden Kin-
der iiber 10 M:2 = 5 M Taschengeld.

Ma 5m 3047 Die Zahl 139 ist die klein-
ste, die Zahl 940 die grofte dreistellige na-
tlrliche Zahl mit der Quersumme 13.

Ma5m3048 Aus (1) folgt: Der Schiiler
Giénsich hat nicht den Vornamen Bernd
oder Claus. Aus (2) folgt: Der Schiiler Gan-
sich hat auch nicht den Vornamen An-
dreas. Deshalb heiBt er Danie! Gansich.
Aus (3) folgt: Claus hat nicht den Nachna-
men Hermhaus. Deshalb heiBt er Claus
Eckbart. Somit hat Bernd den Nachnamen
Hermhaus.

Ma 5m 3049 a) Nach dem Verdoppeln er-
hélt Jan 20 und das Doppelte seiner ge-
dachten Zahl. Dann ist dieses Doppelte
aber um 52 —20=32 groBer als seine
Zahl. Also lautet seine gedachte Zahl 32.
Probe:

(32+10)-2 =84 und 32 + 52 = 84.

b) Nach dem Verdoppeln erhidlt Jorg 20
und das Doppelte seiner gedachten Zahl.
Dann ist dieses Doppelte aber um
20 — 20 = 0 groBer als deine Zahl. Also lau-
tet seine gedachte Zah! 0.

Probe: (0 + 10)-2 =20 und 0 + 20 = 20.

Ma5m3050 Da die Summe E+E+ E
auf die Ziffer E endet, kbnnte E =0 oder
E =35 sein. Da die Summe E + E + E aber
auch auf die Ziffer S endet, gilt £ =5 und
somit § = 6. Daraus folgt weiter L = 8 und
K=1.

Die vollstindige Losung lautet

7855 + 7855 + 7855 = 23 565.

Ma5m3051 Wegen 63+5=68 ver-
brauchte der Lada fiir 800 km 68 Liter Ben-
zin. Wegen 68:8 =8,5 verbrauchte der
Lada auf 100 km im Durchschnitt 8,5 Liter
Benzin. Wegen 8,5—1=7,5 verbrauchte
der Dacia auf 100 km 7,5 Liter Benzin. We-
gen (63:7,5)-100 =840 hat der Dacia
840 km zuriickgelegt.



Ma 6 m 3052 Der Wanderer legt in einer
Minute 6000 m: 60 = 100 m, der Radfahrer
4-100 m = 400 m zuriick. Je Minute verdn-
dert sich also ihre Entfernung voneinander
um 100 m + 400 m = 500 m.

Nach zwei Minuten treffen sie sich, nach
weiteren zwei Minuten sind sie wieder
1000 m, also 1km voneinander entfernt.
Somit vergeht bis dahin eine Zeit von
4 Minuten.

Ma 6 3053 Die Seitenlinge des Quadra-
tes betrigt 12cm; denn 12c¢cm-12cm
= 144 cm?. Jede Teilstrecke einer Quadrat-
seite betréigt deshalb 12 cm:3 =4 cm. Zwei
Teildreiecke ergeben zusammen ein Qua-
drat mit einem Flicheninhalt von
4cm-4cm = 16 cm?. Zwei Teildreiecke er-
geben zusammen ein Rechteck mit einem
Flacheninhalt von 4cm- 8 cm = 32 ¢cm. So-
mit betrdgt der Flicheninhalt des Sechs-
ecks

144 cm? — 16 cm? — 32 cm? = 96 cm?.

Ma 6 m 3054 Angenommen, die Schiiler
der Klasse 5 sammelten x kg Altpapier;
dann entfallen auf die Schiller der Klasse 6
nur (x—18)kg, auf die Schiiler der
Klasse 4 aber (x — 8) kg Altpapier. Zusam-
men sind es (3x — 26) kg Altpapier.

Nun gilt 3x — 26 = 274, 3x = 300, x = 100.
Die Schiiler der Klasse 4 sammelten 92 kg,
die der Klasse 5 sammelten 100 kg und die
der Klasse 6 sammelten 82 kg Altpapier.

Ma 6 m3055 Angenommen, es sind
x Ginse, also 2x Hithner und 3-2x = 6x
Kaninchen. Nun gilt
2-(x+2x)+4-6x=120, 30x =120,

x = 4. Der Kleintierhalter besitzt 4 Ginse,
8 Hiihner und 24 Kaninchen.

Ma6m 3056 Angenommen, es wurden
x kg Radieschen verkauft; dann waren es

noch 2x kg Mohren, (2x + 10) kg Kohlrabi .

und (x — 20) kg Kohl. Das sind zusammen
(6x — 10) kg Gemiise. Nun gilt
6x — 10 =290, 6x =300, x = 50. Es
wurden 50 kg Radieschen, 100 kg Mohren,
110kg Kohlrabi und 30kg Kohl ver-
kauft.
Ma6m3057 Aus + <X <L folgt

4 17 ~ 3
17 <4xund 3x< 17, also x >4 und x <6
und somit x = 5. Es existiert genau ein sol-

cher Bruch; er lautet %

Na/Te 6 w460 Der Zug legt in einer Mi-
nute 120:102km = 1,176 km zuriick, in
einer Stunde (60 min) also

1,176 - 60 km = 70,58 km. Die Durch-

schnittsgeschwindigkeit betrigt 70,6 kTm

Ma7m3058 Winkel ECB hat die GroBe
90° — 60° = 30°, Winkel BCF hat die GroBe
60°, Winkel ECF hat somit die GroBe
30° + 60° = 90°. Wegen

B = TE = TF = a gilt Agrc = a?

und A,pcp = a?, d. h. der Flicheninhalt des
Dreiecks EFC ist halb so groB wie der des
Quadrates ABCD.

w'
L a
a/x°
F
£
A B
Ma7m 3059 Angenommen, Ulrike ist

x Jahre alt; dann ist Dagmar (x + 3) Jahre,
die Mutter (3x + 3) Jahre, der Vater
3-(x+3)—-3=3x+6 Jahre alt. Die vier
Personen sind zusammen (8x + 12) Jahre
alt, und es gilt 8x+12=92, 8x=80,
x = 10. Ulrike ist 10, Dagmar 13, die Mut-
ter 33, der Vater 36 Jahre alt.

Ma7m3060 Angenommen, das jiingste
Kind war x Jahre alt; dann war das zweite
Kind (x+4) Jahre, das ilteste Kind
2x Jahre, die Mutter (3x + 12) Jahre, der
Vater (3x + 16) Jahre alt. Zusammen wa-
ren diese fiinf Personen (10x + 32) Jahre
alt, und es gilt

10x +32 =112, 10x =80, x = 8.

Das jiingste Kind war 8 Jahre, das zweite
Kind 12 Jahre, das dlteste Kind 16 Jahre,
die Mutter 36 Jahre, der Vater 40 Jahre
alt.

Ma7m3061 Nach dem Satz iiber Wech-
selwinkel an geschnittenen Parallelen hat

der Winkel AED die Grofe % und der

Winkel BEC die GroBe %

Daraus folgt AD = AE und BE = BC.
Wegen CD =AB =A4E + BE gilt somit
auch CD = 4D + BC.

Ma7m3062 Es seien %5BAC=o und
X BPC = §; die Gerade BP schneide den
Umkreis k des Dreiecks ABC in A’, und es
seien 4 CA'P= o’ und 5 PCA’ = ¢. Dann
gilt o« = &’ als Peripheriewinkel tiber der-
selben Sehne BC. Ferner gilt ¢ + &' =8
nach dem AuBenwinkelsatz. Daraus folgt
durch Einsetzen ¢ + o = §, also a < 0.

Na/Te 7m461 Das Volumen des Wiirfels
betrdgt 9cm? Gegeben ist: Dichte von
Aluminium g4 =2,7g-cm™>. Dichte von
Stahl gs=7,8g-cm™. Der Aluminium-
wiirfel hat demnach eine Masse von 24,3 g,
der Stahlwiirfel eine Masse von 70,2 g, d. h.

7
g’§ = 2,9fach groBer. Das

gilt auch fir die Gewichtskraft. Demzu-
folge stellt sich eine 2,9fache Verlingerung
ein. Die gesuchte Verlingerung betrigt

29 mm.
Na/Te7m462 b=30cm, B=8cm

seine Masse ist

Ma 8 m 3063 a) Beispiel: 7325 — 3572
=3753; 9/3753, denn 9-417 = 3753.

b) Stellt man eine vierstellige natiirliche
Zah] in dekadischer Schreibweise so dar:
abcd und geht man davon aus, daB alle Zif-
fern voneinander verschieden sind, so gibt
es insgesamt 23 echte Vertauschungsmog-
lichkeiten, die angedeutet werden sollen:

bacd ‘cabd dabc
abdc  badc
acbd
acdb
adbc . . .
adch bdca ‘cdba dcba

¢) Beim Vertauschen der Ziffernfolge blei-
ben die Quersumme einer Zahl und damit
deren Rest bei Teilbarkeit durch 9 unver-
dndert.

Wenn die Ausgangszahl bei Division durch
9 den Rest r ldBt, so lassen auch alle Ver-
tauschungen diesen Rest r.

Die Differenz zweier solcher Zahlen hat so-
mit den Rest 7—r=0, w.z.b. w.

Ma 8 m3064 Beispiel: 6 +7+8+9+10
=40, 40-2 =280, 8 ist dritter Summand.
Beweis: Die Summe sei a+a+1+a+2
+a+3+a+4=>5a+10.

Die Verdopplung dieser Summe ergibt 10a
+20 = (a +2):10. Das Ergebnis endet so-
mit stets mit Null. Streicht man diese Zif-
fer 0, so verbleibt @ + 2 als dritter Sum-
mand, w.z.b. w.

Ma8m3065 Die Tangente

Kreise in 4 schneide BC in M.
) ¢

an beide

Wegen MB = MA und MC = MA (Tangen-
tenabschnitte von einem Punkt auBerhalb
des Kreises an den Kreis sind gleich lang)
sind die Dreiecke AMB und ACM gleich-
schenklig. Daraus folgt x MBA = x MAB
und 5 MAC = x5 MCA. Bezeichnet man ent-
sprechende WinkelgroBen mit a bzw. 8, so
gilt

2+ 25 =180° o + f=90°

(GroéBe des Winkels 5 BAC), w.z.b. w.

Ma 8 3066 Dem Bild ist folgendes zu
entnehmen: Nach dem Strahlensatz gilt

E
¢-b F d ¢
G b Cl-d
b
A a 8
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c-b =£, ac—ab=ac—cd, a-b=c-d
a—d

Die Strecken der Linge ¢ und d sind die
Seitenlidngen eines Rechtecks, das dem

Rechteck ABCD inhaltsgleich ist.

Ma 8 w3067 Nach Aufgabenstellung gilt
a® = 6a? Weil a # 0, kann man diese Glei-
chung durch ¢? dividieren und erhilt
a = 6. Die Kante des Wiirfels ist 6 cm lang;
das Volumen betrigt V'=216cm?; der
Oberflicheninhalt ist 0 = 216 cm?.

Na/Te 8m463 Der Motor nimmt eine
Leistung P, =220 V-59 A =13 kW auf.
Da die Definitionsgleichung fir den Wir-
kungsgrad auch fur Leistungen gilt,

P, Nutz

also n = ist, ergibt sich

aufg

Pyuz=1m" Paufg1 d.h. Py, = 11kW.

Na/Te 8 m464 Gesucht wird die Tempe-
ratur fy = x °C des Wassers vor dem Ein-
tauchen. Beim Eintauchen hat das Ther-
mometer die Wirme Qg =1,93-14,6]J
= 28,27 aufgenommen. Wenn die spezifi-
sche  Wirmekapazitit des  Wassers
_ 4,191

c= _g X
meter die Wirme

O =(x—-32,4)K-6,7g-4,19 p JK

geben. Da bei diesem Wirmeaustausch
Qab. = Qaupe ist, gilt (nach Kiirzung mit J)
1,93-14,6 = (x — 32,4)-6,7-4,19.

Man errechnet x =33,4. Die Temperatur
des Wassers betrug 33,4°C.

Ma9m3068 Nach den Bedingungen der
Aufgabe gilt x: d =1:10, also d = 10x. Das
Dreieck ABC ist rechtwinklig, da der Win-
kel x ACB ein Peripheriewinkel iiber dem
Durchmesser AB ist. Im Dreieck ABC gilt
nach dem Hohensatz

302-m?=x(d - x),

900 m? = x(10x — x), 900 m? = 9x2,

100 m? = x2, 10 m = x. Die Pfeilhohe

des Briickenbogens betrigt 10 m.

hat das Wasser an das Thermo-

abge-

8
Ma9m3069 Fir die Anzahl der Diago-
nalen eines n-Ecks gilt % n-(n—3); dar-
aus folgt entsprechend der Aufgabenstel-
lung

1 1 B
2 '("+3)'n‘7-n-(n—3)—21,

n?+3n—n2+3n=42,6n=42, n=1.
Es handelt sich um ein Sieben- und ein
Zehneck.

Ma 9m3070 Fiir die Hohe eines gleich-
seitigen Dreiecks gilt h = %\/3_ Nach dem
Strahlensatz gil_t deshalb
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a—x

a a
PR i
Wir formen um und erhalten

\/3—= 2_x 'a3—x\/§_=2x;

2x+xa\/3_ia\/3—;
_afi_2-43 _ o oy,
_2+‘/3— 2_N/3_ (2‘/3— 3)-
x?=a2(21 - 12-43) = 3a%(7 — 4y3).
_3a(71-4:43)-4 3
a3 V3
75=4-\/3_(7—4-\/§_)=28-\/_-—48,

%ﬁ=4-(7-J3——12)-0,497.
D

=

2

1N

Der Flicheninhalt des Quadrates betrdgt .

etwa 49,7 % des Flicheninhalts des gleich-
seitigen Dreiecks.

Ma9m3071 Wird die erste der vier Zah-
len mit a bezeichnet, so erhidlt man q, 2aq,
6a, 18a. Da 1986:2 keine Primzahl ergibt
und 1986:18 keine natiirliche Zahl ist,
kann nur noch 1986=6a gelten. Tatsich-
lich ist dann @ = 331 eine Primzahl, und
die vier Zahlen lauten 331, 662, 1986,
5958.

Ma9m3072 Bezeichnet man den Radius
des kleinen Kreises mit r und den des gro-
Ben Kreises mit R, so ist der Flicheninhalt
der Rasenfliche 4z =mr? und der Inhalt
der Wegfliche A4, =mn(R2-r?. Wenn
beide Flichen gleich groB sein sollen,

gilt mr2 =nw(R>— r?), nR?=2nr?,
R¥=2r, R=r{2.

Die Diagonale d=r- \/2_ des Quadrates
MBCD mit der Seitenlinge r ist deshalb
gleich dem Radius R des groBen Krei-
ses.

c

Na/Te 9m465 Hintereinandergeschaltet
ergeben die drei Widerstinde 35 Ohm, pa-
rallelgeschaitet 2,86 Ohm. Unter Beriick-
sichtigung des Innenwiderstandes der
Spannungsquelle flieBt ein Strom bei Hin-
tereinanderschaltung von 0,38 A, bei Paral-
lelschaltung von 3,5 A. Die sich einstel-
lende Klemmenspannung zwischen den
Polen der Spannungsquelle betrigt 13,1V
resp. 10 V.

b) Die Stromstirke betrigt im Zweig mit
dem 5-Ohm-Widerstand 2,0 A, im Zweig
mit dem 10-Ohm-Widerstand 1,0 A und im
Zweig mit dem 20-Ohm-Widerstand 0,5 A.
Die Wirmeleistungen betragen 20 W, 10 W
und 5W. Man kann diese Werte mit der
Gleichung P = I?- R berechnen.

Na/Te 9 m466 Die Kochplatte erzeugt in
15min eine Wirme von 1000-0,7-15

X60W-s. Die Wirme Q' '=m-82K
X 418J-g7'-K™! ist erforderlich, um das
Wasser (Masse m, spez. Wirmekapazitit
4,187J-g71-K) um 82K zu erwirmen.
Durch Gleichsetzen beider Ausdriicke
kann m berechnet werden. m = 1830g. Es
konnen in der angegebenen Zeit 1,831
Wasser erwdrmt werden.

Ma10/12 w3073 Wir stellen die Glei-

chung so dar, daB die einzelnen Zahlen als

Summen geschrieben werden, deren

Summanden Vielfache von Potenzen mit

der Basis x sind:

(x3+3x2+5x+4)-(x+2)

= x4 6x3+4x2+ 7x. Wir formen

schrittweise dquivalent um und erhalten

x4+ 33+ 5x2+4x+2x7 + 6x2+ 10x

+8=x"+6x>+4x2+Tx,

x3=TIx*—=T7x=8, x(x*—Tx—7)=8.

Diese Gleichung wird nur von der natiirli-

chen Zahl 8 erfiillt; es ist

8(64 — 56 — 7) = 8. Die Basis des gesuchten

Zahlensystems ist 8.

Probe: (1-83+3-82+5:8+4)(1-8+2)
=(1-8'+6-8+4-82+7-8)
7480 = 7480.

Ma 10/12 m 3074 Es muB zunéchst unter-

sucht werden, unter welchen Bedingungen

die Summe dreier natiirlicher Zahlen

durch 3 teilbar ist. Es sind vier Fille zu un-

terscheiden:

1. Fall: Jede der drei Zahlen ist durch 3

teilbar,

2. Fall: Jede der drei Zahlen 1aft bei Divi-

sion durch 3 den Rest 1,

3. Fall: Jede der drei Zahlen 1dBt bei Divi-

sion durch 3 den Rest 2,

4, Fall: Eine Zahl 148t den Rest 0, eine den

Rest 1 und eine den Rest 2. Nun ist zu prii-

fen, daB in jedem der vier Fille, in denen

die Voraussetzung erfiillt ist, auch die Be-

hauptung zutrifft. Es geniigt dabei, wenn

wir nur mit den Resten rechnen!

1. Fall: 0+ 0%+ 0° =0 und 3/0;

2.Fall: 1>+ 13+ 1?=3 und 3/3;

3. Fall: 2% + 2% + 2% = 24 und 3/24;

4.Fall: 0*+1*+23>=9 und 3/9.

In allen Fillen, in denen die Vorausset-

zung erfiillt ist, trifft auch die Behauptung

zZu, w.z.b. w.

Ma 10/12 @ 3075 Im rechtwinkligen Drei-
eck EAB gilt a:siny = b:sin90°, also

b=—2—_ Die Hohe h im gleichseitigen
siny

Dreieck mit der Seitenlinge b wird nach
dem Satz des Pythagoras berechnet und be-

- b
tragt h=7\/3— ; der Flicheninhalt des

gleichseitigen Dreiecks ist dann
Ap = "1‘_‘/3_ “b2

a
Nun setzt man fiir b = —
sin

. 1 a?
erhilt Ap = n y/i_ sty
Fiir das prozentuale Verhiltnis der Drei-
ecksfliche zur Quadratfliche ergibt sich

ein und
Y

somit
Ap__Bea B
Ao  4-a’-sin’y  4-sin’75° T

Der Anteil der Dreiecksﬂéichg an der Qua-
dratfliche betriigt etwa 46,4 %.



Ma10/12m 3076 Aus (2) folgt yabc = g,
abc=a% bc=a (wegen a=+0), b =%.
Durch Einsetzen in (1) folgt daraus

c: c+a-1/;=c~(a+c),
Je-@+o)=c-(a+o),

c=1 (wegen ¢ ¥0), also a=b.

Das Gleichungssystem ist losbar, wenn
c=1und a=b ist.

Wir filhren eine Probe fiir a = b=3 und
¢ =1 durch:

M YP +43-3-12=3-1+17

1+3=3+1,4=4

@ 3T ===, 1 = 1.
V3

Ma10/12m3077 Esseienn—1,n n+1
drei aufeinanderfolgende natiirliche Zah-
len mit n = 2; dann gilt (n — 1)
+n3+(n+1)=k% n*>—3n%+3n
—1+n3+n3+3n2+3n+1=k3,
Ind+6n=k3 3n-(n?+2)= k> Die Ku-
bikzahl k* muB also durch 3 teilbar sein;
das trifft flir die Kubikzahlen 27, 216, 729,

. zu. Es entfillt 27, da 3n-(n2+2) =27,
also n-(n?+2)=9, fiir n=2 bereits
12 > 9 ergibt. Fiir k3=216 erhalten wir
3n-(n?+2)=216 bzw. n-(n?+2)=72.
Diese Gleichung wird fiir n=4 erfiillt;
denn 4- 18 = 72. Die Ldsung lautet somit
P +43+53=27+64+125=216=6.

Na/Te 10/12 m467 Die  Periodendauer
der Schwingung kann mit der Gleichung
fir die Periodendauer eines Federschwin-
gers berechnet werden. Sie lautet

T=2n ﬂﬂ, wobei T die Periodendauer,

m die schwingende Masse und k die Fe-
derkonstante (sie gibt die Kraft an, die not-
wendig ist, um die Feder um 1 m zu deh-
nen) bedeuten. Betrigt die Dichte der
schwingenden Fliissigkeitssdule ¢ und der
Querschnitt der Réhre 4, so ergibt sich als
Masse fur die Sdule m=1-A4-p. Zur Be-
rechnung der Federkonstanten: Senkt man
den Meniskus in einem Schenkel um A/, so
hebt er sich im anderen auch um A/ Mit
k=ALI ergibt sich k=2-4-g- 0.

In die Gleichung fir die Periodendauer

eingesetzt, erhilt man T =2n W’z_lg Setzt

man die vorgegebene Linge ein, so ergibt
sich T=14s.

Na/Te 10/12 m468 Sind Spannung U,
Widerstand R und Zeit ¢ gegeben, so er-
zeugt ein elektrischer Strom die Wirme

2. L
0=U R
Spannung U, in ¢+ 120s die gleiche
Wirme erzeugt wird, wie in ¢ bei der Span-
nung U,, so erhilt man:

_ U?-120s
vi-ui
Werte ein, so erhilt man ¢ = 13 min 11s.

Beachtet man, daB bei der

Setzt man die gegebenen

Losung zur Sprachecke:

Ala Zur Zahl 1989 ist von links und
rechts je eine Ziffer hinzuzuschreiben, so
daB die erhaltene sechsstellige Zahl durch
88 teilbar ist.

Lésung: Es seien x und y die zu ergidnzen-
den Ziffern und x1989y = z die gesuchte
Zahl. Laut Aufgabe gilt 88| x1989y = z. Da
88=8-11 und ggT (8, 11)=1 ist, folgt
88|z, wenn 8|z und 11|z Auf Grund der
Teilbarkeitsregeln fiir 8 und 11 muB 889y
und 11|(y—9+8-9+1- x) gelten, so
daB man zunichst y = 6 schlieBt und damit
6—9+8—-9+1—x=—(x+ 3) errechnet.
Folglich kann nur x = 8 richtig sein. Tat-
sachlich ist 819896:88 = 9317. Man hat 8
vor 1989 zu schreiben und an die entstan-
dene Zahl noch 6 anzuhingen, damit die
so gefundene Zahl z =819896 durch 88
teilbar ist.

A2aA Zahlenpolygon

In die leeren Kreise sind die Zahlen 8 — 16
-20-22-33-35-39-41-45-47
so einzusetzen, daB man fiir jede Seite des
Siebenecks die Summe 114 erhilt. Dariiber
hinaus gilt: C+ H+ M =114.

Losung: B=35, D=45 E=41, F=20,
H=39, I=22, J=33, L=8, M=47,
N=16.

4 3 a Untersuchung von Quadraten
Hier sind drei ungewohnliche Quadrate:
412,332, 836 Was ist an ihnen ungewdhn-
lich? (Ein Hinweis: Suche nach neuen
Quadratzahlen in den Zahlen, die du bei
der Berechnung der jeweiligen Quadrate
erhiltst.)

Lésung: 412 =1681,16 = 4% und 81 =92 4
und 9 sind selbst Quadrate; 332 = 1089,
9801 = 992; 8362 = 698 896,

rickwirts gelesen ergibt sich wieder eine
Quadratzahl.

LoOsungen zu:
In freien Stunden - alpha-heiter

Leistungsfihiges Domino-Sextett
Benutzte Dominosteine:

o) 0 Cr) GO B B

Mogliche Lagerungen:

15 Meter im Quadrat

Wegen 15:3 ist jedes Beet Sm lang und
wegen 15:10 ist es 1,50 m breit. Daraus er-
gibt sich: (5-2)-10-3=300 als Weg-
summe an den Lingsseiten. Hinzukom-
men wegen 1,50-2=33+6+9+12+15
+18+21+24+27=4-30+15=135
und 135+ 10-10=235 und 135+20-10
=335, 300 + 135 + 235 + 335 = 1005. Das
sind 1,005 km. Also stimmt die Meinung
von Herrn Ackermann.

Zum Knobeln
Teil e

Scharf nachgedacht

A O
[ ]
O x

Wortspielereien
TausendfiiBler, Dreifelderwirtschaft, Drei-
eck, Zehner, Einschreiben, Dreispitz, Re-

vier, Tausendschonchen, Schlacht, Ge-
meinsamkeit, Zweisamkeit, Einsatz,
Tracht, Einschlag, Zweiachser, Vierzylin-
dermotor, Zweiteiler, Dreiangel, Achtlosig-
keit

Mathematisches Kreuzwortritsel
Waagerecht: 1. Dezimeter, 6. Acht, 7. Null,
9. Pol, 12. Abel (Niels Henrik), 14. Jahr,
15. Ideal.

Senkrecht: 1. Diagonale, 2. Zahl, 3. mm
(Millimeter), 4. Thue (Axel), 5. Rollkurve,
8. Lot, 10. Teil, 11. Wald, 13. Id, 14. Ja.

Hoélzchentrick

Flichenverwandlung mittels Legespiel
Die zusitzlich in Klammem angegebenen
MaBe lassen sich mit dem Satz des Pytha-
goras und den Flicheninhaltsformeln von
Parallelogramm und Quadrat berechnen.

Sinnvoll getauscht

E|s | B|T|K E
| N|E|G R|O S|s
TENALT_URL
I'|c H|E z|A]|H L

Wieviel Flichen hat dieser Korper?
16 Flichen

Losung zu: Gut studiert? Heft 1/90

Betrachtet man z. B. nur den Punkt P mit
den vier Strecken von P zu den Eckpunk-
ten des Rechtecks, so ergeben sich vier
Dreiecke mit den Flécheninhalten A pp,
Agcp, Acpp, Apap- Mit den Bezeichnungen
des Bildes wiren dies

A+ Aq, Ag+ As+ Ag+ Ay, A, + Ag, Ay,
Wie sich zeigen laBt (siehe auch alpha-
Wettbewerb Aufgabe Ma 6 m 2963 oder im
angegebenen Beitrag, Aufgabe 1) gilt (1)
beziiglich Punkt P

(A1 +4) + (A, + Ag) = A3+ (4T As+ 43
+ Ag), (2) beziiglich Punkt Q

(A1 + Ag) + (A, + Ag) = As H (A3 + A+ 4
+ A,). Durch Addition von (1) und (2) er-
hdlt man die Behauptung a) und z.B.
durch entsprechende Subtraktion die Be-
hauptung b).



Die Rostocker

Monumentaluhr

Wohl jeder hat von der beriihmten astrono-
mischen Uhr am Altstidter Rathaus in
Prag gehort oder sie sogar gesehen. Weni-
ger bekannt ist, daB auch wir bedeutende
offentliche Uhren mit astronomischer An-
zeige besitzen. Ich nenne nur die wohl al-
teste original weitgehend erhaltene astro-
nomische Uhr Europas in Stralsund, die
Rathausuhr in Gorlitz und die Rostocker
Monumentaluhr in der Marienkirche. Von
ihr soll im folgenden die Rede sein.

Im Jahre 1472 vollendete der in Danzig
(Gdansk) wohnende Hans Diiringer die
Kunstuhr in Rostocks Hauptkirche. Mit
ihrer Hohe von 12 Metern, ihren astrono-
mischen und kalendarischen Anzeigen,
ihrer technischen Realisierung und kiinst-
lerischen Gestaltung und ihrem Erhal-
tungszustand ist sie heute eine der bedeu-
tendsten mittelalterlichen astronomischen
GroBuhren auf der Erde.

Nach 170 Jahren wurue uie gouscne unr
Diiringers 1641/43 griindlich iiberholt, um
ein Musikwerk erginzt und mit einem Re-
naissancerahmen versehen.

Nach der Einfihrung des Pendels als
Gangregler bei Uhren (Christian Huygens,
1657) und der Erfindung der Hakenhem-
mung (Robert Hooke, 1676) wurde die Ro-
stocker Uhr 1710 von der urspriinglichen
Spindel-Waag-Hemmung auf die noch
heute vorhandene Pendel-Haken-Hem-
mung umgebaut.

Die griindlichste Restaurierung ihrer Ge-
schichte erlebte diese Uhr 1974/77. Sie
wurde im Auftrage des Instituts fiir Denk-
malpflege der DDR von dem Metallrestau-
rator Wolfgang Gummelt vorgenommen.
Seither ist sie mit allen ihren Werken und
Anzeigen wieder in Funktion.

Die Rostocker Uhr zeigt eine Dreiteilung,
die sich auch bei anderen astronomischen
GroBuhren findet (u.a. Strasbouig, Miin-
ster, Liibeck, Lund, Danzig): Uber der in
der Mitte liegenden Uhrscheibe befindet
sich ein Figurenspiel, darunter eine Ka-
lenderscheibe.

Der Ziffernring auf der Uhrscheibe zeigt
zweimal die Ziffern von I bis XII. Er wird
von dem stabférmigen Stundenzeiger ein-
mal in 24 Stunden umrundet. Einen Minu-
tenzeiger besaB diese Uhr nie. Konzen-
trisch zum Stundenring befinden sich auf
der Uhrscheibe die Ringe der Tierkreiszei-
chen und der Monatsbilder.

Koaxial mit dem Stundenzeiger drehen
sich zwei iibereinanderliegende Scheiben:
Die Sonnenscheibe einmal im Jahr, und
die unter ihr befindliche Mondscheibe ein-
mal wihrend eines siderischen Monats
(27,32 Tage). Im Zusammenspiel dieser
beiden Scheiben wird in einer kreisformi-
gen Offnung in der Sonnenscheibe die je-
weilige Mondphase sichtbar. Da sich glei-
che Mondphasen nach einem synodischen
Monat wiederholen (29,53 Tage), miissen
die Scheiben nach dieser Zeit wieder die
gleiche Stellung zueinander haben. An den
beiden Scheiben befindet sich je ein Zeiger
mit einem Mond- bzw. Sonnenbild. Sie

Zahprad Uhr- 1
% / 'ZTILf"';fﬂ schreibe\
Ghnen
24-h-Rad Stunden-
deenank 269 Honatsrod - 2eiger
Zahnrad baw. / i Sonnen-
4 I] Laternentrieb / Jahresrad | 4~ scheibe
mif
73 i
LA (Ank” 82 gs |~ Mondsthaibe
baw. ~
Stecken 20 Q T lrf
30
- ” ]10
A e | T
P
Seiltrommel endel o
Slundenrad Wochenrod
l:l Gewichfsstack
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zeigen aie dlellung von Mond und Sonne
im Tierkreis. Der Sonnenzeiger gibt auBer-
dem den jeweiligen Monat an.

Die Rostocker Uhr besitzt als einzige in
der DDR eine Kalenderscheibe. Die jetzige
ist die vierte in ihrer Geschichte (1472,
1643, 1745, 1885) und reicht bis ins Jahr.
2017. Sie gibt zwei Gruppen von kalendari-
schen Anzeigen: Die einen sind dem jewei-
ligen Datum (Tag und Monat) zugeordnet
(Tagesbuchstabe, kirchlicher Tagesname,
Zeit des Sonnenaufgangs, Dauer von Tag
und Nacht); die anderen sind einem be-
stimmten Jahr fest zugehérig (Goldene
Zahl, Sonntagsbuchstabe, Sonnenzirkel,
Romerzinszahl, Zeitraum zwischen Weih-
nacht und Fastnacht, Ostertermin). Diese
letzteren miissen fir die nédchste Scheibe
ab 2018 weitergeschrieben bzw. neu be-
rechnet werden.

Aus der Vielzahl der Anzeigen greife ich
nur ein Beispiel heraus: Tages- und Sonn-
tagsbuchstaben (Buchstabenfolge A...G)
bilden einen ,ewigen Kalender“. Er gestat-
tet, den Wochentag fiir jedes beliebige Da-
tum zwischen dem 1.1. 1885 und dem
31.12. 2017 zu emmitteln. Dafiir ein Bei-
spiel: Auf welchen Wochentag fillt der
1. Januar 2001, der erste Tag des 21. Jahr-
hunderts?: Der Tagesbuchstabe jedes 1. Ja-
nuar ist A. Das Jahr 2001 hat den Sonn-
tagsbuchstaben G, d. h. in diesem Jahr sind
alle Tage mit dem Tagesbuchstaben G
Sonntage. A ist in der genannten Buchsta-
benfolge der Nachfolger von G. Also ist der
1.1. 2001 ein Montag.

Zu jeder vollen Stunde ertdnt bei dieser
Uhr der Stundenschlag, und daran an-
schlieBend wird ein beliebig einstellbares
Musikstiick gespielt. Mittags um 12 Uhr
wird der Figurenumlauf auf dem Aufsatz
oberhalb der Uhrscheibe ausgel6st.

Vom Hauptwerk (siehe Zeichnung) dieser
Uhr, das die Drehung des Stundenzeigers
und der beiden Scheiben bewirkt, werden
weitere vier Werke gesteuert: Das Schlag-
werk, das Musikwerk, das Figurenwerk und
das Kalenderwerk. Bis auf letzteres werden
alle diese Werke tiglich von Hand aufgezo-
gen — die Arbeit des Kiisters Siegfried En-
gel. Versucht einmal, die Schwingungs-
dauer des Uhrpendels zu berechnen, wenn
auBler den Zahn- bzw. Triebstreckenzahlen
der Zahnrédder und Laternentriebe bekannt
ist, daB sich der Stundenzeiger in 24 Stun-
den einmal im Uhrzeigersinne dreht. Nutzt
die so ermittelte Schwingungsdauer um zu
pritfen, wie die Zeiten fiir eine Drehung
von Sonnen- und Mondscheibe von den
Werten flic das tropische Jahr (365,
2422 Tage) und den siderischen Monat
(27, 3217 Tage) abweichen. In welcher
Richtung drehen sich die Scheiben?

Ich habe nichts iiber die kiinstlerische Aus-
gestaltung des UhrenduBeren gesagt. Am
besten, IThr seht Euch auch das bei nichster
Gelegenheit in der Rostocker Marienkir-
che selbst an. Sie ist Dienstag bis Sonn-
abend von 10.00 bis 12.00 und von 15.00
bis 17.00 zu besichtigen. M. Schukowski



~ Volkund Wiss

Mathematische

Schiilerzeitschrift

Volkseigen V l ag
Berlin

24.Jahrgang 1990
Preis 0,50M
ISSN 0002-6395

Jnl
Il




Ausgezeichnet mit der Artur-Becker-Me-
daille in Gold

Herausgeber und Verlag : m
Volk und Wissen Volkseigener Verlag

Anschrift des Verlags:

Krausenstr. 50, PSF 1213, Berlin 1086

Anschedt dor Redatkon; Mathematische Schiilerzeitschrift

PSF 14, Leipzig 7027

Redaktion:

Dr. paed. Gabriele Liebau (Chefredakteur);
Rosemarie Schubert (redaktioneller Mit-
arbeiter)

Redaktionskollegium: Prof. Dr. sc. techn.
G. Clemens (Leipzig); Dr. sc. Lothar Flade
(Halle); Oberlehrer Dr. W.Fregin (Leip-
zig); Dozent Dr. rer. nat. J. Gronitz (Karl-

Marx-Stadt); Dr. C. P. Helmholz (Leipzig); Inhalt
Nationalpreistriger H.Kastner (Leipzig); 49 . irf
Studienrat H.-J.Kerber  (Neustrelitz); Der Honigwabenwiirfel

Oberstudienrat J. Lehmann, VLdV (Leip- H. Pot/Kl. Lakemann, ,Pythagoras“, Amsterdam

zig); Oberlehrer Prof. Dr. sc. phil. H.Lohse 50  Uberall Algorithmen, Teil 2
(Leipzig); Oberlehrer H.Pitzold (Waren/ Dr. L. Flade, Sektion Mathematik der M.-Luther-Universitit Halle

{iritz); . rer. nat. E. Quaisser (Pots- . .. . R
g?:;;t.z)bgzréjf g’rr nsi na?up. Schieiber 52 WeiBit du, wieviel Sternlein stehen? Teil 1
(Grei’fswald)' Dr. ' rer.. nat. W. Schmidt Dr. R. Thiele, K.-Sudhoff-Institut fiir Geschichte der Medizin und Naturwiss. der
(Greifswald); Oberstudienrat G. Schulze K.-Marx-Universitit Leipzig
(Herzberg/Elster); Dr. rer. nat. W.Schulz 54  Gerechte und ungerechte Wiirfelspiele, Teil 1

(Berlin); W. Triiger (Dobeln); Prof. Dr. sc. Dr. G. Lorenz, Sektion Mathematik der Humboldt-Universitit Berlin
saeg.ffw. Walsch, VLAV (Halle) 56 Das verfehlte Ziel
erdffentlicht unter Regxst.nerm.lmmer StR A. Zenkert, Potsdam
1545 des Presse- und Informationsdienstes . .
der Regierung der DDR 58 Ein Zuschneideproblem

Erscheinungsweise: zweimonatlich, Einzel- J. Heller, Erfurt
heft 0.50 M, im Abonnement zweimonat- 59  Dem Erdmittelpunkt ndher oder die schiefe FriedrichstraBe
lich 0,50 M. Beslellungen werden in der 60 Ferienmagazin

DDR von der Deutschen Post und dem Zusammenstellung: OStR J. Lehmann, Leipzig
Buchhandel entgegengenommen. Der Be- -
zug fiir die Bundesrepublik Deutschland 62  In alten Formelsammlungen geblittert

und Berlin (West) erfolgt iiber den Buch- Dr. H.-J. Schmidt, Zentralinstitut fiir Astrophysik der Akademie der Wissen-
handel: fiir das sozialistische Ausland tber schaften der DDR

das jeweilige Postzeitungsvertriebsamt und 63 Schachecke

fir alle Gbrigen Linder iiber: Buchexport H. Riidiger, Werk fiir Fernsehelektronik Berlin, stud. phys. M. Spindler,
Volkseigener AuBenhandelsbetrieb der Sangerhausen

DDR. 7010 Leipzig. Leninstr. 16. e
cipzie. Lenins 65 Einige Folgerungen aus dem Eulerschen Polyedersatz

Fotos: Dr. H.-J. Schmidt (S. 62); R. Witzlau Dr. M. Schmitz, Se;ktlor? Mathematik/Physik der Pidagog. Hochschule
(IV. U.-Seite) »Dr. Th. Neubauer®, Erfurt

Vignetten: L. Otto, Leipzig 66  Sprachecke
Techn. Zeichnungen: OStR G. GruB, Leipzig R. Bergmann, Dobeln/P. Hofmann, Dr. G. Liebau, beide Leipzig
f;;ﬁ’bfgst:‘r’af;hn Berlin, nach ,Pythago- g7  XXIX. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
Typographie: H. Tracksdorf, Leipzig 69 Losungen
IV. U.-Seite: Peter Apian und der Jakobsstab
R. Witzlau, Bereich Geschichte der Naturwiss. der Pddag. Hochschule Potsdam
Euch ist inzwischen sicher bekannt, daB die Presseerzeugnisse unseres Landes stark
subventioniert waren. So auch unsere Zeitschrift. Die Erlose deckten schon seit vielen
Jahren nicht mehr die Kosten fiir Papier, Satz und Druck. Mit dem Wegfall der Sub-
ventionen sehen wir uns deshalb gezwungen, ab Heft 4/90 den Preis unserer Zeit-
schrift auf 1,50 Mark zu erhéhen (im Abonnement zweimonatlich 1,20 Mark). Wenn
ihr unsere Zeitschrift abbestellen mdéchtet, so muB dies fiir das III. Quartal bis zum
s 9. Juli bei der Deutschen Post erfolgen. Wir hoffen aber sehr, euch auch weiterhin zu
oy unseren Lesern zidhlen zu kénnen. Eure Redaktion

)

Gesamtherstellung: INTERDRUCK Graphi-
scher GroBbetrieh Leipzig 111/18/97
Artikelnummer (EDV) 128

ISSN 0002-6395 Alphons weist euch auf Artikel mit geringerem Schwierigkeitsgrad hin. Das heiBt aber
Redaktionsschluf: 9. Februar 1990 nicht, daB alle anderen Beitriige fiir mathematische Anfinger ungeeignet sind.
Auslieferungstermin: 11. Juni 1990 Probiert es selbst aus!




De honingraatkubus
Der Honigwabenwiirfel

Auf unserem Titelblatt seht ihr ihn — den Ho-
nigwabenwiirfel. Er glanzte auf dem Titelblatt
unserer niederldndischen Schwesternzeitschrift
»Pythagoras“. Und gefiel uns so ausnehmend
gut, daf} wir ihn und die dazugehdérigen Be-
trachtungen euch nicht vorenthalten wollten.
Alphons

Was sehen wir? Einen Wiirfel, der im Mit-
telpunkt des Sechsecks einen nach vorn
weisenden Eckpunkt, sechs Eckpunkte ent-
lang des Randes der Figur hat und dessen
vorderer und hinterer Eckpunkt sich {iber-
decken.

Jede der Kanten ist ein Balken mit quadra-
tischem Querschnitt, jede der sechs Seiten-
flichen mit einem Balkenkreuz versehen.
Innen ist der Wiirfel leer — oder doch
nicht? Kénnte sich in der Wiirfelmiite ein
zentrales ,Achsenkreuz“ befinden, das die
gegeniiberliegenden Flichenmittelpunkte
verbindet?

Oder sieht man durch die Offnungen nur
die Balken der Riickseite?

Versuchen wir, die Doppelsinnigkeit durch
einen Zeichentrick aufzuheben. An
Schnittpunkten, die zwar in der Zeichnung
zu sehen sind, die aber in Wirklichkeit
nicht existieren, werden die Linien unter-
brochen. Schaut euch die folgenden beiden
Bilder genau an. Welcher der beiden Wiir-
fel hal ein zentrales Achsenkreuz?

Ein winziger Unterschied an drei Stellen
und Bild 1 zeigt den hohlen Wiirfel, Bild 2
einen Wirfel mit zentralem Achsen-
kreuz. .

Welchen Sinn hat nun das ,Honigwaben-
muster* hinter dem Wiirfel?

Ganz einfach: Alle Balken des Wiirfels
werden durch drei parallele Linienstiicke
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angedeutet, die jeweils senkrecht auf einer
Honigwabenseite stehen. Das mittlere Li-
nienstick geht durch die Mitte dieser
Seite. (Zerschneidet ihr die Titelfigur in
Sechsecke, erhaltet ihr ein ganz schon an-
strengendes Puzzle.) Jedes Honigwaben-
stiick ist nun aus ein und derselben Grund-
figur abzuleiten.

In einem regelmiBigen Sechseck werden
die Mitten jedes Paares gegeniiberliegender
Seiten durch eine Linie verbunden
(Bild 3a). Beiderseits jeder Linie werden
im Abstand von einem Drittel der Linge
der Sechseckseite Parallelen gezogen
(Bild 3b).

Fertig ist die Grundfigur.

Bild 3a

Der Honigwabenwiirfel und Verwandte von
ihm (diesen fehlen einzelne oder mehrere
Balken) konnen nun daraus abgeleitet wer-
den, indem Teile daraus wegradiert wer-
den.

Beispiel 1: Wo kann das folgende Puzzle-
stiick sitzen?

|
oS

Die Losung, falls das Rahmenkreuz der
oberen Fliche weggelassen wurde und der
Wiirfel hohl ist.

Bild 3b

Bild 4.

Sy
N

Beispiel 2: Wo befindet sich dieses Puzzle-
stiick? '

Bild 5 a@
Eine Losung:

>

<>
L

Nun seid ihr dran. Sucht fiir die sechs
Teile von Bild 6 eine Stelle im Gebilde der
Titelfigur, in der, wie gesagt, Balken ent-

fernt werden diirfen.

a5 &S

A1

Bild 6

Ein Bild wurde allerdings hineingemogelt,
das nicht sein kann!

nach: ,De honingraatkubus",

Pythagoras, Amsterdam Hessel Pot/Klaas
Lakeman nach einer Idee

von G.J. Westerink

Die Lisung der Aufgabe sei dem Leser selbst
iiberlassen.
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Uberall Algorithmen

Teil 2
Darstellungsformen
von Algorithmen

Im Teil 1 (alpha, Heft 2/90) lernten wir
Bildfolgen und verbale Beschreibungen als
Darstellungsformen von Algorithmen ken-
nen.

BASIC-Programm

Einem Computer niitzt es wenig, wenn der
Algorithmus z.B. in deutscher Sprache
oder in Form einer Bildfolge vorliegt. Fiir
ihn muB man die Vorschrift in eine spe-
zielle ,,Computersprache* iibersetzen. Dar-
auf wurde in Teil 1 schon kurz eingegan-
gen.
Vor der Ubersetzung einer Vorschrift in
eine Computersprache ist es erforderlich,
den Algorithmus in elementare, flir den
Computer verstandliche Anweisungen zu
zerlegen. Dabei kann es niitzlich sein, den
Algorithmus zunichst in Form eines Pro-
grammablaufplanes bzw. eines Strukto-
gramms darzustellen. Auf beide Moglich-
keiten der Darstellung gehen wir nun noch
etwas niher ein.
Als erstes Beispiel wollen wir die Vorschrift
der Aufgabe 4 (siehe Teil 1) in Form eines
Programmablaufplans darstellen. In etwas
verinderter Form hatte die Vorschrift fol-
gendes Aussehen:
Gegeben sind die Zahlen a. b, c.
(1) Addiere zu a die Zah! b!

Das ergibt x.
(2) Dividiere x durch 2! Das ergibt y.
(3) Multipliziere y mit ¢!

Das ergibt z.
(4)" Schreibe die Zahl z auf!
Hier nun ein entsprechender Programmab-
laufplan (Bild 1):

-

/1/

/2/ Eingabe
der Zahlen

X ii +; /3/ Verarbeitung
yi=x der Zahlen
2 i = y «C

Ausqabe : z /2/ Ausgabe

des Resultats

14/
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Bild 1

/1/ Dieses Symbol markiert den Anfang
eines jeden Programmablaufplans.

/2/ Das Parallelogramm ist das Symbol fur
die Eingabe oder Ausgabe von Daten (z. B.
Zahlen). _

/3/ Ein Rechteck ist das Symbol fir die
Verarbeitung von Daten. Das Symbol ,:=¢
wird ibersetzt mit ,ergibt sich aus“.
x'=a+ b bedeutet, daB sich der Wert der
Variablen x als Summe von a und b er-
gibt. Ist z.B. a=2 und b =4, so erhilt x
nach der Anweisung x := a + b den Wert 6.
Anweisungen wie x:=g+ b nennt man
auch Ergibtanweisungen.

In einer Ergibtanweisung darf links vom
Zeichen ,:=“ nur eine Variable stehen.
Dieser Variablen wird der Wert des rechts
vom Zeichen ,:=“ stehenden Ausdrucks
zugewiesen. Zuweilen findet man auch
eine Anweisung wie x := x + 1. Eine solche
Anweisung ist nur sinnvoll, wenn zuvor der
Variablen x ein Wert zugeordnet wurde.
Angenommen, x hitte durch die Anwei-
sung x:=6 den Wert 6 und anschlieBend
wire die Anweisung x:= + 1 abzuarbei-
ten, dann wiirde sich nun der alte Wert von
x um 1 erhéhen und x wiirde der Wert 7
zugeordnet werden, d. h., vor Abarbeitung
der Anweisung x:=x+1 hat x den
Wert 6. nach Abarbeitung der Anweisung
x:=x+ 1 hat x den Wert 7.

/4/ Dieses Symbol markiert das Ende eines
jeden Programmablaufplans. Die Abarbei-
tung des Algorithmus erfolgt in Pfeilrich-
tung. Mit dem im Programmablauf (Bild 1)
angegebenen Algorithmus kann mian den
Fldcheninhalt eines Trapezes ermitteln,
falls @ und b die Zahlenwerte der zueinan-
der parallelen Seiten sind und ¢ der Zah-
lenwert der zugehorigen Hohe ist. (Die

MaBeinheit sei jeweils ,cm“!) z ist dann

der Zahlenwert des Fliacheninhalts (in

cm?).

A lla Schreibe einen Programmablauf-
plan fir die Berechnung des Volumens
und der Oberfliche eines Wiirfels mit der
Kantenlidnge a!

Im Bild 3 ist ein FluBdiagramm zur Ermitt-
lung der kleinsten von drei vorgegebenen
Zahlen dargestellt. In diesem Programmab-
laufplan finden wir ein neues Symbol
(Bild 2):

Bild 2

Der Rhombus ist das Symbol fiir eine Ver-

zweigung. Er hat einen Eingang und zwei
Ausgidnge. Welcher Ausgang zu benutzen
ist, hdngt davon ab, ob die Bedingung B

 im Rhombus erfiillt ist (ja-Weg) bzw. nicht

erfullt ist (nein-Weg).

A 12 o Wieviel verschiedene Wege gibt es
im Programmablaufplan (Bild 3), um von

(START) nach (STOP) zu gelangen?

Gib flir jeden Weg ein Zahlentripel a, b, ¢
an!

ia
LAusgabe/ L«usgay / Ausi)gabc/
( 1

Bild 3

STOP

A 13 Ao Entwickle einen Programmablauf-
plan, nach dem man die gréfte von drei
vorgegebenen Zahlen q, b, c (a* b, a * ¢,
b #* ¢) ermitteln kann!

A 14 A Versuche, durch systematisches
Probieren alle natiirlichen Zahlen von 0 bis
10 zu ermittein, die die Gleichung
x-x=11-x— 24 erfiillen.

Fiir die Losung der Aufgabe 14 fertigen wir
uns am besten eine Tabelle an:

Gilt x- x
x | x-x 11-x—24|=11-x—24?
010 —-24 nein
1)1 -13 nein
10

Das systematische Suchen nach den Lo-
sungen koénnte auch ein Computer iiber-
nehmen, denn dem Suchvorgang liegt ein
Algorithmus zugrunde.

Allerdings muf3 man dem Computer ,sa-
gen*, von welcher natiirlichen Zahl x die
Suche beginnen soll und bis zu welcher na-
tiirlichen Zahl ¢ die Suche nach einer L3-
sung durchgefihrt werden soll.

Die Suche beginnen wir mit x=0. In
Form eines Programmablaufplanes hiitte
der Suchalgorithmus folgendes Aussehen
(Bild 4):



Bild 4

Eingabe:
a

nein

Ausgobe:
X

rithmen durch. Deshalb wollen wir zum
AbschluB unseres Beitrages noch einige
Bemerkungen zu Struktogrammen ma-
chen. Als erstes betrachten wir die Darstel-
lung eines Struktogrammes fiir einen Algo-
rithmus zur Berechnung von Oberfliche
und Volumen eines Wiirfels mit der Kan-
tenldnge a (Bild 6).

in.Form eines Struktogramms vorstellen.
Dabei ist a wieder die Variable fiir die
Zahl, bis zu der die Suche nach einer Lo-
sung durchgefiihrt werden soll. An dem
Struktogramm (Bild 9) kann man erken-
nen, wie man eine Wiederholung (mit End-
bedingung) in einem Struktogramm dar-
stellen kann.

Dieses stindige Wiederholen desselben
Weges bezeichnet man als Schleife (Zyklus

- oder Wiederholung). Die Schleifenvariable
ist in unserem Falle x. Thr wird durch
x := 0 zundchst der Anfangswert 0 zugewie-
sen. Mit diesem Wert ist die Schleife erst-
mals zu durchlaufen. Danach wird der
Wert der Variablen durch x:==x+1 um 1
erhoht. Der Durchlauf ist nun so lange zu
wiederholen, bis der aktuelle Wert der Va-
riablen groBer als der Wert von a ist. Fiir
unser Beispiel legten wir fiir 2 den Wert 10
fest.

A 154 Arbeite den Programmablaufplan
(Bild 5) fiir folgende Werte ab!
aym=3;n=2;

by m=6;n=3.

Bild 6 | )Eingabe: a Eingabe
Vi g3 .
2 Verarbeitung
0:=6a
Ausgabe: ¥ 0 Ausgabe
Ende

St =5+
K 0> nein Kkt =Kk-1

Eine Verzweigung wird im Struktogramm
mit Hilfe eines Dreiecks dargestellt (vgl.
Bild 7). Im Vergleich ist im Bild 7 noch der
entsprechende Teil eines Programmablauf-
planes angegeben.

B

) nein

Anweisung | Anweisung

1 2

Bild 7

Anweisung
nein 2

|

Anweisung
/1

1

Ein Struktogramm fur die Ermittlung der
groBten von drei angegebenen Zahlen a, b,
¢ (a* b, a+c b+ c)konnte nun wie folgt
aussehen (Bild 8):

ja

[T

Neben Programmablaufplinen setzen sich
mehr und mehr auch Strukrogramme als
anschauliche Darstellungsformen fiir Algo-

Bild8l  Eingabe: a,b,c
(axb , awc |, b#c)
a>b
1a nein
a»c c>b
ja hein | ja hein
Ausgabel  Ausgabe: \[Ausgabe:
a c b
Ende

Als letztes Beispiel wollen wir noch den Al-
gorithmus zur Bestimmung der Losung der

Gleichung

x-x=11-x—24 (xe N, x =10)

Bild 9 Eingabe : @
Xx:=0
XeX =X =24
Wiederhole ia 2 ein
Ausgabe!
X
x:mX+1
Bis X2 q
Ende
L. Flade

A12a 4 Wege!
Beispiele fir Zahlentripel: -
2,3,4,4,3,2),3,2,4,3,42)

Al3a

Eingabe:
a,b,c (asb,
a»c, bec)

\§|
W g
g

Qh:;
1

SToP

Alda x=3;x,=8

A 154 Als Ausgabewert ergibt sich:

a)s=35;b)s=09.
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Weillt du, wieviel Sternlein stehen?
Die Entwicklung der Zahlworter und Zahlzeichen

Teil 1 .

In einem alten Kinderlied wird die Frage
gestellt, wie viele Sterne am Himmel ste-
hen. Auch eine Antwort wird gegeben: die
groBe Schar sei gezdhlt. Warum zédhlen wir
eigentlich Dinge, und wie tun wir das? An-
ders gesagt, wie kam es zu dem Bediirfnis,
etwas zu zidhlen, und wie entwickelten wir
Zihlfertigkeiten?

Der schwedische Mathematiker Mittag-
Leffler (1846 bis 1927) begann seine Arbeit
»Einleitung zur Theorie der analytischen
Functionen® von 1920 mit der Bemerkung:
,Die Zahl ist Anfang und Ende des Den-
kens. Mit dem Gedanken wird die Zahl ge-
boren. Uber die Zahl hinaus reicht der Ge-
danke nicht.“ Diese Feststellung unter-
streicht nicht nur die grundlegende Rolle
des Zihlens, denn nach Mittag-Lefflers
Meinung erreicht das abstrakte Denken in
dem Zahlbegriff und im Umgang damit
seinen Hohepunkt schiechthin. So verwun-
dert es nicht, wenn Mittag-Leffler diese
Aussage fiir wiirdig hielt, den Eingang des
von ihm in Djursholm gegriindeten mathe-
matischen Instituts zu zieren.

DaB Mathematiker es mit den Zahlen ha-
ben, versteht sich. Aber ibertreiben sie
nicht, wenn sie wie Isodorus (560 bis 636)
behaupten: ,Nimm allem die Zahl, und al-
les zerfdllt“? Keineswegs, denn dreizehn
Jahrhunderte nach Isodorus ist die Rolle
der Zahl noch viel offensichtlicher gewor-
den. Es ist der 22.1. 1990, an dem ich die-
sen Artikel in die Maschine tippe, am
nichsten Tag (23.1.) werde ich um
6.30 Uhr aufstehen und um 7.32 oder
7.37 Uhr mit den StraBenbahnlinien 2 oder
3 zum Bahnhof fahren, um den Zug 7331
um 8.04 Uhr der Strecke 515 Halle — Leip-
zig zu benutzen. In Leipzig werde ich am
Johannisplatz der alpha-Redaktion das 6sei-
tige Manuskript abgeben. Ich habe dann
noch einige Besprechungen in Leipzig
zu verschiedenen Uhrzeiten und werde
bestimmte Telephonnummem anrufen.
SchlieBlich will ich mir aus der Bibliothek
einige Bilicher ausleihen, deren Signatur
ich dafiir angeben muB. Am Abend werde
ich das Rundfunk- oder Fernsehprogramm
zu einer bestimmten Zeit einstellen. Das
Fernsehbild oder die Toniibertragung lie-
Ben sich ibrigens durch Zahlenfolgen be-
schreiben, d.h., aus dieser Zahlenfolge
konnte das Bild oder der Ton mittels geeig-
neter Technik rekonstruiert werden. Bank-
konto, Postleitzahl, Personenkennziffer,
Autonummer, Schulklassenbezeichnung
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und vieles andere zeigen, wo sich Zahlen
unwiderruflich ,breit gemacht“ haben.

Es ist heute unmdglich, unser Leben ohne
Zahlen zu ordnen und in den Griff zu be-
kommen. War das schon immer so? Nein,
und es ist reizvoll zu sehen, wie die Bedeu-
tung der Zahlen zugenommen hat und wie
die Menschen den wachsenden Bediirfnis-
sen mit geeigneten Zahlzeichen und Zahl-
wortern gerecht zu werden versuchten. Das
Zihlen (Benennen der Zahl) und das ele-
mentare Rechnen (Umgehen mit Zahlzei-
chen) sinkt heute bereits nach der Unter-
stufe unserer Schulen zur Handfertigkeit
herab, und es wird deshalb als nicht beson-
ders schwierig oder tiefgriindig angesehen.
Das ist aber ein Irrtum, denn die Leichtig-
keit des Umgangs liegt an den auBeror-
dentlich praktischen Bezeichnungen und
einfachen Regeln, die in einem sich iiber
Jahrhunderte erstreckenden ProzeB aus
viclen Ziffernsystemen als die giinstigsten
herausgeschilt wurden.

Das Zihlen ist eine angeborene Fihigkeit
des Menschen, vergleichbar mit der ange-
borenen Fihigkeit zu sprechen. Aber wie
diese, muB auch die Fihigkeit des Zdhlens
entwickelt werden: der Geist fillt nicht
vom Himmel. Allem Zihlen voran geht je-
doch ein Zweck. Das ist auch heute noch
so. Eine Reisegesellschaft wird beispiels-
weise vom Reiseleiter anders gezihlt als
von Hotelangestellten, die Zimmer anwei-
sen oder Speisen und Getrinke austeilen.
Erst ein Zweck erklirt eine Menge und
macht sie zdhlbar.

Die Fihigkeit des Zahlens beruht auf dem
riumlichen Vorstellungsvermogen des Ge-
hirns. Um irgendwelche ,Michtigkeitsein-
driicke“ einer Menge von Dingen aufzuld-
sen, sie also zu benennen und zu
bezeichnen, miissen die Elemente der
Menge angeordnet werden, d.h., jedes
Ding bekommt seinen Ort. [Gegebenen-
falls werden Dinge wie Wasser, Luft u.d.
(Kontinua) durch MaBe meBbar gemacht.]
ZweckmiBig ist das Aneinanderreihen in
einer (geraden) Linie.

Und hier sitzt ein Problem, das aus moder-
ner Sicht leicht iibersehen wird. Wir haben
keine Schwierigkeit, eine Herde Vieh zu
zihlen, denn wir abstrahieren beim Zihlen
und iibersehen damit individuelle Unter-
schiede der Tiere. Jedes Tier ist beim Zih-
len fiir uns ein Ding, ndmlich ein Tier der
zu zihlenden Art. Das war aber bei unse-
ren Vorfahren, die zu zihlen begannen,
langst nicht so. Das Individuelle der Tiere,

Menschen oder Dinge iiberwogs anfangs
weit mehr als das Bediirfnis, einen abstrak-
ten Begriff (wie Pferd, Stein oder Baum) zu
schaffen, der sich zum Zihlen eignet.
Hinzu kommt, daB die Mengen, die zu-
nédchst gezihlt werden sollten, auch ohne
einen abstrakten Elementbegriff ,zihlbar®
waren. Genau wie jeder in einer Gruppe
von guten Freunden weil3, ob alle da sind,
ohne dabei die Gruppe durchzuzihlen.
Hirten von Naturvilkern (Indianer, Afrika-
ner), die sehr verbunden mit ihrer Welt
und deren Dingen leben, bewiltigen auf
diese Art das Zihlen groBer Viehherden
bis zu mehreren hundert Tieren. Auch
Tiere iibersehen auf diese Weise kleinere
Mengen (Junge, eigene Horde). Im allge-
meinen leisten moderne Menschen beim
sogenannten intuitiven“ Zihlen auch
nicht mehr als Tiere. Tierversuche haben
gezeigt, daB Raben in diesem Sinn bis sie-
ben ,zéhlen“ kénnen.

Noch ein Beispiel zum Abstrahieren: Ein
kleines Kind, das mit einem Ball spielt,
wird diesen ganz anders sehen als ein Phy-
siker, der die Flugbahn dieses Balles be-
stimmt, oder ein Mathematiker, der das
Volumen dieses Balles errechnet. Die
Farbe des Balls, die fiir das Kind von gréB-
ter Bedeutung ist und die Unterschiede zu
anderen Billen schafft, interessiert weder
den Mathematiker noch den Physiker —
bei ihrem abstrakten Ballbegriff sind Bille
aller Farben lediglich (Hohl-) Kugeln mit
bestimmten Radien.

Mit der Paarbildung setzt das begriffliche
Isolieren ein. Jedoch noch nicht vollstin-
dig, denn es gibt viele wichtige paarweise
Dinge im Alltag, die eine Einheit bilden
(Augen, Hinde, Mann und Frau usw.) und
am Anfang des Zihlens auftraten. Zahlwor-
ter entstehen, um Michtigkeiten zu be-
schreiben und zu erfassen. In den iltesten
bekannten Sprachen (wie z. B. im Sumeri-
schen um 4000 v. u. Z.) lautet die Folge der
ersten Zahlwérter modemn gesagt so: eins,
zwei, viele. Die Sumerer hatten nicht wie
wir eigene Worter fir eins und zwei, son-
dern sie benutzten dafiir die vorhandenen
Woérter: Mann fiir eins und Frau fiir zwei.
Wie man sich bei den Zahlwértern miih-
sam tiiber die Zdhlgrenze zwei hinausgear-
beitet hat, zeigen die Zahlworter der Pyg-
mien:

1 a 4=2+42 oa oa
2 oa 5=2+2+1 oa oa a
3 ua 6=2+4+2+2 oa oa o2



Man kommt also durchaus mit drei Zahl-
wortern iiber die 3 hinaus!
Aber man muB die Dinge nicht immer be-
nennen, um sie zu zdhlen. Seit Urzeiten
sind Hilfsmengen in Gebrauch. Die ein-
fachste Hilfsmenge besteht aus unseren
10 Fingern, die immer zur Hand sind und
mit denen kleine Mengen abgezihlt wer-
den konnen. Steinchen und Stécke eignen
sich auch, um beispielsweise eine Herde zu
zdhlen. Fiir jedes Tier, das auf die Weide
geht, legt man ein Zihlsteinchen in eine
Urne, und abends, wenn die Tiere wieder
in den Stall kommen, nimmt man pro Tier
wieder ein Steinchen heraus. Die einein-
deutige Zuordnung ermoéglicht das Zihlen
unabhdngig von Zahlwoértern (und Zif-
fern).
Alter als die Zahlworter sind die Zahlzei-
chen. Am Anfang standen einfache Kerben
(siche alpha 1/89, Am Anfang war die
Kerbe), um Michtigkeiten von Mengen zu
fixieren. Aus der Zeit des Cro-Magnon-
Menschen (etwa 30000 v.u. Z.) kennen wir
einen Wolfsknochen mit 55 Kerben. Die
Kerben sind linear angeordnet. Es ist un-
wahrscheinlich, daB fiir 55 damals bereits
ein Zahlwort vorhanden war. Das unablis-
sige Bemiihen, das Einkerbungssystem zu
verbessern sowie Zahlworter fiir die Ker-
benzahlen zu finden, weist auf ein grundle-
gendes Bediirfnis der Menschen jener Zeit
hin, sich mit Hilfe von Zahlen besser in
Raum und Zeit orientieren zu k6nnen.
Das Reihen der Kerben konnte durch Biin-
deln iibersichtlicher gemacht werden, wie
wir fur die 12 es an drei Moglichkeiten auf-
zeigen:

[ 1
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Sehr viele Zahlworter, die ohne ein System
die Vielfalt der Zahlreihe stets aufs Neue
benennen, kann man sich nicht merken.
Die Pygmien haben bereits mit ihren Zahl-
wortern versucht, das Biindeln auch in der
Sprache wirksam werden zu lassen. Ein au-
stralischer Stamm ging ebenso vor:

1 mal 4=2+2 bulan-bulan
2 bulan §=2+3 bulan-guliba
3 gulibas 6=3+3 guliba-guliba

Jedoch erweisen sich drei Zahlworter auf
die Dauer als Sackgasse, da mit der Ent-
wicklung der menschlichen Gesellschaft
die Zdhlgrenzen standig nach vorn gescho-

"ben werden. Sumerisches Zihlen (um
2000 v. u. Z.) zeigt, wie man versuchte, mit
den Zahlwortern sich voranzuarbeiten und
die Zahlgrenze zu iiberschreiten: Reste
eines Fiinfersystems finden sich, wenn fir.
7 bzw. 9 mit alten Zahlworter 5+ 2 bzw.
5+4 pesagt wird, ein Zwanzigersystem
schimmert durch, wenn fiir 40 bzw. 50 mit
bekannten Zahlwortern so operiert wird
2 %X 20 bzw. 2 X 20 + 10. SchlieBlich weist
30, als 3 x 10 benannt, auch noch auf ein
Zehnersystem hin. Endergebnis sumeri-
schen Ziahlens war ein Sexagesimalsystem,
also ein Zahlensystem, das in 60er Einhei-
ten biindelte. Wir finden heute noch Reste
davon in den 60 Minuten einer Stunde
oder in der Winkeleinteilung (360°).

Die miihselig errungene Losung benutzt
konsequent die Biindelung, die ein Verfah-
ren (einen Algorithmus) liefert, fiir belie-
bige Anzahlen, Zahlworter zu liefern. Beim
Zehnersystem, das sich durch die Benut-
zung der 10 Finger als Biindeleinheit her-
ausbildete, sieht das Verfahren so aus:

10 Dinge bilden bekanntlich das erste Biin~ -

del, zehn solcher Biindel werden als neues
Biindel begriffen und bezeichnet usw. Fir
die neun moglichen Anzahlen des ersten
Biindels, die unterschieden werden miis-
sen, gibt es neun verschiedene Zahlworter
(eins, zwei, ..., neun); fiir die neun Biindel
zweiter Art werden hieraus Zahlworter ab-
geleitet (zehn, zwanzig, dreiBig, ..., neun-
zig) usw. Die Herleitung des Wortes zehn
aus eins leuchtet nicht ein, aber ab zwan-
zig ist das grammatische Verfahren klar.
Logische und geschichtliche Entwicklung

"laufen eben nicht immer gleich ab. Wir sa-

gen nicht ein-zehn bzw. zwei-zehn, son-
dern elf bzw. zwolf, dann aber drei-zehn
usw. Die Franzosen haben sogar nach der
10 (dix) bis 16 (seize) individuelle Namen,
erst mit 17 (dix sept) greifen sie das er-
wihnte Prinzip auf. Im Gegensatz zu uns
wird das groBere Biindel zuerst genannt:
erst Zehner, dann Einer. Sie zihlen folg-
lich weiter Zwanziger-Einer wie z. B. vingt
quatre (24) und nicht vier-und-zwanzig
(Einer und Zwanziger) wie wir. Bei den
Franzosen bricht bei der 80 ein altes Zwan-
zigersystem (an Hinden und FiiBen wurde
gezihlt) durch:

80 quatre-vingt (vier Zwanziger)

90 quarte-vingt dix (vier Zwanziger

[und] zehn).

Sprachliche Logik, die 80 und 90 aus 8
(huit) und 9 (none) ableiten miiBte, hitte
huitante und nonante hervorgebracht.

Bleiben wir noch einen Augenblick bei
sprachlichen Betrachtungen. Die heute iib-
liche Angabe ,37 Stunden“, in der das
Zahlwort 37 adjektivisch gebraucht wird,
hat sich bequemerweise eingebiirgert (ob-
wohl sie nicht korrekt ist, denn 37 ist keine
Eigenschaft einer Stunde). Urspriinglich
wurde der Zahlbegriff in die Endung des
Substantivs eingearbeitet. Neben der von
uns noch heute so gebrauchten Einzahl
(Elter), gab es eine Zweizahl (Eltern), eine
Dreizahl usw. Diese grammatische Vari-
ante kam allerdings in keiner Sprache iiber
die Vierzahl hinaus, da sich auf lange Sicht
der adjektivische Gebrauch als zweckmiBi-
ger erwies und durchsetzte. Im Deutschen
gibt es heute nur eine Einzahl (Singular)
und eine Mehrzahl (Plural), im klassischen
Griechischen oder im heutigen Arabischen
finden sich drei grammatische Formen fiir
einen, zwei und mehr als zwei Freunde.
Auch im Russischen gab es frither eine
Zweizahl (Dual). Fir 2, 3 oder 4 Hiuser
lautete diese alte Dualform ,nomMa“ anstelle
von ,noMm“ (Haus). Fiir fiinf Hiuser wird
dann logisch ,fiinf der Hiuser* bzw. ,msaTh
JOMOB“ gesagt usw., aber fir 2, 3 oder
4 Hauser benutzt man die alte Dualform,
die duBerlich mit dem Genitiv Singular
ibereinstimmt, aber inhaltlich nichts mit
ihm zu tun hat. Die scheinbar wortliche,
aber unverstindliche Ubersetzung von

oaBa moma“ durch ,zwei des Hauses“ er-
kldrt sich hiermit. Die alte Zweizahlform
erscheint im Russischen bei 100 wieder.
Der Plural von ,cro* wire ,cra“, aber 200
heiBt ,nBectn“ (Doppelhundert) und nicht
~aBecra“ (Zweihundert), dann folgt aber
fur 300 regelmiBig ,, TpucTa“ usw.

Da das Zihlen eine wichtige Titigkeit war
und ist, lassen sich in der Sprache noch
viele Schwierigkeiten, die unsere Vorfah-
ren beim Entwickeln der Zihlfertigkeiten
hatten, aufweisen. Wir haben schon darauf
hingewiesen, daB das Abstrahieren wichtig
fiir das Zidhlen ist. So kam es, daB fir be-
stimmte Sorten von Dingen Zahlwoérter
entwickelt wurden, aber fiir andere Arten
von Dingen entstanden andere Zahlworter
(fir die gleiche Anzahl!). Beispielsweise

-zahlte ein Naturvolk jeweils lebende, runde

oder lange Dinge sowie Tage mit verschie-
denen Zahlwortarten. In Japan gibt es eine
Zihlklasse fur lange Dinge und Morder.
Bei uns erinnern alte ZahimaBe wie Stiick,
Paar, Dutzend, Schock oder Mandel daran.
Man spricht zwar von einem Joch Ochsen,
aber nicht von einem Joch Socken, man
verlangt zwei Stiick Salatkopfe, aber redet
nicht iiber zwei Stiick Mensch. Selbst un-
bestimmte Mengen zihlen wir in Klassen:

.eine Herde Schafe, ein Rudel Hirsche, ein

Schwarm Miicken.

Die Kerben sind die dltesten Zahlzeichen.
Obwohl mit ihnen Michtigkeiten erfaBt
werden sowie einfache Rechnungen (Wei-
terzihlen) ausgefiihrt werden kénnen, wur-
den die Zihlgrenzen jedoch durch die
Zahlworter vorangeschoben. Heute eilen
die Zahlzeichen jedoch den Zahlwartern
voraus. Das wird vermutlich so bleiben,
denn wer will sich wohl der praktischen
und einfachen Schreib- und Sprechweise
der Physiker entziehen, wenn die Masse
der Erde mit 5,98-10% kg anstelle von
S Quadrillionen und 980 Trilliarden Kilo-
gramm angegeben wird. Spitestens bei der
geschitzten Zahl der Atome im All, ndm-
lich rund 10%, diirfte auch der zahlwort-
freudigste Leser das Handtuch werfen,
denn das ebenso leistungsfihige wie einfa-
che Prinzip der Potenzschreib- und
-sprechweise iiberwindet miihelos jede
Zahlwortgrenze. Der polnische Mathemati-
ker unserer Zeit Hugo Steinhaus zeigte,
daB es sehr leicht ist, symbolisch riesige
Zahlen aufzuschreiben. Dazu vereinbarte
er folgendes:

a"=@

a in a Dreiecken =

4]
@

Was bedeuten in diesem Sinn (D) und 2)?
Aber mit dieser Frage sind wir schon bei
den Ziffersystemen. Wie verschiedene
Zahlzeichen Ziffersysteme hervorbrachten,
das wollen wir im zweiten Teil unseres Ar-
tikels untersuchen.

a in a Quadraten =

R. Thiele
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Gerechte und ungerechte Wiirfel-
spiele — Uberraschungen
mit ungewohnlichen Wiirfeln

Teil 1

Jedes Kind lernt schon frithzeitig den ge-
wohnlichen Spielwiirfel kennen, der auf
seinen sechs Quadratflichen die. Augen-
zahlen 1 bis 6 trdgt. Deren Anordnung er-
folgt bereits seit dem Mittelalter einheit-
lich so, daB die Augenzahlen einander
gegeniiberliegender Flichen zusammen 7
ergeben. Wiirfeln ist wohl das dalteste
Gliicksspiel der Welt, doch wiirfelten un-
sere Vorfahren zunichst mit den FuBge-
lenkknécheln von Limmern; diese konn-
ten nicht 6, sondern nur 4 (verschieden
bewertete) Seiten zeigen.

In Sumer vor iiber 4500 Jahren spielte man
mit Tetraedern, also dreiseitigen Pyrami-
den. ,Wiirfeln mit Pyramiden“ erscheint
manchem vielleicht als etwas in sich Wi-
derspriichliches. Dann bedenkt er aber
nicht, daB der regelmiBige Korper, den die
Griechen Hexaeder, also Sechsflichner,
nannten und die Romer Cubus, zwar in der
deutschen Sprache seit geraumer Zeit nach
seiner Verwendung beim Gliicksspiel be-
zeichnet wird, daB das aber nicht selbstver-
stindlich ist. So heiBt dieser Korper im
Englischen wie im Franzisischen cube
(wobei die Aussprache freilich untersehied-
lich ist), der "Spielwiirfel aber die (Plural
dice) bzw. dé. Auch in der russischen Spra-
che unterscheidet man zwischen xy6(uk)
und (urpansHas) KocTtek. Der legendare
Ausruf Caesars Die Wiirfel sind gefallen,
nachdem er durch Uberschreiten des
Grenzflusses Rubikon mit seinen Legionen
den Biirgerkrieg eroffnet hatte, kann
schlieBlich im Original nur alea iacta est
und nicht etwa cubi iacti sunt gelautet ha-
ben. Das. Wiirfelspiel hieB bei den Rémern
namlich alea, der Spielwiirfel talus (mit
vier giiltigen Seiten) oder tessera (mit sechs
Seiten).

Anstelle eines Hexaeders mit 1 bis
6 Augen auf seinen Flichen kann man
auch einen Kreisel als Spielgerit verwen-
den. In Gesellschaftsspielen flir jiingere
Kinder findet man zuweilen einen solchen
Kreisel mit einem regelmiBigen sechsseiti-
gen Prisma als Kreiselkérper, dessen Sei-
tenflichen die Augen tragen (Bild 1).

Pid
o

54 - alpha, Berlin 24 (1990) 3

Bild 1

Leichter selbst anzufertigen als ein solcher
Kreisel oder als ein ,richtiger Wiirfel* ist
ein Kreisel, bei dem ein — etwa aus starker
Pappe ausgeschnittenes — regelmiBiges
Sechseck als Kreiselk6rper dient, ein in der
Mitte hindurchgesteckter Stab als Achse

==
H

Bild 2 @Q

N

Sorgfalt ist allerdings auch bei seiner An-
fertigung nétig, denn es darf ja keine
Augenzahl bevorzugt werden — etwa da-
durch, daB die Achse nicht genau durch
den Mittelpunkt des Sechsecks geht, viel-
leicht auch nicht senkrecht auf der Sechs-
eckflache steht, oder auch dadurch, daB die
Seiten des Sechsecks verschieden lang
sind. Jede Augenzahl muB also — beim
Kreisel wie beim Wiirfel, den schon im an-
tiken Rom geschickte Betriiger durch das
Einbringen von Metall falschten - im
Durchschnitt etwa gleich oft fallen. Die
Abweichung von einer solchen gleichmaBi-
gen Hiufigkeitsverteilung wird freilich nur
bei einer sehr groBen Anzahl von ,Wiirfen“
geniigend klein.

Ist der Wiirfelkreisel nicht homogen, der
Wiirfel ,gezinkt“, so mufBl dennoch kein
Nachteil bzw. Vorteil fiir einen Spieler ent-
stehen. Das Spiel bleibt gerecht, wenn alle
Beteiligten das gleiche Spielgerdt benut-
zen. Voraussetzung fiir ein gerechtes Spiel
sind auBerdem natiirlich Spielregeln, die
allen Spielern die gleichen Chancen ein-
rdumen — wenn schon nicht bei jedem ein-
zelnen Wurf, so doch im Spiel insgesamt.
Wiirfeln etwa zwei Spieler — und nur sol-
che ,Zweipersonenspiele“ wollen wir im
folgenden betrachten — mit einem Wiirfel
und hat derjenige, der die kleinere Augen-
zahl erzielt, dem anderen eine Spielmarke,
einen Chip, zu zahlen, so ist das Spiel fair,
wenn bei gleichen geworfenen Augenzah-
len keinerlei Zahlung erfolgl: Insgesamt
sind 36 verschiedene ,Augenkombinatio-
nen* moglich, von (1; 1) bis (6; 6). In der
Tabelle ist fiir den ,vorgebenden“ Spie-
ler V der Gewinn eines Chips durch ,,+ 1,
der Verlust durch ,,—1“ gekennzeichnet.

Z
v 12 3 4 5 6
1 0-1 -1 -1 -1 -1
2 +1 0 -1 -1 -1 -1
3 +1+1 0 -1 -1 -1
4 +1 +1 +1 0 -1 -1
5 +1 +1 +1 +1 0 -1
6 +1 +1 +1 +1 +1 O

Fiir ihn ist also bei jedem einzelnen Spiel
der ,Erwartungswert“ des Gewinns

15 6 15
Ey= 36 1<+ 36 0>+ 36 (-1)=0,
und fiir den an zweiter Stelle wiirfelnden
Spieler Z ist analog E; = 0. (Allgemein —
d. h. nicht nur bei Zweipersonenspielen —
bezeichnet man ein Gliicksspiel als fair,
wenn zu Beginn des Spiels der ,Erwar-
tungswert“ des Gewinns fiir jeden Spieler
gleich Null ist.)
Spielt man aber nach dem Grundsatz ,mit
gibt’s nicht“, gewinnt also bei gleicher
Augenzahl derjenige, der sie zuerst gewor-
fen hat, so hat V bei jedem Spiel einen Ge-
winn von %
bei einer Serie von 60 Einzelspielen ,im
Mittel“ 10.Chips gewinnen. Diesen Vorteil
kann man ausgleichen, indem man sich
beim Vorgeben von Spiel zu Spiel abwech-
selt oder — wie das hidufiger geschieht, oft
mit der Bemerkung ,Dumm féngt an“ —
das Vorgaberecht immer wechseln 14Bt,
wenn der Vorgebende gewonnen hat.

Chip zu erwarten, wird also

Ala a) Auch ein einzelnes Spiel nach
dem Motto ,mit gibt’s nicht“ kann man
fair gestalten, indem man fiir V und Z un-
terschiedliche Hohe der Zahlung verein-
bart. Wie kdnnte eine solche Vereinbarung
lauten?

b) A und B wiirfeln nach der Regel: Wenn
beide eine gerade Augenzahl wiirfeln, er-
hélt A von B e Chips, andernfalls zahlt er
an B b Chips. Wie sind ¢ und b zu verein-
baren, wenn das Spiel fair sein soll?

Wirft man 2-, 3-, ... mal nacheinander, ad-
diert die Augenzahlen der einzelnen Wiirfe
und ermittelt den Sieger durch Vergleichen
der Summen, so bleibt das Spiel fair, so-
fern im Falle gleicher Summen eine Zah-
lung unterbleibt. (Freilich ist es einfacher
und kommt auf dasselbe heraus, wenn man
mit 2, 3, ... gleichzeitig zu werfenden Wiir-
feln spielt.) Und ldBt man als Gewinner
denjenigen gelten, der mit weniger Wiirfen
eine festgelegte Zielzahl, etwa 100, erreicht
bzw. {bertrifft, so ist auch das ein faires
Spiel.

A2a Statt die Augenzahlen mehrerer
Wiirfe(l) zu addieren, kann man sie auch
in anderer Weise verkniipfen. Bei ,Hoch
mal hoch durch niedrig“ ist die Verkniip-
fung aus dem Namen des Spiels abzulesen;
es wird mit drei Wiirfeln gespielt.

a) Welches ist der hochste (niedrigste)
Wurf in diesem Spiel?

b) Welche der folgenden Zahlen sind als
Spielwerte nicht moglich, und welche kon-
nen auf unterschiedliche Weise zustande-
kommen? 2;2,5:4:4,5:53;5,5,7;7,2;7,5
¢) Manchmal werden bei diesem Spiel nur
Wiirfe gewertet, die auf eine im Bereich



der natiirlichen Zahlen 16sbare Divisions-
aufgabe fiihren. Wieviel (welche) Kombi-
nationen von Augenzahlen muB man dann
ausklammern?

Etwas anders muB man bei ,unsymmetri-
scher Spielweise” iiberlegen:

Hier wiirfelt nur ein Spieler (A), der andere
ist Bankhalter (B) und hat beispielsweise
fiir jedes von A geworfene Auge einen Chip
auszuzahlen. Wie hoch muB in diesem Fall
der ,Einsatz“ von A sein, damit das Spiel
fair ist? Da der Wiirfel auf seinen sechs
Flichen insgesamt

1+2+3+4+5+6=21 Augen trigt,

21

c 3,5
Augen zu erwarten. Also muB3 A an B pro
Wurf 3,5 Chips als Einsatz zahlen.
Dieser Einsatz ist auch zu entrichten,
wenn man mit einem Wirfel spielt, bei
dem die 21 Augen auf den Wiirfelflichen
anders verteilt sind, beispielsweise drei Fli-
chen je 3 Augen und die iibrigen drei je
4 Augen zeigen.

sind ,im Mittel“ bei einem Wurf

A3 A Wieviel verschiedene ,,ungewohnli-
che“ Wiirfel sind moglich, die auf ihren
sechs Flachen insgesamt 21 Augen, aber
anders verteilt als beim ,Normalwiirfel,
tragen? Dabei wird vorausgesetzt, daB jede
Fliche mindestens 1 Auge und héchstens 6
zeigt.

Kehren wir nun wieder zur syrhmetrischen
Spielweise zuriick, lassen einen Spieler den
,2Normalwiirfel“ N benutzen, den anderen
aber den eben beschriebenen ungewShnli-
chen Wiirfel, der wegen der recht gleich-
maiBigen Verteilung der Augenzahlen mit
G bezeichnet werde.

Dabei soll nach jedem Wurf beider Spieler
derjenige, der die hohere Augenzahl gewor-
fen hat, von dem anderen einen Chip er-
halten. Das Auftreten gleicher Augenzah-
len soll als ,unentschieden“ gewertet
werden, bei dem jegliches Zahlen unter-
bleibt. Davon, daB auch dieses Spiel fair
ist, konnen wir uns leicht anhand einer
6 X 6-Tabelle iiberzeugen, deren Felder
nach dem jeweils gewinnenden Wiirfel zu
kennzeichnen sind:

N

G 1
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Die Anzahl g der Gewinnwiirfe von G ist
ebenso groB wie die der Gewinnwiirfe von
N: gg=gn=15.

Wie ist es aber, wenn der zweite Spieler
nicht mit G, sondern einem anderen der
(in Aufgabe 3 angesprochenen) ungewohn-
lichen Wiirfel spielt, etwa dem mit der
Augenverteilung 1, 1, 4, 5, 5, 5, — nennen
wir ihn (wegen der vielen Fiinfen) F? Die
Berechnung von gy und gg-soll hier etwas
platzsparender erfolgen; in der Tabelle
steht in Klammern hinter der jeweiligen

Augenzahl, auf wie viele Weisen sie erzielt
werden kann:

N |1(1)| 2(1) |3(1) |4(l) |5(1) |6(1)

Fol- |- lolse |-
gn=12+1-2+1-2+1-3+1-6=15
gr=1-3+3-4=15

Auch hier liegt also ein faires Spiel vor.

A4a Bei welchen der ungewGhnlichen
Wiirfel (vgl. Aufgabe 3) ist das Spiel gegen
den Normalwiirfel (nach den beschriebe-
nen Regeln) ebenfalls fair? Beantworte die
Frage moglichst, ohne alle Kombinationen
durchzurechnen!

Bleibt das Spiel nun auch fair, wenn die
Chips immer erst nach zwei Wiirfen den
Besitzer wechseln und die Summe der bei
diesen Wiirfen erzielten Augenzahlen fiir
den Gewinn maBgebend ist? Man kdnnte
stattdessen auch fragen, ob ein Spiel, bei
dem jeder Spieler mit zwei Wiirfeln (der je-
weiligen Art) wiirfelt, ebenfalls gerecht ist.
Man ist sowohl geneigt, diese Frage ohne
langes Nachdenken zu bejahen. Doch un-
tersuchen wir das genauer, zunidchst fur
den Vergleich N und G:

Bei zwei Wiirfen mit dem Normalwiirfel N
(bzw. bei einem Wurf mit zwei Wiirfeln N)
kann man Augenzahlen von 2 bis 12 erhal-
ten, dabei zwei auf genau eine Weise, drei
auf zwei Weisen, .... Zwei Wiirfel G liefern
nur Augenzahlen 6, 7 oder 8, aber jede da-
von auf verschiedene Weise.

N® 2(1)|3(2)’4(3)|5(4) 6(5). 7(6)
oo |- |- |- |- [e® |ras
Nmsa)Pm|wo)um1un
G”8®|— |— - -
g@=6-9+527+4-36+3-36+2-36
+1-36 =540 \

g2=9-10+18-15+9-21 =540

Damit wird unsere Vermutung bestitigt:
Auch das Spiel mit zwei Wiirfeln G gegen
zwei Wiirfel N ist fair. Ersetzt man G
durch F, so erhdlt man:

N® 2(1)]3(2)'4(3)'5(4)6(5) 7(6)
F® n@L |— BM)HU)—
N 18(5) |9@) [100) |11 |12()
W)wnb@)wm— -

g@=2-4+3-44+4-4+5:-8+6-20+5
x20+4-21+3-27+2-36+1-36
=569
gR=4-6+12-10+1-21+6-26+9-30
=591
Uberraschenderweise sind also zwei Wiir-
fel F zwei Normalwiirfeln N iberlegen. Als
MaB der Uberlegenheit kann man den
Quotienten Q) aus g und g ansehen:
0 =591:569 =1,039
(auf drei Dezimalen gerundet)
Dieser Quotient ist nur wenig grofler als 1,
so daB die Uberlegenheit erst bei einer un-
geheuer groflen Zahl von Spielen bzw. bei
sehr, sehr langer Spieldauer merklich in’s
Gewicht fillt.

Ohne die Berechnung hier zu erldutern, sei
der ,Uberlegenheitsquoti