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Zwei Jahrzehnte

Olympiaden Junger Mathematiker

Der Zentralrat der FDJ griiBt und begliickwiinscht
anldflich der XX. Mathematikolympiade der DDR
alle Jungen Mathematiker und ihre Lehrer.

Mit ihrem Wirken auf mathematischem Gebiet geben
Tausende Mitglieder der Freien Deutschen Jugend und
der Pionierorganisation Ernst Thdlmann ein Beispiel
fiir das Streben nach hohem Wissen und schopferi-
schem Arbeiten.

Die Olympiaden Junger Mathematiker der DDR sind
ein iiberzeugender Beweis dafiir, wie sich in unserem
sozialistischen Vaterland Begabungen und Talente
entfalten kdnnen.

Das Beschiftigen mit der Mathematik schafft gute
Voraussetzungen fiir berufliche Meisterschaft. Mathe-
matisches Wissen ist eine wesentliche Bedingung, um
den Anforderungen der wissenschaftlich-technischen
Revolution gerecht zu werden und ihre Ergebnisse fiir
das Wohl unseres Volkes zu nutzen.

In diesem Sinne sind die Leistungen der FDJ-Mit-
glieder und Pioniere, die an der Jubiliumsolympiade
teilnehmen, ein wiirdiger Beitrag zur Vorbereitung des
X. Parteitages der SED. Moge die Olympiadebewe-
gung auch weiterhin viele FDJ-Mitglieder und Pioniere
der Oberschulen anregen, sich intensiv mit der Mathe-
matik zu beschéftigen und ihr Talent fiir die Meiste-
rung von Wissenschaft und Technik bei der Gestaltung
der entwickelten sozialistischen Gesellschaft in unse-
rem Land einzusetzen.

ugelih

Vorsitzende der Pionierorganisation Ernst Thilmann
und Sekretdr des Zentralrates der Freien Deutschen Jugend

@® Die Schiiler sollen basteln und knobeln konnen,
forschen und konstruieren lernen, denn gerade dies
fordert Liebe zur Wissenschaft, Interesse fiir Technik,
das Bediirfnis nach schopferischer Tatigkeit.

® Die Jugend muf3 vor allem lernen, daB es nur vor-
wirts gehen kann, wenn man selbst etwas tut; vor
allem miissen wir sie befdhigen, Probleme selbst zu
16sen, Schwierigkeiten selbst zu liberwinden.

Aus dem Referat des Ministers fiir Volksbildung
auf dem VIII. Pid. Kongrefs

Liebe Jugendfreunde!

Das kameradschaftliche Kriftemessen von Jungen
Mathematikern ist in unserer Republik im Rahmen der
Mathematikolympiadebewegung stark verwurzelt.
Viele gute Mathematiker sind daraus hervorgegangen
und stehen heute in unserer Gesellschaft thren Mann,
auch in der Zusammenarbeit mit der Sowjetunion und
den anderen sozialistischen Landern. So soll es auch
in ZuKunft sein.

Ihr werdet, dessen bin ich gewiB, in den kommenden
Jahren in Instituten und Betrieben eine verantwor-
tungsvolle Arbeit leisten. Darauf kann sich keiner frith
und intensiv genug vorbereiten. Wer an der Spitze des
wissenschaftlich-technischen Fortschritts marschieren
will, der braucht griindliche mathematische Kennt-
nisse, ganz besonders in jenen Zweigen und Richtun-
gen, die maBgeblich die Leistungskraft der Volkswirt-
schaft bestimmen. Dazu gehért auch die Weltraum-
forschung. Sie reprisentiert in unserer Zeit den wissen-
schaftlich-technischen Hochststand.

Ich wiinsche Euch, liebe Junge Mathematiker, ein er-
folgreiches Losen der schwierigen Aufgaben, das Fin-
den neuer, interessanter Losungswege, hohe Punkt-
zahlen und erlebnisreiche gemeinsame Stunden.

G2 %W;m{/%v

Fliegerkosmonaut der DDR

Mit stiirmischem Beifall begriBten die Teilnehmer des VIII. Piad-
apogischen Kongresses den ersten Fliegerkosmonauten der DDR,
Sigmund Jéhn, im Prasidium.




20 Jahre Olympiaden
Junger Mathematiker

der DDR

Im Schuljahr 1980/81 findet die XX. Olym-
piade Junger Mathematiker der DDR statt.
Diese Jubildumsolympiade wollen wir zum
AnlaB nehmen, um all denjenigen Mathe-
matiklehrern und Mitarbeitern des Hoch-
schulwesens und anderer Institutionen, die
seit vielen Jahren unermiidlich helfen, die
Mathematikolympiaden aller Stufen zu einem
Hohepunkt in der auBerunterrichtlichen Ar-
beit auf mathematischem Gebiet zu gestalten,
ein herzliches Dankeschén zu sagen.

Ohne diese vielen ehrenamtlichen Helfer, die
regelmaBig mit unseren Pionieren und FDJ-
Mitgliedern arbeiten, sie fiir die Mathematik
begeistern, wire es unmdglich, eine erfolgrei-
che Bilanz zu ziehen.

Am 17. Dezember 1962 wurde durch das Po-
litbliro des ZK der SED und durch den
Ministerrat der DDR der BeschluB ,,Zur Ver-
besserung und weiteren Entwicklung des
Mathematikunterrichtes in den allgemein-
bildenden polytechnischen Oberschulen der
DDR* gefal3t.

Dieser BeschluB war eine Aufforderung und
Verpflichtung, auch in der auBerunterricht-
lichen mathematischen Betitigung nach hé-
heren Leistungen zu'streben. Die Olympiade
Junger Mathematiker, mit deren Durchfiih-
rung wir in der DDR gerade erst begonnen
hatten, nahmen einen deutlichen Auf-
schwung. Sie waren in den folgenden Jahren
ein wesentlicher AnstoB dafiir, daB an den
meisten Schulen, in den Kreisen und Bezirken
entsprechende Arbeitsgemeinschaften gebil-
det wurden. Das fiihrte auch dazu, daB es
heute in allen Bezirken der DDR Mathe-
matische Schiilergesellschaften bzw. Bezirks-
klubs Junger Mathematiker gibt, die konti-
nuierlich mit einer groBen Anzahl mathe-
matisch interessierter Schiiler arbeiten, wel-
che bereits auf Schul- und Kreisebene ihre
Fihigkeiten bewiesen haben.

Die Olympiaden Junger Mathematiker ha-
ben in der auBerunterrichtlichen Betitigung
unserer Schiiler eine wichtige Funktion. Da-
bei geht es niemals nur darum, Spitzen-
leistungen zu erreichen. Vorrangig steht das
Ziel, zur Entwicklung des mathematischen
Wissens und Konnens moglichst vieler Schii-
ler anzuregen und beizutragen.

Es kommt darauf an, in der auBerunterricht-
lichen mathematischen Arbeit noch mehr
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Schiiler fiir diese interessante Wissenschaft
zu begeistern, aktivierende Veranstaltungen
an den Schulen und auBerschulischen Ein-
richtungen durchzufiihren und dabei die ein-
zelnen Stufen der Olympiade zu einem Hohe-
punkt und festen Bestandteil des Wettstrei-
tens der FDJ-Mitglieder bzw. Jungen Pio-
niere zu gestalten.

An der Entwicklung eines ,,mathematischen
Klimas* sollten auch alle Mitglieder von
mathematischen Arbeitsgemeinschaften und
nicht zuletzt die Leser der Zeitschrift alpha
mitwirken. Gerade die vielen Beispiele und
Erfahrungen, die in der alpha dargestellt
werden, geben fiir diese Arbeit an den

. Schulen zahlreiche Anregungen.

Fiir viele Schulen sind mathematische Wand-
zeitungen, Knobelecken u. 4. eine Selbstver-
stindlichkeit. Hier konnen sich alle Schiiler
Anregungen holen, werden Aufgaben und
ihre Losungen verdffentlicht und natiirlich
auch die jeweiligen Stufen der Mathematik-
olympiade ausgewertet.

Eine schone und wertvolle Tradition ist es
auch, die Delegierten der Schule zu einer
hoheren Olympiadestufe in wiirdiger Weise
vorzustellen, z.B. wihrend eines Appells
oder durch die Veroffentlichung ihres Fotos
mit dem erreichten Ergebnis nach der Olym-
piade. Das spornt an und gibt Mut fiir die
nichsten Aufgaben.

Es ist doch ein schones Erlebnis, die eigene
Schule bei einem so anspruchsvollen Wett-
bewerb vertreten zu diirfen.

Mit welchem Eifer und gesundem Ehrgeiz
unsere Pioniere und FDJler an die Lésung
der Olympiadeaufgaben herangehen, kann
man in den Wettbewerben der zweiten, dritten
und vierten Stufe erleben. Mit Recht werden
deshalb an vielen Schulen auch jene Schiiler
gewiirdigt, die keine Preise erringen konnten,
sich aber gewissenhaft auf den Wettbewerb
vorbereitet und dort ihre besten Leistungen
gebracht haben.

Natiirlich ist es auch fiir den Leiter einer
Arbeitsgemeinschaft ein anspornender Er-
folg, wenn seine Schiitzlinge erfolgreich an
den Olympiaden teilgenommen haben. Viel
Arbeit verbirgt sich dahinter, und gerade aul
mathematischem Gebiet dauert es oftmals
sehr lange, bis sich erste Erfolge einstellen.
Vielfaltig sind die Bemiihungen in den Be-

zirken, die 1. Stufe der Olympiade so zu ge-
stalten, daB sie méglichst fiir viele Schiiler
interessant und anregend ist. So werden z. B.
in den Bezirken Cottbus, Frankfurt (Oder)
und Suhl Mannschaftswettbewerbe durchge-
fithrt, die gut geeignet sind, viele Schiiler an
die 1.Stufe der Olympiade heranzufiihren.
Wir brauchen diese Breitenwirkung, da sie
eine wesentliche Grundlage fir die Ent-
deckung und zielgerichtete Férderung unserer
mathematischen Talente darstellt. Das ent-
Spricht der Orientierung, wie sie auf dem
VIII. Pddagogischen KongreB durch den Mi-
nister fiir Volksbildung gegeben wurde. Ge-
nossin Margot Honecker sagte dort: ,,Nach
wie vor gibt es Grund zu betonen, daB die
Arbeitsgemeinschaften, Zirkel, Klubs allen
Schillern offenstehen miissen, daB jede Ein-
engung auf wenige Spezialisten genauso falsch
wire wie der Verzicht auf die zielgerichtete
Forderung der Talente.*

Jeder Schiiler, der sich fiir die Mathematik
interessiert, sollte die Méglichkeit haben, sich
in einer entsprechenden Arbeitsgemeinschaft,
einem Zirkel, einem Klub oder irgendeiner
anderen Form aktiv und schépferisch zu be-
titigen. Die besten Jungen Mathematiker
koénnen ihr Wissen in den zentralen Zirkeln
des Kreises, des Bezirkes oder sogar der DDR
erweitern. Natiirlich wachsen damit auch die
Anforderungen. Besonders hohe stellt der
Korrespondenzzirkel, der durch die Mathe-
matische Gesellschaft der DDR jéhrlich fiir
etwa 40 ausgewihlte Schiiler durchgefiihrt
wird.

In vielen Kreisen und Bezirken gibt es wih-
rend der Sommerferien Spezialistenlager, in
denen sich die Jungen Mathematiker mit
ihrer Wissenschaft beschiftigen kénnen und
gleichzeitig auch frohe Ferientage erleben.
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In Vorbereitung auf die 4. Stufe werden von
den meisten Bezirken in den Winterferien
Lehrginge durchgefithrt. Die Erfahrungen
zeigen, daB die auBerunterrichtliche Arbeit
auf mathematischem Gebiet wirksam die all-
seitige Persdnlichkeitsentwicklung der Schii-
ler unterstiitzt, deshalb sollte sie iiberall breit
gefordert werden. Die Beschiftigung mit der
Mathematik trigt auch dazu bei, daB bei vie-
len Pionieren und FDJ-Mitgliedern solche
hervorragende Charaktereigenschaften wie
Griindlichkeit, FleiB, Beharrlichkeit, Aus-
dauer starker ausgepragt sind. Nicht zuletzt
wird durch eine stindige Beschiftigung mit



mathematischen Problemen das logische
Denkvermoégen sehr stark geschult.

Sicher ist es ein erstrebenswertes Ziel, einmal
an der 4. Stufe der Olympiade.teilzunehmen
und sich dort mit den Jungen Mathematikern
der Republik zu messen. Besonders grof ist
natiirlich die Begeisterung, wenn es dabei ge-
lingt, einen Preis oder sogar einen Platz unter
den Kandidaten der DDR fiir eine Inter-
nationale Mathematikolympiade zu erringen.
Das ist aber nur mit einer kontinuierlichen,
fleiBigen Arbeit zu erreichen. Giinstige Be-
dingungen haben dafiir die Schiiler, die sich
schon friihzeitig an den Aufgaben einer hohe-
ren Olympiadeklasse versuchen. Dazu gehort
natiirlich eine entsprechende Vorbereitung.
Diese Schiiler, wir nennen sie Friihstarter,
haben dann auch die Mbdglichkeit, frither
Teilnehmer der 4.Stufe der Mathematik-
olympiade zu werden, und sie schneiden bei
der Preisverteilung meist auch sehr gut ab.
So haben z. B. alle ,,Friihstarter* der Olym-
piadeklasse 11/12, die wahrend der
XIX. Olympiade Junger Mathematiker an der
4. Stufe teilgenommen haben, einen Preis er-
halten ; in der Olympiadeklasse 10 waren 50 7%
der Preistrager ,,Friihstarter*.

Fiir die erfolgreichsten Jungen Mathematiker
werden in jedem Jahr drei zentrale Spezia-
listenlager durchgefiihrt, in denen auch die
Vorbereitung auf Internationale Mathema-
tikolympiaden erfolgt. Diese Lager stellen
hohe Anforderungen, und zwar nicht nur an
die Teilnehmer, sondern auch an die Lehr-
krifte. Es wird dort sehr intensiv gearbeitet.
Kennzeichnend dafiir ist, daB fiir eine Ver-
anstaltungsstunde von seiten der Lehrkraft
etwa 7 bis 10 Stunden Vorbereitungszeit auf-
gewendet werden miissen.

Wir sind jedoch der Meinung, daB sich dieser
Aufwand lohnt. Dabei denken wir nicht allein
und zuerst an ein gutes Abschneiden bei
Internationalen Olympiaden. Eine systema-
tische Forderung vorhandener mathemati-
scher Begabungen ist ein wichtiges Erforder-
nis, das zunehmend an Bedeutung gewinnt,
besonders hinsichtlich der wachsenden Rolle
der Mathematik auf allen Gebieten unserer
gesellschaftlichen Entwicklung.

Eine Vielzahl ehemaliger Olympioniken, die
auch dazu beigetragen haben, daB sich die
Mannschaften der DDR bei den Internatio-
nalen Mathematikolympiaden durch die er-
reichten Ergebnisse (sieche Tabelle) und ihr
Auftreten einen guten Ruf erwerben konnten,
sind heute anerkannte Wissenschaftler. Eini-
ge von ihnen stellen wir in diesem Heft der
alpha vor.

Stellvertretend fiir viele seien hier nur Dr.
Wolfgang Burmeister (der erfolgreichste aller
Teilnehmer der bisherigen Internationalen
Mathematikolympiaden), Dr. Monika Noack
(die bis heute einzige IMO-Preistrigerin der
DDR) und Prof. Dr. sc. Konrad Schmiidgen
(der erste zum Professor berufene IMO-Teil-
nehmer der DDR) genannt.

Natiirlich sind nicht alle ehemaligen erfolg-
reichen Olympioniken Mathematiker gewor-
den; meist haben sie sich jedoch einem ma-
thematikintensiven Beruf zugewandt. Wir
kennen viele, die sich heute als Ingenieure,
Physiker, Offiziere der NVA usw. an verant-
wortungsvollen Stellen in unserer sozialisti-
schen Gesellschaft bewihren. Dabei ist es
wegen des wachsenden Kaderbedarfs und
derzeitig bereits vorhandenen Kadermangels
besonders wichtig, aus dem Kreis der mathe-
matisch interessierten und begabten Schiiler
Bewerber fiir den Beruf eines Mathematik-
lehrers bzw. Diplom-Mathematikers zu ge-
winnen. Hier gibt es lobenswerte Initiativen
an der EOS Herzberg (Bezirk Cottbus). Es
ist dort gelungen, die auBerunterrichtliche
Betitigung auf mathematischem Gebiet sehr
gut mit der Berufsorientierung und Berufs-
lenkung zu verbinden.

Sehr beachtenswert ist, daB sich viele ehe-
malige Olympioniken zur Verfiigung stellen,
um in ihrem Wirkungskreis, auf Kreis- und
Bezirksebene sowie auch im zentralen MaB-
stab ihr Wissen und Erfahrunéen an ihre
,.Nachfolger* zu vermitteln. Trotzdem kon-
nen gerade in dieser Hinsicht noch viele
Reserven erschlossen werden.

Mit Freude und auch beachtlichem Stolz
kénnen wir feststellen, daB sich die Arbeit
gelohnt hat. Worauf es jetzt mehr denn je
ankommt, ist, an den Schulen, in den einzel-
nen Klassen, moglichst viele Schiiler fiir die
Beschaftigung mit der Mathematik anzure-
gen. Das ist natiirlich vor allem eine Aufgabe
unserer Mathematiklehrer. Von seiten der
Olympiaden wollen wir ihre Bemiihungen
durch eine noch bessere Differenzierung der
Art und des Schwierigkeitsgrades der in den
einzelnen Stufen gestellten Aufgaben unter-
stiitzen. Die 1.Stufe soll fiir viele Schiiler
interessant sein, soll sie ,,anlocken". Zwei
Aufgaben sollen dabei die obere Leistungs-
grenze derjenigen Schiiler fordern, die den
laufenden Schulstoff ohne gréBere Schwie-
rigkeiten verarbeiten. In der 2. bis 4. Stufe sind
dann in zunehmendem MaBe Spitzenleistun-
gen gefragt.

Da es fiir eine erfolgreiche Beschiftigung mit
der Mathematik nétig ist, sehr zeitig (etwa in
der 4. und 5. Klasse) mit einer kontinuier-
lichen Forderung zu beginnen, tragen auch
hier unsere Pidagogen eine hohe Verant-
wortung. Dabei 1dBt sich die ABC-Olym-
piade sinnvoll einbeziehen. Natiirlich ist es
gar nicht so einfach, eine mathematische Be-
gabung bereits in diesemn Alter zu erkennen.
Diese Frage muBl — als Hilfe fiir unsere
Lehrer — in den néchsten Jahren noch wissen-
schaftlich untersucht werden. Zu priifen wire
auch, ob zukiinftig die 3. bzw. 4. Stufe evtl.
bereits Schiilern der 5. und 6. bzw. 9. Klassen
zuginglich gemacht werden kann.

Auch in vielen anderen Lindern gibt es regel-
maBig durchgefiihrte nationale Mathematik-
olympiaden, wenn auch z. T. unter anderem

Namen. Die ilteste Tradition haben Ungarn
(1894) und die Sowjetunion (1935). Ent-
sprechend ist bei der IMO die Anzahl der Teil-
nehmerldnder immer groBer und die inter-
nationale Konkurrenz immer stirker gewor-
den (s. Tabelle Seite 5). Damit wachsen aber
auch die Anforderungen an die Vorbereitung
der teilnehmenden Schiiler.
Bei allem Zufriedensein iiber das Abschnei-
den unserer Mannschaften unter den inzwi-
schen mehr als 20 Lindern wollen wir nicht
iibersehen, daB wir 1972 nur zwei erste Preise
erringen konnten, und daB es auch nicht ein-
fach ist, einmal Erreichtes zu verteidigen.
Fiir die nachriickenden Olympioniken gibt es
also lohnenswerte Ziele, und die XX. OJM,
die wir als unsere Rechenschaftslegung zum
X. Parteitag der SED auffassen, sollte einen
neuen Ansporn dazu geben!
Die Meisterung der Mathematik ist eine scho-
ne Aufgabe, fiir die es sich lohnt, die ganze
Kraft einzusetzen.

H. Bausch/D. Miiller

Von den Schiilern der DDR
errungene Preise bei
Internationalen Mathematikolympiaden

Jahr 1. 2. 3.
Preis Preis Preis

IMO Gastgeber

I Rumiénien 1959 - - -
II Ruminien 1960 - - -
I Ungarn 1961 - - 1
IV CSSR 1962 - 1 -
v Polen 1963 - - 3
VI UdSSR 1964 - 1 2
vil DDR 1965 - 2 3
VIII Bulgarien 1966 3 3 -
X Jugoslawien 1967 3 3 1
X UdSSR 1968 5 3 -
XI Ruménien 1969 - 4 4
XII  Ungarn 1970 1 2 4
XII CSSR 1971 1 1 4
XIV  Polen 1972 1 3 4
XV  UdSSR 1973 - 3 4
XVl DDR 1974 - 5 2
XVII Bulgarien 1975 - 4 4
XVIII Osterreich 1976 - 2 3
XIX - Jugoslawien 1977 2 1 1
XX * Ruminien 1978 nicht teilgen.
XXI GroBbritannien 1979 - 2

Griifle
zum Jahreswechsel

1°-840 =1°-8*

1-9-8°  =1°|/81
1-)/5+8-0="/81

149+8+0=14+9+8-1
19(8+0) — 19(8-1)

V1:9+)/8+0! =)/1-9+)/8+1

1°+8° =19+f/f
1+9+8° =1+9+}/1
1-9:8-0! =1-9-8-1
Dr. M. Krebs, Dresden



GrubB
aus der UdSSR

Liebe Junge Mathematiker!

Mir ist es eine groBe Freude, euch zum Jubi-
ldum eurer Mathematik-Olympiaden be-
gliickwiinschen zu kénnen.

Die Freundschaft zwischen Schiilern der
DDR und der UdSSR wird immer besonders
wihrend der Internationalen Mathematik-
Olympiaden deutlich. Die Freundschaftstref-
fen der Mannschaften aus unseren beiden
Lédndern sind stets besonders bewegend und
zudem sehr fréhlich. Die Jungen Mathemati-
ker tauschen Souvenirs und Abzeichen.
Schlieflich stellen sie sich auch gegenseitig
Aufgaben.

Wir mochten diese Tradition fortsetzen, in-
dem ich euch das Abzeichen der Allunions-
olympiaden der Schiiler aul den Gebieten
Mathematik, Physik und Chemie sowie eine
Aulgabe der vergangenen Allunions-Mathe-
matikolympiade {iberreiche:

Auf dem Durchmesser AC eines Kreises ist ein
Punkt E gegeben. Man zeichne eine Sehne BD
derart durch E, daB der Flicheninhalt des
Vierecks ABCD maximal wird.

ol
Dozent A. R. Sawin, Leiter der UdSSR-

Mannschalt zu den Internat. Mathematik-
olympiaden

* MATEMATUKA

Lésung:
Auf den ersten Blick scheint die Aufgabe
nicht besonders interessant zu sein. Aufgaben
mit dhnlichen Formulierungen sind euch
sicher schon ofter begegnet.
Aber - beginnen wir lieber mit der Lésung!
Wir zeichnen einen Kreis, legen einen Durch-
messer AC beliebig fest, markieren auf ihm
einen Punkt E und zeichnen schlieBlich durch
diesen Punkt eine Sehne BD. Die so erhalte-
nen Punkte 4, B, C und D bilden die Ecken
eines Vierecks (Bild 1). Der Flidcheninhalt
dieses Vierecks ist gleich der Summe der
Flacheninhalte der beiden Dreiecke ABC und
CDA. Bezeichnen wir die Hohen dieser Drei-
ecke, deren FuBpunkte jeweils aufl dem
Durchmesser liegen, mit h; und h,, dann gilt
fiir den Fliacheninhalt des Vierecks ABCD
Au=%ﬁ “hy +%E : hz=%ﬁ(h1 +hy)
=R(hy +ha),
wo R den Radius des'Kreises bezeichnet.

Bild 1

7N,
v

1]

Nun bemerken wir, da3 die GrofBle hy +h,
gleich der Lidnge der Projektion der Sehne
BD auf eine Gerade ist, die senkrecht zum
Durchmesser AC verlduft. Daraus folgt, daB3
die Fliche dann gréBer wird, wenn die Pro-
jektion der Sehne auf die Senkrechte zu AC
groBer wird.

Versuchen wir zu erraten, wie die Sehne ver-
laufen muB, damit sich die lingste Projektion
auf die Senkrechte ergibt. Betrachten wir dazu
das Bild 2.

Bild 2

Scheint es nicht klar zu sein, daB die Léinge
der senkrechten Sehne (sie féllt mit ihrer Pro-
jektion zusammen) groBer ist als die Lingen
der Projektionen aller anderen Sehnen?

Legen wir aber E nahe an die Kreislinie, dann
zeigt die entsprechende Zeichnung (Bild 3),
daB Vorsicht geboten ist. Tatséchlich strebt
die Linge der senkrechten Sehne bei An-
niherung des Punktes E an die Kreislinie

gegen Null, wihrend die Linge der Projek-
tion der unter einem Winkel von 45° gegen
AC geneigten Sehne gegen den Wert R strebt.

Bild 3

A /7\
£ c

Wie muB nun die gesuchte Sehne tatséchlich
gelegt werden?

Wir versuchen jetzt, der Losung von einer
anderen Seite her beizukommen, und be-
trachten das Dreieck OBD (Bild 4). Der
Durchmesser AC teilt dieses in zwei Drei-
ecke EOB und OED, und sein Flicheninhalt
ist dann gleich der Summe der Flacheninhalte
der Dreiecke EOB und OED, also gleich

e 1om, 1=
5EOhy +3EOhs=5EO (1 +hy).

Bild 4

Daraus erkennt man aber leicht, daB sich die
Fliacheninhalte des Vierecks ABCD und des
Dreiecks OBD wie 2R:EO verhalten, und
dieses Verhdltnis ist bei gegebenem Punkt E
konstant, hdangt also nicht von der Neigung
der Sehne BD ab. Somit wird der Fliachen-
inhalt unseres Vierecks genau dann maximal,
wenn der Fldcheninhalt des Dreiecks OBD
maximal ist. Letzteren kénnen wir aber auch
auf andere Weise angeben, und zwar be-
tragt er

%stin a,

wo a die GroBe des Winkels % DOB bezeich-
net, und er wird dann maximal, wenn sina
seinen grofBten Wert annimmt. Dieser groBte
Wert von sina ist aber gleich 1 und wird fiir
«=90° angenommen. Die Konstruktion einer

Bild 5 8




Sehne BD, fir die der Winkel £ DOB ein
rechter wird, ist nicht sehr schwierig. Da das
Dreieck OBD gleichschenklig und rechtwink-
lig ist und seine Katheten die Linge R haben,
R .

l/i (Bild 5).
Also ist die gesuchte Sehne BD Tangente an
den Kreis mit dem Radius R um den
Punkt O. VE

Man konstruiere also eine Tangente an die-
sen Kreis vom Punkte E aus und verlingere
sie nach beiden Seiten bis zum Schnitt mit

dem groBen Kreis. Man erhilt die gesuchte

Sehne BD und - die Aulgabe ist gelost!
.7

hat seine Hohe OK die Linge

Aber Stop! - Wenn nun E innerhalb des
kleineren Kreises liegt? Dann existiert die
entsprechende Tangente doch gar nicht! Wir
lenken nun unsere Aufmerksamkeit darauf,
daB das Dreieck OBD dann immer stumpf-

Bild 6 »,

Dy

winklig ist. Ist aber a ein stumpfer Winkel,
dann ist sinae am gréBten, wenn o selbst am
kleinsten ist, und das ist gerade dann der
Fall, wenn BD senkrecht auf AC steht. (Also
ist die urspriingliche Vermutung in diesem
Fall richtig.) Die letzte Aussage miissen wir
aber erst noch beweisen. Betrachten wir dazu
die senkrechte Sehne BD und eine geneigte
Sehne B; D, durch E (Bild 6). Auf B, D, fdllen
wir von O aus das Lot OK. Dann gilt offen-
sichtlich OE>OK, weil die erste Strecke
Hypotenuse, die zweite aber Kathete in einem
rechtwinkligen Dreieck ist. Andererseits ist
ﬁ=0_B,=ﬁ=O_D|, so daB der Winkel
¥ D,0B, in der Tat groBer als £ DOB ist.
Damit ist die Aufgabe nurnimehr ‘vollstindig
gelost. Ich holle, daB sie euch nun doch ge-
fallen hat. A.R. Sawin

Wollt ihr an einem reichhaltigen Leben
teilhaben, so fiillt eure K&pfe mit Mathe-
matik, solange ihr dazu die Méglichkeit
habt. Sie wird euch in eurer gesamten
Arbeit groBe Hilfe leisten. M. J. Kalinin

Die Mathematik gehort nicht irgendwie
einem Volke, sondern ist wahrhaftig inter-
national. Es gibt kein Land, das nicht mit
ihr Freundschaft hielte, das ihre Schéitze
nicht mehrte und riihmte.

v A. Markuschewitsch

Die Mathematik soll helfen, die
Produktionsprozesse und die Organisation
der Arbeit mathematisch zu erfassen,
mancherlei Vorteile zu verschaflen und

allen Problemen, die bei der Untersuchung
eines Betriebes auftreten, Konkretheit zu
verleihen. N. K. Krupskaja

Der Mensch, der nicht gelernt hat, selb-
stindig zu denken, schenkt den abstrakten
Formeln einen zu ehrfiirchtigen Glauben
und befindet sich deshalb in einem stdndigen
Zustand der Kollision mit dem Leben.

E. ljenkow

Internationale Mathematikolympiaden

Punktspiegel (inoffizielle Liinderwertung)

I I ML IV. V. VI VIL VI IX. X. XL XIL XIIL XIV. XV, XVI. XVIL XVILXIX. XX. XXI.
Teilnehmerland 1959 1960 1961 1962 1963 1964 1965 1966 1967 1968 1969 1970 1971 1972 1973 1974 1975 1976 1977 1978 1979
Bulgarien 131 176 108 196 145 198 93 238 159 204 189 145 39 120 96 171 186 174 172 182 150
CSSR 192 257 159 212 151 194 159 215 159 248 170 150 55 130 149 158 162 116 161 195 178
DDR 40 38 146 153 140 196 175 280 257 304 240 221 142 239 188 236 249 142 163 - ‘180
Kuba - - - - - - - - - - - - %) (14) (42) (65 - (16) (38) 68 (35
. Jugoslawien - - - - 162 155 137 224 136 179 181 209 71 136 137 216 163 116 159 171 172
Mongolische VR - - - ~ - 169 63 88 87 74 120 78 26 48 64 60 75 - 48 61 -
Polen 122 - 230 212 134 209 178 269 101 262 119 105 118 160 174 138 124 138 157 156 - 160
Ruminien 249 248 197 257 191 213 222 257 214 208 219 208 110 206 131 199 180 118 122 237 240
UdSSR (11 - - 263 271 269 281 293 275 298 231 221 205 270 254 - 246 250 192 - 267
Ungarn 233 248 270 289 234 253 244 281 251 291 247 233 255 263 215 - 258 160 190 - 176
SR Vietnam - - - - - - - - - - - - - - - (146) (175) 112 - 200 (135)
BRD — = - = = = — - - - - - - - - ~ - (8 165 184 235
Finnland - - - - - - 62 - - - - - - - 86 111 - 52 88 118 89
Frankreich - = = - - - - - 41y - 119 141 38 - 153 194 176 165 127 179 155
GroBbritannien - - - - - - - - 231 263 193 180 110 179 164 188 241 214 190 201 2I8
Italien - - - - - - - - (110) 132 - - - - - - - - 22) - -
Schweden - - - - - - - - 135 256 104 110 (43) 60 99 187 160 118 137 117 143
Belgien - - - 2 = = - - - - 57 - - - - - - - 32 - 66
Niederlande - - - - - - - - - - 51 87 48 51 9 112 67 78 185 157 135
Osterreich = & = = = E = = = - - 104 (82) 136 144 212 192 167 151 174 152
USA =% = — = — - = = - - - - - - - 243 247 188 202 225 199
Tirkei - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 66 -
Griechenland - - - - - - - - - - - - - - - - 95 50 - - 57
Algerien - - - - - - - - - - - - - - - - - - an - -
Israel = = - - - - - ~ - - - - - - - - - - - - 119
Brasilien - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 19)
Luxemburg - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - (@]

Hinweis: Bei in Klammern gesetzten Punktzahlen nahmen weniger als 8 Schiiler am Wettbewerb teil

. Im Jahre 1980 fand keine IMO statt.



Zwei Olympiade-
aufgaben —
verschiedene
Losungen

Die Aufgabe 5, Klassenstufe 10, der 4. Stufe
der XIX.Olympiade Junger Mathematiker
der DDR lautete: ]

Ermitteln Sie alle diejenigen reellen Zahlen x,
fiar die )/ x? + 5x + 28 (als reelle Zahl) definiert
ist und die die Gleichun
x%+5x+4="5)/x*+5x+28 1)
erfiillen!

Als erstes soll die Losung der Aufgabenkom-
mission wiedergegeben werden.

Losung A

Angenommen, eine reelle Zahl x habe die ge-
nannten Eigenschaften. Dann gilt x2 + 5x + 28
20 und, wenn man y=)/x*+5x+28 setzt,
y*>—24=>5y. Diese' quadratische Gleichung
hat nur die Losungen y=8 und y= -3, so
daB eine der Gleichungen x2+5x+44=40
bzw. x?+5x+4= —15 folgt. Von diesen bei-
den Gleichungen besitzt nur die erste reelle
Losungen, und zwar nur x= —9 und x=4.
Also konnen hochstens diese beiden Zahlen
die geforderten Eigenschaften haben.

Sie haben diese Eigenschaften auch, denn es
gilt

(—92+5(—9)+28=6420 bzw. 4>+5-4+
28 =642=0, also existiert fiir diese Zahlen x
die Wurzel |/ x?+5x +28, und es gilt
(—9)*+5(—9)+4=40=5-8
=5)/(—9)*+5(—9)+ 28 bzw.
4245-4+4=40=5-8=5)/4>+5-4+28.(2)
Daher erfiillen genau die Zahlen x= —9 und
x=4 die Bedingungen der Aufgabe.

Es gab bei der Losung dieser Aufgabe eine
Vielfalt von Losungsvarianten, von denen
hier einige in bearbeiteter und gekiirzter Form
dargestellt werden sollen.

Losung B (Martin Ranzinger, Berlin, Friih-
starter)

Es gilt x2+5x+28=(x+2,52+21,75  (3)

Fiir alle reellen Zahlen x ist somit x2 + 5x + 28

=0.

/%% 4+ 5x+ 28 ist also fir alle reellen Zahlen x

als reelle Zahl definiert. Wie in 4 wird nun

y=]/x?+5x+28 substituiert, wobei y=0

gelten muB, und y? — 24 =5y erhalten, wobei,

wegen y=0, die Losung y= —3 sofort aus-

geschlossen werden kann.

Wie in A werden x=—9 und x=4 als ein-

zige mogliche Losungen ermittelt.

(2) von A bestitigt sie als Losungen.

6

™~

Lésung C (Jochen Lattermann, Dresden,
Friihstarter)

Wie in B wird zunichst gezeigt, daB
/x*+5x+28 fur alle reellen Zahlen x als
reelle Zahl definiert ist.
Aus (3) von B flolgt auch, daB x?+5x+28>9
fiir alle reellen Zahlen ist.
Es wird a=x2+5x+28 substituiert, wobei
a>9 gelten mub. Aus (1) erhdlt man dann,
daB a—-24= 5]/5 gelten muB. Durch Qua-
drieren erhilt man a* —48a+ 576 = 25a. Diese
quadratische Gleichung hat nur die Losun-
gena=64 und a=9. Wegen a>>9, braucht nur
a=064 betrachtet zu werden. Es muB also
64=x2+5x+28 gelten. Diese quadratische
Gleichung hat nur die Losungen x= —9 und
x=4. Also kénnen hochstens diese beiden
Zahlen die geforderten Eigenschalten haben.
(2) von A bestitigt sie als Losungen.

Léosung D (Heinz-Olaf Miiller, Suhl, Friih-
starter)

Wie in B wird zuerst bewiesen, daB
x2+5x+28 fiir alle reellen Zahlen x als

reelle Zahl definiert ist.

Aus (1) erhdlt man durch Quadrieren und

Zusammenfassen

x*+10x3 +8x2 —85x — 684 =0.

Es ist

x*+10x*+8x2—85x — 684

=(x2+5x—8,5)* —27,52
=(x2+5x—36) (x*>+ 5x+19).

Aus (4) ergibt sich somit (x?4 5x—36)(x?

+5x+ 19)=0. Wenn ein Produkt Null ist, so

muB es auch ein Faktor sein. Die Gleichung

x% +5x—36=0wird nur fiir x= —9 und x=4

erfiillt, wohingegen die Gleichung x>+ 5x 419

=0 fiir keine reelle Zahl x erfiillt ist.

Also konnen hochstens x= —9 und x=4 die

gelorderten Eigenschaften besitzen.

(2) von A bestitigt sie als Losungen.

@

Losung E (Axel Siebert, Frankfurt (Oder))
Die Losung verlduft wie bei D bis zu

x* 4+ 10x® 4 8x% —85x — 684 =0. @)
Nun wird folgender Teil des Vietaschen Wur-
zelsatzes benutzt:

Wenn a eine ganzzahlige Losung von (4) ist,
so ist a ein Teiler von 684=22-32-19.

Durch systematisches Probieren wurden x =4
und x= -9 als gahzzahlige Ldsungen von
(4) ermittelt und durch Partialdivision
x*+10x3+8x2 —85x — 684 =(x —4)(x+9)
(x2+ 5x + 19) erhalten.

Der weitere Losungsweg verlauft wie bei D.

Auswertung der Schiilerergebnisse:

Wie nicht anders zu erwarten, fanden fast alle
Schiiler einen Zugang zur Aufgabe, wobei
etwa 659 der Losungen in ihrem Ansatz dem
der Losungen A4 bis C dhnelten. Die iibrigen
Schiiler gelangten zu der in D genannten
Gleichung 4. Grades (4) in x.

Mehr als 709, der Teilnehmer fand auch die
Losungen x=4 und x= —9. Dabei fiel auf,
daB vielen der Stellenwert der ,,Probe” ((2) von

Losung A) nicht klar war bzw. falsch (es
wurde von der Behauptung ausgegangen)
geflihrt wurde.
Dies hihrte zu folgendem Ergebnis:
Punkte 0 t 2 3 4 5 6 7
Anzahl 3 7 12 7 3 12 .33 40
Dr. H. W. Harnau, Sektion Mathematik
der Wilhelm-Pieck-Universitdt Rostock —
Koordinator bei den
zentralen Olympiaden
Junger Mathematiker

Die Aufgabe 2, Klassenstufe 10, der 4. Stufe
der XIX.Olympiade Junger Mathematiker
der DDR lautete: )

Beweisen Sie, daB die folgende Gleichheit

gilt!

PO U SR O
217373 465 466
L SR SR L
73472357 236" 7465 " 466

Von den Losungen sollen hier einige vorge-
stelit werden.

1. Viele Teilnehmer gingen von der behaup-
teten Gleichung aus und formulierten sie im
wesentlichen wie folgt um:

1_l+_ +L=i+i;|. +i
2 233 234 7236 7 466
PRI S L 1
2 233 117 118 T 233

Diese Gleichung ist von gleicher Art wie die
Ausgangsgleichung. Sie besitzt aber weniger
Summanden. Wendet man diese Reduzierung
wiederholt an, so erhdlt man [olgende Zwi-

schenergebnisse:

1 1 1 1 1
I=5+— 1~ e T 1ie
RS S N B

2 58 30 31 58
TR U S U U

2 29 1516 29
1_l+_ — L= l+ l+, + L

2 14 8 9 7 14
(LU S U SO

2 7 4 5 7
]_l+ l= l+ l

2 3 2 3

Die letzte Aussage ist offensichtlich wahr. Da
die Umformungen dquivalent sind, ist damit
die behauptete Gleichung bewiesen. Etwas
kiirzer kOnnen diese Darlegungen notiert
werden, wenn man wie John Matzke (Erfurt,
1. Preistriger) und  Joachim Krumnow
(Schwedt, Anerkennung) das Summenzeichen
verwendet.

2. Die letzte Uberlegung, die einige Schiiler
auBer acht lieBen, eriibrigt sich, wenn man —
wie im Lésungsvorschlag der Aufgabenkom-
mission — die Differenz

1 1 1

D=(1—5+_"'+m—m

(ol L
2347 7466



bildet. Nach vollig entsprechenden Umior-
mungen wie unter 1. ergibt sich D=0.

3. Einige der folgenden Losungen unterstrei-
chen erneut, dal man die Darlegungen we-
sentlich kiirzer notieren kann, wenn man das
Summenzeichen benutzt.

Jochen Lattermann (Dresden, 9.Klasse, 1.
Preistrager) stellt zunéchst die linke Seite der

. 1 1 1Y .
Gleichung (1—§+ —...+m—m) in der
Form

233 1 233 1

.-=12i—1+i=1<'—_i>dar'

Wegen — =(1 —1 ibt sich weiter
g %) \3 i)

233 1 23 1 1
P2 +.—Z(2—i_7)

233 2331 233
gPi =g iy
466 233 466 |
=i=17_:=17=|=2347.

Die letzte Summe ist aber gerade die rechte
Seite der behaupteten Gleichung.

Eine entsprechende Losung legte Silvia Lang-
ner (Schwarze Pumpe, 3. Preistriger) vor.

4. Mehrere Schiiler erkannten, daB hinter der
behaupteten Gleichung eine allgemeine Aus-
sage uber natiirliche Zahlen steht:

Fiir alle natiirlichen Zahlen n2 1 gilt

1 1 1
T R oy

1 1 1
ettt m

Ronald Lehmann (Dresden, Anerkennung) hat
sie kurz in folgender Weise geschrieben:

2n 2n
_;(—1)"“%_:2“% @

(Speziell fir n=233 liegt die urspriingliche

Behauptung vor.)

Zum Beweis wird die Methode der vollstindi-

gen Induktion') verwendet:

Fiir n=1 ist die Aussage (2) richtig, denn es

ist offenbar 1—%=%. Man zeigt jetzt, daB aus

der Giiltigkeit von (2) fiir ¢ine natiirliche Zahl

k=1 die Giiltigkeit von (2) fur n=k + 1 folgt:

Wegen

Z(kil)( 1 i+'11 g( 1)i+11 1
& ) s 7+2k+1

1) Den jungen Lesern, die diese mathemati-
sche Beweismethode noch nicht kennen, sei
das leicht verstindliche Biichlein von I.S.
Sominski: Vollstindige Induktion (Deutscher
Verlag der Wissenschaften) empfohlen.

1

~ 3kt e

2k ) 1 1

S (-1trti= — gilt

i=1 Loi=k+1d

2+ 1) . 1’ 2k 1 1
oyl oo

L O X YR

2k+2 1 1 l 1
=L <k+1 T2k+1 —2k+2)
l l 2(k+ 1) 1
+2k+ 1 _2k+2_|’=(k+1)+17’_d. h.
dieser ,,SchluB von k auf k + 1“ gilt. — Damit
ist (2) fiir alle natiirlichen Zahlen nz1 be-
wiesen.

Mathias Thiede (Berlin, 3.Preistriger) gibt
einen entsprechenden Beweis, wobei er die
Behauptung in der Form

(- Do § L arstein
AV WVT) P P R

Originell sieht die Losung von Thomas Jez
(Herzberg, 9. Klasse) aus. Er kannte wohl das
Summenzeichen nicht und definiert dafiir in-
duktiv folgende Zeichen .| “ und ,,”||“:

11 1
s == giweili =l gy

1
T 2 =1

1 w1
bzw.‘||:=§;"“|]:= [-—

n+1

1 1
+m+m.
Die Gleichung (1) gewinnt damit die Form
s ="(, und diese beweist er durch vollstin-
dige Induktion.
Die allgemeine GesetzmiBigkeit (1) und einen
Beweis durch vollstindige Induktion haben
folgende Schiiler vorgelegt, ohne das abkiir-
zende Summenzeichen zu verwenden: Jens
Jakobi (Bezirk Potsdam), Bernd Schmutzler
(Bezirk Karl-Marx-Stadt, 9.Klasse), Gerald
Senckpiel (Neubrandenburg, 9.Klasse, An-
erkennung), Detlef Bauer (Bezirk Cottbus).

1 1 1
2n—1 2n 2n(2n—1)
Peter Domaschke (Leinefelde, Anerkennung)
die allgemeine Behauptung in der Form

n -
SH20Q20—1) i
und beweist dies induktiv.

Dr. E. Quaisser, Sektion Mathematik

der Pidagogischen Hochschule

Kar! Liebknecht, Potsdam —

Koordinator bei den

zentralen Olympiaden

Junger Mathematiker

Auf Grund von falt

Eine Aufgabe von Prof. Dr.
Kurt Rosenbaum

Sektion Mathematik der Pddagogischen
Hochschule Dr. Th. Neubauer Erfurt/Miihl-
hausen

Mitglied des Zentralen Komitees der
Olympiaden Junger Mathematiker der DDR

A2053 A a) (Einfache Variante) Jede Seite
eines beliebigen Dreiecks ABC wird in drei
gleiche Teile geteilt. Verbindet man jeden
Eckpunkt mit den inneren Teilpunkten der
gegeniiberliegenden Seite, so bilden die gemi
Bild 1 gefundenen Schnittpunkte A’, B, C'
ein Dreieck mit den Eigenschaften

Bild 1 c

(1) AABC~ AA'BC.

2) Fiir die Fliacheninhalte F=F yp5c und
F'=F yp¢c der Dreiecke ABC bzw.
A'B'C gilt
F=25F.

b) (Komplizierte Variante) Jede Seite eines
beliebigen Dreiecks ABC wird in n (mit n>2)
gleiche Teile geteilt. Verbindet man jeden
Eckpunkt mit den am weitesten aullen lie-
genden inneren Teilpunkten der jeweils ge-
geniiberliegenden Seite, so bilden die gemaB
Bild 2 gefundenen Schnrittpunkte A'B'C’ ein
Dreieck mit den Eigenschaflten

Bild 2

AABC~ AA'BC.

Fiir die Flacheninhalte F=F 43¢ und
der Dreiecke ABC bzw.
A'BC gilt .

F= A'B'C

2n—1\* _,
F—<n—2> F.



Aus der Arbeit der

Mathematischen Schiilergesellschaft
des Bezirkes Leipzig

Seit 25 Jahren gibt es im Bezirk Leipzig viel-
faltige Formen der auBerunterrichtlichen Ar-
beit auf mathematischem Gebiet. Ab 1963
wurden diese Bemiihungen in zunehmendem
MaBe durch die Sektion Mathematik der
Karl-Marx-Universitdt unterstiitzt. Zu einem
Hohepunkt dieser Zusammenarbeit zwischen
Volksbildung und Universitit wurde 1974
die Griindung der Mathematischen Schiiler-
gesellschaft (MSG).

In diese MSG konnen Schiiler der Klassen 6
bis 12 des Bezirks Leipzig delegiert werden.
Voraussetzung sind iiberdurchschnittliche
Leistungen im Fach Mathematik und minde-
stens gute Leistungen in allen anderen Fi-
chern. Natiirlich wird von jedem MSG-Mit-
glied erwartet, daf es aktiv an der Arbeit der
Pionierorganisation bzw. der FDJ teilnimmt.
Die MSG hat sich die Aufgabe gestellt, durch
die Forderung der auBerunterrichtlichen Ti-
tigkeit von Schiilern bei der Erziehung zu
allseitig gebildeten sozialistischen Schiiler-
personlichkeiten mitzuwirken. Aul der
Grundlage des lehrplanmdBigen Mathema-
tikunterrichts sollen die Schiiler in einige fiir
die Mathematik typische Arbeitsmethoden,

Der Bezirksschulrat, Oberstudienrat
Trescher, und der Vorsitzende der MSG,
Prof. Dr. Schumann, zeichnen besonders
erfolgreiche Mitglieder der MSG aus.

Die Auszeichnung erfolgte im Beisein vieler
Eltern, die Gast der Eroflnungsveranstaltung
des neuen ,,Lehrjahres* waren.

SchluBweisen und Beweisverfahren tiefer ein-
dringen. Ihr Verstindnis fiir das axiomatische
und deduktive Vorgehen in der Mathematik,
ihre Fahigkeit zu préiziser sprachlicher For-
mulierung und ihr Abstraktionsvermdgen sol-
len weiter entwickelt werden. Dadurch, daB3
die Schiiler vielfaltige praktische Anwendun-
gen der Mathematik kennenlernen und noch
klarere Vorstellungen iiber die Bedeutung der
Mathematik beim Aufbau der entwickelten
sozialistischen Gesellschalt erhalten, wird
ihnen geholfen, sich bei der Berufs- und
Studienwahl fiir volkswirtschaftlich wichtige
Richtungen entsprechend ihrer personlichen
Begabung verantwortungsbewuBt zu ent-
scheiden. Ziel ist es, moglichst viele MSG-
Mitglieder fiir ein Studium in den Fachrich-
tungen ,Diplommathematiker* oder ,Di-
plomlehrer fiir Mathematik und Physik* zu
begeistern.

Die MSG wird von der Sektion Mathematik
der Karl-Marx-Universitdt Leipzig getragen.
Wissenschaftliche Mitarbeiter, Forschungs-
und Beststudenten der Sektion Mathematik
leiten die Arbeit der einzelnen Zirkel. Zur
Zeit gibt es 23 Zirkel mit insgesamt 183 Mit-
gliedern.

Die Zirkelmitglieder treffen sich alle zwei
Wochen zu gemeinsamer Arbeit. Natiirlich
ist es mit diesen Zusammenkiinften nicht
getan: Im Selbststudium werden Anregungen
aus der gemeinsamen Arbeit auflgegrifTen, auf-
geworlene Fragen weiter verfolgt. Umgekehrt
werden Probleme, die sich bei der selbstindi-
gen Beschiftigung mit der Mathematik erga-
ben, oft im Zirkel diskutiert und geklart. Etwa
die Hilfte eines jeden Zirkelnachmittags ge-
hért der Behandlung eines zusammenhéngen-
den Themas, wihrend der Rest der Zeit fiir
ein zielgerichtetes Olympiadetraining genutzt
wird. Die Themen kniipfen entweder unmit-
telbar an den Schulstoff an oder sind weiter-

| | fuhrenden Teilgebieten der Mathematik ent-

nommen. Letztere sollen den Schiilern einen
Eindruck von der Breite und Vielfalt der
Mathematik vermittein. Als Beispiel seien
einige Themen aus dem Programm der Klasse
6 genannt:

Arithmetische Beweise unter Verwendung
von Variablen — Geometrische Konstruktio-
nen — Wie rechnet ein Computer? (Rechnen
mit Dualzahlen) - Einfache indirekte Be-

weise — Losungsstrategien fir Knobelaufga-
ben zur Logik - Arbeiten mit Mengen -
Extremalprobleme aus der Geometrie.
Manche Themen werden in héheren Klassen-
stufen erneut aulgegriffen, da sich mit den
umfassenderen Schulkenntnissen komplizier-
tere Probleme bearbeiten lassen. Zwei solcher
Themen, die sich von Klasse 6 bis zur Klasse
12 durchziehen, sind: Arbeiten in mathemati-
schen Strukturen, Ldsen von Extremalpro-
blemen mit elementaren Mitteln.

Die entsprechenden Arbeitsmittel fir solche
komplexen Themen entwickeln Lehrerstu-
denten der Sektion Mathematik im Rahmen
von Diplomarbeiten.

Eine Aufgabe zum letztgenannten Thema
(Klasse 7):

AlA 1978 wurde vor dem neuen Leipziger
Universitidtskomplex am Karl-Marx-Platz ein
Denkmal des berithmten Mathematikers
Gottfried Wilhelm Leibniz enthiillt. Das
Denkmal ist 8,5m hoch, wobei der Sockel
bereits eine Hohe von 3,3 m hat. In welcher
Entfernung vom Denkmal sieht man die Ge-
stalt von Leibniz unter dem groBten Winkel,
wenn die Augenhohe des Betrachters 1,5m
betrigt? Diese Aufgabe ist geometrisch-
konstruktiv zu l9sen.

Die Arbeit in den Zirkeln ist das Hauptfeld
der Tatigkeit der MSG. Dariiber hinaus hal-
ten fithrende Wissenschaltler und Lehrende
der Karl-Marx-Universitdt Vortriage zu spe-
ziellen Themen. In den Sommerferien haben
alle MSG-Mitglieder Gelegenheit, am Be-
zirksspezialistenlager Junger Mathematiker
teilzunehmen. Dieses wird inhaltlich von der
MSG gestaltet. Aktive Erholung in schonen
Gegenden unserer Republik wird mit mathe-
matischer Arbeit verbunden. Diese Lager sind
Hohepunkt eines jeden Zirkeljahres. In einer
Lagerolympiade wird Rechenschalt iiber das
Erreichte abgelegt.

Eine Aulgabe aus einer Lagerolympiade
(Klasse 8):

A2a Stelle die -Losungsmenge der Glei-
chung

[y+1f{=|x|+1 (xeR;yeR)
in einem rechtwinkligen kartesischen Ko-
ordinatensystem grafisch dar!
Wenn in den nichsten Jahren die ersten
Schiiler, die die MSG ab Klasse 6 durchlaufen
haben, ein Studium aufnehmen, hoffen wir,
daB sich viele .dieser Schiiler fiir den Beruf
eines Mathematikers oder Mathematikleh-
rers entscheiden.

C. P. Helmholz



Ideen
am Schachbrett

Wie Aufgaben entstehen
koénnen

Sicher wird so mancher von euch schon kno-
belnd vor Olympiadeaufgaben oder anderen
mathematischen Fragestellungen gesessen
und bet sich gedacht haben: Woher kommen
eigentlich solche Aufgaben?

Ein Beispiel fiir die Entstehung von Aufgaben
schildert der folgende Beitrag.

Vorbereitende Betrachtungen

Ein Schachbrett enthilt 8 quadratische (helle
und dunkle) Felder, deren Eckpunkte ein
quadratisches Punktegitter von 9* Punkten
bilden. Nun kdnnen vier solcher Punkte aber
auch Eckpunkte eines Quadrates sein, das
sich von diesen Feldern unterscheidet, wie
die Bilder 1 und 2 zeigen. Die sich hier er-
hebende Frage nach der Anzahl g aller Qua-
drate, deren Eckpunkte Gitterpunkte sind,
ist in der Trommel 8/1977 als Aufgabe (fiir ein
Punktegitter mit 82 Punkten) erschienen.

Bild 1 % 2
Bild 2 . % %;//
A ”%l/

Betrachten wir zwei Gitterpunkte, so konnen
diese fiir kein, genau ein, genau zwei oder
genau drei Quadrate, deren Eckpunkte Git-
terpunkte sind, ein Paar von Eckpunkten
sein. Bild 3 zeigt dabei einen Teil des Schach-
brettrandes. Die Anzahl der Punktepaare, die
fiir genau k solcher Quadrate (k=0, 1, 2, 3)
Paare von Eckpunkten sind, sei Py.

Bild3 T~

Betrachten wir die zwei einfachsten Bei-
spiele:

1. Bei dem in Bild 4 dargestellten und nur aus
einem Feld mit den Eckpunkten 1, 2, 3, 4 be-
stehenden ,,Schachbrett” ist po=p,=p;=0

und p; =6, denn jedes der ; =6 Punkte-

paare (1,2), (1,3), (1,4), (2,3), (2,4), (3,4) ist ein
Paar von Eckpunkten fiir genau ein Qua-
drat. Zihlen wir bei einem beliebig groBen

»Schachbrett* mit n? Gitterpunkten (n22)
jedes Punktepaar, das fiir genau & Quadrate
ein Paar von Eckpunkten ist, k-fach, so ist

3
Y. kpi=6q (1
k=0
1 2
Bild 4
3 ’

mit ¢ als Anzahl aller Quadrate, deren Eck-
punkte Gitterpunkte sind.

2. In Bild 5 enthilt das , Schachbrett* 32 Git-
terpunkte. Die Anzahl aller Punktepaare ist

daher p=<g)=36, wobei po=p,=8, p; =20

und p;=0ist.
1 2 3
Bild 5
¥
= 6
7 8 9

Beispielsweise ist das Punktepaar (1,6) fiir
kein Quadrat ein Paar von Eckpunkten,
wihrend die Punktepaare (1,2) bzw. (1,3)
bzw. (2, 8) fiir genau ein Quadrat, ndmlich das
mit den Eckpunkten 1,2, 4, 5bzw. 1,3,7,9
bzw. 2, 4, 6, 8 und die Punktepaare (2,4) bzw.
(2,5) fir genau zwei Quadrate, nimlich die
mit den Eckpunkten 1, 2, 4, 5 und 2, 4, 6, 8
bzw. 1, 2,4, Sund 2, 3, 5, 6, Paare von Eck-
punkten sind.
Klassifizieren Sie so die noch verbleibenden
30 Punktepaare!
Vergleichen wir bei diesen Beispielen die je-
weilige Anzahl g aller Quadrate mit der je-
weiligen Anzahl p aller Punktepaare, so kon-
nen wir feststellen, daB

6q=p @
ist. Falls (2) allgemein fiir ein ,,Schachbrett*
mit n? Gitterpunkten (n22) gilt, wire mit (1)

3
und wegen p= 3 p,
k=0
3 3
Y kp= Y, pi oder
k=0 k=0

3
X (= 1)p=0. @)

Der Beweis fiir die Allgemeingiiltigkeit von
(2) 1aBt sich in der Tat erbringen, und die bis-
herigen Uberlegungen verdichten sich zur
Formulierung der folgenden Aufgabe:

Erste Variante

Sei n eine natiirliche Zahl mit n>2.

In einem kartesischen Koordinatensystem
betrachte man alle Quadrate, deren Eck-
punkte ganzzahlige Koordinaten (x;y) mit
1<x, y<n haben. Sei p, (k=0, 1, 2, ...) die
Anzahl der Punktepaare, die fiir genau k
solcher Quadrate Paare von Eckpunkten
sind.

Man zeige, daB Z(k— 1)pi=0 ist.

Lisung

Da die Verbindungsstrecke eines Punkte-
paares Seite hochstens zweier Quadrate und
Diagonale eines dritten sein kann, ist k=0, 1,
2,3.

Die Anzahl aller Punktepaare im Koordi-

natengitter ist
) nZ 1 5 {
2 2" n ) “)

Die Anzahl der Quadrate, deren Seiten
parallel zu denen des Gesamtquadrates sind.

n—1
ist Y 2, wihrend die Anzahl der einem
=1

solchen Quadrat einbeschriebenen Quadrate
n—1 ist, wie Bild 6 verdeutlicht. Die Anzahl
aller Quadrate ist also

gln)= "Z Pn—l)= Z[F —D+ln-1?]

w
&
P 3
-
|

|

|

1

i

|

|

I
———d

Wegen (2) besteht die Vermutung
64(n)=p(n) 5)

n—1

oder6 Y ln—D=n(n*—1)=(n—1)n(n+1),
=1

was durch volistindige Induktion

63l 1-D= [zz n—1) +zz]

=n—Unn+1)+3nr+1)=nn+1)(n+2)
bestatigt wird. Aus (5) folgt (3), wie oben ge-
zeigt wurde. Wir erhalten aus (5) jetzt auch
die Antwort auf die anfangs aufgeworlene
Frage nach der Anzahl aller Quadrate fiir den
92

2

. . 1 1/82
Furn=81stq(8)=g(8)=3 2 =336.

Betrachten wir nun in dem-oben erwidhnten
Koordinatensystem ein beliebiges Quadrat,
dessen Eckpunkte P, (m=1, 2, 3, 4) wieder
ganzzahlige Koordinaten haben. Umlaufen
wir in der Reihenfolge P;—P,— P3P, das
Quadrat im mathematisch positiven Sinne
wie in Bild 7 und haben wir zwei benachbarte
Eckpunkte P;(x;y) und P;(u;v) durch ihre
Koordinaten festgelegt, so sind die beiden
anderen Eckpunkte P;(u+(y—uv);v+(u—x))
und P4(x+(y—v);y+(u—x)) dirch die Ko-
ordinaten von P; und P, bestimmt. Wenn
wir nun von solchen Quadraten alle diejeni-
gen ins Auge fassen, deren sdmtliche Eck-
punkte sich innerhalb oder auf dem Rande
eines Quadrates mit den Eckpunkten 4(1;1),
B(n;1), C(n;n), D(1;n) befinden, so entsteht
eine weitere Aufgabenstellung:

Fall n=9. Es ist q(9)=ép(9)=€p =540.

Fortsetzung: siche Seite 24

9
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Speziell
fir Klasse 5/6

Vier in einer Reihe

Das folgende Spiel konnt ihr zu zweit auf
kariertem Papier, auf einem Feld der GroBe
6 x 6 Kistchen, spielen:

Die Spieler zeichnen abwechselnd ihr Zei-
chen in ein Kistchen, am besten mit verschie-
denen Farbstiften. Wer zuerst vier anein-
anderliegende Kastchen in einer Reihe (waa-
gerecht, senkrecht oder diagonal) mit seiner
Farbe bzw. seinem Zeichen besetzt hat, hat
gewonnen (Bild 1).

Im Beispiel haben die Spieler ,, +** und ,,0¢
schon je zwei Kistchen belegt. Wenn ,,+*
sein Zeichen in das eingerahmte Feld schreibt,
hat er drei aneinanderliegende Kistchen in
einer Diagonalen besetzt. Im nédchsten Zug
kann er dann entweder unten oder oben das
vierte Késtchen anschlieBen und ist Sieger.
Nachdem ihr einige Runden gespielt habt,
wird euch interessieren, welche Ziige zum
Gewinn fithren.

Aufgabe

a) Wieviel Viererreihen lassen sich mit etnem
Kistchen in einer Ecke, am Rand bzw. in der
Mitte des Feldes bilden? Die Antwort zeigt:
Es ist am giinstigsten, die Kastchen in der
Mitte zuerst zu besetzen.

b) Gibt es fiir den Spieler, der anfangt, einen
Spielplan, der ihn sicher zum Gewinn fiihrt?

Reizvoller und bedeutend komplizierter wird
das Spiel, wenn 3 oder 4 Spieler teilnehmen,
oder wenn man zu zweit ,,5 in einer Reihe
(auch Gobang genannt) spielt. Dazu braucht
man ein groBeres Feld, etwa 15 x 15.

Losung

a) Das Ergebnis ist in Bild 1 links unten ein-
getragen.

b) Der erste Spieler ,, +‘* kann bei richtigem
Spiel stets gewinnen. Wir geben einen Spiel-

Bild 1 Bild 2

6
5
+|(0 +/0 '
o|+ 5181 3
4|68 2
9|45 1

a b c de f
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plan fiir die wichtigsten Fille an. Die Zeilen
des Spielfeldes bezeichnen wir mit Zahlen 1
bis 6 und die Spalten mit den Buchstaben
a bis e (wie beim Schach).

,, +°* besetzt zuerst das Kastchen c4 (Bild 2).

1. Fall: ,,0" besetzt ein Kistchen gerade
daneben, dies sei d4 (Bild 2). Dann setzt ,, +**
d3. Um zu verhindern, daB ,, +* vier Kast-
chen in der Diagonalen bekommt, muB ,,0*
jetzt €2 (oder b5) besetzen. ,,+‘* antwortet
mit c3 (Bild 3) und kann sich im nichsten
Zug mit c2 oder e3 eine ,,nach beiden Seiten
offene Dreierreihe* schaffen. Das heiBt, ,, +**
gewinnt im 5. Zug.

Bild 3 6
s

+[o '

+ |+ 3

o) 2

1

a bcd e f

2.Fall: ,,0* besetzt ein Kistchen dlagonal
daneben, dies sei d3. ,, +* setzt d5 (oder b3,
andere Ziige fithren nicht sicher zum Ge-
winn). Um eine offene Dreierreihe zu ver-
hindern, muB ,,0* b3 besetzen und ,, +* ¢3.
Nun droht eine offene Dreierreihe auf der
c-Linie (Bild 4). Setzt ,,0‘“ c2, so antwortet
»+“ c5 und c6 oder b5 im nichsten Zug.
Setzt ,,0* c5, so antwortet ,,+‘ d4 und
schafft dann mit e4 oder e5 eine offene
Dreierreihe. In jedem Fall gewinnt ,, +* mit
dem 6. Zug.

Alle anderen Fille erfordern nur kleine An-
derungen im Spielplan (aber Vorsicht!).

Bild 4

]
+
o
_“ N W o o

a bcdef Bild 5

Weiterfiihrende Aufgabe:

Lose die gleichen Aufgaben fiir ein ,,Steck-
halmafeld*!
(Sie ist noch etwas interessanter.)

Ch. Bandt

Dr. Ch. Bandt ist zur Zeit an der Universitit
Addis Abeba als Hochschullehrer titig.

ABC-Mathomadit:
Obympiade

Jedes Jahr werden die Schiiler der Klasse 1
bis 4 im Mirzheft der ABC-Zeitung aufge-
fordert, sich an der ABC-Mathematik-Olym-
piade zu beteiligen. (Die Zeitschrift Die Un-
terstufe informiert die Lehrer jeweils in
Heft 2.)

Welches Anliegen haben diese Olympiaden?
Sie sollen bei den Schiilern von der 1. Klasse
an die Liebe zur Mathematik wecken, vor-
handenes mathematisches Interesse weiter
fordern, die Lust am mathematischen Denken
und Knobeln entwickeln helfen und damit
zu einer sinnvollen Freizeitbeschiftigung bei-
tragen. Alle Schiiler der Klassen 1 bis 4 haben
somit die Moglichkeit, ihre Krifte miteinan-
der zu messen, indem sie die gestellten Auf-
gaben 16sen. Besonders beliebt sind stets Kno-
bel- und Scherzaufgaben. Selbstverstindlich
werden die Forderungen so bemessen, daB sie
nicht iiber die des Lehrplans hinausgehen.
Bei diesen Olympiaden unterscheiden wir
zwei Stufen. Die Aufgaben der 1.Stufe. Sie
erscheinen in der ABC-Zeitung. Die Schiiler
16sen die Aufgaben zu Hause. Wer alle Auf-
gaben gelost hat, kann sich an der 2. Stufe
beteiligen. Sie wird unter Aufsicht von Pad-
agogen in der Schule, im Hort, an einem
Pioniernachmittag oder im Rahmen von zen-
tralen Veranstaltungen in Pionierhdusern,
Stationen Junger Naturforscher und Techni-
ker oder Klubhidusern durchgefiihrt.

Alle erfolgreichen Teilnehmer werden der Re-
daktion der ABC-Zeitung gemeldet. Sie er-
halten von dort eine geschmackvoll gestaltete
Urkunde. Das spornt natiirlich an, sich in den
kommenden Jahren zu beteiligen. Im Jahre
1963, dem Griindungsjahr der ABC-Mathe-
matikolympiaden, wurden 2270 Schiilern
Urkunden ausgehandigt, im Jahre 1980 er-
hielten 180170 Schiiler diese Anerkennung.
Das ist ein beachtlicher Erfolg.

Die ABC-Mathematikolympiade kann aufl
18jihrige Traditionen zuriickblicken. An die-
ser Stelle sei den ,,Schopfern* der Aufgaben,
den beiden Zeitschriften 4BC-Zeitung und




Die Unterstufe, den zahlreichen Lehrern,
Pionierleitern und Eltern, welche sich Jahr
um Jahr einsetzen, um ein Stiick auler-
unterrichtliche Tatigkeit im Fach Mathema-
tik zu leisten, herzlich gedankt. Fiir alle
alpha-Leser veroflentlichen wir die Aufgaben
der 1.Stufe der 19. ABC-Mathematikolym-
piade 1981.

" J. Lehmann

Aufgaben

Ala Im Rahmen des Auftrages Pionier-
signal X. Parteitag leisten die beiden 4. Klas-
sen der Friedrich-Engels-Oberschule Timur-
Hilfe. In der Klasse 4a sind das 17 Thialmann;
Pioniere. Das sind 2 Thilmann-Pioniere
mehr als der [tinfte Teil der Schiiler, die sich
aus der Klasse 4b beteiligen.

Wieviel Thilmann-Pioniere leisten in ‘der
Klasse 4b Timur-Hilfe?

A2A a)307536+63001+286+4028
b) 8726 — 1503 — 826
c) 3063-735
d) 50463 :7
Ala a) 8min= s
150 min= h
6cm = mm
5km = ‘m
b) Gib den zehnten Teil an!
5M; 3kg; 4cm.

Ada Wie groBl ist die Summe, wenn der
eine Summand 1360 und der andere das
S0fache dieser Zahl ist?

AS5a Zeichne drei Punkte 4, B und C, die
auf ein und derselben Geraden liegen! Zeich-
ne eine Strecke PQ!

Zeichne von A, B und C aus Strahlen, die
parallel zueinander sind'

Trage aul diesen Strahlen von ihren Anfangs-
punkten aus die Strecke PQ ab!

ABC-Mathematik-
Olympiaden in Erfurt

Alljahrlich im Mai findet [ir Schiiler der
4. Klassen aus dem gesamten Stadtgebiet eine
ABC-Mathematik-Olympiade statt. Gastge-
ber ist die Pionier- und Jugendakademie des
Hauses der Jungen Pioniere Otto Grotewohl.
Durch die ABC-Mathematik-Olympiaden be-

reiten sich die Schiiler auf die 1. und 2. Stufe
der Olympiade Junger Mathematiker der DDR,
Klassenstufe 5, vor. Die Besten werden in
einen Mathematikzirkel des Hauses der JP
aufgenommen.

Die Schulen delegieren ihre jeweils leistungs-
starksten Schiiler. Korrektoren sind Mathe-
matikfachlehrer. Die Ergebnisspiegel kom-
men dann sofort in das Rechenzentrum des
Pionierhauses. Es stehen die Kleinrechner
SER 2¢ und 2d zur Verfiigung. Das Aus-
wertungsprogramm fiir diese Olympiaden
wurde von dem Schiiler Andreas Saal, EOS
G. E. Lessing, entwickelt. Zehnmal schneller
als bei einer traditionellen Auswertung druckt
der Rechner die Ergebnislisten, Plazierungen
und eine Gesamtauswertung, gegliedert nach
Schulen und Stadtbezirken, aus.

Aufgaben

Klassenstufe 4
(reine Arbeitszeit: 90 Minuten) _

Ala Welches Ergebnis géhﬁrt zu welcher

Aufgabe?

53-32 24-19 28-4 60-8 25-5

125 1696 480 112 456

A2aA In Halle wurden im Jahre 1977 in

jedem der etwa 210000 Haushalte 40kg
Altpapier an die Sammelstellen abgegeben.
Eine Tonne Altpapier entspricht etwa dem
Wert einer Kiefer von 80 Jahren.

Wieviel Kiefern im Alter von 80 Jahren konn-
ten durch das abgegebene Altpapier erhalten
bleiben?

A3 A Ordne der GroBe nach:
1500 cm, 12000 mm, 3,106 km, 218 dm,
1085 mm, 10,80 cm, 600 cm'!

A4 A Zeichnezwei Strecken: Die erste miBt
15 cm, die zweite miBt viermal soviel wie der
dritte Teil der Lange der ersten Strecke!

A5a Der Berliner Fernsehturm ist hoher
als der Eiffelturm in Paris, aber nicht so hoch
wie der Fernsehturm in Moskau. Der Dresd-
ner Fernsehturm ist nicht so hoch wie der
Eiffelturm, aber héher als die Lomonossow-
Universitdt. Der Erfurter Dom ist nicht so
hoch wie die Lomonossow-Universitit.
Fertige eine Skizze an, und nenne die Bau-
werke in der Reihenfolge ihrer Hohe!

L)
OV VRIADH
1972

A6 A Wieviel Dreiecke sind in unserer Ab-

bildung dargestellt?
Stelle eine Ubersicht dieser Dreiecke auf!
z.B. AABG ABEG

] c

H
F = 3
[
A 8
M. Hoffmann

ABC-Mathematik-
Olympiaden in Leipzig

Es ist zu einer Tradition geworden, daB in den
Stadtbezirken Leipzig-Mitte und Leipzig-Sid
fiir Schiiler der Klassen 3 und 4 Olympiaden
durchgefiihrt werden. Die Besten werden in
Mathematikzirkel aufgenommen und berei-
ten sich — wie in Erfurt — zielstrebig aul die
Olympiaden Junger Mathematiker der DDR
vor. alpha verdffentlicht die Aufgaben des
Jahres 1980 (reine Arbeitszeit: 60 Minuten).
Viel Freude und Erfolg beim L6sen der Aul-
gaben!

Ala Unser Wohnblock ist 32 m lang und
11 m breit. In einer Entfernung von 1 m von
der Hauswand fiihrt ein Plattenweg rings um
den Wohnblock. Thomas und Heike wollen
jeden Morgen eine Runde um den Hiuser-
block laufen und diesen Plattenweg be-
nutzen.

Wie lang ist die Laulstrecke?

A2a In Leipzig-Griinau sollen bis 1980
etwa 15000 Wohnungen gebaut werden. Man
nimmt an, daB in einem Fiinftel der Wohnun-
gen zwei Personen, in der Hilfte drei Perso-
nen und im Rest vier Personen einziehen.
Wieviel Biirger werden in den neuen Woh-
nungen leben?
A3a Die Lomonossow-Universitit in
Moskau ist héher als das Universitiatshoch-
haus in Leipzig. Der Dresdner Fernsehturm
ist hoher als die Lomonossow-Universitit,
aber nicht so hoch wie er Eiffelturm in Paris.
Der Berliner Fernsehturm ist hoher als der
Eiflelturm, aber nicht so hoch wie der Fern-
sehturm in Moskau.
Gib die Bauwerke in der Reihenfolge ihrer
Hohe an!

M. Rehn
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Wer lost mit?
alpha-Wettbewerb

Aufgaben aus vergangenen Olympiaden

Junger Mathematiker der DDR

Letzter Einsendetermin: 1. Mai 1981

Mathematik

Ma5 82055 Im Werkunterricht sollen Rea-
genzglasstinder fiir je 5 Reagenzgldser her-
gestellt werden. Das obere Brettchen ist
160 mm lang. Es soll 5 Bohrungen von je
18 mm Durchmesser erhalten. Der Abstand
der ersten bzw. letzten Lochmitte von den
Brettchenenden betriagt je 24 mm. Alle Boh-
rungen sollen untereinander gleichen Ab-
stand haben.

a) Wie groB ist der Abstand von Lochmitte
zu Lochmitte?

b) Wie groB sind die Zwischenrdume zwi-
schen den Bohrlochrindern?

Ma5 #2056 Konstruiere ein regelmiBiges
Sechseck! Zeichne in das Sechseck alle mog-
lichen Diagonalen ein! Wieviel Diagonalen
findest du? Zihle sie auf, indem du sie be-
nennst (z.B. AB, ...)!

Ma5 82057 Gesucht ist eine zweistellige
natiirliche Zahl mit folgenden Eigenschaften:
Die Summe ihrer Ziffern betrigt 10. Ver-
tauscht man ihre Ziffern und addiert zu dieser
dadurch entstandenen Zahl die Zahl 2, so er-
hélt man das Dreifache der urspriinglichen
Zahl.

Mas #2058 Gib simtliche Losungen des
nachstehenden Kryptogramms (siehe Bild)
an, d.h. ersetze die geometrischen Figuren
durch je eine der Ziffern 0 bis 9, daB zusam-

BA + 8 =31

19 + R =11
14 + 3 -0

men mit den bereits angegebenen Ziflern
simtliche (waagerecht und senkrecht stehen-
den) Aulgaben richtig gelost sind! Dabei be-
deuten gleiche Figuren gleiche Ziffern.

Ma5 #2059 Eine Gruppe Junger Mathe-
matiker fihrte eine Exkursion durch. Jeder
Teilnehmer bezahlte 1,50 Mark fiir die Fahr-
kosten. Bei der Bezahlung des Sammelfahr-
scheines blieb ein Betrag von 1,10 Mark
iibrig. Hitte jeder Teilnehmer 1,40 Mark ein-
gezahlt, so hitten 1,10 Mark an den Kosten
des Sammelfahrscheines gefehlt. Ermittle die
Anzahl der Teilnehmer an dieser Exkursion!
Wieviel Geld erhielt jeder dieser Teilnehmer
zuriick, als der zuviel eingezahlte Betrag
gleichmaBig unter ihnen verteilt wurde?

Ma5 #2060 In einem Kasten befinden sich
insgesamt 100 gleichgrofe Kugeln, ndmlich
28 rote, 28 blaue, 26 schwarze, 16 weiBe und
2 griine. Ulrike soll aus diesem Kasten im
Dunkeln (also ohne bei irgendeiner der
herausgenommenen Kugeln die Farbe erken-
nen zu konnen) eine Anzahl von Kugeln
herausnehmen. Die Anzahl soll sie so wihlen,
daB unter den herausgenommenen Kugeln
mindestens 9 die gleiche Farbe haben miis-
sen. Welches ist die kleinste Kugelanzahl, die
Ulrike wihlen kann, um diese Aufgabe zu
erfiillen?

Maé6 m2061 Wieviel verschiedene Arten von
Personenzugfahrkarten 2. Klasse braucht
man [iir eine Strecke mit 15 Statipnen, wenn
es fiir jede mogliche Verbindung eine Fahr-
karte geben soll? Wie hast du die Anzahl er-
mittelt?

Ma6 82062 In den Ferien war Klaus auf
dem Lande. Aus seinen Beobachtungen ergab
sich folgende Scherzaufgabe:

1 Tagen 11 Eier.

1. .
1§ Hiihner legen in 1 3 5

Kers#ing-0S, Klae ?
150

30

Thies LuAbur, 2600 Guntrow, Wordersér 22

Ma 7e
1369

10

Pradikad:

10

Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb kénhen sich alle alpha-
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleil-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schuljahr
(bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu rich-
len an

Redaktion alpha

7027 Leipzig, Postfach 14.

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe fortlaufend numeriert.
Der iiblichen Nummer ist ein Ma (Mathema-
tik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und
eine Ziffer, z. B. 7, vorgesetzt (d. h. fir
7. Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmern sind nur die Aul-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstufen
11/12 und Erwachsene 16sen die Aufgaben,
welche mit Ma 10/12, Ph 10/12 oder Ch 10/12
gekennzeichnet sind.

5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt zu
verwenden, Format A4 (210 mm x 297 mm)
(sieche Muster), denn jede Aufgabe wird fiir
sich, d. h. in einem Zug, korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollstindige und richtige) Losung
(nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis) ein-
gesandt haben, erhalten von der Redaktion
eine Antwortkarte mit dem Pradikat ,,sehr
gut gelost™, ,.gut geldst” oder ,gelost™.
Schiller, welche nur einen SchluBsatz zu
einer Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, unibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ,,nicht geldst™.

Letzter Einsendetermin wird jeweils bekannt-
gegeben. Der Jahreswettbewerb 1980/81 lduft
von Heft 5/80 bis Heft 2/81. Zwischen dem
1. und 10. September 1981 sind alle durch
Beteiligung an den Wettbewerben der Hefte
5/80 bis 2/81 erworbenen Karten geschlossen
an die Redaktion einzusenden. Eingesandte
Antwortkarten werden nur dann zuriickge-
sandt, wenn ein Riickumschlag mit ausrei-
chender Frankatur beiliegt.

Die Preistrager und die Namen von Kollekti-
ven, die sich am Wettbewerb beteiligen, wer-
den in Heft 6/81 verollentlicht. Wer min-
destens 10 Antwortkarten (durch die Beteili-
gung an den Wettbewerben der Hefte 5/80
bis 2/81) erhalten hat und diese einsendet,
erhilt eine Anerkennungsurkunde und ein
Abzeichen (in griiner Farbe). Schiiler, die
bereits zwei Anerkennungsurkunden besitzen
und diese mit den Antwortkarten des Wett-
bewerbs 1980/81 einsenden, erhalten das
alpha-Abzeichen in Gold (und die Urkunden
zuriick). Wir bitten daraul zu achten, daB
alle Postsendungen richtig [rankiert sind und
daB die Postleitzahl des Absenders nicht ver-
gessen wird. Redaktion alpha



Ermittle die Anzahl aller Eier, die bei gleicher
Legeleistung 7 Hiihner in 6 Tagen legen
wiirden!

Maé6 #2063

52%2*
sind an den mit * bezeichneten Stellen zwei
(gleiche oder verschiedene) Ziffern so einzu-
setzen, daBl die dadurch entstehende Zahl
durch 36 teilbar ist. Gib alle Moglichkeiten
hierfiir an! (Beachte: Eine Zahl ist genau
dann durch 36 teilbar, wenn sie durch 4 und
durch 9 teilbar ist.)

In der finfstelligen Zahl

Ma6 82064 Ruth, Marion und Petra ver-
bringen einen Teil ihrer Ferien in einem
Pionierlager. Jede von ihnen betreibt genau
eine der Sportarten Tischtennis, Volleyball
und Schwimmen. AuBerdem ist bekannt:

(1) Marion leiht sich von der Volleyball-
spielerin gern gute Biicher. :

(2) Die Volleyballspielerin und Petra haben
nicht gleich viele Preise bei der Mathematik-
olympiade errungen.

(3) Marion geht in eine hohere Klasse als die
Tischtennisspielerin.

Welche Sportart treibt jedes der drei Mad-
chen?

Ma6 82065 Eine Strecke von 168 m Linge
soll in drei Teilstrecken geteilt werden, deren
Langen der Reihe nach mit g, b, ¢ bezeichnet
seien. Dabei soll die zweite Teilstrecke drei-
mal so lang wie die erste und die dritte Teil-
strecke viermal so lang wie die erste sein.
Ermittle alle Moglichkeiten, die Lingen a,
b, ¢ der Teilstrecken so anzugeben, daB eine
Teilung mit diesen Eigenschaften entsteht!

Ma7 w2066 Konstruiere
Quadrat! Konstruiere dann
a) ein Quadrat mit der doppelten Fliche,

b) ein Quadrat mit der halben Flidche

des Ausgangsquadrates! Begriinde die Kon-
struktion!

Ma7 w2067 Jemand schreibt alle natiirli-
chen Zahlen von 1 bis 5555 auf, jede genau
einmal. Berechne die Anzahl aller dabei ge-
schriebenen Ziffern 9!

Ma?7 #2068 Nach der Sage machte die boh-
mische Konigin Libussa die Gewédhrung ihrer
Hand von der Losung eines Ritsels abhéngig,
das sie ihren drei Freiern aufgab:

»Wenn ich aus diesem Korb mit Pflaumen
dem ersten Freier die Hilfte des Inhalts und
noch eine Pflaume, dem zweiten die Hiilfte
des Restes und noch eine Pflaume, dem dritten
die Hilfte des nunmehrigen Restes und noch
drei Pflaumen geben wiirde, dann wire der
Korb geleert.

Nenne die Anzahl der Pflaumen, die der
Korb enthilt!

Ma7 2069 Eine Gdrtnerische Produktions-
genossenschaft verkaufte in den Monaten
August bis November Apfel. Der Preis fiir
1 kg Apfel war im September um 209/ niedri-
ger als im August, im November hingegen

ein  beliebiges

um 209, hoher als im September. Waren die
Apfel im November billiger, im Preis gleich
oder teurer als im August? Falls der Preis im
November von dem im August abwich, ist
anzugeben, um wieviel Prozent des August-
preises der Novemberpreis von diesem ab-
wich.

Ma§8 m2070 Bei einem mehradrigen Kabel
werden Adern gleichen Durchmessers um
cine Mittelader vom gleichen Durchmesser
so angeordnet, daB sie einander beriihren.

a) Wieviel Adern braucht man?

b) Beweise diese Behauptung!

Mag #2071 Von einem gleichseitigen Drei-
eck ist die Lange g des Inkreisradius bekannt.
Das Dreieck ist unter alleiniger Verwendung
von Zirkel und Lineal zu konstruieren'!

Ma8 #2072 Ermittle simtliche Losungen
des nachstehenden Kryptogramms, d.h.,
simtliche Moglichkeiten, die Buchstaben so
durch Ziffern zu ersetzen, dafl alle waage-
recht und senkrecht stehenden Gleichungen
erfiillt sind! Dabei sollen gleiche Buchstaben
gleiche und verschiedene Buchstaben ver-
schiedene Ziffern bedeuten.
ABC-DE=AFG

H-HA= CH

BJ+ AJ=AAC
Hinweis: Die Aufgabe ist nicht nur durch
Raten zu losen wie hidulig in Ritselzeit-
schriften, sondern es sind Uberlegungen zur
Vollstandigkeit und Richtigkeit der Losung
anzugeben.

Ma8 ®2Q073 Peter stellt seinem Freund Fritz
folgende Aufgabe: ,Gegeben sei ein Kreis,
dessen Durchmesser gleich dem Erddurch-
messer ist, und ein zweiter dazu konzentri-
scher Kreis, dessen Umfang | m langer als der
Umfang des ersten Kreises ist. Ermittle den
Abstand beider Kreislinien voneinander !
Nach kurzem Uberlegen nennt Fritz diesen
Abstand und behauptet:

»,Wenn der erste Kreis nur den Durchmesser
einer Stecknadelkuppe (1 mm) besitzt und der
Umfang des zweiten konzentrischen Kreises
wiederum 1 m ldnger als der des ersten Krei-
ses ist, dann ist der Abstand dieser beiden
Kreise genau so groB wie in deiner Auf-
gabe.*

Stimmt diese Behauptung von Fritz? Wie
groB ist der Abstand der konzentrischen
Kreislinien in beiden Fillen?

Ma9 82074 In [**-**

k]
ok

ok | &

sind die Sternchen durch (nicht notwendig
einander gleiche) Ziflern so zu ersetzen, daB
eine richtig geloste Multiplikationsaufgabe
entsteht. '

Geben Sie alle Moglichkeiten hierfiir an!

Ma9 82075 Auf die Frage nach seinem Al-
ter sagte Herr X: ,,Die Quersumme der An-
zahl meiner Lebensjahre betrigt genau ein -
Drittel dieser Anzahl. Das Quadrat der Quer-
summe der Anzahl meiner Lebensjahre ist
genau dreimal so groB wie die Anzahl meiner
Lebensjahre.”

Konnen die Angaben von Herrn X zutrel-
fen? Wenn ja, wie alt ist Herr X? (Angabe in
vollen Lebensjahren)

Ma9 #2076 Jede Seitenhalbierende eines
Dreiecks zerlegt die Dreiecksflichen, die
gleichlange Grundseiten und gleichlange H6-
hen haben und somit inhaltsgleich sind. Der
Schnittpunkt der Seitenhalbierenden eines
Dreiecks heiBt Schwerpunkt des Dreiecks.
Untersuchen Sie, ob jede Gerade durch den
Schwerpunkt S eines Dreiecks AABC dessen
Fldche in zwei inhaltsgleiche Teilflichen zer-
legt!

Ma9 82077 Wihrend einer GST-Ubung
schitzten Andreas und Frank die Linge einer
Strecke. Wenn Andreas um 10°% weniger ge-
schdtzt hitte, hitte er die genaue Linge ge-
troffen. Wenn Franks Schitzwert um 10%
hoher gelegen hitte, hitte er die genaue
Liange der Strecke getroffen. Bei welcher der
beiden Schitzungen ist der absolute Betrag
des absoluten Fehlers geringer?

Mal10/12 2078 In DREI
+DRE1
+DRE1

NEUN

sollen die Buchstaben so durch Ziffern ersetzt
werden, daB eine richtig geloste Additions-
aufgabe entsteht. Dabei sollen fiir die gleichen
Buchstaben gleiche Ziffern und fiir verschie-
dene Buchstaben verschiedene Ziffern ein-
gesetzt werden!

Geben Sie alle Losungen dafiir an!

Ma10/12 ®2079 In einem alten Lehrbuch
wird in einer Aufgabe iiber folgenden Handel
berichtet:

Ein Bauer wollte bei einem Viehhindler
mehrere Tiere kaulen. Der Viehhidndler ver-
langte fiir jedes den gleichen Preis. Dem
Bauern gelang es, diesen Preis um genau so
viel Prozent des gelorderten Preises herunter-
zuhandeln, wie er (in Groschen) betragen
sollte. Er bezahlte jetzt 21 Groschen pro Tier.
Bei dem urspriinglichen Preis hiitte sein Geld
genau [ur drei Tiere gereicht. Jetzt konnte er
mehr Tiere kaufen, wobei er sein Geld voll-
stindig ausgab. Wie viele Tiere konnte der
Bauer insgesamt kaufen?

Ma10/12 w2080 Von einem rechtwinkligen
Dreieck seien die Linge ¢ der Hypotenuse
und die Linge r des Inkreisradius bekannt.
Ermitteln Sie den Umfang des Dreiecks!

Ma10/12 w2081 Geben Sie alle reellen Zah-
len x(x3 —3) an, die folgende Ungleichung
erfiillen:

2 1

1,5 1
x+3 2

> —
=x+3 10

(1)
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Physik

Ph6 891 Die Masse eines Wiirlels aus Gold
wurde mit 2250g und sein Volumen mit
125 cm® bestimmt.

Besteht dieser Wiirfel vollstindig aus Gold,
oder konnte sich im Inneren ein Hohlraum
befinden? Begriinde deine Entscheidung! Be-
rechne den tatsichlichen Rauminhalt des

: g

Goldes! (chhte 0=193 E’)
Ph7 ®92 Aufeiner der beiden Schalen einer
Waage befindet sich ein GefdB mit Wasser,
und auf der anderen steht ein GefdB mit
Petroleum. Die Waage befindet sich im
Gleichgewicht. An den Enden der Hebelarme
einer anderen Waage hiéngen anstelle der
Schalen Messingkugeln gleicher Masse. Diese
Waage befindet sich ebenfalls im Gleich-
gewicht. Die letztere Waage wird nunmehr
iiber die erstere gestellt, und zwar so, daB die
Kugeln ganz in die Fliissigkeiten eintauchen,
ohne den Boden zu beriithren. Was zeigen die
beiden Waagen an?

Ph8 m93 Gegeben seien die drei Teilwider-
stande mit 1 Q, 2 Q und 3 Q. Welche Gesamt-
widerstinde kann man aus diesen drei gege-
benen Teilwiderstinden zusammensetzen?
Mit welcher Schaltung erhilt man den groB-
ten bzw. Kleinsten Widerstand?

Ph9 894 Einezylindrische Rohreder Linge
list an einem Ende verschlossen und wird mit
heiBer Luft gefiillt. Sie wird mit dem offenen
Ende nach unten ins Wasser getaucht, bis das
verschlossene Ende sich in Hohe des Wasser-
spiegels befindet. Nach Temperaturausgleich

ist die Rohre zu % mit Wasser gefiillt. Zu be-

rechnen ist die Anfangstemperatur der Luft
in der Rohre. Fiir die Wassertemperatur sind
T, und fiir den Luftdruck p, anzusetzen.

Ph10/12 W95 Bei einer Datschen-Beleuch-
tung sind 18 Lampchen mit einer Nenn-
spannung von 12 V hintereinandergeschaltet.
An diesen Kreis wird eine Spannung von
220V angelegt. Ein Bastler, der sich eine sol-
che Beleuchtung selbst herstellen will, besitzt

gerade noch 18 Lampchen fiir 12 V, von de-)
nen auf 9 die Leistung 3 W, auf den anderen 9
die Leistung 6 W angegeben ist. Ist die Lich-
terkettte, bei der diese 18 Lampen hinterein-
andergeschaltet sind, [ir den AnschluBl an
eine Steckdose mit der Spannung 220 V ge-
eignet?

Chemie

Ch7 =73 200g einer 3%igen Kochsalz-
16sung werden mit 200 g einer 7°%/igen Koch-
salzlosung gemischt. Wieviel Prozent Koch-
salz enthélt die Mischung?

Ch8 @74 Wieviel Wasser muBl man 3 kg
einer 3% igen Kuplersulfatisung zusetzen,
damit man eine 1,2%ige Kupfersulfatlésung
erhilt?

Ch9 ®75 Aus 50t Eisenerz, das Magnetit
(Fe3C4) und Hamatit (Fe,O3) enthilt, wur-
den 35,7 t Eisen gewonnen. Wie groB3 war die
Menge des Magnetits und wie groB3 die des
Hiématits im Erz?

Ch10/12 76 Um das Gefrieren des Kiihl-
wassers im Motorblock und Kiihlsystem
eines Kraftfahrzeuges zu verhindern, mischt
man vor Beginn des Winters Frostschutz-
mittel der Dichte 1,135g - cm™3 dem Kiihl-
wasser bei. Hat diese Mischung eine Dichte
von 1,027g-cm™3, so erhilt man Frost-
schutz bis — 10°C. Wieviel Liter Frostschutz-
mittel und wieviel Liter Wasser kommen aul
100 Liter Gefrierschutzmischung dieser Dich-
te?

Zwei Geometrieaufgaben
von

Jorg Pietschmann

1. Preistriger der X1X.Olympiade

Junger Mathematiker der DDR

Schiiler der EQS J.J. Winckelmann, Stendal
(KL 9)

42082 A In einem rechtwinkligen Dreieck
ABC seien a bzw. b die Lingen der beiden
Katheten.
Es ist zu beweisen, daf} fiir die Lange der HGhe
gilt:

h~%=a"%*+b"2!
A2083a Gegeben sei eine Strecke AB be-
liebiger Lange. P sei ein innerer Punkt dieser
Strecke. Uber AP und BP seien Halbkreise
in ein und dieselbe Halbebene gezeichnet.
Um die ,,Mittelpunkte M; und M, dieser
Halbkreise seien Kreisbogen mit den Radien
M,Pund M,P gezeichnet, die sich auBer in P
in einem weiteren Punkt P’ schneiden.
Es ist zu beweisen, daB P’ auf dem Halbkreis
iiber AB liegt!

Als Schiiler der 9. Klasse startete Jorg Pietsch-
mann zur DDR-Olympiade in Klasse 10 und
erreichte dort als einziger Teilnehmer die
volle Punktzahl (40 Punkte). Zur XIX. OJM
gab es weitere 18 sogenannte Friihstarter.

(=,

W)

alpha aktuell

Zitate von Wissenschaftiern

@ Schopferische Fihigkeiten sind so kostbar
und gleichzeitig so stéranfillig, daB Behut-
samkeit und Sorgfalt dazugehéren, sie zu
wecken und zu fordern.

Prof. Dr. K. Schwabe, Chemiker

® Praxis ohne Theorie ist blind,
Theorie ohne Praxis unfruchtbar.
Prof. Dr.John D. Bernal, Mediziner

® Wichtig ist nicht, daB ein Schiiler etwas
iber das Klassenziel Hinausragendes gelei-
stet hat, wichtig ist, daB es der Lehrer be-
merkt und gefordert hat.

Prof. Dr. K. Schriter, Mathematiker

® Der Kliigere gibt nicht nach.
Prof. Dr. Prokop/Prof. Dr. G. Uhlenbruck,
Gerichtsmediziner

® Nur Ideen zu haben, ist relativ billig; die
Schwierigkeit liegt bei ihrer Verwirklichung
mit moglichen Mitteln bis zu einem aussage-
kraftigen AbschluB.

Prof. Dr. M. Steenbeck, Physiker



ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Freundschaft in Aktion

Deutsch-polnischer
Wettstreit

Seit Jahren bestehen [reundschaftliche Be-
zichungen zwischen der Schuljugend des Be-
zirkes Frankfurt (Oder) und der Wojewod-
schaft Gorzow in der Volksrepublik Polen.
Es hat sich zu einer schonen Tradition ent-
wickelt, jdhrlich einen mathematischen Lei-
stungsvergleich durchzufiihren.

Wihrend Pioniere und FDJ-Mitglieder aus
Oberschulen des Oderbezirks im vergange-
nen Jahr in Barlinek (VR Polen) zu Gast
waren, begriiften wir im Mirz 1980 Junge
Mathematiker aus der Wojewodschaft Gor-
zow. Eisenhiittenstadt war dieses Mal Aus-
tragungsort des Wettbewerbs. Die Station
Junger Techniker und Naturforscher erwies
sich als sehr guter Gastgeber.

Je 15 Schiiler in drei Wertungsgruppen (Klas-
senstufe 7/8, 9/10 und 11/12) hatten in einer
vierstiindigen Klausur je zwei Pflicht- und
eine Wahlaulgabe zu l6sen. Fiir unsere Schii-
ler bedeutete das nicht nur einen Leistungs-
vergleich, sondern gleichzeitig aktive Vorbe-
reitung auf die Olympiade Junger Mathe-
matiker der DDR.

Neben dem Ringen um gute mathematische
Erfolge gab es auch zahlreiche freundschaft-
liche Begegnungen zwischen den Schiilern
und Piddagogen beider Liander. Die Bastel-
und WissensstraBe, besonders auf naturwis-
senschaftlich-technischemn Gebiet, waren stets
umlagert. Jeder Teilnehmer wollte auf jeden
Fall ein selbstgebasteltes Geschenk zur Er-
innerung an diesen Wettbewerb mit nach
Hause nehmen. Auf groBes Interesse stieB
auch ein von der Station Junger Natur-
forscher und Techniker Eisenhiittenstadt ge-
drehter Film iiber die Entsiechung und die
Entwicklung dieses Objekts. Bei einem Grill-
abend mit Disko tauschten die Jugendlichen
wie die Piddagogen beider Linder ihre Ein-
driicke aus. Durch eine Rundfahrt lernten die
polnischen Giste die erste sozialistische Stadt
der DDR nidher kennen. Eine feierliche
Siegerehrung schioB die beiden erlebnisrei-
chen Tage ab.

Aus jeder der drei oben genannten Wertungs-
gruppen stellen wir den alpha-Lesern zwei
Aufgaben vor:

Klassenstufe 7/8

Al A a) Wie oft insgesamt stehen im Ver-
laufe von 24 Stunden (von 0.00 Uhr bis
24.00 Uhr) der Stunden- und der Minuten-
zeiger einer Uhr senkrecht aufeinander?

b) Berechne insbesondere alle derartigen
Zeitpunkte zwischen 7.00 Uhr und 8.00 Uhr!

A2a Jemand behauptet, daBl es moglich
sei, aus 7 Papierstiicken auf folgende Weise
genau 1980 Stiicke herzustellen:

Man teile einige der 7 Papierstiicke in 7 Teile,
danach wieder einige der nunmehr vorhan-
denen Papierstiicke jeweils in 7 Teile usw.

Ist es moglich, daB man auf diese Weise, in-
dem man also das beschricbene Verfahren
geniigend lange fortsetzt, genau 1980 Papier-
stiicke erhalt?

Klassenstufe 9/10

Ala Gesucht sind die drei kleinsten, un-
mittelbar aufeinanderfolgenden natiirlichen
Zahlen z; mit i=1, 2, 3, fiir die gilt: z ist
durch (i + 6) teilbar und hat die Endzilfer i.

A2 a - Fiinf Stidte, von denen keine drei auf
einer Geraden liegen, sollen durch ¢in Eisen-
bahnnetz verbunden werden, das aus vier
geradlinigen Strecken besteht. Die Schienen-
strange konnen sich dabei iiberschneiden; an
den betreffenden Stellen werden dann Briik-
ken gebaut.

Wieviel verschiedene dieser Eisenbahnnetze
konnen konstruiert werden?

Klassenstufe 11/12

AlAa Gegeben seien ein Kreis k mit dem
Mittelpunkt M und eine Gerade g, die
Passante beziiglich k ist.

Von den zwei beliebigen Punkten 4 und B
aufl g werden an k die Tangenten t, und tp
gelegt, die k in C bzw. D beriihren. Die Kreise
um A und B mit den Tangentenabschnitten
AC bzw. BD als Radien schneiden einander in
zwei Punkten P, und P,.

a) Untersuchen Sie die Lage von P; und P,
beziiglich M und g!

b) Beweisen Sie Ihre Vermutung!

A2A a) Es sei n=1 eine natiirliche Zahl.
Bestimmen Sie die Monotonieeigenschaft der
Zahlenfolge
(a)=(Bn—)/9n* = 5n+1)!

b) Untersuchen Sie, ob die Folge nach oben
beschrankt ist, und geben Sie, falls die Folge
beschrinkt ist, eine obere bzw. eine untere
Schranke an!

R. Bohme/D. Hornauf

Leserpost

*\,‘l m\—‘}

.. .Ich habe den Wunsch, Mathematik zu stu-
dieren. Durch den alpha-Wettbewerb sind
meine Leistungen gestiegen.

Camillo Grune, Lauchhammer (Ki. 11)

...Die Aufgaben des alpha-Wettbewerbs
sind interessant und knifllig. Manchmal habe
ich'stundenlang fiir die Lésung einer Aufgabe
gebraucht. Jede Losung bringt eine groBe
Wissensaneignung, die mich im Fach Mathe-
matik voranbrachte und Erfolge bei den
Kreisolympiaden erzielen lieB.

Elke Goraus, Zwickau (Kl. 11)

...Ich danke Ihnen fiir die interessanten
Mathematikaufgaben, Rétsel und Knobe-
leien. alpha hat einen Anteil an meiner Ab-
schluBpriifung, fiir die ich das Pridikat ,,Mit
Auszeichnung bestanden* erhalten konnte.

-‘Auch 1980/81 werde ich als Lehrling, Fach-

arbeiter fiir Nachrichtentechnik mit Abitur,
am alpha-Wettbewerb teilnehmen. Er hilft
mir, im Mathematikunterricht komplizierte
Aufgaben zu 16sen.

Uta Hubrig, Leipzig (Kl. 11)

...Auch in meinem zweiten Jahr der Teil-
nahme am alpha-Wettbewerb hat mich das
Lésen der Aufgaben wieder sehr gefordert.
Bei der Bezirksolympiade habe ich einen mitt-
leren (9.) Platz, als Bester des Landkreises
Suhl, in meiner Altersklasse belegt. In der
Kreisolympiade erhielt ich 1979 zwanzig
Punkte, 38 Punkte erreichte ich 1980.

Dirk Langenhan, Zella-Mehlis (KI.9)

"...Vor allem durch die Arbeit mit alpha

brachte dieses Jahr f[iir mich den bisher
groBten Erfolg: 1. Platz bei der Kreisolym-
piade, 8. Platz bei der Mathematik-Olympia-
de sowie bei der Physikolympiade des Bezirks.

Mitko Lochan, Rudolstadt

...Durch die Losung Eurer Wettbewerbs-
aufgaben — ich nehme seit fiinf Jahren teil -
war es mir mdglich, meine mathematischen
Kenntnisse zu erweitern. Das beweisen vor-
dere Plitze bei Kreis- und Bezirksolympia-
den. Auch Eure Beitrige sind sehr interes-
sant und bieten fiir mich wertvolle Gedanken
zur Gestaltung der ,,Mathe-Ecke'* im Fach-
kabinett unserer Schule.
Macht weiter so!

Gabriele Sprotte, Débeln
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... Unser Sohn besucht regelmaBig die Ma-
thematik-AG in unserem Pionierhaus. An
zwei Mathematik-Olympiaden nahm er teil
und errang die Bronze- und Silbermedaille.
Als Eltern freuen wir uns, daB er so gute
Lernergebnisse erzielt.

Peter Weinhold, Karl-Marx-Stadt

... An der alpha gefillt mir, daB die gesteliten
Probleme aus verschiedenen Bereichen kom-

MeN. Gunnar Bittersmann, Bernau (13 Jahre)

...Nun bin ich schon zwei Jahre Angehori-
ger der NVA. Ich beteilige mich noch sehr
gern am alpha-Wettbewerb. Er hilft mir sehr,
meine Kenntnisse zu festigen und zu vertiefen.

Unteroffizier Volker Schulz, Nauen

...Die alpha war in den letzten Jahren ein
guter Begleiter. Ich glaube, sie hat auch einen
entscheidenden Teil dazu beigetragen, daB ich
ab September 1980 in Halle an ter Martin-
Luther-Universitit in einer Spezialklasse Ma-
thematik-Physik lernen werde. Damit bin ich
meinem Ziel, Mathematik zu studieren, ein
groBes Stiick ndher gekommen.

Kerstin Franz, Eisleben

... Die alpha ist seit der 5. Klasse mein stdn-
diger Begleiter. Durch ihre Hilfe konnte ich
jedes Jahr bei der Kreisolympiade vordere
Plitze belegen. Ich bin jetzt Schiilerin der
9. Klasse der EOS in Bernburg und werde
weiterhin der Mathematik treu bieiben.
Katrin Hintz, Bernburg

... Ich nehme nun schon seit neun Jahren am
alpha-Wettbewerb teil. Sicherlich hat die
alpha einen grofBen EinfluB auf meine ma-
thematische Entwicklung. Ich beschiftige
mich weitergehend in meiner Freizeit mit
Problemen, die in der alpha selbstverstind-
lich nur angerissen werden konnten. In den
letzten vier Jahren besuchte ich die Heinrich-
Hertz-EOS, eine Spezialschule mathemati-
scher Richtung. Nach meinem Ehrendienst in
der NVA werde ich an der Humboldt-
Universitit zu Berlin ein Mathematikstudium
aufnehmen, um Diplom-Mathematiker zu
werden. Ich bleibe der alpha treu. Mein per-
sonliches Ziel ist es, auf 50 veréffentlichte
Aufgaben zu kommen. Bisher wurden 36 Auf-
gaben von mir ver6ffentlicht.
Auf weiterhin gute Zusammenarbeit !
Andreas Fittke, Berlin

.. .Gleichzeitig war der alpha-Wettbewerb
fiir mich bei der Vorbereitung auf Mathe-
matikolympiaden eine grofe Hilfe. Nicht
zuletzt konnte ich schon viele Erfolge er-
ringen. Sehr gut finde ich auch, daB in alpha
verschiedene Berufe vorgestellt werden.
K énnte das nicht 6fter geschehen?

Gaby Brand:, Magdeburg (Kl. 11)

...Das Losen der alpha-Aufgaben bereitet

mir viel Freude. Ich schitze sie als Training

und Vorbereitung auf Mathe-Olympiaden.
Falk Triebsch, Freiberg (Kl. 10)
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Madchen meistern Mathematik

Preistriger der XIX. Mathematikolympiade —
DDR-Ausscheid — stellen Aufgaben
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Grit Werner (Magdeburg), Spezialklasse
Mathematik der Martin-Luther-Universitit
Halle, Klasse 11 (2. Preis)

A2084 A Man berechne einen Néherungs-
wert fiir 7 mit Hilfe des Gravitationsgesetzes
(in Anlehnung an die Newtonsche Mond-
rechnung).

Dazu nehme man an, daB sich der Mond -

auf einer Kreisbahn um die Erde bewegt.
Dabei betragen: die Masse der Erde
5979 -10** kg, die Gravitationskonstante
6,67-107 ' Nm2kg~?, die Umlaufzeit des
Mondes 27,32d, der Abstand Erde—Mond
3,83-10° km.

Tanja Mittag, EOS Dr. Theodor Neubauer
Karl-Marx-Stadt, Klasse 9 (3. Preis)

A2085a Man konstruiere ein konvexes
Fiinfeck ABCDE aus den Diagonalen AC und
DB, dem von diesen eingeschlossenen Winkel,
dem Winkel ¥ ADC, der Summe der Dia-
gonalen EB und EC, dem Winkel % CEB
sowie der Eigenschalt, daB 4D || BC.

Mein Lieblingsfach in der Schule und gleich-
zeitig mein Hobby ist die Mathematik. Des-
halb bin ich auch seit vier Jahren eifriger

Leser der alpha. Es bereitet mir stets groBe
Freude, mich an deren Wettbewerb zu beteili-
gen. Da man hier Aufgaben der Klassenstufen
5 bis 10 findet, kann ich mich schon in den
hoheren iiben. Die alpha bietet mir ausge-
zeichnete Vorbereitungsmoglichkeiten fiir die
Mathematik-Olympiaden.

Sylvia Langner, Geschwister-Scholl-Ober-
schule Schwarze Pumpe, Klasse 10 (3. Preis)

42086 A Jemand moge zwei Bekannten
eine Neuigkeit erzdhlen, die diese wieder je
zwei bisher nicht informierten Personen
weitererzihlen usw. Nach etwa wieviel Tagen
wire die gesamte Bevolkerung der DDR, die
rund 17 Millionen Biirger betrigt, iiber die
Neuigkeit informiert, wenn wir annehmen,
daB die unter entsprechenden technischen
Bedingungen jeweils innerhalb der nachsten
Stunde geschieht und Kinder aus der Infor-
mationsweitergabe nicht ausgeschlossen wer-
den?

Aufschliisselung der im
ewteed alpha-
' Wettbewerbsjahr 1979/80

L eingegangenen Lisungen
—
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—
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L
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ki-stie | 5 | 6 | 7 | g |9 |wm
Kn.in % 46 47 53 50 52 67
Ma. in %o 54 53 47 50 ] 33




Die Aufgaben-
kommission
Herz der Olympiaden

Junger Mathematiker
der DDR

In der zwanzigjidhrigen Geschichte unserer
Mathematikolympiaden wurden rund 2000
Wettbewerbsaufgaben gestellt. Eine zielstre-
bige und kontinuierliche Arbeit war erforder-
lich, um das zu gewihrleisten.

Die Aufgabenkommission ist ein Kollektiv
von etwa 25 Mitarbeitern. lhre Arbeitsweise
hat sich viellach bewihrt. Natiirlich sind auch
neue Ideen und Verbesserungen stets gefragt.
Die Kommission untergliedert sich in vier
Arbeitsgruppen, die fiir je eine der Klassen-
stufen 5/6, 7/8,9/10 und 11/12 zustindig sind.
Hinzu kommen Wissenschaftler und Lehrer,
die die Aulgabenserien begutachten und ihre
Endfassung herstellen. Jede Auflgabenserie
mufl bis zu ihrer Fertigstellung mehrere
Etappen durchlaufen.

Erste Etappe: Zunichst werden Aufgaben
gesammelt, gesichtet und in Altersstufen ein-
geordnet. Viele Quellen werden dazu genutzt:
Aufgabensammlungen, Lehrbiicher, Bande
der Mathematischen Schiilerbiicherei (MSB),
Zeitungen, Zeitschriften, vor allem aber viele
originelle Ideen, die ihren Ursprung oftmals
in der beruflichen Titigkeit der Mitglieder
der Aufgabenkommission und anderer Auto-
ren haben.

Zweite Etappe : Fiir jede Olympiadestufe und
-klasse werden geeignete Aufgaben aus dem
gesammelten Vorrat zusammengestellt. An-
schliefend wird iiber die Aufgaben- und Lo-
sungstexte beraten. Dabei sind zahlreiche
Anflorderungen zu beachten. Einige wichtige
lauten:

® Die Aufgaben sollten originell, interessant
und mit dem Wissensstand der betreffenden
Klassenstufe 16sbar sein.

® Jede Aufgabenserie sollte eine Mischung
der Schwierigkeitsgrade enthalten. Es sollte
etwa ein leicht iiberschaubares Problem zum
,,Warmlaufen‘‘ dabei sein, sodann Aufgaben
mittlerer Schwierigkeit und auch einzelne an-
spruchsvolle Aufgaben, die besonders talen-
tierten und ausdauernden Schiilern Gelegen-
heit geben, ihre Fahigkeiten zu beweisen. Eine
solche Aufgabe nennen wir gern den ,.Scharf-
richter* der Serie.

® Jede Aufgabenserie sollte eine moglichst
breite Palette der verschiedenen mathemati-
schen Teilgebiete (Algebra, Geometrie, Lo-
gik/Kombinatorik usw.) bieten. Aufgaben

- mehr theoretischer Art sollten mit solchen ab-

wechseln, die zu unserer gesellschaftlichen
Praxis im weitesten Sinne Bezug haben.

® Der Aufgabentext muB exakt sein und ein-
deutig abgrenzen, was vom Schiiler verlangt
wird und was nicht. Um diese Forderungen zu
erfilllen, miissen wir zuweilen sogar etwas
»trocken** oder ,,abstrakt* klingende Formu-
lierungen in Kauf nehmen.

Dritte Etappe: Etwa zwei Jahre vor der Ver-
O6ffentlichung ist die zweite Etappe abge-
schlossen. Die Gutachter priifen nun, ob die
oben genannten Anforderungen erfiillt sind
und machen gegebenenfalls Vorschlige zu
Umformulierungen. Nach einer abschlieBen-
den Beratung mit den vier Vorsitzenden der
Aufgabengruppen liegt die Endfassung vor.
Die Aufgaben der 1. Stufe (Schulolympiade)
werden in der Jungen Welt, der Trommel,
der Deutschen Lehrerzeitung und natiirlich in
der alpha verdffentlicht. Die Aufgaben fir
die 2. bis 4. Stufe (Kreis-, Bezirks- und DDR-
Olympiade) werden vom Verlag Volk und
Wissen gedruckt und den Olympiadekomitees
zugesandt.

Das folgende Beispiel gibt einen kleinen Ein-
blick in die Formulierungsarbeiten: Zur
XVIII. Olympiade  Junger Mathematiker
(1978) brauchten wir fiir die 2.Stule noch
eine mittelschwere Aulgabe mit Gleichungen
oder Ungleichungen, z. B. im Zusammenhang
mit der Zifferndarstellung einef” natiirlichen
Zahl. Solche Aufgaben findet man oft, indem
man beim praktischen Rechnen auf , zulil-
lige** Besonderheiten achtet. So kann man
z.B. bemerken, daB die Zahl 82 ,in der
Nihe" des Dreifachen der Zahl 28 liegt, also
der durch Ziffernvertauschung aus 82 entste-
henden Zahl. Ein erster Versuch, hieraus eine
Aufgabe zu formulieren, lautet so:

»Addiert man 2 zu einer zweistelligen Zahl,
so erhilt man das Dreifache derjenigen Zahl,
die durch Vertauschen der Ziffern der Aus-
gangszahl entsteht. Wie lautet diese Aus-
gangszahl?*‘ Dieser Text sieht schon recht klar
und deutlich aus. Aber er hat einen Mangel:
Er verleitet dazu, von vornherein anzuneh-
men, daB genau eine zweistellige Zahl die ver-

Zwei Mitglieder der Aufgabenkommission
bei der Arbeit

"

‘

langte Eigenschaft hat. Wird nun vom Schii-
ler verlangt, daB er das auch noch beweisen
soll, oder darf er es stillschweigend anneh-
men? Hier ist also eine Unklarheit, die man-
chem Leser gar nicht auffallen wird, die aber
recht unangenehme Folgen haben kann: Beim
Korrigieren konnte ein Lehrer eine Schiiler-
16sung auch dann als ,,vollstindig richtig'
werten, wenn sie diese Annahme stillschwei-
gend zugrundelegt. Es bedeutet auch keine
Abhilfe, diese Unklarheit nachtraglich im

-Ldsungstext auszurdumen; denn diesen ken-

nen die Schiiler ja nicht.

Daher entstand nun die folgende Textfas-
sung: ,,Ermittle alle zweistelligen natiirlichen
Zahlen mit lolgender Eigenschaft:

Addiert man ... usw.* Auch zu diesem Text
gab es zuerst kritische Diskussionen. Wiirden
Schiiler z. B. ,,herauslesen, es miisse'* mehrere
Losungen geben (,,weil doch dasteht, man
soll alle ermitteln‘*)? Nun, ein Schiler der
8. Klasse sollte eben schon wissen, daB ,,alle*
auch dann gesagt werden kann, wenn genau
eine oder auch keine Losung existiert. Weiter-
hin sollte ihm bekannt sein, daB eine Probe
erforderlich ist. Aus diesen Gedanken resul-
tiert dann auch der Losungstext. (Er steht
z. B. in alpha, Heft 6/1978, S. 140.)

Wiéhrend des Ablaufs der Olympiaden haben
— das ist nun wohl verstindlich — nicht nur
die Organisatoren und Korrektoren Herz-
klopfen, wie die Jungen Mathematiker den
Anforderungen gewachsen sein werden; auch
die Mitglieder der Aufgabénkommission er-
warten mit Spannung, wie sich diesmal die
erarbeiteten Aufgaben bewihrt haben.

/

Unser Ziel ist, das Aufgabenmaterial in Inhalt

‘und Formulierung weiter zu verbessern. Zu

beachten sind dabei auch die aus vergangenen
Olympiaden zu ziehenden Schiufifolgerungen
sowie der internationale Trend.

Unser Vorschlag an alle, die sich mit aufBer-
unterrichtlicher Arbeit in Mathematik be-
schiftigen, wire eine intensive Nutzung des
groBen Fundus der Olympiadeaufgaben. Hier
steht ein reiches Material fiir Schiiler, Zirkel-
leiter und andere Interessenten zur Verfii-
gung. In geeigneter Auswahl kénnen die Auf-
gaben auch fiir den Unterricht genutzt wer-
den.

Unser Wunsch ist, daB vielléltige Aufgaben-
vorschlige aus Theorie und Praxis an die
Adresse der Aulgabenkommission (Zentrales
Methodisches Kabinett fiir auBerunterricht-
liche Tatigkeit, 1110 Berlin, Platanenstr. 114)
gehen mégen, die in ehrenamtlicher Tatigkeit
mit unermidlichem FleiB, in oft langwieriger
Kleinarbeit, immer mit einem weiten Herz
fiir die heranwachsende Jugend, titig ist.

J. Lehmann/L. Stammler
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In freien Stunden - alpha-heiter

Das Handschuhproblem

Bei der XIX. Olympiade 1980 wurde in der Klassen-
stufe 11/12 folgende Aufgabe (gekiirzt) gestelit:

In einer Dunkelkammer liegen ungeordnet 20 einzelne
Handschuhe von gleicher GréBe, und zwar je genau
5 weiBe rechte, weiBe linke, schwarze rechte und
schwarze linke Handschuhe. Bei der Entnahme von
Handschuhen ist es unmoglich, eine Auswahl nach
Farbe oder Form zu treffen.

a) Ermitteln Sie die kleinste natiirliche Zahl » mit der
Eigenschaft, dal bei Entnahme von n Handschuhen
mit Sicherheit ein passendes Paar entnommen wird!

b) Ermitteln Sie die kleinste natiirliche Zahl k mit der
Eigenschaft, daB die Wahrscheinlichkeit, ein passendes
Paar zu entnehmen, bei der Entnahme von & Piand-
schuhen groBer als 99 75 ist!

Zu dieser schwierigen Aufgabe, die den Schiilern viele
Uberlegungen abverlangte, wurde neben den mathe-
matischen Ausfiihrungen vom Schiiler Jens Heinrich
(Potsdam) auch ein kleines Gedicht mit abgegeben, das
wir unseren alpha-Lesern nicht vorenthalten wollen:

Ein Mann sucht Handschuhe in der Kammer —

da ist es dunkel, welch ein Jammer!

10 rechte und 10 linke liegen dort

an diesem schrecklich finst’ren Ort.

Doch, oh Schreck, es gibt auch schwarz’ und weille,
der Mensch sitzt ganz schon in der ... Tinte.

Aber wer wirft da gleich ins Korn die Flinte?

Hier hilft unseine lust’ge Finte.

Heut’ ist’s schon warm, das ist ein Fakt,

drum geh’n die Hiande lieber nackt!

Mitgeteilt von: Dr. H.-D. Gronau, Rostock

XX.0OJM

Wieviel Losungen gibt es fiir das abgebildete Krypto-

gramm? Verschiedene Buchstaben entsprechen ver-

schiedenen Ziffern aus der Menge M = {1,2,3, ...,9}.
O+L+Y=M+P+I=A+D+E

Architekt A. W. Radunski, Moskau
18

Besonderes Ereignis

Neun Worter sind im mathematisch positiven Sinn
einzutragen. Sie sollen jeweils in dem Feld mit dem
Strich beginnen. Die Buchstaben in den angekreuzten
Feldern ergeben das besondere Ereignis.

1. Anschauungsmittel,

2. bestimmter Teil der Oberfliche gewisser Korper,

3. nach bestimmten ordnenden Grundsitzen erfolgte
Zusammenfassung (z. B. von Mafeinheiten),

. Ergebnis einer Addition (Plural),

. ein Ebenflichner,

. Halbmesser,

. ein Zeichengerit,

. unbegrenzte gerade Linie,

. eine Menge von Elementen, Begriff aus der Algebra.

O 00 3 N b K~

Oberlehrer D. Volzke, Greifswald




20 Jahre Mathe-Olympiaden

In den Gleichungen sind fiir die Buchstaben des
Wortes OLYMPIADEN die Ziffern von 1 bis 10 so
einzusetzen, dall wahre Aussagen entstehen. Dabei
bedeuten gleiche Buchstaben gleiche Ziffern und ver-
schiedene Buchstaben verschiedene Ziffern.

Variante 1 Variante 2

O=L+L-L—-L:L
L=L+L+L-L-L
Y=L+L—-L+L:L
M=L-L-L-L-L

O=M:M)-(M:M)

L=M:M)+M:M)
Y=M+M+M):M
M=M+(M-M)-M

P=L+L+L-L:L
I =L+L+L+L-L
A=ILL:L-L-L

P=M M+M):M
I =M+M+M):M
A=M+M—M:M

D=L-L-L+L—-L D=M+M+M—M
E=L-L-L+L:L E=M+M+M:M
N=L+L+L+L+L N=MM-M):M

OL Ing. K. Koch, Schmalkalden

Es kommt auf die Bedeutung der Worte an

Bernd hat konsequent trainiert und konnte deshalb
zur Kreisolympiade delegiert werden. Er ist ein wiB-
begieriger Junger Mathematiker, der aber leider auch
manchmal etwas neugierig ist. Sein Mathematiklehrer
bittet ihn deshalb, die Siegerehrung abzuwarten und
nicht schon vorher an der Zimmertiir der Jury zu
horchen.

Am nichsten Tag gibt Bernd auf die Frage seines
Mathematiklehrers, ob er seine Bitte beachtet habe,
folgende Antwort: ,,Ich habe gehorcht, ich habe nicht
gehorcht.*

Hat Bernd nun die Bitte seines Lehrers befolgt oder

nicht? OL Ing. K. Koch, Schmalkalden

Kryptarithmetik

Gleiche Buchstaben bedeuten gleiche Ziffern. Wenn
die entsprechenden Buchstaben fiir die Ziffern in der
Zahlenreihe 1 23 4 56 7 8 9 eingesetzt werden, wird
dadurch der Name des Ereignisses aus dem Leben der
Jungen Mathematiker zusammengesetzt.

OEDO : A=1LDY

— +

PDE+ I P=1PM

OYEL—MPP=EYA

Dirigent J. Péncik und Tochter

J UNGE MATHE MATHE ALPHA
LEUTE MEIN T1ST MATHE
MATHE HOBBY S CHON VIVAT
ER ALPHA
LERNT BETA
GERN GAMMA
MATHE MATHE Dirigent J. Péncik, Prag

Silbenritsel

Aus den Silben

acht - an — be — bie — blem — cel - de ~ del — dert — dert —
e—e—eck—em—end- gra—hal-hohl-hun—hun—in—
jahr—ka-kap—kel-le-len-1len—1li— me—mi-na—
nen —nu — o —raum — reich — ren — ri — ro — strahl - ta —
te—te—the —thir—ton—tor —ty — ven — win—zah —zah -
zehnt — zwei

bilde man Worter der im folgenden angegebenen Be-
deutung.

Die jeweils ersten und letzten Buchstaben dieser Wor-
ter ergeben einen Grund zum Feiern.

1. Die natiirlichen Zahlen bilden einen, die rationalen
auch.

2. Mittel zur gerechten Teilung eines Winkels.

3. Fiir die Olympischen Spiele sind es 5 Ringe, fiir die
Mathematikolympiade ist es ein 17eck mit Zu-
behor.

4. Steht anstelle des Striches im Titel des 1544 erschie-

nenen Werkes von dem deutschen Mathematiker

Michael Stifel verfaBt: ,,Arithmetica ———— .

. Mehr als 12, aber weniger als 2000 Monate.

. Halb so viel wie 1604.

. Ein Vieleck mit 4850 Diagonalen.

. x in dem geordneten Paar (x;y) mit y = Julia.

9. Ein sehr langer Weg und iiberall Zahlen darauf.

10. ,,Halb zwolf* auf englisch.

11. AuBen etwas drum und innen nichts drin.

12. Wenn man den siidlichen Teil Afrikas als Parabel
ansieht, dann ist das der Scheitelpunkt. _

13. So hieB ein italienischer Mathematiker und Physi-
ker, der von 1608 bis 1647 lebte und in Florenz zu
Hause war.

14. Kurz und knapp — ein griechischer Buchstabe.

15. Esist sein Schicksal, daB man von ihm immer etwas
wegnimmt.

16. Herr Kosinus mit Frau Hypotenuse multipliziert.

17. Wenn man 2000 kg hat, dann hat man 2 davon.

OStR K. Lehmann, VLAV, Berlin

00 ~J N L

Heiteres aus dem Eulenspiegel

Zuerst hitte ich gern die Meinung des Kollektivs ge-
hort. -
Also, Herr Lehrer, viel kann das nicht sein.

Ich schlage vor, dall 6 +3 =9 ist. Wer dafiir ist, den
bitte ich um das Handzeichen.
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alpha stellt vor
Dr. Wolfgang Burmeister

Sektion Mathematik
der Technischen Universitit Dresden

Ich wurde 1953 in Rostock geboren und wohne seit
1956 in Dresden. In den ersten Jahren der Schulzeit
entwickelte ich besonders fiir Musik, spater auch fiir
Mathematik groBeres Interessse. Durch den Unter-
richt in der Volksmusikschule gewann ich zum
ersten Mal Freude an gesellschaftlicher Titigkeit.
Seit der vierten Klasse nahm ich auch an musikali-
schen Leistungsvergleichen teil, dabei dreimal im
BezirksmaBstab. Mein mathematisches Interesse
bekam stirkeres Géwicht, als ich im Jahre 1964 das
erste Mal von den Schiiler-Mathematikolympiaden
horte, die damals zum dritten Mal im DDR-MaB-
stab organisiert wurden. Durch erste Erfolge an-
gespornt und von meiner Mathematiklehrerin und
meinen Eltern unterstiitzt, gelang es mir als Schiiler
der 7.Klasse, mich fiir die DDR-Olympiade in
Klassenstufe 10 zu qualifizieren. Dort errang ich
einen ersten Preis. Diese Erfolge betrachtete ich als
Verpflichtung, in meiner Klasse in allem, besonders
durch Hillsbereitschalft, als Vorbild zu wirken. Nun
zeichnete sich auch die Mathematik als mein Berufs-
wunsch ab. In den folgenden Jahren meiner Schul-
zeit wurde mir die Forderung der besten Jungen
Mathematiker im Bezirks- und DDR-MabDBstab zu-
teil. Seit der 8. Klasse nahm ich an den Olympiaden
Junger Mathematiker in Klassenstufe 11/12 teil.
Damals erschienen auch schon Aufgabensammlun-
gen mit Olympiadeaulgaben, vor allem aus der
Sowjetunion, mit deren Hilfe ich mich auf die
Olympiade vorbereiten konnte. Als jiingster Teil-
nehmer der IX.IMO errang ich 1967 in Cetinje/
Jugoslawien einen zweiten Preis. Im gleichen Jahr
wurde ich in die EOS Dresden-Siid aufgenommen.
Meine Titigkeit in der FDJ-Gruppenleitung setzte
ich an der EOS weiter fort. Auch in den folgenden
Jahren nahm ich an den Internationalen Mathe-
matikolympiaden teil und konnte meine Erfahrun-
gen an andere weitergeben. Insgesamt erzielte ich
drei erste und zwei zweite Preise und trug damit
wesentlich zu den Erlolgen der DDR-Mannschaft
bei. Wihrend meiner Schulzeit erhielt ich als An-
erkennung fiir gute gesellschaftliche und fachliche
Arbeit die Artur-Becker-Medaille in Bronze, Silber
und Gold, die Lessing-’Medaille in Gold und andere
Auszeichnungen. Seit der 9. Klasse begann ich mich
neben dem Lésen mathematischer Aufgdaben auch
auf die Anforderungen des Studiums allseitig vor-
zubereiten, wobei mir mein Mathematiklehrer und
meine Eltern halfen. Als besondere Intensivphase
der Studienvorbereitung wurde 1969 [iir die Schiiler
der Abiturstufe die wissenschaftlich-praktische Aus-
bildung eingefiihrt. Ich folgte dem Vorschlag von
Herrn Prof. Schmidt, im Rahmen der WPA die Vor-
lesung ,,Einfiihrung in die Numerische Mathema-
tik" zu besuchen. Dem Vorlesungsbesuch im
Herbstsemester 1969 folgte eine persdnliche Be-
treuung durch Herrn Prof. Schmidt, die durch einen
Vertrag mit der Abteilung Volksbildung beim Stadt-
bezirk unterstiitzt wurde. Seitdem leistete ich auf
dem Gebiet der Numerischen Mathematik ziel-
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gerichtete Forschungstitigkeit. Gleichzeitig erlang-
ten damit meine Vorstellungen iiber das Wesen der
Mathematik und ihrer Anwendungsgebiete kon-
kretere Gestalt. Noch wahrend der Schulzeit ent-
stand meine erste Veroflentlichung in der Zeitschrift

Siir Angewandte Mathematik und Mechanik. An der

Sektion Mathematik der Technischen Universitit
bewarb ich mich zum Studium. Durch einen Sonder-
studienplan, nach dem ich einige Ficher aus dem
1. Studienjahr sofort zu Beginn des Studiums, die
ibrigen im Laufe des Studienjahres 1971/72 ab-
schloB, konnte ich 1974 das Studium vorfristig be-
enden. In der FDJ-GOL arbeitete ich als Funktionar
fir Jugendobjekte mit. Die Teilnahme am IX. Par-
lament der FDJ und besonders an den Weltlest-
spielen 4973 gaben mir Anregungen fiir meine ge-
sellschaftliche Arbeit. Als Forschungsstudent ar-
beitete ich an meiner Dissertation zum Thema
.,Iterative Losung nichtlinearer Gleichungen und
Optimierungsaufgaben mit iiberlinear konvergenten
Verfahren*, die ich 1975 einreichte.

Die Olympiadebewegung verfolgte ich weiter mit
Interesse und gab meine Erfahrungen in zahl-
reichen Mathematik-Lagern, Lehrgingen und
Klubveranstaltungen weiter. Fiir gute Leistungen
wihrend des Studiums erhielt ich das Karl-Marx-
Stipendium und einen Preis der TU Dresden. Seit
1975 bin ich als wissenschaftlicher Assistent an der
Sektion Mathematik titig. In dieser Zeit erhielt ich
die Maglichkeil zu einem einjihrigen Zusatzstudium

in der Sowjetunion, das ich an der Kiewer Staat-

lichen Universitdt absolvierte. Von dort kehrte ich
mit neuen Kenntnissen und Eindriicken zuriick. Zu
meiner jetzigen Arbeit an der TU Dresden gehért
neben der mathematischen Forschung die Ausbil-
dung von Mathematik- und Ingenieurstudenten.

Fiir die Leser von alpha méchte ich die folgende
Aufgabe stellen:

A2054a Es sei k eine natiirliche Zahl mit
1 <k <30.

Es ist zu beweisen, daB man in jedem Jahr einen
Monat finden kann, so daB der k-te Tag dieses
Monats aul einen Sonntag fallt.

Diplommathematiker
Ursula Felgenhauer

Sektion Mathematik der Technischen Hochschule
Otto von Guericke, Magdeburg

Zwanzig Jahre Olympiaden Junger Mathematiker
der DDR sind auch fiir mich als ehemalige Teil-
nehmerin AnlaB zu Riickblick und Nachdenken
iiber die Mathematik. Erinnerung vor allem an die
Schulzeit und Nachdenken iiber die fast zehn Jahre
nach Abitur und Zeugnisausgabe.

Als ich zum ersten Mal einen Preis errang — bei der
Kreisolympiade 1965 - hitte ich sicher die Mathe-
matik noch nicht als mein Steckenpferd bezeichnet,
auch wenn mir der Unterricht Spal machte. Ab und
an bekam ich mal eine ,,Extraration** von unserem
Mathematiklehrer, und ihm verdanke ich auch die
Vermittlung an eine damals existierende Spezial-
klasse. ’
Nach zwei Jahren kam ich an die EOS Heinrich
Hertz, Spezialschule mathematischer Richtung. Mit
Dankbarkeit denke ich an die gute Ausbildung in
Mathematik - einschlieBlich Einfiihrung in Nihe-
rungsmethoden und Programmierung - aber auch
an unsere Wettbewerbe in naturwissenschalftlichen
Fichern oder z. B. den guten Musikunterricht. (Das
mag sich in der alpha komisch ausnehmen. Aber ich
habe in der Folgezeit gerade von dieser Allgemein-
bildung viel profitiert.)

In den EOS-Jahren wurde mir mehr und mehr klar,
daB die Mathematik von allen Fichern fiir mich das
schonste, das interessanteste war. So wurde sie fiir
mich zum Berufswunsch. Die Anforderungen in der
mathematischen Forschung und Anwendung sind
nun natiirlich andere als in der Schule, aber die
Fahigkeiten zum Abstrahieren und Vergleichen

sowie einige Grundfertigkeiten werden schon im
Unterricht ausgebildet — wie auch der SpaB am
Gedankenexperiment.

RegelmaBig konnten Schiiler unserer Schule an
Olympiaden teilnehmen, und es gab auch mehrmals
Vertreter der Heinrich-Heriz-Schule unter den
IMO-Teilnehmern. Es lag beinah schon etwas
Professionelles in der Vorbereitung, ging es doch
um die Ehre der Schule. Ich habe mich sehr gefreut,
1970 zur DDR-Mannschalt bei der XII.IMO in
Ungarn zu gehéren. Die Erinnerung an dieses
eigenwillige ,,Jugendtreflen* von ganz und gar nicht
trockenen oder langweiligen Tiiftel- und Knobel-
fans und an die herrliche ungarische Landschaft
wird mir noch lange bleiben.

Nach der Schule studierte ich wunschgemi8 in der
Sowjetunion Mathematik. Ich wurde an der Staat-
lichen Universitdt Donezk immatrikuliert, einer
relativ jungen Hochschule im Bergbau- und Indu-
striezentrum des DonbaB. Nach griindlichem Stu-
dium der Grundlagenfdcher begann im 3. Studien-
jahr die Spezialausbildung. Die Wahl fiel mir nicht
leicht. Aber schlieBlich entschied ich mich fir
Differentialgleichungen. Die von Studenten- und
Hochschullehrerkonferenzen bekannten Arbeiten
auf diesem Gebiet hatten mich durch ihren prakti-
schen Nutzen und die Vielseitigkeit der verwendeten
Lésungsmethoden beeindruckt. Mein Diplomthe-
ma hatte mit der Modellierung eines Schmelzvor-
gangs zu tun.

1976 begann ich meine Assistententatigkeit an der
TH Magdeburg. Wieder neue Anforderungen, auch
neue Aspekte, die Mathematik betreffend ~ sowohl
in Forschungs- als auch Ausbildungsfragen. Seit
1978 bin ich Fernaspirant meiner ,,alten* Uni, wo
ich in enger Zusammenarbeit mit dem Donezker
Akademieinstitut wieder Stefansche Probleme -
— Schmelz- und Erstarrungsprozesse, Phaseniiber-
gange — untersuche. Ein fesselndes Thema, wenn
man nur an die Anwendungsmoglichkeiten in der
Metallurgie oder gar in der Kunstfaserherstellung
denkt! Bei der Bearbeitung st68t man aufl immer
neue, interessantere Fragestellungen, die keinen
Schematismus erlauben. ’
Mein nichstes Ziel ist es, einen relativen AbschluB
zu erreichen, danach maoglichst weiter Mathemati-
sche Physik zu betreiben — und am liebsten in weite-
rer Zusammenarbeit mit meinen sowjetischen Leh-
rern und Kollegen.

Den Olympioniken der 80er Jahre wiinsche ich
Energie und Ausdauer beim Denktraining, Moglich-
keiten zum kollektiven Knobeln und einen offenen
Blick [iir interessante inner- und auBermathemati-
sche Fragestellungen sowie Erfolge in der Schule
und beim Wettbewerb. Als zukiinftige Kollegen und
Partner bei der Nutzung und Entwicklung der
Mathematik griiBe ich euch ganz herzlich.

Diplom-Lehrer Mathematik/Physik
Hartmut Schneider

Lekrer an der E.-Thilmann-OS Hildburghausen

1953 wurde ich in Schalkau, einem kleinen Ort im
Kreis Sonneberg, geboren. Meine Eltern bewirt-
schafteten damals einen kleinbduerlichen Betrieb.



Nach vierjahrigem Besuch einer Einklassenschule
in meinem Heimatort Truckenthal wechselte ich
in eine zehnklassige allgemeinbildende polytechni-
sche Oberschule im Nachbarort Schalkau iiber.

Hier fand ich eigentlich das erste Mal engeren Kon-
takt zur Mathematik. Ich besuchte iiber mehrere
Jahre eine Mathematik-Arbeitsgemeinschaft und
nahm mehrmals erfolgreich an Olympiaden Junger
Mathematiker (im KreismaBstab) teil. In dieser Zeit
machte ich auch meine erste Bekanntschaft mit der

mathematischen Schiilerzeitschrift alpha, die damals.

gerade ,,geboren'* wurde und auch heute noch zu
meiner Lektiire gehort. Wihrend meiner Schulzeit
in Schalkau entstand auch mein Wunsch nach dem
Berul eines Lehrers in der Fachrichtung Mathe-
matik.

Nach dem Besuch der Vorbereitungsklassen an der
EOS Geschwister Scholl in Hildburghausen konnte
ich nach bestandener Aufnahmepriifung eine Aus-
bildung an der Spezialklasse fiir Mathematik und
Physik an der Martin-Luther-Universitit in Halle
aufnehmen. Da an der Spezialklasse sehr stark auf
ein Mathematikstudium orientiert wurde, nahm ich
nach bestandenem Abitur ein Studium in dieser
Fachrichtung an der Martin-Luther-Universitit
Halle-Wittenberg auf. Trotzdem blieb auch in diesen
Jahren mein Wunsch nach dem Lehrerberuf be-
stehen, wozu nicht zuletzt auch die Vorbildwirkung
einiger meiner Lehrer und Dozenten beitrug. So
wechselte ich nach dem ersten Studienjahr und nahm
an derselben Bildungseinrichtung ein Lehrerstudium
in der Fachrichtung Mathematik/Physik auf, das
ich nach dem vierten Studienjahr Mir Auszeichnung
abschlieBen konnte. Meine Diplomarbeit schrieb
ich auf dem Gebiet der Analysis zum Thema
.. Diskussion diskret-analytischer Funktionen mit
Hille einer zweidimensionalen diskreten Operato-
rentechnung”. Wihrend meiner gesamten Aus-
bildungszeit in Halle erfiillte ich verschiedene Aul-
gaben innerhalb unserer Grundorganisation der
FDJ.

Nach abgeschlossenem Studium begann ich meinen
Dienst als Fachlehrer fiir Mathematik und Physik
an der Ernst-Thdilmann-Oberschule in Hildburg-
hausen, wo ich in einem guten Kollektiv giinstige
Arbeitsbedingungen vorland. Meine nunmehr vier-
jahrige Tétigkeit ais Lehrer hat mir gezeigt, daB
meine Entscheidung fiir diesen Beruf richtig ge-
wesen ist. Ich mochte an dieser Stelle den jungen
Lesern von alpha, die sich auch fiir diesen Beruf
entschieden haben oder noch entscheiden werden,
sagen, daB der Lehrerberuf ganz bestimmt einer der
schonsten und interessantesten, aber auch einer der
schwersten Berufe ist. Neben fachlicher Sicherheit
gehoren vor allem auch ein klarer politischer Stand-
punkt, eine hohe Einsatzbereitschaft und eine rich-
tige Einstellung und Liebe zum Kind dazu.

Im vergangenen Jahr war ich im Kreis Hild-
burghausen als Fachberater fiir Physik eingesetzt.
In meinen vier Dienstjahren war ich auch auBer-
unterrichtlich als Arbeitsgemeinschaftsleiter auf
dem Gebiet der Mathematik tatig. Zur Zeit leite
ich je eine AG Mathematik Klasse 7 und 8, in
denen es um eine Fdrderung junger mathematischer
Talente im KreismaBstab geht. Hier wollen wir
durch konzentriertes Bearbeiten von Olympiade-
aufgaben sowie durch Vermittlung erweiterter ma-
thematischer Kenntnisse eine bessere Vorbereitung
unserer Schiiler auf mathematische Leistungsver-
gleiche und die spatere berufliche Tatigkeit errei-
chen. Dabei finden wir auch in der mathematischen
Schiilerzeitschrift alpha Anregung und Unterstit-
zung,.

Den Lesern der alpha fiberreiche ich eine Auf-
gabe (aus einer zuriickliegenden Bezirksolympiade),
die mir und meinen AG-Teilnehmern sehr gut ge-
fallen hat.

A2087 o Gegeben sei ein Quadrat A BCD mit der
Seitenlinge a. Auf BC liege ein Punkt P, derart, daB
BP, =P,C gilt, auf CD liege ein Punkt P, mit
P,D=3CP; und auf DA ein Punkt P; mit
P34 =3DP;. Ein Punkt P wandere auf Seiten des

Quadrates von P, iiber B und 4 nach P;.

Es sei nun Aq der Flicheninhalt des Quadrates
ABCD und A, der des Vielecks PP, P, P;.

Ermittle simtliche Lagen von P, fiir die das Ver-
héltnis 4y : 4

a) am groBten, b) am kleinsten ist!

Berechne das Verhaltnis fiir jeden der beiden Fille!
Dabei sei auch zugelassen, daB P mit P, bzw. P; zu-
sammenfallt, falls hierbei eines der gesuchten Ver-
haltnisse auftritt.

Diplomphysiker
UIf Briistel

Sektion Physik
der Karl-Marx-Universitdt Leipzig

Zur Beschiftigung mit der Mathematik regte mich
mein Vater an. Er stellte mir erst einfache, spiter
schwerere Knobelaulgaben. Seit der fiinften Klasse
habeich dann regelmaBig Mathematikzirkel besucht
und an den Mathematikolympiaden teilgenommen.
Ich hatte oft die Méglichkeit, in Spezialistenlagern
und Kursen aul Kreis-, Bezirks- und Republiks-
ebene meine Kenntnisse aul mathematischem Ge-
biet zu erweitern. Eine gute Moglichkeit, die exakte
Formulierung von Lsungen zu iiben, war fiir mich
viele Jahre lang der alpha-Wettbewerb.

Etwa seit der neunten Klasse begann ich mich zu-
sitzlich mit physikalischen Problemen zu beschifti-
gen und besuchte den Schiilerzirkel der Sektion
Physik der Karl-Marx-Universitit Leipzig. Aul
Grund meiner Leistungen bei den DDR-Physik-
olympiaden in Giistrow konnte ich 1974 an der
Internationalen Physikolympiade in Warschau teil-
nehmen.

In der Frage meines Studiums zogerte ich lange mit
der Entscheidung: Mathematik oder Physik? Meine
Wabhl fiel schlieBlich auf dic Physik. Von 1974 bis
1979'habe ich in Leipzig Physik studiert und danach
ein Forschungsstudium in der Spezialisierungsrich-
tung Halbleiterphysik aulgenommen. Ich hoffe, daB
ich spiter eine interessante Titigkeit in der Indu-
strie aufl diesem Gebiet aufnehmen kann.

Wahrend des Studiums ist durch meine Titigkeit als
Zirkelleiter in der Mathematischen Schiilergesell-
schaft Leipzig und als Korrektor bei den Bezirks-
olympiaden der Kontakt zur Mathematik und der
Olympiadebewegung nie abgerissen.

Eine fiir mich wichtige Freizeitbeschiftigung méchte
ich noch nennen: Klavierspielen. Wahrend meiner
Schulzeit habe ich regelmaBig die Musikschule be-
sucht, obwohl es dabei auch ,,Durststrecken* gab,
in denen die Lust zum notwendigen Uben nicht sehr
groB war. Heute ist mir das Klavierspielen zum Be-
diirfnis geworden, und ich bin froh dariiber, daB es
an der Sektion Physik die Moglichkeit gibt, in einer
Kammermusikgruppe mitzuwirken und als ,,Ama-
teur** auch 6ffentlich auftreten zu kénnen. Damit
finde ich einen Ausgleich zu meiner oft recht stren-
gen, exakten beruflichen Tatigkeit.

Zum SchluB mochte ich den alpha-Lesern eine Auf-
gabe stellen, die mir recht gut gefallt:

A2089 A Gegeben sei ein aus drei Quadraten zu-
sammengesetztes Rechteck.

(3 A (
A -} c b
Es ist zu beweisen, daB « + f = 45° ist.

Dozent

Dr. Uwe Kiichler

Sektion Mathematik
der Technischen Universitét Dresden

Seit ich mich mit kniffliger Zahlenthedrie, geo-
metrischen Konstruktionen und anderen Proble-
men der ,,Olympiadestrecke'” Junger Mathematiker
beschiftigt habe, sind einige Jahre ins Land ge-
gangen. Heute bin ich fast doppelt so alt. Manche
Erlebnisse jener Zeit haben sich mir jedoch les ein-
geprigt. Nicht wenige positive Einfliisse aul mein
Verhiltnis zur Mathematik stammen aus jener Zeit.
Dazu gehéren unter anderem zahlreiche Fach-
gespriche mit meinen Lehrern in der Oberschule,
die Trainingslager in der Wuhlheide, die Klausur-
stunden zur DDR-Olympiade am Bogensee, der
internationale Wettstreit, damals 1963 in Wroclaw,
die vielen angestrengten, aber auch interessanten
Tage.

Diese Héhepunkte sowie ihre Vorbereitung in ein-
samen Stunden des Studierens und Knobelns ha-
ben mir geholfen, mich aufl die Erfordernisse eines
Mathematikstudiums, aul logisches Denken, exakte
Darstellung ‘und beharrliches Suchen nach neuen
L&sungen einzustimmen.

Von 1963 bis 1968 habe ich an der Technischen
Universitdt Dresden Mathematik studiert, 1970
promoviert und danach fiir ein Jahr ein Zusatz-
studium an der Lomonossow-Universitit in Mos-
kau absolviert. Meine Spezialstrecke ist das Gebiet
der Stochastischen Prozesse, d.h. zeitabhingiger
Zufallsprozesse und ihr Zusammenhang mit an-
deren mathematischen Disziplinen. Dieses Gebiet
hat sich in den letzten Jahrzehnten sehr stark ent-
wickelt und besitzt sowohl viele Anwendungen auf
praktische Probleme als auch sehr interessante und
fruchtbare Verbindungen zur klassischen Mathema-
tik wie z. B. der Differential- und Integralglei-
chungen.

Im Jahre 1978 habe ich meine Dissertation B ver-
teidigt und arbeite jetzt als Hochschuldozent an der
Technischen Universitit Dresden. Wir bilden Ma-
thematikstudenten fiir ihren Einsatz in der Volks-
wirtschaft und im Hochschulwesen sowie der Aka-
demie aus und vermitteln Ingenieur- und Okono-
miestudenten das [{r ihren Beruf notwendige Ma-
thematikwissen. Eine wesentliche Aufgabe ist wei-
terhin, Grundlagen- und anwendungsorientierte
Forschung aul dem Gebiet der Mathematik zu
leisten.’ Bei dieser Gelegenheit méchte ich unseren
Schiilern eine kleine Aufgabe stellen, die ich beim
Durchblittern alter Aufzeichnungen gefunden
habe:

42088 o Beweise, daB es unendlich viele ganze
Zahlen gibt, die nicht in der Formp + n? darstellbar
sind, wobei » eine ganze und p eine Primzahl sein
soll!
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Diplommathematiker

Christine Wilde

VE Kombinat Datenverarbeitung Leipzig

Als mich mein Mathematiklehrer im 7. Schuljahr
zur 1. Olympiade Junger Mathematiker der Stadt
Leipzig neben dem offiziellen Delegierten einfach
als Ersatzmann mitschickte und ich ausnahmsweise
in die Schar der 217 Teilnehmer eingereiht wurde,
ahnte ich noch nicht, daB sich daraus spiter mein
Wunsch, Mathematik zu studieren, ergeben wiirde.
Noch genau erinnere ich mich daran, wie Studienrat
J. Lehmann, der Initiator dieses Wettbewerbs, zur
Eréfinung (12. Juni 1960) sagte, daB Olympiaden in
solchen sozialistischen Staaten wie Ungarn, UdSSR
und Ruminien schon seit Jahrzehnten durchgefiihrt
wiirden. Das war vor 21 Jahren. Heute kénnen auch
wir von Traditionen sprechen.

Mein Mathematiklehrer und mein Vater verstanden
es, mich immer mehr fiir mathematische Probleme
zu interessieren. Bald beschiftigte ich mich damit
auch auBerunterrichtlich.

Von 1960 an wurde ich zu den Olympiaden der
Stadt und des Bezirks Leipzig delegiert. Endlich, im
Jahre 1963, ich besuchte damals die 10. Klasse,
gelang mir der Sprung bis zur zentralen Mathema-
tikolympiade. Fiir mich war es ein tiefes Erlebnis, als
eines der wenigen Miadchen in Ludwigsfelde dabei
zu sein. In den folgenden Jahren lernte ich all die
Jungen Mathematiker unseres Bezirkes kennen,
welche genau wie ich Kandidaten fiir die DDR-
Olympiade waren. Erfahrene Pidagogen machten
uns in Sonderkursen mit Stoffgebieten vertraut, die
im Unterricht nur in geringem Umfange behandelt
wurden, wie Zahlentheorie, Kombinatorik u. a.
Nach AbschluB des 10. Schuljahres begann ich die
Lehre als Galvaniseur im VEB Galvanotechnik.
Damit wihlte ich eine damals noch recht seltene
Ausbildungsform: Berufsausbildung mit  Abitur.
Auch hier hat mich mein Mathematiklehrer ge-
fordert und geférdert. Mit groBem Interesse nahm
ich an den Veranstaltungen des neu geschaffe-
nen Bezirkskonsultationspunktes teil. Hochschul-
lehrer machten uns mit Gruppentheorie und kom-
plexen Zahlen vertraut, Studenten der Handels-
hochschule fiihrten uns in das Gebiet der Matrizen-
rechnung ein. Inhalt und Form dieser Veranstaltun-
gen haben mir viel SpaB gemacht. Sie schufen neben
dem Mathematikunterricht eine gute Grundlage fiir
Studium und Beruf. Genau wie in der Oberschule
nahm ich auch als Lehrling an den Mathematik-
olympiaden teil bis hin zur DDR-Olympiade.

Jetzt stand mein Berufswunsch endgiiltig fest: Ich
wollte Mathematik studieren, auch wenn Freunde
und Bekannte meinten, daB diese Fachrichtung fiir
Midchen zu schwer sei. FleiBige Mitarbeit im
Unterricht der Oberschule, die regelmaBige Teil-
nahme an auBerunterrichtlichen Veranstaltungen
und eine konsequente Vorbereitung aul Mathema-
tikolympiaden,.sei es im intensiven Selbststudium
oder im Kollektiv, sind Voraussetzung, daB ein
Midchen genau wie ein Junge zum Mathematik-
studium kommen kann.

Das Hochschulstudium an der Karl-Marx-Universi-
tat habe ich nach fiinf Jahren als Diplom-Mathe-
matiker mit dem Pridikat Gur abgeschlossen.
Meine Diplomarbeit befaBte sich mit speziellen
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Fragen der Mengenlehre. Seit Beendigung des Stu-
diums bin ich im VEB Leitzentrum fiir Anwendungs-
Jforschung, Betrieb des VE Kombinats Datenverar-
beitung, Betriebsteil Leipzig, als Organisator titig.
Wir erarbeiten Systemanalysen, Systemprojekie
und EDV-Programme.

Zum SchluB ein Problem aus der Kryptarithmetik,
cinem Gebiet der Unterhaltungsmathematik, das
mir immer viel Freude bereitet hat:
42090 o In der unvollstindigen fiinfstelligen na-
tiirlichen Zahl

418**
sind die beiden Sternchen so durch Ziffern zu er-
setzen, daB sich die erhaltene fiinfstellige Zahl so-
wohl durch 6, als auch durch 7 und 9 teilen 148t.

Losungen

Liosungen zu: Pokalwettkampf
in Berlin-Lichtenberg, Heft 6/80

Klasse 4 — Vorrunde

Ala a)l-243-4=1
b)14+2+3—-4= 2
c)l+2-3-4=3
dy1-2-3-4=24

A2A Die Pyramide 1aBt sich aus den Net-
zen a), b) und d) herstellen, aus dem Netz ¢)
nicht. .
Zusammenfallende Kanten sind mit gleichen
Buchstaben markiert.

Klasse 4 - Endrunde

ala Multipliziert man die Halfte der ge-
dachten Zahl mit sich selbst, dann muf} das
Ergebnis eine zweistellige Zahl sein. Daraus
folgt, daB diese Hilfte groBer als 3 und kleiner
als 10 ist. Die gedachte Zahl ist somit groBer
als 6 und kleiner als 20. Da sie zweistellig sein
soll, muB sie zwischen 10 und 20 liegen, und
ihre erste Zifler ist eine ,,1*. Beim Austausch
der Ziffern endet damit das Produkt auf ,,1.
Von den in Frage kommenden Zahlen erftillt
nur 9 diese Bedingungen. Die gesuchte Zahl
ist also 18. Tatsdchlich erhdlt man aus 9-9
=81 die Ausgangszahl mit ausgetauschten
Ziflern.

A2aA

[T 1]

Klasse 5

Al A Jedes Quadrat ist ein Rechteck, es ist
also mindestens ein Rechteck vorhanden.
Jedes Rechteck ist ein Parallelogramm, es

sind also hochstens 4 Rechtecke angezeichnet.
Da die Gesamtzahl der Vierecke dreimal so
groB ist wie die der Rechtecke, kommt des-
halb nur eine der Zahlen 3; 6; 9 oder 12 in
Frage. Da schon 4 Parallelogramme vorhan-
den sind, kann die Gesamtzahl nicht 3 sein.
6 und 12 scheiden aus, weil es gerade Zahlen
sind (Widerspruch zu (4)). Also kommt als
Gesamtzahl nur 9 in Frage. Demnach wiren
unter den Vierecken 3 Rechtecke.

Das ist mit allen Angaben vereinbar.

Klasse 6

Ala Erweitert man beide Briiche mit 20,
so erhilt man E bzw. @ Um auf den
260 260

Nenner 20 zu kommen, miiBte man einen

Bruch finden, der zwischen diesen beiden

Zahlen liegt und dessen Zihler durch 13 teil-

bar ist.

Von den mdglichen Briichen erfiillt nur kL
; : 260

diese Bedingung. 7

Kiirzt man mit 13, so erhilt man 30

A2A a) Solche Dreiecke gibt es nicht.
Wiirden sich z. B. in einem Dreieck ABC die
Halbierenden der Winkel a und f unter einem
Winkel von 90° in § schneiden, dann miiBten
nach dem Satz iiber die Summe der Innen-
winkel, angewendet au{ das Dreieck ABS, die

beiden restlichen Winkel, also ; und g -
sammen 90° betragen, demnach also gelten
o+ f=180°. Es gibt jedoch kein Dreieck mit
zwei rechten Winkeln.
b) Jedes gleichschenklige Dreieck erfillt
diese Bedingung. Es sei ABC ein gleichschenk-
liges Dreieck mit AC=BC. Die Halbierenden
der Winkel a und B mogen die Gegenseiten
BC und AC in D bzw. E schneiden. Nun gilt:
AB= AB (identisch),
¥ DAB= ¥ ABE (als Basiswinkel),
¥ EAB= ¥ ABD (als halbe Basiswinkel).
Folglich sind die Dreiecke ABD und ABE
nach wsw kongruent zueinander, und daher
sind die Strecken AE und DB als einander
entsprechende Seiten kongruenter Dreiecke
gleich lang.

Klasse 7

Al a Beispielsweise:

(1+2):3 =1
12:3:4 =1
(1+2)-3-4):5 =1
(12:3:4+5):6 =
((1+2)-3—-4):5+6):7 =1
(1+2):3-44+5+6-7):8 =1

{(((1+2):34+4):5+6):7+8):9=1

A2a a) Die Dreiecke miissen nicht kon-
gruent sein. Eines kann die Innenwinkel 45°,
45° und 90° haben, das andere Innenwinkel
der GroBen 45°, 67,5° und 67,5°.

b) Die Dreiecke miissen kongruent sein. Der
rechte Winkel kann nur Winkel an der Spitze
sein, da sonst zwei rechte Winkel vorhanden
wiren. Somit stimmen die Dreiecke in einer



Seite und allen Winkel iiberein, sind also nach
wsw kongruent zueinander.

¢) Die Dreiecke miissen kongruent zueinander
sein. Gleichgiiltig ob der Winkel von 60°
Basiswinkel oder Winkel an der Spitze ist, die
beiden anderen Winkel sind jeweils auch 60°
groB. Somit liegen gleichseitige Dreiecke vor,
und da sie in der Seitenlinge iibereinstimmen,
miissen sie kongruent sein.

Klasse 8

Ala OBdA gelte AB=BD=AC=a.
Dann ist eine weitere Seite der Linge a vor-
handen, diese sei oBdA die Seite BC.

(1) Das Dreieck ABC ist gleichseitig. Der
Winkel ABC hat die GroBe 60°.

(2) Wegen BC=BD ist das Dreieck BCD
gleichschenklig. Die Winkel BDC und BCD
sind als Basiswinkel kongruent zueinander.
(3) Da BD als Symmetriecachse den Winkel
ABC halbiert, hat der Winkel DBC die Gr68e
30°.

(4) Wegen 180—30=150 und 150:2=75
folgt aus dem Satz iiber die Winkelsumme,
angewendet auf das Dreieck BCD, daB die
Winkel BCD und BDC je 75° groB sind.

(5) Die entsprechenden Uberlegungen am
Dreieck BDA bzw. eine Betrachtung aus der
Symmetrie fithren zu der Erkenntnis, daB
auch die Winkel BAD und BDA e 75° be-
tragen.

(6) Die Innenwinkel dieses Drachenvierecks
haben die GroBen 60°, 75°, 75° und 150°.

K
D
A
Losungen zur Aufgabe 2000

Heft 6/80, IV. Umschlagseite:

Ma4 82000 Da der erste Summand mog-
lichst groB sein soll, ist das Sternchen an der
Zehnerstelle durch die Ziffer 6 zu ersetzen.
Die Summe * +* + 7 endet nur dann auf die
Ziffer 0, wenn die beiden Sternchen durch die
Ziffern 2 und 1 ersetzt werden. Der erste
(moglichst groBe) Summand lautet somit 962.
Die Summe 1+(6+ 8+ *) endet nur dann auf
die Zifler 8, wenn das Sternchen durch die
Ziffer 3 ersetzt wird. Es verbleiben die Ziffern
4 und 5. Damit der zweite Summand gréBer
wird als der dritte, muB der zweite Sum-
mand mit der Ziffer 5 beginnen. Die LSsung
lautet somit
962
+ 581
+437

1980.

Ma5 #2000 Wegen 99 +99=198 k&nnte in
beiden Summanden sowohl das Sternchen an

" der Hunderterstelle als auch an der Zehner-

stelle jeweils durch die Ziffer 9 ersetzt werden.
Dann darf aber in beiden Summanden an der
Einerstelle jeweils nur die Ziffer 0 stehen.
Deshalb gilt
990
+990

1980.

Wegen 1+(99498)=198 und da der erste
Summand nicht kleiner sein soll als der
zweite, gibt es zwei weitere Losungen, ndm-

lich 999 und 991
+981 +989
1980 1980.

Ma6 82000 Durch systematisches Probie-
ren findet man genau finf L&sungen; sie

lauten 585 und 585 und. 485
+945 +955 +945
+450 +440 + 550
1980 1980 - 1980
und 485 und 580
+955 +900
+ 540 + 500
1980 1980.

Ma7 #2000 Es existiert genau eine Lo-
sung; sie lautet 11898
—9918

1980.

Ma8 #2000 Angenommen, die Zwillinge
sind gegenwirtig z Jahre, die Mutter ist ge-
genwirtig x Jahre alt; dann gilt
(28 +x) - z- z=1980,
(28+x)-z2 =2-2-3-3-5-11.
Aus der Faktorenzerlegung ist ersichtlich,
daBl z=2.oder z=3 oder z=6 gelten konnte.
Fiir z=2 wire die Mutter 467 Jahre alt; fiir
z=3 wire die Mutter 192 Jahre alt. Somit
entfallen diese beiden Méglichkeiten.
Es gilt nur z=6. Daraus folgt weiter

(28 +x) - 36=1980,

28 +x =55, also x=27.
Die Mutter ist gegenwirtig 27 Jahre alt. Aus
27—-6=21 folgt, daB die Mutter 21 Jahre alt
war, als die Zwillinge geboren wurden.

Ma9 82000 Durch Umformen erhalten wir
(@a+1)(a+2): 2a=1980,
ala+1)(a+2) = 990,
ala+1)(@+2) =9-10-11.

Daraus folgt a=9.

Probe: (9+1)(9+2)(+ +9)=1980,

10-11-18=1980.

Ma10/12 2000 Aus p=33p, und p=2p,
folgt 33p; =2p,. Also muB p, mindestens die
Faktoren 3 und 11 besitzen. Da p, <p, gilt,
kommt fir p, nur das Produkt 9-10-11 in
Frage. Dann ist p;=3-4-5 und p=1980.
Eine andere Méglichkeit fiir p, gibt es nicht,
da dann p nicht vierstellig wire.

Lésungen zu:
Zahlenzauber um das Jahr 2000

® Magisches Quadrat: In die leeren Felder
des magischen Quadrates sind flolgende Zif-
fern einzutragen, und zwar jeweils von links
nach rechts:

1. Zeile: 202, 213 6. Zeile: 206, 219, 208
2. Zeile: 212, 201 7. Zeile: 200, 211

3. Zeile: 205, 207, 218 8. Zeile: 215, 217, 204
4. Zeile: 210 9. Zeile: 216, 203, 214
5. Zeile: 209, 220

® Darstellung der Zahl 1980:
1980=(111-1)-(11-1-1)-(1+1)
1980=2222+2-222-22
1980=333-(3+3)—3-3 -(3—%)

5+5

5 5\ *
1980=7 - 55 <5+§)

6+6

1980=6T~(66—6—6+g

1930=<7+7+7—;> : [(7+7)- 7+;]

1930=1/8_°:(§+§)—3-s— 8+8

9 99
1980=<T_9> (999—7)

@ Ein Dreieck (1 +l/§+8 +0)cm:

Wegen (1 +]/§+8°) cm=5cm, (1 +l/§+8+
0)cm=12 cm und [(1-9+8-0)+(1+]/9-8°)
cm= 13 cm bilden die MaBzahlen der Seiten-
lingen dieses Dreiecks ein pythagoreisches
Zahlentripel [5;12;13], fur das 5% + 122 =132
gilt. Das vorliegende Dreieck ist somit ein
rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten-
lingen 5 cm und 12 cm und der Hypotenusen-
linge 13 cm.

Losungen zum alpha-Wettbewerb,

Heft 5/80:

Ma5 ®1996 Aus40:5=38 folgt, daB 8 Schii-
ler der 5.Klasse an der AG teilnehmen. Wir
rechnen nun 40—-8=32, 32—-8=24, 24:2
=12, 12+8=20. Aus der 6.Klasse nehmen
20, aus der 7.Klasse nehmen 12 Schiiler an
der AG teil.

Ma5 1997 a) Es sind sechs Sigeschnitte
erforderlich. '

b) Man erhilt 27 kleinere Wiirfel mit einer
Kantenlidnge von je 10cm. (3-3-3=27)

c) Man erhilt keinen kleineren Wiirfel mit
vier schwarzen Begrenzungsflichen. An den
acht Ecken des Ausgangswiirfels entstehen
8 Wiirfel mit je drei schwarzen Begrenzungs-
flichen. Ferner erhilt man 12 Wiirfel mit je
zwei, 6 Wiirfel mit je einer und einen Wiirfel
ohne schwarze Begrenzungsflichen.

Ma5 81998 Wenn 2 Bleistifte genau soviel
kosten wie 4 Hefte, so kostet 1 Bleistift soviel
wie 2 Hefte. 5 Bleistifte kosten demnach soviel
wie 10 Hefte. Klaus hitte also denselben Preis
bezahlt, wenn er 13 Hefte gekauft hitte, Peter
denselben Preis, wenn er 14 Hefte gekauft
hétte. Deshalb kostet 1 Heft 11 Pfennige. So-
mit kostet 1 Bleistift 22 Pfennige. Klaus hatte

23



(5-22+3-11) P[=143 Pf=1,43 M und Peter
hatte (2-22+10-11) P[=154 P{=1,54 M zu
bezahlen.

Ma5 21999 3-5dm+2-3dm=21dm;
3-5dm—-2-3dm=9dm; 2:-5dm—-3-3dm
=1dm.

Ma5 82000 Siehe Seite 23

Ma5 82001 Aus u=4a=200km folgt a
=50 km. Nun gilt 50 km - 50 km = 2500 km?.
Weil 2500 km? <2600 km? gilt, ist die ge-
troffene Aussage falsch.

Ma5 82002 Wegen 20 - 20=400> 299 kann
nur s=1 gelten. Wegen 15- 15=225> 199 ist
d < 5; durch systematisches Probieren finden
wir als Losung d=2, also h=4. Wegen
sp#13,d=2und h=4 gilt p=8.

Aus 18 - 144 =2fg2 [olgt f=5und g=9. Wegen
b+1und c2:12=) gilt b=06 und somit a=13.
Daraus folgt schlieBlich ¢=7. Wir erhalten
somit als Losung

36-72=2592
12-12= 144
3- 6= 18

Ma6 w2000 Siche Seite 23

Lisungen zu:
In freien Stunden - alpha heiter

XX.0JM

Die Summe aller Ziffern 1, 2, 3, ..., 9 gleicht
45. Folglich: O+L+Y=M+P+I=A+D
+E=15.

Es gibt nur zwei Summen, die ,.eins“ als den
Summanden enthalten: (1 +5+9) und (1+6
+8). Jede dieser Unterméngen bestimmt zwei
andere Untermengen eindeutig:

A M={1,59)>M,={2,6,7},
M;={3,4,8].

B. M,={1,68)~>M,={24,9},
M3={3,57}.

Fiir A. haben wir sechs Varianten, um die
Mengen M,={O,L,Y}, Ms={M,P,I} und
Mg ={A,D,E} und die Mengen M, M, M;
eindeutig aufeinander abzubilden:
My M My M, M,
Ms M, My M, My M, M,
M¢ M3 M, My M, M, M,
In jeder Untervariante haben wir auch sechs
Varianten. Zum Beispiel:
O11 535
L 5919
Y 9 591
Dies gilt auch fiir B.
Daraus folgt, daB unsere Aufgabe 2-6* Lo-
sungen hat.

M; M,

9 9
1 5
51

Besonderes Ereignis

1. Koordinaten, 2. falsch, 3. Asymptote, 4.
Symmetrie, 5. Hyperbel, 6. Axiom, 7. Thales,
8. Radizieren, 9. Operation

Losungswort: Olympiade

20 Jahre Mathe-Olympiaden
Variantel Aus N=L+L+L+L+L

folgt N=3sL

24

n L=1und N=5 oder
) L=2und N=10
1) L=1und N=5in
O=L+L-L-L:L
O=L—1 eingesetzt, ergibt 0=0
(Widerspruch zur Voraussetzung)
Es gilt also (2) L=2 und N=10.
Die Probe bestitigt: O=1, L=2, Y=3,
M=4,P=51=6,A=7,D=8,E=9,N=10.
Variante 2 Fiir beliebiges M aus dem gege-
benen Grundbereich ergeben sich unmittel-
bar

(1) 0=1, (2) L=2, (3) Y=3,
@) N=10.
Aus D=M+M+M-M
D=2-M
ergeben sich die Zahlenpaare
M 1234 5

D 2 4 6 8 10.
Wegen (1), (2), (3) und (4) entfallen die Zahlen-
paare (1,2); (2,4); (3,6) und (5,10) als Losun-
gen.
Also gilt M=4 und D=8.

Es kommt auf die Bedeutung der Werte an
Bernd hat nicht auf die Bedeutung der Worte
geachtet. Konsequent bedeutet, erst so, dann
wieder so handeln. Inkonsequent bedeutet,
erst so und dann wieder so handeln.

Silbenriitsel

1. Zahlenbereich, 2. Winkelhalbierende, 3.
Emblem, 4. integra, 5. Jahrzehnt, 6. Acht-
hundertzwei, 7. Hunderteck, 8. Romeo, 9.
Zahlenstrahl, 10. eleventhirty, 11. Hohlraum,
12. Nadelkap, 13. Torricelli, 14. Eta, 15. Mi-
nuend, 16. Ankathete, 17. Tonnen.

ZWEI JAHRZEHNTE MATHEMATIK-
OLYMPIADEN

Kryptarithmetik
1981 : 7=283 123456789
- : + OLYMPIADE
589+ 65=654

1392 —455=937

67+ 16754+ 3675 =20496;
16850+ 20640=237490 oder
25810+ 70530=96340;
82193 + 8364 =90557 oder
19523+ 1364=20887
19845 + 628 = 20473 oder
39721 + 547 =40268 oder
69843 + 587 =70430;
37613+43219=80832;
14071+ 5321 + 61881 =81273 oder
14091 +5321+61881=81293.

Ideen am Schachbrett

Zweite Variante

Sei n eine natiirliche Zahl mit n> 1.
Wieviel ganzzahlige Losungen (x, y, u, v) mit
1<x, y, u, v<=n hat das Ungleichungssystem
1= y+u—v=Zn
1£—x +4u+v=Zn
1€ x4y —v=n
|€£—x+y+u =n?

Losung
Fiir x=u und y=uv vereinfacht sich das Sy-
stem zu 1<y, v<n und hat n? Losungen
(4, v, u, v). Hier ist auch der Fall n=1 ent-
halten.

Die Anzahl der Losungen fiir n>2 und x+u
oder y=+v erhalten wir aus der Anzahl g aller
Quadrate, deren Eckpunkte ganzzahlige Ko-
ordinaten haben und sich innerhalb oder auf
dem Rande des oben beschriebenen Quadra-

tes ABCD befinden. Mit (5) und (4) ist q=%p
=én2(n2 —1).

Da die Koordinaten der P, bei der zyklischen
Vertauschung P,—»P,—P3;—P,— P, invari-
ant bleiben, ist die Anzahl der Losungen des
Ungleichungssystems

4q+nz=%n2(n2—1)+n2=§n2(n2+2)
Bild7 § 2 3
S
4 |
! !
' I
151 |
B I
|
1
;" 5
pb- T "la
Analoge Aufgabe

Es sei nun noch ein dhnliches Problem ge-
stellt, fiir das Sie eine Losungsidee und die
Losung selbst finden mogen.
Sei n eine natiirliche Zah] mit n> 1. Wieviel
ganzzahlige L6sungen (x, y, u, v) mit 1<x, y,
u, v<n hat das Ungleichungssystem
<n+1
u+vn+1
—v=Zn
+u+vEn?
H. Bausch/E. Jihnig

x+y

1€ x+y
1€ —x

Bemerkung: Die Aufgaben ,Erste Variante*
und ,,Zweite Variante“ wurden als Aufgaben-
vorschldge der DDR bei der Jury der XIX. In-
ternationalen Mathematik-Olympiade 1977
in Beograd eingereicht. Die ,,Erste Variante
wurde von der Jury in die engere Wahl ge-
zogen.
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E.Lasker (1868 bis 1941), Mathematiker,
Philosoph und Schriftsteller, bisher bedeu-
tendster deutscher Schachspieler, Meister der
psychologischen Spielfiihrung; Schachwelt-
meister von 1894 bis 1921



alpha-Wettbewerb

Fortsctzung von alpha 6/80

Preistrager

Michael Tacschmer, Incs SchrGder, Diana Schister,
alle Parchim ; Steffen Weirich, Pascwalk ; Constanze
Henger, Clandia Tiersch, beade Potsdam; Wicland
Handke, Pulitz; Jens Papperitz, Radebeul; Helga
Rosner, Rathrmow: Heimer Ruscr, Anme Ruser,
Ines Andrews, Michard Griber, alle Rostock;
Reiner Stranch, Frank Schriter, beade Rotta: Uwe
Schwerk, Ruthen; Jarg Jabmel, Schkdlen: Uta
Mobins, Kastin Klement, Olal Putensen, alle
Schwerin; Lydia Baber, Frank Vollborth, beide
Sondershansen; Beate Neuber, Antye Fafller, Ines
Recknagel, Sylvia Dobrinski, Peggy Kanip, alie
Stcinbach-Hallenberg; Dirk Dictre, Strabsmd;

Gerd Mcy, Suhl; Corneclia Matthi, Sandra Kunath, .

beide Ticfenart; Olaf Gicim, Timkenberg; Wolfram
Fischer, Torgan; Jorg Mey, Untorbrcixbach: Jo-
achim Ricdel, Vacha; Joachim Kicinert, Wamns-
havsen: Lutz Grothe, Wiederitzsch; Grit Kamer,
Angelika Weyh, beide Zella-Mchlis; Ronald Pe-
schel, Zittag ; Ridiger Rabe, Zschornewitz ; Karsten
Seliger. Grenz; Christian Voigtiander, Neubranden-
burg '

Vorbildliche Leistungen
Beatrice List, Ahenburg; Olaf Kobemick, Babels-
berg; Amdrea Miiller, Bad Sabzungen ; Ines Kinzel-
berg, Bergwitz; Jens Reancherp, Simone Messer,
Stcflen Bichl, alle Berka; Reinhard Wegener. Tho-
mas Honigmann, Jorg Albext, Marko Poll. Ingo
Wiit, Cornchia Grauan, alle Berlin; André Schiack,
Henning Baganer, André Lorenz, alle Bonsbach;
Markus Olwig, Burg Stargard; Matthias Winkler,
Cosschande ; Andreas Donanbaner, Dahlen; Yvon-
nc Wagney, Dahme: Rolf Dach, AG Math K1 7
bis 8 der 38. POS, Oliver Geupel. Petey Hentschel,
Birgit Rahn, alle Dresden; Mandred Becker, Egge-
sin; Frank Schaite, Freienbessingen : Thomas Rrah-
mann, Frotal; Ines Ficha, Gohran: Andreas
Funk, Volkar Balter, beide Gruifswald: Maike
Thiele, Corinna Wilde, besde Grimmma : Guido Voll-
beding, Haldensieben ; Kathrin Mackel, Hammer-
bricke; Uta Schumoon, Ulrich Mobrke, bade
Havelberg; Dirk Missal, Insel; Ingo Nenbert, Caria
Umianf, Keastin Hoppe, alle Karl-Marx-Stadt;
Matthias Schncider, Kemmlitz; Ui Studzimski
Kietz; Holger Ungax, Kicinolbersdorf. Matthias
Poller, Lanter: Britta Kragelin, Karl Heyde, Sylvia
Richter, Uwe Werner, alle Lapzig; Angelika Schie-
pel, Mahlsdorf; Christiane Pritz, Mciningen ; Jar-
gen Seifert, Milkaun; Elvira Kordles, Neabranden-
burg; Hilmar Fickert, Obarlungwitz; Henming
Schulz, Potsdam ; Sicffen Korb, Raschau; Annepret
M.RM;MFMRM;
Comell Kuobacki, Sargstedi; Sosanne Kricper,
Sommerda; Annc Willroth, Stadtlengsield: Chn-
stina Schmidt, Karola Endler, Anke Wilhelm, alle
Stcinbach-Hallenberg; Uta Linz, Suhbl; Christina
Ouo, Ueckermiinde; Thomas Vandanr, Volkers-
haosrn; Michael Tries, Wasserthaleben; Rainer
Wichmann, Weimar; Ralph Zumpe, Wanbohia:
Bert Winkler, Wilkau-Hafllau; Dirk Seewald, Wol-
gast; Ralph Bock, Wollen; Jorg Striifing, Wreden-
haben ; Jorg Steinbach, Zwickan; Bezirkskinb _Jg
Math “ Zirkel 6, Halle

Abzeichen in Gold

Fiir dreinrhajilwige Telnalune
Christoph  Scheurer, Glanchan-Gesan; Hearik
Frank, Greifswald ; Lotz Pafleld, Heonigsdor!

Flir zwslfjidrige Teluslase

"Bernd Hanke, GroBschweidnitz; Guido Blosfeld -

Halle

Volkmar Tavke, Amerbach; Cordula Becher, An-
dreas Gude, Andrea Nicfien, alle Borlim; Wermer
Jeroch, Roighard Pohl, Ralf Kretschumer, Framk
Regensharger, Uwe Hanisch. afie Dresden ; Andrea
Pachert, Eichichi : Eberbard Georgy, Erfurt; Woll-
bart Umlanft, Freital; Clasddia Endtriche, Garlicz;
Chaistian Wolf, Greifswald ; Jems Negwer, Grinema ;
Burkbard Rabw, Gr.-Nasndosf: Gémser Mosel,
Gilze; Jirpea Hiittaey, Koticngrie: Armin Kor-
nex. Leipaig; Sicfien Lamghein, Lichar; Mickarl
Apitz, Loben; Ramer Bawer, Mittweida: Thomas
Richter. Neshamwra: Amdreas Massamek, New-
somzig; Thomas Kohicr, Oaloran; Willred Roh-
nert, Radebeul; Thomas Apel, Reaciheabach ; Chri-
stiane Jordan, Roitweim: Armin Hoell, Ribmitz;
Michaed Zwicke, Rirsa; Torsiem Lowe, Schicix;
Hamz-Olaf Millr, Haiko Muller, boide Schomal-
kalden; Bernadette Domaschike, Seiflcancrsdorf’
Hans Schwabe, Simonr Mahlow, bode Somders-
bamsen; Divk Harmamm, Tophtz; Sylvia Zipl,
Wakiheim; Sylvia Kmor, Weilenfels ; Carola Sealil,
Wingerode ;. Ralf Becker, Wol-n-il Une Schar-
kowski, Zepermck

Far sichenjiiwige Teilasbune

Udo Clemxens, Alrnbarg; Frank Maschke, Alire-
dorf; Dicter wad Henri Koch, Amsiadi; Ralph
Miillex, Bad Bibwa; Peter Malles, Borkbard Macl,
bede Bad Doberan: Hams Jirgem Kopl, Bad
Frankeahawsen; Lutz Hanrich, Bad Langrovsabra;
Katrin Kolliwer, Michacl Prescher. beide Berlim;
Weona Konig, Berimgrrode; Thowss Ditirich,
Brand-Ertindorf; Jeas Schumana, Coswig; Jeas
Puramd, Elica Harmath, Andrea Dreyer, alle Con-
bus; Jargen Anders, Dablewity; Mario Rinkowski,
Demmin: Peter-Alexander Pohler, Annett Korner,
Angela Jicik, alie Dresden ; Thomas Bolmre, Daina
Scmper, beade Eisieben : Sabine Lotzkendorf, Uwe
Kintzel, bride Erfurt; Bomd Dabe, Forst; Ui

Jens Folgn-n.lhlk Ruth Jacobs, Halb-Na—
stadt; Doris Plamey, Hobhradaef: Rolf Kamecth,
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I. Olympiade Junger Mathematiker (1962): Die Preistrager

sind Gast im Goethehaus am Frauenplan in Weimar

IV. Olympiade Junger Mathematiker der DDR (1965):
Prof. Dr. K. Schroter (T) und Staatssekretar Lorenz
zeichnen die Preistriger aus

Teilnehmer der Mathematischen Schiiler-
gesellschaft Berlin wihrend eines Vortrags

Junger Mathematiker bei der Erlduterung
eines mathematischen Problems
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Vom ,, Turmabstand®,
vom ,,Eisenbahnabstand‘‘ und von
anderen ,,Abstinden‘

Als ich kiirzlich meinen Winterurlaub im
Krkonose in der CSSR verbrachte, plante ich
eine Skiwanderung von Rokytnice zur
SnéZka. Aul meine Frage nach der Entfernung
antwortete mir mein Gastgeber, daB man im
Winter mit mehr als 30 km rechnen miifte,

im Sommer dagegen sei die Entfernung etwa’

25 km. Sonderbar! Also gibt es in diesem Ge-
birge einen Sommerabstand und einen Winter-
abstand zwischen zwei Orten.

Als wir abends am Schachbrett saBen, fiel mir
aul, daB es auch hier voneinander verschie-
dene Abstinde zwischen zwei Feldern gibt,
etwa einen Turmabstand, einen Damenabstand
oder auch einen Springerabstand. So muB ein
Turm mindestens 7 Felder iiberstreichen, um
vom Feld B7 zum Feld G5 zu gelangen, eine
Dame benétigt nur 5 Felder, ein Springer
dagegen 6.

Die Auskunft meines Gastgebers und meine
Uberlegungen am Schachbrett veranlaBten
mich, iiber gemeinsame Eigenschaften der ver-
schiedenartigen Abstinde nachzudenken:
Zunichst bendtigt man einen Raum, d. h., eine
nicht leere Menge, deren Elemente Punkte
heiBen sollen, zwischen denen Entfernungen
festzulegen sind. Solche Punkte eines Rau-
mes konnen z.B. die Felder eines Schach-
brettes sein. Eine Entfernung zwischen zwei
Punkten ist stets eine nichtnegative reelle
Zahl.

Zu den Punkten P und Q gehort sicher genau
dann die Zahl Null, wenn P=0 gilt (Be-
dingung (1): ,,Nur wer zu Hause bleibt, hat
die Entfernung Null zu bewiltigen.”) AuBer-
dem wird die Entfernung zwischen dem
Punkt P und dem Punkt Q mit der Entler-
nung zwischen den Punkten Q und P iiber-
einstimmen (Bedingung (2): ,,Hinweg gleich
Riickweg"). SchlieBlich wird ein Weg von P
nach Q hochstens linger, wenn ein Umweg
iiber den Punkt S vorgenommen wird (Be-
dingung (3): ,,Ein Umweg ist nie kiirzer*).
Durchdenkt man sich diesen Sachverhalt, so
stellt man fest:

Ein Abstand ist oflenbar eine Funktion mit
speziellen Eigenschaften; sie besitzt zwei von-
einander unabhingige Argumente, ihr Delini-
tionsbereich ist die Menge aller geordneten
Paare von Punkten eines Raumes, ihr Werte-
bereich eine (nicht notwendig echte) Teil-
menge der nichtnegativen reellen Zahlen.

Welche reelle Zah!l nun zwei Punkten eines
Raumes als Entfernung zugeordnet wird,
hingt davon ab, welche spezielle Abstands-
funktion man betrachtet; alle diese Funktio-
nen miissen jedoch die drei oben genannten
Bedingungen (1), (2) und (3) erfiillen.

In mathematischen Nachschlagewerken [in-
det man eine Definition des Abstandsbegrif-
fes, die unsere Voriiberlegungen widerspie-
gelt:

_Es sei R eine nicht leere Menge. Ein Abstand

aul R ist eine Funktion g, die jedem geord-
neten Paar von Elementen P;, P; aus R eine
nichtnegative reelle Zahl g(P;; P;) so zuord-
net, daB folgende Bedingungen erfiillt sind:
Fiir alle P;, P;, PyeR gilt:
(1) ¢(P;; P;)=0 genau dann,

wenn P;=P;
2y  e(Pi;P)=g(P;;P)
() e(Pi;P)Se(Pi;P)+e(Pi;P))
(R; @) heiBt metrischer Raum, seine Elemente
heiBen Punkte. Die Bedingung (3) wird

Dreiecksungleichung genannt, wie euch sicher

einleuchten wird.

Im Schachbrettbeispiel besteht der Raum
Rs aus 64 Punkten, die — entgegen der iib-
lichen Weise — mit P;;(i=1;...;8;j=1;...;8)
bezeichnet werden sollen. Dabei ist z.B. P, ;
das Feld in der 2. Zeile und der 7. Spalte des
Schachbrettes (vgl. Bild 1).

Wird ein Turm vom Feld P;3 zum Feld P,
gezogen, so iiberstreicht er |[2—4| + |3-7|
Felder des Schachbrettes. Die Funktion
or(Pij; Pu)=|i—k +|j—s]|

kann als Turmabstand im Sinne unserer De-
finition aufgefaBt werden, wenn nachgewie-
sen werden kann, daB sie die Bedingungen
(1), (2) und (3) erfiillt. Dies ist jedoch nicht
schwierig:

Zunichst gilt |i—k]|+]j—s|20; d.h., der
Wertebereich von gr enthélt nur nichtnega-
tive Zahlen.

Um (1) nachzuweisen, wird gezeigt:

1. Gilt P;;=Py, d.h, i=k und j=s, so ist
o(Pij;Pu)=|i—k|+|j—s|=]0]|+]|0|

2. Gilt or(Pij;Pug)=|i—k| + |j—s| =0, so
muB sowohl |i—k| =0 als auch |j—s| =0
gelten. Hieraus [olgt aber i=k und j=s,
also Pij=Py,.

Die Bedingung (2) ist erfiillt wegen
or(PijiPr)=|i—k| + |j—s| = | k—i]

+ IS—jI =QT(Phs§Pij).

SchlieBlich gilt fiir gr auch die Dreiecks-
ungleichung (3):

or(Pij; Pus)+07(Pius; )= | i—k| + | j—s5]|

+ |k=r|+|s=t|2|i—k+k—r]|

+ |j=s+s—t|=|i—r| +|j-t]
=0r(Pij; Pp).

Also bildet (Rs;0r) einen Raum mit Abstand,
einen metrischen Raum (Beispiel 1).

Da sich eine Dame wahlweise lings der Zei-
len, der Spalten und der Diagonalen des
Schachbrettes bewegen kann, ist die Ab-
standsfunktion fiir den Damenabstand durch
2p(Pij; Prs)=max( l i—kl ;|j—5 | )

festgelegt. Will ndmlich eine Dame z. B. von
P,y zum Punkt Psg gelangen, so bewegt sie
sich auf der zweiten Zeile (wie ein Turm)
zunichst zum Punkt P,5 und iiberstreicht da-
bei|2-2| + | 3—5| =2Felder. Danach zieht
sie aul einer Diagonalen von P,s nach Psg
und iiberstreicht dabei die drei Felder Pj¢;
P47 und Psg; also ist gp(P2sPsg)=5, dem
Maximum der Betrége [2—5|und | 3—8].
Offenbar besitzt auch die Funktion gp nur
nichtnegative Funktionswerte.

DaB die Bedingungen (1), (2) und (3) durch ¢p
erfiillt sind, 140t sich leicht zeigen. Versucht
es einmal!

Damit bildet auch (Rs;@p) einen metrischen
Raum (Beispiel 2). Aul derselben Menge kann
also auf verschiedene Weise ein Abstand de-
finiert werden.

In der Menge Rs auch einen Lduferabstand
[estzulegen, ist nicht moglich, da sich ein
Liuler stets entweder nur auf weiBlen oder nur
auf schwarzen Feldern bewegen kann. Dem
Punktepaar (P,,;P;.) konnte damit keine re-
elle Zahl als Entfernung zugeordnet werden.
Ihr konnt jedoch einmal versuchen, einen
Liéiuferabstand in der Menge aller schwarzen
Felder, also aul einer Teilmenge von Rs, zu
beschreiben.

Ein Springer ist in der Lage, von jedem Feld
eines Schachbrettes zu jedem beliebigen an-
deren zu gelangen. Um von P, nach Py, zu
kommen, miiBte er 6 Felder iiberstreichen,
zieht man ihn von P, nach P,,, so wiirde er
dagegen nur 4 Felder beriihren. Damit ldge
— bezogen auf einen Springerabstand - der
Punkt P,4 dem Punkt P, erstaunlicherweise
niaher als der Punkt P,,. Wollte man wie
beim Turmabstand oder beim Damenabstand
einen Springerabstand durch eine Gleichung
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beschreiben, so wiirde man schnell aufl
Schwierigkeiten stoBlen, da z. B. die Springer-
entfernungen von P;; nach P;,y;4, in der
Mitte des Schachbrettes kleiner sind als an
seinem Rande; verlassen darf ja der Springer
das Schachbrett nicht. Aber auch im Falle
eines Schachbrettes mit unendlich vielen
Zeilen und Spalten 148t sich ein Springer-
abstand nicht durch genau eine Gileichung
festlegen. Ihr konnt ja einmal versuchen,
einige Entfernungen anzugeben.

Neben den beiden Abstandsfunktionen gr
und gp auf dem Schachbrett Rs wollen wir
weitere Beispiele suchen.

Beispiel 3: Jedem Punkt P, einer Ebene kann
man mit Hilfe eines Koordinatensystems um-
kehrbar eindeutig ein geordnetes Paar reeller
Zahlen (x,;y,;) zuordnen (Bild 2). Die Menge
R, der geordneten Paare reeller Zahlen wird
zum metrischen Raum, wenn man auf ihr mit
02(P; P)=)/ (xi— x>+ (y:i—y,)?

eine Abstandsfunktion einfiihrt.

Offenbar gilt ¢;(P;; P;)=0. (Warum?)

J

Bild 2 B (%)

P (’1,‘ ¥e)

| x
Aus P;=P; folgt x;=x; und y;=y; und so-
mit g, (P;; P)=]/0%+0%=0;
umgekehrt kann g,(P;;P;) nur dann gleich
Null sein, wenn x;=x; und y;=y; gilt (Be-
griindung?). Damit ist (1) erfiillt. Wegen
(ei—x)*=(x;—x)* und (yi—y)*=@;—y)*
gilt (2).
SchlieBlich bestitigt man die Giiltigkeit von
(3) durch Nachrechnen. Dies ist relativ auf-

wendig; man hat zu zeigen, daB
Vxi—x)* +(ni—y)*
SV = %2 + (i — wi)?
+/ =x P +(—y)* gilt.
Wer sich die notwendige Ausdauer zutraut,
wird die Aufgabe jedoch sicher bewiltigen.

Beispiel 4: Betrachtet man einen dreidimen-
sionalen Raum R, statt einer Ebene R, so
hat jeder Punkt P;eR; ein geordnetes Tripel
reeller Zahlen als Koordinaten. Eine Ab-
standsfunktion kann durch
Qa(Pi;Pj)'—‘l/(xi—xj)z+(y.'—yi)z+(2i—zj)2
festgelegt werden.

Beispiel 5: In dem gitterformig angelegten
StraBennetz einer GroBstadt fahren StraBen-
bahnen, die Haltestellen an jeder Kreuzung
besitzen. Legt man in das Straflennetz ein
Koordinatensystem, so daB der Ursprung auf
einer Kreuzung liegt und die Achsen mit zwei
orthogonal zueinander verlaufenden StraBen
zusammenfallen, so kann jedem Kreuzungs-
punkt P;; ein Koordinatenpaar (i;j) zugeord-
net werden. Mit
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os(Pij;Pus)=|i—k|+|j—s| ist ein Strafen-
bahnabstand definiert, der die Bedingungen
(1), (2) und (3) erfiillt (Bild 3).

Bild3 | LJ |_,'L

JOgt
mimieie

Beispiel 6: Ein interessantes Beispiel [iir einen
metrischen Raum ist eine Menge von Bahn-
hofen mit einem Eisenbahnabstand. Die Bahn-
héfe By, B,, ..., B, seien mit einem Zentral-
bahnhof Z sternférmig durch Strecken der
Lingen S,, S, ..., S, verbunden (Bild 4).
Der Eisenbahnabstand gg zwischen den Bahn-
hofen B; und B; ist die Summe der Strecken-
lingen S; und S;, d. h,, gg(Bi;B;)=S:;+S; und
0e(Bi;Z)=0e(Z;B;)=S;. Man zeigt leicht,
daB auch der Eisenbahnabstand die Bedin-
gungen (1), (2) und (3) erfiillt.

Bild 4

Beispiel 7: Es sei Ry={a, b, c, ...} eine belie-
bige nichtleere Menge. Man kann auf Ry auf
sehr einfache Weise eine Abstandsfunktion
om definieren, indem man festlegt:
om(a;b)=1, falls a+b und

om(a;b)=0, falls a=b fiir bel. Elem. a;be Ry.
Man zeige, daB (Ry;0nm) einen metrischen
Raum bildet, indem man nachweist : gy erfiillt
die Bedingungen (1), (2) und (3).

Spricht man von der Umgebung einer Stadt,
der Umgebung eines Sees, der Umgebung
eines Wohnhauses, so haben die meisten Men-
schen eine gewisse Vorstellung. Genau kon-
nen sie allerdings nicht sagen, wo die Um-
gebung eines Hauses endet. Besser weiBl man
sicher schon Bescheid, wenn man von der
2-km-Umgebung eines Hauses spricht.

Wir wollen in metrischen Rdumen Umgebun-
gen (genauer: e-Umgebungen) von Punkten
einfihren. Wir nutzen dazu den Abstands-
begriff und definieren:

Die ¢-Umgebung eines Punktes P; ist die
Menge aller Punkte P;, fiir die gilt:

o(P;; P;)<e. (¢ ist eine positive reelle Zahl.)

In Bild 5 ist die ;—Umgebung des Punktes

y

Bild 5

P,eR, (vgl. Beispiel 3) beziiglich der Ab-
standsfunktion g, dargestellt. Sie besteht aus
genau den Punkten, die im Inneren eines Krei-

ses mit dem Radius der Linge r=% und dem
Punkt P,(1;1) als Mittelpunkt liegen.

Biid 6 zeigt die 2-Umgebung des Punktes
P33eRs bezogen auf die Abstandsfunktion
op (Beispiel 2).

Die 1-Umgebung von P33 wiirde dagegen nur
den Punkt P;; selbst enthalten.

Bild6 | l

Wie miiBte man eine 2-Umgebung von P33
beziiglich des Turmabstandes ¢r veranschau-
lichen?

In Ry (Beispiel 7) gehort zur 1-Umgebung
von a nur der Punkt g selbst, in der 2-Um-
gebung von a liegen dagegen alle Punkte der
Menge Ry, desgleichen natiirlich in der 1,1-
Umgebung von a. Interessant sind die Um-
gebungen von Punkten beziiglich des Eisen-
bahnabstandes im Beispiel 6. Es ist durchaus
moglich, daB Bs, Be und By in einer 100-km-
Umgebung von B, liegen, nicht dagegen die
Punkte B, und By, obwohl sie anschaulich
Nachbarorte von B, zu sein scheinen (Bild 4).
Wird in einer Ebene unserer Anschauung
durch drei Punkte P;, P; und Py ein Dreieck
aufgespannt, so scheint klar zu sein, daB die
Linge einer Dreieckseite stets groBer ist als
der Betrag der Dillerenz der beiden anderen
(Bild 7). LBt man noch zu, daB die drei
Punkte auf einer Geraden liegen kdnnen, so
gilt — ausgedriickt mit Hilfe einer Abstands-
funktion — oflenbar sogar

e(Pi; P)= | e(Pi; P)—e(Pi; Py)|. ™

Bild 7 ‘)

"

Unsere Betrachtungen im Zusammenhang
mit dem Umgebungsbegriff zeigen jedoch,
daB anschauliche Vorstellungen nicht not-
wendig ein richtiges Bild von den tatsich-
lichen Zusammenhingen vermitteln miissen.
Man kann deshalb die Frage aufwerfen, ob es
iiberhaupt Abstandsfunktionen gibt, fiir wel-
che die Ungleichung (*) gilt. Um etwa zu
priifen, ob die Abstandsfunktion g, (Bei-
spiel 3) die Ungleichung (*) erfiillt, miiBte man
zeigen, daB fiir beliebige reelle Zahlen x;, x;,
Xk Yir ¥j» Yx die Beziehung

Vxi—x)* +i—y))

2 | Y xi—x)2 + @i — )’
=V =% + (=) | gilt.



Es ist zu vermuten, daB dabei der Rechen-
aufwand keinesfalls geringer wird als beim
Nachwets der Bedingung (3).

Wir wihlen deshalb einen anderen Weg, in-
dem wir versuchen, die Ungleichung (*) ledig-
lich unter Nutzung der Bedingungen (1), (2)
und (3) abzuleiten. Dies ist nun nicht beson-
ders aufwendig:

(*) hat die Form a2 |b—c|. Um die Allge-
meingiiltigkeit einer solchen Betragsunglei-
chung nachzuweisen, mul man zeigen:

az |b—c|=b-c, falls b—c20und

a2 |b—c|=—(b—c)=c—b,

falls b—c <0.

Aus  o(Pi;P)<o(P;P)+o(P;;P) (Bedin-
gung 3) folgt

e(P;; P)zo(Pi; Py —e(Pj; Py)

und unter Nutzung von (2)

e(Pi;; Pz o(Pi; P)—e(Py; P)). @
Setzt man nochmals die Dreiecksungleichung
(3) in der Form
e(P;P)<e(Pu;P)+o(Pi;Pj) an, so erhilt
man — wieder unter Nutzung von (2) —
2(Pi; P)Zo(Py; Py)—o(Pi; Py).

Aus (I) und (II) folgt (*).

Durch die gewihlte Vorgehensweise wird
nun nicht etwa nur Rechenaufwand vermie-
den. Da die Ungleichung (*) lediglich unter
Nutzung der Bedingungen (1), (2) und (3), die
von jeder speziellen Abstandsfunktion erfiillt
werden, bewiesen wurde, gilt sie sofort fiir jede
nur denkbare Abstandsfunktion, fir den
Turmabstand also ebenso wie fir den Eisen-
bahnabstand. Damit deutet sich an, daB es
sinnvoll ist, eine allgemeine Charakterisie-
rung des Abstandsbegriffes vorzunehmen.
Ihr konnt euch dies noch an einem zweiten
Beispiel bewuBt machen, indem ihr — eben-
falls nur unter Nutzung der Bedingungen (1),
(2) und (3) - zu beweisen versucht, daB fir
beliebige Punkte P;, P; Py, P, und fir jede
belicbige Abstandsfunktion g eines metri-
schen Raumes (R;g) die Vierecksungleichung
|e(Pi; P)—e(Pi; P)| Sa(Pi;PY+e(Py; Py,
die ihr ebenfalls anschaulich deuten konnt,
erfillt ist.

(D

P. Gothner

alpha stellt vor:
Dr. Hans-Dietrich
Gronau

Sektion Mathematik
der Wilhelm-Pieck-Universitdt Rostock

Die Jortspidwiese
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Zwanzig Jahre Olympiaden Junger Mathe-
matiker - cin schones Jubilium auch fiir
mich, da ich seit Beginn mit den Olympiaden
verbunden bin. Ich mochte diese Gelegenheit
nutzen, um etwas iiber meinen mathemati-
schen Entwicklungsweg zu berichten. Ein
erster Hohepunkt war fiir mich ein 3. Platz
bei der Kreisolympiade in Neustrelitz 1963
(II. OJM) in der Klassenstufe 6.

Dieser Erfolg war Ansporn, mich ausgiebiger
mit der Mathematik zu beschiftigen. Hierbei
wurde ich durch meinen damaligen Mathe-
matiklehrer, Herrn Wiele (III. POS Neu-
strelitz), unterstiitzt. Durch Erfolge bei wei-
teren Olympiaden wurde ich 1965 in den
Bezirksklub Junger Mathematiker Neubran-
denburg aufgenommen. Dieses Ereignis war
fiir meine weitere Entwicklung duBerst wich-
tig. Durch die monatlichen Bezirksklub-
Zusammenkiinfte, Ferienlehrginge und Kor-
respondenzzirkel wurde die eigene Beschilti-
gung mit der Mathematik in systematische
Bahnen gelenkt und intensiviert. Meine da-
maligen Mentoren, Herr StR Kerber, Herr
Kempcke und Herr OL Pitzold, verstanden
es ausgezeichnet, nicht nur wichtiges Wissen
zu vermitteln, sondern auch das Interesse und
die Begeisterung fiir die Mathematik zu meh-
ren. Als sehr niitzlich erwiesen sich in dieser

. Zeit auch die Aulgabenwettbewerbe von

Wissenschaft und Fortschritt und ab 1967 von
alpha und Wurzel.

Erste Olympiade-Erfolge lieBen auch nicht
lange auf sich warten. Ein zweiter Hohepunkt
war eine Anerkennungsurkunde bei der DDR-
Olympiade 1966 (V.OJM), bei der ich als
Schiiler der Klasse 9 in der Klassenstufe 10
startete.

Ebenfalls 1965 wurde ich in die Mathematik-
Klasse der EOS Friedrich Engels Neubran-
denburg delegiert. Obwohl wir dort keinen
speziellen Lehrplan hatten, war der Unter-
richt durch die Konzentration von mathema-
tisch interessierten Schiilern und unter der
sehr guten Anleitung unseres Mathematik-
lehrers, Herrn Geist, besonders effektiv, das
seinen duBeren Ausdruck in Erfolgen. bei
Olympiaden und im (meist Mathematik-)
Studium fand.

Wihrend dieser EOS-Zeit erhielt ich eine
Ausbildung als Technischer Rechner. 1969

legte ich mein Abitur ab. Ein dritter Hohe-
punkt bei den Olympiaden war schlieBlich
ein 3. Preis bei der XI. Internationalen Ma-
thematik-Olympiade 1969 in der SR Ruma-
nien.

Seitdem bin ich in verschiedenen Formen mit
der Olympiadebewegung verbunden. So be-
treue ich drei Schiiler des Bezirkes Neu-
brandenburg, leite einen Mathematikklub im
Pionierhaus Rostock und beteiligte mich an
IMO-Vorbereitungslehrgingen. Auf meine
chemaligen Schiiler, die IMO-Preistrager
wurden, Jirgen RoBmann (1973), Helmut
RoBmann (1973, 1974, 1975) und Uwe Szysz-
ka (1979), bin ich besonders stolz. Neben dem
Einsatz als Korrektor bzw. Koordinator bei
Kreis-, Bezirks- und DDR-Olympiaden bin
ich Mitautor des zentralen Korrespondenz-
zirkels und der periodischen Aufgabensamm-
lung IMO-Ubungsaufgaben. Von 1969 bis
1973 studierte ich Mathematik an der Wil-
helm-Pieck-Universitit Rostock und bin seit
1973 wissenschaftlicher Assistent an der dor-
tigen Sektion Mathematik.

Neben den Aufgaben in der Ausbildung, in
der ich hauptsichlich mit Lehrerstudenten
Mathematik/Physik und Studenten der Sek-
tionen Technische Elektronik und Schiffstech-
nik in den Fichern Algebra und Analysis
arbeite, treibe ich Forschungen zur Kombi-
natorik und Graphentheorie. Mein Interesse
gilt insbesondere Extremal-Problemen. In
den letzten Jahren haben sich viele derartige
Fragestellungen in den verschiedenen Gebie-
ten der Mathematik ergeben. Durch diese
Motivation erlebt die Theorie der Extremal-
Probleme einen starken Aufschwung.

Mit einer Arbeit hierzu promovierte ich im
Juni 1978. Meine Dissertation wurde auf der
Zentralen Leistungsschau der .Studenten und
Jungen Wissenschaftler 1979 in Leipzig aus-
gestellt. Meine Forschungsergebnisse wurden
im Dezember 1979 als Hervorragende wissen-
schaftliche Leistung anerkannt. Um einen klei-
nen Einblick in diese Probleme zu vermitteln,
mochte ich folgende Aufgabe stellen:

A2120A Bei einer Abiturfeier stellte eine
Gruppe ehemaliger Junger Mathematiker
fest, daB sie in den vergangenen n Jahren
jahrlich an den Bezirksolympiaden teilge-
nommen hatten und daB keine 2 unter ihnen
existieren, so daB der eine nur dann Preis-
triager war, wenn es der andere auch war.

Wie viele Personen umfaBt diese Gruppe
héchstens?

a) Schiiler der 5. uhd 6. Klasse versuchen,
diese Aufgabe fiir n=2 und n=3 zu 16sen'!

b) Schiiler der 7. und 8. Klasse versuchen,
diese Aulgabe fir n=2, n=3,n=4und n=5
zu l6sen!

>

c) Alle aﬁderen Schiiler versuchen, die Aul-
gabe fir alle n<6 und allgemein, fir jede
natiirliche Zahl n2 2, zu l6sen!
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Im Blickpunkt:
Erster
Mathematiker-
Kongrefs der DDR
1981 in Leipzig

Liebe Freunde!

Inder Zeit vorn 28. 9. bis 2. 10. 1981 —im Jahr
des X. Parteitages der SED und wenige Tage
vor dem 32. Jahrestag der Griindung der
DDR - wird an der Karl-Marx-Universitit
Leipzig (KMU) ein fiir unsere mathematische
Wissenschaft bedeutendes Ereignis stattfin-

den: Der erste Mathematiker-KongreB der

DDR.

Er wird veranstaltet von der Mathematischen
Gesellschaft der DDR (MGDDR) gemein-
sam mit der Sektion Mathematik der KMU,
welche 1981 den 100. Jahrestag der Griin-
dung des Mathematischen Seminars an der
Leipziger Universitit begeht, und stellt eine
Fortsetzung der bisher durchgefithrten Wis-
senschaftlichen Haupttagungen der MGDDR
dar. Der KongreB wird geleitet von Prof.
Dr. W. Engel, dem Vorsitzenden der
MGDDR und Direktor der Sektion Mathe-
matik der Wilhelm-Pieck-Universitit Ro-
stock. Der ortliche Tagungsleiter ist Prof.
Dr. H. Schumann, der Direktor der Sektion
Mathematik der KMU.

Ein nationaler Kongre stellt fiir die Weiter-
entwicklung eines Wissenschaftsgebietes und
dessen praktische Nutzbarmachung immer
einen besonderen Hohepunkt dar. Am Ma-
thematiker-KongreB in Leipzig werden Fach-
wissenschaftler von unseren Universititen,

Hoch- und Fachschulen, Mathematiker und '

Ingenieure aus vielen Bereichen unserer so-
zialistischen Volkswirtschaft, Mathematik-
lehrer von unseren Oberschulen, Giste aus
staatlichen und gesellschaltlichen Bereichen,
aber auch Mathematiker aus den uns be-
freundeten sozialistischen Bruderldndern so-
wie aus einigen kapitalistischen Staaten teil-
nehmen. In Plenarvortrigen sowie in diszi-
plindr angelegten Ubersichts- und Spezial-
vortrigen werden die Teilnehmer des Kon-
gresses den bisher erreichten Entwicklungs-
stand und die Entwicklungstendenzen der
Mathematik einschitzen, sie werden die
neuesten mathematischen Forschungsergeb-
nisse und deren Anwendungsméglichkeiten in
der Mathematik selbst, in den Naturwissen-
schaften und in der Volkswirtschaft vorstellen
und diskutieren, sie werden {iber die Anforde-
rungen an eine moderne Mathematikausbil-
‘dung fiir Schiiler und Studenten beraten und
dabei gewonnene Erfahrungen.austauschen.
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Beispielsweise wird sich eine Diskussions-
runde mit ,,Methoden zur Ft‘)rderung mathe-
matischer Talente** beschiftigen.

Veranstaltet vom Wissenschaftlichen Beirat

fiir Mathematik beim Ministerium fiir Hoch-

und Fachschulwesen, der MGDDR und dem
Zentralrat der FDJ, wird am Vorabend des
Mathematiker-Kongresses, am 25. und 26. 9.
1981, die 3. Zentrale Wissenschaftliche Stu-
dentenkonferenz Mathematik an der KMU
stattfinden. Wie schon bei den vorangegan-
genen beiden Studentenkonferenzen dieser
Art (1977 und 1979 in Leipzig) werden Mathe-

matik- und Mathematiklehrer-Studenten so-.

wie aul dem Gebiet der Mathematik arbei-
tende junge Wissenschaftler der Universita-
ten und Hochschulen unserer Republik Er-
gebnisse ihrer wissenschaftlichen Arbeit vor-
stellen und diskutieren, die sie in Jugend-
objekten und Studentenzirkeln, bei der Lo-
sung von Aufgabenstellungen in Betriebs-
bzw. Schulpraktika oder bet der Erfiillung
von Forschungsaulgaben im Rahmen von
Jahres- und Diplomarbeiten bzw. Disserta-
tionen erzielt haben. Die besten Arbeiten
werden durch eine Jury ausgewihlt und mit
Reisen, Geld- und Buchpriamien ausgezeich-
net. Erstmalig werden an dieser Studenten-
konferenz auch auslindische Studentenver-
treter teilnehmen, namlich je zwei Studenten
aus Leningrad, Kiew, Wroclaw, Sofia und
Olomouc. Spezifisch wird sein, daB die besten
Exponate der Studentenkonferenz zum Ma-
thematiker-KongreB ausgestellt werden, und
einige von ihnen kénnen mit der Ehrennadel
der MGDDR besonders gewiirdigt werden

‘und auf dem Mathematiker-Kongre3 zum

Vortrag gelangen.
DaB fiir den Mathematiker-KongreB das Jahr

1981 und als Tagungsort gerade Leipzig aus- -

gewihlt wurden, hat seine besondere Be-
wandtnis: Vor 100 Jahren nimlich, im Jahre
1881, wurde an der Universitit Leipzig ein
Mathematisches Seminar gegriindet, aus dem
spater das Mathematische Institut und
schlieBlich die 1969 gegriindete heutige Sek-

tion Mathematik der KMU hervorgegangen -

sind. Initiator der Griindung des Mathemati-
schen Seminars und zugleich sein erster
Direktor war der Mathematiker Felix Klein
(1849 bis 1925), der euch sicher von der Geo-
metrie her — insbesondere durch sein Erlanger
Programm - bekannt ist. Die Mathematik in
Leipzig, die seit der Griindung der Leipziger
Universitdt im Jahre 1409 bis zur Zeit um
1881 u. a. durch solch bekannte Mathemati-
ker wie Regiomontanus (1436 bis 1476),
Johannes Widmann (1460 bis ?), Georg
Rhaeticus (1514 bis 1576), Gottfried Heinsius
(1709 bis 1769), Abraham Goithelf Kistner
(1719 bis 1800), Kar! Friedrich Hindenburg

. (1739 bis 1808), Karl Brandan Molhveide

(1774 bis 1825), August Ferdinand Mébius
(1790 bis 1868) und Hermann Hankel (1839
bis 1873) mitgepragt wurde, erlebte durch die
Griindung des Mathematischen Seminars

einen neuen Aufschwung. Auch der Mit-
begriinder der Differential- und Integral-
rechnung, Gottfried Wilhélm Leibniz, studier-
te 1661 bis 1663 in Leipzig. Zu den bedeu-
tendsten Mathematikern, die in den vergan-
genen 100 Jahren in Leipzig gewirkt haben,
gehdren Wilhelm Scheibner (1826 bis 1908),
Carl Neumann (1832 bis 1925), Adolph Mayer
(1839 bis 1908), der Norweger Sophus Lie
(1842 bis 1899), Felix Hausdorff (1868 bis
1942), Otto Hélder (1859 bis 1937), Kar! Rohn
(1855 bis 1920), Gustav Herglotz (1881 bis
1953), Paul Koebe (1882 bis 1945), Wilhelm
Blaschke (1885 bis 1962), Leon Lichtenstein
(1878 bis 1933) und der hollindische Mathe-
matiker B. L. van der Waerden (geb. 1903).
Mathematische Begriffe, wie Mollweidesche

August Ferdinand Mabius

Felix Klein



Formeln, Mobiussches Band, Hankelsches
Permanenzprinzip, Neumannsche Potential-
(unktion, Liesche Gruppe, Hausdorflsches
Trennungsaxiom, Hoéldersche Ungleichung —
um nur einige zu nennen —, erinnern an ihr
mathematisches Schaflen. Als Pioniere, die
das wissenschaftliche Leben und den Studien-
betrieb am Mathematischen Institut nach der
Zerschlagung des Hitlerfaschismus 1945 wie-
der in Gang gebracht haben, sind vor allem
die Mathematiker Ernst Hélder (geb. 1901),
Erich Kdhler (geb. 1906), Walter Schnee
(1885 bis 1958) und Herbert Beckert zu nen-
nen. NPT Prof. Dr. Herbert” Beckert war
viele Jahre Direktor des Mathematischen In-
stitutes; seit 1969 ist er stellvertretender
Direktor fiir Forschung der Sektion Mathe-
matik der KMU. Viele seinet Schiiler sind
heute Mathematikprofessoren oder -dozen-
ten an der KMU bzw. an anderen wissen-
schaftlichen Einrichtungen unserer Republik.
Einige Wissenschaftler unserer Sektion haben
die Geschichte der Mathematik in Leipzig in
einer ,,Festschrift zum 100. Jahrestag der
Grindung des Mathematischen Seminars an
der Universitdt Leipzig" aufgeschrieben, die
zum Mathematiker-KongreB 1981 im Deut-
schen Verlag der Wissenschaften Berlin er-
scheinen soll. Auch wurde an der Sektion
Mathematik ein Traditionskabinett einge-
richtet, das in dem nach vier inhaltlichen
Schwerpunkten ,, Tradition und Neubeginn®,
,,.Studienvorbereitung - Studienverlauf — Stu-
dienergebnisse*, ,,Forschung heute** und
,.Gesellschaftliche Wirksamkeit* geglieder-
ten Rundgang ein plastisches Bild iiber
Entwicklung und Leistungsfahigkeit der Sek-
tion Mathematik vermittelt. Ein Besuch, auch
fiir euch, liebe' Freunde, lohnt sich be-
stimmt.

B. L. van der Waerden

Herbert Beckert

Der Eroffnungsvoitrag zum Mathematiker-
KongreB wird dem Leipziger Jubildum ge-
widmet sein; ebenso wird das wissenschaft-
liche Programm des Kongresses stark auf das
historisch gewachsene, breite und anwen-
dungsorientierte Forschungsprofil der Leipzi-
- ger Mathematiksektion orientiert sein, in dem
die Analysis eine dominierende Stellung ein-
nimmt. Somit wird der Mathematiker-Kon-
greB der DDR in Leipzig nicht nur einen
wesentlichen Beitrag zur Weiterentwicklung
unserer schénen Wissenschaft Mathematik
und ihrer praktischen Anwendung zum Woh-
le unserer sozialistischen Gesellschaft leisten,
sondern auch zur Pflege fortschrittlicher
Traditionen beitragen.
Liebe junge Freunde! Sicher, ihr kénnt noch
nicht am Mathematiker-KongreB teilnehmen.
Doch solite euch dieses Ereignis Ansporn

sein, euch im schulischen Mathematikunter-
richt, in Mathematikzirkeln, in mathemati-
schen Schiilergesellschaften, bei den Mathe-
matikolympiaden und in eurer Freizeit noch
intensiver mit der von euch geliebten Mathe-
matik zu beschiftigen, um vielleicht spéter
einmal selbst ein Mathematikstudium aufzu-
nehmen und danach als Wissenschaftler an
unseren Universititen, Hoch- und Fachschu-
len, als Mathematiker in der Industrie oder
anderen gesellschaftlichen Bereichen oder
aber als Mathematiklehrer an unseren Schu-
len titig zu sein. Wir wiinschen euch dabei viel
Erfolg!

R. Mildner
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Eine Aufgabengruppe
zusammengestellt aus AnlaB des

1. Mathematiker-Kongresses der DDR
von Prof. Dr. Horst Schumann,
Direktor der Sektion Mathematik

der Karl-Marx-Universitit Leipzig

und Dr. R. Mildner, Sektion Mathematik
der Karl-Marx-Universitdt Leipzig

Temperaturkoeffizient oder
additive Temperaturkonstante?

Ma$5 82100 Zerlegt die aus drei Quadraten
gleicher Seitenlidnge bestehende ebene Figur
(siehe Bild) in 4 deckungsgleiche Teilfiguren!

Maé6 82100 Eine Kompanie 4 der NVA
marschiert um 14.30 Uhr einer 26 km ent-
fernten Kompanie B mit einer Marschge-
km
h
panie B bricht um 14.45 Uhr in Richtung
von A mit einer Marschgeschwindigkeit von
km
h
panien?

schwindigkeit von 6 entgegen. Die Kom-

8 auf. Wann begegnen sich beide Kom-

Ma7 #2100 Gegeben sei ein nichtgleich-
seitiges Parallelogramm ABCD. Beweise, dal
die Schnittpunkte der Winkelhalbierenden
dieses Parallelogramms die Eckpunkte eines
Rechtecks sind!

Mag8 #2100 Konstruiert ein bei C recht-
winkliges Dreieck ABC aus den Strecken
AC=b und d=c—a. Dabei seien c=AB und
a=BC. Begriindet und beschreibt die Kon-
struktion!

Ma9 #2100 Ein Betriebslabor hat Flaschen
mit jeweils 1kg 14%iger, 11%iger und
99iger Schwefelsiurelésuhg im -Lager, und
zwar jede in ausreichender Anzahl. Wie viele
Flaschen einer jeden von diesen Losungen
muB eine Laborantin mischen, damit sie
30kg 12 %ige Schwefelsdurelosung erhilt,
wobei sie Losungen aller drei Arten verwen-
den soll. Man gebe alle Moglichkeiten an!

Ma10/12 #2100 Von den positiven ganzen
Zahlen ay, a,, a3, ..., a; 00 Sei bekannt, daB
a;>ao, G2=3a; —2ay, a3 =3a,—2a,, ..., @100
=3ag99—2Zasg ist. Man beweise, daB dann
G100>2%° gilt!

30

In vielen Aufgaben der Physik und der Tech-
nik muB die Temperaturabhingigkeit physi-
kalischer GréBen (z.B. Linge, Volumen,
elektrischer Widerstand, Druck, u.a.m.) bei
der Losung ciner gegebenen Aufgabe be-
riicksichtigt werden. Im allgemeinen ist diese
Abhidngigkeit nichtlinear. Eine verallgemei-
nerte ZustandsgréBe z=f(T), T absolute
Temperatur, kann um einen Bezugswert
2o=f(T=To) in eine Taylorreihe entwickelt
werden:
of

Z=Zo+a—T

3
+g—T’;‘To~(AT)“+... )
mit AT=T-To. )
Die durch die partiellen Ableitungen ent-
stehenden Koeflizienten werden als linearer,
quadratischer, kubischer (usw.) Temperatur-
koeffizient in der Formel 3)
z=zo [1+a AT+ (AT +y-(AT)*+...]
beriicksichtigt und unter Bezug auf 9,=20°C,
d.h. To=293,16K, in einschldgigen Tabellen-
werken angegeben. Der Temperaturkoeffi-
zient ist eine MaterialkenngroQe.
In den weitaus meisten Fillen ist es zulissig,
die Taylorreihe nach dem linearen Term ab-
zubrechen. Zum Beispiel ist im Intervall
—200°C=< 9= +200°C der maximale Fehler
fir den Widerstand metallischer Leiter klei-
ner als 2,6%. Gleichung (3) vereinfacht sich
somit auf die allgemein bekannte Formel
z=2z0'(1+a-AT)=2z¢ [14+a (T-Tp)]. (4)
Dieser Beziehung haftet jedoch der Nachteil
an, daB bei formaler Anwendung auf Pro-
bleme, bei denen der Wert der ZustandsgréBe
bei einer tieferen als der Bezugstemperatur zu
berechnen ist, ein erheblicher Fehler entsteht.
Beispiel: Gegeben sei der Widerstand eines
metallischen Leiters R=132 Q bei einer Tem-
peratur $=100°C und der Temperaturkoel-
fizient des Widerstandes
.10-3_ &
agr=4-10 ar
gesucht sei der Widerstand bei $=20°C.
Ausgehend von Gleichung (4) ergibt sich bei
formaler Anwendung
Rz0=Ry00" (1+arAT)

=13zn-(1-4- 10-3£~30K)

QK
=132-(1-0,32)Q
=89,76Q.

2

a*f
o AT +373 [r, (AT)

Wird Gleichung (4) jedoch richtig angewandt,

so gilt

Ri0o=Rz0 ' (1+a2rAT)
_ Rioo

R0 =TrusAT
_ 132Q
- Q

103 22 .
1+4-10 aK 80K

_1320
TR
=100Q.

Der Fehler ist also beim obigen Beispiel gro-
Ber als 109;. Bedeutend giinstiger ist es, von
der Form der Geradengleichung durch zwei
Punkte auszugehen [1]. Die Situation ist in
Bild 1 dargestellt. Hierfiir gilt

z—zy T-T,

22-21 L-Tp ©)

Bild 1 }
z
zl

Z

A

- 7,

Zur Gleichung einer Geraden durch
zwei Punkte

p T

Riickt man den Punkt (T;,z,) soweit nach
links, daB er aul der Abszisse liegt, so wird
T, = —1, z; =0. Der Punkt (T5,z,) kann dann
mit dem Bezugspunkt (To,zo) identifiziert
werden.

Gleichung (5) geht iiber in
z T+z
zo To+t ©

Die GroBe t ist die additive Temperatur-
konstante und, genau wie der Temperatur-
koeffizient a in Gleichung (4), eine Material-
kenngroBe. Nur ist der prinzipielle, oben ge-
zeigte Nachteil der Gleichung (4) jetzt be-
seitigt, weil Gleichung (6) symmetrisch ist.
Es soll noch untersucht werden, ob bei ge-
gebenem Temperaturkoeffizienten « die Tem-
peraturkonstante t auch als bekannt ange-
sehen werden kann. Dazu sind die Gleichun-
gen (4) und (6) zu vergleichen.
Es ergibt sich
B AT T
Zo0

Tre O



hieraus folgt
(To+9[1+a- (T-T)]=T+1,
T [1+a- (T—Ty)]-t=
T-Tp [1+a-(T-Ty)],
T (T-To)=(T-T) (1-a- T),
1

Tt To. 8)
Bei gegebenem Temperaturkoeffizienten kann
die Temperaturkonstante berechnet werden.
Ihr konkreter Wert hiingt jedoch davon ab,
ob die Temperatur in K oder in °C ange-
geben wird.
Es wiire wiinschenswert, wenn die Werkstoff-
kennwerttabellen, in denen mittlere Tempera-
turkoeflizienten « angegeben sind, um die
Angabe der Temperaturkonstanten 7 erginzt
wiirden, da dann durch Anwendung von Glei-
chung (6) auf die Berechnung der Temperatur-
abhingigkeit einer physikalischen GréBe die
mit Gleichung (4) eventuell auftretenden
Schwierigkeiten beseitigt sind. K. Gola

Schulferien 1981/82

Herbstferien
1. Ferientag Sonnabend, 17. 10. 1981
1. Unterrichtstag Montag, 26. 10. 1981

Ferien zum Jahreswechsel
1. Ferientag Mittwoch, 23. 12. 1981
1. Unterrichtstag Montag, 4. 1. 1982

Winterferien

1. Ferientag Sonnabend, 6. 2. 1982

1. Unterrichtstag Montag, 1. 3. 1982
Unterrichtsfreier Tag Sonnabend, 10. 4. 1982
Friihjahrsferien

1. Ferientag Sonnabend, 8. 5. 1982

1. Unterrichtstag Montag, 17. 5. 1982
Unterrichtsfreier Tag Sonnabend, 29. 5. 1982

Sommerferien
1. Ferientag Sonnabend, 3. 7. 1982
1. Unterrichtstag Mittwoch, 1. 9. 1982

Ingenieurhochschule Zwickau
Stiitte praxisverbundenen Studiums

Am 1. September 1969 dffnete die Ingenieur-
hochschule Zwickau ihre Pforten. Seitdem
profilierte sich die Ingenieurhochschule zu
einer anerkannten sozialistischen Bildungs-
und Forschungsstatte. Hauptaufgabe der IH
ist die kommunistische Erziehung und wis-
senschaftlich fundierte Ausbildung praxis-
orientierter Diplomingenieure und Diplom-
ingenicurokonomen auf den Gebieten der
Technologie der metallverarbeitenden Indu-
strie, der Kraftfahrzeugtechnik, der Elektro-
automatisierungstechnik und der Sozialisti-
schen Betriebswirtschaft. Ziel aller erfahre-
nen Padagogen und praxisbewihrten Hoch-
schullehrer ist es, der sozialistischen Praxis
Absolventen zur Verfligung zu stellen, die be-
reit und befahigt sind, Aufgaben in der Volks-
wirtschaft der DDR mit guter Qualitit und
Effektivitit zu 16sen, dem wissenschaftlich-
technischen Fortschritt zum Durchbruch zu
verhelfen und wissenschaftlich-technische Er-
kenntnisse unverziiglich produktiv wirksam
zu machen.

Sehr vielgestaltig ist das Leben an der (H
Zwickau. Es reicht vom intensiven Studium
uber die gesellschaftliche Titigkeit bis zur
aktiven Teilnahme am kiinstlerisch-kulturel-
len Leben.

Studienbewerber an der IH miissen einen der
gewihlten Studienrichtung entsprechenden
Beruf und die Hochschulreife nachweisen.

Befahigte Facharbeiter konnen iiber eine
Delegierung ihrer Betriebe die Hochschulreife
an der IH erlangen. Giinstige Bewerbungs-
und Studienméglichkeiten werden Berufssol-
daten und Soldaten auf Zeit der Reserve der
bewaffneten Krifte auf der Grundlage der
Reservistenordnung geboten.

Das Studium an der IH Zwickau dauert vier
Jahre. Im 6. bzw. 7. Semester erhalten die
Studenten eine berufspraktische Ausbildung
in der sozialistischen Industrie, die der Vor-
bereitung auf den kiinftigen Einsatz in der
Praxis dient. Im 8. Semester wird die Ver-
tiefungsrichtung weitergefiihrt' und die Di-
plomarbeit angefertigt. Dabei sind rund
80 Prozent der vorgegebenen Diplomthemen
aus den Plinen Wissenschaft und Technik
abgeleitet und werden so unmittelbar pro-
duktionswirksam. Besonders befahigte Ab-
solventen konnen dber ein Forschungsstu-
dium den zweiten akademischen Grad eines
Dr.-Ing. oder Dr. oec. erwerben.

Liebe junge Leser! Um euch einen weiteren
Einblick in das Ausbildungsgeschehen an
der IH Zwickau zu vermitteln, mochten wir
euch die vier Sektionen mit ihrem Ausbil-
dungsgeschehen ndher vorstellen:

Sektion Technologie der metallverarbeitenden
Industrie

Fachrichtung : Fertigungsmittelentwicklung
(FME)

In der Fachrichtung FME der Sektion Tech-
nologie werden Diplomingenieure ausgebil-
det, welche Gerite und Einrichtungen zur

64 Prozent der Forschungskapazitit der
Ingenieurhochschule Zwickau sind fiir Auf-
trdge aus Kombinaten und Betrieben ver-
traglich gebunden. Die Studenten werden
frithzeitig auf ihre spitere Tétigkeit als
Ingenieure und Technologen vorbereitet,
wo hohes theoretisches Wissen, z. B. auf
dem Gebiet der Mathematik, und prakti-
sches Konnen gleichermaBen gefragt sind.
Zur praxisnahen Ausbildung an der Sektion
Kraftfahrzeugtechnik der Ingenieurhoch-
schule zihlen beispielsweise auch Brems-
kraftmessungen am PKW Trabant.

Die Studenten haben mit ihren Unter-
suchungen konkrete Forschungsauftrige zu
erfiillen
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Handhabung von Werkstiicken an den Ar-
beitsplitzen sowie -Rationalisierungsmittel
entwickeln. Die Bedeutung des Rationalisie-
rungsmittelbaus wird im Hinblick auf die
komplexe Automatisierung der Produktion
weiter wachsen. Geht es doch darum, die
Arbeitsproduktivitat besonders durch die
Intensivierung der Produktion zu verbessern
und die Werktédtigen mehr und mehr von
gesundheitsschidigender, schwerer korperli-
cher und monotoner Titigkeit frei zu ma-
chen.

Die Fachausbildung erfolgt auf folgenden
Gebieten: Spanende, schneidende und um-
formende Werkzeugmaschinen — Grundlagen
der Fertigungsmittelkonstruktion — Automa-
tisierung der Fertigungsmittelkonstruktion —
Automatisierung der Fertigungsmittel und
Montage — Hydro- und Pneumostatik — Ent-
werfen von Vorrichtungen, Rationalisie-
rungsmittel und deren Steuerungen — Werk-
zeugmaschinenpraktikum - Fertigungsver-
fahren einschlieBlich Wirmebehandlung -
FertigungsprozeBgestaltung — Qualititssiche-
rung und FertigungsmeBtechnik.

Fachrichtung Fertigungsprozefigestaltung

" (FPG)
Die Fachrichtung FPG bildet Diplominge-
nieure aus, welche als Organisatoren des be-
trieblichen Fertigungsprozesses entscheidend
auf die Optimierung der Produktion einwir-
ken. Der kiinftige FertigungsprozeBgestalter
ist zur sachkundigen Untersuchung und Fest-
legung optimaler KenngroBen
— des Einsatzes von Rohteilen — der Reihen-
folge des FertigungsprozeBablaufes - des
Einsatzes von Maschinen, Werkzeugen und
Hilfsmitteln — der Einhaltung der Arbeits-
werte und - fir die Sicherung der Qualitat
der Erzeugnisse und die Stabilitat der Ferti-
gung zu befahigen.
Zur rationellen Losung dieser Probleme ste-
hen dem FP-Gestalter die EDV und modem
gestaltete Technologenarbeitsplétze zur Ver-
fiigung.
Ein weiteres wichtiges Arbeitsgebiet des FP-
Gestalters ist die technologische Einsatz-
vorbereitung  automatischer Werkzeug-
maschinen und Produktionsausriistungen.
Spezieller Inhalt der Fachausbildung:
Fiir seine kiinftige Tétigkeit wird der FP-
Gestalter auf folgenden Gebieten ausgebil-
det:
- Fertigungsverfahren (Umformtechnik, Um-
form- und Zerteiltechnik, Abtrenntechnik,
Fiigetechnik, Oberflichentechnik, Wirme-
behandlung und Plastverarbeitung) — Me-
thoden und Theorien der Fertigungsprozef3-
gestaltung und Automatisierung technologi-
scher Prozesse — Fertigungsmittel (Einsatz-
bereiche und Ausfiihrungsformen von Werk-
zeugmaschinen, Konstruktionslehre, Ferti-
gungsmittelkonstruktion, Automatisierung
von Fertigungsmitteln) — Qualitétssicherung
und FertigungsmeBtechnik - technologische
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Betriebsprojektierung, Arbeits- und Ferti-
gungsorganisation - Anwendung und Einsatz
von EDV zur Optimierung technologischer
Prozesse sowie zur Rationalisierung der In-
genieurtatigkeit.

Absolventeneinsatz: Der Einsatz der Absol-
venten dieser Fachrichtung kann in der tech-
nologischen Fertigungsvorbereitung allge-
mein und fiir spezielle Verfahren, in der tech-
nologischen Entwicklung, der operativen Pro-
duktionsbetreuung sowie in der Leitung,
Uberwachung und Kontrolle technologischer
Prozesse erfolgen. '

Fachrichtung : Betriebsgestaltung

Die Fachrichtung Betriebsgestaltung bildet
Diplomingenieure aus fiir die Rekonstruk-
tion, Projektierung und Einrichtung von
Fertigungszellen und -bereichen sowie kom-
pletten Produktionsbetrieben der metallver-
arbeitenden Industrie. Die Betriebsgestalter
beherrschen die funktionellen Zusammen-
hinge des betrieblichen Reproduktionspro-
zesses, die Anwendung grundlegender Ge-

" staltungsregeln, Methoden und Verfahrens-

weisen der Projektierung bzw. Rekonstruk-
tion bestehender Fertigungsstitten.
Charakteristisch fiir diese Tatigkeit ist der
Einsatz mathematischer Methoden und der
EDV zur Optimierung und Rationalisierung
dieser Tatigkeit.

Die Fachausbildung erfolgt auf folgenden
Gebieten: — Grundlagen der technologischen
Betriebsprojektierung — Technologische Pro-

- jektierung spezieller Fertigungsstétten — Pro-

jektierung von Transport- und Lagerprozes-
sen — Investitionsvorbereitung und -durch-
fiihrung - Anwendung der EDV in der tech-
nologischen Betriebsprojektierung - Zuver-
lassigkeit und Instandhaltung von Betriebs-
systemen - Projektierung von Anlagenteilen —
Projektierungspraktikum
Einsatzmoglichkeiten der Absolventen:

In der technologischen Planung, als Betriebs-
ingenieur zur Vorbereitung, Steuerung und
Uberwachung der Produktion sowie in In-
genieurbiiros fiir Rationalisierung und Pro-
jektierung.

Sektion Kraftfahrzeugtechnik

Fachrichtung Kraftfahrzeugtechnik

Das Kraftfahrzeug ist ein hochwertiges Pro-
duktions- und Konsumtionsmittel, das stin-
dig an Bedeutung gewinnt. Der Inhalt der
Ausbildung besteht in folgendem:
—Produktionsvorbereitung (Entwicklung, Er-
probung, Fertigung) von Kraftfahrzeugen,
Verbrennungsmotoren und Zubehér — Kraft-
und Schmierstoffe - Kraftfahrttheorie -
Mensch - Kraftfahrzeug - Verkehr (Umwelt-
schutz beziiglich Luftreinhaltung und Ge-
rduschminderung sowie Entwicklungstenden-
zen, menschengerechte Gestaltung von Kraft-
fahrzeugen, Anforderung an die Verkehrs-
gestaltung) — Karosseriebau — Kfz-Elektrik —
Antriebs- und Bremsentechnik — Kfz-Fahr-

werke ~ Betrieb und Instandhaltung von
Kraftfahrzeugen — Dynamik der Kolben-
maschinen und Maschinendynamik - Be-
triebsfestigkeit — Stromungstechnik, Olhy-
draulik und Pneumatik — MeBtechnik
Einsatzméglichkeiten der Absolventen in:

- Kfz-Entwicklung und Herstellung — Giiter-
kraftwagen, Autobus-, Anhdngerbau — Trak-
toren-, Landmaschinenbau der Zubehérindu-
strie — Entwicklungs- und Produktionsstellen
fiir Sonderfahrzeuge aller Wirtschaftszweige.

Sektion Elektroautomatisierungstechnik

Das Ziel in der Ausbildung in der Fach-
richtung Elektrotechnik besteht in folgen-
dem:

An der Sektion EAT werden Diplominge-
nieure der Fachstudienrichtung Elektrotech-
nik fur die Entwicklung, Projektierung und
Instandhaltung von Rationalisierungseinrich-
tungen und Energieanlagen ausgebildet.
Automatisierungsprobleme in diskontinuier-
lichen technologischen Prozessen sind nur
unter komplexer Anwendung der Elektro-
technik/Elektronik/Mikroelektronik zu 16-
sen. Die Konstruktion elektronischer. Auto-
matisierungsrichtungen, z.B. die Entwick-
lung von Manipulatoren (Industrierobotern)
tragt zur Steigerung der Arbeitsproduktivitit
bei und befreit die Werktatigen von schwerer
korperlicher, gesundheitsschidlicher und mo-
notoner Arbeit. Die Automatisierung von
Priif- und MeBprozessen hilft Arbeitskrifte
einzusparen und die Qualitit der Erzeugnisse
zu verbessern.

Hochschulabsolventen der Sektion beeinflus-
sen in der betrieblichen Praxis wesentlich die
rationelle Energieverwendung durch die ent-
sprechende konstruktive Auslegung von Elek-
tromaschinen und -anlagen.

Inhaltliche Ausbildung:

Die Grundlagenausbildung leitet sich ab aus
dem Grundstudienplan fiir das Elektro-
ingenieurwesen.

Die darauf aufbauende Fachausbildung wird’
gewihrleistet durch folgende Fachgebiete:

— Bauelemente, Baugruppen und Grundschal-
tungen der Elektronik — Gerite und Anlagen
der Informationstechnik (einschlieBlich der
Mikroelektronik) — Elektrische Maschinen -
Elektronische Anlagen und Geridte - Lei-
stungselektronik - Elektromotorische An-
triebe und Antriebsregelungen — Steuerungs-
anlagen — Regelungssysteme
Einsatzmoglichkeiten der Absolventen:
Haupteinsatzgebiete sind : Rationalisierungs-
betriebe im Bereich der gesamten Volkswirt-
schaft — Rationalisierungsbereiche auf Be-
triebsebene — Konstruktionsabteilungen fiir
die Entwicklung von elektronischen und
steuerungstechnischen Anlagen - For-
schungszentrum fiir die Anwendungsfor-
schung auf technologischem Gebiet — Inge-
nierbiiros fir die Projektierung von Rationa-
lisierungs- und Energieanlagen — Abteilungen



zur Betriebsiiberwachung und Instandhal-
tung von Rationalisierungs- und Energie-
anlagen.

Sektion Sozialistische Betriebswirtschaft
Die Ausbildung erfolgt in den Fachrichtun-
gen
@ Ingenieurokonomie des Maschinenbaus
@ Ingenieurékonomie der elektrotechni-
schen und elektronischen Industrie
Der Sozialistischen Betriebswirtschaft oblie-
gen die Leitung, Planung, Organisation, Kon-
trolle und Analyse der Phasen des Repro-
duktionsprozesses der Kombinate und Be-
triebe.
Diesen Funktionen Ist das Ausbildungsprofil
der Sektion SBW kongruent.
Das Ausbildungsziel besteht in der Ausbil-
dung von Diplomingenieurékanomen der
o.g. Fachrichtungen, welche mit soliden be-
triebswirtschaftlichen und technisch-techno-
logischen Grundkenntnissen ausgestattet in
der Lage sind, die 6konomischen Prozesse
in der Einheit von Politik, Okonomie und
Technik zu beherrschen.
Die Ausbildung dauert 4 Jahre. Sie erfolgt
vor allem in den Lehrgebieten:
® Marxismus-Leninismus unter besonderer
Beriicksichtigung der Politischen Okorno-
mie des Kapitalismus und des Sozialis-
mus i
@ Mathematik fiir Okonomen
® Technisch-technologische Grundlagen
(Werkstofftechnik, Konstruktion, Elek-
tronik, technische Grundlagen)
® Sozialistische Volkswirtschaftslehre und
sozialistisches Recht
@ Kybernetik, EDV-Org. und -programmie-
rung
sowie in der Sozialistischen Betriebs-
wirtschaftslehre und ihren Teilgebieten.
Der Einsatz der Absolventen erfolgt vorwie-
gend in:
den Direktoraten fiir Okonomie, Beschaf-
fung und Absatz, Kader, Bildung, Arbeit —
dem Bereich Hauptbuchhaltung sowie in der
Forschung, Entwicklung, Technik und Ferti-
gung in den Betrieben, Kombinaten und For-
schungseinrichtungen.
Liebe junge Freunde! Wie ihr gesehen habt,
sind alle Fachrichtungen an der [H Zwickau
aufs engste mit der Mathematik verbunden.
Sie tragt durch ihre konkrete Anwendung
dazu bei, Arbeitszeit einzusparen, den spezi-
fischen Materialverbrauch zu senken und
durch die Anwendung fortschrittlicher Tech-
nologien die Arbeitsproduktivitit zu steigern
und dabei die Arbeits- und Lebensbedingun-
gen der Werktitigen zu verbessern. Dazu
mochten wir euch abschlieBend ein Beispiel
nennen. Zur praxisverbundenen Ausbildung
der Studenten gehort neben der Mitarbeit in
den SRKB der Hochschule u.a. die Losung
von interessanten Aufgaben der MMM. An
einem solchen MMM-Exponat arbeitete der
Student Egon Dietz aus der Seminargruppe
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- Benjamin
' Banneker

Bliack Hentagel S35

AP, AT A

1980 erschien in den USA eine Gedenkmarke
fir den afroamerikanischen Astronomen,
Geoditen und Mathematiker Benjamin Ban-
neker (1731 bis 1806). Diesen Namen wird
man selbst in sehr speziellen Nachschlage-
werken zur Geschichte der Mathematik ver-
geblich suchen, denn dort sind im allgemei-
nen nur Personen erwihnt, die einen schopfe-

T 1771 mit. Egon war Mitglied eines Jugend-
kollektivs, dem junge Facharbeiter und In-
genieure des VEB Sachsenring sowie Studen-
ten der Ingenieurhochschule angehorten. Sie
beschiftigten sich mit der Vorbereitung des
Einsatzes des Beschickungsroboters IR 3P im
Bereich der Getriebefertigung des VEB Sach-
senring. Bereits im Juni vergangenen Jahres
beschickte der IR 3P zwei ZahnradstoBma-
schinen mit Teilen und bringt eine Ferti-
gungseinsparung von 1000 Stunden pro Jahr.
Zu seiner Mitarbeit am Jugendobjekt erklarte
uns Egon Dietz: ,,Ich arbeitete am Aufbau
des Schaltschrankes fir den Roboter mit. Ein-
fach war diese Arbeit nicht. Doch gerade, weil
sie Probleme in sich barg und sie einen ganzen
Mann verlangt, liebe ich diese Arbeit. Die
Mitarbeit an der Losung volkswirtschaftlicher
Schwerpunktaufgaben, wie der Fertigungs-
zeitsenkung, durch den Einsatz neuester
Technik, begeisterte alle Mitglieder des Ju-
gendkollektivs. Das war ein wertvoller Bei-
trag, uns auf unseren kiinftigen Einsatz in der
sozialistischen Produktion vorbereiten zu
helfen.
Doch ohne die Kenntnisse der Mathematik
wire diese Mitarbeit an den Aufgaben der
sozialistischen Rationalisierung nicht denk-
bar gewesen. Ich kann nur allen jungen
Freunden empfehlen, sich mit der Mathe-
matik umfassend zu beschiftigen.*

B. Gronwald

rischen Beitrag zur Weiterentwicklung der
Mathematik geleistet haben. Fiir solche Lei-
stungen fehlten allerdings in den USA bis zum
Ende des 19.Jahrhunderts die gesellschaft-
lichen Voraussetzungen. Unter den relativ
wenigen Personlichkeiten der US-amerikani-
schen Geschichte, die mit dem mathemati-
schen Wissen ihrer Zeit iiberdurchschnittlich
vertraut waren und es anzuwenden verstan-
den, nimmt Banneker als erster farbiger Ver-
treter der mathematischen Wissenschaften
einen besonderen Platz ein. Der friihzeitige
Kontakt mit der einfluBreichen Quiker-
familie Ellicot, die seine seltene Begabung er-
kannte und forderte, erméoglichte es dem Skla-
vensohn, ganz auf sich gestellt, anhand von
Biichern in die Mechanik, Astronomie und
Mathematik einzudringen.

1791 trat Banneker in einem in die amerika-
nische Geschichte eingegangenen Brief an
Thomas Jefferson (1743 bis 1826), den Ver-
fasser der Unabhingigkeitserklirung und
spédteren US-Prisidenten, fiir die Rechte sei-
ner schwarzen Briider ein. Der Brief wurde
zusammen mit einem Exemplar des ersten
von Banneker erarbeiteten astronomischen
Jahrbuchs iibergeben. Derartige Jahrbiicher,
die sich damals groBer Beliebtheit erfreuten,
verfaBte Banneker noch viele Jahre lang. Er
wirkte auch an der Vermessung des Colum-
bia-Districts mit, worauf das Markenbild
Bezug nimmt. :

Die Geschichtsschreibung der Wissenschaf-
ten bemiihte sich in den vergangenen Jahr-
zehnten mit zunehmendem Erfolg, ihren Ge-
genstand nicht mehr nur als Geschichte von
wissenschaftlichen Begriffen, Problemen und
erfolgreichen Forschern, sondern als gesell-
schaftlichen Prozef} zu erfassen und darzu-
stellen. In einer so verstandenen Geschichte
der Mathematik miissen und werden auch
Minner wie Benjamin Banneker ihren ge-
bithrenden Platz finden. P. Schreiber

Gleich und gleich
und doch verschieden
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Speziell
fiir Klasse 5 bis 7

Nachdenken und sicheres
Rechnen gefragt

Uber das Lasen von Sachaufgaben

Macht es euch Freude, wenn ihr knobeln
konnt, wenn ihr iiber ein knilfliges Problem
nachdenkt, wenn ihr die Losung einer schwie-
rigen Aufgabe gefunden habt? Ja! Dann ge-
hort ihr zu den vielen Menschen, denen Den-
ken eines der groBten Vergniigen ist. So be-
trachtet, kann man die Beschaftigung mit der
Mathematik als eine reizvolle Sache, vielleicht
als ein schénes Hobby ansehen. Die Mathe-
matik diént aber nicht vordergriindig dazu,
uns die Freude des Denkens, die Freude iiber
die groBartige Logik eines gefundenen L&-
sungsweges zu ermoglichen. Vor allem dient
die Mathematik dazu, unser aller Leben zu
erleichtern und zu verbessern. Das wird durch
die Anwendungen der Mathematik erreicht.
Im tédglichen Leben, bei der Arbeit in der
Industrie und Landwirtschalt, im Handel und
Transportwesen — iiberall wird die Mathe-
matik angewendet und gebraucht. Kein Welt-
raumschifl konnte um die Erde kreisen, wenn
nicht ein entsprechend hoher Stand der ma-
thematischen Wissenschaft vorhanden wire!
Wer Sachaufgaben 16st, kann sich schon jetzt
darin iiben, praktische Probleme mit Hille
der Mathematik zu bewiltigen. Auch das
kann ein schoner Erfolg sein und Freude und
Belriedigung bringen, wenn man ein schwie-
riges Problem aus der Praxis durch Anwen-
dung seiner mathematischen Kenntnisse ge-
16st hat. Die folgenden Aufgaben fiir die Klas-
sen 5 bis 7 sollen Angebote [iir euch sein, eure
mathematischen Kenntnisse anzuwenden.
Wer denkt und rechnet mit?

Aulgaben
Klasse 5

Ala Um eine Dachrinne zu befestigen,
miissen Rinnenhalter angebracht werden.
Wieviel solcher Rinnenhalter werden bend-
tigt, um eine 9,50 m lange Dachrinne zu be-
[estigen, wenn die dufleren Halter je 0,25 m
eingeriickt werden und der Abstand der
Rinnenhalter héchstens 0,75 m betragen darf?
Losungshinweise:
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a) mit Hilfe einer mafstdblichen Zeichnung

,_
=
.
4

Bild 1

b) durch Rechnung (Bild 2)

9m

9,25m 10,25m
T T
9,50m

Bild 2

Tabelle:

Anzahl
d. Abstidnde 1 2 3 x
Entlernung

in cm 75

150 225 500

(Solche Tabellen sind ein niitzliches Hilfs-
mittel, um die in der Aufgabe enthaltenen Zu-
sammenhinge aufzudecken)

Losungsansatz:

75 - x=900.(Die in der Tabelle untenstehen-
den Zahlen ergeben sich aus den
dariiberstehenden durch Multi-
plikation mit 75.)

x= 12

Auswertung des gefundenen Ergebnisses:

Die Anzahl der Halter ist um 1 groBer, da der

linke (oder rechte) duBere Halter noch dazu-

gerechnet werden muB.

Antwort: Man benotigt 13 Rinnenhalter.

A2A Zum Verlegen einer Lichtleitung in
einem Stallgebiude bendtigt man Feucht-
raumkabel, das mit Halteschellen an Wand
bzw. Decke befestigt wird. ‘
Wieviel Halteschellen werden benétigt, wenn
14,50 m Kabel zu befestigen sind, die beiden
duBeren Schellen jeweils 0,20 m eingeriickt
werden und der Abstand der Schellen héch-
stens 0,60 m betragen soll?

A3 a Ineinem Kellergang, dessen Grund-
riB im MaBstab 1:200 angegeben ist, wird eine
Deckenbeleuchtung angebracht. Dazu muf
von der Anschlufstelle des Zahlers (Z) ein
Feuchtraumkabel bis zur anzubringenden
Kellerleuchte (L) verlegt werden, das mit
Halteschellen an Wand bzw. Decke befestigt
wird. Die AnschluBstelle fiir das Kabel im
Zihler (Z) befindet sich 1,30 m iiber dem Fuf3-
boden. Der Kellerraum ist 2,10 m hoch.

Bild 3

x L

a) Wieviel Meter Feuchtraumkabel werden
benétigt, wenn das Kabel stets parallel zu den
Begrenzungslinien des Raumes verlegt und
dabei der kiirzeste Weg gewahlt wird?

b) Wie groB ist der durchschnittliche Abstand
der Halteschellen zu wihlen, wenn insgesamt
15 Schellen zur Verfiigung stehen und die
beiden duBeren Schellen 20 cm von Z bzw. L
entfernt anzubringen sind ? (Bild 3)

A4a Ein 280m hohes Wohnzimmer mit
dem abgebildeten GrundriB (Bild 4) soll tape-
ziert werden. Im Zimmer befinden sich zwei
1,40 m breite und 1,50 m hohe Fenster, die
80 cm iiber dem Fuflboden beginnen, und
eine 1,20 m breite und 2 m hohe Tiir.

460m

3,20m

4,80m

Bild 4

340m

Wieviel Tapetenrollen von 10 m Linge und
0,50 m Breite miissen eingekauft werden?
(Dabei sollen aul den Tapetenbahnen von
0,50 m Breite und 2,80 m Hohe nicht zwei
Tapetenstiicke aneinandergesetzt werden!)

Klasse 6

Ala Zum Streichen von 20 m? FuBboden
sind 5 kg Vorstreichfarbe erforderlich.
Welche Menge wird zum Streichen eines
FuBbodens bendtigt, dessen Grundri3 durch
das folgende Bild gegeben ist? (Bild 5)

2,30m
Bild 5
AL

: g
£ S
N\
-

€ 00m

Losungshinweise:
a) FuBbodenfliche:
A=A+A,—A;
A=230m-1m+3,20m-4m
-0,50m-0,60 m
A=148m?

b) Farbmenge: Tabelle

20 148 1
5 x ey

Fliche in m?2
Farbmenge in kg

(Tabellen iiber den Zusammenhang von zwei
GréBen sind oft ein niitzliches Hilfsmittel fir
das Finden des Ansatzes.)
Mathematischer Ansatz:
1. Wenn man wiiBte, wieviel kg Farbe (y) fiir
1 m? FuBboden benétigt wiirde, kénnte man
die Farbmenge berechnen (Ergidnzung der
Tabelle durch die letzte Spalte).
5 1
Y=o~ 3
1
x=148 -Z=3,7

(SchlieBen auf die ,,Einheit*)



2. Uber Verhiltnisgleichungen (direkte Pro-
portionalitat):

20:5=148:x
Antwort: Man braucht 3,7 kg Farbe.

A2 A Beider Instandsetzung einer Altbau-
wohnung ist in einem Zimmer mit nach-
stehendem Grundrif3 im MaBstab 1:200 die
Dielung zu erneuern.

a) Wieviel Quadratmeter FuBbodenbretter
werden verbraucht, wenn man fiir 1 m? FuB-
bodenfliche wegen Verschnitts 1,15 m? rech-
nen muB?

b) Wieviel Meter Kehrleiste sind erforderlich,
wenn das Zimmer eine 1,20 m breite Tir
(keine Kehrleiste) besitzt und man fiir einen
Meter 5 cm Verschnitt hinzuftigen muB?

c) Wieviel Kilogramm Nigel werden beno-
tigt, wenn man fir 1m? FuBbodenbelag
0,11 kg und fiir 1 m Kehrleiste 10 g rechnet?
(Bild 6)

Bild 6 ﬁ

A3a Derimfolgenden GrundriB (MaBstab
1 :200) dargestellte Raum (2,80 m hoch) wird
vorgerichtet (Bild 7). Dazu ist ein alter ein-
schichtiger Tapetenbelag zu entfernen, Dek-
ken und Winde sind mit Makulatur zu strei-
chen und zu tapezieren.

Errechne die Lohnkosten dafiir entsprechend
folgender Tabelle (Fenster- und Tiir{ldchen
~werden mitgerechnet!):

Leistung Kosten fiir 1 m?

Alte Tapete entfernen 0,28 M
Makulatur streichen 0,26 M
Wandtapezierung 083 M
Deckentapezierung 1,12M
Bild 7

Klasse 7

ala Fiir eine Frischwasserleitung ist ein
Rohrgraben mit dem im Bild dargestellten
Profil und einer Lange von 1,85 km auszu-

heben.
2500

!

2000

Bild 8

800

(MaBangaben wie bei technischen Zeichnun-
gen iiblich in mm)

In wieviel Stunden wird der Graben mit
cinem Grabenbagger ausgehoben, wenn in
einer Stunde 41m> ausgehoben werden?
(Bild 8)

Lsungshinweise:

a) Volumen des auszubaggernden Grabens:
Formeln:

Ve=Ag" hp (Prisma)

(Trapez)

geg.:

hp=1850,0 m
Vp=6105m>
b) Zeit fiir die Ausbaggerung:

Tabelle:

Zeit in Stunden 1 2 ... x
ausgebaggerte Erde in m®> 41 82 Ve

(Solche Tabellen, die den Zusammenhang
von zwei ,,GroBen” betreflen, sind ein niitz-
liches Hilfsmittel [iir das Suchen eines An-
satzes.)
Mathematischer Ansatz:

x-41=V,
(die Zahlen der unteren Zeile ergeben sich
aus den dariiberstehenden durch Multi-
plikation mit 41)

x=6105:41

x~149
Antwort: In etwa 149 Stunden ist der Graben
ausgebaggert.

A2A An beiden Uferseiten eines Flusses
wird zum Hochwasserschutz auf einer FluB-
linge von 3,2km ein Damm aulgeschiittet,
dessen Querschnitt im Mafistab 1:100 abge-
bildet ist. Die zur Aufschiittung notwendige
Erde wird im Zweischichtbetrieb von 9 Kip-
pern angefahren, von denen jeder eine Lade-
fdhigkeit von 4,1 m® hat. Pro Schicht kann
jeder Kipper 15mal Erde anliefern.

Wieviel Tage miissen die Kipper im Einsatz
sein? Dabei muBl noch beachtet werden, daB
25%, mehr Erde anzuliefern sind, weil die
Erde beim Aulschiitten des Dammes zusam-
menrutscht (Bild 9).

Bild9 7 N\

A3 A Beider Einrichtung eines HO-Selbst-
bedienungsladens muB eine Decke, die im
Mafstab 1:500 in dem folgenden Bild wie-
dergegeben ist, abgeputzt werden. Fiir die
vorgesehene Putzdicke von 20 mm aul Holz-
wolle-Leichtbauplatten ist [ir jeden Quadrat-
meter mit 24 1 Mortel zu rechnen.

Bild 10

Wieviel Liter Mortel sind bereitzustellen?
(Bild 10)

Eine Aufgabe von
Prof. Dr.

Wiladimir Mazja

Wissenschaftliches Forschungsinstitut
fiir Mathematik und Mechanik
der Universitdt Leningrad

42091 o Fiir jede natiirliche Zahl n finde
man die groBte Zahl ¢,, so daB fiir beliebige
positive Zahlen ay, a,, ..., a, mit a; 2a, > ...
2a,>0gilt:

*)

max (k- ay)-
15k<n
Zu einem spiteren Zeitpunkt werde ich euch
die Losung dieser Aufgabe und dazu noch
einige Verallgemeinerungen nennen.

ay+az+...+a.2cp"

In der Reihe Teubner-Texte zur Mathematik
erschienen von Prof. Dr. Mazja bisher:
Einbettungssdtze fir Soboljewsche Rdume,
Teil I und I1.

Beide Monographien wenden sich an Mathe-
matiker, Physiker und Studenten dieser Fach-
richtungen.

A4 a Ein Werkhof (siche Bild) erhielt einen
neuen Belag. Als Normzeit fiir 1 m? neuen
Belag gilt eine Zeit von 0,56 Stunden.

a) Wieviel Stunden stehen fiir die Arbeit zur
Verfiigung?

b) In wieviel Stunden wurde die Arbeit be-
endet, wenn die Normerfiillung 118,5%; be-
trug? (Bild 11)

7000

Bild 11 *—4-'

16000

12500

K. Reichold
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Wer lost mit?
alpha-Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 12. Juni 1981

Mathematik

Ma5 #2092 Martin sollte das Netz eines
Wiirfels zeichnen.

Er begann so, wie aus dem Bild ersichtlich.
Wie muB Martin weiterzeichnen? Es gibt
genau vier verschiedene Méglichkeiten, um
ein vollstindiges Wiirfelnetz zu erhalten.
Zeichne sie, und trage in die Quadratflichen
die Buchstaben h, r, I, 0, u ein, die zum Aus-
druck bringen, welche Quadratfliche den
Wiirfel nach dem Falten hinten, rechts, links,
oben bzw. unten begrenzt! Der Buchstabe v
(vorn) ist bereits eingetragen. .

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma5 #2093 Bilde aus den Grundziflfern 5,
6, 7, 8 und 9 fiinfstellige Ziffern fiir ungerade
natiirliche Zahlen! Grundziffern fiir aufein-
anderfolgende natiirliche Zahlen sollen dabei
nicht nebeneinander stehen.
a) Die so dargestellte Zahl soll moglichst
klein, aber nicht kleiner als 69000 sein.
b) Die so dargestellte Zahl soll méglichst groB,
aber nicht groBer als 70000 sein.

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma5 #2094 Das Bild zeigt die 1275 m?
groBe Fliche ecines Schulgartens, der mit
Maschendraht eingezidunt werden soll. Wie-

viel laufende Meter Maschendraht sind anzu-
schaffen, wenn die Breite a des Schulgartens
30 m betridgt und a sechsmal so lang ist wie
die der Zeichnung zu entnehmende Strecke ¢?

Studentin Marion Staskowiak, PH Kothen

Ma5 82095 Axel, Bert und Jan haben jeder
genau ein Hobby. Jeder von ihnen sammelt
entweder Briefmarken oder Ansichtskarten
oder. J }eic en. Von ihnen wissen wir
(1) A%é 1 Sammler von Ansichts‘(Z‘r en
kennen sich gus einem Kinderferienlager.
2) Jan is"&‘?ﬁi-rél!d«:ir']'@*f‘ﬂk’sic'litskarten; er ist
dlter als der Abzeichensammler.
Welches Hobby betreibt jeder dieser drei
Jungen?

Studentin Marion Staskowiak, PH Kdéthen

Ma5 #2096 Es sind alle zweistelligen un-

geraden natiirlichen Zahlen a und b zu er-

mitteln, die folgende Bedingungen erfiillen:

(1) Die Zahlen a-sind dreimal so groB wie die
Zahlen b.

(2) Die Zahlen b sind Vielfache von 5.
Studentin Marion Staskowiak, PH Kothen

Ma5 #2097 Drei Mannschaften 4, Bund C
mit je sechs Spielern fihrten einen Wurfball-
wettbewerb durch. Sie warfen mit kleinen
Billen auf gestapelte leere Konservendosen.
Jeder Spieler der Mannschaft A traf genau
drei Dosen. Die Mannschaften 4 und C
brachten es zusammen auf 41 Dosen. Zwei
Mannschaften erzielten gleich viel Treffer. Die
Summe der Anzahl! der Treffer aller drei
Mannschalten ist eine Primzahl. Wie viele
Treffer erzielte jeder dieser drei Mannschaf-
ten? Schiler Bernd Gliwa, Stafifurt

Ma5 #2100 _Sonderwettbewerb aus AnlaB
des 1. Mathematikerkongresses der DDR
(siche Seite 30)

Kerséing -0S, Klayse 7

Thies LuAtur, 2600 Gantrow, Werderyir 22

150 °
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Pradika4:

Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb kénhen sich alle alpha-
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von

Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zah! nicht vergessen!), Schule und Schuljahr
(bei Erwachsenen Alter und Berul) zu rich-
ten an

Redaktion alpha

7027 Leipzig, Postfach 14.

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe fortlaufend numeriert.
Der iiblichen Nummer ist ein Ma (Mathema-~
tik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und
eine Ziffer, z. B. 7, vorgesetzt (d. h. fir
7. Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstufen
11/12 und Erwachsene losen die Aul‘gaben,'
welche mit Ma 10/12, Ph 10/12 oder Ch 10/12
gekennzeichnet sind.

S. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt zu
verwenden, Format A4 (210 mm x 297 mm)
(siche Muster), denn jede Aufgabe wird fiir
sich, d. h. in einem Zug, korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollstindige und richtige) Losung
(nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis) ein-
gesandt haben, erhalten von der Redaktion
eine Antwortkarte mit dem Pridikat ,,sehr
gut gelést, ,,gut gelost™ oder ,.gelost™.
Schiiler, welche nur einen Schlufisatz zu
einer Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uaiibersichtlich oder ’
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ,,nicht geldst™.

Letzter Einsendetermin wird jeweils bekannt-
gegeben. Der Jahreswettbewerb 1980/81 lault
von Heft 5/80 bis Heft 2/81. Zwischen dem
1. und 10.September 1981 sind alle durch
Beteiligung an den Wettbewerben der Hefte
5/80 bis 2/81 erworbenen Karten geschlossen
an die Redaktion einzusenden. Eingesandte
Antwortkarten werden nur dann zuriickge-
sandt, wenn ein Riickumschlag mit ausrei-
chender Frankatur beiliegt.

Die Preistriger und die Namen von Kollekti-
ven, die sich am Wettbewerb beteiligen, wer-
den in Helt 6/81 veroffentlicht. Wer min-
destens 10 Antwortkarten (durch die Beteili-
gung an den Wettbewerben der Helte 5/80
bis 2/81) erhalten hat und diese einsendet,
erhilt eine Anerkennungsurkunde und ein
Abzeichen (in griiner Farbe). Schiiler, die
bereits zwei Anerkennungsurkunden besitzen
und diese mit den Antwortkarten des Wett-
bewerbs 1980/81 einsenden, erhalten das
alpha-Abzeichen in Gold (und die Urkunden
zuriick). Wir bitten darauf zu achten, daB
alle Postsendungen richtig frankiert sind und
daB die Postleitzahl des Absenders nicht ver-
gessen wird. Redaktion alpha



Ma6 ®2098 An einer Klassenarbeit im Fach
Mathematik waren 25 Schiiler beteiligt. Kein
Schiiler erhielt die Note 5. Es erhielten dop-
pelt so viel Schiiler die Note 1 wie die Note 4.
Es erhielten dreimal so viel Schiiler die Note 3
wie die Note 1. Einige Schiiler erhielten die
Note 2. Der erreichte Klassendurchschnitt
ergab 2,48. Wieviel Schiiler erhielten die Note
1, 2,3 bzw. 4?

' Schiilerin Regina Pahling, Uéhtspringe

Maé6 82099 Bei einem 100-m-Lauf, an dem
7 Schiilerinnen beteiligt waren, wurden fol-
gende Ergebnisse erzielt:
(08 Dorothea erreichte 1,5s vor Simone
das Ziel.
Anette erreichte 0,8 s vor Simone das
Ziel.
Andrea erreichte die Ziellinie 2 s spater
als Anette. '
Jana kam 0,1 s vor Dorothea im Ziel
an.
Silvia verlehlte die Zeit von Jana um
nur 04 s.
Simone kam 0,2 s spiter als Daniela im
Ziel an.
Addiert man die Laufzeiten aller 7 Schiilerin-
nen, so erhilt man 104,4 s. Wieviel Sekunden
benstigte jede dieser Schiilerinnen zum
Durchlaufen der 100-m-Strecke?

Schiilerin Petra Hahn, Nordhausen
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Ma6 #2101 Auf wieviel Nullen endet die
Ziffer, die das Produkt aller natiirlichen Zah-
len von 1 bis 50 darstellt?

Schiiler Rainer Wichmann, Weimar

Ma6 82102 Die Summanden der Summe
JC+JJ+PZ+JSS+CS+C+ZX+JA
+BX+BAT=RRP
stellen natiirliche Zahlen in dekadischer
Schreibweise dar."
Dabei sind 4, C, Tund Z einstellige Prim-
zahlen mit C<Z<A<T; JJ ist ebenfalls
Primzahl. Die den Buchstaben B und R ent-
sprechenden einstelligen natiirlichen Zahlen
sind durch 3 teilbar. Ferner gilt S <A. Fiir
gleiche Buchstaben sind gleiche Ziffern, fiir
verschiedene Buchstaben verschiedene Zif-
fern zu setzen. Welche natiirlichen Zahlen
erfiillen die vorgegebene Gleichung?
Schiilerin Kerstin Graf, Plauen (K1. 7)

Maé6 82103 Das Bild stellt ein Dreieck
ABC dar. Ein innerer Punkt D der Seite BC
wurde mit einem inneren Punkt E der Seite
AC verbunden. Es ist nachzuweisen, daB der
Umfang des Dreiecks ABC grofBer ist als der
Umfang des Vierecks ABDE!

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma6 82100 Sonderwettbewerb aus AnlaB
des 1. Mathematikerkongresses der DDR
(siche Seite 30)

Ma7 #2104 Zeichne ein gleichseitiges Drei-
eck ABC mit seinen drei Hohen 4D, BE und
CF! Zeichne durch A die Parallele zu CF,
durch B die Parallele zu AD, durch C die
Parallele zu BE! Diese drei Parallelen mogen
sich in den Punkten G, H und K schneiden.
Beweise, daB das Dreieck GHK ebenfalls
gleichseitig ist! StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma7 #2105 Welche geordneten Tripel na-
tiirlicher Zahlen [a,b,c] erfiillen zugleich die
beiden Gleichungen
a-b+8=cund a+b+c=100?

' StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma7 m2106 Welche natiirlichen Zahlen n
erfiillen die Ungleichungen

987654321 -98765432<n<98765432
-987654323? StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma7 #2107 Wie vieledreistellige natiirliche
Zahlen gibt es, die in der dekadischen Dar-
stellung die Form abc haben und fir die
a+b=cgilt? StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma7 w2100 Sonderwettbewerb aus Anla
des 1. Mathematikerkongresses der DDR
(siehe Seite 30)

' M}x_ijlglofl Gesucht sind zwei aufeinander-

l'c_Jlgende Quadratzahlen, deren Differenz 33
betriigt. Schiiler Thomas Strobel, Berlin

Ma8 #2109 Gesucht sind alle geordneten

Paare [a;b] zweistelliger natiirlicher Zahlen

a und b mit folgenden Eigenschaften:

1) a=4b und

2) das geometrische Mittel der Quer-
summen von a und b betrigt 8.
Schiiler Jorg Hamann, Rostock (K1. 9)

Mas8 #2110 Gegeben sei das abgebildete
Quadrat ABCD. Ferner gilt:

AU=US=SD und UV | 4B | ST.
Den wievielten Teil des Flicheninhalts des
Quadrates ABCD nimmt der Flicheninhalt
des Dreiecks WTX ein?

b c
s & T
v ” v
A 8

Schiiler Tilo Schaarschmidt,
Bad Lauchstadt (K1.7)

Ma8 #2111 Gegeben sei ein gleichschenk-
liges Trapez ABCD mit den Lingen a bzw. b
der parallelen Seiten AB bzw. CD, der Schen-
kelldnge b und der Linge d einer Diagonalen.
Es ist nachzuweisen, daB in diesem Falle
d*+b%+a-cgilt! Sch.

Mas8 #2100 Sonderwettbewerb aus Anla3
des 1. Mathematikerkongresses der DDR
(siehe Seite 30)

Ma9 #2112 Gesucht sind zwei natiirliche
Zahlen a und b, die folgenden Bedingungen
geniigen:
m Die Summe ihrer Kuben betrégt
26048,
ihr arithmetisches Mittel ist 22.
Schiilerin Uta Boldt, Burg Stargard (K1. 8)

vd)

Ma9 w2113 Es ist nachzuweisen, daf3 der
Term
P +(n+ 12 +(n+2)°

fiir jede natiirliche Zahl n durch 9 teilbar ist!
) Sch.
Ma9 w2114 Die Fliche des abgebildeten
Dreiecks ABC wird durch drei Strecken, die
parallel zu AB sind, in vier Teilflichen zer-
legt, die jeweils die gleiche Hohe haben.
Diese Teilllichen wurden mit I, I, III bzw. IV
bezeichnet. Welche zwei Teilflichen nehmen
zusammen die halbe Dreieckslliche ein?

/ E
A e 8

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz
Ma9 #2115 Es ist ein Dreieck ABC aus
den Lingen h,=4 cm, h,=5 cm, h.=6 cm der
Dreieckshohen AD, BE, CF zu konstruieren.
Die Konstruktion ist zu begriinden!

Schiiler Bernd Stammler, Halle-N eustadt

Ma9 #2100 Sonderwettbewerb aus AnlaB
des 1. Mathematikerkongresses der DDR
(siche Seite 30)

Ma10/12 #2116 | Es ist ohne Benutzung
elneé elwerkes zu untersuchen, ob die
Summe |/1979+]/1980 gleich der Summe

/1978 +]/1981 oder kleiner bzw. groBer als
diese Summe ist! Sch.

Ma10/12 #2117 Die Linge a der Seite BC
eines Dreiecks ABC betrigt 39 m; die Summe
b+c der Lingen der Sciten AC und AB be-
trigt 66 m. Der von den Seiten AB und AC
eingeschlossene Winkel hat eine GréBe von
60°. Zu berechnen sind die Lingen der Seiten
ABund AC. Mathematikfachlehrer G. Stolz,

Kanigs Wusterhausen

Ma10/12 #2118 In einem gleichschenkli-
gen Dreieck ABC mit der Basis AC liegt ein
Punkt D, so daB gilt: AD~BD=~CD. Die
Linge von AD betrigt 4 cm und die GroBe
des von 4D und BD eingeschlossenen Win-
kels 100°. Es ist der Flicheninhalt des Drei-
ecks ABC zu berechnen.
Schiiler Manfred Haupler,
Westgreufen (K1. 12)

Ma10/12 #2119 Gegeben sei ein Wiirfel mit
einer Kantenlinge von 5cm. Durch den
Wiirfel wird ein Schnitt so gefiihrt, wie das

-
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Bild zeigt. Um wieviel Quadratzentimeter
wichst der Inhalt der rechteckigen Schnitt-
flache, wenn der spitze Neigungswinkel der
Schnittfliche gegen die Grundfliche um 10°
verkleinert wird? (Bild nicht maBgerecht!)

1
)

b

Schiilerin Claudia Popien,
Magdeburg (K. 8)

Mal0/12 m2100 Sonderwettbewerbaus An-
laB des 1. Mathematikerkongresses der DDR
(siehe Seite 30)

Physik

Ph6 w96 Konstruiere am Hohlspiegel das
Bild des gezeichneten Pfeiles! Dabei ist
FO=3cmund GF=1{cm.

Ph7 897 In einer chemischen Synthesean-

lage werden von drei Kolbenpumpen jeweils

verschiedene Substanzen in eine gemeinsame

Sammelleitung gedriickt.

Dabei driickt innerhalb einer Sekunde

Pumpe Nr. 1 16 cm®, Pumpe Nr.2 16 cm?,

Pumpe Nr. 3 128 cm?

Foérdervolumen in die Leitung.

Die gemeinsame Sammelleitung habe einen

Querschnitt von 80 mm?2.

a) Berechne die Stromungsgeschwindigkeit

in der Sammelleitung!

b) Wie verindert sich die Stromungsge-

schwindigkeit, wenn der Querschnitt der

Sammelleitung auf 100 mm? vergroBert wird?
Ing. A. Korner, Leipzig

Ph8 ®#98 Eine Gliihlampe (220V, 25W)
wird mit einer Fahrrad-Dynamo-Lampe (6 V,
0,5 A) in Reihe geschaltet. Dann wird aus der

38

Steckdose die Netzspannung von 220V an
die Enden der Reihe gelegt. Was geschieht?
A. Schatz, Leipzig

Ph9 w99 Eine Stadt liegt an einem FluB.
Oberhalb der Stadt entsteht am FluB ein Nah-
erholungszentrom.

In welcher Entfernung von der Stadt sollte
die Dampleranlegestelle des Erholungsgebie-
tes gebaut werden, damit die reine Fahrzeit
des Dampfers von der Stadt zu dieser Stelle

und zuriick nicht langer als l% h dauert?

Die Geschwindigkeit des Dampfers sei
12km-h~!, die Strémungsgeschwindigkeit
des Flusses sei 4km-h™'.

Schiiler Steffen Lausch, Grimma (K. 10)

Ph10/12 w100 Am Ausleger eines Baggers
mit Zugschaufelausriistung hidngt die Zug-
schaufel kurz vor dem Entleeren am Trag-

und Zugseil, wie es in dem Bild dargestellt ist. .

Das Tragseil lauft iiber den Punkt C, das Zug-
seil iiber den Punkt B. Die Zugschaufel hat
mit Inhalt eine Gesamtmasse von 4000 kg.
Der Ausleger ist gegeniiber der Horizontalen
um den Winkel a geneigt. Es seien a=45°,
B =105° und y=130°. Gesucht sind die Krifte
am Trag- und Zugseil.

Ing. A. Kérner, Leipzig

Massen- -

mittelpunkt
der Zugschaufel

Chemie

Ch7 ®77 Der VEB ORWO produzierte im
Jahre 1975 22 Mio m? Foto-Kino-Film
(schwarzweiB). Bis 1981 soll die Produktion
um 409, gesteigert werden.

a) Wieviel Mio m? werden 1981 produziert?
b) Wieviel km? sind das?

c) Wie lang (km) wiirde ein Band von I m
Breite sein, welches man durch Aneinander-
legen des 1981 hergestellten Filmmaterials
erhielte?

Ch8 m78 Im VEB Kombinat Chemische
Werke Buna wird PVC aus Vinylchlorid
hergestellt. Wieviel Kubikmeter Athin wer-
den zur Herstellung von 1250t Vinylchlorid
benotigt?

Ch9 »79 Die Glasindustrie unserer Repu-
blik produzierte 1979 etwa 30 Mio m?
(150000 t) Fensterglas. Ausgangsstofl fiir die
Glasindustrie ist Soda.

a) Wieviel Tonnen Soda miissen fiir die Pro-
duktion von 30 Mio m? Fensterglas von der
chemischen Industrie erzeugt werden? (Fen-
sterglas enthilt 13% Natriumoxid, das aus
dem Natriumkarbonat stammt.)

b) Welchen Transportraum hat die Deutsche
Reichsbahn bereitzustellen, wenn in einem
Waggon 20t Soda transportiert werden kon-
nen?

Ch10/12 @80 Als wirksame Substanz im fo-
tografischen Entwickler dient meist Hydro-

OIH

3
|

\}

chinon . Es reduziert in alkalischer

|
OH
Lésung Silberhalogenide zu metallischem Sil-
ber nach folgender Gleichung:

2AgBr+HO-¢ _ >-OH-2Ag |

4+2HBr+0= — >=0

Dabei geht das Hydrochinon in das Chinon
(0=¢_=">=0) iiber. In der Emulsion
eines Filmstreifens befinden sich 0,5 g Silber-
halogenid. Bei der Belichtung wurden 55,32,
»beldhigt”, Silberkeime auszubilden. Wieviel
Gramm Hydrochinon reduzieren das Halo-
genid vollstindig zu Silber?

5. e 25

Ritsel
Seltener Besuch

Ein Bruder ist’s von vielen Briidern,
In allen ihnen vollig gleich,

Ein nétig Glied von vielen Gliedern
In eines groBen Vaters Reich;
Jedoch erblickt man ihn nur selten,
Fast wie ein eingeschobnes Kind:
Die andern lassen ihn nur gelten
Da, wo sie unvermogend sind.

J. W.von Goethe

Fiir das Riitsel, das Goethe fiir die zweite Auf-
fiihrung von Schillers ,,Turandot* beisteuerte,
gab Schiller folgende Losung:

Der Sohn, der seinen vielen Briidern

In allen véllig gleicht

Und dennoch nur in ihren Gliedern
Wie eingeschoben sie umschleicht -
Was gleicht sich wie ein Tag dem Tage?
Es ist der Schalttag, den du meinst.

.@é\r@m. .sg@%m. 'Né‘r@u'



Neu im Verlag Volk und Wissen:

Johannes Lehmann

2mal2
plus Spal} dabei

Fiir Schiiler der unteren Klassen,; 80 Seiten, 158 Abb.
Pappband, DDR 2,60 M, Ausland 5,90 M,

Bestell-Nr. 707 437 3, Kurzwort: 001721 Mal 2 plus Spaf
Mathematische Schiilerbiicherei, Band 100

Leseprobe: 1, 2, 3 — Knobelei Klasse 4

1. Setze einstellige Zahlen so ein, dal sowohl waage-
recht als auch senkrecht richtig geloste Aufgaben ent-
stehen!

| | |=6 . - £l:
*WA-A+ ) |- MA+VA+
1+121+ -6 +13] =l
Y- “Y--
+] J+] |6 +] |+ -fl
-‘l,/-‘} A-I'V -lf,Aal'-l/Aa"

2. Von den 25 Spielmarken sind 10 so wegzunehmen,
dafB} in jeder Zeile, jeder Spalte und in jeder Diagonalen
nur noch drei Spielmarken verbleiben.

ele ol ofe
e/vje|ve
oluja|s]e
Tl
cio|bla o_

3. Ute ist jetzt 10 Jahre jiinger als ihr Bruder Jan. In
einem Jahr wird Jan dreimal so alt wie Ute sein. Wie
alt sind Ute und Jan?

4. Klaus (K), Inge (I), Peter (P) und Uschi (U) sollen
an einem Staffellauf teilnehmen.

Wieviel Moglichkeiten gibt es fiir die Reihenfolge, in
der sie laufen kénnen?

., Unten an einer schonen Linden
war gar ein kleiner Wurm zu finden.
Der kroch hinauf mit aller Macht,
acht Ellen richtig bei der Nacht,
und alle Tage kroch er wieder
vier Ellen dran hernieder.

Zwolf Nachte trieb er dieses Spiel,
bis daBl er von der Spitze fiel,

am Morgen in die Pfiitze,

und kiihlt sich ab von seiner Hitze.
Mein Schiiler, sage ohne Scheu,
wie hoch dieselbe Linde sei.

Adam Ries (1550)

6. Gerd baute einen Turm, indem er gleich grofe
Wiirfel iibereinanderstellte. Von oben und allen Seiten
waren genau 33 Quadrate zu sehen.

Aus wieviel Wiirfeln bestand dieser Turm?

7. Verschiebe diese neun Dominosteine so, daB die
Summe der Augen auf den Dominosteinen in allen
waagerechten und senkrechten Reihen stets 15 betragt!
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In freien Stunden - alpha-heiter

Mathematik international

200%

Nekra, Moskau ) |

=

Magisches Quadrat

In dem groBen Quadrat ist ein vierreihiges magisches
Quadrat versteckt, in dessen senkrechten, waagerech-
ten und diagonalen Reihen die Summe jeweils 34 be-

triagt. Wo? Fiiles, Budapest
5 12{21({6 {7 130|211 ]|9]7
13lale|3]1512]6]1 |22]|5
1{10[2]711 |B|w|s [7]3
7|54 [n|12l6]7]9 ]| 2|2
4|3}le|is|8|o|n|s ||
20| 7|15|4 |B[3]|2]16]|2]8
g|3|w|e|2]r2(s]7]10]|6
1]1a|7[5]8[2]3|n]|9]|s
win|3|lel|sls]|B]|6]1|7
Bls|2p1|2|1]5]4 |17|12

Férbung einer Landkarte

Das Bild zeigt acht Lander; es seien (1), (2), (3), (4),
(5), (6), (7), (8) die Namen dieser Lander. Wie kénnen
wir diese Landkarte mit den vier Farben Rot, Blau,
Gelb und Grau farbig gestalten, so dabB fiir jedes Paar
benachbarter Lander die Farbungen verschieden sind ?

H. Steinhaus (1), Wroclaw

Silbenritsel

Aus den Silben a, a, a, an, bruch, by, der, der, di, dop,

e, e, g0, 1, in, kos, le, na, null, me, ok, pel, 'punkt, Ti,

rith, schew, ta, te, tik, tsche, va sind acht Wérter zu-

sammenzustellen, die folgende Bedeutung haben:

1. Teilgebiet der Mathematik, das die verschiedenen
Zahlenarten und ihre Rechengesetze behandelt,

2. Verbindungsstrecke zweier nichtbenachbarter
Ecken eines Vielecks,
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3. Gemeiner Bruch, dessen Zihler und Nenner selbst
wieder Briiche sind.

4. Ein regelmiBiges Polyeder (Zwanzigflichner),

5. Russischer Mathematiker (1821 bis 1894),

6. Funktion, Zahl oder Eigenschaft, die bei
Abbildungen unverdndert bleibt,

7. Ein regelmaBiger Polyeder (Achtflichner),

8. Ein bestimmter Punkt auf der Zahlengeraden.

Die ersten und letzten Buchstaben der Losungsworter,

beide von oben nach unten gelesen, ergeben die Namen

zweier Begriffe aus der Mathematik.

Th. Scholl, Berlin
Kreuzzahlriitsel

Fiille das Diagramm mit unterschiedlichen zwei-, drei-
und vierstelligen Quadratzahlen aus! Keine von ihnen
darf mit Null beginnen.

.

Legespiel

N. Yoshigahara, Tokic

Ubertrage die fiinf geometrischen Figuren auf Trans-
parentpapier, und schneide sie aus! Vier von ihnen,
aber auch alle fiinf, lassen sich jeweils zu einem Qua-

drat zusammensetzen. o
Matematicki List, Beograd

q

ot

Lustige Zahlenspielerei

Man nehme viermal die Ziffer 7 und bilde unter Ver-
wendung der vier Rechenzeichen Aufgaben, deren
Ergebnis 2, 3, 5, ..., 10 lautet, z. B.

| = 77 . 77

=g 4==—7;

7 ? B. Amgalan, Ulan-Bator



Labyrinth

Ist es moglich, diesen aus Rohren bestehenden Irr-
garten zu durchfahren? Wie? P. Berloguin, Paris
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Rosselsprung

Wie viele Ziige sind notwendig, um Stellung 2 aus
Stellung 1 zu erzeugen? Quant, Moskau

o808 [oBeH
& Be B8
@@ 4 |elen

Kryptarithmetik
PLUS MATHE MINUS
PLUS MATHE MINUS

MATHE HOBBY HOBBY
J. Pénéik, Praha

Denksport

Die dargestellte Figur wird von drei Halbkreisen be- ’

grenzt. Sie soll in zwei kongruente Teile zerlegt wer-

den. Kannst du das?
- Pythagoras, Groningen

Tomi Ungerer, Kanada B. Spelnikowa, Rjasan

=l

i M M@E‘mm |EJ:]

M. Bachraty, Praha

L. Beutlich, Berlin

7 ¢

.
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XX. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR

Aufgaben der Kreisolympiade

Olympiadeklasse 5

1. Zwei Geschwister erhielten im September
zusammen 6 Mark fiir abgelieferte Altstoffe.
Im Oktober erhielten sie zusammen 13 Mark.
Im November bekamen sie 2 Mark weniger
als in den beiden vorigen Monaten zusam-
men.

Ein Drittel ihres in den drei Monaten erziel-
ten Gesamterldses spendeten sie fur die Soli-
daritit, ein weiteres Drittel des Gesamterldses
legten sie in ihre gemeinsame Ferienkasse.
Den Rest teilten sie sich zu gleichen Teilen
zum personlichen Gebrauch.

Ermittle den Betrag, den damit jeder der
beiden fiir sich persénlich erhielt!

2. Bei einem Einkauf wurde der Preis von
170 Mark mit genau 12 Geldscheinen bezahlt.
Jeder dieser Geldscheine war ein 10-Mark-
Schein oder ein 20-Mark-Schein.

Ermittle die Anzahl der 10-Mark-Scheine und
die der 20-Mark-Scheine, die zum Bezahlen
der angegebenen Summe verwendet wurden!

3. Fritz will auf einer Geraden vier Punkte
A, B, C, D in dieser Reihenfolge angeordnet
zeichnen. Dabei sollen folgende Bedingungen
erfillt werden:

(1) Die Lédnge der Strecke AD soll 15 ¢cm be-
tragen.

(2) Die Strecke BC soll um 3 cm linger sein
als die Strecke AB.

(3) Die Strecke CD soll doppelt so lang sein
wie die Strecke AC.

Untersuche, ob diese Bedingungen erfiillbar
sind! Wenn dies der Fall ist, so ermittle alle
diejenigen Lingenangaben fir die Strecken
AB, BC und CD, durch die diese Bedingungen
erfiillt werden!

4. Ein Mathematikiehrer, ein Physiklehrer
und ein Deutschiehrer treffen sich auf einer
Tagung. Sie heiBen Meyer, Peters und Siewert.
(Die Reihenfolge der Familiennamen braucht
nicht mit der Reihenfolge der Berufe iiberein-
zustimmen.)

Im Gesprich stellen sie [est, daB einer von
ihnen mit Vornamen Otmar, ein anderer
Kurt und der dritte Karl heiBt und daB einer
in Leipzig, einer in Suhl und einer in
Schwerin wohnt. Ferner wissen wir:

(1) Herr Meyer erzihlt dem Physiklehrer, daB
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er den Mathematiklehrer in Leipzig besucht
habe.

(2) Darauf erwidert ihm Herr Peters: ,,Das
weiB ich schon, Kurt.”

(3) Karl hatte ihm némlich berichtet, daB er
Besuch aus Suhl gehabt habe.

In diesem Gespréch ist nur von diesen drei
Personen die Rede. Ordne jedem Familien-
namen den zugehdrigen Vornamen, Wohn-
ort und Beruf zu!

Olympiadeklasse 6

1. Ein Flugzeug, das mit konstanter (gleich-
bleibender) Geschwindigkeit von A nach B
{liegt, war um 10.05 Uhr noch 2100 km, um
11.20 Uhr nur noch 600 km von B entfernt.
Um welche Zeit wird es in B eintreffen,
wenn es mit der bisherigen Geschwindigkeit
weiterfliegt?

2. Ein leeres quaderférmiges Wasserbecken
ist 22 m lang, 6 m breit und 2 m tief. Beim
Fiillen des Beckens flieBen in jeder Minute
900 1 Wasser in das Becken.

Nach welcher Zeit ist das Becken bis zu einer
Hohe von genau 1,50 m gefiillt? Wir nehmen
an, daB der Boden des Wasserbeckens genau
waagerecht ist.

3. Ermittle alle diejenigen natiirlichen Zahlen
z, liir die 1000 £z <1700 gilt und die durch 9,
12 und 14 teilbar sind!

4. Vier Schiiler, je einer aus der Klasse 5a, 5b,
6a, 6b, unterhalten sich iiber die Zeitschril-
ten, die sie regelmdBig lesen. Die Schiiler
heiBen Fred, Gerd, Hans und Ingo mit Vor-
namen. Wie sich herausstellt, liest jeder von
ihnen genau eine der beiden Zeitschriften
»alpha“ bzw. Frosi“ regelmaBig. Ferner wer-
den [olgende Angaben gemacht:

(1) Der Schiiler aus der Klasse Sb liest nicht
die Zeitschrift ,,alpha“.

(2) Hans und auBer ithm der Schiiler der
Klasse 5a lesen die Zeitschrift ,alpha“ regel-
mafig.

(3) Fred und auBer ihm der Schiiler der
Klasse 6b lesen dic Zeitschrift ,,Frosi“ regel-

" miBig. Gerd dagegen nicht.

(4) Der Schiiler der Klasse 6a, der Schiiler der
Klasse 5b und auBer diesen beiden noch
Gerd wurden von Ingo zum Geburtstag ein-
geladen.

Gesucht ist eine Zuordnung, durch die be-
schrieben wird, welcher der vier Schiiler
welche Klasse besucht und welche der beiden
Zeitschriften er regelmabBig liest.

Untersuche, ob es eine solche Zuordnung
gibt, die alle Angaben (1), (2), (3), (4) erfiillt,
und ob sie durch diese Angaben eindeutig fest-
gelegt ist! Wenn dies der Fall ist, dann gib
diese Zuordnung an!

Olympiadeklasse 7

1. Auf einer internationalen Mathematiker-
versammlung werden Vortrige in russischer,
englischer, deutscher, franz&sischer und unga-
rischer Sprache gehalten. Ferner wissen wir:
(1) Diejenigen Tagungsteilnehmer, die sowohl
die russische als auch die franzésische Spra-
che verstehen, verstehen auflerdem auch alle
Englisch.

(2) Diejenigen Teilnehmer, die Ungarisch ver-
stehen, verstehen auch Franzosisch und
Deutsch.

Untersuche, ob diejenigen Tagungsteilneh-
mer, die sowohl Ungarisch als auch Russisch
verstehen, zum Verstehen einer der Vortrags-
sprachen einen Dolmetscher brauchen!

2. Von einem Dreieck wird gefordert: Die
MapBzahlen der in cm gemessenen Seiten-
lingen a, b, ¢ sollen natiirliche Zahlen sein,
die Seitenldnge a soll genaun 369, des Umfangs
u betragen, die Seitenldnge b genau 489 des
Umfangs.

a) Untersuche, ob es unter diesen Bedingun-
gen ein Dreieck gibt, dessen Umfang u=25cm
ist! Wenn dies der Fall ist, so gib seine Sei.en-
lingen an!

b) Untersuche, ob es unter den genannten
Bedingungen auch ein Dreieck gibt, dessen
Umfang u>25 cm ist! Wenn dies der Fall ist,
so gib seine Seitenldngen an!

c) Ermittle alle diejenigen Lingen u, die klei-
ner als 100cm sind und als Umfang eines
Dreiecks auftreten konnen, dessen Seiten-
langen die gestellten Forderungen erfiillen!
Ermittle zu jedem dieser Werte u jeweils die
Seitenldngen eines solchen Dreiecks!

3. Jens sagt: ,,Ich denke mir zwei natiirliche
Zahlen. Ihr kleinstes gemeinsames Vielfaches
(kgV) betragt 51975. ihr groBter gemeinsamer
Teiler (ggT) ist 45. Eine der beiden Zahlen
lautet 4725.% .

Stelle fest, ob es genau eine natiirliche Zahl
gibt, die nach diesen Angaben die zweite von
Jens gedachte Zahl sein kann! Trifft das zu,
so ermittle diese zweite Zahl!

4. a) Beweise den folgenden Satz:

Wenn ein spitzwinkliges Dreieck ABC gleich-
schenklig mit AC=BC ist, dann haben die
von A und B ausgehenden Hohen gleiche
Lénge.

b) Beweise die folgende Umkehrung dieses
Satzes:



Wean in einem spitzwinkligen Dreieck ABC
die von 4 und B ausgehenden Héhen gleiche
Linge haben, dann ist das Dreieck ABC
gleichschenklig mit AC=BC.

Olympiadekiasse 8

1. Herr Schifer hatte sich zwei Hunde gekauft.
Er muBte sie aber bald wieder verkaufen.
Dabei erhielt er fir jeden Hund 180 Mark.
‘Wie Herr Schiifer feststellte, hatte er damit
an dem cinen Hund 209, von dessen friihe-
rem Kaufpreis dazugewonnen, wihrend er
den anderen Hund mit 209, Verlust von
dessen frilherem Kaufpreis weiterverkauft
hatte.

Untersuche, ob sich hiernach fiir Herrn Schi-
fer insgesamt beim Verkauf beider Hunde ein
Gewinn oder ein Verlust gegeniiber dem ge-
samten friiheren Kaufpreis ergeben hat!
‘Wenn dies der Fall ist, so ermittle, wieviel der
Gewinn bzw. Verlust betrigt!

2. Ermittle alle Paare (a;b) natiirlicher Zahlen
mit a<b, die folgende Eigenschaften be-
sitzen:

Die Summe der Zahlen a und b betrigt 192.
Der groBte gemeinsame Teiler der Zahlen a
und b ist 24.

3. Gegeben sei ein Halbkreis mit dem Durch-
messer AB und dem Mittelpunkt M. Ferner
seien P und Q zwei von A und B und vonein-
ander verschiedene Punkte auf diesem Halb-
kreis. Die in P und Q auf der Geraden durch
P und Q errichteten Senkrechten mégen AB
in R bzw. in S schneiden.

Beweise, daB dann RM =SM gilt!

4. Von einem Dreieck ABC und einer Ge-
raden g werde vorausgesetzt :

(1) Es gilt AB=AC.

(2) Die Gerade g schneidet die Strecke BC in
einem Punkt P, die Strecke AC in einem
Punkt E und die Verlingerung der Strecke
BA iiber A hinaus in einem Punkt D.

(3) Es gilt CE=CF.

(4) Der Winkel < EDA hat die Grofe 18°.
Ermittle aus diesen Voraussetzungen die
GroBe a des Winkels x ABC, die Grofe $
des Winkels & EFC sowie die GroBe y des
Winkels ¥ CAB!

Olympiadeklasse 9

1. Ermitteln Sie die groBte Primzahl p, fiir die
ein Tripel (a,b,c) von natiirlichen Zahlen g,
b und ¢ so existiert, daB (a+p) (b+p)(c+p)
=1980 gilt!

Ermitteln Sie zu dieser Primzahl p alle ver-
schiedenen zugehdrigen Tripel (a, b, c) mit der
genannten Eigenschaft!

2. a) Nennen Sie zwei verschiedene ganze
Zahlen x, die die Ungleichung
x+3

—x—l<0

erfilllen, und bestitigen Sie das Erfiilltsein
dieser Ungleichung fir die von Ihnen ge-
nannten Zahlen!

b) Ermitteln Sie die Menge aller derjenigen
reellen Zahlen x, die diese Ungleichung er-
fiillen!

3. Von zwei Kreisen k; und k, seien die Radien
r, bzw. r, gegeben, wobei r; >r, gelte. Wei-
terhin sei vorausgesetzt, daB sich beide Kreise
von auflen beriihren, also genau eine gemein-
same innere Tangente besitzen. Diese innere
Tangente schneide die eine gemeinsame duBe-
re Tangente beider Kreise in P und die andere
gemeinsame Tangente in Q.

Ermitteln Sie unter diesen Voraussetzungen
aus r; und r, die Linge PQ!

4. a) Ermitteln Sie alle diejenigen natiirlichen
Zahlen n=3, fir die die folgende Aussage
gilt!

Jedes Prisma, das ein konvexes n-Eck als
Grundfliche hat, hat genau 20n Diagonalen.“
b) Ermitteln Sie fiir jedes Prisma, fiir das die
in a) genannte Aussage gilt, die- Anzahl der
Flichendiagonalen und die der Raumdiago-
nalen!

Hinweis: Ein n-Eck heiBt genau dann konvex,
wenn jeder seiner Innenwinkel kleiner als
180° ist.

Olympiadeklasse 10

1. Ermitteln Sie alle diejenigen natiirlichen
Zahlen n, fiir die die Zahl

1+4-9%" p
eine Primzahl ist!

N

2. Gegeben sei ein rechtwinkliges Dreieck
ABC mit den Kathetenlingen BC =4 cm und
AC=3 cm. Der Kreis um C mit dem Radius
AC schneide AB auBer in A noch in einem
Punkt P, der Kreis um B mit dem Radius
BP schneide BC in einem Punkt P, zwischen
B und C, der Kreis um C mit dem Radius
CP, schneide AC in einem Punkt P, zwischen
Aund C.

Berechnen Sie das Verhiltnis AP; : CP5 !

3. Ermitteln Sie die groBte natiirliche Zahl n,

fir die ein Tripel (a, b, ¢) natiirlicher Zahlen so

existiert, da

(a+n)(b+n)(c+n)=1980 gilt!
Ermitteln Sie zu dieser Zahl n alle verschie-
denen zugehorigen Tripel (a,b,c) mit der ge-
nannten Eigenschaft!

4. Ermitteln Sie alle diejenigen reellen Zahlen
z mit 0<z<1, die zu ihrem Reziproken
addiert mindestens 4 ergeben!

Olympiadeklassen 11/12
1. Fiir jedes n=1, 2, 3, ... sei
1 n
s u;xk'

Ferner seien Iy, I, I; und I, die abgeschlos-
senen Intervalle

I =<1;2>,

I,=<0,53;0,531>,

I,=<0,509;0,51 >,

I,=<04;0,5>.
Man untersuche fiir jedes dieser Intervalle,
ob in ihm Glieder der Zahlenfolge (a,) liegen.
Ist dies der Fall, so ermittle man jeweils die
Indizes n aller Glieder a, in dem betreffenden
Intervall.

2. Man ermittle alle diejenigen positiven
reellen Zahlen k, fiir die die Zahlen
2k k+1
a=prr b= eVk
die MaBzahlen der (mit gleicher MaBeinheit
gemessenen) Seitenldngen eines rechtwinkli-
gen Dreiecks sind.

3. An einem FufBballturnier nahmen n Mann-
schaften teil. Jede Mannschaft spielte dabei
gegen jede andere Mannschaft genau einmal.
Die jeweils siegreiche Mannschaft erhielt
2 Punkte, die unterlegene Mannschaft keinen
Punkt, und bei unentschiedenem Ausgang er-
hielten beide Mannschaften je einen Punkt.
Nach AbschluB des Turniers wurden die
Mannschaften auf die Plitze 1, 2, ..., n der
AbschluBtabelle nach fallender Gesamt-
punktzahl gesetzt. (Bei Punktgleichheit wur-
den dazu weitere Unterscheidungskriterien
genutzt.)

Man ermittle die groBtmogliche Zahl, die in
allen (nach diesen Regeln) méglichen Turnie-
ren als Punktdifferenz zwischen zwei in der
AbschluBtabelle unmittelbar benachbarten
Mannschaften auftreten kann.

4. Man untersuche, ob es ein Polynom
p(x)=ao+a1x+...+a,x"

mit ganzzahligen Koeffizienten ay, ay, ..

gibt, das

a) fiir drei ganzzahlige paarweise voneinander

verschiedene Werte von x den Wert 1 und

fiir einen weiteren ganzzahligen Wert von x

den Wert 30 annimmt;

b) fiir vier ganzzahlige paarweise voneinander

verschiedene Werte von x den Wert 1 und fir

einen weiteren ganzzahligen Wert von x den

Wert 30 annimmt.

Bejahendenfalls gebe man im Falle aybzw. im

Falle b) ein solches Polynom an.

« Gn
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Losungen

Nachdenken und sicheres Rechnen gefragt

Klasse 5

A2A 25

Ala a)=400m b) x26cm

A4a 10Rollen

Klasse 6

A2A 2)=~20,6m? b) ~18,5m c) ~2,2kg
Ala =~8850M

Klasse 7

A2a TTage

Al3aA =2100Liter

Ad4a 2a)87,5Stunden b) 73,8 Stunden

Lésungen zu: 2 mal 2 plus SpaB dabei

3. Ute ist 4 Jahre und Jan ist 14 Jahre alt.

4. Fiir die Reihenfolge gibt es 24 Moglich-
keiten. .

5. Die Linde ist 52 Ellen hoch.

6. Der Turm bestand aus 8 Wiirfein.

e ] Gl ] Ll

8. a)

Tk

Losungen zu: In freien Stunden - alpha-héiter

Magisches Quadrat
1 15 14 4
2 6 7 9
8 10 11 5
13 3 2 16

Fiirbung einer Landkarte

Wir bezeichnen die vier Farben mit a, b, ¢, d
und fdrben zuerst das Gebiet 1 mit g und 2
mit b. Da 6 ein Nachbar von 1 und 2 ist,
erhilt dieses Gebiet die Farbe c. Die Lander 4
und 6 haben keine gemeinsame Grenze; wir
konnen fir 4 also auch ¢ wihlen. Da 5 und 1
getrennt liegen, kénnen wir 5 mit a farben.
Das Gebiet 3 ist ein Nachbar von |, 2,4, 5, 6;
fiir dieses Gebiet bliebt uns nur die Farbe d.
Zum SchluB firben wir 7 noch mit b und 8
mit d und haben so unsere Aufgabe gelGst.

Silbenritsel

1. Arithmetik; 2. Diagonale; 3. Doppelbruch;
4. Ikosaeder; S. Tschebyschew; 6. Invariante;
7. Oktaeder; 8. Nullpunkt

(Addition, Kehrwert)

Kreuzzahlriitsel

Legespiel

(v} c

Lustige Zahlenspielerei

N, 7,7 . 1+7+7 T
1__77,2_.7+7, 7 7 ;
7+7.6_7-7—7. .
B A A

7+4+7-7 7+7 77-17
9352+9352=18704; 17832+ 17832=135664
oder ’
41385+41385=82770; 47831447831

=95662

5=7— 7=7-

8
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Rosselsprung

Wer sendet die Losung an

Redaktion alpha, 7027 Leipzig, PSF 14,
Kennwort: Rosselsprung?

Kryptarithmetik

Lésungen zu: Denksport

1. Es waren GroBvater, Vater und Sohn.

2. Man kann 4-3-2=24 verschiedene Ful-
balldresse zusammenstellen.

3. Dirk ist der ilteste, Jorg der jiingste von
den dreien.

4. Der Konig hat 15 Plerde bestellt.

5. Aus den>5 Kisten wurden 5 - 60=300 Apfel
entnommen.

Diese Anzahl entspricht dem Inhalt von
3 Kisten, da anzahlmiBig der Inhalt vonzwei
Kisten iibrigbleibt. Also waren in jeder Kiste
100 Apfel.

6. Die sechs Gewiirzflaschchen kosten zu-
sammen 15 Mark und der Gewiirzstinder
3 Mark. Jedes Flaschchen kostet also 2,50 M.
7. Das ergibt einen groBen Heuhaufen.

8. Wenn die drei nicht bummeln, bendtigen
sie auch nur 10 Minuten.

9. 50 (Die ersten beiden Zahlen jeder Reihe
werden addiert und die erste zur Summe noch
einmal addiert.)

10. R; ARBEIT (Riickwirts lesen!)

11. 81 (Die jeweils nichste Zahl wird errech-
net, indem die vorherige mit 3 multipliziert
wird.)

12. Wer etwa die Hilfte richtig hat, ist schon
ganz gut.

Lisungen zum alpha-Wettbewerb,
Heft 5/80 (Fortsetzung):

Ma7 82008 :u_:o

s g

i

g & Bestimmung der Reste
Monat = .E bei Division durch 7
Januar 31 31=4-7+3
Februar 28 28+3=31=4-7+3
Mirz 31 31+3=34=4-7+6
April 30 30+6=36=5-7+1
Mai 31 31+1=32=4-7+4
Juni 30 30+4=34=4-7+6
Juli 31 3146=37=5-7+2
August 31 3142=33=4-7+5
September 30 30+5=35=5-7+0
Oktober 31 3140=31=4-7+3

November 30
Dezember 31

3043=33=4-7+5
314+5=36=5-7+1

In den 12 Monaten tritt bei Division durch 7
jeder mogliche Rest (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6) mit
Sicherheit auf. In einem Schaltjahr (Februar



mit 29 Tagen) erhGhen sich die Reste fiir die
folgenden Monate ab Mirz jeweils um .
Auch in diesem Fall tritt jeder mogliche Rest
mindestens einmal auf. Nun reprisentiert
aber jeder der moglichen Reste jeweils genau
einen Wochentag, d.h., es gibt mindestens
einen , Freitag, den 13.“ jahrlich. Daraus geht

ferner hervor, daB jede beliebige Kombina- -

tion von Tageszahl und Wochentag in jedem
Jahr mindestens einmal aulftritt.

Ma7 #2009 Da die Beriihrungsradien MP
und MQ senkrecht auf ¢, und ¢, stehen, ist
das Viereck PMQS ein Quadrat. Es sei A, der
zu bestimmende Flacheninhalt; dann gilt

1 n
=ri—_m2=p2{1=-C
A.=r nri=r <1 )

A,‘=9<l —%) cm?x9 - 0,2146 cm?

~1,9cm?

1

Ma7 #2010 Ausab+8=cund9l<a+b

+c<94 folgt durch Einsetzen 91 <a-+b+ab

+8<94,
84<a+ab+b+1<87,
84<alb+1)+(b+1)<87,
84<(a+1)(b+1)<87.

Deshalb gilt (a+ 1) (b+ 1)=85 oder

(a+1)(b+1)=86.

Wir nehmen eine Fallunterscheidung vor.

Es sei (a+1)(b+1)=85=1-5"17.

Wenn a=0, so b=84 und c=8;

wenn a=4,s0 b=16und ¢c=72;

wenn a=16,so b=4 und ¢=72;

wenn a=284, so b=0 und c=8.

Es sei (a+1)(b+1)=86=1-2-43.

Wenn a=0, so b=85 und ¢=8;

wenn a=1, so b=42 und ¢=50;

wenn a=42,s0 b=1 und ¢=50;

wenn a=_85, so b=0und ¢=8.

Die geordneten Tripel [0,84,8]; [4,16,72],

[16,4,72], [84,0,8], [0,85,8], [1,42,50],

[42,1,50], [85,0,8]

erfiillen die gestellten Bedingungen.

Ma7 82011 Diezweistellige natiirliche Zahl
1aBt sich darstellen durch z,=10a+b, die
dreistellige natiirliche Zahl durch z,=100a
+10x+bmit1£4£9,0<x<9und 0SH 9.
Nun gilt 13z, =2z,,

13(10a + b)=100a + 10x + b,

130a+ 13b=100a+ 10x + b,

10x=30a+ 12b,
b
3
Fiir b=0 erhalten wir x=13q, also a=1 oder
a=2 oder a=3. Fiir b=5 erhalten wir x=3a
+6,also’a=1.

x=3a+b+

Es existieren genau vier solche Zahlen; sie
lauten 10, 20, 30 und 15; fiir diese Zahlen gilt
130=13-10, 260=13-20, 390=13-30,
195=13-15.

Ma8 ®2012 Es sei M der Mittelpunkt der
Seite 4B. Bezeichnet man die Linge der Seite
AB mit ¢ und die Linge der Seite BC mit a,
so gilt ¢=2a nach Aufgabenstellung. Nach
Konstruktion gilt MBx=BC.

c

A ¢ M H 8
Daraus folgt: Dreieck MBC ist gleichschenk-
lig. Wegen < MBC =60° folgt: Dreieck MBC
ist gleichseitig. Der Flacheninhalt des gleich-

2
seitigen Dreiecks MBC betrigt A, =azl/§

Die Dreiecke AMC und MBC sind [lachen-
gleich, da sie gleich lange Grundlinien (4M
=MB) und die gemeinsame Hohe CH besit-
zen. Der Flicheninhalt des Dfeiecks ABC
betragt somit

a? a?
a=2-4,=2-2)3=2)/3

Ma8 #2013 Da die Ziffern 0 und 2 nicht
in der Telefonnummer vorkommen und da
alle zweistelligen Primzahlen ungerade Zah-
len sind, enthilt die Telefonnummer nur die
Zilfern 1, 3, 7 oder 9. Da die zweite Ziffer
eine Quadratzahl darstellt, kann die zweite
Ziffer 1 oder 9 sein.

Da keine zwei gleichen Ziffern aufeinander-
folgen, lautet die erste Ziffer 1, die zweite 9.
Wegen 32 =09 lautet die vierte Ziffer 3.

Die dritte Ziffer heiBt 7, da 97 die einzige
Primzahl ist, die zwischen 90 und 99 liegt.
Aus7=3+x+ yfolgt x=1und y=3,da keine
zwei gleichen Ziflern aufeinanderfolgen.

Die Telefonnummer lautet 1973 13.

Mag ®2014 Nach Voraussetzung gilt 7| n,
—ny. Dann gilt auch 7|k(n;—n) fiir alle
natiirlichen Zahlen k, also auch fir k=n; +n,.
Daraus [oigt

7 | (ny +nz(ny —ny),

7|n%—ny% q.ed.

Ma8 ®2015 1. Moglichkeit: Die Zahlen n
und n’ enthalten die gleichen Ziffern, wenn
auch in verschiedener Reihenfolge.

n und n’ haben folglich die gleiche Quer-
summe; sie lassen also bei Division durch 9
den gleichen Rest. Daraus folgt, daB3 der Rest
von n—n' oder n’ —n bei der Division durch 9
stets O betrédgt; d. h. die Diflerenzen sind stets
durch 9 tetlbar, w.z.b. w.

2. Méglichkeit: Jede natiirliche Zahl n lif}t

sich zerlegen in
n=9k+r (k,reN).

Es gilt also
n=9%+r und
n'=9j+r mitk,jreN.
Nun gilt

n—n'=%—9j=9(k—j),
n—n=9j—9%=9(j—k).
Die Differenzen n—n’ und n'—n sind also
stets durch-9 teilbar, w.z.b.w.

Ma9 #2016 Im Rhombus stehen die Dia-
gonalen aufeinander senkrecht und halbieren
einander. Thr Schnittpunkt M ist Mittel-
punkt des einbeschriebenen Kreises.

Da die Diagonalen den Rhombus in vier
kongruente rechtwinklige Dreiecke zerlegen,
konstruieren wir zunichst ein solches Teil-
dreieck.

Wir zeichnen eine Seite AB des Rhombus und
iiber AB den Thaleskreis. Zu 4B zeichnen wir

die Parallele im Abstand r <, die den Thales-

kreis in M und M’ schneidet.

Wir verbinden 4 und B mit M, verlingern
AM und BM je um sich selbst und erhalten die
Punkte C und D. ABCD ist der gesuchte
Rhombus.

AC und BD stehen senkrecht aufeinander
(Thaleskreis!). AC und BD halbieren einan-
der (nach Konstruktion!). '
Fiir den Radius des einbeschriebenen Kreises

gilt r<%, da die Parallele zu AB im Abstand

st n .
r<s gezeichnet wurde. Fiihrt man die Kon-

struktion mit dem Punkt M’ aus, so ist der
Rhombus ABC'D’ kongruent zum Rhombus
ABCD und ist das Bild des Rhombus ABCD
bei Spiegelung an der Mittelsenkrechten auf
AB.

Ma9 82017 Der Beweis erfolgt mit vollstin-
diger Fallunterscheidung:

1. Fall: Es sei a eine durch 5 teilbare Zahl,
etwa 5n. Dann gilt a>=25n2; d.h. a? ist
durch 5 teilbar.

2. Fall: Die Zahl a lasse bei Division durch §
den Rest 1. Dann gilta=5n+1;a2=(5n+1)*;
a?>=25n?+10n+1; d. h. a® 1aBt bei Division
durch 5 den Rest 1.

3. Fall: Die Zahl a lasse bei Division durch 5
den Rest 2. Dann gilt a=5n+2;a*=(5n+2)?;
a?=25n?+20n+4; d. h. a? 1Bt bei Division
durch 5 den Rest 4.

4. Fall: Die Zahl g lasse bei Division durch 5
den Rest 3. Dann gilt a=5n+3;a2=(5n+3)%;
a?=25n>+30n+9; d. h. a® 148t bei Division
durch'5 den Rest 4.

5. Fall: Die Zahl g lasse bei Division durch 5
den Rest 4. Dann gilt a=5n+4;a>=(5n+4)*;
a?=25n%>4+40n+16;d. h. a® liBt bei Division
durch 5 den Rest 1, g.e.d.

Ma9 #2018 Jede Primzahl, die groBer alﬁ’é
ist, 1dBt bei Division durch 4 entweder den
Rest 1 oder den Rest 3. Die Quadrate der

45



Primzahlen lassen bei Division durch 4 dann
entweder den Rest 12 oder 32

32=9 l4Bt bei Division durch 4 den Rest 1;
damit ergibt sich stets der Rest 1. Die Summe
der Quadrate von vier beliebigen Primzahlen
148t unter o.a. Bedingung den Rest 1+1+1
+1=4; d. h, die Summe ist durch 4 teilbar,
g.e.d.

s (1) (1) (1
(a6 )]
)

—
+

_ +
R R I N N S Y
N e N —
Ve ~ .
— :
| .
It S Ry
N—

L+5)-( 1+
2:3-...-14 3-4-5-...- 16
234 .15 2-3:4-...-15
16_8
152715

Ma10/12 #2020 Man zeichnet die Seite
AC mit der Linge b. Dann tragt man an
AC in A den Winkel BAC der GroBe o an.
Da der Mittelpunkt des Ankreises eines Drei-
ecks der Schnittpunkt der Halbierenden der
AuBenwinkel ist, konstruijert man die Halbie-
rende von «. Die Parallele zu AC im Ab-
stand r, schneidet die Halbierende von o
im Mittelpunkt des Ankreises. Die Gerade
CM halbiert den AuBenwinkel der GroBe y'.

Man verdoppelt den Winkel ¥ ACM. Der
freie Schenkel des Winkels der Grofe y'
schneidet den freien Schenkel des Winkels
der GroBe a'in B.

Ma 10/12 12021 Fiir die Summe der ersten
n Quadratzahlen gilt
nin+1)(2n+1)
Sp=——————
6
Die Anzahl der Schiiler dieser Klasse sei x.
Nach den Bedingungen der Aufgabe gilt dann
nin+1)(2n+1) +13
6-10 )
Da n die Anzahl der Summanden bezeichnet,
gilt nun 20-21-41
10x= %10 +13,
287413,

10x=

10x=

46

10x =300,
x= 30.
In diese Klasse gehen 30 Schiiler.

Ma10/12 w2022 Skizze nicht maBstiblich.
c

b
A € ]
smcz—l—c5 c=i, b:c=sinB:siny,
also b= ﬂi 15-sinf
siny  sina-siny’
A=%-b~h,,=228i2:a—_s‘s'i‘fyz117.

Der Flacheninhalt des Dreiecks betrigt rund
117 cm?.

Ma 1012 #2023 Skizze nicht maBstablich
Kantenmodell

a

Fiir die Linge der Raumdiagonalen gilt
e*=a’+b2+c2 )

Nach dem Satz des Pythagoras gilt beziiglich

obigem Bild
= -b* ()]
und a*=g*-b% 3)

Setzt man (2) und (3) in (1) ein, so erhilt man
e2=g2—b*+b*+f*—b* bzw.
e2=g>+1>—b® bzw.

b =g*+f-¢? @
b=)/225 cm? + 145 cm? — 289 cm?,
b=J/81 cm?,
b=9cm.

Nach (2) gilt

c=)/145 cm*—81 cm?,
c=]/64 cm?,
c=8cm.

Nach (3) gilt a=|/225 cm®—81 cm?,

a=12cm. Somit betrdgt das Volumen des

Quaders V=a-b-c, V=864 cm>.

Phé6 =81

Geg.: a=44 mm; a; =43 mm;

a;=45mm;

Ges.: V; V; 1,

a) Das Volumen berechnet man nach der

Formel V =a3. Es gilt also fir den kleinsten

Wert V,=a} =43 mm?®=79507 mm3, und

fir den groBten Wert V;=a3=45° mm3

=91125mm?>.

b) Das Volumen fiir den gemessenen Wert ist

dann

V=a%=44> mm®=85184 mm®.

Der Durchschmttswert von V; und V; ergibt

sich dann nach

79507 +91125

2z mm

Die Differenz zum Durchschnittswert ist dann
85316 mm® —85184 mm? =132 mm>.

?=85316 mm®.

Ph7 s82 y
Geg.: vl—300000—m—300000000—

1)2=340?

sy =1600 km = 1600000 m

s5=40m

s3= 3m

Zeit fiir den Fernsehzuschauer ¢,

Zeit fiir den Zuhorer ¢,

In beiden Fillen rechnet man mit der Formel
s=uvt und 16st nach ¢ auf. Es gilt also fiir den
Fernsehzuschauer

Ges.:

Ims

_ 51,53 1600000ms -
t _v_1+u_z_300000000 m+340 m~0,014 S.
Fiir den Zuhorer ist
_S2_ 40ms
12—02—340 ~0,118 s.
Nun ist die Differenz beider Zeiten
0,118 5s—0,0145=0,104s. Der Fernsehzu-

schauer in Berlin hért die Musik rd. 0,1s
frither als der Zuhorer in Moskau.

PhB8 =83 m
Geg.:d;=30cm; v, =15 ?;

d,=30cm; vz=2,5?;

d3=50cm; va=1,8 ?;
ds=68cm; vs= 1,0?;
h=50cm=0,5m;
b=125m.
Ges.: Stromungsgeschwindigkeit v
Die Stromungsgeschwindigkeit v im Kanal
berechnet man nach
Vyes
- )
Dabei sind V., die gesamte AbfluB- bzw. Zu-
fluBmenge und A, der Strémungsquerschnitt.
A, errechnet man mit

Ay=h-b. @
Die gesamte ZufluBmenge ist dann"
Vies=V1+Va+Va+ V. )

Die DurchfluBmengen V; (i=1, 2, 3, 4) sind

dann

Vi=A;- v; miti=1,2, 3,4 und A=§-d2.-, also
V=g dhovi @

Setzt man (4) in (3) ein, erhilt man

&)

Nun werden (5) und (2) in (1) eingesetzt, und
es ergibt sich schlieBlich

Vges= (dlvl d3vs+d3vs +ddvs).

%(d%v, +d30, +d3vs +d2vs)

h-b

3
3':—4(32-15+32-25+52- 18+6:82-10) dsl
12,5dm-5dm
221692 v=16T.

S S

Die Stromungsgeschwindigkeit am Ablauf-
kanal betrigt 1,6 ?

Ph9 84 Der Abstand der Einspeisungs-
punkte betrdgt 8990 m.



Ph10/12 85 Die Ergebnisse sind

n 2 5 10 50
hin km 2640 7870 13800 38700
n 100 © 1000 1000000
hin km 57300 195000 6360000

Ch7 w65 In der Legierung sind enthalten:
rund 302 kg Kupler, rund 151 kg Zink und
rund 128 kg Nickel.

Ch8 m66 a) Kalkstickstofl setzt sich aus
50%; Kalzium, 15%, Kohlenstoff und 359,
Stickstoff zusammen.

b) 48400 t Kalkstickstofl entsprechen der im
Jahre 1970 gebundenen Menge Stickstoff.

Ch9 867 Es miissen 6263 kg Kalkstein und
1253 kg Sand zur Reaktion gebracht werden.

Ch10/12 w68 38kg 8,2%ige Salzsdure
miissen zum Verdiinnen zugesetzt werden.

Lésung zu: Eine Aufgabe von
Dr. W. Burmeister, Heft 1/81:

42054 A Umdie gesonderte Untersuchung
von Schaltjahren zu vermeiden, beschrinken
wir uns auf die Monate Mirz bis Dezember.
Wegen 1<k <30 kommt in jedem dieser Mo-
nate der k-te Tag wirklich vor. Angenommen,
der k-te Mirz ist Montag. Offenbar ist dann
der

k-te April: Donnerstag (=,,Montag+ 3*),

k-te Mai: Sonnabend (=, Montag+ 5%),
k-te Juni: Dienstag (=, Montag+ 1%),
k-te Juli: Donnerstag (=,,Montag + 3*),
k-te Aug.: Sonntag (=, Montag+6“),
k-te Sept.: Mittwoch (=, Montag+2“),
k-te Okt.: Freitag (=,,Montag+4*)
usw.

Offenbar kommen in dieser Reihe alle sieben
Wochentage vor. Sollte nun der k-te Mirz
nicht Montag, sondern ein anderer Wochen-
tag sein, so verschieben sich natiirlich alle
anderen Tage entsprechend, die angegebene
Ziffernreihe 3, §, 1, 3, 6, 2, 4, 0, 2 (fiir April bis
Dezember) bleibt jedoch unverindert. In-
folgedessen kommen auch hier alle sieben
Wochentage, speziell auch der Sonntag, vor,
und die Behauptung ist bewiesen.

Beispiel: In einem Jahr fillt der 8. Mirz auf
Freitag. Wann ist der 8. ein Sonntag?

Antwort (Sonntag=Freitag +2): Im Septem-
ber und im Dezember.

Bemerkung : Die behauptete Aussage ist falsch,
wenn k=31 ist. Der Leser iiberzeuge sich
selbst davon und vergesse dabei nicht, den
Monat Januar zu betrachten.

alpha-Wettbewerb -
Abzeichen in Gold

Fiir fiinfjihrige Teilnahme

Frank Baumgart, Aschersleben; Knut Rommel,
Bad Liebenstein; Margret Detsch, Bad Salzungen;
Kirsten Rechner, Baruth; Sabine Mantel, Marc
Schewe, Jiirgen Pommerening, alle Berlin; Henry
Fischer, Bitterfeld; Stefanie Loffler, Blankenfelde;
Tilman Volzke, Bohlen; Frank Blinkrei, Brita Hoff-
mann, Heike Hoffmann, alle Boizenburg; Stefanie
Begau, Breitenworbis; Irene Palm, Brieselang; Uta
Boldt, Burg Stargard ; Christine Pompe, Axel Har-
nath, Stefan Jakubaschk, Royald Lenk, alle Cott-
bus; Ralf-Torsten Scheel, Dahmen; Petra Sarod-
nick, Dallgow; Thomas Claus, Demitz-Thumitz;
Thomas Richter, Dietlas; Ruth Backhaus, Dingel-
stddt; Gabriele Sprotte, Débeln ; Helga Loos, Dor-
fel;, Manuela Schwenke, Dohna; Kathrin Wust-
mann, Stefan Girtner, Michaela Woelk, Birgit
Wittwer, Jochen Lattermann, Asja Niirnberger,
UIf Riechen, Stefan Edelmann, Jorg Hempelt, alle
Dresden; Siegfried Obst, Reinhard WeiBnicht, beide
Eberswalde; Birgit RoBler, Petra Patz, Marlies Patz,
alle Eisenach; Steffen Much, Peter Schlag, beide
Eisenberg; Thomas Pigorsch, Eisleben; Susanne
und Matthias Schreiber, Elsterwerda ; Heike Heber,
Erfurt; Reinhard Walter, Finsterwalde; Elke Jahn,
Freiberg; Carla Miiller, Cornelia Voigt, beide
Friedeburg; Matthias Bauer, Genthin; Urte Con-
rad, Gielow; Torsten Siebert, Géorlitz; Kerstin
Schneider, GoBwitz; Thomas Silz, Grifenhaini-
chen; Wilfried Schleinitz, Greifswald; Klaus Sie-
moneit, Grimmen; Grit Méckel, Griinbach; Gétz
Kluttig, Guben ; Petra Brandstidter, Giistrow; Vol-
ker Kunert, Halle; Giinter Schielinsky, Roger
Fischl, beide Halle-Neustadt; René Geipel, Hartha;
Bérbel PaBler, Kerstin Wickner, Katrin Ullmann,
Frank Eberlein, Heinz Wickner, alle Hermanns-
dorf; Thomas Jez, Herzberg; Jens Fiebig, Héhn-
stedt; Frank Thimmler, Horka; Rigobert Hupach,
Hiipstedt; Martin Arnold, Ilmenau; Marion En-
drigkeit, Jessen; Frank Hiibler, Holger Leonhardt,
Holger Friedrich, Ralph Gruber, Andreas Berner,
alle Karl-Marx-Stadt; Axel Schiiler, Kleinmach-
now; Antje Schlosser, Klingenthal; Andreas Kar-
dos, Kothen; Joachim Braun, KoBdorf; Ralf
Hintsch, Kothen; Frank Batschon, Krauschwitz;
Andreas Ludwig, Kreuzbruch; Grit Heyde, Lat-
dorf; Barbara Surma, Dagmar Schunck, Gerald
Pfitzenreuter, Rainer Nolte, Ute Hausmann, Meike
Pfiitzenreuter, Jérg Drechsel, alle Leinefelde; Lutz
Lammer, Leipzig; Heike Nowara, Uwe Lauten-
schldger, beide Lossau; Birgit Arndt, Loitz; Ute
Fischer, Liibbenau; Carola Héhn, Matthias Neun-
dorf, beide Meiningen; Peter Kiirbis, MeiBen;
Uwe Wiirker, Miilsen; Dieter Seifert, Pinnau;
Karsten Milek, Sigurd Assing, Axel Schulz, Georg
und Thomas Schreckenbach, alle Potsdam; Jens
Uhlemann, Prausitz; Tim Planke, Premnitz; Katrin
Arnhold, Radebeul; Lutz Hiibschmann, Raschau;
Katrin Lippuner, Rheinsberg; Ulrich Zeitzmann,
Ribnitz; Manfred und Ina Hille, Uwe Mattutat,
alle Riesa; Ines Dalisda, Sabine Heinze, Anett
Becker, Kirsten Kowalewski, Christiane Woithe,
Klaus Vilbrandt, Sylke Giese, Anette Miiller, Ul-
rike Martin, alle Rostock ; Sigrid Schréter, Martina

Riihl, beide Schladitz; Beate Rein, Michael Gerth,
Gabi Rein, Bernd Winkelmann, Dieter Grebner,
Mathias Brandt, Christine Mangold, Katrin Réder,
Manuela Recknagel, alle Schmalkalden; Markus
Wolf, Schonbach; Gunnar Jeschke, Schwarzheide;
Jens GliBer, Seiffen; Michael Hruschka, Senften-
berg; Veiko Recknagel, Silke Kollmann, Anka
Wilhelm, Stefan Schiiler, Séren Holland-Cunz, alle
Steinbach-Hallenberg; Ekkehard Breuer, Stendal;
Thomas Merten, Stralsund; Klaus Pleiffer, Tau-
bach ; Holger Nérenberg, Antje Wull, beide Teltow;
Christine Mohr, Teterow; Birgit Schmidt, WeiB-
wasser; Manfred Petzelis, Wendisch-Rietz; Carmen
Rauscher, Wilkau-HaBlau; Ralph Nemitz, Witten-
forden; Guido Kohnke, Wittstock ; Rolf Heubner,
Wolfen ; Steflen Klimpel, Uwe Eix, beide Wolgast;
Claudia Groh, Wiistenbrand; Karl OQertel, Zeitz;
Uwe Miiller, Thorsten Eidner, beide Zeulenroda;
Kerstin Hoflmann, Gabriele Schubert, Michael
Ménch, Ingrid Soblik, Olaf Kretschmar, Gerald
Sommer, alle Zittau; Birgit Schenke, Norbert Wel-
zel, beide Zschornewitz; Norbert Schlosser, Uta
Escher, beide Zwickau ; Veit-Thomas Meyen, Grim-
men; Antje Meyer, Krautheim

Fiir vierjihrige Teilnahme

Michael Elte, Ahlum; Sven und Jens Fache, Alten-
burg; Roland Hesse, Bad Blankenburg; Maike
Jorzyk, Bad Kleinen; Markus Kostrzewa, Bad
Liebenstein; Marei Hellmann, Bad Salzungen;
Esther Goroncy, Bahrendorf; Silke Rechner, Ba-
ruth; Martin Groger, Michael Kriiger, Katrin
Prescher, Christiane PreuB, Sven Bienioschek, alle
Berlin; Heidrun Sourell, Bernau; Mike Gro0,
Bernsbach; Andreas Jock, Blankenfelde; Heike
Engling, Boizenburg; Thomas Streich, Marlis
Schréder, beide Brandenburg; Uta Heiland, Brei-
tenbach; Guido Siegel, Breitenworbis; Ralf Loh-
mann, Burgstadt; Sylvia Burgemann, Britz; Corne-
lia Kopte, Callenberg; Uwe Schiitze, Camin; Chri-
stian Kunze, Karsten Mittag, Roland Damm, alle
Cottbus; Andreas Mann, Cunersdorf; Frank Sarod-
nick, Dallgow; Ulrich Schuster, Demitz-Thumitz;
Georg Kirchner, Dermbach; Sabine Rindermann,
Mario Dette, Hanna Baumgarten, Simone Marks,
Petra Biilow; Astrid Schunck, alle Dingelstadt;
Henry Jahn, Dippoldiswalde; Ronald Meyer, Dér-
fel; Mario Japel, Dohna; Titus Ziegler, Maja Oel-
schlagel, Stefan Franze, André Pohlers, Grit Kam-
mer, Wemer Kirsch, Rainer Schiiltke, Karsten
Zosel, Brigitte Rotter, Cathrin Engel, Christine
Kirsch, Ute Schulze, Heike Lauter, Lutz Lauter,
alle Dresden; Hardy Kutzscher, Diirrenhofe; Chri-
stine Frei, Ebeleben; Uwe Wollert, Edderitz; Ralf
Arnold, Olaf Hein, beide Eisenach; Andree Josiek,
Eisenhiittenstadt; Frank Stefan, Katrin Schréter,
Astrid Kafka, alle Eisleben; Elvira Stallbohm,
Eldena; Angela Wolter, Elster; Kati Kremmer,
Floh; Regine Stottmeister, Fockendorf; Antje Holl-
stein, Frankfurt; Birgit Voigtmann, Freiberg; Jorg
Schaarschmidt, Fiirstenwalde; Jens Franke, Gera;
Marion Meyer, Goldbeck; Torsten Knaust, Gossa;
Sylvia Déring, Gotka; Marco Silz, Mike Pfeiffer,
beide Grifenhainichen; Frank Creutzburg, Gran-
see; Martin Herrmann, Karsten Schulz, Frank-
Michael Wegner, Britta und Achmed Schulz, Rita
Déhner, alle Greifswald; Steflen Lausch, Jom
Wintsche, beide Grimma; Bettina Weser, GroBen-
hain; Kirsten Schiegel, Griinbain; Michael Schulze,
Anke Misch, beide Halberstadt; Matthias Schiine-
mann, Frank Siebert, beide Halle; Cordelia Kripp-
ner, Kerstin Frank, beide Hammerbriicke; Holger
Hartmann, Hartmannsdorf; Gerd Schmalz, Hayns-
burg; Frank Pampe, Heinrichsort; Sabine Tromm-
ler, Ingo Wickner, beide Hermannsdorf; Steffen
Frigge, Herzberg; Axel Herbst, Hohendodeleben;
Uwe Rahn, Hohenstein-E. ; Hagen Fritsch, Hosena ;
Claus Janke, Ilmenau; Peter Dittmar, Kaltennord-
heim; Eske Rohrich, Ricarda Ramm, Frank Kutz-
schebach, alle Karl-Marx-Stadt; Felix und Anita
Baitalow, Kasan (UdSSR); Birgit Sandhop, Kasne-
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vitz; Martina Albrecht, Christine Matthd, Anita
Meyer, Steflen Niebergall, alle Kieselbach; Bernd
Schmutzler, Kirchberg; Birgit Plewe, Kleinmach-
now; Gert Wendland, Kleinwolmirsdorf; Karla
Behrendt, Corinna Matzdorfl, beide Klietz; Chri-
stoph Hiibel, Konigsee; Ines Reichert, Konigs
Wousterhausen; Elke Willek, Kriebitzsch; Vera
Montag, Kiillstedt; Jens-Uwe Eigenwillig, Lauch-
hammer; Carola Reimann, Carola Plitzenreuter,
Ilona Mehnert, Carmen Schwabs, Gudrun Genzel,
alle Leinefelde ; Heike Scherl, Leisnig; Uta Hubrig,
Leipzig; Heiko Schinke, Stefan Héihnel, beide
Leuna; AG Math. der OS W. Pieck (KI. 8b), Lichte;
Doris Griinler, Ralf Schmidt, Ingo Géll, alle
Lossau; Karl-Heinz Gora, Lohsa; Jenny Pelzer,
Liibars; Sabine Gerlach, Liibs; Beale Krause,
Menleroda; Danny Zeutzschel, Merseburg; Jirgen
Welz, Meyenburg; Michael Simang, Mittelherwigs-
dorf; Olal Wender, Miihlhausen; Jorg Schmidt,
Heidi Teidge, Ina Prescher, alle Neubrandenburg;
Andrea Weber, Neukirch; Holger Alsguth, Neu-
seddin; Jutta ReiBmann, Niesky; Kerstin Paul,
Nordhausen; Andrea Friedrich, Ninchritz; Tho-
mas Heidrich, Oberlungwitz; Dietmar Hennig,
Olbersdorf; Kerstin und Petra Koébke, Oranien-
burg; Sabine Oestreich, Oschersleben ; Margit Méil-
hofl, Piesau ; Steffen Gottschlich, Gudrun Zirnstein,
beide Pirna; Manuela Krause, Plauen; Torsten
Kiihn, Potsdam; Iljana Planke, Premnitz; Karl-
Heinz Fandrey, Prenzlau; Dirk Lobbes, Pritzerbe;
Frank Unger, Rackwitz; Tobias Mahlow, Rade-
beul; Frank Berndt, Radeburg; Carsten Stiehl,
Jorg Sliehl, Radewege; Andreas Korb, Raschau;
Kristian Lauritzen, Reichenberg; Silke Gubick,
Anke Wagner, beide Robel ; Ines Giilden, Roitzsch;
Evelin Neumann, Jiirgen Schmalisch, beide Rotta;
Gitta Schone, Falk von Seck, Mathias Slosarek,
alle Rostock; Claudia Lieske, Elke Miemel, Simone
Voigt, alle Saalfeld; Ronald Bojarski, SaBnitz;
Karola Klitsch, Scharlibbe; Holger Laube, Schlot-
heim; Thomas Simon, Steflen Abicht, Gerhard
Fribel, Birgit NoBler, Sybille Heuer, Ines DéII,
Jens Recknagel, Christoph Notnagel, Bert Iigen,
alle Schmalkalden; Sylke Liider, Schonborn; Liane
Pappe, Angela Bottcher, Heike Beutel, alle Schon-
feld; Thomas Tiedtke, Schorssow; Kerstin Freitag,
Schwarzheide; Margret Vinatzer, Tim Harrison,
beide Schwaz (Osterreich) ; Thomas Bienek, Schwep-
nitz; Jens Hoffmann, Sebnitz; Andreas Prpic, Vol-
ker Leutheuser, Thomas Vorndran, alle Sonneberg;
Ralf-Birger Héfner, Sabine Dziatzko, Corina Kai-
ser, Marion Hausdorfer, Petra Schmidt, Dirk Wal-
ther, Steffi Bahner, Markus Heckert, Katrin Pfann-
schmidt, Stefan Kiihrt, Thomas Weinert, Dirk Wil-
helm, Hagen Kiehm, Andre Bartsch, alle Steinbach-
Hallenberg; Ramona Léser, Stendal; Stephan
Meyerhofer, Strasburg; Gabriele Miiller, Tanger-
hiitte; Sabine Scheller, Teltow, Torall Heene,
Teterow; Ellen Fleischauer, Trebra; Olaf Rude,
Trebsen; Falk Winter, Uhyst; Silke RaBmann,

Annette Stephan, beide Unterbreizbach; Reiner”

Burkhart, Voigtsdorf; Regine Katzy, Meike Dal-
lige, Birgit Lorenz, alle Waren; Jens Ackermann,
Wasungen; Jens Kéhler, Weida; Hartmut Boett-
cher, Dorothee Gebuhr, Marco Gotz, alle Weimar;
Beate Hentschke, Ines Hoffmann, Sylvia Feige, alle
WeiBwasser; Gundula Lenz, Wismar; Steffen
Noack, Klaus Kriigel, beide Wittenberg; Marion
Reek, Birgit Zapke, Britta Spyra, Monika Schiipp-
schek, Susanne Grubbert, Christine Koch, Birgit
Keller, Doreen Badge, Kerstin Héntschke, Petra
Zander, Andreas Klappstein, alle Wittstock ; Bernd
Frank, Wolgast; Kerstin Vinke, Zarnewanz; Diet-
mar Polster, Zeithain; Uwe Pallas, Zella-Mehlis;
Christina VoB, Liane Solcknick, beide Zepernick;
Jorg Wenzel, Zeulenroda; Hilmar Lorenz, Karsten
Amthor, beide Zittau

Fiir dreijihrige Teilnahme

Arndt Lober, Ahrenshoop; Thomas Andermann,
Altenburg; Rainer Vorbau, Dirk Strohner, Andreas
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Koch, Steflen Kowalski. Detlev Ender, Olaf Engel-
ke, alle Altentreptow; Frank Schénherr, Anklam;
Eckhard Heinrich, Aschersleben ; Ines Rothenberg,
Artern; Katrin Arndt, Heike Dittmar, Angelika
Heilgeist, Nicole Heilgeist, Heike Himmel, Simone
Jung, Rowena Rein, Sabine Weisheit, Beate Zim-
mer, Frank Cramer, Mario Martin, Anke Blumen-
auer, alle Asbach; André Deckert, Bautzen ; Karin
Groger, Holger Neye, Kerstin Kantiem, Daniel
Hammer, Thomas Strobel, Udo Bellack, Andris
Maéller, Berit Kleinbauer, René Damm, alle Berlin;
Dagmar Reschke, Bernau; Katrin Hintz, Beate We-
ber, beide Bernburg; Peter RéBler, Bischofswerda;
Kai Fischer, Bitterfeld; Andre Schmidt, Boizen-
burg; Ines Schonberg, Kerstin Westphal, Heike
Fischer, alle Borna; Torsten Scherat, Blankenfelde;
Marlis Schréder, Brandenburg; Gitta Rodenwald,
Lars Friedel, beide Biirgel; Goran Sterzik, Buttel-
stedt; Katrin Sylvester, Bad Diirrenberg; Silke
Schroder, Bad Kleinen; Heike Eckhardt, Johannes
Wien, beide Bad Liebenstein; Constanze Zingler,
Bettina Scharenweber, Simone Schultke, Andrea
Brunsch, Caterina Zingler, Beate Bronner, Shila
Patzer, alle Biarenklau; Christine Rauscher, Baut-
zen; Manuela Winges, Bad Liebenstein; Jens
Bienioschek, Karin Leonhardt, Christiane Ritter,
Uwe Zybell, Torsten Zepp, Susanne Kriger, UIl
Rothkirch, Silke Rothkirch, Anne-Rose Liick,
Cornelia Frick, alle Berlin; Gabriele Dietrich,
Ronny Franz, Florian Schreiber, alle Bernsbach;
Sylvia WeiB, Birgit Lampson, beide Blumberg;
Annette Kebsch, Bohlen; Heike Sievers, Boizen-
burg; Kati Hielscher, Dirk Jerxen, beide Borna;
Jens Richter, Bernsbach; Tamara Wenig, Ulrike
Hofig, Sabine Neumann, Christine Fischer, Sabine
Leyh, Heike Fiissel, alle Breitungen ; Gerhard Hen-
ning, Frank Hebestreit, Jens Przybilla, Susanne
Kraska, alle Breitenworbis; Andrea Burgemann,
Simone Huwe, beide Britz; Silke und Iris Degen,
Brottewitz; Birgit Miiller, Biirgel; Anette Fussy,
Andrea Fischer, beide Burkau; Harald Schiffhauer,
Buttlar; Heike Kdhler, Callenberg; Roland Herrig,
Coswig; Iris Dihn, Daniela Syrbe, Thomas Exner,
Peter Strempel, Iris Freitag, Karsten Kehler, Chri-
stian Harnath, Uta Bolz, Jeannette Lange, Andreas
Heinze, Frank Techen, alle Cottbus; Stefan Klin-
zing, Creuzburg; Falk-Uwe Koppelt, Crostau; Ulf
und Jérn Fache, Culitzsch; Brita Henning, Dam-
beck ; Holger Schmidt, Demmin ; Katrin und Dieter
Horn, Wolfgang Tenor, alle Dessau; Angela
Bransch, Deutschenbora; Lioba Degenhardt, Ma-
rion Beil, Heike Forster, Thomas Strecker, Heike
Rosenthal, Heike Arnold, Beate Meinhardt, alle
Dingelstadt; Kai-Uwe Walter, Débeln; Mario
Fiedler, Dérfel; Olaf Jenkner, Dorfchemnitz; Horst
Schulze, Jérg Dehnert, Heiko Ringel, Christoph
Metzner, Thomas Scholze, Horst Seidel, Michael
Goldberg, Astrid Roll, Christian Donath, Annegret
Wustmann, Martin Bismark, Heinz Moll, Kerstin
Urban, Britta Schumacher, Jens Danzer, Beatrice
Reilenstein, Ernst-Achim Schmidt, Pedro Thiele,
Ines Lauter, Susann Piry, Gerald Eichler, alle
Dresden; Peter Kallenbach, Claudia Pleyer, Moni-
ka Ziegler, alle Eisenach; Annette Wéhner, Eilen-
burg; Marion Valtin, Eberswalde; Bernd Leifheit,
Eigenrieden; Una Heinecke, Gabriele Wehrsdorfer,
beide Eisenberg; Andrea Schaaf, Kerstin Franz,
beide Eisleben; Holger Graf, Stefan Nitzsche,
Enrico Dietrich, alle Elsterwerda; Jérg Klingohr,
Kerstin Heer, Ines Mittelbach, Thomas Hecker,
Lars Ménch, alle Erfurt; Manuela Hellbach, Ernst-
thal; Bianka Uhlig, Falken; Thomas Miiller, Jens
Wackernagel, bejde Falkenberg; Mathias Eger,
Gabi Gubitz, Thomas WeiB, Heidi Kahthays, Cor-
nelia Kreher, Michael Riedel, Stefan Voigt, Ramona
Ritzmann, alle Floh; Karsten MeiBner, Katrin
MeiBner, beide Forst; Martin Gocht, Frankenberg;
Annett Helbig, Frankfurt (O.); Ines Becker, Olaf
Drewning, beide Freiberg; Karsten Thon, Frey-
burg; Cordula MeiBner, Steflen Hilmer, Jan Bhm,
Mathias Gerlach, Annett Frankowski, Karsten
Knauth, alle Friedeburg; Gabi Reinhardt, Frieders-

dorf; Heiko MiBleldt, Gammelin; Jan-Martin
Hertzsch, Geringswalde; Sylvia Zander, Geisa; Su-
sanne LéfTler, Gorlitz; Ingoll Thurm, GéBnitz;
Veit Manig, Gorden; Birbel Kolodzik, Golm;
Katrin Kéhler, Gossa; Lutz Pietsch, Glauschnitz:
Holger Stoffel, Grabow; Christian Rohl, Grifen-
hainichen; Olaf Becken, Ulrike Brandenburg, beide
Greifswald; Ines Schicker, Greiz; Ingolf Hintzsche,
Gremmin; Frank Hering, Grieben; Thomas Wede-
kind, Uwe Werner, beide Grimma; Babett Maul-
hardt, Heien Stock, beide GroBbodungen; Uwe
Winkler, GroBenhain; Annette Kipka, GroBdrner;
Steflen Werner, Thomas Freudenberg, Steflen Ram-
mer, Timo Freudenberg, alle GroBréhrsdor(’; Bian-
ca Potthofl, GroB Wiistenfelde ; Heiko Motz, Griin-
hain; Peter Meusel, Guben; Torsten Kirchner,
Giinstedt; Gunnar Miiller, Giistrow; Mathias
Reissig, Katrin Friedrich, Petra Minche, Stefan
Schleiff, Eckhard Schroter, alle Halle; Albrecht
Stammler, Annett Eichner, Andreas Loffler, alle
Halle-Neustadt; Jens Strobel, Hammerbriicke;
Bianka Zeh, Heimersgriin; Kerstin Singer, Herlas-
griin; Ulrich Baumann, Herold ; Nicola Hofmeister,
Herzberg; Bernd Miiller, Heyerode; Andrea Bauer,
Helbra; Hannelore Schwarzwald, Hohenmélsen;
Grit Bauer, Hohenstein-E.; Verena Wegner, Jorg
Gotze, Marion Kiihnast, Heidrun Schmidt, Andrea
Strauch, Thomas Weber, Thomas Benusch, alle
Hoyerswerda; Michael Kaufhold, Hiipstedt; Jens
Amling, Ilmenau; Gabi Missal, Insel; Martin
Jaekel, Detlel Ritter, Gunter Ritter, Susanne Va-
lentini, alle Jena; Kai-Uwe Scherer, Jessen; Barbel
Modes, Johanngeorgenstadt; Antje Rudolph, Kim-
meritz; Olal Brandt, Udo Miiller, Dirk Fleisch-
mann, alle Kaltennordheim; Ralph Buckisch, Stel-
fen Herpich, beide Kamsdorf; Andreas Paukert,
Karbow; Ute Rosenkranz, Evelyn Glaser, Thomas
Freygang, Annett Werth, Heike Nimmrich, Brit
de Luca, Claudia Schwantes, Kay Hesse, Hendrik
Pénisch, Tobias Plank, Cornelia Scharl, Angelika
Scharf, Tanja Mittag, Jens Siewert, Katrin Richter,
alle Karl-Marx-Stadt; Silvia Kriesche, Klausa;
Silvana Béhmert, Axel Diibler, beide Klausdorf;
Iris Molzahn, Norbert Neumann, beide Klein-
machnow ; Thomas Senger, Klosterfelde; Sonnfried
Létsch, Edith Lofller, beide Knigshain; Steffi Has-
se, Kockenitzsch; Rainer Tauscher, Korbitz; Udo
Fromm, KoBdorf; Thomas Gingler, Kraupa; Uta
Sauer, Krossen; Jens Zosel, Laage; Andreas Helbig,
Langenleuba-N.; Karsten Rieger, Ingolf Raabe,
beide Langengrassau; Frank Herzog, Langenwol-
schendorf; Sabine Mersiowsky, Langewiesen; Hei-
ke Philipp, Lauenstein; Manuela Hellbach, René
Kirchner, Petra Seibt, Matthias Heller, alle Lau-
scha; Solveig Woitek, Rena Dette, Sabine Hartung,
Manuela Grimm, Marietta Grimm, Richard Hille-
brand, Rosina Strickstrock, alle Leinefelde; Wil-
fried Wolf, Thorsten Lill, Tim Schneider, Dirk
Hénicke, Gisela Engel, Michael Rammelt, Jan
Klemm, Ralf Laue, Vera Wilhelm, Petra Polster,
Max Pohl, Andreas Eifler, Evelyn Sauerzapf, alle
Leipzig; Holger Schinke, Leuna; Silke Sontag,
Lichte; Sybille und Claudia Seifert, Lichtenberg;
Axel Stelzner, Liclitentanne; Monika Mayr, Linz
(Osterreich); Mathias Springwald, Elvira Sapora,
Angela Siissig, Judith Jaenecke, alle Loderburg;
Andre Kerl, Léssau; Ute und Antje Rosenbohm,
Sybille Hinze, alle Lowenberg; Wolfgang Maal,
Lommatzsch; Klaus Mohnke, Ramona Struck,
beide Liibbenau; Jorg Ladendorf, Liibtheen; Katrin
Lange, Ludwigsfelde; Andrea Fischer, Lunow;
Volker Fett, Ines Skibinski, Peter Zienicke, alle
Magdeburg; Erika Schubert, Malchin; Angela
Zschéper, Maltitz; Maik Niebling, Mariengast;
Andreas Berger, Markritz; Gerd Eckstein, Mehl-
theuet; Monika Méller, Steffen Hirn, beide Mellen-
bach; Bettina HeB, Mengersgereuth-H.; Lutz Har-
nos, Kay Peters, beide Merseburg; Hagen Haber-
land, Mesekenhagen ; Jens Schumacher, Metschow;
Andre Wiegand, Mittelschmalkalden; Torsten Ber-
ger, Mohlau; Katrin Noack, Miihlberg; Detlef-
Sven Saar, Miihlhausen; Lutz Peter, Miihltroff;



Joachim Giinnel, Muldenberg; Jorg Fiebig, Miil-
sen; Babett Panwitz, Miihlbeck; Ute Krampitz,
Mengersgereuth-H.; Ines Knick, Nauen; Matthias
Haupt, Nerchau; Thorsten Weis, Netzebrand ; Ralf
Krause, Michael Glockenstein, Michael Miinzner,
Mario Marinitsch, alle Neubrandenburg; Uwe
Knispel, Neuburxdor{; Anett Kopas, André Ewert,
Jens Wilhelm, Micaela Ewert, alle Neuhaus; Bet-
tina Richter, Neukirch; Ulf Geyer, Neumark ; Uwe
WeBollek, Neundorf; Uta Melchior, Neuruppin;
Eva Hartmann, Neustadt; Kerstin Sonnenburg,
Dietmar Beyer, beide Neustrelitz; Matthias K érner,
Niederorschel; Heike Engelhardt, Niedersachswer-
fen; Timo Kaiser, Niederschmalkalden; Bettina
Hirselandt, Volker Franke, Petra Hahn, alle Nord-
hausen; Andy Marr, Oberschénau; Frank Hennig,
Olbersdorf; Olaf Winkler, Oschatz; Jérn Herr-
mann, Oschersleben ; Beate Michael, Kerstin Schon-
wald, Steflen Kohler, Matthias Kusmierek, Sabine
Wettig, Grit Scheurnann, Steffi Winter, Silke Béhm,
Heike Schulze, Simone MiBloch, alle Osternien-
burg; Frank Dellit, Pappenheim; Jorg Stahnke,
Pasewalk ; Birgit Seilert, Pinnau; Mike Butter, Pir-
na; Jorg Stark, Plauen; Heike Lohde, Kerstin
Fischer, beide Plessa; Iris Bernhardt, Podelwitz;
Andreas Denecke, Poggendorf; Steflen Hoffmann,
Potsdam; Anke Rheinsberg, Friedemann Domke,
Susanne Planke, alle Premnitz; André Koéhler,
Prenzlau; Annett Schmidt, Rackwitz; Antje Hertz-
schuch, Radebeul; Peter Wenke, Radibor; Sabine
Ehrlich, Rechlin; Ute Zahn, Reichenbach; Kirsten
Lauritzen, Reichenberg; Elmar Hoell, Ribnitz;
Kirstin Tédgener, Rietz; Andreas Puls, Rébel; Tho-
mas Konig, Dirk Heim, Antje Philipp, Heike Bau-
mann, Heike Schmidt, Viola Rexhéuser, Uta Gétz,
Ralf Pasch, Rene Welsch, Frank Fritschek, Ole
Albrecht, Henry Unkart, Silvia Kirchner, Jens
Wiedemann, Giinther Siebenhaar, alle RoBdorf;
Olal Rémer, Birgitt Schild, beide RoBlau; Ralf
Heidenreich, RoBleben; Birbel Kroll, Sylke Pohl,
Torsten HaB, UIf Schlieker, Grit Maciejewski, Lutz
Andrews, Gerald Stibbe, Petra Henke, Bodo Bar-
thels, Beate Barthels, Birgit Kroll, alle Rostock;
Bodo Bricks, Sabine Pfeffer, beide Saalfeld ; Steflen
Beck, Frank Schneevoigt, beide Salzwedel; Jens
Richter, Schkélen, Christiane Gaudigs, Schkélen;
Dan Mandel, Schkéna; Carmen Meikies, Schlags-
dorf; Gabi Storch, Karin Semm, Heike Lochner,
Felizia Huland, Jan Hoffmann, Christian Semm,
Andre Wagner, alle Schmalkalden; Annette Eisen-
brandt, Schnellmannshausen ; Sabine Schiiler, Sché-
na; Heike Schulz, Schénefeld ; Axel Delan, Schwarz-
heide; Heiko Schulz, Schwedt; Carola Paetow,
Schwerin; Peter Joschenak, Helga Huber, Schwaz
(Osterreich); Séren Funck, Sellin; Michael Galetz-
ka, Senftenberg; Regina Weiche, Silbersdorf; Sa-
bine Rahner, Frank Zollner, Rall Rogler, Jens
Philipp, alle Sondershausen; Birgit Gétz, Sonne-
berg; Heidrun Unger, Spittwitz; Karsten GeiBler,
St. Egidien; Andreas Kirchner, Rainer Schwibiein,
Ulrike Marr, Peter Lehmann, Kerstin Hifner,
Mirjam Endler, Barbara Willing, Ralf Héfner,
Sabine Biittner, Katrin Genzler, Kay-Uwe Weber,
Susanne Oschmann, Thomas Klemmer, Ina Hol-
land-Moritz, Karin Reinhardt, Birgit Schroder.
Dagmar Rothidmel, Corina FaBler, Andre Selimg,
Simone Elbel, Susanne Holland-Cunz, Doreen
Wahl, Ramona Holland-Nell, alle Steinbach-Hal-
lenberg; Christian Wiegand, Steinheid; Cordula
Gottwald, Stendal; Anke, Heike und Erhard Zi-
linske, Marga Goltz, alle Stralsund; Mathias
Rausch, Straupitz; Harald Kube, Stiitzerbach;
Silvia Pfannschmidt, J6rg Sauerbrei, Stefan Kleiner,
Susanne Walter, alle Suhl; Nicole GéBner, Syrau;
Thomas Wenzel, Gabriele Neumann, Kerstin Witte,
alle Tangerhiitte; Angela Schroder, Tautenhain;
Thomas Hantel, Jacqueline Drews, Brigitta Miiller,
alle Teterow; Birgit Martin, Thiemendor(; Joachim
Krug, Steffen Weber, Uta Bittorf, alle Tiefenort;
Thomas Bergmann, Torgau; Dolores Foth, Kathrin
Gidke, beide Torgelow; Karola Bloch, Annett
Appelt, Grit Rebert, alle Trebbichau; Ray Langlotz,

Eine Aufgabe —
verschiedene
Losungen

Im Heft 1/1980 verolfentlichten wir folgende
Aufgabe:

Ma7 ®1950 In einem FDGB-Ferienheim
befinden sich 41 Urlauber, die in 2-Bett- und
3-Bett-Zimmern untergebracht sind. Das Fe-
rienheim verfiigt tiber mehr als vier, aber we-
niger als zehn 2-Bett-Zimmer. Alle Betten
sind belegt. Uber wieviel 2-Bett- bzw. 3-Bett-
Zimmer verfligt dieses Ferienheim?

Im Heft 4/1980 verdffentlichten wir dazu eine
Losung:

Angenommen, ¢s sind a 2-Bett- und 5 3-Bett-
Zimmer; dann gilt 2a+3b=41 bzw. 3b=39

+2—2a;alsob= 13—§ “(a—1)mitd4<a<10.
2 .
3

Das Ferienheim verfigt somit iiber sieben

2-Bett- und neun 3-Bett-Zimmer. Probe:
7-2+9-3=41.

Nur fira=7wird b=13 - - 6=9 ganzzahlig.

Wir stellen nun die Losung von Gunnar
Bittersmann aus Bernau vor, der Schiiler der
Klasse 7RI der Carl-Fugger-Oberschule ist.

Ralf Géossinger, Ole Glinzer, alle Unterbreizbach;
Dirk Schaub, Uwe Landsiedel, Sibylle Kraft, Stefan
Eisenschmidt, alle Vacha; Heike Schulz, Dirk
Wenzlaff, beide Vitte; Michael Vogt, Volkers-
hausen; Beate Winter, Vorderhagen; Gisbert Thie-
re, Wallhausen; Anke Dittmar, Susanne Anschiitz,
Regina Frindt, Udo Michallik, Irene Michallik, alle
Waren; Thomas Harz, Margret Boettcher, Ulf
Greiner-Mai, Stefan Thiter, Dirk Lehmann, alle
Weimar; Timo Backofen, Weischlitz; Rita Nord-
mann, Weillenborn-L.; Barbara Schiitze, WeiBen-
fels; Anke Lebsa, WeiBwasser; Claudia Viehweg,
Wiesenburg; Elisabeth Schubbert, Jirgen Kauf-
mann, beide Wingerode; Bernd Kahl, Wismar;
Thomas Peuker, Toralf Schréder, Jérg Angelmann,
Steffen Pietz, Katrin Demin, Bernd Salewski, Mario
Senst, Karsten Busse, alle Wittenberg; Irene Zoll,
Wittenberge; Frank Zapke, Uwe Tefs, Thomas
Priebus, alle Wittstock ; Maike Weiss, Kerstin Jung,
beide Wobbelin; Claudia Bock, Angela Béhme,
beide Wolfen; Petra Herzmann, Astrid Keller, beide
Wolgast; Maria Geburzky, Worbis; Udo Riedel,
Zeitz; Uwe Schefller, Erika Schreiber, Kerstin
Barthelmes, alle Zella-Mehlis; Dietmar Hennig,
Annegret Linke, Thomas Pilz, Ralph Paulsen, Bir-
git Erdmann, Heide Hilse, alle Zittau ; Romi Riedel,
Zollschwitz; Mathias Goltzsche, Zschopau; Antje
Henke, Zschorgula; Elke Goraus, Zwickau

Gunnar l6ste diese Aufgabe graphisch wie
folgt:

Es sei x die Anzahl der 2-Bett- und y die
Anzahl der 3-Bett-Zimmer; dann gilt 2x + 3y
=41 mit 4<x<10. Fiir x,=0 erhalte ich
y1= 13%; fir y,=0 erhalte ich x2=20%. Die
Koordinaten der Punkte

2 1
(0,13§> und (205, o)

legen eine Gerade fest. Von der Geraden
komimen aber nur Punkte zwischen x =4 und
x =10 in Frage. Nur fiir x=7 erhilt man eine
ganzzahlige Losung y=9. In diesem Ferien-
heim gibt es sieben 2-Bett- und neun 3-Bett-
Zimmer.

Wir stellen nun die Losung von Olafl Kasper
aus Berlin vor, der Schiiler der Klasse 7b der
Eugen-Schonhaar-Oberschule ist.

Olaf 16ste diese Aufgabe wie folgt:

Das FDGB-Ferienheim verfiige iiber x 2-
Bett- und y 3-Bett-Zimmer; dann gilt 2x + 3y
=41 mit 4<x<10.

Fiir x = 5 erhdlt man 3y =131, also keine ganz-
zahlige Losung;

filr x=6 erhélt man 3y=29, also keine ganz-
zahlige Losung;

fiir x =7 erhidlt man 3y =27, also y=9;

fir x =8 erhilt man 3y=25, also keine ganz-
zahlige Losung;

fiir x=9 erhélt man 3y =23, also keine ganz-
zahlige Losung.

Somit existiert genau eine Losung. Das
FDGB-Ferienheim verfiigt iiber sieben 2-
Bett- und neun 3-Bett-Zimmer.

Die Jortspiiwiese
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Denksport

Unterhaltungsmathematik aus: Pionierkalender 1981

1. Zwei Viter und zwei Sohne schieflen drei Hasen.
Jeder schieBt einen. Wie ist das moglich?

2. In einem Sportgeschift kann man Fuflballjerseys in
vier Farben, Hosen in drei Farben und Stutzen in
zwei Farben kaufen. Wieviel verschiedene FufBball-
dresse kann man hieraus zusammenstellen?

\ .
3. Dirk ist doppelt so alt, wie .Vég sein wird, wenn
Ralf so alt ist wie Dirk heute. Wer von den dreien
ist der ilteste, wer der jiingste?

4. Ein Postmeister wurde einmal gefragt, wieviel Pferde
der Konig zum Wechseln auf der Poststation bestellt
habe. Er sagte: ,,Mit der Hilfte der bestellten Pferde
und einem- halben fahrt der Konig selbst. Mit der
Hilfte des Restes und einem halben fahrt der Minister.
Mit der Hilfte des verbleibenden Restes und einem
halben fahren die Diener. Das iibrigbleibende letzte
Pferd benutzt der Vorreiter.

Wieviel Pferde hat der Konig bestellt?

5. Fiinf Kisten: enthalten je die gleiche Anzahl Apfel.
Wenn man jeder Kiste 60 Apfel entnimmt, bleiben in
den Kisten insgesamt soviel Apfel iibrig, wie vorher in
zwei Kisten waren. Wieviel Apfel waren anfangs in
jeder Kiste?

6. Ein Gewiirzstinder mit 6 Fliaschchen (von jeweils
gleichem Preis) kostet 18 Mark. Die 6 Flaschchen
kosten 12 Mark mehr als der Stdnder.

Wieviel Mark kostet der Gewiirzstinder und wieviel
jedes Gewiirzflischchen?

7. Fiinf Heuhaufen und sieben Heuhaufen werden zu-
sammengefahren.
Wieviel Heuhaufen ergibt das?

8. To sten, Jirka und Ilka benétigen fiir den Weg vom
Bahnhof zur Schule zehn Minuten, wenn sie jeweils
allein gehen. Wieviel Minuten benétigen sie, wenn sie
gemeinsam gehen?

/36
13 1

5 X1 3 X9
7 6

9. Welche Zahl gehort in den leeren Hausgiebel?

_ urT
T{|1]|E}||B ALR

10. Setze den fehlenden Buchstaben in das leere Feld
und versuche, das richtige Wort zu erkennen, das sich
ergibt!

11(3]19]27]]..

36-81-5:65

11. Welche Zahl ist in das leere Feld einzusetzen?

s

x2710]
CoTw

Ai3ms

12. Sieh dir das Bild 30 Sekunden an, verdecke es
dann! Versuche, ohne noch einmal nachzuschauen,
in das leere Feld die Buchstaben, Zahlen und Symbole
einzutragen, moglichst auch ungefihr an der richtigen
Stelle, die du dir gemerkt hast! M. Rehm
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111 Béinde
Mathematische Schiiler-
biicherei

Als vor rund 19 Jahren das Politbiiro der SED und der
Ministerrat den Mathematikbeschluf faBten, wurde da-
mit auch die Idee der Mathematischen Schiilerbiicherei
(MSB) geboren. Sie sollte dazu beitragen, das Interesse
an der Mathematik und die Freude an mathematischer
Betitigung zu wecken und damit die mathematischen
Kenntnisse der Schiiler und Jugendlichen zu ver-
bessern.

Verschiedene Verlage taten sich zusammen, um fiir alle
Klassen- und Altersstufen entsprechende mathemati-
sche Literatur herauszubringen, Verlage, die schon
eine gewisse Tradition auf diesem Gebiet hatten: Der
Teubner-Verlag (BGT), der Deutsche Verlag der
Wissenschaften (DVW), der Verlag Volk und Wissen
(VWYV), der Urania-Verlag (UV), der Fachbuchverlag
(FV) und der Kinderbuchverlag (KV).

Als Autoren wurden hauptsiachlich Mathematiklehrer
und Wissenschaftler an Universitdten und Hochschu-
len gewonnen, die bereits in der Arbeit mit Schiiler-
zirkeln Erfahrungen gesammelt hatten. So entstanden
z.B. die Ubungen fiir Junge Mathematiker, die bei der
Vorbereitung auf die Mathematik-Olympiade einge-
setzt werden, die Grundbegriffe der Mengenlehre und
Logik von M. Hasse, das Biichlein Geometrische Kon-
struktionen und Beweise in der Ebene von E. Hameister,
die vier Bindchen von H. Belkner iiber Determinanten,
Matrizen, Metrische Rdume und Reelle Vektorrdume
und viele andere.

Ein groBer Teil der Bindchen der Mathematischen
Schiilerbiicherei wurde aus anderen Sprachen liber-
setzt. An erster Stelle stehen die Ubersetzungen aus
dem Russischen, denn in der UdSSR ist seit mehreren
Jahrzehnten bei vielen Schiilern die Beschiftigung mit
der Mathematik iiber den Rahmen der Schule hinaus
zu einer beliebten Freizeitbeschaftigung geworden, die
mit Ausdauer und Flei betrieben wird und deren Er-
folge sich z.B. bei den Internationalen Mathematik-
Olympiaden zeigen. Zahlreiche bedeutende sowjeti-
sche Wissenschaftler unterstiitzen die Schiiler durch
entsprechende Literatur.

Aber auch Biicher aus anderen Lindern wurden tiber-
setzt und in diese Reihe aufgenommen, z. B. Einfiihrung
in die Graphentheorie von J. Sedlacek aus dem Tsche-

chischen, Mathematisches Mosaik von E.Hodi aus
dem Ungarischen und 100 neue Aufgaben von H. Stein-
haus aus dem Polnischen.

Viele von den Binden der Reihe haben bei den Schii-
lern groBes Interesse gefunden und sind schon in meh-
reren Auflagen erschienen. Es ist ja auch wirklich er-
staunlich, wie viele interessante Fragen und Probleme
mit Hilfe der Mathematik beantwortet und geldst wer-
den konnen. Mancher, der urspriinglich glaubte, die
Mathematik sei eine ,,trockene‘‘ Sache, hat sich schon
durch interessante Lektiire vom Gegenteil iiberzeugen
lassen.

So zeigt z. B. O. Zich im Buch Unterhaltsame Logik,
wie man mit Hilfe mathematischer Schliisse einen
Kriminalfall l6sen kann. N.J.Wilenkin erzihlt in
seinem Buch Unterhaltsame Mengenlehre, was John
Tichy auf seiner 1001. Reise in eine andere Galaxis in
einem Hotel mit unendlich vielen Betten erlebt hat;
dabei zeigt sich, daB man der ,,Wunderwelt des Unend-
lichen** mit mathematischen Mitteln ganz schén bei-
kommen kann! So kénnte man noch viele Beispiele
bringen, wie in den Biichern heiter und unterhaltsam,
aber auch ernst und zielstrebig mathematische Zu-
sammenhédnge dargeboten werden. Doch das beste ist,
ihr seht euch die Liste der 111 bisher erschienenen oder
in nichster Zeit erscheinenden Béndchen in diesem
kleinen alpha-Sonderheft einmal genauer an; dann
wird bestimmt jeder etwas Interessantes fiir sich
finden.

D. Ziegler, Vorsitzende der Literaturarbeitsgemeinschaft
Mathematik beim Ministerium fiir Kultur der DDR

Seit 20 Jahren unterstiitzen zahlreiche Fachverlage der DDR die
auBerunterrichtliche Arbeit der Schiiler im Fach Mathematik,
insbesondere die O/ lympiaden Junger Mathematiker der DDR. Im
Rahmen der Literaturarbeitsgemeinschaft Mathematik beim
Ministerium fiir Kultur beraten Wissenschaftler, Lehrer und
Lektoren iiber weitere Titel der Mathematischen Schiilerbiicherei
(MSB). Unser Foto. Aussprache iiber Entwicklungstendenzen der
MSB, gefiihrt von W. Arnold, Abteilungsleiter Mathematik/
Physik beim VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften,

J. Lehmann, Chefredakteur alpha, D. Ziegler, verantw. Lektor und
J. Weil3, Lektor, beide BSB B. G. Teubner (v.l.n.r1.).

" . v
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Mathematik im Reich der Tone

Leseprobe aus dem Band 106 der MSB (Vorabdruck)

Den Naturwissenschaftlern der Neuzeit er-
scheint es befremdlich, daB die Philosophen
der Antike beziiglich naturwissenschaftlicher
Probleme Behauptungen aufstellten, ohne de-
ren Wabhrheitsgehalt jemals mit leicht aus-
fiuhrbaren Experimenten nachzupriifen. Zum
Beispiel 148t sich die Behauptung des Aristo-
teles (384 bis 322 v.u.Z.), daB schwere Korper
schneller fallen als leichte, mit einem ein-
fachen Gedankenexperiment widerlegen. Es
ist z. B. ohne EinfluB auf die Fallzeit zweier
Kilogrammgewichte, ob man diese getrennt
voneinander in einen tielen Brunnen wirft
oder ob man beide Gewichte vor dem Ver-
such fest zusammenbindet.

Ein echter Durchbruch zur experimentellen
Fundierung theoretischer Aussagen wurde
erst mit Galilei (1564 bis 1642) vollzogen.
Durch seine beriihmten Péndel- und Fall-
versuche klirte er den funktionalen Zusam-
menhang von Pendelléinge und Schwingungs-
zeit bzw. Fallhohe und Fallzeit auf. Auch die
Wourfparabel gehort zu seinen Entdeckungen.
Die Zeit der ,geistigen Wiedergeburt®, des
»Rinascimento®, bildete den AnstoB fiir eine
Fiille naturwissenschaftlicher Entdeckungen,
die sich wegbereitend auf das technische Zeit-
alter der Neuzeit auswirkten.

Eine rihmliche Ausnahmé hierzu verkdrperte
in der Antike (um 550 v.u.Z.) die Schule der
Pythagoreer beziiglich ihrer Aussagen in der
Akustik. Die experimentellen Befunde lieferte
ihnen das Monochord. Hierbei handelt es sich

50

um ein einsaitiges Instrument, bei dem iiber
einen quaderformigen Resonanzkorper eine
Saite gespannt ist. Die Saite ist an einem Ende
fest verankert, wihrend das andere Ende
— iiber eine feste Rolle gefiihrt — mit einem
Gewicht belastet wird. Nun kann die mittels
des Gewichtes stets unter gleicher Spannung

stehende Saite angezupft und dadurch in -

Eigenschwingung versetzt werden. Diese
Schwingung iibertrégt sich auf den Resonanz-
korper und liefert einen gut vernehmbaren
Ton.
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Bild1 Monochord

Die Pythagoreer experimentierten nun in der
Weise mit dem Monochord, daB sie die Linge
der unter konstanter Spannung stehenden
Saite durch Einschieben eines Steges variier-
ten. Beim Halbieren der Saite ergab sich ein
zum Grundton harmonischer Oberton. Die-
sem harmonischen Zusammenklang zweier
Tone entsprach das Zahlenverhiltnis 1:2. In
der Musiktheorie bezeichnet man diesen Ton-
schritt als Oktave.

Entsprechend ihrer philosophischen Grund-
haltung lag es nahe, den schwingenden Anteil
auf zwei Drittel der urspriinglichen Lénge zu

verkiirzen. Auch dieser zugehorige Ton ergab
mit dem Ausgangston einen annehmbaren
Zusammenklang. In der Musiktheorie wird
dieser Zusammenklang als Quinte bezeich-
net.

SchlieBlich gaben sie in ihren Experimenten
drei Viertel der urspriinglichen Linge zur
Schwingung frei. Der so erzeugte Zweiklang
horte sich ebenfalls ertréglich an. In der
Musiktheorie wird dieser Tonschritt als
Quarte bezeichnet.

Ganz allgemein entspricht dem Nachein-
anderausfiihren zweier Tonschritte das Multi-
plizieren der entsprechenden Verhiltniszah-
len. Zur Illustration diene das folgende Bei-

spiel: Quinte + Quarte=COktave
2 3 _ 1
3 4 2

Die Tastenreihe des Klavieres 148t sich in ge-
wissem Sinne mit dem Prinzip eines Rechen-
schiebers vergleichen. Fiigt man an einem
Rechenschieber mittels der verschiebbaren
Zunge zwei Strecken mit den Skalenwerten a
und b aneinander, so entspricht auf der Stab-
skale der Streckensumme der Skalenwert
a- b. Hingegen ergibt sich zur Charakterisie-
rung des Tonintervalles zwischen Quarte und
Quinte beziiglich des gemeinsamen Grund-
tones der Quotient der Langenverhiltnisse,
also 23 8

3479
Quinte minus Quarte = ganzer Ton

Bei Vogelstimmen und anderen Tierlauten
beschrinken sich die verwendeten Toninter-
valle keineswegs auf Oktave, Quinte und
Quarte. Sicher gab es schon zur Zeit des
Pythagoras einfache Melodien von Volks-
liedern und Instrumente (z. B. Hirtenfloten)
mit einem groBeren Tonumfang. Auf die
Pythagoreer geht der Aufbau einer Tonleiter
zuriick, bei der die reinen Zusammenklange
von Quinte und Quarte systematisch ver-
arbeitet werden.

Fiir die folgenden Untersuchungen sollen die
Intervalle zweier Tone nicht durch das Lin-
genverhiltnis der schwingenden Saiten, son-
dern durch ihre Kehrwerte, also das Verhilt-
nis der Schwingungszahlen, erfaBt werden.
Ist ! die Lange der schwingenden Saite und n

deren Frequenz, so gilt [ =s, wobei k eine

dieser zugeschnittenen GréBengleichung an-
gepaBte Konstante ist.

Am Monochord ist die Linge des schwin-
genden Saitenabschnittes bei konstanter Sai-
tenspannung umgekehrt proportional zur
Frequenz. Auf Grund dieser physikalischen
Sachverhalte kann damit festgehalten wer-
den: Zwei Tonintervalle sind genau dann
gleich, wenn ihre Schwingungszahlen im glei-
chen Verhiltnis zueinander stehen.

Ohne uns bereits jetzt auf absolute Schwin-
gungszahlen festzulegen, konnen wir fur die
zunichst nur wichtigen Verhiltniszahlen die
Bezeichnungen der uns geldufigen c-Dur-



Tonleiter iibernehmen, alsoc-d-e-f-g-a-
h - ¢’. Bisher haben wir am Monochord iiber
folgende Verhiltniszahlen beziiglich des

Grundtones c verfugt:
c.. f g.. ¢ Ton-
bezeichnung
1 4 3 2 Verhiiltnis-
3 2 zahl

Prime ngrte Quinte Oktave Intervall

Es sind also noch vier Leerstellen auszu-
filllen. Die pythagoreische Tonleiter setzt sich
aus fiinf groBen und zwei kleinen Tonschritten
zusammen. Der groBle Tonschritt wird aus
Quarte und Quinte wie folgt erkldrt: Setzt

man q =% und qz=§, so gilt fir den groBen

'

Tonschritt q=q =§. Die diesem Verhiltnis
2

entsprechende Schrittweite liegt bereits von
f nach g vor. Sie wird ferner beim Fortschrei-
ten von ¢ nach d, von d nach e sowie von g
nach a und a nach h iibernommen. Nun
stehen noch die Quotienten offen, welche den
Schritt von e nach f und h nach ¢’ beschreiben.
Fiir beide Intervalle ergibt sich zwangsladufig
aus den bisherigen Festlegungen das Zahlen-
.. 256

verhiltnis 3

Dieser Bruch kann nicht gekiirzt werden. Er
fallt wegen der Dreistelligkeit von Zihler und
Nenner etwas aus dem Rahmen. Auch in
akustischer Hinsicht liefern die Tone keinen
guten Zusammenklang. Durch eine Zusam-
menstellung der Zahlenverhiltnisse bezogen
auf den Grundton bzw. den darunter liegen-
den Nachbarton wollen wir uns eine Uber-
sicht von dem Pythagoreischen Tonsystem
verschaflen:

Tonbezeichnung
cde f g a h c
Schwingungszahl bezogen auf c
984 32 2
8 64 3 2 16 128
bezogen auf Nachbarton
9 9 25% 9 9 9 256
8 8 24388 8 243

In einer ganzzahligen [ortlaufenden Propor-
tion stellt sich dieses Stimmungsprinzip wie
folgt dar:
384:432:486:512:576:648:729:768

Auf kleinere Verhiltniszahlen 148t sich diese
Tonleiter nicht reduzieren.

Die gleiche Tonleiter kann man sich auch
iiber den sogenannten ,Quintenzrkel” er-
zeugt denken. Dabei geht man in folgender
Weise vor: Man zeichnet einen Kreis und teilt
diesen mit dem Winkelmesser in sicben glei-
che Teile. In den Teilungspunkten trigt man
im Uhrzeigersinn die Tonbezeichnungen in
das Bild ein, wobei wir mit ¢ vom obersten
Teilungspunkt ausgehen wollen. Da sich die-
ser mit ¢’ decken soll, werden wir ihn beson-
ders stark markieren. Nun machen wir, von ¢
ausgehend, im Uhrzeigersinn Quintenspriin-
ge. Durch Uberspringen von je drei Tei-

Bild 2 Quintenzirkel

lungspunkten des Kreises gelangt man der
Reihe nach auf g, d, a, e und h. Bei jedem
Sprung multiplizieren wir die zuletzt erreichte

Zahl mit —;— Wird bei einem Quintensprung
die zu ¢ gehorige Markierung iiberquert, so
lautet der Faktor % statt % Man 'sieht, daB

auf diese Weise gleichfalls die Verhiltnis-
zahlen der pythagoreischen Tonleiter erzeug-
bar sind. Die noch fehlende Verhiltniszahl fir
{ ergibt sich durch eine Quintendrehung im
Gegenzeigersinn. Wir miissen deshalb diezu c
gehorige Verhiltniszahl mit dem Kehrwert
von % multiplizieren und - da dieser Sprung
als Uberschreitung der Markierung zu werten
ist — noch mit dem Faktor zwei versehen.
Ferner ist zu bemerken, daB sich der Quinten-
zirkel nicht exakt schlieBt.

Nach dem beschriebenen Verfahren lassen
sich zwar die zu sieben T6nen der Tonleiter
gehorigen relativen Schwingungszahlen exakt
auffinden. Die zu ¢’ gehdrige Zahl 2 kann
jedoch nach dem hier beschriebenen Verfah-
ren nicht konstruiert werden. Teilt man nun
die finf groBen Intervalle der pythagorei-
schen Tonleiter in je zwei Teilintervalle, so
sind beim Durchlaufen der Oktave von ¢
nach ¢’ insgesamt 12 Tonschritte auszufiihren.
An Tasteninstrumenten erkennt man deutlich
gemidB der Klaviatur die Einschaltung der
fiinf Zwischentdne. Fiithren wir nun entspre-
chend der hier vorgelegten Tonleiter zwdlf
Quintendrehungen im Uhrzeigersinn mit un-
serem Zirkel durch und beachten, daB beim

Uberqueren der c-Marke der Faktor % und

3 . L
sonst 3 zu setzen ist, so ergibt sich als Endwert

3\'2 /1\" 531441
(5) (5) a0
Hitte sich der Quintenzirkel nach 12 Spriin-
gen (7 Umldufe) exakt geschlossen, wiren wir
aul die Zahl eins gekommen. Das diese Ab-
weichung charakterisierende Zahlenverhilt-

nis (531441 :524288) bezeichnet man in der
Musiktheorie als ,,pythagoreisches Komma®“.

Durch diesen Quotienten wird also das Inter-
vall zwischen der zwolften Quinte und der
siebenten Oktave beziiglich eines gemeinsa-
men Grundtones zahlenmiBig erfallt. Das
hier erlduterte Stimmungsprinzip, nach wel-
chem alle Téne aus einer Quintenreihe ab-
geleitet werden, bezeichnet man in der Musik-
theorie als pythagoreisches Stimmungsprin-
zip. Es ist keineswegs nur von theoretischer
oder musikgeschichtlicher Bedeutung. Vor
allem bei solistischen Darbietungen an
Streichinstrumenten neigen die Kiinstler zur
Verwendung dieser pythagoreischen Ton-
stufen. Sie {ordern vor allem den melodidsen
Klang der Musik. Auch der Klavierstimmer
arbeitet, von ¢ ausgehend, mit Quinten-
spriingen und Oktaven, wobei dann gewisse
Feinkorrekturen in Anpassung an die heute
gebriuchliche temperierte Stimmung vorzu-
nehmen sind. Fiir Oktave und Quinte hat das
geschulte Ohr ein sicheres Empfinden iiber
den gesamten Horbereich. Die numerische
Zusammenstellung der relativen Schwin-
gungszahlen vermittelt uns schon eine Vor-
stellung von den Schwierigkeiten, die beim
Bau von Instrumenten mit fester Tonlage hin-
von Instrumenten mit fester Tonlage hin-
sichtlich ihres Zusammenklanges in einem
Orchester zu bewiltigen sind.

Einige Jahrhunderte spiter (um 30 v.u.Z)
kam man auf den Gedanken, am Monochord
vier Fiinftel der vorgegebenen Saitenlinge
zur Schwingung freizugeben. So ergab sich als
weiteres Intervall die groBe Terz. Die Schwin-
gungszahlen der beiden Tone stehen im Ver-
héltnis 4 :5. Aus Quinte, Quarte und groBer
Terz baute man eine Tonleiter auf, deren
relative Schwingungszahlen durch folgende
fortlaufende Proportion ganzzahlig erfabar
sind:

24:27:30:32:36:40:45:48.

Diese Tonfolge, auch diatonische Tonleiter
genannt, enthidlt pro Oktave fiinf Quinten,
finf Quarten, drei groBe und drei kleine
Terzen. Fiir polyphone Musik ist die diatoni-
sche Stimmung der pythagoreischen Stim-
mung wegen der gréBeren Zahl harmonischer
Zusammenklidnge iiberlegen. Zum Beispiel
stehen die Frequenzen der Tone des Grund-
akkords im Verhiltnis 4:5:6. Fiir die musi-
kalische Praxis hat jedoch auch dieses Stim-
mungsprinzip einen grundsitzlichen Nach-
teil. Da né@mlich Instrumente mit fester Ton-
lage (Klavier, Orgel u.a.m.) modulations-
fdhig beziiglich aller méglichen Tonh6hen
sein miissen, sind an der Reinheit der Stim-
mung, wie sie die diatonische Tonleiter bietet,
gewisse Abstriche vorzunehmen. In Erfiillung
dieser Forderung entstand in neuerer Zeit die
temperierte Stimmung, nach der heute in den
Konzertsilen aller fiinf Kontinente musiziert
wird. Bei dieser Tonleiter wird nur noch die
Oktave rein geboten, wiihrend alle anderen
Intervalle mehr oder weniger verfélscht sind.

E. Schroder
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Analogie-
betrachtungen

Leseprobe aus dem Band 103
der MSB (Vorabdruck)

3.1. Was wir unter einer Analogie

verstehen wollen

Analogie —das ist ein hauliges, in unterschied-
lichen Zusammenhidngen gebrauchtes Fremd-
wort. In der deutschen Sprache konnte man
dafiir etwa , Ahnlichkeit* setzen.

Mit ,Ahnlichkeit* ist aber nicht der geo-
metrische Begriff gemeint, sondern eine Uber-
einstimmung von zwei verschiedenen Aussa-
gen oder Strukturen in gewissen wesent-
lichen Teilen. Was dabei die ,,gewissen we-
sentlichen Teile“ sind, hdngt allerdings stark
vom Betrachter ab. Wir haben bereits in den
vorangegangenen Kapiteln auf ,,Ahnlichkei-
ten“ zwischen Sachverhalten der ebenen und
rdaumlichen Geometrie hingewiesen, insbeson-
dere kann man sich von Begriffserklirungen
der ebenen Geometrie anregen lassen, ,,ahn-
liche” fiir den Raum einzufiihren, wie das in
den Abschnitten 1.3, 14, 1.5 und 2.1 ge-
schehen ist. AuBer diesen Moglichkeiten gilt
es, eine Fiille anderer ,, Ahnlichkeiten“ zu fin-
den und vor allem auch nutzbar zu machen.
DaB dabei der Begriff ,,analog” unscharf ist,
d.h. gar nicht streng festliegt, welche Sach-
verhalte ,analog“ sind, ist kein Nachteil,
sondern macht den eigentlichen Reiz der An-
wendung aus.

Wir beginnen mit einfachen Beispielen. Es
gibt Sitze der ebenen und rdumlichen Geo-
metrie, die in ihrer Struktur iibereinstimmen
und durch Ersetzung gewisser Worter aus-
einander hervorgehen.

(3.1) In der Ebene gilt: Wenn zwei Geraden
nicht parallel sind, dann haben sie genau einen
Punkt gemeinsam.

(3.1'Y Im Raum gilt: Wenn zwei Ebenen nicht
parallel sind, dann haben sie genau eine Gerade
gemeinsam. (Vgl. (1.5))

Ersetzt man in (3.1) ,,Ebene” durch ,,Raum“
und ,,Gerade* durch ,Ebene“ und ,,Punkt*
durch ,,Gerade*, so erhilt man (3.1°).

Die Aussagen (3.1) und (3.1') bezeichnen wir
als zueinander analog, (Ebene, Raum), (Ge-
rade, Ebene) und (Punkt, Gerade) als Paare
analoger Begriffe.

Wir betrachten ein weiteres Beispiel:

(3-2) In der Ebene existieren 3 Punkte, die nicht
auf einer Geraden liegen.

Nach obigem Prinzip wiirde sich folgende
richtige Aussage ergeben:
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Im Raum existieren 3 Geraden, die nicht in
einer Ebene liegen.

Es wire aber auch sinnvoll, eine zu (3.2)
analoge Aussage wie folgt zu bilde--
(3.2') Im Raum existieren 4 Punk. -.
einer Ebene liegen.

Aus der Analogie von (3.2) und (3.2') wiirde
sich (Dreieck, Tetraeder) als weiteres Paar
analoger Begriffe anbieten.

«aicht in

Wihlen wir, noch eine Definition als Beispiel:
(3.3) Der Kreis ist die Menge aller Punkte
einer Ebene, die von einem Punkt (dieser
Ebene) den gleichen Abstand haben.

Ersetzt man in (3.3) ,,Ebene* durch ,,Raum*
und ,,Punkt* durch ,,Gerade” (und natiirlich
,Kreis"* dureh ein neues Wort), so entsteht
zwar wiederum eine Definition, von deren
Niitzlichkeit wir aber erst noch zu iiberzeugen
wiren.

Ersetzt man in (3.3) dagegen nur ,,Ebene’
durch ,Raum* und ,Kreis“ durch , Kugel*,
so entsteht gerade eine uns bereits bekannte
Definition; daher erscheint es uns sinnvoll,
(Kreis, Kugel) als ein weiteres Paar analoger
Begrifle anzusehen. :

Damit ist auch an Beispielen gezeigt, daB der
Analogiebegriff kein strenger Begriff ist, daB
es zum Beispiel keinen Formalismus gibt, der
es ermoglicht, zu einer gegebenen Formulie-
rung die analoge zu konstruieren.

Trotzdem kann die Analogiemethode von
groBem methodischern Wert sein. Wir kénnen
sie etwa benutzen, um zu einer Aufgabe der
ebenen Geometrie eine analoge der riumli-
chen Geometrie aufzulinden, bzw. umgekehrt
uns beim Losen einer schwierigen riumlichen
Aufgabe die Problemstellung zunichst am
analogen (einfacheren!) ebenen Problem deut-
lich zu machen, d.h. Lésungsmoglichkeiten
aufzudecken.

o

Wir betrachten ein erstes Beispiel:

Aufgabe (3.4) In einer Ebene sind drei Punkte
A, B, C gegeben, die nicht auf einer Geraden
liegen. Wie viele verschiedene Geraden (in
dieser Ebene) gibt es, so daP die drei Punkte
A, B, C jeweils gleichen Abstand von einer
solchen Geraden haben?

Da es keinen Formalismus zur Erzeugung
eines analogen rdumlichen Sachverhaltes gibt,
miissen wir selbst entscheiden, welche der for-
mal méglichen analogen Formulierungen wir
auswidhlen. Unter Beachtung von (3.2) und
(3.2') wihlen wir:

Aufgabe (3.4') Im Raum sind vier Punkte A,
B, C, D gegeben, die nicht in einer Ebene liegen.
Wie viele verschiedene Ebenen gibt es, so da
die vier Punkte A, B, C, D jeweils gleichen Ab*
stand von einer solchen Ebene haben?

Es ist nun zu erwarten, daB sich die Analogie
nicht nur auf die Aufgabenstellung, sondern
auch auf die Losung bezieht ; sagen wir besser,
daB es Losungen gibt, die als zueinander
analog zu betrachten sind.

Wir 18sen jetzt die Aufgabe (3.4).

Wir gehen zunichst davon aus, daB3 es eine
Gerade g mit der gewiinschten Eigenschaft
gibt. Auf dieser kann keiner der Punkte 4, B,
C liegen, sonst miiBten sie entgegen der Vor-
aussetzung alle auf einer Geraden (némlich
auf g) liegen. Wir konnen nun folgende voll-
stindige Fallunterscheidung vornehmen:

1. Fall: A, B, C liegen in ein und derselben
Halbebene bez. g. Dann miiBten 4, B und C
auf einer zu g parallelen Geraden liegen; dies
widerspricht der Voraussetzung.

2. Fall: Genau einer der drei Punkte wird
durch g von den iibrigen getrennt; 0.B.d.A.
treffe das fir C zu. Auf Grund der Voraus-
setzung in (3.4) muB nun g parallel zu der
Geraden g 4p sein und das Lot von C auf g4p
halbieren (Bild 35a). Damit ist g eindeutig
bestimmt.

Bild 35a

Umgekehrt besitzt eine derartige Gerade of-
fensichtlich die in (3.4) genannten Eigen-
schaften.

Da jeder der drei Punkte auf diese Weise
durch eine Gerade von den beiden anderen
separiert werden kann, gibt es genau drei
Geraden mit der gewiinschten Eigenschaft
(Bild 35b).

¢
Bild 35b lf\\

Wir l6sen die Aufgabe (3.4), indem wir die
von uns zur Formulierung der Aufgabe ver-
wendete Analogie beriicksichtigen.

Eine Ebene ¢ mit den gewiinschten Eigen-
schaften kann auch hier durch keinen der vor-
gegebenen Punkte gehen.

1. Fall: A, B, C, D liegen in ein und demselben
Halbraum bez. &. Dann liegen diese Punkte
auf einer zu ¢ parallelen Ebene; dies wider-
spricht jedoch der Voraussetzung von (3.4).

2. Fall: Genau einer der vier Punkte wird
durch & von den iibrigen getrennt; o0.B.d.A.
treffe das fiir D zu. Dann muB parallel zu der
Ebene ¢4p¢ sein und das Lot von D auf e4pc
halbieren (siche Bild 36a). Eine solche Ebene
¢ ist damit eindeutig bestimmt. Da jeder der

Bild 36a




vier Punkte separiert werden kann, gibt es
bez. des 2. Falles genau vier Ebenen der ver-
langten Art.

Man erkennt, daB} wir bis zu dieser Stelle die
Losung von der zu (3.4) mit den entsprechen-
den Ersetzungen abgeschrieben haben. In vie-
len Biichern sparen sich die Autoren berech-
tigt solche Ausfiihrungen und wiirden etwa
schreiben, daB die Losung analog zu der des
ebenen Problems erfolgt.

Einen wesentlichen Unterschied zur Aufgabe
(3.4) gibt es allerdings, unsere Fallunterschei-
dung ist noch nicht vollstindig!

3. Fall: In jedem Halbraum bez. ¢ liegen genau
zwei der vier Punkte; 0.B.d.A. mogen die
Punkte 4 und B einem gemeinsamen ange-
horen.

Die Geraden g4p und gcp sind zueinander
windschief, da sonst die vier Punkte in einer
Ebene liegen wiirden (vgl. 1.1). Zu zwei wind-
schiefen Geraden existiert nach Satz (1.15)
genau ein Paar zueinander paralleler Ebenen
durch g4p und gcp. Zu diesen beiden Ebenen
existiert genau eine parallele Ebene ¢, die von
beiden Ebenen (und damit von den vier Punk-
ten) gleichen Abstand hat (siehe Bild 36b).

Bild 36b

Da es genau 3 Moglichkeiten gibt, die vier
Punkte zu je zwei auf zwei Halbrdume aufzu-
teilen, haben wir im 3. Fall genau drei Ebenen
der gesuchten Art. (Diese sind offensichtlich
auch voneinander verschieden.)

Die Antwort auf (3.4') lautet also: Es gibt sie-
ben verschiedene Ebenen der gesuchten Art.

3.2. Anélogiebetrachtungen helfen uns

Aufgaben losen

Wie schon erwihnt — und wohl mit Aufgabe
(3.4) und (3.4') deutlich geworden ist —, kann
man die Analogiemethode mitunter auch be-
nutzen, um ein raumliches Problem zu 16sen.
Man formuliert ein analoges ebenes Problem,
16st zundchst dieses, weil es vertrauter ist, und
versucht danach, die Losungsschritte aufl das
urspriingliche Problem zu iibertragen. Wir
betrachten die folgende Aufgabe als Bei-
spiel:

Aufgabe (3.5) Im Raum sind fiinf Punkte ge-
geben, die weder in einer Ebene noch auf einer
Kugel liegen. Wie viele verschiedene Ebenen
oder Kugeln gibt es, so daf die finf Punkte
Jjeweils gleichen Abstand von einer solchen
Ebene oder Kugel haben?

Offensichtlich ist diese Aufgabe als Fortset-
zung von Aufgabe (3.4') gedacht. Eine analoge

Aufgabe in der Ebene zu formulieren, f4llt uns
daher leicht:

Aufgabe (3.5') In der Ebene sind vier Punkte
gegeben, die weder auf einer Geraden noch auf
einem Kreis liegen. Wie viele verschiedene
Geraden oder Kreise gibt es, so daf die vier
Punkte jeweils gleichen Abstand von einer
solchen Geraden oder einem solchen Kreis
haben?

Zur Losung von (3.5) bemerken wir zundchst,
daB eine Gerade g oder ein Kreis K der ge-
wiinschten Art die Ebene (ausschlieBlich der
Geraden- bzw. Kreispunkte) vermoge der
Halbebenen bzw. des Inneren und AuBeren
des Kreises in zwei Teile T; und 7 zerlegt.

1. Fall: Alle Punkte liegen in einer der Teil-
ebenen. Dann miissen sie, da sie von der Ge-
raden g oder dem Kreis K gleichen Abstand
haben, aufl einer (zu g parallelen) Geraden
oder einem (zu K konzentrischen) Kreis lie-
gen, ganz im Widerspruch zur Vorausset-
zung.

2. Fall: Genau einer der Punkte (etwa mit P
bezeichnet) liege in T;; die arderen drei
Punkte liegen dann in 7;. Diese drei Punkte
liegen sicher aufeiner Geraden oder aul einem
Kreis (dem Umkreis des Dreiecks; sein
Mittelpunkt sei M). Bei der ersten Lage exi-
stiert genau eine Gerade der gesuchten Art
(siche Losung zu (3.4)). Liegen die drei
Punkte auf einem Kreis K {, so existiert genau
ein Kreis K der gesuchten Art. Dieser Kreis K
muB zu K, konzentrisch sein und PQ hal-
bieren, wobei Q der Schnittpunkt von gup
mit K, ist (Bild 37a). In diesem Fall gibt es
also genau vier verschiedene Geraden oder
Kreise. (Vgl. dazu die Losung von (3.4)!)

Bild 37a

3. Fall: Genau zwei der Punkte (etwa P,, Q,)
liegen in T;; die beiden anderen Punkte
(P2, Q;) dann in T,. Wir betrachten die
Verbindungsgeraden g,, g, von Py, @, und
P,, Q,. Gilt g{| g2 so existiert genau eine
Gerade, die zu g, und g, parallel ist und von
g1 und g, (und damit von den vier Punkten)
gleichen Abstand hat. (Vgl. die Losung zu
(3.4)!) Sind aber g, und g, nicht parallel, so
existieren genau zwei konzentrische Kreise K
und K; mit Py, Q;eK, und P;, Q;eK,.
(Siehe Bild 37b; den Existenznachweis er-
bringt man leicht konstruktiv.) Zu diesen
zwei konzentrischen Kreisen gibt es genau
einen dritten, der von K; und K, und damit
von den vier Punkten gleichen Abstand hat.

Wir erhalten also stets entweder genau eine
Gerade oder genau einen Kreis der gewiinsch-
ten Art. Da es genau 3 Mdglichkeiten gibt,
die vier Punkte zu je zwei auf zwei Teil-
ebenen zu verteilen, existieren im 3. Fall genau
drei Geraden oder Kreise der gesuchten Art.
(Vgl. die Losung zu (3.4))

Bild 37b

Bild 37¢

Als Ergebnis der Aufgabe (3.5') erhalten wir
demnach: Es gibt genau sieben verschiedene
Geraden oder Kreise der gesuchten Art.

Interessant ist, daB man allerdings nicht von
vornherein angeben kann, wie viele davon
Geraden und wie viele davon Kreise sind.
Das hingt von der speziellen Lage der Punkte
ab! (Der Leser betrachte dazu einmal ver-
schiedene Fille!)

Mit dieser Losung haben wir praktisch auch
die Losung von (3.5). Der Leser kann sie
,vollig analog” zu (3.5) selbst durchfiihren.
(Man betrachte dazu auch das zu 37a) analoge
Bild 37¢.) Im Unterschied zu den Aufgaben
(3.4), (3.4') entsteht fur das rdumliche Pro-
blem sogar kein weiterer Fall!

Quaisser, E./ H. J. Sprengel
Riumliche Geometrie

85 Seiten mit 55 Abbildungen, etwa
7,50 M - Bestell-Nr. 570978 5
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften

Aus Erfahrungen bei der fachlichen Aus-
bildung von Lehrern und bei der auBerunter-
richtlichen Tétigkeit in mathematischen Zir-
keln ergibt sich, daB Schwierigkeiten in der
rdumlichen Geometrie bereits zu einem erheb-
lichen Teil ihre Ursache darin finden, daB
grundlegende Begriffe und Beziehungen im
Anschauungsraum nicht ausreichend bekannt
sind. Dazu kommen Unsicherheiten beim
Beweisen beziiglich der méglichen Voraus-
setzungen und beziiglich der Methoden. Hier
mdchte das Bindchen helfen. Zahlreiche in-
struktive Abbildungen sowie durchgerechnete
Aufgaben dienen dem besseren Verstindnis.
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Der Autor des Buches

Die Mathematik
und ihre Geschichte
im Spiegel der Philatelie

hat das Wort

Es war nicht schwer, ein Buch iiber Briel-
marken zu schreiben, deren Motive oder
Ausgabenanldsse in enger Beziehung zur
Mathematik stehen, denn es gibt sehr viele
solcher Marken, und jedes Jahr erscheinen
in zunehmendem Umfang neue. Wer sich fiir
Briefmarken interessiert und gleichzeitig ein
Herz fir die Mathematik hat, kann mathe-
matische Uberlegungen leicht auch an solche
Marken ankniipfen, die bei oberflichlicher
Betrachtung keinen Bezug zur Mathematik
zu haben scheinen. Der polnische Mathema-
tiker Hugo Steinhaus behauptete im Vorwort
seines mathematischen ,,Bilderbuches“ Ka-
leidoskop der Mathematik (deutsche Uber-
setzung: Deutscher Verlag der Wissenschal-
ten, Berlin 1959): Mathematik ist universell —
kein Ding ist ihr fremd.

Sehen wir uns also unter diesem Aspekt ein-
mal die uns seit Jahren vertraute Dauerserie
Sozialistischer Aufbau in der DDR an!

Beim Blick auf die 60-Pf-Marke kann man an
den Staatlichen Mathematisch-Physikali-
schen Salon denken, der im Dresdner Zwinger
seine Heimstatt hat. Der Beginn dieser einzig-
artigen Sammlung mathematischer, geoda-
tisch-geographischer, physikalischer, astrono-
mischer und technischer Instrumente und
Uhren, die heute zu den bedeutendsten Spe-
zialmuseen ihrer Art in der Welt zihlt, reicht
bis zum Jahre 1560 zuriick. Stiicke aus dem
Mathematisch-Physikalischen Salon, die hdu-
fig neben dem wissenschaftshistorischen einen
bedeutenden kunsthistorischen und Schau-
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wert haben, wurden bereits mehrfach als
Motiv fiir Briefmarken der DDR gewihlt.

Der Zirkel aus dem Staatswappen der DDR
(2-M-Marke), hier als Symbol der Rolle der
Wissenschaft und Technik beim sozialisti-
schen Aufbau, gehdrt zu den idltesten und
wichtigsten geometrischen Konstruktionsin-
strumenten. Uber die Frage, welche Kon-
struktionsaufgaben mit Zirkel und Lineal
exakt losbar sind, gibt es eine reichhaltige und
komplizierte mathematische Theorie. Unter
anderem zeigte der italienische Mathematiker
Lorenzo Mascheroni (1750 bis 1800), daB man
jeden Punkt, der aus einer gegebenen Figur
mit Zirkel und Lineal konstruierbar ist, auch
mit dem Zirkel allein (d.h. ohne Benutzung
des Lineals) konstruieren kann. Zum Beispiel
1dBt sich die Strecke AB iiber B hinaus wie
folgt mit dem Zirkel allein verdoppeln (C ist
der gesuchte Punkt) (Bild 1):

Bild 1

Aufgabe 1: Versucht einmal, die Strecke AB
mit dem Zirkel allein zu halbieren!

Das Alte Rathaus in Leipzig (70-Pf-Marke),
1556 von dem bedeutenden Renaissance-
Baumeister Hieronymus Lotter (1497? bis
1580) erbaut, ist gemiB den damals geltenden
kunsttheoretischen Regeln durch seinen Turm
nach dem ,,goldenen Schnitt“ geteilt, d. h., die
Gesamtlidnge ! verhilt sich zum lingeren Teil-
abschnitt x wie dieser zum kiirzeren Ab-

schnitt [ —x:
I_x
x I-x

Man glaubte seit der Antike, eine solche Tei-
lung sei besonders harmonisch, dem Auge
wohlgefillig. Bei gegebener Linge ! ist x die
positive Losung der quadratischen Gleichung
x*+x—1?=0,d.h.

x=%(l/§—l).

Der zu x gehdrige Teilpunkt der Strecke AB
mit AB=] 148t sich mit Zirkel und Lineal
leicht konstruieren (Bild 2).

Man verldngere AB iiber B hinaus um die
Hiilfte bis D, errichte in B die Senkrechte auf
AB und trage auf ihr AB ab, so daB ABx~BE

wird. Durch Zirkelschlag vm D mit dem
Radius DE 4Bt sich nun DE leicht von D aus
in Richtung A abtragen. Der erhaltene Punkt
C ist der gesuchte Teilpunkt, da DE nach dem

Yoo B l
Satz von Pythagoras die Linge EVE hat,
demnach wegen ﬁ=é die Strecke BC die

gewiinschte Linge x hat.

Bild 2

Aufgabe 2: Versucht den Teilpunkt C mit dem
Zirkel allein zu konstruieren!

Die interessant gestalteten Dicher des Pavil-
lons auf der Berliner Fischerinsel (15-Pf-
Marke) und des Teepoits in Warnemiinde
(80-Pf-Marke) lassen sich (wie jedes Dach)
mathematisch durch eine Funktion f von
zwei Verdnderlichen x, y beschreiben. Den-
ken wir uns in die GrundriBebene des jewei-
ligen Gebiudes ein Koordinatensystem ge-
legt, so 1dBt sich jeder Punkt des Grundrisses
durch ein Paar (x, y) reeller Zahlen beschrei-
ben. Ist der GrundriB z.B. kreisformig mit
dem Radius r, so gehoren bei geeigneter
Lage des Koordinatensystems genau die
Punkte zum GrundriB, fir die x*+y?<r?
gilt (Bild 3).

Bild 3

Jedem Paar (x, y), fiir das der zugehorige
Punkt zum GrundriB gehort, wird durch das
vorhandene oder gedachte Dach der Wert
z=f(x, y) der Hohe des Gebdudes an der
Stelle (x, y) iiber der GrundriBebene zuge-
ordnet. Umgekehrt beschreibt jede Funktion
1, die fiir alle Paare (x, y) von Koordinaten
definiert ist, deren zugehérige Punkte einem
bestimmten GrundriB in der x-y-Ebene ange-
horen, ein ,,Dach®, falls noch die Bedingung
S(x, )20 erfiillt ist. (Natiirlich ist nicht jede
durch eine solche Funktion erfaBte Fliche
technisch und #sthetisch als Dachform ge-
eignet!) Eine gute Vorstellung von einer
solchen Fliche erhilt man, wenn man (analog
wie auf geographischen Karten) Punkte mit
gleichem Funktionswert durch eine Kurve
(eine Hohen- oder Niveaulinie) verbindet.



Fiir einen runden Turm mit kegelfrmigem
Dach bilden die Hohenlinien eine Schar kon-
zentrischer Kreise, fiir ein Bauernhaus mit
Satteldach bilden sie eine Schar paralleler
Strecken (Bild 4):

AulriBebene Bild 4

Turm Bauernhaus

GrundriBebene

Die Funktion f, die das Dach beschreibt, ist
im Falle des Turms [ir (x, y) mit x2+y2<r?
durch f(x, y)=h+c-}/x*+y* und im Falle
des Bauernhauses fir (x, y) mit —a<x=Za
und —b<y<bdurchf(x,y)=h+c|x| defi-
niert. Dabei ist h die H6he der Turmspitze
bzw. des Firstes, ¢ der (negative) Anstieg des
Daches; 2a, 2b sind die Seitenldngen des recht-
eckigen Hausgrundrisses. Nun versucht ein-
mal, andere Dachformen durch eine Funktion
von zwei Verdnderlichen zu beschreiben! Wer
ganz mutig ist, wagt sich vielleicht an das
Dach des Teepotts oder gar an das Dach des
Pavillons auf der Fischerinsel. (Dabei soll es
zundchst nicht auf Einzelheiten ankommen,
sondern auf die Erfassung wesentlicher Merk-
male der Dachform.) Aber auch schon das
Zeichnen des ungefdhren Verlaufs der Ni-
veaulinien dieser Dacher ist eine lohnenswerte
Aufgabe, die das rdumliche Vorstellungsver-
mogen schult.
Mit diesen Betrachtungen sind die mathe-
matischen Mdglichkeiten unserer Dauerserie
langst nicht ausgeschopft. Zahlt die Zahl der
Stockwerke und Fenster der Hochhiuser, und
schitzt ab, wie viele Bewohner dieser Hauser
uns wohl aus unseren Briefmarken entgegen-
blicken konnten! Auch an die Weltzeituhr
auf dem Berliner Alexanderplatz (25-Pf-
Marke) lassen sich sicher interessante Aufga-
ben kniipfen. Wir erwarten eure Vorschlige
und Anregungen.

P. Schreiber

Leseprobe aus:

Die Mathematik und ihre Geschichte
im Spiegel der Philatelie

Das 20. Jahrhundert

Seit Beginn unseres Jahrhunderts hat das
mathematische Wissen ebenso sprunghaft zu-
genommen wie die Vielfalt und das AusmaB
der Anwendungen. Wir vermeiden hier ab-
sichtlich statistische Angaben iiber die Zahl
der Veréffentlichungen oder die Zahl der in
Forschung und Lehre titigen Mathematiker,
da solche quantitativen Aussagen, so ein-
drucksvoll sie sein mogen, kein Bild von dem
in der Tat vollzogenen qualitativen Sprung
gegeniiber fritheren Jahrhunderten vermitteln
konnen. Zwar gilt auch fiir die Mathematik
das allgemeine Gesetz, daB die Leistung des
einzelnen Wissenschaftlers mehr und mehr
im Strom des allgemeinen Fortschritts auf-
geht, aber noch ist die Mathematik nicht in
das von den meisten Natur- und Ingenieur-
wissenschaften erreichte Stadium getreten,
wo der fiir weitere Fortschritte nétige finan-
zielle, experimentelle und personelle Auf-
wand herausragende Einzelleistungen mehr
und mehr vermindert. Andererseits war und
ist das Ende des 19. und das 20. Jh. wie keine
vorhergehende Epoche reif fiir grundlegende
mathematische Erkenntnisse. So weist die
Mathematik dieser Zeit eine beachtliche Zahl
von Personlichkeiten auf, die man eines Tages
aus groBerem historischem Abstand vermut-
lich mit Copernicus, Galilei oder Newton
gleichsetzen wird: Georg Cantor, David Hil-
bert, Emmy Noether, Kurt Gddel, John
v. Neumann, um nur einige Beispiele zu nen-
nen. Aber noch'sind diese Namen im allge-
meinen nur Mathematikern bekannt und ihre
Leistungen nur solchen faBbar. (Man ver-
suche einmal abzuschitzen, fiir wieviel Pro-
zent der Weltbevolkerung im 16. Jh. der Na-
me Copernicus etwas bedeutet haben mag!)

Es ist also wahrscheinlich objektiv zu friih fiir
die auf eine breite Offentlichkeit zugeschnit-
tene philatelistische Wiirdigung der grofen
Mathematiker der letzten Jahrzehnte. Sogar
die hinsichtlich Wertung und Propagierung
der Wissenschaft fithrende SU hat, wie wir
sehen werden, bisher die Leistungen ihrer
Mathematiker nur in relativ bescheidenem
Umfang auf Briefmarken gewiirdigt. Dem-
gegeniiber haben verschiedene Staaten Mar-
ken zum Andenken an Mathematiker von
nationaler Bedeutung herausgegeben, deren

Eine Aufgabe von Dozent
Dr. P. Schreiber

Sektion Mathematik der Ernst-Moritz-Arndt-
Universitdat Greifswald

a) Ein Dreieck soll aus den Seitenlidngen a, b
und der Diflerenz é =« — § der beiden nicht-
eingeschlossenen Winkel konstruiert werden.
Man untersuche, unter welchen Bedingungen
(an g, b, ) die Aufgabe keine bzw. genau eine
bzw. unendlich viele Losungen hat, und gebe
fir den Fall eindeutiger Losbarkeit ein Kon-
struktionsverfahren [ir das gesuchte Dreieck
an.

b) Es sei vorausgesetzt, daB es nicht moglich
ist, mit Zirkel und Lineal zu jedem gegebenen
Winkel ¢ einen Winkel der Groe ; zu kon-
struieren. Unter dieser Voraussetzung zeige
man, daB die Aulgabe, ein Dreieck aus a, b
und 6 =y —a« zu konstruieren, ebenfalls nicht
allgemein mit Zirkel und Lineal 16sbar ist.

¢) Man ermittle und 16se moglichst viele wei-
tere sinnvolle und wesentlich neue Aufgaben,
Dreiecke aus drei Vorgaben zu konstruieren,
wenn zu den gegebenen GroBen auBer Seiten
und Winkeln auch Summen und/oder Dille-
renzen von Seiten und/oder Winkeln gehdren
konnen.

Hinweise:

1. Vorgabe von z. B. a+ f ergibt keine ,,we-
sentlich neue” Aufgabe, da sie gleichbedeu-
tend mit der Vorgabe y ist.

2. Ist z.B. a+b und a oder a+b und a—b
gegeben, so lassen sich daraus ohne weiteres
a, b einzeln bestimmen. Analoges gilt fiir Win-
kel. Diese und Zhnliche Fille ergeben also
ebenfalls keine ,,wesentlich neuen* Aufgaben.

P. Schreiber

Lebens- und Schaffenszeit in das 20.Jh. hin-
einreicht, die aber sogar in der internationa-
len Fachwelt kaum bekannt sind. Der Leser
wird derartige Ausgaben, die wir aus Platz-
mangel im Text nicht behandeln konnen, in
der Markenzusammenstellung am Ende des
Buches finden.

Annotation sieche Seite 7 des MSB-Sonder-
heftes.
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gut gedacht
ist halb gelost

Eine kleine Auswahl

von Denksportaufgaben aus dem
gleichnamigen Unterhaltungsbuch,
MSB Band 53

Ala Auf jeder Schale einer Hebelwaage
steht ein mit Wasser gefiilltes Becherglas. In
ein Glas wird ein Zweig gesteckt, ein zweiter,
gleich schwerer Zweig wird quer iiber das
andere Glas gelegt, so daB er das Wasser
nicht beriihrt. Zu diesem Zeitpunkt befindet
sich die Waage im Gleichgewicht.

Wie verhilt sich die Waage, wenn der flach
aul dem Glas liegende Zweig vertrocknet?

A2 A Beieiner Wanderung im Gebirge er-
gab sich die Frage, wie man die Héhe der
Berggipfel bestimmen konne. Ein Tourist be-
hauptete, daB man auch mit einem Thermo-
meter recht genau Hohen messen konne.

Ist eine Hohenbestimmung auf diese Weise
moglich?

A3 A Auf einer Waage steht eine zu Drei-
viertel mit Wasser gefiillte Schiissel. Wirflt

man eine eiserne Schraube hinein, so zeigt die
Waage eine Massenzunahme entsprechend
dem Gewicht der Schraube an.

Ist auch dann eine Massenzunahme feststell-
bar, wenn die Schraube, an einem diinnen
Faden hidngend, in das Wasser gehalten wird ?

A4a Bekanntlich kann man den Gesamt-
widerstand einer Schaltung, die aus mehreren
zueinander parallel oder in Reihe geschalte-
ten elektrischen Widerstinden besteht, mit
Hilfe der Kirchhoflschen Regeln berechnen.
Ist eine solche Schaltung aus einer groBeren
Zahl kompliziert aneinandergeschalteter Wi-
derstinde aufgebaut, so miissen zur Bestim-
mung des Gesamtwiderstandes hdufig lang-
wierige Rechnungen durchgefiihrt werd-n. In
manchen Fillen kann jedoch der Rechengang
durch Uberlegung betrichtlich verkiirzt wer-
den, wie an dem folgenden Problem zu er-
kennen ist.

Bestimmen Sie durch moglichst wenig Rech-
nung, vielmehr durch etwas Nachdenken, den
elektrischen Widerstand zwischen den Punk-
ten A und B eines ,,Wiirfels“, der aus zwdll
kleinen Widerstidnden von je 100 Q als Wiirfel-
kanten aufgebaut ist!

A5a Einige Freunde unterhielten sich dar-
iiber, wie schwer es sei, Entfernungen oder
Héhen einigermaBen richtig zu schitzen, und
sie kamen zu der Meinung, daB das mensch-
liche Schétzungsvermégen unvollkommen
sei. Konrad widersprach und behauptete,
kleinere Zeitabstande mit groBer Genauig-
keit ohne Uhr schitzen zu kdnnen. Es wurde
vereinbart, daB er ohne Uhr eine Zeit von
5 Minuten auf 10 Sekunden genau bestimmen

“sollte. Trotz strenger Kontrolle gelang es

ihm.
Wie hatte er das gemacht?

A6a BrancoB, ein jugoslawischer Klemp-
ner, stellt als Souvenirs fiir Touristen drei
Serien von Kannen her, deren Uffnungen ver-
schiedene Formen haben: kreisrunde, quadra-
tische und dreieckige. Mit dem Korkver-
schluf3 der Kannen will er nicht so viel Arbeit

haben, und er iiberlegt, ob sich dafiir nicht
eine Form finden lieBe, mit der man alle drei
Kannenéffnungen verschlieBen kann.

Welche Form muB ein solcher Korkverschlu
haben?

In einem groBen Betrieb wurde eine

AT
FuBballmannschaft aufgestellt. Drei Spieler
der Mannschaft hieBen mit Familiennamen
Krause, vier Lehmann, zwei Schulz und zwei
Meyer. Vier der Spieler hatten den Vornamen
Dieter, drei den Vornamen Erhard und weite-
re drei den Vornamen Kurt. Der Mittelstiir-

mer hieB Giinther. Keine zwei Spieler hatten
die gleichen Vor- und Familiennamen. Tor-
hiiter war Erhard Meyer.

Wie hieBen die iibrigen zehn Spieler mit ihren
vollen Namen?

A8 A Einer Anekdote zufolge sollte ein zum
Tode Verurteilter entweder erschossen oder
erhdngt werden. Der Richter erklirte dem
Verurteilten zynisch, daB er sich seinen Tod
selbst wiihlen konne. Er solle ,erraten®, ob er
erschossen oder erhidngt werde. Treffe seine
Aussage zu, so werde er erschossen. Treffe sie
nicht zu, werde er erhidngt. Trotz dieses grau-
samen Spiels des Richters merkte der Ver-
urteilte auf. Nach seiner Aussage muBte er am
Leben gelassen werden.

Warum konnte das Todesurteil nicht voll-
streckt werden?




A94A Aul der lingsten StraBenbahnlinie
einer Stadt benotigt die Bahn von Endstelle
zu Endstelle eine Fahrzeit von genau zwei
Stunden. Laut Fahrplan fihrt jede volie
Viertelstunde von jeder der beiden End-
stellen eine StraBenbahn ab. Kiirzlich stand
in der Zeitung, daB beschlossen worden war,
den StraBenbahnverkehr wesentlich zu ver-
bessern und kiinftig die Bahnen alle zehn
Minuten verkehren zu lassen. Dazu sei eine
betriachtliche Erweiterung des Fahrzeugparks
notwendig.

Wie viele Gegenbahnen trifft eine um zehn
Uhr von der Endstelle abfahrende StraBen-
bahn dieser lingsten Linie nach dem alten
und nach dem neuen Fahrplan aufihrer Fahrt
zur anderen Endstelle?

£ £
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A10a Zwei Kleintierziichter verkauften

u.a. regelméBig je 30 Eier, einer von ihnen
3 Stiick fir 1 Mark, der andere 2 Stiick fiir
eine Mark. Eines Tages jedoch muBte der
eine den anderen bitten, seine 30 Eier mit zu
verkaufen. Er konne ja dann jeweils 5 Eier
fiir 2 Mark anbieten. A

Der Erlos aus dem Verkauf aller 60 Eier be-
trug 24 Mark. Bei getrennten Geschiften hin-
gegen hitte der eine 10 Mark, der andere
15 Mark eingenommen, also 1 Mark mehr.
Wie ist das Fehlen dieser einen Mark zu er-
kldren?

A1l A Aufeiner Baustelle arbeitete eine aus
4 Maurern bestehende Gruppe. Nach ihrem
Alter befragt, antwortete einer von ihnen:
,»Wir sind alle vier verschiedenaltrig. Zusam-
men sind wir 129 Jahre alt. Drei von uns ha-
ben je eine Quadratzahl von Jahren hinter
sich. Ebenso hatten drei von uns vor 15 Jah-
ren als Alter eine Quadratzahl.*

Wie alt waren die vier Kollegen, als sie ge-
fragt wurden?

A12a  Stellen wir uns jetzt die Aufgabe, die
kleinste natiirliche Zahl zu finden, die in ihren

DY,

vierten Teil iibergeht, wenn man ihre erste
Ziffer an die letzte Stelle riickt.

Gibt es eine solche Zahl? Wenn ja, wie lautet
sie?

A13 A Diefolgende Figur, auf der 20 natiir-
liche Zahlen verteilt sind, wollen wir in vier
zueinander kongruente Teile zerlegen.

12 % 13
5 8 113 2 7 17

% 1 9 318 19 6

Dabei soll die Summe aus den Zahlen, die
sich auf jedem dieser Teile befindet, den
Wert 50 haben.

Wie miissen wir die Figur zerlegen?

Al4a Aufeinem langen, glatten, schrigge-
stellten Brett lieBen Bauhandwerker aus der
ersten Etage Ziegelsteine in den Hof hinab-
gleiten, wo sie von einem Jungen gestapelt
wurden. Alle Steine hatten die gleiche Masse,
gleiche Abmessungen und gleiche Oberfld-
chenbeschaffenheit. Einer der Minner lieB
gleichzeitig zwei dieser Steine abwirtsgleiten,
einen auf der Breitseite, den anderen auf der
Schmaiseite. Beide Steine bewegten sich an-
fangs mit gleich groBen Geschwindigkeiten.
Wihrend des Rutschens verringerte der Junge
den Neigungswinkel des Brettes.

Welcher der beiden Ziegel kam als erster zur
Ruhe?

Freyer, K./R. Gaebler/W. Mockel
gut gedacht ist halb gelost

200 Knobeleien, 223 Seiten mit 284 zweifarbi-
gen Zeichnungen, 4 Tabellen - 12,00 M
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yes

,.Kopfchen, Kopfchen!* muB man auch bei
der Beschiftigung mit diesem Buch haben.
,.Kniffliges** fiir jung und alt wird hier in
einer abwechslungsreichen, nach Sachgebie-
ten geordneten Auswahl dargeboten. Und
wer durch dieses Buch Spall am ,,Knobeln‘
findet, wird sich auch einmal an schwierigere
Probleme heranwagen. Unterhaltsame Auf-
gaben aus verschiedenen Gebieten von Ma-
thematik und Physik regen das logische Den-
ken an.

Aus dem Inhalt: Physikalische Denkaufgaben
(5 Kapitel); Mathematische Denkaufgaben:
Es miissen nicht immer gleich Formeln sein!—
Schon Grundkenntnisse geniigen! — Auf den
Ansatz kommt es an! - Die Anschauung
nicht vergessen! — Kombiniere - Rechne -
SchluBfolgere! — Fortsetzung und Verallge-
meinerung fiihren zum Ziel!

Die Biicher heute sind die Taten
vOon morgen. Heinrich Mann

Biicher lesen, heiBt wandern gehen
in ferne Welten, aus den Stuben

iiber die Sterne. Jean Paul

Von den vielen Welten,
die der Mensch nicht von der Natur
geschenkt bekam, sondern sich aus
dem eigenen Geist erschaffen hat,
ist die Welt der Biicher die groBte.
Hermann Hesse

Der Geizige liest jedes gekaufte
Buch aufmerksamer, er will etwas

fiir sein Geld haben. Jean Paul

Einige Biicher soll man schmecken,
andere verschlucken und einige
wenige kauen und verdauen.
Sean O’Casey

Lesen - das ist die beste Lehre.

Den Gedanken eines groen Menschen

zu folgen, ist die unterhaltsamste
Wissenschaft. Alexander Puschkin

Menschen, die glauben, sie haben

keine Zeit zum Biicherlesen, wissen

noch nicht, daB die Literatur ihnen

viel mehr gibt, als sie ihnen Zeit

nimmt, Ruth Werner

Nicht die haben die Biicher recht

lieb, welche sie unberiihrt in

den Schrinken aufheben, sondern

die sie Tag und Nacht in den Hinden

haben, und daher beschmutzt sind,

welche Eselsohren darein machen,

sie abnutzen und mit Anerkennung
bedecken. Erasmus von Rotterdam

Wir sollten Biicher wie Leckerbissen
ansehen und nicht nur nach
dem greifen, was uns am meisten
reizt, sondern hauptsichlich auf
das achten, was am gesiindesten ist;
nicht, als ob wir auf jenes ganz
zu verzichten brauchten, aber dieses
ist doch bei weitem vorzuziehen.
Plutarch

Man muB vom Alten lernen,

Neues zu machen. B. Brecht

Der echte Schiiler lernt
aus dem Bekannten das Unbekannte
zu entwickeln. J. W.v.Goethe
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Eine
,niedertrichtige*
Aufgabe

Der groBe Mathematiker Carl Friedrich
GauB (1777 bis 1855) erhielt als Kind die von
Valentin Heins (1637 bis 1704) verfate
»Schatzkammer der kaufminnischen Rech-
nung” geschenkt. Heins war ,,Rechenmeister*
an einer Hamburger Schule und griindete
1690 zusammen mit Heinrich Meis(s)ner die
»Mathematische Gesellschaft“ in Hamburg.
Sein Rechenbuch scheint sich groBer Beliebt-
heit erfreut zu haben, denn das GauBsche
Exemplar entstammt der 6.Auflage, die 75
Jahre nach dem Tode von Heins erschienen
war. Es spricht eine gewisse Wahrscheinlich-
keit dafiir, daB gerade dies Buch es gewesen
ist, das in jeder GauB-Biographie eine Rolle
spielt:

Der Braunschweiger Lehrer Biittner, so heiBt
es in den Lebensbeschreibungen von GauB,
habe eines Tages seinen Schiilern die Aufgabe
gestellt, simtliche Zahlen von 1 bis 100 zu-
sammenzuzihlen. GauB, etwa neun Jahre alt,
und der kleinste in der Klasse, habe schon
nach wenigen Augenblicken seine Tafel mit
der Zahl 5050 abgegeben; wihrend seine Mit-
schiiler alle Additionen ausfiihrten, hatte er
das Prinzip der Summenformel fiir die arith-
metische Reihe entdeckt und benutzt. Da-
durch auf ihn aulmerksam geworden, habe
sein Lehrer Biittner fiir ihn aus Hamburg ein
Rechernbuch kommen lassen. Fretlich ist auch
ein anderes Rechenbuch im Gesprich, das
jener Pidagoge fiir Gau gekauft haben soll,
aber es spricht viel dafiir, daB es tatsdchlich
Heins' ,der lieben Jugend zu Lieb und
Besten“ pgeschriebenes Buch war, welches
Biittner seinem Schiiler geschenkt hat. Auf
jeden Fall hat es der kleine GauB benutzt, wie
aus mehreren handschriftlichen Eintragun-
gen, u.a. mit dem Datum 2. 1. 1789, zu ent-
nehmen ist. So hat er auch seine Auflosung
des ersten Teiles ,,der besonderen, ganz nie-
dertréchtig sich auflithrenden SchluBzugabe*
auf einer leeren Seite des Buches festgehalten.
Diese Aufgabe wollen wir nun hier wieder-
holen. Wir [olgen dabei der Wiedergabe in der
Abhandlung von Horst Michling ,,Aus der
Biicherei des Gymnasiasten Johann Friedrich
Carl GauB“ in den Mitteilungen der GauB-
Gesellschaft in Gottingen (Heft Nr. 16/1979,
S. 5 bis 16) und behalten weitgehend die alter-
timliche Ausdrucksweise und Rechtschrei-
bung von Heins bei, modernisieren aber ganz
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iiberholte und heute praktisch unbekannte,
aus der lateinischen Sprache stammende
Fachausdriicke. AuBerdem haben wir an eini-
gen Stellen zur Erleichterung des Verstind-
nisses geringfiigig in den Text eingegriffen,
einige Ergidnzungen in eckigen Klammern ein-
gefiigt und einige Erlauterungen in Anmer-
kungen beigegeben.

Algebraische SchluB-Zugabe

Gesucht wird ein Anagramm'), so aus einem
in 15 Buchstaben verwechselten liebwerthen
Eigennamen geflossen. Dieses nun arithme-
tisch zu erforschen, so ordne man dem Alpha-
bet oder ABC die ordentlich aufeinander fol-
genden Zahlen 1,2, 3,4, ..., zu, also daB Z die
Zahl 24 erhalte®). Wenn solches verrichtet,
suche man 5 Glieder?®) einer arithmetischen
Folge (welche nemlich von dem kleinsten bis
zum grossesten mit I, II, II1, IV, V zu be-
zeichnen) von dieser Eigenschaft: So man
multipliciret das erste mit dem 5ten, das 2te
mit dem 4ten, und das dritte mit sich selber,
gibt das 2te Product die Summe der 5 Glieder
der Folge +10. So man aber die drei Pro-
ducte multipliciret, erscheinen 72765%). Nach-
dem nun diese 5 gesuchten Zahlen der arith-
metischen Folge bekannt gemacht, auch mit
den 5 ersten romischen Zahlen bezeichnet,
dann wird weiter das gesuchte Anagramm,
oder dessen Buchstaben, [olgender massen
erofnet: Die Zahl bey IV giebt den ersten
[Buchstaben], die Zahl bey II weiset den
2ten, die Summe der Zahlen II und III geben
den 3ten. Wenn 1/4 des Unterschieds der
Zahlen I und V von der mit III bezeichneten
Zahl subtrahiret wird, weiset die Differenz
den 4ten. Die der IV angehorige Zahl, weni-
ger der halben Differenz der Folge, weiset den
Sten; die beiden Zahlen III und IV zu der
halben Differenz der Folge addiret, bringen
den 6ten; das Doppelte der Zahl bei [V giebt
den 7ten. Die Zahlen bey 1 und li zu der hal-
ben Difierenz der Folge addiret, entdeken
den 8ten. Das Doppelte der Zahl bey Iii
weniger der halben Dillerenz der Folge zeiget
den 9ten. Von dieser Zahl die Differenz der
Folge weniger 2 subtrahiret, ‘weiset die Diffe-
renz den 10ten; dazu die doppelte Differenz
der Folge addiret, erdfnet den 11ten. Die Zahl
bei V weniger die halbe Differenz der Folge,

davon die Hilfte zeiget den 12ten; dieser zu

der doppelten Differenz der Folge addiret,
macht bekannt den 13ten. Dessen Quadrat-
Wurzel weiset den 14ten, und wenn aus den
Zahlen I und II eine Summe gemachet wird,
zeigt sie den 15ten und zugleich letzten Buch-
staben des Anagramms.

Wann nun dies Anagramm in seiner Bedeu-
tung gefunden, kann es sehr leicht (massen
man willens, allhier keine hohen Spriinge
thun zu wollen) folgender Gestalt aufgeldset
und der rechte eigne Name daraus vorge-
stellet werden, wie folgt:

Man bezeichne das ABC bis Z, nemlich A mit

der ersten Trigonal-, B mit der 2ten Tetra-
gonal-, C mit der 3ten Pentagonal-, D mit der
4ten Hexagonalzahl, und so ferner bis zum
Ende des Alphabets®).

Wenn dieses verrichtet, addire man alle diese
24 Zahlen und ieile die Summe durch 50.
Den Quotienten merkt man sich.

Dann suchet man ferner eine harmonische
Folge von 5 Gliedern, und zwar in kleinstem
VerhiltniB ganzer Zahlen. Deren Summe
subtrahire vom eben erhaltenem Quotienten.
Von 1/3 der Differenz werden 8 subtrahiret,
und weist sodann der Rest den ersten Buch-
staben. Bevor wir aber die folgenden Buchsta-
ben entdecken, so werde die Zahl dieses ersten
Buchstaben weniger 21 in S5 Glieder einer
geometrischen Folge zertheilet, also daB das
mittlere Glied sei das Quadrat von 6. Wenn
solche 5 Glieder oder Zahlen gefunden,
numerire man selbige von der kleinsten bis
zur grossesten mit Nr. 1, 2, 3, 4, 5. Zu Nr. 4
addire man 1, so weiset die Summe den 2ten
[Buchstaben]. Von dieser Zahl subtrahire das
halbe mittlere Glied; die Differenz, multipli-
ciret mit dem Quadrat von 3, zeiget den 3ten.
Ferner der Zahl des 2ten Buchstaben weniger
3, ihr 1/4 multiplicire [mit der Summe] aus der
Zahl des 2ten vermehrt um die Zahl bey Nr. 2.
Das Resultat giebt den 4ten.

Diese, des 4ten Buchstaben Zahl + Quadrat-
wurzel des mittleren Gliedes zu dem Product
der beiden mit 1 und 5 bezeichneten Zahlen
addiret, macht bekannt den 5ten. Die Zahlen
Nr.2 und Nr.5 addiret zur Quadratwurzel
des mittleren Gliedes: -

Das Dreifache der Summe zeiget den 6ten.
Aber die der Nr.2 angehdrige Zahl halbiret
meldet den 7ten. So man ferner das Quadrat
der Zahl 10, + 1, von der Zahl des 6ten Buch-
staben abzieht, verbleibt die Zahl des 8ten.
Die Zahl bey Nr. 2 zu Nr. 3 addiret; zum
Ergebnis das Product (aus der Differenz der
Zahlen bey Nr. 3 und bey Nr. 2 unc oem
Ergeonis) inazugezinlei, fu.uer die Zahl bey
Nr. 2 addiret, giebt das Resultat den 9ten.
Die Zahl bey Nr. 4 + 1 weiset den lOien.
Dessen Sechsfaches 4+ den zweifachen Quo-
tienten der geometrischen Folge zeiget den
1iten. Setzt man die Pronic-Zahl®) von 8
rechts an die Kubikzahl von 3 an, also daB es
eine einzige Zahl mache, so zeiget solche den
12ten. Aber diese erwehnte Kubikzahl von 3
an die 4. Trigonalzahl”) zur Rechten also an-
gefliget, daB es eine einzige Zah! werde, giebt
den 13ten zu erkennen. Die Quersumme
dieser Zahl trigonal vermehret®) zeiget den

14ten. Endlich, wenn aller vorigen Buchsta-
ben Summe das Zehnfache der Pronic-Zahl
von 8 sowie die 4. Trigonalzahl addiret und
vom Resultat die Kubikzahl von 20 subtrahi-
ret wird, so erofnet der Rest den 15ten und
letzten Buchstaben des ganzen Vor*- und Zu-
namens.
Frage: 1) wie das rﬂmagramn:l und 2) der
daraus wiederhergestellte Name heift?
K.-R. Biermann



Anmerkungen:

1) Unter einem Anagramm versteht man die
Bildung von einem oder mehreren Worten
durch Versetzung der Buchstaben eines oder
mehrerer Worte. Zwei einfache Beispiele: Aus
LEBEN wird durch Buchstabenversetzung
NEBEL, aus MADE wird DAME.
2) I= J=1 Buchstabe;

U=V =1 Buchstabe.
%) Ganze Zahlen.
4) Von der GauBschen Losung wissen wir
aus der oben erwihnten Publikation, daB die
von ihm aus den genannten Bedingungen her-
geleitete Gleichung 5. Grades das absolute
Glied 14553 [ =72765:5] enthielt.
%) Gesucht werden die n-ten p-Eckszahlen von
n=1, p=3 bis n=24, p=26. Die einzelnen
gesuchten Zahlen werden berechnet nach der
Formel:

;x[{(n—l)x(p—Z)}+2]

Fiir die 4. Hexagonalzahl (n=4, p=6) ergibt

sich beispielsweise

2x[{@4-1)x(6—2)} +2]=28.

6) Unter der Pronic-Zahl von n verstand man

die Summe von n*+n.

7) Siehe die Formel in Anmerkung 5);
n=4,p=3.

8) desgleichen, n=10, p=3.

Lidsung der ,niedertrichtigen‘
Aufgabe

in Valentin Heins’
Schatzkammer

der kaufminnischen Rechnung,
6. Auflage 1779

Teil 1

A=1 G= 7 N=13 T=19
B=2 H=8 O=14 U,v=20
C=3 LLJ=9 P=15 wW=21
D=4 K=10 Q=16 X=22
E=5 L=11 R=17 Y=23
F=6 M=12 S=18 Z=24

Die 5 Glieder der arithmetischen Folge gebe
man sich am einfachsten in der Form a—24d,
a—d,a,a+d,a+2d vor;

dann ergeben sich die drei Produkte

(A) (a—2d)(a+2d)=a*>—44d?

(B) (a—d)(@+d) =a*—d?=5a+10

©

mit (a2 —4d?)(a®>—d?)a?=72765 woraus
durch Einsetzen von (B) folgt: 3a®—14a*
—80a> —80a® + 14533 =0. Wegen 14533=33
-72-11 muB eine ganzzahlige Losung dieser
Gleichung Teiler von 3%-72-11 sein. Man
findet a=7, damit d=2 und die arithmeti-
sche Folge 3, 5,7, 9, 11.
3=1;5=I1;7=111;9=1V; 11=V)
<3Ix11=33

5%x9=45 Tx7=49
5%x9=45=3+5+7+9+11+10

33 x45x49=72675>

(Nach einem Faksimile im Helt 17/1980,S.69,
der Mitteilungen der GauB-Gesellschaft in

Gottingen hat GauB als Losung des ersten
Teils der in Rede stehenden Aufgabe nieder-

geschrieben:
I=x-2p= 13
I=x— p=5
M=x =7
IV=x+ p= 9
V=x+2p=11

xx—pp=>5x+10

xx(xx — pp) (xx—4pp)="72765

xx(5x + 10) (= 3xx + 20x + 40) = 72765
xx(x+2)(—3xx+20x+40) =14553
—3x% 4+ 14x* +80x* + 80xx — 14553 =0
Davon eine Wurzel x=7)

IV=9=]

II=5=E

M+11=5+7=12=M
V-I=11-3=8:4=2;1l1=7;7-2=5=E
IV=9;9-1=8=H
MI+IV=7+9=16;16+1=17=R
IV=9;2x9=18=S§
I1+11=3+5=8;8+1=9=1I
M=7;2x7=14;14—1=13=N
2-2=0;13-0=13=N
13+42+2=17=R
V=11;11-1=10;10:2=5=E
5+(2x2)=5+4=9=1

/9=3=C

[+1I=3+5=8=H

Damit ergeben sich als Losungsworte:
JE MEHR SINNREICH

* Bei GauB versehentlich 80xx3.

Teil 2

Gesucht wird die n-te Eckszahl von n=1,
p=13 bis n=24, p=26. Die einzelnen Zahlen
werden berechnet nach der Formel

X[ - x (-2} +2],

z.B. ergibt sich fir die 4.Hexagonalzahl
(n=4,p=6) .

2x[(3x4)+2]=28.
Die Ausfiihrung der Berechnung der gesuch-
ten Zahlen ergibt mit Zuordnung der Buch-
staben (A zu n=1, ..., Z zu n=24) die folgen-
den Werte:

A= 1 LJ= 333 R=2329
B= 4 K= 460 $=2772
C= 12 L= 616 T=3268
D= 28 M= 804 U,V=3820
E= 55 N=1027 W =4431
F= 96 0O=1288 X=5104
G=154 P=159 Y =>5842
H=232 Q=1936 Z=6648

Summe =42850; 42850 : 50 =857

< Die Rechnung wird einfacher, wenn man er-
kennt, daB die gesuchten Zahlen eine arith-
metische Folge 3.Ordnung bilden, deren
dritte Diflerenzenfolge also konstant (=3)ist:
33 3 3 13 3
58 11 14 17 20 23
38 16 27 41 58 78
1412 28 55 96 154 232 ..>

Eine harmonische Folge aus 5 Gliedern (d. i.

eine Folge, in der jedes Glied mit Ausnahme

der Randglieder harmonisches Mittel seiner

beiden Nachbarglieder ist) setzt man am be-
. ¢ ¢ ¢ c ¢

t: L —_

sten in der Form ey L, e ey an

(c=const.).

Damit die Bedingung des ,Kleinsten Ver-
hiltnisses in ganzen Zahlen* erfiillt ist, wihle
man n=1; dann muB ¢ eine durch 1,2, ..., 5
teilbare Zahl sein. Die kleinste unter diesen
ist 60, also erhilt man die harmonische Folge
60, 30, 20, 15, 12 oder in natiirlicher Reihen-
folge 12, 15, 20, 30, 60.

12415420+ 30+ 60=137

857—137=720; 720:3=240;

240-8=232=H

232-21=211.

Die geometrische Folge erhilt man iiber den
Ansatz
3
211=E§+?+36+36q+36q2;
LU L
9 q 74 =3¢

Da mit q=’f auch LA die Gleichung 16st,
n q m

hilt man” und - d
erl atmanﬁun %,worausn=2,m=3o er
umgekehrt [olgt. Beide Losungen fithren auf
die geometrische Folge 16, 24, 36, 54, 81.

Nr.1=16,...,Nr. 5=81

54+1=55=E
55—18=37;37x9=333=I

55—-3=52; 52:4=13;13x(55+24)=1027
=N

1027 +6=1033; 1033 + (16 x 81)=2329=R
24+81+6=111;111x3=333=1
24:2=12=C

333—(100+1)=232=H

24 436 =60; 60+ (12 x 60)= 780,
780+24=804=M

54+1=55=E

55%6=330;330+(2x 1,5)=333=1
2772=S

1027=N

14+0+2+7=10; fiir n=10,

p=13 ergibt sich 55=E

. 9599+ 720+ 10— 8000=2329=R.

Das Losungswort lautet also HEINRICH
MEISNER (Mitbegriinder der 1690 in Ham-
burg entstandenen Mathematischen Gesell-
schaft).

N

’6}{'\‘7""
2

45

59



Speziell
fiir Klasse 5/7

Mathe mit Pfiff

Leseprobe aus dem Band 82
der MSB

Uberall natiirliche Zahlen

Ala Zum Anfang:
x=107-{700—[96:2—(45+27):9]-5
—495} —135.

A2 A Die Summe von acht ungeraden na-
tiirlichen Zahlen betrigt 20. Wieviel Losungs-
moglichkeiten gibt es, wenn unter diesen acht
Zahlen auch gleiche Summanden vorkommen
diirfen?

A3 A Zwischen den Ziffern 1, 3, 5, 7, 9 sind
unter Beachtung dieser Reihenfolge in belie-
biger Weise Operationszeichen fiir die vier
Grundrechenarten und eventuell auch Klam-
mern so zu setzen, daB man als jeweiliges Er-
gebnis folgende natiirliche Zahlen erhélt:
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10.
Beispiel [iir das Ergebnis 0:
1+3-5—(7+9)=0.

60

A4 A Von einer zweistelligen Zahl z ist be-
kannt, daB die Einerziffer eine dreimal so
groBe Zahl darstellt wie die Zehnerziffer.
Vertauscht man die Grundziffern, so entsteht
eine Zahl, die um 36 groBer als die urspriing-
liche Zahl ist.

Wie lautet z?

A5 a Fiir sechs von Null verschiedene na-
tiirliche Zahlen a, b, ¢, d, e und f gelte
a+3b+5¢=12und d+3e+5f=20.

Wie groB ist die Summe a+b+c, wenn
d+e+f=a+b+cgilt? (Lose die Aufgabe mit
Hille einer Tabelle! Verschiedene Buchstaben
konnen dieselbe Zahl bedeuten!)

A6A Bilde das Produkt aus der Summe
und aus der Differenz der Zahlen 8 und 4,
und subtrahiere den Quotienten aus den ge-
gebenen Zahlen!

A7a Esseien a und b beliebige natiirliche
Zahlen mit a>b.

a) Man berechne alle Zahlen x, fiir die die
Summe aus x und dem Produkt von a und b
das Quadrat der Zahl a ergibt.

b) Man berechne alle Zahlen y, [ir die die
Differenz aus dem Produkt von a und b und
der Zahl y das Quadrat der Zahl b ergibt.

A8a Die Summe zweier natiirlicher Zah-
len betragt 968. Ein Summand endet mit
einer Null. Streicht man diese Null, so erhilt
man den anderen Summanden.

Wie lauten diese beiden Zahlen?

A9a Das Produkt dreier aufeinanderfol-
gender natiirlicher Zahlen ist 21mal so gro8
wie die Summe dieser Zahlen.

Um welche Zahlen handelt es sich?

A10A Gesucht ist die groBte fiinfstellige
Zahl, (ur die gilt:

a) Die Zehnerziffer stellt eine halb so grofle
Zahl wie die Tausenderziffer dar.

b) Die Einer- und die Hunderterziffer kann
man vertauschen, ohne daB sich die fiinfstel-
lige Zahl andert.

aAlla Ermittle alle zweistelligen natiirli-
chen Zahlen, die folgende Bedingungen er-
fiillen!

a) Die Differenz aus der Zehnerziffer und der
Einerziffer betragt 4, wobei die Einerziffer von
Null verschieden sein soll.

b) Vertauscht man die Ziffern einer solchen
Zahl, so erhilt man eine neue zweistellige
Zahl, die kleiner als der dritte Teil der ur-
spriinglichen Zahl ist.

Al12a Es sind alle natiirlichen Zahlen n
anzugeben, fiir die die Zahl
Sy
n—3
ebenf(alls eine natiirliche Zahl ist.

al13a Von den hintereinander in einer
Zeile aufgeschriebenen natiirlichen Zahlen
12345678910111213...9899100 sind 10 Ziffern
so wegzustreichen, daB die iibrigbleibende
Zahl moglichst groB ist.

Al4a Die MaBzahlen der Seitenldngen
eines Dreiecks sind drei aufeinanderfolgende
natiirliche Zahlen. Der Umfang des Dreiecks
betrdgt 42 cm.

Wie lang ist jede der drei Seiten des Drei-
ecks?

A15a Versuche, mit Rechenvorteil zu ar-
beiten!
a)16-19=x;b)26-86=x;c)62-68=x.
Der Rechenvorteil ergibt sich z. B. bei c) da-
durch, daB man den (gemeinsamen) Zehner
mit dem um 1 vermehrten Zehner multipli-
ziert, also 6 - 7=42 (eigentlich 60 - 70=4200),
und an das Ergebnis das Produkt aus den
Einern, also 2-8=16, ,anhidngt“ (eigentlich
4200+ 16), x=4216.

Al6a Ein Mathematiklehrbuch unserer
Republik umfaBt 196 Seiten. Die Seitenzahlen
fir die ersten beiden Seiten und fiir die letzte
Seite wurden nicht gedruckt.

a) Wieviel Ziffern wurden zum Numerieren
der iibrigen Seiten verwendet?

b) Wie oft wurde dabei die Ziffer 0 gedruckt?

A 17 A Axel sagt zu Bernd: ,,Denk dir eine
natiirliche Zahl, die gréBer als 1, aber kleiner
als 10 ist! Multipliziere die gedachte Zahl
mit 27 und das erhaltene Produkt mit 37!
Nenne mir die letzte Ziffer deines Ergebnis-

sest

Bernd nannte 7 als letzte Ziffer. Daraus
konnte Axel sofort angeben, welche Zahl sich
Bernd gedacht hatte. Gib eine Begriindung
dafiir!

A 18 A Eine vierstellige Kraftfahrzeugnum-
mer weist folgende Besonderheiten auf:

a) Die erste Ziffer ist gleich der zweiten und
die dritte gleich der vierten Ziller;

b) die vierstellige Zahl ist eine Quadratzahl.
Wie lautet die Kraftfahrzeugnummer?

4G+UG+56+ 45+ 46+ 46+ 46+ 46 +HE + 46+ 46 + 46 + 46 + 46+ 46+46

+ +
¥ 4646 462:(40+6)° 46 46 i &
L T 7 1600 46 _ 23 92 &
3 276 36 1 11 1%
? e 480 2|4 5 %8 &
+ = 2116 2{4 2z 36 7
¢ 27 16 __1% &
- 11
¢ =
¢ 3
b 3
: 4
¥ P
p
50 + 46 +46+36 + 46 46 146 +46 + 40+ 46 +46 + 46 +46 + 4622116
Lehmann, J.
Mathe mit Pfiff

128 Seiten mit 18 farbigen Vignetten
und 93 farbigen Zeichnungen, 4,50 M
Bestell-Nr.653 3646

Vorliegendes Bindchen der ,,akzent“-Reihe
ist kein Lehrbuch, es bietet Elementarmathe-
matik zur Unterhaltung, als Rétsel und Spiel,
zur geistvollen Freizeitbeschidftigung. Es
macht SpaB, die lus‘(igen Vignetten und far-
bigen Zeichnungen anzuschauen. Wer die
Mathematik von dieser freundlichen Seite be-
trachtet, Wil;d viel Freude daran haben.
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Band 100

Zich/Kolman, Unterhaltsame Logik (BGT)

Worobjow, Teilbarkeitskriterien (DVW)

Freyer/Gabler/Mockel, Gut gedacht ist halb geldst (U)
Biirger/Wittmar, Was ist, was soll Datenverarbeitung? (U)
Cendrowski, Bande der unsichtbaren Hand (KB)

Gottner, Was ist, was soll Operationsforschung? (U)

Dege, EDV Maschinelles Rechnen (U)

Gelfand/Glagolewa/Schnol, Funktionen und graphische Darstellungen (BGT)
Kaloujnine, Primzahlzeriegung (DVW)

Trachtenbrot, Wieso kénnen Automaten rechnen? (DVW)
Boltjanski-Gochberg, Kombinatorische Geometrie (DVW)

Varga, Mathematische Logik fiir Anfanger II (VWV)

Maibaum, Wahrscheinlichkeitsrechnung (VWYV)

Wilenkin, Unterhaltsame Mengenlehre (BGT)

Belkner, Metrische Raume (BGT)

Jackel, Mathematik heute (U)

Sedlagek, Keine Angst vor Mathematik (FV)

Schreiber, Die Mathematik und ihre Geschichte im Spiegel der Philatelie (BGT)
(1980)

Gronitz, Praktische Mathematik (VWYV)

Hilbert, Matrizen (VWYV)

Wissensspeicher Mathematik (VWYV)

Steinhaus, 100 neue Aulgaben (U)

Miller, Geldste und ungeldste mathematische Probleme (BGT)
Solodownikow, Lineare Ungleichungssysteme (DVW)
Golowina/Jaglom, Vollstindige Induktion in der Geometrie (DVW)
Rehm, Zahl, Menge, Gleichung (KB)

Lehmann, Kurzweil durch Mathe (U)

Kordemski, Kdpfchen, Kdpfchen! (U)

Glade/Manteuflel, Am Anfang stand der Abacus (U)
Baschmakowa, Diophant und diophantische Gleichungen (DVW)
Pieper, Zahlen aus Primzahlen (DVW)

Lehmann, Mathe mit Piff (U)

Jaglom, Ungewohnliche Algebra (BGT)

Belkner, Reelle Vektorraume (BGT)

Stahl/Wenzel, Elektronische Datenverarbeitung (VWV)
Gottner/Fischer/Krieg, Was ist, was kann Statistik ? (U)

Ubungen fiir Junge Mathematiker, Teil 4: Borneleit, Gleichungen (BGT)
Kolman, Die vierte Dimension (BGT)

Drews, Lineare Gleichungssysteme und lineare Optimierungsaufgaben (DVW)
Lovasz/Pelikan/Vesztergombi, Kombinatorik (BGT)

Rehm, Strecke, Kreis, Zylinder (KB)

Fanghinel/Vockenberg, Arbeiten mit Mengen (VWYV)

Fehringer, Ndherungsrechnung (VWV)

Lohse, Elementare Statistik (VWV) (1981)

Kantor/Solodownikow, Hyperkomplexe Zahlen (BGT)
Smogorschewski, Lobatschewskische Geometrie (BGT)

Berg, Differentialgleichungen 2. Ordnung mit Anwendungen (DVW)
Ruben, Philosophie und Mathematik (BGT)

Thiele, Maithematische Beweise (BGT)

Lehmann, 2 x 2 plus SpaB dabei (VWV)

Autorenkollektiv
(Karl-Marx-Universitit Leipzig,

Studienwunsch Mathematik

162 Seiten mit 8 Abbildungen, 7,90 M
Bestell-Nr.6657817 (BGT)

Engel, W./U. Pirl

Aufgaben mit Losungen aus
Olympiaden Junger Mathematiker
der DDR

Band 1, Band 11 je 6,00 M
Bestell-Nr.002170-1 bzw.
002171-1 (VWV)

“Hilbert, A. .

?—u:.oiw:wn—“o
Arbeitsgemeinschaften

272 Seiten mit 120 Abbildungen,
etwa7 65 M
Bestell-Nr. 7074410 (VWV)

Petigk, J.
Mathematik in der Freizeit

167 Seiten mit zahlreichen Abbildungen,
8,80 M, Bestell-Nr.685694 7
Verlag Tribiine, Berlin

Koch, S.

Anleitung zum Lésen
mathematischer Aufgaben

136 Seiten mit 61 Bildern, 7,80 M
Bestell-Nr.5458509 (FV)

Berge, M.

AuBerunterrichtliche
Leistungsvergleiche
in der Unterstufe

183 Seiten mit zahireichen Abbildungen,
6,50 M, Bestell-Nr.281512-3 (VWV)

Berane, E./K.-H. Girtner/H. Lohse

Wiederholungsprogramm
Gleichungen und Funktionen

214 Seiten mit 92 Abbildungen, 7,80 M
Bestell-Nr. 5465282 (FV)
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Eine Auswahl
mathematischer Jugendliteratur

Gorke, L., K. Ilgner, G. Lorenz,
G. Pietzsch, M. Rehm

Rund um die Mathematik (Bd. 34)

160 Seiten mit etwa 260 Abbildungen,
9,80 M, Bestell-Nr.628 190 |

Das Buch fiihrt unterstiitzt von einer an-
sprechenden grafischen Gestaltung und zahl-
reichen Illustrationen auf unterhaltsame Wei-
se in die Mathematik ein. Durch interessante
Problemstellungen (Wie findet man aus einem

Labyrinth heraus?), verbliiffend wirkende :

Fragen (Was hat Hiakeln mit Mathematik zu
tun?) und humorvolle Ankniipfungspunkte
(Wie die Schildbiirger ihre Glocke versenk-
ten) werden die einzelnen Kapitel des Buches
aufgelockert, wird die Neugier des Lesers ge-
weckt. Jeweils ausgehend von einem reizvol-
len Problem der Umwelt wird dessen mathe-
matischer Kern herausgearbeitet, wobei der
Leser stets zum Mitdenken, zum selbstindi-
gen Durchdenken angeregt wird.

6

Ubungen fiir Junge Mathematiker

Lehmann, E.

Teil 1 Zahlentheorie (Bd. 36)

159 Seiten mit 22 Abbildungen, 6,50 M
Bestell-Nr.665 1028

In Form von Beispielen, Aufgaben, Losun-
gen, Beweisen und Bemerkungen wird der
Schiiler mit dem Stoff vertraut gemacht. Die
reine Theorie bleibt auf ein Mindestmal
beschrankt, um einem breiten Leserkreis ohne
besondere Vorkenntnisse ein Eindringen in
die Zahlentheorie zu ermdglichen.

Grosche, G.

Teil 2 Elementargeometrie
(Bd.37)

92 Seiten mit 74 Abbildungen, 4,50 M
Bestell-Nr. 665466 7

An Hand von Aufgaben wird Lehrstofl aus
der Elementargeometrie vermittelt. Auf lin-
gere theoretische Unterweisungen hat der
Verfasser zugunsten praktischer Ubungen
weitgehend verzichtet.

Kleinfeld, G.
Teil 3 Ungleichungen (Bd. 38)

134 Seiten mit 20 Abbildungen, 5,50 M
Bestell-Nr.665 467 5

Dieses Biichlein bringt eine Aufgabensamm-
lung iiber Ungleichungen, die methodisch ge-
schickt zusammengestellt sind, so daB der
Leser beim Losen der Aufgaben auch immer
in die Theorie eindringt. Zur Vorbereitung
der Mathematikolympiaden ist dieser Titel zu
empfehlen.

Rauminhaltsmessung ein. Durch anregende
Fragen wird die Freude am Knobeln und
Experimentieren geweckt.

Es ist vor allem fiir Schiiler der Klassen 4 und
S geeignet.

Kantor, I.L. und A. S. Solodownikow
Hyperkomplexe Zahlen (Bd. 95)

Ubersetzung aus dem Russischen
156 Seiten mit 18 Abbildungen, 9,00 M
Bestell-Nr.6658713

Die uns aus dem taglichen Leben bekannten
Zahlen sind vielfach verallgemeinert worden,

,»um mathematigche und naturwissenschaft-

Fanghinel, G. und H. Vockenberg
Arbeiten mit Mengen (Bd. 92)

152 Seiten mit 28 Abbildungen, 3,50 M
Bestell-Nr. 707053 2

Das Buch dient als Lehrmaterial fiir die
Durchfiithrung der Arbeitsgemeinschaft ,,Ar-
beiten mit Mengen* im Rahmen des Wahl-
unterrichts in den Klassen 9 und 10 im Fach
Mathematik. Es schlieBt sich inhaltlich eng
an den obligatorischen Unterricht an. Neben
den stofflichen Erlduterungen sind zahlreiche
Beispiele und Aufgaben mit Losungen ent-
halten, die zur Festigung und Vertiefung der
Kenntnisse aus dem obligatorischen Unter-
richt beitragen.

Fehringer, K.

Niiherungsrechnen —
Gleichungen —
Ungleichungen (Bd. 93)

Einige Probleme
der praktischen Mathematik

156 Seiten mit 61 Abbildungen, 3,70 M
Bestell-Nr.707 1500

Auf der Grundlage des Rahmenprogramms
fiir die Arbeitsgemeinschaft ,,Praktische Ma-
thematik* der Klassen 9 und 10 werden
Kenntnisse vermittelt, dic unmittelbar auf
den Stoff des Mathematikunterrichts der
Klassen 8 bis 10 aufgebaut sind.

liche Probleme lsen zu kénnen. Das Buch
behandelt Erweiterungen des reellen Zahlen-
korpers und kann somit als Arbeitsmaterial
fiir Schiilerarbeitsgemeinschaften verwendet
werden. Nachdem kurz iiber reelle und kom-
plexe Zahlen gesprochen wird, wendet sich
das Buch insbesondere den Quaternionen zu,
die sowohl in der Mathematik als auch Physik
von grofier Bedeutung sind.

Smogorschewski, A. S.

Lobatschewskische
Geometrie (Bd. 96)

Ubersetzung aus dem Russischen
75 Seiten mit 43 Abbildungen, 6,00 M
Bestell-Nr.665842 2

Die Entwicklung der nicht-euklidischen Geo-
metrie ist mathematikgeschichtlich, aber auch
mathematisch gesehen eines der interessante-
sten und merkwiirdigsten Gebiete, dessen
Bedeutung weit iiber die Mathematik hinaus-
geht und bis in die Physik, Kosmologie und
Philosophie reicht. In populdrwissenschaft-
licher Weise legt der Autor die von Loba-
tschewski entwickelte Geometrie dar.

Berg, L.

Differentialgleichungen
zweiter Ordnung
mit Anwendungen (Bd. 97)
131 Seiten mit 35 Abbildungen, 8,20 M
Bestell-Nr. 5707747
9l
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In verstindlicher Form werden Schiiler der
Klassen 11 und 12, die am Kurs Matrizen-
rechnung im Rahmen des fakultativen Unter-
richts teilnehmen, in die Grundlagen dieses
Teilgebiets der Mathematik eingefiihrt. Dabei
wird auch auf die Anwendung der Matrizen-
rechnung in der Elektrotechnik und in der
Okonomie eingegangen.

Mader, O. und D. Richter

Wissensspeicher Mathematik

(Bd.71)

Differentialrechnung — Integralrechnung -
Vektorrechnung

Das Wichtigste bis zum Abitur in
Stichworten und Ubersichten

216 Seiten mit zahlr. Abbildungen, 6,00 M
Bestell-Nr. 706 9750

Der Wissensspeicher gibt eine zusammenge-
faBte Darstellung des Unterrichtsstoffes Ma-
thematik der Klassen 11 und 12. Er eignet
sich besonders fiir Wiederholungen, Ver-
tiefungen und Systematisierungen sowie zur
Vorbereitung auf Prifungen. Das Nach-
schlagewerk stellt die Fortsetzung der Aus-
fihrungen im bekannten Buch Mathematik
in Ubersichten dar, das den Unterrichtsstoff
bis einschlieBlich zur 10. Klasse enthilt.

Rehm, M.
Zahl, Menge, Gleichung (Bd. 76)

Reihe Mein kleines Lexikon
96 Seiten, etwa 70 Abbildungen, 5,80 M
Bestell-Nr.629077 9

Das Biichlein ist ein reichhaltig illustriertes,
kleines Lexikon, das erworbene Kenntnisse
iiber Begriffe, Grundgesetze und Verfahren
in der Arithmetik der natiirlichen Zahlen auf
unterhaltsame Weise festigt, erweitert und
vertieft, einige wichtige Zusammenhinge ein-
sichtig macht und begriindet sowie Freude am
Mitdenken und Knobeln erweckt. Es ist vor
allem fiir Schiiler der Klassen 4 und 5 ge-
eignet.

Lehmann, J.
Kurzweil durch Mathe (Bd. 77)

200 Seiten mit 171 teilweise mehrfarbigen
Abbildungen, 19 vierfarb. lllustrationen,
10,00 M, Bestell-Nr.653575

Anliegen dieses Buches ist es, das Interesse fiir
Mathematik zu wecken, mathematische
Grundkenntnisse zu wiederholen und zu ver-
tiefen, zum logischen Denken anzuregen und
die Rechenfertigkeiten zu iiben. In 266 ma-
thematischen Aufgaben zu verschiedenen
Sachgebieten werden unterhaltsame Proble-
me dargestellt, deren oft {iberraschende Lo-
sungen mit logischen Betrachtungen und zu-
meist geringem Rechenaufwand auffindbar
sind.

Kordemski, B. A.
Kopfchen, Kopfchen! (Bd. 78)

Mathematik zur Unterhaltung

328 Seiten mit 493 zweifarbigen
Zeichnungen, 12,00 M

Bestell-Nr. 6530349

,,Kopfchen, Kopfchen* mull man haben,
wenn verzwickte Aufgaben zu l6sen sind.

Manche ,,NuB‘* 1aBt der Autor dieses ebenso
reizvollen wie lehrreichen Buches den Leser
knacken, um ihn plaudernd ins Reich der
Zahlen und Figuren und ihren fesselnden Zu-
sammenhdngen und Gesetzen zu fithren.
Spannend enthiillt er anhand der vier Grund-
rechenarten die vielfaltigen Eigenschaften der
Zahlen.
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Baschmakowa, I. G. .

Diophant und diophantische
Gleichungen (Bd. 80)

Ubersetzung aus dem Russischen
97 Seiten mit 6 Abbildungen, 4,40 M
Bestell-Nr. 570 1513

Neben den einschligigen Teilen des Werkes
von Euklid sind es die erhalten gebliebenen
Binde des alexandrinischen Mathematikers
Diophant, die den Ausgangspunkt der Zah-
lentheorie bilden. Diophantische Gleichun-
gen hoheren Grades fithrten zu interessanten
Fragestellungen, die sich bis in unser Jahr-
hundert hinein erstrecken. Die bekannte
sowjetische Mathematikhistorikerin 1.G.
Baschmakowa zeichnet den Bogen nach, der
sich von den alten Griechen bis zu modernen
Forschungsrichtungen und -ergebnissen
spannt.

Pieper, H.
Zahlen aus Primzahlen (Bd. 81)

167 Seiten, 6,70 M
Bestell-Nr. 570 150 5

In diesem Bindchen wird der Begriff der
p-adischen Zahlen als ein Grundbegriff der
Zahlentheorie und Algebra fiir einen breiten
Leserkreis verstindlich dargestelit. p-adische
Zahlen sind additiv aus einer Primzahl p auf-
gebaute Zahlen, mit denen man in geeigneter
Weise addieren, subtrahieren, multiplizieren
und dividieren kann. Diese von K.Hensel

eingefiihrten Zahlen sind heute aus der Zah-
lentheorie und Algebra nicht mehr wegzu-
denken. In der Zahlentheorie hat ihre Ein-
fihrung zu einer neuartigen Betrachtungs-
weise gefiihrt, die heute groBe Teile der mo-
dernen Algebra beherrscht.

Jaglom, I. M.
Ungewdhnliche Algebra (Bd. 83)

Ubersetzung aus dem Russischen
95 Seiten mit 45 Abbildungen, 5,50 M
Bestell-Nr. 665 789 2

Das Buch [iihrt in die Grundlagen der Boole-
schen Algebra ein, die eine wesentliche Rolle
in der mathematischen Logik, der Kyberne-
tik u.a. mathematischen Disziplinen spielt.
Ein Kapitel iiber Schaltalgebra stellt den Be-
zug zur praktischen Anwendung in der Re-
chentechnik vor.

Gemeinschaftsausgabe mit dem Verlag MIR,
Moskau

Belkner, H.
Reelle Vektorriume (Bd. 84)

174 Seiten mit 49 Abbildungen, 9,50 M
Bestell-Nr. 6657112

Es werden wichtige Grundbegriffe der Ma-
thematik, wie z.B. Vektor, Zahlenfolge,
Linearkombination, Basis, Dimension, Un-
terraum, Abstandsfunktion, Metrik, euklidi-
scher Vektorraum u.a.m. in fiir Schiiler, bei
volliger Exaktheit, leicht verstindlicher Form
dargeboten. Das Béndchen ist deshalb gut
geeignet, dem Schiiler den Ubergang zur
Hochschulmathematik zu erleichtern.

Stahl, F. und E. Wenzel

Elektronische Datenverarbeitung
(Bd. 85)

112 Seiten mit 59 Abbildungen, 3,00 M
Bestell-Nr. 706 4917



Ein
mathematischer
Zweikampf

Leseprobe aus:
Wegbereiter der neuen Mathematik

Die wesentlichsten Entdeckungen europi-
ischer Mathematiker in der Algebra wurden
im Renaissancezeitalter (15. bis 16. Jahrhun-
dert) gemacht, und in erster Linie muB man
hier die Losung der kubischen Gleichung
nennen. Scipio del Ferro (1456 bis 1526), Pro-
fessor an der Universitit Bologna, fand eine
Losung der Gleichung
3 +ax=b (b>0)

in Radikalen, veroffentlichte sie aber nicht,
sondern teilte sie seinem Schiiler Fiore mit.
Die Geheimhaltung mathematischer Ent-
deckungen war typisch fiir jene Zeit — es war
tiblich, wissenschaftliche Zweikampfe durch-
zufiihren, auf denen die Parteien einander
eine Reihe von Aufgaben stellten, und das
alleinige Wissen um Losungsmethoden konn-
te einer der Seiten betréchtliche Vorteile ver-
schaffen. Der Gewinner des Zweikampfes er-
hielt eine Auszeichnung, Anerkennung und
die sich daraus ergebenden Vorteile.

In einem solchen Zweikampf traf Fiore auf
N. Tartaglia (1499 bis 1557), dessen wirk-
licher Name wahrscheinlich Fontano lautete.
Den Spitznamen Tartaglia (= Stotterer) trug
er seit einer in der Kindheit erlittenen
schweren Verwundung des Kehlkopls, die
ihm zugefiigt worden war, als seine Vater-
stadt von den Truppen des [ranzdsischen
Konigs Franz I. besetzt war.

Die Armut erlaubte es Tartaglia nicht, sich
eine ausreichende Bildung zu erwerben, und
er konnte nur bis zu seinem vierzehnten
Lebensjahr studieren. In seinem Buch ,Fra-
gen und verschiedene Erfindungen* schreibt
er iiber die Schwierigkeiten und die erlittene
Entbehrungen: ,,Von da an mubBte ich mich
selbst weiterbilden, und ich hatte keinen an-
deren Erzieher als den Begleiter der Armut —
die Unternehmungslust. Spater lehrte Tar-
taglia in Verona, Piacenza, Venedig und
Brescia Mathematik. Er ist durch seine Arbei-
ten aus der Mathematik und Mechanik be-
kannt. Der Zweikamp[ war aul den 12. Fe-
bruar 1535 festgelegt. Tartaglia hatte ange-
nommen, Fiore leicht besiegen zu konnen;
als er jedoch erfuhr, daB Fiore das Geheimnis
von del Ferro kannte, setzte er alle Kunst und
Miihe daran, die Regel von del Ferro auch
herauszufinden. Er fand sie acht Tage vor dem
festgelegten Zeitpunkt. Auf dem Zweikampl

16ste er alle ihm vorgelegten Aufgaben. Fiore
jedoch (nach Tartaglias Worten) nicht eine.
Einen Tag nach dem Zweikampl 16ste Tar-
taglia auch die Gleichung
x}=ax+b.
Die Gleichung x*+ax=>»b mit a, b>0 loste
Tartaglia folgendermaBen: Er fiihrte zwei
Hilfsgr6Ben u und v ein, die den Bedingungen
a
u—v=b;uv= 3
gehorchen. Diese GroBe fand er als Wurzeln

3
der quadratischen Gleichung y*—by— (;)

=0 und kam zu einer Losung der gegebenen

3 3.
Gleichung in der Form x= [/; - [/;, d.h.

3 5) +3) +

2

Analog verfuhr Tartaglia auch mit der Glei-
chung x3 =ax+b, nur setzte er hier u+v=>»;

[
&
&
Wl
LS

3

uv=<g> , was zur quadratischen Gleichung
3

y2+by+<§) =0 und dem Ergebnis x=[’/;

+13/E, d.h.zu

fiihrte.

Man muB bedenken, da die Losung nicht
in der heutigen Symbolik, sondern rheto-
risch gegeben wurde. Allerdings benutzte
Tartaglia in seinem ,Allgemeinen Traktat
iiber Zahlen und MaBe“ (1556 bis 1560)
Bezeichnungen (z. B. x=co, x?=ce, x>=cu,
x*=ce ce), die sich durch Abkiirzungen der
Worte cosa (Ding), censo (Quadrat), cubo
(Wiirfel) und censo de censo (Quadrat des
Quadrats) ergeben. Tartaglia folgte darin
L. Paccioli (etwa 1445 bis 1514).

Der Mathematiker, Philosoph und Arzt G.
Cardano erfuhr von Tartaglias Entdeckung
und unternahm alles, um in den Besitz der-
selben zu gelangen. 1539 gelang es ihm unter
dem heiligen Versprechen, nichts davon zu
verOffentlichen, die Formulierung des L&-
sungsweges von Tartaglia zu erfragen. Tar-
taglia war vorsichtig — er gab seine Regel in
Form eines 25zeiligen Gedichts weiter, das
so begann:

Quando che’l cubo con le cose appresso,

Se agguaglia a qualche numero discreto,
Trovan dui altri, differenti in esso ...

(Wenn Riife! und Ding zusammen irgend-
einer Zahl gleich sind, dann finde zwei andre,
von ihm unterschiedliche )

Cardano dechiffrierte die Regel von Tartaglia
und bewies ihre Richtigkeit. Er suchte auch
del Ferros Schwiegersohn in Bologna auf und
erfuhr von dessen Losung, die mit der von
Tartaglia iibereinstimmte. 1545 brach er sein

Tartaglia gegebenes Versprechen und ver-
offentlichte in dem Traktat ,Hohe Kunst in
Fragen der Algebra“ die Losung von del Ferro
und Tartaglia, wobei er allerdings auf Tar-
taglias Autorenschaft hinwies.

Seitdem wird jedoch die entsprechende For-
mel nach Cardano benannt. Im selben Trak-
tat verdffentlichte Cardano eine Methode zur
Lésung von Gleichungen vierten Grades, die
sein Schiiler L. Ferrari (1522 bis 1565) ge-
funden hatte.

Nikiforowski, Wiktor A.,
und Leon S. Freiman

Wegbereiter
der neuen Mathematik

Ubersetzung aus dem Russischen
VEB Fachbuchverlag Leipzig 1978
222 Seiten mit 37 Bildern,

12,5 em x 20 cm, Broschur 5,50 M
Bestell-Nr. 5464116

In diesem populdrwissenschaftlichen Buch
wird ein bedeutender Abschnitt aus der Ge-
schichte der Mathematik beschrieben: die
erste Hélfte des 17. Jahrhunderts, in der die
Grundlage zur analytischen Geometrie und
zur Infinitesimalrechnung gelegt wurden. Vier
groBe Ménner stehen im Mittelpunkt des Ge-
schehens: Descartes, Fermat, Torricelli, de
Roberval. Ihre wissenschaftlichen Ergebnisse
werden im Zusammenhang mit den gesell-
schaftlichen Verhiltnissen jener Zeit allge-
meinverstiandlich dargestellt. Leserkreis: alle
an populdrwissenschaftlichen Darstellungen
Interessierten, Oberschiiler, Studenten an
Fachschulen, Lehrer, Mathematiker.
Inhalitsverzeichnis: Vorginger; Descurtes;
Fermat; Torricelli; Roberval; SchluBwort.
Gemeinschaftsausgabe des Verlags MIR
Moskau und des VEB Fachbuchverlag Leip-

zig
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In freien Stunden - alpha heiter

Unterhaltungsmathematik
aus der Mathematischen Schiilerbiicherei

14

Stanislaw Skowryski

Eine Wigungsaufgabe

In seinem Mathematikbuch stellt der berithmte Mathe-
matiker Leonardo von Pisa (13. Jh.) folgende Aufgabe:
Es sind fiinf Wigestiicke anzugeben, mit denen man
jeden Korper von 1kg bis 30 kg wiegen kann, dessen
MaBzahl eine ganze Zahl ist, wenn man die Wige-
stiicke nur auf eine Waagschale legen darf.

aus: Bausteine des Wissens, Mathematik (MSB Bd. 3)

Rund um das Schachbrett

‘Wir verbinden zwei benachbarte Ecken des Schach-
bretts ABCD mit dem Mittelpunkt M der gegeniiber-
liegenden Seite. Dadurch entsteht ein Dreieck T. Es
ist festzustellen, wie viele geschlossene Felder des
Schachbretts in die rechtwinkligen Dreiecke A BM und

DCM fallen.
aus: Methoden zur Losung mathematischer Aufgaben
(MSB Bd.5)
Wo steckt der Fehler?
N ; — 1 —bx. 5
Die Gleichung a-x - ist zu losen.

—ax b—x
Lésung .
(@—x) (b—x) = (1 —ax) (1 — bx)
ab—ax —bx + x* =1—bx—ax + abx®

xX=1+abx* —ab
P—1=ab(2—1)
1=ab

aus: Wo steckt der Fehler (MSB Bd. 11)
Kryptarithmetik

Als Schiiler den Fachunterrichtsraum betraten, fanden
sie an der Wandtafel einen unvollstindigen Text, den
ihnen ein gewitzter Lehrer in der Pause angeschrieben

hatte. Wer vervollstindigt ihn?
aus: Kurzweil durch Mathe (MSB Bd.77)

(&)
*

a) 37,3 X

S

=

sB
6)40*

il
d303?5*4—6—0',4

&

3
£
21
X
7
1
X

=l K% Blg o

X

2

X
C)% +

s

8
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In einem Zuge

Das Bild zeigt den Plan eines Werkgeldndes mit dem
Hof H, den Hallen H,, H,, H, und dem Verwaltungs-
gebdude V, in das die Pfortnerloge P eingebaut ist. Der
Betriebsschutz will auf seinem Nachtrundgang alle
Tore und Tiren nur einmal durchschreiten und sie
danach sofort verschlieBen. Selbstverstindlich soll der
Gang in P enden, und das VerschlieBen von P vor dem
Rundgang wird nicht mitgerechnet. Ist ein solcher
Gang moéglich? Wo miiBte er beginnen, und auf wel-
chem Wege konnte er erfolgen?

Straflle

E

Zwei Giiterziige, jeder 250 m lang, begegnen einander
mit der gleichen Geschwindigkeit von 45km - A%,
Wieviel Sekunden verstreichen von dem Augenblick,
in dem die Lokfiihrer einander begegnen, bis zu dem
Augenblick, in dem die Zugfiihrer in den letzten
Waggons einander begegnen?

aus: Kopfchen, Kopfchen! (MSB Bd.78)

Begegnung von zwei Eisenbahnziigen




Kombinatorik

In einem Sportgeschéft kann man FuBballdresse in
vier Farben, Hosen in drei Farben und Wadenschutz
in zwei Farben kaufen. Wieviel verschiedene Ausrii-
stungen kann man hieraus zusammenstellen?

(Je zwei sollen sich in mindestens einem Kleidungs-

stiick unterscheiden.)
aus: Kombinatorik (MSB Bd. 90)

aus: Mathematik heute (MSB Bd.66)
Ein wenig Mengenlehre

In einer Klasse sind 12 Schiiler aktive FuBballer in der
Schulmannschaft, 18 Schiiler besuchen den Zirkel
,»Junge Sanititer, 14 Schiiler sind Mitglieder des
Schulchores, und nur 2 Schiiler gehoren keiner dieser
AGs an.

Die Anzahl der Schiiler 143t sich dann genau ermitteln,
wenn man zusitzlich folgende Angaben kennt:

8 FuBballer nehmen am Zirkel ,,Junge Sanititer
teil.

5 FuBballer sind Mitglieder des Chores.

7 Chormitglieder nehmen am Zirkel ,,Junge Sanititer*
teil.

2 Schiiler sind FuBballer, Chormitglieder und auBer-
dem gehoren sie auch dem Zirkel ,,Junge Sanitater*

an. aus: Arbeiten mit Mengen (MSB Bd. 92)

Ein Vorkommnis wihrend der Priifung

T IS
IACRE)
. % j
(] a‘ 3‘

aus: Mathe mit Pfiff (MSB Bd.82)
Spiel mit Holzchen

Karl zeigt seinem Freund Friedrich stolz die abge-
bildete Figur, die, wie er ihm erkldrt, aus 114 Qua-
draten bestehe. Friedrich besieht sich Karls Werk und
behauptet kiithn, er kénne, ohne die Lage auch nur
eines der Ho6lzchen zu verdndern, erreichen, daB die
Figur nur noch 113 Quadrate besitze. Karl glaubt ihm
das einfach nicht, aber Friedrich hatte tatsichlich nicht
zu viel versprochen. Was meinst du zu Friedrichs
Behauptung?  aus: Gut gedacht ist halb gelést (MSB Bd. 53)
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XX. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR

Bezirksolympiade
(7./8. Februar 1981)

Aufgaben
Olympiadeklasse 7

1. Von einer natiirlichen Zah! z wird gefor-
dert, daB sie sich in vier Summanden zerlegen
14Bt, die die folgenden Bedingungen erfiillen:
Der erste Summand betragt zwei Drittel der
Zahl z,
der zweite Summand betrigt ein Viertel des
ersten Summanden,
der dritte Summand betrégt vier Fiinftel des
zweiten Summanden,
der vierte Summand betrégt ein Viertel des
dritten Summanden,
der dritte Summand betrégt 48.
Untersuche, ob diese Bedingungen erfiillbar
sind!
Ist dies der Fall, so ermittle alle natiirlichen
Zahlen z und ihre Zerlegungen in vier Sum-
manden, die diese Bedingungen erfiillen!

»
2. Gegeben seien sieben Strecken mit den
Lingen 1cm, 3cm, 5cm, 7cm, 9cm, 11 cm
und 15 cm.

a) Gib die Anzahl aller verschiedenen Mog-
lichkeiten an, drei von diesen sieben Strecken
auszuwihlen! Dabei sollen solche Moglich-
keiten, die sich nur in der Reihenfolge der aus-
gewidhlten Strecken unterscheiden, nicht als
verschieden gewertet werden.

b) Gib unter den in a) gefundenen Moglich-
keiten alle diejenigen an, bei denen aus den
Léangen der drei ausgewihlten Strecken als
Seitenldngen ein Dreieck konstruiert werden
kann!

c) Berechne, wieviel Prozent der in a) gefun-
denen Moglichkeiten die in b) gefundenen
Maoglichkeiten sind! (Der Prozentsatz ist auf
eine Dezimale nach dem Komma gerundet
anzugeben.)

3. Es sei § der Scheitel eines spitzen Winkels,
dessen Schenkel mit s, und s, bezeichnet
seien. Es werde vorausgesetzt, daB aul dem
Strahl s; zwei voneinander und von S ver-
schiedene Punkte A, B liegen und daB aufdem
Strahl s, drei voneinander und von S ver-
schiedene Punkte C, D, E liegen, wobei [ol-
gendes gilt: Die Punkte S, A4, B sind aul's; in
dieser Reihenfolge angeordnet; die Punkte
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S, C, D, E sind auf s, in dieser Reihenfolge
angeordnet; es ist

SC=CA=AD=DB=BE
und SB=SE.
Ermittle aus diesen Voraussetzungen die
GroBe a des Winkels ¥ BSE!

4. Horst, der aktiv Sport treibt, erzihlt sei-
nem Freund: ,In vier Jahren habe ich ins-
gesamt an 21 Wettkdmplen teilgenommen,
in jedem Jahr an mindestens einem Wett-
kampf. Dabei war die Anzahl der Wett-
kdmpfe von Jahr zu Jahr groBer; im vierten
Jahr war sie genau dreimal so groB wie im
ersten Jahr."

Untersuche, ob es fiir die Wettkdmpfe in den
einzelnen Jahren Anzahlen gibt, die Horsts
Angaben entsprechen, und ob aus den Anga-
ben diese Anzahlen eindeutig hervorgehen!
Ist das der Fall, so ermittle diese vier An-
zahlen!

5. Von einem Trapez ABCD mit AB|CD
wird vorausgesetzt, daB sich die beiden
Kreise, die die Seiten AD bzw. BC des Tra-
pezes als Durchmesser haben, von auBen be-
riihren.

Beweise aus dieser Voraussetzung, daB die
Summe der Lédngen der Seiten AB und CD
gleich der Summe der Lingen der Seiten AD
und BC ist!

6. In eine Lethbibliothek kamen wihrend
eines Tages Schiiler aus jeder der Klassen-
stufen 6, 7 und 8; dies waren insgesamt
85 Schiiler. Genau ein Drittel der Schiiler
der Klassenstufe 6, genau ein Drittel der
Schiiler der Klassenstufe 7 und genau ein
Viertel der Schiiler der Klassenstufe 8, das
waren insgesamt 26 Schiiler, entlichen Biicher
aus der Bibliotheksreihe ,Mathematische
Schiilerbiicherei®. Aulerdem ergab sich aus
Gespridchen, daB genau ein Zehntel der
Schiiler der Klassenstule 7 an der Mathe-
matikolympiade des Kreises teilgenommen
hatte.

Untersuche, ob aus diesen Angaben die An-
zahlen der Schiiler der Klassenstufe 6, der
Klassenstufe 7 und der Klassenstufe 8 ein-
deutig hervorgehen! Ist das der Fall, so er-
mittle diese drei Anzahlen!

Olympiadeklasse 8

1. Uwe erzdhlt: ,,In den Winter[erien machten
wir mit einer Reisegesellschaft eine Fahrt in
den Harz. Daran nahmen nicht mehr als
80 Personen teil, und zwar waren es genau
3 Minner weniger als Frauen und genau
20 Erwachsene mehr als Kinder. Unterwegs
wurden wir in genau 7 Gruppen von gleicher
Personenzahl aufgeteilt.*

Ermittle alle Moglichkeiten, die Anzahlen der
Minner, Frauen und Kinder so anzugeben,
daB Uwes Aussagen zutreffen!

2. Ermittle alle dreistelligen natiirlichen Zah-
len n mit der Eigenschaft, dafl das Produkt aus
den einzelnen Ziffern von n gleich dem Fiinf-
fachen der Quersumme von # ist!

3. Konstruiere ein Dreieck ABC aus r=4 cm;
b=6cm und c=7 cm! Dabei seien r der Um-
kreisradius des Dreiecks und b, ¢ die Langen
der Seiten AC bzw. 4B des Dreiecks ABC.
Beschreibe und begriinde deine Konstruk-
tion! Untersuche, ob durch die gegebenen
Stiicke ein Dreieck ABC bis aul Kongruenz
eindeutig bestimmt ist!

4. Auf einem Tisch liegen vier Spielkarten mit
der Bildseite nach unten. Sie sind von links
nach rechts in einer Reihe angeordnet, mit
gleich groBen Abstinden jeweils zwischen un-
mittelbar benachbarten Karten (siehe Bild).

goon

Den Mitspielern werden folgende Angaben-
mitgeteilt: Die vier Karten sind ein Bube,
eine Dame, ein K6nig und ein As, jede Karte
in einer der vier Farben Kreuz, Pik, Herz,
Karo, wobei jede dieser Farben genau einmal
vertreten ist. Ferner gilt:

(1) Die Dame ist weiter vom As entfernt als
das As vom Konig.

(2) Der Bube liegt naher am As als der Konig.
(3) Von der Herzkarte bis zur Karokarte ist
der Abstand geringer als von der Kreuzkarte
bis zur Herzkarte.

(4) Die Karokarte liegt weiter entfernt von der
Herzkarte als von der Pikkarte.

(5) Die Pikkarte l'fgt unmittelbar benachbart
links neben der Dame.

Beweise, dall aus diesen Angaben eindeutig
hervorgeht, um welche Karten es sich handelt
und in welcher Reihenfolge von links nach
rechts sie auf dem Tisch liegen!

5. Zwei Strahlen s; und s, die von einem
Punkt § ausgehen und miteinander einen
rechten Winkel bilden, mogen von zwei zu-
cinander parallelen Geraden g und h ge-
schnitten werden. Die Gerade g schneide s, in
A und s, in C, die Gerade h schneide s, in B
und s, in D. Ferner gelte SB=5cm, und der
Flacheninhalt des Dreiecks SAC betrage
genau 369 des Flacheninhalts des Dreiecks
SBD.



Ermittle aus diesen Voraussetzungen die
Liange der Strecke SA!

6. Von zwei Dreiecken ABC, und ABC, wer-
den die folgenden Eigenschaften (1), (2) und
(3) vorausgesetzt:

(1) ¥C.,AB=%C.4B,
@ BC,=BC,
?) AC,<4C,.

Beweise aus dieser Voraussetzung, daB die
Umkreise der Dreiecke ABC, und ABC,
gleiche Radien haben!

Olympiadeklasse 9

1. In dem folgenden Schema sind die Buch-
staben so durch Ziffern zu ersetzen, daB eine
richtig gerechnete Divisionsaulgabe ohne
Rest entsteht. Dabei konnen verschiedene
Buchstaben auch durch die gleiche Zilfer er-
setzt werden. Wie iiblich darf eine mehrstellig
geschriebene Zahl nicht die Anfangsziffer 0
haben.

Beweisen Sie, daB es genau eine Ersetzung
dieser Art gibt, die den Anforderungen der
Aufgabe geniigt! Ermitteln Sie diese Er-
setzung!

abcS55:5de=f5g

hi's

j kmn
P5qr

st uv
wXxyz

2. Es seien a, b, ¢, d positive reelle Zahlen, fiir
die a>b>c>d sowie a+d=b+c vorausge-
setzt wird.

Beweisen Sie, daB dann stets a2 +d? > b? +c?
gilt!

3. Von einem Rechteck ABCD und einem
Punkt P in seinem Innern wird
PA=)/2cm, PB=}/3cm, PC=
vorausgesetzt.

Beweisen Sie, daB die Linge PD durch diese
Voraussetzungen eindeutig bestimmt ist, und
ermitteln Sie diese Lénge!

5cm

4. Ermitteln Sie alle Paare (a;b) natiirlicher
Zahlen a, b mit a>b, fir die die folgenden
Aussagen (1), (2), (3) zutreffen!

(1) Die Zahl a ist (in dekadischer Ziffern-
schreibweise) zweistellig, die Zahl b eben-
falls.

(2) Vertauscht man die Ziffern von a mitein-
ander, so erhilt man b.

(3) Subtrahiert man b? von a?, so erhiilt man
eine Quadratzahl.

5. Beweisen Sie, daB man den Korper eines
reguliren Tetraeders ABCD so durch eine
Ebene schneiden kann, daB die Schnitt(liche
ein Quadrat ist!

Berechnen Sie aus der gegebenen Kanten-
linge a des Tetraeders ABCD den Flichen-
inhalt I eines solchen Quadrates!

Hinweis: Unter dem Korper eines regulidren
Tetraeders ABCD versteht man denjenigen
Korper, der von den Flichen der Dreiecke
ABC, ABD, ACD und BCD begrenzt wird,
wobei

AB=AC=AD=BC=BD=CD gilt.

6. Konstruieren Sie ein Dreieck ABC aus
b=7cm, §=40° und hy="5cm!

Dabei sollen b die Linge der Seite AC, f§ die
GroBe des Winkels ¥ CBA und h, die Linge
der von B ausgehenden Hohe bedeuten.
Beschreiben und begriinden Sie Ihre Kon-
struktion! Untersuchen Sie, ob es bis auf
Kongruenz genau ein Dreieck ABC gibt, das
die geforderten GroBen b, § und b, aufweist!

Olympiadeklasse 10

1. In einem Stadtbezirk Berlins nahmen in der
Olympiadeklasse 10 insgesamt 50 Schiiler an
der 2. Stufe der OJM teil. Die folgenden An-
gaben beziehen sich auf diesen Teilnehmer-
kreis: g

(1) Es nahmen ebensoviel Jungen wie Mad-
chen teil.

(2) Genau 24 der Teilnehmer, darunter genau
15 Jungen, waren Mitglieder einer AG Ma-
thematik.

(3) Genau 13 der Teilnehmer erhielten Preise
oder Anerkennungsurkunden. (Diese 13 Teil-
nehmer werden im folgenden ,Preistrager
genannt.)

(4) Genau 12 der Preistriager waren Mitglie-
der einer AG Mathematik.

(5) Genau 6 der Preistriger waren Midchen.
(6) Es waren nur solche Midchen Preistrager,
die einer AG Mathematik angehorten.
Ermitteln Sie die Anzahl derjenigen teilneh-
menden Jungen, die weder Preistriger waren
noch einer AG Mathematik angehorten!

2. Ermitteln Sie alle reellen Zahlen a mit der
Eigenschalt, daB das [olgende Ungleichungs-
system (1), (2), (3) mindestens eine (aus reellen
Zahlen x, y bestehende) Losung hat!

2y+x <20, (1)
y—x < 4, )
y—ax= 6. 3)

3. Gegeben sei ein Punkt P in einer Ebene .
Untersuchen Sie, ob es in & ein Quadrat
ABCD gibt, [iir das

PA= 2cm,ﬁ= Scm, PC=|/8cm

gilt! Wenn das der Fall ist, so ermitteln Sie fiir
jedes derartige Quadrat seine Seitenldnge!

4. Ermitteln Sie alle Tripel (a, 4, x) von Null
verschiedener natiirlicher Zahlen mit folgen-
der Eigenschaft!

Wenn a und h die MaBzahlen der in Zenti-
meter gemessenen Grundkantenlinge bzw.
Hohenldnge einer geraden quadratischen Py-
ramide sind, dann hat sowohl die in Quadrat-
zentimeter gemessene Oberlliche als auch das
in Kubikzentimeter gemessene Volumen die-
ser Pyramide die MaBzahl x.

5. Tausend reelle Zahlen x;, x3, ..., X1000
seien durch die Festsetzung bestimmt, da

x;=3
und fiir alle n=1, 2, ..., 999
x2,+4
Xn+1=

2%
gelten soll.

Beweisen Sie, daB (nach diesen Festsetzun-
gen) fiir jedes n=1, 2, ..., 1000 die Unglei-
chung

Xp>2
gilt!

6. Konstruieren Sie ein Dreieck ABC, in dem
die Lingen a, b, ¢ der Seiten BC, CA, AB und
die GroBen B, y der Winkel ¥ ABC, ¥ BCA
die Bedingungen

a=8cm, b+c=12cm, f+y=100°

erfiillen!

Begriinden und beschreiben Sie Thre Kon-
struktion!

Beweisen Sie, daB3 alle Dreiecke, die diesen
Bedingungen geniigen, einander kongruent
sind!

Hinweis: In dieser Aufgabe werden auch
Dreiecke ABC, A'B'C’ als ,einander kon-
gruent“ bezeichnet, bei denen A', B, C' in
irgend einer anderen Reihenfolge mit A, B, C
zur Deckung gebracht werden konnen.

Olympiadeklasse 11/12

1. Man ermittle alle reellen Zahlen x, fiir die
das folgende System von Ungleichungen (1),
(2), (3) erfiilit ist:

x*+x2-2x20, m
2x34+x —1 <0, v))]
x3-x >0. 3)

2. Es sei fdie durch
f)=x*—(x+ 1)* —(x+2)* +(x+3*
definierte Funktion, wobei der Definitions-
bereich von f

a) die Menge aller ganzen Zahlen,

b) die Menge aller reellen Zahlen ist.

Man untersuche sowohl fiir den Fall a) als
auch fiir den Fall b), ob die Funktion f einen
kleinsten Funktionswert annimmt, und er-
mittle, falls das zutrifft, jeweils diesen klein-
sten Funktionswert!

3.A Es sind alle natiirlichen Zahlen n zu er-
mitteln, die die folgende Eigenschaft haben:
Fiir alle reellen Zahlen a und b mit 0<a<b
gilt +L

1+6™
3.B Ist feine im Intervall 0< x <1 definierte
Funktion, so seien [ur sie die folgenden Be-
dingungen (1), (2), (3) betrachtet:
(1) Fiir jedes reelle x mit 0< x < 1 gilt f(x) = 0.
(2) Es gilt f(1)=1.
(3) Fiir jedes reelle x; mit 0< x; <1 und jedes
reelle x; mit 0=<x;<1 und x;+x,<1 gilt

S (%1 +x2)2f (1) +1(x2).

a+——<
1+a"
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a) Man beweise:

Wenn f eine Funktion ist, die den Bedingun-
gen (1), (2), (3) geniigt, so g11tfx)<2x fiir
jedes reelle x mit 0<x <1.

b) Man iiberpriife, ob auch die folgende Aus-
sage wahr ist: Wenn f eine Funktion ist, die
den Bedingungen (1), (2), (3) geniigt, so gilt
S(x)=1,99 - x fiir jedes reelle x mit 0 <x £ 1.

4. Man ermittle alle diejenigen ganzen Zahlen
k, fir die die Gleichung
x k
k-4 2(k 4)
16sbar ist (d. h. mmdestcns eine Losung x be-
sitzt), wobei alle Losungen x ganzzahlig sind.

k+4

5. Man beweise, daB fiir jede natiirliche Zahl n
die folgende Aussage gilt:

Wenn die Anzahl der Ecken eines regelmiBi-
gen Vielecks gleich 3n ist, dann gibt es kein
rechtwinkliges Koordinatensystem, in dem
beide Koordinaten jedes Eckpunktes dieses
Vielecks rationale Zahlen sind.

6. Man zeige, daB3 zu jeder natiirlichen Zahl
n=1 und jeder natiirlichen Zahl B>1 eine
natiirliche Zahl C21 existiert, die im Posi-
tionssystem mit der Basis B nur aus Ziflern
,»Null“ und ,Eins*“ besteht und durch n teil-
bar ist.

Losungen

Losung zu: Eine Aufgabe
von Prof. Dr. K. Rosenbaum,
Heft 1/81:

A2053 A a) Losung von Domingo Lovis,
K. 11 der Lenin-Schule, Havanna, Kuba:

In den Bezeichnungen von Bild 1 ergibt sich
aus der Aufgabenstellung

BA, AB, 2
e a——l
AB BA 3

folglich ist AB|| A'B'.

Analog ergibt sich AC| A'C’ und BC|B'C,
womit die Ahnlichkeit

(1) AABC~ AA'BC

gezeigt ist.

Zum Nachweis der Eigenschalt (2) gehen wir
von

B4, 2 i.iberzug+1 w=§
AB 3 AB 1B 3
Analog ist auch M:E

AC 3

Nach dem Strahlensatz [olgt hieraus
A1d2_5 also BC=34,4;,=5BC.
pCc 3
Analog ist AB— 5A'B und AC=54C, so
daB sich fiir die betrachteten Flicheninhalte
wie behauptet

F=25F ergibt.
b) Losung von Domingo Lovis, Kl 11 der
Lenin-Schule, Havanna, Kuba:
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In den Bezeichnungen von Bild 2 ergibt sich

aus der Aufgabenstellung
B4,y _CB,- _

AB

Folglich ist AB|| A'B'.

Analog ergibt sich AC| A’C’ und BC||B'C’,

womit (1) gezeigt ist.

Zum Nachweis von (2) gehen wir von

1—344"—' n-l uberzuBA" L
AB’ n
_BA,-1+AB _2n-1
AF n’
Analog ist auch CAlT+AC=2n_ l.
AC n
Nach dem Strahlensatz folgt hieraus
A1d,_y 2n—1
BC n
Wegen BC = - 2A 1A4,- ist daher
oAy _2n-lpm L BC.
n—-2
Analog ist
¢ AB—2 lAB’ und AC—2
n—2

Hieraus ergibt sich fiir die betrachteten
Fldcheninhalte wie behauptet

2n—1\?
i)

Lésungen zu:
Grundkenntnisse in Geometrie gefragt

Ala Der Winkel £CAB hat die Groe
180°—90°—45°=45°. Aus ¥xCAB= £ CBA
folgt AC=BC. Somit stellt die erste Figur
ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck
dar. Das Lot von C auf AB habe den FuB-
punkt M; dann ist M Mittelpunkt von AB,
und CM hat die Linge 4 cm. Daraus folgt fiir

den Flidcheninhalt 4 =%~ 8-4cm?=16cm?.

A2A AusCB=CDund AB=AD folgt,daB

die zweite Figur ein Drachenviereck darstellt.
Somit hat auch der Winkel xADC die
Grobe 105° und lolglich der Winkel ¥ BAD
die GroBe 60°. Da das Dreieck ABD gleich-
schenklig ist, hat jeder der Winkel ¥ ABD
und X ADB ebenfalls die GroBe 60°. Das
Dreieck ABD ist somit gleichwinklig, also
auch gleichseitig. Es sei S der Schnittpunkt
der Diagonalen AC und BD; dann hat CS die
Linge 4 cm und AS die Linge 4 3 cm. Fiir
den Fldcheninhalt des Drachenvierecks
ABCD gilt somit

A—— ef 5-8-(4+4-)/3)cm?
_16 (1+l/_)cm ~43,7 cm?.

A3a Da drei Innenwinkel des Vierecks
ABCD die GroBe 90° haben, ist auch der
vierte Innenwinkel ein Rechter. Das Viereck
ABCD ist somit ein Rechteck. Der Winkel
¥ ACB hat die GroBe 60°. Aus der Kon-
gruenz der Dreiecke AACBund AACD folgt,

daB der Fliacheninhalt des Rechtecks ABCD
gleich dem Fliacheninhalt eines gleichseitigen
Dreiecks mit der Seitenlinge 8 cm ist. Fiir
den Fldacheninhalt des Rechtecks ABCD gilt

deshalb A=%- 82-)/3cm?=16-
~27,7 cm>.

Ad4a DasLot von D auf AB habe den FuB-
punkt F. Im Dreieck AFD hat der Winkel
X ADF die GroBe 30°. In einem rechtwinkli-
gen Dreieck, dessen spitze Winkel die Gré8en
60° und 30° besitzen, ist die Hypotenuse dop-
pelt so lang wie die kiirzere der beiden Ka-

3cm?

theten. Wegen ﬁ=% -(8—4)cm=2 hat AD

die Linge 4 cm. Verbinden wir den Mittel-
punkt M von AB mit C und D, so erhalten
wir drei gleichseitige Dreiecke mit der Seiten-
linge 4 cm. Fiir den Flidcheninhalt des gleich-
schenkligen Trapezes ABCD gilt deshalb

A=3~%-4z-[/5cm’=12' 3cm?

~20,8 cm?.

A5a Der Winkel ¥ ACD hat die GroBe
45°. Das Dreieck ACD ist somit ein gleich-
schenklig-rechtwinkliges Dreieck. Der Win-
kel ¥ ACB hat die GroBe 30° und folglich
der Winkel < CAB uie GroBe 60°. Deshalb
hat AC die Linge 2-8 cm=16 cm. Fiir den
Fliacheninhalt des Vierecks 4BCD gilt somit

A=a=<%- 162+%' 162]/5> cm?

=64-2+ [/5) cm?~238,9 cm?.

Losungen zu: Zwei Geometrieaufgaben
von Jorg Pietschmann

A2082a Nach dem Hohensatz gilt
h2=p-q. ()]

Nach dem Kathetensatz gilt
2

a2=p~cbzw.p=a? )}
b2
und b%=g-c bzw. a=— 3
Setzt man (2) und (3) in (1) ein, so erhilt man
B2 a®- b?
(I Cz

und wegen des Satzesdes Pythagoras
az . b2
he =——.
a*+b
Daraus folgt
1 _a*+b? baw
PRV X R
1 1 1
E =z + » bzw.
hi?

A2083a Nach dem Satz des Thales be-
trigt die GroBe der Winkel < AM,P und
¥ BM P jeweils 90°.

Die GroBe der Winkel x AP'P und < PP'B
betrigt jeweils 45°, da diese Winkel Peri-
pheriewinkel iiber denselben Bogen wie die
Zentriwinkel ¥ AM,P bzw. ¥ PM,B sind.

=a"2+b7 %, w.z.bw.



Damit betrigt die GroBe des Winkels €« AP'B
90°. Nach der Umkehrung des Satzes des
Thales liegt der Punkt P’ auf dem Halbkreis
iiber 4B, w.z.b.w.
Pl
- M,

M,

A P B

Die beiden Aufgaben und Lsungen wurden
bearbeitet von dem langjihrigen Aufgaben-
experten der alpha, Oberlehrer Dr. W, Fregin,
IfL Leipzig.

Sportart Medaille Name
100-m-Lauf Gold Joachim
Speerwurf  Silber Frank
Tischtennis  Bronze Thomas

Ma5 82029 Es miifite entweder das Qua-
drat mit der Ziffer 4 oder das mit der Ziffer 7
oder das mit der Ziffer 8 noch ausgeschnitten
werden. Wir erhalten dann folgende drei
Wiirfelnetze fiir oben offene Wiirfel:

a) b) <)
n (1] n
ufl r [l ulr L ul|r
tlv v v

Losungen zum alpha-Wettbewerb, Heft 6/80:

Ma5 82026 Da in diesem Haus vier Fami-
lien mit insgesamt sechs Kindern wohnen,
und da jede Familie entweder genau ein oder
genau zwei Kinder hat, sind es zwei Familien
mit genau einem und zwei Familien mit genau
zwei Kindern. Da die beiden Familien Acker-
mann und Dahlmann je genau ein Kind ha-
ben, gehoren zu den Familien Brauer und
Christensen je genau zwei Kinder. Da Gudrun
11 Jahre und die Tochter der Familie Acker-
mann 8 Jahre alt ist und unter den 6 Kindern
nur zwei Midchen vorkommen, hat Inge den
Nachnamen Ackermann. Da die 11jdhrige
Gudrun und der 13jihrige Egon Geschwister
sind, zur Familie Brauer aber Zwillinge ge-
horen, haben Gudrun und Egon den Nach-
namen Christensen. Hans heiBt nicht Brauer,
da er mit dem Sohn der Familie Brauer be-
freundet ist; deshalb hat Hans den Nach-
namen Dahlmann. Folglich sind Fred und
Jochen die Zwillinge mit dem Nachnamen
Brauer.

Ma5 #2027 Angenommen, Heinz hat im
dritten Laden n Mark ausgegeben; dann hat
er im zweiten Laden 3»n Mark, im ersten
Laden 2n Mark bezahlt. Insgesamt hat Heinz
von seiner Mutter 4 - 2n=8n Mark erhalten.
Nun gilt

2n+3n+n+10=8n,

8n=6n+ 10,

2n=10,

n= 5.

Heinz erhielt von seiner Mutter 8:5 M
=40 M zum Einkauf.

Ma35 =2028 Aus (a) folgt: Der Tischtennis-
spieler heiBt nicht Joachim. Aus (d) folgt:
Der Speerwerfer heiBt nicht Joachim. Folg-
lich ist Joachim der 100-m-Laufer.

Aus (a) und (b) folgt: Die Bronzemedaille
wurde im Tischtennis, die Silbermedaille im
Speerwurf, also die Goldmedaille im 100-m-
Lauf erkdampft.

Aus (c) folgt: Der Tischtennisspieler heiBt
Thomas. Folglich heiBt der Speerwerfer
Frank.

Ma$5 #2030 a) Die Figur enthilt acht Drei-
ecke, die den Punkt A4 als Eckpunkt haben;
es sind die Dreiecke AEI, AEH, ABD, ABN,
AIH, AND, ACD, ABC.

b) Die Figur enthilt 14 Vierecke, die den
Punkt G als Eckpunkt haben; es sind die Vier-
ecke GCNM, GCIH, GCBM, GCAH, GDNL,
GDKF, GDBF, GDAL, GMNL, GMKF,
GMBF, GHEF, GHIL, GHAL.

Ma5 #2031 Es seien n die einstellige natiir-
liche Zahl und z,, z, die beiden zweistelligen
natiirlichen Zahlen. Dann gilt z; — 9=z, mit
z;=80+n und z,=10-n+8. Durch Einset-
zen erhalten wir

80+n—9=10n+8,

71+n=10n+8,
9n=63,
n= 7.
Probe: 87—-9=78.

Es existiert genau eine soiche Zahl; sie lautet
7.

Maé6 82032 Fiir die zu ermittelnden na-
tiirlichen Zahlen a, b, c gilt

a*=c )
3a=b (V)]
und  b="T also 2b=a+ec. )
Aus (2) und (3) folgt 2-3a=a+c, 6a=a+c,
c=5a. @

Aus (1) und (4) folgt a>=5a und wegen a+0
gilt a=35, also b=15, ¢=25.
Die gesuchten Zahlen sind 5, 15 und 25.

Ma6 #2033 Angenommen, n Schiiler mach-
ten einen Ausflug; dann gilt

1 1
n+n+§n+zn+ 1=100,
11

T “n =99,
99-4
1
Am Ausllug beteiligten sich 36 Schiiler.
Maé6 82034 Es sei n die Anzahl der Schiiler
dieser Klasse; dann gilt 16 <n<24. Da der
finfte Teil der Anzahl der Schiiler dieser
Klasse die Note 4 erhielt, muB3 n ein Viel-

faches von 5 sein. Das trifft nur zu fiir n=20.
Dieser Klasse gehdren 20 Schiiler an. Aus

n= =36.

20:5=4 folgt, daB 4 Schiiler die Note 4 er-
hielten. Aus 20—4 =16 folgt, daB 16 Schiiler
die Noten 1, 2 oder 3 erhielten. Angenommen,
x Schiiler haben die Note 1, also 2x Schiiler
die Note 2 und (3x— 14) Schiiler die Note 3
erhalten; dann gilt
x+2x+((3x—14)=16,
6x =130,
x= 5.
Es erhielten 5 Schiiler die Note 1, 10 Schiiler
die Note 2 und 1 Schiiler die Note 3.

Maé6 ®2035 1983 —1977=6. Angenommen,
im Jahre 1977 war Axel n Jahre alt, also Claus
2n Jahre alt. Dann gilt
2n-342
4
6n+2=4"-(n+6),
6n+2=4n+24,
2n=22,
n=11.
Im Jahre 1977 war Axel 11 Jahre alt.

=n+6,

Maé6 82036 Es seien o, f die GréBen der
Basiswinkel, y die GréBe des Winkels an der
Spitze des zu konstruierenden gleichschenk-
ligen Dreiecks ABC. Wegen a=f und a+ 8
+7y=180° gilt 2a+y=180°. Ferner gilt a+y
=110°. Daraus folgt «a=70° und somit
y=40°. Wir zeichnen einen Winkel von
der GroBe 40° mit seinem Scheitelpunkt C.
Auf den beiden Schenkeln tragen wir von C
bis A und von C bis B Strecken der Linge
6 cm ab, und wir verbinden .4 mit B.

Ma7 82037 1009, —(30%;+28%,+21%)
=21%;. Angenommen, Angela bringt x Mark
wieder mit nach Hause; dann hat sie beim
Bicker 2x Mark ausgegeben, und es gilt
x+2x=21,3x=21,also x=7.
Angela brachte 7% des erhaltenen Geldes
wieder mit nach Hause; als Taschengeld er-
hielt sie 3,5%. Nun gilt
3,5:100=2,1:y, also y=60.
Also hat Angela von ihrer Mutter 60 M zum
Einkauf erhalten.

Ma7 #2038 Alle Punkte, die von der gege-
benen Geraden g den Abstand 2 cm haben,
liegen auf den beiden zu g parallelen Geraden
h und j, von denen jede den Abstand 2cm
von g hat. Alle Punkte, die von M den Ab-
stand 4 cm haben, liegen aul dem Kreis &
um M als Mittelpunkt mit dem Radius
r=4 cm. Die Schnittpunkte P,, P,, P3, P, des
Kreises k mit den Geraden h und j sind die
zu konstruierenden Punkte; sie geniigen bei-
den Bedingungen.

P./\ i
h

XY}
3 o
; (\ET\M )
~° 9

N /
Y]
N .

) 2, 1
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Ma7 #2039 Angenommen, die Kanne fafit
x Kubikzentimeter; dann gilt
5x=80"25-7+6000,
x=80-5-7+1200,
x=4007+400-3,
x=400-(7+3)
x=4000.
Die Kanne faBt 4000 cm?, das sind 4 Liter.

Ma7 2040 Angenommen, der groBe Wiir-
fel besteht aus n® Wiirfeln. Da von den kleinen
Wiirfeln 5 - n? Flichen sichtbar sind, gilt
n*=5-n?, also
n=>5 und somit n*=125.
Der groBe Wiirfel besteht aus 125 kleinen
gleich groBen Wiirfeln.

Ma8 82041 Herr Schmidt hat recht.

Begriindung : Es seien x, y bzw. z die Anzahl
der Ein-, Zwei- bzw. Dreibettkabinen. Dann
gilt fiir die Anzahl der Betten die folgende

Gleichung

x+2y+3z=100. 1)
Nach Aufgabenstellung gilt die Nebenbedin-
gung z=x-35. )

Setzt man (2) in (1) ein, so erhdlt man

" x+2y+3(x—5)=100 bzw.

4x+2y=115.

Die linke Seite der Gleichung kann bei keiner
Belegung der Variablen x und y mit natiir-
lichen Zahlen den Wert 115 annehmen, da
4x + 2y stets eine gerade Zah! ergibt. Deshalb
kann es nicht moglich sein, daB es insgesamt
genau 100 Betten sind.
(Bemerkung: Die diophantische Gleichung
4x+2y=115 ist nicht 16sbar, da der groBte
gemeinsame Teiler der Zahlen 4 und 2, ndim-
lich 2, kein Teiler von 115 ist!)

Ma8 #2042 Wenn % fir die S;;reewaldreise
sind, so sind nach Aufgabenstellung% fiir die

Ostseereise. % entspricht demnach 12 Schii-

lern. Daraus folgt, daB in beide Klassen zu-
sammen 60 Schiiler gehen. Nach der angege-
benen Bedingung sind in Klasse 8a 31 Schii-
ler, in Klasse 8 b 29 Schiiler.

Ma8 82043 Der erste Summand sei m, der
zweite n; dann gilt

m+n=md,

n=m*—m,

n=m(m?—1),

n=(m-1)-m-(m+1).
Wegen n+0 muB m=2 sein. Fiir m=11 er-
halten wir n=10-11-12=1320>99. Daraus

folgt 2<m<10.

m n m+n m?
2 6 8 23
3 24 27 33
4 60 64 43
5 120 125 53
6 210 216 6°
7 336 343 7
8 504 512 83
9 720 729 93

10 990 1000 10°
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Ma8 ®2044 Der Mittelpunkt M der Hypo-
tenuse AB ist der Mittelpunkt des Umkreises
k des rechtwinkligen Dreiecks ABC; AM ist
gleich dem Radius r dieses Umkreises. Aus
Symmetrieeigenschaften folgt, daB das Vier-
eck ABCD ein gleichschenkliges Trapez ist
und somit auch CS=DS gilt. Es sei x die
Linge von CS bzw. DS. Nach dem Satz des
Pythagoras erhalten wir
(a+x)2=b>+x2,
a?+2ax+x2=b*+x2,
2ax=b%*—a,
(b—a)(b+a)
x=2 D074
2a
_(6—4)(6+4)

3.4 cm=2,5cm.

Ma9 #2045 Skizze nicht maBstiblich!
Aus der Skizze ist ersichtlich, daB der kleinste
Abstand zweier solcher Punkte die Linge der
Strecke EF ist.

> 1" £ ¢

5
3em r

A 8
Nach dem Satz des Pythagoras gilt:

& 2 5 2
SR
x= /Tcm> 8cm, w.z.b.w.

Ma9 82046 Man konstruiert zunichst ein
Dreieck A'B'C’ mit den Seitenlidngen 2 cm,
3cmund 4cm.

Danach konstruiert man den Umkreismittel-
punkt von 4A'B'C’; dieser sei mit M bezeich-
net.

Um M zeichnet man einen Kreis mit einem
Radius der Linge 4 cm. Die Strahlen MA',
MB' und MC' schneiden diesen Kreis in A,

B und C. Das Dreieck ABC erfiillt die ge-
forderten Bedingungen. Konstruktion (mabB-
stidblich M 1:2)

Ma9 #2047 12-22432-42452_624 .
+992—1002=(1+2)(1=2)+(3+4) 3 —4)
+(5+6) (5—6)+...+(99+ 100) (99 — 100)
= —(G+T7+11+15+19+ ...+ 199)

= —(202-25)

= —5050

Ma9 w2048 Es gilt 30'5=(2- 15)!5
=215.15'5 und 15%°=15'5-15'5, Daraus
folgt weiter

215155 <155 - 15%5, also 30!5 < 153°,

Ma10/12 #2049 (Skizzen nicht maBstab-
lich)
Die Mittelsenkrechten von BC und AC
schneiden einander im Mittelpunkt der Hypo-
tenuse AB. Es gilt

Aper= Apem + Aerm + Arpu-
Fiir die Lingen der folgenden Strecken gilt:

Dann gilt fiir die Flicheninhalte der folgen-
den Dreiecke:

. _1{a+b\?,
AEFM —E<T) ’

P
1 c a+b . o
Arpm =333 sin(180° —a)

und wegen sin(180° —a)=sina =%:
=%-a(a+b);

_1 ca+b
22 2

sin(a+ 90°)
und wegen sin(x+ 90°)=cosa =l—c’ :

1
—§ b(a + b)
Daraus folgt:
Avgr =3+ (@+b) [(a+b) +a+b]

_a+b?_
=

Der Flidcheninhalt des Dreiecks DEF hat die
MabBzah] 1.



Ma10/12 #2050 Wegen (1) gilt o+ f=360°
—240°=120°, und damit y=60°.

Wegen (3) gilt ab-siny_ g[/i cm?

2 2
bzw. ab-siny=25}/3 cm? bzw.
ab=50 cm?.
Nun gilt a+b=15 cm und
50 cm?

ab="50cm? bzw. b= R

Durch Einsetzen folgt (ohne MaBeinheiten)

a+2=15 bzw.
a
a?—15a+50=0.

Daraus folgt (auch wegen (4)) a=5cm und
b=10cm.
Nach dem Kosinussatz gilt

c*=a%+b%>—2ab  cosy

c¢2=524102—2-5-10-cos60°,

= ]/7_5,

c= 5V5z8,66 cm.

Nach dem Sinussatz gilt

sina :siny=5:8,66,
5 - sin60°

5/3
a=30°.

Daraus folgt §=90°.
Esgilta=5cm,b=10cm,c=8,66 cm, a=30°,
B=90°, y=60°.
Ma10/12 #2051 Man vereinfacht zunidchst
den ersten Summanden des linken Terms der
Gleichung:

3P-0) p+a) - 24P~ (P~ 02

sina=

=30 -2p0+4%) (p~a)?
=3r-a*

Nun ist }/#=4%=47=)/4=2, und damit
ist die Gleichung
3e-a*+4)/3p+2¢+2 =2
zur gegebenen Gleichung dquivalent.
Weiter gilt sicher
(p—9)*20 4y

und 3p+29+220. )
Aus (1) folgt 3¢=9%> | A3)
und aus (2) folgt 4 @
Wegen (3) und (4) gilt nun

30~ 1 und 4)/3+ %2,
Dann ist aber

(P—9)*=0,d.h.p=g ©)
und }/3p+29+2=0,d.h. 3p+29+2=0.

3p+Zq+221

©
Setzt man (5) in (6) ein, so erhilt man
3g+2g9=-2,
5¢= —2 und damit g=p= —%,
: 2 2
Nur das geordnete Paar 3573

erfiillt die gegebene Gleichung,

Ma10/12 #2052
Planfigur (nicht maBstiblich):

c

E B

Begriindung: Verlingert man DE iiber E
hinaus um sich selbst bis F, so ist FBDA ein
Parallelogramm mit den Diagonalen 4B und
FD, die éinander in E halbieren. Es gilt dann

DB || AF und 4D [ B. c

Beschreibung : Man zeichnet die Strecke AD
mit der Lange 5 cm. In D trigt man an DA den
Winkel ¥ ADB mit der GroBe 105° an. Zu
diesem freien Schenkel des Winkels < ADB
zeichnet man die Parallele durch 4. Der Kreis
um D mit einem Radius der doppelten Linge
von DE schneidet diese Parallele in F. Die
Parallele zu AD durch F schneidet den freien
Schenkel des Winkels ¥ ADB in B. Da 4D
Winkelhalbierende des Winkels < BAC ist,
hat der Winkel < BAD die halbe GroBe des
Winkels ¥ BAC. Man trigt in 4 an AD den
Winkel ¥ BAD in die andere Halbebene an.
Der freie Schenkel dieses Winkels schneidet
die Gerade BD in C.
Konstruktion:

mabBstablich M 1:2
nicht maBstiblich

Ph6 w86 Geg.: F;=600N Ges.:s;

S = 3cm

F,=1500N
Bei F,=1500 N liest man s; =7,5 cm ab. Die
Feder wird um 7,5 cm ausgedehnt.

incm ]
75
1
2
.4
T a0 1500 FiN
Ph7 ®87 Geg.: A=0,45m? Ges.: W
N
=5Pa=35§
14 a o=

s=150m
Man rechnet mit der Formel W=F - s. Dann
gilt

W=F smit F=p- A,
W=p-A4-s,

W=5g,-0,45 m? - 150 m,

W=3375Nm=337,5].
Der Fullgidnger muf eine Arbeit von 337,5]
(rd. 33,75 kpm) verrichten.

Ph8 888 Geg.: m=500kg Ges.: m; u. m,
8;=20°C
3,=80°C
9n=135°C
Da die aufgenommene Wirmemenge gleich
der abgegebenen Wirmemenge ist, gilt nach
der Formel W =cm A$
Wi=cm;(9m~81)
Wa=cm3(3;— %),
und da my + my=m bzw. m; =m—m; ist, gilt
weiterhin
c(m—=my)(Sm—31)=cm2(82—8»), (c*0)
m('gu _‘91)_m2(‘9m_'91)=m2('92_‘9m)a
mz(92—91) =m(9n—%),
m(Sm—341)
S N
my =20 k8(35—20) kgg)s 29 _ 125k,
Dann ist m; =500 kg — 125 kg=375kg.
Es miissen 125kg Wasser von 80°C mit
375 kg Wasser von 20°C gemischt werden.

Ph9 89 Geg.: r=2cm Ges.: m3

my=100kg
g
=102,
o cm?
g
=785
Q22 —3

m
9=9815

Die Masse m; findet man mit Hilfe der Zug-
kraft F, (siehe Bild) nach der Formel

F2

F
F2=m3'g bZW.M3=?2. (1)

Fiir die Zugkraft F, gilt aber auch nach dem
Bild

. Fl
F,= 5 )
Wird (2) in (1) eingesetzt, erhilt man
F
m,=z‘. 3)
Nun ist Fy=mg+myg—F,, @

wobei m, die Masse der Eisenkugel und F,
die Auftriebskraft sind. Da nach dem Archi-
medischen Prinzip F .= Gr gilt,
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ist Fy=V-g; -gmft V=;7rr3,

also FA=§1:r3 “01°9- (5)

Ferner ist

4
my=V-@a=3mr’ s ©)

Jetzt werden (5) und (6( in (4) eingesetzt und
(4) in (3), und es ergibt sich

m =L i'nr3 +m —37"3
3—2g 3 229 19 3 214 |,

m=1 +é 3(0, —
3 2m1 37" (e2—o1 |,

4

" =%[1oo+3~ 3,14-23(7,85— 1)] g

ms;=165g.
Eine Masse von 165g hilt die Kugel im
Gleichgewicht.

Ph10/12 90 Geg.: Lichtausbeute
der Kohlenfadenlampe 1, =3 l%

Lichtstrom der 75-Watt-Lampe ® =950 Im

Ges.: Lichtausbeute der 75-Watt-Lampe 7,
Steigerung in %}

Die Lichtausbeute berechnet man nach der

Formel m_=};i. Fiir die 75-Watt-Doppel-
el

wendellampe ergibt sich
M=, 12,66
Die Steigerung in 9; erhilt man durch die
Proportion
100:x=3:(12,66—3),
x=322,
Die Lichtausbeute der 75-Watt-Doppelwen-

dellampe betrigt rd. 12,71% und die Steige-
rung 3229%;.

Ch7 869 Jedem Hektar wurden 41 kg Ka-
liumoxid zugefiihrt.

Ch8 870 Ein Liter Losung besteht aus ins-
gesamt 1,7 ml + 56,0 mol= 57,7 mol.

Ch9 =71 Die Gesamtoberfliche betriigt
25,12 10* cm?2.

Ch10/11 .72 Die Kristallisation beginnt
bei 70%;iger Dissoziation bei —1,1°C.

Lésungen zu:
In freien Stunden - alpha-heiter

Eine Wiigungsaufgabe
Man benétigt nur die folgenden fiinf Wage-
stiicke: 1kg, 2kg, 4kg, 8kg, 16kg.

Rund um das Schachbrett

Wir erhalten im Dreieck ABM zw6lf Qua-
drate: [2,0], [3,0], [4.0], [4.1], [5,0], [5.1],
[6,0],[6,1], [6,2]),[7,0], [7,1], [7.2].

Die gleiche Anzahl Schachfelder liegt im Drei-
eck DCM. Insgesamt sind es somit 24 Felder.

Wo steckt der Fehler?
Richtige Losung: x; =x; x,= —1. Es wurde
durch (x? — 1) dividiert. Selbst wenn x> — 10
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wiire, bliebe die Verringerung der Anzahl von
moglichen Losungen (Graderniedrigung).

y

Y VA VA Y
//l'//,!/ | V2|
| VA A 7
% R7/M7/M7:
nZB7/WYP%,
2, 7., % 7,
D77, 7
v ///l%l%l x

\

A

Kryptarithmetik

a) Division
c) Subtraktion

b) Multiplikation
d) Addition

In einem Zuge
Der Gang miite aul dem Hof H beginnen
und konnte verlaufen:

H-Hy-H,-H -H-S-H,-H-P.

Begegnung von zwei Eisenbahnziigen

Im Augenblick der Begegnung der Lokfiihrer
betrigt der Abstand zwischen den Zug-
fiibrern 250 m+250 m=500m. Weil jeder
Zug mit einer Geschwindigkeit von
45km-h~! fihrt, nihern sich die Zugfiihrer
einander mit einer Geschwindigkeit von
90km-h~! oder 25m-s~!. Die gesuchte
Zeitist 500m:25m-s~ !=20s.

Kombinatorik
4:3:-2=24, man kann} 24 Ausriistungen zu-
sammenstellen.

Ein wenig Mengenlehre

Addiert man die im Bild gekennzeichneten
Zahlen, so erhilt man die Anzahl der Schiiler
der Klasse:2+6+3+1+5+5+4+2=28.

()
A%
N

8=2+6 FuBballer besuchen den Zirkel ,,Jg.
Sanitéter”.

2 Schiiler sind FuBballer, Chormitglieder, und
auBerdem gehoren sie dem Zirkel ,,Jg. Sani-
titer” an.

12=2+3+6+1 Schiiler sind aktive FuBbal-
ler in der Schulmannschaft.

5=2+3 FuBballer sind im Chor.

2 Schiiler sind in keiner der drei Arbeits-
gemeinschaften.

14=5+2+3+4 Schiiler sind Mitglieder des
Chors.

18=5+2+6+5 Schiiler nehmen am Zirkel
»Jg. Sanitdter" teil.

7=2+5 Chormitglieder nehmen am Zirkel
»Jg. Sanititer* teil.

Spiel mit Holzchen

Betrachte die Figur genau, und berechne die
Anzahl der Quadrate! Du wirst feststellen:
Es sind nicht 114, sondern 113 Quadrate,
denn

2(14+3+5+...+13)+15=

2<;14>+15=93+1s=113.

Liosungen zum
Heiteren alpha-Ferienmagazin

Troll: Labyrinth

k

Folgende Schuhpaare gehéren zusammen:
Aund 7, Bund 3, Cund 4, D und 2.

technikus: Das Aquarium enthilt 18,751
Wasser. Es konnen sechs Fische darin ge-
halten werden.

Skatspiel: 27, 28 und 29 Augen sind nicht
moglich.

Jugend + Technik: Bei einer maBstabgerech-
ten VergroBerung der Abmessungen der
Wanderkarte wird ihr MafBstab verringert.
Es gilt 20:50 = 35:87,5 = x:10000. Hieraus
folgt x =4000; der neue MabBstab ist also
1:4000.

Frosi:

(VI S IRV}

3 4
6 4
3 4
Beim unteren Bild betrachte man die Dia-
gonale!

eeoee

Bild rechts: Anstelle des Fragezeichens muf3
stehen:

A B
ve

Trommel: In der Mitte des Bildes sitzt
eine Katze.

Das Magazin: Von B aus ist es moglich, zum
Beispiel iiber die Reihenfolge 3-5-6-8-7-
-4-2-1. Von C aus ist es nicht moglich.
Multiplikationsaufgabe: 46 x 715 = 32890.

/

Fiir Dich:
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Von 4 nach B ist ein Weg durch

das Labyrinth zu finden.
T

i
ﬂ: |

|

]

Welche Schuhe von den oben
_L dargestellten gehéren zu den unten
[IB gezeichneten Profilen?

g e

Die Urlaubsorte A B, C, D sind
alle durch StraBen mit der
Kreisstadt E und zum Teil unter-
einander verbunden. Der Radfahrer
mochte nun zur Kreisstadt radeln
und dabei alle 8 StraBen

befahren, aber keine doppelt.

Ist das iiberhaupt moglich?

Er soll einmal von B, beim

zweiten Mal von C aus starten.

T
LRI R

Im dargestellten Zahlenkreis

liegt eine Schere. Zerschneidet
bitte damit symbolisch den Kreis
durch zwei Schnitte in drei

Teile, die wie angedeutet eine
Multiplikationsaufgabe mit
stimmender Losung ergeben sollen.

und dessen Héhe 35 cm betragen,

ist bis 5cm unter den oberen

Rand mit Wasser gefiillt.

Wieviel Fische konnen in

dem Aquarium gehalten werden,
wenn jeder Fisch 31 Wasser braucht?

L NI

Ein quaderformiges Aquarium,
dessen Grundkanten jeweils 25cm

= — — —— e —— o e e — — — e e e e ] . . e e e e— — — — e —— —— —— — — — — —

_ 1l

Ein Skatfan fragt: Der niedrigste
Augenstich beim Skat betrdgt zwei
Augen (1 Bube, 2 leere Karten). Sind
alle Augenstiche durchgehend von 2
bis 33 moglich?

Ein Fotofan vergréBert eine
Wanderkarte mit den Abmessungen
20cm x 35cm und einem Mafstab
1:10000 maBstabgerecht auf

ein Format von 50 cm x 87,5cm.
Welchen MaBstab besitzt die neu
angefertigte Wanderkarte?
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Eine Aufgabe —
verschiedene
Losungen

Eine Aufgabe von
Prof. Dr.

Lothar Berg

Sektion Mathematik der Wilhelm-Pieck-Uni-
versitdt Rostock, Vorsitzender der Bezirks-
sektion Nord der Mathematischen Gesellschaft
der DDR.

Grundkenntnisse
in Geometrie
gefragt

Im Heft 6/1979 veroffentlichten wir folgende
Aufgabe:
Maé6 =1916
ab
+bc
+ca
“abc
sind die Buchstaben so durch Ziffern zu er-
setzen, daB eine richtig geloste Additions-
aufgabe entsteht. Dabei bedeuten gleiche
Buchstaben gleiche Ziffern, verschiedene
Buchstaben verschiedene Zilfern.

In dem Schema

Im Heft 3/1980 verdffentlichten wir dazu eine
Losung:
Aus ab+bc+ca=abc folgt a=1 oder a=2.
Dabei gilt 1<a, b, ¢c<9. Nun gilt (10a+b)
+(10c+a)=100a+ 10b+c¢, b+ 10c=89a.
Fiir a=2 erhalten wir b+ 10c=178. Wegen
b, ¢<9 hat diese Gleichung keine Losung.
Fiir a=1 erhalten wir b+ 10c=89, 10c=80
+9—b, c=8+%. Nur fiir 5=9 und damit
fir ¢ =8 erhalten wir eine positive ganzzahlige
Losung; sie lautet

19+98+81=198.

Wir stellen nun die Lésung von Dirk Jiirgeleit
aus Malchin vor, der Schiiler der Klasse 6a
der Richard-Ehrlich-OS ist.

Dirk 16ste diese Aufgabe wie folgt:

Die Summe aus drei zweistelligen natiirlichen
Zahlen ist kleiner als 300; deshalb mufl a
gleich 1 oder gleich 2 sein. Unter Beachtung
der Einerstellen der drei Summanden miiBte
b=8 sein, wenn a=2 ist. Wegen ¢ +0 wiirde
dann fiir die Zehnerstellen 2+8 +c=28 gel-
ten, was nicht moglich ist. Somit entfillt g =2.
Fiir a=1 miiBte b=9 sein. Ich stelle eine

Tabelle auf.

a b ¢ ab bc ca Ergebnis
1 91 19 91 11 121 191
1 9 2 19 92 21 132 192
1 9 3 19 93 31 143 193
1 9 8 19 98 81 198=198

Probe: 19+ 98 + 81 =198.

Wir stellen nun die Losung von Kati Merkel
aus Theuma vor, die Schiilerin der Klasse 6
ist; Kati 16ste diese Aufgabe wie folgt:

Wegen 1=a=<9, 1=5b=59, 15¢59, azb,

42121 A In einer Ebene sei ein beliebiges
Dreieck AABC gegeben. Man wihle in dieser
Ebene zwei weitere Punkte D, E so, dal3
ACBD und AACE das gegebene Dreieck zu
einem Fiinfeck ABCDE erginzen. Unter der
weiteren Voraussetzung, daB diese drei Drei-
ecke (in der angegebenen Reihenfolge der
Eckpunkte) zu einander dhnlich sind, beweise
man:

a) Das Fiinfeck entartet im Punkt C, ist also
lediglich ein Viereck ABDE.

b) Die Gerade durch die Punkte D, C, E ist die
Tangente des Kreises durch die Punkte A, B,
C im Punkt C.

Zusatzaufgaben:

¢) Nach Einfiilhrung eines rechtwinkligen
Koordinatensystems stelle man die Gleichung
der Geraden durch die Punkte D, C, E aufl
und berechne ihre Nullstelle x.

d) Man interpretiere die vorhergehende Be-
rechnung von x als Niherungsverfahren zur
Bestimmung einer Nullstelle einer gegebenen
Funktion durch die Punkte 4, B, C.

Literatur zur Teilaufgabe d):

L. Berg, Diflerentialgleichungen zweiter Ord-
nung mit Anwendungen. Math. Schiilerbii-
cherei Nr. 97, DVW, Berlin 1979

L. Berg, Ein ableitungsireies Dreistufenver-
fahren mit quadratischer Konvergenz zur Be-
rechnung von Nulistellen. Rostocker Math.
Kolloquium 13 (1980), 119-122

(Diese Aulgabe wurde 1979 anliBlich des Ju-
bildums des Bezirksklubs Neubrandenburg
[10jdhriges Bestehen] den Jungen Mathe-
matikern gestellt, d. Red.)

a*c, b#c kann nur a+ b+ c £24 gelten. Die
Summe aus drei zweistelligen natiirlichen
Zahlen ist kleiner als 300. Deshalb kann a=1
oder a=2 gelten. Ferner gilt b+ c+a=10+c,
also a+b=10 und a+b+c+1=10+b, also
¢+11=10+b bzw. b=c+1. Daraus folgt
wePtera; =1,b,=9,c;=8 odera, =2, b, =8,
2= 7.

Nur 19+ 98 + 81 =198 hat eine Lésung; denn
28 +87+ 72 4 287 fithrt zum Widerspruch.

Von den nachstehend abgebildeten Figuren
ist jeweils der Flicheninhalt zu berechnen.

Ala c
O
N\
A fcm 8
A2a ¢ CB=CD

- a[s
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Der Satz von
Viviani:
ein Spezialfall

1. Aufgabenstellung

Im 17. Jahrhundert wurde eine interessante
Eigenschaft der gleichseitigen Dreiecke ent-
deckt. Zu Ehren des Entdeckers wird diese
Eigenschaft als Satz von Viviani (1622 bis 1703)
bezeichnet und besagt: In jedem gleichseiti-
gen Dreieck ist die Summe der Abstinde eines
innerhalb des Dreiecks befindlichen Punk-
tes P von den Seiten konstant. Damit wird
durch den Satz von Viviani die Losung der
folgenden Aufgabe gegeben:

Fiir welche inneren Punkte P eines gleich-
seitigen Dreiecks ist die Summe der Abstéande
von den Seiten konstant?

Um allgemein fiir spitzwinklige Dreiecke eine
dhnliche Aufgabe formulieren zu koénnen,
fiihren wir zweckmaiBigerweise das folgende
Funktional f ein. Unter einem Funktional f
versteht man eine Abbildung, die jedem Ele-
ment P einer Menge, hier der Menge ailer
Dreieckspunkte P, eine reelle Zahl f(P) zu-
ordnet.

Es sei ABC ein spitzwinkliges Dreieck und P
ein innerer Punkt. Die FuBpunkte der von P
auf die Seiten AB, BC und AC gefillten Lote
bezeichnen wir mit R, S und 7. Dem Punkt P
wird nun der folgendermaBen definierte
Funktionalwert f(P) zugeordnet:

f(P)=PR+PS+PT. (Bild 1)
c
r s
P
A R 8
fa
Bild 2 f(A)=hs
‘b f(B)=hy
S(C)=nh,
he
p ' 8

Bei der Definition des Funktionals f(P) kann
man von der Voraussetzung abgehen, dal P
ein innerer Punkt des Dreiecks ist. Ist P ein
Dunkt auf einer Dreieckseite, so wird ein ent-
sprechender Summand in der Definition des
Funktionals f(P) zu Null. Wenn P ein Eck-

punkt ist, dann werden zwei Summanden des
Funktionals zu Null, das heiBt, f(4), f(B) und
f(C) sind die Hohen im Dreieck ABC auf den
Seiten, die dem jeweiligen Eckpunkt gegen-
iiberliegen. (Bild 2)

Damit haben wir ein Funktional f definiert,
das jedem Punkt P eines spitzwinkligen
Dreiecks ABC die Summe der Abstidnde des
Punktes P von den Dreieckseiten als Funk-
tionalwert f(P) zuordnet.

Im weiteren wollen wir uns mit der folgenden
Aufgabe befassen:

Gegeben sei ein spitzwinkliges Dreieck ABC.
Fir welche Punkte P des spitzwinkligen
Dreiecks ABC gilt f(P)=k=konstant und
welche Werte kann k bei einem spitzwinkligen
Dreieck annehmen? )

Die Losung der Aufgabe erfolgt in mehreren
Teilabschnitten. Zundchst wenden wir uns
noch einmal dem Satz von Viviani zu.

2, Der Satz von Viviani

Es sei ABC ein gleichseitiges Dreieck

S(4)=/(B) =f(C)=§ AB.

Dann gilt fur jeden Punkt P des gleichseitigen
Dreiecks ABC

J(P) =—lé—§ AB=konstant.

(Bild 3)

Bild 3

Beweis: Zundchst sei P ein innerer Dreiecks-
punkt. Es seien R, S und Tdie FuBpunkte der
von P auf die Dreieckseiten AB, BC und AC
geldllten Lote. Die Fliche F des gleichseitigen
Dreiecks ABC ist einerseits gleich

I —
F=54B/(C)

und andererseits gleich der Summe der Fla-
chen der Dreiecke ABP, BCP und CAP.
Somit ergibt sich

[ ——

F=%Z§Fﬁ+—BCPS+

3 AC PT

ST

=é§(ﬁ§+?§+?ﬂ=%ﬁfﬂd

Daraus folgt
J(P)=f(A)=f(B)= f(C)

=l/75 AB=konstant.

Der Beweis bleibt giiltig, wenn P ein beliebi-
ger Punkt auf einer Dreiecksseite oder ein
Eckpunkt ist. Der Wert des Funktionals
f(P) ist [ur jeden Dreieckspunkt P gleich der
Hohe des gleichseitigen Dreiecks. w.z.b.w.
Wenden wir uns nun als ndchstes der Be-
stimmung aller Punkte P eines spitzwinkligen
gleichschenkligen Dreiecks zu, fiir die f(P)=
konstant gilt.

3. Das spitzwinklige
gleichschenklige Dreieck

Wir betrachten ein spitzwinkliges gleich-
schenkliges Dreieck ABC mit der Basis AB
[f(4)= f(B)] und dem Basiswinkel « (45° <a
o< 90°). Ist R der FuBpunkt des Lotes eines
beliebigen Dreieckspunktes P aul die Basis
AB, so gilt

.ﬂm=F§<1_iﬁ>+fuy (Bild 4)
AC

Bild 4

A R 8

Das heif}t, das Funktional f ist eine lineare
Funktion von PR und hat fiir alle Punkte P
auf einer Parallelen A'B’ zur Basis AB den
konstanten Wert

k=ﬁ§<l—é£>+fm1
AC

Beweis: Wir nehmen zunichst an, daB} P ein
beliebiger innerer Punkt eines spitzwinkligen
gleichschenkligen Dreiecks ist. Die Fuf-
punkte der von P auf die Dreieckseiten ge-
[dllten Lote bezeichnen wir wiederum mit R,
S und T Es sei A'B eine Parallele zur Basis
AB durch den Punkt P. Mit h. bezeichnen
wir die Hohe des gleichschenkligen Dreiecks
A'B'C iiber der Basis A'B'.
Aus dem Strahlensatz folgt nun
h AT

7O ac
Unter Verwendung dieser Beziehung ergibt
sich die Fldche Fdes gleichschenkligen Drei-
ecks A'B'C zu

Sie st andererseits gleich der Summe der
Fldachen der Dreiecke A'PC und B'CP

1 —_ 1=
F=zAC PT+l BCPS.
2 2
Daraus folgt

Pr+Ps=75 L9,
AC
Somit hat das Funktional f fiir alle Punkte P

aul A'B’ den Wert

_ﬂﬂ:?ﬁ+2§“&9.
AC
Nach dem Strahlensatz gilt weiter
A'B_f(C)- PR
AB 70
und somit
—m_g/(C)—PR
A'B'=AB
S(©)
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Durch Einsetzen in f(P) erhalten wir

JO)=PR f(C) _

=PR+4B1—_"= =
f(P)=PR+ 70 ac

da aus dem Strahlensatz {olgt

f(4)_4B

flO ac
Wird nun die Voraussetzung weggelassen,
daB P ein innerer Dreieckspunkt ist, so bleibt
der Beweis giiltig, w.z.b.w.
Betrachten wir einige Schlu3folgerungen. Fiir
alle Punkte P auf der Basis AB gilt wegen
PR=0

S(P)=[(A)=f(B).
Fallt P mit dem Eckpunkt C zusammen, so
gilt wegen P—R=a=f(C)

f<C)=ﬁ<1 —A:B>+I(A)
AC

4B
=1O-1O 22 L f(a)=f(C).
AC

Der Wert des Funktionals f(P) variiert linear
zwischen f(A)=f(B) und f(C). Im Falle
45°<a<60° ergibt sich f(C)=< f(P)< f(A)
={(B). Fiir ein gleichseitiges Dreieck (o= 60°)
folgt wegen AB=AC fiir einen beliebigen
Dreieckspunkt P die Beziehung f(P)=f(A4)=
=f(B)=f(C),d.h. der Satz von Viviani. Wenn
60° <a <90° gilt, so folgt f(A)=f(B)Sf(P)<
<f(C) fiir alle Dreieckspunkte P.

Nach der Betrachtung der beiden Spezialfdlle
wenden wir uns nun dem allgemeinen Fall
eines beliebigen spitzwinkligen Dreiecks zu.

4. Ein beliebiges spitzwinkliges Dreieck

Die Losung der Aufgabe, alle Punkte P eines
beliebigen spitzwinkligen Dreiecks mit
Sf(P)=k=konstant zu bestimmen, fiihren wir
in zwei Teilschritten durch. Dabei wird deut-
lich, wie sich die bereits betrachteten Spezial-
falle einordnen. Im ersten Teilschritt zeigen
wir, daB gilt: Wenn aul verschiedenen Seiten
eines spitzwinkligen Dreiecks ABC zwei
Punkte M und N mit der Eigenschaft
S(M)=f(N)=k bekannt sind, dann gilt fur
jeden Punkt P auf der Strecke MN :

f(P)=k. (Bild 5)

Bild 5

|

I

|

|

1
A M R N 8
Beweis: Es seien R, S und T die FuBpunkte
der von einem beliebigen Punkt P aul MN
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auf die Dreieckseiten gefldllten Lote. Wir
setzen im Beweis voraus, daBB MN nicht zur
Dreieckseite parallel ist, die weder M noch
N enthilt. Der Fall MN parallel zu dieser
Dreieckseite, wie noch deutlich wird, ist nur
flir das spitzwinklige gleichschenklige Dreieck
moglich und wurde bereits behandelt.

Wir nehmen an, M ist ein Punkt auf AC und
N ein Punkt aul BC. Die Strecke MN sei
nicht parallel zu AB. Dann gilt nach dem
Strahlensatz

_PS _PN PT _PM PR-MM
MM’ MN NN° MN  PM
NN -MM

" NN

Werden die drei Beziehungen nach PS, PT
und PR aulgeldst und in den Ausdruck [iir
J(P) eingesetzt, so folgt

. 5.5 =5 3 P —_
j(P):PS+PT+PR=MM":N+NN”
MN

NN —MM'

f—ﬂ+MM'+W
MN MN

=MM (1 —ﬂ)
MN

M N M
MN MN

PN
MM” —+ NN’
MN

e PN e
=(MM +MM") =—+(NN'+NN" ) =
MN MN

PN +PM

=f(M)ﬂ+f(N)g =k
MN MN MN
=k, w.zb.w,
Damit reduziert sich die Losung der Aufgabe
auf die Ermittlung von Punkten M und N aufl
den Dreieckseiten mit f(M)= f(N). Im zwei-
ten Teilschritt wird dafiir eine konstruktive
Maglichkeit angegeben.
Als erstes zeigen wir, wie man zu einem be-
liebigen Punkt P auf einer Seite eines spitz-
winkligen Dreiecks den Wert des Funktionals
f(P) als Strecke konstruieren kann.
Wir nehmen an, es sei P ein Punkt auf der
Seite BC eines spitzwinkligen Dreiecks ABC.
Im Punkt B wird unter einem rechten Winkel
zur Seite BC die Hohe f(B) antragen. Ana-
log wird unter einem rechten Winkel zur
Seite BC im Punkt C die Hohe f(C) ange-
tragen. Wir erhalten die beiden Punkte B
und C'. Es sei P’ der Schnittpunkt des im
Punkt P auf der Seite BC errichteten Lotes
mit der Strecke B'C’. Dann gilt

f(P)=PF (Bild 6)

Beweis: Nach dem Strahlensatz kdnnen wir
folgende Beziehungen ableiten

PT_PC PR_PB

J(B)"BC'f(O) BC
Daraus folgt durch Addition der beiden Be-

ziehungen
PT PR_PC+PB_,
f(B) fIC)  BC '

Gilt f(B)=f(C) so ergibt sich
PT+PR=/(P)=/(B)=/(C).
Dieser Fall liegt genau dann vor, wenn BC
die Basis eines spitzwinkligen gleichschenkli-
gen Dreiecks ist.
Es sei nun ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit f(C)<f(B).
Durch Anwendung des Strahlensatzes [olgt
PP ~f(C) _ f(B)—f(C)
PC ~BC
Daraus leiten wir ab

PB PC PR
=f(C)— B)—= e
S )Bc+f( )BC f(C)j(C)

+f(B)%=ﬁ+ﬁ'=f(P). w.z.b.w.

Wir konnen jetzt dazu iibergehen, alle Punkte
P auf den Seiten einschlieBlich der Eckpunkte
eines beliebigen spitzwinkligen Dreiecks ABC
mit f(P)=Lkonstant zu ermitteln. In den Eck-
punkten des Dreiecks A, B und C werden
jeweils rechtwinklig zu den angrenzenden
Seiten die Hohen f(A), f(B) und f(C) ange-
tragen und deren Endpunkte durch die Strek-
ken A”B’, B"C' und C"A’ verbunden. Werden
anschliefend die Punkte B’ und B” durch
einen Kreisbogen mit dem Radius f(B), die
Punkte C’ und C” durch einen Kreisbogen
mit dem Radius f(C) und die Punkte A’ und
A” durch einen Kreisbogen mit dem Radius
f(A) verbunden, so ergibt sich ein geschlosse-
ner Linienzug A”"B'B"C'C"A’. (Bild 7)

Es sei nun P ein beliebiger Punkt auf den
Seiten bzw. ein Eckpunkt des spitzwinkligen
Dreiecks ABC. Durch Errichten des Lotes im
Punkt P erhalten wir einen Schnittpunkt P’
mit dem Linienzug A"B'B"C’'C"A’. Es gilt
f(P)=PP.. Die Konstruktion einer ,,H&hen-
linie” durch den Punkt P’ liefert weitere
Schnittpunkte Q' mit dem Linienzug A”B'B”



C'C"A’. Wird von Q' auf die entsprechende
Dreieckseite das Lot gefdllt, so ergibt sich
ein Punkt Q mit f(Q)=0Q =PP =f(P).

Aus dieser Konstruktion ist sofort ersichtlich,
daB fiir einen beliebigen Punkt P aul den
Dreieckseiten gilt

min{f(A), {(B), f(C)} <f(P)
<max{f(A), f(B), f(C)}.

Diese Beziehung bleibt giiltig, wenn P ein be-
liebiger Dreieckspunkt ist, da alle Punkte auf
der Verbindungsstrecke PQ zweier Rand-
punkte P und Q mit f(P)=/(Q) den gleichen
Funktionalwert haben.

Es sei nun ABC ein spitzwinkliges Dreieck
mit f(A)<f(B)<f(C). Dann gibt es aul der
Seite AC genau einen Punkt Q mit f(Q)=/(B).
Fiir alle Punkte P aul QB gilt f(P)= f(Q)
=f(B). Wir konnen sogar noch mehr aus-
sagen. Ist P ein Punkt des Dreiecks BCQ,
so gilt f(B)<f(P)<f(C). Wenn dagegen P
ein Punkt des Dreiecks ABQ ist, so gilt
S(A)Zf(P)ZS(B). Alle Punkte P des Dreiecks
ABC mit f(P)=konstant liegen auf Parallelen
zur Strecke BQ. (Bild 8)

Bild 8
~TTTS
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Beweis: Aus der Konstruktion folgt, daB die
,Hohenlinie” durch B’ bzw. B” mit C"A’
einen eindeutigen Schnittpunkt Q' hat, woraus
sich aul AC der Punkt Q mit f(Q)=f(B) er-
gibt. Wenn P ein Punkt des Dreiecks BCQ
bzw. des Dreiecks ABQ ist, so f[olgen die Un-
gleichungen f(B)<f(P)<f(C) bzw. f(A)<
<f(P)<f(B) gleichlalls aus der Konstruk-
tion.

Um zu zeigen, daB alle Punkte P mit f(P)=
konstant auf Parallelen zu BQ liegen, wahlen
wir einen beliebigen Punkt P zum Beispiel
auf der Seite BC. Dazu gibt es einen ein-
deutigen Punkt D aul CQ mit fiD)=f(P).
Auf der Strecke PD hat das Funktional f
einen konstanten Wert. Durch die Anwen-
dung des Strahlensatzes erhalten wir
/(P)~f(B)_PB f(D)-/(Q)_0D
f(C)~/B) BC’ SO-fQ gcC

woraus wegen f(P)=f(D) und f(Q)=f(B) die
Beziehung

PB_QD

BC QC

folgt. Das bedeutet aber nach dem Strahlen-
satz, daB BQ und PD parallel sind. w.z.b.w.

Eine Aufgabe von
Prof. Dr.

Hans Triebel

Sektion Mathematik
der Friedrich-Schiller-Universitiit Jena

A2122a Eine Aulgabe zur zweidimensio-
nalen allgemeinen Relativititstheorie

Albert Einstein, der Begriinder der allgemei-
nen Relativitidtstheorie, wurde am 14.3. 1879
geboren. AnldBlich der hundertsten Wieder-
kehr dieses Ereignisses erschienen 1979 nicht
nur zahlreiche wissenschaltliche, sondern
auch viele populdrwissenschaltliche Arbeiten
iiber Einstein und sein Werk. Dabei spielen
solche Begrifle wie ,,Kriimmung des Raumes”
usw. eine groBe Rolle. Der Nichtfachmann
steht einem solchen Begrilf wie Kriimmung
des Raumes etwas hilflos gegeniiber und ver-
sucht, sich etwas Anschauliches darunter vor-
zustellen. Es handelt sich aber um rein mathe-

5. SchluBbetrachtungen

Zur Beantwortung der gestellten Aulgabe
148t sich nun zusammenlfassend die folgende
Aussage [ormulieren.

Die Summe der Abstinde eines beliebigen
Punktes eines spitzwinkligen Dreiecks von
den Seiten liegt stets zwischen der kleinsten
und der groBten Hohe des Dreiecks. AuBler
fiir das gleichseitige Dreieck gibt es in jedem
spitzwinkligen Dreieck eine Schar von Pa-
rallelen, wobei [ur jede der Parallelen gilt,
dafl die Summe der Abstinde aller ihrer
Punkte von den Dreiecksseiten den gleichen
Wert hat. Die Aussage, ein spitzwinkliges
Dreieck hat paarweise verschiedenlange Sei-
ten ist dquivalent zur Aussage, daB die er-
wihnte Parallelenschar zu keiner Dreiecks-
seite parallel ist. Im Falle eines spitzwinkligen
nichtgleichseitigen gleichschenkligen Drei-
ecks ist die Parallelenschar zur Basis parallel.
Den Ausnahmefall bildet das gleichseitige
Dreieck, fir das es keine derartigen Pa-
rallelenschar gibt. In diesem und nur in die-
sem Fall gilt der Satz Yon Viviani.

6. Zwei Aufgaben

a) In einem beliebigen spitzwinkligen Dreieck

ABC sind die Punkte P zu ermitteln, [Ur die

f(P) extremal wird.

b) Es sei P der Schnittpunkt der Héhen eines

spitzwinkligen Dreiecks A BC. Man bestimme

alle Punkte Q des Dreiecks mit f(Q)=f{(P).
G. Windisch

matische Kennzahlen, denen man nicht mit
Gewalt einen anschaulichen Sinn unterlegen
sollte. Man kann aber doch eine gewisse Vor-
stellung erlangen, wenn man von 3 Dimen-
sionen (unserem realen Raum) zu 2 Dimen-
sionen ibergeht. Wir betrachten eine zwei-
dimensionale krumme Fliche F im drei-
dimensionalen Raum und nehmen an, daf3 F
die Welt zweidimensionaler Wesen ist. Diese
zweidimensionalen Wesen leben auf F, sie
haben kein Gefiihl fiir eine dritte Dimension.

Fiir sie hat die Aussage ,,Unsere Welt ist ge-
krimmt” keinen unmittelbaren geometri-
schen Sinn. DaB ihre Welt eine Fliche im
dreidimensionalen Raum ist, konnen sie nicht
wahrnehmen und eine entsprechende Aus-
sage wire [ir diese zweidimensionalen Wesen
sinnlos, da diese [iir sie nicht iiberpriifbar ist.
(Fiir uns dreidimensionale Wesen wiire eine
Aussage der Form, daB unsere Welt eine
,Fliche” in einem vierdimensionalen Raum
ist, ebenfalls sinnlos). Die Mathematiker und
Physiker dieser zweidimensionalen Welt ent-
wickeln nun mathematische und physikali-
sche Theorien, etwa eine zweidimensionale
allgemeine Relativitdtstheorie und zugehorige
geometrische Uberlegungen. Sie verkiinden
ihren staunenden Mitbiirgern: ,,Unsere Welt
ist krumm. Wir haben hierftur kein Gefuhl,
aber wir konnen eine Formel angeben, die
diesen Sachverhalt beschreibt.”

Diese Formel wird nun wie folgt gewonnen.
Wir nehmen an, daf3 die Bewohner von F
Abstidnde in ihrer Welt messen k6nnen. Dann
konnen sie auch ,Kreise” definieren: Der
»Kreis” um den Punkt P (auf F) mit dem Ra-
dius r ist der geometrische Ort aller Punkte Q
(auf F), deren Abstand zu P gleich r ist. U(r)
sei der Umfang dieses ,Kreises”. Dann be-
zeichnen die zweidimensionalen Mathemati-

ker der Welt die GréBe K(P),
K(P)=2 lim 2= U0)
n r

r—0
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als die Kriimmung im Punkt P. Bekanntlich
ist 2nr der Umfang eines euklidischen Kreises
(in der Ebene) vom Radius r. In der obigen
Formel wird also die Abweichung von U(r)
zum euklidischen Kreis als MaB [uir die
Kriimmung genommen. Ist F eine Ebene, so
ist K(P)=0 fir alle Punkte P. Die Aufgabe
besteht nun darin K(P) zu berechnen, falls F
die Oberfldche einer Kugel im dreidimensio-
nalen Raum mit dem Radius R ist. In diesem
Fall fiihrt die obige Konstruktion zu einem
»Kreis” in F, der auch nach unserem euklidi-
schen Verstindnis ein Kreis ist, sein Radius
ist ¢. Die Frage lautet:

Wie grof ist K(P)?

Oder anders formuliert: Was erzdhlen die
zweidimensionalen Mathematiker auf F ihren
Mitbiirgern beziiglich der Kriimmung ihrer
Welt?

Hinweis: Man benutze die Formel

i x—sinx 1
im ———=_.
P 6

Zusatzaufgabe: Man beweise diese Formel.
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Optimale
Reihenfolge

Im Alltag treffen wir olt aul Situationen, bei
denen durch die Wahl einer gilinstigen Rei-
henfolge von bestimmten Handlungen viel
Zeit oder Geld eingespart werden kann.

Beispiel 1: Im Wartezimmer eines Arztes
sitzen die Patienten A, B, C, D, E und F. Der
Arzt weiB, daB er, etwa 20 Minuten fiir die
Behandlung von A, 30 min fir B, 15min fiir
C, Smin fiir D und je 10min fir £ und F
braucht.

Ruft er die Patienten in der Reihenflolge (4,
B, C, D, E, F) herein, so wartet 4 gar nicht
und B 20min. C bleibt 20+ 30=50min im
Wartezimmer, D wartet 65, E 70 und F 80 min.
Fiir alle Patienten zusammen ergibt das eine
Wartezeit von 285min, also 4 Stunden und
45 Minuten. Gibt es eine giinstigere Reihen-
folge? Fiir welche Reihenfolge der Patienten
wird die Gesamtwartezeit am kleinsten? (L6-
sungen siehe S.94.)

Eine Reihenlolge von n verschiedenen Buch-
staben oder Zahlen wird in der Mathematik
als Permutation bezeichnet. Es ist bekannt,
daBesn-(n—1)-...-2-1 verschiedene Per-
mutationen von n Objekten gibt. Priilt diese
Formel einmal mit 3 oder 4 Buchstaben nach,
indem ihr alle moglichen Anordnungen aul-
schreibt! In unserem Beispiel gibt es
6-5-4-3-2-1=720 mogliche Reihenfolgen
des Empfangs der Patienten.

Es leuchtet ein, daB es aufwendig ist, die giin-
stigen Reihenfolgen durch Probieren zu su-
chen. Wir werden eine allgemeine Regel [iir
die optimale Reihenfolge ableiten. Wenn ihr
diese Regel bei der Losung von Beispiel 1
noch nicht gefunden habt, schaut euch die
Aufgabe noch einmal an oder stellt euch selbst
eine dhnliche Aufgabe. Ihr werdet es schnell
erraten.

Zunichst wollen wir die Aufgabe etwas all-
gemeiner formulieren.

Problem 1: In einem Wartezimmer sitzen n
Patienten. Die Behandlungsdauer jedes Pa-
tienten sei bekannt. Gesucht ist eine solche
Reihenfolge der Behandlung, bei der die
Summe s der Wartezeiten aller Patienten
minimal wird.

I5sung : Wir bezeichnen die Patienten mit A,
A,, ..., s0,daB (4,, A,, ..., A,) eine optimale
Reihenfolge ist. Jetzt leiten wir eine Bedin-
gung fiir die Behandlungszeiten her, die wir

mit ay, ..., a, bezeichnen. Es ergeben sich
folgende Wartezeiten:

Patient Wartezeit

A, -

A, a;

A, a,+a;

Ay ataz+...+a,->

A, ay+a+...+a—r+a,-,

Durch Addieren und Zusammenlassen er-
hdlt man als Gesamtwartezeit s=(n—1)a,
+(n—2)-a;+...4+2 - ay-2+ap-,. In dieser
Summe wird a; mil dem groBten Faktor
multipliziert, a, mit dem zweitgroBten usw.
Wir haben vorausgesetzt, dafi die Reihenfolge
(A, ..., A,) bzw. auch (ay, ..., a,) so gewdhit
ist, daB s am kleinsten wird. Das heif3t, es
muB gelten

ayfa;£... S50,

Ergebnis: Die Gesamtwartezeit wird am
kleinsten, wenn jeweils der Patient mit der
kiirzesten noch mdglichen Behandlungszeit
empfangen wird.

Wenn alle Behandlungszeiten verschieden
sind, gibt es genau eine optimale Reihenfolge.
Haben zwei oder mehrere Patienten die glei-
che Behandlungszeit, so kohnen diese in der
Reihenfolge miteinander vertauscht werden,
ohne daB sich s dndert. In diesem Fall gibt
es mehrere Losungen.

Bei dem nichsten, allgemeineren Problem
werden wir das Ergebnis noch mit einer ande-
ren Uberlegung gewinnen. Zunachst zwei
Aufgaben. Versucht wieder, eine allgemeine
Regel abzuleiten!

Beispiel 2a: Ein Direktor hat in einer Stunde
4 Probleme zu besprechen. Zu jedem Thema
ist eine bestimmte Sprechzeit vorgesehen und
eine bestimmte Anzahl von Besuchern be-
stellt, die schon im Vorzimmer warten:

Thema Sprechzeit Anzahl
in min der Besucher
1 20 5
2 25 8
3 10 10
4 5 2

Wir wollen voraussetzen, da3 kein Besucher
fiir mehrere Themen vorgesehen ist. Wie ist
die Reihenfolge der Themen festzulegen, da-
mit die Gesamtwartezeit der Besucher mini-
mal wird?

Beispiel 2b: In einem Halen liegen 6 Schiffe
vor Anker, die nacheinander entladen werden
miissen. Die Entladezeiten und die Kosten,
die fir die Liegezeit des Schiffes im Hafen
entrichtet werden miissen, sind bei den ein-
zelnen Schiffen unterschiedlich.

Schiff Entladezeit Liegekosten
in Stunden pro Stunde in Mark
A 2 10000
B 4 8000
C 5 15000
D 2 12000
E 4 18000
F 3 18000



Bei welcher Reihenfolge des Entladens wird
die Summe der Liegekosten am kleinsten?
Die Zahlenangaben sind durchaus realistisch.
Statt die Kosten fiir die gesamte Liegezeit im
Hafen zu betrachten, kann man sich auch auf
die Wartezeit beschrinken, denn die Entlade-
zeit ist ja fest vorgegeben. Wir versuchen,
beide Aufgaben in eine allgemeinere mathe-
matische Problemstellung einzuordnen:
Problem 2: n Objekte (Schiffe oder Besucher-
gruppen) warten auf ihre Abfertigung, die
nacheinander erfolgen soll. Die Abfertigungs-
zeit g; fir jedes Objekt A; und die Kosten ¢;
(pro Zeiteinheit) fir seine Wartezeit sind be-
kannt. Gesucht ist eine Reihenfolge der Ab-
fertigung, fir die die Gesamtsumme s der
Wartekosten am kleinsten wird.

Die Wartekosten fiir 4; sind das Produkt von
¢; mit der Zeit, die A; warten muB. Im Bei-
spiel 2a spielt die Anzahl der Besucher die
Rolle des Kostenfaktors c;, denn die Warte-
zeit fir alle Besucher einer Gruppe ergibt
sich als Produkt aus der Anzahl der Besucher
und der Wartezeit der Gruppe.

Unsere Losung erfordert jedoch iiberhaupt
keine Berechnung von Wartekosten, sondern
fiihrt das Problem aul den Fall n=2 zuriick'!
Lbsung: Wir betrachten eine Reihenfolge mit
den Gesamtwartekosten s;, bei der die Ob-
jekte A; und A, direkt nacheinander abge-
fertigt werden. Bei der abgednderten Reihen-
folge, bei der lediglich A; und A, die Plitze
getauscht haben und alle anderen Objekte auf
ihren Pldtzen verbleiben, sei die Summe der
Wartekosten s,. Bei beiden Reihenfolgen sind
die Kosten fiir die Wartezeiten der vor bzw.
nach A; und A, abgefertigten Objekte gleich
und auch die Kosten fir die Zeit, die 4; und
A, gemeinsam warten. Bezeichnen wir die
Summe dieser Kosten mit ¢,s0 ist s, =t +a; ¢y,
denn es kommen nur die Kosten (¢, pro Zeit-
einheit) fiir die Zeitspanne a; dazu, die A, aul
die Ablertigung von A; wartet. Entsprechend
erhilt man s, =t+ay - ¢;.

Subtraktion der beiden Gleichungen ergibt
$1 — S2=aiCx — &Ci.

Es ist genau dann s;>s,, wenn auch die
rechte Seite der letzten Gleichung positiv ist:
a;icy > ac;. Da die Kostenfaktoren ¢; und c;
groBer als Null sind (sonst kénnten die ent-
sprechenden Objekte beliebig spit abgefertigt
werden), kann man hierfir auch schreiben
G %
G Cx
zwei direkt nacheinander abzufertigenden
Objekten A; und A, der Quotient Abferti-
gungszeit durch Wartekosten fir das erste
Objekt groBer ist als fir das zweite, so kann
durch Vertauschen dieser beiden Objekte in
der Reihenfolge die Summe der Wartekosten
verkleinert werden. Die urspriingliche Rei-
henfolge war also nicht optimal.

Ergebnis: Ist (A,, ..., A,) eine optimale Rei-
henfolge, so gilt

In Worten ausgedriickt: wenn bei

Do
¢ C2 Cn

Man erhilt also die optimale Reihenfolge
(es muB ja eine geben), indem man die Quo-
tienten Abfertigungszeit durch Wartekosten
bildet und der GroBe nach ordnet. Sind einige
Quotienten gleich, so gibt es mehrere opti-
male Losungen, denn das Vertauschen der
entsprechenden  Objekte  untereinander
andert den Wert von s nicht, wie aus der
obigen Uberlegung hervorgeht.

Das Ergebnis zu Problem 1 ordnet sich hier
als Spezialfall ein, daB ¢, =c;=...=¢, ist. —
Nun noch eine schwierige Aufgabe:

Beispiel 3a: Ein 3-Familienhaus ist im Roh-
bau fertig. Ein Maurer und ein Maler kom-
men, um die Innenarbeiten auszufiihren. Sie
veranschlagen folgende Arbeitszeit (in Tagen):

Maurer Maler

Keller 2 1
Treppenhaus

und Abstell-

rdume 6 4
Wohnung 1 4 3
Wohnung 2 3 5
Wohnung 3 5 6 -

In welcher Reihenlolge ist die Arbeit der
beiden zu organisieren, damit das Haus zum
friihesten Termin bezugsfertig wird?

Das Problem besteht darin, daB der Maler
nur dort mit der Arbeit anfangen kann, wo
der Maurer fertig ist.

Diese Art von Aufgaben tritt in der Produk-
tionsplanung hdufig auf, wenn eine Reihe
von Werkstiicken auf mehreren Maschinen
nacheinander bearbeitet werden, wobei sie
unterschiedliche Zeit fiir die einzelnen Ar-
beitsginge bendtigen. Zum Beispiel sigen —
feilen — polieren, zuschneiden — nihen. Oder:

Beispiel 3b: 1m Beispiel 2b ist vor dem Ent-
laden die Zollkontrolle durchzufiithren, die
erfahrungsgemdB etwa folgende Zeit in An-
spruch nehmen wird: 3 Stunden fir Schiff 4,
5 fiir B, 4 fir C, 1 Stunde fiir D, 3 fir E und
4 fir F. In welcher Reihenfolge sind die
Schiffe abzufertigen, wenn wie in 2b die
Summe der Liegekosten bzw. Wartekosten
moglichst klein gehalten werden soll? Welche
Reihenfolge ist zu wihlen, wenn das letzte
Schill zum (rithestmoglichen Zeitpunkt abge-
fertigt sein soll?

Hier handelt es sich um zwei ganz unter-
schiedliche Fragestellungen. Die GrofBe, die
moglichst klein (oder groB) gemacht werden
soll, nennt man in der mathematischen Opti-
mierung die Zielgréfle. Was beziiglich der
einen ZielgroBe giinstig oder optimal ist, ist
ungiinstig beziiglich der anderen. Daher muB3
man sich bei Optimierungsaufgaben immer
im klaren iiber die ZielgrofBe sein. Die Losung
Mit minimalem Aufwand maximalen Nutzen
zu erreichen ist mathematisch nicht gerecht-
fertigt.

Fiir Beispiel 3a und die zweite Frage von 3b
wollen wir zum Abschlu8 das Problem und
die allgemeine Regel formulieren:

Problem 3: n Objekte sollen nacheinander
auf 2 Stationen abgefertigt werden. Fiir jedes
Objekt A; sind die Abfertigungszeit a; auf der
ersten und b; auf der zweiten Station bekannt.
Die zweite Station darf erst nach der ersten
durchlaufen werden.

In welcher Reihenfolge sind die Objekte ab-

zulertigen, damit die Ablfertigung aller Ob-
jekte zum [riihestmdglichen Zeitpunkt abge-
schlossen ist?

Zunichst ist durchaus nicht klar, daB bei
einer optimalen Losung die Reihenfolge auf
beiden Stationen dieselbe ist. Wenn man aber
eine optimale Losung hat, kann man die
Reihenfolge auf der zweiten Station so ab-
indern, daB sie mit der Reihenfolge aul der
ersten Station iibereinstimmt und daB die
abgeanderte Losung auch optimal ist. Die
folgende Skizze soll das verdeutlichen und
euch gleichzeitig zeigen, wie ihr graphisch
an die Losung solcher Aufgaben gehen konnt.

Zeit (in Stunden)
1 1 1 1 1 1 1T I 1 1

0 2 4 6
1. Station Abschlu3
I ........ I_I . I__I . . der
A; A .
, Ablertigung
2. Station (optimale Lésung) |
I----- I——[-——-[—1-—-1

A« B 4; C

2. Station
(abgednderte Losung, auch optimal)

- 17.-—17,‘_1"3"1"(?_[

Die allgemeine Regel wird bewiesen wie bei
Problem 2. Allerdings sind Fallunterschei-
dungen erforderlich.

Ergebnis: Zuerst sind die Objekte abzulerti-
gen, die auf der ersten Station weniger Zeit
erfordern als auf der zweiten (a; <b;). Diese
werden nach der ersten Abfertigungszeit ge-
ordnet, wobei mit der kleinsten Zeit begonnen.
wird (g1 £ a, < ...).

Die anderen Objekte werden nach der zwei-
ten Abfertigungszeit geordnet, wobei mit der
groBten Zeit begonnen wird (... 2 b,— 1 2 b,).
Beide Stationen werden in gleicher Reihen-
folge durchlaufen.

Im Gegensatz zu Problem 1 und 2 erfaBt
diese Regel nur einige, aber nicht alle opti-
malen Losungen. Vergleiche mit den Bei-
spielen! Ch. Bandt/F. Kipnick
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Funktionen
als ,,Dolmetscher*

Der Schiiler A4 beschiftigte sich im wesent-
lichen mit der Addition reeller Zahlen, sein
Freund M dagegen multiplizierte positive
reelle Zahlen. Beide rechneten unabhingig
voneinander. A konnte die L6sung der Aul-
gabe seines Freundes M nicht kontrollieren,
und auch M sah sich auBerstande, die Rech-
nungen von A zu verlolgen. Beide rechneten
gewissermafen in verschiedenen Sprachen,
A in einer ,,Additionssprache” und M in einer
»Multiplikationssprache”.

Und dennoch zeigten sich bei genauerem
Hinsehen auffillige Ubereinstimmungen. Die
in der ,,Multiplikationssprache” geschriebene
wahre Aussage

ola) Fiir alle x;; x;; x3eP* gilt
(x1°x3) 1 (x2-x3)=x; : x,” geht in die eben-
falls wahre Aussage der ,,Additionssprache”
»(14) Fiir alle y,; y;; ya €P gilt
Y1+y3) =z +y)=y1—y.""

iiber, wenn man das Operationszeichen ,,-
formal durch das Operationszeichen ,,+”,
das Operationszeichen ,,:” durch das Opera-
tionszeichen ,,—” und x,;; x,; x3 durch y,;
Y2, yj ersetzt.

Die beiden Freunde fanden weitere derartige
Aussagen: M nannte die Aussage

(2m) Fiir alle x,; x,e P* gilt x; - x3=x5 " x;
Dazu konnte A die Aussage

(2.) Fiir alle y,; y,€P gilt y,+y,=y,+y,;
formulieren.

Nun gab A eine wahre Aussage vor:

(3,) Fiir alle y;; y»; ys €P gilt:

Aus y;+ys=y2+y; folgt y1 =y,

Die [ormale Ubertragung in die ,,Multipli-
kationssprache” lieferte die Aussage

(3nm) Fiir alle x;; x,; x5 eP™ gilt:

Aus x; - x3=Xx; - x5 folgt x, =Xx,

»Diese Aussage ist ebenlalls wahr”, §agte M
und war [roh, daB die Zahl Null kein Element
von P* ist.

,»In beiden Sprachen scheinen gleiche gram-
matikalische Regeln zu gelten”, meinte A.
»~Man miiflte ein Waorterbuch aufstellen, wel-
chem man fiir jedes ,Wort’ der ,Additions-
sprache’ seine ,Bedeutung’ in der Multipli-
kationssprache’ entnehmen kann”, erwiderte
M.

Dabei ist es natiirlich vollig gleichgiiltig, ob
man [ir die Kennzeichnung der ,,Worter”
z. B. in der ,,Additionssprache” die Variable x
oder die Variable y nutzt.

»
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Es miiBte also eine Funktion f: P-»P* kon-
struiert werden, die jedem x€P ein yeP*
und jeder Summe x; + x, der in ,,Additions-
sprache” das Produkt y, - y, der in ,,Multipli-
kationssprache” zuordnet, d.h., fiir die gilt:
(I SOer+x2)=1(x1) f(x3)

fiir alle x,; x,eP
,.Eine solche Funktion ist leicht anzugeben”,
sagte M, ,man hat dazu nur jeder reellen
Zahl x die Zahl 1 als Funktionswert zuzu-
ordnen, d. h., f(x)=1 [iir alle x& P zu setzen.”
Tatsichlich ist die Bedingung (I) fiir diese
Funktion erfiilit. Um diesen einfachen und
wenig niitzlichen Fall jedoch auszuschlieBen,
schlidgt 4 vor:
»Wir wollen als zweite Bedingung vorgeben,
daB f an der Stelle x=1 den Funktionswert
f(1)=a besitzen soll”.
(II) f(I)=amitaePunda>1

Zunichst nutzen die beiden Freunde beim
Aufstellen des Wodrterbuches diese beiden
Bedingungen kriftig aus:

Das Worterbuch entsteht

® Setzt man in (I) x, =0, so folgt
S(x1)=f(x1)- £(0), also gilt,
da f(x,) nicht gleich Null
sein kann, f(0)=1

® Setzt man in (I) x;=x,=1,
so folgt wegen (IT)
f@=f)-f()=a-a=a*

® Setzt man in (I) x, =2
und x, =1, so folgt
f3)=fQ)-f(t)=a*-a=a’
Beide Freunde vermuten nun,
daB jeder natiirlichen Zahl n
als Funktionswert a" zugeordnet
wird.

01
l1-a

2-a

3-a

n—a"

A behauptet, er konne dies (durch vollstidn-
dige Induktion) beweisen: ,,Angenommen,
wir hitten, in der oben angegebenen Weise
fortfahrend, bis zu einer natiirlichen Zahl &k
gezeigt, daB f(k)=g* gilt. Dann kann man
zeigen, daB dem unmittelbaren Nachfolger
k+1 von k der Funktionswert a**! zugeord-
net wird.

Setzt man nidmlich in (I)

x; =k und x,=1, so lolgt
Sxi+x)=f(k+1)=f(k)-f(1)

= ak . a=ak+1

Die Eigenschalt, daB einer beliebigen natiir-
lichen Zahl k durch f die Potenz a* zugeord-
net wird, ,,vererbt” sich also stets aul den
Nachfolger von k.”

Damit weill man, wie natiirliche Zahlen von
der ,,Additionssprache” in die ,Multiplika-
tionssprache” iibersetzt werden. Jeder natiir-
lichen Zahl n wird die positive reelle Zahl a"
als Funktionswert zugeordnet. Offenbar gilt
dies auch fir die Zahl O, denn es ist ja
fO)=a’=1.

Setzt man in (I) x = —x,, so folgt
. 1
SO)= f(x1)f(—x,), also gilt f(—xl)=/m-

Mit Hille dieser Beziehung kann man noch

eine weitere Funktionalgleichung gewinnen,

welcher die Funktion f geniigen muB:

Aus f(xy —x2)=f[x1+(—x2)] =

=) S (= x2)=fx0) s

(I,)  flxi—x3)=f(x1) 1 f(x3)

fir alle x,; x,€P.

Ist nun m eine natiirliche Zahl, so ergibt sich
1 1

fem=ps= s

»—m—a~™ in das Worterbuch eingetragen

werden. Nachdem man durch diese Uber-

legung die Funktionswerte aller ganzzahligen

Argumente ermittelt hatte, untersuchte man

rationale Zahlen der ,Additionssprache” und

ihre Bilder:

Die Freunde vermuten, da83 jeder rationalen
éq

Zahl%(g €G; h#0) durch f die Potenz "

folgt

-m

=aq~"™ also kann

zugeordnet wird.

Zuniichst gilt f(1)= f(;): f(h-%):[ f(%):lh

wegen (I), also folgt unter Nutzung von
f(1)=a® die Beziehung[(%):ak_

Hieraus und aus (I) erhédlt man

OOROE

In das Worterbuch kann also eingetragen
g
werden:%—»a".

»Wir wissen allerdings noch nicht, wie die
irrationale Zahl = aus der ,,Additionssprache”
in die ,Multiplikationssprache” iibersetzt
wird”, meint 4 und holft, daB man als Bild
von = die Potenz a" erhilt.

Da es den beiden Freunden jedoch nicht ge-
lingt, dies nachzuweisen, muBten sie sich bei
ihrem Mathematiklehrer Hilfe erbitten. Er
bestitigte zundchst thre Vermutung, daB
auch jeder irrationalen Zahl - und damit
jeder reellen Zahl x — durch f als Bild a* zu-
geordnet wird. Allerdings kommt man beim
Nachweis dieser Behauptung mit den Be-
dingungen (I) und (II) allein nicht aus. Man
muB noch verlangen, daB feine ,,verniin[tige”
Funktion ist, deren Bild weder ,Spriinge”
noch ,Liicken” aulweist, f muB} eine stetige
Funktion sein. Diese Forderung wird durch

(III)  f(limx )=lim f(x) fur alle x eP
X—’Xo x-'xo

beschrieben. Sie besagt, dal an jeder beliebi-
gen Stelle xo des Definitionsbereiches von f
gelten soll: Strebt eine Folge von Argumenten
X1, X2, <.y X5 ... gegen die reelle Zahl x,,
so strebt die Folge der zugehérigen Funk-
tionswerte gegen f(x,). Mit Hilfe von (I), (I)
und (ITI) kann man zeigen, daB auch [iir jedes
irrationale x gilt f(x)=a".

Dieser Nachweis ist nicht so elementar wie
die oben durchgefiihrten Uberlegungen. Dies
liegt daran. daB man reelle Zahlen und
Rechenoperationen in der Menge der reellen
Zahlen nicht auf so einfache Weise mit Hilfe
rationaler Zahlen definieren kann wie etwa



die gebrochenen Zahlen unter Nutzung der
natiirlichen. Im Lehrbuch fiir die Klasse 9
wird auf Seite 139 angedeutet, wie man Po-
tenzen mit irrationalen Exponenten — also
z.B. 4" — [estlegen konnte.

Damit hatten die beiden Freunde 4 und M
mit der Exponentialfunktion y=f(x)=a"
einen ,,Dolmetscher” gefunden, der die Aus-
driicke der ,,Additionssprache” in solche der
,Multiplikationssprache” iibersetzen konnte.
,.Es gibt unendlich viele ,Dolmetscher’”, mein-
te A, ,,wir konnen ja das Bild der Zahl 1, die
reelle Zahl a, noch [rei wihlen. Fiir a=10 er-
halten wir z.B. die Exponentialfunktion
y=10%, deren Bild wir im Mathematikunter-
richt gezeichnet haben.”

DaBl die Schar der Exponentialfunktionen
y=f(x)=a* (aeP; a>1) die Eigenschaft (I)
besitzt, kann man auch unmittelbar bestiti-
gen:

Esgilt f(x, + x2)=a"1"*2=a"1"a"2

=f(x1) f(x;) fur alle x,; x,€P.

Interessant ist die Frage, ob es auBer den Ex-
ponentialfunktionen noch weitere Funktio-
nen gibt, welche die Bedingungen (I), (II) und
(IIT1) erfiillen. DaB dies nicht der Fall ist,
zeigen die Uberlegungen bei der Konstruk-
tion des Worterbuches: (I), (II) und (I1I) sind
nicht nur hinreichende sondern auch not-
wendige Bedingungen dalfiir, daB} f eine Ex-
ponentialfunktion ist.

»Die Funktion y=10* ist eineindeutig, sie
besitzt also mit y=logox eine inverse Funk-
tion. Damit kénnen wir auch jedem Ausdruck
der ,Multiplikationssprache’ eindeutig einen
Ausdruck der ,Additionssprache’ zuordnen”,
erginzte M. A und M konnten also auch
folgendes ,,Worterbuch” aufstellen:

»Multiplikations-
sprache”

»Additionssprache”

(Elemente aus P*) (Elemente aus P)

0,001 -3
0,01 -2
0,1 -1
1 0
10 1
100 2
1000 3
X log;ox

Und sie rechneten: Aufgaben in der

»Multiplikations- »~Additionssprache”
sprache”
00l «————— -2
. +
1000 v————> 3
10 — 1

Fiir die Funktion y = g(x)=log,x gilt bekannt-
lich fiir alle x;; x,eP* die Bezichung
loga(x; - x;)=log,x; +log,x,
Die Funktion g erfiillt also die Gleichung
Iy glxr - x2)=glx1)+g(x2)

fir alle x,; x,eP*

Man kann nun sogar aligemein beweisen:
Gilt fiir eine Funktion f die Gleichung (I),
so ist fiir ihre inverse Funktion f ~ ! (falls diese
existiert) die Gleichung (I') erfiillt.

Dieser Beweis fiel den beiden Freunden nicht
schwer:

Mit y, =f(x1) und y, =f(x,) gilt xy=f"'(1)
und x,=f"(y,), also folgt aus y,-y,=
=f0x1) f(x2)=f(x1+x2)sofortf ~}(y; - y2)=
TS+ x)]=xi+x2=f ") +f (2.
Die Eigenschaften (I) [bzw. (I')] sagen aus:
Es ist gleich, ob man die Argumente zundchst
multipliziert (bzw. addiert) und dann das
Produkt (bzw. Summe) abbildet (,,iibersetzt™)
oder ob man zunichst die Argumente einzeln
abbildet und dann die Bilder addiert (bzw.
multipliziert). Abbildungen mit dieser Eigen-
schaft heiBen verkniipfungstreu.

Jeder Rechnung von M entspricht eine Rech-
nung von A und umgekehrt; sie unterschei-
den sich nur in der Art der Bezeichnungen.
So, wie wir [rither gezeigt haben, daB mit (I)
auch (I,) gilt, ist nun mit (I') gleichzeitig (I',)
erfiillt:

(I'y) f_l<&>=f_l(y1)—f_'(y'z) fiir alle
Y2

yi:y26P*
Vertrauter kommt uns diese Beziehung vor,
wenn wir statt f ~! die Logarithmusfunktion
direkt hinschreiben:

logaf}—l=log,,y1 —logay, fir alle y,; y, eP*.
2

Nun waren 4 und M viele Zusammenhénge
klar geworden:

Jedem xeP™* wird durch das ,Wérterbuch”,
das ja nichts anderes ist als ein Ausschnitt
aus einer Logarithmentafel, genau eine Zahl
ye P zugeordnet. Umgekehrt gehort zu jedem
y €P genau eine positive reelle Zahl x. Der
»Dolmetscher” log, bildet also die Menge der
positiven reellen Zahlen eineindeutig auf die
Menge der reellen Zahlen ab.

Es ist nun nicht schwierig, den eingangs ge-
nannten Zusammenhang zwischen (1) und
(1,4) zu erklédren:

Aus (1) folgt wegen

10&.[()61 “x3) i (xa- X3)]=10ga(x1 1 X3)

loga(x; - x3)—logax; - x3)=log.x; —log.x,
(logax +108,x3)— (log,x, + log.xs)

=log,x, —log,x; die Beziehung
(Lay1+y3)—(y2+ys)=y1—y2

Man beweise auch die angedeuteten Zusam-
menhidnge zwischen (2) und (2,4) und zwi-
schen (3,) und (3 4)!

Man kann sich weiter iiberlegen, wie die
Operation des Potenzierens aus der ,,Multi-
plikationssprache” in die ,,Additionssprache”
iibertragen werden muB:

Wegen log,x*=slog,x=s - y gilt:

Jeder Potenz x* mit beliebigem reellen Ex-
ponenten s der ,,Multiplikationssprache” wird
das Produkt s - y (mit y=log,x) in der ,Addi-
tionssprache™) zugeordnet.

Die beiden Freunde hatten nun SpaB daran,
ihr ,,Worterbuch” auszubauen. Tragt selbst
fehlende ,,Vokabeln” ein!

»,Multiplikations- »Additionssprache”

sprache”

(Elemente aus P*) (Elemente aus P)

x-1=x lgx+1gl=lgx
x-x"'=1 lgx+(~1gx)=0
X2
]/; 1lgx
2
x3
7-1gx
X
o n-m-lgx
4= 7

S

x{= lgx,=2"lgx, —1g5

2

w3

1
lgx, —<§-lgx2+ng3>
X1 X3
X3

Die erste Zeile dieses ,erweiterten Worter-
buches” macht deutlich: Das neutrale Ele-
ment der Multiplikation positiver reeller Zah-
len, die Zahl 1, wird dem neutralen Element
der Addition reeller Zahlen, der Zahl 0, zu-
geordnet. Die durch die Logarithmusfunktion
festgelegte Abbildung ,respektiert” die neu-
tralen Elemente.

Sowohl die positiven reellen Zahlen als auch
die reellen Zahlen sind durch eine ,,GroBer-
Relation” geordnet. Dal} diese Ordnung bei
der ,,Ubersetzung” erhalten bleibt, kann man
bereits an der oben erwdhnten graphischen
Darstellung erkennen. Fiir alle positiven
reellen Zahlen x,; x, gilt: Aus x; <x, lolgt
Ig x; <lgx,. Die durch die Logarithmusfunk-
tion bewirkte Abbildung ist ordnungstreu.
Eine weitere Eigenschaft dieser Abbildung
wird ebenfalls bereits an der graphischen Dar-
stellung deutlich, die Umgebungstreue. Jede
Umgebung einer Zahl x wird auf eine Um-
gebung ihres Bildes Igx abgebildet, umgekehrt
entspricht jeder Umgebung von Igx eine Um-
gebung von x. Dies bedeutet nichts anderes,
als daB ,benachbarte” Zahlen aus P* auf
,benachbarte” Zahlen in P abgebildet wer-
den.

So werden z.B. alle Zahlen x, die in dem

2’2
1 mit dem Radius

Intervall <1' 3), also in einer Umgebung von

liegen, lir die also

i’
[1—x]| <% gilt, auf eine Umgebung von 0 ab-
gebildet; fir alle Bilder lgx gilt
1
[0—1gx] < {lgz{.

Man kann sagen: Die beiden Gebilde
[P*;+; <]und [P; +; <] unterscheiden sich
offenbar nur durch die Bezeichnung, sie be-
sitzen die gleiche ,,Struktur”, man sagt auch,
sie sind zueinander isomorph.

DaB Rechnungen in einer ,,Sprache” ebenso-
gut stellvertretend in der anderen ausgefiihrt
werden kénnen, macht man sich auch beim
Arbeiten mit dem Rechenstab zunutze. Denkt
dariiber nach! P.Géthner/H. Kdstner

79



Y

Muhammad ibn
Musa
al-Huwarizmi

Leseprobe aus: ,,Wurzel”, Jena

Die Flucht des Propheten Mohammad, des
Begriinders des Islam, im Jahre 622 unserer
Zeitrechnung aus seiner Geburtsstadt Mekka,
wo er wirkte, nach Medina - Stidte im heu-
tigen Saudi-Arabien —ist der Beginn des unge-
wohnlichen raschen Aufstiegs der arabischen
Welt.

Umgeben von Agyptern, Syrern, Babylo-
niern und Persern waren die Bewohner der
arabischen Halbinsel nur in ihren Randgebie-
ten von den aul- und niedergehenden Kul-
turen ihrer Nachbarn beeinfluBt worden,
wihrend das Innere ihres Landes, das Wii-
stencharakter zeigt, niemals von diesen Vor-
gingen beriihrt worden war.

Hier lebten die Bewohner bis zu dieser Zeit —
dem Jahre Eins des heutigen mohammedani-
schen Kalenders — in primitiven Verhilt-
nissen. Als aber Mohammad im Jahre 632,
also 10 Jahre nach seiner Flucht, starb, hatte
sein Land bereits starke Machtpositionen
aufgebaut. Mohammads Nachfolger — die
Kalifen — setzten das von ihm begonnene
Werk [ort. Sie verbreiteten seine Glaubens-
sdtze mit Feuer und Schwert. Und nicht ganz
100 Jahre geniigten, um nicht nur alle Rand-
staaten zu unterwerfen, sondern auch lings
der Kiiste bis nach Spanien vorzudringen und
auch Spanien zum gréBten Teil zu erobern.
Bereits 641 waren die Mohammedaner unter
der griinen Fahne ihres Propheten in Agypten
eingedrungen.
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Die Eroberer verwiisteten die Universitéts-
gebdude in Alexandria und verbrannten zum
groBten Teil die kostbaren Sammlungen, die
hier in iiber 970jdhriger Arbeit gesammelt
worden waren. Bei diesen wie fast bei allen
ihren Siegesziigen trafen die Eroberer aul
Volker, die eine hhere Kultur hatten als sie
selbst. Sie muBten bald erkennen, daB das
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Beherrschen solcher Liander und die damit
verbundene Ausiibung der Verwaltungsfunk-
tionen, die Bewiltigung der auftretenden Ver-
kehrsprobleme ob zu Lande oder zu Wasser
ohne die Benutzung der bereits vorhandenen
Erkenntnisse nicht méglich war. Da sie iiber
Krifte, die das vermochten, nicht verflgten,
bedienten sie sich griechischer, indischer,
persischer, auch christlicher und jiidischer
Gelehrter, wobei sie ihnen gegeniiber, was die
religiosen Auflassungen betral, zunéchst to-
lerant waren.

Ihr besonderes Interesse galt zundchst den
mathematischen und astronomischen Er-
kenntnissen, weil sie nicht nur fir die Losung
der 6konomischen Aufgaben notwendig wa-
ren, sondern auch zum Erfiillen ihrer religio-
sen Pflichten, wie sie ihre heilige Schrift, der
Koran, vorschreibt. Der Koran enthilt z. B.
verwickelte Angaben iiber das Erbrecht,
denen ohne mathematische Berechnungen
nicht entsprochen werden konnte. Der Koran
verlangt auch, daB der glaubige Moslems in
seinen tdglichen Gebeten sein Antlitz nach
Mekka gewandt sich verneigt. Also muBte
diese Richtung festgelegt werden. Um dem
Rechnung zu tragen, ist in jeder Moschee
eine Nische eingebaut, die diese Richtung an-
gibt. Gleichzeitig mit dem Studium der ma-
thematischen und astronomischen Erkennt-
nisse setzte eine lebhalte Ubersetzungstatig-
keit der entsprechenden griechischen, lateini-
schen und indischen Werke in das Arabische
ein, das bald in den von den Arabern be-
setzten Landern Verstindigungsmittel wurde.
Nur durch diese Ubersetzungen haben wir
heute von den Werken von Apollinius, Archi-
medes, Euklid, Ptolemdus und anderer Wis-
senschaltler Kenntnis, da die Originale meist
verloren gegangen sind oder nur Bruchstiicke
noch existieren. Von Bedeutung fiir die Ent-
wicklung der Wissenschaften ist auch, daB in
den von Arabern eroberten Lindern bald ein
Wohlstand der herrschenden Schicht eintrat
und groBe Paliste, herrliche Moscheen, grole
Bibliotheken und ausgedehnte Bewésserungs-
anlagen gebaut wurden.

Im 8.Jahrhundert tauchten auch arabische
Ubersetzer und Wissenschaftler von Bedeu-
tung aufl. Der bekannteste Mathematiker ist
Muhammad ibn Musa mit dem Beinamen
al-Huwarizmi, dem Namen seiner Geburts-
stadt, dem heutigen Chiwa in Usbekistan. Er
lebte im ersten Jahrviertel des 9. Jahrhunderts
in Bagdad, das sich damals zu einem bedeu-
tenden wissenschaltlichen Zentrum entwik-
kelte. Sein wissenschaftliches Hauptwerk ist
in einer lateinischen Ubersetzung, die aus
dem 13. Jahrhundert stammt, erhalten geblie-
ben und wird in der Universitit Cambridge
aufbewahrt.

Der Titel der Ubersetzung lautet: Algorithmi
de numero Indorum (Vom Algorithmus der
Zahl der Inder), woraus der in der Mathe-
matik gebriuchliche Ausdruck ,Algorith-
mus” hergeleitet ist.

Durch dieses Werk wurde Westeuropa mit
dem indischen Systerm der Zahlenbereiche
und dem dezimalen Stellenwertsystem be-
kannt. Es enthilt auch eine eingehende Be-
handlung der Rechenoperationen. Die Addi-
tion, Subtraktion, Multiplikation und Divi-
sion ganzer Zahlen werden an zahlreichen
Beispielen erldutert. Auch die Behandlung
von Briichen erfolgt, ohne daB z. B. die fir
die Addition und Subtraktion notwendige
Auflindung des Hauptnenners erfolgt.

In der Bibliothek der Universitit Oxford
wird eine arabische Handschrift der Algebra
von Muhammad ibn Musa aulbewahrt. Sie
ist eine Art Leitfaden, der die Losung von
Aulgaben aus dem téglichen Leben und des
Erbrechts behandelt. Diese Algebra enthalt
die Lehre von der Losung linearer und qua-
dratischer Gleichungen. Da das Werk fiir
breite Kreise gedacht ist, geht es nicht immer
streng wissenschaftlich vor, aber sein Einflu
aul die Entwicklung dieses Gebietes ist groB,
und es bewahrte ihn bis in die Mitte des
19. Jahrhunderts. Der Mangel an axiomati-
scher Fundierung unterscheidet das Werk
wesentlich von der Euklidischen Geometrie.
Die lineare Gleichung ax=»b wird von Mu-
hammad nach der Regel der zwei Fehler oder,
wie sie auch genannt wird, der Methode der
Waagschale behandelt. Es werden Versuchs-
werte e; und e, angenommen, die gegeniiber
dem gesuchten Wert die Fehler ny und n,
aufweisen. Dabei sind die Zahlen ¢, und e,
so zu wihlen, daB ¢, einen zu groBen, e, einen
zu kleinen Wert fir x liefert.

Es gilt also
aey;=b+n,
a€2=b—nz

aey -ny=bny+ng-n;

aeany =bn;—nn,

Aus diesem Ansatz wird durch komplizierte
Umformungen das Ergebnis

b e na+ey n;

a na+n;

oder

xX=

hergeleitet.
Ein Beispiel zeigt die Bedeutung dieses kom-
plizierten Weges.

Vorgelegt sei die Gleichung

x x
x—g—z=&

Fiir e =24

ergibtsich 24—-8-6=10

und damit n;=10—-8= 2.

Fiir e3=12

erhilt man 12—4-3= 5

und damit n;=8-5=3,

Also x=w=%
3+2 5

Ziel der Rechnung ist es, das Rechnen mit
Briichen so weit wie mdglich zu vermeiden.
Dem Lésen der quadratischen Gleichungen
geht eine eingehende Betrachtung der hier
moglichen Formen voraus.



Dabei ergeben sich folgende 4 Fille:
1) x2+4+10x—-39=0
2) x?+10x+39=0
3) x2—10x+16=0
4) x*—10x—11=0,

wobei die Koellizienten so gewéhlt werden,
daB die Losungen positive Werte ergeben.
Die Losung der Gleichung 1 erfolgt in folgen-
der Weise:
An das Quadrat x? werden zwei Rechtecke
von je 5x in der skizzierten Weise angelegt
und die erhaltene Figur zu einem Quadrat
erginzt, dessen Fldcheninhalt dann
x? 4 10x+25=39425=64 betrigt. Die Seite
des so erhaltenen Quadrats ist 8, d.h.
x+5=8, und so ergibt sich fir x=3.
In dhnlicher Weise werden die Gleichungen
3 und 4 gelost. Fiir die Gleichung 2 gibt es
keine Losung, da die Summe von Quadrat
und Rechteck und einer bekannten Fliache
(39) nicht Null sein kann.
Zeitgenossen von Muhammad und auch spé-
tere arabische Mathematiker haben diesen
Losungsweg vereinfacht, insbesondere weit-
gehend die Fallunterscheidungen beseitigen
konnen. Diese Behandlung der quadratischen
Gleichung bildet auch die Ausgangsposition
bei der Losung der Gleichung 3. Grades, wie
sie sich in dem Werk des italienischen Mathe-
matikers Hieronimo Cardano (1501 bis 1576)
findet.
Es sind auch Abhandlungen Muhammads zu
geometrischen Problemen vorhanden. Sie
sind aber von geringerer Bedeutung und
liefern kaum Ergebnisse, die iiber die der
Griechen hinausgehen.

0. Stamfort

Diesen Beitrag entnahmen wir der mathema-
tischen Schiilerzeitschrift ,,Wurzel*“. Sie hat
sich die Aufgabe gestellt, mathematisch
interessierten Schiilern der Klassen 9, 10, 11,
und 12 Anregungen zur auferschulischen Be-
schiftigung mit der Mathematik zu geben.
Durch einen Preisaufgabenwettbewerb und
die Ver6ffentlichung der Aufgaben und L6-
sungen von Mathematikolympiaden unter-
stiitzt sie die Vorbereitung der Schiiler auf
Olympiaden. AuBerdem leistet sie einen Bei-
trag zur Vorbereitung der Schiiler aul ein
Mathematikstudium.

. Wurzel** wird von einem Studentenkollektiv
an der Sektion Mathematik der Friedrich-
Schiller-Universitdt Jena herausgegeben und
ist durch cin Abonnement beim PZV erhiilt-
lich.

(Bestell-Nr. 1633, Preis 0,20 M, erscheint mo-
natlich)

_ B i)

Napoleon 1. Bonaparte

Napoleon I. Bonaparte (1769 bis 1821) war
1951 und 1969 (zum 200. Geburistag, Bild [)
aufl [ranzosischen Briefmarken zu sehen. Was
aber hat er mit Mathematik zu tun? Das
Namenregister des Buches Biographien bedeu-
tender Mathematiker (Verlag Volk und Wis-
sen) weist die 15malige Erwdhnung Napo-
leons aus. Das ist nicht verwunderlich, wenn
man bedenkt, dall die politischen Ereignisse
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um Napoleon mehr oder weniger entschei-
dend die Lebensumstidnde aller Mathemati-
ker der damaligen Zeit bestimmten. Liest
man die Stellen nach, so erfahrt man manches
iiber engere Beziehungen Napoleons zur
Mathematik, insbesondere itiber seine per-
sonliche Freundschaft mit dem Mathematiker
Gaspard Monge (1746 bis 1818), der als Be-
griinder der Darstellenden Geometrie gilt.
Monge war erster Direktor der 1794 in Paris
gegriindeten Ecole Polytechnique, die von
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Napoleon sehr gefordert und zur Wirkungs-
stitte der bedeutendsten franzdsischen Ma-
thematiker des 19. Jh. wurde. 1798/99 beteilig-
ten sich Monge und andere Wissenschalfiler
am Feldzug Napoleons nach Agypten, der
wegen seiner reichhaltigen wissenschaftlichen
Ausbeute als ,Agyptische Expedition” in die
Geschichte einging (Bild 2).
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Wihrend dieses Feldzuges fanden franzosi-
sche Soldaten bei Schanzarbeiten den ,,Stein
von Rosetta”, der zum Schliissel fiir die Ent-
zifferung der altdgyptischen Schrift und da-
mit auch zum Ursprung unserer heutigen
Kenntnisse iiber die altigyptische Mathe-
matik wurde. Die Aufnahme von Napoleon-
Marken in eine mathematische Briefmarken-
sammlung ist aber auch schon dadurch ge-
rechtfertigt, daB der in Heft 4/1980 als Aul-
gabe A 1994 A abgedruckte geometrische Satz
von Napoleon gefunden wurde und nach ihm
benannt ist.
Napoleon, der als Artillerieoffizier natiirlich
iber eine mathematische Bildung verfiigte,
blieb zeitlebens ein Freund der Geometrie
und ein Hobby-Mathematiker.

P.Schreiber

BON APART(I)E von JiFi Sliva (aus Magazin,
Berlin)
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Die grofien Leistungen
der kleinen Biene

In unserer Republik bestehen an iber 100
polytechnischen Oberschulen Arbeitsgemein-
schaften Junge Imker. Eine dieser Arbeitsge-
meinschaften wollen wir euch heute vor-

stellen.
Es ist die Arbeitsgemeinschaft Junge Imker

an der Oberschule Grete Walter in Georgen-
thal (siche Fotos).

Schon seit 1973 besteht diese Arbeitsgemein-
schaft und zéhlt elf Mitglieder aus Klassen 5
bis 10. Ihr Lehrbienenstand besteht aus neun
Volkern und steht im Schulgarten mitten zwi-
schen Beerenstriuchern, Obstbiumen und
verschiedenen Weiden, die im zeitigen Friih-
jahr den Bienen die erste Nahrung geben. [hre
Bienenbeuten stehen in einem Haus oder in
Einzelstellung, meist am Rande des Schul-
gartens.

Die Jungen Imker stellen die Rihmchen Fir
die Waben her, verrichten notwendige Pflege-
arbeiten, damit die Volker stark werden und
gesund bleiben. Sie schleudern den Honig aus
den Waben und fiittern im August und Sep-
tember ihre Bienen mit einer starken Zucker-
wasserlosung fiir die kallen Wintermonate.
AuBerdem miissen in jedem Jahr viele pollen-
und nektarspendende Blumen gesit und ge-
pflanzt werden. Dazu gehdrt besonders auch
das Schneiden, Stecken und Verpflanzen von
Weiden; denn der Pollen ist ein sehr eiweiB3-

haltiges Bienenfutter, und der Nektar der
Bliiten wird von den Bienen unter Zusatz von
Fermenten zu dem wohlschmeckenden Honig
verarbeitet.

DaB zu diesen praktischen Titigkeiten auch
noch eine Menge Theorie gehort, konnt ihr
euch sicher vorstellen. Einige Hinweise iiber
die Bienen mégen cuer Interesse und Ver-
standnis fiir diese sinnvolle Freizeitbeschafti-
gung wecken. Diese folgenden Angaben sind
numeriert, weil sie dann in den anschlieBen-
den Aufgaben mit verwendet werden. Das ge-
schieht dort durch in Klammer gesetzte Zah-
len, die mit den Nummern in den Hinweisen
ibereinstimmen.

WauBtest du schon?

1. 1kg Honig entsteht aus etwa 3 kg Nektar.
2. 1 Bienenvolk verzehrt im Jahr etwa 45kg
Honig selbst.

3. Fiir die Abgabe von 1 kg Honig bekommt
der Imker von den staatlichen Aufkaufstellen
8,00 M vergiitet.

4. Eine Bliite enthilt etwa 0,0005 g Nektar.

5. Die Honigblase der Arbeitsbiene kann 50
bis 60mm? Nektar aufnehmen; dies ent-
spricht etwa 0,05 g.

6. Eine Biene bringt bei einem Flug den
Pollen von 100 Bliiten ein, der etwa 0,02g
wiegt. An einem Tag fliegt eine Biene etwa
12mal aus.

7. Ein Bienenvolk trigt in einem Sommer im
Durchschnitt 190 kg Nektar, rd. 35kg Pollen
und 251 Wasser ein.

8. Die Tagesstrecke einer Arbeitsbiene
(Sammlerin) kann bis zu 100 km betragen.

9. Eine Honigbiene fliegt etwa 22 bis 23?.

10. Die Honigbienen miissen 30000 ,,Flug-
stunden” absolvieren, um 1 kg Honig zu pro-
duzieren.

11. Die AG Junge Imker der OS Grete Walter
Georgenthal betreut zur Zeit 9 Bienenvolker.
12. Ein Bienenvolk setzt sich im Sommer aus
folgender Anzahl von Einzelwesen zusam-
men:

1 Konigin (Weisel), 200 bis 2000 Drohnen,
etwa 50000 Arbeiterinnen, 10000 Larven.

13. Zur Zeit gibt es in der DDR 34400 Imker
im VKSK.

14. Zur Zeit gibt es in der DDR ca. 460000
Bienenvolker.

15. Die Masse einer Arbeitsbiene betrigt ca.
0,08 g.

Aufgaben

al.la Wieviel kg Honig erzeugt ein Volk
in einem Jahr? (7; 1)

a12a Wieviel kg Honig bleiben, nach Ab-
zug des Eigenverbrauchs durch das Volk,
etwa fir den Imker iibrig? (2)

Al3a Emittle die prozentualen Anteile
fir den Eigenverbrauch des Volkes und des
geschleuderten Honigs fiir den Imker!



A 2 a Wieviel Bliiten miissen besucht werden,
um 1 kg Honig zu erzeugen? (4; 1) -

A3A In der DDR halten die Imker etwa
460000 Volker.

A3.1a Wieviel t Honig kénnen damit im
Durchschnitt produziert werden? (Verwende
das Ergebnis der Aufgabe 1.21)

A32a In der DDR wird bei normalem
Witterungsverlauf mit einem durchschnitt-
lichen Honigertrag von 10kg pro Volk und
Jahr gerechnet.

Welches Produktionsergebnis in t ergibt das
fiir unser Land?

Ad1a Welche Last in kg muB ein Volk
in einem Sommer im Durchschnitt bewilti-
gen?(7)

A42a Im Bezirk Erfurt bestehen 12 Ar-
beitsgemeinschaften Junge Imker mit 98 Mit-
gliedern, die 41 Bienenvilker betreuen. Be-
rechne die Lasten, die diese V6lker in einem
Sommer bewiltigen miissen! (7)

AS5A Zum Friihstiick ein [risches Brot-
chen mit Butter und Bienenhonig - das ist
schon ein Leckerbissen. Im Durchschnitt
werden pro Kopf der Bevolkerung in der
DDR jihrlich 320 g Bienenhonig verbraucht.
AS5.1A Welcher Bedarf entsteht bei
16700000 Einwohnern unseres Landes da-
durch in t?

A52a Vergleiche deine Ldsung mit der
tatsidchlichen Produktionsmenge der Imker
der DDR, die sie in jedem Jahr erzielen (s. Er-
gebnis von Aufg. A3.2a). Wieviel t Bienen-
honig miissen zur restlosen Deckung des
Bevolkerungsbedar(s importiert werden?

A6a Mit den Angaben aus dem Hinweis
(14) sowie aus Aufgabe ASA kannst du
errechnen, welche Anzahl von DDR-Biirgern
von einem Bienenvolk mit Honig versorgt
werden konnen.

47a Die AG Junge Imker der OS Grete
Walter Georgenthal konnte 1977 die Zahl
ihrer Volker auf 9 erweitern. Die Mitglieder
schleuderten 86kg Bienenhonig. 70kg ver-
kaulten sie davon an den staatlichen Handel.
Welche Einnahme erzielte die AG vom Ho-
nigverkauf, um die Einrichtung ihres Schul-
lehrbienenstandes zu verbessern? (3)

A8a DieSparte Imker aus K6nigs Wuster-
hausen in der Nidhe von Berlin war der
Initiator im sozialistischen Wettbewerb des
Verbandes der Kleingdrtner, Siedler und
Kleintierziichter und rief zu einem hohen
Honigverkaul an den Staat auf. Sie verkaul-
ten im Durchschnitt folgende Mengen an den
staatlichen Handel:

Wanderimker 17kg je Volk,

Standimker 6kg je Volk.

A81a Etwa 26% aller Imker der DDR
beteiligten sich an der Wanderung. Wieviel
Imker wandern mit ihren Bienen? (13)
A824A Berechne den Anteil der Wander-
volker, 1980 waren es 250000, zur Gesamt-
zahl der Vélker in Prozent! (14)

A83a Welche Menge Bienenhonig in t
hétte fiir den Bedarf der DDR-Bevolkerung
zur Verlugung gestanden, wenn alle Imker
der DDR gleiche Verkaufsergebnisse erzielt
hdtten wie die Imker aus Konigs Wuster-
hausen?

A9a Im Bezirk Erfurt werden mit modern-
sten Methoden im Kooperationsverband
Thiiringen-Obst auf insgesamt 8000 ha SiiB-
kirschen, Apfel, Plaumen und Birnen produ-
ziert. Da 4 Volker auf einem Hektar Obst-
anlage reichlich zu tun haben, werden einige

tausend Bienenvolker benétigt. In der Nihe -

sind aber nur 1650 Volker vorhanden. Des-
halb miissen Wanderimker fiir den planmaBi-
gen, vertraglichen Bestiubungseinsatz ge-
wonnen werden, ihre Bienen in die Intensiv-
obstanlagen zu stellen. Der Bieneneinsatz
wird [Ur die Bestdubung von Stein- und Kern-
obstsorten mit 40,00 M je Bienenvolk vergii-
tet. Fiir die Transportkosten hat der Koope-
rationsverband 18 500,00 M eingeplant.

A9.1 A Wieviel Bienenvilker miissen [ir
den Bestdubungseinsatz noch zusitzlich ein-
gesetzt werden?

A92a Welchen Betrag muB der Koope-
rationsverband fiir diese Véolker als Bestdu-
bungsgebiihren und fir den Transport ein-
planen?

A10a FEine Bienenkonigin legt im Jahr
etwa 150000 Eier. In der Hauptbrutzeit sind
dies etwa 2000 Eier tdglich. Eine Bienen-
konigin kann zwar 5 Jahre alt werden, aller-

dings sinkt ihre Legeleistung im dritten Jahr
sehr ab, so daB der erfahrene Imker sie plan-
miBig nach zwei Jahren durch eine junge er-
setzt. Rechnen wir nur 1500 Eier pro Tag, so
entspricht diese Legeleistung der Masse des
Kérpers der Bienenkénigin.

A10.1 A Das Wievielfache der eigenen Kor-
permasse legt die Bienenk&nigin in der Brut-
zeit eines Jahres an Eiern?

41024 Wir wollen die Legeleistung einer
Bienenkonigin mit der eines Huhns verglei-
chen. Ein Huhn wiege 1,5kg und lege in
einem Jahr 200 Eier. Ein Ei soll 60 g wiegen.
4103 a4 EineBienenkdnigin kann an einem
Tag soviel Eier legen, wie dies seiner Korper-
masse entspricht.

Wieviel Eier miiBte ein Huhn an einem Tag
legen, um ein gleiches Ergebnis zu erzielen ?

alla In Mitteleuropa sind 807 aller
Bliitenpflanzen auf Insektenbestiubung an-
gewiesen. Auszihlungen von Insekten auf
Obstgehdlzen brachten folgende Ergebnisse:
5,59 Wildbienen und Hummeln,

6,59 andere Insekten.

Der Rest, die iibergroBe Mehrheit der Be-
stdubungsleistung, wird von den Bienen er-
bracht.

Fertige davon ein Kreisdiagramm an, und
gib an, wieviel Prozent der Auszihlung auf
die Bienen entfielen! Welcher Winkel ist das?

Al12a Berechne aus dem arithmetischen
Mittel der Angaben (9) die Fluggeschwindig-
keit einer Honigbiene in kTm, die sie natiirlich
nur fiir kurze Zeit entwickeln kann!

A13 A Eine Arbeitsbiene hat eine K&rper-
lange von 12 mm. Welche Strecke ergibt sich,
wenn wir 50000 Arbeitsbienen aneinander-
reihen wiirden?

Al4a Ein Wanderwagen mit 32 Bienen-
volkern steht in einem groBen Rapsschlag.
Angenommen von den 50000 Arbeitsbienen
je Volk sind 209, Sammlerinnen, und diese
entnehmen bei einem Flug rd. 55 mg Nektar.
Wieviel kg Nektar sind das bei tiglich 12 Aus-
fliigen in 15 Tagen?

Mit Zirkel und Zeichendreieck — Kreis und Quadrat
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ARBEITS -
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

I1. ABC-Olympiade
Stadtbezirk Leipzig-Siid

Aufgaben der Olympiadeklasse 3

Ala Inder untenstehenden Aufgabe sind
die Zeichen ,,x” so durch Ziflern zu ersetzen,
daB eine richtige geloste Additionsaufgabe
mit der Summe 1981 entsteht. Dabei diirfen
wieder nur die Grundziffern I, 8 und 9 ver-
wendet werden.
XXX

+xXxXx

+xxx

1981
Gib ein mogliches Beispiel dafiir an!
Schreibe danach die Aufgabe so, dal als
erster Summand die kleinstmdgliche Zahl und
als dritter Summand die groBtmogliche Zahl
steht!

A2 A In der untenstehenden Figur haben
das Dreieck und der Kreis die drei Punkte
A, B und C gemeinsam. Uberpriife, ob es
mdoglich ist, daB ein Dreieck und ein Kreis
keinen, 1, 2, 4, 5, 6, 7 Punkte gemeinsam
haben! °

Fertige fiir jeden moglichen Fall mit Zirkel
und Lineal eine Zeichnung an.

A3 A An einer Arbeitsgemeinschaft Junger
Mathematiker einer Schule nehmen insgesamt
40 Schiiler der 5., 6. und 7.Klasse teil. Der
fiinfte Teil der Anzahl sind Schiiler der
5.Klasse. Aus der 6.Klasse nehmen acht
Schiiler mehr als aus der 7. Klasse teil.
Wieviel Schiiler aus jeder dieser drei Klassen
nehmen an der Arbeitsgemeinschaft teil?

Aufgaben der Olympiadeklasse 4

Ala Inder untenstehenden Aufgabe sind
die Zeichen ,,x” so durch Ziffern zu ersetzen,
daB eine richtig geloste Additionsaulgabe mit
der Summe 1981 entsteht. Dabei diirfen wie-
derum nur die Grundziffern 1, 8 und 9 ver-
wendet werden.
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Gib ein mogliches Beispiel dafiir an'!
Schreibe danach die Aufgabe so, dal3 als erster
Summand die kleinste Zahl und als vierter
Summand die grofite Zahl steht!
xx

+ xx

+Xxxx

+X X x

1981

A2a Ein Holzwiirfel mit der Kantenlidnge
30 cm, dessen Oberfliche schwarz gelarbt ist,
soll so zersigt werden, daB man kleinere
Wiirfel mit einer Kantenlidnge von je 10cm
erhdlt. Wieviel Wiirfel mit 10 cm Kantenldnge
erhilt man?

Wieviel dieser kleineren Wiirfel haben keine,
eine, zwel, drei, vier schwarze Seitenflichen?

A3 A Zwei Bagger beladen in 15 Minuten
vier Hdnger mit Erde. Ein Arbeiter konnte
an einem achtstiindigen Arbeitstag zwei sol-
cher Hinger mit Erde beladen.

Vergleiche die Leistungen eines Baggers und
eines Arbeiters fiir einen achtstiindigen Ar-
beitstag!

Wieviel Arbeiter kénnen durch einen einzi-
gen Bagger ersetzt werden?

M. Rehn
Durchfiihrung des Wettbewerbs:
18. Mirz 1981
Reine Arbeitszeit: 90 Minuten
Teilnehmer:
Klassenstufe 3 10 Madchen, 12 Jungen
Klassenstufe 4 16 Midchen, 20 Jungen

Veranstalter: Rat des Stadtbezirkes Leipzig-
Siid, Abt. Volksbildung, Olympiadekomitee
Mathematik

Mathematisches Spiel

Das Spiel, mit dem wir uns beschaftigen wol-
len, ist ein einfaches Brettspiel, bei dem jedoch
(wie bei fast allen mathematischen Spielen)
etwas Spielerfahrung groBe Vorteile bringt.
Als Spielfeld, bendtigen wir ein quadratisches
Brett mit 5 mal 5 Feldern. Dieses Feld kann
man sich beispielsweise leicht aus einem
Schachbrett durch Abdecken der restlichen
Felder herstellen. Jeder der zwei Spieler be-
notigt 13 Steine einer Farbe. Ein Zug besteht
darin, einen der eigenen Steine auf ein freies
Feld zu setzen, einmal gesetzte Steine diirfen
nicht mehr bewegt werden. Die Spieler zichen
abwechselnd ; Aussetzen ist nicht erlaubt. Der-
jenige Spieler, der zuerst einen Stein so setzt,
daf vier Steine seiner Farbe die Eckpunkte
eines Rechtecks (mit Kanten parallel zu den
Brettseiten) bilden, hat verloren. In Bild 1
sind einige solcher Rechtecke eingezeichnet.
Bild 2 zeigt eine Endspielsituation. Falls
Schwarz am Zuge ist, kann er seinen Stein
auf A2, B3 oder A4 setzen, ohne ein Rechteck
zu erhalten; ist Weil am Zuge, so [thrt jeder
mdgliche Zug zum sofortigen Verlust fiir
Weif.

Bemerkenswert bei diesem Spiel ist, daB es
kein Unentschieden gibt, daB also stets einer
der Spieler gewinnt. Dazu iiberlegen wir uns,
daB kein Spieler mehr als 12 Steine setzen
kann, ohne dabei ein Rechteck zu erhalten.
In Bild 3 sind zwei Moglichkeiten mit je
12 Steinen angegeben. Wir wollen jetzt mog-
lichst viele Steine einer Farbe auf das Spiel-
feld setzen, ohne ein Rechteck zu erhalten.
(Wir betrachten das Spiel als Einpersonen-
spiel, und unser Ziel ist es, moglichst viele
Ziige zu machen.) Wenn wir in eine Zeile
fiinf Steine legen, konnen wir in jede der rest-
lichen Zeilen nur noch je einen Stein setzen,
also insgesamt neun Steine.

Wollen wir in eine Zeile vier Steine legen,
dann konnen wir in jede der anderen Zeilen

Rechtecke im Sinne des Spiels

e

Bild 1

16
(

Id

Gewinnstellung fiir Schwarz

O

Bild 2
£

Oee
0] @ @

~1010|@|0|0
- @ 100®

12 Steine einer Farbe auf dem Spielfeld

00|10

Bild 3

a) O
O

O

O|0|0|0O

Bild 3

y  |O]O

0|0

0|0
O

OO

0|0




noch hochstens zwei Steine legen, ohne ein
Rechteck zu erhalten (Bild 3a), insgesamt
setzen wir dann hochstens 12 Steine.

Liegen nun in keiner Zeile vier oder fiinf
Steine, und wir wollen mindestens 13 Steine
setzen, so miissen wir mindestens drei Zeilen
mit je drei Steinen belegen. IThr bemerkt sicher
recht schnell, daB man dabeli stets ein Recht-
eck erhalt. )

Da nun jeder Spieler hochstens 12 Steine
setzen kann, ohne zu verlieren, muB der Spie-
ler, der den letzten (25.) Zug macht, bestimmt
verlieren. Allerdings wird das nicht sehr oft
eintreten, da die meisten Partien viel eher
beendet sind. Allgemeiner kann man das
Spiel auch auf einem n x n-Brett spielen, wo-
bei n eine beliebige natiirliche Zahl ist. Wie
man sich denken kann, ist auch fiir n> 5 kein
Unentschieden moglich. Ist n jedoch eine ge-
rade Zahl, so kann der Spieler, der als zweiter
zieht, stets das Spiel gewinnen. Er muB nur
symmetrisch zum Feldmittelpunkt spielen,
also seinen Stein auf dasjenige Feld legen,
das dem zuletzt gesetzten gegnerischen Stein
gegeniiberliegt. Da ein Unentschieden un-
moglich ist, muB der erste Spieler automa-
tisch als erster ein Rechteck erhalten.

Zum AbschluB noch einige Aufgaben zu
diesem Spiel:

ala Istesmoglich, daB das Spiel aul dem
5 x 5-Brett erst mit dem 25. Zug beendet ist?
Wenn ja, gebe man ein Beispiel an.

A2A Beweist: Spielt man allein aul einem
n x n-Brett, so kann man [ir n=6, 7, 8 maxi-
mal 16, 21 bzw. 24 Ziige machen!

A3A Wie viele Rechtecke im Sinne des

Spiels gibt es, wenn alle Felder des 5x 5-

Bretts mit Steinen einer Farbe belegt sind?
R. Lehmann/U. Quasthoff

Die grofite Primzahl

Die groBte bislang bekannte Primzahl hat
13495 Stellen. Sie lautet ,,Zwei hoch 44497
minus eins* und wurde von zwei Computer-
technikern am Lawrence Livermoore Labora-
tory in Kalifornien mit Hilfe einer Rechen-
maschine vom Typ Cray-1 in rund 20 Minu-
ten berechnet.

Primzahlen sind nur durch sich selbst teilbar.
Ob es sich um eine Primzahl handelt, 138t
sich herausfinden, indem eine Zahl durch alle
kleineren Zahlen geteilt wird. Systematisch
groBte Primzahlen zu finden, ist auBerordent-
lich zeitaufwendig. Im Jahre 1644 veroflent-
lichte der franzosische Monch Marin Mer-
senne ein Verfahren, um wenigstens einige
grofBere Primzahlen schneller berechnen zu
konnen. Nach ihm wurden die Mersenne-
Zahlen benannt, von denen 100 Jahre spiter
acht als prim bestitigt worden waren. Mer-
senne war noch der Meinung, daB ein ganzes
Leben nicht ausreiche, um zu priifen, ob eine
15- bis 20stellige Zahl eine Primzah] sei.

Eine Aufgabe —

verschiedene
Losungen

Wir wollen auch heute wieder Losungsvarian-
ten zu Wettbewerbsaufgaben vorstellen, die
bei uns eingegangen sind. Sie mogen unseren
aktiven Teilnehmern am alpha-Wettbewerb
Anregungen zum Losen von Aufgaben geben.

In Heft 5/1980 verdlfentlichten wir folgende
Aufgabe:

Ma 5 #1998 Klaus und Peter gehen ein-
kaufen. Klaus kauft 5 Bleistifte und 3 Hefte,
Peter 2 Bleistifte und 10 Helte. Wicviel Mark
muB jeder von ihnen bezahlen, wenn 2 Blei-
stifte genausoviel kosten wie 4 Hefte und wenn
Peter 11 Pfennige mehr bezahlen muBte als
Klaus?

In Heft 1/1981 verdffentlichten wir dazu eine
Losung:

Wenn 2 Bleistifte genausoviel kosten wie 4
Hefte, so kostet 1 Bleistift soviel wie 2 Hefte.
5 Bleistilte kosten demnach soviel wie 10
Hefte. Klaus hitte also denselben Preis be-
zahlt, wenn er 13 Hefte gekault hitte, Peter
denselben Preis, wenn er 14 Hefte gekauft
hitte. Deshalb kostet 1 Heft 11 Pfennige.
Somit kostet 1 Bleistift 22 Pfennige. Klaus
hatte

(5:22+3-11)Pf=143P[=143 M

und Peter hatte

(2-22+10-11) Pf=154 Pf=1,54 M

zu bezahlen.

Wir stellen nun die Losung von Dirk Standke
aus Fischbeck vor, der Schiiler der Klasse 5b
der Hans-Beimler-Oberschule in Schonhau-
sen ist.

Dirk 16ste diese Aufgabe wie folgt:

Der Preis von 1 Bleistift entspricht dem Preis
von 2 Heften. Es sei x der Preis (in Pfennigen)
fiir 1 Heft, also 2x der Preis fir 1 Bleistift;
dann gilt

10x+3x=y und 4x+10x=z und z=y+11.
Daraus folgt weiter 13x=y und 14x=y+11,
also x=11.

Klaus muBte 1,43 M und Peter 1,54 M be-
zahlen.

Wir stellen nun die LOsung von Annerose
Schmidt aus Bleicherode vor, die Schiilerin
der Klasse S5 der Friedrich-Schiller-Ober-
schule ist.

Annerose l6ste diese Aufgabe wie folgt:
Es sei a der Preis [iir ein Helt (in Pfennigen),
also 2a der Preis [iir einen Bleistift. Dann gilt
5-2a+3a=22ua+10a—11,
10a+3a=4a+10a—11,
13a=14a—11,
a=11.
Klaus hatte 1,43 M, Peter 1,54 M zu bezahlen.

Wir stellen nun die Losung von Kristin Strau-
bel aus Schorssow vor, die Schiilerin der
Klasse 5 ist.

Kristin 16ste diese Aufgabe wie folgt:

Ein Bleistift kostet soviel wie 2 Hefte. Da
Peter 11 Pf mehr bezahlte als Klaus und da
11 eine Primzahl ist, muB einer der beiden
Artikel 11 Pf das Stiick kosten. Der Preis
fur einen Bleistifl stellt aber cine gerade na-
tiirliche Zahl dar. Deshalb kostet ein Heft
11 PI, ein Bleistilt 22 Pf. Klaus hatte den Be-
trag von 1,43 M, Peter von 1,54 M zu bezah-
len.

Wir stellen nun die Losung von Katrin
Schulz aus Bohne vor, die Schiilerin der
Klasse 5b der POS Milow ist.

Katrin loste diese Auflgabe wie [olgt:

Da 1 Bleistift soviel wie 2 Hefte kostet, muB
der Preis [ir einen Bleistift (in Plennigen)
eine gerade natiirliche Zahl sein. Ich stelle
eine Tabelle auf.

Preis (in Pf) fir

&= N
.‘3 E
B g S
.CE E Klaus Peter a
10 5 S0+15= 65 20+ 50= 70 5
12 6 60+18= 78 24+ 60= 84 6
22 11 110+33=143 44+110=154 11

Nur fiir die letzte Zeile der Tabelle betrigt
die Differenz 11. Klaus mufite 1,43 M und
Peter 1,54 M bezahlen.

,»Ich will ja nicht drdngen, aber in 10 Minuten
beginnt das Landerspiel...” E. Gliege
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In freien Stunden - alpha-heiter

aus: NBI

Guter Rat

Als ein Mathematiklehrer von einem schwachen
Schiiler gefragt wurde, was er tun solle, damit er nicht
sitzenbleiben miisse, antwortete dieser: Das ist nicht
schwer zu beantworten.
Schreibe das Wort KLASSENZIMMER und ordne
den Buchstaben die Ziffern0123345678 849 wie
angegeben zu!
Nun rechne so:
I. Suche dir drei beliebige Ziffern daraus aus und
schreibe damit die groBtmaglichste Zahl!
2. Vertausche die vordere und die hintere Ziffer und
subtrahiere diese zweite Zahl von der ersten!
3. Vom Ergebnis vertausche wieder die erste und
letzte Ziffer und addiere jetzt diese Zahl zum End-
ergebnis dazu!
4. Zum SchluB addiere noch die Weisheitszahl 13865!
Das Endergebnis kannst du nun am Wort Klassen-
zimmer entziffern. Damit hast du eine Antwort auf
deine Frage!

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

—
(RS )

Kurt Hoppe, Berlin

,.Hab ich doch gleich gesagt: einssechzig.*
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Kreuzzahlritsel

waagerecht: 1. die dritte Stelle dieser Zahl ist das Pro-
dukt aus der ersten und zweiten Stelle; 4. die Zahl ist
gleich der Quersumme von w9.; 6. eine Primzahl;
7. das Doppelte von s2.; 9. von vorwirts und riick-
wirts gelesen die gleiche Zahl; 10. das Dreifache von
sll.; 12. die Quersumme dieser Zahl ist gleich der
Quadratwurzel aus w4.; 14. von vorwirts und riick-
wiirts gelesen die gleiche Zahl; 15. das Dreifache der
Quadratwurzel aus s3.

1 2 3 4 5

6 7 8 )
9

10 11 12 13

14 . 15

senkrecht: 1. das Quadrat von s2.; 2. eine Kubikzahl;
3. eine Quadratzahl; 5. die Quersumme dieser Zahl
ist gleich der Quersumme von s.3.; 8. die Summe aus
der ersten und zweiten Stelle ist gleich der Summe aus
der dritten und vierten Stelle; 11. eine Primzahl;
12. ist gleich der Quadratwurzel aus wl4.; 13. die Zahl
ist das Dreifache ihrer Quersumme

Ing. H. Decker, Kéln

Magische Kreise

In die Kreisfelder sind die Zahlen 1 bis 16 so einzu-
setzen, dabB sich fiir jeden Kreis jeweils die Summe 34
ergibt.



Geburtsjahr gesucht

Ermittle die Geburtsjahre der folgenden fiinf Mathe-
matiker!
BURG
BUHR
BUSE
BUDE
+B UHL
9679

Gleiche Buchstaben bedeuten gleiche Ziffern.

Fachlehrer D. Knape, Jessen

Silbenriitsel

Aus den folgenden Silben sind 9 Begriffe zu bilden.

Die jeweils dritten Buchstaben der gefundenen Worter

von oben nach unten gelesen ergeben ein besonderes

mathematisches Ereignis.

a-a-—bel —di~-di- falsch— hy — ko —les — me — na —

0 — On — Of — pe — per —ra — ra — ren — Sym — symp —

te — ten — tha — ti — to — trie — xiom — zie.

1. Zahlenpaar in der graphischen Darstellung

2. ein Wahrheitswert

3. Gerade, die sich einer Kurve beliebig ndhert, ohne
sie je zu erreichen

4. bei der Spiegelung entstehende geometrische Ver-
wandtschaft

5. ein Kegelschnitt

6. einleuchtendes, nicht beweisbares Grundgesetz

7. griechischer Mathematiker, nach dem ein bekann-
ter Satz iiber rechte Winkel benannt ist

8. eine Rechenoperation

9. die Verkniipfung mathematischer Gréfien
Ing. D. Vilzke, Greifswald
Aus dem Alltag

® Shozo Hamada, 29jihriger Lehrer aus Saitama
(Japan), stellte einen neuen Weltrekord im Seilsprin-
gen auf. Er hopste in sechseinhalb Stunden 56236mal.
15 Minuten ldnger als sein Vorgéanger.

@ Sie kocht. Er denkt.

Er irrt, wenn er denkt, daB sie kocht.

Er kocht, als er merkt, daB sie denkt.

Sie kocht, da er kocht, weil sie denkt.

Nun kochen beide.

® Am Wochenende wurde unsere Bank renoviert,
Dabei ist IThr Konto gleich mit gestrichen worden.

Die Sparkasse
® Ein Tourist nimmt sich in Berlin ein Taxi. Nach
einer gewagten Fahrt fragt er: ,,Fahren Sie immer so
unvorsichtig? Sie hitten jetzt beinahe den dritten FuB-
ginger angefahren!*

,,Sind Sie eigentlich als Tourist hier oder als Statisti-
ker? fragt der Taxifahrer ungehalten zuriick.

® ,,Guten Tag! Ich hitte gern einen Film!“ ;24 mal
367

,,.8364. Aber warum fragen Sie?*

® Der Arzt zum Patienten: ,, Wieviel Stunden schlafen
Sie am Tage?* ,,So ungefdhr zwei Stunden.** ,,Das ist
aber sehr wenig.** | Fiir mich ist es ausreichend*, er-
widert der Patient. ,,Ich schlafe ja in der Nacht zehn
Stunden.*
® Ein Gast, der bereits lingere Zeit in der Wohnung
seines Gastgebers sal3, erkundigte sich bei diesem nach
der Uhrzeit.
Der antwortete ihm: ,,Es ist 23 Uhr, 22 Minuten und
8 Sekunden.*
@®  Herr Doktor, Sie mochten bitte zu meiner Schwe-
ster kommen, sie hat Fieber!*‘ ,, Wie hoch ist es denn ?**
,,Zwei Treppen!*
@ Eine Frau kommt in ein Fischwarengeschaft.
Es ergibt sich der folgende Dialog:

Frau: ,,Morgen!*

Verkéduferin: ,,Morgen!*

Frau: ,, Karpfen?*

Verkiuferin: ,,Morgen!*

Frau: ,,Morgen 7*

Verkduferin: ,,Morgen !*

Frau: ,,Morgen!*

Verkiuferin: ,,Morgen!*

Kryptarithmetik
A:B=C MATHE
: : + IST
D +B =E  gne Schwatz, 4.08 MEIN
A—D = F  Schmalkalden, KI.5 LEBEN

Jarmila Péncikovd,

xXxxxxx:xx=xlIxl Schiilerin, Prag

xx 1
11x Es tritt keine weitere Ziffer 1 auf!
XX Lehrerin Regina Bricks,
XXX 2.0S Saalfeld
1 xx
XX
XX
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" Fiiles 9/81, Budapest
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XXI. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR
1. Stufe (Schulolympiade)

Abgabetermin beim Mathematiklehrer: Ende September 1981

Achtung: Bis aul solche Fakten, die aus dem
Schulunterricht oder den Arbeitsgemeinschaf-
ten bekannt sind, miissen alle verwendeten
Aussagen prizise [ormuliert und bewiesen
werden. Der Losungsweg (einschlieBlich Ne-
benrechnungen, Konstruktionen, Hilfslinien)
muB deutlich erkennbar sein. Die Gedanken-
ginge und Schliisse sind in logisch und
grammatisch einwandfreien Sétzen darzu-
legen. Die Losungen und Punktbewertungs-
tabellen werden ab Oktober 1981 verdflent-
licht.

Anmerkung: ¥ ABC bezeichnet im folgenden
die GroBe des Winkels A BC. Ferner bezeich-
net AB die Strecke mit den Endpunkten A4
‘und B, wihrend 4B die Linge der Strecke AB
bedeutet.

Olympiadeklasse 5

210511 Ein Quadrat ABCD mit 14cm Sei-
tenldnge ist in 7 mal 7 gleichgroBe Teil-
quadrate zerlegt. Aus einigen dieser Teil-
quadrate ist ein Streifenzug so zusammenge-
stellt, wie das Bild zeigt. Der Streilenzug ist
grau hervorgehoben.

Berechne den Umfang und den Flicheninhait
dieses Streifenzuges!

A 8

210512 Die Pioniergruppen der Klassen 5a,
5b und 5c einer Schule fertigten [iir einen
Solidaritédtsbasar Buchhiillen an. Dabei fer-
tigte die Klasse Sa genau 6 Hiillen mehr als
die Klasse 5b an, und dic Klasse 5c¢ schaffte
das Doppelte von dem, was die Klasse 5b
anfertigte. Insgesamt wurden von den Pionie-
ren der drei Klassen 66 Buchhiillen herge-
stellt.

88

Wieviel Buchhiillen [ertigte jede der drei Pio-
niergruppen an?

210513 In jedes leere Kistchen des Bildes
soll eine der Ziffern 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
8, 9 so geschrieben werden, daB die drei
waagerechten und die drei senkrechten Auf-
gaben richtig gerechnet sind.

Eine Beschreibung und Begriindung der L6-
sung wird nicht verlangt.

- CP-CLD
([ [(T1=[[[5]

210514 Eine Aufgabe aus einer Leningrader
Mathematikolympiade:

Ein ,,Oktoberkind” (das ist ein Jungpionier
bis zur 3. Klasse), ein Pionier und ein Kom-
somolze fuhren in ein Pionierlager. Ihre Vor-
namen sind (nicht unbedingt in derselben
Reihenfolge) Kolja, Igor und Sascha. Aus
ihren Gesprichen im Zug erfuhren wir:

(1) Kolja und der Komsomolze sind zwei be-
geisterte Angler.

(2) Das Oktoberkind wohnt in Leningrad;
Sascha auch, aber in einer anderen StraBe.’
(3) Sascha ist jiinger als der Komsomolze.
Welchen Vornamen hat das Oktoberkind,
welchen Vornamen hat der Pionier, und
welchen Vornamen hat der Komsomolze?

Olympiadeklasse 6

210611 Von einem Rechteck sind folgende
Eigenschaften bekannt:

Wenn seine beiden Seitenlingen in Metern
gemessen werden, so ergeben sich natiirliche
Zahlen als MaBzahlen. Die Differenz der
beiden Seitenldngen betrdgt 20m. Der Um-
fang des Rechtecks betriigt 60 m.

a) Welchen Fldcheninhalt hat dieses Recht-
eck?

b) Welche Liingen erhalien seinc beiden Sei-
ten im Malfistab | : 2507 Zeichne das Recht-
cck in diesem Malstab!

210612
Ziffern 0. 1.2, 3,4.5.6. % 8,9 so geschricben

In jedes leere Kiistchen soll eine der

werden. dall dic drei waagerechten und dic

drei senkrechten Aulgaben richtig gerechnet
sind.
Eine Beschreibung uind Begriindung der

Losung wird nicht verlangt.

CLTe): -
: +

(T [Ta-[T0

HOEGEERGEED

210613 Diedrei Schiilerinnen Bianka, Heike
und Kerstin ernteten im Schulgarten WeiB-
kohl, insgesamt 128 Kohlkopfe. Dabei hat
Bianka genau 8 Kohlkople mehr als Heike
geerntet, und Kerstin hat genau 5 Kohlkopfe
weniger als Bianka geerntet.

Wieviel Kohlkopfe hat jedes der drei Mad-
chen insgesamt geerntet?

210614 Zwoll Holzchen. die einzeln in einer
Reihe liegen (siche Bild), sollen folgender-
maBen in eine Anordnung von sechs ,,Dop-
pelhdlzchen” (d. h. Hiufchen von je zwei zu-
sammenliegenden Holzchen) gebracht wer-
den: Es soll mehrere Male jeweils ein einzeln
liegendes Holzchen entweder nach rechts
oder nach links springen und dabei jedesmal
(mit Ausnahme des letzten Males) genau drei
Hélzchen (entweder drei einzeln liegende oder
ein einzeln liegendes und ein Doppelhdlzchen)
iiberspringen. Beim letzten Male sollen genau
drei Doppelholzchen iibersprungen werden.

O A A A O D

1 23 456 7 8 9 10 11 12
Beschreibe eine Serie von Spriingen, die diese
Forderungen erfiillt!

Olympiadeklasse 7

210711 Die FDJler einer Schule haben sich
vorgenommen, das Gelénde ihrer Schule um-
zugestalten. Dabei soll eine rechteckige Ra-
senfliche von 45m Linge und 26 m Breite
mit einem Weg von 2 m Breite umgeben wer-
den. Der Weg soll auBerhalb der Rasenfliche
verlaufen und ringsum an sie angrenzen. Die
Fldche, die von dem Rasen und dem Weg
zusammen eingenommen wird, soll insgesamt
wieder die Gestalt eines Rechtecks haben.

a) Berechne den Flidcheninhalt des vorgesehe-
nen Weges!

b) Wieviel Gehwegplatten miissen auf diesem
Weg insgesamt ausgelegt werden, wenn er voll-
stindig von Gehwegplatten bedeckt werden
soll und wenn man f{ir jeden Quadratmeter
des Weges genau 16 Platten benotigt?
210712 Andreas sagt zu seinem Freund:
.Nimm in eine Hand eine gerade, in die
andere Hand eine ungerade Anzahl Holz-
chen! Verdopple in Gedanken die Anzahl der
Holzchen in der linken und verdreifache die
Anzahl der Holzchen in der rechten Hand!
Addiere die beiden Produkte und nenne mir
das Ergebnis! Ich werde dir dann mit Sicher-
heit sagen, in welcher Hand du die gerade
Anzahl von Holzchen hast.”



Untersuche, ob man wirklich allein aus dem
von dem Freund genannten Ergebnis mit
Sicherheit die von Andreas angekiindigte
Aussage erhalten kann!

21073 Zur Vorbereitung eines Sportlestes
soll fiir die Schiilerinnen Andrea, Beate,
Christine, Doris, Eva, Frauke und Gerda eine
Reihenfolge festgelegt werden. Dabei soll stets
von zwei verschieden groBen Schiilerinnen
die groBere vor der kleineren stehen. Sind aber
zwei Schiilerinnen gleichgroB, so soll stets
diejenige, deren Vorname einen im Alphabet
vorangehenden Anfangsbuchstaben hat, vor
der anderen stehen.

Der Organisator, der eine derartige Reihen-
folge festlegen soll, kennt die Schiilerinnen
nicht, aber er meint, sich an folgende In-
formationen erinnern zu konnen:

(1) Es ist wahr, daB Doris um genau 2cm
kleiner als Christine ist.

(2) Es ist lalsch, daB Andrea nicht dieselbe
GroBe wie Gerda hat.

(3) Es ist nicht wahr, daB keine der Schiilerin-
nen kleiner als Frauke ist.

(4) Es ist wahr, daB Eva kleiner als Doris, aber
groBer als Frauke ist.

(5) Es ist unwahr, daB Frauke groBer als
Christine ist.

(6) Es ist nicht [alsch, daB Christine um genau
2cm groBer als Gerda ist und daB Christine
groBer als Eva ist.

Untersuche, ob es mehr als eine, genau eine
oder keine Mdoglichkeit fir die Reihenfolge
der Schiilerinnen gibt, bei der alle Informa-
tionen (1) bis (6) zutreflen!

Falls es sie gibt, ermittle alle moglichen Rei-
henfolgen, die den genannten Bedingungen
entsprechen!

210714 In einem regelmidBigen Fiinfeck
ABCDE wird eine beliebige Diagonale ge-
zeichnet. Beweise, daB diese Diagonale zu
einer der Seiten des Fiinlecks parallel ist!
Hinweis: Ein Fiinfeck heiBt genau dann regel-
mafig, wenn alle seine Seiten zueinander
gleichlang und alle seine Innenwinkel zu-
einander gleichgroB sind.

Olympiadeklasse 8

210811 In der Figur soll jedes Zeichen X
durch eine der natiirlichen Zahlen 1,2, 3,4, 5,
6,7, 8,9 so ersetzt werden, dafl in der zweiten
bis neunten Zeile jede Zahl gleich dem abso-
luten Betrag der Differenz der beiden dariiber-
stehenden Zahlen ist.
Gib eine derartige Ersetzung an!
XX XXX XX XX
XX X X X XXX
X X X X X X X
XXX XxXxXx
X X X X X
X X X X

210812 Beieinem GST-Wettkampfim Luft-
gewehrschieBen gaben Falk und Heike je
5 SchuB ab.

Auf den Scheiben wurden folgende Trefler er-
mittelt:

Je genau einmal die 3, zweimal die S, zweimal
die 6, zweimal die 7, einmal die 8, einmal die
9, einmal die 10.

Weiterhin ist bekannt:

(1) Falk erzielte mit seinen letzten vier Schiis-
sen neunmal so viele Ringe wie mit seinem
ersten SchuB,

(2) Falk schof} die 9.

Lassen sich nach diesen Angaben die folgen-
den beiden Fragen eindeutig beantworten?
a) Welcher der beiden Jungen erzielte das
bessere Ergebnis?

b) Welcher der beiden Jungen schoB die 10?

210813 a) Beweise den folgenden Satz:
Wenn alle vier Seiten eines Vierecks dieselbe
Linge haben, dann stehen die Diagonalen
des Vierecks aufeinander senkrecht.

b) Formuliere die Umkehrung dieses Satzes
und untersuche, ob sie auch gilt! -

210814 Einer Brigade der ausgezeichneten
Qualitdt war der Auftrag erteilt worden, in
moglichst kurzer Zeit eine gewisse Anzahl
MeBgeriite fertigzustellen. Die Brigade be-
stand aus einem erfahrenen Arbeiter als Bri-
gadier und neun jungen Arbeitern, die eben
erst ihre Ausbildung beendet hatten.

Im Laufe eines Tages stellte jeder von den
neun jungen Arbeitern 15 Geriite fertig, der
Brigadier aber 9 Geriite mehr als jedes der
zehn Brigademitglieder im Durchschnitt.
Wieviel MeBgerdte wurden insgesamt von
der Brigade an diesem Arbeitstag [ertigge-
stellt?

Olympiadeklasse 9

210911 Wihrend einer FuBballmeister-
schalt spielten im Halbfinale die vier Mann-
schaften A, B, C und D. Uber den Ausgang
der Spiele und damit die Ermittlung der bei-
den Mannschaften fir das Endspiel machten
Kenner der vier Mannschalten folgende Vor-
aussagen:

(1) Das Endspiel wird lauten: B gegen C.

(2) Das Endspiel wird nicht lauten: A gegen B.
(3) Das Endspiel wird lauten: C gegen D.

(4) Wenn A das Endspiel erreicht, dann er-
reicht B nicht das Endspiel.

(5) Das Endspiel wird von zwei der Mann-
schaften B, C, D bestritten.

Nach dem Halbfinale stellte sich heraus, daB
genau zwei der Voraussagen (1) bis (5) falsch
waren.

Zeigen Sie, daB es aulgrund dieser Angaben
moglich ist, die beiden Mannschaften zu er-
mitteln, die das Endspiel erreichten!

210912 Herr Schulze trifft nach langer Zeit
Herrn Lehmann und 14dt ihn zu sich nach
Hause ein. Unterwegs erzihlt er Herrn Leh-

mann, daBl er Vater von drei Kindern ist.
Herr Lehmann mochte wissen, wie alt diese
sind; ihm geniigen Angaben in vollen Lebens-
jahren.

Herr Schulze antwortet: ,,Das Produkt der
drei Altersangaben betriigt 72. Die Summe
der drei Altersangaben ist meine Hausnum-
mer. Wir sind gerade an unserem Haus ange-
kommen; Sie sehen meine Nummer.” Darauf
erwidert Herr Lehmann: ,,Aus diesen Anga-
ben kann man aber die drei Altersangaben
nicht eindeutig ermitteln.” ,,Das stimmt”,
meint Herr Schulze, ,aber irgendwann zwi-
schen der Geburt des zweiten und des dritten
Kindes hat der Bau dieses Hauses stattge-
funden. Ein Jahr und einen Tag lang haben
wir an dem Haus -gebaut.” ,Vielen Dank!
Nun kann man die Altersangaben eindeutig
ermitteln”, beschlieBt Herr Lehmann das Ge-
sprich.

Untersuchen Sie, ob es eine Zusammenstel-
lung von drei Altersangaben gibt, fiir die alle
Aussagen dieses Gespriches zutreflen! Unter-
suchen Sie, ob es nur eine solche Zusammen-
stellung gibt! Wenn das der Fall ist, ermitteln
Sie diese!

210913 Elsa behauptet: ,,Man kann die Zahl
1981 folgendermaBen darstellen: Man
schreibt die natiirlichen Zahlen von 1 bis zu
einer geeigneten Zahl n der Reihe nach auf
und setzt zwischen je zwei dieser Zahlen je-
weils genau eines der vier Operationszeichen
+, —, -, . Dabei braucht nicht iiberall das-
selbe Operationszeichen gewihlt zu werden;
es brauchen auch nicht alle vier Operations-
zeichen vorzukommen. An der Reihenfolge
der natiirlichen Zahlen darf nichts gedndert
werden; Klammern und weitere Rechen-
zeichen sollen nicht auftreten. Das Ergebnis
der so aufgeschriebenen Rechenaufgabe ist
1981.”

Ist Elsas Behauptung wahr?

210914 Konstruieren Sie ein Dreieck ABC
aus ¥BAC=a=70°, ¥ ACB=y=50° und
r=>5cm, wobei r der Radius des Umkreises
des Dreiecks ABC ist!

Beschreiben und begriinden Sie Ihre Kon-
struktion! Untersuchen Sie, ob durch die
gegebenen Stiicke ein Dreieck ABC bis auf
Kongruenz eindeutig bestimmt ist!

Olympiadeklasse 10

211011 Ein Reisender legte den ersten Teil
einer Dienstfahrt mit dem PKW und den
Rest mit dem Zug zuriick.

Als er die mit dem PKW zuriickgelegte Teil-
strecke sowie genau ein Fiinftel der Bahn-
strecke durchfahren hatte, stellte er fest, daB
er zu diesem Zeitpunkt genau ein Drittel der
Gesamtstrecke zuriickgelegt hatte. Spiter, als
er genau die Hillte der Gesamtstrecke zu-
riickgelegt hatte, war er mit dem Zug bereits
20 km mehr gefahren als zuvor mit dem PKW.
Wie lang war die Gesamtstrecke dieser Reise?
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211012 Das Bild zeigt ein Quadrat, das in
16 untereinander kongruente quadratische
Felder al, a2, a3, a4, ..., d1, d2, d3, d4 zerlegt
ist. Von diesen Feldern sollen genau vier so
markiert werden, daB in jeder Zeile, in jeder
Spalte und in jeder der beiden Diagonalen
genau ein markiertes Feld auftritt.

Ermitteln Sie alle voneinander verschiedenen
Markierungen, die diese Bedingungen er-
fiillen! Dabei gelten zwei Markierungen ge-
nau dann als nicht verschieden, wenn sie aus
einander durch eine Drehung, eine Spiege-
lung, oder mehrere solcher Abbildungen her-
vorgehen.

211013 Fiir Kreisflachen ist bekanntlich der
Begriff Durchmesser definiert. Man kann aber
auch fiir andere Flidchenstiicke F eine ,lang-
ste Strecke” als ,,Durchmesser” bezeichnen.
(Das heiBt, man kann definieren: Wenn es
zwei Punkte P, Q in F mit der Eigenschaft
gibt, daB [iir beliebige Punkte X, Yin F stets
POz XY gilt, so heibBt die Linge d=PQ der
»Durchmesser” von F.)

Ist beispielsweise F die Flache eines Dreiecks
ABC (einschlieBlich des Randes) und gilt
AB2 AC sowie AB2BC, so ist die Linge
AB der Durchmesser d von F; denn dann
148t sich beweisen, daB [ir beliebige Punkte
X, Y der Dreiecksf{liche F stets AB= X Y ist.
Untersuchen Sie, ob die beiden [olgenden
Aussagen (1), (2) wahr sind!

(1) Man kann nicht jede Dreiecksllache F so
durch eine Gerade in zwei Dreiecksflachen F’,
F” zerlegen, daf3 jede der beiden Fldachen F’,
F” etnen kleineren Durchmesser hat als F.
(2) Es gibt eine Dreiecksfliche F, die man so
durch eine Gerade in zwei Dreiecksflichen F',
F" zerlegen kann, daB jede der beiden Flichen
F', F” einen kleineren Durchmesser hat als F.

211014 a) Zeichnen Sie die Graphen der
Funktionen f und g, die im Intervall
—1=£x<Z3durch

fx)=l«,

gx)=x2—3x+2
definiert sind!
b) Im Intervall — 1 <x<3 seien nun durch

h(x)=f[g(x)],

kix)=g[f (x)]
zwei weitere Funktionen s und k definiert.
Hinweis: Man erhilt also z.B. den Funk-
tionswert h(x) zu einer Zahl x des Intervalls
stets dadurch, daB man erst den Wert z=g(x)
und dann f(z)=f[g(x)]=h(x) bildet. So ist
etwa [ir x=—1erst z=¢g(—1)
=(—=1)2~3-(=1)+2=6 und dann h(—1)
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=g(6)=6| =6 zu bilden. Entsprechend erhilt
man k(~1)=g[f (- 1)]=g( — 1)=g(1)
=12-3-1+42=0)

Zeichnen Sie die Graphen der so definierten
Funktionen 4 und & und beschreiben Sie, wie
man diese Graphen dadurch aus dem Gra-
phen von g gewinnen kann, daB man aufl
Teilstiick des Graphen von g geeignete Spie-
gelungen anwendet!

Olympiadeklasse 11/12

211211 Gegeben sei die Seitenldnge g eines
gleichseitigen Dreiecks ABC. Auf diesem
Dreieck als Grundfliche soll eine Pyramide
ABCD mit den folgenden Eigenschaften (1),
(2) errichtet werden:

(1) Die Kanten AD, BD und CD haben einan-
der gleiche Lange s.

(2) Die Hohe h der Pyramide ist das arith-
metische Mittel aus a und s.

Man untersuche, ob es eine derartige Pyra-
mide ABCD gibt und ob dann h und s ein-
deutig durch a bestimmt sind. Ist dies der
Fall, so ermittle man h und s.

211212 Man ermittle alle geordneten Paare
(x; y) von Null verschiedener reeller Zahlen x,
y, die das folgende Gleichungssystem (1), (2)
erfiillen:
(x+y)*+3(x+y)=4, )
1

1 1
}+;= s (2)
211213 Eine Menge M enthalte genau 55
Elemente. Fiir jede natiirliche Zahl k mit
0Z k£55 bezeichne A, die Anzahl aller der-
jenigen Teilmengen von M, die genau k Ele-
mente enthalten.

Ermitteln Sie alle digjenigen natiirlichen Zah-
len k, fiir die 4, am groBten ist!

211214 Jede natiirliche Zahl 148t sich be-

kanntlich eindeutig als Produkt von Prim-

zahlpotenzen darstellen.

In welcher der beiden natiirlichen Zahlen

1981! und 1000!-981! erhilt bei dieser Dar-

stellung die Primzahl 7 den groBeren Ex-

ponenten?

Hinweis: Wenn n eine natiirliche Zahl mit

n21 ist, so ist n! definiert durch
nl=1-2-..n=1-n

alphaismen

,,Ich werde mein Wissen verdoppeln‘, sagte
die Null.

»Ich will vorwidrts kommen®, sagte das
Quadrat, ,,ich will in bessere Kreise.*

Wenn man von beliebig vielen Punkten be-
liebig viele Striche zieht, gibt es ein beliebig
groBes Durcheinander.

Eine Aufgabe von Prof. Dr. H. Triebel

Zusatzaufgabe: Es ist
x3
sinx=Xx —€+Terme mit x*, x5, ...

Dann gilt
x—sinx 1 . 2
—x—3—=g+Terme mit x, x*, ...,

i x—sinx 1
im ——=-.
x—0 X 6

Aufgabe: Es ist r=R " ¢, wobei ¢ der ange-
gebene Winkel (in Bogenlange) ist (Bild 3).
Hieraus folgt ¢=R sin ¢.
Fiir K(P) erhdlt man nun

Bild 3

Lasungen zu: Die groflen Leistungen
der kleinen Biene

Alla 190kg:3=63333kg=63kg

Ein Volk erzeugt in éinem Jahr rund 63kg
Honig.

Al2a 63kg—45kg=18kg

Fiir den Imker bleiben etwa 18kg Honig
tibrig.

Al3a 4500:63=71%,

Das Volk verbraucht rund 71%, und der
Imker rund 29%;.

A2a 1kgHoniga3kg Nektar;

3000 g : 0,0005 g = 6000000

Es miissen 6000000 Bliiten besucht werden.
A3 1A 460000-18kg=8280000kg=_8280t
Es konnen 8 280 t Honig produziert werden.
A32a 460000-10kg=4600000kg=46001
Das Produktionsergebnis betrigt 4600t.

Adla 190kg+35kg+25kg=250kg



Ein Volk muB3 im Sommer durchschnittlich
eine Last von 250 kg bewiltigen.

A42a 41-250kg=10250kg
Diese Volker miissen 10,25t bewiltigen.

AS5.1a 16700000-0,320 kg=5344000kg=
5344t.
Der Bedar! der Bevolkerung betragt 5344 t.
AS2A 5344t—4600t=744t
Es miissen 744 t Honig importiert werden.
A6A 16700000 : 46000036
Es konnen 36 Biirger mit Honig versorgt
werden.
A7Aa 70-8M=560M
Die AG erzielte eine Einnahme von 560 M.
A8.1a 34400-0,26=8944
8944 Imker wanderten mit ihren Bienen.
A82a 250000 : 460000=0,54 =54%;
Der Anteil der Wandervolker betragt 54%;.
A83a 250000-17kg+210000-6kg=
5510000kg=5510t
Der Bevolkerung wiirden 5510t Honig zur
Verlugung stehen.
A9.1a 8000-4=32000;
32000—1650=30350
Es miissen noch 30350 Bienenvolker zusitz-
lich eingesetzt werden.
A92a 30350-40M=1214000M
1214000 M + 18500 M =1232500 M
Der Kooperationsverband muf3 1232500 M
einplanen.

A10.1 A 150000 :1500=100

Es ist das 100fache ihrer Korpermasse.
200- 60

Al102a 1500 — 8

Es ist das 8fache seiner Korpermasse.

A103a 1500:60=25

Das Huhn miiBte an einem Tag 25 Eier legen.
Alla 100%,—5,59,—6,5%,=88%
Es sind 889 Bienen.
Zum Kreisdiagramm: 5,59, 2 19,8°;
6,5%,2023,4°; 889, 2316,8°.
(22+23)-3600
Al2a 21000 =81
Die Biene kann eine Geschwindigkeit von

81 k?m erreichen.

A13a 50000-12mm= 600000 mm=600m
Es kidme eine Strecke von 600 m heraus.
Alda 32-50000:0,2-0,055g-12-15
=3168000g=3168kg

Es sind 3168 kg Nektar.

Lésungen zu alpha-Wettbewerb,

Heft 1/1981:

Ma 5 12055

a) (160—2-24)mm : 4=28 mm
b) 28 mm — 18 mm =10 mm

Ma 5 82056 Es seien 4, B, C, D, E, F die
Ecken des Sechsecks (siehe Bild). Man kann

insgesamt 9 Diagonalen in dem Sechseck ein-
zeichnen, namlich AC; AD; AE; BD; BE;
BF; CE; CF; DF. Allgemein gilt fiir die An-
zahl d der Diagonalen im n-Eck:
n-(n—3)
d ==

denn man kann von jeder der n Ecken zu jeder
der n— 1 iibrigen Ecken auller zu den beiden
benachbarten Ecken genau je eine Diagonale
ziehen, insgesamt also n(n—3) Diagonalen.
Dabei wird jede Diagonale doppelt gezihlt.
Die so ermittelte Anzahl muB also noch durch
2 geteilt werden.

F 3
4 ND
8 c

Ma 5 82057 Die durch Vertauschung der
Zilfern entstehende Zahl muB} groBer sein als
die urspriingliche Zahl, da sie gleich dem um
2 verminderten Dreifachen dieser Zahl sein
soll. Bei der urspriinglichen Zahl ist also die
Anzahl der Zehner kleiner als die der Einer.
Man braucht daher unter Beriicksichtigung
der Bedingung, daB die Summe der beiden
Anzahlen 10 betrédgt, nur die Zahlen 19, 28,
37 und 46 in Betracht zu ziehen. Von ihnen
erfiillt 28 und nur 28 die Bedingung der Auf-
gabe.

Ma5 #2058 Aus8—[~]=3folgt[~]=S5.Setzt
man fiir [~]in Spalte 3 jeweils 5 ein, so er-
hilt man O=2 und <}>=0. SchlieBlich er-
mittelt man auf diese Weise aus Zeile 1, daB
A =7 sein muB. Tatsichlich erfillen die an-
gegebenen Ziffern alle Bedingungen der Auf-
gabe; denn in

27+8=35
10+5=15
1743=20

sind alle waagerecht und senkrecht stehenden
Aufgaben richtig gel6st.

Ma 5 #2059 Da bei einem Teilnehmerbei-
trag von 1,40 Mark genau 1,10 Mark zu we-
nig, bei einem Beitrag von 1,50 Mark genau
1,10 Mark zu viel zusammengekommen wiére,
so hitte das gesammelte Geld genau das
Doppelte der Kosten des einen Sammelfahr-
scheines betragen, wenn jeder Teilnehmer
2,90 Mark eingezahlt hitte. Folglich wiren
genau die Kosten des einen Sammelfahr-
scheines zusammengekommen, wenn jeder
der Teilnehmer 1,45 Mark bezahlt hitte.
Jeder der Teilnehmer hatte also 0,05 Mark zu
viel bezahlt.

Ma 5 #2060 Im ungiinstigsten Falle kann
Ulrike zunichst 8§ rote, 8 blaue, 8 schwarzz.
8 weille und die beiden griinen Kugeln her-
ausnehmen.

Nimmt sie zu diesen 34 Kugeln nun noch
eine weitere heraus, dann kann diese Kugel
nur eine der vier Farben Rot, Blau, Schwarz
oder WeiD tragen. In diesem Fall erhilt Ulrike
also 9 Kugeln gleicher Farbe. Die kleinste
Anzahl von Kugeln, bei denen das mit Sicher-
heit der Fall ist, betrdgt daher 35.

Ma 6 w2061 Jede Station braucht 14 ver-
schiedene Fahrkarten. Insgesamt werden da-
her 15-14 Fahrkarten =210 Fahrkarten be-
notigt.

Ma 6 82062 In I% Tagen wiirden 3 Hiihner
doppelt soviel Eier wie 15 Hiihner, also

3 Eier legen. Ein Huhn wiirde in dieser Zeit
den dritten Teil, das ist 1 Ei, legen. Also wiir-

den 7 Hiihner in 1% Tagen 7 Eier legen. Da
6 Tage viermal so viel sind wie 1% Tage,

wiirden mithin die 7 Hiihner in 6 Tagen
28 Eier legen.

Oder: | Huhn wiirde in 1% Tagen 1 Ei legen,
also 1 Huhn in 6 Tagen (wegen 4- 1%:6)

4 Eier, und 7 Hiihner in 6 Tagen 7-4=28
Eier.

Ma 6 82063 (1) Ist nach Ergidnzung der
beiden fehlenden Ziffern eine durch 36 teil-
bare Zahl entstanden, so ist diese sowohl
durch 4 als auch durch 9 teilbar.

(2) Ist eine mehrstellige Zahl durch 4 teilbar,
so stellen ihre letzten beiden Ziffern (in glei-
cher Reihenlolge) ebenfalls eine durch 4 teil-
bare Zahl dar. Daher kann als Einerziffer nur
0; 4 oder 8 eingesetzt werden.

(3) Ist eine Zahl durch 9 teilbar, so ist es auch
ihre Quersumme. Nun betrigt dic Summe
der drei gegebenen Ziffern 9.

Lautet daher die Einerziffer

0

4 }so kann die Hunderterziffer nur

8

0 oder 9
{ 5 } sein.

1

Also kOnnen nur die Zahlen 52020; 52920;
52524; 52128; die Bedingungen der Aufgabe
erfiillen. Die Probe zeigt, daB sie dies auch
samtlich tun.

Ma 6 #2064 (4) Wegen der Aussagen (1)
und (2) ist die Volleyballspielerin weder Ma-
rion noch Petra. Ruth ist also die Volleyball-
spielerin. .

(5) Da die Tischtennisspielerin wegen (3) nicht
Marion und wegen (4) nicht Ruth sein kann,
ist Petra die Tischtennisspielerin.

(6) Aus (4) und (5) ergibt sich: Marion ist die
Schwimmerin.

i~la 6 82065 Angenommen, die Lingen a.
b, ¢ haben die geforderten Eigenschalten.
Dann gilt:
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a+b+c=168 m, ferner

b=3a sowie

c=4a.
Daraus folgt:
a+3a+4a=168 m, also

8a =168 m, woraus man

a=21m, also

b=63 m und ¢=84 m erhilt.
Deshalb konnen nur diese Langen die ge-
stellten Bedingungen erfiillen. Wegen 63 m=
3-21m, 84m=4-21lm und 2lm+63m+
84 m = 168 m haben sie die gelorderten Eigen-
schaften tatsichlich.

Ma 7 w2066 Diagonale ist Quadratseite,
halbe Diagonale ist Quadratseite, Beweis
durch Kongruenz.

Ma 7 w2067 Die Anzahl der Ziffern 9 be-
trdgt an der Tausenderstelle O, an der Hun-
derterstelle (von 1 bis 999, von 1000 bis 1999,
von 2000 bis 2999, von 3000 bis 3999, von
4000 bis 4999 je 100mal die Ziffer 9)
5+ 100= 500,
an der Zehnerstelle (in jedem Hunderter-
bereich 10mal, in 55 Hunderterbereichen also)
10-55=550,
an der Einerstelle (in jedem Zehnerbereich
eine Ziffer 9, in 555 Zehnerbereichen also)
1-555=555.
Insgesamt wird die Zilfer 9 dabei 1605mal
aufgeschrieben.

Ma 7 w2068 Ist x die Anzahl der Pflaumen,
die der Korb enthilt, dann bekommt der erste
Freier (—)25+ 1 } Plaumen. Als Rest verbleiben
Pflaumen in der Anzahl x—<%+ 1):;— 1.

Die Anzahl der Pflaumen, die der zweite
Freier bekommt, ist hiernach

;‘ ! x 1
T+ 1 =Z+§’ und als nunmehriger Rest
verbleiben Pllaumen in der Anzahl (; - l)—

x Ny_x_3
472) 4 2

die der dritte -Freier bekommt, ist dann

Die Anzahl der Pflaumen,

Danach ist der Korb geleert, woraus die Glei-
x 3 x 9 .
chung (Z - 5) - (§ + Z) =0 folgt. Aus dieser

I 1
ergibt sich §=_451’ also x=230. Daher kann

die gesuchte Anzahl nur 30 betragen.

Ma 7 2069 Augustpreis A
Septemberpreis § =(100%, =20%,)4=80%,-4
§=08-4
Novemberpreis N =(1009 +20%,)-S=
120%;-S
N=12-§
N=12-08-4
N=0964
N=96% -4
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Im November waren die Apfel billiger als im
August. Die Preisabweichung betrigt 49;.

Ma 8 #2070 Man denke sich durch die
Adern senkrecht zur Aderachse einen ebenen
Schnitt gelegt. Dann lautet die Frage:
Wieviel Kreise gleichen Durchmessers lassen
sich so um einen gleichgroBen Innenkreis an-
ordnen, daB sie einander beriihren? Da der
Abstand jedes Kreismittelpunktes von den
Mittelpunkten der Nachbarkreise stets 2r
betrigt, entstehen aus den Verbindungslinien
der Kreismittelpunkte 6 gleichseitige Drei-
ecke, die ein regelmdBiges Sechseck bilden.
Man braucht also einschlieBlich der Mittel-
ader 7 Adern.

Ma 8 82071 (I) Angenommen, AABC sei
gleichseitig und habe den Inkreisradius der
Linge ¢. Der Mittelpunkt M des Inkreises
ist der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden
AD, BE, CF des Dreiecks. Diese sind gleich-
zeitig die Hohen, also sind MD, ME, MF die
Lote von M auf die drei Seiten, und es hat
daher jede von ihnen die Lange g. Die Winkel
¥ AMF, X FMB, xBMD, xDMC, x CME,
« EMA sind paarweise einander kongruent,
und jeder von ihnen hat daher die GroBe 60°.

c

A F 8
(II) Daraus ergibt sich die folgende Kon-
struktion. Man zeichnet den Kreis K um M
mit dem Radius der Linge ¢ und auf seinem
Umfang sechs Punkte D, R, E, P, F, Q mit
DR=RE=EP=PF=FQ=0D. Die Senk-
rechtenin D, E, F, auf MD bzw. ME bzw. MF
erzeugen dann das gesuchte Dreieck AABC.
(II) Beweis: Es gilt: AF=FB=BD=DC
=CE=EA, da die Teildreieccke AAFM,
ABFM, ABMD, ACMD, ACME und
AAME einander paarweise kongruent sind;
denn sie stimmen in den Winkeln und einer
Seite iiberein.
Also ist AABC gleichseitig; AD, BE, CF sind
seine Seitenhalbierenden, also auch Winkel-
halbierenden und Hohen, also ist der ge-
zeichnete Kreis sein Inkreis.
Die Konstruktion ist immer méglich und bis
aufl Kongruenz eindeutig, da die GroBe und
Gestalt der erwihnten Teildreiecke nur von ¢
und nicht von der Lage der sechs aul K gleich-
miBig verteilten Punkte D, R, E, P, F und Q
ablifingt.

Ma & m2072 (I) Angenommen, bei einer An-
gabe von Ziffern fiir die Buchstaben 4, ..., J

seien die Bedingungen der Aufgabe erfiillt.
Dann folgt:

Da AJ und BJ je zweistellig, also kleiner als
100 sind, ist ihre Summe kleiner als 200. Da
sie dreistellig ist, hat sie die erste Ziffer
A=1.(1)

Da somit AJ <20 und AAC=110 ist, folgt
BJ>90, also B=9. (2)

Wegen A=1 ist ABC <200; wegen ABC : H
= BJ gilt daher H <200 : 90< 3. Da anderer-
seits H Anfangszilfer ist, also 0 gilt, und
da H#A=1 ist, folgt H=2. (3)

Damit ergibt sich CH=H - HA=2-21=42,
also C=4. (4)

Weiter lolgt BJ = ABC : H=194 : 2=97, also
J=17.(5)

Sodann erhdlt man DE=HA+ AJ=21+17
=38, also D=3 (6) und E=9. (7)

SchlieBlich ergibt sich AFG=ABC—DE=
194 —38 =156, also F=5 (8) und G=6. (9)
Daher kann nur

194 -38=156 (10)
2-21= 42
97+17=114

Losung des Kryptogramms sein.

(II) Da die Angaben (1) bis (9) den ver-
schiedenen Buchstaben A, ..., J verschiedene
Ziflern zuordnen, die, wie aus (10) ersichtlich
ist, alle waagerecht und senkrecht stehenden
Aufgaben des Kryptogramms richtig 16sen,
hat dieses somit genau die angegebene Lo-
sung.

Ma 8 2073 Ist d der Erddurchmesser und
u (in m) der Umfang des gegebenen kleineren
Kreises, so gilt n-d=u. Ist x der in Peters
Aufgabe gesuchte Abstand, so ist der Durch-
messer des zweiten (groferen) Kreises d + 2x.
Andererseits ist dessen Umfangu+ 1l=nd+1;
also gilt n(d+2x)=nd+ 1, woraus 2nx=1,

~.x=% folgt. Analoge Schliisse gelten aber

auch [ur die Aufgabe von Fritz, wenn
d(=1mm)=0,001 m ist, da ndmlich der er-
haltene Wert x=%'nicht von d abhidngt.
Somit stimmt die Behauptung von Fritz. Der
gesuchte Abstand betrdgt in beiden Fillen

L (in m), das sind etwa 16 cm.
2n

Ma 9 #2074 Wir setzen zunidchst an die
Stelle der Sternchen die Buchstaben A4 bis N
wie folgt:

1AB-CD

EFG1
HIJ1

KIMIN
Dabei bedeuten die Buchstaben jeweils eine
der Ziffern von 0 bis 9.
Angenommen, die Aufgabe hat eine Losung,
dann ist KIMIN die Summe der Teilpro-
dukte EFG1 und HIJI, und es [olgt sofort
N =1undJ=0.Die vierstelligen Teilprodukte
sind entstanden durch Multiplikation der
dreistelligen Zahl 14B mit C bzw. D. Wegen



199 - 9<2000 sind diese Teilprodukte beide
kleiner als 2000, also ist E= H =1, und wegen
199-99<20000 ist auch K=1. AuBlerdem
gilt C, D#1, da sonst keine vierstelligen
Zahlen als Produkt entstehen kénnten. Beide
Teilprodukte enden aul die Ziffer 1, daher
kommen fiir die Ziffern B, C, D nur 3, 7 oder
9 und wegen 199 -5< 1000 mithin ftir C, D
nur 7 oder 9 in Frage. Von allen vierstelligen
Zahlen der Form 1 mal 01 sind nur 1001 und
1701 durch 7 oder 9 teilbar; und zwar ist
1001 durch 7, aber nicht durch 9 teilbar und
1701 durch 7 und durch 9 teilbar. Wegen
1701 : 7=243%+1AB ‘bleiben davon genau
zwei Moglichkeiten, und zwar

(D 143 - C7 und (2) 189 - C9

IFG 1 1FG 1
1001 1701
1LM11 I1LMI11

Im Falle (1) muB3 C=7 sein, da 7 die einzige
einstellige Zahl ist, die mit 3 multipliziert ein
aufl | endendes Produkt ergibt. Damit erhal-
ten wir
143-77

1001

1001
11011, also F=G=M=0und L=1.

Im Falle (2) muB3 analog C=9 sein, und wir
erhalten
189-99

1701

1701

18711, also F=M=7,G=0 und L=8.
Das sind die beiden einzigen Losungen der
Aufgabe.

Ma 9 #2075 (1) Wenn die Angaben von
Herrn X zutreflen, so ist das Quadrat der er-
wihnten Quersumme genau dreimal so groB8
wie die Anzahl der Lebensjahre und diese
wiederum genau dreimal so groB wie die er-
wahnte Quersumme. Daher ist das Quadrat
dieser Quersumme genau neunmal so groB
wie die Quersumme selbst. Daraus folgt, daB
die Quersumme 9 und somit das Alter von
Herrn X 27 Jahre betrigt.

(2) Wenn Herr X 27 Jahre alt ist, so ist die
Quersumme der Anzahl seiner Lebensjahre 9,
also ein Drittel dieser Anzahl. Ferner ist dann
das Quadrat 81 der Quersumme genau drei-
mal so groB wie die Anzahl der Lebensjahre
des Herrn X. Daher treflfen die Angaben von
Herrn X dann zu.

Aus (2) folgt, daB die Angaben von Herrn X
zutreffen konnen. Hieraus und aus (1) folgt,
daB Herr X 27 Jahre alt ist.

Ma 9 82076 Im Dreieck AABC seien CM
die Seitenhalbierende der Seite AB und § der
Schwerpunkt des Dreiecks. Dann gilt nach
einem Satz iiber die Seitenhalbierenden im
Dreieck:

SM:S5C=1:2. (1
Wir zeigen nun, daB nicht jede Gerade durch
S die Fliache des Dreiecks AABC in zwei
inhaltsgleiche Teilflichen zerlegt. Die Pa-

rallele g zu 4B durch S schneide AC bzw.
BC in D bzw. E. Diese Punkte existieren stets,
da AC und BC nicht parallel zu AB und
damit auch nicht parallel zu g sind.

Das Lot CG von C aul die Gerade durch 4
und B schneide g in F. Dieser Punkt existiert
stets, da CGL AB und damit CGLg gilt. Nach
den Strahlensédtzen und wegen (1) gilt dann:

ﬁ:ﬁzZ:ld.h.ﬁ:%ﬁund

CF:CG=2:3,dh CF=2CG,
Also betrigt der Flacheninhalt des Dreiecks
ACDE nurg von dem des Dreiecks AABC.

Damit ist gezeigt, daB nicht alle Geraden
durch § die Dreieckfliche in zwei inhalts-
gleiche Teilflichen zerlegen.

Ma 9 m2077 Es sei s die genaue Linge der
Strecke, und es seien g bzw. f die Schitzwerte
von Andreas und Frank. Dann gilt:

a 10

o= 5 woraus a=—5s folgt.

Der absolute Fehler der Schidtzung von

a—

Andreas betragt demnach és, sein absoluter
.1 .
Betrag ist < 5. Ferner gilt:

f +{—0=s, woraus f = 10 s folgt.

11
Der absolute Fehler von Franks Schitzung

betrégt demnach — i% s, sein absoluter Betrag
1
ﬁ S.

Wegen T s<$s ist daher der absolute Betrag

des absoluten Fehlers bei Franks Schitzung
kleiner.

Ma 10/12 #2078 Es seien die Ubertrige aus
der Einerspalte mit e, aus der Zehnerspalte
mit z und aus der Hunderterspalte mit 4 be-
zeichnet.
Dann gilt e, z, h €{0; 1; 2}, da die Summe
dreier einstelliger Zahlen nicht grofer als
27 sein kann und auch mit einem eventuellen
Ubertrag aus der nichsten niederen Stelle 29
nicht iiberschreitet.
Angenommen, es gibe eine Losung, dann
miiBte gelten
3/=10e+ N und

3ID+h=N.

Durch Subtraktion erhilt man
3I=10e+h+3D, also

3(I—D)=10e+h.
Daraus folgt wegen 10e+h=0 zunichst
12D, wegen I+ D also

(1) I>0 und daher 10e+h>0. Ferner
folgt
@ I—D=10e3+h.

Unter Beriicksichtigung der fir e und h gel-
tenden Einschrinkungen kommen nur fol-
gende beiden Moglichkeiten in Frage

(3a) e=1;h=2;1-D=4,

(3b) e=2;h=1;1-D=7.
Aus3D=N—-h,N<10und he {1;2}

folgt 3D <9, wegen D> 0, also
4) D € {1;2} und damit wegen (3)
(5) I1e{5;6;8;9}.
Aus 3I1=10e+ N und I+ N folgt
I'+5 und daher
(6) Ie {6;8;9] sowie
7 Ne {8;4;7}.
Ferner ist
3E+e=U+10z und
3R+z=10"h+E d.h. E=3R +z—10h.
Durch Substitution erhilt man
9R+3z—30h+e=U + 10z, also
®) R=30h+7;—e+U.
Nach (6) kommen fiir I hochstens drei Zahlen
in Frage. Wir untersuchen der Reihe nach
diese drei Moglichkeiten.
Fall I: Es sei I=6.
Dann ist N=8, e=1 und daher wegen (3a)
h=2,D=2.
In diesem Fall erhilt man aus (8)
59472+ U
—g
Wegen der fiir die Variablen geltenden Ein-
schrinkungen wird diese Gleichung hoch-
stens von lolgenden Zahlen erfiillt:
z=0,dann U=4, R=7, E=1;
z=1, dann U=6, R=8=N, was im Wider-
spruch zu N #+R steht;
z=2,dann U=8=N, was im Widerspruch zu
N = U steht.
Das fiihrt auf folgende Losung
2716
+2716
+2716
8148.
Fall 2: Es sei [=8.
Dann ist N=4, e=2 und daher wegen (3b)
h=1,D=1.
In diesem Falle erhdlt man aus (8)
284+7z4+U
—
Wegen der fir die Variablen geltenden Ein-
schrinkungen wird diese Gleichung héch-
stens von [olgenden Zahlen erfillt:
z=0, dann U=8=1, was im Widerspruch zu
I+ U steht;
z=1,dann U=1 und R=4=N, was im Wi-
derspruch zu N+ R steht;
z=2,dann U=3 und R=5.
Das fiihrt auf folgende Losung:
1578
+ 1578
+1578
4734.
Fall 3: Es sei I=9.
Dann ist N=7, e=2 und daher wegen (3b)
h=1,D=2.
In diesem Falle erhilt man aus (8)
28+7z+U
—5
Wegen der [ur die Variablen geltenden Ein-
schrinkungen wird diese Gleichung hoch-
stens von folgenden Zahlen erfiillt:
z=0,dann U=8, R=4und E=2=D, wasim
Widerspruch zu D+ E steht;

R=

R=

R=
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z=1,dann U=1, R=4 und E=3;
z=2,dann U=3,R=5und E=7=N,wasim
Widerspruch zu N + E steht.
Das fiihrt auf [olgende Losung
2439

+2439

+2439

VEIV)
Da andere Fille nicht existieren, hat die Auf-
gabe genau die angegebenen drei Losungen.

Ma 10/12 #2079 (I) Da laut Bericht der
Handel stattgefunden hat, besitzt die Aulgabe
eine Losung.

Angenommen der Viehhindler habe zuniichst
fiir jedes Tier a Groschen verlangt, dann be-
tragt die Einsparung a-l—g—o Groschen, und
es gilt

aZ

ST 21, Daraus folgt

100a —a*=2100 und

a?—100a+2100=0.
Hieraus folgt, daB a=70 oder ¢=30 sein
mul.
Im Falle a= 30 hatte der Bauer 90 Groschen
gehabt. Da 90 nicht durch 21 teilbar ist, ent-
fallt diese Moglichkeit. Daher kann nur a=70
den Bedingungen der Aufgabe entsprechen.
Laut Aufgabe wurden von dem urspriingli-
chen Preis (70 Groschen pro Tier) 709, d. h.
49 Groschen, heruntergehandelt. Somit lau-
tet der neue Preis 21 Groschen pro Tier, und
das gesamte Geld von 210 Groschen, das bei
dem alten Preis [ir genau 3 Tiere reichte,
wurde bei dem neuen Preis (fiir eine Anzahl
von Tieren) vollstindig ausgegeben, da 210
durch 21 teilbar ist.
Diese Anzahl betrug somit 10.

Ma 10/12 #2080 Die Summe s der natiir-
lichen Zahlen von 1 bis n ist laut Zahlentafel
n(n+1)
7
a) Angenommen, [ir eine natiirliche Zahl
n sei s eine zweistellige Zahl aus zwei gleichen
Ziffern. Dann ist s, also auch 2s=n{n+1)
durch 11 teilbar. Da 11 Primzahl ist, ist somit
entweder n oder n+ 1 durch 11 teilbar. Wire
n=14,s0 wire s =7 - 15> 100, also nicht zwei-
stellig. Daher ist n<14, n+1<15, so daB
entweder n=11 oder n+1=11, d.h. n=10
folgt.
Tatséchlich erhdlt man fir n=11 den Wert
s 11-12
2
,lon
2
die Bedingung a) erfiillt.
b) Angenommen, fiir eine natiirliche Zahl n
sei s eine dreistellige Zahl aus drei gleichen
Ziffern. Dann ist s, also auch 2s=n{n+1)
durch 111 teilbar. Widre n=45, so wire
5245 - 23> 1000, also nicht dreistellig. Daher
ist n<45,n+1<46.
Also muB wegen 111=3-37 und, weil 3 und
37 Primzahlen sind, einer der beiden Fakto-

=66 und fiir n=10 entsprechend

=55; also ist fir n=10 und n=11
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ren n, n+ 1 durch 3 teilbar und der andere
gleich 37 sein. Da n+ 1 fir n=37 nicht durch
3 teilbar ist, verbleibt nur n+ 1 =37. Tatséch-
lich erhilt man dabei s=36—;7- =666, also
eine dreistellige Zahl aus drei gleichen Zilfern
als einzige Losung.

Ma 10/12 w2081 Eine reelle Zahl x(# —3)
erfiillt genau dann (1), wenn

2 3.
— g g X—+3 glh. (2)

. 3
Fiir all _ .. .
ir alle x> — 3 ist 3 positiv, also (2) nicht
erfullt. Fiir x < — 3 ist (2) gleichbedeutend mit

jeder der Ungleichungen

—2Ax+3)=15,
x+3 =175,
x 2 —10,5.

Also wird (2) und folglich ebenso auch (1)
genau von denjenigen Zahlen x erfiillt, fiir die
—10,5=x< —3 gilt.

Lasungen zu: alpha-heiter

Guter Rat

Mit a > b > c laute die Differenz

100a + 10b+ ¢ —(100c + 10b + a).

Wegen c<a iibertragen wir 10 aus den

Zchnern, also rechnen wir 10+ ¢ —a (Einer).

Bei den Zehnern rechnen wir entspre-

chend. Da 10b—10<10b, rechnen wir

100+ (10b—10)—10b; das sind 90=9-10

(also 9 Zehner). Bei den Hundertern miissen

wir dann rechnen (100a—100)—100c. Das

sind 100(g—c—1).

Also nun:

100a—c—1)+9-10+(10+c—a)

+100(10+c—a)+9-10+(a—c—1)

Das ergibt dann:

10a—c—1+4+10+c—a)=100-9=900

+9-10+9-10=90+90=180

+10+c—a+a—c—1= 9

Wir erhalten stets 71089

Addieren wir jetzt 13865

so ergibt das 14954 und ,entziffert”: Lerne!

Kreuzzahlritsel

1 2 3 % 5
412181215

G 7 )8
6114132

‘6|6|1]|6|6

) “ 12 13
51112111 2

“s|7|6[8]|7

Magische Kreise

Geburtsjahr gesucht
1902 + 1930 + 1945+ 1965 + 1937 =9679

Silbenritsel
Lésungswort: Olympiade

Kryptarithmetik
8 :2=4 oder 8 :4=2
Dol o+ o+
1+2=3 14+4=5
8—1=7 8—1=7

84763+ 157+8310=93230;
302757 :97=3121

Irrgarten

Liésungen zu: Optimale Reihenfolge

1. Die giinstigsten Reihenfolgen sind (D, E,
F, C, A, B)und (D, F, E, C, A, B) mit je
145 min Gesamtwartezeit.

2a. 3,4,2,1)

2b.(D,F,A,E,C,B)und (F,D, A, E, C, B)
3a. Die Reihenfolge (Wohnung 2, Wohnung
3, Treppenhaus, Wohnung 1, Keller) erfor-
dert 22 Arbeitstage. _

3b. Bei der Reihenfolge (D, E, F, C, A, B)
werden die Liegekosten am kleinsten; insge-
samt 1015000 Mark. Die Entladung ist nach
24 Stunden beendet. Bei den Reihenfolgen
(D,E, C, B, F,A)yund (D, E, C, B, A, F)ist
die Entladung am schnellsten beendet: nach
22 Stunden. Die Liegekosten belaufen sich
aber auf 1091000 bzw. 1097000 Mark.

Losung des Kreuzwortriitsels
(IV. U.-Seite)

1. Waagerecht : 5. Detonation, 6. Transforma-
tion, 7. RT, 9. Ta, 11. Sechseck, 12. M&bius,
13.19, 14.91, 18. Meer, 22. Kosmos, 24. Gent,
25. Usus, 27. old, 28. tla, 29. NVA, 31. RFT,
32. Giga, 34. Diaz, 35. Nernst, 36. Rast,
39. 16, 40. 71, 41. Kepler, 42. Variable,
47. Mn, 48. AN, 49. Parallelogramm, 54.
Rauminhalt, 57. Bor, 58. WPU, 59. NTZ,
60. Nis, 62. Sn, 63. Ca, 64. PS, 65. Ti, 67. Ra,
69. ES, 70. Es, 72. Ne, 75. Ina, 76. Tee,
77. Weg, 78. Inn.

I1. Senkrecht: 1. MTS, 2. Hof, 3. atm, 4. Dia,
7. Re, 8. Tc, 9. Te, 10. Ac, 13. 19, 15. 18,
16. Hankel, 17. Galois, 18. Mond, 19. est,
20. Emu, 21. Rost, 22. Kelvin, 23. Sulfat,
24. Gong, 26. Satz, 30. Ager, 31. Rist, 33. Ara,
34. DNS, 37. 61, 38. 81, 43. Am, 44. Rn,
45. Ba, 46. In, 50. Lux, S1. Imh, 52. Ohr,
53. Gas, 55. Kongruenzsitze, 56. Proportion,



Aufgaben aus Freundesland

Wir stellen unseren alpha-Lesern ausgewihlte
Aufgaben aus der CSSR, die sicher das
Interesse vieler finden werden, und wir wiin-
schen Erfolg beim Losen dieser Aulgaben.

Ala Ein Dreieck ABC habe die Seiten-
lingen a=9%cm, b=4cm und ¢=6cm. Die
Punkte P, Q und R seien in der gegebenen
Reihenfolge Mittelpunkte der Seiten AB,
BC und AC. Es ist die Lange des Umfangs
des Dreiecks PQR zu berechnen.

A2 A Eine LPG bestellte cin trapez[ormi-
ges Feld, dessen parallele Grundseiten 280 m
und 220m lang sind und dessen Hohe die
Lange 140m besitzt, mit Zuckerriiben. Je
Hektar wurden durchschnittlich 38 t Zucker-
riiben geerntet.

Wieviel Tonnen Zucker erbrachte die Ernte,
wenn der Zuckergehalt der Zuckerriiben 169
betrug?

A3A  Aufl der Seite AB eines Quadrates
ABCD mit der Seitenlinge a=6cm ist ein
innerer Punkt P so festzulegen, daf AP die
Lédnge 2cm hat. Das Quadrat ABCD ist an

61. Analysis, 62. Sc, 64. Pt, 66. Frequenz,
68. As, 71. Se, 73. Scheitelwinkel, 74. Einer-
menge.

II1. Von links oben nach rechts unten: 1. Ulme,
2. Geel, 3. BAM, 4. Ire, 7. Lot, 8. TP, 9. Nj,
11. km, 14. mm, 16. Br, 17. EOS, 18. nm,
21. Heu, 22. Irre, 23. Mann, 24. Ede.

IV . Von rechts oben nach links unten : 27. Rehe,
28. Dill, 29. Set, 30. Lew, 33. Pik, 34. Li,
35. Er, 37. Ga, 40. Ag, 42. La, 43. Phi, 44. ha,
47. Chi, 48. Hirn, 49. anal, 50. sin.

V. Auf den oberen Kreisbahnen (math. nega-
tiver Umlaufsinn): 3. Blei, 5. Kamera, 6.
Wirmelehre, 8. Ton, 10. Optik, 12. IMO,
29. Seil, 31. Fehler, 32. Mittelwert, 34. Lie,
36. Mikro, 38. Wal.

VI. Auf den unteren Kreisbahnen (math. posi-
tiver Umlaufsinn): 13. IMU, 15. Ebene,
19. Rom, 20. Archimedes, 25. Gerade, 26.
Urne, 39. Hai, 41. alpha, 45. AHA,
46. Stochastik, 51. Chinin, 52. Iran.
Losungswort: Erster Mathematikerkongress
der DDR 1981

der Geraden CP als Symmetrieachse zu
spiegeln; sein Bild sei A'B'C'D’.

A4 a Das Material fiir ein Bauvorhaben
wurde aul drei LKW mit unterschiedlicher
Ladekapazitit verladen. Die Masse der La-
dung des zweiten LKW war um 20°%/ groBer
als die des ersten LKW. Die Masse der La-
dung des dritten LKW war um 20% grofBer
als die des zweiten LKW. Insgesamt wurden
vonallendrei LKW 18,2t Ma[erial};eladen.
Berechne die Masse der Fracht fiir jeden der
drei LKW!

A5a Die Kanten AB bzw. BC eines Qua-
ders ABCDEFGH haben die Lidnge 12cm
bzw. 5 cm. Die Raumdiagonale AG bildet mit
der Diagonalen AC der Grundfliche einen
Winkel, dessen Grofle um 20° kleiner ist als
die GroBe des Winkels, der von der Raum-
diagonalen AG und der Kante CG gebildet
wird.

Es ist das Volumen des Quaders zu berech-
nen.

A6A Gegeben sei ein Quadrat ABCD mit
der Seitenlinge a=6cm.

Es ist ein Kreis k zu konstruieren, der die
Quadratseiten AB und BC beriihrt und durch
den Punkt D geht. Die Konstruktion ist zu
begriinden.

Losungen

Al a Die Verbindungsgerade der Mittel-
punkte zweier Dreieckseiten ist parallel zur
dritten Dreieckseite. Folglich sind die Vier-
ecke APQR und PBQR Parallelogramme, und
es gilt ﬁzw, AP=QR, BQ=PR. Fiir den
Umfang des Dreiecks PQR gilt somit

1 1
u=§-(a+b+c)=§- 9+4+6)cm=9,5cm.
(Bild 1)

Bild 1

A2aA A=l-h-(a+c)=

2
%- 140 - (280+ 220)m? = 35000 m?
16
=3,5ha; x=3,5-38 mt=2l,281.

Die Ernte erbrachte 12,28 t Zucker.

A3a Die Konstruktion ist der Zeichnung
zu entnehmen. (Bild 2)

8
Bild 2

Ada
1. LKW: xt
20
2. LKW: — t=
<x+100>t 1.2xt
3. LKW: 1,2xt-%t:1,44x1
Insgesamt: 3.6xt

Nun gilt 3,64 - x=18,2, also x=35.
Die Ladung des ersten LKW betrug 5t, die
des zweiten 6t und die des dritten 7,2t.

A5a Die Linge von AC betrigt
d=|/144+25cm=13cm. Fiir das Dreieck
ACG gilt ¢ +(¢ +20°)=90°, also ¢ =35°. Fiir
die Linge ¢ der Seite CG gilt dann
¢=13-tan35° und somit V=abc=

12-5- 13 tan35° cm®~ 546 cm?. (Bild 3)

. H G
Bild 3
12
E F ¢
[ > C
d
(] b
A a 8

A6A Der Mittelpunkt M des zu konstruie-
renden Kreises k liegt auf der Winkelhalbie-
renden des Winkels ABC und auf der Winkel-
halbierenden des Winkels AED. Auf Grund
der vorliegenden Symmetrieeigenschalten hat
der Winkel AED die GroBe 45°. (Bild 4)

Bild 4 o ¢

Ubersetzung: OL F. Kriesche, Eilenburg
Bearbeitung: StR Th. Scholl, Berlin
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Kreuzwortritsel

Fortsetzung der IV. Umschlagseite

II. Senkrecht: I. Landtechnische Station der
fiinfziger Jahre (K), 2. durch Lichtbeugung
hervorgerufene atmosphirische Lichterschei-
nung, 3. bisher gebrauchliche Druckeinheit

(= 101325 Sﬁ, 4. Diapositiv (K), 7. Metall,

0Z 75 (S), 8. kiinstlich herstellbares Metall,
frither auch Masurium genannt (S), 9. chem.
Element, OZ 52 (S), 10. radioaktives Ele-
ment, 1899 von Debierne entdeckt (S), 13. Lo-
sung der Gleichung 114—5x = x, 15. kleinste
durch 9 teilbare gerade natiirliche Zahl,
16. deutscher Mathematiker (1839 bis 1873),
17. franzosischer Mathematiker (1811 bis
1832), 18. Himmelskorper, 19. lateinisches
Zeitwort, 20. strauBendhnlicher Vogel, 21.
Zersetzungsschicht an Eisenmetallen, 22.
Temperatureinheit, 23. Sadurerest der Schwe-
felsiure, 24. Signalgerit, 26. Form mathema-
tischer Aussagen, 30. altréomisches Staatsland
in den eroberten Lindern, 31. FuBriicken,
33. Sittichpapagei, 34. Desoxyribonuklein-
sdure (K), 37. Primzahl p mit 60 <p < 70,
deren Quersumme eine einstellige Primzahl
ist, 38. addiert man zu der gesuchten Zahl die
Basiszahl des Dezimalsystems, so erhiit man
die Losung von 14. waagerecht, 43. radio-
aktives Element, OZ 95 (S), 44. radioaktives
Edelgas, 45. Erdalkalimetall (S), 46. Loga-
rithmus zur Basis e (K), 50. Einheit der Be-
leuchtungsstirke, SI. MaBeinheit der Licht-
menge, 52. Organ zur akustischen Wahrneh-
mung, 53. Aggregatzustand der Materie, 55.
mathematische Aussagen iiber deckungs-
gleiche Dreiecke, 56. Verhaltnisgleichung,

61. Teilgebiet der Mathematik, 62. seltenes.

Erdmetall, OZ 21 (S), 64. Schwermetall (S),
66. Begrifl aus der Schwingungslehre, 68.
chem. Element, tritt in grauer metallischer
und gelber nichtmetallischer Modifikation
auf (S), 71. chem. Element, Halbleiter (S),
73. an sich schneidenden Geraden auftre-
tende Winkel, 74. Menge, die genau ein Ele-
ment enthilt.

III. Von links oben nach rechts unten :

1. Laubbaum, 2. Stadt in Belgien, 3. bedeut-
samer Schienenweg der Sowjetunion (K),
4. Einwohner eines europdischen Staates,
7. geometrischer Begriff, 8. Hilfspunkt fiir die
Landvermessung (K), 9. Metall (S), 11. Ein-
heit fiir geographische Entfernungsangaben
(K), 14. Liangeneinheit (K), 16. Halogen,
0Z 35 (8S), 17. Bildungseinrichtung der DDR
(K), 18. kleine Langeneinheit (K), 21. natiir-
lich getrocknete griine Futterpflanzen, 22. Gei-
stesverwirrung, 23. maskuline Person, 24. eine
Titelgestalt eines Kinderbuches von Alex
Wedding.

1V. Von rechts oben nach links unten :
27. Waldtiere, 28. Gewiirzpflanze, 29. MaB-
einheit fiir die Breite der Monotypeschrift,
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30. bulgarische Wahrungseinheit, 33. Berg-
spitze, 34. das leichteste Metall (S), 35. chem.
Element, OZ 68 (S), 37. Metall, OZ 31 (8),
40. Edelmetall (S), 42. chem. Element, OZ 57
(S), 43. griechischer Buchstabe, 44. Flachen-
maBl (K), 47. griechischer Buchstabe, 48.
Hauptteil des Zentralnervensystems (K), 49.
medizinischer Begriff, 50. periodische Funk-
tion (K).

V. Auf den oberen Kreisbahnen (math. negati-
ver Umlaufsinn) :

3. Schwermetall, 5. fotografisches Aufnahme-
gerit, 6. Teilgebiet der Physik, 8. sinus(6r-
mige Schallschwingung im horbaren Fre-
quenzbereich, 10. Teil der Lehre von den
elektromagnetischen Wellen, 12. mathemati-
scher Wettstreit (K), 29. Hilfsmittel fiir Berg-
steiger, 31. Abweichung vom wahren Wert
einer Grofe, 32. Erwartungswert einer Zu-
falisgrofle, 34. norwegischer Mathematiker
(1842 bis 1899), 36. Kurzzeichen vor MaB-
einheiten, 38. Meeressaugetier.

V1. Auf den unteren Kreishahnen ( math. posi-
tiver Umlaufsinn) :

13. Internationale Mathematikerunion (K),
15. geometrisches Gebilde, 19. Hauptstadt
Italiens, 20. griechischer Mathematiker und
Naturforscher (um 287 bis 212 v.u.Z),
25. geometrischer Begriff, 26. Behiltnis,
39, Raubfisch, 41. mathematische Schiiler-
zeitschrift der DDR, 45. populidrwissenschaft-
liche Jugendsendung des DDR-Fernsehens,
46. Teilgebiet der Mathematik, 51. Alkaloid
der Chinarinde, 52. Staat in Mittelasien.

Die Buchstaben und Ziflern der im folgenden
angegebenen Kastchen weisen bei richtiger
Auflésung und in entsprechender Reihen-
folge gelesen auf ein fiir die mathematische
Wissenschaft der DDR bedeutsames Ereignis
hin, das in Kiirze in Leipzig stattfinden wird:
I/II: 19,21, 23, 28, 19, 54
1,10, 28, 16, 19, 47, 48, 65, 75, 22, 19,
54, 55,27, 29, 32,36, 19, 62, 71
1II/VI: 28,35, 19
28, 28,27
13, 14, 38, 39

I/11: R. Mildner

Spezialschule fiir Mathematik

Die Spezialschule fiir Mathematik und Physik
an der Humboldt-Universitit zu Berlin for-
dert seit nunmehr 17 Jahren mathematische
Talente. Die Schiiler studieren anschlieBend
Mathematik und Physik oder werden als
Lehrer in der Fachkombination Mathematik/
Physik ausgebildet.

Nach AbschluB der 10. Klasse werden an der
Spezialschule in zwei Jahren neben einer
soliden Ausbildung in allen Fichern der
Abiturstufe breite und tiefe Kenntnisse in

den Fichern Mathematik und Physik ver--

mittelt

" o1, die ikren Hauptwohnsitz nicht in
Bseritn haben, werden in Studentenheimen der
Humboldt-Universitdt untergebracht.

Mathematik-
sendungen
im Schulfunk

RADIO DDR I

Sicher haben viele von euch schon Schulfunk-
sendungen gehdrt. Manchem ist aber viel-
leicht nicht bekannt, daB es seit einigen Jah-
ren auch Mathematikschulfunksendungen
gibt. Die Sendungen bauen auf dem Stoff,
der im Mathematikunterricht bzw. in den
Arbeitsgemeinschaften vermittelt wurde, auf.
Sie erginzen, vertiefen und bereichern das
angeeignete Wissen vor allem in zwei Rich-

tungen.

Erstens werden Sendungen ausgestrahlt, die
die Bedeutung der Mathematik in der Pro-
duktion, im alltdglichen Leben demonstrie-
ren. Dabei wird gezeigt, welches mathemati-
sche Wissen und Konnen erforderlich ist, um
den gestellten Anforderungen in den ver-
schiedenen Berufen gerecht zu werden. Zwei-
tens gehen diese Sendungen der historischen
Entwicklung der Mathematik nach. Dabei
konnt ihr erfahren, auf welch oft kompli-
ziertem Wege mathematische Erkenntnisse
gewonnen und angewendet wurden und wel-
chen Nutzen sie heute noch haben. Die Sen-
dungen sind so gestaltet, dal ihr Einblick
nehmen konnt in die Gedankenwelt groBer
Erfinder und Entdecker und mit ihnen die
,,/Abenteuer der Erkenntnis** — wie Einstein
einmal sagte — erlebt. Es wird gezeigt, welche
Probleme und Schwierigkeiten, Wege und
Irrwege von den Mathematikern iiberwunden
wurden, um zu neuen Erkenntnissen zu ge-
langen. Dabei wird zugleich deutlich, daB
sich die Mathematik stets in Abhéangigkeit
von den gesellschaftlichen Bediirfnissen, den
Erfordernissen der Praxis entwickelt hat.

7o\
RADIO
\R”.

Folgende Mathematikschulfunksendungen
werden im Schuljahr 1981/82 ausgestrahlt:
(Die Schulfunksendungen werden vom Sen-
der Radio DDR II ausgestrahit. Die Angaben
erfolgen nur fiir das Fach Mathematik. Die
verwendeten Symbole bedeuten: K| = Klas-
senstufe; T = Termin.)



I. Zur Geschichte der Entwicklung und
Einfithrung der Symbolik in die Mathematik
KL.8,9 T.:1.9. 1981, 13.30 Uhr
Bereits in der Antike erkannte man die Vor-
teile einer mathematischen Symbolik. Zu-
nichst wurde eine gewisse Ubersichtlichkeit
bei der Formulierung mathematischer Theo-
rien und bei der Lsung von Aufgaben durch
die Verwendung von Abkiirzungen, meist
Anfangs- oder Endbuchstaben der Zahlen
oder mathematischen Operationen, erreicht.
Der ProzeB der Entwicklung und Einfiihrung
der Symbolik - so wie sie uns heute bekannt
ist — war sehr langwierig. Welche Mathema-
tiker sich um die Entwicklung und Einfith-
rung einer einheitlichen Symbolik in die Ma-
thematik verdient gemacht haben, und welche
Schwierigkeiten sie dabei zu iiberwinden
- hatten, kann man in dieser Sendung erfahren.

2. Adam Ries -
Rechenmeister zu Annaberg-Buchholz
K. 6 bis 8 T.:29.10. 1981, 17.15 Uhr
5.11. 1981, 10.15 Uhr
Nach Adam Ries macht es. ..! Dieser Aus-
spruch wird heute noch oft verwendet, um
die Richtigkeit eines Ergebnisses zu beweisen.
Warum wir Adam Ries als Zeugen fiir die
Richtigkeit eines mathematischen Ergebnis-
ses benennen, welche Leistungen er auf dem
Gebiet der Mathematik vollbracht hat, wird
in dieser Sendung dargestellt.

3. Die Ahnlichkeitslehre, ihre Anwendung
in der Praxis

Kl.8 T.:24.11. 1981, 13.30 Uhr
In dieser Sendung wird erldutert, wie Thales
von Milet mit Hilfe der Kenntnis des Strah-
lensatzes die Hohe der Pyramide aus der
Lénge ihres Schattens berechnete, wie der
Kapitén eines in Seenot geratenen Schiffes
mit einem zerbrochenen Jakobstab seine Po-
sition auf hoher See bestimmen konnte. Die
Sendung bringt auch Beispiele vom groBen
Nutzen der Ahnlichkeitslehre fiir unsere
Volkswirtschaft (Schlﬂbau) In der Sendung
wird deutlich, wie sich die Ahnlichkeitslehre
zu einer selbstindigen mathematischen Dis-
ziplin entwickelt hat.

4. Zur Entwicklungsgeschichte
der Trigonometrie
Kl. 10 T.:26. 11. 1981, 17.15 Uhr
3.12. 1981, 10.15 Uhr
Im 15./16.Jahrhundert stellte die Schiffahrt,
die sich von den Kiisten 16sen und die hohe
See erreichen wollten, erhéhte Forderungen
an Nautik, Astronomie und damit letztlich
an die Trigonometrie. Es wurde an Ansdtzen
aus der Antike und an Kenntnisse aus dem
islamischen Kulturgebiet angekniipft und zu-
nichst astronomische und trigonometrische
Tafeln entwickelt. Man begann, sich verstirkt
mit der Trigonometrie zu beschiftigen und
sie als eine mathematische Disziplin zu be-
griinden. Welche Mathematiker dabei eine
entscheidende Rolle spielten, erfihrt man in
dieser Sendung.

5. Geschichten von Riesenzahlen

K1.7 bis 10 T.:21.1.1982, 17.15 Uhr
28. 1. 1982, 10.15 Uhr

In dieser Sendung wird erldutert, was alles

passieren kann, wenn man die Potenzgesetze

nicht beherrscht. Im Mittelpunkt stehen zwei

Anekdoten:

1. Belohnung: Der Heerfithrer Terentius
kehrt nach einem siegreichen Feldzug nach
Rom zuriick. Der Kaiser belohnt ihn auf
eine ganz ungewohnliche Weise.

2. Das Schachspiel: Der indische Kaiser She-
ram war begeistert von der Scharfsinnigkeit
und Vielfalt der méglichen Situationen beim
Schachspiel. Er méchte den Erfinder dieses
Spieles belohnen, was ihm letztlich nicht
moglich war.

6. Anwendungen mathematischer Modelle
bei Rationalisierungsvorhaben
K1.9 bis 12 T.:28.1.1982, 17.15 Uhr
4.2.1982,10.15 Uhr
Es werden in jeweils 15 Minuten zwei Bei-
spiele der Anwendung der Mathematik er-
lautert:
I. Entwicklung des Werkzeug- und Rationali-
sierungsmittelbaus der Betricbe im Kreis
Suhl: Es wurde ein Modell erarbeitet, das die
Einrichtung eines zentralen Materiallagers
mit mechanisierter Lagertechnologie und
EDV-orientierter Lagerhaltung, Havarie- und
Reparaturdienst fiir Kleinbetriebe und Kon-
struktionsabteilungen fiir die Betriebe im
Kreis Suhl erforderlich machte.
2. Verbesserung des Arbeiter- und Berufs-
verkehrs: Es wurde ein Modell erarbeitet, das
bei der Realisierung des Arbeiter-, Berufs-
und Personenverkehrs in einem abgeschlos-
senen Territorium die auftretenden Kosten
aller beteiligten Betriebe und Einrichtungen
minimierte, bei gleichzeitiger Maximierung
des Gewinns, bei Realisierung optimaler
Arbeits- und Lebensbedingungen der Werk-
titigen und bei Nichtbeeintrichtigung des
Produktionsprozesses.

7. Sonja Kowalewskaja
KI1.9 bis 12 T.:11. 3. 1982, 17.15 Uhr
18. 3. 1982, 10.15 Uhr
In dieser Sendung wird gezeigt, wie schwer
es Frauen noch im 19.Jahrhundert hatten,
eine wissenschaftliche Ausbildung zu erhal-
ten und fiir ihre wissenschaftlichen Leistungen
Anerkennung zu finden. Sonja Kowalewskaja
beschiftigte sich nicht nur mit der mathe-
matischen Theorie, sondern sie war bestrebt,
die gewonnenen Erkenntnisse auf Probleme
der Praxis anzuwenden.

8. Zahlen, Zeichen und Systeme —
Ungleichungssysteme und ihre Anwendung
in der Praxis

K1.9 bis 12 T.:23. 3. 1982, 13.30 Uhr
In dieser Sendung erfihrt man, unter welchen
Bedingungen die Optimierungsrechnung ent-
stand und welche Verantwortung der Mathe-
matiker fiir seine gewonnenen Ergebnisse
trigt. Am Beispiel des rentabelsten Anbau-
verhdltnisses (Roggen, Kartoffeln) fiir ein
durch Melioration gewonnenes Feld werden
die wesentlichen Schritte der Optimierungs-
rechnung erlédutert. Weitere Beispiele demon-
strieren die enorme Bedeutung der Optimie-
rungsrechnung in unserer Volkswirtschaft.

9. Anwendung mathematischer Modelle
im Verkehrswesen
K1.9 bis 12 T.: 25.3. 1982, 17.15 Uhr
1. 4. 1982, 10.15 Uhr
22.6. 1982, 13.30 Uhr
Es werden in jeweils 15 Minuten zwei Bei-
spiele der Anwendung der Mathematik er-
lautert:

1. Rechnergesteuerte Ampeln: Das Steuer-
gerat fiir die mikrorechnergesteuerte Ampel-
regelung im StraBenverkehr hat die Aufgabe,
die Verkehrssicherheit zu erhéhen, Wartezei-
ten an den Verkehrsknotenpunkten zu redu-
zieren und der StraBenbahn Vorrang einzu-
rdumen. Man errechnete an einer mit dem
Geriit ausgestatteten Kreuzung eine jéhrliche
Einsparung von 5000 Liter Kraftstoff und
15000 kWh Elektroenergie.

2. Automaten fir den Fahrkartenverkauf:
Fiir Einzelfahrscheine im S-Bahnbereich wur-
den Automaten und fiir Zeit- und Fernfahr-
karten Dialogautomaten entwickelt. Die
Funktions- und Wirkungsweise dieser Auto-
maten werden erldutert.

10. Uberblick iiber die Anfinge

der Rechenkunst

KI1.6 bis 9 T.: 1. 6. 1982, 13.30 Uhr
Die Sendung wird die Entwicklung der Z3hl-
und Rechenhilfsmittel bis zum 17. Jahrhun-
dert darstellen. Man erfédhrt, wie solche Aus-
driicke, wie ,,seine Rechnung glattmachen*,
,,etwas auf dem Kerbholz haben‘ entstanden
sind und welche Bedeutung sie hatten. Die
Entwicklung, Funktionsweise und Anwen-
dung der ersten Rechenhilfsmittel werden er-
lautert.

11. Geschichte der Rechenanlagen

KI.7 bis 12 T.: 15. 6. 1982, 13.30 Uhr
In dieser Sendung werden wesentliche Etap-
pen des Prozesses von der Konstruktion
erster mechanischer Rechenmaschinen bis
zur Schaffung moderner elektronischer Re-
chenanlagen demonstriert. Es werden die
Leistungen solcher Mathematiker, wie Schik-
kardt, Pascal, Leibniz und Babbage gewiir-
digt. Die Horer werden iiber einige wichtige
Einsatzgebiete von Computern und Tenden-
zen der kiinftigen Entw1ck1ung auf diesem
Gebiet informiert.

12. Zuwachs fiir die ESER-Familie
K1.7 bis 12 T.: 17. 6. 1982, 17.15 Uhr
24. 6. 1982, 10.15 Uhr
Vom Mini-Rechner bis zum Rechenkomplex
mit [2 Millionen Operationen in der Sekunde:
Innerhalb von nur zehn Jahren ist das Ein-
heitliche System der elektronischen Rechen-
technik (ESER) zu einem sich sténdig weiter-
entwickelnden Komplex von Gerdten gewor-
den. Mit seiner Hilfe lassen sich verschiedene
Systeme der Erfassung und Verarbeitung von
Daten schaffen — von automatisierten Lei-
stungssystemen in einzelnen Betrieben bis
hin zu Zentren der kollektiven Nutzung im
Rahmen eines ganzen Landes. Die ESER-
Baureihe ist im Ergebnis der gemeinsamen
Arbeit von Spezialisten der RGW-Linder
entstanden.
S. Schwidtmann
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Von der zweiten
in die dritte
Dimension

Obwohl sich unser Leben und Wirken im
dreidimensionalen Raum abspielt und wir
fast ausschlieBlich mit dreidimensionalen Ob-
jekten umgehen, féllt es uns schwer, rdumliche
Vorginge oder Lagebeziehungen vorstel-
lungsmiBig zu erfassen und durch eine ab-
strakte Beschreibung in der Ebene zu cha-
rakterisieren. Dies soll hier durch ein Beispiel
belegt werden. Aus der Erfahrung und aus
dem Schulunterricht ist uns die Parabel eine
bekannte Kurve. Wirlt man einen Stein
schriig nach oben, so stellt seine Flugbahn
eine Kurve dar, die durch eine Parabel sehr
gut angenihert wird. Diese Wurfparabel liegt
in einer Ebene, welche aufl der Erdoberflache
senkrecht steht. Man kann diese Kurve durch
eine planimetrische Definition erfassen. Hier-
zu sind ein Punkt F und eine Gerade / in
einer Ebene n vorzugeben. Dabei darl ! den
Punkt F nicht enthalten. Mit diesen Fest-
legungen lautet die Definition der Parabel:
Die Gesamtheit aller Punkte der Ebene =,
deren Abstinde von einem festen Punkt F
und einer festen Geraden [ gleich groB sind,
ist eine Parabel. F ist der Brennpunkt und /
die Leitgerade dieser Parabel.

y
1

+l

ol

Bild !
Parabel mit Brennpunkt und Leitgerade

Haben F und ! die nach Bild 1 vorgegebenen
Lagen beziiglich eines kartesischen Koordi-
natensystems, so lautet die Gleichung der zu-
gehorigen Parabel

y=x2 (1
Mit unserer Definition haben wir also eine
eindimensionale Punktmannigfaltigkeit (Kur-
ve) in der zweidimensionalen Zeichenebene
erfaBt. Der Schritt von der zweiten in die
dritte Dimension 148t sich leicht durch Ein-
fihrung einer Drehung um eine in der Zei-

chenebene liegende Achse bewerkstelligen.
Rotiert z.B. die Parabel um ihre Achse (y-
Achse), so entsteht ein Drehparaboloid. Die
Fokaleigenschaft der Parabel iibertrigt sich
dann automatisch auf die Drehlliche. F ist
der Brennpunkt des Paraboloides. Liegt in
F eine Lichtquelle, so werden alle von F aus-
gehenden Strahlen durch die aul der Innen-
seite spiegelnde Parabolfliche parallel zur
Achse dieses Paraboloides reflektiert. Umge-
kehrt werden alle zur Achse der Fliche
parallel einfallenden Strahlen so reflektiert,
daB sie sich in F schneiden. Daraus resul-
tieren wichtige Anwendungen dieser Fliche
in der Praxis. Drehparaboloide finden in
der Optik als Spiegel und in der Nachrichten-
technik und Astrophysik als Richtantennen
zum Zwecke des Sendens und Emplangens
energieschwacher Signale Verwendung.

Wir wollen uns den Schritt in den dreidimen-
sionalen Raum jetzt etwas schwerer machen
und geben zunichst zwei sich senkrecht
kreuzende Geraden g und h vor. Das Wort
»kreuzen“ ist keineswegs mit dem Wort
wschneiden“ gleichzusetzen. Wir denken hier-
bei an eine Autobahnkreuzung, bei der eine
Ampelregelung zur Vermeidung von Un-
fdllen nicht erforderlich ist. Zwei Geraden g
und 4 im Raum heiBen windschiefe oder sich
kreuzende Geraden, wenn sie keinen gemein-
samen Punkt haben und auch nicht zueinan-
der parallel sind. Der Kreuzungswinkel zweier
windschiefer Geraden ist gleich dem Schnitt-
winkel zweier dazu paralleler, sich schneiden-
der Geraden. Bei zwei sich senkrecht kreu-
zenden Geraden schneiden sich entsprechen-
de Parallelen unter einem rechten Winkel.
Wir konnen dabei etwa an das Hermsdorfer
Kreuz denken.

Nun soll uns folgende Frage beschiftigen:
Welches geometrische Objekt bildet die
Menge aller Punkte, deren Abstinde von
zwei sich senkrecht kreuzenden Geraden g
und & einander gleich sind?

Bemerkung: Unter dem Abstand eines Punk-
tes P von einer Geraden g versteht man die
Lénge des von P auf g gefillten Lotes. Dieses
Lot 148t sich stets eindeutig fdllen (Bild 2).

Bild2 Lot von Pauflg

Wir wollen die hier aulgeworfene Frage ana-
lytisch behandeln. Durch anschauliche Uber-
legungen ist leicht einzusehen, daB das ge-
suchte geometrische Objekt eine Fliche im
Raum darstellt. Diese Fliache hat weder mit

g noch mit h einen gemeinsamen Punkt.
Weiterhin folgt aus der oben angefiihrten
Parabeldefinition, daB eine Ebene a durch h
senkrecht zu g diese Fldche nach einer Parabel
schneidet. h ist die Leitgerade, und der Durch-
stoBpunkt Q von g durch a ist der Brennpunkt
dieser Parabel. Entsprechendes gilt fiir die in
der Ebene g durch g senkrecht zu h liecgenden
Schnittkurve.

Ein Schrigbild des dreidimensionalen Sach-
verhaltes in der zweidimensionalen Zeichen-
ebene soll uns einen leichteren Zugang zu
einem analytischen Ansatz erdffnen. Wir
gehen von dem Schriigrif eines orthogonalen
Achsendreibeins aus. Die x-Achse zeige im
Raum nach vorn, die y-Achse nach rechts
und die z-Achse nach oben. Auf jeder Achse
werde, vom Ursprung 0 ausgehend, eine
kartesische Skala mit gemeinsamer Lingen-
einheit abgetragen. Die Gerade g liege par-
allel zur x-Achse und gehe durch den Punkt
Q(0, 0, a). Die Gerade h liege parallel zur
y-Achse und gebe durch den Punkt R (0, O,
—a). Damit ist gesichert, daB sich die Ge-
raden g und h im Abstand 2a senkrecht kreu-
zen (Bild 3).

z
qQ
(xy,z)
Gixgal o
(/]
y
9 a
h
7)( R Hidy,-a)

Bild 3
Schrigbild der sich rechtwinklig kreuzenden
Geraden g und h

Von dem im Raum liegenden Punkt P (x, y, z)
werden angenommen, daB er die eingangs ge-
stellten Forderungen erfiillt. Wir fillen die
Lote von P aul g und h und erhalten die Lot-
fuBpunkte G (x, 0, @) bzw. H (0, y, —a). Da
P ein Punkt der im Raum ausgezeichneten
Menge ist, muf gelten

m(PG)=m(PH). @
Nach dem Lehrsatz des Pythagoras bestehen
die Gleichungen

mPG)=)/y*+(z—a)?,

m(PH)=|/x*+(z+a)*. 3)
Aus (2) und (3) lolgt

[/xz +(z+a)z=]/y2 +(z—a)%. @
Durch Quadrieren und Umordnen [indet man
weiter

4az=y*—x2. 5)
Das durch Gleichung (5) beschriebene geo-
metrische Gebilde stellt eine Fliche zweiter
Ordnung dar. Eine anschauliche Vorstellung
von dieser Fliche @ im Raum kénnen wir uns
dadurch verschalfen, daB verschiedene ebene
Schnitte gelegt werden.
1. Schnitt von & mit der yz-Ebene: Setze in
Gleichung (5) x=0.
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Man erhilit 4az=y? (6). Aus dem Vergleich
von (6) mit (1) folgt, daB die Schnittkurve eine
nach oben offene Parabel ist.
2. Schnitt von ¢ mit der xz-Ebene: Setze in
Gleichung (5) y=0.
Man erhilt 4az= — x? (7). Die Schnittkurve
ist eine nach unten offene Parabel.
3. Schnitt von & mit der xy-Ebene: Setze in
Gleichung (5) z=0.
Man erhilt y? — x? =0 (8). Die linke Seite von
Gleichung (8) kann als Produkt zweier Fak-
toren geschrieben werden, ndmlich
(y—x)y+x)=0. ©)
Ein Produkt verschwindet, wenn einer seiner
Faktoren zu Null wird. Aus (9) folgen daher
die beiden Gleichungen
y=xund y=—x. (10)
Durch Gleichung (10) werden die Winkel-
halbierenden der x- und y-Achse beschrieben.
Wir sagen: Die Schnittkurve von @ mit der
xy-Ebene zerfdllt in zwei Geraden mit den
Gleichungen y=x und y= —x.
4. Schnitt von ¢ mit einer zur yz-Ebene par-

allelen Ebene: Setze in Gleichung (5) x=k.-

Man erhilt 4az=y?—k? (11). Die Schnitt-
kurve ist eine nach oben offene Parabel. Aus
dem Vergleich von (11) mit (6) folgt, daB sie
auch durch Parallelverschiebung der in der
Ebene « liegenden Parabel erzeugt werden
kann.

S5.Schnitt von @ mit einer zur xz-Ebene
parallelen Ebene: Setze in Gleichung (5)
y=k. Man erhilt d4az=k*—x? (12). Die
Schnittkurve ist eine nach unten offene Pa-
rabel. Aus dem Vergleich von (12) mit (7)
folgt, daB sie auch durch Parallelverschiebung
der in der Ebene f§ liegenden Parabel erzeugt
werden kann,

Folgerungen: Aul der Fliche & liegen zwei
Scharen kongruenter Parabein. Die Parabeln
je einer Schar gehen durch Parallelverschie-
bung auseinander hervor. Die Fliche ¢ 148t
sich auch dadurch erzeugen, daB man die in
der xz-Ebene liegende Parabel lings der in
der yz-Ebene liegenden Parabel parallel ver-
schiebt, wobei der Scheitelpunkt der ersten
Parabel aul der zweiten Parabel zu fiihren
ist. Flichen, die sich in der hier angegebenen

Weise erzeugen lassen, nennt man Schieb-
flachen. Die erste Parabel ist die erzeugende
Kurve und die zweite Parabel ist die Leit-
kurve dieser Fliche. Wie leicht zu iiber-
schauen ist, konnen beide Parabeln ihre
Rollen vertauschen. Schiebflichen haben we-
gen der besonderen Art ihrer Erzeugung fiir
die Praxis eine vielféltige Bedeutung (Bild 4).

Mit den von uns bisher gefiihrten ebenen
Schnitten haben wir die Besonderheiten der
Fldche @ noch nicht voll ausgeschopft.

6. Schnitt von @ mit einer zu xy-Ebene
parallelen Ebene: Setze in Gleichung (5)
z=k. Man erhilt y2 —x2=4ak. (13)
Durch Gleichung (13) wird eine Hyperbel be-
schrieben. Ist k> 0, liegen die Scheitel der Hy-
perbel in der yz-Ebene. Ist k<0, liegen die
Scheitel der Hyperbel in der xz-Ebene. Setzt
man k=+1, +2, +3, +4, ..., so erhilt man
eine Schar von gleichseitigen Hyperbeln.
Diese sind Hohenlinien oder Schichtenlinien
unserer Fliche, da die Schnittebenen parallel
zur horizontal angenommenen xy-Ebene lie-
gen. Sie vermitteln uns eine anschauliche Vor-
stellung von &.

Folgerungen: Projiziert man die Schichten-
linien senkrecht auf die xy-Ebene, ergibt sich
der Schichtenplan der Fliche ¢&. Dieser
Schichtenplan wird von einer Schar von Hy-
perbeln mit den Geraden y=x und y=—x
als Asymptoten gebildet. Es liegt also ein
Beriihrungsbiischel von Hyperbeln vor. Auch
die beiden Asymptoten gehoren dem Schich-
tenplan an. Nach den Regeln der kotierten
Eintafelprojektion ist diesen Geraden die
Kote Null zuzuordnen. Die Schichtenlinien
mit k>0 schneiden die y-Achse senkrecht.
Die Schichtenlinien mit k<0 schneiden die
x-Achse senkrecht (Bild 5).

Wiirden wir einen Pferdesattel mit einer
Schar gleichabstindiger Ebenen schneiden
so ergibe sich ein dhnlicher Schichtenplan.
Deshalb wird die hier gefundene Fliche auch
Sattelfliche genannt. Der im Ursprung 0
liegende Scheitelpunkt von & heiflt Sattel-
punkt. Beim genaueren Studium von Karten
mit eingezeichneten Hohenlinien kann man
derartige Sattelpunkte finden. Sie zeichnen
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Bild 4

Das hyperbolische Paraboloid als Schieb-

fliche

Bild 5
Schichtenplan des hyperbolischen Parabo-
loides

sich dadurch aus, daB dort die betreffende
Héhenlinie einen Knotenpunkt aufweist. Pag-
straBen fiihren vorzugsweise iiber Sattel-
punkte des zugehorigen Gebirgszuges.

Fiir unsere Fliche @ ist die xy-Ebene Tan-
gentialebene in ihrem Sattelpunkt. Die Tan-
gentialebene 7, beriihrt ¢ im Sattelpunkt
nicht einseitig, sondern durchsetzend. In jeder
noch so kleinen Umgebung von 0 befinden
sich Punkte von &, die oberhalb und andere,
die unterhalb der xy-Ebene liegen.

Die Achse der Fliche & geht durch den
Scheitelpunkt 0 und steht senkrecht auf t,.
Die Achse von @ ist hier identisch mit der
z-Achse. Da alle ebenen Schnitte von &
parallel zur xz-Ebene und yz-Ebene Parabeln
ergeben, stellt @ ein Paraboloid dar. Dieses
muB jedoch noch genauer klassifiziert wer-
den. Wie dem Schichtenplan leicht zu ent-
nehmen ist, liegt keine Drehfliche vor. Da
der Schichtenplan der Fliche @ ein Beriihr-
biischel von Hyperbeln mit gemeinsamen
Asymptoten bildet, nennt man die hier kon-
struierte Fliche ein hyperbolisches Parabo-
loid.

Das hyperbolische Paraboloid hat eine wei-
tere wichtige geometrische Eigenschaft, die
diese Fldche fiir vielfdltige Anwendungen
zum Beispiel im Bauwesen interessant macht.
7. Schnitt von @ mit einer zur Ebene y=x
parallelen Ebene: Setze in Gleichung (5)
y=x+k. Man erhilt 2kx + k*=4az. (14)
Mit (14) hat man eine in x und z lineare Glei-
chung. Daraus ist zu folgern, dal die Ebenen
der Schar y=x-+k mit

k=0, +1, +2, +3, ... die Fliche & nach
einer Schar von Geraden schneiden. Véllig
analog verlauft die Rechnung, wenn die
Fliche @ durch die Schar von Ebenen mit
der Gleichung y = — x +k geschnitten wird.
Folgerungen: Aus Gleichung (14) folgt, daB
aul dem hyperbolischen Paraboloid & zwei
Scharen von geradlinigen Erzeugenden lic-
gen. Je eine Schar von Erzeugenden liegt
parallel zu einer Ebene, die von der Flichen-
achse (z-Achse) und einer der beiden Erzeu-



genden von @ durch den Scheitelpunkt O auf-
gespannt wird. Gekriimmte Flachen, auf
denen wenigstens eine Schar von geradlinigen
Erzeugenden liegt, nennt man Regelfldchen.
Flachen dieser Art finden im modernen Bau-
wesen vorwiegend zur Uberdachung von Ge-
sellschafts- oder Industriebauten Verwen-
dung. Wird die Uberdachung des Bauwerkes
in Spannbeton ausgefiihrt, konnen gerad-
linige Stiitzelemente (z.B. Bretter) fir die
Verschalung verwendet werden. Bei geeigne-
ter Wahl des Grundrisses ergeben sich fiir die
Trauflinien der Uberdachung geschwungene
Linien, die auch aus dsthetischer Sicht eine
ansprechende Wirkung hervorrufen konnen.
Vielfach wird — etwas phantasielos - ein
windschiefes Viereck im Raum vorgegeben.
In dieses rdumliche Viereck wird dann das
hyperbolische Paraboloid - von Bauprakti-
kern ,Hyparschale genannt — eingepaBt
(Bild 6).

Bild 6
Das hyperbolische Paraboloid als Regel-
flache

Fiir uns ist von Interesse, ob diese Flidche
durch Vorgabe eines windschiefen Vierecks,
dessen Seiten dann Erzeugende dieser Fliche
sind, eindeutig bestimmt ist. Hierzu ist vor-
auszuschicken, daB die allgemeine Gleichung
einer Fldche zweiter Ordnung 9 wesentliche
Konstante enthdlt. Zur Festlegung einer
solchen Fliche im Raum benétigt man also
9. geometrische Vorgaben. Dies konnen zum
Beispiel Punkte der Fliche oder Tangential-
ebenen sein. Macht man jedoch die Ein-
schrinkung, daB die zu verwendende Fliche
ein Paraboloid ist, so muB eine bestimmte
algebraische Beziehung zwischen den KoefTi-
zienten der Glieder zweiter Ordnung erflillt
sein. Fiir die Festlegung eines hyperbolischen
Paraboloides im Raum hat man damit nur
8 [reie Parameter. In der Tat ist die Vorgabe
des windschiefen Vierecks im Raum 4quiva-
lent mit der Festlegung von 8 Bestimmungs-
stiicken der Fliche. Die Eckpunkte des Vier-
ecks sind offensichtlich Punkte der Fliche.
Weiterhin ist die von zwei in einem Punkt
zusammenlaufenden Viereckseiten aufge-
spannte Ebene eine Tangentialebene des
hyperbolischen Paraboloides mit dem ent-
sprechenden Eckpunkt als Beriihrungspunkt.

Durch ein windschiefes Viereck sind daher
vier Punkte der Fliche mit den zugehdrigen
Tangentialebenen [estgelegt. Mit diesen 8
Vorgaben ist das hyperbolische Paraboloid
beziiglich Lage und Gestalt eindeutig be-
stimmt (vgl. Bild 6).
In ein vorgegebenes windschiefes Viereck
1aBt sich genau ein hyperbolisches Parabo-
loid einpassen. Liegt dieses Viereck beliebig
im Raum, dann steht die Achse dieser Flache
auch nicht senkrecht im physikalischen Sinn.
Das Auffinden des Scheitels dieser Fldche
und seiner Achse bei Vorgabe eines wind-
schiefen Vierecks von Erzeugenden erfordert
einen groBeren konstruktiven Aufwand, der
nur mit den Mitteln der projektiven Geome-
trie erschlieBbar ist. AuBerdem haben wir in
unserem Beispiel einen Sonderfall, bei dem
sich die Scheitelerzeugenden senkrecht
schneiden. In diesem Fall lassen sich die
Schnittlinien des Paraboloides mit anderen
gekrimmten Fldchen besonders leicht mit
Hilfe zugeordneter Normalrisse konstruieren.
Durch Bild (7) wird gezeigt, wie man die
Schnittlinie eines gleichseitigen hyperboli-
schen Paraboloides mit einem Drehzylinder
konstruieren kann. Hier féllt die Achse des
Paraboloides mit einer Erzeugenden des Zy-
linders zusammen. Das Paraboloid ist so ge-
legt, daB die eine Schar seiner Erzeugenden
Frontlinien sind. Dadurch vereinfacht sind
die Konstruktion der Schnittpunkte dieser
Erzeugenden mit dem Zylinder. Weitere Ab-
bildungen zeigen Entwiirfe und vollendete
Bauwerke mit der von uns hier untersuchten
Flache als Bauelement.

E. Schrider

Weitere Auf gabenstellung

Die eingangs vorgelegte Aufgabe ldBt sich in
eine allgemeinere Aufgabenstellung einbetten.
Die neue Aufgabe lautet:

Man untersuche, was fir ein geometrisches
Objekt von der Menge jener Punkte erzeugt
wird, fiir welches das Abstandsverhaltnis von
zwei sich senkrecht kreuzenden Geraden g
und h, nimlich m(GP): m(HP)=1: K mit
K>1 ist (vgl. Bild 3).

Bild 9
Entwurf eines Freizeitgelindes im Leipziger Rosenthal
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Bild 7

Schnitt von Drehzylinder und hyperboli-
schem Paraboloid. Die Mantéllinie des Dreh-
zylinders durch S ist zugleich Achse des hyper-
bolischen Paraboloides mit S als Scheitel-
punkt.

Bild 8 (siche Titelseite)

Schnitt von Halbkugel und hyperbolischem
Paraboloid. Die Drehachse der Halbkugel
féllt mit der Achse des hyperbolischen Para-
boloides zusammen. Der Scheitel S des hyper-
bolischen Paraboloides liegt daher aufl der
Achse der Halbkugel.

Ein zu (2), (3) und (4) analoger rechnerischer
Ansatz [iihrt aul die Gleichung eines ein-
schaligen Hyperboloides, dessen Achse par-
allel zu g liegt. Die Kehlellipse dieser Flache
liegt in der yz-Ebene. Der Spurpunkt Q von
g in der yz-Ebene ist ein Brennpunkt dieser
Ellipse. Auf dieser Fldche existieren gleich-
falls zwei Scharen von geradlinigen Erzeugen-
den.
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Einige mathematische Modelle
und ihre Verwendung im Schiffbau

Seit der Aufnahme des serienmiBigen Schifl-
baus in der DDR im Jahre 1946 wurden durch
unsere Werften bis zum Jahresende 1978
3800 Schiffe mit einer Vermessungstonnage
von ca. 6,5 Millionen BRT (Brutto-Register-
tonnen) fertiggestellt. Eine Registertonne ent-
spricht einer RaumgréBe von 2,83m®. Die
Entwicklung ist in Bild 1 dargestellt.

Die Produktionsstiitten sind u.a.

VEB Warnowwerft Warnemiinde, VEB Schiffs-
werft Neptun Rostock, VEB Matthias-Thesen-
Werft Wismar und VEB Volkswerft Stralsund.

Hauptauftraggeber der DDR-Schiffbauindu-
strie ist die UdSSR, deren Reedereien bis
zum Jahresende 1978 rund 3000 unserer ge-
bauten Schiffe mit insgesamt 3,7 Millionen
BRT in Dienst stellten.

Bei der Vielzahl der anstehenden Aufgaben
trifft man auch auf mathematische Frage-
stellungen. Wir wollen im nachfolgenden ein
Beispiel dafiir geben.

Zeichnungen werden mit numerisch-gesteuer-
ten Zeichenmaschinen erzeugt. Mittels eines
Programms wird dabei aus einer gegebenen
Punktfolge eine Kreisbogenapproximation
mit einem Rechner ermittelt, d. h., es wird eine
Folge von Kreisbdgen errechnet, die gez :ich-
net eine Kurve ergeben, die die pegebene
Punktlolge niherungsweise darstellt. Hierfuir

Bild 1

400000 4

Jooo00 4

200000 4

100 000

ist eine geniigend dichte Punktfolge erforder-
lich. Praktisch kann dies bedeuten, da3 die
vorgegebene Punktfolge zu verdichten ist,
indem man neue sinnvolle Zwischenpunkte
ermittelt (man nennt diesen Vorgang Inter-
polation). Im nachfolgenden werden verschie-
dene Méglichkeiten fir sinnvolle Punktver-
dichtungen diskutiert.

Ein Spant ist die Schnittkurve der Schilfs-
auBenhaut mit einer zur Schiffsachse senk-
recht stehenden Ebene. Aus Symmetriegriin-
den wird nur die eine Hilfte eines Spantes
dargestellt. Eine konkrete Darstellung des
Spantes in der Form y= f(z) ist in der Regel
nicht gegeben. Statt dessen hat man eine
Punktfolge aufgemessen, deren Punkte in
geordneter Reihenfolge auf dem Spant liegen.
Gesucht ist nun eine Darstellung der Form
y=f(z), weil wir dann beliebige Zwischen-
punkte errechnen konnen. Dazu gibt es z. B.
folgende Moglichkeiten:

1. Durch die n+ | gegebenen Punkte wird ein
Polynom n-ten Grades (mit n+ 1 Koeffizien-
ten) gelegt. Dieses Polynom nennt man
Lagrange-Interpolationspolynom.

2. Man ermittelt ein Polynom p-ten Grades
(p ist vom Anwender vorgegeben), das von
der vorgegebenen Punktmenge einen mini-
malen (in welchem Sinne, sieche weiter unten)
Abstand hat.

3. Man setzt die Kurve stiickweise aus Poly-
nomstiicken zusammen, deren Grad vom
Nutzer vorgegeben ist.

Neben aiesen drei aufgezihlten Varianten
existieren noch weitere.

Der Schiffbauer hat nun die Aufgabe, eine
Methode derart auszuwihlen, daB sein Er-
gebnis den praktischen Forderungen geniigt.

Wenden wir uns einem konkreten Beispiel zu.
Fiir den in Bild 2 dargestellten Spant wurden
29 Punkte P{zi, yi), i=1, 2, ..., 29, aufge-
messen. Wir betrachten das Polynom
y2e(2)=a2e2° +

;7227 + ... +ayz+ag=Pss. )
Durch Einsetzen der Punktkoordinaten er-
halten wir 29 Gleichungen

yi=az8z2® +a3727" + ... +a1zi+ao,

i=1(1)29 @
und konnen aus diesen die Koeffizienten ao,
ai, ..., G2g bestimmen.

Nun wird kein mathematisch Gebildeter
versuchen, dieses Gleichungssystem exakt zu
lésen, obwohl das natiirlich theoretisch
moglich ist. Statt dessen wird er zu Nahe-
rungsverfahren greifen und dabei die Ergeb-
nisse und in einem derart aufwendigen Fall
auch die Zwischenergebnisse runden. Diese
wiederholten Rundungsfehler kdnnen das
Endergebnis erheblich verderben.

In Bild 2 wurde p7,q4 dargestellt. (Die 7 gibt
die Anzahl der giiltigen Ziffern in der Rech-
nung an.) Das Ergebnis ist unbelriedigend.
Auch p'%,¢ ist unbrauchbar. Durch gewisse
numerische Manipulationen (zundchst wird
das y-Intervall auf [0, 1] und anschlieBend
das z-Intervall auf [0, 1] transformiert) kann
man aus p'®,s noch pi§ und Pi§ erhalten,
aber auch diese Funktionen stellen den Spant
ungeniigend dar. Alle Rechnungen wurden
mit einem elektronischen Rechner EC 1040

ausgefihrt.
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Bild 3

Yy = -qo012b+ 600527 g 1682 *
o092z + g

¥, =006 2% 402982 +0 543

T + T
ylrd 3 42 0w 40 9 8 7 6 s

Vorgabe -
X y
01 47
3 0
61 1891
62 398

4

3

2

4

12 LA 78

y=x(x-3)(x-6)

Bild 4

Der Grund [iir diese schlechten Ergebnisse ist
darin zu suchen, daB die Koeffizienten des
Gleichungssystems (2) [ur ao, ..., azg in dem
Bereich 4,06 - 1032 bis 1,39 - 10~ !7 variieren.
Diese Variationsbreite erfat auch keine
16-stellige Genauigkeit des Rechners und die
Rundungsfehler verderben das Ergebnis. (Die
Determinante des Gleichungssystems (2) hat
den Wert 1,09 - 102°91)

2[m] Bild 5 2(n]
L 15 r1s
414 14
113 17
F 12 7
Jp v 01662 445212 -20503

r 4 “
10 10
L ¢ 4+ 9
L g 18
- Sanf y
L 6 6
L 5 PS5
] T4
3 - 3

z 12
7 Yo =o0873* -G 212z + 1207 41
e A R R R

Ein zweiter Losungsversuch wird in Bild 3
dargestellt. Die Koeffizienten des Polynoms
pr=az? + bz + ¢ sind so ermittelt worden, daB3
die Funktion
fla.b,c)=(yy—azt—bz,—c)*+...+

(y29 —azjo—bzy9—c)?

ihr Minimum annimmt. Diese Funktion
stellt die Summe der Abweichungsquadrate
zwischen dem Polynom an der Stelle z; und
dem gegebenen y;-Wert dar. Dies ist die so-
genannte Gaufische Fehlerquadratmethode.
Analog haben wir die Koeffizienten q, b, ¢, d,
¢ des Polynoms

pa=az*+bz>+cz* +dz+e durch Minimisie-
rung des Ausdrucks

fla, b, c, d e)=(y, —az} —bz} —czt —dz, —e)?
+ ...+ (y2o—azo—bz3g—czio—dz,0—e)?
erhalten. Beide Resultate wurden mit dem
programmierbaren Tischrechner K 1002 er-
mittelt und sind in Bild 3 dargestellt. Eine
hier ankniipfende Moglichkeit besteht in der
Erhohung des Polynomgrades. Hier tritt ein
neuer unliebsamer Effekt aul. Z. B. ergibt sich
fir n=13 bis y=12 eine recht gute Uberein-
stimmung zwischen dem Spant und der Na-
herungsdarstellung, aber es gilt (vergl. Bild 3)
»12)=9,967, ¥(12,3)=10,017, y(12,5)=9,968,
(14,05)="7,538, y(14,608) = 10,205,

d.h., das ermittelte Polynom schwingt im
Endbereich, ist also ebenfalls nicht brauchbar.
Noch deutlicher wird dieser Effekt in Bild 4
dargestellt. Die vier vorgegebenen Punkte be-
schreiben (schlecht) die dargestellte Kurve.
Legt man durch diese vier Punkte ein Poly-
nom 3. Grades, so erhélt man
y=x(x—3)x—6).

An dieser Stelle muB einiges zu den Ge-
nauigkeitsanforderungen gesagt werden: In
den Bildern sind hochstens Abweichungen
von 0,1 mm bis maximal 0,2mm gestattet.

Diese scheinbar extremen Forderungen sind
dadurch begriindet, daB bei dem verwendeten
MaBstab Fehler im Millimeterbereich bereits
Abweichungen von 5c¢m bis 10cm in der
Praxis am Schill bewirken. Derartige Ver-
formungen einer Platte zum Ausgleich der-
artiger Abweichungen sind beim Einbau im
Nachherein aber nicht méglich.

Der néchste Schritt besteht in der Unter-
teilung der aufgemessenen Punkte in zwei
Teilmengen, und man erhélt eine stiickweise
Darstellung y= f(z). Ein Beispiel fir eine
solche Unterteilung an der Stelle z=8,5 zeigt
Bild 5. Die dort dargestellten Polynome sind
mit der GauBschen Fehlerquadratmethode
ermittelt worden.

Dieser Weg zeigt zwei Nachteile. An der
Trennstelle beider Polynome (vgl. Bild 5)
kann ein Sprung entstehen. Eine weitere
Fehlermoglichkeit besteht darin, daB sich an
dieser Stelle ein Knick ausbildet. Beide Feh-
lerquellen sind [ir die Praxis nicht akzepta-
bel.

Die bisher erdrterten Wege zeigen deutlich:
® Es gibt theoretische Wege, die sich fiir die
Losung praktischer Probleme nicht eignen.

@ Fiir eine Losung, die fir die Praxis akzep-
tabel ist, bietet sich folgender Weg an:

Wir konstruieren nur aul jeweils wenigen
Punkten mit aufeinanderfolgenden Abszissen
ein niedriggradiges Polynom und benutzen
fir jeden weiteren Abszissenbereich neue
niedriggradige Polynome.

Der denkbar einfachste Weg wire dadurch
gegeben, daB wir je zwei Punkte gradlinig
verbinden, also einen Polygonzug erhalten.
Dieser hat den Nachteil, daB Knicke auf-
treten, die Kurve also nicht glatt ist (,,glatt*
ist ein typischer Begrilf der Mathematik. Hier
geniigt die Anschaulichkeit.)
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Zur Losung definieren wir:
s(z) heiBt kubischer Spline (gesprochen:
Splein) genau dann, wenn
a) s(z) in jedem Interval (— oc, 2,), (24, 23), ...,
(zn-1, Za), (zs oc) ein Polynom héchstens
3. Grades darstellt und
b) s(z) zweimal stetig differenzierbar ist. Die
Funktion s(z) 148t sich also in jedem der
28 Intervalle [zi, zi+1], k=1, 2, ..., 28 als
J2)= Az — 2 + Bulz — z)* + Cilz — z) + Dy
darstellen. Damit nun diese zusammenge-
setzte Funktion unsere Punktmenge darstellt,
miissen wir s(zy)=y, k=1, 2, ..., 29 fordern,
d.h., die Funktion s(z) verlduft durch die
Punkte. Die Bedingung b) bedeutet, daB an
den Stellen z;,, an denen die Funktion s(z) zu-
sammengesetzt ist, keine Knicke auftreten.
Als mechanisches Modell fiir diese Spline-
Interpolation kann man sich ein durch die
Punkte gelegtes elastisches Lineal (englisch
spline) vorstellen.
Wir miissen in jedem der n—1 Intervalle die
Koeffizienten A;, By, C; und D, bestimmen.
Aul die konkrete Bestimmung dieser Koeffi-
zienten soll hier nicht niher eingegangen
werden, da als Hilfsmittel die 1. und 2. Ab-
leitung der Funktion f; benutzt werden und
aulwendige Rechnungen darzustellen wiren.
(Fiir den Interessenten verweisen wir auf
Bronstein, I. N., Semendjajew, K. A., Taschen-
buch der Mathematik, 19. Auflage Verlag Nau-
ka, Moskau, BSB B.G. Teubner Verlags-
gesellschalt, Leipzig 1979)
Diese Rechnungen wurden mit dem EC 1040
ausgefuihrt. Die numerischen Ergebnisse stim-
men ausreichend mit dem urspriinglichen
Spant iiberein, so daB eine akzeptable Losung
des Problems erzielt wurde.

W. Moldenhauer

Harri Parschau
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Alles dreht sich um den Kreis

(10 Aufgaben fiir Schiiler der Klassen 7 bis 10)

Ala DasBild stellt einen spitzen Winkel &
mit seinem Scheitelpunkt S dar. Ein Kreis k
beriihrt die Schenkel des Winkels « in den
Punkten 4 und B. Die Parallele zu s, durch
A schneide k in C. Die Gerade CS schneide &
in E, und die Gerade AE schneide s, in F.

Es ist nachzuweisen, daB der Punkt F die
Strecke BS halbiert.

F 8

424 Gegeben sei ein Dreieck ABC mit
dem Innenwinkel & BAC =a=30°.

Es ist zu beweisen, daB die Linge der Seite
BC dieses Dreiecks gleich der Lédnge des Ra-
dius des Umkreises dieses Dreiecks ist.

A3 A Gegeben sei ein Kreis k mit dem
Mittelpunkt M und dem Radius r, dem zwei
Sehnen AB und BC mit AB=BC so einge-
zeichnet seien, dal Winkelx ABC = 120° gilt.
Beweise, daB die Linge jeder der Sehnen 4B
und BC gleich der Linge des Radius r des
Kreises k ist!

A4 s Gegeben sei ein Kreis k mit dem
Mittelpunkt M und dem Radius r, dem eine
Sehne AB=s mit s<2r eingezeichnet wurde.
Die im Punkt 4 an den Kreis k gelegte Tan-
gente ¢ schneide die durch B zu ¢ gezogene
Senkrechte in C. .
Beweise, daBl die Gerade AB den Winkel
¥ CBM halbiert! v

454 Die abgebildete Figur stellt ein Tra-
pez ABCD und einen Kreis k mit dem Mittel-
punkt M dar, der jede der vier Trapezseiten
zur Tangente hat.

Beweise, daB die Winkel& AMDund& BMC
beide rechte Winkel sind!

D C

A6A Es sei Dreieck ABC ein beliebiges
spitzwinkliges Dreieck, D, E und F seien FuB-
punkte der Dreieckshdhen h,, hy, h.

Es ist zu beweisen, daB die Hohen des Drei-
ecks ABC gleichzeitig Winkelhalbierende des
Dreiecks DEF sind.

A7A Ist es moglich, aus einer quadrati-
schen Platte mit der Seitenldnge a (in mm)
eine kreis[6rmige Scheibe herauszuschneiden,
die einen Durchmesser 4 .(in mm) besitzt,
wenn

n 53<a<55und 49<d <51,

2) 53<a=<55und 52<d <54 gilt?

Die Antwort ist zu begriinden.

A8 A Gegeben seien drei Punkte 4, B und
C einer Ebene, die nicht simtlich aul einer
Geraden liegen. Jede der Strecken AB, BC
und AC sei kleiner als 3 cm. Eine K reisscheibe
moge die drei Punkte iiberdecken.

Gib (iir alle moglichen Fille die Grenzen des
Intervalls an, in welchem die MalBzahl des
Flicheninhalts (gemessen in cm?) des Kreises
liegen muB!

A94A Gegeben sei ein Kreis k& mit dem
Mittelpunkt M und dem Radius r und auf
diesem Kreis ein Punkt P, ferner eine Ge-
rade g, die mit dem Kreis k keinen Punkt ge-
meinsam hat.

Es ist ein zweiter Kreis k' zu konstruieren, der
den Kreis k von auflen im Punkte P beriihrt
und die Gerade g zur Tangente hat.

A10A Gegeben seien zwei Kreise k; und
k, mit den Mittelpunkten M, und M, und
den Radien r; <r, die sich in den Punkten P
und Q schneiden. Aul k ist ein Punkt A4, auf
k, ein Punkt B so zu konstruieren, daB die
Gerade AB durch P geht und AP = BP gilt.

(Losungen siehe Helt 6/81)

Th. Scholl



XX. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR
4. Stufe (DDR-Olympiade)

GruBadresse

des Ministers fiir Hoch-
und Fachschulwesen
Prof. Dr. Bohme

Preistriager

Einen ersten Platz erhielten:

In Olympiadeklasse 10: Volkmar Liebscher,
EOS Goethe-Schule, Ilmenau (1); Matthias
Hiibner (KI. 9), Humboldt-EOS Leipzig (2);
Jens Ponisch (KI.9), Karl-Marx-OS, Karl-
Marx-Stadt (3)

In Olympiadeklasse 11/12: Detlef Horbach,
Spezialklasse der TH Karl-Marx-Stadt (4);
Jens Galley (KI.11), EOS Heinrich Hertz,
Berlin (5)

Einen zweiten Platz erhielten:

In Olympiadeklasse 10: Klaus Mohnke,
Erich-Weinert-OS, Liibbenau; Torsten Fim-
mel, EOS Heinrich Hertz, Berlin; Bernd
Schmutzler, EOS Artur Becker, Wilkau-HaB-
lau; J6rg Stahnke (K1.9), EOS Willi Sanger,
Pasewalk; Oliver Geupel (KI.9), EOS Ro-
main Rolland, Dresden; Birgit Thomas, EOS
Zittau; Karl-Heinz-Fandrey (KI1.9), EOS
Puschkin, Prenzlau

In Olympiadeklasse 11/12: Peter Zienicke
(KI. 11), Spezialschule fir Math./Phys. der
Humboldt-Universitat zu Berlin; Jiirgen Gra-
fenstein und Michael Giesecke, beide Spe-
zialschule fiir Elektronische Industrie M. A.
Nexo, Dresden; J6rg Pietschmann, EOS Jo-
hann Joachim Winkelmann, Stendal; Steffen
Zahn (K. 11), Spezialschule [tir Math./Phys.
der Humboldt-Universitit zu Berlin; Bodo
Heise (KI. 11), Spezialklasse der TH Karl-
Marx-Stadt; John Matzke (KI.11), EOS
G.E. Lessing, Erfurt; Ralf Hortig (KI.11),
I. EOS Cottbus

25 Schiiler erhielten einen 3. Preis, 39 Schiiler
eine Anerkennungsurkunde fiir gute Leistun-
gen. An der XX.OJM nahmen 171 Schiiler,
davon 19 Maidchen teil. 38 Schiiler waren
Friihstarter, d. h., starteten in einer héheren
Klassenstufe. 20 iiber viele Jahre bewihrte
Wissenschaftler und Lehrer erhielten aus
AnlaB dieser XX.OJM hohe Auszeichnun-
gen.

Die Aufgaben und Losungen der Olympiade-
klasse 10 sowie die Aufgaben zur Olympiade-
klasse 11/12 veroffentlichen wir in Heft 6/81;
die Losungen zu Olympiadeklasse 11/12 er-
scheinen in ,,Mathematik in der Schule*‘.

An die Teilnehmer der XX. Mathematik-
Olympiade der DDR

Die 198! zum zwanzigsien Male durchge-
fihrte Olympiade Junger Mathematiker
nehme ich zum AnlaB, allen Teilnehmern,
aber auch den Verantwortlichen und Organi-
satoren die herzlichsten Gliickwiinsche aus-
zusprechen.

Die Forderung aller Talente und Begabungen
der Jugend ist ein grundlegendes Prinzip
unserer sozialistischen Bildungspolitik. In zu-
nehmenden MaBe erfordert die Erkenntnis
und die Beherrschung der gesetzmaBigen Zu-
sammenhidnge in Natur und Gesellschaft
einen hohen Stand der mathematischen Theo-
rie und ihrer schopferischen Anwendung.

Die Mathematik ist zu einem wichtigen
Kettenglied bei der Beschleunigung des wis-
senschaftlich-technischen Fortschritts gewor-
den.

Deshalb kommt der vertieften Beschéftigung
der interessierten und talentierten Schiiler mit
mathematischen Problemen, wie sie durch
die traditionsreiche Olympiade-Bewegung in
bester Weise realisiert und gefordert wird,
gro/le und wachsende Bedeutung zu.

Sie, als Teilnehmer an der XX. Olympiade
Junger Mathematiker 1981 in Erfurt, haben
sich als die Besten in ihren Altersgruppen er-
wiesen, und ich mochte allen hohe Anerken-
nung fiir die gezeigten Leistungen ausspre-
chen.

Zweifellos werden viele Jugendfreunde, die
sich in den Mathematik-Olympiaden be-
wihrt haben, spéter an den Universititen und
Hochschulen unseres Landes durch das Stu-
dium der Mathematik oder anderer mathe-
matisch anspruchsvoller Studienrichtungen
ihre Liebe zur Mathematik weiterentwickeln
und fiir unsere ganze Gesellschaft frucht-
bringend wirksam werden lassen. Dabei wiin-
sche ich Thnen viel Erfolg.

Die Olympiade-Bewegung auf dem Gebiet
der Mathematik mdége auch im 3. Jahrzehnt
ihres Bestehens — getragen vom Engagement
vieler Lehrer und Wissenschaftler — ihre groBe
Popularitiat behalten und die teilnehmenden
Schiiler zu hohen Leistungen befliigeln.
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Mathematik-
priifungen
in Athiopien

In Athiopien verldBt man die 12. Klasse der
HIGHER SECONDARY SCHOOL (hShere
Schule), wenn man die ETHIOPIAN
SCHOOL LEAVING CERTIFICATE
EXAMINATION (Priifung fiir das dthiopi-
sche Schulentlassungszeugnis) auch im Fach
Mathematik bestanden hat.

Es ist sicher interessant zu wissen, welche An-
forderungen in einer solchen Priifung in
einem afrikanischen Land gestellt werden
und auf welche Weise diese Priifungen durch-
gefiihrt werden.

Man sollte sehr vorsichtig sein, wenn man
etwa Art, Inhalt und Schwierigkeitsgrad die-
ser Priifungen beurteilen bzw. bewerten will,
weil man dazu die konkrete Situation des
Landes kennen muB. Wir mochten natiirlich
dazu auffordern, die Aufgaben zu l6sen.

Die Priifung besteht aus drei Teilen:

Teil A: Grundlagen der Mathematik (z. B.
Mengeniehre, Arbeit mit Variablen, Glei-
chungen und Ungleichungen, Gleichungs-
systeme, Funktionen, Zahlenfolgen, Loga-
rithmen, Restklassen u.a.) Den Teil A muff
jeder Priilling bearbeiten; es sind 70 Fra :en.
Teil B: Geometrie

Teil C: Commercial Mathematics (etwa: An-
gewandte Mathematik im Handel). Dieser
Teil enthidlt vorwiegend Proportionen, Mi-
schungsaulgaben, Prozentrechnung usw., wo-
bei es sich um Sachaufgaben handelt.

Der Priilling wihit entweder Teil B oder
Teil C mit je 20 Fragen bzw. Aufgaben.
Jeder Priifling muB sich in der vorgegebenen

Zeit von drei Stunden mit 90 Problemen be-"

fassen. Zu jeder Frage sind fiinf Antworten
vorgegeben (vier falsche und eine richtige).
Der Priifling soll die richtige Antwort ar-
kreuzen.

Diese in unseren Priifungen nicht iibliche
Methode wird in afrikanischen und auch in
einigen anderen Staaten praktiziert.

Wir stellen nun einige Inhalte der einzelnen
Priifungsteile dar. Wir sind der Auflassung,
den Teil A recht ausfiihrlich zu behandeln,
da es sich hierbei um grundlegendes Wissen
handelt.
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Auswahl aus Teil A

Ala Welche der Aussagen ist wahr?

A.0={0} B.0ep C.{0}=p D.0<{0;1}
E.0€{0}
A2A WennA={0,%,2};

B={x;2x?*—5x+2=0} und
C={x;2x*—5x+2x=0},
welche der Aussagen ist wahr?
A.A=B B.BcA C.CcA D.AcB
E.ANC=0

A3A Wenna+b=c+d und b<d, welche
der Aussagen ist wahr?

A.a=c¢ B.a<c C.a>c¢ D.a—c=0

E. keine der Aussagen von A. bis D.

Ada Wenn\;)::g, welche der Aussagen ist

falsch?
A. xq=py Bm’:‘u_-l-qr
y q
cX=y_pP—4 xtp_x
q y+q y

E. keine der Aussagen A. bis D.

AS5A Bestimme die beste Niherung fiir
0,00388 - 3163000

21200
A.8 B.6 C.08 D.06 E.006
A6 A Welches der folgenden Polynome hat
den Faktor (x—1)?
A x>+5x+6 B.x>—1
D. x*+3x+2
E. keines der Polynome A. bis D.

C.x*+1

A7a Fiir welches geordnete Paar [x; y]
ist die Funktionf(x:y)zxx—_yy nicht defintert?
A.[1;0] B.[1;-1] C.[-1;1]
D.[1;1] E.[0;1]

A8a Wenn f(x; y)=x2y3 welche der Aus-
sagen ist wahr?

A f(x; —y)=x*y> B. f(—x; —y)=—x%*
C. f(—x; y)=-x%® D. f(1;0)=—1

E. keine der Aussagen von A. bis D.

A94a Welche Aussage ist wahr?

A.log; %=4+log1 3

B. logs lg=log3 16—1

C.log; 60=15-log; 4

D.log, %= 1—-log, 3

E. keine der Aussagen A. bis D.

A10A Welche der Geraden hat keinen ge-
meinsamen Punkt mit der Geraden x—y=3?
A x+y=3 B.x—-y=-3 C.x+y=-3

D.—y—x=3 E.keineder Geraden A. bis D.

All A Welche der Geraden schneidet die
Kurve der Funktion y=2*?

A.y=—1 B.y=x C.y=-0003
D.y=—-x E.y=x-8

A12A Welche der Mengen beschreibt die
schraffierte Fldche?

[x:y]:y<x+2und y<2}
[x:y]:y>x+2und y<2}
[x:y]:y<x+2und y>2}
[x:y]:y>x+2und y>2}
[x:y]:y<x+2und y=2}

N

Al13a Die Losungsmenge der Gleichung
22x+ 1 2% gt

A {0} B.{-1} C.{1} D.{1;0}

E. keine der Mengen A. bis D.

Al4a  Welches der Gleichungssysteme hat
nicht die Losungsmenge {[ —1; 2]}?

o >

on

m
s o e s

A x+y=1 B.2x— y=-4
2x+y=0 x+2y= 3
C. x+y= 1 D.2x+ y=0
2x—y=—4 x+2y=3
E. x+y=1
x—y=3

Al5a Ein leerer quaderformiger Wasser-
tank hat eine quadratische Grundflache (Kan-
tenldnge 10 m) und ist 9m hoch.

Wie lange dauert die Fiillung unter folgenden
Bedingungen? Wiahrend der ersten Stunde
flieBt 1 m® pro Minute ein, wihrend der zwei-
ten Stunde 2m> pro Minute, in der dritten
Stunde 3 m® pro Minute, wihrend der vierten
Stunde 4 m?® pro Minute und dariiber hinaus
bis zur vollstandigen Fiillung.

A. 6 Stunden B. 6% Stunden

C. 5 Stunden D. 15 Stunden

E. keine der Zeitangaben A. bis D.

Al6A Das 6.Glied einer arithmetischen
Folge ist 0, das 7.Glied ist —2. Welche der
Aussagen ist wahr?

A. Die Differenz der Folge ist 2.

B. Das Anfangsglied ist —10.

C. Die Summe des 5. und 7. Gliedes ist 0.
D.Das 11.Glied ist 10.

E. Keine der Aussagen A. bis D.

Al7a Essei |x<|y| und |y|=0. Dann gilt
A. x>0 B.x<0 C. x kann nicht
bestimmt werden D. x=0

E. keine der Angaben A. bis D.

Auswahl aus Teil B (Geometrie)

Ala xund ysind die Katheten eines recht-
winkligen Dreiecks; d ist der Durchmesser
des Umkreises. Dann gilt

A.d=x+y B.d>x+y

C.d<x+y D.d=xoderd=y

E. keine der Aussagen A. bis D.

A2 A Vgl Skizze:




D_ie Winkel & ABC und ¥ ADB sind 90°.
AB=5, AD=3, BC=x. x ist dann
23 16 20 3
A.—6 B.—3 C.—3 D'§
E. keiner der Werte A. bis D.

A3 a Vgl Skizze:

Der Winkel ¥ ACB ist g Der Kreis mit dem

Radius 1 tangiert die Geraden in 4 bzw. in B.
Die schraffierte Fldche ist

A3 BY3 C)3- D.oya-]

E. keiner der in A. bis D. angegebenen Werte.

A4 A ABCDseiein gleichseitiges Parallelo-

gramm (Seitenlinge 1). Die maximale Fldche,

die ABCD haben kann, ist

A.4 B3 C.2 D.1

E. keine der Angaben A. bis D.

A5a Ein Drahtstiick (Lange 100 cm) wird

zu einem Viertelkreis gebogen. Welche Linge

hat der Radius?
200 200

A‘7z+2 ‘n+4

D. =8+]/16+ 1600n

E. keiner der Werte A. bis D.
A6A Vgl Skizze:

A
B v |
0 ist der I\Littelp_unkt des Kreis_es mit dem
Radius 6; AB= AC. Die Linge AB ist

A.12 B.3-)/2 C6)/2 D.72
E. keiner der Werte A. bis D.

100
‘n+4

Auswahl aus Teil C
(Commercial Mathematics) -

Ala Wieviel Liter einer 60%igen Losung

miissen 10 Liter einer 209, igen Losung zuge-

fiihrt werden, um eine 45%ige Losung zu er-
halten?

86 50

A. —= C.=

6 B 3 C 3

E. keine der Angaben A. bis D.

A2A Wieviel Kaffee der Giiteklasse 5
BIRR/kg (BIRR ist die &dthiopische Wih-
rungseinheit) muB 50kg der Giiteklasse 6
BIRR/kg beigegeben werden, damit eine
Mischung der Giiteklasse 5,60 BIRR/kg ent-
steht?

A. 33% kg B.

D. 125

1
3
D. nicht zu berechnen

E. keine der Angaben A. bis D.

A3A Abebe und Getachew (dthiopische
ménnliche Personennamen) ero{lnen eine Re-

kg C.60kg

Bernard Bolzano

20|

R
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Am 5. Oktober 1981 jahrt sich zum 200. Male
der Geburtstag des bedeutenden béhmischen
Mathematikers, Logikers, Sozialethikers und
Philosophen Bernard Bolzano. Die UNESCO
hat empfohlen, dieses fortschrittlichen Man-
nes im Jahre 1981 ausfiihrlich zu gedenken.
So wird die Tschechoslowakische Akademie
der Wissenschaften aus AnlaB dieses Jubi-
laums im September 1981 ein festliches inter-
nationales wissenschaftliches Symposion ver-
anstalten, das der Entwicklung der Wissen-
schaften in der ersten Hilfte des 19.Jahr-

paraturwerkstatt. Abebe investiert 6000
BIRR, Getachew 5000 BIRR. Der monatliche
Gewinn macht 13% der Gesamtinvestition
aus. Welchen Anteil erhdlt Abebe?
A. 1716 BIRR B. 650 BIRR
C. 390 BIRR D. 780 BIRR
E. keine der Angaben A. bis D.
Wir haben an den Formulierungen nichts ge-
dndert. Dem aufmerksamen Leser wird es
nicht entgangen sein, daB zwischen Strecke
und Linge einer Strecke, Winkel und Grifle
eines Winkels, Aussage und Aussageform nicht
immer unterschieden wird. Das zieht natiir-
lich auch Konsequenzen in der Anwendung
der Symbolik nach sich.

. H. Biichel/W. Fregin
Ldsungen:
Teil A
1.E.;2.B;3.C.;4.E.;5.D;6.B.;7.D.; 8. B;
9.B,;10.B.;11.D.;12.B.;13.B.; 14.E.; 15.E.;
16.C.; 17. D.

Teil B
1.C.;2.C.;3.C.;4.D.;5.D.;6.C;

Teil C
1.C.;2.A.;3.D.

hunderts und Bolzanos wissenschaftlichem
Werk gewidmet ist. Auf dem Mathematiker-
kongref8 der DDR im September 1981 wird
einer der vier Plenarvortrige die revolutio-
ndre mathematische Leistung von Bolzano
behandeln.
Die Postverwaltung der CSSR hat zur Wiirdi-
gung von B. Bolzano am 10. Mirz 1981 eine
Briefmarke mit einem Portrit des Gelehrten
herausgegeben.
Der aus einer Prager Kaufmannsfamilie
stammende Bolzano hat in seiner Heimat-
stadt Philosophie, Mathematik und Natur-
wissenschaften sowie Theologie studiert und
wurde nach seiner Priesterweihe im Jahre
1807 an der Prager Universitit zum Professor
der Religionswissenschaft berufen. In sei-
nen Vorlesungen und Predigten stellte sich
Bolzano auf die Seite einer aufgeklarten Re-
ligionsphilosophie und gelangte schlieBlich
zu utopisch-sozialistischen Ideen, nach denen
alle Menschen gleich seien und daher alle
sozialen Unterschiede beseitigt werden miiB-
ten. Nach vielerlei Verwarnungen und Be-
drohungen wurde Bolzano schlieBlich im
Jahre 1819 vom damaligen Osterreichischen
Kaiser seines Amtes enthoben. Nur mit Miihe
konnte er seine Freiheit bewahren, wurde
aber der Universitdt verwiesen und erhielt
lebenslanges Publikations- und Redeverbot.
Aufdem Landgut seiner Freunde in Téchobuz
(Siidb6hmen) bis 1842 lebend, ist Bolzano
unermiidlich wissenschaftlich titig gewesen;
groBe Teile seiner Schriften sind auch heute
noch nicht aus dem NachlaB herausgegeben
worden. Bolzano starb einsam und an Tuber-
kulose leidend am 18.Dezember 1848 in
Prag. .
Bolzano gehort zweifellos zu den scharf-
sinnigsten Mathematikern aller Zeiten. Ins-
bésondere hat er Bleibendes fiir die begriff-
liche Grundlegung der Analysis geleistet,
manches sogar zeitlich noch vor A4. L. Cau-
chy. Freilich ist dies erst im 20. Jahrhundert
beim Studium des Nachlasses bekannt ge-
worden, weil Bolzano durch das Publikations-
verbot der direkte EinfluB auf die Entwick-
lung der Mathematik seiner Zeit weitgehend
versagt bleiben mufte.
Bolzano verdankt man eine erste scharfe
Definition der Stetigkeit einer Funktion und
des Grenzwertbegriffes. Von ihm stammt das
auf dem Gebrauch von Partialsummen be-
ruhende, spiter nach Cauchy benannte not-
wendige und hinreichende Konvergenzkrite-
rium fiir unendliche Reihen. Es war eine mathe-
matikhistorische Sensation, als man 1930 im
NachlaB von Bolzano entdeckte, daf er als
erster, rund 40 Jahre vor K. Weierstraf, ein
Beispiel einer in einem ganzen Intervall steti-
gen, aber dort nirgends diflerenzierbaren
Funktion konstruiert hatte. Und schlielich
gehort Bolzano auch zu den Wegbereitern
der Mengenlehre, wie spiter G.Cantor zu
wiirdigen wuBte.

H. Wufing
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aufgepalit
nachgedacht
mitgemacht

Speziell
fir Klasse 4/6

Interessante Koordinaten

1. Wege und Netze

Der Bir und andere Tiere leben im Mairchen-
wald. Jedes von ihnen hat seine eigene Hiitte.
Der Knabe Christopher Robin ist ihr gemein-
samer Freund. Das Bild | zeigt euch, wie man
vom HMaus des Christopher Robin zu den
Hiitten des Béren, des Ferkels, des Kanin-
chens, des Esels, der Eule und des Kédnguruhs
gelangen kann. Um zur Hiitte des Biren zu
kommen, mufl man vom Haus des Knaben
aus zunidchst nach Siiden gehen, sich dann
nach Osten wenden und schlieBlich wieder
die Siidrichtung einschlagen.

Wir bezeichnen eine Bewegung (von Kreu-
zungspunkt zu Kreuzungspunkt) nach Siiden
mit ,,S*, eine Bewegung nach Osten mit ,,0*,
nach Westen mit ,,W* und nach Norden mit
,,N“. Dann wird der Weg vomn Haus des Kna-
ben zur Hiitte des Béren durch ,,SOS* be-
schrieben.

Wie ist der Weg zur Hiitte des Kanguruhs
zu beschreiben?

Wie der zur Hiitte des Ferkels?

Wohin fiihrt der Weg ,,OON“?

Auf welchen Wegen kann Christopher in den
Wald gelangen? (Bild 1)

Bild 1

ﬁ
@@

%

W

Euvle
= ©
Kanguruh Bar
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@ Cristopher

Im Bild 2 ist ein StraBennetz dargestellt.
Kann man von der Stadt A zur Stadt D fah-
ren?

Benutzt den auf der Zeichnung angegebenen
KompaB, und bezeichnet die Teilstiicke des
StraBennetzes mit N, O, S bzw. W!

Wie kann der Weg von A nach D ,chiffriert*
werden? Wie der von D nach A? Worin
unterscheiden sich die Beschreibungen beider
Wege?

Die alte Briicke zwischen den Orten B und
C stiirzt ein.
Wie kann man jetzt von A nach D fahren?

Aber nun wird auch noch die Briicke zwischen
den Orten E und T wegen einer Reparatur ge-
sperrt.

Kann man jetzt von A nach D fahren?
Nennt die Stidte, in die man jetzt von A aus
fahren kann, und die, die von D aus erreich-
bar sind! Bezeichnet die entsprechenden
Wege!

Robin

Kaninchen

Ferkel

T

Im Bild 3 sind nur Bewegungen von Dame-
stein zu Damestein, und zwar nur in ,,Einzel-
schritten* auf den eingezeichneten Linien,
moglich.

Wie kann man vom Punkt A zum Punkt B
gelangen?

Bild 3

ihr die

indem
Schritte auf gestrichelten Linien mit ,,g* und
die auf durchgezogenen Linien mit ,,d** be-
zeichnet!

Welchen Damestein muB man entfernen, da-
mit man nicht mehr von A nach B gelangen
kann?

,,Chiffriert diese Wege,

Wo muB im Bild 4 ein Damestein eingefiigt
werden, damit man nach obigen Regeln vom
Stein im Punkt A zum Stein im Punkt B
gelangen kann? Wie viele Méglichkeiten gibt
es? Beschreibt alle moglichen Wege wie in der
vorhergehenden Aufgabe!

T
ﬁ 1

Bild 4

_____4




2. Koordinaten

Der Zustellbezirk eines Brieftragers soll sehr
einfach aussehen: Er besteht aus vier zu-
einander pe}rallelen StraBen, in jeder dieser
StraBen stehen genau vier Hiuser.

Bild §
3 ol
2 S
L
Post -
1 am! J
R ] 7 I

Das Postamt befindet sich im ersten Haus
der ersten StraBe. Seine Lage kann man wie
folgt beschreiben: (I; 1).

Vom Postamt aus geht der Brieftriger zum
dritten Haus in der ersten StraBe. Wir be-
zeichnen dieses Haus mit (I; 3). An die erste
Stelle schreiben wir die Nummer der StraBe,
an die zweite die Nummer des Hauses in die-
ser StraBe.

Dann bringt er einen Brief in das Haus (11 ; 4).
Seinen weiteren Weg koénnt ihr leicht setbst
beschreiben.

Die Schachspieler bezeichnen die Felder ihres
Spielbrettes schon von alters her mit Hilfe
von Buchstaben und Zahlen. Die Senkrechten
auf dem Schachbrett bezeichnen sie mit Buch-
staben a, b, ¢, d, e, [, g, h und die Waage-
rechten mit Ziffern 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8. In
Bild 6 steht der weiBe Ko6nig auf dem Feld
€2 und der schwarze Springer auf dem Feld
b7. .

Der franzdsische Mathematiker René Descar-
tes kam zu Beginn des 17. Jahrhunderts auf
die Idee, auf diese Art auch die Punkte einer
Ebene zu beschreiben. Diese bemerkenswerte
Erfindung der Koordinaten erlaubte es, das
Losen von geometrischen Aufgaben auf das
Lésen von Gleichungen zuriickzufiihren.
Auch im téglichen Leben benutzen wir Koor-
dinaten, z. B. wenn der Platz im Kino durch
zwei Zahlen — Nummer der Reihe und Num-
mer des Sitzes in dieser Reihe — beschrieben
wird.

Mit einem Fernschreiber kann man Buchsta-
ben und Ziffern iibermitteln, aber farbige
Bilder kann man mit ihm nicht ibertragen.
Wie kénnte man mit einem Fernschreiber
das Bild 7 doch in eine andere Stadt iiber-
mitteln?

Bild 7

: 7

MM

Den folgenden Bildern liegt jeweils eine Ge-
setzmiBigkeit zugrunde. Findet sie, und fillt
die leeren Felder!

Viel Erfolg und Freude beim Losen der Auf-
gaben wiinschen
N.K.Golubkowa und N. 1. Wilenkin

3. Lustige Knobeleien

Bild 8 1 ,}
o)
Bild 9
A
D
A ([0
Bild 10 o] ®
£
[® ] 0
(@ |
Bild 11 7 .
2420894 E
L

Bild 12

Bild 13

Bild 14

11

21

22

23

32

44

Il

Bild 15

Bille% %
<& =
=] BB
<+ . ¥
%
* | %
2}
44.
Bild 17
314
N
Y
o)
Bild 18
Al®|d|o
D
W)
, a
Bild 19
<|O®|Ploe|™M|eo|ll]| @
® o|0o (0o 0|® 0
o|V]e|a
o o|o0| @
o0
o | w
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Eine Aufgabe von
Prof. Dr.

Naum J. Wilenkin

Uber einige hiiufig

vorkommende Summen

A2123 A Schreibt auf die Felder eines
Schachbretts jeweils genau eine der Zahlen 1
und — 1so0,daB folgende Bedingung erfiillt ist:

Zu je zwei Zeilen gibt es stets eine dritte (von
den ersten beiden nicht notwendig verschie-
dene), deren Felder genau mit den Produkten
der auf den entsprechenden Feldern dieser
beiden Zeilen stehenden Zahlen besetzt sind.
(Bezeichnet man die in der i-ten Zeile und
j-ten Spalte stehende Zahl mit a;; (i=1, ..., 8;
j=1,...8), so kann man diese Bedingung auch
wie [olgt formulieren:

Zu gegebenen Zeilen Nr.r und s gibt es stets
eine Zeile Nr.t, so daB fiir alle j=1, ..., 8 gilt:
Qj=ayj" Asj°’ )

Zeigt, daB fiir die aufgeschriebenen Zahlen
gilt:

a) Zu je zwei Spalten gibt es stets eine dritte
(von den ersten beiden nicht notwendig ver-
schiedene), deren Felder genau mit den Pro-
dukten der auf den entsprechenden Feldern
dieser beiden Spalten stehenden Zahlen be-
setzt sind.

(M.a. W.: Zu gegebenen Spalten Nr.k und [
gibt es stets eine Spalte Nr.m, so daB fiir alle
i=1,..,8glt:an=ai-az")

b) Genau eine der Zeilen und eine der Spalten
ist nur mit Einsen besetzt; in jeder anderen
Zeile (bzw. in jeder anderen Spalte) stehen
jeweils zur Hilfte die Zahlen 1 und —1.
Versucht auch zu zeigen, daB jede Beschrif-
tung des Schachbretts mit den Zahlen 1 und
—1, die der obigen Bedingung geniigt, die
Eigenschaften a) und b) hat!

H Wym  Bupesrkan

Pddagogische Fernhochschule Moskau,
Physikalisch-mathematische Fakultdt
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Im Schaufenster eines Sportartikelgeschiftes
sind Tennisballe aufgeschichtet. Die Bille der
unteren Schicht (siehe Bild) liegen in Form
eines Quadrates, wobei langs jeder Quadrat-
seite jeweils 9 Bille hintereinander liegen. Die
Bille der unteren Schicht beriihren sich
gegenseitig und werden durch Leisten am
Wegrollen gehindert.

Die Bille der folgenden Schichten liegen je-
weils in den Vertiefungen der darunterliegen-
den Schicht. Wihrend in der unteren Schicht
92 Bille liegen, sind in der zweiten Schicht 82,
in der dritten Schicht 72 usf. Bille enthalten.
Diese Pyramide besteht demnach aus
924+82+72+...+ 12 Billen.
Diese Anzahl von Billen 148t sich durch Be-
rechnen der Quadratzahlen von 1 bis 9 und
anschlieBendes Addieren ermitteln. Eleganter
ist wohl die Berechnung dieser Summe mittels
der auf Seite 43 unseres Nachschlagewerkes
»Tabellen und Formeln“ im der Tabelle
,»Einige hdufig auftretende Summen* ange-
gebenen Formel
1) 12422432+ ... 4+n?

_3 g2t D2n+1)

=1 6

In unserem Falle haben wir fiir n 9 einzu-
setzen:

&2 9°0+1)-(2-941)
¢
_9-10-19
T 6

Auch bei den iibrigen Formeln der Tabelle
,,Einige- hdufig auftretende Summen“ sind

=3-5-19=285.

die jeweils angegebenen Summen auch in ab-

kiifzender Schreibweise mittels Summenzei-

chen Z aufgeschrieben worden. So sind z.B.
die Summanden von 134234334, . 41
auffaBbar als der nacheinander mit den natiir-
lichen Zahlen k=1, 2, 3, ..., n belegte Term
k*. Durch das vor diesen Term gestellte
Summenzeichen wird zum Ausdruck ge-
bracht, daB dieser Term nacheinander mit
aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen an-
stelle der Variablen k zu belegen ist und daB
die Summe der so entstandenen Zahlen zu
bilden ist. Der Zusatz k=1 unter dem
Summenzeichen bestimmt die kleinste natiir-
liche Zahl, die anstelle der Variablen k einzu-
setzen ist und der Zusatz n iiber dem Summen-
zeichen gibt die grofte anstelle k einzuset-
zende Zahl an:
13+23+33+...+n3=k2 K.
=1
Zunichst wollen wir aus den in der Tabelle
,Einige hdufig auftretende Summen“ ange-
gebenen Formeln weitere Formeln herleiten.
Als zweite Vorbereitung sollen dazu die rech-
ten Seiten von drei Formeln der Tabelle
,Einige hiufig auftretende Summen“ durch

Auflosen der Klammern umgeformt werden:
d +1}2n+1)
e n(n
kzl 6
_n2n*+3n+1)_2n°+3n%+n
- 6 - 6 ’
n 2 l
@ Yk=
& 3

1 1
34 p242
n_ +2n_ +6n.

Analog ergibt sich:

&) ik=;("+1)=%n2+—n,

o 3 n(n+1) 2_14 13 12
@) zk—l: 3 -—4'1 +2n +4n.

Nach dieser Vorbereitung wollen wir gemein-
sam eine Formel fir ) (3k+2)® herleiten,
k=1

d.h. eine geschlossene Darstellung fiir diese

Summe. Mittels der binomischen Formel

(a+b)?=a?+2ab+b* konnen wir den Term

(3k+2)? schreiben:
(Gk+2?=(kP+2-(3k)-2+22
=9%k*+ 12k +4

Also gilt zuniéichst:

5) Y 0Bk+2?=Y (9k2+ 12k +4).

k=1 k=1



Da die Addition kommutativ und assoziativ
ist, folgt hieraus:

S (3k+22= Y 9k+ Y 12k+ Y 4.
k=1 k=1 k=1 k=1

Durch Anwenden des Distributionsgesetzes
ergibt sich:

Y Gk+2)?

k=1

=9- Y k2+12- Y k+4- 3 L.
k=1 k=1 k=1

Wegen Y 1=14+1+1+...+1=n
= ———— ——

n mal
ergibt sich unter Benutzung der Formeln (2)
und (3)
(3k+2)?

ol 1,1 (1,1
=9 (3” +§n +E">+12 <2n +2n +4n.

Durch Auflosen der Klammern und Zusam-
menfassen erhalten wir
(6) Y (3k+2)2=3n3+2—;n2+%n.

k=1
Damit lautet die gesuchte geschlossene Dar-
stellung

y (3k+2)2=g(6n2+21n+23),
k=1

Selbstindig l6sen wir die folgenden Auf-
gaben:

Aufyabe 1: Leite unter Benutzung der Ta-
belle ,Einige hiufig auftretende Summen*
eine geschlossene Darstellung fiir

Y (4k+1) her!
K=
100
Aufgabe 2: Berechne ). (4k+1)!
=

Aufgabe 3: Leite unter Benutzung der Ta-
belle ,Einige hidufig auftretende Summen*
eine geschlossene Darstellung fiir

S kil + 1)k +2) her!
k=1

50
Aufgabe 4: Berechne ), k(k + 1)(k +2)!
k=1

Aus dem bisherigen Teil dieses Beitrages
wollen wir eine Vermutung ablesen. Diese
1aBt sich mit dem Begrifl des Polynoms an-
sprechend formulieren. In Anlehnung an die
rechten Seiten von (2), (3), (4) und anderen
Formeln wird definiert:
Definition: Ist g eine natiirliche Zahl, sind
ag, ay, 4y, ..., @41, a, rationale Zahlen, und
ist x eine Variable, so heiBt die Summe
Py(x) = agx®+a,-1x*" '+ .. +aix+ao ein
"Polynom in x. Ist a,+0, so heiBt die natiir-
liche Zah! g der Grad des Polynoms. Die in
Formel (5) betrachtete Summe ldBt sich mit-
tels des Polynoms 2. Grades in xPj(x)
=9x2+ 12x+4 schreiben als

S Gk+2= 3 Py
k=1 k=1

Nach der Formel (6) ist die zugehorige ge-
schlossene Darstellung ebenfalls ein Poly-
nom in n, und zwar vom 3.Grade. Mit der

Abkiirzung Q;(x)=3x3 -f~22—lx2 + 22—3x‘ gilt ge-

miB Formeln (5) und (6)
3 Pa)=0an).

Aul Grund unserer Betrachtungen scheint
allgemein zu gelten:

Vermutung: Ist P,(x) ein Polynom in x vom
Grade g (g natiirliche Zahl), so gibt es stets
ein Polynom Q,.(x) in x vom Grade g+1,
so daB fiir jede natiirliche Zahl » mit n=>'1
gilt:

P,(1)+P,(2)+P,3)+...+ P(n)=

S Pylk)=0y+1(n)
k=1

Diese Vermutung ist wahr! Es ist nach dem
Durcharbeiten dieses Beitrages fiir den Leser
eine niitzliche Ubung, diese Aussage [iir ein
spezielles g, z. B. g=4 zu beweisen. Wer mehr
Erfahrungen im Fiihren von Beweisen hat,
kann diese Aussage auch fiir eine beliebige
natiirliche Zahl g beweisen. Im Rahmen die-
ses Beitrages wird diese Vermutung uns einen
brauchbaren Ansatz zum Auffinden geschlos-
sener Darstellungen fiir Summen liefern. Dies
soll am folgenden Beispiel gezeigt werden:

Wir wollen eine geschlossene Darstellung fiir

Y k(k+ 1) herleiten. Wegen x(x+1)=x2+x
K=t

= P,(x) machen wir gemidB unserer Vermu-
tung den Ansatz

M 3 Hk+)=0sm)

= a3n3 +a2n2+a,n+ao.

Dabei sind a3, a,, a; und ao in dieser Formel
noch zu bestimmende rationale Zahlen. Die
Formel (7) wollen wir durch vollstiandige In-
duktion beweisen. Beildulig werden durch
diesen Beweis die Konstanten as, a,, a, und
ao mitbestimmt. In Abweichung vom iibli-
chen Voreehen beim Beweis durch voll-
stindige Induktion 2) wollen wir zunichst
den Induktionsschritt und danach erst den
Induktionsanfang fiithren.

Induktionsschritt: Die Formel (7) sei fiir
n=m wahr, d.h. es gelte:

(8) Y klk+1)=asm® +a,m* +a;m+a,.
k=1

Es st zu zeigen, daB mit dieser Annahme auch
die Gleichung (7) fir n=m+1 gilt:

Die linke Seite von Formel (7) fir n=m+1
lautet, sofern der letzte Summand getrennt
aufgeschrieben wird:

m+1

kélk(kﬂ)
= 3 Kk )+ n+ Dom+1)+1]

=k§lk(k+l)+(m+l)(m+2)

=(asm®+a;m*+aym+ap)+m?+3m+2.
Hierbei wurde zur letzten Umformung die
Annahme (8) benutzt. Fiir die rechte Seite von
Formel (7) fir n=m+1 gilt:

aym+1)3 +az(m+1)* +a,(m+1)+a,
=a3(m*+3m? +3m+ 1) +a(m* +2m+1)

+a(im+1)+ao
=(asm®+aym*+a,m+ao)+ 3asm?

+(3as +2a)m+(ax+az+ay).
Jetzt wurde zur Umformung die binomische
Formel fiir die Exponenten 2 und-3 (siehe
»Tabellen und Formeln®“, S.42, Tabelle ,,Bi-
nomialkoeffizienten; Binomischer Satz") be-
nutzt.
Linke und rechte Seite der Formel (7) fiir
n=m+ 1 sind einander gleich, falls gilt

m?+ 3m+ 2

=3asm?+(3as +2a)m+(as +a; +ay).
Diese Gleichung ist fiir alle natiirliche Zah-
len m sicher dann erfiillt, wenn as, a; und a,
den folgenden drei Gleichungen geniigen:
I 3as =1
II 3a;+2a, =3
111 as+ ax+a =2.
Dieses Gleichungssystem hat die eindeutige
Losung a3=%, a,=1 und ¢11=§- Bei dieser
Wabhl von a3, a; und a, im Ansatz (7) wird
der Induktionsschritt giiltig!
Induktionsanfang: Es ist zu zeigen, daB die
Formel (7) fiir n=1 gilt. Fiir n=1 lautet die
linke Seite von (7):

kilk(k-i— =1-(1+1)=1-2=2.
Die rechte Seite von (7) lautet fiir n= 1, sofern
wir die getroffene Wahl g;= % a,=1 und
a; =% beriicksichtigen:

%- 134 12+§- 1+ao=2+ao.
Die Formel (7) ist also fiir n=1 genau dann
giiltig, wenn wir ao =0 setzen.
Durch Induktionsanfang und Induktions-
schritt ist die Formel
Z": k(k + 1)=ln3 +n? +zn
K=1 3 3
fiir jede natiirliche Zahl n
mit n>1 bewiesen. Nachtréglich formen wir
die rechte Seite um zu:
z": K+ 1)=n(n’ +33n+2)
k=1
_n{n+1){n+2)
-
Durch analoges Vorgehen wie bei diesem Bei-
spiel kénnen die Formeln der Tabelle ,,Einige
héufig auftretende Summen* und auch andere
hergeleitet und bewiesen werden. Zur Ubung
16sen wir die folgenden Aufgaben selbstindig:

Aufgabe 5: Leite ohne Benutzung der Ta-
belle ,Einige hdufig auftretende Summen*
eine geschlossene Darstellung fiir

Y kike+ 1Mk +2)
k=1
her und beweise sie!
Aufgabe 6: Gib eine geschlossene Darstel-

lung fir Y k* an und beweise sie!
k=1

W. Trager
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Wer lost mit?
alpha-Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: I1. Januar 1982

Mathematik

Ma$ #2124 In dem Schema
1#2 %3 %4 %5 %6 #7 #8=100 ist jedes der
sieben Sternchen entweder durch ein Multi-
plikationszeichen (-) oder durch ein Additions-
zeichen (+) so zu ersetzen, daB man eine
wahre Gleichheitsaussage erhilt. (Klammern
diirfen nicht gesetzt werden.)

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma5 2125 Astrid, Beate, Cordula und Do-
rothea sammelten zusammen 43 kg Altpapier.
Astrid sammelte dreimal soviel wie Dorothea.
Beate und Cordula gaben zusammen 19kg
ab. Beate sammelte 4 kg mehr als Dorothea.
Wieviel Kilogramm Altpapier konnte jede
von ihnen dem Altstoffhandel zufiihren?
Schiilerin Barbara Schiitze,
Weiflenfels (K1. 7)

Ma5 ®2126 Berechne das Produkt aus finf

aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen,
deren Summe 25 betrigt! )

Schiilerin Claudia Popien,

Magdeburg (K1.8)

Ma5 #2127 Eine rechteckige Rasenfliche,

die doppelt so lang wie breit ist, wird von

einem 1m breiten FuBweg umgeben, der

einen duBeren Umfang von 248 m hat. Es ist
der Inhalt der Rasenfldche zu berechnen!

Schiilerin Claudia Popien,

Magdeburg (K1.8)

Ma5 #2128 Essind alle zweistelligen natiir-
lichen Zahlen zu ermitteln, fiir die folgendes
gilt: Vertauscht man die Ziffern einer solchen
Zahl, so ist die entstandene Zahl um 27 gréBer
als die urspriingliche.
Schiilerin Uta Boldt,
Burg Stargard (K1.8)

Ma5 #2129 Beim Hans-Beimler-Wettbe-
werb im LufltgewehrschieBen erreichte die

Klasse 8a zehn Ringe mehr als die Klasse 8b,
diese aber fiinfzehn Ringe mehr als die Klasse
8c. Alle drei Klassen erreichten zusammen
901 Ringe. Wieviel Ringe erreichte jede dieser

drei Klassen? I ,
Schiilerin Beatrix Rost,

Riesa (K1.7)

Maé6 #2130 Klaus fragte seine Schwester
Anna, die gerade vom Einkaufen kam, wie-
viel Apfel sie mitgebracht habe. Sie antwor-
tete: ,,Addiert man zur dreifachen Anzahl der
von mir gekauften Apfel noch 5, multipliziert
man danach die so erhaltene Summe mit 3,
so erhélt man die zehnfache Anzahl der mit-
gebrachten Apfel.“ Wieviel Apfel hat Anna

gekauft? e e .
Schiilerin Simone Hartwich,

Hagenow (K1.8)

Maé6 #2131 Auf welche Ziffer endet der
Wert des Terms
177 +123+152-16*7
Schiilerin Kerstin Lettau,
Neustadt (KL 5)

Ma6 #2132 Es sind alle vierstelligen natiir-
lichen Zahlen z zu ermitteln, die folgende
Eigenschaften besitzen:
(1) Jede dieser Zahlen z ist durch 8 teilbar.
(2) Die Zahlen, die den Ziffern einer solchen
Zahl z entsprechen, sind paarweise voneinan-
der verschiedene Primzahlen.

Schiiler Daniel Hammer,

Berlin (K1.7)

Ma6 2133 Frau Heller verbrauchte von
ihrem Kohlenbestand aus dem Keller bisher
den fiinften Teil zum Beheizen des Zimmers
eines Untermieters, den zehnten Teil zum
Beheizen des Badeofens, die Hilfte zum Be-
heizen ihrer iibrigen Wohnraume. Nun sind
noch 120 kg Kohlen im Keller. Wieviel Sidcke
mit je 50kg Kohle waren zuvor im Keller?
Schiilerin Claudia Popien,
Magdeburg (K1.8)

Kersting 05, Klawe 7
150

Thies LuAbar, 2600 Guvtrow, Werdersér 22

Ma 7e
a| 1369

Pradikas:

Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb konhen sich alle alpha-
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schuljahr
(bei Erwachsenen Alter und Berul) zu rich-
ten an

Redaktion alpha
7027 Leipzig, Postfach 14.

3.-Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aulgabe fortlaufend numeriert.
Der iiblichen Nummer ist ein Ma (Mathema-
tik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und
eine Ziffer, z. B. 7, vorgesetzt (d. h. fiir
7. Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmern sind nur die Aul-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstufen
11/12 und Erwachsene losen die Aufgaben,
welche mit Ma 10/12, Ph 10/12 oder Ch 10/12
gekennzeichnet sind.

S. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt zu
verwenden, Format A4 (210 mm x 297 mm)
(siche Muster), denn jede Aufgabe wird fiir
sich, d. h. in einem Zug, korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollstindige und richtige) Lésung
(nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis) ein-
gesandt haben, erhalten von der Redaktion
eine Antwortkarte mit dem Pridikat ,,sehr
gut gelost™, ,,gut geldst™ oder ,,gel6st™.
Schiiler, welche nur einen Schlufisatz zu
einer Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ,,nicht gelost*.

Letzter Einsendetermin wird jeweils bekannt-
gegeben. Der Jahreswettbewerb 1981/82 liuft
von Heft 5/1981 bis Heft 2/82. Zwischen dem
1. und 10. September 1982 sind alle durch
Beteiligung an den Wettbewerben der- Hefte
5/81 bis 2/82 erworbenen Karten geschlossen
an die Redaktion einzusenden. Eingesandte
Antwortkarten werden nur dann zuriickge-
sandt, wenn ein Riickumschlag mit aus-
reichender Frankatur beiliegt.

Die Preistrager und die Namen von Kollekti-
ven, die sich am Wettbewerb beteiligen, wer-
den in Heft 6/82 veroffentlicht. Wer minde-
stens 10 Antwortkarten (durch die Beteili-
gung an den Wettbewerben der Hefte 5/81
bis 2/82) erhalten hat und diese einsendet,
erhidlt eine Anerkennungsurkunde und ein
Abzeichen (in griiner Farbe). Schiiler, die
bereits zwei Anerkennungsurkunden besitzen
und diese mit den Antwortkarten des Wett-
bewerbs 1981/82 einsenden, erhalten das
alpha-Abzeichen in Gold (und die Urkunden
zuriick). Wir bitten darauf zu achten, daB alle
Postsendungen richtig frankiert sind und daB
die Postleitzahl des Absenders nicht vergessen

wird. Redaktion alpha



Ma6 82134 Frau Meier kauflte in einem
Backwarengeschilt 3 Pfannkuchen mehr als
Frau Schulze und 5 Spritzkuchen mehr als
Frau Lehmann. Frau Winkler kaufte 2 Streu-
selkuchen mehr als Frau Schulze. Die Anzahl
der von Frau Schulze gekauften Pfannkuchen
ist kleiner als die Anzahl der von Frau Leh-
mann gekauften Spritzkuchen, und diese ist
kleiner als die Anzahl der von Frau Schulze
gekauften Streuselkuchen. Wieviel Stiick Ku-
chen jeder Sorte kaufte jede dieser vier
Frauen, wenn es zusammen 22 Stiick Kuchen

waren? Schiilerin Kathrin Miiller,
Legde (K1.6)

Ma7 w2135 Holger fordert Peter auf, sich
vier von Null verschiedene natiirlichen Zah-
len zu denken. Dann soll Peter zunichst die
ersten drei der gedachten Zahlen, danach die
letzten drei, danach die erste, dritte und vierte,
schlieBlich die erste, zweite und vierte jeweils
addieren und die Ergebnisse der vier errech-
neten Summen nennen. Peter errechnete die
Summe 13, 17, 14 und 16. Welche Zahlen hat
sich Peter gedacht?
Schiilerin Claudia Popien,
Magdeburg (K1.8)

Ma?7 ®2136 Jiirgen spielt Tele-Lotto. Als
ihn sein Freund fragt, welche (inf Zahlen er
diese Woche getippt habe, antwortet er: ,,Die
Summe aus den fiinf getippten Zahlen betragt
78. Die Summe aus den beiden groBten Zah-
len ist doppelt so groB wie die Summe aus
den drei tibrigen Zahlen. Die Summe aus den

beiden kleinsten Zahlen ist gleich der dritt-

groBten Zahl. Die kleinste Zahl ist um 5 klei-
ner als die nichste groBere. Die beiden groB-
ten Zahlen verhalten sich wie 5:8.“ Welche
Zahlen hat Jiirgen getippt?

Schiiler Rainer Mielke, Gr. Bademeusel (K1.7)

Ma7 w2137 Die Quersumme einer zwei-
stelligen natiirlichen Zahl betrdgt 9. Muiti-
pliziert man diese Zahl mit 3, subtrahiert man
vom Produkt 9, so erhilt man als Ergebnis
eine zweistellige natiirliche Zahl, die mit den
gleichen Ziffern wie die urspriingliche Zahl,
aber in umgekehrter Reihenfolge geschrieben
wird. Wie heilit diese Zah!?

Schiilerin Kerstin Graf, Plauen (K!.7)

Ma7 #2138 Einem gleichseitigen Dreieck
ABC wurde ein regelmiBiges Sechseck
PP,P,P,PsP¢ einbeschrieben. Wieviel Pro-
zent des Flidcheninhalts des Dreiecks betrigt
der Flacheninhalt des Sechsecks?

c

o
_rb

Schiiler Lutz Andrews, Rostock (KI.10)

Mag8 22139 Bernd addiert vier natiirliche
Zahlen richtig und erhalt 47. Als er diese vier
Zahlen miteinander multipliziert, erhdlt er

'23615. Es ist zu zeigen, daB dieses Ergebnis

falsch ist.
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma8 ®2140 Es ist zu beweisen, daB fiir be-
liebige drei aufeinanderflolgende natiirliche
Zahlen a, b, ¢ die Dilferenz b* —a? stets um
2 kleiner ist als die Differenz ¢z —b?!
Schiiler Thomas Jez, Herzberg (K1.7)

Ma8 m214] Es ist zu beweisen, daB der
Term 192" —7°" fiir alle natiirlichen Zahlen n
durch 18 teilbar ist!

Schiilerin Birgit Arndt, Loitz (KI.8)

Ma8 ®2142 Esist zu beweisen, dafl in jedem

rechtwinkligen Dreieck die Seitenhalbierende

der Hypotenuse halb so lang ist wie diese.
Schiiler Rolf Kamieth, Kakerbeck (K1.12)

Ma9 #2143 Es sind zwei natiirliche Zahlen

x und y zu ermitteln, die folgende Bedingun-

gen erfiillen:

(1) Die Summe ihrer Quadratwurzeln ist 42.

(2) Die Differenz ihrer Quadratwurzeln ist 12.
Schiiler Andreas Gedat, Bad Liebenstein

Ma9 m2144 Es ist zu beweisen, daB der
Term 9"—1 fir alle natiirlichen Zahlen n
durch 8 teilbar ist.

Schiiler UIf Lange, Berlin (K1.7)

Ma9 82145 Durch einen Wiirfel kann ein
ebener Schnitt so gefithrt werden, daB sich
als Schnittfigur ein regelmiBiges Sechseck
ergibt. Der Mittelpunkt des Wiirfels fillt mit
dem des Sechsecks zusammen; die Ecken des
Sechsecks fallen mit Mittelpunkten von Wiir-
felkanten zusammen.

a) Zeichnen Sie ein Kantenmodell eines Wiir-
fels mit dieser Schnittfigur!

b) Driicken Sie den Flacheninhalt dieses
Sechsecks durch die Linge a der Wiirfelkante

aus!
Schiiler Andreas Liffler,

Halle-Neustadt (KI.8)

Ma9 #2146 Jede sechsstellige Zahl der
Form abcabc in dekadischer Darstellung ist
durch drei verschiedene Primzahlen teilbar,
deren Summe wieder eine Primzahl ist. Es
sind diese drei Primzahlen zu finden.

Schiilerin Ingrid Wolf, Berlin (K1. 10)

Mal0/12 #2147 'In welchem Zahlensystem
ist die Gleichung 152=321 eine wahre Aus-
sage?

Dr.G. Hesse, Radebeul

Mal0/12 #2148 Gegeben sei ein rechtwink-
liges Dreieck ABC mit den Katheten der
Linge a bzw. b und der Hypotenuse der

Linge c. AuBerdem gelte cos(y— ) —sina=0.

Der Flacheninhalt dieses Dreiecks ist durch
die Kathetenlange a auszudriicken.

Peter Braumiiller,

Wiener Neustadt (Osterreich)

Mal0/12 2149 Beweisen Sie [olgenden
Satz!
Die Fldcheninhalte zweier Dreiecke, die in
einem Winkel iibereinstimmen, verhalten sich
wie die Produkte der Lingen derjenigen Sei-
ten, die diesen Winkel einschlieBen.

Andreas Giinther, Altenburg

Mal0/12 #2150 Gegeben sei ein Parallelo-
gramm ABCD, dessen Umfang 68cm und
dessen Flicheninhalt 112,5cm? betragen. Die
GroBe des Winkels ¥ BAD sei 30°. Es sind
die Lingen der Parallelogrammseiten zu be-

rechnen.
Math. Arbeitsgemeinschaft,

Fritz-Heckert-OS Milkau

Physik

Hinweis: In den Physikaufgaben wird das
seit 1.Januar 1980 in der DDR verbindliche
Internationale Einheitssystem (SI) verwendet.
Da [iir den Bereich der Volksbildung die Ein-
fihrung des Einheiten-Standards in unserer
Schule nur schrittweise erfolgt und die An-
passung an das SI mit planméBiger Uber-
arbeitung bzw. Neuentwicklung von Unter-
richtsmitteln verbunden ist, werden im
Physik-Wettbewerb der alpha die Angaben
in alten Einheiten in Klammern gesetzt. Die
Losungen sind dann ebenfalls mit den An-
gaben der alten Einheiten versehen, um dem
Schiiler den gewohnten Weg zu zeigen.

Ph6 101 Das Wochenendhaus A20 des
VEB Holzbaukombinat, Werk Wernigerode,
hat die in der Skizze angegebenen MafBe. Die
lichte Raumhdohe betrigt 2,40 m. Berechne die
Wohnflachen der einzelnen Zimmer und das
Volumen aller Réume zusammen!

It



1,20 240 2,40
o Tilelte .
N Kiche
Schiafzimrmer
3\ Wohnzimmer
o~

Skizze nicht maBstabgerecht. Alle MaBanga-
ben sind in Meter und gerundet.

Ph7 m102 Beim Umrdumen muB ein groBer
Schrank um 1,25m verschoben werden. Er
driickt mit einer Gewichtskraft von 1648 N
(168 kp) auf den holzernen Fufiboden. Be-
rechne die Kraft und die Verschiebungsarbeit
wihrend des Schiebens, wenn der Schrank
HolzfiBe hat!

15h8 8103 Eine Ramme bzw. Rammbir
wird zum Eintreiben von Pfahlen oder zum
Verfestigen des Bodens verwendet. Durch das
Anheben wird in der Ramme mechanische
Energie gespeichert. Eine solche Ramme habe
eine Masse von 1500 kg, das entspricht einer
Gewichtskraflt von 14715N (1500kp), und
soll aus einer Hohe von 1,5m herabfallen.
Dabei werden 259 der Energie in Wirme-
energie umgewandelt. Um wieviel °C konnte
man damit 11 Wasser erwdrmen?
Ph9 ®104 Ein elektrischer Lotkolben fiir
eine Spannung von 220 V und eine Leistungs-
aufnahme von 120 W wird irrtiimlich an
110V angeschlossen. Wie groB ist dann die
Leistungsaufnahme?

Steffen Lausch, Grimma, BS Borsdorf

Ph10/12 105 Eine Fahrzeugkolonne der
NYVA erhilt den Befehl, mit Hochstgeschwin-
digkeit einen 120km entfernten Punkt zu
erreichen. Durch Erhéhung ihrer Geschwin-
digkeit um 10km - h~! gelangt sie 1 h frither
an den angegebenen Punkt, als wenn sie ihre
urspriingliche Geschwindigkeit beibehalten
hitte. In welcher Zeit erreicht die Kolonne
das angegebene Ziel, wenn man voraussetzt,
daB die Bewegung gleich[6rmig erfolgt?
Steffen Lausch, Grimma, BS Borsdorf

Chemie

Ch7 w81 Eine Sauerstoffanlage verbraucht

taglich 1560000 m? Luft zur Erzeugung von

N . JiFi Sliva
,Hab ich doch gleich gesagt, einundsechzig.”
Kurt Koppe, Berlin
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Sauerstoff. Ein Mensch atmet in einer Minute
etwa 301 Luft. Wie lange konnte ein Mensch
leben, ehe die Tagesleistung verbraucht ist?

Ch8 882 Zur Erhohung der Bodenfrucht-
barkeit setzt eine LPG 90 kg Kalksteinmehl,
das 90% Kalziumkarbonat enthilt, ein. Da
noch Vorrite von.Kalziumhydroxid am La-
ger vorhanden sind, will die LPG diese auf-
brauchen.

a) Wieviel Kilogramm Kalziumoxid enthilt
das Kalksteinmehl?

b) Wieviel Kilogramm Kalziumhydroxid
miissen eingesetzt werden, um den Boden mit
der gleichen Menge Kalziumoxid zu diingen,
die im Kalksteinmehl enthalten ist?

Ch9 83 Wieviel Gramm Chlor sind in
8,2kg einer 7%igen Kaliumchloridlosung
enthalten?

Ch10/12 w84 28,2kg Natriumhydroxid und
35,2kg Schwefelsdure werden zur Reaktion
gebracht. Dabei sollen 50kg Natriumsulfat
mit einem Reinheitsgrad von 95% entstehen.
Wie groB ist die Menge der AusgangsstofTe,
die im Uberschuf eingesetzt wird? Berechne
den UberschuB prozentual !

Vinf und b'rcoﬁfgae
Beluftigung.

Wenn bren Paar Eheleute von einem
Sdiffmann uber einWaffer in einem Heinen
Sabne , in weldem aquf einmal nidit mebc
als ywep fepn Fdnnen, aefubrt wesden folien,
bdodh fo, dag niemals ein Ramn Bey der anc
dern ey Weibern allein, und fein Weid
anders als bep ihrem Manue Dieibe,
ie foldye$ amuftellen,

ufidfung.

§ fegen bie drep Mdnner Sempronias, Titus
und Sixtus, und dvé Sempronii TBeid
Beifie Anna, bes Titi, Rofina, und des Sixti,
Urfula. Um Diefer Forderung nun ein Gentge
3u thun, nimmt bex Schiffmann juerft jweg Weis
Ber, Anna nnd Rofina.  Die Rofina filfret ee
wieder mit fid) hertber, und Holet das dritte Toeib
Urfula. Sierauf nimmt er diefe lehte mieder
it fid) juris, bie fedann ben ihrem Manne
Sixto bleibet,  Singegen flfiret er bie andern
Bepden Mdnnee, den Sempronius und Titus
3 ibren Qeibern, Anna und Rofina, Bine
2ber, und juleht Holee er audy die Urfula nebft
threm Manne Sixto ab, und fifret fie ju den ans
Bern.  Unbd foldyergeftalt fdnnen alle Nibergefdfiree
werden, fo baf niemals ein Mann Seyy den andern
joenen Weibern allein gelaffen werde, und fein
Beib ben cinem andern, alé bey ifrem Tanne

Bleiben diicfe.

Denksportaufgabe aus dem 18. Jahr-
hundert. ,Neue physikalische und
mathematische Belustigungen oder
Sammlung von neuen Kunststiicken
zum Vergniigen”. Guyot, Augsburg 1777

alpha stellt vor:
Tilo
Schaarschmidt
Bad Lauchstidt

Im vergangenen alpha-Wettbewerb erwarben
3660 Schiiler eine Urkunde und das alpha-
Abzeichen in Silber, weiteren 1353 Schiilern
wurde das Abzeichen in Gold verliehen,
108 Schiilern konnte ein Buchpreis iiberreicht
werden. Dies zeigt den unermiidlichen Fleil3,
mit dem Tausende von alpha-Lesern ithr Wis-
sen und Koénnen einsetzten, um ihre Leistun-
gen in Mathematik zu verbessern.

Bei der Auswertung des Wettbewerbs — es
gingen 90000 Losungen ein — fiel uns ein
Schiiler besonders auf. Wir mochten ihn vor-
stellen: Tilo Schaarschmidt.

Tilo Schaarschmidt, geb. in Bad Lauchstidt,
Schiiler der Klasse 7a der Goethe-Oberschule
Bad Lauchstidt.

Er erhielt in allen Fachern die Note 1 und
in Sport die Note 2.

Hobbys: Tilo spielt FuBball in einer Mann-
schaft der BSG Chemie Bad Lauchstidt
(2. Kreisklasse). RegelmiBig besucht er den
Filmzirkel des Klubzentrums. Begriffe wie
Studiotechnik, Synchronisation, Kamera-
technik sind fiir ihn inhaltlich klar. Er ist
stets aktiv bei der weiteren Ausriistung des
Studios. So baut und repariert er z. B. Ver-
starkeranlagen.

Beruf des Vaters: Landschaftsgestalter

Beruf der Mutter : Gartnerin

Berufswunsch: Mathematikstudium in Ver-

bindung mit Elektronik

Erfolge als Junger Mathematiker :

Kreisolympiade Klassenstufe 7: 1. Preis
Klassenstufe 8: 1. Preis

Bezirksolympiade Klassenstufe 8: 1. Preis

(38 Punkte).

Urteil des Mathematiklehrers: Tilo hat seit
Jahren in Mathematik den Klassendurch-
schnitt 1,0. Fiir das Lésen mathematischer
Probleme verwendet er einen betrachtlichen
Teil seiner Freizeit. Bereits in der 5. Klasse
erhielt er in der Kreisolympiade einen 1. Preis.
Auch in anderen Fichern besitzt er ein um-
fangreiches Wissen. Wahrend des Mathema-
tikunterrichts 16st Tilo Aufgaben hdéherer
Klassenstufen der Kreis- und Bezirksolym-
piaden. Im Unterricht kommt es wiederholt
vor, daB Tilo an der Tafel seinen Mitschiilern
recht gut erlautert.



Tilo schreibt an die Redaktion alpha:

...Ich lese die alpha seit der 6. Klasse. Sie
hat mir geholfen, meine schulischen Leistun-
gen stark zu verbessern. Es ist schon so:
Ubung macht den Meister! Die zahlreichen
alpha-Aufgaben, mit denen ich mich be-
schiftige, sind ein unwahrscheinlich gutes
mathematisches Training. Ich verweile nicht
nur bei den Aufgaben meiner Klassenstule,
sondern versuche mich auch an Auf-
gaben hoherer Klassenstufen. alpha bietet
zahlreiche Moglichkeiten der aktiven Vor-
bereitung auf die Mathematikolympiaden,
bei denen ich bisher recht gut abgeschnitten
habe. . ..

Resultat einer Aussprache: Im Rahmen einer
Aussprache an der Sektion Mathematik und
Rechentechnik der Technischen Hochschule
fiir Chemie Carl Schorlemmer Leuna-Merse-
burg wurden Inhalt und Form einer indivi-
duellen Betreuung Tilo Schaarschmidts abge-
sprochen.

Aussprache an der TH in Leuna-Merseburg

D

Tilos Mutter bei der Arbeit im Gewaichs-
haus

Der Markt von Bad Lauchstddt, an dem Tilo wohnt

S
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7 Aufgaben von Tilo

Al A Ermittle alle Quadratzahlen, deren
Vorgénger Primzahlen sind!

A2A Rolf geht einkaufen. Er hat genau
15 Geldstiicke bei sich, und zwar 10-P[-,
20-Pf-und 50-Pf-Stiicke.Rolf kauft fiir 4 Mark
Waren und geht mit 60 Pl wieder nach Hause.
Dabei iiberlegt er sich: Hatte er statt der
10-Pf-Stiicke 2-M-Stiicke, statt der 20-Pf-
Stiicke 20-M-Stiicke und statt der 50-Pf-
Stiicke 5-M-Stiicke gehabt, so wiirde er 101
Mark zuriickbringen.

Ermittle, wieviel Miinzen von jeder Sorte Rolf
bei sich hatte!

A3 a Beweise, daf das Produkt der Kuben
dreier aufeinanderfolgender natiirlicher Zah-
len durch 13824 teilbar ist, wenn die erste der
drei Zahlen gerade und die mittlere durch
drei teilbar ist!

A4 a a)Lose die Gleichung

(sin & 4 cos a)?> —2 sin? a=[/§ fiir 0< £360°!
b) Zeige, daB die Ungleichung
(sincx+cosoc)z—25inzoc>[/§

keine Ldsung hat!

Der Aufforderung, einige Aufgaben aus dem
Betrieb der Mutter, beschiltigt beim For-
schungszentrum fiir  Boden[ruchtbarkeit
Miincheberg, AuBenstelle Bad Lauchstadt,
(Akademie der Landwirtschaftswissenschaf-
ten der DDR) zu beschaflen, kam Tilo um-
gehend nach.

Stud. math. Uwe Quastholl, Karl-Marx-Uni-
versitdt Leipzig (ehem. erfolgreicher IMO-
Teilnehmer) wihlte aus der Vielzahl theoreti-
scher (siche oben) wie praktischer (siehe
unten) Aulgaben aus und bearbeitete die ge-
stellten Probleme.

A54A Von einer Fliche von 13,9 m? erntet
man 10,85 kg Weizen. Die Trockenmasse der
Korner betrégt 81,7%.

Wieviel dt Weizen wurden pro Hektar auf
einer anderen Fliche geerntet, wenn die
Trockenmasse 86%, betrug und die Reinaus-
beute (d. h. Trockengewicht pro Flidche) gleich
war?

A6 A Ein Riibenacker soll mit Stickstoff
gediingt werden. Als Stickstoffdiinger wird
Kalkammonsalpeter verwendet, sein Anteil
an reinem Stickstoff betrdgt 25,72%;. Die aus-
zubringende Menge Reinstickstoll betrigt
180kg.

Wieviel kg Kalkammonsalpeter sind dazu
auszubringen?

A7A Ein Problem zur Unterhaltungsma-
thematik: Der Erfinder des Schachspiels
dachte sich fiir sich folgende Belohnung aus:
Er wollte fiir das erste der 64 Felder des
Schachbretts ein Korn Weizen, fiir das zweite
Feld zwei Korner, fiir das dritte Feld vier
Korner usw., d.h. fiir jedes weitere Feld die
doppelte Anzahl von Kornern. 1000 Korner
der Weizensorte ,,Alcedo* wiegen 42,2g, in
der DDR wurden 1980 9600000t Weizen ge-
erntet. Das Wievielfache dieser Ernte hat der
»bescheidene” Erfinder verlangt, wenn nur
»Alcedo* angebaut wird?
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In freien Stunden - alpha-heiter

Die ,,verriickten‘ Kommas

Bernd hat erfolgreich an der Kreisolympiade teilge-
nommen. Sein Mathematiklehrer bittet ihn deshalb,
in einem Pioniernachmittag der 4.Klasse iiber die
Olympiade zu berichten. Da Bernd nicht nur fiir die
Mathematik, sondern auch fiir den Humor etwas iibrig
hat, schreibt er vor Beginn des Pioniernachmittags
folgenden heiteren Text an die Tafel:
Auf meinem Tisch ein unbeschriebenes Blatt Papier
in der Colaflasche,
nur noch wenig Fliissigkeit in meinem Gehirn,
eine Loésungsidee in meiner Hand,
ein stumpfer Bleistift in der Friihstiicksbiichse,
eine weiche Birne in meinem Kopf,
noch kluge Gedanken im Patronenfiller,
fast keine Tinte mehr im Tafelwerk,
nirgends etwas Brauchbares zu finden.
Nach einem heftigen Gelédchter iiber den sinnlosen
Text haben die Pioniere der 4. Klasse natiirlich schnell
herausgefunden, daB Bernd die Kommas an die
falschen Stellen gesetzt hat.
Wo miissen die Kommas stehen, damit aus dem Sinn-
losen etwas Sinnvolles wird?

Oberlehrer Ing. K. Koch, Schmalkalden

Primzahlzwillinge

%

Trage die Summe von Primzahlzwillingen so in die
leeren Felder des nebenstehenden Quadrates ein, daB
die Summe aller Primzahlen in den einzelnen Spalten
bzw. Zeilen, aber auch in einer Diagonalen jeweils
120 betrégt!

Hinweis: Zwei Primzahlen, deren Differenz 2 betragt,

heiflen Primzahlzwillinge.
Mathematikfachlehrer G. Stolz, Kénigs Wusterhausen
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Summe gesucht

Es sind die Zahlen 1 bis 9 so in die Kreise der abge-
bildeten Figur einzutragen, daB die Summe der Zahlen
langs des Randes eines jeden der schraffierten Dreiecke

gleich 17 ist. Ju. A. Alenkow,
Charkow (UdSSR)

—

An Stelle der Punkte sind die Zahlen 1 bis 11 so einzu-
tragen, daB die Summe am Rande jedes Dreiecks und
des Umfangs stets gleich ist. Dirigent J. Péncik, Praha

2T 5P D Ay
RN

Aus den neun 6-Zellen ist ein regelméBiges Sechseck
zu legen. Also: Die Figuren sauber auf Transparent-
papier iibertragen und dann viel SpaB und Geschick

beim Legen. Wer ist der Schnellste?
Catherine Le Boété, Gisors ( Frankreich)



Kryptarithmetik

EINS PLUS e-g=dc
EINS PLUS i g :
EINS PLUS a-b= b
+EINS +PLUS e-b=af
VIER MATHE
Schiilerin Sylvia Giinther, Dresden (Kl. 11)
Dirigent J. Péncik, Praha
Katrin Fink, Neustrelitz (KI.5)
abc - b = cadb AC+DE=ED
+ = + — = —
ceea -e = e AB+ DE=FE

C+ B= C

Jacqueline Dick, Stolpen (Kl.7)
Axel Richter, Ludwigsfelde (KI.5)

cade +b = cadb

Der Bote und die neun Pakete

Neun Pakete miissen eilig zugestellt werden. Der Bote
sieht sich den Stadtplan an und weiB bald, wie er fahren
mufl. Er liefert alle Pakete ab, ohne ein Stiick des
Weges zweimal zuriickzulegen. Wie verlief seine

Route? Aus: Sputnik, Moskau

Spiel mit Holzchen
Gegeben sei folgende durch Holzchen gelegte Gilei-

chung.
A VA | I\ V4

VI M

Sie ist natiirlich falsch, denn B + ﬂ +2. Man nehme
ein Holzchen weg, so daB eine richtig gelste Aufgabe

entsteht. Andreas Fittke, Berlin

Weisheiten

® .. Um etwas richtig zu machen, muBB man heraus-
finden, was man dazu nicht braucht.  James Watr

® Was soll die Relativititstheorie, wenn der Wecker
nicht tickt?

©® Wer eine Eins ist, wird von Nullen und Kommas
bedriangt.
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,,Stimmt

E. Neumann

Irrgarten

Wer findet am schnellsten den Weg von Fahne Nr. |
zu Fahne Nr.2?

Aus: Fiiles, Budapest

Ist das moglich?

Der GrofBvater eines Jungen ist nur sechs Jahre ilter
als der Vater des Jungen. Es gab keine Wiederver-
heiratung, Adoption oder dhnliches.

Aus: Math. LOG, Oklahama

Aus: The New Yorker
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Freitag, der Dreizehnte

Auf der Spur rabenschwarzer
Ungliickstage '

Am vierzehnten Januar vor fiinfzig Jahren
warnte die., Leipziger Volkszeitung: , Fir
Abergldubische ist es notwendig zu wissen,
daB das Jahr 1931 drei Freitage bringt, die
zugleich die Ungliickszahl 13 tragen - und
zwar im Februar, Mirz und November. Und
nun kann das Gruseln losgehen. . . !
Bekanntlich hatte zu dieser Zeit sowohl das
politische als auch das wirtschaftliche Gru-
seln ldngst begonnen, ohne sich nach irgend-
welchen Ungliicksdaten zu richten.

In der wissenschaftlich gefestigten Uberzeu-
gung, daB die Scheu vor einem Freitag, dem
Dreizehnten, nur Leute beherrsche, die nicht
denken, aber glauben, warf ich einen Blick
aufs einundachtziger Kalendarium. Das darf
doch nicht wahr sein! erschrak ich und
klopfte vorsichtshalber dreimal auf den
Schreibtisch, vollig im unklaren dartiber, ob
kunststoflfbeschichtete PreBspanplatten die
gleiche ungliickabwendende Wirkung wie
echtes Holz aufweisen: Nach einem halben
Jahrhundert tragen wiederum drei Freitage,
und zwar gleichermaBen im Februar, Mirz
und November, die Ungliickszahl Dreizehn.
Da fiir die Dinge zwischen Himmel und
Erde meines Wissens eine Sternwarte zu-
stindig ist, fuhr ich (sicherheitshalber an
einem Dienstag, dem Zwanzigsten) nach
Babelsberg.

Diplom-Mathematiker  Dr. Hans-Joachim
Felber ist der Mann, der in der DDR Mond
und Sonne auf- und untergehen 1aBt sowie
Ostern, Himmelfahrt oder Pfingsten bewegt,
und das alles wenigstens zwei Jahre im vor-
aus, damit die Kalenderhersteller, vor allem
Hermes in Halle, rechtzeitig die Druckvor-
lagen anfertigen konnen. Seit neun Jahren
hat dieser Wissenschaftler das Monopol inne,
das der Sternwarte seit siebzehnhundert zu-
steht. Damals nédmlich fiihrten die protestan-
tischen Staaten des Heiligen Romischen
Reichs die gregorianische Datierung ein, die
der Berechnung des Papstes Gregor XIII. (des
Dreizehnten!) von fiinfzehnhundertzweiund-
achtzig zugrunde lag. Um allen Glaubens-
querelen endgiiltig aus dem Weg zu gehen,
verordnete PreuBenkonig Friedrich Zwo ab
siebzehnhundertsechsundsiebzig den Allge-
meinen Reichskalender, der mit Gregors
Werk praktisch identisch war.
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Das Kalenderprivileg der Sternwarte, die sich
damals inmitten Berlins in der Dorotheen-
straBe (heute Clara-Zetkin-StraBe) befand,
hatte librigens noch einen hochst irdischen
Nebennutzen: Von den Zahlungen der Be-
zieher des Grundkalendariums honorierte der
brandenburgisch-preuBische  Staat unter
anderem den Prisidenten und die Sekretare
der Akademie der Wissenschaften. Heute
konnen die Herren froh sein, daBB wir nur den
Reichskalender, nicht aber die Gehaltsrege-
lung beibehalten haben.

,Wasdenn*, staunt der Republiks-Kalender-
macher, ,drei schwarze Freitage in einem
Jahr? Jahrelang befasse ich mich mit diesen
Dingen und komme nicht mal auf solch eine
Idee. Kurios, kurios! Da tippt man aiso das
Ungliick rein automatisch ins Kalenderma-
nuskript... Nun schldgt’s aber- doch drei-
zehn!**

Spricht’s, greift nach seinen Tabellen und
stelit sogleich fest, daB derartige Pechstrih-
nen nicht einmal so selten auftreten (siehe
Randtext), wie man fiir gewohnlich anzuneh-
men geneigt ist. ,,Die haufigste Dreierkombi-
nation tritt in den Monaten Februar/Marz/
November auf. In Schaltjahren kénnen die
Ungliickstage aber auch auf drei andere Mo-
nate fallen, wie beispielsweise neunzehnhun-
dertvierundachtzig (Januar/April/Juli). Nicht
jedes Schaltjahr hat jedoch drei schwarze
Freitage, wie man an neunzehnhundertacht-
zig und -achtundachtzig sehen kann. Das ist
ja 'ne ganz boshafte Geschichte!*

Dann rutschen wir gemeinsam forschend mit
den Zeigefingern die Zahlenkolonnen entlang
und féllen kraft des staatlichen Kalenderpri-
vilegs der Babelsberger Sternwarte die fiir
alle Abergldubischen beachtenswerte Ent-
scheidung, daB drei auf einen Dreizehnten
fallende Freitage pro Jahr das Ungliicks-
maximum darstellen, einer dagegen als Mini-
mum. gelten darf. Solch ein Gliicksumstand
steht uns iiberndchstes Jahr mit dem Mai ins
Haus. ,,Kein Freitag, der Dreizehnte*, sagt
der Mathematiker, ,,das darf nicht sein.
Zahlentheoretisch ist das gar nicht drin.**

So wissen wir’s denn aus berufenem Mund:
Mit wenigstens einem schwarzen Freitag
miissen wir in jedem Jahr leben. Und wenn
das Pech, Gregor XIII., Friedrich II. und

Dr. Felber es so fiigen, dann auch mit zweien
oder dreien.

Ungliicksbeweise fiir solche Termine scheinen
aber mehr als rar zu sein. Nach aufwendigem
Suchen fand ich schlieBlich heraus, da der
Philosoph Ludwig Feuerbach an einem der-
artigen Tag verstarb und Lessings ,,Emilia
Galotti‘* am Freitag, dem dreizehnten Mirz
siebzehnhundertzweiundsiebzig in Braun-
schweig uraufgefiihrt wurde, dabei aber vor-
erst dem Unverstand deutscher Philister zum
Opfer fiel. Ein+wahres Trauerspiel, zumal
wenn man beriicksichtigt, daB der Dichter
in seinem Stiick die prophetischen Worte
schrieb:,,Nichts unter der Sonne ist Zufallt*
Anzufiigen bliebe ein Erlebnis Dr. Felbers:
,»Am dreizehnten April fiinfundvierzig riick-
ten die Amerikaner auf meine Heimatstadt
Chemnitz zu. Der Geistliche, der mit uns in
die Panzerlécher vorkommandiert wurde,
sagte sarkastisch-ergeben: ,Ausgerechnet an
einem Freitag, dem Dreizehnten! Christliche
Seefahrer mieden solche Tage!" *

Christen und Heiden haben gleichermaBen
Legenden des Unheils sowohl um unseren
heutigen fiinften Wochentag als auch um die
Zahl Dreizehn gewoben. Der Katholizismus
heiligt zwar den Freitag durch Fasten, er-
blickt in ihm aber gleichzeitig ein Ungliick,
rechnet er doch als Todestag Jesu. Dem Tod
voraus ging das Osterliche Abendmahl, an
dem dreizehn Personen teilnahmen. Da sorgte
Judas Ischariot um den Sold von dreiBig
Silberstiicken dafiir, daB einer von der Tafel-
runde ums Leben kam. ,,Seither*, erklart
Dr. Felber, ,,bittet man ungern dreizehn Per-
sonen zu Tisch. Im ganzen Mittelalter dis-
kutierte und kommentierte man die Schrek-
kensziffer.*

Blicken wir noch etwas hinter das Abend-
mahl zuriick, kommt Philipp von Makedo-
nien auf uns zu, der in seinen Prozessionen
immer zwolf goldene Gétterbilder zur Schau
trug. In einer personenkultischen Anwand-
lung lieB er sich pl6tzlich selbst in Gold mo-
dellieren und eines Tages beim Umzug mit
durch die Stadt fithren. Und genau in diesem
Moment wurde der etwa Siebenundvierzig-
jahrige von einem Hauptmann seiner Leib-
wache aus Privatrache ermordet.



Die ilteste bekannte Version um die Un-
glicksdreizehn datiert aus babylonischen
Zeiten, in denen man nach Mondjahren
rechnete und, um diese den Sonnenjahren
anzugleichen, jeweils einen dreizehnten, einen
Ungliicksmonat, einschob. Als Tierkreiszei-
chen wurde ihm ein Sternbild des siidlichen
Himmelsdquators zugeordnet: der Rabe.
Doch welch gegenwirtiger Ungliicksvogel
oder -rabe denkt schon bei seinen miBlichen
Verhaltnissen ausgerechnet ans babylonische
Heidenreich.
So verehren denn unsere Uraltvordern sicher-
heitshalber lieber die heilige Zwolfzahl, was
sowohl an der Menge der Apostel als auch der
der romischen, griechischen und 4gyptischen
Hauptgoétter nachpriifbar ist. Selbst das alt-
rémische Recht ward auf zwolf Gesetzes-
tafeln verzeichnet. Welch merkwiirdiger Um-
stand, daB das ehemalige deutsche Straf-
gesetzbuch, das in der DDR vor dreizehn
Jahren auBer Kraft gesetzt wurde, ausge-
rechnet in seinem Paragraphen dreizehn die —
Todesstrafe behandelte!
Einer kiirzlichen statistischen Umfrage in
einer Reihe europédischer Liander zufolge
fithrt ausnahmslos jedes alteingesessene Ho-
tel, das auf sich hilt, die Zimmernummern
zwolf, zwdlf a und vierzehn. Nur die moder-
nen Inter- und sonstigen Riesenhotels kamp-
fen erfolgreich gegen vorchristlichen und
mittelalterlichen Spuk an: Sie beginnen die
Numerierung ihrer Géastezimmer erst mit
hundert.
Unter Begriffen wie Welt- oder UNO-Kalen-
der hatte in den vergangenen Jahrzehnten
erneut eine Reformbewegung an Boden ge-
wonnen. Ein stabiler, immerwihrender Ka-
lender wurde gefordert, bei dem jedes Jahr
und jedes Quartal mit einem Sonntag begin-
nen sowie jedes Vierteljahr aus dreizehn
Wochen mit einundneunzig Tagen bestehen
sollte. Im Gemeinjahr miite der dreihundert-
_ fiinfundsechzigste Tag dadurch herbeigezau-
bert werden, daB zwischen dem dreiBigsten
Dezember und dem ersten Januar ein un-
datierter und wochentagloser Welt(feier)tag
eingeschoben wiirde. Gleiches miiite in

Schaltjahren zusitzlich zwischen dem drei-
Bigsten Juni und ersten Juli geschehen. Ostern
und Pfingsten hitten dann ebenso ihren stin-
digen festen Platz, wie jedes beliebige Datum
in jedem Jahr aul den gleichen Wochentag
fiele. Abgesehen davon, daB die Dogmen
bedeutender Weltreligionen solchen Reform-
gedanken uniiberbriickbare Hindernisse in
den Weg legen, haben inzwischen auch jene
Wissenschaftler den Riickzug angetreten, die
anfangs im Weltkalender groBe Planungsvor-
teile zu erkennen glaubten. Moderne Com-
puter mit ihrem mikroelektronischen Innen-
leben konnen heute in Sekundenschnelle
mohammedanische in hebriische und diese
in christliche beziechungsweise weltliche Zeit-
berechnungen umsetzen.

Ein reibungsloses Einfithren des Weltkalen-
ders wire nur in solchen Jahren mdglich, in
denen nach bisheriger Rechnung der erste
Januar auf einen Sonntag fillt. Das war zu-
letzt neunzehnhundertachtundsiebzig der
Fall. Die nichste theoretische Chance be-
stinde neunzehnhundertvierundachtzig -
Schreckensgedanke aller Schwarzseher, da
ausgerechnet in jenem Jahr drei Freitage auf
einen Dreizehnten fallen und uns damit auf
ewig erhalten wiirden. Doch bleibt diese
Dauermoglichkeit dreier schwarzer Freitage
graue Theorie, weil Dr.Felber und seine
Kollegen in aller Welt mit den entsprechen-
den Berechnungen herkémmlicher Art schon
so gut wie fertig sind. Uberhaupt bietet sich
eine derart finstere Variante in diesem Jahr-
tausend nicht mehr an, denn auch neunzehn-
hundertneunundachtzig und -fiinfundneun-
zig verfiigen nur iber je zwei Freitage, den
Dreizehnten, und selbst noch zweitausend-
sechs verschont die Abergliubischen auf
gleiche Weise.

AbschlieBend bitte ich meine Leser, mir vor-
sichtshalber dreimal iber die Schulter zu
spucken, damit dieser zahlenreiche Beitrag
ohne Denk- und Druckfehler unter ihre
Augen gerit. Denn das Ungliick will’s, daB
er ausgerechnet an einem Freitag, dem Drei-
zehnten, erscheint! R. Pfeiffer

Auskinfte iiber Kalendermachenschalten
gab dem Wochenpostreporter (flir W.7/81)
R.Pleiffer der promovierte Mathematiker
Dr. H.-J. Felber vom Zentralinstitut [iir Astro-
physik in Potsdam-Babelsberg, einziger Mu-
sterkalendermacher der DDR, Chefredakteur
der Astronomischen Nachrichten, die als dlteste
Zeitschrift ihrer Art in der Welt gilt.
Aberglaubwiirdig: Dieses Jahrhundert ver-
zeichnet fiinfzehnmal den Vorgang, daB in
einem Jahr je drei Freitage auf einen Monats-
dreizehnten fielen bzw. noch fallen, und zwar:
1903, 1908, 1914, 1925, 1928,

1931, 1942, 1953, 1956, 1959,

1970, 1981, 1984, 1987 und 1998.

Das erste derartige Jahr im neuen Jahr-
tausend wird 2009 sein.

Personenkennzeichen und -ziffern: Papst
Gregor VIII. (7.1.1502 bis 10.4. 1585), vor-
her Ugo Buoncompagno, Papst seit 1572,
Reformer des bis dahin geltenden julianischen
Kalenders (nach Julius Cisar); [eierte die
blutige Pariser Bartholom#usnacht mit einem
Dankfest in der Peterskirche.

Philipp II. von Makedonien (um 383 bis
336 v.u.Z.), Vater Alexanders des GroBen,
Konig seit 359, besiegte 338 die verbiindeten
Griechen und errang damit tiber sie die Vor-
herrschaft.

Ludwig Feuerbach (28. 7. 1804 bis 13.9. 1872),
einer der bedeutendsten vormarxistischen
Philosdphcn.’ Seine Theorien bereiteten die
biirgerliche Revolution vor.
Ungliicksjahr-Worte: Was die Menschen
Schicksal nennen, sind meistens nur ihre
eigenen dummen Streiche. (Schopenhauer)

Hlustrationen :
Thomas
Schleusing,
Gruppe 4

Mit Zirkel und Farbstift
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Losungen

Lésungen zum alpha-Wettbewerb,
Heft 2/81:

Ma5 82092 Es lassen sich aus der begonne-
nen Zeichnung folgende Wiirfelnetze zeich-
nen:

a) °

rJ b) 0 r[
tlv [ nl(]v
l L
©) o|r] @ o[r]u]
[n]i]v [nl(]v
Bl

Ma5 82093 Da nur ungerade natiirliche
Zahlen dargestellt werden sollen, kann die
fiinfte Grundzifler von links nur 5 oder 7 oder
9 sein.

Da im Falle a) die Zahl méglichst klein, aber
nicht kleiner als 69000 sein soll, muB die erste
Ziffer 7, die zweite Ziffer 5 lauten. Somit mu
die letzte Ziffer 9 sein. Da die Ziflern 5 und 6
nicht nebeneinander stehen diirfen, muB die
dritte Ziffer 8, die vierte Ziffer 6 lauten. Wir
erhalten 75869.

Da im Falle b) die Zahl méglichst groB, aber
nicht groBer als 70000 sein soll, muB die erste
Ziller 6, die zweite Ziffer 8 lauten. Da die
Ziffern 8 und 7 nicht nebeneinander stehen
diirfen, muB die dritte Ziffer 5, die vierte
Ziffer 9 und die fiinfte Ziffer 7 lauten. Wir er-
halten 68 597.

Ma5 #2094 Fiir den Flidcheninhalt des
Schulgartens gilt a-3b—b - ¢=1275m?. Fer-
ner gilt 6-c=a, also c=a:6=30m:6=5m.
Daraus[olgt weiter(30-3b— b-5)m? = 1275m?,
85-bm?=1275m? also b=15m.

Daraus folgt weiter flir den Umfang des
Schulgartens
u=2a+6b+2c=(2 -
=160m.

Es miissen 160 m Maschendraht angeschalfft
werden.

Ma5 m2095 Aus (1) folgt: Axel sammelt
keine Amnsichtskarten. Aus (2) folgt: Jan sam-
melt keine Ansichtskarten.

Deshalb sammelt Bert Ansichtskarten. Aus
(2) folgt: Jan sammelt auch keine Abzeichen.
Deshalb ist Jan der Briefmarkensammler.
Folglich sammelt Axel Abzeichen.

30+6 + 1542 - S)m
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Ma5 2096 Da es sich um ungerade na-
tiirliche Zahlen handelt, k6nnten die Zahlen b
wegen (2) gleich 15, 25, 35, 45, 55, 65, 75, 85,
95 sein. Aus (1) folgt a=3-b. Wegen
10 < a< 100 pgilt weiter a;=3-15=45,
a,=3-25=75, az=3-35=105>100. Somit
existieren genau zwei LOsungen; sie lauten
a;=45,b;=15und a,=75, b,=25.

Ma5 m2097 Mannschaft 4 erzielte 6 - 3=18
Treffer. Folglich erzielte die Mannschaft C
genau 41 — 18 =23 Trefler. Nun kénnte Mann-
schalt B entweder 18 oder 23 Treffer erzielt
haben, da zwei Mannschaften gleichviel Trel-
fer erzielten. Damit gilt entweder 18 + 18 +23
=59 oder 18 + 23+ 23 =64. Da 64 keine Prim-
zahl, 59 hingegen eine Primzahl ist, entfallt
die zweite Moglichkeit. Mannschaft A4 erzielte
somit 18, Mannschaft B ebenfalls 18 und
Mannschaft C genau 23 Treffer.

‘Ma6 #2098 Angenommen, x Schiiler er-

hielten die Note 4; dann erhielten 2x Schiiler
die Note 1 und 3 - 2x=6x Schiiler die Note 3.
AuBerdem erhielten y Schiiler die Note 2. Nun
gilt x+2x+6x+y=25,

9x+y=25.
Nur die nat