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Das arithmetisch-

geometrische Mittel

Teil 1

2

0L

ﬂ | .

Bild 1

Arithmetisches Mittel
Alexander bekommt die Aufgabe, cinen Wald-
weg gegebener (aber unbekannter) Lange Iy
als Strecke fiir das Lauftraining auszumessen.
Er fihrt finf Messungen aus und erhilt fol-
gende MeBwerte:
1,=31892m, 1,=3191,8m,
13=3190,6 m, [,=3193,4m,
Is=3188,0m.
Es ist naheliegend, die Zahl

I=1l+12+153+l4+15=15§53=3190,6

als den Mittelwert der gemessenen Werte zu
bezeichnen und als zuverldssigsten Wert an-
zusehen. (Das Mittel | wird im allgemeinen
von der richtigen Linge /o der gemessenen
Strecke abweichen.)
Definition: Das arithmetische Mittel m von
n Zahlen «,, d, ..., a, ist die Zahl
ay+dx+...+a,

m= "
DaB die Wahl des arithmetischen Mittels als
zuverlassigster Wert der Messung sinnvoll
ist, zeigen die [olgenden Uberlegungen. Bei
n Messungen einer gesuchten GroBe (z. B. die
Lidnge einer Waldlaufstrecke) seien die MeB-
werte [y, I, ..., I, erzielt worden, die mehr
oder weniger voneinander abweichen. (Im
Beispiel ist n=>5.) Es sei ! ein beliebiger mog-
licher Wert der gemessenen GréBe. Die Diffe-
renzen d,=I,—1I, dy=lL—1, ..., di=l,—1
sind die Abweichungen der gemessenen Gro-
Ben von diesem Wert. (Im Beispiel gilt,
falls '=3190m, d;=-08m, d,=18m,
d3=0,6m, ds=34m, ds=—-2,0m.) Einige
Abweichungen sind positiv, andere negativ.
Am giinstigsten wire ein Wert /', fiir den die
gesamté Abweichung in gewissem Sinne so
klein wie mdglich ist. Gauf nahm nicht die Ab-
weichungen d;, d, ..
Quadrate d?, d3, ..., d2 als MaB [ir die Un-
genauigkeit. Gesucht ist nun der Wert von
I', fiir den die Summe der Quadrate der Ab-
weichungen minimal, also so klein wie irgend
mdglich, ist: Fiir welches [’ ist
d+B+.. +d2= =)+ (=) +...
+(l,—I')* minimal? ‘
Es gilt folgende Aussage: Sind d,=!,-/,
dy=1,-1, ..., di=1,—I' die Abweichungen
von n gegebenen (gemessenen) Zahlen /,, ...,
1, von.einer Zahl I', so wird die Summe ihrer
Quadrate '

di+di+...+d?

., d selbst, sondern ihre’

“von 20

2in Minimum genau dann, wenn [' das arith-
nietische Mittel dieser Zahlen ist,
'l,=11+lz+...+l,.
n
(Dieser Satz ist der Ausgangspunkt [iir die
»GaulBsche Methode der kleinsten Qua-
drate”!)
(Im Beispiel ist, falls ¥ =3190 m ist, df+d3
+d3+d}+d3=0,64+324+0,36+11,56
+4,0=19,8. Fiir das arithmetische Mittel
I'=1=3190,6 der gemessenen Werte ist
di=-14,d,=12,d,=0,
dy=28,ds=—2,6 und
di+di+d3+di+dd
=1,96+144+0+784+676=18,0.
Wi€ auch I gewahlt wird, nach dem Satz ist
dieser Wert 18,0 fiir die Summe der Quadrate
der Abweichungen der kleinstmogliche Wert.
Er ergibt sich, wenn man fir /' das arith-
é(!l +l+ 1 +14+15) der
MeBwerte nimmt.)
Wir bemerken, daB fiir das arithmetische
Mittel die Summe der positiven Abweichun-
gen gleich der Summe der negativen ist
d.h. dy+d;+...4+d,=0. In der Tat, es ist
di=l,-1,dy=1,—1, ..., dy=1,—1 und damit
(1) di+d+...+d=li+l+...+l,—nl
=nl—nl=0.
Der oben angegebene Satz kann auch leicht
bewiesen werden:
Es ist di=L;—I'=(-1)+(;—1) (worin | das
arithmetische Mittel sei), i ist dabei eine der
Zahlen 1, 2, ..., n. Dann gilt
G=(-1+20=)E-D+E=-D? (=1, 2,
o).
Die Addition dieser n Gleichungen ergibt
A+d3+...+di=n(l-IV+{, =D+ -1)?
+...+(l,—0?% [Die Summe der mittleren
Glieder ist Null:
2=+ +...+1,—nD=0, vgl. (1).]
Somit ist stets d} +d3+... +d2=(I, - I')?
+(a =1+ =22 =D (= 1)?
+...+ (=D
Das Gleichheitszeichen steht aber auch nur
fiir I'=1. Damit ist eine Haupteigenschaft des
arithmetischen Mittels bewiésen.

Harmonisches Mittel

Svante legt mit seinem Fahrrad eine Strecke
von der Linge s mit einer Geschwindigkeit
km

h

metische Mittel

zuriick; den umgekehrten Weg

\ RS T
lll\é = \/= " f 4
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gle'icher Lange durchfihrt er mit einer Ge-
km
h
seine mittlere Geschwindigkeit fiir die Ge-
samtfahrzeit? (Die Aufenthaltsdauer am Wen-
depunkt werde vernachlissigt.)

Die mittlere Geschwindigkeit ist hier nicht
gleich dem arithmetischen Mittel der beiden
Geschwindigkeiten, also nicht

schwindigkeit von nur 12 —. Wie groB ist

20+12 km
=16—1
3 16 -
Setzen wir vy =20 _km, v=12 —k , $0 ist (da

h

Geschwindigkeit = Weg : Zeit) ¢, =vi die Zeit
1

fiir die Hinfahrt und z2=vi die Zeit fiir die
2

Riickfahrt. Die Gesamtfahrzeit ist somit
s s va+v .
t=t, +t;=—+—=s$ Die durch-
vy Ui 12103
schnittliche Geschwindigkeit ist daher
2s 2s V103
() === =2 X
t sl)z +vy vy +v2
v1U;

Das Einsetzen der Werte fiir v, und v, ergibt
20-12 . km _. v -
v= 2m— 15 H Die Formel (2) 148t sich

auch in der Form

1 1/1 1

rz(ﬁ;)
schreiben; v ist das harmonische Mittel der
Zahlen U1, 2. .

Definition: Das harmonische Mittel h von n
Zahlen a,, g, ..., a, ist gegeben durch

1y, 1)
h nm\a, T a)

Noch ein Beispiel fur das harmonische Mittel:
Cornelia kauft im Selbstbedienungsladen fir

"3,60 M Aplelsinen, das Stiick zu 0,60 M und

auBerdem auch fiir 3,60 M Apfelsinen, das
Stiick zu 0,90 M. Welches ist der mittlere
Preis fur die gekauften Apfelsinen?

Sie hat 6 Apfelsinen zu 0,60 M und 4 Apfel-
sinen zu 0,90 M gekauft. Bezeichnet man den
mittleren Preis mit h, so muB gelten 6h+4h
=720, also 10h=7,20, h=0,72 M. h ist das
harmonische Mittel der Preise 0,60 und 0,90:

LIl 1y 1710 10
K 2\06709) 2\6 "9

1/30+20\ 25 18
—E(T)—l—s, h=2—5-=0,72.



Geometrisches Mittel
Cornelia und Svante weilen in Leipzig. Bei
einem Stadtbummel fiihrt ihr Weg vorbei an
der Thomaskirche hin zum Markt. An der
Ostseite dieses Platzes nimmt sie ein langes
zweigeschossiges Haus mit einem stattlichen
Satteldach, abgetreppten Giebeln und einem
Turm gefangen. Es ist ein reizvolles Gebéude,
dieses dlteste deutsche Renaissancerathaus
(16. Jahrhundert). Cornelia erfreut sich an den
Zwerchgiebeln im DachgeschoB. Dem Svante
fdllt besonders die Asymmetrie am Alten Rat-
haus auf.
Nicht in der Mitte ist der sehenswerte aus
einem viereckigen Unter- und einem acht-
eckigen Oberteil bestehende Turm mit ba-
rocker Haube und Laterne errichtet. Zwei
der sechs Zwerchgiebel befinden sich nord-
lich, vier siidlich vom Turm. Trotz dieser
Asymmetrie [inden Cornelia und Svante das
Bauwerk recht harmonisch.
Welche GroBenverhiltnisse hat der Architekt
hier fir die kiinstlerische Gestaltung ver-
wendet?
Bezeichnen wir mit ! die Lange der Vorder-
front des Rathauses, ferner mit T den FuB-
punkt der Turmspitze und mit k die Linge
der langeren der beiden durch die Teilung
(in T) erhaltenen Teilstrecken, so gilt folgen-
de Proportion:

Lik=k:(1-k).
Bid2 kT K )

A o 8

Die ganze Strecke hat zum gréBeren Teil
dasselbe Verhiltnis wie der groBere Teil zum
kleineren. Man spricht von der goldenen
Teilung der Strecke AB.

Der Turm des Leipziger Alten Rathauses
teilt die Vorderfront im Verhiltnis des ,,Gol-
denen Schnittes*!

(Wird die kleine Strecke auf der groBen abge-
tragen, so wird dadurch die groBe Strecke
wiederum im goldenen Schnitt geteilt. Wegen
dieser Fortsetzbarkeit der Teilung spricht
man auch von stetiger Teilung.)

Das goldene Verhiltnis s=£=£ 148t sich

leicht berechnen. Aus £= ﬁ folgt I — Ik =k?
und damit (l)z - (l) =1ls =1 geniigt somit
k k k

notwendigerweise der Gleichung

s2—s=1.
Alle Lésungen der quadratischen Gleichung
3) x*-x=1
sind leicht zu bestimmen. Es gilt (3), daher
auch x? —x+l= 1 +l=§

4 4 4

Dieses bedeutet

-

2 4

also (indem wir aul beiden Seiten die Qua-
dratwurzeln ziehen)

Fiirxg%ist x—%‘ =x—%unddamit
_1+)s
- |
Fiir )c<1 ist x—l‘ = —(x—l> und damit
a 2 2
_1-)5
X—T.

Jede Losung von (3) hat notwendigerweise
1+)/5 1-)/5
2 72
Losungen sind, bestétigt man leicht. Da s>0

1+)/5
2

Da 1/§ keine rationale Zahl ist, ist auch s
irrational. Der unendliche nicht-periodische
Dezimalbruch beginnt mit

5s=1,61803...

Bei einer im goldenen Schnitt geteilten
Strecke [ betragen die Teilstrecken

1
51/5—1)-1=0618... [ und

diese Form. Da3 auch wirklich

ist, muB s= gelten.

26-1/5)1=0382...-1
Ik 2
Aus Tk folgt k2 =Il(k—1),
also k=|/I(l—k).
Definition: Fiir n positive Zahlen a, ...

heiBt R

g=) a:a;...a,
ihr geometrisches Mittel.
Beim goldenen Schnitt ist somit der eine
(groBere) Abschnitt gleich dem geometri-
schen Mittel aus der gesamten Strecke und
dem anderen (kleineren) Abschnitt.
Fiir zwei Zahlen a>0, b>0 ist das geometri-
sche Mittel g=]/ab. Daher gilt g?=ab und
damit a:g=g:b, d. h. g ist die mittlere Pro-
portionale von a und b.
Beim goldenen Schnitt wird eine Strecke AB
innen so geteilt, daB der groBere Teilabschnitt
BT mittlere Proportionale zwischen dem
kleineren und der gesamten Strecke vwird,
d. h. daB gilt: AB:BT=BT:AT.

h<g=m

s Qn

b

Fiir das arithmetische Mittel m=%, das

. . .1 1/1 1
harmonische Mittel h (mit =3 Efg)) und
das geometrische Mittel g=]/ab zweier po-
sitiver Zahlen a und b (a=b>0) gilt:

b<h=gs<m=a.
In der Tat, es ist

2
(m+g)(m—g)=m*—g*= Ez—b —ab
_a*+2ab+b*—4ab a’—2ab+b?
- 4 - 4

_m\2
=(az_b 20,d.h.m®2g?
also(damz0,g20)m=g.

. h g m
Bild 3
—_—
0 1 2 3 4 5 6
b=2,a=3

246 2:2-6 24
m=—=4h=75 %>

2
g=)/2-6=3464...

Es ist [erner

_2ab _ ab _(V(E)z_gz
Ta+b a+b atb m
2 2
¢
Bild
1ld 4 <D
b
A a ) b g

Uber der Gesamtstrecke AB=a+b ist der
Halbkreis geschlagen. Sein Mittelpunkt sei M.

Sein Radius ist m=%b. m ist offenbar gro-

Ber als die Hohe x des rechtwinkligen Drei-
ecks ABC. Nach dem Héhensatz gilt fir die
Héhe x2=ab, also x=]/a_b=g. Somit ist
g=m.

Aufgabe: Zeige, daB EC=h ist. (Offenbar ist
dann h<g.)

2
Wire h>g, so auch %>g, d.h. g*>gm2gg

=g (wegen m2g), d.h. g>>g% was ein
Widerspruch ist. Somit gilt h<g. Nebenbei

ergab sich VE= g= VE

Fortgesetzte Mittelwertbildung
Es seien a= b >0 positive Zahlen. Wir bilden
a; =a—;—b, b 1= VE
Dann gilt auch a; 2 b, >0.
Man kann erneut
_ a,+ b 1

as 5 b2= 01b1 bilden.

Diese Mittelwertbildung setzen wir beliebig

fort:
a,+b
as= 22 z,b3=l/azbz,

a4=%bs, b4=]/ a;b; voey USW,

Betrachten wir einige Beispiele: .
a=6,b=2

a;=4,b,;=3,46410...
a,=3,73205..., b,=3,72242...
ay=13,72723..., b3 =3,72723...

a=77,b=13

a;=40,b, =15,19868...
a;=27,59934..., b, =24,65659...
a3 =26,12757..., b3 =26,08650...
a,=26,10724..., b, =26,10723...
as=26,10724..., bs=26,10724...

Die in den Tabellen gegebenen Zahlenbei-
spiele (mit einer erstaunlich groBen Anzahl
von angegebenen Dezimalstellen) sind von
C. F. Gaup.
Durch die fortgesetzte Mittelwertbildung er-
halten wir zwei Zahlenfolgen:

a, ay, az, as, aa, ...

b, by, bs, b3, ba, ...



Bild S5a

a=[/5,b=l

a =1,41421 35623 73095 04880 2
a,=1,20710 67811 86547 52440 1
a;=1,19815 69480 94634 29555 9
a;=1,19814 02347 93877 20908 3
a4=1,19814 02347 35592 20744 1
b =1,00000 00000 00000 00000 0
by =1,18920 71150 02721 06671 7
b,=1,19812 35214 93120 12260 7
b3=1,19814 02346 77307 20579 8
ba=1,19814 02347 35592 20743 9

Die Glieder dieser Folgen sind positive Zah-
len und lassen sich beliebig weit berechnen
a+b

a —T, b1.=l/a_b,

+b
02=al 3 1,bz=],/ aby,
ak=ak_—1;bﬂ. bu=l/ ag-1by—1.

(fur k=3,4,...).
Wir beschreiben einige ‘Eigenschaften dieser

Zahlenfolgen. Ist a=b, so sind alle Glieder

beider Folgen —a=b. Es gilt ja %’3=~22‘—'=a

und [/E:‘/P: |a| =a(daa>0)

Wir setzen im folgenden a=+b, also a> b, vor-
aus. (Man vergleiche die folgenden Aussagen
mit den angegebenen Zahlenbeispielen.)

1) Es ist b, <a;, by <a,, by<a, (fir alle k),
d. h,, jedes Glied der unteren Folge ist kleiner
als das entsprechende der oberen Folge.
Dies folgt aus der schon bewiesenen GroBen-
beziehung zwischen dem geometrischen Mit-
tel g und dem arithmetischen Mittel m zweier
(verschiedener) positiver Zahlen: g<m.

2) Es ist a>a; >a;>as ..., d. h. die Zahlen
der oberen Folge nehmen ab.

In der Tat, wegen b<a ist é<g und damit

272
a, =;+g<g+g=a. Ebenso folgt a;<aj,
a3 <a, USW.
3)Esist ...>by>by>b; >b, d. h. die Zahlen
der unteren Foige nehmen zu.
Es ist ja a>b, also ab>b? und damit
by =)/ab>)/b?=|b|=b (weil b>0ist). Eben-
so [olgt b > by, b3>b;, usw.
4) Beim Nachweis von m =g zeigten wir, daB

. a—b\*. ..
(m+g)(m—g)=|——) ist. Hieraus folgt

2
m—g a-b  a-b
a—b 4m+g) 2Aa+b)+4g

Aus 0<2b+2g folgt a<a+2b+2g,

a-b 1/ a-b
a—b<a+b+2, a+b+2g<1’ 5(a+b+29)
_ a—b
T 2(a+b)+4g
d.h.

m—g 1

a—b<5’

1 .
<§. Es ist also stets

4 m—g <% (a—b). Hieraus folgt

1
a;—b; <§(a—b),

Bild 5b
a=1,b=02

a = 1,00000 00000 00000 00000 0
a; =0,60000 00000 00000 00000 0
a;=0,52360 67977 49978 96964 1
a3=0,52080 54052 86123 66484 5
a4=0,52080 16381 12999 95414 3
as=0,52080 16381 06187

b =0,20000 00000 00000 00000 0
b, =0,4472135954 99957 93928 2
b,=0,51800 40128 22268 36005 0
b3=0,52079 78709 39876 243440
bs=0,52080 16380 99375

bs=0,51080 16381 06187

1 1
az—bz <5(a1 —b1)<z(a—b)
as—bs <% (a2 —b‘z)<% (a—0b), usw.,

allgemein

a—by< 51[ (@a—b). H. Pieper

Der Beitrag wird in Heft 2/78 fortgesetzt mit:

Das arithmetisch-geometrische Mittel; Lem--

miskate und Ellipse; Das arithmetisch-geo-
metrische Mittel bei C. F. Gaup.

Dir - Mathematik X

Begegnete einst mir ein Schiiler.

Der klagte sein Weh mir, sein Leid.
Du seist so schwer ihm verstiandlich.
Du raubtest ihm Kraft und die Zeit.

Der Schiiler gestand es mir ehrlich:
Er sei von Dir wie gebannt.

Doch hat er, so muBt ich ihm sagen,
Dein Wesen ein wenig verkannt.

Wer Dich packt, der hat den Schliissel
fiir Zeitgewinn und Kraft.

Der wei um die Welt der Dinge,

um Deine Meisterschaft.

Du bist so logisch, so strenge.
Doch das ist an Dir grade schon.
Deine Sprache, sie ist so deutlich.
Wie sollt man Dich nicht verstehn?

Du faBt das vielfiltige Einzel

so wundersam allgemein,

daB dieses erstrahlet im Lichte,
in hellem, verstindlichem Schein.

Der Weg zu Deinen Héhen

er ist gepflastert mit SchweiB,

mit Lust und Liebe zur Arbeit,
mit menschlich forschendem FleiB.

Doch wer Deine Hohen erklommen,
bereut nicht die Miih, die er gab.
Er blicket von Deinen Gipfeln

in tiefere Welten hinab.

Er sieht das Wesen der Dinge,
den Raum in Vielfalt und Zahl.
Er kennt die Zusammenhinge,
vergessen der Miihe Qual.
Roland Mildner

Das macht
Pythagoras
verlegen

Teil 2

4. Chemie

In den Naturwissenschaften, die zunédchst nur
mittelbar mit Mathematik etwas zu tun ha-
ben, zeigte sich, daB die pythagoreische Zah-
lenlehre wenigstens als Arbeitshypothese Be-
rechtigung hat und den Forscher auf funda-
mentale Erkenntnisse beziiglich seines Faches
fihren kann. Vor allem ist es die Wertigkeit
von Elementen, die bei quantitativen Unter-
suchungen immer wieder aul das Verhiltnis
von ganzen Zahlen fiihrt. Eine methodische
Voraussetzung zur Aufdeckung dieser Zu-
sammenhinge bestand in der Einfiihrung der
Waage als Arbeitsinstrument. Erst sie ermog-
lichte eine quantitative Analyse chemischer
Prozesse. Es war das Verdienst des franzosi-
schen Chemikers Antoine-Laurent Lavoisier
(1743 bis 1794), durch systematische Wigun-
gen Klarheit in die Natur chemischer Reak-
tionen, z. B. bei der Verbrennung eines Stofles,
gebracht zu haben.

Mittels der von Lavoisier entwickelten me-
thodischen Grundlagen konnte der englische
Chemiker und Physiker John Dalton (1766
bis 1844) verschiedene Gesetze aulstellen, die
thn zum wissenschaltlichen Begriinder der
Atomtheorie werden lieBen. Zum Beispiel be-
sagt das von ihm gefundene Gesetz der kon-
stanten multiplen Proportionen: Die Mas-
sen, in denen ein Element mit einer anderen
bestimmten Menge eines anderen Elementes
zu verschiedenen Verbindungen zusammen-
tritt, stehen im Verhéltnis kleiner ganzer
Zahlen.

Avogadro (1776 bis 1856) kam auf Grund
seiner quantitativen Experimente zu der Er-
kenntnis: Verschiedenartige Gase enthalten
bei gleichem Druck und gleicher Temperatur
die gleiche Anzahl Molekiile pro Kubik-
zentimeter. Der Hinweis auf die Loschmidt-
sche Zahl und das periodische System der
Elemente (Mendelejew, Meyer) mag in diesem
Zusammenhang geniigen.

5. Biologie

Um 1900 stellte der Botaniker Carl Correns
(1864 bis 1933) mit zwei Varictiiten der japa-
nischen Wunderblume (Mirabilis Jalapa) fol-
genden Versuch an: [Er kreuzte die rot
bliihende mit der weil} blihenden Art dicser
sonst in allen anderen Merkmalen iiberein-



stimmenden Blume. Die Tochtergeneration
“dieser Kreuzung wies durchgehend rosa Blii-
ten aul. Sie bildet den sogenannten inter-
medidren Bastard. Durch Bestdubung der
Bliiten dieser Generation unter sich ergibt
sich die Enkelgeneration. Hier war nach dem
duBeren Erscheinungsbild eine Aufspaltung
in drei Gruppen zu verzeichnen. 25% der
Enkelgeneration hatten rote Bliiten, 509 rosa
Bliiten und 25%; weille Bliiten. Die Enkel-
generation spaltete sich also im Verhéltnis
1:2:1 aul. Daraus ist zu folgern, daB sich die
Erbtriger (Geng) des Elternpaares nach den
Gesetzen der Kombinatorik miteinander ver-
binden.

Auch mit Erbsen, die sich in genau zwei
Merkmalen unterscheiden, wurde experimen-
tiert. Durch Kreuzung einer Sorte, die gelbe
und glatte Samen liefert mit einer anderen,
die griine und kantige Samen hervorbringt,
ergaben sich in der Enkelgeneration alle még-
lichen Verbindungen von Erbanlagen. Die
auftretenden Zahlenverhiltnisse stimmen mit
denen iiberein, die nach den GesetzmiBigkei-
ten der Kombinatorik zu erwarten sind. Auf
die sich hieraus bietenden Moglichkeiten fiir
die Pflanzenziichtung soll hier nicht einge-
gangen werden. )

Ahnliche Versuche hatte bereits 1866 der
Augustinerabt. Gregor Mendel in Briinn
(Brno) durchgefiihrt. Sein Vortrag und eine
Veroflentlichung zu diesem Gegenstand fan-
den damals jedoch keine Beachtung. Die von
Correns, Tschermak und de Vries um 1900
wiederentdeckten Vererbungsregeln werden
deshalb nach dem Erstentdecker ,Mendel-
sche Gesetze" genannt. Mit diesen Gesetzen
hat sich die Zahl im pythagoreischen Sinne in
der Botanik ein Heimatrecht erworben.

6. Physik

Schon im Altertum lehrte Demokrit (um 460
bis 370 v.u.Z.), daB dic Welt aus unendlich
vielen sich im unendlichen leeren Raum be-
wegenden Atomen besteht. Die Einzeldinge
entstehen und vergehen durch Vereinigung
und Trennung der Atome. Die Mannigfaltig-
keit der Dinge ist bedingt durch die Unter-
schiedlichkeit von Gestalt, Lage und Anord-
nung der Atome. Handfeste experimentelle
Belunde, die diese Hypothese bestitigt hat-
ten, gab es zu dieser Zeit noch nicht. Im fol-
genden werden experimentelle Resultate von
zwei mikrokosmischen Vorgangen angefiihrt,
zu deren Beschreibung die Zahl im pytha-
goreischen Sinne erfolgreich anwendbar ist.
Johann Jakob Balmer (1825 bis 1898) stellte
1885 zur rechnerischen Erfassung der den
Spektrallinien des Wasserstoflatoms im sicht-
baren Teil des Spektrums zugeordnéten Fre-
quenzen folgende Formel auf:
v,.=R<%—%)mitn=3,4,5,... ™)
In der Formel (*) ist R eine konstante Groe
(Rydberg-Konstante) mit R =3291-10%sec ™ !.
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Jeder Spektrallinie dieser Balmer-Serie 148t
sich daher ein rationales Vielfaches der Ryd-
berg-Konstanten zuordnen. ’
Joseph John Thomson (1856 bis 1940) stellte
zwischen zwei horizontalen Platten eines
Kondensators einen mit Wasserdampl iiber-
sittigten Raum her und lieB in diesen einen
Kathodenstrahl fallen. Dabei darf der Strahl
keine der Platten treffen. Ein Kathodenstrahl
ionisiert die von ihm durchstrahlte Lulft, in-
dem jedes [liegende Elektron genau ein Luft-
molekiil in ihre Ionen aufspaltet: In Luft, die
mit Wasserdampf iibersittigt ist, kondensiert
sich an den negativen Elektronen der Wasser-
dampf zu Nebeltropfchen. Jeder Tropfen um-
schlieBt genau ein (reies Elektron mit seiner
Ladung als Kondensationskern. Liuft der
Versuch eine gewisse Zeit, wird die untere
Platte durch die auflallenden Tropfen schwe-
rer und zugleich meBbar elektrisch aufgela-
den. Durch Division der nach einer gewissen
Laufzeit gemessenen Ladung durch die An-
zahl der aufgefallenen Nebeltropfchen erhilt
man die negative Ladungseinheit eines Lulft-
ions. Das Experiment ergibt, daB jedes Ion
die Ladung e=1,60-10"!° Coulomb (elek-
trisches Elementarquantum) mit sich fiihrt.
In der Antike war man bereits mit Erschei-
nungsformen der Elektrostatik vertraut. Zum
Beispiel sind elektrostatische Experimente
durch Reiben von Harz und Bernstein an
Fellen belegt. Ob Pythagoras bei Aufstellung

seiner philosophischen Lehre von der Zahl.
auch an die Abzihlbarkeit elektrostatischer -

Ladungsmengen gedacht hat, ist kaum wahr-
scheinlich. Hitten den Pythagoreern alle diese
experimentellen Befunde bereits zur Verfii-
gung gestanden, wiiren sie gewiB noch selbst-
bewuBter und vielleicht auch hochmiitiger
aufgetreten.

Nun wollen wir uns wieder dem unbequemen
Schiiler Hippasos zuwenden, der noch ein
abschlieBendes Wortchen in dieser Angele-
genheit mitzureden hat. Seine Uberlegungen
konnten von folgender Art gewesen sein:
Nach der Lehre seines Meisters miiBte sich
fiir die Strecken do und d, am Pentagramm
(Abb.9) ein gemeinsames MaB derart finden
lassen, daB die Léngen von dg und d, durch
ganze MaBzahlen beziiglich dieser Einheit
ausdriickbar sind. Damit ist die Problem-
stellung aul die Aufgabe zuriickgefiihrt, zu
zwei natiirlichen Zahlen einen gemeinsamen
Teiler zu finden. Als einfachster Algorithmus
hierzu bietet sich die Kettendivision an. Aus
geometrischer Sicht handelt es sich um eine
Wechselwegnahme von Strecken.
Rechnerisch wird hierbei in folgender Weise
vorgegangen:

Es seien do und d, zwei natiirliche Zahlen mit
do>d; und d; #0. Unter der Annahme, daB
bei der Division do:d, der Rest d, bleibt, gilt

folgende Darstellung:
do _ dz
- 90 +a—l )
oder do =qod, +d>. (19

Der nichste Schritt besteht darin, da man
den Divisor aus (1) zum Dividenden und den
Rest aus (1) zum Divisor macht, also

dl d3

d_z =q:+ 2 2

oder d, =q1d2+d3. (2’)
Ist d3#+0, kann das Verfahren fortgefiihrt
werden.

dz d4
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oder d2=q2d3 +d4
Es werde angenommen, dal das Verfahren
bis zum (k — 1)}-ten Schritt durchgefiihrt wer-
den kann; d. h. es gilt do 0, d; +0...d, 0.
Damit folgt fiir diesen Schritt

di-2 du

=qx-2+ 4
oy BN @
oder dk_z=q._1d,‘_1+dk. (4’)

Sind do und d; von Null verschiedene natiir-
liche Zahlen, so muB die hier beschriebene
Wechselwegnahme nach einer endlichen Zaht
von Schritten ohne Rest ausfithrbar sein. Wir
nehmen an, daB dies fir den k-ten Schritt
erfolgt. Es gilt also

dy-
kd—kl=¢1k—1
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oder dh—|=Qg—1dk. (5’)
Wir behaupten, daB dy der groBte gemein-
same Teiler von do und d, ist. Wendet man
zunichst (5') auf (4) an, ergibt sich

d-2=(qx-2qx-1 + 1)ds. (6)
Der niichste Schritt fiihrt auf die Gleichung

di-3=[qu-3(qu-2gx-1+ 1)+ qu- 1 ]ds.

M

Setzt man das Verfahren fort, gelangt man zu
zwei Gleichungen der Form

dl =pd‘, unddo=qd. )

mit p, geN. ®)
Folglich ist dy gemeinsamer Teiler von do und
d;. Da ferner p und q teilerfremd sind, ist d;
der groBte gemeinsame Teiler von dy und d,.

Dieses Verfahren hat bereits Euklid im sie-
benten Buch seiner ,,Elemente” beschrieben.
Euklid lebte etwa von 365 bis 300v.u.Z,
Seine beriihmten Elemente stellen das Sam-
melwerk des mathematischen Wissens der
griechischen Antike dar. Das hier vorge-
fihrte Verfahren zur Bestimmung des groB-
ten gemeinsamen Teilers zweier natiirlicher
Zahlen bezeichnet man als euklidischen Algo-
rithmus. Es ist als sicher anzunehmen, daB
Hippasos bereits mit dem Verfahren der
Wechselwegnahme zur Bestimmung des ge-
meinsamen MaBes zweier Strecken vertraut
war und er sich dieses Algorithmus zu bedie-
nen verstand. )

Bevor wir diesen Algorithmus in geometri-
sche Operationen am Pentagramm umsetzen,
soll die Brauchbarkeit des Verfahrens an zwei
Zahlenbeispielen vorgefiihrt werden. Gesucht -
ist der groBte gemeinsame Teiler von 4,
=1474 und d,=1155. Die Anwendung der
Kettendivision fithrt auf folgende Gleichun-
gen:



%= +3_19_ £=1+ﬁ
1155 1155 77 71
11_55_—_ +@ E=1+£
319 319 44 4
wW_ e
198 198 33 33
198 77 33
m=1+m ﬁ=3'

Aus der letzten Gleichung folgt, daB 11 der
groBte gemeinsame Teiler von 1474 und 1155
ist. Man kann sich - etwas umstédndlicher -
durch Zerlegung in Primfaktoren von der
Richtigkeit dieser Aussage iiberzeugen.

Ist 1 der groBte gemeinsame Teiler zweier
natiirlicher Zahlen, so bezeichnet man diese
als teilerfremd. Auch hierzu moge ein Bei-
spiel vorgefiihrt werden. Wir setzen do=1474
und d, =1153.

Es ergeben sich folgende Rechenschritte:

1474_, 321 9 41
1153 1153 13 13
HS3_, 10 136
321 321 7 7
I N C R SIS |
190 190 6 6
190 59 6
FETRRNET] =6
E—z.f. 1_3
59 59
A
8 $ R £
9,
T /]
P
d! ‘l
3 4 {

Bild 9
GroBenbeziehungen am Pentagramm

Aus der letzten Gleichung folgt, dal 1 der
grofte gemeinsame Teiler von 1474 und 1153
ist, d. h. die Zahlen sind teilerfremd.

Nun wollen wir mit Hilfe des euklidischen
Algorithmus die Gedankenginge des Hippa-
sos am Pentagramm zu rekonstruieren ver-
suchen. In Bild 9 setzen wir BE=d,, CD =d,,
TQ=d; und SR =d,. Im regelmiiBigen Fiinl-
eck gibt es zu jeder Seite genau eine parallele
Diagonale: Es gilt daher (CD) || (BE), (BC) |
(AD) und (CE) | (RT). Hieraus folgt, daB die
Vierecke (BCDR) und (ERTQ) Parallelo-
gramme darstellen. Daher gilt weiterhin

CD=BR=d, und TQ=E=d2.

Mit diesem Ergebnis kann aus Bild 9 abge-
lesen werden
do d;
do=d, +d; oder —=1+-". 9
d d,

Wegen der Regularitit des Pentagramms folgt
durch zyklische Vertauschung:

BE=AC=dy, BR=AT =d,,

ER=AS=d,.
Mit diesen Bezeichnungen resultieren aus
Bild 9 folgende Proportionen:

do_d, di_d,

4,=4, un FAr (10)
Diese Proportionen legen es nahe, das Penta-
gramm beziiglich eines Eckpunktes mit dem
Faktor l=:—; zentrisch zu stauchen. Das
Stauchzentrum sei der Eckpunkt A4 (vgl
Bild 10). Dies [iihrt auf das Pentagramm mit
den Eckpunkten AB'C’'D’E’. Aus diesem laBt
sich wieder wie oben ablesen:

- di_d;
dy=d;+d; und L4, oder

—=1+-"und di_dz .

dz dz dz d; (11)

Bild 10
Zentrische Stauchung des Pentagramms

Es werde angenommen, daB die zentrische
Stauchung beziiglich A mit dem Stauchfaktor
A (k—1}mal durchgefiihrt ist. Dem so ent-
stehenden Pentagramm ist das [olgende Glei-
chungssystem zuzuordnen:

di-y . dysy
_dk =1+ 4’ (12)
di-1  dy
= . 13
4 der (13

Sollen dy und d; ein gemeinsames Mal be-
sitzen, dann muB das Verfahren nach unseren
Kenntnissen iiber den euklidischen Algorith-
mus an einer gewissen Stelle abbrechen. Wir
nehmen an, beim (k+ 1)-ten Pentagramm sei
dieser Schritt erreicht.

Es gilt daher dd* =nmitne N und n+0. (14)
k+ 1
Setzt man (14)in (13)ein, folgt dz‘ l=n. (15
k
Mit (15) und (14) [olgt aus (12)
1
n=1+-. (16)

Aquivalent mit (16) ist die quadratische

Gleichung
n—n-1=0. an
Unterden Losungenn; = ! +21/§
1-)5
und n, = 21/_ (18)

findet sich im Widerspruch zu (14) keine
natiirliche Zahl. Die Annahme, daB d, und d;
ein gemeinsames MaD besitzen, [iihrt auleinen
Widerspruch. dq und d, sind inkommensura-
bel. Die philosophische Lehre der Pythago-
reer wurde in dieser oder dhnlicher Weise
durch logisches SchlieBen an ihrem eigenen
Bundeszeichen widerlegt.

Das Prinzip der Wechselwegnahme (Antanai-
resis) zum Nachweis der Inkommensurabilitét
von dy und d, im regelméBigen Fiinfeck 14Bt
sich auch an einer Folge von ineinanderge-
schachtelten Fiinfecken iibersichtlich demon-
strieren (vgl. Bild 11). AGs dem k-ten Fiinfeck

- ist die Gleichung

dy—y=d+dysy
abzulesen. Aus dem (k—1)-ten und k-ten
Fiinfeck resultiert die Proportion
doi_ de
dy _‘dk+ L

Auch an dieser Figur (Bild 11) fiihrt die An-
nahme eines gemeinsamen MabBes fiir do und
d, analog zu den Gleichungen (12) bis (18)
auf einen Widerspruch. Es ist denkbar, daB
sich Hippasos zum Nachweis der Inkommen-
surabilitit von do und d, eines solchen Bildes
bedient hat.

Bild 11

Demonstration der Wechselwegnahme an

einer Folge von reguldren Fiinfecken



Die voreuklidischen Quellen zur Geschichte
der Mathematik flieBen sehr spérlich, so daB
vieles nur vermutet werden kann. Der italie-
nische Geometer Federigo Enriques (1871 bis
1940) hat zur voreuklidischen Epoche der
griechischen Geometrie einmal lichelnd be-
merkt, sie biete dem Historiker den groBen
Vorteil, daB seine Phantasie nur wenig durch
Quellen behindert wird. Der Leser wird es
sicher mit Nachsicht beurteilen, wenn im vor-
liegenden Beitrag von diesem Vorteil ein
wenig Gebrauch gemacht wurde.

E. Schréder

Aufgaben: Das Pentagramm (ABCDE) werde
so gelegt, daB sich der Eckpunkt 4 mit dem
Mittelpunkt eines Kreises k deckt, der auBer-
dem durch die Eckpunkte C und D geht. Fiir
den Radius r von k gilt: r=AC=AD. Wir be-
zeichnen mit s¢ die Seitenldnge des k einbe-
schriebenen reguliren Sechsecks, mit ss die
Seitenlidnge des k einbeschriebenen regulidren
Fiinfecks und mit s,, die Seitenlinge des k
einbeschriebenen reguliren Zehnecks. Offen-
sichtlich gilt: r=sg, CD=s,0 und 2a=s5.

Bild 12
Pentagramm und reguldres Zehneck

Man beweise mittels des vorgelegten Bil-
des 12:
L Se —S10_S10

S10 Se

2 510=l/§2_156
3 Ss=\/5_2 556

4. s3=s¢+s}o

5. Mittels der gelundenen Ergebnisse kon-
struiere man ss und s, aus s¢ unter Verwen-
dung von Zirkel und Lineal.

Zwei Aufgaben
aus der mathematischen
Fernolympiade 1976

Mongolische
Volksrepublik

1. Aufgabe

Es seien n eine natiirliche Zahl mit n=2 und
Pix)=(x—1)(x—2)(x—3)...(x—n)—1 (1)
ein Polynom.

Man beweise, daB man dieses Polynom nicht
als Produkt von zwei Polynomen mit ganz-
zahligen Koellizienten darstellen kann, von
denen jedes mindestens den Grad 1 hat.

Losung :

Angenommen, es gibe eine Zerlegung
P(x)=g(x) h(x), 2

wobei g(x) und h(x) Polynome mit ganzzah-

ligen Koeflizienten sind, die mindestens den

Grad 1 haben.

Wegen P(1)=P(2)=...=P(n)=—1 3)

wire dann wegen (2) fiir jede Zahl k der Men-

geM={1,2,...,n}

entweder g(k)=1 und h(k)=—1

oder g(k)= —1 und h(k)=1.

Gibt es nun in M genau m Zahlen k;

(i=0, 1, 2, ..., m), fur die

gki)=1, also h(k;)= —1,

so gibt es in M genau n—m Zahlen k;

(i=m+1,m+2, ..., n), fir die g(k;)= — 1, also

h(k)=1 ist.

Daraus folgt einerseits

glx)=(x—ky) (x—k2)...x—km)+1,

h(x)=(x—k1) (x—k3)...x —kn)—1,

andererseits

go)=(x—km+ 1) (x—kp+2)... x—kn)—1, (6)

h(x)=(x—kms 1) (X ks ). (x—kn)+ 1. (7)

Nun gilt wegen (4) und (5) fir x=k,, k3, ..., km

g(x)=1, h(x)= —1, also wegen (6)

(x—km+1) (x—km+2)...(x —ka) =g(x) + 1 =2.

Wegen (7) gilt aber

(x—km+1)(Xx—Km+2)...(x—kp)=h(x)— 1= -2,

was zu einem Widerspruch fiihrt.

Dabher ist die Annahme (2) falsch, es gibt also

keine Zerlegung des Polynoms P(x) mit den

verlangten Eigenschaften, w.z.b.w.

@
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2. Aufgabe
Es sei ay, a;, a3, ..., a,, ... eine Folge von
natiirlichen Zahlen mit »

3 n'.
a,=l‘,az=2’2,a3=3"3 eerens ay=n""

Ferner sei by, by, bs, ..., b,, ... die Folge der
Endziflern im dekadischen Positionssystem
der Zahlen ay, a3, a3, ..., a,, ...,

also by =1, by=6,b3=7 usw.

a) Man beweise, daB die Folge b,, b, ..., by, ...
periodisch ist, d.h., daB es eine natiirliche
Zahl s mit s=1 gibt, so daB b, ,,=b, fiir alle
n=1,2, ... gilt.

b) Man gebe die kleinste Periodenlinge an,
d. h. die kleinste Zahl s, die die unter a) an-
gegebene Eigenschalt hat.

Losung:

Ist die letzte Ziffer der natiirlichen Zahl n
gleich 1, 5, 6 bzw. 0, so ist auch die letzte Ziffer
der Zahl n™ gleich 1, 5, 6 bzw. O, wenn m eine
von Null verschiedene natiirliche Zahl ist.
Dabher gilt fiir alle natiirlichen Zahlen k
b10k+ 1= 11 b10k+5=51 blOk+6=6,

1
Ferner gilt fiir alle natiirlichen Zahlen k und m
mitmz=1

(10k 4 2)*m=2%m= 16" =6 (mod 10),
(10k+4)*"=4*"= 6 (mod 10),

(10k + 8)*m=8%*"= 6 (mod 10), also
b10k+l=6p b10k+4=67 b10k+8=6- (2)
Auf Grund von (1) und (2) kénnte man nun die
Periodenlinge s= 10 vermuten, da sie fiir alle
Zahlen gilt, die auf 1, 2, 4, 5, 6, 8, 0 enden.
Nun ist aber zu beachten, daBl zwar, wenn k,
t, m natiirliche Zahlen und r=0, 1, 2, 3 sind,
(10k +¢)*m*"=*m*+"=¢ (mod 10)

gilt, jedoch

cinerseits 3° =3 (mod 4), 3°> =3 (mod 4),

also a3 =.3333 =3%=7(mod 10),

andererseits 13!'*=1'=1 (mod 4), 1313 =1
(mod 4),

also a;3=13'=3 (mod 10), d. h.

die Periodenlinge betrigt mindestens 20.
Setzt man

blOk+ lO=0-

fi{m)y=n" (nZahlen n),

so wird wegen

(20k 4 3)2%+3 =33=3 (mod 4),

fzoﬁ + 3(20’( + 3)5 3 (mod 4),

a20k+3 =(20k + 3).fzo“+ 320+ =33 =7 =a;
(mod 10).

Ferner gilt

20k +7)***7=77=33=3 (mod 4),

also

az0u+7=(20k+7)*=7*=3=a, (mod 10). (4)
Endlich gilt

(20k +9)2%*°=9=1 (mod 4),

also

Az0k+9=(20k+9)! =9=a, (mod 10). )
Aus (1), (2), (3), (4) und (5) folgt, daB die Folge
der b, periodisch ist, wobei die kleinste
Periodenlinge s =20 betrigt.

€}

Wir danken dem mongolischen Studenten
P. Altanzog, z. Z. stud. math, an der Martin-
Luther-Universitit Halle, lir die Ubersen-
dung von Aufgabenmaterial. Die vorliegen-
den beiden Aufgaben (und Losungen) be-
arbeitete Oberstudienrat Dr. R. Liiders, Berlin.



Niels Henrik Abel

Portrit
eines Mathematikers

Der Mathematiker Felix Klein (1849 bis
1925), dem wir eine bedeutende Darstellung
der Mathematikgeschichte des 19.Jh. ver-
danken, nannte Niels Henrik Abel eines ,,der
grofen, urspriinglichen Genies** der Mathe-
matik, einen ,idealen Typ eines Forschers,
wie ihn die Geschichte der Wissenschaft nur
selten aufzuweisen hat'‘. Obwohl Abel nur
26 Jahre alt wurde, gehort er zu den bedeu-
tendsten Mathematikern des 19.Jh. In der
Theorie der elliptischen Funktionen und in der
Auflésungstheorie algebraischer Gleichungen
erzielte dieser hochbegabte norwegische Ma-
thematiker grundlegende Resultate.

,,Nichs Examen, nur Mathematik‘

Niels Henrik Abel wurde am 5. August 1802
als Sohn eines protestantischen Pastors im
norwegischen Dorf Finné geboren. Anfangs
erhielt Abel Unterricht vom Vater. Von 1815
bis 1821 besuchte er dann die Domschule in
Christiania, dem heutigen Oslo. Er war kor-
perlich und psychisch schwichlich und sensi-
bel. In den meisten Fachern war er mittel-
méiBig. Doch schon als 16jahriger zeigte er
ein auBergewShnliches Talent fiir die Mathe-
matik. Sein junger, verstindnisvoller und
intelligenter Mathematiklehrer, B. M. Holm-
boe, leitete seine Studien in ausgezeichneter
Weise. Abel las Biicher von Euler, Lacroix,
Franceur, Poisson, Gaufl, d’Alembert und
Newton. )

Als Mathematikstudent an der 1811 gegriin-
deten Universitit in Christiania zeichnete er
sich in den Jahren 1821 bis 1825 so aus, daB
ihm ein Stipendium gewihrt wurde, damit er
seine Studien in Deutschland und Frankreich
fortsetzen konne.

Im Herbst und Winter 1825/26 weilte Abel in
Berlin. Hier traf er mit 4. L. Crelle (1780 bis
1855), der spiter ein fiirsorglicher Forderer
Abels wurde, zusammen. Der schwedische
Mathematiker G. Mirtag-Leffler (1846 bis
1927) schildert den ersten Besuch Abels bei
Crelle folgendermaBen (so wie der Berliner
Mathematiker K. Weierstraf ihm dariiber be-
richtete und letzterer es von Crelle selbst
erfahren hatte): ,,Eines schonen Tages trat
ein blonder Jingling in Crelles Zimmer, sehr
schiichtern, sehr jugendlich und von sehr
intelligentem Aussehen. Crelle glaubte, daBer
ein Examen zu absolvieren wiinsche, um in

das Gewerbe-Institut eintreten zu kénnen,
und erklirte, daB dies mit groBen Schwierig-
keiten verbunden sei. Da endlich 6ffnete der
junge Mann seinen Mund und sagte:

,Nichs Examen, nur Mathematik‘. Crelle er-
kannte, daB er es mit einem Auslinder zu
tun hatte, und versuchte es mit Franzosisch,
einer Sprache, die Abel ganz gut beherrschte,
wenn auch nicht ohne Schwierigkeit. Auf die
Frage Crelles nach seinen Studien antwortete
er, daB er unter anderem Crelles eigene kiirz-
lich (1823) erschienene Arbeit iiber ,,Ana-
lytische Facultiten' gelesen habe, die ihn
trotz vieler Fehler in hochstem MaBe interes-
siert habe. Bei dem Besprechen dieser Fehler
wurde Crelle ganz Ohr, und nun entwickelte
sich ein Gesprach, das spiter zu einer engen
Freundschaft zwischen Crelle und Abel fiih-
ren sollte.

Crelle erkannte das groBe Genie Abels und
gewann ihn zum Mitarbeiter am geplanten
Journal fiir die reine und angewandte Mathe-
matik. (Im ersten Band dieses Crelleschen
Journals erschienen allein fiinf Abhandlungen
von Abel.) .

Nach einem Abstecher nach Norditalien kam
Abel am 10. Juli 1826 in Paris an. ,,Endlich
bin ich jetzt am Brennpunkt aller meiner
mathermatischen Wiinsche angekommen, in
Paris*, schrieb er an Prof. C. Hansteen nach
Christiania.

Hier in Paris wirkten damals so bedeutende
Mathematiker wie A. L. Cauchy (1789 bis
1857), A.-M. Legendre und S.-D. Poisson
(1781 bis 1840). Der Aufenthalt ist fiir Abels
wissenschaftliche Entwicklung sehr forder-
lich gewesen.

Zwar mit hohem mathematischem Gewinn
und vielen Anregungen, jedoch zugleich ent-
tiuscht iiber die reservierte Haltung der fran-
zdsischen Mathematiker verlieB Abel im De-
zember 1826 Paris. Uber Berlin kehrte er im
Mai 1827 nach Christiania zuriick. Dort wur-
de er 1828 der Vertreter Prof. Hansteens an
der Universitit. Ende 1828 verschlechterte
sich Abels Gesundheitszustand sehr; am
6. April 1829 starb er an einem Lungen-
leiden.
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Es gibt keine allgemeine Auflésungsformel

Ao s s o s sbe o olins

Ein beriihmtes Resultat, das Abel erzielte,

“soll kurz erliutert werden. Es betrifft ein

altes Problem iiber algebraische Gleichun-
gen.

Quadratische Gleichungen wurden bereits vor
iber 2000 Jahren von den griechischen
Mathematikern behandelt. Fiir diese Glei-

chungen gibt es eine scit langem bekannte
Lésungsformel. Nachdem in der Renaissance
Losungsformeln auch fiir kubische und bi-
quadratische Gleichungen gefunden worden
waren, haben die Mathematiker im 17. und
18. Jahrhundert bis zu Beginn des 19.Jh.
versucht; allgemeine Losungsformeln fiir al-
gebraische Gleichungen héheren als vierten
Grades zu finden. Sie suchten nach einer
Formel, die die Losungen z. B. der Glei-
chung fiinften Grades

asx® +agx* +asx® +ax* +ayx +ap=0
durch deren Koeffizienten ausdrickt (die ao,
ay, ay, ..., as sind beliebige reelle Zahlen).
Diese konnen in der Formel durch Addieren,
Subtrahieren, Multiplizieren und Dividieren
miteinander verbunden sein; auBerdem kon-
nen darin Wurzelausdriicke aus den so ge-
bildeten GroBen auftreten.

Nour fiir spezielle Gleichungen konnte man be-
reits Losungsformeln angeben.

Uber 200 Jahre lang wurde um die allgemei-
nen algebraischen Gleichungen fiinften und
hoéheren Grades gerungen. Alle Bemiihungen,
solche Gleichungen durch Formeln exakt zu
l6sen, blieben ohne Erfolg. In seiner Doktor-
arbeit (1799) sprach C. F. Gauf die Vermu-
tung aus, daB eine Aufldsungsformel iber-
haupt nicht existiert: ,,Es diirfte wohl gar
nicht so schwer sein, die Unmdglichkeit fir
den fiinften Grad in aller Strenge zu bewei-
sen; ich werde an anderer Stelle meine Unter-
suchungen iiber die Frage ausfiihrlicher dar-
legen.“ Den Nachweis der Unmoglichkeit hat
Gaup nicht publiziert. Einen Beweisversuch
machte 1799 Paolo Ruffini (1765 bis 1822).
1823 beschiiftigte sich der Student 4be/ mit
diesem Problem. Er glaubte zunichst, eine
Aufldsungsformel der allgemeinen Gleichung
fiinften Grades gefunden zu haben. Doch
bald entdeckte er seinen Irrtum. Weitere Un-
tersuchungen fiihrten ihn dann aufl das Ergeb-
nis: Fiir algebraische Gleichungen héheren
als vierten Grades gibt es im allgemeinen
keine Loésungsformeln. Damit wurde ein
klassisches Problem der Algebra gelost.
Nicht etwa das Unvermdgen der Mathemati-
ker ist die Ursache dafiir, daB keine Lésungs-
forme! gefunden werden kann. Abel bewies,
daB eine solche Auflésungsformel unmoglich
ist. Um algebraische Gleichungen fiinften und
hoheren Grades zu l6sen, ist man daher auf
geeignete Niherungsverfahren angewiesen.
Der Satz von Abel ist auch eine Folgerung
eines Theorems der Galois-Theorie.

Es gibt in der Geschichte der Mathematik
des 19.Jh. eine tragische Duplizitdt von Er-
eignissen : Die klassische Frage nach der Auf-
losbarkeit von Gleichungen ist unabhéingig
voneinander von zwei genialen jungen Mathe-
matikern beantwortet worden, dem Norweger
N. H. Abel und dem Franzosen Evariste Ga-
lois (1811 bis 1832); beide starben in jungen
Jahren, Abel an der Tuberkulose im Alter
von 26 Jahren, Galois in einem Duell im Alter
von 20 Jahren. H. Pieper



Wer lost mit?
il||I|IiI -Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 5. Mai 1978

Mathematik

Ma5 ®1708 Anke und ihr Bruder Bernd
halfen der Mutter vor Ostern beim Firben
von Eiern. Anke hat zweimal soviel, die
Mutter dreimal soviel Eier gefdrbt wie Bernd.
Insgesamt wurden mehr als 25, aber weniger
als 35 Eier geldrbt. Wieviel Eier haben die
Mutter, Anke bzw. Bernd gefirbt?

Schiilerin Susanne Blohm, Grabow

Ma5 #1709 Wenn man die Summe aus zwei
aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen mit
23 multipliziert und von dem erhaltenen Pro-
dukt 343 subrahiert, so erhidlt man als Ergeb-
nis 968. Um welche Zahlen handelt es sich?
Schiiler K. Tietz, Strasburg

Ma5 1710 Jeder Schiiler aus den Klassen
5a, 5b und 5c einer Oberschule verpllichtet
sich, bis zum Ende des Schuljahres 8 Mark
zu erarbeiten und dem Solidarititskonto fir
Chile zur Verfiigung zu stellen. Zur Klasse 5a
gehort ein Schiiler mehr als zur Klasse 5c.
Wihrend einer Zwischenbilanz stellte sich
heraus, daB die Schiiler der Klasse Sb mit
128 Mark ihre Verpflichtung schon zur Hilfte
erfiillt hatten. Das angestrebte Ziel der Schii-
ler der Klassen 5a und Sc betrégt auf Grund
der Selbstverpllichtung insgesamt 440 Mark.
Wieviel Schiiler gehoren jeder dieser drei
Klassen an?

Schiilerin Birgit Weyh, Fambach, K1. 8

Ma5 1711 In zwei GrofBtanks eines Ul-
lagers befanden sich urspriinglich zusammen
500t Ol Im ersten Tank lagerten 20t Ol
mehr als im zweiten. Auf Grund cines Lecks
muBte der zweite Tank reparicrt werden.
Nach AbschluBl der Reparatur lagerten im
zweiten Tank nur noch halb soviel Tonnen Ol
wie urspriinglich im ersten. Wieviel Tonnen
Ol befanden sich im Ullager, wenn nach der
Reparatur 90t Ol durch Tankwagen angelic-
fert wurden?  Schiiler Michael Glockenstein,

8. 0S Neubrandenburg, KI. 5b

Ma5 ®1712 In das nachfoigende Krypto-
gramm sind fiir die Buchstaben Ziffern (0, 1,
2,3,4,5 6,7, 8,9) so einzusetzen, daB fiir
gleiche Buchstaben gleiche Ziffern, fir ver-
schiedene Buchstaben verschiedene Ziffern
stehen und daB alle angegebenen Rechenaul-
gaben richtig gerechnet sind.
aabc —bac =def

D=+
ghe, —~chd =nch
g - cbd=kdh Sch.

Ma$5 w1713 Es gibt Zahlenfolgen, die eine
bestimmte gleichbleibende Diflerenz haben,
soz B.:

30, 60, 90, 120 (Dillerenz 30),

2, 7,12, 17, 22 (Dilferenz 5),
0, 2, 4, 6, 8, 10(Differenz 2).
7
7
25
13

In die leeren Kistchen des nachstehend ab-
gebildeten groBen Quadrates sind Ziffern so
einzutragen, daB in jeder waagerechten Zeile
und senkrechten Spalte Zahlenfolgen enthal-
ten sind, die eine bestimmte gleichbleibende
Diflerenz haben.

StR H.-J. Kerber, Neustrelit=

Ma6 1714 Von den Schiilern einer Klasse
gehoren genau 12 Schiiler der Arbeitsgemein-
schaft ..Fotoamaleure™, genau 14 Schiiler der
AG .Radiobastler” und genau 15 Schiiler
der AG ,Musikfreunde* an. Genau ein Schu-
ler ist in allen drei AG’s tdtig. Genau 4 Schii-
ler gehoren sowohl der AG ,,Fotoamateure™

Thies Lusbor, 26 Gustrow, UWerdersdr 22 Ma 7n
Kersting-0S, Klasse 7 a| 1369
30 > 150 !
Pradikat: 2]
______ B U

Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb kénnen sich alle w/pha-
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schuljahr
(bei Erwachsenen Alter und Berul) zu rich-
ten an

Redaktion alpha
7027 . Leipzig, Postfach 14.

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe fortlaufend numeriert.
Der iiblichen Nummer ist ein Ma (Mathema-
tik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und
eine Ziffer, z. B. 7, vorgesetzt (d. h. fir
7. Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmern sind nur die Aul-
gaben seiner oder einer héheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstufen
11/12 und Erwachsene l6sen die Aufgaben.
welche mit Ma 10/12, Ph 10/12 oder Ch 10/12
gekennzeichnet sind.

5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt
zu verwenden, Format A4 (210 mm
297 mm) (siche Muster), denn jede Aulga-
bengruppe wird von einem anderen Mil-
arbeiter korrigiert.

6. Teilnehmer. die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollstandige und richtige) Lésung
(nicht nur Antwortsalz oder Ergebnis) ein-
gesandt haben, erhalten von der Redaktion
eine Antwortkarte mit dem Pradikat ,,sehr
gut gelost”, ,,gut geldst™ oder ,.geldst™.
Schiiler, welche nur einen SchluBsatz zu
einer Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine role Karte
mit dem Vermerk ,,nicht gelost™.

Letzter Einsendetermin wird jeweils bekannt-
gegeben. Der Jahreswettbewerb 1977/78 lduft
von Heft 5/77 bis Heft 2/78. Zwischen dem
1. und 10.September 1978 sind alle durch
Beteiligung an den Wettbewerben der Hefte
5/77 bis 2/78 erworbenen Karten geschlossen
an die Redaktion einzusenden. Eingesandte
Antwortkarten werden nur dann zuriickge-
sandt, wenn ein Riickumschlag mit aus-
reichender Frankatur beiliegt.

Die Preistridger und die Namen der aktivsten
Einsender werden in Heft 6/78 veréffentlicht.
Wer mindestens 10 Antwortkarten (durch die
Beteiligung an den Wettbewerben der Hefte
5/77 bis 2/78) erhalten hat und diese einsen-
det, erhilt eine Anerkennungsurkunde und
ein Abzeichen (in griiner Farbe). Schiiler, die
bereits zwei Anerkennungsurkunden besitzen
und diese mit den Antwortkarten des Wett-
bewerbs 1977/78 einsenden, erhalten das
alpha-Abzeichen in Gold (und die Urkunden
zuriick). Wir bitten darauf zu achten, daB alle
Postsendungen richtig frankiert sind, und
daB die Postleitzahl des Absenders nicht ver-
gessen wird. Redaktion alpha

.



als auch der AG , Radiobastler” an. Genau
3 Schiiler gehoren sowohl der AG ,,Foto-
amateure® als auch der AG ,,Musikireunde*
an. Genau 5 Schiiler gehoren sowohl der AG
»Musikfreunde“ als auch der AG ,Radio-
bastler* an. Wieviel Schiiler gehoren zu dieser
Klasse, wenn jeder Schiiler in wenigstens einer
AG titig ist?

Schiilerin Kerstin Miiller, Wernshausen

Ma6-81715 Einem Korb mit Apfeln wur-
den zunichst 6 Apfel, danach der dritte Teil
der im Korb verbliebenen Apfel und schlieB-
lich nochmals 6 Apfel entnommen. Nun be-
fand sich im Korb nur noch die halbe Anzahl
der urspriinglich vorhandenen Apfel. Wieviel
Apfel lagen urspriinglich im Korb?

Schiilerin Silke Herrmann, Krottorf

Ma6 #1716 Entlang eines Wohnblocks ste-
hen genau 12 Baume in gleichen Abstinden.
Hans und Werner laufen um die Wette. Sie
starten zugleich am ersten Baum; Ziel ist der
zwollte Baum. Hans befand sich 8 s nach dem
Start am achten Baum; Wemner befand sich
7s nach dem Start am siebten Baum. Nach
wieviel Sekunden erreichte jeder der beiden
Liufer das Ziel, wenn ihre Laufgeschwindig-
keiten als konstant angenommen werden?
Wer hat den Lauf gewonnen?

Schiilerin Anke Malsch, Wernhausen

Maé6 w1717 Die abgebildete Figur stellt ein
Dreieck ABC mit den InnenwinkelgroBen
¥CAB=a=39° und ¥xABC=p=84" dar.

In A wurde an AC der Winkel %a, in Ban BA

der Winkel %ﬂ, in C an CB der Winkel %y an-

getragen, und zwar jeweils so, daB der freie
Schenkel im Innern des Dreiecks ABC liegt.
Die [reien Schenkel der angetragenen Winkel
schneiden sich in den Punkten D, E, F. Es
sind die GroBen der Innenwinkel des Drei-

ecks DEF zu berechnen! Sch.
c
ir
b
£

5 f3
. 38

A 8

Maé6 ®1718 Vonden Schiilern einer 6. Klas-
se wurden in einer Klassenarbeit im Fach
Mathematik folgende Ergebnisse erzielt:

Der dritte Teil der Anzahl der Schiiler dieser
Klasse erhielt die Note 1. Die Anzahl der
Schiiler, die die Note 2 erhielten, war um 6
kleiner als die Anzahl der Schiiler, die die
Note | erhielten. Die Note 3 erhielten soviel
Schiiler, wie es Schiiler mit den Noten 1 oder
2 gab. Ein Schiiler erhielt die Note 4; kein
Schiiler die Note 5. Es haben alle Schiiler
dieser Klasse die Klassenarbeit mitgeschrie-

ben. Wieviel Schiiler erhielten die Noten 1, 2
bzw. 37 Schiiler Ralf-Peter Lorenz,
POS Hasenthal, KI. 6

Ma7 w1719 Die Zahl 33—5 soll als Diflerenz

a ¢ .a c
b~ d dargestellt werden, wobei B und 7u
kiirzbare echte Briiche und g, b, ¢, d paar-
weise verschiedene natiirliche Zahlen sein

sollen. StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma7 a1720 Andreas fahrt mit seinem Fahr-
rad vom Ort A nach dem 18 km entfernten
Ort B; Matthias fahrt ihm von B aus ent-
gegen. Andreas fahrt 15 min frither los als
Matthias. Beide [ahren mit der gleichen kon-
stanten Geschwindigkeit v=24km -h™'. Wie
weit sind beide vom Ort A4 entfernt, weln sie
sichtreffen?  StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma7 w1721 Eine Rasenfliche in Form eines
Rechtecks, das doppelt so lang wie breit ist,
soll von einem 1 m breiten Weg umsdumt wer-
den. Fiir diesen Weg werden 640 quadrati-
sche Betonplatten von 50 cm Seitenlidnge be-
notigt. Welchen Inhalt hat die Rasenfliiche?
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

1m

Im

Ma7 ®1722 Die abgebildete Figur stellt
einen Kreissektor ASB mit dem Radius
SA=SB=r=12cm und dem Zentriwinkel
X ASB=60° dar. Parallel zur Geraden 4B
wurde eine Gerade g, die AS in einem inneren
Punkt C und BS in einem inneren Punkt D
schneidet, so gezogen, daB der Umfang des
Dreiecks CSD gleich dem Umfang der Figur
ist, die von den Streﬂ(\en CD, R, BD und
dem Kreisbogen b=AB gebildet wird. Es ist
die Linge der Strecke CS zu berechnen!

Sch.

b

S

Ma8 #1723 Die Abbildung stellt ein Wiir-
felnetz dar. Der eingezeichnete Streckenzug
sei der Weg einer Ameise.

a) Zeichne ein Schrigbild des Wiirfels mit
dem Weg der Ameise!

b) Zeichne ein Wiirfelnetz so, daB die Ameise
jeden Flachenmittelpunkt der sechs Quadrat-

flachen genau einmal durchlduft und dabei
den kiirzest moglichen Weg beschreibt.
¢) Zeichne ein Schrigbild dieses Wiirfels mit
dem Weg der Ameise!
d) Wie lang ist der Weg, wenn die Wiirfel-
kante 1 cm lang ist?

Fr.

Ma8 ®1724 Gegeben sei ein Kreis k mit
einem Durchmesser von 6 cm Linge. Die
Randpunkte des Durchmessers seien mit A
und B bezeichnet. Der Punkt D sei Mittel-
punkt von AB und zugleich HéhenfuBpunkt
des Dreiecks ABC. C liege auf der Peripherie
von k. Berechne den Umfang des Dreiecks.
ABC und den Flicheninhalt eines der beiden
Kreisscgmente!

Gudrun Tappert, Wilhelm-Pieck-Stadt Guben

Ma8 #1725 Es werden funf beliebige aul-
einanderfolgende natiirliche Zahlen addiert.
Mit welcher Ziffer endet eine solche Summe,
wenn die erste Zahl a) gerade, b) ungerade
ist? Wie lauten die letzten beiden Ziffern der
Summe von zehn aufeinanderfolgenden durch
5 teilbaren natirlichen Zahlen, wenn die
erste Zahl gerade ist?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma8 #1726 Gesucht sind alle Briiche aus
der Klasse é, bei denen die Summe aus Zihler

und Nenner eine zweistellige Quadratzahl
ist. Andreas Fittge,
EOS H. Hertz, Berlin, K. 9

Ma9 81727 Man beweise, daB fiir alle na-
tiirlichen Zahlen a und b mit a+0 und b+0
der Bruch
5a* +a* . )
55747 durch 6 kiirzbar ist!
Ralph Ott, OS Demmin, KI. 9

Ma9 ®1728 In einem rechtwinkligen Drei-
eck ABC (¥ ACB=R) werde die Hohe h. von
einem Strahl geschnitten, dessen Anfangs-
punkt ein Eckpunkt des Dreiecks ist (nicht C).
Die Schnittpunkte des Strahls mit der Hohe
h. bzw. mit der dem Anfangspunkt gegen-
iiberliegenden Seite seien mit D bzw. E be-
zeichnet. Unter welcher Bedingung ist das
Dreieck DEC gleichschenklig? (DE sei Basis.)
K. Héfner,

Fachberater f. Math. OS Brehme

Ma9 #1729 Man wihle eine beliebige drei-
stellige Zahl, deren Ziflern nicht alle gleich
sind. Dann ordne man die Ziffern der GroBe
nach, indem man mit der gréBien Zifler be-
ginnt; man erhilt so die dreistellige Zahl x.

9



Die Zahl y erhilt man, wenn man alle Ziffern
der Zahl x so ordnet, daB die kleinste am An-
fang steht. Nun bilde man die Zahl x — y. Man
beweise, daB die Zahl x—y stets durch 3,
durch 9, durch 11, durch 33 und durch 99
teilbar ist.
Wenn man so weiter verfahrt, d. h. die Zahl
x—y wieder so behandelt wie die urspriing-
liche dreistellige Zahl unserer Aufgabe, so
erhidlt man immer Zahlen mit den gleichen
Eigenschaften. Nach endlich vielen Schritten
ergibt sich dann stets ein und dieselbe feste
dreistellige Zahl. Wie heiBt diese?
Marcus Schiitz,
OS Berlin-Lichtenberg, K1. 9

Ma9 #1730 Inein beliebiges rechtwinkliges
Dreieck ABC mit der Hypotenuse ¢ und den
Katheten a und b ist ein einbeschriebenes
Quadrat CDEF so zu konstruieren, daf D
aufl AC, F auf BC und E aul 4B liegt. Der
Fldcheninhalt A, dic Lénge der Diagonalen d
und der Umfang u dieses Quadrats sind zu
berechnen (in @ und b auszudriicken)!

Ralph Ott, OS Demmin, K1. 9

Ma10/12 ®1731 Ineinem Kreis stehen zwei
Sehnen senkrecht aufeinander. Die kiirzere
Sehne CD schneidet die lingere Sehne AB in S.
Es ist AS=8cm und BS=3cm. Ferner gilt:
‘AS=BS + BC. Man zeige, daB gilt AD=CD!
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz
Ma10/12 w1732 In einem unregelmiBigen
Tetraeder stehen die drei Seitenflichen paar-
weise senkrecht aufeinander. Die Grundkan-
ten sind 6,4 cm bzw. 5,83 cm bzw. 5cm lang.
Wie lang sind die drei Seitenkanten? (Sinn-
voll runden!) Jiirgen Grdfenstein,
Dresden, K. 8
Ma10/12 a1733 Man bestimme alle ganzen
Zahlen x, fiir die x>+ x? —4x+4 Kubikzahl
ist! Dipl.-Math. W. Moldenhauer,
W--Pieck-Universitit Rostock
Ma10/12 1734 Wieviel Prozent der Ober-
fliche eines Wiirfels ist als sichtbar zeichne-
risch dargestellt, wenn man den Wiirfel in
Kavaliersperspektive

a) mit =45° und q=%

b) mit a=30° und q=% abbildet? Fr.

Zwei Quadratflichen seien parallel zur Bild-
ebene.

Physik

Phé 31 Ein Klassenzimmer ist 10,25 m’
lang, 8,25 m breit und 5,5 m hoch.

a) Welche Masse hat die Lult in diesem
Klassenzimmer, wenn die Dichte der Luft

kg ..
1,29 5 betrigt?

b) Konnte man einen Korper gleicher Masse
hinaustragen oder brauchte man dazu einen
Handwagen?

(Erst schitzen, dann rechnen!)

Ein Handwagen kann mit 150 kg Masse be-
laden werden. Adulbert Schatz, Leipzig

10

Ph7 w32 Ein Pkw [uhr vom Ort 4 zum
Ort B. Ein Drittel des gesamten Weges legte
er mit einer Durchschnittsgeschwindigkeit

von %kTm zuriick. Den restlichen Weg [uhr

er mit einer Durchschnittsgeschwindigkeit
km
h
geschwindigkeit, mit der der Pkw von A4 nach
B fuhr?’

Birgit Arndt, Diesterweg-OS Loitz, KI.7

von 60 —. Wie groB war die Durchschnitts-

Ph8 ®33 Gegeben sei ein senkrecht stehen-
der Kessel (in Form eines geraden Kreis-
zylinders) mit einem Innendurchmesser von
d=37cm. In der Héhe h=93 cm iiber dem
Kesselboden befindet sich eine Uberlaul-
offnung. (Der Kessel ist mit einem Kohlebade-
ofen vergleichbar.) Der Kessel sei mit Wasser
der Temperatur t; =15°C gefiillt und wurde
durch die Heizung auf eine Temperatur von
t;=70°C gebracht. Durch die Erwdarmung
dehnt sich das Wasser aus und lduft durch die
Uberlaul6/Tnung ab. Das iiberlaufende Was-
ser werde in einem MeBzylinder aufgefangen.
Wieviel cm® Wasser befinden sich in dem
MeBzylinder, wenn die gesamte, der Tem-
peratur von 70°C entsprechende Uberlauf-
menge aufgefangen und dann auf t3=20°C
abgekiihlt wurde?

Anmerkung: Da Wasser keinen konstanten
Ausdehnungskoeffizienten hat, sind die fol-
genden Dichtewerte () zu verwenden:

kg

=15°C; 0,=0, o

£1=15°C: 01=099%0 - ;
1,=70°C; 0, =09777 <&,

dm

£2=20°C; 02 = 09982 <&,

dm

Ing. A. Korner, Leipzig

Ph9 w34 Die defekte Dachrinne eines dop-
pelstockigen Hauses tropft 120mal in einer
Minute. Wenn ein Wassertropfen den Erdbo-
den (gleiche Héhe wie  der FuBboden der
unteren Etage) erreicht, befindet sich der
nichste schon in der Lult, auf halber Hohe
des oberen Stockwerkes. In welcher Hohe ist
die Dachrinne angebracht? (Luftwiderstand
wird vernachldssigt.)

Olaf Raeke, Neubrandenburg

Ph10/12 w35 An einem Kettenkarussell
wurde beobachtet, daB die Tragketten der
Sitze bei voller Fahrt gegeniiber der Senk-
rechten um 15° nach auBen gelenkt wurden.
Die Schwerpunkte der Sitze haben vom Auf-
hiangungspunkt der Tragketten einen Ab-
stand von [=2,55 m, wihrend die genannten
Aufhingungspunkte aufl einem Kreis mit
d; =10,08 m Durchmesser liegen.

a) Mit welcher Geschwindigkeit bewegen sich
die Sitze?

b) Wie groB ist die Drehzahl des Antriebs-
motors, wenn zwischen Motor und Karussell-
Hauptwelle ein Getriebe mit dem Uberset-
zungsverhiltnis i= 116 eingeschaltet ist?

Anmerkung: Die Masse der Ketten, Reibung
und Luftwiderstand werden nicht beriick-
sichtigt. In der Technik wird unter dem Uber-
setzungsverhiltnis i allgemein das Verhaltnis
Antriebs- zu Abtriebszahl verstanden. Prin-
zipskizze:

dy
i
|
I \
| \
| 2 i
| ) I
I 2 Ly
| s
| e '
| T '
| !
Getriebe
77, 7 u. Motor
Ing. A. Kérner, Leipzig
Chemie

Ch7 m25 3,4 g Eisen werden oxydiert.
Berechne,

a) wieviel Eisen(II)-oxid,

b) wieviel Eisen(II, III)-oxid,

c) wieviel Eisen(III)-oxid

dann daraus entstehen!

d) Ermittle graphisch die Masse Eisen(II)-
oxid, die aus 5g, 8g und 9,5g Eisen ent-
steht!

Ch8 826 Kalkmortel ist ein wichtiger Bau-
stoff.

a) Wieviel Kilogramm Kohlendioxid miissen
10 kg Kalkmaortel, die 249 Kalziumhydroxid
enthalten, aufmehmen, wenn sich beim Ab-
binden Kalziumkarbonat bildet?

b) Wieviel Liter des Gases sind das?

c) Wieviel Wasser entsteht dabei?

d) 0,7 g des entstehenden Kalziumkarbonats
werden mit Salzsiure versetzt. Wieviel Milli-

liter trockenes Kohlendioxid von 18°C und

745 Torr entstehen dabei?

Ch9 27 In einem Labor soll Athansiure
nach zwei verschiedenen Methoden herge-
stellt werden. Es stehen jeweils 50 g Athen
und Athanol als Ausgangsstoffe zur Verfii-
gung. Welche Variante zur Herstellung von
Athansiure liefert die groBte Ausbeute?

Ch10/12 28 In unserer Republik wird
Schwefelsdure auf Grund der vielfidltigen Ver-
wendung in groBen Mengen hergestellt. Im
Rahmen der engen wirtschaftlichen Beziehun-
gen der sozialistischen Linder erhalten wir
aus der Sowjetunion umfangreiche Lieferun-
gen sulfidischer Erze. Aus 8 t Eisenkies (Eisen-
sulfid) mit 15%; Verunreinigungen soll eine
609ige Schwefelsdure hergestellt werden. Die
Ausbeute an Schwefeldioxid betrigt 96%.
Wieviel Tonnen 60%(ige Schwefelsiure ent-
stehen?



Eine Aufgabe —
verschiedene
Losungen

Eine Aufgabe von
Leninpreistriiger Prof. Dr.

Wiladimir Boltjanski

Korrespondierendes Mitglied
der sowjetischen Akademie
der padagogischen Wissenschaften

Wir wollen auch heute wieder Losungs-
varianten zu Wettbewerbsaufgaben vorstel-
len, die bei uns eingegangen sind. Sie mégen
unseren aktiven Teilnehmern am alpha-Wett-
bewerb Anregungen zum Ldsen von Aufga-
ben geben.

In Heft 1/1977 veroffentlichten wir folgende
Aufgabe:

Ma$5 #1567 Vier Schiilerinnen, und zwar
Ina, Katrin, Andrea und Carola, bilden einen
Timurtrupp. Sie helfen den Rentnerinnen
Frau Neumann, Frau Peter, Frau Heller und
Frau Weise. Jede dieser vier Schiilerinnen
hilft genau einer dieser Frauen. Nun wissen
wir folgendes:
a) Ina hilft weder Frau Heller noch Frau
Peter,
b) Carola hilft Frau Neumann,
¢) Andrea hilft nicht Frau Peter.
Wie lauten die Vornamen derjenigen Schiile-
rinnen, die Frau Peter, Frau Heller bzw. Frau
Weise helfen?

Schiilerin Birgit Weyh, Fambach

In Heft 3/77 veroflentlichten wir dazu eine
Losung:

Aus a) folgt: Ina hilft entweder Frau Neu-
mann oder Frau Weise. Da nach b) Carola
die Helferin von Frau Neumann ist, so hilft
Ina Frau Weise. Aus c) folgt: Andrea hilft
Frau Heller. Somit hilft Katrin Frau Peter.
Wir stellen nun die Losung der Schiilerin
Frauke Wagner aus Giistrow vor, die Schiile-
rin einer 4. Klasse der Kersting-Oberschule
ist. Frauke l6ste diese Aufgabe mit Hilfe einer
Tabelle.

A 17054 Es seien in einer Ebene eine be-
schrinkte konvexe Figur (eine Figur heiBt
konvex, wenn fir je zwei Punkte der Figur
die Verbindungsstrecke dieser Punkte ganz
zur Figur gehort, z. B. Kreis, Rechteck) und
ein Biischel B paralleler Geraden (Lichtstrah-

len) mit der Richtung ! gegeben. Ein Rand-
punkt A der Figur F heifit aus der Richtung [
beleuchtet, wenn das Biischel der Richtung [
den Randpunkt 4 und eine volle Umgebung
von A (d. h. rechts und links von A4 befind-
liche Randpunkte) trifft. In der Abbildung
werden z.B. in der Richtung [, die Rand-
punkte 4 und B nicht beleuchtet.

Wieviel Beleuchtungsrichtungen sind fiir die
vollstindige Beleuchtung des Randes

a) eines Kreises,

b) eines Parallelogramms notig?

Wieviel Beleuchtungsrichtungen bendtigt
man mindestens fiir die vollstindige Beleuch-
tung des Randes einer beschrinkten ebenen

konvexen Figur?

Wir wollen das Vorgehen von Frauke naher
erldutern.

In der Aufgabe heiBt es unter a): Ina hilft
weder Frau Heller noch Frau Peter. Frauke
trigt nun in die entsprechenden leeren Felder
,,Nein“ ein. In der Aufgabe heiBt es unter b):
Carola hilft Frau Neumann. Frauke trigt in
das entsprechende Feld ,,Ja* ein. Da jede
Schiilerin genau eine Rentnerin betreut, trigt
Frauke in der Zeile fiir Carola noch dreimal
,,Nein* ein.

In der Aufgabe heiBt es unter c): Andrea
hilft nicht Frau Peter. Frauke triagt in das ent-
sprechende Feld ,,Nein* ein. In der Spalte
unter Peter finden wir jetzt drei Felder mit der
Eintragung ,,Nein‘. Folglich muB das noch
freie Feld die Eintragung ,,Ja‘* erhalten. In
der Zeile fir Katrin miissen die freien Felder
pun die Eintragung , Nein“ erhalten. Das

Name
Vorname Neumann Peter Heller Weise
a) a)
Ina Nein Nein Nein Ja
Katrin Nein Ja Nein | Nein Katrin
c) .
Andrea Nein Nein Ja Nein
b)
Carola Ja Nein Nein Nein

# -
Andrea ™ :
%
i e

wird analog fortgesetzt, bis jedes der Felder
entweder die Eintragung ,,Ja* oder ,,Nein‘
aufweist. Danach laBt sich ablesen, wer von
den Schiilerinnen welcher Rentnerin hilft.
Fiir eine Schiilerin einer 4. Klasse stelit diese
Losung eine ausgezeichnete Leistung dar.

Der Schiiler Tino Heber aus Falkenberg, der
die 5. Klasse besucht, sandte uns eine 4hn-
liche Losung. Auf einem Kreis legt er acht
Punkte fest und versieht diese mit den ent-
sprechenden Namen. Trifft der Sachverhalt
,»x hilft y** zu, so verbindet er zwei einander
entsprechende Punkte durch eine Gerade;
trifft dieser Sachverhalt nicht zu, so verbindet
er zwei einander entsprechende Punkte durch
eine gestrichelt gezeichnete Gerade.

Auch Tino gebiihrt ein Lob fiir seine einwand-
freie Losung. J. Lehmann|Th. Scholl

Frau Neumann

Frau Peter

Frau Heller

Carola



Berufsbild :

Facharbeiter
fir Eisenbahnbau-

technik

Wie oft sehen wir aus dem Eisenbahnfenster
entlang dem Schienenstrang fleiBige Bauar-
beiter am Werk. So eine Gleisbaustelle bietet
ein recht interessantes Bild. Sie wird be-
herrscht von modernen gigantisch aussehen-
den Maschinen, wie z. B. dem dieselelektrisch
angetriebenen Gleisjochverlegekran Platow
UK 25 mit seiner Linge von 44,86 Metern.
720 Meter komplette Gleisanlagen zieht er auf
12 Rollwagen hinter sich her. Er kann mit
einer Montagefabrik verglichen werden. Auch
wuchtige Spezialkrane sind weithin sichtbar.
SchweiBarbeiten werden auf diesen Bauplit-
zen oft direkt an befahrenen Streckenab-
schnitten ausgefiihrt. Die moderne Technik
ermdoglicht es, in einer Schicht bis zu 500 bis
1000 Meter Gleis zu verlegen.

Wenn der Facharbeiter fiir Eisenbahnbau-
technik auch' heute nicht mehr mit Stopf-
hacke und Kronenschliissel von Schwelle zu
Schwelle zieht und kleine Maschinen ihn von
der frither vorherrschenden kéorperlichen
Schwerstarbeit weitgehend entlasten, so mufl
er doch in jeder Beziehung ein ganzer Kerl
sein. Nicht nur seine Muskelkrifte miissen
entwickelt sein, er muB auch denken kénnen.
Ein anwendungsbereites Wissen und K6nnen
aul mathematisch-naturwissenschaftlichem
Gebiet und technische Interessen sowie Liebe
zur Natur sind gute Voraussétzungen fur das
Erlernen der Berufe Facharbeiter fiir Eisen-
bahnbautechnik und Gleisbaufacharbeiter. Der
laufende Fiinfjahrplan sieht den Bau von
800 km zweiter Gleise vor. Das ist eine hohe
Zielstellung (iir die Baueisenbahner. Es lohnt
sich mitzuarbeiten!

Das nachfolgende Berufsbild soll der Berufs-
aufklirung iber diese volkswirtschaftlich
wichtigen Berufe dienen. Vielleicht regen die
beiden Beispiele [achkundlicher Mathematik-
aufgaben ein wenig zum Nachdenken an.

Facharbeiter fiir Eisenbahnbautechnik sowie
Gleisbaufacharbeiter bauen Gleisanlagen und
halten Gleise, Weichen und Kreuzungen nach
festliegendem Wartungsplan instand. Sie hel-
fen, die Leistungsfahigkeit des Streckennetzes
der Deutschen Reichsbahn und der schienen-
gebundenen Nahverkehrsmittel zu erhGhen.

12

Tatigkeitsmerkmale : Bedienung, Wartung und
Pllege von Maschinen, maschinellen Anlagen
und Aggregaten, die beim Eisenbahnbau ein-
gesetzt werden, wie Stopfgeriite, Schrauben-
ein- und -ausdrehmaschinen, Schienenségen.
Entsprechend der beruflichen Spezialisierung
— Gleisbau, Tiefbau oder Baumaschinen —
bedienen sie auch GroBgeriite fir die Gleis-
bettreinigung, fiir die Montage und das Ver-
legen von Gleisjochen sowie Spezialkrane.
Voraussetzungen: Erfolgreicher AbschluB der
10. Klasse; guter allgemeiner Gesundheits-
zustand, kriftiger Korperbau, Reaktions-
fahigkeit, Farbtiichtigkeit, gutes Seh- und
Hoérvermogen.

Lehrzeit: Zwei Jahre. Wihrend der Ausbil-

dung wird u. a. ein Befdhigungsnachweis er-

worben, z. B. Grundlehrgang fiir Oberbau-
schweiBer oder Fahrerlaubnis Klasse V oder

Erlaubnis zum Bedienen von Hebezeugen

bzw. GroBbaumaschinen.

Bei Berufsausbildung mit Abitur umfaBt die

Lehrzeit drei Jahre.

Einsatzmdglichkeiten: Im Hauptdienstzweig

Bahnanlagen der Deutschen Reichsbahn, im

Bereich der Reichsbahnbaudirektion, in Nah-

verkehrsbetrieben der GroBstiadte sowie in

Bergwerken und anderen GroBbetrieben, die

iiber werkseigene Bahnanlagen verfiigen.

Perspektiven:

- Qualifizierung zum Spezialisten, z. B. zum
Fahrer schwerer Hebefahrzeuge/Oberbau-
groBmaschinen, Bediener von Krinen,
Oberbauschweiler mit Spezialkenntnissen

— Meister

— Ingenieur

- Diplomingenieur.

Abginger der 8. Klasse konnen ab 1977 in

einer dreijihrigen Lehrzeit den Beruf als

Gleisbaufacharbeiter erlernen. Ihr Aufgaben-

gebiet erstreckt sich auf das Laden und
Transportieren von Gleisbaustoffen, Bauen
und Pflegen von Boschungsbefestigungen und
Anlagen fiir die Entwidsserung, den Brand-
und Schneeschutz.
Weitere Auskiinfte erteilen die Abteilungen
Berufsbildung/Berufsberatung bei den Riéten
der Kreise und Bezirke sowie die Dienststel-
len der Deutschen Reichsbahn.

G. Klemm/R. Wiegand

Aufgabe: a) Bei schienengleichen Fahrzeugen
werden bei hoheren Geschwindigkeiten in
Gleisbogen Uberhchungen eingebaut. Diese
UberhShungen haben die Aufgabe, die Flieh-
krifte in den Kurven moéglichst zu kompen-
sieren. Dadurch wird eine gleichmiBige Be-
lastung und Abnutzung der Schienen erreicht
und die Sicherheit gegen Kippen bei den
Fahrzeugen erhoht. Die auf Reisende und
Ladungen wirkenden Krifte werden aus-
geglichen und somit Unlille bei Reisenden
und Beschiddigungen der Giiter verhindert.

Die RegeliiberhShung fiir Strecken, die mit
unterschiedlichen Geschwindigkeiten befah-
ren werden, wird nach folgender Formet be-

rechnet:
g8 vV RU,
"™ R km-h~! mmm
Aufgabe: V=100km-h~!, R=800m
(R =Radius des Bogens)
b) Gestatten die Ortlichen Verhaltnisse nicht
den Bau einer RegeliiberhGhung, so ist eine
Mindestiiberh6hung anzuwenden, die fiir
Bogen R <300m nach folgender Formel zu
berechnen ist:
R 0min

v 18-V (R v
min = km-h™!mmm

(8
Aufgabe: V=50km-h~', R=250m




ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Mathematische Pokal-
wettbewerbe in Strasburg

Als in Strasburg durch Schulneubau und die
Aufteilung aus einer groBen Schule drei klei-
nere entstanden, wurde die Idee geboren, die
Jungen Mathematiker der Klassen 4 und 5
aller drei Schulen in einer Stadt-Arbeits-
gemeinschaft zusammenzufassen. Um durch
zahlreiche Wettbewerbe das Interesse zu er-
halten und zu vertiefen, [iihren wir viermal im
Jahr Pokalwettbewerbe durch, zu denen jede
Schule mit einer Mannschaft, bestehend aus
Schiilern der Klassen 4 und 5, startet. Alle
Schulen des Kreisgebietes luden wir dazu ein,
und bald wurde ein Wettbewerb auf Kreis-
ebene daraus. Dabei erwies sich der Pokal
tatsdchlich als Wanderpokal.
An einem Vormittag (mittwochs) kommen
Schiiler und ihre Betreuer sowie die Jury-
Mitglieder nach Strasburg. In einer zwei-
stiindigen Klausur werden drei Aufgaben ge-
lost. In die Mannschaftswertung kommen
die Punktzahlen der drei erfolgreichsten Mit-
glieder jeder Mannschaft. In der Einzelwer-
tung erhalten die jeweils zehn Besten eine
Urkunde. Seit dem vergangenen Schuljahr
fihrt auch unser Bezirk ,einen derartigen
Wettbewerb durch.
Um die dem Mannschaftswettbewerb ent-
wachsenen Schiiler der sechsten und siebenten
Klassen weiter zu betreuen, laden wir etwa
zehn Junge Mathematiker zum Wettbewerb
um die Urkunde ,,Bester Junger Mathemati-
ker der Klasse 6 bzw. 7 des Kreises Strasburg*
ein.
Wir iiberreichen eine Auswahl von Aufgaben.
Renate Diessner

Pokalwettbewerb Klasse 4

Ala Inge geht fiir Mutti einkaufen. Sie
kauflt: 1 WeiBbrot zu 500 g, 2 Stiick Butter zu
je 250 g, 5 Bockwiirste zu je 100 g. Sie erhalt
von Mutti 10 Mark. Inge schaut auf die
Preisliste:

Weillbrot 500g -70M
Butter 250g 2,50 M
Bockwurst  100g -75M

a) Wieviel Geld erhilt sie zuriick ?
b) Wie schwer sind die Waren im Netz?

A2 A Addiert man zum Siebenfachen einer
Zahl 76 und multipliziert die Summe mit 8,
so erhdlt man 696 mehr als das Dreifache
von 8.

A3 A Zeichne einen Punkt S! Von S aus
zeichne nun 5 Strahlen! Zeichne ferner zwei
Geraden, die gleiche Richtung haben! Die
beiden Geraden sollen alle 5 Strahlen schnei-
den.

Wieviel gezeichnete Dreiecke und wieviel ge-
zeichnete Vierecke sind in der Zeichnung ent-
halten?

Pokalwettbewerb Klasse 5

Ala EineStrecke AB ist 72 m lang. Durch
die Punkte C und D wird sie in drei Teil-
strecken geteilt. Die Teilstrecke CD ist dop-
pelt so lang wie die Teilstrecke AC. Die Teil-
strecke DB dagegen besitzt die dreifache
Linge der Teilstrecke CD.

Berechne die Lidngen der einzelnen Teil-
strecken!

A2 A Unterden Teilnehmern einer Arbeits-
gemeinschaft Mathematik beflinden sich ge-
nau dreimal soviel Jungen wie Médchen. Als
Ursula einmal fehlte, hatte ein Arbeitsge-
meinschaftsmitglied Uwe als Gast mitge-
bracht. An diesem Tag waren viermal soviel
Jungen wie Médchen anwesend.

Wieviel Jungen und wieviel Mddchen nehmen
regelmiBig an der Arbeitsgemeinschalft teil ?
A3 A Gegeben sind drei Strecken mit den
Léngen a, b und c.

S — p——t
a b

Konstruiere eine Strecke AB mit der Linge
2-(@a+3-b-o)!

Bei der Konstruktion darf{ die MaBeinteilung

des Lineals nicht benutzt werden. Eine

Konstruktionsbeschreibung wird nicht ver-

langt.

MiB die Strecke AB nach AbschluB der Kon-

struktion, und schreibe das Ergebnis auf!

Talentsuche Mathematik

Unter diesem Titel veranstaltete der Rat des
Bezirkes Neubrandenburg {Abt. Volksbil-
dung) eine Aktion fir Junge Mathematiker
der Klassen 4 bis 6. Aus den an die Kreise
verschickten Aufgabensammlungen nutzten
wir zahlreiche Aufgaben fiir unsere Pokal-
wettbewerbe. Wir vertflentlichen eine Aus-
wahl dieser Aufgaben:

Klassenstufe 5

Ala Nach dem Plan sind von einem
Zementwerk im 2. Halbjahr 16400t Zement
zu produzieren. Im Juli werden 2430t, im

August 2310t, im September 2680t, im Ok-
tober 2830t, im November 2940t produ-
ziert.

a) Berechne die hinreichend kleinste Anzahl
von Tonnen Zement, die im Dezember produ-
ziert werden miissen, um den Plan zu erfiillen!
b) Berechne den Preis dieser Menge vom De-
zember, wenn eine Tonne Zement 39-M
kostet!

A2a Der Schulgarten einer Stadtschule
hat einen Flidcheninhalt von 0,15ha. Der
Garten wird in 9 Parzellen aufgeteilt, die
einen Flicheninhalt von je 150m? bzw.
200 m? besitzen.

Wieviel Parzellen von jeder der beiden Gro-
Ben befinden sich im Garten?

A3 A Eine Strecke von 168 m Lange wurde
in drei Teile geteilt. Die zweite Teilstrecke
war dreimal so groB wie die erste, dagegen
betrug die dritte Teilstrecke das Vierlache
der ersten Strecke.

Berechne die Linge der einzelnen Teilstrek-
ken!

A4 a Gesucht ist eine natiirliche Zahl mit
folgenden Eigenschaften:

Dividiert man 100 durch diese Zahl, so bleibt
der Rest 4, dividiert man 90 durch diese Zahl,
so bleibt der Rest 18.

Wie lautet die gesuchte Zahl?

454 Die Summe zweier natiirlicher Zah-
len betrdgt 968. Ein Summand endet mit einer
Null. Streicht man diese Null, so erhilt man
die andere Zahl.

Bestimme diese beiden Zahlen'!

—
c

A6 A a) Wieviel zweistellige natiirliche Zah-
len gibt es, bei denen die Diflerenz der beiden
Zillern gleich 5 ist?

b) Bei wie vielen dieser Zahlen ist die Zahl
selbst achtmal so groB wie ihre Quersumme,
d. h. wie die Summe ihrer beiden Ziffern?

Im Kreis Strasburg (Bez. Neubrandenburg)
wird an Stelle des sonst iiblichen Stempels der
Abteilungen Volksbildung ein Stempel ver-
wendet, der die Idee der Mathematikolympia-
den kennzeichnet. Er wird nicht nur [iir das
Klausurpapier verwendet, sondern auch fiir
die Urkunden der Besten der Mathematik-
olympiaden und der Pokalwettbewerbe (s.
Abb.).
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Kreuzzahlritsel

Waagerecht :
1. Eine fiinfstellige Zahl mit Ziffern in natiirlicher
Folge
6. durch 9 teilbare Zahl
7. die verdoppelte Zahl von 3. senkrecht
8. Quadratwurzel aus der Zahl 1. senkrecht
9. Quadrat einer Primzahl
10. Zahl aus gleichen Ziffern

1 2 3 “ 5

6 // /

" /Z/// '

[] 7/
7

[

Senkrecht :

1. Quadrat einer Primzahl

2. durch 11 teilbare Zahl

3. Quadrat einer Primzahl

4. Primzahl

5. Vierstellige Zakl mit Ziffern in natiirlicher Folge
7. durch 9 teilbare Zahl '

8. Primzahl

9. Primzahl Oberlehrer Ing. K. Koch, Schmalkalden

Relativer Schachtelsatz
oder geschachtelter Relativsatz

Die Leser, die eine Wettbewerbsaufgabe, die in der
alpha, die durch den Postzeitungsvertrieb, der jederzeit
Bestellungen, die in einer Form, die schriftlich sein
muB, entgegennimmt, zugestellt wird, ver6ffentlicht ist,
l6sen und an die Redaktion, die sich in Leipzig, das ist
die Postleitzahl 7027, befindet, schicken, erhalten eine

Antwortkarte.
Oberlehrer Ing. K. Koch, Schmalkalden

Silbenkreuzwortriitsel

Waagerecht :

1. Zeichengerit im Mathematik-Kabinett

4. Faktor vor einer Variablen

7. norwegischer Mathematiker (1802 bis 1829)
8. Fremdwort fiir ,,Begriff*

9. franzosischer Mathematiker (1601 bis 1665)

1 2 3 y 5 6
7 8 g
—
Senkrecht :

1. Form einer Darstellung von Zahlenpaaren
2. Einheit fiir das Volumen von Fliissigkeiten
3. Anzahl der Lebensjahre

4. Fremdwort fiir ,,Kegel*

5. ebenes geometrisches Gebilde

6. Abstand
OStR K.-H. Lehmann, VLAV, Berlin

Auf der Waage

Die kleine Dame betrat die Waage und sagte: ,,Ich
wiege also nicht 20 Kilo zuviel, ich bin laut Tabelle
nur 50 Zentimeter zu klein!

Was ist das?

"



Kombiniere und rechne!

Jedes Zeichen (jeder Buchstabe, jede Figur) bedeutet
eine Ziffer, gleiche Zeichen sind gleiche Ziffern.

18] FYCCH Tel.
C4d - 6d -0
¢64 - m0-6un

OLlA 020 -AQA
OLA- UO- @A
ACO+ B -A@0

Diplom-Lehrer Ing. D. Vilzke, Greifswald

A0 Q-Do
LO-V- OR-0- O
O+D= A UE+8-00

Schiiler Heiko Miiller, Schmalkalden
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Magische Zahlenquadrate

® Die Anzahl der Felder jeder (waagerechten, senk-
rechten und diagonalen) Reihe des untenstehenden
Zahlenquadrats betrigt 5, die Gesamtzahl aller Felder
5 5(=25).

Die Summe der Zahlen jeder Reihe ergibt 5-5-5
(= 125), die Gesamtsumme aller Zahlen des Quadrats
5-5-5-5(=625), wenn alle ungeraden Zahlen von 1
bis 49 (diese beiden und zwei weitere Zahlen sind zur
Erleichterung der Losung bereits eingetragen) ent-
sprechend verteilt werden (Bild 1).

41 10

40

® Alle geraden Zahlen von 10 bis 40 sind in die Felder
so zu verteilen, daB sie in jeder waagerechten, senk-
rechten und diagonalen Reihe die Summe von 100
ergeben.

Um die Losung der Aufgabe zu erleichtern, sind die
,,vollen Zehner bereits eingetragen (Bild 2).

Dr. Chr. Lange, Inst. f. Lehrerbildung
N. J. Krupskaja, Leipzig

Magisches Quadrat - 1978

Die Summe jeder Zeile, jeder Spalte und jeder Dia-
gonale ergibt 1978. Ing. H. Decker, Koln

! -8 I +9-7-8 1 9-7-8 1- 978
10 9-7-B| 41 +9-7-8f+1-[9-7-8| -1- 9+7-3
I~ 9-7-80 1 -9-7-8) 1- 9-7-8) 1- 9-7-8
FU=p 9 T4B | =178 |=1-p9=T48| -1 9-T48
1 9-7-8[ 1-9-7-8] 1-9:7-8| 1- 9-7-38
—1- 9478 ~1°-7-8 [-194+7+8 |-14+ 9-7-8
1o 978 1 -9-7-8[ 1- 9-7-8 1- 978
—l— 9-T48| —1°+7=8 [=1-)9 748|-1+)9-7-8

Silbenriitsel

Aus den folgenden Silben sind 13 Begriffe zu bilden.
Die Anfangsbuchstaben der gefundenen Worter erge-
ben den Namen eines Schweizer Mathematikers.
a-—al—bel-bel —ben-bo-chen—-dreh—-e—e—eu—
fang —flich—hy—jekt—klid—le~li—li—ma—-nal-ne—
ner —null — 0 — ob — per —ra —ro — stel — ter — ti — tron —
ung — um.

1. HohlmaB, 2. Mathematiker des Altertums, 3. Be-
griff aus der Mengenlehre, 4. Schnittpunkt einer Funk-
tion mit der x-Achse, 5. ein Kegelschnitt, 6. norwegi-
scher Mathematiker, 7. Nenner eines Bruches von der
Wurzel befreien, 8. eine Bewegung, 9. eine transzen-
dente Zahl, 10. duBere Begrenzung einer Fliche,
11. Zeichengerit, 12. Bezeichnung fiir Kérper mit nur
ebenen Begrenzungsflichen, 13. Name eines Rechen-
automaten. Dipl.-Lehrer Ing. D. Vilzke, Greifswald
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XVII. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR

Aufgaben der Kreisolympiade

(16. November 1977)

Olympiadeklasse 5

1. Im Schulgarten steckten Schiiler auf einem
8 m? groBen Beet als Saatgut Erbsen, und
zwar ebenso dicht, wie dies auf groBen FIi-
chen iiblich ist. Der Ernteertrag dieses Beetes
* betrug das Fiinfzehnfache des Saatgutes.

Wieviel kg Erbsen ernteten die Schiiler von
diesem Beet, wenn fiir eine 1 ha groBe Fliche
2 dt Erbsen als Saatgut iiblich sind?

2. Auf drei Baumen sitzen insgesamt 56 Vogel.
Nachdem vom ersten Baum 7 auf den zweiten
und vom zweiten 5 Vogel auf den dritten
Baum geflogen waren, saBen nun auf dem
zweiten Baum doppelt so viel Vogel wie auf
dem ersten und aul dem dritten doppelt so
viel Vogel wie auf dem zweiten Baum.
Berechne, wieviel Vogel urspriinglich aufl
jedem der Baume saBen!

3. Eine Fliche von 1710 m? ist in 9 Parzellen
eingeteilt. Jede der Parzellen hat entweder
die GroBe 150 m? oder die GroBe 210 m2.
Wieviel Parzellen jeder dieser GroBe gibt es
insgesamt auf der genannten Fliche?

4. Drei vorgegebene Strecken AB, CD, EF und
drei Strecken gesuchter Langen a, b, c sollen
die folgenden Eigenschaften haben:
AB=a+b=56cm;

CD=a-b=18cm;

EF=b+c=62cm.

Zeichne drei derartige Strecken E CD, EF,
und ermittle aus ihnen durch eine Konstruk-
tion (nur mit Zirkel und Lineal) die gesuchten
Lingen a, b und c!

Begriinde, warum deine Konstruktion die ge-
suchten Lingen q, b, ¢ ergibt, wenn sie die
geforderten Eigenschaften haben!

Olympiadeklasse 6

1. Eine Expedition von Wissenschaltlern legte
am ersten Tag ein Drittel der geplanten Ge-
samtstrecke, am zweiten Tag 150 km und am
dritten Tag noch einmal ein Viertel der Ge-
samtstrecke zuriick und erreichte damit den
Zielort.

Wie lang war die von der Expedition zuriick-
gelegte Strecke?

2. Bei einem Schulsportfest bestritten Christa,
Doris, Elke, Franziska und Gitta den 60-m-
Endlaul. Auf die Frage, welche Plitze diese
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fiinf Schiilerinnen beim Einlauf ins Ziel bele-
gen wiirden, machten einige der zuschauen-
den Klassenkameraden folgende Voraussa-
gen:

(1) Christa wird nicht unmittelbar vor Elke
ins Ziel kommen.

(2) Elke wird entweder als Vorletzte einlaufen
oder sogar einen noch besseren Platz belegen.
(3) Es ist nicht wahr, daB Doris nicht schneller
als Gitta laufen wird.

(4) Franziska 'wird einen anderen als den
dritten Platz belegen.

Als der Endlauf vorbei war, wurde festgestellt,
daB die fiinf Schiilerinnen simtlich verschie-
dene Zeiten gelaufen waren und da8 alle vier
Voraussagen iiber den Einlauf.[alsch waren.
Wie lautet nach diesen Angaben die tatsich-
liche Reihenfolge des Einlaufs?

3. In der Dreherei eines Betriebes dreht man
Einzelteile aus Bleirohlingen. Jeder Bleiroh-
ling ergibt ein Einzelteil. Die Abfallspéne, die
man bei der Anfertigung von je 6 Einzelteilen
erhilt, kann man schmelzen und daraus noch
einen Bleirohling anfertigen. (Jede kleinere
Menge von Ablallspédnen ist hierfiir zu wenig.)
Welches ist die grofBte Anzahl von Einzeltei-
len, die man hiernach insgesamt aus 36 Roh-
lingen anfertigen kann?

4. Auf dem beiliegenden Arbeitsblatt sind ein
Dreieck ABC, ein Verschiebungspleil PP, so-
wie ein Dreieck 4,B,C, abgebildet. Gesucht
ist eine Gerade g mit folgender Eigenschaft:
Wendet man auf das Dreieck ABC zuerst die
Verschiebung PP, und dann die Spiegelung
an der Geraden g an, so entsteht das Dreieck
A;B,C,.

Konstruiere unter alleiniger Verwendung von

Zirkel und Lineal eine Gerade g mit dieser
Eigenschaft! Eine Konstruktionsbeschrei-
bung wird nicht verlangt.

Olympiadeklasse 7

1. Anja hatte zum Geburtstag ihre beiden
Freundinnen Cathrin und Eva eingeladen,
mit denen sie nicht verwandt ist. AuBerdem
waren die Jungen Bernd, Dirk, Frank und
Gerold eingeladen,' von denen jeder ein Bru-
der eines der drei Madchen ist. Nachdem
diese sieben Personen an einem runden Tisch
in der alphabetischen Reihenfolge ihrer Vor-
namen Platz genommen hatten, stellte man
fest:

(1) Keiner der Jungen saB neben seiner
Schwester.

(2) Frank und Gerold sind Zwillinge.
Untersuche, ob aus den vorstehenden Aussa-
gen die Namen der anwesenden Briider jedes
der drei Middchen zu ermitteln sind; ist das
der Fall, so sind diese Namen anzugeben!

2. a) Beweise: Die Summe von finf aufein-
anderfolgenden natiirlichen Zahlen ist stets
durch 5 teilbar!

b) Untersuche, ob auch die Summe von sechs
aufeinanderfolgenden Zahlen immer durch 6
teilbar ist!

c) Ermittle eine weitere natiirliche Zahl n
(n>6), fiir die gilt: Die Summe von n aufein-
anderfolgenden natiirlichen Zahlen ist stets
durch n teilbar!

3. Von einem gleichschenkligen Dreieck sei
nur bekannt, daB die Summe der Gréfen
zweier Innenwinkel und eines AuBenwinkels
genau 300° betrdgt. Dagegen sei nicht vor-
geschrieben, welche der genannten Innenwin-
kel Basiswinkel sind und ob.der genannte
AuBenwinkel zu einem dieser Innenwinkel
gehort oder nicht.

Ermittle alle Mdoglichkeiten fiir die GroBen
der drei Innenwinkel dieses Dreiecks!

4. Ermittle alle vierstelligen natiirlichen Zah-
len, die durch 24 teilbar sind und deren
Zifferndarstellung die Form 9x7y hat! Hier-
bei sind x und y durch je eine der zehn Ziflern
©, ..., 9) zu ersetzen.

Olympiadeklasse 8

1. Vier Schiiler, Anja, Birgit, Christoph und
Dirk, spiclten folgendes Spiel, dessen Regeln
ihnen allen bekannt sind:

Einer von ihnen, z. B. Dirk, verldBt das Zim-
mer. Nun nimmt eine der Personen Anja,
Birgit oder Christoph einen vereinbarten Ge-
genstand, etwa einen Fingerhut, an sich, und
Dirk wird wieder hereingerufen. Er erhalt
dann von den Mitspielern Aussagen mitge-
teilt, wobei genau derjenige eine falsche Aus-
sage macht, der den Fingerhut bei sich hat.
Bei einer Durchfihrung dieses Spiels lauteten
die Aussagen:

Anja: Ich habe den Fingerhut nicht, und
Christoph hat den Fingerhut.

Birgit: Anja hat den Fingerhut, und ich habe
den Fingerhut nicht.



Christoph: Ich habe den Fingerhut nicht.
Untersuche, ob mit Hilfe dieser Aussagen
eindeutig leststeht, welcher Spieler den Fin-
gerhut genommen hatte!

Ist dies der Fall, so ermittle diesen Spieler!

2. Beweise folgenden Satz: Jede Strecke, die
zwei Punkte paralleler Seiten eines Parallelo-
gramms miteinander verbindet und durch
den Schnittpunkt der Diagonalen geht, wird
von diesem Schnittpunkt halbiert!

3. Die Abbildung zeigt einen fiin(strahligen
Stern, dessen Spitzen A4, B, C, D, E Eckpunkte
eines regelmdBigen Fiinfecks sind.

Ermittle die GroBe des Winkels < ADB!

0

4. Dieter erzihlt seinen Klassenkameraden:
»Mein Bruder Fritz ist nur halb so alt wie ich.
Wenn man die Anzah! seiner Lebensjahre mit
sich selbst multipliziert, erhdlt man das Alter
meines Vaters. Meine Mutter ist drei Jahre
jinger als mein Vater. Alle zusammen sind
wir 87 Jahre alt.*

Ermittle das Alter aller 4 Personen! (Es sind
jeweils nur die vollendeten Lebensjahre zu
beriicksichtigen.)

Olympiadeklasse 9

1. Fiir jede reelle Zahl m und jede reelle Zahin
wird durch y=f(x)=mx +n (x reell)

eine Funktion f definiert, deren Graph eine
Gerade g ist.

a) Es sei m=% und n beliebig reell.

Ermitteln Sie die Koordinaten aller derjeni-

gen Punkte auf g, deren Ordinate doppelt so

groB ist wie ihre Abszisse!

b) Es seien m und n beliebig reell.

Ermitteln Sie die Koordinaten aller derjeni-

gen Punkte auf g, deren Ordinate doppelt so

groB ist wie ihre Abszisse! :

(Stellen Sie insbesondere fest, fiir welche m
“und n iiberhaupt ein solcher Punkt aufl g

existiert!)

2. Jens sagt zu Christa: ,,Ich kann die Zahl 30
durch einen Term darstellen, der genau drei-
mal die Zahl 5 und auBerdem nur Zeichen
von Grundrechenoperationen enthilt.” Nach
kurzem Besinnen sagt Christa: ,Man kann
sogar fur jede natiirliche Zah! n>2 die Zahl
30 durch einen Term darstellen, der genau
n-mal die Zahl 5 und auBerdem nur. Zeichen
von Grundrechenoperationen und Klammem
enthilt." '

Beweisen Sie, daB Christas Aussage wahr ist!

- Produkt

3. Gegeben seien ein Kreis k und ein Durch-
messer AB von k. Der Mittelpunkt von k sei
M. Sind C und D so auf k gelegen, da ABCD
ein konvexes Viereck mit AB | DC ist, so
sei a die GroBe des Winkels ¥ CMB und g
die GroBe desjenigen spitzen Winkels, den die
Sehne DC mit der Tangente ¢ an k in D ein-
schlieBt. Man ermittle diejenigen Werte des
Abstandes zwischen AB und CD, fir die
a)2a=p, b)a=4 gilt.

4. Die folgende Abbildung zeigt 11 Wiirfel-
netze.

TR LT

“m o @ @ ©6 ©

bEE T G

M ® O {10 (1)

a) Ermitteln Sie davon diejenigen, die sich in
einem Zuge zeichnen lassen, d. h. als ein zu-
sammenhéingender Streckenzug, bei dem jede
im Netz auftretende Strecke genau einmal
durchlaufen wird!

b) Geben Sie fiir diese Netze je einen An-
fangs- und Endpunkt eines solchen Strecken-
zuges an!

Olympiadeklasse 10

1. Von vier Kreisen k;, ki, k3, ks wird ver-
langt, daB sie die folgenden beiden Eigen-
schaften (1), (2) haben:

(1) Der Durchmesser von k4 ist um 1cm
groBer als der Durchmesser von ks, dessen
Durchmesser ist um 1 cm grofer als der von
ks, und dessen Durchmesser ist um 1cm
groBer als der von k.

(2) Der Fliacheninhalt von k4 ist so groB wie
die Summe der Flicheninhalte der anderen
drei Kreise.

Untersuchen Sie, fiir welche Liinge des
Durchmessers von k; diese beiden Forderun-
gen (1), (2) erfiillt sind!

2. Beweisen Sie die [olgende Aussage: Wenn
M der Mittelpunkt eines Kreises k ist und
wenn eine Gerade g, die durch einen Punkt A

von k geht, auf AM senkrecht steht, dann ist
sie eine Tangente des Kreises k, d.h., sie

hat mit k genau einen Punkt gemeinsam!

3..Man ermittle die Menge aller derjenigen
reellen Zahlen x, fiir die der Term
lg (x? + 7x — 30) definiert ist.

4. Wenn eine natiirliche Zahl Z 40 im deka-
dischen System durch die Zilfernfolge
Uplly— 1Uy - 2...a1a0 (Mit 0L a; L9 fiir i=0, ...,
n und mit g, % 0) dargestellt ist, so bezeichnen
wir als Quersumme Q (Z) dieser Zahl Z die
Summe

Q(Z)=ay+dy-1+ay-2+...+a,+ao

und als Querprodukt P(Z) dieser Zahl Z das
P(Z)=da, dn-1 Qu-2" ... 4y " ao.

Ermitteln Sie alle natiirlichen Zahlen Z mit
0<Z <1000, fir die (1) Q(Z)+ P(Z)=Z gilt!

Olympiadeklassen 11/12

1. Man ermittle alle diejenigen reellen Zahlen
a,,d, by, q,fir die folgende Aussage gilt: Wenn
(1) a, das Anfangsglied und d die Differenz
einer arithmetischen Folge (a,) ist und wenn
(2) by (#0) das Anfangsglied und g der Quo-
tient einer geometrischen Folge (b,) ist, so
haben diese Folgen die Eigenschaften
3)a,=-13b,, 4 ar= 2b,, ‘
(S5)ay= b, (6) d ist eine ganze Zahl.
2. Uber eine natiirliche Zahl x werden von
vier Schiilern A, B, C, D je drei Aussagen
gemacht. Dabei macht der Schiiler A genau
zwei wahre Aussagen, wihrend dic Schiiler
B, C, D mindestens eine und hochstens zwei
wahre Aussagen treflen.
Man ermittle alle natiirlichen Zahlen o, die
diesen Bedingungen geniigen:
(A1) x ist dreistellig.
(A2) Es gilt: 500 < x < 600.
(A3) Jede der Ziflern 1, 3, 5, 7, 9 tritt genau
einmal entweder in der dekadischen Dar-
stellung von x oder in der dekadischen Dar-
stellung der Quersumme von x auf; andere
Zilfern kommen in beiden Darstellungen nicht
VOr.
(B1) In der dekadischen Darstellung von x
ist die Anzahl der Zehner das arithmetische
Mittel aus der Anzahl der Hunderter und der
der Einer. .
(B2) x ist das Produkt dreier voneinander ver-
schiedener Primzahlen.
(B3) x ist durch 5 teilbar.
(C1) x ist eine Quadratzahl.
(C2) Streicht man in der dekadischen Dar-
stellung von x die Hunderterziffer und figt
sie als (neue) Endziffer wieder an, so erhalt
man die dekadische Darstellung einer Prim-
zahl. )
(C3) Die dekadische Darstellung von x ent-
hilt mindestens drei gleiche Ziffern.
(D1) x ist das Produkt zweier zweistelliger
Zahlen.
(D2) x ist Primzahl.
(D3) x ist ungerade.
3. Es sind alle ganzen Zahlen zu ermitteln,
fur die P 3?4 x—2

’ x2=2
ganzzahlig ist.
4. Gegeben sei in einer Ebene ¢ ein gleich-
séitiges Dreieck ABC. Man ermittle die Men-
ge aller derjenigen Punkte X in ¢ [ir die

AX +BX =CX gilt.
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Speziell
fir Klasse 5/6

Der richtige Dreh
ist zu finden!

AlA Drehe um den Punkt D so, dal B
Bild von A ist! (Arbeite mit Transparent-

papier!) x
£
X
F
x
X x
g ¢ 3
X
A

a) Wie groB ist der Drehwinkel?

b) Wo liegen dann die Bilder von B, C, D, E
und F? )
c) Gibt es Punkte der Ebene, die bei dieser
Abbildung keinen Bildpunkt besitzen?

d) Welcher Punkt wird auf F abgebildet?

A2A In welchen Beispielen ist es nicht
moglich, die eine Figur durch eine Drehung
auf die andere abzubilden? Begriinde deine
Antwort!

<) d)

A3 A In welchen Beispielen ist es nicht
moglich, die eine Figur durch eine Drehung
aul die 'andere abzubilden? Begriinde deine
Antwort!

b)

d)

e) % )

A4a Uberlege! Wie groB kannst du jeweils
den Drehwinkel wihlen, damit die Figur bei
Drehung um M wieder auf sich selbst abge-

bildet wird? Uberpriife deine Antwort mit
Transparentpapier!

7 A
M

a) b)

A b

‘ g ¢
/}N

’ V ’ 7
c) A d) A A

H. Reichenbach

I

E._,_-__

E.____.._.___...

T -

VYV

Losungen

Lisungen zum alpha-Wettbewerb,

Heft 5/77

Ma5 ®1650 Von beiden Jungen wurden zu-
sammen 3+ 7=10 Buntstifte und 4+6=10
Hefte fiir einen Gesamtbetrag von 1,08 M
+2,12 M=13,20 M =320 PI gekauft. Folglich
kosteten 1 Buntstift und 1 Heflt zusammen
32 Pf. Fiir 3 Buntstifte und 3 Hefte wiren ins-
gesamt 3 - 32 Pf=96 P zu zahlen. Da 3 Bunt-
stifte und 4 Hefte zusammen 108 Pl kosten,
betrdgt der Preis fir 1 Heft 108 Pf—96 Pl
=12 Pf. Der Preis [iir einen Buntstift betragt
demnach 32 Pf— 12 Pf=20 Pf.

Mas =1651
1L.n=7-14+4-3+1-5=24

"2m=75+4-3+1-1=48

Ma5 #1652 Beidjeser Subtraktionsaufgabe
ist der Minuend Sstellig, der Subtrahend
4stellig und die Diflerenz Istellig. Daher sind
die ersten vier Ziffern des Minuenden 1,0, 0, 0.
Der Minuend ist dlso gleich 1006. Nun gilt

10006 —9999 =7,

10006 —9998 =8,

10006 —9997=9.
Weitere Losungen sind nicht moglich.

Ma5 u1653 Halbiere die Strecke AB! Der
Mittelpunkt von AB sei M. Zeichne durch M
die Senkrechte aufl g,. Schlage um M als
Mittelpunkt einen Kreis mit AM als Radius!
Dieser Kreis schneide die Mittelsenkrechte m
von AB in den Punkten P, und P,. Diese
beiden Punkte haben die geforderte Eigen-
schaft.
i

R
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Ma5 w1654 Aus u=2-(a+b)=14cm folgt
a+b=T7cm.
Wir [ertigen eine Tabelle an:

a b a-b
1 6 6
2 5 10
3 4 12
4 3 12
5 2 10
6 1 6

Nur fir ,,a=2 und b=5" oder ,a=35 und
b=2" werden die Gleichungen 2-(a+b)=14
und a- b=10 erfullt. Die Rechteckseiten ha-
ben eine Linge von 2cm und 5cm.

Ma5 m1655 Nach Ablauf einer Woche ver-
blieben von dieser Lieferung noch 45—-25=
20 Anziige. Aus 10825 M —6725M=4100 M
und 4100:20=205 folgt, daB ein Anzug
205,- M kostet. Aus45-205M=9225M und
10825 M =9225 M =1600 M und 1600 M:20
=80 M folgt, daB ein Kleid 80,— M kostet.

Ma6 w1656 Fiir den Fliacheninhalt des
Dreiecks ABC gilt
A1=%'R~R=%~a‘2a=az. -

Die Hohe DE im gleichschenkligen Dreieck
ACD steht senkrecht auf AC und halbiert AC.
Deshalb gilt AE=CE=a. Die Héhe DE hal-
biert aber auch den Winkel £ ADC; deshalb
gilt xCDE=45°, Wegen x DCE=45° ist das
Dreieck CDE gleichschenklig, und es gilt
CE=DE=a.

D C
45° 5 Y-

A

Fiir den Fldcheninhalt des Dreiecks ACD er-
halten wir somit
1l — — 1 2
AZ—E AC DE—E 2a-a=a*.
Deshalb trifft die Beziechung A, = A, zu.

Ma6 81657 a) Es sei d die Differenz;

dann gilt

d=2-3-4-...-20-21-2-21,
d=2-21-(3-4-5-...-20-1),

also ist d durch 7 teilbar, denn 21=3-7.

b) Es sei p, der Minuend und p, der Sub-
trahend von d; wegen 16=2* und 5=1-5,
10=2-5,15=3-5,20=4"- 5kommen im Pro-
dukt p, je viermal die Faktoren 2 und 5 vor.
Daraus kann (2-5)*=10*=10000 gebildet
werden. Somit endet p, aul vier Nullen. Sub-
trahiert man von p; das Produkt p,=42, so
endet die Dilferenz d aul die Zilfern 9958.

Ma6 #1658 Wepen 5+9+9=23<24 und
6+9+9=24 kommen als Summanden der
Quersumme 24 nur 6, 7, 8 oder 9 in Frage.

Deshalb sind zunachst folgende Zahlen zu
untersuchen:
699, 789, 798, 879, 897, 978, 987, 969,
996.
Die daraus durch Addition bzw. Subtraktion
von 1 hervorgehenden Zahlen lauten:
698, 700, 788, 790, 797, 799, 878, 880,
896, 898, 977, 979, 986, 988, 968, 970,
995, 997.
Von diesen Zahlen sind nur die Zahlen 700
und 896 durch 7 teilbar. Deshalb erfiillen nur
die Zahlen 699 und 897 die gestellten Bedin-
gungen, und es gilt
(699+1):7=700:7= 100,
(897—-1):7=896:7=128.

Maé6 #1659
Wegena-b=6=1-2-3 konnte

a=1und b=6 oder

a=2und b=3 oder

a=3und b=2 oder

a=6und b=1 sein.
Aus b=6und b - c=4 folgt 6 ' c=4, was nicht
moglich ist. Aus b=3 und b-c=4 folgt
3: ¢=4, was nicht moglich ist. Aus b=2 und
b:c=4 folgt 2:-c=4, also c¢=2, was nicht
moglich ist, da b=+ c sein soll.
Ausb=1und b - c=4 folgt ¢ =4. Die gesuchte
Zahl lautet somit z=6144. Nun muB die
Quersumme q=6+1+4+d=11+d durch 3
teilbar sein. Das trifft zu fird=1,d=4,d=7.
Wegen b=1 und b+d entfillt d=1. Wegen
c=4und c+d entflillt d=4. Es existiert genau
eine Zahl, die die Bedingungen erfiillt; sie
lautet 6147.
Maé6 ®1660 Die zu ermittelnden zweistelli-
gen natiirlichen Zahlen lassen sich durch
10a+b darstellen; dabei gilt die Einschrin-
kung 1 <a<5 und 2<b<9. Alle moglichen
Fille sind in der folgenden Tabelle erfaBt:

a b a+4 b-2
1 9 5 7
2 8 6 6
3 7 71 s
4 6 8 4
5 5 9 3

Nur fiir a=1 und b=9 existiert eine Losung,
und es gilt 19-3=57.

Ma7 81661 Die gesuchte sechsstellige na-
tiirliche Zahl 1aBt sich in der Form
zy =2 100000+ x =200000+ x
darstellen. Die Zahl z, hat dann die Form
2,=10x+2, und es gilt 3-z; =z,. Wir erhal-
ten somit [olgende Gleichung:
3-(200000+x)=10x+2,
600000+ 3x=10x+2,
Tx=599998,
x= 85714.
Die urspriingliche Zahl lautet somit
z;=200000+85714,z, =285714.
Probe:
z,=857142; 3-285714=857142.

\
A

Ma7 w1662 Die dekadische Darstellu_ng
einer solchen dreistelligen Primzah! sei abc,
und es seien g, b, ¢ die als Zahlen aufgefaBten

Ziffern;danngilta-b-¢c=252=22-32-7.Da
mit Ausnahme der Primzahl 2 alle weiteren
Primzahlen ungerade sind, konnte ¢ nur 1, 3,
5, 7 oder 9 sein.

. 252 252
Wegen ab<81 gilt ferner C=a_bgﬁ> .
AuBerdem gilt ¢ + 5, da eine dreistellige Prim-
zahl nicht auf 5 enden kann.
Wir nehmen eine Fallunterscheidung vor:
1. Es sei ¢=7, dann gilt a- b=36, also a=4
und b=9 oder a=9 und b=4 oder a=6 und
b=6. Daraus folgt z,=497=7-71 oder z,
=947 oder z3=667=23"-29. Die Zahlen z,
und z; sind keine Primzahlen; nur die Zahl z,
ist Primzahl, da z, nicht durch 2, 3, §, 7, 11,
13, 17, 19, 23, 29 und 31 teilbar ist und da
312> 947 gilt.
2. Es sei ¢=9; dann gilt a- b=28, also a=4
und b=7 oder a=7 und b=4. Daraus [olgt
24=479 und z;=749=7-107. Die Zahl zs
ist keine Primzahl. Nur die Zahl z,4 ist Prim-
zahl, da z4 nicht durch 2, 3, 5,7, 11, 13, 17, 19
und 23 teilbar ist und da 232> 479 gilt.
Es gibt somit genau zwei solcher Primzahlen,
nidmlich die Zahlen 479 und 947, und es gilt
4:7-9=9-4-7=252.
Ma7 1663 Es seien. ABCD ein Quadrat
und g eine Gerade, die die verlangten Eigen-
schaften hat. Dann folgt aus R_Q—=ﬁ,
¥RCQ= «QBP=90° und ¥RQC= &¥BQP
(Scheitelwinkel)
ABPQ = AQCR. Somit gilt BQ =CQ.
Analog dazu gilt CR=DR.
Die zu konstruierende Gerade g geht somit
durch die Mittelpunkte der Seiten BC und
CD des Quadrates ABCD.

Ns

N\

A B Ns
Ma7 #1664 Angenommen, dieser Klasse
gehoren x Jungen an; dann gehdren der
Klasse (x + 15) Méddchen an, und es gilt
(x+15):x=5:2,

5x=2-(x+15),

Sx=2x+30,

3x=130,

x=10.

Dieser Klasse gehoren somit 10 Jungen
und 25 Midchen an. Jeder Teilnehmer hat
875 M :35=25 M aufzubringen.

Ma8 ®1665 Es sei x der zur Verfiigung
stehende Betrag (in Mark). Dann gab der

Vater dem ersten Sohn ; + 3. Ihm blicben nun

noch %x — 3 iibrig. Dem zweiten Sohne gab er

Zx—3

3 +3, dem dritten 35 M. Addiert

ann
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man diese drei Betrdge, so erhilt man den
Gesamtbetrag x. Es 1dBt sich also [olgende
Gleichung aufstellen:

2

=x-13

x 3
§+3+ 3

Die #quivalente Umformung ergibt x=90.
Es folgt L={90}. Der Vater hat 90 M Ta-
schengeld ausgegeben. Der erste Sohn erhielt
33 M, der zweite 22 M, der dritte 35 M.

+3+35=x.

Ma8 #1666 Die drei Zahlen seien a, a+1,
a+2

Das Produkt aus der kleinsten und der groB-
ten Zahl ist dann a(a+2)=a® +2a; das Qua-
drat der mittleren Zahl ist
(@+1)?*=a?+2a+1,q.e.d.

Ma8 ®u1667 a) (1) <EDC ist Peripherie-
winkel des Kreises k und betrédgt nach Vor-
aussetzung 90°. Daraus folgt, daB EC Durch-
messer von k ist.

(2) Der Zentriwinkel < AMB ist doppelt so
groB wie der zur Sehne 4B ge\'lﬁrende Peri-
pheriewinkel & ADB und betrigt somit 60°.
(3) Da AM und BM Radien sind und Winkel
¥ AMB=60°, [olgt, daB Dreieck ABM gleich-
seitig ist, also E=4‘cm. )

(4) Wegen (1) ist xCME=180° und die
Dreiecke ABCM und AAME sind gleich-
seitig.

(5) Aus (4) folgt: ABCM ist ein Rhombus. Da
im Rhombus die Diagonalen senkrecht auf-
einander stehen, gilt: ACL M B und da ABME
ebenfalls ein Rhombus ist, gilt: MALEB.

b) Berechnung des Umfangs des Fiinfecks
(u): .
Sei ED=y. Es gilt nach dem Satz des Pytha-
goras:
y2=2r2
y=)/2
y= 5,66
u=3-AB+2-ED
=12cm+2-y
~12cm+2-5,66cm
~12cm+11,32cm
223,32 cm.
Berechnung des Flacheninhalts des Fiinl-
ecks (A):
Der Flacheninhalt des Fiinfecks ABCDE
setzt sich zusammen aus den Flicheninhalten
von drei paarweise kongruenten gleichseiti-
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gen Dreiecken und dem Flicheninhalt des
Dreiecks ECD. Es gilt:

2
A=(3‘%}/§+8 -g)cmz
A=(20,78 + 16) cm?®
A=36,78 cm?
Der Umfang des Fiinfecks ABCDE betrigt

etwa 23,32 cm, sein Flicheninhalt etwa
36,78 cm?.

Ma8 #1668 Aus (2) y+2z=11 folgt

z=11—y. Das setzt man in (1) ein und erhilt:
Tx+5y—(11—-y)=8.

Die weitere dquivalente Umformung ergibt
Tx+6y=19.

Da x und y natiirliche Zahlen sind, gilt:

0<x<2,denn 7-3=21>19. Setzt man [ur x

die Zahl 1 ein, so ergibt sich

T+6y=19
ey=12 4

y= 2.

‘Esfolgt z= 9.

Da x, y, ze N erfiillt ist und x den kleinst-
moglichen Wert angenommen hat (x also ein
ein Minimum ist), gilt:

Es gibt nur ein einziges Zahlentripel, das die
gelorderten Bedingungen erfiillt. Es ist das
Tripel [1, 2,9].

Ma9 @1669 Der Fehler steckt gleich in der
ersten Zeile! Die Division durch 2 —x ist nur
moglich, wenn (2—x)#0, d.h. wenn x<2
oder x> 2 ist. Ist nun x<2, also x=0 oder
x=1,s0sind O und 1 deshalb keine Losungen,
da dic dquivalente Umformung x> 3 ergibt.
Ist nun x>2, so ist 2—x <0, und bei Divi-
sion durch eine negative Zahl dndert sich das
Relationszeichen.

Es ergibt sich dann schlieBlich x < 3. Es gibt
aber keine natiirliche Zahl, die gréBer als 2
und kleiner als 3 ist; deshalb ist die Losungs-
menge leer.

Ma9 m1670 Man formt die Gleichungen
zunichst dquivalent so um, wie es an der
1. Gleichung gezeigt werden soll:
(1) xy+l=x+y

xy—y—x+1=0

yx—1)—(x—1)=0

y—=1)(x—1)=0.
Verfdhrt man mit den anderen Gleichungen
analog, so erhilt man [olgendes System:

1 -D-D=0
) x-1@-p=0
3 -bHz-1=0

Da ein Produkt genau dann gleich Null ist,
wenn mindestens ein Faktor gleich Null ist,
ergibt sich:

(y—1)=0 oder (x —1)=0und

(x—1)=0 oder (z—1)=0 und

(y—1)=0o0der (z—1)=0, d. h.

(y=1 oder x=1) und (x=1 oder z=1) und
(y=1oderz=1).

Das heiBit aber: Zwei von den drei Variablen

‘nehmen stets den Wert 1 an; die dritte

Variable kann jeden beliebigen Wert aus dem
Bereich der reellen Zahlen annehmen. Man

setzt nun fir diese dritte Variable ¢ und be-
zeichnet ¢ als freien Parameter. Somit ist die
Losungsmenge des Gleichungssystems:
L={[1,1,¢],[1,¢1],[t,1,1]}, teP.

Ma9 m1671 Die vierstellige Zahl hat die
Form 1000a+ 1005+ 10c +d.
Ihre doppelte Quersumme ist dann
2(a+ b+ c+d). Addiert man beides, so erhilt
man

1002a+ 102b+ 12c +3d.
Da jeder Summand durch 3 teilbar ist, ist
auch die Summe durch 3 teilbar, g.e.d.

Ma9 #1672 _Es sei a die MaBzahl der Linge
der Strecke AB. Dann gilt nach dem Satz des
Pythagoras: (2a)*+(a—2)>=26% Die iqui-
valente Umformung flihrt zu a® — %a - ? =0.
Daraus folgt, daB die Strecke AB 12 m lang
ist.

Die Linge des Streckenzuges ABCD betrigt

(12+10+12)m=34m.

Ma10/12 m1673 Essei444444444444444 =g
und 444444444444445 =b. Es gilt:
b*—a*=(b+a)(b—a) und wegen b—a=1
gilt dann b% —a?=b+a. Es ist also zu zeigen,
daB b+a-+111111111111111=10"% ist:
444444444444445
+444444444444444
+ 1111111111111

1000000000000000 = 10*%,

Mal10/12 1674 Die Endziffern wiederho-
len sich periodisch.

74"  hat die Endziffer 1 (neN)

747+1 hat die Endziffer 7 (neN)

74"+ 2 hat die Endzilfer 9 (neN)

747*3 hat die Endzilfer 3 (ne N).

Da 72281 =74'570+1 ot hat die Zahl 722%!
die Endziffer 7 und demzufolge 722%! —2 die
Endziffer 5. Die Zahl ist demnach durch §
teilbar, d. h. sie ist keine Primzahl, q.e.d.

Ma10/12 1675 Die Strecke DC ist ge-
meinsame Seite der Dreiecke AACD und
ABDC. Diese Dreiecke sind kongruent -
(Nachweis durch Spiegelung an der Geraden
DE).
Berechnung des Flidcheninhalts des Drei-
ecks ACD:
Der Schnittpunkt des Durchmessers DE mit
der Sehne AB sei F. Zur Grundseite DC ge-
hért die Hohe AF. Es gilt:
DC- AF
2
A=3cm
Der Flidcheninhalt des Deltoids ACBD be-
trigt 6 cm?.
Berechnung der GroBe des Winkels
¥ BDA =6:




Man verbindet M mit 4 und B. Im recht-
winkligen Dreieck AFM gilt:

cosa= g (o ist die GroBe
des Winkels ¥ MAF)

cos a=3£=0,75.
4cm

Daraus folgt: a=x41,4°.

y sei die GroBe des Winkels ¥ AMB, und es -

gilt:
y=180° —2a (Dreieck ABM
ist gleichschenklig)
~97,2°.
Der Winkel ¥ BDA ist ein Peripheriewinkel,
der auf der gleichen Sehne steht wie der Zentri-
winkel ¥ BMA; also gilt:

1
6=i Y
0~48,6°.

Die GroBe des Winkels & BDA betrigt etwa
48,6°.

[
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Ma10/12 m1676 a) Skizze:

b) Berechnung der GroBe des gesuchten
Winkels:

[3, 4, 5] ist ein pythagoreisches Zahlentripel.
Es gilt 32+4%=52 Folglich liegt der Seite
mit der Linge 5 cm ein rechter Winkel gegen-
iiber.

Wegen ACLBC gilt AC || m,. (m, ist die Be-
zeichnung der Mittelsenkrechten auf BC.)
Daraus folgt:

¥ DCA = & FEC (Wechselwinkel an geschnit-
tenen Parallelen) und ¥ DCA= ¥DBC, da
die Dreiecke ADC und BCD &hnlich sind.
(Sie stimmen in zwei Winkeln iiberein.)

Sei f die GroBe des Winkels DBC, dann gilt:

sin ﬂ=§ und somit f=36,9°.

Die Mittelsenkrechte auf der Seite BC schnei-
det die Gerade, auf der die Hohe h. liegt,
unter einem Winkel, der etwa 36,9° betragt.

Ph6 821 Geg.: s=51,6km—50,2km
=1,4km=1400m
t=70s
Ges.: Geschwindigkeit des Zuges v
Abstand der Telegrafenmasten a

Die: Geschwindigkeit des Zuges findet man
nach der Formel

v=—
t

_1400m _ 1400 m - 3600

~ 70s 1000- 70 h
km

v—72T.

Bei 36 gezdhlten Masten sind 35 Abstinde
der Linge a vorhanden.
Also 35-a=1400m

a= 40m
Die Telegrafenmasten sind 40 m voneinander
entfernt, und der Zug hatte eine Geschwindig-

keit von 72 kh_m

Ph7 822 Geg.: t=9%.0.s Ges.: P

W =350 kpm
P=—
t
_ 350 kpm - 900
- Is

P=315000kam g

P

Umwandeln von 51:_“" in kW:

kpm 9,80665
315000 ==" 1500

wehr muB eine Leistung von 3090 kW erzielt
werden.

Ph8 823 Geg.: P=60W Ges.: t
Fiir 8 Pfennig erhilt man 1 kWh=1000 Wh,

also fiir 1 Plennig % Wh =125 Wh.

~ 3090 kW. In dem Ge-

1
12
Die 60-Watt-Gliihlampe kann fiir einen Pfen-
nig 2h 5min in Betrieb genommen werden.

125 Wh:60 W=2—h=2h 5min

Ph9 824 Geg.: x=1,70m=0,0017 km
rm=1738 km
Ges.: Sichtweite s
Nach dem Satz des Pythagoras gilt:
(rm+x)>=r2+s?
rE42rpx+xt=r2+s?
(x? kann wegen seiner Kleinheit vernachlds-
sigt werden)

*

$2=2r,x
s=]/2rmx
s=}/2-1738 km - 0,0017 km
=|/59km? ~2,431km
Die Sichtweite fiir einen erwachsenen Men-
schen betrigt 2,431 km.

Fortsetzung sieche Heft 2/78.

Lisungen zu alpha-heiter

Kreuzzahlriitsel

d H 3 4 s

4
1V 8 |
3

' T
5 116189
“3 / 3l3p
2
Silbenkreuzwortriitsel
Ta [redu IvePaL]  Two [er [ Tzt Jewt]
"afoec|  frer}  [rermi [hos laur] Fer [rur |
I o
Was ist das?

»Schachspiel fiir Anfdnger*

Kombiniere und rechne!
456+ 18=474 105+ 180=285
- + - + : -
233-23=210 105— 60= 45
2234+41=264 210+ 30=240
60 :4=15 2-4=8
Po- - + + +
12-3=9 10-1=9
5+1= 6 12+5=17

Magische Zahlenquadrate

Bid! Mg T3] ]3] 5
3|27 | 41115] 39
371 1 |25 49113
M3 92347

51 19)33|712

Bild2 T4o [ 36 [38 46
32 (22|20 |2
24|30 28| 18
34 |12 |14 | 40

Silbenritsel

1. Liter, 2. Euklid, 3. Objekt, 4. Nullstelle,
5. Hyperbel, 6. Abel, 7. Rationalmachen,
8. Drehung, 9. ¢, 10. Umfang, 11. Lineal,
12. Ebenflachner, 13. Robotron.
Losungswort: LEONHARD EULER

Losungen zu: .
Facharbeiter fiir Eisenbahnbautechnik
. 8-100?
a)lU, = 800 = 100
U, =100mm
11,8-50% /250
b) Ui =550 <T+ 25)
=118—(63+25)
Urnln = 30 mm
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alpha-Wettbewerb
Abzeichen in Gold

Fiir zehnjihrige Teilnahme

Christoph Scheurer, Glauchau-Gesau; Hen-
rik Frank, Greifswald ; Lutz Piiffeld, Hennigs-
dorf; Uwe Lewandovski, Leipzig; Annegret
Kirsten, Leuna; Eckhard Schadow, Oranien-
burg; Ralph Lehmann, Petershagen

Fiir neunjiihrige Teilnahme

Michael Schnelle, Calau; Martin Ermrich,
Elbingerode; Bernd Hanke, GroBschweid-
nitz; Guido Blosfeld, Halle; Detlef Poppe,
Miihlhausen; Astrid Résel, Rostock; Ger-
linde Koch, Schmalkalden; Ines Greiner,
Wurzen

Fiir achtjiibrige Teilnahme

Hellfried Schumacher, Ahlbeck; Holger Ju-
rack, Burkau; Hermann Tenor, Dessau; Ulf
Hutschenreiter, Dresden; Ullrich Riedel,
Floha; Ulrike Bandemer, Freiberg; Angelika
Miiller, Greifswald; Lars Luther, Giistrow;
Birgit Krotenheerdt, Falk Bachmann, beide
Halle; Rainer Gutsche, Herzberg; Ilona
Drews, Wobbelin

Fiir siebenjiihrige Teilnahme
Regina Kupfer, Belgershain; Borwin Wege-
ner, Berlin; Arno Feuerherdt, Brandenburg;

Manfred Seidler, Ralf Mayas, Ingo Fietze,.

alle Cottbus; Carola Zimmermann, Dobeln;
Eva Gerstner, Elke Seidel, Klaus Schlegel,
alle Dresden; Bernhard Tschada, Eilenburg;
Uwe Beck, Falkensee; Marid Helbig, Frank-
furt; Thomas Jakob, Gera; Andreas Illing,
Gersdorf; Isolde Kehr, Gospenroda; Ursula
Mirker, Greifswald ; Thies Luther, Giistrow;
Matthias Heinevetter, Heiligenstadt; Diet-
mar Glanz, Keffershausen; Roland Kasch-
ner, Lauchhammer; Ulv Krabisch, Bernd
KreuBler, beide Leipzig; Lew Dimenstein,
Leningrad (UdSSR); Norbert Littig, Lich-
tenberg; Sybille Baumgart, Loderburg; Uwe
Bormann, Magdeburg; Karl Krause, Mans-
feld (Rentner); Berthold Wettengel, Oelsnitz;
Frank ABmus, Oranienburg; Rainer Seifert,
Pinnau; Beate Brandtner, Schildau; Volker
Lerche, Schmalkalden; Kerstin Utke, Stral-
sund; Gudrun Drews, Wébbelin; Manuela
Lehmert, Worbis

Fiir sechsjiibrige Teilnahme

Ralf Henze, Arnstadt; Andreas Fittke,
Audrey Hoflmann, Jens-Peter Monch, alle
Berlin; Ulf Ritschel, BooBlen; Uwe Lumm,
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Clingen; Jiirgen Sidgenschnitter, Clemens
Jaunich, Frank Mayas, alle Cottbus; Karl-
Heinz Jinger, Rainer Grunert, beide Dres-
den; Arnhild Lorenz, Karin Kramer, beide
Goérlitz; Dieter Kratsch, G6hren; Sylke Nol-
ting, Bengt Nolting, Michael Fukarek, Irm-
hild Bittner, alle Greifswald; Cornelia Thiel,
Giistrow; Ingo Lenz, Hagenow; Stefan Kro-
tenheerdt, Halle; Uta Gutsche, Herzberg;
Claudia Kummer, Uwe Klaus, beide Leipzig;
Lothar Gruber, Linz (Osterreich); Riidiger
Tanzke, Hans-Joachim Berger, Andreas Er-
ben, Loderburg; Wolfgang Blachnik, Liib-
benau; Gerald Wemner, Wolfgang Taubert,
beide Meiningen; Volker Schulz, Nauen;
Axel Miiller, Oberlungwitz; Iris Schulz,
Rotta; Birgit Rosenberger, Suhl; Petra Hen-
kel, Toplitz; Manfred Zimmer, Volkstedt;
Roland Loffler, Weida; Manfred HiuBler,
WestgreuBen; Katrin Richter, Wittenberg;
Karsten Konig, Zeuthen; Jorg Briistel, Zie-
gelheim; Kurt Oertel, Zschornewitz (Rent-
ner); Andreas Bernert, Zwickau

Fiir fiinfjiibrige Teilnahme

Christine Stiiber, Alsleben; Birgit Oelschle-
gel, Altenbeuthen; Roger Labahn, Anklam;
Volkmar Tiirke, Auerbach; Peter Moéller,
Bad Doberan; Torsten Flade, Beierfeld;
Andreas Gude, Cordula Becher, Peter Pors,
Frank Thienert, Claudia Ziehm, alle Berlin;
Martina Menge, Bernburg; Dirk Markgraf,
Peter Wiehe, Michael Feudel, alle Bischoffe-
rode; Gudrun Billig, Coswig ; Annette Schulz,
Uwe Gitzschmann, beide Cottbus; Ralf Ott,
Demmin; Carla Bergd, Dittersdorf; Ralf
Kretschmer, Wemner Jeroch, Reinhard Pohl,
Frank Regensburger, Michael Apitz, Uwe
Apitz, alle Dresden; Andrea Puchert,
Eichicht; Heidelore Stallbohm, Eldena; Sa-
bine Liitzkendorf, Eberhard Georgy, alle Er-
furt; Wolfhart und Astrid Umlauft, Freital;
Dietmar Richter, Garitz; Frank Kratsch,
Gohren; Uwe Reimann, Gorlitz; Michael
Schott, Grifenthal; Wolfgang Fukarek, Chri-
stian Wolf, beide Greifswald; alpha-Zirkel
der OS Juri Gagarin, GreuBen; Jens Negwer,
Ramona Zschau, Holger Heydrich, Carola
Berger, alle Grimma ; Burkhard Rahr, Grof8-
Naundorl; Gilinter Mosel, Giilze; Torsten
Musiol, Giistrow; Torsten Ueberdiek, Halle;
Andrea Herrmann, Hammerunterwiesenthal;
Ute Sonnenburg, Hennigsdorf; Ulrike Otto,
Iimenau; Volker Helmert, Reinhardt Ra-
scher, beide Karl-Marx-Stadt; Torsten Busch,
Klausdorf; Jiirgen Hiittner, Kottengriin;
Dirk Markgraf, Peter Wiehe, beide Leine-
felde; Armin Korner, Dagmar Laux, beide
Leipzig; Steffen Langbein, Lichte;-Gabriele
Otto, MeiBen; Rainer Bauer, Mittweida;
Michael Weicker, Miigeln; Andreas Mas-
sanek, Neusornzig; Thomas Kéhler, Oede-
ran; Michael Monse, Olbersdorf; Michael
Thrinhardt, Oranienbaum; Bernd Hiibner,
Oybin; Jirgen Krahl, Plauen; Ulrich Kam-
mer, Pirna; André Wortha, Pleetz; Car-

men Henze, Pratau; Wilfried Rohnert, Ra-
debeul: Thomas Apel, Reichenbach; Chri-
stiane Jordan, Reitwein; Armin Hoell, Rib-
nitz-D.; Michael Zwicke, Riesa; Andreas
Matthus, Rostock; Siegfried Miiller, Ralf
Briesemeister, beide Sachsendorf; Jirgen
Rolle, Schlegel; Torsten Lowe, Schleiz; Hei-
ko Miiller, Henri Hoffmann, Monika Kauf-
mann, alle Schmalkalden; Hans-Dietrich
Schwabe, Sondershausen; Christine Déll,
Steinbach-Hallenberg; Holger Hoppe, Sten-
dal; Andrea H6nemann, Stiitzerbach; Giin-
ter Carlsen, Titschendorf; Dirk Herrmann,
Bernd Hiibner, Antje Lorenz, alle Toplitz;
Katrin Wahn, Ellen Kriiger, beide Uebigau;
Sylvia Zipf, Waldheim; Bettina Schade,
Waren; Gunter ReiBig, Jirgen Lehmann,
Thomas WeiB, alle Weimar; Sylvia Kunze,
WeiBlenfels; Manuel Richter, Wilthen; Ca-
rola Senft, Wingerode; Rolf Kuhn, Wintzin-
gerode; Holger Schnabel, Wismar; Ralf
Becker, Wolmirstedt; Andreas Pietsch, Zella-
Mehlis; Ute Scharkowski, Zepernick ; Steffen
Heinrich, Zittau; Birgit Baldauf, Zschorne-
witz

Fiir vierjiihrige Teilnahme

Udo Clemens, Altenberg; Frank Maschke,
Altendorf; Dieter Koch, Henri Koch, beide
Amstadt; Olaf Rausch, Aue; Burkhard
MaeB, Bad Doberan; Lutz Heinrich, Bad
Langensalza; Michael Prescher, Marion
Breitschuh, Dagmar Fischer, Birgit Ewald,
Katrin Kolliwer, Christina Ziehm, alle Berlin;
Werner Konig, Berlingerode; Volker Wesely,
Uwe WeiBflog, Cerstin Berger, Sylvia Neu-
bert, alle Bernsbach ; Barbara Wiirth, Bernte-
rode; Annegret Opitz, Borna; Thomas Ditt-
rich, Brand-Erbisdorf; Vera Schulze, Bran-
dis; Heinz-Wilfried Bétticher, Breitenworbis ;
Peter Krabbe, Britz; Peter Surjan, Budapest
(Ungarische VR); Adelbert Heddergott, Biitt-
stedt; Iris Grinda, Calbe; Grit Schulze, Ellen
Harnath, Iris Grundke, Claudia Kerstan,
Jens Purand, Ilka Kohlstock, Andrea Dreyer,
Uwe Ring, alle Cottbus; Jens Schumann,
Coswig; Jiirgen Anders, Dahlewitz; Mario
Binkowski, Demmin; Jens Paetzold, Dem-
min; Peter-Alexander Pohler, Frank Witt-
wer, Sabine Rahn, K.-Dieter Cloe, Andreas
Schimmang, Uta Oelschligel, Heike-Karen
Bochmann, Annett Kérner, Angela Jircik,
Matthias Apitz, Lutz Friedmann, Uwe Krebs,
Norbert Koksch, Klaus Conrad, alle Dres-
den; Jorg Bruchertseifer, Dubna (UdSSR);
Matthias Arbeiter, Eisenach; Thomas Béh-
me, Daina Gemper, beide Eisleben; Uwe
Kintzel, Erfurt; Thomas WingeB, Birgit
Weyh, Barbara Gehb, Harald Laabs, Marita
HeD, Lutz Mittelsdorf, Elke Hiifner, Thomas
Kassel, Ellen Reum, Heike Reckenbeil, Cor-
nelia Moller, Steffi Ilgen, alle Fambach ; Beret
Brabec, Bernd Jager, beide Frankfurt; Kath-
rin MeiBner, Forst; Steffen Miiller, Freital;
Heike Briiggemann, Thomas Gerlach, Ute
Ribbe, Bernd Hartwig, Mike Liebegott, Stef-



fen ‘Topfer, Dirk Kramer, alle Friedeburg;
Viola Richter, Garitz; Sylvio Klose, Gera;
Angela Illing, Gersdorf; Claudia Hartung,
Jorg Girtner, Birgit Thiele, Christina Hesse,
alle Gerstungen; Angelika Brose, Gorlitz;
Christof Herrmann, Kerstin Hiller, beide
Greifswald; Matthias Weser, GroBenhain;
Andrea Potthofl, GroB Wiistenfelde; André
Motz, Griinhain; Gudrun Tappert, Uwe
Bias, beide Guben; Jens Folgmann, Halle;
Ruth Jacoby, Halle-Neustadt ; Christine NaB,
Hinternah; Doris Planer, Hohendorf; Knut
Bauer, Hohenstein; Undine Nathan, Michael
Dietrich, Sylvia Fischer, alle Hoyerswerda;
Rolf Kamieth, Kakerbeck; Arnd Rosch,
Petra Quasdorf, Marko Hanke, alle Karl-
Marx-Stadt; Mario Hoffmann, Kirchberg;
Jorg Pohland, Klingenthal; Alois Weninger,
Knittelfeld (Osterreich); Andreas Bernstein,
Lehmitz; Heimo Woitek, Thomas f{eimann,
beide Leinefelde; Karola Nither, Thomas
Richter, Jens Rudolf, Uwe Haberlandt, alle
Leipzig; Ute-Barbara Heuer, Leisnig; Jorg
Steinbach, Limbach-Oberfrohna; Birbel
Wintzler, Lobenstein; Annett und Katleen
Weise, Anne Briinner, alle Léderburg; Mar-
tina Wolf, Magdeburg; Udo Kretzschmann,
Markneukirchen, André Wenzel, Meiningen;
Jiirgen Wage, Jens Giith, Birgit Wilhelm,
Bodo UbBfeller, alle Mittelstille; Peter Stolze,
Moéhlau ; Peter Weingart, Miihlhausen ; Volk-
mar Riemer, Neubrandenburg; Liane
Kriimmling, Neuenhofe; Matthias Theurich,
Uta RoBler, beide Olbersdorf; Riidiger Dii-
sing, Osterburg; Antje Langer, Uwe Langer,
beide Oybin; Ute Mollhoff, Piesau; Jens-
Uwe Sprengel, Potsdam; Klaus Beck, Pots-
dam-Babelsberg; Jens Jacobi, Potsdam; Jens-
Peter Planke, Premnitz; Gunter Jiirschick,
Rackwitz; Ulrike Baumann, Uwe und Frank
Hadamik, Falk und Karsten Breuer, Dag-
mar Herrlich, alle Radebeul; Kerstin Neu-
bert, Ribnitz-D.; Ronald Bracholdt, Riesa;
Christine Schober, Birgit und Heiko Leh-
mann, Dirk Dalische, alle Rostock; Petra
Forner, Rotta; Uwe Ebert, Ina Ebert, beide
Ruppendorf; Regina Bricks, Saalfeld; Hel-
mut Engelmann, Sachsendor! ; Jens-Uwe
Otto, Sangerhausen; Siegrid- Kretschmann,
Schlagsdorf; Ina Spanaus, Schleusingen;
Martin Tengler, Reinhold Beckmann, Al-
mut Beckmann, Ines Semmelrogge, Heinz-
Olaf Miiller, Corina Eckstein, Volker Sie-
benhaar, Carmen Giith, alle Schmalkalden;
Lutz Méller, Schmiedeberg; Torsten Jeschke,
Schwarzheide; Eckart Mobius, Roderich
Winkler, beide Schwerin; Christine Kos-
mehl, Senftenberg; Annelie Meyer, Silber-
straBe; Barbara Tschada, Simone Mahlow,
beide Sondershausen ; Gerd Bimbaum, Spitz-
kunnersdorf; Volker Steuer, Spremberg;
Thomas Eichhorn, Steinach; Tamara Ko-
nig, Jens Hoffmann, Petra Kiehm, Heiko
Weiner, Angela Bieber, Sabine Munk, Ma-
rion Wolf, Frank Bahner, Christine Reck-
nagel, Cornelia Horn, Kathrin Déll, alle

Steinbach-Hallenberg; Simone Teichmiiller,
Stockey; Michael Hauff, Teuchern; Heike
Carlsen, Titschendorf; Michael Rehm, Tor-
gau; Sylke Meier, Torgelow; Dietmar Ul-
bricht, Velten; Frank Jeschek, Vitte; Bettina
Glorius, Wallrode; Jirgen Prestin, Katrin
Pech, beide Waren; Sabine Stolpe, Beate
Nabhler, Beate Seiler, Ralf Kurch, alle Wei-
mar; Steffen Grunewald, Werder; Bianka
Schrodter, Wellmitz; Heike VieBmann, Wil-
kau-HaBlau; Uwe Miiller, Wroclaw (VR
Polen); Christoph Chojetzki, Jens Mucke,
beide Zeithain; Frank Erdmann, Zeitz ; Frank
Lohmeyer, Steffen Pankow, Regina Kreul,
Gabriele Herzig, Stefan Gbndlach, Udo
Matzner, Gerald Sommer, Michael Steurich,
Birgit Thomas, Heike Grigoleit, Angelika
Schubert, Uta Hochberger, alle Zittau; Ute
Baumann, Zschocken

Fiir dreijihrige Teilnahme

Uwe Maaz, Arnstadt; Henri Kriechling, As-
bach; Guntram Tiirke, Auerbach; Thorsten
Tonndorf, Bad Salzungen; Kerstin Wegner,
Braunsbedra ; Andreas Winkler, Cossebaude;
Ralf Hortig, Thomas Hoffmann, Andreas
Schlecht, Ralf Bernhardt, alle Cottbus; An-
dreas Haubold, Daasdorf; Annette Meurer,
Dietzhausen ; Harry Hifer, Dorndorf; Caro-
lin Engel, Thomas Hartwig, Jiirgen Griifen-
stein, Michael Pietschner, Lotz Jeroch, alle
Dresden; Michael Wagner, Fambach; Cor-
nelia Schiidlich, Floh ; Jorg Butter, Freiberg;
Burkhard Fleck, Geisa; Angela Illing, Gers-
dorf; Bodo Heise, Gorlitz; Yvonne Pforr,
Grifenhainichen; Gunnar Méller, Greifs-
wald; Michael Katzer, Greuﬁeﬁ; Heike Ar-
nold, Grimma; Susanne Zéillner, Halle;
Gernot Bernbardt, Halle-Neustadt; Heike
Macionga, Hammerbriicke; Volkmar Lieb-
scher, Ilmenau; Christel Mitzenheim, Jena;
Jens Ponisch, Thomas Mader, beide Karl-
Marx-Stadt; Ines Bauer, Leipzig ; Jens Grund-
mann, Limbach-Oberfrohna; Grit Werner,

Magdeburg; Uwe Zscherpel, Meerane; Per.

Witte, Mittenwalde ; Heidrun Jinchen, Mohs-
dorf; Sabine Schmidt, Nauendorf; Meike
Pfiitzenreuter, Niederorschel; Uwe Pauluhn,
Nordhausen; Anett Rabe, Birgit Uhlmann,
beide Oberlungwitz; Anett Schulzensohn,
Oberseifersdorf; Kerstin Johannes, Oranien-
baum; Peter Seifert, Pinnau; Kerstin Zim-
stein, Pima; Thomas Mittelbach, Plessa;
Astrid Wruck, Rostock; Wolfgang Stein,
Rudolstadt; Andreas Hempler, Riidnitz; Bir-
git Bricks, Saalfeld; Jens Collmer, Thomas
Gerth, beide Schmalkalden; Martin Forster,
Silke Mistol, beide Sollichau; Bert Hoff-
mann, Sollichau; Birbel Hifner, Steinbach-
Hallenberg; Manfred‘Jahn, Stralsund ; Peter
Pfannschmidt, Suhl; Ute Bergmann, Torgau;
Sabine Ender, Sabine Rommel, beide Truse-
tal; Frank‘Bemer, Vorbein; Gudrun Boett-
cher, Weimar ; Sebastian Strube, Wernsdorf;
Eric Link, Wismar; Bernd Dunger, Gabriele
Schubert, beide Zittau; Katharina Gose,

Ahlum; Holger Herold, Frank Kampfer,
Gunter Thomas, alle Altenburg; Hajo Herbst,
Altenpleen; Kathrin Frey, Altwigshagen; Si-
bylle Heymann, Aschersleben ; Uwe Wachtel,
Petra Bergander, Sabine Kumineck, Ralph
Miiller, alle Bad Bibra; Frauke MaeB, Bad
Doberan; J6rg Barthelmann, Bad Franken-
hausen; Carsten Willing, Elke Herrlich, Stef-
fen Miersch, Petra Hillig, Cornelia Weinhold,
alle Bad Gottleuba; Katrin HuB, Bad Lan-
gensalza ; Kersten Pegesa, Bad Muskau; Jens
Mertlik, Bahratal; Caterina Beyer, Beetzen-
dorf; Jens Spyrka, Bergen; Birgit Wollschla-
ger, Steffen Honicke, beide Bergwitz; Ingrid
Woll, Frank Bendin, Stefan Berg, Andreas
Schaale, alle Berlin; Lothar Riemekasten,
Bermbach; Hagen Geppert, Bernburg; Kar-
sten Giinther, Jorg Giinthel, Matthias Neu-
bert, Matthias Mosch, alle Bernsbach; Ulrich
Kramer, Gundolf Schilling, beide Bernte-
rode; Petra KeBler, Astrid Markgraf, beide
Bischofferode; Carmen Schneider, Bischofs-
werda; Pia Zimmermann, Kunigunde
Schmidt, Inge Beck, alle Bleicherode; Su-
sanne Timmann, Boizenburg; Birgit Rihle-
mann, Sylvia Schnitter, beide Braunsbedra;
Andreas Kraska, Breitenworbis; Hartwig
Ranft, Martin Eschrich, Heike Kiimpel,
Astrid Cimalla, Heike Reckenbeil, alle Brei-
tungen; Birgit Weishaupt, Bilow; Marita
Hartleb, Biittstedt; Birbel Konig, Annegret
Schneider, Kerstin Ziesch, Simone Kahl,
Heike Grohmann, alle Burkau; Guido Meh-
ne, Volker Stephan, Ralph Voigtlander, alle
Calbe; Olaf Seifert, Camburg; Maik Weide,
Callenberg; Dietrich Schmidt, Collmen ; Det-
lef Baur, Susanne Liebelt, Uta Lehmann,
Detlef und Eberhard Kerstan, Monika Lud-
wig, Lutz Graupe, Kathrin Magister, Birgit
Schreiber, Uwe Réhl, Jens-Uwe SchliiBler,
Jorg Hortig, Verena Braun, Thomas Kolb,
Thomas Brendahl, alle Cottbus; Karin Bihr,
Crispendorf; Karola Sarodnik, Dallgow;
Carsten Lehmann, Gabriele Voigt, beide
Dahmsdorf; Gabriele Sehmisch, Dessau;
Beate Schrenk, Manfred Kutschank, beide
Deutschenbora ; Silke Zimpel, Monika Nolte,
Manuela Frankenberg, Yvonne Dellner, Eva
Wetter, alle Dingelstidt; Andreas Harz, D6-
beln; Grit Boticher, Dorfstadt-Falkenstein;
Michael Beetz, Dreetz; Michael Giesecke,
Steffen Taut,' Helmuth Goldberg, Steffen
Rommeck, Titus Ziegler, Michael Berton,
Timm Scheidig, Antje Zschock, Peter Hirche,
Thomas Schindhelm, Holger Kschichenk,
J6m Wittig, Jens Rotsch, Detlef John, Anett
Jinger, Gerlind Bartusch, Heiko Plof}, Peter
Roth, Ralph Gruber, Uwe Senf, Hans-Ullrich
Maiser, Thomas SiB, Karl Klotzsche, Jorg
Baum, alle Dresden; Olaf Niederlein, Ebers-
bach; Bernhard Unkart, Eckardts; Thomas
Marek, Peter Weise, Mandy Rinklin, alle
Eisenach; Volkmar Kolleck, Eisenhiitten-
stadt; Henrik Seifert, Volker Georgy, Renate
Liitzkendorf, Uwe Strohmeier, Ralf York,
Dirk-Thomas Orban, alle Erfurt; Uwe Nagel,
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Erfurt-Hochheim; Math. Zirkel der Hugo-

Joachim-OS, Espenhain; Jan Beck, Falken-

see; Jens Biittner, Iris Abt, Elke Schabacker,
alle Fambach; Burkhard Biichler, Feldberg;
Cornelia Schidlich, Simone Danz, beide
Floh; Kathrin Jahn, Fockendorf; Heike
Marks, Frankenthal; Gunar Stiibner, Ralf
Baumhekel, beide Freital; Ralph Krause,
Freiberg; Andreas Fintzel, Gottfried Spiegel,
beide Friedeburg; Hartmut und Stefan
Fritsch, Fiirstenwalde ; Gerd Hackbarth, Gal-
lentin; Anne-Katrin Schmidt, Gelmeroda;
Andreas Lemke, Genshagen; Andrea Reb-
ling, Gerstungen; Frank Scheffler, Gnoien;
Rafael Stein, Godern ; Torsten Siebert, Anne-
Kathrin Endtricht, Kerstin Domeland, alle
Gérlitz; Babett Brehme, Ingo Brehme, beide
GoBwitz; Klaus-Dieter Bartl, Gotha; Jens
Vader, Grabow; Matthias Kasparek, Birgit
" Kohler, beide Grifenhainichen ; Stefan Gok-
keritz, Katharina Herrmann, Ines Kath,
Andreas Wolf, Kathrin Rohland, Pedro Ties-
ler, Manuela Heims, Astrid Renz, Silvia Falk,
Martin Haufe, Johannes Rhein, alle Greifs-
wald; Gabi Kramer, Greiz; Jana Henkel,
GreufBlen; Torsten Weinhold, Andreas Kast-
ner, Andrea Tschiche, alle Grimma; Heike
Klitz, Grimmen; Christina Kaufmann, Ca-
rola Riesmeyer, beide GroBbodungen; Astrid
Leuteritz, Heike Schurig, Gerd Hennig, alle
GroBrohrsdorf; Jirgen Starke, Christine
Helm, Cornelia Mewes, Marion Wiepke,
alle Guben; Dirk Schreiter, Helgard Dal-
chow, beide Halle; Jens Matuschek, Regine
Binder, Matthias Berle, alle Halle-Neustadt;
Holger Unglaube, Hammerbriicke; Steffi
Ehring, Christel Henneschen, Petra Bunk,
Heike Kriamer, alle Hedersleben; Volker
und Petra Reck, Heiligenstadt; Jan Pampel,
Heinrichsort; Enka Stelzer, Heringsdorf;
Bettina Amarell, Dagmar Bartholomius, Bir-
git Girtner, Elke Hanf, Sabine Hegewaldt,
Simone Fritz, Heike Hanf, alle Hinternah;
Eike Harmel, Hohenferchesar; Thomas
Klein, Roland Dietrich, Petra Ziegler, René
Schiippel, Falk Neumann, Conchita Schiip-
pel, alle Hoyerswerda ; Kerstin Hirsch, Holz-
dorf; Horst Fliegner, Jarmen; Jens Buckisch,
Ina Woytinas, Ulrich Voigt, Sylvio Milch,
alle Kamsdorf; Torsten Zahn, Rocco Zieris,
beide Kandelin; Birgit Hofmann, Birgit
Lang, Andreas Hengst, Anett Mirker, Ellen
Gluthmann, alle Karl-Marx-Stadt; Christian
Saegebarth, Kirchdorf; Anett Sander, Klet-
tenberg; Steffen Rieth, Klostermansfeld,
Gabriele Enigk, Christine Stein, beide Kolo-
chau; Antje Meyer, Krautheim; Kerstin Wil-
lek, Kriebitzsch; Jens-Uwe Paprotny, Kiih-
lungsborn; Fred Kleemann, Kyritz; Gunar
Schneider, Langenbach; Horst Kiigler, Lan-
genleuba-Niederhain; Petra Pluta, Lauch-
hammer; Angela Schonfelder, Stefan Schip-
pel, beide Lauscha; Joachim Gessert, Leina;
Carola Giinther, Beate Kistner, Gabi Gold,
Karsten Drescher, Bettina Hagemann, alle
Leinefelde; Steffen Zopf, Jorg Schwarzer,

24

Katrin Bormann, Holger Laux, Heiko Ru-
dolf, Birgit Haberlandt, Stephan Bonewitz,
alle Leipzig; Mario Gérmer, Lichtenhain;
Carmen Kramer, Lobenstein; Karola Water-
straat, Lubmin ; Thomas Kiihn, Liibben ; Mo-
nika Kube, Libbenau; Andreas Berger, Liit-
tewitz; Sigrun Oppenheimer, MalliB; Ma-
nuela Marpert, Markersdorf; Ina Croll,
Meerane; Silke Marquardt, Riidiger Malsch,
Holger Gubitz, Thomas Eller, alle Meinin-
gen; Tobias Liicke, Meiflen; Kerstin Graf,
Kristin Miiller, Kerstin Friedrich, Beate
Dutschke, alle Mittelherwigsdorf; Ralf Kaus-
mann, Mittelndorf; Antke Késsel, Mittel-
schmalkalden; .Holger Lehmann, Marion
Jacksteit, Andrea Biichner, Evelyn Konig,”
Jorg Voigtsberger, Andrea Biichner, Maik
Moller, Regina Nattermann, Ramona Meyer,
alle Mittelstille; Angelika Radtke, Mitt-
weida; Gudrun Hebestreit, Ralf Schreiber,
beide Miihlhausen; Volker Miiller, Miillers-
dorf; Uwe Grasenack, Pierre Beilschmidt,
beide Nauendorf; Torsten Kretschmer,
Naumburg; Birger Wirth, Nermsdorf;
Dirk Sdger, Neuenhagen; Knut Hantschel,
Neuenkirchen; Tino Radau, Neukirch; Tho-
mas Schonmuth, Neukirch; Ilka Serbe, Neu-

-kloster; Kerstin Feigel, Neundorf; Anne

Henker, Neuklosier; Sigmn Massanek, Neu-
sornzig; Karsten Woike, Neustadt; Marion
Miiller, Neustrelitz; Birbel Kiel, Nieder-
orschel; Reinhard Moser, Nimritz; Uwe
‘Koch, Nordhausen; J6rg Lehnert, Oelsen;
Steffi Raabe, Ohrdruf; Tino Steurich, Olbers-
dorf; Stefan Wust, Osmiinde ; Ariane Gorner,
Osternienburg; Andreas Bollmann, Oste-
roda; Burkhard GanB, Pappenheim; Evelyn
Riemer, Ponickau; Elisabeth Schiiltke, Frank
Treichel, beide Potsdam; Dorit Rheinsberg,
Premnitz; Hagen Mrowetz, Prenzlan; Jorg
Lobbes, Pritzerbe; Bianka Kappler, Rade-
berg; Christiane Dobberstein, Rathenow;
Claudia Wiirker. Reichenbach; Lutz Winter,
Ingo Bartsch. beide Reuden; Ralph Neu-
mann, Ulrich Zeitzmann, beide Ribnitz-
D.; Uwe Matutat, Riesa, Axel Haubeil.
Ringleben; Torall Buchholz, Rosenow;
Bernd und Jens Mohring, Thomas Gramm,
alle RoBlau; Susanne Forstreuter, Kirsten
Kowalewski, beide Rostock; Christina
Reuter, Constanze Behmke, Matthias Te-
schendorf, Armin Kunze, alle Riidnitz; Heike
Briining, Saalfeld ; Anke Miiller, Klaus Wein-
berg, beide Sachsendorf; Andreas GieBler,
Steffen  Kriimmling, beide Sangerhausen;
Birgit Bockholdt, Satow; Eva Schubert,
Schalkau; Andreas Ullmann, Scheibenberg;
Comnelia Grulke, Schernberg; Jens-Uwe
Thiel, Antje Gerbig, Susanne Heuer, Silvio
Schmidt, Ines Rieger, Rene Hellmann, Clau-
dia Konig, alle Schmalkalden; Ines Miiller,
Schmatzin; Sabine BuB, Schorssow; Udo
Schmidt, Schulzendorf; Wolfgang Forg,
Schwaz (Osterreich); Elke MeiBner, Sitzen-
dorf; Rolf Wendler, Gottfried Schubert, bei-
de Sommerda; Steffen Hildisch, Matthias

Schneiderheinze, beide Sondershausen ; Kor-
dula Scholz; Spremberg; Gunter Rothdmel,
Sabine Avemarg, Kerstin Holland-Letz, Chri-
stine Hifner, Pia K6llmann, Anette Kaiser,
Beate Ko6nig, Silke Ko6nig, Comnelia Reckna-
gel, Corina Speck, Andrea Wagner, Knuth-
Ender, Birgit Jahn, Frank Wurschi, Anette
Recknagel, Udo Walther, Christiane Biichel,
Frank Diimmke, Sabine Henkel, Heidrun
Biickert, alle Steinbach-Hallenberg; Katha-
rina Grothe, Stéckheim; Beate Doelfs, Ro-
land Goldenbogen, Holger Chamier, Silke
Reuscher, Ines Pubanz, Martin Schuster,
Barbara Pfuhl, alle Stralsund; Elke Rosner,
Strausberg; Ralf-Torsten Scheel, Thomas
Hantel, Heidrun Tiedt, alle Teterow; Mar-
grit Creutzburg, Thal, Annekatrin Heuer,
Tieckow; UIf Carlsen, Titschenbach; Katrin
Schatz, Volker Barop, beide Torgau; Ilona
Tiede, Torgelow; Antje UhrlaB, Treben;
Elke Wahn, Uebigau; Jorg Hoerenz, Vitte;
Jan Giinther, Voigtsdorf; Kerstin Spiegel,
Waldheim; Torsten Winkler, Walldorf; Gis-
bert Thiere, Wallhausen; Stefan Syring, Wa-
rin; Klaus-Detlef Gehrke, Warnemiinde;
Kerstin Ackermann, Wasungen ; Birgit Kor-
ner, Wegeleben; Reiner Maschke, Heike
Eckardt, beide Weimar; Olaf Seidel, WeiB-
wasser, Erika Petzelis, Wendisch-Rietz; Ker-
stin Miiller, Karla Kemlein, Anke Malsch,
Thomas Krech, Mayk Rehtanz, Heike Kreu-
ter, alle Wernshausen; Torsten Grimm, Uwe
Welz, Sven RiBmann, alle Wesenberg ; Rudolf
Willing, Wien (Osterreich); Rainer Enge,
Wingerode; Ralf Mahnke, Silke Gabriel,
Marita Kalisch, alle Wismar ; Karsten Schlut-
ter, Wittstock; Torsten Noack, Wittenberg;
Jorg Schleinitz, Wolsickendorf; Eva-Maria
Heubner, Wolfen; Birgit Schmidt, Worbis;
Mario Noack, Birgi't SchultheiB, beide Wii-
stenbrand ; Torsten Ninebuck, Roland Weh-
meier, beide Wiisteney ; AG Math. OS Zahna,
Stefan Langenhan, Zella-Mehlis; Christine
Gruhn, Zepernick; Heike Kiehne, Michael
Holdys. beide Ziesar; Knut Kretschmar,
Peter Wenzel, Heimo Henschelmann, alle
Zittau; Ulrich Zurth, Zerpenschleuse

s

Hinweis : Mit dem alpha-Wettbewerb 1976/77
erhalten unsere aktivsten Einsender (ein-,
zweijihrige Teilnahme) sowie ‘die vorbild-
lichsten Tréiger des Abzeichens in Gold fiir drei-
Jjéhrige Teilnahme neben der Urkunde und
dem alpha-Abzeichen Buchpreise. Wie seit
Beginn des Wettbewerbs (1969) werden wei-
terhin alle Namen der Tréger des Abzeichens
in Gold verdffentlicht. Uber 250 Einsender
erhielten ihre eingesandten Unterlagen zu-
riick, da sie nicht die fiir den Erwerb gefor-
derte Anzahl von zehn Antwortkarten (rich-
tig gelost) vorweisen konnten. _

Red. alpha
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Eigenschaften
von Verkniipfungen

Teil 1

In den-beiden Beitrigen ,,Die ,Uhr-Addition*
und andere Verkniipfungen“ sowie ,,Verkniip-
fungen in der Ebene“ (alpha 6/1976 und
4/1977) haben wir bereits eine ganze Palette
von Verkniipfungsgebilden kennengelernt.
Jetzt wollen wir einige Verkniipfungs-
gebilde niher untersuchen. Betrachten wir
z. B. die Addition ganzer Zahlen, so wissen wir
aus dem Mathematikunterricht, daB fir die-
ses Verkniipfungsgebilde (G, +) die folgende
Eigenschaft erfiillt ist:
Fiir alle ganzen Zahlen x und y gilt
Ey:x+y=y+x.
D.h., die Summanden x und y sind ver-
tauschbar. Wir sagen, die Verkniipfung +
(Addition) oder das Verkniipfungsgebilde
(G, +) ist kommutativ. Beide Redeweisen be-
deuten dasselbe.
Auch das Verkniipfungsgebilde (G, ;) mit
xo y=ps2x+y) fiir alle x,yeG
ist kommutativ; fiir alle ganzen Zahlen x,y
gilt ndmlich:
Xory=2(x+y)=2(y+Xx)=yo;x.
Weitere kommutative Verkniipfungen sind
uns durch die verschiedenen Mittelwerte ge-
geben:

x;y iiber R* (oder R oder P),

Xo2Y=pys
Xo3y=ps)/x -y liber P* (oder P* U{0}),
2% iber P* (oder R*\{0})
x+y
(Begriindung?), wobei P* die Menge der po-
sitiven reellen Zahlen ist.
Die ,,Uhr-Addition“ ist ebenso kommutativ
(vgl. alpha 6/1976, Aufgabe 2b) wie die
Konstruktion des Mittelpunktes oder die
Streckenhalbierung (vgl. alpha 4/1977, Auf-
gabe 2). DaB aber nicht jedes Verkniip-
fungsgebilde kommutativ sein muB, zeigt uns
z.B. die Subtraktion ganzer Zahlen (War-
um?). D. h,, die Eigenschaft der Kommutati-
vitdt ist fir ein Verkniipfungsgebilde keines-
wegs selbstverstiindlich.

Xogy=ps

—

Aufgabe 1:

a) Untersuche, ob die Verkniipfungen

Xosy =ps2x+y iiber R*,
Xogy =prxly=x’ iiber N\{0},
iiber N,

Xo7y =DIJ‘%E$T(X,,V)
Xog) =ps x2+y2

iiber P* U{0},

Xogy =prx(x+y) iiber R,
Xejoy=psX+y+xy iiber G,
xo11y=pys|x—y| iiber R*

kommutativ sind.

b) Gib fiir die nicht-kommutativen Verkniip-
fungen - aus a) alle Losungen der Gleichung
Xoy=yoxan!

c) Stelle fest, welche der iiber der Ebene ¢
definierten geometrischen Verkniipfungen o,
* [, o, o, e, V kommutativ sind (vgl.
alpha 4/1977)!

d) Gib selbst kommutative und nicht-kommu-
tative Verkniipfungen an!

Neben der Kommutativitdt gibt es nun eine
Reihe weiterer interessanter Eigenschaften,
die in einem vorgegebenen Verkniipfungs-
gebilde (M, o) erfiillt sein konnen. Unser Ziel
ist es, moglichst viele dieser Eigenschaften
aulzudecken. Dabei werden wir aber zugleich
festhalten, welche (der uns aus anderen Bei-
spielen schon bekannten) Eigenschalten nicht
erfiillt sind. Letzteres wird sich insbesondere
dann als niitzlich erweisen, wenn wir Ver-
kniipfungsgebilde vergleichen bzw. gegen-
iiberstellen wollen. -

Eine Eigenschaft, die wir ebenfalls schon aus
dem Unterricht kennen, ist die Assoziativitdt.
Addition und Multiplikation sind assoziative
Verkniipfungen, d. h. fiir alle reellen Zahlen
X, y und z gilt

E,: (x+y)+z=x+(y+2z) bzw.
(x-y)-z=x-(- 2
Aufgabe 2:

Wir setzen voraus, die Verkni.ipfungs‘gebilde

(P, +) und (P, ) sind assoziativ.

Zeige, daB dann auch die Verkniipfungsge-

bilde

a) (N, +), (G, +), (R*, +), (R, +) und

b) (N, ), (G, ), (R*, ), (R, ")

assoziativ sind!

Fiir ein Verkniipfungsgebilde (M, o} hat der

Term xoyoz zunichst keinen Sinn, da der

Definitionsbereich Do der Funktion ° laut

Definition aus der Menge aller (geordneten)

Paare (x, y) mit xe M und yeM besteht:

De=M x M={(x,y)| xeM und ye M}.

Das wird auch anhand unseres Automaten

deutlich, der lediglich zwei Einginge besitzt!

(Vgl. Abbildung 1, alpha 6/1976.) Erst durch

Klammersetzung

(xoy)oz oder xo(yoz)

erreichen wir, daB jeweils zwei Elemente mit-

einander verkniipft werden; nimlich im

1. Fall:

(x, y)=xoy=u und daraufhin

(4, z)suoz=(xoy)oz=v,

im 2. Fall:

(y, z2)> yoz=p und daraufhin

(x, p)>xop=xo(yoz)=g.

Wenn nun das Verkniipfungsgebilde (M, o)

assoziativ ist, d. h. fiir alle x, y und ze M gilt
(xoy)oz=xo(yo2),

dann bedeutet das demnach, daB die Auto-
maten-,,Bdume” fUr (xoy)oz bzw. Xxo(yoz)
jeweils dasselbe Element liefern:

X ¥y y z
o__nj Bild 1 E“_“T
} 1
Vi Py

i H_l
L0 53
v =

14 F
q

D.h. alsb, die Assoziativitit erlaubt das
Versetzen der Klammern: '
(£o[y)7z]).
Dann konnen wir die Klammern aber auch,
ohne MiBverstiandnisse zu beliirchten, ganz
weglassen:
(xoy)oz=xo(yoz)=xo0yoz.
Ein weiteres Beispiel:
Uber der Menge G der ganzen Zahlen defi-
nieren wir
x:>12y=pfx+y—3.
Das Verkniipfungsgebilde (G, o, ;) ist kommu-
tativ und assoziativ, denn fiir alle ganzen
Zahlen x, y und z gilt:
a) xopy=x+y—3=y+x-3=yorzx;
b) (xe12y)er22=(x+y—3)+2z-3
=x+(y+z-3)-3
=xe13(yo122).

"Aufgabe 3:

a) Beweise, daB die Verkniipfungsgebilde
(G, °13) und (G, o14) mit

Xo3y=prx+y+c bzw. xojay=psx-y-c
kommutativ und assoziativ sind! Dabei sei c.
jeweils eine beliebige, aber feste ganze Zahl.

b) Wihle ¢ so, daB (G, o;3) bzw. (G, o14) in dir
bereits bekannte Verkniipfungsgebilde iiber-
gehen!

Wie im Falle der Kommutativitit iiberzeugen
wir uns jetzt, daB auch die Assoziativitdt nicht
immer erfullt sein muB. So sind die Sub-
traktion und die Division reeller Zahlen
(Welche Einschrinkung an die Trigermenge
ist bzgl. der Division erforderlich?) weder
kommutativ noch assoziativ! (Begriindung?)

Aufgabe 4:

a) Zeige, daB auch die Verkniipfungsgebilde
(G, —) und (R, —) sowie R*\{0},:) und
(R\{0}, ;) weder kommutativ noch assoziativ
sind!

b) Vgl. deine Begriindung mit der fir Aul-
gabe 2! Formuliere die Aufgabe (evtl) um,
daB du analog zu Aufgabe 2 schlieBen kannst !
Mit unseren néchsten Beispielen wollen wir
dem  vielleicht entstandenen Eindruck be-
gegnen, daB Kommutativitit und Assoziati-
vitdt in einem Verkniipfungsgebilde entweder

“beide zugleich gelten miissen oder aber beide

zugleich nicht erfiillt sein konnen. Wir be-
trachten deshalb das kommutative Verkniip-
fungsgebilde (G, o1) mit xo; y=p,2(x+y) fir
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alle ganzen x, y. Es ist nicht assoziativ. Um
das zu zeigen, geniigt es wieder, ein Gegen-
beispiel zu finden:

(1032)e;3=18, aber 10,(20,3)=22.

Auch die Mittelwerte liefern Verkniipfungen,
die zwar kommutativ, aber simtlich nicht
assoziativ sind ! (Beweis?)

Eine assoziative Verkniipfung, die nicht kom-
mutativ ist, finden wir iiber der Menge N der
natiirlichen Zahlen, wenn wir unter xe;sy
diejenige natiirliche Zahl z verstehen wollen,
deren Zifferndarstellung durch Hintereinan-
dersetzen der Ziffern von x (zuerst) und der
Ziffern von y gewonnen wird. Dieses Ver-
kniipfungsgebilde (N, °,5) ist offensichtlich
assoziativ, aber nicht kommutativ; z. B. gilt
10y52=12, aber 20,51=21.

Aufgabe 5:

a) Untersuche, ob die in Aufgabe 1a) genann-
ten Verkniipfungen assoziativ sind!

b) Gib selbst assoziative und nicht-assozia-
tive Verkniipfungsgebilde an!

Stiitze dich dabei auch auf die Beispiele aus
alpha 6/1976, und 4/1977!

Unserem Anliegen, neben der Kommutativi-
tdt (Eigenschaft E,) und Assoziativitit (E,)
weitere Eigenschaften von Verkniipfungen
aufzuspiiren, kommen wir bereits naher, wenn
wir die vier Grundrechenarten einmal verglei-
chen und gegeniiberstellen. Nach unseren bis-
herigen Uberlegungen konnen wir allerdings
lediglich feststellen, daB entweder Assoziativi-
tdt und Kommutativitat erfiillt sind (Addition,
Multiplikation) oder aber beide Gesetze
nicht gelten (Subtraktion, Division). Bei nidhe-
rer Untersuchung stoflen wir jedoch im Falle
von Subtraktion (iiber P) und Division (iiber
P\{O}) z.B. auf die folgenden ,Rechenge-
setze":

Fiir alle x, y, z, u und v gilt

E3:  Xox=yoy,

Es:  (xe2)o(yoz)=xoy,

Es:  xof{xoy)=y und

Es:  (x0y)o(ucv)=(xeu)o(yov).

Die Eigenschaft E; heiBt Unipotenz, die
Eigenschaft E¢ Bisymmetrie. (Auch die beiden
restlichen Eigenschaften haben in der Fach-
literatur einen Namen, namlich Rechts-Tran-
sitivitdt bzw. Links-Systemregel.)
Wihrend die drei Gesetze E; bis Es weder
von der Addition noch von der Multiplika-
tion erfiillt werden, iiberzeugen wir uns ohne
Miihe, daB die Bisymmetrie eine Eigenschalft
ist, die alle vier Grundrechenarten besitzen!
Denn fiir alle reellen x, y, u und v gilt
x+y)+u+v)=0c+u)+(y+v),
(x=y)—u—v)=(x-u)—(y—v),
(x-y - v)=(x-u- o)
iy :@@:v)=(x:u)::v),
wobei fiir die Division wieder P\{0} als Tri-
germenge fungiert.
Der Vergleich der vier Grundrechenarten hat
demzufolge jetzt dieses Aussehen:

26

Tabelle 1

Verkniipfungsgebilde
Eigenschaft (P, +) (P,—) .
P, (PY0}, )
E, i ¥ _
Ez X - -
E3 - X
E4 - X
Es - x
Es x x
Aufgabe 6:

Untersuche die bisher aufgefiihrten Verkniip-
fungen in bezug auf diese neuen Eigenschaf-
ten (E; bis Eg), und stelle die Ergebnisse-in
einer ‘Tabelle zusammen ! '

Gilt fiir ein Element x eines Verkniipfungs-
gebildes (M, o) xox=x, so heiBt dieses Ele-
ment idempotent. So sind sowohl 0 als auch 1
idempotente Elemente, wenn wir bei den ent-
sprechenden Grundrechenarten bleiben:
0+0=0, 0—0=0, 0-0=0, 1-1=1
und1:1=1,

dies sind dann auch schon die einzigen idem-
potenten Elemente. Die Mittelwert-Verkniip-
fungen hingegen, die einerseits kommutativ
und bisymmetrisch sind, andererseits aber
keine der Eigenschalten E, bis Es erfiillen
(Beweis?), besitzen die Eigenschaft, daB} alle
Elemente der Trigermenge idempotent sind.
Wir sagen dann, die Verkniipfung selbst ist
idempotent. Fiir alle x gilt also

E;.  Xxox=x.
Es gilt in der Tat
xozx=ﬂ=2—x=x
2 2
XozXx= x-x=[/?=x
(beachte die Triagermenge!),
2x-x  2x?
XogX = = =X,
Aufgabe 7:

Erginze deine Tabelle aus Aufgabe 6 in bezug
auf Idempotenz!

Auch sind - mit einer Ausnahme — alle in
alpha, 4/1977, aufgefiihrten pgeometrischen
Verkniipfungen idempotent. (Die Ausnahme,
namlich das Verkniipfungsgebilde (c, °) ent-
hilt nur entweder einen, drei oder neun
idempotente Elemente; das sind gerade die
Wendepunkte der Kubik c¢!) Bleiben wir in
der Ebene, so erweist sich z. B. die Mittel-
punktskonstruktion oder Streckenhalbierung
o6 (alpha 4/1977) als idempotente und bi-
symmetrische Verkniipfung. Wihrend die
Idempotenz von (g, o1 ¢) dabei laut Definition
gesichert ist, spiegelt sich die Bisymmetrie in
dem folgenden bekannten Satz wider:

Die Mittelpunkte der Seiten eines Vierecks
sind die Eckpunkte eines Parallelogramms.

x rnY J

Aufgabe 8:

Beweise diesen Satz!
Von einigen geometrischen Verkniipfungen
wissen wir dariiber hinaus, daB sie auch die
Eigenschaft Es erfiillen (vgl. alpha 4/1977,
Aufgaben 8b und 13).

Aufgabe 9:

Uberlege und veranschauliche dir, welche
Eigenschaften die uns bekannten geometri-
schen Verkniipfungen besitzen! I. Lehmann

Lisul ngen-der- Aufgaben
Aufgabe 1: -
a) Die Verkniipfungen oy, og, ¢10 und.o; sind
kommutativ: xo7y=xMy=yMx=yo;x (vgl
dazu die Definition von I in alpha 4/1977).
xogy =)/x3+y*=|/y*+x2=yosx;
Xopoy=X+y+xy=y+x+yx=y°;ox;
xonny=|x=y|=|-(-x)|=|y-x|
=yoy1X.
Die Verkniipfungen o5, o und o5 sind nicht
kommutativ, z. B. gilt:
los2=4, aber 2051=35;
112=1,aber211=2;
1092=3, aber 209 1=6.
b) Die Gleichung x°sy=y°sx hat nur die
triviale Losung x=y;
die Gleichung x¢sy=y°sx hat neben der
trivialen Losung x =y noch das Losungspaar
x=2, y=4 (bzw. x=4, y=2) (beachte, dal
x und y natiirliche Zahlen sind}
die Gleichung xogy=yc, xSt neben der
trivialen Lésung x =y die Lsung x= —y.
¢) Nur e (bzw. " mit a:b=1).

Aufgabe 2:

Da fiir alle reellen Zahlen x, y und z
(x+y)+z=x+(y+z)bzw.(x-y): z=x(y-2)
gilt, folgt die Behauptung aus der Tatsache,
daBl N, G, R* und R (echte) Teilmengen von
P sind.

Aufgabe 3:

a) Der Beweis verlduft analog zu dem fiir
(G, °12).

b) (G,°13):¢=0, c=—3; vgl. auch die Defi-
nition der ,,Uhr-Addition“; (G,°4):c=1.

Aufgabe 4:

a) 2—1%1-2; (1-2)—-3%1—-(2-3), d. h.
(G, —) und (R, —) sind weder kommutativ
noch assoziativ;
2:1%1:2;(1:2):3%1:(2:3),d. h. auch
(R*\{0}, ;) und (R\{0}, :) sind weder kommu-
tativ noch assoziativ.



b) Aus der Tatsache, daB (P, —) und (P\{0}, })
nicht kommutativ und nicht assoziativ sind,
konnen wir nicht — wie in Aufgabe 2 — auf die
Behauptung schlieBen. Wenn wir die Teil-
mengenbeziehungen (GoRoP bzw. R*\{O}
oR\{0}oP\{0}) ausnutzen wollen, konnte die
Aufgabe wie [olgt lauten:

(G, —) und (R*\{0}, ;) sind weder kommuta-
tiv noch assoziativ. Zeige, daB dies dann
auch fir die Verkniipfungsgebilde (R, —),
(P, =), (R\{0}, ;) und (P\{0}, ) zutrifft!

Aufgabe 5:

a) Die Verkniipfungen <5, °6, °5 und °,; sind
nicht assoziativ:

(1os2) o5 3=11, aber 1o5 (2053)=9;

(2 13)1t2=64,aber2 t (3 1 2)=512;
(1°92)°93 =18, aber 1og(2°93)=11;
(1°112)°1,3= 2, aber 1°,,(2°,,3)=0;

Die Verkniipfungen °4, °g und °,, sind asso-
ziativ: (xo7y)e z=(xMy)Nz=p,t. Dann folgt
t|(xNy)und¢ | z. Wegen (xy) | x und (xMy | y
folgt damit auf Grund der Transitivitidt der
Teilbarkeitsrelation auch ¢|x und t|y. Mit
t|y und t|z folgt andererseits nach Defini-
tion des groBten gemeinsamen Teilers ¢|(yMz);
entsprechend folgt aus ¢ | x und ¢ | (yMz) jetzt
t|[xM(yMz)]. Analog zeigt man, daB auch
[xN(yNz)] | [(xMy)Nz] gilt, so daB der Beweis,
niamlich xM(yMNz)=(xNy)Nz, erbracht ist.
(xosy)uaz=[/(x1+y2)+zz=[/xz+(yz+zz)
=xog(ycsaz);
(xor0y)e102=(x+y+xy)+2z+(x+y+xy)-z
=x+y+z+y2)+x(y+z+yz)=x010(yo102).

Aufgabe 6:

Keine der Verkniipfungen (o; bis o;s) ist
rechts-transitiv oder erflillt die Links-System-
regel. Lediglich die Verkniiplung ;, ist uni-
potent. Bis auf die Verkniipfungen o, og, oy,
und oy 5 sind alle anderen bisymmetrisch.

Aufgabe 7:

Die Verkniipfungen o, o3, o4 und ¢ sind die
einzigen idempotenten Verkniipfungen.

Aufgabe 8:

Vektorieller Bewelis:
n a+b+c+d=on,
) 1+p+u+o=o0,

1 1
3) x=§(a+b). i} =i(b+c).

1 1
u=§(c+b), D=§(D+C)-

Damit erhalten wir:

a) I+U=%(a+b)+%(c+b)=n;
i=—uund

b) r)+o=%(b+c)+%(b+a)=o;

p=—o.

Aufgabe 9:

Alle in alpha 4/1977 aufgefiihrten geometri-
schen Verkniipfungsgebilde sind — mit einer
Ausnahme - bisymmetrisch und idempotent.
Die Verkniipfung ° iiber der Kubik ¢ ist
zwar bisymmetrisch, aber nicht idempotent.
Keine der Verkniipfungen ist unipotent oder
assoziativ. Die Verkniipfungsgebilde (e, ©),
(p, °2), (e\{A}, °2) und (¢, °) sind kommutativ,
die restlichen nicht. Die Links-Systemregel
erfiillen die Verkniipfungsgebilde (¢, OJ),
(k, °2), (P, °1)s (e, ), (€\{A)}, °1) und (c, °), die
restlichen wieder nicht.

Das arithmetisch-
geometrische

Mittel Teil 2

Das arithmetisch-geometrische Mittel

Fassen wir zusammen: Mit wachsendem k
werden die g, immer kleiner (nach (2)), blei-
ben jedoch groBer als b, die b, werden immer
groBer (nach 3)), bleiben jedoch kleiner als a,
und die Differenzen a,— b, werden auch im-
mer kleiner (nach 4)).

Wir erwihnen (ohne Beweis) folgende bemer-
kenswerte Tatsache:

Setzt man a=1 und b gleich einem echten
Dezimalbruch, so stimmen a, und b, in der
ersten Stelle hinter dem Komma, a; und b;
in den ersten 3=22—1 Stellen hinter dem
Komma, a4 und b, in den ersten 7=23—1
Stellen hinter dem Komma, a5 und bs in den
ersten 15=2%—1 Stellen hinter dem Komma,
allgemein a;+ und by, in den ersten 2¢ —1
Stellen hinter dem Komma iiberein! (Vgl.
das Gauflsche Zahlenbeispiel a=1, b=0, 2.)
Die Ziffern bleiben iiberdies in allen folgen-
den Gliedern ay+ 2, by+2; Qi+ 3, bx+3; USW. er-
halten.

Betrachten wir nun zunichst die (obere)
Folge a, ay, a, a3, ... Es ist eine Folge immer
kleiner werdender reeller Zahlen; jedoch gilt
b<a, b<a;, b<a (fiir alle k). Die Zahl b ist
eine untere Schranke fir die Glieder der
Folge; kleiner als b kann kein Glied werden.
Es sei « die groBte aller unteren Schranken.
(DaB es eine solche reelle Zahl o wirklich
gibt, kann hier nicht bewiesen werden.) Dann
hat « folgende Eigenschaften:

(1) Es ist stets a<a, a<a (fir alle k=1, 2,
3,..)

(2) Jede Zahl o, die groBer als a ist, ist keine
untere Schranke der Folge mehr (d. h. es gibt
mindestens ein Glied der Folge, das kleiner
als o ist).

<
o4
o

Die Zah! o heiBt untere Grenze der Folge a,
ay, az, s, ... (Die Zahlen q, a,, a,, as, ... wer-
den immer kleiner und nihern sich immer
mehr dieser reellen Zahl. Wenn wir ,,geniigend
weit” in der Folge gehen, konnen wir sicher
sein, daB sich die einzelnen Glieder ,,beliebig
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wenig“ von a unterscheiden, sich also die
Differenzen a,—« fiir groBes k ,,beliebig we-
nig* von 0 unterscheiden. Die Zahlen a;,—a
werden nie gleich 0, auch wenn k noch so groB
ist. Vielmehr unterscheiden sich die ay—a
von 0 immer weniger. — Diese Aussagen sollen
hier nicht weiter prizisiert werden.)
Betrachten wir nun die (untere) Folge b, by,
by, b, ... Es ist eine Folge immer groBer wer-
dender reeller Zahlen; jedoch gilt b<a, b; <a,
bi.<a (fiir alle k). Die Zahl a ist eine obere
Schranke fiir die Glieder der Folge, groBer als
akann kein Glied werden. Es sei f die kleinste
aller oberen Schranken. (DaB es eine solche
reelle Zahl § wirklich gibt, kann hier nicht
bewiesen werden.) Dann hat S folgende
Eigenschaften,

o
-
o
ot
o

o

(1) Es ist stets b<f, b,<p (fur alle k=1, 2,
3,..)

(2) Jede Zahl B, die kleiner als f ist, ist keine
obere Schranke mehr (d. h. es gibt mindestens
ein Glied der Folge, das gréBer als f' ist).

Die Zahl B heiBt obere Grenze der Folge b,
bl, bz, b3, (Dle Zahlen b, bl, bz, b3, ... Wer-
den immer groBer und nihern sich immer
mehr dieser reellen Zahl §.)

Wir zeigen nun: Es muB f<a sein, es kann
nicht f>a sein. Wire f>a, so gdbe es nach
der Eigenschaft (2) von « ein Glied der Folge

a, ay, ay, ..., das kleiner als f ist: a; < g fiir ein
gewisses i.
Nach der Eigenschaft (2) von 8 gidbe es dann
ein Glied der Folge b, by, b,, ..., das groBer
als g; ist:
a;<b; liir ein gewisses j.
Andererseits gilt b;< 8. Also
%) ai<bj<p.
Nun ist
b<by<b,<...<bi<ai<ai-;<...
<a,<ai;<a,
d.h  b<afirk=1,2,...,i

Hiernach kann in (5) nicht j<i sein, es muB

J>i sein. Ferner ist
b<b;<by<...<bj<aj<aj-; <...
<a;<a;<a,

dh bj<afirk=12 ..,j

Hiernach kann in (5) doch nicht i< sein, es

muB i>j sein. Es muB einerseits j> i, anderer-

seits j < i sein. Dies ist ein Widerspruch. Daher

kann die Annahme f > o nicht richtig sein und

somit ist aber die Behauptung f <a richtig.

Aus a < gy(firalle k)und f> b, also —f< —b,

, (fiir alle k) folgt (da a> fist) 0<a—f <ay—by.

Nach 4) ist a;— by <a_2~k£_ Somit gilt 0< a—f
a—b b . liebie klei
5 Da i fiir groBes k beliebig klein
werden kann, a—f aber eine bestimmter

a—
<
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a=p =H(a‘b;

+

Wert >0 ist, der gar nicht von k abhingt,
mubB notwendig a — f =0 sein. Somit gilt
a=4.

Definition: Der gemeinsame Wert a=p§ der
unteren Grenze a der Folge a, ay, a3, as, ...
und der oberen Grenze § der Folge b, by, b,,
b3, ... heiBt das arithmetisch-geometrische
Mittel zwischen a und b. Wir schreiben dafiir
M(a, b).

Aufgaben:

Die folgenden~ Eigenschaften des arithme-
tisch-geometrischen Mittels sind zu begriin-
den: a) M(a, b)=M(a, by, b) M(na, nb)

=nM(a, b). ¢) M(a, b)= aM(I, g) =bM<§, 1)
=M(b, a).

»

Lemniskate und Ellipse

Im folgenden werden Anwendungen des
arithmetisch-geometrischen Mittels beschrie-
ben (die Resultate werden nicht begriindet).
Wir betrachten eine Lemniskate, das ist eine
Kurve in Form einer Acht, der geometrische
Ort aller Punkte P, fiir die das Produkt rr,
der Abstinde r; und r, von den [esten Punk-
ten F; und F, stets einen konstanten Wert
hat.

Lemniskate

Ist a der Abstand der Punkte F, und F, vom
Nullpunkt, so gilt

rira=a%
Der Flicheninhalt einer Schieife ist F=a?.
Die Linge einer Lemniskatenschleife ist

nal/2 . . -
—l/_. Hier tritt die aus der Kreisberech-

M(/2,1)

nung bekannte Zahl = auf. (n ist charakteri-
siert als das Verhiltnis zwischen Umfang und
Durchmesser des Kreises.) Ferner tritt das
arithmetisch-geometfische Mittel zwischen
1und /2 auf! Da n=3,14159... und M()/2, 1)
=1,19814... (siche das GauBsche Zahlenbei-
spiel) ist, erhdlt man fiir die Lange den Nihe-
rungswert 3,7081a.

Eine Ellipse ist der geometrische Ort aller
Punkte P, fir die die Summe r, +r, der Ab-
stinde r; und r, von den festen Punkten F,
und F, stets einen konstanten Wert hat:
ri+r2=2a. Jede Gerade durch den Mittel-
punkt M schneidet die Ellipse in einem Durch-
messer. Der groBte Durchmesser einer Ellipse

P —— A S

Die Ellipse ist der geometrische Ort aller
Punkte einer Ebene, fiir die die Summe der
Abstinde von zwei festen Punkten konstant
(2a) ist.

hat den Wert 2a. Der kleinste Durchmesser

habe den Wert 2b. Der Flacheninhalt einer

Ellipse ist dann F =nab. Um ihren Umfang U

anzugeben, fiihren wir fir a>b die positive
a’—

2
Zahl k<1 durch &2 azb (also

a?—b* ) . . b
k= \/ ——— ) ein. Ferner setzen wir k'=—,
a a

so daB k*+k'2=1, also k'=])/1—k? ist. Dann
gilt

Tk KEEM(L,K)

U=2M{M(1,k’) M(LK)? }
Hier erscheint das arithmetisch-geometrische
Mittel zwischen 1 und k'=)/1—k2. M,(1, k)
ist eine GroBe, die von M(1, k') abhangt.
(Genauer gilt: M(1, k) ist der Differential-

. dM(1,K)
quotient —F
Man kann den Umfang der Ellipse auch als
Summe der Reihe

2
Mo by (4~ 2ai—bD—4a3—b)

—8(a%—b3)—...}

erhalten. Hierin ist M(ag, b) das arithmetisch-
geometrische Mittel zwischen der groBen
Halbachse g und der kleinen Halbachse b und

a+b a;+b
01=T. b1=1/ ab, a,= 12 l,bz=l/411b1,
... USW.
Es sei bemerkt, daB durch
n 3_azib_ ab

ein sehr genauer Ndherungswert fiir den
Ellipsenumfang U gegeben wird. (Hier er-

scheint das arithmetische Mittel a;_b und



das geometrische Mittel [/a7b der groflen
Halbachse a und der kleinen Halbachse b.)

Das arithmetisch-geometrische Mittel
bei C. F. GauB

Schon wihrend seiner Schulzeit beschiftigte
sich C. F. Gauf (in Braunschweig) mit zahlen-
theoretischen Fragestellungen, mit der Me-
thode der kleinsten Quadrate, mit den Grund-
lagen der Geometrie. In seinen Vorlesungen
tiber die Entwicklung der Mathematik im
19. Jahrhundert (Teil I erschien als Buch in
Berlin 1926) sagte F. Klein (1849 bis 1925)
dariiber:,,Ein natiirliches Interesse, ich méch-
te [ast sagen eine gewisse kindliche Neugier,
fiihren den Knaben unabhingig von allen
duBeren Einfliissen zuerst auf mathematische
Fragen. Und zwar ist es das reine Handwerk
des Zahlenrechnens, das ihn zunichst anzieht.
Er rechnet immerfort mit einem geradezu
iiberwiltigenden FleiB und nicht zu ermiiden-
der Ausdauer. Durch diese fortwidhrende
Ubung im Handhaben der Zahlen, z. B. De-
zimalbriichen von unglaublicher Stellenzahl,
erwirbt er sich nicht nur die erstaunliche
Virtuositit der Rechentechnik, die ihn zeit-
lebens auszeichnete; er erringt sich auch ein
ungeheures Gedichtnismaterial an bestimm-
ten numerischen Werten und damit eine Ken-
nerschaft und einen Uberblick im Reiche der
Zahlen, wie ihn vorher und nachher wohl
kaum jemand besessen hat. Neben dem Zah-
lenrechnen beschiftigt ihn das numerische
Operieren mit unendlichen Reihen. Von den
Erfahrungen, die er an Zahlen macht, also auf
induktivem, ,experimentellem’ Wege, kommt
er dann schon friihe zu der Erkenntnis allge-
meiner Bezichungen und Gesetze... Einer der
dltesten Gegenstinde, der Gauf® Entdecker-
lust reizte, ist das sog. arithmetisch-geo-
metrische Mittel.“ Mit 14 Jahren (1791) ent-
deckte er die Existenz des arithmetisch-geo-
metrischen Mittels und ,diese Entdeckung
iibte einen solchen Reiz auf ihn aus, daB er
wiihrend der folgenden 10 Jahre ununter-
brochen an der Ausgestaltung der Theorie
arbeitete* (H. Geppert). Ob er von selbst auf
das arithmetisch-geometrische Mittel (agM)
gekommen ist oder durch Buchstudium oder
von irgendeiner anderen Quelle her dazu an-
geregt wurde, ist nicht feststellbar.

(Bereits 1784/85 hatte der franzosische Ana-
Iytiker J. L. Lagrange [1736 bis 1813] den
Algorithmus des agM aufgestellt. Doch es ist
sehr unwahrscheinlich, daB der 14jdhrige
Gymnasiast Gauf} Lagranges Veroflentlichun-
gen dariiber gelesen haben sollte.)

Der junge Gauf hatte zu jener Zeit noch keine
Kenntnisse in der Infinitesimalrechnung. Si-
cherlich hatte er die schnelle Anndherung der
fortgesetzt gebildeten arithmetischen und
geometrischen Mittel aus zwei Zahlen be-
merkt und den gemeinsamen Grenzwert ge-
ahnt.

,Freilich konnte der wiBbegierige Knabe bei
seiner mehr spielerischen Beschaftigung mit
dem agM nicht ahnen, da8 er sich mit diesem
unerschopllichen Problem eine schier uner-
schopfliche Quelle reichster und tiefster Er-
kenntnisse erbohrt hatte, aus der auch der
reile Mann bis ins hohe Alter immer wieder
schoplen konnte, aber es scheint doch, als ob
ihn ein unbewuBtes Gefiihl fir die eigenar-
tige Bedeutung des agM veranlaBt hitte, den
Gegenstand nicht wieder aus den Augen zu
lassen* (L. Schlesinger).

»Wir begegnen aber hier einer seltsamen und
gewiB nicht zuldlligen Erscheinung. All diese
frithen, nur zu eigner Lust ersonnenen Ge-
dankenspiele sind Ansétze zu dem groBen, erst
viel spidter bewuBt gewordenen Ziel. Es ist
eben die ahnende Weisheit des Genies, selbst
bei den halbspielenden Erstlingsproben der
Krifte ohne BewuBtsein des tieferen Sinnes,
die Spitzhacke gerade da ans Gestein zu set-
zen, wo die Goldmine verborgen liegt” (F.
Klein).

Am 30. Mai 1799 fand er den Zusammenhang
des agM mit der Linge der Lemniskate, und
zwar nach F. Klein ,,wiederum auf rein rech-

1

M1, )/2)
bis auf 11 Dezimalen bestimmt.“
In der Folgezeit gelangte er dann aus diesen
Ergebnissen zu einer Theorie der sog. ellip-
tischen Funktionen und der Modulfunktionen.
Er fand das erste Beispiel einer sog. auto-
morphen Funktion.
(Die Theorie der automorphen Funktionen
und Formen ist gegenwirtig wieder ein von
zahlreichen Mathematikern bearbeitetes Ge-
biet.)
,» Wie bei allen hervorragenden Genies ist auch
bei Gauf das Eigentiimliche die Sicherheit,
mit der er in seinen Arbeiten gerade dort ein-
setzt, wo — zunichst ihm unbewuBt — die
schonsten und tiefsten Sétze verborgen liegen.
Es ist auBerordentlich reizvoll zu verfolgen,
wie Gauf in seinen Jugendarbeiten drei zu-
nichst scheinbar ganz heterogene Gebiete in
Angriff nimmt: die lemniskatischen Funktio-
nen, das agM und die Potenzreihen, deren
Exponenten nach einer arithmetischen Reihe
zweiter Ordnung fortschreiten, und wie sich
diese Untersuchungen pl6tzlich— man méchte
fast sagen: zufillig — zu dem gewaltigen har-
monischen Massiv zusammenschlieBen, das
die gesamte Theorie der Modulfunktion und
der elliptischen Transzendenten umfaBt... Im
Jahre 1800, d.i. mit 23 Jahren, ist Gauf im
Besitze aller, auch der tiefstliegenden Resul-
tate, die das folgende Jahrhundert erst in har-
ter, ziher Arbeit wiedererringen muBte* (H.
Geppert).
Von diesen Dingen hat Gauf nimlich fast
nichts publiziert. In einer Arbeit aus dem
Jahre 1818 (in der eine Berechnung der
Sdkularstorung, welche ein Planet ausiibt,
erfolgte), verwendet er das agM zur Berech-
nung sog. elliptischer Integrale.

nerischem Wege, in dem er den Wert

,Das ist aber auch alles, was Gauf der Uflent-
lichkeif iiber seine genialen Entdeckungen
mitteilte! Sei es, daB er seine Zeit als noch
nicht reif genug ansah, um diese tiefliegenden
Theorien erfassen und verarbeiten zu kénnen,
sei es, daB er selbst seine Schoplung als noch
nicht abgeschlossen und zur hdchsten Voll-
endung getrieben erachtete und daher gemaB
seinem Wahlspruch: pauca sed matura!* von
einer Publikation Abstand nahm,, unsere
Kenntnis iiber die GauBschen Entdeckungen
beruht lediglich auf den Aulzeichnungen des
Nachlasses“ (H. Geppert).
Erst die Bearbeitung und Herausgabe des
Nachlasses an handschriftlichen Aulzeich-
nungen wissenschaltlichen Inhalts, darunter
des Tagebuchs 1796 bis 1814, sowie des
Briefwechsels von Gauf mit seinen Freunden
brachte der Nachwelt wichtige Erkenntnisse
von Gauf’ Schaffen. Die Arbeit aus dem
Jahre 1818, sowie alles aus dem Nachla8, was
sich auf das agM und die Theorie der ellipti-
schen Funktionen bezieht, hat H. Geppert im
Band 225 von ,,Ostwalds Klassikern* (Leip-
zig 1927) iibersetzt und zu einem lesbaren
Ganzen gestaltet.
Die von Gauf§ entwickelten Methoden und
damit gewonnenen Erkenntnisse hidtten, so
betont A. I. Markuschewitsch (im C. F. Gauf
Gedenkband anldBlich des 100. Todestages
am 23. Februar 1955 — Hrsg. von H. Rei-
chardt [Leipzig 1957)),
»die gesamte Analysis in der ersten Hilfte des
19. Jahrhunderts erheblich beeinflu8t, wiren
sie rechtzeitig veroffentlicht worden. Gauf
hat sich zwar wiederholt bemiiht, sie systema-
tisch darzulegen. Seine Versuche hierzu wur-
den jedoch nicht vollendet, und dadurch blie-
ben wertvollste und tiefste Ergebnisse auf dem
Gebiet der Analysis in den vier Wanden seines
Arbeitszimmers verborgen. Sie wurden spéter
von Cauchy, Abel, Jacobi u. a. neu entdeckt
und gingen unabhingig von Gauf in die
Wissenschaft ein.“

H. Pieper

! Weniges, aber ausgereiftes!




Studenten
im Wettstreit

Vom 31. Mai bis 2. Juni 1977 fand der
3. zentrale Ausscheid im Mathematikwett-
streit der Studenten technischer und 6konomi-
scher Fachrichtungen in der Technischen
Hochschule Otto von Guericke Magdeburg
statt. An dem zentralen Ausscheid nehmen
die Sieger und Plazierten der Mathematik-
wettstreite an den Universitdten und Hoch-
schulen unserer Republik teil. Im vergange-
nen Jahr waren 76 Studentinnen und Stu-
denten in Magdeburg zusammengekommen.
-Teilnehmer sind Ukonomiestudenten des
3. Studienjahres und Ingenieurstudenten des
2. Studienjahres; Studenten niedrigerer Stu-
dienjahre diirfen ebenfalls am Wettstreit teil-
nehmen.

Im vergangenen Jahr konnten bei der Sieger-
ehrung, an der der stellvertretende Minister
fir Hoch- und Fachschulwesen, Dipl.-Ing.
Groschupf, der Vorsitzende des Wissenschaft-
lichen Beirates fiir Mathematik, Prof. Dr.
Winkler, Dresden und der stellvertretende
Vorsitzende der Mathematischen Gesellschaft
der DDR, Prof. Dr. Manteuffel, Magdeburg,
teilnahmen, durch Prof. Dr. Kadner (Dres-
den), den Vorsitzenden des Wettbewerbs-
komitees, sechs 1. Preise, fiinf 2. Preise und
elfl 3. Preise vergeben werden.

Mit 97 von 100 erreichbaren Punkten erreich-
te stud. ing. Peter Zacharias, Student im
. Studienjahr an der Sektion Technische
Kybernetik und Elektrotechnik der TH Mag-
deburg die beste Leistung. Peter Zacharias
hat als Schiiler mit Erfolg an Mathematik-
und Physikolympiaden teilgenommen. Schon
als Schiiler arbeitete er in einer internationa-
len Studentenbrigade in Ufa (UdSSR) mit.
Neben der Mathematik und Physik gilt seine
Liebe der Musik; er schloB die Oberstufe im
Fach Cello an der Musikhochschule in Halle
mit der Gesamtnote sehr gut ab! Peter
Zacharias ist Absolvent der Spezialklassc der
Martin-Luther-Universitit Halle-Witten-
berg.

Im Rahmenprogramm konnten die Teilneh-
mer Besichtigungen z. B. des gotischen Do-
mes, des romanischen Klosters und des
Schiffshebewerkes durchfithren. Eine Vor-
tragsveranstaltung war der mathematischen
Behandlung praktischer Probleme gewidmet;
dort wurde iiber Untersuchungen an der
Ultraschallsége, iiber Probleme der Material-
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" 6konomie beim Bau von Elektromotoren und

iiber Optimierung von Walzwerken vorge-
tragen. Das zweite Thema der Vortrags-
veranstaltung war dem Leben und Werk von
C. F. GauB gewidmet.

AbschlieBend seien zwei Aufgaben aus diesem
Mathematikwettstreit vorgestellt:

Ala Eine der Pflichtaufgaben fiir Inge-
nieurstudenten:

Ein kartesisches x,yz-Koordinatensystem
hat die Basis (¢}, €3, €3), wobei &3 ein lotrechter
(senkrecht auf der Erdoberfliche stehender)
Vektor ist.

In der Ebene E: 4x+3y+5)/3z—40=0 liegt
eine 100 m? groBe Dachfliche eines Gebiu-
des. Auf dieser Dachfliche liegt eine an allen
Stellen gleichstarke Schneedecke mit einem
Gesamtgewicht von 4000 kp. In der durch den

Einheitsvektor w= — %(45] +3¢&3) gegebenen

Richtung greift Wind an, der beim Auftreffen
auf eine zu w senkrechte Fliche einen Druck
von 90 kp/m? erzeugen wiirde.

a) Es ist der Vektor der von Schnee- und
Windlast erzeugten, senkrecht zur Dach-
fiche wirkenden Gesamtdruckkraft N zu er-
mitteln.

b) In welcher Richtung wiirde bei Tauwetter
und Windstille das Schmelzwasser ablaufen?
Der Einheitsvektor dieser Richtung ist anzu-
geben.

Hinweis: Eine Losungsvariante ergibt sich
durch Einfiihrung der Schnittgeraden von
Dachebene und x,y-Ebene als Hilfslinie.

A2a Eine der Wahlaufgaben der Ukono-
miestudenten:

Einem Stoff B miissen Zuschlagstoffe B, und
B, zugesetzt sein, so daB in der gewiinschten
Mischung 209, der Masse aus B, und 30%
der Masse aus B, bestehen. Folgende Ge-
mische sind vorhanden:

C,; mit 20%, B, und 40%; B,,

Cz mit 30% Bl und 20% Bz,

C3 mit 20% B] und 20% BZ;

C4 mit 10% Bl und 40% Bz.

a) Geben Sie das mathematische Modell fiir

diese Problemstellung an!

b) Bestimmen Sie die Losung des Modells!
K. Manteuffel

Zu Ehren von C.F. Gaul

DDR-Studentenkonferenz
,,Mathematik und Praxis*

Im Dezember 1977 fand in Leipzig eine
Zentrale Studentenkonferenz ,Mathematik
und Praxis“ statt, an der Studenten aller
zwolf Hochschulausbildungsstitten fiir Ma-
thematiker in der DDR beteiligt waren. Mit
dieser bedeutenden Veranstaltung zeigten die
Mathematik-Studenten, wie sie zur Verwirk-
lichung ihrer Disziplin in der gesellschaft-
lichen Praxis beitragen.

Zugleich ehren sie damit das Andenken des
groBen Mathematikers, Physikers und Astro-
nomen C. F. GauB. Zu dieser Konferenz hat-
ten Ende 1976 der Wissenschaftliche Beirat
fiir Mathematik beim Ministerium fir Hoch-
und Fachschulwesen der DDR, der Zentralrat
der FDJ und die Mathematische Gesellschaft
der DDR aufgerufen.

Prof. Dr. W. Winkler (TU Dresden) erdfinete
die Studentenkonferenz mit einem Vortrag
iiber die Praxiswirksamkeit der Mathematik.
In vier Plenarvortrigen wurden Ergebnisse
der wissenschaftlichen Arbeit von Mathe-
matik-Studenten vorgestellt, deren Verwirk-
lichung in der Praxis hohen 6konomischen
Nutzen bringt.

Insgesamt wurden auf der Konferenz 28 von
80 eingereichten Arbeiten in Vortridgen vor-
gestellt. In einer Feierstunde erhielten 13 Stu-
denten die Gaup-Ehrenplakette. EIf Reisen in
die UdSSR und andere Auszeichnuiigen wur-
den an die Autoren der besten Arb:.ien ver-
geben.

Wandzeitung der math. Wissenschaftsbereiche der Sektion Math./Phys. der TH anlidBlich
des 200. Geburtstages von C. F. GauB. (Das ,,Preisausschreiben” enthdlt Aufgaben aus

Arbeitsgebieten von C. F. GauB.)




Vier Aufgaben
aus Moskau

Eine Aufgabe von
Sh. B. Linkowski

Fachlehrer fiir Mathematik, Moskau

Vier Aufgaben der schriftlichen
Aufnahmepriifung 1977 im Fach Mathematik
fiir Studienbewerber des Moskauer
Ingenieurinstituts fiir Bodenbearbeitung

Ala Es ist der folgende Term zu verein-
fachen:

1—x~

1+x

1 1

x+x"
x—1"

A2A Zulbsen ist die Ungleichung:
—5x2+x+4>0.

A3 A Manbeweise,daB fiir alle reellen Zah-
len x mit x#% + kg und x#’—; +kn, wobei k

eine ganze Zahl ist,
tan x
cos 2x

tan 2x —tan x= gilt.

A4a Die Basis 4B eines gleichschenkligen
Dreiecks ABC habe die Linge b, der Winkel
zwischen der Basis und einem der Schenkel
habe die GroBe a.

Man ermittle den Umfang des Dreiecks ABC.

Ala Fir alle reellen Zahlen x mit x40

und | x| +1 gilt
1-x"! x+x7!
L e
1 1
- 1—x2

A2A Setzt man f(x)= —5x>+x+4,
so gilt f{x)=— s(x2 —g) +4.
Durch Addition und Subtraktion von

1 1 ..
-5 190= "% erhilt man

o2 X, 1 1
fix)= 5<x 5+100)+4+20

___5 X—L 2_{_&
B 10/ "20°

Nun gilt f(x)> 0 genau dann, wenn
5 1 2<ﬂ also we
¥T10) S SO Wenm

12 81
(X—E> <W0,d h.,

MOSKAU
8 1.9
1010710
4
——<x<l.

5
Die gegebene Ungleichung ist also fiir alle
reellen Zahlen x mit —g<x<1 und nur fir
diese erfullt.

A3a Fir alle reellen Zahlen x mit der
obigen Einschriinkung gilt i

sin2x sinx

cos2x  cos x

f(x)=tan 2x —tan x=

_2sinxcosx sinx
cos 2x cos X
sin x ;
o8 2x cosx (2005 X—€0s 2%)
tan x .
=m(2cos2 x —cos? x +sin? x)
tan x .
2 2
= €08 x+S8In“ x
cos2x( )
tan x
= , W.Z.b.w,
cos 2

A4A Bezeichnet man die Linge jedes der
Schenkel mit g, so ist der Umfang des Drei-
ecks ABC gleich

u=2a+b.
Nun gilt (vgl. die Abb.)

cos a=%, also

a=_b

2cosa’

Daher ist der Umfang des Dreiecks ABC
gleich

u=2a+b= +b,
S a
u=b<1+;).
cosa
(o
a a
A b b 8
2 i

A. Halameisar/R. Liiders

Multipliziert man zwei auleinanderfolgende
Zahlen der Folge der ungeraden natiirlichen
Zahlen 1, 3, 5, 7, 9 miteinander und addiert
die Zahl 1, so erhilt man stets das Quadrat
einer natiirlichen Zahl, wie die [olgende Ta-
belle zeigt:

1-3+1= 4=22
3-5+1=16=4%
5-7+1=36=6"
7-9+1=64=8>

Dasselbe gilt, wenn man zwei aufeinander-
folgende Zahlen der Folge der geraden na-
tiirlichen Zahlen 2, 4, 6, 8 miteinander mul-
tipliziert und die Zahl 1 addiert, wie die fol-
gende Tabelle zeigt:

2:441= 9=32

4-6+1=25=5%

6-8+1=49="72

Es ist zu beweisen, daB das allgemein gilt, daB
also fiir alle natiirlichen Zahlen gilt:

Die Summe aus dem Produkt zweier aufein-
ander folgender ungerader bzw. zweier auf-
einander folgender gerader natiirlicher Zah-
len und der Zahl 1 ist stets gleich dem Qua-
drat einer natiirlichen Zahl.

Lésung:

a)Esseien2n+1und 2n+3(n=0,1,2,3,...)

zwei aufeinander folgende ungerade natiir-

liche Zahlen. Dann gilt

@n+1)(2n+3)+1=4n>4+6n+2n+3+1
=4n’>+8n+4
=4(n*+2n+1)
=[2(n+1)]%

b) Es seien 2n und 2n+2 (n=0, 1, 2, 3, ..))
zwei aufeinander folgende gerade natiirliche
Zahlen. Dann gilt
2n(2n+2)+1=4n*+4n+1

=(2n+1)%
Damit ist bewiesen, dafl die Summe aus dem
Produkt zweier aufeinander folgender unge-
rader bzw. zweier aufeinander folgender
gerader natiirlicher Zahlen und der Zahl 1
stets gleich dem Quadrat einer natiirlichen
Zahl ist.
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Wer lost mit?
i|||I|IiI -Wettbewerb

Letzter Einsendetermin: 12. Juni 1978

Mathematik

Ma5 #1736 Joachim erhielt nach erfolg-
reicher Teilnahme am alpha-Wettbewerb als
Anerkennung ein Buch. Bereits am nichsten
Tag las er den neunten Teil der Anzahl der
Seiten dieses Buches durch. Am darauflolgen-
den Tag las er weitere 63 Seiten dieses Buches
durch; das waren dreimal soviel Seiten wie
am Tage zuvor. Wie viele Seiten umfaBt die-
ses Buch?  Schiilerin Birgit Weyh, Fambach

Ma$5 81737 An den Olympischen Sommer-
spielen 1976 in Montreal beteiligten sich ins-
gesamt 1314 Leichtathleten, und zwar 526
Mainner mehr als Frauen. Wieviel Frauen und
wieviel Manner nahmen an den Leichtathle-
tikwettbewerben teil ?

Schiiler Ralf Hortig, Cottbus

Ma5 a1738 Die beiden Freunde Klaus und
Mario kaufen in einer Konditorei ein. Klaus
kauft zwei Stiick Streuselkuchen und ein
Schweineohr; er bezahlt dafiir 68 Pf. Mario
kauft ein Stiick Streuselkuchen und zwei
Schweineohren; er bezahlt dafiir 0,61 M. Wie
teuer ist ein Stiick Streuselkuchen bzw. ein
Schweineohr?

Schiilerin Kerstin Kassek, Klosterfelde

Ma5 81739 Das um 14 vergroBerte Zwei-
fache einer natiirlichen Zahl ist gleich dem
Achtfachen dieser um 8 verkleinerten natiir-
lichen Zahl. Um welche natiirliche Zahl han-
delt es sich? Schiiler Frank Schlaak, Berlin

Ma5 u1740 Zeichne vier Rechtecke! Zeich-

ne dann jedesmal zwei Geraden so, daB beide

den Rand des Rechtecks schneiden und dabei

das Rechteck in folgende Figuren zerlegen:

a) zwei Dreiecke und ein Viereck,

b) ein Dreieck und zwei Vierecke,

¢) ein Dreieck und drei Vierecke,

d) ein Dreieck, ein Viereck und ein Fiinfeck!
StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma5 w1741 Jemand hebt von seinem Spar-
konto 500 M ab. Er erhilt zweimal soviel
50-Mark-Scheine wie 100-Mark-Scheine. Die
Anzahl der ausgezahlten 20-Mark-Scheine ist
um 1 gréBer als die Anzahl der 50-Mark-
Scheine. Wieviel 20-Mark-Scheine, 50-Mark-
Scheine bzw. 100-Mark-Scheine erhielt dieser
Sparer?

Schiilerin Kerstin Miller, Wernshausen

Ma6 81742 Essind alle zweistelligen natiir-
lichen Zahlen zu ermitteln, die ein Vielfaches
ihrer Quersumme sind, wobei die Quersumme

eine Primzahl ist!
Mathematikfachlehrer Helmut Engelmann,
Sachsendorf

Ma6 #1743 Gegeben sei ein Dreieck ABC.
Der AuBenwinkel bei A sei um 29° kleiner
als der AuBenwinkel bei C. Der Aulenwinkel
bei B sei um 49° kleiner als der AuBenwinkel
bei C. Es ist die GroBe der Innenwinkel a, §, y
dieses Dreiecks zu berechnen!

Schiilerin Beate Floeter,

POS Sachsendorf, KI. 8

Maé6 w1744 Wenn Frank seinen Ball aus
einer bestimmten Hohe senkrecht fallen 148t,
so springt der Ball um den dritten Teil der
Fallh6he wieder zuriick. Nach dem zweiten
Aufprall sprang der Ball um einen Meter
weniger hoch als nach dem ersten. Aus wel-
cher Hohe lieB Frank den Ball fallen?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Maé6 #1745 Eine GroBmutter wurde nach
dem Lebensalter ihrer Enkeltochter gefragt;
sie antwortete: ,Ich bin genau zwdlfmal so
alt wie meine Enkeltochter. Die Summe der
Zahlen, die das Lebensalter von meiner En-
keltochter und mir angeben, betrigt 65. Wie
alt sind GroBmutter und Enkeltochter, wenn
das Lebensalter stets in ganzen Zahlen ange-
geben wird?

(Aus einer sowjetischen Zeitschrift)

Thies LuAbar, 26 Glnirow, Werdersér 22
Kersting-0S, Klase 7 8
150

Ma7e
1369
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Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb koénnen sich alle aipha-
Leser beteiligen. |
2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schuljahr
(bei Erwachsenen Alter und Berul) zu rich-
len an

Redaktion alpha
7027 Leipzig, Postfach 14.

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe fortlaufend numeriert.
Der ublichen Nummer ist ein Ma (Mathema-
tik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und
eine Ziffer, z. B. 7, vorgesetzt (d. h. fiir
7. Klasse geefgnet).

4. Von den Teilnehmern sind nur die Aul-
gaben seiner oder einer héheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstufen
11/12 und Erwachsene l6sen die Aufgaben,
welche mit Ma 10/12, Ph 10/12 oder Ch 10/12
gekennzeichnet sind.

S. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt
zu verwenden, Format A4 (210 mm
297 mm) (siche Muster), denn jede Aufga-
bengruppe wird von einem anderen Mit-
arbeiter korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollstindige und richtige) Lésung
(nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis) ein-
gesandt haben, erhalten von der Redaktion
eine Antwortkarte mit dem Pridikat ,,sehr
gut gelost™, ,,gut gelost oder ,.gelost*.
Schiiler, welche nur einen Schlufisalz zu
einer Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ,,nicht gelost™.

Letzter Einsendetermin wird jeweils bekannt-
gegeben. Der Jahreswettbewerb 1977/78 lault
von Heft 5/77 bis Heft 2/78. Zwischen dem
1. und 10.September 1978 sind alle durch
Beteiligung an den Wettbewerben der Hefte
5/77 bis 2/78 erworbenen Karten geschlossen
an die Redaktion einzusenden. Eingesandte
Antwortkarten werden nur dann zuriickge-
sandt, wenn ein Riickumschlag mit aus-
reichender Frankatur beiliegt.

Die Preistrager und die Namen der aktivsten
Einsender werden in Heft 6/78 verdffentlicht.
Wer mindestens 10 Antwortkarten (durch die
Beteiligung an den Wettbewerben der Hefte
5/77 bis 2/18) erhalten hat und diese einsen-
det, erhilt eine Anerkennungsurkunde und
ein Abzeichen (in griiner Farbe). Schiiler, die
bereits zwei Anerkennungsurkunden besitzen
und diese mit den Antwortkarten des Wett-
bewerbs 1977/78 einsenden, erhalten das
alpha-Abzeichen in Gold (und die Urkunden
zuriick). Wir bitten darauf zu achten, daB alle
Postsendungen richtig frankiert sind, und
daf die Postleitzahl des Absenders nicht ver-
gessen wird. Redaktion alpha



Ma6 #1746 Gib fiir jede der nachstehenden
drei Gleichungen alle Paare (x, y) von natiir-
lichen Zahlen an, [ir die die jeweilige Glei-
chung zu einer wahren Aussage wird!
a) X (x+y)=415
b) x - (x—y)=4l,
c)x-(y—x)=41.

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma7 1747 In einem regelmiBigen Finf-
eck ABCDE werde eine beliebige Diagonale
gezeichnet. Es ist zu beweisen, daB diese Dia-
gonale parallel zu einer der Fiinfeckseiten

verlduft!
Klaus Meier, PH ,,Wolfgang Ratke" Kothen
"Sektion Mathematik

Ma7 11748 Am Wochenende kaufte Hans
insgesamt 25 Flaschen Getridnke ein, weil die
Familie Besuch erwartete, und zwar Limo-
nade zu 0,21 M, Cola zu 0,35 M und Bier zu
0,48 M pro Flasche. Hans hatte ohne Pfand-
geld genau 7,61 M zu bezahlen. Wieviel Fla-
schen Limonade, Cola bzw. Bier hat Hans ein-
gekauft? Schiiler Bodo Heise,

Juri-Gagarin-0OS Gorlitz, KI. 7

Ma7 #1749 Gegeben sei eine dreistellige
natiirliche Zahl, deren drei Ziffern ohne Be-
achtung ihrer Anordnung drei aufeinander-
folgenden natiirlichen Zahlen entsprechen.
Dividiert man diese dreistellige natiirliche
Zahl durch 9, so erhilt man eine Primzahl.
Um welche Zahl handelt es sich?
Schiilerin Marion Endrigkeit,
Jessen, Kl. 6

Ma7 ®1750 Man beweise, daB jede vier-
stellige natiirliche Zahl durch 11 teilbar ist,
wenn die Summe aus den als Zahlen auf-
gefaBten Ziffern der ersten und dritten Stelle
gleich der Summe aus den als Zahlen auf-
gefaBten Ziffern der zweiten und vierten Stelle
ist! Schiiler Klaus Beck, Potsdam

Mas8 ®1751 Beweise folgenden Satz:

Fiir alle ungeraden natiirlichen Zahlen u gilt:

Wenn >3 und kein ganzzahliges Vielfaches

von 3 ist, so ist u? — 1 stets durch 24 teilbar.
Dr. G. Hesse, Radebeul

Ma8 #1752 Drei Behilter haben zusam-
men ein Fassungsvermégen von 170 Litern.
Wiirde man den Inhalt des ersten Behilters in
den zweiten umfiillen, so wiirden im ersten
zwei Neuntel seines Inhalts zuriickbleiben.

Wiirde man dagegen den Inhalt der letzten
zwei Behilter in den ersten umfiillen, so wiir-
den noch 10 Liter lehlen, um den ersten voll-
standig zu fillen. Wieviel Liter faBt jeder Be-
hilter? Andreas Fittge,

. Berlin, EOS ,,Heinrich Hertz“, Kl. 10

Ma8 #1753 Einem Kreis sei ein Dreieck
ABC derart einbeschrieben, daB der Mittel-
punkt M des Kreises im Inneren des Dreiecks
ABC liegt. D sei der FuBpunkt der Hohe von
Cauf 4B. Es ist zu beweisen, daB dann stets
gilt: XACD= ¥ MCB!
Mathematiklehrer F. Sprang,
Rochlitz

Ma8 ®1754 Im Viereck ABCD soll gelten:
Die Seiten AD und DC sind gleichlang. Die
Innenwinkel haben die folgenden GroBen:

Winkel GroBe
DAB o
ABC 2a
BCD Ju
CDA 4a

a) Ermittle die GroBe jedes einzelnen Innen-
winkels in GradmaB! - '

b) Welches spezielle Viereck ist ABCD? Be-
griinde! Skizziere!

c) Beweise, daB die Diagonale AC den Winkel
¥ DAB halbiert!

d) Beweise, daB das Dreieck 4ABC rechtwink-
lig ist!

e) Beweise, daB BC kiirzer als 4D ist!

f) Beweise, daB AB doppelt so lang ist wie
AD! StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma9 a1755 Es ist zu beweisen:
Wenn g, b, ¢, d, e reelle Zahlen sind, dann gilt
firalleag, b, ¢, d, e:
a*+b’+ct+d*+e*zab+c+d+e)
stud. math. Susjan Peter, Budapest

Ma9 ®1756 Ein Stadion verfiigt iiber 25
Sitzreihen. In der untersten Reihe befinden
sich 800 Sitzplitze, in der obersten 2504.
Wieviel Sitzplidtze sind insgesamt vorhanden,
wenn die Anzahl der Sitzplitze von Reihe
zu Reihe gleichmiBig zunimmt?

Andreas Geipel, Dresden, Lehrling

Ma9 81757 Beweisen Sie, daB log, 12 keine
rationale Zahl ist! Andreas Fittge,
Berlin, EQOS ,Heinrich Hertz“,K1. 10

Ma9 1758 In einem beliebigen Trapez

ABCD mit AB || CD sei ein Punkt E auf AD so

gelegen, daB AE=~ED gilt.

Beweisen Sie, daB die Summe der Flichen-

inhalte der Dreiecke ECD und ABE gleich

dem Flicheninhalt des Dreiecks EBC ist!
Frank Berner, POS Sassen, K1.8

Ma10/12 w1759 Gegeben sei ein Rechteck
ABCD.

a) Man beweise: Das iiber eine der Diago-
nalen des Rechtecks ABCD errichtete Qua-

drat hat mindestens einen doppelt so grofen

Fliacheninhalt wie das Rechteck!

b) Ermitteln Sie zwei Seitenldngen a und b
fiir dasjenige Rechteck ABCD, das genau ein
Drittel des Flacheninhalts des iiber einer
seiner Diagonalen errichteten Quadrats be-
sitzt! Mathematikfachlehrer K .-H. Glaser,

Pritzwalk

Ma10/12 #1760 Man beweise folgenden
Satz: Wenn tan(a+ f)=cos(a+p) gilt, so
gilt auch cos (¢ +28)=sin a!

Schiiler Volker Schulz, EOS Nauen, K!. 11

Ma10/12 1761 Verbindet man auf der
Oberfliche eines regelmiBigen Tetraeders die
Mittelpunkte aller Kanten miteinander, so er-
hilt man alle Kanten eines dem Tetraeder
einbeschriebenen Korpers.
a) Zeichnen Sie eine Skizze!
b) Wieviel Flachen, Ecken und Kanten hat
dieser einbeschriebene Korper?
¢) In welchem Verhaltnis stehen die Volumina
beider Korper?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma10/12 w1762 Zeichnen Sie ein Dreieck
ABC mit folgenden Seitenldngen:

Seite Lange
AB 4cm
BC 6 cm.
AC 6 cm.

Fillen Sie folgende Lote:

1) von A auf CB; FuBpunkt sei D,

2) von D auf AC; FuBpunkt sei E,

3) von E auf AD; FuBpunkt sei F,

4) von E auf BC; FuBpunkt sei G.

Wieviel Prozent der Dreiecksfldche nimmt die
Fldche des Rechtecks FDGE ein? Fr.

Physik

Ph6 836 Der Stauraum der Rappbode-Tal-
sperre wird mit rund 0,11 km® Wasser ange-
geben. Wie dick wire die Schneedecke (in cm),
wenn dieses Wasservolumen als Schnee auf
die Bezirke Leipzig, Dresden und Karl-Marx-
Stadt fallen wiirde?

Der Flicheninhalt dieser drei Bezirke betrigt
rund 17712km2 Die Dichte von Schnee

wird durchschnittlich mit gs=0,075i3 an-

cm
genommen. Die Dichte des Wassers ist mit
kg .
=1—=; einzusetzen.
2w dm

Ing. A. Korner, Leipzig

Ph7 m37 Bei einem hydraulischen Wagen-
heber hat der Pumpenkolben einen Durch-
messer von d=3cm und einen Hub von
h=6cm, wihrend der Lastkolben einen
Durchmesser von D=12 cm und einen maxi-
malen Hub von hg..=36 cm hat. Der Pum-
penkolben wird durch einen ,einseitigen”
Handhebel mit dem Kraftarm b= 100 cm und
dem Lastarm a=20 cm betitigt.
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a) Welche Last F kann mit einer Handkraft
von Fy=15kp gehoben werden?
b) Wieviel Pumpenhiibe n sind notwendig,
um diese Last 30 cm hochzuheben?

Ing. A. Korner, Leipzig

Ph8 m38 Auf ein Dach vom skizzierten
Querschnitt fallt Regel mit einer Menge von
1 mm pro Stunde. Das Dach habe eine Linge
von /=18 m.

a) Wieviel Regenwasser wird vom Dach auf-
gefangen, wenn die Dauer des Regens 90 Mi-
nuten betriigt und votausgesetzt wird, daB der
Regen senkrecht fallt?

b) Nach welcher Zeit wiirden die beiden Dach-

rinnen iiberlaufen, wenn die darin befind-

lichen AbfluBoffnungen verschlossen sind?
Ing. A. Kérner, Leipzig

Ph9 w39 Ein Freiballon habe bei vollstan-
diger Fiillung einen Durchmesser vond=8 m
und werde mit Wasserstoffgas gefiillt. Seine
gesamte Leermasse (einschlieBlich Ballon-
korb und Zuladung) betrage m,=282kg.
a) Welche Vertikalbeschleunigung erfahrt der
Ballon unmittelbar bei dem Start? Der Luft-
druck betrage 770 Torr, die Temperatur
20°C.
b) Berechnen Sie die Steighdhe, wenn man an-
nimmt, daB der Luftdruck durchschnittlich
mit je 10,5m Erhebung um 1Torr ab-
nimmt! Die Temperatur soll dabei als kon-
stant angenommen werden.

Ing. A. Kérner, Leipzig

Ph10/12 m40 Wieviel Kilokalorien konnte
man aus einem Kubikmeter Wasser mit Hilfe
der Kernlusion gewinnen, wenn es geldnge,
das darin enthaltene Deuterium etwa nach
folgendem Reaktionszyklus zu Helium zu ver-
schmelzen?

D +3iD-3He+n+ 3,3MeV

D +3He—4$He+1{p+ 18,3 MeV

Adalbert Schatz, Leipzig
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Chemie

Ch7 29 In der Direktive des IX. Parteita-
ges der SED zum Fiinfjahrplan heiBt es:
»~Aufkommen und Einsatz von Stahlschrott
sind auf 114 bis 118%; zu erhéhen. Die an-
fallenden und auf der Halde liegenden Schlak-
ken, insbesondere die Siemens-Martin-
Schlacke sind einer verstirkten Verwendung
fur die Roheisen- und Stahlproduktion zu-
zufiihren.”

a) Berechne, wieviel Tonnen Eisen(III}-oxid
in einem der Hochédfen im VEB Eisenhiitten-
kombinat Ost eingebracht werden miissen,
um téglich 226 t Roheisen zu erhaiten!

b) Wieviel Kohlenstoff wird fir die Reaktion
bendtigt ? )

c) Wieviel Kilogramm Kohlenstoff sind in der
erzeugten Menge an Roheisen enthalten?

Ch8 ®30 Ein Kalkstein enthdlt 109 Gan-
gat. 2t dieses Kalksteins sollen gebrannt
werden. Hierbei gehen 39 Kohlendioxid

verloren. Berechnen Sie die Ausbeute an -

Kohlendioxid in Tonnen!

Ch9 831 Je 6 g Natronlauge werden mit

a) Salzsdure,

b) Phenol und

c) Essigsdure versetzt.

Wieviel Gramm der Reaktionsprodukte ent-
stehen bei jeder der angegebenen Reaktio-
nen?

»Was ist eigentlich das Gegenteil
von ,Heureka‘?*

Ch10/12 w32 Im VEB Schwelelsdure- und
Superphosphat-Werk, Coswig, schlieBt man
natiirliche tertiire Kalziumphosphate mit
Schwefelsdure auf. Hierbei bildet sich ein Ge-
misch von Ca(H,PO,),+2CaSO,, das ein
hochwertiges Phosphordiingemittel darstellt
und unter der Bezeichnung ,,Superphosphat*
in den Handel kommt. Wieviel Prozent
Phosphorpentoxid sind in dem Diingemittel
enthalten, wenn es die 0. g. Zusammensetzung
hat?

Leser schreiben
an alpha

® ...Im Namen meiner Tochter Elke iiber-
sende ich die Losungskarten. Seit September
1977 studiert sie in Moskau Gkonomische
Kybernetik. lhre guten mathematischen
Kenntnisse und Fertigkeiten wurden ent-
scheidend mitgebildet durch die 7jahrige er-
folgreiche Teilnahme am alpha-Wettbe-
werb. .. H. Seidel, Dresden

® . ..Seit 1973 nehme ich schon am aipha-
Wettbewerb teil, und es macht mir immer
noch SpaB. Das ist nicht zuletzt Thr Ver-
dienst. Selbst Vater und Schwager greifen
oft zur alpha. . . Peter Pirs, Berlin

® .. .Die alpha fand bei uns in der ganzen
Familie Anklang. Oft saBen wir zusammen
und l6sten knifflige Aufgaben. ..

Kerstin Franz, Eisleben

® . . .alpha hilft mir in der Schule und in der
AG!. .. Andreas Schaale

® ... Wir arbeiten auch im Kreisklub mit der
alpha. Besonders schwierige Aufgaben 16sen
wir gemeinsam. GroBen Spall machten uns
solche Beitrige wie: Kleine Worter — groBe
Bedeutung; Die russische Rechenmaschine
»CUETA®. .. Cornelia Reuter, Stadtroda

® .. .Felix und Anita sind Staatsbiirger der
DDR wie ich, mein Mann sowjetischer
Staatsbiirger. Fiir stindig leben wir in Kasan
— mein Mann als Elektrochemiker an der
hiesigen Universitét, ich als Deutschlehrerin.
Wir danken Ihnen fir die interessanten Auf-
gaben. Gudrun Baitalowa, Kasan

® ...alpha ist eine gute und interessante
Sache. Ich bleibe dabei!. ..
Georg Lang, Burg/Spreewald

® .. .Der alpha herzlichen Dank! Die Be-
schiftigung mit Threr Zeitschrift bringt viel
Anregung und Freude. Offensichtlich sind un-
ter den Autoren zahlreiche junge Menschen,
die durch die alpha zur Mathematik gekom-
men sind. Ich schlage vor:
In jedem Heft einen Ihrer Autoren mit Foto
und Entwicklungsweg vorzustellen. . .
Gottfried Hoffimann, Sebnitz

® .. .Die alpha-Wettbewerbsaufgaben regen
zum Nachdenken an, wenn notig zum Nach-
schlagen in Fachbiichern. Auch an meinen
Erfolgen bei den Kreismathematikolympia-
den und am Besuch der Spezialschule (phys.-



techn. Richtung) hat die alpha groBen Anteil.
Herzlichen Dank!. ..
Ronald Bracholdt, Riesa

® ...Da ich bereits vor 25 Jahren die
8. Klasse und damit den schulischen Mathe-
matikunterricht beendet hatte, versuche ich
stindig, meine mathematischen Kenntnisse
zu erweitern. Bei diesem ,,Hobby** hilft mir
die alpha sehr. Lediglich auf dem Gebiete der
Wirtschaftsmathematik konnten die Beitrige
zahlreicher sein. . .

Dieter Koch, Arnstadt

® .. .Durch alpha kann man sein mathema-
tisches Wissen maximal griindlich auf die
Probe stellen. . .

\ Bettina Lohmann, Neundorf

® ... Uber den Kurswettbewerb (d. i. Kreis-
wettbewerb) zum Gebietswettbewerb vorge-
stoBen, trennte mich nur ein Punkt von der
Teilnahme am gesamtosterreichischen Bun-
deswettbewerb. Sicherlich trug zu diesem klei-
nen Erfolg vor allem das reiche Material an
Aufgaben der DDR-Olympiaden bei, das
ich regelmiBig in alpha vorfand.

Gernot Kubin, Leonding (Osterreich)

® .. .In den letzten neun Jahren habe ich die
alpha immer wieder gern gelesen, und mit
Freude rechne ich auch heute noch die Auf-
gaben. In der Schulzeit, wahrend der Armee-
zeit gab sie mir viel, auch heute gibt sie mir
im Studium sehr viel. . .

Martin Ermrich, Elbingerode

® . . . Auch wihrend meiner Dienstzeit bei der
NVA werde ich mich am alpha-Wettbewerb
beteiligen. . .

Michael Hauff, Teuchern

Eine Aufgabe —
verschiedene
Losungen

Speziell fiir Klasse 5/6

Mit Heft 5/77 der mathematischen Schiiler-
zeitschrift alpha haben wir begonnen, interes-
sante Losungen von Schiilem zu Wettbe-
werbsaufgaben vorzustellen. Wir hoffen, mit
den veroffentlichten Losungsvarianten unse-
ren jungen Lesern Anregungen in bezug auf
das Herangehen an Problemlosungen gege-
ben zu haben. In unserem heutigen Heft
stellen wir zwei bei uns eingegangene vor-
bildliche Losungen vor.

In Heft 2/77 wurde von uns folgende Aufgabe
gestellt:

Ma$5 w1622 Zwei Boote fahren aufl einem
FluB stromaufwirts. Sie sind gegenwirtig
6km voneinander entfernt. Nachdem das
hintere Boot 5 km weitergefahren ist, hat das
vordere Boot in der gleichen Zeit nur 3km
zuriickgelegt.

a) Welchen Abstand haben die beiden Boote
nun noch voneinander? ‘

b)Wieviel Kilometer miifte das hintere Boot
noch zuriicklegen, um das vordere einzu-
holen, wenn beide Boote jeweils mit der glei-
chen Geschwindigkeit weiterfahren?

In Heft 5/77 veroffentlichten wir dazu folgen-
de Losung:

a) Wihrend das hintere Boot 5km weiter-
gefahren ist, hat das vordere Boot nur 3 km
zuriickgelegt. Darum gilt 6 km —Skm+3 km
=4 km. Die Boote haben nun einen Abstand
von 4 km.

b) Wihrend das hintere Boot 5km zuriick-
legte, hat sich der Abstand zwischen beiden
Booten um 2 km verringert. Um den noch vor-

handenen Abstand von 4 km auszugleichen, .

muf} das hintere Boot noch 2-5km=10km
fahren.

e Unsere Leserin Gerhild Bochmann, Schiile-
rin einer 5. Klasse der Heinrich-von-Kleist-
Oberschule in Frankfurt (Oder), sandte uns
folgende graphische Losung:
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Antwort zu a): Die beiden Boote haben einen
Abstand von 4 km.

Antwort zu b): Das hintere Boot miiBte noch
10km zuriicklegen, um das vordere einzu-
holen.

Unser Kommentar: Fiir eine Schiilerin der
5. Klasse eine vorbildliche Leistung.

® Unsere Leserin Corinna Matzdorff, Schiile-
rin einer 5.Klasse der Hermann-Matern-
Oberschule Klietz, sandte uns ebenlalls eine
graphische Losung:
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Antwort zu a): Ich nehme f[olgendes an:
Das hintere Boot (B,) befindet sich anfangs
am Kilometer 0, das vordere (B,) am Kilo-
meter 6. Wenn B; um 5 km weitergefahren ist,
befindet es sich am Kilometer 5. In der glei-
chen Zeit hat B, nur 3 km zuriickgelegt und
befindet sich am Kilometer 9. Beide Boote
haben jetzt einen Abstand von 4 km.
Antwort zu b): Wenn B, sich am Kilometer
10 befindet, hat B, den Kilometer 12 erreicht.
Wenn B, sich am Kilometer 15 befindet, hat
B, ebenfalls den Kilometer 15 erreicht, d. h.,
B, muB} noch 2'5km=10km zuriicklegen,
um B, einzuholen.
Unser Kommentar: Ebenfalls eine vorbild-
liche Leistung. Mach weiter so!
Zusammenstellung : J. Lehmann/Th. Scholl
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aufgepafit
nachgedacht

Speziell
fiir Klasse 5/6

Ein bewegliches Miihlespiel

Dieses Spiel ist eine Weiterentwicklung des
herkommlichen Miihlespiels, dessen Regeln
als allgemein bekannt vorausgesetzt werden.
Beim beweglichen Miihlespiel miissen die bei-
den Spieler jedoch wesentlich mehr Faktoren
der gegenwirtigen und kiinftigen Spiellage
vergleichen, als das beim herkommlichen
Spiel der Fall ist. Damit iiben sie Verhaltens-
weisen, die auch fiir praktische Titigkeiten
wichtig sind. ;

Mit ein wenig Geschick kann man sich dieses
Spiel selbst herstellen:

Man braucht dazu eine quadratische Grund-
platte mit einer Seitenlange zwischen 30 cm
und 50cm aus Holz oder einem anderen
geeigneten Werkstofl und eine kreisl6rmige
Drehscheibe aus magnetisiertem Eisenblech,
deren Durchmesser etwas geringer ist. Im
Mittelpunkt der Grundplatte ist ein Dorn an-
zubringen, im Mittelpunkt der Drehscheibe
eine Use, die den Dorn aufnehmen kann, so
daB die Scheibe sich wie der Teller eines
Plattenspiclers frei drehen kann. Den Spiel-
plan kann man auf Papier zeichnen und dann
auf die Drehscheibe aufkleben.

Der Spielplan ist dem des herkommlichen
Miihlespiels ganz entsprechend, nur werden
auch die gleichliegenden Eckpunkte der drei
konzentrischen Quadrate jeweils durch ein
Geradenstiick verbunden, Der Abstand der
Quadrate voneinander soll genauso groB sein
wie der Abstand einer Seitenlinie des inner-
sten Quiadrates vom Mittelpunkt der Scheibe.
Auf der Abbildung ist das gut zu erkennen.
Zum Spiel gehdren auBerdem 2 Sitze von
jeweils 7 Magnethaftsteinen beliebiger Form

in zwei verschiedenen Farben. Vorsichtshal-'

ber sollte man einige Ersatzsteine haben. Ein
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solcher Stein sollte etwa so viel (in g) wiegen,
wie die halbe Seitenlidnge des innersten Qua-
drates (in cm) betrigt.

Das Spielbrett kann um etwa 45° gegen die
Horizontale geneigt aufgestellt werden, wie es
die Abbildung zeigt, man kann es aber auch
an die Wand hingen.

Spielregeln:

Das Ziel der Spieler ist das gleiche wie beim
herkommlichen Miihlespiel, man will also
selbst Miihlen schlieBen (drei Steine auf
einem Geradenstiick unterbringen) und ver-
hindern, daB das dem Gegner gelingt. Jeder
der beiden Spieler erhilt 7 Steine einer Farbe,
und sie setzen nun zunichst abwechselnd
jeweils einen Stein auf die Schnittpunkte der
den Spielplan bildenden Geradenstiicke.
Nach jedem Satz aber verdndert sich die
Lage der Drehscheibe bei diesem beweglichen
Spiel. Gelingt es einem Spieler, eine Miihle
im oberen Teil des Spielplans zu schlieBen, so
darf er einen Stein des Gegners vom Plan
nehmen. Diese, die herk6mmlichen Regeln
des Spieles einschrinkende Bedingung muf}
gestellt werden, damit tatsidchlich bei jedem
Satz eine Drehung der Scheibe hervorgeru-
fen wird.

Was soll nun unter ,,oberer Teil“ verstanden
werden?

Wir nennen die beiden durch den Mittel-
punkt der Scheibe fiihrenden und senkrecht
aufeinander stehenden Geradenstiicken, die
die Quadratseiten halbieren, die Achsen des
Spieles. Kommt nach einem Satz die Dreh-
scheibe wieder zum Stehen, so ist eine der
beiden Achsen der horizontalen Lage niher
als die andere. Oberhalb dieser Achse befindet
sich der obere Teil des Plans.

Ist das Setzen beendet, so wird nicht wie beim
herkommlichen Spiel gezogen, sondern die
Spieler nehmen (wieder abwechselnd) einen
ihrer Steine vom Plan und setzen ihn an
anderer Stelle wieder ein. Dabei verfolgen sie
das gleiche Ziel wie beim anfinglichen Setzen.
Sieger ist derjenige Spieler, der alle Steine des
Gegners vom Brétt genommen hat.
Wodurch wird dieses Spiel so interessant und
lehrreich?

Die Lage der Drehscheibe ist von der Summe
der Gleichgewichte der aufgebrachten Spiel-
steine abhingig. In der zur Verfiigung stehen-
den-Zeit ist es dem Spieler kaum méglich, die
kiinftige Lage nach dem Umsetzen oder

Setzen cines Steines zu berechnen, er ist also
auf eine Schidtzung angewiesen, deren Ge-
nauigkeit mit zunchmender Ubung wachsen
wird. Das stellt hohe Anforderungen an den
Spieler. Dabei wird die Fahigkeit entwickelt,
das Verhalten beweglicher Systeme zu be-
greifen.

H. George/G. Maiwald

1 -2 - 3 Logelei
Schwarz maien

Welche der 7 Teile muB man schwarz malen,
damit der Anteil schwarzer und weiBer Felder
gleich wird ?
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Das ist logisch

Die Bilder folgen einander in einer gewissen
Reihenfolge. Suche den Zusammenhang, und
trage das fehlende Bild in der vierten Reihe
ein!
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Verwelkte Stecklinge

Von den 25 Blumenstecklingen sind 8 ver-
welkt. Der Giirtner hat die Aufgabe, die rest-
lichen Stecklinge so anzuordnen, daB 6 Ge-
raden entstehen, von denen jede gerade
5 Stecklinge enthiilt.

Wie wiirdest du die Aufgabe 16sen?
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Zahlenfolgen

Die Folgen der Zahlen in A bis H haben je-
weils eine andere Bildungsregel. Im Beispiel
A: Zur 1 wird 2 addiert, zur 3 dann 3, zur 6
dann 4 usw., zur 15 wird also 6 addiert, so daB
die 6. Zahl 21 heiBt.

Man versuche, die Bildungsgesetze der Fol-
gen B bis H zu formulieren und die jeweils
6. Zahl einzutragen.

(000002

C

Diese fiinf Probleme wurden der ungarischen
Raitselzeitschrift Fiiles entnommen.
Wegsuche

Welcher Weg fiihrt von unten nach oben
(von 1 nach 2)?

Eine Aufgabe von Prof. Dr.
J. Wendt

Pidagogische Hochschule L. Herrmann®, Giistrow,

Sektion Mathematik/Physik,; Wissenschaftsbereichsleiter

A1735a Ineinem Kugelbehilter mit einem

Durchmesser von 5m wird Sauerstoff bei
293 K mit einem Druck von 150 kPa einge-
preBt. Der Behélter wird dann verschlossen.

s »
-
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Prol. Dr. Wendt, seit Jahren Delegationsleiter der DDR-Mannschaft zu den Internationalen

Welche Gasmasse befindet sich in dem Be-
hilter? Welche Kraft wirkt aul 1 cm? Kugel-
fliche, wenn die Temperatur des Gases auf
893 K erhoht wird?

Physikolympiaden (IL bis X. IPO), im Kreise der Teilnehmer der X. IPO: H. Schuster,

MeiBen; Th. Richter, Jena; R. Glaser, Dresden;

F. Marlow, Berlin

R. Meinel, Jena; M. Hegner, Berlin;

Kurzbiographie: Prof. Dr. Wendt wurde 1927
in Rostock geboren. Er war seit 1949 Lehrer
in Roggentin (Kreis Rostock) und spiter an
der EOS in Torgelow, Kr. Uckermiinde.
Seit 1954 ist er Mitarbeiter an der Pad. Hoch-
schule Giistrow, Bereich Methodik des Phy-
sikunterrichts. Die Hochschule unterstiitzt
die auBerunterrichtliche Arbeit der Jungen
Physiker hervorragend. Seit 1973 werden in
Giistrow Olympiaden Junger Physiker durch-
gefiihrt. Im Februar 1978 lauft der VI. Wett-
bewerb. Im Bereich Methodik des Physik-
unterrichts werden wissenschaltliche Unter-
suchungen zur inhaltlichen und methodi-
schen Gestaltung des fakultativen Unterrichts
in den Arbeitsgemeinschaften nach Rahmen-
programmen und in den Lehrgingen der Abi-
turstufe durchgefiihrt.
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In freien Stunden illllllil heiter

Remis

Fiir dieses Spiel zu zweit bendétigt ihr vier weille und
vier schwarze Steine sowie 16 Spielfelder, die ihr auf
Pappe aufzeichnet. Auf unserer Abbildung seht ihr die
Ausgangsstellung der Steine. Beide Spieler ziehen ab-
wechselnd einen Stein ihrer Farbe auf ein unbesetztes
Nachbarfeld, und zwar senkrecht oder waagerecht,
nach oben oder nach unten, aber nicht diagona‘ll.

4lejo|e |0
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ABCD

Wer beginnt, wird durch Los entschieden. Jeder Spie-
ler muB versuchen, drei Steine seiner Farbe neben-
einander oder diagonal in eine Reihe zu bekommen.
Die Ziige sind méglichst schnell auszufiihren. Sicher-
lich wird einer der Spieler gewinnen, obwohl mit Hilfe
eines Computers ermittelt worden ist, daB es bei
fehlerfreiem Spiel keinen Gewinner geben kann und

das Unentschieden (Remis) unvermeidlich ist.
aus: NBI 46/77

Welches Netz?

Durch eines der fiinf Netze a8t sich die oben links
gezeichnete Basis zu einer Pyramide erginzen. Durch

welches?
aus: ,,Fiiles**, Budapest

N

alpha-Gleichungen

Jedem Element der Menge M, = {«, C, E, G, H, I, L,
N, U} ist genau ein Element der Menge M, = {1, 2, 3,
4,5,6,7,8,9} so zuzuordnen, daB die nachstehenden
Gleichungen zu wahren Aussagen werden.

1) &« = +o - (6c—«)

2 G=a+o to—«

B L=(@+x+tn):«

@4 E=(@+o): (> +o)

6 I =@ ota):«

6 C=(@+n):a +a

(7) H=ox:a—«

B) U=n+u+a:«

¥ N=(@ o):(+x)
(10) G=a-a—x—u«
(1) E=(@-o):(x - ®)
(12) N=o:x to:«x

Oberlehrer Ing. K. Koch, Schmalkalden

Kreuzwortriitsel

Die Wérter haben folgende Bedeutung:

Waagerecht: 2. eine nattirliche Zahl; 6. Vorsilbe bei
Einheiten (10°); 8. Problemstellung; 11. Vertiefung im
Geldande; 12. soviel wie ,,exakt™; 13. griechischer
Buchstabe; 14. eine Winkelfunktion; 15. Seiten einer
Gleichung; 16. aufgewickelte Oberfliche eines Kor-
pers.

Senkrecht : 1. griechischer Buchstabe; 2. ein bestimm-
ter Teil eines Ganzen; 3. Eigenschaft bestimmter
rationaler Zahlen; 4. ein Stellenwert; 5. eine natiir-
liche Zahl; 7. griechischer Buchstabe; 9. eindeutige

Abbildung; 10. Wendung bei Schlufolgerungen.
Oberstudienrat K.-H. Lehmann, VLAV, Berlin
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Kryptarithmetik
0OOvO : 0A =070
Ooa- <00 =000
NO+[JO= Dd

Schiiler Heiko Miiller, Schmalkalden

Buchstabenleiste

Die unten abgebildeten Teile sind in die beiden obe-
ren Leisten passend einzufiigen. Die Buchstaben er-
geben dann eine Eigenschaft, die bestimmte Dezimal-
briiche und bestimmte Funktionen besitzen.

Kreuzzahlritsel

Waagerecht : 1. Geburtsjahr Fermats, 2. Geburtsjahr
Keplers, 3. Geburtsjahr von Leibniz.

Senkrecht: 1. Geburtsjahr von Galois, 4. Todesjahr
von Leibniz.

Diagonalen: 1. Todesjahr Cardanos, 3. Geburtsjahr
Cardanos. Oberlehrer Ing. K. Koch, Schmalkalden

1 4

Bilder und Schattenbilder

Man suche das Schattenbild eines jeden Kochs. Es
bleibt eine Figur iibrig, zu der kein Schattenbild und
ein Schattenbild, zu der keine Figur gehort.

Welches sind die zusammengehdrigen Paare bzw. die
alleinstehende Figur und das einzelne Schattenbild ?

Fiillriitsel

Es sind abwechselnd Worter mit fiinf und sechs Buch-
staben zu suchen und nacheinander senkrecht in die
Figur einzutragen. Bei richtiger Losung ergeben die
Anfangsbuchstaben von links nach rechts gelesen die
Bezeichnung fiir die Verkniipfung mathematischer
GroBen.

1. Letzter Buchstabe des griechischen Alphabets.

2. Ein Korper, dessen Grund- und Deckfliche kon-
gruente, in parallelen Ebenen liegende Vieleck-
flichen und dessen Seitenflichen Parallelogramme
oder Rechtecke sind.

3. Grundbegriff der Geometrie.

4. Halbmesser, halber Durchmesser eines Kreises.

5. Erster Buchstabe des griechischen Alphabetes.

6. Griechischer Mathematiker (um 624 bis 547v.u.Z.),
nach dem ein bekannter Satz der Planimetrie be-
nannt ist.

7. Guter Einfall (Plural).

8. Sortieren.

9. Maschinenelement, das in der technischen Zeich-
nung nicht in Schnittdarstellung gezeichnet wird

(PL). Dipl.-Lehrer Ing. D. Vilzke, Greifswald
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XVII. Olympiade

Junger Mathematiker der DDR

Aufgaben der Bezirksolympiade

(4./5. Februar 1978)
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Klassenstufe 7

1. Es sei 4 die Menge aller derjenigen natiir-
lichen Zahlen g, fiir die

1500 £a <2650 gilt.
Untersuche, ob es in der Menge A finfund-

sechzig verschiedene Zahlen gibt, die gerade’

und durch 9 teilbar sind!

2. Uli hat vier verschiedene, mit 4, B, C und D
bezeichnete Sorten Stahlkugeln. Dabei haben
Kugeln gleicher Sorte auch stets einander
gleiches Gewicht. Mit Hilfe einer Balken-
waage stellt er fest, daB zwei Kugeln der
Sorte B genau so schwer sind wie eine Kugel
der Sorte 4. Drei Kugeln der Sorte C wiegen
ebensoviel wie eine Kugel der Sorte B. Fiinf
Kugeln der Sorte D haben das gleiche Ge-
wicht wie eine Kugel der Sorte C.

a) Wieviel Kugeln der Sorte D muB Uli in die
(leere) eine Waagschale legen, wenn sie einer
Kugel der Sorte A in der anderen Waagschale
das Gleichgewicht halten sollen?

b) In der einen Waagschale liegen 20 Kugeln
der Sorte D und 5 Kugeln der Sorte C. Wieviel
Kugeln der Sorte B muB Uli in die andere
(leere) Waagschale legen, um Gleichgewicht
zu erhalten?

3. Gegeben sei ein Dreieck ABC mit AC
=9,0cm; BC=6,0cmund ¥ BCA=120°.
Konstruiere ein regelmaBiges Sechseck
CDEFGAH, derart, dal D auf AC, F auf AB
und H auf BC liegen!

Beschreibe und begriinde deine Konstruk-
tion!

Stelle fest, ob es genau ein Sechseck CDEFGH
gibt, das den Bedingungen der Aufgabe ent-
spricht!

4. Gegeben sei ein gleichseitiges Dreieck ABC.
Auf der Verlingerung von 4B iiber B hinaus
liege der Punkt D so, daB BD=AB ist.
Beweise, da3 dann < DCA =90° ist!

5. Ermittle alle zweistelligen Zahlen, fiir die
sowohl die folgende Aussage (1) als auch die
folgende Aussage (2) zutrifft:

(1) Setzt man zwischen Einerziffer und Zeh-
nerziffer der zweistelligen Zahl die Ziller 5,
so erhilt man eine Zahl, die um genau 230
groBer ist als die urspriingliche Zahl.

(2) Setzt man die Ziffer S vor die zweistellige
Zahl, so erhidlt man ein ganzzahliges Viel-
faches der urspriinglichen Zahl.
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6. In einem Quadrat ABCD habe die Dia-
gonale AC eine Lange von 10,0 cm.

a) Konstruiere ein solches Quadrat! Be-
schreibe und begriinde deine Konstruktion!
b) Ein Rechteck EFGH heiBt dann dem Qua-
drat ABCD einbeschrieben, wenn bei geeig-
neter Bezeichnung E aul AB, F auf BC, G aul
CD und H auf DA liegt. Dabei gilt EF || AC.
Ermittle fiir jedes derartige Rechteck EFGH
seinen Umfang!

Klassenstufe 8

1. Es ist zu beweisen: Wenn der Winkel
¥ CBA eines Dreiecks ABC die Grofle 30°
hat, dann hat die Seite AC des Dreiecks ABC
die gleiche Linge wie der Radius des Um-
kreises k dieses Dretecks.

2. Gegeben seien ein Punkt S und zwei von S

ausgehende Strahlen a und b, die miteinander -

einen spitzen Winkel bilden. Konstruiere im
Innern dieses Winkels einen Punkt P, der
folgenden Bedingungen entspricht:

(1) P hat von a den doppelten Abstand wie
von b.

(2) Die Linge der Strecke SP betrigt 5,0 cm.
Beschreibe und begriinde deine Konstruk-
tion! Stelle fest, ob durch die Bedingungen
der Aufgabe ein Punkt P eindeutig bestimmt
ist!

3. Die gebrochene Zahl 99—1 soll als Dillerenz

zweier positiver echter Briiche mit den Nen-
nern 7 und 13 dargestellt werden. Untersuche,
ob es eine solche Darstellung gibt, ob es
mehr als eine gibt, und ermittle alle derartigen
Darstellungen!

4. Eine Pioniergruppe sammelte Altpapier;
der gesamte Erlos wurde auf das Solidaritits-
konto iiberwiesen. Die Pioniere bildeten zwei
Brigaden, jeder Pionier der Gruppe gehérte
genau einer dieser Brigaden an. Uber das
Sammelergebnis ist folgendes bekannt:

(1) Jeder Pionier der Brigade 4 sammelte
genau 13 kg, auBer einem, der nur genau 6 kg
mitbrachte.

(2) Jeder Pionier der Brigade B sammelte
genau 10kg, auBer einem mit nur genau
Skg.

(3) Brigade A sammelte insgesamt die gleiche
Menge wie Brigade B.

(4) Die gesamte Pioniergruppe sammelte

mehr als 100 kg, jedoch weniger als 600 kg
Altpapier.
a) Wieviel Pioniere gehorten einer jeden Bri-

" gade insgesamt an?

b) Wieviel Mark konnte die Pioniergruppe
auf das Solidaritidtskonto iiberweisen, wenn
der Altstoffhandel 0,15 Mark pro kg Alt-
papier bezahlte?

5. Man ermittle alle geordneten Tripel [P,
P;, P3] von Primzahlen P,, P,, P; mit
P, > P;, die der Gleichung

Py(Py+P3)=165 (1)
geniigen!

6. Zwei Platten von gleicher Dicke bestehen
aus Eichenholz bzw. Stahl. Der Flicheninhalt
der Grundfldche der Eichenplatte ist um 209
groBer als der Flacheninhalt der Grundfliache
der Stahlplatte. Die Dichte des Eichenholzes
verhilt sich zur Dichte des Stahls wie 1:10.
Ermittle, um wieviel Prozent die Masse der
Stahlplatte groBer als die Masse der Eichen-
platte ist!

Klassenstufe 9

1. Ermitteln Sie die Anzahl der natiirlichen
Zahlen von 1 bis 1000 (einschlieBlich dieser
Grenzen), die weder durch 2 noch durch 3
noch durch 5 teilbar sind!

2. Es sei ABCD ein nicht iiberschlagenes Vier-
eck, das die Seitenldngen AB=9cm, BC
=6cm, E=llcm, AD=8cm hat und in
dem der Innenwinkel bei B die GroBe 110°
hat.

Untersuchen Sie durch Konstruktion, ob
durch diese Angaben der Flidcheninhalt von
ABCD eindeutig bestimmt ist! Von einem
Rechteck EFGH werden nun folgende Eigen-
schaften gefordert:

(1) Das Rechteck EFGH ist flicheninhalts-
gleich dem Viereck ABCD.

(2) A liegt auf der Rechteckseite EH zwischen
E und H, und C liegt auf der Rechteckseite
FG.

(3) Die Rechteckseite EH steht auf AC senk-
recht.

Begriinden und beschreiben Sie, wie sich alle
diejenigen Punkte konstruieren lassen, die als
Eckpunkt E eines Rechtecks EFGH mit den
geforderten Eigenschaften (1), (2), (3) auftre-
ten k§nnen!



3. In einem Dreieck ABC sei AC=b=13cm
und BC=a=15cm. Das Lot von C auf die
Gerade durch 4 und B sei CD, und es gelte
CD= h.=12cm.
Ermitteln Sie fiir alle Dreiecke ABC, die die-
sen Bedingungen entsprechen, den Flichen-
inhalt J!
4. Fiir ein gleichschenkliges Trapez ABCD
mit AB || CD gelte BC=CD=DA=a, sowie
AB>a.
a) Beweisen Sie, daB die Diagonale AC den
Innenwinkel ¥ DAB des Trapezes halbiert!
b) Berechnen Sie die Lange von AB fiir den
Fall, daB ¥ DAB=60" gilt!
5. Beweisen Sie folgende Aussage:
VergroBert man das Produkt von vier aufein-
anderfolgenden natiirlichen Zahlen um 1, so
erhdlt man das Quadrat einer natiirlichen
Zahl!
6. Fiir jedes i=1, 2, 3 seien x; und y; zwei be-
liebige voneinander verschiedene reelle Zah-
len, und es sei mit d; die groBere der beiden
Zahlen x; und y; bezeichnet.
a) Beweisen Sie:
Wenn x; <x,+x; und y, <y, +y; gilt, dann
gl]t dl §d2+d3.
b) Stellen Sie fest, ob auch die folgende Aus-
sage gilt:.
Wenn d, £d; +d; gilt, dann gilt auch

X Sx9+X3.

Klassenstufe 10

1. Es seien a und b positive reelle Zahlen, n
eine natiirliche Zahl.
Beweisen Sie, daB dann

(a+b)"<2%a"+b") gilt! i
2. Es sei ABCD einaicht iiberschlagenes Vier-
eck, das die Seitenlingen AB=9cm, BC
=6cm, CD=11cm, AD=8cm hat und in
dem der Innenwinkel bei B eine GréBe von
110° hat.
Untersuchen Sie durch Konstruktion, ob
durch diese Angaben der Flicheninhalt von
ABCD eindeutig bestimmt ist! Begriinden
und beschreiben Sie eine Konstruktion der-
jenigen Linge UV, die die Seitenlidnge eines
zu ABCD flicheninhaltsgleichen Quadrates
UVWX ist!

3. Jens, Uwe, Dirk und Peter diskutieren
dariiber, welchem Zahlenbereich die Zahl z
angehort, die durch den Term

,_lg0-4-)/3)
182-)/3)

definiert werden soll.
Jens sagt, daB z eine natiirliche Zahl ist, Dirk
meint, die Zahl z sei eine rationale Zahl,
Uwe hilt z fiir irrational, und Peter vermutet,
daB der Term iiberhaupt keine Zahl z defi-
niert.
Entscheiden Sie, wer recht hat!

4. Geben Sie alle Primzahlen p an, [iir die
3p+4=2z2 gilt, wobei z eine natiirliche Zahl
ist!

5. Aus den natiirlichen Zahlen von 1 bis 200
werden 101 verschiedene Zahlen beliebig aus-
gewihlit.

Es ist zu zeigen, daB bei jeder solchen Aus-
wahl unter den ausgewihlten Zahlen min-
destens zwei existieren, so daB die eine ein
ganzzahliges Viellaches der anderen ist.

6. Gegeben sei der Rudius r eines Kreises k.
Unter allen zu k konzentrischen Kreisen k',
deren Radius r' groBer als r ist, seien die-
jenigen betrachtet, fiir die folgendes gilt ;

(1) Es gibt ein gleichseitiges Dreieck ABC so,
daB A4 auf k' liegt und B und C auf k liegen.

a) Beweisen Sie, daB unter allen so entstehen-
den Dreiecken ABC auch solche mit maxi-
malem Fldcheninhalt existieren und daB diese
fir genau einen Wert r{ von r’ zustandekom-
men! Driicken Sie diesen Wert r{ und diesen
maximalen Fliacheninhalt F, durch r aus!

b) Zeigen Sie, daB fiir den Wert r{ auch noch
Dreiecke ABC existieren, die (1) erfiillen und
einen Fldcheninhalt Fo<F; haben! Bewei-
sen Sie, daB es genau einen solchen Flichen-
inhalt Fg gibt und driicken Sie ihn durch r
aus!

c) Beweisen Sie, daB es genau einen Wert r,
von r’ mit [olgender Eigenschaft gibt: Alle
Dreiecke ABC, die (1) fiir dieses r’ erfiillen,
haben denselben Flicheninhalt! Driicken Sie
diesen Wert r,’ und den zugehérigen Flichen-
inhalt F, durch r aus!

Klassenstufe 11/12

1. Gegeben sei die Folge (a,) durch
_ 4n

T 4n?+121

irn=1,213, ...

Man ermittle die obere Grenze und die un-
tere Grenze von (a,), sofern diese eXistieren.

ey

an

2. Zu jeder ganzen Zahl a ermittle man alle
reellen Losungen x der Gleichung
x*+x3+a?x2+x+1=0.

3. Es sei ABCD ein regelméBiges Tetraeder
mit der Kantenlédnge s, in dem fiinf kongruen-
te Kugeln (mit den Mittelpunkten P, Q, R, S,
T) so angeordnet sind, daB gilt:

(1) Die Kugel um P beriihrt die drei von A
ausgehenden Seitenflichen ABC, ACD, ADB
des Tetraeders,

(2) die Kugel um Q beriihrt die drei von B
ausgehenden Seitenfldchen,

(3) die Kugel um R beriihrt die drei von C
ausgehenden Seitenflichen und

(4) die Kugel um S beriihrt die drei von D aus-
gehenden Seitenflichen.

(5) Die Kugel um T beriihrt die vier iibrigen
Kugeln von auBen. Man ermittle den Radius
r dieser fiinf Kugeln.

4. Man beweise, daB fiir allg positiven reellen
Zahlen a, b, ¢ mit a2+b"+cl=§ die Un-

. 1,1 1 1 .
glelchungz+5—z<agﬂt.

5. Man beweise folgenden Satz:
Sind u der Umfang, r der Radius des In-
kreises und R der Radius des Umbkreises des

. 3
Dreiecks ABC, dann gilt R> 4 [/; Ist das

Dreieck insbesondere rechtwinklig, dann gilt

sogar Rg? . ]/;

6A. Es sei n eine natiirliche Zahl mit n> 1.
a) Man ermittle alle diejenigen in der Menge
R der reellen Zahlen definierten Funktionen f;
die in R stetig sind und die Eigenschalt haben,
daB fiir jede reelle Zahl x die Gleichung
J(x")=f(x) gilt. 1
b) Man gebe eine in R definierte und unstetige
Funktion fan, die die Eigenschalt (1) hat.

6B. Ist z eine reelle Zahl, so bezeichnet [z]
die groBte ganze Zahl, die kleiner oder gleich
z ist. Beispielsweise gilt

[%]:3; [5}=5; [-n]=-4.

Man beweise: Fiir jede reelle Zahl x und jede
positive ganze Zahl n gilt

[x]+[x+ﬂ+...+[x+f;lJ=[nx].

n

0o% B S

es2(10,000)82%
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Losungen

Lésungen zum alpha-Wettbewerb
Heft 5/77, Fortsetzung:

Ph10/12 w25
Geg.: N;=300Windungen
D=5cm=0,05m
d=0,1cm=0,001 m
I=10A
e _ 10-2 Q
2_2,27 10 m
1) Anzahl der Wicklungslagen M
2) MeBfehler in Ohm AN
3) magnetische Feldstirke H in —
4) Leistung P in Watt m
1) Die Linge [, des Kupferdrahtes der 1.
(duBeren) Lage ist !, =nN, (D—d), die der
zweiten |, =nN,; (D—2d) usw. und schlieB-
lich die der M-ten Lage lyy==nN,(D—Md).
Die Gesamtlinge des Drahtes bei M Lagen
ist somit

I(M)==nN, 21 (D —md) oder
d(M+l)M}

Ges.:

=1[N1|:MD— 3

und nach der Formel R =%—I

damit der Gesamtwiderstand
R(M)=0,0227nN, [MD—d—(M—;l)—M] Q,

e .10-2 Q _ .
denn Z=2’27 10 E,I—I(M)m,
R=R(M).
Die (diskrete) Funktion R(M) nimmt fiir
M=9,10,11 die Funktionswerte R(9)=8,66
Ohm, R(10)=9,520hm und R(11)=10,35
Ohm an. Da R(M) eine monoton steigende
Funktion ist und Rem zu (9,610,1) Ohm ge-
geben ist, kann eindeutig fiir M = 10 entschie-
den werden. Die Anzahl der Wicklungslagen
ist M =10.
2) Der maximal zuldssige MeBlehler wird aus
MIN {[R(w)z— RON [R(U);R(IO)]}
zu +0,420hm bestimmt; aus Sicherheits-
griinden wird +0,4 gewihlt. Der maximal zu-
lassige MeBfehler ist +0,4 Ohm.
3) Die Spule hat bei M =10 Lagen 10 - 10 Win-
dungen je cm bzw. 10-10-100=10* Win-
dungen je m, womit sich nach Formel

104
H=1-¥bei I=10 A mit H=10AT10eine

Feldstirke von H=10° A—': ergibt. Die ma-
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gnetische Feldstirke im Spuleninneren ist

s AN
10° —.

m

4) Die der Spule zugefiihrte elektrische Lei-
stung ist P=U-I mit U=R -1 (Ohmsches
Gesetz), also P=R - I? und hier P=R(M)I?
=9,52- 102 Watt. Zur Aufrechterhaltung der
Spulentemperatur muB diese abgefiihrt wer-
den. Die abzufiihrende Leistung des Kiihl-

aggregats ist P =952 Watt.

Ch7 =17
a) 1 1 Kraftstoff2 84301 Luft
61 Kraftstolf2  x1 Luft
_84301-61
o1l
x=505801250580 dm?
50580 dm® Luft werden bendtigt.
b) 5m- 3,50 m- 2,50 m=43,75 m?
50,58 m3>43,75 m?
50580 dm>2 50,58 m?
Die Luft im Zimmer reicht nicht zur voll-
stindigen Verbrennung aus.

Chg =18
a) 1 kg Stickstoff2 80 kg Griinfutter
3000000 kg Stickstoff2 x kg Griinfutter
3000000 kg - 80 kg
=" 0B VB
1kg
x=240000000 kg
x=240000t
240000t Griinfutter konnen zusitzlich er-
zeugt werden.
b) 240000t2 49
x2100%;
x=6000000t
6000000 t werdep jahrlich erzeugt.
c) 1 Waggona 60t
x23000t
1-3000t
60t
x=50
Die Deutsche Reichsbahn mu3 50 Waggons
zur Verfligung stellen.

Ch9 19 a) 1 mol K,SO, enthilt
2 mol Kalium
1 mol Schwefel
4 mol at. Sauerstoff

In 1 g K,S0, sind daher

2K-1g 2-39-1g_ .
K.S0.~ 174 =0,449 g Kalium
S-1g _32-1g
K50, — 147 =0,184 g Schwefel
40-1g 4-16-1g
K50, ~ 174 =0,367 g Sauerstoff
b) 44,99, Kalium
18,49, Schwefel
36,7%; Sauerstolf
100,09,
c) 20 g einer 10%;igen Losung enthalten
20g-10%; ”
1009, =2 g Kaliumsulfat

Ch10/12 w20 In 100! Stadtgas sind 501
H,, 351 CH,, 31 C,H,, 81 CO, 31N,
Verbrennung der Stofle nach folgenden Gilei-
chungen:

501 x
2H 2+ O 2= 2H 2 (0]
4481 2241
x=251
351 x
CH,;+20,—-C0O,+2H,;0
2241 4481
x=701
3] x
C2H4'+ 302—>2C01 +2H20
2241 7221
x=91
81 x
2CO0+0,-2CO,;
4481 2241
x=41
1001 Stadtgas verbrauchen 2514701491
+41=108 | Sauerstoff
1 m? verbraucht 1080 1 Sauerstofl, was
5-1080 1=54001 oder 5,4 m® Luft entspricht.
Zur volligen Verbrennung von 1 m® Stadtgas
sind 54001 oder 5,4 m® Luft erforderlich.

Lisungen zum alpha-Wetthewerb,
Heft 6/77:

Ma5 #1679 Angenommen, Katrin besitzt
a griine, b gelbe Buntstifte; dann hat sie noch
2-a rote und b blaue Buntstifte. Nun gilt
a+b+2a+b=12,
3a+2b=12.
Nur fiir gerade Zahlen a wird diese Gleichung
erfiillt. Fiir a=2 erhalten wir
3-2+2b=12,
2b= 6,
b= 3.
Fiir a=4 erhalten wir
3:442b=12
2b= 0,
was nicht moglich ist.
Somit besitzt Katrin zwei griine, drei gelbe,
drei blaue und vier rote Buntstifte.

Ma5 ®1680 In diese Aufgabe hat sich ein
Fehler eingeschlichen. Die Aufgabe ist nur
dann lésbar, wenn es in Punkt b) heiBt:
»David ist jiinger als der Erfurter.”
Die Losung wire dann:

c=d<b<a,
wenn g, b, ¢, d die Zahlen sind, die das Le-
bensalter von Andreas (Weimar), Bert (Er-
furt), Christian (Gotha), David (S6mmerda)
angeben. Alle Einsender zu dieser Losung er-
hielten eine Antwortkarte ,richtig gelost“.

Ma5 m1681 Aus A=a-b=480- 360 cm?
und Ar;=40-40cm? folgt, daB (480 - 360)
:(40-40)=108 Teppichiliesen bendtigt wer-
den. Der Stapel aus diesen Teppichfliesen
ist somit 108 - 4 mm — 20 mm = 412 mm

= 41,2 cm hoch.



Ma5 =1682 Angenommen, auf der Weide

grasen n Pferde: dann sind es noch 2 - n Kiihe

und 8 - n Schafe. Nun gilt
90<n+2n+8n<100,
90<11-n<100.

Nur n=9 erfiillt diese Ungleichungen. Auf der

Weide befinden sich somit 9 Pferde, 18 Kiihe

und 72 Schafe.

Ma5 #1683 Wenn in jedem Bus die gleiche
Anzahl von Schiilern fahren soll, miissen in
jedem Bus 87:3=29 Schiiler fahren. Ange-
nommen, im ersten Bus befanden sich ur-
spriinglich g, im zweiten b und im dritten ¢
Schiiler, dann befanden sich nach dem Um-
steigen im ersten Bus a— 6 —3=a—9 Schiiler,
im zweiten b+6—4=>b+2 Schiiler und im
dritten ¢+3+4=c+7 Schiiler. Nun gilt
a—9=29 und b+2=29 und c+7=29, also
a=238, b=27 und ¢=22. Vor dem Umsteigen
befanden sich im ersten Bus 38, im zweiten 27,
im dritten 22 Schiiler.

Ma5 ®1684 Angenommen, n Schiiler haben
diese Klassenarbeit geschrieben. Aus 20<n
<30 folgt 4<n:5<6. Da das Ergebnis n:5
eine natiirliche Zahl ergeben muB, kann nur
n=25 gelten. Somit haben 5 Schiiler die
Note 1, 8 Schiiler die Note 2, 10 Schiiler die
Note 3 und 2 Schiiler die Note 4 erhalten.

Ma6 m1685 Es sei b die Linge der Basis,
s die Linge eines Schenkels dieses gleich-
schenkligen Dreiecks. Fiir seinen Umfang
gilt b+2s=14cm. Wir nchmen eine Fall-
unterscheidung vor:

a) Die Basis sei dreimal so lang wie ein
Schenkel; wegen b=3s gilt dann 3s+2s
=14cm, 5s=14cm, s=28 mm und somit
b=84 mm. In jedem Dreieck ist die Summe
zweier Seiten groBer als die dritte Seite. Es
muB also s+s>b, also 25s>b gelten. Wegen
25=56 mm <84 mm=>) ist dieser Fall nicht
moglich.

b) Ein Schenkel sei dreimal so lang wie die
Basis; wegen s=3b gilt dann b+6b=14cm,
7b=14cm, b=2cm. Die Basis hat eine
Linge von 2cm; jeder Schenkel ist 6cm
lang.

Ma6 =1686 Die zweistelligen natiirlichen
Zahlen haben die Form z=10a+b mit
0<a<9 und 0<b<9. Fiir die Quersumme
g=a+b dieser Zahlen gilt

10a+b=5-(a+b),

10a+ b= Sa+5b,

Sa=4b.

Nur die Zahlen a=4 und b=5 geniigen den
Bedingungen. Somit existiert genau eine
solche Zahl; sie lautet 45, und es gilt
45:5=9;4+5=9,

Ma6 ®1687 Angenommen, in der ersten
Schale lagen anfangs n Apfel; dann lagen in
den beiden anderen Schalen jeweils 2n Apfel.
Der ersten Schale wurden 2 Apfel entnom-
men und spiter 6 Apfel hinzugefiigt, so daB
sie schlieBlich (n+4) Apfel enthielt. Der

zweiten Schale wurden 2 Apfel hinzugefiigt
und spiter 4 Apfel entnommen, so daB sie
schlieBlich (2n —2) Apfel enthielt. Nun gilt
2n—2=n+4,
n=6.
Die erste Schale enthielt sechs, die beiden
iibrigen enthielten jeweils 12 Apfel.

Ma6 m1688 Angenommen, es waren n Sil-
bermedaillen; dann waren es noch (n—1)
Goldmedaillen und (n+ 1) Bronzemedaillen,
insgesamt also 3n Medaillen. Nun gilt 3-n
=24 und somit n=8. Die Sportler der Volks-
republik Bulgarien errangen 7 Gold-, 8 Silber-
und 9 Bronzemedaillen.

Ma6 #1689 Angenommen, der Vater sam-
melte n Pilze; dann hat der GroBvater
(n+2) Pilze und der Sohn (n+7) Pilze ge-
sammelt. Nun gilt
n+(n+2)+(n+7)=178,
3n+9=78,
In=69,
n=23.
Somit kommen auf den GroBvater 25, auf den
Vater 23, auf den Sohn 30 Pilze.

Ma7 #1690 Von genau einem Wiirfel sind
die Augenzahlen 1, 3 und 5 sichtbar. Aus
30—(1+3+5)=21 folgt, daB die Summe der
Augenzahlen der neun verbleibenden sicht-
baren quadratischen Spielwiirfelflachen gleich
21 ist. Von diesen neun verbleibenden Spiel-
wiirfelflichen mogen x die Augenzahl 1, y die
Augenzahl 3 und z die Augenzahl 5 haben;
dann gilt
x+3y+5z=21und x+y+2z=9 bzw.
z=9—x—y.
Durch Einsetzen erhalten wir
x+3y+5-9—-x—y)=21,
x+3y+45—5x—5y=21,

4x+2y=24,
2x+y=12.
Ceo .
3 Y ‘. ..
L] . L] .
« o
* 0
L[] L] .

Aus x=1 folgt y=10, was wegen x+y+z=9
nicht moglich ist. Aus x=2 folgt y=8, was
wegen x+y+2z=9 nicht moglich ist. Aus
x=3 folgt y=6 und z=0.

Wegen 1+3=4 muB die Augenzahl 1 min-
destens viermal vorkommen.

Ma7 w1691 Die Laufzeit fir die 100-m-
Hiirden-Strecke von Tatjana Anissimowa be-
trug (12,77 +0,01) s=12,78 s. Nun gilt
9 =Sto 100m _ 10000 m
ty 12,78s 1278s °
Ferner gilt
S;=01° t2=—10000m'LS
1278s 100
100 10000

=mm=mcmz7,82 cm.

Johanna Schaller hatte einen hauchdiinnen
Vorsprung von nur etwa 8cm gegeniiber
Tatjana Anissimowa, als sie iiber den Ziel-
streilen lief.

Ma7 w1692 720M:3=240M;
2,40M:2=1,20 M; Ute hat zwei- Filzstifte
gekauft. Es verbleiben noch 7,20 M —2,40 M
=480 M. Angenommen, Ute hat a Hefte und
b Schnellhefter gekauft; dann gilt

12a+ 105b =480,

4a+35b=160,
4a=160—-32b-13b,
3b
a—40—8b—7.

Nur fir b=4, also a=40—8 -4—¥=5 wird

diese Gleichung entsprechend den einschrédn-
kenden Bedingungen erfiillt.
Ute kaufte 5 Helte und 4 Schnellhefter.

Ma7 #1693 Aus b—a=12 folgt b=a+12
a
+12

und somit x= 7 . Nun gilt

1 a 1 1 a
Z<;+—12<§, also Z<a—+—12' und
a+12<4aupd 3a<a+12,
12<3a und2a<12,

4<a und a<é.

Aus 4<a<6 folgt a=5.

Es existiert genau eine solche gebrochene

a <1
a+12 7%

. 5
Zahl,; sie lautet x =17

Ma8 u1694 Aus (4) folgt:

Dabhien ist Girtner.

Aus (2) folgt: Lohe ist Lehrer; daraus folgt:
Kriiger ist Elektriker.

Aus (3) folgt: Kriiger hat den Vornamen
Dieter, aus (4) folgt: Dahlen hat den Vorna-
men Bernd; daraus [olgt: Lohe hat den Vor-
namen Giinter.

Dieter Kriiger ist Elektriker, Giinter Lohe ist
Lehrer, und Bernd Dahlen ist Girtner. Die
Angabe (1) ist iiberfliissig.

Ma8 ®1695 Es seien a, b, ¢, d vier beliebige
natiirliche Zahlen. Nach Voraussetzung gilt:
a+b+c+d ist ungerade.

Das kann nur gelten, wenn entweder genau
eine oder drei dieser Zahlen ungerade sind.
Daraus folgt: Mindestens eine dieser Zahlen
ist gerade.

Wenn ein Produkt aus beliebig vielen natiir-
lichen Zahlen wenigstens einen geradzahligen
Faktor enthilt, so ist dieses Produkt eine
gerade Zahl, w.z.b.w.

Ma8 81696 a) Es sei ¥ PAQ ein Winkel
von 63° mit dem Scheitelpunkt A. Man kon-
struiert ein gleichseitiges Dreieck mit belie-
biger Seitenlinge derart, daB ein Eckpunkt
mit dem Scheitelpunkt des Winkels zusam-
menfillt und eine Seite aul einem Schenkel
des Winkels liegt. Man erhilt so einen Winkel
von 3°, den man noch zweimal antragen kann,
so daB sich ein Winkel von 9° ergibt. Nun

43



errichtet man im Punkt 4 auf der Dreieck-
seite, die aul dem Schenkel des gegebenen
Winkels liegt, die Senkrechte und erhilt einen
Winkel von 21°. Das ist ein Drittel des ge-
gebenen Winkels. Dieser Winkel 148t sich nun
an einen der Schenkel des gegebenen Winkels
zweimal antragen.

60°
A B a

b) Der bei der Konstruktion a) erhaltene

Winkel von 9° ist ein Siebentel des gegebenen

Winkels von 63° und laBt sich an einen der
Schenkel des gegebenen Winkels sechsmal
antragen.

Ma8 ®1697
scheiden:
1. Fall: Beide Sehnen liegen aul derselben
Seite des zu ihnen parallelen Durchmessers,

2. Fall: Beide Sehnen liegen auf verschiede-
nen Seiten des zu ihnen paralielen Durch-
MeESSErS.

Skizze: (1. Fall)

Es sind zwei Fille zu unter-

Es seien AB der Durchmesser, CD die 10 cm
lange und EF die 5cm lange Sehne, M, und
M, seien die Mittelpunkte der Sehnen CD
bzw. EF. Nach dem Satz des Pythagoras gilt:
M1M2=m2—M1D2
M M? =100 cm?—25 cm?
MM ~8,660 cm.
M;M?=MF*—M,F?
M,M?=100 cm? —6,25 cm?
M—zM 9,682 cm
1. Fall: Mi\M;=M ;M —M;M=~9,682cm
—8,660cm~ 1,022 cm.
2.Fall: M\M>=M M +M,M=~9,682cm
+8,660 cm=~ 18,342 cm.
Im 1. Fall betridgt der Abstand der Sehnen
etwa 1 cm;im 2. Fall wenig mehr als 18 cm.

Ma9 ®1698 Nach Aufgabenstellung gilt:
s=x+y=xy. Lost man die Gleichung x+y
J_
y—1
(y*1). Nun lassen sich leicht solche Zahlen-
paare (x; y) mit x, y€ P finden, die die gestell-
ten Forderungcn erfiillen; z. B.

3 8
<§, 3) oder (;’-, 8) usw.
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=xy nach x auf, so erhdlt man x=

Betrachtet man nun folgendes Gleichungs-

system:
(1) s=x+y
(2) s=xy, dann fiihrt dessen Losung auf

die quadratische Gleichung y?—ys+s=0
mit den Lésungen
s T 4s
Y12=3 ad 777
Daraus ist ersichtlich, daB y nur dann rational
ist, wenn s2—4s eine Quadratzahl ist. Ana-
loges gilt fiir x, w.z.b.w.

n

Ma9 #1699

Da alle Schritte riickwirts dquivalente Um-
formungen sind, ist der Beweis erbracht.

Ma9 w1700 Es sei a? eine beliebige Qua-
dratzahl; ihre Wurzel ist a. Man hat drei Fille
zu unterscheiden; denn a ldBt bei der Division
durch 3 entweder den Rest 0 oder 1 oder 2.

1. Fall: a ist durch 3 teilbar. Dann gibt es
eine natiirliche Zahl n, fiir die gilt: a=3n.
Es gilt dann a® =9n2. a®ist durch 3 teilbar, 1Bt
also nicht den Rest 2.

2. Fall: a 1aBt bei der Division durch 3 den
Rest 1. Dann gibt es eine natiirliche Zahl n,
fiir die gilt: a=3n+1. Es gilt dann a>=(3n
+1)2=9n2+6n+ 1. a® 1iBt bei der Division
durch 3 den Rest 1, also nicht den Rest 2.

3. Fall: aldBt bei Division durch 3 den Rest 2.
Dann gibt es eine natiirliche Zahl n, fiir die
gilt: a=3n+2. Es gilt dann a?=(3n+2)?
=9n2+12n+4. a? liBt bei Division durch 3
den Rest 1, also nicht den Rest 2, w.z.b.w.

Ma9 =1701 a) A4, B und C seien die Mittel-
punkte, M der gemeinsame Randpunkt und
D, E und F die gemeinsamen Randpunkte je
zweier Kreise. ADBECF ist nach Aufgaben-
stellung ein regelmiBiges Sechseck. Jedes sei-
ner sechs gleichseitigen Dreiecke hat einen

2
Flacheninhalt von %l/i Jeder der drei Kreis-

sektoren hat einen Zentriwinkel von 240°.

Fiir den Flicheninhalt 4 gilt somit:
a5 Y513 2L 2
T4 360°

2
bzw. A =’7(31/5 +47).
b) Fiir 4=80 cm? erhalten wir
2
80 cm? =%(31@ +47).
Die Auflgsung nach r ergibt:
, 2-80cm?
="
3)/3+4n
ra3cm.

Ma10/12 w1702 Es sei Vx das Volumen des
abgebildeten Korpers, Vi das Volumen des
Wiirfels mit der Kantenlinge AC=a und V,
das Volumen einer der ,abgeschnittenen”
Pyramiden, dann gilt

Vek=Vw—2Vp
VK=a3—2-%-%z-a
VK=§a3.
£
5 sl
8

A

Ma10/12 #1703 Die Voraussetzung laBt
sich zu

xzyzz>1 (2)
" 111
verschirfen. Daraus lolgt —<-<-.
x=yTz
Damit (1) gilt, muB also %g%, d. h. z<3 sein.

Wegen (2) sind zwei Fille moglich:
1.Fall: z=3

Das liefert l+l=2 also —gl, d.h. y<3.
x y y=3

3
Wegen y=>z ergibt dies y=3. Somit ist die
erste Losung x=y=z=3.

2.Fall: z=2

Das liefertl + l= 1, also lg 1,
x y 2 y=4

d.h.yg4.

y=4 fiihrt zu x=y=4 und z=2.

y=3 fihrt zu x=6; y=3;z=2.

y=2 liefert einen Widerspruch.

Damit sind alle Losungen ermittelt, und die

Losungsmenge heifit:
L={[3;3;3).[4;4;2],[6;3;2]}.

Ma10/12 w1704 1. Nach der Aufgabenstel-
lung gilt

4 5 . 5] 3

§7|:r =4nar e
rP=3r%|:r (r+0)
r=3.

2. Der Durchmesser der Kugel (2r) ist zugleich
Raumdiagonale des Wiirfels (a[/i). Aus 2r
=al/5 folgt a=2]/§. )

3. Der Oberflicheninhalt des Wiirfels (6a?)
hat die MaBzahl 72; der Oberflacheninhalt



der Kugel (4nr?) hat die MaBzahl 113 (Ni-
herungswert). Das Verhiiltnis Aok : Aox be-
trigt etwa 1:1,57.

4. Das Volumen des Wiirfels (¢3) hat die MaB-
zahl 41,57 (Ndherungswert); das Volumen der

Kugel <§nr3> hat die MaBzahl 113 (Nzhe-

rungswert). Das Verhiltnis Vw:Vw betrdgt
etwa1:2,72.

Ma10/12 w1705 Spiegelt man das Dreieck
ABC an der Geraden AB, so erhilt man
X ACB= ¥ AC'B=y. XxEDF=180°—y

= X ADB (Scheitelwinkel!). Die Summe der
beiden gegeniiberliegenden Winkel < AC'B
und ¥ ADB im Viereck AC'BD betrigt 180°.
Somit ist das Viereck AC'BD ein Sehnenvier-
eck,qg.e.d.

e

Ph6 26 Geg.: l,=200m

' 86=+10°C
\91=—15°C
9,=+30°C

nz=0,0000117L
oy grd

Ges.: a) Die Lingen des Mastes /; und [,.
b) Die Langendiflerenz Al
Zunichst -berechnet man die Temperatur-
differenzen A3, und AS; nach
AY;=9;—9y=—-25grd
A32=\92—90= +20grd
a) Man berechnet die Lingen nach der For-
mel
11 =lo (1 +o- ASI)
grd)
1;=200m (1-0,0000117-25 =
grd
1;2199,94 m
L=lo(1+a-A3,)

12=200m(1+o,0000117-'20&)
grd

1,~20005m
Die H6hen des Mastes sind 199,94 m bzw.
200,05 m.
b) Die Lingendifferenz Al findet man mit
Al=1,-1,
Al=200,05m— 199,94 m
Al=0,11m
Die Lingendifferenz des Mastes zwischen

—15°C und +30°C betrigt 0,11 m.
2
Ph7 w27 Geg.: Vz="‘:h
a’h
=3

kg
ow=095 prc}
Ges.: Dichte ¢ der Pyramide

Da die Massen des Zylinders mz; und der
Pyramide mp gleich sind, gilt mit mz=Vz - gw
und mp=Vp ¢
mz=mp
na*how _a*hg
4 3
Nach g aufgeldst
_3na*how
T 4ah
_ 31ZQW
T4
_3-3,14-095kg kg
=T Zdm’ dm’®
Die Pyramide besteht aus Quarzglas, da des-
sen Dichte dem Ergebnis am nichsten kommt

=2237

Ph8 28 Geg:R,= 5Q R.= 1Q
R;=1000Q

Ges.: R
Der Gesamtwiderstand setzt sich zusammen
als Summe aus den in Reihe geschalteten
Widerstinden R; und R4 und den zwei
Gruppen parallel geschalteter Widerstinde
R’ bzw. R” mit
1 1 1 1 1 1 1
R R'K FETR'E
R'— R>'R3 _ Rs-R¢ R4

R;+R; RsR¢+RsR;+RgR;°
Dann ist der Gesamtwiderstand R gleich

R=R;+R'+R;+R"

"

R5 - Re N R7
RsRs+RsR7+RgR;
50 - 500
R=5+ 557300

+ 10- 100 - 1000
1000 + 10000 + 100000

R=~60,46

Der Gesamtwiderstand betragt 60,46 Q.

+1

Q

Ph9 ®29 Geg.: F=0,25p=0,00245 N
=0,00245 VAs
m
r=2cm=0,02m
15 As
» Eo=8,85'10 IZE
Ges.: Ladung Q M
Da es sich um kleine Kugeln handelt, ver-
wendet man das Modell der elektrischen
Punktladung, und es gilt das Coulombsche
Gesetz. Demzufolge ist
F=21Q2 i 0,20,-0 und
4meg - r? 1T
QZ
T
Q2=F‘41t'£o'rz
Q= r‘/F 41 g
0=002m
'\/0,00245 % 4-3,14-885-10"

Q0x~1078 As
Die Ladung auf jeder der beiden Kugeln be-
trigt 1075 As.

12 As

Ph10/12 830 Geg.: B;B,=a=18500m
ty—t,=t=37s
a=852°

n=340 2
s

Ges.: a) Geschwindigkeit des Flugzeuges v

b) Flughthe h

Wenn ein bewegter Punkt P in P, einen
Druckimpuls erzeugt, habe die Druckwelle
nacht Sekunden den Punkt B, erreicht und
damit einen Weg x=PyB;=v;"t zuriickge-
legt. Der Punkt P, ist in der Zeit ¢ jedoch bei
P, angelangt. Der Weg von P, nach P ist
dann s=PoP;=v-t, wobei v die Punkt-
geschwindigkeit und v, die Schallgeschwindig-
keit ist.

Aus der Abbildung folgt fiir den Winkel ¢

PP, s ot v

B Sey-t A
4
N g
NS
* h
'« 4 ?
B, a 84

Dabei wird das Verhiltnis vz als ,,Machsche
s

Zahl* und der Winkel ¢ als ,,Machscher
Winkel“ bezeichnet.
a)Daa=B,B,und B, B, =P Py, ist P, Po=a,
und es gilt

pde 18500 m _soo™

t 37s s’

Das Flugzeug hat eine Geschwindigkeit von
500,
b) Fiir den Machschen Winkel folgt
sin¢=E=340m ‘s

v 500s-m
und hieraus ¢ =42,84°. Damit kann man den
Winkel y errechnen nach

y=180°—(¢p+a)

y=180°—(85,2°+42,8°)

y=52°

=0,6800

. h
Nun ist sina=—
x

h=x"-sina. (1)
Nach dem Sinussatz folgt weiter
sing _x
siny a
_a‘sing
~ siny
(2) in (1) eingesetzt ergibt
a-sing- sina_a- Vs Sina

@

h= siny v-siny

h=18500m-340m-s~0,9965
500s-m-0,7880

h=15908 m

hx~15900 m.

Das Flugzeug fliegt in einer Hohe von
15900 m.

Ch7 =21
a) 250 kg Braunstein2 140 kg Mangan
x » £200kg

45



250kg 140kg
x  200kg
x =——250 ]1(50 i(:) ke =357kg. Téglich werden
357 kg Braunstein benotigt.
b) 357 kg-30=10714kg
10,7t

Der Betrieb muB monatlich 10,7 t Braunstein
erhalten.

Chg 22 |,
m 100g
3 Mg + 2H3PO4—>Mg3(PO4);_ +3 Hz
g 262g
72g-100g

m=_262g =275g
Kosten: 1 kg Mg2 23,28 M

275gaxM
Bei der Herstellung von 100 g Magnesium-
phosphat aus Magnesium, betragen die Ko-
sten fiir Magnesium 0,64 M.
2}
m 100 g
3 MgO +2H3P04—’ Mgg(PO4)z +3 Hzo
120g 262g
m=—12023621:0 E_459¢
Kosten: 1 kg MgO2 11,16 M

- 459gax
Die Kosten bei der Herstellung von 100g
Magnesiumphosphat aus Magnesiumoxid be-
tragen 0,51 M.
3
m 100g
3MgCO;+2H;3P0O,—Mg;3(PO4),+3H,0
252g 262¢g +3CO,
252g-100g
m=—— g =9%¢g
Kosten: 1 kg MgCO;26,12M
9% gLx

Die Kosten bei der Herstellung von 100g
Magnesiumphosphat aus Magnesiumkarbo-
nat betragen 0,59 M.
Die kostengiinstigste und OSkonomischste
Methode zur Herstellung von Magnesium-
phosphat ist:
Magnesiumoxid + Phosphorsdure —
Magnesiumphosphat + Wasser

Ch9 =23 a)
I CS; +282C]2—>CCI4 +6S
II CS;+4+3Cl, —-CCly+8S,Cl,
1,5t —Xx
CS, CCl,
768 154 g
1,5t-154¢g
x=———76g =304t
Die Gesamtmenge des Tetrachlormethans
betragt 3,04 t.

b) Bei einem 58°%;igen Umsatz werden 429,
nicht umgesetzt.
1,5t=100%,
x=42%
x 42
1,5t 100%
_L5t-42%7

=———22=0,63t
=109,

46

In der 1. Stufe werden 0,63 t Schwefelkohlen-
stolf nicht umgesetzt.
c) 0,63t m
CS;+3Cl,»CCl, +8S,Cl,
76g 213g
_0,63t-213g
n 76¢g
Es werden 1,76 t Chlorgas gebraucht, um den
in der 1. Stufe nicht umgesetzten Schwefel-
kohlenstoff zu chlorieren.

=176t

Ch10/12 824 a)

m 1000t
CaS0O4+2NH; +H;CO3—(NH,),S0,
348 +C3.C03

_34g-1000t 1322¢
——W—Zﬂt

m 1000t

CaSO4+2NH3 + H,CO;3—+(NH4).80,

136 g +CaCO;
136g°1000t 132¢
=5g 0%t

0)

m 1000 t

CaSO4 + NH3 + H2C03 —P(NH4)2SO4

62¢g +CaCO,
_62g-1000t 132¢g
=iy =4

m 470t

C02+H20—>H2C03

44 62g

m=332t

Zur Herstellung von 1000 t Ammoniumsulfat
werden 258t Ammoniak, 1030t Gips und
332 t Kohlendioxid benatigt.

Lésungen zu alpha-heiter:

Welches Netz?

Die Pyramide wird vollstindig durch das
2. Netz.

alpha-Gleichungen

Aus Gleichung (12) folgt N =2. Gleichung (9)
besitzt mit N=2 die Lésung a=4. a=4 in
die iibrigen Gleichungen eingesetzt, liefert die
nachfolgenden Zuordnungen:

a«a C EGH I LNU
4 6 1 8 7 532 9
Kreuzwortriitsel
(8] [H]UINIDIE[R]T
ME[cIANNEE | MAUIF[GJA[B[E
TIA|LEMGIEINAJUBEU B L
[LIAM[BIDIAMMES] ! [N[U[S
IM| T|E[RIM|E KO
1A L NIE|T|Z
V] 5] |
0]
Kryptarithmetik Buchstabenleiste

10140 : 52=195 Periodizitit

156 —39=117
65+13= 78

Kreuzzahlriitsel
1601
8507
1571
1646

Bilder und Schattenbilder

Der Koch 5 hat keinen Schatten, der Schat-
ten 10 hat keine entsprechende Figur. Die
Paare sind: 1 und 14, 3 und 16, 7 und 12,
9 und 6, 11 und 18, 13 und 8, 15 und 4 sowie
17 und 2.

Fiillriitsel

1. Omega, 2. Prisma, 3. Ebene, 4. Radius,
5. Alpha, 6. Thales, 7. Ideen, 8. Ordnen,
9. Niete; OPERATION

Ldsungen zu 1 — 2 — 3 Logelei:

Schwarz malen

Man muB die Teile mit den Nummern 3, 5
und 6 schwarz malen.

Das ist logisch

Jedes Bild in einer geraden Reihe ist das
Spiegelbild des iiber ihm liegenden. Das feh-
lende hat also folgende Gestalt:

% (o]
X &
s B g
Verwelkte Stecklinge g Agg ;?g cgf)) §
& 8
Zahlenfolgen

B: Jede folgende Zahl betrégt das doppelte
der vorangehenden. Die 6.Zahl heiBt also
128.

C: Man erhilt die folgende Zahl, indem man
abwechselnd 3 addiert und dann 2 subtra-
hiert. Die 6. Zahl heiBt —5.

D: Die Folge entsteht, indem man der Folge
nach di¢ natiirlichen Zahlen von 8 an addiert.
Die 6. Zahl heiBt 47.

_E: Jede folgende Zahl ist 1 der vorangehen-

3
den. Die 6. Zahl heiBit also %

F: Die Folge entsteht, indem man abwech-
selnd 12 subtrahiert und 6 addiert. Die
6. Zahl heifit also 25.

G: Die Folge entsteht, indem man der Folge
nach 3, dann 3,5, dann 4, dann 4,5, dann 5
subtrahiert. Die 6. Zahl heiBt also 0.

H: Jede folgende Zahl ist das Vierfache der
vorangehenden. Die 6. Zahl heiBt also 64.

Wegsuche

250
SN

.

SN I TN
2 "



Leser fragen —
alpha antwortet

Unser Leser Harald Friesel aus Hohenstein-
Ernstthal stellte eine Anfrage iiber das fol-
gende zahlentheoretische Problem - hier
unsere Antwort:

Beweis eines Satzes iiber die Darstellung von

n als Summe von Potenzen '
Satz: Fiir alle n_atiirl'ichenv Zahlen n mit ,;lg'i
gilt ’
nl=(n+1"=(Dn"+3) (n—1' =) (n -2y

+— (=1 2 (=10

Beweis: Zunachst beweisen wir den folgenden
Hilfssatz:

Fiir alle natiirlichen Zahlen n mit n=1 und
fiir alle natiirlichen Zahlen k mit k<n gilt

S )=+ =)+ D+~ +.
+(=1)y (n+1)- 2"+ (=1y*1=0. 1)

Beweis des Hilfssatzes: Fiir n=1 und k=0,
k=1 ist (1) richtig, denn
£(1,00=3°-2-2°41-1°=1-2+41=0,

S, )=3"-2-2+1-1'=3-4+41=0.

Angenommen, (1) sei fir alle n<no und alle

k <n richtig. Dann gilt

f(n, k)=0, falls n<no und k<n.

Daraus [olgt

(n+2)f(n, k) =(n+ 21— ("} ) (n+ 1)

L+ L+ )+ +2) -+
+(=1)"n+D2*Q+n)+(—-1)"*!
(1+n+1)=0,
(n+2)k+l_(n+ 1) (n+ l)k+ 1 +(n; l)nk+l
-3 (=) (=D
S+ D)2 (=1 —(n+1)
SO 2-C8 ) (n—k) - 3
+o+ (=1 @m+1)2%n
+(=1)"*'-n=0,

S k+ D)=+ 1) [(n+1)—n-r*+(3)
n—1F+...4+(=1y""'-n-2¢
+(-1r]=0,

S k+1)—(n+1)f(n—1, k)=0.

Hieraus folgt, da nach Voraussetzung

flin=1).k]=0,

fin,k+1)=0.

Analog beweist man, daB auch f(n+1,k)=0

gilt. Also gilt f(n, k)=0 fiir alle natiirlichen

n mit n21 und alle hatiirlichen k <n, womit

der Hilfssatz bewiesen ist.

Nun beweisen wir den Satz iiber n! mit Hilfe

der vollstindigen Induktion. Dér Satz ist fiir

n=1 richtig, denn
N=2'—1-1'=2-1=1.

Angenommen, der Satz sei fiir n richtig; dann
folgt
n+DY=nn+D=n+1y*"'—(n+Dn-n"

+n+) @ -1 —+...+(=1)"!

(n+ 2"+ (n+1)(—1)
=(r+1yti—(m+Dn" 1 ("%
. (n_ l)n+l — ... +(_ l)n—l(n;l)zn-* 1

+m+1) (-1
Nun gilt nach dem Binomischen Satz
(n+1)n+l=(n+2_1y|+1=(n+2)n+l
—m+ DM+ +CE) 2P+
+(=1'(n+ 1) (n+2)* +(—1y*1,
—(m+)n+1=-1y" = —@m+1)(n+ 1)+
+r+ D)@+ D)+ —m+ )Y @+1)y!
+o (=1 m+ D) (n+ ) (n+ 1)
+(=1)(n+1),...,
+(=1Pn+ 1) 2= =(=1)y[(n+1)2"*!
-+ ) @+1)2"+(m+1) (52" —
+(=1)P(m+1)(n+1)- 2" +(=1y*1],
,'_}'(__.l)ﬂ" l(l _4)n‘+71.=(_1)n+l_[ln+l
—(n+ D) 1"+ -1 — (-1
-(n+1)-_1'+(—"'1)"+,‘].

Durch Addition erh#t man
m+Y=m+2y*" ' —m+ ) (n+1)+!
+(n;l)nn+l — +(_ l)"(n+ 1)2n+1
+(_1)n+l
-+ )+ =+ D+ 1P +(5 "
— (= 1P+ D2+ (=1 Y]
+C3[(+2y " =+ D+ 177+
Tl (=112 (=)
+...
+(=)"H A=+ D+CE) . (-1
+(=1* 1.
Nach dem Hilfssatz sind alle Summen in den
eckigen Klammern gleich Null; also ist der
Satz auch fiir n+1 richtig. Da er auch fiir
n=1 zutrifft, ist der Satz somit fiir alle natiir-
lichen Zahlen n mit n>1 bewiesen.

Dr. R. Liiders, Berlin

Lisungen zu: Gut gedacht ist halb gelﬁ;t (m

‘7/ + A.
7 Z
[ 37
2 A~ Ap:Ag 23
X
gesucht : x

gesucht : x
(;* Q)z;(g)zs(AROA‘}:Aa"
=D (x+8)ix =2=p i

‘52; (5'1)21' 34 AK‘ g Ag = 4

> (5+x)2 =102 x5

Ay AD =5
gesuch! . x
3i(3-x)= AL 'l"' Ap=3

i
b/
-

gesuchts x
( 5-3) (x-3)=3"(Hhenst)

>x(2-7)-0= 128

. AN=2x <7 AB =x17
=ra = 20+208 D x=3 (3-1)

geswehf: x
MA = MB =MC =MD

1 0, }=>
JAMB = § - 180°= 60°
=AM = kB = i_=___1z

7

1 4 1AB

. 1
L
» — 2 1 ¥4 /
4 o pamTAl
9 3 \1/1 s
s s N
NS % KRN
guvcht: & 6 ° gesuchi : o gesucht : ot 413
) ,1—1;_ 360° =120.}- e 2N :zf.poﬂmn}hen'wu'nb/sak) (_"4,46;-%[:.} =>4 = 45°
pe b g00) T | S vk B <45 257 6750 4ACh -
12 = = ( Py thogoras)
) c
X-Anzah| de v F, =18
Dreiecke ;z s
- Anzahl der
Rechtecke Fq
A 8

gesucht: x,y gesucht; A
Xz b8 +lty sy =4y FiA=A5:C =BS:5D =A:F2
y 4214242 =18 DA=FFy 188 > A=12
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1-9.7-8=
(1+9-7—8)
(149 +7—8)

8 19478=1°+78+19+7—8
a 19-78=—-1-9+4+47-8—1-97-8
[ 19-78=19-]/—7+8~l’-78
" 19:78=19"7*8:1°-78
19 -7-8
. 1+9+7+8=m
" Y1-947-8=—19+478
® (1-9-7-8)(1—9—78)=1978
& 1494748419 -7—8=(1+9)(7+8)
. (14)9+7-8)1 2T =(149-7)°

L] VQ1+9+7+8)'“4+"°=19-7—8

1978 =2222-222-22

1978=9-8+7-6+5+432+10

1978 = MCMLXXVIII
MC-M-L=X-XV-1I

14+ 9+7+8
4+ 19+7+8
+  19+7-8
+  19-7+8
19+78
1=1°-(—=7+8)
2=1°-748
3=1+09+7):8
4=)/1°47+8
5=/1+9+7+8
6=1-(—9)+7+8
7=1-9+7+8
8=(1+9-7):8
9=14+9+7-8
10=1-9—7+8.
11=149-7+8
12=)/1-9+7+8
13=1+]/9+7+8
14=—1%°+7+8
15=1°-(7+8)
16=1°+7+8
17=—14)/9+7+8
18=19+7-8
19=19-(—7+8)

A=)/1-9-78-19-7+8)
U=(19+7—-8)(1-)/9+7+8)

20=19-7+8
2=1-(/9)1+7+8
2=1+(/9)!+7+8
2= —149+7+8
24=(1+9-7)8
25=1+9+7+8

Aufgaben

Ala Die Jahreszahl kann man mit 10
Dreien folgendermaBen schreiben:
1978=333-(3+3)-33:3-3-3

Schreibe die Zahl 1978 mit 13 Dreizehnen
zweimal 7 Siebenen!

3

A2 Vervollstindige!

1,9.1:9-748 1.9
7°8 1°-7-8 78
19 19
78 78"

A3 A Ineiner Familie leben vier ménnliche
Mitglieder, namlich GroBvater, Vater und
zwei verschieden alte Kinder. Alle vier Fa-
milienmitglieder feiern in derselben Woche
des Jahres 1978 ihren Geburtstag; dabei
stellt sich heraus, daB das Produkt aus den
Zahlen, die ihre Lebensalter angeben, genau
1978 ergibt. Wie alt sind die vier Familien-
mitglieder?

Ada Mit Stichtag 1.1. 1978 wird festge-
stellt, daB in den sieben Klassen der [iinlten
Schulstufe einer Schule genau doppelt so viel
Elfjahrige wie Zwol(jahrige sitzen und daB in
jeder Klasse gleichviel Zehnjédhrige sind. Die
Lebensjahre der 191 Schiiler ergeben zu-
sammen 1978.

Wieviel Zehn-, Elf-, Zwolfjahrige sind in
diesen 7 Klassen?

AS5a Stelle die Zahl 1978 als Summe von
zwei Primzahlen dar! Wie viele Moglich-
keiten gibt es?

A6a Es sei k eine natiirliche Zahl und n
diejenige natiirliche Zahl, die die Beziehung
n<(44+)/1978y <n+1 erfiillt. 1)
Zeige: 1. Ist k eine ungerade Zahl, so ist n
gerade.

2. Ist k gerade, so ist n ungerade.

Diese Seite wurde aus umfassenden Einsen-
dungen folgender alpha-Leser zusammenge-
stellt: Schiiler U, Biahnisch, Barenstein; Ing.
H. Decker, Koln; Schiiler A. Fittke, Berlin;
Mathematikfachlehrer W. Forg, Schwaz
(Osterreich); Schiiller U. Habler, Potsdam;
stud. math. W. Janous, Innsbruck.

Lisungen:

Ala
1978:=13-13-13—-13-13-13—-13-13-13
+13:13+13:13
=74+7+7+7:7+7:7)-(7+7+7:7
+7:7)
A2A 1 9 1:9-7-8
78T T8
9 1+49+7-8
g8 1°7-8
L9_ 1-947-8
B 14(/9)1+7-8
A3A 1978=1-2-23-43 DasAlter der Fa-
milienmitglieder ist 1, 2, 23 und 43 Jahre.
Ada 140 Zehnjihrige, 34 Elfjahrige, 17

" Zwolfjahrige.
ASA
541973 359+1619 881+ 1097
29+ 1949 419+ 1559 887+ 1091
4741931 467 +1511 929 4 1049
71+1907 4794+ 1499 947 + 1031
89+ 1889 491+ 1487
101+ 1877 569 + 1409
107+ 1871 617+ 1361
131+ 1847 659+1319
167+ 1811 677+ 1301
191+ 1787 701+ 1277
257+1721 719+ 1259
269+ 1709 761+1217
281+1697 797+ 1181
311+ 1667 82741151

A6A Wie man leicht nachrechnet, ist 44
<)/1978<45; also ist 0<|/1978 —44 <1 und
auch (2): 0<(}/1978 —44)* < fiir jede natiir-
liche Zahl k. (Im Folgenden sei z=(}/1978
+44))

1) Sei nun k eine ungerade Zahl:

dann ist z—(}/1978 —44) eine ganze Zahl,
wie [olgende Rechnung zeigt: (Man beachte
den binomischen Lehrsatz!)

(/1978 + 44y — (}/1978 — a4y«
= i ®) (/1978y}~ - 447 - (1 —(— 1))
j=o

_ k
=2 Y (/1978 - 44i=2x,

j=o, j ungerade
wobei x eine ganze Zahl ist (k—j ist immer
ungerade, also ist (|/ 1978)~/ ganz!)
Nun ist aber z—(]/1978 — 44y =n (vgl. (2))
2) Sei k gerade:
Analog 1) zeigt man, daB z+()/1978 — 44)¢
=n+1 eine gerade Zahl ist; also ist n eine un-
gerade Zahl.
Damit ist die Aufgabe gelost.

V=19-7-8
Ag=(14+9)(7+8)

s=(1+9+7-8)(1+)/9+7+8)
=]
hy
T | A=1+9+7+8
hri o
o~
+ A=1978 A
(=}
+
19+78 [ —149+78 —1-9+7+8
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N. J. Wilenkin
Methoden
der schrittweisen Niherung

108 S. mit 34 Abb., kartoniert
Bestell-Nr. 6657235

5,90 M

K.-G. Steinert

Sphiérische Trigonometrie

mit einigen Anwendungen aus Geodisie,
Astronomie und Kartographie
160 S., mit 69 Abb., kartoniert
Bestell-Nr. 6658289

9,50 M

I. M. Gelfand/E. G. Glagolewa/E. Schnol
Funktionen und ihre
graphische Darstellung

128 S. mit 132 Abb. und 9 Tafeln, kartoniert
Bestell-Nr. 665600 5 7,00 M

I. M. Jaglom
Ungewohnliche Algebra

95 S. mit 45 Abb., kartoniert
Bestell-Nr. 665 789 2

5,50 M

N. J. Wilenkin
Unterhaltsame Mengenlehre

184 S. mit 82 Abb., kartoniert
Bestell-Nr. 665636 3

6,50 M

I. J. Bakelman

Spiegelung am Kreis
Grundlagen und Anwendungen
132 S. mit 67 Abb., kartoniert
Bestell-Nr. 6657358

7,00 M

A. S. Smogorschewski
Lobatschewskische Geometrie

76 S. mit 43 Abb. kartoniert
Bestell-Nr. 665 8422

6,00 M

A. W. Butkewitsch/M. S. Selikson

Ewige Kalender

124 S. mit 22 Abb., kartoniert
Bestell-Nr. 665 696 1

590M

F. J. Budden
Zahlensysteme
und Rechenautomaten

224 S. mit 34 Abb., kartoniert
Bestell-Nr. 6656339

8,60 M

G. P. Makejewa/M. S. Zedrik
Verwunderliches aus der Physik
70 S. mit 45 Abb. (Band 2), kartoniert

4,15M
Bestell-Nr. 665 5272

Physikalische Paradoxa

und interessante Aufgaben
Experimentelle physikalische Aufgaben zum
Nachdenken

170 S. mit 48 Abb., kartoniert
Bestell-Nr. 6658350

5,60 M

L. Lovasz/K. L. Vesztergombi/J. Pelikdn
Kombinatorik: -

132 S. mit 62 Abb., kartoniert
Bestell-Nr. 6658246

6,00 M

Hier eine Leseprobe aus dem Buch, das fiir
Schiiler ab Klasse 7 geeignet ist.

Wir wollen zusammenzihlen!

— Na, was soll daran schon schwer sein!
Zahlen erlernen wir schon in den unteren
Klassen — wir sehen formlich, daB ihr dies im
Innern denkt. Wir wollen euch jetzt zeigen,
daB es oft viel einfacher ist, etwas geschickt
zu berechnen, als bloB zusammenzuzahlen,
weil man hierbei manchmal viel nachdenken
muB und damit auch mehr erreicht. Dieser
Weg fiihrt in das Reich der Kombinatorik.
Wir wollen uns mit den Kindern bekannt-
machen, die unsere Reisegefahrten sein wer-
den!

Zu Andrea kommen ihre Klassenkameraden
zu Besuch: Albert, Achim, Dora, Elisabeth,
Frinzchen und Gabriela, alle mit ihren El-
tern. — Wieviel werden es denn sein? — fragt
Andrea wihrend des Tischdeckens und be-
ginnt bereits aufzuzihlen: — Mutti, Vati, ich,
Elisabeth, Dora, Onkel Stephan, Tante Ka-
the, Tante Lisbeth, ...

~ Genug, genug! Von jedem Ort kommen
jeweils drei, es werden also insgesamt sieben
mal drei, d. h. einundzwanzig sein — sagt
Mutti, und wenn Andrea mit den Gedanken
nicht nur beim Kaffeetrinken wire, hatte sie
sich das schon selbst klargemacht. Die Gisie
treffen ein, und die Kinder geben einander zur
BegriiBung die Hand. Andrea hat, so scheint
es, aus dem vorigen Fall Nutzen gezogen,
denn ihr ist etwas eingefallen:

— Wieviel Handedriicke ergibt das? -

Nach kurzem Schweigen ergriff Dora das
Wort:

— Ich jedenfalls habe sechsmal die Hand ge-
gegeben. —

— Ich desgleichen — sagte Gabi.

— Natiirlich hat jeder sechs anderen die Hand
gegeben — meldete sich Achim zu Wort. - Da
wir sieben sind, ergibt das insgesamt 7 -6
= 42 Handedriicke. —

- Das scheint mir zu viel zu sein — sagte Elisa-
beth. Franzchen warf gereizt ein:

— So, wie Achim zahlt, zihlt er jeden Hande-
druck zweimal, wenn sich zwei Kinder die
Hand geben. -

— Achim hat ganz recht - sagte Albert —, er
hat nur vergessen, daB an jedem Hinde-
schiitteln zwei beteiligt sind und daB wir das
Hindeschiitteln bei beiden beriicksichtigt
haben. Daher ist die 42 noch durch 2 zu
teilen, d. h., wir bekommen 21 Handedriicke.—

Textaufgaben
zur Mathematik
mit Ansatz und Liosung

Von Anton Cuninka, Karol KriZalkovié¢ und
Dr. rer. nat. Ondrej Sedivy

Ubersetzung aus dem Slowakischen
188 Seiten mit 63 Bildern, 16,5 cm x23 cm,
Pappeinband 9,00 M LSV 1002

VEB Fachbuchverlag
Leipzig

Aus dem Inhalt: Lineare Gleichungen (Text-
aufgaben) / Systeme linearer Gleichungen
(Textaufgaben) / Quadratische Gleichungen
~ Losen von Textaufgaben mit Hilfe quadra-
tischer Gleichungen / Losen von Textaufga-
ben mit Hilfe von Gleichungen und Un-
gleichungen / Exponentialgleichungen und
logarithmische Gleichungen

Das Buch enthdlt Aufgaben aus der Glei-
chungslehre. Es werden lineare Gleichungen
mit einer und mehreren Unbekannten, qua-
dratische, logarithmische und Exponential-
gleichungen sowie Ungleichungen behandelt.
Der Unterschied dieser Aufgabensammlung
zu anderen besteht darin, daB hier die Lo-
sungswege angegeben sind. Die Aufgaben, die
dem Niveau der 9. und 10., zum Teil bis zu
dem der 12. Klasse entsprechen, sind sinnvoll
ausgewihit und fithren von einfachen bis zu
komplizierten Fillen.

Leserkreis: Oberschiiler, Horer an Volks-
hochschulen, Teilnehmer an Wiederholungs-
lehrgangen, Studenten an Fachschulen
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Uber Punktspiegelungen
in der euklidischen Ebene

Der Abbildungsbegriff gehort zu den grund-
legenden Begriffen der Mathematik. Bewe-
gungen und Ahnlichkeitsabbildungen sind
eineindeutige Abbildungen der Menge aller
Punkte und der Menge aller Geraden der
Ebene auf sich, bei denen gewisse Eigen-
schaften geometrischer Figuren erhalten blei-
ben. Wendet man auf eine Originalligur F
eine Bewegung f an (§(F)=F'), so bleiben in
der Bildfigur F’ die Form und GréBe erhal-
ten; die Figur dndert im allgemeinen nur ihre
Lage in der Ebene. Unterwirft man eine geo-
metrische Figur einer Ahnlichkeitsabbildung
o, so bleibt im allgemeinen nur ihre Form
erhalten; die Abbildung ist winkeltreu. Punkt-
spiegelungen sind Bewegungen (Drehungen
um £ 180°) und zugleich spezielle Ahnlich-
keitsabbildungen (zentrische Streckungen mit
dem Streckungsfaktor k= —1). In den nach-
folgenden Betrachtungen wollen wir einige
Abbildungseigenschaften iiber Punktspiege-
lungen und ihren Zusammenhang zu den
Verschiebungen herleiten sowie Punktspiege-
lungen zum Beweisen geometrischer Sitze
und zum Lésen von Konstruktionsaufgaben
verwenden. Dabei sollen die schénen Ver-
bindungen zwischen anschaulich-konstrukti-
ven und abstrakt-algebraischen Arbeitsme-
thoden der Geometrie genutzt werden.

1. Bewegungen

Aus dem Geometrieunterricht der 6. Klasse
ist uns bekannt, daB3 zu den Bewegungen die
Verschiebungen, Drehungen und Geraden-
spiegelungen gehoren. Ferner gibt es noch die
Klasse der Schubspiegelungen. In der Menge
aller Bewegungen nchmen die Geradenspiege-
lungen eine ausgezeichnete Stellung cin; sie
bilden ein Erzeugendensystem der Bewegun-
gender Ebene. Aus diesen Abbildungen lassen
sich durch Nacheinanderausfuhrung alie an-

Bild 1a: Gruppenspiegelung

Bild [ b: Verschiebung

deren Bewegungen der euklidischen Ebene
erzeugen. Dieser Sachverhalt wird aus den
Bildern 1a-1d ersichtlich.
Geradenspiegelungen heiBen auch Grund-
abbildungen, weil sie sich nicht durch Nach-
einanderausfihrung aus anderen Bewegun-
gen erzeugen lassen. Als eineindeutige Abbil-
dung der Menge aller Punkte der Ebene auf
sich ordnet eine Geradenspiegelung S,
(= Spiegelung an der Geraden a) jedem
Punkt P der Ebene seinen symmetrischen
Punkt P’ beziiglich der [esten Geraden g als
Bild zu, und alle Punkte der Geraden a wer-
den sich selbst zugeordnet. Die Punkte der
Spiegelungsgeraden heiBen Fixpunkte, und a
ist die Fixpunktgerade der Abbildung S,. Fiir
die Anwendung von Geradenspiegelungen auf
die Punkte der Ebene verwenden wir die
funktionale Schreibweise. So bedeutet
S.P)=P’, daB die Spiegelung des Punktes P
an der Geraden a den Bildpunkt P’ ergibt.
Spiegelt man zunichst einen beliebigen Punkt
P der Ebene an einer Geraden a,, so erhalt
man den Bildpunkt P’, und durch anschlie-
Bende Spiegelung an einer Geraden a, wird
P’ und P” iiberfiihrt. Symbolisch 148t sich die
auf einen Punkt angewandte Nacheinander-
ausfilhrung von zwei Geradenspiegelungen
durch die Abbildungsgleichung Sg S.,(P)
=84,(84,(P))=S.,(P)=P" beschreiben.
Fiihrt man dieselbe Geradenspiegelung S,
zweimal nacheinander aus, bildet man also
S£SdP)=S4S4P)=S(P)=P"'=P, so ldBt
die resultierende Bewegung SgS,=i jeden
Punkt der Ebene fest; i bezeichnet die identi-
sche oder Ruheabbildung. Eine Abbildung,
die nicht selbst die Ruheabbildung ist und bei
zweimaliger Nacheinanderausfiihrung die
Ruheabbildung ergibt, hei3t Involution. Da-
nach sind die Geradenspiegelungen involuto-
rische Abbildungen.

Bild 1¢: Drehung

Aus Bild 1b und 1c erkennt man, daf3 die
Nacheinanderausfiihrung oder das Produkt
zweier Geradenspiegelungen an parallelen
(sich schneidenden) Geraden q,, g, stets eine
Verschiebung (Drehung) ergibt. Dabei ist die
Schiebstrecke PP zweier zugeordneter Punk-
teder Verschiebung v =54 S,, mita, Na, =
doppelt so lang und gleichgerichtet wie jede
orientierte Abstandsstrecke der beiden Ge-
raden a,, a;. Der Drehwinkel der Rotation
r=55Sa, mit a; Na, = {D} ist der orientierte
Winkel ¥[PDP"], wobei (P, P") ein beliebi-
ges zugeordnetes Punktepaar der Rotation r
darstellt. Man beweist iiber die Symmetrie-
eigenschaften von Punkten bei Geraden-
spiegelungen, daB der Drehwinkel ¢ doppelt
so groB und gleichorientiert ist wie der orien-
tierte Winkel « zwischen den Spiegelungs-
geraden a,, a;. Verschiebungen und Drehun-
gen sind gleichsinnige Bewegungen, weil
durch sie der Umlaufsinn jedes n-Ecks erhal-
ten bleibt, was bei Geradenspiegelungen
offenbar nicht der Fall ist. Deshalb gehoren
die Geradenspiegelungen auch zur Klasse der
ungleichsinnigen Bewegungen. Durch ein
Produkt aus dret Geradenspiegelungen, de-
ren Geraden die in Bild 1d angegebenen Lage-
bezichungen haben, entsteht eine weitere Art
von Bewegungen, die sog. Schubspiegelung.
Man spiegelt zunichst an a; und sodann an
der zu a; parallelen Geraden a;,, das Ergebnis
ist eine Verschiebung, und anschlieBend an
der zu a, und a, senkrechten Geraden aj.
Mit dieser kurzen Betrachtung haben wir
eine vollstindige Aufzihlung der verschiede-
nen Arten von Bewegungen gegeben, und es
gilt der Satz, daB sich jede Bewegung der
euklidischen Ebene als Nacheinanderausfiih-
rung aus hochstens drei Geradenspiegelungen
erzeugen ldBt, und jede Bewegung aus drei
Geradenspiegelungen ist eine Schubspiege-
lung.

2. Punktspiegelungen

Unter den gleichsinnigen Bewegungen gibt es
noch eine spezielle Klasse von Bewegungen,
die uns besonders interessieren soll. Man
iiberpriift leicht an einem Beispiel, daB das
Produkt. 5, S,, aus zwei Geradenspiegelun-
gen im allgemeinen nicht kommutativ ist
(vgl. Bild 2). Sind jedoch die beiden Spiege-
lungsgeraden zueinander senkrecht (Bild 3),
so st die Spiegelungsgleichung S, S,,
=384,5., richtig. Es ist also in diesem Falle

Bild 1d: Schubspiegelung
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gleich, ob ich zuerst an a, und dann an a,
spicgele oder umgekehrt, stets erhalte ich fiir
einen vorgegebenen Punkt (oder eine Figur)
dasselbe Bild. Mit r =s,,ols,,2 und a,1a, haben
wir eine spezielle Drehung um den Punkt D
mit {D}=a;Na> und dem Drehwinkel
¢ = + 180° vor uns; sie heiBt Punktspiegelung
Sp=54,5., am Punkt D. Man findet ndmlich
das Bild eines Punktes P sofort durch Spiege-
lung an D, indem die Strecke PD iiber D
hinaus um sich selbst verlingert wird. Punkt-
spiegelungen sind auch involutorische Bewe-
gungen, d.h. es gilt S3Sp(P)=P fiir alle
Punkte der Ebene. Der Beweis ist einfach. Es
ist zu zeigen, daB SSp=i ist. Fiir Bewegun-
gen gilt das Assoziativgesetz, also ist
SBS0=(54,50,)°(58, 50,)=(55,54,)*(55,54,)
=55 (82S84,)°Sa;,

und wegen Sz,8., =S4, S, =i lolgt

SBSp =S84, °i°8., =(5£,1)°Ss, =5 8a; =1

Bild 2

Bild 3 p

Fiir Punktspiegelungen gilt ein Ersetzungs-
satz. Wie aus Bild 4 hervorgeht, liefert die
Spiegelung eines Punktes P an den senk-
rechten Geraden a, b dasselbe Bild P” wie die
Spiegelung an den ebenfalls senkrechten und
sich in D schneidenden Geraden a,, b;. Den
Beweis zu diesem Satz kann man mit Hilfe
des Thalessatzes fiihren. Der betrachtete
Sachverhalt it sich verallgemeinern, denn
an Stelle von g, b kdnnen noch andere zuein-
ander senkrechte Geradenpaare treten, die
durch D gehen. Damit lautet der Ersetzungs-
satz fiir Punktspiegelungen: Jede Punktspie-
gelung Sp darf auf unendlich viele Arten
durch ein Produkt aus zwei Geradenspiege-
lungen ersetzt werden, wenn nur die beiden
Spiegelungsgeraden senkrecht sind und durch
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den Punkt D gehen. Man iiberlegt sich leicht,
daB es [iir beliebige Drehungen und fir Ver-
schiebungen analoge Ersetzungssitze gibt.
Fiir Punktspiegelungen gelten alle bekann-
ten Abbildungseigenschaften, die fiir jede Be-
wegung richtig sind. Diese kénnen im Lehr-
buch der Mathematik fir die 6. Klasse, VWV
Berlin 1970, S. 99, Satz 5, wiederholt werden.
Uberdies gibt es noch Sitze, die nur fiir die”
Punktspiegelungen gelten, von denen zwei
genannt werden sollen. Jede Gerade g, die
durch den Spiegelungspunkt D einer Punkt-
spiegelung Sp geht, wird durch Sp auf sich
selbst abgebildet, und zwar so, daBl D einziger
Fixpunkt von Sp(g)=g’ ist und die beiden
durch D erzeugten Halbgeraden von g mit-
einander vertauscht werden. Andererseits
wird jede Gerade g, die nicht durch D geht,
vermége der Abbildung Sp(g)=g’ ineine zu g
parallele Gerade ¢ {iberfiihrt, wobei ein der
Geraden g aufgeprigter Durchlaufsinn (z. B.
durch ein geordnetes Punktepaar A, B) um-
gekehrt wird. Wendet man auf eine Gerade g
eine Verschiebung an, so sind ebenfalls Origi-
nal- und Bildgerade zueinander parallel, der
Durchlaulsinn bleibt jedoch erhalten.

3. Punktspiegelungen und Verschiebungen

Zwischen Punktspiegelungen und Verschie-
bungen gibt es einen einfachen Zusammen-
hang. Das Produkt aus zwei Punktspiege-
lungen an verschiedenen Punkten D,, D,
ist néimlich stets eine von der identischen Ver-
schiebung verschiedene Verschiebung, wie
aus Bild 5 hervorgeht. Dabei ist die Schieb-
strecke PP” doppelt so lang und gleichge-
richtet wie die orientierte Strecke D,D, zwi-
schen den beiden Spiegelungspunkten, denn
D,D, ist Mittelparallelstrecke im Dreieck
PP'P". Mit Geradenspiegelungen liBt sich
das Produkt aus zwei Punktspiegelungen
unter Verwendung des Ersetzungssatzes wie
im Bild 6 darstellen, so daB SD°| S,)2
=85555#54,=588,, mit a, | a, gilt, und
dies ist bekanntlich eine Verschiebung v.
Weil eine Verschiebung durch die Angabe
von zwei zugeordneten Punkten der Ebene
bestimmt ist, kann sie auf unendlich viele Ar-
ten als Produkt aus zwei Punktspiegelungen

—a-

Pll

Bilds p

P.ﬂ

dargestellt werden, wenn nur deren Spiege-
lungspunkte den halb so langen gleichorien-
tierten Abstand haben wie ein beliebiges
Paar zugeordneter Punkte der Verschiebung,
Aus den vorangehenden Erkenntnissen folgt
der fiir unsere weiteren Betrachtungen be-
deutungsvolle Dreispiegelungssatz fiir Punkt-
spiegelungen. Sind D,, D,, D3 drei Punkte der
Ebene, so ist §5,Sp,5p, gleich der Spiegelung
Sp, an dem vierten Punkt D,, wobei die ge-
richteten Strecken DD, und D,D; gleich sind,
d. h. sie haben die gleiche Linge und gleiche
Orientierung (vgl. Bild 7). Es gilt also die
Gleichung S5, Sp,Sp, = Sp, fir Punktspiege-
lungen. Wegen der Darstellung von Verschie-
bungen durch Punktspiegelungen besteht die
Gleichung Sg,Sp, =S55,5p,. Durch Multipli-
kation dieser Gleichung von rechts mit Sp,
folgt 55,55,5p,=55,55,5p,, und wegen
§15,Sp, =i erhalten wir die Behauptung
5515ﬁ2503=5‘p4- Damit ist der Dreispiege-
lungssatz bewiesen. Bilden nun D,, D,;, D;
ein Dreieck, so erginzt der vierte Punkt D,
dieses Dreieck zu einem Parallelogramm.
Sonst liegen die vier Punkte auf einer Ge-
raden.

Bild 7

Beim Beweis des Dreispiegelungssatzes haben
wir von einer Methode zum Umformen von
Spiegelungsgleichungen Gebrauch gemacht,
die auf G. Thomsen zuriickgeht. Setzen wir in
55,88,50,=Sp, Di=D3=M, D=A und
D,=B, so [olgt die Gleichung SgS5Syu =S5,
und durch Multiplikation mit Sy von links
erhalten wir S3Sy =SS5, d. h. die beiden
orientierten Strecken AM und M B sind gleich,
M ist der Mittelpunkt der Strecke AB. Aul
diese Weise kann man noch andere Lage-
beziehungen von Punkten der Ebene durch
Gleichungen ihrer Punktspiegelungen aus-
driicken.

Wir wollen noch einen wichtigen Satz der
Spiegelungsgeometrie herleiten. Nach dem
Dreispiegelungssatz fiir Punktspiegelungen
gilt $5,85,5p,=Sp,. Weil die Punktspiege-
lung So, involutorisch ist, ist auch SD"l S,;?ZSD3
eine involutorische Bewegung. Es gilt also
(55,55,5p,)* =i oder $5,55,55,55,55,5p,
=i. Durch Multiplikation dieser Gleichung
von rechts mit $5,55,Sp, erhalten wir
S,flSDZS%=Sﬁ’JSD°ZSD:.‘Diescs Resultat ist
der Inhalt des Umkehrsatzes fiir Punktspie-
gelungen: Jedes Produkt aus drei Punkt-
spiegelungen darfl umgekehrt werden. Liegt
ein Produkt aus vier Punktspiegelungen vor,
so ldBt sich dies stets mit dem"Dreipunkt-
spiegelungssatz auf ein Produkt aus zwei



Punktspiegelungen reduzieren und das Er-
gebnis ist eine Verschiebung, insbesondere die
identische Verschiebung i, wenn die beiden
Punkte zusammenfallen.

4. Beweise elementargeogetrischer
Siitze mit Punktspiegehmgen

Jedem Punkt der Ebene 4Bt sich in einein-
deutiger Weise die Spiegelung an diesem
Punkt zuordnen. Wir haben schon gesehen,
daB sich gewisse geometrische Lagebezichun-
gen zwischen Punkten durch Gleichungen
von Produkten ihrer Punktspiegelungen dar-
stellen lassen, und umgekehrt kénnen Spiege-
lungsgleichungen geometrisch interpretiert
werden. So gelten die folgenden Aquivalen-
zen:

1.S3S58&5p=i I

Die Punkte A, B, C, D sind Eckpunkte eines
Parallelogrammes, welches im Sonderfall zu-
sammengeklappt ist.
2. S3SuSESu=i I

M ist Mittelpunkt der Strecke AB.
3.5358885858Ss=i I

Sist Schwerpﬁnkl des Dreiecks ABC.
Produkte aus Punktspiegelungen, die die
identische Abbildung ergeben, heiBen Spie-
gelungszyklen. Wir wollen nun zwei Sitze
der Elementargeometrie mit Spiegelungszy-
klen beweisen.

Satz 1:

Wenn sich in einem Viereck die Diagonalen
halbieren, so ist das Viereck ein Parallelo-
gramm.
Das Viereck habe die Ecken A4, B, C, D, die
Diagonalen schneiden sich im Punkt M. Die
Voraussetzung, dal sich die Diagonalen hal-
bieren, ldBt sich durch die Spiegelungszyklen
S5S5S&Sy=iund SiS§SpSy =ierfassen, und
die Behauptung wird durch den Zyklus
$555SeSp=i dargestellt. Wir haben also die
beiden Voraussetzungen mit Hilfe der herge-
leiteten Sitze iiber Punktspiegelungen so um-
zuformen, daB wir die Behauptung erhalten.
Voraussetzung: (1) S3SuSeSy=i und
(2) SESMSBSM=1.

Behauptung: (3) S3S88&Sp=i.
Beweis: Die Zyklen (1) und (2) lassen sich
gleichsetzen oder verketten (nacheinander
ausfiihren). Andererseits kénnen wir auch die
Zyklen (1) und (2) nach S, bzw. Sg umformen
(indem wir (1) und (2) von links mit S, bzw.
Sz multiplizieren und S,=SgS&Sy bzw.
Sp=S5SpSu erhalten) und diese Ausdriicke
in die linke Seite von (3) einsetzen.
Dann gilt:
S3S852Sp=(SuS2Sm)°(SSHSr)° SESp,

© =SuSESMSHSBSHSESp

und mit SgS» =i folgt
S55558Sp=S5S&SpS5SeSp. Kehren wir

ein Produkt SgS&Sp um, so folgt
S3S8S8Sp=S3SeShSBSeSu

und mit S§Sp=1i, S&Sc=iund SySpy=1i
erhalten wir die Behaupti.lng S555888Sp=i.
Setzen wir die linken Seiten der Vorausset-
zungen (1) und (2) gleich und multiplizieren
diese Gleichung von rechts mit Sy, so erhal-
ten wir S385Sc=_S3S%Sp. Durch Multiplika-
tion von rechts mit S 3555 folgt
S3SuS&SpSHSs=i und mit der Umkehrung
des Produktes SeS35,s erhalten wir
S53S35eSp=i. Kehren wir nun noch S3S&Ss
um, so folgt die Behauptung S3S5S&Sp=i.

Es gibt also mehrere ‘Beweise fiir denselben
Satz.

Satz 2:

In jedem Dreieck ist die Verbindungsstrecke
zweier Seitenmittelpunkte parallel zur dritten
Seite und halb so lang wie diese.
Voraussetzung: Gegeben ist ein Dreieck
P,P,P;. M, sei die Mitte der Seite P,P; und
M, die Mitte der Seite P, P,.
Es gilt also (1) $F,5»x;57;,8m; =i und
(2) S#,80,87,Sm, =i.

Behauptung :
SP,Sp, =(S438m,)° (52735 m,) = (Sad;Sm,) .
Beweis: Die Multiplikation von (1) mit Sp,
und (2) mit Sp, von links ergibt Sp,
=S5435P,Sm; und Sp, =547, 58,5u,.
Hieraus [olgt S§,Sp, = 5313 SF3543,5,5F,Sm,
und durch Umkehrung von §,f,5:7,5p, er-
halten wir die Behauptung

S8, Sp,=SM,540,50,5m ;-
Das Beweisverfahren mit Spiegelungszyklen
148t sich noch auf weitere Sdtze der Elemen-
targeometrie anwenden.

5. Lisen von Konstruktionsaufgaben
mit Punktspiegelungen

Viele Konstruktionsaufgaben der Geometrie
lassen sich mit Hilfe von geometrischen Ab-
bildungen einfach und elegant 15sen. Wir wol-
len zwei Aufgaben betrachten, zu deren L6-
sung Punktspiegelungen und die zwischen
ihnen bestehenden Beziehungen genutzt wer-
den sollen.

Aufgabe 1:

Konstruiere einen dreiseitigen Polygonzug
P,P,P;3P,,der aufeiner Geraden g, beginnen,
auf einer Geraden g, enden soll und von dem

die Mitten M, M,, M, seiner Seiten gegeben -

sind.

Analysis: Wollten wir eine Naherungskon-
struktion finden, so koénnten wir von einem
beliebigen Punkt A€g, ausgehen und iiber
die Mitten M,, M,, M3 den Polygonzug
schrittweise konstruieren (vgl. Bild 8). Liegt
dann der Endpunkt A des Polygonzuges

aul g,, so hitten wir eine Niherungsldsung
gefunden. Liegt der Endpunkt nicht auf g,,
so wihlen wir einen weiteren Punkt Beg, als
Anfangspunkt und konstruieren einen zweiten
Polygonzug iiber M, M, M3. So kann man,
wenn es iiberhaupt eine Losung gibt, durch
weitere Polygonziige sukzessiv zu einer Ni-
herungslésung gelangen. Diese Vorgehens-
weise liefert auch den Ansatz [iir eine exakte
Losung. Durch die zwei Punkte A4, B ist die
Gerade g, eindeutig bestimmt. Verfolgen wir
die beiden Polygonziige iiber M, M,, M3, so
wird die Gerade g, durch die Spiegelung
Sy, in g1, g1 durch Sy, in g7 und g7 durch
Smyin gt uberfiihrt.

Bild 8

Es gilt also

St Sui,Smg1)=a"mit g, | gi | g1 | 4" Der
Schnittpunkt P4 von g'f Ng,={P,} ist der
Endpunkt des gesuchten Polygonzuges. Nun
konnen wir wegen der Giiltigkeit des Drei-
spicgelungssatzes SﬁlSﬁZS,.h:SMA setzen,
mit M, als viertem Parallelogrammpunkt,
woraus Su (91)=g71 [lolgt.

Lasung: Wir kounstruteren zu M,, M,, M den
vierten Parallelogrammpunkt M, so daf8
$)7,56,=5i,Su, ist und spiegeln g, an M.
Ist das Schnittresultat g7’ Mg, nicht die leere
Menge, so haben wir wenigstens einen End-
punkt eines gesuchten Polygonzuges gefun-
den, der nun riickwirts konstruiert werden
kann.

Determination: Die vorgelegte Aufgabe hat,
je nach den Lagebeziehungen der gegebenen
Stiicke (g1, g2, M1, M2, M3),

{ genau eine Losung }

keine Losung
unendlich viele Losungen

g2
wenn gy’ Ngz= { [%4) }ist.
{Pa}

Diskutiere die Losung der Aufgabe, wenn der
Polygonzug viergliedrig ist! Beachte, da8 die
resultierende Abbildung von
Sa7, Sa, 543 5m, eine Verschiebung oder die
identische Abbildung ist.

Aufgabe 2:

Konstruiere ein Fiinfeck, von dem die Seiten-
mittelpunkte M,, M,, M3, M4, M5 gegeben
sind! M, sel Mitte von P,P,, M, Mitte von
P,P; usw.
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Analysis: Wir nehmen an, das Fiinfeck sei
bereits konstruiert. Wendet man aul den
Punkt P, das Spiegelungsprodukt
Sﬁ]SﬁzSﬁ3$ﬁ4sMs an, so fillt sein Bild P}
mit P, zusammen (Bild 9). P, ist somit Fix-
punkt von S,le,ﬁzS,ﬂaSﬂASMs.

Bild 9 P,

My My

Ms M;

Pl My D

Andererseits ergibt sich durch zweimalige An-
wendung des Dreispiegelungssatzes fiir
Punktspiegelungen aul Sﬁlsﬂzsﬁls,\?“sms
als Ergebnis eine Punktspiegelung. Weil jede
Punktspiegelung genau einen Fixpunkt be-
sitzt, gilt also a7, Sa7, 543 Su,Sws =Sk,
Konstruktion: Zur Konstruktion des Punktes
P, als Anlangs- und Endpunkt eines geschlos-
senen Polygonzuges konstruieren wir zu-
nidchst einen Hillspunkt H mit
S,,=S,.il.S',JZSM3 als Eckpunkt des Paralielo-
gramms MM, M3H. Aus der Relation
Si,S_\i4SM5 =Spl ergibt sich sofort P, als vier-
ter Parallelogrammpunkt zu H, M4, M.
Determination: Es gibt genau eine Losung,
denn P, ist bei fester Vorgabe von M,, M,,
M3, M4, M5 nach den genannten Parallelo-
grammkonstruktionen eindeutig bestimmt.

6. Aufgaben

Zum Schluf8 unserer Betrachtungen iiber
Punktspiegeluniigen figen wir noch einige
Konstruktions- und Beweisaufgaben an, de-
ren Lésung durch kluge Anwendung der theo-
retischen Erkenntnisse zum tieferen Eindrin-
gen in dieses Teilgebiet der Abbildungs-
geometrie beitragen wird und aufls neue In-
teresse und Freude an geometrischen Unter-
suchungen wecken soll.

6.1. Konstruiere einen n-seitigen Polygonzug
(n=2), der auf einer Kurve k, beginnt, auf
einer Kurve k; endet und von dem die Mitten
M; (i=1, 2, ..., n) gegeben sind! k; und k,
konnen Kurven, wie z. B. Geraden, Kreise,
Parabeln usw. oder auch Dreiecke, Vierecke
und andere geometrische Figuren sein.

6.2. Konstruiere einen n-seitigen Polygonzug
(n=2), der auf einem Kreis k (oder einer an-
deren geometrischen Figur) beginnt, auf k
endet und von dem die Mitten M; (i=1,
2, ..., n) bekannt sind!

6.3. Konstruiere ein n-Eck (n=3), von dem
die Seitenmitten M; (i=1, 2, ..., n) seiner Sei-
ten P;P;,, mit n+1=1 gegeben sind!

6.4. Es sind zwei Kreise k;, k, gegeben, die
sich in den beiden Punkten 4 und B schnei-
den sollen. Konstruiere eine Gerade g so
durch A4, daB beide Kreise gleichlange Seh-
nen herausschneiden!
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Eine
Priifungsfrage

Bei der Vorbereitung aul eine Veranstaltung
des Bezirksklubs Junger Mathematiker Ro-
stocks entstand folgende Fragestellung:

2n (n gegebene natiirliche Zahl) vetschiedene
Priifungsfragen werden zu je zwei aul n Zettel
geschrieben. Der Priifling hat sich auf k Fra-
gen vorbereitet. Wie groB ist die Wahrschein-
lichkeit p, daB er die Priifung besteht, wenn
dazu ausreicht, daB} er die zwei Fragen eines
Zettels oder eine Frage eines Zettels und die
erste eines anderen Zettels beantworten kann?
Zunichst einmal ist fiir k=0 oder k=1 sicher
p=0, denn der Priifling mu zum Bestehen
der Priifung mindestens zwei Fragen beant-
worten konnen. Ist k=2n, d. h.. er beherrscht

6.5. Beweise, daf das Produkt aus einer gera-
den (ungeraden) Anzahl von Punkispiegelun-
gen stets eine Verschiebung (Punktspiege-
lung) 1st! Die identische Abbildung soll eine
spezizlle Verschiebung sein.

6.6. Man beweise mit Spiegelungszyklen, daB
sich in jedem Parallelogramm die Diagonalen
halbieren.

6.7. Zeige durch Rechnen mit Punktspiege-
lungen, daB die Seitenmitten eines beliebigen
Vierecks ein Parallelogramm bilden! Zeichne
dazu auch indie Figuren von ungleichseitigen,
konvexen, konkaven, iiberschlagenen und an-
deren Vierecken, wie Trapezen und Parallelo-
grammen, diese Parallelogramme ein!

6.8. Beweise den Satz: Wenn die beiden Vier-
ecke ABCD und BCFE Parallelogramme
sind, so ist auch das Viereck AEFD ein
Parallelogramm (vgl. Bild 10)! Dies ist der
kleine affine Satz von Desargues, und die Figur
heiBt kleine affine Desarguessche Figur.

Bild 10 8

E. Bohne

alle Fragen, so ist p=1. Fiir k=n, also die
Vorbereitung auf die Hilfte aller Fragen, er-
warten wir p=0,5. Wie geht man nun an die
Losung einer solchen Aufgabe heran?

Ein eifriger alpha-Leser erinnert sich sofort an
den Artikel Zufall und Wahrscheinlichkeit aus
den Heften 5 und 6 (1975). Wir iiberlegen uns
zunichst, welches Ereignis uns interessiert.

Dazu definieren wir:

Sei A das Ereignis, da} der Priifling auf die
erste Frage des ersten Zettels antworten kann.
B ... er kann auf die zweite Frage des ersten
Zettels antworten. C ... er kann auf die erste
Frage eines anderen Zettels antworten.
AN(B/A) bedeutet dann, daB er auf beide
Fragen des ersten Zettels antworten kann,
[AN(BjA)]U[A4 N (B/A)]-erkann auf genau
eine Frage des ersten Zettels antworten.
Wir suchen also die Wahrscheinlichkeit, mit
der das Ereignis

[4N(B/A)]U {{[A N(B/ATU[ANB/A]}

n C} eintritt.

Wenn man aufmerksam den erwidhnten Arti-
kel gelesen hat, weill man, da8 man die Wahr-
scheinlichkeit wie folgt berechnet:
P=£(A)P(B/A)+[P(A)P(B/A)+F(A)P
(B/A)]p(C) (1
Wir bestimmen nun diese Werte. Damit 4
aultritt, haben wir k gilinstige Fille und 2n
mogliche. Also ist p(A]:%. B/A triut auf,

nachdem der Kandidat bereits eine Frage
richtig beantwortet hat. Also liegen nur noch
k—1 giinstige und 2n - 1 mégliche Fille vor.

T Hieraus ergibt sich

-

= k - 2n-k
sofort: [)(B/A)zﬂii’ p(A)=~2”ﬁ und

Damii ist p(B/A)=

— 2n— - .
p(B/A)=22_II. Das Ereignis C tritt awf,

wenn der Kandidat eine Frage des ersten Zet-

tels richtig beantwortet hat, er die zweite die-

ses Zettels nicht beherrscht und deshalb einen

anderen Zettel zieht. Er hat also eine gewuBte

Antwort verbraucht und antwortet auf die

. . k—1

dritte Frage. Deshalb ist p(C)=m

zen wir diese Ergebnisse in (1) ein und ver-

einfachen, so erhalten wir:

_k(k—1)(3n—k—-1)

P=Snon—n=1) -

. Set-

Uberpriifen wir noch die eingangs angeftihr-
ten Uberlegungen fiir k=0, k=1, k=2n und
k=n, so finden wir sie bestiitigt. Unsere Auf-
gabe ist damit gelGst, und jeder kann sich nun
die Wahrscheinlichkeit fiir das Bestehen der
Priifung ausrechnen, vorausgesetzt, daB diese
Priifungsform vorliegt.

W. Moldenhauer



ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Mathematischer
Schulwettbewerb
im Kreis Delitzsch

Seit Jahren herrscht in den Oberschulen
Rackwitz, Krostitz und Wolkau ein gutes
mathematisches Klima. Durch rege auBer-
unterrichtliche Téatigkeit haben wir Interesse
geweckt, Schiiler mit sehr guten Leistungen
entdeckt und gefSrdert. Selbstverstdndlich
spielt dabei die Teilnahme am alpha-Wett-
bewerb eine wichtige Rolle. Im Wettbewerbs-
jahr 1976/77 wurde eine groBe Zahl von
Schiilern mit dem alpha-Abzeichen ausge-
zeichnet.

Unsere besten Jungen Mathematiker beteili-
gen sich natiirlich an den Zentralen AG’s im
Kreis Delitzsch, einige besuchen sogar die
Veranstaltungen der Mathematischen Schii-
lergeselischaft des Bezirkes Leipzig (MSG).
Zu den Héhepunkten des Schuljahres geho-
ren die Schulolympiaden im Fach Mathema-
tik, die wir fiir die Klassen 5 bis 10 als Quali-
fizierung fiir die Kreisolympiaden durchfiih-
ren. Um unseren Schiilern der Klassenstufen
3 und 4 die Moglichkeit der Bewihrung zu
geben, fiihren wir auch fiir sie besondere Ver-
anstaltungen mit Olympiadecharakter durch.
All diese Aktivititen fiihrten dazu, daB
z. B. die Dr.-Theodor-Neubauer-Oberschule
Rackwitz in den beiden letzten Jahren zur
erfolgreichsten Schule des Kreises bei den
Kreisolympiaden wurde. .

Im April 1977 fiithrten die OS Radeleld, Rack-
witz, Krostitz und Woélkau ibren 2. mathema-
tischen Schiilervergleich durch. Dieser Wett-
bewerb ist ein Mannschaftswettbewerb. Jede
Mannschaft besteht aus je einem Vertreter der
Klassenstufen 4 bis 9. In einer Arbeitszeit
von 60 Minuten sind moglichst viele der 15 ge-
stellten Aufgaben zu l6sen. Natiirlich ist die
gegenseitige Hilfe innerhalb eines Schiiler-
kollektivs erwiinscht, und der Mannschalts-
leiter (Schiiler der Klasse 9) hat eine beson-
dere Verantwortung fiir die gute Zusammen-
arbeit aller Mannschaftsteilnehmer und da-
mit auch fir den Erfolg seines Kollektivs.
Die Aufgaben wurden so angelegt, daB auf
keinen Fall eine Mannschaft alle Aufgaben
l6sen konnte. Die Mannschaften muBten also

eine Auswahl treffen entsprechend der Fahig-
keiten, Fertigkeiten und Kenntnisse der ein-
zelnen Teilnehmer. E. Knauth

Zur Vorbereitung der Schulolympiade 1978/
79 (siehe alpha, Heft 4/77) veroffentlichen wir
die Aufgaben des mathematischen Schul-
vergleichs:

Al a VergroBere das 34fache von 3715 um
den achten Teil von 51400!
A2a Wenn man eine gedachte Zahl ver-
doppelt und von diesem Produkt 6 subtra-
hiert, so erhidlt man 24.
Wie heiBt die gedachte Zahl?
A3a Verschiebe ein beliebiges Dreieck
ABC um 5 cm und drehe es dann im positiven
Drehsinn um 90°! Wihle selbst die Verschie-
bungsrichtung und den 4uBeren Drehpunkt!
A4a Wie hoch muB ein GefdB mit einer
Grundfliche von 25dm? mindestens sein,
damit es 1001 [assen kann?
ASA 1¥*-¥]
*5*
1*0
**3*
Ersetze die Sternchen durch Ziffern so, daB
eine vollstindige Multiplikationsaufgabe ent-
steht! '
A64A Eine alte Knobelaufgabe lautet:
Eine Flasche mit Korken kostet 1,10 M. Da-
bei kostet die Flasche genau 1,00 M mehr als
der Korken. B
Wieviel kosten die Flasche und der Korken
einzeln?
ATa 37%%2
Erginze so, daB eine sowohl durch 3 als auch
durch 2 teilbare Zahl entsteht!
Gib mindestens drei Moglichkeiten an!
A8A Wieviel natiirliche Zahlen zwischen
0 und 300 sind sowohl durch 4 als auch durch
5 teilbar?
A9a Eine Flidche von 1,60 m - 3 m soll mit
Natursteinen verkleidet werden, die eine
rechteckige Form mit =30 cmund b= 50 cm
besitzen.
a) Wieviel Steine sind dazu notwendig?
b) Skizziere eine migliche Anordnung der
Steine!
A10a Jemand soll sich eine 5stellige Tele-
fonnummer merken, di¢ nur aus geraden

Zilfern besteht. Es ist weiterhin bekannt, dal
die erste und die letzte Ziffer gleich sind.
AuBerdem sind die 2. und die 3. Ziffer gleich.
Die vorletzte Zilfer sei die groBte Ziffer und
doppelt so groB wie die 3. Ziffer. Die erste
Ziffer ist groBer als die 2. Ziffer.

Wie lautet die gesuchte Telefonnummer?

Ist dies die einzige Moglichkeit?

Alla Gegeben sei ein regelmidBiges Fiinl-

eck. Ermittle die GroBe des Winkels ¥ EAB
(nicht mit Winkelmesser)!

B A

D E
A12a Merke dir eine beliebige Zahl!
Addiere zu dieser Zahl 10. Dividiere diese
Summe mit 2, und multipliziere den Quotien-
ten mit 4! Vermindere das so erhaltene Ergeb-
nis um 20, und du erhéltst das Doppelte der
Ausgangszahl!
a) Uberpriife die Richtigkeit dieser Aufgabe
an einem Beispiel !
b) Beweise, daB diese Aulgabe [ir jede belie-
bige natiirliche Zahl giiltig ist!
Al3a Zwei Orte A und B seien 120 km
voneinander entfernt. Gleichzeitig starten
zwei Ziige in entgegengesetzter Richtung. Der
Zug von A nach B fdhrt mit einer Geschwin-

digkeit von 80 kTm und der Zug von B nach A

km
von 60 e
Nach welcher Zeit und in welcher Entfernung
von A begegnen sich beide Ziige?
Alda Zwei natiirliche Zahlen sollen sich
wie 3 zu 7 verhalten. Die Summe dieser Zahlen
heiBt 110.
Wie heiBen die beiden Zahlen?
Al5a Stelle die folgenden Angaben gra-
phisch dar (A4-Blatt), so daB diese Darstel-
lung z. B. fiir eine Wandzeitung verwendet
werden konnte! '
Soziale Herkunft der 500 Abgeordneten der
Volkskammer in der 7. Wahlperiode (1976
bis 1980)

Arbeiter 268
Mitglieder von LPG, werktitige
Einzelbauern, Gartner, Fischer 53
Angestellte 105
Angehorige der Intelligenz 28
Selbstindige Handwerker 31
Gewerbetreibende

und freiberuflich Tdtige 8
Sonstige 7
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Schulolympiaden
in der Sowjetunion

Liebe alpha-Freunde!

Heute stellen wir euch eine Auswahl von Auf-
gaben der ersten Stufe der Schulolympiade im
Fach Mathematik des Leningrader Stadtbe-
zirks Petrodworez vor. Dazu einige Hinweise:

In der Sowjetunion werden die Aufgaben der
ersten Stufe der Schulolympiaden nicht wie
bei uns zentral gestellt, sondern auf der Ebene
einer Stadt oder eines Stadtbezirkes. Erst von
der zweiten Stufe an gibt es zentrale Auf-
gabenstellungen. Wir geben die iibersetzten
Aulgaben in Originalfassung “wieder, damit
unsere Leser einen echten Eindruck vom Cha-
rakter der Aufgaben und ihrem Schwierig-
keitsgrad erhalten. Dabei ist jedoch zu be-
achten, daB in der Sowjetunion nach anderen
Lehrplinen als bei uns unterrichtet wird.
Nun wiinschen wir viel Freude beim Lésen
der Aulgaben.

Aufgaben

Klasse §

Ala Berechne den Wert des Terms
0,85+10,5-2,04—(6,25-2+0,8:0,64):10
—0,04848 :0,24!

A2a Es sind alle durch 3 teilbaren zwei-
stelligen natiirlichen Zahlen zu ermitteln,
die auf die Ziffer 0 enden.

A3a Die Mutter hat fir ihre Tochter
Olga, Tanja und Mascha genau drei Bander
gekauft, und zwar ein rotes, ein blaues und
ein griines. Olga liebt die Farbe Rot nicht;
sie mochte auch kein griines Band. Mascha
will kein rotes Band. Welche Farbe liebt
jedes der drei Midchen, wenn die Mutter
Binder entsprechend den Lieblingsfarben der
Tochter gekauft hat?

A4a Ein Vater ist gegenwirtig viermal so
alt wie sein Sohn. Die Summe aus den An-
zahlen ihrer Lebensalter (in ganzen Zahlen)
betrigt 50.

Nach wieviel Jahren wird der Vater dreimal so
alt sein wie der Sohn?

AS5aA Frischgemdhtes Gras hat einen
Feuchtigkeitsgehalt von 60%;; Heu hingegen
hat einen Feuchtigkeitsgehalt von nur 20%,.
Wieviel Heu erhdlt man aus einer Tonne
frischgemihten Grases?
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Klasse 6

Ala Bestimme den Wert von x, der [ol-
gende Gleichung erfiillt:

i}
Sx—2
1 4 3[.1
e —_ 28 —12 | =
[(67 0,35) 28 l4]'20—235'

A2a Essind alle zweistelligen natiirlichen
Zahlen zu ermitteln, die gleich dem Dreifa-
chen ihrer Quersumme sind.

A3a Die Hohe AF zum Schenkel BC des
abgebildeten gleichschenkligen Dreiecks ABC
mit der Basis 4B teilt den Basiswinkel ¥ €4B
so, daB der Winkel & CAF um 30° groBer ist
als der Winkel ¥ BAF.

Es sind die Gr6Ben der Innenwinkel des
gleichschenkligen Dreiecks ABC zu berech-
nen. ¢

444 In einem Korb befinden sich insge-
samt 35 Apfel dreier Sorten.

Wieviel Apfel muB jemand im Dunkeln die-
sem Korb entnehmen, um mit Sicherheit vier
Apfel der gleichen Sorte zu erhalten?

A 54 Junge Pioniere, die bei Pflegearbeiten
in einem Kolchos mithallen, soliten inner-
halb von 10 Tagen ein Feld jiten. Da sie
tiglich 1 ha der Gesamtfliche mehr jiteten
als laut Plan vorgesehen war, konnten sie
ihre Arbeit zwei Tage (riiher beenden.
Wieviel Hektar Ackerfliche haben die Pio-
niere tiglich gejitet?

Klasse 7

Ala Ermittle den Wert des nachstehenden
Terms fur natiirliche Zahlen n!
(8n+ 1 + 8n)2

A2A Welchen Wert besitzt der Term
ala+2)+c(c—2)—2ac, wenn a—c=17 gilt?
A3a Die Winkelhalbierende des Winkels
X DAB des abgebildeten Parallelogramms
ABCD schneidet die iiber C hinaus verldn-
gerte Seite BC in M so, daB CM die Linge

3 cm besitzt.
M

A 8

Es sind die Liangen der Seiten des Parallelo-
gramms zu bestimmen, wenn sein Umfang
36 cm betrigt.

Ad4a Esist zu beweisen, daB fiir beliebige
reelle Zahlen x und y die Ungleichung
5x? +4xy +y* +2x+5>0 erfiillt wird.

A5A Essind alle durch 45 teilbaren drei-
stelligen natiirlichen Zahlen zu ermitteln, die
folgende Eigenschaften haben:

Schreibt man die Ziflern einer solchen Zahl in
umgekehrter Reihenlolge, subtrahiert man die
so erhaltene Zahl von der urspriinglichen
Zahl, so betrigt die Diflerenz 297.

Klasse 8
Ala Ermittledie Losungsmenge der nach-
stehenden Gleichung:
2 +x+1)(2x2+2x-3)
=-31-x-x?).

A2A Wievielmal bilden der Stunden- und
der Minutenzeiger einer Uhr im Verlaufe
von 24 Stunden einen rechten Winkel?

AlA Essind alle natiirlichen Zahlen zu er-
mitteln, die folgende Eigenschalt haben:

Das Produkt aus einer solchen Zahl und 2,5
ist gleich der Summe aus allen dieser Zahl
vorangehenden natiirlichen Zahlen.

A4Aa Gegeben sei ein gleichschenkliges
Dreieck ABC mit der Basis AB=¢ =6 cm und
dem Basiswinkel x CAB=a=50°.

Es ist -die Linge der Winkelhalbierenden
AD =w des Winkels & CAB zu berechnen.
A5A Eine Klasse mit 21 Schiilern hat ins-
gesamt 200 Niisse erhalten.

Es ist zu beweisen, daB es stets mindestens
zwei Schiiler geben wird, die die gleiche An-
zahl von Niissen erhalten werden, wie immer
die Niisse auch an diese Schiiler verteilt wer-
den. L. Dimenstein/Th. Scholl

Lésungen
Klasse 5

Ala 0854105-2,04—(6,252
+0,8:0,64):10—0,04848 :0,24
=0,85+21,42—(12,5+1,25):10—0,202
=22,27—1,375-0,202
=20,693
A2A Vonden Zahlen 10, 20, 30, 40, 50, 60,
70, 80, 90 sind nur die Zahlen 30, 60 und 90
durch 3 teilbar.
A3a Da Olga die Farbe Rot nicht liebt
und auch kein griines Band will, liebt Olga
die Farbe Blau. Da Olga die Farbe Blau liebt
und Mascha kein rotes Band will, liebt
Mascha die Farbe Griin. Somit liebt Tanja
die Farbe Rot.
Ad4a Angenommen, der Sohn ist gegen-
wirtig n Jahre, der Vater also 4n Jahre alt;
dann gilt

n+4n=>50, 5n=>50, n=10.
Gegenwartig ist der Vater 40 Jahre, sein Sohn
10 Jahre alt. Aus (10+x)-3=40+x folgt
304+ 3x=40+x, 2x=10, also x=5.
Nach fiinf Jahren wird der Vater 45 Jahre,
der Sohn 15 Jahre alt sein, der Vater also
dreimal so alt wie sein Sohn sein.



ASA 1000:100% =y :(100—60)°,
also y=400;

400:(100—-20)%, =x:100%;,

also x = 500.

Aus einer Tonne frischgeméhten Grases er-
hilt man 500 kg, also eine halbe Tonne Heu.

Klasse 6

Ala

3 4 3(1
8035 ) 213 55=25

45-14
(ﬁ_ 6)() 20=235,
645—120x =235,
120x =410,
41 5
x =5= 3ﬁ'

A2A 10a+b=3-(a+b) mit 1£a<9 und

0<b<9;7a=2b,also a=¢.
Nur fiir b=7, also fiir a=2 wird diese Glei-
chung unter den einschrinkenden Bedingun-
gen erfiillt. Es gibt genau eine solche Zahl, sie
lautet 27.

A3A Im rechtwinkligen Dreieck ABF gilt
¥ ABF=90°—¢. Aus xCAB= ¥ CBA folgt
2¢ +30°=90°— ¢, also ¢ =20°. Daraus folgt
weiter £¥CAB= X CBA=70° und ¥ACB
=180°—-2-70°=40°.

A4a Entnimmt man dem Korb neun Ap-
fel, so kénnte man im ungiinstigsten Fall von
jeder der drei Sorten je drei Apfel haben. Um
mit Sicherheit vier Apfel der gleichen Sorte
zu erhalten, miissen dem Korb mindestens
zehn Apfel entnommen werden.

AS5A Angenommen, laut Plan sollten tig-
lich x Hektar gejitet werden; dann gilt

10x=8(x+1),
2x =8, also x=4.

Die Pioniere haben tiglich 5 Hektar Acker-
flache gejitet.

Klasse 7

ala

(8n+l+8n)2_ Lgn(s_'_l)]i

(4n_4n—r)3—[4n—1(4_1)]3
82n,92 261-_34

=P 3= gee. =27 3=192.

A2A Aus a=c+7 und a(a+2)+c(c-2)
— 2ac folgt durch Einsetzen
c+D(c+N+clc—2)—2c(c+T)
=(c+N{c+9—2c)+clc-2)
=(c+7O9-c)+clc—-2)
=9c—c2+63—Tc+c?—2c=63.

A3A Esseien AB=a, BC=b und £DAB
=o. Nun gilt 2(a+b)=36cm, also a+b

—18.cm. Aus XMAB=1aund x ABM = 180°
—afolgt XxBMA= 180°—(180°—a)—_;.a

=%a; darum gilt AB=BM bzw.a=b+3cm.
Daraus folgt a+b=2b+3cm=18 cm, also

b=7,5cm und a=10,5 cm.

Ada

5x2+4xy+y?+2x+5>0,

4x?+4xy+y? +x2+2x+ 1 +4>0,
2x+ )2 +(x+1)2+4>0.

Da das Quadrat jeder reellen Zahl positiv
und somit alle Summanden positiv sind, gilt
diese Ungleichung fir beliebige reelle Zahlen
xund y. '

ASA
z;=100a+ 10b+c,
z;=100c+ 10b +a,
21—2;=99a—¢c)=297,a—c=3,

a=c+3.

Wegen 45=5-9 muB z, durch 5 teilbar sein,
also auf die Ziffer 0 oder 5 enden. Fiir
¢; =0 gilt a,=3; fir ¢;=5 gilt a;=8. Die
Quersumme a+b+c von z; muB auBerdem
durch 9 teilbar sein. Nun gilt ¢; =a, + b, + ¢,
=3+by,als0b;=6,9,=a,+bs+c;=13+b,,
also b, =5.
360—-36=3245297; 855 —558=297.
Es gibt genau eine solche Zahl, sie lautet 855.

Klasse 8

Ala
x+x+1)(2x2+2x-3)=—3H1—-x—-x?2),
2x* 4+ 2x® - 3x2 + 203 +2x% — 3x + 2x2
+2x—3=—3+43x+3x?
2x% +4x3 —2x2 —4x =0,
x*+2x3 —x2—2x=0,
x3(x+2)—x(x+2)=0,
(x+2)(x*-x)=0,
x(x+2)(x2—1)=0,
(x—1) x-(x+1)(x+2)=0,
x1=1;x,=0; x3=—1; x4=-2.

A2A In 1h beschreibt der kleine Zeiger
einen Winkel von 30°; in 1 min beschreibt der
kleine Zeiger einen Winkel von 0,5°. In | min
beschreibt der groBe Zeiger einen Winkel von

6°. Nun gilt x(6°—0,5°)=90°, also x—= 16%,

Nach 16% Minuten bilden beide Zeiger zum

ersten Mal einen rechten Winkel, wenn beide
Zeiger zuvor auf die Zifler 12 zeigten.

n: 16111=24 60, also n=88 (dabei wurden
die gestreckten Winkel mitgezihlt).

Im Verlaufe von 24 Stunden bilden der Stun-
den- und der Minutenzeiger einer Uhr 44mal
einen rechten Winkel.

Ala 14243+ . +n=25n+1),
n(n+1)
2
Probe: 1+2+3+4+4+5=25-6,

15=15.

=25n+1),alson=5.

A4a Im Dreieck ABD gilt x ADB=180°
1 o 3 o
—(a+§a>—180 —§a=105 .

Nun gilt ferner
w_ sin 50° _sin 50°

¢ sm 105 sm 75 P2V
6 - sin 50°
W—W~4,76.

Die Linge der Winkelhalbierenden AD=w
betriagt etwa 4,76 cm.

c

A ¢ 8
19-20

ASA 0+1+2+3+"'+19=T=190

und 200 —190=10.

Wenn von den 21 Schiilern der erste keine,
der zweite eine NuB, der dritte zwei, und so
fort, der 20.Schiiler 19 Niisse erhilt, so
bleiben 10 Niisse iibrig. Gleich wie diese rest-
lichen Niisse auch verteilt werden, es werden
stets mindestens zwei Schiiler die gleiche
Anzahl von Niissen erhalten.

»Lose eine Aufgabe fiir den lieben Papa,
eing fiir die liebe Mama, ...!"

1. Vervollstindige!

1=3-3:3-3:3

2=

3=

4=3+33:33

5=

6=

7=(33-3):3-3

8=

9=
10=3+3+3+3:3

2. Wer ist es?

,Es ist*, sagte Kolja, ,meiner Eltern Kind,
aber weder mein Bruder noch meine Schwe-
ster. Errdtst du, wer das ist, spendiert dir
dieses Wesen ein leckeres Moroschnoje.”
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Pendel und Erdbeschleunigung

Ein Pendel ist ein K &rper, der in einem festen
Punkt oder in einer festen Achse drehbar auf-
gehdngt ist und der unter der Wirkung der
Schwerkraft Schwingungen um eine stabile
Gleichgewichtslage ausfiihren kann.

Die theoretische Behandlung der Schwin-
gungen eines allgemeinen Pendels ist fiir
einen Beitrag der Schiilerzeitschrift alpha zu
schwierig.

Hier konnen und sollen nur teilweise die Be-
wegungen eines speziellen, idealisierten Pen-
dels, des sogenannten ,,mathematischen Pen-
dels* betrachtet werden: Eine an einem masse-
losen Faden der Lange ! aufgehdngte punkt-
[6rmige Masse m heiflt mathematisches Pen-
del.

Natiirlich gibt es keinen masselosen Faden
und auch keine punkt[Grmige Masse. (n guter
Niherung ldBt sich ein ,mathematisches Pen-
del" realisieren durch eine an einem Zwirns-
faden aufgehdngte kleine Eisenkuge!.

Auf cin solches Pendel sind in guter Nihe-
rung die [olgenden theoretischen Betrachtun-
gen zutreffend. Allerdings gilt die zu ent-
wickelnde Theorie streng nur fiir ein reibungs-
frei schwingendes Pendel. Da die zusitzliche
Annahme der Reibungsfreiheit in der Praxis
nicht erfiillt ist, wird ein reales Pendel, dem
nicht fortwihrend in geeigneter Weise Energie
zugefiithrt wird, nicht unbegrenzt in der glei-
chen Weise weiterschwingen, sondern es wird
langsam zur Ruhe kommen.

Ein ,mathematisches Pendel“ kann als spe-
zielle Bewegungen gleichférmige Kreisbewe-
gungen ausfiihren, wobei die Ebenen dieser
Kreisbahnen waagerecht sind.

Da der Pendelfaden bei einer solchen Bewe-
gung einen Kegelmantel durchwandert, heiBt
ein eine derartige Bewegung ausflihrendes
Pendel ein Kegelpendel. Und die Theorie
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eines mathematischen Kegelpendels soll hier
entwickelt werden!
Bei einem Kegelpendel bezeichnet man einen
Umlauf der punktférmigen Masse m auf der
Kreisbahn mit Radius r als Schwingung. Die
Zeit, die zum Ausfithren einer Schwingung
benotigt wird, heit Schwingungsdauer T. Da
ein Kreis mit dem Radius r den Umfang 2nr
hat, geniigen die Geschwindigkeit ¢ der
Masse m, der Bahnradius r und die Schwin-
gungsdauer T der Gleichung
2nr

L‘=?. (1
Auf die punktfrmige Masse m wirkt in lot-
rechfer Richtung die Erdanziehungskraft G.
Diese ist um so groBer, je groBer die Masse m
isl. Exakt gilt: G und m sind emnander pro-
portional. Der zugehorige Proportionalitdts-
faktor wird Erdbeschleunigung ¢ genannt. G,
g und m geniigen also der Gleichung G=mg.
Da die punktformige Masse m eine gleich-
[6rmige Kreisbewegung mit dem Radius r
und der Geschwindigkeit v ausfihrt, wirkt auf
m noch eine zweite Kraft, die zu dieser Kreis-
bewegung gehdrige, in radialer Richtung an-

2
greifende Zentrifugalkraft Z = g

Beide aul m wirkenden Krifte lassen sich
nach dem Satz vom Parallelogramm der
Krilte durch eine einzige resultierende Kraft
R ersetzen.

Da die resultierende Kraft R durch den Faden
auf die Pendelhalterung iibertragen werden
muB, muB R die Richtung des Fadens haben.
Nach dem Satz des Pythagoras hat die zweite
Kathete des in Bild 2 grauen rechtwinkligen
Dreiecks mit den Seiten [ und r die Linge

i (]

Da weiterhin die beiden in dieser Zeichnung
grauen Dreiecke nach dem Hauptihnlich-
keitssatz dhnlich sind, gilt fiir die Seiten dieser
Dreiecke die Verhiltnisgleichung

Durch einfaShe Umformung folgt hieraus:

2
11— ;)
r
g- . 7))

v r
Durch Einsetzen von (1) in (2) und weitere
einfache Umformungen ergibt sich:

gT? r\?

L \/ 1-(7> . o)
Gemil Formel (3) hingt die Schwingungs-
dauer T des mathematischen Kegelpendels
ab von [, r und g¢; sie ist unabhingig von der
Masse m. Ist r wesentlich kleiner als [, so
148t sich Formel (3) durch eine einfachere, fiir
das folgende wichtige Nidherungsformel erset-
zen.

Ab jetzt wird angenommen, daB r und [ der
Ungleichung r<0,01 ! geniigen. Diese Un-
gleichung ist z.B. fir [/=2m erfiillt, falls

2
r=2cm gilt. Aus r<0,01 -/ folgt (;) <0,012

=0,0001.
Hieraus ergibt sich weiterhin

r 2
0,9999<1— <7> .
I

A\ 2
Wegen 0<1 —(%) < | gilt ebenlalls

) <)

und damit schlieBlich

s
09999 < 1—<7> <l

Auf Grund der letzten Ungleichung und mit-
tels der Gesetze der Fehlerfortpflanzung er-
gibt sich:
Gilt fir den Bahnradius eines mathemati-
schen Kegelpendels r<0,01-! und soll eine
der GroBen T, g und [ des Pendels mit héch-
stens drei wesentlichen Dezimalstellen be-
rechnet werden, so darf zur Berechnung die
Formel
2

Z: = 1 benutzt werden. 4)
DaB die Niherungsformel (4) sogar fiir jede
Bewegung eines mathematischen Pendels gilt,
bei der sich die Masse m in waagerechter
Richtung héchstens bis zu 0,01 -/ von der
Ruhelage ertfernt, wird folgender Versuch
zeigen.

Versuch 1:

LaB ein Pendel, das in guter Niherung ein
mathematisches Pendel darstellt, nacheinan-
der in verschiedener Weise, jedoch stets so
schwingen, daB sich der Pendelkérper in
waagerechter Richtung hochstens bis zu
0,01 -/ von der Ruhelage entfernt!

Ermittle durch Messungen die zu diesen Be-
wegungen gehdrigen Schwingungsdauern!



Eine andere spezielle Bewegung des mathe-
matischen Pendels ist das Schwingen in einer
lotrechten Ebene:

Zu einer Schwingung gehort das doppelte
Durchlaufen des Kreisbogens 4B mit Ra-
dius / durch den Pendelkérper mit sich an-
dernder Geschwindigkeit. Soferm die Um-
kehrpunkte 4 und B von der Ruhelage einen
waagerechten Abstand r haben, der der Un-
gleichung r<0,01-! geniigt, gilt auch fir
diese Pendelbewegung gemiB Versuch 1 die
Formel (4) im oben genannten Sinn.
Die bisher erzielten Ergebnisse sollen nun
angewandt werden.
Zunichst soll die Erdbeschleunigung g be-
stimmt werden. Zu diesem Zweck wird vor-
erst die Gleichung (4) nach g umgestellt:
_4nll 5
9= 5)
Nunmehr wird folgender Versuch durchge-
fihrt.

Versuch 2:

Baue ein Pendel (mit geeigneter Pendelldnge),
das in guter Ndherung ein mathematisches
Pendel darstelit! MiB seine Pendelldnge! Ver-
setze dieses Pendel in eine Bewegung, fir die
r<0,01-!gilt!

Bestimme fiir diese Bewegung mittels Stopp-
uhr die Zeit, die fiir eine gréBere Anzahl von
Schwingungen dieser Bewegung benétigt
wird! Berechne die zugehorige Schwingungs-
dauer!

Berechne abschlieBend gemaB Formel (5) die
Erdbeschleunigung!

Mit Versuch 2 ist es ohne weiteres moglich,
die Erdbeschleunigung mit drei wesentlichen
Dezimalstellen zu bestimmen.

Wird der Versuch 2 an verschiedenen Stellen
der Erdoberfliche durchgefiihrt, so wird da-
mit sogar die Anderung der Erdbeschleuni-
gung mit der geographischen Breite erkannt.

Ort geographische Erd-

Breite beschleunigung
Aquator 0° 9,781;l
s
Potsdam 52,5° 9,8127422
s
Pol 90° 983°
S

Ursachen fiir das Andern der Erdbeschleuni-
gung mit der geographischen Breite sind die
Rotation und die Abplattung der Erde. Nach-
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Seltsame
Produkte

1. Beim Multiplizieren zweier dreistelliger
natiirlicher Zahlen, z. B. 693 und 481, kénnen
wir zu einem. merkwiirdigen Produkt gelan-
gen, in unserem Fall 333333 (priift nach!).
Kann man diese Zahl auch als Produkt
zweier anderer dreistelliger Faktoren dar-
stellen?

‘Wir zerlegen die Zahl 333333 in Primfaktoren
und fassen diese auf alle moglichen Arten so
in zwei Klassen zusammen, daB das Produkt

dem die Erdbeschleunigung bestimmt ist,
kann die Forme! (4) zum Losen der folgenden
Aufgaben benutzt werden.

Versuch 3:

Berechne die Schwingungsdauer eines mathe-
matischen Pendels fur kleine Ausschlige mit
der Pendellinge

a)0,5m und b) I m!

Uberpriife deine Ergebnisse durch ein Ex-
periment!

Versuch 4:

Welche Pendellinge ! hat ein mathemati-
sches Pendel, das bei kieinen Ausschligen die
Schwingungsdauer 7=1s hat? Uberpriife
dein Ergebnis durch ein Experiment !

Versuch 5:

Wie groB ist ; fiir die spezielle Kreisbewe-

gung ecines mathematischen Kegelpendels,
fiir die die Schwingungsdauer um 10%; klei-
ner ist als die Schwingungsdauer des gleichen
Pendels fiir Bewegungen mit kleinen Aus-
schldgen?
Uberpriife wiederum deine Rechnung durch
ein Experiment!
Wiirde der Versuch 2 auch aul der Mond-
oberfliche durchgefiihit werden, so wiirde
man als Ergebnis finden, daB die Mond-
beschleunigung nur é der Erdbeschleunigung
betrdgt. Aul Grund dieser Mitteilung kann
der Leser berechnen, wie die Schwingungs-
dauer eines Kegelpendels auf der Mondober-
fliche gegeniiber der eines Kegelpendels glei-
cher Pendellinge und gleichen Bahnradius
auf der Erdoberfldche verindert ist.

W. Trager

der Primzahlen jeder Klasse eine dreistellige
Zahl ist.
Es gilt 333333=3-3-7-11-13-37.
Bilden wir die Klassen (3, 3,7, 11) und (13, 37),
so erhalten wir die urspriinglichen Faktoren
693=3-3-7-11 und 481=13 - 37. Bilden wir
jedoch die Klassen (11, 37) und (3, 3, 7, 13),
so erhalten wir folgende Darstellung:

333333=(11-37)-(3-3-7-13)

=407 - 819.

Nehmen wir an, der Primfaktor 37 gehore
jeweils zur ersten Klasse. Dann darf das Pro-
dukt der anderen Primzahlen dieser Klasse
hochstens 999 :37 =27 betragen. Wir kénnen
also leicht alle ersten Klassen zusammen-
stellen:
(37, 3); 37, 7); (37, 11); (37, 13); (37, 3, 3);
(37,3, 7).
Nun brauchen wir nur noch zu priifen, ob die
zugehorigen zweiten Klassen auch dreistel-
lige Zahlen ergeben.
Es ergibt sich folgende Zusammenstellung:

erste Klasse  zweite Klasse ~ Losung
3-37 3-7-11-13 —
737 3-3-11-13 -
11-37 3-3-7-13 407819
13-37 3-3-7-11 481693
3-3-37 7-11-13 -
3-7-37 3-11-13 777-429
Aufgabe 1:

Schreibt folgende Zahlen als Produkt zweier
dreistelliger Faktoren:
a) 555555, b) 222222, ¢) 777777,
d) die groBte fiinfstellige natiirliche Zahl!
2. Anstatt in zwei dreistellige Faktoren kann
die Zerlegung in drei zweistellige verlangt
werden.
Einer der zweistelligen Faktoren muB 37 sein,
weil das Produkt von 37 mit jedem anderen
Primfaktor von 333333 dreistellig ist. Wir
konnen annehmen, daB der zweite zwei-
stellige Faktor den Primfaktor 13 enthilt.
Dann darf 11 aber nicht in diesem Faktor
enthalten sein. 11 gehort also zum dritten
zweistelligen Faktor. Wir kombinieren nun
11 und 13 mit den iibrigen Primfaktoren so,
daB zweistellige Produkte entstehen. Die ein-
zige Kombination ist 7- 13 und 32 11, so daB
man 333333=37-(7-13)-(32: 1)
=37-91-99 erhilt.

Aufgabe 2:
Sucht alle moglichen Zerlegungen folgender
Zahlen in Produkte aus drei zweistelligen
Faktoren:
a) 444444, b) die groBte sechsstellige natiir-
liche Zahl!

Aufgabe 3:

Sucht alle méglichen Zerlegungen von

a) 123456 in ein Produkt aus zwei dreistelligen
Faktoren;

b) 123123 in ein Produkt aus drei zweistelli-
gen Faktoren! F. Dusek
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Eigenschaften
von Verkniipfungen

Teil 2

Gleichungen wie z. B. x+3=y+3 oder x- 12
=y- 12 liefern infolge dquivalenter Umfor-
mung jeweils x=y. Dieses ,,Streichen* oder
,JKiirzen* ist bei allen vier Grundrechenarten
erlaubt; denn fiir alle reellen g, x und y gilt:
a)wenn x+a=y+a,sox=y;
b)wenn x—a=y—a oder a—x=a—y, so
x=y;
c) wenn x-a=y-a, so x=y-(a4=0);
d)wenn x:a=y:a (a+0) oder a:x=a:y
(x*0, y+0,a#0),s0 x=y.
Allgemein sagen wir, ein Verkniipfungsgebil-
de (M, <) erfiillt die Kiirzungsregel, wenn fir
alle a, x, ye M
Eg: Wenn xca=ycagoderacx=acy,s0x=y
gilt.
Auch diese Eigenschaft, die uns durch den
stindigen Umgang mit den vier Grundrechen-
arten so vertraut ist, ist keineswegs selbst-
verstiandlich. So gilt sie z. B. in (R*, °;,) mit
xey1y=ps|x—y| nicht: es ist 30y, 2=30,,4,
aber 2+4. Wir betrachten das Verkniip-
fungsgebilde (N\{0}, °) mit x oy =p; x Ty=2x".
Wegen 112=113, aber 2 3, versagt hier die
Kiirzungsregel ebenfalls. Sie 1aBt sich aber
offensichtlich ,reparieren”, indem wir den
alleinigen ,Storenfried”, die 1, aus der Triger-
menge ausschlieBen. In der Tat gilt fur alle
von O und | verschiedenen natiirlichen Zahlen
a, xund y:
Wenn xta=yta oder atx=aty, so x=y.
Das Verkniipfungsgebilde (N\{0, 1}, 1) erfiillt
demnach die Kiirzungsregel Eg. ’

Aufgabe 10:

a) Zeige, daB fiir das Verkniipfungsgebilde
(G, 1) mit x°y=p,2(x+y) die Kiirzungsre-
gel gilt!

b) Stelle fest, ob fiir die Verkniipfungsgebilde
aus Aufgabe la) die Kiirzungsregel erfiillt
oder nicht erfiillt ist! v

¢) Begriinde, warum auf die Mittelwert-Ver-
kniipfungen die Kiirzungsregel angewendet
werden kann!

Aufgabe 11:
Wielautet die Kontraposition der Kiirzungs-

regel? (Sei (M,) ein Verkniipfungsgebilde,
das die Kiirzungsregel erfiillt:
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Fiir alle x, y und aeM gilt:
Wenn xca=yca oder acx=dacy, so x=Y.)
Sei (M, ©) ein Verkniipfungsgebilde; a, be M,
beliebig.
Die Kiirzungsregel 1aBt sich dann auch fol-
gendermabBen interpretieren:
Es: Wenn die Gleichungen acx=5b oder
yea=>b Losungen x bzw. y in M besitzen, so
sind diese eindeutig.
Zum Beweis nehmen wir an, die Gleichung
a~x=b habe zwei Lésungen: x, und x,. Dann
gilt gex;=>b und ac°x,=>b, d.h. aber acx,
=aox;. Wegen der Kiirzungsregel erhalten
wir die Einzigkeit (x; = x,). Analog gehen wir
im Falle yoa=b vor.
Die Kiirzungsregel sichert also die Eindeutig-
keit von Losungen (falls es iiberhaupt Losun-
gen gibt!). Uber die Existenz solcher Losun-
gen trifft sic ndmlich keine Aussage. So hat
z.B. weder die Gleichung 3o6x=31x=4
noch die Gleichung 2°,x=1 in der zugehori-
gen Trigermenge N\{0, 1} bzw. G eine L&-
sung. (Wir erinnern uns, daB sowohl fiir <
als auch fiir o, die Kiirzungsregel zutrifft!)
Gilt in einem Verkniipfungsgebilde (M, °):
Ey: Fiir alle a, be M sind die Gleichungen
a°x=b und yoa=>b |sbar;
so nennen wir (M, °) ein Verkniipfungsgebilde
mit Divisionsregel. Diese Regel, die die (aller-
dings nicht notwendig eindeutige) Existenz
von Losungen der angegebenen Gleichungen
garantiert, erinnert an die Division der Zah-
len.
Zwei Beispiele, die dieser Regel nicht ge-
horchen, haben wir zuvor angegeben. Ein
Verkniipfungsgebilde mit Divisionsregel ist
(R* o) mit xoy y=p;| x—y| (| x—y| heiBt
Abstand oder Differenzbetrag von x und y.)
Wegen der Kommutativitdt von <, geniigt es,
die Gleichung a-;x=» mit a, b€ R*, beliebig,
zu betrachten:

* ‘a—x=b oder

ae1x=|a—x| ={
—(a—x)=b,

d. h,, fiir alle a, be R* existieren damit Losun-
gen, nimlich x;=g—b und x,=b+a. (Fiir
a>b ist die Losung nicht eindeutig!)

Auch das arithmetische und geometrische
Mittel iiber R bzw. P* erfiillen die Divisions-
regel, das harmonische Mittel jedoch nicht.
(Begriindung?)

Aufgabe 12:

a) Uberpriife die naheliegende Vermutung,
ob die Verkniiplungsgebilde (P, +), (P, —),
(P, ) und (P\{O}, :) die Divisionsregel erfiil-
len!

b) Stelle fest, ob die Verkniipfungen aus Auf-
gabe 1a) die Divisionsregel erfiillen!

c) Uberpriife die Giiltigkeit der Kiirzungs-
und Divisionsregel fiir die Verkniipfungs-
gebilde (G, °,3) und (G, =14) aus Aufgabe 3a)!
d) Untersuche, welche der in alpha 4, 1977,
genannten geometrischen Verkniiplungen die
Kiirzungs- oder Divisionsregel erfiillen!

e) Welche Verkniipfungsgebilde dieses Bei-
trages erfiillen die Kiirzungs- und Divisions-
regel ?

Addieren wir zu einer Zahl x die 0, wird diese
Zahl x ,reproduziert”. Das gleiche trifft fiir
die Multiplikation einer Zahl x mit 1 zu.
Das heiBt, fiir jede reelle Zahl x gilt

- x+0=0+x=xund
x-1=1 x=x.

Allgemein definieren wir:
Ein Element n eines Verkniipfungsgebildes
(M, °) heiBt neutrales Element, wenn fur jedes
xeM
Ejo: xen=nox=x gilt.
Die O ist also neutrales Element bzgl. der
Addition oder in (P, +), die 1 analog bzgl.
der Multiplikation oder in (P, -).
Besitzen auch andere Verkniipfungsgebilde
cin neutrales Element?
(P, —) und (P\{O}, :) besitzen kein neutrales
Element.
Zwar gilt fir jedes reelle x

x —0=x, nicht aber 0—x=x.
(Analog x :1=x, nicht aber 1:x=x.)
Ein Element n, eines Verkniipfungsgebildes
(M, °) heiBt rechts-neutrales Element, wenn
fiir jedes xe M
Eyy: xon=xgilt.
(Analog wird n; als links-neutrales Element
durch meox=x fiir jedes xeM definiert
(E12))
Die 0 und die 1 sind also bzgl. Subtraktion
bzw. Division lediglich jeweils rechts-neutra-
les Element. Auch das Verkniipfungsgebilde
(N\{0}, 1) besitzt ein rechts-neutrales Ele-
ment n,:
Fiir jedes xe N\{0} gilt nimlich x 1 1=x. Die
1 ist nicht links-neutral: 11 x 3 x (fir x$1).
Ein Verkniipfungsgebilde mit einem links-
neutralen Element n ist (R*, o5):
Fiir jede gebrochene Zahl x gilt Oosx=2-0
+x=x. Die 0 ist nicht rechts-neutral: x50
=2-x40=2x%x (fiir x+0).

Aufgabe 13:

a) Zeige: Besitzt ein Verkniipfungsgebilde
(M, o) sowohl ein links-neutrales Element n,
als auch ein rechts-neutrales Element n,, so
existiert auch ein neutrales Element n.

b) Sei (M, ) ein Verkniipfungsgebilde mit
einem neutralen Element n. Beweise,daB dann
in (M,°) kein weiteres neutrales Element
existieren kann!

¢) Uberpriile die Eindeutigkeit gemiB b) im
Hinblick auf einseitig-neutrale Elemente!
Wihrend die Mittelwert-Verkniipfungen we-
der links-neutrale noch rechts-neutrale Ele-
mente zulassen (Begriindung?), haben meh-
rere Verkniipfungsgebilde aus Aufgabe 1a)
jeweils ein neutrales Element. Zum Beispiel
besitzt (R*°y;) mit xoy=p,|x—y| das
neutrale Element n=0:|x—0|=|0—x|=x
fiir jedes xeR™.



Aufgabe 14:

Untersuche die Verkniipfungsgebilde aus Auf-
gabe 1a) im Hinblick aufl die Existenz eines
neutralen Elements bzw. einseitig-neutraler
Elemente!
Es ist keineswegs ein Vorrecht der Zahlen 0
und 1, neutrales Element in einem Verkniip-
fungsgebilde zu sein. Betrachten wir ndmlich
das Verkniipfungsgebilde (G, ¢;2) mit x°;2y
=psx+y—3, so stofen wir aul n=3:x°;,3
=30,,x=x+3—-3=x [ir jedes xeG.
Von der ,Uhr-Addition” wissen wir, daB
n=12 das neutrale Element ist: Nach genau
12 Stunden, d. h. nach einer vollen Drehung,
zeigt der (kleine) Zeiger wieder auf dieselbe
Stelle! Fiir jedes xe M ={1, 2, ..., 12} gilt also
x+Q12=124+Cx=x.
In dem Verkniipfungsgebilde (B(M), N) ist
die Menge M das neutrale Element, in
(B(M), U) dagegen die leere Menge:
Fiir jedes X € P(M) gilt
1. XNM=MNX=X und
2. XUg=agUX=X - vgl. alpha, 4/
1977, Aufgabe 12c, S. 96);
X e P(M) heiBt nach Definition: X €M,
Multiplizieren wir eine Zahl x mit 0, wird
diese Zahl x ,,aufgesaugt” oder ,,absorbiert”:
Fiir jede reelle Zahl x gilt
0-x=x-0=0.
Allgemein definieren wir: .
Ein Element a eines Verkniipfungsgebildes
(M, <) heiBt absorbierendes Element, wenn fur
jedes xe M
Ei3: acx=xca=agilt.
DaB auch andere Zahlen als 0 diese Eigen-
schaft E,; besitzen konnen, zeigen die Ver-
kniipfungsgebilde
(N, °7) mit xo,y=x1y=ggT(x, y) bzw.
(G, °10) mit x°,py=x+y+xy. Im ersten Fall
ist a=1, im zweiten Fall a= — | absorbieren-
des Element:
1Mx=xM1=1und (—1)°px=x°10(—1)
=-1
Ein Element g, eines Verkniipfungsgebildes
(M,°) heiBt links-absorbierendes Element,
wenn [ir jedes xe M
Ei4: aox=agilt.
(Analog wird wieder a, als rechts-absorbieren-
des Element durch xca,=a, fir jedes xeM
definiert (E;5).) Im Verkniipfungsgebilde
(NV{0}, o) ist die 1 zwar links-absorbierend,
nicht aber rechts-absorbierend!
Uberlege dir, ob die Verkniipfungsgebilde
(B(M), N) und (P(M), U) ein absorbierendes
Element besitzen!

Anfgabe 15:

Untersuche, ob die Verkniipfungsgebilde
(G, °,3) und (G, °14) aus Aulgabe 3a) ein neu-
trales oder absorbierendes Element besitzen!

Aufgabe 16:

Beweise, daB das Verkniipfungsgebilde
(P*,017) mit xoy7y=psxtiny=x"" fiir alle
x,yeP* kommutativ, assoziativ und bi-

symmetrisch ist, ein neutrales Element n und
ein absorbierendes Element a besitzt, aber
weder die Divisions- noch die Kiirzungsregel
erfiillt!

AbschlieBend betrachten wir ein geometri-
sches Verkniipfungsgebilde mit einem neu-
tralen Element. Sei dazu k ein Kegelschnitt in
der Ebene ¢; g eine Gerade in ¢, die k meidet.
Auf k wihlen wir einen beliebigen Punkt N,
den wir im folgenden fest lassen. Fir belie-
bige Punkte X, Yek definieren wir X <Y als
den Punkt Zek, so daB die Geraden XY,
NZ und g einen gemeinsamen Schnittpunkt
S besitzen. Fiir NZ+NN set Z£N.

Es gilt: X< sgN=No;3X=X. Der Punkt N
ist das neutrale Element.

Aufgabe 17:

Ermittle weitere Eigenschalten des Verkniip-
fungsgebildes (k, °18)!
Vergegenwirtigen wir uns noch einmal alle
bisher betrachteten Verkniipfungsgebilde, so
besitzen viele von ihnen z. T. sehr dhnliche
Eigenschaften, obwohl ihre Verkniipfungs-
vorschriften kaum Gemeinsamkeiten erken-
nen lassen. Andererseits konnen gleiche Ver-
kniipfungsvorschriften verschiedene Eigen-
schalten nach sich ziehen, wenn unterschied-
liche Tragermengen zugrunde gelegt werden.
Die hier untersuchten Eigenschalten E, bis
E, 5 prézisieren damit unsere Vorstellungen
und Kenntnisse in bezug auf Verkniipfungs-
gebilde ganz wesentlich.

1. Lehmann
(Losungen siche Seite 71.)

Eine Aufgabe von
Prof. Dr. sc.

Jozsef Molnar

Lordnd-Edétvés-Universitdt Budapest
Lehrstuhl Geometrie

417634 Fiiri=1,2,3set AOTP;einrecht-
winkliges Dreieck mit OP; als Hypotenuse;
dabei seien P,, P,, P; aul einem Strahl mit
dem Anfangspunkt T so angeordnet, daf
TP, <TP,<TP, gilt. Ferner sei k ein Kreis
um 0 mit beliebigem Radius. Es bezeichne je-
weils A(P;OP;) den Flidcheninhalt des Drei-
ecks P,OP; und s(P;OP;) den Flicheninhalt
desjenigen -Sektors von k, der zum Zentri-
winkel ¥ P;OP; gehort. Beweise, daB dann
s(P1OP;) > s(P,0P;) i
A(P,OP,)” A(P,0P) ¥

t!

Das System Internationaler Einheiten (SI)
SI-Basiseinheiten/

Grife/Name Symbol
Linge 1

Zeit t

Masse m
elektr. Stromstirke 1
thermodyn. Temperatur T
Stoffmenge n
Lichtstirke L
Einheit/Name Symbol
Meter m
Sekunde s
Kilogramm kg
Ampere A
Kelvin K

Mol mol
Candela cd

Genormte Vorsatzzeichen fiir Vielfache N
oder Teile der SI-Einheiten

Vorsilbe Vorsatz- Zehner-
zeichen  potenz
Exa E 10'®
Peta P 103
Tera T 102
Giga G 10°
Mega M 106
Kilo k 10
Hekto h 10?
Deka da 10
Dezi d 107!
Zenti c 1072
Milli m 1073
Mikro m 1078
Nano n (1
Piko p 10712
Femto f 10713
Atto a 1071
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Ein Stiick Wissenschaftsgeschichte —
Mathematik im alten Indien

Indien hat der Welt viele praktische Segnun-
gen zuteil werden lassen: nachweisbar Reis,
Baumwolle, Zuckerrohr, viele Gewiirze, das
Schachspiel und am wichtigsten von allem,
das Dezimalsystem der Zahlenschreibweise —
die Erfindung eines unbekannten indischen
Mathematikers der [rithchristlichen Ara.

Durch die Notwendigkeit, den freien Platz fiir
ein Opfer genau [estzulegen, entwickelten die
Inder sehr friih ein einfaches System der Geo-
metrie, doch auf dem Gebiet des praktischen
Wissens verdankt die Welt Indien am meisten
im Bereich der Mathematik, die sich zur Zeit
des Gupta-Reiches (3. bis 5.Jh.u.Z) hoch
entwickelte und die fortgeschrittener war als
in anderen Lindern des Altertums. Der Er-
folg der indischen Mathematik beruhte haupt-
sichlich auf der Tatsache, daB die Inder eine
klare Konzeption der abstrakten Zahl hatten,
zum Unterschied von der numerischen Quan-
titit von Objekten in der rdumlichen Aus-
dehnung. Wiihrend die griechische mathe-
matische Wissenschalt weitgehend aul MeB-
kunst und Geometrie basierte, ging man in
Indien schon daran, mit Hilfe einer einfachen
Zahlenbezeichnung Ansitze einer Algebra zu
entwickeln, die kompliziertere Berechnungen

Indische Mathematiker legten um 700 u. Z.

erlaubte, als es den Griechen moglich war,
und die zum Studium der Zahl an sich
fiihrte.

In den [ritheren Inschriften Indiens sind Da-
ten und andere Zahlen in einer Schreibweise
verzeichnet, die der der Romer, der Griechen
und Hebréer nicht undhnlich war und mit ge-
sonderten Symbolen fiir die Zehn und die
Hundert operierte. Die [riiheste Inschrift, die
das Datum in einem System von neun Zahlen
und einer Null mit Stellenwertbezeichnung
fiir die Zehn und Hundert wiedergibt, kommt
aus Gujarat und datiert aus dem Jahre
595u.Z. Bald danach hatte man das neue
System in Syrien zur Kenntnis genommen,
und es wurde bald auch z. B. in Vietnam ver-
wendet. Offensichtlich war das System den
Mathematikern schon einige Jahrhunderte
lang bekannt, bevor es fir Inschrilten be-
nutzt wurde, deren Schreiber dazu neigten, in
ihren Methoden der Datenaufzeichnung kon-
servativ zu sein; im modernen Europa wird
das schwerfdllige romische System manchmal
immer noch fiir den gleichen Zweck benutzt.
Der Name des Mathematikers, der das ver-
einlachte System, Zahien zu schreiben, ersann,
ist unbekannt; aber der friiheste erhaltene

die Fundamente fiir unser modernes, auf dem Positionssystem

beruhenden dezimalen Zahlensystem

| - =

=¥rlv1 62 |

Entwicklung
der Zahlzeichen

Brah‘mi { Indien)

lwtllwlt7rﬂ.J

JIndisch( Gwalior)

!
133841€9%&-

Sanskrit - Devanagari (indisch)

[1axr5] 6783 |

v
[1rrPe Juvag. |

Westarabisch(Gobar)

Ostarabisch ( noch heute tirk. u.a.)

[(T5pL91b ~ 89 |

#1.3h. (Apices)

[,1314 | G‘\J?-I

[ 12345 | 67890 |

15.7h.

16.3h. (Direr)
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mathematische Text — das anonyme ,,Bakh-
skali-Manuskript* (2. Jh.u.Z.) und das Ary-
abhatiya des Aryabhata, geschrieben 499 u. Z.
— setzen es voraus.
Lange glaubte man, das Dezimalsystem sei
von den Arabern erfunden worden, doch dies
ist gewiB nicht der Fall. Die Araber selbst
nannten die Mathematik ,die Indische
(Kunst)“ (hindisat), und es scheint, daB die
Dezimalschreibung zusammen mit anderen
indischen mathematischen Uberlieferungen
der mohammedanischen Welt entweder durch
Kaufleute iibermittelt wurde, die mit der
Westkiiste Indiens Handel trieben oder durch
die Araber, die im Jahre 712 u.Z. Sind er-
oberten.
Was die Welt Indien in dieser Hinsicht ver-
dankt, kann nicht hoch genug eingeschatzt
werden. Die meisten der groBen Entdeckun-
gen und Erfindungen, auf die man in Europa
so stolz ist, wiren ohne ein entwickeltes Sy-
stem der Mathematik undenkbar. Und dies
wiederum wire unmdéglich gewesen, wenn
Europa an das enge romische Zahlensystem
gebunden geblieben wire. Die Leistung des
unbekannten indischen Mathematikers war,
obwohlsie leichthin als selbstverstindlich gilt,
das Werk eines analytischen Geistes hochsten
Ranges, dem viel mehr Ehre gebiihrt, als ihm
bisher zuteil wurde.
Mittelalterliche indische Mathematiker, wie
Brahmagupta (7. Jahrhundert), Mahavira (9.
Jahrhundert) und Bhaskara I1 (12. Jahrhun-
dert), machten verschiedene Entdeckungen,
die in Europa bis zur Renaissance oder noch
spiter unbekannt waren. Sie verstanden die
Einfiihrung positiver und negativer Mengen,
entwickelten taugliche Systeme [ir das Zie-
hen von Quadrat- und Kubikwurzeln und
konnten quadratische und gewisse Arten von
unbestimmten Gleichungen losen. Fiir = gab
Aryabhata den iiblichen modernen Nihe-
rungswert von 3,1416 an, ausgedriickt in der
62832
20000
viel genauer als der der Griechen, wurde von
spiteren indischen Mathematikern auf neun
Dezimalstellen verbessert. In der Trigono-
metrie, in der sphirischen Geometrie und
Differentialrechnung, hauptsichlich in Ver-
bindung mit der Astronomie, wurden meh-
rere Fortschritte erzielt. Die mathematischen
Begriffe von ,Null* (schunya) und ,,Unend-
lich*, von klassischen Autorititen immer nur
unklar angewandt, wurden im mittelalter-
lichen Indien voll verstanden. Frithere Ma-

Form des Bruches Dieser Wert von ,

thematiker hatten gelehrt, daB )—(;=x sei, aber

Bhaskara 11 bewies, daB es unendlich ist. Er
begriindete auch mathematisch, was in der
indischen Wissenschaft mindestens ein Jahr-
tausend friher erkannt wurde, daB das Un-
endliche, wie auch immer geteilt, unendlich
bleibt.
H. K. Singh
(gekiirzt, aus Urania 7/76)
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Klassenstufe 5

1. Fiir 1 ha=10000m? sind 2dt=200000g
Saatgut iiblich; folglich werden fiir je 1 m?
dann 20 g benétigt. Fiir 8 m? wurden wegen
8:20=160 daher 160 g Saatgut genommen.
Der Ernteertrag betrug wegen 15 - 160=2400
folglich 2400 g=2,4 kg.

2. Bezeichnet man die Anzahl der Vogel, die
am Ende auf dem ersten Baum sitzen, mit x,
dann sitzen aul dem zweiten Baum 2x Vogel,
auf dem dritten 4x Vogel. Das sind zusam-
men 7x Vogel. Wegen 56 :7=8 miissen mit-
hin zuletzt aul dem ersten Baum 8 Vogel, auf
dem zweiten Baum 16 Végel, aul dem dritten
Baum 32 Vogel sitzen.

Auf dem ersten Baum saBen daher am An-
fang 7 Vigel mehr als 8 Vogel, d.s. 15 Vogel.
Auf dem zweiten Baum saBen zu Anlang
noch nicht die spdter vom ersten Baum zu-
geflogenen 7 Vogel, dafiir aber die dann zum
dritten Baum geflogenen 5 Vigel; also waren
es zu Anfang 2 Vogel weniger als 16 Vogel,
d.s. 14 Vogel. Auf dem dritten Baum saBen
am Anfang 5 Vogel weniger als 32 Vogel, d.s.
27 Vogel.

3. Die Anzahl der Parzellen der GroBe
150 m? ist eine der Zahlen von O bis 9. Fiir
jede dieser Zahlen erhilt man folgende Werte:
Da der Flicheninhalt aller Parzellen 1710 m?
betriigt, gibt es folglich 3 Parzellen der Groe
150 m? und 6 Parzellen der GréBe 210 m?.

4. Trigt man auf der Verlingerung von 4B
iiber B hinaus eine Strecke BG der Lange
BG=CD ab, so wird AG=AB+BG=AB
+CD =(a+b)+(a—b)=2a. Konstruiert man
den Mittelpunkt H der Strecke AG, so wird
folglich AH =a. Hiernach wird ferner HB
=AB—AH =(a+b)—a=b. Konstruiert man
daher auf der Verlangerung von HB iiber B
hinaus einen Punkt K so, daB HK=EF
gilt, so ergibt sich BK-=HK -HB=EF—HB

=(b+c)—b=c.
] b c
= - - g n b}
H B G K
C a-b D
é b+c Fl
Klassenstufe 6

1. Am ersten Tag legte man % und am dritten

Tag % der Gesamtstrecke zuriick. Damit

1.1 7 . .
wurde wegen 3+ i—pan diesen beiden Ta-

gen 17—2 der gesamten Strecke bewiltigt.

Die restlichen 150 km sind also genau

i2
der Gesamtstrecke. Wegen 150:5=30 sind

folglich 30 km genau % der Gesamtstrecke;

diese betriagt demnach 12 - 30 km =360 km.

2. Da (2) falsch ist, belegte Elke weder den
vorletzten, noch einen besseren Platz, sie
wurde also Fiinfte. Da (1) falsch ist, kam
Christa unmittelbar vor Elke ins Ziel und

Anzahl Flicheninhalt Anzahl Flacheninhalt . .
Flacheninhalt
der Parzellen der Parzellen aller
der GroBe 150 m? der Grofe 210 m? Parzellen
0 0m? 9 1890 m? 1890 m?
1 150 m? 8 1680 m? 1830 m?
2 300 m? 7 1470 m? 1770 m?
3 450 m? 6 1260 m? 1710 m?
4 600 m? 5 1050 m? 1650 m?
5 750 m? 4 840 m? 1590 m?
6 900 m? 3 630 m? 1530 m?
7 1050 m? 2 420 m? 1470 m?
8 1200 m? 1 210 m? 1410 m?
9 1350 m? 0 0m? 1350 m?

wurde daher Vierte. Da (4) falsch ist, belegte
Franziska den dritten Platz. Folglich ver-
blieben der erste und zweite Platz fir Doris
und Gitta. Da (3) falsch ist, lief Doris nicht
schneller als Gitta. Da ihre Zeit ferner nicht
dieselbe war wie die Gittas, belegte sie folg-
lich den zweiten Platz und Gitta den ersten.
Die tatsichliche Reihenfolge des Einlaufs lau-
tet mithin: Gitta, Doris, Franziska, Christa,
Elke.

3. Aus 36 Rohlingen ergeben sich zunichst
36 Einzelteile; die Abfallspine von je 6 Roh-
lingen ergeben dann noch einen Rohling, d. h.
aus den Ablallspinen von 36 Rohlingen kann
man 6 neue Rohlinge anfertigen. Aus ihnen
lassen sich noch einmal 6 Einzelteile herstel-
len. Die dabei anlallenden Spine ergeben
einen weiteren Rohling. Fertigt man aus ihm
wieder ein Einzelteil an, so [allen zwar wieder
Spine an, diese lassen sich aber nicht mehr
(nach Einschmelzen) zur Herstellung eines
weiteren Rohlings verwenden. Also betragt
die gesuchte Anzahl von Einzelteilen 366
+1=43,

Klassenstufe 7

1. Bernd saB neben Anja und Cathrin. Daher
kann er wegen (1) nur Evas Bruder sein. Dirk
saB zwischen Cathrin und Eva, kann also
ebenfalls wegen (1) nur Anjas Bruder sein.
Wegen (1) und (2) kénnen Frank und Gerold
weder Anjas noch Evas Briider sein. Sie sind
mithin Cathrins Briider.

2. a) Es sei a eine beliebige natiirliche Zahl.
Dann gilt:
a+(a+1)+(@+2)+(@+3)+(@+4)=5a+10.
Es gilt der Satz: Wenn z ein Teiler sowohl
von x als auch von y ist, so ist z auch ein
Teiler der Summe x+y.

Nun ist 5 ein Teiler von 54, und 5 ist auch
ein Teiler von 10.

Folglich gilt: 5] Sa+ 10, w.z.b.w.

b) Ein Gegenbeispiel zeigt, daB die Summe
von sechs aufeinanderfolgenden Zahlen nicht
immer durch 6 teilbar ist:

Es gilt z. B.

1+243+4+5+6=21;6]21.

¢) Fiir n=7 z. B. gilt:
a+(@a+1D)+@+2)+@+3)+(@+4)+(@+5)
+(a+6)=T7a+21.

Nun gilt 7| 7a und 7|21,

daraus folgt: 7| 7a+21.

Eine natiirliche Zahl, fiir die die Aussage wahr
ist, ist somit z. B. n=7.



3. Wenn ein gleichschenkliges Dreieck die ge-
forderte Eigenschaft hat und darin x die
GroBe eines Basiswinkels, y die Grofle des
Winkels an der Spitze sowie x’ und y' die
GroBen der zu x bzw. y gehdrenden AuBen-
winkel (Nebenwinkel) sind, so gilt eine der
Gleichungen

(1) x+x+x'=300°

(2)  x+x+)y =300°

3) x+y+x'=300°,

4) x+y+y =300°

Wegen x'+x=180° bzw. y'+y=180° folgt
sowohl aus (1) als auch aus (4) jeweils x = 120°
>90° im Widerspruch dazu, daB x die GroSe
eines Basiswinkels ist.

Aus (2) erhdlt man, da nach dem AufBen-
winkelsatz y'=2x gilt, 4x=300 und damit
x=175° y=30°.

Wegen x + x’= 180° folgt aus (3) y=120° und
x=30°.

Als Moglichkeiten fiir die GréBen der Innen-
winkel dieses Dreiecks verbleiben mithin nur
75°; 75°; 30° oder 30°; 30°; 120°. Diese
GroBen erfiillen die Forderungen der Auf-
gabe; denn wegen 75°+75° + 30° = 180° bzw.
30°+ 30° 4 120° = 180° sind sie Innenwinkel-
groBen von Dreiecken, und im ersten Fall be-
trigt die Summe der GroBen der beiden
Innenwinkel und des AuBenwinkels 75° + 75°
+(180°—30°)=75°+75°+ 150°=300°, im
zweiten Falle 30°+ 120°+(180°—30°)=30°
+120° + 150°=300°.

4. Wenn eine vierstellige Zahl die geforderten
Eigenschaften hat, so folgt zunichst, daB sie
durch 4 teilbar ist, also (nach der Teilbar-
keitsregel fiir 4) auch die zweistellige Zahl mit
der Zifferndarsteilung 7y. Von den Zahlen 70,
..., 19 sind nur 72 und 76 durch 4 teilbar,
also verbleiben nur die Moglichkeiten y=2,
y=6. Nun folgt weiter:
Ist y=2, so kommen fir x auf Grund der
Teilbarkeitsregel fiir 3 nur die Ziffern 0, 3, 6,9
in Frage. Hiervon entfallen auf Grund der
Teilbarkeitsregeln fiir 8 jedoch 3 und 9, da
372 und 972 nicht durch 8 teilbar sind.
Ist y=6, so kommen fiir x auf Grund der Teil-
barkeitsregeln fiir 3 nur die Ziffern 2, 5 und 8
in Frage. Hiervon entfallen jedoch 2 und 8,
da 276 und 876 nicht durch 8 teilbar sind.
Also konnen nur die Zahlen

9072, 9672 und 9576
die geforderten Eigenschaften haben.
Sie haben diese Eigenschaften; denn ihre Zif-
ferndarstellung ist von der vorgeschriebenen
Form, und sie sind durch 24 teilbar.

Klassenstufe 8

1. (1) Angenommen, Christoph hitte den
Fingerhut, dann wire Birgits Aussage [alsch,
im Widerspruch zu den Spielregeln. Deshalb
hat Christoph den Fingerhut nicht.

(2) Angenommen, Birgit hiitte den Fingerhut,
dann wire Anjas Aussage [alsch, im Wider-
spruch zu den Spielregeln. Deshalb hat Birgit
den Fingerhut auch nicht.

II

(3) Folglich kann hochstens Anja den Finger-
hut haben. Tatsdchlich ist dann Anjas Aus-
sage falsch, und die Aussagen von Birgit und
Christoph sind wahr.

Also steht eindeutig fest, daB3 Anja den Finger-
hut an sich genommen hat.

2. Es seien ABCD ein Parallelogramm, E ein
Punkt auf der Seite AB und F ein Punkt auf
der Seite CD, und zwar so gelegen, daf3 die
Strecke EF durch den Schnittpunkt S der Dia-
gonalen des Parallelogramms geht.

1] F C

A 3 B

Fillt F mit D zusammen, dann ist FE gleich
der Diagonalen BD des Parallelogramms
ABCD. Folglich fdllt danach auch E mit B
zusammen, und es gilt BS=SD, da die Dia-
gonalen im Parallelogramm einander hal-
bieren. Falls F £ D ist, so ist auch E+ B (denn
aus E = B folgte wie eben auch F=D), und es
gilt:
X BSE = xDSF als Scheitelwinkel

an geschnittenen Parallelen.
X EBS= x FDS als Wechselwinkel

Also gilt ASEB=~ ADSF, da diese Dreiecke
in einer Seite und beiden anliegenden Win-
keln iibereinstimmen.

Daraus folgt ﬁ=§, d. h. die Strecke EF
wird durch den Schnittpunkt S der Diagona-
len halbiert.

3.Da A, B, C, D, E Eckpunkte eines regelmifi-
gen Fiinfecks sind, liegen sie alle auf der Peri-
pherie eines Kreises; dessen Mittelpunkt sei
M. Verbindet man M mit den genannten
Eckpunkten, so entstehen 5 kongruente Drei-
ecke AMB, BMC, CMD, DME, EMA. Die
Summe ihrer Winkel mit dem Scheitel M
bildet einen Vollwinkel, so daB jeder dieser
Winkel 360°:5=72° betrigt. Da im Kreis
jeder Peripheriewinkel halb so groB wie der
Zentriwinkel iiber dem gleichen Bogen ist,
gilt

{ADB=% <):AMB=%~ 72°=136°.

4. Das Alter des Vaters ist eine Quadratzahl
kleiner als 45, da das Alter von Vater und
Mutter zusammen nicht 87 Jahre oder mehr
betragen kann. Da der Vater die dlteste der
vier Personen ist, betrigt sein Alter minde-
stens ein Viertel von 87 Jahren, also ist es
groBer als 21.

Zwischen 21 und 45 liegen genau die Qua-
dratzahlen 25 und 36.

Fall1: Angenommen, das Alter des Vaters
wire 25 Jahre. Dann wiren Fritz 5 Jahre,
Dieter 10 Jahre und die Mutter 22 Jahre.
Das Alter aller Familienangehorigen zusam-
men betriige in diesemm Fall nicht 87 Jahre.
Also ist der Vater nicht 25 Jahre alt.

Fall 2: Angenommen, das Alter des Vaters
betrdgt 36 Jahre. Dann ist Fritz 6 Jahre,

Dieter 12 Jahre und die Mutter 33 Jahre alt.
Alle zusammen sind wegen 36+ 6+ 12+33
=87 mithin 87 Jahre ait, wie es verlangt war.
Folglich treffen diese Altersangaben als einzi-
ge zu.

Klassenstufe 9

1. a) Ein Punkt hat genau dann die verlangten
Eigenschalten, wenn (iir seine Koordinaten
x, y sowohl die Gleichung y=%x+n a’s auch
die Gleichung y=2x gilt. Ist dies der Fall, so

4

folgt 2x = %x +n,x= %"’ y =§n. Daher k6nnen
nur diese Werte x, y die genannten Gleichun-

gen erfiillen. Wegen % : ;" +n= gn und

2—§n=gn erfiillen sie in der Tat diese Glei-
chungen. Also hat (jeweils fiir ein n) genau der

Punkt mit dem Koordinatenpaar (gn, §n> die

verlangten Eigenschaften.
b) Ein Punkt hat genau dann die veriangten
Eigenschalten, wenn [ir seine Koordinaten
x, y sowohl die Gleichung y=mx +n als auch
die Gleichung y=2x gilt.

Ist m=2 und n=0, so trifft dies genau fiir alle
Punkte der Geraden zu, die y=2x als Glei-
chung hat.

Ist m=2 und n=+0, so gelten fiir kein Zahlen-
paar (x, y) beide geforderten Gleichungen,
also gibt es in diesem Fall keinen Punkt mit
den verlangten Eigenschaften.

Ist m=2, so gilt: Wenn x, y die geforderten
Gleichungen erfiillen, so folgt 2x=mx+n,
x=ﬁ, y=2—2_n;. Daher konnen im Fall
m=+2 npur diese Werte x,y die Gleichun-
n

"m und

2n
+n=

gen erfiillen. Wegen m -
2—m

n 2n . .. .
- ——=—— erfiillen sie in der Tat diese
2-m 2-m

Gleichungen. Also hat (jeweils [tir ein Paar

(m, n) mit m=+2) genau der Punkt mit dem
2n

2-m'2-m

Koordinatenpaar ( " ) die verlang-

ten Eigenschaften.
Natiirlich kann a) auch als Spezialfall von b)
gewonnen werden.

2. Esgiltz. B.
1) 5-54+5 =30 und
¥)] 5-(5+5:5=30.

Da in (1) genau dreimal die Zahl 5 verwendet
wird, 148t sich die Aussage fur jedes ungerade
n erfiillen, indem man z. B. auf der linken

Seite von (1) n—;—3mal den Term §— 5 addiert.

Da in (2) genau viermal die Zahl 5 verwendet
wird, l@Bt sich die Bedingung fiir jedes gerade
n>2 erflillen, indem man z. B. auf der linken

—4 .
Seite von (2) ?z—mal den Term 5—5 addiert.

3. Bei jeder Lage von C, D (aul k, mit ABCD
konvex und 4B | DC) ist zundchst £ MDC




= & MCD (Basiswinkel im gleichschenkligen
Dreieck)

= &£ CMB (Wechselwinkel an Parallelen)
=a.

Da der Radius MD senkrecht auf der Tan-
gente £ steht, folgt hieraus a + §=90°. )]
a) Daher gilt genau dann 2=, wenn a=30°
ist. Dies gilt genau dann, wenn durch Spiege-
lung von M an CD ein Punkt E entsteht, fiir
den £ MCE=60° ist. Da bei dieser Spiege-
lung MC=EC gilt, ist die genannte Bedin-
gung genau dann erfiillt, wenn AMCE
gleichseitig ist, d. h. genau dann, wenn E auf k

liegt. Dies trifft genau dann zu, wenn der Ab--

stand zwischen AB und DC gleich dem halben
Radius von k, d. h. gleich %E ist.

b) In (1) gilt genau dann a=pf, wenn a=45°
ist, d. h. genau dann, wenn ACDM ein gleich-
schenklig-rechtwinkliges Dreieck mit dem
Radius r von k als Kathetenlinge ist. In die-
sem Dreieck ist die Linge der Hohe durch M
gleich dem Abstand von AB zu CD. Wenn das
Dreieck gleichschenklig-rechtwinklig ist, so
ist nach dem Satz des Pythagoras CD=r - ]/5
Ferner zerlegt dann die H6he M P das Drei-
eck in zwei gleichschenklig-rechtwinklige
Teildreiecke, also ist die Hohenldnge

MP=%5=% : ]/5 Wird umgekehrt voraus-
gesetzt, daB AB und CD den Abstand
M P=% 2 voneinander haben, so ist nach

dem Satz des Pythagoras

CP= rz_’2_=m, also XMCP=xCMP,

d. h.x=45°
Dabher gilt genau dann a=p, wenn CD von

AB den Abstand %[/5=%A_B[/§ hat.

4. Soll ein Streckenzug zu einem Punkt hin
und von ihm wieder weg fiihren, dann muB
die Anzahl der in diesem Punkt zusammen-
treffenden Strecken eine gerade Zahl sein.

Ein Streckenzug der gelorderten Art ist daher -

hochstens moglich, wenn die Figur nicht mehr
als 2 Punkte enthilt, in denen eine ungerade
Anzahl von Strecken zusammentrifft.

Die Tabelle gibt an, wieviel Punkte, in denen
genau drei Strecken zusammentreflen, bei
jedem der Netze existieren.

Nr. des Netzes m @ 9

@ & © 0O 6 9

10y (1)

Anzahl solcher Punkte 6 4 4

Daher lassen sich hdchstens die Netze (5), (6),
(9) und (11) in einem Zuge zeichnen. Die fol-
gende Probe ergibt, daB dies auch tatséchlich
moglich ist:

In der Abbildung sind Anfangs- und End-
punkte eines solchen Streckenzuges mit A und
E bezeichnet, und ein moglicher Streckenzug
ist jeweils dargestelit.

—
£

( A

[ A AH
o
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1. Wenn (1) und (2) fiir eine Linge d cm des
Durchmessers von k; erfiillt sind, so haben
ka, k3 und ks Durchmesser der Lingen
(d+1)cm, (d+2)cm bzw. (d+3)cm, und es
gilt

T, T , . , T

Zd +Z(d+ 1) +Z(d+2) =Z(d+3)2'

Hieraus erhilt man d® +d? +2d + 1 + d?
+4d+4=d*+6d+9, also 2d*=4 und wegen
d>0daraus d=]/§.

Daher kann nur die Linge l/i cm die Forde-
rungen (1) und (2) erfiillen. Sie erfiillt sie tat-

sichlich; denn fiir diese Lange ergeben sich
als Flacheninhalte der vier Kreise

A =%(]ﬁ)’ cm? =§2 cm?,
A2=g{l/f+ 1)? cm2=g(3+2 . [/5) cm?,
A3=g(]/5+2)2 cmz=%(6+4 . ]/5) cm?,

A4=g([/5+3)2 cm2=§(11+6 . [/5) cm?,
und hiermit gilt
A1+A;+A3=A44

2. 1. Beweis: (direkt)
B sei ein von A verschiedener Punkt auf g.

In dem Dreieck AM B liegt dann die Seite BM
nach Voraussetzung einem rechten Winkel
und damit dem gréfBten Winkel des Drei-
ecks gegeniiber. Es gilt also BM > AM. Da
AM Radius von k ist, liegt B auBerhalb des
Kreises.

Die Gerade g hat also genau einen Punkt mit
k gemeinsam.

Sie ist mithin Tangente des Kreises k.

2. Beweis: (indirekt)

Angenommen, die Gerade g, die mit dem
Kreis k den Punkt 4 gemeinsam hat, wire
nicht Tangente von k.

2 2 6 4 2 4 2

Dann miifite g den Kreis in einem zweiten,
von A verschiedenen Punkt — B genannt —
schneiden. Da M wegen AML1g nicht aul g
ldge, entstiinde ein Dreieck AM B, und dieses
wire gleichschenklig (AM = BM =7).
Nach dem Satz iiber Basiswinkel gleich-
schenkliger Dreiecke ergibe sich
XMAB= £ MBA= 90° und damit
XMAB+ £ MBA=180°.
Das ist jedoch ein Widerspruch zum Drei-
ecksinnenwinkelsatz.
Die Annahme muB also falsch sein.
Die Gerade g ist folglich Tangente von k.

3. Der Term lg(x2+7x—30) ist genau dann
definiert, wenn x2 + 7x — 30> 0 ist. Dazu sind
der Reihe nach dquivalent

49

2 7 2
X +7x+(§) >30+T,

AN

2) "3
/ AR
uap) e

S8
317

7 13 7 13
x+§>7 oder x+§< -5

>

und damit

x>3 oder x < —10.

Daher ist die gesuchte Menge die Menge
aller reellen Zahlen x, fir die x>3 oder
x < —10 gilt.

4. 1) Angenommen, [uir eine einstellige Zahl Z
wire (1) erfillt. Dann folgte ag +ao=ao und
damit ao=0 im Widerspruch zur Voraus-
setzung,
2) Wenn eine zweistellige Zahl die Eigenschalft
(1) hat, so folgt
a; +ag+aiao=10a; +ao,
ayao= Yay,
wegen a; +0 also
ao= 9.
Dabher kann eine zweistellige Zahl Z nur dann
die Bedingung (1) erfiillen, wenn sie mit der
Ziffer 9 endet. Fiir jede solche Zahl gilt in
der Tat a; +ao+a1a9=a; +9+9a,=10a,
+9=10a, +ay, also ist die Bedingung (1) er-
fille.
3) Angenommen, fir eine dreistellige Zahl Z
wire (1) erfiillt. Dann folgte
a,+ay + ag +asa1ae=100a; + 10a, + aq,
also asajao= 99a,+ 9a,, wegen
92 ao mithin 9a;a;=99a; +%a, =2 9%a..
Hieraus ergibe sich wegen a, >0 der Wider-
spruch a; = 11. Damit erfillen fiir 0 < Z <1000
genau die Zahlen 19, 29, 39, 49, 59, 69, 79, 89
und 99 die Bedingung (1).

111
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1. Alle Zahlen, die durch 2 und durch 9 teilbar
sind, sind auch durch 2-9=18 teilbar, da 2
und 9 teilerfremd sind. Die kleinste durch 18
teilbare Zahl in der Menge A ist 1512, die
néchstgréBere erhdlt man durch Addition
von 18, da es unter 18 aufeinanderfolgende
natiirlichen Zahlen nur eine durch 18 teilbare
gibt. Dieses Verfahren 1aBt sich fortsetzen.
Die vierundsechzigste dabei erhaltene Zahl
(einschlieBlich der Zahl 1512 also insgesamt
die funfundsechzigste gewonnene Zahl) lautet
15124-64-18=1512+1152=2664. Da sie
groBer als 2560 ist, gibt es [olglich in der
Menge A nicht fiinfundsechzig verschiedene
durch 9 teilbare gerade Zahien.

2. a) Das Gewicht einer Kugel der Sorte A
ist gleich dem doppelten Gewicht einer Kugel
der Sorte B. Eine Kugel der Sorte B hat das
dreifache Gewicht einer Kugel der Sorte C,
folglich hat eine Kugel der Sorte A das gleiche
Gewicht wie 6 Kugeln der Sorte C. Eine Kugel
der Sorte C hat das fiinffache Gewicht einer
Kugel der Sorte D, das Gewicht von 6 Kugeln
der Sorte C ist daher gleich dem Gewicht von
30 Kugeln der Sorte D. Daraus ergibt sich,
daB Uli 30 Kugeln der Sorte D in die eine
Waagschale legen muB, wenn Gleichgewicht
erreicht werden soll.

b) Das Gewicht von 5 Kugeln der Sorte D ist
gleich dem Gewicht einer Kugel der Sorte C,
daher haben 20 Kugeln der Sorte D das
gleiche Gewicht wie 4 Kugeln der Sorte C.
Das Gewicht von 20 Kugeln der Sorte D und
5 Kugeln der Sorte C ist mithin gleich dem
Gewicht von 9 Kugeln der Sorte C.

Da drei Kugeln der Sorte C soviel wiegen wie
eine Kugel der Sorte B, wiegen folglich
9 Kugeln der Sorte C soviel wie 3 Kugeln der
Sorte B.

Uli muB also 3 Kugeln der Sorte B in die
andere Waagschale legen, wenn sie 20 Kugeln
der Sorte D und 5 Kugeln der Sorte C das
Gleichgewicht halten sollen.

3. (I) Angenommen, ein Sechseck CDEFGH
erfiille die Bedingungen der Aufgabe. Dann
hatbiert der Mittelpunkt M des Umkreises
des Sechsecks CDEFGH die Halbierende des
Winkels ¥ BCA, und die Dreiecke MCD,
MDE, MEF, MFG, MGH und MHC sind
simtlich gleichseitig mit der Seitenlinge CM.
(I1) Daher entspricht ein Sechseck CDEFGH
nur dann den Bedingungen der Aufgabe,
wenn es durch folgende Konstruktion erhal-
ten werden kann: c

A F [}
(1) Man konstruiert die Halbierende des Win-
kels ¥BCA, ihr Schnittpunkt mit AB sei
Punkt F.

v

(2) Man halbiert CF, der Halbierungspunkt
sei M.

(3) Man beschreibt um C den Kreis mit dem
‘Radius MC, seine Schnittpunkte mit AC bzw.
BC seien D bzw. H genannt.

(4) Man beschreibt um M und F Kreise mit
dem Radius MC, ihre Schnittpunkte mitein-
ander seien E und G genannt.

(IIT) Beweis, daB jedes so konstruijerte Sechs-
eck CDEFGH den Bedingungen der Aufgabe
entspricht:

Nach Konstruktion liegen die Punkte D, F,
H in dieser Reihenfolge auf den Seiten AC,
AB, BC. Ebenfalls nach Konstruktion ist
CD=EF=FG=HC=CM.

Da ferner nach Konstruktion M auf der Hal-
bierenden des Winkels ¥ DCH der GroBe
120° liegt, ACDM also gleichseitig ist, und
da nach Konstruktion AEFM ebenfalls
gleichseitig ist, gilt ¥CMD=xFME=60°.
Hiernach und wegen ¥ FMC =180° ist

X EMD=60°. Da das Dreieck EMD wegen
MD=ME gleichschenklig ist, gilt ¥ MED
‘= X MDE, diese WinkelgroBe betrigt somit
jeweils 60°, also ist DE=CM. Entsprechend
ist GH=CM. Wegen CD=DE=EF=FG
=GH=HC=CM sind die Dreiecke MCD,
MDE, MEF, MFG, MGH und MHC simt-
lich gleichseitig, und die Winkel % CDE,
& DEF, ¥xEFG, ¥xFGH und ¥ GHC haben
sdmtlich die GroBe 120°.

(IV) Sdmtliche Konstruktionsschritte sind
eindeutig ausfiihrbar, deshalb gibt es stets
genau ein Sechseck CDEFGH, das den Be-

dingungen der Aulgabe entspricht.
C

4. Nach Voraussetzung gilt AB=BC=AC
und damit
¥ ABC= £BCA=xCAB=60".

c

A ® ¢ b

Der AuBenwinkel ¥ CBD des Dreiecks ABC
betragt somit nach dem AuBenwinkelsatz
120°.

Wegen BC=BD ist ABDC gleichschenklig
mit der Spitze in B.

Daher sowie wegen des Satzes iiber die Win-
kelsumme im Dreieck ist

xDCB= <):BDC=%(180°— 120°)=130°.

Daraus folgt, daB ¥ DCA= ¥ BCA+ ¥ DCB
=60°+30°=90° ist, w.z.b.w.

5. Angenommen, eine zweistellige Zahl er-
fiillt die Bedingungen der Aufgabe. Dann ist

sie mindestens 10 und hochstens 99; [olglich
entsteht nach VergroBerung um 230 eine Zahl,
die mindestens 240 und héchstens 329 ist.
‘Von diesen Zahlen haben nur 250, 251, 252,
253, 254, 255, 256, 257, 258 und 259 eine S als
Zehnerzifler.

Folglich kénnen hochstens die Zahlen 20, 21,
22, 23,24, 25, 26, 27, 28, 29 die Bedingung (1)
erfiillen. Sie erfiillen diese Bedingung, da
durch das in (1) genannte Einfiigen der Ziffer 5
die Zehnerziffer 2 durch die Zilfernfolge 25
ersetzt wird, wobei sich die Zahlen jeweils um
230 vergroBern.

Setzt man vor jede von ihnen die Ziffer 5, so
erhilt man die Zahlen 520, 521, 522, 523, 524,
525, 526, 527, 528 und 529. Diese sind jeweils
um 500 groBer als die urspriingliche Zahl.
Dabher ist eine so gebildete Zahl genau dann
ein ganzzahliges Viellaches der urspriing-
lichen Zahl, wenn auch 500 ein ganzzahliges
Viellaches von ihr ist. Das trifft unter den
Zahlen, die (1) erfiillen, genau [ir die Zahlen
20 und 25 zu. Daher sind dies alle zweistelli-
gen Zahlen, die beide Bedingungen erfiillen.

6. a) Da in jedem Quadrat die Diagonalen
aufeinander senkrecht stehen, einander gleich
lang sind und einander halbieren, liegen die
Eckpunkte B und D erstens aufl der Mittel-
senkrechten von AC und zweitens auf dem
Kreis mit dem Radius ATC um den Mittel-
punkt von AC.

Daher entspricht ein Quadrat ABCD nur
dann den Bedingungen der Aulgabe, wenn es
durch folgende Konstruktion erhalten wer-
den kann:

1. Wir zeichnen eine Strecke AC der Lange
R=10,0 cm und konstruieren ihre Mittel-
senkrechte.

2. Wir beschreiben um den Mittelpunkt M
der Strecke AC den Kreis mit dem Radius
1 —

EAC'

3. Schneidet der Kreis die Mittelsenkrechte
in zwei Punkten, so seien diese B bzw. D
genannt.

ABCD ist das gesuchte Quadrat.

Beweis: Laut Konstruktion gilt BDi AC.
Ferner gilt laut Konstruktion AM=CM
=BM=DM.

Folglich sind nach dem Kongruenzsatz (s,
w, s) die Dreiecke AMB, BMC, CMD und
DM A zueinander kongruent. Also gilt:
AB=BC =CD=DA. Da die erwihnten Drej-
ecke ferner rechtwinklig-gleichschenklig mit
der Spitze in M sind, sind ihre Basiswinkel
je 45° groB. Da schlieBlich jeder der Winkel
¥ ABC, ¥BCD, ¥xCDA, xDAB gleich der
Summe zweier dieser Basiswinkel ist, hat je-
der von ihnen die GroBe 90°. Folglich ist
ABCD ein Quadrat, und es hat die vorge-
schriebene Diagonalenldnge.

b) Dem Quadrat ABCD sei ein Rechteck
EFGH so einbeschrieben, wie es in der Auf-
gabenstellung angegeben ist.



D G C
P
F
H
e
A E B

FG schneide die Diagonale AC in P und HE
die Diagonale AC in Q (siche Bild). Da die
Diagonale eines Quadrates als Symmetrie-
achse die Innenwinkel halbiert, gilt ¥ CAB
=45°. Wegen EF | AC folgt ¥ CAB= < FEB
=45° als Stufenwinkel an geschnittenen
Parallelen und wegen & FEH=90° folgt
X HEA=45°. Somit ist das Dreieck AEQ
wegen der gleichgroBen Basiswinkel gleich-
schenklig, und es gilt E=ﬁ

Analog gilt ZQ=H—Q also ﬁ=ﬁé. Ent-
sprechend folgt FG=2CP. Wegen EH=FG
folgt hieraus AQ = CP. SchlieBlich gilt wegen
EF | QP und EQ || FP auch EF=QP.

Fiir den Umfang u des Rechtecks EFGH gilt
folglich:

u=2(EF + EH)=2(QP + AQ+CP)=2AC.
Der Umfang jedes derartigen Rechtecks
EFGH betrigt somit 20,0 cm.

Klassenstufe 8

1. Es sei M der Mittelpunkt und r der Radius
von k. Der Winkel &£ AMC hat nach dem Satz
iiber Zentri- und Peripheriewinkel die GroBe
60°. Hieraus, und da das Dreieck AMC wegen
AM=MC=r gleichschenklig ist, folgt nach
dem Satz iiber die Summe der Innenwinkel
im Dreieck x MCA= £MAC=060°,d. h. das
Dreieck AMC ist gleichseitig, und es ist
AC=CM=MA=r,w.z.b.w.

[3

2. 1. Es sei P ein Punkt, der den Bedingungen
der Aufgabe entspricht. Die FuBpunkte der
Lote von P aul a bzw. b seien A bzw. B. Dann
gilt PA=2PB,d.h. PA:PB=2:1.

Ist h eine beliebige Parallele zu b auf der Seite
von b, auf der a liegt, so schneidet sie den
Strahl aus S durch P in einem Punkt P’ (ein
Beweis dieser Aussage wird vom Schiiler
nicht verlangt). Die FuBpunkte der Lote von

P’ aul a bzw. b seien A’ bzw. B'. Nach dem
Strahlensatz gilt dann

P4 :PA=SP :SP und ﬁ:ﬁ:ﬁ:ﬁ,
also P’A’:PA=P'B :PB. Hieraus folgt
PA:PB=PA:PB=2:1.

Somit hat die Parallele g zu a durch P’ dop-
pelt so groBen Abstand von a wie h von b.
Diese Parallele g liegt auf der Seite von a, auf
der b liegt.

I1. Deshalb entspricht ein Punkt P nur dann
den Bedingungen der Aufgabe, wenn er durch
folgende Konstruktion erhalten werden kann:
1. Man zieht eine beliebige Parallele h zu b
auf der Seite von b, auf der a liegt.

2. Man konstruiert in doppeit so groBem Ab-
stand von a, wie ihn h von b hat, die Parallele
g zu a aul der Seite von a, auf der b liegt.
Schneiden sich g und h im Innern des gegebe-
nen Winkels, so sei der Schnittpunkt P
genannt.

3. Um § beschreibt man einen Kreis mit einem
Radius von 5,0 cm. Der Schnittpunkt dieses
Kreises mit dem Strah! aus S durch P’ sei P
genannt.

111. Beweis, daB jeder so konstruierte Punkt P
den Bedingungen der Aufgabe entspricht:
Die FuBpunkte der Lote von P auf a bzw. b
seien A bzw. B; die FuBpunkte der Lote von P
auf a bzw. b seien A’ bzw. B'. Nach Konstruk-
tion gilt PA:PB=SP :ﬁ, also PA':PA
=P'B :PB.Hieraus folgt PA:PB=P'A" :P'B’
=2:1, also ist (1) erfiillt. Nach Konstruktion
erfillt P auch (2). SchlieBlich liegt P (nach
Konstruktion) und daher auch P im Innemn
des gegebenen Winkels.

IV. Die Konstruktionsschritte 1., 2. sind ein-

- deutig ausfiihrbar; die Geraden g und h

schneiden sich, und zwar im Innern des ge-
gebenen Winkels (ein Beweis dieser Aussage
wird vom Schiiler nicht verlangt). Hierauf ist
auch Konstruktionsschritt 3 eindeutig aus-
fithrbar. Daher gibt es genau einen Punkt P,
der alle Bedingungen der Aufgabe erfiillt.
3. Angenommen, es gibt eine solche Darstel-
lung; dann lautet sie
9 x y
91 7 17
wobei x und y natiirliche Zahlen mit
O<x<7
und O<y<13sind.
Wegen 91=7- 13 gilt daher
13x—7y= 9, 7y=13x-9,

_13x-9

. ST

Wir erhalten fiir x=1,2,3,4,5, 6

x 13x 13x—9

1 13 4
2 26 17
3 39 30
4 52 43
5 65 56
6 78 69

Von den in der dritten Spalte angegebenen
Zahlen ist nur die Zahl 56 durch 7 teilbar.
Wir erhalten also nur fiir x=35 einen ganz-
zahligen Wert fir y, und zwar

_13x-9 56
=——=—=T=
Somit kann nur die Darstellung
9 5 8
91 7 13
der Aufgabenstellung geniigen.

den Bedingungen

Sie erfiillt diese Bedingung; denn ; und %

sind positive echte Briiche, und es gilt
5 8 65 56_9

7713 91 91 or

Laut Aufgabentext erhilt man aus dem An-

9 x y. . . .

satz 3I-1377 eine weitere Losung:
9 _5_2
91 13 7T

4. a) Die Anzahl der Pionicre, die je genau
13 kg sammelten, sei x. Nach (1) gehdren dann
genau (x + 1) Pioniere der Brigade A an, das
Sammelergebnis dieser Brigade betrug (13x
+ 6) Kilogramm. Die Anzahl der Pioniere, die
je genau 10kg sammelten, sei y. Nach (2)
gehoren dann genau (y + 1) Pioniere der Bri-
gade B an, und das Sammelergebnis dieser
Brigade betrug (10y + 5) Kilogramm.
Nach (3) gilt somit 13x+6=10y+5,
_ 13J1|: 0+ 1’ *)
13x+1 ist durch 10 teilbar, folglich endet die
(Zifferndarstellung der) Zahl 13x auf die Zif-
fer 9 und somit x auf die Ziffer 3.

Aus (4) folgt 100 <2(13x +6) <600

und daraus 44 <13x <294.

Dies wird weder von x=3 noch von x=23
erfillt, da hierfir 13x=39 bzw. 13x=299
gilt. Also ist x=13. Nach (*) ergibt sich dar-
aus y=17.

Somit gehorten genau 14 Schiiler der Bri-
gade 4 und genau 18 der Brigade B an.

b) Brigade A sammelte (13- 13+ 6)kg=175kg
und Brigade B (17 - 10+ 5) kg=175 kg, die ge-
samte Gruppe somit 350 kg Altpapier.
Wegen 350 - 0,15 M = 52,50 M konnte die Pio-
niergruppe genau 52,50 M auf das Solidari-
tiatskonto iiberweisen.

S. Angenommen, es gibt drei derartige Prim-
zahlen. Dann kann wegen 165=3-5- 11 die
Primzahl! P, nur eine der Zahlen 3, 5, 11 sein.
1. Fall: Essei Py=3,dannist P, + P;=55. (2)
Die Summe zweier natiirlicher Zahlen ist nur
dann ungerade, wenn ein Summand gerade,
der andere aber ungerade ist. Deshalb, wegen
P,> P; und weil 2 die einzige gerade Prim-
zahl ist, kann hochstens P;=53; P;=2 die
Lésung von (2) sein. Da diese beiden Zahlen
Primzahlen sind, ist das Tripel [3; 53; 2] eine
L6sung.

2. Fall: Es sei Py=5, dann ist P,+ P,=33,
(3) und analog wie im Fall 1 ist hochstens
P,=31; P3=2 Losung von (3). Da 31 und 2
Primzahlen sind, ist das Tripel [5; 31; 2]
ebenfalls eine Losung.

3. Fall: Es sei P, =11, dann ist P+ P3;=15,
(4) und analog zum Falll ist héchstens
P;,=13; P;=2 Ldsung von (4). Da 13 und 2
Primzahlen sind, erfiillt auch das Tripel
[11; 13; 2] die Gleichung (1).

also



Somit sind genau die drei Tripel

[3;53; 2], (5;31;2], [11; 13; 2] Losung von
(1).

6. Es seien folgende Bezeichnungen verwen-
det:

Eichen- Stahl-
platte platte
Masse me ms
Dichte OE Os
Volumen Ve Vs
Inhalt der Dreieckfldche Ag As
Dicke h h
Dann ist
(1) me=Ag - h- g,
P))] ms=As-h-gs,

sowie nach Voraussetzung

1
3 er=qges und

(4) Ag= 100 As.

Die Masse der Stahlplatte sei x%; der Masse
der Eichenplatte. Dann gilt

mez X
s = 100™E
Folglich ist wegen (1), ..., (4):
ms As-h-os- 100
=S00=25 1 08 X
x mg Ag-h- ok
— As-h-gs-IOO
120 1
m As hm—es
10000 2500 1
- =3 —8333

Die Masse der Stahiplatte ist um
(833%— 100)% =733%% groBer als die der
Eichenplatte.
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1. Wegen 1000:2= 500 gibt es 500 Zahlen in
diesem Bereich, die durch 2 teilbar sind.
Wegen 333 <1000 :3 <334 gibt es 333 Zahlen
in diesem Bereich, die durch 3 teilbar sind.
Entsprechend erhilt man

Eichenplatte.

wegen ') 1000 :5=200 genau 200 Zahlen, die
durch 5, wegen !) 166 <1000:6<167 genau
166 Zahlen, die durch 2 und 3, wegen ')
1000:10=100 genau 100 Zahlen, die durch
2 und 5, wegen ') 66<1000:15<67 genau
66 Zahlen, die durch 3 und 5 und wegen ')
33 <1000:30 < 34 genau 33 Zahlen, die durch
2, 3 und 5 teilbar sind.

Daraus folgt:

Teilbar durch

2 und 3, aber nicht durch 5 sind 166—33
=133 Zahlen,

2 und 5, aber nicht durch 3 sind 100—-33
=67 Zahlen,

3 und 5, aber nicht durch 2 sind 66—33
=33 Zahlen,

2, aber weder durch 3 noch durch 5 sind
500—(33+133+67)=267 Zahlen,

3, aber weder durch 2 noch durch 5 sind
333 —(33+133+33)=134 Zahlen,

5, aber weder durch 2 noch durch 3 sind
200—(33+67+33)=67 Zahlen.

VI

Damit gibt es in diesem Bereich insgesamt
33+1334+67+33+267+134+67="734 Zah-
len, die durch 2, 3 oder 5 teilbar sind. Also sind
1000—734=266 Zahlen von 1 bis 1000 we-
der durch 2 noch durch 3 noch durch 5 teilbar.
Der Losungsweg sei durch das Mengendia-
gramm zusétzlich veranschaulicht:

teilbar durch 2 teilbar durch 3

a0
O,

teilbar durch 5

1) Ausfiithrung des Schlusses ,,Sind a, m natiir-
liche Zahlen mit a<1000:m<a+1, so gibt es
genau g Zahlen im Bereich von 1 bis 1000,
die durch m teilbar sind“: Wegen am < 1000
<(a+ 1)m ist die groBte unter den durch m
teilbaren Zahlen des Bereichs von 1 bis 1000
die Zahl am. Alle diese Zahlen sind folglich
1-m,2-m,...,a-m Daher ist ihre Anzahl a.

2. Durch die Angaben iiber AB, BC, ¥ ABC
ist das Dreieck ABC bis auf Kongruenz ein-
deutig bestimmt. Wie eine Konstruktion

zeigt, haben die Kreise um A bzw. C mit 8 cm-

bzw. 11 cm als Radius genau zwei Schnitt-
punkte. Genau einer von ihnen liegt nicht auf
derselben Seite der Geraden durch A und C
wie B; dieser sei D genannt, der andere D*.
Die Konstruktion ergibt, daB ABCD* ein
iiberschlagenes Viereck wird. Somit ist durch
die Angaben iiber 4B, BC, CD, AD, ¥ ABC
ein nicht iiberschlagenes Viereck ABCD bis
auf Kongruenz eindeutig und daher auch sein
Flédcheninhalt eindeutig bestimmt.

(I) Angenommen nun, ein Rechteck EFGH
habe die Eigenschaften (1), (2), (3). Dann ist
AEFC nach (2), (3) ein Viereck mit rechten
Winkeln bei A, E und F, also ein Rechteck.
Die Seite EF ist somit parallel und gleichlang
zur Strecke AC. Die Lote von Bund D auf AC
seien BB’ bzw. DD'. Dann hat ABCD, nach
(1) also auch EFGH, den Flicheninhalt

L3¢ BB + 1 4C- DD = AC -} (BF +DD)

~EF - (BB +DD)

Daraus folgt ﬁ=% (ﬁ+ﬁ).

Hiernach und wegen (2) hat A von E einen
Abstand, der kleiner ist als %(ﬁ+ﬁ);

ferner ist E+ A und liegt nach (3) auf der in 4
auf AC errichteten Senkrechten.

(II) Daher kann ein Punkt nur dann als Eck-
punkt E eines Rechtecks EFGH mit den
Eigenschaften (1), (2), (3) auftreten, wenn er
durch folgende Konstruktion erhalten wer-
den kann:

(4) Man errichtet die Senkrechte sin A aul AC.
(5) Man fillt die Lote BB’ und DD’ von B
bzw. D aul AC.

(6) Von A aus trigt man auf s nach beiden

Seiten die Strecken AX, bzw. AX, der Linge
%ﬁ ab und verlidngert sie iiber X; bzw. X,

hinaus um %W bis zu Y, bzw. Ys.

(7) Man wihit E auf der Strecke Y; Y, verschie-
den von A, Y,, Y, und sonst beliebig.

(IIT) Beweis, daB jeder so erhaltene Punkt E
Eckpunkt eines Rechtecks EFGH mit den
Eigenschaften (1), (2), (3) ist:

Nach (5), (6), (7) ist E<%(ﬁ+ﬁ) und
E+ A. Daher gibt es auf der Verlingerung
von EA liber 4 hinaus einen Punkt H mit
ﬁ:%(ﬁ +DD’). Die Parallelen durch E

bzw. H zu AC schneiden die Parallele durch
C zu s in F bzw. G. So entsteht ein Rechteck
EFGH, das (2), (3) erfiillt. Darin ist EFCA ein
Rechteck, also gilt EF=AC. Damit hat

EFGH den Flicheninhalt
EF-EH=1 4C BB +3 4C-DD),

d. h. denselben Flicheninhalt wie ABCD und
erfiillt demnach (1).
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3. Fiir die Lage des Punktes D sind nur die
beiden folgenden Fille moglich.

Fall1: Punkt D liegt zwischen A und B
(siehe Bild).

A D 8

Ein Dreieck ABC mit dieser Eigenschaft, das
den Bedingungen der Aufgabe entspricht,
kann wegen h.<a und h.<b durch Kon-
struktion der rechtwinkligen Teildreiecke
CDA und CDB auf verschiedenen Seiten der
Geraden durch C und D erhalten werden.
Fiir seinen Flacheninhalt I gilt
1=3 AB-CD=1 (4D -+ DB)- CD.

Nach dem Lehrsatz des Pythagoras gilt nun:

AD=|/b%—h? cm=]/169— 144 cm
=]/25 cm=>5 cm, sowie




ﬁ:]/az—hf cm=l/225— 144 cm
=[/8_1 cm=9 cm und somit
I=%(5+9)~ 12 cm? =84 cm?.

Fall 2: Punkt D liegt nicht zwischen 4 und B
(siehe Bild). Da wiederum nach dem Lehrsatz
des Pythagoras BD=]/a?—h? cm=9cm,

sowie AD= ]/b2 —h? em=5cm und somit
BD>AD gilt, so entsteht auch fiir den vor-
liegenden Fall durch Konstruktion von Drei-
ecken CDA, CDB, diesmal aber auf derselben
Seite der Geraden durch C und D, ein Drei-
eck ABC, das den Bedingungen der Aufgabe
entspricht. Fiir seinen Flidcheninhalt I gilt

1

1=EE-EE=%(E—E)-E,

I=%(9—5) -12em?=24 cm”.

4. Essei xDAC=a.
a) Dann ist xDCA=a, als Basiswinkel im
gleichschenkligen Dreieck ACD.

D Q C
G

(8
A E A F B

Ferner gilt xCAB=a,da xCABund £ ACD
Wechselwinkel an Parallelen sind.

Folglich gilt £xDAC= xCAB, also halbiert
AC den Winkel £ DAB.

b) Es seien E und F die FuBpunkte der von D
bzw. C auf AB gefillten Lote. Wegen a=60°
liegen E und F zwischen A und B. Spiegelt
man AD an DE und ist A’ der Bildpunkt von
A bei dieser Spiegelung, so liegt A" wegen
DE\ AB auf der Geraden durch A und B, und
wegen XDAA'= £DA'A=60° ist das Drei-
eck AA'D gleichseitig.

Wegen AE=A'E gilt E=g.

Entsprechend folgt F_B=g. Da EFCD
ein Rechteck ist, gilt EF=DC=a.

a
E—Za.

Somit ist E=g+a+
S. Sei x die kleinste der vier aufeinanderfol-
genden natiirlichen Zahlen. Dann ist das um 1
vergroBerte Produkt der vier Zahlen die Zahl
x(x+ 1) (x+2) (x+3)+1=x*+6x>+ 11x>
+6x+1 )
Ferner ist x2+3x+1 eine natiirliche Zahl,
und diese hat das Quadrat (x2+3x+1)?
=x*+6x>+11x2 + 6x+ 1, also dieselbe Zahl
wie in (1).

Damit ist die Behauptung bewiesen.

6. a) Nach Definition von d; ist x,<d;; nach
Definition von dj ist x3 <d;. Hiernach gilt
x,+x3=5d,+d;; aus der Voraussetzung x,
< x;+x; folgt daher

x, Zdy+ds. (1)
Nach Definition von d; ist y,<d;,; nach De-
finition von d; ist ya<d,. Hiernach gilt
y2+y3=<d,+ds; aus der Voraussetzung y,
<y,+y, folgt daher

y1Zd;,+ds. 2
Nach seiner Definition ist d; eine der beiden
Zahlen x,, y,. Daher ist d, die linke Seite in
einer der beiden Ungleichungen (1), (2), und
diese besagt somit d; <d,+d;, w.z.b.w.
b) Die in b) genannte Aussage gilt nicht. Zum
Beweis geniigt die Angabe eines Gegenbei-
spiels:
Es sei z. B. x;=2; x,=1 und x3;=0, sowie
y1=0; y,=2und y;=1. Diese Zahlen erfiillen
die Voraussetzungen

x1#y1, X2¥ Y2, X3F Y.
Fiir sie ist lernerd, =2,d;=2 und d3 =1 laut
Definition von d;. Es gilt also d; <d;+ds,
aber offensichtlich nicht

X1 X2+ X3,

Klassenstufe 10

1. Es sei 0.B.d.A. a<b. Dann gilt
(a+by*=(2b) da a durch eine hochstens
(a+b)y'=2"" }’ groBere Zahl ersetzt wurde.
Ferner gilt (*)

(a+b)"<2"p"+2"a", da auf der gréBeren
Seite eine positive Zahl
addiert wurde, also
auch

(a+b)y'<2"a+b"), w.z.b.w.

(Ab (*) kann sogar < geschrieben werden)

2. Durch die Angaben iiber AB, BC, xABC
ist das Dreieck ABC bis aul Kongruenz ein-
deutig bestimmt. Wie eine Konstruktion
zeigt, haben die Kreise um A bzw. C mit
8cm bzw. 1lcm als Radius genau zwei
Schnittpunkte. Genau einer von ihnen liegt
nicht auf derselben Seite der Geraden durch
A und C wie B; dieser sei D genannt, der
andere D*. Die Konstruktion ergibt, daB
ABCD* ein iiberschlagenes Viereck wird.
Somit ist durch die Angaben iiber E, R,
CD, AD, ¥ABC ein nicht iiberschlagenes
Viereck ABCD bis auf Kongruenz eindeutig
und daher auch sein Flicheninhalt eindeutig
bestimmt. Die Lote von B und D auf AC
seien BB’ bzw. DD'. Dann hat ABCD den
Fliacheninhalt

%R-W+%R~W=E-%(ﬁ+ﬁ).

Daher hat ein Rechteck mit den Seitenlingen
AC und %(ﬁ+ﬁ) denselben Flichen-

inhalt. Sind M, N die Mittelpunkte von BB’
bzw. DD’, so haben die Parallelen zu AC

durch M bzw. N den Abstand %(ITE +DD’)

voneinander. Daher entsteht durch diese
Parallelen und durch die in 4 bzw. C auf AC

errichteten Senkrechten ein Rechteck EFGH,
das die genannten Lingen als Seitenlingen
hat.

Ist etwa ﬁ>ﬁ, liegt G’ so auf EF, daB
FG =FG gilt und ist EFV ein bei V recht-
winkliges Dreieck, [iir das VG’ das Lot von V
auf EF ist, so ist nach dem Kathetensatz
FV2=EF-FG =EF - FG, also ein iiber FV
errichtetes Quadrat zu- EFGH flacheninhalts-
gleich.

Daher fiihrt (z. B.) die folgende Konstruktion
zu der gesuchten Linge uv:
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(1) Man konstruiert die Parallelen p bzw. q
durch die Mittelpunkte M bzw. N von BB’
bzw. DD’ zu AC.

(2) Man errichtet die Senkrechten s bzw. ¢ in
A bzw. C auf AC.

(3) Die Parallele p schneidet s bzw. t in E
bzw. F; g schneidet s bzw. ¢ in H bzw. G.
Hierbei wird EFGH ein Rechteck mit
EF>FG.

(4) Der Kreis um F durch G schneidet EF
inG'.

(5) Die Senkrechte in G’ aul EF schneidet
einen Halbkreis iiber EF in V.

(6) Man setze F=U. Die Strecke UV hat die
geforderte Linge; ein iiber ihr errichtetes
Quadrat UVWX ist zu ABCD flacheninhalts-
gleich.

3. Es gilt 2—}/3>0, also ist lg(2—]/3) defi-
niert. Ferner gilt _
Q=3P =4—4)/3+3

=7-4)/3,
also ist auch 7 —4]/3 >0 und folglich
1g(7—4)/3) definiert. Ferner ist 2—)/3+1,
also 1g(2— ]/3)=|=0; somit wird durch den ge-
gebenen Term eine Zahl z definiert, und fir
sie folgt auBerdem _

z=1—-—g(2_1/3)2,also
g(2-1/3)
_2ig2-Y3)_,
z=————t—"=2
1g(2—)/3)

Daher haben Jens und Dirk recht, Uwe und
Peter haben nicht recht.

4. Angenommen, es gibt eine derartige Prim-
zahl p, dann ist mit einer natiirlichen Zahl z
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Ip+4=2% also
3p=22—-4,
3p=(z+2)(z—2).
Da 3p und z+2 positiv sind, ist auch z—2
eine positive ganze Zahl. Die einzigen Mog-

lichkeiten, 3p in positiv ganzzahlige Faktoren -

zu zerlegen, bestehen aber darin, daB die Fak-
toren entweder 1 und 3p oder 3 und p lauten.
Ferner haben z+2 und z—2 die Dillerenz 4
voneinander. Daher wiirde die Zerlegung mit
1 als Faktor aul 5 als zweiter Faktor fiihren
und somit nicht aul einen Faktor der Form
3p. Also bleibt nur die Méglichkeit, daB ein
Faktor 3 und folglich der andere p=7 lautet.
Tatséachlich erfiillt p=7 die Bedingung 3-7
+4=25=5% Die einzige Primzahl, die die
gestellte Bedingung erfiillt, ist 7.

5. Die Anzah! der geraden unter den 101 aus-
gewdhlten Zahlen sei m. Dann ist (101 —m)
die Anzahl der ungeraden unter den ausge-
wihlten Zahlen. Dividiert man jede der m
geraden Zahlen jeweils durch die hochste in
ihr enthaltene Zweierpotenz, so erhiit man
als Quotienten m ungerade Zahlenangaben.
Zusammen mit'den zuvor genannten 101—m
ungeraden Zahlen hat man somit eine An-
gabe von 101 ungeraden Zahlen. Da sich
unter den natiirlichen Zahlen von 1 bis 200
nur 100 ungerade befinden, miissen minde-
stens zwei der angegebenen 101 ungeraden
Zahlen cinander gleich sein. Die ausgewihl-
ten Zahlen, aus denen diese beiden iiberein-
stimmenden ungeraden Zahlenangaben ge-
wonnen wurden, unterscheiden sich daher in
ihrer Primzerlegung nur um eine Potenz von
2. Die groBere von beiden Zahlen ist mithin
ein ganzzahliges Vielfaches der kleineren, was
Zu zeigen war.

6. a) Der Flicheninhalt eines Dreiecks ABC,
das (1) erfiillt, ist genau dann maximal, wenn
BC maximal ist. Nun gibt es im Kreis k Seh-
nen BC maximaler Linge, nimlich genau die
Durchmesser. Also ist die Existenz von Drei-
ecken ABC, die (1) erfiillen und maximalen
Flacheninhalt haben, bewiesen, wenn noch
folgendes gezeigt ist: Wenn B;C, ein Durch-
messer von k ist, A;B,C, ein gleichseitiges
Dreieck und k' der zu k konzentrische Kreis
durch A, ist, so ist sein Radius r’ groBer als r.
Dies trifft in der Tat zu; denn es folgt
B1C; =2r und, wenn M den Mittelpunkt von
k bezeichnet, M_Al=r[/3 als Hohenldnge im
gleichseitigen Dreieck 4,B,C,. Zugleich ist
damit dieser Wert r’=r]/3 als einzig mog-
licher in a) genannter Wert fiir r’ nachgewie-
sen, und als maximaler Flicheninhalt ergibt

sich  F, =%E-M—Al=rq/3.

b) Sind M, r}, A;B,C, wie in a), so schneiden
die Geraden durch 4, und B; bzw. C; den
Kreis k jeweils noch ein zweites Mal, da sie
einen Punkt auBlerhalb k mit je einem Punkt
auf k verbinden und nicht auf M B; bzw. MC,
senkrecht stehen. Der jeweils erhaltene zweite
Schnittpunkt sei Bo bzw. Co. Bei Spiegelung
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an der Geraden durch 4, und M geht B,
in C; iiber, A, und k gehen in sich iiber, also
geht By in C, iiber.

Daher ist AA;By,C, pgleichschenklig mit
A1By=A,Cy, wegen ¥ BoA,Co=60° sogar
gleichseitig, folglich erfiillt es (1) und ist
auBer A,B,C; das einzige Dreieck A,BC,
das (1) erfiillt. Weiter ist AMB,B, gleich-
schenklig mit MB,=MB,, wegen X MB,B,
=60° sogar gleichseitig; dasselbe gilt [iir
AMC,Cy. Daher wird auch AMB,Cy mit
MBy=MC, und £BoMCy=60° gleichsei-
tig, folglich ist BoCo=r, und AA;B,Co hat
den (damit eindeutig bestimmten) Flidchen-

. 1 =
inhalt FO:Z 7'21/3 <F,.

c) Fiir jeden iiberhaupt zu betrachtenden
Wert von r’ gilt:

Ist A, irgendein Punkt aul k' und ist ABC
irgendein Dreieck, das (1) fiir dieses ¢’ erfiillt,
so geht dieses durch eine geeignete Drehung
um M in ein Dreieck A,B,C, liber, das eben-
[alls (1) fiir dieses r’ erfiillt. Daher hat ein Wert
' genau dann die in c) genannte Eigenschalt,
wenn fiir einen einzigen Punkt A, aul k' alle
Dreiecke A,B,C,, die (1) fir 7 erfiillen, die-
selbe Seitenlinge haben. Damit ist gleich-

wertig, daB es genau einen Kreis h um A,
gibt, der k in zwei Punkten B,, C, mit
B,C,=A,B, oder, wegen A;B,=A,C, dqui-
valent hierzu, mit ¥ B;A4,C;=60° schneidet.
Nun gehen k und jeder Kreis A um A4; bei
Spiegelung an der Geraden durch 4, und M
in sich iiber; daher ist die zuletzt genannte
Forderung &4quivalent mit £MA,B,=30°.
Also hat r' genau dann die genannte Eigen-
schaft, wenn ein Strahl aus A4,, der mit 4,M
einen Winkel von 30° bildet, mit dem Kreis
k genau einen Punkt B, besitzt, d. h. Tan-
gente an k ist. Hierfiir ist notwendig und hin-
reichend, daB r' die Hypotenusenlinge in
einem rechtwinkligen Dreieck ist, in dem eine
Kathete r und der ihr gegeniiberliegende
Winkel 30° betrdgt. Durch diese Forderung
ist, wie behauptet, genau ein Wert r; be-
stimmt, und zwar ergibt sich:

Spiegelt man ein solches Dreieck MA,B; an
der Geraden durch M und B,, so entsteht ein
gleichseitiges Dreieck; folglich gilt ry=MA,
=2MB,=2r. Die Hohenlinge 4,B,=r)/3
dieses Dreiecks ist die Seitenlinge von
AA,B,C,; folglich betrigt

F2=52?1/§=%r21/3.

A

., Friihlingsanfang* (20./21. 3. 78) wihrend der beiden Klausurtage der XVII. Olympiade
Junger Mathematiker in der Jugendhochschule Wilhelm Pieck, Berlin-Bogensee (siche S. 63)




Karikaturen von Barbara Henniger

Auge um Auge ...
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Spielmagazin

Wiirfeleien

A8A John Harris aus Santa Barbara (USA) fand ein
Spiel, die ,Reise des rollenden Wiirfels“. Um die ,Reise®
durchfiihren zu konnen, markieren wir einen Wiirfel auf
einer Seiten{ldche farbig, etwa rot. Diesen Wiirfel bewegen
wir von einem Feld des Schachbretts auf das angrenzende,
indem wir ihn iiber eine Kante kippen. Nun die Aufgabe:
Lege den Wiirfel auf die linke obere Ecke des Schach-
bretts, mit der griinen Seite nach oben! Bewege ihn
durch Kippen von Feld zu Feld so iiber das Brett, daB er
wieder mit der roten Seite nach oben auf dem rechten oberen
Feld zu liegen kommt! Dabei darf jedes Feld des Brettes
héchstens einmal beriihrt werden. Wihrend seiner Reise von
der einen zur anderen Ecke dar{ der Wiirfel niemals — so
lautet die Spielregel — mit seiner griinen Seite nach oben

liegen.

L/f/////j

A3A Die beiden Frosi-Mitarbeiter D. Wilkendorf und
0. Sperling empfehlen: Schneide die acht Teile aus, und klebe
sie zu einzelnen Wiirfeln zusammen (oder bastle sie selbst
aus Zeichenkarton)! Die so entstandenen kleinen Wiirfel
miissen um zu einem groBen Wiirfel zusammengesetzt wer-
den, wobei an den sichtbaren Seiten in keinem Fall zwei
gleiche Muster aneinanderstoBen diirfen.

6l



Ala Einer der drei mit Buchstaben bezeichneten Wiirfel
laBt sich aus-dem darunter abgebildeten Netz herstellen.
Welcher?

A2a Durch eines der fiin[ Netze 148t sich die gezeichnete
Basis zu einem Wiirlel erginzen. Welches?

3
)
)

A9A Das magische Quadrat: Unterteile ein Quadrat (auf
der unteren Seite farbig) in neun Quadrate, wie es das Bild
zeigt. Man kann nun das Papier an den dabei gezeichneten
Linien entlang so aufschneiden, daB es sich (ebenfalls an
diesen Linien) zu einem Wiirfel zusammenfalten 1408t, der an
der AuBenseite vollig griin ist. Zu beachten ist, daB das
Papierquadrat auch nach dem Aufschneiden noch ein einzi-
ges, zusammenhiingendes Stiick bilden muB, und daB es nur
an den Aulteilungslinien gefaitet werden darf. Wer ist der
schnellste Wiirfelkiinstler?

Lésungen zu diesem Ferienheft siche S.72.
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,,Jch méchte keinem weh tun!**

444 Das ritsclhafte n aus dem Magazin 11/77 emp-
fiehlt ein hiibsches Wiirfelspiel: Wir basteln uns drei Wiirfel
mit insgesamt 18 verschiedenen Buchstaben (oder bekleben
vorhandene Spielwiirfel entsprechend). Dann wird gewiirfelt.
Wer aus den von ihm gewiirfelten obenliegenden Buchstaben
ein Wort bilden kann, erhilt einen Punkt, danach wiirfelt
der nichste.

DU

Bei diesem einfachen Spiel ergibt sich eine neue Aufgabe:’
454 Die drei gezeigten Wiirfel (siche oben) haben 18 ver-
schiedene Buchstaben. Es wurde damit siebenmal gewiirfelt,
bei jedem Wurf lieB sich aus den obenliegenden Buchstaben
ein Wort bilden. Es ergaben sich die Worte HUF, TOR, HAI,
SAU, REH, NOT, BAR. Jetzt kannst du herausbekommen,
welche sechs Buchstaben auf jedem Wiirfel standen. (Die
Hiilfte der Buchstaben ist groBziigigerweise bereits ein-
getragen.)
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a6a Ein Hexomino ist eine Fliche, bestehend aus sechs
Einheitsquadraten, die mit ihren Kanten verbunden sind. Es
gibt eIl Hexominos, die zu einem Wiirfel gefaltet werden
konnen. Wer findet sie? Vier von ihnen seien verraten.
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A7a Bin interessantes Problem aus ,Mathe mit Pfill*:
Gegeben ist ein Streifen von 2 cm Breite und 14 cm Linge.
Falte aus ihm einen Wiirfel mit einer Kantenkinge von 2 cm.
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Preistrager

XVII. Olympiade
Junger Mathematiker
der DDR

Einen ersten Preis erhielten:

Olympiadeklasse 10

Axel Frohlich
Spezialschule ,,C. F. GauB*,
Frankfurt (Oder) (K. 10)

Grit Werner
Humboldt-EOS Magdeburg (K. 9)

Olympiadeklasse 11

Bodo Heise

Juri-Gagarin-OS Gérlitz (K1. 8)
Steffen Zopf

EOS Karl Marx, Leipzig (K1. 10)

Bernd KreuBler
Spezialschule f. Math./Physik der
Humboldt-Universitat zu Berlin (K1. 11)

Olympiadeklasse 12

Thomas Maiwald
Spezialklasse fiir Math./Physik/Technik,
TH Karl-Marx-Stadt (KI. 12)

Peter Dittrich
Spezialschule f. Math./Physik der
Humboldt-Universitat zu Berlin (K1. 12)

i
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Einen zweiten Preis erhielten:

In Olympiadeklasse 10: Andreas Kriegel,
1V. OS Ernst Schneller, Hoyerswerda; Lutz
Dietrich, EOS Prof. Dr. M. Schneider,
Lichtenstein; Thomas Apel, Goethe-EOS
Reichenbach; Steffen Ewald. EOS Ernst
Schneller, Frankenberg; Andreas Goede,
EOS StrauBberg (aus K1. 9); Detlef Horbach,
EOS Friedrich Engels, Karl-Marx-Stadt (aus
KL.9)

In Olympiadeklasse 11: Thomas Gunder-
mann, EOS Hermann Pistor, Sonneberg;
Arnd Leike und Andreas Kasparek, beide
Spezialkl. Math./Physik der Martin-Luther-
Universitdt Halle

In Olympiadeklasse 12: Uwe Reichel, Spe-
zialschule phys.-techn. Richtung Friedrich
Engels, Riesa; Bernd Mulansky und Klaus
Schlegel, beide EOS Martin Andersen Nexo,
Dresden; Ilja Schmelzer, ABF Walter Ul-
bricht, Halle; Ferdinand B6rner, EOS Hein-
rich Hertz, Berlin; Ralf Becker, EOS Wemer
Seelenbinder, Zielitz; Uwe Schifer, Spezial-
schule f. Math./Physik der Humboldt-Uni-
versitit zu Berlin

Einen dritten Preis erhielten:

In Olympiadeklasse 10: Andreas Radtke,
EOS Belzig; Torsten Flade, EOS Bertholt
Brecht, Schwarzenberg; Stefan Miiller-Pfeif-
fer, Spezialschule Carl Zeiss Jena (aus K1.9);
Meik Hellmund, EOS Henflingoberschule,
Meiningen; Erasmus Scholz, EOS Martin
Andersen Nexd, Dresden; Olaf Gutschker,

1. EOS Dr. Theodor Neubauer, Cottbus;
Thomas Bez, EOS Heinrich Hertz, Berlin;
Frank Erdmann, EOS Geschw. Scholl, Zeitz;
Bernd Ké6nig, Thomas-EOS, Leipzig; Egbert
Thiimmel, BS NEG Nachrichtenelektronik,
Greifswald; Michael Giesecke, EOS Martin
Andersen Nexd, Dresden (aus K1.9); Ingmar
Lotzsch, Georg-Friedrich-Héndel-OS, Berlin
(aus KL 9); Jens Galley, Otto-Winzer-OS,
(aus K. 8) Rainer Jank, EOS Artur Becker,
Suhl (aus K1. 9)

In Olympiadeklasse 11: Uwe Szyszka, EOS
Friedrich Engels, Neubrandenburg; Steffen
Thiel und Holger Riicker, beide Spezialschule
f. Math./Physik der Humboldt-Universitit
zu Berlin; Dietmar Berthold, EOS Julius
Motteler, Crimmitschau; Ralf Hantusch und
Frank Bauernéppel, beide EOS Heinrich
Hertz, Berlin

In Olympiadeklasse 12: Hans-Dietmar Gro-
ger, ABF Walter Ulbricht, Halle; Harro
Rosner, EOS Heinrich Hertz, Berlin; Mi-
chael Handschug, Spezialkl. der TH Leuna-
Merseburg; Frank Bergner, ABF Walter
Ulbricht, Halle; Peter Bartenstein, EOS
Geschw. Scholl, Hildburghausen ; Klaus Sie-
vert, EOS Friedrich Engels, Karl-Marx-Stadt

® Ein Diplom fir eine besonders elegante
Lésung der Aufgabe 5 (KI. 12) erhielt Friede-
mann Schuricht, EOS Humboldt, Leipzig

® Weitere 33 Teilnehmer erhielten eine An-
erkennungsurkunde fiir sehr gute Leistungen

® An der DDR-Olympiade nahmen bei ins-
gesamt 208 Teilnehmern 16 Madchen teil




Ein Blick
in die Praxis

Der V EB Maschinen- und Apparatebau Grim-
ma projektiert, baut und montiert vor allen
Dingen Erdéldestillationsanlagen. Die che-
mische Industrie erfihrt gegenwirtig in allen
Lindern einen groBen Aufschwung. Beson-
ders der Petrolchemie kommt groBe Bedeu-
tung zu. Ein Hauptgrund dafiir sind die viel-
seitigen Einsatzméglichkeiten der Erddlpro-
dukte.

Das Roh6l wird in der Erdoldestillations-
anlage nach unterschiedlichen Siedebereichen
und chemisch-physikalischen Eigenschaften
zerlegt. Die Produkte gelangen entweder di-
rekt zum Verbrauch, z. B. Kraftstolfe und
Heizéle, oder dienen als Grundstoffe der
Weiterverarbeitung zu anderen wichtigen Gii-
tern.

Eine Erlduterung der Anlage gibt in groBen
Ziigen das beigelegte technologische Schema:
Das Rohdl gelangt iiber Warmeaustauscher
in die Entsalzung. Nach erneutem Wiarme-
austausch erfolgt in der Vorkolonne unter
Druck die Abtrennung eines Leichtbenzin-
Fliissiggasgemisches. Nach der Kondensa-
tion wird dieses Gemisch in Fliissiggas und
Benzin getrennt. Das Sumpl(produkt der Vor-
kolonne gelangt iiber den Topofen in die
atmosphdarische Kolonne. Hier werden unter-
schiedliche Dieselkraltstoffe abgezogen, mit
Wasserdampf gestrippt und nach Abgabe
eines Teils ihrer Wirme ins Tanklager ge-
leitet. Das Sumpfprodukt der atmosphiri-
schen Kolonne wird nach Aufheizung im
Vakuumofen in der Vakuumkolonne in vier
Schmierolfraktionen und den Vakuumriick-
stand getrennt. Im Bitumenturm wird der
Vakuumriickstand in Hochvakuumdestillat
und Bitumen zerlegt.

Der Fachberater des Kreises Grimma, Herr
K.-D. Tschiche und der Fachzirkel der Alfred-
Frank-OS Grimma stellten gemeinsam mit
den Lehrern der BBS Maschinen- und Appa-
ratebau Grimma fiir die alpha-Leser, nach
Klassenstulen geordnet, Aufgaben zusam-
men und wiinschen viel Freude und Erfolg
beim Lésen der Probleme aus der Praxis.

AS5A Zur Priifung von Rohrbiindelwidrme-
iibertridgern werde in der Kesselschmiede ein
Wasserkreislaul geschaffen. Der hierfiir ge-
baute Behilter in Form eines Quaders hat
folgende Abmessungen:
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Linge 6 m, Breite 2 m, Héhe 3,5 m. Fiir einen
Priifvorgang sollen 42001 Wasser bendtigt
werden.

Nach wieviel Priilvorgingen ist die gesamte
Wassermenge umgelaufen:

a) bei vollem Behiilter,

b) bei einer Wasserhohe im Behilter von
25m?

A5a In einer Werkstatt mit der Abmes-
sungen von llm Breite und 36 m Linge
stehen 6 Maschinen. Die Maschinen und da-
zugehorigen Arbeiter bendtigen jeweils einen
Platz von 15 m?; 5m?; 18 m?; 60 m?; 18 m?
und 50 m?. Der Platz fiir die Lagerung und Be-
reitstellung der Werkstiicke an den Maschi-
nen betrigt 16 m?;6 m?; 17 m?; 26 m?; 15 m?
und 20m?2. Die restliche Fldche wird fir
Transportwege benstigt.

Wie breit konnen die Transportwege aus-
gelihrt werden, wenn ihre gesamte Linge
48 m betrigt?

A6A Berechne die Betonmenge in m? [iir
das Fundament einer Karusselldrehmaschine,
wenn das Fundament folgende Abmessungen
hat:
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A6Aa Die Entfernung zwischen dem vor-
handenen Gebidude A und dem neu zu er-
richtenden Gebidude B soll moglichst klein
sein. Das Gebdude B muB aber von der in der
Nihe befindlichen Hochspannungsleitung
und dem Gleis die in der Skizze angegebenen
Mindestabstande haben. Die kiirzeste Ent-
fernung zwischen den beiden Gebduden ist
zeichnerisch zu ermitteln! (1 m ist als 1cm
zu zeichnen.)
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A7a Ein Werkzeugstahl enthiilt:
0,99, Kohlenstofl, 2%, Silizium, 0,25, Man-
gan, 0,015, Phosphor, 0,005%; Schwelfel und
den Rest Eisen.
Wieviel Kilogramm von jedem Stoff sind in
18 kg Stahl enthalten?
A7A Zum Anreilen von 165 Knotenble-
chen werden 2 Stunden 45 min gebraucht.
Durch Verwendung einer AnreiBschablone
kann die Arbeitszeit um 90 min verkiirzt
werden.
a) Wie lange dauert das AnreiBen eines Kno-
tenbleches ohne Schablone?
b) Wie lange dauert das AnreiBen eines Kno-
tenbleches mit Schablone?
c) Wie groB ist die Steigerung der Arbeits-
produktivitdt?
A8 A Ein Behilter aus einem Hohlzylinder
und 2 Halbkugelbdden hat die in der Skizze
angegebenen Abmessungen (Angabe in mm).
a) Wie groB ist das Fassungsvermogen des
Behiilters?
b) Wie grof ist die Oberfliche des Behilters?
c) Wie groB sind Durchmesser und Oberfli-
che eines Kugelbehilters mit gleichem Fas-
sungsvermogen ?
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A8A WiegroB muB das Belastungsgewicht
des in der Skizze dargesteliten Sicherheits-
ventils eines Dampfkessels sein, wenn es sich
beim Uberschreiten eines Dampfdrucks von
8 at Offnen soll?
Um welche Hebelart handelt es sich hier?
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S S

-]

Mafe in mm

#42

A9a Beim SchweiBlen einer Rundnaht an
einem Stahlbehilter von 1000 mm Durch-
messer werden beim SchweiBen von Hand
13 min mehr benétigt als mit der UP-Rund-
nahtschweiBvorrichtung.

Mit welcher SchweiBgeschwindigkeit wurde
mit der RundnahtschweiBvorrichtung ge-
schweiBt, wenn bei der HandschweiBung
0,2 m/min bendtigt wird ?

A9a Welche Masse hat eine Hohlwelle aus
St 60 mit einer Dichte g =7,85 kg/dm3?

eI~ + —
I e

3150

¢ 800
3

600




A 10/12a Fiir den Transport von Rohr-
biindelwirmeiibertrigern (RWU) mittels
Kran sind an ihnen Trag6sen angebracht. Der
Abstand der Tragdsen betrage 4000 mm. Der
Winkel a zwischen den Seilen darf héchstens
120° betragen.

Wie lang miissen die Seile mindestens sein?
Welchen Winkel schlieBen die Seile ein, wenn
die Seillinge /=3 m betriigt?

MaBe in mm

A 10/12a Ein 1800 kp schweres Motoren-
gehduse soll mit Hille einer geneigten Ebene | — ﬁ
von 3,8 m Lange 1,3 m hoch gehoben werden. - : v N e i

Die Reibungszahl betragt 0,15.

a) Welchen Winkel « bildet die ,,Rutsche" mit
der Horizontalen?

b) Welche Kraft ist notwendig, um das Ab-
rutschen des Gehduses zu vermeiden?

c) Welche Zugkraft muB aufgewendet wer-
den, um den Korper aufwirts zu ziehen?

Im Auftrage des Kunden vom Betrieb projektierte, gelielerte und montierte Anlage.
Der Betrieb besitzt modernste Ausriistungen.

| Wirmeaustauscher 12 Strippkolonne
2 Entsalzer 13 Kondensator
3 Wirmeaustauscher 14 Stabilisation
4 Vorkolonne 15 Kondensator
5 Kondensator 16 Fraktionier-
6 Topolen kolonne

7 atmosph. Kolonne 17 Kondensator
8 Strippkolonne 18 Fraktionier-
9 Kondensator kolonne

10 Vakuumofen 19 Kondensator
11 Vakuumkolonne 20 Bitumenturm

(%
‘3——> Hochvakuumdestillat .
=k 12 | 14 16 - o
—
"
] 10 —
1 p—
D Bitumen -
Benzin Frakion -
2 Benzin-Froktion
Benzin-Frokiion

ROI‘E’dO| Fluss:ggas

Schmierol-Froktion

Schmerol-Fraktion

Schmierci-Fraktion

DK-Frakiion

DK-Fraklion

DK-frakiion
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In freien Stunden EI||I|IH heiter

Das Wunderkind

Eine Familienverwandtschaft

Jeder der Krausebriider hat genau so viele Schwestern
wie Briider. Jede der Krauseschwestern hat zweimal
soviel Briider wie Schwestern.

Wieviel Jungen und wieviel Madchen sind in dieser

Familie? Aus: Mathematical pie, London

Darf er sie kiissen?

Ein junger Mann sitzt im Bus und schaut zum Fenster
hinaus. Da sieht er auf einmal seine Freundin. Sie geht
gerade die StraBe entlang, trifft einen anderen Mann,
der sie freundlich begriiit und ihr einen KuB gibt. Der
*junge Mann ist dariiber ganz aufgebracht und ver-
drgert. Beim ndchsten Wiedersehen mit seiner Freun-
din fragt er sie gleich als erstes, wer dieser (fiir ihn
noch) fremde Mann war, der sie gekiit hat. Sie ant-
wortet: ,,Dieses Mannes Mutter ist meiner Mutter
Schwiegermutter.** Daraufhin verzeiht er ihr. Warum?
Aus: Wurzel, 1/78, Jena

Drunter und driiber

Wer findet am schnellsten den Weg vom Eingang
oben (sieche Pfeil) bis zum weilen Quadrat in der
Mitte? Aus: NBI 42[77

66

Kombiniere und rechne!

Jedes Zeichen bedeutet eine Ziffer, gleiche Zeichen
sind gleiche Ziffern. Setzt man die richtigen Ziffern fiir
die Zeichen ein, so ergibt sich fiir die waagerechten und
senkrechten Rechenaufgaben eine wahre Losung.

Im Dezimalsystem

AAK - CetOd=-0moe
: + +
yo - OoR=-0Cm»Y
BD+ 0C000-004aA

Im Oktalsystem

QA - RO - BOO
: + +
oa AY alaV VB
QA + OO - ANO
Im Dualsystem
A0O + AA00 - 20000
+ : -
ADO + Aa0 = A0OAD
AO00 - Al = AAN0

Dipl.-Lehrer Ing. D. Vilzke, Greifswald
Interessantes Produkt

Wenn man jeden in dem Wort EUKLID vorkommen-
den Buchstaben in geeigneter Weise durch genau eine
der Ziffern 1, 2, 4, 5, 7, 8 ersetzt, entstehen Teil-
produkte, deren Ziffern zyklisch vertauscht sind. Die
bei dieser Multiplikationsaufgabe noch vorkommen-
den Ziffern 3 und 6 sind bereits eingesetzt.
Oberstudienrat K.-H. Lehmann, VLAV, Berlin

EJU{K]|L|[I}|D Klé6|Uu |l [E]3
b |DJE|U
1| D|E|U]K
I |D|E|U[K|L
DIEJU[K]|L]|I
EJUIK|fL|[M]D
UKL ]D
Flojof{L|D|t[3|3|6]|VU|E




Zahlenkreuzwortritsel

Waagerecht: 1. gerade Primzahl; 2. Geburtsjahr von
GauB3; 6. Primzahl aus zwei anderen Primzahlen
zusammengesetzt; 7. Vielfaches von 3. senkrecht;
9. Primzahl aus zwei ungeraden Primzahlen; 10. die
zweite Quersumme betrdgt 1; 11. 2. waagerecht ist
durch 11. waagerecht teilbar; 12. Primzahl, zweite
Quersumme betrigt 5.

Senkrecht: 3. eine zweistellige Zahl, deren Ziffern aus
der gleichen Primzahl bestehen; 4. Geburtsjahr von
Newton; 8. Zahl aus gleichen Ziffern; 9. Quadratzahl;
13. das Alter von GauB3 im Jahr 1977.

Schiiler Lutz Andrews, Rostock

Stufe um Stufe

In die Figur sind Wérter der unten angegebenen Be-
- deutung einzutragen, und zwar in jedes Feld eine Silbe.
Die zweite Silbe des einen Wortes ist gleichzeitig erste
Silbe des folgenden Wortes.

il

3

=L

7

sL|

9

40

1. Zahl, die iiblicherweise L7_
mit den Zeichen ,,L* und ﬂL—ﬁL
,.0° geschrieben wird ]

. Teilgebiet der Mathematik
. unbegrenzte gerade Linie
. Teil des Kreises
. grafische Darstellung von Sachverhalten .
. soviel wie ,,nicht symmetrisch*
. Verwandtschaft geometrischer Figuren
. Gerit zur Lingenmessung
9. lat. fiir ,,Begriff*
10. Einheit der Zeit
11. lat. fir ,,Zahl*
12. Einheit der elektrischen Leistung
13. ital. Astronom, Physiker und Mathematiker
14. Zeichengerit
15. Eigenschaft bestimmter rationaler Zahlen
Oberlehrer Ing. K. Koch, Schmalkalden

O 2O AW

... und am Ende steht das , E*

. Ein Kegelschnitt

. Begriff aus der Trigonometrie

. Kurve der Differentialrechnung

. Gerade, die einen Kreis in zwei Punkten schneidet

. Kiirzeste Verbindung zweier Punkte

. Es existiert in jeder Gruppe und hat die Eigenschaft
ala=a-al=e

. Franzdsischer Mathematiker (1749 bis 1827)

. Geordnete Ubersicht

Dipl.-Lehrer Ing. D. Vilzke, Greifswald

N L W N —

o0~

R. E. Moritz, New York

IS ae——
N l}[N-'KJ o(U:ERE

Kkl s o) | 40
Ko * q—m———r» [

gl Y -
_ (‘(-‘o'\"_){'.{(‘s
%‘:P ‘\‘\ v .

Mann, und ich dachte immer,

Subbotnik das ist Knochenarbeit! Monika Kipp, Leipzig
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Losungen

Losungen zum alpha-Wettbewerb, Heft 1/78:

Ma5 #1708 Angenommen, Bernd hat n Eier
gefdrbt; dann haben Anke 2n, die Mutter 3n
Eier gefdrbt. Insgesamt wurden 6n Eier ge-
farbt. Nun gilt 25 <6n<35. Nur n=>5 erfiillt
diese Ungleichung. Somit haben die Mutter
15, Anke 10 und Bernd 5 Eier gefdrbt.

Ma5 #1709 Die beiden aufeinanderfolgen-

den natiirlichen Zahlen seien n und n+1.

Thre Summe betrdgt somit 2n-+ 1. Ferner gilt
(2n+1)-23—-343= 968,
(2n+1)-23=1311,

2n+1= 57,
2n= 56,
n= 28
Es handelt sich um die Zahlen 28 und 29.
Probe: 28+29= 57,
57 - 23=1311,

1311-343= 968.

Ma5 w1710 Aus 128-2=256:8=32 folgt,
daB der Klasse 5b genau 32 Schiiler angehs-
ren. Angenommen, zur Klasse 5c¢ gehdren
x Schiiler; dann gehéren zur Klasse 5a genau
(x+ 1) Schiiler; nun gilt
x+(x+1)=440:8,
2x+1=355,
2x =154,
x=27.
Zur Klasse 5¢ gehoren 27 Schiiler, zur Klasse
5a hingegen 28 Schiiler.

Ma5 #1711 Angenommen, im ersten Tank
befanden sich urspriinglich x Tonnen Ul
Dann lagerten im zweiten Tank (x —20) Ton-
nen Ul. Nun gilt

X+ (x—20)= 500,
2x —20=1500,

2x =520,

x =260.

Im ersten Tank befanden sich urspriinglich
260 t. im zweiten 2401 Ul. Nach der Repara-
tur befanden sich im zweiten Tank nur noch
2601:2=1301 Ol.

Aus 2601+ 1301+90t=480t lolgl. daB sich
nach dem Auftanken im Ullager insgesamt
480t Ul beflanden.

Ma5 ®1712  Aus aabc - bac=def folgt a=1
und f=0. Aus blc—chd=chd folgt b=5 und
c=2 Aus 115¢=51l¢=dc0 folgt d=6 und
e=4.

58

Aus 1152:ghd =g folgt g=13
Aus 3-256=Kk6h folgt h=8 und k=7.
Wir erhalten: 1152 —512=640

-+
384 -256 =128
3 256=768

Ma5 ®1713 Wir beginnen mit der zweiten
Spalte von links. Aus 7+d=nund 13—d=n
folgt 2n=20, also n=10 und somit d =3. Die
Zahlenfolge in der zweiten Spalte von links
lautet von oben nach unten gelesen: 4, 7, 10,
13, 16.

1 4| 7 |10 {13

3 7 111 {15 19

511015 | 20| 25

7113119 |25 |31

9 16 | 23 | 30 | 37

Wir betrachten nun die erste Zeile. Aus
7—4=d folgt d=3. Die Zahlenfolge in der
ersten Zeile lautet 1, 4, 7, 10, 13. Wir be-
trachten die dritte Zeile. Aus 10+3-d=25
folgt 3-d=15, also d=5. Die Zahlenfolge in
der dritten Zeile lautet 5, 10, 15, 20, 25. Die
restlichen Zahlenfolgen finden wir auf ana-
logem Wege; sie sind der nachlolgenden Ab-
bildung zu entnehmen.

Maé6 #1714 Die abgebildete graphische
Darstellung veranschaulicht den vorliegen-
den Sachverhalt.

Nur der AG ,,Fotoamateure“ gehoren (12—4
—3+41)=6 Schiiler an; nur der AG ,,Radio-
bastler gehoren (14—4—5+1)=6 Schiiler
an; nur der AG ,Musikfreunde* gehdren
(15—5—3+1)=8 Schiiler an. Zu dieser Klas-
se gehoren (6 + 6+ 8+ 3 +4 + 5 —2) =30 Schii-
ler.

Maé6 #1715 Angenommen, im Korb befan-
den sich urspriinglich n Apfel, dann gilt

n—=6 n
n—6——§——6=§,
bn_,.(n=6)_3n_72
6 6 6 6°
6n—2n+12-3n=72,

n=60.

Im Korb lagen urspriinglich 60 Apfel.

Ma6 ®17i6  Zwischen dem ersten und dem
zwollten Bauin befinden sich 11 gleichlange
Streckenabschnitte. Beim Erreichen des ach-
ten Baumes hat Hans sieben Streckenab-

schnitte zuriickgelegt, deshalb hat Hans die

gesamte Strecke in gs- 11=87—Bs=12;s Zu-

riickgelegt.

Analog dazu gilt:

Werner hat die gesamte Strecke in %s- 11
77 5 "

=g 5= 123 s zurlickgelegt.

Hans hat den Lauf gewonnen, denn l2is

7

sind weniger Zeit als 12% s.

Ma6 1717 Aus y=180°—(a+f)und a+f
=139°+84°=123° folgt y=57°. Nach dem
Aufenwinkelsatz gilt nun

¥DEF=Ju+1g=26 +28°= 54",
TR

KEFD =20+ 1y=56"419°=75",
21

KFDE=3y +1a=38"413°=51"

Ma6 w1718 Angenommen, dieser Klasse

gehdren n Schiiler an. Dann erhielten ;n

Schiiler die Note 1, (%-n—6) Schiiler die

Note 2 und <§~n—6) Schiiler die Note 3.

Nun gilt

1 1 2
§n+<§n—6>+<—3—n—6)+1:_n,
4 1

3‘"—11=n, §n=ll,

n=33.

Der Klasse gehoren 33 Schiiler an. Es erhiel-
ten 11 Schiiler die Note 1, 5 Schiiler die Note 2,
16 Schiiler die Note 3.

Ma7 ®1719 Wegen 35=5-7 konnte b=5
und d=7 oder b=7 und d=5 gelten. Wir
nehmen eine Fallunterscheidung vor:

1) Es se1 b=>5 und d=7; dann gilt

a c¢_Ta-5c
377 735
also Sc=5a+2a-3,c=a+

und 7a—5¢=3,
2a-3
5
Nur fiir a=4, also ¢ =5 wird diese Gleichung

erfiillt, und wir erhalten %—-; Diese Losung

entfillt, da b und ¢ nicht verschieden vonein-
ander sind.
2) Es sei b=7 und d=35; dapn gilt

¢ Sa—7
‘1—§=M und Sa—7c=3,

35
also Sa="5c+2c+3, a=c+2cs+3.
Nur fiir ¢=1 und somit a=2 oder fiir c=6
und somit a=9 wird diese Gleichung erfiillt.

Fiir a=9 und ¢=6 erhalten wir g—g‘; diese

Losung entfillt, da es sich nicht um echte

Briiche handelt.

Diese Aufgabe besitzt unter den einschrin-

kenden Bedingungen genau eine Losung: sie
1 10-7 3

lautet e TRt Y



Ma7 ® Auss;=xkmund Mag 81723
p1=24km-h™" folgt £, =52 h. Aus 2) Kantenmodell
s2=(18—x)km und v, =24km-h~ ' folgt
18—x A
ts =—2—4‘ h.
X km (18 -x) km £ r
A p B
Bk A: Anfang
m B: Ende
: b) Nicht die einzige Losung!
Nun gilt t1=lz+Zh, also —J
x-_18—x 1 _,?
% w 1=
x=18—x+6, ]
2x =24, Ji
x=12. bs
Beide sind vom Ort A 12 km entlernt, wenn L
sie sich treffen. <) Kantenmodell
E
Ma7 =1721 Der nachstehenden Zeichnung
ist zu entnehmen, daB der Wegeinen Fliachen-
inhalt Aw=(x+2)(2x+2)—x - 2x hat. K
N A: Anflang
E: Ende
X
! %1 d)Scmlang
4
2 Ma8 #1724 Nach Aufgabenstellung gilt
DB=DC=3cm.
Nach dem Satz des Pythagoeras gilt

2x*+2

Deshalb gilt
2
2Ax+2) (x+1)—2x2=640- (i) s
1
03

(x+2)(xL1)=x2=320-

a2

x24+ x+2x+2—x*=80,
Ix=78,
x=26.
Die rechteckige Rasen{liche ist 26 m breit
und 52 m lang.

Ma7 81722 Aus AS=BS=r folgt «¥SAB

= £ SBA=3"(180° —60°)=60°. Aus AB | CD
folgt ¥xSAB=xSCD=60° und ¥xSBA

= £SDC=60°. Das Dreieck SDC ist somit
&ichwinklig, also auch gleichseitig. Es sei
CS =x; dann gilt

uy=uz

Ix=x+2-(r—x)+b.

Wegen b=gz—r=%nr erhalten wir durch Ein-
setzen

2x=2‘(r—-x)+%’1tr,

6x=6-(r—x)+mr,
6x=6r—6x+mr,
12x=r(6+m),

r 12
X=13 (6+n)—l—2-(6+n)cm~9,l4cm.

BC*=DB*+DC?
BC=) 18cm’=3)Z cm.
Der Umfang 2 des Dreiecks ABC betridgt
a=(6+3)2+1/2)
=(6+ 6}"/”27) crn
~ 14,48 cm.

N

LN

8
\ /

N

Den Flicheninhalt eines der beiden Kreis-
segmente erhdlt man, wenn man vom Fla-
cheninhalt des Halbkreises den Fliachenin-
halt des Dreiecks ABC subtrahieit und diese
Differenz durch 2 dividiert.

Asegm, =(Anatpireis— A aBc) -2

_(w*_4B-TD\
“\ 2 2 ’

=<—99£—9):2 cm?

~2,57 cm?

Ma8 1725 a)2a+(Q2a+1)+(2a+2)
+(Qa+3)+(2a+4)=10a+10=10(a+1).
aeN,az0

Jedes Vielfache von 10 endet mit der Ziffer 0.

b) (2a+ 1)+ (2a+2)+(2a+3)+(2a+4)
+(2a+5)=10a+ 15=5(2a+3).

2a ist eine gerade, also 2a+ 3 eine ungerade
Zahl. Das Produkt aus 5 und einer ungeraden
Zahl endet mit der Ziffer 5.
10a+(10a+5)+(10a+10)+ ... +(10a +45)
=100a +225.

aeN,az20

Der Summand 1004 ist ein Vielfaches von
100; er endet also aul zwei Nullen. Die letzten
beiden Ziffern der Summe (100a + 225) lauten
somit 25.

Mag #1726 Jeder Bruch der Klasse ; 1Bt
sich in der Form X darstellen. (xe N und
x=#0.) Die Summe aus Zidhler und Nenner
ist dann 6x. Nun soll gelten 6x=n? mit
10=n2< 100 bzw. 451 £9.

Nur fiir n=6 wird 6x=n? erfiillt. Wir erhal-
ten

n? 36
760
x_6 _6 o
Der Bruch 5-56-30 erfiilit als einziger

die Bedingungen der Aufgabe.

Ma9 w1727 1) Wenn a eine gerade Zahl ist,
so sind ¢’ und a* gerade. Damit ist der Ziihler
gerade.

Wenn 4 cine ungerade Zah| ist, so sind Sa?
und ¢* ungerade.

Die Summe zweier ungerader Zablen ist ge-
rade, d. h_ der Zahler ist gerade.

in beiden Fillen ist der Zihler durch 2 teil-
bar.

2) Wean b gerade ist. so sind 35h°, 76 und die
Summe gerade, d. h. der Nenner ist gerade.
Wenn b tageradeist, so sind b, 35b% und auch
76 ungerade. Der Nenner ist dann wieder
gerade fs. 0.).

In beiden Fallen ist der Nenner durch 2 teil-
bar. Aus D uad 2)folgt: Cer Bruch ist durch 2
kiirzbar.

Es 1 nun noch zu zeigen, dafl der Bruch auch
stets durch 3 kiirzbar ist.

1) a laB( bei Division durch 3 entweder den
Rest 0, | oder 2.

1. Fall: Wenn a den Rest 0 14Bt, so lassen a2,
5a2, a* und auch 5a%+a* den Rest 0.

2. Fall: Wenn a den Rest 1 liBt, so lassen a®
und auch a* den Rest 1, 54 den Rest 2, also
5a% +a* den Rest 0.

3. Fall: Wenn a den Rest 2 14Bt, so lassen a®
und auch a* den Rest 1, 5a% den Rest 2, also
S5a®+a* den Rest 0;

d. h. in allen drei Fillen ist der Zahler durch 3
teilbar.

2) b 14Bt bei Division durch 3 entweder den
Rest 0, 1 oder 2.

1. Fall: Wenn b den Rest 0 148t so lassen b3,
35b%, 7b und auch 35b> + 7b den Rest 0.

2. Fall: Wenn b den Rest 1 lidBt, so lassen b3
den Rest 1, 35b> den Rest 2, 7b den Rest 1,
also 35b° 4+ 7b den Rest 0.

3. Fall: Wenn b den Rest 2 iBt, so lassen b°
den Rest 2, 35b° den Rest 1,7b den Rest 2,
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also 35b%+7b den Rest 0; d. h. in allen drei
Fillen ist der Nenner durch 3 teilbar.

3) Wenn Zihler und Nenner stets durch 3
teilbar sind, ist der Bruch stets durch 3 kiirz-
bar.

4) Wenn ein Bruch durch 2 und durch 3 kiirz-
bar ist, so ist er durch 6 kiirzbar, w.z.b. w.
Bemerkung : Schiiler Ralph Ott loste die Auf-
gabe mit Hille von Zahlenkongruenzen! Wer
kann das auch?

Ma9 #1728 Nach Voraussetzung soll gel-
ten C_ﬁ=ﬁ, also auch
¥ CED= X CDE = ¢. Ferner gilt
¥ CDE= £ ADF = ¢ (Scheitelwinkel).
Im rechtwinkligen Dreieck AEC gilt ¥ CAE
=90°—- X CEA=90°—¢. Im rechtwinkligen
Dreieck AFD gilt x DAF =90°— £ ADF
=90° —¢. Folglich gilt ¥ CAE= ¥ DAF,d.h.
AE halbiert den Winkel & CAB.

¢

A F 8

Ma9 #1729 Bezeichnet man die der GroBe
nach geordneten Ziffern der dreistelligen Zahl
mit a, b und ¢, so gilt:

100a + 10b + ¢ — (100c + 10b + a)=99a — 99¢
=99(a—c).

Daraus folgt, daB x — y durch 99, 33, 11, 9 und
3 teilbar ist. Setzt man fiir a und ¢ Ziffern ein,
so ist 0Za—c<9; d. h. es ergeben sich nur
die Zahlen 891, 792, 693, 594, 495, 396, 297,
198, 99. Die Zahl heiBt 495.

990 981 972 963 954 954 ..
- 99 —189 —279 —369 —459 —459
891 792 693 594 495 495

Ma9 #1730 CE ist Diagonale des Quadrats
CDEF. Der Schnittpunkt der Winkelhalbie-
renden des Winkels < ACB mit der Hypo-
tenuse ¢ ist E. Die Lote von E auf a bzw. b
schneiden a bzw. b in F bzw. D. Die Dreiecke
AED und ABC sind dhnlich. Folglich gilt:
b—x_b

=7 e y2
x g Aperc=x
ab \?
bx=ab—ax =778
ZbZ
bx= =97
ax+bx=ab @rb?
x(a+b)=ab u=4x
= ab u= 4ab
Ta+b’ a+b’
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Ma10/12 1731 Esist BC =5 cm(nach Vor-
aussetzung) und CS=4cm nach dem Satz
des Pythagoras.

—

Nach dem Sehnensatz (Kl Enzyklopadie
Math.,, S.205) ist AS-BS=CS - DS, also 8 ' 3
=4-DS. Daraus folgt: .
DS=6cm, DC=10cm. Im rechtwinkligen
Dreieck ASD gilt nach dem Satz des Pythago-
ras AD=10 cm;folglichist AD=CD w.z.b.w.
(Skizze nicht maflstablich)

Mal0,12 81732 Die Skizze zeigt die Drauf-
sicht des Tetraeders, bei der die Grundkanten
in wahrer Linge abgebildet werden. Nach
dem Satz des Pythagoras gilt

()  x?+2z2=5832

(2) x?+y2=642

3) yr+z2=5%

Aus (1) —(2) folgt

) 2zt —y?=5832_6,42

Aus (3)+(4) folgt

(5) 2:2=5,822-6,42 +52

Daraus folgt z=3 cm.

Durch Einsetzen ergibt sich y=4cm und
x=>5cm. Die Seitenkanten des Tetraeders
sind 3 cm bzw. 4 cm bzw. 5 cm lang.

b4cm

X, ¥, z seien die Lingen der Seitenkanten

Ma10/12 ®1733 Fiir x=1 und x< —4 gilt
3P Ex? +x2—4x 4+ 4 <(x+ 1), Das wiirde be-
deuten, daB die gesuchte Kubikzahl zwischen
den Kuben zweier aufeinanderfolgender gan-
zer Zahlen liegt. Das ist aber unméglich. Es
bleibt nun nur noch das oben ausgeschlos-
sene Intervall und die Méglichkeit x3=x3
+x2—4x+4 zu untersuchen. Als Lésungs-
menge ergibt sich L={—1, 2, —2}, d. h. nur
fir die ganzen Zahlen —1, 2, und —2 ist der
Wert des Terms x®+ x2 —4x +4 eine Kubik-
zahl (jedesmal 8)!

Ma10/12 a1734 Der Flicheninhalt der vor-
deren Quadratfliche betrigt a. Weiter sind

~Ip

zwei Parallelogrammlflichen dargestellt, die
kongruent sind. Es gilt

$in45°= ﬁ,
a
2
Fiir die zwei Parallelogrammflichen ergibt

sich fir den Fldacheninhalt

d h h=§ - sin 45°,

a . o
A=2a i-sm45

A=a?-sin 45°.
Insgesamt ist also die Fliche mit dem Inhait

A=0,7074> + a*

A=1,707 a*
dargestellt. Der Inhalt der Wiirfeloberflidche
betrigt 6a®. Die dargestellte Fliche ist etwa
28,4%, der Wiirfeloberflache. Fiir = 30° und
q=% ergibt sich durch analoge Berechnung
etwa 2229

Ph6 ®31 Geg.: a) a=10,25cm (Lénge)
b=8,25 m (Breite)

¢=>5,5m (Hohe)
o=1290%8
m

b) 1 Handwagen2 150 kg Masse
Ges.: a) m (Masse der Luft)
b)n (Anzahl der Handwagen)
a) Die Masse m der Lult berechnet man nach
der Formel ‘

m=g-V. l(l)
Dabei ist V das Volumen des Klassenzimmers,
also eines Quaders. Dies findet man mit
V=a-b-c. In (1) eingesetzt ergibt sich fiir die
Masse
m=g-a-b-c

m= 1,29%%- 1025m-8,25m-55m

m=600kg
Die Luft hat eine Masse von 600 kg.
b) Die Anzahl der Handwagen ergibt sich aus
n=600kg:150 kg
n=4
Man braucht also 4 Handwagen, um einen
Korper gleicher Masse hinauszutransportie-
ren.

Ph7 =32
- - k
U1=90kTm | Uz=60Ti’
| Sy l §3=2-5; I
A D B
ti+ta=t,
S|+52=Sg
- km 1
Geg.:vl=90T sl=§s,km
—_ k 2
v2=6OT'm sz=§s,km
Ges.: v (Durchschnittsgeschwindigkeit

von A nach B)
Die Durchschnittsgeschwindigkeit v von A
nach B findet man nach der Formel

p=22 ()

Dabei ist s, die gesamte Streckenléinge in km,
t, die gesamte Zeit in h. Diese Zeit ¢, findet



man aus den Teilzeiten t; und t,; denn es ist
$1=0;°t und s;=0,"1,.

N 82
Also t;= 2 und ;=22
U 15)

s;km+h 2-s,km-h
=9 d =< Sxm’1
h=390km "™ T 3 60km
ﬂ

[1—mh und 143 90h
Nun ist

ty=t1+12

=5 Sg

t,= 270h+90h

4s,

(2) in (1) eingesetzt ist dann

5_s,km-270

T 4-sh

5=675 X,

Der Pkw [uhr mit einer Durchschnittsge-

schwindigkeit von 67,5 kTm von A nach B.

Ph8 m33 Geg: d=37cm=3,7dm
h=93cm=9,3dm

K
01=09990 &, L
k
02=09777 25 g
93_09932;‘3

Ges.: V, (Uberlaufvolumen)

i

T

Das Uberlaufvolumen V; bei 20°C 148t sich
aus dem Uberlaufvolumen ¥; bei 70°C be-
rechnen, da die Masse m, des Wassers bei
jeder Temperatur gleich groB ist. Es gilt dem-
zufolge

my=V,-03 und m=V;-p,. (1)
Dabei ist g5 die Dichte des Wassers bei 20°C
und g, die Dichte bei 70°C. Aus (1) folgt

Vorea=Vi 02
Vi 02
Vo=—4_82 )
o @3 @

Das Wasservolumen ¥ bei 70°C ergibt sich
als Diflerenz aus dem Gesamtwasservolumen
V, bei 70°C mit der Dichte g, und dem Ge-
samtwasservolumen ¥, bei 15°C mit der
Dichte g¢,. Auch hier ist die Masse m, des
Wassers konstant. Es ist also

Vi=V:—V, 3)
und da my=V, ¢ und my;= Vz ‘@2 gl]t, ist
Vi-en=Ve-02
Vita
Vo=—", 4
== (C)]

(4) in (3) eingesetzt, ergibt
Vi= Vl 4] -

sl

SchlieBlich ist, (5) in (2) eingesetzt,
Vo= Vl(&_ 1) L]
02 03
Vo=V, 21—¢Q2 X
23

Nun ist

3

V= = (s Abb.), also

Vo= ﬂdzh(Ql —02)

403
Vo=
3,14+ 3,72 dm? - 9,3 dm(0,9990 — 0,9777)
4-0,9982
kg dm?
dm? - kg
Vo=2,13 dm®=2130 cm’.

In dem MeBzylinder befinden sich 2130 cm?®
Wasser.

Losungen zu: Seltsame Produkte, S. 57

1.a)777-715;

b) 259-858; 407-546; 481 -462; 518 -429;
814-273;962- 231; 777 - 286;

¢) keine Lésung;

d) 369-271; 123 - 813.
2.a)74-91-66;74-77-78;

b) keine Losung.

3.a) 192 643;

b)39-77-41;91-33-41.

Lésungen zu:

Eigenschaften von Verkniipfungen, Teil 2,
S.58

Aufgabe 10:

a) Sei xe;a=y°,a,d.h. 2x+2a=2y+2a. Da
fiir die Addition und Multiplikation die Kiir-
zungsregel gilt, folgt 2x=2y und schlieBlich
x=y. Wegen der Kommutativitit von o, ist
alles gezeigl.

b) (R¥, °5): ja (Beweis analog °,);

(N\{O}, o¢): nein (vgl. Ausfithrungen im Text);
(N,°4): nein (4M12=4M8, aber 12+8);

(P* U{0}, °g): ja (beachte die Tragermenge!);
(R,o9): nein (2092=(—4)og2, aber 2% —4);
(G,o10): nein [{— 1)oy03=(—1)=,04, aber
3+4)]

bei AusschluB von —1 aus der Trigermenge
ist die Kiirzungsregel erfiillt;

(R*, =11): nein (vgl. Ausfiihrungen im Text).

c) Analoges Vorgehen wie zu Aufgabe 10a);
z. B. fir

+
i XCa=y-24, d. h. %_y;—ﬂ,
d.h.x+a=y+a,d h x=y.
Aufgabe 11:

Fiir alle x, y und ae M gilt:
Wenn x+y,s0 xratysaunda x+a>y.

Aufgabe 12; a)

(P, +): a+x=>b hat die Losung x=b—a;

(P, —): a—x=> hat die Losung x=a—b,
y—a=>b hat die Losung y=b+a;

(PMO}, 9

a:x=b hat die Lésung x=a:b,

y:a=b hat die Losung y=b-a;

(P, ") erfiillt die Divisionsregel nicht! Zum

Beispiel hat die Gleichung 0-x=1 keine

Losung.

(P\{0}, ") erfiillt die Divisionsregel:

a-x=>b hat die Losung x=b:a.

B) Bis auf ¢, (vgl. die Ausfihrungen im Text)

erfiillt keine dieser Verkniipfungen die Divi-

sionsregel. Folgende Gleichungen haben z.B.

keine Losung:

505x=8, 306X =4, 4°7x=5,

cgx=4,009x=1, 2010x=13.

Allerdings wiirde (R\{ —1}, o1¢) die Divisions-

regel erfiillen.

c) Im Verkniipfungsgebilde (G, °;3) mit x°,a2y

=psx+y+c sind beide Regeln erfiillt:

Aus xeo;3a=y°;3a folgt x+a+c=y+a+c,

so daB sich x=y ergibt. Die Gleichung

xc;3a=>hb hat die Losung x=b—a—c.

Im Verkniipfungsgebilde (G, ¢14) mit xo,4y

‘=psx-y-c hingegen gilt lediglich die Kiir-

zungsregel:

Aus xoj4a=yo4a folgt x-a-c=y-a-c, so

daB sich wieder x=y ergibt. Die Gleichung

xo;4a=>b hingegen hat nur dann eine Losung,

wenn b ganzzahliges Viellaches des Produktes

a-cist.

(Uber R*\{0} oder R\{0} z. B. wiire die Divi-

sionsregel erfiillt.)

d) In den beiden Verkniipfungsgebilden mit

e\{A} als Trigermenge gilt weder die Divi-

sions- noch die Kiirzungsregel. In allen iibri-

gen geometrischen Verkniipfungsgebilden ist

die Divisionsregel erflilit; die Kiirzungsregel

ebenfalls — mit Ausnahme der Verkniipfungs-

gebilde (k, y), (k, °2) und (e, °).

e) (P, +), (P, =), (P\{0},), (P{0}, 2), (R, =2),

(P*,23), (R\{ =1}, %10), (G, *12) und (G,°y3).

Aufgabe 13:

a) 1. n ist links-neutrales Element von

M, o),

2. n, ist rechts-neutrales Element von (M, °).

Dann gilt: mznen+n, d.h. m=n=pem.

b) Folgt unmittelbar aus a).

(ny=n;°ny=n,, wobei n,, n, néutrale Ele-
mente seien.)

c) 1. Fall: Existiert ein neutrales Element, so
gibt es kein weiteres (auch kein weiteres ein-
seitig-neutrales Element) - vgl. b).

2. Fall: Existiert wenigstens ein links-neutra-
les Element n, und wenigstens ein rechts-
neutrales Element n,, so gibt es genau ein
neutrales Element n(=m=n,) und es kann
dann kein weiteres einseitig-neutrales Ele-
ment geben - vgl. a).

3. Fall: In einem Verkniipfungsgebilde (M, <)
kann es jedoch entweder mehrere links-neu-
trale Elemente oder mehrere rechts-neutrale
Elemente geben. Beispiel:

I3



Uber der Menge M = {1, 2, 3} delinieren wir
die Verkniipfung - durch x:y=py fiir alle
x.yeM. Jedes Element ist damit ein links-
neutrales Element.

Aufgabe 14:

(R*,<5): m=0; (N\{0},2): n,=1;
(N,<7):n=0,(P* U{0}, °5): n=0;
(R,29): /5 (G,010): n=0;

(R¥011): n=0.

Aufgabe 15:

Das neutrale Element von (G, ¢;3) ist n=c:
o3 X=x913¢=x+ ¢—c=x fir alle ganzen x.
(G, °14) besitzt kein neutrales Element, auch
kein einseitig-neutrales Element. (Wihlen wir
anstelle von G z.B. R* als Trigermenge,
wire n=1 :c¢ das neutrale Element.) In (G, <,4)
ist a=0 absorbierendes Element.

Aufgabe 16:

Fiir alle x, y, z, u und veP* gilt:

1. xo]7y=xlny=(elnx)lny=elnx-lny=e
=(elny)lnx=ylnx=y°l_lx;

2. (xoq7y)°1 7z=(xlny)lnz=xlnz-Iny=xln(y"'z)
=xe17(y°172);

3. (xep7p)err(ucsv)=x
=(x°yqu)o17(yey70);

4. n=e:x0.e=x"=x'=x;(eo)1x=e"*
=Xx);

S.a=11x0y91=x""=x=1; (1o, x=1""
=1);

6. Die Gleichung x°,,1=2 hat z. B. keine Lo-

sung; andererseits gilt auch 3o;7,1=4¢5l,

aber 3%4.

Aufgabe 17:

Das Verkniipfungsgebilde (k, °1s) ist kommu-
tativ, assoziativ, bisymmetrisch; es erfiillt die
Divisions- und die Kiirzungsregel und besitzt
das neutrale Element N.

Iny -inx

iny  Inv-Inu inu - inv- Iny

=X

Losungen zu Wiirfeleien, S. 61

Ala Wiirfel b

A2A Netz3

Ala

Ada

A5a ZELTAF; OKGHBS; CMNRIU
AGA

T+l +4T
ffﬂ#r

a

72

A8a .;

=l

A9a a b

Lésungen zu alpha-heiter:

Eine Familienveryvandtschaft

Wir fiihren die Uberlegung elementar:

Junge - eine Schwester
1 ein Bruder o 2 Jungen
1 Médchen
Midchen — zwei Briider
eine Schwester ~ Widerspruch!
Alsdann:
Junge  — zwei Schwestern
{ zwei Briider
Maidchen — eine Schwester
zwei Briider Widerspruch!
SchlieBlich:
Junge - drei Schwestern
1 drei Briider
Méidchen — zwei Schwestern
vier Briider wahre Aussage!

In der Familhe sind also vier Jungen und drei
Midchen'!

Darf er sie kiissen?
Es ist der Vater.

Kombiniere und rechne!

Im Dezimalsystem:
3936—2511=1425
. + +
82 14=1148

48 4+2525=2573
Im Oktalsystemn

750—-427=1311
+ o+

10+ 25=250
75+464 =561

Probe durch Umrechnen ins Dezimalsystem

ergibt:
488 —287=201
+ o+
8- 21=168
614308 =369

Im Dualsystem
LOO+LLOO=LO0O0OO
+ : -
LOO+ LLO=LOLO
LOOO-LO =L1LO
Umrechnen ins Dezimalsystem ergibt:
4+12=16
+ =
4+ 6=10
8— 2= 6

Interessantes Produkt
E=1,U=4,K=2,L=8,1=5 D=7,

142857 - 264513

285714

857142
571428
714285
142857
428571
37787533641

Zahlenkreuzwortritsel

Stufe um Stufe

du
al zahl
ge bra
ra de...

Dualzahl, Algebra, Gerade, Radius, Dia-
gramm, asymmetrisch, Symmetrie, Meter-
stab, Terminus, Minute, Numerus, Mega-
watt, Galilei, Lineal, negativ.

... und am Ende steht das , E*




Autorenkollektiv

Ubersetzung aus dem Ungarischen
" 318 Seiten, zahlr. Abb. Preis 9,50 M
Bestell-Nr. 6534470

Urania-Verlag

Leipzig - Jena - Berlin

Aus dem Inhalt: Errate, an welche Zahl ich
gedacht habe! - Mathematik auf dem Schach-
brett — 1 Millimeter = 1 Kilometer - K6nnen
Sie fiinfte Wurzeln im Kopf zichen? — Spinne
und Fliege — Mathematische Probleme des
Toto-Lotto-Spiels — Zeitvertreib mit Zahlen-
system — Die Konigsberger Briicke — Das
Jaltonsche Brett — Parkette, geometrisch be-
trachtet — Interessante Zahlen — Die Gliicks-
spiele und die Wahrscheinlichkeitsrechnung —
Wieviel Farben braucht man zur Farbung
einer Landkarte? — Magische Quadrate -
Knifflige Flichen — Das Ja-Nein-Spiel und die
Informationstheorie

Leseprobe: Zahlenraten

Es sind auBerordentlich viele Zahlenrate-
spiele bekannt; zwei von ihnen wollen wir
hier vorstellen.

a) Denke dir eine Zahl, muitipliziere sie mit 6,
subtrahiere 3 hiervon, nimm das Doppelte,
addiere die Ziffern, die du erhalten hast, nimm
das 3fache, addiere die Ziffern; wenn das
Ergebnis mehrstellig ist, addiere auch hiervon
die Ziffern und wiederhole das, bis du ein ein-
stelliges Ergebnis bekommst, multipliziere
diese Zahl mit 4 und addiere dazu 13. Wenn
du richtig gerechnet hast, hast du 49 bekom-
men. Wir konnen die Wirkung dadurch stei-
gern, daB wir vorher auf ein Blatt Papier das
Endergebnis aufschreiben und es umgedreht
niederlegen, um es zum Schlu emporzuhe-
ben: ,,Hier ist das Ergebnis!*

b) Schreibe eine Zahl nieder, schreibe mit den-
selben Ziffern, nur in anderer Reihenfolge,
eine andere, und subtrahiere die kleinere von

der groBeren. Verfahre mit mehreren Zahlen
auf diese Weise und sage die Endergebnisse
an: 801, 17612,2574,295576, 19998.
Sieh deine Rechnung an, in der zweiten und
vierten Subtraktion ist sicher ein Fehler!
Woher kann man das wissen, kennen wir doch
nicht die Zahlen, die der Aufgerufene subtra-
hiert hat bzw. von denen die Rechnungen im
Fall a) ausgegangen sind? In jedem Fall wird
die Erklarung durch die ,,Neunerprobe*‘ ge-
geben, die der Leser im ersten Aufsatz ken-
nengelernt hat. Hiernach bleibt bei der Divi-
sion einer Zahl durch 9 ein ebenso groBer
Rest, wie sie die Summe ihrer Ziflern ergibt.
Dieser Sachverhalt wird auch zur Uberprii-
fung von Rechnungen ausgenutzt, denn der
Rest einer Summe, Differenz und eines Pro-
dukts bei der Division durch 9 ist ebensogro
wie derjenige der Summe, Differenz bzw. des
Produkts der Reste der einzelnen Zahlen, und
dasselbe gilt auch fiir das Potenzieren, denn
Potenzieren ist wiederholte Multiplikation
mit lauter gleichen Faktoren.

Auf Grund dessen kénnen wir leicht den Di-
visionsrest des Ergebnisses einer Operation
oder einer Reihe von Operationen aus den
Resten der einzelnen Zahlen ausrechnen und
den Rest des Endergebnisses bestimmen.
Wenn die beiden nicht iibereinstimmen, so
ist in der Rechnung ein Fehler enthalten. (Ein
Fehler ist allerdings auch dann méglich, wenn
die Neunerprobe stimmt.)

Das unter Punkt 3a aufgefiihrte Spiel 148t
sich demnach folgendermaBen verstehen: Bei
der Multiplikation mit 6 haben wir eine durch
3 teilbare Zahl erhalten, und daran hat sich
auch bei der Subtraktion von 3 und bei der
Verdoppelung nichts gedndert. (Diese Schrit-
te sind iibrigens fiir die Aufgabe unwesent-
lich.) Nach der Multiplikation mit 3 bekom-
men wir bereits ein Vielfaches von 9, wir ge-
langen also bei der wiederholten Addition der
Ziffern zu einer einstelligen und durch 9 teil-
baren Zahl. Solcher Art sind nur 9 und 0, da
aber die Quersumme nicht 0 sein kann, kann
das Ergebnis der Addition der Ziffern nur 9
sein. Das Ergebnis der weiteren Operationen
kennen wir bereits, wir konnen somit dieses
Ergebnis so umformen, wie wir es gerade
wollen.

In Punkt 3b ergeben die beiden Glieder der
Differenz bei der Division durch 9 denselben
Rest, weil die Summe der Ziffern beide Male
dieselbe ist (die beiden Zahlen bestehen stets
aus denselben Ziffern); die Differenz ist also
durch 9 teilbar, und somit mull auch ihre
Quersumme durch 9 teilbar sein. Dies ist fiir
das zweite und vierte Ergebnis nicht erfiillt,
diese sind also sicher aus einer fehlerhaften
Rechnung hervorgegangen.

Es ist jedoch zu bemerken, daB auch die drei
iibrigen Rechnungen falsch sein kdnnen,
weil viele Rechenfehler méglich sind, durch
die das Ergebnis um eine durch 9 teilbare
Zahl abgeindert wird, und dann die Quer-
summe durch 9 teilbar bleibt.

Drei Biicher in deutscher Sprache aus dem
ungarischen Verlag Akadémiai Kiad6, Bu-
dapest

T. Varga
Mathematik I

FluBdiagramme — Lochkarten —
Wabhrscheinlichkeit

97 Seiten, zahlr. Abb., Pappband
Preis: etwa 20 M
Bestell-Nr. ISBN 963050634 3, Bd. 1

Mathematik I1

Raum und Ebene - Wahrscheinlichkeit -
Logik und Kombinatorik

119 Seiten, zahlr. Abb., Pappband
Preis: etwa 20 M
Bestell-Nr. ISBN 963050635 1

Gy. Bizam/J. Herczeg

Logik macht Spal}

85 Aufgaben

(Sammlung von Aufgaben im Rahmen der
Logik, zu deren Losung keine speziellen
mathematischen Kenntnisse notwendig sind.)

391 Seiten, 300 Abb., Ganzleinen
Preis: etwa 40 M
Bestell-Nr. ISBN 9630503530

Das vorliegende Buch ist eine Aufgaben-
sammlung. Es ist kein Lehrbuch der mathe-
matischen Logik, sondern behandelt mathe-
matische Probleme im Rahmen der Logik, zu
deren Losung keine mathematischen Vor-
kenntnisse notwendig sind. Die Aufgaben
gehen immer von leichtverstindlichen All-
tagssituationen aus. Diese sind jedoch Triger
eines mathematischen Gedankens, also nicht
etwa Riitsel um ihrer selbst willen, sondern
Probleme, bei deren Ldsung der Leser einige
allgemeine Wesensziige der mathematischen
Lésungswege und eine Menge gedanklicher
Kunstgriffe kennenlernt, die in der Mathe-
matik regelmiBig angewendet werden. Das
Buch spricht einen groBen Leserkreis an;
14jahrige Schulkinder kénnen so manches aus
ihm lernen, und selbst Erwachsenen mit
Hochschulbildung wird es SpaB bereiten, sich
iiber einige Losungen den Kopf zu zer-
brechen.

Zu beziehen durch:
Ungarisches Informationszentrum,
108 Berlin, RathausstraBe




I. Ruzsa
Die Begriffswelt der Mathematik

Ubersetzung aus.dem Ungarischen

472 Seiten, 135 Abbildungen, Ganzgewebe
DDR 21,50 M, Ausland 30,00 M
Bestell-Nr. 706 7325

J. Gronitz
Praktische Mathematik

Mathematische Schiilerbiicherei Bd. 69

160 Seiten, 61 Abbildungen, Pappband
DDR 5,00 M, Ausland 9,00 M
Bestell-Nr. 706 736 8

Biicher aus

Volk und Wissen
Yolkseigener Verlag
Berlin

\4

T. Varga

Mathematische Logik fiir Anfanger
Band II: Pridikatenlogik

Ubersetzung aus dem Ungarischen
Mathematische Schiilerbiicherei Bd. 62
256 Seiten, 171 Abbildungen

Preis 9,00 M
Bestell-Nr. 7063455

v
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H. Kiirth/A. Kutschmar

Baustilfibel

Bauwerke und Baustile von der Antike
bis zur Gegenwart

292 Seiten, 419 Abbildungen, Ganzgewebe

DDR 22,80 M, Ausland 28,00 M
Bestell-Nr. 706 883 8

Die Baustilfibel enthalt rund 400 kiinstlerische
Darstellungen von Bauwerken und architek-
tonischen Details. In den Darstellungen wur- |
de eine einheitliche und klare Formensprache
gefunden, die iiber die sachliche Information 2= ES 1

hinaus die Entwicklung der Baukunst zu
einem kiinstlerischen Erlebnis werden ld8t.
Neben dem Bildteil mit Erlduterungen zum
bewuBten Betrachten enthilt die Baustilfibel
eine Einfiihrung in das Wesen und die Be-
sonderheiten der Architektur, iiber ihre Ent-
wicklung in den unterschiedlichen gesell-
schaftlichen Epochen sowie Ubersichten iiber
traditionelle und moderne Bautechniken.

In fiinf Kapiteln wird die Baukunst in folgen-
den Epochen behandelt: L= ——
in der Sklavenhaltergesellschaft, in der Feu- Z
dalgesellschaft, in der Epoche des aufstreben-

den Biirgertums und des Zerfalls der Feudal- 5 8
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gesellschaft, im Kapitalismus, in der sozia-
listischen Gesellschaft. Im Anhang findet der
Leser Stillibersichten — Giebel, Brunnen,
Schrinke, ein Sachwortverzeichnis mit Er-
klarungen, ein Ortsverzeichnis, ein Architek-
tenverzeichnis zum Bildteil, einen Quellen-
nachweis der Abbildungsunterlagen und ein
Verzeichnis der Fototafeln.
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Wiederaufbau eingeleitet

Berlin, ,,Ahornblatt am Fischerkietz*

Dresden, Opernhaus, erbaut 1871 von Gottfried Semper, 1945 abgebrannt,
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Kombinatorische Betrachtungen

bei Schiebe-Spielen
Zur Behandlung der Permutation

Teil 1

In Abwandlung der kauflichen Schiebefax-
Spiele legen wir als ,,Spielfeld einen Graphen
zugrunde und spielen daraufl gewisse Ein-
Personen-Spiele. So seien etwa in dem neben-
stehenden Spielfleld (Figur 1) auf die numerier-
ten Felder 1, 2, 3 die 3 Spielsteine 1, 2, 3 in
Ubereinstimmung der Zahlen gesetzt. Ein
Spielstein wird nun im ersten Zug langs einer
der angegebenen Linien auf das [reie Feld
gezogen. Dann erfolgt der nichste Zug, indem
wieder ein Spielstein auf das nach dem.ersten
Zug entstandene freie Feld gezogen wird.

Bild 1

0]
®
[©)

Dieser zweite Zug soll dabei nicht sofort wie-
der den ersten Zug riickgdngig machen. Man
spiele in gleicher Weise weiter, bis das un-
numerierte Feld erstmalig (reigezogen wer-
den kann. Damit sei eine Spielrunde abge-
schlossen. Wir sehen, dal zu einer solchen
minimalen Spielrunde 3 Ziige erforderlich
sind. Als Ergebnis einer Spielrunde hat sich
aus der Ausgangsstellung, in der die Spiel-
steinnummern mit den Feldernummern iiber-
einstimmen, eine neue Endstellung ergeben, in
der die Feldnummer | mit dem Spielstein i,
die Feldnummer 2 mit dem Spielstein j, die
Feldnummer 3 mit dem Spielstein k besetzt
ist. Eine erspielte Stellung ist also durch eine
Abbildung 1-i, 2—j, 3—k gekennzeichnet -
jeder Feldnummer wird die Spielsteinnum-
mer, durch die das Feld belegt ist, zugeord-
net.

Es handelt sich dabei um eine eineindeutige
Abbildung, weil zwei verschiedenen Zahlen
stets immer zwei verschiedene Zahlen ent-
sprechen. Jede solche Abbildung P:
{1,2,3}-{1,2,3}

bedeutet eine Umordnung der Zahlen 1, 2, 3,
daher heiBen diese Permutationen (permu-
tare, lat. = vertauschen).

(Auch die Abbildungen, die jede Spielstein-
position unveridndert 1aBt, zahlt man zu den
Permutationen; sie heiBt die identische Per-
mutation.)

Interessierende Fragen sind dann beispiels-
weise:

1. Welche verschiedenen Endstellungen kann

man aus der Ausgangsstellung durch Mini-
malrunden erreichen?

2. Wieviel und welche Minimalrunden muf
man spielen, um eine vorgeschriebene End-
stellung zu erreichen?

Zur Beantwortung dieser Fragen schauen wir
uns zunéchst ein Spielprotokoll an:

Ausgangs- 1. Zug 2. Zug 3. Zug
stellung

12 3\ freies = 2 Feld = 3. Feld
[i23) e ©
End-

stellung  Bemerkungen

1 2 3\ unverdnderte
l<1 3 2> Position
Das gleiche Ergebnis konnte man auch noch
geméB dem [olgenden Protokoll erhalten.

Ausgangs- 1. Zug 2. Zug 3. Zug
stellung
1 2 3\ I[reies 3. Feld 2. Feld
[123) Fra®
End-
stellung  Bemerkung
unveranderte

123
1(1 3 2> Position
Diese beiden Runden unterscheiden sich fiir
uns nur unwesentlich, denn beide bewegen die
gleichen Steine (und zwar in die gleiche End-
stellung), sie laufen eigentlich nur in entgegen-

gesetzter Orientierung ab.

Bild 2 k)
1

| /
-0 0—0
Eine wesentliche Feststellung ist hingegen,
daf} in der Minimalrunde genau ein Spielstein
seine Position unverédndert lassen muB. Eine
Runde, in der alle 3 Spielsteine bewegt wiir-
den, miifte ndmlich mehr als 3 Ziige aul-
weisen, weil schon 3 Ziige auf das Bewegen der
drei Steine entfallen und noch mindestens
einer zum Freiziehen des unnumerierten Fel-
des bendtigt wird. Durch eine Minimalrunde
vertauschen zwei Spielsteine gerade ihre
Plétze!
Permutationen P=l 123 ...n
(1’ jk.. x)

der Menge 1,2, 3, ..., n, wo genau zwei Zahlen
ihre Plidtze vertauschen und alle iibrigen un-
veranderte Positionen behalten, heiBen Trans-
positionen.

Feststellung 1
In dem Schiebespiel des Bildes 1 wird durch
eine Minimalrunde, bestehend aus 3 Ziigen,

aus der identischen Permutation 1(; ; ;)

eine Transposition als Endstellung erspielt,
und jede Transposition ist durch eine Mini-
malrunde erspielbar.

Zur abkiirzenden Angabe von Transpositio-
nen innerhalb der Permutationen bedient
man sich der [olgenden Bezeichnungsweise
(i), d.h. i geht in j und j in i iiber und alles
andere bleibt unverindert. Um die durch
Permutationen vermittelten Abbildungen an-
schaulich verfolgen zu konnen, benutzt man
zu ihrer Darstellung verschiedene Diagram-
me.

Es sind etwa folgende Typen zweckmiBig:
Leiterdiagramme, Zyklendiagramme, Karten-
diagramme.

Im Leiterdiagramm stellt man zwei Exem-
plare der zu permutierenden Menge einander
gegeniiber und zieht von den Punkten des
ersten Exemplars Pfeile zu den zugehdrigen
Bildpunkten. Ein Pfeil bedeutet hier also
kurzschriftlich ,geht iiber in“! Die Einein-
deutigkeit der Zuordnung ist gleichwertig mit
der Tatsache, daB in keinem Punkt zwei Pfeile
einmiinden. Insgesamt hat ein Leiterdia-
gramm einer Permutation folgende charak-
teristische Besonderheiten:

1. Von jedem Punkt des ersten Exemplars
geht genau ein Pleil aus.

2. In jeden Punkt des zweiten Exemplars
miindet genau ein Pfeil ein.

Beispiel fiir ein

Leiterdiagramm einer Permutation:

1234
P"l<2314>

Das Zyklendiagramm einer Permutation flolgt
dem gleichen Bildungsgesetz der Leiterdia-
gramme, nur daB sich alles in einem einzigen
Exemplar der zu permutierenden Menge ab-
spielt.

18 o1

Bild 3 "%‘2
Je 03

fo— e

Beispiel fiir ein
Zyklendiagramm einer Permutation:
Q

1234
le(z 31 4) Bide LY 5
Im Kartendiagramm einer Permutation mar-
kiert man in einer quadratischen ,, Karte™ mit
n-n Feldern fortschreitend von oben nach
unten in jeder Zeile dasjenige Feld der Num-
mer, in die die Zeilennummer iibergeht.

Beispiel fiir ein Karten-
diagramm einer Permutation:

1234 .
P=1(2 - 4) Bild 5
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Die Eineindeutigkeit findet hier durch die
Tatsache ihren Ausdruck, daB in jeder Zeile
und jeder Spalte genau ein Feld markiert ist.
(Zur besonderen Hervorhebung des Tabellen-
eingangs setzen wir ein Schwinzchen an die
obere linke Ecke.)

An diesen drei Diagrammformen kann man
gewisse Eigenschalten von Permutationen
leicht ablesen. So beantworten sich folgende
Fragen solort:

Welche Elemente der zu permuticrenden
Menge sind bei der betrachteten Permutation
P Fixpunkte (d. h., sie behalten ihren Platz)?
Wie erkennt man Transpositionen an ihren
Diagrammen ? Man sieht, daB hierbei [iir das
Kartendiagramm die sogenannte Hauptdia-
gonale, das sind die Felder, die in Verlinge-
rung des Markierungsschwinzchens liegen,
von Wichtigkeit ist.

In der Tabelle | haben wir in den drei ersten
Spalten alle moglichen Permutationen der
Menge {1,2,3} und ihre Zyklendiagramme
und Kartendiagramme aufgelistet. (Die bei-
den letzten Spalten der Tabelle sind dann, wie
sich noch zeigen wird, fir den Spielverlauf
bedeutungsvoll.) Bei der ersten Permutation
ist die gesamte Hauptdiagonale besetzt. Jeder
Punkt (= Element) von {1, 2, 3} ist Fixpunkt.
Die drei folgenden Permutationen sind alle
Transpositionen der Menge {1, 2, 3}. Diese
Permutationen haben beziiglich der Haupt-
diagonale einen spiegelsymmetrischen Auf-
bau. Die beiden restlichen Permutationen
sind selbst keine Transpositionen, sie gehen
aber aus einer Transposition durch eine noch-
malige Transposition hervor.

Damit ergibt sich also die

Feststellung 2

Bild 6 In dem Schiebespiel des Bildes | kann durch
Minimalrunden, bestehend aus 3 'Zi.igen, aus
der identischen Permutationl(: § g) jede
Permutation P der Menge {1, 2,3} erspielt

Permutation | Zyklen- Karten- Produkt von Anzahl
diagramm diagramm Transpositionen der
- minimaler Fixpunkte
Faktorenanzahl
1 - ) 3
l (12) 1
1 (13) 1
. @3 1
[GHRNKS,
| D 1)(12)=@)(1)=02@3) | 0
123 /\\ 12)(13)=(23)(12)=(13) 23 0
J(:*lz) ) (12)(13)=(23) (12)= (1) 23)
Produkttalel fiir (y3°)
. 1) (12) (13) 23) (123) | (132) . 0
(1) 1) (12) (13) (23) (123) | (132)
12 | a2 a3y | a2 ey | a3
13) | a3 |a23) (1) (132) (12) (23) P P-Q
23) | 23 (132) (123) (1) (13) (12)
(123) |(123) (13) (23) (12) | (132) (0]
(132) ](132) (23) (12) (13) (1 | (123
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werden. Die drei moéglichen Transpositionen
erhilt man als Endstellung nach einer der
mdglichen Minimalrunden. Die restlichen
zwei Permutationen erhidlt man nach zwei
moglichen Minimalrunden.

Die Ubergangsmoglichkeiten einer Spielend-
stellung in eine andere Spielendstellung kann
man zweckméBig durch einen Graphen ver-
anschaulichen. Das ist in Bild 7 ausgefiihrt.
Eine Verbindungslinie bedeutet dann also
jeweils ,Minimalrunde*.

123

Bild 7 pl231)

Wie kann man an dem Ubergangsgraphen
ablesen, durch welche Spielanweisung man in
zwei Minimalrunden von der Ausgangsstel-

lung l(: ; ;) zu der Endstellung l(; f ;)

gelangen kann? Der Graph sagt unmittelbar,
daB man eine beliebige erste Spielrunde aus-
fiilhren kann. Er sagt auch aus, wie man etwa
in der ersten Runde zu spielen hat. Will man
sich beispielsweise die Endstellung (12)=
K; f g) in der ersten Runde erspielen, so
hat man den Spielstein 3 unveridndert zu
lassen. Wie muB man nun aber mit der Stel-

lung (12)=l( ; f g) weiterspielen, um in der

nidchsten Runde die gewiinschte Endstellung
l(; f ;) zu erreichen? Man sieht, daB der

Spielstein 1 schon an seinem gewiinschten
Platz steht. Man hat also diesen in der zweiten
Spielrunde unverindert zu lassen, d. h., man
filhre noch die Transposition (23) aus.
Zur bequemen unmittelbaren Ableseméglich-
keit der auszufiihrenden Umstellungen schrei-
ben wir beide Transpositionen in Form eines
Produkts aul: (23) (12).
Die zuerst auszufiihrende Transposition steht
dabei als rechter Faktor. Das ist die bei der
Zusammensetzung von Abbildungen iibliche
Anordnung der Faktoren. Anstelle der Zu-
sammensetzung von Abbildungen spricht
man auch von dem Produkt von Abbildungen
und in dem Spezialfall der Permutationen
von dem Produkt der Permutationen.
Wir erldutern diese wichtige Begriffsbildung
noch ein wenig. Es bezeichne y, die Menge
aller Permutationen der Menge der ersten n
natiirlichen Zahlen {1, 2, 3, ..., n}. Durch die
Zusammensetzung oder Produktbildung von
je zwei Permutationen P, Qey, ist wieder
eine Permutation

Q¢ Pey, bestimmt.
Es ist dabei Qo P diejenige Permutation von
{1, 2, ..., n}, die die Zahl i in die Zahl
Q(P(i)) tiberfiihrt.



Fiir die anschauliche Verfolgung der Zu-
sammensetzung von Permutationen eignet
sich besonders das Leiterdiagramm.

Beispiel fiir die
Produktbildung von Permutationen:

1234 1234
P=l<2143> Q=l<1342) Q-2

. 1234
Also 1sthP—l<3 12 4)

P Q

. *——e 1 1

-><- 2 2 '&’ 1
% Bild 8

. . 3

-><o . 4

1
2
3
4 heo

4

Es bestehen sowohl Ahnlichkeiten als auch
Unterschiede zwischen der Produktbildung
von Permutationen und der Produktbildung
bei Zahlen. Die Gemeinsamkeit findet sich in
der Giiltigkeit des Assoziativgesetzes, der
Existenz eines Einselementes und der Exi-
stenz von inversen Elementen. Ein wesent-
licher Unterschied kommt darin zum Aus-
druck, daB bei den Permutationen nicht all-
gemein die Kommutativitdt gilt. Berechnet
man z. B. fiir die oben angegebenen P, Q noch
das Produkt P-Q mit umgekehrter Reihen-
folge der Faktoren, so ergibt sich

1234
P"Q:l(z 43 1)*Q°P

Assoziativgesetz der Produktbildung von Per-
mutationen:
In y, der Menge aller Permutationen der
Menge {1, 2, ..., n}, gilt hinsichtlich der
Produktbildung o fiir je drei Permutationen
P,Q,Rey,

Po(QoR)=(P-Q)-R.
Der Beweis dazu ist einfach! Wir bezeichnen
mit S und T die beiden Permutationen QoR
bzw. P Q. Dann ist

PoS=T-R zu zeigen.
Es sei ie{l, 2, .., n}. Man bestimmt
(PoS) (i) und
(T <R)(i). Es ist
(P 8) (i)y=P(S()) = P(Q(R(}))) und
(T < R) (i) = T(R()= P(Q(R())),
d.h. PoS=ToR.
Existenz eines Einselementes:
In y, gibt es fir die Produktbildung - genau
eine Permutation I, so daB fiir alle Pey, gilt

Pol=I-P=P.
Dieses I ist die identische Permutation

12..n

I=l<1 2 ... n)’
wo jedes Element von {1, 2, ..., n} Fixpunkt
ist.
Die Begriindung ist wieder einfach. I hat
offenbar die Eigenschalt, daB es bei der Pro-
duktbildung von links und rechts P iiber-
haupt nicht verdndert. Es muB dann zur vol-
len Bestdtigung der Aussage noch gezeigt
werden, daB nur I diese Eigenschaft haben
kann. Es sei J eine Permutation aus y,, fir
die stets

PoJ=JoP=P
fiir alle Pevy, gilt.
Dann gilt dies speziell auch fiir Iey,, d. h. es
ist

leJ=JoI=1
und zum anderen auch

Jol=1IeJ=J,
da I jede andere Permutation unverindert
1aBt. Also ergibt sich I=J.
Existenz der Inversen
In y, gibt es fiir die Produktbildung - zu jeder
Permutation P ey, genau eine Permutation —
die sogenannte inverse Permutation P! zu
P, so daB

PoP '=pP 1oP=]
gilt. Die Bestitigung ist auch wieder einfach.

Die zu P =l(il’f’ :) inverse Permutation

i)
ist P _KIZ...

Zyklendiagramm ergibt sie sich gerade durch
Umkehrung aller Pleile, aus dem Karten-
diagramm ergibt sie sich durch Spiegelung an
der Hauptdiagonalen. Im Bereich der von
Null verschiedenen reellen Zahlen gibt es nur
die beiden Zahlen +1 und —1, die beziiglich
der Multiplikation zu sich selbst invers sind.
Bei den Permutationen gibt es auBer I noch
die Transpositionen und auch noch weitere
Permutationen, die zu sich selbst invers sind.

i)Aus dem Leiter- und

Feststellung 3
In dem Schiebespiel des Bildes 1 ist die Uber-
fiihrung der identischen Permutation

K: ; g) durch die Aufeinanderfolge von

Minimalrunden, bestehend aus 3 Ziigen,
gleichbedeutend mit der Darstellung von Per-
mutationen als Produkte von Transpositio-
nen mit minimaler Faktorenzahl (vgl. Ta-
belle 1).

Aus der Tabelle 1 kann man sich leicht die
Produkttafel fir die Permutationen aus 7y,
zusammenstellen. Als eine bequeme Abkiir-
zung der Bezeichnung der Permutationen
verwenden wir dabei fiir alle Permutationen
die Zyklenschreibweise (vgl. Zyklendia-
gramm!)

123 123
1(2 3 1>=“ 2 3”1(3 1 2>=(1 32

und fiir die identische Permutation

123
1(1 2 3)=“)'

Beispiel fiir die Berechnung eines Produktes

unter Benutzung der Transpositionsdarstel-

lung:

a) (1 2)(123)=(12)(12) (23)=(12)%(23)=(23).

b)(123) (132)=(13)(12)(12)(13)
=(13)(12(13)=(13*=(1)

(Also ist

(123)°! =(132), (132)~ ' =(123)).

Wir erdrtern nun noch einen Zusammenhang

unseres Schiebespiels mit geometrischen Ab-

bildungen. In dem Schiebespiel, wo unsere

numerierten Felder die Ecken eines gleich-

seitigen Dreiecks sind, bedeutet eine Mini-

malrunde eine Spiegelung an einer Mittel-
linie und die Hintereinanderfolge zweier
Minimalrunden eine gewisse Drehung um den
Dreiecksmittelpunkt. Wir haben damit fol-
gende Entsprechung zwischen den Permuta-
tionen aus y; und den sogenannten 6 Deck-
bewegungen eines gleichseitigen Dreiecks.

Bild 9 -

\3 /2
Deckbewegung Permutation
Drehung D, um 0° (1)
Drehung D, um 120° (132)
Drehung D3 um 240° (123)
Spiegelung S, (23)
Spiegelung S, (13)
Spiegelung S5 (12)

Der obigén Produkttafel fiir die Permutatio-
nen entspricht demzufolge eine Produkttalel
fir die Deckbewegungen eines gleichseitigen
Dreiecks.

o o p, | D] s |s:] s
b, o, p, [ D5 [s:]ss
D, | D.| D5 [ Di| 52 |55 | s
D, by | D [ Do s [ s |2
ss|si|s |s.|p|ps]| s
S; | s, [s. s, | p.|D | Ds
S: |Ss |s: s, |ps|Ds D,

Produkttafel der Dreiecksdeckbewegungen

Fiir die Zusammensetzung der Deckbewe-
gungen kann man aus deren Produkttafel
somit ablesen:

Das Produkt zweier Drehungen ist wieder
eine Drehung. Das Produkt von zwei Spiege-
lungen ist eine Drehung. Das Produkt von
einer Drehung und einer Spiegelung ist eine
Spiegelung. Noch mehr kann man aus der
Produkttalel ablesen!

Die beiden oberen 3 - 3 Quadrate und die bei-
den unteren 3 - 3 Quadrate weisen unter Fort-
lassung der Buchstaben D und S folgende An-
ordnung auf:

123 132
231bzw. 213
312 321.

In jeder Zeile und jeder Spalte steht hier wie-
der eine Anordnung - eine Permutation —
der natiirlichen Zahlen 1, 2, 3. Formal miifite
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man eigentlich zwischen Permutation P=
l(l 2 n)und ihrer Ergebniszeile ij ... x
ij...x
unterscheiden. Beide legen sich aber gegen-
seitig eindeutig fest, so dal man viellach zwi-
schen Permutation (Abbildung) und Anord-
nung (Ergebniszeile) doch keinen Unterschied
macht.
Solche Anordnungen in n x n Quadraten, wo
in jeder Zeile und jeder Spalte jede der Zahlen
1, 2, ..., n genau einmal auftritt, nennt man
lateinische Quadrate
(vgl. hierzu etwa das Buch: Kombinatorik,
Deutscher Verlag der Wissenschaften (1969);
3. Aull. (1973), des Verfassers).
Wenn man bei einem lateinischen Quadrat
Zeilen untereinander beliebig vertauscht, so
entsteht immer wieder ein lateinisches Qua-
drat.
(Ein Gleiches gilt hinsichtlich der Spaltenver-
tauschung.) Ein lateinisches Quadrat der
Ordnung n, d. h. mit n x n Feldern, bestimmt

Bild 10

3

eine Menge P, Q, ..., Z von n Permutationen
aus y,. (Jede Zeile des lateinischen Quadrates
ist Ergebniszeile einer entsprechenden Per-
mutation.) Eine Zeilenvertauschung im latei-
nischen Quadrat dndert nichts an der (un-
geordneten) Menge der Permutationen. Wel-
che n-elementigen Teilmengen aus y, kom-
men fir die Bildung von lateinischen Qua-
draten der Ordnung n in Frage? Der Leser
wird selbst miihelos die nachstehende Fest-
stellung begriinden kénnen.

n Permutationen aus y, ergeben genau dann
ein lateinisches Quadrat, wenn die Karten-
diagramme dieser n Permutationen eine
Uberdeckung der n x n Felder bilden.

Eine beachtenswerte Bemerkung sei noch
gemacht. Je zwei Kartendiagramme einer
solchen Uberdeckung sind dann notwendig
disjunkt, d. h. sie iberdecken kein Feld zwei-
fach. (Denn jedes Kartendiagramm iiberdeckt
n Felder, es miissen aber insgesamt n? Felder
iberdeckt werden)

Eine Aufgabe von
Prof. Dr. rer. nat. habil.

Kurt-R. Biermann

Akademie der Wissenschaften der DDR
Leiter der A.-v.-Humboldt-Forschungsstelle

A 1764 o Gaup hat gelegentlich seine Auf-
zeichnungen verschliisselt. So gab er in einer
Aufstellung den Tag, an dem er den akade-
mischen Grad eines Doktors erhielt, d.h.
den 16. 7. 1799, durch die Zahl 8113 wieder.
Das fritheste Datum in jener Liste wird durch
die Zahl 5343 kenntlich gemacht. Das war der
Tag, an dem Gauf mit seinen Primzahl-
abzihlungen begann; er war damals noch
nicht 15 Jahre alt.

Welches Datum entspricht der Zahl 53437

ij
AR

[2T3]1]
1312

(1324)

i%)(23)

Bild 12

Fiir y5 zeigt Bild 10 den Disjunktheitsgraph.
Zwei Permutationen sind genau dann durch
eine Kante verbunden, wenn sie disjunkte
Kartendiagramme haben.

In dem ersten Teil der Figur bedeuten die
gestrichelten Kanten, daB die Permutationen
keine disjunkte Kartendiagramme haben.
Der gestrichelte Teilgraph ist also der Uber-
schneidungsgraph der Permutationen in y;.
Dieser Teilgraph ist hier mit dem in Bild 7
gezeigten Graphen gleichwertig. Aus dem
Disjunktengraph folgt:

Es gibt nur zwei Klassen von lateinischen
Quadraten der Ordnung 3. Dabei gehoren
zwei lateinische Quadrate genau dann zu ein
und derselben Klasse, wenn sie sich durch
Vertauschung von Zeilen ineinander liber-
fiihren lassen.

Nun betrachten wir noch ein Schiebespiel,
das auf 4er Permutationen [iibrt.

Es gilt entsprechend folgende

Feststellung 4

In dem Schiebespiel des Bildes 11 wird durch
eine Minimalrunde, bestehend aus 3 Ziigen,

o _ 1234
aus der identischen Permutatlonl(l 23 4)

eine Transposition als Endstellung erspielt,
und jede Transposition aus y, ist durch eine
Minimalrunde erspielbar.
Eine Aufeinanderfolge von Minimalrunden
ergibt auch hier alle moglichen Permutatio-
nen aus y4. (Hierzu vgl. man die Tabelle 2
und den Uberfiithrungsgraphen in Bild 12.)

J. Flachsmeyer

Die Tabelle 2 und Aufgaben zu diesem Bei-
trag veroffentlichen wir in Heft 5/78 (d.
Red.).



Wir kohstruieren unendlich
viele irrationale Punkte

In den [olgenden Betrachtungen wollen wir
von der Menge der nichtnegativen rationalen
Zahlen (die wir mit den gebrochenen Zahlen
identifizieren k6nnen) ausgehen.

An einige Eigenschaften dieser Zahlen wollen
wir uns zuerst erinnern:

- Die nichtnegativen rationalen Zahlen lie-
gen iiberall dicht, d. h., zwischen zwei belie-
bigen gebrochenen (nichtnegativen rationa-
len) Zahlen liegt stets eine weitere gebrochene
(nichtnegative rationale) Zahl.

— Die Menge der nichtnegativen rationalen
Zahlen laBt sich so auf die Punkte eines
Strahles abbilden, daB jeder Zahl genau ein
Punkt des Strahles zugeordnet wird, wobei
zwei voneinander verschiedenen nichtnega-
tiven rationalen Zahlen zwei voneinander
verschiedene Punkte entsprechen.

Auf die zuletzt genannte Eigenschaft wollen
wir noch einmal kurz eingehen.

Hierzu betrachten wir einen Strahl g mit dem
Anfangspunkt 0 und wihlen aul ihm eine
Einheitsstrecke e =0E. Durch n-maliges Ab-
tragen der Einheitsstrecke von O aus gelingt
es, jeder natiirlichen Zahl n genau einen
Punkt des Strahles zuzuordnen (Bild 1). Wie
finden wir den Punkt, der z. B. der rationalen

Zahl % zugeordnet werden soll?

Bid1i ° 1 z 3

-~ + ~+

0 E

Wir konstruieren einen beliebigen von 0 aus-
gehenden weiteren Strahl h, wobei wir nur
verlangen, daB er nicht in die durch O und E
bestimmte Gerade fillt (Bild 2).

Bild 2

Dann wahlen wir uns eine Strecke beliebiger
Lange und tragen sie von 0 aus auf unserem
zweiten Strahl fiinfmal ab. Wir erhalten eine
Strecke 0A. Jetzt verbinden wir 4 mit £ und
ziehen durch den dritten Teilpunkt die
Parallele zu ﬁ, sie schneide OE in S. Diesen

Punkt ordnen wir der Zahl % zu. Aus dem be-

schriebenen Verfahren kann man entnehmen,
wie [iir eine beliebige nichtnegative rationale

Zahl ’5 der ihr zuzuordnende Punkt auf un-
serem Strahl zu finden ist.

Ist P der Punkt, der der nichtnegativen Zahl
% entspricht, so ist die Zahl r;n gleichzeitig die

MaBzahl der Strecke OP in bezug auf die ge-
wihlte Einheitsstrecke e.
Die den rationalen Zahlen zugeordneten
Punkte wollen wir rationale Punkte unseres
Strahles nennen.
DaB die nichtnegativen rationalen Zahlen
iiberall dicht liegen, besagt geometrisch, da
zwischen zwei rationalen Punkten (und ist ihr
Abstand voneinander auch noch so klein)
immer noch ein weiterer rationaler Punkt
liegt.
Vertrauen wir unserer Anschauung, so kimen
wir zu dem SchluB, daB3 wir bei unserer Zu-
ordnung alle Punkte des Strahles verbraucht
haben, jede Strecke hétte dann eine rationale
Mafzahl. Im Unterricht der 7. Klasse wird
nun aber eine Strecke konstruiert, die keine
rationale MaBzahl haben kann.
Zu dieser Strecke kommt man auf folgendem
Wege:
Man konstruiert ein Quadrat ABCD, dessen
Diagonalen die MabBzahl 2 haben (Bild 3).
Wenn x die MaBzahl der Quadratseite AB be-
zeichnet, so muf3 fiir den Flacheninhalt des
Quadrates gelten:

1-1

242 "9
x o) 2
D C
Bild 3
3
é
X
A 8

Wir wollen jetzt beweisen, daB x keine
rationale Zahl sein kann, daB also die
Strecke AB keine rationale MaBzahl besitzt.
Hierzu nehmen wir an, daB x doch eine

. . - m
rationale Zahl ist. Weil wir dann x=—, m, n
n

natiirliche Zahlen, n+0, setzen konnen, folgt
2
':—2= 2 oder m*=2n2.
Wir benutzen jetzt, daB sich jede natiirliche
Zahl eindeutig in Primfaktoren zerlegen ld0t.
Soistz B.168=23-3-7.
Wenn eine beliebige natiirliche Zahl p vor-
gelegt wird, so kann man sie daher stets in
der Form p=2*p’ darstellen, wobei p’ eine
ungerade Zahl bezeichnet. (In unserem Bei-
spiel ist 168=2%-21.) Denken wir uns jetzt
von den Zahlen m und n die Zweierpotenzen
abgespalten. Es sei also m=2m’, n=2'r,
wobei m’, n’ ungerade natiirliche Zahlen be-
zeichnen. Dann erhalten wir
mZ — zkzkmlz — 2karz
nz = 2!2!n/2 - zz:n:z
2n2=2 . 221nf2=221+ lnr24
Aus unserer Annahme, daB m?=2n? gilt,
wiirde also folgen, daf} ein und dieselbe natiir-
liche Zahl N (ndmlich N=2%*m'? und
N =2'*1y2) den Faktor 2 einmal in gerader,
zum anderen in ungerader Anzahl enthilt.
Dqs ist wegen der Eindeutigkeit der Zerle-
gung einer nattirlichen Zah! in Primfaktoren
nicht moglich.
Wir haben also bewiesen:
1. Es gibt keine rationale Zahl, deren Quadrat
2 ist.
2. Die Strecke AB des Quadrates ABCD kann
keine rationale Mafzahl haben.
Tragen wir jetzt die Strecke AB aul unserem
Zahlenstrahl von O aus ab, so kann ihr End-
punkt nicht mit einem rationalen Punkt un-
seres Strahles zusammenfallen (Bild 4). Ob-
wohl die rationalen Punkte auf unserem
Strahl dicht liegen, blieb Platz fiir einen
nichtrationalen (irrationalen) Punkt. Nach
diesem Ergebnis wird man fragen, ob es wohl
noch mehr irrationale Punkte aul unserem
Strahl! gibt, und, was damit gleichbedeutend
ist, ob man noch mehr Strecken finden kann,
die keine rationale MaBzahl haben.

Bild 4

0*A E ]

Wir wollen jetzt beweisen:

Zu jeder Strecke mit rationaler MaBzahl
kann eine Strecke gefunden werden, die keine
rationale MaBzahl hat, wobei zwei voneinan-
der verschiedene Strecken mit rationalen
MaBzahlen zwei voneinander verschiedenen
Strecken entsprechen, die keine rationale
MaBzah! besitzen.

Hierzu betrachten wir wieder unseren Strahl,
aul dem wir uns alle rationalen Punkte ein-
gezeichnet denken, dabei bezeichne 0E =¢’
unsere Einheitsstrecke.

Wir greifen jetzt einen beliebigen rationalen
Punkt A heraus, iiber 04 konstruieren wir
das Quadrat 0ABC (Bild 5). Nun zeigen wir:
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Wie wir auch den rationalen Punkt A wih-
len, stets kann der Strecke OB keine rationale
MaBzahl zugeordnet werden, tragen wir sie
also von 0 aus auf unserem Strahl OE’ ab,
so muB ihr Endpunkt einen irrationalen
Punkt I treffen. Zum Beweis nehmen wir an,
die Strecke 0B hat doch eine rationale MaB-
zahl, dann konnen wir sie als rationales Viel-
faches der Strecke OE'=¢’ darstellen.

c B
Bild 5
0 E' A I
Wir konnen also schreiben @=d£e’, ¢, d

natiirliche Zahlen, d+0. Weil nach Voraus-
setzung A ein rationaler Punkt ist, gilt auch

ﬂ=§?, p, g natiirliche Zahlen, g+ 0. Dann

ist aber auch O_A=E?,@=ﬂ?.
qd dgq

Wir teilen jetzt die Strecke OF in gd. Teile und
wihle

E=ﬁ=i@ als neue Einheit.
qd

Dann ist ﬁ=5—z;=pd¢_e, (ﬁ:Z—Z? = ch.

In bezug auf unsere neue Einheit OE = e haben
unsere Strecken 0A und 0B dann sogar natiir-
liche MaBzahlen.

¢ 8
Bild 6
Qlt
v,
A
me
0o E E' A

Wir konnen daher pd=m, cq=n setzen
(Bild 6). Fiir den Flidcheninhalt unseres Qua-
drates muB dann

nn
22 n?
2_y4.%2 % 2"
m?*=4 > ,alsom 2
2
oder %=2 gelten.

Aus unserer Annahme, daB die Strecke 0B
eine rationale MaBzahl hat, kommen wir zu
dem SchluB, daB es eine rationale Zahl

%gibt, deren Quadrat 2 ist.

Wir haben aber schon bewiesen, daB es eine
rationale Zahl mit dieser Eigenschaft nicht
geben kann. Unsere Annahme, daB die
Strecke OB eine rationale MaBzahl hat, ist
also falsch.

Damit haben wir gefunden:

Es gibt unendlich viele Strecken, die keine
rationale Maf3zahl haben.

Fiir die Punkte unseres Strahles bedeutet das:
Aul dem Strahl gibt es unendlich viele irratio-
nale Punkte. In Bild 7 sind (ur drei rationale
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Punkte Ry, R,, R3 die ihnen entsprechenden
irrationalen Punkte I,, I,, /3 eingezeichnet.
Hat man also nur die Menge der rationalen
Zahlen zur Verfugung, so haben unendlich
viele Strecken keine MaBzahl.

Bild 7

0 E RIR LRy I,

Das ist einer der Griinde, warum der Bereich
der rationalen Zahlen zu einem ihn umfas-
senden Bereich erweitert wird. Diesen neuen
Bereich, den man in der 9. Klasse niher ken-
nenlernt, bezeichnet man als den Bereich der
reellen Zahlen. Uber diesen Bereich R soll
hier nur gesagt werden:

Legt man eine Einheitsstrecke zugrunde, dann
kann jeder Strecke genau eine nichtnegative
Zahl aus R (ihre MaBzahl) zugeordnet wer-
den, wobel zwei voneinander verschiedenen
Strecken verschiedene Zahlen entsprechen,
und umgekehrt entspricht jeder nichtnegati-
ven Zahl aus R genau eine Strecke, deren
Malfzaht gerade diese Zahl ist. Aus unserem
oben erhaltenen Ergebnis kdnnen wir fol-
gern, dafl dieser Bereich unendlich viele
nichtrationale (irrationale) Zahlen besitzen
muB.

Jetzt erhebt sich die Frage:

Haben wir bei unserem Verfahren alle irra-
tionalen Punkte erfaBt, oder gibt es Strecken,
denen zusitzlich zu den von uns gefundenen
keine rationale MaBzah! zugeordnet werden
kann? Um eine Antwort auf diese Frage zu
finden, 16se der Leser folgende Aufgabe:
Zeichne einem Halbkreis mit dem Radius
Eins ein rechtwinkliges Dreieck ein, dessen
eine Kathéte die MaBzah! Eins hat (Bild 8).

Bild 8

a) Beweise, dafl die MaBzahl y der Kathete
0B keine rationale Zahl sein kann!
Hinweis: Nimm an, daB y doch rational ist,

m . -
y=—, m, n von Null verschiedene natiirliche
n

Zahlen! Dann muB (wegen y?=3) m?=13n?
sein. Spalte von den Zahlen m und n die
Dreierpotenzen ab, und zeige, daB die zuletzt
aufgestellte Gleichung nicht durch natiirliche
Zahlen erfiillt werden kann!

Bild 9

Betrachte jetzt einen beliebigen Halbkreis'mit
der einzigen Bedingung, daB sein Radius eine
rationale MaBzahl r hat! Zeichne ihm ein
rechtwinkliges Dreieck ein, dessen eine Ka-
thete die MaBzahl r hat (Bild 9)! Beweise,
daB die MaBzahl y’ der anderen Kathete
irrational ist!

’

. . m
Losungsskizze: Angenommen y’=7, m, n

von Null verschiedene natiirliche Zahlen.
Dann folgt

(ﬁ) - 3<3>2, (m, @ =3pn)*
n q

Dal} die letzte Gleichung nicht durch natiir-
liche Zahlen erfiillt werden kann, hast du
schon gezeigt.
Der Leser hat hiermit gefunden, daB auch auf
diesem Wege unendlich viele Strecken erhal-
ten werden konnen, die keine rationale MaB-
zahl besitzen. Nun konnte es aber sein, daf
die im ersten Verfahren erhaltenen unendlich
vielen irrationalen Punkte unserer Zahlen-
geraden mit den unendlich vielen irrationalen
Punkten, die das zweite Verfahren liefert,
ibereinstimmen. Daher wollen wir beweisen:
Jede Strecke mit einer irrationalen MaBzahl,
die uns das erste Verfahren liefert, ist von
jeder Strecke mit irrationaler Maf3zahl, die
das zweite Verfahren ergibt, verschieden!
Wir bezeichnen die Menge der im ersten Ver-
fahren konstruierten Strecken, die keine
rationale Mafzahl haben, mit 2, die Menge
der Strecken, die nach dem zweiten Verfahren
keine rationale MaBzahl haben, mit B.
Jetzt nehmen wir an, daB 04 eine Strecke ist,
die sowohl zur Menge U als auch zur Menge
B gehort, j bezeichnet ihre MaBzahl. Dann
muB auf Grund unserer Konstruktionsver-
fahren

j2=2r? und j2=3r'? gelten,
wobei r, r von Null verschiedene rationale
Zahlen bezeichnet. Daraus folgt

2r:=3r2

. , S
Nun setzen wir r=§, r = p, 4, s, t von Null

verschiedene natiirliche Zahlen. Dann folgt
2 2
2% = 3f—2, also 2(pt)? = 3(sq)?, oder,

wenn wir pt =m, sq=n setzen,

2m? =3n2, (*)
Nun spalten wir von m und n die Zweier- und
Dreierpotenzen ab, m=2'3*m’, n=23%'.
Jetzt setze der Leser die fiir m und n erhal-
tenen Ausdriicke in (*) ein und weise nach,
daB es keine von Null verschiedenen natiir-
lichen Zahlen m und n geben kann, die die
Gleichung (*) erfiillen. Die Annahme, daf3 es
eine Strecke mit irrationaler MaBzahl gibt,
die sowohl zur Menge U als auch zur Menge
B gehort, ist damit zum Widerspruch ge-
fiihrt.
Ob die MafB3zahlen der Strecken, die zu den
Mengen U oder B gehoren, jetzt alle irratio-
nale Zahlen erschopfen?



Wir werden zeigen, daf man durch einfache
Konstruktionsverfahren wieder zu unendlich
vielen irrationalen Zahlen kommen kann, dann
wieder zu unendlich vielen irrationalen Zahlen
und wieder und noch einmal und das so oft wir
wollen.

Dann werden wir beweisen, dafi auch nicht
zwei von allen diesen irrationalen Zahlen gleich
sind!

Betrachten wir noch einmal die bei unserem
ersten Verfahren zuerst gefundene irrationale
Zahl x. Dann ist jede Zahl rx=x’, r rational,
r#0, irrational.

Denn aus der Annahme, dal3 rx rational ist,

m m . .
also rx=;, folgt, daB x=; rational ist, und

das widerspricht unserer Voraussetzung iiber
x.

Ist ry#r;, so ist auch rix+r;x, denn wire
rix=ryx, so erhielten wir (ry —r;)x=0. Weil
x=+0ist, muB ry —r,=0 sein, also r; =r, ent-
gegen unserer Annahme.

Denken wir also in rx fiir r alle von Null
verschiedenen rationalen Zahlen eingesetzt,
so erhalten wir unendlich viele irrationale
Zahlen. Fiir r>0 sind das gerade die Zahlen,
die unser erstes Verfahren lieferte (siche
Bild 7).

Bezeichnet y die beim zweiten Verfahren zu-
erst konstruierte irrationale Zahl, so ist auch
jede Zahl y'=ry, r rational, r#0, irrational,
und das sind wieder unendlich viele. Fiir
r>0 erhalten wir die beim zweiten Verfahren
konstruierten Zahlen (siehe Bild 8 und 9).
Wir wissen schon, daB die Beziehungryx=r,y
dann und nur dann gelten kann, wenn
ry=r,;=0ist (denn im anderen Falle gibe es
eine Strecke, die sowohl zur Menge U als
auch zur Menge B gehort). Ausgehend von
diesen Zahlen konstruieren wir jetzt leicht
weitere irrationale Zahlen. Wihlen wir z. B.
eine von Null verschiedene rationale Zahl a,
und betrachten alle Zahlen a,+rx, r+0,
r rational, so ist jede dieser Zahlen irrational.
Denn aus der Annahme, daB a, +rx=r

—a,

. . r . .
rational ist, folgt, daB x = rational ist.

Beweise: Wenn r, *r,, ry, r, rational, so ist
ay+rixfa;+rax.

Denken wir also in a; +rx fiir r alle von Null
verschiedenen rationalen Zahlen eingesetzt,
so erhalten wir wieder unendlich viele irratio-
nale Zahlen, und jede dieser Zahlen ist ver-
schieden von jeder der Zahlen rx!

Gibe es namlich von Null verschiedene ra-
tionale Zahlen ry, r;, so daB a;+r;x=r,x
ist, so wiirde a,=(r,—r;)x folgen. Weil
a;#0 und x=+0 ist, muB dann r,3r,, also

x= sein. Weil nach Voraussetzung x

r2—r
irrational ist, kann die letzte Beziehung nicht
gelten.
Wihlen wir jetzt eine von Null und a, ver-
schiedene rationale Zahl a, und denken in
a;+rx fir r alle von Null verschiedenen
rationalen Zahlen eingesetzt, so bekommen

wir wieder unendlich viele irrationale Zahlen,
und jede dieser irrationalen Zahlen ist ver-
schieden von jeder der zuvor konstruierten
unendlich vielen irrationalen Zahlen a; +rx!
Der Leser beweise die zuletzt aufgestellte Be-
hauptung.

Wihlen wir jetzt eine von Null und a; und a,
verschiedene rationale Zahl a3, so erhalten wir
wieder, wenn wir in a;+rx, r+0, r rational,
alle rationalen Zahlen eingesetzt denken, un-
endlich viele irrationale Zahlen, die von den
bisher konstruierten verschieden sind. So
kann man fortfahren.

Ausgehend von unserer beim zweiten Ver-
fahren zuerst konstruierten irrationalen Zahl
y kann man ebenso unendlich viele irratio-
nale Zahlen a, +ry (a;#0, r+0, a,; r ratio-
nal, a, lest gewihlt), dann unendlich viele
irrationale Zahlen a,+ry (a,%a,, a,+0,
r+0, a,; r rational, a, lest gewahlt) kon-
struieren und so [ort. Dabei ist jede der
Zahlen a,+r,y von jeder der Zahlen a, +r,x
verschieden!

Denn aus der Annahme, daB es von Null
verschiedene rationale Zahlen a,, a,, ry, r2
gibt, fiir die a; +ryx=a, +r,y ist, [olgt
ay—az=ra2y—rix,

(@1 —a2)?=r2p?+r12x% =2ryr yx.

Beachten wir, daB x?=2 und y*=3 ist, so
folgt yx=b, b rational, und hieraus

b
yx~x=bx,y=§x.

Nun ist §x=x’ eine aul Grund des ersten
Verfahrens gewonnene irrationale Zahl. Wir
haben aber schon bewiesen, daBl jede beim
ersten Verfahren konstruierte irrationale Zahl
verschieden von jeder beim zweiten Verfahren
erhaltenen irrationalen Zahl ist. Die Be-
ziehung y = x’ liefert uns daher den gewiinsch-
ten Widerspruch.

DaB es uns gelingen konnte, so viele irratio-
nale Punkte auf dem Zahlenstrahl zu finden,
hitte der Leser am Anfang unserer Betrach-
tungen wohl nicht vermutet. Das bisherige
Ergebnis iibersteigt ja auch unser anschauli-
ches Vorstellungsvermogen. Greifen wir aber
eine einzelne irrationale Zahl aus den von uns
entdeckten heraus, so konnen wir den ihr ent-
sprechenden irrationalen Punkt auf der Zah-
lengeraden leicht [inden. (Konstruiere die zu
%+2x, 3+%y gehorigen irrationalen Punk-
te!) Stellen wir uns jetzt die Frage, ob die
durch unsere Konstruktionen gefundenen ir-
rationalen Punkte des Zahlenstrahles alle
irrationalen Punkte erfassen, so werden wir
nach den bisherigen Ergebnissen gewil mit
der Antwort z6gern.

Wir konnen tatsichlich, ausgehend von einem
dhnlichen Verfahren, das zu den Zahlen x und
y fiihrte, eine weitere irrationale Zahl z [inden
und mit deren Hilfe sofort wieder unendlich
viele irrationalen Zahlen konstruieren, die
von allen bisher gelundenen verschieden sind.
Der Leser versuche es!

Doch wie wir auch unsere weiteren Konstruk-
tionsverfahren anlegen, eine irrationale Zahl
erfassen wir bei diesem Vorgehen sicher
nicht, es ist die uns aus der Schule bekannte
irrationale Zah! n. Diese Behauptung wollen
wir abschlieBend diskutieren.

Wir wissen schon, daBB wir jede Strecke mit
der irrationalen MaBzahl a+bx bzw. a+by
(oder auch a+ bz) konstruieren kdnnen, und
zu dieser Konstruktion reichen die Zeichen-
hilfsmittel Zirkel und Lineal aus.

Wire nun = eine irrationale Zahl, die unsere
bisherigen Konstruktionsverfahren liefern, so
gibe es rationale Zahlen a; und b, oder ay
und b;{ oder af und bf, so daB entweder
n=a;+b;x oder m=a,+b/x (oder auch
n=aj+b}z) ist. Nehmen wir an, daB} die
erste Beziehung gelte. Dann konnten wir,
wieder nur unter Benutzung von Zirkel und
Lineal, ein Rechteck konstruieren, dal3 den
Flacheninhalt n=a; + b,x hat (siche Bild 10).
Durch eine einfache Konstruktion (siehe
Bild 11) geldnge es, ein dem Rechteck ABCD
flachengleiches Quadrat DEFG zu konstru-
ieren, und wieder kimen wir mit den Zeichen-
hilfsmitteln Zirkel und Lineal aus.

) ¢
A ay +byx B
Bild 10
F
(3
G x
Bild 11 P g ¢
A B

Unter der Annahme, daB die Strecke mit der
nichtrationalen MaBzah!l = eine der bereits
oben erhaltenen Strecken ist, die keine ratio-
nale Mafzahl besitzen, kommen wir zu dem
Ergebnis:

Man kann allein mit Benutzung der Zeichen-
gerite Zirkel und Lineal ein Quadrat kon-
struieren, dessen Flicheninhalt gleich dem
Flacheninhalt des Einheitskreises ist.

Der erst mit den Anlangsgriinden der Mathe-
matik vertraute Junge Mathematiker wird
sich an diesem Ergebnis nicht stoBen. Daher
sollen hier einige Worte zu dem beriihmten
mathematischen Problem, aufl das wir hier
gestoBen sind, gesagt werden.

Fast 2000 Jahre hindurch hat man sich um
die Losung folgender Aufgabe bemiiht:
Zeichne nur unter Benutzung der Hillsmittel
Zirkel und Lineal ein Quadrat, das denselben
Fliacheninhalt hat wie der Einheitskreis!

Es handelt sich hier um das sogenannte Pro-
blem der ,,Quadratur des Kreises“. So manch
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einer hat diese Aufgabe zu losen versucht,
doch alle Bemiihungen waren vergeblich.
Selbst in der Umgangssprache fand dieses
Problem seinen Niederschlag. So sagt man
oft von einem, der sich ein nicht erreichbares
Ziel gestellt hat: Der will die Quadratur des
Kreises finden! Erst am Ende des vorigen
Jahrhunderts konnte der Mathematiker Lin-
demann (1852 bis 1939) einen sehr aligemei-
nen Satz iiber die Zahl n beweisen, der als
Spezialfall das folgende Ergebnis enthilt:
Es ist nicht moglich, nur unter Benutzung von
Zirkel und Lineal ein Quadrat zu kon-
struieren, dessen Flacheninhalt gleich dem
Flicheninhalt des Einheitskreises ist.
Nun zuriick zu unserer Fragestellung:
Aus der Annahme, daB die irrationale Zahl n
MabBzahl einer Strecke unserer oben kon-
struierten Strecken ist, folgt, dal wir, aus-
gehend von der Einheitsstrecke, nur unter
Benutzung von Zirkel und Lineal ein Quadrat
konstruieren konnen, dessen Fldcheninhalt
gleich dem Fliacheninhalt des Einheitskreises
ist. Weil das aber nicht moglich ist, muBl
unsere Annahme falsch sein. Unsere Kon-
struktionsverfahren lieferten uns zwar un-
endlich viele irrationale Punkte auf unserem
Zahlenstrahl, die Menge aller irrationalen
Punkte haben wir aber nicht erschopft. Durch
die Untersuchungen von Georg Cantor (1845
bis 1918), dem Begriinder der Mengenlehre,
wurde deutlich, daB3 die oben konstruierte
Teilmenge von irrationalen Zahlen im Ver-
gleich zur Menge aller irrationalen Zahlen
,arm‘ ist.

Gisela Vetter

Ornament R. Boyd, New York
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1. Das Sieb des Eratosthenes

In dem vielseitigen Werk von C.F.GauB
nimmt die Zahlentheorie einen hervorragen-
den Platz ein, in deren Rahmen er die Ver-
teilung der Primzahlen zu einem Hauptpro-
blem erkldrte. Im Unterricht kommt dies
ziemlich kurz weg. Wenn die Primzahlen ein-
gefilhrt werden, erfolgt ein Hinweis aul
Eratosthenes (um 200 v.d. Z. in Alexandria),
der durch sein ,,Sieb* eine Methode zur Fest-
stellung aller Primzahlen im Zahlenraum bis
R (R eine natiirliche Zahl) angab.

Welche Schritte muB man gehen, um nach
diesem ,,Sieb des Eratosthenes“ im Zahien-
raum, sagen wir bis R=100, die Primzahlen
von den Faktor-Zahlen (oder kurz F-Zahlen)
abzusondern, d. h., von solchen Zahlen, die
man als Produkt zweier oder mehrerer Prim-
Faktoren auffassen kann und die landlaufig
als ,teilbare Zahlen" bezeichnet werden?

1. Man schreibt die natiirlichen Zahlen des
Zahlenraumes bis R=100 nach der Grofe
geordnet nieder: 123 ... 100.

2. Man streicht alle Vielfachen von 2, also
46...100

3, Man streicht alle Vielfachen der nachst-
groBeren stehengebliebenen Zahl, ndmlich
der 3, soweit sie noch nicht gestrichen sind,
also:9 1521 ... 99.

4, Man streicht alle Vielfachen der nunmehr
néchstgroBeren stehengebliebenen Zahl, ndm-
lich der 5, soweit sie noch nicht gestrichen
sind, also: 25 35 55 65 85 95.

5. Mit der nunmehr nichstgroBeren stehen-
gebliebenen Zahl verfahren wir entsprechend,
namlich mit der Zahl 7; also streichen wir:
49 77 91.

Fiihlten wir uns jetzt versucht, diese Prozedur
an der nunmehr nichstgroBeren stehenge-
bliebenen Zahl, niamlich 11, vorzunehmen,
so miiften wir zu unserer Uberraschung fest-
stellen, daB alle ihre Vielfachen im Zahlen-
raum bis R=100 (22 33 44 ... 99) bereits
gestrichen sind, und zwar als Vielfache der
kleineren Zahten 2 3 5 und 7 (vergl. Tafel 11).
Jede in Talel 1 gestrichene Zahl ist eine F-
Zahl; unter ihr ist der kleinste ihrer Prim-
faktoren angegeben, als dessen Viellaches
die Zahl gestrichen wurde (z. B. wurde 30
=2-3-5 als Vielfaches von 2 gestrichen).

Jede stehengebliebene Zahl (auBer 1, aufl
deren Sonderstellung hier nicht eingegangen
wird), ist eine Primzahl, nimlich:
235711131719232931374143475359
61 67 71 73 79 83 89 97,

fiinfundzwanzig an der Zahl.

An Hand des Siebvorganges nach Erato-
sthenes machen wir uns einige Zahlenbezie-
hungen bewuBt und fassen einige Begriffe
genauer:

1. Die Menge der natiirlichen Zahlen zerfallt
in Primzahlen (hier als p-Zahlen bezeichnet)
und Faktorenzahlen (hier als F-Zahlen be-
zeichnet).

2. Was im Sieb des Eratosthenes als ,,strei-
chen“ bezeichnet wird, heiBt hier ,16schen*.
Indem man eine Zahl 16scht, weist man ihren
Charakter als Vielfaches einer Primzahl p
und damit als F-Zahl nach. Die betreffende
Primzahl p heit dann ,,Loschzahl“.

3. Hiernach bezeichnen wir in dem oben an-
gefiihrten Beispiel die Zahlen 2 3 5 und 7 als
Léschzahlen fiir den Zahlenraum bis R = 100.
Loschzahlen sind immer Primzahlen. Wir
sehen nun genauer an, wo die 16schende Wir-
kung jeder einzelnen Primzahl p beginnt:

Loschzahl p 23 57
Kleinste durch p
geloschte Zahl (p?!) 492549

Die kleinste Zahl, bei der die l6schende Wir-
kung einer Primzahl p wirksam wird, ist ihre
zweite Potenz, also p>. (1)
Zum Beweis betrachten wir ein Vielfaches
px von p mit px < p2. Aus px < p? [olgt jedoch
x<p, und px wurde bereits geloscht als Viel-
faches von x, falls x eine Primzahl ist, bzw.
als Vielfaches seines kleinsten Primlaktors,
falls x keine Primzahl ist. Daraus erklirt sich,
daB bei der Anwendung des Siebverfahrens
auf den Zahlenraum bis 100 die Zahl 11 als
Loschzahl nicht mehr auftritt, denn ihre
16schende Wirkung beginnt nach (1) erst bei
112=121.

Aus (1) folgt auch:

Die Lischzahlen im Zahlenraum bis R sind
genau diejenigen Primzahlen, die nicht grifier
sind als 2)

Beweis: Die 1oschende Wirkung einer Prim-
zahl p> VE beginnt nach (1) erst bei p>>R.



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 2 2 3 2

N R 23 24 25 2% Y W 2% P
3 2 2 5 2 3 2 2
41 42 43 44 45 45 4T 48 H 0
2 2 3 2 2 7 2
6l 62 63 4 65 66 67 68 6 70
2 3 2 5 2 2 3 2
81 8 83 84 8 % &7 & 89 9P
3 2 2 5 2 3 2 2

12 13 18 15 16 17 18 19 20

2 203 2 2 2
31 32 3B M B P 33T R P 4

2 3 2 5 2 2 3 2
N2 S3H S Y B9 W
3 2 2 5 2 3 2 2
MR 3B B YW B9 80

2 2 3 2 1 2 2
N RN P BB P T R P I
7 2 3 2 5 2 2 3 2

Tafel 1: Der Zahlenraum bis R=100 nach dem Streichvorgang

laut ,,Sieb des Eratosthenes*

2. Die Rolle der natiirlichen Zahi 6

Die Feststellung von Primzahlen nach dem
Siebverfahren wird um so komplizierter, je
groBer wir R wihlen. Dies ist hauptsdchlich
darauf zuriickzufiihren, daBl die Anzahl der
Loschzahlen immer groBer wird. Waren es
bei R=100vier(2357),sosind es bei R =1000
schon 11(2357 111317192329 31) und bei
R =10000 [iinfundzwanzig (... 97).

Die nachfolgende Aussage (3) ermoglicht uns,
bei den weiteren Untersuchungen die Losch-
zahlen 2 und 3 aus dem Spiele zu lassen und
von vornherein aus dem Sieb zu werfen. Es
gilt:

Jede Primzahl p>S ist auf dem Zahlenstrahl
einem n-fachen der natiirlichen Zahl 6 be-
nachbart (n eine natiirliche Zahl). 3)

Beweis: Eine Primzahl sei p=5. Wo sie aul
dem Zahlenstrahl liegt, bietet er folgendes
Bild: ... p—1pp+1 ...

Unter drei aufeinanderfolgenden natiirlichen
Zahlen befindet sich genau eine, die ein Viel-
faches von 3 ist. Da p als Primzahl nicht
durch 3 teilbar ist, kommt hierfiir entweder
p—1 oder p+1 in Frage. Als Primzahi ist p
eine ungerade Zahl, ihre Nachbarzahlen p—1
und p+1 miissen demnach gerade Zahlen
sein. Eine von ihnen ist, wie oben bewiesen,
ein Vielfaches von 3; dieses ist demnach auch
Vielfaches von 6, womit unsere Behauptung
(3) bewiesen ist.

Da bei unseren weiteren Untersuchungen die
Vielfachen von 6 eine gewichtige Rolle spielen
werden, so geben wir ihnen eine Bezeichnung,
niamlich S-Zahlen (Symbol S).

Ihre Strukturformel lautet ganz einfach S=6n
(n eine natiirliche Zahl). 4)
Hier konnte die Frage aufgewerlen werden,
ob eigentlich p—1 oder p+1 die S-Zahl ist.
Nun kann das bald die eine, bald die andere
sein, niemals beide zugleich. Angenommen,
p—1 sei S-Zahl: dann gilt p—1=6n und
p=6n+ 1. Hier ist die Primzahl p um eine
Einheit grofler als die benachbarte S-Zahl,
liegt also oberhalb von ihr und wird deshalb
mit po bezeichnet. Thre Strukturformel lautet
Po=6n+ 1. (5)

Entsprechend 148t sich [iir die unterhalb der
S-Zahl gelegene Primzah! herleiten:
pu=6n—1. (6)
Die genaue Antwort aufl die gestellte Frage
haben wir eigentlich noch nicht gegeben,
mindestens noch nicht begriindet. Hierfur
geniigt ein Blick aul den Zahlenstrahl, am
besten im Zahlenraum bis R =20. Hier sind
allen S-Zahlen nach unten und nach oben
Primzahlen angelagert(... 567 ... 11 1213 ...
17 18 19). An der Gruppierung ... 11 12 13 ...
z. B. ersehen wir, daB sich fir die Primzahl
p=11 die benachbarte S-Zahl durch p+1,
fiir die Primzahl p= 13 durch p— 1 darstellen
laBt.

Hitten die Menschen in einem Entwick-
lungsstadium, wo sie noch nicht iiber die
Zahl 20 hinaussahen, bereits ,,Primzahi-
forschung® betrieben, so wiren sie in Ver-
suchung gekommen, unseren Satz (3) umzu-
kehren: Ist eine Zahl einer S-Zahl benach-
bart, dann ist sie eine Primzahl. Bei Weiter-
schreiten aul dem Zahlenstrahl hitte aber die
Gruppierung ... 2324 25 ... diese Umkehrung
widerlegt. Dabei ist der S-Zahl 24 immerhin
noch eine Primzahl benachbart; die S-Zahl
120 hat aber sowohl nach unten als auch nach
oben als Nachbarn nur F-Zahlen.

Wir kénnen also von unserem Satz (3) keine
Umkehrung bilden, kénnen aber seine Aus-
sage noch treffender fiir unseren Zweck for-
mulieren:

Nur bei Nachbarzahlen der S-Zahlen besteht
die Méglichkeit (M), dap sie sich als Primzah-
len erweisen. 7

Diese Nachbarzahlen bezeichnen wir als M-
Zahlen, und zwar als Mu-Zahlen, wenn sie
unterhalb der S-Zahl liegen, als Mo-Zahlen,
wenn sie oberhalb liegen.

Ordnet man die natiirlichen Zahlen so an,
wie dies in Talel 2 fiir den Zahlenraum bis
R =102 vorgenommen worden ist, daB nim-
lich je sechs der GroBe nach untereinander
gesetzt werden, so enthilt die erste waage-
recht liegende Sdule nur samtliche Mo-
Zahlen (Mo-Siule), die fiinfte simtliche Mu-
Zahlen (Mu-Sdule) und die sechste nur simt-
liche S-Zahlen (S-Sdule). Aber auch die
zweite, die dritte und die vierte Saule sind in
Hinsicht auf die Teilbarkeit durch 3 dhnliche
Kategorien (g,-Sdule, D-Siule, g,-Sdule).

3. Die sechs Restklassen
der natiirlichen Zahlen bei
Division durch 6

Wie aus den Erlduterungen zu Tafel 2 er-
sichtlich, zerfdllt die Menge der natiirlichen
Zahlen in Hinsicht aul ihre Teilbarkeit durch
6 in sechs Kategorien, die man Restklassen
nennt, da alle Zahlen einer solchen Rest-
klasse bei Division durch 6 denselben Rest
lassen. Zahlen aus der Restklasse ,,0" sind
demnach die durch 6 teilbaren Zahlen, d. h.
Zahlen der Gestalt 6n (n natiirliche Zahl), wir
nannten sie S-Zahlen.
Wir wissen schon, daB Primzahlen =5 nur
unter den Nachbarn von S-Zahlen zu finden
sind, d. h. bei Division durch 6 den Rest |
(Mo-Zahlen) oder den Rest 5 (Mu-Zahlen)
lassen. Sie haben die Gestalt 6n+1 bzw.
6n+5 (n natiirliche Zahl). Die D-Zahlen
sind solche der Form 6n+ 3, d. h. ungerade,
durch 3 teilbare Zahlen; ihre Nachbarzahlen
gu bzw. g, sind dann gerade Zahlen der Ge-
stalt 65+ 2 bzw. 6n+ 4 (n natiirliche Zahl).
Um rasch bestimmen zu konnen, welcher
Restklasse eine natiirliche Zahl angehort,
kann man folgenden Satz benutzen:
Eine Zahl ldft bei Division durch 3 denselben
Rest wie ihre Quersumme. (8)
F. Franke

(Fortsetzung und SchluB in Heft 5/78; d.
Red.)

Tafel 2: Die sechs Restklassen der natiirlichen Zahlen im Zahlenraum bis R=102
bei Division durch 6, in waagerecht liegende Saulen gruppiert

Mo () 7 13 19 25 31 37
Yu 2 8 14 20 26 32 38
D 39 15 21 27 33 39
Jo 4 10 16 22 28 34 40
Mu S 117 23 29 35 41
S 6 12 18 24 30 36 42

43 49 55 61 67 73 719 85 91 97
44 50 56 62 68 74 80.8 92 98
45 51 57 63 69 75 811 87 93 99
46 52 58 64 70 76 82 88 94 100
47 53 59 65 71 77 83 89 95 101
48 54 60 66 72 78 84 90 96

102
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Gute Grundkenntnisse gefragt

Klasse 5

ala Versuche, bei den folgenden Glei-
chungen bzw. Ungleichungen fiir die Varia-
blen solche Zahlen einzusetzen, daBl wahre
Aussagen entstehen!

a)x+x=0 d)0:a>0
b)y+0=y e) r—0=r
c)z-0=0 Hx-x>x

Untersuche jeweils, ob es auch mehrere
Losungen gibt!

A2a VonLichtendorfnach Kummersbach
kann man mit dem Autobus iiber Miillerwitz
oder iiber Siebenberg fahren. In beiden Fillen
muB man umsteigen. Uber Miillerwitz sind es
35 km, iiber Siebenberg 29 km. Hans mochte
moglichst schnell von Lichtendorf nach Kum-
mersbach kommen.

L

s K

Konntest du ihm empfehlen, welche Buslinie
er wihlen soll?

A3 A Zeichne Rechtecke mit den folgenden
Abmessungen der Seiten a und b; bestimme
ihren Umfang und ihren Flicheninhalt!

4 (in cm) 5 5 5 11 10
b (in cm) 1 3 5 1 2
a (in cm) 8 6 12 36 18
b (in cm) 4 6 3 1 3
Entscheide dann, ob Steffen recht hat, wenn
er behauptet:

a) ,Zwei Rechtecke mit gleichem Umfang
haben stets den gleichen Flicheninhalt.“

b) ,,Zwei Rechtecke mit gleichem Flichenin-
halt haben stets den gleichen Umfang.“

¢) ,, VergroBert man den Umfang eines Recht-
ecks, so wichst stets auch sein Flidchenin-
halt.“

d) ,,VergroBert man den Flidcheninhalt eines
Rechtecks, so wichst stets auch sein Um-
fang.“

e) ,Jedes Rechteck mit einem Fliacheninhalt
von 36 cm? hat einen Umfang von minde-
stens 24 cm.”
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0) ,,Zu jedem Rechteck laBt sich ein zweites
angeben, das den gleichen Flacheninhalt, aber
einen groBeren Umfang als das erste be-
sitzt.

A4 A a) Welcher der Dezimalbriiche 3,8;
3,7;4.1: 4,3 liegt am dichtesten bei 4?

b) Kannst du einen Dezimalbruch nennen,
der noch niher bei 4 liegt als die gegebenen?

AS5A Uberlege! Wie grofl kannst du jeweils
den Drehwinkel wéhlen, damit die Figur bei
Drehung um M wieder auf sich selbst abge-
bildet wird?

27 cw
M
X
Al13) B(14!
a) b)

Uberpriife deine Antwort mit Transparent-
papier!

A6A Gegeben sei eine Gerade g. Zeichne

eine Strecke (einen Strahl, eine Gerade, einen

Kreis, ein Dreieck), die mit ihrem Spiegelbild

beziiglich g

a) keinen Punkt,

b) nur einen Punkt,

c) mehr als einen Punkt und

d) alle Punkte gemeinsam hat! Versuche je-
weils alle Fille zu finden!

Klasse 6

AlA Von zwei natiirlichen Zahlen wei3
man, daB mindestens eine von ihnen durch 4
teilbar ist.

Ist ihr Produkt (ihre Summe) auch durch 4
teilbar?

A2A 2) Versuche 30 so in zwei Summan-
den zu zerlegen, da3
— jeder durch 5 teilbar ist;
- genau einer durch § teilbar ist;
— keiner durch § teilbar ist!
b) Zerlege 49 so in zwei Summanden, da
— beide gerade sind;
- genau einer gerade ist;
— keiner gerade ist!
c) Sind solche Zerlegungen immer méoglich
,gewesen?

A3 A Versuche, fir die folgenden Glei-
chungen Losungen anzugeben (fiir die Varia-
blen sind nur natiirliche Zahlen zugelassen):

X y_.. a 7_1
a)§+§—1, e)4+8—2,
1,13 3.y 10
Ot TE D3+a=75
C)4+x_1_ )14.5_2-
5710 2 373
3 x 9 2 z 6
93+510° b3+5=g

A44a Bestimme die Flicheninhalte der
Rechtecke R, bis Rj, fiir deren Seiten a und b
[olgende MeBwerte gefunden wurden!

R] Rz RJ
a 9m 1,8dm 35,5¢cm
b 47m 3,7dm 8 cm

Runde die Ergebnisse sinnvoll!

A5 A Fille folgende Tabelle aus!

a b ab ab<a ab>a
1 5 nein ja
3 )
3 ja
3 C .
3 nein nein
1 2
2 3
s 3
4
A6A Welche Aussagen sind wahr? Welche

sind falsch?

a) Die Summe zweier Nebenwinkel betrigt
180°.

b) Scheitelwinkel sind kongruent.

c) Nebenwinkel sind nicht kongruent.

d) Es gibt kongruente Nebenwinkel.

¢) Wenn zwei Winkel kongruent sind, dann
sind es Nebenwinkel.

f) Wenn zwei Winkel kongruent sind, dann
sind es Scheitelwinkel.

g) Wenn zwei Winkel nicht gleich groB sind,
dann sind es keine Scheitelwinkel.

h) Wenn zwei Winkel nicht gleich groB sind,
sind es Nebenwinkel.

Klasse 7

Ala Uberpriife durch Uberschlag, ob das
folgende Ergebnis richtig sein kann (Rechen-
stabgenauigkeit):

a) 14,3-435=622

b)338:192=1,98

) 0,645:0,405=15,9

A2A Welche der folgenden Aussagen sind
falsch?

a)|—13|=+13  d)—|—13|=+13
b)| ~20| <+17 o |-12{>-12
o|-23|>-27 - |-17|=-17



a) Wo liegt | x| ?

—_—
v X

b) Wo liegt 07

*’_i—
x v

c) Wo liegt —x?

Ix]

_tt
X

A4 a Fiille folgende Tabelle aus!

a b a+b a+b<a a+b>a
+3 +10 nein ja

+12 -2

+19 nein nein

-7 =15

-93 +10

A 54 Inden Teilfiguren der Abb. ist jeweils

die GroBe des Winkels « vorgegeben. Die
GroBe der iibrigen gekennzeichneten Winkel
ist zu bestimmen (mit Begriindung), ohne sie
Zu messen.

(Die Gerade g sei jeweils Tangente an den be-
treflenden Kreis.)

v a=25°

Wann denkt es sich
am besten?

Festgestellt wurde, daB sich Kopfarbeit am
besten im Sitzen verrichten 14Bt. Im Stehen
ist es unbequemer, wenn auch Ausnahmen
die Regel beweisen. Gogol, Hemingway und
Balzac arbeiteten des Ofteren am Stehpult.
Am wenigsten ist dafiir Liegen geeignet.
Sogar fiir passives Nachdenken ist diese Hal-
tung nicht die beste.

Der russische Physiologe Prof. Nikolai Wwe-
denski von der Petersburger Universitit for-
mulierte die Hauptprinzipien fiir die Auf-
rechterhaltung einer groBen Arbeitsfahigkeit
und schopferischen Aktivitit des Gehirns
wie folgt: Man soll sich allmihlich in die
geistige Tatigkeit hineinfinden, rhythmisch,
folgerichtig und systematisch arbeiten, un-
bedingt richtige Erholung einlegen und sich
der gesellschaftlichen Bedeutung der ausge-
fiihrten Arbeit bewuBt sein.

Die Produktivitat verschiedener Arten von
Denkarbeit hat man graphisch dﬁrgestellt.
Die Kurven sind freilich nur als annidhernde
Orientierungspunkte zu verstehen. Die groBte
Produktivitdt ist dienstags und mittwochs
festgestellt worden, was fiir die meisten Be-
schiftigten gilt. In verschiedenen Lindern
erhielt man z. B. bei der Untersuchung ver-
schiedener Gruppen von Beschiftigten etwa
gleiche Angaben iiber den biologischen Zy-
klus innerhalb von 24 Stunden. Laut Anga-
ben tschechoslowakischer Forscher steigt die
Arbeitsproduktivitdt zwischen 9 bis 10 und
11 bis 13 Uhr. In dieser Zeitspanne ist man
am frischsten und arbeitsfahigsten. Dieselben
Wissenschaftier nennen-noch eine giinstige
Zeitspanne: von 16 bis 18 Uhr. Dann ver-
ringern sich schon Produktivitit und Nutz-
effekt der Titigkeit. Die ungiinstigste Zeit ist
von | bis 3 Uhr nachts.

Nichtliche Kopfarbeit ist also nicht zu emp-
fehlen.

Man sollte auch immer daran denken, alle
zwei Stunden vom Schreibtisch weg eine
Pause von 10 bis 15 Minuten einzulegen.
»,Ausruhen, ehe man ermidet*, rit der so-
wijetische Wissenschaftler Prof. W. Lukja-
now.

Mit Problemen der Denktatigkeit beschafti-
gen sich heute nicht nur Physiologen, Psy-
chologen und Hygieniker. In dieses noch
nicht restlos erforschte Gebiet sind auch
Designer, Funktechniker und Konstrukteure
»eingedrungen®. Sie entwickeln Gegen-
stinde, welche die schopferische Titigkeit
stimulieren: einen handlichen und haltbaren
Fiillfederhalter; Tinte in Farbtonen, die das
Auge nicht ermiiden; einen Tisch, an den
man sich immer gern setzt. Und bloB keine
Hast. Hast ist letztlich nichts anderes als
eine Abart der Faulheit.

Aus: Sowjetskaja Moldawija

Ferienkalender
fiir das Schuljahr
1978/79

Herbstferien:
Erster Ferientag: 14. Oktober 1978,
erster Unterrichtstag: 23. Oktober 1978

Ferien zum Jahreswechsel:
Erster Ferientag: 22. Dezember 1978,
erster Unterrichtstag: 3. Januar 1979

Winterferien:
Erster Ferientag: 3. Februar 1979,
erster Unterrichtstag: 26. Februar 1979

Unterrichtsfreie Tage:
14. April 1979, 28. April 1979,
30. April 1979

Frithjahrsferien:
Erster Ferientag: 12. Mai 1979,
erster Unterrichtstag: 21. Mai 1979

Unterrichtsfreie Tage:
31. Mai 1979, 1. Juni 1979,
2. Juni 1979

Sommerferien:
Erster Ferientag: 7. Juli 1979
erster Unterrichtstag: 3. September 1979

Die Staatsbank
leistet Ersatz

Anfragen von Lesern beschéftigen sich haufig
mit der Ersatzfihigkeit eines beschidigten
Geldzeichens.

Die Staatsbank der DDR leistet Ersatz, wenn
die Echtheit, die Giiltigkeit und die Wert-
hohe des Geldzeichens festgestellt werden
kann.

Bei Vorlage einer ganzen Banknote sowie der
Vorlage von Teilen einer Banknote, die ins-
gesamt nicht kleiner als drei Fiinftel der gan-
zen Banknote sein diirfen, wird Ersatz in
voller Werthohe geleistet.

Werden nur Teile einer Banknote vorgelegt,
die insgesamt ein Halb bis drei Fiinftel der
ganzen Banknote betragen, so wird der halbe
Wert erstattet.

Fiir den Ersatz einer Banknote miissen als
Mindestanforderungen der Echtheit je eine
vollstindige Angabe iiber den Nominalwert
sowie Serien- und Nummernbezeichnung er-
kennbar sein.

Fiir eine abgenutzte oder beschidigte Miinze
wird Ersatz in voller Werthohe geleistet.
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XVIII. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR

1. Stufe (Schulolympiade) Aufgaben

Abgabetermin (beim Mathematiklehrer): 6. Oktober 1978

Achtung : Bis auf solche Fakten, die aus dem
Schulunterricht oder den Arbeitsgemeinschaf-
ten bekannt sind, miissen alle verwendeten
Aussagen priazise [ormuliert und bewiesen
werden. Der Losungsweg (einschlieBlich Ne-
benrechnungen, Konstruktionen, Hilfslinien)
muB deutlich erkennbar sein. Die Gedanken-
ginge und Schliisse sind in logisch und
grammatisch einwandlreien Sitzen darzule-
gen. Die Losungen und Punktbewertungs-
tabellen werden ab 6. Oktober 1978 verdl-
fentlicht.

Anmerkung: £ ABC bezeichnet im folgenden
die GroBe des Winkels < ABC. Ferner be-
zeichnet AB die Strecke mit den Endpunkten
A und B, wihrend AB die Linge der Strecke
AB bedeutet.

Olympiadeklasse 5

1. Gerda, Peter und Renate sehen aul dem
Tisch einen Teller mit Haselniissen stehen.
Sie wissen nicht, wieviel Niisse es sind. Gerda
meint: ,.Wenn man fiinfmal nacheinander
19 Niisse vom Teller wegnimmt, bleiben noch
mchr als 5 Niisse aul dem Teller zuriick.”
Renate meint: ,Wollte man aber [iinfmal
nacheinander 20 Niisse von dem Teller weg-
nehmen, so wiirden die Niisse dafiir nicht aus-
reichen.” Peter sagt: ,,Eine von euch beiden
hat bestimmt recht. Nach dem Auszdhlen
wurde festgestellt, da3 Peter sich geirrt hatte.
Wieviel Niisse lagen insgesamt auf dem
Teller?

2. Marie-Luise hat einen auBen rot ange-
strichenen Wiirfel aus naturfarbenem Holz.
Der Wiirfel hat 3cm Kantenlinge. Marie-
Luise denkt sich diesen Wiirfel in kleine
Wiirlel von 1 cm Kantenlédnge zerlegt.

a) Wie viele derartige kleine Wiirfel wiirden
aus dem roten Wiirfel insgesamt entstehen ?
Wie viele von den kleinen Wiirfeln hitten

b) drei rot angestrichene Seiten{lichen,
c)zwei rot angestrichene Seiten(lichen,

d) eine rot angestrichene Seitenflidche,

¢) keine rot angestrichene Seitenflache?

Als Losung geniigt die Angabe der in a) bis €)
erfragten Anzahlen.

Eine Begriindung wird nicht verlangt.
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3. In die freien Felder des abgebildeten Recht-
ecks sind Zahlen so einzutragen, daB sie von
links nach rechts gelesen und von oben nach
unten gelesen immer kleiner werden und daf3
fir jede Zeile und jede Spalte gilt: Alle
Diflerenzen, die man in einer Zeile bzw. Spalte
zwischen zwei unmittelbar neben- bzw. unter-
einanderstehenden Zahlen bilden kann, sind
fir diese Zeile bzw. Spalte gleich.

/]
26| 20

8

Gib ferner fiir jede Zeile und jede Spalte diese
Differenz an!
Der Losungsweg ist zu beschreiben.

4. Auf einem Parkplatz stehen insgesamt
60 Personenkraftwagen der Typen ,, Trabant*,
Wartburg®, ,Skoda“ und , Wolga“.

Die Anzahl der Wagen vom Typ , Trabant“
ist doppelt so groB3 wie die Anzahl der Wagen
der drei anderen Typen zusammengenom-
men. AuBerdem gilt: Es stehen dreimal soviel
Wagen vom Typ ,Wartburg® wie von den
Typen ,.Skoda“ und ~Wolga* zusammen auf
demn Parkplatz und drei Wagen mehr vom
Typ ,,Skoda* als vom Typ ,,Wolga“.

Wieviel PKW jeden Typs stehen auf diesem
Parkplatz?

Olympiadcklasse 6

I. In einem Stadtbezirk Leipzigs wurden
260 groBe Wohnungen renoviert. Bei einem
Zehntel dieser Wohnungen hat jede Woh-
nung 55 m? Wohnfliche; bei einem Viertel
der 260 Wohnungen hat jede Wohnung
67 m? Wohnfliche; jede andere der 260 Woh-
nungen hat 80 m? Wohnfliche.

Berechne die gesamte Wohnfldche dieser
260 renovierten Wohnungen!

2. Eine Zahl z soll in der Gestalt z = *3*60
geschrieben werden, wobei jeder Stern (*)
so durch eine der Ziffern 0 bis 9 zu ersetzen
ist, daB z die beiden folgenden Eigenschaften
hat:

(1) 60000 < z < 100000,

(2) z ist durch 9 teilbar.

Ermittle alle Zahlen z, die diesen Bedingun-
gen geniigen!

3. Fred, Gerd, Hans und Ingo sind Schiiler
der Klassen 6a, 6b, 7a, 7b, und zwar ist in
jeder dieser Klassen einer der vier Schiiler.
In einem Gesprach, an dem nur Fred und die
beiden Schiiler der 7. Klasse beteiligt waren,
stellt Hans fest, daB drei der vier Schiiler nur
je eine der Zeitschriften ,,alpha® und ,techni-
kus* lesen, ndmlich Fred, Gerd und der
Schiiler der 6a. Der Schiiler der 7b dagegen
liest sowohl den ,,technikus* als auch die Zeit-
schrilt ,,alpha®.

Zu welcher Klasse gehort nach diesen An-
gaben jeder der vier Schiiler, und welcher
Schiiler liest die beiden Zeitschrilten ,,alpha®
und ,technikus*?

4. Drei Pioniere einer Schule, Klaus, Silvia
und Frank, wurden zur Kreisolympiade
Junger Mathematiker delegiert und errangen
dort einen ersten, einen zweiten bzw. einen
dritten Preis. Als spiter Rainer nach dem
Abschneiden seiner Mitschiiler gefragt wurde,
sagte er: ,Ich glaube, Silvia errang keinen
ersten Preis, Klaus bekam keinen zweiten
Preis, den erhielt namlich Frank.“ Wie sich
anschlieBend herausstellte, war unter den drei
Aussagen Rainers genau eine wahr, die ande-
ren beiden waren dagegen [alsch.

Welcher von den drei genannten Pionieren
erhielt den ersten, welcher den zweiten und
welcher den dritten Preis?

Olympiadeklasse 7

1. Vier Schiiler, Ernst, Franz, Karl und Mar-
tin, deren Familiennamen (moglicherweise in
anderer Reihenlolge) Altmann, Miiller, Neu-
bert und Tauber lauten, trafen sich auf einer
Geburtstagsfeier. Jeder von ihnen brachte
fiir das Geburtstagskind genau ein Geschenk
mit. AuBerdem ist bekannt:

(1) Martin hatte Rosen, Altmann einen Kugel-
schreiber, Miiller ein Buch und Karl eine
Schachtel Pralinen mitgebracht.

(2) Als erster verabschiedete sich im Verlaufe
des Abends Martin, als zweiter Neubert,
danach Ernst und zuletzt Miiller.

Wie heiBen diese Schiiler mit Vor- und
Familiennamen?

2. Berechne

13 91

12 60°
55

b=2,225—§—g,

32 14 (45
C=l_5.—1—§+6<%—0,375),
b

d=c—-
a

a=125:

ohne Verwendung von Niherungswerten!

3. Wie alt ist Margit jetzt, wenn ihre Mutter
jetzt 30 Jahre, ihre GroBmutter jetzt 62 Jahre
alt ist und nach einigen Jahren die Mutter



viermal sowie gleichzeitig die GroBmutter
achtimal so alt wie Margit sein werden?

(Es werden jeweils nur volle Lebensjahre be-
riicksichtigt.)

4. Ermittle die kleinste Primzahl, die bei Di-
vision durch 5, 7 und 11 jeweils den Rest 1
1aBt!

Olympiadeklasse 8

1. Die FDJler Arnim, Bertram, Christian,
Dieter, Ernst und Fritz waren Teilnehmer
an einem 400-m-Laul. Keine zwei von ihnen
liefen zur gleichen Zeit durchs Ziel.

Vorher waren folgende drei Voraussagen iiber
das Ergebnis des Wettkampfes gemacht wor-
den (jeder Teilnehmer wird mit dem An-
fangsbuchstaben seines Vornamens bezeich-
net):

Platz

1. Voraussage
2. Voraussage
3. Voraussage C E F A D B
Nach AbschluB des Laufes zeigte sich, daB3 in
der ersten Voraussage fir genau drei Laufer
die von ihnen erreichten Pldtze richtig ange-
geben waren. Keine zwei dieser dret Plitze
waren zueinander benachbart. Bei der zwei-
ten Voraussage war [ir keinen Ladufer der
erreichte Platz richtig angegeben. Bei der
dritten Voraussage war fiir einen Platz der-
jenige Ldufer richtig angegeben, der diesen
Platz erreichte.

Gib alle Moglichkeiten fir die von den Liu-
fern unter diesen Bedingungen erreichten
Platzreihenfolgen an!

mm o
ome

1.2
A B
A C

WO

4.
D
F

2. Uber das Ergebnis einer Klassenarbeit ist
folgendes bekannt:

Es nahmen daran mehr als 20 und weniger
als 40 Schiiler teil. Das arithmetische Mittel
aller Zensuren, die die Schiiler in dieser
Klassenarbeit erreichten, betrug 2,3125. Kein
Schiiler erhielt bei dieser Arbeit die Note ,,5“.
Die Anzahl der ,,Zweien™ war eine ungerade
Zahl und grofer als 12. Die Anzahl der
,Dreien* war genau so groB wie die der
»Lweien®.

a) Ermittle die Anzahl der Schiiler, die an
dieser Klassenarbeit teilnahmen !

b) Wie viele von ihnen erhielten hierbei die
Note,,1¢?

3. Gegeben sei eine dreiseitige Pyramide
ABCS, deren Grundlliche ABC ein gleich-
seitiges Dreieck mit der Seitenlinge 4cm
bild=t und deren Spitze S so gelegen ist, daf3
das Lot von S auf die Ebene durch 4, B, C
den Schwerpunkt F der Grundflédche als FuB-
punkt besitzt und daB FS die Lange 6 cm hat.
Diese Pyramide ist in einer Zweitafelprojek-
tion darzustellen. Dabei wird gefordert, daB
die Seitenfliche ABS in der GrundriBtafel
liegt. Zu konstruieren ist die Abbildung nur
mit Hille von Zirkel und Lineal aus den ge-
gebenen Streckenldngen 4 cm, 6 cm.

(Beschreibung und Begriindung der Kon-
struktion wird nicht verlangt.)

(Hinweis: Man kann z. B. die geforderte Ab-
bildung aus einer anderen Darstellung ge-
winnen, in der das gleichseitige Dreieck ABC
in der GrundriBtafel liegt.)

4. Gegeben sei ein rechtwinkliges Dreieck
ABC mit der Hypotenuse AB, dessen Innen-
winkel £ CAB die GroBe 60° hat.

Fille von C das Lot CD aul AB, danach von
D die Lote DE und DF auf AC bzw. BC sowie
von F das Lot FH auf AB!

Weise nach, daB HB=HA + AE ist!

Olympiadeklasse 9

1. Aus einer quadratischen Papptafel von
8dm Seitenlinge sollen 9 Wiirfelnetze, die
nicht kongruent zueinander zu sein brauchen,
ausgeschnitten werden. Aus jedem dieser
Wiirfelnetze soll ein Wiirfel von 1 dm® Raum-
inhalt gefaltet werden konnen. Zeigen Sie an
einem Beispiel, daB es moglich ist, 9 derartige
Netze auf einer solchen Tafel einzuzeichnen!
Es geniigt eine solche Zeichnung; Beschrei-
bung und Begriindung werden nicht ver-
langt.

2. Es seien a und b rationale Zahlen, fiir die
folgendes gilt:
Vermindert man a um 10%, so erhilt
man 297. VergroBert man b um 109, so er-
hdlt man 297.
Wieviel Prozent von a betridgt dann b? (An-
gabe des Prozentsatzes aul zwei Dezimalstel-
len gerundet.)

3. In einem Zirkel Junger Mathematiker ver-
suchen die Teilnehmer, folgende Aulgzbe zu
16sen:

Die Zahl 30 soll dargestellt werden, indem
dazu genau eine einziffrige Zahl genau neun-
mal benutzt wird, wobei noch die Zeichen «ix
Grundrechenoperationen und Klammern ¢; -
laubt sind und die Potenzschreibweise zu-
lassig ist.

Zeigen Sie, daB das fiir jede der cinziflrigen
Zahlen 1:2;3;4;5;6;7; 8 und 9 moglich ist!
(Es geniigt jeweils die Angabe eines Bei-
spiels.)

4. Gegeben seien zwei Punkte 4o und A,. lhr
Abstand voneinander werde mit a bezeichnet.
Man konstruiere die Eckpunkte eines Qua-
drats mit der Seitenldnge 3a unter alleiniger
Benutzung eines Zirkels!

Olympiadeklasse 10

1. Das Bild zeigt vier zueinander paralleler
Geraden g,, ¢2, g3, 94, bei denen eine einheit-
liche Lange a [ur jedes i=1, 2, 3, 4 als Ab-
stand zwischen g; und g;.+, auftritt, und
weitere vier zu den g; senkrechte Geraden
hy, ha, ha, hs, bei denen a fiir jedes i=1, 2, 3.4
auch der Abstand zwischen h; und h;,; ist.

Ferner zeigt das Bild eine Numerierung der
entstehenden Schnittpunkte.

hy by {hy )by

9 |1 2 13 |4

5, |5 |6 [7 |8

g |9 [0 |# |2

g |8 | |15 |

a) Man ermittle die Anzahl aller derjenigen
Quadrate, die nur numerierte Punkte als
Ecken und nur auf Geraden g; oder h; liegende
Strecken als Seiten besitzen.

b) Man untersuche, ob es moglich ist, alle
16 numerierten Punkte so unter Verwendung
der Farben Rot, Blau, Griin, Gelb zu farben
(jeden numerierten Punkt mit genau einer
dieser Farben), daB fiir die Ecken jedes in
(a) genannten Quadrates alle vier Farben auf-
treten.

2. In einem Mathematikzirkel werden Aus-
sagen zur Diskussion gestellt, die mit den
Worten beginnen: ,,Wenn a und b zwei von 0
verschiedene reelle Zahlen sind, fur die a>b
und |a| < | b| gilt, dann ...~

Antje stellt als Fortsetzung zur Diskussion:
... Ist a negativ.“ Bernd stellt als Fortset-
zung zur Diskussion: ,,... sind a und b nega-
tiv.“ Cornelia stellt als Fortsetzung zur Dis-
kussion: ,,... ist b negativ.“ Doris stellt als
Fortsetzung zur Diskussion: ,,... braucht
weder a noch b negativ zu sein.”

Man untersuche fur jede dieser vier zur Dis-
kussion gestellten Aussagen, ob sie wahr ist.

3. Klaus erlindet fiir Schiiler der ersten
Klasse [olgendes Spiel:

Aul 30 Kirtchen sind die Zahlen von 1 bis 10
so aufgeschrieben, daB aul jedem Kairtchen
genau eine Zahl steht und daB jede der Zahlen
1 bis 10 dabei genau dreimal vorkommt. Eine
ausreichende Anzahl unbeschriebener Kirt-
chen wird in Reserve gehalten. Die 30 be-
schriebenen Kirtchen werden gemischt und
verdeckt auf den Tisch gelegt. Der erste Spie-
ler zieht zwei davon. Tragen beide die gleiche
Zahl, so hat er ein ,,Paar” und darf es aus dem
Spiel herausnehmen und behalten. Sind die
beiden Zahlen voneinander verschieden, so
werden diese beiden Karten ebenfalls aus dem
Spiel herausgenommen; dafiir wird auf eine
der Reservekarten die (positive) Differenz der
beiden Karten geschrieben und diese Re-
servekarte unter die iibrigen noch im Spiel
belindlichen gemischt.

Dann verfahrt der zweite und anschlielend
Jjeder weitere Spieler ebenso, solange sich noch
mindestens 2 Kirtchen im Spiel befinden. Ist
jedoch (nach dem Herausnehmen eines ,,Paa-
res“ oder nach dem Hinzufiigen einer Re-
servekarte) die Anzahl der im Spiel belind-
{ichen Kirtchen kleiner als 2, so ist das Spiel
beendet. (Der Spieler, der dann die meisten
~Paare" besitzt, hat gewonnen.)

85



Beweisen Sie, daB das Spiel stets damit enden
muB, daB sich noch genau eine Karte im Spiel
befindet!

4. Da sei ein Dreieck ABC

mit rechtem Winkel ¥ ACB.

Der Inkreisradius sei g.

(Man nennt ihn nun mal gerne so.)

Dann mége man das ¢ noch kennen.

(Man kann’s auch Hypotenusenlidnge nennen.)
Nun gilt es, nur mit diesen Stiicken

den Flacheninhalt auszudriicken.

Man muB sich nach Gesetzen richten,

(doch braucht man nicht dabei zu dichten.)

Olympiadeklassen 11/12

1. Bei der Mathematikolympiade treffen sich
drei Schiiler. ,Ist euch schon aufgefalien®,
fragt einer von ihnen, ein Midchen, ,,daB wir
Lang, Dick und Diinn heiBen und daB auch
genau einer von uns auBergewohnlich lang,
genau ein anderer beachtlich dick und der
dritte erschreckend diinn ist 7

»Ja, tatsiachlich“, entgegnet darauf ein an-
derer, der diinne Schiiler, ,,aber bei keinem
von uns stimmen Name und die den jeweili-
gen Schiiler charakterisierende Eigenschaft
iiberein.“ ,Da hast du vollig recht!" stimmt
ihm der Schiiler namens Lang zu.

Wie heiBt hiernach der lange Schiiler, wie der
dicke und wie der diinne Schiiler, wenn
dariiber hinaus vorausgesetzt wird, daf} das
Maidchen, das gefragt hat, nicht dick ist?
Welche der charakterisierenden Eigenschai-
ten und welchen Namen hat das Mddchen?

2. Man beweise, daB fiir jede nattirliche Zahl
n>S5 gilt:

Jedes Quadrat 148t sich in n Teilquadrate
zerlegen. [Erkldrung: Sind Q, Ty, ..., T, Qua-
drate (als Flichen, einschlieBlich ihrer Rand-
punkte betrachtet), so liegt genau dann eine
Zerlegung von Q in T, ..., T, als Teilquadrate
vor, wenn

(1) @ die Vereinigungsmenge der Mengen
T, ..., T, ist und

(2) fiir i#j der Durchschnitt von T; mit T;
stets entweder keine Punkte oder nur solche
Punkte enthilt, die sowohl fir T; als auch fiir
T; Randpunkte sind.]

3. Man ermittle alle Paare (x, y) reeller Zahlen,
die das folgende Gleichungssstem erfiillen:

1
x+—+!=l
y x

y=;+—= 3
4. Gegeben sei die Seitenlange a eines gleich-
seitigen Dreiecks. Um jeden der Eckpunkte
dieses Dreiecks werde derjenige Kreis kon-
struiert, der die gegeniiberliegende Seite be-
riihrt. Je zwei dieser Kreise haben im [nnern
des Dreiecks genau einen Schnittpunkt. Je
zwei dieser drei Schnittpunkte lassen sich
durch einen Bogen eines der konstruierten
Kreise miteinander verbinden, wobei jeder
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Ein Taschenbuch
aus dem

Kinderbuchverlag
Berlin

Ch.Hilm - S.Pietzsch ‘IH
Vom Kerbholz h DA
zur Rechenanlage

Aus der Geschichte der Rechentechnik

136 Seiten, zahlreiche farbige Abb., von
R. Platzer Preis 3,00 M
Fiir Leser von 10 Jahren an

Bestell-Nr. 6297719

Aus dem Inhalt: Von den Anfidngen der
Rechenkunst - Wie die Mathematik Einzug
hielt — Das édlteste Rechengerdt war die Hand

A 8

dieser Bogen innerhalb der Dreiecksfliche
liegt. Die drei Kreisbogen schlieBen ein
Fldchenstiick ein. Man driicke den Inhalt
dieses (schraffierten) Flachenstiicks in der
Form z-a? aus (wobei man die Zahl z mit
einer durch die Zahlentafel ermdglichten Ge-
nauigkeit angebe).

- Auf dem Kerbholz stand die Summe -
Womit die Bauern sich beim Rechnen halfen
- Vom Rechnen in den Stidten — Was ein
Rechenknecht zu leisten hatte - Vom Zahlen-
schreiben — Arabische Ziffern aus Indien -
Mit Maschinen wird es leichter — Der per-
fekte Rechenautomat — Lochkartentechnik —
heute noch gebraucht — Was Elektroenergie
und Elektronik vermdgen — Aufbau und Ar-
beitsweise des Digitalrechners — Ein Traum
wird Wirklichkeit

Leseprobe:

Kopfrechnen war die wichtigste
Rechenart

Neben dem Rechnen mit dem Abakus galt
das Kopfrechnen als wichtigste Rechenart.
Hilfsmittel des Kopfrechnens war das Ein-
maleins, das in Rom schon die Kinder lernen
muBten. Nach der Fahigkeit im Kopfrechnen
wurde zum Beispiel die Klugheit eines Man-
nes eingeschitzt. Deshalb gaben sich die
Romer gegenseitig knifflige Denkaufgaben
auf, deren Losung Wendigkeit beim Rechnen
voraussetzte. Beliebt waren vor allem Mi-
schungsaulgaben mit bekannten und unbe-
kannten Mengen. Eine solche Aufgabe ist die
von der Rinderherdenrechnung:

,,Auf den Fluren weiden Rinder vierfach in
Herden geteilt, jede Herde anders geférbt.
Die erste ist milchweiB, die andere raben-
schwarz, die dritte braun und die vierte
scheckig.

Weile Rinder weiden 12 insgesamt.

Die braunen Rinder sind den weiBen gleich
an der Zahl weniger dem vierten Teil der
schwarzen Rinder.

Die Menge der schwarzen ist gleich dem
dritten Teil der weiBen, doppelt genommen.
Die scheckigen Rinder ergeben an Zahl die
Hilfte der weiBen, vermehrt um sidmtliche
schwarzen.

Sage mir genau die Zahl der Rinder, die du
weiden siehst! Sage mir auch, wieviel es gibt
von jeder Farbe!*

Die Losung hieB: insgesamt 44 Rinder, davon
12 weiBe, 10 braune, 8 schwarze und 14 schek-
kige.

Aus alten Uberlieferungen wissen wir, daB
zur Entwicklung mathematischen Konnens
in den Lindern des Nordens vieles von den
Romern iibernommen wurde.

Abakus aus der Klosterschule von Laon
(um 1000).
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Z.auberzahlen — Zahlenzauber

~»

72 66 62

~)

9555
49 36 25
4949 3636 2525
49 3636 36 252525
59 29 3636 25252525
36 252525
443556 2525
25
30836025
37 =111 9 -9 +7 = 88 17- 8+1 =23
37 =222 98 ‘9 +6= 888 128+ 2 =938
37 =333 987 9 +5=8888| 123 -8+3=987%
12« 4%2=21 24 24 =24 +2-4+2+ 4
102 402=201 -204% 369 =369+ 36:9-3-6"-9
1002 4002 =2001 2004 | 1352=13:52 +13-52
12=z4 12 = 1
112 424 (1+4)2 =1+ 2 +1
112=1232 1 (1+4+4)2 =1+2+3+2 4+
1122123432 1(141+41+1)2 =1+2+3+4 +3+ 2+
34506739 - 9411111111 143 - F- 111 =41141411
345679 © 18=222222222 | 443 -72.222 <222222
3450t9 - 27#=333333333 |143-7-333 =333333
3 4 6
"2+% ' 2+ 4+6 'Z+4+6+8 '2+4+6+8+10"
2+4 2+4+6 2+4+6+8 2+4+6+8+10,,..
/3% 85/ 3+35+7'3+5+7+9 ' 3+5+7+08 +11/
A = A
AMe = A BA
AAA = ABCBA
A A A AB - A B cDC B A Die Buchstaben sind s0 durch Zi.ﬂ'ern zu er-
AANARS= ABCDEDCEBA e
AAAA A As = A BCDEFEDCBA deuten gleiche Ziffern.)
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Aufgaben
aus Freundesland

20 Olympiadeaufgaben
aus der Ungarischen Volksrepublik

Al a Ein Schiiler einer 8. Klasse arbeitete
in Vorbereitung auf die nachste Mathematik-
schulolympiade eine bestimmte Anzahl von
Mathematikaufgaben durch. Bei der Auf-
gabenkontrolle stellte sich heraus, daB die
Anzahl der gelosten Aufgaben um 22 groBer
war als die Anzahl der nicht gelosten Auf-
gaben. Wenn man zur Anzahl der gelGsten
Aufgaben die dreifache Anzahl der nicht ge-
16sten Aufgaben addiert, so erhélt man eine
natiirliche Zahl, die kleiner als 60 ist. Addiert
man dagegen zur Anzahl der gelosten Aul-
gaben den dritten Teil der Anzahl der nicht
gelosten Aufgaben, so erhdlt man eine natiir-
liche Zahl, die groBer als 30 ist.

Wie viele Aufgaben hat dieser Schiiler durch-
gearbeitet und wie viele davon gelost?

A2 A Ein Schachmeister spielte gleichzeitig
(simultan) gegen mehrere Schachspieler. In
der ersten Stunde gewann er sieben Zwolftel
aller Spiele: danach gewann er noch 809 der
restlichen Spiele. In der ersten Stunde gewann
er 12 Spiele mehr als in der Zeit danach.
Wie viele Schachpartien wurden insgesamt
gespielt?

A3A Die Gemeinden A und B und die
Stadt C liegen in dieser Reihenfolge an einer
LandstraBe. Von B aus fdhrt ein Plerdefuhr-
werk morgens um 6 Uhr mit einer Durch-

. k
schnittsgeschwindigkeit von IOTm nach C.

Am gleichen Tag fdhrt von A aus ein Rad-
fahrer um 7 Uhr mit einer Durchschnitts-
kTm nach C.

Wie viele Kilometer sind B und C vonein-
ander entfernt, wenn die Entfernung zwi-
schen den Gemeinden A und B genau 5km
betrigt und der Radfahrer in C 20 Minuten
[rither ankommt als das Plerdefuhrwerk? Zu
welcher Uhrzeit und in welcher Entfernung
von C iberholt der Radlahrer das Pferde-
fuhrwerk ?

geschwindigkeit von 15

A4 a Ein Schiiler zeichnele cin Viereck an
die Wandtalel. Hans behauptete, es sei ein
Quadrat. Fritz meinte, es set ein Trapez.
Maria hielt das Viereck fiir einen Rhombus.
Eva nannte das Viereck ein Parallelogramm.
Der Lehrer stellte nach griindlicher Unter-
suchung des Vierecks fest, dall genau drei der
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vier Behauptungen richtig, genau eine falsch
war.

Was fiir ein spezielles Viereck hat dieser
Schiiler an die Wandtafel gezeichnet?

AS5A Gegeben seien in einer Ebene drei
nicht auf einer Geraden liegenden Punkte A,
B und S. Es ist ein Dreieck ABC zu kon-
struieren, dessen Eckpunkte 4 und B mit den
gegebenen Punkten A und B zusammen-
fallen und dessen drei Hohen sich im gege-
benen Punkt S schneiden.

A6a Die Diagonale AC ecines gleich-
schenkligen Trapezes ABCD mit den paralle-
len Seiten AB und CD halbiert den Winkel
«BAD. Es ist zu beweisen, daB die Linge
eines Schenkels dieses Trapezes gleich der
Linge einer der beiden parallelen Seiten ist.

A7a Andreas, Fritz und Hans spielen zu-
sammen mit Murmeln. Zu Beginn des Spiels
betrug das Verhiltnis der Anzahlen ihrer
Murmeln 2:3:5, nach Beendigung des Spiels
hingegen 1:2:5. (Es ist stets die gleiche
Reihenfolge zugrunde gelegt.) Einer der drei
Jungen hatte zum SchluB zwei Murmeln an
die anderen verloren.

Wie heiBit dieser Junge mit Vornamen? Wie
viele Murmeln gewannen bzw. verloren die
beiden anderen Jungen im Verlaufe des
Spieles?

A8A An einem Handballturnier nahmen
12 Mannschaften teil. Jede dieser Mannschaf-
ten muBte gegen jede andere genau einmal
spielen. Nachdem 54 Spiele ausgetragen wa-
ren, hatte jede Mannschalt noch gleich viele
Spiele zu bestreiten. Wie oft mufBte jede
Mannschaft noch antreten?

A9 a Esisteinrechtwinkliges Dreieck ABC
mit der Hypotenuse AB zu konstruieren,
dessen eine Kathete 2cm ldnger ist als
dessen andere und in dem die Linge der
Strecke zwischen dem Mittelpunkt M der
Hypotenuse und dem Eckpunkt C genau
5 cm betrégt.

A10A Zeichne ein stumpfwinkliges Drei-
eck ABC mit dem stumpfen Winkel < CAB,
halbiere die Winkel ¥ CAB und < CBA! Der
Schnittpunkt der Winkelhalbierenden sei S.
Ziehe durch S die Parallele zu AB! Der
Schnittpunkt dieser Parallelen mit AC sei D,
mit BC sei E. Es ist zu beweisen, daf} die
Linge der Strecke DE gleich der Summe aus
den Lingen der Strecken AD und BE ist.

Alla 189 der Ersparnisse von Albert er-
geben denselben Geldbetrag wie 459 der Er-
sparnisse von Jiirgen. Wenn Albert soviel
Geld ausgibt, wie der vierte Teil der Erspar-
nissc von Jiirgen ausmacht, dann verbleiben
ihm noch 292,50 M von seinen Ersparnissen.
Wieviel Mark hatte jeder dieser beiden Schii-
ler gespart?

A12a Eine StraBenbaubrigade erhielt den
Auftrag, eine bestimmte Linge eines FuB-
gingerweges mit Zementplatten auszulegen.
Hitte diese Brigade bei gleichbleibender
Arbeitsintensitdt stiindlich 20 m der vorge-
sehenen Weglidnge mit Platten ausgelegt,
dann wire die Arbeit um 14 Uhr beendet
worden. Werden stiindlich nur 12m Weg-
linge geschaflt, wird die Arbeit erst um
18 Uhr beendet. Der FuBgingerweg wurde
um 16 Uhr fertig.

Wieviel Meter FuBgangerweg wurden stiind-
lich mit Platten ausgelegt?

a13a In einem Ferienlager verbrachten
insgesamt 138 Jungpioniere und Thilmann-
Pioniere ihre Sommerferien. Eines Tages
machten die Kinder einen Ausflug. Daran
nahmen neunmal soviel Thilmann-Pioniere
wie Jungpioniere teil. Im Lager verblieben
zehnmal soviel Jungpioniere wie Thilmann-
Pioniere.

Wieviel Jungpioniere und wieviel Thalmann-
Pioniere nahmen nicht an diesem Ausflug
teil?

Al4a Einem Kreis mit einem Durchmes-
ser von 6 cm ist ein Rechteck einzubeschrei-
ben, dessen Ecken aufl der Peripherie des
Kreises liegen und bei dem das Verhiltnis
der Lingen der Seiten 3 :4 betrigt.

Al5a In dem abgebildeten Dreieck ABC
halbiert die Gerade BE den Winkel ¥ ABC.
Die Strecke CT ist die zur Seite AB geho-
rende Hohe.

Die Gerade CE steht senkrecht auf BC.

Es ist zu beweisen, daB das Dreieck EFC
gleichschenklig ist.

C
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Al6A Wenn man die beiden Zahlen 313
und 390 durch die gleiche zweistellige ngtijr-
liche Zahl dividiert, so erhdlt man den glei-
chen Rest.

Wie heiB3t der Divisor?

Al17a Ein Jagdkollektiv erlegte wihrend
einer Jagd Fasane, Hasen und Rebhiihner.
Die Anzahl der geschossenen Fasane verhiilt
sich zur Anzahl der erlegten Hasen wie 7: 15.
Die Anzahl der erlegten Hasen verhilt sich
zur Anzahl der geschossenen Rebhiihner wie
3:2. Die insgesamt erlegten Tiere hatlen
zusammen 186 Beine mehr als Kople.

Wie viele Fasane, Hasen bzw. Rebhiihner
wurden von diesem Jagdkollektiv erlegt?

A 18 4 Schiiler machten einen Ausflug. Die
Wanderstrecke ging zunichst bergauf; dabei
wurde eine durchschnittliche Geschwindig-



km
h
wie bergauf ging es ins Tal hinunter mit einer

kTm. Der

keit von 3 erreicht. Die gleiche Wegldnge

Durchschnittsgeschwindigkeit von 6

Rest des Weges bis zum Ziel verlief in einer
Ebene mit einer Durchschnittsgeschwindig-
keit von 4 k_m
h

Wie weit war das Wanderziel vom Ausgangs-
punkt entfernt, wenn fiir Hin- und Riickweg
insgesamt sechs Stunden bendtigt wurden
und auf dem Riickweg die gleichen Durch-
schnittsgeschwindigkeiten erreicht wurden?

A 194 Die abgebildete Figur stellt ein
Quadrat ABCD dar. Uber den Seiten AB und
BC wurden Halbkreise konstruiert. Es ist zu
berechnen, wieviel Prozent des Flicheninhalts
des Quadrats der Flicheninhalt des Kreis-
bogenzweiecks (grau) betréagt!

D c

A 8

A20A Gegeben sei ein Trapez ABCD mit
den parallelen Seiten 4B und CD mit 4B lin-
ger als CD.

Es ist die Lange der Seite CD zu berechnen,
wenn AB=10cm gilt und die Verbindungs-
strecke zwischen den Mittelpunkten der Dia-
gonalen des Trapezes 3,5 cm lang ist.

Losungen

Al A Angenommen, der Schiiler hat n Auf-
gaben geldst, also (n—22) Aufgaben nicht
gelost; dann gilt

n+ 3(n—22)<60 und n+%(n—22)> 30,

n+3n—66 <60 und n+ln—23—2>30,

3
4 112
4n <126 und §”>T’

n<31% und n> 28,

n<31 und n=29.

Daraus folgt n=29 oder n=30 oder n=31,
also n—22=7 oder n—22=8 oder n—22=9.
Von diesen Zahlen ist nur 9 ein Vielfaches
von 3. Deshalb existiert genau eine Losung,
nidmlich n=31. Der Schiiler hat 40 Mathe-
matikaufgaben bearbeitet; davon hat er 31
Aufgaben gelost, 9 Aufgaben nicht gelost.

A2A Angenommen, der Schachmeister
hatte insgesamt n Spiele auszutragen. In der

. 7 . .
ersten Stunde gewann er " Spiele; in der

Zeit danach gewann er noch ‘—;15—2 - n Spiele.

Nun gilt
17—2 ‘n =% ‘n+12,
Tn=4n+ 144,
3In=144,
n= 48.
Insgesamt wurden 48 Schachpartien gespielt.

km x
Ala D'_IST’ s,=x km, [,=l—5 h;

vp= 10%"’, sy=(x—>5)km, r,=% h.
Nun gilt
x=5_x 4
BN
3(x—5)=2x+40,
x=55.
Also AC=55km und BC=50 km.
Ferner gilt
S,—5=.§_,-,
v t—S=uvsty,
156, —5=10(t,+ 1),
St,=15, also t,=3.
Nach 3 Stunden iiberholte der Radlahrer das

Pferdeluhrwerk.
s=v-t=15kTm-_3h=45 km.

Der Radfahrer iiberholte das Plerdefuhrwerk
10 km vom Ort C entlernt.

A4 A Ein Rhombus ist zugleich ein Trapez
bzw. ein Parallelogramm, aber kein Quadrat.
Folglich handelt es sich bei dem Viereck um
einen Rhombus.

A5a Wir verbinden A mit B, zeichnen
durch S die Senkrechte zu AB, ihr Schnitt-
punkt mit AB sei D. Wir zeichnen die Gerade
AS. Wir zeichnen durch B die Senkrechte zu
AS, ihr Schnittpunkt mit der Geraden DS
ist der Punkt C. Wir verbinden 4 mit C.

c

A D B
A6A Es gilt {DAC:{BAC=%¢ nach
Voraussetzung. Ferner gilt $DCA= xBAC

=%a als Wechselwinkel an geschnittenen

Parallelen. Daraus folgt ¥DAC= xDCA

=%a. Somit gilt auch AD=CD.

A7A Angenommen, zu Beginn des Spieles
hatten Andreas 2n, Fritz 3n und Hans 5n
Murmeln; das sind insgesamt 10n Murmeln.
Angenommen, am Ende des Spieles hatten
diese Jungen m, 2m und 5m, also insgesamt
8m Murmeln. Aus 10n=8m [olgt n=4 und
m=35, da m und n natiirliche Zahlen sein
miissen. Daraus ergibt sich folgende Vertei-

lung:
Anzahl der Murmein von

Andreas Fritz Hans
Spielbeginn 8 12 20
Spielende 5 10 25

Wihrend des Spiels hat Fritz zwei, Andreas
drei Murmeln an Hans verloren.

12-11
2
auszutragen. Aus 66 — 54 =12 folgt, daB noch

12 Spiele stattfinden miissen.
Somit hatte jede der 12 Mannschaften noch
genau ein Spiel zu bestreiten.

A8A Insgesamt waren

=66 Spiele

A9A Wegen MA=MB=MC=5cm gilt
AB=10cm. Wir konstruieren zunichst das
Teildreieck ABD aus AB= 10 cm, BD=2cm
und Winkel < ADB=135° (siche abgebildete
Planfigur). Der Thaleskreis iiber AB als
Durchmesser schneidet BD in C.

c
Ay,

(>
/\ 1
A r M r 8
xDAS

A10a Nach Voraussetzung gilt

= <):BAS=%0: und ¥xEBS= {ABS=%ﬂ.
Ferner gilt xDSA= {BAS:%a und ¥ ESB

=<):ABS=-;-ﬁ als Wechselwinkel an ge-

schnittenen Parallelen. Daraus [olgt ¥ DAS
= ¥DSA und xESB= xEBS. Folglich gilt
AD=DS und ﬁ=ﬁ, also DE=DS+SE
=AD+BE.

(9]

J
a
A H

8

Alla Angenommen, Albert hat a Mark
und Jirgen b Mark gespart; dann gilt
18 45
100 “~T00
=292,5 erhalten wir durch Einsetzen

5 1
b, also a=§~b. Aus a—zb

%b -—%b =292,5,also b=130und somit a =325
Albert hat 325 M, Jiirgen 130 M gespart.

Fortsetzung aul Seite 96
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Kombinationsspiel

Fiir dieses Spiel benotigt man nur Papier und Bleistift.
Es geht darum, durch ,,Raten‘* oder ,,Kombinieren*
eine Zahl zu bestimmen, die der Gegenspieler verdeckt
notiert hat. Je nach dem gewiinschten Schwierigkeits-
grad kann man drei- bis sechsstellige Zahlen verwen-
den. Es ist auch jede hohere Stellenzahl méglich, aber
dann dauert das Spiel zu lange. Als Ziffern verwendet
man entweder die Ziffern 1 bis 9 oder eine Teilmenge
davon. Der Gegenspieler gibt bei jeder Entscheidung
eine Bewertung. Wurde nur die richtige Ziffer getrof-
fen, dann soll das durch einen senkrechten Strich
markiert werden; stimmen Ziffer und Spalte iiberein,
dann notiert er ein Pluszeichen. Am Beispiel:

Es wurde vereinbart, eine vierstellige Zahl und die
Ziffern 1 bis 5 zu verwenden. Es wird folgendes
Schema vorbereitet :

1 2 3 4 /7

4 3 ;) 1 ///
3 4 1 2 + + +
3 1 4 3 4 gy
3 4 | 5

Wir nehmen an, daBl Spieler A die Zahl 3415 ver-
deckt notiert hat. B beginnt mit 1234 und tragt diese
Zahl ein. Er erhidlt von A die Information: |||
Daraus ersieht er, daB drei der vier Ziffern richtig sind,
jedoch keine in der richtigen Spalte steht. B ver-
tauscht nun und notiert 4321. Er bekommt von A die
Information: | | |. Sein néchster Versuch sei 3412 mit
der Bewertung: + + +. Um herauszufinden welche
Ziffern in den richtigen Spalten standen, vertauscht B
die 4 mit der 1. Er notiert 3142 und erhélt die Infor-
mation: + | |.

Daraus 148t sich nun schon eindeutig folgern, daB3 4
und 1 die richtigen Ziffern in den richtigen Spalten
waren und entweder die 3 oder die 2 durch 5 ersetzt
werden muBl. Wihlt man fir 2 die 5, ist man am Ziel,
sonst ist mindestens ein weiterer Schritt notwendig.
Nun kommt der andere Spieler an die Reihe.
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Das Spiel wird wesentlich erschwert, wenn man mehr
als 5 Ziffern zuldBt. Sieger ist, wer weniger Versuche

benétigt. nach Lutz Kleber, Dresden

bearbeitet von OL H. Pdtzold, Waren

Gradlinig
Alle Akten im Regal

schwirmten fiir das Lineal.
Und der Grund fiir so was Dummes:
Es tat niemals etwas Krummes!

Im Eiltempo
Welcher Wagen erreicht den Parkplatz?
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aus: Troll 20/77

Kryptarithmetik

Gleiche Zeichen bedeuten gleiche Ziffern!




Silbenritsel

Aus den folgenden Silben sind 17 Begriffe zu bilden.
Die Anfangsbuchstaben nacheinander gelesen ergeben
einen Begriff, durch den z. B. jedem geordneten Paar
[x, y] reeller Zahlen genau ein Punkt der Ebene zu-
geordnet werden kann.

an - che — di - di - dif — el —ex - fe — fld — fol — form —
ge - gel — gen — ger — gra — in — ke — kreis — la — lip -
lung — mal - man — na - nach — nor —nung - on —on -
or —ord ~ ra — renz — satz — se — spie — stieg — tan — te —
te — te — tel — ti — ti — trans — trem — us — wert — yard.

1. Rotationskorper

2. wird durch das Relationszeichen ,,<‘ bzw. ,,>*
festgelegt

. y-Achse

. Halbmesser

. Ergebnis der Subtraktion

. hohere Rechenart

. hat jede natiirliche Zahl

. wird z. B. durch min der linearen Funktion y = mx
gebildet
9. Gerade, die einen Kreis beriihrt

10. Optimale Losung

11. Wie nennt man die quadratische Gleichung:

X +px+g=o0

12. beweisbare Aussage

13. engl. und nordamerik. Langenmaf (0,914 m)

14. eine Bewegung

15. Verschiebung

16. Kegelschnitt

17. Oberfliche, ohne Deck- und Grundfliche

Dipl.-Lehrer Ing. D. Vilzke, Greifswald

0 N bW

Erster Schultag: ,,Nun Lieschen, wie alt bist du?*

aus: Pythagoras 1/74, Niederlande

Welcher Beruf?

INGE RUBIN, AUE
IMRE VURGU, SINGEN u. ESSEN

E. U. LING-HEUSCH, (1301) CHORIN

P. HEYSE, GORKI

EVA M. RASCHIG-BESSEN, (50) ERFURT
UTE 1. STAMM-KINDT, ATHEN

PEER FABRII-CHARTE, KARTHAGO
CHE DARK, REIMS

C. 0. GOTE, (8601) LEHN

BEN RICH, ZAUE Lehrer D. Knape, Jessen

Tauschen und Schiitteln

Vom Wort FREIZEIT ausgehend sind neue Begriffe
zu bilden, indem jeweils drei Buchstaben entnommen
und dafiir drei neue eingesetzt werden. Durch Schiit-
teln ergibt sich dann das zu suchende Wort. Das gefun-
dene Wort-ist jeweils Ausgangspunkt fiir das nichste.
1. Primzahl; 2. Vieleck (Mehrzahl); 3. Viereck;
4. Biirgermeister und Naturforscher in Magdeburg
(1602 bis 1686); 5. Vieleck (Mehrzahl); 6. Primzahl;
7. Primzahl; 8. aus einer Vielzahl Ausgewibhltes;
9. ausgezeichneter Punkt bestimmter geometrischer
Gebilde; 10. orientierte Figur (Mehrzahl); 11. Seiten-
bezeichnung bestimmter Dreiecke.

Oberlehrer Ing. K. Koch, Schmalkalden

Wie heifit der Wissenschaftler?

di—-e-ein—-er-fisch—ge-go-gra—in-le—ler—me—
nicht - no - 0 ~ 0 — ramm - ran - rént — sau — stell —
ster — stoff — tal — thi — u — xid - zeit
Aus vorstehenden Silben sind Worter mit folgender
Bedeutung zu bilden:
1. Bei der Behandlung des chemischen Gleichgewichts
auftretende GroBe, 2. Methode der Kristallunter-
suchung, 3. Gruppe von Elementen, 4. Klasse organi-
scher Verbindung, 5. Element, 6. Kiipenfarbstoff,
7. Wissenschaftier der DDR, entwickelte ein Verfahren
zur Verkokung von Braunkohle (Nationalpreis 1951),
8. anorganische Verbindung.
Die ersten und die letzten Buchstaben, beide von oben
nach unten gelesen, ergeben den Namen eines eng-
lischen Physikers.

Prof. Dr. W. Renneberg t

Spruchweisheit

Wann ist die Freude am groBten?
Wenn du das Gewiinschte erreichst.

Thales von Milet
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XVII. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR

4. Stufe (DDR-Olympiade)
Aufgaben

Olympiadeklasse 10

1. In einer Ebene ¢ sind eine Gerade g und
zwei Kreise k, und k, gegeben.
Konstruieren Sie ein Quadrat ABCD, dessen
Eckpunkte A und C auf g liegen, dessen Eck-
punkt B auf k; und dessen Eckpunkt D auf
k, liegt! Beschreiben und begriinden Sie die
Konstruktion!

Stellen Sie fest, fiir welche Lagemoglichkeiten
der gegebenen g, k,, k, ein solches Quadrat
existiert und fir welche von diesen Lage-
moglichkeiten es dann sogar eindeutig be-
stimmt ist!

2. Man ermittle alle rationalen Zahlen x, fiir
die die Zahl

z=x2+x+6
das Quadrat einer natiirlichen Zahl ist.

Von den nachstehenden Aufgaben 3A und
3B ist genau eine auszuwihlen und zu losen!

3A.Sind ag, ay, ..., a,- 1, a, natiirliche Zahlen
mit 0<a;<3 (i=0, 1, ..., n) und gilt
z=a, 4"+a,_, 4" '+ ... +a,-4+ao,
so sagt man, z sei im 4-adischen System
durch die Ziffern a,, a,-1, ..., a1, ao darge-
stellt, und schreibt kurz
z2=[ann-1...a1a0]4. Ist dabei a,+0, so heibt
die (auf genau eine Weise derart darstellbare)
Zahl z (im 4-adischen System) (n + 1)stellig.
Wir bilden nun jeweils zu einer natiirlichen
Zahl z+0, nachdem sie in dieser Weise dar-
gestellt ist, die Zahl
Z=at+ai_ +...+at+ad
Dieses Verfahren kann dann wiederholt wer-
den; aus der Zahl z’ erhdlt man, nachdem sie
im 4-adischen System dargestellt wurde, in
der angegebenen Weise die Zahl z”, aus dieser
ebenso z* usw. (Als Beispiel sei das Verfah-
ren an der Zahl z=154 erlautert:
Esistz=3-4%+1-4+2=[312],,
d.h. die Ziffern dieser Zahl sind 3, 1, 2.
Also ist
2 =324+12+42?=14=3-4+2=[32],,
2"=32422 =13=3-4+1=[31]4
usw.
Bezeichnet man jeweils die Anwendung des
Verfahrens durch einen Pfeil und 148t bei
Darstellung im 4-adischen System die Klam-
mern [ ] und die Angabe der Basis 4 fort, so
kann man abgekiirzt schreiben:

31253231 usw.)
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a) Beweisen Sie, daB fiir jede natiirliche, im
4-adischen System dreistellige Zahl z die Zahl
2z’ kleiner als z ist!

b) Beweisen Sie, daB man aus jeder natiir-
lichen Zahl z+0 bei geniigend hauliger
Wiederholung des oben angegebenen Ver-
fahrens die Zahl 1 erhalt!

3B. Auf dem beiliegenden Arbeitsblatt ist
dreimal ein Quader ABCDA,B,C,D, in
schriger Parallelprojektion dargestellt. Auf
BB, liegt ein Punkt M, auf CC, ein Punkt N
und im Innern der Rechtecksfliche 4,B,C,D,
ein Punkt P.

1. Fall 5 ¢
*p
4 5 (CR - BR)
"
//////‘J___--ﬂ—’_ S C
A 7
2. Fali g' C,
| R —
4 ‘2‘ 5 (W =8M)
]
e a2
e M
A £
3.Fall , C,
| P w
A i 8, (CN~8M)
! t
]
A
ARS r

Konstruieren Sie auf dem beigefiigten Ar-
beitsblatt (in der verwendeten perspektivi-
schen Darstellung) (iir die angegebenen drei
Lagen dieser Punkte jeweils die Schnittfigur,
die sich als Schnitt des Quaders mit der
Ebene ¢ durch M, N, P ergibt!

Beschreiben und begriinden Sie Thre Kon-
struktion!

4. Gegeben seien zwei von einem Punkt C
ausgehende Strahlen s und ¢, die nicht auf
einer gemeinsamen Geraden liegen.
Ermitteln Sie die Menge der Umkreismittel-
punkte aller derjenigen Dreiecke ABC, deren
Ecken A und B aufl s bzw. ¢ liegen!

S. Beweisen Sie, daB der Term

1g(s)/2-7)

183-2)/2)
eine reelle Zahl definiert und daB diese
rational ist!

6. Man ermittle alle reellen Losungen des
Gleichungssystems
x+xy+y=2+3]/£,
x2+y*=6.

Olympiadeklasse 11/12

1. Sind fund g im Intervall — 1< x <1 stetige
Funktionen, so seien Zahlen d,(f, g) und
d,(f, g) wie folgt definiert:

di(f, g)=max | £ (x)—g(x) |, xe{— 11}
dy(/, g) ist der in Flacheneinheiten eines recht-
winkligen Koordinatensystems ausgedriickte
Inhalt derjenigen Fléache, die durch die Bilder
der Funktionen f und g sowie die beiden Ge-
raden x= — 1 und x=1 begrenzt wird. (Dabei
werde der Inhalt jeder Teilfliche, unabhingig
von ihrem Umlaufsinn, als positiv aufge-
faBt.)

Esseien nunf, (n=1,2,...)und h die im Inter-

vall —1£x<1 durch fi(x)= ) (1—x)x*!
|

k=
und h(x)=1 definierten Funktionen.
a) Man ermittle limd(f,, h), falls dieser

Grenzwert existiert.
b) Man ermittle limd,(f,, h), falls dieser
n— oo

Grenzwert existiert.

2. Es seien g und h die in der (zweielementi-
gen) Menge {1, —1} als Definitionsbereich

durch g(l)= 1,g(-1)=—1: (1)
hl)=—1Lh-1)= 1
definierten Funktion. )

Ferner seien f1, f2, f3, f4, fs, fe, f» Funktionen,
von denen einige gleich g und die iibrigen
gleich k sind.

Fiir diese Funktionen moge gelten:
Si)==1fe(1)=f(1)=1:
SHlf)=—1: @
LGS = — L. (&)
Man beweise, daB in allen Fillen, in denen
diese Bedingungen erfiillt sind, die Anzahl
derjenigen f;, die gleich g sind, die gleiche ist,
und gebe diese Anzahl an.

&)

3. a) Man gebe alle Méglichkeiten an, ein
gegebenes Dreieck D in drei Dreiecke Dy, D;,
Dj; zu zerlegen. Die Zerlegungen sind danach
zu unterscheiden, ob Eckpunkte der Teil-
dreiecke im Innern oder auf dem Rand von
vorkommenden Dreiecken oder Strecken
liegen.

b) Man beweise: Ist ein Dreieck D in drei
zueinander dhnliche Dreiecke D;, D,, D;
zerlegbar, so ist es gleichschenklig oder recht-
winklig.

4. Definition: Es sei mit d(X, Y) der Abstand
zweier Punkte X, Y einer Punktmenge I
bezeichnet. Eine reelle Zahl d hei3t Durch-
messer von M, wenn folgende Bedingungen
erfiillt sind:



(1) Fiir je zwei Punkte X, Y aus Dt gilt
dX,Y)<d.
(2) Es gibt Punkte P, Q aus Wi, fir die
d(P, Q)=d ist.

Aufgabe: Man beweise:

a) Wenn eine Kreisfliche mit dem Durch-
messer d von einem beliebigen Streckenzug,
der die Kreislinie genau in einem Punkt M
und einem Pu\nkt N schneidet, in zwei Teile
zerlegt wird, dann hat eine dieser Teilflichen
(jeweils einschlieBlich jhres Randes verstan-
den) ebenfalls den Durchmesser d.

b) Wenn ein Kugelkérper mit dem Durch-
messer d von einer ebenen Schnittfldche ¢,
in zwei Teilkorper und danach einer dieser
Teilkorper durch eine ebene Schnittflache e,
wieder in zwei Teilkorper zerlegt wird, dann
hat bei jeder derartigen Zerlegung eines
Kugelkorpers in drei Teilkorper wenigstens
einer dieser Teilkdrper (jeweils einschlieflich
seiner Begrenzungsflichen verstanden) eben-
falls den Durchmesser 4.

5. Es sei fy, f3, ... eine Folge von Funktionen,
die fiir alle reellef Zahlen x definiert sind, und
zwar durch
filx)=]/x>+48,

Ser1X) =/ x*+6fu(x) Rirk=1,2,3, ...
Man ermittle fir jedesn=1,2, 3, ... alle reellen
Zahlen x, die Losung der Gleichung

folx)=2x  sind.
Von den nachstehenden Aufgaben 6 A und
6B ist genau eine auszuwihlen und zu l6sen!

6A. Es sei n eine positive ganze Zahl
(ai, aa, ..., a,) sei ein n-Tupel reeller Zahlen
mita;<a,<...Za,

Man untersuche, ob es zu diesen gegebenen
ap, ..., a, eine reelle Zahl x derart gibt, daB
die Zahl

z=|x—a |+ |x—ax| +...+ | x—a,|
moglichst klein ist.

Gibt es ein derartiges x, so bes_timme man
alle reellen Zahlen x mit dieser Eigenschaft
und gebe den zugehdrigen minimalen Wert
von z an.

6B. a) Gegeben sei eine natiirliche Zahl n=>2.
Es sei u der Umkreis eines regelmiBigen
2n-Ecks AgA,...az,-,. Eine Menge aus drei
Ecken A;, Aj, Ax dieses 2n-Ecks heifle ,.ein-
seitig”, wenn es aufl der Kreislinie u einen
Halbkreisbogen h einschlieBlich seiner beiden
Endpunkte gibt, der 4;, A;und A, enthilt.
Man ermittle die Wahrscheinlichkeit w, da-
fir, daB eine willkiirlich gewahlte Menge
M={A,, Aj, A} aus drei Ecken ,einseitig"
ist.
b) Man ermittle den Grenzwert lim w,, falls
er existiert. e
Hinweis: Ist m, die Anzahl aller Mengen, die
man aus je drei Ecken A4;, Aj, Ax des 2n-Ecks
bilden kann, und ist g, die Anzahl aller
~einseitigen* unter ihnen, so ist die in a) ge-
suchte Wahrscheinlichkeit definiert als

gn

W, .
my,

Losungen

Losungen zu Heft 1/78, Fortsetzung:

Pho9 w34 Geg.:g=9,81§

1 min£ 120 Troplen

Ges.: h (Hohe der Dachrinne)
Die Fallzeit des ersten Tropfens sei t Sekun-
den, dann ist die Fallzeit des ndchsten Trop-

fens <t—% Sekunden, da bei 120 Tropfen in

der Minute nach jeder halben Sekunde der
nachste Tropfen fallen muB.

Um die Hohe h zu berechnen, gelten die bei-
den Formeln

h=%- t2 [iir den ersten Tropfen,

h_g (,_L\
472 2

fiir den néachsten Tropfen. Folglich gilt:

2
4.%.(,_%) _9g 2

(1)

g
G 1 29 2
4 §(t t+4) 2:
42 —4r+1=¢2
2 4 10
*—3t+y =0 .
Dann ist
2 4 1
’“=§i\/§‘§
ty=1[s] @

ty =% (entfillt, da es nicht
den Bedingungen der Aufgabe entspricht)
(2) wird nun in (1) eingesetzt
=9,
h 5 t

9,81 m
h=22 -1s2
55T 1s

hx~5m
Damit befindet sich die Dachrinne in rund
5 m Hohe.
Ph10/12 w35
Geg.: a) [=255m
dl = 10,08 m
g=981 ;_nz (Fallbeschleunigung)
a=15° (Auslenkungswinkel)
b) i=116; v=387"2
s

Ges.: a) v (Bahngeschwindigkeit)
b) n, (Drehzahl des Antriebsmotors)

a) Die Berechnung der Geschwindigkeit der
Sitze erfolgt mit Hilfe der Formel fir die

Zentrifugalkraft F,
2
F:=m v
r
F.'r
2__1z
="t o
. . F
Nun ist (s. Skizze) tan a=6'
. d,
i
{
r2 _
m f
b
a
6 F
F.=tana-G. (2)

Die Gewichtskraft G ist aber G=m"g. Dies
in (2) eingesetzt, ergibt

F,=tana-m-g. (3)
Weiterhin muB8 noch der Bahnradius r be-
rechnet werden. In der Skizze ist das r,. Man
findet (s. Skizze)

ra=ri+b b=I[ sina
ra=ry+!-sina.
Also ra=r=ry+/-sina. 4)

Durch Einsetzen von (4) und (3) in (1) ergibt
sich
Dz=tana-m~g~(rl+l~sina)
m
vi=tana-g-(r;+1 sina)

©2=02679 9,81 52 (5,04 +2,55-0,2588) m

2

vix 1498

s
v=)/1498 2

s
va 3872,

s
Die Bahngeschwindigkeit der Sitze betrigt
3872
s

b) Laut Anmerkung gilt i=n, :n,, dabei ist n,
die Motordrehzahl (Antrieb) und n, die Ka-
russelldrehzahl (Abtrieb). Dann ist

n =i-ny 5)
Die Drehzahl n, des Karussells findet man
aus der Formel fiir die Drehzahl

v=d-m-n,
v
ma=g
Nun ist nach (4) d=2r=2(r,+!-sin a), also
v

"=+l sin)

Nun wird n; in (5) eingesetzt, dann ergibt sich
i'v

"2+l sina) 7w
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n= 116-3,87m
17 2(5,04+2,55- 0,3588) m-3,14s
ma12!
s
12-60 1
ny= a =720 —.
min min

Die Drehzahl des Antriebsmotors betrigt

720 0.
min

Ch7 w25 a)34g m
2Fe +0,-2FeO
112g 144 g
34¢g m
112g 144g
_34g-144¢g
M_T=4’37g

Aus 34 g Eisen entstehen 4,37 g Eisen(Il)-
Oxid
b)34¢g m

3Fe+20,-Fe;0,

168¢g 232g

_34g-232g
"= "Te8g
Aus 3,4 g Eisen entstehen 4,68 g Eisen(ILIII)-
Oxid
c)ldg m

4Fe+30,;-2Fe,0;

224¢g 320g

_34g-320g
m= g
Aus 3,4 g Eisen entstehen 4,87 g Eisen(III)-
Oxid.
Masse Eisen(II)-Oxid in g
Masse Eisen in g
Aus 5 g Eisen entstehen 6,4 g Eisen(1I)-Oxid.
Aus 8 g Eisen entstehen 10,3 g Eisen(1I)-Oxid.
Aus 9,5g FEisen entstehen 12,3 g Eisen(II)-
Oxid.

—468g

=487¢g

Ch8 =26
a) 24kg m
Ca(OH),+C0O,;-»CaCO;+H,0
TJ4g 44
_24kg-44g
m= 74y
10 kg Kalkmortel miissen 1,45kg Kohlen-
dioxid aufnehmen.

=145kg

b) 2,4 kg vV
Ca(OH), +C0O,—-CaCO;+H,0
Tag 2241
_24kg-2241_

V= gy = 7251

1,45 kg entsprechen 7251 Kohlendioxid.

c)24kg m
Ca(OH)z + CO;—»CaCO; + Hzo
TJ4g 18g

24kg-18¢g

m= _Tg_ =0,584 kg

Es entstehen dabei 0,584 kg Wasser.

d)0,7g vV

CaCO; +2HCl—CaCl, + H,0+CO,
100g - 2241

0,7g-22,41
y=22"2 "7 _

1008 155,7 ml \
v'p_Yo Po

T To
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y=lo Po- T

"To'p Vo =155,7 ml
po=760 Torr
To=0°C=273°K
155,7 ml - 760 Torr - 291 °K

273°K - 745 Torr

V=169,3ml
Aus 0,7g Kalziumkarbonat entstehen
169,3 ml trockenes Kohlendioxid bei 18°C
und 745 Torr.

V=

Ch9 =27
a)2C;H,+0, —-2CH;CHO
2CH,CHO +0,—-2CH,;COOH
50g m
C,H, CH;COOH
28g 60g
m=—5°§8' g°g=1o7g
Aus 50 g Athen entstehen 107 g Athansdure
b)50 g m

C,HsOH +0,—-CH;COOH+H,0

46g 60g

_50g-60g _
m= ~46g - 65g
Aus 50 g Athanol entstehen 65 g Athansiure.
— Variante a) liefert groBere Ausbeute.

Ch10/12 =28
I 4FeS,+110,; —»2Fe;03+8S0,
Il 8SO, +40, —8S0;
1If 850; +8H,0-8H,S0,
4FeS, 8H,SO,
FeSz 2H1$04
100t Eisenkies enthalten 85t reines Eisen-
disulfid. 8t Eisenkies enthalten xt reines
Eisendisulfid,
. 85t-8t
100t
d. h., 6,8 t Eisendisulfid kénnen zu Schwefel-
sdure umgesetzt werden.

=68t

Ldsungen zum alpha-Wettbewerb,
Heft 2/78:

Ma5 #1736 Aus 63:3=21 [olgt, daB Joa-
chim am ersten Tag nach Erhalt des Buches
21 Seiten durchlas. Aus 21 - 9= 189 folgt, da
das Buch 189 Seiten umfaft.

Ma5 #1737 Angenommen, an den Leicht-
athletikwettbewerben waren n Frauen und
somit (n+ 526) Ménner beteiligt; dann gilt
n+(n+526)=1314,
2n= 788,
n= 394..
Somit nahmen 394 weibliche und 920 ménn-
liche Leichtathleten an den Olympischen
Sommerspielen 1976 in Montreal teil.

Ma5 #1738 Beide Freunde kauften zusam-
men drei Stiick Streuselkuchen und drei
Schweineohren. Sie hatten zusammen 1,29 M
zu zahlen. Folglich kosten ein Stiick Streusel-
kuchen und ein Schweineohr zusammen
1,29 M :3=0,43 M. Da Mario fir ein Stiick
Streuselkuchen und zwei Schweineohren
0,61 M zu zahlen hatte, kostet ein Schweine-

ohr 0,61 M—0,43 M=0,18 M. Somit betriigt
der Preis fiir ein Stiick Streuselkuchen 0,43 M
—0,18 M=0,25 M.
Ma5 1739 Es sei n die gesuchte natiirliche
Zahl; dann gilt
2-n+14=8-(n—8),

2n+14=8n—64,
78 =6n,
n=13.
Die gesuchte natiirliche Zahl lautet 13.
Ma5 ®1740
a) X
b) \
Y \
oder \
/ \
s
<)

A

d) v ‘\

Ma5s u1741 Angenommen, an den Sparer
wurden n 100-Mark-Scheine ausgezahlt;dann
erhielt er noch 2n 50-Mark-Scheine und
(2n+1) 20-Mark-Scheine. Nun gilt
100 - n+50-2n+20- (2n+ 1)= 500,
200-n+20-(2n+ 1)=1500,
10-n4(2n+1)= 25,
12n= 24,
. n= 2
Der Sparer erhielt somit zwei 100-Mark-
Scheine, vier 50-Mark-Scheine und fiinf 20-
Mark-Scheine ausgezahlt.

Ma6 #1742 Wegen 1+0=1und 9+9=18
gilt fiir die Quersumme g der gesuchten zwei-
stelligen natiirlichen Zahlen 1<g=<18. Es
kommen also nur die Primzahlen 2, 3, 5, 7,
11, 13, 17 als Quersumme in Frage. Die [ol-
gende Tabelle enthilt alle méglichen zu unter-
suchenden Fille:

q z q z q z
2 11 7 16 13 49
2 20 7 25 13 58
3 12 7 3 13 67
3 21 7 43 13 76
3 30 7 52 13 8
5 14 7 61 13 94
5 .23 770 17 89
5 2 11 29 17 98
5 44 11 38
5 50 11 47

1 56

1 65

1n 74

1 83

1 92



Wegen 2-10=20, 3:4=12, 3-7=21, 3-10
=30, 5-10=50, 7-10="70 erfiillen nur die
Zahlen 12, 20, 21, 30, 50, 70 die gestellten
Bedingungen.

Maé6 ®1743 Esseien o, f§,y die AuBenwin-
kel des Dreiecks ABC; dann gilt a’'=y"—29°
und ' =y —49°.
Die Summe der GréBen der AuBenwinkel
eines Dreiecks betragt 360°. Somit gilt
o + ' +9 =360,
(" —29°)+(y' —49°)+y' = 360°,
3y —78°=360°,
3y'=438°,
"y =146,
Ferner gilt y' = 180° —y' = 180° — 146° = 34°,
o=180°—o'=180°—(y —29°)
=180° —(146° —29°)=63°,
f=180°—f'=180°—(y' —49°)
=180°—(146°—49°)=83°,
Die Innenwinkel des Dreiecks ABC haben
die folgenden GrofBen:
a=63°; B=83°; y=34°.

Ma6 #1744 Angenommen, die urspriing-
liche Fallh6he betrug x Meter; nach dem

ersten Aufprall sprang der Ball um % x Me-

ter, nach dem zweiten um é-x Meter wieder
hoch. Nun gilt

Frank lieB den Ball aus einer Héhe von 4,5 m
fallen.

Ma6 ®1745 a) Aus x(x+y)=41=1-41
folgt x=1 oder x=41, da 41 Primzahl ist.
Fiir x=1 erhalten wir y=40. Fir x=41 er-
halten wir x + y=1, was nicht moglich ist.

b) Aus x(x—y)=41=1-41 folgt x=1 oder
x=41. Fiir x=1 erhalten wir x—y=1—y
=41, was nicht moglich ist. Fiir x=41 er-
halten wir y=40.

c) Aus x(y—x)=41=1-41 folgt x=1 oder
x=41. Fiir x=1 erhalten wir y=42. Fiir
x=41 erhalten wir y=42. Folgende vier
Zahlenpaare erfiilllen die gegebenen Glei-
chungen:

(1;40), (41; 40), (1, 42), (41;42).

Es gilt

a) 1-(14+40)=41;

b) 41- (41 —-40)=41;

c) 41-(42—-41)=41.

Ma6 81746 Angenommen, die Enkeltoch-
ter sei n Jahre alt; dann ist ihre GroBmutter
12n Jahre alt, und es gilt
n+12n=065,
13n=65,
_65
-5
n= 5.
Die GroBmutter ist somit 60 Jahre, ihre
Enkeltochter 5 Jahre alt.

n

Ma7 ®1747 Angenommen, es wurde die
Diagonale AC gezeichnet. Wegen AB=BC=s
gilt x ACB= ¥ CAB. Die Winkelsumme eines
n-Ecks betrdgt (n—2)- 180°. Die GroBe des
1

Winkels ABC betrdgt somit 5

(5—2)-180°
=108°. Daraus [olgt

I
¥ ACB= <):CAB=§-(180°— 108°)=136°, und
somit X EAC=108°—36°=72°. Die entge-
gengesetzt liegenden Winkel X EAC=72°
und ¥ AED=108° ergidnzen sich zu 180°.
Folglich gilt AC| ED, d.h., die Diagonale
AC verlduft parallel zur Fiinfeckseite DE.

Ma7 ®1748 Angenommen, Hans hat x Fla-
schen Limonade und y Flaschen Cola, also
(25—x—y) Flaschen Bier eingekauft, dann
gilt
0,21x+0,35y+0,48 - (25— x—y)=17,61,
21x+35y+48-(25—x—y) =761,
21x+35y+1200—48x—48y =761,
27x+ 13y=439,
27x=432+7-13y,
13y—7
27 -
Nun miissen x und y natiirliche Zahlen sein
mit 1 < x, y<23. Nur fiir y= 13 und somit fiir
x=10 wird diese Gleichung unter den ein-
schriinkenden Bedingungen erfiillt. Hans hat
somit 10 Flaschen Limonade, 13 Flaschen
Cola und 2 Flaschen Bier cingekauft.

x=16—

Ma7 w1749 Die den drei Ziffern entspre-
chenden auleinanderfolgenden natiirlichen
Zahlen seien n, n+ 1, n+2. Dann lautet die
Quersumme der gegebenen dreistelligen Zahl
3In+3=3-(n+1). Wegen n+259, also n<7,
und wegen 9|3 (n+1) gilt n=2 oder n=5.
Die zunidchst zu untersuchenden Zahlen lau-
ten somit

234, 243, 324, 342, 423, 432 bzw.

567, 576, 657, 675, 756, 765.

Nun gilt
234=9-
243=9-
324=9-
342=9-

26; 567=9-63;

27; 576=9-64,;

36; 657=9-73;

38; 675=9-175;

423=9-47; 756=9-84;

432=9-48; 765=9-85.

Nur die Faktoren 47 und 73 sind Primzahlen.
Diese Aufgabe besitzt zwei Losungen. Die
Zahlen 423 und 657 erfiillen die gestellten Be-
dingungen.

Ma7 w1750 Jede vierstellige natiirliche
Zahl 4Bt sich in der Form z=1000a + 100b
+ 10c +d darstellen. Ferner gilt a+c=b+d
bzw. d=a+c¢—b. Durch Einsetzen erhalten
wir z=100a+100b+ 10c+a+c—b,
z=1001a+9% +1lc,
z=11-(9la+9 +c).
Somit ist z durch 11 teilbar.

Ma8 1751 In u?—1=(@u—1)(u+1) sind
beide Faktoren geradzahlig. Da von zwei auf-
einanderfolgenden geraden Zahlen genau eine
durch 4 teilbar ist, ist u>—1 durch 8 teilbar.
Von den drei aufeinanderfolgenden Zahlen
u—1,uund u+ ! ist genau eine durch 3 teilbar.
Da das nach Voraussetzung u nicht ist, muf3
es entweder u—1 oder u+1 sein. Damit ist
auch u? —1 durch 3 teilbar.

Wenn die Zahl u?>—1 durch 8 und durch 3
teilbar ist, so ist sie durch 24 teilbar, w.z.b.w.

Ma8 »1752 Die Fassungsvermogen der
drei Behilter seien a, b und ¢ (in Litern).

Dann gilt
a+b+c=170 1)
a—b=§a 2
a—(b+c)=10. (3)

Nach dquivalenten Umformungen der Glei-
chungen (2) und (3) erhalten wir:

a+b+c=170 ()]
7
a—b—10=c. 3

Setzt man (2) in (3) ein, so erhdlt man die
Gleichung

7
a—§a—10=c bzw.

%a —10=c. @)
Setzt man (2) und (4) in (1) ein, so erhilt man

die Gleichung

7 2
a+§a+§a—10=170 )
2a=180
a=90.

Daraus folgt durch Einsetzen in (2) b= 70 und
durch Einsetzen in (3) ¢=10. Die Behilter
haben ein Fassungsvermogen von 90 Litern,
70 Litern bzw. 10 Litern.

Probe: 1. Die Summe der Fassungsvermogen
betriagt 170 Liter.

2. Wenn man den Inhalt des ersten in den
zweiten Behilter umfiillt, so bleiben von
90 Litern noch 20 Liter zuriick, das ist
92-8 bzw. ; des Inhalts.

3. Der Inhalt der letzten beiden Behilter be-
tragt 80 Liter. Fillt man diesen in den ersten
Behilter, so fehlen noch 10 Liter, um ihn voll-
stindig zu fiillen.
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Fortsetzung von Seite 89

Al2a Angenommen, bis 14 Uhr sind x
Stunden verstrichen;dann gilt 20x = 12(x +4),

also x=6. Aus 6h-20%=120m folgt, da3

der ganze mit Platten auszulegende Weg
120 m lang ist. Die Arbeit wurde aber erst in
8 Stunden pgeschafft (um 16 Uhr beendet);
folglich legte diese Brigade pro Stunde 15m
des Weges mit Platten aus.

A13a Angenommen, am Ausflug beteilig-
ten sich x Jungpioniere, also 9x Théilmann-
Pioniere. Im Lager verblieben y Thidlmann-
Pioniere, also 10y Jungpioniere. Nun gilt
x+9x+y+10y=138,
10x+11y=138,
10x=140—2—10y —y,
y+2
=14- y—l—o
Nur fiir y=8 und damit fiir x=35 wird diese
Gleichung unter den einschrinkenden Be-
dingungen erfillt. Im Lager waren somit
8 Thidlmann-Pioniere und 80 Jungpioniere
verblieben, die nicht am Ausflug teilnahmen.

Al4a Wirzeichnen einen Kreis £ mit dem

Mittelpunkt M und dem Radius r=%= Icm.

Wir legen einen Punkt P fest, der 4 cm von M
entfernt ist und verbinden P mit M. In P tra-
gen wir an PM einen rechten Winkel an. Auf
dem freien Schenkel dieses Rechten tragen wir
eine Strecke von 3cm von P bis @ ab. Wir
zeichnen die Gerade QM, sie schneidet den
Kreis k in den Punkten A und C. Die
Parallele zu MP durch C schneidet k in B.
Die Parallele zu BC durch A schneidet & in D.

Al15a Im rechtwinkligen Dreieck TBF
gilt ¥ TFB=90°— g Ferner gilt xTFB

= EFC=90° —g als Scheitelwinkel. Im

rechtwinkligen Dreieck EBC gilt x<CEB
=90°— g Daraus folgt x CEF= £ EFC. So-
mit gilt auch ﬁ=ﬁ, d. h. Dreieck EFC ist
gleichschenklig.

?:n&r und l3=n+rfolgt

durch Subtraktion 3)970_3;—3—’" n bzw

g—m n. Nur bei x=1 oder x=7 oder

Al6a Aus
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x =11 wird m—n ganzzahlig. Von diesen drei
Zahlen ist aber nur 11 eine zweistellige natiir-
liche Zahl. Der Divisor heiBit so wit 11, und
es gilt

390: ll=35+% und 313:11=28+ >

e
Al7Aa Esseienf, h und r die Anzahlen der
erlegten Fasane, Hasen und Rebhiihner. Aus
S:h=T7:15und h:r=3:2 folgt f:h:r=7:15
:10. Es sind somit insgesamt 7n+ 15n+ 10n
=32n Tiere; sie haben insgesamt (32n + 186)
Beine. Nun gilt

2:7n+4 - 15n+2-10n=32n+ 186,

alson=3. 62n=186,

Es wurden 21 Fasane, 45 Hasen und 30 Reb-
hiihner erlegt.

Al8A Wegenl:l—s)gilt
X X,y
3tetsT >

4x+2x+3y=36,
6x+3y=36,
2x+ y=12.

Das Ausllugsziel war 12 km von der Schule
entfernt.

A19a Wir verbinden die Mittelpunkte E
und G bzw. F und H der Seiten des Qua-
drates ABCD; die Verbindungsstrecken
schneiden sich in S. Es sei AB=a, also

— a .o f(a\t 1 [a\?
EB_E' Dann gilt (§> —En <§> — Ay, WO-

bei A, der Flidcheninhalt des Kreisbogen-
zweiecks ist. Daraus folgt weiter

o, b, (] 1
A,.—Bna 4a =a §n_z_1'

D 6 c
h —F
AN
\ A
a
A E H 8

Wir erhalten somit

. _l 2 1 a2 A
A,y Aq—za (21[—1>.a ~0,14.
Der Flicheninhalt des Kreisbogenzweiecks

betrdgt rund 149 des Fldcheninhalts des
Quadrates ABCD.

A20A Nachdem Strahlensatz gilt
EM,:CD=AE:AD und EM,:AB=
bzw.
x:b=1:2und (x+3,5):10=1:2,

1

3
x=§-b und x=§.

E:DA

Daraus lolgt %b = % also b=3.

Die Seite CD des Trapezes ABCD ist 3cm
lang.

Losungen zu: alpha-heiter 4/78

Im Eiltempo
Wagen C erreicht den Parkplatz.

Kryptarithmetik
86 —34= 52
j— + —
144+ 2= 16
72—36= 36
+ - .
825 :33= 25
897 + 3 =900
Silbenriitsel
1. Kreiskegel 11. Normalform
2. Ordnung 12. Satz
3. Ordinate 13. Yard
4. Radius 14. Spiegelung
S. Differenz 15. Translation
6. Integration 16. Ellipse
7. Nachlolger 17. Mantelfiache
8. Anstieg
9. Tangente
[0. Extremwert Koordinatensystem

Welcher Beruf?

Bauingenieur ; Vermessungsingenieur; Hoch-
schulingénieur; Geophysiker; Vermessungs-
facharbeiter; Mathematikstudentin; Karto-
graphiefacharbeiter ; Markscheider; Techno-
loge ; Bauzeichner.

Tauschen und Schiitteln
|. DREIZEHN, 2. DREIECKE, 3.
RECHTECK, 4. GUERICKE, 5. NEUN-
ECKE, 6. NEUNZEHN, 7. SIEBZEHN,
8. BEISPIEL, 9. SCHEITEL, 10. STRAH-
LEN, 11. SCHENKEL.

Wie heillt der Wissenschaftler?

1. Einstellzeit, 2. rontgenografisch, 3. Nicht-
metalle, 4. Ester, 5. Sauerstofl, 6. Thio-
indigo, 7. Rammler, 8. Uranoxid — Ernest
Rutherford

Aufzeichnungen des 14jahrigen C. F. GauBl
(siehe Seite 76 oben)
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aufgepalflt
nachgedacht
mitgemacht

Speziell
fir Klasse 5,6

Ein Flachen-
belegungsspiel

Dieses Spiel 1Bt sich in vielen Arten aus-
filhren. Wir beschreiben eine mogliche Va-
riante fiir ein rechteckiges Spielfeld. Auf das
Spielfeld legen zwei Spieler A und B abwech-
selnd gewisse geometrische Figuren (wie z. B,
Kreise, Rechtecke u.d.). Die Position der
gelegten Figuren darf nicht mehr gedndert
werden. Beim Legen der Figuren ist daraul
zu achten, da8 sie sich nicht iiberlappen. Wir
nehmen an, d:B ausreichend Figuren vor-
handen sind, um das Spielfeld vollig zu iiber-
decken. Damiv ist klar, daB nach einer
gewissen Zahl von Ziigen das Spielfeld be-
deckt ist, so dalL keine andere Figur mehr
Platz hat. Sieger >l derjenige Spieler sein,
ler die letzte Figur legen konnte. Gibt es hier
einen Spieler, der seir en Sieg erzwingen kann?
Hat die Form der 1iguren EinfluB auf die
Gewinnmdglichkeiten?

Wir untersuchen zunichst den Fall, dal 4
und B Dominosteine auf das Spielfeld legen.
Es handelt sich also nur um eine Sorte von
Figuren, nimlich Rechtecke. Wenn der erste
Spieler A seinen ersten Dominostein so auf
den 3chnittpunkt S der Diagonalen des
Spielbretts legt, daB eine Drehung des Bretts

Bild 1

um den Punkt S um 180° den Stein mit sich
zur Deckung bringt, so kann 4 gewinnen
(Bild 1). A braucht dann, um auf einen Zug
von B antworten zu kdnnen, in Gedanken das
Brett um 180° zu drehen und seinen Stein
aul die Stelle zu legen, auf die der von B
zuletzt gelegte Stein gedreht wurde (Bild 2).
Wir wollen uns davon iiberzeugen, da8 der
Antwortzug von A auf diese Weise stets mog-
lich ist, d.h. daB der entsprechende Platz
noch nicht von gelegten Steinen iiberlappt
wird. Zunidchst halten wir fest, daB jedem
Dominostein genau eine um 180° beziiglich §
gedrehte Lage entspricht, und umgekehrt
entspricht einer in Gedanken erhaltenen Lage
eines gedrehten Steines genau ein Domino-
stein.

Der erste Antwortzug von A auf einen von B
gelegten Dominostein ist auf jeden Fall mog-
lich, da A seinen ersten Stein so legte, daB er
durch Drehung um 180° (beziiglich S) in sich
iibergeht. Wenn B noch Platz fiir einen zwei-
ten Dominostein findet, so muB auch der um
180° (beziiglich S) gedrehte Platz, den A be-
legen mochte, noch frei sein. Denn wiire dieser
Platz durch einen- Dominostein versperrt, so
miifte sich auf dem um 180° (beziiglich S)
gedrehten Spielfeld bereits ein Dominostein
befinden. Folglich kann in diesem Fall B gar
keinen Stein gelegt haben. Wir kénnen mit
dieser Argumentation fortfahren und zeigen
so0, daB jeder Zug von B durch A beantwortet
werden kann. Da nach einer gewissen Zahl
von Ziigen keine Steine mehr auf das Brett
passen, muB das Spiel fiir A siegreich enden,
denn nach einem Antwortzug von A wird B
keinen Stein mehr setzen konnen und verliert
demzufolge.

Nach diesen Uberlegungen ist es einfach, auch
andere Figuren zuzulassen. Wesentlich ist,
daB der erste Stein so auf den Mittelpunkt
des Spielfeldes gelegt werden muB, daB er
bei Drehung des Spielfeldes um 180° (beziig-
lich S) in sich iibergeht. Das ist natiirlich eine
Forderung an die Form der Figur. Dreiecke
oder L-formige Figuren u. 4. scheiden damit

"im Sinn unserer Strategie als Belegungsfigu-

ren aus, Kreise (Miinzen) sind zugelassen
(Bild 3). Es ist sogar moglich, verschieden
groBe Kreise zu legen oder auch Kreise und
Rechtecke usw. gemeinsam zu benutzen. Tre-
ten verschiedene Figuren auf, so 1dBt sich
unsere Taktik sicher anwenden, wenn A und
B von jeder Sorte gleich viele Steine haben.
Ausgenommen ist die Figur, die A zuerst

Bild 2 l

=

==

Bild 3
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legt, weil A hier eventuell eine Figur mehr be-
ndtigt. Natiirlich miissen auch hier wieder so
viele Steine vorhanden sein, daB das Brett
vollig bedeckt werden kann. Die Einschrin-
kung, daB A und B von jeder Sorte gleich
viele Steine haben, wobei der erste von A
gelegte Stein ausgenommen ist, entfallt je-
doch, wenn von jeder Sorte so viele Steine
vorhanden sind, daB das Brett mit ihnen allein
vollig bedeckt werden kann. Auch die Form
des Bretts kann variiert werden (Bild 4).

Bild 4

we

Alle Spiele, die wir bisher untersucht haben,
besaBen eine Gewinnstrategie fiir jeweils einen
Spieler. Diese Strategie basierte auf einer
paarweisen Anordnung des Spielablaufs. Da-
mit ist genauer folgendes gemeint: Wenn ein
Spieler X einen Zug ausfiihrte, so antwortete
der andere Spieler Y mit einem genau fest-
gelegten Gegenzug, der das Spiel in eine fir
Y giinstige Situation brachte, aus der schlieB-
lich zwangsliufig sein Sieg hervorging. Zug
und Gegenzug bildeten ein Paar. In unserem
eben beschriebenen Spiel sind Zug und Ge-
genzug durch den Platz und den um 180°
gedrehten Platz bestimmt, in Lewthwaites
Spiel durch den gleichen Dominostein [est-
gelegt usw. Mitunter, wie bei diesem Spiel,
ist erst nach dem ersten Zug eine paarweise
Anordnung des Spielablaufs moglich.

R. Thiele

7
i)

Man findet die Mantel{lichen von 8 dreiseiti-
gen Pyramiden gezeichnet. Aus den Pyrami-
den (von denen jede verwendet werden muB)
1dBt sich ein regelmifiges Tetraeder zusam-
mensetzen.

Aus der ungarischen Schiiler-
«zeitschrift Lapok 1/78



Optische
Tauschungen

S. Der untere Teil scheint verdruckt und
verworfen! Ist das so?
(Nein! Es sind nur abwechselnd weiBe
und schwarze Quadrate zwischen paral-
lelen Linien vorhanden.)

a2

10. Sind die Balken parallel oder nicht?

/ /j_’.,/..

6. Konvergieren diese Balken oder sind sie S 4

parallel? . \ ~_
RN ~

1. Ist der Zylinder ebenso hoch wie breit?

b
i (A
o . ARGy~ = =7
2. Vergleiche die Linge der drei Strecken 7 { .y g — -~
B IR A
a, bund ¢! SRy —.1)‘_._’_”.‘}”%%% .
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11. Quadrat oder nicht, das ist hier die Frage!

8. Werden die Linsen von links nach rechts I I I
groBer oder nicht? Y

12. Vergleiche die Langen der Hauptlinien!

3. Diese Ménner sind doch nicht gleich \\\‘
grof! —_—

'/m\\\\
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4. Sind die Lettern gleich hoch oder nicht? 9. Verbogen oder nicht? 13. Vergleiche Masthéhe und Bootsléinge!
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Der Vierfarbensatz

Ein Fiinffarbenspiel

Will man auf einer Landkarte die einzelnen
Linder (arbig kennzeichnen, so muB man
zwei Lander mit einer gemeinsamen Grenze
durch verschiedene Farben unterscheiden.
Im folgenden Fiinffarbenspiel zeichnen zwei
Spieler eine solche farbig markierte Land-
karte. Man braucht ein Blatt weiles Papier
und fiinf Farbstifte verschiedener Farben,
z. B. blau, grin, rot, braun und gelb. Der
Spieler A zeichnet ein Land; der Spieler B
farbt es und zeichnet ein neues Land; der
Spieler A farbt es und zeichnet ein neues
Land; usw. Wer zuerst eine fiinfte Farbe be-
nutzen muf, hat das Spiel verloren. Diese
Spielregeln sind zu beachten:

I. Ein Land ist stets zusammenhingend,
d. h., irgend zwei Punkte des Landes kann
man durch einen Weg verbinden, der ganz
innerhalb des Landes verlduft. (Es soll also
keine Lander mit Exklaven geben.) (Bild 1)

Bild 1

Landkarte mit fiinf Lindern. Das Land 1 hat
eine Exklave in 2. Es ist nicht zusammen-
hédngend.

Bild 2

Landkarte mit fiinf Landern. Nachbarlinder
sind lund 3,1und 2,2und 4,2 und 5,2 und 7,
3und4,3und 7,4und 5, Sund 6, 6 und 7.
Die Liander l und 4, 1 und 7, 2und 3,2 und 6,
5 und 7 sind nicht benachbart!

2. Benachbarte Linder werden verschieden
gefarbt. Urnter benachbarten Liandern sind
solche gemeint, die eine gemeinsame Grenze
haben. Zwei Linder, die nur in einem einzi-
gen Punkt oder in einer endlichen Anzahl von
Punkten zusammentreffen, werden nicht als
benachbart angesehen. (Bild 2)

Das Vierfarbenproblem

DaB wir uns im eben beschriebenen Spiel
beim Farben der Landkarte auf vier Farben
beschrianken wollen, hat seinen Grund. Beim
Firben von Landkarten (unter Beachtung
der ,,Spielregeln** 1. und 2.) ist man ndamlich
bisher stets mit vier Farben ausgekommen.
Die Karte in Bild 3 kann man mit 3 Farben
farben.

Bild 3

Bild 4

Auf der Karte des Bildes 4 ist jedes Land mit
den Ubrigen drei benachbart, zur Firbung
braucht man 4 Farben. Selbst kompliziertere
Landkarten konnte man stets mit vier Farben
farben. DaB die Farbung oft nicht leicht ist,
erkennt man beim Spielen des Fiinffarben-
spiels. Angenommen wir haben vier Linder
in der Karte des Bildes 5 bereits mit den
Farben a, b, ¢ gefarbt. Zum Fiérben der
ibrigen zwei Linder bendtigen wir nun aber
noch zwei, also insgesamt fiinf Farben. Ist
damit bewiesen, daB es Karten gibt, bei denen
man nicht mit hochstens vier Farben aus-
kommt? Nein! Die Karte des Bildes 5 1aBt

)

Bild 5

Bild 6

i

sich ja mit vier Farben firben, nur muf3 man
die Farben geschickter verteilen. (Bild 6)
Das Vierfarbenproblem besteht nun darin,
den Vierfarbensatz zu beweisen.
Vierfarbensat:z : Bei der Firbung jeder Land-
karte (unter Beachtung von 1. und 2.) kommt
man mit vier Farben aus.

Uber die Geschichte des Vierfarbenproblems

Weder in den alten Biichern der Kartogra-
phen, noch bei den Mathematikern wie
L. Euler (1707 bis 1783) und A. F. Mébius
(1790 bis 1868) finden sich Hinweise aul den
Vierfarbensatz (obwohl es gelegentlich be-
hauptet wird). Der Mathematikhistoriker
K. O. May wies nach, daB das Vierfarben-
problem erstmals in einem Brief (vom 23. Ok-
tober 1852) von A. de Morgan (1806 bis 1871),
Mathematikprofessor an der Universitit
London, an seinen Freund W. R. Hamilton
(1805 bis 1865), Mathematikprofessor an der
Universitit Dublin, erwidhnt wurde. Einer
seiner Studenten, Frederick Guthrie, hitte den
Londoner Mathematiker darauf aufmerksam
gemacht. Fast dreiBig Jahre spater machte der
Cambridger Mathematikprofessor 4. Cayley
(1821 bis 1895) durch eine Anfrage auf der
Sitzung der Londoner Mathematischen Ge-
sellschaft vom 13. Juni 1878 und durch eine
Verdffentlichung (im Jahre 1879) in einer
Zeitschrift der Kéniglichen Geographischen
Gesellschaft das Problem erst richtig bekannt.
Kurz danach publizierten 4. B. Kempe (1879)
und P. G. Tait (1880) zwei ,,Beweise** fiir den
Vierfarbensatz. Doch beide enthielten Feh-
ler.

In einer kurzen Note an die Royal Society
in Edinburgh im Jahre 1880 bemerkte der
Physiker Frederick Guthrie, daB er durch
seinen Bruder Francis Guthrie (der 1880 be-
reits Mathematikprofessor in Kapstadt war)
vom Problem erfahren hatte und mit dessen
Zustimmung seinen Lehrer de Morgan darauf
hingewiesen hatte.

Guthrie und de Morgan kannten sicher die
Landkarte in Bild 4, auf der jedes der vier
Léander mit den iibrigen drei benachbart ist.
Da eine solche Landkarte nur mit vier Far-
ben, nicht aber mit drei Farben farbbar ist,
ist ein Dreifarbensatz sicher falsch. Drei Far-
ben reichen nicht aus, um alle Landkarten zu
farben.

De Morgan bewies, daB es unmoglich ist,
fiinf Lénder so zu zeichnen, daB jedes von
thnen mit den iibrigen vier benachbart ist.
Diese Behauptung hatte bereits Mdébius in
der Form eines Mérchens den Zuhdrern sei-
ner Vorlesung vom Jahre 1840 vorgelegt
(nach Tietze): ,Es war einmal im fernen
Osten ein Fiirst, der hatte fiinf S6hne; diese
sollten nach seinem Tode sein Reich erben.
Die Teilung des Reiches in fiinf Teile - so
bestimmte er — diirfe aber nur so vorgenom-
men werden, daB jedes der fiinf Teilreiche an
jedes andere angrenze. Jeder der S6hne solle
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ferner von seinem Regierungssitz zu dem
eines jeden anderen eine StraBe bauen und
diese StraBen sollten — ohne Kreuzungen und
iberhaupt ohne das Gebiet eines dritten Bru-
ders zu beriihren, getrennt verlaufen. Nach
dem Tode des Vaters bemiihten sich die Brii-
der, eine Einteilung des Reiches zu finden, die
seinem Wunsch entspriche. Aber alles Be-
miihen blieb vergeblich. Als nun schon man-
cher Tag iiber unablissigen Versuchen ver-
strichen war, wurde von einem Schreibkundi-
gen am Hofe festgestellt, daB die gleiche Be-
stimmung schon in einem &lteren Schriftstiick
des Verstorbenen sich fand, in dem nur von
vier Sohnen die Rede war, da sie aus einer
Zeit stammte lange vor der Geburt des we-
sentlich jiingeren fiinften Sohnes. Und es er-
gab sich, daB dazumal dem Willen des Vaters
leicht zu entsprechen gewesen wire.*

Aufgaben

Al A Wiekann die Teilung des Reiches in
vier Teile erfolgen? Zeichne die Hauptstidte
und die VerbindungsstraBen!

A2A Wieviel VerbindungsstraBen zwi-
schen den Hauptstiddten wiirde es bei einer
Fiinfteilung geben?

A3 A Beweise: Es ist unmdglich, finf
Punkte so in der Ebene zu zeichnen, daB man
jeden von ihnen mit den iibrigen durch Kur-
ven verbinden kann, die sich nicht gegenseitig
schneiden!

A4 A Beweise, daB die Teilung des Reiches
in fiinf gegenseitig benachbarte Teile unmog-
lich ist!

Sein Beweis der angegebenen Mébiusschen
Behauptung stirkte de Morgan in seiner An-
sicht, dal der Vierfarbensatz richtig sein
kénnte. Sein Nachweis, daB es nicht mog-
lich ist, fiinf Lander so zu zeichnen, daB jedes
von ihnen mit den iibrigen vier benachbart
ist, ist jedoch kein Beweis des Vierlarben-
satzes! (Warum?)

Aufgabe

A5A Zeichne eine Landkarte (mit wenig-
stens 6 Landern) mit folgenden zwei Eigen-
schaften:

a) Hochstens jeweils drei Linder liegen so,
daB jedes von ihnen mit den ilibrigen zwei be-
nachbart ist.

b) Beim Firben kommt man aber nicht mit
drei Farben aus.

Im Jahre 1890 konnte P.J. Heawood be-
weisen, daB fiinf Farben stets ausreichen, um
jede Landkarte so zu firben, daB dabei be-
nachbarte Linder niemals die gleiche Farbe
haben. Der Vierfarbensatz wire [alsch, das
Vierfarbenproblem also negativ entschieden,
wenn man eine Karte finden kénnte, bei der
man nicht mit weniger als fiinf Farben aus-
kommt.

Zahlreiche Mathematiker beschiftigen sich
mit dem Vierfarbenproblem. 1922 wies Ph.
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Franklin nach, daB eine Landkarte, zu deren
Farbung fiinl Farben notwendig sind, wenig-
stens 26 Lander enthalten muf}, d. h., daB3
fiir die Farbung jeder Landkarte mit 25 oder
weniger Lédndern vier Farben ausreichen.
Vierzig Jahre nach Heawoods Arbeit konnten
H. Rademacher und O. Toeplitz in ihrem fiir
Laien bestimmten Werk ,,Von Zahlen und
Figuren** (1930) immer noch schreiben: Man
hat ,,bisher noch keine, wenn auch noch so
verwickelte Landkarte zeichnen kdnnen, bei
der man nicht mit vier Farben im angegebe-
nen Sinne ausgekommen wire. Man hat aber
ebensowenig zu beweisen vermocht, daBl man
bei jeder nur denkbaren Landkarte mit vier
Farben auskommt. Wir stehen hier wieder
vor einem der ganz einfachen und ohne alle
mathematischen Kenntnisse zu begreifenden
Probleme, die man in wenigen Minuten jedem
Laien der Mathematik darlegen kann und die
doch noch niemand geldst hat.*

DaB der Vierfarbensatz fiir alle Landkarten,
die héchstens 35 Linder enthalten, richtig ist,
zeigte 1940 C. E. Winn.

,,Wenn ich so verwegen sein darf, eine Ver-
mutung aufzustellen*, schrieb 1959 H. S. M.
Coxeter, ,,wiirde ich meinen, daB eine Karte,
bei der man mindestens fiinf Farben braucht,
vielleicht doch mdglich ist. Sie konnte aber in
soviel Einzelflichen (woméglich Hundert-
tausende) aufgeteilt sein, daB kein Mensch
die Geduld aufbrichte, all die Tests effektiv
durchzufiihren, die man brauchen wiirde, um
die Moglichkeit einer Vierfarbenlgsung de-
finitiv auszuschlieBen.* 1970 erkannten O.
Ore und J. Stemple, daB3 der Vierfarbensatz
fiir alle Landkarten mit hochstens 39 Lan-
dern richtig ist. Im selben Jahr erhohte G. 4.
Donez die Anzahl auf 44, 1974 W. Strom-
quist die Anzahl aul 51 und 1975 J. Mayer
auf 96.

Endlich, 1976, gelang es den Mathematikern
Wolfgang Haken und Kenneth Appel von der
Universitat von lIllinois in Urbana (USA),
mit Hilfe von Computern den Vierfarbensatz
fiir alle Landkarten mit beliebig vielen Lan-
dern zu bestiitigen. In insgesamt 1200 Stun-
den haben drei verschiedene elektronische
Rechenmaschinen iiber 12 Milliarden Ja-
Nein-Entscheidungen durchgefiihrt. Einen
derart langen Beweis, der nur mittels Com-
putereinsatz zum Ziel fiihrte, hat es in der
Geschichte der Mathematik noch nicht ge-
geben.

Das Vierfarbenproblem ist damit geidst. Ob
es einen kurzen, computerunabhéngigen Be-
weis des Vierfarbensatzes gibt, ist weiterhin
ungewiB. Ob die neue Beweistechnik auch in
anderen Zweigen der Mathematik entschei-
dende Fortschritte mit sich bringen konnte,
wird sich zeigen.

Kempes Beweisidee

Auf den Landkarten, die wir betrachten,
schlieBen wir zunachst das Vorkommen so-

genannter mehrfach zusammenhingender
Lander aus, das sind solche Linder, die in
ihrem Innern weitere Lander vollstidndig ent-
halten, deren Begrenzung also in mehrere
Teile zerfillt.

Bild 7a

Bild 7b

Bild 7a zeigt ein zweifach zusammenhin-
gendes Land L, dessen Grenze aus den Teil-
stiicken G, G,, G5 besteht. Wir fiigen zwei
Léander L; und L, hinzu (Bild 7b). Dann ist
das neue L einfach zusammenhingend (die
Begrenzung ist eine geschlossene sich nir-
gends schneidende Kurve). Ist die neue Karte
zur Unterscheidung benachbarter Lander mit
héchstens vier Farben farbbar, so auch die
urspriingliche, da durch die Lander L; und
L, die Nachbarschaftsbeziehungen nicht zer-
stdrt werden.

Bild 8a

Bild 8b

Die Punkte, in denen sich die Begrenzungs-
kurven der Linder treffen, nennen wir auch
Ecken. Wir konnen annehmen, daB in jeder
Ecke nur drei Grenzen zusammentreflen.
Treffen in einer Ecke E mehr als drei Grenzen
zusammen (Bild 8a), so sehen wir den Eck-
punkt E als Grenzfall eines dehnbaren Krei-
ses an, der ein kleines Land L umschlieBt.
(Bild 8b.) Dies dndert die Nachbarschaft der
iibrigen Lander nicht und gibt uns Ecken der
gewiinschten Art. Gelingt es, die Karte mit
dem Land L wie verlangt zu farben, so ist
auch die urspriingliche Karte mit héchstens
vier Farben gefarbt.



Landkarten, in denen keines der Linder an-
dere Liander vollstindig enthdlt und sich
in jedem Eckpunkt nicht mehr als drei Lander
treffen, nannte A. B. Kempe normal. Ist der
Vierfarbensatz fiir normale Landkarten be-
wiesen, so gilt er fiir alle Landkarten. Bei
seinem Beweisversuch fiir den Vierfarbensatz
(fiir normale Landkarten) benutzte Kempe
(1879) die Methode des indirekten Beweises.
Er nahm an, daB der Vierfarbensatz falsch ist
(d. h., es wenigstens eine Landkarte gibt, de-
ren Firbung fiinf Farben erfordert). Aus
dieser Annahme ergab sich ein Widerspruch.
Folglich ist die Annahme falsch, also der Satz
richtig.

Kempes SchluBweise 148t sich so zusammen-
fassen:

1. Gébe es eine Landkarte, deren Firbung
fiinf Farben erfordert, so gibe es auch eine
solche normale Landkarte. Unter allen nor-
malen Landkarten, deren Farbung fiinf Far-
ben erfordern, gibt es eine mit einer kleinsten
Linderzahl. (Das heiBt, jede normale Land-
karte mit weniger Landern ist mit vier oder
weniger Farben farbbar.) Eine solche nennen
wir eine minimale fiinf-farbbare normale Land-
karte.

2. Jede normale Landkarte enthilt ein Land
mit zwei, drei, vier oder fiinf Nachbarlindern.
(Das heiBt, es gibt keine normale Landkarte,
in der jedes Land sechs oder mehr Nachbar-
lander hat.) (Bild 9)

Bild 9

3. Hiernach hat auch eine minimale fiinf-
farbbare normale Landkarte K ein Land mit
weniger als sechs Nachbarlindern. Es werden
nun folgende Fille unterschieden:

a) K enthalt ein Land mit zwei Nachbamn.

b) K enthilt kein Land mit zwei Nachbarn,
jedoch eines mit drei Nachbarn.

c) K enthilt kein Land mit zwei oder drei
Nachbarn, jedoch eines mit vier Nachbarn.
d) K enthilt kein Land mit zwei, drei oder vier
Nachbarn, also ein Land mit fiinf Nachbarn.
4. Es wird in allen vier Fallen der Nachweis
gefiihrt, daB es jeweils eine normale Land-
karte gibt, deren Firbung fiinf Farben er-
fordert, die jedoch weniger Liander als K
enthélt. Dies widerspricht der Tatsache, daB
K bereits eine minimale fiinf-farbbare nor-
male Landkarte ist. Waren diese vier Nach-
weise richtig, so wire durch den sich erge-
benden Widerspruch gezeigt, daB die Annah-
me, daB es eine Landkarte gibt, deren Fir-

Eine Aufgabe von
Prof. Dr. sc.

Z.alman Alexandro-
witsch Skopetz

Lehrstuhlleiter an der Pid. Hochschule
K. D. Uschinski“, Jaroslawl

A1765a 1.
lautet:

Eine bekannte Textaulgabe

Herr Miiller fuhr mit dem E-Zug (66 kT"‘) bis

zur nichsten Station, warf eine Karte in den
Briefkasten und lief sofort dem Gleis entlang
zuriick nach Hause mit der Geschwindigkeit
6 kTm Der Nachbar machte dieselbe Reise
mit einem Fahrrad, hin und zuriick; er fuhr
gleichzeitig ab, als Herr Miiller abfuhr, und
kehrte auch gleichzeitig zuriick. Wie groB war
die Geschwindigkeit des Fahrrads?

bung fiinf Farben erfordert, falsch ist, d. h.,
der Vierfarbensatz wire bewiesen. Der Nach-
weis in den Fillen a), b), c) ist bei Kempe
vbllig richtig. Doch der Nachweis im Fall d)
ist falsch, was zuerst im Jahre 1890 von
P. J. Heawood erkannt wurde.

Computerlgsung des Vierfarbenproblems

Kempes Beweisidee ist auch die Grundidee
des Beweises von W. Haken und K. Appel.
In fast 100 Jahren entstand aus der Arbeit am
Vierfarbenproblem die klassische Graphen-
theorie. Insbesondere wurde Kempes Me-
thode zur Losung des Problems verbessert.
Aus Kempes indirekter Beweismethode wurde
eine allgemeinere sogenannte Reduktions-
methode. Wesentliche und entscheidende Im-
pulse zur Losung des Problems sind dem
Mathematiker H. Heesch, der sich iiber
40 Jahre mit dem Vierfarbenproblem be-
schaftigt hat, zu verdanken. W. Haken und
K. Appel konnten Heeschs Methoden vervoll-
kommnen und zusammen mit ihrer sogenann-
ten Volistindigkeitsmethode unter Einsatz
von Computern den Vierfarbensatz (Satz
von Guthrie-Kempe-Heesch-Appel-Haken)
beweisen.
(Eine anschauliche Beschreibung weiterer
Einzelheiten des Beweises findet der interes-
sierte Leser in der Zeitschrift ,,Wissenschaft
und Fortschritt** 1978, Heft 3, Mirz 1978.)
H. Pieper

Losungen auf Seite 116

2. Um die Aulgabe richlig zu losen, mull man
verstehen, was . mittlere Geschwindigkeit™
heiBt (sieche Losung S. 116); diese kann man
als harmonisches Mitiel berechnen.

Beispiel: Es seien «=3 und b=6: das harmo-
nische Mittel x findet man laut Gleichung

x 2\a
tive GroBen a,, a, ..., a, gegeben, dann findet
man das harmonische Mittel x aus

1 l( 1 1 l>
= —+—+..+—
X h\a, a; ay
_ n
111 ]
——F—+. =
a, a; as an
3. Das harmonische Mittel zweier Strecken
a und b kann man auch konstruie_ren. In
einem beliebigen Trapez ABCD (AD | BC,
s. Bild 1) sei AD=a cm, BC=b cm. Die Strek-
ke MN verlduft iiber den Diagonalenschnitt-
punkt P und MN || AD. Es ist ganz leicht zu

beweisen, daB x=MN der Gleichung

1 1/1 1
( +E>; daraus folgt x=4. Seien n posi-

oder

x 2\a b

MN =x das harmonische Mittel zwischen
aund b.

—={- l) geniigt; also ist die Strecke

A a 0
M : AN
P
8 b c

4. Um ein harmonisches Mittel dreier Strek-

ken a, b, ¢ zu finden, zeichne man die drei

gegebenen Strecken einander parallel so, daB

die Punkte A, C, E bzw. B, D, F auf einer Ge-

raden liegen (s. Bild 2). Dann konstruiere

man:

(1) den Schnittpunkt P von Geraden CF und
ED;

(2) den Schnittpunkt Q von Geraden BC und
AD,

(3) den Schnittpunkt S von Geraden AP und
EQ;

(4) die Strecke MN | AB durch den Punkt S
M EE, N eﬁ).

(s ™\,
ANAN

Q

A e 8
Satz: Die Strecke x=MN ist ein harmoni-
sches Mittel der drei Strecken g, b, c.

Der unter 4. genannte Satz wurde von Prof.
Z. A. Skopetz gefunden und heiBt Satz von
Skopetz.
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Er rechnete, wie andere atmen

Leonard Euler,

der beriihmteste Mathematiker

des 18. Jahrhunderts

Im Herbst 1726 ging bei der Pariser Akademie
eine Bewerbungsschrift um einen von ihr aus-
gesetzten Preis ein. Es handelte sich um eine
damals hochaktuelle Aulgabe: Gefragt war
nach denjenigen Stellen, an denen am zweck-
miBigsten die Masten im Schiff einzusetzen
seien, nach der giinstigsten Anzahl und Héhe
der Masten. Nach griindlicher Priifung erhielt
diese Einsendung zwar nicht den Preis, wohl
aber die nichsthohere Auszeichnung, eine
lobende Anerkennung (,,Accessit*). Der Ver-
fasser war ein neunzehnjéhriger angehender
Gelehrter namens Leonhard Euler aus Basel.
Er hat ubrigens spater durch seine Preis-
schriften allein von der Pariser Akademie
rund 30000 Livres, etwa 300000 Mark in
heutiger Kaufkraft, erhalten.

Man priift den Pudding, indem man ihn iBt

Der junge Euler hatte noch nie ein Seeschiff

auch nur von weitem gesehen. Er hielt es fiir
ratsam, seiner mathematisch-theoretischen
Abhandlung hinzuzufiigen: ,,Ich habe es
nicht fiir erforderlich erachtet, diese meine
Theorie durch ein Experiment zu bestitigen,
weil sie ganz und gar aus den gesichertsten
und unangreilbarsten Prinzipien der Mecha-
nik hergeleitet ist. Ein Zweilel, ob sie wahr

und in der Praxis anwendbar sei, kann daher -

iiberhaupt nicht auftauchen.”

In einem 130 Jahre spéter in Leningrad auf-
gefundenen Konzept Eulers liest es sich aller-
dings anders. Hier bekannte er namlich, daB
er mit einem selbst angefertigten Schiffsmo-
dell Versuche in ruhigem Wasser angestellt
hitte. . . Beiallem Zutrauen in seinen Kalkiil
hatte er also doch vorsichtshalber nach dem
von Friedrich Engels gern zitierten englischen
Sprichwort gehandelt: ,,Man priift den Pud-
ding, indem man ihn iBt.*

Schon 1727 erreichte Euler ein Ruf nach
Petersburg an die dortige Akademie der
Wissenschaften./Am 26. April schiffte er sich
in Travemiinde auf einem nach Reval ab-
gehenden Frachter ein. Erst am 24. Mai traf
er nach beschwerlicher Reise, schwerem
Sturm und heftiger Seekrankheit in Peters-
burg ein, 50 Tage nach seinem Aufbruch von
Basel und 29 Tage nach dem Verlassen
Liibecks. Ja, es war damals noch nicht so
einfach, nach Reval oder Petersburg zu ge-
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langen, wie man heute nach Tallinn oder
Leningrad reist.

" In Petersburg faBte Euler rasch festen FuB,
und schon 1731 wurde er, 24jihrig, Professor.
Mit vollem Recht konnte er bereits damals
von sich sagen: ,,Was die Mathematik anbe-
langt, so glaube ich, daB die Zahl derer,
welche es weiter oder nur so weit als ich ge-
bracht haben, in ganz Europa sehr klein ist.**
1741 folgte Euler einer vorteilhaft erschei-
nenden Berufung nach Berlin, an dessen
Akademie er bald Direktor der Mathemati-
schen Klasse wurde. Die in Petersburg ver-
brachten Jahre vergaB er nicht. 1749 erklarte
er: ,,Alles, was wir sind, schulden wir den
vorteilhaften Umstidnden, worin wir uns in
der Petersburger Akademie befunden ha-
ben.*’

Friedrich IL als Kaderpolitiker

Seine Berithmtheit wuchs von Jahr zu Jahr.
Aber der PreuBenkonig Friedrich II. wubBte
die Bedeutung dieses Manncs nur schr be-
grenzt zu wiirdigen. Selbst ohne jedes Ver-
stindnis fir die hohere Mathematik, sah er
in ihm in dieser Zeit der Aufklarung, in der
die Hole um den ,,Besitz’ ausgezeichneter
Gelehrter wetteiferteri, zwar eine Zierde
.seiner Akademie, aber es ging ihm doch
die Einsicht dafiir ab, worin denn eigentlich
Eulers Genialitit bestand;jSo schrieb er sei-
nem Bruder:

,.Ich dachte mir schon, dal Deine Unterhal-
tung mit Herrn Euler Dich nicht erbauen
wiirde. Seine Epigramme bestehen in Berech-
nungen neuer Kurven, irgendwelcher Kegel-
schnitte oder astronomischer Messungen.
Unter den Gelehrten gibt es solche gewaltigen
Rechner, Kommentatoren, Ubersetzer und
Kompilatoren, die in der Republik der Wis-
senschaften niitzlich, aber sonst alles andere
als glinzend sind. Man verwendet sie wie die
dorischen Sédulen in der Baukunst. Sie gehé-
ren in den Unterstock, als Triger des ganzen
Bauwerks und der korinthischen Saulen, die
seine Zierde bilden.*

Solche , korinthischen Siulen* waren fiir den
Konig Miénner mit ,,Esprit*, Meister im geist-
reichen Geplauder, meist ohne sonderliche
Tiefe. Hiermit konnte nun Euler freilich nicht
dienen. Die Folge war, daB ihm die Prasi-

dentschaft der Akademie, auf die er sich be-
grindete Hoffnung machte, vorenthalten
wurde. Auch fiihlte er sich in seinem schwei-
zerischen Freiheitsbegriff durch die stindigen
despotischen Eingriffe des Konigs in das
akademische Leben gekrinkt. Allméahlich
fing er daher an, seine Riickkehr nach Peters-
burg vorzubereiten. 1766 verlieB er dann mit
seiner Familie Berlin, um an der alten Stitte
seiner Wirksambkeit wieder tatig zu werden.

Pionier der deutsch-russischen
Zusammenarbeit

' Die Beziehungen zu Petersburg hat Euler in

den 25 Jahren seiner Arbeit in Berlin nie ab-
gebrochen. Zwar beeintrichtigte der Sieben-
jahrige Krieg 1756/63 die Verbindung zeit-
weise betrichtlich, aber sie horte praktisch
nicmais ganz auf.

Sein kurz nach dem Eintreflen in Berlin ge-
gebenes Versprechen, er werde auch von hier
aus mit allen Kriften die Interessen der
Petersburger Akademie fordern, hat Euler
cingeldst! Seine umfangreiche K orrespondenz
mit maBg;blichen Mitgliedern und Mitarbei-
tern der Akademie in Petersburg legt ein
beredtes Zeugnis dafiir ab. Euler arbeitete
von Berlin aus weiter an den Schriften der
russischen Akademie mit und stellte ihr neben
zahlreichen Abhandlungen und Rezensionen

Berechnung von [ﬁ aus der Kettenbruchent-
wicklung (undatierte Notiz Eulers)
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auch grdBe Werke zur Verdffentlichung zur
Verfiigung. Seine Produktivitit war so ge-

waltig, daB es beide Akademien in Berlin und -

in Petersburg nicht schafften, alles, was aus
seiner Feder hervorging, zu drucken. Er dis-
kutierte in seinen Briefen an die Freunde in
RuBland wissenschaftliche Fragen auf den
Gebieten der Mathematik, Astronomie, Me-
chanik, Physik, Chemie, Geographie, Karto-
graphie und machte sie so mit seinem Er-
kenntnisstand vertraut. Er nahm EinfluB auf
die Stellung von Preisaufgaben, die damals
eine entscheidende Rolle bei der zielgerichte-
ten Forderung des wissenschaftlichen Fort-
schritts spielten, indem er Themen vorschlug
und bei der Beurteilung der eingegangenen
Preisschriften mitwirkte. Er bemiihte sich um
die Erfilllung von Wiinschen nach Literatur
und wissenschaftlichen Geréaten. Er emp(ahl
talentierte Nachwuchskrifte. |
Besonders hervorhebenswert sind seine Akti-
vitaten zur Ausbildung junger russischer Wis-
senschaftler. 1743/44 nahm er den spiteren
Akademieprisidenten K. G. Rasumowski bei
sich in Berlin auf und unterrichtete ihn privat.
Ihm folgten 1752/56 der Mathematiker S. K.
Kotelnikow, 1754 der Mathematiker M. So-
fronow, 1754/56 der Astronom und spitere
Vizeprisident S. J. Rumowski. In diesem Zu-
sammenhang ist auch die Ermutigung zu
nennen, die Euler in seinen Briefen den physi-
kalischen und chemischen Arbeiten des ge-
nialen M. W. Lomonossow zuteil werden lieB3.
Umgekehrt hielt Euler, nach Petersburg zu-
riickgekehrt, seine Beziechungen zur Berliner
Akademie aufrecht und lieB sie nicht das ent-
gelten, was er dem K 6nig von PreuBen gegen-
iiber fiihite. So ist es vollauf begriindet, daB
1957, als die Akademien der Wissenschaften
. der DDR und der UdSSR gemeinsam in Fest-
veranstaltungen und in Gedenkschriften des
250. Geburtstages Leonhard Eulers (15.4.
1707 bis 18.9. 1783) gedachten, an den her-
vorragenden Platz erinnert wurde, den er in
den Traditionen freundschaftlicher Zusam-
menarbeit zwischen den Wissenschaftlern der
DDR und der UdSSR einnimmt.

Unglaubliche Fruchtbarkeit

Leonhard Euler war wohl der produktivste
Mathematiker, den es je gegeben hat. Und
oft ist die Frage gestelit worden, wie seine
schier unglaubliche Fruchtbarkeit eigentlich
zu erkléren ist.

Nun, man hat mit Recht gesagt, dal Euler
rechhete, so, wie andere atmen. Seine groB-
artige Begabung wurde erganzt durch un-
ermiidlichen FleiB3, durch ein phdnomenales
Gedichtnis und durch einen sicheren Blick
fiir die Anwendung der Mathematik in der
Praxis. Hinzu kam noch eine ungewdhnliche
Konzentrationsféhigkeit. ,,Ein Kind auf den
Knien, eine Katze auf dem Riicken, so schrieb
er seine unsterblichen Werke*, hat ein Zeit-
genosse, der ihn gut kannte, iberliefert.

Obwohl Euler in seinen letzten Lebensjahren
in Petersburg nahezu blind und taub war,
blieb er ohne UnterlaB tétig. Mit dem letzten
Rest der ihm verbliebenen. schwachen Seh-
kraft schrieb er die Formeln mit groBen Let-
tern auf eine auf dem Tisch liegende Schiefer-
tafel und diktierte den Text aus seinem Er-
innerungsvermogen.

Als Euler 1783 ruhmgekront starb, hatte er
ein -weiteres Versprechen erfiillt: der Peters-
burger Akademie so viele Abhandlungen zu
hinterlassen, daB sie zu threm Druck noch
20 Jahre bendtigen werde. Dieser Zeitraum
reichte bei weitem nicht aus. Auch heute ist
die Gesamtausgabe seiner Werke, die in Basel

erscheint, erst zu rund 90 Prozent publiziert.

Euler hinterlieB ein Werk, das 72 Binde 1;'
Lexikonformat mit iiber 30000 Druckseiten
fiillen wird. Hinzu kommen mehrere Tausend
Seiten Manuskripte und Entwiirfe, Notiz-
biicher mit i{iber 3000 Seiten und ein Brief-
wechsel, von dem in der genannten Gesamt-
ausgabe ein Band vorliegt und der etwa
12 Biande mit iiber 7000 Druckseiten in An-
spruch nehmen wird. Das Zentrale Archiv
der Akademie der Wissenschaften der DDR
und das Hugenottenmuseum in Berlin bergen
viele aussagekriftige Belege fiir Eulers Leben
und Wirken in dem Vierteljahrhundert, das

er hier verbracht hat. Diese archivalischen
Schitze erginzen den Hauptteil seines Nach-
lasses, der sich im Leningrader Archiv der
Akademie der Wissenschaften der UdSSR
befindet./ Leonhard Eulers Lehrbiicher der
Differential- und der Integralrechnung sowie
seine ,,Vollstindige Anleitung zur Algebra*
haben mehrere Generationen von Wissen-
schaftlern und Technikern in die Mathematik
eingefiihct, Das Eulersche Additionstheorem
der elliptischen Integrale ist auch in unserer
Zeit fiir die Analysis von Bedeutung, die
Euler-Lagrangesche Differentialgleichungen
fir Physiker, die Eulersche Funktion, das
Eulersche Kriterium oder die Eulersche Pro-
duktdarstellung fiir die Zahlentheoretiker.
{"An die 50 Sitze, Formeln, Funktionen, Glei-
chungen und andere mathematische Begriffe
sind noch heute mit Eulers Namen verbun-
den; das mathematische Instrumentarium der
Praktiker auf vielerlei Gebieten tragt wie vor
200 Jahren in wesentlichen Teilen Eulersche
Ziige.:4
Die Pflege, ErschlieBung und schépferische
Aneignung seines Erbes verbinden Wissen-
schaftshistoriker der UdSSR und der DDR
in freundschaftlichem Zusammenwirken.
Kurt Reinhard
aus: Magazin 378

Kreul

Was kann
mein elekironischer
Taschenrechner?

VEB Fachbuchverlag Leipzig 1978

131 Seiten, 10 Bilder, 12 cm X 19 cm,
Broschur (Glanzfolie) Preis DDR: 4,80 M
Bestell-Nr. 5463500

Mit diesem Biichlein erhélt der Leser keine
Bedienungsanleitung, sondern einen Ratge-
ber, in dem erldutert wird, wie man seinen
Taschenrechner sinnvoll einsetzen kann. An
Hand vieler Beispiele wird vorgefiihrt, wie
die einzelnen Aufgabentypen optimal gelGst
werden konnen. Besonderes Augenmerk wird
der erreichbaren Rechengenauigkeit gewid-
met. Da alle Betrachtungen weitgehend rech-
nerunabhingig durchgefiihrt werden, wendet
sich die Broschiire an dic Besitzer sowohl
ganz einfacher als auch komplizierter Typen
mit Sondertasten und Speichern.

Leserkreis : Lehrer und Schiiler an allgemeiri-
bildenden polytechnischen Oberschulen und
Berufsschulen, Lehrkrifte und Studenten an
Fach-, Ingenieur- und Ingenieurhochschulen
sowie Hochschulen, Techniker, Ingenieure,
Besitzer von Taschenrechnern.

Das Buch- steht in den Bibliotheken und
Biichereien zur Verfiigung.

Aus dem Inhalt: Vom Abakus zum elektroni-
schen Taschenrechner — Der Aufbau elektro-
nischer Taschenrechner - Zur Rechen-
genauigkeit elektronischer Taschenrechner —
Das Rechnen mit elektronischen Taschen-
rechnern — Anhang: Gebriuchliche Bezeich-
nungen auf elektronischen Taschenrechnern,
einige wichtige Formeln, Zusammenstellung
einiger Niherungsformeln mit Angabe von
Fehlerschranken, wichtige Konstanten -
Sachwortverzeichnis
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ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Nacheifernswertes

AnliBlich seines zehnjihrigen Bestehens fiihr-
te der Bezirksklub Junger Mathematiker des
Bezirkes Cottbus im Jahre 1977 ein einwochi-
ges Spezialistenlager in der Kreisstadt Herz-
berg/Elster durch. Das Programm war sehr
vielseitig. Neben der Beschiftigung mit der
Mathematik, die im Vordergrund stand, gab
es interessante und abwechslungsreiche Ver-
anstaltungen. So nahm z. B. der Chefredak-
teur der mathematischen Schiilerzeitschrift
alpha anldBlich des 200. Geburtstages des
bedeutendsten und schopferischsten Mathe-
matikers seiner Zeit, Carl Friedrich Gaup,
eine Ehrung durch einen Vortrag iiber diesen
Wissenschaftler vor. Dr. Paulin von der Hum-
boldt-Universitit Berlin und Dr. Kiichler von
der Technischen Universitdt Dresden trugen
Interessantes aus ihrer Titigkeit als Mathe-
matiker vor. Auf einer Festveranstaltung
wiirdigten der Stellvertreter des Bezirksschul-
rates und der Leiter des Bezirksklubs Junger
Mathematiker die Leistungen und Verdienste
sowohl der Schiiler als auch der Pddagogen.
Héhepunkte dieser erlebnisreichen Tage wa-
ren fir die Teilnehmer des Spezialistenlagers
Fahrten nach Torgau und Potsdam.

Das Besondere dieses Lehrgangs bestand
darin, daf jedes Klubmitglied (Schiiler ver-
schiedener Klassenstuflen) aulgerufen worden
war, eine eigene Aufgabe bzw. eine verinderte
oder erweiterte aus angegebener Quelle stam-
mende Aulfgabe einzureichen. Die Preistriger
dieses Aulgabenwettbewerbs trugen ihre Auf-
gabe selbst vor und stellten ihren Losungs-
vorschlag zur Diskussion. Aus der Fiille der
eingegangenen Aufgaben wollen wir nun
einige vorstellen.

Aufgabe des Schiilers Wolfram Wiirbel,
EOS Forst, Klasse 11:

Man beweise, daB die Zahi
z=38"+322.3%%1 3 7 {iir alle natiirlichen
Zahlen n durch 100 teilbar ist.

Losung:

Aus z=3%"*34122.3%*1.7 folgt durch
@quivalente Umformungen

z=3an+3+34u+l +21 . 34n+l +7,

z=34n+ 1(34n+2+ l)+7(34n+2+ 1)’
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z=3-81%(9- 81"+ 1)+7(9-81"+1),
z=(9-81"4+1)(3-81"+7).

Fiir jede natiirliche Zahl n endet 81" auf die
Zilfer 1.

Somit endet das Produkt 9- 81" auf die Zif-
fer 9, und die Summe 9-81"+ 1 endet auf die
Ziffer 0.

Somit endet das Produkt 3- 81" auf die Zif-
fer 3, und die Summe 3 - 81"+ 7 endet auf die
ZifTer 0.

Folglich ist das Produkt

z=(9-81"+1) (3 81"+7) fiir alle natiirlichen
Zahlen n durch 10 - 10, also durch 100 teilbar.

Aufgabe des Schiilers Olaf Gutschker,

1. EOS Cottbus, KI. 9:

Gegeben seien zwei Strecken BC und AC mit
den Lingen a und b und a+b. Es ist eine

Strecke der Linge
Y a’+b?
N 2

zu konstruieren, ohne die im Hohensatz fiir
rechtwinklige Dreiecke formulierte Eigen-
schaft zu nutzen.

Lésung:
Wir zeichnen ein recmvinkligis Dreieck
ABC, dessen Katheten BC und AC die Lan-

gen a und b haben. Die Linge der Hypo-
tenuse AB ist dann c=]/a®+ b2

Wir halbieren die Strecke AB; der Halbie-
rungspunkt sei M. Die Linge der Strecke

AM ist dann % Yat+bi

Wir zeichnen um M mit dem Radius AM den
Kreis k (Thaleskreis) und konstruieren die
Senkrechte zu AB durch M, die den Kreis k
in N schneiden moge, und wir verbinden
A mit N.

Wegen AM=MN und ¥ AMN =90° gilt im
rechtwinkligen Dreieck AN M somit

AN?=AM?+MN*=2- AM? bzw.

1
x2=2- s (a®+b?), also

Y a’+b?
= "

Bild1°

Aufgabe des Schiilers Jorg Hortig,

19. OS Cottbus, Ki. 9b:

Fiir welche natiirlichen Zahlen n> 1 wird die
Gleichung 10- (124224324 ... +n?)
=3-(1342343 4 ... +n¥) erfiillt?

Lésung:
Wegen 12+22+3%+... +n?
=1-n~(n+l)(2n+l)und

6
2

13+23+33+...+n3=[W] gilt

10-%-n(n+I)(2n+1)=3-%-n2(n+l)z,

5 3

3 (2"+1)=Z n(n+1),

20(2n+ 1)=9n(n+1),
40n+20=9n%+9n,

9n2-31n—20=0,
31 20
2_ o=
n 9 n 5 0,

31 41 5
"‘-2=ﬁiﬁ' also ny=4und n,= -5

(entfdllt, da keine natiirliche Zahl).

Nur die natiirliche Zahl 4 erfiillt die gegebene
Gleichung. Probe: :
10-(1242243244%)=3- (13 4+ 22 +33 +49),
10-(1+4+9+16)=3-(1+8+27+64),
10-30=3- 100=300.

Aufgabe des Schiilers Jens-Uwe SchliiBler,
EOS ,,Artur Becker* Cottbus, Klasse 9/3:

Gegeben sei ein regelmiBiges Sechseck
ABCDEF. Durch die Schnittpunkte G, H, J,
K, L, M der Diagonalen R, E, ﬁ, B—F,
CE, DF wird ein Sechseck GHJKLM fest-
gelegt. Es ist der Quotient aus den Flachen-
inhalten dieser beiden Sechsecke zu bestim-

men.

Bild 2 E D
K
L 3J
F c
M H
G
A B
Lisung:

Figuren, die bei einer ebenen Drehung um
einen Winkel a um einen Punkt P zur Dek-
kung gebracht werden konnen, heiBen radial-
symmetrisch. Alle regelmiBigen Vielecke ha-
ben diese Eigenschaft. Beim regelmiBigen
Sechseck betrigt die GroBe dieses Dreh-
winkels 60°. Bei Drehung des regelmaBigen
Sechsecks ABCDEF um den Mittelpunkt M
seines Umkreises um den Winkel ¢=60°
wird die Figur mit sich selbst zur Deckung
gebracht. Deshalb ist das Sechseck GHJKLM
ebenfalls regelmiBig. Wegen xDEF=120°
und £ KEL=60° gilt £ FEL=(120°—-60°):2
=30°. Ferner gilt ¥ EFL= X FEL=30° und
somit ¥ ELF =120°. Essei EF =sund EJ =X,
dann gilt
x_sin30° sin30° 1

s sin120° sin 60°_l/§'




Die Flacheninhalte dhnlicher Figuren ver-
halten sich wie die Quadrate entsprechender
Seiten. Deshalb gilt wegen EL=LK =x

A _x? 1
Der Flidcheninhalt des Sechsecks ABCDEF
ist dreimal so groB wie der Flicheninhalt des
Sechsecks GHJKLM.

Aufgabe des Schiilers Roland Kaschner,
EOS Lauchhammer, K). 12:

In einem Park mit ebenem Geldnde befindet
sich eine Skulptur mit der Hohe h,, die aul
einem Sockel mit der Hohe A, steht. In wel-
cher Entlernung e vom FuBpunkt des Sok-
kels muB ein Betrachter mit der Augenhohe
h; stehen, damit er die Skulptur unter maxi-
malem Blickwinkel sieht?

a) Es ist e durch h,, h, und h; auszudriik-
ken!

b) Welche GroBe hat der maximale Blick-
winkel ¢, wenn h; =2,00m, h,=1,80m und
h3;=1,60 m betragen?

Losung:

Fiir den Umkreis k des Dreiecks CDE ist der
Winkel £ CED = ¢ Peripheriewinkel iiber der
konstanten Sehne CD. Der Winkel ¢ ist dann
am groBten, wenn der Kreis k die Parallele zu
AB durch E zur Tangente hat.

Begriindung: Durch die Endpunkte P und Q
einer konstanten Strecke F@ lassen sich be-
liebig viele Kreise konstruieren. Mit wach-
sendem Radius nimmt der zugehdrige Zentri-
winkel ab.

Bild 3

Der Punkt E muB auf der Parallelen zu 4B
im Abstand h; wegen der konstanten Augen-
hohe liegen. Zu jedem Punkt E auf dieser
Parallelen, der nicht auf der Geraden CD
liegt, existiert ein Kreis, der durch C, D und E
geht. Von diesen Kreisen besitzt derjenige
Kreis den kleinsten Radius, der die Paraliele
zu AB durch E zur Tangente hat. Alle iibrigen
Kreise durch die Punkte C, D und E wiirden
diese Parallele in zwei Punkten schneiden;
sie hétten damit einen groBeren Radius und
demzufolge einen kleineren zugehorigen Zen-
triwinkel.

Nun giltﬁ=m=%-hz+h, —hs.

Im rechtwinkligen Dreieck MCP gilt somit

1 2 11 2
ez=(§' h, +h|—h3) —(5 hz) N

A

XI ISTAM’78
beograd

A
=Y

4. april

Vom 31.3. bis 3.4.78 fand in Beograd anlag-
lich des Studententages an der Naturwissen-
schaftlich-mathematischen Fakultit der Uni-
versitit ein Wettbewerb von Mathematik-
studenten verschiedener Universititen statt

(X1.SaveznoilV. Internacionalno studentske
takmicenije is matematike = XI. ISTAM =
XI. Nationaler und IV. Internationaler Stu-
dentenwettbewerb in Mathematik). Es betei-
ligten sich hieran 16 Mannschaften von sie-
ben jugoslawischen Universititen sowie von
Universititen in Budapest, Szeged, Prag,
Wien und erstmalig eine Mannschaft aus der
DDR, niamlich von der Wilhelm-Pieck-Uni-
versitit Rostock. Die Vertretungen setzten
sich jeweils aus drei Studenten und einem
Betreuer zusammen. Die Rostocker Universi-
tit war vertreten durch Prof. Dr. Engel als
Delegationsleiter sowie die Studenten des
2. Studienjahres Konrad Engel, Uwe Lam-
mel, Jiirgen RoBmann. Die Studenten des 1.
und 2. Studienjahres hatten in vier Stunden
vier Aufgaben aus der Analysis, analytischen
Geometrie und Algebra zu 16sen, wihrend

Bild 4
k
D
Mg— & /L _LC
7 4£r
th
C
A2 he-hy
hy hs
4 e d
A 8

= gha+ halhy = hs) by —hy) = 1o,
e?=(hy—hs) (h2+hy —h3),

e=)/(hy—h3) (hy +hy—h3).
Wegen ¥ CED= £ CMP=¢ gilt ferner

)
S =t 2h —2hy 13
also ¢ ~43,8°.

sich die Studenten der hoheren Studienjahre
mit Problemen (teilweise nach Wahl) aus den
Gebieten Funktionalanalysis, Programmie-
rung, Gew. Differentialgleichungen, Funktio-
nentheorie, Hohere Algebra, Topologie
und Wahrscheinlichkeitstheorie beschiftigen
mubBten.

In der Mannschaftswertung belegte unsere
Vertretung hinter den Vertretungen aus Bu-
dapest, Wien, Pragl und Ljubljana den
5. Platz, wobei Konrad Engel mit einem
4. Platz in der Einzelwertung (von 31 Teil-
nehmern) an dieser Plazierung den groBten
Anteil hatte. Nach der Klausur am 1.4. ver-
lebten die Teilnehmer noch zwei erlebnis-
reiche Tage in der Hauptstadt der SFR Jugo-
slawien.

Zum AbschluB duBerten die Veranstalter, die
Studenten der Beograder Naturwissenschaft-
lich-mathematischen Fakultit, den Wunsch,
im nichsten Jahr wieder eine Mannschaft
der DDR zum Wettbewerb begriien zu
konnen. J. Rofimann

Im Emblem der XI. ISTAM - als Skizze das
K &nigsberger Briickenproblem
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Ein ratio-
nalisiertes Sieb
zum Feststellen

von Primzahlen
Teil 2

Beweis: Ist ap die Einerziffer der Zahl a, a,
ihre Zehnerziffer, a, ihre Hunderterziffer
usw., so 1Bt sie sich darstellen als
a=ap+10-a,+10%* a,+...+10"- a,
=(ag+a,+ar+...+a,)+%a;+9%a,+...
+[10"—1]as).
In der ersten Klammer steht nun die Quer-
summe von a, und die in der zweiten Klammer
stehende Zahl ist gewiB durch 3 teilbar.
Daraus ergibt sich folgende Ubersicht:

oo 1] [ (3 [4 [9]
[0} [ [0 [1] [2] [3] [4 [5]
(| (11 21 [31 [4 (5] [o]
(2] | 20 (31 [4 [5] [0] [1].
(3] [ B3] [41 [s$7 [0 [1] [2]
(41 | [41 [51 [0) [1] [2] [3]
(511 [57 (0] [ [2] [3] [4]

Tafel 3: Additionstafel der Restklassen

Die Quersumme von a laBt bei Division durch 3

den Rest 0 den Rest 1 den Rest 2
a gerade S-Zahl go-Zahl gu-Zahl
a ungerade D-Zahl Mo-Zahl Mu-Zahl

Diese Tabelle kann man zur Vorbereitung
des Siebens in einem Bereich groBer natiir-
licher Zahlen benutzen, z. B. im Zahlenraum
von 72000 bis 74000.

4. Das Rechnen mit Restklassen

Wir wollen die Klassen aller natiirlichen
Zahlen, die bei Division durch 6 den Rest a
lassen, kurz mit [a] bezeichnen. Die sechs
Restklassen, in die die quge der natiirlichen
Zahlen bei Division durch 6 zerfillt, sind dann
[0], [11, [2]. [3], [4], [5]. Das sind gerade
diejenigen Klassen, die wir [rither (in dieser
Reihenfolge) S-Zahlen, Mo-Zahlen, g,-Zah-
len, D-Zahlen, go-Zahlen bzw. Mu-Zahlen ge-
nannt haben.

Nun zeigen wir:

In welcher Restklasse die Summe zweier natiir-
licher Zahlen liegt, hiingt nur davon ab, aus
welchen Restklassen die Summanden stam-
men. )]
Beweis: Ist 6m+r irgendeine Zahl aus der
Restklasse [r], 6n+s irgendeine Zahl aus der
Restklasse [s] (0<r<5, 0<s5<5), so liegt
ihre Summe 6(m+ n)+(r + s) stets in der Rest-
klasse [r+s], falls r+ 5 <6, bzw. in der Rest-
klasse [r+s—6), falls r+s=6, denn dann
gilt 6(m+n)+(r+s)=6(m+n1)+(+s—6).
Die Beziehung (9) gestattet, von einer Addi-
tion der Restklassen zu sprechen, fiir die man
folgende Additionstafel berechnet.
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Aus dieser Talfel liest man z. B. ab: [1]+[4]
=[5], was in der-[riiheren Sprechweise be-
deutet: Addiert man zu einer Mo-Zahl eine
go-Zahl, so ist die Summe stets eine Mu-Zahl.
Oder, da eine go-Zahl stets das Doppelte einer
Mu-Zahl ist ([4]=2[5]): Die Summe aus
einer Mo-Zahl und dem Doppelten einer
Mu-Zahl ist stets eine Mu-Zahl.

Aulgabe 1

Das Wievielfache einer Mu-Zahl muB man zu
einer D-Zahl addieren, um als Summe eine
Mu-Zahl zu erhalten? (das Vierfache)

Aulgabe 2

Das Wievielfache einer Mo-Zahl muB man
von einer S-Zahl subtrahieren, um als Diffe-
renz eine Mo-Zahl zu erhalten? (das Fiinf-
fache)

Fiir die Multiplikation konnen wir einen zu
(9) gleichartigen Satz aussprechen.

Aufgabe 3

Formuliere und beweise einen zu (9) analogen
Satz iiber die Multiplikation von Restklas-
sen! Stelle eine Multiplikationstafel auf!

Fiir unsere Untersuchungen ist folgende Be-
ziehung wichtig:’

Das Quadrat einer Primzahl ist stets eine
Mo-Zahl. (10)
Beweis: Alle Primzahlen sind Mu- bzw. Mo-
Zahlen, d.h. gehoren den Restklassen [1]
bzw. [5] an, und es gilt nach Aufgabe 3:

[1]*= [1] und [5]%=[1].

5. Das Lischen auf der Mo-
und der Mu-Siiule

Laut (7) brauchen wir uns bei der Suche nach
Primzahlen nur noch aufl der Mo- und der
Mu-Siule hin und her zu bewegen. So lassen -
wir die ibrigen vier Restklassen ganz aus
dem Spiele. Damit werden die Primzahlen 2
und 3 automatisch ihrer Loschfunktion ent-
hoben, weil ihre n-fachen nur aul der go-,
gu~ D- oder S-Siule liegen konnen. Somit
l6schen im Zahlenraum bis R=100 laut (2)
nur noch die Primzahlen 5 und 7, und laut (1)
beginnt deren Ldschwirkung bei 52=25
bzw. bei 7% =49. Beide Quadrate liegen laut
(1) auf der Mo-Saule.

Wie aus Tafel 4 ersichtlich, bilden die Zahlen
jeder Sdule eine arithmetische Folge mit der
Diflerenz d=6. Geloschte Zahlen sind ge-
strichen; die Loschzahl ist daruntergesetzt.
Geloscht sind entsprechend unserer Voriiber-
legung auf der Mo-Siule 52 =25 und 72 =49,
dazu die groBeren n-fachen von S (ndmlich 55
und 85) und von 7 (ndmlich 91), auf der Mu-
Siule nur n-fache, die groBer als die jeweiligen
Quadrate der Loschzahlen sind: (ndmlich 35
65 95; 77).

Wir sehen den Loschvorgang auf der Mo-
Sdule ein wenig genauer an. Fiir p=35 war uns
mit p? =25 eine Anfangszahl gegeben. Gehen
wir von ihr 5 Schritte — also p Schritte -
aufwirts, treffen wir auf die niachste durch
p=>5 geloschte Zahl, namlich auf 55, und auf
die iibernidchste, namlich auf 85, nach wie-
derum p=>5 Schritten. Fiir p=7 sind es von
p?=49 bis zur nichstgroBeren durch p=7
geloschten Zahl, namlich bis zur 91, wiederum
p="7 Schritte.

Von einer durch p geloschten Zahl bis zur
ndchstgroferen durch p geléschten Zahl muf
man auf einer Sdule p Schritte gehen. an
Beweis: Wurde mittels der Primzahl p eine
Zahl der Mo-Saule geloscht und ist p selbst
eine Mo-Zahl, so hat man nach dem kleinsten
positiven Vielfachen xp von p zu fragen, das
zur geldschten Mo-Zahl addiert wiederum
eine Mo-Zahl ergibt. Da die Mo-Sdule genau
alle Zahlen der Restklasse [1] enthilt, ist
also die kleinste positive Losung der Glei-
chung

x[1]+[1]=[1] zu bestimmen, man erhilt
x=6.

Fiir die anderen Fille, in denen p eine Mu-
Zahl ist bzw. die Mu-Siule betrachtet wird,
ergeben sich nach denselben Uberlegungen
die Gleichungen x[5]+[1]=[1];

.x[1]+[51=[5] bzw. x[5]+[5]=[5], deren

kleinste positive Losung stets x=6 ist. Das
bedeutet: Der Abstand zweier auf derselben
Siule durch p geloschter Zahlen ist 6p, und
da die Sdulen arithmetische Folgen mit der
Differenz 6 sind, trifft man — von einer durch
p geloschten Zahl ausgehend — nach p Schrit-
ten auf die nichste durch p zu loschende
Zahl. )



Mo (1) 7 13 19 28 31
5
Mu 5 11 17 23 29 3% 41
5

37 43 49 53 61

67 73 79 8% 91 97

7 5 5 7
47 53 59 68 71 71 83 89 9%
5 7 s

Tafel 4: Die Mo- und die Mu-Sdule im Zahlenraum bis R =

nach der Loschung

6. Die Briickenzahl 5

Da laut (1) und (10) samtliche Primzahlen p
ihren LoschprozeB mit p? auf der Mo-Séule
beginnen, erhebt sich die Frage:

Welche Zahl aul der Mu-Saule ist die kleinste
durch p geloschte Zahl? Wir versuchen, von
unserem Ausgangspunkt p?, einer Mo-Zahl,
die Briicke zu schlagen, um auf der Mu-
Sdule ebenfalls eine Anfangszahl fiir den
Ldschvorgang zu finden, die wir als Briicken-
zahl b bezeichnen.

Wir miissen also die kleinste positive Lo-
sung der Gleichung [1]+x[1]=[5] bzw.
[13+y[5]=[5] bestimmen, je nachdem ob
die Loschzahl p der Restklasse [1] bzw. [5]
angehort.

Man erhidlt x=4 und y=2; das besagt:

Die erste auf der Mu-Saule durch die Primzahl
p geloschte Zahl ist bo=p* +4p, falls p aus der
Restklasse [1] ist (d. h. eine po-Zahl ist), und
ist by=b*+2p, falls p aus der Restklasse [5]
(d. h. eine p,-Zahl) ist. (12)

7. Vorausbestimmung der zu erwartenden
Anzahl von Primzahlen im Zahlenraum von
1 bis R (im Beispiel: R = 200)

Die Anordnung der Zahlen in M-Sédulen und

der aul ihnen ablaufende relativ einfache

Loschrhythmus, dessen Wesen hauptsich-

lich durch (1), (10), (11) und (12) aufgezeigt ist,

setzt uns instand, die Anzahl der Primzahlen

p=5 im Zahlenraum bis R vorauszubestim-

men, d. h. bevor wir sie im einzelnen ermit-

teln.

Dazu bedarf es folgender Schritte:

1. Bestimmung der Loschzahlen laut (2)

Im Beispiel ist 1/_= [/ﬁz 14; Loschzahlen

sind somit5 7 11 13,

2. Bestimmung der Anzahl A, der S-Zahlen

Auf dem Zahlenstrahl treffen wir nach jeweils

sechs Schritte f aul eine S-Zahl. Danach ist

die Anzahl A;der S-Zahlen gleich dem ganzen

. . R
Anteil des Quotienten 3

3. Bestimmung der Anzahl A4,, der M-Zahlen
Sie betrigt hier 66, da jeder S-Zahl ober- und
unterwirts eine M-Zahl angelagert ist. Alige-
mein ist A,,=2A,, [alls §> s,und A, =2A4,—1,
falls 5 =s.

6
4. Bestimmung der Anzahl der Loschungen
(Anschldge)
Wenn wir die Loschungen mit der Schreib-
maschine ausfilhren, kénnen wir dafiir den
anschaulicheren Ausdruck ,,Anschlige” ver-
wenden.

N

100

4.1. Anzahl der Anschlage auf der Mo-Siule

Die kleinste Zahl, die durch die Primzahl p
auf der Mo-Siule gel6scht wird, ist — laut (1)
und (10) - p?. Bis zum nichsten Anschlag
geht man — laut 11 — p Schritte. Da wir auf
einer arithmetischen Folge mit der Dillerenz
d=6 vorwirtsschreiten, umfaBt der Raum
von einem Anschlag zum anderen 6p natiir-
liche Zahlen, die nicht auf der Siule verzeich-
neten eingerechnet. Danach zerfillt der Raum

2 o |[R—P?
von p* bis R in & solcher Anschlags-

rdume, an deren oberem Ende ein Anschlag

liegt (dabei bezeichnet [RG;P

] den ganzen

Anteil des Quotienten R 6—p P ) Der Anschlag

fir p? liegt aber am unteren Ende eines
solchen Anschlagraumes und ist deshalb in
der Formel noch nicht beriicksichtigt. Die
tatsachliche durch p bewirkte Anzahl der
Anschldge Ao aul der Mo-Sdule ist

—n2
Ao=[RG—pp]+1.

Beispielsweise bewirkt die Primzahl p=7 auf
der Mo-Siule im Zahlenraum bis R =200

(13)

o=20(;;49+ I=3+1=4 Anschlige
(ndmlich:49 91 133 175).

4.2. Anzahl der Anschlage aul der Mu-Siule

Da auf der Mu-Sdule die kleinste durch eine
Primzahl p gelschte Zahl die Briickenzahl b
ist, so miissen wir — laut (12) - bei po- und bei
pw~Zahlen unterschiedlich verfahren. Unter
Zugrundelegung der Uberlegungen fir (13)
erhalten wir fir die Anzahl A,, (4,,) der durch
Po (p.) auf der Mu-Sédule bewirkten Anschizdge:

Aw= [—R (po_+4p ”)]
6p

Aw=[—R_(p“ +2”")]+1.
6p

4.3. Berechnung der Anzahl der Anschlige
durch die einzelnen Loschzahlen (im Zahlen-
raum bis R =200):

[200—257]
- 30 =
200-35
(laut 14) _T_ +1
Po= 7 (laut 13 siche oben!)
1200 77]

42

200— 121

(14)

pu.= 5(laut 13) +1=6

Il Il
w oo

(laut 14) +1

pu=11 (laut 13) +1=2

(laut 14) 1

+

200 169

po=13 (laut 13) 1=

5]
o
)

(laut 14 kein Anschlag,
da b>R)
Gesamtzahl der Anschldge 23.

Man ist jetzt versucht, als Anzahl der Prim-
zahlen die Differenz zwischen der Anzahl der
M-Zahlen und der Anzahl der Anschldge an-
zunchmen. Jedoch wurde die Mo-Zahl 175
zweimal angeschlagen, nidmlich als n-faches
von 5 und von 7. Dies sieht [ast wie ein be-
langloser, leicht zu korrigierender Schon-
heitsfehler aus, ist aber ein Vorgang von
auflerordentlicher Wichtigkeit: 7 , begegnet*
S. Im Zahlenraum bis R=100 findet keine
solche ,,Begegnung* statt, im Zahlenraum bis
R =200 diese einzige, und mit wachsendem R
nimmt die Anzahl der Begegnungen erstens
zu, und zweitens wird der Vorgang kompli-
zierter, indem Mehrfachbegegnungen statt-
finden (wie z. B. bei der Mirchenzahl 1001
=7-11-13). Die Anzahl G der geléschten
Zahlen ist also nicht gleich der Anzahl der
Anschlédge, sondern sie ist die Diflerenz zwi-
schen der Anzahl A der Anschlige und der
Anzahl B der Begegnungen:

G=A-B (15)
und die Anzahl A, der Primzahlen die Dille-
renz zwischen der Anzahl A, der M-Zahlen
und der Anzahl G der geloschten Zahlen:

Ap=An—G=A,—(A-B)

=A,+B—-A. (16)
Unter Einsetzung der oben errechneten Zah-
len ergibt dies fiir den Zahlenraum bis
R=200:

A,=66+1-23=44.

Im Zahlenraum bis R=200 sind 4 Prim-
zahlen p>5 zu erwarten.

8. Das Léschen im Zahlenraum
bis R = 200 bei Darstellung
der M-Zahlen als Punkte

Wenn man die M-Zahlen durch Punkte dar-
stellt, wie dies aus Tafel 5§ zu ersehen ist, so
spart man Zeit, kommt mit kleineren Dar-
stellungsrdumen aus und schneidet die An-
ordnung besser aul das Anschlagen durch
Mechanismen (wie z. B. durch die Schreib-
maschinentaste) zu. Diese Vorteile werden
um so wirksamer, je groBer R ist. (Hiervon
kann man sich an Hand von Talel 7 iiberzeu-
gen.)

Wegen der Rolle der natiirlichen Zahl 6 ist es
zweckmafig, [ir die Kolonnen- und Zeilen-
kopfe S-Zahlen zu verwenden.

9. Hinweise zum Verstindnis der Tafel 7

Wer sich mit der Handhabung der Tafel 5
vertraut gemacht hat, miifite imstande sein,
die Tafel 7 zu lesen. Beide sind nach den
gleichen Gesichtspunkten aufgebaut, jedoch
geht in Talel 7 alles sozusagen in groBerem
Ma@stab vor sich. Aus Raummangel sind
unter den Anschldgen keine Loschzahlen an-
gegeben; fiir die Symbole g und b kann man
sie der Tafel 6 entnehmen.
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KO K30 K 60 K 90
Mo 1 511 511 5
Mu 5 915 915 9({Zw= 0
Mo 1 q q ! !
5 7 5 5
Mu 5 .| b ! b
5 5 7 Zw= 90
Mo ! 11 g ! qg !
7 5|11 7 5 13 5
Mu ! vt ! !
5 71 S 11 s 7 Zw=180
Mo ! | ! I R B |
11 5 7 5 13 11 7 5
Mu ! ! t|! b ! .
5 7 1171 5 13 5 Zw=270

Tafel 5: Die als Punkte dargestellten M-Zahlen im Zahlenraum bis R=270

nach der Loschung

Zahlenzeichen:

q als Quadrat geloschte Zahl

b als Briickenzahl geloschte Zahl

! sonstige geloschte Zahl
stehengebliebener Punkt: Primzahl

Ablesen von Zahlen (an einem Beispiel er-

ldutert):

Welche Zahl ist in der zweiten Mu-Zeile durch

b (mit unterlegter 11) dargestellt?

Hierzu sind jeweils vier Summanden zu ad-

dieren:

1. Summand:

Kolonnenzahl K, links von b 30
2. Summand:

Einerwert unter K 30, Mu-Zeile 5

| 24

3. Summand:
6x (x Anzahl der Zahlenzeichen
zwischen b und Kolonnenlinie K 30)

=6-3 18
4. Summand: Zeilenwert Zw iiber b 90
b=143

Unter den geldschten Zahlen sind die Losch-
zahlen angegeben: '

143 wurde durch 11 geldscht.

Als Primzahlen im Zahlenraum bis R =200
liest man ab:

Mo 7 13 19 31 37 43 61 67
73 79 97 103 109 127 139
151 157 163 181 193 199

Mu 5 11 17 23 29 41 47 53
59 71 83 89 101 107 113
131 137 149 167 173 179
191 197

Wie vorausbestimmt: 44 an der Zahl.

Tafel 7 soll einen Eindruck davon vermitteln,
daB es nach der hier angegebenen Methode
verhiltnismaBig leicht ist, mit mechanischen
Mitteln oder auch durch Streichen mit der
Hand in ziemlich kurzer Zeit auf engem
Raum die Primzahlen eines groBeren Zahlen-
raumes auszusondern.

Zum SchluB eine Aufgabe, die noch einen
Fingerzeig zur Handhabung der Tafel 7 gibt:
Ist Mo=6733 eine Primzahl?

Lésung: Man sucht den nichstkleineren

Zeilenwert Zw: 6480

Man addiert die Kolonnenzahl K, die

moglichst nahe an Mo heran-, aber

nicht dariiber hinausfiihrt: + 240
6720

Auf der Mo-Zeile unter der gewihlten Zeilen-
wertlinie 6480 steht rechts von der gewihlten
Kolonnenlinie 240 die geldschte Zahl 6721
und zwei Schritt nach rechts als Punkt:

6733 — eine Primzahl. F. Franke

Tafel 6: Die Loschzahlen fiir Tafel 7 nebst ihren Quadraten und Briickenzahlen

p 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43
q 25 49 121 169 289 361 529 841 961 1369 1681 1849
b 35 77 143 221 323 437 575 899 1085 1517 1763 2021
p 47 53 59 61 67 71 73 79 83 89 97
q 2209 2809 3481 3721 4489 5041 5329 6241 6889 7921 9409
b 2303 2915 3599 3965 4757 5183 5621 6557 7055 8099 9797

Eine Aufgabe —
verschiedene
Losungen

Wir stellen heute erneut Losungsvarianten zu
Wettbewerbsaufgaben vor, die bei uns ein-
gegangen sind. Sie mdgen unseren aktiven
Teilnehmern am alpha-Wettbewerb weitere
Anregungen zum Losen von Aufgaben ge-
ben.

In Heft 5/1977 veroffentlichten wir folgende
Aufgabe:

Ma5 u1650 Hans kaufte 3 Buntstifte und
4 Helte und muBte dafiir insgesamt 1,08 M
bezahlen. Erwin kaulte 7 Buntstifte und
6 Hefte der gleichen Preislage und muBte
dafiir 2,12 M bezahlen. Wieviel kostete ein
Buntstift bzw. ein Heft?

In Heft 1/1978 ver6ffentlichten wir dazu fol-
gende Losung:

Von beiden Jungen wurden zusammen 3+7
=10 Buntstifte und 4+ 6 =10 Hefte fiir einen
Gesamtbetrag von 1,08 M+2,12M=320M
=320 PI. gekauft. Folglich kosteten 1 Bunt-
stift und 1 Heft zusammen 32 Pf. Fiir 3 Bunt-
stifte und 3 Hefte wiren insgesamt 3 - 32 Pf.
=96 Pf. zu zahlen. Da 3 Buntstifte und 4 Hefte
zusammen 108 PI. kosten, betrigt der Preis
fir 1 Heft 108 P{.—96 P[.=12 Pf. Der Preis
fiir einen Buntstift betrigt demnach 32 PI.
—12P{.=20Pf.

Wir stellen nun die Losung der Schiilerin
Kerstin Kantiem aus Berlin vor, die Schiilerin
einer 5. Klasse der Erich-Weinert-Oberschule
ist. Kerstin 16ste diese Aufgabe wie folgt:

(1) 3 Buntstifte und 4 Helte kosten zusammen
1,08 M.

(2) 6 Buntstifte und 8 Hefte kosten zusammen
2,16 M.

Aus (1) und (2) lolgt

(3)9 Buntstifte und 12 Hefte kosten zusammen
3,24 M.

(4) 7 Buntstifte und 6 Hefte kosten zusammen
2,12 M.

(5) 14 Buntstifte und 12 Helte kosten zusam-
men 4,24 M.

Aus (3) und (5) folgt:

(6) 5 Buntstilte kosten 424M-324 M=
1,00 M; also kostet ein Buntstift 0,20 M.

Aus (1) und (6) folgt:

4 Hejte kosten 1,08 M—3-020M =048 M;
also kostet ein Heft 0,12 M.

Kerstin gebiihrt Lob fir das folgerichtige
SchlieBen; diese Lésung stellt eine ausge-
zeichnete Denkleistung dar.
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Letzter Einsendetermin: 11. Januar 1979

Mathematik

Ma5 ®m1766 Von einem Schiiler, der am
alpha-Wettbewerb teilnahm und im letzten
Jahr mehr als 20, aber weniger als 30 Antwort-
karten erhielt, wissen wir [olgendes:
Der 12. Teil der Anzahl der Antwortkarten
trug das Prddikat ,Sehr gut gelost”, der
zweite Teil ,,Gut gelost®, der 6. Teil ,,Gelost™.
Die ghtlichen Antwortkarten trugen den Ver-
merk ,,Nicht gelost“. Wieviel Antwortkarten
erhielt dieser Schiiler? Wie viele Karten tru-
gen jeweils eines der genannten Priadikate?
Schiiler Andreas Kardos, Kdthen

Ma5 ®1767 In einer Gemeinde wurde eine
Bibliothek mit einem Bestand von 360 Bii-
chern er6ffnet. Bereits nach drei Tagen hatten
viele Leser Biicher ausgelichen. Genau die
Halfte dieser Leser hatte je Person zwei Bii-
cher, die restlichen Leser je Person nur ein
Buch ausgeliehen. Wieviel interessierte Leser
gab es am dritten Tag nach der Er6flnung der
Bibliothek in dieser Gemeinde, wenn nur
noch der dritte Teil des Bu:hbestandes vor-
handen war?

Schiilerin Birgitt Weyh, Fambach

Ma5®]1768 Von den drei Geschwistern
Birgit, Frank und Petra wissen wir [olgendes:
Im Jahre 1976 waren Petra und Frank zusam-
men 28 Jahre alt (in ganzen Zahlen); Frank
und Birgit waren zusammen 26 Jahre alt;
Petra und Birgit waren zusammen 32 Jahre
alt. Wie alt war jedes dieser drei Geschwister
im Jahre 19767

Schiiler Frank Creutzburg, Gransee

Ma5 ®=1769 Hans ist sechs Jahre jiinger als
sein Freund Peter. Addiert man das gegen-
wirtige Lebensalter von Hans und Peter (in
ganzen Zahlen), so erhilt man das Lebens-
alter des Vaters von Hans. Zusammen sind
alle drei Personen gegenwirtig 76 Jahre alt.

Wie alt ist jede dieser drei Personen gegen-
wirtig? Schiilerin
Annette Pitzschk, Halle-N eustadt

Ma5 w1770 Ulrike sammelt Briefmarken.
Sie besitzt zur Zeit mehr als 450, aber weni-
ger als 460 Briefmarken. Der dritte Teil der
Anzahl aller Briefmarken sind Marken mit
Blumenmotiven, der vierte Teil Marken mit
Tiermotiven. Die restlichen Briefmarken sind
zum Tauschen vorgesehen. Wie viele Briel-
marken besitzt Ulrike gegenwirtig? Wie viele
davon sind zum Tauschen vorgesehen?
Schiilerin Katrin Rupp, Neubrandenburg

Ma5 81771 Den Klassen 5a, 5b und 5c¢
einer Schule gehoren insgesamt 81 Schiiler an.
In jeder der Klassen Sa und 5b sind zwei
Maidchen mehr als Jungen. In der Klasse Sc
ist ein Madchen weniger als Jungen. In diesen
drei Klassen sind gleichviel Jungen.
a) Wieviel Schiiler gehoren jeder dieser drei
Klassen an?
b) Wieviel Jungen und wieviel Middchen ge-
héren jeder dieser Klassen an?

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma6 81772 Addiert man zu einer zweistel-
ligen natiirlichen Zahl ihre Quersumme und
multipliziert man diese Summe mit 5, so er-
hilt man 15C. Um welche Zahl handelt es
sich? Schiiler Sven Tarun, Berlin

Ma6 ®1773 Die Schiiler der Klassen 6a
und 6b einer Schule hatten eine Mathematik-
arbeit geschrieben. Der achte Teil der Schii-
ler erhielt die Note 1, der dritte Teil die Note 2,
die Hilfte der Schiiler die Note 3, drei Schii-
ler die Note 4, kein Schiiler die Note 5. Wie-
viel Schiiler gehoren jeder dieser beiden Klas-
sen an, wenn alle Schiiler an der Mathematik-
arbeit teilgenommen haben und der Klasse
6a zwei Schiiller mehr angehéren als der
Klasse 6b? Schiilerin Heike Taschenberger,

AG Math. POS Deutschenbora

Thies LuAbsr, 26 Gunirow, UWerdersér. 22 Ma 7=
Kersting-0S, Klasse 7 8| 1369

30 »le 150 ]
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Wettbewerbsbedingungen

1. Am Weltbewerb konnen sich alle alpha-
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrifl (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schuljahr
(bei Erwachsenen Alter und Berul) zu rich-
ten an

Redaktion alpha

7027 Leipzig, Postfach 14.

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe f(ortlaufend numeriert.
Der iiblichen Nummer ist ein Ma (Mathema-
tik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und
eine Ziffer, z. B. 7, vorgesetzt (d. h. fir
7. Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmern sind nur die Aul-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstufen
11/12 und Erwachsene lésen die Auflgaben.
welche mit Ma 10/12, Ph 10/12 oder Ch 10/12
gekennzeichnet sind.

5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt zu
verwenden, Format A4 (210 mm x 297 mm)
(sieche Muster), denn jede Aufgabe wird fiir
sich, d. h. in einem Zug, korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollstindige und richtige) Losung
(nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis) ein-
gesandt haben, erhalten von der Redaktion
eine Antwortkarle mit dem Pradikat ,,sehr
gut gelost™, ,,gut gelost™ oder ,,gelost™.
Schiiler, welche nur einen SchluBsatz zu
einer Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ,,nicht gelost*.

Letzter Einsendetermin wird jeweils bekannt-
gegeben. Der Jahreswettbewerb 1978/79 lauft
von Heft 5/78 bis Heft 2/79. Zwischen dem
1. und 10. September 1979 sind alle durch Be-
teiligung an den Wettbewerben der Hefte
5/78 bis 2/79 erworbenen Karten geschlossen

an die Redaktion einzusenden. Eingesandte

Antwortkarten werden nur dann zuriickge-
sandt, wenn ein Riickumschlag mit ausrei-
chender Frankatur beiliegt.

Die Preistrager und die Namen der aktivsten
Einsender werden in Heft 6/79 veréffentlicht.
Wer mindestens 10 Antwortkarten — richtig
geldst — (durch die Beteiligung an den Wett-
bewerben der Hefte 5/78 bis 2/79) erhalten hat
und diese einsendet, erhilt eine Anerken-
nungsurkunde und ein Abzeichen (in griiner
Farbe). Schiiler, die bereits zwei Anerken-
nungsurkunden besitzen und diese mit den
Antwortkarten des Wettbewerbs 1978/79 ein-
senden, erhalten das alpha-Abzeichen in Gold
(und die Urkunden zuriick). Wir bitten darauf
zu achten, daB alle Postsendungen richtig

frankiert sind und da88 die Postleitzahl des
Absenders nicht vergessen wird.

Redaktion alpha



Ma6 81774 Peter wurde von seinem Vater
gefragt, wieviel Punkte er bei der XVI. Olym-
piade Junger Mathematiker der DDR (Be-
zirksolympiade) erreicht habe und welchen
Platz er damit belegt habe. Scherzhaft ant-
wortete Peter: ,,Addiert man zu der von mir
erreichten Platzzifler, die der kleinsten Prim-
zahl entspricht, die von mir erreichte Punkt-
zahl, dividiert. man diese Summe durch 5,
multipliziert man den so erhaltenen Quotien-
ten mit 46, so erhdlt man das Zehnlache der
von mir erzielten Punktzahl.“ Wieviel Punkte
hatte Peter erreicht? _ Schiiler

Jérg Schmidt, Neubrandenburg, K1. 7

Maé6 #1775 Ein GrofBvater hatte seinen drei
Enkeln einen Korb mit Niissen mitgebracht,
die sie sich ehrlich teilen sollten. Hans, der
allein im Hause war, nahm sich als erster
seinen Anteil; er entnahm dem Korb den
dritten Teil der Anzahl der Niisse. Bernd, der
nicht wuBte, daB Hans sich schon bedient
hatte, nahm von den verbliebenen Niissen
den dritten Teil. Elke, die nicht wuBte, daB
Hans und Bernd dem Korb schon Niisse ent-
nommen hatten, nahm als letzte von den ver-
bliebenen Niissen ebenfalls den dritten Teil.
Danach waren noch 16 Niisse im Korb. Wie-
viel Niisse hat jeder von ihnen dem Korb
entnommen ?

Schiiler Uwe Winkler, Grofenhain

Ma6 81776 Von drei Lehrern einer Schule
mit den Familiennamen Taubert, Weber und
Miiller, welche jeweils genau zwei der Facher
Biologie, Mathematik, Geographie, Ge-
schichte, Russisch bzw. Englisch unterrichten,
ist [olgendes bekannt:

(1) Der Geographielehrer und der Russisch-
lehrer sind Nachbarn.

(2) Herr Miiller ist der jiingste dieser drei
Lehrer.

(3) Herr Taubert hat den gleichen Schulweg
wie der Biologie- und der Russischlehrer.

(4) Der Biologielehrer ist ilter als der Mathe-
matiklehrer.

(5) In der Freizeit spielen Herr Miiller, der
Englischlehrer und der Mathematiklehrer
FuBball.

Welche Ficher unterrichtet jeder dieser drei
Lehrer? Schiilerin Astrid Wruck, Rostock

Ma?7 #1777 Die in dekadischer Darstellung
aulgeschriebene achtstellige natiirliche Zahl
z=xyyyyyyx mit x>y sei durch 18 teilbar.
Gib alle Zahlen an, die diese Bedingungen
erfiillen! StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma7 81778 Die Variablen g, b, ¢ des Terms
a—-b(c;;b) sollen mit den Zahlen 13, 15 bzw. 20
so belegt werden, daB der Wert des Terms
gleich einer positiven ganzen Zahl ist.

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma7 ®1779 Es ist ein Rhombus ABCD zu
konstruieren aus der Linge der Seite AB=a
=5,5cm und aus der Summe der Lingen der

beiden Diagonalen AC+BD=e+f=14cm.
Die Konstruktion ist zu begriinden.

Schiiler A. und R. Beckmann,

POS ,,Ernst Thilmann®,

Steinbach-Hallenberg, K1. 8b

Ma7 w1780 Gesucht sind alle dreistelligen,
aus verschiedenen Ziffern bestehenden na-
tirlichen Zahlen, die in dekadischer Darstel-
lung die Form z=abc haben und folgende
Eigenschaften besitzen:
a) Thre Quersumme ist eine gerade Zahl.
b) Die Differenz aus den Zahlen, die den ersten
beiden Ziffern entsprechen; ist dreimal so gro3
wie die Diflerenz aus den Zahlen, die den letz-
ten beiden Ziffern entsprechen.

StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Mag ®1781 Das Produkt aus dem Vor-

ganger und dem Nachfolger einer natiirlichen
Zahl n sei 2208. Ermittle n!

Andreas Fittke, Berlin,

H.-Hertz-0S,K!. 10

Ma8 ®1782 Ermittle alle diejenigen natiir-

lichen Zahlen, deren um | vermindertes
Quadrat eine Primzaht ist!

Andreas Fittke, Berlin,

H.-Hertz-0S8,Kl. 10

Ma8 ®1783 Es seien a,, a3, b; und b, posi-
tive reelle Zahlen.
Man beweise, daB stets gilt:
(1) (a1b1+azb2)2
<(a\ +a3)(a;b} +azb3) und
) (a1by —azb3)?
2(a;—az) (albf - azbg)-
Sh. B. Linkowski,
Fachlehrer f. Math., Moskau

Ma8 m1784 Zwei Nachbarn wollen ein bis-
her gemeinsam genutztes Grundstiick hal-
bieren. Das Grundstiick besitzt die Form
eines rechtwinkligen Trapezes mit den Lén-
gen der parallelen Seiten a=150m und ¢
=120 m. Die Lange der anderen dem rechten
Winkel anliegenden Seite betrigt d=40m.
Der Zaun soll parallel zu den zwei parallelen
Seiten verlaufen.

a) Wie lang ist der Zaun?

b) Wie groB ist der Abstand des Zaunes von
der Seite AB? Ing. K.-H. Gora, Lohsa

Ma9 ®1785 Ein gleichschenkliges Dreieck
ABC mit der Basislinge xcm hat einen
Flicheninhalt von 15 cm2. Die Héhe von der
Spitze auf die Basis ist 1 cm kiirzer als diese.
Wie breit muB ein Rechteck gleichen Flichen-
inhaits sein, wenn es x cm lang ist? Wie lang

ist die Basis des Dréeiecks ABC? Fr.-

Ma9 #1786 Wie lang ist der Radius des
Umkreises eines Dreiecks ABC, wenn die
Lénge der Seite AB 5cm und die GroBe des
Winkels < ACB 80° betragen? Fr.

Ma9 #1787 Bei einer Ferienwanderung
werden von den Schiilern einer Klasse Ge-
tranke gekauft, und zwar Cola zu 35 Plennig
und Limonade zu 25 Plennig je Flasche. Der

Gesamtpreis betragt genau 10 Mark. Es miis-
sen aber auBerdem noch 9 Mark Flaschen-
pland (je Flasche 0,30 M) bezahlt werden.
Wieviel Flaschen von jeder Sorte wurden ge-
kauft?

Dipl.-Lehrer Ing. D. Vilzke, Greifswald

Ma9 #1788 Es sei ein rechtwinkliges x-y-
Koordinatensystem gegeben. Ermitteln Sie
graphisch die Menge aller Punkte der x-y-
Ebene, die folgenden Bedingungen geniigen:

1) —x+y<0 und
) %<—x und
@3 —y>1

Dipl.-Lehrer Ing. D. Vélzke, Greifswald

Ma10/12 @1789 Man ermittle die Losungs-
menge der Gleichung

]"/z.w 2!
(2x+2) =64
im Bereich der reellen Zahlen!
Schiiler André Schlosser, Klingenthal, K1.9

Ma10/12 #1790 In welchem Verhiltnis ste-
hen der Flicheninhalt eines regelmidBigen
n-Ecks zum Flicheninhalt seines Inkreises?
Andreas Fittke,

Berlin, EOS H. Hertz, KI. 10

Ma {0/12 ®1791 Man ermittle drei aulein-
anderfolgende natiirliche Zahlen, die folgen-
den Bedingungen geniigen sollen:
Das Quadrat der groBten Zahl ist gleich der
Summe der Quadrate der beiden anderen
Zahlen.

Schiiler Volker Leutheuser, Sonneberg, K. 8

Ma10/12 #1792 Gegeben sei ein Dreieck
ABC mit folgenden Seitenldngen:

Seite Lange

AB c=T7cm
BC a=5cm
AC b=6cm.

Es ist die Linge s, der Seitenhalbierenden
CM des Dreiecks ABC durch die Lingen q,
b, ¢ der Dreiecksseiten auszudriicken und zu
berechnen. (M ist Mittelpunkt der Seite
AB) Sch.

Physik

Ph6 m41 Das Volumen eines quaderformi-
gen Eisenstiickes soll durch einen Versuch
bestimmt werden. Man gieBt dazu Wasser in
einen MeBzylinder, so daB der Korper voll
eintauchen kann, und liest an der Skale den
Wasserstand vor und nach dem Eintauchen
ab. Er betrage vorher 95ml und nachher
116,5 ml.

a) Welches Volumen ermittelt man aus diesem
Versuch?

b) Zur Kontrolle des Ergebnisses werden jetzt
mit dem MetermaB die Kantenlingen des
Quaders gemessen (19 mm, 27 mm, 43 mm)
und das Volumen berechnet.

¢) Um wieviel mm? unterscheiden sich die
beiden Ergebnisse, und welches ist genauer?
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Ph7 w42 Ein 96 kp schweress Transparent
hangt in der auf dem Bild angegebenen Lage
an zwei Seilen.

a) Welche Krifte F| und F, treten an den
beiden Seilen auf? Trage sie durch Pleile im
geeigneten MaBstab ein'!

b) Bestimme durch Zeichnung die Gegen-
krifte G, und G,, die an den Befestigungen
an der Decke auftreten!

V7774444774744 {1 /74

»

Ph8 #43 100 g Wasser mit einer Tempera-
tur von 25°C und 250 g Wasser mit einer
Temperatur von 40°C werden gemischt. Da-
bei nimmt das kiltere Wasser nur 809 der
abgegebenen Wirme aul. Berechne unter die-
sen Bedingungen die Mischtemperatur!
Schiiler Jiirgen Grdfenstein,
14. 0S Dresden, (K. 9)

Ph9 w44 Auf ein Dach vom skizzierten
Querschnitt fillt Regen mit einer Menge von
1 mm pro Stunde. Das Dach habe eine Linge
von /=18 m.

$=6,25m; h=3,75m; r=6,00m.

a) Wieviel Regenwasser wird vom Dach auf-
gefangen, wenn die Dauer des Regens 90 Mi-
nuten betrigt und vorausgesetzt wird, daB
der Regen senkrecht fallt?

b) Nach welcher Zeit wiirden die beiden
Dachrinnen iiberlaufen, wenn die darin be-
findlichen ~AbfluBsfinungen verschlossen
sind? Ing. A. Kérner, Leipzig

Ph10/12 @45 In welcher Hohe iiber der
Erdoberfliche muf3 sich ein Fernseh-Satellit
befinden, damit er stets iiber derselben Stelle
der Erde steht?
Anmerkung: Benutzen Sie dazu eines der
Keplerschen Gesetze und als Vergleichskor-
per den Mond! Dieser hat eine Umlaufzeit
von etwa 27,33 Tagen und einen mittleren
Bahnradius von 384000 km.

A. Schatz, Leipzig

Chemie

Ch7 u33 In einem Chemiebetrieb sollen
tiglich 1500kg Schwefel aus Schwefelkies
gewonnen werden. Im Labor wurde ermittelt,
daB in 500 mg Schwefelkies 180 mg Schwefel
enthalten sind.

a) Wieviel Kilogramm Schwefelkies miissen
dem Betrieb tdglich fiir die Produktion zur
Verfigung stehen?

b) Wieviel Kilogramm Schwefelkies muB der
Betrieb monatlich erhalten, wenn taglich ge-
arbeitet wird (1 Monat =230 Tage)?

c) Die produzierte Tagesmenge Schwefelkies
entspricht wieviel Prozent der Monatspro-
duktion?

Ch8 m34 14 Kilogramm Seifenspiritus sol-
len aus 54 Teilen Ul, 66 Teilen Kalilauge,
278 Teilen Spiritus und 158 Teilen Wasser
hergestellt werden. Wieviel Kilogramm wer-
den von jedem Stoff benotigt?
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Ch9 ®35 Methan ist zu 359 im Stadtgas
enthalten. 7 ml dieses Methangases sollen mit
50%, Luftiberschufl verbrannt werden. Wie-
viel Milliliter Luft werden zur Verbrennung
benotigt, wenn der Sauerstoffgehalt der Luft

1
3 des Volumens betragt?

Ch10 36 Kalziumkarbid ist ein wichtiger
Ausgangsstolf zur Herstellung organischer
Verbindungen auf Kohlebasis. In einem Kar-
bidofen werden Branntkalk und Koks umge-
setzt. Berechnen Sie

a) die Masse an Branntkalk, die fur die Er-
zeugung von 300 t Kalziumkarbid eingesetzt
werden muB, ‘

b) den tiglichen Verbrauch an Elektroenergie
(kWh) eines solchen Karbidolens, wenn fiir
die Erzeugung von einem Mol Kalziumkarbid
0,13 kWh erforderlich sind,

c) die Masse Athanol, die aus 2 kg Kalzium-*
karbid gewonnen werden kann! (Die Herstel-
lung von Athanol verldult iiber die Zwischen-
produkte Athin und Athanal)

Ein Ausflug

o

An einem Mittwoch in den Winterferien 1978
fuhr unsere AG Mathematik als Auszeich-
nung fiir sehr gute Arbeit in die CSSR. Nach
mehrstiindiger Busfahrt kamen wir in der
Stadt Liberec an. Von dort aus ging es zu
FuB zu unserem Ziel, dem Je$téd. Eine Seil-
bahn brachte uns hinauf zu dem kegelformi-
gen, 1012 Meter hohen Bergmassiv. Von
hier aus hatten wir einen herrlichen Blick
iiber die tiefverschneiten Wilder und Ab-
hénge. Im modernen Restaurant, das gleich-
zeitig Hotel und Rundfunk- sowie Fernseh-
station ist, sorgten wir fiir unser leibliches
Wohl. Den Riickweg legten wir zu FuB
zuriick und hatten noch Zeit, uns die schone
Kreisstadt anzuschauen. Bdrbel Hanig,

AG Mathematik der OS Burkau



Bunte
Basteleien

Geflochtener Strohstern

Das Stroh fiir Sterne muf stets eingeweicht
und z. T. geplittet werden. Aus beiderseitig
buntem Papier werden ein Ring und dazu 4, 6
oder 8 Halme von gleicher Lange geschnitten.
Zwei gekreuzte Halme werden iiber den Ring
gelegt und die néchsten dazwischen gefloch-
ten (siche Bild). Zuletzt wird ein Aufhidnger
am Ring befestigt. Durch verschiedene GroBe
der Ringe, Lange und Breite der Halme sind
viele Abwandlungen méglich. Ihr kénnt diese
Technik schnell erlernen, denn der Ring gibt
den Halmen sofort Halt.

Gebundener Strohstern

a

x

Die einfache Grundform ist Ausgangspunkt
fiir viele Sterne, an ihr iibt man das richtige
Binden. Von vier gleichlangen Halmstiicken
werden zwei rechtwinklig gekreuzt, die beiden
anderen auf Liicke dariibergelegt (siche Bild).
Anfdnger konnen mit einer Stecknadel die
Halme leicht zusammenspieBen. Nun wird
ein diinner Faden um die acht Enden ge-
flochten, verknotet und zum Aufhidnger ge-
schlungen. Der Stern hilt, wenn die Halme
richtig gelegt sind, nach einer Umbindung, er
kann aber zur Zierde noch 6fter und ver-
schiedenfarbig umwickelt werden. Zum
SchluB beschneidet ihr die Zacken gleich-
maBig.

Einfacher Strahlenstern aus Papier

Ein etwa 6 cm % 6 cm groBes Stiick beider-
seitig buntes Papier oder Bastlerfolie wird in
der Mitte gefaltet und vom Bruch her bis
etwa 6 mm zum Rand gleichmiBig wie ein
Kamm eingeschnitten, auseinandergefaltet
und zur Rundung geklebt (siche Bild). Die
kleinen Randmuffen werden vorsichtig zu-
sammengeschoben. Dabei entsteht ein Stern,
dessen Strahlen an den Spitzen von innen
leicht aneinandergeklebt werden.

Ebenso wird die Kerzenhiille (sieche Bild)
gearbeitet. Sie entsteht aus einem Streifen
Karton oder starkem Papier von etwa 20 cm
X 13 cm. Die Rinder bleiben 1,5cm breit
und werden zur Versteifung nochmals mit
einem schmalen Streifen umklebt.

Faltschnitt
mit unterlegtem Velourpapier, als Tischkarte
geeignet

Sternenkette

Wir falten Buntpapierrechtecke zweimal und
malen uns Schablonen, die wir dann spiter
auseinanderfalten. Zum SchluB stecken wir
einen Stern in den anderen.

{
S

{j]

E 7

Scherenschnitt

als Baumschmuck oder mit unterlegtem
Transparentpapier als Fensterschmuck ge-
eignet.

Y\

IV

N

[

=)\

)
N

Stern
mit buntem Garn auf Velourpapier gestickt
und auf eine Einladungskarte aufgeklebt

Und wer durch diese Seite Lust bekommen
hat, noch mehr zu basteln, der greife zu dem
Buch:

Hertha Kiirth

Geschickte Hiinde

Basteln fiir Fest und Spiel

Rudolf Arnold Verlag Leipzig

Bestell-Nr. 7920410 DDR 4,50 M
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Kombinatorische Betrachtungen

bei Schiebe-Spielen

Teil 2

¢

=(12) (24)=(124)

Permutation | Zyklen- Karten- Produkt von Trans- Anzahl der
diagramm | diagramm | positionen minimaler Fixpunkte
Faktorenanzahl
(i1 fpoce 4
e lo z
9 |y of R | o z
e | oo B | - 2
(1339 [e3 © ) 2
iy ooy R | - z
029 looo| BB | @ z
(219 [ e =y | 1
GG e P e | !
YN (19)(12) =4 (14 1

N
P
_— 2
w W
NS
N—

&

(12)(14)=(24) (12)
=(14) (24)=(142)
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Wir veroffentlichen nun acht Aufgaben zum
Teil | unseres Beitrages und wiinschen den
Lesern beim Losen viel Erfolg!

Aufgaben

Ala Welche 3er Permutationen sind auf
dem in Bild 13 dargestellten Schiebespiel er-
spielbar? Aus wieviel Ziigen besteht eine
Minimalrunde? Welchen Deckbewegungen
eines gleichseitigen Dreiecks entsprechen die
erspielbaren Permutationen?

A2a Welche der Permutationen sind auf
dem in Bild 14 dargestellten Schiebespiel
durch eine Minimalrunde erspielbar?

Aus wieviel Ziigen besteht eine Minimal-
runde? Ist jede Transposition aus S4 erspiel-
bar? Wie sieht der Uberfiihrungsgraph aus?

A3a Welche Deckbewegungen eines Qua-
drates gibt es, und wie lauten die ihnen ent-
sprechenden 4er Permutationen?

Ad44a Wielautetdie Produkttaflel der 4 Dre-
hungen eines Quadrates? Daraus leite man
6 verschiedene Klassen von lateinischen
Quadraten der Ordnung 4 ab!

45a Kann man jede 4er Permutation mit
einer Deckbewegung eines Tetraeders in Ver-
bindung bringen? Welche Bedeutung haben
dabei die Spiegelungen an gewissen Ebenen
fir die Darstellung von Transpositionen?

A6A Auf dem in Bild 11 dargestellten
Graphen spiele man gemadB der [olgenden
Spielregel: Eine Spielrunde besteht aus 6 Zii-
gen, jeder Stein soll dabei gefiihrt werden,
und das unnumerierte Feld werde stets mog-
lichst rasch freigezogen. Welche Permuta-
tionen sind erspielbar? Welchen Deckbewe-
gungen eines Tetraeders entsprechen diese
Permutationen ? Wie sieht der Uberfiihrungs-
graph aus? Kann man aus den entsprechen-
den Permutationen ein lateinisches Quadrat
bilden?

A7a Gibt es ein Schiebespiel, auf dem nur
die 4er Permutationen, die den Drehungen

eines Quadrates entsprechen, erspielbar sind ?

A84A Jede Permutation P €S, ist als Pro-

~ dukt von elementefremden Zyklen darstell-

bar! (Was hat diese Aussage mit dem Zyklen-
diagramm einer Permutation zu tun?)



(14) (13)=(34) (14) !

Jeder Zyklus ist als Produkt von Transposi-

1234 tionen darstellbar, damit ist jede Permutation
<3 24 1) @ =(13)(34)=(134) als Produkt von Transpositionen darstellbar.
In welchen Fillen ist diese Darstellung ein-
deutig?
J. Flachsmeyer
1234 (13)(14)=(149) (34 1
(4 21 3) @ =(34)(13)=(143)
. Aus Platzgriinden verdffentlichen wir
- zu unserem Teil 1 (Heft 4/78)
1234 (24) (23)=(34) (24) 1 die dort angefiihrte Tabelle 2.
<1 34 2) 9 f:{j‘ =(23)(34)=(234)
1234 (23)(24)=(24)(34) 1
(1 42 3) Y @ =(34)(23)=(243)
1234 =
(2 L 3) Q G (34)(12)=(12) 34) 0
1234
(3 41 2) @ (24) (13)=(13)(24) 0
1234
<4 35 1) @ (23) (14) = (14) (23) 0.
(12)(14) (13)=(12) (34) (14)=(12) (13) 34)=(13) 24) (23)=
1234 ./\(.‘ (13) (34) (24)=(13) (23) (34)=(14) (13) (24)=(14) (24) (13) =
(3 14 2) \)\J (23)(12) (34)=(23) (34) (12) =(24) (13) (23)=(24) (23) (12)=
(24) (12) (13)=(34) (12) (14) =(34) (14) (24) = (34) (24) (12)=(1342)
Alle Produkte von (1342) — jedoch mit umgekehrter
(1 23 4) f‘f:‘) Reihenfolge der Faktoren! Also
2413 2 (13)(14) (12) = (14) (34) (12) = ... = (1243)
(12)(13) (14)=(12) 34) (13)=(12) (14) (34)=(13) (14) (23)=
1234 ‘/—\ (13)(23)(14)=(14) (23) (24)=(14) (24) 34) =(14) (34) (23) =
4123 5 0 Xy 4 (23)(12) (14)=(23) (14) (24)=(23) (24) (12)=(24) (12) 34) =

(24) (34) (12)=(34) (12) (13)=(34) (13) (23)=(34) (23) (12)=(1432)

234
341

E

Alle Produkte von (1432) — jedoch mit umgekehrter
Reihenfolge der Faktoren! Also
(14)(13) (12)=(13) 34) (12)=...=(1234)

N
—

234
3421

(12) (24) (13)=(12) (13) (24)=(13) (24) (34)=(13) (23) 24) =
(13)(34) (23)=(14) (23) (12)=(14) (12) (13)=(14) (13) (23)=
(23) (14) (12)=(23) 24) (14)=(23) (12) (24) = (24) (14) (13)=
(24) (34) (14) = (24) (13) (34)=(34) (23) (14) = (34) (14) (23)=(1324)

0 G

Alle Produkte von (1324) — jedoch mit umgekehrter
Reihenfolge der Faktoren! Also
(13)(24) (12)=(24) (13) (12)=... =(1423)
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In freien Stunden H||I|Iil heiter

Aus dem alten Rom

Im alten Rom wurde die Klugheit eines Mannes auch
nach seiner Fahigkeit im Kopfrechnen eingeschitzt.
Deshalb gaben sich die Romer gegenseitig knifflige
Denkaufgaben auf. Hier eine Rinderherdenrechnung:

Auf den Fluren weiden Rinder

vierfach in Herden geteilt,

Jede Herde anders gefarbt.

Die erste mildweiB, die andere rabenschwarz,
die dritte braun und die vierte scheckig.

WeiBe Rinder weiden 12 insgesamt.

Die braunen Rinder sind den weiBlen gleich an der Zahl konnen noch andere Sechsecke angefertigt werden, die
weniger dem vierten Teil der schwarzen Rinder. eine andere Zahlenverteilung haben, z. B.

Die Menge der schwarzen ist gleich dem dritten Teil

der weillen, doppelt genommen.
Die scheckigen Rinder ergeben an Zahl die Hilfte der u.s.f,
weiflen, vermehrt um siamtliche schwarzen.

Sage mir genau die Zahl der Rinder, die du weiden
siehst! Sage mir auch, wieviel es gibt von jeder Farbe!  Nun viel SpaB mit Sieben—Sechs!

Sieben—Sechs Auf einen Blick

Die Arbeitsgemeinschaft alpha der Otto-Drews-Ober- Wie verhilt sich der Flacheninhalt der schraffierten
schule, Greifswald, sandte folgendes Spiel (aus Plaste). ~ Zur nichtschraffierten Flache?

| I

Wie viele Fische?

Spielanleitung : Lege die sieben Sechsecke so auf das Einem Angler wurde folgende Frage gestelit: ,,Wie

Spielfeld, daB sich gleiche Zahlen beriihren. viele Fische hast du heute gefangen?* Er antwortete:
Bei der Zahlenanordnung, wie sie hier vorliegt, ist die ,,Jch habe dreimal soviel Fische wie gestern gefangen ;
verOffentlichte Losung moglich. Wer findet eine andere das sind 10 Fische mehr als gestern.** Wie viele Fische
Losung? Um das Spiel noch variabler zu machen, hat der Angler an jedem dieser beiden Tage gefangen?
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Starker Kraftwagenverkehr

Uwe stand am Wohnzimmerfenster und zihlte in glei-
chen Zeitabstinden alle PKW und LKW, die am Haus
vorbeifuhren. Er zihlte stets viermal soviel PKW wie
LKW.

a) Wie viele PKW bzw. LKW fuhren am Haus in dieser
Zeit vorbei, wenn Uwe jeweils (wie aus der abgebilde-
ten Tabelle ersichtlich) wie folgt gezidhlt hat?

PKW 8 12 16

LKW 2 4 25 9 32 10

b) Wie viele PKW und LKW wiren es, wenn Uwe
insgesamt 55 Kraftfahrzeuge gezéhlt hitte?

Buchstaben-Mosaik

Die Buchstaben sind so durch Ziffern zu ersetzen, daB
das Potenzieren zu einem richtigen Ergebnis fiihrt.
Dabei bedeuten gleiche Buchstaben gleiche Ziffern und
verschiedene Buchstaben verschiedene Ziffern.
Oberlehrer Ing. K. Koch, Schmalkalden
AG
A A*
AAA
AAAN
AAAAA
BBB BB
BB B B
B 8 B~
B B~
Bﬁ
Kreuzzahlritsel
Waagerecht :
1. Eine vierstellige Zahl, die erste und dritte Ziffer
ergeben sich aus 9. waagerecht.
5. Der Durchschnitt von vier Zahlen ist 57. Drei
Zahlen heifien 1, 2, 3. Wie heiBt die fehlende Zahl?
7. Das Produkt aller geraden Zahlen kleiner als 10.

e m
womm
wWEoR M mm
W mMmMmMmMMm
ONOOOTOOD
mMoooOOHOow
mooNHO®
mo N w
m @

u n n ou ] Ll 1l

mooooOOOO

8. abc, wenn gilt: 2a +3 =13, %b +2=3und 3¢—5
=1.
9. Der Wert von 2x% +6x +10, wenn x die letzte
Ziffer von 1. waagerecht ist.
10. Die einzige Quadratzahl zwischen 900 und 1000.
11. Die Angabe der Nordostrichtung bei positivem
Drehsinn von der Ostrichtung.
13. Die Summe aller Kubikzahlen von 1 bis einschlieB-

lich 1000.
1|z 1 .~
T e
? '
0 10
" n
w

Senkrecht :
2. 22(10% + 7%
Die Anzahl der Jahre von 2704 Wochen.
413 -9 +1087
— !
Die Summe der Rauminhalte zweier Quader mit
den SeitenmaBen 32, 32, 18 bzw. 15, 18, 23.
7. Der Umfang eines Kreises, dessen Radius 6,215 m
betragt (Verwende n = i?,lii )}
12. Flacheninhalt des Trapezes mit den Grundseiten
2,861 bzw. 1,379 und der Hohe 2,5.

Aus: Math. Pie, London

3.
4. Berechne
6.

Resultat stets 30
Es gilt
(1 +1)1+1+1+1+1_1_1=30
9.9.9
— 4+ 4+ = !
9+9+9+9+9+9 30!

Wer findet die entsprechenden Gleichungen von neun
Zweien, Dreien, ..., Achten?

Kryptarithmetik

Gleiche Buchstaben bedeuten gleiche Ziffern, die ge-
sucht sind. Vorher sind die vier arithmetischen Zeichen
+, —, -, : an Stelle des Sternchens (*) einzusetzen,
wenn man weiB, dab jedes Zeichen nur einmal vor-
kommt.

(1) aab*c=adde (2) adde*c=ccc
(3) ccc*f= fFf @ fff*g = fhd
2 B

N \‘VF\ \F\

SN

ISAV//[EX

A

Curves of pursuit aus

=\

Math. Pie (74/75), Warwick /‘E\\’Xg—}i‘/—ig%i\;‘-
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A2A Zehn. Bezeichnet man die Haupt-
stidte mit A, B, C, D, E, so wiren das die
StraBen AB, AC, AD, AE, BC, BD, BE, CD,
CE, DE.

A3 A Angenommen, die fiinf Punkte 4, B,
C, D, E wiren einander durch sich gegen-
seitig nicht schneidende Kurven verbunden.
Drei Verbindungskurven bilden stets zusam-
men eine geschlossene Kurve, z. B. die Kurven
AB, BC, AC. Da die Kurve DE die iibrigen
Kurven nicht schneidet, liegen D und E beide
innerhalb oder beide auBlerhalb der geschlos-
senen Kurve ABC. Man verbinde nun D mit
A, B und C. Man erhilt geschlossene Kurven
ABD, ACD und BCD. Liegt nun E z. B. inner-
halb von ABD, so kann es keine Kurve geben,
die E mit C verbindet und keine der iibrigen
Kurven schneidet. Bei anderer Lage von E
gilt Entsprechendes.

Ada Folgt aus dem in Aulgabe 3 Bewie-
senen.

A5a Ungarn mit seinen Nachbarn CSSR,
UdSSR, Ruminien, Jugoslawien, Usterreich.

Losung zu:

Eine Aufgabe von Prof. Dr. Skopetz
A1765aa Aufgabe und Losung nach A.
Halameisir, Moskau: Nehmen wir an, die
Strecke bis zur nédchsten Station sei 66 km.
Dann fahrt Herr Miiller hin genau eine
Stunde, lduft zuriick 11 Stunden, insgesamt
12 Stunden, wihrend er 66 km+66 km =132
km zuriicklegt; der Nachbar mit dem Fahr-
rad hat auch 132km in 12 Stunden zuriick-
gelegt, also mit einer Geschwindigkeit

km
132:12=11 (T)
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Allgemein, wenn die Strecke S km betragt:
2D
3.3
W W
28 km
"5 571 (%)
66 6
A1765b A Losung nach Prof. Skopetz
Betrachten wir zuerst das Dreieck EDQ und
die Transversale AP (Bild 3). Laut Satz des
Menelaos schneidet die Transversale die Sei-
ten des Dreiecks so, daB das Produkt der
Verh'ailﬂsse_denﬂert —1 hat,d. h.:
EP DA 05 _
PD 40 SE_
Laut Ahnlichkeit, =% 24_0%¢
PD b 49 ¢

Vmiul = sges : Tges =

=il

also gilt:

E.H.g= —1 oder 2=a(b+c)
b ¢ SE sQ be
Man zeichne nun eine Strecke LT || AB
(L eﬁ, Teﬁ, Q eL_’I‘). Wie schon erwihnt,
ist LT das harmonische Mittel zwischen b
und ¢, also:

1 —
1 <l+%> oder LT=E.

T a\b bte
E = F
p
™ 3 L
¢ AN o
L 5 T
A 3 a
Offensichtlich
a+ E:S -LT
MN =—S_Q— oder, nach der Substitu-
1355
SQ
tion,
ab+c) 2bc
MN = be b+c= 3abc
i alb+c) ab+ac+bc
+—
be
und schlieBlich ;=1(1+1+ 1) w.zb.w.
MN 3\a b ¢)

Der sowjetische Geometer Prof. Dr. sc. Z. A.
Skopetz (geb. 1917), ist Autor bzw. Mitver-
fasser verschiedener Lehr- und Hillsbiicher
zur Geometrie, Autorenkollektivleiter der
modernen Schulbiicher Geometrie 9 und 10.
Viele Schiiler von Prof. Dr. sc. Skopetz sind
bei mehreren padagogischen und technischen
Hochschulen als Dozenten titig, einige da-
von sind selbst schon bekannte Gelehrte und
Lehrstuhlleiter. A. Halameisir

Lidsungen zu:
aufgepaBlt — nachgedacht — mitgemacht

Kunstliebhaber
Bild 2, an der Seite D aufgehingt.

Magisches Quadrat

3 16 9 22 15
20 8 21 14 2
7 25 13 1 19
24 12 5 18 6
11 4 17 10 23

Auf der Wippe

Es seien a, b, h die MaBzahlen des Korper-
gewichts von Alfred, Bernd, Heinz; dann gilt
a<h und b<a. Daraus folgt b<a<h.

a) Heinz ist am schwersten.
b) Ja.

Kombiniere!
IM 2M 5M o o
30 0
IM
4 2 0
8M 3 0 I
4 0 0
aM
5 1 ¢ 2 3 0
111
50 0 0 4 0
3 1 0
5M
i 3 B 9 0 0
B g1 7 1 0
5 2 0
6 0 0 9M:g(’)
4 1 0
6M
2 2 0 2 1 1
L o s 1 4 0
0 2 1
7 0 0
SEETE
3 2 0
™
> B 1 6 2 0
1 3 0 1oMm°> 0 1
o 1 1 4 3 0
301 1
2 4 0
1 2 1
0 0 2



1m o o
9 1 0
7 2 0
6 0 1
um?3 30
4 1 1
3 4 0
2 2 1
I 5 0
10 2
0 3 1

Kinder unter sich

Es seien a, b, ¢, d, ¢ die (ganzen) Zahlen, die
das Lebensalter von Axel, Bernd, Christa,
Dorit, Egon angeben; dann gilt d<b<a<e
<c. Daraus folgt weiter d<a, d<c, d<e,
b<c, b<e, a<c; diese sechs Ungleichungen
sind durch [ehlende Pfeile zu ergénzen.

Dorit « . Egon
Christa ’\\ ///' Axel
Bernd
Dorit
Bernd Eio'nt
Axel rista

Negativ — positiv
Positiv 2 gehort zum abgebildeten Negativ.

Zahlenfolgen

1. Jede [olgende Zahl ist um 6 grofer als die
vorangehende. Die Zahl 25 gehort nicht in die
Folge.

2. Jede folgende Zahl betréagl die Hauc de,
vorangehenden. Die Zahl 6 gehdrt nicht in
die Folge.

3. Jede Zahl betrdgt das Dreifache der voran-
gehenden. Die Zahl 09 gehort nicht in
die Folge.

4. Die Folge entsteht, indem der Folge nach
die Zahlen 8, dann 9, dann 10, dann 11 ad-
diert werden. Die Zahl 34 gehort nicht zur
Folge.

5. Die Folge entsteht, indem der Reihe nach
Jdie Zahlen 5, daan 4, aaui 3, d2nn 2, dann 1
subtrahiert werden. Die Zahl 2 gehort nicht
in die Folge.

6. Die Folge entsteht, indem man jeweils den
Zihler um 4 vergroBert, den Nenner aber

halbiert. Di; Zahl 19—2 gehort nicht zur Foige,

Lisungen zu den Aufgaben des alpha-Wett-
bewerbs, Heft 2/78
Fortsetzung:

Ma8 #1753 Zur Veranschaulichung diene
die folgende Skizze:

Behauptung: y; =y,

1. Wenn a=p, so ist das Dreieck ABC
gleichschenklig. Die Geraden CM und CD
fallen dann zusammen. Folglich gilt y, =y,.

2. Es sei a# f. Ohne Einschrinkung der All-
gemeinheit gelte o> f. Dann gilt

E=72

(Peripheriewinkel iiber der Schne BE)

£+ 2=90° (Satz des Thales)

Folglich gilt y; +a=90°.

o+7, =90° (Winkelsumme im Dreieck)
Folglich gilt y; =y,, w.z.b.w.

Mag #1754 a) 10a=360°; a=36"; f=72°;
y=108°, 5= 144°

b) ABCD ist ein Trapez. Es gilt: a+6=y+8
=180

c) Dreieck ACD ist gleichschenklig. Da
o= 144°, gilt fiir die Grofe jedes Basiswinkels
18°.

Also {DAC:%a.

d) Es gilt 180° —72° — 18°=90° [ur die GroBe
des Winkels £ BCA.

e) Zeichnet man durch C die Parallele 7u E,
die AB in A’ schneidet, so ist das Viereck

"AA'CD ein Parallelogramm, und es giit

A'C=AD. Im Dreieck A'BC ist die GroBe
Winkels < A’BC gleich f=2a. Ausa<p
[olgt, daBB BC Kiirzer ist als AD.
f) Dreieck A’'BC ist gleichschenklig.
Begrindung: Die Winkél «C4'B und
¥ A'CD hihen jevells die Gidile v, der Win-
kel ¥BCD die GroBe 3o, folglich hat der
Wiikel @ 4R diz Grole J¢ -a=2x Da
auch der Winkel ¥ A'BC die Grile o hat
folgt, daf A'C=AB~4D jst. Wegen AA’
= AD folgt:
AB ist doppelt so lang wie AD.
Skizze:

]

C
’/"1 A

A A [

Ma9 #1755 Nach dem Distributivgesetz
der Multiplikation beziiglich der Addition im
Bereich der reellen Zahlen gilt
a*+b*+c?+d*+e*2zab+ac+ad +ae.
Wegen der Monotonie der Subtraktion in P
gilt

a2 +b2+c?+d*+e*—ab—ac—ad—ae=0.

Nach dem Kommutativgesetz der Addition

in P gilt
b*—ab+c*—ac+d*—ad+e*—ae+a®20.
@ a® a* a?
W 22,4 .,24.9 i
egen a 2 + 2 + 7 + 2 kann man wei

ter umformen zu

2 2
2 _ a 2_ a
(b ab+ 4)+<c ac+T)

2 2
+<d2—ad+%—)+(ez—ae+%)go,

Die in den Klammern stehenden Summen
lassen sich wie folgt in Produkte umformen
(binomische Formeln):

RS

a
Da das Quadrat einer reellen Zahl nicht ne-
gativ sein kann und da alle Umformungen
dquivalente Umformungen sind, ist die Giil-
tigkeit der Ungleichung fiir alle reellen a, b,
¢, d, e bewiesen.

Ma9 #1756 Es handelt sich hier um eine
arithmetische Folge 1. Ordnung mit 25 Glie-
dern. Das erste Glied ist 800, das letzte 2504,
Die Summe aller Glieder kann mit der
Formel

n
s,.=i(al +a,|)

berechnet werden, wobei n die Anzahl der
Glieder, a, das Anfangsglied und a, das End-
glied bedeuten. Es gilt also

$25 =22—5 (800 +2504)
Sas =25-1652

525 =41300
Das Stadion verfuigt iiber 41300 Sitzplatze.

Ma9 ®1757 Wir fihren den Beweis indirekt
und nchmen an, logs 12 sei ecine rationale
Zahl. Dann miifite sie sich in der Form

logs 12=g mit g, be N und b4-0 darstelle;

lassen. Dann gilt

e

4° =12
4° =12%
Das bedeutet: Es g1 rine Zahl, die sowohi
als Vierer- wie auch als Zwolferpotenz dar-
stellbar st
Da 12° fiir aile 5 N durch 3 teilbar ist und 4¢
[iir kein aeN durch 3 teilbar ist, haben wir
unsere Annahme zum Widerspruch gefiihrt.
Es gilt nun das Gegenteil der Annahme,
d. h,, log, 12 ist keine rationale Zahl, w.z.b.w.
2. Moglichkeit:
4°=12°
4°=(4-3p
4o=4b-3b
4a—b= 3b
22(:1— b) _ 3b
Alle Potenzen von 3 sind ungerade; alle Po-
tenzen von 2 sind gerade. Deshalb gilt
2%a=b 4 3 fiir g4 b.
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Ma9 #1758 Man zeichnet durch E eine
Parallele zu 4B, die BC in F schneidet.

Es seien m die Linge der Strecke E—F, a die
Linge von AB und ¢ die Linge von DC. Dann

gilt ,,,:“T“ (Mittellinie des Trapezes). Fiir
den Flicheninhalt 4, des Dreiecks ECD gilt
dann 4, =% (h sei die Linge der Hohe des
Trapezes). Fiir den Flicheninhalt 4, des Drei-

ecks ABE gilt A,= ﬂ, und fiir den Flachen-

P
-h
inhalt A des Dreiecks EBC gilt A =£a +:) .

Nach der Behauptung A4, +A4,=A4 miiite
¢c'h ah_(a+c)-h
gelten.T %=

Wie man sieht, ist das der Fall, w.z.b.w.

[4 c

A a 8

Ma10/12 #1759 a) Fiir den Fliacheninhalt
des Rechtecks ABCD gilt: A; =a- b. Fiir den
Fidcheninhalt des iiber einer der Diagonalen
des Rechtecks errichteten Quadrats gilt:
A;=a>+b? (Satz des Pythagoras). Es wird
behauptet, daB gilt:

a’+b*22ab.
Durch dquivalente Umformung erhilt man
(a—b)?> 20, und das gilt fiir alle reellen Zahlen
aund b, g.e.d.
b) Es soll also gelten: a®>+b2=3ab bzw.
a?—3ab+b*=0. Lost man diese quadrati-
sche Gleichung nach g auf, so erhélt man

a;; =%'b,i\/%b2 -b?
und nach weiterer Umlormung

1
01,z=5b(3il/§)-

Setzt man fir b eine beliebige reelle (positive)
Zahl ein, z. B. 2, so erhilt man mit

a; =12b(3+1/§) und a;=%b(3-—]/§) stets Li-

sungen der Gleichung a® +b?=13ab.

Fiir b=2 ergibt sich a;=3+}/5 bzw. a,
=3-)/5.

Hat z.B. die Rechteckseite a die MaBzahl

3+)/5 und die Rechteckseite b die MaBzahl 2,
so werden die Bedingungen der Aulgabe er-

fullt.

Ma10/12 m1760 Voraussetzung: Es giit

tan («+ f)=cot (a+ f)

Behauptung: Es gilt dann

cos(ax+2f)=sina

Beweis: Aus der Voraussetzung folgt

o+ f=45+180° -k (keG), d. h.

f=45°+180° -k —a (ke G).

Nun ist cos (x % 2f)

=cos(a+p+p) -

=cos (a+45°+180° - k—a+45°+180° - k
—a)

=c0s (90° + 360° - k —a)
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=co0s (90° —a)

=sina, q.e.d.

Die meisten Loser haben bemerkt, daB sich
hier ein Druckfehler in die Aufgabe einge-
schlichen hatte.

Es mubBte richtig heiBen:

tan (a + f)=cot (a+ f).

Mal0/12 m1761 a)

b) Es ist ein Achtflichner. Der Korper hat
8 Fliachen, 6 Ecken und 12 Kanten.

(8 +6—12=2; Eulerscher Polyedersatz!)

c) Es sei s, die Linge der Kante des regel-
miBigen Tetraeders, und es sei s, die Kanten-
lange des einbeschriebenen Achtflichners.
Dann gilt s, :5,=2:1.

Der Tetraeder mit der Kantenldnge a hat das

3
Volumen V=%1/§, Der Achtflachner
»schneidet” vier kleine Tetraeder ab, die je

die Kantenlinge % haben, also das Volumen

all
V=%[/5; die vier Tetraeder haben deshalb

3
das Volumen V=;—4[/5. Dieses gleiche Vo-

lumen bleibt fir den Achtfiichner noch iib-
rig. Demzufolge verhalten sich beide Volu-
mina wie 2: 1.

c

Ma10/12 ®1762

¥ 2 1Y gag0. 2 apo
51121—3,2—19,48 3 y=38,86°.
AB:BD=BC:HB=6:2=3;
— 1— 4
B —EA =§Cm.

16

EZ=EI—52=16—?,

H—D=§ 2cm=3,77cm

sin (90°:2)=ﬁ :AD; ED=3,77cm - sin
51,14“;2)=i9‘}im.
cosy=FD:ED; FD=2729cm.

tany=EF :FD; EF=185cm.

Der Flacheninhalt des Dreiecks ABC betragt

AB-CH , 4:566 ,
1= > A= 3 cm® g
A, =1132cm?
Der Flicheninhalt des Rechtecks FDGE be-
tragt
Azzﬁ-ﬁ; A,=185cm- 2,29 cm;
A,=421cm?

Das Rechteck FDGE nimmt etwa 37,29 des

Flacheninhalts des Dreiecks ABC ein
421-100. .,

(P=_T32_s P—37,2/o>

Alle Zahlen sind Naherungswerte!

Aus Platzgriinden verdlfentlichen wir zu den
Aufgaben des Physik- und Chemiewettbe-
werbs des Heftes 2/78 nur die Antwortsétze:

Ph6é w36 Die Schneehohe betragt rund

8,3cm.

Ph7 w37 Fiir einen Lasthub von 30 cm sind
80 Pumpenhube erforderlich.

Ph8 ®38 Inder Aufgabe wurden versehent-
lich neben die Abbildung die Werte fur s,
hund r nicht eingefiigt. Wir veroffentlichen
diese Aulgabe nochmals im Wettbewerb des

Heftes 5/78, d. Red. (siehe S. 110).

Ph9 =39 Die SteighShe des Ballons betrdgt
rund 600 m.

Ph10/12 840 Aus einem Kubikmeter Was-
ser konnte man bei dem angenommenen
Reaktionszyklus 2,75 10° kcal Energie ge-
winnen.

Ch7 ®29 226t Roheisen enthalten noch
7910 bis 9040 kg Kdhlenstofl.

Ch8 30 Beim Brennen von 2t Kalkstein
erhilt man 0,77 t Kohlendioxid.

Ch9 #31 Es entstehen bei der Reaktion
8,8 g Natriumchlorid und 27 g Wasser, 17,3 g
Natriumphenolat und 27g Wasser, 123 g
Natriumazetat und 27 g Wasser.

Ch10/12 @32 Superphosphat enthilt 289
Phosphorpentoxid.




XVII. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR
4. Stufe (DDR-Olympiade)

Olympiadeklasse 10

1. I. Analysis: Angenommen, es existiert ein
Quadrat ABCD, das den Bedingungen der
Aufgabe entspricht. Dann ist nach den Eigen-
schaften des Quadrates die Gerade g eine
seiner Symmetrieachsen, und die nicht auf g
liegenden Eckpunkte B und D liegen beziig-
lich g symmetrisch. Demzufolge liegt D so-
wohl auf k, als auch auf dem Kreis k,’, der
durch Spiegelung von k; an g entsteht. Ferner
ist der Schnittpunkt E von g und BD der
Diagonalenschnittpunkt des Quadrates
ABCD, der von allen vier Eckpunkten gleich-
weit entlernt ist. Daraus ergibt sich:

Wenn ein Quadrat ABCD den Bedingungen
der Aufgabe entspricht, so kann es durch
folgende Konstruktion erhaiten werden:

I1. Konstruktion: (1) Man spiegelt k; an g,
das Bild sei k.

. o
Bidl ky

Bild 2

(2) Wenn k,’ und k, einen gemeinsamen,
nicht auf g liegenden Punkt besitzen, so werde
ein solcher mit D bezeichnet.

(3) Man spiegelt D an g, der Bildpunkt sei B.

Bild 6

(4) Die Gerade g schneidet als Mittelsenk-
rechte die Strecke BD in deren Mittelpunkt E.
Von E aus trigt man auf g nach jeder Seite

— BD
eine Strecke der Lange EB=T ab. Die

so konstruierten Punkte seien mit 4 bzw. C
bezeichnet.

II1. Beweis: Die unter I1. beschriebene Kon-
struktion fihrt stets zu einem Quadrat der
geforderten Art:

A, C liegen aul g. Wegen der geforderten
Eigenschalt von D liegt D aufl k, und B als
Spiegelungspunkt aufl k,. Wegen DE=EB
=EC=EA+0 und DBLAC ist ABCD ein
Quadrat.

IV. Determination: Entsprechend der Lage
von k;, k; und g zueinander konnen folgende
Fille unterschieden werden:

1. k," und k, haben keinen Punkt gemein-
sam.

2. ki’ und k, haben genau einen Punkt ge-
meinsam.

2.1. der auf g liegt,

2.2. der nicht aul g liegt.

3. k{" und k; haben genau zwei Punkte ge-
meinsam,

3.1. die beide nicht auf g und nicht symme-
trisch zu g liegen,

3.2. die beide nicht aul g, aber symmetrisch
zu g liegen,

3.3. von denen genau einer auf g liegt,

3.4. die beide auf g liegen.

4. k' und k, lallen zusammen.

A) Im Fall 4. gibt es unendlich viele Quadrate,
die den Bedingungen geniigen.

B) Im Fall 3.1. gibt es genau zwei Quadrate
der verlangten Art (Bild 1).

C)Inden Fillen 2.2.,,3.2,, 3.3. gibt es genau ein
den angegebenen Bedingungen geniigendes
Quadrat (Bild 2, 3, 4).

D) In den Fillen 1., 2.1., 3.4. gibt es kein Qua-
drat, das die Bedingungen erfiillt (Bild 5, 6,
.

Die Fallunterscheidung ist vollstandig, die
Fille schlieBen einander aus. Also gilt:
Genau in den unter A), B) und C) genannten
Fillen existiert ein solches Quadrat, dessen
Existenz genau in den unter C) genannten
Fillen eindeutig bestimmt ist.

Bemerkungen: Entgegen den Erwartungen
erwies sich die Aulgabe fur alle Teilnehmer
als schwer. Keinem einzigen Schiiler gelang
es, die volle Zahl von 7 Punkien fiir diese
Aulgabe zu erreichen. Auch 6 Punkte konn-
ten nur an einen einzigen Schiiler vergeben
werden. Annidhernd die Haillte der 93 Teil-
nehmer fand keinen Zugang zu dieser Aufga-
be.
Die Hauptschwierigkeit dieser Aufgabe be-
stand offensichtlich in der ungewohnt groBen
Zah!l von Fillen, die von den Schiilern zu
unterscheiden waren. Eine relativ groe Zahl
der Teilnehmer verwendete zwar die kon-
struktive Grundidee der Spiegelung des Krei-
ses k; an der Geraden ¢, alle Teilnehmer aber
waren nicht imstande, eine iibersichtlich ge-
ordnete und vollstindige Determination vor-
zunehmen. Insbesondere wurde die mogliche
Lage von Schnittpunkten der Kreise ;" und
k, auf der Geraden g bzw. symmetrisch be-
ziiglich g nicht gesondert untersucht. Diese
gesonderte Untersuchung erforderte keinerlei
zusitzliche mathematische Mittel. Die Un-
vollstindigkeit der L&sungen muB also auf
nicht ausreichend entwickeltes geometrisches
Vorstellungsvermogen, aber auch aul eine
gewisse Oberflichlichkeit bei der Losung der-
artiger Aufgaben zuriickgefUhrt werden.
Punkte 0 1 2 3 4 5 6 7
Anzahl 45 7 4 3 11 22 1 0
Dipl.-Math. Bernd Noack, Berlin

(Die Losungen zu den weiteren 6 Aufgaben
siehe Helt 6/78, d. Red.)
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Lésungen zu alpha-heiter:

Aus dem alten Rom

Die weiflen Rinder seien w, die braunen
Rinder b, die schwarzen Rinder s, und die

scheckigen k:
w=12 w=12
s
b=12—Z b=10
12 )
S—T s= 8
k=12—2+s k=14

Auf den Fluren weiden 44 Rinder, davon
12 weiBe, 10 braune, 8 schwarze und 14 schek-
kige.

Sieben-Sechs

Auf einen Blick

Wegen der Symmetrie ist das Verhéltnis am
einfachsten aus einem Viertel berechenbar:
3 schraffierte — 6 weile Felder —» 3:6=1:2.

Wie viele Fische?

Angenommen, der Angler hatte gestern n
Fische, heute also 3 - n Fische gefangen; dann
gilt

3-n=n+10.

Nur fiir n=5 wird diese Gleichung erfiillt.
Gestern fing der Angler funf, heute 15 Fische.

Starker Krafltwagenverkehr

a)

PKW 8 12 16 100 36 128 16 40
LKW 2 3 4 25 9 32 4 10
b) Es seien n LKW, also 4 - n PKW, insgesamt
also 5-n Kraftfahrzeuge von Uwe gezihit
worden; dann gilt 5-n=55, also n=11. Es
waren 11 LKW und 44 PKW.

Buchstaben-Mosaik

Die erste Gleichung hat zwei Losungen:
1.A=2;2=3; B=8, also 2>=8

2. A=3;a=2; B=9, also 3>=9

Wegen B*=CE (letzte Gleichung) entfallt die
erste Losung der ersten Gleichung, denn 83
ist nicht zweistellig.

Somit gilt: A=3;a=2;

B= 3= 9
332= 1089

3332= 110889
33332= 11108889

333332=1111088889
999992 = 9999800001

99992= 99980001
999% = 998001
992 == 9801
9= 81
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Kreuzzahlritsel

‘3 '8 |o|'s '
sl 22
38|44 |0
I K
04| 4
5 “3lol2]|s
Resuitat stets 30

(242422-2-2-242-2
=334343-3+3-3+3-3
(A4 4 4
=44 T) i3

=5-5+545-5+5-5+5-5

=6-6-6+6—6+6—6+6—6
=7+7+7+7+7%7+7—7

8+8

=8+8+8+8—T+8—8=30
Kryptarithmetik

() 112 - 9=1008

(2) 1008 —9= 999

3) 999 : 3= 333

4) 333+7= 340

Begegnung vom Kreis
und Wiirfel

Herr Kreis trifft beim Spazierengehn
Herrn Wiirfel wohl nur aus Versehn.
Obgleich man sich nicht sonders mag,
sagt man doch héflich ,,Guten Tag",
denn einer ist gerundet nur,

der andre kantig von Statur.

Jedoch Herr Kreis fiihlt mit Instinkt,

daB ein Gesprich sie ndher bringt.

Er meint Herrn Wiirfel zugewendet:

,,Wie sind die Menschen doch verblendet!
Sie plagen unter Geistesqualen

mit Zirkeln sich und Linealen.

Mit Scharfsinn und sehr viel Probieren
woll’n sie die Strecke konstruieren,

die auf 'ner G’raden dann entsteht,
wenn ich mich einmal abgedreht. —
Vom Zirkel, dem ich dank’ mein Leben,
wird nie mein Umfang preisgegeben!
Dann gibt es ganz besondre Gecken,
die suchen auf mir sieben Ecken

zu einem Vieleck, regular,

doch gibt auch dies kein Zirkel her.

Ein GauB} entdeckt’ auch fiir die Blinden
'ne Regel, daB hier nichts zu finden;

sie forschen jedoch ungetriibt

nach Konstruktionen, die’s nicht gibt.

Manch Schlauer sucht dann noch sein Gliick.
Er nimmt von mir ein Bogenstiick

und meint dann ohne viel Verweilen,

man konnt’ es in drei Stiicke teilen,

mit Zirkel, klassisch-konstruktiv;

doch geht auch dieser Zauber schief.

Er nennt sich Winkeltrisektierer

und ist doch nur ein Bleistiftschmierer.

Ein andrer, der sonst nichts erklommen,
glaubt, meinem Inhalt beizukommen,
mit Zirkel und Lineal exakt,

doch bleibt auch dies ein leerer Akt.

Er meint, Axiome umzuwerfen

und fallt der Mitwelt auf die Nerven.
Vom Schicksal ist es mir beschieden,
daB ich 'ne Falle bin fiir Nieten!*

Herr Wiirfel nickt verstandnisvoll

und klagt ihm ohne jeden Groll:
,»Auch mir wird iibel mitgespielt,

so lang der Mensch auf Erden wiihlt.
Mal bin ich Sinnbild dieser Erde,
dann trag ich Sdulen ohn’ Beschwerde.

Man brennt mir Augen in die Seiten

und 148t im Gliicksspiel mich entscheiden.
Zu Delos dient’ ich als Altar,

man brachte Opfer auf mir dar.

Den Géttern schien ich nicht genehm.

Sie stellten daher ein Problem.

Orakelhaft stand da verkoppelt,

daB man den Inhalt mir verdoppelt,
beschrankt auf Zirkel und Lineal. -
Dies macht uns beide kongenial!
Vergebens sucht seit alten Zeiten

der Mensch die MabBe dieser Seiten.
Als Friichte all’ der Geistesmiihn
entstanden viele Theorien.

Manch kluger Kopf hat zwar erkannt,
daB man auf irrealem Land.

Doch finden sich stets neue Gimpel,
fiir die die Frage vollig simpel

und ohne Wissen 16sbar scheint. —

Sie sehen nun, was uns vereint!*

Der Kantige hat durch den Runden
'nen kleinen Trost fiir sich gefunden.
Nachdem die Herren so erkannt,

daB sie sich geistig eng verwandt,

vom Phinotypus zwar verschieden,
hab'n kiinftig sich nicht mehr gemieden.

Dr. sc. nat. Eberhard Schréder, TU Dresden



Rosetten-Graphik

Uta Reiche aus Dresden (Klassenstufe 8)
sandte uns ein Foto, das sie bei unterhalt-
samem Spiel mit dem Spirographen Inspiro
aus der CSSR zeigt. Gleichzeitig sandte sie
uns Hinweise zur Handhabung des Gerites
(das auch selbst gebaut werden kann):

Axf einer glatten Unterlage werden mit Hilfe
von ReiBzwecken ein Blatt Papier und das-
jenige Zahnrad befestigt, das beim Zeichnen
feststehen soll. Nun wird das Laufrad so an-
gesetzt, daB seine Zihne in die des fest-
stehenden Rades eingreifen.

Dann wird die Spitze eines Stiftes durch die
gewiinschte Bohrung des Laufrades gesteckt
und dieses das feststehende Rad entlang ge-
fithrt. Schone Zeichnungen ergeben sich,
wenn das Laufrad des feststehenden Rades
entlang oder zwischen mehreren festen Ri-
dern gefiihrt wird. Durch die Verwendung
unterschiedlicher Laufrider oder verschie-
dener Bohrungen ergeben sich viele Kombi-
nationsmoglichkeiten. Ich habe fiir die alpha-
Leser einige schone Spirographenbilder mit-
geschickt.

I

';o;v
X
f

ReiBzwecke
festes Zahnrad
Laufrad

Bohrungen
fiir den Stift

’))




il /=\V

aufgepalit
nachgedacht
mitgemacht

Speziell
fiir Klasse 56

Fiir Kunstliebhaber

Ein Kunstliebhaber erstand auf einer Aus-
stellung ein abstraktes Gemalde. Es ist eines
der gezeigten vier.

Welches ist es, und mit welcher Seite (4, B,
C oder D) wurde es aufgehdngt?

Magisches Quadrat

Setze die Zahlen 1 bis 25 so in das Quadrat
ein, daB in jeder Reihe, Spalte und Diagonale
die gleiche Summe erscheint!

(17 Zahlen sind bereits eingesetzt.)

R 22 | 15
20| 8 | 21 2
25|13 | 1
24 | 12 18| 6
M 10 | 23

Auf der Wippe

Wenn die drei Schiiler Bernd, Alfred und
Heinz auf der Wippe sitzen, dann sieht es
wie folgt aus:

Alfred

£

a) Wer ist am schwersten von den drei Jun-
gen?

b) Ist Heinz schwerer als Bernd ?

¢) Wo miiBten Heinz und Bernd auf der ab-
gebildeten Wippe sitzen, damit diese Stellung
der Wippe erreicht wird?

Kombiniere!

Wir haben Miinzen im Werte von 1 M, 2 M
und SM in ausreichender Menge zur Ver-
fiigung. Wie viele Miinzen jeder Art benétigt
man, um die in der Tabelle angefiihrten Geld-
betrige bilden zu kénnen?

IM 2M S5SM

2 0 0
0 1 0

2M

M

4M

5M

6 M

™

8§ M

IM

10 M

11M

Kinder unter sich

Jeder Pfeil zeigt in dem Bild auf den Namen
eines alteren Kindes.

a) Zeichne die noch fehlenden Pfeile ein!

b) Schreibe die Namen der fiinf Kinder in
das abgebildete rechteckige Feld! Im Kreis
sollen die Namen derjenigen Kinder stehen,
die dlter als Axel sind.

Dorit %, Egon

* Axel
Christa /
» Bernd

Negativ — positiv
Welches der fiinf Positive gehdrt zum abge-
bildeten Negativ?

Zahlenfolgen

Die Zahlenfolgen 1 bis 6 enthalten jeweils
eine Zahl, die nicht in die Folge gehort. Wer
findet sie?

1 7 13 1912277 25" |83l

2 16 8 6 4 2 1
3 0,3

09127 |81 |243

5 18 | 13 9 6 e 2
6 1 5 9 9 13 17
3201 o le12 10 8 ) 4 i el
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Lineare
Optimierung
Teil 1

Eine Klasse hat sich verpflichtet, [iir einen
Solidaritdtsbasar zu basteln. Es ist zu {iber-
legen, welche und wie viele Gegenstdnde in
der zur Verfiigung stehenden Zeit mit den vor-
handenen Mitteln, wie Bast, Karton, Leinen,
Modelliermasse, angefertigt werden konnen,
um einen moglichst hohen Erlds daflir auf
dem Basar zu erzielen. Das lateinische Wort
,Optimum* bedeutet ,,da§ Beste®, ,,das Giin-
»stigste“. Im vorliegenden Beispiel ist der
Erlos fir die selbstgebastelten Gegenstiande
zu optimieren. Dabei sind gewisse Neben-
bedingungen zu beachten. Es steht nur eine
begrenzte Zeit zur Verfugung und mehr, als
man an vorhandenen Materialien besitzt,
kann man sicher nicht verarbeiten.

In der Praxis sind fur die Losung von Pro-
blemen oft viele Moglichkeiten gegeben, die
ihrerseits aber verschiedene Zeiten, unter-
schiedliche Kosten und unterschiedlichen
Materialeinsatz erfordern. Die Frage nach der
bestmdglichen Losung der Probleme ist im
Rahmen der Rationalisierung von techni-
schen und 6konomischen Prozessen von gro-
Ber Bedeutung. Der groBtmogliche oder maxi-
male bzw. der kleinstmdgliche oder minimale
Wert einer Funktion ist unter Einhaltung ge-
gebener Nebenbedingungen zu ermitteln.

Es seien einige praktische Aulgabenstellun-
gen genannt, die im Rahmen dieses Beitrages
allerdings nicht gelost werden kénnen, die
aber dennoch die Problemstellung sowie die
Aktualitit des Stoffgebietes deutlich machen:
— Aus verschiedenen in bestimmter Menge zur
Verfiigung stehenden Gasen mit unterschied-
lichem Schwefelgehalt und unterschiedlichem
Heizwert soll eine Heizgasmischung herge-
stellt werden, deren Kosten minimal sind.
Nebenbedingungen: Der Schwefelgehalt darf
eine bestimmte Grenze nicht iiberschreiten.
Der Heizwert der Mischung muB zwischen
zwei gegebenen Grenzen liegen, um cinerseits
eine Entziindbarkeit des Gemisches zu ga-
rantieren und andererseits eine Explosions-
gelahr zu vermeiden. AuBerdem stellen die
vorhandenen Mengen der gegebenen Gase
eine Kapazititsbeschrinkung dar.

— Bei plotzlich einsetzendem Frost oder
Schneefall sollen die HauptverkehrsstraBen
eines Kreises in kiirzester Zeit eisfrei gemacht
werden. Wo sind Laugedepots fiir das Betan-
ken der Spriihfahrzeuge anzulegen?

— GroBbaustellen mehrerer Neubaugebiete
sollen in kiirzester Zeit mit Platten von meh-
reren Plattenwerken beliefert werden. Wo
sind diese Plattenwerke einzurichten?

— Minimierung der Liegezeiten der Schiffe im
Uberseehafen.

- Maximierung der Produktion von Konsum-
giitern eines Betriebes.

— Maximierung der Auslastung bestimmter
Maschinensitze in einem GrofBbetrieb.

— Minimierung der Wartezeiten im Fern-
sprechverkehr.

Der Leser moge fiir die letztgenannten Bei-
spiele selbst Nebenbedingungen angeben.
Mathematische Methoden, weiche das Opti-
mum (Maximum oder Minimum) einer linea-
ren Funktion unter gegebenen linearen Ne-
benbedingungen zu ermitteln gestatten, wer-
den unter dem Begrill , lineare Optimierung"
zusammengeflaBt. Die Methode der linearen
Optimierung wurde erstmals an der Lenin-
grader Universitidt von L. W. Kantorowitsch
im Jahre 1939 vorgestellt.

Die mathematische Bearbeitung eines prak-
tischen Problems erfordert die Umsetzung
des jeweiligen Sachverhalts in eine mathema-
tische Aufgabenstellung. Dem 6konomischen
oder technischen Modell wird ein mathema-
tisches Modell zugeordnet. Dieses umfaBt
neben der linearen Funktion, deren Extre-
mum ermittelt werden soll, eine Menge von
Randbedingungen in Form von linearen Un-
gleichungen und Gleichungen.

Zur Wiederholung geben wir einige Beispiele
fiir das Rechnen mit linearen Ungleichungen
an:

Bl x+3Z3x-7.

Durch Addition mit dem Term (7 —x) erhilt
man 10<£2x. Nach Division mit 2 folgt
5<x oder x= 5. Die Losungsmenge der Un-
gleichung ist die Menge aller reellen Zahlen,
die nicht kleiner als 5sind: L={x :x €[5, ©]}.
Die grafische Darstellung dieser Losungs-
menge ist in Bild 1 gegeben.

———— .L: e
0 1 2 3 4 5 6 7 8
L
Bild 1
B2 (I x+3= 3x-7
I - Sx—1= 7+4x
(I1I) 12 2—x

Zu ermitteln sind alle reellen Zahlen x, die
sowohl die Ungleichung (I), als auch die Un-
gleichung (II), als auch die Ungleichung (I1I)
erfiillen. Die Losungsmenge der Ungleichung

(I) ist gegeben durch x> 5 (vgl. Beispiel B 1).

(II): Nach Addition mit dem Term (1-—4x)
folgt: x<8.

(III): Nach Addition mit (x—1) erhdlt man:
x 2 1. Es erfiillen alle diejenigen reellen Zah-
len x jede der gegebenen Ungleichungen, die
sowohl nicht kleiner als 5, als auch nicht
groBer als 8 sind: 5< x<8. Oder ausfiihrlich:
L={x:xe[5,8]). Die grafische Darstellung
ist in Bild 2 angegeben.

—f + t T + + -! + 4 x
2 3 L] 5[‘_ 6 ? 8 q 9
- Bild 2

Dem Leser wird empfohlen, die folgenden
Ungleichungen bzw. Systeme von Unglei-
chungen zu l6sen. Die Losungen werden im
Beitrag II zu diesem Stoffgebiet im Heft 1/79
angegeben.

Lo Lo lahd

. I — x 22x—1

3 Ix+ 3 =2x+13
x— 2 23x—10
x+ 1 £2x+2

4. 5x— 2 £12-2x
1 — 7x< 2x+ 3
4x+ 1 < x+12
x+12 £ 6x+ 2
2x— 2 £ 5x— 3

In der Klasse 8 werden lineare Funktionen be-
handelt. Das Bild einer Funktion y=mx+n
ist eine Gerade g, welche die Ordinatenachse
im Punkt (0; n) schneidet und deren Anstieg
m ist (Bild 3). Die Losungsmenge der Glei-
chung y=mx+n ist die Menge aller Paare
(x,y) mit y=mx+n, ihre gralische Darstel-
lupg ist die Punktmenge der Geraden g. Die
Losungsmenge der Ungleichung y<mx+n
ist gegeben durch alle Paare (x, y), fur die
y<mx+n giit. Die grafische Darstellung
dieser Losungsmenge ist gleich der Menge
aller Punkte P(x; y) des Koordinatensystems,
fir die y<mx+n gilt, das sind alle Punkte
aul und unterhalb der Geraden g bzw. alle
Punkte der in Bild3 schraffierten Halb-
ebene.

Bild 3

[ <

B3 2x+3y=<6. .
Durch Subtraktion von 2x und anschlieBen-
g 2
der Division durch 3 erhilt man: y < —3* +2.
Dieser Ungleichung wird die Funktion
y= —§x+2 und dieser die Gerade g des
Bildes 4 zugeordnet. Die Losungsmenge der
gegebenen Ungleichung ist durch Schraffur
gekennzeichnet.
Der Losungsbereich eines Systems von linea-
ren Ungleichungen mit zwei Variablen ist
gleich der Menge aller Punkte P(x;y), die
jeder der durch die einzelnen Losungsmengen
gegebenen Halbebenen angehoren.

B4 () x+ y<10
(I  x+2yg16
() 4x+ y<28,
wy x =22
\)] yz 0
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Den Ungleichungen werden lineare Funk-
tionen und diesen Geraden g; (i=1, 2, ...,'5)

1
zugeordnet: g, :y=—x+ 10, g;:y=-§x+8,

gy:y=—4x+28, g,:x=2, g5s:y=0. Die Ge-
rade g, ist die Parallele zur Ordinatenachse
im Abstand 2, die Gerade g5 ist die Abszissen-
achse.

Bild 4

TN,

In Bild S sind die Losungsmengen der Un:
gleichungen als Halbebenen durch Schraffur
gekennzeichnet. Alle Punkte des konvexen
Fiinfecks mit den Eckpunkten (2;0), (7;0),
(6;4), (4;6), (2;7) einschlieBlich der Rand-
punkte — und nur diese — erfiillen jede der ge-
gebenen Ungleichungen; sie stellen die Lo-
sungsmenge des gegebenen Systems linearer
Ungleichungen dar.

Bild 5

Dem Leser wird empfohlen, die Losungs-
mengen folgender Systeme linearer Unglei-
chungen grafisch zu ermitteln. Die Losungen
werden im Beitrag II im Heft 1/79 angege-
ben.
S. -3x+2y< 6
yz 3
x+2y<14
x+ y=£ 9
6. - x+ y= 4
' x+ y< 4
x4+ y2 12
7. 2x+ y£ 19
x+2y2 6
~3x+ y<—4
x+ ys 12
—x+3y< 12
x=—2y> 2
Systeme linearer Ungleichungen treten als
Nebenbedingungen bei Aufgaben der linearen
Optimierung aul. Dies soll an dem soeben
bearbeiteten Beispiel B4 gezeigt werden.
Wir nehmen das folgende vereinfachte Pro-
blem an: .
B4a Ein Betrieb plant die zusitzliche Pro-
duktion zweier Erzeugnisse E; und E,, weil
drei Maschinensitze M; (i=1, 2, 3) nicht voll
ausgelastet sind. Fiir die Herstellung eines
Erzeugnisses E, werden an den Maschinen-
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sitzen M, und M, je eine Stunde, am Ma-
schinensatz M3 vier Stunden Bearbeitungs-
zeit benotigt. Fiir die Herstellung eines Er-
zeugnisses E, werden an den Maschinensit-
zen M; und M, je eine Stunde, am Maschinen-
satz M; zwei Stunden benétigt. In einem
bestimmten Zeitr#um stehen am Maschinen-
satz M, 10 Stunden, am Maschinensatz M,
16 Stunden und am Maschinensatz M;
28 Stunden zur Verfiigung. Wie viele Erzeug-
nisse E, und E, konnen im betrachteten Zeit-
raum zusidtzlich hergestellt werden, wenn
auBerdem gefordert wird, dall mindestens
zwei Erzeugnisse der Sorte E gefertigt wer-
den sollen?

Die Anzahlen der zu produzierenden Erzeug-
nisse £, und E; seien x bzw. y. Da fir jedes
der Erzeugnisse am Maschinensatz M, je
eine Stunde benétigt wird und da im betrach-
teten Zeitraum nicht mehr als 10 freie Ma-
schinenstunden am Maschinensatz M, zur
Verfiigung stehen, gilt die Ungleichung (I):
x+y=10.

Mehr als 10 Stunden darf die zusitzliche Pro-
duktion am Maschinensatz M, nicht in An-
spruch nehmen. Analog gilt beziiglich der
‘Maschinensitze M, und M;:

(I): x+2y=<16, (II): 4x+y<28.

Die zusitzliche Bedingung, daB mindestens
zwei Erzeugnisse E, produziert werden sol-
len, 1a8t sich durch die Ungleichung (IV):
x=2 angeben. In der Aufgabenstellung ist
eine weitere Nebenbedingung enthalten: Von
den Erzeugnissen E; wird entweder eine be-
stimmte Anzahl hergestellt oder es wird aul
die Produktion dieses Erzeugnisses verzichtet.
Dieser Bedingung entspricht die Ungleichung
(V): y=0. Damit ist das System linearer Un-
gleichungen des Beispiels B4 dem System
aller Nebenbedingungen der Aufgabe B4a
zugeordnet. Jeder Punkt des Losungsberei-
ches (Bild 5) mit ganzzahligen Koordinaten
x und y stellt ein zuldssiges Produktionspro-
gramm dar. Die Menge aller méglichen Pro-
duktionsprogramme unter Beachtung aller
gegebenen Nebenbedingungen ist gegeben
durch die Menge aller Gitterpunkte — das
sind Punkte mit ganzzahligen Koordinaten
x und y — des Losungsbereiches. Zum Beispiel
kénnten von den Erzeugnissen E, und E; je
4 Stiick im betrachteten Zeitraum hergestellt
werden. Von den 54 zur Verfiigung stehenden
Maschinenstunden wiirden 40 fiir die Be-
arbeitung verbraucht. Auch das Paar (x, y)
=(5, 5) stellt ein zuldssiges Produktionspro-
gramm dar, die freie Kapazitit am Maschi-
nensatz M, wiirde voll verbraucht, an den
Maschinensitzen M, und M, wiirden eine
bzw. drei Stunden frei bleiben.

Von allen méglichen Produktionsprogram-
men soll dasjenige realisiert werden, das die
freien Maschinenstunden maximal auslastet.
Unter Einbeziehung dieser Zielstellung ist die
Aufgabe B 4a zu einem Problem der linearen
Optimierung geworden:

Wie viele Erzeugnisse E; und E, miissen im

betrachteten Zeitraum produziert werden,
wenn die Auslastung der Maschinensaize M;
(i=1, 2, 3) unter Beachtung der gegebenen
Nebenbedingungen maximal (optimal) wer-
den soli?

Fiir ein Erzeugnis E; werden insgesamt 6, fiir
ein Erzeugnis E, insgesamt 4 Stunden an
den drei Maschinensitzen benétigt, [ir x Er-
zeugnisse E, und y Erzeugnisse E, also
6x +4y Stunden. Diese Stundenzahl z=6x
+4y soll maximal werden. Die lineare Funk-
tion z=6x +4y heiBt %ielfunktion, sie stellt
mit dem Ungleichungssystem der Aufgabe
B 4 das mathematische Modell der erweiter-
ten Aufgabe B 4a dar.

Man geht aus von dem sogenannten Null-
programm, in dem keines der Erzeugnisse
produziert wird und setzt z=0. Man erhilt
aus 0'=6x+4y die Spur der Zielfunktion

3
y= -—'ix, eine Gerade g,, die durch 0(0;0)

geht. Sezt man in der Zielfunktion fiir z der
Reihe nach z=1, 2, 3, ... ein, so erhilt man
die zur Spur parallelen Geraden

i 3 2

=oded o 32, 308
Y= YE T YT T

a

Bild 6

Das Problem der Aufgabenstellung ist nun
gleichbedeutend mit der Frage nach derjeni-
gen Parallelen zur Spur der Zielfunktion mit
groBtmoglichem Abstand von der Spur, die
mindestens einen Punkt des Losungsbereiches
enthilt.

Grafische Losung der Aufgabe: Durch maxi-
male Parallelverschiebung der Spurgeraden
erhilt man die durch den Punkt P(6;4) ge-
hende Parallele. Dieser Punkt stellt das Opti-
mum dar: P,,(6;4). Unter den gegebenen
Nebenbedingungen miissen 6 Erzeugnisse E,
und 4 Erzeugnisse E, hergestellt werden,
wenn der Maschinenzeitfond maximal aus-
gelastet werden soll. Die an den Maschinen-
sitzen M, und M3 zur Verfiigung stehenden
Stunden werden voll verbraucht. Am Ma-
schinensatz M bleiben 2 Stunden ungenutzt.
Insgesamt werden 52 der zur Verfiigung ste-
henden 54 Stunden an den Maschinensitzen
bei der zusidtzlichen Produktion der Er-
zeugnisse E, und E, genutzt, das sind etwa
96,3%.

Im nichsten Beitrag wird ein wichtiger
Sonderfall einer Aulgabe der linearen Opti-
mierung behandelt. E. Lehmann



ARBEITS-
GEMEINSCHAFTEN
IM BLICKPUNKT

Zum 6. Mal:
Mathematikolympiade
der Gehorlosenschulen der DDR

Am 3. Juni dieses Jahres fiihrten die Gehor-
losenschulen der DDR ihre VI. Mathematik-
olympiade in Gistrow durch. An diesem
Wettstreit beteiligten sich — wie jedes Jahr -
alle Gehdrlosenschulen unserer Republik mit
je einer Schiilermannschaft, bestehend aus je
einem Schiiler der Klassenstufen 2 bis 10.
In einer dreistiindigen Klausur 16ste jeder
Teilnehmer die ihm gestellten Aufgaben.
Wihrend der Korrekturen am Nachmittag
fiihrten die Jungen Mathematiker eine Bus-
fahrt nach Warnemiinde durch. Am Abend
fand dieser nun schon traditionelle Wett-
bewerb mit einer Siegerehrung seinen Ab-
schluB:
Die drei besten Mannschaften kamen aus
Giistrow (1. Platz), Halberstadt (2. Platz)
und Leipzig (3. Platz).
Einen ersten Platz erreichten: Marcel Remus,
Halberstadt (KI. 2); Sabine Heinicke, Hal-
berstadt (KI. 3); Uta Lippold, Leipzig (K1. 4);
Steffen Knuth, Giistrow (KI. 5); Hans Sy-
forth, Erfurt (K1. 6), Christine Miusel, Erfurt
(KL 7); Bernd Nestler, Leipzig (KI. 8); Ralph
Beyer, Giistrow (K. 9); Andreas Pour, Leip-
zig (K1. 10).

Mathematikfachzirkelleiter F. Harloff,

Giistrow

Zwei Sondermarken wurden dem 200. Jah-
restag der Griindung der ersten staatlichen
Bildungseinrichtung fiir Gehorlose durch
Samuel Heinicke gewidmet.

Das Motiv des 20-Pf-Wertes ist das Portrit
von Samuel Heinicke (1727 bis 1790) und im
Hintergrund die Silhouette der Stadt Leipzig
um das Jahr 1880. Auf der zweiten Marke zu

200 Jahre Gehorlosenbildung

T :

S. mu;l ;uﬂ;inickctsc hnic/l.cipz ig

25 Pf finden wir die ersten drei Buchstaben
des Dakty aiphubetes (Fingeralphabet) und
daneben einen sprechenden und daktylicren-
den Schitier mit einer eclektro-akustischen
Horhilfe, symbolisierend die Bildung Gehor-
loser in der Gegenwarl.

i

Die Ernst-Thilmann-Oberschule
RoBlau berichtet _

Seit iiber drei Jahren besteht an der Ernst-
Thélmann-OS RoBlau eine mathematische
Arbeitsgemeinschaft, der Schiiler von der 5.
bis 9. Klasse angehoren.

RegelméBig 16sen wir alpha-Aufgaben und
beteiligen uns auch am Wettbewerb der
alpha.

Vor zwei Jahren schioB die AG einen Paten-
schaftsvertrag mit einem elektronischen Re-
chenzentrum in RoBlau ab. Die Schiiler der
8. und 9. Klassen wurden mit dem Aufbau
und der Wirkungsweise eines Computers be-
kannt gemacht. In diesem Jahr erarbeiteten
wir ein Programm zur Lésung von quadrati-
schen Gleichungen. Zum AbschluB durften
alle selbst an den Rechenmaschinen arbeiten.
Diese Arbeit gab uns einen Einblick in die
interessante Tatigkeit der Mitarbeiter des
elekironischen Rechenzentrums. Erstmalig
beteiligte sich die AG Mathematik an der
diesjahrigen Gruppen- und Schulmesse der
ETOS RoBlau. Da an unserer Schule noch
einige Lehrmittel [iir den Mathematikunter-
richt fehlen, beschlossen wir, dem abzuhelfen.
Einige Schiiler fertigten aus stabilem Material
geometrische Korper an, so z. B. ein Schwal-
benschwanzprisma, u. a. insgesamt 20 Kér-
per. Dazu passend zeichneten andere AG-
Teilnehmer Folien fiir den Polylux.

Eine FDJlerin der 9. Klasse beschiftigte sich
besonders mit der linearen Funktion und
Gleichungssystemen mit zwei Variablen und
stellt zwischen beiden den Zusammenhang
her. Zu diesem Komplex erarbeitete die
Schiilerin eine wertvolle Dokumentation, die
zur Kreismesse delegiert wird. Insgesamt be-
tragt der Wert der MMM-Objekte unserer
AG ungefahr 700 M.

Zur Ausgestaltung unseres Mathematikkabi-
netts gehort die regelméfige Anfertigung von

Wandzeitungen. In diesen mathematischen
Wandzeitungen werden entweder Losungs-
verfahren, Prifungsaufgaben, geometrische
Beweise oder Biographien bekannter Mathe-
matiker veranschaulicht.
Eine Exkursion (ihrte uns Ende 1977 in das
Zentrum ,,Organisation und Datenverarbei-
tung Bauwesen Berlin*. Hier konnten wir Er-
fahrungen im Bereich der angewandten Ma-
thematik und Datenverarbeitung sammeln.
Ein Ziel unserer Arbeitsgemeinschaft ist es
auch, die zukiinftigen Schiiler der 10. Klas-
sen, die unserer AG angehoren, gut auf die
AbschluBpriifung im Fach Mathematik 1979
vorzubereiten.

AG Mathematik, OS Roflau

Mathematik und MIV.[M

Die beiden 9. Klassen der Clara-Zetkin-Ober-
schule Groitzsch besuchten im November
1977 die Zentrale Messe der Meister von
morgen in Leipzig. Neben einer Vielzahl von
Eindriicken iiber diese Leistungsschau der
Jugend unserer Republik brachten die Schii-
ler auch viel Zahlenmaterial mit nach Hause.
Aus ihm entstand eine Mappe mit Aufgaben
fiir einen aktuellen praxisbezogenen Mathe-
matikunterricht und eine interessante aufler-
unterrichtliche Tatigkeit. Sie enthdlt u. a.
Probleme iiber Materialeinsparung, Steige-
rung der Arbeitsproduktivitit, statistisches
Material iiber die Entwicklung unserer Volks-
wirtschaft.

Welche Klasse oder AG kann von dhnlichen
Initiativen berichten?

Kryptarithmetik

Jeder Buchstabe bedeutet eine Ziffer, gleiche
Buchstaben sind gleiche Ziffern, verschiedene
Buchstaben verschiedene Ziffern (selbstver-
stdndlich kann fiir die verschiedenen Rit-
sel die Bedeutung von Buchstaben verschie-
den sein). Gefillt euch meine lustige Zeich-
nung?

Architekt A. W. Radunsky, Moskau
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Albert Einstein
1879 bis 1955

Aty Lnnnie

1. Eing vollendete Physik

Es war etwa um das Geburtsjahr Albert Ein-
steins, als der sich zur Wahl eines Studien-
faches anschickende Max Planck von einem
Hochschullehrer die Auskunft erhielt, daB
die Physik hochentwickelt, ja nahezu voll aus-
gereift sei und bald ihre endgiiltige Form an-
genommen haben werde. Zwar wurde hinzu-
gefiigt, es gibe vielleicht noch ein Staubchen
in dem einen oder anderen Winkel, aber alles
in allem ndhere sich die Physik der Voll-
endung, wie sie die Geometrie schon seit Jahr-
tausenden besitze. Diese Meinung war keine
personliche Sicht irgendeines Physikers des
letzten Viertels des vorigen Jahrhunderts,
sondern eine allgemein vertretene Ansicht —
obwohl gerade der Vergleich mit der Geo-
metrie geeignet gewesen wire, den schwachen
Punkt der Argumentation aufzuzeigen. Am
scheinbar sonnigen Himmel der Geometrie
entwickelte sich das Wélkchen Parallelen-
axiom zu einem klirenden Gewitter (vgl.
alpha 277, Seite 31). Der am Ende des
18. Jahrhunderts. stagnierenden Mathematik
(veeil zu sehr mit mechanischen und astrono-
mischen Methoden gleichgesetzt) wurden
durch GauB und andere Mathcmatikey' des
19. Jahrhunderts fruchtbare Gebiete erschlos-
sen. Und mit der mechanistischen Physikauf-
fassung des ausgehenden 19. Jahrhunderts
verhielt es sich dhnlich. Einstein und Planck
waren Bahnbrecher neuer physikalischer An-
sichten, die der Physik des neuen Jahrhun-
derts ihren Stempel aufpréigten. Das Planck-
sche Strahlungsgesetz und seine Quantenauf-
fassung, die Einsteinsche Gleichung ,,Energie
gleich Masse mal Quadrat der Lichtgeschwin-
digkeit (E =mc?*)* und Einsteins revolutio-
nierende Vorstellungen von Raum und Zeit
lassen sich aus der Geschichte der Physik
nicht mehr wegdenken.

2. Die Faszination der Relativititstheorie

Wie kaum ein anderer Wissenschaftler ist
Einstein populidr geworden; von den insge-
samt 27 Nobelpreistragern der Berliner Uni-
versitét ist er zweifelsohne der beriilhmteste
und bekannteste. Einer seiner Kollegen be-
merkte, daB neben den Sehenswiirdigkeiten
der Stadt wie das Brandenburger Tor, Rein-
hardts Theatervorstellungen usw. haufig auch
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Einstein auf dem Programm der Touristen
stand. Zur Vorlesungszeit stromte alles in den
Ostfliigel des Hauptgebdudes der Universitiit,
wo er las und mitunter bei zu gefiilltem Hor-
saal eine Pause einlegte, damit sich alle die

-entfernen kénnen, die ihn nun gesehen hatten

und sich fiir das weitere nicht mehr interes-
sierten. Dann blieb in der Regel nur eine
Handvoll Studenten zuriick. Wenn wir- be-
denken, daB C. W. Rontgen iiber die Rela-
tivititstheorie folgendes schrieb: ,,Mir will es
noch nicht in den Kopf hinein, daB man so
ganz abstrakte Betrachtungen ung Begriffe
gebrauchen muB, um Naturerscheinungen zu
erklaren*, so stellt sich die Frage, weshalb
Einstein mit dieser Theorie so bekannt wurde.
Zumal er sich selbst iiber die Relativitits-
theorie so duBerte: ,,Warum schwatzen die
Leute immer nur von meiner Relativitits-
theorie? Ich habe doch noch andere brauch-
bare Sachen gemacht, vielleicht sogar noch
bessere.** Sicher werden die erbitterten Kon-
troversen zwischen Einsteinanhidngern und
seinen wissenschaftlichen Gegnern (meist
nicht theoretisch eingestellte Experimental-
physiker) dem Empfinden der unruhigen und
unsicheren Nachkriegszeit des ersten Welt-
krieges entgegengekommen sein, aber es ist
gewiB auch ein Teil echten Erkenntnisdrangs
beteiligt gewesen, der moglicherweise in die-
sen wirren Jahren mit neuen Gedanken iiber
Raum und Zeit zu einem festen Halt fithren
sollte. Die praktischen Auswirkungen der
Theorie lagen damals weitab vom tiglichen
Leben, so daB die Faszination der Relativi-
titstheorie besonders auffillig ist.

3. Jugend und Schule

Um viele groBe Ménner ranken sich immer
wieder Geschichten, die symbolhaft ihre
Leistungen erkliren, wenn. etwa wie bei
Newton der Fall eines Apfels zur Gravita-
tionstheorie oder Diracs negative Zahl von

"Kokosniissen in einer diophantischen Auf-

gabe zur sogenannten Diracschen ,,Unter-
welt* gefithrt haben sollen. Gegen die Le-
gende vom Apfel protestierte bereits GauBl
lebhaft und energisch, Dirac selbst wies die
Urheberschaft fiir die negative Losung zu-
riick. Die folgenden Begebenheiten haben auf
den jungen Einstein einen tiefen Einruck ge-
macht und sind durch ihn selbst verbiirgt. Die
Tatsache, daB sich die KompaBnadel stets
auf einen bestimmten Punkt einstellt, zeigte
ihm deutlich, daB etwas hinter dem ,,leeren‘
Raum stecken muBte. Der alte Einstein wird
hier vom Feld sprechen. Die Sicherheit, mit
der die Mathematik ihre Aussagen bewies,
faszinierte ihn zuerst an dem Satz, daB sich die
drei Hohen jedes Dreiecks stets in einem
Punkt schneiden (vgl. alpha 2/77, Seite 31).
Spiter, als er die tiefgriindige Frage nach
der Giiltigkeit mathematischer Erkenntnis in
der AuBenwelt (objektive Realitit) stellt,
bemerkt er: ,,.Denn es kann nicht wunder
nehmen, daB mgri zu iibereinstimmenden
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logischen Folgerungen kommt, wenn man
sich iiber die fundamentalen Sétze (Axiome)
sowie Methoden geeinigt hat, vermittels wel-
cher aus diesen fundamentalen Sitzen andere
Sétze abgeleitet werden so]len.‘(Sein selb-
stindiges Denken, dem Autoritatsgliubig-
keit vollig fremd war, fithrte zu Schwierig-
keiten in der Schule. Er sagte, daB man den
unterwiirfigen Untertan produziere.}Einstein
wird oft als Beispiel fiir einen Schiiler — von
Mathematik und Physik abgesehen — mit
schlechten Leistungen gewihlt, um zu zeigen,
daB auch solche Schiiler groBe Leistungen
vollbringen koénnen. Der Vergleich hinkt
aber, wie in allen diesen Fallen (z. B. bei
E. Galois, der durch die Aufnahmepriifung
fiir die Hochschule fiel), dgnn er 1Bt die Tat-
sache unberiicksichtigt, GI;B Einstein sein
ganzes Denken auf physikalische Probleme
konzentrierte, womit andere Zweige hinten-
angestellt wurden) Er ist in dieser Hinsicht
nicht mit GauB vergleichbar, der ebenfalls in
der Jugend iiber tiefliegende Dinge nach-
. dachte, aber auch in den Sprachen brillierte.
( Einstein deshalb aber fehlende Sprachbega-
bung nachzusagen, wire iibereilt, und seine
letzten 20 und englischsprachigen Jahre wi-
derlegen dies zumindest. Das Gymnasium
verlieB er mit 16 Jahren, ohne einen Abschlu
zu haben. Deshalb bewarb er sich spéter an
der Eidgendssischen Technischen Hochschule
in Ziirich (ETH), wo man ohne Abitur nach
einer Aufnahmepriifung studieren konnte —
und fiel durch, da er in den Sprachen und
Biologie unzureichende Kenntnisse hatte. Er
muBte das Reifezeugnis an einer Schweizer
Kantonschule nachmachen, in der ein mo-
dernerer Geist als in Deutschland herrschtg;
was auf das Wirken Pestalozzis zuriickzu-
filhren war. Von seinen Schulerfahrungen
berichtete er: ,,Die Lehrer in der Elementar-
schule kamen mir wie Feldwebel vor und die
Lehrer im Gymnasium wie Leutnants.*

4. Einsteins Verhiiltnis zur Mathematik
Scherzhaft soll Einstein die Mathematik als

einzige perfekte Methode charakterisiert ha- .

ben, sich selbst an der Nase herumzufiihren.
Er wies wiederholt darauf hin, daB man eine
Sache mathematisch formal zwar beherrschen
konne, deshalb ihren Sinn aber noch nicht
erfaBt zu haben braucht. Die Hauptsache ist
ihm der Inhalt, nicht die Mathematik, und er
verweist darauf, daB ein Wissenschaftler
nicht in Formeln denkt. Jede physikalische
Idee muB sich auch klar und pragnant mit
Worten ausdriicken lassen. (,,Scitdem die
Mathematiker iiber meine Relativititstheorie
hergefallen sind, verstehe ich sie selbst nicht
mehr.**) Hier zeigten sich Einsteins kritische
Einstellung zum Formalismus und seine Be-
mithungen um das Inhaltliche. Die scherz-
hafte Charakterisierung der Mathematik von
oben zeigt uns aus dieser Sicht, daB er natiir-
lich die Hilfe und Sicherheit eines Rechen-

verfahrens zu schiatzen wuBte. Einstein, der
als Lehrer ausgebildet worden war, hat ele-
mentare Mathematik nur wenig unterrichtet —
jedoch, wie seine Schiiler berichten, auf un-
konventionelle und spannende Art: die Un-
bekannte x wurde etwa so lange gejagt, bis
ihr kein Ausweg blieb. Einstein war zwar kein
guter Rechner (wie etwa GauB), aber ein
bedeutender und schopferischer Mathema-
tiker.

5. Leben und Werk

| Von 1896 bis 1900 studierte Einstein an der
ETH Ziirich Mathematik und Physik und
schloB sein Studium mit einem Diplom ab.
Nach zwei Jahren ohne feste Anstellung zog
er fiir sieben Jahre in das Berner Patentamt
ein. Er promovierte 1905 iiber ein Thema aus
der Molekularphysik, hielt 1908 die ersten
Vorlesungen, wurde 1909 Professor fiir Theo-
retische Physik an der Universitit Ziirich,
erhielt einen Ruf an die Deutsche Universitit
in Prag und kehrte nach drei Semestern wie-
der nach Ziirich zuriick. 1913 wurde er Mit-
glied der K 6niglichen PreuBischen Akademie
der Wissenschaften, 1914 Direktor des Kai-
ser-Wilhelm-Instituts in Berlin, mit der Mog-
lichkeit, an der Berliner Universitit Vorle-
sungen zu halten. 1922 wurde ihm der Nobel-
preis fir Physik verliehen. Zu Beginn der 30er
Jahre hielt er Gastvorlesungen wihrend des
Winters im sonnigen Kalifornien (USA)." Er
erkannte bald die drohende politische ént—
wicklung in Deutschland und kehrte deshalb
1933 nicht dorthin zuriick, wobei er, um dem
Machthabern vorauszukommen, seinen Aus-
tritt aus der Berliner Akademie erklrte. Das
faschistische Ministerium fiir Wissenschaft
gab sich damit nicht zufrieden und inszenierte
ein peinliches AusschluBverfahren. Bis an
sein Lebensende 1955 wirkte Einstein, wie
viele emigrierte Naturwissenschaftler, am
Institute for Advanced Study in Princeton
(USA).
‘Zu Unrecht wird Einstein hiufig nur als
Begriinder der Relativititstheorie gewiirdigt,
denn er hat weitere hervorragende Leistun-
gen auf den Gebieten der Physik hinter-
lassen. Die statistische Deutung der Warme-
lehre Boltzmanns gilt streng nur fiir unendlich
viele Teilchen. Die damals (1915) noch an-
gezweifelte Atomistik lehrt aber, daB jedes
System nur endlich, wenn au¢h sehr, sehr
viele Teilchen enthilt. Aus der endlichen An-
zahl der Teilchen erklirte Einstein theoretisch
die Unstimmigkeit, die zwischen der statisti-
schen Deutung und der Realitat bestand, und
erbrachte so ein starkes Argument fiir die
Atomistik. Eine groBartige Leistung stellt
auch seine Lichttheorie (Licht als Strahl von
Lichtquanten) dar, die die Wellen- und Kor-
puskulartheorie auf héherer Stufe vereint.
(Einsteins Auftreten war stets bescheiden,
auch auf dem Hohepunkt seines Weltruhms.
Bezeichnend fiir ihn war sein Gerechtigkeits-

sinn. ,,Wenn es sich um .Wahrheit und Ge-
rechtigkeit handelt, gibt es nicht die Unter-
scheidung zwischen kleinen und groBen Pro-
blemen. Wer es in kleinen Dingen mit der
Wabhrheit nicht emst nimmt, dem kann man
auch in groBen Dingen nicht vertrauen. Sein
Eintreten fir den Frieden erfolgte unange-
sehen der daraus folgenden Schwierigkeiten.
In dem allgemeinen Hurra-Patriotismus des
ersten Weltkrieges, in dem selbst hervor-
ragende deutsche Wissenschaftler behaupte-
ten, daB ohne den deutschen Militarismus die
deutsche Kultur hinweggefegt worden wire,
gehorte Einstein zu den Griindern eines Bun-
des, aus dem spater die Deutsche Liga fiir
Menschenrechte hervorging. Seinem aufrech-
ten Verhalten wihrend des Krieges ist z. B.
die Einladung als erster deutscher Wissen-
schaftler nach 1918 nach Frankreich zu ver-
danken. In seiner Sorge um den Frieden
fragte er 1932 den beriihmten Psychiater
Freud um die psychologischen Griinde fiir die
sozialen Probleme und Gefahren. Nach den
Atombombenabwiirfen iiber Japan, in deren
Geschichte Einstein tragisch verstrickt war,
erkannte Einstein die gesellschaftlichen Ur-
sachen. 1932 hatte er bereits darauf hinge-
wiesen, daB das Schweigen der Wissenschaft-
ler es mit ermoglicht hatte, unverantwortliche
Elemente an die Macht kommen zu lassen.
Seine Befiirchtungen, daB in Nazi-Deutsch-
land Atomwaffen hergestellt werden kénnten,
lieBen ihn in einem Brief an den amerikani-
schen Prisidenten Roosevelt den Bau von
Atomwaffen befiirworten. Die militarisch
sinnlosen Atombombenexplosionen trafen
ihn zutiefst, und er setzte sich forthin mit sei-
ner ganzen Kraft gegen den Atomtod ein. Die
Erkenntnis, daB die drohende Selbstvernich-
tung nicht durch einzelne, sondern nur durch
die Geselischaft zu verhindern ist, versuchte

'Einstein in aufopferungsvoller Titigkeit zu

verwirklichen. R. Thiele
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FLOCKE
+FLOCKE
SCHNEE

Es ist Winter

Vor dem Fenster tanzen die Schneeflocken.
Wie sind sie gestaltet? Was geschieht mit
ihnen?

Wenn eine Schneeflocke zu fliegen beginnt,
hat sie die Gestalt eines regelmiBigen Stern-
sechsecks. Nehmen wir an, daB auf ihrem
Wege in jeder Sekunde aus dem mittleren
Drittel jedes Geradenstiickes ihrer duBeren
Begrenzung ein gleichseitiges Dreieck aus
der Flocke herauswichst. Zuerst wachsen
demzufolge 12 kleine Dreiecke aus den
Zacken des Sternes (siehe Bild 1). Am Ende
der 1. Sekunde hat die Fliche 48 gleiche
Seiten, dann springen diese auseinander, so
daB weitere 24 gleichseitige Dreiecke hinzu-
kommen. Und so geht es weiter, solange die
Flocke fliegt. Pltzlich erhebt sich Wind, er-
greift die Flocken und trigt sie weit, weit weg,
ins Endlose. Wie werden sie aussehen, wenn
sie dort ankommen? Was fiir ein Schoee fillt
im Endlosen? Wird es fiir die Flocken eine
Grenzlinie, eine Fliche geben, und werden
sie iiberbaupt einen Umfang haben?

Sehen wir uns das an! Wenn die Flocken
Flichengebilde sind, wenn es das Unendliche
gibt und wenn das Gewicht einer gerade ent-
standenen Schneeflocke so=1p betriigt, so
wird es am Ende der 1. Sekunde 1+%p be-
tragen, am Ende der n-ten Sekunde aber

ﬁ_1+l+i+ +l ﬁn_3" 4‘
p 981" 49‘3;5

Bild 1
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Wenn also die Flocke ins Unendliche wichst,
so geht ihr Gewicht gegen 1,2 p. Was aber
wird aus ihrem Umfang? Wenn er zu Beginn
ko =1 cm betrégt, so ist er nach der 1. Sekunde

k1=gcm, am Ende der n-ten Sekunde k,

=(§) cm. Das Problem ist, daB der Grenz-
wert davon unendlich grof ist. Irgendwo miis-
sen wir uns geirrt haben. Wieso haben wir ge-
glaubt, daB im Unendlichen der Umfang der
Flocke gleich dem Grenzwert ihres Umfanges
ist?

Was ist, wenn der Wind unsere Treppe ver-
weht und ihr dabei auch Kanten, dem Bild 2
entsprechend, zu wachsen beginnen? Unter-
wegs bleibt dabei die Linge der Treppe un-
verindert, aber im Unendlichen verringert
sie sich plotzlich auf den |/2ten Teil. AuBer-
dem, wieso haben wir geglaubt, daB die
Schneeflocken im Unendlichen einen Umfang
hitten? Woher wissen wir iiberhaupt, daB es
dort Schneeflocken gibt?

Bild 2

Wir miissen den Leser beruhigen, wenigstens,
was die zweite Hilfte der Frage betrifft. Die
Schneeflocke ,im Unendlichen” existiert
wirklich, sogar in einer ausreichend einfachen
Bedeutung: Man kann ihre Grenze umkehr-
bar eindeutig und (in beiden Richtungen)
stetig auf eine Kreislinie abbilden, ihr Inneres
aber auf eine Kreisfldche (hier geniigt ein be-
liebiger Kreis). Der Beweis dafiir ist nicht zu
kompliziert, aber die Erkldrung der benutzten
Fachausdriicke (und schon ihre Aufzihlung)
wiirde zu lange dauern. Begniigen wir uns da-
mit, daB die Behauptung wabhr ist, was wir so
auszudriicken pflegen, daB die Grenze einer
Kreislinie homeomorph ist, die Schneeflocke
selbst aber der Kreisfliche. Wenn wir eine
groBe elastische Gummiplatte haben, dann
konnen wir sie der Schneeflocke genau an-
passen, ohne daB die Gummiplatte irgendwo
getrennt oder zusammengeklebt werden miiB-
te. Kehren wir zum Umlang der Schneeflocke
zuriick!

Ist ein Punkt Spitze irgendeiner Zacke, dann
ist er auch Spitze aller weiteren. Das bedeutet
aber gerade, daB die Spitzenpunkte der Zak-
ken Punkte der Begrenzung der Schneeflocke
»im Unendlichen* werden. Und weil der kiir-
zeste Weg zwischen zwei Punkten die Gerade
ist, so ist der Umfang der Schneeflocke mit
Sicherheit groBer, als wenn wir aus den Punk-
ten des Umfangs bestimmte herausnehmen
und sie (der Reihe nach) durch Geraden-
stiicke miteinander verbinden. Deshalb ist der

Umfang der Schneeflocke sicher groBer als der
Umfang einer beliebigen Zacke, also groBer
g) ) Diese Zahl aber
gibt es nicht, so daB wir erhalten haben, dafl
den Schneeflocken kein Umlang zukommt.
Schneeflocken haben also eine wirklich inter-
essante Eigenschaft: Sie haben eine endliche
Fliche, aber keinen Umfang. (Umgekehrt ist
das nicht méglich: Eine einem Kreis homeo-
morphe Figur hat immer eine Fldche.)

Die Schneeflockenkurve zeigte der amerikani-
sche Mathematiker F. Kasner 1901 zum er-
sten Male. Er konstruierte die Kurve, weil er
mit ihrer Hilfe eine stetige, aber nirgends diffe-
renzierbare Funktion zeigen konnte.

DaB die Begrenzung der Schneeflocke stetig
ist, wissen wir schon. Wir sehen ein, daB man
in keinem ihrer Punkte eine Tangente anlegen
kann. Wir sind daran gewohnt, daB man
gerade dann in einem Punkt keine Tangente
anlegen kann, wenn dort eine ,,Spitze“ ist. In
diesem Sinne hat die Schneeflockenkurve
iiberall eine Spitze.

Eine in ihrem Punkt P an die Kurve angelegte
Tangente kann man auch als den Grenzwert
der Geraden PQ definieren, wenn der Punkt Q
sich dem Punkt P auf der Kurve nihert. Des-
halb wird, wenn der Punkt Q dem Punkt P
»geniigend nahe ist“, der Winkel zwischen PQ
und der Tangente kleiner als sagen wir 10°,
und wenn man auf diese Weise zwei Punkte
@, und Q. auswihlt, der Winkel zwischen
PQ, und PQ; kleiner als 20°. Kénnen wir nun
Punkte Q; und Q; beliebig nahe bei P finden,
so daB der Winkel zwischen PQ; und PQ,
mindestens 30° betrigt, so haben wir bewie-
sen, daB man im Punkt P die Tangente nicht
anlegen kann. Das werden wir tun.

Es seien also auf der Begrenzung der Schnee-
flocke ein Punkt P und irgendeine kleine Ent-
fernung gegeben. Wir wollen, daBl die Ab-
stinde PQ, und PQ; kleiner als diese Ent-
fernung seien, der Winkel zwischen den Ge-
raden aber groBer als 30°. Betrachten wir eine
solche Zacke, bei der die Seite kleiner als die
vorgegebene Entfernung ist. Es ist leicht zu
sehen, daB, wenn wir iiber jede Seite die in
Bild 3 gezeigten schraffierten Dreiecke an-
figen, die gesamte weitere Zacke in den
schraflierten Teil oder auf seine Grenzen fillt,

oder gleich dem sup ((

so daB diese Punkte Grenzen sind, der Punkt
P auch. Andererseits sind die Punkte 4, B, C,
D und E Punkte auf der Begrenzung der
Schneeflocke, die Strecken PA, PB, PC und
PE sind alle kleiner als die Seite AD, also auch
kleiner als die gegebene Entlernung. SchlieB-
lich werden die Winkel zwischen der Geraden
PA und PB bzw. (von der Lage des Punktes P



abhiéngig) PC und PE mindestens 30°. Die un-
endlichen Schneeflocken sind ein biBchen
stachlig, aber das hindert die dort lebenden
Kinder nicht daran, sich mit gut gemachten
Schneebillen Schlachten zu liefern.
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(Diesen Beitrag iibernahmen wir aus unserer
ungarischen Schwesternzeitschrift Kézépisko-
lai Matematikai Lapok, Dezemberheft 1977.)

Winterliche Knobeleien

Ala Zeichne die Punkte P, (0, —4), P,
@4, —8), P34, —3), P4(10, 0), P5(4, 3), Ps
(4, B), P7(0, 4), Ps(—4, 8), Ps(—4, 3), Pyo
(—-10, 0), P11 (—4, —3), P;2(—4, —8) und
verbinde sie in der Reihenfolge

P PyP;5...P P1,Py!

+—+—t + +——+
A mW e o umy

t123456789
+
T

<+

A2A Zeichne die Funktion
y1=%(x+8) fiir —8x<-3
5
,VZ—'—jx—B —3§X§0
11 11
== —7<Ex< ——
ya 3(x+7)+7 7£x< 3
3 3
e = e _7<x< —2
yo=r(x+7D+7  -7sxs-3

und spiegle sie an der y- und x-Achse! Ver-
fahre mit den Spiegelbildern entsprechend!

SPUEPUPRPY
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A3a Unser Leser Hans Dadenschier aus
Wittenberg sandte uns das als Uberschrift
gestaltete Kryptogramm. Wer findet dazu die
Losungen?

A4a Zeichnet das Biaumchen und den

Stern jeweils in einem Zug! Wer schafft es am
schnellsten?

2
VA%

A5a Unterteile das winterliche Feld so
durch drei Geraden, daB zu jedem Weih-
nachtsmann ein Tannenbaum gehért!

A6A Sicher macht es euch SpaB, aus diin-
nem Zeichenpapier ein paar Schneeflocken
herzustellen.

Schlagt mit dem Zirkel einen Kreis, und iiber-
tragt dessen Radius sechsmal auf den Kreis-
umfang! Verbindet die gegeniiberliegenden
Punkte miteinander (1)! Thr erhaltet drei
Linien, die den Kreis in sechs Abschnitte
teilen. Schneidet nun den Kreis aus, falzt ihn
an den Linien'! Faltet den Kreis wieder aul,
dreht ihn um, und halbiert die durch das
Falten gebildeten Abschnitte durch noch-
maliges Falzen (2)! Der Kreis ist dann zieh-
harmonikaartig in zwolf Abschnitte aufge-
teilt (3). Legt jeweils zwei dieser Abschnitte
iibereinander, und zeichnet auf den oberen ein
Muster, dhnlich dem auf dem Bild 4! Schnei-
det die auf dem Bild schwarz markierten
Flichen aus! Das iibrigbleibende Muster
dient dann als Schablone fiir die nichsten
Kreisabschnitte, die nach und nach ebenso
ausgeschnitten werden.

A7A Der lustige urigarische Zeichner hat
- wenn man beide Bilder betrachtet und ver-
gleicht — 12 Veranderungen vorgenommen.
Wer findet sie?

(Losungen: siehe Heft 1/79, d. Red.)
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Wer lost mit?
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Letzter Einsendetermin: 8. Marz 1979

Mathematik

Ma5 s @l Die Sternchen in

FREE__dkk 12
sind so durch Ziffern zu ersetzen, daB eine
richtig geloste Subtraktionsaufgabe entsteht.
Dabei soll sowohl der Subtrahend als auch der
Minuend nur aus Ziffern [iir ungerade Zahlen
bestehen. StR H.-J.Kerber, Neustrelitz

Ma5 1794 Steflen stellt folgendes [est: In-
nerhalb von 15 Minuten und 30 Sekunden
passierten insgesamt 60\?ahrzeuge eine Briik-
ke, und zwar Autos und Fahrrider. Steffen
rechnete und fand heraus, daB genau 200 Ra-
der iiber die Briicke roliten.

Wieviel Autos und wieviel Fahrriader waren
es? StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma$5 w1795 Das Bild zeigt den in quadrati-
sche Felder eingeteilten GrundriB eines Gar-
tens mit vier Aplelbzumen. Vier Familien wol-

len sich den Garten so teilen, daB jede Familie:

eine gleich groBe, zusammenhingende Fliche
mit einem Aplelbaum erhilt, Zeichne minde-
stens drei mogliche Aufteilungen auf kariertes
Papier! StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma5 1796 Ein Kiifer krabbelt entlang der
Kante eines Wiirfels. Er beginnt im Eck-
punkt A und gelangt auf dem kiirzesten Wege
zum Eckpunkt G des Wiirfels. Gib an, welche
und wie viele Moglichkeiten der Kifer zum
Krabbeln hat! (Die Kanten des Wiirfels sind
mit kleinen Buchstaben bezeichnet.)
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StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma5 1797 Hans, sein Bruder Jiirgen und
seine Schwester Erika haben [leiBig Pilze ge-
sammelt. Beim Vergleichen ihrer Sammel-
ergebnisse stellt sich heraus, daB Jiirgen
5 Pilze weniger als die doppelte Anzahl der
von Hans gesammelten Pilze hat. Erika hat
20 Pilze weniger als die dreifache Anzahl der
von Hans gesammelten Pilze. Zusammen ha-
ben alle drei Geschwister mehr als 90, aber
weniger als 100 Pilze gesammelt. Wieviel
Pilze hat jeder gefunden? Sch.

Ma5 ®1798 In das abgebildete Krypto-
gramm sind fiir die Buchstaben Ziffern (0, 1,
2,3,4,5, 6,7, 8, 9) so einzutragen, daB fiir
gleiche Buchstaben gleiche Ziffern, fiir ver-
schiedene Buchstaben verschiedene Ziffern
stehen und daB alle angegebenen Rechenaul-
gaben richtig gerechnet sind.
aa - bc=ade

+ - -
fg+ h =bja
bbf +eh=bdk

nach der sowj. Schiilerzeitschrift ,,Quant*

Ma6 1799 Eine Mutter fragt ihren Sohn:
»Wieviel Schiiler gehoren deiner Klasse an?“
Der Sohn antwortet: ,,Wenn du alle Prim-
zahlen, die kleiner als 100 sind, addierst,
diese Summe mit 3 multiplizierst, das Produkt
durch 10 dividierst, zum Quotienten 12 ad-
dierst, die so erhaltene Summe noch durch 10

Thies Lusbor, 26 Guntrow, UWerdersér. 22 Ma7s

Kers#ing-0S, Klasse 7 5| 1369
c e 150

Pridikat: e

Wettbewerbsbedingungen

1. Am Wettbewerb kdnnen sich alle (Ilpll(l;
Leser beteiligen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schuljahr
(bei Erwachsenen Alter und Beruf) zu rich-
ten an

Redaktion alpha
7027 Leipzig, Postfach 14.

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im Sy-
stem der Aufgabe fortlaufend numeriert.
Der iiblichen Nummer ist ein Ma (Mathema-
tik), Ph (Physik) oder Ch (Chemie) und
eine Ziffer, z. B. 7, vorgesetzt (d. h. fir
7. Klasse geeignet).

4. Von den Teilnehmern sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassen-
stufe einzusenden. Schiiler der Klassenstufen
11/12 und Erwachsene losen die Aufgaben.
welche mit Ma 10/12, Ph 10/12 oder Ch 10/12
gekennzeichnet sind.

5. Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt zu
verwenden, Format A4 (210 mm x 297 mm)
(siche Muster), denn jede Aulgabe wird fiir
sich, d. h. in einem Zug, korrigiert.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder
gute (d. h. vollstandige und richtige) L6sung
(nicht nur Antwortsatz oder Ergebnis) ein-
gesandt haben, erhalten von der Redaktion
eine Antwortkarte mit dem Pradikat ,,sehr
gut pgelost™, ,,gut gelost™ oder ,.pelost.
Schiiler, welche nur einen SchiuBsatz zu
einer Aufgabe einsenden, die vorgegebene
Form nicht beachten, uniibersichtlich oder
unsauber arbeiten, erhalten eine rote Karte
mit dem Vermerk ,,nicht geldst™.

Letzter Einsendetermin wird jeweils bekannt-
gegeben. Der Jahreswettbewerb 1978/79 lauft
von Heft 5/78 bis Helt 2/79. Zwischen dem
1. und 10. September 1979 sind alle durch Be-
teiligung an den Wettbewerben der Hefte
5/78 bis 2/79 erworbenen Karten geschlossen
an die Redaktion einzusenden. Eingesandte
Antwortkarten werden nur dann zuriickge-
sandt, wenn ein Riickumschlag mit ausrei-
chender Frankatur beiliegt.
Die Preistriger und die Namen der aktivsten
Einsender werden in Heft 6/79 veroffentlicht.
Wer mindestens 10 Antwortkarten — richtig
gelost — (durch die Beteiligung an den Wett-
bewerben der Hefte 5/78 bis 2/79) erbalten hat
und diese einsendet, erhilt eine Anerken-
nungsurkunde und ein Abzeichen (in griiner
Farbe). Schiiler, die bereits zwei Anerken-
nungsurkunden besitzen und diese mit den
Antwortkarten des Wettbewerbs 1978/79 ein-
senden, erhaiten das alpha-Abzeichen in Gold
(und die Urkunden zurtick). Wir bitten darauf
zu achten, daB alle Postsendungen richtig
frankiert sind und daB die Postleitzahl des
Absenders nicht vergessen wird.

Redaktion alpha



dividierst, dann erhiltst du als Ergebnis die
Anzahl der Schiller meiner Klasse.” Wie viele
Schiiler sind es?

Schiiler Steffen Frigge, Herzberg, K1. 6

Ma6 1800 In einer Klasse, der mehr als
20, aber weniger als 40 Schiiler angehoren,
wurde eine Klassenarbeit in Mathematik ge-
schrieben, an der alle Schiiler teilnahmen.
Der 9. Teil der Anzahl der Schiiler erhielt die
Note 1, der 3. Teil die Note 2, der 6. Teil die
Note 4; kein Schiiler erhielt die Note 5. Wie-
viel Schiiler erhielten die Note 3?
Schiilerin Gabriele Miiller,
Schonwalde, K1. 6

Maé6 #1801 Das Bild stellt ein Dreieck 4BC
dar. Der Mittelpunkt D der Seite AB wurde
mit C verbunden. Der Innere Punkt P der
Strecke CD wurde mit 4 und B verbunden.
Vergleiche die Fliacheninhalte A, und 4, der
Dreiecke AAPC und ABCP. Sch.

o

A ] 8

Maé6 m1802 Nachdem in einer Werkkiiche
der Preis fur ein Mittagessen von 0,80 M um
10 Pf gesenkt wurde, konnten bei gleichblei-
bender Tageseinnahme 200 Portionen Essen
mehr ausgegeben werden. Wieviel Portionen
Essen wurden nach dieser Preissenkung tig-
lich ausgegeben ?

Schiiler Andreas Fittke, Berlin

Ma6 #1803 Im Jahre 1978 ist Olaf acht
Jahre alter als sein dreijahgiger Bruder Ri-
chard; er stelit fest, daB im gleichen Jahre
seine Mutter und sein Bruder zusammen
genau so alt sind wie sein Vater (in ganzen
Zahlen). Alle vier Familienmitglieder sind
zusammen 77 Jahre alt. Wie alt ist jedes Mit-
glied dieser Familie im Jahre 19787
Schiilerin Sabine Jals, Schlagsdorf, KI. 7

Ma7 21804 Das Motorschiff ,,Bummi“ der
WeiBen Flotte in Berlin hat sechsmal soviel
Innen- wie AuBenpldtze. Wiirde dieses Schill
iiber zwei Innen- und sechs AuBenpldtze mehr
verfiigen, dann wiren viermal soviel Innen-
wie AuBenplitze vorhanden. Wie viele Perso-
nen finden auf diesem Schiff einen Sitzplatz?

Schiiler Andreas Fittke, Berlin

Ma7 w1805 Ein Sessellift besteht aus 140
Sesseln. Je zwei aufeinanderfolgende Sessel
haben den gleichen Abstand. Alle Sessel sind
fortlaufend von 1 bis 140 numeriert, d.h,
auf Sessel Nr. 140 folgt Sessel Nr. 1. Ein Be-
obachter im Talgrund stellt zu einem be-
stimmten Zeitpunkt fest, daB sich die Sessel
mit der Nummern 19 und 99 gegeniiber-
stehen, d.h., daB sie die gleiche Entfernung

von jeder der beiden Stationen des Sessellifts
haben. Welche Nummern besitzen die Ses-
sel;, die sich zum Zeitpunkt dieser Beobach-
tung in den beiden Stationen des Sessellifts be-
finden?

Schiilerin Brigitte Rotter, Dresden, K1. 5

Ma7 #1806 In den Endausscheid der Fuf3-
ballmeisterschaft einer Oberschule kamen die
Mannschaften der Klassen 9b, 10a und 10b.
Es war vereinbart worden, daB jede dieser
drei Mannschaften gegen jede der iibrigen
genau ein Spiel auszutragen hatte. Fiir ein ge-
wonnenes Spiel wurden an die Siegermann-
schaft 2 Punkte, fiir ein unentschiedenes Spiel
an jede der beiden Mannschaften je 1 Punkt
vergeben, Nach Austragung der Spiele gab es
folgenden Stand:

Klasse Punkteverhiltnis Torverhiltnis
9b 2:2 3:1

10a 3:1 3:2

10b 1:3 2:5

Es ist das Torverhiltnis jedes der ausgetrage-
nen Spiele zu ermitteln.
Schiiler Volker Schulz, Nauen, KI. 10

Ma7 m1807 Die abgebildete Figur stellt ein
Dreieck ABC mit seinem Umkreis k dar. Im
Innern dieses Dreiecks wurde ein Punkt P
derart konstruiert, daB £ APB=60°+y,
¥BPC=60°+a und XCPA=60°+f gilt.
Die Gerade AP schneidet k in D, die Gerade
BP schneidet k in E, die Gerade CP schneidet
k in F. Es ist zu beweisen, daB das Dreieck
DEF gleichseitig ist. Sch.

Ma8 81808 Beweise, daB das doppelte Pro-
dukt aus einer beliebigen natiirlichen Zahl
und ihrem Nachfolger um 1 kleiner ist als die
Summe aus der Quadratzahl dieser natiirli-
chen Zahl und der Quadratzahl ihres Nach-
folgers!
Schiiler Bernd Schmutzler, Kirchberg,
KlL7

Jetzt werden sie bestimmt zur Tafel sehen.”

Ma8 #1809 Gesucht sind zwei verschiedene
natiirliche Zahlen, die folgenden Bedingungen
geniigen:

a) Das geometrische Mittel dieser Zahlen ist
um 4 groBer als die kleinere der beiden Zah-
len.

b) Das arithmetische Mittel dieser Zahlen ist
um 6 kleiner als die groBere der beiden Zah-
len. Schiilerin Birgit Arndt, Loitz, K1. 8

Ma8 ®1810 Man konstruiere ein Dreieck
ABC aus g+b=7cm; c=4cm und f=30°
und begriinde die Konstruktion!

Dr. W. Moldenhauer, Universitdt Rostock

Ma8 #1811 Man denke sich einen Wiirfel-
schnitt derart, daB die Schnittfigur ein gleich-
seitiges Dreieck ist, dessen Seiten die Diago-
nalen je einer Quadratfliche des Wiirfels sind.
a) Man zeichne den Wiirfel mit Schnitt in
einer Schrigbilddarstellung!

b) Man konstruiere die Netze beider Teil-
korper!

c) Wie heiBt der kleinere der beiden Teil-
korper? StR H.-J. Kerber, Neustrelitz

Ma9 =1812 Man untersuche, ob die Zahl
38192 _1 eine Primzahl ist! Man gebe drei
Zahlen an, die Teiler von z=3%!2—1 sind,
falls z keine Primzahl ist!

Jorg Hartmann, Annaberg, Kl. 12¢e

Ma9 w1813 Ein Midchen wird gefragt, wie-
viel Geschwister es habe. Darauf antwortet
das Maidchen: ,Die Anzahl der zu unserer
Familie gehérenden Kinder ist gleich dem
ganzzahligen Lebensalter des Jiingsten. Der
Altersunterschied zwischen den Geschwistern
betrigt stets genau zwei Jahre. Addiert man
die Zahlen, die das Lebensalter eines jeden
Kindes angeben, so erhidlt man als Summe
eine Zahl, die gleich dem neunfachen Lebens-
alter des Jiingsten ist. Wie viele Kinder gehs-
ren zu dieser Familie, und wie alt ist jedes
Kind?

Schiiler Klaus Mohnke, Liibbenau, Kl. 7a

Ma9 w1814 Die Seite AB eines Dreiecks
ABC sei 6cm, die Seitenhalbierende s. sei
3 cm lang, und der Winkel « CAB habe eine
GroBe von 30°. Wie lang ist die Seite AC die-
ses Dreiecks? Schiiler Holger Friedrich,

Karl-Marx-Stadt, KI.7

Ma9 #1815 Zum AbschluB des Jahres 1978
folgendes Problem: Eine gérade Pyramide
mit rechteckiger Grundfliche hat das Volu-
men V'=1978 cm>. Der halbe Grundflichen-
umfang ist 66 cm, die Hohe der Pyramide

6 cm lang. Wie lang sind die Grundkanten?
Mathematikfachlehrer W. Forg, Schwaz,
Osterreich

Ma10/12 m1816 Schreibt man die einzelnen
Ziffern einer beliebigen zweistelligen natiir-
lichen Zahl noch zweimal in der vorgegebe-
nen Reihenfolge dahinter, so erhidlt man eine
sechsstellige Zahl. Man beweise, daB diese
sechsstellige Zahl stets durch 273 teilbar ist!

Schiiler Andreas Fittke, Berlin, K1. 10
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Ma10/12 #1817 Gesucht sind alle reellen
Zahlen x, die die Gleichung
g (91 —-x3)_ —
50—x) 3 erfiillen!
Schiilerin Birgit Arndt, Loitz, K1. 8

Ma10/12 1818 Man beweise, daB fiir alle
natiirlichen Zahlen n mit n>1 die Unglei-
chung

1 1 1 1
—_——— < —_
(1 lﬁ+lﬁ+lﬁ+m+l/r_'=2ﬂ 1
erfiillt ist!
Mathematikfachlehrer Sh. B. Linkowski,
Moskau

Ma10/12 a1819 Der Umfang eines recht-

winkligen Dreiecks betrdgt 30 cm, sein Fli-

cheninhalt 30 cm?. Wie lang sind die Seiten
des Dreiecks?

Dipl.-Lehrer f. Math./Phys., Renate

und Manfred Kutschauk, Deutschenbora

Physik

Ph6 46 Bei einer Wanderung méchte Pe-
ter die Wandergeschwindigkeit feststellen.
Aus diesem Grund miBt er die eigene Schritt-
lange; sie betrigt 65 cm. Weiterhin stellt Peter
fest, daB er in jeder Minute 80 Schritte macht.
Wie groB ist Peters Wandergeschwindigkeit
in km ?
h

Ph7 47 Jens will 20 Ziegelsteine von je
6,5 cm Hohe und 3,5 kp Gewicht zu je zwei
aufeinanderschichten. Berechne die Hubar-
beit, die Jens insgesamt verrichten mufB!

=

=
@1@

—~ O

Ph8 48 Ein Klassenzimmer ist 6 m breit,
8,5 m lang und 3,5 m hoch. Berechne das Vo-
lumen der Luft, die aus dem Zimmer stromt,
wenn die Temperatur von 15°C auf 25°C er-
hoht wird! Der Luftdruck betrage 770 Torr.
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Ph9 #49 Auf einem Rangierbahnhof wer-
den vom Ablaufberg ablaufende Giiterwagen
je nach Erfordernis durch sogenannte
»2Hemmschuhe" abgebremst. Auf welchem ho-
rizontalem Weg wird ein zweiachsiger Giiter-
wagen mit einer Gesamtmasse von 35 Tonnen

. N m_.
unter einer Geschwindigkeit von 6 5 mittels

eines Hemmschuhes zum Stehen gebracht,
wenn folgende Koeffizienten der gleitenden
Reibung angesetzt werden:
— zwischen Hemmschuh und Schiene
#1=0,16
— zwischen Rad und Schiene 1=0,107
Anmerkung : Beachten Sie, daB bei Eisenbahn-
wagen die Réder starr aul den Achsen be-
festigt sind! Die Achsen seien durch die Ge-
samtmasse gleichmiBig belastet.

Ph10/12 #50 Zwei technische Widerstinde
ergeben bei Reihenschaltung einen Gesamt-
widerstand von 10Ohm und bei Parallel-
schaltung ecinen Gesamtwiderstand von
1,6 Ohm. Wie groB sind die beiden Einzel-

widerstinde?
*  Math./Phys.-Fachlehrer K. Meier,
Osternienburg

Chemie

Ch7 ®#37 In unserer chemischen Industrie
wird Natronlauge nach dem Diaphragma-
verfahren hergestellt. Fiir die Herstellung 1 t
Natronlauge werden 1730 kg Natriumchlorid
benotigt.

1 t Natriumchlorid kostet 6,50 M. Durch bes-
seres Eindampfen der Diaphragmalauge wur-
de erreicht, daB nur noch 1710 kg Natrium-
chlorid pro Tonne Natronlauge eingesetzt
werden miissen.

a) Wieviel Tonnen Natronlauge kénnen bei
einer monatlichen Planauflage von 1000 t auf
Grund der Materialeinsparung iiber den
Plan hinaus produziert werden?

b) Um wieviel Mark erhoht sich im Monat
das Brigadekonto der Chemiefacharbeiter,
wenn 209, der Materialeinsparung auf das
Konto gebucht werden?

Ch8 m38 Kalziniertes Soda ist fiir die DDR
ein wichtiger Exportartikel. Wieviel Tonnen
Soda wurden im Jahre 1977 exportiert, wenn
zur Herstellung fir Exportsoda 92500t Na-
triumchlorid verarbeitet wurden und eine
Planerfiillung von 107%; erreicht wurde?

Ch9 @39 Athanol 148t sich aus Athan oder
Athen herstellen.

a) Wieviel Kubikmeter Athen werden zur
Herstellung von 50 t Athanol durch katalyti-
sche Wasseranlagerung benétigt ?

b) Athan wird zu Monobromithan bromiert
und dann mit Silberhydroxid umgesetzt. Wie-
viel Liter 40%;iges Athanol mit der Dichte
0¢=0,81g -ml~! lassen sich aus 245 g Athan
herstellen?

Ch10/12 w40 Ammoniak wirdim VEB Leu-
na-Werke Walter Ulbricht durch Synthese
aus den Elementen bei einer Temperatur von .
450°C und einem Druck von 250 at im Bei-
sein eines Katalysators hergestellt.

a) Berechnen Sie, wieviel Kubikmeter Am-
moniak aus 120m> 200m® und 930m3
Stickstoff im Normalzustand entstehen!

b) Wieviel Kubikmeter Ammoniak entstehen
unter den gegebenen Bedingungen?

¢) Wieviel Gramm Ammoniumchiorid kann
man aus den gebildeten Volumina Ammoniak
im Normalzustand herstellen?




V1. Giistrower
Physikwettbewerb

Vom 20. 2. bis 24. 2. 1978 fand in der Pidago-
gischen Hochschule Liselotte Herrmann Gii-
strow der VI. Physikwettbewerb statt. Es
nahmen daran 50 Schiiler der Klassen 9 bis 12
aus Erweiterten Oberschulen der DDR teil,
die besten unter den 340, die versucht hatten,
die Aufgaben der Auswahlklausur zu 16sen.

Wihrend des Wettbewerbs muBten die Teil-
nehmer 4 theoretische und eine experimen-
telle Aufgabe bearbeiten. Sie konnten dabei
maximal 60 Punkte erreichen, 10 fur jede
theoretische, 20 fiir die experimentelle Auf-

gabe.

Folgendé Preistriger konnten ermittelt wer-
den:

Einen ersten Preis und den Preis fiir den be-
sten Teilnehmer erhielt Stefan Miiller-Pfeif-
fer, KL. 9, EOS Carl Zeiss, Jena.

Erste Preise erhielten: Andreas Forster,
KIl. 10, EOS Heinrich Hertz, Berlin; Stefan
Kasper, Kl. 12, EOS Karl Marx, Leipzig;
Michael Heinrich, Kl 11, EOS Heinrich
Hertz, Berlin.

Zweiter Preis und Sonderpreis fiir die origi-
nellste experimentelle Arbeit: Jorg Alscher,
Kl. 12, Spezialklasse der Humboldt-Univer-
sitdt Berlin.

Einen zweiten Preis erhielten: Jiirgen Grifen-
stein, KI. 10, EOS Martin Andersen Nexo,
Dresden; Peter Wiistner, K1. 10, EOS Kar/
Marx, Leipzig; Axel Frohhch, K. 10, EOS

C. F. Gauf, Frankfurt (Oder); Frank Mar-
low, K. 11, EOS Heinrich Hertz, Berlin;
Andreas Berger, Kl. 12, Martin-Luther-Uni-
versitat Halle, Spezialklasse; Stefan Schuster,
Kl. 11, EOS Ernst Schneller, MeiBen; An-
dreas Prause, K. 12, EOS Max Planck, Ber-
lin; Thomas Richter, K1. 12, EOS Carl Zeiss,
Jena; Ingo Stiebritz, K1. 11, EOS Car! Zeiss,
Jena.
Einen dritten Preis erhielten : Erasmus Scholz,
Kl. 10, EOS Martin Andersen Nexé, Dresden
Ingo Will, KI. 12, ABF Halle; Andreas Chro-
bok, K1 11, Martin-Luther-Universitit Hal-
le, Spezialklassen; Rainer Gutsche, KI. 11,
TH Karl-Marx-Stadt, Spezialklassen; Peter
Hartmann, K1. 10, EOS Greiz; Konrad Thiir-
mer, Kl. 10, EOS Heinrich Hertz, Berlin;
Carsten Zander, K1. 10, EOS Eilenburg.
Den Sonderpreis fir den besten weiblichen
Teilnehmer erhielt Kerstin Gommel, KI. 10,
EOS Carl Zeiss, Jena.
Die Preisverleihung wurde vom Leiter des
Wettbewerbs Prof. Dr. Wendt, im Beisein des
Hauptreferenten fiir Physik im Ministerium
fiir Volksbildung H. Schmidt, vorgenommen.
B. Trdger/U. Walta

Aufgaben der Klassenstufe 9/10

Theoretische Aufgaben

1. Es ist bekannt, daB die Bahnebene von
Satelliten fest im Raum steht.

a) Geben Sie eine ausfiihrliche Erklarung fiir
diese Erscheinung!

b) Wie grofB ist der Winkel, um den sich die
Erde bei einem Satellitenumlauf dreht?

¢) Geben Sie die Bedingungen dafiir an, daB
der Satellit sich genau auf einer Kreisbahn
bewegt!

d) Unter welchen Bedingungen kann der
Satellit von der Erde aus immer an der glei-
chen Stelle beobachtet werden?

o Sssmmmemneman - Auszeichnung der

Besten durch Prol.
Dr. Wendt.
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2. Ein mit 1000 m® Wasserstoff gefiillter
Ballon schwebt bei Normaldruck in Boden-
nihe. Wie groB ist an diesem Tag die Luft-
temperatur?

Als Masse der vollig leeren zusammengefal-
teten Hiille und des Korbes mit Inhait wurden
bei gleichen Temperatur- und Druckverhilt-
nissen wie beim Start 1100 kg ermittelt. Es
wurde eine Balkenwaage mit Wigestiicken
von vernachldssigbarem Volumen benutzt.
Unter Normalbedingungen betrigt die Dichte
der Luft 1,293 kg/m®, die des Wasserstoffs
0,0899 kg/m>.

3. Von zwei Widerstinden mit je R =100 Q
ist einer mit einem Gleitkontakt versehen
(Skizze). Geben Sie an, an welcher Stelle der
Gleitkontakt stehen muB, damit der Gesamt-
widerstand zwischen 4 und B 32 Q betragt!

—{  F L.,
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4. Ein Lichtstrahl wird nacheinander an zwei
ebenen Spiegeln reflektiert. Er verlduft in
einer zur Schnittgeraden zwischen den beiden
Spiegelebenen senkrechten Ebene.

Unter welchen Bedingungen verlauft der
Strahl nach der zweiten Reflexion senkrecht
zum einfallenden Strahl?

Experimentelle Aufgaben
Klassenstufen 9/10 und 11/12

1. Bestimmen Sie die Brechzahlen (Ubergang
Luft-Flissigkeit) fiir Athanol und Toluol!
Ihnen stehen zur Verfiigung: VorratsgefiBe
mit Athanol und Toluol, eine Kiivette, ein
Glasstab, ein Lineal, Zahlentafel.

Zeichnen Sie eine Skizze zur Versuchsanord-
nung, und erldutern Sie das angewandte MeB-
verfahren! Alle MeBgroBen sind mehrmals zu
bestimmen (Mittelwertsbildung und Fehler-
abschitzung!).

2. Theoretische Aufgabe:

Gegeben sei eine Mischung aus Athanol und
Toluol. Wie kann man mit Hilfe der in Auf-
gabe 1 genannten Hilfsmittel das Mischungs-
verhiltnis der beiden Substanzen ermitteln?
Welche Voraussetzungen miissen fiir die An-
wendbarkeit Ihres Verfahrens erfiillt sein?

Hinweis fir K1. 9/10:

a) Die Brechzahl ist definiert durch
_sina

T

b) Es gilt fiir ein rechtwinkliges Dreieck :
Gegenkathete
“Hypotenuse -

n

sin a=

Auf die Veréffentlichung der theoretischen
Aufgabe fiir K1. 11/12 miissen wir aus Platz-
griinden verzichten.
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Eine Aufgabe von
Prof. Dr.rer. nat. habil.

Wolfgang Schiifer

Direktor der Sektion Mathematik und Rechen-
technik der Technischen Hochschule Leipzig

A1820a Es ist zu zeigen, daB sin 10°
irrational ist.

Hinweis: Man kann zum Beispiel durch An-
wendung von Additionstheoremen, von

1
sin 30°=5 ausgehend, eine Gleichung fiir

x=sin 10° erhalten.

Kurzbiographie

Geboren 1931 in Halle, Berul des Vaters:
Schlosser, Berul der Mutter: WeiBnaherin,
Besuch der Volksschule (1938 bis 1942) und
der Mittelschule (1942 bis 1948), Lehre als
Maurer in Leuna, Abitur an der ABF Walter
Ulbricht in Halle, Mathematikstudium an der
Martin-Luther-Universitdt in Haliz (1953 bis
1957), AbschluB als Diplom-Mathematiker,
Promotion 1964, Habilitation 1967, Arbeit als
Wissenschaftler an der TH Karl-Marx-Stadt,
TH Leuna-Merseburg, im VEB Petrolchemi-
schen Kombinat Schwedt, als Dozent an der
Universitdt Greifswald und an der Ingenieur-
hochschule Leipzig, ordentl. Professor (1971)
an der IH Leipig, jetzt Direktor der Sektion
Mathematik und Rechentechnik an der TH
Leipzig.

Eine Aufgabe von
Dozent Dr.-Ing.

Rolf Thiele

Technische Hochschule Leipzig
Sektion Ingnieurbau

A 1821 Ao Einem geraden Kegel mit dem
Radius R und der Hohe H sei ein zweiter
Kegel so eingefiigt, daB seine Spitze mit dem
Mittelpunkt des Grundkreises und die Achsen
beider Kegel zusammenfallen. Der Grund-

kreis des 2.Kegels beriihre den Mantel des |

1. Kegels vollstindig.

Welche Abmessungen T und h sind dem
2. Kegel zu geben, damit sein Volumen mog-
lichst groB wird?
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alpha-Wettbewerb
1977/78

Preistriger

Johannes Wien, Manuela Winges, beide Bad Lie-
benstein; Marei Hellmann, Bad Salzungen; Dirk
Grabner, Karin Groger, Kerstin Kantiem, Holger
Neye, alle Berlin; Holger Schick, J6rg Berger, Gerd
Rakowski, alle Bernsbach ; Beate Weber, Bernburg;;
Thomas Streich, Brandenburg; Susanne Below,
Burg Stargard; O. Sasse, Frank Techen, Karsten
Mittag, alle Cottbus; Andreas Mann, Cunersdorf;
Wolfgang Tenor, Dessau; AG Math. der N.-
Ostrowski-OS, Diedorl; Mario Dette, Dingelstidt;
Julius Clausnitzer, Horst Schulze, beide Dresden:
Ralf Arnold, Claudia Pleyer, beide Eisenach; Jens
Wackernagel, Falkenberg; Kathrin Danz, Floh;
Anett Forberg, Freiberg; Matthias Bir, Freital;
Dietmar Schmiedl, Olal Liebegott, beide Friede-
burg; Torsten Knause, Gossa; Raik Langlotz,
Grabkow; Susanne Dimsat, Frigga Rudolph, Karl-
Jirgen Bér, Antje Kilian, alle GreuBen; Babett
Maulhardt, GroBbodungen; Cordelia Krippner,
Hammerbriicke; Heidrun Schmidt, Hoyerswerda;
Antje Rudolph, Kammeritz; Steflen Herpich,
Kamsdorf; Felix Baitalowitsch, Kasan (UdSSR);
Tanja Mittag, Jens Siewert, Eske Rohrich, Mathias
Womacka, Cornelia Unger, alle Karl-Marx-Stadt:
Martina Albrecht, Anita Meyer, beide Kieselbach:
Bernd Schmutzler, Kirchberg; André Schlosser,
Klingenthal; Thoralf Blattermann, Kénnern; Jens-
Uwe Eigenwillig, Lauchhammer; Matthias Heller,
Lauscha; Petra Seibt, Lauscha-Ernstthal; AG
Math. (KI. 6b) W.-Pieck-OS Lichte; Sybille und

Claudia Seifert, Lichtenberg; Heike Pietzsch, Ka- -

thy Kranz, Kerstin Villwock, alle Léderburg; Doris
Griinler, Lossau; Klaus Mohnke, Libbenau; An-
dreas Herrmann, Ludwigsfelde; Torsten Schulz,
Merseburg; Jorg Schmidt, Heidi Teidga, beide
Neubrandenburg; Gabriele Kohnert, Simone Pahl,
beide Neuenhofe; Irene Hesse, Niederorschel;
Sandra Niedlich, Oberschénau; AG Math. (KI.
9/10) EOS R. Fetscher, Pirna; Torsten Kiihn,
Potsdam-Babelsberg; Ullrich Klinzing, RoBdorf;
Lutz Andrews, Gitta Schone, Grit Maciejewski,
alle Rostock; Evelyn Neumann, Rotta; Andrea
Teschendorf, Riidnitz; Bodo Bricks, Saalfeld; Sa-
bine Recknagel, Silke Fischer, Theresa Hafner, alle
Steinbach-Hallenberg; Steffen Weber, Tiefenort;
Marena Pannier, Uthausen; Silke RaBmann, Ray

Langlotz, beide Unterbreizbach; Tom Boyhs, Viet-
libbe; Evelin Beyer, Wegefahrt; Karsten Busse,
Wittenberg; Guido Kéhnke, Marion Reek, beide
Wittstock ; Jorg Wenzel, Zeulenroda; Holger Alex,
Birgit Erdmann, Heide Hilse, alle Zittau

Vorbildliche Leistungen

Andreas Gedat, Bad Liebenstein; Thomas Strobel,
Michael Griinberg, beide Berlin; Peter Strempel,
Cottbus; Jirgen Anders, Dahlewitz; Ruth Back-
haus, Gabi Stober, Astrid Kullmann, Petra Biilow,
alle Dingelstadt; Brigitte Rotter, Kathrin Wust-
mann, Werner Kirsch, alle Dresden; Astrid Kafka,
Eisleben; Katrin Burgmann, Ralf Fiinfziger, beide
Friedeburg; Jens Franke, Gera; Jan-Martin
Hertzsch, Geringswalde; Hagen Haberland, Greifs-
wald; Ingolf Hentzsche, Gremmin; Matthias Hun-
ger, Grimma,; Helen Stock, GroBbodungen; An-
dreas Lofiler, Halle-Neustadt; Astrid May, Hau-
sen; Anja Kusserow, Haynrode; Gabriele Missal,
Insel; Silvia Kriesche, Klausa; Manuela Hellbach,
Lauscha; Ralf Laue, Thoralf Hénicke, beide Leip-
zig; Angela Tautenhahn, Lichtenstein; Hartmut
Uschmann, Loburg; Michael Simang, Mittelher-
wigsdorf; Birgit Poliey, Miihlhausen; Mario Ma-
rinitsch, Neubrandenburg; Ines Birkefeld, Nieder-
orschel; Kristian Lauritzen, Reichenberg; Jiirgen
Schmalisch, Reuden; Kirstin Tragener, Rietz; Gun-
ter Siebenhaar, Conny Steube, beide RoBdorf;
Peter Krause, Rostock; Karsten GeiBler, St. Egi-
dien; Ingoll Erdmann, Torsten Giinzel, beide Seb-
nitz; Heike Hader, Schiotheim; Rall-Birger Haf-
ner, Corina Kaiser, Ines Nothnagel, alle Steinbach-
Hallenberg; Cordula Gottwald, Stendal; Joachim
Krug, Tiefenort; Sylvia Feige, WeiBwasser; Bet-
tina Wolfl, Wittstock; Thomas Reinke, Wolgast
Thomas Andermann, Jens Fache, beide Altenburg;
Sascha Beyer, Beetzendorf; Udo Bellack, Berlin;
Iris Hoffmann, Brielow; Uwe Schiizte, Camin;
Kristina Roeke, Cottbus; UIf Fache, Culitzsch;
Britta Bottcher, Damsdorf; Birgit Rahn, Dresden;
Una Heinecke, Gabriele Wehrsdorfer, Britta Bur-
kert, alle Eisenberg; Axel Siebert, Eisenhiitten-
stadt; Elvira Stallbohm, Eldena; Jérg Klingohr,
Erfurt; Kathrin Naumann, Glauchau; Holger
Stoffel, Grabow; Ulrike Brandenburg, Greifswald;
Jérn Wintsche, Grimma; Volker Winkler, Gorlitz;
Frank Thiimmler, Horka; Claudia Bock, JeBnitz;
Ricarda Ramm, Karl-Marx-Stadt; Judith Kiihn,
Kreuzebra; Susann Schaede, Jesua Dietze, Corinna
Mathdorff, alle Klietz; Kathrin Schiemann, Klinge;
Ulrike Otto, Lauscha; Falk Hiibner, Landsberg;
Andreas Helbig, Langenleuba; Vera Wilhelm, Gun-
ter Fucke, Petra Polster, alle Leipzig; Heike Scherf,
Leisnig; Antje Peter, Lichtenstein ; Steflen Haschke,
Mittelherwigsdorf; Uwe Wefollek, Neundorf; An-
nett Ludwig, Niederorla; Thomas Heidrich, Ober-
lungwitz; Antje Gerlach, Parchim: Reinhard Kauf-
mann, PeiBen; Gudrun Zirnstein, Pirna ; Jérg Stark,
Plauen; Karola Klitsch, Scharlibbe; Heike Beutel,
Schonfeld; Wilfried Mébius, Schwerin; Anne Will-
roth, Stadtlengsfeld; Brigitta Miiller, Teterow;
Thomas Harz, Weimar; Beate Hentschke, WeiB-
wasser ; Ralf Malinowski, Wendorf’; Katrin K riiger,
Wildau; Frank Truckenbrodt, Wolfen; Sonja Giis-
sow, Wollin, J6rg Angelmann, Wittenberg; Kerstin
Jung, Wébbelin; Ralf Wiegand, Unterbreizbach;
Marion Vogt, Uthausen; Birgit Vogel, Reuden;
Mathias Eipert, Petra Zander, beide Wittstock;
Simone Marks, Astrid Schunck, Barbel Biendarra,
Heike Arnold, Sabine Rindermann, alle Dingel-
stadt; Rainer Schwiblein, Anette Usbeck, Thomas
Werner, Stefan Kiihrt,. Sabine Dziatzko, Katrin
Pfannschmidt, Sabine Marr, Petra Marr, Elfi Reck-
nagel, Gabi Knebel, Ramona Holland-Nell, Markus
Heckert, Frank Pfannschmidt, Claudia Déll, Pirka
Godau, Petra PreiB, Steffi Bahner, Dirk Walther,
alle Steinbach-Hallenberg; Sylke Pohl, Rostock;
Thomas Stoflel, Grabow: Mario Koppeh, Berlin;
Frank-Michael Wegner, Greifswald ; Uta Melchior,
Neuruppin; Uta Heiland, Breitenbach ; Peter Meng,



Roblingen; Antje Schlosser, Klingenthal; Michael
Kaufhold, Hipstedt; Frank Siebert, Halle; Heike
Klétzer, Bernsbach; Uwe Schulze, Pirna; Christine
Zieger, Neudietendorf; Ralph Lukoschus, Neu-
brandenburg; Jenny Pelzer, Liibar; Stefan GroBe,
Halle; Silke Vogel, Klietz; Urte Tauer, Seegrehna;
Torsten Steinborn, Klietz; Heike Nagel, Seegrehna;;
Thomas Schunke, Neubrandenburg; Christine
Kirsch, Dresden; Martin Forberger, Feldberg;
Astrid Werther, Nordhausen; Kerstin Singer, Her-
lasgriin; Frank Schwarzer, Leipzig; Ines Hoff-
mann, WeiBwasser; Detlef Ritter, Jena-Lobeda;
Bianka Zeh, Heinersgriin; Anke Markgral’; Sybille
Kerner, Bad Salzungen; Hartmut Beyer, Sonders-
hausen; Beate Dziabel, Calbe; Detlef Conrad,
Braunsbedra; Heike Wostenberg, Templin; Tho-
mas Markert, Sondershausen ; Gerd Eckstein, Mehl-
theuer; Bernd Mehnert, Dresden; Grit Bauer,
Hohenstein-E. ; Jens-Uwe Otto, Rohr; Grit Knebel,
Dresden; Elke Haase, Kreuzebra
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Kollektive Beteiligung

P.-Neruda-OS Ahlbeck; OS Fritz Weineck, Alsle-
ben; Haus der JP Altenburg; OS II Altentreptow;
Walter-Ulbricht-OS  Altwigshagen; Karl-Marx-
Schule Anklam; OS Asbach; OS Bad Bibra; OS
Bad Gottleuba; R.-Schwarz-OS Bad Liebenstein;
0.-Grotewohl-OS II1, M.-Poser-OS, OS V, alle Bad
Salzungen; Zentrale OS Birenklau; alpha-Zirkel
OS Bahratal; H.-Warnke-OS Bergwitz; AG Math.
20. 0S, Botschafterschule der ARA, beide Berlin;

OS Fr. Mehring, V.-Tereschkowa-OS, beide Bern-
burg; OS Bernterode ; OS Birkungen ; OS Cl. Zetkin,
Bischofferode; Mat.-Kreiszirkel Kl. 6, Bischofs-
werda ; Max-Planck-EOS, OS W. Pieck, beide Blei-
cherode; OS Fr. Weineck, Blumberg; OS Bockau;
K.-Marx-OS Borna; OS Brandshagen; AG Math.
OS Bregenstedt; AG Math. OS Brehme; OS Brei-
tenworbis; OS W. Seelenbinder, Breitungen; P.-
Neruda-OS Britz; M.-Poser-OS Biirgel; TOS Biitt-
stedt; OS AG Math, Burkau; W.-Estel-OS Buttlar;
H.-Grundig-OS Cossebaude; Klub Jg. Math., Sta-
tion Jg. Naturf.,, beide Cottbus; OS Deuna; OS
Deutschenbora; N.-Ostrowski-OS Diedorf; OS K.
Kollwitz, OS Makarenko, beide Dingelstidt; AG
Math. Diesdorf; OS K. Biirger, Dobbertin; K.-
Marx-OS Mathe-Club, Débeln; M.-Curie-OS AG
Jg. Math., Dohna; OS K. Niederkirchner Drei-
litzow; OS 24. u. 112. AG Jg. Math., 73. OS H.
Rothbarth, 82 OS. S. Radel AG Math., P.-Gruner-
08, alle Dresden; OS Dubna (UdSSR); OS Ebers-
brunn; Fr.-Wolf-OS Ebersdorf; OS Effelder; OS
Ehrenberg; OS Eilsleben; 9. OS Geschw. Scholl,
Eisenach; OS Empfertshausen; H.-Joachim-OS
Espenhain; A.-Wedding-OS Falkenberg; OS Fam-
bach; OS Frauensee; OS alpha-Club Friedeburg;
OS Fr. Reuter, Friedland; B.-Brecht-OS Floh:
OS V. H. Giinther, Firstenwalde; R.-Arnstadt-
OS Geisa; E.-Hartsch-OS Gersdorf; OS Gerstun-
gen; J.-Brinckmann-OS Goldberg; Kreisklub Jg.
Math. Grifenhainichen; 10. OS O. Drews, Karl-
Krull-OS, beide Greilswald; OS J. Gagarin, OS
H. Beimler, beide GreuBen; OS Cl. Zetkin,
Groitzsch; OS GroBbodungen; Haus d. JP AG
Math. GroBenhain; OS GroB Koris; Lessingschule
GroDpostwitz; Pestalozzi-OS GroBschénau; J.-Ga-
garin-OS Fachzirkel Math. Griinhain; Friedens-
OS Guben; Th.-Miintzer-OS Gumpelstadt; OS Gu-
tenswegen; Diesterwegschule Halle; Kreisst. Jg.
Naturf. u. Techniker Hagenow-Land ; OS Hammer-
briicke; OS Haynrode; Schule der DSF Heiligen-
grabe; P.-Schreier-OS Hennigsdorf; OS Th. Miint-
zer, Hermannsdorf; EOS E. Weinert Herzberg;
Goethe-OS Hohenleipisch; OS Hundeshagen; OS
Ivenack; Fr.-Engels-Schule Kaltennordheim; OS
A. Becker Kamsdorf; Clara-Zetkin-OS Kandelin;
H.-Beimler-OS Karbow; P.-Tschaikowski-OS, E.-
Thélmann-OS, OS Borna, Pionierhaus J. Gagarin,
alle Karl-Marx-Stadt; Th.-Neubauer-Schule Kie-
selbach; Bruno-Tesch-OS Klausdorf; EOS, OS G.
Eisler, beide Kleinmachpow; OS Kénitz; Station
Jg. Naturf. u. Techn. Kéthen; OS Kiillstedt; AG
Jg. Math. Kuhfelde; R.-Breitscheid-OS alpha-Club
Latdorf; Schulkombinat Lauscha-Emstthal; R.-
Teichmiiller-OS Leimbach; K .-Liebknecht-OS, Dr .-
Salvador-Allende-OS, EOS Karl Marx, alle Leine-
felde; Stat. Jg. Naturf. u. Techniker Juri Gagarin,
Leisnig; W.-Pieck-OS Lichte; OS Liebstadt; E.-
Schneller-OS Lobnitz; OS W. Wallstab, Loderburg;
R.-Neddermeyer-OS Lowenberg; OS alpha-Club

Lossau; Th.-Neubauer-OS Meiningen; OS J. Ga-
garin Merkers; J.-Gagarin-OS AG Math., Merse-
burg; OS Zirkel Jg. Math. Mittelherwigsdorf; OS
Mittel-Springstille ; OS Naundorf; TOS Neuenhofe;
OS Neukloster; Dr.-Th.-Neubauer-OS Niederor-
schel; OS J. Gagarin, EOS W. v. Humboldt, beide
Nordhausen; Pestalozzi-OS Oberlungwitz; OS E.
Weinert Oberschénau ; OS Oechsen ; OS Olbersdorf;
Comeniusschule Oranienburg; OS Osternienburg;
G.-Dimitroff-OS Parchim; Goethe-OS, Stat. Jg.
Naturf. u. Techn. Kreisklub Math., beide Parchim;
OS Dr. Th. Neubauer Pfafflschwende; EOS R.
Tetscher, Math.-Zirkel Pirna ; Makarenko-OS Ples-
sa; OS 16 Potsdam; E.-Rietschel-OS Pulsnitz; OS
Quitzébel; Dr.-Th.-Neubauer-OS Rackwitz; Cl.-
Zetkin-OS Raschau; Geschw.-Scholl-Schule Ra-
thenow; OS AG Math. Rehna; Juri-Gagarin-OS
Ribnitz; Spezialschule Riesa; Tagesschule, Ziol-
kowski-OS, beidé RoBdorf; Haus d. JP, 34. OS
M. Reichpietsch, beide Rostock ; alpha-Club Rotta;

" 0S S. Kosmodemjanskaja Rotterode; OS Riidnitz;

OS Riisseina; OS II Saalfeld; alpha-Club Sachsen-
dorf; W.-Pieck-OS Sangerhausen; T.-Bunke-OS
Sanitz; H.-Matern-OS Schernberg; M.-Gorki-OS
Schkélen; J.-G.-Seume-0OS, EOS G. Dimitroff, OS
Karl Marx, OS H. Danz, alle Schmalkalden; OS
Schmélln; Haus d. JP W. Sonneberg Schonebeck ;
E.-Schneller-OS Schéneiche; O.-Nagel-OS AG
Math. Schonewalde; Schule der DSF Schorssow;
Haus d. JP E. Schneller, Schwedt; K.-Liebknecht-
OS Schwerin; E.-Thilmann-OS Sebnitz; Fr.-Reu-
ter-OS Siedenbollentin; OS J. R. Becher, Pionier-
haus, beide Sondershausen; OS A. Becker, Sprem-
berg; OS Stadtlengsfeld; OS E. Thilmann Stein-
bach-Hallenberg; Haus d. JP Klub Jg. Math., W.-
Heinze-OS, O.-Grotewohl-OS, alle Stralsund; 12.
OS Dr. R. Sorge, Kreis-AG 11. OS A. S. Schu-
mawzow, beide Suhl; EOS Karl Marx, H.-Rieke-
Schule, beide Tangerhitte; OS Teistungen; OS K.
Niederkirchner Teterow; Fr.-Mehring-OS Tiefen-
ort; OS alpha-Club Timmenrode; OS Téplitz;
Pestalozzi-Schule Torgelow; E.-Thdlmann-OS AG
Math. Trebsen; OS W. Pieck Trusetal; H.-Beimler-
OS Unterbreizbach; OS J. G. Seume Vacha; OS
Viernau; OS Vitte; EOS J. Fucik Waldheim;
Goetheschule Waren; OS Weilar; E.-Thdlmann-
OS, Sprachheil-OS, beide Weimar; OS Weillenborn;
OS Wellmitz; Goethe-OS Welzow; OS Werns-
hausen; J.-Harder-OS Wesenberg; OS Westeren-
gel; Cl.-Zetkin-OS Wiehe; alpha-Kollektiv der OS
Wingerode; OS IV, E.-Thalmann-OS, beide Witt-
stock; Goethe-OS Wittenberg; OS H. Heine,
Wormlitz; H.-Beimler-Schule, Station Jg. Naturf.
u. Techn., beide Wolfen; OS Th. Miintzer, Wulfen;
H.-Eisler-OS Wusterhusen ; OS Zahna ; Fr.-Schiller-
OS, Lutherschule, Schule d. VEB Kombinat Zen-
tronik, alle Zella-Mehlis; 1. OS, Prof.-Dr.-W.-Du-
Bois-OS, EOS, Pestalozzi-OS, alle Zittau; OS
Zschornewitz; OS AG Math. Zschortau

»
u
Entwicklung des alpha-Wettbewerbs (absolut) 2 FROAN
n Y \
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aufgepafit
nachgedacht

mitgemacht

Speziell
fiir Klasse 5/6

10 Jahre Jugendobjekt
s»Klub Junger Mathematiker* -
Dresden

Da seit nunmehr 10 Jahren Studenten der
Sektion Mathematik/Geographie der Pid-
agogischen Hochschule Kar! Friedrich Wil-
helm Wander Dresden mathematisch interes-
sierte und befdhigte Schiiler Dresdner Ober-
schulen in den Arbeitsgemeinschaften des
Klubs Junger Mathematiker férdern und
durch den Wechsel der Studenten alle zwei
Jahre ein einheitliches Arbeitsmaterial ent-
wickelt werden muBte, sind aus den Erfahrun-
gen der Zirkelarbeit in den vergangenen
Jahren im Auftrage des Pionierpalastes Dres-
den im Studentenwettstreit ,Hilfen Rir die
Planung der Arbeitsgemeinschaftsstunden der
Klassen S bis 8* entstanden.

Aus der 343 Seiten umfassenden Broschiire
haben wir einen Komplex fiir unsere alpha-
Leser ausgewihlt. Wir geben vier Aufgaben-

5. 4.

6. 5.

7 Ad4a Stelle fest, ob die in der folgenden
Tabelle genannten Ausdriicke Aussagen (A)

8.

A2 A Wassind Aussagen und was sind Aus-
sageformen? Bestimme den Wahrheitswert
der Aussagen!

Beachte: Aussagen sind sinnvolle sprachliche
Gebilde, die entweder wahr oder falsch sind.
Aussageformen sind sprachliche Gebilde, die
mindestens eine freie Variable enthalten und
zu einer Aussage werden, wenn man die auf-
tretenden Variablen durch Elemente des
Grundbereichs ersetzt.

1. Er ist 1,43 m groB.

2. MeibBen ist eine Stadt
im Bezirk Dresden.

3 Jedes Viereck ist ein Quadrat.

4. Das Dreifache einer Zahl ist gleich
dem Fiinffachen dieser Zahl.

5. Die Zahl 2 erfiillt die Gleichung

Sy=3y.
6. Die beiden Geraden sind parallel.
Wahrheitswert
Aussageform der Aussage
(AF) oder W (wahr) oder
Aussage (A)? F (falsch)

oder Aussageformen (AF) sind! Ermittle wei-
ter von den Aussagen, ob es sich um Einzel-
aussagen (e), Allaussagen (a) oder um Exi-
stenzaussagen (ex) handelt, und bestimme
ihren Wahrheitswert (ww)! Gib von den Aus-
sageformen an, ob sie erfiillbar (er) oder nicht
erfiillbar (n er) sind!

Hinweis: Orientiere dich an der nach der
Tabelle folgenden Ubersicht!

Ausdruck

1. 25 ist eine gerade Zahl.

2. a+1=a

3. Es gibt Figuren, die sich durch eine
Gerade in zwei symmetrische Teil-
figuren zerlegen lassen.

4. Die Ungleichung 4 +m <5 hat im
Bereich der natiirlichen Zahlen
genau eine Losung.

5. Fiir jede natiirliche Zahl g gilt:

a-0=0
6. xy=yx
7. (t+4)-2<12

8. Zu natiirlichen Zahlen a und b
gibt es genau eine natiirliche Zahl x,
die das Produkt der Zahlen g und b
ist.
9. 25—-13<12
10. Es gibt keine natiirliche Zahl x,

blétter wieder zum Thema 2. fir die gilt: x +x=x - x.

Aussagen — Aussageformen — Wahrheitswerte. 11. Nicht [ir alle natiirlichen Zahlen a
3. 4. N Py

Ala Inder folgenden Tabelle sind Terme, gilt: a hat einen Vorginger.

Gleichungen und Ungleichungen gegeben. 4 A AF

Berechne die Terme bei beliebiger Wahl des “e/afex? |ww er ner

Grundbereichs der Variablen! Belege die Va- -

riablen in den Gleichungen und Ungleichun- > 1

gen so, dafl wahre Aussagen entstehen! 6

Terme, Gleichungen, Ungleichungen . 2.

1. 2(a+3) A3l a BildedieNegation,und bestimmeden 3.

2. 2a=2b Wahrheitswert von Aussage und Negation!

3. Xty=x—y Aussage 4.

4. 2x=3x-7

5. a+3a<7(a+b) L 29 ist eine Primzahl. 5.

6. 3a(b+a)+7ab 2, 5 ist groBer als 9.

7. 13+71 3. Alie durch 10 teilbaren Zahlen 6.

8. 11=13(0+1) sind gerade.

Wer [indet eine richtige Antwort? 4. Es gibt reclhtwmkhge Dreiecke. 7.
S. 25+31=65

L W/F? | Negation w/F? 8

2. 1. 9.

3. 2. 10.

4. 3 11.
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Arten von Aussagen

. T

1. Einzelaussage 2. Existenzaussage 3. Allaussage

Variablenbindung durch Variablenbindung durch

zB. 3+2=T"F »ES g}bt eu.l Lz B - ) . ,,Fgr alle ... gllt R : .
,Es gibt Primzahlen, die kleiner als 10 sind.*  ,,Fiir alle natiirlichen Zahlen a, b gilt:
w at+tb=b+a"*W

Uberpriifung der Richtigkeit dieser Aussage. Beweisnotwendigkeit! Beweisnotwendigkeit!
Beweis der Wahrheit dieser Aussage durch Die Angabe eines oder mehrerer Beispiele
Angabe (wenigstens) eines Beispiels. geniigt fir den Beweis der Aussage nicht.

J Es muB ein direkter Beweis gefiihrt werden.
Eindeutigkeitsaussage

Variablenbindung durch

,,Es gibt genau ein ...“, z. B.

,,Es gibt genau eine gerade Primzahl.“ W
Beweis der Wahrheit dieser Aussage durch
Angabe dieses einen Elements.

Aussageformen heillen
erfullbar, nicht erfiillbar,
wenn sie durch mindestens eine Belegung wenn sie durch keine Belegung aus dem
aus dem Variablengrundbereich in eine wahre Variablengrundbereich in eine wahre Aus-
Aussage iibergehen. sage iiberfiihrt werden kénnen.

Erfullbare Aussageformen heiBen

/\

allgemeingiiltig, nicht allgemeingiiltig,
wenn sie fiir alle Elemente des Variablen- wenn sie fiir mindestens ein Element des
grundbereichs erfiillbar sind. Variablengrundbereichs erfiillbar sind.

Beispiele: Der Variablengrundbereich sei
die Menge der natiirlichen Zahlen.
a-b=b-a 2x+3=5 2x+3=0
Fiir x=1 erfiillbar. Fiir kein xe N erfiillbar.
Unterscheide Aussageform und Term!

Werden in einem mathematischen Ausdruck
nur Konstante, Variable, Operations- und
technische Zeichen verwendet, so nennt man
den Ausdruck einen Term. Zum Beispiel ist
2(x+5)—x ein Term. Werden jedoch auch
Relationszeichen (z. B. =, <, >) verwendet,
so heiBt dieser Ausdruck Aussageform. Zum
Beispiel ist 2(x + 5)—x =9 eine Aussageform.

A. Hilbert
(Die Losungen verdflentlichen wir aus Platz-
griinden in Heft 1/79, d. Red.)

Klubteilnehmer bei aktiver Arbeit unter Anleitung einer Studentin.

Entwurf des Abzeichens fiir die Teilnehmer
im Klub.




In freien Stunden EI||I|IEI heiter

Endlich Ferien!
W. Malachow, Moskau

Seltsame Vasen

Wenn man jede der Vasen durch zwei Schnitte in drei
Teile zerlegt, und zwar jede Vase in gleicher Weise, so
lassen sich die 12 Teile zu einem Quadrat zusammen-
legen. Aber wie?

O

Freudiges Wiedersehen

aus: ,,Fiiles*, Budapest

Ein Fahrgast erblickt aus der fahrenden StraBenbahn
seinen Freund, der entgeg%ngesetzt zur Fahrtrichtung
die StraBe entlanggeht. Nach einer Minute steigt er aus
und lauft zuriick, um den Freund zu treffen. Er liuft
doppelt so schnell wie der Freund, aber nur mit dem
vierten Teil der Geschwindigkeit der StraBenbahn.
Nach insgesamt wieviel Minuten holt er den Freund
ein? P. J. Germanowitsch, Moskau

Verschwundener Wein

Ein Mann hatte 24 Flaschen Wein, die er in der gezeig-
ten Weise im Keller anordnete. Er erinnert sich, daB
das Muster symmetrisch war und daB lings jeder Seite
des quadratischen Kellers neun Flaschen standen.
Seine Frau trank einige dieser Flaschen und ordnete
den Rest in einer solchen Weise um, daB der Mann von
der Umordnung nichts merkte, da weiterhin alle ur-
spriinglichen Bedingungen erfiillt waren. Wie sah das
neue Muster aus? Wieviel Flaschen hat die Frau ge-
trunken?
333
3 3
3 33 aus: Math. Pie, London

Griechischer Denksport
O0-a4+0O (O ~e0)
O+O=A+A+A+A+A
o-0+a

aus: Eukleides, Athen
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. Der KuB der Muse

Der so gekiiBte Ratselredakteur wird ein fabelhaftes
Ritsel schreiben. Man lasse sich auf gleiche Weise an-
regen und finde so die 12 Einzelheiten, in denen die
beiden Zeichnungen voneinander abweichen.

aus: ,,Fiiles*, Budapest
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Ein schwieriges Problem

Wie lauten die folgenden fiinf Aufgaben, wenn fiir die
jeweils angegebenen Sternchen (*) die Ziffern 0 bis 9
eingesetzt werden. Jede dieser Ziffern darf jedoch in
jeder der Aufgaben nur einmal auftreten.

0)) BER | EEE . kRER =
2) dpdok _ kkk Rk
A3 kg% . % — *ARRR
(4)  wxvxw . wwrx _
*h * 4%
®) R & L

i3

aus: Archimedes, Beograd



Ein Riitselredakteur in Aktion

Man bilde aus den folgenden Silben 12 Wérter, deren
erste Buchstaben von oben nach unten gelesen den
Namen eines Mathematikers nennen.

aus—bi—bus—e—-be—-eu—-ga—gen-hann-in-jo—

ka — kel — kreis — ler — lich — mann - me -na —ne— ~

nom — 0 —rhom ~ sen - sum - tan — te — ten — the — tiir —
wid — win.
. Mathematiker des 15. Jahrhunderts
. ihre Summe betrigt bei jedem Dreieck 360°
. Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks
. letzter Buchstabe des griechischen Alphabets
. zweigliedriger Ausdruck der Forma +bodera—b
. Ergebnis der Addition
. eine Gerade, die eine Fliache (z. B. Kreis) in einem
ihrer Punkte beriihrt.
8. Mathematiker von 1707 bis 1783
9. Linie, die die Seiten eines Vielecks beriihrt
10. Bezeichnung fiir die Zahlen 0, 1, 2, 3, 4. ..
11. Grundbegriff der Geometrie
12. Vierecksart

N AN A WN -

XK. Hacker, 31. OS Dresden (KI. 8)

Abschied von 1978
8
7
9 1
8§+74+9+14+9+7+8 9—9+9
9 7—7+7—7+7
7 8§—8+8—8+8—8+8
8 =
19 +78 1+9+7+8
14+9+7+8
+149+748 aus: PM, Kiln
+1+4+9+7+8
1947 -8

1
St B0(2210050)

X

Ein ernst zu nehmender Hinweis!

W. Wassiljew, Moskau

Wie binde ich einen Krawattenknoten?

Es gibt viele Moglichkeiten, Binder, Schal oder Tuch
zu knoten. Bei der Wahl des Knotens sollte man aber
stets beachten, daB die jeweilige Kragenform auch
einen besonderen Knoten erfordert. So passen zum
Hemdkragen mit kurzen Ecken am besten breite Kra-
watten oder Schals in den Lingen 100 cm bis 120 cm.
Geeignet ist dafiir der Windsor-Knoten (1). Der ein-
fache Knoten (2), gebunden aus Viereck- oder Drei-
ecktiichern, sieht dagegen besonders schick zu Kragen
mit langen und spitzen Ecken aus.

Ch. Moschke, Reichenau

¢ { GIVPRGKGR
| BROTEN

WINpSeR
%N@ﬁ?%m :

,,Mutti, hast du ein Lésungsmittel im Haus?* fragt
Peter. ,,Ja, wozu brauchst du es?* fragt die Mutter.
,Ach, ich habe solche Schwierigkeiten bei meinen
Mathe-Aufgaben.*

Marleen Schéne, Dresden

51;.\: " Cslx 49:1:-- 4
‘9.‘ e ~," 'j - o e X

i . .
Wt e f-*‘(h-

457
e

Archimedes, eine Minute!
Was soll diese Schmiererei?

aus: Rir, Frankreich
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XVIIIL. Olympiade

Junger Mathematiker

der DDR

Aufgaben und Losungen

der Kreisolympiade (15.11.1978)

Olympiadeklasse 5

1. Die Gleise der BAM werden nach ihrer
Fertigstellung eine Gesamtlinge von 3200 km
haben. Je 1 m Gleis entsprechen 2 m Schiene.
Wieviel Tonnen Stahl werden fiir die Schie-
nen der BAM insgesamt benétigt, wenn man
fiir je 1 m Schiene 65 kg Stahl braucht?
Losung: Wegen 3200 2=6400 werden ins-
gesamt 6400km Schienen bendtigt. Wegen
6400 km =6400000 m und 6400000 - 65
=416000000 werden insgesamt

416000000 kg =416000 t Stahl

fiir diese Schienen benétigt.

2. Marie-Luise mochte eine zweistellige na-
tirliche Zahl z angeben, die die folgenden
Bedingungen (1), (2), (3) gleichzeitig erfiillt:
(1) Die Zahl z ist nicht durch 10 teilbar.

(2) VergroBert man die Einerziffer der Zahl z
um 4, so erhilt man die Zehnerziffer von z.
(3) Vertauscht man die Ziffern von z mit-
einander, dann erhédlt man eine Zahl, deren
Dreifaches kleiner als 100 ist.

Ermittle alle Zahlen z, die die genannten Be-
dingungen erfiillen!

Lésung: Wenn eine Zahl z die genannten Be-
dingungen erfiillt, so gilt: Die Einerziffer ist
nach (1) nicht 0 und nach (2) so beschallen,
daB aus ihr nach VergroBerung um 4 ein
Ergebnis kleiner oder gleich 9 entsteht.
Dabher ist die Einerzilfer eine der Ziffern 1, 2,
3, 4, 5, und fiir z verbleiben héchstens die
Moglichkeiten 51, 62, 73, 84, 95. Durch Ver-
tauschen der Ziffern entsteht jeweils 15, 26, 37,
48, 59, und das Dreifache dieser Zahlen ist
jeweils 45, 78, 111, 144, 177. Daher kénnen
wegen (3) nur die Zahlen 51 und 62 alle Be-
dingungen erfiillen. Die fir diese Zahlen
durchgefiithrten Rechnungen zeigen, daB diese
Zahlen die Bedingungen (1), (2) und (3) auch
tatséchlich erfiillen. ’

3. Vier Kooperative Abteilungen Pflanzen-
produktion (KAP), die mit 4, B, C und D
bezeichnet sein sollen, besitzen zusammen
92 Traktoren. Wenn B zur besseren Nutzung
drei ihrer Traktoren an A und vier ihrer
Traktoren an D weitergibt, dann verfiigen
alle vier KAP iiber die gleiche Anzahl von
Traktoren.

Wie viele Traktoren besall urspriinglich jede
der vier KAP?
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Losung: Wegen 92:4=23 verfiigt nach dem
Ausleihen jede der vier KAP iiber 23 Trak-
toren. Da C weder einen Traktor erhielt,
noch einen Traktor abgab, besaB sie auch
urspriinglich genau 23 Traktoren. A besaB
3 Traktoren weniger als 23, also 20 Traktoren.
D besall 4 Traktoren weniger als 23, also
19 Traktoren. B besaB 7 Traktoren mehr als
23, also 30 Traktoren.

4. Die abgebildete schraflierte Fliche ent-
steht, indem von einer quadratischen Fliche
zwei (gleichgroBe) dreieckige Flichen abge-
schnitten werden.

iz

67

A

Aus den in der Abbildung angegebenen Ma-
Ben (in mm) ist der Flicheninhalt der schraf-
fierten Fliche (in cm?) zu berechnen.

Losung: Wegen 672 =4489 betrigt der Fla-
cheninhalt des abgebildeten Quadrats
4489 mm?. Die beiden Dreiecke lassen sich
zu einem Viereck erginzen, das vier gleich-
lange Seiten und zwei rechte Winkel enthilt,
also ein Quadrat ist. Wegen 172=289 be-
tragt der Fldcheninhalt dieses Quadrats
289 mm2. Wegen 4489—289=4200 und
4200 mm? =42 cm? hat die schraflierte Fli-
che den Flicheninhalt 42 cm?.

67

Olympiadeklasse 6

1. a) Die Multispektralkamera MKF-6 von
Sojus-22 fotografierte bei jeder Aulnahme ein
rechteckiges Gebiet von 115 km Breite und
165 km Linge.

Berechne den Flacherninhalt eines solchen
Gebietes!

b) Wihrend der 83. Erdumkreisung am 20.
September 1976 iiberflog Sojus 22 die DDR
in Richtung von Eisenach nach Pasewalk.

Auf einer Landkarte im MaBstab 1:700000
hat die dabei iiberflogene Strecke eine Linge
von 65 cm.

Wie lang ist diese Strecke in Wirklichkeit?
(Angabe in km) (Rechnung ohne Beriick-
sichtigung der Erdkriimmung)

Lésung: a) Wegen 115-165=18975 betragt
der Fldacheninhalt eines solchen Gebietes
18975 km?2.

b) Wegen 700000-65=45500000 ist die
Strecke in Wirklichkeit 45500000 cm =455
km lang.

2. Ermittle alle zweistelligen Zahlen z, die die
folgenden Bedingungen (1), (2) gleichzeitig er-
fiillen:

(1) Die Einerziffer von z ist um 1 kleiner als
die Zehnerziffer von z.

(2) Vertauscht man die Ziffern von z mitein-
ander, so erhdlt man eine zweistellige Prim-
zahl.

Lésung: Wenn z eine Zahl mit den geforder-
ten Eigenschaften ist, so hat z nach (2) nicht 0
als Einerziffer, also ist die Einerzifler eine der
Ziffern 1, ..., 9. Da nach (1) die Zehnerziffer
um 1 groBer ist, entfillt 9 als Einerziffer, und es
verbleiben wegen (1) fiir die zweistelligen Zah-
len z nur die Mdglichkeiten 21, 32, 43, 54, 65,
76,87, 98.

Von ihnen entfallen 21, 43, 65 und 87, da aus
ihnen bei Ziffernvertauschung je eine gerade
zweistellige Zahl, also keine Primzahl ent-
steht. Ferner entfillt die Zahl 54, aus der die
durch 5 teilbare zweistellige Zahl 45 entsteht.
Daher konnen nur die Zahlen 32, 76 und 98
alle Bedingungen der Aufgabe erfiillen. Tat-
sachlich sind sie zweistellig und erfiillen (1),
und sie erfiillen auch (2), da 23, 67 und 89
zweistellige Primzahlen sind. Die gesuchten
Zahlen lauten folglich 32, 76 und 98.

3. In einer Verkaufsstelle wird ein Artikel in
drei verschiedenen Ausfiihrungen angeboten,
wobei die Ausfiihrungen unterschiedlich im
Preis sind.

Beate kauft von jeder Ausfihrung dieses
Artikels ein Stiick und bezahlt insgesamt
10,50 M. Hitte sie drei Stiick von der billig-
sten Ausfiihrung gekauft, dann hitte sie
0,75 M gespart. Hitte sie dagegen drei Stiick
von der teuersten Ausfilhrung gekault, dann
hitte sie 0,75 M mehr bezahlen miissen.
Wieviel kostet jede der drei Ausfihrungen
dieses Artikels?

Lésung: Wegen 1050—75=975 und 975:3
=325 kostet die billigste Ausfihrung des
Artikels 3,25 M. )

Wegen 1050+75=1125 und 1125:3=375
kostet die teuerste Ausfilhrung des Artikels
375M.

Wegen 1050 — 325 —~ 375=2350 kostet die drit-
te Sorte 3,50 M.

4. Die abgebildete schralfierte Fliche ist
38 cm? groB. Sic ist aus einer quadratischen
Fliche entstanden. von der zwei (gleich



groBe) dreieckige Flichen abgeschnitten wur-
den.

Aus den in der Abbildung angegebenen
Mafen (in mm) ist die Seitenldnge a der Drei-
ecke (in mm) zu berechnen.

V.
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Lésung : Wegen 63% = 3969 hat das abgebilde-
te Quadrat den Flicheninhalt 3969 mm?. We-
gen 38cm2=3800mm? und 3969 —3800
=169 haben die beiden Dreieckllichen zu-
sammen den Flicheninhalt 169 mm?. Da die
beiden Dreiecke gleich groB und rechtwink-
lig-gleichschenklig sind, ergdnzen sie sich zu
einem Quadrat. Dieses Quadrat hat einen
Flicheninhalt von 169 mm? und daher die
Seitenldnge a= 13 mm. Die Seitenlinge a der
genannten Dreiecke betrigt 13 mm.
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Olympiadeklasse 7

1. An einer Schule unterrichteten die drei
Lehrer Schulze, Ufer und Krause in den
Fdchern Deutsch, Russisch, Geschichte, Ma-
thematik, Physik und Biologie. Es sei folgen-
des bekannt:

(1) Jeder dieser drei Lehrer -unterrichtet in
genau zwei dieser sechs Ficher, und jedes
dieser sechs Ficher wird von genau einem
dieser drei Lehrer unterrichtet.

(2) Sowohl der Lehrer (iir Biologie als auch der
Lehrer fiir Physik sind élter als Herr Schulze.
(3) In ihrer Freizeit spielen der Lehrer fiir
Russisch, der Lehrer fiir Mathematik und
Herr Schulze gern Skat. Dabei gewinnt Herr
Krause Sfter als der Lehrer fir Biologie und
der Lehrer fiir Russisch.

Weise nach, daB man aus diesen Angaben die
Verteilung der drei Lehrer auf die Ficher ein-
deutig ermitteln kann, und gib diese Vertei-
lung an!

Lésung: Wir bezeichnen die Namen der
Lehrer abkiirzend mit S, U bzw. K, die der
Fécher mit d, r, g, m, p bzw. b. Dabei be-
deute S=d, daB Schulze das Fach Deutsch
unterrichtet; S +b bedeute, daB Schulze nicht
im Fach Biologie unterrichtet; usw.

Aus (1) und (2) folgt S+b und S3=p; aus dem
ersten Teil von (3) folgt analog S+r und
S+m. Wegen (1) muB daher S=d und S=g
gelten. Ebenfalls wegen (1) gilt K+d und
K #g, und da aus dem zweiten Teil von (3)
die Beziehungen K +b und K #r folgen, gilt
wegen (1) mithin K =m und K =p. Ebenfalls
wegen (1) folgt schlieBlich U=r und U=b.

Damit ist gezeigt, daB auf Grund der An-
gaben nur folgende Verteilung moglich ist:
Herr Schulze unterrichtet Deutsch und Ge-
schichte, Herr Ufer unterrichtet Russisch und
Biologie, Herr Krause unterrichtet Mathe-
matik und Physik.

(Folgende Tabelle veranschaulicht den Lo-
sungsweg. Dabei bedeute ,,(2)-nein“ im Feld
S/b, daB Schulze wegen (2) nicht in Biologie
unterrichtet; usw.)

Da «DCA und ¥ MAC Wechselwinkel an
geschnittenen Parallelen sind, gilt
¥DCA=xMAC=36". )
Aus (1) und (2) lolgt

XDCA+ XACM = £DCM=T72°. (3)
Weiterhin ist nach Voraussetzung das Drei-
eck MCD gleichschenklig mit MD=MC=r;
hiernach und wegen (3) gilt

¥MDC= xDCM=T72°.
Daraus folgt x CMD=36°, w.z.b.w.

d r 4 m p b
S ja (3a)}-nein ja (3a)-nein (2)-nein (2)-nein
U (1)-nein ja (1)-nein (1)-nein (1)-nein ja
K (1)}-nein (3b)-nein (1)-nein ja ja (3b)-nein

2. Von einem Bruch wird gefordert, daB er

die beiden folgenden Eigenschaften (1), (2)
hat. :

Ermittle alle Briiche, die diese Forderung er-
fillen!

(1) Der Bruch stellt die gleiche gebrochene
Zah] dar wie 0,4.

(2) Die Summe aus dem Zihler und dem-

Nenner dieses Bruches ist eine zweistellige
Quadratzahl.

Lésung: Angenommen, es gibt einen solchen

Bruch ;—’ mit natiirlichen Zahlen p, g und g +0.

14

Wegen (1) gilt dann E=§ Daraus folgt

p=2n und g=5n (mit neN, n+0), also
p+q="Tn, was mit 7|p+q gleichbedeutend
ist. Da die Zahl 49 die einzige durch 7 teilbare
zweistellige Quadratzahl ist, kann wegen (2)
nur p+¢q=49 und somit n=7, p=14, g=35
gelten.

Wenn es also einen Bruch mit den geforderten
Eigenschaften gibt, dann kann dies nur der
Bruch ;—; sein.

Tatséichlich erfiilit ;—:
denn es gilt ;—:= 0,4 und 14+35=49=72

14

Also hat genau der Bruch 35 die geforderten

beide Bedingungen;

Eigenschaften.

3. In einem Kreis k mit dem Mittelpunkt M
sei ein Trapez ABCD mit AB || CD so gelegen,
daB die Eckpunkte A, B, C, D auf der Peri-
pherie des Kreises k liegen und AB Durch-
messer von k ist.

AuBerdem sei ¥ MAC=36°.

Beweise, daB dann ¥ CMD =136° ist!

D c

36°
A r M r 8

Lésung: Nach Voraussetz% ist dﬁ Dreieck
AMC gleichschenklig mit AM =MC=r, also
gilt xMAC= & ACM=36°. 1)

4. Uber sechs Punkte 4, B, C, D, E, F wird
folgendes vorausgesetzt: AABC ist ein recht-
winkliges Dreieck mit B als Scheitel des
rechten Winkels. D ist ein (innerer) Punkt der
Strecke AB; E ist ein (innerer) Punkt der
Strecke BC; F ist ein (innerer) Punkt der
Strecke DB. Die Dreiecke ADC, DEC, DFE
und FBE sind simtlich einander flichenin-
haltsgieich.

Ferner gilt FB=15cm und BE =20 cm.
Ermittle unter diesen Voraussetzungen die
Linge der Strecke AD! c

Fl__ 15 8

Léasung: Fiir den Flicheninhalt A, des Drei-
ecks FBE gilt laut Voraussetzung und nach
der Inhaltsformel fiir Dreiecke

Ay =%- 15-20 cm? =150 cm?.

Der Flicheninhalt des Dreiecks DBE betrigt
laut Voraussetzung 2- A,, so daB fir BD
folgt:

%E'ﬁ=3000m2, d.h. BD=30cm.

Der Flicheninhalt des Dreiecks DBC betrigt
laut Voraussetzung 3 - A, so daB fiir BC folgt

%R~E=4socml, d.h. BC=30cm.
Analog folgt fir AB:

1 4B-BC=600cm’, AB=40cm

und somit AD=AB—BD=40cm—30cm

=10cm. .
Die Linge der Strecke AD betriigt 10 cm.

Olympiadeklasse 8

1. Uber vier Schiiler mit den Vomamen
Alfred, Benno, Detlev, Egon und den Nach-
namen Ampler, Baumbach, Diirer, Erbe
werden folgende Angaben gemacht:
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(1) Egon ist jiinger als Benno, aber iiter als
Alfred. .

(2) Detlev ist dlter als Alfred, aber jiinger als
Benno. .
(3) Der Schiiler Diirer ist dlter als der Schiiler
Erbe, aber jiinger als der Schiiler Ampler.

(4) Der Schiiler Baumbach ist &lter als der
Schiiler Diirer, aber jiinger als Benno.

(5) Genau einer dieser vier Schiiler hat einen
Vornamen, der mit dem gleichen Buchstaben
beginnt wie sein Familienname. Untersuche,
ob sich aus diesen Angaben eindeutige Ant-
worten auf die folgenden Fragen (a), (b) be-
weisen lassen! Wenn dies der Fall ist, ermittle
die Antworten!

(a) Wie heiBen die vier Schiiler mit Vor- und
Familiennamen?

(b) Wie lautet die Reihenfolge der Schiiler
nach ihrem Alter, beginnend mit dem jiing-
sten Schiiler?

Lésung: Das Alter der vier Schiiler Alfred,

Benno, Detlev und Egon sei in dieser Reihen-.

folge mit a, b, d, e bezeichnet; das Alter der
Schiiler Ampler, Baumbach, Diirer, Erbe sei
in dieser Reihenfolge mit A, B, D, E bezeich-
net.

Wenn die Angaben (1) bis (5) zutreflen, so
folgt:

aus (1): a<e<b,aus (2):a<d<b,

aus (3): ExD <A, aus (4): D<B<b.

Aus (1) und (2) folgt, daB Alfred der jiingste,
Benno der ilteste ist.

Aus (3) und (4) folgt, daB Erbe der jiingste,
Diirer der zweitjiingste ist.

Der jiingste Schiiler heifit folglich Alfred Erbe.
Da ferner Benno der élteste Schiiler ist und er
nicht Erbe oder Diirer und wegen (4) nicht
Baumbach heien kann, muB er Ampler
heiBen.

Aus (5) folgt nunmehr: Ein Schiiler heifit
Detlev Diirer. Somit heiBt der vierte Schiiler
Egon Baumbach. Daher konnen nur die
Namen Alfred Erbe, Detlev Diirer, Egon
Baumbach und Benno Ampler, in dieser
Reihenfolge aufgezdhlt, die Fragen (a), (b)
in Ubereinstimmung mit den Angaben (1)
bis (5) beantworten.

Umgekebrt zeigt sich: Wenn diese Aufzih-
lung die Namen und die Reihenfolge der
Schiiler nach ihrem Alter angibt, so treffen die
Angaben (1) bis (5) zu. Also sind mit dieser
Aulzihlung die eindeutigen Antworten auf
die Fragen (a), (b) ermittelt.

2. Man ermittle die GroBen der Innenwinkel
eines Dreiecks ABC, auf dessen AuBenwinkel
folgende Aussage zutrifft:

Einer der AuBenwinkel mit dem Scheitel 4
sei um 16° groBer, einer der AuBenwinkel mit
dem Scheitel B sei um 49° kleiner als einer der
‘AuBenwinkel bei C.
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Losung: Werden die GréBen der Innen- bzw.
AufBlenwinkel des Dreiecks ABC bei A mit a
bzw. o, bei B mit § bzw. §’ und bei C mit y
bzw. y’ bezeichnet, so sind die zwischen ihnen
einerseits allgemein giiltigen und andererseits
vorausgesetzten Beziehungen beschrieben
durch

o' =180°—a=y"+16°=180°—7y + 16° und
p=180°—f=9"—49°=180°—y—49°,
woraus folgt:

a=y—16° und

B=7+49°, und mit Hille des Satzes iiber die
(Innen)Winkelsumme im Dreieck:
a+B+7y=180°=3y+33°.

Daraus erhilt man

y=49°, 0=49°—16°=33°

und f=49°+49°=98°.

Tatsidchlich existiert wegen 49°+33°+98°
=180° ein solches Dreieck ABC, und es be-
sitzt auBerdem AuBenwinkel folgender Gro-
Ben:

bei C mit y' =180°-49°=131°,

bei A mit o' =180°—33°=147°=131°+16°
=9+ 16° und

bei B mit f'=180°—98°=82°=131°—49°
=9y'—49°

3. Ermittle alle zweistelligen natiirlichen Zah-
len mit folgender Eigenschalft:

Addiert man 2 zu der gesuchten Zahl, so er-
hilt man das Dreifache derjenigen Zahl, die
durch Vertauschen der Ziffern der Ausgangs-
zahl entsteht.

Ldsung: Angenommen, es gibt eine derartige
Zahl. Dann hat sie die Form 10x +y, wobei
x und y natiirliche Zahlen mit x, y<9 sind.
Fiir diese gilt:

10x+y+2=3(10y +x),
Tx+2
29
Da y eine natiirliche Zahl ist, ist 7x+2 ein
Vielfaches von 29. Wegen 0<x<9 ist 25 7x
+2£65; deshalb kommen nur die Fille
Tx+2=29 und 7x+2=58 in Frage.
7x+2=29 ist nicht in natiirlichen Zahlen
lGsbar.
Aus 7x+2="58 folgt x=8; fiir y erhilt man
dann 2. Also kann hochstens die Zahl 82
die Bedingungen der Aufgabe erfiillen. Sie
erfiillt sie tatsdchlich; denn es gilt 82 +2=284
=3-28.
4. Gegeben sei ein Quadrat ABCD. Mit AB als
Radius sei um 4 ein Kreis gezeichnet. Dieser

schneide die Diagonale AC in E. Die in E
an den Kreis gelegte Tangente schneide die

somit y=

Seite BC in F.
] c
E.
F
N
4
A 8

Beweise, daB die Strecken CE, EF und FB
gleich lang sind!

Losung: (1) Der Winkel £ BCA ist 45° groB;
denn die Diagonale halbiert den rechten
Winkel bei C.

(2) Der Winkel ¥ CEF ist 90° groB, denn Be-
rithrungsradius und Tangente stehen senk-
recht auleinander.

(3) Aus den Aussagen (1) und (2) ergibt sich:
Der Winkel < EFC ist 45° groB, und aus den
Aussagen (1) und (3) folgt EF=EC. Ferner
git AAFE= AAFB (Ubereinstimmung in
AF, in AE=AB und in XAEF=¥XABF,
wobei diese Winkel 90° betragen, also jeweils
der lingsten Dreieckseite gegeniiberliegen).
Daher ist FB=FE=BC, w.z.b.w.

Olympiadeklasse 9

1. Eine Familie fahrt mit der StraBenbahn.
Der Vater zieht an der Zahlbox vier Fahr-
scheine, die durch sechsstellige Zahlen [ort-
laufend numeriert sind.

Der jiingste Sohn meint: ,,Gleichgiiltig, wie
die erste der vier Zahlen lautet, eine unter
diesen Zahlen muB eine durch 4 teilbare Quer-
summe haben.“ Der ditere Sohn behauptet
dagegen, daB unter vier aufeinanderfolgen-
den sechsstelligen Zahlen nicht notwendig
eine Zahl vorkommen muB, deren Quersum-
me durch 4 teilbar ist.

Wer von beiden hat recht?

Lésung : Es kommt z. B. unter den sechsstelli-
gen Zahlen

100008,

1000009,

10001 0und

100011
keine Zaht vor, deren Quersumme durch 4
teilbar ist. Also hat der dltere Sohn recht.

2. In einer Wiederholungsstunde iiber Zahl-
bereiche werden u. a. folgende Aussagen ge-
macht:

(1) Das Produkt zweier verschiedener irratio-
naler Zahlen ist stets wieder eine irrationale
Zahl.

(2) Die Summe zweier verschiedener irrationa-
ler Zahlen ist stets wieder eine irrationale
Zahl, )

(3) Die Summe einer rationalen und einer
irrationalen Zahl ist stets eine irrationale
Zahl. .

Man entscheide von jeder dieser Aussagen, ob
sie wahr oder falsch ist!

Ldsung: Zu (1): Die Zahlen 1/5 und die von
ihr verschiedene Zahl |/§ sind irrational, ihr
Produkt ‘/5'1/§=4 ist dagegen rational.
Aussage (1) ist also falsch.

Zu (2):|/2 und —}/ 2 sind verschieden irratio-
nale Zahlen. IThre Summe ist 0. Das ist eine
rationale Zahl. Aussage (2) ist also falsch.

Zu (3): Angenommen, es gibe eine rationale
Zahl r und eine irrationale Zahl x, deren



Summe eine rationale Zahl wire. Dann gibe
es ganze Zahlen a, b, c,d mit b+0,d +0 und

r—g r+)c—E
=5 =5
Daraus ergibe sich x=5—§=bcb—;d, also

der Widerspruch, daB x rational wire. Damit
ist bewiesen, daB Aussage (3) wahr ist. (Zum
Beweis von (3) kann auch statt der rechneri-
) c a
schen Umformung von x=2—5 als Satz
zitiert werden, daB die Differenz zweier ratio-
naler Zahlen stets wieder eine rationale Zahl
ist.)

3. Von einem rechtwinkligen Dreieck ABC
mit dem rechten Winkel bei B und ¥ BAC
=60° ist die Lange r des Umkreisradius ge-
geben. Berechnen Sie Umfang und Flichen-
inhalt dieses Dreiecks sowie die Linge der
auf seiner Hypotenuse senkrecht stehenden

Hohe!
C

Losung: Nach der Umkehrung des Satzes
von Thales liegt B auf dem Halbkreis iiber
AC. Sei M der Mittelpunkt von AC, dann ist
der Kreis um M mit dem Radius MA=MB
=MC=r der Umkreis des Dreiecks ABC.
Damit gilt AC=2r.
Das gleichschenklige Dreieck ABM hat laut
Voraussetzung einen Winkel mit der GroBe
60°, ist also gleichseitig. '
Daraus folgt AB=r. Nach dem Satz des
Pythagoras erhdlt man CB= rl/i
Damit gilt fir den Umfang u=3r+r[/3
=r(3+ [/3) und lir den Flicheninhalt
1=} 7886115,

2 2

Da der Flicheninhalt auch nach der Formel

[=L-4C n=r- h, mit h als Linge der Hohe

auf der Hypotenuse AC berechnet werden
kann, folgt

I 1

4. Man ermittle alle dreistelligen natiirlichen
Zahlen z, die die folgenden Eigenschalten (1)
_bis (4) haben: N
1) z ist eine Primzahl.
(2) Jede Ziffer von z stellt eine Primzahl
dar.
3) Die Quersumme z’ von z ist eine zwei-
stellige Primzahl.
4) Die Quersumme z” von Zz' ist eine
Primzahl.
Lésung: Angenommen, eine dreistellige Zahl
z hat die Eigenschaften (1) bis (4).
Wegen (2) konnen dann in ihr nur folgende
Zahlen als Ziffer vorkommen: 2, 3, 5 und 7.

Davon kdnnen wegen (1) die Zahlen 2 und 5
nicht als Endziffern auftreten. Also endet z
auf eine Ziffer 3 oder 7.

Da die Quersumme z’ eine zweistellige Prim-
zahl ist, die als Summe von drei Summanden
gebildet wird, von denen keiner groBer als 7
ist, kann z’ nur eine der Zahlen 11;13; oder
17,19 sein. Von ihnen hat nur z'=11 eine
Primzahl, nidmlich die: Zahl 2, als Quer-
summe.

Also gilt z’=11. .
Sei nun die letzte Ziffer von z die Zahl 7.
Dann muB die Summe der durch die beiden
ersten Ziffern dargestellten Zahlen 4 betra-
gen. Von den moglichen Zerlegungen der
Zahl vier in zwei natiirliche Zahlen als Sum-
manden (ndamlich0+4;1+3;2+2:3+1 und
4 +0) erfuillt nur 2+ 2 die Bedingung (2). Da-
mit erhilt man z=227.

Sei nun 3 die letzte Ziffer von z. Dann muB
die Summe der durch die ersten beiden
Ziflern von z dargesteliten Zahlen 8 betragen.
Von den méglichen Zerlegungen der Zahl 8
in zwei natiirliche Zahlen als Summanden
(namlich0+8;1+7;2+46;3+5;44+4;5+3;
6+2;7+1;8+0)erfiillen nur 3+5und 5+3
die Bedingung (2). Das fiihrt auf die Zahlen
z=353 und z=533. Wegen 533=13"-14 er-
fiillt die Zahl 533 nicht die Bedingung (1).
Also konnen hochstens die Zahlen 227 und
353 die Bedingungen der Aulgabe erfiillen.
Sie erfiillen sie tatsichlich; denn 227 und 353
sind Primzahlen. (Beweis: 227 ist durch keine
Primzahl p <17 teilbar, und es gilt 172> 227,
353 ist durch keine Primzahl p< 19 teilbar,
und es gilt 19%>353)

Ihre Ziffern 2, 2, 7 bzw. 3, 5, 3 sind ebenfalis
Primzahlen. Das gilt auch fir ihre Quer-
summe 11. SchlieBlich ist die Quersumme 2
von 11 eine Primzahl, wie es gefordert war.

Olympiadeklasse 10

1. Auf einer Geraden sollen sechs Punkte
A, B, C, D, E und F so angeordnet werden,
daB 4B=10 cm; BC=6 cm; BE=11 cm; CD
=2cm;FD=3 cm;ﬁ=3 emund DE=7cm
gilt

Untersuchen Sie, ob das méglich ist und in
welcher Reihenlolge die Punkte bei jeder der-
artigen Moglichkeit angeordnet sind! (Dabei
ist von den zwei zueinander entgegengesetzten

Anordnungsmoglichkeiten einer gesuchten

Reihenfolge nur eine anzugeben.)
B ] cC F A E

t t t + + + +—

0 1 2 3 4 5 6 7? 8 9 w0 H

Ldsung: Angenommen, eine Anordnung von
Punkten 4, ..., F erfiille die Bedingungen der
Aufgabe. Die Gerade, aul der die Punkte
liegen, werde als Zahlengerade mit der Ein-
heit 1 cm aulgefaBt.

Wegen BE=11cm kann dabei erreicht wer-
den, daB die Punkte B bzw. E den Zahlen 0
bzw. 11 entsprechen. Dann emtspricht, C we-
gen BC =6cm der Zahl 6 oder der Zahl —6,

weiterhin D wegen DE=7cm der Zahl 4
oder der Zahl 18. Hiernach kann aber
CD=2cm nur erfiillt werden, wenn C der
Zah! 6 und D der Zahl 4 entspricht. Nun folgt
weiter: Wegen AB=10cm entspricht A der
Zahl 10 oder der Zahl — 10; wegen FD=3 cm
entspricht F der Zahl 1 oder der Zahl 7.
AF =13 cm kann aber danach nur erfiillt wer-
den, wenn A der Zahl 10 und F der Zahl 7
entspricht. Also kénnen nur bei der Anord-
nung im Bild die Bedingungen der Aulgabe
erfiillt sein.

In der Tat erfiillt diese Anordnung (als einzige)
alle gestellten Bedingungen. Die gesuchte
Reihenfolge lautet: B, D, C, F, A, E. (Laut
Aufgabentext ist E, A, F, C, D, B als Ergebnis
ebenfalls richtig.)

2. Um aul einer gegebenen Strecke AB im
Punkt B die Senkrechte zu errichten, fiihrt
Roland folgende Konstruktion aus:

Er wihlt zwischen 4 und B einen Punkt C.
Sodann zeichnet er um B und C Kreise mit
dem Radius BC. Einen der Schnittpunkte
dieser Kreise nennt er D.

SchlieBlich zeichnet er die Gerade durch C
und D und trdgt darauf von D aus auf der
Verldngerung von CD eine Strecke der Lange
CD ab. Thren zweiten Endpunkt nennt er E.
Nun behauptet er, die Gerade durch B und E
sei die gesuchte Senkrechte.

a /c 0 B

Lésung: Variante |

Wegen CD=BD=BC ist das Dreieck CBD
gleichseitig. ’

Damit gilt ¥ CBD= £ BDC =60°.

Ferner ist wegen DE (=CD) =BD das Drei-
eck BED gleichschenklig, und es gilt ¥ DBE
= £ BED (als Basiswinkel).

Nach einem Satz iiber AuBenwinkel eines
Dreiecks folgt ferner

¥BDC= ¥DBE + ¥ BED.

Daraus erhilt man £ DBE=30°.

Damit ist xCBE= xCBD+ ¥ DBE=60"
+30°=90°.

Also ist BE Senkrechte zu AB in B.

Variante I1

Nach Konstruktion gilt DC=DE=DB. Also
liegt B auf dem Halbkreis iiber CE, und
¥ CBE ist nach der Umkehrung des Satzes
von Thales ein rechter Winkel.

3. Beweisen Sie, daB.die Summe der Qua-.
drate zweier auleinanderfolgender natiirli-
cher Zahlen nicht durch 3 teilbar ist!
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Losung: Yariante ]
Die erste der beiden Zahlen sei a. Dann ist die
andere a+ 1, und fiir die Summe s ihrer Qua-
drate gilt
s=a’+(a+1)?
=2a*+2a+1=2aa+1)+1.
Jede natiirliche Zah! Id08t bei Division durch 3
einen der Reste 0, I oder 2.
Fall1: a ist durch 3 teilbar. Dann ist auch
2a(a+1) durch 3 teilbar, und s 4Bt bei
Division durch 3 den Rest 1.
Fall 2: g 14Bt bei Division durch 3 den Rest 2.
Dann ist a+ 1 durch 3 teilbar, damit auch
2a(a + 1), und somit 1461 s bei Division durch 3
den Rest 1.
Fall 3: a 14Dt bei Division durch 3 den Rest 1.
Dann ist es mit einer natiirlichen Zahl n in der
Form 3n + 1 darstellbar. Man erhilt mithin
s=2(3n+1)-(3n+2)+1,
=209n%24+9n+2)+1,
=18n2+18n+5,
und 18n%+ 18n ist durch 3 teilbar, wihrend 5
und somit auch s bei Division durch 3 den
Rest 2 laBt.
Damit ist die Behauptung in jedem der mog-
lichen Fille bewiesen.

Variante I1

Die zu betrachtende Summe ist s=a’+

(a+1)* mit natiirlichem a (s. Variante I, An-

fang). Jede natiirliche Zahl ist modulo 3 einer

der Zahlen 0, 1, 2 kongruent.

Ist a=0(3), so ist a+ 1 =1(3),

(a+1)2=1(3), also s=1(3).

Ist a=1(3), so ist a+ 1=2(3),

(a+1)2>=1(3), also s=2(3).

Ist a=2(3), so ist a+ 1=0(3),

(a+1)*=0(3), also s=1(3).

Variante 111

Die zu betrachtende Summe ist

s=a’+(a+ )% Jede natiirliche Zahl a 4Bt

sich in der Form a=3n+r mit natiirlichen

Zahlen n, r schreiben, wobei 0<r<2 gilt.

Durch Einsetzen erhilt man:

s=3n+r?+@n+r)?+203n+r)+1,
=18n+ 12nr+6n+2r2+2r+ 1.

Da die ersten drei Summanden durch 3 teil-

bar sind, ist s nur dann durch 3 tcilbar,

wenn der Term 2r2+2r+1 dies ist. Setzt

man Q, 1 bzw. 2 [iir r in diesen Term ein, so

erhdlt man als Wert des Terms 1, 5 bzw. 13.

Da dieser Wert in keinem der Falle durch 3

teilbar ist, ist es auch s nicht.

4. Von einem Dreieck ABC mit XxCAB=«

=120" und ¥ BCA=y=30° ist die Linge r
- des Umkreisradius bekannt.

Berechnen Sie den Umfang und den Flachen-

inhalt dieses Dreiecks!
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Lisung: Nach dem Satz liber die Summe der
Innenwinkel im Dreieck gilt ¥ ABC =f=30",
und damit AB=AC. ()
Ist M der Mittelpunkt des Umkreises von
AABC, so gilt

AM=BM =CM =r. 2)
Wegen (1) und (2) geht die Mittelsenkrechte
von BC durch A4 und durch M, und sie ist in
dem gleichschenkligen Dreieck ABC die Win-
kelhalbierende von &£ CAB. Also hat in dem
gleichschenkligen Dreieck ABM ein Winkel
die Grofe 60°, folglich ist das Dreieck gleich-
seitig. Dasselbe gilt fir AACM. Somit ist
CABM ein Rhombus der Seitenlidnge r. Seine
Diagonale BC steht aul der Diagonalen 4AM
senkrecht und wird von ihr halbiert, also ist
BC die doppelte Hohenlinge eines gleich-
seitigen Dreiecks der Seitenlinge r. Daher hat
das Dreieck ABC den Umfang

CA+AB+BC=r+r+2/3=2+|/3.

Der Flicheninhalt des Dreiecks ABC ist
gleich dem halben Flicheninhalt des Rhom-
bus CABM, also gleich dem Flicheninhalt
des Dreiecks ABM ; er betriagt somit

2

Olympiadeklasse 11/12
1. Man untersuche, ob es reelle Zahlen b, c,
d so gibt, daB durch

n+b
—cn+d(n=l,2, 3,..)

eine Zahlenfolge definiert ist, [iir die a, =%,

3 . | . .
a=3 und lim a,.=§ gilt. Wenn es derartige

Qn

b, ¢, d gibt, so stelle man fest, ob sie durch diese
Forderungen eindeutig bestimmt sind, und
gebe sie in diesem Fall an.

2. Man ermittle alle diejenigen reellen Zahlen

x, fir die durch k=— X

L eine ganze Zahl

k deliniert ist.

3. Gegeben seien zwei von einem Punkt §
auspehende Strahlen s, ¢, dic einen Winkel
einschlieflen, fir dessen GroBe a die Unglei-
chung 0°<a<180° gilt. Gegeben sei ferner
ein Punkt P im Innern dieses Winkels. Ist g
eine Gerade durch P, die s und ¢ schneidet und
nicht durch S geht, so bezeichne 4 bzw. B
ihren Schnittpunkt mit s bzw. .

Man beweise, daB es unter allen diesen Ge-
raden g genau eine gibt, fr die das Dreieck
SAB einen moglichst kleinen Flidcheninhalt
hat. Man beschreibe eine Konstruktion dieser
Geraden.

4. Thomas stellt Jiirgen lolgende Aulgabe:
(1) In meiner Klasse betitigen sich genau
15 Schiiler im auBerschulischen Sport, und
zwar kommen nur die Sportarten FuBball,
Schwimmen, Turnen bzw. Leichtathletik vor.
.2} Jede der genannten Sportarten wird von
mindesleus einem Schiiiler betrieben.

{3) Kein Schiiler betreibt mehr als zwei dieser
Sportarten.

(4j Jeder Schiiler, der Schwimmen oder
Leichtathletik betreibt, betitigt sich auch in
einer zweilen Sportart.

(5) Genau 3 Schiiler betreiben sowohl FuB3-
ball als auch Schwimmen, genau 2 Schiiler
sowoh! Schwimmen als auch Leichtathletik:
kein Schiiler betreibt sowohl Fufiball als
auch Turnen.

(6) Die Anzahl der ,FuBballer” ist groBer als
die Anzahl der ,,.Schwimmer”, diese wiederum
ist groBer als die Anzahl der ,,Turner* und
diese grofBer als die Anzahl der ,Leicht-
athleten*.

(7) Die Anzahl der ,,Fuf3baller* ist gleich der
Summe der Anzahl der ,Turner” und der
,Leichtathleten®.

In (6) und (7) bezeichnet ,FuBballer*,
»Schwimmer® usw. jeweils einen Schiiler, der
die betreffende Sportart (allein oder neben
einer zweiten Sportart) betreibt.

Gibdie Anzahl der ,,FuBballer”, der,,Schwim-
mer”, der ,,Turner und der ,,Leichtathleten*
in meiner Klasse an!

Nach einiger Uberlegung sagt Jiirgen, da
diese Aufgabe nicht eindeutig losbar sei.
Man ermittle alle Lésungen dieser Aulgabe.

Auf die Losungen zu den Aufgaben 1 bis 4 der
Olympiadeklasse 11/12 miissen wir aus Platz-
griinden verzichten.

Losungen

XVII. Olympiade Junger Mathematiker

der DDR

Lésungen der Aufgaben der DDR-Olympiade
(Fortsetzung)

2. Losung entsprechend dem Vorschlag der
Aufgabenkommission:

Angenommen. cine rationale Zahl x habe die
verlangte Eigenschaft. Dann gibt es ganze
zueinander teilerfremde Zahlen p, ¢ mit ¢ >0

und x =§ sowie eine natiirliche Zahl n mit

2
Ez- +£+6=nz.
9 4
Daraus folgt p?>=q(—p—6q+n3g). Also ist
p? durch gq teilbar. Wire g durch eine Prim-
zahl tcilbar, so miiBte diese folglich in p? und

damit in p enthalten sein. im Wideispruch zur



Teilerfremdheit von p und ¢. Daher ist g=1,
und es gilt:
pz +p+ 6= nz.

-f-l z=n2—£""
PT3 3"

23=4n*—(2p+1)?
=2n—-2p-1)(2n+2p+1).

Damit ist die Primzahl 23 in zwei ganz-
zahlige Faktoren zerlegt, deren Summe eine
nichtnegative Zahl, nimlich 4n, ist. Folglich
scheidet von den beiden einzigen ganzzahli-
gen Zerlegungen 23=1-23=(—1)(—-23) die
zweite aus, und es gilt
entweder
2n-2p—1=1,2n4+2p+1=23
oder
2n—-2p—1=23,2n+2p+1=1.
Im ersten Fall folgt n—p=1, n+p=11 und
daraus p=5, im zweiten folgt n—p=12,
n+p=0 und daraus p= —6.
Folglich konnen nur die Zahlen x=5 und
x= —6 die geforderten Eigenschaften haben.
Tatsdchlich ist sowohl 25+5+6=36 als
auch 36 — 6 + 6 =36 das Quadrat einer natiir-
lichen Zahl.

3 A. Es sei z eine im 4-adischen Zahlensystem
mindestens dreistellige Zahl. Dann ist
n n
z=Y ad'undz=) a3
i=0 i=0
mit n=2, 0<a;<3 fir i=0, 1, ..., n und
a,+0, woraus

z—2' =(_il a4 —a;))—aolao - 1)

folgt. Da aolao—1)<6, ai(4'—a;)=0 fir i=1,
2, ..., (n—1) und a,(4"—a,)24*—a,216-3
=13ist, gilt z—2'>0.

Somit entsteht bei wiederholter Anwendung
des genannten Verfahrens eine Zahlenfolge,
deren Glieder, solange sie mindestens drei-
stellig bleiben, stindig kleiner werden. Somit
muB schlieBlich eine ein- oder zweistellige
Zahl auftreten. (Damit ist auch die Teil-
behauptung a) bewiesen.)

Nun sind séimtliche ein- bzw. zweistellige Zah-
len im 4-adischen System dargestellten Zah-
len (#0), wobei jeweils die Basis 4 aus Griin-
den der Vereinfachung fortgelassen sei:
1,2,3,10, 11, 12, 13, 20, 21, 22, 23, 30, 31, 32,
33. 1)
Nun gilt, wenn in abgekiirzter Schreibweise
die Gewinnung von z’' aus z jeweils durch
z—> & dargestellt wird:

13 23
~
20 =22 =— 31 =32
Y1 =10 =2 — 1 =— 12
~
’ 102 =-33
- 3
21 <
~30
Hier treten alle Zahlen aus (1) auf, womit die
Aufgabe vollstindig gelost ist.  ~
Bemerkungen: Diese Wahlaufgabe wurde von

72 der 93 Teilnehmer gewidhlt (etwa 75%).
Im Schwierigkeitsgrad erscheint sie ange-

messen. Einige Fehlschliisse traten gehduft
aul. Sie seien hier kurz genannt.
1. Falsche Induktion:

Sei Zn= [a,,a,,_ 1e- .0100]4,
zh=ad+al+...+a?und z,>7,.
Dann gilt

Zos 1 =[n+ 1@ .0180]a> 204
=ad+at+.. . +at .
Dabei wurde nicht beachtet, daB bei z, a,+0
gelten muB, dies aber nicht bei z,,; gellen
muB.
2. Sei z eine Zahl im 4-adischen Zahlen-
system mit der Stellenzahl groBer als zwei.
Dann wurde zunichst richtig 2>z’ aber dann
falsch z'>z"... geschlossen, woraus dann ge-
folgert wird, daB die 1 notwendigerweise er-
reicht wird.
3. Es wurde geschluBfolgert, daf nach endlich
vieien Schritten einé zweistellige Zahl ent-
steht und nicht, wie es richtig wire, eine
~hochstens” zweistellige Zahl.
Punkte 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Anzahl 2 3 5 10 6 6 21 12 7
Dr. W. Harnau,
W.-Pieck-U niversitdt Rostock

3B. Losung entsprechend dem Vorschlag der
Aufgabenkommission:

Fiir den 1.Fall ist insbesondere folgender
grundlegender Satz der rdumlichen Geo-
metrie von Bedeutung: (i) Liegen eine Ge-
rade g und ein Punkt P in einer Ebene ¢ und
ist h die Parallele zu g durch P, so liegt auch
h in e. Aus der Voraussetzung CN = BM folgt
zunichst MN | B,C,. Die Parallele h zu
B,C, durch P liegt nach (i) in der Ebene
¢ Ay, By, Cy, Dy) und auch in der Ebene
¢ M, N, P) wegen MN | h; sie ist also die
Schnittgerade dieser beiden Ebenen.

Da bei der Parallelprojektion — die ja der
Kavalierperspektive zugrundeliegt — parallele
Geraden wieder in solche iibergehen, erhilt
man in der vorliegenden Kavaliersperspek-
tive selbst die Schnittfigur MNUV (siche
Bild 1), indem man die Parallele zu MN
durch P mit den Strecken C;D, und A4,B,
zum Schnitt bringt.
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Im 2. Fall ist MN } B,C, wegen CN>BM;
da diese Geraden in einer gemeinsamen
Ebene liegen, schneiden sie sich in einem
Punkt X. Die Gerade PX ist nun oflensicht-
lich der Schnitt der Ebene ¢ (4,, By, C,, Dy)
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mit ¢ (M, N, P). Diese Schnittgerade kann in
der Darstellung selbst konstruiert werden
(siche Bild 2); sie schneidet aul Grund der
Lage von P die Kanten C,D, und A4,B, in
Punkten U und V. Damit ist MNUV die ge-
suchte Schnittfigur.

[m 3.Fall kann zunédchst in gleicher Weise
verfahren werden. Die Gerade PX schneidet
zwar auch hier die Kante C,D; in einem
Punkt U, aber nur die Verlingerung der
Strecke A,B, iiber 4, hinaus in einem
Punkt Y (siehe Bild 3); folglich schneidet
PX die Kante 4,D, in einem Punkt V. Die
Gerade Y M schneidet schlieBlich die Kante
AA, in einem Punkt W, Damit ist jetzt das
Fiinfeck MNUVW die gesuchte Schnitt-
figur.

O S
/ (ce 1)
N

v o

Bemerkungen: Seit mehreren Jahren wurde
den Schiilern wieder einmal eine Aulgabe aus
der darstellenden Geometrie gestellt. Nur
etwa 209, der Teilnehmer griffen zu dieser
Wabhlaulgabe. Die vorgelegten Losungen zei-
gen, daB die Schwierigkeiten an mangelhaften
Kenntnissen der elementaren Beziehungen
(insbesondere der Lage) im Raum liegen.
Trotz einer Reihe verschiedener und ideen-
reicher Ansitze und Losungswege (auf die an
dieser Stelle nicht weiter eingegangen werden
kann) konnten deshalb nur relativ wenige der
8 Punkte erzielt werden (sieche Ergebnis-
spiegel). Es wurde u. a. die Meinung vertre-
ten, daB im Falle 2 und 3 verschiedene Ebenen
durch MN zueinander parallele Schnittgera-
den auf der Ebene ¢ (4,, By, C,, D,) erzeu-

gen.
Punkte 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Anzahl 3 5§ 2 1 1 4 1 3 1

Dr. E. Quaisser, Pad. Hochschule
»Karl Liebknecht” Potsdam

4. Sei 5’ die Gerade, die aufl s in C senkrecht
steht und ¢’ die Gerade, die auf ¢t in C senk-
recht steht. s’ zerlegt die Ebene ¢, die von s
und ¢ aufgespannt wird, in dic Halbebene
&5(1) und &(2), wobei &(1) die Halbebene ist,
in der sich s befindet. Analog erhalten wir
£(1) und &(2), wobei in g(1) ¢ liege.
Behauptung: L=¢,(1)Neg, (1) ist die gesuchte
Menge.

Beweis: Ist P Umkreismittelpunkt eines Drei-
ecks ABC mité es und Bet, so ist P der
Schnittpunkt der Mittelsenkrechten von CA
und CB, also zweier Geraden, die sich in L
schneiden, da die Mittelsenkrechten in €,(1)
bzw. & (1) liegen.

Liegt P in L, so liegen die FuBpunkte Q bzw.
R der Lote von P auf die Geraden, die s und ¢
enthalten, auf s bzw. ¢ selbst und sind von C
verschieden. Wir verldngern die Strecken CQ
und CR um ihre eigene Linge iiber Q bzw. R
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hinaus. Wir erhalten die Punkte 4 und B, die
ebenfalls auf s bzw. ¢ liegen und zusammen
mit C ein Dreieck bilden. Nach Konstruktion
gilt PA=PB=PC, da PQ und PR aul den
Mittelsenkrechten von CA bzw. CB liegen.
Damit gehort P der gesuchten Menge an.

Bemerkungen: 1. Viele Schiiler betrachteten
dquivalente Fragestellungen: a) Gesucht ist
‘die Menge aller Punkte P, von denen man aul
s und ¢ das Lot fillen kann.

b) Gesucht ist die Menge aller Kreismittel-
punkte P, so daB der Kreis um P durch C
geht und s und ¢ noch einmal schneidet.

2. 60 bis 709, der Schiiler haben nur die
Menge L konstruiert, aber nicht gezeigt, daB
alle in L enthaltenen Punkte auch tatsichlich
den geforderten Bedingungen geniigen. Dies
liegt evtl. daran, daB den Schiilern die Be-
grille notwendig und hinreichend im Zusam-
menhang mit geometrischen Ortsaufgaben
nicht gentigend vertraut sind.

3. Sehr viele Schiiler hatten Schwierigkeiten
bei der Formulierung der Lagebezichungen.
Der logisch klare Aufbau der Losung war oft
nicht gegeben. Es wurden verschwommene
geometrische Begriflsbildungen benutzt (z. B.
bei den Begriffen Strecke, Gerade, Strahl).

4. Die Begriffe Vereinigung und Durchschnitt
wurden von einigen Schiilern verwechselt.

5. Die Aufgabe war angemessen. Nur drei
Schiiler erkannten die Problematik nicht.

Punkte nicht 0 1 2 3 4 S5 6
bear-
beitet
Anzahl 3 9 5 20 23 8 11 14
‘Dr. rer.nat. W. Moldenhauer,
W.-Pieck-Universitdt Rostock
Fortsetzung

(Aufgaben 5 und 6 s. Heft 1/79)

Eine Aufgabe —
verschiedene Losungen

Heute stellen wir wieder Losungsvarianten
zu Wettbewerbsaufgaben vor, die bei uns ein-
gegangen sind. Sie mogen allen Teilnehmern
am alpha-Wettbewerb Anregungen zum Lo-
sen von Aufgaben geben.

In Heft 5/1977 veroffentlichten wir folgende
Aulgabe:

Maé6 ®1660 Zu ermitteln sind alle zweistel-
ligen natiirlichen Zahlen mit der Quersumme
10, die folgende Bedingungen erfijllen: Ver-
groBert man die der vorderer,bZilTer entspre-
chende Zahl um 4 und vermindert man die der
hinteren Ziffer entsprechende Zahl um 2, dann
erhilt man das Dreifache der Ausgangszahl.
Wie viele Zahlen mit dieser Eigenschaft gibt
es?

In Heft 1/1978 veroffentlichten wir dazu eine
Losung:

Die zu ermittelnden zweistelligen natiirlichen
Zahlen lassen sich durch 10a+b darstellen;
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dabei gilt die Einschrinkung 1<a<5 und
2£b<9. Alle moglichen Fille sind in der
folgenden Tabelle erfaBt:

a b a+4 b-2
1 9 5 7
2 8 6 6
3 7 7 5
4 6 8 4
5 5 9 3

Nur fir a=1 und b=9 existiert eine L5sung,
und es gilt 19-3=57.

Wir stellen nun die Losung von Martin
Bismark aus Dresden, Schiiler einer 6. Klasse
der Dr.-Richard-Sorge-OS, vor. Martin 16ste
diese Aulgabe wie [olgt:

.Die gesuchte zweistellige natiirliche Zahl sei

x=10a+b. Die der vorderen Zifler ent-
sprechende Zahl wird genau dann um 4 ver-
groBert, wenn man zu x noch 40 addiert. Die
der hinteren Ziffer entsprechende Zahl wird
genau dann um 2 vermindert, wenn man von
x noch 2 subtrahiert. Daraus folgt
x+40-2=3-x,

x+38=13x,

2x =138,

x=19.

Die zu ermittelnde Zahl heiBt 19, und es gilt
3-19=57.

Wir stellen nun die Losung von Birgit
Wittwer aus Dresden, Schiilerin der Klasse 6c
der 108. Oberschule, vor. Birgit 16ste diese
Aufgabe wie [olgt:

Die zweistellige natiirliche Zahl 1dBt sich
durch 10a+ b darstellen; nun gilt
3-(10a+b)=10:(a+4)+(b-2),
30a+3b=10a+40+b-2,

20a +2b =138,

10a+b=19.

Nur a=1 und b=9 erfiillen wegen 1<a<9
und 0<b <9 diese Gleichung. Die gesuchte
Zahl lautet 19.

Wir stellen nun die Losung von Frank
Mangold aus Unterschonau, Schiiler der
K1. 6 der POS -, Erich Weinert“, vor. Frank
15ste diese Aufgabe wie folgt:
Die gesuchte Zahl 148t sich darstellen durch
zy=10a+b. Ferner soll gelten
2,=10-(a+4)+(b—2)=10a+ b+ 38.
Weiterhin gilt
3-zy, =2y also
3-(10a+b)=10a+b+38, n
30a+3b=10a+b+38, '
20a+2b=18,
10a+b=19. )
Aus der Bedingung a+b=10 fiir die Quer-
summe folgt
b=10—a.
Setzen wir (2) in (1) ein, so erhalten wir
10a+(10—a)=19,
9a=9,
a=1.
Daraus folgt weiter b=10—a=10-9=9.
Die gesuchte Zahl heiBt 19.

J. Lehmann/Th. Scholl

@

Losungen zu alpha-heiter 6/78:

Seltsame Vasen

Freudiges Wiedersehen

Die Entfernung, die-der spazierengehende
Freund in einer Minute zuriicklegt, sei eine
Einheit. Dann entspricht die Entfernung, die
der Fahrgast zuriicklegt, 2 Einheiten. Die
Entfernung, die die StraBenbahn in einer
Minute zuriicklegt, entspricht 8 Einheiten.
Als der Fahrgast aussteigt, besteht eine Ent-
fernung von 8 + 1 Einheiten. Die Entfernung
verkiirzt sich dann je Minuteum 2 — 1 =1 Ein-
heit. Folglich holt er den Freund in 9 Minuten
ein.

Verschwundener Wein

Die Frau setzte in jede Ecke vier Flaschen und
1 Flasche in die Mitte jeder Seite. Jetzt waren
nur noch 20 Flaschen da. Die Frau hatte also
vier Flaschen getrunken.

4 1 4

1 1

4 1 4

Griechischér Denksport
90=130+ 60;
60+90=30+30+30+30+30;
120=90+30

Der KuB der Muse

Ein schwieriges Problem

(1)  849+753=1602;
()  1089—432=657;
(3)  7039-4=28156;

4) 27504 :9168=3;
50 9+1
O Ty
Ein Ritselredakteur in Aktion

1. Johann Widmann, 2. AuBenwinkel, 3. Ka-
theten, 4. Omega, 5. Binom, 6. Summe, 7. Tan-
gente, 8. Euler, 9. Inkreis, 10. natiirlich,
11. Ebene, 12. Rhombus.

Der Name des Mathematikers ist Jakob
Steiner.
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Speziell
fiir Klasse 5/6

Das ,,mathematische Autorennen*

Ich mochte den Lesern der alpha ein unter
ungarischen Schiilern sehr beliebtes Spiel fiir
2 bis 3 Personen vorstellen:

Das mathematische Autorennen. (Ein Zhnli-
ches Spiel war Gegenstand der Aufgabe 1 fiir
die 9.Klasse in der ersten Stufe der
XVI. Olympiade Junger Mathematiker der
DDR))

Vor Beginn des Spiels legen die Spieler die
Rennbahn auf quadratisch kariertem Papier
fest (Bild i). Die Schwierigkeit dieser Bahn
kann der Erfahrung der Spieler angepalt
werden. Durch Auslosen werden die Start-
plétze bestimmt. Das Rennen erfolgt in ein-
zelnen Ziigen von Gitterpunkt zu Gitterpunkt.
Sieger ist, wer die Ziellinie unter Beachtung
der Spielregeln als erster erreicht.

Bild 1

,_
11
1T
T

1.2.3. Start Ziel

Spielregeln:

(1) Die Spieler fahren abwechselnd.

(2) Der erste Zug fithrt vom Startpunkt A4,
zu einem unmittelbar benachbarten Gitter-
punkt.

(3) Wenn bereitsein Zug 4;— ,~A4;(i=1,2,...)
ausgefiihrt wurde, so wihlt man den nichsten
Zug A;— A, +, nach folgender Vorschrift aus:
(Bild 2)

Bild 2

b

I

Aj

a) Man verldngert die Strecke A4;_ A; iiber 4;
hinaus um sich selbst und erhilt einen Punkt
A'.‘.

b) Man wihlt entweder A’; oder einen der
acht Gitterpunkte, die A’; unmittelbar benach-
bart sind, als Punkt A4;,,.

(4) Hat ein Spieler unter Beachtung der Regel
(3) angehalten (A4;.=A4;), so fihrt er wieder
wie beim Start neu an (Regel (2)).

(5) Zwei Spicler diirfen nie gleichzeitig auf
demselben Punkt stehen. Es ist aber gestattet,
auf der Spur eines Mitspielers zu fahren.

(6) Wenn ein Spieler aus einer Kurve heraus-
getragen wurde, so muB er umlenken und in
unmittelbarer Nidhe der Stelle, an der er die
Leitplanke durchfahren hat, auf die Rennbahn
zuriickkehren (siehe Bild 3).

Bild 3

K

Nach einigen Probefahrten wird man merken,
daB es gar nicht so leicht ist, immer die Kurve
zu kriegen und auf der Bahn zu bleiben. Wie
im StraBenverkehr ist es also notwendig,
vorausschauend zu fahren.

Man kann das Spiel durch Eintragen von 0!-
flecken auf der Fahrbahn (siche Bild 4a) er-
schweren. Die dort befindlichen Gitterpunkte
diirfen nicht Endpunkt eines Zuges sein.

Bild 4a

Um die Schwierigkeit des Spiels weiter zu
erhohen, kann man auch Verzweigungen der
Rennbahn vorsehen (siehe Bild 4b).

Bild 4b .

Es ist wichtig, die Rennbahn erst unmittel-
bar vor Spielbeginn festzulegen, da ja sonst
die Spieler ihre Route vorplanen kénnten.
Es gilt aucn als unfair, einen Mitspieler aus
seiner Spur herauszudringen. Ich wiinsche
viel Vergniigen bei diesem Spiel!

Ldszlo Schmidt, Budapest

Nikiforowski, Wiktor A., und Leon Freiman

Wegbereiter der neuen Mathematik

Ubersetzung aus dem Russischen
Bestell-Nr. 5464116

VEB Fachbuchverlag Leipzig 1978
Etwa 230 Seiten mit 37 Bildern,
12,5 cm x 20 cm, Broschur

etwa 5,50 M

In diesem populdrwissenschaftlichen Buch
wird ein bedeutender Abschnitt aus der Ge-
schichte der Mathematik beschrieben: die
erste Hilfte des 17. Jahrhunderts, in der die
Grundlage zur analytischen Geometrie und
zur Infinitesimalrechnung gelegt wurden. Vier
groBe Minner stehen im Mittelpunkt des
Geschehens: Descartes, Fermat, Torricelli,
de Roberval. Ihre wissenschaltlichen Ergeb-
nisse werden im Zusammenhang mit den
gesellschaftlichen Verhiltnissen jener Zeit
allgemeinverstindlich dargestellt. Leserkreis:
alle an populdrwissenschaftlichen Darstel-
lungen Interessierten, Oberschiiler, Studenten
an Fachschulen, Lehrer, Mathematiker.

M. Rehm

Strecke, Kreis, Zylinder

Mein kleines Lexikon

Kinderbuchverlag Berlin

80 Seiten, zahlreiche vierfarb, Illustr.

Preis 5,80 M

Bestell-Nr. 629 7700

Das Buch bietet die Méglichkeit, sich iiber
elementare geometrische Begriffe zu infor-
mieren, bereits erworbenes Wissen wieder auf-
zulrischen, zu vertiefen und zu erweitern und
sich auch mit geometrischen Zusammenhan-
gen vertraut zu machen.

Viele Stichworter des Buches greifen Schon-
heit und SpaB mathematischer Sachverhalte
auf, immer wird der Leser zur Selbstindigkeit
angeregt, zum Basteln und zum Knobeln.

G. Fanghénel/H. Vockenberg

Arbeiten mit Mengen

Volk und Wissen Volkseigener Verlag, Berlin
152 Seiten, zahlr. Abb. Preis 3,50 M
Geeignet fiir Arbeitsgemeinschaften

der Klassen 9 und 10

Bestell-Nr. 7070532



Math. i. School, London;,,Jesch*, Beograd ; ,,NBI*, , Eulenspiegel*

Gesucht und gefunden in Tschajan, Moskau; ,,Fiiles*, Budapest;

Labyrinthe

d
und
ohne einen

Weg zweimal zu gehen oder einen zu kreuzen. Wenn ihr die Silben

. Rolan
fi
in den Kreisen ordnet, wiBt ihr, was es auf dem Markt zu sehen gibt.

Jahrmarkt aufgebaut worden
will den Platz von Anfang bis Ende (von 1 nach 2) durchlaufen

dabei alle Stinde und Kinderbelustigungen besuchen,

In der Stadt ist ein kleiner




