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Liche Schiilerinnen und Schiiler!
Vor Buch liegt die erste Ausgabe einer neuen Zeitschrift. Schon beim Durchblittern konnt
Ihr feststellen, daf8 Buch diese mathematische Schiilerzeitschrift helfen wird, Eure Lei-
im_Mathematikunterricht zu verbessern. Sie gibt Euch interessante Anregungen

g

iir mathematische Knobeleien in Eurer Freizedl.

Die Zeitschri/t‘wird Euch mit bedeutsamen Ergebnissen aus der Geschichte der Mathematik
bekanntmachen, wichtige Einsichten uber die Anwendung der Malhematik\ in der gesell-
schaftlichen Praxis vermitteln und regelmafig iiber die Mathematik-Olympiaden der DDR
und der anderen sozialistischen Linder berichten.

Die grofien Erfolge der Werktitigen unserer Republik haben die Herausgabe der Zeitschrift
erméglicht.

Die Zeitschrift dient der Fiorderung der mathematisch Interessierten unter Euch, liebe
M ii;lel und Jungen, und der Entwicklung eines breiten Interesses fiir die bedeutende und
schone Wissenschaft Mathematik. Damit wird ein grofles Bediirfnis vieler Schidlerinnen
wnd Schiiler, aber auch der Lehrer erfiillt, die schon lange den Wunsch nack einer cigenen
mathematischen Schillerzestschrift gehegt haben.

Mage die Zeitschrift ,,alpha® dem grofen und schénen Ziel dienen, Euch zu hohen mathe-
matischen Leistungen 2u beféhigen und dafiir zu beéeislern, Buer Wissen und Konnen
mit ganzem Herzen Jiir die Sache des Sozialismus einzusetzen.

In diesem Sinne wiinsohe ich Burer neuen Zeitschrift viel Erfolg.

M.J@W

(Margot Honecker)
Minister [ir Volksbildung



HeiBe Tage in Sofia %}@

HPb-1966

Bericht iiber die VIIl. Internationale
Mathematikolympiade 1966

Am 1. Juli wurden Prof. Dr. habil. H.-J. Weinert, Delegationsleiter der deutschen
Mannschalt, und ich als Presscbeauftragter des Verlags Volk und Wissen von Mit-
gliedern der Mathematischen Gesellschaft der Volksrepublik Bulgarien auf dem
Flughafen in Sofia herzlich begriifit.

Am gleichen Abend — die Mannschaftsleiter aller neun beteiligten Linder waren ein-
getroffen — konstituierte sich die Jury. Fiir ihre Mitglieder begann sofort die Arbeit.

Aus 25 Anfgaben — die von den Mathematischen Gesellschaften der Linder eingereicht
worden waren — muBten sechs fiir die beiden Klausuren ausgewihlt und bis zu Beginn
des Wettbewerbs in die jeweilige Landessprache iibersetzt werden. Bestimmend fiir
ihren Inhalt war ein hohes Niveau, um den jungen Talenten die Méglichkeit zu geben,
ihre Kenntnisse zu zeigen. Sehr gewissenhaft muBte auch gepriilt werden, ob die Auf-
gaben den Lehrplananforderungen des jeweiligen Landes entsprachen, um keine Mann-
schaft zu iiberfordern.

Vom 2. bis 4. Juli trafen dic Mannschalten, bestehend aus je acht Schiilern und cinem
Begleiter, in Sofia ein. Sie hatten nun noch zwei bis drei Tage Zeit, sich mit der neuen
Umgebung vertraut zu machen, sich auf die bevorstehenden Klausuren einzustellen,
landestypische Speisen zu versuchen. Gleich am ersten Morgen nach der Ankunft gab
es zum Beispiel Tarator, kalt serviert, bestehend aus saurer Milch, Niissen, Schnitt-
lauch, Knoblauch und griinenr Gurken. Einige Teilnehmer schiittelten den Kopf, auf
die {lache Metallschale deutend. Prompt brachte eines der stets freundlichen und
flinken Midchen noch cine Portion, denn in Bulgarien bedeutet Kopfschiitteln: Ja,
Koplnicken dagegen: Nein. Lichelnd klirte die Dolmetscherin das MiBverstindnis.

Die Deutschen sind Kartoffel- und Butteresser. Die Bulgaren bevorzugen Reis und
Mehlspeisen, richten mit Ol an. Ihre Art zu wiirzen, unterscheidet sich oft erheblich
von der unseren. Am tapfersten und vorsichtigsten muBiten die mongolischen Freunde
sein, deren heimatlicher Speisezéttel ganz anders aussieht als der’ bulgarische. Alle
Wiinsche wurden sofort respektiert, um zu sichern, dal jeder Schiiler wohlauf und
ausgerubt in die Klausuren gehen konnte.

Was trieben die Jugendlichen vor dem Wettbewerbszyklus? Mancher holte sein Steck-
schach, seine Rommé- oder Bridgekarten aus dem Gepick. Partner fanden sich schnell.
Andere lagen auf ihrem Bett und beschiftigten sich mit mathematischen Problemen,
lasen Romane oder Zeitschriften. Die Ungarn spielten Fufball. Mitglieder der
Delegationen aus der CSSR und der DDR waren bei 18° Wasser- und 30° Lufttem-
peratur im nahen Bad zu finden. Einer Einladung zu einer Stadtrundfahrt folgten
die meisten.

Treue Begleiter und Helfer in allen Situationen waren die bulgarischen Dolmetscherin-
nen. Unsere Mannschaft wurde von Tanja Stojanova, die die deutsche Schule in Sofia
besucht, betreut. In allen Fichern — auBer Mathematik und Bulgarisch — wird dort
im Unterricht detsch gesprochen. Tanja unterhielt sich so perfekt, so akzentfrei, daB
wir sie fiir ein deutsches Midchen hielten. Kann es ein besseres Kompliment fiir Fleil
und Ausdauer beim Erlernen einer Fremdsprache geben? Tm Gesprich erfuhren wir,
daB sie in der letzten Schul- und Stadtolympiade jeweils die volle Punktzahl erreicht
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hatte. Als ,,Fachkollegin wurde sie respektvoll und begeistert in das Kollektiv der
deutschen Mannschaft aufgenommen. Sie verriet uns, daB sie Ingenieur werden wolle.
Thr Ziel sei, im 11. Schuljahr bis zur Landesolympiade vorzudringen.

Am 5. Juli wurde der Wettbewerb im groSen Horsaal der Kliment-Ochridski-Uni-
vemitit Sofia von Prof. Dr. Alipi Mathéev, dem ,,Vater der VIII. IMO“, eroffnet.
Seine BegriiBungsansprache war kurz. Aus langjéhriger Erfahrung wuBte er um die
Unruhe und Ungeduld der Schiiler. Dann verteilten die Delegationsleiter die Umschlige,
welche drei Aufgaben enthielten. Vier Stunden Zeit stand fiir die Losung dieser Auf-
gaben zur Verfliigung. Die meisten Teilnehmer atmeten nach harter Arbeit auf. Sie
fanden die gestellten Probleme nicht so schwer wie die des vergangenen Jahres. Auch
nach der zweiten Klausur dnderten sie diese Meinung nicht.

Ich habe einige Schiiler gefragt, wie ihnen wiihrend des Wettbewerbs zumute sei, denn
der grofle Horsaal (siehe Foto) biete doch eine andere Arbeitsatmosphire als Schule,
Arbeitsgemeinschaft oder Elternhaus. So lauteten einige Antworten: ,,Mich stért das

iiberhaupt nicht.” — ,,Ich halte mir zundchst die Ohren zu, um mich besser konzen-
trieren zu konnen.“ — , Ich benétige einige Zeit, mich einzuleben, dann geht's ganz
gut.” — ,,Ich brauche die Geriuschkulisse: Kritzeln der Federhalter, Rascheln des

Papiers, Klopfen der Zeichendreiecke.*

Fiir Mannschaftsleiter und Begleiter begann sofort nech der ersten Klausur wieder
harte Arbeit, die Etappe der Korrektur. Sie muBten sich in jede der sechs gestellten
Aufgaben und die von den Schiilern meist sehr unterschiedlich gebotenen Lésungswege
einleben. Bie wigten ab, analysierten fiir die kiinftige Arbeit, fanden Bestiitigung fiir
richtige Vorbereitung (oder auch nicht), waren stolz auf elegante Losungen ihrer
Zbglinge, drgerlich iiber Faselfehler, erwartungsvoll, ja neugierig, wie es wohl bei den
anderen Mannschaften aussehen werde. Die Spannung léste sich erst dann, als mit den
Koordinatoren alle Aufgaben noch einmal durchgesprochen waren. Bulgarische Wissen-
schaftler, jeder auf eine Aufgabe spezialisiert, iiberpriiften die Aufgaben jedes Schiilers,
bestitigten die von den Delegationsleitern vorgeschlagenen Punkte oder nahmen in
engem Einvernehmen noch Anderungen vor. Sie hatten ja einen Gesemtiiberblick iiber
die Leistungen der 72 Schiiler, spezxell fiir ,,ihre” Aufgabe. Nach dreitigiger ange-
spannter Korrektur und einer abschlieBenden fiinfstiindigen Aussprache legte die Jury
39 Preistriger fest (siehe Tabelle).

‘Wettbewerbsatmosphare




Tirnowo: Mitglieder der Jury bei heiterem Wortwecchsel

Fir Delegationsleiter, Betrener und Mannschaften begann nun eine unvergefliche
Rundfahrt durch die Volksrepublik Bulgarien. Gestartet wurde am Studentenkomplex,
der Unterkunft der Mannschaften, dem Wohnheim hunderter bulgarischer und eus-
lindischer Studenten. Originell ist sein Name: , Kilometerstein 4. Vier Kilometer
vom Stadtzentrum Sofins cntfernt, genau an dem genannten Kilometerstein, wurde
der erste Spatenstich zu diesem modernen Wolin- und Studienbeim getan. Kurz vor
der Abfahrt war noch groSe Unruhe in den Mannschaften. Geschenke, Aufgaben,
Stidtebiographien, mathematische Literatur, Abzeichen wechselten ihre Besitzer. Die
internationale Buchhandlung wurde formlich gestiirmt, als die ersten mit wertvoller

L. IMO 1959 II. IMO 1960 II1. IMO 1961

Preise [ 1. ] 2. ] a Dipl| 1. | 2. | 3. [Dipl| 1. ] 2. | 3. [DipL
VR Bulgarien »—I— — 1 |=j—=]1|l2|—=t=]|=]1
OSSR 1(—l—Jefrl1lele|—=1"7113
DDR ) — -] =]—=]={=]=l1]|=]|—=|1]3
SFR Jugoslawien - nicht teilgenommen -

Mongolische VR nicht teilgenontmen

VR Polen — | — |} — | 1 |nicht teilgenommen| 1 | — | — | 6
SR Ruminien 12211 jrin|—|1|1]4
VUd‘SSR —|—11]2 nicht teilgenommen
Ungarische VR 1l1lel1fele|—]1] ¢ 3] 1] 2
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Freundschaltlicher Ad tausch Beim Spaziergang am Schwarzen Meer

mathematischer Literatur ankamen. Jeder war heimisch geworden in Solia. Die tiefsten
Eindriicke hinterlieBen bei den Teilnehmern das Georgi-Dimitroff-Mausoleum, der
Pionierpalast und die Gedichtniskirche ,,Alexander Newski‘.

Jeder freute sich, durch die Rundfahrt ein weiteres Stiick Bulgarien kennenzulernen.
Im Autobus war dann auch die beste Gelegenheit zum Gedankenaustausch. Sprach-
schwierigkeiten gab es kaum. Fast jeder Teilnehmer beherrschte neben seiner Mutter-
sprache noch eine oder zwei Fremdsprachen. Alle Schiiler der sowjetischen Mannschaft
zum Beispiel sprachen Englisch (und zum Teil Deutsch), alle Rumiinen perfekt Fran-
zosisch, drei auch perfekt Deutsch. Unsere Schiiler dagegen hatten Schwierigkeiten,

) An der VIL. IMO nahm auch dle Republik Flnnland teil. 1 Sehiller erhielt 1 Diplom,

IV.IM01962 V.IM01963 VL IMO 1964 VII IMO 1965%) VIIL. IMO 1966

L2 |nlajar]e|s]1]e s Defl]ea]a e
—frle|=l—ls|—|=ls|—j=|1|—=|=]2]3]~—
— 131 | —=|1|—fjefe|—ta|s|—[—=]1]2]—
Tl == =7s|=[1]e2|—|2|aj—fs|a|l—|—
nichtteilgen. | 1 | 2 | 1 |—| 1 |1 |[— | —12|—|—]| 2|1 —
_ nicht teilgenommen — (=1l === | —=|=]—]1

—lr|3|—|—=l2e|rj1|8|—=f1|3|1|1|4]1|—

—i3|3|1|1|s|—|2|s|—(4a|s|1f1]1]2]|—

2 e 2|4 |s 13|15l —|<f5 11—
2 |3 |a|—|5 a|3 1]1|sl2|2(2|a3|e|1]=




ihre Russisch- und Englischkenntnisse so anzuwenden, daB ein einigermafien fliissiges

Gegprich zustende kam.

Viel zu schnell flogen an uns voriiber: das malerische Tirnovo, Gebirgsziige mit bizarren

Bergriicken, bewaldete Hiigel, bald abgeldst von fruchtbaren Ebenen. In Warna wurde

Station gemacht, ein kiihles Bad am ,,Goldenen Strand” genommen. Weiter ging es

iiber Nessebar und Burgas zu der Stadt auf sieben Hiigeln, Plovdiv. Etwas zerschlagen,

doch reich an Erlebnissen und begeistert von zahlreichen Freundschaftstrellen, kehrten

wir nach eciner herrlichen Fahrt durch das Rila-Gebirge nach Sofia zuriick. Unsere

bulgarischen Freunde gaben mir noch einige Zahlen fiir mein Tagebuch, die ich Euch,

liebe Leser, nicht vorenthalten mdchte:

@ Bulgarien steht in der Pro-Kopl-Erzeugung von Tomaten, Tabak, Sonnenblumen-
samen, Weintrauben und Apfeln an einer der ersten Stellen in der Welt.

@ Nahezu ein Fiinftel der gesamten Anbaufliche des Landes wird kiinstlich berieselt.
(1939 war es nicht einmal ein DreiBigstel.)

@ Jihrlich werden 300000 Tonnen Frischgemiise, 200000 Tonnen Tomaten, 292000
Tonnen frisches Obst, 70000 Tonnen Tabak ausgefiihrt.

@ Das Verhilltnis zwischen landwirtschaftlicher und industrieller Produktion belguft
sich auf 22:78.

@ Aus 300000 Rosenblittern gewinnt man 1 g Rosendl.

Die zahireichen GroBbaustellen zeigten uns den raschen Aufbau des Landes. Mit Stolz

fiihrten uns bulgarische Komsomolzen durch das méchtige Eisenhiittenkombinat Kremi

Kovzi. Nicht unerwihnt lassen méchte ich die tiefen Emdrucke, die die Darstellung

der bewegten Geschichte dieses Landes auf uns alle machte, sei es durch Besuch zahl-

reicher Denkmiiler, Museen oder durch das leidenschaftliche Wort unserer bulgarischen

Reisebegleiter. Politische, fachliche und personliche Probl waren stets eng mit-

einander verflochten und zeigten den Gleichklang der Meinungen der Delegationsleiter,

Betreuer, Schiiler und der uns bewirtenden Gastgeber. 1200 km lang war unsere Reise

der Freundschaft.

Die deutsche Mannschaft het bei der VIIL. IMO gut abgeschnitten. Das ist der

Erfolg jahrelanger konsequenter Arbeit, aber auch Verpflichtung, das Erreichte weiter

auszubauen. J. Lehmann

DDR-Mannschaft - VIIl. IMO 1966

Peter Enskonatus, Berlin Reinhard Hoppner, Prosen (Bezirk Cottbus)

1. Preis 2. Preis

Walte'r Liepe, Berlin Gert Siebert, Berlin

1. Preis 2. Preis

Josef Richardt, Deuna (Bezirk Erfurt)

1. Preis Konrad Schmiidgen, Grifendorf (Bezirk
Leipzig)

Stefan Heinrich, Berlin
2. Preis Ludwig Staiger, Jena (Bezirk Erfurt)
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Wir losen
eine Aufgabe
der VIIl.IMO

Eine der sechs anf der Internationalen
Mathematik-Olympiade 1966 in Sofia ge-
stellten Aufgaben lautete:

Auf den Seiten AB, BC, CA des Dreiecks
A\ ABC sei jeweils ein Punkt M, K bzw. L
beliebig, aber verschieden von den Eck-
punkten angenommen. Es ist zu beweisen,
daB der Flicheninhalt wenigstens eines g Hoppner und Dr. Bausch unmittelbar vor
der Dreiecke A LAM, A MBK, A KCL Beginn der ersten Klausur. ,,Ist die Formu-
nicht groBer als ein Viertel des Flichen- lierung der Aufgabe klar?

inhaltes ¥ des Dreiecks A ABC ist.

Die Aufgabe war von der VR Polen vorgeschlagen worden. Die richtige Lésung
wurde mit 8 Punkten bewertet (von den insgesamt erreichbaren 40). Die 72 Teil-
nehmer der Olympiade erreichten im Durchschnitt 6,99 Punkte, die Durchschnitts-
punktzahl unserer Delegation betrug 7,38.

Die oben formulierte Aufgabe war sicher nicht die schwierigste der VIIL. IMO. “Wir
wollen sie etwas eingehender betrachten, weil gerade sie sehr verschiedene Losungs-
moglichkeiten zuliBt und auch mit sehr elementaren Mitteln gelést werden kann, so
daB sie ganz gewil auch von Schiilern der niederen Klassenstufen zu bewiltigen ist.
Voraussetzung ist, da man die gebriuchlichsten Formeln fiir den Flicheninhalt eines
Dreiecks beherrscht und mit Ungleichungen umzugehen weiB. Wir haben fiir die Auf--
gabe vier verschiedene Beweismoglichkeiten ausgewihlt. Der erste und der dritte
Beweis sind sicherlich die einfachsten, wobei besonders der erste mit ganz elementaren
Mitteln auskommt. Der vierte Beweis ist etwas umsténdlich, aber trotzdem originell,
da er zu einem Extremwertproblem hinfithrt. Zusiitzlich zu dem bereits genannten Stoff
(Ungleichungen, Flicheninhalt des Dretecks) wird fiir die einzelnen Beweise folgendes
bendtigt: Strahlensatz (erster Beweis), binomische Formel zweiten Grades (zweiter
Beweis), geometrisches und arithmetisches Mittel (dritter Beweis), Extremwert-
bestimmung (vierter Beweis).

Erste Beweismdglichkeit: A’, B’ und C’ seien die Mitten der Seiten BC, CA und
AB des Dreiecks A ABC.

Sind die Punkte X, L, M mit den Punkten
A’, B, C' identisch, so ist die Behanptung
der Aufgabe erfiillt, denn der Flichen-
inhalt jedes der Dreiecke A LAM, A MBK
und A KCL betrigi dann '/, F. Der Fall,
daf der Flicheninhalt jedes der Dreiecke
groBer als 1/, Fist, kann, wenn iiberhaupt,
offensichtlich nur dann eintreten, wenn
Abb, 1 K=+ A’,L+B’, M+ C’ und die Anordnung
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der Punkte K, L und M beziiglich der Punkte A’, B’ und ¢’ jeweils dem gleichen Um-
laufsinn entspricht (o. B. d. A. wihlen wir diesen wie in Abb. 1). Es miissen 2lso ent-
weder die Bedingungen

AC < AM, BA’ < BK, CB' < CL )
(sieche Abb. 1) oder die Bedingungen

G > A, BA' > BK, OF > 0L
erfiillt sein. Wire z. B. AC' < AM und BA’ > BK, so hitte das zur Folge, daf}
Fupr < FC:B A =14 F. Wiirde in einer der Bezichungen Gleichheit eintreten, z. B.
AC’ = AM, so wiirde das, wenn die Flicheninhalte Fypy; Fram > 1/, F sind, zu
BA’ < BK und CB’ > CL fithren. Das hicBe jedoch, daB Fgcr, < 1/, Fist. 0. B.d. A.
bleibt ledlgllch der Fall zu untersuchen daB die Bedingungen (1) erfiillt sind.

Betrachten wir nun den Flicheninhalt F, des Sechsecks A’KB’LC’M. Dieser kann auf
zwel verschiedene Arten ausgedriickt werden:

F, = Frax + Fasaar + Foex + Feur
= Fype + Fagp + Fore + Fouars (2)
wobei Fy - = 1/, Fist. Vergleichen wir z. B.die Flicheninhalte der Dreiecke A A’KM
und A A’KB mit der gemeinsamen Grundlinie A'K. Aus dem Strahlensatz folgt
BC Il C'B, also ist die Hohe des ersten Dreiecks kleiner als dié des zweiten und
somit Fpxm < Farxpe. Analog gilt Fyx < Fprer und Foyr, < Feoyar. Damit folgt
aus (2) Foux > 1/, F, d. b

Fram + Fypr + Fror =3, F. 3y

Das-aber bedeutet, da ja alle drei Summanden positiv sind, daB auch bei' der hier
betrachteten ungiinstigsten Anordnung der Punkte K, L, M die Behauptung der Aui-
gabe erliillt ist. Wegen (3) konnen wir iibrigens die Behauptung sogar verschirfen:
Entweder alle drei Dreiecke haben den Flicheninhalt 1/, F, oder es gibt unter ihnen
wenigstens eins, dessen Flicheninhalt kleiner als 1/, F ist (diese Verschirfung folgt
auch unmittelbar aus dem zweiten und vierten Beweis).

Zweite Bewexsmogllchkelt Wir bezeichnen AB=¢, BC=a, CA=b, KC= k,
TA =1, MB=m, & CAB =@, & ABC = f, & BCA = y (siehe Abb. 2), wobei

0<k<a, 0L1<h O0<m<e, 0°<a,f,y<180° 4)
Dann gilt
Fran = % l{c —m)sine
1 :

Fupr = 5 m(@—k)sinf (5)
Frep = %k(b—l)siny

Abb.2

F=lbe.sma= —l—hc-sinﬂ— Loab.sin
) ) ) ¥
und 3= %— a?b%? sin ez sin fsiny (4 0) . (6)

Aus (5) und (6) folgt

Fram- FLE!K FKCL mkl (e—m)(a— k) (b — l) @
P a*b2 et ° »



Qffenbar ist

m? —em + %l = (m—i)2 =0
d.h mc—ms 7,
‘was zusammen mit (4) zu

0<m(ec—m)< c—
fiihrt. Analogist 0 <1 (b —1) = 4 N 0<k(a —k) S—
Aus diesen Ungleichungen folgt

okl (¢ —m) (@ —k) (b—1) < ﬁ_".
Damit erhalten wir aus (7)

Frau- Fypx - Frep < (i F)“.

womit die Behauptung bewiesen ist.

Dritte Bewei 'c.". hkeit: Wir verwenden die gleichen Bezeichnungen wie im
zwelten Beweis (siche Abb. 2). :
0. B.d. A, sa1
ngl.
c =T
‘Wegen (8)

Da das geometrische Mittel zweier positiver Zahlen nicht groBer als das arithmetische
Mittel ist, gil.

und (da ca - sin § > 0)
-«m(a—k)smﬂS—i— wc-a-sinf,

4. b meng.

Vierte Beweisméglichkeit: Die Bezeichnungen sind wieder die gleichen wie in den
vorangegangenen Beweisen (Abb. 2). Auf der Seite AB des Dreiecks ABC baw. auf
deren Verlingerungen wiihlen wir zwei Punkte R und 8 so aus, daB

1
Farp =TFpes = F. (&)

9



‘Weiter existiert stets ein solches A (0 <C 1 < 4), daB
. A
For =4 F. (10)
Fiir 2 <1 ist die Behauptung der Aufgabe offensichtlich erfiillt. Es sei deshalb
1 < 2 < 4. Erweist sich, daBl darn
g+h=ec, an

wobei g = AR und h = BS, so ist die Behauptung fiir 1 <{ A < 4 ebenfalls erfillt,
denn dann ist der Flicheninhalt zumindest eines der Dreiecke A AML und A BKM
nicht gréBer als 1/, F, weil mindestens eine der Ungleichungen AMZ gund BM<h,
erfiillt ist.

Im weiteren beweisen wir die Ungleichung

c
g+h= Py (12)
Fiir 1 < A < 4 folgt hieraus g + h >> ¢, was sogar mehr als (11) aussagt.
Aus (9) und (10} erbalten wir
4gl="be; 4h(a—k)=ac; 4k(b—1)=1sab.
Diese Gleichungen ergeben fiir g + h den Ausdruck

c Ae 8
g+h=(1 +;i;ﬂ+a—_i)

(k und ] sind von 0 und & bzw. b verschieden).
Die Summe g + h betrachten wir als eine Funktion von k, die wir mit f (k) bezeichnen.
Zur Bestimmung der Extremwerte dieser Funktion setzen wir f (k) = 0 und finden
k* = %1/1 als einzige Losung dieser Gleichung im betrachteten Bereich 0 < k < a.
Es 148t sich leicht nachpriifen, daB [ (k*) >0 ist, also liegt, fiir k = k* ein Minimum
der Funktion f (k) vor, wobei

4y = —2o.
e = 55
Da dies fiir 0 < k < a der einzige Extremwert der Funktion f (k) ist, gilt die Un-
gleichung (12).

Die erste Beweisidee stammb von einem Schiiler der ungarischen Mannschaft; der
zweite, dritte und vierte Beweis wurde entsprechend der Reihenfolge von unseren

Schiilern Walter Liepe, Stefan Heinrich und Reinhard Hoppner geliefert.
. H. Bausch

Mit der Verleihung des Nationalpreises III, Klasse fiir Wissenschaft und
Technik wurden geehrt:

Fiir ihren Anteil an der Entwicklung der ,,Kleinen Enzyklopidie Mathematik™ zu
einem nach modernen methodischen Gesichtspunkten aufgebauten Wissensspeicher,
der durch seine beispielhafte Darstellung mathematischer Kenntnisse ein international
hoch anerkanntes Werk geworden ist.
Das Kollektiv ,,Kleine Enzykiopiidie Mathematik"
die Herren Prof. Dr. phil. habil. Hans Reichardt, Berlin; Walter Gellert, Leipzig;
Dr. rer. nat. Herbert Kiistner, Leipzig; Herbert Kiastner, Leipzig; Dr. pid.
Manfred Hellwich, Leipzig.
Das Redaktionskollegium unserer Zeitschrift gratuliert dem Kollektiv und allen Mit-
arbeitern der ,,Kleinen Enzyklopidie Mathematik*.
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Mit Mengen E
fiingt es an! =

Teil 1

Wenn man schon einige Jahre die Schule besucht, dann erinnert man sich vielleicht
gar nicht mehr daran, wie die‘Beschéftigung mit der Mathematik im ersten Schuljahr
(und vielleicht auch schon davor) eigentlich angefangen hat. Wie haben wir die natiir-
lichen Zahlen und das Rechnen mit ihnen kennengelernt? Die Antwort steht schon in
der Uberschrift: mit Mengen fing es-an! Wir haben mit bunten Stibchen gearbeitet,
und zwar mit einer Menge von Stibchen, oder mit Plittchen, und zwar wieder mit
einer Menge von Plittchen, und auch im Lehrbuch waren verschiedene Mengen von
Gegenstiinden abgebildet (Vigel, Autos, Kinder usw.). Seitdem haben wir immer wie-
der mit Mengen zu tun gehabt und werden ihnen auch in Zukunit noch héufig in der
Mathematik begegnen. Der Begriff , Menge* ist ein Grundbegriff der Mathematik.
Aber auch im tiglichen Leben gebraucht man hiufig das Wort ,,Menge®. Bedeutet es
immer das gleiche? Das ist leider nicht der Fall! Wir wollen uns deshalb zuerst einmal
klar werden, was wir in der Mathematik unter einer Menge zu verstehen haben.

1. Die Bedeutung des Wortes ,,Menge* in der Mathematik

Schen wir uns einige Beispiele an:

(1) In Leipzig wohnen eine Menge Leute.

(2) Fred hatte in seiner Pioniergruppe wegen seines schlechten Betragens eine Menge

Arger.

(3) In Monikas neuem Buch sind eine Menge Bilder.

In diesen Beispiclen denkt man bei dem Wort ,,Menge gewdhnlich an ,,viel: In

Leipzig wohnen viele Leute; Fred hatte viel Arger; in dem Buch sind wiele Bilder. In

dieser Bedeutung wird das Wort »»Menge**in der Mathematik aber gerade nicht benutat.

Wie also dann?

Wenn wir unsere Beispiele genauer betrachten, finden wir einen wichtigen Unterschied :

Die Menge der Einwohner von Leipzig setzt sich aus lauter Einzelpersonen zusammen,

jeder einzelne Einwohner gekort zu dieser Menge ; auch die Menge der Bilder aus Monikas

neuem Buch besteht aus einzelnen Bildern, die verschieden aussehen oder zumindest
an verschiedenen Stellen des Buches zu [inden sind. Wenn dagegen von ,,einer Menge

Arger die Rede ist, dann konnen wir keire einzelnen ,,Argertexlcheu oder so etwas

dhnliches finden, aus denen diese ,,Menge* bestehen kénnte.

In der Mathematik versteht man nun unter dem Wort ,,Menge‘* immer eine Zusammen-

Jassung (eine Gemeinschalt) einzelner, unterscheidbarer Dinge.

Die Einwohner von Leipzig bilden somit eine Menge im mathematischen Sinn — nicht,
, weil es viele sind, sondern weil diese Menge aus einzelnen, unterscheidbaren Dingen (nim-
" lich Personen) besteht, die zusammengekdren. Genauso ist es mit der Menge der Bilder

in Monikas Buch. Freds Arger dagegen bildet keine Menge im mathematischen Sinne.

Andere Mengen sind zum Beispiel:

(a) Die Menge der Bezirkshauptstidte der DDR.

(b) Die Menge aller sozialistischen Linder der Exde.

{c) Die Oberliga-Mannschaft des FC Karl-Marx-Stadt.



(d) Die Menge aller natiirlichen Zahlen, die kleiner sind als 3. (Hier schen wir noch ein-
mal, daB das Wort ,,Menge“ in der Mathematik nichts mit ,,viel” zu tun hat, denn
zu der eben genannten Menge gehdren nur die drei Zahlen 0, 1 und 2.)

Sicher kann jeder nun noch weitere Beispiele von Mengen finden.

Als Bezeichnungen fiir Mengen benutzt man gewdhnlich groBe Buchstaben: A, B, M,

N, R usw. oder auch M;, M, usw.

2. Elemente

Diejenigen Dinge, Lebewesen oder Begrifle, die 2u einer Menge zusammengefaBit wer-
den, nennt man die Elemente dieser Menge. Auch das Wort ,,Element* wird — genau
wie das Wort ,,Menge* — noch in anderen Bedeutungen benutzt. In der Umgangs-
sprache bezeichnet es manchmal sogar etwas Unerlreuliches: man spricht von ,,zweifel-
haften Elementen” oder gar von ,,knmmellen Elementcn“ In der Mathematik be-
deutet es dagegen nur das Dazugehdren. So kann man zum Beispiel sagen:
,Gera gehon. zur Menge der Bezirkshauptstidte der DDR.*
Oder auch:
,»Gera ist ein Element der Menge der Bezirkshauptstidte der DDR.“
Diese Redeweisen sind allerdings ziemlich umstdndlich. Man kann sie sehr verkiirzen,
wenn wir die im Beispiel (a) angegebene Menge einmal mit A bezeichnen und aufer-
dem fiir ,,gehdrt zu® bzw. ,,ist Element von‘* cin besonderes Zeichen einfiihren. Dann
kénnen wir schreiben:

Gera € A (gelesen: ,.Gera ist Element der Menge A oder noch kiirzer

,,Gera ist Element von A").

Bezelchnen wir die als Beispiel (b) genannte Menge mit B und die restlichen beiden
mjt C bzw. D, so kénnen wir jetzt schreiben:

DDR € B; Dieter Erler € C; 1€ D usw.
Uberlegt selbst, welche Elemente noch zu den Mengen A, B, C, D gehoren und wie
man das aufschreiben konnte!
Will man nun aber ausdriicken, da irgendein Element nicht zu einer gewisseu Menge
gehort, dann wird das Zeichen fiir ,,gehort zu” baw. ,,ist Element von* einfach durch-
gestrichen. Das sieht so aus:

Weimar ¢ A; Frankreich ¢ B; Klaus Urbanczyk § C; 5 ¢ D usw.
‘Wir merken uns also ganz allgemein:

a € M bedeutet ,,a ist Element vor M bzw. ,,a gehort zu M;
a { M bedeutet ,,a ist nicht Element von M‘‘ bzw. ,,2 gehort nicht zu M.
8. Das Angeben von Mengen ’
Wenn wir eine bestimmte Menge angeben wollen, so kénnen wir das auf zwei ver-
schiedene Arten tun:
(1) Eine erste Moglichkeit wire, die Namen oller Elemente aufzuschreiben, die zur
Menge gehoren sollen.
Bei unserem vorigen Beispiel (a) wiirde das etwa so aussehen:
= {Rostock, Schwerin, Neubrandenburg, Potsdam, Magdeburg, Halle, Er[urt, Suhl,
Gera, Leipzig, Karl-Marx-Stadt, Dresden, Franklurt/Oder, Cottbus, Berlin}
Und das Beispiel (d) sdhe so aus:
=1{0,1,9
Dieses Verfahren wird natiirlich immer unpraktischer, je mehr Elemente zu der be-
trellenden Menge gehdren. Schon wenn man zum Beispiel die Menge aller Telefon-
anschliisse in der Hauptstadt der DDR angeben will, muB man ein ziemlich dickes
Buch vollschreiben.
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(2) Die zweite Moglichkeit besteht darin, Eigenschaften bzw. Merkmale anzugeben,
durch die die Elemente der Menge gekennzeichnet werden kénnen. Jedes Ding, das
diese Eigenschaften oder Merkmale besitzt, gehort dann zu der betreffenden Menge,
und umgekehrt gehdrt jedes Ding, das diese Eigenschaften nicht besitzt, nicht zu
der Menge.

Unsere Mengen A, B, C, D, die wir vorhin kennengelernt haben, sind alle in dieser

‘Weise festgelegt worden: A durch die Eigenschaft, Bezirkshauptstadt der DDR zu sein;

B durch die Eigenschalt, ein sozialistisches Land zu sein; usw.

‘Wir wollen in dieser Weise einmal noch andere Mengen angeben.

Sei E die Menge aller natiirlichen Zahlen, die nicht grofler als 30 sind und sich sowohl

durch 2 als auch durch 3 ohne Rest teilen lassen.

Mit F wollen wir die Menge aller natiirlichen Zahlen bezeichnen, die kleiner als 36 sind

und die sich ohne Rest durch 6 teilen lassen.

Die Elemente beider Mengen kénnen wir aufschreiben. Es ist

E={0,6,12,18, 24,30} und
F =10, 6,12, 18, 24, 30} .

Wie jeder sieht, enthilt die Menge E genau dieselben Elemente wie die Menge F. Wir
haben es also gar nicht mit zwe: Mengen zu tun, sondern mit ein und derselben. Sie ist
nur einmal so und einmal so festgelegt worden. Wir stellen also [est: E = F.
Allgemein bezeichnet man in der Mathematik Mengen M und N genau dann als gleich,
wenn sie dieselben Elemente enthalten. '

Sehen wir uns noch ein anderes Beispiel an:

U sei die Menge aller ungeraden Zahlen zwischen 10 und 20; P sei die Menge aller
Primzahlen zwischen 10 und 20.

Jedes Element von P (jede solcle Primzahl) ist zugleich auch eine ungerade Zahl, also
Element von U. Trotzdem ist P wverschieden von U, denn nicht jedes Element von U
ist zugleich eine Primzahl. Wenn wir dic Elemente der beiden Mengen sufschreiben,
sehen wir:

U == (11, 13, 15,17, 19} und P = {11, 13, 17, 19} .
Es gilt also zwar 15 € U, aber 15 ¢ P. Alsoist U = P.

4. Teilmengen

Bleiben wir noch ein Weilchen bei den zuletzt betrachteten Mengen U und P. Sie sind

zwar nicht gleich, aber man kann doch auch nicht sagen, da$ sie iiberhaupt nichts

miteinander zu tun hitten. Immerhin gehért doch jedes Element von P auch zu U,

Diesen Sachverhalt driickt man in der Mathematik durch die kurze Schreibweise P © U

aus — gelesen: ,,P ist eine echte Teilmenge von U oder ,,P ist in U echt enthalten'’.

‘Warum redet man hier von einer echten Teilmenge? Gibt es denn auch umechte Teil-

mengen? Wir wollen es uns einmal iiberlegen!

Man bezeichnet eine Menge N genau dann als Teilmenge einer Menge M, wenn jedes

Element von N auch zu M gehért.

Dabei kann nun aber zweierlei geschehen:

(1) Es kann sein, daf die Menge M aufer den Elementen von N noch wenigstens ein
weiteres Element enthilt; d. h. zur Menge M gehort wenigstens ein Element, das
nicht zu N gehort. Man nennt dann N eine echte Teilmenge von M und schreibt N C M.

Bei unseren Mengen U und P liegt dieser Fall vor: Jedes Element von P gehért auck

zu U, aber in U gibt es wenigstens ein Element (nimlich die Zahl 15), das nicht zu P

gehort.
(2) Es kann aber auch vorkommen, daB die Menge M keine weiteren Elemente enthilt.
Dann bezeichnet man N als hte Teilmenge von M, denn dann ist jo N = M.
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Wenn man nicht genau weil3, welcher der beiden Fille vorliegt, nennt man N nur
Teilmenge von M und schreibt dafiir kurz: N € M. (Das Zeichen ,,.C* deutet die beiden
moglichen Fille an: N € Moder N=M.) -

Man darf die Schreibweisen N € M bzw. NC M und a € M nicht verwechseln. Die
Zeichen ,,S" bzw. ,,C“ sagen etwas iiber Bezichungen zwischen Mengen aus, wihrend
das Zeichen ,,€* die Zugehbrigkeit eines Elementes zu einer Menge ausdriickt.

‘Wenn man irgendeine Menge gegeben hat, so kann man meistens recht verschieden-
artige Teilmengen aus dieser gegebenen Menge herausgreifen. Betrachten wir zum
Beispiel einmal die Menge der Schiiler irgendeiner Klasse — jeder mége an seine eigene
Klasse denken! Teilmengen dieser Menge sind: Die Menge der Midchen in der Klasse;,
die Menge der Schwimmer; die Menge der Schiiler, die in Mathematik eine Eins auf’
dem letzten Halbjahreszengnis haben; die Menge der Thilmann-Pioniere in der Klasse;
die Menge der Schiiler in der Klasse, die schon einmal an Masern erkrankt waren; die
Menge der Briefmarkensammler usw. Jeder moge noch weitere Beispiele suchen.
Manche der aufgezihlten Teilmengen kinnen wieder unechte Teilmengen sein — zum
Beispiel die Menge der Thilmann-Pioniere, wenn alle Schiiler Thialmann-Pioniere sind.
Andere werden éechle Teilmengen sein. Dabei kénnen sogar merkwiirdige Dinge vor-
kommen:

Vielleicht hat nur ein einziger Schiiler in Mathematik eine Eins bekommen? Reden
wir dann euch noch von einer Menge? In der Umgangssprache wohl sicher nicht, in
der Mathematik aber ist es durchaus zuléissig, daB eine Menge nur aus einem einzigen
Element besteht.

Und was ist, wenn in der Klasse iiberhaupt kein Schiiler Brieimarken sammelt? Dann
gehoren zu dieser Teilmenge iiberhoupt keine Elemente. Wo bleibt dann die ,,Menge
der Briefmarkensammler der Klasse“? Wenn der Klassenlehrer die Absicht hatte, die
Namen der Briefmarkensammler an die Tafel zu sclireiben, dann wird die Tafel leer
bleiben. ,,Macht nichts", sagt man in der Mathematik, ,,dann nennen wir diese Menge
eben cine leere Menge'.

Weil es uber nicht mekrere verschiedene leere Mengen gibt — wodurch sollten sie sich
denn unterscheiden? — sondern nur efne, spricht man sogar von der leeren Menge und
fiihrt fiir sie ein besonderes Zcichen ein: .

Die leere Menge kommt auch in mathematischen Zusammenhingen vor. Betrachten
wir dazu noch zwei Beispiele:

T, sei dic Menge aller echten Teiler der Zahl 12.

Esist T, = {2, 3, 4, 6}.

T, sei die Menge aller echten Teiler der Zahl 13. Diese Menge ist leer, es ist T, = .

Lassen wir es fiir diesmal genug sein! Beim néchstenmal werden wir mehr iiber Mengen
erfabren; denn nicht nur die leere Menge ist interessant!
W. Walsch

‘WuBtest Du schon?

Cantor, Georg (3. 3.1845 bis 6. 1.1918). Wirkte in Halle. Schopfer der Mengenlehre, . . .
Beine kithnen Ideen sind zundchst von vielen seiner Zeitgenossen abgelehnt worden.
Erst die erfolgreiche Anwendung der Mengenlehre, die heute eine zentrale Stellung in
der Mathematik einnimmt, brachte ihm die verdiente Anerkennung.

Aus: J. Naas, H. L. Schiid: Mathematisches Warterbuch, Band I
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Eine Arbeitsgemeinschaft
Mathematik erlebte
die Deutsche Biicherei

Unsere Mitschiiler waren erstaunt, daB wir als Arbeitsgemeinschaft Mathematik an-
laBlich der ,,Woche des Buches'1966* die an der Grenze unseres Schulbezirks liegende
Deutsche Biicherei (DB) besuchen wollten. Sie waren erfreut, als wir mit einem Stof}
Material zuriickkehrten. Ein Teil ist anf den néchsten beiden Seiten zusammengestells.
In unseren AG-Nachmittagen und natiirlich auch im Unterricht werden wir nach und
nach Zahlen und Fakten auswerten. Jeder Teilnehmer wird diese Exkursion in guter
Erinnerung behalten.
Wir danken Herrn Bibliothekar S. Giinther, der uns fiihrte. Dabei erhielten wir einen
Einblick in Entstehung, Geschichte und Arbeitsweise einer der gréBten Bibliotheken
unseres Kontinents — besonders aulgezeigt am Fachgebiet Mathematik-Naturwissen-
schaften. Jeder spiirte die umfassende Bedeutung der DB fiir Wissenschaft, Kultur,
Industrie, Technik und Wirtschaft.
Jugendfreunde! Pioniere! Berichtct iiber Ture Erfahrungen in unserer Schiilerzeit-
schrift! Welche Exkursionen habt Ihr durchgefiihrt? Wie habt Thr sic ausgewertet?
Sendet Zahlenmaterial und Aufgaben aus der Praxis ein! Zeigt, wie Thr Forschungs-
auftrige im Fach Mathematik erfiillt habt!

Arbeitsgemeinschaft Mathematik

29. Oberschule Leipzig

Klassenstufe 6

Deutsche Biicherei, Leipzig




Die Deutsche Biicherei
im Spiegel
von Zahlen und Fakten

Das von 1914 bis 1916 errichtete Gebiiude hat
120 m Frontlinge und in der Mittelachse
63 m Tiefe,
4148 m? bebaute Grundilsche und
76736 m® umbauten Raum.
Der erste Erweiterungsbau an der Sudost-
seite, errichtet von 1934 bis 1936, umfaft
1036 m? bebaute Fliche mit
16636 m® umbautem Raum.

Er wurde 1963 bis 1964 um fiinf Magazin-
geschosse aufgestockt.

Der im Jahre 1959 begonnene zweite Erwei-
terungsbau an der Nordw bedeckt eine
Grundfliche von 1300 m2. Diese Bauetappe
gilt seit dem ersten Quartal 1963 als abge-
schlossen.

Gesamtzahlder Plitzein den 4 Lesesilen: 495.
Anzahl der Angestellten der Deutschen
Biicherei: 400, zuziiglich 19 Lehrlinge. -

Fir Erweiterungsbauten und die Moderni-
sierung der technischen Anlagen — u. a. er-
folste der Einbau einer automatischen
Biichertransportanlage und einer neuen Rolir-
postanlage — stellte die Regierung der DDR
bisher rund 8 Millionen MDN zur Verfiigung.
Die 1965 beendeten BaumaBnahmen haben
die Deutsche Biicherei in einen Stand ver-
setzt, der sie mit zu den am modernsten ein-
gerichteten GroBblblxotheken in Europa zih-
len 1aBt.

@ Unweit des Gelindes der Technischen
Messe in Leipzig steht die Deutsche Biicherei.
Sie wurde im Jahre 1912 mit dem Ziel ge-
griindet, das gesamte seit 1913 in Deutsch-
land erscheinende Schrifttum wie Biicher,
Broschiiren, Zeitschrilten und andere perio-
dische Verolfentlichungen, Dissertationenl)
und Habilitationsschriften?), kartographische
Druckerzeugnisse und das im Ausland er-
scheinende deutschsprachige Schrifttum liik-
kenlos zu sammeln. In spiiteren Jahren wur-
den in das Sammelgebleb noch olle im Aus-
land ersel Ub h
sprachiger Werke sowie die fremdsprachigen
Werke iiber Deutschland und deutsche Per-
sénlichkeiten, die Musikalien {Noten), Kunst- _
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blatter, die deutschen literarischen Schall-
platten und die deutschen Patentschriften
einbezogen.
Die DB bearbeitet die deutsche nationale
Bibliographie?), sie gibt empfehlende Biblio-
graphicn und Fachbibliographien heraus und
ist aul den Gebieten der Dokumentation und
Information, der Auskunft und Beratung
tétig. Dies alles gewinnt unschitzbare Be-
deutung in unserer Gegen\vm-t da die Wech-
hen haftlicher
Torschung und industrieller Produktion im-
wer stirker werden.
@ Am 31. Dezember 1965 besaB die Deutsche
Biicherei:
2816919 Biicher, Zeitschriften, Zeitungs-
binde, Atlanten, Musikalien;
375852 Hock Iscl Schulscl
ten;
731 Wiegendrucke;
34 Handschriften;
60672 Karten (Landkarten, MeBtisch-
blatker, Wandkarten).
@ Der Bestand von 3254208 Binden nahm
65841 laulende Meter Stelltliche in Anspruch.
@ Der Gesamtbestand der Deutschen Biiche-
rei betrug Ende 1965 4680205 bibliographi-
sche Einheiten.
@ Eine aufschiuBireiche Statistik:

W

I i o
ifter if-

Zugang an bibllo- Eingetragene

Johr graphischen Einhelten  Benutzer

1925 55817 8740
1935 68571 6519
1949 44055 9200
1955 66106 19199
1965 100106 26163

@ Die Zahl der laufend gehaltenen Zeit-
schriften betrigt etwa 25000 Titel, davon
sind rund 5000 fremdsprachig.



Die Deutsche Biicherei verfiigt iber 41600
Binde der im Ausland heinend er-

alter Sachkalalog neuer Sachkatalog:

setzungen deutschsprachiger Werke sowie der ﬁ;? g?lg 1045 llﬂsg bie 1008
fremdsprachigen Werke iiber Deutschland
und Persénlichkeiten des deutschen Sprach-
gebiels. Mengenlehre 46 82
@ Die Abteilung Beschaffung und Zugang Logerithmen 130 86
hat dafiir zu sorgen, daf alle sammelpflich-
tigen Verdffentlichungen sofort nach ihrem Rechuen 500 258
Eracheinen erfaBt werden und in die Biblio-
thek gel Sie hilt Beziek i Algebra 116 260
etwa 35000 Verlagen, Gesellschaften, Ver- . 69 182
einen, Parteien, emtlichen Stellen, Person- PP
Lichkeit beider d b Stoaten und  Matrizen 16 87
Westberlins. Ferner steht sie mit rund 22500
-ausléndischen Verlagen, Bibliotheken, In-  Tensorrechnung [ 27
ituti Persdnlichkeiten in Verbind 5
: Planimetrie 32 18
Eb Titel
tnenatio _l ver Nomographie 41 71
Schrlftlum lichungen
Differentialgeom. 65 111
in 32 Jahren 6315 81
(1913 bis 7. 5. 1945) ‘Wahrscheinlich-
= keitstheorie 68 194
in 21 Jahren 1296 129
(8. 5. 1945 bis 15. 10. 1966) Integrolrechnung 67 158
@ Eine Auswahlder an die Di he Biicherei mathem. Statistik 13 1o6

eingesandten und in das Fachgebiet Mathe-
matik eingereihten Titel sollen zeigen, wie sich
die Proportionen in einigen Sachgebieten ver-
schoben haben.

GrundriB der Deutschen Biicherei

i)

lrgitie

1) Dissertatlon: wissenschaftliche Abhandlung zur Hr-

langung des akademischen Doktorgrades.

2) Habllltali ift: i It Veroftons-
lichung eines angehenden Hochschullehress.

3) Babl ograph.e: Literaturverzelehnis, das die Tited
nach bestimmlen Gesichtspunkien (regional, eis-
lich, sachlich) zusammenia8t.
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MemnyHapORHbI KORrpeee MATEMATHROB

International Congress of Mathematicians
Congrés International des Mathématiciens
Internationaler MathematikerkongreB

Nach Amsterdam (1954), Edinburgh (1958) und Stockholm (1962) war in diesem Jahr
Moskau zum Tagungsort fiir den ICM bestimmt worden, der vom 16. bis 26. August 1966
stattfand. Uber 5000 Wissenschaftler aus etwa 50 Lindern, darunter auch eine starke
Delegation aus der DDR, waren zusammengekommen, um iiber die neuesten Ergeb-
nisse auf allen Teilgebieten der Mathematik zu berichten.

Die feierliche Ersifnung ebenso wie die AbschluBveranstaltung fanden im grofien
Kremlpalast statt. Fiir die wissenschaltlichen Veranstaltungen bot der Riesenkomplex
der Lomonossow-Universitit geniigend Raum.

In 15 Sektionen, z. B. Mathematische Logik und Grundlagen der Mathematik, Algebra,
Zahlentheorie, Topologie, Geometrie, mehrere Sektionen der Analysis und angewandten
Mathematik, Sektion Geschichtliche und pidagogische Fragen u. a., wurden Vortrige
iiber spezielle Themen des jeweiligen Gebietes gehalten, wobei in jeder Sektion auch
Wissenschaftler der DDR mit ihren Beitrigen vertreten waren. Dariiber hinaus kamen
in den Hauptvortragen Wissenschaftler fast aller Teilgebiete der Mathematik zu Wort.
Bei diesen Hauptvortrigen wurden nicht einzelne speziclle Teilergebnisse wie in den
Sektionen vorgelegt, sondern der Vortragende gab jewecils einen Uberblick iber ein
bestimmtes Thema, zeigte die Entwicklungstendenzen der letzten Jahre, die For-
schungsergebnisse sowie die Ziele der weiteren Forschungsarbeit.

Es ist unmoglich, aus den rund 2000 Vortrigen, die in einer der vier Kongresprachen,
Russisch, Englisch, Franzésisch und Deutsch, gehalten wurden, eine Auswahl zu treffen,
die auch nur annihernd einen Eindruck von der Vielfalt dex Themen vermittelt, zumal
diese Themen meist mit den Mitteln der Schulmathematik nicht erfaBt werden kénnen.
Deshalb soll nur einiges zur Arbeit der Sektion ,,Geschichtliche und pédagogische
Fragen‘ gesagt werden. Neben Einzeldarstellungen iiber die Arbeiten groier Mathe-
matileer wie Euklid, Leibniz, Euler, Hilbert u. a. konnte man Berichte iiber die Ent-
wicklung einzelner Teilgebiete horen, z. B. iiber die Entstehungsgeschichte der ab-
strakten Gruppentheorie, sowie iiber die Entwicklung der Schulmathematik in den
einzelnen Lindern. SchlieBlich berichteten viele Wi haltler iiber die Moderni-
sierung des Mathematikunterrichts, z. B. iiber die Bedeutung der mathematischen
Strulkturen im Unterricht, sowie iiber Versuche und Ergebnisse in der schulischen und
auferschulischen Arbeit.

Aber nicht nur in dieser Sektion, sondern auf dem gesamten KongreB kam zum Aus-
druck, welche Bedeutung der Ausbildung des Nachwuchses beigemessen wird, an-
gefangen von den ersten Schritten in das Land der Mathematik, die die Kinder in den
ersten Schuljahren tun, bis zur Ausbildung an Universititen und Hochschulen. Eine
bedeutende Rolle spielt dabei die auBerschulische mathematische Weiterbildung, und
es ist erfreulich, daB sich — besonders in der Sowjetunion — gerade die ganz Groflen
unter den Mathematikern, wie P. 8. Alexandrolf, A. N. Kolmogorow, E. B. Dynkin,
I. 8. Gelfand u. 2., immer wieder bereit erkliren, ihr groBes Wissen und ihre Erfahrun-
gen bei der Férderung der interessierten Schuljugend zur Verliigung zu stellen und
durch Schaffung entsprechender Literatur oder durch Vortrige ein fundiertes Wissen
und Preude an der Beschéltigung mit der Mathematik zu vermitteln, D. Zlegler
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Eine Aufgabe von

Prof. Dr. Udo Pirl

I. Mathematisches Institut der Humboldt-Unsversitit zu Berlin
Letter der Aufgabenkommission
des Zentralen Komitees der Olympiaden Junger Mathematiker der DDR

1 Aulgabe

Die drei Freunde ¥,, F,, F, wollen méglichst schnell von dem Ort A zu dem s km
entfernten Ort B kommen. Dazu steht ihnen ein Fahrrad und ein Moped zur Verfigung.
Zur Prizisierung der Aufgabe werden noch folgende Angaben gemacht:

1. Die in km/h gemessenen ,,Reiscgeschwindigkeiten® von Fubginger, Fahrrad und
Moped, in dieser Reihenfolge mit v, v,, v; bezeichnet, sind unabhingig davon, welcher
der drei Freunde das jeweilige Forthewegungsmittel benutzt und stehen in den GréfSen-
beziehungen v, < v, < v,

2. Keines der Fahrzeuge darf gleichzeitig mehr als einer Person zur Fortbewegung
dienen.

3. Keiner der Freunde darf gleichzeitig beide Fahrzeuge [orthewegen.

4. Jedes der Fahrzeuge darf (braucht aber nicht) von dem jeweiligen Benutzer unter-
wegs verlassen werden (evtl. auch mehrere Male) und darf (braucht aber nicht) von
einem Nachkommenden der drei Freunde zur Weiterfahrt benutzt werden.

5. Die beim ,,Umsteigen* verlorengehende Zeit wird nicht beriicksichtigt (sie wird
gleich Null gesetzt).

6. Es darf gewartet, zuriickgegangen oder auch zuriickgefahren werden.

7. Es gibt keinen Weg von A nach B, der kiirzer als s km ist, und es werden keine
anderen Fortbewegungsmittel als die drei angegebenen benutzt. Unter diesen Be-
dingungen soll die kiirzeste Zeit ermittelt werden, in der es dem zuletzt (bzw. den
zuletzt) in B ankommenden der gleichzeitig in A startenden Freunde moglich ist, B zu
erreichen.

. Wer kann’s?
Die Redaktion erwartet zahlreiche Losungsvorschlige.




Aufgaben zu: “

Mit Mengen
fdngt es an!

2 In welchen der folgenden Beispiele wird der Mengenbegriff im mathematischen
Sinne gebraucht?

(1) Auf Strafien und Plitzen liegt eine Menge Schnee.

(2) Eine Menge von Raumfahrzeugen ist im Einsatz.

(3) Unsere Familie hat eine Menge Schlitten, meine Schwester hat einen, und ich habe
einen.

(4) Wir rodelten und hatten eine Menge Spal dabei.

3 Dic Zahlenmenge-M = {2, 4, 6, 10, 12} besteht aus 5 Elementen. Schreibe den
Inhaltb folgender Sitze so kurz als moglich!

(1) Die Zahl 4 ist Element der Menge M.

(2) Die Zahl 8 gehort nicht zu M.

(3) 10 gehort zu M.

{4) Dic Zahl 0 ist nicht Element der Menge M.

4 Gib dic Menge aller geraden Primzahlen an!

3 Tritt bei den lolgenden Mengen die leere Menge auf?

(1) Die Menge der natiirlichen Monde der Erde.

(2) Diec Menge der Kosmonauten, die auf einen Mondflug vorbercitet werden.

(3) Die Menge der Sdugetiere, die 1966 auf dem Monde lebten.

(4) Die Menge der Gegenstinde, die sich heute auf der Mondoberlliche befinden.

6 Q sei die Menge aller Quadrate; R sei die Menge aller Rechtecke mit gleichen
Seiten. :

Welche Beziehung besteht zwischen diesen beiden Mengen?

7 Schreibe similiche Teilmengen der Menge N = {e, m, u} auf!

Zur Erweiterung wnd Vertiefung der im Mathematikunterricht und in der aufer-
unterrichtlichen Arbeit gebot Stoffgebiete verdffentlichen wirin jedem Heft Auf-
gaben. Bei der Beschiiftigung mit ihnen wiinschen wir viel Freude und vor allem

Erfolg. Im allgemeinen bringen wir die Losungen der Aufgaben im néchsten Heft.
Besonders geschickte Lo die bet der Redaktion eingehen, versffenilichen wir
mit Namen und Schule der Einsender. Ihr konnt auferdem durch Einsenden von.
selbstausgedachten  Aufgaben, von interessanten Aufgaben aus Eurer Unter-

richtsarbeit, der gesellschaftlichen Praxis oder der Tétighest Eurer Arbeitsgemein-~
schaft Milarbeiter unserer Zeitschrift werden. Wir freuen uns schon jetzt auf die

Fiille von Ideen, die, 2u Papier gebracht, auf unseren Schreibtisch flattern werden.



Wer 10st mit?

Hlllllil Wetthewerh

TFiir die Beteiligung am - Wettbewerb gelten die folgenden Bedingungen:

1. Am Wettbewerb kinnen sich alle Schiler der 5. bis 10. Klasse beteiligen, auch dann,
wenn diese Schiiler eine Berufs- oder Volkshochschule besuchen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von Name, Vorname, Privatanschrift, Schule und
Schuljahr zu richten an:

Redaktion alpha
7027 Leipzig
Postfach 14

3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im System der Aufgaben fortlaufend numeriert.
Der iiblichen Nummer sind ein W (d. h. Wettbewerb) und eine Ziffer in Klammern,
z. B. (7) vorgesetzt (d. h. fiir Klasse 7 geeignet).
4. Von dem Teilnehmer sind nur die Aufgaben seiner oder einer hoheren Klassenstufe
einzusenden, Nur dann erfolgt eine Bewertung.
5. Zur Erleichterung der Korrektur und aus technischen Griinden werden nur nach
dem unten angegebenen Muster eingesandte Losungen bearbeitet und bewertet. Fiir
jede Losung ist ein gesondertes Blatt zu verwenden, Format A 4 (210 mm X 298 mm).
Besonders freuen wir uns natiirlich tiber saubere, iibersichtliche Gestaltung.
6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder gute (d. h. vollstindige und richtige) Losung
-eingesandt haben, erhalten von der Redaktion eine Antwortkarte mit dem Pridikat
,;vorbildlich gelost" oder ,,gut geldst”. Wer keine Nachricht erhilt, hat die Aufgabe
unvollstindig, teilweise, nicht gelost oder die vorgegebene Form nicht beachtet.
7. Letzter Einsendetermin ist jeweils sechs Wochen nach Erscheinen des Heltes.
-8. Zwischen dem 15. und 31. Januar 1968 sind alle im Jahre 1967 erworbenen Antwort-
karten geschlossen an die Redaktion einzusenden. Eine Jury, deren Mitglieder wir im
Heft 6/67 vorstellen werden, wertet diese Antwortkarten aus, bergibt die Namen der
Preistridger und die Namen der aktivsten Einsender der Redaktion zur Verdifent-
lichung.
9. Aussicht auf Preise und namentliche Verdffentlichung haben Teilnehmer, die im
Laufe des Jahres 1967 Antwortkarten mit einem der beiden Pridikate erhalten haben.
Anerkennung wird also der Teilnchmer finden, der regelmiBig, gewissenhalt und
MeiBig mitarbeitet. .

Viel Erlolg wiinscht

Redaltion alpha

30mm A50 mm 30mm

at’owmz 3 703 A 36
iﬂm JBogem. W(s)a2

A Z Z

10 30

=
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8 Wenn Hans zu der Zahl, die sein Lebensalter in vollen Jahren angibt, noch 7

addiert, die erhaltene Summe mit 6 multipliziert, von diesem Produkt 24 subtrahiert

und die Differenz schlieBlich durch 6 dividiert, so erhilt er als Ergebnis seiner Rechnung
die Zahl 16. Wie alt ist Hans?

9 Ein Schiiler arbeitet im Mathematikunterricht mit zwei unterschiedlichen Zeichen-

dreiecken; eines besitzt zwei spitze Winkel von je 45°, das andere dagegen zwei spitze

Winkel von 60° und 30°.

Konstruiere mit Hilfe entsprechender Zeichendreiecke Winkel folgender GroBe:

o = 75°, a, = 15°, o, = 165°, &, = 105°!

10 Die beiden Ungleichungen a <<b und b < ¢ lassen sich als fortlaufende Un-

gleichung a'<’ b < ¢ schreiben.

Stelle aus den Ungleichungen

2> Vv>5y>v 2LV, 25,2y

eine fortlaufende Ungleichung her!

11 Eine Produktionsgenossenschaft des Handwerks besitzt zwei Kraftfahrzeuge vom

Typ ,,Wartburg-Kombi®. In einer bestimmten Woche legte das erste Auto genau die

Btrecke von 1200 km zuriick, das zweite Auto dagegen legie genau 800 km zuriick.

Das zweite Auto verbrauchte dabei 36 1 Kraftstofl weniger als das erste.

Wieviel Liter Kraltstoff verbrauchten beide Fahrzeuge zusammen, wenn wir annehmen,

daB der Kraltstolfverbrauch beider Kraftwagen fiir jeden gefahrenen Kilometer der

gleiche war?

W(5)12 Nach dem AbschluB eines Schulsportfestes vergleichen die Schiiler Heinz,

Werner, Uwe, Jiirgen und Karl ihre erzielten Leistungen im Weitsprung; sie stellen

dabei folgendes lest: ’

2) Heinz sprang weiter als Werner, jedoch nicht so weit wie Uwe;

b) zwei dieser Schiiler erreichten die gleiche Sprungweite;

c) Jiirgen, der nur 3,20 m schalfte, sprang nicht so weit wie Werner;

d) Heinz sprang genau um 20 cm weiter als Jiirgen;

e) die Sprungweite von Karl war zwar um 5 cm kiirzer als die von Uwe, jedoch um

10 cm linger als die von Werner.

‘Wie weit sprang jeder Schiiler?

W(5)13 Die Kiassen 5a und 5b einer Schule trugen untereinander ein Tischtennis-

turnier aus. Es. waren [olgende Spielregeln vereinbart worden: Jede Klasse wird

durch seine vier stirksten Spieler vertreten. Es werden nur ,,Doppel” gespielt, das
heiflt, in jedem Spieltreten zwei Schiller der cinen Klasse gegen zwei Schiiler der

anderen Klasse an. .

a) Wieviel verschiedene Gruppierungen zu je zwei Spielern lassen sich aus den vier
Spielern einer Klasse bilden? .

b) Jedes ,,Doppel* der Klasse 5a spielte gegen jedes ,,Doppel** der Klasse 5b genauein-
mal einen Gewinnsatz, das heiBt, ein unentschiedenes Spiel kam nicht vor. Wieviel
Spiele hatte jeder Schiiler der Klasse 5a zu bestreiten?

¢) Fir jedes gewonnene Spiel erhilt die Siegermannschalt eine Gutschrilt von zwei
Punkten. Wie endete das Turnier, wenn die Klasse Sa zwei Spiele mehr gewonnen
hat als die Klasse 5b?
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14 Bestimme die Mengen sller natiirlichen Zahlen n, fiir die die Ungleichungen

342 < n < 356 erviillt sind und aufBlerdem jeweils eine der folgenden Bedingungen gilt-

a) n ist eine gerade Zahl,

b) n ist Vielfaches von 3,

c) n ist durch 2 und durch 3 teilbar,

d) n ist durch 2, aber nicht durch 3 teilbar,

e) n ist durch 3, aber nicht durch 2 teilbar,

{) 20 ist Teiler von n,

g) n ist durch 25 teilbar,

h) n ist entweder durch 2 oder durch 3 teilbar,

i) 2 oder 3 sind Teiler von n,

k) o ist sowohl durch 3 als auch durch 4 teilbar! -

15 Mit welchen Ziffern miissen die Leerstellen in 5200200 belegt werden, damit die

entstehende fiinfstellige Zahl durch 36 teilbar wird? Wieviele Moglichkeiten gibt es?

16 An der ersten Etappe der diesjihrigen Mathematik- Olymplade beteiligten sich

insgesamt 216 Schiiler einer bestimmten Schule. Vor einem Jahr beteiligten sich an

der Mathematik-Olympiade schon doppelt so viel Schiiler dieser Schile wie vor zwei

Jahren. In diesem Jahr aber ist die Anzahl der Teilnehmer dreimal so groB wie im

vorigen Jahr. Wieviel Schiiler dieser Schule beteiligten sich an den Mathematik-

Olympiaden in jedem der letzten drei Jahre?

17 In der nachstehenden Figur treten verschiedene Winkelpaare auf (Nebenwinkel,
c Scheitelwinkel, Stufenwinkel, Wechsel-

winkel und entgegengesetat liegende Win-

48 i 0E kel). Es sind alle Winkelpaare zu ermitteln

AC 1 lE und unter Angabe ihrer Eigenschaften

BCIEF aufzuschreiben. Dabei beriicksichtigen wir

die Stufenwinkel, Wechselwinkel und ent-

4 8 gegengesctzt liegenden Winkel, die an ge-

schnittenen Parallelen auftreten.

Beispiel: ¢ AGD = < FGH (Scheitel-
] £ winkel).

W(6)18 Axel gibt Bruno eine harte NuB zu knacken; er sagt: ,In meiner Klasse
konnen genau 25 Schiiler radfabren und genau 20 Schiiler schwimmen. Jeder Schiiler
meiner Klasse iibt mindestens eine dieser beiden Sportarten aus. Multipliziert man
die Zah! der Schiiler meiner Klasse mit 8, so erhilt man als Produkt eine Zahl, deren
Quersumme doppelt so groB ist wie die Quersumme der Zahl der Schiiler. AuBerdem
ist dieses Produkt Vielfaches der Zahl 5.+
Bruno soll aus Axels Angaben folgendes ermitteln:
8) Wieviel Schiiler umfaft Axels Klasse?
b) Wieviel Schiiler kénnen nur radfahren, wieviel nur schwimmen?
¢) Wieviel Schiiler kénnen sowoh! radfahren als auch schwimmen?
W(6)19 Heinz, Gerd und Jochen haben sich in den Sommerferien in einem Zeltlager
fiir Junge Pioniere kennengelernt. Einer von ihnen wolnt in Berlin, einer in Leipzig
und einer in Rostock. Wir wissen von diesen drei Jungen:
a) nur Heinz und der Berliner kénnen schwimmen;
b) genau zwei dieser Jungen Pioniere, und zwar Gerd und der Leipziger, sind Handball-
¢ spieler;
¢) Jochen, der einzige FuBballspieler von diesen drei Freunden, ist glter als der Lelpzlger
d) keiner der Jungen, die schwimmen konnen, spielt FuBball;
) der FuBballspieler ist nicht der lteste von den drei Jungen.
Wo wohnen die drei Jungen, und welche Sportarten betreiben sie? Ordme die drei
Jungen nach ihrem Alter!
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%846 777 602 * 3%

*8x 30

20 Eine sechsstellige natiirliche Zahl beginnt mit der Ziffer 7. Diese erste Ziffer
ist zu streichen und an das Ende der Zahl zu setzen. Die so erhaltene Zahl ist mit
10 zu multiplizieren. Das Produkt ist gleich dem Doppelten der urspriinglichen Zahl
Wie lautet die urspriingliche Zah]?

21 Auf einer Geraden g sind L\mnzng voneinander verschiedene Punkte gegebeu
Durch je zwei dieser Punkte ist eine Strecke eindeutig festgelegt. Wieviel voneinander
verschiedene Strecken dieser Art liegen aufl der Geraden g?

22 TUnter den rationalen Zahlen a, b, ¢ sei genau eine positiv, genau eine negativ und
genau eine gleich Null. Ferner sei

a = bA(b% 4 ¢c?).

Welche der drei Zahlen ist positiv, welche negativ und welche gleich Null? .

23 Einem rechtwinkligen Dreieck soll ein Quadrat so einbeschrieben werden, daf
zwei Seiten des Quadrates auf den Katheten und ein Eckpunkt des Quadrates auf
der Hypotenuse des rechtwinkligen Dreiecks liegen. Fiihre die Konstruktion durch,
und weise ihre Richtigkeit nach!

W(7)24 Zum Gruppenrat der 7. Klasse gehoren Kurt, Herbert, Richard, Ilse und
Lore. Von ihnen wissen wir:

a) Richard ist jlinger als Herbert;

b} Lore ist dlter als Kurt;

c) Ilse ist jiinger als Richard;

d) Herbert wurde eher geboren als Lore;

e) Kurt ist jiinger als Richard;

f) Ilse ist jiinger als Herbert;

g) Lore ist dlter als Richard;

h) Kurt ist dlter als llse;

i) lise ist jinger als Lore;

k) Herbert ist ilter als Kurt.

Ordne die Schiiler nach ihrem Alter!

Welche der Angaben a) bis k) reichen bereits aus, um die Reihenfolge der Schiiler nach
ihrem Alter eindeutig festzulegen?

W(7)25 Wie kann man ein Rechteck mit den Seitenliingen 16 cm und 9 em so in zwei
Teilfiguren zerlegen, daf diese Teilliguren zu einem Quadrat zusammengefiigt werden
kénnen?

26 Zum fortlaufenden Numerieren der Seiten eines Buches bendtigt man insgesamt
876 Ziflern.

Wieviel Seiten hat das Buch?

Wie oft tritt jede der Zilfern O bis 9 aul?

27 Dicter rechnet sebr schnell. Er multipliziert zwei zwelstel.llge Zahlen, deren Zehner
iibereinstimmen und deren Einer die Summe 10 ergeben, im Kopf, 2. B x = 83-87:

x
Die Allgemeingiiltigkeit dieses Rechenvorteiles soll mit Hilfe von Variablen nach-
gewiesen werden.
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28 Das Produkt zweier natiirlicher Zahlen ist dreimal so groB wie die Summe dieser
Zahlen und sechsmal so grofl wie ihre Dilferenz.

Wie lauten die beiden Zahlen?

Hat die Aufgabe nur eine Lisung?

29 Es seien k ein Kreis mit dem Mittelpunkt M und A ein Punkt aul der Peripherie
des Kreises. Ferner sei C ein Punkt auBer-
halb des Kreises, und C liege auf der Ge-
raden AM so, daBB M zwischen A und C
liegt. Eine durch den Punkt C gehende

Al— } 73 Gerade, die nicht durch M geht, schneide
M den Kreis in den Punkten B und D so,
, daB D zwischen B und C liegt und die
Strecke CD ebenso lang wie der Radius
des Kreises ist (vgl. die Abbildung).
Es ist zu beweisen, dal} unter diesen Voraussetzungen der Winkel AMB dreimal so
grof ist wie der Winkel ACB.
30 Durch die Endpunkte A und C eines Durchmessers eines Kreises It seien zwei
Geraden gezogen, die einander parallel sind und den Kreis k in den weiteren Punkten B
bzw. D schneiden. Es ist zu beweisen, daB die Gerade BD durch den Mittelpunkt des
Kreises k geht
31 Es sei ABCD ein konvexes Viereck, und es seien die Punkte E, F, G und H die
Mitten der Seiten AB bzw. BC bzw. CD bzw. DA.
Es ist zu beweisen, daB das Viereck EFGH ein Parallelogramm ist.
W(8)32 Es scien a, b, ¢, d rationale Zahlen, und es gelte

b4+0,d+0,a4Db c+d.

B,

a <
Wenn dann T =9

gilt, so gilt bekanntlich auch

a—b ¢ —d
a C
lolgt i

W(8)33 In den arabischen Erzihlungen von den tausendundein Nichten, die vor
vielen hundert Jahren gesammelt worden sind, finden wir in der 458. Nacht ein
schones Riétsel: )

»Eine {liegende Taubenschar kam zu einem hohen Baume, und ein Teil von ilinen
setzte sich auf den Baum, ein anderer darunter. Da sprachen die auf dem Baume zu
denen, die unten waren: ,Wenn cine von euch herauffliegt, so seid ihr ein Drittel von
uns allen; und wenn eine von uns hinabfliegt, so werden wir euch an Zahl gleich sein.*
Wieviel Tauben waren anf dem Baum, wmvnel unter dem Baum?

34 In cinem Ferienlager meldet Helga, die ihre Gruppe noch nicht genau kennt, daB
2 Jungen ibrer Gruppe [ehlen. Der Larrerlelter meint, das kénne nicht stimmen; denn
er wei}, daB 27 Teilnechmer zur Gruppe gehoren, und er hat fes’cgestellb daB 6 Jungen
mehr anwesend sind als Madchen.

Die Behauptung des Lagerleiters ist zu begriinden.
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35 Ein Kiistenschutzboot unserer Volksmarine steuert bei einer Geschwindigkeit von
10 kn den Kurs N. Um 10.30 Uhr gibt es einem anderen Kiistenschutzboot, das zu
diesem Zeitpunkt sich in 10 sm Entlernung in Richtung O von ihm befindet, den
Befehl, mit 20 kn Geschwindigkeit auf kiirzestem Weg zu ithm zu stoBen.

Wann treflen die Boote zusammen?

Wieviel Seemeilen legt jedes Boot bis zum Zusammentreffen zurtick?

Uberpriifen Sie die rechnerischen Ergebnisse zeichnerisch!

36 Zecichnen Sie ein Quadrat, dessen Flacheninhalt gleich der Differenz der Flichen-
inhalte zweier Quadtate mit den Seitenlingen a und b ist!

37 Es st zu beweisen, dafl sich der Term 2a% + 2b2, wo a und b natiirliche Zahlen
sind, als Summe der Quadrate zweier natiitlicher Zahlen darstellen 1a3t.

W(9)38 Von dem Eckpunkt A eines Rhombus ABCD, dessen Winkel DAB stumpf
ist, [Gllt man die Lote auf die gegeniiberliegenden Sciten. Die Liinge der Lote sei x,
der Abstand ihrer FuBpunkte sei y.

Wie grof ist der Flicheninhalt des Rhombus?

W(9)39 Ein GefiB enthilt 300 g Alkohol und 500 g Wasser, ein anderes 100 g Wasser
und 225 g Alkohol.

Wieviel Gramm Fliissigkeit mufl man aus dem ersten Gefaﬁ in das zweite. GefdB
giefen, um in diesern GefiB eine Mischung zu erhalten, dic genau so viel Alkohol wie
Wasser enthélt?

40 Wenn jeder Teilnehmer eines Schachturniers genau cine Partie mit jedem der
iibrigen Teilnehmer spielt, so werden insgesamt 231 Partien gespielt.

Wicviel Teilnehmer hat das Turnier?

41 Ein Betrieb stellt zur Leipziger Messe als Reklamestiick drei gleichgroBe Wiirfel
ous, die mit Hille einer Stange lings ihrer Raumdiagonele so iibereinander gestellt
werden, daB ein Eckpunkt eines Wiirfels mit einem Eckpunkt des benachbarten Wiirfels
zusammen/illt.

‘Wie grof ist die Fliche, fiir die Farbe bereitgestellt werden muB, wenn alle Wiirfelfls-
chen gestrichen werden sollen und die Gesamthhe dieser Wiirlelmontage 6m betriigt?
42 Man zerlege ein Parallelogramm ABCD durch Geraden, die von C ausgehen, in
8 paarweise einander [lichengleiche Dreiecke.

43 Man ermittle alle reellen Lésungen der Ungleichung f T > 2.

44 Man konstruiere ein Sehnenviereck aus a, b, ¢ und e, wobei a, b und ¢ die Langen
dreier Seiten sind und e die Lange einer Diagonale des Sehnenvierecks ist.

W(10)45 Auf einem rechteckigen Zeichenblatt seien zwei Strecken gegeben, die auf
der Geraden g bzw. h liegen; diese Geraden mogen einander schneiden, jedoch auBer-
halb des Zeichenblattes. Ferner sei auf dem Zeichenblatt ein Punkt P gegeben, der
innerhalb des durch die Geraden g und h bestimmten Winkels liegt.

Esisteine Strecke zu zeichnen, die auf der Verbindungsgeraden des Punktes P mit dem
Schaittpunkt von g und h Legt.

W(10)46 Man beweise, daB die Zahl z = 722 — 42" fiir jede natiirliche Zahl n durch
33 teilbar ist.

Welche Beziehungen bestehen
A B zwischen den Fidcheninhalten
/ der drei Kreisabschnitte 2
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V. Olympiade

Junger Mathematiker der DDR

Aufgaben der Kreisolympiade (7.12.1966)

Klassenstufe 5

1. In jeder von [Gnf Kisten belindet sich genau
die gleiche Anzahl von Apfeln. Entnimmt man
jeder Kiste 60 Apfel, bleiben in den Kisten
insgesamt soviel Apfel iibrig, wie vorher in
zwei Kisten waren.
Ermittle die Gesamtzahl aller Apfel, die sich
anfangs in den Kisten befanden!
2. Gesucht ist eine zweistellige natarliche
Zahl mit folgenden Eigenschaften:
Die Summe ihrer Ziffern betriigt 10. Ver-
tauscht man ihre Ziffern und addiert zu dieser
dadurch entstandenen Zahl die Zahl 2, so
crhilt man das Dreifache der urspriinglichen
Zahl.
3. Die Zahl 97236 ist in sechs Summanden 2u
! Der erste § d ist gleich dem
neunten Teil dieser Zahl, der zweite Sum-
mand ist doppelt so groB wie der erste, der
dritte ist um 12792 kleiner els der zweite
Summand, der vierte dreimal so groB wie der
dritte und der fiinfte ist ebenso groB wie der
dritte Summand.
Wie lauten die sechs Summanden?
4. Mans nimmt em Trmnmg der Sektmn
Leichtathletik seiner Schul I
teil. Eine der Ubungen besteht in rhythmi-
schem Gehen mit enschlieBendem Nachfedern
im Stand. Die Lénge der Ubungsstrecke be-
trigt 30 m. Am Anfang und am Ende stchen
Fahnenstangen. Hans legt die Strecke aul
folgende Weise zuriick:
Zwei Schritte vor, nachfedern, dann einen
Schrith zuriick, nachfedern, dann wieder zwei
Schritte vor . . . usl., bis er die zweite Fahnen-
stange erreicht.
‘Welches ist die genaue Anzahl von Schritten,
die er unter den engegebenen Bedingungen
_insgesamt macht, wenn seine Schrittlinge
* genau 5 dm betriigt?

Klassenstufe 6

1. Eine Strecke von 20 m wird in drei Teil-
strecken geteilt. Die erste Teilstrecke ist dop-

pelt so lang wie die zweite, und die Linge der

dritten Teilstrecke betrigt das Dreifache der

Linge der ersten Teilstrecke.

Berechne die Lingen der einzelnen Teil-

strecken!

2. Gesucht ist die Menge aller natiirlichen

Zahlen s, die folgenden Bedingungen ge-

niigen:

(1) 100 < a < 1201,

(2) a ist sowohl durch 3 als auch durch 4 als
auch durch 5 teilbar,

(3) o ist nicht durch 8, nicht durch 9 und
nicht durch 25 teilbar,

(4) a 180t bei der Division durch 11 einen
Rest, der durch 2 teilbar ist.

3. Gegeben ist ein Winkel mit dem GradmaB
= 38° (siehe Abb. ).

Konstruiere unter alleiniger Verwendung von
Zirkel und Lineal cinen Winkel, dessen Grad-
maB 99° betragt!

4. Im Rahmen des W]edemu[baus der Leip-
ziger T db h d Wohn-
komplexe. Vor den Hiusern werden Rasen-
[lichen, Blumenbeete und Terrassen angelegt.
Fir eine der rechteckigen Terrassen werden
genau 400 Sandsteinplatten verwendet. Die
Platten bedecken liickenlos den Boden. Jede
dieser Plalten ist 60 em lang und 40 c¢m breit.
Die Linge dieser Terrasse betrigt 10 m.
Ermittle die Breite dieser Terrasse!

Klassenstufe 7

1. Gegeben sind eine Gerade g und ein nicht
auf g liegender Punkt P.

Konstruiere unter alleiniger Verwendung von
Zirkel und Lineal alle Geraden durch P, die
it g einen Winkel vom Gradmaf 60° bilden!
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2. In den Kreis k mit dem Mittelpunkt M sei
das nicht iiberschlagene Viereck ABCD so
eingezcichnet, daBl alle seine Seiten Schnen
des Kreises sind (Sehnenviereck).

Beweise, daB in jedem Sehnenvicreck die
Summe der GradmaBe je zweier gegeniiber-
liegender Winkel 180° betrigh!

3. Jemand schreibt alle natiirlichen Zahlen
von 1 bis 5555 auf, jede genau emma]
Berechne die Anzahl aller dabei geschrieb

(Je zwei Paare der Form {a, b} und {b, a¥
gelten dabei als nicht verschieden vonein-
ander.)

2. Innerhalb des Kreises k mit dem Mittel-
punkt M und dem Radius von der Linge r
liege der vom Mittelpunkt verschiedene
Punkt P.

Konstruieren Sie unter allen Sehnen durch P
die kiirzeste!

Ziffern 9!

4. In einem zylindrischen GefiB (gerader
Kreiszylinder mit hter Bodenfliche)
belindet sich Wasser. Der Wasserspiegel
steht bei 2/, der Hohe des Gefdfes. Nachdem
genau 2!/, Liter Wasser aus diesem GeldB
ausgegossen wurden, steht der Wasserspiegel
bei 2/, der GefaBhohe.

Welches Fassungsvermogen hat das Gelaf?

Klassenstufe 8

1. Klaus hat 7 Kugeln: 4 rote, 2 weille und
eine schwarze. Er soll sie in zwei Kiisten A
und B legen; in A drel, in B vier. Glb samt—
liche maglich ver

3. B Sie den folgenden Satz:

Die Diagonalen des ebenen konvexen Vier-;
ecks ABCD schneiden einander genau dann
rechtwinklig, wenn

a? 4 ¢ =bt +d?

gilt, wobei &, b, ¢ und d die Seitenlingen des

Vierecks sind.

4. Die Schiilerinnen Brigitte, Christina, Doro-

thea, Eva, Inge und Monika und die Schiiler

Anton, Fred, Giinter, Helmut, Jiirgen und

Kurt einer Laienspielgruppe wollen einen

Tanz suffithren. Dabei wird zu Pasren ge-

tanzt.

(1) In keinem Paar soll der ménnliche Partner
kleiner als der weibliche sein.

AuBerdem haben einige Teilnehmer noch

Verteilungen der Kugeln auf die zwei Kiisten
an!

{Die Reihenfolge, in der die Kugeln in den
Kiisten liegen, soll dabei nicht beriicksichtigt
werden.)

2. In der Ebene ¢ liege das Parallclogramm
ABCD und die véllig auBerhalb des Parallelo-
gramms verlaufende Gerade g. -

Beweise, dafl die Summe der Entfernungen
zweier gegeniiberliegender Eckpunkte des
Parallelogramms von der Geraden g gleich
der Summe der Entfernungen der beiden
anderen Eckpunkte von g ist!

3. 189, einer Zahl sind gleich 15%’ einer an-
deren Zahl.

Ermittle des Verhiltnis der ersten zur zweiten
dieser beiden Zahlen!

4. Beweise folgenden Satz:

Iin Tangentenvicreck ist die Summe der
Liingen je zweier gegeniiberliegender Seiten
gleich der Summe der Liangen der beiden
anderen Seiten.

Klasgenstufe 9

1. Geben Sie vier verschiedene Paare (a, b}
positiver ganzer Zahlen an, so daB die Diffe-
renz der Quadrate der beiden Zahlen jedes
Paares 105 betrigt!
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verschiedene Wiinsche:

(2) Christina méchte nicht mit Anton tanzen,
der kleiner als Brigitte ist.

(3) Jiirgen mochte nur mit Dorothea oder
Monika tanzen.

(4) Fred, der groBer ols Helmut, aber klciner
als Anton ist, méchte nur mit Eva oder
Monika tanzen.

(5) Kurt, der weiB, daB Eva grofer als Anton
ist, versucht, eine Einteilung zu finden, die
allen Wiinschen gerecht wird.

Geben Sie alle Moglichkeiten der Zusammen-

stellung dieser Schiiler zu Tanzpaaren an, die

die genannten Wiinsche erfiillt! Dabei soll
angenommen werden, defl die nicht ango-
gebenen GroBen keine weiteren EBinschrin-
kungen, insbesondere keinen Widerspruch zu
(1) und zu den genannten Wiinschen ergeben.

Klassenstufe 10

1. Men ermitile alle reellen Zahlen a, fiir die
eine der Wurzeln der quadratischen Gleichung

xg—%x+&=0

das Quadrat der anderen Wurzel istl



2. Essei 14 ein unkiirzbarer Bruch (p, q ganz-
zahlig und q = 0).

M;m beweise, daB dann auch

a—r ein un-

kiirzbarer Bruch ist!

3. Auf einem (ebenen) Zeichenblatt sind ein
Punkt A und zwei nicht parallele Geraden g,
g2 gegeben, die nicht durch A gehen und
deren Schnittpunkt S auBerhalb des Zeichen-
blattes liegt.

Konstruieren Sie die Verbindungsgerade
durch A und S, so daB die gesamte Kon-
strukition auf dem Zeichenblatt, erfolgt1

4. Verbindet men bei einem Wiirfel die
Mittelpunkte der Seitenflichen gradlinig mit-
einander, 8o erhdlt man die Kanten eines
dem Wiirfel einbeschriebenen Olctaeders.
Verfihrt man in entsprechender Weise bei
einem Oktaeder, 50 erhilt man die Kanten
eines Wiirfels.

<y

V7

a) Wie verbalten sich die Volumine von
Wiirfel und einbeschriebenem Oktaeder
zueinander?

b) Wie ist das Verhiltnis der Volumina bei
Oltaeder und einbeschriebeném Wiirfel?

<) Wie verhalten sich im ersten Fall die In-
halte der Oberflichen zueinander?

d) Wie ist das Verhiltnis der Inhalte der
Oberflichen im zweiten Fall?

Klassenstufe 11/12

1. Tag

1. Beweisen Sie folgenden Satz:

Sind «, B, y die GradmaBe der Winkel eines
beliebigen ebenen Dreiecks, so gilt atets
cot - cot @ + cot B-coty 4 coty - cotew = 1.
2. In einer Ebene seien die vier Punkte P, Q,
R, S, P+ Q, R + S, PQ nicht senkrecht aul
RS gegeben. Es ist zu zeigen, daB man dann
stets vier Geraden p, q, 1, s mit P auf p,
Qauf q, R sufr und S auf s so konstruieren

kann, daf ihre simtlichen Schnittpunkte die
Ecken eines Quadrates bilden! )

3. Beweisen Sie folgende Behauptung:

Ist s=2; 48, +...+a, durch 30 teil-
ber, dannistauchp = 2,5 + 8,5 + ... +a,f
durch 30 teilbar.

(84, 8, - . . &y, seien n ganze Zahlen).

2. Tag

4. Es sei M der Mittelpunkt der Kugel K,
und P sei ein Punkt auBerhalb X,. Ferner sei
K, die Kugel mit dem Mittelpunkt P und
dem Radius von der Linge MP, und If sei
der Flicheninhalt des innerhalb K, liegenden
Teiles von K,.

Beweisen Sie, daB Ip-von der Lage des
Punktes P unabhingig ist!

&. Es seien n, p, 1, s natiirliche Zahlen.
Ferner sei

ao Ts YR+ e—s-VpP
2

g s VB — s VP
2-Vp
t =12 —s?p, =u?—tn,
Man beweise:
a) u und v sind natiirliche Zahlen.
b) Die (somit ganze) Zahl z ist durch v2 ohne
Rest teilbar.

6. 2) Geben Sie alle Tripel reeller Zahlen
(x, ¥, 2) an, die des Gleichungasystem

2x+ 3y +z=1

4x—y + 2z=
8x + 5y 4+ 3z =4

1)

erfiillen!

b) Bilden Sie alle Gleichungssysteme, die sich
von dem Gleichungssystem (1) in genau
einem Koellizienten unterscheiden und un-
endlich viele Lisungen besitzen!

(Als ,,Koeffizienten seien hier sowohl die
aul den ,)inken Seiten* stehenden ,,Vor-
zahlen* der Variablen als auch die ,,abso-
luten Glieder* auf den ,,rechten Seiten‘
bezeichnet.)

Geben Sie auch in diesen Fallen alle Tripel
reeller Zahlen an, die die jeweiligen Glei-
chungssysteme erfiillen!

¢) Bilden Sie ein Gleichungssystem, daa sich
von (1) in genau zwei Koeffizienten unter-
scheidet, das aber von keinem Tripel reeller
Zahlen erfiillt wird(
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In freien Stunden
HIlI'Iﬂ heiter

Aus den Silben

au-be-can-di-dufehve axbok -t kan. - lsl-
kreis<ltm.-es - mib - ne - Rk~ parkt- po-
£ - se - ser- flen - te - tef - ter-beo -tor—
@ win

sollen 10 Worter mit folgender Bedeutung
gebildet werden, deren Anfangsbuchsta-
ben, von oben nach unten gelesen, einen
bekannten Mathematiker des Altertums
ergeben:

. Winkel am Dreieck

Halbmesser des Kreises

deutscher Mathematiker (Begriinder
der Mengenlehre)

. Hohlmaf

. einbesclriebener Kreis

. Ort, der von allen Punkten des Kreis-
umfangs konstante Entfernung hat
"Hochzahl

grofite Sehne im Kreis

Begriff aus der Geometrie

einen Kreis schneidende Gerade

ST R o

—
Som=a

Eine Schule hat 731 Schiiler. Im Januar
1966 stellt die Sekretirin fest, daB alle
Monate des Jahres als Geburtsmonate
vertreten sind. Wievicle Schiiler gibt es
dann mindest: die am gleichen Tag
Geburtstag haben? Wieviele Schiiler kann
s hichstens geben, die am gleichen Tag
Geburtstag liaben? (Kein Schiiler hat am
29. Februar Geburtstag!)

Trage die Zahlen 1, 3, 5, . . ., 17 so in die
Felder des linken Quadrates ein, daB die
Summe in jeder Zeile, Spalte und Dia-
gonale stets 27 betriagt!

Erginze dic Felder des rechten Quadrates
s0, daf die Summe in jeder Zeile, Spalte

und Diagonale stets% betrigt!

Im Chemieunterricht nehmen Klaus, Pe-
ter und Fritz von 320 g einer Substanz
nacheinander je 259, von der jeweils in
dem GelidB vorhandenen Menge weg.
Wieviel Gramm verbleiben im GefiB?
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Im Kopf zu losen in 5 Sekunden!!!!

Ein Stiick Markenbutterkostet 2,50 MDN.
Wieviel mufl man fiir 870 g zahlen?

Aus: Moskauer Mathematikolymplade 1968

Ein Mensch hat auf dem Kopf nicht mehr
als 150000 Haare. Es ist zu beweisen, daf}
in Moskau mindestens 40 Menschen leben,
die die gleiche Zah! von Haaren auf dem
Kopf haben.

Cbersetzer: R, Héppner, Telln. der VIIL IMO
Vignette: D, Medicke, EOS Elsterwerda, Kl. 10

Liebe Schiilerin!
Lieber Schiiler!

Nachdem Du nun die Bekanntschaft mit der neuen Schiiler-
zeitschrift alpha gemacht hast, wirst Du Dir sicherlich eine
Meinung fiber ihren Wert gebildef: haben. Sollte ,,Sie” Dir ge-
fallen haben, bitten wir Dich, ,,S7¢* bei der Deutschen Post
oder beim Buchhandel zu abonnieren. Falls Du schon ein
Abonnement abgeschlossen hast, gib bitte diesen Bestellschein
einem Deiner Mitschiiler weiter. (Siehe Riickseite!)

Wir danken Dir fiir Deine Aufmerksamkeit.
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Ruménpien:

1,100 Jahre metrisches MaBsystem™
55 Bani 1 Len

Ausgabe: 5. September 1966

33 X 27 mm Querformat

Entwurf: V. Stoianov

Auflage: 500000

. Am 20. Mai 1875 wurde zwischen 18 Staaten die Internationale Meterkonvention ab-
geschlossen. Sie gilt mit geringen Anderungen auch heute noch. 1964 gehérten ihr
36 Staaten an (nach Padelt/Laporte: Einheiten und GroBenarten der Naturwissen-
schaflten, VEB Fachbuchverlag, Leipzig 1964, 10,80 MDN). Diese Staaten verpflich-
teten sich, thr MeBwesen nach den in Paris beschlossenen Einheiten auszurichten.
Besonders franzosische Wissenschaftler und Staatsméinner machten sich im 18. Jahr-
hundert um die Festlegung und Einfiihrung des metrischen Mafsystems verdient.
Ruménien gehort der Meterkonvention seit 1882 an und kann auf ein hundertjihriges
Bestehen des metrischen MaBsystems in seinem Lande zuriickblicken.

al plfta
Mathe Schiilerzeitschrift
Umfang: 32 Seiten.
erscheint sechsmal jéahrlich,
Einzelpreis -,50 MDN

_ Jahresabonnement (6 Hefte)
3,- MDN

DRUCKSACHE

Ich bestelle diese Zeitschrift lau-
fend ab sofort Gber die Post | An das Postamt

Name, Yorname

Postleitzahl, Wohnort

StraBe, Hausnummer
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Sowijetisches Autorenkollektiv

Streifziige
durch die Mathematik

BAND 1

Urania-Verlag Leipzlg/Jena/Berlln, 1065, (DN 12,—

,Mir ist die Mathematik ein Buch mit sieben Siegeln!” Zuweilen begegnen wir noch
solchen oder dhnlichen KuBenmgen Lernender, die mit dem Fach Mathematik ihre
Not haben. Es wire freilich schlecht um die moderne Wissenschaft und Technik be-
stellt, wenn dieser Standpunkt 2)lgemein verbreitet wire. Die Mathematik durchdringt
heute die ihr scheinbar entlégensten Gebiete. Welcher Uneingeweihte hiitte vor einigen
Jahren wohl vermutet, daf sie einst auch in der Biologie, in einigen Zweigen der
Gesellschafts- und sogar in der Sprachwissenschaft angewendet wiirde?

Wissen wir eigentlich, was es mit den ,,sieben Siegeln, von denen oben die Rede war,
auf sich hat? Sind wir uns bewuBt, daB in diesem Ausspruch mathematisches Wissen
aus alten Zeiten verwurzelt ist? Die Autoren kniipfen an solche Fragen an und fiihren
uns in die Welt der Zahlen und ihrer Geschichte, in den Bereich der Rechenfertigkeit
und Niherungsrechnung bis zu den Grundproblemen, die im letzten Jahrhundert zur
nichteuklidischen Geometrie {iihrten.

Ist Kopfrechnen heute iiberfliissig? Was hat es mit dem Dualsystem auf sich, und
welche Rolle spielt es bei den elektronischen Rechenmaschinen? Was ist ein Axiom?
Solche und andere Fragen werden in interessantem und spannendem Zusammenhang
aufgeworfen und beantwortet.

Hervorragende sowjetische Mathematiker haben sich fiir dieses Werk zu'einem Autoren-
kollektiv zusa gefunden. Wir begegnen klangvollen Namen, die unter den Mathe-
matikern in aller Welt bereits zum Begriff geworden sind. Die Autoren haben die
grofle Kunst gemeistert, einfach und verstindlich zu schreiben, selbst dort, wo sie
Ausblicke auf kompliziertere Probleme geben. Dieser Band wird besonders das Be-
mithen unserer jungen Generation unterstutzen mit der Mathematik auf du und du
zu stehen.

Und hier ist eine Aufgabe aus dem Buch:

Kann man 28 g irgendeines Stoffes au/ etner Schalenwoage wiegen, wenn man nur Wige-
stiicke zu 3 g und 5 g hat?



LILLY GORKE

Mengen
Relationen
Funktionen

Volk und Wiesen Volkselgener Verlag 1867
304 Sellen, Bestell-Nr. 002504, MDN 11,80

Der gesellschaftliche Fortschritt verlangt einen dem modernen Stand von Wissen-
schaft und Technik angepaBten Mathematikunterricht. Das erfordert eine stirkere
Herausarbeitung des mathematisch Wesentlichen und ein geniigend ausbaufihiges
Fundament, das von den Schiilern sicher beherrscht wird. Hier kommt der Mengen-
lehre besondere Bedeutung zu.

Das erste Kapitel dieses Buches behandelt daher die Grundbegriffe der Mengenlehre.
Neben Mengen sind Relationen, die ja selbst spesielle Mengen darstellen, fiir ein tieferes
Eindringen in den Funktionsbegriff, in geometrische Abbildungen und in den Zahlen-
begriff unerlaBlich. Auf sie wird im zweiten Kapitel eingegangen. Im vierten Kapitel
wird ein AbriB des mengentheoretischen und des axiomatischen Aufbaus des Bereichs
der natiirlichen Zahlen gegeben. Das Kapitel itber unendliche Mengen steht an der
Grenze des fiir den Unterricht Erforderlichen. Das Buch schlieBt mit Anwendungen
von Mengen im Schulstoff.

Es ist besonders fiir Arbeitsgemeinschaftsleiter, Lehrer und talentierte Schiiler
(unter Anleitung Erwachsener) geeignet.

Aufgaben von Mathematikolympiaden
in der USSR und in der CSSR

Aus dem Russischen und Tschechischen iibersetzt
Herausgegeben vor Prof. Dr. Udo Pirl

Volk und Wissen Volkseigener Verlag, 1965 - 202 Sellen, Bestell-Nr. 002106, MDN 8,20

Mit diesem Buch erhalten Schiiler ab Klassenstufe 8 ein reichhaltiges Aufgabenmaterial,
-das zur Vorbereitung auf Olympiaden besonders geeignet ist, das dariiber hinaus gute
Vergleichsmoglichkeiten- im Hinblick auf den Charakter und den Schwierigkeitsgrad
der Olympiadeaunfgaben in der UdSSR und in der CSSR bietet. Fiir simtliche Aufgaben
werden ausfiibrliche Losungswege angegeben.



Volk und Wissen 1. Johrgang 1967
Yolkseigener Verlag Berlin Preis 6,50
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Gottfried Wilhelm Leibniz
als Mathematiker
Aus AnlaB des 250. Todestages

Am 14. November 1966 jihrte sich zum 250. Male der Todestag von G. W. Leibniz.
Die Wissenschaftsgeschichte nennt ihn den letzten wahrhaft umfassend gebildeten
Gelehrten, der alle Wissenschaften seiner Zeit beherrschte. Heute ist die Spezialisierung
der einzelnen Disziplinen so weit fortgeschritten, daB z. B. groBe:Mathematiker selbst
nur einen Teil des Gesamtgebiudes der Mathematik iiberblicken kénnen.

G. W. Leibniz wurde ar 1. Juli 1646 als Sohn eines Professors der Rechte in Leipzig
geboren. Der friihreife Knabe lernte ohne fremde Hilfe Latein und las bereits mit acht
Jahren die rémischen Klassiker aus der Bibliothek seines friihzeitig verstorbenen
Vaters. Mit fiinfzehn Jahren bezog er die Leipziger Universitiat. Er studierte Rechts-
wissenschaft und Philosophie, unterbrochen durch ein Semester Mathematik bei Er-
hard Weigel in Jena. Weigel kannte nicht die Probleme, an denen die fithrenden
Mathematiker in England und Frankreich arbeiteten, und so konnte Leibniz bei ihm
nicht viel lernen. Trotzdem erhielt in Jena der Traum seiner Kindheit neue Nahrung,
mit Hilfe der Mathematik, insbesondere der Kombinatorik, neue Wahrheiten in allen
‘Wissenschaften zu entdecleen.

Kaum zwanzigjihrig wollte er den Doktorgrad in Leipzig erwerben, wurde aber wegen
seiner Jugend abgewiesen. Er ging deshalb nach Altdorf bei Niirnberg. Dort promo-
vierte er mit so grofem Erfolg, daB man ihm sofort eine Professur antrug. Er lchnte
ab und trat wenig spéiter in die Dienste des Fiirsten Johann Philipp von Schénborn.
Eine entscheidende Wende in seinem Leben bedeutete der Auftrag des Fiirsten, als
Diplomat nach Paris zu gehen. Nun konnte er die deutschen Kleinstaaten, die auch
wissenschaftlich durch den dreifligjahrigen Krieg weit zuriickgeworfen waren, endlich
hinter sich lassen und sich in eines der damals groBten wissenschaftlichen Zentren
Europas begeben.

Als Leibniz 1672 nach Paris kommt, ist er seinen eigenen Worten nach ein Anfinger
in der Mathematik. Er beschiftigt sich zuniichst mit der Summation unendlicher
Reihen, 16st hier erneut ein von Christiaan Huygens bereits gelostes Problem und wird
mit diesem grofen Mathematiker und Physiker niher bekannt.

Leibniz beschiftigte sich auch Zeit seines Lebens mit praktischen Dingen. So kon-
struierte er eine Rechenmaschine fiir alle vier Grundrechenoperationen. Er fiihrte sie
1673 in einer Sitzung der Royal Society, der englischen koniglichen Akademie (Lon-
don) vor. Obwohl die Maschine unvollkommen war, wurde er durch Vermittlung
H. Oldenburgs, des Sekretirs der Royal Society, als Mitglied aufgenommen.

Zwei grofie Problemkreise waren es in der Hauptsache, die die GriBten der Mathe-
matik des 17. Jahrhunderts beschiftigten, das Tangentenproblem und das Flichen-
inhaltsproblem. Das Tangentenproblem besteht darin, die Tangente an eine beliebig
gestaltete glatte Kurve zu finden. Beim Flicheninhaltsproblem geht es darum, den
Flicheninhglt eines krummlinig begrenzten Flachenstiickes zu ermitteln. Hat man da-
fiir cine allgemeine Methode, so ist man in der Lage, die Linge von Kurven, ferner
Trigheitsmomente, Schwerpunkte und vieles andere mehr zu berechnen. Das Tan-
gentenproblem ist die Grundaufgabe der Differentialrechnung, das Flicheninhalts-
problem die der Integralrechnung. Differentialrechnung, Reihenlehre, Integralrech-
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Die von Leibniz konstruierte Rechenmaschine

nung und alle damit zusammenhingenden Gebiete falt man unter dem Begriff ,,In-
finitesimalrechnung® zusammen.

Leibniz studierte die infinitesimalen Methoden seiner Vorginger sehr griindlich, machte
bald neue Entdeckungen, z. B. die unendliche Reihe fiir 7, und gehérte bereits ein Jahr
spiter zu den filhrenden Mathematikern Europas. Inzwischen arbeitete exr auch an
seiner Rechenmaschine weiter, di¢ er durch die Erfindung der Staffelwalze 1674 zum
Funktionieren brachte. Die Staffelwalze ist heute noch das Grundelement der mecha-
nischen und elektromechanischen Rechenmaschinen.

Er erkannte die Notwendigkeit, fiic die infinitesimale Mathematik eine allgemeine
Methode zu finden, Nur Genies konnten sich vor Leibniz mit Problemen des Infini-
tesimalen befassen. Es gab keine umfassende Methode, keinen allgemeinen Kalkiil mit
geeigneten Bezeichnungen, in dem man hitte nach festen Rechenregeln rechnen und
Enrgebnisse erziclen konnen. Jedes Einzelproblem muBte vielmehr immer wieder neu
durchdacht werden, wozu nur wenige in der Lage waren.

Im Herbst 1675 gelingt ihm die Erflindung des ,,Calculus®, und damit war jener lang
gesuchte allgemeine Kalkiil zur Behandlung des Tangenten- und des Flicheninhalts-
problems gefunden. Auch die von Barrow, dem Lehrer Newtons, entdeckte Beziehung
zwischen diesen beiden Grundproblemen, die wir heute den Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung nennen, wurde in diesern neuen Kalkiil erst richtig klar. Leibniz _
benutzte auf einem kleinen Zettel, der das Datum 29. Okt. 1675 trigt, das Differential-
und das Integralzeichen zum ersten Male. Mit den Leibnizschen Bezeichnungen wurde
die Infinitesimalrechnung von Jacob Bernoulli, Johann Bernoulli, dem Marquise de
I'Hospital, Euler und vielen anderen Mathematikern des 18. und 19. Jahrhunderts
weiter ausgebaut. Die Infinitesimalrechnung hat sich zu einem riesigen Lehrgebéude
der modernen Analysis entwickelt. Mit Hilfe der Analysis konnen sehr viele Aufgaben
der Naturwissenschaften gelost werden. Ob elektrische Schwingungen, ob das Wachsen
von Biumen oder Bakterien, das Schwappen von Wasser in einem Eimer, die Be-
wegung eines Pendels, der Lauf der Gestirne, der Flug von Raketen, der Bau der
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Atome; all das und noch viel mehr kann mit den exakten Methoden der Analysis
berechnet und erforscht werden.

Es dauerte einige Zeit, bis sich Leibniz’ Ideen und Bezeichnungen allgemein durch-
gesetzt hatten. Zuniichst fand er nicht die gebiihrende Anerkennung. Er konnte weder
am Hof Ludwigs XIV. noch in der Akademie der Wissenschaften zu Paris festen Full
fassen, auch die Hoffnung auf eine Professur an der Pariser Universitit zerschlug sich.
Nach dem Tode J. Phillipps von Schinborn blieben die Gelder aus Deutschland aus.
Leibniz muBte sich um eine feste Stellung bemiihen und nahm das Angebot des Herzogs
von Hannover an, als Bibliothekar in seine Dienste zu treten.

Leibniz verlieB sehr ungern Paris, jene Stadt, der er so viele geistige Anregungen ver-
dankte. Er reiste iiber London und die Niederlande nach Hannover. Dort wurde er als
Hofrat zu vielerlei Dingen herangezogen; er verwaltete die Bibliothek, erfiillte diplo-
matische Auftrige, beschiltige sich mit der Verbesserung des Steuer- und Gerichts-
wesens, fithrte Verhandlungen iiber die Vereinigung der christlichen Konfessionen und
befafite sich mit der Wasserregulierung in den Bergwerken des Harzes durch Windkraft.
Daneben arbeitete er unermiidlich’ an seinen philosophischen und mathematischen
Forschungen. Am meisten fehlte ihm in Hannover das Gesprich mit fiithrenden Ge-
lehrten seiner Zeit. Deshalb unterhielt er einen ansgedehnten Briefwechsel mit ins-
gesamt 1063 Personlichkeiten, mit Mathematikern, Philosophen, Arzten, Sprach-
wissenschaftlern, Theologen, Historikern und anderen Fachleuten, mit Kiinstlern,
Fiirsten und Diplomaten. Unter seinen Korespondenten sind besonders zu nennen:
die Gebriider Bernoulli, Graf E. W. von Tschirnhaus, Isaac Newton, Huygens, Gold-
bach und de l’Hospmal

Leibniz legte in der neugegriindeten Ziitschrift »Acta eruditorum‘‘ das Wesen seiner
Infinitesimalrechnung dar und behandelte in einer Folge von Abhandlungen (ab 1682)
mehrere Einzelprobleme, u. a. Quadraturen, das optische Brechungsgesetz, den freien
Fall im zihen Medium. Die Losung zehlreicher weiterer Einzelfragen hat er an andere
Mathematiker brieflich mitgeteilt. Aulerdem gingen vielerlei Anregungen fiir den wei-
teren Ausbau der Infinitesimalrechnung von ihm aus.

Am Hof war seine Stellung schlechter geworden, besonders nach dem Tod des alten
Herzogs. Da erbot sich Leibniz, die Geschichte des Fiirstenhauses der Welfen zu
schreiben. Er unternahm eine groBe Reise iiber Miinchen, Wien nach Rom, Florenz

Handschrift von Leibniz, in der das Integralzeichen das crte Mal verwendet wird




und Venedig, um entsprechende Quellen zu studieren. Leibniz war der erste, der klar
erkannte und sich danach richtete, daBl am Anfang jeder historischen Arbeit ein griind-
liches Quellenstudium stehen muf. Er ist damit auch zum Begriinder der exakten
Geschichtswissenschaft geworden.
Aber die Welfengeschichte wird immer mehr zu einer Fessel fiir den universellen Ge-
lehrten, der es einfach nicht fertig bringt, nur eine cinzige Aufgabe, die ihn nicht son-
derlich interessiert, zu bearbeiten. AuBerdem wirft der Priorititsstreit mit Newton am
die Erfindung der Differential- und Integralrechnung Schatten auf sein auch von
Krankheit gezeichnetes Alter. 1712 wird er von der Royal Society éffentlich des geisti-
gen Diebstahls an Newtons Ideen beschuldigt. Heute ist auf Grund des Studiums der
Briefe und anderer Quellen eindeutig nachgewiesen, daB Leibniz Newtons entscheidende
Manuskripte nie gesehen hat, daB also Newton und Leibniz unabhéngig voneinander
die Differential- und Integralrechnung entdeckt haben. Trotz der tiefen Binsicht von
Newton in das Wesen der Infinitesimalrechnung. waren seine Bezeichnungen sehr
viel weniger durchgebildet als die von Leibniz sorgfiltig durchdachten Symbole, so
daB die spitere Entwicklung auf dem Kontinent ausschlieSlich auf Leibniz fuBit. Ja,
es ist sogar zu bemerken, dafl in England, wo man zuniichst noch an Newtons Be-
zeichnungen festhielt, eine merkliche Stockung in der Entwicklung der infinitesimalen
Mathematik gegeniiber dem Kontinent eintrat.
In Leibniz’ Hannoversche Zeit fallen auch seine Bemiihungen, das wissenschaftliche
Leben zu organisieren. Er griindete 1700 die Berliner Societit der Wissenschaften, aus
der dic heutige Deutsche Akademie der Wissenschaften hetvorging und wurde ihr
erster Prisident. Andere Pline zur Griindung weiterer Akademien in Deutschland
zerschlugen sich; dagegen konnte Leibniz noch wichtige Vorarbeiten zur Griindung
einer Akademie in Petersburg leisten, wie iiberhaupt der russische Zar Peter der Grofe
als einziger unter Europas Monarchen die volle Bedeuting von Leibniz erkannte.
In seinen letzten Lebensjabren in Hannover vereinsamte er immer mehr. Bei Hofe fiel
er zunehmend in Ungnade, da es offensichtlich wurde, dafl er die Welfengeschichte nie
wiirde vollenden kénnen. Am 14. November 1716 nahm ihm der Tod die Feder fiir
immer aus der Hand. Leibniz, von dem der groBe franzdsische Enzyklopadist D.
Diderot sagte ,,Dieser Mann hat allein Deutschland soviel Ruhm gebracht wie Platon,
Aristoteles und Archimedes zusammen Griechenland®, wurde nach dem Zeugnis eines
Zeitgenossen nicht viel besser begraben als ein StraBenriiuber. Nicht ein einziges Mit-
glied des Hofes war zur Beerdigung erschienen.

W. Purkert

Die Titelvignette zeigt die Gedenkmiinze, die auf Beschlufl des Ministerrates der DDR von
der Deutschen Notenbank zu Ehren von G. W. Leibniz herausgegeben wurde

Mathematiker, die zur Zeit Leibniz’ lebten

Erhard Weigel (1625 bis 1699) Johann Bernoulli (1667 bis 1748)
Christian Huygens (1629 bis 1695) Marquise de 'Hospital (1661 bis 1704)
Blaise Pascal (1623 bis 1662) Leonard Euler (1707 bis 1783)

René Descartes (1596 bis 1650) Graf E. W. von Tschirnhaus (1651—1708)
John Wallis (1616 bis 1703) Isaac Newton (1643 bis 1727)

Jacob Bernoulli (1655 bis 1705) Christian Goldbach (1690 bis 1764)
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Beweise durch T
VO"Stﬁndige Induktion natiirliche Zahln

2" >n w
1. Teil

In der Mathematik sind auf Schritt und Tritt Beweise zu fithren: man schlieBt von
richtigen S&tzen auf neue richtige Sitze. Oft stoBt man dabei auf Sitze, in denen be-
hauptet wird, daB eine Anssage fiir alle natiirlichen Zahlen gilt. Beispielsweise ist ,,Fiir
jede natiirliche Zahl » = 3 ist die Summe der Innenwinkel eines konvexen n-Eckes
gleich (n — 2) - 180°“ eine solche Aussage. In diesem Beitrag wird eine Methode zum
Beweis solcher Sitze erliutert.

I

Wir wollen folgenden Satz betrachten: Das Quadrat von 2 ist grofer als 2.

Unter Verwendung der bekannten mathematischen Zeichen kann dieser Satz auch
kiirzer ausgedriickt werden: 22 > 2.

Ohne Schwierigkeiten werden wir feststellen, daB dieser Satz etwas richtiges aussagt.
Wir brauchen nur das Quadrat von 2 auszurechnen und mit 2 zu vergleichen. Wir
sagen: Der Satz ist wahr.

Als nichstes betrachten wir den Satz: Die dritte Potenz von 2 ist gréBer als 3, oder
kurz: 28 > 3.

‘Wieder brauchen wir 2% nur auszurechnen und mit 3 zu vergleichen (22 =22 -2 = 8.
8 >> 3), um zu bestitigen, daf dieser Satz wahr ist.

Durch das gleiche Verfahren kénnen wir auch entscheiden, ob 21 > 4,25 > 5, 26> 6
usw. wahr oder falsch ist.

Wir finden, daB die Sitze 22> 2,27 > 8,24 > 4, 25 > 5, usw. wahr sind. Fiir die natiir-
liche Zahl1 wollen wir noch den Satz 2! > 1 und fiir die natiirliche Zahl O den Satz
29 > 0 hinzunchmen. Dabei meinen wir mit 2! die Zahl 2 und mit 20 die Zah! 1,d. h.,
wir legen die Bedeutung von 2! bzw. 29 fest durch 2' = 2 und 2° = 1. Damit gehort
dann zu jeder natiirlichen Zahl » die Ungleichung 2* > n.

Eine Tabelle macht uns das besonders deutlich:

natiirliche Zahl zugeordneter Satz
0 2°>0
1 2 >1
2 22> 2
3

253

Wollen wir nun die Wahrheit aller dieser Sitze behaupten, so kdnnen wir einfacher
sagen:
Fiir jede natirliche Zahl » gilt 2* > a.
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Diese letate Behauptung ist wahr, wenn der Satz fiir » = 0 wahr ist und wenn der
Satz fiir » = 1 wahr ist und wenn der Satz fiir » = 2 wahr ist und wenn der Satz
fiir n = 3 wahr ist usw. Dabei schreiben wir ,,usw.” nicht etwa aus Bequemlichkeit,
sondern weil es unmoglich ist, alle einzelnen Sitze aufzuschreiben. Wirschreiben , usw.*
weil jeder von uns weill, wie die Aufzihlung fortgesetzt werden muB. Ist nun fir jede
natiirliche Zahl » tatsiichlich 2" > »n?

Die Antwort auf diese Frage finden wir nicht, wenn wir das fiir jede einzelne natiirliche
Zahl durch Ausrechnen und Vergleichen tberpriifen wollten, da unser Nachpriifen
dann kein Ende haben wiirde. Wiirden wir den Satz fir n =4, n = 5 usw. bis
# = 100 nachpriifen, so wiirden wir feststellen, dafl er auch [fir diese natiirlichen
Zahlen gilt Aber wir kennen dann die Giiltigkeit des Satzes eben nur fiir die Zahlen,
fiir die wir den Satz iiberpriift haben.

Andererseits wiire es leichtfertig, wiirden wir aus der Giiltigkeit des Satzes fiir n =0,
n=1, n=2 und n =3 ohne Nachpriifung schlieBen, daBl der Satz fiir alle natiir-
lichen Zahlen wahr ist.

Dazu wollen wir ein Beispiel angeben. L. Euler, ein bedeutender Mathematiker des
18. Jahrhunderts, hat folgende Summe untersucht:

72 +n+41.
Um uns bequemer auszudriicken, wollen wir die Summe mit f(#) (lies: f von n) ab-
kiirzen:

f(n) =n2 + n 4+ 41.
Fiir # = 0 erhalten wir f(0) = 02 4+ 0 4 41 = 4],
fir n = 1ergibt sich f(1)=124+1 4 41 =43,
Wir setzen fiir » der Reihe nach die natiirlichen Zahlen 2, 8, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 ein.
Wir stellen die Ergebnisse in einer Tabelle zusammen.

» Hn)
0 41
1 43

Wie schon fiir # = 0 und = = 1 erhalten wir auch fiir die weiteren natiirlichen Zahlen
bis 10 im Ergebnis stets Primzahlen. Aber wir diirfen daraus n4ch{ den SchluB ziehen,
daD f(n) fiir jede natiirliche Zahl eine Primzahl liefert. Zwar erh&lt man fiir die weiteren
natiirlichen Zahlen bis 39 ebenfalls Primzahlen, aber fiir #n = 40 bekommen wir:

£(40) = 40% 4 40 + 41.
Mit Hilfe einer binomischen Formel finden wir:

J40) =402 4+ 2-40 + 1 = (40 4 1)2 = 412,
Eine Quadratzahl kann natiirlich keine Primzahl sein.

II.

Durch Nachpriffen kénnen wir such die Giiltigkeit des folgenden Satzes immer
nur fiir endlich viele natiirliche Zahlen feststellen: ,,Fiir jede natiirliche Zahl n = 3.ist
die Summe der Innenwinkel eines konvexen n-Eckes gleich (r — 2) - 180°.¢

Wie iiberzeugen wir uns nun von der Giiltigkeit des Satzes fiir alle natiirlichen Zahlen?
Hier belfen uns die Eigenschaften der natiirlichen Zahlen weiter,

Die Menge der natirlichen Zahlen ist die Menge der Zahlen 0,1, 2, 3, 4,... Da es
unendlich viele natiirliche Zahlen gibt, konnen wir sie weder alle aufzihlen noch auf-
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schreiben. Dennoch sind wir in der Lage, uns auf einfache Weise einen Uberhlick iiber
alle natiitlichen Zahlen zu verschaflen. Beginnen wir mit O und zihlen immer um 1
weiter, so kénnen wir zu feder natiirlichen Zah! gelangen, d. h., jede natiirliche Zahl
ist auf diese Weise errcichbar. Nennt uns jemand eine natiirliche Zahl, so kénnen wir,
indem wir mit O beginnen und immer um 1 weiterzihlen, bis zur genannten Zahl zihlen.
Auf jede natiirliche Zahl folgt unmittelbar eine bestimmte natiirliche Zahl, auf 0 folgt 1,
auf 1 folgt 2 usw. (Abb. I).

2

P, SOt P SR, SOt Tt S -

1] 7 2 3 4 5 6

Abb. 1

Jedenatiitliche Zahl, ausgenommen die Zahl 0, hat einen eindeutig bestimmten Vorganger.
Die Zahl 0 hat keine natinliche Zahl als Vorginger, d. h. sie folgt auf keine natiirliche
Zahl. 1 hat den Vorginger 0, 2 hat den Vorgénger 1 usw.

8ind uns irgendwelche natiirlichen Zahlen gegeben, so gibt es unter diesen stets cine
Fleinste Zahl. Z. B. ist von den Zahlen 247, 31776, 56, 321 offensichtlich 56 die kleinste
Zahl. Von allen geraden natiirlichen Zahlen ist 0 die kleinste. Von allen Primzahlen
ist 2 die kleinste Zahl. Auch die Menge aller natiirlichen Zahlen enthilt eine kleinste
Zahl, nimlich die Zahl 0.

Jede Menge von irgendwelchen nutiirlichen Zohlen enthdlt eine kleinste Zahl.

Diese und auch die vorher genannten Eigenschaften der natiirlichen Zahlen wollen wir
hier ohne Begriindung als bekannt voraussetzen und aus ihnen eine Beweismethode
gewinnen.

Zunichst aber werden wir uns noch davon iiberzeugen, daB die genannten Eigenschaften
nicht jeder Zahlenmenge zukommen. Betrachten wit zum Beispiel die Menge der ganzen
Zaklen (0, +1, —1, -2, —2,...), so hat dort auch die Zahl O einen Vorginger,
nimlich die Zahl — 1. Auch enthilt diese Menge keine kleinste Zahl. Das knnen wir
uns leicht iiberlegen. Dazu betrachten wir die Zahlengerade mit den ganzen Zahlen
(Abb. 2).

Y

Abb. 2 -3 -2 -1 I7] +7 +2 +3

Giibe es eine kleinste ganze Zahl, so diirfte links von ihr keine ganze Zahl liegen. Aber
links von jeder ganzen Zahl liegen sogar unendlich viele ganze Zahlen. Auch gibt es
Mengen von gebrochenen Zahlen, die keine kleinste Zahl enthalten, z. B. die durch
Briiche mit dem Zihler 1 dargestellten Zahlen:

1 -
@ =

) PRI

1 1 1
> 9 g Ty

!

In der Reihenfolge, wie die gebrochenen Zahlen hier aufgeschrieben sind, folgt auf
jede gebrochene Zahl eine noch kleinere gebrochene Zah.l Folgllch kann keine von
ihnen kleinste Zahl dieser Menge sein.
Bei den genannten Elgenschaften handelt es sich also um hesondere Eigenschaften dex
natiirlichen Zahlen. Wir stellen sie noch einmal zusammen:

Jede natiirliche Zahl hat einen eindeutig bestimmten Nachfolger.

Jede natiirliche Zahl, die verschieden von 0 ist, hat einen eindeutig be-

, stimmten Vorginger.

Die Zahl O hat keinen Vorgiinger.

Jede Menge irgendwelcher natiirlicher Zahlen enthilt eine kleinste natiir-

liche Zahl.
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Wir kénnen nun das Beweisverfahren angeben und begriinden.
Wollen wir einen Satz iiber alle natiirlichen Zahlen beweisen, so brauchen wir nur
(1) zu zeigen: Der Satz ist [iir die Zahl O wahr, und
(2) zu zeigen: Wenn der Satz fiir eine beliebige natiirliche Zahl wahr ist,
so ist er auch Ffiir den Nachfolger dieser Zahl wahr.
Haben wir die Punkte (1) und (2) nachgewiesen, so kénnen wir sicher
sein, daB der Satz fiir alle natiirlichen Zahlen gilt.
Das werden wir nun mit Hilfe der oben zusammengestellten Eigenschaften der natiir-
lichen Zahlen begriinden.
Wir nehmen dazu an, daB wir fiir einen Satz iiber natiirliche Zahlen diese beiden
Aussagen bewiesen haben. Wegen Punkt (2) wissen wir dann: Falls der Satz fiir eine
beliebige natiirliche Zahl gilt, so gilt er auch fiir die nachlolgende Zahl. Damit kénnen
wir natiirlich nur etwas anfangen, wenn wir von einer bestimmben Zahl wissen, da
der Satz fiir sie gilt. Hier hilft uns Punkt (1) weiter; denn dieser sichert uns die Giiltig-
keit des Satzes {iir die Zahl 0. Wegen Punkt (2) gilt der Satz dann auch [iir die Zahl 1;
denn (2) besagt: Wenn der Satz fiir die Zahl O gilt, so gilt er auch fiir den Nachfolger
von 0. Nun gilt der Satz aber fiir 0, also gilt er auch fiir 1. Da der Satz nun auch fir
die Zakl1 gilt, so gilt ex (wieder nach Punkt (2)) auch fiir dic Zahl 2 usw. (Abb. 3).
Punkt (1) sichert uns eine Anfangszahl,

[l NP fiir die der Satz gilt, und Punkt (2) be-
Abb. 3 [4 7 2 3 sagt, daB sich die Giiltigkeit des Satzes
o TN, von einer Zahl auf die nachlolgende ver-

erbt.

Wir sind aber wieder genstigt, ,,usw." zu gebrauchen. Kénnte nicht doch an irgendeiner
Stelle, vielleicht bei 1000000 oder bei einer noch gréBeren Zahl, das ,,Ungliick® ein-
treten, daB der Satz dort nicht gilt?

Nehmen wir einmal an, es gibt solche natiirlichen Zahlen, fiir die der Satz nicht gilt.
Wie wir wissen, gibt es dann unler diesen Zahlen auch eine kleinste Zahl. Wir wollen
sie m nennen. Also ist m die kleinste natiirliche Zahl, fiir die der Satz nicht gilt,
falsch ist. Die Zahl m kann nicht O sein; denn fiir O gilt der Satz wegen Punkt (1).
Aufer 0 hat aber jede natiirliche Zahl einen Vorgdnger. Also hat unsere kleinste Zah) m
einen Vorginger m—1. Fiir diesen Vorginger ist unser Satz aber wahr; denn die kieinste
Zahl, fiir die der Satz nicht gilt, kommt ja erst danach. Aus Punkt (2) folgt aber: Wenn
der Satz fiir m — 1 walirist, soist er auch fiir den Nachfolger von m — 1 wahr. Dieser
Nachlolger ist m. Nun ist der Satz fiir m — 1 tatsdchlich wahr. Also ist er auch fir m
wahr. Das ist aber ein Widerspruch zur Annahme, er sei fiir m nicht wahr. Also muB
die gemachte Annahme [alsch sein!

Folglich kann es keine kleinste Zahl geben, fitr die der Satz nicht gilt, und deshalb kann
es iiberhaupt keine natiirliche Zahl geben, fir die der Saiz nickt gilt. Also gilt der Satz
tatsichlich tiir alle natiirlichen Zahlen.

Wir haben zur Begriindung der Beweismethode von den im Abschnitt IT genannten
Eigenschalten der natiirlichen Zahlen Gebrauch gemacht. Deshalb kénnen wir mit
dieser Methode auch nur Sitze wie beispielsweisc: ,,Fir jede natiirliche Zahl » = 3
ist die Summe der Innenwinkel eines konvexen n-Eckes gleich (n— 2) - 180°
beweisen. .

Die Beweismethode heiit vollstindige Induktion'. Dabei nennt man Punkt (1) den
Induktionsanfang und (2) den Induktionsschriit.

Im nichsten Helt werden einige Sitze durch vollstindige Induktion bewiesen.

W. Stove

1 Daslst ¢in Fachausdruck der Mathematik, auf den bier nicht néher eingegangen we‘rden honn.
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Wir operieren
mit Mengen
Teil 2

1. Die Bedeutung des Grundbereichs hei Mengenbildungen

‘Wie wir wissen, werden Mengen hiufig dadurch gebildet, daB man Elemente zusammen-
falt, die irgendeine bestimmte Eigenschaft oder ein bestimmtes Merkmal gemeinsam
haben. So kénnen wir z. B. die Menge der Bezirkshauptstidte der DDR bilden —
nennen wir sie Lier einmal B oder die Menge der Thilmann-Pioniere einer Klasse —
wir bezeichnen sie etwa mit P oder die Oberliga-Mannschaft des FC Karl-Marx-Stadt
— diese Menge soll mit F bezeichnet werden usw.

Wire es vielleicht auch méoglich, eine Menge dadurch festzulegen, da man angibt,
welche Eigenschaft (welches Merkmal) ihre Elemente nich¢ haben sollen? Probieren
wir es einmal an einem Beispiel! Wir wollen versuchen, eine Menge B* zu bilden, deren
Elemente nickt die Bigenschaft haben sollen, Bezirkshauptstadt der DDR zu sein.
Uberlegen wir uns, welche Elemente zu B* gehoren wiirden: Da fallen uns vielleicht
Stralsund, Weillenfels und Senftenberg ein. Diese Stddte sind keine Bezirkshauptstidte
der DDR, sie wiirden also zu'B* gehoren. Wiren auch Warschau, Kairo oder Tokio
Elemente von B*? Anscheinend ja; denn auch sie sind keine Bezirkshauptstiidte der
‘DDR. Man kénnte aber einwenden, da Warschau, Kairo und Tqkio gar nicht in der
DDR liegen und deshalb viclleicht doch nicht zu B* geziihlt werden sollten? Wie ist
es dann mit der Insel Riigen? Oder mit dem Miiggelsee? Oder mit dem Leipziger Opern-
haus? Weder Riigen noch der Miiggelsee noch das Leipziger Opernhaus sind Bezirks-
hauptstidte der DDR, wir miiBten also alle diese Dinge als Elemente von B* ansehen.
Aber viele werden dagegen schon protestieren und darauf hinweisen, daB dieser Weg
ins Uterlose fiihrt — schlieBlich wiirden so z. B. auch alle Leser von elpha zu B*
gehoren usw. Es ist offenbar notwendig, bei der Bildung von B* bestimmte Ein-
schrinkungen zu machen. Wir miissen genau abgrenzen, aus welchem Grundbereich die
Elemente iiberhaupt nur entnommen werden sollen. Im vorliegenden Fall kime als
Grundbereich am ehesten die Gesamtheit aller Stidte der DDR in Frage. Dieser
Grundbereich ist selbst eine Menge — wir wollen sie S nennen. Wenn wir jefzt — inner-
halb unserer Grundmenge § — die Menge aller Elemente bilden, die nicht zu B geharen,
so geraten wir nicht mehr in Schwierigkeiten : Stralsund, WeiBenfels, Senftenberg und
viele andere Stidte der DDR gehéren zu dieser Menge, Warschau, Kairo und Tokio
dagegen nicht, weil diese Stidte gar nicht dem gewihlten Grundbereich angehsren und
dadurch sozusagen auferhalb unserer gegenwirtigen Betrachtungen liegen — von der
Insel Riigen, dem Miiggelsee und dem Leipziger Opernhaus ganz zu schweigen

Unser Versuch, eine Menge durch Festlegung eines Merkmals anzugeben, das ihre
Elemente nickt besitzen sollen, hat also erst Erfolg gehabt, nachdem wir uns auf einen
klar abgegrenzten Grundbereich bezogen haben. Bei unseren sonstigen Mengenbildun-
gen schier dagegen die Vorgabe einer Grundmenge nicht notwendig gewesen zu sein.
Aber das schien eben nur so — in Wirklichkeit haben wir doch mehr oder weniger un-
bewuBt an bestimmte Grundberciche gedacht, sonst wiren die von uns betrachteten
Mengen unter Umstinden gar nicht genau bestimmt gewesen. Nehmen wir z. B. dic
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Menge der Einwohner Leipzigs. Als Grundbereich denkt man dabei wohl an die Menge
aller in der DDR lebenden Menschen. Wenn jemand aber in diesem Zusammenhang
die Menge aller in der DDR existierenden warmbliitigen Lebewesen als Grundbereich
wihlt, so gehoren zur Menge der Einwohner Leipzigs nicht nur Menschen, sondern
auch die dort lebenden Papageien, Meerschweinchen, Katzen usw. X'

Halten wir also fest: Bei allen Mengenbildungen geht man von bestimmten Grund-
bereichen aus. Allerdings wird die jeweilige Grundmenge nicht immer extra genannt —
teils, weil es nicht unbedingt notwendig ist, teils, weil sie aus dem Zusammenhang
heraus ersichtlich ist.

2. Komplementiire Mengen

Verfolgen wir nun unsere erste Fragestellung weiter NWir hatten im Rahmen des
Grundbereichs S die Menge B aller Bezirkshauptstidte betrachtet und daneben die
Menge aller Elemente, die nicht Bezirkshauptstadt sind. Diese zweite Menge nennt man
die zu B beziiglich des Grundbereichs S komplementare Menge und bezeichnet sie mit B.
Ganz entsprechend kénnen wir nun auch komplementire Mengen zu P baw. zu F
bilden, sobald wir uns iiber den jeweiligen Grundbereich geeinigt haben. (Der Grund-
bereich kann natiirlich unterschiedlich gewdhlt werden.) Am naheliegendsten wiire es,
unter P die Menge der Schiiler unserer Klasse zu verstehen, die keine Thilmannpioniere
sind. Dann wire der Grundbereich G die Menge aller Schiiler dieser Klasse. Und F?
Als Grundbereich kénnte man die Menge aller Oberligafuiballer der DDR heranziehen.
Zu F wiirden dann alle OberligafuBballspieler gehoren, die nicht Mitglied des FC Karl-
Marx-Stadt sind. Aber natiirlich wire auch ein anderer Grundbereich denkbar. Uber-
legt selbst, welche Moglichkeiten man noch ins Auge fassen konnte!

Fassen wir zusammen : Wir sind in unseren Beispiclen immer von einer gewissen Grund-
menge & und einer darin enthaltenen Menge M ausgegangen (d. h.,es war M C@). Unter
M verstanden wir dann die Menge aller Elemente aus &, die nicht zu M gehoren, kurz:

a € M genau dann, wenn a 4 M ist.

M heiBt die beziiglich & komplementiire Menge zu M oder kurz Komplemeniarmenge

von M.

Zur Veranschaulichung von Zusammenhingen zwischen Mengen bedient man sich
héufig einfacher ebener Figuren: Alle im
Inneren eines geschlossenen Kurvenzuges

M /é G liegenden Punkte werden als zur selben
Punktmenge M gehorig aufgefalt; ob

man die Punkte des Randes zu M oder

zur Komplementirmenge 37 von M zihlt, geht aus dem Zusammenhang hervor, oder

man trilft eine Verabredung dariiber. In Abb. 1 stellt die gesamte Rechtecksfliche

eine Grundmenge G dar, die Kreisfliche veranschaulicht eine Menge M und der

schraffierte Teil der Rechtecksfliche veranschaulicht die Menge M. Die Randpunkte,

d. h. dic Punkte der Kreisperipherie, mgen hier zu M gehsren.

Damit wir mit dem neuen Begriff noch etwas vertrauter werden, wollen wir einige ein-

fache Beispiele untersuchen.

(1) Gegeben sei die Menge Z = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} als Grundbereich und die Menge

4=(2,85,7}.

Wie jeder leicht finden wird, ist 4 = (0, 1, 4, 6).

(2) Als Grundbereich wihlen wir nun die Menge N aller natiirlichen Zahlen. (Bekannt-

lich gibt es unendlich viele natiirliche Zahlen, wir kénnen sie also nicht alle hinschrei-

Abb. 1
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ben.) Teilmengen von N sind die Menge G der geraden Zahlen und die Menge U der
ungeraden Zahlen. Wir kénnen feststellen: ¢ = U oder auch U = G.

(3) Wir nehmen als Grundbereich wieder die Menge N. Eine Teilmenge von N ist die
Menge P aller Primzahlen, eine andere Teilmenge ist die Menge Z der zusammen-
gesetzten Zahlen. Gilt hier P = Z, d. h.,ist jede natiirliche Zahl, dic keine Primzahl ist,
eine zusammengesetzte Zahl? Das ist nicht der Fall! Die Zahlen 0 und 1 sind keine
Primzahlen, sic gehtren aber auch nicht zur Menge Z der zusammengesetzten Zahlen.
Alsoist P Z. .

(4) Diesmal sei die Menge aller Dreiecke unser Grundbereich. Wir greifen dic Menge
aller gleichseitigen Dreiecke heraus und bezeichnen sie mit@. Was ist die Komplementér-
menge zu G? Ist es die Menge aller ungleichseitigen Dreiecke? Nein, zu @ gehtren auller
denungleichseitigen Dreiecken auch alle gleichschenkligen, die nich'(',gleichseitigsind !
Die Beispiele zeigen, daB der Begriff der Komplementirmenge zwarim Grunde recht ein-
{fach ist, daB man manchmal aber doch aufpassen muf}, um keine Elemente zu vergessen.

3. Vereinigung und Durchschnitt von M

=)

Fir unsere folgenden Uberlegungen denken wir uns als Grundbereich eine Schulklasse X
gegeben. Die Elemente von K sind also Schiiler, die wir dufch den jeweiligen Anfangs-
buchstaben ihres Familiennamens kennzeichnen wollen. (Der Einfachheit halber setzen
wir vorauns, daB jeder Buchstabe des Alphabets hichstens einmal als Anfang eines
Familiennamens in der Klasse vorkommt.) Wir wollen annchmen, daB wir einige Teil-
mengen von K kennen: (1) Den Schachklub der Klasse: § = {q, b, ¢, d}. (2) Die Menge
der Schiiler, die am Englischunterricht teilnchmen: E = {e, f, g}. (3) Die Volleyball-
mannschaft: ¥ =(c, d, , 4, &, I}. (4) Die Menge der Schiiler, die an einem Zirke! im
Fach Mathematik teilnehmen: Z = {e, {, g, b, k, I, m).

Eines Tages gibt der Klassenlehrer bekannt: ,,Alle Schiiler, die zum Schachklub oder
zur Volleyballmannschaft gehsren, trelfen sich nach dem Unterrichtim FDJ-Zimmer!**
‘Welche Schiiler sind damit gemeint? Sicher die Schiiler 2 und ; denn sie gehéren zum
Schachklub, und ebenso die Schiiler %, ¢, k und I; denn sie gehéren zur Volleyball-
mannschaft. Wie steht es aber mit ¢ und d? Diese Schiiler miissen natiirlich ebenfalls
hingehen; denn sie gehtren ja sogar zu beiden Mengen! Nach dem Unterricht ver-
sammelt sich also im FDJ-Zimmer eine Menge, die durch Vereinigung der beiden
Mengen S und ¥ entstanden ist. Man schreibt dafiir SU V (gelesen: ,,8 vereinigt
mit V* oder ,,Vereinigung von S und V*‘), und és ist in unserern Falle

SuV={abocdhikl.
‘Wir merken uns allgemein: Ein Element z gehort zur Vereinigungsmenge der Mengen M
und N genau dann, wenn @ zu M oder zu N gehort. In kurzer Schreibweise:

z € M U N genau dann, wenn 2 € M oder z € N ist.

In der Abbildung 2 ist die Vereinigung zweier Mengen veranschaulicht. Die Vereini-
gungsmenge ist schraffiert dargestellt.

An einem anderen Tag heifit es in unserer

Klasse: ,,Alle Schiiler, die zur Volleyball-
MUN mannschaft und auch zum Mathematik-
Abb. 2 ' zirkel gehdren, melden sich beim Klassen-

lehrer!* Wer ist gemeint? Nur die Schiiler
h, k und 7; denn nur diese gehdren sowohl zur Volleyballmannscheft als auch zum
Mathematikzitkel. Die Schiiler &, k und ! bilden ebenlalls eine Menge, die man den

43



Durchschnitt der Mengen V und Z nennt. Man schreibt dafiir ¥ N Z (gelesen: ,,V ge-
schnitten mit Z* oder ,,Durchschnitt von V¥ und Z“), und es ist also:

VaZ={hkj

Wir merken uns hier: Ein Element @ gehrt zum Durchschnitt der Mengen M und N
genau dapn, wenn & zu M und zu N gehort:

z € Mn N genau dann, wenn z € M und « € N ist.

In Ahbildung 3 ist der Durchschnitt der
Mengen 3 und N wieder schraffiert dar-
Mn N gestellt.
Abb.9 Auch die Begriffe Durchschnitt und Ver-

einigung sind nicht sehr schwierig, das werden wir an den folgenden Beispielen, in denen
wir mit unseren Mengen S, E, ¥V und Z arbeiten wollen, gleich sehen.

Bilden wir einmal SU E (d. h. die Menge der Schiiler, die im Schachklub sind oder
Englisch lernen). Wie jeder sicher leicht findet, ist SU E = (a, b, ¢, d, ¢, [, g}. (Dem
entspricht die in Abbildung ¢ dargestellte Situation. Die Vereinigungsmenge ist wieder
schralfiert gezeichnet.)

OO~ . G-
Abb. 4 Abb.5

Was gibt U Z? Ganz einfach: EUZ={e, [, g, b k, |, m), d. h. EUZ=2Z. Wie
kommt das? Thr habt es sicher schon gemerkt: E ist eine Teilmenge von Z, es kommt
also beim Bilden der Vereinigungsmenge gar kein neues Element zu Z hinzu. (Siehe
auch Abbildung 5!).

Nun betrachten wir den Durchschaitt von S und E (d. b. die Menge der Schiiler, die
im Schachklub sind und aulerdem auch noch Englisch lernen). Wie wir feststellen
miissen, gibt es solche Schiiler in unserer Klasse gar nicht, der Durchschnitt der
Mengen S und E ist also leer: SN E = o. (Siehe auch Abbildung 6!)

Wie steht es mit B Z? Priilt selbst nach, daB En Z = £ gilt! (In Abbildung 7
ist wieder eine entsprechende Situation dargestellt.)

DD
Abb. 6 Abb. 7

Wir wollen das Bilden von Durchschnitten bzw. Vereinigungsmengen mit drei ein-
fachen Beispielen aus der Mathematik abschlieBen:
a) Die Ungleichung z + 3 = 8 ist eine kurze Schrelbwelse fiir ,,¢ -3 < 8 oder
z 4+ 3 = 8“. Die Menge X aller natiirlichen Zahlen, die die Unglelchung z+3<8
erfiillen, ergibt sich somit als Vereinigung der Mengen 4 = (0, 1, 2, 3, 4) (das sind die
natiirlichen Zahlen, die die Ungleichung © +4- 3 < 8 erfiillen) und B = (5} (die natiir-
licke Zahl, die die Gleichung z 4 3 = 8 erfiillt).
Es gilt also X = 4 U B={0,1,2,3,4,5}.
(b) Sei @ die Menge aller geraden natiirlichen Zahlen, D die Menge aller durch 3 teil-
baren natiirlichen Zahlen. Dann ist @y D die Menge aller durch 6 teilbaren natiir-
lichen Zahlen — das sind némlich diejenigen, die gerade und durch 3 teilbar sind.
(c) Sei R, dic Menge aller Rechtecke und R, die Menge aller Rhomben. Dann ist
R N R, glelch der Menge @ aller Quadrate: R nR,=09.
Wer bis zum nzchstenmal etwas iiben will, k:mn das an Hand der vorhin betrachteten
Mengen S, E, V und Z tun. Zum Beispiel wire noch zu untersuchen:
SUZ EuV,8SnZ, SnV,EnV.

W. Walsch
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Eine Aulgabe von

Prof. Dr. Herbert Karl

Padagogische Hochschule Potsdam, Institul fiir Mathematik
Leiter der Aufgabenkommission
des Zentralen Komitees der Olympiaden Junger Mathematiker der DDR

47 Planetarische Lebewesen .

Als unsere Kosmonauten zum erstenmal einen fremden Planeten betreten hatten,
fanden sie dort als hochstentwickelte Lebewesen vier Arten von kiferartigen Tieren
K, K,, K,, K, vor, die (in zunichst wenig iibersichtlicher Weise) simtlich mit Beinen,
Fliigeln und Fiihlern ausgeriistet waren. Es zeigte sich aber bald, daf die Anzahl dex
genannten GliedmafBen bei allen vier Arten nur einen der Werte 2, 4, 6 oder 8 hatte
und daB es aulerdem nicht zwei dieser Arten mit gleich viel Beinen oder gleich viel
Fliigeln oder gleich viel Fiihlern gab. Weiterhin besaB die Art K; mehr Beine als die
K,, die Art K, mehr Fliigel als die K, die Art K, mehr Fiihler als die K, und schlieB-
lich zeigte sich noch, daB die Art K, als einzige mehr Beine als Fligel und die Art K,
als einzige mehr Fliigel als Fiihler hatte. '

Noch bevor weitere Angaben zur Erde gefunkt worden waren, konnte man hier schon
eindeutig feststellen, mit wieviel Gliedmafen die vier Arten der kiferdhnlichen Tiere
jeweils ausgestattet waren. Wie verliuft eine systematische diesbeziigliche Uberlegung?

Erster bemannter Weltraumflug Exrster unbemannter Weltraumflug

WOSTOK 1 SPUTNIK I

Oberst Juri Alexejewitsch Gagarin

Geboren am 9. Mirz 1934 in-einem Dorf

des Rayons Gshatsk (Gebiet Smolensk)

Start: 12. 4. 1961 um 7.07 Uhr Start: 4.10.1957
MEZ in Baikonur

Landung: ~ 14.4.1961 um 8.55 Uhr
MEZ im Gebiet Saratow

Perighium: 181 Kilometer Perigium: 230 Kilometer
Apogium:, 327 Kilometer Apogium: 940 Kilometer
Bahuneigung: 65 Grad Bahnneigung: 65,1 Grad

Umlaufzeit: 89,10 Minuten Umlaufzeit: 96,17 Minuten

Umlaufmasse: 4725 kg Umlaufmasse: 83,6 kg




HIII'IH berichtet

aus aller Welt

Moskau

AnlsBlich des Internationalen Matl iker.

kongresses 1966 wurde eine Sondermarke
(8 Kopeken) herausgegeben. Sie zeigt ein
Integral iiber der Erdkugel, das Symbol fiir
eine unendliche Summe und dss Symbol
fiir die Vereinigungsmenge.

Widin (VR Bulgarien)

Zwei Madchen nahmen an der VIIIL. Inter-
nationelen Mathematikolympiade in "Sofia
teil: eine mongolische Schiilerin und Ljud-
mila Jordanova aus Bulgarien. Letztere er-
hielt einen 3. DPreis. In Anerkennung ihrer
guten Leistungen wurde sie vom Volks-
bildungsministerium ihres Landes zum Stu-
dium nach Moskau delegiert. Ihre hervor-
ragenden Erfolge hat sic durch das Studium
joti Olympiadecaufgaben und dieTeil-
nahme an cinem Korrespondentenzirkel der
Universitit Sofia, d. h. im kontinuierlichen
Selbststudium, erzielt. Verbunden mit herz-
lichen GriiBen an die alpha-Leser iibergab sie
die folgende Auflgabe:

0w

Es seien a,, a3, @5,..., @, positive ganze
Zahlen. Dabei ist a; < 1000; (k = 1,2,.. )
und das k.g. V. je weier solcher Zahlen gro Ser
als 1000. Man beweise, da

11 1
S e S 2ish,
& Fat kg
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In eigener Sache ,

Am 4. April 1707 wurde Leonhard Euler in
Basel geboren. In Helt 4 werden wir iiber
Leben und Bed g dieses beriit
Wissenschaftlers berichten.

Bukarest
Vom 12, bis 17. September 1966 {and in
Bukerest der vom Organisationskomitee der
Balkanunion der Mathematiker einberufene
II1. BalkankongreB der Mathematiker statt.
Mehr als 150 Mathematiker aus verschiede.
nen wi haftlichen I Ruméini
Bulgariens, Jugoslawiens, Griechenlands und
der Tiirkei nahmen an der Arbeit dieses Kon-
gresses teil. Akedemiemitglied Octav Oni-
nescu, Ruminien, hiclt die feierliche Eroff-
nungsansprache. Darauf folgte der Vortrag
von Prof. Gheorghe Mihoc, Prisident des
Organisationskomitees und Rektor der Buka-
rester Universitit. Er gab einen Uberblick
iiber die Zusammenarbeit von Mathematikern
der Balkanlinder seit der Griindung der Bal-
kanunion. Er wies darauf hin, daB nach den
ersten zwei Kongressen (1934: Athen; 1937:
Bukarest) cinc Reihe politischer und sozialer
Veriinderungen in den Staaten der Balkan-
halbinsel dic organisierte Zusammenarbeit
der Wisscnachaftler erschwerte. Aber aus den
in der letzten Zeit sich immer rascher ent-
wickelnden allseitigen Verbindungen zwi-
schen den Volkern der Balkanlinder, die
sich fir Frieden und gegenseitige Zusammen-
arbeit einsctzen, erwuchs von neuem die Not.-
wendigkeit und Moglichkeit einer naheren
Verbindung auch zwischen den Mathemati-
kern dieser Linder.

Assja Peinerdjiewa, Unlversitdt Sofia




Budapest

Im November 1966 fand in der Ungarischen
VR die erste Olympiade dieses Schuljahres
statt. Teilnahmek htigt an dem sog,

ten J.-Kiirschak-Memorial waren Schiiler der
Oberschulen und auflerdem Jugendliche, die
1965 (oder spiiter) das Abitur ablegten. Die
Aufgaben lauteten:

1. Gibt cs ein Fiinfeck im Raum, dessen Sei-
ten gleich lang sind und bei dem sich zwei
benachbarte Sciten unter einem rechten Win-
kel schneiden?

2. Man beweise, daB in der Dezimalbruch-
entwicklung der Zahl (5 + J26)" die ersten
7 Ziffern nach dem Komma gleich sind, wenn
7 eine natiirliche Zahl ist.

3. Gibt es zwei aus nichtnegativen ganzen
Zahlen bestehende unendliche Mengen 4 und
B, 50 daB jede nichtnegative ganze Zahl auf
genau eine Weise als Summe einer zu 4 ge-
horigen und einer zu B gehérigen Zahl her-
gestellt werden kann?

I. Reiman, Universlldt Budapest

London
Am 13. Mai 1966 wurde die zweite englische
Mathematikolympiade durchgefiihrt.

Effelder (Krs. Sonneherg)
Seit Jahren schneiden die Schiiler der Ober-
schule Effelder gut bzw., sehr gut in den
Mathematikolympiaden ab. Das ist der Er-
folg langfristiger, systematischer auBerunter-
richtlicher Arbeit im Fach Mathematik. Der
Mathematikfachlehrer Georg Scheler-Eck-
stein ist der Aktivste an sciner Schule. Seine
f de Dol »Drei Jahre
planmiBige, auBerunterrichtliche Forderung
der Talente im FFach Mathematik (in den
Klassen 3 bis 10) an ciner Landschule* und
» Wandzeitungen®‘ geben AufschluB tber In-
halt, Formen und Methoden der Titigkeit
der Arbeitsgemeinachaften.

tation

Moskau

Eine Aufgabe, die fiir die Gebietsolympiaden
1966 in der Sowjetunion empfohlen wurde:
Paspennts yroa 519°na 19 panHix vactelt
C HOMOWIBIO UHPKYIA U TMHCHKHA.

Leipzig

Pawcl Kroger, Schiiler eines 2. Schuljshres
einer Leipziger Oberschule, erreichte mit
25 Punkten in der Kreisolympiade (d. i. Stadt-
olympiade) in Klassenstufe 7 einen hervor-
regenden. 10. Platz (bei 150 teilnehmenden
Schillern aus 59 Oberschulen). Er qualifi-
zierte sich damit fiir die Bezirksolympiade
und wurde in Klassenstufe 7 der Elite von
25 Schiilern.

Berlin

Vom 13. bis 18. Februar 1967 fand die Wissen-
schaftliche Jahrest der Mathematisch
Gesellschaft der DDR statt. In der Sekiion
Unterricht und Ausbildung wurden Kurz-
vortrige zur Modernisicrung des Mathematik-
unterrichts' gehalten und Erfabrungsberichte
iiber gute auBerunterrichtliche Arbeit aus
Annaberg-Buchholz, Dresden und Herzberg
(Elster) geboten, Eine Aussprache ergab wert-
volle Hinweise zur Ausbildung Technischer
Recl und Math isch.Technischer As-
sistenten.

New York

One problem from the Annual High School
Contests of the Mathematical Association of
Amecriea 1960: Two swimmers, atopposite ends
of 2 90 - foot pool, start to swim the length of
the pool, one at the rate of 3 fect per second,
the other at 2 feet per sccond. They swim
back and forth for 12 minutes. Allowing no
loss of time at the turns, find the number of
times they pass each other.

90- Foot pool.
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Wissen, wo...

Eine Anleitung
zum Selbststudium

Liebe Leser und Freunde von alpha! Ihr haltet nun Heft 2 der Schiilezeitschrift in
der Hand. Sie ist eine der zahlreichen Verdtfentlichungen, die eine Folge des An-
wachsens des Wissens unserer modernen Gesellschaft ist. Das beweisen z. B. folgende
Fakten:
@ Die Anzahl der Versffentlichungen hat sich in den letsten zehn Jahren verdoppelt.
@ Zur Zeit sind zwei Millionen Wissenschaftler dabei, unsere Welt zu erforschen, das
sind 90%, aller Wissenschaftler, die bisher gelebt haben.
@ Das Verhiltnis der Anzahl der Zeitschriften von heute und der von 1900 ist 10: 1.
@ Die Suche nach optimalen Mglichkeiten der Speicherung und Selektierung (des
Aussuchens) der Dokumente der wissenschaftlichen Erkenntnisse ist ein neues reiches
Arbeitsgebiet fiir Wissenschaftler.
Die Lektiire unserer Schiilerzeitachrift stellt deren Charakter entsprechend keinen
bloBen Zeitvertreib dar. Mit ihr soll vielmehr in einer der wissenschaltlichen Arbeits-
weise nahekommenden Art gearbeitet werden. Dabei werden Euch wie auch jedem
Wissenschaftler unserer Tage neben den Problemen ,,wissen, was..” und ,,wissen,
wie . . .” auch das immer mehr an Bedecutung gewinnende ,,wissen, wo .. . (d. h. wo
man z. B. Ausfiihrungen zu cinem bestimmten Thema findet) begegnen. Ihr werdet
Euch in geeigneter Form einen Uberblick iiber die in alpke verdifentlichten Beitrige
verschaffen miissen. Das wird besonders deutlich, wenn Ihr Euch vergegenwirtigt, dal
noch nicht jeder Beitrag zu jedem Zeitpunkt fiir jeden Leser verstindlich ist. Zu einem
spateren Zeitpunkt aber wird mancher nach frither erschienengn Avtikeln suchen. Dann
kann er seine Kartei — das scheint die gecignetste Form zu sein — durchsehen und
schnell finden, was er sucht.
Es empfiehlt sich die Anlage eincr Kartei (Format A 5) mit Leitkarten, die mit Buch-
staben des Alphabets versehen sind. Ihr legt Euch eine Schlagwortiibersicht an, die
es erleichtert, herauszufinden, welchem Schlagwort ein Artikel zugeordnet wurde oder
zuzuordnen ist. Der Vorschlag fiir die Einrichtung der cinzelnen Karten ist in der
Abbildung erliutert. Die Kartei sollte nach Empfang eines jeden neues Heftes vervoll-
stindigt werden. Sie kann auch fiir die Auswertung anderer Zeitschriften (andersfarbige
Karteikarten) erweitert, werden. SchlieBlich ist es auch mdéglich, sich eine entspre-
chende Kartei (A 6) fiir Aufgabenstellungen und Losungen von Aufgaben, insbeson-
dere Olympiadeaunfgaben, einzurichten.
Wir wiinschen Euch viel Erfolg und sind interessiert daran zu erfahrven, was Ihr

2u diesem Vorschlag meint.
H. Herzog/J. Lehmann

[
Mengenlehra

1167 Mit Mengen fingt es an. W. Walsch
sy | sutpaben zur h _H. Lokse
: 2767 _Wir operieren mit Mengen!_ W. Walsch
i 2g67 | Losungen zu Aufgaben aus der H. Lohse i
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SchlagworlBberslebt
A alpha (Zeitschrift «) K K i3 ik R henhi
alpha-Wetthewerb KEryptarithmetik Relationen
Annki il Eybernetik N 8 Sport und M
Astronautik L Literatur N Statistik
B DBerichte Logarithmen Stereometrie
Berufe Zogik T _Trigonometrie
Beweise M i i u i
Biographien Mengenlehre Unierhaltung
D Delerminanten N Nomographie V __ Vektorrechnung
P Pernsehen . Normung : W Wahrbcheinti
Funktic O _Olympiade-Aufgaben Wandzeitung
G ichte der Mathemati Optimierung Z_ Zahlbereiche
ie, analytische P Philosophie
Geometric, darstellende Planimelrie A
_ i Potenzen Zeilschriften
T ie Programmisrung Ziffernsysteme
1 Infinitest Pritfungen Zirkel (Arbeit chaften)

Hand aufls Herz

Die Redaktion der Leipziger Volkszeitung stellte Studenten des ersten Studienjahrs
der Karl-Marx-Universitit folgende Frage: Welche Probleme ergeben sich durch die Um-
stelbung von der Oberschule zur Universitat?

Es ist wirklich eine Umstellung vom angeleiteten Arbeiten in der Oberschule zum selb-
stindigen Arbeiten an der Universitit. Yutte Toplstads

Nach den ersten Wochen weill man kaum, wo man anfangen soll. Mir fillt es schwer,
ohne Anleitung zu arbeiten. Trmtraud Henschke

Vorlesungen zu folgen, ist schr anstrengend, und es kostet Mithe, immer aufzupassen
und das Wichtigste zum Mitschreiben herauszufinden. Birbel Storch

Es wird an der Universitit bedeutend mehr verlangt als en der Oberschule, sckon zu
wissen, wo elwas steht und wie man die Literatur beschafft, scheint mir eine Kunst zu
sein. Elke Binnewics

Ahnliche Probleme werden sich fiir jeden Schiiler, der die Schule verlaBt, ergeben.
Wer schon in seiner Jugend selbstindig lernt, wird sich in Lehre und Beruf schnell
zurechtfinden und gut vorankommen. Die Werktitigen arbeiten nach einem fest um-
rissenen Zeit- und Orgenisationsplah. Der Arzt hat in seinem Schreibtisch eine Patien-
tenkartei. In der Buchhaltung bewihrt sich seit langem die Loseblatt-Ablage. In zahl-
reichen Betrieben geht man mehr und mehr zur Arbeit mit Lochkarten tiber. So sucht
jeder seine vielfiltige Tétigkeit durch moderne technische Hilfsmittel zu systemati-
sieren und zu rationalisieren.

Und was tust Du, lieber junger Leser, um rechtzeitig diese Er[ahrungswerte des prak-
tischen Lebens zu nutzen?
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Mathematischer
Leistungsvergleich zwischen
Praha und Neubrandenburg

Im Juni 1966 nahm ich an der Eroffnung eines mathematischen Leistungsvergleichs
zwischen den Schiilern der drei Spezialklassen Mathematik der erweiterten Oberschule
Praha 2 und den Besten des Bezirksklubs Mathematik Neubrandenburg teil. Der
Freundschaftsbesuch kam auf Vermittlung des Informationsbiiros der CSSR in Berlin
zustande. 18 Schiiler und vier Lehrer wurden mit vorbildlicher Gastfreundschaft auf-
genommen. Die Neubrandenburger konnten in Klassenstufe 11/12 mithalten, in
Klassenstufe 10 miissen sie noch tiichtig arbeiten, um an die Leistungen der Schiiler
aus Prahe heranzukommen.

Mit Hermn Professor Emil Calda, einem der beiden Mathematiklehrer der EOS Praha 2,
fiihrte ich ein Gesprich, das sicher auch Euch interessieren wird:

Frage: Herr Professor (in der CSSR werden alle Lehrer der erw. Oberschulen mit
Professor angesprochen, d. Red.), wie kann man in der CSSR Schiiler ciner erweiterten
Oberschule werden?

Antwort: Jeder Schiiler einer Abschlufiklasse der Oberschule (9. Schuljahr) kann sich
an ciner erw. Oberschule bewerben. Er muf} eine Aufnahmepriilung in den Féchern
Tschechisch (Diktat) und Mathematik machen. Das Abschneiden in diesen beiden
Fichern entscheidet iiber Aufnahme oder Ablehnung.

Frage: Sie sind Klassenleiter einer Spezialklasse Mathematik. Wie kann man Schiiler
einer solchen werden? Gibt es fiir diese einen besonderen Lehrplan?

Antwort: Die Schiiler, welche emen Aufnahmeantrag stellen, wissen, da8 es in unserem
Lande in Brno, Bratislava und Prahnin jeder Klassenstufe je eine Spezialklasse gibt. Die
etwa 36 Schiiler, welche bei der Aufnahme im Fach Mathematik an unserer Schule am
besten abschneiden, werden in diese Klasse ibernommen. In der ersten und zweiten
Klasse arbeiten wir nach dem gleichen Plan und mit der gleichen Stundenzahl wie alle
Schiiler des naturwissenschaftlichen Zuges der erw. Oberschulen der CSSR. Da schr
gute Schiiler in der Spezialklasse beisammensitzen, gelingt es uns natiirlich, tiefer in
dic einzelnen Stoffgebiete vorzudringen. In der 3. Klasse (wir sagen 12. Klasse, d. Red.)
haben wir puch den gleichen Plan, aber wochentlich 8 Stunden Mathematik und
7 Stunden Physik, das sind je 3 Stunden mehr, als den Schiilern anderer Klassen er-
teilt wird. In Aussicht ist gestellt, daB wir einen eigenen Lehrplan erhalten.

Frage: Was tun die Schiiler der Spezialklassen aunBerhalb des Unterrichts zur Ver-
besserung und Vertielung ihrer Kenntnisse?

Antwort: Die meisten nehmen an den einzelnen Stufen unserer Mathematik-Olympia-
den teil. Wir schneiden meist gut ab. Einige Schiler unserer Schule drangen schon in
die Endstufe (Landesolympiade) und sogar bis zu den Internationalen Olympiaden vor.
Herr Prof. Dr. Vichin, Delegationsleiter der CSSR-Mannschaft der letzten Internatio-
nalen Olympiaden, hat mit seinen Assistenten der Mathematisch-Physikalischen Fa-
kultit der Karls-Universitit an unserer Schule einen Klub eingerichtet, in dem
dic Besten unserer Stadt und Schule arbeiten konnen. Von meinen 36 Schiilern
nghmen 25 an der Mathematik-Olympiade und 11 an der Physik-Olympiade
des Landes teil, einige an beiden Olympiaden. Viele unserer Schiiler betreiben ein
intensives Selbststudium. Sie beschiftigen sich vor allem mit der mathematischen
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Literatur, die zur Vorbereitung auf Olympiaden und auf den Besuch unserer Fach-
und Hochschulen herausgegeben wird.

Herr Professor Calda, wir wiinschen Ihrer und der Neubrandenburger Mannschaft
weiterhin viel Erfolg, einen kontinuierlichen Ausbau der gekniipften Beziehungen,
vor allem aber Freude und Erholung beim Gegenbesuch Ihrer Mannschaft im Spezia-
listenlager des Bezirks Neubrandenburg im Seebad Ahlbeck. 7. Lebmann

Aufgaben: Aufnahmepriifung an erweiterle Oberschulen der OSSR, 1966
1. Berechnen Sie

a+bd a—b

(-3

Setzen Sie ¢ = 2 und b= —1 und weisen Sie fiir diesen Fall nach daB Thre Um-
formung richtig ist!

Welche Werte diitfen wir fiir ¢ und b nicht einsetzen?

2. Losen Sie die folgende Glelchu.ng und fuhren Sie die Probe durch:

_-(1_1 (23_1)_2_ (z 4+ 1)

3. Es sind eine Gerade a und ein Strahl & gegeben, dessen Anfangspunkt auf der Ge-
raden ¢ liegt und der mit der Geraden einen Winkel @ = 75° bildet. Konstruieren Sie
alle Kreise &, die den Radius » = 2 cm haben und sowohl die (Gerade o als auch den
Strahl b berithren!

4. Von % Traktoristen wurde eine Verpflichtung iibernommen, wonach jeder von
ihnen bei der Friihjahrsbestellung m ha Boden bearbeiten wird. Kurz vor dem Beginn
der Arbeiten muBten zwei Traltoristen eine andere wichtige Aufgabe iibernehmen.
Die iibrigen Traktoristen vereinbarten jedoch, den Anteil der ausfallenden Kollegen
mit zu iibernehmen. a) Wieviel Hektar mubBte jetzt jeder von den iibrigen Traktoristen
bearbeiten? b) Um wieviel Hektar muBte jeder von ihnen seine urspriingliche Ver-
pilichtung erhéhen? Formulieren Sie den Losungsweg!

5. Die Hohe einer Seitenfliiche der geraden quadratischen Pyramide 4 BCDE hat die
Linge 2 = 12,6 crn. Diese Hohe schlieBt mit der Ebene der Grundfliche der Pyramide
den Winkel y = 60° ein. Wie groB ist das Volumen der Pyramide?

Aufgaben: Wetthewerb Praha-Neubrandenburg, Juni 1966

Klassenstufe 9 und 10:
1. Beweisen Sie, daB fiir alle natiirlichen Zahlen > 1 gilt:
1 1 1

aritaet e o<t
2. Bestimmen Sie alle reellen Zahlen mm, fiir die das folgende Gleichungssystem reelle
Lisungen hat:

r—y=m(l + zy)

2+c+y+ay=0
3. Essind ein Quadrat 4 BCD, eine Gerade p und ein Punks S gegeben. Konstraieren
Sie einc Strecke XY, die die folgenden Eigenschaften hat: Thr Mittelpunkt ist der
Punkt S, ihr Endpunkt X liegt auf dem Umfang des Quadrates 4 BC D und ihr End-
punkt ¥ liegt auf der Geraden p. Diskutieren Sie die verschiedenen Méglichkeiten |

Zum AbschluB noch eine Aufgabe aus dem Wettbewerb der Klassenstufe 11/12:

1. Ein Gefi8, das die Form einer Halbkugel hat, ist bis zum Rand mit Wasser gefiillt.
Neigt man das GelidB um 30°, so flieBen 11 1 Wasser heraus. Wieviel Liter Wasser ver-
bleiben im GefiB?
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Wer lost mit?

Hllllﬂl' Wetthewerb "

48 Welche natiirlichen Zahlen kannst du fiir a einsetzen. damit die Ungleichungen
48 < 8 - ¢ < 80 erfiillt sind ?

49 Ermittle alle zweistelligen natiirlichen Zahlen, die folgende Bedingungen erfillen:
a) Die Differenz aus dem Zehner und dem Einer betrigt 4, wobei der Einer von Null
verschieden sein soll; b} vertauscht man die Ziffern einer solchen Zahl, so erhilt man
eine neue zweistellige Zahl, die kleiner ist als der dritte Teil der urspriinglichen Zahl.
W(5)50 Hans und Giinter, zwei begeisterte Briefmarkensammler, treffen sich, um
Briefmarken, die sie doppelt besitzen, untereinander auszutauschen. Hans fragt Giin-
ter: ,, Wieviel Briefmarken hast du zum Tauschen mitgebracht?‘‘ Giinter, ein kleiner
Piiffikus, antwortet: ,,Ich habe heute polnische, sowjetische und bulgarische Brief-
marken zumn Tausch anzubieten, es sind insgesamt dreiBig Stiick. Die Anzahl der
sowjetischen Marken ist groBer als die der polnischen, aber kleiner als die der bulga-
rische. Die Anzahl der bulgarische Marken dagegen ist groBer als das Vierfache, aber
kleiner als das Fiinffache der Anzahl der sowjetischen Marken.” Wieviel sowjetische
Briefmarken hat Giinter zum Tauschen mitgebracht? Welche Aussagen kannst du
iiber die Anzahl der polnischen bzw. bulgarische Briefmarken machen?

W(5)51 Die dreiBlig Schiiler einer fiinften Klasse befinden sich mit ihrem Klassen-
lehrer auf einer zweitigigen Exkursion; sie libernachten in einer Jugendherberge. Am
Morgen des zweiten Tages wird jeder Schiiler gefragt, wieviel frische Brétchen er vom
Bicker haben méochte. Mehr als drei Schiiler m&chten keine Brotchen, da sie noch
ausreichend Verpflegung besitzen. Ebenso viele Schiiler wie die, welche auf Britchen
verzichten, méchten je vier Britchen haben. Davon die doppelte Anzahl von Schiilern
bestellt je drei, nochmals die gleiche Anzahl von Schiilern aber bestellt nur je ein
Britchen. Fiir den Rest der Schiiler sollen je zwei und fiir den Klassenlehrer genau
drei Brétchen mitgebracht werden. Wieviel Brotchen miissen gekauft werden, damit
jeder Wunsch beriicksichtigt wird und kein Brétchen iibrig bleibt?

LA

52 Ineinem Dreieck 4 BC betrage der Winkel ¢ genau 58°, und die Seite @ sei groBer
als die Scite ¢. Ordne die drei Dreieckseiten nach ihrer GroBe, ohne das Dreieck zu
konstruieren. Gib eine Begriindung fiir dein Ergebnis an!

53 Welche von den nachstehend angefithrten vier Aussagen sind wahr, welche sind
falsch? Die Antwort ist in jedem Falle zu begriinden!

a) Jede durch 18 teilbare Zahl ist auch durch 9 teilbar.

b) Wenn eine Zahl durch 9 teilbar ist, so ist sie auch durch 18 teilbar.

¢) Nicht alle Zahlen, die durch 12 teilbar sind, lassen sich auch durch 6 dividieren.
d) Es gibt Zahlen, die durch 24, aber nicht durch 8 teilbar sind.

W(6)54 Bestimme die Menge aller natiirlichen Zahlen a, fiir die die folgenden Be-
dingungen gleichzeitig erfiillt werden: a) 0 < @ < 4000; b) die Zaklen sind durch 4,
durch 5 und auch durch 9 zugleich teilbar; ¢) 8, 25 und 27 sind nicht Teiler von a;
d) subtrahiert man von den Zahlen a die Zahl 8, so ist diese Differenz durch 11 teilbar.
W(6)55 Die beiden Klassen 6a und 6b einer Schule hatten bei einem Leistungs-
vergleich dieselbe Mathematikarbeit geschrieben. Gerd wuBte von seiner Klasse, der
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62, dab sie einen Zensurendurchschnitt von genau 2,6 erreicht hatte. Um zu erfahren,
welche der beiden Klassen bessere Ergebnisse erzielte, befragte er seinen Freund Klaus,
einen Schiiler der Klasse 6b, nach dem Ergcbnis der Arbeit in dessen Klasse. Klaus
antwortete ihm: , Mehr als die Hillte aller Schiiler erhielt die Note ,Drei‘. Die Note
,Vier* kam hiufiger vor als die Note ,Eins’, aber nicht so oft wie die Note ,Zwei‘. Genau
ein Neuntel der Gesamtzahl der Schiiler meiner Klasse hat entweder eine ,Eins‘ oder
eine ,Finf geschrieben. Die Note ,Vier* haben doppelt soviel Schiiler erhalten wie die
Note ,Eins’. Die Anzahl der Noten ,Eins® war gréfer als das Doppelte, aber kleiner als
das Vierfache der Anzahl der Noten ,Fiinf’. Alle 36 Schiiler meiner Klasse haben die
Klassenarbeit mitgeschrieben.” Gerd freute sich daraufhin; denn seine Klasse hatte
besser abgeschnitten. Weise nach, daB Gerd richtig gerechnet hatte!

36 TIn der Multiplikationsaufgabe x+ - 9 = xus ist jedes Sternchen durch eine Ziffer
zu ersetzen, so daB eine richtig geloste Aufgabe entsteht. Wieviel Moglichkeiten gibt
es? Gib alle Moglichkeiten an!

57 Der Umfang eines gleichschenkligen Dreiecks 4 BC betrigt 14 cm. Eine der Seiten
des Dreiecks ist dreimal so lang wie eine andere Seite. Wie lang sind die Sciten des
Dreiecks? Gibt es mehrere Losungen dieser Aufgabe?

W(7)58 Gegeben sind drei Punkte B, C und D, die innere Punkte einer rechteckigen
Zeichenfliche sind. Diese drei Punkte sind Eckpunkte eines Parallelogramms 4 BCD,
dessen vierter Eckpunkt 4 auBlerhalb der Zeichenfliche liegt und somit fiir die Kon-
struktion des Parallelogramms unzuginglich ist. Es ist eine Strecke zu konstruieren,
die aul der Winkelhalbierenden des Winkels BAD mit dem unzuginglichen Scheitel-
punkt 4 liegt.

w() Lise eine der Aufgaben der Bezirksolympiade 1967 aus deiner oder einer
héheren Klassenstufe!

59 Die sowjetische automatische Weltraumstation ,,Luna 10 hatte am 30. Mai 1966
zum letztenmal Funkverbindung mit einer sowjetischen Erdstation. Die MeBergebnisse
wiesen aus, daf an diesem Tage die kleinste Entlernung dieses kiinstlichen Mond-
satelliten zur Mondoberfliche 379 km, die groBte dagegen 985 km betrug. Die Umlauf-
zeit von ,,Lupa 10 um den Mond betrug 2 h 58 min 3 s. Esist die mittlere Geschwindig-
keit von ,,Luna 10“ (in km - b~ und in km - s71) bei einer annihernd kreisfsrmigen
Bahn um den Mond zu berechnen. Der Durchmesser des Mondes betriigt angenahert
3476 km.

60 In einer Ebene sind m * # Punkte so angeordnet, wie es die Abbildung zeigt.

.Pn ?12 ?13 _Pu .Pm
Py Py Py Py - Py,

Poy Puz Puy Ppy -+ Py

Durch je zwei dieser Punkte ist eine Strecke eindeutig festgelegt. Die Strecken Py, P,
und P, Pj sind dabei als gleich anzusehen. Wieviel voneinander verschiedene
Strecken sind durch die gegebenen Punkte bestimmé?

W(8)61 Denke dir eine (in dekadischer Darstellung) dreistellige natiirliche Zahl, bei
der der Hunderter um mindestens 2 gréBer als der Einer und der Einer gréBer als Null
ist! Vertausche den Hunderter und den Einer miteinander und subtrahiere die so er-
haltene Zahl von der gedachten Zahl! Addiere zu diesem Ergebnis diejenige Zah), die
du erhiltst, wenn du in dem Ergebnis wieder den Hunderter mit dem Einer ver-
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tauschst! Du erhiltst als Summe stets die Zahl 1089. Beweise das mit Hilfe von
Variablen! i

W(8) Lose eine der Aufgaben der Bezirksolympiade 1967 aus deiner oder einer
héheren Klassenstufe!

62 Aus der ,,CoB* von Christoph Rudolff (1525): Ich habe drei Zohlen, die sich wie
1:2:4 verhalten. Die Summe ilirer Quadrate ist 189. Wie heiflen die Zahlen?

Hat diese Aufgabe nur eine Losung?

63 Man beweise den folgenden Satz: Wenn in einem spitzwinkligen Dreieck zwei
Hohen dieses Drejecks einander gleichlang sind, so ist das Dreieck gleichschenklig.
Gilt dicser Satz auch fiir stumpfwinklige oder rechtwinklige Dreiecke? (Die Antwort
ist zu begriinden.)

W(9)64¢ Ein Bogen Papier, der die Form eines Rechteckes 4 BCD hat, wird einmal
s0 gefaltet, dal die Eckpunkte B und D aufeinander fallen. Das Rechteck @e die
Seiten 4B = o und BC = b mit a >> b. Die Faltgerade schneide die Seite 4B in E
und die 8eite CDin F. a) Es soll die Lange & der Strecke EF berechnet werden. b) Wie
verhiilt sich & zu der Linge d der Diagonale des Rechtecks?

W(9) Lose eine der Aulgaben der Bezirksolympiade 1967 aus deiner oder einer
hoheren Klassenstufe!

65 Man ermittle alle Losungen der Gleichung
log ez + log,x + log,z = 1T.

66 Das Objektiv der Fernsehkamera der sowjetischen automatischen Station
»Luna 9% mit der im Februar 1966 Aufnahmen von der Mondoberfliche gemacht
wurden, befand sich in eincr Hohe von 60 cm itber der Mondoberfléiche. a) Wie groB
war die Sichtweite (in km) in dieser Hohe? b) Welcher Teil der Mondoberfliche (in km?)
konnte aus dleser Hohe iiberblickt werden? Dabei sollen etwaige Erhebungen auf der
Mondoberfliche unberticksichtigt bleiben. Der Monddurchmesser betrigt 3476 km.
W(10)67 In einem Abteil eines Schnellzuges der Strecke Berlin-Stralsund sitzen drei
Herren, die die Familiennamen Neumann, Miiller .bzw. Schulze tragen. Von diesen
Fahrgiisten ist uns bekannt: 1.) Einer von ihnen wohnt in Karl-Marx-Stadt, einer in Ber-
lin und einerin Erfurt. 2.) Diese drei Reisenden haben ein unterschiedliches Hochschul-
studium abgeschlossen, und zwar als Chemiker, Mathematiker bzw. Physiker. 3.) Ihre
verschicdenen Reiseziele sind Stralsund, Greifswald und Schwedt. 4.) Der Physiker
wohnt in Karl-Marx-Stadt. 5.) Der Fahrgast, der nach Stralsund fahut, ist 30 Jahre alt.
6.) Der Mathematiker ist bereits 43 Jahre alt. 7.) Das Lebensalter von Herrn Neumann
betrigt 39 Jahre. 8.) Der Chemiker fihrt nach Schwedt. 9.) Herr Schulze wohnt in
Berlin.

Ermittele unter Angabe einer logischen Begriindung den Familiennamen des Phy-
sikers! P. Enskonatus, DDR-Tellnehmer an der VIIL IMO

W(10) Liose eine der Aufgaben der Bezirksolympiade 1967 aus deiner oder der
Klassenstufe 11/12!
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Lésungen

( Einige Losungen werden erst in den folgenden
Heften verdffentlicht.)

2 Im Beispiel (2) und im Beispiel (3).
3 4CM 8qM 10CM OCM
4 P{=]2. Diese Menge bestcht also aus
einem Element, nimlich der Zahl 2.
S Ja, die unter (3) angegebene Menge ist
leer.
6 Die Beziehung der Gleichheit. @ = R.
lem s (el o2 . ) s ol
ul; .
Es sind 2° = 8 Teilmengen. Die leere Menge
ist Teilmenge jeder Menge.
8 (166 4+ 24): 6—7 == Daher ist
z = 13. Hans ist 13 Jahre alt.
9 Mit Hilfe folgender Gleichungen kénnen
wir die gesuchten Winkel leicht konstruieren:
@y =45° 4 30°; ¢, = 45° — 30°;
g = 60° 4- 60° 4 45° oder
g = 90° + 30° 4 456°; &, = 60° 4- 45°, ,
10 Avsz <z 2<ro<y,2<v,2<Y,
s yfolgtz <z <v<y.
11 Ds das zweite Fahrzeug 400 km weniger
als das erste zuriicklegte, hdtte es auf 400 km
zuriickgelegtem Weg 361 Kraftstoff ver-
braucht, d. h. aul 100 km genau 91. Beide
Fahrzeuge legten zusammen die Fahrstrecke
von 2000 km zuriick; sie verbrauchten- also
zusammen 1801 Kraltstoff.
14 Die Ungleichung allein betrachtet, wird
von den Elementen der Menge
(343, 344, 345, ..., 353, 354, 355} erfillt,
Unter Benchtung der Jjeweils zusitzlich ge-
stellten Bedingungen erhalten wir fiir:
a) (344, 346, 348, 350, 352, 354}; b) (345, 348,
351, 354} ; c) [348, 354] ; d) {344, 346,350, 352) ;
e) [345 351}; ) Es gibt kcine Zahl, die die ge-
stellten Beding. erfillt, die Menge ist lcer;
£) (350); h) 344, 345, 348, 350, 351, 352);
i) [344, 345, 346, 348, 350, 351, 352, 354;
k) {348},
15 Eine Zahl ist durch 36 teilbar, wenn sie
durch 4 und durch 9 teilbar ist. Aus 420,
4194, 4128 lolgt zuniichst 520720, 52724,
52328. Die Quersummen der noch unvoll-
stindigen Zahlen betragen (unter Auslassung
der Leerstelle) 9, 13, 17. Also muB die erste
Leerstelle mit 0 oder 9, die zweite mit 5, die
dritte mit 1 belegt werden. Wir erhalten die
Zahlen 52020, 52920, 52524, 52128,
16 Vor zwei Jahren beteiligten sich z Schii-
ler, vor einem Jahr beteiligten sich 2 Schii-
ler, in diesem Jahr beteiligten sich 6 z Schiiler.
Es gilt 216 = 6z, also z=136. Vor zwei
Jahren waren es nur 36, vor einem Jshr

schon 72,in diesem Jahr aber 216 Teilnehmer.
17 Scheitelwinkelpaare: <t AGF =< DGH,
& AGD = X FGH, ¥ GHF — & EHB,
X GHE = ¥ BHF;
Nebenwinkelp.: <¢ AGF 4+ & FGH = 180°,
X AGD + < AGF = 180°,
X AGD + X HGD — 180°,
X HGD + & HGF = 180°,
X GHF + I FHE — 180°,
X FHB 4+ <« BHE =180°,
X BHE + < EHG = 180°,
< EHG + < GHF = 180°;
Stulenwinkelpaare: & GDE = & FGH,
& DEH = 4 GHF, & CAG = & FGH,
I HBC = X GHF;
Wechselwinkelpaare: ¥ AGD = X GDE,
< BHE = & DEH, ¢ EHE = 4 HBC,
< CAG = & AGD;
Paare entgegengesetzt liegender Winkel:
X EDG + 4 HGD = 180°, & GHE
+ ¢ DEH = 180°, L CAG 4 & AGF =180°,
< FHB + <& HBC = 180°.
20 Die urspriingliche Zahl sei 7-100000 + .
Denn is6 die nene Zahl 100 - = + 70.
Nach der Voroussetzung ist
(7100000 + 2) 2 = 100 4 70.
Daraus folgt
1400000 + 2z = 100z 4 70,

982 = 1399930,

2= 130900 _ 14985,

Die urspriingliche Zahl ist also 714285,
Streicht man die 7, hingt man sie hinten an
und fiigt noch die Ziffer 0 hinzu, so erhilt
man 1 428570. Tatsichlich gilt
714285 2 = 1428570.
21 Jeder Punkt P; der Geraden g 188t sich
mit den iibrigen 19 Punkten verbinden; es
entstehen so 19 Strecken. Insgesamt erhalten
wir dann 20 - 19 Strecken, also 380 Strecken;
debei wurden alle Strecken doppelt gezihlt,
denn die Strecke P; P, ist gleich der Strecke
Py, P;. Wir miissen unser Ergebnis also noch
durch 2 dividieren. Durch die 20 Punkte wer-
den auf der Geraden ¢ genau 190 vc d
verschiedene Strecken festgelegt.

Py Pr Py Py Pg Pao
22 Auf Grund der Voraussetzung kann ge-
nau einer der [olgenden Filie eintreten:
lye=0, 2.)a<0, 3)a>0.
Zu 1. In diesem Falle wiire wegen
a = b2 (b* 4 c*) auch'b = 0, was der Voraus-
setzung widerspricht.
Zu 2. Dieser Full ist wegen b6 + ) =20
nicht méglich.
Zu 3. Daher ist a > 0. Ferner ist b & 0, also
b < 0. Daher ist ¢ = 0.

55



23 Die Figur zeigt des gegebene rechtwink-

Man erhilb also das Produkt, indem: man den
[{ i ) Zehner mit dem un 1 ver-

lige Dreieck A.BC mit der Hypots BC.
Dic Gerade AE sei die Winkelhalbierende des
rechten Winkels mit dem Scheitelpunkt 4.
E ist der Schnittpunkt dieser Winkelhalbie-
renden mit der Hypotenuse BC. Jeder Punkt
ciner Winkelhalbierenden hat von den beiden
Schenkeln des halbierten Winkels den glei-

chen Abstand. ED und EF seien die von B
auf die Katheten gefillten Lote. Daher gilt
X AFE = 4 ADE = & FAD = 90° und
damit auch < FED = 90°. Das Viereck
ADEF ist demnach ein Rechteck, in dem die
benachbarten Seiten P und ED gleich lang
sind, d. h. das Viereck ADEF ist ein Quadrat.
Aus dieser Analyse ergibt sich die Konstruk-
tion des Quadrates ADEF.

4

F

459
A D a

26 Man bendtigt zum Numerieren der Sei-
ten 1 bis 9 geneu 9 Ziffern, der Seiten 10 bis
99 geneu 90 - 2 = 180 Ziffern. Fiir die Buch-
seiten mit einer dreistelligen Zahl verbleiben
uns noch 876 — 189 = 687 Ziffern. Nun gilt
687:3 = 229. Es verbleiben also noch 229
Seiten mit einer dreistelligen Zahl. Das Buch
umfaBtdemnach 99 4 229 = 328 Seiten. Aus
der nachstchenden Tabelle ist ersichtlich, wie
oft die Ziffern 0 bis 9 beim Numerieren der
Seiten aultreten.

Zitfer Hunderter- Zehner- Einer-  lnsges.
stelle stelle stelle

[} —_ 80mal 92mal 82mal

1 100mal  40mal 83mal  173mal

2 100mal  39mal 88mal  172mal

> 3 20mel  30mal  33mal  92mal

4bis8 —  je30mal je38%mal 3I5mal

? - 30mal 32mal 62mel

878mal

27 Dererste Faktorsei gleich 10a + 5, wobet
«und b natinliche Zahlen mit 1 < ¢ < 9 und
1< b 9 sind. Dann ist der zweite Faktor
gleich 10e + (10 — b), und man erhilt

(10a + b) (10a¢ 10 — b)
=100g? + 100a — 10ab + 10ab + 105 — b®
= 100a® + 100@ + 105 — &%
=100a(z + 1) + 5 (10 — ).
Fiir unser Beispiel gilt

83-87=100-8-943.-7="7221
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mehriten Zehner multipliziert und hinter die-
ses Ergebnis das Produkt der Einer schreibt.
Ist das Produkt der Tiner kleiner als 10, so
muf noch die Ziffer 0 eingefiigt werden, z. B.
83-82=100-8-9+ 32 =7206.

28 Dic beiden zu bestimmenden natiirlichen
Zahlen scien mit = und y bezeichnet. Die in
der Aulgobe gestellten Bedingungen [ihren
zu dem folgenden Gleichungssystem:

zy z

§=z+y, —g_—_z—y.
Durch Addition erhelten wir
2y | zy x
gtg=s+tyte—y, %=2fc.
oy =4z, zy—4z=0, z(y—4)=0.

Die Gleichung ist erfiillt, wenn z = 0 oder
y =4 ist.

Wir belegen die erste Gleichung unseres
Systems

a) mit 2 = 0 und erhalten y =0,

b) mit ¥ = 4 und erhslten z = 12.

Die beiden geordneten Paare [0,0] und [12,4)
erfillen unser Glcichungssystem. Die Auf-
gabe hat also zwei Lésungen. Die Probe sei
dem Leser iiberlassen.

29 Essei ¥ ACB=c¢ und < AMB=34.
Aug der Vorsussetzung MD = CD folgt, dad
das Dreieck MCD gleichschenklig und da-
mit X DMC = X ACB = aist. & MDBist
AuBlenwinkel des Dreiecks MCD, also
<L MDB=2a.Aus BM = DM = r folgt, daB
das Dreicck DBM gleichschenklig und damit
X MBD =4 MDB=2a ist. % AMB ist
Auflenwinkel des Dreiecks MCB, also
X AMB = é= 3a.

30 Essei M der Mittelpunkt des Kreises &,
und die Punkte 4, M und C liegen auf einer
Geraden. Dann folgt aus der Voroussetzung
ABIICD, daB < CAB und < ACD als
Wechselwinkeleinander gleichsind. Ferner gilt
AM =BM = CM = DM, alsosind die gleich-
schenkligen Dreiecke ABM und CDM ein-
ender kongruent. Aus der Kongruenz der



Dreiecke folgt <¢ AMB = < DMC. Nun ist
X BMC Nebenwinkel zu X AMB. Aus
X AMB =X DMCfolgt X BMC + & DMC
= 180°. Die Punkte B, M und D liegen daher
auf einer Geraden.

K D

8

31 Wir ziehen die Diagonale BD. Dann
folgt aus der Umkehrung des Strahlensatzes:
FG | BD, EH || BD, also FG || EH.

Mit Hilfe der Diagonale AC beweist man
anslog BF |1 GH.

Daher ist das Viereck EFGH cin Parallelo-
gramm.

34 Es seien «# die Anzahl der anwesenden
Jungen und y die Anzahl der anwesenden
Midchen. Dann ist, wie der Lagerleiter fest-
gestellt het, 2 — y = 6. Daher sind die Zah-
len 2 und y cntweder beide gerade oder beide
ungerede. Wiire nun die Meldung von Helga
richtig, so hiitte die Gruppe (= + 2) -+ ¥
=(z + ¥) + 2 Teilnehmer. Dicsc Zahlist aber
in jedem Falle eine gerade Zahl; denn die
Summe zweier gerader Zahlen, aber auch die
Summe zweier ungerader Zahlen ist stots eine
gerade Zahl, Das steht im Widerspruch zur
Voraussetzung, wonach 27 Teilnehmer zur
Gruppe gehoren. Helga irrt sich also; der
Lagerleiter hatte recht.

35 Ts seien 4 und B die Standorte der
beiden Boote um 10.30 Uhr und P der Treff-
punkt nach ¢ Stunden. Dann sind die Maf-
zahlen der Entfernungen (in Secmeilen)
4P =10t, BP=20t, 4B =10. Da das
Dreieck A BP rechtwinklig ist, gilt

(2007 = (10 + 107,
400#2 = 100¢* + 100,

300 = 100, =4 ;
hieraus folgt wegen t > 0

1os  ax
t=-g 3=~ 0577,

Die beiden Kiistenschutzboote treffen sich
nach 0,577 b (des sind 34 min 37 5), also um
11804m37s, Das erste Boot legt dabei die
Entfernung von 10 - 0,577 sm = 5,77 sm, das
zweite Boot die Entfernung von

20 - 0,577 sm = 11,54 sm zuriick.

P

20t
0t

A 0 8

36 Ist zdie Lange des gesuchten Quadrates,
0 gilt 2® = a® — b% Men zeichnet daher die
Strecke 4B = a, konstruiert iiber 4B den
Thaleskreis und schligt um B mit dem Radius
b einen Kreis, der den Thaleskreis in '
schneidet. Dann ist AC = z die Seite des
gesuchten Quadrates.

37 Ohne Bescluinkung der Allgemeinheit
kénnen wir ¢ = b annehmen. Denn gilt

2% + 282
=& + 2ab + b* 4 o® — 2ab + b*
=(a 4 b +@—bp.

Der Term 2a® + 2b%143t sich also als Summe
der Quadrate der beiden natiirlichen Zahlen
e+b und a—¥& darstellen.

40 Die Anzahl der Teilnehmer sel z. Da
jeder Teilnehmer genau eine Partie mit jedem
der iibrigen  — 1 Teilnehmer spielt und da
231 Partien gespielt werden, gilt

z(z—1)
=S =3, )

also @ (x—1) =462, (2)

Die quadratische Gleichung
2% — x — 462 = 0 hat dio beiden Losungen

ol T 4
.1:1=T+l/»47+462=—~-,-—2-=22
1 48

umd ¥y =, —5 =—21,

2 2

von denen nur die Lésung z, = 22 den Vor-
sussetzungen entspricht. Das Turnier hat
dsher 22 Teilnehmer.

Bemerkung: Noch schreller kommt man zu
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dem Ergebnis, wenn man beriicksichtigt, daf
wegen Gleichung (2) gilt

43 Ist x eine Losung der Ungleichung

2z—3

(2—1) < 2(z—1) = 462, Ti-ai>2'
also z—1<22,d.h. 5 <23;

2t >z (x—1) = 462, 3
also > 2l soglltl+ 5% —2>0,
Daraus lolgt z = 22.
41 Es sei z die MaBzabl der Kantenld 2z—3—2—10z >0,
eines Wiirfels. Dann ist die MaBzahl der 1+52 ’
Liinge einer Raumdiagonale dieses Wirdels
z}/3, also die Mafizabl der Gesamththe der iz‘:__s >0
Wiirfelmontage 3z /3. Nun ist nach Voraus- 1+5z
setzung _8e—5 »

= Der Term soll also bei einer Be-

2 2
32 /3 = 6, ls0 z=—3=~»—|/3.

Dakher ist die MaBzahl der Gesamtoberfliche
der drei Wiirfel

A,,=3-6:c2=3-6-—4—=24.

Es mubB also Farbe fiir die Fliche von 24 m"
bereitgestellt werden,

42 Man teilt die Strecke 4 B in vier gleiche
Teile mit den Teilpunkten P, P,, Psund die
Strecke 4D in vier gleiche Teile mit den Teil-
punkten Q;, @, @,. Man verbindet den Punkt
¢ mit den Punkten @, @5, @,, 4, Py, P,, P;
und erhilt eine Zerlegung des Parallelo-
gremms ABCD in acht Teildreiecke, die ein-
ander paarweise flichengleich sind. Daném-
lich die Teildreiecke A BC und ACD einander
konrguentsind, sind die Flicheninhalte dieser
Dreiecke einander gleich und gleichen dem
halben Flicheninhalt des Parallel

ABCD.

D c
Q3
Q,
v @
‘AP, Py B B

Dic Teildreiecke ACQ,, @,0Q, @,0Q,, @:CD
sind paarweise cinander flichengleich, da sie
gleiche Grundlinien und gleiche Hohen be-
sitzen. Die Summe ihrer Flicheninhalte ist
gleich dem halben Flicheninhalt des Paraliclo-
gramms. Die gleichen Uberlegungen treffen
auch euf die restlichen vier Teildreiecke zu.
Der Flicheninhalt des Parallelogramms ist
also achtmal so groB wie der Flicheninhalt
jedes der acht Teildreiecke.
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1+5=2
legung der Variablen z positiv werden; wir
miissen daher zwei mogliche ¥ille unterschei-
den:e)—82—5>0undl 4 52>0,d. h.

5 1
:<—§u.nd 2>+— - Beide Ungleichungen
gollen erfiillt werden; die Losungsmenge ist
leer, d. h., es existieren keine reellen Zahlen,
die beide Bedingungen zugleich erfiillen.
b)—8z—5<0undl + 52 < 0,d. h.
z>

sollen erfiillt werden,d.h., genau diejenigen re-

—%u.nd T —»2— . Beide Ungleichungen

ellen Zahlen, [urdle—% <z < ——1~g11t er-
fiillten auchdiegeg. Ungleichung% T 5) 2.
44 Von dem Sehnenviereck 4 BCD sind ge-
geben die Langen der Seiten 4B = a, BC =b
und CD = ¢ sowie die Linge der Diagonale
AC = e. Man konstruiert daher zunichst das
Teildreieck 4 BC mit den Secitenlingen a, b
und e, errichtet auf zwei Seitcn die Mittel-
senkrechten und erhélt sls ihren Schnitt-
punkt den Mittelpunkt M des Umkreises des
Sehnenvierecks A BCD. Dann schligt man
um C einen Kreis mit dem Radius ¢, der den
Umkreis (im allgemeinen) in zwei Punkten D
und D schneidet.

, ¢
‘v

Die Sehnenvierecke ABCD und ABCD’
haben die verlangten Eigenschaften.



VI. Olympiade

Junger Mathematiker der DDR

Aufgaben der Bezirksolympiade (21./22.1.1967)

Klassenstufe 7

1. Es seien a, b, ¢ natiirliche Zahlen, wobei @
durch b und b durch ¢ teilbar ist. Ermittle das
kleinste gemeinschaftliche Vielfache und den
gréften gemeinsamen Teiler der Zahlen g, b
und ¢ fiire =1, b=1,¢=1!

2. In einer alten Aufgabensammlung steht
folgende Aufgabe: Ein Jagdhund verfolgt
einen Tuchs, der ihm 54 Fuchsschritte voraus
ist. Die Lange von 2 Hundeschritten ist genau
gleich der Lange von 3 Fuchsschritten, Der
Hund braucht zu 4 Schritten genaunso lange
Zeit wie der Fuchs zu 5 Schritten. Mit wieviel
Schritten holt der Hund den Fuchs ein, wenn
beide gleichzeitig in ein und derselben Rich-
tung starten?

3. Gegeben ist ein Dreieck A ABC. Gesucht
ist eine Parallcle 2 zu BC, die folgende Eigen-
schaften hat:

(1) Sie schneidet die Strecken A8 und AC.
(2) Sind D und FE die Schnittpunkte von p
mit 4B baw. mit AC, soist BD +ﬁ = D&.
Beschreibe eine Konstruktion von p!
Untersuche, ob es stets genau eine solche
Parallele p gibt!

. 16 . 16 a b

4. Die Zahl i soll in der T'orm i5=m + e
dargestellt werden. Dabei sollen a, b, m, n
a

" natiirliche Zahlen sein, fiir die die Briiche Py

b
und -;bunkiirzhur und keine ganzen Zahlen

sind.

Gib drei Beispiele einer solchen Darstellung,
wobei

im 1. Beispiel 7 = » und a + b gilt,

im 2. Beispiel @ = b und m = n gilt,

im 3. Beispicl @ = b und m = =» gilt!

5. Fiir jede zweistellige natiirliche Zahl gilt
der Satz: Addiert wan zu der zweistelligen
Zahl die Differenz aus der Anzahl ihrer Zeh-
ner und der Anzahlihrer Einer, so erhilt man
eine durch 11 teilbare Zahl.

Beweise diesen Satz!

6. Ineinem gleichschenkligen Dreieck A 4.BC
habe <t ACB ein Gradmaf von 120°.
Beweise, daf} die Mittelsenkrechten der Seiten
AC und BC die Seite 4 Bin drei gleiche Teile
teilen!

Klassenstufe 8

1. Die Kante eines Wiirfels habe die Linge
@, = 2cm, die eines anderen Wiirfels die
Linge a, = 6cm. Berechne das Verh#ltnis
der Kantenlingen dieser zwei Wiirfel, das
Verhiltnis ihrer Oberflicheninhalte und das
Verhiiltnis ihrer Reuminhalte!

2. Auf der Grundlinie BC eines gleichschenk-
ligen Dreiecks A ABC seien zwei Punkte M,
und M, gegeben. Durch M; und M, werden
jeweils die Parallclen zu den Dreieckssciten
AB und AC gezogen. Die Parallelen durch
M, schnciden AB in D und AC nn E. Dic
Parallelen durch 3, schneiden A8 in F und
ACin G.

Beweise,daBder Umfang des Parallelogramms
M,EAD gleich dem Umfang des Parallelo-
gramms M,GAF ist?

3. Gegeben seien 3000g einer 7,2-prozentigen
Loésung von Kochsalz in Wasser (d. h. in je
100 g der Losung sind genau 7,2 g Kochsalz
enthalten). Durch Sieden dieser Losung ver-
dampft so viel Wasser, dafl genau 2400 g der
eingedampften Losung verbleiben.

Wieviel prozentig ist die so erhaltene Losung?

4. Von 10 Koffern und 10 Schliisseln ist be-
kannt, daf} jeder Schliissel zu genau einem
Kofler palt und zu jedem Koffer genau exn
Schliissel. Mon weil aber nicht, welcber
Schliissel zu welchem Koffer gchért. Jemand
ermittelt dies durch Probieren, webei jede
Probe darin besteht, daB er fiir genau einen
Koffer und genau einen Schlissel feststellt,
ob sie zusammenpassen oder nicht. Die
Reihenfolge der Proben wird so gewiihlt, dafl
[iir jeden einzelnen Koffer, sobald eimmal an
ilim eine Probe durchgefiihrt wurde, dann
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genau so viel Proben vorgenommen werden,
bie der passende Schliissel ermittelt ist.
Welches ist a) die kleinste, b) die groBte Zahl
von Proben, bei der es vorkommen kann, def
genau nach dicser Probenzahl zu jedem Kof-
fer der richtige Schliissel feststellbar ist?

5. In einer Ebcne sind drei Gereden gy, gs, ¢s
gegeben, von denen keine zwei cinander paral-
lel sind. AuBerdem ist eine Liinge s gegeben.
Konstruiere einen Kreis, der von jeder der
Geraden g,, g;, gy eine’ Strecke der Linge ¢
abschneidet!

6. Man denke sich das Produkt aller derjeni-
gen ungeraden Zahlen gebildet, die groBer als
30 und kleiner als 50 sind. Reantworte, ohne

es vollsténdig zu bert , folgende Fragen:

a) Welche Zilfer steht an der Einerstelle des
Produkts?

b) Ist das Prodult eine 18-stellige Zahl?

Klassenstufe 9

1. Zwei Primzahlen p; und p, (mit p, > p,)
heiBen Primzahlzwillinge, wenn p, — p, = 2
gilt.
Beweisen Sic, daB fir alle Primzahlzwillinge
2, und Py, fiir die p, > 3ist, stets die Summe
1 + Pg durch 12 teilbar ist]

Behonntunc !

2. Beweiscn Sie die folgend g!
Sind bei einem (nicht notwendig regelma
gen) Tetraeder A BCD die Umfinge sller sei-
ner vier Seitenflichen untereinander gleich,
dann sind diese Flichen zueinander kon-
gruent.

3. Beweisen Sie die fi

de Bel 1

sichihr auf der Kreislinie gemessener Abstand
voneinander in je 24 s uin 14 m.

a) Wie lang ist der Kreisumfang?

b) Wie groB sind die Geschwindigheiten v,
und %, {(in m - min™})?

6. In einer Ebene sind ¢in Kreis k, einc Ge-
tade g sowie ein Punkt 4 auf g gegeben.
Man konstruiere einen Kreis &, der erstens &
beriihrt und zweitens g in 4 berithrt! Man
untersuche, mevw]e solcher Kreise k' es bet
den hi L oglichkeiten von &,
gund A4 geben kann! ¢

Klassenstufe 10

1. Gegeben sei die Kantenlinge a cines Wiir-
fels ABCDEFCH.

Ermitteln Sie die Abstiinde der Eckpunkte 4,
B, C, G, H, E von der Diagonalen DF'!

2. Zeigen Sie, daB fiir beliebige positive reelle
Zahlen a, b, ¢ stets
1 _1_ 1 > 9 ilt !
PR eyt

3. Von sechs Orten 4, B, C, D, E und F sind

In keinem rechtwmkhgen Dreleck xst die
Linge der Hypotenuse kleiner als das f—_fnche

y2

der Summe der Kathetenlingen.

4. Zeigen Sie, daB es unter allen Zahlen der -

Form 2p 4 1, wobei p cine Primzahl ist,
genau eine Kubikzahl gibt!

5. Auf dem Kreis & bewegen sich der Punkt 4
mit der gleichformigen Geschwindigkeit v,
und der Punkt B mit der gleichférmigen Ge-
schwindigkeit va, wobei v; & v, ist. Bewegen
sich beide Punkte im gleichen Umlaulsinn
(ctwa im Uhrzeigersinn), so iiberholt der
Punkt 4 den Punkt B jewcils nach 58 min.
Bewegen sich beide Punkte in verschiedenem
Umlaufsinn, so b sie einnnder jeweils
nach 8 min. Dabei - vemnsert bzw. vergroflert

G0

folgende Entfernungen voneinander (in km)
bekannt:

AB =30, AE—63 AF—SO BF == 40,
CD = 49, CF = 200, DF = 38.

Welche Entfernung haben B und D vonein-
ander?

4. Brmitteln Sie alle recllen Zahlen £, fiir die

die Gleichung 2% 4 = + 8 = k (2* 4- 5) eine

in z quadratische Gleichung ist, die

#) eine Doppellssung hat;

b) zwei voneinander verschiedene reelle Li-
sungen hat!

5. Ermitteln Sie alle reellen Zahlen z, die die
{olgende Ungleichung erfiillen!

%]g(Zr——l) +lgyz—9>1



6. Die Abbildung stellt den Grundrifl cines
Teiles eines Theaterraumes dar. 473 ist die
Bithnenbreite, CD die Flucht der Seitenlogen.
s sind alle Punkte P auf CD zu ermitteln,

D

von denen aus die Biihne unter dem gréBten
Sehwinkel erscheint!

Unter dem Schwinkel ist hier der Winkel
< A PR zu verstehen.

Man setze gleiche Héhe der Bithne und der
Seitenlogen iiber dem Erdboden voraus.

Die Abbildung ist lediglich eine Skizze, aus
der keineswegs auf die GréfBenverhiiltnisse
geschlossen werden daxf.

Klassenstufe 1112

1. In ein und derselben Ebene seien #-Punkte
(7 = 2)so verteilt, daB es zu jedem vonihnen
unter den iibrigen nur einen niichstgelegenen
gibt. Zu jedem dieser » Punkte werde der von

ihm ausgehende und in dem ihm niichst-

gelegenen Punkt endende Vektor und nur
dieser gezeichnet.

Man ermittle die gréBtmogliche Anzahl der-
jenigen unter diesen Vektoren, die dann in
einern und demselben der % Punkte enden
kénnen!

2. Gegeben sci die Kentenlinge o eines Wiir-
fels. Eine seiner Seitenflichen sei das Quadmt,
A.BCD, der Mittelpunkt der gegeniiberli

. den Seitenlliche sei M.
Wie groB ist der Abstand zwischen den Ge-
raden BC und AJX?

3

(Unter dem Abstand zwischen zwei wind-
schiefen Geraden g, k versteht man die Linge
derjenigen Strecke XY, die folgende Eigen-
schaften heb: X liegt auf g, ¥ liegt aul k,
XY L g XY§ h)

3. Es sind alle dicjenigen reellen Zahlen z in
den Intervallen 0 < = <%u.nd%< T T
anzugeben, fiir die

f(x) = sin £ 4 cos z + tan z 4 cot &

positiv ist, und alle diejenigen reellen Zahlen
2, in denselben Intervallen, fiir die f () nega-
tiv ist!

Gibt es einen kleinsten positiven Wert, den
/() in den obigen Intervallen annimmt, und
wenn ja, welcher Wert ist dies?

4. Man ermittle alle und nur diejenigen recllen
Zahlen z, die der Gleichung

5=

l.):z:—'7

Dabei bedeutet [a] die groBte ganze Zshl,
die nicht gréBer als a ist; z. B. ist

[E]—ﬁ [—6,5] = — T und [6] = 6.

5. Es seien # Schiiler mit Nummern versehen
und in der Reihenfolge 1, 2,. .., n nebenein-
ender aufgestellt. Ein Umordnungsbefehl be-
stehe darin, daB jeder entweder einmal seinen
Platz mib einem anderen tauscht oder auf
seinem Platz bleibt. Man gebe zwei Befehle
an, durch deren Hintereinanderausfihrung
die Anordnung %, 1, 2,..., n — 1 entsleht!

6. Dic Zahl sin 10° geniigt einer Gleichung
dritten Grades mit ganzzahligen Koeffizien-

ten.

Man stelle diese (bis anf einen gemeinsamen
Teiler aller Koelfizienten ecindeutig be-
stimmte) Gleichung auf und ermittle ihre
beiden anderen Wurzeln!

Aus dem BeschluR des Politbiiros des ZK der SED und des Mi

DDR vom 17. Dezember 1962

nisterrates der

und anderer

- Die Forderung erfolgieicher Teilneh

b pranh -
der mal, Ol P
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In freien Stunden

illll'lil heiter

Wortschatz im Sechseck

Neun Warter sind im mathematisch positiven Sinn einzutragen. Sie sollen jeweils in
dem Feld mit dem Strich beginnen.

DI
T ar Lo

1. natiirliche Zahl 2. griechischer Buchstabe 3. Astronom und Mathematiker 4. Zahl,
die multipliziert werden soll 5. halber Durchmesser 6. Zeiteinheit 7. Kreisauschnitt
8. Lernkollektiv einer Schule 9. zwei Strahlen mit gemeinsamem Anfangspunkt.

Erst Buchstaben, dann Ziffern! ed +ce=ga

Gleiche Buchstaben bedeuten gleiche Ziffern, verschiecdene — — —
Buchstaben verschiedene Ziffern. Ersetze die Buchstaben so  pd 4 ba=cd
dureh Zulern, dats in den Zellen und Spalten richtige Ergebnisse ——————
entstehen. Wieviel verschiedene Lisungen hat die Aufgabe? fo +be=ee

Nicht im Netz verfitzen

iii 1 O Oy
X 0o oo n
C C C

) T ]

Tragtin die Wiirfelnetze (Abwicklungen) je drei verschiedene Méglichkeiten ein, wie die
stark eingezeichneten Linien am Wiirfel in den Abwicklungen erscheinen kénnen!
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Die unvermutete Pointe

Edison (1847 bis 1931) hatte viel Sinp lir geistreiche Spéle. Seine zahlreichen Giste
wunderten sich oft, mit welcher Miihe sie das Gartentor vor seinem Haus aufmachen
muBten. SchlieBlich sagte einer der Freunde zu dem groBen Erfinder: ,Ein solch
technisches Genie wie du konnte doch ein Gartentor zustande bringen, das richtig
funktioniert!* Edison erwiderte lichelnd: ,,Mein Tor ist ganz verniinftig eingerichtet.
Ich habe es an der Zisterne angeschlossen. Jeder, der zu mir kommt, pumpt mir 20 Liter
Wasser in die Zisterne.”

@ Als Edison statt eines 20]-Gefifles ein 25]-GefiBl verwendete, waren 12 Besucher
weniger notig, um die Zisterne zu fiillen. Wir groB war das Fassungsvermogen der
Zisterne?

@ Angenommen, Edison hitte 3 Einginge 4, B und C gehabt und die Zisterne
faBte 200). Tor 4 wire mit einem Gefi verbunden, das 201 in die Zisterne pumpt,
Tor B 25 1und Tor C 351. Welche Kombinabionsméglichkeiten gibt es dann, die leere
Zisterne zu fiillen? Es solien auch die Varianten erfaBt werden, bei denen ein oder zwei
Tore nicht benutzt werden.

Auf dem Tisch stehen 3 Schalen mit
Apfeln. Legt man aus der 1. Schale einen
Apfel in die 2. Schale, dann aus der
2. Schale zwei Apfel in die 3. Schale und
schlieBlich aus der 3. Schale drei Apfel in
die 1. Schale, so sind in allen Schalen
gleichviel Apfel.

Wieviel Aplel waren in jeder Schale?

Ist die Lisung eindeutig?

Welches ist die Mindestzahl von Apfeln,
damit das Experiment gelingt?

Lose das Problem allgemein!

Und wer sendet an die Redaktion heitere Vignetten, Ritsel, Anektoden aus dem Mathe-
matikunterricht, der Arbeitsgemeinschaft, der Freizeit?
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TAMAS VARGA

 Mathematische Logik
 fiir Anféinger

Aussagenlogik

Biicher fiir den Schiiler

2. Aullage. 172 Seiten, m. Abb., Halblcinen

| % ® Bestell-Nr. 001604, 0,40 MDN

An Beispielen aus unserer Erfahrungswelt fiihrt uns der bekannte ungarische Mathe-
matiker auf heitere, unterhaltsame Art in die mathematische Logik ein. In diesem
Band wird zundchst nur die Aussagenlogik behandelt. Das Buch wendet sich an
Schiiler ab der 10. Klasse. Es eignet sich vorziiglich zum Selbststudium, auch fiir
talentierte Schiiler nicderer Klassenstufen,

Der Autor macht den Leser mit dem exakten logischen SchlieBen vertraut. Viel
Wert wird auf eine griindliche Erlduterung der logischen Operationen (wie Impli-
lkation, Aquivalenz) gelegt. Auch Aussagenverbindungen werden an Hand von
‘Wahrheitswertetafeln behandelt. Die Aufgaben dienen der Ubung und Festigung,
ein ausfiihrlicher Losungsteil der Kontrolle.

(ArBAC)v (~ArBAC) v (Ar~Ba c)v(AABANC)]

A.A.KOLOSOW

Kreuz und quer durch die Mathematik

Biicher fiir den Schiiler
204 Sciten, m. Abb., Malbleinen - Bestell-Nr. 03001, 6,75 MDN

In einer geschickten Auswall werden Schiiler, Jugendliche, aber auch Erwachsene
mit verschiedenen mathematischen Disziplinen bekannt gemacht, die siimtlich wegen
ihres Charakters und ihres logischen Aufbaus geeignet sind, das Interesse an der
Mathematik zu wecken. Es werden lediglich elementare mathematische Kenntnisse
vorausgesetzt. A. A. Kolosow versteht es rﬁeisterhaft, die Darlegungen durch Ein-
blenden historischer Betrachtungen zu beleben. Zahlreiche Aufgaben mit Angabe der
Losungen erméglichen es, sich im neuen Stoff zu iiben und das erworbene Wissen
zu kontrollieren.

VOLK UND WISSEN YOLKSEIGENER VERLAG BERLIN



ALFRED RENYI

Dialoge iiber Mathematik

VEB D« Verlag der W Berlin 1087 - etwa MDN 9,80
Fir At , Lehrer und $Schiiler (unter Anleitung Erwnehsener )

Dieses Taschenbuch in Glanzbroschur erscheint im zweiten Halbjahr 1967. Die drei
fingierten Dialoge — zwischen Sokrates und Hippokrates, zwischen Archimedes und
Heron, Galilei und seiner Wirtin Niccolini — entstammen Vortrigen, die der weit iiber
die Grenzen seines Landes hinaus bekannte Mathematiker in Ungarn und in den USA
gehalten hat. Es geht ihm darum, Wesen und Bedeutung seines Fachgebiets zu ver-
deutlichen. Nachfolgend verdifentlichen wir eine Leseprobe aus dem Bueh:

Die Sprache des Buches der Natur

Frau Niccolini: . . . Danach ist das ganze Weltall so, wie ein michtiges Uhrwerl, in
dem sich die Réder vom kleinsten bis zum griBten nach genauen Gesetzen bewegen.
Gelilei: Diese wunderbaren RegelmaBigkeiten bilden nur ein Kapitel aus dem Buch
der Natur. In der Natur gibt es aber auch reichlich Zufall, UnregelmiBigkeit, Unbe-
rechenbarkeit!

Frau Niccolini: Wie verstehen Sie das?

Galilei: Denken Sie nur an die neuen Sterne, die von Zeit zu Zeit, wie etwa vor 60 Jali-
ren, unerwartet am Himmel erscheinen, einige Jahre immer glinzender strahlen, nach-
her ebenso unerwartet, wie sie kamen, im Nichts verschwinden. Denken Sie an die
Sonnenflecken, die sich nahe der Oberfliche der Sonne um die Sonne dreher, sich
einmal vergroBern, sich dann wieder vermindern, auftauchen, sich zusammenballen
und wieder verschwinden. Das Weltall Zhnelt nicht in allem einem Uhrwerk, in
vieler Hinsicht gleicht es eher einer unberechenbaren, launischen Frau.

Frau Niccolini: Aus dem, was Sie sagen, scheint zu folgen, daB es im Buch der Natur
anch Kapitel gibt, die nicht in der Sprache der Mathematik geschrieben sind, weil sie,
wie Sie sagen, unberechenbar sind.

Galilei: Sie irren sich, Signora, aber Ihr Irrtum ist verstiindlich ; denn die mathematische
Beschreibung der zufilligen Erscheinungen steckt noch in den Kinderschuhen; trotz-
dem ist sie moglich, wie ich vor kurzem an einem einlachen Beispiel gezeigt habe.

Frau Niccoling: Erzihlen Sie mir von diesem Beispiel!

Galilei: Es handelt sich um das Wiirfelspiel, dieses uralte und auch heute noch populire
Gliicksspiel. Wenn wir mit einem Wiirfel wiirfeln, hingt es ganz vom Zufall ab, welche
seiner Seiten nach oben zeigt. Wenn diese Seiten wie gewthnlich mit1, 2,3, 4,5und 6
Angen bezeichnet sind und wir nur einmal wiirfeln, kinnen wir nur behaupten, da8 die
gewiirfelte Zah! irgendeine dieser sechs Zahlen sein wird. Wenn wir aber oft wiirfeln,
kann man gewisse Gesetzmifligheiten beobachten: schreiben wir die Augenzahlen auf,
so werden alle sechs nahezu ebenso oft vorkommen. Noch interessanter ist es aber,
wenn wir mit 2wej Witrfeln zugleich wiirfeln und die Augenzahlen beider Wiirfel addie-
ren. Welche RegelmiBigkeiten darf man beziiglich dieser Summe erwarten?

Frau Niccolini: Esist klar, daff ala Summe jede Zahl zwischen 2 und 12 auftreten kann.
Galilei: Das ist wahr, aber diese 11 Moglichkeiten werden nicht gleich oft vorkommen.

Die 7 wird am meisten vorkommen, ungefahr in % aller Fille, dann 6 und 8, beide in

angenihert 356 der Fille, 5 und 9 in je % der Fille, wihrend die Summe in le aller



Fille 4 bzw. 10 sein wird, in i Fille wird sie 3 bzw. 11 scin, wihrend schlieBlich 2

und 12 nur in ‘35 aller Falle vorkommen werden.

Fraa Niccolini: Das klingt ja sehr geheimnisvoll. Was ist der Grund dafiir?
Galslei: Es ist sehr einfach zu erkliren! Beispielsweise konnen wir 4 auf drei Arten als
Summe werfen, erstens so, daB der erste Wiirfel 1, der zweite 3 zeigt; zweitens, dafi der
erste Wiirfel 3 und der zweite 1 zeigb und drittens so, dafl beide Wiirlel 2 zeigen. Da-
gegen kénnen wir 12 nur auf eine einzige Art als Summe bekommen, nur dann nim-
lich, wenu wir mit beiden Wiirfeln eine 6 werfen. Deshalb wird unter den Summen 4
* dreimal so oft vorkommen wie 12.
Frau Niceolins: Binmal werde ich im Witrfelspiel dieses Gesetzder Mathematikdes Zufalls
ausprobieren. Glauben Sie, daB ich dadurch, daB ich es kenne, viel gewinnen kénnte?
Galilei: Ein Spielist damn gerecht, wenn die Regeln so aufgestellt sind, daB kein Spieler
in einer besseren Lage ist. Wenn man die Regeln schiecht aufstellt, dann kann natiir-
lich einer der Spieler viel gewinnen, wenn er lange genug spielt und wenn er genug Geld
het, um so lange zu spielen, bis die Gesetze des Zufalls zur Geltung kommen.
Frau Niccolini: Teh dachte nie, dal auch im Gliicksspiel Mathematlk verhorgen ist.
Wie nennt man diesen Zweig der Mathematik?
Galilei: Er ist so neu, daB er noch keinen Namen hat.
Prau Niccolini: Wie ist es moglich, dal man sich nicht frither damit beschaftigt hat?
Galilei: Die Mathematiker, die gewolnt sind, sich mit Regelmifigkeiten, mit genauen
Zusammenhdugen zu beschiiftigen, schreckten bis vor Kurzem davor zuriick, sich mit
dem Zufall zu befassen, weil es auf den ersten Blick so scheint, als ob fiir sie nichts zu
holen wiire. Auch hier hat sich die Autoritiit des Aristoteles hemmend ausgewirkt, nach
dessen Meinung der Gegenstand der Mathematik das Unverinderliche ist. Was aber
frann Veriinderlicher sein als der launenhafte Zufall! Selbst noch viel dltere Vorurteile
* haben hier witgewirkt. Seit uralten Zeiten hat man in zufilligen Erscheinungen, wie
dem Wiirfelspiel, dem Vogelflug, den unregeimifligen Linien in der Leber von Opler-
tieren usw. den Willen Gottes zu sehen geglaubt und sie mit ehrfiirchtigemn Schaudern
betrachtet; man empland es beinahe als Gottesldsterung, wenn jemand diese zufélligen
— also gottlichen -— Erscheinungen mit dem menschlichen Verstand zu erforschen
wagte. Aber der Mensch hat seinen Verstand dazu, daB er ihn benutzt.
Frau Niccolini: An der Mathematik — soweit ich sie von Ihnen gelernt habe, denn
mehr kenne ich nicht davon — gefillt mir, daB sie imstande ist, die verwickeltsten
Sachen einfach zu machen, daff im Glanze ihres Lichtes Dinge, die vorher undurch-
sichtig und unverstindlich waren, kristallklar und deutlich werden.

Ay_"a,efan" fr fratet m@w' 4—0;(

» .
Ich wiinsche den jungen Lesern von ,,alpha'' viel Erlolg bei ihren mathematischen Studien.
Reényi Altred

Mathematisehes Iustitut der Ungarischen Akademle der Wissenschaften
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Mathematischer Mannschaftswetthewerb (10)*

Oberlehnr 1\1 Mathner, Rat des Bezirks Cottbus
. Schulze, F: des Kreises
Berzbcxg/]"lster

Tag des Lehrers 1967 (5)

Verdiente Lehrer des Volkes stellen Aufgaben fiir den alpla-
‘Wettbewerb

Beweise durch volistindige Induktion 2. Teil (7)
W. Stoye, Institut fir Schulmathematik der Humboldt-
Universitit zu Berlin

‘Wir untersuchen Abbildungen;
Mengenlehre 3. Teil (5)

Dr. habil. W, Walsch,
Martin-Luther-Universitat Halle/Wittenberg

Schwankt der Fernsehturm? (9)
Prof. Dr.-Ing. habil. W. Zill, Technische Universitét Dresden
Der Berliner Fernsehturm (5)

Prof. Dr.-Ing. habil. W. Zill und
Ministerium fiir Post- und Fernmeldewesen

Berufsbild

Ver i jeur mit Hoch
Prof. Dr.-Ing. habil."W. Zill

Eine Aufgabe von Prof. Dr.-Ing. habil. G. Clemens (9)
Hochschule fir Bauwesen, Leipzig

VI. Olympiade Junger Mathematiker der DDR 1967
DDR-Olympiade (10)

Zentrales Komitec filr die Olympiaden Junger Mathematiker
Mathematische Wettbewerbe in England (8)

5. Spezialistenlager Junger Mathematiker (5)

hulstudium (10)

. alpha-Wettbewerb (5)

Bezirksklub Jg. Mathematiker, Neubrandenburg
Losungen (5)

In freien Stunden: alpha heiter (5)

H. Pitzold, 08 Waren/Miritz

‘Umschlag: Mathematische Schiilerbiicherei (5)

* pedeutet: Artikel bzw. Aufgaben fiir Schiiler ab der ange-
fithrten Klassenstufe geeignet



Mathematischer HERZBERG
Mannschaftswetthewerb

In allen Bereichen unseres gesellschaftlichen Lebens, ob in der Produktion, der
Forschung oder der Verwaltung, gewinnt die sozialistische Gemeinschaftsarbeit mchr
und mehr an Bedeutung. Deshalb. orientieren die Sozialistische Einheitspartei
Deutschlands und unsere Regierung in zunehmendem MafBe auf eine kollektive Be-
arbeitung der immer komplizierter werdenden Probleme, eben weil der einzelne unter
den Bedingungen der technischen Revolution kaum noch in der Lage ist, komplexe
Aufgaben zu l1gsen. Kann die Schule diese objektiv notwendige Entwicklung unbe-
achtet lassen? Im Unterricht, im Zirkel oder in der Arbeitsgemeinschaft helfen sich
die Schiiler gegenseitig bei der Lsung schwieriger Probleme unter dem Motto:
Als Kollektiv sind wir stirker.

Wo der eine Schwichen aunfweist, setzt der andere scine guten Kenntnisse zum Wohle
der Gemeinschalt ein. Echter Erfahrungsaustausch bringt alle besser voran. Der Geben-
de wird sicherer, gewandter ; der Nehmende gewinnt Selbstvertrauen und versucht, seine
Leistungen zu verbessern. Wer scine Mitschiiler gut beobachtet, wird schnell herausfin-
den, wer zum Beispiel In Geometrie stark, wer ein guter Rechnerist, wem das Denken
leicht fallt, wer durch gute Lernergebnisse aus dem Kollektiv herausragt.

Das Bezirkskomitee Cottbus der Olympiaden Junger Mathematiker nutzte die ge-
nannten Erkenntnisse. Es empfahl, im Kreis Herzberg neben das System der Mathe-
matikolympiaden, das als ja klassische Form eines Einzclwettbewerbs zu betrachten
ist, einen Mannschaftswettbewerb durchzufiihren.

Im Oktober 1966 war es so weit. Jeweils drei Schiiler einer 10. Klasse einer Schule
bildeten eine Mannschaft. Zum Wettbewerb traten insgesamt vierzehn Mannschaften
an, aus dem Kreis Herzberg acht und aus den Nachbarkreisen Jessen, Liebenwerda
und Luckau je zwei. Unter ihnen befanden sich auch sechs Mannschaften aus den
erweiterten Oberschulen.

In vier Stunden waren von jeder Mannschalt zwei Aufgaben, jeweils in sechs Teil-
aufgaben untergliedert, zu lisen. Die Jury stellte die Teilaufgaben so, daB fiir die
folgenden die vorhergehenden nicht unbedingt gelést sein muBten. Uberall wurde
eifrig und gewissenhaft gearbeitet. In jeder Mannschaft tibernahm ein Madchen oder
ein Junge die Rolle des Mannschaftskapitins. Die Mannschaften wurden mit der
neuen zum Teil ungewohnten Arbeitsweise sehr unterschiedlich fertig. Die Kollek-
tive, die eine geschickte Arbeitsteilung vornahmen, waren im Vorteil. Im Durchschnitt
wurde 15 Minuten beraten und dann mit der Losung der Aufgaben begonnen. Binige
. Kapitine' verstanden es recht gut, jedes Mitglied der Mannschaft so einzusetzen,
daB es in der Lage war, seinen Kenntnissen und Neigungen entsprechend zu arbeiten.
Es zeigte sich deutlich: Die Fihigkeiten, straff zu planen, gezielt zu diskutieren,
Anregungen geschickt aufzugreilen, zu verarbeiten und in das gemeinsame Vorhaben
einzuplanen, entwickeln sich nicht im Selbstlauf, sondern miissen systematisch geiibt
werden. Eine viclseitige Sicherung der Ergebnisse will auch organisiert sein. Bei den
Mannschaften, die das geschickt machten, traten kaum Fehler auf.

Jeder Schiiler ging mit dem Gefiihl nach Hause: ,,Heute habe ich etwas geschafft, zum
Erfolg des Kollektivs beigetragen! Allerdings muf ich, um das néichste Mal noch besser
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vnd rascher voranzukommen, verschiedene Stoffgebiete noch einmal griindlich durch-
arbeiten. Vielleicht kénnen im Unterricht oder in der Arbeitsgemeinschaft dhnliche
Wettbewerbe gestartet werden? Die guten Erfahrungen veranlafiten das Bezirks-
komitee Cottbus, noch in diesem Jahre einen zweiten Mannschaftswettbewerb im
Kreis Herzberg durchzufiihren, allerdings mit Schiilern der 8. Klassen. Dieser Beispiel
sollen moglichst alle Kreise des Bezirks im November 1967 folgen. Im-Rahmen der
Bezirksolympiade Junger Mathematiker (Januar 1968) soll dann neben dem Einzel-
wettbewerb der erste Mannschaftswettbewerb des Bezirks durchgefiihrt werden.

M. Mithner, G. Schulze

Den drei Schiilern R. Glorius, W. Meyer und F.-J. Seybold aus der Klasse 10 B, der
Erweiterten Oberschule Herzberg wurde zur Eréffnungsveranstaltung der Kreis-
olympiade die folgende Siegerurkunde im Auftrage des Bezirksschulrates Ober-
studienrat Weidhase iiberreicht.

Liebe Jugendfreunde!

Erstmalig in der Deutschen® Demokratischen Republik fiihrien wir zwischen vier Kreisen
unseres Bezirkes am 25. Oktober 1966 einen mathematischen Mannschaftswettbewerb durch.
Ihr habt dabei durch Eure Leistungen gezeigt, daf sich das individuelle Wissen mach
gemeinsamer Beratung und zweckmaﬂiger Arbeitsteilung gut in die Losung einer komple-
zen Aufgabe einfiigen lift. Es wurde ein erstes Mal bestitigt, daf auch dw Schulmathe-
matik esnen vorbereitenden Beitrag zur Durchsel, der sozialistischen Gemeinschafts-
arbeit in vielen .Bereichen der gesellschaftlichen Pragzis leisten kann. Eure Mamnschaft
aus der 10. Klasse der Erweiterten Oberschule Herzberg errang den 1. PLATZ,.

Wir gratulieren zu diesem Ergebnis und wiinschen fiir die weitere Arbeit innerhalb und
auferkalb der Schule viel Freude und Erfolg.

Coltbus, den 5. 12. 1966 Freundschaft!

Aufgaben des Mannschaftswetthewerbs

1. Gegel")en ist die Funktion mit dem analytischen Ausdruck
f(z)=2>+(@a+2)z+2a+1, wobelaeine beliebige reelle Zahl ist.

(1), Zeichnen Sie die Kurven der Funktion fiir @y = 3 und fiir a; = — 3! Machen Sie

Aussagen iiber die Nullstellen der beiden Funktionen!

(2) Fiir welche Werte von a liegt der Scheitel der Parabel auf der z-Achse? Zeichnen

Sie die zu diesen a-Werten gehdrenden Kurven!

(8) Fiir welche Werte von a existieren zwei reelle Nullstellen, fiir welche Werte von e

existieren keine reellen Nullstellen des quadratischen Polynoms?

(4) Die Scheitelpunkte der Parabeln von (1) sind anzugeben. Bestimmen Sie die
Koordinaten des Schnittpunktes T der Verbindungsgeraden der Scheitelpunkte mit
der z-Achse!

(5) Berechnen Sie Umfang und Flicheninhalt des Dreiecks, dessen Ecken die Sch;,itel-
punkte aus (4) und der Koordinatenursprung sind!

(6) Spiegeln Sie die durch a; = 3 beschriebene Parabel an der Geraden, die durch
ihren Scheitel geht und parallel zur Abszissenachse 1st. In welchen Punkten schneidet
die gespiegelte Parabel die 2-Achse, in welchem Punkte die y-Achse?

66



2. Die Skizze (nicht maBstabgerecht) zeigt einen Quader, der an einer Seite keilférmig
angespitzt ist. ¢ ist die Lénge der Schneide des Keils. 4, C und U bezeichnen drei

Punkte.

&y

(MaBe in mm)

60

200 300

(1) Man berechne das Volumen des Korpers, wenn
11)a=10; 1.2)e=4; 1.3) ¢ = Oist (MaBe in Zentimetern)!

(2) Man gebe das Volumen V als Funktion von a an. Diese Funktion ist graphisch

darzustellen.

() ¥, und V, bezeichnen die MaBzahlen der zu 1.1) bzw. 1.3) gehtrenden Volumina.

Um wieviel Prozent ist V, kleiner als ¥,, um wieviel Prozent ist V, groBer als V3t

(4) Die Oberfliiche O des Korpers ist als Funktion von a anzugeben.
(5) Die Linge von UC ist zu berechnen.

(6) GrundriB und AufriB des Korpers sind fiir ¢ = 4 zu zeichnen, wobei die la}xgen
Kanten parallel zur GrundriBebene verlaufen und mit der Bildachse einen Winkel

von 45° bilden.

Keine Kraft macht den Menschen

80 grof und weise

wie die Kraft der kollektiven, kameradschaftlichen Arbeit.

Anstatt den Stud einen unverdaulichen Wust
von abstrakten Kenntnissen einzupauken,

muB echte Wissenschaftlichkeit

in der ,,Entfaltung des jugendlichen Geistes‘,
der ,,Selbsttitigkeit des Denkens, bestehen.

Aus ADOLPH DIESTERWEG

von H. Siebert

MAXIM GORKI
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Tag des Lehrers 1967

Verdiente Lehrer des Volkes stellen Aufgaben
fiir den algha-Wettbewerb

. . 4 estors
Letzter Einsendetermin: 15. August P

W(5)68 Die MaBzahlen der Seitenlingen cines Dreiecks sind drei aufeinanderfolgende
natiirliche Zahlen. Der Umfang dieses Dreiecks betrigt 42 cm. Wie lang ist jede der
drei Seiten des Dreiecks? Begriinde deine Antwort!  Oberiehrer Hans Herzog, 22. 08 Leiprig
W(6)69 Konstruiere ein gleichseitiges Dreieck 4BC. Lege auf der Seite BC einen
Punkt 4’, auf der Seite C4 einen Punkt B’ und auf der Seite 4B einen Punkt ¢’ so

fest, da die Strecken BA4', CB und AC gleich lang sind! Beweise, dal das Dreieck
A’ B'(’ ebenfalls gleichseitig ist! Studienrat Johannes Lehmann, 29. 0 Leipzig

W(7)70 Zeichne in einen Kreis vom Radius r = 3 cm zuniichst ein Quadrat so, daB3
die Eckpunkte des Quadrates auf der Kreislinie liegen ! Konstruiere danach ein zweites
Quadrat, dessen Seiten Tangenten an den Kreis sind! Berechne die Flicheninhalte
beider Quadrate! In welchem Verhiltnis stehen sie zueinander?

i 0S Altenwil Bez. Rostock

W(8)71 Einem gleichschenkligen Dreieck 4BC, dessen Grundseite 4B die Linge ¢
wrid dessen Hshe CM die Liinge b hat, ist ein Rechteck von méglichst groBem Flachen-
inhalt so einzubeschreiben, daB eine Rechteckseite auf der Grundseite des Dreiecks
liegt. Wie lang sind die Seiten des Rechtecks?

Oberlchrer Erwin Wenzel, Rat des Bezirks Coltbus. Abteilung Volksbildung

W(9)72 Das Rechteck ABCD mit den D c
Seiten 4B — a und BC = b stellt die I3
Spielfliche eines Billardtisches dar. Die
Punkte K, und K, symbolisieren zwei e />
auf der Spielfliche ruhende Kugeln, deren
:Abstinde ¢, d, ¢ und { von der Bande des b
Tisches bekannt sind. In welchem Punkt
P von BC mu§ die Kugel K, auftreffen, KAy o
um nach dem Berithren der Bande die
Kugel K, zu treffen? Die Aufgabe ist 4
a) zeichnerisch durch die Konstruktion des A 8
‘Punktes P zu lsen; b) numerisch durch oborstudiontat Karl };-7_ L

= crstudienrat Karl-Heinz Lehmann,
Berechnung der Strecke BP zu lgsen. 8, 0S, Berlin-Lichtenberg

W(10)73 Konstruiere aus den gegebenen Strecken a und b die Strecke .

PO i ,
z=7Ya% +b* | Beschreibe und begriinde die Konstruktion!
Studicorat Dr. Walter Schramw, EOS A. v. Humboldt, Berlin-Eopenick
alpha-Wetthewerb [W(5) bis W(10)]

Die zweite Wettbewerbsaufgabe fiir jede Klassenstufe ist aus dem Beitrag: ,,Spezia-
listenlager Mathematik des Bezirks Neubrandenburg* je nach Neigung auszuwihlen,
zu losen und an die Redaktion einzusenden (siehe Seite 89).
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Beweise durch Gt forjede
vollstiindige Induktion | netirticheZabin

2> n w
2. Teil*

Wir wollen nun einige Sitze durch vollstindige Induktion beweisen.

a) Zunichst wenden wir uns dem anfangs erwihnten Satz zu:

Fir jede natiirliche Zahl n ist 2% > n.
Wir wissen nun, daf dieser Satz véllig bewiesen ist, wenn wir den Induktionsanfang
und den Induktionsschritt ausgefiihrt haben.
(1) Induktionsanfang:
Fir n = 0 erhilt man die Behauptung 20 > 0.
20 hatten wir anfangs durch 2° = 1 erklért. Da 1 >> 0 ist, ist der Satz fiir # == 0 wahr.
(2) Imduktionsschritt:
‘Wir wollen noch einmal tiberlegen, was wir hier zu beweisen haben. Wir miissen zeigen :
Wenn der Satz fiir eine beliebige natiirliche Zahl wahr ist, dann ist er auch fiir die
nachfolgende nattirliche Zahl wahr. Sei m eine beliebige (d. h. irgendeine) natiirliche
Zahl. Wir nehmen an: Fiir die Zahl m gilt der Satz. Wir zeigen: Unter dieser Voraus-
setzung ist der Satz auch fiir m 4 1 (dem Nachfolger von m) wahr, d. h.

2m+ 1> m 4 1 ist wahr.
Beweis: Wir nehmen also an, daB der betrachtete Satz fiir m richtig ist, d. h., 2 > m.
Sicherist 2" >m ’ )
om > 1. )
Die linke Seite dex Ungleichung (2) addieren wir zur linken Seite der Ungleichung (1).

Ebenso verfahren wir mit den rechten Seiten. Dann bleibt die Ungleichung weiterhin
richtig, und wir erhalten

2m L9 > g 1.
Nun ist aber 27 4- 2% =2+ 9m = 9m+ 1 §o erreichen wir schlieBlich unser Ziel:
2m+ 1> 4 1.

Wir wollen nicht vergessen, daB wir von der Giiltigkeit der Ungleichung 2 > m aus-
gegangen sind. Wir haben also bewiesen: Wenn fiir irgendeine natiirliche Zahl m die
Ungleichung 2™ > m gilt, so giltauch 2 + 1 > m - 1, d. h., dann gilt die Ungleichung
auch fiir den Nachfolger von m. Damit ist aufler dem Induktionsanfang auch der
Induktionsschritt gezeigt. Folglich gilt der Satz fiir jede natiirliche Zahl.

b) Eine Aufgabe der diesjihrigen Mathematikolympiade fiir die 7. Klasse lautete:

In Rumdnien gibt es Geldscheine zu 3 und zu 5 Lei. Beweise, daf jeder beliebige Geld-
betrag in Léi, der grofier als 7 Lei ist, unter alleiniger Verwendung von Drei- und Fiinfléi-
scheinen zusammengestellt werden kann, falls geniigend viele dieser Geldscheine vorhanden
sind,

* Der erste Teil wurde im Heft 2 veroffentlichi (d. Red.).
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Das ist ebenfalls ein Satz iiber natiirliche Zahlen. Jedoch wird hier nur iiber alle natiir-
lichen Zahlen, die grofer als 7 sind, etwas ausgesagt. Dennoch kann der Beweis mii
vollstindiger Induktion gefiihrt werden. Wir fangen statt bei O erst bes der Zahl 8 an.
Alles andere wird wie bisher ausgefiihrt.

Induktionsanfang: Wir miissen zeigen, daB der Satz fiir » = 8 gilt. Ein Geldbetrag
von 8 Lei kann aber gerade aus einem Drei- und einem Fiinfleischein zusammen-
gestellt werden.

Induktionsschritt: Wir miissen zeigen: Falls ein Geldbetrag von m Lei aus Drei- und
Fiinfleischeinen zusamr tellt werden kann, so kann auch ein Geldbetrag von
m + 1 Lei aus Drei- und Fiinfleischeinen zusammengestellt werden. Dabei verlangen
wir allerdings, daB m > 7 ist.

Sei also ein Geldbetrag von m Lei aus Drei- und Fiinfleischeinen zusammengestellt.
‘Wir miissen nun zwes Fille unterscheiden.

1. Fall: In dieser Zusammenstellung kommt ein Fiinfleischein vor.

2. Fall: In dieser Zusammenstellung kommt kein Finfleischein vor.

Im 1. Fall ersetzen wir einen Fiinfleischein durch zwei Dreileischeine. Dadurch wird
der Gesamtbetrag von m Lei wm I Leu*) erhéht. Wir haben dann auch m + 1 Lei in der
verlangten Art dargestellt. Im 2. Fall kommen in der Zusammenstellung mindestens
drei Dreileischeine vor, denn m soll gréBer sein als 7, also mindestens 8. Fiir m = 8
kommt aber ein Fiinfleischein vor. Folglich muf im 2. Fall  mindestens 9 sein. Wir
nehmen nun drei Dreileischeine weg und ersetzen sie durch zwei Fiinfleischeine. Dadurch
erhoht sich der Gesamtbetrag ebenfalls um I Leu. Wir erhalten auch in diesern Fall
eine verlangte Zusammenstellung von m + 1 Lei. Damit ist der Beweis vollstindig
gefiihrt.

¢) Wir betrachten ein ebenes konwvexes n-Eck, n > 3, (natiirlich und im folgenden
nur konvexe Vierecke). Das ist eine geradlinig begrenzte Figur mit n Ecken, deren
Diagonalen alle im Innern der Figur verlaufen. Beispiele fiir solche Figuren sind
Dreiecke, Quadrate, Rechtecke, Parallelogramme, regelmiflige Sechsecke (Abb. 1).

\\ e "~ \\\\ s 7!
| X PiaS
Abb. 1 TN P

Figuren der Art wie in Abb. 2 sind nicht konvex, da die Diagonale P, P, nicht im
Innern der Figur verliuft.

Aus dem Mathematikunterricht des 6.Schuljahres ist uns bekannt, daB die Summe
der Innenwinkel in jedem ebenen Dreieck 180° betrigt.

Abb, 2 Abb. 3

Die Summé der Innenwinkel in Vierecken betrigt 360°; denn ein Viereck liBit Sich
durch eine Diagonale in zwei Dreiecke zerlegen (Abb. 3). Dabei ist die Summe der
Innenwinkel beider Dreiecke gerade gleich der Summe der Innenwinkel des Vierecks.

*) Fs heiBt: Der Leu, Plural: Lei (Wi i it der in SR dnien; greh — lat — 'rumﬁ,n. Lowes).
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Anzahl der Ecken Winkelsumme Im Fiinfeck betrigt die Summe der
n w (n) Innenwinkel 540°, wie man leicht durch
Zerlegen des Fiinfecks in entsprechende

i’ ; }gg: Dreiecke finden kann. In allen drei unter-
5 3.180° suchten Fillen erhalten wir fir die

Winkelsumme Vielfache von 180°.

Es liegt die Vermutung nahe, daB dieser Sachverhalt bei allen konvexen n-Ecken
vorliegt, d. h., daB man die Summe der Innenwinkel erhilt, wenn man 180° mit der
um 2 verminderten Anzahl der Ecken multipliziert. Kiirzen wir die Winkelsumme des
n-BEcks mit w (n) (lies: w von ») ab, so vermuten wir
w (n) = (n—2) - 180°.

Wir sprechen hier ausdriicklich von Vermutung, da wir den Sachverhalt nur fiir
n =8, n =4 und n = 5 iiberpriift habon. Wir werden nun durch vollsténdige Induk-
tion beweisen, da dieser Satz fiir. alle n = 3 (fiir alle natiirlichen Zahlen, die gréfer
oder gleich 3 sind) richtig 1st. Dabei miissen wir wieder beachten, dafl wir nicht bei O,
sondern exst bei 3 beginnen. Fiir n =0, » = 1 und » = 2 ist der Satz nicht sinnvoll,
da wir fiir eine Figur der oben besprochenen Art wenigstens drei Punkte benotigen.

Induktionsanfang: Wir haben uns schon davon iberzeugt, daB der Satz fir n =3
(Dreieck) richtig ist:
w (3) = (3 —2) - 180° = 180°

Induktionsschriit: Wir gehen davon aus, daB der Satz fiir eine natiirliche Zahl m, die
groBer als 2 ist, richtig sein moge und zeigen, daB er dann auch fiir den Nachfolger
m + 1 dieser Zahl gilt. Sei ein (m -+ 1)-Eck gegeben. Die Eckpunkte der Figur denken
wir uns in der Rethenfolge numeriert, in der sie durchlaufen werden, wenn man die
Figur mit dem Finger nachzeichnet. Da es sich um m + 1 Eckpunkte handelt, erhalten
wir Py, Py, Py ..., Py 1, Pp, P 1 (Abb. 4).

Pt
m 2,
P 2354,
Prrez Frnet
Abb. ¢ Abb. 5

Nun decken wir den Punkt P, ., ab und verbinden P, mit P, (Abb. 5). Wir erhalten

so ein m-Eck. Nehmen wir jg;:zt den Punkt P, ., wieder hinzu und betrachten das
(m 4 1)-Eck, so vergréert sich die Winkelsumme der Figur gerade um die Winkel-
summe des Dreiecks A P,, P,,,; Py, also um 180°. Infolgedessen ist

w(m+1) =w(m) 4 180°,
in Worten ausgedriickt: Die Winkelsurome des (m + 1)-Ecks ist gleich der Winkel-
summe des m-Ecks zuziiglich 180°. Fir die Zahl m hatten wir den Satz als richtig
vorausgesetzt, also

w (m) = (m—2) - 180°.
Demzufolge ist

w (m -+ 1) = (m —2) - 180° + 180°,
also w(m+1)=(m—1) - 180°.
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Unter der Voraussetzung, daf} der Satz fiir mn richtig ist, erhalten wir die Winkelsumme
des (m + 1)-Ecks, wenn wir 180° mit der um 2 verminderten Anzahl der Eckpunkte
multiplizieren; denn .

(m+1)—2=m—1

Mit anderen Worten: Wenn der Satz fiir m richtig ist, so ist er auch fir » + 1 nchtlg
Damit ist der Beweis gelungen. Unser, Satz gilt fiir alle natiirlichen Zahlen, die groBer
als 2 sind.

d) Auf dhnliche Weise wie bei Beispiel ¢) gewinnt man auch einen Satz diber die Anzahl
der Diagonalen im n-Eck. Jeder Punkt des n-Ecks ist mit zwei weiteren Punkten des
n-Ecks durch Seiten der Figur verbunden. Alle iibrigen Verbindungsstrecken zwischen
zwei Punkten des n-Ecks, die nicht Seiten sind, heifien Diagonalen.

‘Wir bezeichnen die Anzahl der Diagonalen des n-Ecks mit & (»). Nun behaupten wir,
da8 fiir jede natiirliche Zahl n, die groBer als 2 ist,

din)=

Im Dreieck (n = 3) glbt es keine Diagonalen. Auch unsere Formel liefert
3 33—3)_ 3 0

n (n— 3) gilt.

d3)= 5 =0
Ed
Fiir n = 4 (Viereck) liefert die Formel
d="2t"0_41_o

Tatsichlich gibt es im Vlereck zwei Diagonalen.
Aufgabe: Beweise durch vollstindige Induktion, daf dieser Satz fir alle n = 3 rich-
tag ist!

e) Wir bilden die Summe der ersten n ungeraden natiirlichen Zahlen. Fiir n = 2 bedeutet
das: Wir addieren 1 und 3. Bezeichnen wir die Summe der ersten 7 ungeraden natiir-
lichen Zahlen mit s (n), so ist also

$(2)=1+3; s(2)=+4

Weiter ist:
s(3)=1+3+5; s(B)=14+845+749;
s(4)=1+34+5+T; s(6)=1+3+5+74+9+11.
Rechnen wir die Summe jeweils aus, so erhalten wir:
Anzahl der ersten ungeraden Surame dieser
natiirlichen Zahlen » Zahlen s (r)
2 4
3 9
4 16
5 25
6 36

Hier liegt die Vermutung nahe, daB die Summe der ersten # ungeraden natiirlichen
Zahlen immer gleich #2ist, d. h. gleich dem Quadrat der Anzahl der Summanden.
‘Wir wollen diesen Satz nun fiir alle # = 2 beweisen. Bevor wir zum Beweis kommen,
‘wollen wir uns noch iiberlegen, wie die n-te ungerade Zahl aussieht.
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die n-te ungerade Die erste ungerade natiirliche Zahl ist die

”n natiirliche Zahl Zahl 1, die zweite ist die Zahl 3, die

dritte ist die Zahl 5 usw. Ohne Schwierig-
1 =911 keiten liBt sich ebenfalls durch voll-
9 3—-9-9_1 stindige Induktion bestitigen, daB fiir
3 5—=92-3__1 jedes n =1 d.ie n-te ungerade natiirliche
1 T—9-4_1 Zahl 2 n — 1 ist. Diesen Beweis mochten
5 —9.5._1 wir dem Leser iiberlassen. (Zu beachten
P 11=92-6—-1 ist dabei die Tatsache, daBl sich zwei
7

1B—=9-7—_1 aufeinanderfolgende ungerade natiirliche
Zahlen jeweils um 2 unterscheiden.)

’ Nun kommen wir zum Beweis des Satzes

iiber die Summe der ersten n ungeraden

natiirlichen Zahlen:

Induktionsanfang: Fir n = 2 ist der Satz wahr (siehe oben): s (2) = 22 = 4.
Induktionsschritt: Wir haben zu zeigen: Wenn der Satz fiir eine natiirliche Zahl m
gilt, so gilt er auch fiir die Zahl m + 1, mit anderen Worten: Wenn s (m) = m? ist,
so ist s (m + 1) ={m + 1)% s (m + 1) ist die Summe der ersten m + 1 ungeraden
natiirlichen Zahlen. Die Summe der ersten m ungeraden Zablen ist s (m). Die (m + 1)-te
ungerade Zahlist 2 m + 1.
Folglich ist s(m +1)=s(m) +2m 4 1.
Wir hatten vorausgesetzt, dal der Satz fiir m gilt. Also ist s (m) = m?.

stm+1)=m>+2m+1.
Wenden wir eine binomische Formel an, so erhalten wir

s(m+1) = (m + 1)2. Damit ist der Beweis gefiihrt.

W. Stove

Aufgaben

74 Esist die Summe 8, der folgenden Produkte zu ermitteln:
8, =1-242-3+3-4+ - +ant1)
75 Es ist zu beweisen, daB fiir jede natiirliche Zahl # gilt:
1492422428 4 o fov—1=9n_1,
76 Bs ist zu beweisen, daBl die Zahl 47 4 15% —1 fiir alle natiirlichen Zahlen
bis n =1 durch 9 teilbar ist.
77 Esgibt1-2-3-4-..-(n—1)  n Moglichkeiten, » Gegenstinde in verschie-
dener Reihenfolge anzuordnen.
78 TIn der Zahlenfolge 1, 1, 2, 3, 5, 8, .. .. erhilt man (vom dritten Glied an) jede
Zahl als Summe der beiden vorhergehenden. Es ist zu beweisen, daB jede vierte Zahl
dieser Folge durch 3 teilbar ist.
79 Mit Hilfe der Wagestiicke 1g, 2g, 4g, ..., 2"g kann man jede Masse von 1g
bis (2* — 1) g zusammenstellen.

Diese Aufgaben wurden aus folgenden Biichern entnommen, die weiteres Material
zum Selbststudium enthalten: Sominski, J. 8.: Die Methode der vollstindigen
Induktion. VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften; Kolosow, A. A.: Kreuz und
quer durch die Mathematik. Volk und Wissen Volkseigener Verlag; Autorenkollektiv:
Algebra und Geometrie fiir Ingenieur- und Fachschulen. VEB Fachbuchverlag;
Manuskriptdruck: Sammlung vorbereitender Aufgaben der allrussischen Olympiade
Junger Mathematiker. (russ.).
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Wir untersuchen
Abbildungen

Teil 3*

1. Beispiele fiir Abbildungen

Ich will zuerst einiges iiber einen Tag im Leben von sechs Schiilern berichten, die
miteinander befreundet sind. Sie heiflen Achim, Bernd, Christine, Detlef, Elke und
Frank. Diese Schiiler erlebten an jenem Tag unter anderem folgendes:

(1) Im Mathematikunterricht fand eine Leistungskontrolle statt. Wie wir wissen,
kann man dabei eine Eins, eine Zwei, eine Drel, eine Vier oder auch cine Fiinf bekom-
men. Nun, Detlef bekam eine Drei, Achim und Elke cine Zwei und Christine eine
Eins. Bernd und Frank wurden nicht gepriift.

(2) Im Sportunterricht wurde die Griindung ciner Sportgemeinschaft beraten. Zur
Auswahl standen die Sportarten Handball, Judo, Volleyball und Wasserball. Die
Schiiler sollten aufschreiben, welche dieser Sportarten sie gern betreiben wiirden.
Unsere sechs Freunde entschieden sich so: Achim fiir Handball, Bernd fiir Handball
und Volleyball, Christine fiir Handball, Detlef fiir Handball, Judo und Volleyball,
Elke fiir Volleyball und Frank auch fiir Volleyball.

(3) Am Nachmittag gab es bei Frank eine Geburtstagsfeier, zu der unsere Freunde
wieder belsammen waren. Sie konnten wiahlen, was sie trinken wollten: Kakao,
Limonade, Milch, Selter, Tce oder Zitrone. Nachdem Franks Mutter alle befragt
hatte, wuBte sie: Achim méchte Limonade, Bernd ist fiir Kakao, Christine mag am
liebsten Milch, Detleflbittet um Zitrone, Elke wiinscht sich Tee und Frank will Selter.

(4) Im Laufe der Geburtstagsfeier wurde auch ein Pfinderspiel durchgefiihrt. Zum
SchluB lagen folgende Gegenstinde als Pfinder aul dem Tisch: ein Groschen, ein
Notizbuch, ein Ring und eine Uhr. Dabei stammte von Detlef der Groschen und das
Notizbuch, von Elke der Ring und von Frank die Uhr.

Was hat das alles mit 4bbildungen zu tun? Nun, sehen wir uns die Erlebnisse (1) bis (4)
einmal genauer an. Wir erkennen als erstes, da8 verschiedene Mengen vorkommen:
Da ist zunichst einmal die Menge der Schiiler. Wir wollen sie mit S bezeichnen und
die Schiiler der Kiirze wegen mit dem klein geschriebenen Anfangsbuchstaben ihres
Namens. Wir haben also: 8 = (a, b, ¢, d, ¢, f}. Dann tritt die Menge der Zensuren auf,
die in der Schule gegeben werden konnen. Wir bezeichnen diese Menge mit Z und
kénnen dann schreiben: Z = {1, 2, 3, 4, 5}. Ferner kommt eine Menge von Sportarten
vor. Nennen wir diese Menge hier 4. Wenn wir die Sportarten selbst wieder durch
ihren Anfangsbuchstaben kennzeichnen, so haben wir: 4 = {, §, v, w}. AuBerdem
spielt eine Menge von Getrinken eine Rolle: G = (k, I, m, s, ¢, 2}. Und schlieBlich muf3
noch die Menge der Pfinder genannt werden: P = {g, », 7, u}.

Wie wir weiter bemerken, kommen bei jeder der geschilderten Begebenheiten (1) bis (4)
jeweils genau zwei Mengen vor, die auBerdem immer irgendwie miteinander zu-
sammenhéingen: Elementen der ersten Menge — das ist jedesmal die Menge S — sind
immer gewisse Elemente der zweiten Menge zugeordnet. Zum Beispiel ist Detlef durch
die Leistungskontrolle die Zensur 3 zugeordnet worden, Christine \entschied sich bei

* Der Lehrgapg Mengenlehre begann mit Teil 1 in Heft 1 (S. 11) und Teil 2 (8. 41) (d. Red.).
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den Sportarten fiir Handball, Elke erhielt am Nachmittag wunschgemi Tee zu-
geteilt usw. Man sagt in solchen und dhnlichen Fillen ganz allgemein, dafBl cine Zu-
ordnung oder Abbildung vorliegt. (Das Wort ,,Abbildung” wird hier in demselben
Sinne gebraucht wie das Wort ,,Zuordnung*. Wir wollen also nicht an die Bedeutung
denken, die das Wort ,,Abbildung® in der Umgangssprache hat. Dort versteht man
2um Beispiel eine Fotografie oder eine Zeichnung darunter. Fiir uns bedeutet ,,Ab-
bildung® aber dasselbe wie ,,Zuordnung*.)

Oft gibt man auch gleich mit an, welche Mengen bei der Abbildung vorkommen. Zu
unserem Beispiel (1) wiirde man dann sagen, daB es eine 4bbildung aus S in Z ist.
Halten wir also fest: Sind Mengen M und N gegeben, wobei Elementen aus M Ele-
mente aus IV zugeordnet sind, so sprechen wir von einer Abbildung aus M in N.

2. Darstell g von Abbild

o)

Damit wir die in den Beispielen (1) bis (4) angegebenen Abbildungen etwas besser
iiberblicken konnen, wollen wir tiberlegen, wie man sie iibersichtlich darstellen konnte.

(2) Eine erste Moglichkeit besteht darin, die Elemente beider Mengen aufzuschreiben
und durch Pfeile deutlich zu machen, welche Elemente der zweiten Menge Elementen
der ersten Menge zugeordnet sind. Fiir unser Beispiel (1) kénnte das so aussehen, wie
es hier dargestellt ist. (Natiirlich darf man die Buchstaben oder Zahlen auch anders
anordnen.)

Entsprechend ergeben sich die Da,rst.el]ungen fiir die Beispiele (2), (3) und (4):

a b cdelf ab cde f
Beispiel (1) X X Beispiel (2) \ M//
1 2 345 Ao ovow
.a bcde f a b cd e f
Beispiel (4) >< l X Beispiel (3) / / /
E 1l ms t =z - g n r u

Uberpriift noch einmal an Hand des Textes, ob alle Pfeile richtig eingezeichnet sind!
Man kann dabei jetzt auch von den Pfeildarstellungen ausgehen, etwa so: Beim
Beispiel (2) fihren von d aus Pfeile nach &, nach j und nach v. Das bedeutet, daB
Detlef die Sportarten Handball, Judo und Volleyball zugeordnet sind, und das sind
tatsichlich gerade die, die er gewahlt hatte.

Die Darstellung mit Hilfe der Pfelle kann allerdings auch untibersichtlich werden vor
allem dann, wenn viele Pfeile gezeichnet werden miissen

(b) Eine zweite Moglichkeit, unsere Abbildungen darzustellen, ist die Anlage einer
Tabelle. In die linke Spalte schreiben wir die Elemente der ersten Menge, und neben
jedes dieser Elemente schreiben wir die zugeordneten Elemente der zweiten Menge.
Das sieht dann so aus:

Beispiel 1 Beispiel 2 Beispiel 3 Beispiel 4
a 2 a 3 a i e’ | —
b — b h o b k b | —
¢ 1 ¢ h 14 m c —
d 3 d k, v, § d z d gn
e | 2 e ) e t e | r

Pl = Pl Pl flow




Es gibt zwar noch mehr Methoden, wie man Abbildungen darstellen kann, fiir uns
reichen die beiden hier angegebenen Moglichkeiten aber vorliufig aus.

3. Eigenschaften von Abbildungen

Wir wollen unsere vier Beispiele nun noch etwas genauer untersuchen. Dabei stolen
wir auf interessante Unterschiede.

(2) Wenn wir unsere Pfeildarstellungen betrachten, so fallt auf, daB in den Beispielen
(2) und (3) von allen Elementen der Menge S wenigstens ein Pfeil ausgeht. Man driickt
diesen Sachverhalt. sprachlich durch die Redeweise ,,Abbildung von S...“ aus.
Bei den Beispielen (1) und (4) geht dagegen nicht von jedem Element der Menge S ein
Pfeil aus. (Genau genommen gehen die Pfeile natiirlich tiberhaupt nicht von Elementen
von § aus —also von den Schiilern — sondern von den Zeichen fiir diese Elemente, von
den Buchstaben. Um uns nicht gar zu umstindlich ausdriicken zu miissen, wollen
wir es mit dieser Unterscheidung aber nicht so genau nehmen.)

Andererseits konnen wir feststellen, daB in den Beispielen (3) und (4) zu allen Elemen-
ten der Mengen G bzw. P wenigstens ein Pleil hinweist. Hier sprechen wir von einer
»Abbildung ... auf G bzw. ,, ... auf P*. In den Beispielen (1) und (2) ist das nicht
der Fall.

Wenn wir unsere Beispiele (1) bis (4) jetzt mit Hilfe der neuen Ausdruckswelse Toe-
schreiben wollen, so kénnen wir sagen:

Beispiel (1) ist eine Abbildung aus S in Z;

Beispiel (2) ist eine Abbildung von S in 4;

Beispiel (3) ist eine Abbildung von S auf G

Beispiel (4) ist eine Abbildung aws S auf P.

Fassen wir zusammen:

Sind Elementen ciner Menge M Elemente einer Menge N zugeordnet, so sprechen wir
von einer Abbildung aus M in N.

‘Wenn man weif}, daB allen Elementen von M wenigstens ein Element von N zugeordnet
ist, se kann man von einer Abbildung von M in N sprechen.

Weil man, da alle Elemente von N als zugeordnete Elemente bei der Abbildung vor-
kommen, so kann man von einer Abbildung aus M auf N sprechen.

(b) Behen wir uns unsere Abbildungen nun noch von einem anderen Gesichtspunkt
aus an.

In den Pfeildarstellungen der Beispiele (1) und (3) geht von jedem Element der Menge
8 hochstens ein Pieil aus, in den Beispielen (2) und (4) gibt es dagegen Elemente in der
Menge 8, von denen mehrere Pleile ausgehen.

In den Tabellen macht sich dieser Unterschied auch bemerkbar: Bei den Beispielen
(1) und (3) steht neben jedem Element der Menge S hichstens ein zugeordnetes Element,
bei den Beispielen (2) und (4) kommt es dagegen auch vor, dafl neben einem Element
der Menge S mekrere zugeordnete Elemente stchen.

Abbildungen der ersten Art nennt man eindeutig, Abbildungen der zweiten Art nickt
eindeutig.

Ein besonderer Fall liegt beim Beispiel (3) vor. Dort geht in der Pfeildarstellung nicht
nur von jedem Element der Menge S hichstens ein Pfeil aus, sondern es kommt auch
bei jedem Element der Menge G hochstens ein Pfeil an. Eine solche Abbildung nennt
man eineindeutsg oder umkehrbar eindeutsg. (Man spricht hier aus folgendem Grund von
,sumkehrbar eindeutig”: Wenn man alle Pfeile umkchren wiirde, so wire die damit
gegebene neue Abbildung ebenfalls eindeutig.)

Halten wir fest® Ist bei einer Abbildung aus M in N jedem Element von M hichstens
ein Element von N zugeordnet, so nennt man die Abbildung eindeutig. Tritt dariiber
hinaus jedes Element von N héchstens einmal als zugeordnetes Element auf, so nennt
man die Abbildung umkehrbar eindeutig oder eineindeutig.
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4. Anwendungen des Abbildungsbegriffes

Durch die nihere Untersuchung der zu Beginn geschilderten Zuordnungen (1) bis (4)
haben wir allerlei iiber Abbildungen erfahren. Wir wollen nun noch ein wenig sehen,
was wir mit den neuen Begriffen anfangen kénnen.
Da ist zunéchst einmal festzuhalten, daB wir im téglichen Leben hiufig mit Abbildun-
gen zu tun haben: .
Zum Beispiel ist jedem Schiiler einer Klasse ein Wohnhaus zugeordret (ndmlich das
Haus, in dem er wohnt). Diese Abbildung ist eindeutig (kein Schiiler wohnt in zwei
oder mehr Hiusern zugleich), aber nicht immer umkehrbar eindeutig (es kann vor-
kommen, dafl mehrere Schiiler im gleichen Haus wohnen).
Eine andere Abbildung ist dadurch gegeben, dal Kraftfahrzeugen in der DDR ein
polizeiliches Kennzeichen zugeordmet ist. Wir haben es hier mit einer umkekrbar
eindeutigen Abbildung aus der Menge der Kraftfahrzeuge ¢n die Menge der moglichen
Kennzeichen zu tun; denn erstens gehdrt zu jedem Kraftfahrzeug hochstens ein Kenn-
ichen und kein Kennzeichen wird oiter als einmal vergeben, zweitens besitzen niche
alle Kraftfahrzeuge ein Kennzeichen, sondern nur die, die polizeilich zugelassen sind,
und drittens sind vorliufig noch nicht alle Kennzeichen, die man aus zwei Buchstaben
und vier Ziffern bilden kann, im Gebrauch. Sicher kann jeder selbst noch eine Fiille
weiterer Abbildungen finden, die im téglichen Leben auitreten.
Von besonderer Bedcutung ist der Abbildungsbegriff aber innerhalb der Mathematik.
Wir wollen uns das wenigstens an einem Beispiel noch ansehen.
‘Wie kann man eigentlich feststellen, ob zwei Mengen gleich viele Elemente besitzen?
Das ist ganz einfach, wird mancher sagen, man ziblt erst die Elemente der einen
Menge und dann die Elemente der anderen Menge und stellt so fest, ob es gleich viele
sind. Nun, wenn wir annehmen, daf8 beide Mengen nur endlick viele Elemente ent-
halten, soda8 man sie wirklich zGhlen kann, dann ist diese Methode im Prinzipanwend-
bar. Aber muff man denn iiberhaupt zahlen?
‘Wenn man zum Beispiel wissen will, ob in einer Gesellschaft genau so viele Herren
anwesend sind wie Damen, braucht man keine dieser beiden Mengen (nennen wir sie
H und D) abzuzihlen, sondern nur alle zum Tanzen aufzufordern. Dann versucht
jeder Herr, eine Dame zu finden, und so entsteht eine umkehrbar eindeutige Abbildung
aus H in D. Wenn dabei weder Herren noch Damen iibrigbleiben — wenn also eine
eineindeuntige Abbildung von H auf D vorliegt — dann weill man, da8 H genau so viele
Elemente enthilt wie D. Man sagt dafiir auch, H ist gleichmdchtig zn D.
Wir kénnen also festhalten: Mengen M und N sind genau dann gleichmichtig (ge-
schrieben: M &2 N), wenn es eine ukehrbar eindeutige Abbildung von M auf ¥ gibt.
Solange wir nur endliche Mengen untersuchen, fiihrt der Begriff gleichmdchtig zu
keinen Uberraschungen. Das wird ganz anders, wenn die betrachteten Mengen unend-
lich viele Elemente besitzen. Sei zum Beispiel N = {0, 1, 2, 3, ...} die Menge aller
natiirlichen Zahlen und G = {0, 2, 4, 6, . . .} die Menge aller geraden Zahlen. Wie jeder
sofort sieht, gilt G c N (G ist eine echte Teilmenge von N). Man kénnte also meinen,
daB @ ,,weniger** Elemente enthilt als N. Das ist aber nicht der Fall. Wenn wir jeder
natiirlichen Zahl ihr Produkt mit 2 zuordnen, so erhalten wir eine Abbildung, die
durch die untenstehende Tabelle angedeutet wird. Wie wir sehen, ist diese Abbildung

| 0] 1 | 213 1]4;- - '

o2 a6 8|
erstens urhkehrbar eindeutig, und zweitens wird allen natiirlichen. Zahlen eine gerade
Zahl zugeordnet und alle geraden Zahlen treten als zugeordnete Elemente auf. Es
liegt also eine umkehrbar eindeutige Abbildung von N auf @ vor. Das heilit aber, daB

N und @ gleichmdchtig sind.
W. Walsch
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Gegenwiirtig werden zur Verbesserung der
chwu“kt Fernsehiibertragung in der DDR eine Reihe
.. von Fernsehtiirmen gebaut, die oft gleich-
d F h 2 zeitig als Aussichtspunkt mit in der Hohe
er er nse tur m . eingebauter Gaststitte dienen. Bei solchen
. Bauwerken ist erfahrungsgemil mit einer
hohen Besucherzahl zu rechnen, so da nicht
nur im Hinblick auf die technischen Ein-
ichtungen, sondern auch zum Schutz der
Besucher die Standfestighkeit und Sicherheit
des Bauwerkes stindig gewihrleistet sein
miissen. Dies wird natiirlich durch die Kon-
struktion, die sorgfiltige statische Berech-
nung mit entsprechender Sicherheit und die
Wahl der Baustoffe erreicht. Erfillt dann
die Bauausfiihrung die genau vorgeschrie-
benen Qualititsanforderungen, so ist die
Sicherheit des Bauwerkes nach mensch-
lichem Ermessen gewihrleistet. Trotzdem
wirken auf jedes Bauwerk Kriifte ein, die za
einer Verinderung seiner Lage und Form
fiihren konnen. Das sind bei hohen Tiirmen
hauptsichlich das Eigengewicht, das zu
Setzungen infolge Zi driickung des
Baugrundes fiihrt, die ungleichmiBige Er-
wirmung der Aufenflichen durch Sonnen-
bestrahlung, wodurch eine verschiedene Aus-
dehnung der Sonnenseite gegeniiber der
Schattenseite erfolgt und damit eine Ver-
biegung des Turmes bewirkt, und schlieBlich
der Winddruck, der bei starkem Wind und
Sturm eine kurzperiodische Schwingung des
Turmes verursacht. Es ist nun die Aufgabe
des Vermessungsingenieurs, alle diese Ver-
dnderungen ihrer GroBe nach zu bestimmen.
Da es sich hierbei um relativ kleine Betrige
(mm bzw. cm) handelt, sind die dazu erfor-
derlichen Messungen mit grofiter Sorgfalt
auszufiihren.

Tiir die Bestimmung von Setzungen von Bauwerken gibt es hauptsichlich zwei Ver-
messungsverfahren :

1. Das geoditische Prizisionsnivellement

“Man braucht dazu ein Prizisionsnivellierinstrument auf Stativ und zwei Nivellier-
latten mit Teilung auf Invarband. Aus den Ablesungen an den beiden im gleichen

. Abstand (bis 25 m) vom Instrument senkrecht aufgestellten Latten kann der Hghen-
unterschied der Lattenaufsetzpunkte auf etwa 4 0,2 mm genau ermittelt werden.
Zur Feststellung von Setzungen werden mehrere Hoéhenbolzen etwa 40 cm iiber dem
Erdboden in das Bauwerk einzementiett. Die Hohenunterschiede dieser Bolzen gegen-
iiber einem unverdnderlichen Hohenfestpunkt sind nach dem beschriebenen Verfahren
zu bestimmen. Die Wiederholung der Messung in verschiedenen Zeitabstdnden fiihrt
zur Ermittlung der GroBe der Setzungen.

‘2. Die Prizisi hlauchwaage

Zur Bestimmung relativer Hohenverinderungen von Bauwerkspunkten, besonders
im Inneren von Bauwerken, kann die Hshenmessung mit der Prizisionsschlauchwaage
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benutzt werden. Die MeBanordnung besteht aus zwei in etwa gleicher Hehe vertikal
aufgehangten Glaszylindern, die durch einen 20 m bis 40 mlangen Schlauch miteinander
verbunden sind. Das System wird mit Wasser gefiillt, und nach dem Gesetz der kom-
munizierenden Rohren steht der Wasserspiegel in beiden Zylindern gleich hoch.
Mittels einer auf die Wasserobarfliche aufsetzbaren MeBspitze mit elektrischer An-
zeige kann der Hohenunterschied der beiden Aufhingepunkte der Zylinder auf
<+ 0,02 mm genan bestimmt werden. Das Verfahren ist demnach fiir besonders genaue
Neigungsbestimmungen zu verwenden.

Beim Fernsehturm Dresden ergab sich bei einer Bauhdhe von 167 m des Betonschaftes
eine Senkung am duferen TurmfuB von rund 3 mm, wihrend die inneren Fundamente
eine gegenseitige relative Neigung von 0,8 mm nach der Hangseite zu zeigten.

Die senkrechte Stellung der Turmachse kann am besten mit einer Lotvorrichtung
iberpriift werden. Ein emfuehes Schnurlot ist jedoch fiir solche Hohen zu ungenau.
Man verwendet deshalb besser ein optisches Lot, z. B. das Prizisionszenitlot vom
VEB Carl Zeiss Jena. Stellt man das Instrument im Inneren des Turmes im Zentrum
auf, so kann man die Achse in 250 m Hohe mit einer Abweichung von &+ 2 mm aus der
Senkrechten angeben. Das Gerdt wird deshalb auch zur Absteckung der Vertikal-
achse wihrend des Baues benutzt. Da jedoch die Achse des Turmes nach seinem Aus-
bau meist nicht mehr zugénglich ist, wird fiir spatere Beobachtungen und zur Kontrolle
der vorgenommenen Lotung sowie zur Ermittlung eventueller horizontaler Verschie-
bungen noch eine Bestimmung der Lage des Turmes von Punkten auBerhalb des
Bauwerkes aus durchgefiihrt. Dazu werden zweckmiBig etwa in den vier Haupt-
himmelsrichtungen feste Pfeiler einbetoniert, deren Entfernung das eineinhalb- bis
zweifache der Turmhohe betragen sollte. Auf der Pfeileroberfliche, die sich etwa
1,30 m itber dem Boden befindet, wird eine Vorrichtung zur Zwangszentrierung eines
Instrumentes fiir genaue Messung von Winkeln (Theodolit) angebraclit. Unter Vor-
aussetzung der Unverinderlichkeit dieser Festpunkte werden mit diesem Theodolit
die Winkel zwischen feststehenden Orientierungszielpunkten und an der Auflenseite
des Turmes angebrachten speziellen Zielmarken gemessen. Verwendet man den Theo-
dolit Theo 010 vom VEB Carl Zeiss Jena, so kann man diese Winkel auf 4 1/
(Bogensekunde) genau messen und damit ebenfalls die Abweichung der Turmachse
aus der Vertikalen bzw. auch eine Horizontalverschiebung oder eine Verdrillung
des Turmes auf einige Millimeter genau ermitteln.
Um den EinfluB der Sonnenbestrahlung
festzustellen, wurden am Fernsehturm 15
Dresden bei einer Bauhthe von 167 m am b 16
17. 5. 1966 die Verinderungen der Turm- 1
achse von 5 Uhr morgens bis 19 Uhr 1. /
abends zu jeder Stunde bestimmt. Es /
ergab sich die in der nebenstehenden Ab-. 49
bildung dargestellte ellipsenformige Be-  \,
wegung mit einer groflen Halbachse von 0~ /

;rund 10 cm. Die durch WindeinflubB bis- 9 \ %

‘her festgestellten Schwankungen sind — I

geringer als erwartet und betiagen bei L

mittlerer Windstirke etwa 4cm mit

einer Schwingungsdauer von - einigen 0 2 4 6 8 10¢m

Sekunden. Es sind jedoch noch weitere ~“—-—————l——L—
Matetab 1:2

Messungen bei groflerer Windstirke aus-
zufuhren Zusammenfassend kann fest-
gestellt werden, daf zwar geringe Verdnderungen an soleh hohen Stahlbetontiirmen
besonders durch Temperatureinflul auftreten, von eirer spiirbaren Schwankung
kann jedoch keine Rede sein. w. zill
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Der Berliner
Fernsehturm

Im Jahre 1965 wurde im Berliner Stadt-
zentrum in der Nihe des Alexander-
platzes mit dem Bau eines Fernseh- und
UKW-Turmes begonnen. Er wird nach
seiner Fertigstellung mit 361,5 m Héhe
das hochste Bauwerk der DDR sein und
als neues Wahrzeichen Berlins Zeugnis
fiir den hohen Stand der technischen
Entwicklung ablegen.

Die drei Hauptteile des Turmes sind das
Fundament, der Stahlbetonschaft mit H
Turmkopf und der stihlerne Antennen-
triger. Das Fundament besteht aus zwei
Teilen, dem ringformigen eigentlichen
Fundament fir den Turmmantel von
etwa 21 m dullerem Radius, einer Breite 2
von etwa 8,5 m und dem inneren Funda-
ment fiir die Stahlkonstruktion des Aulf-
zugschachtes. Der Radius des Schaftes
betriigt an der Ansatzstelle etwa 16 m, in H
24 m Hoéhe etwa 8,75 m und in 200 m
Héhe etwa 4,25 m.

In seinem unteren Teil hat der Stahl-
betonschaft die Form eines Rotations-
hyperboloids. Bis zur Hohe von etwa - o

24 m ist diese Gestalt deutlich ausge-

prigt; mit zunehmender Héhe dhnelt sie mehr einem Kegelstumpf. Ab 200 m Hohe
schlieBt sich ein zylindrischer Schaft an, um den eine Kugelkonstruktion (Turmkopf)
von 32 m Durchmesser angebracht ist. Im unteren Teil der Kugel befindet sich das
Turmeafé in einer Héhe von 207 m. Die Dicke des Stahlbetonmantels betrigt 50 cm
bzw. 45 cm. Der 111,5 m hohe Antennentriger ist eine reine Stahlkonstruktion. Er
besteht abwechselnd aus zylindrischen und konischen Teilen. Im Inneren des Turmes
befindet sich die Stahlkonstruktion des Aunfzugschachtes mit drei Fahrstiihlen und
einem Treppenaufgang. Zwischen Aufzugschacht und Betonmantel werden in Ab-
stinden von je 45 m Hohe Zwischenbithnen fir die Wartung der Flugwarnbeleuch-
tung sowie im TurmfuB und Turmkopf mehrere Etagen mit Arbeitsriumen einge-
baut. Die EinmeBarbeiten fiir- die Lotrechistellung des Turmschaftes einschlieBlich
der Stahlkonstruktion werden von Ingenieuren des VEB Ingenieur- Vermessungswesen
GroB-Berlin durchgefiihrt. Eventuell notwendig werdende Korrekturen zur fest-
gestellten Abweichung von der Lotrechten erfolgen durch Ausrichten der Kletter-
schalung, die direkt tiber dem Kopf- mit dem Schachtgeriist in Verbindung steht.

Prinzipdarstellung

T

T
I

W, Zill
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Berufshild

Vermessungsingenieur
mit Hochschulstudium

Die Hauptaufgaben der Geodiisie (Vermessungskunde) sind die Bestimmung der
Figur der Erde und ihres duBeren Gravitationsfeldes sowie die Vermessung und Ab-
bildung der Erdoberfliche bzw. ihrer Teile.

Fiir die planmafBige Entwicklung der Volkswirtschaft sind die erforderlichen geo-
ditischen Grundlagen rechtzeitig und mit der notwendigen Genauigkeit zu schaffen.
Dazu gehort:

1. Die Schaffung und Erhaltung der staatlichen Lagenetze (trigonometrische Netzc),
Hohennetze (Nivellementsnetze) und gravimetrischen Netze (Bestimmung der
Schwerkraft).

2. Die Herstellung und Laufendhaltung der staatlichen Kartenwerke (topographische
und geographische Karten).

3. Die Herstellung von Karten und Plinen fiir alle Zwecke der Volkswirtschaft sowie
die ingenieurgeoditischen Arbeiten (z. B. Vermessungsarbeiten bei der Errichtung
von Bauwerken).

4. Die Durchfiibrung von Forschungs- und Entwicklungsaufgaben, um den wissen-
schaftlichen Vorlauf der praktischen Arbeiten zu gewihrleisten.

Die dazn notwendigen technischen Arbeiten werden von zwei Berufsgruppen durch-
gefiihrt, den Geodéten oder Vermessungsingenieuren, dic Messungen im Gelinde vor-
nehmen, und den Kartographen, die Messungsergebnisse in Karten und Plinen dar-
stellen und bis zum fertigen Druck bearbeiten. In beiden Berufsgruppen gibt es die
Ausbildungsstufen: Facharbeiter, Fachschulingenieur und Hochschulingenieur. Die
Ausbildung als Diplom- Ingenieur des Vermessungswesens erfolgt in einem 10-semestri-
gen Studium an der Technischen Universitit Dresden in der Fachrichtung Geodésie
(Fakultit fiir Bauwesen). Nach erfolgreichem AbschluBl des Studiums wird der Absol-
vent in Betrieben, Dienststellen und Einrichtungen fiir verantwortungsvolle leitende
Titigkeit bei der Durchfiilhrung geoditischer, photogrammetrischer und ingenieur-
geoditischer Arbeiten sowie fiir die wissenschaftliche Tétigkeit und in der Lehre ein-
_gesetzt. Vor Beginn des Studiums ist eine einjihrige praktische Arbeit in einem Betrieb
des Vermessungswesens zu empfehlen, um die notwendigen Grundkenntnisse des
Berufs zu erwerben. Wegen der umfangreichen Arbeiten im AuBendienst ist ein guter
Gesundheit nd Vor g fiir die Wahl des Berufes. Da im Innendienst
ebenfalls eine Reihe von Arbeiten anfallen, ist der Beruf auch fiir Mddchen mit tech-
nischem Versténdnis gut geeignet. Gute Leistungen werden besonders in den Féchern
Mathematik, Physik und Geographie verlangt.

W. Zill
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Eine Aufgabe von

Prof. Dr.-Ing. habil. G. Clemens

Leiter des Lehrstuhls fiir Technische Mechanik und Statik
Prorektor fiir den wissenschaftlichen Nachwuchs
Hochschule fiir Bauwesen, Leipzig Abb. 1

80 Die beiden Stibe 1 und 2 stiitzen
das Lager (c). In'(c) greift eine Kraft L
(Zugkralt) an, deren Richtung zur Hori-
zontalen durch den Winkel ¢ bestimmt
ist, (Abb. 1). Bei gegebener Gréfie von L
und gegebenen Winkeln & und f§ sind
diejenigen Stellungen der Last L gesucht,
fiir die die Stiitzkraft S, im Stab 1

2) ein Maxzimum an Zugkraft,

b) gleich Null,

¢) ein Maximum an Druckkraft ist.

Lésungshinweis: Man denke sich die Stabe 1 und 2 durchschnitten und an den Schnitt-
stellen die unbekannten Stabkrifte S, und S, angebracht. Diese Kriifte haben zu
den Stabachsen parallele Richtungen und miissen mit L im Gleichgewicht stehen. Ein
aus L, §; und 8, gezeichnetes Krafteck mufl daher fiir jede Lage von L geschlossen
sein (Abb. 2).

Abb, 2 Lageplan Krifteplan Abb. 3

Aus der Vielzahl der méglichen Kraftecke ist dasjenige zu bestimmen, bei dem bei
gegebenem L und gegebenem Winkel y = 180° — (0 -+ f) die Seite S; entweder ein
Maximum hat oder gleich Null ist. (Im Krafteck entspricht die Lange der Seite
AB dem Betrag der Kraft.) Die Richtung von S; (Zug oder Druck) wu'd aus dem
Krafteck abgelesen (gleicher Umlaufsinn fiir alle Kzafte) Die Losung kann aualytlsch
oder rein geometrisch erfolgen. Eine weitere Losungsmoglichkeit besteht in der
unmittelbaren Anwendung der Gleichgewichtsbedingungen ¥ K, = 0 und 3 K, =0
auf die Krifte am Punkt (c). In diesern Falle miissen die unhekannte,n Krifte unab-
hingig vom wirklichen Richtungssinn zunichst als Zugkrifte angenommen werden
(Abb. 3). Ergibt die Rechnung eine Kraft mit negativem Vorzeichen, so ist die zu-
gehorige Kraft eine Druckkraft.
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VI. Olympiade
Junger Mathematiker der DDR

Aufgaben der DDR-Olympiade (29. 3. bis 1. 4.1967)

Klassenstufe 10

1. Man beweise: Sind m und n natiirliche Zahlen, so ist die Zahl

m - % (m*—n4) durch 30 teilbar.
2. Gegeben sei das GradmaB des Neigungswinkels zwischen zwei Ebenen ¢ und e,.
Gegeben sei ferner der Flicheninhalt I (A 4BC) eines Dreiecks A ABC, das in der
Ebene ¢ liegt. Die FuBpunkte der Lote von 4, B, C auf ¢, bilden ein (moglicherweise
ausgeartetes) Dreieck A 4,B,C,. Wie groB ist dessen Flicheninhalt I (A 4,B,C;)?
3. In einem Zirkel Junger Mathematiker wird folgende Aufgabe gestellt: Gegeben ist
ein beliebiges Dreieck /A A4 BC. Gesucht ist ein gleichseitiges Dreieck A PQR so, dal
P innerer Punkt der Strecke BC, Q innerer Punkt der Strecke CA und R innerer
Punkt der Strecke 4B ist. Bei der Diskussion iiber diese Aufgabe werden verschiedene
Meinungen geduBert: Anita glaubt, daB die Aufgabe nicht fiir jedes Dreieck A 4BC
losbar ist. Berthold ist der Meinung, daB es fiir jedes Dreieck A\ A4BC genau eine
Losung gibt. Claus nimmt an, fiir jedes Dreieck A\ 4BC gelte folgendes: Es gibt
beliebig viele Losungen, und alle Dreiecke A\ PQR, die Losung sind, sind einander
kongruent. Dagmar meint zwar auch, fiir jedes Dreieck A 4 BC gebe es beliebig viele
Lisungen; sie behauptet dann aber weiter: Es gibt wenigstens ein Dreieck A 4BC
mit der Eigenschaft, daB nicht alle Dreiecke A P@R, die als Losung auftreten, ein-
ander kongruent sind.Untersuchen Sie diese Meinungen auf ihre Richtigkeit!
4. Gegeben sei ein Dreieck A 4 BC; wie iiblich sei BC = a, C4 = bund y das Grad-
maB des Winkels <t 4BC. Konstruieren Sie ein Quadrat, dessen Flicheninhalt

2ab - | cosy | betrigt!
5. Essei aeine beliebig gegebene reelle Zahl. ErmittelnSie alle reellen x,die der Gleichung

)2 _—y tigen!
a+z p 2a 4+ & geniigen!
6. Geben Sie die Anzahl aller ganzzahligen Losungen (2, ) det Ungleichung
tz!+ ly1<100an!
Dabei gelten zwei Losungen (z,, y,), (¢,, ,) genau dann als gleich, wenn z, = z,

und y, = ¥, ist. (Die Losung (z, y) heiBt ganzzahlig, wenn sowohl z als auch y ganz-
zahlig sind.)

Klassenstufe 11/12

1. In einer Ebene ¢ seien ein Quadrat 4BCD und ein in seinem Innern gelegener
Punkt P gegeben. Ein Punkt @ durchlaufe alle Seiten des Quadrates.
Beschreiben Sie die Menge aller derjenigen Punkte Rin ¢, fiir die das Dreieck A PQR

gleichseitig ist!
2. Es selen # eine natiirliche Zahl Eine Zahlenfolge werde kurz eine ,,F,* genannt,
wenn 7 untereinander verschiedene Zahlen z,, ..., 2, existieren, so daB folgende

Bedingungen erfiillt sind:

(1) Jedes Glied der Folge ist cine der Zahlen z, .. ., z,.
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(2) Jede der Zahlen z,, . . ., 2, kommt mindestens einmal in der Folge vor.
(3) Je zwei aufeinanderfolgende Glieder der:Folge sind voneinander verschiedene
Zahlen.

(4) Keine Teilfolge der Folge hat die Form {a, b, a, b} mit ¢ &+ b.
(Als Teilfolge einer gegebenen Folge {2, 2,, z;, . . . } oder (z,, 25, . . ., 7, } bezeichnet
man jede ¥olge der Form [z, Ty, xm,, e oder  {Zm;, Ty, - -+ Tm,) Mit

natiirlichen Zahlen m; < my < my < .

Beantworten Sie folgende Fragen (a) Glbt es bei fest gegebenen 7 beliebig lange
Folgen F,? (b) Wenn Frage (a) zu verneinen ist: Welches ist die groBtmogliche
Anzahl von Gliedern, die (bei gegebenem =) eine F, haben kann?

3. Man beweise folgenden Satz: Ist » = 2 eine natiirliche Zahl, sind.a,, ..., o, posi-
»
tive reelle Zahlen und wird 3 a; = s gesetzt, so gilt
i=1
n
n

S1s—a=n—1"
4. Gegeben ist eine natiirliche Zahl n = 3. Es sei V= P, P,... P, ein ebenes
regelmiBiges n-Eck.
Geben Sie die Anzahl aller stumpfwinkligen Dreiecke A Py P; P,, an (bei denen P,
P, P,, Ecken von V sind) an!

5. Ermitteln Sie zu jeder natiirlichen Zahl » die Anzahl 4 (n) aller ganzzahligen
nichtnegativen Losungen der Gleichung 5z 42y +2=102 !

(Die Losung (z, y, 2) heiBt ganzzahlig nichtnegativ, wenn jede der Zahlen <, y, z ganz-
zahlig und nichtnegativ ist.)

6. Man beweise folgenden Satz:

Liegen die n paarweise voneinander verschiedenen Punkte P;, i =12, ...n;n =2,
so im dreidimensionalen Raum, da jeder von ihnen von ein und demselben Punkt @
einen kleineren Abstand hat als von jedem anderen der P;, dann ist n < 15.

LOSUNG DER VI. OJM:
Zu Ehren des VIL. Parteitages

hohe mathematische Leistungen fiir unser sozialistisches Vaterland

Die Jury vergab 39 Preise, 2 Diplome fiir Teilnehmer Erw. Oberschulen 155
ausgezeichnete Lisung einer Aufgabe, 28 An-  (nach Schultyp) Betricbsberufsschulen 35

crkennungsurkunden fiir sehr gute Leistun- Spezialklassen 27
gen. An der OJM nahmen 20 Wissenschaftler Oberschulen 17
und 60 bewihrte Mathematikfachlehrer als Berufsschulen 4
Koordinatoren, Korrektoren oder Betreuer Volkshochschulen 1
teil. Aus dem Programm: Feierlicher Fahnen- Y ——
appell in der Jugendhochschule »»Wilbelm gesamt 29
Pieck*, zwei Klausuren zu je vier Stunden devon Midchen 18
(fiir je 3 Aufgaben), Sport, Aussprache mit .
Vertretern des Zentralrates der FDJ, vier- ?;;:}T‘ﬁzen) ::: '87 %:::z: i
stiindige Diskussion mit Prof. Dr. Thiele .

aus 9. Klassen 10

(Jena) tiber Kybernetik und Berufsperspek-

tive, Lichtbilder iiber die VIIL. IMO, Besich- aus i‘l’ I}g"“e“ 2?
tigung der Hauptstadt der DDR, Theater- ::: 12' K]ﬁ:: 7;
besuch: Tucholsky-Abend, AbschluBfeier in =
der Ernst-Wildangel-OS Berlin. gesamt 239
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Preistriiger der VI. 0JM

Erste Preise wurden vergeben:
In Olympiadeklasse 10 an:

Ingrid Schiemann,

1308 Cottbus EOS Li

.Goﬁtiﬁed Jetschke, Dieter Kupke, )
i EOS

Andreas Felgenhauer,
EOS Zerbst (aus KI. 9)

In Olympiadeklasse 11/12 an:

Gert Siebert,

EOS H. Hertz, Berlin
(aus K1.12)

Jiirgen Girtner,

BBS Rafena-Werke,
Radeberg (1. Lj., K1, 10)

Zweite Preise wurden vergeben:

In Olympiadeklasse 10 an: Hermann Haase
(aus K1. 8), O8 Jarmen: Georg Bartholomius,
EOS F. L. Jahn, Greifswald ; Bernd-Michael
Friedrich, EOS F. Schiller, Weimar; Hartwig
Eckner, EOS Dr. K. Duden, Schileiz; Marlen
Miiller, EOS Grimma; Ingolf Slota, EOS
H. Hertz, Spezialkl., Berlin.

In Olympiadekiasse 11 an: Ulrich Zihle, ABF
Halle, Spezialkl.

InOlympiadeklnsse 12 an: Wolfgang Stritbing
ABF Halle, Spezialkl.; Ludwig Grader, BBS
Leunawerke ,, Walter Ulbricht* (3. Lehrjahr).

Dritte Preise wurden vergeben:

In Olympiadeklasse 10 an: Harald Englisch
(aus KL 7), G. F. Leibniz-0S, Leipzig; Sieg-
fried Kriiger, OS Bandelow; Klaus-Detlef
Kiirsten, EOS Grimma; Harald Fischer,
Spezial-08 VEB C. Zeiss, Jena; Claus Neu-
mann, EOS E. Schneller, Meiflen; Jiirgen

Stephan Heinrich,

LOS H. Hertz, Berlin
(aus KI. 10)

Christoph Bandt,
LOS Greilswald
{aus KL 11)

Bechstein, EOS J. W. v. Goethe, Meiningen;
Manfred Krzikalla, Spezialschule f. Elektr.,
Frankfurt/Oder; Iherhard Richter, EOS
MGO Schleusingen; Ralph Altmann, Bernd
Martin, Manfred Zachb, alle EOS H. Hertz,
Spezialkl., Berlin.

In Olympiadeklasse 11 an: Joachim Fritz,
EOS Cottbus; Fred Nowack, EOS A. v. Hum-
boldt, Erfurt; Wolfgang Kiefer, EOS Ps3-
neck; Ludwig Arent, EOS F. Engels, Neu-
brandenburg; Wollgang Burmeister (aus
K1.8), 55. OS, Dresden ; Uwe Kéhler, Spezjal-
Xlasse, TH Karl-Marx-Stadt.

In Olympiadeklasse 12 an: Werner Vogt,
EOS Ilmcnau; Reinhard Héppner, EOS
Elsterwerda; Rainer Weber, EOS J. W. v.
Goethe, Timenau; Hans-Peter Tuschik, Spe-
zialkl. der Humboldt-Universitit zn Berlin;
Raimund Kosciolowicz, EOS H. Hertz,
Spezialkl., Berlin; Michael Greiff (3. Lehr-
jahr), BBS Transformatoren- und Réntgen-
werk Dresden.
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Mathematische |
Wettbewerbe in England 2 :

In Englend gibt es keine Traditionen in mathematischen Wettbewerben, von Be-
miihungen kleinerer Interessengruppen abgesehen. Anlifllich einer Konferenz in
Cambridge wurde im Jahre 1963 erstmals der Gedanke, einen nationalen Wettbewerb
zu organisieren, geduBert. Hier sei nur erwihnt, dafl zu diesem Zeitpunkt bereits
die V. Internationale Mathematikolympiade der sozialistischen Linder durchgefiihrt
wurde. Solche Linder wie Ruminien, Ungarn und die Sowjetunion konnten damals
schon auf eine jahrzehntelange Férderung von Interesse und Talenten durch nationale
Olympiaden zuriickblicken.

Es ist in England sehr schwierig, von seiten der Regierung oder mathematischen
Organisationen Unterstiitzung fiir Experimente zu erhalten, die noch im Anfangs-
stadium stehen. Mr. Watson, Keele-Universitit, England, erhielt Kopien der Auf-
gaben, welche die Mathematischen Gesellschaften der Vereinigten Staaten von Amerika
und der Siidafrikanischen Union fiir Schulwettbewerbe in ihren Lindern verwendeten.
Er leitete das Material aus eigener Initiative an Schulen weiter. Mit den Besten dieses
Schulwettbewerbs wurde von einer Gruppe interessierter Mathematiklehrer 1965
die erste britische Olympiade durchgefiihrt (obere Altersgrenze: 17 Jahre). Dies
erregte in der Presse, insbesondere in den technischen Zeitschriften, Aufmerksamkeit.
Angeregt durch das wachsende Sffentliche Interesse stieg die Anzahl der teilnehmenden
Schulen von 109 im Jahre 1965 auf 252 im Jahre 1966. Am 13. Mai 1966 erhielten
64 Kandidaten, wiederum hervorgegangen aus der Schulstufe, die Aufgaben der
zweiten britischen Mathematikolympiade, die wir nachfolgend versifentlichen (reine
Arbeitszeit: 180 Minuten). Der Minister fiir Erziehung iiberreichte Preise und Urkun-
den. Damit wurde privater Unternehmungsgeist und offizielle Anerkennung verbunden.
Die chrenamtlichen Organisatoren hoffen, daB sie in nichster Zukunft in der Lage sein
werden, eine englische Mannschaft zur sowjetischen Olympiade senden zu kénnen.
Das Zentrale Komitee fiir die Olympiaden Junger Mathematiker der DDR und die
Redaktion alpha haben auf Wunsch interessierter englischer Wissenschaftler und
Mathematiklehrer Material zur Anregung und zum Vergleich zur Verfiigung gestellt.

Aufgaben der zweiten britischen Mathematikol ympiade

1. Bestimmen Sie den kleinsten und groSten Wert von

24245

RS fiir reelle Werte von = !

2. Geben Sie alle Vorzeichenkombinationen an, unter denen alle Losungen der
Gleichung

Fle—aFia—0Fa—0=0
reell sind, wobei ¢, b, ¢ verschiedene reelle Zahlen sind!
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3. Wo liegen alle Punkte der 2-y-Ebene, die der Bedingung

afz+1 N
y? = a2 (x— 1) gentigen ?
Ermitteln Sie die Wendepunkte der dadurch beschriebenene Kurve und ihr Verhalten,
wenn z und g groB werden ! '

4. Die Punkte 4, B, C, D sind aufeinanderfolgende Eckpunkte eines regelmiaBigen
Polygons und
1 1 1
AB— 40T ap
Wieviel Seiten hat das Polygon?

5. Eine quadratische Schraubenmutter mit der Seite ¢ wird mittels eines Schrauben-
schliissels, dessen Querschnitt aus einem regelmiBigen Sechseck mit der Seite b
besteht, gedreht. Stellen Sie fest, unter welchen Bedingungen fiir ¢ und b das mog-
lich ist!

. Finden Sie das grofte Intervall der Werte fiir z, fiir die der Ausdruck

y=Ye—D+Vls+2%—10 y(z—1]
einen konstanten Wert hat, wobel ]/t_fiir t = 0 definiert ist als die nichtnegative
Zahl, deren Quadrat ¢ ist!

7. Beweisen Sie, dal ]/i ]/5 und }Enicht Terme ein und derselben arithmetischen
Reihe sein kénnen.

8. Die Seitenflichen eines Wiirfels sind mit sechs verschiedenen Farben so bemaslt,
daB jede Seite eine andere Farbe hat. Stellen Sie fest, wie viele Wiirfel von verschie-
denem Aussehen auf diese Weise hergestellt werden kinnen. Zeigen Sie ebenfalls, daB
1680 regelmifige Oktaeder von verschiedenem Aussehen hergestellt werden kinnen,
indem die acht Seiten des regelmiBigen Oktaeders mit acht gegebenen Farben so
bemalt werden, daB jede Seite eine andere Farbe aufweist!

9. Es.seien at, 8, vy die Winke] eines Dreiecks sind. Ermitteln Sie

a) den kleinsten moglichen Wert fiir
@ B ton?
ta,uE+tan? 4 tan 4,

b) den groBten moglichen Wert fiir
B

tan % tan - tan % !
10. 100 Studenten verschiedener Grofe sind in 10 Reihen zu je 10 Gliedern aufgestellt.
In jeder Reihe wird der grofite Student ausgesucht, und der kleinste dieser groBen
Studenten erhilt die Marke 4. In jedem Glied wird der kleinste Student ausgesucht,
und der groBte dieser kleinen Studenten erhilt die Marke B. Wenn 4 und B ver-
schiedene Personen sind, ermitteln Sie, welcher von ihnen der gréBere ist und weshalb?

11. a) Beweisen Sie, daB unter 52 beliebigen gegebenen ganzen Zahlen stets zwei
existieren, deren Summe oder Differenz durch 100 teilbar ist!

b) Beweisen Sie, daB unter 100 beliebigen gegebenen ganzen Zahlen, von denen keine
durch 100 teilbar ist, zwei oder mehr gefunden werden kiénnen, deren Summe durch
100 teilbar ist!
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5. Spezialistenlager
Junger Mathematiker
Ostseebad Ahlbeck

4 Bezirk

Q
branden®s

Telegramm (August 1966):

450 Junge Mathematiker der Kreisklubs
des Bezirks Neubrandenburg fiir vierzehn
Tage im Pionierlager , Boleslav Bierut* —
taglich neben fréhlichem Strand- und
Lagerleben ca. drei Stunden Mathe —
26 Lehrer als ,,Trainer — Prof. Calda
und 24 Schiiler der EOS Praha 2 auf
Gegenbesuch (siehe alpha 2/67) — eng-
lische Lehrerdelegation sowie Chefredak-
teur von alpha besichtigen unser Lager —
Lichtbildervortrag iber VIIL. Inter-
nationale Mathematikolympiade — fréh-
liche Seefahrt zur Greifswalder Oie —
ibersenden Aufgaben des Lagerwett-
bewerbs —

beim Knobeln viel SpaB und
natiirlich frohe Ferien — stop —
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Siegerehrung: Lagerwettbewerb
erfolgreich beendet!

Zeltgartcnwettbewerb: ~ Welche
Zeltgemeinschaft baut das schom-
ste mathematische Emblem?

1. Preis: cine Riesentorte!

alpha-Weubewerb

{W (5) bis W (10)]

Die zweite Wettbewerbsanfgabe
fir jede Klassenstufe ist* euf
Seite 89 auszuwihlen und an die
Redaktion bis 15. August einzu-
senden (It. Wettbewerbsbedin-
gungen, siche Heft 1/67).



Klasse 5:

W(S)81 Ein Gemiiseloffel, ein EBloffel und
eine Gabel wiegen insgesamt 240 p. Der
Gemiiselsffel und die Gabel wiegen zusam-
men dreimal soviel wie der EBIsffel. Der
EBlsffel und die Gabel wiegen zusammen
soviel wie der Gemiiselotfel. Berechne das
Gewicht des Gemiiseloffels, des EBlsffels und
der Gabel!

W(5)82 Ein Tischler muBlte eine quadrati-
sche Fliche von 144 em? mit Holz verkleiden.
Er verfiigte iiber eine 16 em lange und 9 cm
breite Sperrholzplatte. Er zerschnitt diese
Platte so in zwei Teile, daB mit ihnen die
ganze quadratische Fliche liickenlos bedeckt
werden konnte. Fertige eine Zeichnung an,
aus der ersichtlich wird, wie der Tischler
die Sperrholzplatte zerschnitten hatte!
W(3)83 Die Summe von acht ungeraden
natiirlichen Zahlen betrigt 20. Wieviel
Losungsmoglichkeiten gibt es, wenn unter
diesen acht Zahlen auch gleiche Summanden
vorkommen diirfen?

Klasse 6:

W(6)84 Eine 6. Klasse umfaBt genau 37
Schiiler. Konnte behauptet werden, daB in
einem Monat wenigstens vier Schiiler dieser
Klasse Geburtstag haben? Konnten es sogar
fiinf Schiler dieser Klasse sein?

W(6)85 Das unten angefihrte Beispiel
einer Multiplikation ist zu entschlisseln!
Dabei entspricht jedem Buchstaben eine
- Ziffer. Die gefundenen Ziffern sind, mit der
kleinsten beginnend, der Grofie nach zu
ordnen. Wird dann jeder der geordneten
Ziffern der entsprechende Buchstabe zu-
geordnet, so erhilt man als Losungswort
einen Begriff aus der Arithmetik.

Beispiel: TDA URE

TDA

UANS
BEHA

ANSHA

W(6)86 Durch einen gegebenen Pkt. P, der
innerer Pkt. eines gegebenen spitzen Winkels
« ist, soll eine Gerade ¢ so konstruiert werden,
dap sie vonden Schenkeln des Winkels gleiche
Strecken abschneidet. (Beweis!)

Klasse 7:

W(7)87 Konstruiere ein Dreieck aus folg.
Stiicken:a =5 cm, kb, =4cm, s = 4,5 cm!

W(7)88 Welcher der beiden Briiche % und
7 ein denen ¢ und b von Null verschiedene

natirliche Zahlen sind, liegt auf der Zahlen-
geraden niher an der Zahl 1, wenna < bgilt?

W(7)89 Eine Stenotypistin schreibt auf
der Maschine ohne Zwischenriume die Folge
der natiirlichen Zahlen 12345678910111213...
Welche Ziffer wird sie mit dem tausendsten
Anschlag schreiben?

Klasse 8:

W(8)90 Konstruiere ein Dreieck aus
a=5cm, b+c=8cm, h, =4cm!
a
und

W(8)91 Welcher der beiden Briiche 5
- liegt auf der Zahlengeraden niher an 1,

wenn ¢ und b von Null verschicdene ganze
Zahlen sind und @ < b gilt?
W(8)92 Gegehen seien das glei
Dreieck 4BC mit der Basis AB und sein
Umkreis. Die Verlingerung der Héhe 4,
schneidet den Kreis im Punkt D. Die Winkel-
halbierende von « schneidet die Hohe in S.
Beweise, daB das Dreieck ASD gleich-
schenklig ist!

hschenklige
&

Klasse 9:

W(9)93 Zeichne ein Dreicck 4 BC! Durch
den Schnittpunkt der Winkelhalbicrenden
zeichne man eine Parallcle zu BC, die AC in
M und AB in N schneidet. Beweise, daB
MN = CM + BN ist!

W(9)94 ‘Es ist zu beweisen,
Qleichung a4+ pr+g=0
keine ganzzahligen Wurzeln hat, wenn p
und ¢ ungerade Zahlen sind.

W(9)95 Diskutiere die Funktion

z 2+ z—6 |
LR

daB die

y=

Klasse 10:

W(10)96 Bei welchen Werten des Koeffi-
zienten p hat die Gleichung

22 —pxr + 36 =0 Wurzeln z,, z,, die die
Bedingungen z,% + 2,2 = 153 erfiillen?
W(10)97 Ineinem Rechteck mitden Seiten-
Iangen @ und b (@ < b) sind von zwei gegen-
iiberliegenden Ecken aus auf den Seiten
gleiche Strecken von der Linge z mit
z < a abzutragen. a) Beweise, dal bei be-
liebiger Wahl derStrecke x durch Verbindung
der Endpunkte dieser Strecken stets ein
Parallelogramm entsteht. . b) Bei welchem
Wert von zentsteht ein Rhombus? ¢) Welche
Bedingungen miissen an @ und b gestellt
werden, damit unter den gegebenen Voraus-
setzungen ein Rhombus entstehen kann?
W(10)98 Beweise:

1
log1 = =log, z !
an
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Losungen

W(5)12 Wir bezeichnen die Schiler mit
dem groBen Anfangsbuchstaben ihres Vor-
namens und ordnen sie nach den gréBer
werdenden Sprungweiten. Aus den jeweiligen
Angaben der Aufgabe folgt:a) W < H < U;
) J320m<W<H<TU;

d)J(3,20m) < W < H (340m) < U;

e) W< K<U.

Aus b) und e) ergeben sich nunmehr die fol-
genden Sprungweitcn: Jiirgen (3,20 m),
Werner (3,30 m), Karl (3,40 m), Heinz
(3,40 m), Uwe (3,45 m).

W(5)I3 Die vier stirksten Schiler der
Klasse 5a seien der Kiirze wegen mit 4, B, C
und D bezeichnet. a) Es lassen sich genau
sechs verschiedene Gruppierungen zu je zwei
Spiclern bilden, nimlich (4, B), (4, O),
(4,-D), (B, O), (B, D), (C, D). b) In diesen
sechs ,,Doppel* kommt jeder Spieler genau
dreimal vor. Da 3 - 6 = 18 gilt, hatte jeder
Schiiler der Klasse 5a genau 18 Spiele zu
bestreiten. ¢) Da 6 - 6 = 36 gilt, sind ins-
gesamt 36 Spicle ausgetragen worden; dafiir
wurden 72 Punkte verteilt. Die Klasse 5a
hatte 4 Punkte mehr erkimpft als die
Klasse 5b. Die Klasse 5a erreichte 38 Punkte,
die Klasse 5b nur 34 Punkte. Das Punktver-
hiltnis war 38: 34.

W(6)18 Auf Grund der Voraussetzung hat
die Klasse hochstens 45 Schiiler und min-
destens 25 Schiiler. Damit ein Produkt
durch 5 teilbar ist, muB es auf 0 oder 5
enden. Dje Zahl der Schiiler von Axels Klasse
sei n.

Wir stellen folgende Tabelle auf:

n 8 - n Quersumme Quersumme

vonn von 8- %
5 40 5 4
10 80 1 8
15 120 6 3
20 160 2 7
25 200 7 2-
"30 240 3 6
35 280 8 10
40 320 4 5
45 360 9 9

Nur fiir » = 30 ist die Quersumme von 8 n
-doppelt so grof wie die Quersumme von 7.
Axels Klasse umfalit genau 30 Schiiler. Es
konnen 10 Schiiler nur radfahren und 5
Schiiler nur schwimmen; 15 Schiiler iiben
beide Sportarten aus.
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W(6)19 Aus a) folgt: Heinz wohnt nicht in
Berlin; er wohnt entweder in Leipzig oder
in Rostock. Aus b) folgt: Gerd wohnt nicht
in Leipzig; er wohnt entweder in Berlin oder
in Rostock. Aus c) folgt: Jochen wohnt nicht
in Leipzig; er wohnt entweder in Berlin oder
1 Rostock. Aus d) folgt: Jochen kann nicht
schwimmen; also wohnt er nicht in Berlin.
Daraus ergeben sich folgende SchluBfolgerun-
gen: Jochen wohnt in Rostock; Gerd wohnt
in Berlin und Heinz in Leipzig. Durch dhn-
liche Uberlegungen finden wir die iibrigen
Antworten. Heinz und Gerd konnen beide
schwimmen; sie spielen ‘beide Handball.
Jochen spielt nur FuBball. Heinz ist jiinger
als Jochen; der wiederum jiinger als Gerd.
‘W(7)24 Wir bezeichnen die Schiiler zur
Abkirzung mit K, H, R, I und L und
schreiben R < H, wenn R jiinger als H ist,
usw. Dann gilt: a) R<H; b) K<L;
)I<R;d) L<H;e) K<R; ) I <H;
O R<L;h)I<K;i)I<L;k) K < H.
Aus h),e),g),und d) folgt ] < Kund K < R
und R < L und L < H, und damit gilt auch
I < K < R< L <« H. Die vier Angaben h),
e), g) und d) reichen bereits aus, um die Rei-
henfolge der Schiiler nach ithrem Alter ein-
deutig angeben zu koénnen. Mit dem jiingsten
Schiiler beginnend, erhalten wir die Reihen-
folge: Ilse, Kurt, Richard, Lore, Herbert.
W(7)25 Bezeichnet man die MafBzahl der
Seiten des gesuchten Quadrates mit z, so
ist 22 =16 - 9 = 144, also = = 12. Es liegt
daher nahe, das gegebene Rechteck durch
cinen ,treppenformigen” Schnitt wie in
Abb. 1 zu zerlegen. Nun nehmen wir eine
Verschiebung der rechts liegenden Teilfigur
in Richtung der Geraden A'4 so vor, da§
der Punkt 4’ mit dem Punkt A4 zusammen-
fillt. Dann entsteht das in Abb.2 dar-
gestellte Quadrat.

/4 &
Abb, 1 1

Abb.2




a+b_c_~4f_d

W(8)32 Es sei ) = )
mit b=0,d +0,a b, c%d. 1N
—b —
Da th—c_g=list, gilt auch
at+b a—b c+d c—d 1
a—bTa—b"c—a " i—ar
2a 2¢ a c
a—b c—d’a—b c—d’ @
Hieraus folgt, wenn @ 40 und ¢ =0 ist,
e—b a_oc¢—d ¢ —b_ —d
e @& ¢ ¢’ a ¢’

Ist aber @ = 0, so ist wegen (2) auch ¢ =0,
und es gilt wegen b0, d =0 -Z-:%,

Bemerkung : Noch schneller kommt man zum
Ziel, wenn man
at+b=g,e—b=y,ct+d=uc—d=v

setzt. Dann gilt wegen (1) ﬁ = L: , also auch

z+y_ute

,a]soauch
z—y u—
a+b+u—b _¢c+d4ec—d ah
rt,—l—b—(a—b)_c—l»d—(c—d)' o
2a 1 _c
25 g0 0 F =7

'W(8)33 Es scien z die Anzahl der Tauben
auf dem Baum und y die Anzehl der Tauben
unter dem Baum. Danngilt y —1 = x-:;-_y .
Fernergilt t—1 =y + 1, als0 2 = y 3 2.
Daraus folgt (y—1)3=y+2+y,
3y—3=2y+2,y=35.

Ferner ergibt sichz =y + 2 =17.

7 Tauben waren auf dem Baum, 5 Tauben
unter dem Baum. Die Probe bestitigt das
Ergebnis: 5 —1 —7%, T—1=5+4+1.

W(9)38 Essei ABCD der gegebene Rhom-
bus. Die FuBpunkte der von 4 gefillten Lote

1 F c

L
seien E und F. G sei der Schnittpunkt der Ge
raden AC und EF. Die Gerade AC ist Sym-
metrieachse, daher gilt 4 = AF = z. Die
Punkte E und F liegen symmetrisch beziig-
lichder Geraden AC;dahergilt EF ) AC. Laut

Voraussetzung gilt BF = y. Unter Anwen-
dung des pythagorejschen Lehrsatzes finden

wirA_G= Vz”—(l)z = 1 V«lx’-—y’.

Aus der Ahnlichkeit der Drelecke ACF und
AGF folgt

AC:x:x:(% l/4x’—y2),

T

Vi — ¢

Nun kénnen wir die Linge der Seite AB des
Rhombus leicht berechnen, da auch die Drei-
ecke 4 BC und AEF einander dhnlich sind :

E:E=z-y

AC-x_ 2B
AB=" 7 Vim—
Da die Hohe des Rhombus 4 BCD die Linge
z hat, erhilt man den Flicheninhalt des
Rhombus
- 224
Tylia—g
W(9)39 Das erste GefaB enthilt 300g
Alkohol und 500 g Wasser; von der Fliissig-
5
keitsmenge sind daher % Alhokol und 5
‘Wasser. G:eBt man jetzt z Gramm Flusmg
keit, d. h. ? 2 Gramm Alkohol und F z
Gramm Wasser, in das zweite GefiB, so
soll dieses genau so viel Alkohol wie Wasser
enthalten; es gilt also

3 3

225 + gr= 100 +; z

2

— z = 12 =
g% 126 z = 500

Man muB also 500 Gramm der Fliissigkeit aus
dem ersten GefiBin das zweite GefaB gieBen.

W(10)45 In der nebenstehenden Abbildung
sei S der auferhalb des Zeichenblattes

-h
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liegende Schnittpunkt der Geraden g und k.
A und B seien innere Punkte der auf ¢ bzw.
h liegenden Strecken. Nun liegt die Verbin-
dungsstrecke zwejer innerer Punkte des
Zeichenblattes stets ganz im Innern des
Zeichenblattes. Daher liegen die Strecken
PA, PB, 4B im Innern des Zeichenblattes.
Wir wihlen jetzt zwei weitere innere Punkte
A’ und B’ der auf g bzw. kliegenden Strecken
derart, daB A’B’|| AB ist und die durch 4’
zu AP sowie durch B’ zu BP gezogenen
Parallelen einander in dem inneren Punkt P’

. des Zeichenblattes schneiden. Dann licgt

eine Ahnlichkeitsabbildung des Dreiecks
ABP auf das Dreieck 4’B’P’ mit dem Ahn-
lichkeitszentrum S vor. Daher liegt die

Strecke PP auf der Geraden SP.
W(10)46 Es ist fiir jede natiirliche Zahl =,
die groBer als Null ist,
z =T — 420 = 491 — 167
= (49 —16) (497 —1 4 497 —2-16

+ o 4 162—1)
=33 (497 —1 4492 —2 - 16 + -
+ 160 —1),

Daher ist die Zahl z durch 33 teilbar.

Firn =0ist2=7"—4°=1—-1=0
ebenfalls durch 33 teilbar.

Damit ist die Behauptung fiir alle natiir-
lichen Zahlen » bewiesen.

1 Lésung der Aufgabe von Prof. Dr. habil.
U. Pirl: F, erreiche bei irgendeiner Eintej-
lung Ty, Std., £ = 1, 2, 3, nach dem gemein-
samen Start in 4 den Ort B. Fiir diese Ein-
teilung sei 7" = max (T%). Dann gilt
k=1,2,3

3T =T+ T+ Ty k=1,2,3 (1)
wobei das Gleichheitszeichen genau dann
steht, wenn T'y = T', = T'yist. Gleichzeitigist
Ty+ Ty + Ty die Summe der Zeiten, die
bei dieser Einteilung Moped, Fahrrad und
Fulginger in Bewegung sind.
(Dabei wird 2., 3. und 5. der Voraussetzungen
verwendet). Wegen v, < v, < v, gilt daher

s 8.8
Tyt Tat Tazpmtoto ()

und das Gleichheitszeichen steht genau dann,

wenn beide Fahrzeuge in B ankommen und'

sich alle drei Freunde stets vorwirts be-
wegen (vgl. die in 4. und 6. zugelassenen
Méglichkeiten).

Um das einzusehen, beachte man, daB die
Strecke mindestens einmal zu FuB durch-
laufen werden muB und diejenigen Teile
dieser Strecke, die evtl. von einem der Fahr-
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zeuge nicht durchfahren werden, an Stelle
dessen zu Ful zuriickgelegt werden miissen.
Aus (1) und (2) folgt
. S (1 1,1\
reg(prg )T ®
und das Gleichheitszeichen steht genau dann,
wenn alle drei Freunde und beide Fahrzeuge
gleichzeitig, und zwar T, Std. nach dem
Start in 4, in B ankommen und sich jeder
der Freunde stets vorwirts bewegt. Unter
Benutzung des harmonischen Mittels

1 I PR
H= 1T i der drei Geschwindig-

T 1
’3(? ey

v, '3
keiten vy, 2,, +, bedeutet (3), daB die drei

Freunde nicht in kiirzerer Zeijt als 7'y =;15'

von 4 nach B gelangen konnen.
Jetzt sind zwei wesentlich verschiedene
Fiille zu unterscheiden: '
1 1/1 1 1
I hy,—< S (— 4 — <+
w2 Hdh S gt i)

dhoy sy (m+ o)

2 \y oy

v, ist nicht kleiner als das harmonische
Mittel von v; und v,
1141 1,1

Loy < Hod b g (54 oo+ o)

1141, 1y
d h., % >3 (E W
v, ist-kleiner als das harmonische Mittel von
v; und ©,, insbesondere ist v, < v,.
Im Fall I. ist T, = T tatsiichlich die
gesuchte Minimalzeit. Um das zu beweisen,
geniigt es, eine Einteilung anzugeben, bei
der alle drei Freunde 7'y Std. nach dem ge-
meinamen Start in 4 den Ort B erreichen.

1. F, fahrt zuerst £,, Std. mit dem Rad und
lzuft dann ¢4, Std. bis B, so da
tog¥s + Loy =8 by F by =Ty
gilt, also
— T,
s n”x>0’t“=To”z

v — Vg — .

8
= 0ist.
r

tyy=

Das ist unabhingig von dem Verhalten der
beiden anderen sicher realisierbar.

2. F, l5uft zuerst £,; Std. und féhrt dann
t,4 Std. mit dem Moped bis B, so daB

tivr + bty = 8

=T, gilt,also

tn Ths



Das ist realisierbar, wenn F, zur Zeit #;; an
der betreffenden Stelle das Moped vorfindet.

3. Iy fihrt zuerst ¢y, Std. mit dem Moped,
lauft dann ty; Std. und fihrt danach das
letzte Stiick bis B in ¢y, Std. mit dem Rad,
so daB

bsaVs + £3191 - baave = 8

taa Tt tle =T,
t,0y = b5y, gilt, also
Tovg—8
gy = v v ;;’> 0,
Tov,—S8 vy
byy =~ Uy— 9, 0, 20,

8—Tyv vav,—0v% 1 .
=TT nm O
Das ist realisierbar, wenn Fg zur Zeit
33 + £5; an der betreffenden Stelle das Fahr-
rad vorfindet.

Wegen v, <oy ist ¢35 = fy; und daher
tyg +ta = To—tag = To— 1ty = Ls,, S0
daB F, das Fahrrad an der betreffenden
Stelle vorfindet und sich, wie unter 3. be-
schrieben, verhalten kann, Wegen v, < v,

ist ¢35 < t;4, S0 daB F; das Moped vorfindet
und sich, wic unter 2. beschrieben, verhalten
kann.

Dies ist nicht die einzige Moglichkeit fiir die
Freunde, die Strecke 4B in der Zeit T, zu
bewiltigen. Sie konnten das” Verfahren zu-
nichst fiir die Halfte der Strecke 4B durch-

fidhren, sich nach der Zeit % T, in der Mitte

treffen und die zweite Hilfte nach irgend-
einer Vertauschung ihrer Rollen mit dem

gleichen Verfahren in der Zeit 5 Ty zuriick-

legen. Auch kann dic Strecke XA B in 4,5 oder
allgemein 7 gleiche Teile zerlegt und jeder

T,
von diesen in der Zeit ;" bewiltigt werden.

Daher gibt es sicher unendlich viele Reali-
sierungen und es erscheint angebracht, noch
eine Zusatzbedingung zu stellen, etwa von
der Art, dal méglichst wenig ,,umgestiegen*¢
wird. Diese Frage wird hier jedoch nicht
weiter verfolgt.
Der Fall I ist fiir die Praxis der Regelfall;
denn er tritt sicher ein, wenn die Fahrrad-
geschwindigkeit », nicht unter dem doppelten
der FuBgiingergeschwindigkeit v, liegt. Dann
gilt nimlich
1_1 _1(1 1
vzéz:i<?(”1 Va).
Und wer findet die Losung fiir den Fall I1?

alpha-Wetthewerh

Um unseren neuen Lesern die Moglichkeit
der Teinahme am Wettbewerb zu geben,
wird der letze Einsendetermin fiir Losungen
zu Heft 2 auf 10. Juli 1967 festgelegt.

7. Méarz Renate Beuth, Fr.-Schiller-OS,
Kl. 7d, Zeulenroda, ist die erste
Einsenderin ciner Losung.

Horald Englisch, Leibniz-08S,
Kl. 7c, Leipzig, sendet als erster
Schiilerrichtige Losungen zu allen
Wettbewerbsaufgaben ab seiner
Klassenst. bis Klassenst. 10 ein.
In der OS Berlingerode werden
die Wettbewerbsaufgaben an der

13. Marz

15. April

Yioht

Schul g verdf
um Interesse zu wecken und
neue Leser zu werben.

Harald Rudolph, Comenius-Sch.,
K. 7a, Bitterfeld, sendet die erste
Wettbewerbslosung zu Heft 2.
Sieben Arbeitsgemeinschaften u,
zwei Klassen beteiligen sich als
Kollektiv am alpha-Wettbewerb.
Sabine dnders, 14. OS Cottbus,
Kl. 3¢, sowie Jirg Bergmann, -
1. OS Dresden, K. 4, sind unsere
jingsten Wetthewerbsteilnehmer.
Zu Heft 1 liegen 1235 Losungen
und zu Heft 2 150 Losungen vor.

20. April

. Mai

10. Mai

So muB der Kopf fiir jede Wettbewerbslgsung aussehen !

30mm 150 mm

m '703
F/VWMMWO

WLMW 36

W(B)32

30

. 10
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In freien Stunden

HIII'IH heiter

Wieviel ist 2 X 2, Kollege Kovics? — Ny . .

Ich weil nicht, es’ ist Stromausfall! Der Sieger der Mathematikolympiade

Aus: ,, Ungasische Rundschau im Wettkampf mit einem Elektronengehirn
Aus: ,,Elternhaus und Schule

,,Na bitte, Langer, bei mir ist die Hilfte »Wo bist du denn geblieben, Kleiner?
von 8 niemals 4. Es sind 50 Kilo!*

Zeichnung: Fritz Derger. Zeichnung: Vorderwerth.

Aus: ,,Leipziger Volkszeitung' Aus: ,,Die Trommel*

Tibor Kajan. Aus dem Buch: Circus Maximus. Eulenspicgelverlag Berlin

-
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® 23. Schafarewitach, T. R.: Uber die Auf-
l5sung von Gleichungen hoheren Grades.
2. Auflage. (ab K. 11).

24, Markuschewitsch, A. J., u. a.: Streif-
ziige durch die Mathematik, Bd. IL. (ab
KL 10).

® 25. Markuschewitsch, A. J.: Rekursive
Folgen. (ab K. 12).

® 26. Dynkin, E. B., und W. A, Uspenski:
Aufgaben aus der Wahrscheinlichkeitsrech-
nong. 2. Auflage. (ab Kl. 11).

= 27. Steinhaus, H.: Rinhundert Probleme
gder Elementarmathematik. (ab KI. 10}, nooh
nicht erschienen.

# 28. Perelman, A. J.: Unterhaltsame Geo-
metrie. (ab Kl. 7).

% 29. Perelman, J. J.: Unterhaitsame Al-
gebra. (ab KL 7).

% 30. Xolosow, A. A.: Kreuz und quer
durch die Mathematik. 2. Auflage. (ab
K1 10).

% 31. Teplow, L.: Grundril der Kybernetik.
(eb KI. 10).

Die vor dem Autor angegebenen Symbole
bedeuten:

e VEBD Verlag der Wi
% Volk und Wissen Volkseigener Verlag
mm B. G. Teubner Verlagsgesellschaft

= Urania-Verlag

o fh

Liebe Leser!
Ob vm Fers

o Tictonl],

dem S;

Junger Mathematiker oder auf Urlaub mit den

Eltern, das nw;hm’nalischeleder- und Jugendbuch kann Freund und Helfer sein. Nicht

tmmer st wihrend der Schulzeit die Moglichkeit, sich intensiv mit speziellen Stoff-

gebieton zu beschaftigen. Nulzt die Erfahrungen Eurer Lehrer, Arbeitsgemeinschaftsleiter .

und Bibliothekare! Festigt wnd erweitert Eure im Unterricht erworbenen Kenminisse
wnd Fertigheiten!

Die Redaktion alphﬂ wiinscht Euch frohe Ferien!

Index 31059



Kreuz oder Kreis?

(sowjetisches Unterhalt piel)
X
Xlo
o[xjo[0]0] [X]
OloJoIX[XI X]
0o
X

Zwei Spieler versuchen, auf kariertem
Papier eine zusammenhiangende Kette
von vier Késtchén zu erreichen (waage-
recht, senkrecht, oder diagonal). Jeder
Spieler darf abwechselnd ein Kistchen
markieren. Zur Unterscheidung geniigt es,
wenn ein Spieler ein Kreuz, der andere
einen Kreis zeichnet. Sieger ist, wer zu-
erst eine Kette von vier Kistchen fertig
hat. Die Abbildung zeigt eine Gewinn-
stellung fiir ,,Kreuz®.

Geschickt geschoben!
(ungarisches Unterhaltungsspiel)

Schneidet die in der Abbildung darge-
stellten Quadrate und Rechtecke aus
(starke Pappe, diinnes Sperrholz oder
dhnliches). ~

Dann ordnet die Teile so, wie es die
Abbildung vorschreibt. Das schraffierte
Feld bleibt frei. Nur durch Schieben
in der Ebene soll das rechts oben liegende
Quadrat in die linke untere Ecke ge-
langen.

Damit das Schieben leichter geht, schnei-
det einen Ralimen aus Pappe oder Sperr-.
holz. Wer schafft es in weniger als 33 Zi-
gen? Als ein Zug gilt, wenn ein Teil
bewegt wird.

A

[

Schnell zusammensetzen!

Paust die Figuren von 4 und B auf
Pappe und schneidet sie aus! Die fiinf

1 /1/]
Vg

Stiicke von 4 ergeben richtig zusammen-
gesetzt ein Quadrat. Die fiinf Stiicke von
B ergeben ebenfalls ein Quadrat.
(Einsender: H. Pitzold, Lehrer, OS Waren/Miiritz)

Neun Dreiecke — ein Quadrat?

Zeichnet nach nebenst. Muster neun Drei-
ecke in das vorgegebene Quadrat ein!
Sicher habt Ihr gemerkt, daB alle Drei-
ecksarten mindestens einmal vertreten
sind. Ausgeschnitten und gemischt gebt
Ihr die ebenen Figuren Euren Freunden.
Wer wird alle Dreiecke zuerst zu einer
quadratischen Fliche zusammengefiigt
haben?

(Einsender: 29. OS Leipzig)
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GRUNDRISS DER KYBERNETIK
L.P.TEPLOW

Ll
;":"”“‘%’,4/7////////,
il il W
i S
TINg)

Reihe: Biicher fiir den Schiiler von der 11. Klasse an.
432 Seiten mit Abbildungen, Halbleinen, Bestell-Nr. 001803, 11,50 MDN

Mit diesem Buch wird ein Uberblick tiber das Forschungsgebiet und die For-
schungsmethoden der Kybernetik gegeben. Es handelt sich hier um einen
exakten wissenschaftlichen Bericht in populirwissenschaftlicher Darstellung,

*der den gegenwirtigen Stand widerspiegelt und der auch in den Abschnitten

iiber die zukiinftige Entwicklung auf diesem Gebiet von realen Einschitzungen
ausgeht.

In der Natur der Kybernetik als Querschnittswissenschaft ist der Grund zu
suchen, daf das Buch neben spezifischem Wissen aus der Kybernetik auch ein
umfangreiches Allgereinwissen vermittelt.

Das Buch ist beim Buchhandel oder ‘bei den Vertriebsmitarbeitern erhiltlich,

\
W
A\

VOLK UND WISSEN VOLKSEIGENER VERLAG BERLIN
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Mathematische
Schiilerbiicherei

Im Juni 1966 wurde die Arbeitsgemeinscheft
Mathematische Schiilerbiicherei (MSB) ge-
griindet. Diesem Kollektiv gehoren Mitarbei-
ter von Verlagen, der Leiter der Literatur-
arbeitsgemeinschaft beim Ministerium fiir
Kultur, Vertreter der Mathematischen Ge-
gellschaft der DDR, der Jugendorganisatio-
nen, der Leiter der Zentralstelle fiir Kinder-
und Jugendliteratur sowie in der Praxis
stehende Mathematiklehrer an. Dieses Ar-
beitskollektiv ist fiir den Inhalt der MSB,
fiir ihren Aufbau und ihre Weiterentwick-
lung verantwortlich. Leiter der MSB ist Dr.
E. Hameister, Wiss. Mitarbeiter an der
Technischen Hochschule Otto von Guericke,
Magdeburg, Mitglied der Zentralen Staat-
lichen Kommission fiir Mathematik beim
Ministerium fiir Volksbildung.

Auf vielfachen Wunsch verdffentlichen wir
die auf Grund entsprechender Gutachten in
die MSB aufgenommenen und veréffent-
lichten Biinde. Sie sind durch eine Vignette,
die einen lesenden Schiiler darstellt, gelsenn-
zeichnet.

® 1. Alexandroff, P. 8.: Einfithrung in die
Gruppentheorie. 4. Auflage. (ab KI. 10).
mm 2, Hasse, M Grundbegriffe der Mengen-
lehre und Logik. 3. Auflage. (ab Kl. 12).

= 3. Markuschewitsch, A. I., u.a.: Streif-
ziige durch die Mathematik, Bd.I. (ab
KL 10).

m 4. Hameister, E.: Geometrische Konstruk-
tionen und Bewejse. 2. Auflage. (ab Kl. 7).

= 5. Hameister, E.: Von Bullid bis Loba-
tschewski. Eine Einfiihrung in die elementare
nichteuklidische Geometrie. (ab XI. 10), noch
nicht erschienen.

mm 6. Lietzroann, W.: Der Pythagoreische
Lehrsatz. 9. Auflege. (ab XK. 8).

% 7. Varga, T.: Mathematische Logik fir
Anfi 3. Aufl. (A logik), (ab K1.8).

® 8. Sominski, I, S.: Dje Methode der voll-
standigen Induktion. 7. Auflage. (ab Kl. 9).

@ 9. Korowkin, P.P.:
5. Auflage. (sb Ki. 9).

Ungleichungen.

@ 10. Gnedenko, B. ‘W., und A. L Chin-
tschin: Elementare Einfiihrungin die Wahr-
scheinlichkeitsrechnung. 6. Auflage. (ab
Kl 9).

mm 11. Lietzmann, W.: Wo steckt der Feh-
ler? 4. Auflage. (ab Kl. 8).

mm 12, Lietzmann, W.: Altes und Neues vom.
Kreis. 4. Auflage. (ab KI. 7).

wm 13. Lietzmann, W.: Riesen und Zwerge
im Zahlenreich. 7. Auflage. (ab KI. 8).

mm 14. Miller, M.: Rechenvorteile. 3. Auf-
lage. (ab KI. 11).

@ 15. Natanson, I. P.: Einfachste Maxima-
und Minimaaufgaben. 3. Auflage. (ab KI. 9).

@ 16. Natanson, I. P.: Summierung un-
endlich kleiner Gréfien. (ab KI. 11).

® 17. Dubnow, J. S.: Fehler in geometri-
schen Beweisen. 2. Auflage. (ab KI. 10).

® 18. Dynkin, E. B., und W. A. Uspenski:
Mehrfarbenprobleme. 2. Auflage. (ab K1. 10).

o 19. Worobjew, N. N.: Dije Fibonaccischen
Zahlen. (ab KI. 11).

® 20. Dynkin, E. B., und W. A. Uspenski:
Aufgaben aus der Zahlentheorie. 2. Avflage.
(ab K1 11).

® 21. Kurosch, A. G.: Algebraische Glei-
chungen beliehigen Grades. 3. Auflage.
(ab Kl. 12).

@ 22. Gelfond, A. O.: Die Auflésung von
Gleichungen in ganzen Zahlen. 3. Auflage.
(ab X1 11).
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Leonhard Euler ¢ oo, . ¢

| 7 Z Parm £
1707 bis 1783 s ¢
N r we N
O g 3

Leonhard Euler wurde am 15. April 1707 in Basel geboren. Der Vater, ein hochgebil-
deter Mann, erteilte dem Sohn den ersten Unterricht, doch sehr bald schickte er ihn zu
Johann Bernoulli in die mathematische Schule. Seine Sthne, Nikolaus und Daniel,
folgten 1725 einem Ruf an die Petersburger Universitit. Zwei Jahre spiter holten sie
Eulerin ihren Kreis. Obgleich die Regierungen, die einander nach dem Tode von Peterl.
rasch ablésten, der Akademie wenig geneigt waren, konnte der Mathematiker Euler
einigermaBen sicher vor miftrauischen Machthabern leben. Dennoch folgte er 1741 gern
einem Ruf an die Berliner Akademie.
Euler beschiftigte sich nicht nur mit theoretisch-mathematischen Problemen, sondern
auch mit zahlreichen praktischen Dingen. Er hatte sich in Petersburg mit der Uberprii-
fung von Waagen befaBt, ein Werk iiber den Schiffbau geschrieben, auf den Gebieten
der Kriegswissenschaft. des Maschinenbaues und des Geldwesens gearbeitet. In Berlin
oblag es ihm, den Bau des Finowkanals zu tiberwachen, Methoden zur Ausbeutung der
Salzbergwerkeanzugeben und Gutachten iiber die Wasserwerke zu Sanssouci, iiber Lotte-
riepléne und Finanzreformen anzufertigen. Im Laufe der Zeit verschlechterte sich infolge
der Despotenwillkiir und der Deutschenverachtung Friedrichs II. das Verhéltnis
zwischen Euler und ihm stark. Obwohl Euler jahrelang die Geschifte des Akademie-
prisidenten besorgt hatte, ernannte der Konig D’Alembert zum neuen Prisidenten.
Diese kréinkende Zuriicksetzung konnte Euler nie verwinden. Er hegte den Wunsch,
an die Petersburger Akademie zuriickzukehren, einen Wunsch, den ihm Katharina II.
im Jahre 1766 erfiillte.
Am 7. September 1783 nahm dem inzwischen véllig Erblindeten der Tod die Feder aus
der Hand, mit der er noch am selben Tag anliBlich der Ballonfahrt von Montgolfier
eine schwierige Rechnung (Integration) ausgefiihrt hatte. Es war Eulers Lebensauf-
gabe, die reine mathematische Theorie auf eine hohere Stufe zu heben, die Mathematik
von ihrer Schwerfilligkeit zu befreien und zu jener Eleganz zu entwickeln, die eine
fruchtbare Anwendung auf naturwissenschaftliche Fragen erlaubt. Euler machte die
Mathematik durch zahlreiche Lehrbiicher einem breiten Kreis interessierter Menschen
zuginglich.
Insgesamt schrieb er 28 Biicher und 788 Abhandlungen. Er beschéftigte sich u. a. mit
Zahlentheorie, mit unendlichen Reihen, entdeckte den Zusammenhang zwischen tri-
gonometrischen Funktionen und der Exponentialfunktion und fiihrte die uns heute ge-
laufige Definition des Logarithmus sowie die Symbole ¢, 7, 7 und /() ein. Auf ihn gehen
die Anfinge der Variationsrechnung zuriick. Seine bedeutendste Leistung liegt auf
dem Gebiet der Integralrechnung.
Er arbeitete dariiber hinaus iiber Hydrostatik und -dynamik, fiikrte die nach ihm be-
nannten Bewegungsgleichungen ein. Auch in der Astronomie, der Optik und der Musik
leistete Euler Hervorragendes,

H. Bernhardt
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Vollstindige Anleitung zur Algebra

Lehrbuch von L. Buler

Im Jahre 1770 gab Euler, der damals schon véllig erblindet war, ein Ielcht verstind-
liches Lehrbuch der Algebra heraus. Dieses Lehrbuch hi dchst in russisch
Sprache in Petersburg, dem heutigen Leningrad, und wurde in viele Sprachen iiber-
setzt. Das Buch war mehr als hundert Jahre lang eines der beliebtesten und meistge-
lesenen Lehrbiicher. Es enthilt zahlreiche schone Aufgaben, leichtere und schwerere.
In einer etwas modernisierten Fassung geben wir hier einige wieder:

99 Ein Vater hinterldBt seinen drei S¢hnen ein Vermégen von 1600 Talern. Nach sei-
nem Testament soll der erste Sohn 200 Taler mehr erhalten als der zweite, der zweite
aber 100 Taler mehr als der dritte. Wieviel Taler erhilt jeder der drei Séhne?

100 Die Zahl 25 ist so in zwei Summanden zu zerlegen, daB der groBere Summand
49 mal so groB wie der kleinere Summand ist.

101 Es wird eine Zahl gesucht, deren Halfte mit ihrem Drittel multipliziert 24 ergibt.
Hat diese Aufgabe mehrere Losungen?

102 Zwei Biuerinnen besitzen zusammen 100 Eier. Die erste sagt: ,, Wenn ich die An-
zahl meiner Eier durch 8 teile, verbleibt ein Rest von 7.° Da erwidert die zweite: ,, Wenn
ich die Anzahl meiner Eier durch 10 teile, verbleibt auch ein Rest von 7.“ Wieviel Eier
besitzt jede Biuerin? Hat diese Aufgabe mehrere Losungen?

103 Man suche zwei positive reelle Zahlen mit den folgenden Ei haften : DieS
dieser beiden Zahlen ist gleich ihrem Produkt und auBerdem glelch der Differenz der
Quadrate dieser beiden Zahlen.

104 Ein Amtmann kauft Pferde und Ochsen fiir insgesamt 1770 Taler. Er zahlt fiir
ein Pferd 31 Taler, fiir einen Ochsen aber 21 Taler. Wieviel Pferde und wieviel Ochsen
sind es gewesen? Hat diese Aufgabe mehrere Losungen?

Ausgewdhlt vor Dr. B. Liders

d il

Fiir unsere Jungen Philatelisten wurden von Arbeit inschaftsleiter W. Unze, S
einrichtung fiir Kérperbehinderte, Leipzig, alle iiber L. Euler herausgegebenen Briefmarken
zur Verfiigung gestellt: DDR 1950, 1 Pf und 1957 10 Pf; Schweiz 1957, 5 Cent und 5 Cent;
UASSR 1957, 40 Kopeken; Lipsia-Katalog Nr. 98; 422; 651 ; 1944,
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Wir [6sen Aufgaben A=(1:2) AnB=(2)
aus der Mengenlehre JEZNV-X1: Lo

In den bisherigen Heften von ,,alpha‘“ haben wir allerlei iiber Mengen erfahren. Diesmal
wollen wir keine neuen Dinge dazu lernen, sondern nur das anwenden, was wir schon
wissen. Damit das aber nicht langweilig wird, kommen neben einfachen Aufgaben auch
etwas schwierigere vor.

Aufgaben zum Thema ,,Teilmengen<

Wie uns schon bekannt ist, bezeichnen wir eine Menge N genau dann als Teilmenge
von M (geschrieben N C M), wenn jedes Element von N auch zu M gehért.

@ Die drei Freunde Alfred, Bernd und Christian treffen sich, um Tischtennis zu spie-
len. Wieviel verschiedene Méglichkeiten gibt es dafiir? (Es kénnen ja immer nur zwes
gegeneinander antreten!)

[] Wir haben die Menge F = {a; b; ¢} gegeben. Es wird gefragt, wieviel verschiedene
Teilmengen mit genau zwei Elementen man aus F herausgreifen kann. Das ist leicht
anzugeben: T) = {a; 8}, Ty = {a; ¢} und Ty = {b; ¢J. Weitere Moglichkeiten gibt es
offenbar nicht. Es sind also genau drei verschiedene Spielansetzungen mdglich.

@ Wieviel verschiedene Teilmengen kann man aus der eben betrachteten Menge F
iiberhaupt herausgreifen?

[] Wie wir schon gesehen haben, gibt es drei verschiedene Teilmengen mit genau zwes
Elementen. Auflerdem mriissen wir alle Teilmengen mit einem Element beriicksichtigen :
Ty ={a}, T; = {b} und Ty = {c}. Das sind also auch drei. Dazu kommt die Menge F
selbst (als unechte Teilmenge): T; = F = {a; b; ¢}. Bis jetzt haben wir also insgesamt
sieben verschiedene Teilmengen von F. Das sind aber noch nicht alle, denn wir diirfen
die leere Menge nicht vergessen! Sie ist Teilmenge jeder Menge, also auch Teilmenge
von F: Die Bedingung, daB jedes Element der leeren Menge auch zu F gehért, ist auf
jeden Fall erfillt, denn zur leeren Menge gehéren ja keine Elerente! Somit gilt:
T, = .

Wir kénnen also aus der Menge F, die drei Elemente enthiilt, insgesamt acht verschie-
dene Teilmengen herausgreifen.

@ Wieviel Teilmengen besitzt die Menge 4 = {1; 2}?

[] Wir geben alle Teilmengen an: T; = @5, Ty={1}, T3= (2}, T,={1;2}. Es sind
also Insgesamt vier.

@ Wieviel verschiedene Teilmengen besitzt die Menge Z=={0;1;2; 3;4;5;6,7; 8; 9}?
] Zur Menge Z gehtren zehn Elemente. Um die Menge aller Teilmengen zu finden,
miiBten wir neben der lecren Menge und Z selbst alle Teilmengen mit genau einem Ele-
ment, alle mit zwei Elementen, alle mit drei Elementen usw. bis zur Menge aller Teil-
mengen mit neun Elementen berticksichtigen. Das wire eine sehr miihsame Arbeit, bei
der man noch dazu leicht etwas iibersehen konnte. Da ist es schon besser, wir versucken
einen Zusammenhang zwischen der Anzahl der Elemente einer endlichen Menge und
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der Anzahl ihrer Teilmengen zu finden, um unsere Aufgabe recknerisch 16sen zu kon-
nen.

(a) Die leere Menge besitzt null Elemente und es ist eine Teilmenge vorhanden, nim-
lich die leere Menge selbst.

(b) Eine Menge B, die éin Element enthilt, besitat zwes Teilmengen: T, = &, Ty= B.
(¢) Mengen mit zwei bzw. drei Elementen haben wir schon untersucht — sie besitzen
vier bzw. ackt Teilmengen.

Bezeichnen wir die Anzahl der Elemente

mit # und die Anzahl der Teilmengen mit ¢, n I 0 ‘ 1] 2 | 3
so konnen wir bis jetzt folgende Tabelle t | 1] 2] ¢ 8
aufstellen:

Das sieht so aus, als wiirde sich die Anzahl der Teilmengen jedesmal verdoppeln, wenn ein
weiteres Element zur Menge dazu kommt. Uberpriift einmal den Fall n = 4 -— wer
sorgfaltig arbeitet, findet in der Tat 16 Teilmengen!

Fiir n = 0 bis n = 4 wissen wir also: ¢ = 2". Ist das auch fiir » = 10 noch so? Wir kén-
nen das aus unseren wenigen Beispielen nicht schlieBen. Mit mathematischen Hilfs-
mitteln, die im Unterricht erst in hoheren Klassen behandelt werden, kann man aber
beweisen, dafl die Beziehung ¢ = 2" fiir jede natiirliche Zahl » gilt, also auch fiir n = 10.
TUnsere Menge Z hat also 210 == 1024 verschiedene Teilmengen! (Da hitten wir lange zu
tun gehabt, um sie alle aufzuschreiben!)

hnitibild
-

Aufgaben zur Vereinigungs- und Durcl

‘Wir erinnern uns, daBl zur Vereinigung der Mengen M und N (geschrieben: M U N)
genau die Elemente gehoren, die in M oder in N liegen. Der Durchschnitt M 0 N um-
faBt dagegen genau jene Elemente, die sowohl zu M als auch zu N gehéren.

@ Gegeben sind die Mengen A= {2; 4; 8}, B={1;2; 3} und C={2; 3,5, 7). Esist
die Menge (4 U B) N C zu bestimmen.

[ Wir bilden zunichst 4 U B= {1;2; 3; 4; 8} und anschlieBend den Durchschnitt
dieser Menge mit C. Es ergibt sich: (4 U B)n C = (2; 3}.

@ Esist die Menge (4 N C) U (B n C) zu bestimmen.

[0 Esist An C={2} und Bn C={2;3}. Die Vereinigung beider Mengen ergibt:
(AnC)u(Bn C)=(2;3].

Mancher wird jetzt vielleicht fragen, ob es Zufall ist, daB beide Aufgaben auf das
gleiche Ergebnis fiihren. Nun, es ist kein Zufall, sondern es gilt stets
(AuBnC=A4nC)u(BnO).

Es wiirde hier zu weit fiihren, einen Beweis fiir dieses Gesetz anzugeben. Jeder kann es
sich aber anschaulich klar machen, wenn er 4, Bund C durch ebene Punktmengen dar-
stellt, wie wir das friiher schon einmal gemacht haben.

@ Bestimme (4 n B)u C!

O 4AnB={2}, (AnB)uC={2;3;5;7}.

@ Bestimme (AU C)n (Bu C)!

0 AuC=1{2;3;4;5;7;8}, BUC={1;2;3;5;7} und

(AuC)n (BuC)={2;3;5;7}.

Auch die Ubereinstimmung der Losungen der letzten beiden Aufgaben ist kein Zufall!
Es gilt namlich stets: (AN B)uC=(4uC)n(BuUC)

Aufgaben zum Thema ,,Abbildungen

Beim letzten Mal haben wir gelernt, wann wir von einer Abbildung sprechen konnen : Es
mubBten Mengen M und N vorliegen, wobei Elementen aus M Elemente aus N zuge-
ordnet sind,
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@ Von den uns schon bekannten Freunden Alfred, Bernd und Christian wissen wir,
daf jeder von ihnen in den Ferien genau eine Stadt besucht hat. Vor den Ferien hatten
sie Halle oder Leipzig als mogliche Reiseziele angegeben. Wie kann es nun wirklich ge-
wesen sein?

[J Gegehen sind also zwei Mengen, nimlich F = {a; b; ¢} und S= {£; I}. Gefragt wird,
welche eindeutigen Abbildungen von F in S méglich sind. Es ist nicht schwierig, alle
Abbildungen dieser Art anzugeben. Man muBl dazu nur bedenken, daBl entweder alle
drei Freunde in die gleiche Stadt gefahren sind oder daf zwei in der einen waren und
einer in der anderen. So findet man folgende Fille: .

TR
A VR4

Es gibt also insgesamt acht Moglichkeiten.

@ Welche Moglichkeiten (und wie viele) gibt es, wenn nur zwes unserer Freunde (Alfred
und Bernd) verreist waren, wobei aber jeder von ihnen auch beide Stidte besucht haben
kann?

] Wir haben jetzt dic Mengen F* = {a; b} und S=={h; ) gegeben. Die Aufgabe be-
deutet, alle mdglichen Abbildungen von F in S zu bestimmen. Bei systematischem Vor-
gehen findet man folgende Fille:

b

a b ab ab a a b
Vool S AN

RIS

Es gibt also neun Moglichkeiten.

@ Zwei Schachmannschaften von je drei Spielern wollen einen Wettbewerb durch-
fiihren, bei dem jeder Spieler der einen Mannschaft gegen jeden Spieler der anderen
Mannschaft genau einmal antreten muf. Wieviel Runden sind notwendig, wenn in
jeder Runde drei Spiele ausgetragen werden?

[] Wir haben eine Menge M, = {s;t; u} und eine Menge M,= {z; y; 2} gegeben.
Gefragt wird in der Aufgabe nach der Anzahl aller umkehrbar eindeutigen Abbildungen
von M, auf M,, die man bilden kann, ohne daB eine Paarung (eine Spielansetzung)
doppelt vorkommt. Folgende Abbildungen erfiillen diese Bedingungen:

0% 58
Xy z Xy z Xy z
Andere Méglichkeiten gibt es nicht. Es sind also drei Spielrunden notwendig.
Damit wollen wir es fiir diesmal genug sein lassen.

W. Walsch
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Guter Mond,
du gehst so stille....

Punkt, Punkt, Komma, Strich,
fertig ist das Mondgesicht

Mit einer Art Mondgesicht wollen wir uns hier einige Scherze erlauben. Stellt euch das
Gesicht in Abb. 1 auf einer nach allen Seiten gleichmiBig gespannten Gummihaut ge-
zeichnet vor. Die Quadrate in dem unterlegten Netz mogen die Seitenlingen b haben.
Zunichst bringen wir den Mond einmal zum Lachen. In Abb. 2 haben wir die Spannung
der Gummihaut verindert. Das kann zum Beispiel dadurch geschehen, da man die
Hiinde rechts und links auf die Rinder aufsetzt und vorsichtig nach auBen dehnt, und
zwar mit den Daumenballen stirker als mit den Fingerspitzen. Der Mund, der vorher
streng gerade war, ist jetzt leicht im Bogen nach oben gezogen, und auch die Nase hat

NI IR ANTIAN \
/
L+ 1+ )\ o e ]
’——
N L/ T -
Abb. 1 Abb. 2 Abb. 3

ihre Form sichtlich gedndert. In Abb. 3 macht der Mond ein trauriges Gesicht. Wir
haben jetzt mit den Fingerspitzen stirker gedehnt als mit den Ballen. Die Mundwinkel
sind nach unten gezogen, die Nase hat einen anderen Schwung bekommen. Wiirden wir
in dieser Art weiter dehnen, so wiirden wir das Gesicht noch weinerlicher machen : Die
duBeren Augen- und Mundwinkel wiirden noch weiter nach unten gezogen. Dabei muf
man allerdings darauf achten, dal keine Falten entstehen und dafl die Haut nicht
reifft.! Das Gesicht wird sich dabei immer weiter verzerren. Immer aber behilt der
Mond seine Nase im Gesicht. Auch Augen, Mund, alle inneren Punkte der Gesichtsum-
rahmung sind nach der Dehnung wieder innere Punkte, wie nahe sie auch der Umran-
dung kommen mégen. Die Ohren bleiben am Rand angeheftet, und auch Haare braucht
der Mond bei der Prozedur nicht zu lassen. Aus den Quadraten sind in Abb. 2 und 3
mehr oder weniger gekriimmte Kurvenvierecke geworden.

Jetzt denken wir uns die Haut in Abb. 1 zwischen zwei waagerechte Stibe gespannt,
den oberen Stab festgehalten und den unteren parallel nach unten bewegt. Dadurch
spannen wir die Haut senkrecht zur Stabrichtung. Ihr wiBt sicher, daf bei einer solchen

1) Wenn ihr den Venuch pachmachen wollt, miBt Ihr welchen Gummi nehmen und ihn, um darauf zeichnen zu
kbnnen, mit Talkum Ein ftballon ist dafiir da sich diese Gummihaut
nicht als Ebene 1E8t. Die K in Abb 2 und 3 sind leicht Qbertrieben, um die Wirkung besser
sichtbar zu machen.
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Dehnung jedes kleinste Masseteilchen um den gleichen Faktor in der Spannungsrich-
tung gedehnt wird. Wir haben es mit einer gleichmiBigen Dehnung nach einer Rich-
tung, nimlich senkrecht zu einer gegebenen Achse, zu tun, mit einer sogenannten
azialen Streckung. Bei geniigender Spannung werden aus den Quadraten von Abb. 1

kongruente Rechtecke mit den Seiten b und % b. (Abb. 4) Jede Strecke, die parallel

zur Achse verlauft, behalt ihre Linge, wihrend jede dazu senkrechte Strecke im Ver-
hiltnis 3:2 gedehnt wird. Das Kreisrund des Gesichts wird zu einer Ellipse, was fiir den,
der die charakteristischen Eigenschaften einer Ellipse kennt, nicht schwer zu beweisen
ist. Der Mond macht ein langes Gesicht dazu.

A\ y
)\ ll, / ‘\‘
L N == [
"
\\ ——/,/ Abb. 5
Abb. 4

Nun spannen wir, wieder von Abb. 1 ausgehend, die Haut in der dazu senkrechten
Richtung, indem wir einen links angebrachten Stab festhalten und den rechten bewe-
gen. (Abb. 5) Aus den Quadraten werden flache Rechtecke, aus dem Kreis eine liegende
Ellipse, das Gesicht geht in die Breite.

Ihr erkennt aus den Abbildungen 4 und 5, daB aus den Strecken von Abb.1 —im
Gegensatz zu Abb. 2 und 3 — wieder geradlinige Strecken geworden sind, deren Linge
sich allerdings teilweise geéindert hat. Wir kommen spiter darauf zuriick.

Jetzt gehen wir von Abb. 4 aus und schieben nach der axialen Streckung den unteren
Stab in seiner Richtung nach rechts. (Abb. 6) Aus den Rechtecken sind Parallelo-
gramme, aus dem Kreis ist eine schriig liegende Ellipse geworden. Der Mond macht ein
schiefes Gesicht.

SchlieBlich kehren wir zu Abb. 1 zuriick und verstérken diesmal die nach allen Seiten
gleichmiBig wirkende Spannung (Zentrische Streckung, Abb. 7). Dabei sind aus den
Quadraten wieder Quadrate geworden, die bei geniigender Spannung die Seitenlinge

% b haben. Der Kreis ist zu einem Kreis mit gréBerem Radius geworden. Nasenlinge,

Ohrenbreite, alle Strecken sind offenbar verlingert und haben dabei ihre Richtung bei-
behalten. Das Mondgesicht hat eine ganz regelmiBige VergroBerung erfahren. Sein
Ausdruck ist dabei gleich geblieben, wie bei der VergréBerung einer Fotografie.

Um das ganze Geschehen mathematisch zu erfassen, gehen wir von Abb. 1 aus, denken
uns aber jetzt die Gummihaut nach allen Richtungen hin ins Unendliche verlingert
(d. h., ersetzt durch eine Ebene ohne Berandung). In der so veranschaulichten Ebene
ist das Mondgesicht nur eine von unendlich vielen méglichen Figuren. Nun werden mit
der ganzen Ebene die oben beschriebenen Verzerrungen vorgenommen, die wir als
geometrische Abbildungen der Ebene bezeichnen. Bei jeder Abbildung stellen wir uns
wieder die ganze Ebene vor. Jedesmal entspricht einem Punkt der Ebene genau ein
Bildpunkt, in den er bei der Abbildung iibergeht.
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‘Wirbezeichnen den Mittelpunktdes Kreises, derin Abb. 1 den GesichtsumriB darstellt,
mit M. Er liegt etwa in der Mitte der Nase. Diesen Punkt M halten wir fest, wihrend
wir die Ebene gleichmifig nach allen Richtungen hin dehnen. Das wird veranschau-
licht durch Abb. 7. Wir denken sie so auf Abb. 1 gelegt, dafl die zentrische Streckung
von M aus deutlich wird. Der Bildpunkt von M fallt dabei wieder auf M; dies ist aber
der einzige Punkt mit dieser Eigenschaft, der einzige Fizpunkt?, wie man in der Geome-
trie sagt. Jede von M ausgehende Strecke wird auf das mfache gedehnt. Dabei ist m

cine feste Zshl, in Abb. Tist m = 5.

Auch jede beliebige Strecke, die auf einer durch M gehenden Geraden liegt, wird auf
die mfache Liinge gedehnt. Das konnt ihr leicht errechnen, wenn ihr untersucht, was
mit den Absténden zwischen ihren Endpunkten und M geschieht. Wir wollen uns davon
iiberzeugen, daBl auch jede andere Strecke AB?, die auf keiner durch M gehenden
Geraden liegt, wieder in eine Strecke iibergeht und nicht etwa in ein gekriimmtes Kur-
venstiick wie in Abb. 2 oder 3. Dazu zeichnen wir 4B, wobei die Gerade 4B nicht
durch M geht, und konstruieren auf dem Strahl M4 den Bildpunkt 4’ von 4 so, daBl
IMA4'|: IMA| = mist. Durch 4’ zeichnen wir die Parallele zu 4 B und bringen sie mit
dem Strahl M B zum Schnitt. Der neue Punkt heile B'. (Abb. 8) Dann ist B nach dem
Strahlensatz (erster Teil) das Bild von B, denn es gilt
[MB\: I MB| = (MA"|: |MA| = m.

‘Wo auch B auf der Geraden 4B liegen mag, stets liegt sein Bild B’ auf der Parallelen
zu AB durch 4’. Bei der zentrischen Streckung geht also jede Gerade wieder in eine
Gerade iiber. Diese Eigenschaft der Abbildung bezeichnen wir als Kollinearitit®. In
unserem Fall wissen wir sogar noch mehr: Jede Gerade geht bei der Streckung entweder
in sich selbst (wann?) oder in eine andere von gleicher Richtung iiber. Demnach bleibt
auch die GroBe jedes Winkels erhalten. Fir eine beliebige Strecke 4B und ihr Bild

J\ 1z,
il
) \ Richtong s
7 T
- —-—
S
Abb. 7 Abb. 8 Abb. 9

A'B’ gilt nach dem zweiten Teil des Strahlensatzes (vgl. Abb. 8): |4'B’|: |4AB] =
1A'M|:1AM| = m. Dabei ist m fiir jede beliebige Strecke dieselbe Zahl. Es handelt
sich also wirklich um eine maBstabgerechte VergroBerung. Diese geometrische Abbil-
dung, bei der eine Streckung von einem festen Zentrum aus vorgenommen wurde, ist
eine dhnlichkeitsabbildung; bei ihr geht nimlich jede Figur in eine shnliche, vergroBerte
Figur iiber. Wir fassen zusammen: Bei einer zentrischen Streckung entspricht jedem

2 Aus dem Lateinischen, von fixus = fest.
3 Die durch die Punkte 4 und B bestimmte Gerade wird als 4 B geschrieben, die durch 4 und B begrenzte Strecke

als AB, ihre Linge als [43B].
4 Aus dem Lateinischen von linea = Gerade.
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Punkt genau ein Bildpunkt. Es gibt einen einzigen Fixpunkt, das Streckungszen-
trum M. Die Abbildung ist kollinear. Die Richtung einer Geraden wird bei der Strek-
kung nicht verindert. Jede Strecke wird um denselben Faktor gedehnt, die Grofe von
Winkeln bleibt erhalten, jede Figur geht in eine dhnliche iiber.

Wir vergleichen jetzt Abb. 6 mit Abb. 1. In der durch Abb. 1 dargestellten Ebene den-
ken wir uns eine Gerade a etwas oberhalb des Gesichts festgehalten und nach beiden
Seiten von @ aus in Richtung s der schrigen Parallelen eine Streckung vorgenommen.
So konnen wir die in Abb. 6 dargestellte Verzerrung unter Ausschaltung von Abb. 4
direkt aus Abb. 1 erzeugen. Jeder Punkt von a bleibt bei der Dehnung an seinem Platz.
Wir haben also diesmal eine ganze Gerade voller Fixpunkte. Jeder andere Punkt 4 hat
sein Bild 4" auf der durch 4 gehenden Schrigen (Geraden) der Richtung s. (Abb. 9)
Nennen wir 4” den Schnittpunkt dieser Geraden mit a, so gilt: 14’4 1: 144" | =k,
wobei der Dehnungsfaktor & eine feste Zahl ist. Wir priifen, ob diese Schrigdehnung
auch kollinear ist. Jede Strecke, deren einer Endpunkt auf der Achse a liegt und die in
die Richtung von s fillt, wird von @ aus auf das kfache gedehnt. Dal das Gleiche mit
jeder auf einer Schriigen der Richtung s liegenden Strecke geschieht, konnt ihr leicht
einsehen, indem ihr die Abstinde der Endpunkte von der Achse a untersucht. Sei nun
AB eine beliebige, etwa die in Abb. 9 gezeichnete Strecke; F der Schnittpunkt der Ge-
raden 4B mit a; der Schnittpunkt des Strahls F4’ mit der durch B gehenden Geraden
der Richtung s sei B’. Wenn wir nachweisen kénnen, dal | B'B”|:|BB"| =k ist,
dann ist B das Bild von B bei der Schrigstreckung. Nun gilt nach dem zweiten Teil
des Strahlensatzes:

[BB"|. 144"\ = FB"|: [FA"1
= BB"|:144"1, also auch
[BB7|: BBl =A'4"1: (44" = L.

Mithin ist unsere Behauptung richtig. Sie bleibt es auch, wenn 4 und B auf verschie-
denen Seiten von a liegen. Auf alle Fille bewegt sich, wenn Punkt B auf der Geraden
F 4 wandert, sein Bild B’ auf der Geraden FA’. Die Schrigstreckung ist also auch kol-
linear. Allerdings bleibt jetzt nur bei gewissen Geraden (bei welchen?) die Richtung
erhalten. Damit verindert sich natiirlich auch im allgemeinep die Grofe eines Winkels
bei dieser Streckung, und das Bild einer Figur ist dieser keineswegs dhnlich.

Diein Abb. 4 und 5 dargestellten senkrechten axialen Streckungen sind Spezialfille der
soeben behandelten Streckung. Auch bei ihnen gibt es eine Gerade voller Fixpunkte,

auch sie sind kollinear.
L. Gérko

Aufgaben

@ Fiihre mit Abb. 1 nacheinander die senkrechten axialen Streckungen der Abbil-
dungen 4 und 5 aus! Was ergibt sich, wenn beide Male um denselben Faktor 7 gedehnt
wird?

@ Ubertrage die zentrische Streckung sinngemdB von der Ebene auf den Raum!
Zeige, daB das Bild einer beliebig gelegenen Kugel wieder eine Kugel ist!



Eine Aufgabe von

Prof. Dr. habil. Lilly Gorke

Pidagogische Fakultit
der Humboldt-Universitit zu Berlin

105 Gegeben ist ein ebenes konvexes Viereck P,P,Py3P,. Gibt es ein ebenes
Viereck, das die Eckpunkte P,, Py, Py, P, zu Seitenmitten hat? Wenn ja, wieviele
gibt es? Konstruiere ein solches Viereck!

(Nimm an, du hittest ein Viereck ABCD gefunden, das Py, Py, Py, Py als Seitenmitten hat. Stelle eine
Probefigur her, indem du von einem beliebigen Viereck 4 BCD ausgehst und die Seitenmitten Py, Py, Py, Py
Verbindestl Welche notwendige Ledingung muf das Viereck PjPyPyPs erfillen, damit die ~Aufgab
10sbar ist?)

Arten von Vierecken
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Gaspard Monge

1746 bis 1818

Zu den iltesten Wissenschaften, die der
Mensch betreibt, gehort die Geometrie. In
der Antike strebte bereits Euklid (um 300
v.u.Z.)in seinen beriithmten ,,Elementen‘
eine exakte Grundlegung dieses Wissens-
zweiges an. Ein Teilgebiet der Geometrie
hingegen, nimlich die darstellende Geo-
metrie, erfubrerst gegen Ende des 18. Jahr-
hunderts durch den Franzosen Gaspard
Monge eine wissenschaftliche Fundierung
und Durchbildung. Deshalb soll auch an den Anfang eines kurzen Lehrganges der
darstellenden Geometrie ein historischer Riickblick auf das Leben dieses genialen fran-
zosischen Mathematikers gestellt werden. Da Monge in einer politisch bewegten Zeit
in Frankreich hohe sffentliche Amter bekleidete und viel zum Fortschritt seines Landes
in Wissenschaft, Technik und Militirwesen beitrug, ist sein Lebenslauf auch von all-
gemeinem Interesse.

Gaspard Monge wurde am 9. 5. 1746 in Beaune (Céte d'Or) in Frankreich als Sohn eines
kleinen Handelsmannes und Scherenschleifers geboren. Bereits als Vierzehnjahriger
erregte er mit einem von ihm gezeichneten Stadtplan seiner Vaterstadt die Bewunde-
rung der Durchreisenden. Ein hoherer Ingenieur-Offizier, dem man den von Gaspard
gezeichneten Stadtplan vorgelegt hatte, machte Vater Monge den Vorschlag, seinen
Sohn die Militirschule zu Méziéres besuchen zu lassen. An dieser Schule wurden
Ingenieur-Offiziere fiir die franzosische Armee ausgebildet. Trotz seiner iiberragenden
Begabung kam der junge Monge nur an die der Schule angegliederte Hilfsanstalt, an der
gute Praktiker vor allem zu untergeordneten Bauaufsehern fiir das Befestigungswesen
herangebildet wurden. Die hohere Abteilung der Militdrschule von Méziéres blieb allein
den Ziglingen von adliger Herkunft vorbehalten. Mit der genialen Behandlung einer
Aufgabe aus der Befestigungskunst erregte Monge jedoch die Aufmerksamkeit des
Kommandanten der Schule. Er wurde nun als Hilfslehrkraft an die hthere Abteilung
der Schule berufen, wo er die angehenden Ingenieur-Offiziere mit zu unterrichten hatte.
Diese Lehrtitigkeit regte ihn dazu an, die Grundlagen jenes Wissenszweiges exakt zu
formulieren, der heute bei uns als darstellende Geometrie bezeichnet und gepflegt wird.
Monge léste das Problem der zeichnerischen Darstellung rdumlicher Gebilde durch
eine geschickte und iibersichtliche Verkniipfung von zwei Bildern (Normalrissen) des
darzustellenden Objektes. Diese beiden Bilder (Grund- und Aufri}) stehen in einer ein-
fachen Lagebeziehung zueinander und ermoglichen die konstruktive Loésung vieler
Problemstellungen aus der Praxis in einer Zeichenebene, was bis dahin vorwiegend
mit rechnerischen und analytischen Methoden behandelt worden war.

Das von Monge eingefiihrte Verfahren der zugeordneten Normalrisse (Grund- und Auif-
rifiverfahren) setzte sich im Militir- und Befestigungswesen schnell durch. Um vor
Nachahmungen des Auslandes sicher zu sein, wurde es Monge von den vorgesetzten Mili-
tirstellen verboten, sein Verfahren zu versffentlichen.
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Dieser Befehl blieb 15 Jahre in Kraft. Erst 1794 durfte Monge — inzwischen nach
Paris berufen — &ffentliche Vorlesungen iiber die von ihm begriindete darstellende
Geometrie halten. Seine Entdeckungen und Begriffsbildungen faBte er in dem beriihm-
ten Werk ,,Géomeétrie descriptive* zusammen. Bis zur Aufhebung des Verbotes hatte
Monge auch auf anderen Gebieten der Mathematik bahnbrechende Entdeckungen ge-
macht,

Nach der franzésischen Revolution iibernahm Monge hohe 6ffentliche Amter. Er war
zeitweise Marineminister, organisierte die Landesverteidigung und mobilisierte alle
Reserven, um Frankreich in der Zeit der militdrischen Bedrohung von auslindischen
Industrien (z. B. Kanonenherstellung) und Rohstoffen (z. B. Salpetergewinnung) unab-
hingig zu machen. GroBe Verdienste erwarb er sich um die 1794 gegriindete Kcole
polytechnique, die zum Vorbild fiir alle in der Folgezeit begriindeten Technischen Hoch-
schulen der Welt wurde. Der darstellenden Geometrie riumte er im Lehrprogramm einen
wichtigen Platz ein.

Nach Napoleons Aufstieg wurde Monge dessen wissenschaftlicher Berater. In dieser Stel-
lung scheute sich Monge jedoch nicht, dem Imperator wegen der Annahme des Kaiser-
titels und anderer mit seiner republikanischen Gesinnung unvereinbarer Mafnahmen
die eigene Meinung schonungslos zu sagen. Schiitzend stellte sich Monge vor republika-
nisch gesinnte und gegen Napoleon rebellierende Studenten. So zahlfe er auch fiir
drmere Studenten das wieder eingefiihrte Schulgeld von seinem Professorengehalt. Im
Jahre 1809 zog sich Monge von seinem Lehramt zuriick. Auf die Nachricht von Napo-
leons Niederlage in RuBland erlitt er einen Schlaganfall. Wihrend der hunderttiigigen
‘Wiederherrschaft Napoleons erscheint Monge erneut als sein engster Mitarbeiter und
Vertrauter. Der endgiiltige Sturz Napoleons bricht auch seine Lebenskraft. 1816 wird
Monge aller seiner Amter enthoben und politisch gemaBregelt. Darauf verfiel er in
geistige Umnachtung und starb am 18. 7. 1818in Paris.

Die wissenschaftlichen Leistungen Monges, sein Wirken fiir den technischen Fortschritt
und sein selbstloses Eintreten fiir Studenten gegen die Willkiir des Imperators recht-
fertigen, daB man dieses Mannes nach 150 Jahren noch in Achtung gedenkt. Wir wollen
uns im folgenden an einfachen Beispielen mit dem Verfahren der zugeordneten Normal-
risse { Grund- und AufriB) vertraut machen.

* Das im Grund- und AufriB dargestellte Flichen begrenzt, die senkrecht oder parallel
Werkstiick (siehe Abb.) wird von ebenen zur Aufrilebene liegen. Fertige ein malge-
rechtes Modell dieses Werkstiickes aus Holz
oder Knetmasse nach der vorliegenden Dar-
stellung an!

* Erginze! Bei den Darstellungen auf Seite
109 handelt es sich um die Grund- und Auf-
risse von neun ebenflichig begrenzten Werk-
stiicken (Profilen). Oberhalb der RiBachse,
die mit ,,x,, bezeichnet ist, liegen die Auf-
X1Z risse der Profilstiicke. Jedem dieser Aufrisse
ist ein (noch unvollstindiger) Grundriff des
‘Werkstiickes zugeordnet. In den ersten zwei
Normalrissen handelt es sich um ein Stiick
eines T-Trigers. Beachte, da alle im Grund-
rif sichtbaren Kanten durch ausgezogene und
verdeckte Kanten durch gestrichelte Linien
dargestellt sind ! Vervollstindige im Sinne der
beiden ersten Beispiele fiir die restlichen

sieben Werkstiicke den GrundriB!
E. Schréder
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Wer l0ost mit?
H||l|IH-Wettbewerb

letzter Binsendetermin 10. 10. 1967

W(5)106 Die Jungen Pioniere der Klassen 4, 5 und 6 einer Oberschule wetteifern mit-
einander um das hochste Sammelergebnis an gebrauchten Flaschen. Die Pioniere dicser
drei Klassen haben insgesamt 1680 Flaschen gesammelt. Die Pioniere der Klasse 4 sam-
melten davon den vierten Teil. Die Pioniere der Klasse 5 dagegen sammelten 185
Flaschen weniger als das Doppelte der Anzahl Flaschen, die von den Pionieren der
Klasse 4 zusammengetragen wurde. Die restlichen Flaschen wurden von den Pionieren
der Klasse 6 gesammelt. Wieviel Flaschen sammelten die Jungen Pioniere jeder dieser
drei Klassen?

W(6)107 Eine Turmuhr schligt um 5 Uhr fiinfmal und braucht zu diesen Schligen
5 Sekunden Zeit. Wieviel Zeit braucht diese Uhr zu den 10 Schlédgen um 10 Uhr?
W(7)108 Das Lehrbuch fiir Mathematik der Klasse 7 einer Oberschule unserer Repu-
blik um(afBt 196 Seiten. Die Zahlen fiir die ersten beiden Seiten und fiir die letzte Seite
wurden nicht gedruckt. Wieviel Ziffern wurden zum Numerieren der tibrigen Seiten ver-
wendet? Wie oft wurde dabei die Ziffer O gedruckt?

W(8)109 In der alten persischen Erzihlung ,,Die Geschichte Moradbaks®, die in der
Sammlung ,, Tausendundein Tag* enthalten 1st, stellt cin Weiser einem jungen Médchen
die folgende Aufgabe und erwahnt dabei, daB solche Aufgaben von den indischen Phi-
losophen gestellt werden: ,,Eine Frau geht in einen Garten, um Apfel zu ernten. Der
Garten hat vier Tore; jedes wird von einem Manne bewacht. Die Frau gibt dem Hiiter
des ersten Tores die Hal(te der gepfliickten Apfel; als sie beim zweiten anlangt, glbt sie
dem zweiten Wichter die Halfte der iibriggebliebenen Apfel; ebenso verfihrt sie beim
dritten ; endlich teilt sie noch mit dem vierten, so daB ikr schlieBlich nur zehn A pfel blei-
ben. Nun fragt man, wieviel Apfel sie geerntet hat.”

W(9)110 Bei den Schwimm-Europameisterschaften in Utrecht im August 1966 er-
hielten die folgenden sechs Lénder insgesamt 23 Goldmedaillen: UdSSR, DDR, Nieder-
lande, Frankreich, GroSbritanien, Italien. Die beiden zuletzt genannten Linder erhiel
ten die gleiche Anzahl von Goldmedaillen; von den iibrigen vier Lindern erhielt jedes
Land mehr Goldmedaillen als das in der Aufzihlung folgende Land. Die UdSSR erhielt
mehr Goldmedaillen als die ibrigen fiinf Linder zusammen. Wieviel Goldmedaillen
erhielt jedes der sechs Léinder?

W(10)111 Das Luxzusfahrgastschiff , Ernst Thilmann® der ‘Weiflen Flotte Dresden
legt die 8,6 km lange Strecke von Dresden-Pillnitz bis Pirna fluBaufwiirts in 55 min und
fluBabwirts in 30 min zuriick. Es legt unterwegs nicht an. Wie groB ist die Schiffs-
geschwindigkeit (in km/h) fluBaufwirts bzw. fluSabwirts? Wie groB ist die Stromungs-
geschwindigkeit der Elbe? Wie groB wiire die Geschwindigkeit des Schiffes in ruhen-
dem Gewisser?

alpha-Wetthewerb [W(5) bis W(10)]

Die zweite Wetthewerbsaufgabe fiir jede
Klassenstufe ist aus dem Beitrag: Aufgaben

Qehnl

ses Schuljahr endet am 31. August. Jeder
Teilnehmer 16st erst ab Heft 5 die Aufgaben

der Mathematikolympiade Sofia, fe
1967 zu entnehmen: W(5)112, W(6)113,
W(7)114, W(8)115, W(9)116, W(10)117. Die-
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der Kl fe, die er ab September be-
sucht. Die Redaktion wiinscht allen Lesern
ein erfolgreiches Schuljahr 1967/68.
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Auf den Spuren
Roald Amundsens

Mit halber Kraft tastet sich das Vermessungsschifl M8 Meteor durch lautlos treibendes
Eis. Plotzlich steigen spitze, steile Berge iiber den Eisfeldern empor. Zwischen den
Berggruppen flieBt das Eis des Inlandes bis zum Meere. Der Anblick dieser gebirgigen
Kiiste regte die Hollinder Barents und van Rijp im Jahre 1596 an, dieses Land Spitz-
bergen zu nennen. Es war aber schon den Wikingern als ,,Land der kalten Kiiste” (d. h.
Svalbard ; heutiger norwegischer Name) bekannt. ’
Es ist Frithling in der Arktis. Das warme Golfstromwasser umspiilt die Kiiste und ver-
dringt das Meereis. Am Rande der Gletscher, zwischen Schutt und Gersll, wachsen
Griser und Flechten, bliiht der wetterharte arktische Mohn. Méwen, Schwalben, Enten
und Génse bevolkern die Fjorde.
Im Koénigsfjord an Land gegangen, entdecken wir als erstes einen Erinnerungsstein an
den norwegischen Polarforscher Roald Amundsen. Im Jahre 1926 iiberflog Amundsen
von Spitzbergen aus im Luftschiff das Nordpolarbecken und erforschte den kiirzesten
Luftweg von Nord-Europa nach Alaska. Heute fiihren zwei Flugrouten iiber den Nord-
ol.
]I:))ie Zeit der geographischen Entdeckungen ist jedoch zu Ende. Selbst die unzuging-
lichsten Teile der Polargebiete sind aus Flugzeugen und neuerdings aus Wettersatelliten
erkundet. Unbekannt aber ist ihre physikalische Natur: das Wetter, das Klima, die
Strahlenbrechung und Wellenausbreitung in den Atmosphérenschichten, die Vor-
stoBe der Gletscher, das Abschmelzen der Inland- und Meereise, die Drift des Packeises,
die Entstehung der Béden und vieles andere mehr.
Die Vermessungsfachleute haben dabei wichtige Aufgaben: sie vermessen das Gelinde
und zeichnen Karten. In die Karten tragen die Forscher ihre Beobachtungen ein. Sie
messen auch den Stand der Gletscher und die Schnelligkeit ihrer Bewegung.

Ein Arbeitstag im Sommer

Im Inneren des Konigsfjords, in einer wind- und eisgeschiitzten Bucht, ist das Haupt-
lager der Deutschen Spitzbergen-Expedition 1964/65 errichtet: Wohn- und Proviant-
zelte, eine Polarhiitte, Kistenstapel; das seetiichtige Motorboot liegt vor Anker. Bei
klarem Wetter und ruhiger See wird es losgemacht, und wir tuckern iiber den Fjord
zwischen glitzernden Eisbergen hindurch. Mit den MeBinstrumenten auf dem Riicken
steigen die Geoditen iiber Schotter, Schnee und Eis auf die Berge hinauf. Hier oben
bauen sie aus den herumliegenden Steinen 1 m big 2 m hohe Pyramiden, sogenannte
Steinminner. Das sind die trigonometrischen Punkte. Je drei von ihnen bilden ein
Dreieck und alle zusammen ein Netz von Dreiecken, welches das Expeditionsgebiet
iiberspannt. In diesen Dreiecken messen wir Winkel und Strecken und berechnen die
Koordinaten der Netzpunkte und ihre Hohe iiber dem Meere in einem rechtwinklig-
kartesischen Koordinatensystem (Sinussatz, Kosinussatz). Von diesen festen Punkten
aus wird das Gelinde fotografiert. Zu Hause werden aus den Fotoplatten die Berge und
Gletscher, die Kiistenlinien und die Inseln ausgemessen und daraus die Karte gezeich-
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Vermessungsschiff M8 Meteor vor der Westkiiste Spitzbergens

Gelindeaufnahme mit Hilfe fotografischer Platten




net. Um die Netzpunkte auf der Erdkugel nach geographischer Linge und Breite fest-
zulegen, miissen wir noch astronomische Beobachtungen anstellen. Dazu brauchen wir
Formeln aus der Geometrie gekriimmter Flichen.

Im Sommer ist es nordlich des Polarkreises Tag und Nacht hell, und bei gutem Wetter
arbeiten wir 20 bis 30 Stunden hintereinander. Dann halten uns wieder Nebel und
Stiirme tagelang im Zelt gefangen.

Ein Arbeitstag im Winter

Ein Arbeitstag im Winter beginnt mit dem Wachsen der Skier, denn die Fjorde und
Meerengen sind zugefroren und mit Schnee bedeckt. Leicht gleitet es sich iiber den
ebenen Fjord, aber miihsam ist das Steigen an den tiefverschneiten Berghingen.

Von einem Sattel aus 300 m Hohe ist der Konigsgletscher, ein Eisstrom von 5 km
Breite, 20 km Linge und 100 m Dicke, gut zu tibersehen. Zwei Meter am Tage bewegt
er seine Eismassen der Kiiste zu. Diese Bewegung messen wir, indem wir den Gletscher
mehrmals mit Hilfe einer Kamera mit MeBeinrichtung, einem sogenannten Photo-
theodoliten, fotografieren. .

Ein beliebiger Gelindepunkt P (z. B. die Lo P bewegter Gelindepunkt
Spitze eines Eisturmes) erscheint zur Zeit | T

¢, auf der fotografischen Platte an der |

Stelle @, zur Zeit ¢, an der Stelle z,. In J

der Zeit t, —t, = At hat sich der Punkt |

P von P, nach P, um den Betrag s ver- y Au:lwerleeﬁffemung.
schoben. Nach dem Strahlensatz ist

_y 4z \
S f >

und wir kénnen s berechnen, indem wir
fiir den Zihler die Entfernung y aus der
Karte, den Koordinatenunterschied Az
aus den Platten abgreifen und im Nenner
die Brennweite des Objektivs f einsetzen. ———— )
Noch vor 30 Jahren mufte jeder Mewert "% protographische Plotte
bei groBer Kilte und Sturm auf Papier  Prinzip der Geschwindigkeitsmessung

oder Plasttifelchen geschrieben werden. an Gletschern

Heute speichert man die geographischen,

geoditischen und geophysikalischen Informationen auf Fotoplatten, Filmen und
Magnetbindern, die, in die Heimat zuriickgekehrt, sofort in optische Auswerte- und
elektronische Rechengerite eingegeben werden kénnen. Im Polarwinter ist es drel
Monate lang Tag und Nacht dunkel, und nur im Mondschein und bei flackerndem
Nordlicht kénnen wir den Gletscher beobachten. Mit dem ersten Licht nach Sonnenauf-
gang kehren die Vogel zuriick. Robben sonnen sich vor ihren Wasserléchern; die Eis-
biren gehen auf Wanderschaft.

0o SPITZBERGEN o

-~ A

= * Objektiv
\ Brennweite

S. Mcier

FUR GEODASIE

1964, 3

‘\QR‘“ERMOS]' @
$ “y,

&

NATIONALKOMITEE
-
MISAHJO3ID ANN

o DEUTSCHE
°NOILIQ3dXx3

KINGSBAY 79° NORTH
SVALBARD

13



Mathematikolympiaden
in Bulgarien

Seit 16 Jahren werden in der Volksrepublik Bulgarien Mathematikolympiaden durch-
gefithrt. Bis 1963 nahmen die Schiiler der 9. bis 11. Klassenstufe teil, seit 1964 die
Schiiler der Klassenstufen 5 bis 11. Der Wettbewerb umfaBt drei Etappen, die jeweils
am 10. 1. bzw. am 20. 4. und am 20. 5. jeden Jahres abgeschlossen werden. An der
ersten und zweiten Stufe (Schul- und Kreisolympiade) nehmen Schiiler der 5. his
11. Klassenstufe teil, an der dritten Stufe (Landesolympiade) nur die Schiiler der 8. und
11. Klassenstufe. Die Aufgaben fiir die erste und zweite Stufe werden von den Sektio-
nen der Mathematischen Gesellschaften der Kreise ausgearbeitet. Bis zur Auswahl-
priifung fiir die IMO hatten sich 1964 auf Grund guten Abschneidens in den vorange-
gangenen Etappen 2 Schiiler aus der Klassenstufe 9, 14 aus der Klassenstufe 10 und
34 aus der Klassenstufe 11 durchgekimpft. 18 von ihnen erhielten mehr als 509, der
Punkte. Sie wurden in einem 12tigigen Kursus von Dozenten und Assistenten der Uni-
versitit Sofia auf die Internationale Mathematikolympiade vorbereitet und die acht
Besten nach harten Klausuren delegiert.

Jedes Jahr iiberreicht eine zentrale Kommission zur Vorbereitung der Olympiaden den
Schulen Aufgaben bulgarischer und auslindischer Herkunft. Zu Ehren der VIII. IMO
im Jahre 1966 in Sofia wurde allen Teilnehmern ein Vorausexemplar einer Aufgaben-
sammlung als Geschenk iiberreicht. Die darin enthaltenen 1339 Olympiadeaufgaben
konnen fiir die individuelle Arbeit sowie fiir das Training im Kollektiv der Schule oder
in den Arbeitsgemeinschaften gut genutzt werden.

Abschliefend sei eine Tabelle wiedergegeben, die zeigt, wie groB die Beteiligung an den
Olympiaden in unserem Lande ist.

Ubersicht iiber die Beteiligung an der 14. Olympiade
der Volksrepublik Bulgarien (1964/65)

Klassenstufen Anzahl der Anzahl der Schiiler, die
teiln. Schiiler auf Grund guter Lei-
stungen in eine héhere
Stufe kamen

1. Stufe 5bis 11 673646 243141
beendet bis 30. 1. 65 d.s. etwa 90% aller

(Schulstufe) Schiller der KI. 5 bis 11

2. Stufe 5 bis 11 219245 48025
beendet bis 20.4. 65

(Kreisstufe)

3. Stufe 8und 11 14165 2052

beendet bis 20. 5. 85
{Landesolympiade)

Zur Auswahlpriifung fiir die IMO wurden 93 Schiiler delegiert. Die acht Besten nah-
men an der VII. IMO in Berlin teil.

8. Bodurow
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Aufgaben der Mathematikolympiade
Schulstufe, Sofia 1967

Mit der Veroffentlichung der Aufgaben wollen wir unseren Lesern zeigen, welche Anfor-
derungen die Wissenschaftler und Mathematiklehrer Sofias an ihre Schiiler stellen, die
Aussicht haben werden, am Stadtausscheid teilnehmen zu kénnen. Wir danken unscren
Auslandskorrespondenten Assja Peinerdjiewa und Kostantin Petrov von der Universi-
tit Sofia fiir die Bereitstellung des Materials. Da unsere Leser auf Grund der verschie-
denen Lehrplananforderungen beider Lénder einen Teil der Aufgaben noch nicht 16sen
kénnen, haben wir aus jedem Schuljahr eine Aufgabe fiir unseren Wettbewerb ausge-
wahlt. (Die andere Wettbewerbsaufgabe findet ihr, liebe Leser, auf Seite 110.) Wir wol-
len damit einen konkreten Beitrag zur Vorbereitung auf die im September beginnende
VII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR — Schulstufe — geben und wiinschen
allen Teilnehmern dazu viel Erfolg und Freude, auch bei der Arbeit mit den nun folgen-
den bulgarischen Aufgaben :

Klassenstufe 5

1. Es ist zu berechnen:
{1446 984 :231 —[942690 : 201 +- (13104 : 234)- 112 — 335- 16]) - (10201 : 101) —16862.

Danach ist der Quotient aus dem Ergebnis und der kleinsten dreistelligen natiirlichen
Zahl, die gréBer als 100 und Vielfaches von 25 ist, zu ermitteln.

W(5)112 Alle Schiiler einer 5. Klasse einer Schule in Sofia machten mit ihrem Klas-
senlehrer einen Ausflug. Auf dem Hinweg zum Ausflugsziel marschierten sie in Reihen
mit je sechs, auf dem Riickweg dagegen in Reihen mit je vier Schiilern. Hitte ein
Schiiler das Marschkommando ibernommen, so wéren die iibrigen in Reihen mit je fiinf
Schiilern marschiert. Wieviel Schiiler gehoren dieser Schulklasse an? Wir wissen, da8 es
weniger als 50 Schiiler sind.

3. Gegeben ist ein gleichschenkliges Dreieck 4 BC mit der Basis 4 B. Die Strecke, die
einen Endpunkt der Basis mit der Mitte des Schenkels, der diesem Endpunkt gegen-
iiberliegt, verbindet, teilt den Umfang des Dreiecks so in zwei Streckenziige, dal der
Streckenzug, der die Basis enthilt, 11 em und der andere Streckenzug 15 cm lang ist.
Wie lang ist jeder Schenkel, wie lang ist die Basis dieses Dreiecks?

Klassenstufe 6

1. Es ist zu berechnen:

1 17 5.2
37414 (0,2652‘0,13 —153+ 0,06). [19,21 - (4,26 — 42)] .

Danach sind dieses Ergebnisses zu ermitteln.

15
100
‘W(6)113 Zur Herstellung von 1 kg Rosendl benstigt man 0,5 t Rosenbliiten ; zur Her-
stellung von 1 1 Parfiim braucht man zwei Tropfen Rosenél. 25 Tropfen Rosens! wiegen
genau 0,001 kg. Wieviel Liter Parfiim lassen sich aus 0,8 t Rosenbliiten herstellen?
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3. In einer Werkstatt wurden aus einer rechteckigen Zinkblechplatte, die 240 mm lang
und 150 mm breit war, an den vier Ecken je ein Quadrat von 40 mm Seitenlinge
herausgeschnitten. Die verbliebenen Rinder wurden umgebogen und ohne Uberlap-
pung zusammengel6tet, so daB ein oben offener quaderférmiger Kasten entstand. Wie-
viel Quadratzentimeter Zinkblech wurden nach Wegfall der herausgeschnittenen qua-
dratischen Blechstiicke zur Herstellung des Kastens benotigt? Wieviel Liter Fliissig-
keit faBt dieser Behélter?

Klassenstufe 7

1. Der Ausdruck

_ 1 a 2 3 5 3
2 _0,3a—§—b—(§+—3——b)~-{4gc — (201,750 — ) —

EJ
— [7 + 9 — (@bt + d)]}

ist zundichst zu vereinfachen. Danach ist der Wert dieses Ausdrucks fiir a = — 0,1,
c=3 ; und d = — 1; zu berechnen.

2. Zeichne ein spitzwinkliges Dreieck 4 BC! Konstruiere danach die beiden Winkel-
halbierenden der AuBenwinkel dieses Dreiecks, deren Scheitelpunkte in 4 und B lie-
gen! Der Schnittpunkt dieser Winkelhalbierenden sei D. Durch den Punkt D ist eine
Parallele zu AB zu zeichnen; sie schneidet die verlingerten Dreieckseiten CA und CB
in den Punkten M und N. Beweise, daB MN = AM + BN ist!

W(7)114  Zeichne ein stumpiwinkliges Dreieck 4 BC mit dem stumpfen Winkel o und
den spitzen Winkeln f undy ! Konstruiere die Dreieckshéhen ! Der Schnittpunkt der ver-
lingerten Hohen sei D. Vergleiche die von den verlingerten Héhen gebildeten Winkel,

deren Scheitelpunkt in D liegt, mit den Innenwinkeln des stumpfwinkligen Dreiecks
ABC! Was stellst du fest? Versuche, deine Aussage zu beweisen.

Klassenstufe 8

W(8)115 In Sofia startete um 11 Ubr ein Passagierflugzeug zum Flug nach Varna.
Eine halbe Stunde spiter startete vom gleichen Flughafen ein Militirflugzeug, das in
Varna 5 Minuten friiher als das Passagierflugzeug landete. Um wieviel Uhr landeten
beide Flugzeuge jeweils in Varna, und wie groB waren ihre mittleren Geschwindigkei-

ten, wenn die Geschwindigkeit des Militirflugzeuges 2%ma1 80 groB wie die des Passa-
gierflugzeuges war? Die Entfernung von Sofia bis Varna betrigt 400 km Luftlinie.
Die Berechnung ist mit einer Geenauigkeit von 4 71107 Minute auszuf{ihren.)
2. Der folgende Bruch ist so weit wie moglich zu kiirzen:
2#—22°—82?{ Bx—4
#—3a2 4 22 .

Der gekiirzte Bruch ist gleich Null zu setzen, und die so entstandene Gleichung ist zu
18sen.

3. Gegeben ist ein Parallelogramm 4 BCD. Die Mitte M von 4 Bist mit D, die Mitte P
von CD mit B zu verbinden. Es ist zu beweisen, daB diese Verbindungsstrecken die
Diagonale AC in drei gleiche Teilstrecken zerlegen.
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Klassenstufe 9
1. Der Ausdruck

2a)z a Vﬁ_l —zVz — -
=—F——"=+—"—+—="—Yaz)|: —
(B + erel —vez): (fa—ve)
ist so weit wie moghch zu vereintachen. Danach ist ¢ = ]/O 25 und z=1+ 3 zu
setzen und z mit einer Genauigkeit von zwei Stellen nach dem Komma zu berechnen.
2. Es ist die Gleichung

z—1 z+ 2 3—=z z+ 4

FES i tarst

z—2 " z+3 11—z =0

mit anschlieBender Probe zu lsen.

W(9)116 Es ist zu beweisen, daB das Produkt aus den MaBzahlen zweier Dreiecks-
seiten gleich dem Produkt aus den MaBzahlen der zur dritten Seite gehorigen Hohe und
des Durchmessers des Umkreises ist. Ferner ist die Konstruktion eines Dreiecks aus-
zufiihren und zu beschreiben, wenn zwei Seiten und der Durchmesser des Umkreises
gegeben sind.

Klassenstufe 10

1. Esist die folgende Identitit nachzuweisen:
1 3
3483 1 _ 3Vab
R SR e
a® —a® b3 1 b° a® b3

Dabei sind @ und b positive reelle Zahlen.
2. Es ist die folgende Summe zu berechnen:
S,=z2+ 2>+ 22+ + z,2

Dabei stellen dic 2,, ,, Z4, . . ., 2, eine arithmetische Folge dar.
W(10)117 Es seien zwei Geraden gund him Raume gegeben. Auf der Geraden g seien
ferner zwei verschiedene Punkte 4 und B festgelegt. Die Punkte H und K seien die
Projektionen der Punkte 4 und B auf die Gerade A.
a) Unter welchen Bedingungen fallen die Punkte # und K zusammen?
b) Unter welchen Bedingungen sind die Geraden 4AH und BK einander parallel?
¢) Unter welchen Bedingungen fallen die Geraden 4H und BK zusammen?

d) Wieist die Lage des Punktes 4 auf der Geraden ¢ zu wihlen, damit 4H im Punkt 4
auf g und im Punkt H auf & senkrecht steht, wenn die Fille a),b) und ¢) nicht zutreffen!

e) Es sind die Langen der Strecken BH, AK und AB zu berechuen, wenn HK = m,
AH = nund BK = p gilt und die Bedingung d) erfillt ist.

So muB der Kopf der Losung einer Wettbewerbsaufgabe aussehen!

30mm 50 mm 30mm

g Am 36
m m Rogemn W(e)s

19 30

%E
=
=



VI. Olympiade

Junger Mathematiker der DDR

Losungen zu den Aufgaben der Kreisolympiade (Dezember 1966)

Klassenstufe 5

1.* Insgesamt waren genau 500 Apfel vorhan-
den.
2. Die durch Vertauschung der Ziffern ent-
stehende Zahl muB gréBer sein als die ur-
spriingliche Zahl, da sie gleich dem um 2 ver-
minderten Dreifachen dieser Zahl sein soll.
Bei der urspriinglichen Zahl ist also die An-
zahl der Zehner kleiner als die der Einer. Man
braucht daher unter Beriicksichtigung der
Bedingung, daB die Summe der beiden An-
zahlen 10 betriagt, nur die Zahlen 19, 28, 37
und 46 in Betracht zu ziehen. Von ihnen er-
fiillt; 28 und nur 28 die Bedingungen der Auf-
gabe.
3.*10804 4 21608 - 8816 + 26448 +
8816 4 20744 = 97236
4.* Hans legt die Ubungsstrecke mit genan
176 Schritten zuriick.

Klassenstufe 6

1.* Die Lingen der einzelnen Teilstrecken
6ind 22 m, 45 mund 13 3 m.

2. Wegen (2) ist a durch 60 teilbar. Es gilt
daher @ = 60 - b, b ganz, und wegen (1) folgt
100 < 60b < 1201. Somit muB b der Bedin-
gung 1 < b < 21 geniigen. Wegen (3) kann b
nicht durch 2, nicht durch 3 und nicht durch5
und wegen (4) auch nicht durch 11 teilbar
sein. Also kommen fiir den Faktor b nur noch
die Zahlen 7; 13; 17 und 19 in Frage. Es sind
daher die Zahlen 420; 780; 1020 und 1140 zu
betrachten, die simtlich (1), (2) und (3) erfiil-
len. Von ihnen geniigen nur 420; 780 und 1020
der Bedingung (4). 420; 780; und 1020 sind
die gesuchten Zahlen, und es gibt keine wei-
teren natiirlichen Zahlen, die (1) bis (4) gleich-
zeitig erfiillen.

3. Der geforderte Winkel 1aBt sich aus einem
rechten Winkel und einem Winkel vom Grad-
maB 9° konstruieren. Der rechte Winkel wird
nach Grundkonstruktion 2 (Lehrbuch Klasse
8) konstruiert. Dann halbiert man nach
Grundk uktion 3 den geget Winkel
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und halbiert einen der beiden so erhaltenen
Winkel | GradmaB % =18°) noch einmal.
Dadurch entsteht ein Winkel vom GradmaB

% = 9° Man addiert auf die im Lehrbuch
Klasse 5 angegebene Weise den rechten Win-
kel und den Winkel von 9° und erhilt, wie
verlangt, einen Winkel von 99°.

4.* Die Breite der Terrasse betragt 9,6 m.

Klassenstufe 7

1. Man wihlt auf g einen beliebigen Punkt @
und schligt um ihn mit PQ den Kreis &,. Die-
ser schneidet g in zwei Punkten: R und R.
Nun schldgt man um Rund um P mit PQ die
Kreise k, und k,. Diese schneiden einander in
@ und in einem Punkt S 4 @ (andernfalls
wiirden sie sich in @ beriihren, also ligen R,
P und Q auf derselben Geraden, d. h. P lige
auf ¢, im Widerspruch zur Voraussetzung).
Schligt man nun mit PQ um § den Kreis k,,
so schneidet dieser k4 in zwei Punkten: X und
X', X % X'. Die Geraden gpy und gpx- und
nur diese geniigen der Aufgabenstellung.
(Der zweite Schnittpunkt B’ von k, und g
fiihrt zwar zu anderen Punkten X und X',
aber zu denselben Geraden).

g

Beweis: Laut Konstruktion ist das Dreieck
A SX P gleichseitig. AuBerdem ist SP || RQ,
weil RQPS ein Rhombus ist. Die Gerade gpy
schneide g im Punkte P,. Dann gilt (Wechsel-
winkel an geschnittenen Parallelen)

X SPPy~ < PP,Rd.h. & PP,R hat ein
GradmaB von 60°. Ebenso ist laut Konstruk-
tion X'P || SX. Die Gerade gpy‘ schneidet



mithin g ebenfalls unter einem Winkel von
60°. Da es nur zwei Geraden durch P gibt,
die mit g einen Winkel vom GradmaB 60° bil-
den, sind damit alle derartigen Geraden ge-
funden.

2. Wir betrachten irgend zwei gegeniiber-
liegende Winkel und bezeichnen ihre Grad-
mafe o und y und ihre Scheitelpunkte mit
A und O, so daB also ¢ und y die Gradmafe
der Winkel <t D4 Bund < BCDsind. Ferner
seien f,, By 0, bzw. 8, die GradmaBe der
Winkel & ABM, < MBC, < CDM und
<X MDA.

Behauptung: o + f = 180°

Beweis: Wir unterscheiden 3 Fille.

Falt1 (Der Punkt M liegt im Innern des
Sehnenvierecks):

In den Dreiecken 4 ABM, 4 BCM, 4 CDM
und ./ DAM sind die von M ausgehenden
Seiten Radien des Kreises k. Diese Dreiecke
sind daher gleichschenklig mit der Spitze M.
Daraus folgt: (1) #; + 8, = « und

) B+, =

¥y
Weiterhin gilt: (3) « + fy + B +y + 6, +
&, = 360°. (Die Winkelsumme im Viereck
ABCD betriigt 360°). Aus (1), (2) und (3)
folgt
e+ y+a+y=360°
a4y =180° w.z b. w.

Fall 2 (Der Punkt M liegt auf dem Sehnen-
viereck): In diesem Fall ist entweder f; = 0
oder f; =0 oder 3, = 0 oder §, = 0. Der
Beweis verlduft analog.

Fall 3 (Der Punkt M liegt auBerhalb des
Sehnenvierecks): In diesem Falle ist ent-
weder #, durch — 8, oder 8, durch — §, oder
8, durch — 8, oder &, durch — 4, zu ersetzen.
Der Beweis verliuft analog Fall 1.

3.* Die Ziffer 9 wird insgesamt 1605 mal auf-
geschrieben.

4.* Das Volumen des GefiBes betrigt
20 1 . 0
7 ZE Liter = - Liter.

Klassenstufe 8

1.* Die Gesamtheit aller méglichen Vertei-
lungen ist in dem folgenden Schema darge-
stellt (Dabei bedeuten: r —rote Kugel,
s —schwarze Kugel, w — weile Kugel):

A B
1. rrr rsww
2. rrs rrww
3. rrw rrs w
4. rsw Trr w
5. rww reer s
6. sww rrr T

2. Aus den Voraussetzungen folgt, daB die
Vierecke CC"4’A und BB’D’D Trapeze sind,
die im Falle g | AC oder g | BD auch ent-
artet sein konnen. Beide Trapeze haben die
Mittellinie M M’ gemeinsam. Die Liinge dieser
Mittellinie MM" ist nach einem bekannten
Satz

(1) gleich dem arithmetischen Mittel der
Lingen der Strecken 44’ und CC’ und nach
dem gleichen Satz

(2) gleich dem arithmetischen Mittel der
Liangen der Strecken BB’ und DD’. Daraus
folgt die Behauptung.

3. Ist  die erste Zahlund y die zweite, so gilt
nach den Angaben die folgende Gleichung:

18-z _ 15-y
100 100

also 6z = 5y. Daraus gewinnt man die Pro-
portion z:y = 5:6.

Durch RiickschluB erkennt man, daB umter
dieser Bedingung auch tatsichlich die For-
derung erfillt wird.

4. Behauptung: AB + CD = BC + AD
Beweis: Die Berithrungspunkte der Tangen-
ten an den Kreis seien E, F, G und H. Weil
die beiden Tangentenabschnitte von einem
jeden Punkt auBerhalb des Kreises an den
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Kreis gleichlang sind, gilt: AE = AH,

BE = BF, (G = CF, DG = DH.

Daraus folgt: AE + BE + 06 + DG =

A4H + BF 4+ CF + DH d
CD = BC + AD.

as heiBt: AB +

Klassenstufe 9

1.* Aus 105 = a? —b%2= (2 + b)(a —d)
(@> b> 0;a,b ganzzahlig) folgt, daB die
Zahlenpaare {53; 52}, {19; 16], {13; 8),
(11; 4] und nur diese Losungen der Aufgabe
sind.

2. Konstruktion: Man verbindet P mit dem
Mittelpunkt M des Kreises und konstruiert
die Senkrechte zu M P in P. Sie schneide die
Kreislinie in den Punkten 4 und B. 4B ist
die gesuchte Sehne.

Beweis: Zum Nachweis, daB 4 B die kiirzeste
durch P verlaufende Sehne des Kreises ist,
legen wir eine beliebige andere Sehne durch
P. Sie schneide die Kreislinie in den Punkten
C und D. Dann ist der Abstand der Sehne
CD von M Kciner als M P.

Beweis: Enthilt CD den Punkt M, dann ist
der Abstand der Strecke CD von M gleich
Null. Enthilt aber CD den Punkt M nicht,
dann fillen wir das Lot von M auf CD und
nennen seinen FuBpunkt @. Im rechtwink-
ligen Dreieck 4 MQP ist MP die Hypote-
nuse, und daher gilt MQ < MP. Nach dem
Satz, daB von zwei Sehnen eines Kreises mit

hiedlichen Abstinden vom Mittel-
punkt diejenige die kiirzere ist, die den gro-
feren Abstand vom Mittelpunkt hat, folgt
AB < CD. Da CD (durch P) beliebig ange-
nommen wurde, mufl 4B die kiirzeste durch
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P verlaufende Sehne dieses Kreises sein. Da
es stets genau eine Gerade durch M und P
und zu ihr genau eine Senkrechte durch P
gibt, ist die Konstruktion stets ausfiihrbar
und eindeutig.

3. Es ist zu beweisen, daB die Bedingung
a® + ¢? = b% 4+ d? notwendig und hinrei-
chend ist. Also miiBite gelten:

(1) Wenn AC | DB ist, so ist a? + c?=
b2 + d2 In der linken Figur gilt nach dem
Satz des Pythagoras: a? = 22 4 w?, b2 =
z2 4 gt ot =

22 4 % d2 = w? 4 22,

wobei z, w, z und y die Lingen der Diagona-
lenabschnitte sind.

Daraus folgt:

a2 4 ¢ = 22 + y? + w? + 2% = % + d?
Also gilt (1). Ferner miifite gelten:

(2) Wenn a? + ¢® = b2 4 d2 ist, so ist AC
| DB. Man betrachtet das Viereck ABCD,
in dem die Diagonale AC eingezeichnet ist.
Von den Punkten B und D werden die Lote
auf AC gefillt; ihre FuBpunkte seien E und F.
Ferner sei BE =hy,, DF =hy,, AF =n,
FC=t, AE =m, EC = w (rechte Figur).
Dann gilt: (3) m + u == + & Ferner gilt
nach dem Lehrsatz des Pythagoras: a2
m? 4 b, c? = 2 + kY, b2 = u? 4 A2, d°
%2 -+ b2,

also nach Voraussetzung a? 4 ¢ = k2 +
12, + m? 4 2 = B2 + h% + ut 4 n? =

b2 4 d.

Daraus folgt: (4) m? - 12 = u® + 22 bzw.
m2 —u? = 22— (2% oder (m + uw)(m —u) =
(n + t)(n —t). Wegen (3) folgt (5) m —u =
n—_t.

Aus (3) und (5) erhilt man schlieBlich m = n,
das heiB3t, die Punkte E und F sind identisch,
D, E (=F) und B liegen auf derselben
Geraden DB, die senkrecht zu AC verliuft.
Der behauptete Satz ist also richtig.

4.* Es gibt genau zwei Moglichkeiten, und
zwar die folgenden: (1) Fred und Monika,
Jiirgen und Dorothea, Anton und Inge, Hel-
mut und Christina, Giinter und Brigitte, Kurt
und Eva.

(2) Fred und Monika, Jiirgen und Dorothea,
Anton und Inge, Helmut und Christina, Giin-
ter und Eva, Kurt und Brigitte.



Klassenstufe 10

1. Die beiden Wurzeln der quadratischen
Gleichung seien w und w?®. Dann gilt nach den
Vietaschen Wurzelsitzen:

1) wtw=15

1 und (2) w?-w=a.
Aus (1) folgt
5
wy =y und w, = —5
Wegen (2) ist
125
a, = w? =% und @, = w,? =—75-

Durch Einsetzen findet man, daB die ermittel-
ten Werte tatsichlich den Bedingungen ge-

niigen:

z? 7%1 + %’l = 0 hat die Wurzeln
9 3 . 15 125

Ty =g U By =y, AT — g =0
. 25

hat die Wurzeln z; = s und z, = —5-

27
Die gestellte Bedingung wird von @, = 8
125

und ay = — 5 und nur von diesen erfiillt.

2. Beweis: (indirekt)

Angenommen, 9P ire durch ¢ kiirzbar

(c ganz, ¢+ 0, + 1), dann miiBte gelten
g¢—p=c-m (mganzzahligjundg=c-n
(n ganzzahlig).

Daraus wiirde folgen ¢ = ¢ (n — m). Dann
wiren ¢ und p durch ¢ teilbar, was der Vor-
aussetzung widerspricht.

3. Analyse: Angenommen, ein Punkt 4'(4= A4)
des Zeichenblattes liege auf 4.S. Man wihle B
auf g,, C auf g, so, daB 4, B, C nicht auf der-

gibt: Man wihle B auf g,, C auf g, s0, daB 4,
B, C nicht auf derselben Geraden liegen und
zeichne eine beliebige (von BC verschiedene)
Parallele zu BC. Sie schneide g, in B, g, in
C'. Die Parallelen durch B’ bzw. " zu BA
bzw. CA schneiden sich dann in einem Punkt
A’, und g44, ist die gesuchte Gerade.
Beweis: Nach Konstruktion ist
8C:8C" = BC:B'C" (Strahlensatz)

= AC:4'C’ (da 4 ABC ~ A'B'C"),
nach einer Umkehrung des Strahlensatzes
geht also g44° durch S. Diskussion: Da BC
nicht zu g, oder g, parallel ist, gilt dasselbe
fiir die gezeichnete Parallele, also sind B’, ¢
eindeutig bestimmt. Da B4, CA nicht paral-
lel sind, gilt dasselbe fiir ihre Parallelen durch
B’ bzw. (', also ist auch A4’ eindeutig be-
stimmt. (Genauer: 4’, B’, C" ergeben sich
eindeutig aus dem jeweils vorangegangenen
Teil der Konstruktion, der allerdings die
Willkiir der Wahlen von B, C, B, C’ ent-
hielt). Da schlieBlich die Parallele zu BC von
BC verschieden gezeichnet war, ist B’ & B;
C’ % C; also wird auch 4’ #+ 4. Somit ist
auch der letzte Konstruktionsschritt eindeu-
tig ausfithrbar. (Die willkiirliche Wahl von B,
C kann im Endergebnis keinen EinfluB auf
die Lage der Geraden g44° haben; denn nach
dem Beweis ist diese mit der Geraden g4«
identisch, also schon durch 4, g,, g, eindeutig
bestimmt.) — Endlich kann durch geeignete
Wahl von B, C und der Parallelen zu BC
stets erreicht werden, daBl B. C, B’, (", A’ auf
dem Zeichenblatt liegen. Auf einen exakten
Beweis hierzu, mit Hilfe der Voraussetzung,
daB A4, B. C innere Punkte des konvexen

selben Geraden liegen. Die Parallelen durch
A’ zu AB baw. AC schneiden g, bzw. g,
in B bzw. C".

=]

Zeichenblattes sind, muB hier verzichtet
werden.

4.* Es gelten folgende Beziehungen:

a) Vy:Vy=6:1  b) V: ¥, =9:2

¢) 0,:0,=2)3:14d) 0,:0, =3)3:2.
Hinweis: Bei den mit Sternchen versehenen

Aufgaben wird nur das Ergebnis genannt. Die
Aufgaben und ein Teil der Ldsungen der

Folglich gilt nach dem Strahlensatz §B: 5B’
— §4: 84’ = 8C : 8C’ und nach einer Um-
kehrung des Strahlensatzes BC || B'C". Da-
her kann die gesuchte Gerade nur diejenige
sein, die sich durch folgende Konstruktion er-

Kl fe 11/12 verdffentlicht ,,Wissen-
schaft und Fortschritt*. Dies geschieht in
enger Zusammenarbeit und in Abgrenzung
der Aufgaben beider Zeitschriften. In alpha,
Helt 5/67, werden die Lésungen der Bezirks-
und in alpha, Heft 6/67, die der DDR-Olym-
piade verdffentlicht.
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Aus dem Programm: Das Rechnen mit allg. Zahlen-
symbolen; Das Rechnen mit Tabellen; Proportio-
nalitst und Ahali it; i

systeme; Die graphische Losung arithmetischer Auf-

gaben; Die Satzgruppe des Pythagoras; Flichen-
: Konstrukti H i Grund-
lagen einiger MeBmethoden; Technisch wichtige
Kurven,
"
Losungen

{Einige Lésungen werden erst in den folgenden
Heften veriiffentlicht).

48 Aus 48 < 8- a folgt @ > 6, denn

48 =6-8; aus 8-a <80 folgt a <10,
denn 8 - 10 = 80.

Da die beiden Bedingungen a > 6und a < 10
zugleich erfiillt sein miissen, kann @ nur mit
den Zahlen 7, 8 oder 9 belegt werden.

49 Der Losungsweg wird aus der nachste-
henden Tabelle ersichtlich; es sei a die Ziffer
der Zehnerstelle und b die Ziffer der Einer-
stelle.

a b |10¢e+b 10b+a 3:(10b+a)
5 1 51 15 45
6 2 62 26 8
7 3 73 37 111
8 4 84 48 144
9 b 95 59 177

Nur die Zahl 51 erfiillt die gestellten Bedin-
gungen; es gilt 45 < 51.

52 Esgilt der Satz:,,In jedem unregelmiBi-
gen Dreieck liegt der groBeren von zwej Sei-
ten stets der groBere Winkel gegeniiber*.
Aus a > cund « = 58° folgt y < 58°.

Aus # + y = 122° und y < 58°folgt § > 64°.
Aus y < a < ffolgt c<a<b

53 Die Aussage a) ist wahr. Wegen 18=2-9
gilt fiir alle natiirlichen Zahlen «: wenn
18ln, so 9In und 2In. Die Aussage b) ist falsch.
Zum Beispiel ist 9127, aber nicht 2127.

Die Aussage c) ist falsch. Wegen 12 =26
gilt: wenn 12In, so stets auch 6ln. Die Aus-
sage d) ist falsch. Wegen 24 = 3 - 8gilt: wenn
24In, so 8ln und 3ln.

56 Wir bezeichnen den ersten Faktor mit
10a +b und den zweiten Faktor mit
90 + ¢; dabei sind a, b, ¢ natiirliche Zahlen
mit
0<aexg9,

0<b<9, 0<c< 9.
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Da das Produkt eine dreistellige Zahl ist, gilt

100 < (10a + b)(90 + ¢) < 999,

100 < 900a + 90b + 10ac + be < 999.
Daheriste < 1,und wegena > Omuia = 1
sein.

Also gilt 905 4 10¢ + be < 99.

Hieraus folgt entweder b = 0 oder b = 1.

Aus b = 0folgt 10¢ < 99, also
¢=0,1,2,3,4,5,6,78,oder 9.

Aus b = 1folgt 90 + 10¢ + ¢ < 99,
1le<9,also0c=0

Wir erhalten also die Losungen

10 - 90 = 900, 10 - 91 = 910, 10 - 92 = 920,
+e.y 10- 99 =990, 11 - 90 = 990,
insgesamt also 11 Moglichkeiten.

57 Bezeichnet man die Liinge der Basis des
gleichschenkligen Dreiecks 4 BC mit ¢ vnd
die Linge eines jeden Schenkels mit a, so
kann nur @ = 3¢ sein. Wire nimlich ¢ = 3a,
so wire a + ¢ < ¢, was in diesem Dreieck
nicht moglich ist. Man erhilt die Gleichung
3¢c+3¢c+e¢=1cm,7c =1l4cm,
¢=2cmunda = 6cm.

Die Aufgabe hat also genau eine Lésung; die
Seiten des Dreiecks sind 6 cm, 6 em und 2 cm
lang.

59 Die MaBzahl des Durchmessers (in km)
der kreisférmig angenommenen Bahn be-
trigt

d = 3476 + 985 - 379 = 4840;
die Mafzahl der Bahnlinge ist dann

u = 4840 = =~ 15200.
Da die Umlaufzeit 2h 58 min 3 s, das sind
10683 s, betrug, erhilt man fiir die MaBzahl
der Geschwindigkeit (in km - 871)

_ 15200

Y= 10683
Die Geschwindigkeit des Satelliten betrug
also
1,42km -5, d. s. rd. 5100 km - h™1,

60 Jeder Punkt Py (¢ =123,...,m und
k=123, ..,n) legt mit den iibrigen Punk-
ten genau mn — 1 Strecken fest. Wir erhal-
ten demnach mn (mn — 1) Strecken. Dabei
wurden alle Strecken doppelt gezihlt. Durch
die gegebenen Punkte sind also

== 1,42.

5 mn (mn — 1) Strecken bestimmt.

62 Ist die erste Zahl gleich z, so ist die
zweite gleich 2z und die dritte gleich 4z.
Daher gilt

22+ (22)° + (42)% = 189,

z2 4 42?2 4 162% = 189,

21z? =189, z2=9.



Diese Gleichung hat aber zwei reelle Losun-

gen, nimlich z;, = 3 und z, = —3.
Daher hat auch die Aufgabe genau zwei
Losungen; die Zahlentripel

(3, 6,12) und (—3, — 6, —12)

erfiillen die Bedingungen der Aufgabe.

63 1. Essei ABC ein spitzwinkliges Dreieck,

und es seien die (im Innern des Dreiecks lie-

genden) Hohen AD und BE einender gleich-

lang.
‘ c

~
3

A 8 4 F 8
Dann gilt wegen < ADC = & CEB = 90°
und
X DCA = & BCE

4 ADC =~ 4 CEB.

Daraus folgt AC = BC, d. h. das Dreicck
ABC ist gleichsehenklig.

2. Es sei ABC ein stumpfwinkliges Dreieck.
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kon-
nen wir annehmen, daBl der Winkel BCA
stumpf ist. Dann liegen die Hohen AD und
BE auBerhalb des Dreiecks und die Héhe CF
innerhalb des Dreiecks.

2.1. Es sei nun AD = BE. Dann gilt wie
oben wegen <x CD4 = < BEC = 90° und
X ACD = X ECB (Scheitelwinkel)

A ACD ~ A CBE.

Daraus folgt AC = BC, d. h. das Dreieck
ABC ist gleichschenklig.

2.2. Bs sei AD = CF. Dann wire wegen
£ 0DA = AFC =90 und AC = AC
4 ACD >~ 4 AFC;

daraus folgt <t ACD = & CAF,

also CD | AF.

Das widerspricht aber der Voraussetzung,
wonach 4 BC ein Dreijeck ist und die Geraden
BC und AB einander nicht parallel sein kon-
nen. Aus demselben Grund kann auch der
Fall BE = CF nicht eintreten.

3. Es sei ABC ein rechtwinkliges Dreieck mit
dem rechten Winkel BCA. Dann fallen die
Punkte C, D, E zusammen. Im Falle AD =
BE erhilt man wieder ein gleichschenkliges
Dreieck. Ferner konnen die Fille AD = CF
und BE = CF nicht eintreten, was sich
leicht wie unter 2.2 nachweisen 1aBt.

65 Setzt man log,x = 2z,80ist 162 = =z,

also 4% =gz, d. h. log,z = 2z.
ferner ist 24z = z,d. h. log,z = 4z.

Aus der Gleichung der Aufgabe folgt dann
2+4+224+42=17 Tz=17,
z=1, also z = 16.
Setzt man z = 16 in die obige Gleichung ein,
so erhiilt man log, % + log,z + log,z
= log,4 16 -+ log, 16 + log, 16
=1+2+4="17
66 Man erhilt (siche Abb.):
a) 2 = (r + 0,6)2 — 12 = 1,2r + 0,36
=1,2 - 1738000 - 0,36 &~ 2086000,
z == 1440.

0,6
N

Die Sichtweite betrug rd. 1,4 km.
b} (r—y)(r +0,6) =r?, 08
72 67
y:r—mzr_‘_oﬁzo,&
K =2nry=~2n-1738000-0,6
== 6552000.

Die zu iiberblickende Fliche betrug
rd. 6,6 km?,
W(5)50 Giinter habe zum Tauschen p pol-
nische, s sowjetische und b bulgarische Brief-
marken mitgebracht; wir stellen alle Mog-
lichkeiten in einer Tabelle zusammen :

s 48 53 48 < b < s P

1 4 5  nicht méglich nicht méglich

2 8 10 9 19

8 12 15 13oderld 14 oder 13

4 16 20 17oder18oder19 9oder 8oder?

5 20 26 21 oder22oder 4 oder 3 oder
23 oder 24 2 oder 1

Nur fiir 8 = 5 wird die Ungleichung p < s
erfilllt. Giinter hat genau 5 sowjetische
Briefmarken zum Tauschen mitgebracht. Fiir
die iibrigen Briefmarken gibt es vier Méglich-
keiten: 21 bulgarische und 4 polnische oder
22 bulgarische und 3 polnische oder 23 bul-
garische und 2 polnische oder 24 bulgarische
und 1 polnische.

W(5)51 Die Anzahl der Schiiler, die keine
Brotchen bestellen, sei z, wobei x> 3 gilt.
Weitere 2 Schiiler bestellen je 4 Brotchen;
2 - z Schiiler bestellen je 3 und nochmals
2« z Schiiler bestellen je 1 Brotchen. Es sei
y die Anzahl der verbleibenden restlichen
Schiiler. Dann gilt 62 4 y =30. Fir
z = 4erhalten wir y = 6. Fiir £ = 5erhalten
wir y = 0; das steht im Widerspruch zur
Aufgabe.

Es wurde folgende Bestellung aufgegeben :

4 Schiiler bestellten keine Brotchen, 4 Schii-
ler t 11 je 4, also 16 Brot-
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chen, 8 Schiiler bestellten je 3, also zusammen
24 Brotchen, 8 Schiiler bestellten je 1, also zu-
sammen 8 Brotchen, 6 Schiiler bestellten je 2,
also zusammen 12 Brotchen, der Klassen-
lehrer bestellt 3 Brétchen. Es muBten insge-
samt 63 frische Brétchen eingekauft werden.
‘W(6)54 Ausb)folgt180ia,denn4-5-9—=180.
Also 0 < 1802 < 4000 fiir z = 1,2,3,. . .
Aus d) folgt
11 1180 — 8;
11 14(452 —2).
Damit das Produkt 4(45x — 2) durch 11 teil-
bar ist, muf der zweite Faktor 45z — 2 durch
11 teilbar sein.
11 1452 —2; 11 |44z + (z—2).
Damit die Summe 44z 4 (r—2) durch
11 teilbar ist, muB} der zweite Summand
z — 2 durch 11 teilbar sein. Aus 11 |z —2
folgt z =13, 24, 35, 46, ... Nur =13
erfillt die Ungleichung 0 < 180 < 4000.
Weil 13 - 180 = 2340 und 2340 — 8 = 2332,
ist @ = 2332. Nur die Zahl 2332 erfiillt die
gestellten Bedingungen.
‘W(6)55 Wir nehmen an, von der Klasse 6b
hahen a Schiiler die Note ,Eins‘, b Schiiler die
Note ,Zwei‘, ¢ Schiiler die Note ,Drei,
d Schiiler die Note ,Vier und e Schiiler die
Note ,Fiinf‘ erhalten. Die Aussagen von
Klaus lassen sich dann durch die folgenden
Gleich bzw. Ungleict ausdriicken:
a)a+b+c+d+e=36;b)c>18;
ca<d<b; date=4;
e)2e<a< 4e; 1)2a=d.
Aus d) und e) folgt @ = 4 und e = 1, und da-
mit ist wegen f) d = 6. Die Gleichung a) und
die Ungleichung b) und c¢) lassen sich dann
vereinfachen; wir erhalten
a)b+4+c=26; b)c>18; ¢) 6<b
Aus a) und b) folgt & < 8. Aus b > 6 und
b < 8 folgt b = 7. Da 36 Schiiler anwesend
waren, mufl ¢ = 19 sein.
3 Schiiler erhielten die Note ,Eins‘, 7 die
Note ,Zwei‘, 19 die Note ,Drei’, 6 die Note
,Vier* und 1 Schiiler die Note ,Fiinf'. Der
Klassendurchschnitt errechnet sich wie folgt:
3-1=3, 19-3=57,1-5=5.
7-2=14, 6-4 =24,
3 4+ 14 457 + 24 + 5 = 103;
103 : 36 =2,86... Da 2,86 grofer als 2,6 ist,
hatte Gerd richtig gerechnet.
W(7)58 B, C und D seien die gegebenen
inneren Punkte der rechteckigen Zeichen-
fliche. Wir verbinden C' mit B und D. Wir
wollen annehmen, daB CD < BC sei. Wir
tragen CD auf BC von Bbis C’ ab und ziehen
durch ¢’ eine Parallele zu CD. Wir zeichnen
dann durch D eine Parallele zu BC. Der

1114 -45x —8;
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Schnittpunkt der ick Parallelen
sei D",
2 '
ot il
4 5

Nach Voraussetzung ist das Viereck 4 BCD
ein Parallelogramm. Aus D'C’ 1| DC und
BC" = DC = D'C’ folgt, daB das Viereck
ABC’D’ ein Rhombus ist. Im Rhombus hal-
biert eine Diagonale zwei Rhombuswinkel.
Da AC’ Diagonale des Rhombus 4 BC'D’ ist,
halbiert sie die Winkel D’AB und BC'D’.
‘Wir konstruieren die Winkelhalbierende des
Winkels BC'D’; sie ist auch Winkelhalbie-
rende des Winkels BAD.
W(8)61 Esseil00a + 10b 4 cdie gedachte
Zahl mit a —¢ =2 und ¢> 0.
Subtrahiert man hiervon die Zahl
100¢ 4 105 + a, so erhilt man
100(@a —¢) + (¢ —a)
=100(a — ¢ — 1) + 90 + (10 + ¢ —a).
Dabei gilt 0 <a—c—1 <8 und
0< 10 + ¢ —a< 9. Addiert man hierzu die
Zahl 100(10 4+ c—a) + 90 + (@ —c—1),
8o erhiilt man die Summe
100 - 9 + 180 -+ 9 = 1089.
W(9)64 Es sei M der Schnittpunkt der Ge-
raden BD und EF. Die Punkte B und D lie-
gen symmetrisch zur Symmetrieachse EF.

V) £ A

A £ a
Daraus folgt DB | EF und
DM = BM = % . Ferner gilt
FM:ME = DM:MB = 1:1, also
FH = ME— &
Nun ist 4 FDM ~ A DAB; daher gilt
k
E:?=b:a, dh,k:d=b:a

b [ ——

undk = d = JaT 5%
alpha-Wettbewerb [W(10)98] -Berichtigung-
Beweise, daB fiir alle von Null verschiedenen natiir-
lichen Zahlen 7 und firr alie positiven reellen Zahlen
aund z mit a 1 gilt:

logl — =log, z !
A

(letzter Einsendetermin: 10. 10. 1967)



Aus der Vogelperspektive
betrachtet

Suche zu dem vorgegebenen
Schriigbild den richtigen GrundriB!

Durch die Vereinheitlichung des gesamten Bestell- und
Abrech: fahrens im P itungsvertrieb wird
die Deutsche Post ab 1. Juli 1967 das Bezugsgeld fiir
diese Zeitschrift nicht mehr halbjihrlich, sondern
jeden 2. Monat kassieren.

‘Wir hoffen, da3 unsere Leser dieser, von der Deut-
schen Post eingeleiteten MaBnahme Verstindnis ent-
gegenbringen.
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In freien Stunden

a||1||a heiter

s Kleine Fische 1«

_ 7
| L/ g [ AGn
' C (oben, unten)
Die Arbeitsg haft ,,Aquarien‘ hat ei

Zuchtanlage von acht Becken, die in der aus
der Abbildung ersichtlichen Anordnung zu-
sammengestelit ist. Alfred (4), Bertold (B)
und Christian (C) betrachten zur gleichen Zeit
die Anlage.

Alfred: ,,Ich sehe links (b+c¢+ f+g)
13 Fische, rechts (@ + d + ¢ + k) 18 Fische !
Bertold: ,,Ich sehe links (@ + & 4+ ¢ + f) 17
und rechts (¢ + g + d + k) 14 Fische !
Christian: ,,Ich sehe oben (@ + b + ¢ + d)
16 Fische, unten (e + f + g + h)15Fische!*
Wieviel Fische befinden sich in jedem der
Aquarien a, b, ¢, d, ¢, f, g, h? (Alfred und
Christian betrachten die Anlage von ver-
schiedenen Seiten, Bertold von oben!) Be-
achte, daB durch je zwei Becken hindurch ge-
sehen wird!

Beantworte in drei Sekunden!
,,Wieviel Finger hast du an einer Hand, an
zwei Hinden, an zehn Hinden ?*

Schreibt euren Geburtstag auf und betrach-
tet ihn als Zahl (Bsp.: 12.7.1953 ergibt:
1271953)! Dann vertauscht ihr die Ziffern
dieser Zahl beliebig. Nun subtrahiert ihr die
kleinere Zahl von der gréfieren Zah! und vom
Ergebnis bildet ihr die Quersumme. Jetzt
denkt ihr euch eine Zahl von 0 bis 8 und sub-
trahiert die gedachte Zahl von eurer Quer-
summe. Ihr erhaltet eine Schliisselzahl a.
Jetzt zdhlt in Pfeilrichtung, bei Feld 8 be-
ginnend (Feld 8 mitzdhlen!), soviel Felder,
wie die Schliisselzah] angibt! Thr endet stets
bei einem Feld, das die gedachte Zahl ent-
hilt!

Beispiel: Aus 12. 7. 1953 wird 1271953. Zif-
fern beliebig vertauschen: 2171395! Bilden
der Differenz: 899442! Quersumme bilden:
36! Zahl zwischen 0 und 8 denken: 5 und von
36 subtrahieren: 31 (Schliisselzahl)! Bei
Feld 8 beginnend 31 Felder in Pfeilrichtung
gezdhlt, endet ihr bei Feld 5, der gedachten
Zabl! Wer kommt hinter das ,,Geheim-
nis“?
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Man kann Objekte zeichnen, die es gar nicht.
gibt! Aus ,,Readers Digest'* 10/66, USA
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4GUTEN MORGEN - EIN BLICK AUF DIE
Y UMR ,ESISTGENAU 6.30UHR '-VER’—
ZEIHUNG 530UHR - HALB FUNF !
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--UND HIER HAST DU DIE PALME AUF
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Das Letzte

aus der Fachzeitschrift
Rechentechnik

® Nicht schlecht staunten die stidtischen
Arbeiter der englischen Stadt Browley, als sie
Mitte dieses Monats in ihre Lohntiiten blick-
ten: Thre Entlohnung war {iber Nacht um ein
Vielfaches erhht worden. Ihre verstandliche
Freude war jedoch von kurzer Dauer. Eine
geringfiigige technische Panne, angeblich eine
Schwankung der Stromstarke, hatte die
mathematischen Fihigkeiten des Elektronen-
rechners, der die Lohnstreifen ausschreibt,
stark eingeschriankt. Allerdings muBten die
Arbeiter das Geld schweren Herzens zuriick-
zahlen.

o Eine ,elektronische Nase*, die Brandgase
riecht und jeden Brand schon in seinen An-
fangen meldet, ist in der Schweiz entwickelt
und als Alarmanlage eingesetzt worden. So-
genannte Melder sind mit dem ,,Gehirn®,
der Signalzentrale verbunden. Spricht ein
Melder an, so wird das elektrische Signal un-
verziiglich in eine optische und eine akusti-
sche Alarmmeldung umgewandelt.

o Eine Aufforderung zum Schulbesuch er-
hielt dieser Tage Frau Sofie Madsen aus
Lynge, die mit 104 Jahren die dlteste Ein-
wohnerin D& ks ist. Der A himmel
hatte in ihrem Heimatort in einer Hollerith-
Maschine gewiehert, die mit den Lochkarten
der Einwohner gefiittert worden war und die
schulpflichtigen Kinder ,,aussortieren® sollte.
‘Weil die Maschine in der Alterssparte nur bis
99 ,,zihlen“ konnte, stufte sie die 104 Jahre
alte Frau als Fiinfjahrige ein.

@ Durchschnittlich 220000 bis 250000 Miin-
zen — vom Pfennig bis zum Zweimarkstiick
— wandern tiglich von den Verkehrsbetrie-
ben der Stadt Dresden zum Miinzzentrum der
Deutschen Notenbank Dresden. Das Klein-
geld aus den Zahlboxen der StraBenbahnen
und Omnibusse der Elbestadt wird von den
Verkehrsbetrieben ungezihlt iibergehen. Im
Miinzzentrum wird das Geld durch Saug-
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vorrichtungen von alten Fahrscheinen ge-
saubert, sortiert, gezihlt und nach der Gut-
schrift auf das Konto der Verkehrsbetriebe
binnen wenigen Stunden wieder in Umlauf
gebracht.

o Nachdem in einem amerikanischen Unter-
nehmen die neueste elektronische Rechen-
maschine aufgestellt worden war, befestigte
man an der Wand in unmittelbarer Nihe
einen Glaskasten. Darin befindet sich eine
Handrechenmaschine, die viele Jahre hin-
durch ihren Dienst zuverlissig getan hatte.
Und am Glaskasten liest man die Aufschrift:
».Im Notfall Scheibe eindriicken.*

o Ein Elektronenrechner, der in einem eng-
lischen Elektrizititswerk die Abrechnungen
ausfiihrte, schickte an einen Stromabnehmer
eine Rechnung iiber null Pfund Sterling. Der
Kunde kiimmerte sich nicht darum, warum
auch. Daraufhin erhielt er vom Elektronen-
rechner die zweite und alsbald die dritte
Mahnung mit der Forderung, den genannten
Betrag einzuzahlen; andernfalls miiBte der
Strom gesperrt werden. Der Mann schickte
nun einen Scheck iiber null Pfund Sterling
und — erhielt vom Elektronenrechner die
Quittung mit dem Vermerk ,,Besten Dank
fiir Thre Uberweisung*.

® Der Elektronenrechner IBM 7044 ist im-

h

stande, eine #ullerst komplizierte Glei g
fir die ein Mensch 150 Jahre bendtigen
wiirde, in neun Sekunden zu lésen.



An unsere
neuen Leser!

Seit Ende 1966 wurden in Kinder-, Jugend- und Fachzeitschriften sowie zahlreichen
Tageszeitungen unsere Zeitschrift begriit und Einzelheiten unserer Arbeit dargelegt.
Uber 60000 Schiiler, Arbeitsgemeinschaftsleiter und Lehrer haben bereits sugegriffen.
Die Redaktion hat keine Miihe gescheut, neue Leser direkt iiber die Klassenleiter der
Schulen zu gewinnen. Diese Werbung werden wir systematisch fortsetzen. Es ist dafiir
gesorgt, daB sich auch uneere neu hinzugekommenen Leser an dem alpha-Wettbewerb,
der sich unerwarteten Zuspruchs erfreut, beteiligen konnen. Jeder, der mit 18st, ist Mit-
arbeiter von alpha; und davon kénnen wir nicht genug haben. Aus technischen Griin-
den sind wir leider nicht mehr in der Lage, die ersten Hefte nachzuliefern. Vielleicht
werden Euch, liebe neue Leser, Eure Mitschiiler ihre bereits erworbenen Exemplare zur
Information zur Verfiigung stellen? Allen sei zugerufen : Viel Freude bei der Arbeit mit
alpha fiir Buch, fiir uns aber vor allem konkrete Vorschlige, ein StoB Material und er-

forderlichenfalls auch Kritik zur weiteren Verbesserung unserer jungen Zeitschrift.

/]. Poleo

Chefredaktenr

Fir die Beteiligung am alpha-Wettbewerb
gelten folgende Bedingungen:

1. Am Wettbewerb konnen sich alle Schiiler
der 5. bis 10. Klasse beteiligen, auch dann,
wenn diese Schiiler eine Berufs- oder Volks-
hochschule besuchen.

2. Einsendungen sind unter Angabe von
Name, Vorname, Privatanschrift (Postleit-
zahl nicht vergessen!), Schule und Schuljahr
zu richten an:

Redaktion alpha 7027 Leipzig Postfach 14
3. Alle Wettbewerbsaufgaben sind im System
der Aufgaben fortlaufend iert. Der

uns natiirlich iiber saubere, iibersichtliche
Gestaltung.

6. Teilnehmer, die eine vorbildliche oder gute
(d. h. vollstindige und richtige) Ldsung ein-
gesandt haben, erhalten von der Redaktion
eine Antwortkarte mit dem Pridikat ,,vor-
bildlich gelost* oder ,,gut gelost*'. Wer keine
Nachricht erhilt, hat die Aufgabe unvoll-
stiindig, teilweise, nicht gelsst oder die vorge-
gebene Form nicht beachtet.

7. Letzter Einsendetermin wird jeweils be-
kanntgegeben.

8. Zwischen dem 15. und 31. Januar 1968

iiblichen Nummer sind ein W (d. h. Wettbe-
‘werb) und eine Ziffer in Klammern, z. B. (7)
vorgesetzt (d. h. fiir Klasse 7 geeignet).

4. Von dem Teilnehmer sind nur die Auf-
gaben seiner oder einer hoheren Klassenstufe
einzusenden, Nur dann erfolgt eine Bewer-

tung.

5. Zur Erleichterung der Korrektur und aus
technischen Griinden werden nur nach dem
suf Seite 117 angegebenen Muster einge-
sandte Losungen bearbeitet und bewertet.
Fiir jede Losung ist ein gesondertes Blatt zu
verwenden, Format A 4 (210 mm X 298 mm)
denn jede Aufgabe wird von einem anderen
Experten korrigiert. Besonders freuen wir

sind alle im Jahre 1967 erworbenen Antwort-
karten geschlossen an die Redaktion einzu-
senden. Eine Jury, deren Mitglieder wir im
Heft 6/67 vorstellen werden, wertet diese
Antwortkarten aus, iibergibt die Namen der
Preistriger und die Namen der aktivsten
Einsender der Redaktion zur Verdffent-
lichung.

9. Aussicht auf Preise und namentliche Ver-
offentlich haben Teilneh die im
Laufe des Jahres 1967 Antwortkarten mit
einem der beiden Pradikate erhalten haben.
Anerkennung wird also der Teilnehmer fin-
den, der regelmiifig, gewissenhaft und fleiBig
mitarbeitet.




Streifziige durch die Mathematik

BAND 2

1. Auflage, 232 Seiten, 210 zweifarbige Zeichnungen, 16,7 cm X 24 om,
Letnen 12,— MDN )

Aufgy in die , Mathematische Schiilerbiicherei*

Im November 1613 feierte der kaiserliche Mathematiker und Astronom am Gster-
reichischen Hof, Johannes Kepler (1571—1630), Hochzeit, zu der er einige
Fisser Wein besorgte. Bei dem Kauf war Kepler sehr erstaunt, dafl der Weinhéind-
ler den Rauminhalt der verschieden geformten Fisser auf ein und dieselbe Art
bestimmte, und zwar ma8 er den Abstand des Spundlochs von der am weitesten
entfernten Stelle des Falbodens. Bei dieser Art der Messung wurde aber die
Form des Fasses vollig unberiicksichtigt gelassen! Kepler erkannte sofort, daB da
ein interessantes mathematisches Problem vorlag. Er dachte dariiber nach und
fand Formeln nicht nur fiir das Volumen der verschiedenartigsten Korper, z. B.
einer Zitrone, eines Apfels, einer Quitte und sogar eines tiirkischen Turbans. Fiir
jeden dieser Korper ersann Kepler neue, zum Teil sehr scharfsinnige Methoden.

‘Wer die ,,Streifziige* liest, wird feststellen, mit welchen, im Grund genommen
einfachen Methoden Kepler zum Ziele kam. Und das ist ja der Vorteil dieses
Buches, daB es auch fiir Oberschiiler ohne weiteres verstandlich ist. Es hilft, den
Schulstoff zu vertiefen. Durch die Beispiele aus der modernen Technik (Fall-
schirmsprung, Aufstieg von Raketen, automatische Regelung des Zugverkehrs)
lernen sie dabei Begriffe kennen, die ihnen wahrscheinlich noch nicht so geldufig
sind. Die lustigen, bunten Zeichnungen helfen mit, den Schein der ,,Unnahbar-
keit* von der Mathematik zu losen.

URANIA-YERLAG LEIPZIG - JENA BERLIN
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A. . Chintschin

Am 18. November 1959 vollendete sich
das Lebenswerk eines der bedeutendsten
sowjetisch Math tik Alexander
Jakowlewitsch Chintschin. Mit seinen
fundamentalen Untersuchungen auf dem
Gebiet der Funktionentheorie, der Zahlen-
theorie und als Mitbegriinder der moder-
nen Wahrscheinlichkeitsrechnung trug
er in hohem MaBe dazu bei, daB die
sowjetische Wissenschaft, insbesondere
die Mathematik, Weltgeltung erlangte.
A. J. Chintschin wurde am 19. 7. 1894 in
dem Dorf Kondrowo des Bezirkes Ka-
lushskaja als Sohn eines Ingenieurs geboren. 1911 begann er sein Studiun an der
Physikalisch-Mathematischen Fakultit der Moskauer Universitit, an der er sich bald
dem Kreis junger Mathematiker um den bedeutenden Funktionentheoretiker N. N.
Lusin anschloB.

1916, ein Jahr vor der GroBen Sozialistischen Oktoberrevolution, beendete er das
Studium, verblieb aber an der Universitit, um eine Hochschullehrerlaufbahn einzu-
schlagen. Nach kurzer pidagogischer Titigkeit an einem Moskauer Polytechnikum
wurde Chintschin bereits 1919 Professor und Dekan der Physikalisch-Mathematischen
Fakultit des Polytechnischen Instituts in Iwanowo-Wosnesensk, an dem ebenfalls eine
Reihe hervorragende Gelehrte arbeiteten. Als 1922 die junge Sowjetmacht an der
Moskauer Staatlichen Universitit das wissenschaftliche Forschungsinstitut fiir Mathe-
matik und Mechanik griindete, wurde Chintschin sofort wissenschaftlicher Mitarbeiter.
Fiinf Jahre spiiter folgte dann seine Berufung zum Professor.

Zu dieser Zeit hatte Chintschin sein wissenschaftliches Interesse zwei fiir die Moskauer
TUniversitit neuen mathematischen Gebieten zugewandt: der Zahlentheorie, die er u. a.
um neue Sitze der MaBtheorie der Kettenbriiche bereicherte, sowie der Wahrschein-
lichkeitsrechnung. Zu tiefgreifenden Resultaten gelangte er vor allem in der Theorie
der Grenzwertsitze sowie der Theorie der stationdren Zufallsprozesse, fiir die er iiber-
haupt erst die Grundlagen schuf, die von zahlreichen Wissenschaftlern in und auBer-
halb der UdSSR bis in die Gegenwart ausgebaut und weiterentwickelt worden sind
und werden. Die Beschaftigung Chintschins mit stationdren Prozessen war eng mit
Problemen der Praxis verbunden; sie betrafen die Theorie der automatischen Telefon-
verbindungen und das Studium der zeitlichen Auslastung von Werkzeugmaschinen bei
Bedienung mehrerer Maschinen des gleichen Typs durch einen Arbeiter. Diese
Untersuchungen besafen nicht nur theoretisches Interesse, sondern filhrten zu echten
technischen Fortschritten.

Die Anwendund seiner wahrscheinlichkeitstheoretischen Methoden und Resultate auf
die statistische Physik erméglichte ihm auch hier bedeutende Beitriige.

A. J. Chintschin war Autor von etwa 150 wissenschaftlichen Publikationen in inter-
nationalen Zeitschriften, dazu treten wertvolle, teilweise in andere Sprachen iiber-
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setzte Monographien, vortreffliche populirwissenschaftliche Darstellungen aus seinem
Fachgebiet und nicht zuletzt Darlegungen zu Problemen der Organisation und Metho-
den des Mathematikunterrichts, denen er seit Beginn seiner Hochschullehrtitigkeit
lebhaftes Interesse entgegenbrachte. 1939 wurde er korrespondierendes Mitglied der
Akademie der Wissenschaften und 1944 Mitglied der Akademie der pidagogischen
Wissenschaften der UdSSR. Seine Titigkeit als Deputierter des Moskauer Stadt-
sowjets von 1939 an weist den Mathematiker Chintschin als einen am gesellschaftlichen
Leben teilnehmenden Gelehrten aus.
Die Sowjetregierung schitzte seine wissenschaftlichen und gesellschaftlichen Ver-
dienste hoch ein. Sie verlieh ihm den Staatspreis, den Leninorden und erkannte ihm
zweimal den Rotbannerorden und andere ehrende Auszeichnungen zu.

H. Bernhardt

‘Wir empfehlen das soeben in siebenter Auflage i Buch (in H
in die i i von B.W. und A. J. Chi in, VEB Deutscher Verlag der Wissen-
schaften, MDN 4,50

@ Ein mathematisches Werk guten Stils duldet keinerlei ,,Wasser*, keinerlei aus-
schmiickendes, die logische Spannung verminderndes Geschwiitz, keine Abschweifun-
gen. Die duBerste Knappheit, die ,,trockene* Strenge des Gedankens und seiner Dar-
legung stellen einen unabdingbaren Charakterzug des mathematischen Denkens dar.
Dieser Zug ist nicht nur fiir eine mathematische, sondern auch fiir jede andere ernst-
bafte Uberlegung sehr wertvoll; die lakonische Kiirze, das Bestreben, nichts Uber-
fliissiges zuzulassen, helfen sowohl dem Denkenden selbst als auch seinem Leser oder
Hbrer, sich véllig auf den gegebenen Gedankengang zu konzentrieren, ohne sich durch

_ nebensichliche Vorstellungen ablenken und den unmittelbaren Kontakt mit der
Grundlinie der Uberlegung zu verlieren.

@ Wer einmal die erhabene Freude der schopferischen Leistung erfahren hat, wird
niemals die Anstrengungen scheuen, um diese von neuem zu erleben. Keine Schwierig-
keiten werden ihn aufhalten, die Kraft seines Elans und Strebens, sein Flei und die
Ausdauer bei der Uberwindung von Hindernissen werden mit jedem neuen Erfolg
wachsen. MiBerfolgen, Fehlern, zeitweiligem Scheitern und Niederlagen aber wird er
s0 begegnen lernen, wie es einem wahren Kampfer gebiihrt — er wird ihretwegen nicht
untitig, sondern schopft in ihnen wie aus einer Quelle den Anreiz fiir immer neue und
neue Anspannungen des Gedankens und des Willens.

A. J. Chintschin
Aus: Probleme des ichts — D itrige sowjetischer Wissenschaftler. Volk und Wissen,
Nr. 002105, MDN 12,—

Aus der Jugend Chintchins .

A. J. Chintschin wurde 1894 in der Stadt Kondrowo geboren. Sein Vater, J. G.
Chintschin, leitete damals die Papierfabriken von Kondrowo und Troizkoje.

Schura (Rufname Chintschins, d. Red.) war ein lebhafter und geselliger Junge. Seine
Altersgenossen achteten ihn. Er beteiligte sich gern an Unterhaltungen und war
Initiator frohlicher Spiele. Schura griindete eine Laienspielgruppe, deren Mitglieder
gleichaltrige Kinder waren. Er schuf die Biihnenbilder und fiihrte gern Regie. Oft
improvisierte er Stiicke. Spiter wurde die hiusliche Laienspielgruppe in ein Liebhaber-
theater umgewandelt, das suf der Biihne der Schule von Kondréwo Stiicke von
Ostrowski, Tolstoi, Moliére u. a. auffiihrte. Mit dem Erlés der Theatereinnahmen
wurden fiir die Mitglieder des Liebhabertheaters Ausfliige nach Moskau unternommen,
dort verschiedene Theater besucht und die Arbeit ihrer Darsteller studiert.
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In seiner Jugend las Schura sehr viel. Er liebte Gedichte und schrieb selbst welche.
Die besten wurden versffentlicht. Bei ihm zeigte sich auch friihzeitig die Neigung zu
pidagogischer Betitigung. So half er den Freundinnen seiner Schwester, wenn
irgendeine in ihren Leistungen zuriickblieb. Er spielte gern Schach Schon sehr frith
zeigten sich bei ihm auBergewdhnliche mathematische Fihigkeiten. Seine Schwester
erinnert sich an folgende Begebenheit: Als Schura 12 Jahre alt war, lernte er die
Fabrpline aller Ziige aus den Kursbiichern RuBlands auswendig. Seine Lieblings-
Dbeschiftigung bestand im Losen -von Bilderritseln und mathematischen Scharaden.
Bis 1905 ging Schura in das Realgymnasium der Stadt Kaluga, von 1906 bis 1907
besuchte er in Ziirich (Schweiz) eine Privatschule, nach seiner Riickkehr ein Real-
gymnasium in Moskau. Mit 16 Jahren nahm Schura das Studium an der mathemati-
schen Fakultéit der Lomonossow-Universitat auf. Mit 21 Jahren schloB er sein Studium
ab und war bercits mit 25 Jahren Professor.

E. Muromzewa | A. Artisow

i

Schura mit seiner Schwester (1900) Schule von Kondrowo
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Mathematikolympiaden
in der UdSSR

:Anfang der dreiliger Jahre wirkte in der Leningrader Universitit der erfahrene und
energische Wissenschaftler Prof. Dr. B. N. Delone. Er war begeistert fiir die mathe-
‘matische Forschungsarbeit. Bei seinen Horern weckte er die Liebe zur Mathematik.
Im Schuljahr 1933/34 wurde auf seine Initiative als erste in der Sowjetunion an der
Leningrader Universitit eine Stadtolympiade fiir Schiiler ausgerichtet. Ein Jahr
darauf begann die Moskauer Universitit, Mathematikolympiaden durchzufiihren. Seit
dem Jahre 1946 haben sich dieser Form der auBerunterrichtlichen Arbeit im Fach
Mathematik viele Universititen und padagogische Hochschulen angeschlossen. Den
Olympiaden ging jeweils eine umfassende Zirkeltitigkeit unter Anleitung von Aspi-
ranten und den besten Studenten voraus. Daneben wurden Vortriige von Professoren
und Mitgliedern der Akademien gehalten. Die Themen wihlten die Zirkelleiter ent-
sprechend den Interessen zusammen mit den Schiilern aus.

‘Im Schuljahr 1959/60 fithrte der Minister fiir Volksbildung der RSFSR zusammen mit
der Moskauer Universitéit die erste Mathematikolympiade mit den Siegern der ver-
:schiedenen Republiken durch. Diese Initiative hat wesentlich dazu beigetragen, daB
.in der Mehrzah! der Schulen der Sowjetunion Mathematikzirkel eingerichtet wurden.
Die Olympiaden werden in vier Etappen durchgefiihrt: Teilnehmer der Schulstufe sind
Schiiler der b. bis 10. Klasse; in einigen Bezirken werden Schiiler der 4. Klasse mit
einbezogen. Der Inhalt und die Form der Schulwettbewerbe sind sehr verschieden
(traditionelle Wettbewerbe durch Losen von Aufgaben, lebendige theoretische Wett-
bewerbe oder mathematische Abende). Die Sieger der Schulolympiaden werden zur
; Kreisolympiade delegiert. Die aus ihr hervorgehenden Sieger der Klassen 7 bis 10
“nehmen an den Bezirksolympiaden bzw Repubhkulympmden teil. Den Abschluff
bildet die vierte Etappe, die Alluni de (siche nichste Seite, d. Red.).

AuBer diesem System der Olympiaden wird eine Allunions- -Fernolympiude durchge-
fiihrt. Die Aufgaben werden in der zentralen Jugendzeitung Komsomolskaja Prawda
und den lokalen Jugendzeitungen verdifentlicht. Die erfolgreichsten Teilnehmer
kénnen an den Bezirks- bzw. Republikolympiaden teilnehmen und sich somit auch fiir
die Allunionsolympiade qualifizieren. AuBerdem fiihrt der Fernsehfunk seit einigen
Jahren Mathematikolympiaden durch.

Vorsitzender der Jury der Allunionsolympiaden ist Prof. Dr. G. W. Tschelidse (Uni-
versitit Thbilissi). Die Jury setzt sich aus Wissenschaftlern zahlreicher in der auBer-
unterrichtlichen Arbeit aktiver Universititen und Hochschulen zusammen. Ein Teil
von ihnen war in der Jugend selbst begeisterter und erfolgreicher Teilnehmer der
Mathematikolympiaden.

X ) J. Petrakow
Aus cinem Bricf an die Red. alpha

Welche Wissenschaft ihr auch studiert, in welche Hochschule thr auch eintrelet, auf
welchem Gebiet ihr auch arbeitet, iiberall braucht ihr mathematische Kenntnisse, wenn ihr
‘auch nur die geringste Spur eures Wirkens hinterlassen wollt.

T M. L. Kalinin
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Allunionsolympiade Mathematik ' N
Thilissi 1967

In diesem Jahre fand dic Allunionsolympiade Mathematik in Thilissi, der Hauptstad.t.‘
der Grusinischen SSR, statt. Sic ist gegenwirtig ein Teil der wissenschaftlichen
Allunionsolympiaden, zu der noch Physik und Chemie gehéren.

An der Mathematikolympiade nahmen Teilnehmer davon Madchen
386 Sicger der Bezirks- 8. Klasse: 70 9
und Republikolympiaden teil: 9. Klasse: 117 15

10. Klasse: 189 19

Zehn Schiiler aus der 7. Klasse beteiligten sich am Wettbewerb der 8. Klassen. Die
Jury vergab zwei erste, drei zweite, elf dritte Preise und 124 Urkunden sowie Mathe-
matik-Bibliotheken fiir die Sieger. Die AbschluBfeier fand im Sitzungssaal des Obersten
Sowjets der Grusinischen SSR statt. Markanteste Gastc waren Akademiemitglied
G. 8. Dsozenugse, Vorsitzender des Obersten Sowjets der Grusinischen SSR, und
T. W. Laschkaraschwili, Prisident der Akademie der Wissenschaften der Grusinisch
SSR. Im AnschluB an den Wettbewerb unternahmen alle Teilnehmer eine Exkursion
durch die gastgebende Republik und lernten ihre Schenswiirdigkeiten kennen.

J. Petrakow
Aus einem Brief an dic Red. alpha g

Sa;qaqw BCECOIO3HON MaTeMaTHYeCKOIl OTMMONAALL
WKOJNbHUKOB

Bocemoit Kiace

1. B ocrpoyrozmbiiom tpeyrompuuke ABC Bricora AH, nmanfombutaAa u3 DHCOT, paBHa
mepnane BM. JlorkasaTe, uTo yroa ABC menbie 60°.

2. B HeKOTOPOM HATYPaJbHOM YMCJe IPOM3BOILHO nepecranmian nudpu. JokxasaTs, uTo

CYMMa NIOJIy4€HHOI) YiCIla ¢ MCXOAHLIM He paBHa 999. . .9.

1967 undp.

3. ITpomerrop ocBemaer yroa 90°. J[0xasaTh, YTO PACHOJIOHEHIIEE B YeTHIPEX NMPOU3-
BOJbHLIX TOYKAX MPOHEKTOPA MOMHO HAIIPABMTD TAK, YTOGLI OCBETUTH DBCIO MIIOCKOCTD.

4. MOMHO JIM HA OKPYHOCTHM pacmojomuth ymcaa 0,1,2....9 Tak, 4To6hl mioGute 1na
COCeHUX OTIAMYANUCh HA 3,4 mam 5?

5. JlokasaTh, YTO CYUIECTBYeT 4KCIO, AedflleecAd 1a 5'°0 y ne cofmepamiee B CBoOeit
3amMCH 1M OfIHOTO HYJIA.

HeBaTuit Kaace

1. MoxHO M Ha OKPYHOCTM PacmoJIOuTh uacaa 1,2,3,...13 Tak, uro6u aboie nBa
COCeMHUX YHUCIA OTIAMYANNCh Ha 3,4 nam 5?

2. CmoTpu Bapauy 3 BOCBMOIO Kiacca.

3. ul/[ll)pb] HEKOTOPOro 4YHCJa NMepecTaBUIIN M CI0HNUIN NOAyUeHHOe YHUCIO0 C MCXOHIIM.

Joka3saTe, 4To eciau cymMma paBHa 10'0, To MCXoAHOe YMCJIO memuiiock Ha 10.
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4. B tpeyrompuuke ABC Brcora CH pasna meamane BE n panma Guccexrpuce AJl.
Hoxkasare, uto Tpeyroabunk ABC npaBuabHEIA.

5. Hatiti BCe mapsl nenmx 9ucen X um Y, yAOBIETBOPAIIINX YPaBHEHUIO :

Frz=y+y+y+y

HNecaruit xaace

1. B 10C1€NOBATENLHOCTN IENHX TOJOMUTENBHEIX YUCEN KaMKARIA UlleH, HAYNHAA C
TpeThero, paBeH MONYJ0 PA3HOCTH ABYX MpPENbIAYLMX.

Hakoe RanGoJbIuee YNCII0 YICHOE MOMKET UMETh TAKAA ITOCIENOBATENBIIOCTb, €CTIit KAKALIK
€8 uieH He MPeBOCXORuT 19677

2. B xasmIo#t 43 BOCEMM TOYEK NPOCTPAHCTBA CTOMT MPOMEKTOP, KOTOPHIA OCBEIIAET OK-
TaHT (TPEXTPAHHBIA Yros CO B3AHMHO-NEPNEHAHKYNAPULIMU PEOpaMU) ¢ BepuiMHON B
aTo#t ToyKe. JJOKAIATH, YTO MOKHO HIANPABUTE TPOMKEKTOPA TAK, YTOGLI OHM OCBETUIIH BCE
NPOCTPAHCTRO.

3. «Hoposn-Camoy6uitian. Ha maxmarwofi xocke paamepom 1000 X 1000 cTouT uépnniit
KOpONb 1 499 Genwix mapeii. JJoKalaThk 4TO NPHM TMPOM3BOJILHOM HAYaNLHOM PACHOO-
HeHUM (UTYp KOPOJb MOMET CTaTh MON yaap Gesnofi maubu, Kak Obl He Mrpamn Gembie.
{Xonp! genawoTCA Tak ke, KAk M B OGBYHLIX INAXMaTax).

4, Tpn nocjenoBaTeNbHEE BEPWWHE pomba JeAar, COOTBETCTEEHHO, HA CTOpoHax AB,
BC, C]I manuoro #Bagpara co croporoii I. Haktu nmuomaas GUrypLl, KoTopyio 3anonumor
9eTBEPThI: BEPLUIMHEI TAKMUX POMGOB.

5. Harypambhoe uncio K oGmamaer Takum coiictbom: ecan M gesmres wo K, To u
9YMCIIO, 3AMMCEIBAEMOE TeMH ke HUdipamit, yTo 1 M, r 06paTHom nopaake, nenutcs ua K.
Hoxasars, uro K — genurens umcaa 99.

Sowjetische Stiidte, die in diesem Heft genannt werden: /?

</
o2~

8 Iwanowo 17 Nowosibirsk
9 Kaluga 18 Rjasan

10 Kiew 19 Saratow
11 Easan 20 Tartu
12 Kondrowo 21 Tbilissi
1. Archangelsk 13 Krasnojersk 22 Troizkoje
2 Astrachan 5 Gorki 14 Leningrad 23 Ufa
3 Bratsk 8 Irkutsk 16 Lwow 24 Wiadimir
4 Charkow 7 Ishewsk 16 Moskau 25 Wladiwostok
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HOBOCHBIPCER

Nowosibirsk

zghlt zu den jungen Stddten, die in erstaunlich raschem Tempo crrichtet wurden.
Moskau brauchte 750 Jahre, ehe es zu einer Millionenstadt wurde, New York 200 Jahre,
Kiew 700 Jahre, aber Nowosibirsk nur 60 Jahre. Dieser Stadt wurde nach der Oktober-
revolution die Rolle eines groBen Industriezentrums zugedacht. Waren mit der Auf-
schrift ,,Hergestellt in Nowosibirsk* werden nach mchr als 40 Landern exportiert.
Die Werktitigen dieser Stadt in der Taiga produzieren jetzt an einem Tage mehr als
1940 in einem Monat. Als W. J. Lenin im Jahre 1897 auf dem Wege in die Verbannung
durch die Siedlung Nowonikljewsk kam, hatte sie 8000 Einwohner. Heute beherbergt
Nowosibirsk 1,2 Millionen Menschen. Und wer noch mehr Zahlen wissen méchte: Hier
gibt es u. a. 14 Hochschulen (mit 120000 Studenten), 170 Mittelschulen, 6 Theater,
500 Bibliotheken, 50 Forschungsinstitute.

Akademgorod — das Akademieviertel — liegt 40 Kilometer von Nowosibirsk entfernt
und wurde vor siecben Jahren inmitten von Buchen-, Birken- und Kiefernwildern
errichtet. Es hat heute 35000 Einwohner und umfaft 15 Institute. In ihnen sind 12
ordentliche Mitglieder der Akademie der Wissenschaften, 34 korrespondierende Mit-
glieder, 80 Doktoren, 700 Kandidaten der Wissenschaften und 6000 Wissenschaftler,
Techniker und Ingenieure, insgesamt 14000 Menschen in Forschungs- und Produktions-
stitten titig. Das Durchschnittsalter der Wissenschaftler liegt bei 31 Jahren.

Matsch-Phys-Schkole ist die Internatsspezialschule fiir Mathematik, Physik und
Chemie. Sie steht unter Leitung des Physikers Dr. habil. Bytschenkow, der hier
12 Stunden unterrichtet. Er wird von tiber 60 Hochschullehrern unterstiitzt. Fiinf
Tage in der Woche sind sie in ihren wissenschaftlichen Einrichtyngen tétig, einen
sechsten stehen sie fiir den Unterricht in der Schule zur Verfiigung unter dem Motto:
Kein Wissenschafiler okne Schiiler.

Das Lehrprogramm fiir diese Schule stellen die Wissenschaftler zusammen. Dabei
steht der Unterricht in Mathematik und Physik an erster Stelle. Bei acht Wochen-
stunden in Physik (9. und 10. Klasse) werden beispielsweise zwei bis drei Vorlesungen
gehalten. Die anderen Stunden sind Seminaren und Ubungen (meist in den Labors der
Institute der Akademie) vorbehalten. Nach jeder Vorlesung werden Aufgaben gestellt.
Fiir einen Zeitraum von vier Wochen geben die Dozenten 30 bis 40 fakultative (frei-
willige) Hausaufgaben aus. In Klassenarbeiten sind stets eine Reihe fakultativer
Aufgaben eingebaut. Bei der Losung aller Aufgaben kommt es besonders auf die
Originalitét und Eleganz an.

In dieser Spezialschule gibt es 30 Arbeitsgemeinschaften, u. a. Mathematische Logik,
Kybernetik, Astronomie, Radiotechnik, experimentelle Hydromechanik, Kern-
physik. Wer in einem Fach die Schuljahrespriifung nicht besteht, geht zuriick an seine
Heimatschule. Mit Recht werdet ihr, liebe Leser fragen, wie man Schiiler dieser weit
iiber die Grenzen der Sowjetunion bekannten Schule werden kann?

Sommerschule. Drei Wege gibt es, einer der rund 1000 Teilnehmer an dem von der
Akademie in Nowosibirsk durchgefiihrten vierwchigen Sommerlager zu werden: Der
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Schulleiter schliigt einen Schiiler vor, der sich im Unterricht und der auBerunterricht-
lichen Arbeit im Fach Mathematik und Physik besonders bewihrt. Jeder Schiiler kann
sich am Fernstudium der Internatsspezialschule fiir Mathematik, Physik und Chemie
beteiligen. Er erhilt (siche unten) einen Brief mit Aufgaben. Im April jedes Jahres
werden die vom Direktor vorgeschlagenen bzw. erfolgreichsten Teilnehmer am Fern-
studium in drei bis vier Orten Sibiriens zusammengefaBt. Wissenschaftler der Aka-
demie lernen sie dabei persénlich kennen und fiihren mit ihnen eine schwierige, miind-
liche Olympiade durch, die den Charakter eines strengen Examens hat. Wer sich
bewihrt, erhilt gleichberechtigt mit den Siegern der Rayonolympiaden Sibiriens eine
Einladung nach Nowosibirsk. Die Jungen Mathematiker und Physiker (Alter: 12 bis
16 Jahre) horen wihrend ihres Aufenthalts Vorlesungen, arbeiten in kleinen Zirkeln, in
Seminaren und Altersgruppen unter Anleitung von Wissenschaftlern der Akademie,
In ihrer Freizeit — es sind Sommerferien — tummeln sie sich in den herrlichen Wildern
am Strand des 216 km langen und 24 km breiten Ob-Meeres oder haben Gelegenheit,
mit namhaften Personlichkeiten zu sprechen. An jeweils fiinf Tagen werden folgende
Vorlesungen gehalten: 6 Stunden Mathematik, 6 Stunden Physik, 2 Stunden Chemie,
1 Stunde Biologie, dazu entsprechende Ubungen. Nach harten Klausuren und all-
seitiger Bewihrung wihrend des Sommerlagers iibernimmt die Internatsspezial-
schule die 250 bis 300 Besten.

W. Friedrich

Fernstudium fiir Schiiler
Lieber Freund!

‘Wenn Sie den Wunsch haben, Thre Kenntnisse in Mathematik und Physik zu vertiefen
und interessante und komplizierte Aufgaben l6sen lernen wollen, schlagen wir Ihnen
vor, ein Fernstudium an der Internatsspezialschule der Nowosibirsker Universitit
aufzunehmen. Es gibt zwei Kurse: Fir den ersten Kurs werden bevorzugt Schiiler
aufgenommen, die zur Zeit die 8. Klasse besuchen. Wir legen Ihnen die Aufgaben der
Eignungspriifung vor. Schiiler, die in unsere Schule eintreten wollen, méchten die
Ergebnisse dieser Aufgaben bis spitestens 11.11.1966 einsenden. Es ist nicht un-
bedingt notwendig, simtliche Aufgaben zu lsen. Wihlen Sie die Aufgaben aus, deren
Losungen Ihrer Meinung nach interessant, originell, elegant sind. Die Arbeit muB auf
kariertem Papier in einem Heft angefertigt sein. Wir bitten, das Heft beim Einsenden
nicht einzurollen.

Mathematikaufgaben 3. Man l6se die Gleichung
2218 z+y+z=azyz
1. Es sei der Bruch B—IA_T:—.I gegeben. Fir . ganzen Zahlen.
welche ganzzahligen z-Werte kann dieser
Bruch gekiirzt werden? 4.Von den Zahlen 1 234567891011
. . . 12...98 99 100 sind 10 Ziffern so weg-
2. Gegeben sei ein Dreieck 4 BC. Die Lingen ick daB die iibrighleibende Zahl

der Seiten 4B, BC und AC mogen 3 cm, méglichst groB ist.

4 cm bzw. 4 cm betragen. Uber der Seite AC

sei ein Quadrat errichtet, dessen Mittelpunkt 5. Man beweise, daB die Gleichung
M mit dem Eckpunkt B verbunden werde. 16 22— Ty

Man beweise, daB MB Winkelhalbierende Tiy=

des Winkels bei B ist. keine ganzzahligen Lisungen besitzt.
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6. Man beweise, daf3 man von 52 Zahlen zwei
so auswdhlen kann, daB entweder ihre
Summe oder ihre Differenz durch 100 teil-
bar ist.

7. In einem Dreieck mogen die von ein und
demselben Eckpunkt ausgehende Winkel-
halbierende, Seitenhalbierende und Hohe den
Winkel in vier gleiche Teile teilen. Man be-
stimme die Winkel des Dreiecks.

Physikaufgaben (Auswahl)

5. An welchem Widerstand der Schaltung
(siehe Abb.) wird in einer Stunde die groBte
und an welchem die kleinste Wirmemenge
freigesetzt? In welchem Verhiltnis steht die
eine zu der anderen?

Bekannt sei

BR=1Q
R,=2Q

R,=100Q
R,=200Q

Geschw.-Zeit-Zi hang. Ableit
und Integrale in Aufgaben der Physik, der
Chemie und der Technik. (5) Trigonometri-
sche Funktionen. Vektoren und ihre Projek-
tionen. Addition von Vektoren, Multiplikation
mit einem Skalar. Projektionen von Vek-
toren. Definition des Sinus und des Kosinus
mit Hilfe der Projektion des Einheitsvektors.
Grafische Darstellung des Sinus und Kosinus.
Additionstheoreme und Folgerungen aus
ihnen. Ableitungen von trig. Funktionen.
Funktionen mit dem Argument (az + b).
Gleichung der ungedimpften Pendelschwin-
gungen. Begriff der ,,mittelbaren‘‘ Funktion.
Ableitungen mittclbarer Funktionen. Inverse
Funktion. Umkehrfunktionen der trig. Funk-
tionen, ihre Ableitungen und die mit ihnen
vcrbundenen einfachsten Integrale. Be-
und unbestimmte T ion. (6)
Die Potenzfunktion, die logarithmische und
die Exponentialfunktion. Integration und
Differentiation von Potenzfunktionen mit
ganzen und gebrochenen Exponenten. Eigen-
schaften der Logarithmen, Umkehrfunk-
tionen. Ableitungen, Integrationen. Mittel-
bare Funktionen. Differentialgleichung der
Exponentialfunktionen. Integration mittels
Substitution.

6. Wie groB ist die Spannung zwischen den
Punkten 4 und B der Schaltung (vgl. die
vorstehende Aufgabe), wenn bekannt ist, daB
die Spannung an CD 10 V betrigt?

Mathematikprogramm (Entwuarf)
9. Klasse, Internatsspezialschule, Nowosibirsk

1 Analysis: (Thema 1) Elemente der Mengen-
Ichre, Element und Menge, Untermengen,
geordnete Mengen, Operationen mit Mengen.
Pradikatenlogik. (2) Kombinatorik, Ele-
mente der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Per-
mutationen, Kombinationen, Variationen
mit und ohne Wiederholungen. Alphabete
und Wérter. Definition der Wahrscheinlich-
keit und ihre Eigenschaften. Bedingte
Wahrscheinlichkeit. (3) Reelle Zahlen, Ko-
ordinaten.  Zahlenkongruenzen, Zahlen-
folgen.  Grenzwertberechnungen. Reihen
von Zahlen und Funktionen. Begriff der
Rechengenauigkeit. Arbeiten mit dem
Rechenstab und der Rechenmaschine. (4)

II Geometrie (Thema 1) Koordinaten auf der
Geraden und in der Ebene. Vektorrechnung.
Die Zahlengerade. Der Abstand zweier
Punkte. Streckenteilung in gegebenem Ver-
haltnis. Vektoren: Addition und Subtraktion
von Vektoren. Multiplikation eines Vektors
mit einem Skalar. Das Koordinatensystem
in der Ebene. Vektoren in der Ebene. Projek-
tion von Vektoren. Das skalare Produkt von
Einheitsvektoren. Komponentendarstellung
von Vektoren. Addition, Subtraktion und
Multiplikation von Vektoren. Entfernung
zwischen Punkten in der Ebene. (2) Metrische
Verhiltnisse fiir Dreiecke, Vielecke und
Polyeder. (3) Polarkoordinatensystem. Um-
rechnung in kartesische Koordinaten. (4) Ge-
raden und ihre Gleichungen. Zwei sich
schneidende  Geraden. Berechnung  des
Schnittwinkels zweier Geraden. Parallelitit,
Orthogonalitit. Bestimmungsgleichungen
zweiten und dritten Grades. Gleichung eines
Geradenbiischels. Allgemeine Gleichung und
Hessesche Normalform der Geraden. Ent-
ternung elnes Punktes von einer Geraden.

Funktionen und ihre graphische Darstell

Die Tangente. Die Ableitung. Geschwindig-
keit. Der Inhalt von durch Kurven begrenzter
Flichen. Definition des Integrals, sein Zu-
sa h mit der Ableitung. Ermijtteln

des Weg-Zeit-Zusammenhsmgs aus dem

de Untersuchung der Glei-
chungen zweier Geraden. (5) Kurven zweiter
Ordnung. Geometrische Eigenschaften der
Kurven zweiter Ordnung: Kreis, Ellipse,
Hyperbel, Parabel. Die Ellipse als Projektion
des Kreises. Tangentenprobleme.
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Aufgaben aus Mathematik-
lehrbiichern der Estnischen SSR

118 Zwei Kraftfahrer hatten den Auftrag,
mit jhren Lastkraftwagen 170t Konsum-
giiter vom Bahnhof ins Auslieferungslager
zu transportieren. Der erste Fahrer, dessen
Lkw jedes Mal mit 4 t Ware beladen wurde,
machte zwanzig Fahrten. Wieviel Fahrten
entfielen auf den zweiten Fahrer, wenn dessen
Lkw stets mit 5 t Ware beladen wurde?

119 Ein Kolchos hatte auf zwei Feldern
Kartoffeln angebaut. Vom ersten Feld wur-
den insgesamt 810 t, vom zweiten 640 t Kar-
toffeln geerntet. Auf dem ersten Feld wurde
ein Durchschnittsertrag von 180 dt je ha,
auf dem zweiten von 200 dt je ha erzielt,
Welches von den beiden Feldern ist das
groBere? Um wieviel Hektar unterscheiden
sich ihre Flachen?

120 Die Oberfliche eines holzernen Quaders
mit den Kantenldngen 3 dm, 4 dm und 5 dm
wurde rot gefirbt. Dann wurde der Quader
zu Wiirfeln von je 1 dm?® Rauminhalt zer-
sigt. Ermittle, bei wieviel Wiirfeln drei, zwei
bzw. nur eine quadratische Fliche gefirbt
war! Bei wieviel Wiirfeln war die Oberfliche
ungefirbt?

121 In einem rechtwinkligen Dreieck ist
der eine spitze Winkel doppelt so groB wie
der andere. Wie gro8 sind die Winkel dieses
Dreiecks?

122 Berechne:

107-{700—[96 : 2— (45 4 27): 9] - 5 —495)
—135.

123 Einem Speiselokal wurde Fleisch zum
Zubereiten der Gerichte in zwei Frischhalte-
behiltern angeliefert. Das Bruttogewicht des
ersten Behilters betrug 12,5 kg, das Bruttoge-
wicht des zweiten war um i kgkleiner als das

3
des ersten., Jeder Behilter wog leer 2 g ke. Das

Fleisch aus beiden Behiltern reichte genau
fiir zwei Tage zur Versorgung der Giste. Am

ersten Tag wurden vom Koch 9 5 kg Fleisch
verbraucht. Wieviel kg Fleisch standen dem
Koch am zweiten Tag zur Verfiigung?
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3
124 Ein Betrieb erzeugte 200 der laut Plan

vorgeschenen Waren nicht. Diese Planschul-
den beliefen sich auf den Betrag von 0,3Mil-
lionen Rubeln. Fiir wieviele Rubel hitte der
Betrieb Waren produziert, wenn der Plan
erfiillt worden wire?

125 Ein Zelt hat die Form einer geraden
Pyramide mit quadratischer Grundfliche.
Wieviel m? Stoff wurden zum Anfertigen des
Zeltes benttigt, wenn die Grundseite einer
Dreiecksbahn 3,8m und ihre Héhe 2,8m
betragen? Das Zelt wurde ohne Leinwand-
boden gefertigt; der Stoffverschnitt und die
Sdume sollen unberiicksichtigt bleiben.

126 Berechne!

7 4 .5 3
bty Sgidy
1 1 1 3
S5+6y 231

127 Ein zylindrisches GlasgefaB hat die
lichte Weite von 2,82 dm. Es werden 121
Wasser in das GefdB gefillt. Ermittle die
Hohe des Wasserspiegels iiber der Grund-
flache des GefaBes!

128 Der Umfang eines 4 m hohen kegelfor-
migen Schotterhaufens betrigt am Boden
25 m. Es soll eine sechs Meter breite StrafBe
asphaltiert werden. Dazu benétigt man auf
100 m? StraBenfliche 3,5t Schotter; ein
Kubikmeter Schotter wiegt 1,8 t. Wieviel
Meter Straflenlinge kénnen mit dem vor-
ratigen Schotter asphaltiert werden?

129 In zwei Getreidespeichern lagerten zu-
sammen p Tonnen Korn. Aus dem ersten
Speicher wurden téglich @ Tonnen, aus dem
zweiten b Tonnen Korn entnommen. Nach
t Tagen lagerten in beiden Speichern die
gleichen Mengen Korn. Wieviel Tonnen Korn
lagerten urspriinglich in jedem Speicher?
130 Die Spritzflissigkeit zum Kalken von
Obstbiumen enthilt Kalk, Roggenmehl und
01 im Verhiltnis 3:2:2. Wieviel kg muf
man von jedem dieser Bestandteile verwen-
den, um 2,8 kg dieser Mischung herzustellen?
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Aufgaben aus sowjetischen
Mathematiklehrbiichern

131 In einem Klassenraum sind sechs
Lampen. Die Schiiler, die den Raum ver-
lieBen, vergaBen, das Licht auszuschalten,
und es wurde erst nach 15 Minuten ausge-
schaltet. Dieses Versiumnis kostete die
Schule zwei Kopeken. Welche Mehrausgabe
ergiibe sich im Monat (30 Tage), wenn in der
Schule 210 solcher Lampen sind und diese
tiglich finf Minuten unnétig brennen?

132 Wenn man alle Teiler einer gegebenen
natiirlichen Zahl der GroBe nach mit 1 be-
ginnend und mit der gegebenen Zahl endend
anordnet, so ist das Produkt von Teilern,
die gleich weit von den Enden entfernt sind,
gleich der gegebenen Zahl. Uberpriift das fir
die Zahl 84!

133 Um die Wassermenge zu bestimmen,
die eine Quelle hergibt, stellen Touristen fest,
daB eine Biichse mit zwei Liter Fassungsver-
mogen in vier Sekunden gefiillt war. Wieviel
Liter Wasser gibt die Quelle in 24 Stunden?
134 Eine Eule vertilgt wihrend eines
Sommers etwa 1000 Feldméuse. Diese Miuse
sind Feldschiadlinge, denn durch eine Maus
geht ungefihr 1 kg Korn verloren. Stelle fest,
wieviel Korn in 15 Jahren von 80 Eulen er-
halien wird?

W(5)135 Der Kremlhiigel liegt 30 m, die
Leninberge liegen 78 m iiber dem Spiegel der
Moskwa. Die Hohe des hochsten Gebiudes
auf dem Kremlhiigel, des Glockenturms Iwan
des GroBen, der im Jahre 1600 erbaut wurde,
betragt 20 m mehr als das Doppelte der Hohe
des Kremlhiigels. Das hochste Gebiude auf
den Leninbergen, die Moskauer Universitit,
ist dreimal so hoch wie der Glockenturm; sie
wurde im Jahre 1953 gebaut. Wieviel Meter
erheben sich beide Gebiude iiber dem Spiegel
der Moskwa?

W(5)136 Aus Moskau und Saratow fahren
gleichzeitig zwei Giiterziige einander entge-

* Mit Heft 5 endet der alpha-Wettbewerb des
Jahres 1967, d. Red.

gen. Der erste Zug legt 31 km in der Stunde
zuriick, der zweite 37 km in der Stunde. In
welcher Entfernung voneinander befinden
sich diese beiden Ziige nach 9 Stunden, wenn
bekannt ist, daB es von Moskau nach Saratow
892 km sind?

137 Eine Holzfillerbrigade stellte in drei
Tagen 184 m? Holz bereit. Dabei wurde von
der Brigade der Tagesplan am ersten Tag
mit 14 m? dbererfiillt; am zweiten Tag lag
die Brigade mit 2 m? unter der Planaufgabe,
und am dritten Tag stellte sie 16 m® itber
den Plan bereit, Wieviel m® Holz muBte die
Brigade tiglich nach dem Plan bereitstellen?

138 Beweise, daB die Summe aus einer
zweistelligen natirlichen Zahl und einer Zahl,
die man durch Vertauschen der beiden
Ziffern erhilt, stets durch 11 teilbar ist.
139 Bestimme zwei Zahlen, deren Summe
1
132 ist, wobei 5 der einen Zahl glcich% der
anderen ist!
140 Der Fernzug Moskau — Wladiwostok
trifft 28 Tage nach seiner Abfahrt aus
Moskau dort wieder ein; der Fernzug
Moskau — Irkutsk trifft 16 Tage nach seiner
Abfahrt wieder in Moskau ein; der Fernzug
Moskau — Lwow kehrt in 12 Tagen wieder
nach Moskau zuriick. Am Dienstag fahren
alle Ziige in Moskau ab. Nach wieviel Tagen
und an welchem Wochentag treffen sich alle
wieder in Moskau?
W(6)141 Ein Fahrgastschiff der Linie Mos-
kau—Astrachan—Moskau fiihrt seine Fahrt
in 16 Tagen durch. Fiir die Linie Moskau—
Ufa—Moskau bendtigt es 18 Tage. Nach wie-
viel Tagen kénnen sich Fahrgastschiffe der
beiden Linien, die gleichzeitig von Moskau
abfahren, wieder in Moskau treffen? Wann
begegnen sich die Fahrgastschiffe in Moskau,
wenn sie am 15, April abfahren?
‘W(6)142 Ermittlediejenige gebrochene Zahl,
welche gleich - ist, und deren Differenz aus
ihrem Nenner und ihrem Zihler 21 betriigt!
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143 Zwei Brigoden begannen gleichzeitig
mit dem Bau eines Metrotunnels. Sie be-
wegten sich von zwei Punkten aus aufein-
ander zu, deren Entfernung 1695 m betrug.
Im Verlaufe der ersten 25 Tage trieb die
erste Brigade ihren Stollen im Durchschnitt
taglich um 2,8m vorwirts, die zweite
Brigade um 2,6 m. Danach erhéhten beide
Brigaden ihre Arbeitsproduktivitit und be-
gegneten sich 225 Tage nach Beginn der
Arbeit, wobei die erste Brigade insgesamt
45 m mehr als die zweite zuriickgelegt hatte.
Um wieviel Meter (Prozent)* erhohte ]ede
B "uull L.‘Llh]'BT \!

144 In einer Stadt- Mathematlkolympm,de
wurden 2 (35%)* der Teilnehmer der ersten

Stufe zur zweiten zugelassen, n aller Teilneh-

mer der zweiten Stufe wurde mit Preisen und
Belobigungsurkunden ausgezeichnet. Den
ersten Preis erhielt ein Schiiler, einen zwei-
ten Preis erhielten zwei Schiiler, einen dritten
Preisfiinf Schiiler, und zwanzig Schiiler er-
hielten Belobigungsurkunden. Wieviel Schii-
ler nahmen an der ersten Stufe teil?

145 Ein Wirmekraftwerk stellte sich von
Donezkohle auf értlich anfallende um. Die
Donezkohle ist durch einen weiteren Trans-
portweg teurer. Um den wievielten Teil (wie-
viel Prozent)* verringern sich die Kosten fiir
das Brennmaterial, wenn 3 t Donezkohle so
viel Wirme geben wie 7 t értlich anfallende
Kohle und die Kosten fiirr Férderung und
Transport des Brennmaterials sich wie
28: 3 verhalten?

146 Eine Gruppe Geologen war 4 Tage und
14 Stunden unterwegs. Ein Drittel des Weges
fuhren die Geologen mit dem Zug, ein
weiteres Drittel des Weges legten sie mit dem
Dampfer zuriick und das letzte Drittel zu
Pferde. Wie lange benutzten die Geologen
die verschiedenen Beforderungsmittel, wenn
die mittlere Geschwindigkeit der Pferde den
achten Teil der Geschwindigkeit des Zuges
und den vierten Teil der Dampfergeschwin-
digkeit betrug?
‘W(7)147 Pioniere sammelten 27,2 t Metall-
schrott. Ein Achtel (12,5%)* des gesamten
. Schrotts wurde mit 4 Rubel je Tonne
taxiert. Der itbrige Schrott wurde in zwei
Teile aussortiert, deren Verhiltnis 3:4 be-
trug und die mit 12,5 Rubel bzw. 15 Rubel
je Tonne taxiert wurden. Wieviel war der
ganze Schrott wert?
W(7)148 Der Minutenzeiger einer Uhr ist
2 ¢m lang, der Stundenzeiger 1,6 cm. Wieviel-
mal so groB ist die Geschwindigkeit der
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Spitze des Minutenzeigers im Vergleich zur
Geschwindigkeit der Spitze des Stunden-
zeigers?

149 Im Meer schwimmt ein Eisberg, bei
dem das Volumen des aus dem Wasser her-
ausragenden Teils 2000 m? betriigt. Berechne
angeniihert das Volumen des gesamten Eis-
bergs, wenn die Dichte des Meerwassers

1,03 &5 und die Dichte des Eises 0,9 -,
cm’ cm'
betrigt!

150 Ein vertikal aufgestellter zylindrischer
Behilter, dessen AuBendurchmesser 78 cm
und dessen Gewicht 752 kp betrigt, hat am
Boden eine kreisformige Offnung mit dem
Durchmesser 36 cm. Der Behilter lastet mit
seiner ganzen Bodenfliche auf einem Funda-

ment. Es ist der Druck (in c%}::!) zu berechnen,

den der Behilter infolge seines Gewichtes auf
das Fundament ausiibt.

151 Gegeben sei ein Dreieck 4 BC' mit dem
Winkel ¢ CAB = 30°. Es ist zu beweisen,
daB die Seite BC dieses Dreiecks cbenso lang
ist wie der Radius r des Umkreises.

W(8)152 Zwei Bagger heben in 24 Tagen
eine Baugrube fiir die auf einem Kolchos
vorgesehene Elektrozentrale aus. Der erste
Bagger konnte diese Arbeit allein eineinhalb-
mal so schnell ausfilhren wie der zweite
Bagger allein. In wieviel Tagen kénnte jeder
Bagger diese Arbeit ausfithren?

W(8)153 Die Geschwindigkeit der Fahr-
stihle in den Hochhéusern der Stadt Moskau
ist zweimal so groB wie die Geschwindigkeit
der Fahrstiihle in gew6hnlichen Gebiuden.
Deshalb ist die Fahrzeit bis zum zwanzigsten
Stockwerk, das in einer Héhe von 81 m liegt,
nur 5 Sekunden linger als bis zum achten
Stockwerk eines gewshnlichen Gebidudes, das
in 33 m Hohe liegt. Berechne die Geschwin-
digkeit jedes Fahrstuhls!

154 Der Triiger einer Briicke wird durch
einen Kreisbogen AMB begrenzt, dessen
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* Mitte des Auf-
gaben auch im Rahmen der Prozentrechnung noch
einmal gerechnet und damst vertlelt werden.

konnen die




Hohe MK =h=3m und dessen Radius
OM = r = 8,5m betrigt. Die Spannweite
AB der Briicke ist zu berechnen.

155 Einem Kreis sei cin gleichschenkliges
Trapez so umschrieben, daB alle Trapez-
seiten den Kreis beriihren, Es ist zu beweisen,
daB dann die MaBzahl ¢ des Radius des
Kreises die mittlere Proportionale zu den
MaBzahlen @ und b der halben Grundseiten
des Trapezes ist: a:p=p:b.

156 Um den Durchmesser einer groferen
Scheibe zu messen, wurde ein MeBschieber
s0 eingestellt, wie es die beigefiigte Abbildung
zeigt. Die Linge der MefBschnibel betrug
8 = 25 mm, der Abstand zwischen den Enden

der MeBschnibel [ = 4B — 200 mm.

J

=]

a) Der Durchmesser der Scheibe ist zu be-
rechnen.

b) Es ist eine Formel aufzustellen, die die
Abhingigkeit des Durch s von §
und [ angibt.

157 Ein Flugzeug fliegt von Moskau nach
Kiew und kehrt sofort wieder zuriick. Unter
welchen Bedingungen wird der Hin- und
Riickflug schneller zuriickgelegt, bei Wind-
stille oder bei einem mit konstanter Stirke
in der Richtung Moskau—Kiew wehenden
Wind?

W(9)158 Es ist angendhert der Flichen-
inhalt des Querschnitts sines Werkstiickes zu
bestimmen, dessen MaBe der beigefiigten
Zeichnung entnommen werden konnen.

‘W(9)159 Gegeben sind ein gerader Kreis-
zylinder, ein gerader Kreiskegel und cine
Kugel. Die Radien der Grundflichen des
Zylinders und des Kegels und der Radius der
Kugel sind gleich lang. Die Hohen des Zylin-
ders und des Kegels sowie der Durchmesser
der Kugel sind ebenfalls gleich lang. Es ist
zu beweisen, daB unter diesen Bedingungen
das Volumen des Zylinders gleich der Summe
der Volumina des Kegels und der Kugel ist.

160 Das Motorschiff Rakete mit Unter-
wasserfligeln hat eine Geschwindigkeit, die
um 50 km - 272 groBer ist als die Geschwin-
digkeit eines Dampfschiffes. Fiir eine Strecke
von 210 km benétigt die Rakete 7,5 Stunden
weniger als das Dampfschiff. Ermittle die
Geschwindigkeit der Rakete!

161 Ohne Benutzung einer Tafel soll ent-
schieden werden, welche der beiden folgenden
Zahlen groBer ist: V5 + I/3 oder VG + V@.

162 Gegeben: sin o + cos e =m.
Bestimme sin « - cos o !
163 Es ist zu beweisen, daB fiir alle Winkel

a, fiur die'0 < « < 90° und « + 45° ist, gilt
1 1+cotte

sinfx —cos’e  1—cotia’
W(10)164 Fiir welche reellen Werte von a
haben die Gleichungen
z22+ax+1=0
224+ z+a=0
mindestens eine gemeinsame Losung?

und

W(10)165 Um die Héhe des Turmes des
Hauptgebiudes der Mosk Staatlict
Lomonossow-Universitit zu berechnen, be-

stimmt man mit einem Winkelme@gerat aus
der Entfernung ¢ den Erhebungswinkel o
{Abb.). Berechne den Niherungswert der zu
bestimmenden Hohe, wenn die Hihe des
MeBgeriites % ist

(« == 53°,

e =~z 180 m, b~ 1,2m)t

Zusammengestellt von Dr. R. Liders und Th. Schdll
(beide Berlin)
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Aus der Sowjetunion berichtet

Leninpreis fiir Mathematik

Drei sowjetische Mathematiker — Juri Shurawljow, Leg Lupanow und Sergej Jab-
lonski — wurden fiir ihren Beitrag zur mathematischen Kybernetik mit dem Lenin-
preis 1966 ausgezeichnet. Ihre Arbeit ist von grofier Bedeutung fiir die Volkswirtschatt.
Zu den fiir mathematische Forschungsarbeiten im Jahre 1967 Ausgezeichneten gehort
der 30jihrige Doktor der Wissenschaften Juri Manin und der 29jihrige Sergej Nowi-
kow, korrespondierendes Mitglied der Akademie der Wissenschaften der UdSSR.

Keplers Werke erscheinen in Leningrad

Die Werke des Astronomen Johannes Kepler (1571 bis 1630) sollen in Leningrad neu
herausgegeben werden. Die zweibdndige Ausgabe wird u. a. einige bisher nicht ver-
offentlichte Arbeiten Keplers iiber Mathematik und Hi 1 hanik enthalten. Ein
wichtiges Hilfsmittel fiir die Herausgeber bilden 18 in Leder gebundene Folianten mit
Manuskripten Keplers, die im Jahre 1774 von Katharina IL erworben wurden und sich
heute im Archiv der Akademie der Wissenschaften in Leningrad befinden.

Aufgnben eines Nachhilfelehrers

verrichtet Alfa 5, eine von Wi haftlern der Polytechnischen Hochschule in
Lwow entwickelte elektronische Anlage. Sie legt den Studenten Texte und Kontroll-
fragen vor und gibt nur nach Angabe der richtigen Antworten neuen Lehrstoff vor.
‘War die Antwort der Studenten nicht zufriedenstellend, erldutert Alfa 5 die betreffende
Frage. Die Maschine ist im sowjetischen Pavillon auf der Weltausstellung in Montreal
zu sehen.

!’ e
Prof. Dr. Andronow

Schiiler rechnen mit Elektronenmaschinen

Die 10. Mittelschule in Ishewsk bildet Junge Mathe-
matiker aus. In der 10. Klasse lernen die Schiiler mit
Nach Be-
endigung der Schule nahmen im Herbst 120 Schiller
das Mathematikstudium auf. Unser Bild zeigt Schiller
der 10. Klasse im Rechenzentrum der Schule.
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ist ein Kampfgefihrte Lenins. Er hat seine ganze Kraft
eingesetzt, wihrend und nach der Oktoberrevolution
viele Gelehrte, insbesondere Mathematiker, fiir die
Ideen der Revolution zu gewinnen. Unser Bild zeigt
den Gelehrten in seiner in der Sowjetunion einmaligen
Privatbibliothek, die rund 10000 mathematische
Bilcher umfaBt.
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Erfahrungsaustausch
mit sowjetischen Wissenschaftlern

Im Oktober 1965 weilte ich als Gast an der Hochschule fiir Ingenieure der Geodisie,
Photogrammetrie und Kartographie in Moskau zu einem Erfabrungsaustausch mit
sowjetischen Fachkollegen. Dabei bildeten Forschungsaufgaben auf dem Gebiet der
Angewandten Geodiésie (Ingenieurver g) den Schwerpunkt. Hier wiederum be-
wegten uns besondere Probleme der Talspertenmeﬂtec]mik

Die Talsperrenmeﬁtechmk ist eine noch sehr junge, aber selbstindige Fachdisziplin,
die hauptsichlich von Ver en, aber auch Bamngemeuren vertreten
wird. Eine Staumauer aus Beton verhilt sich keineswegs starr, wie es zunichst viel-
leicht scheinen mag. AuBere Einfliisse wie z. B. unterschiedliche Temperaturen an
Luft- und Wasserseite der Mauer infolge Sonneneinstrahlung, der horizontale Druck
des angestauten Wassers gegen die Staumauer, ihr Eigengewicht und der vertikale
Wasserdruck sowie felsmechanische Vorginge im Grundungsberelch bewirken vielmehr
Anderungen der riaumlichen Lage der Staumauer sowie Verformung derselben. Je
nach Grofle und Typ der Mauer kénnen diese Deformationen GroBen zwischen einigen
Millimetern bis zu ca. 6 cm . . . 8 cm annehmen, ohne daB die Mauer dadurch Schaden
leiden muB. Die Deformationen sind teils elastisch, teils plastisch, wobei letztere
besonders gefihrlich sein kénnen. Elastische Verformungen, vor allem Auslenkungen
der Staumauerkrone zur Luft- und Wasserseite, treten meist in einem fiir die be-
treffende Staumauer typischen, langperiodischen (Jahreszeiten!) Verlauf in Erschei-
nung.

Die Aufgabe der TalsperrenmeBtechnik ist einmal in der Uberwachung der Bauwerke
zur Wahrung der ffentlichen Sicherheit zu sehen. Dazu vergleicht man mathematisch
vorausermittelte Deformationsgrofen mit den aus Messungen erhaltenen, um Gefahren
rechtzeitig zu erkennen. Weiterhin dienen die Messungsergebnisse der Uberpriifung
und Vereinfachung statischer Berechnungsverfahren, die von zahlreichen Annahmen
und Vereinfachungen ausgehen miissen.

Um das Verhalten einer Staumauer (Kippung, Verschicbung, Durchbiegung, Ver-
drehung, Setzung) kontrollieren zu kénnen, gelangen zahlreiche Messungsverfahren
zur Anwendung. Dazu sind nach genauer Uberlegung MeBpunkte auf Krone, am Fu8,
auf der Luftseite und in den vertikalen Schichten und horizontalen Gingen im Mauer-
innern angeordnet. Wir wollen uns kurz ein erstmalig in der Sowjetunion entwickeltes
und in der Staumauer Bratsk erprobtes Verfahren anschauen, woriiber mir ausfiithrlich
der Erfinder, Professor Muravev, berichtete.

Umkehrlotverfahren in der Staumauer Bratsk

Zur Ermittlung der Durchbiegung (Biegelinie) einer Staumauer verwendet man seit
40 Jahren die mechanische Lotung. In Kronennihe wird ein Draht befestigt, der in
einem vertikalen Schacht hingt und am unteren Ende mit einem Gewicht von etwa
20 kp beschwert ist. Mit speziellen Ablesegeriten bestimmt man an den MeBpunkten
die Abstéinde zum vertikalen Draht und ermittelt daraus die gesuchte Auslenkung der
Punkte gegeniiber der Ausgangslage der Lotlinie. Beim Umkehr- oder Schwimmlot
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erfolgen Messungen und Auswertungen in der eben beschriebenen Weise, nur wird
ein anderes Prinzip zur Vertikalstellung der Lotlinie angewendet.
Am unteren Ende der Lotlinie, im Fels-

untergrund, ist der Lotdraht im Bezugs-  pinsip:umkebr- oder schwinm- rindp: Hechnische Lotung
punkt fest verankert. Das obere Draht- Totung nach Prof, Muravev - -
ende ist mit einem Schwimmkorper’ | Mabpunkedolesung) _ Az
verbunden, der sich in einem wasser- ;f,’._?g—\ﬁ—g
gefiillten Behilter unter der Auftriebs- A&
wirkung in die Lotgerade durch den :’:f"'": ¥ i
Bezugs-Ankerpunkt einstellt. Verschie- " H
bungen des Bauwerkes (Wassertank) L
Lotgewicht ™

gegeniiber dem als unveriinderlich ange-
nommenen Bezugspunkt werden am !

Schwimmer abgelesen. i

Der besondere Vorteil dieses Verfahrens

ist, daB die Lotmessungen in der Mauer ok i ol

an einen Festpunkt, 20m bis 50 m tief

im Felsen, angeschlossen werden kinnen.

Die kurzen Ausfithrungen lassen deutlich erkennen, wie wichtig die mathematisch-
physikalische Ausbildung an unseren Oberschulen ist, um die erworbenen Kenntnisse

im Beruf des Vermessungsingenieurs sicher anwenden zu kénnen.
H. Werner

Mitten in der sibirischen Taiga, dort, wo sich noch vor elf Jahren die Biiren tummelten,
steht heute Bratsk, eine GroBstadt mit 160000 Einwohnern. In ihrer Nihe befindet
sich das zur Zeit grofite Kraftwerk der Erde mit einer Kapazitit von 4,5 Millionen kW.
(Unsere Fotos zeigen das Maschinenhaus von auBen sowie seine 20 Turbinen zu je
225000 kW, die ein Werk in Nowosibirsk lieferte.) Ein Staudamm von 5120 m Linge
(davon 806 m Stahlbeton-Hochdamm), hinter dem ein kiinstliches Meer mit 12,2 Mil-
liarden Kubikmetern Wasser liegt, sind seine technischen Merkmale. Bratsk ver-
driingte die Kraftwerkriesen an der Wolga und das amerikanische Grand Coulee auf
die Pliitze zwei, drei und vier. Bratsk ist das Glied einer Kette von Kraftwerken. Mit
6 Millionen kW und 6 Millionen kW wird vom 50. Jahr der Oktoberrevolution an das
Kraftwerk von Krasnojarsk mit seinen 500000 kW Turbosiitzen voriibergehend an die
‘Weltspitze treten, bevor es von groferen sibirischen Briidern verdringt wird. — Im
Jahre 1970 soll die Stromerzeugung der Sowjetunion 830 Milliarden Kilowattstunden
betragen. In dieser Entwicklung nimmt die Energiewirtschaft Sibiriens einen hervor-
ragenden Platz ein.
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Eine Aufgabe von

Prof. Dr. habil. N. Tschaikowski

Mechanische — Mathematische Fakultit
der Twan-Franko-Universitit Lwow

166 Die nebenstehende Zeichnung stellt ein
Schachbrett dar. Es besitzt bekanntlich 64 Felder.
Jedes Feld stellt ein Quadrat dar. Nun bilden z. B.
die vier Felder (1,2), (1,b), (2,a), (2, b) oder die neun
Felder (3,b), (3,¢), (3,d), (4,b), (4,c), (4,d), (5,b)
(5,¢), (5,d) ebenfalls Quadrate, usw. Wieviel Qua-
drate dieser Art gibt es auf dem Schachbrett?

AN WEND N ®

a bcdefgh

Russische Mathematiker / Naturwissenschaftler —
durch die sowjetische Briefmarke gewiirdigt

Nr. 2568
(Lipsia-Katalog)

Michail Wassiljewitsch Lomonossow

legte er 1903 die Grundhgen der Theone der Raketen-
und der

(geb. 19.11.1711 in Mi Gou:
Archangelsk, gest. 15. 4, 1766 in Petersburg), begriin-
dete 1755 die erste russische Universitt in Moskau;
ein Denker und Forscher, der auf den verschiedenen
Gebieten der Wi der

schaften, neue Wege einschlug.

Nikolai Iwanowitsch Lok 1 ki

Michail Wassiljewitach Ostrogradski
(geb. 24.9. 1801. gest. 1. 1. 1862), wl(kteml’ete(sbllrg

Theorle der W&rmelelmng, Elxstomechamk

(geb. 1.12. 1792, gest. 24. 2.1856), erkte m Kmn
Zur ni

Alexander Michailowitsch Ljap
(geb 6. 6. 1857, gesl: 3.11. 1918), wirkte in Charkow

Geometrie.

Konstantin Eduardowitsch Ziolkowski
(geb. 17.9,1857, gest. 10.9.1935). Wahrend seiner

Arbeiten zur Theo-
rie cler Ditferentialgleichungen und Hydrodynamik.

fiir Junge P von Arbeits-
W. Unze, fiir Edrper-
Leipzig.

Tétigkeit als und P in Kaluga
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Prof. Dr. habil. Lew Itelson

empfiehlt:

Gut 1 rieren — gewissenhaft

einpriigen —
umsichtig kombinieren — mathematisch denken

‘Welche Zahl (siche Abbildung rechts oben)
befindet sich

@ in dem Gebiet, das sowohl dem Rechteck
als auch dem Dreieck, jedoch nicht dem
Kreis angehort;

@ in derselben Figur oder denselben Figuren
wie die Zahl 6. Wieviel Gebiete gibt es, der
gleichzeitig zwei und nur zwei Figuren an-
gehoren?

Ohne Kommentar

1 2 4 8 16 .. 64
5 2 6 3 7 4 .. 5
1 2 4 7 11 16 -
3 4 6 10 .. 34 66

Sucht nach Synonymen!

Exponent — Verhiltnis — Logarithmus —
T der — Quotient — Kc — Vier-
flachner — feststehender Wert — zweiglied-
riger Ausdruck

Richlige Aussage
Mit welchem Wort muB die folgende Aussage

Ergiinzt die folgenden Sitze!

@ Eine allgemeine Beziehung, Regel oder
ein allgemeines Prinzip heiBt, in mathe-
matischer Sprache ausgedriickt: ......

@ Die Behaupbung der Gleichheit zweier
Ausdriicke wiez. B.z + y = 5heiBit:......
Binom — Gleichung — Formel — Funktion —
keines dieser Worte

m Eine GréBe, die im Verlauf derselben
Untersuchung verschiedene Werte annehmen
kann, heiBt .......

mm DasVerhiltnis zweier Zahlen heiBt. .. .. ..
Koeffizient — Logarithmus — Quotient —
Konstante — Variable — Resultat

‘Wenn die beiden ersten Aussagen wahr sind,
so ist die dritte .
wahr — falsch

Franz ist jiinger als Kurt.
Fritz ist jinger als anz

Kurt ist alter als Fritz.

beginnen?. . ... die vier Seiten eines Recht- 18 ist Beharrlichkeit nétig, um Mathe-
ecks gleichlang sind, ist es ein Quadrat. matikgr zu werdgu.
obgleich — wenn — insofern — da — ange-  Kurt ist beharrlich.
nommen, daf Er wird ein guter Mathematiker.
Gib auf der rechten Seite eine Figur an, die die linke Folge fortsetzt!
1 — —_ —_— — —_— — J
- e | M — c - m (]
b T e e o B A | A= |
EcRielReiRReNRolRelRegRe
% Losung fiir dieses Beispiel 1 +
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Mathematischer «j e
Wetthewerb

EippksTarp A0

Oktober 1962 — Unsere Schule (OSI Eibenstock/Erzgeb.) hatte den Versuch unter-
nommen, mit der 127. Schule in Leningrad in Erfahrungsaustausch iber mathematische
Probleme zu treten. Es war vereinbart worden, daB uns die sowjetischen Freunde in
unseren Anstrengungen um die Verbesserung der Leistungen im Fach Mathematik
durch Austausch von Aufgaben unterstiitzen. Hehepunkte dieser Arbeit sollten
jéhrliche Fernolympiaden sein.

Obwohl in unserer Schule schon seit 1961 Zirkel und Kurse in Mathematik bestanden,
war der Anfang nicht leicht. Die von Leningrad zur 1. Fernolympiade zwischen beiden
Schulen gestellten Aufgaben verlangten hohes mathematisches Wissen und Kénnen.
Es wurde allen klar, daB nur eine noch bessere auBerunterrichtliche und unterricht-
liche Arbeit unsere kleinen Erfolge verbessern wiirde. Allein ein dritter und drei erste
Plitze in den Kreisolympiaden Junger Mathematiker der DDR zeigen, daB wir
vorangekommen sind.

Dieses Jahr stehen wir nun zum fiinften Male im mathematischen Wettbewerb, der
zu Ehren des 50. Jahrestages der Groen Sozialistischen Oktoberrevolution stattfindet
und ein besonderer Héhepunkt werden soll.

W. Werner

Ablauf der Wettbewerbe: Eroffnungsappell zu gleicher Zeit in beiden Schulen, anschlieBend
Wettbewerb fiir die ca. 50 besten Jungen Mathematiker der Klassenstufen 5 bis 10 (Klausur-
dauer: 150 Minuten fir 3 Aufgaben), Siegerehrung (Auszeichnung mit Urkunden und Preisen),
A h der Wetth bsergebnisse; die Aufgaben werden im Wechsel von einer der beiden
Schulen vorgeschlagen.

3agaym gua 7 kaacca
1. B paBroGenpesnom TpeyronpHuke ABC
yron npu BepunHe paBeH 20°. V3 nepsoit
BEPILIUHEL yr.ua l’lplll OCHOBaHUHM npoeegeHa
TpAMafd, OTCeKaKwmasd yrox B 60° mpn
ocHOBaHMHU, M3 BTOPO# BePIIMHE yIia pH
OCHOBAHMW TIpOBefieHa NpAMas, obpaayio-
1IaA ¢ OGHOBAHMEM yroa B 50°.
TIpn nponmomxeHuM, HPAMEE NEPECEeKAIOT
paBHHe cTopoHH B Toukax [ m E. Ipn
coemunenun Touek I u E nomyuaem Tpey-
roneuuk EJO. ¢
Haiftn yrant TpeyronbHHHA. 7
2. Ha cropoHax papajulesorpaMma Imo-
crpoensl kpajgparthl. Ilpn coemmmenun &%
TOYen, nﬁpaaonal—mux TepecevYeHmemM aIuaro-
HaJe#l KBa@parToB, MOJYYaeTCA 4% 4veThl-
pexyronbuuk. JokasaTs, 4To 8T0 KBAAPAT.
3. PaanoAuTs Ha MHOMUTENM:

X4— X2 (A2+1) + A?
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Eine vorbildliche
Jahresarbeit

Sehr geehrter Herr Chefredakteur!

Vielen Dank fiir Thren Brief. Ich bin gern

bereit, die von Ihnen an mich gerichteten

Fragen zu beantworten:

Ich beschaftige mich schon seit langer Zeit
hulisch mit ischen Proble-

leicht findet ein Leser von alpha eine Losung
dazu? Ich wirde mich freuen, diese zu er-
fahren.

Durch einen gegebenen Punkt innerhalb eines
Winkels ist eine Gerade so zu legen, daf die
durch die Schnittpunkte der Geraden mit den
Schenkeln dcs Winkels begrenzte Strecke még-

men und war somit stindig auf der Suche
nach neuen interessanten Aufgaben.
Bei der Internationalen Mathematikolym-
piade in Sofia (1966) bekamen wir von den
sowjetischen Teilnehmern Aufgabensamm-
lungen, die interessante und zum Teil
schwierige Aufgaben enthiclten. Da ich die
russische Sprache gern habe, machte mir
nicht nur das Lésen der Aufgaben, sondern
auch das Ubersetzen Freude. Anfangs habe
ich oft ein mathematisches Wérterbuch zu
Hilfe nehmen miissen, Spiter, als ich mir die
im Text haufig vorkommenden Fachaus-
driicke eingepriigt hatte, ging das Ubersetzen
hneller. Wenn man regelmiBig alle neuen
Vokabeln lernt, gelingt das Ubersetzen bald
ohne Worterbuch. (Das wiirde ich jedem
empfehlen!)
Die Lehrer unserer Schule baten mich nun,
die Aufgaben und dazu von mir angefertigte
Lésungen in einer Jahresarbeit zusammen-
zufassen. Hier habe ich besonders das mathe-
matisch exakte Niederschreiben geiibt.
In meiner Klasse haben noch drei weitere
Schiiler Jahresarbeiten geschrichen. Alle
ibersetzten Fachtexte aus dem Russischen.
(Mathematikaufgaben aus der Analysis,
Mathematikolympiade-Aufgaben,  Physik-
olympiade-Aunfgaben).
Die Auswertung der Ubersetzungen ist mei-
ner Ansicht nach noch nicht ausreichend.
Zwar wurden einige Aufgaben im Mathe-
matikzirkel besprochen; aber es gibt sicher-
lich noch viele, die sich fiir die Aufgaben
interessieren.
Vielleicht ist es Thnen aufgefallen, daB die
Aufgabe 65 der Jahresarbeit fehlt. Mir ist zu
dieser scheinbar so leichten Aufgabe bis
heute noch kein elementarer Loésungsweg
(ohne Differentialrechnung) eingefallen. Viel-

lichst klein ist.
Vielleicht konnen Sie diese Aufgabe mit
verdffentlichen!? . ..

Hochachtungsvoll

. «
e Baudp ool Koyppous;
(EOS Elsterwerda)*
% Es ist zu beweisen, daB in einem gleich-
schenkligen Drejeck die Summe der Ab-
sténde eines Punktes der Basis von den
Schenkeln konstant ist.
X Vorhanden sind 13 Wigestiicke, von
denen jedes eine ganzzahlige Masse (in
Gramm) hat. Es ist bekannt, da man be-
liebige 12 von ihnen so auf die Schalen einer
Waage legen kann — und zwar 6 auf jede
Schale —, dal das Gleichgewicht eintritt. Es
soll bewiesen werden, daB alle 13 Wige-
stiicke dieselbe Masse haben.
X Es ist zu beweiscn, daB fiir alle reellen
Zahlen z, y, z gilt
2+ e+ 22z ay+ yz+ 2z,
x Es ist zu beweisen, daB der Rest, der bei
der Division einer Primzahl durch 30 entstcht,
stets entweder gleich 1 oder wieder eine Prim-
zahl ist.
X Es ist der folgende Satz zu beweisen:
Wenn das Orthozentrum eines spitzwinkligen
Dreiecks (d.i. der Schnittpunkt der drei
Hohen) die drei Héhen in ein und demselben
Verhiltnis teilt, so ist das Dreieck gleich-
seitig.
X s ist zu beweisen, daB fiir alle natiirlichen
Zahlen, die grofSer als 1 sind, die folgende
Ungleichung erfiillt ist:
nntl)
112230 _.an<n 2,

Auswahl der Aufgaben: Dr. R. Liiders
* R. Hoppncr war Teilnehmer der VIII. und IX.Inter-
nationalen Mathematikolympiade (d. Red.).
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In freien Stunden

alpha heter

L an

Er denkt gradlinig

Khifflige Fragen

[0 Welches Zeichen muB man zwischen die
Zahlen 4 und 5 setzen, um eine Zahl zu er-
halten, die gréBer als 4, aber kleiner als 5 ist?
O Ineiner Familie sind 5 Sohne. Jeder Sohn
hat eine Schwester. Wieviel Kinder sind im
ganzen in der Familie?

O Ein Balken wurde in drei Minuten in

1 L.

Stiicke zu je sm Liinge zersigt, wobei jeder
Schnitt 1 Minute dauerte. Wie lang war der
Balken?

O Aus zwei Zweien und einem Zeichen soll

11
eine Zahl gebildet werden, die gleich 5 ist.

P. J. Germanowitsch

Aus: Aufgaben fiir ische Schiiler
Verlag Volk und Wissen, Nr. 00042-2, MDN 1,25

(O Max schrieb auf einem Zettel die Zahl 86
und sagte zu Moritz: ,,Ohne irgendetwas zu
schreiben, vergroBere diese Zahl um 12 und
zeige mir die Antwort!*

O Was ist groBer: die Summe aller Ziffern
oder ihr Produkt?

QO Es sind alle zehn Ziffern der Reihe nach
geschrieben :

01 2 3 45 6789

Welche Rechenzeichen mufl man dazwischen
setzen, um 100 zu erhalten?

O Fir die Numerierung der Seiten eines
Worterbuches verwendeten die Setzer 6869
Ziffern. Wieviel Seiten enthilt das Buch?

,,Bum!‘

Die Teilnehmer setzen sich in eine Runde
und beginnen zu zihlen: 1,2, 3,4, .... Wer
eine Zahl erreicht, die entweder durch 7 teil-
bar ist oder 7 zur Endziffer hat, ruft: ,,Bum !
und sein Nachbar zdhlt weiter. Wer sein
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»Bum! verpaBt, oder sein ,,Bum!“ nicht
sofort herausplatzt, zahlt eine Strafe, gibt
ein Pfand. Aber wir wiinschen, daB ihr
nicht nur eine sinnvolle Unterhaltung habt,
sondern auch einmal nachdenkt:

(O Wievielmal wird sich das ,,Bum!‘ beim
Zihlen bis 1000 wiederholen?

O Wievielmal wird das ,,Bum!“ zweimal
hintereinander auftreten?

Zusammengestelit von Prof. Dr. Tschaikowski, Lwow

A =

CTARE N

Reportage aus der Zukunft
Aus: ,,Utschitelskaja gaseta*

Aus: ,,Deutsche Lehrerzeitung®




Football

Giinstige Spielfeldgrofe: 32 Kistchen lang,
20 Kistchen breit, Tore 4 Kistchen breit.
Jeder Spieler muB 3 Ziige machen (ein Zug
ist der eine Seitenlinge eines Kistch
oder eine Kistchendi Je). B

ohne die Regeln zu verletzen, nicht weiter-
spielen kann, darf er 6 Ziige machen. Hierbei
diirfen schon vorhandene Linien berithrt
oder gekreuzt werden. Sieger ist, wer die
Torlinie seines Gegners iiberschreitet (Be-
rithren zihlt nicht als Tor!). Verwendet ver-

hiedene Farben! Die Abbild zeigt einen

wird in der Mitte des Spielfeldes (M). Die
Feldbegrenzung darf nicht beriihrt werden,
Bereits gezogene Linien diirfen im Normal-
fall weder beriihrt noch gekreuzt werden.
Gelingt es einem Spieler, an einem Gitter-
punkt zu enden, von dem aus der Gegner,

Sieg des Spielers, der mit gestrichelter Linie
spielte.

(Unterhaltungsspiel,
von sow], Teilnehmern an der VIII. IMO, Sofia 1966,
vorgefihrt)

Irrgiirten

~ '8¢ = ¥1 — 001 + &I

‘ueg $661 ‘00T =6 -8+ L+ 9+ ¢+ ¥+ €+ g+ [ TINN 98 WIJAZ I9][® npoag s8p
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VI. Olympiade

Junger Mathematiker der DDR

Losungen zu den Aufgaben der Bezirksolympiade (21./22.1.1967)

Klassenstufe 7

1. Lésungsweg 1: (1) Sind p, ¢ patiirliche
Zahlen =1, wobei p durch g teilbar ist, so
ist p das kgV von p, g. (2) Bei gleichen Vor-
aussetzungen ist ¢ der ggT von p, ¢. (3) Das
kgV von a, b, ¢ ist das kgV von @ und dem
kgV wvon b, ¢. Also ist es nach (1) das kgV
von ¢ und b. Nochmals nach (1) folgt, daB es
a ist. (4) Der ggT von a, b, ¢ ist der ggT von
¢ und dem ggT von a, b. Also ist er nach (2)
der ggT von ¢ und b. Nochmals nach (2) folgt,
daB er ¢ ist.

Losungsweg 2: Es gilt (1) ¢ = bm mit ganzem
m, (2) b = cn mit ganzem #, also (3) ¢ = cnm,
und mn ist ganz. Ausa = a - 1, (1), (3) folgt:
o ist gemeinsames Vielfaches von a, b, c.
Jedes gemeinsame Vielfache von a, b, ¢ ist
Vielfaches von a. Also ist ¢ das kgV von
a, b, c. Aus (3), (2), c=c-1 folgt: ¢ ist
gemeinsamer Teiler von a, b, c. Jeder Teiler
von a, b, ¢ ist Teiler von ¢. Also ist ¢ der
ggT von g, b, c.

2.* Die 54 Fuchsschritte holt der Hund mit
216 Hundeschritten auf,

3. I. Angenommen, p sei eine Parallele der
geforderten Art. Dann gibt es auf der Strecke
DE einen Punkt P, so da BD = DP und
CE = EP gilt. Daraus folgt<x 4 BP~< DPB
{Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck)
und & DPBz~ < CBP (Wechselwinkel an
geschnittenen Parallelen), also ist BP die
Winkelhalbierende von <X ABC. Ent-
sprechend folgt, daBC P die Winkelhalbierende
von ¥ ACB ist. Daher kann eine Gerade p
héchstens dann eine der gesuchten Parallelen
sein, wenn sie durch folgende Konstruktion
erhalten wird:

II. Man konstruiere die Winkelhalbierenden
von < ABC und X ACB und ziehe durch
ihren Schnittpunkt P die Parallele p zu BC.
III. Ist eine Gerade p wie in II konstruiert,
s0 ist sie cine gesuchte Parallele,
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Beweis: Nach Konstruktion ist <t DBP~
X CBP (da < ABC durch BP halbiert
wird) und X CBP o~ < DPB (Wechsel-
winkel an geschnittenen Parallelen), also ist
A BPD  gleichschenklig, und zwar ist
BD = DP. Ebenso folgt CE = EP und daher
BD + CE = DE. AuBlerdem liegt P im
Innern des Dreiecks A A BC, also schneidet p
die Strecken 4B und AC.

IV. Die Konstruktion II ist stets eindeutig
durchfithrbar; denn die Winkelhalbierenden,

C

L NN,

ihr Schnittpunkt P und die Parallele durch
P zu BC existieren stets und sind eindeutig
bestimmt. Nach IIT gibt es daher stets eine
Parallele p der geforderten Art und nach I
auch nur eine solche.
16 a b
L =g tn=
m = 15, @ = 2, b = 14 erreicht werden, wo-
bet auch alle anderen Bedingungen.der Auf-

o162 14
gabe erfiillt sind: =137

a+b

kann z. B. mit

16 a a a(m +n)

1I.) 175'~1;+; = kann z. B.

mit m =3, n =5, a = 2 erreicht werden,

wobei auch alle anderen Bedingungen der
. . 16 2

Aufgabe erfiillt sind: 5= 7% + Fe

16 a a 2a N .

TIT.) E=n + = kann (zugleich mit

den iibrigen Bedingungen der Aufgabe nur)

durch m = 15, @ = 8 erreicht werden:

6_8 8

5156 ' 15



5. Losungsweg 1: Die zweistellige Zahl ist
darstellbar als 10 + b mit ganzen Zahlen
aund b, firdie 0 <a<9und 0 <5< 9
gilt. Die Differenz aus der Anzahl jhrer
Zehner und der Anzahl ihrer Einer ist daher
@ — b. Addiert man sie laut Aufgabe zu der
zweistelligen Zahl, so erhdlt man:
10a + b + a — b = 11a; die erhaltene Zahl
ist also durch 11 teilbar, w. z. b. w.
Lésungsweg 2: Laut Aufgabe werden zu der
2weistelligen Zahl soviel Einer addiert, wie
sie Zehner besitzt, und soviel Einer sub-
trahiert, wie sie Einer besitzt. Es entsteht
daher eine zweistellige Zahl, bei der die An-
zahl der Zehner gleich der der Einer ist. Alle
derartigen Zahlen (11, 22, 33, 44, 55, 66, 77,
88, 99) sind durch 11 teilbar.
6. Die Basis des gleichschenkligen Dreiecks
A ABC muBl 4B sein, da das Dreieck sonst
zwei Winkel von 120° hdtte. Also ist
X B4C=~ ¥ ABC (GradmaB 30°). Die
Schnittpunkte der Mittelsenkrechten der
Seiten AC und BC mit der Seite AB seien D
bzw. E. Dann ist

¢

A ) 3 8

(1) AD =CD (da D auf der Mittelsenkrechten
von AC liegt), also < ACDx~ < BAC
(Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck
ACD) (GradmaB 30). Daher hat der Winkel
< ODE ein GradmaB von 60° (AuBenwinkel
im Dreieck A ACD). Ebenso zeigt man
(2) BE = CE und u (< CED) = 60°. Also
ist A CDE gleichseitig, und es folgt

(3) CD = DE = CE. Aus (1), (2), (3) folgt
die Behauptung 4D = DE = BE.

Klassenstufe 8

1. Die Oberflicheninhalte der heiden Wiirfel

seien 0, bzw 0,, die Rauminhalte ¥, bzw. V,.

Dann gilt:
2

2 =24:216=1:9
a®:a,°=8:216=1:27.

2. Es gilt A DBM,~ A ABC (das folgt aus
der Gleichheit von Stufenwinkeln an ge-
schnittenen Parallelen). Also ist das Dreieck
A M DB gleichschenklig und es gilt:

BD = M,D. (1) Weiterhin gilt: (2)

M.E = AD, da M EAD laut Konstruktion
ein Parallelogramm ist. Aus (1) und (2) folgt,
daB der halbe Umfang des Parallelogramms

M EAD gleich der Linge des Schenkels 4B
ist. Entsprechend zeigt man, daB der halbe

Umfang des Parallelogramms M,GAF gleich
der Léinge des Schenkels AC ist. Da AC = AB
gilt, folgt, daB die Umfinge der betrachteten
Parallelogramme gleich sind.

3.* Die Losung ist 9prozentig.
4.* Diekleinste Probenzahlist 9, die gro3te45.

5. I. Angenommen, M sei der Mittelpunkt
eines der gesuchten Kreise k. Die Sehnen, die
k von gy, g, 9o abschneidet, sind dann gleich
lang, also sind sie gleichweit von M entfernt.
Daher liegt M auf einer Winkelhalbierenden
w,; von ¢,, g, und auf einer Winkelhalbieren-
den w, von g,, g,.

a) Haben g¢,, g,, g5 einen (und wegen ihrer
Verschiedenheit dann auch nur einen)
Punkt § gemeinsam, so gehen w; und w,
durch 8; auBerdem ist w, == w,; denn wire
wy = w, = w, 30 folgte < (w, g3) 2 <X (g, w)
2 < (. 95), 8180 gy = g5, als0 gy || 7.

Somit ergibt sich M = 8.

b) Haben g,, ¢,, g, keinen Punkt gemeinsam,
30 bilden sie nach Voraussetzung ein Drei-
eck D, und es folgt: M ist einer der 4 Schuitt-
punkte M,, M,, M,, M, der Innen- und
AuBenwinkelhalbierenden von D.

Daher kann ein Kreis k& hochstens dann die
verlangte Eigenschaft haben, wenn er durch
folgende Konstruktion erhalten wird:

II. (a) Man schlage den Kreis £ um S mit
dem Radius von der Linge 78. (b) Man wihle

als M einen der 4 Punkte My, M,, M,, M,.
Von M fille man das Lot M P auf g,. Um P
schlage man den Kreis mit dem Radius von
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der Linge g—; er schneidet ¢, in zwei Punk-
ten @, R. Dann schlage man den Kreis &
um M durch Q.

III. Ist ein Kreis k wie in IT konstruiert, so
hat er die verlangte Eigenschaft.

Beweis: Er schneidet von g, nach Konstruk-
tion eine Strecke der Linge s ab und von
g2 g3 je eine ebenso lange Strecke, da sein
Mittelpunkt von g,, g,, gs gleichweit ent-
fernt ist.

IV. Die Konstruktion II ergibt (a) genau
einen Kreis, (b) genau 4 verschiedene Kreise.
Nach III sind dies und nach I auch nur dies
alle gesuchten.

6. a) Multipliziert man eine Zahl, die auf 5
endet, mit einer beliebigen ungeraden Zahl,
50 erhilt man wieder eine Zahl, mit der
Einerziffer 5. Das zu untersuchende Produkt
enthiilt den Faktor 45, der auf 5 endet, und
sonst nur ungerade Faktoren. Seine Einer-
ziffer ist daher eine 5.

b) Man kann das Produkt in die Teilprodukte
31-49,33-47, 35 45, 37 - 43 und 39 - 41 zer-
legt denken. Jedes dieser Teilprodukte ist von
der Form (@ — b) (@ + b) mit ¢ = 40 und
1< b= 9 und daher eine positive Zahl, die
sicher kleiner als 2000 ist. Das gesamte Pro-
dukt ist also kleiner als 2000°. Nun ist aber
2000° = 2000 - 2000 - 2000 - 2000 - 2000 =
=2-2-2-2-2-1000 - 1000 - 1000 - 1000
- 1000 = 32 - 1000000000000000 eine 17-
stellige Zahl. Daher kann das zu unter-
suchende Produkt keine 18stellige Zahl sein.

Klassenstufe 9

1. Laut Aufgabe gilt p, = p,+ 2. Also gilt
21t Pa=Pe+ 2+ pa=2p,+2=2(py+1).
Da jede Primzahl > 3 eine ungerade Zahl ist,
ist p,+ 1 gerade und p, + p, mithin durch
4 teilbar. Ferner sind p,, p,+ 1 und p,+ 2
(= p,) drei aufeinanderfolgende natiirliche
Zahlen, von denen somit genau eine durch
3 teilbar ist. Da aber p, und p, Primzahlen
grofer als 3 sind, sind diese beiden Zahlen
nicht durch 3 teilbar. Also ist p,+ 1 durch
3 teilbar und damit p,+ p,=2 (p,+ 1)
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durch 12 teilbar. Damit ist die Behauptung
bewiesen.

2. Esseien BC =a, AC =b,AB=¢,AD==zx
BD = y, CD = z die Langen der Tetraeder-
kanten. Dann gilt laut Aufgabe, wenn man
den Umfang mit « bezeichnet:
Ma+b+ec=u(A ABC)

(2) a+y+2z=u (A DCB)

@) z+b+z=u (A CDA)

4) z4+y+ c=u (A BAD).

Nach Addition dieser vier Gleichungen erhilt
man:

B)a+b+c+ x4+ y+z=2u. Addiert
man nun (1) und (2) und subtrahiert (5), so
erhilt man ¢ = z. Entsprechend folgt aus (1),
(3) und (5) b=y und aus (1), (4) und (5)
c=2z.

Da die vier Dreiecke A ABC, A DCB,
A CD4 und A BAD mithin in ihren Seciten
ubereinstimmen, sind sie untereinander kon-
gruent.

8. Firr ein beliebiges rechtwinkliges Dreieck
seien die Kathetenlingen mit a, b bezeichnet,
die Hypotenusenlinge mit ¢. Dann ist
(@ —b)* als Quadrat einer reellen Zahl nicht

negativ, also gilt ¢*=a?+4 b2= % (@ + b)2
+%(¢l— b)2 2% (@ + )2 Wegen ¢> 0 und
a+b>0 folgt hieraus die Behauptung

e @+
Iz
4. Angenommen, p sei eine Primzahl, fiir die
2p + 1 Kubikzahl ist. Dann gilt 2p + 1 =23,
wobei z eine natiirliche Zahl ist.
Da 2p + 1 ungerade ist, ist auch z ungerade.
Es gilt daher z = 2z + 1 (n eine nicht nega-
tive ganze Zahl). Also gilt 2p + 1 =
=(2n+ 1)*=8n%+ 1252+ 67 4 1 und
damit 2p = 2n (4n%+ 62 + 3) und
P =n{4n%+ 6n + 3).
Da p Primzahl ist und der Faktor 4n2+ 6243
eine natiirliche Zahl groBer als 2 ist, folgt fiir
den anderen Faktor n = 1. Firn = 1 ist
p=1-(4-124+6-1+ 3)=13 Primzahl
und 2 - 13 + 1 = 27 tatsichlich Kubikzahl.
Die einzige Primzahl p, fir die 2p + 1
Kubikzahl ist, ist daher die Zahl 13,
5. &) Nach den Bedingungen der Aufgabe gilt
v, > v,. Bei der Bewegung in verschiedenem
Umlaufsinn erhilt man die relative Geschwin-
digkeit von B beziiglich 4 durch Addition
ibrer Geschwindigkeiten. Laut Aufgabe wer-
den bei dieser relativen Geschwindigkeit
jeweils 14 m in 24 s zuriickgelegt, in 8 min

also“';# m = 280m, Das ist die Linge

des Kreisumfanges,



b) Nach dem Gesagten ist
14m m
ntve=a1s = ¥om
Bewegen sich die Punkte aber in gleichem
Umlaufsinn, so erhiilt man die relative Ge-
schwindigkeit von B beziiglich 4 durch Sub-
traktion der kleineren Geschwindigkeit v,
von v,. Laut Aufgabe und nach dem Ergebnis
a) ist somit

280 m m

56 min _ °min’

Die gesuchten Geschwindigkeiten betragen
also

v, — v, =

m m
v, =20-—-und v, =15 .-,
min min

6. Auf diese Losung mufl aus Platzgriinden
verzichtet werden (d. Red.).

Klassenstufe 10

1. Die gesuchten Abstinde sind simtlich
einander gleich, namlich gleich der Linge der
in einem Dreieck mit den Seiten von der
Linge a,a - )2, a- V?i auf der letztgenann-

A

a, ayz

e

ten Seite errichteten Hohe. Wir betrachten
ein solches Dreieck, etwa A ADF. Es ist
bei A rechtwinklig, da AD auf der Ebene
¢4 pEy senkrecht steht. Die gesuchte Lénge
der Hohe AP ist daher, wie aus A ADP ~
A DFA folgt,

2. Wegena >0, >0, ¢>0gilt

ab—c)*+b@a—c):+c(@a—0b)2=0.d.h.

ab®4-ac?+ a? + be2 + a?c + b%c —6abec =0.

Nach Addition von 9abc erhilt man

(bc + ac + ab) (@ + b + ¢) = 9abe.

Durch Multiplikation mit der positiven Zahl
1 .

Be@t bt folgt die Behauptung.

8. Es ist 4 + AF + FD + DC

= 63 4 50 + 38 + 49 = 200 = EC.

Daraus folgt, daB die Orte B, 4, F, D, C in

dieser Reihenfolge auf ein und derselben

/

Geraden liegen. 4, B, F sind die Ecken eines
rechtwinkligen Dreiecks mit dem rechten
Winkel & A4 BF, Dies folgt wegen A B2 4 BF*?
= 3024 40%2=502= AF* aus der Um-
kehrung des Lehrsatzes des Pythagoras. Es
sei Q der FuBpunkt des Lotes von B auf AF.
Wegen A BFQ~ A AFB ist dann

BF _ 30-40 _
0

BF?
— = 56_ = 32. Also ist

QD = QF + FD = 32 + 38 = 70.
SchlieBlich erhilt man aus dem rechtwinkli-
gen Dreieck A BQD nach dem Lehrsatz des
Pythagoras
BD*= BQ*++ QD*= 242 4 702
=4(1224 352) =4 - 372 = 74?
und damit BD = 74. Die Entfernung von B
nach D betrigt also 74 km,

4. Die gegebene Gleichung ist genau dann in
z quadratisch, wenn % = 1 ist. Sie ist dann
dquivalent mib der Gleichung

A + _ 5 k_o.

Diese hat genau dmm ree]le Losungen, wenn
die folgenden Radikanden nicht negativ sind,
und zwar die Losungen

(2k—1i‘/ =5

_lx V_zolc2 +82k—11
2(k—1) *)
a) Die Gleichung (1) hat genau dann eine
Doppellosung, wenn
— 20k2+ 32k — 11 = 0, dasheiBt,

8 11 B
kz—glc + 50 = 0 ist.

1) =*+

'

11 1

Das ist fiir & =Eund firk = fzfund nur fir
diese k der Fall.

b) Fir k% Bk u 0, k=1, hat (1
) Fir k*—gk+55 <0, = 1, hat (1)
zwei inand ver hied
DumtderFaJlfurw<k<lundl<lc<
und nur fiir diese &.

reelle Wurzeln.
11
10

*) NB: Damit die letzte Gleichung richtig ist, hat
man in ihr das Doppelvorzeichen passend zu wahlen,
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5. Nach der Definition der Wurzel und des
Logarithmus existiert die linke Seite der
gegebenen Ungleichung genau dann, wenn
z—9>0 und 22 —1>0 gilt. Dies ist

genau fiir > 9 der Fall. Die gegel Un-
gleichung ist dann #quivalent mit folgenden
Ungleichungen

;—lg (2:—l)+—é~lg(z—9)> 1
g @z—1) (z—9) >2

lg(2z*— 192+ 9) > 1g 100.
Diese Ungleichung gilt genau dann, wenn

(222 — 192 4 9) > 100 d.h,

222 —192—91 >0 oder
91 "

:“—}2—92:—12 >0 gilt.

7 19 91
Wegen (z —13) (1 4 *2*> = xz—'zfz— 5

ist die letzte Ungleichung dquivalent mit
[ 7
) (1713)(:5-!—?) >0.

Da ein Produkt zweier reeller Zahlen genau
dann positiv ist, wenn entweder beide Fak-
toren positiv oder beide Faktoren negativ
sind, ist (1) genau dann erfillt, wenn

entweder(Z)x—-13>0undx+%>O

7
oder (3)x—l3<0undx+§<0

Aus (2) folgt z > 13 und umgekehrt; aus

(3) folgt x < — 5 und umgekehrt, Davon

ist wegen  — 9 > 0 nur z > 13 Lésung der
gegebenen Ungleichung; diese ist somit fir
alle reellen Zahlen z > 13 und nur fiir diese
erfiillt.

6. Alle Winkel <t 4 PB mit P auf OD kénnen
als Peripheriewinkel iiber der Sehne 4B auf-
gefaBt werden. Die Mittelpunkte H, der ent-
sprechenden Kreise liegen auf der Mittel-
senkrechten m von 4B. Da jeder Peripherie-
winkel halb so groB ist wie der zugehdorige
Zentriwinkel, ist der Punkt H auf m zu
finden, der (1) Mittelpunkt eines durch 4
und B gehenden und CD schneidenden oder
beriihrenden Kreises ist und der (2) den unter
diesen Umstinden groBten Zentriwinkel
< AHB ergibt. Der Winkel <t 4H B ist um
so grofer, je kleiner die Linge » des Radius
des CD beriihrenden oder schneidenden Krei-
ses um H durch 4 und B ist. Wegenr = CM
(M sei der Mittelpunkt von AB) ist X AHB
genau dann am groBten, wenn r = CM ist
und wenn der zugehérige Kreis die Strecke
CD berithrt. In diesem Falle ist der gesuchte
Punkt P der Berithrungspunkt. Beriihrt
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CA N8
P ”/ C A tH~8
Top
m 1w
]

dieser Kreis aber die CD enthaltende Gerade
auBerhalb der Strecke CD, so ist » am klein-
sten und damit < AHB am gréfiten, wenn
H Mittelpunkt des Kreises durch 4, B, D ist.
In diesem Falle ist P = D. In beiden Fillen
ist P eindeutig bestimmt.

Losungen

Lasung der Aufgabe von
Prof. Dr. habil. U. Pirl:

1 Im Fall II. ist das eben erliuterte Ver-
fahren nicht durchfiihrbar: ¢,, wiirde negativ
ausfallen. Das Fahrrad kann jetzt bei keiner
Einteilung in der Zeit 7', von 4 bis B ge-

langen, sondern frithestens nach ﬂﬂ > Ty)
2

Stunden in B ankommen.
Wir betrachten wieder eine beliebige Ein-
teilung und setzen 7'= T,+ 4, dann ist
& > 0, weil jetzt in (3) nicht das Gleichheits-
zeichen stehen kann. Dabei gelange das Fahr-
rad bis zum Punkte C der Strecke 4 B. Die
Linge der Strecke AC werde mit L bezeich-
net. Dann gilt fiir die Summe der Zeiten, die
die drei Freunde unterwegs sind
3('1' + ST+ T+ T,
L —

R @

1
denn dle meht mit dem Fahrrad zurick-
gelegte Strecke CB der Liinge S — L muB
mindestens zweimal zu FuB bewiltigt werden.
Aus (3) und (4) ergibt sich

30 2(8— L)(~——f) d. h.,
S—LéSM)lv” )
Yp— 0y

Derjenige, der in C vom Fahrrad sbelgt
de

denn er kann diese Strecke nicht schnc]ler als
mit Mopedgeschwindigkeit zuriicklegen. Da

braucht bis B noch mmdesbenss

er nicht frither als zur Zeit b in C absteigen
2



kann — das Fahrrad kann nicht eher in C'

sein — gilt
L S—L
Totoz s+~
2 y
8 1 1)
=5 8= ('7—@). (6)
Aus (5) und (6) ergibt sich
8 1 1
Ty+o0=2-— M(*~*) und hieraus
Vg Vp— Ty \Vy Uy
2735_ (8 —Tovy) (v —2) =3,>0. (T)

=y 03 + 20, v3— 30, v, At

DaB S,> 0 ist, erkennt men daraus, daB
8 — Tyw,>0 wegen v,<< H gilt und der
Nenner wegen v, << v, << vy positiv ist. In
(7) steht das Gleichheitezeichen genau dann,
wenn es in (5) und (6) gleichzeitig steht.

Im Falle I1. ist die gesuchte Minimalzeit 7'y +
8. Umdieszu beweisen, geniigt es wieim Falle
1, eine Realisierung dieser Zeit b

Ist & = &, 80 erhdlt man fir L aus (6) und
(7) mit dem Gleichheitszelchen den Wert L,

T
0% — ”z+3ov 72>0

Ly=—,
v, —
und aus (5) und (7) wenn dort die Glelchhelts-
zeichen stehen,

Ly=§—2hl% g
vy — Vg
Bezeichnet man noch mit C, denjenigen
Punkt der Strecke 4B, fiir den die Strecke
AC, die Liinge L, hat, so legt jeder der drei
Freunde die Strecke 4B in der Zeit T3+ 4,
zuriick, wenn folgendermaBen verfahren wird :
1. F, fihrt von 4 bis €, mit dem Fahrrad und
danach bis B mit dem Moped. Dabei legt er
die Strecke 4B wegen (6) und (7) mit den
Gleichheitszeichen in der Zeit 7,4+ &, zu-
riick. Das Verfahren ist genau dann durch-

L
fiahrbar, wenn er nach der Zeit * in C, das
2

Moped vorfindet.

2. F, fihrt die erste Hilfte der Strecke AC,
mit dem Moped und lauft dann bis B zu FuB.
Das ist unabhingig von den beiden anderen
gicher durchfithrbar.

3. F, geht die erste Halfte der Strecke AC,
zu FuB, fahrt dann mit dem Moped bis C,
und lduft das letzte Stiick bis B zu FuB. Dies
ist durchfiihrbar, da F; mit dem Moped die
Mitte von AC, eher erreicht als ¥, zu FuB.

F, und Fy kommen dabei gleichzeitig in C,

Ly (1
und zwar nach ED (7 + 1} Std. an. Das ist,
v v

weil der Fall II vorliegt, friiher als F,, so daB
sich F; wie beschrieben verhalten kann. Fir
L = Lyund & = &, stehen in (5) und (6) die
Gleichheitszeichen, folglich stehen dann auch
in (4) beide Gleichheitszeichen. Da das linke
nur dann steht, wenn alle drei Freunde
gleichzeitig in B ankommen, erreichen bei der

angegebenen Einteilung alle drei B gleich-
zeitig. Dabei kommt auch das Moped in B
an, wihrend das Fahrrad a.n der Stelle C,

stehen bleibt. Wegen (6) lst —=> To+ 8, 0

daB das Fahrrad nicht in der Zeit Ty+ 8,
von A bis B gelangen kann, d. h., wenn die
Freunde méglichst schnell von 4 nach B
kommen wollen, miissen sie das Fahrrad
unterwegs stehen lassen.
Eine Realisierung des Falles II. wire folgen-
dermaBen denkbar: v,= 15km/h (Lang-
streckenlaufer), v, = 20 km/h, v; = 50 km/h.
Dann ist

10+3 3 _1_1
=302~

47 Planetarische Lebewesen
Lésung der Aufgabe von Prof. Dr. H. Karl:

Der Schiller Hans Dietrich Gronau, EQOS
»Friedrich Engels”, Klassenstufe 10, Neu-
brandenburg, sandte uns die vorbildliche
Losung zu der Aufgabe von Herrn Prof. Dr.
H. Karl, die wir nachstehend original wieder-
geben:

Zur Lésung fiihre ich folgende Bezeichnungen
em:

z, 2~ a,b,c von K,
z;2a,b, ¢ von K,
zyNa,b,c von K,
x4 a, b, ¢ von K,

by by byt b,

a-Beine (Anzahl)
b-Fliigel (Anzahl)
c-Fiihler (Anzahl)
= GyF ayF a3 ay
i CaF G ¢y
a,> ay; by> by ¢g > ¢4
a,>b, b =a, bi2a bz, (1)

bi>ey 62by 2by 32 by
Aus den Ungleichungen von (1) folgt:

> 2b =2a;,>a, (2)

a2> 0,2 by = a, 3)

Aus (2) und (3) folgt, daB b, = 8, denn

by by by b, und

b <8; by<<8; by<8.

> L.Fall: b,=4 @

— aus (4)und (3) folgt:
by=6 by=2 —ays=2
aus (2) und (4) folgt: a,=4 a,=2,
ag und a, stehen in Widerspruch.

~ 2.Fall: b,=6 ®)
- aus (5) und (3) folgt:
by=14; by=2; a;=2

— aus (2) und (5) folgt:

aus (2) und (3) folgt:

e, <= 85 a,<a; <8 a3< b,=4

- a,=8; dag,< a,~> a,=6; a,=4.

Dac, = b, (1) und ey 5 ¢y 05> €< 4
by=4—>c,=4
=2

c;=16; c;=8
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Es ergibt sich dann folgende Zusammen-

stellung:
K, Beine 6 Fligel 6 Fiithler 6
K, » » » 4
K, » 2 » 2 » 8
4 » 8 » 2

K, »
Das Vergleichen dieser Lésungen mit den
Aussagen bestitigt die Richtigkeit dieser
Léosung.
Prof. Dr. H. Karl spricht dem ,,prichtigen
Jungen* fiir diese Leistung seine Anerken-
nung aus und schreibt an die Redaktion: ,,Die
vorstehende Losung ist in allen durchgefiihr-
ten Schlissen richtig und bedarf in dieser
Hinsicht keiner Korrektur. Lediglich die
formale Wiedergabe der in der Aufgabe for-
mulierten Bedingungen ist nicht ganz ein-
wandfrei, denn aus
a, % a, % ay=+ a, folgt noch nicht, daB auch
die Ungleichungen a;=a,, a,%+ a, und
a; = a, gelten. Will man dies berichtigen, so
kann entweder die zweite Ungleichungskette
@, a,% a,=F a; hinzugefigt werden oder
aber statt der beiden eine andere Art der
Formulierung gewahlh werden, z. B. folgende,
die zugleich beriicksichtigt, daB prect
mit denb- und ¢c-Werten zu verfahren ist. Zur
Losung fithrt man zweckmiBig folgende
Bezeichnungen ein: ay, by bzw. ¢, seien die
Anzahlen der Beine, Fliigel bzw. Fiihler der
Kiferart Ky, (v = 1, 2, 3, 4). Dann gilt auf
Grund der Aufgabenstellung @, % ay, by == by
und ey oy fitrv + 4, (v, u =1, 2, 3, 4). Die
weiteren Bedingungen lauten dann a, > q,,
b, > b, usw. wie im Losungstext.*

80 Lésung der Aufgabe von

Prof. Dr.-Ing. babil. G. Clemens:

1. Lo g: Die Am g des Sinus-
satzes auf das mit den Seiten 8, S, und L
gebildete Dreieck (Abb. 4) liefert

§1, sin (8 —¢) 74_sm(ﬂ—w)
sin (180 — (¢ + B)) ~ sin (« + )
sin (8 — o) |
1sin(e +6)
[4

y=180- («+3)

Abb. 4 B

Da nun sin (¢ + B) von @ unabhiingig ist, gilt
a) 8 hat ein positives Maximum S,(1), wenn
sin (8 — @) = 1
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b) §,= 8, ist gleich Null, wenn
sin (B— @) =0
¢) S, hat ein negatives Maximum §,(3), wenn
sin (8 — @) = — 1, somit folgt aus
a) sin (f— @) =1
die Bedingung f— ¢, = _Z’ alsop, = ﬁ—-
1) 8in (f— @,) = 0die Bedingung § — ¢, = 0,
also py=
b,) sin (f — @,) = 0 die Bedingung f— @, =7,
also py=p—m
c) sin(f— @g) =—1 3
die Bedingung f — @, = 5%
3
also @a=f — 5 das heif3¢,

8, erreicht als Zugkraft das Maximum,
wenn L senkrecht auf dem Stab 2 steht
und nach oben zeigt (Abb. 5a). Esist dann

2

8,0

_ L
Tsin(e + f)

77

Abb. 58

b) 8§, ist gleich Null, wenn L in die Richtung

des Stabes 2 zeigt. Es gibt zwei um 180°

verschiedene Lagen, einmal ist S, ein

Druckstab (Abb. 5b,) und einmal ist S,
ein Zugstab (Abb. 5b,).

Lageplan

Krifteplan

Abb. 5b,  Lageplen

Abb. 5by

Lageplan

Krifteplan

¢) 8, erreicht als Drucz:raft das Maximum,
wenn L senkrecht auf dem Stab 2 steht
und nach unten zeigt (Abb. 5c¢). Es ist



Abb. 5¢ Lageplan *  Krifteplan
2. Lésungsweg (rein geometrische Losung):
In geometrischer Deutung verlangt die Auf-
gabe, ein Dreieck ABC (das Krafteck) zu
zeichnen (Abb.4), bei dem der Winkel
y = 180°— (a + ) und die Seite 4B = L
gegeben sind und in dem eine der Seiten
AC = 8, bzw. BC = 8, einen Extremwert
annimmt. Zur Lésung wird der Peripherie-
winkelsatz benutzt. Beachtet man, da8 die
groBte Sehne eines Kreises der Durchmesser
ist, so ist damit aus der Schar der unendlich
v1elen Dreiecke mit gegebenem y und L
ige” Dreieck bestimmt, das de.r Auf-
gabenstellung entspricht. Die Konstruktion
der Seiten des Krafteckes ist in Abb. 6
durchgefiihrt.

Abb. 8

3. Losungsweg: Da die in Abb. 3 eingezeich-
neten Krifte im Gleichgewicht stehen, gilt
die Vektorgleichung
- > >
Si+ 8,4+ L=0,
der die beiden skalaren Gleichungen
—8,cose + S;c08 8+ Leosgp=0
8y sine + 8;8in f 4+ Lsing =0
entsprechen.
Dieses System hat die Losung
— (cos & sin f — sin @.cos ﬂ)
Si=_ “(cos o 8in § + sin « cos f)
_sn(f—g),
Tsin(a+p)
cos « sin @ 4 sin e cos @
*= _(cosasinp + sina cos f)
sin (z + )
" sin (@ + /9)
und liefert somit die schon auf dem ersten
Losungsweg gefundene Formel.

alpha - heiter (1/67)

Silbenritsel: AuBenwinkel, Radius, Cantor,
Hektollter, Inkreis, Mittelpunkt, Exponent
Duret Ebene, Sel fehl
Li-mes statt lim-es) —Archimedes. — Es glbt.
mindestens 3 Schiiler und héchstens 720 Schii-
ler dieser Schule, die am gleichen Tag Ge-
burtstag haben. 731 — 11 = 720;

730:365 =2und 2+ 1 =

317. 7 19 2

5 e s 5 105
71 3

1 115 16 2 10
31 4
10 5

333

Lay 30 =13

Im Gefil bleiben 135 g der Substanz. — 250g
(ein Stiick) Markenbutter kosten 2,50 MDN;
fiir 870 g sind demnach 8,70 MDN zu zahlen.
— Unter 150001 Menschen gibt es wenigstens
zwei Personen, die die gleiche Anzahl von
Kopfhaaren besitzen. Moskau hat iiber
6 Millionen Einwohner. 39 - 150001 =
5850039. Aus 5850039 < 6000000 folgt die
Richtigkeit der Behauptung. — Scherzfragen:
Schachtel; Kreisdurchmesser; Summe;
Stammbruch.

heiter (2/67)

Wortschatz im Sechseck: Sieben, Lambda,
Kepler, Faktor, Radius, Minute, Sektor,
Klasse, Winkel. — a=0; b=1; c=2;
d=4; e=6; [f=235; 9.

Nicht im Netz verfitzen:

alpha -

1 [ ] ]
Die unvermutete Pointe: 202 = 25 (x — 12);
z = 60; V = 1200 Liter. — Folgende Kom-
binationen sind mdéglich: 10 (4); 0 (B);
0(C)—17;1;1—5;4;0—4;2;2—3;0;
4—2;5;1—1;8;3—0;8;0—0;1;5—
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In der ersten Schale waren n Apfel
(n=1,23,4,...); in der zweiten und
dritten Schale lagen je n + 3 Apfel. Die Auf-
gabe besitzt beliebig viele Losungen. —

W(10)67 Aus 8) folgt: Nach Stralsund fihrt
entweder der Physikeroder der Matk il

Danach ziehen wir durch M zwei aufeinander
genkrecht stehende Durchmesser;ihre Schnitt-
punkte mit der Kreislinie sind die Eckpunkte

Aus 5) und 6) folgt: Der Physiker fahrt nach
Stralsund.

Zuwischenergebnis: Der Chemiker fihrt nach
Schwedt, der Mat} tiker nach Greifswald,
der Physiker nach Stralsund.

Aus 5) folgt : Der Physiker ist 30 Jahre alt.

des ersten Quadrates. Durch jeden Eckpunkt

Aus 6) und 7) folgt: Herr N ist Che-
miker.

Zuwischenergebnis: Der Chemiker ist 39 Jahre
alt, der Mathematiker ist 43 Jahre alt, der
Physiker ist 30 Jahre alt.

Aus 7) folgt: Der 39jihrige Chemiker heiBt
Neumann.

Aus 4) und 9) folgt: Der Physiker heilt
Miiller.

W(5)68 Die drei aufeinanderfolgenden na-

h wir eine Gerade, die jeweils senk-
recht zu einem bereits gezeichneten Durch-
messer steht. Die Schnittpunkte dieser vier
Geraden sind die Eckpunkte des zweiten
Quadrates.

3-3
Ay=4- 5
A;=6-6cm?

cm?= 18 cm?;
=36em?; A4,:4,=1:2,

W(8)7l Es sei DEFG das cinbeschriebene

titrlichen Zahlen, welche die MaBzahlen der
Seitenlingen des Dreiecks sind, lassen sich
durch n — 1, » und = + 1 symbolisieren. Die
Summe dieser drei Zahlen betragt 3n.

Aus 3n = 42 folgt » = 14. Die Léngen der
Dreieckseiten sind demnach 13 cm, 14 em
und 15 cm.

W(6)69 Aus der Zeichnung ist folgendes zu
entnehmen: A BA'C' >~ A CB'A" ~
A AC'B’ (sws).

Jedes dieser Dreiecke besitzt einen Winkel
von 60°; nach Konstruktion gilt 40 =
BA'= CB’; aus AB’ =a—z,04" =a—y
und BC" = a — z folgt wegen z = y = z, daB}
die Strecken 4B‘, CA’

CA" und BC" ebenfalls
gleich lang sind. Aus der Kongruenz dieser
Dreiecke folgt A’B'= B'C'=C'A’. Das
Dreieck 4’B’'C” ist somit ebenfalls gleich-
seitig.

W(7)70 Wir zeichnen einen Kreis mit dem
Mittelpunkt M und dem Radius » = 3 em.
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hteck mit den Seiten EF =GD = x
und DE = FG = Y.

¢

k3

8

i

Dann folgt nach dem Strahlensatz
y:ic=(h—2a):h,

cth—ay .

also y=—— . Fiir den Flichen-

inhalt des Rechtecks DEFG gilt daher:

h_
A=zy= zoth—z) h[hz—a:]
h? h?
-5 I—z“*—’“]
c k2 ht
=% Z_(Z"‘“*'“’Z)J

¢ [R? 1 2 c kB ch
=T[Z‘(?‘“’”§ ATy

Der Flacheninhalt hat also genau dann den

h
groBten Wert, wenn 3 —T= 0, d. h.

k c.
T = 2fundy= o ist.
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Lebendige
.
Mathematik
Auf den folgenden 2 Seiten stellen wir interes-
! sante Biicher aus der Sowjetunion vor, deren
e

Inhalt fiir Euch und Euer Steckenpferd, die
Mathematik, das richtige ,,Futter* ist.

Schachno, K. U.
S; lung von Aufgaben aus der El h ik mit erhhter Schwierigkeit

(CGopiTMK 3afay Mo 3NEMEHTAPHOA MATEMATHKe HOBHUIEHHOK TPYRHOCTH. )

3., verb. Aufl. Minsgk 1966. 478 Seiten mit 259 Abb.
Halbleinen. 4,75 MDN

Bestellnummer VII A-1688
In russischer Sprache. *

Nagibin, F. F. z

Mathematische Schatulle
(MaremMaTHueCKan IIKATYJIKa.)

2. Aufl. Moskau 1961. 166 Seiten. Illustr.
Halbleinen. 1,55 MDN

Bestellnummer 171-3344a

In russischer Sprache.

Poswjanski, A. D. u. N. N. Ryshow

foab I larstellenden G .
Aufg g zur dar ie

(CGopuuk aamay mo radepTaTendbHOll FeoMeTpuUm.)
3. Aufl. Moskau 1966. 280 Seiten. Illustr.
Halbleinen. 2,55 MDN

Bestellnummer VII-A 1719

In russischer Sprache.

Ostrowski, A. T.

75 Aufgaben der El h ik —
einfach, aber...

(75 sama4 mo sieMenTapHON MaTeMaTiiiv: —
DIPOCTHX, HO .. ..)

Moskau 1966. 132 Seiten. Illustr.

Broschiert. —,75 MDN

Bestellnummer VII A-15699

Die Formulierung der Aufgaben ist fast immer iiberaus
einfach, aber sie sind interessant wegen der Originalitit des
Losungsweges.

In russischer Sprache.,




WHNAM - B3 UANUR DEPmALING—yr p-om
2. Monucam x 523 ... Tpn uuq:vpu 'tax *¢TO6H. ONYHeRHoe
IDECTH3HAMIOE UHCNO AETHAOCH Ha 7, 8 M
Beeflow mamsnsrsrnmaun: A._B. €. [) — nocnefoparess-

Aufgah 1 von Mos} Matk ik-Olympiad
(Cﬁopnux 3agad no ‘MocKoBCKIX Onumnaag. )

Moskau 1965. 384 Seiten mit 66 Abb.

Halbleinen. 3,05 MDN

Bestellnummer VII A-1516

Die Aufgaben dieses Buches sind sowohl in bezug auf den Reichtum des theoretischen Inhalts
als aueh in bezug anf ihre Losungen sehr interessant. Es enthilt etwa 500 Aufgaben, die auf
M Mat k-Olympiaden gestellt worden sind.

Landau, L. und J. Rumer

Was ist die Relativititstheorie?
(What is the theory of relativity)

3. Aufl. Moskau 1965. 68 Seiten. Illustr.
Broschiert. 1.25 MDN

Bestellnummer En 1257.

In englischer Sprache.

Perelman, J.

Zahlen zam Zeitvertreib
{Figures for Fun)

Moskau o. J. 152 Seiten. Illustr.
Halbleinen. 2,75 MDN
Bestellnummer En 1014

Ein halt, U icht in Math ik, wobei dem Leser mit mathematischen Ritseln,

mathematischen Problemen und praktischen Aufgaben geholfen wird, sich ein Grundwissen
in Mathematik anzueignen.
In englischer Sprache.

Perelman, J.

Unterbaltsame Physik. 1. Buch.

(Physique récréative)

Moskau o. J. 232 Seiten. Tllustr.

Halbleinen. 5,50 MDN

Bestellnummer Fr 530/1

Der Verfasser, der schon durch mehrere populir-
wissenschaftliche Biicher einen guten Namen hat,
veranschaulicht dem Leser in diesem Werk physi-
kalische Erscheinungen, die jedem tiiglich begegnen.
In franzosischer Sprache.

Perelman, J.

Lebendige Mathematik (¥upaa maremarnka.)

Mathematische Erzihlungen und Ritsel. 8. Aufl. Moskau 1967. 160 Seiten. Illustr.
Broschiert. 1,156 MDN

Bestellnummer VII A-1760

In russischer Sprache.

Diese und andere i Math ikbick haltet Ihr in jeder Buchhandlung
mit Fremdsprachensortiment.

LKG Leipziger K . und GroBbuchhandel

Index 31069
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Als Diplommathematiker
in Dubna

Das Vereinigte Institut fiir Kernforschung in Dubna wurde 1956 gegriindet. Es wird von
zehn sozialistischen Lindern Europas und Asiens gemeinsam betrieben. Wissenschaft-
ler aus diesen Liandern arbeiten fiir kiirzere oder lingere Zeit in Dubna. Ein Teil des
heutigen vereinigten Institutes bestand schon friiher als sowjetisches Institut.

Das Vereinigte Institut fiir Kernforschung besteht aus einer Reihe von Laboratorien,
2. B. dem Laboratorium fiir Hohe Encrgien, zu dem der groBe Beschleuniger fiir Pro-
tonen gehort, dem Laboratorium fiir Kernprobleme, dem Laboratorium fiir theore-
tische Physik, in dem ich arbeite, u. 2. Dubna ist eine kleine Stadt, ungefihr 150 km
nérdlich von Moskau gelegen, genau dort, wo der bekannte Moskau-Kanal am Mos-
kauer Meer endet und die Wolga das Moskauer Meer wieder verlédBt. Da um die Stadt
herum noch der FluB Dubna flieBt, der in die Wolga miindet, und andererseits unter
dem Moskau-Kanal hindurchfihrt, kénnte man auch sagen, da8 Dubna auf einer
Insel liegt.

Ein Teil der Stadt Dubna, in dem die Wissenschaftler und das technische Personal
wohnen, der sogenannte Institutsteil der Stadt, ist erst mit dem Institut gebaut wor-
den, mitten im Wald am Ufer der Wolga. Es wurde nur soviel Areal abgeholzt, wie
unbedingt notig war, um Platz fiir Hiuser und StraBen zu schaffen. Kleinere
asphaltierte Wege fiithren einfach zwischen den Biumen hindurch, manchmal sogar
um sie herum. Diese ideale Gestaltung des Wohngebietes und der kiinstlich errichtete
Strand an der Wolga bieten in der Freizeit gute Erholungsméglichkeiten. Die Labora-
torien des Institutes liegen unmittelbar neben dem Wohngebiet, so daB man in fiinf
bis fiinfundzwanzig Minuten zur Arbeitsstelle gelangt. Nur der groBie Beschleuniger
liegt etwas tiefer im Wald, auch aus Sicherheitsgriinden. Wir sind im Sommer 1966
nach Dubna gekommen. Meine Frau arbeitet als Physikerin im Institut. Unser kleiner
Junge geht hier in die Tageskrippe und der groBe besuchté bisher den Kindergarten.
Jetzt kommt er hier in die Schule. Natiirlich wird iiberall nur Russisch gesprochen, so
daB unsere Kinder diese Sprache nach einem Jahr schon gut beherrschen. Im letzten
Jahr im Kindergarten lernen die Kinder iibrigens auch schon Englisch. Ich habe von
1959 bis 1963 in Leipzig Mathematik studiert und dann dort auch promoviert (den
Doktorgrad erworben). Hier arbeite ich als Mathematiker im Laboratorium fiir theo-
retische Physik. Gemeinsam mit einem sowjetischen Physiker habe ich ein Zimmer mit
zwel Schreibtischen, einer Wandtafel und zwet Wandschrinken. Die Arbeitszeit be-
ginnt 8.45 Uhr. In den ersten Stunden am Vormittag beschiftigt man sich meistens
mit Problemen, die man gerade in Arbeit hat. Wenn das Gehirn noch ausgeruht ist,
ist die Wahrscheinlichkeit natiirlich am gréBten, neue Losungen zu finden. Dieser Teil
der téglichen Arbeit kann als die eigentliche Forschungsarbeit bezeichnet werden, weil
man da versucht, mit seinem Wissen neue Resultate zu erzielen. In unserem Arbeits-
kreis arbeiten wir mit an der Entwicklung einer Theorie, die die Wechselwirkungen
zwischen Elementarteilchen erklirt. Zu den Elementarteilchen gehoren die bekannten
Bausteine des Atoms, das Proton, das Neutron und das Elektron, aber auch noch viele
andere Teilchen, z. B. die sogenannten Mesonen oder Hyperonen. Obwohl schon viele
wichtige Ergebnisse von Wissenschaftlern aus der ganzen Welt erzielt wurden, konnte
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noch keine vollstindige Theorie der Elementarteilchen entwickelt werden. Vielleicht
liegt es daran, daf erst noch geeignete mathematische Methoden entwickelt werden
miissen. Sicher wird manch einer von euch jungen Lesern dieser Zeitschrift in wenigen
Jahren als Mathematiker oder Physiker bei der Losung dieser interessanten Probleme
mitarbeiten.

Die zweite Tageshilfte nutzt man meistens dazu, sich weitere Kenntnisse anzueignen.
In einer grofien Bibliothek findet man die dazu geeignete Literatur. Ben&tigt man ein
Buch, das noch nicht in Dubna ist, so braucht man es nur zu bestellen. Wéchentlich
einmal werden diese Biicher aus den groBen Bibliotheken Moskaus geholt. Tiglich
kommen mehrere neue Arbeiten von Wissenschaftlern aus der ganzen Welt in Dubna
an, die dann in der Bibliothek ausliegen und die man natiirlich aufmerksam verfolgen
muB.

Ihr wiBt ja selbst, wie schnell beim Losen von Aufgaben die Zeit vergeht. Um deshalb
an jedem Tag das nétige Pensum zu schaffen, muB man sich die Arbeit genau einteilen
und mit grofter Disziplin an die Arbeit gehen. Je gewissenhafter man sich schon von
der Schule her gerade diese Arbeitsdisziplin antrainiert, desto mehr wird man dann
als Wissenschaftler leisten konnen. Das ist genau so wie bei einem Leistungssportler.
Mehrere Male in der Woche kommen die Wissenschaftler in Gruppen in Seminaren
zusammen. Sie berichten iiber ihre neuesten Forschungsergebnisse oder auch iiber
Forschungsergebnisse anderer Wissenschaftler. Gesprochen wird dabei russisch. AuBer-
dem kann man von Dubna aus einmal in der Woche bei einem der weltbekannten
sowjetischen Mathematiker, die in Moskau arbeiten, Vorlesungen oder Seminare be-
suchen. Bisher habe ich wochentlich an einem Seminar im Steklow-Institut, dem
Mathematischen Institut der Akademie der Wissenschaften der UdSSR, teilge-
nommen.

Ein- oder zweimal in der Woche ist abends Russischunterricht. Alles was man in
russisch schon kann, ist einem sofort von Nutzen, ob im téglichen Leben, etwa beim
Einkaufen, oder in den wissenschaftlichen Diskussionen. Alles was man noch nicht
kann oder vergessen hat, muB man sich hier genau so miihevoll erlernen wie in der
Schule. Gerade auch denjenigen, die einmal Mathematiker oder Physiker werden
mochten, kann man nur raten, Fremdsprachen griindlich zu lernen, weil man spiter
doch mit Wissenschaftlern aus vielen Léndern zusammenarbeiten muB. Das beginnt
schon bei den Betreuern und Teilnehmern internationaler Mathematikolympiaden.
Soviel fiir heute aus Dubna, dem Zentrum der Kernforschung der sozialistischen
Lander.

G. LaBner

= e s . e S

Hauptgebiude und zentrale Schaltanlage des Synchrophasotrons
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X

HeiBe Tage in Cetinje a

Bericht iiber die IX. Internationale \
Mathematikolympiade 1967

Wir hatten uns vierzehn Tage gemeinsam in Berlin intensiv auf den Wettbewerb vor-
bereitet. Nun wurden die acht Mitglieder der DDR-Mannschaft feierlich in Berlin-
Schénefeld verabschiedet. Eine IL-18 der Interflug trug uns iiber Zagreb nach Beograd,
der Hauptstadt der SFR Jugoslawien. Hier erwarteten uns Vertreter der DDR-Bot-
schaft. Der vierstiindige Aufenthalt wurde mit einer Stadtrundfahrt ausgefillt. Der
Blick von der alten Burg auf das Hausermeer und den Zusammenflu von Save und
Donau wird uns lange im Gedéchtnis bleiben. In Cetinje —einer Kleinstadt von 11000
Einwohnern, in iiber 600 m Héhe gelegen — kamen wir lange nach Mitternacht an.
Vom Flugplatz in Dubrovnik wurden wir mit einem Autobus abgeholt. Es war ein
schones Zeichen der Gastfreundschaft, daB wir nach fiinfstiindiger Fahrt im Hotel ein
warmes Abendbrot erhielten. Zu unserer grofen Freude wohnten wir in modernen Zwei-
bettzimmern, jeweils mit kleinem Vorraum und Bad. Am nichsten Tag galt es, sich
fiir den bevorstehenden Wettbewerb auszuruhen. Trotzdem fanden wir noch Zeit, uns
in der von Karstgebirgen umgebenen ehemaligen Hauptstadt Montenegros umzuschen.
Sie war zu Ehren der Olympiade mit Fahnen bunt geschmiickt. Die Einwohner dieses
idyllischen Stadtchens hatten auf vielfaltige Weise fiir eine rechte Stimmung fiir den
Wettbewerb gesorgt, der am 5. und 6. Juli im Rathaus ausgetragen wurde. 99 Teil-
nehmer aus 13 Lindern wurden in je einer vierstiindigen Klausur (an jedem der beiden
Tage) vor drei wirklich schwere Aufgaben gestellt. Man muBte alle Kraft und alle
Fihigkeiten einsetzen, um die ,,harten Niisse* zu knacken.

An den darauffolgenden Tagen wurden wir mit Autobussen zum herrlichen Strand der
Adria gefahren. Wihrend wir uns in den Wellen tummelten, Freundschaften mit den
Jungen Mathematikern der Teilnehmerlénder schlossen, eifrig mathematische Auf-
gaben und politische Probleme diskutierten, hatten Delegationsleiter und Betreuer oft
bis in die Nacht hinein mit der Korrektur unserer Arbeiten zu tun. Erst nach der
(zweistiindigen) AbschluBsitzung der Jury konnten Betreuer und Mannschaften ge-
meinsame Fahrten durch das herrliche Montenegro und Dalmatien unternehmen. An
einem Tage ging es durch ein FluBtal, manchmal dicht an Abhéingen mehrerer hundert
Meter hoher Berge entlang, zum Biograder See. An einem anderen Tage fuhren wir in
den bekannten Badcort Dubrovnik, den einer der Olympiadeteilnehmer als ein lebendi-
ges Musewm bezeichnet hat. Man kann den Reiz und die Schonheit dieser alten, von
starken Mauern umgebenen Adriastadt kaum beschreiben.

Am 12. Juli versammelten sich die Teilnehmer der IMO, unter denen eine iiberaus
heraliche und freundschaftliche Atmosphire herrschte, noch einmal zu einem Empfang,
den der Volksbildungsminister der SFR Jugoslawiens gab. Bei der anschliefenden
Siegerehrung im Rathaus von Cetinje konnten wir die Urkunden entgegennehmen. Die
Freude war grof3, als wir drei erste, drei zweite und einen dritten Preis bekamen. Das
war wohl Grund genug, am Abend beim Ball der Jugend frohlich zu feiern.

Die Tage in Cetinje haben allen gut gefallen, auch den Schweden, Englindern, Fran-
zosen und Italienern, die das erste Mal an der Olympiade teilnahmen. Sie haben ver-
sprochen, bei der X. IMO wieder dabei zu sein. So konnten bei der Abreise viele

sagen: ,,Auf Wiedersehen in Moskau zar X. IMO!“
R. Hoppner, EOS Elsterwerda
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Cetm]e, Hobel Park — Unberkunft fiir die Dele- Der Berg Lovéen mit dem Grabmal von

und einige M:
die DDR- Mannschs,ft)

ften (darunter Njego$ — ein Ausflugsziel im bizarren

Karstgebirge

Fakten - Fakten - Fakten - Fakten ...

Schirmherr der IX. IMO: Josip Broz Tito,
Priisident der SFR Jugoslawien — Vor-
sitzender der Jury: Frau Prof. Ili¢-Dajovié
(Beograd), — Einziges Miidchen der IX.IMO:
D. Staneva, VR Bulgarien — Durchfiihrung
eines Symposiums (wissenschaftliche Tagung)
unter dem Thema: Probleme der Forderung
th hen Nachwuchses — Einlad
an weitere Linder fiirr die X. IMO: Be]g]en,
Dinemark, Finnland, Norwegen und Oster-
reich — Auftrag der Jury an das Ministerium
fir Volksbildung der UdSSR: Ausarbeitung
eines Entwurfs des Statuts der Internatio-
nalen Mathematikolympiaden

DDR-Mannschaft — IX. IMO 1967

Christoph Bandt 1. Preis
EOS Greifswald (K. 11)

Stefan Heinrich 1. Preis
EOS Heinrich Hertz, Berlin (K. 10)
Reinhard Hoppner 1. Preis
EOS Elsterwerda (KI. 12)

Wolfgang Burmeister 2. Preis

55. OS Dresden (KI. 8)

Gert Siebert

EOS Heinrich Hertz, Berlin (K. 12)
Ulrich Zihle

ABF Walter Ulbricht, Halle (KI. 11)
Joachim Fritz 3. Preis
EOS Cottbus (K1. 11)

Werner Vogt

EOS Ilmenau (KI. 12)

2. Preis

2. Preis
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Urteil des Fachmannes

A]lgemem ist zu den Aufgnben zu sagen, daBl
iglei d betrichtlich iiber dem
des Vorjahres lag. Erfreulicherweise ist man
damit zum gewohnten Niveau der IMO
zuriickgekehrt. Ein hoherer Schwierigkeits-
grad bietet zumindest zwei Vorteile: Erstens
empfindet der Schiiler eine groBere Befriedi-
gung, wenn er sich an schwierigen Aufgaben
bewihrt hat, und zweitens koénnen die Lei-
stungen der Schiller exakter beurteilt werden.
Das fithrt letzten Endes zu einer gerechteren
Verteilung der Preise. Da sicher angenommen
werden kann, daf der Leistungsstand der
diesjihrigen Olympiadeteilnehmer im Durch-
schnitt nicht unter dem des Vorjahres lag,
wird der héhere Schwierigkeitsgrad auch aus
folgendem ersichtlich: Im diesem Jahr konn-
ten nur 539, aller erreichbaren Punkte ver-
geben werden, wihrend es im vorigen Jahr
75% waren. In diesem Jahr wurde nur ftinf-
mal die volle Punktzahl (42 Punkte) erreicht,
1966 (bei nur 72 Teilnehmern) elfmal. Wir
freuen uns besonders, daB zwei dieser funf
Schiiler unserer Mannschaft angehérten. Wir
kénnen mit dem Abschneiden unserer Mann-
schaft sehr zufrieden sein. Auch in diesem
Jahre muBten wir jedoch wieder feststellen,
daB viele ganz elementare Fehler gemacht
wurden. Insbesondere gab es diesmal Schwie-
rigkeiten im Umgang mit einfachen Unglei-
chungen. Zum Teil sind diese Fehler mit
Zeitnot zu erkldren. In Zukunft muB auBer-
dem noch mehr auf eine mathematisch ein-
wandfreie und saubere Darstellung des Lo-
sungsweges geachtet werden.

ihr Schwier

H. Bausch.



Aufgaben

Erster Klausurtag

1. In ecinem Parallelogramm ABCD sei
AB=a die Linge der Seite 4B, AD =1
die Linge der Seite 4D und « das MaB des
Winkels ¢ DAB. Das Dreiecck ABD sei
spitzwinklig.
Man beweise: Die vier Kreise K, K, K¢,
K vom Radius 1, deren Mittelpunkte die
Eckpunkte 4, B, C, D sind, iiberdecken das
Parallelogramm dann und nur dann, wenn

a< cosa + V§ sin gilt.
(6P., &359P. A 60%)*
2. In einem Tetraeder habe genau eine Kante
eine Linge, die grofer als 1 ist. Man zeige, daB

1

dann fir das Volumen des Tetraeders V < g
(7P, & 3,93P. ~ 56%)*
3. Es seien k, m und » positive ganze Zahlen,
wobei m + k + 1 eine Primzahl grofer als
n+1 ist. Wir fithren die Bezeichnung
¢, =5(s+ 1) ein. Man beweise, daB das
Produkt

Cmsr— k) Cnra—Ck) * * * (Congn — &)
durch das Produkt cc, - - - ¢, teilbar ist.
(8P., 3,03 P. 1 389)* :

gilt,

Zweiter Klausurtag

4. Es seien zwei spitzwinklige Dreiecke
AoBy,Cy und A’B’C’ gegeben. Man konstru-
jere ein Dreieck 4 BC, welches dem Dreieck
A’B’C’ idhnlich (wobei die Punkte 4,B,C
den Punkten 4’, B’, ' in der angegebenen
Reihenfolge entsprechen) und dem Dreieck

AyB,C, umschrieben (wobei AB durch C,,
BC durch 4, und C4 durch B, verliuft) ist.
AnschlieBend konstruiere man von allen
Dreiecken dieser Art dasjenige mit dem
groBten Flicheninhalt.

6P, & 4,14 P. ~ 69%)*

5. Man betrachte die Folge [c,}

e=a; +ay +o-ta
Co= @y + a2 + ¢+ ay?

="+ a" + - - agt

wobeia,, . .., agreelle Zahlen sind, von denen
wenigstens eine verschieden von 0 ist. Es sei
bekannt, daB unendlich viele Glieder ¢, die-
ser Folge gleich 0 sind. Unter dieser Voraus-
setzung bestimme man alle », fir die ¢, = 0
gilt! (TP, & 3,13P. ~ 459)*

6. Bei einem Sportwettkampf wurden m
Medaillen im Laufe von » Tagen (» > 1) ver-
1
7
der iibrigen m — 1, am 2. Tage 2 Medaillen

lichen. Am 1. Tage wurden 1 Medaille und

1
und 5 des nun verbliebenen Restes verlichen

usw. SchlieBlich wurden am nten Tage
gerade n Medaillen vergeben, ohne da8 noch
welche iibrig blieben. Wieviel Tage dauerte
der Wettkampf und wieviel Medaillen wurden
insgesamt verliehen? (8 P., () 4,48 P. 56 9,)*

* bedeutet: erreichbare Punkte: 6; erreichte Durch-
schnittspunktzahl (in Bezug auf alle Teilnehmer):
38,59 (absolut), 80 (in Prozent)

(Die Losungen dieser Aufgaben findet der interessicrte
Leser in Heft 1/68 der Zeitschrift ,Mathematik in
der Schule, d. Red.) :

VIIL. IMO IX.IMO
Preise: | 1. Pr. 2, Pr. 3. Pr.Sonderpr.; 1. Pr. 2.Pr. 3.Pr. Diplom| Gesamtpktz. *

VR Bulgarien - 1 3 —_ 1 — 1 1 159 47,3
CS3R - 1 2 — — 1 3 —_ 159 47,3
DDR 3 3 - 8 3 1 — | 257 76,5
Frankreich nicht teilgen. — — — — 41 39,0**
GroBbritannien nicht teilgen. 1 2 4 1|28 68,8
Italien . nicht teilgen. - 1 1 — | 110 43,74+
SFR Jugoslawien - 2 1 - —_ — 3 — | 136 40,5
Mongolische VR -_— — — 1 — — 1 — 87 25,9
VR Polen 1 4 1 — — — 1 — 101 30,1
SR Ruminien 1 1 2 — 1 1 4 - 214 83,7
Schweden nicht teilgen, - — 2 — | 135 40,2
UdSSR 1 - 3 3 2 1 275 81,8
Ungarische VR 3 2 1 - 2 3 3 — | 251 47

* Verhiltnis der erreichten Punkte zu den erreich-
baren (in Prozent)

** Die franzosische Mannschaft bestand nur aus fiinf
Schiilern, Diesen konnten wegen verspiteter Anreise

nur die Aufgaben des zweiten Wettbewerbstages
gestellt werden.

** Dic italicnischc Mannschaft bestand nur aus sechs
Schiilern.
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Darstellung von Punkt und Gerade
in zugeordneten Normalrissen

In Heft 4 wurden einfachste Konstruktions- und Erginzungsaufgaben in zugeord-
neten Normalrissen gestellt, ohne die theoretischen Grundlagen hierfiir vorauszu-
schicken. Die Losung dieser Aufgaben ist gewiB nicht schwer gefallen, weil die darge-
stellten Werkstiicke anschaulich leicht vorstellbar sind. Um aber auch bei weniger
anschaulichen Aufgaben nicht zu versagen, soll nun dargelegt werden, wie man zur
zeichnerischen Darstellung eines rdumlichen Gebildes mittels zweier in einer Ebene
liegender Risse (Grund- und Aufrifl) gelangt.

Man geht dazu von einer horizontalen Bildebene 7, und einer vertikalen Bildebene .,
aus. Die beiden Bildebenen stehen also senkrecht aufeinander. Sie schneiden sich in
einer waagerecht liegenden Geraden, die als Rifachse ,, bezeichnet wird. Die so
eingefiihrten Bildebenen teilen den Raum in vier Quadranten ein. Im allgemeinen bringt
man das darzustellende Objekt K in den ersten Quadranten; d. h. es liegt iiber 7, und
vor gz,. Nun projiziert man K senkrecht auf 7, und senkrecht auf ,. Die Projektions-
strahlen als Abbildungsmittel stehen also in beiden Fillen senkrecht (normal) auf den
zugehorigen Bildebenen. Die Art der hier vorliegenden Abbildungen bezeichnet man
deshalb auch als Normalprojektion. Da bei einer Normalprojektion die Projektions-
strahlen simtlich untereinander parallel sind, ist sie ein Sonderfall der Parallelprojektion.
Nach diesem Vorgang erhélt man zwei Bilder von K, ndmlich den Grundriff K' in 7,
und den Aufriff K" in 7,. Durch Aufklappen der beiden RiBtafeln in die Zeichenebene
bei festgehaltener Riflachse erhdlt man ein verebnetes Bildpaar von K, an dem sich
nun mit Zirkel, Winkel und Lineal weitere Konstruktionen durchfiihren lassen. Um
der natiirlichen Anschauung entgegenzukommen, wird die Rifachse auch in der
Zeichenebene waagerecht gelegt. Ferner fillt bei der fiir K vorausgesetzten Lage der
Grundrif} unter und der Aufrif iiber die RiBachse. (Bild 1)

‘Weiterhin ist hervorzuheben, daB nach dem Aufklappen der Bildebene in die Zeichen-
ebene die Bilder P und P’ eines Punktes P auf einer Senkrechten zur RiBachse z,,
liegen. Man sagt: P’ und P" befinden sich in Monge'scher Lage. Die als Konstruktions-
hilfe unentbehrliche Verbindungsgerade von P’ und P bezeichnet man als die zu P
gehorige Ordnungslinie.

Die Entfernung von P” bis zur RiBachse gibt den ersten Tafelabstand und die Ent-
fernung von P’ bis zur RiBachse den zweiten Tafelabstand von P an. Liegt P im ersten
Quadranten, so erscheint in der Zeichenebene der AufriB P’ von P oberhalb der
RiBachse und der Grundri P’ von P unterhalb der RiBachse. Im Verlaufe einer Kon-
struktion kann es vorkommen, daB Punkte aus anderen Quadranten mit herangezogen
werden miissen. Dann darf man sich nicht irritieren lassen, wenn z. B. einmal der Auf-
1iB eines solchen Punktes in der Zeichenebene unterhalb der RiBachse und der Grund-
1iB oberhalb der RiBachse liegen. Es muB stets Klarheit dariiber bestehen, daB sich in
der Zeichenebene zwei Bildebenen iiberdecken. Durch eine kounsequente Bezeichnungs-
weise der Bildpunkte lassen sich Fehler weitgehend vermeiden.

Gibt man sich die Lage von zwei Punkten 4 und B durch ihre Grund- und Aufrisse
vor, 8o lassen sich diese durch eine Gerade g miteinander verbinden. Auch von dieser
Geraden g gibt es zwei Bilder, nimlich den GrundriB ¢’ und den Aufrif g”. Mit Hilfe
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zweier Pappstiicke, die — aufeinander senkrecht gestellt — die Bildebenen z, und 7,
darstellen, veranschauliche man sich die Lage von g beziiglich der Bildebenen gemif
den vorgegebenen Rissen. (Bild 2)

Fiir weitere Konstruktionsaufgaben sind zwei Punkte ausgezeichneter Lage der Gera-
den g von Bedeutung; dies sind die Schnittpunkte von g mit 7, und 7,. Man bezeichnet
sie auch als Spurpunkte G, bzw. G, von g. Um sie konstruktiv zu finden, muB man sich
zuniichst klar dariiber sein, daf der Aufri simtlicher Punkte von 7; wie auch der
Grundrif} sémtlicher Punkte von 7, in die Riffachse fillt. Im Schnittpunkt von g' mit
der RiBachse liegt also der Aufril G,"” des Punktes G, = [g 7, ] (lies G, ist gleich dem
Schnittpunkt von g mit z,). (Bild 3) Der GrundriBl des ersten Spurpunktes liegt im
Schnittpunkt von ¢’ mit der Ordnungslinie durch &,". Véllig analog verfihrt man bei
Bestimmung des zweiten Spurpunktes &, von g. Im Schnittpunkt von g’ mit der RiB-
achse liegt G,. Der Aufri von G, liegt im Schnittpunkt von ¢’ mit der Ordnungs-
linie durch @',. Da der Aufril von &, und auch der GrundriB8 von G, jeweils mit den

Originalpunkten zusammenfallen, gilt ¢, = @' und G,"” = G,. E. Schréder
%
pr pt
5
KYI
Y12 Y12
K i
—
Bild 1
6o
»
»
o
o
6 K
A ¢
B
68

Bild 2 Darstellung der Bildebenen 7, und  Bild 3 Darstellung der Geraden g = [4B]
71, sowie der Geraden g in einem SchrigriB  in zugeordneten Normalrissen
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Aufgaben zur Dorstellenden Geometrie

... Zeichne Grund- und AufriB der die ... Konstruiere in den folgenden Bildern
Punkte 4 und B verbindenden Geraden den ersten und zweiten Spurpunkt von g
gein! Konstruiere den ersten und zweiten und bestimme Grund- und Aufriff jenes
Spurpunkt von g! Punktes, fiir den der erste und zweite
Tafelabstand gleich groB sind! Gib eine
Erklarung fiir besondere Losungen!

B
[e]
g
g”
Al’
o
X
gl
3 g
o
A/
gll g” g"
og”
gll n
g X2
g’ g
o
g
g’
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Als Mathematikiehrer
in Tansania

Seit Januar 1967 bin ich als Fachlehrer fir Mathematik und General Science am
Lehrerbildungsinstitut in Sansibar tiitig. Voraussichtlich wird sich mein Einsatz iiber
drei Jahre erstrecken. Alle meine Kollegen aus der DDR, die in Sansibar oder Tan-
sania Mainland unterrichten, sind Naturwissenschaftler bzw. Mathematiker. Diesen
Fichern widmet man hier groBte Aufmerksamkeit und greift gern auf die Kenntnisse
und Erfahrungen unserer Lehrer zuriick. Ausbildungsziel am Teacker Training College
ist: Lehrer fiir die Klassen 1 bis 8 der sogenannten Primary Schools. Durch das Fach
General Science, das erst seit Ende 1965 in den neu entworfenen Lehrplan aufgenommen
wurde, erhalten die Lehrerstudenten Grundkenntnisse in allen naturwissenschaftlichen
Fichern (im Uberblick). Besonders betont werden die Ficher Biologie — entsprechend
der Bedeutung dieses Faches fiir die Landwirtschaft als wichtigsten Wirtschaftszweig
der Insel — Physik, Chemie, Mineralogie, Astronomie und physische Geographie.

Der Mathematikunterricht hier am Institut und in den Schulen ist noch nicht so mo-
dern gestaltet wie in der DDR. Auf Grund umfangreicher Versuche einer Gruppe
interessierter Lehrer ist aber zu erwarten, daB man bereits im nichsten Sohuljahr
bestimmte Ergebnisse verallgemeinern und beispielsweise mengentheoretische Begriffs-
bildungen in den unteren Klassen der Schulen einfiihren wird, die dann schrittweise
ausgebaut werden sollen. Wochentlich fithre ich (fakultativ) eine Mathematikstunde
mit Olympiadeaufgaben oder mit Material aus alpha durch. 50 Prozent meiner Studen-
ten beteiligen sich. Die Titigkeit mathematischer Arbeitsgemeinschaften und die
Durchfiihrung von Leistungsvergleichen steckt noch in den Kinderschuhen. Wir
kénnen nicht sagen, daB unsere Arbeit einfach ist. Man muB sich zum Beispiel daran
gewdhnen, ausschlieBlich englisch zu sprechen. Es erfordert besonders im Unterricht
Konzentration. Aber die Freundlichkeit der Menschen, mit denen wir Umgang haben,
1Bt vieles iiberwinden. Es ist eine Tatsache, daB alle Afrikaner, mit denen wir zu-
sammen kommen, sehr stolz auf ihre Sprache — Kiswaheli — sind. Es wird alles ver-
sucht, um ihr weiteste Verbreitung zu sichern.

Die klimatischen Bedingungen werden von den meisten von uns besser ertragen als ich
erwartet hatte. Auch die harten tropischen Regenfille wihrend der Regenzeit haben
uns nicht umgeworfen. Die Temperaturen erméglichen immer das Baden im Indischen
Ozean. Wenn es die Zeit erlaubt, machen wir Gebrauch davon. Sportlicher Ausgleich
gehort zum Aufenthalt in den Tropen. Ich spiele nebenbei gern Tischtennis und finde
auch unter den Studenten gute Gegner. Mit unseren sowjetischen Freunden vereinen
uns auch sportliche Wettkimpfe (z. B. Volleyball, Schach und Tischtennis).

Bunt und abwechslungsreich, fremdartig und ungewshnlich sind die Erlebnisse und die
Eindriicke, die man immer wieder hat — aber das ist wohl nicht iiberraschend, wenn
man sich vergegenwirtigt, dal man etwa 8000 Kilometer von zu Hause entfernt ist,
jenscits des Aquators, daB man in den Tropen unter den dazugehorigen Bedingungen
lebt. — Allen Lesern von alpka sende ich von hier viele herzliche Griifle. Ich wiinsche
ihnen Freude an ihrer Zeitschrift, Erfolge beim Losen der mathematischen Probleme,
weitere Fortschritte in der Beschiftigung mit unserem Fach.

H. Bitchel
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PSP SE AN PP PO

Marke it ei Bildvom L ba-College,
der wohl bekanntesten Secondary School der Inse) und
einem gedffneten Buch — ¢in Motiv, das die Bedeutung
der Volksbildung und des Lernens iiberhaupt fir die
Entwicklung des Landes zum Ausdruck bringt.

Die Fubballmannschaft des Teacher Training College;
die Ausrilstung der Sporiler ist ein Geschenk aus der
DDR und hat bei der Ubergabe groBe Freude hervor-
gerufen,

Vier Studenten des Autors bei Vorbereitungen auf
die Mathematikpriifungen

Aufgaben

1. Eine rechteckige Rasenfliche, die 80 m
lang und 32 m breit ist, wird von einem ge-
pflasterten Gehweg umgeben, der iiberall 2 m
breit ist. Berechne den Flacheninhalt der

2. Das Produkt dreier natiirlicher Zahlen ist
gleich 6422. Zwei der Zahlen sind 19 und 26.
Wie heiBt die dritte Zahl?

3. Bestimme die Winkel « und g in der Skizze!
Beachte dabei, daB 4B = BC = BD gilt.

4. Bestitige die Richtigkeit der Feststellung
aus dem alten dgyptischen Rechenbuch des
Ah'mes (ungefahr 1800 v. d. Z.), daB

51 glelch der Summe der Bruche T 4, 42und
2 1
29 gleich der Summe der Briiche 2];, 513, 177
232 ist!

5. AB ist ein Durchmesser des Kreises mit
dem Mittelpunkt O; CD ist eine Sehne dieses
Kreises, die senkrecht auf A B steht. Berechne
die Winkel CAB, CDB und COB, wenn
X ABC = 63° betriigt!

12
)

D

6. Ein Kollege des Autors, Mr. M. A. Bashra-
heil, ein begeisterter Pionier auf dem Ge-
biete der modernen Schulmathematik und
Methodik, stellte die nachfolgende Aufgabe
in seiner Sprache — Kiswaheli — zur Ver-
fiilgung, um den Lesern einen Eindruck von
ihr zu vermitteln:

Jahazi imetweka kwenda meli 10 Kaskazini,
halafu meli 18 Mashariki kwa mkato wa
digirit 45°, halafu meli 23 Kusini.

Kuwa vipimo vya Scale, tafuta masafa ya
Jjahazi ilipo na ilipoanza.

Die iiberarbeitete, unserem Sprachgebrauch
angeglichene Ubersetzung lautet:

Sportler segeln mit ihrem Boot vom Standort
aus zunichst 10 S ilen nach Norden, da-

gepflasterten Fliche!
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schlieBlich 23 sm nach Siiden. Bestimme mit
Hilfe einer maBstabgerechten Zeichnung die
Entfernung des Bootes vom Standort!

7. Die Strecke AB ist ein Durchmesser, die
Gerade BQ eine Tangente des Kreises &; die
Punkte 4, P und @ liegen auf einer Geraden.
a) Es ist der Kreis k, der durch 4, P und B
geht, zu konstruieren, wenn BQ = 3 cm und
PQ =1 cm gilt!

Q

k

'b) Die Liingen der Strecken 4B und 4 P sind
rechnerisch zu bestimmen!

8. Konstruiere ein Dreieck ABC aus AB
=6cm, X CAB = ¢ =48°und & ABC
= p =566° Lege danach einen inneren
Punkt P des Dreiecks ABC fest und ver-
binde ihn mit 4, B und C. SchlieBlich sind

ein innerer Punkt X der Strecke 4P, ein
innerer Punkt ¥ der Strecke BP und ein
innerer Punkt Z der Strecke CP so zu kon-
struieren, daB die fortlaufende Proportion

PX:XA=PY:YB = PZ:4C =1:2

gilt. Die Punkte X, ¥ und Z legen ein Drei- :

eck XYZ fest. Die Innenwinkel des Dreiecks
ABC sind mit denen des Dreiecks X YZ zu
vergleichen. Zu welcher Vermutung kommst
du auf Grund des Vergleiches? Kannst du die
Richtigheit deiner Vermutung beweisen?

9. Welche VVeyte miissen a und b haben, da-,

+mit das Polynom 2x3— 522+ ax + b so-

wohl durch z—2 als auch durch z+4 1
teilbar ist?

10. Gegeben ist ein Halbkreis mit dem
Mittelpunkt O und dem Durchmesser AB;
es seien ferner P und @ zwei voneinander
verschiedene Punkte auf diesem Halbkreis.
Die in P und @ auf PQ errichteten Lote

hneiden den Durch AB in den
Punkten M bzw. N. Beweise, da OM = ON
gilt!

11. Ermittle drei aufeinanderfolgende natiir-
liche Zahlen mit der folgenden Eigenschaft:
Das Quadrat der Summe dieser drei Zahlen
ist um 484 groBer als die Summe der Qua-
drate dieser Zahlen,

12. Gegeben ist eine regelmiBige dreiseitige
Pyramide, deren Grundkante 6 cm und deren
Hohe 10 cm betréigt. Eine Ebene schneidet
die Seitenkanten 4.8, BS bzw. CS der Pyra-
‘mide in den Punkten P, @ bzw. R so0, da
AP =2cm, BQ=3cm bzw. CR=4cm
gilt. Es ist die wahre GroBe der Schnitt-
fliche dieser Ebene mit der Pyramide zu

konstruieren.

Kindertag 1967 in Sansibar — Die Schulleiterin begriiBt neben den 40 Schillern der Konsulatsschule der DDR auch

Pionieren

afrikanische Pioniere, die zu Besuch weilten,
frohe Stunden bei Spiel, Gesang und Tanz verbrachten.

und mit
(Foto: Christa Bichel, Ehefrau des Autors)
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Einige Aufgaben iiber Folgen

aus den Schriften des Altertums

PASCAL ,,Dieser Gegenstand der Mathematik ist derart wichtig,
daf man es nicht versiumen darf,
diese Teile ein wenig interessanter zu gestalten.*

Es hat einen eigentiimlichen Reiz, Nachforschungen iiber die Anfinge der verschie-
denen Gebiete der Mathematik und iiber die gesellschaftlichen Notwendigkeiten und
Voraussetzungen zu ihrer Entwicklung zu betreiben. Stellen wir uns beispielsweise die
Aufgabe, nach den Anfingen und dem Entstehungsort der Lekre von den Folgen und
Rethen zu forschen, so miissen wir zur Beantwortung viele Seiten im Buch der Ge-
schichte zuriickschlagen, bis wir in die &ltesten Epochen der Agypter und Assyrer
kommen.

Vor ungefihr siebzig Jahren fand der Englinder Rhind bei Ausgrabungen in Agypten
einen Papyrus, dessen Alter auf Grund der Form der Schriftzeichen auf etwa 4000 Jahre
geschitzt wird. Die Entzifferung der altigyptischen Schriftzeichen, der Hieroglyphen,
bereitete lange Zeit grofie Schwierigkeiten. Der Papyrus Rhind, wie dieses Schrift-
stiick nun genannt wird, offenbarte sich bei seiner Entzifferung als das bisher lteste
Rechenbuch der Welt. Es enthilt eine Anzahl mathematischer Aufgaben, von denen
einige auf die Kenntnis einzelner Folgen schlieBen lassen.

Sehen wir uns eine dieser Aufgaben néher an:

,»Mag dir gesagt werden: Teile zehn MaB Gerste so unter zehn Menschen, daf der
Unterschied zwischen jedem Menschen und seinem Nachbarn 8 (d. h. %) MaB Gerste
betrigt.

Zum besseren Verstindnis wollen wir den Text dieser Aufgabe in unsere Ausdrucks-
weise bringen: ,,10 Maf} Gerste sind unter 10 Personen derart zu teilen, daB die Anteile
jeder Person den Gliedern einer arithmetischen Folge mit der Dliferenzf MaB ent-
sprechen.

Im erwihnten Papyrus werden neben dem Text der Aufgabe auch die Regeln zur
Berechnung der Anteile fiir die erste und die letzte Person angegeben. In die heute
gebriuchliche Formelsprache iibertragen lautet diese Regel:

S
a=2_ 2@ M
‘Wenn wir uns d.lese Formel niher ansehen, konnen wir feststellen, da8 wir sie leicht
durch einfache arithmetische Umformungen aus der bekannten Summenformel fiir
die Glieder einer arithmetischen Folge erhalten.

S:“‘—Jiz(n_—l)n _aln-}- (n—l)n
d
alsf:—?(n—l)

Haben wir aber erst den ersten der zehn Werte, so ist es mit Hilfe der Formel (1) leicht,
auch die iibrigen neun Werte ay, as, . . . , @ 2u errechnen, denn dann ist:

. 1
ay=a,+d; ag=ay+d; ...; ap=ay+d; mltd=—i.
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Besonders miissen wir dariiber erstaunt sein, wie die altigyptischen Mathematiker
die Formel (1) ausdriickten. Sie kannten ja noch keine ausgearbeitete Theorie der
Reihen, und auch der Umgang mit Formeln war ihnen fremd.

Uber die Frage nach der Herleitung der Formel (1) geben die Werke zur Geschichte
der Mathematik unterschiedliche Auskiinfte. Offensichtlich scheint bei der urspriing-
lichen Lisung dieser Aufgabe die ,,Methode des systematischen Probierens* eine groBe
Rolle gespielt zu haben. Zumindest wird diese Ansicht von den Wissenschaftlern
‘W. W. Babinina und M. J. Bygodskow vertreten. Es kann aber auch folgender Weg
eingeschlagen worden sein, der mit seinen Uberlegungen ebenfalls zur Lisung der
aufgeworfenen Frage fithrt:

‘Wir gehen davon aus, da$ erst einmal jede der zehn beteiligten Personen den gleichen
Anteil @ erhilt:

Damit sich bei einem Vergleich der Anteile der ersten beiden Personen eine Differenz
von —;— MaB Gerste ergibt, kann man vom Anteil der zweiten Person % MaB Gerste

wegnehmen und zum Anteil der ersten hinzufiigen :

"’+1la “_fls a a a [ a a 2 a.

Da aber die zweite Person 5 MaB mehr haben soll als die dritte, muB man der dritten
2- i MaB fortnehmen. Nu.u gibt man & MaB der zweiten Person, die damit wirklich
3 MaB mehr hat als die dritte, und o Ma.ﬂ der ersten Person, damit auch hier die
le{erenz von— MaB zum Anteil der zwelten erhalten bleibt.

2 2
u—f—ﬂa a a—5 o a a a a a a.

Fithrt man nun diese Uberlegungen analog weiter, so kommt man zu der Verteilungs-
regel, die bereits den &gyptischen Mathematikern bekannt war und die durch die
Formel (1) ausgedriickt wird:

a+% a+116 “_1ls a—% a 3 a a a a
o,+iia a+1—é a a—% u-—-l—: a a a 4 a
a+13° a+ﬁ5 ”+1ls a—is u—l% u-—l% a a a a
a+1—""6 u+%5 a+13e a a,—l% u—i% u—l% a a a
u—}—%i a,+1—56 a+l% a+110 a—il@ a—l% u—l% a—li—s e a
a~|-130 a+1% a,-}—lie a-l»l% a a—l% a—lia a—lﬁc 'l_xse a
atfp atig ety ety etf a—gy e—g e—f a—j a—g



Dies 1Bt sich auch folgendermafBen darstellen. Man teilt 10 MaB Gerste erst einmal in
10 gleiche Teile. Jeder erhilt damit 1 Maf3, Danach nimmt man von allen mit Ausnahme

des ersten die Hilfte der verlangten Differenz (d. h. ]e MaB) und gibt dies dem
ersten, der damit seinen Anteil erhalten hat Nun nimmt man von allen mit Ausnahme
der ersten zwei wiederum die Hilfte der Differenz (also erneut 7= Maﬁ) und gibt das

dem zweiten, der damit ebenfalls seinen Anteil erhalten hat.

@ Ay 3 @y ds s %2 g @y 0
1 1 1 1 i 1 1 1 1 1

9 1 1 1 1 1 1 1 1 1
It =g I—g5 1= 1= 17 =% 175 1716 17

9 18 2 2 2 2
I+ 1=+t 1= 1= 171 1716 1—55 175 1—55 =55
Wir wollen uns davon iiberzeugen, ob zwischen den Anteilen der ersten beiden Perso-
nen auch wirklich die geforderte Differenz von ; MaB besteht:
9 1,08 25 —23 2 1
ay—a,= (1 +ﬂs)—(1—1—e+re) =~1% “B-%"
Setzt man nun die Aufteilung in der angefiihrten Reihenfolge fort, so erhilt man den
Anteil des Dritten:

1 5
au=1—g 16+H3—1+E'

Die Differenz zwischen der zweiten und der dritten Person ist wiederum gleich ; MasB.

Diesen Prozefl kann man entsprechend; der angefithrten Verteilung fortsetzen und
erhilt dann die bereits in der vorigen Aufstellung angegebenen Ergebnisse.

Wir kinnen annehmen, daf dieses' praktische Losungsverfahren den dgyptischen
Mathematikern bekannt war. In verallgemeinerter Form ging es dann sinngeméf nach
Formel (1) in den Papyrus Rhind ein. Bei der Losung derartiger Aufgaben wurde also

zuerst ein Durchschnittsanteil berechnet (%: 1 MaB). Dann halbierte man die

Differenz ( %

den Betrag,der zum Durchschnittsanteilhinzuzufiigen bzw. abzuziehen war ( ) (n— 1)).
Auf diese Weise erhielt man den ersten Anteil. Die weiteren Anteile errechnete man
durch a,+ d = ay; a,+ d = a; und so weiter (d = —;

Im Papyrus Rhind finden wir auch Aufgaben iiber geometrische Folgen. Einer Auf-
gabe zum Beispielliegt die Folge der Potenzen mit der Basis 7 zugrunde: 7, 72,73, 74,75,....
Interessant ist die Darstellung dieser Potenzen durch Hieroglyphen. Sie entsprechen
der Reihe nach den Darstellungen fiir Haus, Katze, Maus, Gerste MaB. Hieraus
kontien wir uns eine Entschliisselung dieser Hieroglyphen wie folgt denken:

= l MaB), multiplizierte diese mit # — 1 und erhielt mit dem Produkt

Jemand hat sieben Hduser. In jedem Huus gibt es sieben Katzen. Jede Katze verschlingt sieben
Miiuse. Jede Maus frift sieben Gerstendhiren und jede Ahre ergibt, wenn man die Korner aussit,
sieben. Map Gerste. Man ermittle die Summe aller Hauser, Katzen, Mduse, Ahren und Map
Gerste.

In dem Papyrus werden zwei Lésungen fiir die Aufgabe angegeben. Erstens eine Lsung
mit Hilfe der direkten Multiplikation und anschlieBender Addition der Glieder
(7 + 72+ 73+ 744 75) und zweitens eine Losung durch Multiplikation der Zahl 2801
mit 7. Die Zahl 2801 erhilt man als Ergebnis der Summierung von 147472473474,
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Die allgemeine Summenformel fiir die Glieder einer geometrischen Folge haben die
Agypter anscheinend selbst fiir den einfachen Fall b, = ¢ noch nicht gekannt.

Diese Aufgabe iiber eine geometrische Reihe finden wir mit unwesentlichen text-
lichen Abiéinderungen in den alten Schriften verschiedener Vélker, so auch in der alt-
russischen Literatur. Dort hat die Aufgabe etwa folgenden Wortlaut: ,,Es gibt sicben
Greise. Jeder Greis hat sieben Stocke. An jedem Stock sind sicben Aste. An jedem Ast
hingen sieben Beutel. In jedem Beutel stecken sieben Spatzen. Jeder Spatz hat
sieben Migen. Wieviel Dinge sind das zusammen 2

Auch die Erforschung der in babylonischer Keilschrift geschriebenen Texte aus der
Hammurapischen Epoche (XVIIIL. Jahrhundert v. u. Z.) ergab, daB schon im alten
Babylon einige Skonomische und wissenschaftliche Probleme mit Hilfe arithmetischer
und geometrischer Reihen gelést wurden. . .. Man fand Tontafeln mit Keilschrifttext
und itbersetzte sie aus dem Assyrischen in das Englische. In einem Text wurde dar-
gelegt, wieviel Teile der Mondscheibe an jedem der 15 Tage vom Neumond bis zum
Vollmond von der Sonne beleuchtet werden. Danach verliuft die Zunahme des be-
leuchteten Teiles der Mondscheibe in den ersten fiinf Tagen gesetzméfig nach einer
geometnsehen Folge mit dem Quotlenten 2 und folgt dann in den darauffolgenden
10 Tagen den Gesetzen der arithmetischen Folge mit der Differenz 16. Hieraus konnen
wir ersehen, mit welch groBem Interesse die Babylonier die Astronomie betrieben haben.
Aus einer Reihe historischer Aufgaben iiber Folgen und Reihen konnen wir das Er-
staunen der damaligen Menschen iiber das starke Anwachsen der Glieder einer geo-
metrischen Folge, deren Quotient groBer als 1 ist, erkennen. Besonders fiel ihnen
dieses Anwachsen auf, wenn zwei Folgen, eine arithmetische und eine geometrische,
nebeneinander untersucht wurden.

‘Wenden wir uns in diesem Zusammenhang der bekannten indischen Aufgabe iiber das
Schachbrett zu. Nach einer Sage war der indische Prinz Siram iiber die Scharfsinnig-
keit und iber die Vielfalt der moglichen Stellungen des Schachspiels entziickt. Er rief
den Erfinder, den Gelehrten Seta, zu sich und sagte zu ihm: ,,Ich will Dich, Seta, fiir
das wunderbare Spiel, das Du erdacht hast, wiirdig belohnen. Ich bin reich genug,
jeden Deiner Wiinsche zu erfiillen. ,,0 Gebieter, antwortete Seta, ,,befiel, mir fiir
das erste Feld des Schachbrettes ein Weizenkorn zu iibergeben; fiir das zweite Feld
dann zwei Weizenkorner; fiir das dritte Feld vier Korner und fiir jedes weitere Feld
doppelt soviel Kérner wie fiir das vorangegangene.* ,,Du sollst Deine Kérner erhalten®,
erwiderte der Prinz, ,,aber wisse, daB Du eine meiner Freigebigkeit unwiirdige Bitte
getan hast. Mein Diener Stupai wird Dir Deine Sicke mit Weizen hinaustragen.”

Am nichsten Tag erschien der Hofmathematiker beim Prinzen. ,,Wir haben die Menge
des Kornes, die Seta zu erhalten hat, gewissenhaft ausgerechnet, sagte er zum Prin-
zen. ,,Diese Zahl ist aber derart groB, daB das Korn aus Euren Speichern nicht aus-
reicht, auch das aus allen Speichern Eures Kaiserreiches, ja nicht einmal das Korn,
das auf der ganzen Erde geerntet wird.*

Mit Erstaunen vernahm der Prinz die Worte des Gelehrten, ,,Nenne mir diese unge-
heuerliche Zahl!* befahl er. ,,Sie lautet 18446744073709551615, entgegnete der
Mathematiker.

Uberpriife diese Zahl, indem Du in die Formel S =
und 7 = 64 einsetzt!

Im alten Griechenland zur Zeit des Euklid und des Archimedes (3.Jahrh. v. u. Z.)
beschilftigte man sich mit den Eigenschaften der Reihen und Folgen nicht nur zum
Zwecke der Lisung praktischer Aufgaben, sondern dariiber hinaus im Zusammenhang
mit theoretischen Untersuchungen. ..

g=2

Dieser Artikel wurde — leicht gekiirzt — dem Buch ,,Kreuz und quer durch die Mathematik* von A. A. Kolosow,
Volk und Wissen Verlag, Berlin 1963, Best. Nr. 08001, MDN 6,75 entnommen.

In einem der nichsten Hefte wird der Leser (in Form ciner modernen ise) in die griffe
elementarer Folgen eingefiihrt, d. Hed.
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Erndhrung und
Leistungsfahigkeit

Auch der Mensch ist kein Perpetuum
mobile, er kann ohne Energiezufuhr nicht
leben!

Der euch vom Physikunterricht her be-
kannte Satz von der Erhaltung der Energie
trifft auch auf den Menschen zu. Im
Gegensatz zur Maschine braucht unser
Organismus im Ruhezustand (Schlaf) zur
Aufrechterhaltung seiner wichtigsten
Funktionen, wie Atmung, Herztitigkeit
usw., eine bestimmte Menge Energie.
Diesen fiir den Ruhezustand benétigten Energiebedarf nennt man Grundumsatz.
Jedem wird einleuchten, dal aufler dieser Energiemenge zusitzliche Energie fiir die
Arbeitsleistung notwendig ist, die je nach der zu verrichtenden Arbeit unterschiedlich
hoch ist. Zur Verrichtung korperlicher Arbeit werden wesentlich mehr Kalorien*
verbraucht als bei geistiger Titigkeit. Eine Unterernéhrung ist fiir die kérperliche
und geistige Leistungsfihigkeit von groBem Nachteil, doch darf uns das nicht zu der
Annahme verleiten, daB eine erhthte Kalorienzufuhr die Leistungsfahigkeit in jedem
Fall steigert. Wird der Kalorienbedarf iiberschritten, so kommt es zu einer Ablagerung
von Depotfett im Kérper — zur Fettleibigkeit.

Folgende Aufstellung soll euch iiber den Energiebedarf verschiedener Alters- und
Berufsgruppen Auskunft geben:

Kalorienbedarf

Altersgruppen

Arbeitsschwere (Erwachsene)

Kinder von 9 bis 12 Jahren 2500 keal

ohne kérperliche Anstrengung

Jugendliche von 12 bis 15 Jahren 2000 bis 2400 kcal
minnlich 3000 keal  bei miBiger korperlicher Anstrengung
weiblich 2600 keal 2500 bis 3000 keal

Jugendliche von 15 bis 18 Jahren Mittelschwer -und Schwerarbeiter
ménnlich 3200 bis 3600 kcal 3000 bis 3600 keal
weiblich 2600 bis 2800 keal ~ Schwerstarbeiter 4200 keal

Doch wollen wir bei unseren Ernihrungsbetrachtungen das Kalorienproblem nicht
in den Vordergrund stellen, sondern uns einem weitaus bedeutsameren Faktor, der
richtigen und vollwertigen Erniihrung, zuwenden. Bekanntlich hat ja die Emahrung
nicht nur die Aufgabe, uns satt zu machen; vor allem muf} sie unserem Kérper sémt-
liche Stoffe zufiihren, die er benétigt.

* Eine Kilokalorie (im Volksmund Kalorie genannt) ist die Einheit der Wi Es ist die W
(bzw. Energlemenge), die benttigt wird, um 1 Liter Wasser von 14,6 °C auf 15,5 °C zu erwérmen,
(1000 cal 2 1 keal)
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‘Was braucht unser Kérper?

Eiweif als wichtigster Vertreter der Baustoffe nimmt eine vorrangige Stellung ein,
denn ohne EiweiB ist jegliches Leben undenkbar. In der Jugend brauchen wir zum
Aufbau unseres Korpers viel mehr EiweiB als spiter zu seiner Erhaltung. Die tigliche
MindesteiweiBmenge betrigt fiir Kinder und Jugendliche 2,0 g bis 1,5 g Eiweil pro
Kilogramm Kérpergewicht. Etwa die Hilfte dieser Menge soll tierischen Ursprungs
(Fleisch, Fisch, Milch), der Rest pflanzlicher Herkunft sein (Getreideerzeugnisse,
Kartoffeln, Gemiise). Zur Sicherstellung des Energiebedarfs dienen hauptsichlich
Fette und Kohlenhydrate, gelegentlich auch EiweiBe. Der Brennwert betrigt bei Fetten
9,3 kcal /g, bei Kohlenhydraten und EiweiBen 4,1 kcal /g. Wichtigster Kalorienlieferant
ist das Fett, das in unserer Kost leider allzureichlich enthalten ist. Da das Korper-
gewicht bei élteren, aber auch jungen Menschen, heute zu hoch ist, ist es fiir uns wichtig,
gerade mit dem Fett sparsam umzugehen. 1 Gramm Fett pro kg Kérpergewicht ist
durchaus ausreichend, keinesfalls sollten aber mehr als 30 keal 9%,** an Fett in der
Tageskost enthalten sein. Den groBten Anteil der gesamten Nahrungsaufnahme
machen die Kohlenhydrate mit ca. 60 keal %, aus. Kohlenhydrattriger, die viel Kalorien
enthalten und leicht verdaulich sind, wie z. B. Traubenzucker, Honig, Schokolade, sind
ideale Energiespender fiir sportliche Dauerleistungen, férdern jedoch bei reichlichem
GenuB leider auch den Fettansatz. In diesem Zusammenhang méchte ich noch auf die
weit verbreitete Unsitte hinweisen, Schleckereien (SiiBigkeiten, Kuchen) zwischen den
Mahlzeiten zu essen bzw. als Ersatz fiir eine Mahlzeit anzusehen. Das wollen wir doch
besser bleibenlassen, denn diese kohlenhydratreichen Nahrungsmittel sind arm an
Wirkstoffen. Reich an Wirkstoffen (Mineralstoffen, Spurenelementen und Vitaminen)
und daher fiir die Ernéhrung giinstiger sind Obst und Gemiise. Die Mineralstoffe sind
teilweise (Calcium, Phosphbor) auch am Aufbau unseres Organismus beteiligt, doch
dienen sie dariiber hinaus zur Regelung wichtiger Lebensvorgéinge. So kommt ihnen,
wie auch den Spurenelementen, als Wirkstoff eine groBe Bedeutung zu. Die Vitamine,
die zu Recht als Schutzstoffe bezeichnet werden, sorgen fiir einen reibungslosen Stoff-
wechselablauf und garantieren dadurch eine optimale Leistungsfihigkeit. AuBerdem
stirken sie das Widerstandsvermégen unseres Korpers gegeniiber Infektionskrank-
heiten. Eine aus reichende Versorgung mit Wirk- und Schutzstoffen ist besonders wichtig
bei iiberdurchschnittlicher geistiger und korperlicher Belastung. Der Bedarf ist am
sichersten durch eine abwechslungsreiche Kost, besonders aber durch reichlichen Ver-
zehr von pflanzlichen Erzeugnissen, wie Gemiise, Obst und Vollkornprodukten, zu
decken. Gleichzeitig wird damit der fiir die Verdauung so wichtige Rohfaserbedarf
gedeckt, der einer Stuhlverstopfung entgegenwirkt. Eine richtige Zusammenstellung der
Nahrung ist ausschlaggebend fiir die Erhaltung der Gesundheit, die Leistungsfihigkeit
und das Wachstum.

Wiesollsich der Schiiler, der ja liberwiegend geistig beansprucht ist, erniihren?

1. Er muB geniigend EiweiB (1,5 bis 2,0 g EiweiB pro kg Korpergewicht und Tag) auf-
nehmen. Der tégliche GenuB3 von einem halben Liter Milch trigt schon wesentlich da-
zu bei und ist eine der Grundforderungen, die gestellt wird.

2. Es diirfen nicht zu viel und nicht zu wenig Kalorien aufgenommen werden, d. h.,
wenn ihr lange Zeit auf der Schulbank sitzt, miiBt ihr weniger essen, als wenn ihr in
den Ferien herumtobt oder kleine Arbeiten verrichtet.

3. Vitamine und Mineralstoffe miissen immer reichlich zugefiihrt werden.

** kecal % gibt den Anteil der K i an, z. B.: Eine Tageskost enthilt 2000 keal,
30 keal % sind dann 800 kcal. Wollen wir wissen, wieviel g eines Nihrstoffes diesen 600 kcal entsprechen, so
dividieren wir die 800 durch den entsprechenden Brennwert. 30 kcal % Fett einer Kost mit insgesamt 2000 kcal
entsprechen also 64,618 g Fett.

177



44

4 <

4. Die Kost soll leicht verdaulich und blihungsarm sein ; darum hiitet euch davor, z. B.
vor der Mathematikolympiade ein kriftiges Hiilsenfruchtgericht zu essen.

5. Ein altes Sprichwort sagt: Ein voller Bauch studiert nicht gern! Andrerseits ist aber
bekannt, da Hungergefiihl die Konzentrationsféhigkeit ungiinstig beeinfluft. Darum
miissen wir der Verteilung der Mahlzeiten einige Beachtung schenken. Ein reichliches
Friihstiick belastet am wenigsten und erhilt die Arbeitskraft fiir lange Zeit. Die
Mittagsmahlzeit soll sich in normalen Grenzen bewcgen, wihrend sich eine knapp
bemessene Abendmahlzeit ctwa zwei Stunden vor dem Schlafengehen empfiehlt, um
einen gesunden, erholsamen Schlaf zu gewdhrleisten. Um einen Leistungsabfall
zwischen den Mahlzciten sowie Ermiidungserscheinungen nach langandauernder geisti-
ger Anstrengung zu vermeiden, empfiehlt es sich, Obst, Obstsifte oder Milch, letztere
ist besonders erfrischend, als Zwischenmahlzeit bei den Arbeitspausen einzunehmen.

6. Die Mahlzciten sind in Ruhe einzunehmen, denn sie sollen nicht nur der Sittigung,
sondern auch der Erholung dienen.

7. Nicht zu vergessen ist die korperliche Betitigung nach geistigen Anstrengungen zur

Entspannung. Sie schafft den besten Ausgleich zum stundenlangen Stillsitzen.

Aufgaben

1. Eine Tageskost enthilt 2400 keal. Wieviel
Kalorien sind fir die einzelnen Mahlzeiten
zu veranschlagen, wenn zum

1. Frihstiick 20 keal%, — 2. Frithstick

15 keal9%, — Mittagessen 30 keal%, — Nach-
mittag 10 keal%, — Abendessen 25 kcal%
gegeben werden sollen?

2. Eine Erhéhung des Kalorienverbrauches
durch korperliche Arbeit fithrt zu einer Ge-
wichtabnahme. Soll 1 kg abgenommen wer-
den, so miissen 6000 keal verbrannt werden.
a) Wieviel Stunden miiBte man spazieren-
gehen, um 1kg an Gewicht abzunehmen
(Verbrauch beim  Spazierengehen 120 keal
pro Stunde)?

b) Wieviel Stunden miiBte man schwimmen,
um 1 kg an Gewicht abzunehmen (Verbrauch
beim Schwimmen 200 keal pro Stunde)?

3. Eine gesunde, optimale Ernéhrung soll die
Grundnéhrstoffe in folgendem Verhiltnis
enthalten: EiweiB 13 keal%,, Fett 27,5 kcalY,,
Kohlenhydrate 59,5 kcal?%,

Wieviel g der Grundnihrstoffe sind in einer
Kost mit 2400 keal enthalten? (Brennwerte:
1g Eiwei8 ~4,1keal, 1 g Fett /9,3 keal,
1g Kohlenhydrate ~ 4,1 keal) Merke: Fir
Erndhrungserhebungen werden nur aufge-
rundete Werte verwendet.

4. Der Kalorienbedarf eines Menschen betriagt
2500 keal, Dieser wurde jedoch tiglich um
159, iiberschritten und fithrte so zu einem
Ubergewicht. Nach wieviel Tagen hat die
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entsprechende Person 1kg zugenommen,
wenn 6000 keal iiber den Bedarf (2500 keal)
zu einem Gewichtansatz von 1 kg fithren?

5. a) Wieviel Kalorien sind in einer Kost ent-
halten, welche sich aus 82 g EiweiB, 72 g Fett
und 302 g Kohlenhydrate zusammensetzt?
b) Wieviel kcal% der einzelnen Grundnihr-
stoffe sind in dieser Kost enthalten?

6. Der EiweiBbedarf betrigt fiir Kinder 1,8 g
pro kg Kérpergewicht.

a) Wieviel g EiweiB miiBte ein 35 kg schwerer
Junge aufnehmen, um seinen Bedarf voll zu
decken? .

b) Wieviel der unten aufgefithrten Nahrungs-
mittel miiBte er essen, wenn er ausschlieBlich
dadurch seinen Bedarf decken sollte?

1 Ei 7,0 g EiweiB
1 Liter Milch 34,0 g Eiweill
100 g Quark 17,6 g Eiweil

100 g Vollkornbrot 8,1 g Eiweil}
100 g Kartoffeln 2,0 g Eiweil

7. Wie Alkohol durch seinen hohen Kalorien-
gehalt das Ubergewicht fordern kann, zeigh
folgende Aufgabe: 1g Alkohol enthilt
7,1 keal. Wieviel Kalorien sind demnach in
75 g 47%igem Schnaps enthalten?

(Losungen siche S. 189)

‘Weiteres umfassendes Material findet der intcressicrte
Lescr in il populdrwi: i und
fachbetonten Neuerscheinungen wie z. B. in ,,Unser
Haushalt" (Verlag fur dic Frau, Leipzig, 1966, S. 629
bis 878). Jede Bilcherei wird beraten und helfen
konnen.
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Eine Aufgabe von

Prof. Dr. rer. nat. habil. Siegfried Brehmer

Pidagogische Hochschule Potsdam
Dekan der Mathematisch-Naturwi. haftlichen Fakultdt

Der beriihmte Mathematiker Gauf hat in seinen grundlegenden Untersuchungen iiber
gekriimmte Flichen im Raum gevnsse Groﬁen E, F, G sowie L, M, N eingefiihrt, die
nach ihm als GeupBsche Fund 63en bezeichnet werden. Mit diesen Grofen hat
er unter anderem gezeigt, daB es auf jeder solchen Fliche zwei zueinander senkrechte
Richtungen gibt, in denen die Fliche am stiirksten gekriimmt ist. Hierbei spielen die
folgenden Begriffshildungen und Aufgaben eine Rolle, die eng mit der Lehre von den
quadratischen Gleichungen verkniipft sind.

Sind 4, B, C reelle Zahlen, so nennt man Ax®+ Bzy + Cy? eine quadratische Form.
Gibt es vier reelle Zablen P, @, R, 8, so daB}

Az Bay + Cy*= (Pz + Qy) (Ra + Sy)

fiir alle reellen Zahlen =, y ist, so sagt man, die quadratische Form lasse sich (im Reel-
len) in Linearfaktoren zerlegen.

7

167 a: Welche Bedingungen miissen die (EG — F?)a%+ 2FM — EN — GL)zy +

Zahlen A, B, C erfiillen, damit die quadrati- (LN — M?) »2, sowie (EM — FL) z® +

sche Form Az?+4 Bry + Cy® in Linearfak- (EN—GL) zy+ (FN — GM)y2bei belicbiger

toren zerlegt werden kann? Wabhl der reellen Zahlen L, M, N in Linear-
; ) : faktoren zerlegen lassen.

‘;iag‘ﬂ!; E{gﬁ&}ff,’:::g:&f;}y: :3& Anleitung: a) Man vergleiche die sich aus Auf-

beachte den Satz von der Zerlegung quadra- gobe 167 a ergebende Bedingung fir die

A < PR beiden quadratischen Formen!
tischer Gleichungen in Linearfaktoren. b) Man 16se die Aufgabe zuerst im Spezialfall

167b: Es sei Ez*+ 2Fxy + Gy® eine qua- F = 0!

dratische Form, die sich nicht in Linear- ¢} Im allgemeinen Fall driicke man M durch
faktoren zerlegen 148t. Man zeige, daB sich . , FL

dann die quadratischen Formen die Zahl M'= M —"7," aus!

Seit 1948 werden an der Pddagogischen Hochschule
Potsdam Lehrer fiir die Schulen ausgebildet. Bisher
haben 9413 Absolventen, darunter 5286 Fernstudenten,
die Hochschule als Fachlehrer verlassen. Zur Zeit be-
reiten sich im Direktstudium 1764 Studenten auf den
Lehrerberuf vor. Das Fach Mathematik studicren
213 Médchen und 302 Jungen als Haupt- oder Neben-
fach. (Das 2. Fach ist Physik oder Chemie.) 39 Profes-
soren, 43 Dozenten, 317 Wissenschaftliche Mitarbeiter,
225 Technische Krifte und 308 Verwaltungsangestellte
betreuen die 9413 Studenten. Pro Student wurden im
Jahre 1966 im Durchschnitt 6332 MDN ausgegeben,
Der Haushaltplan der PH Potsdam belief sich im
Jahre 1966 auf rund 19,8 Millionen MDN.

P. 8. Den Status einer Iochschule und damit das
Promotionsrecht erhiclt am 1. September d.J. das
bisherige, 1953 gegriindete Pidagogische Xnstitut
»Karl Friedrich Wilhelm Wander*, Dresden.
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Wer lost mit?

illpllﬂ —Wetthewerb

-

X

Mehrere tausend Lésungen sind zu unserem alpha-Wettbewerb eingegangen. Die Skala
der Einsendungen reichte von der formalen Angabe des Ergebnisses iiber Antwortsatz
bis hin zur sauberen, eleganten und ausfiihrlichen Lésung. Wenn die Korrektoren vor
unerwartet hohen StéBen von Arbeiten saBen, so schlug ihnen das Herz meist hoher.
Sie sahen den Fleif und die Mithe, mit der ein GroBteil der Leser die oft nicht einfachen
Probleme, sei es allein oder im Kollektiv, bewiltigte. Mit Heft 3 wurden die durch
Nachauflagen sowie durch den Wunsch nach Verlingerung des Einsendetermins in der
Redaktion entstandenen inhaltlichen wie technischen Fragen gelost. In den Sommer-
ferien konnten die ersten Antwortkarten ihren Weg zu den Einsendern nehmen. Mit
Heft 5 wurde der Wettbewerb 1967 abgeschlossen. Am 5. Januar 1968 gehen die letzten
Antwortkarten an die Teilnehmer, so daB jeder, der bis 31. 1. 68 seine bis dahin erhal-
tenen Karten geschlossen einsendet, von der Jury eingestuft wird. Die Namen der
Preistriger und weiterer aktiver Teilnehmer verdffentlichen wir in Heft 2/68. Fiir das
neue Jahr wiinschen wir all unseren alten und neuen Lesern Freude und Erfolg beim
zweiten alpha-Jahreswettbewerb.

Jury des alpha-Wetthewerbs

StR Johannes Lehmann NPT OStR Dr. Rolf Liders OL Theodor Scholl

V. L. d. V. Chefredakteur Fachlehrer f. 1.
Fachlehrer f. Mathematik Institut f. L im Minj:
29. 08. Leipzig GroB-Berlin fiir Volksbildung Berlin

AG-Leiter Mathematik

~ OL Harri Schulze Fachlehrer fir Mathem,
82. 08 Leipzig AG-Leiter Mathematik

des Stadtbezirks Leipzig-Nordost

StR Gerhard Schulze Fachlehrer fiir Mathem.

2 EOS Herzberg/Elster
. Fachberater f. Mathematik im Kreis Herzberg
Mitglied des Bezirksklubs

Junger Mathematiker Cottbus
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VI. Olympiade

Junger Mathematiker der DDR

Losungen zu den Aufgaben der DDR-Olympiade (29. 3. bis1. 4.1967)

Klassenstufe 10

1. Die zu untersuchende Zahl ist
z=mn-(m—n)- (m+ n)- (m2+ n?).
(2) Behauptung: 2 ist durch 2 teilbar.
Beweis: Ist wenigstens eine der beiden Zahlen
m, n gerade, so enthilt z einen geraden Fak-
tor, nimlich m oder . Sind m, n beide un-
gerade, so enthilt z den geraden Faktor
m-—n.
(b) Behauptung: z ist durch 3 teilbar.
Beweis: Ist eine der Zahlen m, n durch 3
teilbar, so auch z. Lassen m, n bei Division
durch 3 denselben Rest, so ist m — n, also
auch z, durch 3 teilbar. LiBt eine der Zahlen
m, n bei Division durch 3 den Rest 1, die
andere den Rest 2, 8o ist m -+ », also auch 2,
durch 3 teilbar.
{c) Behauptung: z ist durch 5 teilbar.
Beweis: st eine der Zahlen m, n durch 5
teilbar, so auch z. Lassen m, n bei Division
durch 5 denselben Rest, so ist m — n, also
auch z durch 5 teilbar. LiBt eine der Zahlen
m, n bei Division durch 5 den Rest I, die
andere den Rest 4, so ist m 1+ 7, also auch z,
durch 5 teilbar; dasselbe gilt, wenn eine der
Zahlen m, n den Rest 2, die andere den Rest 3
1aBt. LaBt schlieBlich eine der Zahlen m, n
bei Division durch 5 den Rest 1 oder 4, die
andere den Rest 2 oder 3, so 148t das Quadrat
der erstgenannten Zahl den Rest 1, das Qua-
drat der letztgenannten Zahl den Rest 4; also
ist dann m2 4 n2und somit z durch 5 teilbar.
(d) Behauptung: z ist durch 30 teilbar.
Beweis: Wegen 30 =2-3-5undda 2, 3,5
zu je zweien teilerfremd sind, folgt dies aus
(), (b), (¢). Durch geeignete vorbereitende
Umformungen lassen sich die Teilbarkeits-
+ h infach

(c) Sei nun 0° < & < 90°. Ist ¢, irgendeine
zu ¢, parallele Ebene und sind 4,, B,, C, die
FuBpunkte der Lote von 4, B, C auf ¢, so

ist A A,B,Cy ~ A A,;B,C,, also hat
A A,B,C, ebenfalls den gesuchten Flichen-
inhalt I, (A A,B,C,). Durch geeignete Wahl
von ¢, kann man erreichen, dafl die Schnitt-
gerade k von ¢ und ¢, auBerhalb des Dreiecks
A ABC verliauft (Abb.).

Die zu k senkrechte Ebene £ durch 4 steht
auf ¢, senkrecht, enthilt also A4,. Ist ferner
A’ ihr Schnittpunkt mit &, so ist 4  4’,
A Ay A5 Ay gaar L kund gan 1 &,
somit u (X AzA’A) =« und p (L 4'4,4)
=90° also A’A;= A’A - cos «. Entspre-
chendes gilt fiir B und C.

Daraus folgt fiir die Flacheninhalte f, f,
der (méglicherweise ausgearteten) Trapeze
A'B" BA, A'B’'B,A, die Beziehung

fom B -5 (X444 B'B)

=A'B 5(4'4 + B'B) - cos a = f:cosa.
Entsprechendes gilt fiir die Trapeze B'C’CB,
B'C’'CyB, und C'A’AC, C'A'4,C,.

Da sich nun I (A ABC) in der gleichen Weise
vermittels Addition und Subtraktion aus den

2. Das GradmaB des Neigungswinkels sei
t, der } und hte Flichen-

inhalt I (A ABC)bzw. I, (A 4,B,C,).

(a) Ist « = 0° g0 ist A 4,B,0,2~ A ABC,
also I (A ABC) = I, (A 4,B,C)).

(b) Ist « = 90°, so liegen 4, B, C, in einer
Geraden (némlich in der Schni den von

Flécheninh. der Trapeze A’B’BA, B'C'CB,
C’'A’AC gewinnen 1Bt wie I, (A 4,B,C))
aus den Flicheninh. der Trapeze A’B’B,A4,,
B'C’'CyB,, C'A’A,C,, so folgt schlieBlich
I, (A 4,B,C,) =1 (A ABC) - cos a.

Die Ergebnisse (a), (b), (¢} lassen sich auch
usam f

eund ¢,), also ist I, (A AIBICID) =0.

daB I, (A AB,C)) = I
(A ABC) - cos « fiir jedes (0° < « < 90°) gilt.
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3. Wie iiblich sei (& BAC) = «, u (X 4BC)
= f genannt.
(I) Angenommen, A PQR sei eine Ldsung
der Aufgabe. Dann wihle man auf der Halb-
geraden h,p einen Punkt R, == A4 beliebig
und ziehe die Parallelen durch R; zu gpp
und zu gpg, die hyp bzw. kyc in Py bzw.
in @, schneiden. Es folgt

AP,: AP = AR

— 4Q,: 40,

also gpyqy || 9pg; daher ist auch A PyQ, R,
gleichseitig. Ferner gilt
0° < u (X ARQ)
0°< (¥ 0QP) = u (% ARQ) + o — 60°
0° < pu (¥ BPE) = pu (X ARQ) + 60°— 8
0° < (X BRP) = 120°— pu (X ARQ)
0° < 4 (% AQR) = 180°— o — u (X ARQ)
0° < pu (X CPQ) = B+ (120°—u(X ARQ))
—60°, O]

4R

Ly P——
-8y
neg.

woraus der Reihe nach folgt:
0° < p (X ARQ) < 120°
60°—a < u (X ARQ) < 180°—« 2)
f—60°< u (X ARQ) X p + 60°

Trigt man daher die nichtnegativen unter
den Winkeln vom Gradma8 0°, 60°—«,
B —60°; 120°, 180°— a, 8+ 60° an hr 4
an (und zwar nach derjenigen Seite hin, auf
der C liegt), 8o liegt hpyq, in dem Winkel-
raum W zwischen den zuletzt gezeichneten
Schenkeln des gréBten der Winkel vom Grad-
maB 0°, 60°— «, f — 60° und des kleinsten
der Winkel vom GradmaB 120°, 180°—«,
B + 60°. (Einfache Konstruktionsmdglich-
keiten dieser Winkel sind in der Abb. an-
gedeutet.)

(II) Wenn ein A PQR daher Losung ist, so
kann es nur ein solches sein, das durch fol-
gende Konstruktion erhalten wird : Man wihle
R, und konstruiere W wie in (I) beschrieben.
Dann wihle man eine von R, ausgehende in
W verlaufende Halbgerade. Schneidet sie
h4c in @, so schlage man die Kreise um R,
durch @, und um @, durch R,. Derjenige
ihrer Schnittpunkte, der nicht mit 4 in der-
selben durch gg,q, bestimmten Halbebene
liegt, sei P;. Dann bringe man g4 p, und gp¢
zum Schnitt P und ziehe die Parallelen durch
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P zu gpypy und zugpyg,, die g4p bzw. g4¢
in R bzw. in @ schneiden.

(III) Beweis dafiir, daB (II) auf eine Lésung
fiihrt: Nach Konstruktionist A P,@, R, gleich-
seitig; ferner ist gpq || 9p1013 YPr Il gr1mis
woraus 4Q: 4Q, — AP: AP, = AR : AR,,
also gop || 9o, R, folgt, so daB auch A PQR
gleichseitig ist. Nach Konstruktion liegen
P auf gpc, Q auf g4 5 R auf g4p. SchlieB-
lich gilt (2); hieraus folgt (1)}, und daraus
ergibt sich, daB P, @, R sogar innere Punkte
der Strecken BC bzw. CA bzw. 4B sind.
(IV) Untersuchung von Ezistenz; Anzahl und
Kongruenz der Léosungen: Fir jedes Dreieck
A ABC gelten die neun Ungleichungen

0° 120°
60° — o }<{ 180°— &
8 — 60° B + 60°.

Daraus folgt, daB W der Winkelraum eines
(positiven) Winkels ist. Also gibt es beliebig
viele Moglichkeiten zur Wahl der Richtung
von hg,q,. Die weitere Konstrultion (II)
ist dann stets (sogar eindeutig) ausfithrbar,
da wieder aus (2) bzw. (1) folgt, daB keines
der Geradenpaare, die gemiB (II) zum
Schnitt zu bringen sind, ein Parallelpaar ist.
Die entstehenden Dreiecke A PQR sind
auch paarweise varschmden, de ihre Seiten
RQpaarweise hiedene Rich haben
Um zu zeigen, daB auch inkongruente Drei-
ecke A PQR auftreten kénnen, geniigt ein
Beispiel: Man zeichne A ABC gleichseitig
(Abb. 3) und wihle der Reihe nach P,, Q,,
R;; Py, Q,, R, als Mittelpunkt von BC, CA,
AB; P,C, Q,4, R,B. Dann wird

Q,B,= R,P,= P, ,#iib und
QR =R,P,=PgQ,
—4B- V( —.y§) = 14B.y7.

Die Meinung von Dagmar ist daher richtig;
die anderen sind falsch.

1 An dieser Stelle des Beweises muB man (1) teilwelse
anders formulieren. Solange man z. B. noch nicht aus
der 5. Ungleichung von (1) geschlossen hat, dad B
nicht zwischen 4 und R liegt, hat man die 2. Un-
gleichung von (1) in der Form 0°< g (X B’RP) zu
schreiben mit einem 2uf 4 4 5, gelegenen Punkt B, fiir
den R zwischen 4 und B’ liegt.



4. Man schlage den Kreis um B durch C; er
schneidet g ge in € und einem zweiten Punkt
D (Abb.). Ferner schlage man den Kreis
um den Mittelpunkt von AC durch C; er
schneidet gpe in C und einem Punkt P.
Unter den drei Punkten C, P, D wiihle man
dicjenigen beiden aus, zwischen denen der
dritte liegt, schlage iiber der von ihnen ge-
bildeten Strecke einen Halbkreis und bringe
ihn zum Schnitt X mit der im dritten Punkt
auf gpue errichteten Senkrechten. (In den
Fillen P = C und P = D setze man statt
dessen sinngeméfl X = C bzw. X = D.) Dann
hat das iiber CX errichtete Quadrat den ge-
forderten Flicheninhalt (im Falle P = C =X
ist es zum Punkt entartet).

Beweis: Bs wird CP = b - | cos y | und
CX?=CD-CP=2a-b-lcosy].

5. 1. Fall: a > 0. Angenommen, es gibe eine
reelle Zahl z, die der Gleichung geniigt. Dann

folgt @ + z—a = J/(2a + 2) (@ + =), hier-
aus x =0 und z?= 2a%+ 3az + z2, also
2

t=—ga< 0. Dieser Widerspruch zeigt:
Es gibt keine reelle Zahl z, die der Gleichung
geniigt.

2. Fall: a = 0. Angenommen, es gibe eine
reelle Zahl z, die der Gleichung geniigt. Dann

2

folgt, ds J0+=z und 5 Tz

z > 0. Ist umgekehrt z irgendeine positive
reelle Zahl, so gilt

o 02 — R
Yotz — Vm =Vz=V)2 0+,
d. h., die Gleichung ist erfiillt. Daher geniigen
alle positiven reellen x und nur diese der
Gleichung.
3. Fall: a < 0. Angenommen, es gibe eine
reelle Zahl z, die der Gleichung geniigt. Dann
folgt a +z+a=y(2a+ 2) (a+ 2);
(2a + )%= (2a + 2) (@ + =);
(2e + z) @ = 0, wegen a 3= Oalso x = — 2a.
Ist umgekehrt * = — 2a, s0 ist a + z =
—a >0 und 2a 4+ z =0, also gilt

— a?
Vatz— Vo,

existieren,

=1%2a + z,d. h, die Gleichung ist crfillt.
Daher geniigt die Zahl z = — 2a wnd nur
diese der Gleichung.

6. 1. Die Menge M aller ganzzahligen Lisun-
gen (z; y) mit 2 > 0, y > 0 ergibt sich durch
folgende Aufziihlung:

99 Zahlenpaare :
98 Zahlenpaarc:

2 Zahlenpaare: 2 = 98; y — 1;2
1 Zahlenpaar: = =99; y =1

Die Anzahl dieser Zahlenpaare ist
1
1424498 +99= 5 -99-100

2. Die Mengen M, M, M aller ganz-
zahligen Losungen (z; y) mit x < 0, y >0
bzw.z > 0, y < Obzw. £ < 0, y < 0 kénnen
jeweils eindeutig auf M abgebildet werden,
indem man je ein Zahlenpaar (a, b) aus M
dem Zahlenpaar (— a, b) bzw. (a, — b} bzw.
(— a, — b) zuordnet.

3. Die Mengen 9t aller ganzzahligen Losungen
(z; y) mit = 0, y > 0 enthilt genau 100
Zahlenpaare: z = 0; y =1, ..., 100.

4. Die Mengen R, 9t”", R aller ganzzahligen
Losungen (z; y) mit =10, y <0 bzw.
z>0, y=0 bzw. £<0, y =0 konnen
jeweils eindeutig auf 9t abgebildet werden,
indem man je ein Zahlenpaar (0, ¢} aus N
dem Zahlenpaar (0, —c¢) bzw. (¢, 0) bzw.
(— ¢, 0) zuordnet.

5. Die Menge P aller ganzzahligen Losungen
(z; y) mit £ =0, y =0 enthilt genau
1 Zahlenpaar: x =0, y = 0.

6. Die Mengen M, W', M, M, o, w, N,
N, P sind zu je zweien elementfremd; ihre
Vereinigungsmenge ist die Menge aller ganz-
zahligen Losungen, deren Anzahl betrigt
somit 2 - 99 - 100 + 4 - 100 4 1 = 20201.

Die Aufgaben zur DDR-Olympiade befinden
sich in alpha, Heft 3/67. Die Losungen der
Aufgaben der Klassenstufe 11/12 findet der
interessierte Leser in der Zeitschrift Mathe-
matik in der Schule (Heft 8/67, S. 6181f.),
die sicher jeder Mathematikfachlehrer gern
zur Verfigung stellt.

Allen Teilnehmern an der 3. Stufe (Bezirks-
olympiade am 21./22. 1. 1968) der VIL. Olym-
piade Junger Mathematiker wiinschen wir
viel Erfolg. Die Aufgaben werden in Heft 2/68
und die Lésungen in Heft 5/68 vercffentlicht.

Redaktion alpha
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Losungen

tion 2:b = b:a (vgl. die Abb.). Dann kon-
struiert man die Strecke EF = J/a? + 2% als

W(9)72 Der Punkt K, ist an der Rechteck-
seite BC (Symmetrieachse) zu spiegeln; der
Bildpunkt von K, sei K,’. Die Strecke K,K,"
schneidet die Rechtechseite BC im Punkte P.
Der Streckenzug K,PK, stellt den Weg der
Kugel K, dar. Auf Grund der Symmetrie-
verhiltnisse ist der Einfallswinkel gleich dem
Ausfallswinkel.

] 4
a-e
f
SR
b b-c-f 7
~.
~
12K d Ky
c
A a 8

Aus der Abbildung wird ersichtlich:
z:b—c—f)=d:(a—e+d)
(Anwendung des Strahlensatzes),

db—c—f)

T Ta—etd
BP=c¢ct+zx=c+ di,b_—:_;..if)
_ce—o9+db—f)

a—e-+d

W(10)73 Esist 22 = Va‘ + bt

a? (u“ + Z:) N
e .

Man konstrujert daher zunichst die Strecke
— 2
DE=2z= ; unter Benutzung der Propor-
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Hyp eines rechtwinkligen Dreiecks
mit den Katheten DF = ¢ und DE = z. End-
lich erhiilt man die gesuchte Strecke FH = z
als Hohe des rechtwinkligen Dreiecks GHE

mit den Hypotenusenabschnitten FG' = a und
EF = Va' —+ 22,

74 Zunichst missen wir eine Vermutung
iber die zu ermittelnde Summe 8, aufstellen.
Wir rechnen einige Werte §,, aus. Dabei be-
ginnen wir bei n = 1, wie es durch die Auf-
gabenstellung vorgegeben ist:

1-2.3
Sl=l-2=2=42 3.4
8,=1:242-3=8= '3‘

8=1-242-34+3-4=20
3-4-5

3
Wir kénnen also vermuten:
n{n+ 1) (n+ 9)

8, =

Mit Hilfe der Methode der vollstandigen In-
duktion zeigen wir, daB diese Vermutung
wahr ist.
Induktionsanfang
Fiir » = 1 ist der Satz wahr (siehe oben).
Induktionsschritt
‘Wir haben zu zeigen: Wenn

1) 2
S,,,—M‘F )lst so ist

g _mADm+2m+3)
m+1 = 3 .

Nun ist aber §,, =12+ 23 + -+
+m(m+1)

und Sppyq =1:242:3+ - +mm+1)

+(m+1)(m+2),

also Spyy = Sy + (m + 1) (m + 2).

Wir haben aber vorausgesetzt, da}
m(m+1)(m+2),
————5—ist, also ist

3
m(m+1)(m+2)

m =

+(m+1)(m+2)
=m(m+l)(m+2)+3(m+l) (m +2)

Spi1 =

3
g _m-tD(m2) e+ 3)
m = 3 .

Damit ist der Beweis gefiihrt.

75  Induktionsanfang

Mit alle natiirlichen Zahlen sind hier offenbar
die natiirlichen Zahlen n 21 gemeint. Fiir
n =1 ergibt sich 1 =2 —1.

Der Satz ist also wahr fir o = 1.



Induktionsschritt
Wir zeigen: Wenn 1 + 2 4 22 4 .- 4 2m71
—9m _ list, soist 1 + 2 4 22 4 +o0 +
2m*1 + 2m = 21n+ 1_ 1.
Es ist aber 1 -+ 2 + 22 4 -+ 4 2m"1 4 2m
=om ] QM =2 2m ] =2m+l__],
Also ist der Satz wahr.
76  Indukiionsanfang
Der Satz ist fiirn = 1 wahr, denn 41 + 15 —1
= 18, und 18 ist durch 9 teilbar.
Induktionsschritt
Wir zeigen: Wenn 4" 4 15m — 1 durch 9
teilbar ist, ist es auch 4m+1 4 15(m + 1) — 1.
Dazu fithren wir folgende Umformungen
durch:
4mi1 415 (m 4+ 1) — 1
=4-4744-15m—4—3-15m + 18
(davon kann man sich durch Nach-
rechnen iiberzeugen)
=4.4m4+15m—1)—45m + 18
—4-(4m 4 15m—1)—9 (5m—2).
Der erste Summand ist durch 9 teilbar, denn
wirhatten angenommen, da8 (4™ + 15 m—1)
durch 9 teilbar ist. Vom zweiten Summanden
ist es klar, daB er durch 9 teilbar ist. Dann ist
aber die Summe durch 9 teilbar. Der Satz ist
damit bewiesen.
77 Induktionsanfang
Wir missen offenbar bei n = 2 beginnen.
Zwei Gegenstinde a und b kann man auf zwei
Moglichkeiten (ab und ba) anordnen. Da 1 - 2
= 2 ist, ist der Satz fiir n = 2 wahr.
Induktionsschritt
Wir zeigen: Wenn man m Gegenstinde in
1-2-3-... mMoglichkeitenano. dnen kann,
sokann manm + 1 Gegenstindeinl-2-3-...
-m + (m + 1) Méglichkeiten anordnen.
Dazu kiirzen wir, wie es in der Mathematik
itblich ist, das Produkt 1 -2 -3 -... - m mit
dem Symbol m! (gelesen ,,m Fakultit‘) ab.
Wir nehmen die m! Moglichkeiten fiir m
G de als ben an und neh eine
dieser Anordnungen her. Wie kénnen wir den
(m + 1)ten Gegenstand einordnen?
Offenbar so: '
Vor dem 1. Gegenstand,
zwischen dem 1. und dem 2. Gegenstand,
zwischen dem 2. und dem 3. Gegenstand,

zwischen dem (m — 1)ten und dem m-ten
Gegenstand,

nach dem m-ten Gegenstand.

Das sind zu dieser einen Anordnung von m
G tinden m + 1 Anord vonm+1
Gegenstinden. Da das fiir jede der m! An-
ordnungen gilt, ist die Gesamtzahl also
mim +1)=1-2-3-...-m(m+1)

= (m + 1)

Der Satz ist damit bewiesen.

78 Induktionsanfang

Die Wahrheit des Satzes fiir die vierte Zahl
ist ohne Rechnung zu sehen.
Induktionsschritt

Wir haben zu zeigen: Wenn die 4m-te Zahl
durch 3 teilbar ist, so ist es auch die 4(m +1)-
te Zahl, Wir nehmen also an, da die 4m-te
Zahl durch 3 teilbar ist, dann kdnnen wir sie
etwa 3k nennen. Die vorhergehende Zahl wol-
len wir # nennen. Dieser Teil der Folge sicht
also so aus:

z, 8k, 8k + =z, 6k } x, 9k + 2z, 15k + 3=z.
Die 4(m + 1)te Zahl ist also 15k + 3x oder 3
{6k + ). Sie ist also auch durch 3 teilbar.
79 Induktionsanfang

Fiir » = 1 lautet der Satz: Mit den Wige-
stiicken 1g und 2g kann man die Masse von
1g zusammenstellen. Das ist offenbar wahr.
Induktionsschritt

Wir haben zu zeigen: Wenn man mit den
Wiigestiicken 1g, 2g, . . . , 27¢ jede Masse von
1g bis (2 — 1)g zusammenstellen kann, kann
man mit den Wigestiicken 1g, 29, . . . , 2m+1g
jede Masse von 1g bis (2m+1 — 1)g zusammen-
stellen.

‘Wir nehmen also an, daB man mit den Wiige-
stiicken 1g, 2g, . . . 2mg die Massen lg, 2g,...,
(2m — 1)g zusammenstellen kann. Nehmen
wir das Wigestiick 2m+! dazu, so bleiben die
Zusammenstellungen 1lg,...,(2" —1)g na-
turlich erhalten.

Ferner kann man zusammenstellen :

2mg durch das Wagestiick 2mg

(2™ + 1)g durch die Wigestiicke 27g und 1g
(2™ 4 2)g durch die Wigestiicke 27g und 2g,
und da wir nach Voraussetzung alle Massen
von lg bis (2 — 1)g zusammenstellen kén-
nen, ohne das Wigestiick 2™g zu verwenden,
kann man nun alle Massen von (2™ + 1)g bis
(2m 4 2m — 1)g zusammenstellen.

Es ist aber 2m 4 2m —1 =2.2m ]
=2m+l 1],

Also kénnen wir nun alle Massen von 1g bis
(2m+1 — 1)g zusammenstellen. Aber bereits
der Induktionsanfang 188t vermuten, daB wir
mit unserer Aufgabe noch nicht alle Moglich-
keiten ausschopfen: Mit 1g und 2g kann man
nicht nur 1g, sondern auch 2¢ und 3¢ zusam-
menstellen, mit 1g, 2¢ und 4g kann man offen-
bar 1g, 29, 3g, 49, 59, 6g und 7g zusammen-
stellen. Das gibt Veranlassung, den folgenden
verschirften Satz zu vermuten:

Mit den Wiagestiicken 1lg, 2g, 4g,... 27g
kann man jede Masse von 1g bis (2m+1 — 1)g
zusammenstellen. Der Beweis verliuft dhn-
lich wie oben, den Induktionsanfang haben
wir bereits nachgerechnet.

Induktionsschritt

Wenn wir mit den Stiicken lg, 2¢, 4g,...,
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2mg alle Massen von lg bis (2m+1 — 1)g zu-
sammenstellen kénnen, so kann man durch
Hinzufiigen des Stiickes 27+1g zusammen-
stellen: 2m+1 g selbst,

alle Massen von (27+1+ 1)g bis (2m+1 4 2m+1
—1)g = (2m+2 — 1)g durch die gleiche Uber-
legung wie oben.

Also ist auch dieser Satz bewiesen.

W(5)81 Der EBloffel wiege « Pond, dann
wiegen der Gemiiseloffel und die Gabel zu-
sammen 3z Pond. Aus 3z + z = 240 folgt
z = 60, das heiBt, der EBlsffel wiegt 60 p.
Die Gabel wiege y Pond; aus y 4 60 = 240:2
folgt y = 60. Die Gabel wiegt ebenfalls 60 p,
der Gemiiseloffel wiegt dann 120 p.

W(5)82 Die Sperrholzplatte ist treppen-
formig so in zwei Teile zu zerschneiden, wie
es die Abbildung zeigt.

4 4

Teit2

Teit 7

72 4

W(5)83 Es gibt genau die folgenden elf

Mboglichkeiten :
14+14+141414141413=20,
1414141414143 +411=20,

1+14+14+14+14+1454+ 9=20,
1+1414+1414+1474 7=20,
14+1+14+1+143454 7=20,
14+14+14+14143434 9=20,
1414141414545+ 5=20,
1414141434345+ 5=20,
1414141434343+ 7=20,
1+14+1+3+3+3+3+ 5=20,
1+14+3+3+3+3+3+ 3=20.
W(6)84 (1) Angenommen es gibe keinen

Monat, in dem wenigstens vier Schiiler dieser
Klasse Geburtstag haben, dann hitte die
Klasse hochstens 36 Schiiler (3 - 12 = 36).
Die Klasse umfaBt aber genau 37 Schiiler.
Also gibt es einen weiteren Schiiler, der in
einem der 12 Monate Geburtstag hat. Somit
gibt es (mindestens) einen Monat, in dem 4
Schiiler Geburtstag haben.

(2) Aus (1) ergibt sich, daB die zweite Be-
hauptung falsch ist (Bem. : Die Klasse miite
mindestens 49 Schiiler (4 - 12 + 1) umfassen,
wenn die Behauptung immer richtig sein soll.)
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W(6)85 0123456789
395 - 147 Subtrahend
395
1580
2765
58065

W(6)86 Es ist ein Kreis mit dem beliebigen
Radius » um den Scheitel S des gegebenen
spitzen Winkelsa zu beschreiben ; dieser Kreis
schneide die Schenkel des Winkels ¢ in den

Punkten 4 und B. Danach ist eine Parallele
zur Geraden 4 B durch den gegebenen Punkt
P zu konstruieren; sie schneide die Schenkel
des Winkels « in den Punkten C und D. Es
ist dann SC = SD.

W(7)87 Es ist zunichst ein rechter Winkel
mit dem Scheijtelpunkt F zu konstruieren;
auf dessen einem freien Schenkel tragen wir

1
?hc =2 cm von F bis E ab. Danach ist um ¥

der Kreis mit dem Radius s, = 4,5 cm zu

ich der den and freien Schenkel
des Rechten in B schneidet. Nun ist eine
Parallele zu #B im Abstand %, = 4 cm zu

he

¢ AF

zeichnen. Es ist schlieSlich um B der Kreis
mit dem Radius ¢ = 5 ¢cm zu beschreiben;
dieser Kreis schneidet die gezogene Parallele
in den Punkten ¢ und C'. Die durch die
Punkte C und E bzw. €’ und E zu ziehenden
Geraden schneiden die verlingerte Strecke BF
in den Punkten 4 bzw A4’. Die Punkte C
und ¢’ sind ferner mit dem Punkte B zu ver-
binden. Als Losung erhalten wir zwei Drei-
ecke, und zwar die Dreiecke 4 BC und A’ BC",
die die Bedingungen erfiillen.

W(7)88 Aus o < b folgt 5 <1< %

‘Wir vergleichen

1 a_ _b—a . bfl—
T mty T




b—a

die Briiche b—a
haben den gleichen Zihler; der Nenner b des
ersten Bruches ist groBer als der Nenner a des
zweiten Bruches. Wegen b >a gilt also
b—a
b
auf der Zahlengeraden niher an der Zahl 1

und

<?; folglich liegt der Bruch%

als der Bruch %.

W(7)89 Es werden zum Tippen der Zahlen

der Folge der natiirlichen Zahlen

a) von 1 bis 9 genau 9 Anschlige,

b) von 10 bis 99 genau 2-90 = 180 An-
schlige,

c) von 100 bis 369 genau 3 - 270 = 810 An-
schlige gemacht.

Das sind insgesamt 999 Anschlige; mit dem

tausendsten Anschlag wird die Ziffer 3 der

Zahl 370 geschrieben.

W(8)90 Es sei ABC das verlangte Dreieck.

Verlingert man die Strecke BA itber A

hinaus bis E, so daB BE =b+¢, d. h.

AE = b wird, dann ist das Dreieck EAC

gleichschenklig, und 4 liegt auf der Mittel-

senkrechten der Strecke EC. Aus dieser Uber-

legung ergibt sich die folgende Konstruktion:

Man zeichnet die Strecke CD = h, und er-

richtet auf ihr in D die Senkrechte. Dann

schiigtmanum C'denKreis mit dem Radiusa,

'\ )

E b AD ¢ _ B
der die Senkrechte in B (bzw. B’) schneidet.
Man verlingert BD iiber D hinaus bis E, so
daB BE =b + ¢ wird (bzw. DB’ tber B’
hinaus bis B, so daB B'E’ = b - ¢ wird).
Man errichtet auf ZC (bzw. B'C) die Mittel-
senkrechte, die die Gerade BE (bzw. B'E’)
in 4 (bzw. 4’) schneidet. Das Dreieck 4 BC
entspricht den gestellten Bedingungen. Man
erhiilt noch eine zweite Losung, nimlich das
in der Figur nicht gezeichnete Dreieck 4’ B’C,
das einen stumpfen Winkel bei A’ hat, so daB
die Hohe CD auBerhalb des Dreiecks liegt.
Bemerkung: Unser Leser Volker Schwandt,
8. Klagse der Oberachule Seebach, sandte eine
achéne rechnerische Lisung der Aufgabe ein.
Er bezeichnete die MaBzahl der Strecke DB
mit z, die MaBzah) der Strecke 4D mit y und

erhielt mit Hilfe des Satzes des Pythagoras:

22 = 52— 42 =25—16 = 9, z = 3. Ferner

ist wegen AC = AX = BE — DB — 4D

=8cm—3cm—yoem=(5—y)em

(5 — )2 = y2 + 42, also 25 — 10y + y*

=y%*+4+16,d. h.,, 10y =9, y = 0,9.

Deher wird A B=c=23,9 cm, AC=b=4,1 cm.

W(8)91 Da a und b von Null verschiedene

ganze (also positive oder negative) Zahlensind,

muB man die folgenden drei Fille unter-

scheiden:

1. Fall: a positiv, b positiv; a < b.
a_b—a b—a b

Dann gijlt 1 — = < & f;—l,
d. h,, in diesem Falle liegt —Zi nédher an 1,

. a
weil <3

2. Fall: a negativ, b negativ, a < b,
also 1bl<lal.

Dann gilt

i o] _ lal — 18]
l——=1—"1=

la| 12l
= M = a l
B 2
d. h., in diesem Fall liegt % niher an 1,

. a

weil 2<%
3. Fall: a negativ, b positiv, also a < b.
Dann gilb 1—%—1+ % una
lma=ttg-

a

In diesem Falle liegt daher 3 niher an 1,

wenn | a|<|blist.

Dagegen liegt - niheran 1, wenn |bl <lal

ist.

Zur Erliduterung geben wir noch drei Beispiele:

1. Fall:a=2,b=3;2<3.
1 a

3 . 2
Wegen 1 —g=g<g=3— 1 liegt =3

néher an 1.
2.Fall:a =—5,b=—4;—5<—4,4<5.
4_1 1
55 %
—5
1=_—4—l

3. Fall:a=—50b=4;— 5<4.
a 5
Wegenl—T=l+I:2,25

b 4
wndl— o =142=18
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4
liegt in diesem Fall % = — —niheran1 als
a 5 . .2
5 =—7 %8 sich bereits aus
16l =4 <5< lalergibt.
W(8)92 Da nach Voraussetzung < SAE
= *156 folgt X ASE = < ASD= 90"——

Femer ist nach dem Penphenewmkelsatz

X BCD =90°—¢« = 4 EAD, also
X SAD= <& SAE + X EAD

— % 4 e0°—a—90°— % — JASD.

Daher ist das Dreieck ADS gleichschenklig,
w.z. b, w.

W(9)93 Unser Leser Bernd Oldenburger,
Klasse 8a der Pestalozzi-Oberschule Oschatz,
sandte die folgende Losung ein, die wir mit
geringfiigigen Verinderungen hier wieder-
geben:

Aus ¢ CBW = < N BW (Winkelhalbierende)
und & CBW = < BWN (Wechselwinkel an
geschnittenen Parallelen) folgt <X NBW
= & BWN; das Dreieck BNW ist also

gleichschenklig; es gilt BN = NW. Q)
¢
M,
A N 8
Analog beweist man, daB auch CM = MW
gilt. 2)

Aus (1)und (2) folgt B
CM + BN = MW + NW = MN,
w. z. b.w,

W(9)94 Apgenommen, z, wire eine ganz-
zahlige Wurzel der Gleichung x° 4 px + ¢=0,
wobei p und ¢ ungerade ganze Zahlen gind,
dann wire z,* + px, + g = 0. (1)
Wire nun z, gerade, so wiren ;% und pzx,
gerade, also z,* + pz, + g ungerade, also
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verschieden von Null, was der Gleichung (1)
widerspricht. Wire z, ungerade, so wiiren z,®
und pz, ungerade, also wieder z,® 4 pz, + ¢
ungerade, also verschieden von Null, was der
Gleichung (1) widerspricht. Daher hat die ge-
gebene Gleichung keine ganzzahlige Wurzel.

z1/x
W(9)95 DieFunktiony = EV(ﬁ%z 5
ist nur firr solche reellen « definiert, fiirr die
x %+ 0und 22+ x— b > 0 ist (da der Radi-
kand nicht negativ sein dnrf ) Nun ist

zz+x—6—xz+x+ff4«:(

~(=a) (5]

ex gl
(Z+3)(I—2) >0

genau dann, wenn entweder x < — 3 oder

z > 2 ist.

Die vorliegende Funktion ist also definiert

a) fiir £ < —3; in diesem Falle ist stets
y=—1)1=—1,

b) fiir z > 2; in diesem Falle ist stets
y=1)1=1

W(10)96 Unser Leser Elmar Busse, Klasse
10k der Erweiterten Oberschule Heiligen-
stadt, hat diese Aufgabe wie folgt gelést:
Aus z, + z, = 4+ p und 2,2, = 36 sowie
2,2 + x,% = 153
folgt wegen (x; + 2,)* — 2x,x, = x,2 + z,?
p?—2-36 =153,
p? =153 + 72

also entweder p = 15 oder p = — 15.

Durch die Losung der beiden quadratischen
Gleichungen

2% — 152 + 36 = 0 mit 2, = 12,

z, = 3 und z,% 4+ z,2 = 153,

2% + 16z + 36 = O mit 2, = — 3,

z, = —12 und 2,2 + x,2 = 153

stellt dann Elmar Busse fest, daB fiir p = 15
und p = — 15 tatsichlich die Bedingungen
der Aufgabe erfiillt sind.

W(10)97 a)Esseien &,F,G,Hdie Endpunkte
der auf den Seiten des Rechtecks A BCD ab-
getragenen Strecken, so daB AE = AH = CF
= C@ = « ist. Daraus folgt, daB die recht-
winkligen Dreiecke AEH und CGF einander
kongruent sind, daB also EH — F@ ist. Aus
der Kongruenz der Dreiecke BFE und DHG

folgt ferner EF = HG. Daler ist das Viereck
EFGH ein Parallelogramm.



G

4 x
a-x|

B b-x F x c

b} Dieses Parallelogramm ist genau dann ein
Rhombus, wenn EH = EF ist. Nun ist
EH? = a® + 2* = 222,

Bt —@—ap + b—a),

also wegen EH = EF

222 = (a—2)*+ (b — )%
222 = a? — 2ax + 2 + b2
— 2bx + 22,
2z(a + b) = a? + b2,
a? + b?
T=3a 0"
Das Viereck EFGH ist also genau dann ein
Rhombus, wenn z = 5 (a++ B ist.

¢) Unter den gegebenen Voraussetzungen
kann aber ein Rhombus nur dann entstehen,

a? 4 b?
z=2(a—+b)<a, also a?+ b2%< 2a2% + 2ab,
d.h., (p—a)2 <22 d.h.,b—a <a}/2 bzw.
b<a(l 4 )2)ist

W(10)98 Unsere Leserin Ingrid Sinderhauf,
Erweiterte Oberschule Adolf Diesterweg,
Plauen, stellt mit Recht fest, daB die Glei-
chung

1
log 1 n= log, « [¢3]
a
nur dann erfillt ist, wenn n = 2 ist.
Denn (1) gilt nur dann, wenn
loggn 2 =log, 2 =2,
also (a")? = z? und a? = z ist; das ist aber
nur fiir » = 2 der Fall.
Wir sprechen Ingrid Siinderhauf unsere An-
erkennung dafiir aus, daB sie die durch einen
Druckfehler entstellte Aufg. richtig gelost hat.
Die Aufgabe selbst lautet richtig wie folgt
(siche auch Heft 4/67, 8. 124):
Beweise, daf fiir alle von Null verschiedenen
natirlichen Zahlen n und fir alle positiven
reellen Zahlen o und x mit a == 1 stets gilt:
log 1 1

R 1
o =108, %!
pr

Der Beweis ist jetzt sehr einfach: Setzy man

1
Tog 1 m =aumdlog, z=1z,
a®

so wird
1\z, 1
(5) =i und a?2 = z, also
= 2n, d. h,, a®1'= z; daher ist
2y = 2, W. 7. b. W.

Lésungen der Aufgaben von Euler

99 Wenn der dritte Sohn z Taler erhilt, so
-erhélt der zweite Sohn z 4 100 Taler und
der erste Sohn z 4 300 Taler.
Darausfolgt z + x + 100 + 2 + 300 = 1600,
3z + 400 = 1600,
3z = 1200,
x = 400.

Es erhalten also der dritte Sohn 400 Taler,
der zweite Sohn 500 Taler und der erste Sohn
700 Taler, d. s. zusammen 1600 Taler.

100 Ist der kleinere Summand gleich z, so
ist der groBere Summand gleich 49z, und wir
erhalten

x4 49z = 25, b50x = 25,
Der kleinere Summand ist daher gleich _ 1

-

0o

s

=

der groBere gleich 24 5

101 Wir bezeichnen die gesuchte Zah! mit

und erhalten ; o = 24, 22 = 144.
Diese Gleichung ha,t aber zwei Losungen,
namlich ¢, = 12 und z, = — 12. Daher hat

sowohl die Zahl 12 als auch die Zahl —12
dje verlangte Eigenschaft.

Ldsungen zu Aufgaben der Seite 178:

1. Fir die einzelnen Mahlzeiten sind zu ver-
anschlagen: 480 kecal, 360 kcal, 720 kcal,
240 kcal, 600 keal. 2. Man miiBte 50 Stunden
pazierengehen oder 30 Stunden schwimmen.
3. In der Kost sind 76 g Eiweif, 71 g Fett und
348 g Kohlehydrate enthalten. 4. Die ent-
sprechende Person hat nach 16 Tagen 1 kg
zugenommen. 5a. In der Kost sind 2244 keal
enthalten. 5b. In der Kost sind rund 159,

EiweiB, rund 30%, Kohlchydrate enthultu\
6a. Der Junge miiBte 63 g Eiweil aufnehmen,
um seinen Bedarf zu decken. 6b. Er miite
9 Eier, 1,853 Liter Milch, 358 g Quark, 778 g
Vollkornbrot oder 3150 ¢ Kartoffeln essen.
7. In 75g 47%igem Schoaps sind 250,3 keal
enthciten,
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In freien Stunden

HIII'IEI heiter

Die 6 und die 8

Eine 6 und eine 8 stritten einmal um die Wette,

wer an Wert wohl und an Macht etwas mehr bekommen hitte.

Sprach die 8 voll Spottelei: ,,Nun das wissen alle Leute,

daB ich ganz genau um 2 mehr als du seit je bedeute.

Zihle nur: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, ich bitte,

du hiltst zwischen 4 und mir, wie du horst, genau die Mitte.*
»Lécherlich, du eitler Tropf,” sagte drauf die 6 und stellte

sich ganz plstzlich auf den Kopf. ,,Weilt du jetzt, wieviel ich gelte?*
,»Wie, du schweigst? Ei, sieh doch her, bin jetzt 9, du kecke Liese.

Ergo folglich um 1 mehr als die 8 — nach Adam Riese.

Mach mir‘s nach, du hast die Wahl. Sieh, du bleibst dieselbe immer.
‘Wenn du dich auch tausendmal auf den Kopf stellst, du wichst nimmer.*
Da, die 8 liel ab vom Hohn, ging voll Kummer sachte in sich,

ob der klaren Subtraktion und der Wahrheit tief und binsig.

Und aus Kummer, Gram und Leid, die doch — ach! — so niederdriicken,
legte sie sich todbereit, bald zu sterben, auf den Riicken,

Kam ein Mathematiker, sprach zu ihr: ,,Ich bin erkenntlich,

schiebe deinen Kummer weg, ich erhéh dich zu unendlich.

@ Ein Platz, der die Form eines regelmiBigen

Sechsecks hat, soll so mit Biumen bepflanzt

werden, daB auf jeder der sechs Seiten drei

Béiume stehen, Wieviel Méglichkeiten gibt es?
Spiegel und Dreh bleiben un-

beriicksichtigt.)

® Zwanzig Apfel sind so an zwei Kinder zu

verteilen, da ein Kind einen Apfel mehr er-

hiilt.

® An einem See sitzen fiinf Angler. Im See

sind 60 Karpfen. Wieviel Karpfen kann jeder

Angler fangen?

® Welche Zahl gibt, durch ihren fiinften Teil

dividert, gerade 5?

@ Ein Tortenboden soll mit drei Schnitten in

acht Teile zerlegt werden!

, Wenn das noch nicht fiir eine ,Eins‘ reicht,
kann ich Thnen ja noch etwas vorsingen . . .*

Zeichnung: Wolfgang Testel, KI, 9
Fritz-Reuter-OS, Waren/Miiritz
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Der Marsch durch die Wiiste

Person mitfithren kann?

(78 Aufgaben mit Losungen)

Wieviel Gepacktrager muB ein
Forscher, der einen sechstigigen
Marsch durch die Wiiste antreten
will, bei sich haben, wenn jeder
von ihnen nur einen Nahrungsvorrat
und Wasser fiir vier Tage fiir eine

Aus: K. A. Rupassow: ,Mathematische
Denkautgaben®, Verlag Volk und Wissen.
Berlin 1065 Best.-Nr. 002103, MDXN 1,60

Aus der Wandzeitungsarbeit der EOS Elsterwerda:

‘Werbung fiir mathematische Jugendliteratur

Auswsahl: R. Hoppner, Vignetten: D. Medicke

v

Der Turm von Tampico

Auf dem Turm befinden sich drei Freunde 4,
B und C. Sie haben keine Moglichkeit, durch
das Turminnere nach unten zu gelangen. Als
Hilfsmittel stehen ihnen ein Seil, dessen
Léange ungefihr der Turmhohe entspricht,
zwei Kérbe und ein Stein mit dem Gewicht
von 45 kp, zur Verfiigung. Weiterhin kénnen
sie einen Balken so anbringen, daB man das
Seil dariiber nach unten lassen kann. Wie ist;
es ihnen mit diesen Hilfsmitteln moglich, in
den am Seil befestigten Korben nach unten
zu gleiten, wenn stets 5 kp Ubergewicht not-
wendig sind, damit der schwerere Korb nach
unten sinkt. Dabei wiegt 4 50 kp, B 55 kp,
und C 105 kp.

Nach: W. K. Schweikert: ,,Der Senor und die Punkte",
VEB Hofmeister, Leipzig 1962, MDN 6,80 (Das unter-
haltsame, im Erzdhlerstil geschriebene Buch kann in
Biichereien ausgeliehen werden, d. Red.)

Zeichnung: Otto

Zeichnung: Otto. Aus: ,,Freie Welt*

Zeichnung: joppy. Aus: ,,Wochenpost*
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Das Jahr 1968

Herr Schlottermann, ein sehr abergliubischer
Herr, sagt am Silvesterabend des Jahres 1967
zu Herrn Windwebel: ,,Das Jahr 1968 wird
fiir mich ein Ungliicksjahr sein; denn es setzt

Mit diesem Foto wiinschen
Schiiler der Zentralschule
Effelder (Kreis Suhl)

den Lesern von alpha

ein frohes, gesundes

und erfolgreiches Jahr

1968

Die Redaktion schliefit
sich diesen Wiinschen an
und dankt allen
Mitarbeitern fiir ihre Hilfe
beim Aufbau unserer
jungen Schiilerzeitschrift.
Oberstudienrat Dr. R.
Liiders, mit Oberlehrer
Th. Scholl einer unserer
Aktivsten, gibt mit dem
nun folgenden Beitrag den
Auftakt zum 2, Jahrgang:

ben; man benétigt nur noch auBler diesen
Zahlen die Operationszeichen fiir die Addi-
tion, die Subtraktion, die Multiplikation und
die Division; wenn man will, kann man noch

sich ja aus lauter Zahlen 13 g

1968 =13-13-13—13-13—13—13—13
—13—13+13:134+13:13 4 13:13
+13:13 +13:13.«

Darauf entgegnet Herr Windwebel: ,,Nein,
das Jahr 1968 wird ein Gliicksjahr sein; denn
es 1ifit sich nur mit Hilfe der Zahl 7, die ja
eine Gliickszahl ist, schreiben:
1968="7-7-7-7—7-77—7-T—TT+4+7+47: 7.5
Herr Pfiffikus, der itber einige mathematische
Kenntnisse verfiigt, bemerkt dazu: ,,Da sieht
man einmal wieder, wohin der Aberglaube
fihrt, Thr beiden lebt wohl noch im Mittel-
alter und nicht im 20. Jahrhundert. Im iibri-
gen 1iBt sich die Zahl 1968 wie auch jede
andere natiirliche Zahl mit Hilfe von beliebig
vorgegebenen einandergleichen Zahlen schrei-
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die P hreibweise z. B.:

1968 = 22 . (22% . 92 . 2 — 22% _ 92),

1968 =3 - (3°-3%—3%-3+3+3+43:3
+3:3),.

1968 — 4 - (414 44 —4 -4 —4),

1968 = 5:5-5:5+5-5-5:5+45:5:5-5
+4+5-5-5—5-5—5—5:5—5:5
usw.

Im Zeitalter der elektronischen Rechen-

maschinen wiirde ich aber lieber die Zahl 1968

in dualer Schreibweise darstellen:

1968=LLLLOLLOOOO;
denn es gilt
1-21941-2°41-2841-274+0.2°
+1-2541-2040-224+0-2240-2140

= 1024 + 512 + 256 + 128 + 0 + 32 + 16

+04+0+4 04 0=1968."
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Die Arbeitagemeinschaft Mathematik, 20. 08 Leipzig
(Klassenstufe 6/7), besitzt eine groBe Zahl selbst her-
gestellter oder gekaufter Gesellschaftsapiele, die Ver-
bindung zur Mathematik schaffen. Sie haben nicht nur
den AG-Teilnehmern, sondern auch in Gruppen-
und im viel Freude ge-
bracht. Hier zelgen wir (neben bereits in alpha vor-
gestellten selbstgebauten) einige gekaufte Spiele:

Splele’ mit Zahlen: Unterhaltssmes Quartettspiel.
v 1t, Leipzig. Prels:

2,80 MDN

Mathematik im Splel: Steckspiel, das Ziffern, mathe-
matische Zeichen und Figuren enthdlt, die auf einer
mit Nuten versechenen Plasteplatte angeordnet werden
konuen. Hersteller: Prefo, Dresden, Preis: 5,456 MDN
‘Wunderwiirtel: Nur mit Geduld, Konzentration und
gutem réumlichem Voratellungsvermdgen wird es mog-
lich sein, die einzelnen Holzteile (s. Skizze) zu einem
‘Wiirfel zusammenzufiigen. Hersteller: 8. F., Fischer,
Seiffen/Erzgeb, Preis: 2,00 MDN

Flinke Rechner: Wiirfelspiel mit einem Spielfeld und
PI il {s. Skizze). : Bplele-Fabrik,
Karl-Marx-Stadt. Preis 3,456 MDN




WISSENSCHAFT
TECHNIK

URANIA :...
UNIVERSUM

BAND 13 . 512 Seiten - 48 Farbtafeln - 405 Abb. - MDN 15,—

In alle Bereiche unseres Lebens dringen heute Wissen-
schaft und Technik in immer stirkerem Mafe ein.
Uberall bedienen wir uns ihrer, um die Arbeit zu er-
leichtern, um mehr zu produzieren, aber auch um
unser Leben schoner zu gestalten. Oftmals wissen wir
noch viel zu wenig von dieser immer rascher voran-
schreitenden Entwicklung.

Urania Universum, Band 13, will genau wie alle
vorangegangenen auch dem jungen Menschen helfen,
sein Allgemeinwissen zu erweitern. Es will durch fach-
spezifische Artikel zum Studium weiterer Literatur

(1643 bis 1727)

anregen, um vorhandene Spezialkenntnisse zu festigen
oder neue zu erwerben.,

Die Grundlagenwissenschaft Mathematik wird dem
aufmerksamen Leser in fast allen Beitriigen begegnen,
insbesondere in solchen wie : Information und Wissens-
speicherung — Industrielle Elektronik — Moderne
MeBverfahren — Laser — Mikro-Spektralanalyse —
Spezielle und allgemeine Relativititstheorie. (Ihre
Begriinder sind auf dieser Seite abgebildet.)

(1879 bis 1965)

URANIA-VERLAG LEIPZIG - JENA - BERLIN

Index 31059



