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Wahrscheinlichkeltsrechnung 2

Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung (1)

In der Natur gibt es Vorgidnge, deren Ausgeng ungewiB ist. Das
heiBYy wenn der Vorgang unter bestimmten Bedingungen ablduft, so
kann man nicht mit Bestimmtheit vorhersagen, welches Ergebnis
eintritt. Man sagt auch, daB der Vorgang zufdllig sbléuft. Ein
einfaches Beispiel fiir einen solchen zufilligen Vorgang ist das
Wirfeln mit einem Wirfel. Der Wiirfel wird in einen Wiirfelbecher
gelegt, dieser wird mehr oder weniger stark geschiittelt, und zu-
letzt wird der Becher umgestiilpt. Das Ergebnis eines solchen
Vorgangs wird durch die Augenzahl bestimmt, die auf der Obersei-
te des Wiirfels zu sehen 1ist. Unter den oben beschriebenen Um-
stdnden ist es nun unmglich, mit Bestimmtheit vorherzusagen,
welches Ergebnis eintritt. Das bedeutet nicht, daB der Vorgang
an sich zufdllig ist, denn nach den Gesetzen der Mechanik 1#Bt
sick bel genauester Kenntnis der Umstdnde, unter denen das Wiir-
feln stattfindet, das Ergebnis eindeutig vorhersagen. Es ist al-
80 hier die Unkenntnis eines Teils dieser Umstidnde, die uns zwin-
gen, den Vorgang als zufdllig zu betrachten.

Die Wehrscheinlichkeitsrechnung beschdftigt sich mit der mathe=-
matischen Beschreibung solcher zufdlligen Vorginge. Was mathema-
tische Beschreibung ist, wird in folgendem klar werden.

Das Elementarereignis

Als Elementarereignis bezeichnen wir ein mégliches Ergebnis des
zufélligen Vorgangs. Beim Wiirfeln ist jede der Zahlen 1, 2, 3,

‘4, 5, 6 ein Elementarereignis. Wir sagen auch: Die Menge der Ele=
mentarereignisse ist E = (1,2,3,4,5,6). Die erste und leichte=-
ste Aufgabe bei der mathematischen Beschreibung eines zufdlli=-
gen Vorgangs ist die Bestimmung der Menge E der Elementarereig-
nisse. Beim Wiirfeln hat die Menge E endlich viele Elemente.

Das muB nicht unbedingt der Fall sein. Wenn wir zum Beispiel
die Brenndauer einer Glithlampe untersuchen (indem wir diese
Brenndauer als zufdllig ansehen), so kommen im Prinzip alle mog=
lichen Zeiten in Betracht. Die Menge E enthilt hier unendlich
viele Elemente. Wir betrachten ein weiteres Beispiel. Das Zie-
hen der 6 Zahlen bei der Wettart "6 aus 49" ist ein zufdalliger
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Vorgang. (Von der Zusatzzahl sei hier einmal abgesehen.) Ein
Elementarereignis 1st hier jede Auswahl von 6 Zahlen aus 49 Zahe
len. Die Reihenfolge, in der die Zahlen gezogen werden, spielt
hier keine Rolle. Folglich kbnnen wir ein Elementarereignis
durch eine Menge der folgenden Form kennzeichnen:

e ={ n1,n2,n3,n4,n5,n6} wobel die n, ganze Zahlen sind und

Ts ny =49 gilt. Die Menge E besteht also aus Elementen der
Form e. Diese Elemente e sind selbst auch wieder Mengen. Nach
den Rechenregeln der Kombinatorik kann man ausrechnen, daB die

Menge E [469) i '4?'.7:4?°. 44 . 13 983 816 Elemente hat.

Das Ereignis

Wir kommen wieder auf des Beispilel des Wiirfels zurtick. Man kann
zum Beispiel beobachten, ob die Augenzehl kleiner oder gleich

3 1ist. Das tritt ein, wenn das Ergebnis eine 1, eine 2 oder
eine 3 ist. Anders ausgedriickt: Wenn wir das Ergebnis eines Wiir-
felvorgangs mit e bezeichnen, so beobachtet man, ob e zur Menge
A (mit A ={1,2,3}) gehtrt. Man stellt also die Frage: Ist

e€ A? (lies: ist e Element von {1,2,3} ?). Wir stellen fest,
daB die Menge A enthalten ist in der Menge E. Das soll nichts
welter bedeuten, als daB jedes Element von A guch ein Element
von E ist. Man schreibt auch AS E (lies: A enthalten in E).
Zum Beispiel ist 1€ A und auch 1€ E,

Definiltion:
Jede Menge A, die in E enthalten ist (AS E), heiBt
ein Ereignis.

Wir sagen nun, daB bei einem zufdilligen Vorgang das Ereignis &
eingetreten ist, wenn das Ergebnis des zufdlligen Vorgaugs ein
Element von A ist, !

Mit dem Begriff "Ereignis" verbindet sich folgende Vorstellung:
Man kann jeden beliebigen Tatbestand, den man an dem zufdlligen
Vorgang beobachten will, dadurch beobachten, daB man feststellt,
ob das Ergebnis des zuf#lligen Vorgangs in einer bestimmten Men-
ge A< E liegi. Wenn man zum Beispiel beobachten will, ob die
Augenzahl beim Wiirfeln eine gersde Zahl ist, so beobachtet man,
ob das Ergebnis in der Menge A = {2, 4, 6 } liegt.

Die Elementarereignisse sind ebenfalls Ereignisse (im oben de-
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finierten Sinn). Es gilt niémlich {2} € E = {1, 2, 3, 4, 5, 6}
oder {5})s E. Allgemein: {n})S Emit 1S ns 6 .

W. Radedke

Wiss. Assistent im Bereich
Wabhrscheinlichkeitsrechnung

Der Sieger von Palermo () |

@S en
Im Jahre 1225 wurde vom deutschen Komig Friedrich II in Palermo
ein Wettstreit der Mathematiker organiaiert,'der Sieger hieB
LEONARDO von PISA (1175 = 1250), der auch unter dem Namen
LEONARDO FIBONACCI (FILIUS BONACCIJ, der Sohn des BONACIO) be=-
kannt wurde. FIBONACCI gebithrt vorrangig der Verdienst, das
indisch-arabische Zahlensystem in Europa bekanntgemacht zu ha-
ben. Sein im Jahre 1202 geschriebenes Buch "Liber abaci' beweist
seine umfangreichen Kenntnisse der klassischen Mathematik der
Antike. Eine im Jahre 1228 angefertigte Abschrift der "Liber
abaci" blieb bis in unsere Zeit erhalten.

Die Zeit von etwa 1100 bis zur Mitte des 14. Jh. war in Europa
die Bliitezeit des Feudalismus. Im 12. Jh. wurden eine Reihe von
Universitdten gegriindet. Durch umfangreiche lbersetzungen wurden
die grundlegenden wissenschaftlichen Arbeiten der Antike verbrei-
tet. Diese Arbeiten wurden zum groBen Teil durch die im 11. Jh.
erfolgte Zerschlagung der Maurenherrschaft in Spanien zugdnglich.,
Die maurischen Herrscher hatten in Spanien umfessende Bibliothe=
ken anlegen lassen, besonders bekannt ist die unter Xalif

Hakam II. im 10. Jh. in Cbrdoba gegriindete Bibliothek mit Uber
400000 Biénden. So wurde die antike Wissenschaft vielfach auf

dem Umweg iiber arabische Ubersetzungen in Europa eingefiihrt,

ein Ubersetzungszentrum befand sich in Toledo. Mit der tkonomi-
schen und politischen Entwicklung des Feudalismus erhielt die
Entwicklung der Wissenschaften neue Impulse und Moglichkeiten,
Auf mathematischem Gebiet sind dabei die Leistungen von FIBONACCI
mit an erster Stelle zu wiirdigen.
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1. Die Fibonaccischen Zahlen

Wir betrachten in diesem Artikel eine von FIBONACCI in seinem
Buch "Liber abaci" ersimele aufgefiihrte beriihmte Folge ganzer
Zehlen. Er stieB auf diese Folge bei der Betrachtung der Ver-
mehrung von Kaninchen. Hierzu nehm er an, daB Kaninchen belie-
big lange leben und daB jedes Kaninchenpaasr monatlich genau ein
netes Paar wirft, welches nach zwel Monaten wiederum ein neues
Pear wirft. Der Yersuch beginnt mit einem neugeborenen Paar im
ersten Monat. Im zweiten Monat wirft dieses Paar noch kein neues
Paar. Im dritten Monat sind zwei Paare vorhanden, im vierten
Monat 3 und im fiinften Monat 5. Wir bezeichnen mit fn die Anzshl
der Kaninchenpaare im n-ten Monst.

n|lo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

E | O 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55

Diese Folge {fn}::o wird in der Literatur unter dem Begriff
"Fibonaccische Zghlen" gefiihrt. Vier Jahrhunderte nach dem Er-
scheinen der "Liber abaci" sprach JOHANNES KEPLER (1571 = 1630)
aus, was sicher auch FIBONACCI bereits bemerkt hatte:

- Die Summe zweler aufeinanderfolgender Glieder dieser Folge ist
gleich dem niéichsten. Die Folge ist daher durch die Rekursions-
formel

(1) £ =0, £,=1, £ +f

ot e =t

n+2
vollstidndig bestimmt.

Es ergibt sich nun die Frage nach einer expliziten Formel fiir

diese Folge; eine derartige Formel wurde 1843 von J.P.M. BINET
entdeckt. Wir werden diese Formel spater in diesem Artikel an-
geben und beweisen. boch zundchst sollen zwel Beispiele ange=-

geben werden, welche auf die Fibonaccischen Zghlen fiihren.

Beispiel 1: Alle Zahlen von 1_bia n sollen so auf zwei Zeilen

verteilt werden, daB nicht mehr als zwei aufeinanderfolgende
Zahlen auf einer Zeile stehen. Die Zahlen 1, 2, 4, 5 kdnnen al-
80 z. B. nicht gemeinsam auf einer Zeile stehen, ebenso kdnnen
die Zshlen 1, 2, 3 nicht gemeinsam auf einer Zeile stehen. Mit
v(n) werde die Anzahl der moglichen Verteilungen angegeben. Da=-
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bei werden Verteilungen, die durch alleiniges Vertauschen der
beiden Zeilen ineinander uberfithrt werden konnen, als identisch
angesehen. Ebenso ist die Reihenfolge der Zahlen auf den einzel-
nen Zeilen unwesentlich.

n 1| 2 3 4 5

Zeile 1| 1[1,2{1(1,2]1,3|2,3(1,2,4[1,3,4 1,2|1,3]1,4 1,2,4 13,4
Zeile 2 2| 3|2 |1 3 2 [3,4]2,4]2,3[3,5 [2,5
v(n) 1]2 3 5 8

Im Jahre 1960 bewies R. SCHNEIDERREIT die Identitadt
(2) vin) = fn+1 . " fiir n 21.

Dabei ging er von einer allgemeineren Fragestellung aus: Die
Zahlen von 1 bis n sollen so auf die zwei Zeilen verteilt wer=-
den, daB hochstens m aufeinanderfolgende Zahlen auf einer Zei=
le zugelassen 8ind. Zu einer Zahl m= 2 sei dann vm(n) die An-
zahl der mdglichen Verteilungen. Fiir Vi erhdlt man die Rekur-
sionsformel

- vﬁ(n)=2n-1, falls 1s nsm und fiir n>m gilt

vm(n)avm(n-1)+vm(n-2)+...+vm(n-m).

FlUr den Spezialfall m=2 ergibt sich hieraus v2(n)=v(n)=f
fiir n21.

n+1?

Beispiel 2: Die Buchstaben a und b werden in Wortern aus diesen
beiden Buchstaben entsprechend ersetzt durch B und AB. Die Buch-
staben A und B werden durch b und ab entsprechend ersetzt. Die-
se Ersetzungsvereinbarungen sind kurz durch die Schreibweise

a—B, b—eAB, A——=b, B-——=ab
zu symbolisieren. Wir beginnen nun mit dem Wort a und wenden
hierauf fortlaufend diese Ersetzungsregeln an, wobei alternie-
rend {A,B}-Worte und {a,b} ~Worte erzeugt werden sollen. Zuerst
wird a durch B ersetzt, dann B durch ab, dann ab durch BAB,
dieses durch abbab usw.
8@ —»B —eab —=BAB——sabbab —=BABABBAB—=gabbabbababbab o

Mit 1(n) sei die Linge des an n-ter Stelle in dieser Reihenfolge
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erzeugten Wortes bezeichnet. Die Ldnge von a und B ist jeweils
1, also gilt 1(1) = 1(2) = 1. Insgesamt folgt

(4) 1(n) = £ , flr nx1,

Bezeichnet B(n) die Anzshl der B oder b in dem an n=ter Stelle
erzeugten Wort, so gilt

(5) B(n) " fn_1 )

Derartige Erzeugungen.von Worten durch Buchstabenersetzungen

fiir n 21.

sind z. B. geeignet, die Teilungsprozesse biologischer Zellen zu

beschreiben. Das hier betrachtete Beispiel wurde 1973 von
A. SALOMAA angegeben.

Bevor wir uns nun der genaueren Untersuchung der Fibonaccischen
Zahlen zuwenden, sei der Leser asuf ein sehr interessantes Blich=

lein verwiesen. 1971 erschien im VEB Deutacher Verlag der Wis-
senschaften Berlin von dem Leningrader Professor N.N. WOROBJOW
das Blichlein "Die Fibonaccischen Zahlen". In diesem findet der
Leser Untersuchungen zum Gegenstand, die weit {iber die im vor-
liegenden Artikel geschilderten hinausgehen. -

Dr. F. Kroger

Institut fiir Informatorik der
Tedhn. !Jniversil&l Miinchen

Preisaufgaben 1/78

K 1 Man 16se das System
¥y > x2
x> 32 .

K2 JMan 16se dle Gleichung

log(Vx+1 +1 - 3
log =V'x=40
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K 3 Man beweise die Gleichung

sin 47° + sin 61° = sin 11° - sin 25° = cos

Man 18se das Gleichungssystem

xtx+y+z) = a2

y(x+y+2z) = b2
Z(x+y+z) = ¢ a>0, b>0, ¢>0.

Man bestimme die unendliche Summe
S =14+ 3q + 6q2 + 10q3 + 15q‘ +ooot (n+2) (n+1) s
wobel 0 £ q < 1.

JloxkasaTh, YTO B HOPAMOYT'ONBHOM TPEYTOJBHAKE O,4 < 111'— <0,5
c

TZe h, = BHCOTA TPeYTOJBHUKA, ONYWEHHAA HA TUIOTEHya3y,
8 r = DajuyCc BIMCAHHO} B TPEYTOJBHUK OKPYXHOCTH.,.

Flir jede vollsté@ndige Ldsung erhdlt der Zinssnder die bei der
entsprechenden Aufgabe angegebene Punktzahl.Am Ende des Schul-
Jahres versenden wir Blichergutscheine an alle Einsender,die im
abgelaufenen Schuljahr mindestens 10 Punkte errsichten.Rinsen-
dern mit weniger als 10 Punkten werden die in diesem Jahr er-
relchten Punkte fiir das ndchste Schuljahr gutgeschrieben.

Die Losungen sind - jede Ldsung auf einem gesonderten Blatt,
versehen mit Name,Adresse und Klassenstufe des Einsenders -
unter dem Kennwort "WURZEL-Prelsaufgaben" an uns zu senden.

Einsendeschlufl: 01.03.1978
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Scherz-Ecke

Darf er sie kiissen?

Ein junger Mann setzt im Bus und schaut zum Fenster hinaus. Da
sieht er auf einmal selne Freundin. Sie geht gerade die Strale
entlang, trifft einen anderen Mann, der sie freundlich begriiBt
und ihr einen KuB gibt. Der junge Mann ist dariiber ganz aufge-
bracht und verdrgert. Beim n#chsten Wiedersehen mit seiner Freun-
din fregt er sie gleich als erstes, wer dieser (fiir ihn noch)
fremde Mann war, der sie gekiiBt hat. Sie antwortet: "Dieses
Mannes Mutter ist meiner Mutter Schwiegermutter." Daraufhin
verzeiht er ihr. Warum?

Gliick im Rechnen:

Ein Mann kommt in ein Lotteriegeschdft und fragit, ob er das
Los Nr. 48 haben ktnne. Er besteht darauf, nur diese Nummer
oder gar kein Los kaufen zu wollen. Der Lotterieeinnehmer fin-
det unter seinen noch vorhandenen Losen die Nr. 48. Nach vier
Wochen kommt die Nr. 48 mit einem Hauptgewinn heraus.

"Wie haben Sie das nur ahnen kdnnen, Sie Gliickskind?" fragt
der Lotterieeinnehmer, "ich erinnere mich noch ganz genau, daB
Sie unbedingt Nr. 48 haben wollten."

"Das ist doch einfach", erkldrte der Gewinner, "ich habe drei
Tage hintereinander nachts getrdumt: 6 mal 7, 6 mal 7, 6 mal 7.
Na, da habe ich mir gesagt: 6 mal 7 ist 48, das Los kaufst du
dir."
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Aufgabe J 43

1°gsin(-x) (sin §»+ sin %%) =1
Aus der Definition des Logarithmus folgt, da8

gin (=x) > O
sein muB.
Speziell gilt: sin (=x) % O.
Daraus folgt aber x ¢ kn , k ganzzahlig. (1)

Indem wir die Definition des Logarithmus anwenden, ktnnen wir
die Gleichung in folgender Welse umstellen:

gin % + sin %? = gin (=x)

Fiir den Sinus gilt: sin (=x) = - sinx
sin 3y = 3 siny - 4 sin’y
. sin 2y = 2 s8in y cos y.
Wir setzen y = § und erhalten:

gin y + 3 8iny = 4 sinBy = «2 8in y cos y.

Umgestellt ergibt sich: i
2einy (2 -2 singy + cos y) = 0.

Wir untersuchen jetzt die mdglichen Fdlle:

i Yow siny =0
y = km
x = 2km , k ganzzahlig

-

Diese ISsung entfdllt wegen der Bedingung (1).

2, 2 =2pginy +cosy =0
Es gilt:ainzy = | - coszy
2 - 2(1-0032y) +cosy =0
20092y + -cos8y =0
cos y(2 cos y+1)¥ 0

Es erfolgt nun wiederum eine Fallunterscheidung:

2¢1s« cosa y =0

2k
ya—-él:l'ﬂ.‘

x = (2k+1)w
Diese Losung entfdllt ebenfalls wegen (1).
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2.2, COB §J = = %

y =%T_t+ 2km

X = in:+ 4kw s k ganzzahlig

3
Wir iiberpriifen jetzt die Bedingung sin(-x) > O:
gin(=x) = sin (= -%'rr - 4kw ) = -sin(%ﬁ + 4kw ) =

= =gin %11:- cos 4kn e« sin 4kmw . cos %'rr =

3%'\/?. 1 —0-%'\/?)0.

Damit erhalten wir die Losungen der Gleichung: -

X = %m: + 4kmw , k gaunzzshlig.

L]

Aufgabe J 44

Da die Lusung dieser Aufgabe recht umfangreich und mit einige;
Zeichnungen durchzufiihren ist, mdchien wir an dieser Stelle nur
die Konstruktion der Berechnung anfilhren. Wir hoffen, daB dies
ausreichend ist.

Zunéchst zelgt man, daf das Dreieck ABC mit den Eckpunkten in

den Berithrungspunkten der Kugeln mit der Ebene P gleichschenk-
lig ist. Dies ist allein durch die Konstruktion der Aufgabe klar.
Sind A und B die Punkte, in denen die beiden gleich groBen Ku-
geln die Ehene berilhren, so ist klar, daB der Winkel bei C gleich
150O gein muB, Weiterhin ist klar, daB die Spitze der Pyramide
nur auf der HOhe hc oder deren Verlédngerung iiber C hinaus lie-
gen kann; das folgt aus der Symmetrie. Indem man jetzt mehrere
Schnitte durch die Konstruktion legt und Beziehungen zwischen
Winkeln, Dreieckseiten, Radien und dem Abstand der Pyramiden-
spitze von A, B und C mit Hilfe von Winkelfunktionen bzw. Strah-
lensdtzen sufstellt, kann man berechnen, daBl der Kosinus des Win-
kels zwischen der Mantellinie und der Ebene P gleich % ist. Die-
se Losung ist unabhéngig davon, ob die Pyramidenspitze inner-
halb oder auBlerhalb des Dreiecks ABC liegt.
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Aufgabe J 45

Wir bewelsen die Gleichung mit'dem Prinzip der vollstdndigen
Induktion.
Zundchst zeigen wir die Richtigkeit der Beziehung fiir n = 1.

17 1w gh 120 (420201%020101) = o 10403 = 1

Wir nehmen en, die Gleichung gelte fiir alle natiirlichen Zahlen
von 1 bis einschlieBlich (n-1).

Demzufolge gilt:

* (n-1)% n? [2(n-1)2 + 2(n=1) - i’ =

(n®=2n+1) n2 (2n%-2n=1)

1 +oesat (n-1)5 =

X S IR I

(2n6-6n5+5n4-n2).
Folglich gilt auch: |
| 12 s (n--1)5 +n = T% (2n6-6n5+5n4-n2) + 0’ =
= T% (2n6+6n5+5n4-n2) R
Andererseits gilt aber: |
T% n? (n.+1)2 (2n2+2n-1) = T% (2n6+6n5+5n4-n2)

womit nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion die Gleichung
fiir beliebige natiirliche Zahlen n bewiesen wire.

Aufgabe J 46

3=x > x=2 _
Wie leicht zu sehen ist, muB stets gelten
3-x2 0.
Dareus folgt x ¢ 3.
Wenn diese Bedingung nicht verletzt wird, die rechte Seite aber
negativ wird, so ist die Ungleichung erfiillt. Wir untersuchen
also den Fall x-2 < 0.,
Wir erhalten somit L8sungen im Intervall
-~ X S 2,
Wir miissen jetzt noch den Fall x > 2 untersuchen:
| 3-x | > (x-2)2.
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Unter der Voraussetzung x < 3, die gemacht werden muB, gilt
I Ble = B-X.

J=x > x2-4x+4
x2=3%+1 < 0
x2-3x+ % - %M <0

(x-é)a-% <0
(x- $)°< 3
|- 3] < 25
Wir miissen jetzt noch zwei Félle unterscheiden:
1. x-%20, x2%
x-%<-%-f5“ -
x<:% +~%1ﬁ?

Daraus ernalten wir die Losungsmenge % £ x< % +

V5

P =

2. x-%<0, x<32
% = x‘<-%\ﬁ?
1 3
-x<3V5-%
X% % --%Wﬁ?
Wir erhalten die Losungsmenge: 2 < x < % .

Zusammen ergibt sich die Ldsungsmenge:

-—méx(-&zﬂ

Aufgabe J 47

Durch Auflésung der Elammern in der zweiten Gleichung erhdlt men
2 2

X" 4+y +2 +3xy + 3x2 + 3yz =1
oder 7
(x+y+z)2 + Xy + X2 +yz2 =1,

Wenn man jetzt die erste Gleichung benutzt, nach der x+y+z = 2 ,
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so erhdlt man

Xy + X2 + y2 = =3 (1)

Die dritte Glelchung wird in foigénder Weise umgeformt:
x(xy+xz) + y(yz+xy) + z(xXz2+yz) = =6 .

Wenn man jJetzt die Beziehung (1) benutzt, so erhdlt man
x(3+y2) + y(3+x2z) + T(3+xy) = 6

oder durch Zusammenfassung und Division durch 3
X+ y +2 + Xxyz =2,

Daraus folgt aber mit Hilfe der ersten Gleichung sofort
xyz = O,

Wir erhalten somit ein neues Gleichungssystem
X+y +2=2
Xy+XZ +y2Z = =3 (2)

xyz =0 '

Aus der letzten Gleichung folgt unmittelbar, daB mindestens

eéine Variable den Wert O annehmen mus.

Im ersten Fall betrachten wir das System filr x=0.

Wir erhalten: X+ 2 =2
yz = =3
Wir erhalten daraus die L&sungen
Yy =3 2 = =1 ‘oder y ==1, 2 =3,

Analog kann man das System (2) fiir y = O und z = 0 untersuchen.
Men erhdlt dann sechs Losungen (x,y,z) des Systems (2):

(09 3,‘1) (-1’ o; 3)
(0"1: 3) (-3’-1’ 0)
(3, 0,=1) (-1, 3, 0)

Wie man leicht sieht, sind alle sechs L&sungen auch L¥sungen
des urspriinglichen Gleichungssystems, so daB dieses auch genau
sechs Ldsungen hat.-

Aufgabe J 48

Aus der Aufgabenstellung ergibt sich unmittelbar, daB

p(a) = A
p(b) = B (1)
p(e) =C .

Wenn wir p(x) durch (x-a)(x-b)(x-c) teilen, so erhalten wir die
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Beziehung

p(x) = (x=8)(x=b)(x-c) q(x)+r(x). (2)
Es ist klar, daB r(x) ein Polynom hdchstens zweiten Grades ist.

Wir schreiben es in der Form
r(x) =1x° = mx + n (3) ,
Wenn wir die Beziehungen (1) und (2) ausnutzen, so erhalten wir

folgendes Gleichungssystem:
1a° + ma + n = A
1b° + mb + n = B (4)

1c2 +me +n=20
Die L8sung dieses Systems lautet:

1 = (A-ngb-c% - ;3-02§a-b2
a= -c ) (a=c
. (A—B](bz-czg = (B=C)(a®~b?)
a- -C) (a=c
n = a2 Be=Cb) + a Cb2-302 + A Bcz-Cb2
= 8= =C){a=Cc

Somit erhalten wir fiir r(x):
X=b ) (X=C X=a ) (x=C X=2) (x=b '
r(x) = A{a-ﬁ}ia-c) + B iE-a;‘E-c; +C lc-a;{c-E; (5)

Da (4) eindeutig l8sbar ist, so ist (5) einzige Lsung.
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Die ,Wurzel" in Leipzig

Vom 14. bis 25. 11. 1977 fand in leipzig auf dem Gelidnde der
Technischen Messe die XX. Zentrale Messe der Meister von Morgen
zusammen mit der VI. Zentralen lLeistungsschau der Studenten und
jungen Wissenschaftler statt. Auf der MMM waren etwa 20000 jun-
ge Neuerer durch ihre hervorragenden Losungen von 1700 wilssen-
schaftlich-technischen Aufgaben vertreten.

Als Hohepunkt des wissenschaftlichen Studentenwettstreites
stellte die VI. Leistungsschau 1740 Arbeiten von nahezu 16000
Studenten und jungen Wissenschaftlern vor. 360 dieser Arbeiten
wurden als Ausstellungsobjekte gestaltet, darunter auch unser
Jugendobjekt "Studienvorbereitung". Alle anderen Arbeiten konn-
te man in einer dafiir eingerichteten Bibliothek einsehen.

Unser Exponat bestand aus einer Ausstellungstafel; versehen mit
den wichtigsten Fakten iilber unser Jugendobjekt, Fotografien
unserer Mitarbeiter und des Redaktionszimmers, sowie aus einer
umfangreichen Sammlung von Exemplaren der Zeitschrift "WURZEL"
(von 1967 bis zur neuesten Ausgabe). Letztere verschenkten wir
im Verlaufe der Messe an interessierte Besucher.

Unser Stand wurde vom Leiter des Jugendobjektes Jorg Vogel und
dem Chefredakteur Hans-Joachim Hauschild betreut.

Der erste Hohepunkt der Messe war dile Ercffnung, an der viele
Mitglieder der Partei- und Staatsfilhrung teilnahmen und Egon
Krenz die Erdffnungsrede hielt. Wdhrend der Messe wurden in
den dafiir eingerichteten Konsultationspunkten eine Reihe von
Vortrdgen und Diskussionen mit fithrenden Perstnlichkeiten aus
Wissenschaft und Technik durchgefihrt. Zum Belspiel bestand die
Moglichkeit, einen sehr interessanten Vortrag von Prof. Manfred
von Ardenne zu besuchen.

Auch an dem Stand unseres Jugendobjektes fand ein reger Erfah-
rungsaustausch statt. Viele Besucher informierten sich bei uns
ilber das Jugendobjekt "Studienvorbereitung" und iiber die Zeit-
schrift "WURZEL".

Interessenten waren in erster Linie Schiiler, die sich gern mit
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Mathematik beschidftigen, aber auch Lehrer, Leiter von Mathema-
tikzirkeln und nicht zuletzt Studenten, die in dhnlichen Jugend-
objekten arbeiten.

Allerdings muBten wir bel dieser Gelegenheit feststellen, daB
unsere "WURZEL"™ an vielen Schulen und manchen Universitidten
noch relativ unbekannt ist,

Deshalb an dieser Stelle ein Appell an unsere lLeser:

Wenn Euch unsere Zeitschrift gefdllt, so versucht an Eurer
Schule oder in Eurem Bekanntenkreis neue ILeser fiir die "WURZEL"
zu gewinnen! ;

Aus diesem Grunde waren wir sehr froh, daf am dritien Messetag
unser Jérg in einem Rundfunkinterview mit dem Jugendjournal
"HALLO" (am 16. 11. gesendet) das Jugendobjekt und die "WURZEL"
vorstellen konnte.

Die besten Leistungen der VI. Zentralen Leistungsschau der Stu=
denten und jungen Wissenschaftler wurden am 22, 11. 1977 bei
einer PFestveranstaltung im Neuen Rathaus Leipzig ausgezeichnet.
Wir freuen uns, unseren Lesern mitteilen zu kdnnen, daB auch
die Zeitschrift"WURZEL" dazu gehtrte.

Unser Jugendobjekt erhielt fiir die Herausgabe der Zeitschrift
"WURZEL" den | '

"Sonderpreis des Ministers fiir Volksbildung" .

Wdhrend der VI. Leistungsschau fand am 23. und 24. November 77
an der Karl-Marx-Universitdt die Zentrale wissenschaftliche
Studentenkonferenz "Mathematik und Praxis"™ statt, an der auch
unser Mitarbeiter Klaus Bartholmé teilnahm. Diese Veranstal-
tung wurde von der Mathematischen Gesellschaft der DDR, vom
Wissenschaftlichen Beirat fiir Mathematik beim Ministerium fiir
Hoch= und PFachschulwesen und vom Zentralrat der FDJ getragen.
Mit der Teilnahme an dieser Konferenz ehrten die Mathematik-
studenten der DDR den hervorragenden Wissenschaftler C.F.Gauss
anldBlich seines 200. Geburtstages.

Das Zliel der Studentenkonferenz war es, iiber die Praxiswirksam-
keit der wissenachaftlichen Arbeit der Studenten Rechenschaft
abzulegen und den Erfahrungsaustausch der Studenten unterein-
ander zu pflegen. Dem Konferenzkomitee waren 70 der besten Ar-
beiten, die aus Betriebspraktika, Jahres- und Diplomarbeiten
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und Dissertationen waren, vorgelegt worden. Diese Arbeiten wur-
den einem der vier Bereiche

= Grundstoffindustrie, Landwirtschaft, Verkehrswesen

- Weiterverarbeitende Industrie

= Technologie und Rationalisierung

= Naturwissenschaften
zugeordnet, von denen je ein Plenarvortrag ausgewdhlt wurde.
Die Qualitdt der Arbeiten war jedoch zum Tell so hoch, deafl es
mSglich gewesen wire, noch wesentlich mehr Vortriége auf das
Konferenzprogramm zu setzen. Leider l1ieB die beschriinkte Zeit
dies nicht zu.
Als Rahmenveranstaltungen dieser Studentenkonferenz fanden ein
Besuch der VI. Zentralen Leistungsschau der Studenten und jun-
gen Wissenschaftler, Diskussionsrunden und Vortrége iiber die
Entwicklung der Praxiswirksamkeit der Mathematik in der DDR so=-
wie iiber das Leben und Wirken von C. F. Gauss statt.

Jorg Vogel
Hans=Joachim Hauschild
Klaus Bartholmé

)OO 0000

Der Sieger von Palermo (ll)

2. Die Folge von LUCAS

Von . LUCAS (1542 - 1891) wurde eine gewisse Folge {gn}ilo
ganzer Zahlen untersucht, welche durch die Rekursionsformel

(&} 8o=2s  89=Ts  BptEpny1=Bpnyo

bestimmt ist. Auch hier wollen wir uns zunichst die ersten Fol-
genglieder errechnen.
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8 2 1 3 4 7 |11 |18 | 29 | 47 |76 423.

Der Leser kann sich unschwer von der Richtigkeit der Beziehung

(7) g =f + f

S - s fir nz1

n+1
iberzeugen. Der Beweis ist dabei mittels volls3dndiger Induk-
tion zu fiithren. Wir zeigen hier die Idehtitdten

(8) f2n = fn.gn , flir n20 und
(9) s fr21+1 + fﬁ , fiir n20.

Fir n=0,1 sind (8) und (9) sofort einzusehen. Als Indukbtions-

2 &
voraussetzung gelte nun f2k-1=fk + fk—1 und f2k=fk‘gk « Durch

Addition dieser beiden Gleichungen erhalten wir unter Verwen-
dung von (7)

9 2
Toiat ® Lopei o™i tiaq #p (£ q *E

k-1*fr4q)

[}

2
fie+fy_q (£

2 .2
k+1 g

+fk)+f

2
k=1 ka1 =Tk k1 (Fmq +y)

@ L

womit (9) bewiesen ist. Zum Nachweis von (8) werden die als In-
duktionsvoraussetzung geltenden Gleichungen f2k=fkgk und

£ owsq=Fe 1 +EC addiert, wir erhalten unter Beachtung von (7)
. ) 2 2
Tokvre = Tou*fogeq = Fitf (B g+ ) +E L,

= el k1 Frr1 e = Tiq1Bar o

womit die Gliltigkeit von (8) nachgewiesen ist.
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3. Einige elementare Rechenregeln

Wie bereits mit den Identitdten (7), (8) und (9) angedeutet wur=-
de, sind unter den Fibonaccischen Zahlen viel¥dltige, Gesetzméd-
Bigkeiten zu entdecken. Wir wollen uns hier in loser Folge mit
einigen von ihnen befassen.

(10) £oqefq=fc = (-1, fir n21,
Fiir n=1 gilt f2 o —f? = =1, Es werde nun die Identitdt
fk+1‘fk ’ fk =z (= 1) vorausgesetzi. Wir erhalten zundchst
£2-f, 4 of 4 = (-1 *'. Damit gilt
UD€t S I € ST PR N 0D

= By (F)tf g g )= Fieqq (Fiq ¥y )

= £ frip = T

de he, wir haben (10) bewiesen.

(11) Do nffn 1t 1'fn’ fir mZ0 und n2>1.

Wir zeigen (11) durch Induktion nach m. Flir m=0 gilt

fn=f of -1+f1'fn=fn s flUr m=1 haben wir fn+1=f1.f z'fn"

=f +f . Unsere Induktionsannahme seien nun die Identitaten

Ne=1
=fk.f +f .f und f =f « Durch Ad-

n+k k+1 n+k+1"  k+1° +fk+2'fn

dition beider Gleichungen folgt

fn+k+2 T fn+k n+k+1 T (fk+fk+1)'fn-1+(fk+1+fk+2)‘fn
. fk+2'fn-1+fk+3‘fn

womit (11) bewiesen ist. Setzen wir in (11) den Wert m=n+1 ein,
2 2. 52

80 erhalten wir fn+m=f2n+1=fn+fn 1'fn+fn+1 -1 fn+fn+1' also

genau die Gleichung (9).

I 2 .
(12) 154 +f1+f2+...+f = fn.fn+1, fiir n 20.

Diese Beziehung ist flr n=0 erfiillt. Es gelte nun

2 .2 2 -
s if +J:1+...+fk = fk k+1 ° Dann iset
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2 .2 ) )
f +f +'"+fk+fk+1 = fk k+1+fk+1
= T (Tptfi ) = T fro

und somit (12) bewiesen.

Die Beweise der folgenden Identitdten seien dem Leser iiberlas-
sen.

(13) fo+f +f tees o+l = T - 1 ’ fiir n?O-

172 n n+2
(14) f1+f3+f5+...+f2n_1 = f2n , fir n21.
_ ) . N
(15) f +f'2+f4+.. +f2 = f2n+1 1,fir n 20.
2 g
(16) f1f2+f2f3+f3f4+...+f2n_1f2n = on , flir nz1.
Dr. Klette

Bereich Kybernetik
der FSU Jena

Preisaufgaben

Man 15se dle Gleichung

kéj.1-22c0533x+0056x=0.

Im gleichseitigen Dreieck KIM schneidet die Winkelhal=-
bierende des Winkels KIM die Seite KM im Punkt N. Durch
den Punkt N verlsuft eine Gerade, die die Seite LM im
Punkt A schneidet, wobei AM = MN ist. Es ist bekannt,
daB IN = & und KL + KN = 6 ist.

Gesucht ist die Ilénge der Strecke AL.
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K9 Man 16se die Ungleichung

p. ‘\/mga BT T

K 10 Man lose das Glelichungssystem
— X + y + zZ =a
Xy +¥2 + X2 = a2

Xyz = 33 .

K 11 Man berechne tan % » Wenn sin x + co8 X = l%-

m. und der Winkel x zwischen 0° und 45° liegt.

Kakoe HauGoNbmee 3HAUEHHE MOXET [IPHMHAMAaTE MOLYIB

K 12
ﬂl KOMIOJIEKCHOI'O uYHCcJa 2z , eclil
1 I -
lz - R 1

Iosungsbedingungen:

Piir jede vollstdndige Ldsung erhdlt der Einsender die bel der
entsprechenden Aufgabe angegebene Punktzahl. Am Ende des Schul-
jahres versenden wir Blichergutschelne an alle Elnsender, die im
abgelaufenen Schuljahr mindestens 10 Punkte erreichten. Einsen-
dern mit weniger als 10 Punkten werden die in diesem Jahr er-
reichten Punkte fiir das nédchste Schuljahr gutgeschrieben.

Die Idsungen sind - jede LUsung auf einem gesonderten Blatt,
versehen mit Name, Adresse und Klassenstufe des Einsenders -
unter dem Kennwort "WURZEL-Preisaufgaben" an uns zu senden.
Alle Aussagen sind stets zu beweisen. Dies bedeutet insbesonde-
re, daB die in einer Lusung unbewiesen verwendeten Sachverhalte
anzugeben sind. Der Ldsungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen,
Konstruktionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein.
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Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung (i)

Die Wahrscheinlichkeit

Wir stellen uns vor, daB wir einen zufdlligen Vorgang beliebig
oft unter gleichen Bedingungen ablaufen lassen konnen. Dabei be-
obachten wir jedesmal, ob ein gewisses Ereignis A eintritt oder
nicht und notieren uns des. "1" soll bedeuten: 4 ist eingetreten,
"0O" goll bedeuten: A ist nicht eingetreten. Auf unserem Notiz-
zettel entsteht bel der Beobachtunz 2. 2. eine Folge der Form:
01010001101111000011111010. e+ Sei n die Anzshl der Feobachtungen
und k die Anzahl der Einsen bei n Beobachtungen. Die Zahl %
heiBt relative HHufigkelt des Ereignisses A. Wir berechnen nun
nach jeder Beobachtung, d. h. fiir jedes n, die Zahl % und stel-
len fest, daB % um einen bestimmten Wert schwankt.

Jeder kann selbst nachprilifen, daB beim Wirfeln die relative Hiu=
figkeit des Ereignisses A = {1} um den Wert % schwankt, Das glei-
che gilt auch fiir die Ereignisse & =12y, 4 = 43),¢.., & = (63,
Das bedeutet nicht, daB die relative Haufigkeit % exakt gleich

% ist, sondern daB sie gleichmiiBig um den Wert % schwankt.

Wenn wir das Ereignis A = {1, 2 beobachten, so stellen wir fest,
deB dle relative Hiufigkelt um den Wert & = % schwankt.

Definition:
Als Wahrecheinlichkeit eines Ereignisses A bezeichnen
wir denjenigen Wert P(A), um den die relative Kiufig-
keit schwankt.

Diese Definition ist nicht als exakte mathematische Definition
zu verstehen.. Sie s0ll uns nur vermitteln, was wir uns unter der
Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses vorzustellen haben.

Die Erfahrung zeigt, daB die Schwankungen der relativen Hiufig-
keit kleiner werden, wenn wir die Anzahl der Versuche erhdhen.
Wir stellen nun folgende Eigenschaften der Wehrscheinlichkeit
P(A) fest:

(1) Da ¥ das Verhdltnis der Anzshl der Binsen der Folge zur Ge-
samtzahl der Versuche ist, gilt 0< - £ 1. Daher ist auch
0< P(A) £ 1.



Wahrscheinlichkelt - 26

(2) Wenn A = E ist, so besteht die notierte Folge nur sus Ein-
sen, Weil in E alle mbglichen Ergebnisee des zufdlligen Vor=-
gangs enthalten sind, liegt jedes Ergebnis in E. Also ist
die relative Hiufigkeit & = 1. Deshalb ist auch P(Z) = 1.
Wir bezeichnen das Erelgnis E als das sichere Ereignis, es
tritt immer ein.

{3) Wenn wir beobachten, ob ein Ereignis A nicht eintritt, so
beobachten wir demit wieder ein Ereignis, des wir mit 4 be-
zeichnen, In A sind alle diejenigen Elemente enthalten, die
zway in E liegen aber nicht in A. Weun % die relative Hiu-
figkeit von A ist, so ist == e k =1 = ‘B{ die relative Hiufig=
keit von A, Es gilt daher:

P(A) = 1 = P(4)

(4) Seien A und B zwel Ereignisse, die keine Elemente gemeinsam
haben. Mengentheoretisch heiBt das, d3aB £ A B = @ ist (lies:
A geschnitten B ist gleich der leeren Menge. Die leere Menge
ist diejenige Menge, die keine Elemente enthzlt.)

Wir beobachten nun das Ereignis Au B (lies: A vereinigt

mit B). A v B ist dasjenige Ereignis, das sowohl die Elemen=-
te von A als auch die Elemeute von B enthdlt. Sei % die re-
lative Haufigkeit des Ereignisses A und i die relastive Hiu-
figkeit von B. Dann ist die relative Huuflckﬂif ven

AV B : k+l = % + i » Das gllt nur unter der Bedingang
AnBa= ¢ Wenn namlich das Erelgnis A eintritt, so tritt B
nicht ein und umgekehrt. Deshalb addieren sich di: Anzahlea
der Einsen k und 1. Daresus ergibt sich nun: Wenu An E = @,

so gilt P(A v B) = P(A) + P(B).

Ein Beispiel fiir die Eigenschaft (4) sei hier gegeben:
Wir betrachten wieder unser Standardbeispiel, das Wiirfzln. Sei
={4} und B = {5}. Dann gilt AnB = @, auBerdem wissen wir
P(4) = P(B) = % « Daraus konnen wir P(Auv B) berachnen:
P(A U B):P(A)+P(B)=1+%=l.

Das Ergebnis stimmt mit unseren Beobachtungen iiberein, die wir
beim Wirfeln machen kdnnen.

Die Wehrscheinlichkeitsrechnung beschdftigt sich wun ganz zllge-
mein mit solchen Funktionen P und den Mengen E.
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Definition:
P ist ein Verteilungsgesetz (oder Wahrscheinlichkeits-
maB) ilber der Menge E, wenn P jeder Teilmenge A< E
eine reelle Zghl P(A) (lies P von A) zuordnet und fol-
gende Bedingungen erfiillt sind:
(1) 0 < P(A) £ 1
(2) P(E) =1
(3) P(R) =1 - P(&)
(4) Falls Aa B =@, so gilt P(Av B) = P(A) + P(B).

Das sind genau die vier Figenschaften, die wir aus der Deutung
der Wahrscheinlichkeit als relative Haufigkeit hergeleitet haben.
Die Aufgabe der Wahrscheinlichkeitsrechnung kann man jetzt wie
folgt vormulieren:
Fir eilnen zuf#dlligen Vorgang sind die Menge E und das Ver-
teilungsgesetz P zu bestimmen. P wird zum Beispiel zsus der
Bedingung btestimmt, daB filr jedes Ereignis A de relative
Hdufigkeit um den Wert P(A) schwankt.

Behauptung (Beweis als Ubungsaufgabe):

Wenn wir beim "Wlirfeln" festlegen, daB fiir jedes Ereignis der
Porm 1 gilt P( 1) = g mit 1 = 1,...,6, S0 kann man flr jedes
Ereignis A die Wahrscheinlichkeit P(A) mit Hilfe der Bedingun-
gen (1) bis (4) berechnen.

Zur Einfithrung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung empfehlen wir
folgendes Buch:

B. Gnedenko, A. Chintschin: "Elementare Einfiihrung in die Wahr=-
scheinlichkeitsrechnung" (Kleine Schiilerbiicherei).

Wolfgang Redecke

Wiss. Assistent
an der Sektion Mathematik
der FSU Jensa
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Losungen
[Aufgabe J 49| (nach Thomas Gundermenn, Weidhausen, Klasse 11)
1. osarccoaxég filr 0 ¢ x € 1

gel arc cos x = « mitoédc%

x = cos o
x2 = 00820(
1-:1!:2 = ainza(

sin« = 1-12
A = arc sin 1-x2
2. géarccoaxﬂﬂ' Pir =1 £ x £ 0
sel arc cos x =X . mitg_é_o( LT (1)

1--x2 = sinzo(
sin X = ‘d1-x§
o« = JT = arc sin\ 1-x2__ wegen Bedingung (1)
_ T " und Quadrantenbeziehun=-
gen

Aufgabe J 50

Zundchst setzen wir P(x,y) = x° - (9-y) x + 32 - 9y + 15.

Es gllt P(x,y) = x° + Xy + y° = 9(x+y) + 15 = F(y,x).

Wir zeigen jetzt, daB die Gleichung F(x,r)=0 die Wurzeln s und
t hat.

Dazu nehmen wir an, die Gleichung hat die Wurzeln s und m £ t.
Es gilt also F(r,s) = F(s,r) = O und F(r,t) = F(t,r) +0.
Nach Voraussetzung der Aufgabe muB dann aber F(s,t) = F(t,s) = O
gelten. Folglich hat die Gleichung F(x,s) = 0 die Wurzeln r und
t. Nach dem Satz von Vieta miissen fiir F(x,r) = 0 und F(x,8) = 0
die Beziehungen s +pom 9 = r und 9=r = r+t gelten. Dies steht
aber im Widerspruch zur Voraussetzung m # t.

Da s und t Wurzeln der Gleichung F(x,r) = O sind, und 8 # t
gilt, muB die Diskriminante D = -} (48-(r=3)2) echt groBer als
0 sein. Da r<s<t, ist das Polynom F(x,r) in r positiv, d. h.
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.F(r,r) >0. Da r<s ist, liegt die Zahl r links von der Abszisse
des Scheitels der Parabel F(x,r) = O, d. h. links von E%E o

Aus diesen drei Ungleichungen erhiélt man die Behauptung der Auf-
gabe, daB -1<r 1.

hufgabe J 51 (nach Michael Bittner, Klasse 11)

'\Jlogx-\l 5x’ logs'x = -1 x>0
logx"ﬂSx'.loggx = 1
(% log,5 + %)105? X =1

Kettenregel

1 1 2
3 10351 + 3 1og5 X =1

1ogsx + loggx -2 =20

substituiere long =y

321—3-2-0:’103'1-1 1085xl1
IT. yo = =2 1035x = =2
Aus I. IOgsx = 1
51 = X X =5

Ans 1T, logsx s =2
5-2 1

= X IIE

Probe bestdtigt x = %5 als ILdsung.

lAufgabe J 52] (nach Andreas Kasparek, 10. Klasse)
x2 = 8+ (3-2)° (1)
¥° = b + (g=x)2 (2)
z° = ¢ + (x—y)z (3)
Aus (1) bis (3) folgt
x° - (y-z)2 = a (x+y=z) (X+2=y) = a
32 = (z-x)2 = b (y4+2=x) (x+y=2z) = b

£° (1-3)2 =C (x+2-y) (y+2=-x) = ¢
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setze X+y-z=r; x+z-y=8 und y+z-X=t
somit gehen die Gleichungen iiber in

r.s=a (4)
r.t=0>» (5)
B.t=c (6)

Multipliziert man den Quotienten aus (4) und (5) mit (3)

ﬁ..stsae_a.c @ i 8.C

analog erhilt man ras -\I %—5
t = ?-

es gilt aber weiter X = 2"'22
y = &t

damit lauten die Losungen

a.b’ _|a.c’
I el
2
a.b’ b.C'
\7 +* \&
g = 2 :
B.C" «C
Y5B * \s
2 = 2

Aufgabe J 53 (nach Reinhard Mummelthey)

0033x co8 3X = ain3x gin 3x > -g

nach Umformung mit Hilfe der trigonometrischen Beziehungen
costx - cos®x > - -}5

Die Funktionen cos?x und cos®x haben jeweils die Periodenlén-

ge T . Daher hat der Ausdruck (cos4x - coszx) auch die Perio-

denldnge JT . Nun sind zuniichst die Stellen zu suchen, bel
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denen = 5
cos4x- cos x+-;-5>0
ist. )
coazx1 >% +q 2 3P > arc cos q% + j; + k1Jr
X5 <-arc cos ‘\l % + gB + szn'
2. 1.0 ey
cosx2>-§-.q‘ X549 < arc cos .\"E'j;"' kT
S
X, > =arc cos '\? - j;+ k4'JT
Man erhi#lt

arc cos \‘%+§ + kT < x € arc cos \'%--4-‘3 + kT
e L |
=-g8rc cos 4-12--1?+ kT £ x <-arc cos '\I%+¥+ kT

als LYsungsmenge.

llufgabe J 54/  (nach Andras Kasparek) K

Aus AB = BCU = a und KB = b folgt
wegen < AKB = ¢ BEKC = X CKA = 9o°
auch AK = CK = -{ 2 b2 und

AC = 42& -2b" . A B

Es sel R der Radius der einbeschriebenen Rugel der Pyramide
ABCK, Dann gilt

1 .
F R (850 + Aypg + Agog + A40p) = Vpp0 (%)

Dabel gilt ; 4 -
VABCI'EAKQCK.BK-'E(B-b)b

1 1 ‘I 2 .2
AABK-ABCK"!H'-BT-'E a=b b

- 3 IX.Ck =1 (a24%)
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1= + 1 w““ir' 2 3 2 2

. "-'% a2-p? . 'q32+b2
Somit folgt aus (%)
¢ 2 bz b
R = - e
2 .2 2 .2
Ya"™+b" + 2b +1 a=b
Berichtigungen

1. Im Kreuzwortrdtsel (WURZEL 8/77, S. 120) mu8 1. waagerecht
richtig heiBen: "erdndchster Punkt der Mondumlaufbahn"
(Periselenum)

2. In der WURZEL 11/77 auf Seite 173 muB die Induktionsvoraus-
setzung (in der Losung der Preisaufgabe J 34) lauten:
"fir eink » Ogelte ..." oder einfach "fiir k > Ogelte .o."
nicht aber, wie wir geschrieben hatten "Fir alle k ? Ogelten
Wir danken unserem aufmerksamen leser E. Walter aus Greifs-
wald flr seine Zuschrift, in der er uns auf diesen Fehler
aufmerksam machte.

3. Wir miissen unseren Lesern leider mitteiled, daB wir fiir die
richtige LUsung der Preisaufgabe J 56 (WURZEL 11/77) nur
elnen Punkt vergeben. Das zu l&sende Gleichungseystem wurde
ndmlich durch einen Druckfehler verdndert.

Und so wurde aus der urspriinglich schwierigen eine leichte
Aufgabe. Alle ILeser, die richtig erkannten, daB das in
WURZEL 11/77 angegebene Gleichungssystem offenbar keine Li-
sung hat, erhalten dafiir einen Punkt.
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Der—casus irreducibilis

Sich um eine Formel zu schlagen! Wo gibt's denn so etwas! Das
gab's im Jahre 1540, Schiiler des Rechenmeisters Tartaglia gin-
gen auf solche eines gewlissen Cardano los. Cardano hatte ndm=-
lich Tartaglias Formel verdiffentlicht -~ entgegen der Abmachung.
Dafiir heift sie nun Cardanosche Formel. Geheimhaltung ist eben
Bo eine Sache!

Sei x3 + px + q = O, Dann gilt

X =X, =W+ v oder X = x, =£u +£2v oder x -x -E.au +Ev.
Dabei 'ist @) u = 2/ (DT VD , v = (a/2)- YD,

D = (q/2)2 + (p/3)3, ¢ £ 1 dritte Einheitswurzel,

und schlieBlich wird verlangt: u.v = - p/3.

(Natiirlich ist dies nur das Endresultat der Tartaglisschen {fber=
legung. Begonnen hat sie mit dem Ansatz x=u+v; die Schritte

sind iiberall nachzulesen.) Die letzte Forderung deutet sich am
besten, wenn wir p und q als reell voraussetzen. Wir erhalten
durch einfache Rechnung aus (%) u3v3 = —(p/3)3. Um uv = - p/3

zu gewdhrleisten, miissen u und v also konjugiert komplex zuein-
ender sein (speziell: wenn u reell, dann auch v). Um die Sache
noch einfacher zu machen: Wenn D 2 O ist, dann haben wir bei:

(%) unter den dritten Wurzeln immer reelle Radikanden. Wir wih-
len dann auch reelle Wurzeln fiir u und v, d. he fiilr D2 O neh-
men wir u und v reell. Dann wird natiirlich x, reell, X, und X4
aber zueinander konjugiert komplex. (z1,22 gind genau dann kon-
jugiert komplex, wenn Zj+22 und 2402, reell). Falls D> O, so
schneidet die Kurve y=X"+px+q die x-~Achse also gensau einmal,
ndmlich in XaX, o Fir D=0 haben wir zwel (reelle) ILdsungen (eine
einfachezund eine sogenannte Doppelwurzel): X, und X, = X3 =

= (E+ £%)u = -u wegen u=v.

Ubrig bleibt der Fall D< O. Das ist der berithmte

casusg irreducibilis.
Was fiir ein Neme! In Latein getauchtes Unvermdgen, etwas tun zu
kénnen: nédmlich zu reduzieren! Der nicht reduzierbare Fall.

Was s0ll dann da und wie soll reduziert werden? Das, was sich
nun herausstellen wird, ist eigentlich genau so skandalds wie
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die Priigelei um die gesamte Formel.

Wenn fir D> 0 die x-~Achse einmal, fiir D=0 zweimal geschnitten
bzw. bertihrt wird, dann bleibt fiir D< 0, also unseren omindsen
Fall, nur iibrig, daB die x-Achse dreimal geschnitten wird.

Aber das ist doch auBerordentlich erfreulich! Warum sagt man da-
zu bloB 80 etwas "Negativ-Lateinisches"? Nun, der Skandal liegt
eben gerade darip, daB das Erfreuliche zuglelch das MiBliche ist.

Sehen wir uns doch einmal die Cardanosche Formel fiir D< O an.
fﬁwiat dann imagindr. Somit konnen dieesmal u und v keinesfalls
reell gewidhlt werden. Dann aber miissen sie konjugliert echt kom=
plex sein, wegen uv reell. Wie man leicht sieht, wird dann auch
gu und a?v bzw. gzu und £:v zueinander konjugiert, und fiir die
Summen Xy oo x3 gibt es pimtlich - wie verlangt - reelle Re-
sultate. Na also! Klappt doch! Aber stellt sich nicht schon
jetzt ein gewisses Unbehagen ein? Wir bekommen das Reellsein
von X, X, x3 doch nur iiber die (konjugierte) Komplexitat. Noch
klarer zelgt sich diese Situation, wenn wir rationales = oder
noch besser ganzzahliges p und q voraussetzen. Im Falle D2 0
ist dann x, reell und zwar in Form der Wurzelzusammensetzung

x, =-(/D+T +3[-(4/2)-F .
Wir wollen diejenigen Zahlen, die durch endlich oftmaliges Wur-
zelziehen und Anwendung der vier Grundrechenarten aus rationa=-
len Zahlen entstehen, Reellwurzelzahlen (RWZ) nennen, wenn wir
beim Radizieren nie den reellen Bereich verlassen, und = wenn
letzteres nicht verlangt wird: Wurzelzahlen (WZ). Jede RWZ ist
natiirlich eine WZ, aber nicht jede WZ eine RWZ.

X, ist dann eine solche RWZ.

Ganz anders im Casus irreducibilis! Alle drei L&sungen sind
zwar reell, aber nicht als RWZ dargestellt. Die Cardanosche For-
mel verldBt hier den reellen Bereich und stellt s@mtliche drei
Isungen lediglich als WZ dar.

Eine Zeitlang waren sich die Mathematiker unschliissig. GewiB,
die Cardanoformel hatte versagt, aber damit war ja noch keines-
falls bewiesen, daB die drei Zahlen wirklich keine RWZ waren.
Vielleicht gab es andere Miglichkeiten, sie als RWZ darzustel-
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len?

Aber slles Suchen in dieser Richtung blieb erfolglos. Schlief-
lich bewies 0. Holder (1859 = 1937), daB es nicht geht, es sei
denn, eine Losung 1st rational (dann aber kann man sie abspal-
ten, und die iibrigen beiden sind L¥sungen einer quadratischen
Gleichung mit rationalen Koeffizienten; also kein "echter™ Fall).

b

Also ein wirklicher Casus irreducibilis: wir kdnnen uns nicht
auf Reelle reduzieren, keiner RWZ, nur WZ zu erreichen, obwohl
die drei Zshlen reell sind.

Irgendwie ist das eine Blamage. Zum Zwecke der RWZ-Darstellung
waren doch all diese Aufldsungsformeln gerade gedacht! (Ein Fune-
ke Niitzlichkeit glomm da noch, man glaubte, daB das "Auswurzeln"
immer noch giinstiger als andere Niherungsverfahren sei. Aber
nicht einmal das stimmt.)

Es gibt also WZ, die reell sind, aber keine RWZ sind! Sie las=
gsen sich nicht "reell" darstellen. Gibt es noch mehr davon als
nur die vom "Cardano-Typ" (beim caesus irreducibilis)?

Dazu miissen wir erst einmal das Wesen dieses Typs erkennen.

u und v sind also konjuglert komplex (echt) und dritte Wurzeln

von konjugiert komplexen Zahlen, nimlich -(q/2)+ 1/ID! und

-(q/2) = 14“57 . Wenn wir es recht bedenken, so ist doch eigent-

lich die spezielle Gestalt dieser beiden Radikanden ohne Belang.

Wir setzen: -(q/2) +1f51- %z, z 2zu z konjugiert. Wir miissen nur

beachten, daB Real- und Imagindrteil von z RWZ sind und letzte-

rer nicht Null. Dann ist 2 + 3 z vom Cardanotyp, wenn wir

die beiden Summanden konjugiert komplex widhlen. Noch einfacher

schreibt sich dies so:
35+ 24

Die Zahlen k -a{/i +-3/E sind vom Cardenotyp, falls z echt kom-

plex, k irrational, sowie Real- und Imaginidrteil von z RWZ sind.

Natiirlich bieten sich statt der dritten Wurzel sofort die fiinf-
te, siebente usw. Wurzel an (fiir zusammengesetzte Wurzelexponen-
ten ist die Situation verwickelter):

Die Zahlen k --%fi +-%f§ sind zwar reell, aber keine RWZ, falls
k irrational, z echt komplex mit RWZ-Real- und Imaginirteil ist
(1 ungerade Primzahl).
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Fun kSnnen wir einen letzten Schlag gegen die Winkeldrittler
filhren. Es kommen ja immer noch ILeute en, die behaupten, mit
Zirkel und Lineal jeden Winkel exakt dritteln zu kinnen. Das
geht nachweislich aber nicht. Nur quadratische Gleichungen (oder
Schachtelungen von solchen) erlauben Zirkel-Lineal-Ldsungen.
Winkeldrittlung fiihrt aber auf eine kubische Gleichung:

c0533(p = cosg2cpcoa? - Sinea_p siny

-_-(coszf . sine'f ) cosy - 2 sin¢ cos ¢y siny

-(2::052? -1) cosp - 2 cos ¢ (1-cosz1°)
= 4 0083? - 3 cosyp .

Mit 3¢ =« ist also
cosk =4 0033(? /3) = 3 cos(¥ /3)

oder, mit cos(A /3) = x:
x3-(3/4)x-(1/4)cosd- 0, d. he p= =(3/4), q= =(1/4)cos
Da(q/2) 24+(p/3) >u(cos® =1)/64 = =(sind /8)°< 0

(wenn A £ 0, W , 2w ; diese Winkel lassen sich natiirlich leicht
dritteln).

Also liegt hier wieder der Casus irreducibilis vor: cos(& /3)
ist zwar WZ, aber keine RWZ (fiir cosol als RWZ; etwa cos(TV/6)=
(1/21/3). Gébe es nun ein Gerdt, mit dem man beliebig dritte
Wurzeln graphisch ziehen kann, so widre eine Winkeldrittlung
noch immer nicht mdglich, da eben cos(d /3) keine RWZ ist! Es
ist also noch schlimmer als wir dachten!

AuBer dem diisteren Kapitel Casus irreducibilis hédlt die Cardano-
formel noch eine weitere unangenehme {fberraschung fiir uns be-
reit: sie verschleiert die Rationalzahligkeit.

Nehmen wir etwa x3+x—10-0. Dann ist x=2 eine ILdsung. Es ist

p=1, q=-10, D=25+1/27, D also irrational. Dann kdnnen u und v
auch nur irrational sein. Wiirde man jetzt brav u und v tiber-/D
nach irgendeinem Ni&herungsverfahren fiir die Wurzel berechnen
(Tabelle, Potenzreihe o. &4.), so bekiime man zwar (wegen erzwun=-
genem Abbruch) immer etwas Rationales, aber doch nicht 2, son-
dern - wenn man keinen Fehler gemacht hat - bestenfalls eine An-
niherung an 2.
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Wir erkennen 2 nicht wieder. Die Cardanoformel verschleiert den
Zahlencharakter. (Das tut natiirlich:erst recht die Ferrarifor=-

mel.) Das ist ein echtes Manko.

{iberblicken wir nun des gesamte Drama noch einmel! Seit der "ge-
sammelten™ Betrachtung von Gleichungen zweiten, dritten usw.
Grades mit einer Unbekannten waren die Mathematiker darauf aus,
diese "aufzulodsen", d. h. die Lisungen mit Hilfe der vier Grund-
rechenarten und des "verniinftigen" Radlizierens darzustellen.
Dabei ergab sich, daB auch komplexe Lisungen mdglich sind oder
besser: daB die ganze Sache erst dann eine abgerundete Theorie
ergibt, wenn men des "i" und damit die komplexen Zahlen ein-
filhrt. Dennoch standen natiirlich such weiterhin die reellen Lo=-
sungen im Vordergrund. Zundchst glaubte man, sie nur durch Wure-
zeln verniinftig berechnen zu konnen, also anzundhern. Bald aber
zelgte sich, daB es durchaus andere und bessere Ndherungsverfah-
ren (Potenzreihenentwicklung, Iteration u. dergl.) dafiir gibt.
Aber immer noch hielt man an der Sonderstellung der Wurzel fest.
Man hatte das Zeichen ja schliefllich erfunden, wozu hatte man
es erfunden, wenn nicht dazu, dieses symbolisierte "r" von la-
teinisch "radix"? Tradition verpflichtet.

Die Gleichungen zweiten Grades, die quadratischen Gleichungen
x2+px+q-0 mit der Aufldsung x1/2=-p/2 i\/(p/2)2-q (hier wird
nichts verschleiert und ist nichts irreduzibel) erweckten Hoff-
nungen, die in der Cardanoschen Formel fiir kubische und der
Ferrarischen Formel fiir Gleichungen vierten Grades formal ihre
Bestdtigung fanden.

Dann aber, nach verzweifelten Versuchen, weiterzumachen, kam
man zu der niederschmetternden Erkenntnis, daB damit dann auch
schon alles zu Ende sei. Bis hierher und nicht weiter, kein
"from here to eternity"! Abel und Galois wiesen unerbittlich
nach, dafl es ab Gleichungsgrad 5 keine Aufldsungsformeln (von
Wurzelcharakter) mehr gibt. (Das Ende solcher Hoffnungen zieht
meist auch das Ende einer ganzen Mathematikergeneration, das
Ende vieler veralteten Auffassungen nach sich; neue Denkweisen
treten in den Vordergrund.)

Das war schon bitter genug. Hinzu kam aber nun noch, dafl ein
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betridchtlicher Teil der kubischen Gleichungen trotz Cardanofor=-
mel seine reellen Idsungen durchaus nicht durch reelle Wurzeln
zu gewinnen erlaubt: der Casus irreducibilis. Man kann sich den-
ken, daB fiir Glelchungen vierten Grades die Sache nicht besser,
sondern eher noch schlimmer wird.

Das bedeutet aber, daB die Aufldosungsformeln fiir kubische und
quadratische Gleichungen in vielen Fdllen als Néherungsverfshe-
ren effektiv versagen! Dazu kommt nun noch die oben betrachtete
Rationalitatsverschleierung.

Aus einer Art Eitelkeit heraus waren die Mathematiker diesen For-
meln nachgejagt, aus Spielerei, aus Ehrfurcht vor dem Wurzelzei-
chen und was sonst noch. Dle Rechnung dafiir prédsentierte ihnen
daraufhin prompt die Natur der Dinge, ab Grad 3. Praktisch sind
Cardano-~ und Ferrariformel von nur sehr geringer Bedeutung.

Eine spdte Rache Tartaglias an Cardano!

Man mag von diesen Formeln halten was man will. Auf jeden Fall
aber sind sie historische Zeugnisse, Wegmarken (oder soll man
sagen: Stopzeichen?) in der Geschichte der Mathematik. Von
ihnen aus ging eine neue Disziplin: die Gruppentheorie. Und die
bliiht und gedeiht bis auf den heutigen Tag.

Dr. K, Wohlrabe
héﬂh

Mathematik im Alltag

Ein Mathematiker erhidlt die Auf-
gabe, Wasser zu kochen.

Er macht den Topf voll Wasser,
stellt das Gas an und setzt den
Topf mit Wasser auf den Herd.

Wie erfilllt aber der Mathemati- Er schiittet das Wasser aus
und sagt: "Damit ist die Auf=-

gabe auf den vorigen Fall zu-
riickgefihrt."

Antwort:

ker dieselbe Aufgabe, wenn der
Topf schon voll Wasser ist?
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Der Sieger von Palermo (ll)

4. Die BINETsche Formel

Wir kommen nun zur Angabe einer expliziten Formel fiir die
Fibonacci-Folge. Hierfiir erweist sich der folgende Ansatz als
erfolgreich: Wir betrachten die Folge 1,x xz,...,xn,... als Lo=-
sungen der Gleichurrlft;n fﬁéf +f f3 2+f‘.|,...,fn_'_2 fn+1 +f p?tee
d. h. es glilt x ftir n 0. Hieraus folgt sofort

(17) 2 ax + 1,

die Ldsungen dieser quadratischen Gleichung sind
(18) T = 3(1+ 5) una

(19) T =5(1- 15

Flir diese Werte sind folglich die Beziehungen T %n T+1,
,’62,.{! +1 und I‘.E = =1 erfiillt. Im Jahre 1843 bewies run
J. P. M. BINET die folgende explizite Darstellung der

Fibonaccischen Zahlen:
(20) £ =— (% -%%), fir n3o.
n '\|'5"'

Diese Identitdt ist als "Binetsche Formel" in die Literatur
eingegangen. Teilweise wird diese Formel in der Literatur aber
bereits MOIVRE zugeschrieben, der sie 1718 bewiesen haben soll. .
Flr n=0 ergibt sich f = i (1=1) = 0, fiir n=1 gilt

5
f = (%E- i—'—?ﬂ) = 1, Unsere Induktionsannahme selen nun

die Identitaten f ek, (‘Tk I' ) und fk 1= L(I'k" —Tk 1)

Dann folgt 0 2
SN

1 k k-1 2k
fk+1 = fk+fk1 -1_'—-;- (T +T -T =T

TN 1) =T (T 41))

2

49 -

4 -
(rt:k-1a TE"'Tk 1-‘1-

- — e+ pk+
T iy

womit die Binetsche Formel bewiesen ist. — Diese Formel ist

)
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gut geeignet, bestimmte endliche Summen Fibonaccischer Zahlen
auszurechnen. Es sei etwa der Wert der Summe f'3-r-f‘{.:’-i-f9+...+f3r1
zu bestimmen. GemdB (20) erhalten wir hierfiir

3n A3 46 13n

L(T3+T6+...+T —'T -T -.-.—‘Z.' )

T 3a+3_r 3 3043 .»}_‘-3)

2T of
pine2_qdne2 g2 22

‘(f3n+2 - fz)

)

Wir haben also die Rechenregel
1

bewiesen. - Wir geben noch eine interessante Berechnung des Wer-
tes von T™ an.

(22) T"=f.T 4+ _, , firnZ2.

1

Plir ne2 gilt T o T+1, fir n=3 haben wir T Ba’t.'rza’[‘(?_‘ﬂ)a
’E2+"L‘=’L' +1 +T= 2T+1. Es werden nun die Gleichungen
'E'k = fk.i?: + fk—1 und 'Ekﬂ = fk+1’T +fk als Induktionsannahme

verwendet. Durch Addition dieser Gleichungen erhalten wir

= (£, 46, )T+ (fk-1+fk)

= Py T
womlit (22) bewiesen ist. - Der Nachweis der folgenden Bezie-

hung sei dem Leser als Ubung empfohlen.
(23) 'En_eéfn$ o , fir n=1.

Dr. Klette
Bereich Kybernetik
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Auflésung des Kreuzworirdtsels aus Wurzel 8/77

Weagerecht: 1. Periselenum 7. Er 9. orthogonal 13. ham

14. ab 15. Karl 16. Baer 18. Ti 19. or 20. Dakar

24. Ogis 26. Greens 27, Rad 29. Rudi 30. A1 31. Almagest
33. Sattler 34. Rest

Senkrecht: 1. Pythagoras 2. Rhomboid 3. Set 4. Erhard

5. eng 6. Unna 8, Ellipse 10. Ob 11, Oktaeder 12. Art

17. Ars 21. egrar 22. Krug 23. Reise 25. Gala 28. All
31. At 32, TS
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Kreuzwortriatsal

.
-

wasgerechit

1. Eigenschaft mancher Folgen
T. griine Pflanze
10.AbschiedsgruB
11.weibliches Schwein
12.chemisches Element
13.Teilung (math.)
15.beriihmtes Orgelwerk von
J.S5.Bach

Te
17.chemische Verbindung(Mehrz.)8.

20,Gebédrde ,Handbewegung

22.arabische Halbinsel

23.englisches Bier

24,NebenfluB3 der Seine

26.Teil des Bruches

28.geordneter Haufen von
Stiickgut

31.Pronomen

33.Honigwein

35.Gestalt aus "Wallenstein™

36.NebenfluB der Donsu

38.landwirtschaftliches Produkt

39.Teil Europas

sSsenkrecht

1. von einem Motor angetriebenes

Fahrzeug

Gestalt aus "Kleider machen

Leute"

Gewilirzpflanze

chemisches Symbol fiir Gallium

altisldndische Sagensammlung

NebenfluB der Oder

gasformiger Stoff

zerfallenes Rauwerk

9. feiner Kies

11.Winkelfunktion

14.physikalische GriBe

16.Zustand der Gesichtshaut

18.8ee in der SU bei Sotschi

19.Tdtigkeit der Nagetiere

21.mathematischer Ausdruck

25.Teil des Baumes

27.1italienische Insel

29.Schmerz, Not

30.81ingstiick

32.Typenbezeichnung eines sowj.
Pkw

34.griechischer Buchstabe

3T 4 sow] .Hubschraubertyp

24

3.
4.
5e
6.

™ " — —

Die 3 Mduse

3 Miuse gehen auf einer Geraden
spazieren. Die erste Maus sagt:

"Ich bin die erste Maus. Hinter
mir laufen 2 Miuse und vor mir
keine,"

Die zweite Maus sagt:
"Ich bin die 2zweite Maus. Vor

¢

mir lduft eine Maus und hinter
mir lduft eine Magus."

Die dritte Maus sagt:

"Ich bin die dritte Maus. Vor
mir laufen 2 Miuse und hinter
mir laufen auch 2 Miuse."

Wie ist das zu erkldren?
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Friedrich-SchiIIer-Uni_versiléil Jena

Zahlen und Fakten

1. Gegenwdrtig studieren mehr als 4.500 Studenten an 18 Sektio-
nen in 20 Ausbildungseinrichtungen. /3 davon sind Lehrerstuden-
ten. 80 % der Studenten sind in Studentenwohnheimen unterge-
bracht. 90 % der Studenten sind Stipendienempfénger, ca. 40 Stu-
denten erhalten ein Sonderstipendium.

2. Hohepunkt der FDJ-Studententage im Studienjahr 1976/77 war
das X. Karl-Marx-Seminar. Uber 500 Studenten beteiligten sich
in 27 Arbeitskreisen mit 141 schriftlichen Diskussionsbeitrédgen.

3. Am diesjdhrigen Studentensommer beteiligten sich iiber

2000 Studenten, davon 35 Freunde an der Drushba-~Trasse und

750 Studenten en der FDJ-Initiative Berlin. Im zentralen Ju-=
gendobjekt FDJ-Initiative Berlin wurde allein ein Skonomischer
Nutzen von 2 Mio Mark erarbeitet. 560 FDJ-=Studenten erfiillten
im Jahre des Roten Oktober in 10 internationalen Studentenbri-
gaden und 3 internationalen Studentenlagern wichtige Aufgaben
aus den Volkswirtschaftsplénen der Staaten der soziallstischen
Gemeinachaft.

4. In der FDJ=-Grundorganisation bestehen gegenwdrtig konkrete
Freundschaftsvertridge zu den Leitungen der Jugendverbdnde an
den Universititen Minsk, Tbllisei, Pets und Presow.

5. Jihrlich finden in Jena Informationstage statt. Im Studien=-
jahr 1976/77 beteiligten sich ca. 1000 Studenten des 0. Studien-
jahres. Ziel dieser Veranstaltung ist es, die kiinftigen Stu=-
denten auf ihr Studium vorzubereiten.
M
Schlagfertig

Ein Junge raucht auf der StraBe.

Da sagt eine Frau zu ihm:

"Na, wenn das Dein Vati wiiBte, Darauf antwortet der Kleine:
daB Du rauchst!" "Wenn das Ihr GattewiiBte, daB

Sie fremde Minner ansprechen!"
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Preisaufgaben

J 13 Man zeige, daB die Zahl 379 4 4195 gurch 49 und 181

’ teilbar ist!

Man finde alle natiirlichen Zahlen n, fiir die (x+1)n-xn-1
durch 12+x+1 teilbar ist!

Man 1ose das Gleichungssystem
XYy =X +y +2

Xz = 2(xX=y+z)

yz = 3(y-x+z) !

Man 16se das Gleichungssystem
Ty.logsx = =2
4.7y+10g5x = 2 !

(Aufgabenvorschlag von Dittmar Kurtz, Friedrichsroda)

Gegeben seien die vier Seiten eines Sehnenvierecks
a,b,c,d. Man zeige, daB das Sehnenviereck von allen
Vierecken mit den Seitenléngen a,b,c,d das flachengroBte
ist!

—

B yceu€HHYW NPABUNBHYH YETHPEXYIOTBHYK OUpaMuny BHICAH
map paguycer . JroJb Merly OOKOBOl T'DaHBI U HINHUM
OCHOBAHUEM IMPaMUAL paBeH d. BHYWCIMTE O0BEM yCeuBHHOI
TTVD BMUA bl o

Fir jede vollstdndige L&sung erhslt der Einsender die bei der
entsprechenden Aufgabe angegebene Punktzahl. Am Ende des Schul-
Jahres versenden wir Bilchergutscheine an alle Einsender, die im
abgelaufenen Schuljahr mindestens 10 Punkte erreichten. Einsen-
dern mit weniger als 10 Punkten werden die in diesem Jahr er-
reichten Punkte fiir das n#chete Schuljehr gutgeschrieben.

Die Losungen sind - jede Losung auf einem gesonderten Blatt,
versehen mit Name, Adresse und Klassenstufe des Einsenders -
unter dem Kennwort "WURZEL-Preisaufgaben" gn uns zu senden.

EinsendeschluB:| 30. 4. 1978 |
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Losungen

Aufgabe J 55

Der Fldcheninhalt des Quadrates ist AQ = %g »
Flir das Parallelogramm gilt:

APB%J?.\/'I—SH. Bin45°-%ﬁ.ﬁ.%f=%\/1_.
Offensichtlich gilt:

11875 > 11664
62519 > 324-36

B8
1> &

Ap> 4,

Aufgabe J 56
Das angegebene Gleichungssystem besitzt keine Losung.

Aufgabe J 57
Aus der Gleichung (1) folgt fiir z
zZ = 2-x=y , was in (2) eingesetzt wird.
2%y = (2-x-y)° = 4
oder x2-4x+4+32-4y+4 =0

oder (x-2)2 + (3-2)2 = 0.

Die Summe von zwel nichtnegativen GrdBSen (und das
sind Quadrate)kann nur dann Null sein, wenn beide Gro-
Ben Null sind. Es gilt also
X=2 und y=2.
Daraus folgt sofort z==2 ,
Das System besitzt nur diese Idsung (2,2,-2).

Aufgabe J 58|
Die Gleichung 2ctg 2x - 3ctg 3x = tg 2x
kann #dquivalent umgeformt werden in
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(cos 2x _ cos ) sin 2x + Los 2X (1)
s8in 2x 8in 3x cOB 2X ' 81in
gin x 1
oder oy 8in Jx ~ sin 2X GOS8 2X (2)
Diese Gleichung kann nur fiir sin 2x = 0 , (3)

8in 3x 4 O und cos 2x ¢ O ILdsungen haben.
Fiir die x, die Losung sind, gilt:

3 8in x cos 2x = sin 3x '(4)
oder sin x(3-4'sin2x-3-cos 2x) =0 (5)
oder 2 sin’x = 0 (6)

Aus der letzten Gleichung folgt, daB die Gleichung in
der Aufgabenstellung nur denn Iosungen haben kann, wenn
fiir diese x gilt: sin x = O, was aber zu (3) im Wider-
spruch steht. Daraus folgt aber, daB die Gleichung im
Bereich der reellen Zahlen keine Losungen hat.

IA\ufgabe J 59| (nach Kirsten Helbig, Frankfurt/0,)
1031/3 log4(Sin X + 2@ cos x) > 0 (1)

Damit alle Logarithmen definiert 8ind, muB gelten:
log,(sin x + 22 cos x)>0
sin x + 2\2 cos x > 1 (2)

log1/35 ist positiv, fiir 0<cz <1.
log4(sin X + 2\2 cos x)< 1
sin x + 2V2 cos x < 4 (3)

Es gilt aber wegen sin x <1 und cos x <1:
sin x + 2\2 cos x < 1+2\/§<1+2 \/% 4 fiir alle reellen x.

Wir untersuchen also (2):
sin x + 2./2_\003 x>1
EJFcoa X>1 - gin x
2\/_'\/1-511121: >1 - 8in x
Da alle GroBem nichtnegativ sind, kann quadriert werden
8(1—91:1 X)>1 - 2 gin x + Elnzx
9 ein®x = 28inx =7 <o
(sin x-1)(sin x + %)<0
o %c sin x <1
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Folglich ist die Losungsmenge

2ki\r= arc sin %(x«- (2k+1)T™ + arc sin -g- ,

wobei x #% + 2kjr

Aufgabe J 60| (nach Dittmar Kurtz, Friedrichsroda)

Nach dem Polynomischen Satz gilt
u, 2u 3u
(1+x2-x3)9= ‘:£ : E—Tﬁg%a—f 1 1x  2(-x) 3,
U A ,+HI,=9 17727937

12"~ 3
wobel die Summe {iber alle Kombinationen von Zahlen
Uys Uons u3 gebildet wird, deren Summe 9 betridgt.
Von Interesse sind die Zahlen Uy, u3, fir die

21]2 + 3[13 = 8
gilt.
Es gibt genau zwei MUglichkeiten:

1o u2=4, u3=0 3 u1=5

2.4 u2-1, u3=2 : u1=6
Fiir den Koeffizienten gilt:
1. K= —2— 2 126

4! 0! 5!

2. Ky= sy = 252
Insgesamt gilt: K = K1 + K2 = 378

Auflosung: Die dritte Maus von Seite 43 liigh!
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Die Jensensche Ungleichung

Viele Ungleichungen enthalten konvexe oder konkave Funktionen.
Oftmals lassen sich diese mit Hilfe der Jensenschen Unglei=-
chung leicht beweisen, widhrend andere Beweise recht umstindlich
sein konnen.
Wir wollen deshalb die Jensensche Ungleichung ndher kennenler=
nen.
Satz: (Jensensche Ungleichung)
Sei f eine auf einem beliebigen Intervall J konvexe
(bzw. konkave) PFunktion, Xi9eeesX € J,

°‘1,---,dn€ (0y1) mit é}dr=1.
r=1

=’ n
. e
Dann gilt E§1dr f(xr) o f(E§1dr xr).

n n
(bzw. 2> 4, £(x,) = f(r%, d. x.)).

r=7
Die Gleichheit tritt genau dann ein, wenn‘x1=...=xn
gilt.

Bewels durch vollstdndige Induktion:
Wir fiihren hier den Beweis fiir den Fall, daB f konvex ist. Fir
konkave Funktionen verl&duft er snalog.

1. Induktionsanfang:

]
n =2 Y

q )

o

: X, X

MNP = -

Seien X, 9%, € J und X, % X5. Dann verlduft die Sehne g(x) zwi-
schen den Punkten (x1; f(x1)) und (xg; f(xz)) "oberhalb" des
Graphen der Funktion f(x).
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g(x)-f(x1) f(xz)-f(x1)
X=X = X=X,

Es gilt also
1

(Gleichung der Gerade g(x))

und g(x) > f(x) fiir alle x ¢ (x1;x2).
(Wir wollen hier "konvex" im Sinne von "streng konvex" ver=
stehen.)

Es folgt:
x—x1 X =X,
g(x)=(1 - ) £(xy)+ T f(xz) > £(x)
R g™y (1)
fiir alle 3:6(11. X5)
Jetzt seien oy o(ze(qn) mit d,+d, =1, x -x,
Wir setzen x = d1x1 + d;X5. Daraus folgt <i1= 1 - XX, und
X =X,
d o= —— .
2 Xp=X4

Es muB xe;(x1;x2) gelten, so daB wir (1) anwenden konnen.

Es folgt =i1 f(x1) +d, f(x2)=vf( o)X, + d2x2).
Fiir X4 =X, folgt jedoch fiir d1+ d2 = 1

d, f(x1) + dy f(xz) e d1 f(x1) + d2 f(x1)
= f(x1) = f(u{1x1 +d2x1) = f(d1x1+42x2),

d. h. wenn X, =X, (und nur dann!) gilt das Gleichheitszeichen.

2.1. Induktionsvoraussetzung:
Obiger Satz gelte fiir ein bestimmtes n. (n== 2)

2.2. Induktionsbehauptung:
Der Satz gilt auch fiir n+1.

2.3. Induktiver Beweis:
Es seien XqyseeerX X, 4 € J, Aqgoeeesd sdy o1 € (0,1)

n

und o = 1.
Ir= &

Es gilt

jo!

dy :
ap flx)) = (1"dn+1) E%% T:EZ:T f(Xr)""’(nﬂ f(xn+1).

r=
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dr oy .
Da offenbar-r=1 T=—— =1 und = € (0,1), fiir ral,...,n,

folgt aus der Induktionsvoraussetzung, daB

r=
wobei die Gleichheit genau fliir XyZeoe =N gilt.

d. £(x) = (1-d_ ) f(Z 1—-1-:: ) # dppy B2, 0 o
Ay

Im Induktionsanfang haben wir aber die Jensensche Ungleichung
fiir n=2 schon bewiesen, so daB der Ausdruck auf der rechten
Seite

jo!
2f((1=d - 1) E 1-d xr + dn+1 an) = f(r%‘l £, xr) wird,
wobei das Gleichheitszeichen genau dann gilt, wenn
d
r
x =D e x
n+1 =1 'dn+1 r
Insgesamt erhalten wir also:
n+ n+1
Btz 23 4 x)
e A ¥ o LT X
Und die Gleichheit gilt genau dann, wenn Xy=eoo=X =Xy

Nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion ist somit die Giil~
tigkeit der Jensenschen Ungleichung fiir alle n = 2 bewiesen.

e WeZabowe

Bei der Anwendung der Jensenschen Ungleichung kommt es vor allem
auf die geschickte Wahl von f an.
Hier 2 Beispiele:

1. 4d, @, ) seien die Winkel eines Dreiecks. Man beweise:

sind + sinf + s:mb’ = -{V—‘

Wann gilt die Gleichheit?
Wir betrachten die Funktion f(x) = sin x im Intervall (o,%Z).
Sie ist dort konkav. Wegen d, g, ¥ € (0,7) gilt

} = 536 60° =J§f3‘,

woraus sofort die zu beweisende Ungleichung folgt. Die Gleich-
heit gilt genau bei o« =p=§= 60°

% sind +-:.I; sin@ + -15 gin) = sin(-22L+t
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p—

2. 83000,y8 seien positive Zahlen. Man beweise:

n

(1+ay)ecc (142 ) = (14 —Vn a1...au')n
Wann gilt die Gleichheit? x
£(x) = In(1+e*) ist auf (-oa09 konvex, da £"(x)= _L_E > 0,

C1ia")
Es folgt Sk +x
x x 1 - & 8
1[ 1nc1+e Myrenrin(rse “)] & e = m )

fiir beliebige XiseeesX

Wir wdhlen xr = 1n ar und erhalten:

1 [nCeaeeccr 100190)] = 1001+ Yarmomay)
1n[(1+a1)...(1+an)] = 1n(1+ W)H.

Da die Exponentialfunktion streng monoton wachsend ist,
folgt

c1nf(14a)e. (48] 3 o 1nC14 BErma) "
(‘I+a1)...(1+an) = (14 jn'a.]...an)n

Die Glrichheit gilt genau beil X = =X, d.h. bei 8= e=a, .

n.

| Harald Gottstein
Mathematikstudent 1. Stdij.

Der Sieger von Palermo (IV)

5. Die Kettenbriiche von SIMSON

Von JOHANNES KEPLER (1571 = 1630) wurde eine weitere interes-
sante Eigenschaft der Fibonaccischen Zahlen erstmals entdeckt.
Er betrachtete die Quotienten fn+1/fn’ Wir berechnen uns hierzu
die ersten Werte dieser Folge:

o Joyrje|sfa|s| 6| T ] 8] 9| W]
/e _|leo]1 |2 [1,51,6[1,6[1,625 |1,6154]1,6190 [1,6176]1,6182]

ft1+‘l
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Berechnen wir nun andererseits die Dezimsldarstellung des in
(18) angegebenen Wertes von T , so erhalten wir

Allgemein gilt die wohl doch etwas iiberraschende Beziehung
(25) lim £ ./f =T .
n

b n+1
Von R. SIMSON (1687 = 1768) wurde hierfiir ein interessanter Be-
weis angegeben, welcher eine weitere Eigenschaft der Fibonacci-
schen Zahlen verwendet. Er betrachtete hierzu den unendlichen

Kettenbruch

(26) K=1+1—-1-

1+—T
1+ — T
1+
I B P
Mit fn+1/fn ist nun jeweils germde der nete Ndherungsbruch die=-
ses unendlichen Kettenbruches K gegeben (n21).
1 .. 3 1 2
1, 1+1=2’ 1+m‘-2 ’ 1+'1T-T 3 geese
T+7

GemdB der Beziehung T =T +1 erhalten wir fir T

1
(27) T=1+ 7 -
Durch iterierte Anwendung der Identitdt (27) folgt

1 1 - 1

T=1+E=1+m=1+—T = se0y

r 1+- 1+ -! :
d. h., es gilt T = K und fir n~—>co wird K durch £_ ./

immer besser angensdhert.

Dr. Klette
Bereich Kybernetik
der Sekiion Mathematik
der FSU Jena




by Sonderpreisaufgabe

Losung der Sonderpreisaufgabe
aus ,Wurzel" 3[77

Wir wiederholen zundchst die Aufgabenstellung:

1. Im Herbst des Jahres 1976 trafen sich drei Ehepaare zu
einer groBen Familienfeier.

2. Jeder der Ehemdnner ist der Bruder einer Ehefrau und jede
Ehefrau die Schwester eines Ehemannes (deswegen Familien-
feier).

3. Karin ist genau 26 Wochen Zlter als ihr Ehemann, der im

August geboren ist.

4, Die Schwester von Herrn Weifli ist mit dem Schwager von
Karins Bruder verheiratet. Die Hochzeit fand an ihrem Ge-
burtstag im Januar statt.

5. Gisela WeiB ist kleiner als Klaus Schwarz.

6. Die Schwester von Wolfgang ist jiinger als Marita.

7. Rainer ist in diesem Jahr 24 Jahre alt geworden.

Wie heiBt Frau Braun mit Vornamen?

Iosung:
Wir fertigen folgende Tabelle an:
Bruder: Ehemann :
Vorname Name Vorname Name Vorname
wls iB KWoR | W/ S [B | kK[wo|[R
Karin | it
fisela )
rita
W = WelQ K = Klaus
S = Schwarz Wo = Wolfgang
B = Braun R = Rainer

In die freien Felder schreiben wir eine 1 ein, wenn die ent-
sprechende Kombination zulé&ssig ist, ansonsten eine Null.

Es gibt zwei Moglichkeiten:

a) Karin Braun und b) Marita Braun. (nach 5. hat Gisela den
Nachnamen Wei()
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Wir nehmen an, es gibt die erste Moglichkeit.

Bruder: Ehemann:
Vorname Name Vorname Name Vorname
wW[s[B K[wo[R| wi{s |B K[ Wo| R
Karin ol o |1 ' 0
Gisela 110 |0 0 0
Marita o1 |0 0 110 |0

Die Schwester von Herrn WeiB kann entweder Karin oder Marita
gein, Marita scheidet aber aus, da in diesem Fall der Bruder
von Karin Herr Schwarz wédre, und Marita Schwarz mit ihrem eige-
nen Bruder und nicht mit dessen Schwager verheiratet ist. Dies
widerspricht aber der Bedingung 4. So erhalten wir also folgen-
de Geschwisterpaare. Karin - Herr WeiB, Marita - Herr Braun

uirld Gisela = Herr Schwarz.

Bruder: Ehemann:
Vorname Name Vorname | N a m e Vorname
W s/B |K|[wo|R| w|]s[B K| wo| R
Karin o]l o1 0 1100 0
Gisela 1] @ {0 1,0]0[o0of1]0 0
parita ol 110 0| ol o] 11 o ]o

Wegen 6. ist Karin die Schwester von Wolfgang. Damit sind fiir
Wolfgang die Nachnamen Braun und Schwarz nicht mehr moglich.
Also hat Wolfgang den Nachnamen Weif3.

Jetzt konnen wir ohne Schwierigkelt die Tabelle vollstidndig
ausfiillen,

Bruder: Ehemann:

Vorname Name Vorname Name Vorname
Wi S| B K| Wol R | W|S |B K{ Wo| R

Karin 0of Of 1 o 1 0Of1/0]|0 0| 0 | 1
Gisela 11 0] 0 11 0 0 01110 o 1 0
Earita 0| 110 0] O 1 0|0 |1 11 O 0

Ed

Wegen 3. und 7, und 1., ist Rainer Braun (Karins Mann) im August
1952 geboren. Karin ist aber auch die Schwester von Herrn WeiB
und wegen 4. im Januar geboren. Andererseits ist Karin (wegen
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3.

und 7.) 26 Wochen vor dem Geburtstag ihres Mannes im August

1952 geboren. Nun ist aber 1952 ein Schaltjahr gewesen, so daB
die Zeit vom 31. Januar bis zum 1. August 1952 genau 26 Wochen
und 1 Tag susmacht. (Der Leser zdhle selbst nach:
29+31+30431+30+431+1= 183=26.7+1) Also kann Karin auf Grund von
Bedingung 3. gar nicht im Januar geboren sein.

Demzufolge fithrt die Annahme

a) Karin Braun

zum Widerspruch mit den Bedingungen 1. bis 7.

Damit ist nachgewiesen, daB nur

b) Marita Braun

die richtige LYsung sein kann.

Es bleibt nur noch zu zeigen, daB dle Annshme, Frau Braun hat
den Vornamen Marita mit der Aufgabenstellung vertriglich ist.
Dazu gebe ich folgende Tabelle an:

Bruder: Ehemann:

orname - Name Vorname Name Vorname
Wis |[B| K Wo R| W[S B K Wo_ R

Karin ol 1 |0 0;1 0}1]0 0 1.0} 0
Merite ol 0 |1 110 o]l ol1 |0 ol0 | 1
E}isela 11 0 |0 al0 | 1100 1 O:t1 1 D
0) Die Kombination b) Marita Braun ist in ihr enthalten.

1)

3)

4)

5)
6)

7)

und 2) Der Leser mbge sich selbst davon iiberzeugen, daB die
Tabelle 1. und 2. befriedigt.

Karin Schwarz ist am 31. Januar eines Nichtschaltjahres

und ihr Mann Klaus Schwarz am 1. August desselben Jahres
geboren

Karin ist mit dem Schwager ihres Bruders verheiratet, was
durchaus logisch ist.

Die Hochzeit fand am 31. Januar statt.

Obige Tebelle ergibt offenbar keinen Widerspruch zu 5.
Obige Tabelle schlieBt nicht aus, daB Karin Schwarz jlnger
ist alse Marita Braun und Karin Schwarz die Schwester von
Wolfgang WeifBl ist.

DaB Rainer Braun 1976 24 Jahre alt wird, widerspricht keiner
der bisherigen Aussagen 1) bis 6).

Antwort: Frau Braun hai@t_g;t Vornamen Mar i ta.
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Preisaufgaben

K 19 (Aufgabenvorschlg: D. Kurtz)

Man finde alle reellen Losungen des Gleichungssystems

> 4 12x* - 1222 - 18x + 5 = 0

X = x5 + 11x4 + 2x3 + x2 + 11X = 3 =0

X = 6x

Man finde das Maximum der PFunktion

f(x) = 1g42x + 12 lgg X . lg2 % » wenn gilt 0 % x % 64,

Man 1ltse das Gleichungssystem
100 . 2% a 57

logﬁ (2x+1) + 1%4-— =0 .
y

Man beweige
tg 20° . tg 40° . tg 80° =Y3'.

K 23 Man 16se das Gleichungssystem
2 2
x— L —
3 —aal 12
X'y 3°

Jlamr 7Be nmapanielfbHHE IPAMHE M TOYKA A MEeXTy HUMU.
HajtT CTOpOHH MPAMOYTONBHOI'O TpPeyroJBHUKA, BEpIMHA
OPAMOTO yI'Jla KOTOPOTO JIGXHT B TOYKE A, a BepIUHH
OCTPHX YTJIOB ~ Ha 38JaHHHX HapPaJJeNBHHX IPAMHX,
8HafA, YTO IJIOMaZb TPeyI'ONbHMKA paBHA 337 aHHOM
BeJIAUMHE k= ,

| SH
gp

EinsendeschluB: |31. 5. 1978
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Losungsbedingungen:

Fiir jede vollsté@ndige Ldsung erhdlt der Einsender die bei der
entsprechenden Aufgabe angegebene Punktzahl. Am Ende des Schul-
Jahres versenden wir Blichergutscheine an alle Einsender, die im
abgelaufenen Schuljahr mindestens 10 Punkte erreichten. Einsen-
dern mit weniger als 10 Punkten werden die in diesem Jahr er-
reichten Punkte fiir das néchste Schuljahr gutgeschrieben.

Die Losungen sind - jede Losung auf einem gesonderten Blatt,
versehen mit Name, Adresse und Klassenstufe des Einsenders -
unter dem Eennwort "Wurzel-Preisaufgaben' an uns zu senden.

Verriickte Verwandischafi

In einer Anstalt fiir peychisch Kranke erschien ein Mann und
schilderte dem Arzt sein Schicksal:

"Meine Familienverh¥ltnisse treiben mich an den Rand des Wahne
sinns. Ich bin mit einer Witwe verheiratet, die eine erwachsene
Tochter hat. Mein Vater verliebte sich in diese Tochter und
heiratete sie. Damit wurde mein Vater mein Schwiegersohn und
meine Stieftochter wurde meine Mutter, weil sie jetzt die Frau
meines Vaters ist.

Da schenkte mir meine Frau einen Sohn. Er wurde der Schwager
meines Vaters und mein Onkel, denn er ist ja der Bruder meiner
Stiefmutter. Die Prau meines Vaters, meine Stieftochter also,
bekam auch einen Sohn, der natiirlich mein Bruder wurde und zu= .
gleich mein Enkel, da er ja der Sohn meiner Tochter ist. Meine
Frau wurde somit meine GroBmutter, denn sie ist ja jetzt die
Mutter meiner Mutter. Ich bin somit nicht nur der Mann meiner
Prau, sondern zugleich ihr Enkel. Und da der Mann meiner GroB-
mutter mein GroBvater ist, so bin ich damit mein eigener GroB-
vater. Darliber komme ich nicht hinweg und deshalb bin ich hier."
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Losungen
Aufgabe J 61 (nach Ralf Becker, Wolmirstedt)

Es gel T# - ainzx = a
%% + cot x =0b

Damit die Ausgangsgleichung erfiillt ist, muB a * 0, b 2 0

gelten.
Fiir die Ausgangsgleichung erhdlt man
43+b--€ =—{S’
=> a.b =0
I. Fall a=20
2 4 2
=> sinx=-,r7 = ainx=i——
17
2
=> x1’2 = + arc sin—jl—-7-+krr ke G
IT1. Fall b =20
= ¢ot X = - %g
30
= x3 = = arc cot Evi + kT

Da fiir X, b<0 und X4 a<0 wird, bleibt als Lisung

X, = arc sin'—g— + kT

1 AT

[Aufgabe J 62

Setzt man z = —gﬁ— » 80 folgt aus der Ungleichung:

X +g

%(z + %) (z - %) £0 (1); aus der Gleichung:

2 = §§ + % ay + % (2).
y >0 (3).

Es gilt auch sicher |z| £ 1 (4)
Im Falle 0 < a & 2 ist (1) fir

= % €3 i€ % erfiillt.

Im Fall a > 2 unter Beachtung von (4) ist (1) fur

- % <€z <9 erfiillt.
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Der kleinste Wert fiir z ergibt sich aus (2) unter Beachtung von
(3) fir y = - betrigt 2yla , %

e

Die Forderungen der Aufgabe sind erfiillt, wenn

a a . <
3)@+-€ fir 0 ¢ a 2 und

1> 33557+ & firad>2 .

Daraus folgt
$<ac 2 (13-2422") .

[Aufgebe J 63| (nach R. Becker, Wolmirstedt)

Aus der Definition des Logarithmus folgt unmittelbar, daB
4=x > 0 und =x+3> 0
gelten muB, also -3< x < 4.

Wegon log __a = 2 logBa kann die Gleichung umgeformt werden:

2 1og3(4-x) < 4 + 2 1og3(x+3)
log3(4-x) < 2 & log3(X+3)
log3(4-x) < 1og39 + loga(x+3)
1033(4-x) < log39 (x+3) .

Wegen der Eineindeutigkeit des Logarithmus folgt

dex < 9.(x+3)
X ) -2,3 L]

- Zusammen ergibt sich also die Ldsungsmenge: =2,3 < x < 4. -

[Aufgabe J 64] (nach Kirsten Helbig, Frankfurt/O.)

X=2y
Mit a = 2 folgt aus der 1. Gleichung

32+a-20=0

1 9
Bigag ==~3 L 8
Da a > 0 __(11:. Def.) folgt
a =4 und damit

x'B‘f‘zyo
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In die 2. Gleichung eingesetzt ergibt das:
oY L 8™ w10 .

Mit b = 2¥ folgt hieraus:

1 b
16.b = Tk 10 * 7%

2 5 1
b—gb-mso

5 1
b1/2 31-6t-.r6 41
Wegen b > O folgt weiter
b = -1-2)- (5 +\41) und damit

y = log, (5++41) -~ 4 und
%—

X =2 10g2(5+ g41)

Aufgabe J 65

Wie leicht zu sehen ist, geniigt es zu zeigen, dafB die-Fquunkte
der lLote auf die Seiten des Dreiecks auf einer Geraden liegen.
Die Losung der Aufgabe ist dann leicht mit Hilfe des Strehlen-
satzes auszufiihren. Diese FuBpunkte liegen aber bekanntlich

auf einer Geraden, der Simpsonschen Geraden. (Der Beweis dieses
Satzes ist in der Fachliteratur zu finden.)

Aufgabe J 66 (nach Andreas Kasparek, Grifenhainichen)

' AT+ B
In einem Dreieck ABC sei 4 CAB = 2 und < BCA = 2 J* . Ohne

Beschrénkung der Allgemeinheit sei AB > BG.
Wenn Wy die Halbierende des Winkels & BCA = 2 g~ ist, gilt we=-
gen dem Flédchensatz (allgemein A = % a.b.sin &' ):

3B, . 8ind" +F A0 . wye sind = BC . AT . sin 24°



63 L3suncen

"y = 2. BC . AC & .45 (1)
. BC + AC
Ebenso findet man
W, = S AB o AC & g of (2)
AB + AC

Aus AB > BC folgt nunmehr stets
AB ., BC+ AC . AB>2AB . BC + AC . BC
AB (AC + BC) > BC (AB + 10C)
2.E.T>2.’F§.Iﬁ
B + AC ¢ + BC (3)

Da weiterhin in jedem Dreieck der gritBere Winkel gegeniiber der
groBeren Seite liegt, gilt:

X < a*clzl

und somit
cos & > cos S (4)

Es folgt aus (1), (2), (3) und (4)

W > “r.
Das heiBt, zu der groBeren Seite des Dreiecks gehdrt die klei=
nere Winkelhalbierende.

Berichtigung

Beim Druck der WURZEL 1/78 traten in einigen Exemplaren zwei
Fehler auf:

1. S. 7: falsche Verfasserangabe = richtig muB es heiBen:

Dr. R. Klette

Bereich Kybernetik
der Sektion Mathematik
der FSU Jena

2. Se 13 oben: Es fehlt die Uberschrift: 1L & s u n g e n.

Wir bitten alle unsere Leser, die solche Hefte erhalten haben,
um Entschuldigung.
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Wie fangt ein Mathematiker
einen Lowen in der Wiiste?

Der Mathematiker muB zuerst definieren, was es heiBt, einen
Lowen gefangen zu haben.
Definition:
Ich habe einen Liwen gefangen, wenn zwischen mir
und dem Lowen iiberall Gitter ist.
Der Mathematiker setzt sich selbst in einen K&fig und hat
gsomit entsprechend seiner Definition den Ldwen gefangen.

Wenn der Mathematiker jedoch ein Spezialist in Wahrscheinlich-
keitsrechnung und mathematischer Statistik ist, wird er
wahrscheinlich eine noch elegantere Ldsung finden.

Er stellt einen Kéfig mit gedffneter Tir in die Wiiste.

Dann hat das Ereignis " Im Kéfig befindet sich ein Lowe™

eine von Null verschiedene Wahrscheinlichkeit,

Er braucht also nur zu warten, bis dieses Ereignis eintritt,
und dann die Tiir zu schlieBen.

Der Lowe ist gefangen.

Herausgeber: Jugendobjekt ,Studienvorbereitung”, Leiter: Jérg Vogel

Chefredakteur: Hans-Joachim Hauschild

Redaktion: K. Bartholmé, G. Blume, R. Jeske, D, Meinhardt, V. Wedler

Anschrift: WURZEL, 69 Jena, Universitiitshochhaus, Sektion Mathematik
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Unterrichisplan der Mathematiklager
des Bezirkes Gera (Teil 1)

Der Unterrichtsplan, mit dem wir hier bekanntmachen wollen, ent-
stand aus mehrjdhrigen Erfahrungen, die in Spezialistenlagern
des Bezirkes Gera gesammelt wurden. Seit etwa einem Jahr bemii-
hen sich die Studenten und Mitarbeiter der Friedrich-Schiller-
Universitdt Jena, die jeweils die Betreuung der Schiiler iiber-
nehmen, um seine Realisierung. Der Gedanke, diesen Plan in der
WURZEL abzudrucken, ergab sich aus Anregungen, die wir zur

VI. Zentralen Leistungsschau erhielten. Wir sind der Meinung,
daB diese Vercffentlichung einem breiten Kreis von Lesern der
WURZEL die unterschiedlichsten Anregungen und Hinweise geben
kann.

1. Mathematisch interessierte Schiiler (und z. B. auch NVA-Ange-

horige) erhalten einen iiberblick iiber Gebiete, mit denen sie
gich aufbsuend auf dem Schulstoff beschidftigen kdnnen. Als
Anfangsliteratur sind fiir sie besonders die Bicher aus der
Mathematischen Schiilerbibliothek und die Artikel aus alpha
und WURZEL geeignet.
Dazu noch folgenden Hinweis: Erst wenn neben dem Studium der
Theorie m3grichst viele Aufgaben (aus der Literatur, aus Auf-
gabensammlungen,. Olympiadeaufgaben) dazu gelost werden, wird
das erworbene Wissen dauerhaft und anwendungsfdhig sein!

?. Manchem Iehrer und iiberhaupt jedem, der sich in der auBler-
unterrichtlichen Arbeit der Forderung mathematischer Talente
widmet,kann unsere Konzeption vielleicht ein inhaltliches
Geriist flir die Beschiéftigung mit einem bestimmten Stoffgebiet
geben.

3. Wir hoffen und wiinschen, daB wir mit jenen, die in anderen
Bezirken Spezialistenlager durchfiihren oder sich auf andere
Art der Bestenfdrderung von Schiilern auf mathematischem Ge-
biet widmen, in einen Erfahrungsaustausch treten kinnen.
Hiermit wollen wir also gleichzeitig unsere Konzeption zur
Diskussion stellen.
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Der Unterrichtsplan wurde fiir die Klassenstufen 8, 9 und 10 auf=-
gestellt, wobei jeweils etwa 40 Doppelstunden (90 min.) zugrun-
degelegt wurden. In der Klassenstufe 11/12 werden verschiedene
etwas anspruchsvollere Spezialgebiete behandelt bzw. bestimmte
Themen vorangegangener Klassenstufen erweltert und vertieft.

Auf den folgenden Seiten ist der erste Teil des Planes abge-
druckt; der zweite erscheint in der ndchsten Nummer.

Bei den Literaturangaben bedeliten:

/1/ B.G. Teubner VG Leipzig

/2/ VEB Deutscher Verlag der Wissenechaften

/3/ VEB Volk und Wissen Volkseigener Verlag Berlin

/4/ TFachbuchverlag Leipzig

Mit (MSB) sind Hefte aus der Mathematischen Schiilerbibliothek
gekennzeichnet.

Klasse 8 MENGENLEHRE

1. Der Mengenbegriff (von Cantor), Elementbeziehung, leere Men-
ge, Beispiele

2. Mengenoperationen und =-relationen

2.1. Komplementédrmenge und Teilmenge

2.2. Vereinigung, Durchschnitt und Differenz

(Beweis einiger Gesetze, Mengendiagramme, Beispiele)

3. Vereinigung und Durchschnitt mehrerer Mengen

4. Beispiel und Erlduterungen zum Problem der Antinomien der
Mengenlehre

Iit.: - Monjallon: Einfiihrung in die moderne Mathematik /4/
- (MSB) Hasse: Grundbegriffe der Mengenlehre und Logik
/1/ 1970

- (MSB) Wilenkin: Unterhaltsame Mengenlehre /1/
- Gorke: Mengen, Relationen, Funktionen /3/, 1973
- Wurzel: 3/73 Mengen, die es gar nicht gibt

6,7,8/74 Mengen, Relationen, PFunktionen

1/77 Georg Cantor - Begriinder der Mengenlehre
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Klasse 8 AQUIVALENZRELATIONEN

1. Das Kreuzprodukt von Mengen und seine Eigenschaften

2. Relationen als Teilmengen des Kreuzproduktes, ihre Eigen-
schaften und verschiedene Beispiele

3. Begriff der Aquivalenzrelation und ihre Beziehung zur Klas-
seneinteilung

ILit.: - siehe Mengenlehre
- "alpha™ 4., Jhg. 1970 S. 128 Relationen (Teil 1)
5. Jhg. 1971 S. 6 (Teil 2), S. 38 (Teil 3)

Klasse 8  AUSSAGENLOGIK

1. Ausfiihrliche Erlduterungen zum Gegenstand der Logik im all-
gemeinen und der formalen Logik im besonderen

2. Grundbegriffe der Logik

2.1. Aussage, Aussageform (Beispiele), Satz der Zweiwertigkeit

2.2. Klassische Aussagenverbindungen

2+3. Definition der Wahrheitswertfunktion

2.4. Untersuchung sémtl. Wahrheitswertfunktionen von zwei

Variablen

2.5. Begriff der Tautologie .

3. Aufbau des klassischen zweiwertigen Aussagenkalkiils

4. Die wichtigsten aussagenlogischen Identitidten

Lit.: = Segeth: Elementare Logik /2/ 1972
slehe Literatur 2. und 4. zur Mengenlehre
- "alpha" 4. Jhg. 1970, S. 64 Mathematische Logik fiir
Anfinger
4. Jhg. 1970, S.100 Achtung Kreuzung - Vorfahrt
' beachten
WURZEL 3/77 Unterhaltsame Logik

L}

Klasse 8 ZAHLENTHEORIE (I)

1. Teilbarkeitsbeziehungen
1e1e Die Teilbarkeitsrelation und ihre Eigenschaften
1«2. Beweis einiger Teilbarkeitsregeln |
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2. Primfaktorenzerlegung,spezielle Primzahlen
3. GroBter gemeinsamer Teiler, Euklidischer Algorithmus, An-
wendungen

Iit.: - Holzer: Zshlentheorie Teil I /1/, 1958
- (MSB) Litzmann: Riesen und Zwerge im Zahlenbereich /1/
1969

- (MSB) Iehmann: {bungen fiir Junge Mathematiker I /1/1968
= Kyloujnine: Primzahlzerlegung /2/ 1971
- Worobjow: Teilbarkeitskriterien /2/ 1972
- "alpha® 5. Jhg. 1971 S. 83 Die Teilbarkeit durch 7

8, Jhge 1974 S.106 Wir arbeiten mit Primfaktor-

zerlegungen (Teil 1)
S.126 Teil 2

- WURZEL 9/75 Primzahlen

3,4, 5/77 Primzahlen

Klasse 8  ZAHLENKONGRUENZEN (Zahlentheorie II)

1. Begriff und Elgenschaften der Zahlenkongruenzen

2. Restklassen

2.1. Bildung von Restklassen (Beispiele!) und vollstdndiges

Restklassensystem

2.2. Erkldrung der Rechenoperationen mit Restklassen

2.3. Kleiner Fermatscher Satz

3. Aufgaben iiber Primzahlzwillinge, Zahlenpotenzen, Teilbar-
keitsregeln

4. Prime Restklassen und lineare Bestimmungskongruenzen (Aufga=-
ben)

Lit.: siehe Zahlentheorie 1

Klasse 8 ELEMENTARGEOMETRIE (Geometrie I)

1. Dreieckskonstruktionen

1.1« Grundkonstruktionen

1.2. Dreieckstransversalen, Schnittpunktsédtze

1«3. allgemeine Prinzipien beim Ltsen geom. Konstruktionsaufga-

ben



Unterrichtaplan 70

1.4. Konstruktionen mittels Hilfsdreiecken

1.5. Konstruktionsaufgaben mit Seitenhalbierenden

1.6. Konstruktionsaufgaben,bei denen Strecken= oder Winkeldiffe-
renzen und -summen gegeben sind

1.7. Aufgaben, die sich auf 1.4. bis 1.6. zuriickfilhren lassen

1.8. Aufgsben iiber Inkreis, Ankreis, Umkreis

1.9. Viereckskonstruktionen, die sich auf Dreleckskonstruktio-
nen zuriickfilhren lassen

2. Bemerkenswerte Punkte und Linien des ebenen Dreiecks

2.1. Eulersche Gerade

2.2. Feuerbachscher Kreis

2.3. weitere #hnl. Aussagen und Sdtze (z. B. Miquelscher Satz)

3. Streckenteilung

4, verschiedene Konstruktions-= und Berechnungsaufgaben am Kreis

(z. B. Méndchen) |

Iit.: = (MSB) Grosche: Ubungen fiir Junge Mathematikex II, /1/

1969

- (MSB) Iitzmann: Altes und Neues vom Kreis /1/ 1966

~ Donath: Die merkwiirdigen Punkte und Linien des ebenen
Dreiecks /2/ 1969

- (MSB) Hameister: Geometrische Konstrustionen und Beweise
in der Ebene /1/ 1970

- "glpha" 4 Jhg. 1970, S. 30, Wie 16st man eine Konstruk-

tionsaufgabe?
- WURZEL 3,4,5/71 Uber geometrische Konstruktionsaufgaben
9,10 /73 Geometrische Figuren

Klasse 8 GEOMETRISCHE BEWEISE (Geometrie II)

1. Aussagenlogische Grundlagen

2. Wesen des direkten Beweises, verschiedene Verfahren und heu-
ristische Regeln an Belspielen

3. Logische Struktur des indirekten Beweises, typische Aufgaben

4. Umkehrung von Sdtzen

Lit.: siehe 3. und 4. zu Geometrie I
= Dubnow: Fehler in geometrischen Beweisen
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Klasge 8 ABBILDUNGEN (Geometrie IIT)

1. Bewegungen (in der Ebene) \

1.1. Translationen, Drehungen, Spiegelungen

1.2. Kongruenz ebener Figuren

1.3. Untersuchung spezieller Bewegungen (z. B. Schubspiegelung)
1.4. anschaulicher Aufbau der Ornsmentgruppen der Ebene

2. Ahnlichkeitsabbildungen

2.1. Produkt zweier bzw. mehrerer zentrischer Streckungen

2.2. Produkt von zentrischen Streckungen und Bewegungen

Iit.: = Tbth: Reguidre Figuren /1/ 1965
- G6rke: Mengen, Relationen, Funktionen /3/ 1973
- "alpha" 4. Jhg. 1970 S. 55 Ornamente (Teil 1)
S. 78 (Teil 2)

Iérg Vogel

Renate Oehmichen

Der Sieger von Palermo (V)

6. Der goldene Schnitt

Wir wollen Gegenstinde unseres tdglichen Bedarfs, wie Streich-
holzschachteln, Biicher, Ansichtskarten u. &., einmal auf ihre
Abmessungen hin untersuchen. Plir eine Streichholzschachtel fin-
den wir (in mm) etwa die Werte 53 x 37, flir eine Ansichtskarte
146 x 104, fiir Meyers Neues Lexikon 235 x 166. Als entsprechen-
de Quotienten erhdlt man 53 : 37 & 1,43, 146 : 104 =~ 1,41 und
235 : 166 a¢ 1,42. Diese Ubereinstimmung der Verhdltnisse von
Linge und Breite ist nicht zufidllig. Schon im Altertum war be-
kannt, daB die Teilung einer Strecke in einem bestimmten Verh#dlt-
nis fiir das menschliche Auge als besonders wohlgefdllig er-
gcheint. Diese Teilung wurde als "Goldener Schnitt" (Sectio
aurea) bezeichnet. Die Teilung einer Strecke a geschieht dabeil
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derart, daB die Ldnge ihres griofBeren Abschnittes b die mittlere
Proportionale der Ldnge der ganzen Strecke a und des kleineren
Abschnittes ¢ = a=b ist.

(28) a tb=Db: (a=b)

Man spricht in diesem Falle auch von einer '"stetigen Teilung"
der Strecke a. Als positive Ldsung fiir b erhdlt man aus (28)

(29) be=§(5-1)=-a.T,
woraus durch elementare Umformungen

(30) T =%

folgt. Derart gibt T das Verhdltnis der gesemten Strecke und
ihres grtB8eren Abschnittes bei einer Teilung nach dem Goldenen
Schnitt an. Der Buchstabe T kommt von dem griechischen Wort
Topy, welches "Schnitt" bedeutet. Die Losung (29) der Glei-
chung (28) ist bereits im II. Buch der "Elemente" von EUKLID
(ca. 365 = 300 ) enthalten.

Historisch spielte der Goldene Schnitt in der Kunst eine groBe
Rolle. In der griechischen Baukunst der perikleischen Zeit

(z. B. athenische BRauten aus den Jahren 450 = 430) tritt dies
besonders klar hervor. Lange Zeit waren Kiinstler der Meinung,
die ideale Schonhelt von Figuren liege genau dann vor, wenn ihre

Einzelteile zueinander in einem dem Goldenen Schnitt entspre=
chenden Verhdltnis stehen. Das alte Leipziger Rathaus wird z. B.

durch seinen Turm in diesem Verh#linis geteilt. Verschiedene
jdealistische Philosophen der Antike und des Mittelalters ver=-
wendeten die augenfidllige Schdnheit von Kunstwerken oder Gegen=-
gtdnden, bei. denen Teilungen nach dem Goldenen Schnitt erfolg-
ten, um hierasus #sthetische oder sogar philosophische Prinzipien
abzuleiten. Mit ihren "Theorien" versuchten sie, Erscheinungen
in Natur und Gesellschaft nicht nur zu beschreiben, sondern
auch zu erklédren. Eine solche Betrachtungsweise hat natiirlich
mit Wissenschaft nicht das geringste zu tun. Unter dem Einfluf
einer solchen idealistischen Betrachtungsweise stand offenbar
auch FRA LUCA PACIOLI (ca. 1445 - 1509), indem er in seinem
1509 versffentlichten Buch "De divina proportione" iiber die
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Zahl T nicht von den Eigenschaften dieser Zahl spricht, son-
dern von deren "Wirkungen". Unbeschadet dessen stellt dieses
Buch eine groBe mathematische Leistung dar. Die Zeichnungen in
diesem Buch fertigte PACIOLI nach Vorlagen seines Freundes
LEONARDO DA VINCI (1452 = 1519) an. Wir werden im néichsten Ab-
schnitt auf eine Aussage dieses Buches niher eingehen.

T. Das regelmdBige Zehneck

In seinem Buch spricht PACIOLI von "der siebenten unschitzbaren
Wirkung" der Zahl T , die darin besteht, daB T Umkreisradius
eines regelméfigen Zehnecks der Seitenldnge 1 ist. Wir haben
diese Eigenschaft der Zahl T nun im weiteren zu beweisen.

Fiir ein regelmdBiges konvexes Zehneck mit der Seitenlédnge
8,021 sel mit r der Umkreisradius bezeichnegaobas Dreieck ABM
ist gleichschenklig und wir erhalten o€ = = 36°. Die Ba-
siswinkel [3 ergeben sich mithin zu f?s % (180° - 36°) « 72°.
Mit der Winkelhalbierenden AC entstehen zwei gleichschenklige
Dreiecke ABC und ACM. Es gilt also s,, = AB = AC = CM und

BC = r=8,q. Die Dreiecke ABC und ABM haben gleiche Winkel und
sind somit &hnlich. Es gilt also AB : BC = AM : AB, nach dem
eben Brrechneten also

(31) 840 ° (r-310) =T i85,

Wegen s,,=1 folgt hieraus r2-r+1, was nach (17) und (18) aber
gerade r= T bedeutet.
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Ohne speziell s,,=1 zu setzen, folgt aus (31) allgemeiner

(32) T“Ef'as
de h., die Strecke r wird durch B,4 und r-s,, gerade im Golde=-

nen Schnitt geteilt.

8. Die Teilung einer Strecke im Goldenen Schniti

Wenden wir uns nun einer neuen Aufgabe zu. Elne vorgegebene
Strecke AB ist mit Zirkel und Lineal innen so zu teilen, daB
der grtBere Teilabschnitt AC die mittlere Proportionale zwi-
schen dem kleineren und der gesamten Strecke wird, d. h., dal
gilt

(33) I8 : AC = AC : (4B - AC).

GemdB (28) und (30) ist dies dazu #quivalent, daB die Beziehung
4) T2
AC

erfilllt ist. - Hierzu fiihren wir folgende Konstruktion aus:
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Der Sehnentangentensatz besagt, daB jede Tangente von einem
‘Punkt an einen Kreis die mittlere Proportionale zu den durch
den Krels gebildeten zugehdrigen Sekantenabschnitten ist. Wir
erhalten somit

(35) AB : AE = AD : AB .

Wegen AD=AC und AB=DE erhalten wir

(36) AB : (AE - DE) = AD : (AB - AG),

woraus sofort

(37) AB : AC = AC : (AB - AC)

folgt, was aber gerade die Behauptung (33) war. -~ Fiir eine ge-
gebene Strecke AB ist also eine Strecke AC zu konstruieren,
welche gerade der Beziehung (34) geniigt. Vergleichen wir nun
(34) mit (32), so bedeutet dies, daB wir fiir einen gegebenen
Unkreisradius r die Strecke 810 mit Zirkel und Lineal konstru-
ieren kdnnen. Insgesamt ist damit eine Konstruktion regelméBi=-
ger konvexer Zehnecke beschrieben. Man iiberlegt sich leicht,

wie diese Konstruktion verwendet werden kann, um regelmdBige
konvexe 5.2"-Ecke (n20) mit Zirkel und Lineal zu konstruieren.

Dr. Kiette
Bereich Mathem. Kybernetik

Die Probe

kinmal erhielt der englische Chemiker und Physiker Prof. Davy
von einem ihm unvesnannten Studenten namens Faraday einen mrief.
Er schrieb dem Professor, deB er dessen Vorlesungen gehdrt
habe una ihn bitte, in seinem Insvitut arbeiten zu diirfen.

"Was soll 1ch ihm antworten?" fragte Davy seinen Assistenten,
"Probleren Sie es mit ihm!" entgegnete dieser."Il'ragen Sie ihm
an, die Destillierkolben und Keagenzg.aschen zu reinigen.

Wenn er einverstanden 1st, kann aus inm etwas werden!"

Der Assistent hatte sicn nicnt geirrt.
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Preisaufgaben 5/78

Gegeben sei ein Dreieck ABC' mit den Innenwinkeln
d.,P,f . Man beweise:

sind + sinf + sin@ +8) 1+co8 i
sin.t-'ain{.l 3 'ﬁ_ Bin

Es seien XyseeesX, > 1. Man beweise:

n
1 .
;E; 1+ X 3 n - =
= L B

n

&2

K 26

Es sind alle Primzahlen zu finden, fir die 14p2 + 1
eine Primzahl ist.

K 27

- Man bestimme alle dreistelligen Zahlen, die durch 11 ge=
teilt eine Zahl ergeben, die gleich der Summe der Qua-
drate der urspriinglichen Zahl ist.

K 28

Man finde alle Funktionen, die folgende Funktionalglei=-
chung erfilill®h:
a . f(x=-1) + b.f(1-x) = cx, wobei a,b rational, |al¢lq i

OKOJIO ZQHHOTO IPAMOYIOJbHUKA OMMCATH HOBHH IPAMOYT'OJBHUK,
KOTOPHH MMes Oh 3aTAHHYN IJOHMaNb m’s
[Ipr xaxoM M 3a7aya paspeumMa’?

EinsendeschluB: 31. 7. 1978

Lisungsbedingungen:

Fiir jede vollstdndige LOsung erhdlt der Einsender die bei der
entsprechenden Aufgaben angegebene Punktzahl. Am Ende des Schul=-
jahres versenden wir Blichergutscheine an alle Einsender, die im
abgelaufenen Schuljahr mindestens 10 Punkt erreichten. Einsen-
dern mit weniger als 10 Punkten werden die in diesem Jahr er-
reichten Punkte fiir das ndchste Schuljahr gutgeschrieben.

Die Losungen sind - jede Losung auf einem gesonderten Blatt,
versehen mit Name, Adresse und Klassenstufe des Einsenders =
unter dem Kennwort "WURZEL-Preisaufgaben” an uns zu senden.
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Die XVII. Olympiade Junger Mathe-
matiker in der DDR

Die Jugendhochschule "Wilhelm Pieck" am Bogensee bei Bernau

in der Woche vor Ostern - der traditionelle Ort und Zeitpunkt
fir die Durchfilhrung der 4. Stufe der alljgdhrlichen Mathematik~
olympiade. Die Schule ist wegen ihrer GrtBe, ihrer schonen Lage
und ihrer Abgeschiedenheit als Austragungsort fiir diesen Wett-
bewerb besonders gut geeignet,

Die DDR-Olympiade, die ein HShepunkt in der Olympiadebewegung
ist, 188t sich gut vergleichen mit "der Spitze eines Eisberges".
Tausende von Schillern der Klassenstufen 5 bis 12 hatten in den
vorangegangenen Monaten an den Schul-, Kreis- und Bezirksolym-
piaden teilgenommen. Die Teilnahme wurde ihnen erméglicht durch

die aufopferungsvolle Arbeit ungezéhlter Lehrer in Arbeitsge-
meinschaften, Korrespondenzzirkeln, Spezialistenlagern und
schlieBlich bei der Organisierung und Durchfithrung der Olympia=-
den selbst. Gerade diesen Aspekt betonte Prof. Dr. Bausch, Lei-
ter des Zentralen Olympladekomitees, in seiner Erdffnungsrede.

Fiir die Klausuren, die Montag und Dienstag vormittag stattfan-
den, hatten sich 208 Schiiler, darunter 16 Mddchen, qualifiziert.
Unmittelbar vor Beginn der ersten Klausur gab Prof. Dr. Burosch,
Vorsitzender der Jury, noch einige arbeitstechnische Hinweise,
dann folgten viereinhalb Stunden angestrengter und konzentrier-
ter Arbeit der Olympiadeteilnehmer. Sicher nicht minder anstren-
gend war am Nachmittag die Arbeit der Korrektoren. Es ist nicht
leicht, sich in immer wieder neue Losungsideen der Schiiler ein-
zuarbeiten und hierbei einen objektiven BewertungsmaBstab ein-
zuhalten,

Die Schiiler hatten wdhrenddessen die Gelegenheit, sich bei Tisch-
tennis, FuBball oder kleineren Spaziergingen im Gel&dnde der Hoch-
schule zu erholen. Am Abend stand noch einmal die Mathematik im
Mittelpunkt. Prof. Dr. Krdtenheerdt hielt einen interessanten
Vortrag "Uber Kreis- und Kugelpackungen" - einem Gebiet aus der
kombinatorischen Geometrie.
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Am Dienstag nach der zweiten Klausur standen filir die Olympiade-
teilnehmer 2 Foren und ein Lichtbildervortrag. auf dem Plan. So
konnte man sich in einer Veranstaltung mit Klaus Ullrich, dem
Leiter der Sportredaktion des ND, liber die Sportpolitik der DDR
unterhalten. In dem anderen Forum sprachen zwel Mitarbeiter des
Ministeriums fiir Staatssicherheit iliber die Arbeit eines gozia-
listischen Kundschafters. Der Diavortrag von Dr. Lau, Tierpark
Berlin, informierte iiber die Aufgabe der Tiergédrten beil der Er-
haltung vom Aussterben bedrohter Tierarten. Am Abend warteten
die Schiiler mit Spannung auf die Bekannigabe der Ergebnisse
ihrer Arbeit, die dann auch gegen Mitternacht erfolgte.
Mittwoch vormittag konnte noch das Wilhelm-~Pieck-=Kabinett der
Jugendhochschule besichtigt werden bevor die Abreise nach Ber-
lin erfolgte. Der Nachmittag wurde dann zu einer Stadtrundfahrt
oder zu einem individuellen Stadtbummel in Berlin genutzt. Um
19.00 Uhr begann im Marx-Engels-Auditorium der Humboldt-Univer=
sitdt die feierliche Siegerehrung,.

Mit einem 1. Preis konnten ausgezeichnet werden:

1
in Olympiadeklasse 10:
Axel Frohldich
Spezialschule "Carl Friedrich Gauss"
Prankfurt/Oder

Grit Werner
Humboldt-EOS, Megdeburg
Schiilerin der 9. Klasse

in Olympiadeklasse 11:
Bodo Helse
Jurin~Gagarin-Oberschule, Gorlitz
Schiiler der 8. Klasse

Steffen Zoptf
EOS "Karl Marx", leipzig
Schiiler der 10, Klasse

Bernd Kreuf3iler
Spezialschule fiir Mathematik/Physik,
Humboldt=Universitdt Berlin
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n Olympiadeklasse 12:

Thomas Maiwald

Spezialklasse fiir Mathematik/Physik/Technik,

Techn. Hochschule Karl-Marx-Stadt

Peter Dittrich
Spezialschule fiir Mathematik/Physik
Humboldt-Universitdt Berlin

Es wurden 16 Schiiler mit einem 2. Preis und 26 Schiiler mit
einem 3. Preis ausgezeichnet. (Die Namen der Preistriger und
die Olympiadeaufgaben werden in der "alpha", Heft 4/78 bzw.
5/78 versffentlicht.) 32 Schiiler erhielten eine Anerkennungs-
urkunde. Interessant ist, daB von den insgesamt 39 Friihstartern
drei 1., zwel 2., sechs 3. Preise und drei Anerkennungsurkunden
"errechnet" wurden. Der Schiiler Friedemann Schuricht, 11. Klas-
se, Humboldt-EOS Leipzig, erhielt fiir die besonders elegante
Losung einer Aufgabe ein Diplom. 13 Schiiler wurden als Kandida-
ten flir die Mannschaft der DDR zur XX. Internationalen Mathema-
tikolymp%ade nomidiert.

lérg Vogel

=

Der Mantel
Albert Einstein traf einen seiner Bekunnten.
"Herr Einstein, Sie sollven sich unbedingt einen neuen Mantel
kaufen!" riet ihm dieser. )
"Weshalb denn?" entgegnete Einstein., "In dieser Stadt kennt
mich doch keiner!™
Jahre spéater trafen sich beide wieder in aerselben Stadt.
Einstein trug noch immer den alten Mantel. Der Bekannte riet
dem. Gelehrten ermeut, sich einen neuen Mantel zu kaufen.
"Weshalb denn?" entvgegnete Einstein. "Hier kennt mich doch jeder!"™




Titelbild 86

Zum Titelbild

Die Teilung einer Strecke im Goldenen Schnitt, 4. h. in zwel
ungleiche Teile derart, daB die gesamte Strecke sich zum
groBeren Teil verh&lt, wie dieser zum kleineren, empfindet

der Mensch als besonders harmonisch. Sie wurde deshalb immer wie-
der in der Kunst angewendet, vor allen in Kunstepochen, die der
Proportionslehre viel Aufmerksamkeit schenkten. (Antike,
Renaissance, Klassizismus)

Unser Titelbild zeigt das Mitte des 16, Jahrhunderts von
Hieronymus Lotter erbaute Alte. Rathaus in Leipzig.

Der Turm steht nicht in der Mitte, sondern teilt die Vorder-
front im Goldenen Schnitt. Durch diese asymmetrische Anordnung
des Turmes wirkt der ganze Bau lebendiger, reizvoller und
abwechslungsreicher.

"Unser Lehrer hat heute eine Fiinf geschrieben!" triumphiert
Florian., "Und worin?" fragt Florians Papa schadenfroh.
"Tn mein Mathematikarbeitsheft", antwortet der Enabe.
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Zum Losen von Beweisaufgaben i

1. Vorbemerkungen

Soll eine Aussage in den Rang eines Satzes innerhalb einer mathe-
matischen Theorie erhoben werden, so ist es erforderlich, die
Allgemeingiiltigkeit dieser Aussage zu zeigen. Dies geschieht
durch einen Beweis. Dabei verstehen wir unter einem Bewels eine
Folge von Schliissen, mittels derer die in der Aussage formulier-
te Behauptung aus den Vorsussetzungen dieser Aussage (und dazu
zdhlen neben den unmittelbar in der betreffenden Aussage genann-
ten Bedingungen auch bereits frilher bewleseae Sitze, Axiome oder
bekannte Definitionen) gefolgert wird. Gelingt es dabei, ausge=
hend von den als wahr angenommenen Voraussetzungen, zwingend von
diesen iiber Zwischenfolgerungen auf die in der Aussage formulier-
te Behauptung zu schlieBen, so ist die Wahrheit der Aussage nach-
gewiesen. Unter einem zwingenden SchluB verstehen wir dabel das
Gewinnen einer Aussage aus einer anderen, bekannten, wahren Aus-
sage (der Priémisse) durch Verwenden von SchluBregeln, die so be=-
schaffen sind, daB8 bei Wahrheit der Prdmiasse auch die

neu gewonnene Aussage, die Folgerung (die Konklusion) wahr ist.

Solche hdufig beim Beweisen angewendeten SchluBregeln sind z.B.
der SchluB auf eine Implikation (wenn, so - Aussage), der
SchluB aus einer Implikation, bekannt als Abtrennungsregel oder
die Regel der Kontraposition. Diese, aber auch andere SchluB-
regeln basieren allgemein auf Sdtzen der Loglk, die uneinge-
schriankt beim Aufbau mathematischer Systeme Anwendung finden
knnen. So ist zum Beispiel die Abtrennungsregel auf Grund der
Bedeutung der Implikation plausibel. Sie besagt: Wenn man weiB,
daB die Implikation V— B (wenn V, sc B) wahr 1st und da8 auch
V wahr ist, dann kann man daraus auf die Wahrheit von B schlie=~
Ben. Auch die Regel der Kontraposition findet ihre Begriindung
in einer allgemeingiiltigen Aussage der Logik. Sie beinhaltet:
Soll eine Aussage der Form "V—e B" (wenn V, so B) bewiesen wer-
den, so ist der Beweis auch erbracht, wenn man die Aussage
—~B —= =V (wenn "nicht B", so "nicht V") bewiesen hat. Sie be=-
ruht auf der Aquivelenz der Ausdriicke (p —-q) und ( ~q—= =p).
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2. Zur Bedeutung heuristischer Regeln fiir das Finden einer Be-

weisidee

Bevor wir nun daran gehen, verschiedene Methoden des Beweisens
mathematischer Aussagen zu formulieren und bei der Erarbeitung
spezieller Beweise zu betrachten, wollen wir noch einige Uberle-
gungen anstellen, wie wir das Suchen nach einer Beweisidee
steuern kbnnen, wollen wir uns ein System "heuristischer Regeln"
schaffen, deas uns unterstiitzt, jenes Wissen und jene Operationen
zu aktualisieren und zu organisieren, die helfen k®¥nnen, eine
Idsung zu finden.

So kann z. B, die Beachtung folgender Regeln wesentlich dazu

beitragen, den ProzeB8 der Bewelsfithrung zu unterstiitzen.

1. Das vollstdndige Verstehen der Aufgabenstellung ist Grundbe-
dingung fiir die Ldsung. Bemithe Dich deshalb, den Sinn des
Lehrsatzes genau zu erfassen, bzw, ‘liberpriife , ob die vorge-
gebene Aussage iiberhaupt einen Sinn hat! Verifiziere die Aus-
sage in moglichst vielen Sonderfdllen, um das Vertrauen in
ihre Gliltigkeit zu vertiefen!

2. Formuliere den zu bewelsenden Satz in der "wenn, so-Form",
da hieraus die Voraussetzungen und Behauptungen leichter zu
erfassen sind! {fberlege dabei: L&Bt sich der Satz anders,
besper, verstdndlicher formulieren? L&Bt sich die Behauptung
anders gusdriicken?

3. Hebe die Voraussetzungen und die Behauptung hervor! Untersu-
che, ob slle wesentlichen Begriffe, die in die Aufgabe ein-
gehen, erfaBt wurden! Verschaffe Dir Klarheit iiber sie! Die
Losung einer Beweisaufgabe wird oftmals dadurch erleichtert,
daB man die Voraussetzungen und die Behauptung in geeignete
Teile zerlegt. ‘

4. Versuche, wenn mdglich, die Aussage in einer Zeichnung zu
erfassen! Pertige die Zeichnung sorgfdltig und iibersichtlich
an! Versuche dabel, Zusammenhinge deutlich zu machen, d. h.
vorliegende Angaben so einzubeziehen, daB geometrische Grunde
figuren entstehen!

Fihre, wenn ndtig, Hilfslinien ein! Dazu gibt die Analyse der

in der Aufgabe verwendeten Begriffe oftmals wichtige Hinweise.
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Beachte: Spiegele in der Zeichnung den Sachverhalt der Auf=-
gabe adidquat wider! Vermeide Sonderfille!

5. Untersuche die gegebenen und gesuchten GroBen nach funktio-
nalen Zussmmenhiéngen!

6. Versuche Ahnlichkeiten zu anderen Beweisfiihrungen (evtl. bei
Sdtzen mit gleichen charakteristischen Teilen) festzustellen,
Analogien zu anderen Aufgabenstellungen zu entdecken und fiir
die Beweisfithrung zu nutzen!

Untersuche, ob es Teilprobleme gibt, die auf die LSsung der
Beweisaufgabe ilibertragen werden ktnnen!

Bei der Anwendung dieser heuristischen Regeln sollte Dir bewuBt

sein, daB

- man eine Allaussage beweist, indem man die Aussage fiir ein be-
liebiges Element des Variablengrundbereiches beweist;

- man eine Allaussage widerlegt, indem man ein Gegenbeispiel an-
gibt;

- man eine Existenzaussage bewelst, indem man ein Element aus
dem Variablengrundbereich angibt, fiir das die Aussage zutrifft;

- man eine Existenzaussage mit Hilfe ihrer Negation widerlegt,
wobel diese negierte Aussage dann hdufig indirekt bewiesen
wird.

Dr. Alired GroB
Bereich Methodik des
Mathematikunterrichts

Die SchluBfolgerung

Um dle Wirkung des Alkohols zu demonstrieren, setzt der Biologie-
lehrer in ein Glas H20 und in ein Glas Alkohol je einen Regen-
wurm. Der Wurm im Alkohol verendet bald, der im Wasser tummelt
g8ich munter weiter,

"Wae konnt ihr daraus lernen?" fragt der Lehrer.

Fritzchen: "Wer Schnaps trinkt, kriegt keine Wirmer!"
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Preissufgaben

Preisaufgaben

K 31

Man konstruiere ein Dreieck ABC, wenn folgende Stiicke
bekannt sind:

Seite ¢, Winkel p s, Seitenhalbierende Sy e

Man konstruiere ein Viereck aus der Ldnge der Diagonalen,
der Liénge zweiler gegeniiberliegender Seiten und dem Winkel,
den diese Seiten miteinander bilden.

Es sei [z] diejenige ganze Zahl, fiir die gilt

[z] £2<[7 + 1.

Man ermittle alle reellen Zahlen z, flir die gilt:
(1) =10z s 2
2 [27 =[2]?

Man ermittle alle geordneten Paare natlirlicher Zahlen
(x,y) mit X<y fiir die gilt: 4 = L ist eine zweistel-
lige Zahl, und wenn man die Ziffern von d vertauscht, er-
gibt sich das geometrische Mittel e ='1E:§‘ von x und y.

Man untersuche, ob es ein Polynom dritten Grades f(x) gibt,
so daB £(0)=T4; £(1)=19; f(2)=65; £(3)=92 gilt, Wenn ja,
so ermittle man f£(4) und £(5).

= o e

s AByx Touek NpsaMOjff IMpPOBeZEHH MO ABE KacaTelbHHe

K OKDYXHOCTH. B 00pa30BaHHHEe yriH C BSDIMHAME B 3THX
TOYKAX BIACAHH OKDYRHOCTH DABHOTO PaZUyCa. .

JlokasaTh, YTO HX JHHNA [EHTPOB MapalNesHa ZaHHON HpAMOH.

EinsendeschluB: 31. 8. 78
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Losungsbedingungen:

Flr jede vollstidndige Losung erhdlt der Einsender die bei der
entsprechenden Aufgabe angegebene Punktzahl, Am Ende des Schul-
Jahres versenden wir Biichergutscheine an alle Einsender, die im
abgelaufenen Schuljahr mindestens 10 Punkte erreichten. Einsen-—
dern mit weniger als 10 Punkten werden die in diesem Jahr er-~
reichten Punkte filir das nédchste Schuljahr gutgeschrieben,

Die Losungen sind - jede Losung auf einem gesonderten Blatt,
versehen mit Name, Adresse und Klassenstufe des Einsenders -
unter dem Kennwort "WURZEL-Preisaufgaben" an uns zu senden,
Alle Aussagen sind stets zu beweisen., Dies bedeutet insbesonde-
re, dafl die in einer LOsung unbewiesen verwendeten Sachverhalte
anzugeben sind, Der Losungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen,
Konstruktionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein.

Al

Der Sieger von Palermo (VI)

9. Das regelmiBige Fiinfeck

In seinem 1963 erschienenen Buch "Unvergingliche Geometrie"
zeigt H. S. M. COXETER, daB sich die Diagonalen im regelmiBi-
gen Flinfeck nach dem Goldenen Schnitt teilen. Wir betrachten
hierzu ein Fiinfeck ABCDE. Die Diagonalen CE und BD mbgen sich
im Punkt S schneiden. Die Dreiecke BES und CDS sind gleich-
schenklig und einander #hnlich.
B £ (Man iiberlege sich, warum dies
gilt!). Wir erhalten somit

B e ——agy S
(38) BS : 5D = BE : OD.

Da BS und AE Gegenseiten des Rhombus ABSE sind, gilt BS = AE
und somit BS = CD. Ferner ist offenbar SD = BE - BS, wir erhal=
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ten demit
(39) ﬁ : (ﬁf} o ié) = Hﬁﬁ H E“S,

woraus die Beziehung

(40) T =
; BS f
folgt. Wegen BE = BD wird also die Diagonale BD durch die

Strecken BS und SD = BD - BS im Goldenen Schnitt geteilt.

Anhand des regelmdBigen Flinfecks ist die Beziehung

(41) -7_‘-2003-’51‘

‘abzuleiten. Hierzu betrachten wir das Filinfeck ABCDE mit der
Seitenlinge 1. GemdB (40) hat also eine jede Diagonale die
Lange T . Wir verwenden ferner als Beweishilfe die folgende
GesetzméBigkeit belm gleichschenkligen Dreieck ACD: Ist mit
r der Umkreisradius des Dreiecks ACD gegeben, so gilt

(42) 2 CD Bl w AC
I = SInx CAD " 5In <« ACD = 51n ¥ ADC °

Wir beweisen also zundchst die Beziehung (42). Wegen der Glei=-

L}

chung <X CMD = 2, 4 CAD gilt

(43) L CMA' = & A'MD = & CAD und

(44)  r.sin 4 CAD = GA' = % 0D ,
CD

sin & CAD

(42) sind in analoger Weise zu zeigen.

woraus 2r =

folgt. Die restlichen zwei Identitdten in
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Das Flinfeck ABCDE sollte die Seitenldnge 1 haben, es gilt also
CD=1. SchlieBlich sind AC und AD Diagonalen im Piinfeck ABCDE,
woraus AC=AD= T folgt. Insgesamt erhalten wir aus (42) die Be=
ziehung '

(45) T . 8in <4 CAD = sin & ACD.

Nun ergibt sich weiterhin aus der Gleichung 4 ACD= 4 ADC=
=2. & CAD sofort 180%= 7 =5. & CAD, also

(46) 450AD=?5" und ¢Acn=2.5’£ .

Aus (45) folgt somit T . sin ‘E: = 8in ggﬂ; = 2c08 133-1- . sin% :
womit (41) bewiesen ist.

10. Eine Aufgabe filr den Leser

Ein Rechteck mit den SeitenliZngen a und b so0ll ein "Goldenes
Rechteck" heiBen, falls die ldngere Seite a durch die kiirzere
Seite b im Goldenen Schnitt geteilt wird, d. h. es gilt T = % i
Es ist zu zeigen, daB in jedes Quadrat ein Goldenes Rechteck
derart einzuzeichnen ist, daB jede Ecke des Rechtecks eine Qua=~
dratseite im Goldenen Schnitt teilt.

I N E_E.q
FG AE
‘4 b b c
o E a F
D

Hierzu habe das Quadrat die Seitenldnge 1. Bestimmen Sie wei-
terhin die Seitenldngen a und b des Goldenen Rechtecks!

N N

"Ich bin entti@uscht", sagt Fritzchen nach dem 1. Schultag, "so
etwas nennt sich 1. Klasse, dabei stehen nur Holzbdnke drin."
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Sieger von Palermo

Aufgaben zum Artikel "Der Sieger von Palermo"

£ =0, £ =1, f

nt2 " Tntfngq o n20

Def. : m|n =), m ist Teiler von n
ST

ggT(m,n) =a &>, 8 ist gribter gemeinsamer Teiler

Aufgabe 1: (1)
(2)

(3)
(4)
(5)
(6)
(7
(8)
(9
(10)

Aufgabe 2: (1)

(2)

von m und n

Aus m|n folgt stets £ |f .
Es ist stets ggT(fn+1,£n) = 1.

ss!(fm.fn) = fgg!l‘(m,n)
Aus fmlfn folgt stets m|n.
Z‘fné} 3|n

3|, <> 4|n

4|2, €= 6|n

5|2, €< 5|n

7|2, &> 8|n

VmIi (14w & m[fi)

Die Folge der letzten drei -Ziffern der
Fibonacci=Zahlen fo,f1,f2,... ist periodisch.

Zeigen Sie, daB unter den Zahlen fo,...,f1;00°.000
elne solche existiert, die auf drei Neunen
endet.

Aufgabe 3: Im Geschlecht eines Einzellers gelten folgende Fort-
pflanzungsregeln:

a) Jeder Einzeller hat einen oder zwei Nachfolger
(*sSthne"). '

b) Hat ein Einzeller zwel Nachfolger, so hat dieser
Einzeller drel Nachfolger im zweiten Glied
("Enkel"™).

c) Hat ein Einzeller einen Nachfolger, so hat dieser
Einzeller zwel Nachfolger im zweiten Glied.
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Zu Beginn verfiigen wir iiber einen Einzeller. Geben
Sie die Anzahl der Nachfolger dieses Einzellers im
n-ten Glied an, wobei dieser Einzeller

(1) einen Nachfolger oder

(2) zwei Nachfolger

haben soll.

Fall (1) Fall (2)

Dr. Klette
Bereich Mathematische
Kybernetik

Auflosung des Kreuzwortrdtsels
aus Wurzel 3/78

W.aagerec. ht:

1. Komrergenz 7.Gras 1o.Ade 11.Sau 12.Astat 13.Division
14 .MAS 15.Toccata 17.Séuren 20. Geste 22.Sinai 23. Ale
on,0ise 26. Nenner 28,Stapel 31.Es 33.Met 35.Seni 36.Naab
38.,E1 39.Skandinavien ‘

S.enkrecht:

1.Kraftwagen 2.Nettchen 3.Estragon 4.Ga 5.Edda 6.Neisse
7.Gas 8.Ruine 9.Sand 11.Sinus 14.Masse 16,Teint 17.Rizasee
19.Nagqn 21.Term 25.Ast 27.Elba 29.Pein 30.,Lied 32.SA5
34,8ta 37.MI
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[Bsungen

lAufgabe K 1

Wie aus den Ungleichungen leicht zu erkennen ist, muB gelten
x> 0, y>»0 .
Es ergibt sich aus x > 32 sofort
Yx >y , also
%2 < y<YE . hierbei muB aber wie sofort
ersichtlich x <1 ; gelten,
Man erhélt die Ldsung also durch
x2< y‘-'\/? y wobei O0<x €1 gilts

Aufgabe K 2
Die Gleichung hat x = 48 als einzige ILdsung,

Aufgabe K 3
Die Gleichung 1dBt sich durch mehrmalige Anwendung der Addi-
tionstheoreme und Doppelwinkelformeln fiir Sinus und Cosinus

beweisen,
ufgabe K 4
Als Losung ergibt sich o
X = + a
;J g .2 2"
8 +b +c
2
Al 2 2 2
\/a +b "+c
2
z =+ e
\/a2+b2+02
fauggabe K 5 -
2
Bs gilt 8 =gy > oo
dq~ n=0
2
eldn s =44 _1 1

2 347 -0 (1-q)°
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ufgabe K 6
Die Losung wird in WURZEL 8/78 veroffentlicht.

Eufgabe K 7

Die Gleichung besitzt die Ldsungen:

T .on.T, L LT 2km
x1=-6+T’ X2’3 t'TE'*"‘B_!
wobel k und n ganzzahlig sind .

iﬁufgabe K 8
"~ Zunéchst wird die Lénge der Strecke IN berechnet, es ergibt
sich a = E.Vﬁ . Pidr die Strecke AL ergibt sich dann eine

Lédnge von 2.

Aufgabe K j
Aus der Ungleichung ergibt sich sofort
< 3=2x%
T-x

1 <2, x4¢1.

Fiir den Fall x< 1 ergibt sich ein Widerspruch und fir x> 1
folgt x & 2; also ergeben sich Losungen fiir x 2 2,

Aufgabe K 1Q'
Wie viele Leser richtig erkannt haben, besitzt das Gleichungs
system keine reellen Losungen, jedoch {was meist micht be=-

achtet wurde) komplexe Losungen, Diese sind
(ia,=ia,a); (=-ia,ia,a); (a,=-ia,ia);
(-ia,a,ia); (ia,a,=ia); (a,ia,=-ia).

Aufgabe K 11
Wenn man fiir sin x bzw., cos x die entsprechenden Ausdriicke

in tan'ﬁ einsetzt, erhdlt man eine quadratische Gleichung in

0° € x & 45° erfiillt. Als Losung verbleibt tan E izjzg .

—

tan E! deren eine L&sung jedoch nicht die Bedlngung

Aufgabe K 12}
Wenn man flir z die Darstellung
z = r (cosy+ 1.81n~.p)
wdhlt, ergibt sich mit z+ —i = 1 eine biquadrati-
sche Gleichung in r, wobei sich als Paramater der Winkel

darstellt; als maximaler Wert von r ergibt sich 1i§!§- y wWas

|z +1|

als Losung gesucht wurde.
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Unterrichisplan der Mathematik-
lager des Bezirkes Gera (Teil 2)

Klasse 9 GLEICHUNGEN UND UNGLEICHUNGEN

1. Losen komplizierter Gleichungen und Ungleichungen durch voll=
stindige Fallunterscheidung
2. Gleichungen und Ungleichungen mit Absolutbetrigen

Lit.: = Korowkin: Ungleichungen /2/ 1970
- (MSB) Kleinfeld: {/bungen fiir Junge Mathematiker /1/1969
- "alpha" 8, Jhg. 1974 S. 108 {iber Ungleichungen
= Wurzel 4/78 . Jensensche:sUngleichung

Klasse 9 DIRICHLETSCHES SCHUBFACHPRINZIP

Erléduterung des Prinzips und verschiedene Aufgaben

Iit.: "alpha"™ 9. Jhg. 1975 S. 9 Der Dirichletsche Schubfach-
schluB

Klasse 9 GRUPPENTHEORIE

1. Rolle der Gruppentheorie in der Mathematik

2. Aufbau des Gruppenbegriffs (Definition, Eigenschaften, Bel-
spiele)

3. Permutationsgruppen und zyklische Gruppen

4. Untergruppen

5. Anschauliche Erliuterung und Bedeutung von Isomorphismen
zw. Gruppen

Lit.: = Alexandroff: Einflhrung in die Gruppentheorie /2/
- FPlachsmeyer, Prohaska: Algebra (Studienbiicherei Mathem.
fiir Lehrer Bd. 3) /2/ 1975
- WURZEL 5/74 Der Gruppenbegriff
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Klasse 9 LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

1. Lineare Gleichungssysteme als Beschreibung praktischer
Probleme, Moglichkeiten fiir die Gestalt des Gleichungssystems
und seiner Losungen

2. Verketteter Algorithmus (GauB-Jordan)

3. Matrizenrechnung

3.1. Darstellung lin. Gleichungssysteme mit Hilfe von Matrizen

3.2. Rechenoperationen und Eigenschaften

3.3. Reguldre und singuldre Matrizen, Inverse

3,4. Gruppeneigenschaften von Matrizenstrukturen

4. Hauptsdtze fiir 1in. Gleichungssysteme (Rangkriterien)

Iit.: = (MSB) Drews: Lineare Gleichungssysteme und lineare
Optimierungsaufgaben /2/ 1975
- (MSB) Belkner: Matrizen /1/1970
- Hilbert: Matrizenrechnung /3/ 1975
- WURZEL 3,4/72 ldsen linearer Gleichungssysteme durch
Elimination

Klasse 9 DETERMINANTEN

1. Begriff und Eigenschaften, Koeffizienten- und Zdhlerdeter-

minanten
2. Berechnung, 2-, 3- und 4-reihiger Determinanten
3. Determinanten n-ter Ordnung, Eigenschaften von Determlnanten

Iit.: - (MSB) Belkner: Determinanten /1/1970
gsiehe Lit. Matrizenrechnung

Klasse 9 DIOPHANTISCHE GLEICHUNGEN (Zahlentheorie III)

1. Begriffsklédrung

2. Lineare Gleichungen mit 2 Unbekannten

3. Lineare Gleichungen mit 3 Unbekannten

4., Diskussion der Losung der Pythagoreschen Gleichung

5. Geometrische Bedeutung und graphische Darstellung

6. Systeme von diophantischen Gleichungen und ungeloste Probleme
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Lit.: = Gelfond: Die Aufldsung von Gleichungen in ganzen Zah-
len /2/
- "glpha" 6. Jhg. 1972, S. 110 Diophantische Gleichungen
- WURZEL 2/72 Diophantische Gleichungen

Klasse 9 SCHALTALGEBRA

1o Schaltfunktionen und Reihen-Parallel=Schaltungen

2. Boolsche Funktionen (Beziehungen zu logischen Ausdriicken,
Anzahl der Belegungen und Funktionen)

3. Reihen-Parallel=Schaltungen und Kanonische alternative Nor=-
‘malform, praktische Beispiele

Lit.: = Segeth: Elementare Logik /2/ 1972
- "alpha": 4. Jhg. 1970 S. 28 Einfithrung in die EDV
(Teil 8)
S. 56 Teil 9
- WURZEL 12/67, 1/68 Aussagenlogik und Boolsche Funktionen
9,10/71 Schaltungen aus log. Bauelementen
6,7,10/77 Schaltalgebra

Klasse 9 DARSTELLENDE GEOMETRIE (Geometrie IV)

1. Grundlagen und Grundkonstruktionen der Zweitafelprojektion
2. Durchdringung ebenfldchig begrenzter Korper

3. Drehschnittverfahren

4., Schattenkonstruktionen

Lit.: = Schroder: Darstellende Geometrie (Studienbiicherei
Mathem. fiir Lehrer) /2/ 1974

- Fucke, Kirch, Nickel: Darstellende Geometrie /4/ 1970
- Gilmpel: Zur Methodik der darstellenden Geometrie /3/
1973
- "alpha": 4. Jhg. 1970 S. 98 Ein kleiner Dreh fiihrt zum
Ziel
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Klasse 9 RAUMLICHE GEOMETRIE (Geometrie V)

1. Reguldre Polyeder (Eulerscher Polyedersatz, mdgliche reg.
Polyeder, Eigenschaften, Darstellung, Berechnungen, Dualitidt)
2. Probleme der Geometrie des Tetraeders
(Bew. d. rdumlicher Pythagoras, Kathetensatz u. Hthensatz
fiir rechtwinklige Tetraeder, Aussagen iiber Hthen)

Lit.: - T6th: Reguldre Figuren /1/ 1965
- Romah: Reguldre und halbreguldre Polyeder /2/ 1968
- "alpha": 5. Jhg. 1971, S. 106 Durch die Welt der Tetra- -
eder
8. Jhge 1974, S. 36 und 76 Weiter durch die
Welt der Tetraeder
- WURZEL 7,8/67 -Eulerscher Polyedersatz
3/76 Reguldre Polyeder

lorg Vogel
Renate Oehmichen

&M&EM &M &M & & &

Zeit und Ewigkeit
Eine amerikanische Journalistin fragte einmal Albert Einstein:

"Welch ein Unterschied besteht zwischen der Zeit und der Ewig=
keit?" "Mein Kind", antwortete Einstein gutmiitig, "wenn ich die
Zeit hiitte, Thnen diesen Unterschied zu erklédren, wiirde eine

Ewigkeit vergehen, bis Sie ihn vestehen wiirden."
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Der Sieger von Palermo (Vil)

11, Phyllotaxis

Auf dem Titelblatt dieses Heftes ist eine Laubblattrosette des
Mittleren Wegerichs (Plantago media) abgebildet. Die Bldtter
8ind nach ihrer genetischen Reihenfélge an der Achse beziffert.

Es sel bk das k=te Blatt in genetischer Reihenfolge. Bei dem
Mittleren Wegerich ist jeweils der Blattansatzpunkt von bk+8 ge~-
nau iiber dem Blattansatzpunkt von bk an der Achse der Pflanze
angeordnet, Verbinden wir die genetisch aufeinanderfolgenden
Blattansatzpunkte en der Achse (Stiel, Stamm,...) der Pflanze
durch eine Kurve, so erhalten wir die sogenannte Grundspirale
der Pflanze.

Beim Mittleren Wegerich wird nach jeweils 3 Umdrehungen der Grund-
spirale wieder ein genau iliber dem Ausgangsblatti bk liegendes Blatt
erreicht; die Grundspirale lauft dabei iliber die 8 Blattansatzpunk=-
te von bk+1’ bk+2""'bk+8' In der Biologie wird dieser Fall als
g =Phyllotaxis bezeichnet, Das Wort "Phyllotaxis" kommt aus dem
Griechischen und ist mit "Blattstellung, die Anordnung der Blat-
ter am Stamm und ihre Lage zueinander" zu iibersetzen.

Untersuchungen zur Phyllotaxis wurden durch die Spiral-Theorie
von J., W, GOETHE (1749 = 1832) inspiriert. In einem 1304 erschie=-
nenen Buch des Mathematikers A, H. CHURCH (1865 = 1937) werden
umfangreiche mathematische Betrachtungen durchgefiihrt, welche als
Ausgangspunkt auf GesetzmidBigkeiten bei Phyllotaxen zuriickgreifen,
Allgemein bezeichnet eine % -Phyllotaxis jenen Fall, dal nach n
Umdrehungen der Grundspirale jewells erstmalig wieder ein genau
tiber dem Ausgangsblatt liegendes Blatt erreicht wird, wobel die
Grundspirale iiber m Blattansatzpunkte verl&auft.

2 Phyllotaxen kidnnen durch soge=
nannte Blattdiagramme veranschau=
licht werden; nebenstehende Ab-
bildung zeigt ein derartiges Blatt-
diagramm fur eine % -Phyllotaxis.
% ~Phyllotaxis ist bel Ulme und

1 Linde festzustellen, ferner ist

A £ diese besondere bei einkeimblétt-




99 Sieger von Palerua
rigen Pflanzen anzutreffen. Bucheund Haselstrauch besitzen % a
Phyllotaxia. Bei zwelkeimbldttrigen Pflanzen ist besonders 5
Phyllotaxis verbreitet, Eiche und Aprikose besitizen eine derar-
tige . Phyllota.xis. g ~Phyllotexis liegt bei Pappel und Birne vor

und -3 ~Phyllotaxis bei Weide und Mandel.
f
Sehr viele Gewachae besitzen derartige 40 ~Phyllotaxen,

Diese Briiche 3/f werden in der Biologie als "Hauptreihe!
n+2

der Phyllotexen bezeichnet., Diese Darstellung der Phyllotaxen
durch Fibonaccische Zahlen ist gewiB iiberraschend. Wie sagte
doch GOETHE im "Faust I":

"Und merk dir ein fiir allemal

Den wichtigsten von allen Spriichen:

Es liegt dir kein Geheimnis in der Zshl,

Allein ein groBes in den Briichen."

Diese zu beobachtenden Briiche fg/} stellen in der Tat jedoch
2 !
kein "Wunder der Natur" dar, sondern sind in der Phyllogenese

der Pflanzen entstanden. Ihre Bedeutung fiir die Pflanzen liegt
darin, daB sich die Laubblétter gegenseitig moglichst wenig be-
schatten,
Wir wollen nun annehmen, daB der Winkel zwischen dem Blattan-.
satzpunkt des Blattes bk und dem Blattansatzpunkt von bk+1 fir
jeweils eine Pflanze konstant ist. Im allgemelnen ist diese An=-
nahme auch zutreffend. Fiilr den Mittleren Wegerich 1at dieser Wine-
kel gleich 135 (s. Titelbild), fiir eine Pflanze mit 3 =Phyllo=-
jaxis ist dieser Winkel gleich 120° (s. Abbildung). Im Falle
3/fn+2 ~Phyllotaxis haben wir derart einen eindeutig bestimmten
Winkel dln definierg; es glilt
(47) A mogBm , 2 , firn=21.

2 n+2 co
Wir betrachten im weiteren die Folge {“6}n_1 dieser Winkel. Zu=-

nichet seien die ersten Glieder dieser Folge angegeben:
n |l 112 | 3 | 4 | . | ¢ |
o, [[180° [120° [ 144°] 135° | 138°27+44n | 137°%08+34 |

oo
Diese Folge {°£n}'n-1 geniigt folgenden GesetzmdBigkeiten:

tael % on S¥on42 3 (50) 0(2n<-(2n+1>o£2n+2 sowie
(49) o o1 D= 2py3 3 (51) 120° &L &180°.
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Die Aussagen (48), (49) und (50) konnen unter Verwendung von

(10) aus Abschnitt 3 dieses Artikels bewiesen werden.,
Hierbei erhdlt man sqgar die schidrferen Aussagen

. = f

20" 2n+4 - z = i

on+2" 2n+1"2n+5 2n+3'"1 ’

f T f

+1 und f 2[1"'4-1 ']

on+152n+2= Tonfonss 2n+2f2n+3’ fon+1

Die Auséage (51) folgt sofort aus den Beziehungen (48), (49) und
(5) sowie den Eigenschaften

af (I_fzm.z (also ist °‘2n 2 120°) und
oy .
3 pn41” foney (8180 ist e, o £ 180°).

Der asusfiihrliche Beweis der Aussagen (48)...(51) sei dem Leser
empfohlen,

Bekanntlich ia% jede beschrédnkte monotone Folge reeller Zahlen
auch konvergent Wir werden im weiteren zeigen, daB die Folge

{x }n konvergiert doch zundchst erhalten wir, daB die Teil-
folge {1¢2n n=q Rach (48) und (51) monoton fallend und nach un=-
ten beschrdnkt ist und mithin konvergiert; die Teilfolge
6&2n+i}§:0 konvergiert entsprechend gemdéB (49) und (51). Wir wer=-
den nachweisen, daBl beide Teilfolgen gegen denselben Limeswert
konvergieren., Es gilt

(52) lim «£ =27 .T

n
n-»oc0
de h. in der Hauptreihe der Phyllotaxen nidhert sich der Winkel

zwischen genetiach aufeinanderfolgenden Blattern diesem Mittel=
wert ol = 137 30'28“ (welcher bis auf eine Sekunde genau bestimmt
wurde),

=2 & 137%30128"

Zum Nachweis von (52) kdnnen wir zundchst die Beziehung
) if

lim o = lim g . 297 =27 . lim a
n-00 % pnpoo lnp42 nPoe 42 ;

verwenden, Es geniigt also, das Limesverhalten der Quotienten
fg/f zu untersuchen, Fiir diese Quotienten erhdlt man mittels
n+2

(23) unschwer die A?achétzung
(53) T =3 < ?A—.".fq , firn=1,
n+2
Zur Analyse des Limesverhaltens dieser Quotienten ist diese Ab-
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schitzung jedoch unzureichend. Wir verwenden die Binetsche For=-

mel (20) und erhalten zundéchst

) if .Z-n_rl-n . .>I
r—%-m s fir n = 0,

T
Gem#B (22) und der entsprechend gliltigen Aussagen
A
(221) Th =t T4t 4, firnZ2

(Uberpriifen Sie diese Gleichung'), folgt hieraus
£ £ ('r-'r)

T2 ) :En("r3r -2) +£ (T T°-T)

» fﬁrn—?-

Ferner gilt ©2-%2 a (T+1)=(T+1) =T-T, -T2 = 2(7-%) und
schlieBlich ist gems8 (25) lim £__./f =T '. Insgesamt er-
n-»oo
halten wir a
fn T-T T
1lim T

., = 1 = ’c -20
oo Ins2 | 2(T-F)+ —(‘E‘-”L‘) o4 & EE T =73

Wir haben somit den Limes der Folge { 7/ n+2} — bestimmt,
womit die Aussage (52) bewiesen iet.

Dr. Klette

Bereich Kybernetik

der Sektion Mathematik
der FSU lena

Unterrichtsplan fiir Mathematiklager (11D

Klasse 10 KOMBINATORIK

1. Permutationen (Begriff, Eigenschaften, Aufgaben)
2. Herleitung der kombinatorischen Grundformeln
Aufgaben

Lit.: - Flachsmeyer: Kombinatorik /2/ 1969
- "glpha" 5. Jhg. 1971, S. 124 Geometrische Kombinatorik
5. Jhg. 1971, S. 128 Welche, wie viele Mdglich-
keiten gibt es? (Teil 1)
6. Jhg. 1972, S. 32 (Teil 2), S. 57 (Teil 3)
- WURZEL 7,8/70 Kombinatorik
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Klasse 10 BINOMIALKOEFFIZIENTEN

1. Begriff, Eigenschaften, Beispiele

2. Spezielle Binomialkoeffizienten, Pascalsche Gleiechung,
Summendarstellungen .

3. Anwendungen bei Berechnungen

4. Bewels von Sdtzen iiber Teilbarkeit, Kongruenzen, Primzahlen

Lit.: siehe Kombinatorik
' - "glpha" 6. Jhg. 1972, S. 25 Die Arithmetik der Binomial=
koeffizienten (Teil 1)
S. b5 Teil 2

Klasse 10 WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG

1. Formulierung einiger Grundaufgaben

2. Zufdllige Ereignisse _

3. Operationen mit zufidlligen Ereignissen (Summe und Produkt,
unvereinbare Ereignisse, Differenz, Komplement, vollst. Ere
elgnissysteme)

4, Ereignisfeld (Begriff und Eigenschaften)

5. Der klassische Wahrscheinlichkeitsbegriff

5.1, Definition (relative Hiufigkeit), wichtige Eigenschaften

5.2. Additionstheorem flir unvertrdgliche Ereignisse

5.3. bedingte Wahrscheinlichkeit, Rechenregeln

5.4, unabﬁﬁngige Ereignisse

5.5. totale Wahrscheinlichkeit, Formel von Bayes

6. Geometrische Wghrscheinlichkeit

Lit.: = Gnedenko, Chintschin: Elementare Einfiihrung in dle Wahr=
, scheinlichkeitsrechnung /2/
- (MSB) Maibaum: Wahrscheinlichkeitsrechnung /3/ 1971
"alpha" 9. Jhg. 1975 S. 100 Zufall und Wahrscheinlich-
keit (Teil 1)
S. 130 (Teil 2) -
WURZEL 12/72, 1/73 GesetzmiBigkeiten des Zufalls
12/75, 1/76 Einfilhrung in die Wahrscheinlich-
keitsrechnung
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1,2/78 Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeits-

rechnug :
6,7/76 Statistische Qualitdtskontrolle

12/76 Bestimmung von Tr durch Nadelwurf

Klasse 10 SPIEGELUNG AM KREIS (Geometrie VI)

1. Beweils des Sekantentangentensatzes

2. Spiegelung am Kreis |

2.1. Abbildungsvorschrift und Konstruktion

2.2. Spezialfdlle

2.3. Spiegelung bel. Kreise, Geraden und geometrischer Figuren
3. Anwendung bei Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

Lit.: = BShm u. a.: Ceometrie II (Studienbiicherei Mathem. fir
Lehrer Bd. T7) /2/ 1975
- "glpha": 7. Jhg. 1973, S. 52 Inversion od. Spiegelung
am Kreis
8. Jhg. 1974, S. 28 Der "Euclides Danicus"
von Hohr
- WURZEL 1,2,3/68 Spiegelung am Kreis

lérg Vogel _
Renate Oehmichen

rs

Zum Lésen von Beweisaufgaben I

3. Der direkte Beweis, seine Varianten "Synthese" und"Analyse"

3.1. Die vollstdndige Analyse

Ale erstes wollen wir uns mit der Methode der "vollstdndigen
Analyse" beschiftigen und die typischen Schritte und Fragestel=
lungen dieser Beweismethode kennenlernen, um sie dann an einem
Beispiel anzuwenden.

1. Wir beginnen unsere SchluBkette mit der Behauptung B der Aus-

sage und suchen eine hinreichende Bedingung F, fiir die Be=-
hauptung. Wir suchen also eine Aussage F1. aus der unter An=-
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wendung gililtiger SchluBregeln die Behauptung B folgt, d. h.
ein solches P1, 80 daB B wahr ist, wenn F1 wahr ist.

2., Gehirt F1 unmittelbar zu den Voraussetzungen der zu beweisen-
den Aussage, so 1st der Bewels abgeschlossen. Ist dies nicht
der Fall, wird das Verfahren in der gleichen Weise fortge=-
setzt, d. h. es wird eine hinreichende Bedingung fiir F1 er=
mittelt usw.

3. Die Beweisfilhrung ist abgeschlossen, wenn eine so gefundene
hinreichende Bedingung Fn zu den Voraussetzungen oder bereits

bewiesenen Aussagen fihrt.

Die typische Fragestellung filr dieses Vorgehen lautet: Gibt es
eine Aussage Fn+1’ aus der die Aussage Pn folgen kénnte? Symbo-
lisiert widre diese SchluBkette dann z. B. so darstellbar:

Bﬂ— F_l-l— F2-'— se e Fk‘-'—'— Pk -— . ""_Fn mit Fk+1 hinreiChen-

de Bedingung fiir Fk.

+1

Wenden wir uns nun der zu bewelisenden Aussage -zu!

S a t z : Die geometrische Reihe 5?: adq'1
‘9-1

dann, wenn |q|<1 ist., Die Summe der konvergenten
geom. Reihe ta_qﬂﬂ ist 8 = Tg'- .
¥ =) ~4
Die Gliltigkeit einer "genau dann, wenn-Aussage" ist gezeigt,
wenn nebemxr der Wahrhelt der "wenn, so-Formulierung" auch die
der Umkehrung dieser Aussage nachgewiesen wurde. Da es uns bei
unseren Betrachtungen insbesondere auf die verschiedenen Metho-

den beim Plihren von Beweisen ankdmmt, wollen wir hier auf den

konvergiert genau

Beweis der Umkehrung verzichten. Unsere zu beweisende Aussage

lautet also: &

Wenn eine geometrische Reihe E aq " vorliegt und |q| < 1 ist,
V= '

8o ist die Reihe konvergent und die Summe ist s = T%E .

Machen wir uns zundchst die Satzstruktur klar. Sie liegt uns in
der Form V&.« V2 —*-B1.a 32 (wenn V1 und v2, 80 B, und BE) VOor.
Debei bedingt die "und"=Verkniipfung der Behauptungen B, und 32,
den Beweis in zwel Teilschritten zu fithren.
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Die Voraussetzungen sind:

~

vyt 2 a€°f1 ist geometrische Reihe
N =

V2: lq| € 1

Die Behauptungen lauten:
B,: S adq'1 ist konvergent
V=
a
By Die Summe der geometrischen Reihe ist s = T °

Als erstes wollen wir den Konvergenznachweis fiihren.

SchluBkette SchluB Begriindung

Behauptung B E aqi'1 ist konvergent
Ny =

1

F, E ad"1 konvergliert, wenn Definition B 15
v =1 n
‘ die Polge (sn)-(gaq\'-1) Lehrbuch Kl. 11
Va
l konvergiert (siehe Anmerkung)
P Die Folge (s _) konvergiert, 1.(8 ) =( ad"1)
2 n n n vy=
wenn die Folge (q ) konver- " -
.r — !(1:6(1-q ))
2. Satz B 14
F3 Die Folge (qn) konvergiert, Satz B 12.2
t wenn |q|<L 1 ist
V2- F4 lq] €1 1t. Voraussetzung

Die SchluBkette fiihrt zur Voraussetzung V,. Da die P, ., jewells
hinreichende Bedingung fiir die P, bilden, ist damit.der Beweis

fiir die Konvergenz der Reihe fiir |q|< 1 gefiihrt.

Anmerkung: Um die Beweisfiihrung iibersichtlich zu gestalten, wur=
den in der jeweiligen Begriindung stets nur die lau-
fenden Nummern der Sétze und Definitionen angegeben,
die sich in jedem Fall auf das Lehrbuch fiir die er=
weiterte Oberschule Klasse 11, Volk und Wissen Volks-
elgener Verlag Berlin 1971, beziehen. Das gilt auch

filr alle folgenden Beweilse.
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Zum Summennachwels:
Um die eben angewandte Methode 2zu festigen, wollen wir zur Be-
ptitigung der Summe noch einmal in gleicher Weise vorgehen wie
oben. Es sei noch einmal die typische Problemstellung vorange-

stellt:

Eine Aussage Ft ist wahr, wenn es eine wahre Aussage F!“_.I gibt,
aus der F, zwingend folgt.

SchluBkette Schluf Begriindung
B 8 = ’I'— ist die Summe_ der
Ve
1 geometrischen Reihe :aq
N =
P, 8 = 7o 18t Summe der geom. Definition B 15
Reihe qv'1 , wenn s= 1%'
‘ Grenzwert der geom. Folge
(8)=(T_ ad’ ™) 1ot.
F, 8= T"' ist Grenzwert der
Polge (8 )a():1 =1y, wenn
N-—-co
a
F3 Ill.lixgn a -T—-,wenn (q) 1.B=T:'-a(1-q)
eine Nullfolge ist. fiir q # 1
I 2. Satz B 14.2
F, (¢®) ist eine Nullfolge, Satz 12.2

wenn |q|< 1 ist.

lq] <1

Mit dem Erreichen von V2 als hinreichende
der Beweis abgeschlossen.

lt._Vbraueaetzuug

Bedingung fiir 'F4 ist

Dr. Alfred GroB
Bereich Methodik des
Mathematikunterrichis
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Preisaufgaben

Ee sel n eine nat. Zahl, deren Quersumme gleich der
Quersumme des fiinffachen dieser Zahl ist., Man zeige, daB
n durch 9 teilbar ist.

:
E\J
-3

Gesucht sind alle natiirlichen n, fiir die 2"-1 eine Qua~-
dratzahl ist.

=
\w
o

Durch einen Punkt, der im Inneren eines gegebenen Win-
kels o, mit 0 S & 4T 1iegt, s0ll eine Gerade so gelegt
werden, daB das entstehende Dreieck einen minimalen Flie-
cheninhalt hat.

=
ho1}
D

K 40 Drei Personen machen je zwei Aussagen. Es ist bekannt,
daB eine Person zweimal liigt, eine Person zweimal die
Wahrheit sagt und die dritte einmal liigt und einmal die
Wahrheit sagt.
A: 1, Ich beging die Tat nicht.

2. B war es ebenfalls nicht.
B: 1. A war es nicht.

2, C war der Tater.
C: 1. Ich habe es nicht getan.

2. A tat es.
Wer war der Tdater?

Man beweise:

ten 7,5% =6  +V2' -3 - 2.

Jonka cnycrkaeT mo TeveHmn pekm Ha paccTosume I0 mM, a
SaTeM IOZHMM8eTCA NPOTUB TEUEHWA HA PACCTOAHUE 6 KM.
CKOpOCTE TeueHus pekm paBHa I ¥M/uac. B xaxix openenax
AOIXHA JIeRATE COOCTBEHHAHA CKOPOCTH JIOAKE, YTOOH BCH
IOoe3Ka 3aHANa OT 3 X0 4 wyacoB.

EinsendeschluB 30. 9. T8
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Losungsbedingungen:

Fiir jede vollstiéndige Ldsung erhdlt der Einsender die bei der
entsprechenden Aufgabe angegebene Punkizahl. Am Ende des Schul=-
jahres versenden wir Biichergutscheine an alle Einsender, die im
abgelaufenen Schuljahr mindestens 10 Punkt erreichten., Einsen=-
dern mit weniger als 10 Punkten werden die in diesem Jahr er-
reichten Punkte fiir das néichste Schuljahr gutgeschrieben,

Die Losungen sind - jede Ldsung auf einem gesonderten Blatt,
versehen mit Name, Adresse und Klassenstufe des Einsenders -
unter dem Kennwort "WURZEL-Preisaufgaben" an uns zu senden.
Alle Aussagen sind stets zu beweisen. Dies bedeutet insbesonde-
re, daB die in einer Losung unbewiesen verwendeten Sachverhalte
anzugeben sind. Der Lvsungsweg (einachlieBlich Nebenrechnungen,
Konstruktionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein.

- — e —

Priifungsfragen

Als Student der Universitdt Gottingen legte Max Born bei dem
Astronomen Karl Schwarzschild sein Examen ab. Zwischen ihnen
kam es zu folgendem Dialog:

Schwarzschild: "Was tun Sie, wenn Sie' eine Sternschunuppe sehen?"

Born: "Ich wiinsche mir etwas." '

Schwarzschild: "Gut, und was tun Sie dann?"

Born: "Dann schaue ich auf die Uhr, vermerke mir die Zelit, be-
stimme das Sternbild, aus dem die Sternschnuppe kam, die
Richtung, wohin sie sich bewegte, die Lénge der leuchten-
den Flugbehn usw. Dann gehe ich nach Hause und berechne
die angensdherte Flugbahn,"

Der Professor stellte keine weitereﬁ Fragen mehr, Er war mit den

Antworten seines Priiflings zufrileden.

i

Ll B bk Bl It ek Bt B
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Lu einer Aufgabe der Bezirksolympiade 1976

Bei der Bezirksolympiade 1976 lautete die Aufgabe 151236 B:

Ein Polynom P(x) mit reellen Koeffizienten lasse bei der Divi-
sion durch (x-p) den Rest r und bei Division durch (x=q) den
Rest s. Welchen Rest 1&B8t P(x) bei Division durch (x-p)(x-q)
(p#£q)? (Der leser vergleiche bitte mit WURZEL-Preisaufgabe J 48,
Wurzel 10/77, S. 154; Losung in Wurzel 1/78, S, 15 f.)

Der LOsungsvorschlag der Aufgabenkommission béinhaltet folgenden
Gedanken: Als Rest bei der Division von P(x) durch (x-p)(x-q)
kann hochstens ein linearer Term auftreten, also gibt es ein
Polynom P1(x) mit .

P(x) = (x=p)(x-q) P, (x)+a,x+a .

Ferner existieren Polynome Pz(x) und Pj(x) mit

P(x) (x—p)P2(x)+r = (x-q)PB(x)+s .
Also ist P(p) = r a,pta, und P(q) = s = a,q+a, und wir konnen
a, und a, als Losung des Gleichungssystems bestimmen und erhal-
Ttens:

_ I=s _ ps-rg
81 = p=q 80 = "p=q

Mithin ist der zu bestimmende Rest -

r=S pS=rg
X +
pP=q P=q

Wir wollen die analoge Fragestellung auf n Faktoren ausdehnen.
lesse P(x) bei der Division durch (x—pi) i=142,40e4n die Reste
rss wobei wir die Py als parrweise verschieden voraussetzen wol-
len (1). Welchen Rest 143t P(x) bei der Division durch das Pro-
dukt der n Linearfaktoren?

Bei der Losung gehen wir wie im Spezialfall n=2 vor,

Es gibt Polynome Fi(x) mit P(x) = (x-pi)Pi(x)+ri und man erhdlt
P(pi) =r; (2). P(x) 1léBt bei der Division durch das Produkt
der n Linearfaktoren htchstens ein Restpolynom von (n-=1)-tem
Grad, Es gibt also ein Polynom R(x) mit ‘

P(x) = R(x)(x-p1)...(x—pn)+anxn'1+...+a2xwa1 mit noch unbekann=—
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ten Zahlen a;. Infolge (2) erhalten wir ein Gleichungssystem zur

Bestimmung dieser Zahlen.

N1

a p* 4., .4e P,.+a, =r
npn ee e 2 n n n

Als Losung ergibt sich:

n=1
p1 .--I'.I---P.I

-_— e -—

.n-1 L ] L ]

pn ..-I‘nc..pn (
B-i = n-1 1 | 3)

F1 ...?1 :

.n_1 [ ] L ]

Pn ceeP 1

nach der Cramerschen Regel., Beim Nenner handelt es sich um die

Vandermondesche Determinante. Sie ist gleich dem Produkt

(py=P,) (P1=P3) e (P =P ) (P,=P3)eee(Pymp)eeu(p 4=D ), womit wir

nachtriglich den Sinn der Voraussetzung (1) erkennen, Unser ver-

allgemeinertes Problem haben wir damit geldst. ©P(x) 1&B% bei

der Division durch das Produkt der n Linearfaktoren den Rest

anxn-1+...+azx+a1 ;

wobei die a; durch (3) bestimmt sind.

Als Literatur zur Cramerschen Regel und Vandermondeschen Deter-

minante wird empfohlen:

Belkner, H., Determinanten, B.G.Teutner Verlagsgesellschafit,
Leipzig 1968

Kochendorffer, R., Determinanten 'und Matrizen, 5. Auflage,
B.G.Teubner Verlagsgesellschaft, Leipzig 1967

AbschlieBend sei bemerkt, daB es sich fiir jeden Schiiler als vor-
teilhaft auswirkt, wenn er viele Aufgaben griindlich studiert
hat. Vielleicht hat er dann auch einmal Gliick, indem er bereits
eine Aufgabe kennt. So sind beispielsweise in dem Buch von

H. Dorrie, Mathematische Miniaturen,mindestens finf Aufgaben

enthalten, die auf vergangenen Olympiaden gestellt wurden,
; Dr. W. Moldenhauer

Sektion Mathematik
der WPU Rostock
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Losungen |
der Preisaufgaben aus,Wurzel” 3/78

K 13 | Es gilt: a1 4 271 | (g4b)(a2%ma2®Tpy. . .~ab2?" 1,120
= (a+b) .R

Speziell folgt also:
3105 4 4105 _ (35)21 | (45y21 (35+45).R1 -

= 1267.R; = 181.7R, = 0 (mod. 181)
gt 4 g8 | (aTyh o ¥t . (37+47).32 =

= 18571.R; = 49.379R, = 0 (mod. 49).

K 14 Damit £(x) = 12+x+1 ein Teiler von g(x) = (x+1)n-xn-1
ist, muB gelten, daB jede Nullstelle von f auch Null=-
stelle von g ist.(1)

f(x) =0 x1/2=-%i%ﬁ.i=cos‘7§ti.ain‘%(2)

Wenn man diese Nullstellen von f in g einsetzt, erhdlt
man unter der Bedingung (1) Beziehungen fiir n:
sin Eig‘- gin 2%55 =0 (3)

cos Eéz - co8 2255 =1 (4)

Aus diesen Beziehungen erhilt man die Lisungsmenge:

K 15 | Das Gleichungssystem hat genau 3 reelle Lésungen
(0;030); (2,2,0);

T 3[379+108Y83 + 3579-108 VAT + 19, 6= 2x, 5- =2p)

K 16 | Durch Substitution a = 7Y, b = log;x erhdlt man

a.b = =2

4a+b = 2
mit den L8sungen a, = 15 a, = = % s Wobei a
0< 7 entfullt.
Pie Ldsung ist also a = 1, b = =2 und damit x = %3 y ¥ = 0.

, Wegen
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K 17 Leider ist uns bei dieser Aufgabe ein Fehler unterlaufen.
Wir haben nicht bemerkt, wurden jedoch von einigen Le~
sern darauf hingewiesen, daB die Losung in der "Kleinen
Enzyklopédie = Mathematik" S. 269 zu finden ist. Wir bit-
ten um Entschuldigung. ‘

18 | Man legt einen Schnitt so durch den Pyramidenstumpf, daB
auf der Schnittebene vier Berithrungspunkte von Pyramiden=-
stumpf und Kugel liegen. Durch Ausnutzung von Winkelbe=-
ziehungen ergibt sich

v =8 r3 3+coszd
- - l——T
gin™d

(oder Umformungen)

Das Universallﬁaungsmittel

Edison unterhielt sich mit jedem, der bei ihm im Laboratorium ar-
beiten wollte. Er fragte die Bewerber nach ihren Plénen und Ab-
sichten und interessierte sich besonders dafilir, mit welchen
Problemen sie sich beschéaftigten.

"Ich habe eine groBartige Idee!" erklérte ihm einst ein junger
Mann. "Ich mochte ein Universallosungsmittel erfinden, eilne Fliis-
sigkeit, in der sich jeder beliebige Stoff aufldst. Ich glaube,
mich auf dem richtigen Wege zu befinden, mir. fehlt es nur noch
an Geld und an den entsprechenden Moglichkeiten, diese Arbeit zu
beenden, "

"Ein Universalltsungsmittel?" wunderte sich Edison.

"Und in welchem GefdB wollen Sie es aufbewshren?"
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Primfaktorenzerlegung auf Computern (i)

In einer vorausgegangenen Artikelfolge (siehe WURZEL 3-5/77)
wurden die Primzahlen vorgestellt und die Existenz einer kano=
nischen Primfaktorzerlegung

a ans a
(1) ' N =p, T . Py " o ase o Py k
fir Jede natiirliche Zahl N bewiesen, Diese kanonische Zerlegung
besitzt eine groBe Bedeutung in der Zahlentheorie. Das Problem
ihrer effektiven Berechnung hat schon selt Eulers Zeiten eine Viel-
zahl von Mathematikern faszinlert,
Wie findet man zu einer gegebenen Zahl N ihre vollstdndige Prim-
faktorzerlegung? Vom theoretischen Standpunkt aus bietet das
Problem keine Schwierigkeiten, Man berechnet eine Tabelle aller
Primzahlen S“Vﬁ-oder gchreibt ein Computerprogramm, das sie nach-
einander bereitstellt. Auch auf heutigen Hochleistungsrechnern
gibt es defiir kein besseres Verfahren als das Sieb des Eratosthe-
nes, Anschliefend ermittelt man fiir jede dieser Primzahlen durch
Division mit Rest, wie oft sie als Faktor in N enthalten ist,
und spaltet die hdchste enthaltene Potenz ab., Ein zum Schluf ver-
bleibender Faktor groBer als 1 ist mit Sicherheit ‘Primzahl.

Aber diese Methode gestattet es nicht, beliébig groBe N -zuzr-
legen, wie eine kurze {iberschlagsrechnung zelgt. Wir nehmen an,
ein Computerprogramm wiirde pro Sekunde 100 000 Primzshlen be-
rechnen und die'entsprechenden Divisionen ausfiihren (diese Schiit=
zung ist recht optimistisch). Mit Hilfe der Ndherungsformel
T(x)=x/1n x fir die Anzahl der Primzahlen unterhalb x kann man
ungefédhr die Zeit berechnen, die eine Zerlegung von N'schlimm-
stenfalls bendtigt, niémlich /N ( 100000 1n /N ) Sekunden. Dur-
aus ergeben sich folgende unglinstigsten Rechenzeiten, etwa fiir
den Nachweis des Primzahlcharakters einer Primzahl N:

N < 10'® 7,101 5,10%2 1028
Rechenzeit 1 Minute 1 Stunde 1 Tag 1 Jahr

Aus diesem Grunde wurden verschiedene elegante und leistungnfli=
hige Verfahren fiir die Primfaktorzerlegung von wesentlich griBe=
ren Zahlen entwickelt, die meisten davon erst in den letzten

10 Jahren. Sie machen das Durchprobieren der kleinen Primzahlen
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als mdgliche Teiler von N v&llig iiberfliissig und zeigen, daB es
eine zlemliche Verschwendung von Rechenzeit bedeutet. Trotzdem
beginnt man heute noch die Zerlegung einer sehr groBen Zehl N
damit, daB man alle Primfaktoren € 10~ oder « 10~ aufsucht und
abtrennt (das sind etwa 78 500 bzw. 5 760 000 Testdivisionen),
weil das Auftreten solcher Faktoren sehr wahrscheinlich ist und.
die leistungsfihigeren Verfahren bei kleineren N natiirlich schnel-
ler zum Ziel fiihren. i
Das eigentliche Problem, die kanonische Primfaktorzerlegung (1)
zu ermitteln, beginnt also dann, wenn N>'1O 16 und alle Primfak-
toren von N grdBer als 108 sind. Zunéchst flhrt man die Aufgabe
auf folgende Teilaufgaben zuriick:
a) Teste, ob N Primzahl sein kann,
b) Falls N zusammengesetzt ist, finde einen echten Teiler von N.
c) Palls N Primzahl ist, beweise den Primzahlcharakter von N,
Mit dem Ltsungsverfahren fiir die Aufgaben b) und c) gelangt man
bis zur vollstdndigen Zerlegung von N, da jeder gefundene zusam=-
mengesetzte Teiler von N mit dem Verfehren zu b) solange weiter
zerlegt werden kann, bis er in ein Produkt von Primfaktoren auf-
gespalten ist., Flir diese muB man einzeln Aufgabe c) ldsen, weil ’
man sonst nicht sicher sein kann, die kanonische Zerlegung (1)
gefunden zu haben,
Das Verfahren zu Aufgabe a) liefert der "kleine" Satz von Fermat:

Falls g.g.T. (a,N)=1 und a™ * 1 (mod N), dann ist

N keine Primzahl,
In der Praxis wdhlt man eine kleine Primzahl a (etwa 2 oder 7
oder 13), die nicht in N enthalten sein darf, und rechnet den
Rest, den ad~! bei der Division durch N 1d6%t, aus, ohne die rie-
sige zahl a ! selbst zu berechnen. Die Rechenzeit dieses Ver=
fahrens kann selbst fiir unvorstellbar groBe N vernachlédssigt
werden, Ist der Rest von 1 verschieden, miissen wir Aufgabe b)
ldsen., Betrdgt der Rest tatsdchlich 1, kbnnen wir weitere Tests
mit anderen Zehlen a durchfithren, weil es zusammengesetzte Zah-
len N gibt, die sich in einigen (oder auch allen) Tests wie Prim-
zehlen verhalten. Diese Zahlen sind jedoch #uBerst selten; sie
werden erkannt und zerlegt, wenn man versucht, sle gemdB Aufga=-
be c) als Primzahlen nachzuweisen.
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Mit Verfahren fiir Aufgabe b) werden wir uns spiéter beschédftigen.
Die LYsungsverfahren fiir Aufgabe c) sind theoretisch wesentlich
komplizierter. Bisher gelingt es nur dann, eine Primzahl N als
Primzahl nachzuweisen, wenn ein geniigend groBer Anteil der kano=-
nischen Zerlegungen von N=1, N+1 und ¥°41 bekannt ist, die kano-
nische Zerlegung einer dieser Zahlen geniigt auch, Deshalb sind
die Primzahlen N, flr die man Aufgabe c) l¥sen kann, nur wenig
groBer els die zusammengesetzten Zahlen N ohne kleine Primfakto-
ren, fiir die man Aufgabe b) ltsen kann, (Solche Rekorde wie die
groBte bekannte Primzahl 219937-1 oder der grdBte bekannte Prim=-
zahlzwilling 76.313911 gind Ausnshmen mit einer ganz speziellen
algebraischen Struktur.,)

Zum AbschluB noch einige historische Notizen. Soweit mir bekannt
ist, lautet die groBte Zahl ohne kleine Primfaktoren, die "von
Hand", also ohne die Hilfe eines Computers zerlegt worden ist,
257_1 = 147 573 952 589 676 412 927
= 193 707 721 . 761 838 257 287.
Dieser Weltrekord stammt aus dem Jahre 1903 von dem Amerikaner
FP.N. Cole, der fiir das Ergebnis dreil Jahre lang jeden Sonntag
arbeitete., Das von ihm verwendete Verfahren war auch lange Zeit
filr den Computereinsatz gebrduchlich , aber nicht sehr leistungs-
féhig., So gab es bis zum Jahre 1970 kein Programm, das eine Zahl
N mit mehr als 30 Dezimalziffern (N>'1030) zerlegen konnte,
falls sie keinen Faktor unterhalb 108 besaB, Am 13. 9. 1970 ge=-
lang jedoch in Los Angeles nach dreimonatigen Vorarbeiten die
sensatignelle Zerlegung der Sstelligen Fermatzahl
227 42 2128 | 4 2 59 6u9 589 127 497 217 .
5 704 689 200 685 129 054 T21.
Beide Paktoren sind Primzahlen. Damit hatte eine 65-jdhrige Su=-
che endlich Erfolg, denn es war seit 1905 bewiesen, dall dlese
Zahl keine Primzahl ist.
Heute liegt der Rekord der vertffentlichten Zerlegungen ohne
Abspalten kleiner Faktoren bel der Zahl 2149-1. Sie besitzt
45 Ziffern und ist das Produkt zweier Primzahlen der GrdGenord-
' nung 8,6.1019 und 8,2.1024. Die verwendete Methode 1dBt jedoch
kelne bedeutende Steigerung mehr zu, da die bendtigte Rechenzeit
auf den schnellsten existierenden Computern fiir N X 1045 bereits
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nach Stunden miBt.

Es #o0ll noch bemerkt werden, daB beispielsweise die Zahl 21020 _,

mit 308 Dezimalziffern vollstidndig zerlegt werden konnte, weil
man ihre algebraische Struktur ausnutzte und sie geniigend viele
relativ kleine Primfaktoren besitzt.

Trul;goli SchulmeiB

wiss. Assisient

im Forschungsbereich
Seklion Mathematik der FSU

0000000}

Zum Losen von Beweisaufgaben lli

3.2. Die unvollstidndige Analyse

{

Eine weitere Moglichkeit, eine Idee fiir den Beweis einer mathe=-
matischen Aussage zu finden, wollen wir uns an einem Beispiel
aue der Vektorrechnung klarmachen, _

Als Beweismethode verwenden wir dieses Mal die Methode der un-
vollstindigen Analyse. Stellen wir auch hier zunichst die typi-
schen Schritte und Fragestellungen zusammen.

1. Als Ausgangspunkt wdhlen wir wileder die Behauptung B. Von B
ausgehend ziehen wir eine Folgerung F1, die eine notwendige
Bedingung zu B darstellt. Wir suchen also hierbei eine Aus=
sage F1, die sich zwingend aus der Behauptung 3 entwickeln
18t (Anwendung giiltiger SchluBregeln), d. h. ein solches F
das wahr ist, wenn B wahr ist.

1!

2. Ist die Aussage F, entscheidbar beziiglich ihres Wahrheitage-
haltes, kann die Entwicklung hier abgebrochen werden.
Ist F; nicht entscheidber, muB dieses Vorgehen bis zu einer
entscheidbaren Folgerung Fn fortgesetzt werden, wobel die
Fk+1 jeweila den Charakter notwendiger Bedingungen zu den Py
haben sollen.
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3.1. Ist die so gefundene Aussage Fn félsch, so 18t die zu be-
weisende Aussage ebenfalls falsch.

3.2. Ist P, wahr, so ist zu beachten, daB die P, stets nur
notwendige Bedingungen fiir die Fy darstellen. Es macht
sich deshalb erforderlich, zu zeigen, daB die Fk+1 nicht
nur notwendige sondern auch hinreichende Bedingungen fiir
die Py sind, d. h., die SchluBkette muB beim Erreichen einer
wahren Aussage F, noch einmal in der umgekehrten Richtung
bis zur Behauptung B durchlaufen werden. Erst wenn das
realisierbar ist, i1st auch dieser Beweis vollstindig.

Die typische Fragestellung zum Ermitteln der Folgerungen lau-
tet hierbel: ‘Welche Aussage Fk+1 1d68¢ sich aus der Aussage P
folgern. Die symbolisierte Darstellung dieses Vorgehens:

k

1.B-'-‘F1'—-F2—--.|?k——-Fk

2. Fn"‘"" soe Fk+1 _..Fk — sse —a= F1 —e= B.

Wenden wir nun diese Beweismethode an einem Beispiel an.
Die Aussage lautet:

Sind o und & zwei beliebige Verschiebungen, so gilt
~a=h+ (-a)

Zundchst stellen wir die Bedingungen dieser Aussage zusammen:

+1 iy s es Fn (‘Ehr)

Die Voraussetzungen sind:
1. @ ist eine beliebige Verschiebung
2. b ist eine beliebige Verschiebung

Die Behauptung lautet:
o&-_q I&-l- ("'@)

SchluBkette Schlu8 Begriindung
Behauptung B B-a=h+ (-a) %
¥
F Wenn gilt (B -g=h+(-a)
‘ so gilt .
B-a +(-h) = b +(-a) +(-A)
?, Wenn gilt ) Identische Abbildung
b-o+(~-b)=h +(-a)+(-h), Lehrbuch Kl. 11, S.167.
1 80 gilt -a +f=f+(-a)
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P, Wenn gilt - +40=4+(-a),Nullverschiebung
so gilt -Q= =0 + Lehrbuch K1.11,S.167

W

Mit F wird eine entscheidbare Ausaage mit dem Wahrheltswert
u ahr" erreicht.

Plr die Rﬂckwartsentwicklung gilt dann

1?3 Wenn gilt -o=-@&@ , Nullverschiebung

'} g0 gilt =q +80 =40 +(-q)

Pz Wenn gilt F., so gilt 1. Ersetzung
~oee b +(-h) = H+(~a)+(-&) Y= b+(=h)

| 2. Identische Abbil-

dung
B=P Wenn gilt F,, so gilt Kquivalente Umformung

b-onb+(-q) Kommutativgesetz

3.3. Die Sgnthese !

Nachdem wir mit diesen beiden Analyseformen Mdglichkeiten des
Findens einer Beweisidee kennengelernt haben, wollen wir uns nun
der anspruchsvolleren Synthese widmen.

Auch hier wollen wir zunidchst das typische Vorgehen beschfeiben
und dann diese Methode an einem Beispiel verfolgen.

1« Als Ausgangspunkt der SchluBfolge wihlen wir die Vorausset-
zungen der zu beweisenden Aussage.

2. Aus den Voraussetzungen, die erginzt werden diirfen durch gl-
le bis zu diesem Entwicklungsstand der Theorie bekannten De-
finitionen, Axiome und Sitze, entwickeln wir eine Folgerung’
P1, 80 daB die Voraussetzungen hinreichende Bedingungen fiir

F1 darstellen, 4. h., wir suchen eine Aussage F1, die unter
Anwendung gililtiger SchluBregeln aus den Voraussetzungen folgt.
Entspricht_F1 bereits der Behaup?ung der Aussage, so ist der
Bewels abgeschlossen.
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3.

Ist F1 nicht identisch mit der Behauptung, wird diese Aussa-
ge F1 nun ihrerseits als Voraussetzung und damit als hinrei-
chende Bedingung fiir die Entwicklung einer neuen Folgerung
F2 benutzt. Dieses Verfahren setzen wir so lange fort, bis
aus eilner Folgerung Fn die Behauptung B der zu beweisenden

Aussage gewqnnen werden kann.

Auf Grund der Tatsache, dal die Fk jeweils hinreichende Be-
dingung fiir die Fk+1 darstellen und die Voraussetzungen als
wahre Aussagen anerkannt werden, ist mit dem Erreichen von

B der Beweis abgeschlossen. Als typische Fragestellung for-
mulieren wir:

Welche Aussage Fk+1 1éB8t sich aus der Aussage F gewinnen?

Wenden wir nun diese Methode auf einen speziellen Beweis an.

Satz: Sind (an) und (bn) konvergente Zahlenfolgen und ist

' }ig a, =8 und %EE bn = b, 80 konvergiert auch
(an+bn) und es ist lim (an¢bn) = a+b.

UER- -]

Die Voraussetzungen sind:

v1:'(an); (bn) konvergente Zahlenfolgen

Vpi lim &y =

Vy:-lim by = b _

Die Behauptungen lauten:

By: (an+bn) konvergierq.

By: lim (an+bn) = a+b

SchluBkette SchluB Begriindung

‘Voraussetzungen V. V,, V5, V,

{

F, Wenn V, so gilt: Definition B 2
Bei jedem beliebigen Lehrbuch Kl. 11
>0 gilt fir fast alle

l n: a e U, (a) bzw.

bge Uy, (b) mit g=

(] [
[ ]
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F2 Wenn P1, so glilt: Definition B 2
Es gibt natiirliche Zah-  ILehrbuch Kl. 11
len n, und n, derart, L ,
so daB fiir alle n> n,
l a=-g < an< e+g' und
flir alle n> o,
b=¢ < bn< b+e ist.
FB Wenn F,, 80 gilt: n" die gridBere
FUir alle n> n* ist der Zahlen h1
l a-¢< a < a+e und und n,
b=~¢ ¢ bnc b+ ¢
F4 Wenn F3, so gilt: Addition der Un-
| a+b-2€<:an+bn< a+b+2¢' gleichungen in F,
FS' Wenn F4, so gilt: Ew:_&z s.F1
a+b=€ < a_+b_< a+b+€ -
‘ n n
?6 Wenn FS’ so gilt: Definition B 2
Beli beliebigem ¢ gilt fiir Iehrbuch Kl. 11
1 fast alle n:
(an+bn)e Ué(a+b).

B1 @ FT 1 Wenn FG’ so gilt: Definition B 3
Die Zahlenfolge (an+bn) ist Lehrbuch Kl. 11
konvergent Definition B 2

_ § Lehrbuch Kl. 11

B, = FT.Z Die Zahlenfolge (an+bn)'be-

sitzt den Grenzwert a+b.

Diese Beweisfilhrung macht uns noch einmal deutlich, daB bei Be=
weisfilhrungen hdufig eine Erweiterung der gegebenen Vorausset-
zungen durch Hinzufligen frijher erarbeiteter Sdtze und Defini-
tionen erfolgen muB.
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Durch das Erfiillen der Forderung, daB die P\ jeweils hinreichen=
de Bedingungen fiir die Fre bilden, ist der Beweis mit dem Er-
reichen der Behauptung abgeschlossen, da die Voraussetzungen als
wahr anerkannt werden. )

Dr. Alfred GroB

Bereich Methodik des

Mathematikunterrichts

e —
Der Sieqer von Palermo (SchluB)

12, Einige SchluBbemerkungen

Wenn wir nun zum Ende dieses Artikels kommen, 80 bedeutet dies
keineswegs, daf in diesem Artikel fiir Fibonacci=Zahlen "das Pul=-
ver bereits verschossen wurde", Das Ziel der WURZEL kenn aber
natiirlich nicht sein, einen Gegenstand erschdpfend zu behandeln,
der z. B. in den USA seit vielen Jahren in einer eigenstédndigen
Zeitschrift - "The Fibonacci Quarterly" - umfassend (und sicher
auch teilweise liber das natiirliche Interesse hinaus) behandelt
wird,

Abschlieflend geben wir noch neun Aufgabenstellungen fiir Fibonacci-

Zahlen an:

1) E.B. DYNKIN und W.A, USPENSKI fiihren in einem 1968 im VEB
Deutscher Verlag der Wissenschaften zu Berlin erschienenen
Biichlein ("Aufgaben aus der Zahlentheorie") folgende inter—
essante Eigenschaft an: Eine Folge tr&gzlo reeller Zahlen
geniige der Rekursionsformel r  ,=r _.+r., wobei r, und r, be=-
liebige reelle Zahlen seien, Piir n 2 0 gilt dann stets
Togpl ™ fn.ro + fm_,l.r1 o = Der Bewels kann durch vollstandige
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2)

3)

4)

5)

6)

Induktion unschwer erbracht werden,

Auf J, L. LAGRANGE (1736=1813) geht folgende Aufgabenstellung
zuriick: Man zeige, da( die letzten Ziffern der Fibonacci=-Zah-

len periodisch wiederkehren! Wie gro8 ist die Ldnge der Periode?

Zur Ldsung dleser Aufgabe wird es gilinstig sein, die Fibonacci=
Zahlen modulo 10 zu betrachten,

Dem leser ist das PASCALsche Dreieck bekannt, welches die Er-
mittlung der Binomialkoeffizienten erleichtert:

1 b1 = 1

1 1 b2 = 1

1 2 1 b3 = 142 = 3

1 3 3 1 b4 = 1+3+1 = 5

1 4 6 4 1 b5 = 1+4+3 = 8

17 510 10 5 1 b6 = 1+45+6+1 = 13
i S - — ceoe

Es sei bn die Summe aller Zahlen suf der jeweils n-ten Diago-
nale in diesem Dreieck (n-=1). Zeigen Sie, daB stets b =f ist!
Der Bewels dieser Eigenschaft erfordert groBere Milhe als die
Beweise zu den ersten beiden Aufgaben. In der Schreibweise
der Binomialkoeffizienten bedeutet diese Eigenschaft, daB

(54) £ = () + (7 + (3D + ..., firnlo.

o©
Im Abschnitt 2 dieses Artikels wurde die Folge g\, _. von

E. LUCAS behandelt. Beweisen Sie
(5%) B, =72 +%", firnz2o.

n+1

o©
Fiir die LUCAS-Zahlen {gnk gilt

Nn=0
(56) 1lim gmug i T,

n-» oo n
Zum Nachweis dieser Gleichung ist (55) gut zu verwenden.

Von L. CARLITZ wurden 1370 die Gleichungen

n n
(57)' fon = :%s (2) fgund f,, = :5% (2) &g (n%0)

 bewiesen., Als Hinweils: Es ist tzn-(t+1)n.

7)

Wir betrachten endliche Folgen Bqs85900ey8 ) wobei die Folgen-
glieder a; entweder O oder 1 sind und in diesen Folgen auf
eine 1 nicht unmittelbar wieder eine 1 folgen soll. Zum Bel-
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spiel wdren
0,0,0; 0,0,1; 0,1,0; 1,0,0; 1,0,1

alle derartigen Folgen der Lénge 3. Es sel A die Anzahl al=-
ler derartigen Folgen der Liénge n. Zeigen Sie, da
(58) A =2,y firnzi,
Diese Aussage kann mit Hilfe von (2) bewiesen werden. = Wird
fiir die betrachteten endlichen Folgen zusdtzlich gefordert,
daB das erste Element a, und das letzte Element a nicht
gleichzeitig 1 sein darf, so gilt fiir die Anzahl B aller der-
art eingeschridnkten Folgen der Lange n
(59) B =g fir n 2 1 .
Die Beziehungen (58) und (59) wurden 1958 von J. RIORDAN an-
gegeben,

8) Die letzten beiden Aufgaben sind besonders schwer zu 1losen,
Fiir eine reelle Zahl x sel [x] die groBte ganze Zshl £ x.
Es gilt
(60) [ k ¢ +'1] = f nzkZ21 wundn
T *n* 3 n+k *? = =

Diese Aussage wurde 1972 von R. ANAYA und J. CRUMP bewiesen,
L.CARLITZ bewies im selben Jahr eine entsprechende Aussage
fiir die LUCAS=Zahlen:
(61) - +1]= n2k+2und k 22

T'gn -2 gn+k’ - _— .

inv

2 .

9) Ebenfalls auf L. CARLITZ geht die folgende Aussage zurlick:

(62)  £b .+ gd el - 2022 (-DMP, furn 20,

Zu Beginn dieses Artikels wurde betont, daB wir aus der "Liber
abaci" nur eine bestimmte Folge ganzer Zahlen als Ausgangspunki
unserer Betrachtungen widhlen - nidmlich die Fibonacci-Zahlen.

Am Ende des Artikels angelangt, wollen wir noch einmal auf die
historische Bedeutung dieses im Jahre 1202 geschriebenen Buches
zuriickblicken. Bereits die Folge der Fibonacci-Zahlen wiirde eine
Ermdhnung dieses Buches in Werken liber die Geschichte der Mathe=
matik rechtfertigen. Bemerkenswert ist ferner, daB in diesem Bu=-
che erstmals in Europa auch negative Losungen von Glelchungen
els Losungen dieser anerkannt wurden. FIBONACCI war Leiter einer
jtalienischen Handelsniederlassung in Nordafrika, negative Zah-
len wurden von ihm als "Schulden" im kaufménnischen Rechnen be-
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trachtet. AuBerhalb Europas wurde die Addition, Subtraktion, Mul-
tiplikation und Division bereits dhrch.den indischen Mathematiker
BRAHMAGUPTA (geb. 598) auch fiir negative Zahlen erklért. In Euro-
pa wurden noch lange Zeit nach FIBONACCI negative Zahlen als Lé=-
sungen mathematischer Probleme nicht anerkannt, z. B, spricht
noch R. DESCARTES (1596-1650) bei negativen Gleichungsldsungen
von "falschen" Ldsungen,

Wir schlieBen mit einem Zitat aus der "liber abaci:

"Zwen Thurm stehn uff einer ebene 60 eln von einander., Der ein
ist 50 eln hoch, Der andern 40, Zwischen den zweyen Thurmen steht
ein brunne, gleych veyt von den Spitzen der Thurmes. Ist die frag,
wie fern steht der brunne unden von yedem Thurm?" - Auf dem Ti-
telblatt dieses Heftes wird diese Aufgabe illustriert.

Dr. R. Kletle

Beroich Mathematische

Kybernetik
Sektion Mathematik der FSU

Der FDI-Studentenklub ,,Schmiede" stellt sich vor

In diesem Artikel mdchten wir die Leser der WURZEL - insbesonde-
re die zukilnftigen Studenten des Matrikels 1978 - mit einem
Teil studentischen lebens vertrautmachen, der relativ wenig mit
Mathematik zu tun hat. Wir wollen Euch informieren, welche zu-
sdtzlichen Moglichkeiten der Freizeitgestaltung fiir die Jenen-
ser Studenten bestehen.

Wer mochte nicht nach einem anstrengenden Studientag etwas aus-
spannen, sich auf einem anderen Gebiet weiterbilden, iiber ak-
tuelle Ereignisse diskutieren oder in gemiitlicher Runde zusam=
mensitzen! Wo kann man das besser machen, als in einem unserer
FDJ=-Studentenklubs, von denen es in Jena 7 gibt: der "Rosen-
keller" und der "Medizinerklub" im Stadtzentrum, der "Club V©
in Zwdtzen, "Musik im Horsaal (MiH)", "Theater auf dem Experi=-
mentiertisch", der Studentenclub im Wohnheim "Salvador Allende",
und die "Schmiede" in Neulobeda. Den letztgenannten Klub mdch-
ten wir etwas ndher vorstellen.
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Es begann im Jahre 1970, als in Neulobede im Block XI ein Wohn-
heim der Friedrich-Schiller-Universitit eingerichtet wurde. In.
dieser Zeit waren die Moglichkeiten einer sinnvollen Freizeit-
gestaltung noch nicht so umfangreich wie jetzt. Deshalb ent=-
schloB sich 1971 eine Gruppe von Studenten in Neulobeda, einen
Studentenklub aufzubauen. Die Sektionen Mathematik und Wirt-
schaftswissenschaften stellien finanzielle Mittel zur Verfiigung
und Dank dem selbstlosen Einsatz vieler Studenten und fleiBiger
Helfer konnte nach einjéhriger Bauzeit der Klub termingerecht
am 2. 11. 1972 libergeben werden. Jetzt, nach einem Zeitraum von
iiber fiinf Jahren,sind wir léngst den Kinderschuhen entwachsen
und zu einem nicht mehr wegzudenkenden Bestandteil des studen-
tischen Lebens geworden.
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Die "Schmiede-~Besatzung" besteht aus etwa 30 Mitgliedern, die
fiir alle den Klub betreffende Fragen entsprechend ihrer Funk-
tion verantwortlich sind. Es sind Vortrdge zu organisieren, die-

Gdste zu betreuen, die Klubridume in einem ordentlichen Zustand
zu erhalten - alle diese Aufgaben werden ehrenamtlich von den

Studenten bewdltigt. Hier besteht die Moglichkeit, wertvolle ge-
sellschaftliche Arbeit zu leisten., Arbeit, deren Ergebnis jedem
Studenten sichtbar ist und von der auch unmittelbar jeder "pro-
fitieren" kann. AuBerhalb unserer "Dienstzeit" gehen wir gemein-
sam wandern, j#hrlich wird eine Clubausfehrt durchgefiihrt,
selbst Silvester verbringen wir gemeinsam in fr8hlicher Runde.
Selbstverstdndlich l#uft nicht alles reibungslos ab, es gibt
Hohen und Tiefen. Aber wir widren ein schlechtes Kollektiv, wenn
anstehende Probleme nicht diskutiert und geltst wiirden! Fiir je=-
den Studenten besteht die Moglichkeit des aktiven Mitwirkens -
vorauagesetzt, dalB er studienmdBig keine Zugeatﬁndnisde machen
muB, daB er bereit ist, sich gesellschaftlich zu engagieren und
nicht zuletzt, daB er Freude an der Sache hat.

Wie sieht nun unser Programm aus? Wdchentlich finden bei uns et=
wa 2 = 3 Vortrdge statt, die Themen sind recht breit gefédchert,
Z. Be: "GroBbritannien in der Krise", "Die sieben Wunder Jenas",
"Der Weg zur DDR-eigenen Popmmsik", "Jugendkriminalitdt" etc.

Es werden Diskussionen zu aktuell-politischen Fragen durchge-
filhrt. Belsplelhaft daflir ist die Veranstaltungsreihe "Das Agi-~
.tatorenkollektiv tagt" sowie der "Treffpunkt Leiter der Sektion
Mathematik", wo u. a. zu Studienfragen Stellung genommen wird.
Sehr bewidhrt hat sich die Zusammenarbeit zwischen "Schmiede" und
URANIA. Bemerkenswert ist in diesem Zusammenhang die Tatsache,
daB8 die "Schmiede" der erste Studentenklub der DDR war, der eine
enge vertragliche Verbindung zur URANIA herstellte. Ein Beispiel,
das Schule machte und von anderen iibernommen wurde. Wir arbeiten
auch mit anderen Klubs zusammen. So unterstiitzen wir beispiels=-
weise die "Musik im HOrsaal" mit erheblichen finenziellen Mit-
teln. Nicht zuletzt mbchten wir auch ein wenig die Geselligkeit
pflegen und Stunden der Entspannung bieten. Wer méchte, kann am
Bierabend seinen Skat spielen und wem. das zu ruhig ist, der
geht samstags zur Disco.
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Desweiteren werden gesellschaftliche Hdhepunkte, wie z. B. der
1. Mai und der 7. Oktober im Wohnbezirk Hermann-Duncker-StraBe
vom WohnbezlrksausschuB und vom FDJ-Studentenklub "Schmiede" ge=
meinsam vorbereitet und feierlich begangen. Das traditionelle
Rostbratwuratbraten, das Kinderfest und eine abschlieBende Tanz-
veranstaltung sind dabei selbstverstindlich. Im Sommer steht das
Wohnhelm als internationales Studentenhotel zur Verfiigung. Dabei
Ubernimmt die "Schmiede" die gastronomische sowie einen Teil der
kulturellen Betreuung. Wir werden alles tun, damit sich unsere Gé-
ste aus den abzia}iatiachen und kapitalistischen Staaten wohl
fiilhlen. SchlieBlich lernen sie auch hier einen Teil der DDR ken-
nen.

Wir wiinschen unseren (zukiinftigen) Kommilitonen recht erholsame
Sommerferien und einen erfolgreichen Start im September. Die
Jenger Studenten werden bestimmt mit uns Bekanntschaft schlie-
Ben - als gerngesehene Gdste oder vielleicht auch als aktive
Mitstreiter.

G. Studhlik
WW
Anschrift: FDJ=-Studentenklub "Schmiede"
6902 Jena=Neulobeda
Hermann=-Duncker-Str. 6
ﬁf{gungs- Montag - Donnerstag 19.00 = 23.00 Uhr
Zotten: Samstag 19.00 = 24,00 Uhr

_'\-/_'\../_‘\_/"‘v—\_/——\/-—-\_,
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XI. Karl-Marx-Seminar .

Wdhrend der Studententage im Mai fand auch in diesem Jahr wieder

das Karl=Marx=-Seminar statt. Aus aktuellem AnlaB = am 11. Juni 1978
jahrte sich zum 100. Mal der Tag des erstmaligen Erscheinens von
Engels Schrift "Herrn Eugen Diihrings Umwdlzung der Wissenschaft" -
beschédftigte sich das diesjdhrige Karl=Marx-Seminar mit aktuellen
Fragen des Werkes "Anti-Dijhring".

Ziel dieses Seminars ist die Vertiefung der Kenntnisse der FDJ'ler
im Marxismus-Leninismus durch das Studium dieser Klassikerschrift
und darauf basierend die Kl&drung von aktuellen Pragen in Politik
und Ideologie.

Die Vorbereitung auf dieses Seminar begann bereits im September
1977. Wdhrend der Mitgliederversammlungen oder auch wdhrend der
FDJ=Studienjahre wurde in den Seminargruppen lebhaft iiber die
Entwiirfe filir die KMS-Beitrdge diskutiert. So gelang es, alle Ju~
gendfreunde in die Vorbereitung des Karl-Marx-Seminars einzube-
ziehen. :

Endlich am 5. Mai 1978 war es dann soweit. Vormittags fand in der
Aula der FSU die Plenartagung des XI. Karl-Marx-Seminars statt
und am Nachmittag wurden in den Arbeitskreisen einzelne Probleme
diskutiert.

An der Sektion Mathematik wurden zweili Arbeitskreise gebildet:

Im Arbeitskreis A beschdftigte man sich mit dem Beitrag der
Schrift "Anti-Dithring" zur theoretischen Ausarbeitung des Sozialis-
musbildes und die Bedeutung des "Anti=Dithring" als eine Anleitung
flir die offensive Auseinandersetzung mit biirgerlichen revisioni-
stischen Angriffen gegen den Sozialismus/Kommunismus.

Es wurden etwa 10 Themen an Seminargruppen bzw. Studienjahre ver-
geben.

Der Arbeitskreis B untersuchte die Zusammenhidnge zwischen Mathe=
matik, Naturwissenschaften und Dialektik.

Im folgenden drucken wir einen KMS-Beitrag ab, von dem wir glau-
ben, daB dessen Thema fiir den Leser vielleicht von Interesse ist.
Die Autoren aus der Seminargruppe 1 des 4. Studienjahres Diplom-
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Mathematiker versuchten, einige Gedanken zum Thema "Spielt die
Mathematik eine Sonderrolle im System der Wissenschaften" dar-
zulegen. Natiirlich konnten in einem zwanzig-miniitigen Vortrag
nicht alle Fragen dieses vielseitigen Themas gekl&rt werden.

Auch wollen die Autoren mit diesem Beitrag nicht den Anspruch
erheben, eine endgiiltige und richtige Antwort auf diese Frage
gefunden zu haben. Diese Arbeit sollte lediglich ein Diskussions=-
beitrag sein und vielleicht ist er eine Anregung fiir den Leser,
sich Gedanken zu diesem interessanten Problem zu machen.

Beitrag zum Karl-Marx-Seminar 1978

Thema: Spielt die Mathematik eine Sonderrolle im System der
Wissenschaften?

vorgelegt von: Seminargruppe 1 des 4. Studienjahres
Diplom=Mathematiker

Jena, im April 1978

Wir haben uns mit der Frage beschaftigt: "Spielt die Mathematik
eine Sonderrolle im System der Wissenschaften?" _
Unser Beitrag kann aber dieses Problem nicht erschopfend behan-
deln. Wir werden daher Stellung nehmen zu Ansichten, die an un-
serer Sektion bestehen. Zur Verwirklichung dieses Zieles fiihrten
wir eine Umfrage zu diesem Thema unter Studenten und Mitarbei-
tern der Sektion Mathematik durch. Es fiel auf, daB der groBte
Teil der Befragten die Fragé nach der Sonderrolle der Mathematik
im Prinzip bejeht, wobei jedoch unterschiedlichste Begriindungen
angefilhrt werden. Diesen wollen wir uns im folgenden zunidchst
zuwenden. Vorausgeschickt sei aber noch die Bemerkung, daB wir
uns hier nur auf diejenigen Aussagen beschridnken, die fiir unse=-
re Argumentation von Relevanz sind. 3

Als eine der hdufigsten Argumente fiir die Sonderrolle der Mathe-
matik im System der Wissenschaften tritt die Auffassung auf, daB
auf Grund des sehr hohen Abstraktionsgrades eine Losldsung der
Mathematik von der objektiven Reglitét gegeben ist. Es wird ge=
sagt, Gegenstand der Mathematik sind ideelle Dinge. Viele meinen,
die Mathematik ist selbst lebensfihig, sie kann sozusagen ein
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Eigenleben filihren; nur aus inneren Impulsen heraus ist ihre Ent-

wicklung mit Hilfe des menschlichen Verstandes mdglich.

Oft wird zur Begriindung einer Sonderrolle der Mathematik auch
das folgende Argument angefiihrt. In der Mathematik wird das Wis-~
sen in reiner, absoluter Form gewonnen und dargestellt. Bei der
mathematischen Forschung steht der ProzeB des reinen Denkens,
der Erkenntnisgewinnung mit Hilfe von Logik, Verallgemeinerung,
Deduktion usw. im Vordergrund und nach einer eventuellen Nutz-
barmachung des gewonnenen Wissens wird nicht gefragt. Weiterhin
tritt die Ansicht auf, die Aufgabe der Mathematik bestehe darin,
logisches Denken zu lehren und dem Menschen Freude zu bereiten.
Keiner ernsthaften Argumentation h&lt natiirlich der Versuch stand,
eine Sonderrolle asus der Tatsache abzuleiten, daB es bhesonders
schwierig sei, die Mathematik in das System der Wissenschaften
einzuordnen.

Der Vollstdndigkeit halber sei noch erwdhnt, dalB einige Teilneh-
mer der Umfrage eine Sonderrolle der Mathematik verneinten, wobei
allerdings keiner eine Begriindung dazu abgeben konnte..

Im folgenden Abschnitt wollen wir nun einige der angefiihrten Auf-
fassungen etwas ndher beleuchten und sie in ihren weltanschauli-
chen Konsequenzen analysieren. '

Auf welche Positionen fiihren diese Ansichten bei strenger Weiter-~
verfolgung ihres Inhalts? '

Schauen wir uns diesbeziiglich die Meinungen noch einmal einzeln
an: ' _

So wurde z. B. der Standpunkt vertreten:

"Mathematik kann 'gemacht' werden, ohne materielle bzw. gesell-
schaftliche Dinge zu berilicksichtigen."

Unserer Meinung nach bringt diese AuBerung eine shnliche Position
zum Ausdruck, wile sie A. Einstein 1921 mit folgenden Worten ver-
trat: "Die Geometrie hgndelt von Gegenstinden, die mit den Worten
Gerade, Punkt usw. bezeichnet werden. Irgendeine Kenntnis oder
Anschauung wird von diesen Gegenstdnden nicht vorausgesetzt, son-
dern nur die Giiltigkeit jener ebenfalls rein formal, d. h. losge-
168t von jedem Anschauungs- und Erlebnisinhalt, aufzufassenden
Axiome (von denen das genannte ein Beispiel ist). Die Axiome

sind freie Schﬁpfﬁngen des menschlichen Geistes."
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- Der sowjetische Mathematiker Gnedenko schédtzte diesen Standpunkt
folgendermaBen ein: "In den angefiihrten Zitaten begegnen wir der
verbreiteten ideal. Ansicht, daB die mathematischen Begriffsbil-
dungen unabhdngig sind von der realen Welt, in der wir leben.
Der Mathematiker schafft aus seinem Kopf heraus eine neue Welt
der Begriffe und Begriffsbeziehungen und = o Wunder - diese frei
geschaffene Begriffswelt erweist sich als anwendbar in den Wis-
senschaften, die die Erscheinungen der realen Welt untersuchen."

Die Anwendbarkeit der Mathematik erscheint so natiirlich als Zu-
fall; die Ursachen der Anwendbarkeit bleiben ungeklirt.

Die angewandte Mathematik ist somit ein zufdlliges Abfallprodukt
der sogenannten 'reinen" Mathematik. Nicht die Nutzung ihrer Re-
sultate der gesellschaftlichen Praxis erscheint als Sinn der
Mathematik, sondern die theoretische Mathematik selber, Mathema-
tik gewissermaflen als Selbstzweck.

Eine weitere Aussage dazu mochten wir im folgenden'behandeln.

Auf die Frage "Welchen Sinn hat Mathematik?" HuBerte sich ein
Teilnehmer unserer Umfrage wie folgt:

"In der Hauptsache wohl den, daB es Menschen gibt, denen sie
Freude bereitet." In einem anderen Teil seiner Ausfiihrungen

heiBt es: "AuBerdem ist der Teil der Mathematik, der niitzlich
ist, soweit man das liberhaupt abgrenzen kann, sicher der gering-
ste." _

~ In gewisser Weise #hnelt dieser Standpunkt dem des englischen
Mathematikers (Codefrey Harold) Hardy (7. 2. 1877 = 1. 12. 1947).
Hardy gibt der Mathematik drei Attribute: ernsthaft, schon, harm-
los. Hierbei bezieht sich "harmlos" auf die Anwendung der Mathe-
matik in der Praxis. Der die Praxis beeinflussende Teil der
Mathematik wird von Hardy als "triviale Mathematik" bezeichnet.
Ein in der Praxis arbeitender Mathematiker iibt nach Hardy eine
langweilige und monotone Tdtigkeit aus, die auf reiner mathema-
tischer Technik beruht. Somit postuliert er im Prinzip eine Kluft
zwischen der die Praxis beeinflussende Mathematik und der reinen
Mathematik. Hardy spricht auch der "angewandten Mathematik" einen
praktischen Nutzen ab. So wird seiner Meinung nach die Quanten=
mechanik und die Relativitdtstheorie (als angewandte Mathematik)
in absehbarer Zeit ebensowenig praktischen Nutzen haben wie die
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Zahlentheorie., '

Ein solcher Standpunkt wertet also die Bedeutung der Mathematik
fir andere Wissenschaften wesentlich ab, im Prinzip negiert er

sie sogar. Damit untergrdbt man zum einen die Basis fiir die pro=-
duktive Anwendung der Mathematik (wenn man von der Bedeutungslo-
sigkeit liberzeugt ist, fragt bzw. sucht man erst gar nicht nach
einer solchen). Zum anderen propagiert man demit gleichzeitig
"Mathematik um der Mathematik willen", und so deutet Hardy es
auch in seiner Selbstbiografie an: Mathematik zur Schulung und
Erbauung des menschlichen Geistes.

Bis jetzt haben wir nur Meinungen betrachtet, die die Anwendbar-
keit der Mathematik in Frage stellten bzw. fiir bedesutungslos er-
kldrten. Es gibt aber auch das andere Extrem. Wir stellen wie-
derum ein Zitat voran (Gnedenko 1954): "Mathematische Begriffs-—
bildungen und S&@tze spiegeln gewisse Seiten der realen Welt wi-
der, sie gestaiten, diese Welt zu erkennen und auf sie einzuwir-
ken."

Zundchst einmal muB man dazu bemerken, daB damit das Bild von
der Mathematik als Wissenschaft auf eine materialistische Grund-
lage gestellt wird. Allerdings 1&Bt diese Aussage eine Interpre-
tation zu, die, so finden wir, zu weit geht. Denn damit wird un-
serer Meinung nach jeder einzelne mathematische Satz in Bezie-
hung zu einem auBermathematischen Zusammenhang gesetzt. (Falls
man zur realen Welt auch die Mathematik zdhlt, ist dieser Satz
aussagelos. "Mathematik spiegelt Mathematik wider", das ist be-
reits erkannt.) D. h. das obige Zitat macht eine Existenzaussage.
Wir sind jedoch der Auffassung, daB diese Abbildbarkeit der mathe=-
matischen Begriffe und Sdtze im einzelnen nicht besteht. Nach un-
serer Ansicht 148t sich diese These nicht einmal fiir die Natur-
wissenschaften halten. Es ist doch so, daB nur eine ganze mathe-
matische Theorie oder graaefe Teile davon in der Lage sind, einen
Teil der objektiven Realitdt widerzuspiegeln. Betrachten wir als
Beispiel die Quantenmechanik. Hier spielt der Begriff der Wellen-
funktion eine fundamentale Rolle. Viele wesentliche Erscheinun-
gen der Quantenmechanik lassen sich vor ihm ableiten und theore-
tisch erklédren. Jedoch gibt es zur Wellenfunktion keine entspre=-
chende physikalisch=reale Erscheinung. Um mit den Worten unseres
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Dozenten Prof. Triebel zu sprechen: "Es hat noch niemand eine
Wellenfunktion je lebend gesehen". Einzig und allein den Eigen-
werten des Hamiltonoperators kann eine reale quantenmechanische

'Erscheinung zugeordnet werden, ndmlich die Energiezustinde des
entsprechenden quantenmechanischen Systems.

Im folgenden soll nun noch dargelegt werden, daB verschiedene
der oben angefiihrten Meinungen auch erkenntnistheoretische Kon-
sequenzen zulassen.

So kann die idealistische Auffassung von den mathematischen Be-
griffen und Aussagen als freie Schopfung des menschlichen Geistes
dazu fiihren, daf man die Mathematik vollstdndig abtrennt von der
objektiven Realitit und damit von ihren Erkenntnisquellen. Das
bedeutet gleichzeitig eine Verabsolutierung der rationalen Seite
des Erkenntnisprozesses, d. h. dem Denken wird eine primdre Stel-
lung gegeniiber der objektiven Realitit eingerdumt. Diese Auffas-
sungen haben aber auch fiir die Mathematik selbst Auswirkungen.
Ihr geht dadurch ein groBer Teil ihrer Triebkriafte verloren, ném-
lich die Aufgabenstellungen, die direkt aus der Praxis kommen.
Die Mathematik wird isoliert von solchen Wissenschaften wie Phy-
sik, Chemie usw. Gleichzeitig schlieBt sich hieran natiirlich die
Frage an, welche Aufgabe Mathemétik eigentlich hat. Die Antwort
kann bei einem solchen Standpunkt nur lauten: Mathematik als
Selbstzweck.

Mit dieser Analyse der Begriindungen einer Sonderrolle der Mathe=-
matik wollten wir zeigen, wohin solche Anschauungen fiihren. Es
sollte klar werden, daB man als Materialist eine Sonderrolle der
Mathematik nicht aus solchen Argumenten ableiten kann.

Nach dieser bei weitem nicht umfassenden Zusémmenetellung soll
nun im folgenden die Auffassung der Verfasser entwickelt und er-
léutert werden. Es geht uns zundchst um die Problematik der Ane
wendbarkeit der Mathematik.

Die sowjetischen Wissenschaftler Gnedenko und Kaloujnine stellen
dazu in ihrem bereits mehrfach zitierten Vortrag "Uber den Kampf
zwischen Materialismus und Idealismus in der Mathematik" fest:
"Die Erkldrung fiir die Anwendungsmbglichkeiten mathematischer
Theorien liegt darin, daB diese Theorien direkt oder 1nd1rekt
aus dem Studium der Wirklichkeit entstanden 8ind +ee".
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Die besten Argumente fiir diese Affassung liefert ein Studium der
tatstichlichen Entstehung der Grundbegriffe der Mathematik. Die
Anzahl solcher Grundbegriffe ist recht gering. An dieser Stelle
sei nur auf die Entstehung des Begriffes "Zahl" verwiesen. Hier
liegt die Richtigkeit der Behauptung auf der Hand: der Begriff
"Zahl"™ ist eine Abstraktion unmittelbar aus der Wirklichkeit.

Die Mathematik begann sich zu entwickeln, indem erste Zusammen-
hénge zwischen diesen Grundbegriffen aufgedeckt wurden. Diese
hatten i. a. noch unmittelbaren Bezug zur Wirklichkeit. Ein Bei-
spiel daflir sind die Formeln fiir die Fl&achenberechnung der ein-
fachsten geometrischen Gebilde. Gleichzeitig entwickelte sich
aber auch eine weitere Grundlage der Mathematik, die logischen
SchluBregeln. Auch hier ist es relativ leicht moglich, die Ent-
stehung der urspriinglichen Regeln aus der praktischen Tdtigkeit
des Menschen zu beweisen. (Beispiel: eine Aussage ist entweder
wahr oder sie ist falsch. Dies fiihrte zur Grundlage des Wider-
spruchsbeweises.) ”

Auf dieser Basis entwickelte sich die Mathematik weiter, indem
sie zu neuen Abstraktionen aufstieg, angefangén vom Satz des
Pythagoras bis hin zu Funktionenrdumen und ghnlichem.
Entwickelten sich nun aber die mathematischen Theorien als vol=-
lig freie Schopfungen des menschlichen Geistes?

Gegenwdrtig ist es iblich, Mathematik streng deduktiv, d. h.
durch Voranstellen eines Axiomensystems und hieraus vollstidndige
Ableitung der Zusammenhdnge, darzubieten. Dabei wird natiirlich
die Verbindung zur Praxis verschleiert. Diese Form der Darstel=-
lung hat oft eine besondere Aufgabe: z. B. bei der Geometrie die,
dalB sich keine umformulierten Aiiome einschleichen, Eine weltan-
schauliche Position bezieht man erst, wenn man eine.Aussage ber
das Zustandekommen des Axiomensystems selbst macht. Wir schlie-
Ben uns in dieser Frage der Argumentation Gnedenkos und Kalouj=-
nins an. Sie filhren aus:

"Wir wcllen aber nochmals betonen, daB die Willkiir eines Axiomen-
systems ein triigerischer Schein ist ... Kein Mathematiker wird
z. B. ein Axiomensystem ansetzen, was folgendermaBen beginnt:
zwel Riemannsche Flachen sollen &dquivalent sein, wenn sie mit
gleicher Farbe angestrichen sind oder wenn sie durch eine elek-
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trische Gliihlampe beleuchtet sind ... Wenn irgend jemand eine
solche Arbeit einreichen wiirde, so wiirde man den Verfasser natiir-
lich nicht als Idealisten bezeichnen, sondern wiirde ihm empfeh-
len, sich einer psychiatrischen Untersuchung zu unterziehen. Geht

man aber von dem idealistischen Grundsatz der freien Schopfung
mathematischer Objekte und ihrer Eigenschaften aus, so sieht man
keinen triftigen Grund, warum man solche Tiraden nicht als ein
Axiomensystem ansehen sollte. Man wird vielleicht sagen, die HFar=-
be und die Beleuchtung wdre keine mathematische Kategorie. Doch
was ist dann eine mathematische Kategofie? Wo bleibt die Frei-
heit, beliebige Eigenschaften unseren Objekten beizulegen? Man
wird éich_sagen, die Aussagen widren sinnlos. (Ja, natiirlich sind
s8ie sinnlos.) Doch wann sind mathematische Aussagen sinnvoll?
Welche Beschridnkungen muB man fiir das Aufstellung von Axiomen-
systemen beriicksichtigen? Und nochmals = wo bleibt die Freiheit?"

Ein Mathematiker arbeitet nicht an einem Stoff, den er sich nach
Belieben ausgedacht hat, sondern wird mehr oder weniger durch
seine Ausbildung, durch Kontakte mit anderen Mathematikern oder
durch Anregungen aus der Praxis darauf gefilhrt. Und von den
Axiomensystemen bzw. Begriffen erweisen sich nur die als dauver-=
haft, die den Extrakt der Erkenntnisse derjenigen Eigenschaften
enthalten, die sich in der mathematischen bzw. auBermathemati-—
schen Praxis als richtig bewdhrt haben.

Einstein, Cantor usw., die in dieser Frage eine idealistisghe
Position vertraten, entwickelten ihre Theorien nicht aus der Luft,
sondern ausgehend von bereits vorhandenen Problemstellungen und
Fakten, Ihre zweifelsohne bedeutenden mathematischen Erkenntnisse
konnten sie aber nicht liefern, we i1 sie idealistische An-
sichten hatten, sondern trotz dessen. Welche sind aber
nun die Triebkréfte der Weiterentwicklung der Mathematik? Wel-
chen Sinn hat Mathematik? ’

Die Aufgabe der Mathematik besteht fiir uns darin, Hilfsmittel in
Wissenschaft und Technik zu sein, d. h. Probleme, die die Praxis
stellt, zu 10sen. Sie ist ein nicht ersetzbares Element des ge-
sellschaftlichen Erkenntnisprozesses. Um diese Funktion erfiillen
zu konnen, ist die Entwicklung neuer Methoden sowie umfassender,
in sich geschlossener mathematischer Theorien notwendig. D. h.:
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die Mathematik selbst muB sich weiterentwickeln, um den Anforde-
rungen unserer Zeit gerecht zu werden. Die Aufgabe der Grundla=-
genforschung besteht also darin, gewissermaBen einen theoreti-
schen Vorlauf zu schaffen, so den Horizont der Mathematik zu er-
weitern, um letztlich wieder auf die Praxis wirken zu konnen.

Das wohl prominenteste Beispiel fiir die Eigenentwicklung der
Mathematik ist die hyperbolische Geometrie bzw. die Riemannsche
Geometrie. Dies geschah ohne Anregung sus der Praxis allein aus
innermathematischem Interesse. Gleichzeitig lieferte die Mathe-
matik damit eine der Grundlagen fir die Einsteinsche allgemeine
Relativitatstheorie.

Fiir uns also ist die Mathematik eine Hilfswissenschaft, deren
einzige Aufgabe es ist, anderen Wissenschaften zu helfen. Aber
hieraus wollen wir keine Sonderrolle ableiten, denn die Mathema-
tik gibt nicht nur, sondern ihr wird auch gegeben. Physik, Chemie,
Biologie, Ukonomie sind unerschtpfliche Quellen mathematischer
Problemstellungen, die die Entwicklung der Mathematik weiter vor-
antreiben.

Das oben Gesagte ist gleichzeitig Argumentation gegen den ange-
klungenen Standpunkt der angewandten Mathematik als Anhéngsel

bzw., Abfallprodukt der reinen Mathematik. Um es noch einmal zu
gagen: das eigentliche Ziel ist eine mSglichst umfassende An-
wendung der Mathematik. Diese isé aber ohne die sogenannte "reine™"
Mathematik nicht moglich. Beide Formen sind untrennbar. Da wir |
uns nun dem Ende unseres Vortrages ndhern, wird es Zeit, die Fra-
ge, die liber unserem Beitrag steht, zu beantworten.

Ist es fiir die Mathematik bzw. die Mathematiker iiberhaupt von
Bedeutung, eine solche Frage aufzuwerfen? Die Frage haben wir

in Auswertung unserer Umfrage bereits beantwortet. Viele Begriin-
dungen fiir eine Sonderrolle fuBten auf idealistischen Positio=-
nen und diese'gilt es zuriickzuweisen. Idealistische Interpreta-
tionen des Wesens der Mathematik bildeten schon mehrfach die
Grundlage fiir philosophisch einseitige und damit letztlich nicht
“haltbare Richtungen, wie z. B. die Systeme von Kant, Russell
oder der sogenannten "Wiener Schule",

Jetzt konnte natiirlich jemand sagen, daB dies nochrnichts mit
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der Mathematik selbst zu tun hat. Aber auch dafiir k&nnen sich
idealistische Positionen negativ auswirken. Von einem idealisti-
schen Standpunkt aus, z. B. dem Hardys, ist es egal, in welche
Richtung weitergeforscht wird bzw. wie das Forschungspotential
eingesetzt wird. Mit einer solchen Haltung erscheint es z. B.
durchaus als sinnvoll, hauptsdchlich Wissenschaftler in Zahlen-
theorie auszubilden. DaB die tatsidchliche Entwicklung ganz an-
ders verlﬁ@ft, wird z. B. an unserer Sektion deutlich. Wir sehen
also, daB die Frage nach einer Sonderrolle der Mathematik im Sy =
stem der Wissenschaften durchaus von Bedeutung ist.

Bei der Beleuchtung der verschiedenen Fragen, die zu diesem Pro-
blem gehdren, gewannen wir die Auffassung, daB man der Mathema-
tik eine Sonderrolle nicht zusprechen kann. Sie hat wie alle an-
deren Wissenschaften einen festen Platz, man muB sagen ihren
Platz im System der Wissenschaften. Die Mathematik hat ihren
Speziellen Aufgabenbereich und ihren s reziel -
len Gegenstand, der sicher einen auBergewthnlichen Charakter
hat und deshalb auch spezielle Methoden erfordert. Das berech-
tigt unserer Meinung nach aber auch noch nicht dazu, von einer
Sonderrolle der Mathematik zu sprechen und sie damit aus dem Sy-
stem der Wissenschaften herauszuheben. Dafiir spielen die Gemein-
samkeiten doch eine viel zu bedeutende Rolle. .

Wie jede Wissenschaf't erhdlt die Mathematik ihre Resultate aus
der objektiven Realitdt durch einen sinnlichen und rationalen
Prozel der Erkenntnisgewinnung. Ihr Sinn besteht letztlich dare
in, ihren Beitrag zur Auseinandersetzung des Menschen mit der
Natur zu liefern, wenn auch nur mittelbar iiber andere Wissen-
schaften.

Am Rande bemerkt, welche Auswirkungen hdtte es fiir unsere Mathe-
matikstudenten. wenn wir mit der tiefen Uberzeugung der Sonder-
rolle der Mathematik die Universitdt verlieBen. In der Industrie
kann der Mathematiker seiner Aufgabe nur in Zusammenarbeit mit
anderen Wissenachaftlern gerecht werden. Da die Sonderrolle der
Mathematik zumindest teilweise eine Sonderrolle des Mathemati-
kers impliziert, ist eine solche Auffassung keine gute Ausgangs-
position fiir die Arbeit in einem Kollektiv.

IIIIlII-lIIIIIlIIlIIllIIIIIIIllIlIIlIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
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Preisauigaben

-_—

Man konstruiere eine Strecke mit der Lénge Y

=
~
LW}

K 44

Man finde alle Werte k, fir die die Gleichung

Tlfé%ﬁ} ¢ 8 genau eine Losung het!

=
& °
wn

KMan 1lose das Gleichungssystem

1. 4. 1. 13
X + Y +Z=E+T}T+E_

Xyz = 1
K 46 m ; - 4‘ 4 = 9 9 .
Mir welche x,y mit x' + y =1 nimmt x” + y~ sein Maxi-

ﬂ] mum &n?
K 47 Men 16se das System

gin(y=3x) = 2 sin3x

cos(y-3x) = 2 cosox |
K 48 MsBecTHO, YTO X, Xo, My ~ HOPHI yPABHEHIA

3

X~ - 2x2 + X+ 1 =0 .
CocTaBUTh HOBOE ypaBHAHIE, KODHMMU KOTOPOTO OhJM OH

—

qlcla y1=x2x3, y2=x3x1, y3=x132 .

(_ﬁinsendeschluﬁ: 30. 11. 78




a1 Lisungabedingungen

Losungsbedingungen:

Fir jede vollstindige Losung erhilt der Einsender die bei der
entsprechenden Aufgabe angegebene Punktzahl. Am Ende des Schul-
Jahres versenden wir Biichergutscheine an alle Einsender, die

im abgelaufenen Schuljahr mindestens 10 Punkte erreichten. Ein-
sendern mit weniger als 10 Punkten werden die in diesem Jahr er-
reichten Punkte fiir das ndchste Schuljahr gutgeschrieben.

Die Losungen sind - jede Ldsung auf einem gesonderten Blatt,
versehen mit Name, Adresse und Klassenstufe des Einsenders -
unter dem Kennwort "WURZEL-Preisaufgaben™ an uns zu senden.

In eigener Sache

In letzter Zeit erhielten wir mehrere leserbriefe wie z. B.
folgenden:

"Werte Redaktion ,Wurzel'!
Die Hefte der Wurzel von Nr.8/77 ab sind sehr spét bei mir ein-
getroffen, so daB ich nicht in der Lage bin, die Termine fiir die
Wurzelpreisaufgaben zu halten.
Ich bitte um Entschuldigung, daB ich fiir diese Hefte die Ldsungen
erst verspdtet einsenden kann. Ich werde mich bemiihen, sobald als
méglich, die Einsendedaten einzuhalten.

Thr Leser Frank Eisenhaber"

In der Tat, es hat erhebliche Verspdtungen gegeben.,
Der krasseste Fall war die Wurzel 8/77. Es war uns leider nicht
méglich gewesen, die Arbeit der Redaktion Wurzel in den Sommer-
ferien aufrechtzuerhalten,. so daB wir das Manuskript erst Anfang
September fertigstellen konnten., Nun muB man fiir den Druck einer
Ausgabe der Wurzel etwa 4 Wochen veranschlagen und dann kommt noch
die Zeit fiir den Vertrieb hinzu. Unser Leser Kirsten Helbig
schrieb uns, daB er die Wurzel 8/77 am 16. 11, 77 - also genau
ﬁinen Tag nach EinsendeschluB der Preisaufgaben 8/77 - erhalten

atte.
Nach der Wurzel 8/77 sind alle Ausgaben unserer Zeitschrift in
dem Monat gedruckt worden, zu dem sie auch gehdren. Wir haben
unsere Hefte fir den Eigenbedarf immer im richtigen Monat oder
spétestens in der ersten Woche des ndchstfoleenden von der Druk-
kerel erhalten, und dementsprechend die Termine fiir 'den Einsende=-
schluff der Preisaufgaben festgelegt. DaB unsere Ieser erheblich
lénger auf die Wurzel warten miissen und deshalb auch mehr
"Bedenkzelt" brauchen, ist uns erst durch die oben genannten

Leserbriefe klar geworden. Wir bedanken uns bei den Verfassern.

Zur Beantwortung: Alle eingegangenen-Losungen sind korrigiert
worden, auch die verspdteten. "
Die Redaktion
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Losung der Preisaufgabe K6

Aufgabe K 6 (nach ‘Ralf Becker, Wolmirstedt, Klasse 12)

Bekanntlich gilt flir die Fldche eines Dreiecks

Aﬂ%.C-hc=%.r.(a+b+c)

Hieraus folgt

r c
— R, = &b
Aus der Dreiecksungleichung a + b > ¢ folgt:

c o 1 : i b
E:E?E'< 7= = und somit mit (1):

(2) <z "
Im rechtwinkligen greieck gilt

abh = el ma S " &
Umn das Maximum zu ermitteln, erhalte ich

Fa) o § = e
S 2 B

c =a

f'(a) =0 => a = 02-a2 a=%‘\l?.c
f"(%\ﬁ)( ¢ => Maximum .
(a+b) = L($\B) = cqf2 .

Es gilt somit: at+b+c 8 c(1+ 2)

c > C
- .-.-.-1’2 -1 0,4
a+b+c el1+ 2) 2

Mit (1) folgt nun:

(3) £ > 0,4
Cc

Aug (2) und (3) folgt:
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Losungen

Aufgabe K 19

Das Gleichungssystem besitzt keine reellen ILdsungen.

Aufgabe K 20

Wie von den meisten Lesern richtig erkannt wurde, besitzt
die Funktion im angegebenen Intervall keine Maxima, da sie
fiir x=0 nicht definiert ist. Gemeint war natiirlich das
Intervall'i & x & 64. Hier besitzt f(x) bel x=8 ein Maxi-
mume.

Aufgabe K 21

Durch Anwendung von Logarithmengesetzen wie
log( b)c = % loga c - erhdlt man die Ldsung ~
a

oAl 2l

Aufgabe K 22

Durch Ausnutzung von sin®x + cos’x = 1
3

und sin3x = 38in x - 48in”x

3

und cos3x = 4coB8”X -. 3coB X

erhdlt man die Beziehung

(o]
tan 20° . tan 40° . tan 80° = E—i-rl-éo—o =\f 3 .
coa 60

Aufgabe K 23

Aus (2) folgt xy = 3(x+y)
und aus (1) (x+y)3 = 12xy + 3xy(x+y)
und somit die Gleichung

(x+y)° -_9(x+ar)2 - 36(x+y) =0

(x+y) ((xa3)- 2 - 282) =0 .
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1. Fall: X = =y :
Daraus folgt in (2) :% + % =‘%.-Wider5pruch.
2. Fall: Z+y = 12
Daraus folgt die Losung (6;6)
3. Fall: X+y = =3
: Hieraus folgt die Losung (- % + %f?} - % - %JB).
Aufgabe K 24 _

Auf die Geraden wird durch A das Lot gefdllt. Mit Hilfe des
Sinussatzes und den Beziehungen in den entstandenen rechi-

winkligen Dreiecken erhdlt man unter der Voraussetzung, daB
der Abstend von A zu den Geraden a bzw. b ist, dle Losung?®

2kb

KE = —-g-gmeELm‘ m =
1/2 —— 1/2 TR
\ 2k? 7 27\fxt-a®b? ;;21:2 + 2\[k*-a%b°
T l !
BT, = g-s\/;kz(a2+b2): 2\, k4?62 (a?-b%)"

wobei k° 2 a.b gelten muB.

AANNAAAANNNN VNV NNV VNNV VY VVAAN

Herausgeber: Jugendobjekt ,Studienvorbereitung”, Leiter: Jorg Vogel

Chefredakteur: Hans-loachim Hauschild

Redaktion: K. Bartholmé, G. Blume, H. Gottstein, H. Schwulow, D. Meinhardt, V. Wedler, G.
Mualler

Anschrift: WURZEL, 69 Jena, Universitdtshochhaus, Sektion Mathematik

Konto: Postscheckkonto 180 45 beim Postscheckamt Erfurt

Die Zeitschrift erscheint einmal im Monat. Preis: Einzelheft 0,20 M, Vierteljohresabonnement
0,60 M. Bestellungen nehmen alle Postéimter entgegen.

Veréffentlicht unter der Lizenz-Nr. 1633 des Presseamtes beim Vorsitzenden des Ministerrates der
DDR. Abdruck, auch auszugsweise, nur mit Genehmigung der Redaktion.

Artikel-Nr. (EDV) : 10932

RedaktionsschiuB: 14. 7. 1978



bereitung der Sektion
Mathemotik an der

Friedrich-Schilier-Uni-
versiiit lena

12. Jahrgang

Herausgegeben vom Ju-
gendobjek! Studienvor-
index 33 873

Preis: 0,20 M

® 9% & & & . 99 SORPO ® *9 ® & 88

" eee @ "ae & L L J *0® esees eee o L L]
S P ARSI Ee0 N R R RS EREEERERETATRESEEReRNESS

WIIHZEL

sesem
sesooee

® @ S0 P00 ® ° 8 B ® B8e B0 B
L] eee

L1 ] e aeeeg LL L N
R e enw

ober- und spezialschulen

gelischrift filr mathematik an

88 929 o o0 & »
[ ] [ e eee o
LU B B BT B B )

@ & & 00 & 900 & 00 & 0 & & &3 & & & 0 GAGAE & & & 0% BB »

088 & 00 & 0 % & 90 0 O O P 9800 O 0 & 00 #
sse ees @ LA L L L L L 1] ece o ee ssee

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

80000 GSS SOONGNNNLS 404000000000 » SOOEGOOOROIODREY ....O.......... .....C..'. ...0......... e sssesne “" =
L L] L] [ L L] L] LL L) L] eee L] L] LL 1] e eee eeee eee o8 L] ... .]
eeee eeee LI LY} L ] *e0e Seee seee LA Ll eeee eeee L] esee M I”l

oooooooo

t ® osccnee . o8 ss8es ene Ll eceee L1 L L e 800 e @ ssseeee ® 000 29998 see L1 seeee L L]
'............I.....-.O...... ......l......'.............l........

[

]
o sae
e =00
o -9
e - e
es -2
e « o
8e o
® 000
& Seo q
® 9 o



Konstruktionsaufgaben _ : 146

b

Uber geometrische Konstruktionsaufgaben

. Geometrische Konstruktionsaufgaben reichen bis weit in das Al=-
tertum zurlick. In den Anféngen der Entwicklung der Geometrie
waren die Aufgaben rein praktischer Natur. Sie entstanden beil
der Praxis der Peldmessungen und beim Gerdtebau. Aber auch die
rein kiinstlerische Tdtigkeit, wie wir sie bel der Herstellung
von Ornamenten finden, muB als eine Quelle geometrischer Aufga-

ben angesehen werden. So wurde der Kreis schon sehr frih als
eine zweckm#Bige Form erkannt. Hiitten und GefédBe hatten einen

kreisférmigen GrundriB, und auch das Speichenrad 1léBt sich schon
auf frithen Entwicklungsstufen nachweisen. In diesem Zusammenhang,
besonders aber bei Ornamenten, treffen wir die regelmdBige Kreis-
teilung.

Mit der Entwicklung der Geometrie zu einer selbstdndigen Wissen-

schaft (etwa S. Jahrhundert v. d. Z.) $auchten aber auch abstrak-
tere und schwierigere Konstruktionen auf. Hier ist z. B. die be-

rithmte klassische Konstruktionsaufgabe, das Beriihrungsproblem

des Apollonius (um 200 v. d. Z.), zZu nennen:

Gegeben seien drel bellebige Kreise in einer Ebene. Gesucht
wird ein vierter Kreis, der alle dreli gegebenen Kreise beriih-
ren soll.

Eine sprichwortlich gewordene Berilhmtheit erlangte die "Quadra-
tur des Kreises". Erst im Jahre 1882 gelang es F. Lindemann

zu zelgen, daB die Zahl 7 transzendent und damit das uralte
Problem, einen Kreis in ein flédchengleiches Quadrat zu verwan-
deln, unldsbar ist.

Zwel weitere beriihmte griechische Probleme sind die "Verdoppe-
lung des Wirfels" (das sogenannte Delische Problem) und die
"Dreiteilung des Winkels". Genauer formuliert handelt es sich
darum, die Kante eines Wiirfels zu konstruieren, dessen Volumen
doppelt so groB ist wie das eines gegebenen Wiirfels, und einen
beliebigen gegebenen Winkel in drei gleiche Teile zu teilen.

Im engen Zusammenhang mit den Konstruktionsaufgaben stehen die
Hilfsmittel, derer man sich zur Konstruktion bedient. Im Alter-
tum waren das hauptsdchlich Zirkel und Lineal. So kdnnen z. B.
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die "Dreiteilung des Winkels" oder die "Verdopplung des Wiirfels"
nicht mit Zirkel und Lineal durchgefithrt werden, diese Aufgaben
sind aber z., B. mit Hilfe des Einschiebelineals 16sbar.

Im Schulunterricht verwenden wir neben Zirkel und Lineal das
Zeichendreieck, mit dem die Konstruktion von Parallelen und
Senkrechten gestattet ist.

Das Suchen nach Losungen wird bei vielen Aufgaben erleichtert,
wenn man spezielle Methoden anwendet. Zu solchen Methoden, die
Jje nach der gestel n Aufgabe mehr oder weniger gut geeignet
sind, gehdren '

- die Methode der Bestimmungslinien,
die Methode der Parallelverschiebung,
die Methode der Drehung um einen Punkt,
- die Methode der Achsensymmetrie,
- die Methode der Ahnlichkeitslage.

I

Wdhrend die Methode der Bestimmungslinien und auch die Methode
der Ahnlichkeitslage mehr oder weniger ausfithrlich im Geometrie-
unterricht unserer Schule behandelt werden, wird auf die iibrigen
Methoden nicht eingegangen. Im folgenden soll gezeigt werden,
wie die Methode der Parallelverschiebung z. B. bei der Konstruk-
tlon von Dreiecken und Vierecken angewendet werden kann.

Zundchst elnige allgemeine Bemerkungen zur
Methode der Parallelverschiebung

Oft 148t sich aus der Planfigur der Konstruktionsweg nicht iiber-
gehen, da die gegebenen Stilicke nicht "gilinstig" liegen, keine
unmittelbare Beziehung zueinander haben. In solchen Pdllen ge-
lingt es manchmal, durch Parallelverschiebung einzelner Stiik-
ke die zu konstruierende Figur in eine solche umzuformen, die
sich konstruieren 1&8t. Der Grund dafiir liegt darin, daB man

von dleser neuen Figur entweder mehr Stlicke kennt oder zu ihrer
Kongtruktion weniger Stiicke benstigt werden. Hat man diese
Hilfsfigur konstruiert, dann gelingt es meist relativ leicht,
zur gesuchten Figur zu gelangen. Oft geniigt es, die zur vorge-
nommenen Parallelverschiebung inverse durchzufithren.

¥ir wollen das Gesagte an einigen Beispielen erldutern.
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Die Anwendung der Methode der Parallelverschiebung bei der
Konstruktion von Drelecken

Akb.1

K;K sei daes Bild von AC bei der Verschiebung CA und

AC, das Bild von BC bei der Verschiebung BX (Abb. 1).

Es gilt:

KA %IT

Eﬁ"ﬁ(‘:,d. h.
im Punkt A treffen alle Strecken zusammen, die entweder Seiten
des Dreiecks ABC sind oder Strecken, die die gleiche Linge ha-

ben wie diese.

"32"3'1 =Oi+f5
Po=Pq=x+3
oq = P+y
Der Punkt A ist gemeinsamer Scheitelpunkt won Winkeln, die ent-
weder AuBenwinkel des Dreiecks ABC sind (a1) oder die gleiche
GroBe haben wie diese (P,,3,).

EC'I = 2BE = 28b

C1A.&= QG_F = 280

I.;B' = 2AD = 283 .
Dipf%eitenlﬁngendﬁs Dreiecks A.IBC1 eind gleich den doppelten
Ldingen der Seitenhalbierenden.
Die Seitenhalblerenden des Dreiecks A1BC1 schneiden einander

im Punkt A.
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Ferner folgt aus den Eigenschaften der Verschiebung:

In den Dreiecken AC A4, A,BA und ABC, haben je 2 Hohen die glei-
che Lédnge wie Hohen im Dreieck ABC. Zum Beispiel gilt wegen
¢c| xB und AC, || BT fiir das Dreieck ABC,:

Die Ldnge der Hohe bezﬁglich der Seite AB ist gleich der
Lédnge der Hohe h nd

die Lidnge der Hohe bezugllch der Seite AC ist gleich der
Lange der Hohe h .

AuBlerdem 1d8t sich zeigen, daf in der neuen Figur alle Winkel
vorkommen, die die “eiche GroBe haben wie die Winkel, die die
Seiten, Hohen und Seitenhalbierende im Dreieck ABC mltelnander
bilden.

Sobald man eines der Dreiecke A BC ’ AC1 10 A1BA oder ABC1 kon=-
struieren kann, 1dB8t sich auch das Dreieck ABC konstruieren.

Die eben beschriebene Umformung des Dreiecks durch Verschiebung
findet in der Regel dann Anwendung, wenn sich unter den gegebe-
nen Stiicken Seitenhalbierende des Dreiecks befinden.

Zur Ubung geben wir einige Konstruktionsaufgaben zum Dreieck.
Es sind Dreiecke aus folgenden Stiicken zu konstruieren:

Die Anwendung der Methode der Parallelverschiebung bei der Kon-
struktion von Vierecken

Es geien G§1 und 5ﬁ1 die Bilder von AB und AD bei der Verschie=-
bung AC (Abb. 2)

AbL. 2
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Es gilt:

CB, % EB
(-E-I -ID ’ dl h.
Im Punkt C treffen Strecken zusammen, die enitweder Seiten des

Vierecks ABCD sind oder Strecken, die die gleiche Lidnge haben
wie Seiten dieses Vierecks. '

m

4i:B1cn1 ¥ 4 BAD
<?LD1CD ¥ 4 ADC
< BCB ¥ <J4CBA, d. he

1
Der Punkt C ist gemeinsamer Scheitelpunkt von Winkeln, die ent-
weder Winkel des Vierecks sind oder die die gleiche GroBe ha-
ben wie diese.

BB, = AC
DD, ¥ AC
B, D, B, 4. h.

Das Viereck BB1D1D ist ein Parallelogramm und seine Seiten sind
entweder Diagonalen des Vierecks ABCD oder Strecken, die die
gleiche Ldnge haben wie die Diagonalen dieses Vierecks.

4BDD, ¥ AD,B,B ¥ IBSC

<1B1BD = <1DD1B1 2 <JCSD, d. h.
Die Winkel des Parasllelogramms BB1D1D haben die gleiche GriéBe

wie die Winkel, die die Diagonalen des Vierecks ABCD mitéinan-
der bilden.

< B,BC = <LACB
< CDD, ¥ <[DCA
< DD,C = <X CAD
4 CD,B,= <JADB
<L D,B, 0% < DBA
<ICB1B'-—': <JBAC , d. h.

Die Winkel, die die Strecken 5?1, 551, CD und CB mit den Seiten
des Parallelogrammes BB1D1D bilden, sind genau so grof wie
Winkel zwischen den Seiten des Vierecks ABCD und dessen Diago-
nalen,

Im Parsllelogramm BB1D1D finden wir also alle Stiicke wieder,
die bel der Konstruktion von Vierecken normalerweise gegeben
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sind.

Die Methode der Verschiebung fiihrt in der Regel dann zum Ziel,
wenn sich unter den gegebenen Stiicken die Diagonalen und die
Winkel, die sie einschlieBien, befinden. In diesen Fdllen 1:H8%
8ich das Parallelogramm BB,D4D konstruieren und die Aufgabe
wird auf die Bestimmung des Punktes C zurlickgefiihrt.

Zur Ubung geben wir einige Konstruktionsaufgaben zum Viereck.

a) Es ist ein Parallelogramm aus den beiden Seiten und dem
Winkel, den die Diagonalen miteinander bilden, zu konstru-
ieren. '

b) Es ist ein TrapeZ aus den beiden Diagonalen, dem Winkel,
den die Diagonalen miteinander bilden und einer Seite zu
konstruieren.

c) Es ist ein Viereck aus den beiden Diagonalen, zwei gegeniiber-
liegenden Seiten und dem Winkel, den diese Seiten mitein-
ander bilden, zu konstruieren. -

Dr. Lemnitzer
Bereich Methodik des

Mathematikunierrichts

Zum Lésen von Beweisaufgaben (SchiuB)

4. Der indirekte Beweis

Wenden wir uns jetzt einer Bewelsmethode zu, die unter der Be-

zeichnung "indirekter Beweis" bekannt ist. Bei der Darstellung

der einzelnen Beweisschritte werden wir erkennen, daB auch die-
se Methode guf den GesetzmédBigkeiten der Logik beruht.

Wir wollen uns auf eine der moglichen Varianten beschrdnken und
zundchet wieder die typischen Schritte darlegen.
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1« Soll eine Aussage der Struktur V — B (Wenn V, so B) indi-
rekt bewlesen werden, so bilden wir als erstes die Vernelnung
der Behauptung B. Wir wollen diese mit — B bezeichnen. Dabei
sel an dieser Stelle noch einmal daran erinnert, daB die Vor-
asussetzungen der Aussage durch alle bis zu diesem Zeltpunkt
bekannten S&tze, Axiome, Definitionen ergidnzt werden kdnnen.

2. Ausgehend von dieser Verneinung -B wird ilber Zwischenfolge-
rungen Fk eine Folgerung gesucht, die im Widerspruch zu den
Voraussetzungen V (dazu gehtren also auch schon bekannte
Sdtze usw.) stehen. Wir wollen diese Folgerung mit -V be=-
zeichnen.

3. Gelingt eine solche Entwicklung, wobeil die Fy jeweils hinrei-
chende Bedingungen fiir die Fk+1 bilden sollen, so ist mit der
SchluBkette —-B —= <=V auch die Aussage V — B bewlesen.
Diese SchluBfolgerung beruht auf einer allgemeingiiltigen Aus=
sage der Aussagenlogik, der Aquivalenz der Ausdriicke (p —= q)
und (—.q o -1p).

Zeigen wir uns dieses Vorgehen wieder an einem Beispiel.

Satz: Es sel M eine Menge natiirlicher Zahlen mit den Eigen-
schaften:
1« O€6 M
2. Wenn ke M, s0 sei auch k+le M
Dann enthdlt M-alle natiirlichen Zahlen, d. h. es
gllt M=N. '

Die Voraussetzungen V sind:

Viy: M seli eine Menge natiirlicher Zahlen
V2: OeM
N mit ke M ist auch k+ie M

Die Behauptung B lautet:
B: M enthdlt alle natiirlichen Zahlen, M=N.
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Die vorliegende Satzstruktur ist hier: V1».72;\V3 —= B.

Wir wollen noch eine Voriiberlegung anstellen, bevor wir den Be-
weis durchfiihren.

Der indirekte Beweis fordert, ausgehend von der Behauptung,
einen Widerspruch zur Voraussetzung zu erzeugen. Da die Behaup=-
tung dieser Aussage in Abhdngigkeit von drei Teilvoraussetzun-—
gen V1, V2 und v3 formuliert wurde, geniigt es, zu einer dieser
Voraussetzungen einen Widerspruch zu ermitteln.

SchluBkette SchluB Begriindung
—B M enthdlt nicl'g alle natirli- Verneinung der
i chen Zahlen, d. h., MgN Behauptung

F1 Wenn — B, so gilt: Es gibt

‘ natiirliche Zahlen, die nicht
zu M gehtren.

F2 Wenn F1, so gilt: Es exi-

|

stiert zu M eine nichtleere
Komplementdrmenge M.

P, Wenn F,, so gilt: M besitzt Grundsatz A 6
{ ein kleinstes Element . Lehrbuch Kl. 11
F4 Wenn F5 und V2, so gilt:
} m£0
?5 Wenn F,, so gilt: m besitzt Jede von O ver-
einen unmittelbaren Vorgin- schiedene natlir-
‘ ger m-1 liche Zahl besitzt
genau einen Vorg.
FG Wenn F5' so gilt: F3
| _m=-1 liegt in M
F7 Wenn F., so gilt: W und m-1 FB und F6
l liegen in den_gwei verschie-
denen Mengen M und M.
ﬂva = PB Wenn F?’ 80 gilt "nicht VB" FT Widerspruch zu
bzw. "nicht V", Vé

Mit der SchluBkette —-B —s ﬂVB de he =B —= SV gilt aber
sofort auf Grund der Aquivalenz von (nB—= =V) und (V —= B)
die Wahrheit der Aussage V — B,
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5. Eine Moglichkeit zum Beweisen einer Satzumkehrung

Die in 4. angewendete Regel der Kontraposition soll uns in einer
letzten Betrachtung Anregung fiir eine interessante Beweisfilhrung
fir die Umkehrungen von Sdtzen bieten. !

Eine Strukturbetrachtung s0ll uns die Grundidee dieser Beweis-
filhrung klarmachen.

Es sel uns ein Satz mit der Struktur S: Via V2 — B

(wenn V, und V2, 80 B) und dessen Beweisablauf bekannt.

Unter den Umkehrungen dieses Satzes wollen wir folgende Struk-
turen verstehen:

Soll nun eine Umkehrung solcher Struktur bewiesen werden, so
wird das Finden einer Beweisidee oftmals dadurch erleichtert,
dal man zu der zu beweisenden Umkehrung Ui eine solche Kontra-
position bildet, die die gleiche Struktur wie der bereits be-
wiesene Satz S aufweist, d. h. in der die Teilaussagen V,, Vi
und B in der gleichen Anordnung erscheinen wie in S, wenn auch
zum Tell negiert.,

Soll also z. B. die Umkehrung: UE‘ B A V2 —_— V1 bewiesen wer-
den, so wdhlen wir von den mGglichen Kontrapositionen zu U2 die-
Jjenige aus, die die gleiche Struktur wie S besitzt, d. h. wir
bilden die Kontraposition kU : -ﬂV1 A V2 —— 1B, Hierin sind
die Teile Vis V5, und B in def gleiphen Anordnung wie in S vor-
handen. Ersetzen wir nun in dem bekannten Beweisablauf des Sat=-
zes S die Teilaussagen V, und B durch ihre Negationen —1V1

und =B, so erhalten wir den Beweis der Kontraposition kU und
auf Grund der Aquivalenz von kU und U2 auch den Beweis e

der Umkehrung U2.
Als Beispiel wollen wir uns noch einmal die unter 3.1. betrach-
tete Aufgabe vornehmen. Hier hatten wir aus einer "genau dann,
wenn~-Aussage" zundchst eine "wenn-so-Formulierung" entwickelt
und diese mit Hilfe der Methode der vollstidndigen Analyse be-
wiesen. Die Umkehrung dieses Satzes wollen wir nun in der oben

2
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beschriebenen Form beweisen.
Dazu schreiben wir uns den Satz nochmals heraus.

[==]
Satz: Wenn eine geometrische Reihe Z:; aqﬁ'1 vorliegt,

und |q| < 1 ist, so ist die Reihe konvergent.

Eine Strukturbetrachtung 1dBt uns die Struktur V,AV, —= B er-
kennen.
Als Umkehrung gewinnen wir:

o0
Wenn eine geometrische Reihe 2:;:ade'1 vorliegt und
V=

diese konvergent ist, so ist |q|< 1.

Die Struktur der Umkehrung lau'lﬁ also Vq4A B — V,. Wir bilden
hierzu die Kontraposition V1 A —1V2-—- — B, die die gleiche
Anordnung der Teilaussagen V,, V2 und B aufweist, wie der Satz.
Wir finden also als Kontraposition der Umkehrung kU:

"Wenn eine geometrische Reihe aq‘"1 vorliegt und |q| nicht

v
kleiner ist als 1, so konvergiert die Reihe nicht".

Der Beweisablauf des Satzes ist uns aus 3.1. bekannt. Um das
analoge Vorgehen beim Beweis der Kontraposition deutlich zu ma-
chen, wollen wir die beiden Beweisabl&ufe parallel darstellen.

Wir wdhlen als Beweismethode das synthetische Vorgehen.

SchluBketteIBeweisablauf des SatzealBeweisablauf der Kontrapos.

v lql < 1 lq| =1 oder |q| > 1

'

F1 Wenn V, so ist die Wenn V, so ist die Folge

l Folge (qn); néN kon- (q7), né N nicht konvergent.

/ vergent.

Fy Wenn F,, so ist die Wenn F,, so ist die Folge

a n a n
Folge (Sp)=(y=5(1=q7)) (Sp)=(3=5(1=q"))=
n n
l =( 2, aq' ~') konverg. =(2_ aqa’”') nicht konverg.
B= F3 Wenn FE? so ist die Wenn F2, so ist die Reihe

Reihe z&;aq s Z;;ad9'1 nicht konvergent.
konvergent.

Auf Grund der Aquivalenz der Umkehrung und ihrer Kontraposition
ist mit dem Bewels der Kontraposition auch die Umkehrung bewie-
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Sen (und demit die "gensu dann, wenn-Aussage" aus 3.1.).

Mit diesen Uberlegungen wollen wir unsere Betrachtung zum Be=-
weisen mathematischer Aussagen abschlieBen.

Dr. Alfred GroB
Bereich Methodik des
Mathematikunterrichis.

Seltsame Fracht

Der bekannte franzdsische Chemiker und Physiker Louis<Josef Gay=-
Lussac beschdftigte sich vornehmlich mit Gasen. Als einer der
ersten Gelehrten stieg er mit dem Luftballon auf, um in einer
Hohe von mehr als 6000 m Luftproben fiir seine wissenschaftlichen
Arbeiten zu entnehmen.

Eines Tages passierte Gay-Lussac folgende spaBige Geschichte:
Fir Versuchszwecke benstigte er eine Anzahl diinnwandiger Glasge-
faBe, die zur damaligen Zeit nur in Osterreich~Ungarn hergestellt
wurden. Der Auftrag des Wissenschaftlers wurde ausgefiihrt. Als
die Sendung an der Grenze eintraf, berechneten jedoch die Zoll-
beamten fiir die eigenartigen GefdBe einen solch hohen Zoll, daB
Gay-Lussac auBerstande war, ihn zu bezahlen. Die Gldser muBten
zurlickgeschickt werden.

Da kam dem Franzosen ein Freund, der in solchen Dingen erfahrene
Alexander von Humboldt, zu Hilfe. Dieser lieB sogleich alle zu-
rickgegebenen GefiBe verkorken. Dann lieB er die Verschliisse mit
Siegellack liberziehen und auf den Kigten folgende Aufschrift an-

bringen: "Deutsche Luft! Vorsichtig umgehen!"

Die so von einer Ware in ganz gewdhnliche Verpackung verwandel-
ten GlasgefiBe bereiteten den Zollbeamten nicht wenig Kopfzer-
brechen, denn so sehr sie auch in ihren Vorschriften und Instruk=
tionen wijhlen mochten, sie konnten nirgendes einen Absatz finden,
der es zulieB, Luft mit Zoll zu belegen. Die wertvollen GefiBe
kamen ungehindert iiber die Grenze, und Gay-Lussac konnte seine
Experimente durchfiihren.
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Preisaufgaben

K 49 Man 16se das Gleichungssystem
’é XY + y2 + 2ZX = 47
x2 P y2 - z2

(z=x)(2z-y) =2,

K 50 Fiir welche Werte von a ist das Ungleichungssystem

2
X =X + 1

fiir beliebiges x erfiillt?

K 51 Fir welche n besitzt die Gleichung Losungen

@11 + 105;x % = (logwlogmn - 1) 1ogx10
K 52 Man 16se die Gleichung

m(sin X + co8 X) '\/2 = tan X + cot x

K 53 Man berechne die Winkel des rechtwinkligen Dreiecl;s, von
dem bekannt ist, daB8 die Radien von Umkreis und Inkreis
im Verhdltnis 5 : 2 stehen.

K 54 IlpaBmisHas TpeyroJbHas [ApauMuna mepeceyeHa IIOCKOCTED,
Ipoxoasme#t uepes BepUMHY OCHOBAHAS I CEepelNrHH ZByX
COKOBHX pe6ep. HaliTi oTHomenue OOKOBO# IOBEepXHOCTH
IWpeMIIE K IJIOWANN OCHOBGHUA, eCH M3BECTHO, UYTO
CeKymasa IJIOCKOCTE NEPOeHAUKYNADHA K COKOBOMN IrpaHu,

Einsendeschlu3: 3T. I2. I978
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Losungen

S
Die Aufgaben K 25 und K 26 waren Aufgaben zum Artikel iiber die
Jensensche Ungleichung.- ¥

Aufgabe K 25
Wir setzen £(x) = %—%E?’E 0<X< I

2
£ (x) = (cos "-3* 1) > 0 fiir 0<x<Tr

sin-x
==> f(x) streng konvex.

Mit der Jensenschen Ungleichung folgt somit
X, +X.+X f(x, )+ (x,)+f(x,)
£( 1 % = 1 1 - 2 o id

speziell: f(%ﬁﬂ) = f(%) =ﬁ s
f‘d2+f§!52+f§1:2 1 ,1+cos sine +8inf +sin(« +8).
- =3 ( Binfrv ¥ Bine .SiNN )
=y 8ind +sinfB+sinx +43) [3' . ltcos g
> ~ 8ina sinp =33 - n 4 .

Aufgabe K 26

Wir setzen f(a) = = fir a» 0
1+e
a a
f!l(a) = Lua).ia > 0
(14e7) .

Also f(a) streng konvex.

Mit der Jensenschen Ungleichung folgt
n

1l 121
R o1 146l

if
~

n
> 8 *
i=g %

f=1 B

1+e

a -~
Wir setzen x, =e 1> 1, da ;> 0, und erhalten

Ao 2 “]-n-—-
=1 1+x i
i -
n le
1+ i =1 i
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Losungen

Aufgabe K 27

Da p eine Primzahl ist, sind genau die folgenden
3 F&lle mdglich.

1. Fall:
2. Fall:

3. Fall:
Also hat

Aufgabe K 28

P =3 s« 14p°41 = 127 Primzahl

P = f(3): 14p2+1 = 0(3) keine Primzahl
p = 2(3) . 14p°+1 = 0(3) keine Primzahl

die Aufgabe genau die Losung p = 3.

z = 100a + 10b + ¢

%T = 9%9a + b +

1. Fall:

2. Pall:

a=b+e¢ - a2+b2+c2

a=b+c = 0 : _att = b
- 2

25-8c-3c° muB Quadratzahl sein.
Dies gilt jedoch nur fiir ¢ = 0.
Somit ist a=5 und auch b=5% a=0
z = 550 ist Ldsung.

a=b+c = 11 a+c = b+11

31/2 = %‘2 + %J‘I 40-—3(:2-6

14c~302-6 muB Quadratzahl sein,
c=3 erfillt ist.

a1=8, b=0

3235, b==3 entfdllt.

Also ist z = 803 Iosung.

z = 550 und z = 803 sind genau die LYsungen

entfallt.

was nur fiir

der Aufgabe.
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Aufgabe K 29
a.f(x=1) + bf(1=x) = cx

1: X =2z + 1

a.f(2) + bf(=z) = c(z+1)
2. x=1=2

b.f(z) + af(=z) = c(1=2)
Aus 1. und 2. folgt

(a2-b2)f(z) = 8+Ce2 + bec.Z2 + ac - bec

f(z)'a_EF'Z"'E%E

e —

Diese F;nktion erfiillt die Funktionalgleichung und ist fiir
alle z€ R definiert,

Aufgabe K. 30

OJ««E

c = b sindd + a cosa
d = a3 sindd + b cosai

c.d = m2 =% (a2+b2) sin 2e + ab
Da 0< 2 <TT , £i1t 0<sin 24 S 1

Somit gilt: ‘\{abc m$ ) 2(a+b2)

m kann alle Werte des Intervalls (7\/ab; %V2(az+b2) j

annehmen.
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Ein Operatorenkalkiil zur Lésung

linearer Diﬂerenzengleiﬁungen 1. Teil

O. Die Losung vieler technischer Probleme fiihrt auf sogenannte
lineare Differenzengleichungen. So erfordert zum Beispiel die
Berechnung der freien Biegeschwingungen eines beiderseitig ein=
gespannten Trdgers mit konstanter Biegesteifigkeit und kon-
stanter Massebelegung, falls man den Trdger in 9 Abschnitte glei-
cher Lidnge einteilt und - die Auslenkung im Teilpunkt n isft,
die Ldsung der linearen Differenzengleichung

V=2 = 4vn—1

unter gewissen Zusatzbedingungen ( A ist eine Konstante', die von
der Stablédnge, der Biegesteifigkeit, der Massebelegung und der

+ 6vn - 4vn+1 ¥ Vs sy Avn =0

Eigenkreisfrequenz abhdngt). Gerade die Einfiihrung der modernen
Rechentechnik hat den Nutzen diskreter Modelle in Physik und Tech-
nik besonders in den Vordergrund geriickt. Man vergleiche hierzu
etwa die Ausfilhrungen von Lothar Berg in dem Artikel "Mechanik
ohne Differentialgleichungen = verwirklicht durch diskrete Mo=-
delle" in "wissenschaft und fortschritt" 4,78. In diesem Beitrag
soll eine Methode erldutert werden, solche Gleichungen aufzuld-

Sefl.

Eingangs einige Bemerkungen zu den verwendeten Abkiirzungen. Die
Schreibweise a:=f 80ll andeuten, daB die GrdBe a durch f
definiert wird, ae M heilt, daB a ein Element der Menge M
ist, AV B bedeutet, daB A oder B gilt (evtl. auch beides!),
AAB heiBft, daB A und B gilt, A= B deutet an, daB man
aus - A die Giiltigkeit von B folgern kann und Aé=B , daB
zusatzlich aus B wieder A folgt, schlieBlich sollV X gleich-
bedeutend mit "fiir alle X" sein. Diejenigen Leser, die mit den
Rechenregeln flir komplexe Zahlen nicht vertraut sind, kOnnen
gich statt dessen immer reelle Zahlen vorstellen, weil das fiir.
die Belange dieser Arbeit ausreicht. Durch Bemerkungen wie "man
rechnet leicht nach" sind in den Text Ubungaéufgaben eingestreut.

1. Wir betrachten die Menge F aller Funktionen, deren Defini-

tionsbereich die Menge No der nichtnegativen ganzen Zahlen ist
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und deren Wertebereich eine Teilmenge der Menge C der komplexen
Zahlen ist. Die Elemente von F kann man dann offensichtlich als
Zahlenfolgen. schreiben:

aeF@-)a=(o,a.l,...,a ,...} {} ,aeC, jENO.

Zwel Elemente a und b aus F sollen genau dann gleich ge-
nannt werden, wenn an=bn gilt fiir alle neNO.

In F erkl&ren wir eine Reihe von Rechenoperationen: Fiir 4 €C,
a,b€F geien

(1.1) a+b:= {an"'bn}
(1.2) a:z= {dan]

n
(1.3) ab:= % anbn-k] = {aobn+a1bn-1+"'+anbo] ‘

Sie konnen leicht nachpriifen, daB man bei diesen Definitionen mit
den Elementen von F wie mit ganzen Zahlen rechnen kann, d. h.
daB die Addition und die Multiplikation kommutativ und assoziativ
sind, und daB beide Operationen durch das distributive Gesetz
miteinander verkniipft sind. Es gibt auch Elemente von F , die
den Zahlen O bzw. 1 entsprechen, d. h. Elemente, die bei Ad-
dition bzw. Multiplikation keine Verdnderung hervorrufen. Wir wol=-
len sie vorerst mit n bzw. e bezeichnen.

n:= {0,0,...,.0,...] § e:= (1,0,0,...,0,...] .
Offenbar gilt immer

a+h=a , a.e=g

Auch die Subtraktion ist in F unbeschrdnkt ausfiihrbar; denn
als Losung der Gleichung a+x=b erh#dlt man offenbar
Xe= {bn-an} =:b-a. Eine Menge, in der obige GesetzmidBigkeiten gel=~
ten, nennt man auch einen kommutativen Ring.

Wir erinnern an eine weitere Eigenschaft des Ringes Z der gan=-
zen Zahlen: Ein Produkt ganzer Zahlen kann nur dann Null werden,
wenn mindestens einer der Faktoren verschwindet. Diese Eigen-

schaft der Nullteilerfreiheit von 2 {ibertrdgt sich auch auf F .

g8tz 13 a,beF, . ab=n = a=n v b=n

Beweigil Zum Beweis nehmen wir an, daB sowohl a als auch b

nicht gleich n seien. Dann sei as die erste von Null verschiedene
Komponente von a und b, 3 die erste von Null verschiedene
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Komponente von b, Es gilt also
a= {0,0,...,O,ai,...] ’ b= [O'O’ODO’O’bJ’....I mit ai,bjm.

Dann gilt fiir die (i+j)-te Komponente von ab

i+
ey S
(a i+ - akbi+3—k = aibj.# 0.

Das ist ein Widerspruch zu der Annshme ab=n .

Solche nullteilerfreien Ringe bezeichnet man auch als Integri-
tdtabereich. Diese Eigenachaff ware nicht gliltig gewesen, wenn
man auch die Multiplikation von Elementen von F komponenten—
weise durchgefiihrt hiétte, denn z. B. wdre dann

fi,0,0,...} . {0,1,05000,0,..) = f0,0,...3 = n.

AnschlieBiend betrachten wir die Teilmenge K der Elemente von
F , die die Gestalt

aek & a= {d,0,0,...]

haben.
Offenbar sind Summe, Produkt und Differenz der Elemente von K
wieder Elemente von K . Die Multiplikation eines Elementes von
K mit einem Element von F 1liefert
{0,0,0,00.) ¢ {bubgsee} = {abg,ab .} = ab.

Deshalb kann man die Elemente von K mit den Elementen von ¢
identifizieren; (man sagt C und K seien isomorph'zueinander):
und damit kann man die komplexen Zahlen als Elemente von F auf-
fassen. Wegen

n= {0,0,04000y0y00.} , @ = {14040y sy Dsuwn)
schreiben wir deshalb in Zukunft einfach n=0, e=1, wobei immer
aus dem Zusammenhang zu entnehmen ist, ob es sich um eine Zahl
oder ein Element von F handelt.

2. Im Bereich der ganzen Zahlen ist die Umkehrung der Multipli=-
kation, d. h. die Division nicht unbeschrinkt ausfiihrbar. Das
gibt AnlaB, von den ganzen Zahlen zu den rationalen Zahlen liber=-
zugehen. Einen analogen ProzeB kann man auch mit F durchfiih=-
ren, denn auch in F 1ist die Division nicht unbeschrinkt aus-
fihrbar. Zum Beispiel gibt es kein x €¢F, so daB

{0’1’0’0’...} . [XO,X1,...] = [1,0,0,..0]
gilt, weil O . X, = 0 gilt, die erste Komponente des Produktes
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aber 1 werden soll. Falls die Division aber moglich ist, ist
sie eindeutig bestimmt.

Satz 2 : Die Losung x der Gleichung bx=a, a,b €F, b0

ist in F (falls sie existiert) eindeutig bestimmt,
Dewejg: Der Beweis wird wieder indirekt gefithrt. Unter der Annah-
me, daB es zwei LOosungen x,y mit xAy gibt, schlieBt man sofort
wegen bx=a, by=a , daB bx-by=b(x-y)=0 gilt und daraus erhilt
man wegen b#0 den Widerspruch x=y.

Jetzt kann man durch Ubergang zu Briichen mit Elementen aus F
zu einem neuen Bereich kommen, in dem die Existenz der Losung
obiger Divisionsaufgabe gesichert ist. Mit diesen Quotienten rech-
net man nach den Regeln der Bruchrechnung. Die Losung der Glei-
chung bx=a lautet dann x=% (wobei immer b#0 gei). Die Eine-
zelheiten sollen hier nicht ausgefithrt werden, da sie vollig ana-
ldg verlaufen, wie beim Ubergang von den ganzen zu den rationa=-.
len Zahlen. Wir bezeichnen diesen neuen Bereich mit Q, seine Ele-
mente heiBen Operatoren.

0= {x: x=2 , a,beF, b0} .

In Q 1ist nun neben allen in F erfiillten Eigenschaften auch
die Division immer ausfithrbar. Ein solcher Bereich heiBt auch
KSrper und man sagt, man habe den Integritdtsbereich F zum
Quotientenkdrper Q erweitert. Wie man den Ring Z der ganzen
Zahlen als Teilmenge des K&rpers der rationalen Zshlen auffas-

sen kann, so kann man auch hier den Ring der Funktionen aus F
als Teilmenge der Operatoren aus Q auffassen, namlich als die
Operatoren der Gestalt %g sy 8y, C EF, c#0.

3. Wir betrachten jetzt einige wichtige Beispiele von Operato-
ren. Hierzu bilden wir das Produkt des Operators s= {1,1,..J
mit einem Element & = {&4y855+0098y 9.0} aus F, Nach (1.3) gilt

n
(3.1) S.a = {Z ak} :
k=0

Deshalb bezeichnet man den Operator s auch als Summationsope-
rator. Sie rechnen sofort nach, daB

{3.2) s2= {n+1] = [1,2,3,...} , 5 u [jﬂ+1)_§n+2)] = [1,3,6,...)}

ist.
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In Zukunft wollen wir Elemente von F , deren sdmtliche Komponen-—

ten glelch einer festen komplexen Zahl a sind, mit {a] bezeich=

nent’So ist also s-{‘i] und es gilt z. B. sas= [a} . Weiterhin sei

v=[0 1 0,...] . Dann gilt wieder nach (1.3) sofort
va:-[O,ao,a1,a2,...] "

Deshalb bezeichnet man v auch ale Verschiebungsoperator. Offen-

gichtlich gilt

(3.3) [o o,...,o 1,0,00.} , newn.

Damit wird sofort

n 6"""" —
v a=f ,0,..-,0,&0,8.1,512,-..] .

Die beiden bisherigen Operatoren sind Elemente aus F . SchlieB-
lich wollen wir noch 2 Operatoren einfilhren, die nicht als Ele-

mente von F aufgefaBt werden kdnnen. Wir erinnern daran, daf3
anfangs in Abschnitt 2 die Unldsbarkeit der Gleichung

v = 1
in F gezeligt wurde. Deshalb ist x also ein "echter" Operator
aus Q , den wir mit d bezeichnen. Wir schreiben

1

(304) d = ';r' L]

Flir unsere Anwendungen ist es zweckméBig, statt d den Operator
(3.5) q = d=1

einzufilhren. Offensichtlich gilt also wegen vss= {'0,1,1,...] =5=1

auch + = 1+ =

v
1 1

(3.5) qmg=~1agy s

q heiBt Differenzenoperator, denn es gilt der

Satz :

(3.6) q {an] = [Aan] + (‘l+q)a0

mit

Die Zahl ag heiBt oft auch Anfangswert. PFiir ab=O erhdlt man

direkt den Operator aus F , dessen Komponenten die (ersten)
Differenzen Aan des Ausgangsoperators a € F sind.
Zum Bewels von Satz 3 beachten wir, daB

1)Man beachte
{a} = {a,8y8,...,8,...} , gber {ay} = {ao,a,l,...,an,...}
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- {an] N % Aak] - (dan] * [ao]

gilt, nach(3.1)also
{an] =8 {Qan] - {Qan} + [ao] = (8-1) [Aan] + 8 ag
= %l{ann] + 1§9 a, .

Multiplikation mit q 1liefert das Ergebnis.

Statt der ersten Differenzen kann man such zweite und hohere Dif-
ferenzen bilden. Die zweiten Differenzen sind erklirt durch

(3.8) Azan =A(Aa)) =4(e  ,-2) =Qa,.q - Q8

Damit wird

a° {an‘i = ala {a )

q {Z&an} + (1+q) qa
A2 {an] + (1+q) fqao + an) :

d. h, es gilt

£3.9) qz{anI = A‘?{an} + (1+q) (qao + &ao) .

Satz 3 erlaubt die Darstellung von Funktionen aus F mittels
des Differenzenoperators gq .

Nir geben einige Beispiele:

1« Nach Satz 3 ist fiir a € C

q[(1+&)n} = [[&(1+a)n} + 14+q = [(1+a)n+1_(1+a)n] + 1+q
= {a(1+a)n} + 14q
also
(q-a) {(1+a)n} = 1+q
und damit ' ‘
(3.10) {(14a)7) =3, aec .
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- 2. Wegen 31% I .
q q q
wird nach (3.5) und (3.10)

24 = (o) {1} = foutitenn} (1] = {n)

nach Definition der Multiplikation. Also wird

(3.11) 4ty - [n] .

q
3. Wegen
+1 +1 1
= — = —’]) = k-
-2 - (o) - [Foue
: [ngn+‘|z . n} . {_n n-ﬂ}
wird
(3.12) +1 _ n{n-1 ]
. e
Prof Dr. H.-l. Glaeske
Bereich Analysis
Sektion Mathematik
der FSU lena
Preisaufgaben

K5 Man l1lose das Gleichungssystem

X+ Xy +y =9

Man 10se die Ungleichung
10g1x + logjx>1

2
Es ist bekannt, daB x1,x2,x3 die Wurzeln der Gleichung
xj - x2 - 1 =0 s3ind. Man suche die Gleichung, deren

Wurzeln ¥, = X, + X + X, und ¥q = X, t X

2 g% Jp T =y 1 2

sind.
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In einem Kegel sei eine Kugel einbeschrieben. Die Ober-
flache der Kugel verhdlt sich zur Grundfliche des Kegels
wie 4:3, Gesucht ist der Winkel an der Spitze des Kegels.

Man 10se das Gleichungssystem
1

%1.1/?
jl

sin x . gin y =

tan x . tan y

13 Bcex TPEYTONBHIKOB C OZMHAKOBHM OCHOBAaHUEM I OoHIM N

TeM ¥e yIJOM NPM BepIMHe HEWTH TPeyIONBHAK ¢ HamGoIThimm
IepAMETPOM ,

Einsendeschluses] 15,02,.1979

L badi
Fir jede vollstdndige Losung erhélt der Einsender die bei der
entsprechenden Aufgabe angegebene Punktzshl. Am Ende deg Schul-
jahres versenden wir Bilichergutscheine an alle Einsender, die

im abgelaufenen Schuljahr mindestens 10 Punkte erreichten. Ein-
sendern mit weniger als 10 Punkten werden die in diesem Jahr er-
reichten Punkte fiir das ndchste Schuljahr gutgeschrieben.

Die Losungen sind - jede Losung auf einem gesondertem Blatt,
versehen mit Namen, Adresse und Klassenstufe des Absenders=—
unter dem Kennwort "WURZEL-Preisaufgaben" an uns zu senden.

Gibt es implizite Funktionen

Gedanken zum Sprachgebrauch in der Mathematik

Normalerweise ist es das Bestreben der in der "Wurzel" versffent-
lichten Beitrdge, Begriffe klar und logisch einwandfrei einzufiih-
ren. Wer dies in diesem Artikel erwartet, wird wohl enttZuscht
werden. Es geht mir ndmlich eher darum, den Leser begrifflich et-
was zu verwirren = um auf ein Entwicklungsproblem hinzuweisen,
das der Uberwindung bedarf. Es sei mir diese Ausnahme gestattet;
das inhaltliche Problem ist zwar nicht so wichtig, aber ich hof-
fe, daB ich daran das Prinzipielle zeigen kann.
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Beginnen wir zundchst mit einer populéren Darlegung: h
Funktionen kdnnen bekanntlich verschieden dargestellt werden -
in Worten, tabellarisch, graphisch und mit Hilfe von Gleichungen.
Bei den Gleichungen unterscheidet man zwischen zwei Formen, devw
impliziten und der expliziten. Implizit ("unentwickelt") heiBt
die Form, bei der zwei Variable auf einer Seite der Gleichung

stehen, also z. B. x2 + 32 = 4. (Oder noch strenger betrachtet,

wenn auf einer Seite Null steht, d. h. x2 + x2 - 4 =0, was aber

keinen groBen Unterschied darstellt.) Explizit heiBt dagegen die

Form, bei der eine Variable isoliert steht, z. B. y =44 - x°.

Betrachten wir nun eine "exakte" Definition, die in verschiede-
nen Lehrblichern (siehe Fichtenholz, Differential- und Integral=-
rechnung, Band 1) und manchmal auch in Vorlesungen gegeben wird.
(Die Bezeichnung "implizite Funktion" fand ich sogar in einem
grofien Fremdwdrterbuch.)

Definition: Gegeben sei die Gleichung F(x,y) = 0, wobei F(x,y)
ein Ausdruck ist, der beide Variable enthilt. Exi-
stiert eine Funktion y = f(x), die die Gleichung in
eine Identitét verwandet, d. h. P(x,f(x)) = 0, so
heiBt y = f(x) implizite Punktion. (Gefordert wird
nur, daB die Funktion existiert - sie muB nicht un-

bedingt auch angegeben werden kdnnen.)

Angewendet auf das obige Beispiel schluB3folgern wir:

Zu der Gleichung x2 + 32 - 4 = 0 existiert die Funktion

y = V - 2, die die Gleichung in eine Identdt verwandelt,

x® +h/4-x%)% - 4 = 0. Die Funktion heiB% also implizit. Aber y
steht doch isoliert, miiBte man sie nicht besser als explizit
bezeichnen? Weiter: y = - Y4 = x2 ist ebenfalls eine implizite
Funktion zu der gegebenen Gleichung. Also bestimmt die Gleichung

gar nicht eindeutig eine Funktion?

Nun wird ja immer wieder betont, Definitionen konnen nicht wahr
oder falsch sein. Dies bedeutet aber nicht, daB man iiber sie
nicht streiten kdnne. Die aufgefiihrte Definition ist nimlich
einfach sinnlos. Fichtenholz selbst schreibt eine Seite weiter,
daB zwischen einer impliziten und einer expliziten Funktion
eigentlich gar kein Unterschied besteht. Eine Funktion bleibt
dieselbe, unabhingig von{der Darstellung - sie ist ndmlich de-
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finiert als Menge geordneter Zahlenpaare (oder, was gleichbedeu=
tend ist, als eindeutige Abbildung zweier Mengen).

Man muB unterscheiden zwischen der Funktion selbst und ihrer
Darstellung in Gleichungsform. Verwirrend wirkt auBerdem, daB
mit der Schreibweise y = f(x) zum einen die Funktion selbst ge~
meint ist (ohne daB man sie unbedingt explizit ausdriicken kann),
und zum anderen die explizite Darstellung betont wird, d. h.

daB y isoliert steht. y = {4 - x° ist strenggenommen nicht die
Funktion selbst ale mathematisches Objekt, sondern nur eine Glei
chung, mit der eine Funktion definiert wird.

Es erweist sich somit, daB die oben als "populdr" bezeichnete
Darlegung wesentlich sinnvoller als die mehr wissenschaftlich
anmutende Definition ist. Noch besser wire folgende Sprechweise:
Man bezeichnet nur Gleichungen als explizit oder implizit und
unterscheidet dann, mit welcher Gleichungsform eine Funktion ge-
geben ist,. xz + 32 - 4 = 0 wdre somit eine implizite Gleichung,
die nur in der Umgebung bestimmter Punkte (xo,yo) eine Funktion
definiert - ausgeschlossen werden die Punkte (=-2,0) und (2,0),

in denen aber x als Funktion von y bestimmt ist.

Wir sehen, wie wichtig es ist, Begriffe exakt zu verwenden. Oft
wird argumentiert - nicht ganz zu Unrecht -, daB sich die Be=-
griffe so eingebiirgert haben und nun nicht mehr veridndert werden
konnen. Auch internationale Bemithungen, Sprache und Symbolik der
Mathematik zu vereinheitlichen, blieben ohne Erfolg. Gerade hier
liegt aber die Aufgabe kommender Mathematikergenerationen, der
Theoretiker ebenso wie der Dozenten. Steigendes Wissen verlangt
Rationalisierung, Okonomie im Denken und Sprechen. Und es lohnt
sich im Sinne der Wissenschaftsentwicklung, auch iiber alte, ein-
geblirgerte Begriffe nachzudenken - die Relativitdtstheorie ist
das wohl bekannteste Beispiel dafiir. Damit soll nicht Umwdlzung
um jeden Preis beftrwortet werden, aber sinnvolle Versinderung,

wo e8 notwendig ist.
Wolfgang Dick
Student
in Charkow
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FD! - Studentensommer 1978

Es ist selt Jahren zu einer guten Tradition geworden, daB sich
die Studenten und die zukiinftigen Studenten der Sektion Mathe=
matik am FDJ=Studentensommer beteiligen. So waren in diesem Jahr
wieder 170 Mathematik- und Lehrerstudenten in Betrieben und auf
Baustellen im In- und Ausland im Einsatz. Sie arbeiteten wihrend
ihres 3-wdchigen Einsatzes an Schwerpunktaufgaben unserer Volks-
wirtechaft, so zum Beispiel im Rahmen der "Berlin-Initigtive"
der FDJ im Mobelkombinat unserer Hauptstadt, weiterhin im VEB
Mobelkombingt Eisenberg, im Staatlichen Fortwirtschaftsbetrieb

Schleiz sowie gemeinsam mit Studenten von Partneruniversitdten
des sozialistischen Auslandes im Interlager "Drushba" in Gera.

Von unseren Jugendfreunden wurden hervorragende Produktionslei-
stungen vollbracht. So wurden zum Beispiel von den 60 Jugend=-
freunden unserer Sektion sowie der Sektion Physik im Mobelkom=
binat Berlin 440000 Mark erwirtschaftet, die 60 im Mtbelkombinat
Eisenberg arbeitenden Studenten erbrachten einen Gkonomischen
Nutzen von 232000 Mark.

Mehr als eintausend Mark konnten als Ausdruck der Verbundenheit
mit den um ihre Freiheit k&mpfenden Volkern auf das Solidari-
tdtskonto {iberwiesen werden. Nicht zuletzt ist dies auch ein Re-
sultat der guten politisch-ideologischen Arbeit, die in ,den
Studentenbrigaden geleistet wurde.

Eine Auszeichnung flir die besten Jugendfreunde unserer Sektion
war die Teilnahme am Studentensommer von Parthneruniversitdten

in unseren sozialistischen Bruderldndern. 10 Freunde konnten ihr
"3. Semester" an der "Drushba~Trasse" verbringen. Acht Wochen
Arbeit verschafften diesen Jugendfreunden einen interessanten
Einblick in dieses gewaltige Integrationsvorhaben des RGW.

Das Leben im Studentensommer beschrédnkte sich jedoch nicht nur
auf die Arbeit, sondern beinhaltete auch eine abwechslungsreiche
Freizeitgestaltung innerhalb der Brigaden und mit den Angehdri-
gen der Betriebe. Verschiedenste kulturell-sportliche Veranstal-
tungen sowie Exkursionen in die Umgebung der Einsatzorte gehior-
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ten zum Programm. Den im Ausland tdtigen Studenten war auf die-
se Weise die Mdglichkeit gegeben, sich mit Iand und Leuten be-

kannt zu machen.

liirgen Salzmann

s Sm— ORI S —— I — . = —t S ——

Losungen

Aufgabe K 31

Zuerst zeichnet man sich am Punkt B der Seite c den Winkelf3

an und erhdlt die Gerade a. Man schlédgt um B mit dem Radius 8y
einen Kreisbogen. Man konstruiere sich durch den Mittelpunkt E
der Seite c die Parallele zur Geraden a. Deren Schnittpunkt mit
dem Kreisbogen sei D. Liegt D innerhalb des wmnkelsrs s 80 zeich=-
net man eine Gerade b durch A und D, deren Schnittpunkt mit a

sei C. Es gilt nach Strahlensatz AD = DC und auBerdem nach der
Konstruktion BD = 8+ Somit ist A ABC das gesuchte Dreieck.

Gibt es innerhalb des Winkels (5 keinen solchen Schnittpunkt D,
so ist ein Dreieck mit den gegebenen GrdBen nicht moglich.

Aufgabe K 32

O. B. d. A. seien a, c, ¥ und die Diagonalen e, f bekannt.
Zuerst wird die Strecke a mit den Punkten A und B gezeichnet

und in B der Winkel Y . Auf der so erhaltenen Geraden g wird
auf der AuBenseite die Strecke c abgetragen, man erhdlt den
Punkt B'. Es werden jetzt zwei Kreisbdgen gezeichnet:

17« um A mit dem Radius e

2. um B' mit dem Radius f.

Existiert kein Schnittpunkt, so existiert auch kein Viereck mit
den gegebenen GroBen. Existiert ein Schnittpunkt, so wird er
mit C bezeichnet. Durch C wird nun eine Parallele zu g und durch
B eine Parallele zu B'C gezeichnet, deren Schnittpunkt wird mit
D hezeichnet.

Wie leicht zu priifen ist, erfiillt das Viereck ABCD die Bedingun=-
gen der Aufgabe.
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|Aufgabe K 33 '

Wir zerlegen z: Z = X+y 3 xeG
. ]l =x ye 10,1)
[52] = [x2+2:qr+32] = x2+ [2xy+y2]
B2 = x*
Die Bedingung kann also nur erfiillt sein fiir

[2xy+y2] =0, oder O ¢ 2xy + 32<1

1. Pall: x<O 2xy + 32 4 0
2xy + yz = 0 fiir y=0 oder X = = % (entfdllt)
z € {-10,-9,.-.-.,-2,-1} = M,

2. Pall: x 2 0 2xy + y2 20

notwendige Bedingung: 2xy + :y2 < 1

32+2:qr-1<0

=>Oéy<-x+7x2+1
2> X & 2 ¢ Vx2+1

x=0 0z ¢<¥A =1
x=1 1¢ 2 ¢ V2
X=2 2 & 2

L N ]

Mit 2z € 2 erhdlt man
zeM, = lo,V2)v {2} .

Also erfiillen alle z€ M = M1 v M, die Bedingungen der Auf=-
gabe.

Aufgabe K 34

d = ZL = 10a+b
e =Vx.y = 10b+a
Es gilt: (x+y)2 = 4(1Oa+b)2

4x.y = 4(10b+a)>

Daraus folgt:
(1-3)2 = (x+y)2-4xy = 4.9.11(a=b) (a+b) # O, da x-y # 0.



175
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und (a=b)
1 Fall:

2. Fall:

3. Fall:

Quadratzahl

a=b = 1, a+bh = 11
a =6
b =5
d = 65

e = 56

a=b = 4-, a+b = 11
keine LGsung

g=b = 9' a+bh = 11
keine ISsung

d=65, e=56 bleibt als einzige Ldsung.
Wir erhalten also das Gleichungssystem

Vx.y = 56
Wir erhalten die L&sung
X, = 98, y, =32 (entfdllt wegen x<y)

L = 65

Somit muB 11(a=b)(a+b) eine Quadratzahl sein, also a+b=11

Die Ldsung lautet also (32,98), was auch eine Probe be=-

statigt.

Lgufgabe K 35

f(x) =
£(0) =
£f(1) =
£(2) =
£(3) =

Das angegebene
das Polynom

f(x) = -2Ox3 + 2%1 %2 - 2%1 X + T4

£(4
£(5

a3x3 + a212 + 84X + ag

' a, = T4
a3 +8, +a; +a, = 19
8a3 + 4&2 + 2&1 +a, = 65
27a3 + 9a2 + 3a, +a, = 92

Gleichungssystem ist zu ldsen. Es ergibt sich

) = =20
) = =891
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ufgabe K 36

Es seien A1 und A2 die Punkte auf der Geraden; M der Mittelpunkt
und R der Radius des Kreises, Nun seien M1, M2 die Mittelpunkte
und r der Radius der beiden eingezeichneten Kreise.

Nach dem Strahlensatz gilt:

R :r = A1M . A1M1

und somit A1M : A1M1 = A2M 3 A2M2 R

Nach der Umkehrung des Strahlensatzes folgt die Parallelitit
von M1M2 und A1A2.
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Der Begriff des Unendlichen in
Mathematik und Philosophie

Wenn man die Geschichte der Philosophie und die Geschichte der
Mathematik betrachtet, so £511t einem auf, daB sich geit der Ane-
tike viele bedeutende Philosophen intensiv mit Mathematik be-
schiftigten und sich umgekehrt bedeutende Mathematiker der Phi-
losophie zuwandten. Als Beispiele seien Plato, Aristoteles,

Descartes, Leibniz, Kant, Bolzanho, Cantor, Engels und Marx ge-
nannt. Die Ursachen hierfilir liegen sicher u. a. in dem hohen
Allgemeinheitsgrad beider Disziplinen. Bedeutsam ist aber auch
der schwierige erkenntnistheoretische Charakter mathematischer
Sitze. Vor allem die Frage nach dem Verhiltnis von Mathematik
und Wirklichkeit filhrt den Mathematiker auf philosophisches Ge-
biet und beschiaftigte die Philosophen in allen Zelten. Diese Fra=-
ge ist die spezifische Form der Grundfrage der Philosophie, wie
gie sich beziiglich der Mathematik stellt.

Dieses Problem gewinnt heute angesichts der Mathematisierung
fast aller Wissenschaften und weiter Bereiche des gesellschaft-
lichen Lebens stdndig an Bedeutung. In den letzten Jahren ist
bei uns in der DDR, bedingt durch die objektiven Erfordernisse
von Wissenschaft, Technik und Wirtschaft, das gesellschaftliche
Ansehen der Mathematik merklich gewachsen. Tagungen des Zentral=-
komitees und Tageszeitungen beschédftigen gich mit der Entwick-
lung der Mathematik. Populére Einfiihrungen in verschiedene Be-
reiche der Mathematik sind in Massenauflagen erschienen. Dage-
gen ist Literatur zu philosophischen Fragen der Mathematik in
sehr geringem Male vorhanden. In der Sowjetunion jedoch wird
seit Ende der zwanziger Jahre kontinuierlich an philosophischen
Problemen der Mathematik gearbeitet. Als Ergebnis davon erschie=-
nen zahlreiche Monographien, von denen speziell eine Arbeit von
J.A. Petrov hier mit ausgewertet werden soll, deren deutsche
Ausgabe 1971 beim Akademie-Verlag Berlin unter dem Titel "Logi~-
sche Probleme der Realisierbarkeits- und Unendlichkeitsbegriffe™
erschien.

Der Begriff des Unendlichen ist ein grundlegender und erkenntnis-
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theoretisch besonders problematischer Begriff der Mathematik. Er
tritt hier an sehr vielen Stellen auf, in seiner einfachsten
Form in der Arithmetik der natiirlichen Zahlen. Jedes Schulkind
weiB, daB es zu einer natiirlichen Zahl stets eine noch grtfere
natiirliiche Zahl gibt. Zu dieser gibt es wieder eine groGere,
usw. ,ohne Ende. Es gibt also unendlich viele natiirliche Zahlen.

B

Sind a und b zwei voneinander verschiedene reelle Zahlen, so
weiB man, daB zwischen ihnen eine von beiden verschiedene Zahl

c liegt. Zwischen a und c gibt es auch wieder eine von beiden
verschiedene Zahl usw. Man kann also davon sSprechen, daB zwi-
gchen zwei verschiedenen reellen Zahlen stets unendlich viele
Zehlen liegen. Die reellen Zahlen kann man sich durch Punkte
einer Geraden veranschaulichen, etwa auf der x-Achse eines Ko-
ordinatensystems. Die gesamte Gerade besteht aus unendlich vie-
len Punkten, und zwischen je zwei verschiedenen Punkten gibt es
auch unendlich viele. Entsprechend besteht auch eine Kreislinie
und jede Begrenzungslinie einer geometrischen Figur aus unend-
lich vielen Punkten. Eine beliebige reelle Zahl, etwa die Zahl
X, stellt selbst eine dialektische Einheit von Endlichem und
Unendlichem dar. Als gegebene Zahl trdgt sie den Charakter von
etwas Endlichem. Andererseits ist sie nur in Form eines unend-
lichen Dezimalbruches darstellbar.

Wie kommt es nun, daB der Mensch den Begriff des Unendlichen
begreift? Was sind die erkenntnistheoretischen Grundlagen dieses
Begreifens? Bereits Priedrich Engels sagte hierzu: "Das mathe-
matische Unendliche ist aus der Wirklichkeit entlehnt, wenn auch
unbewuBt, und kann daher auch nur aus der Wirklichkeit und nicht
aus sich selbst, aus der mathematischen Abstraktion erklért wer-
den" (F. Engels: Dialektik der Natur. In: Marx/Engels, Werke
Band 20, S. 534).

Es gibt verschiedene Formen der Abstraktion der Unendlichkeit,
die alle in der Mathematik Verwendung finden. Die beiden wesent-
lichsten Abstraktionen sind die der potentiellen Unendlichkeit
und der aktualen Unendlichkeit.

Ein Beispiel fiir den Begriff der potentiellen Unendlichkeit ist
die unendliche Folge der natirlichen Zahlen 0,1,2y35cccyMyeney
die man durch aufeinanderfolgendes Hinzufligen jeweils einer 1
zur vorhergehenden Zahl erh#dlt, wobei die Ausgangszahl O ist.
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Man spricht von potentieller Unendlichkeit wegen des unmittel-

baren Zusammenhangs mit der Abstraktion der potentiellen Reall-

sierbarkeit. Diese besteht in der Annahme der folgenden idea-

1isierten Bedingungen fiir den AufbauprozeB gewisser Objekte:

1. Es wird angenommen, daB die Prozesse beim Aufbau von Objek=-
ten diskret sind, d. h. in einzelne genau voneinander unter-
scheidbare Schritte zerlegbar sind,

2. daB Regeln oder Algorithmen existieren, nach denen der Aufbau
der Objekte schrittweise erfolgt und

3, daB der AufbauprozeB unabhingig von den vorhandenen materiel-
len Bedingungen ist und daB eine beliebig groBe, jedoch ehd-
1iche Anzahl von Schritten stets vollzogen werden kann.

Tm Rehmen dieser Abstraktion kann man nicht davon sprechen, dal

die Realisierung aller Schritte moglich ist. Diese Behauptung

wire widerspriichlich, denn wenn es fiir jeden Schritt einen dar-
auffolgenden gibt, kann es keinen letzten Schritt geben.

Die erkenntnistheoretischen Grundlagen fiir das Begreiften der

potentiellen Realisierbarkeit und der potentiellen Unendlichkeit

liegen in der Auseinandersetzung des Menschen mit der Natur,
insbesondere im ProduktionsprozeB. Dabei werden bestimmte Hand-
lungen stindig wiederholt. Diese wiederholten Tatigkeiten bil-
den letztlich die Grundlage fiir ein Begreifen einer Regel, de-
ren wiederholte Anwendung immer wieder zu etwas Neuem finhrt,
etwa der Regel der Konstruktion der natiirlichen Zahlen.

Es ist klar, daB die Abstraktionen der potentiellen Realisier-

barkeit und der potentiellen Unendlichkeit starke Idealisierun=-

gen realer Prozesse darstellen. Die Ergebnisse von Theorien,

die von diesen Abstraktionen ausgehen, werden jedoch erfolgreich

bei der ILosung praktischer Aufgaben benutzt, Das ist moglich,

weil diese Losung nur mit einer gewissen Genauigkeitsstufe durch-
gefiihrt wird. So ist z. B. die Berechnung des Verhdltnisses von

Umfang und Durchmesser eines Kreises, d. h. der Zahl & =3,1415...,

ein potentiell upendlicher ProzeB. Man kann dieses Verhdltnis

praktisch nur mit einer bestimmten Genauigkeitsstufe verwenden,
indem man sich auf eine endliche Anzahl von Zeichen der Zahl T¢
beschrinkt. Genauso ist es mit allen Anwendungen der numerischen

Mathematik und Rechentechnik. Ohne solche Bedingungen wdre eine

praktische Verwendung der Abstraktion der potentiellen Unendlich-
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keit unmoglich. Andererseits wdren diese Anwendungen aber auch

unméglich, wenn ihnen nicht theoretische Untersuchungen voraus=-
gingen, die vollstdndig auf der Abstraktion der potentiellen
Unendlichkeit beruhen.

Da der Begriff der potentiellen Unendlichkeit auf einer Ideali=

sierung der Realisierbarkeit beruht, kann er keine unmittelbare
Abbildung derjenigen Prozesse sein, die sich in der Natur und
im Denken vollziehen. In der Geschichte der Wissenschaft gibt

es jedoch nicht wenige Versuche, den Prozessen der objektiven
Realitdt genau den Charakter zuzuschreiben, den die mathemati-
schen Vorstellungen von der potentiellen Unendlichkeit haben.
Gerade dagegen haben sich die Klassiker der marxistischen Phi-
losophie stdndig gewandt. Engels widmete in seinem "Anti-Dilhring"
einen ganzen Abschnitt der Kritik Diihrings in Bezug auf die Un=
endlichkeit.

In der objektiven Realitdt besitzen die Prozesse 1. a. nicht
einen solchen Charakter, der es gestatten wlirde, sie in vonein=
ander verschiedene, streng unterscheidbare Schritte zu zerlegen.
Engels spricht davon, dalBl derartige Vergrtberungen und Ideali-
sierungen der realen Prozesse ein absolutes ideelles Erforder=-
nis der Mathematik sind, jedoch ist das ideelle Bediirfnis

des Mathematikers weit davon entfernt, ein Zwangsgesetz flr die
reale Welt zu sein. Der groBe Erkenntniswert solcher Vergribe-
rungen liegt gerade darin, dall sie es gestatten, die uns inter-
essierenden GesetzmdBigkeiten der realen Pfozesse in "reiner"
Form herauszuheben. Auf Grund der VergrSberungen ist man nicht
berechtigt, die realen Prozesse mit ihren ideellen Vorstellun-
gen zu identifizieren, weil diese Vorstellungen nur angendher-
ten Charakter haben. Das Wissen um einen mdglichen Fehler driickt
gerade ein absolutes Moment der entsprechenden relativen Wahr-
heit aus.

Eine wichtige Rolle spieli die Abstraktion der potentiellen Rea=~
lisierbarkeit fiir die Algorithmentheorie, die mathematische Lo=-
gik, die Theorie der abstrakten Automaten und &Zhnliche Diszipli-
nen, also in der theoretischen Kybernetik, die ihrerseits von
Wichtigkeit filir die technische Kybernetik und damit fiir unmittel-
bare praktische Anwendungen ist. Es geht hier im wesentlichen

um konstruktive Objekte. Das sind solche, die durch ein effek-
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tives, exaktes und vollstandiges Aufbauverfahren im Sinne eines
Algorithmus angegeben werden, also unter Zugrundelegung der Ab~-
straktion der potentiellen Realisierbarkeit. Wird fiir ein Objekt
mehr vorausgesetzt, ist es nicht konstruktiv. So ist z. B. die
Menge der natiirlichen 7ahlen als Ganzes nicht konstruktiv, denn
es existiert kein Algorithmus fiir den Aufbau dieses Objekts.

Man spricht hier von aktualer Unendlichkeit.

Unter aktualer Unendlichkeit kann man eine aktual unendliche Men-
ge verstehen, ohne gsie jedoch als Ergebnis eines Unendlichen Pro-
zesses aufzufassen, ohne sie {iberhaupt mit irgendwelchen Prozes-
gen in Zusammephang zu bringen. Der aktuale Charakter der Menge
pedeutet in diesem Falle, dal von dem ErzeugungsprozeB aller Ele=-
mente, aus denen die gegebene Menge besteht, abstrahiert wird.
Dies gibt die Moglichkeit, eine solche Menge als ein Objekt zu
denken, das unmittelbar mit allen seinen Elementen gegeben ist.

In der allgemeinen Mengenlehre versteht man unter einer unendli-
chen Menge eine solche Menge M, die eine echte Teilmenge M, dexr-
art enthdlt, daB zwischen M und M, eine eineindeutige Abbildung
besteht, d. h. M und M, sind dquivalent (gleichméchtig). So ist
die Menge der reellen Zahlen zwischen O und 1 unendlich, obwohl
sie einen "Anfang", d. h. eine kleinste Zahl O, und ein "Ende",
d. h. eine groBte Zahl 1, enthdlt. Diese Menge hat aktualen Cha=-
rakter, denn die zu ihr gehdrenden Zahlen stellt man sich als un=-
mittelbar und gleichzeitig gegeben vor. Eine Strecke ist die Men-
ge aller Punkte einer Geraden zwischen zwel vorgegebenen Punkten.
Auch diese Punkte stellt man sich alle unmittelbar und gleichzei-
tig gegeben vor, d. he als aktual unendliche Menge. Eine reelle
Funktion einer reellen Verdnderlichen ist die Gesamtheit der re-
ellen Zahlen mit den diesen jeweils zugeordneten Funktionswerten.
In der Analysis beschaftigt man gich mit solchen Funktionen als
fertigen Objekten, d. h. als aktual unendliche Mengen. SchlieB-
lich ist eine reelle Zahl selbst aktual unendlich, denn sie ist
ja ein unendlicher Dezimalbruch, man stellt sich aber alle Zif-
fern als unmittelbar und gleichzeitig gegeben vor.

Durch die Definition der Unendlichkeit im Rahmen der Mengenlehre
werden nur aktual unendliche Mengen erfaBt, und nicht konstruk-
+iv unendliche Mengen, und es ist leicht zu sehen, daB der Auf-
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bau aller Elemente solcher Mengen nicht mit einem effektiven
AufbauprozeB verkniipft ist.

Beide hier diskutierten Abstraktionen der Unendlichkeit werden
geit der Antike in der Mathematik verwendet. In welcher Bezie=-
hung stehen nun aber diese Abstraktionen zur realen Unendlich-
keit, welches ist ihre adidquate Widerspiegelung? Die reale Un-
endlichkeit der Materie ist eine dialektische Einheit quantita-
tiver und qualitativer Bestimmungen, von Kontinuitédt und Dis-
kontinuitdt, von Unendlichem und Endlichem. Sie darf nicht als
eine rein potentielle oder aktuale Unendlichkeit aufgefaBt wer-
den. (vgl. Philosophisches Worterbuch, Lelpzig 1969) Beide Ab-
straktionen spiegeln verschiedene Seiten der objektiven Reali-
tdt wider, die sich in einer dialektischen Einheit befinden.
Das ist der Grund dafiir, daB Theorien, die die eine oder ande-
re Abatrektion der Unendlichkeit verwenden, nur beschrankte An-
wendungsbereiche haben. Insbesondere héngen die logischen Mittel,
die jeweils verwendet werden diirfen, von diesen Anwendungsberei-
chen ab. Es gibt Aussagen, die in der klassischen Mathematik,
in der die Abstraktion der aktualen Unendlichkeit akzeptiert
wird, als wahr gelten, widhrend sie in der konstruktiven Mathe-
matik, in der nur die Abstraktion der potentiellen Unendlichkeit
zugelassen ist, falsch sind. Ein einfaches Beispiel ist folgen-
de Aussage:

"F{ir beliebige reelle Zahlen x und y gilt:

eg ist x =y oder es ist X ¢ y."
Diese Aussage ist in der klassischen Mathematik wahr (hier ist
eine Aussage der Form "p oder nicht p" immer wahr, Gesetz vom
ausgeschlossenen Dritten), aber in der konstruktiven Mathematik
falsch. Haben wir etwa die reellen Zahlen x = 0,123521... und
y = 0,123521++., 80 kann man unter Zugrundelegung der Absirak-
tion der aktualen Unendlichkeit sagen, daB x =y oder x # ¥y
wahr ist. Dieses Urteil kann man aber unter Zugrundelegung der
Abstraktion der potentiellen Unendlichkeit nicht aussprechen,
da bei dem potentiell unendlichen ProzeB des ziffernweisen Ver-
gleichs von x und y moglicherweise niemals der Zeitpunkt ein-
tritt, zu dem man iilber x =y oder x % y entscheiden kann (falls
beide Zahlen im aktualen Sinne identisch sind). Man kann also
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die Mittel der klassischen Logik in der konstruktiven Mathematik
nur beschriankt verwenden, sonst treten Widerspriiche auf.

Ein weiteres Beispiel ist der folgende Satz von Bolzano=Cauchy :

Wenn eine Funktion f in einem geschlossenen Intervall [ a,b]
definiert und stetig ist und an den Enden dieses Intervalls
Werte mit verschiedenen Vorzeichen annimmt, so existiért ein
Punkt ¢, a<c <b, derart, dal f(c) = O ist.
Fiir das Auffinden dieses Punktes ¢ existiert kein Algorithmus,
das Resultat ist nicht konstruktiv. Ahnliche Resultate gibt es
gehr viele in der klassischen Mathematik. Vom konstruktiven
Standpunkt aus kann man solche Resultate nicht als wahre Behaup=-
tungen akzeptieren, denn der Begriff der Wahrheit selbst wird
hier mit der algorithmischen Berechenbarkeit verkniipft. Solche
Resultate sind aber flir die Mathematik nicht nutzlos. Wenn es
auch keine allgemeine Methode zur algorithmischen Ldsung des
Problems von Bolzano=Cauchy gibt, so ist die nichtkonstruktive
Losung auf alle Fdlle in heuristischer Hinsicht niitzlich. In je-
dem konkreten Fall 1&8%t sich der Punkt ¢ mit f£(e¢) = 0, zumindest
annahernd, berechnen, und nierin liegt die groBe praktische Be-
deutung dieses Satzes.
Nichtkonstruktive Methoden sind also fiir bestimmte Ziele und un-
ter bestimmten Bedinhgungen ebenso berechtigt wie konstruktive
Me thoden.

Interessant ist nun, dal es auch umgekehrt Sdtze gibt, die in
der konstruktiven Mathematik wahr und in der klassischen Mathe-
matik falsch sind. Diese Tatsache hat grofBe erkenntnistheoreti=-
sche Bedeutung. Sie zeigt, daB die Abstraktion der aktualen Un=-
endlichkeit und damit die klassische Mathematik von solchen
Eigenschaften abstrahiert, von denen die konstruktive Mathematik
nicht abstrahiert. Sie widerspiegelt zugleich eine allgemeine Ge-
setzmdBigkeit der marxistisch=-leninistischen Erkenntnistheorie.
Keine Abstraktion aus der objektiven Realitdt und somit auch keil-
ne Theorie kann alle Eigenschaften und Seiten der realen Objek-
te, mit denen sie sich beschiftigt, vollstédndig, in allen Ein-

- zelheiten widerspiegeln. Es treten dabei immer Vergroberungen,
Vereinfachungen und Idealisierungen auf. Die Widerspiegelung

der objektiven Realitdt in Form von Theorien muB beweglich sein.
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Die Voraussetzungen, die sich auf die akzeptierten Idealisierun=-

gen beziehen, miissen moglichst allseitig beriicksichtigt werden.
Bei der Anwendung der Theorien konnen immer Widerspriiche und Médn=-
gel auftreten, die eine Erweiterung der Theorien erforderlich
machen. Dabel werden solche Annahmen fallen gelassen, die Fakto-
ren ausdriicken, von denen die Theorie absehen kann und die zu den
Widerspriichen fiihrten, und durch neue Idealisierungen ersetzt,

die gestatten, das interessierende Wesen eines Objektes besser
herauszuarbeiten. Wenn jedoch das wesentlich wird, was sich aulBer-
halb der Grenzen dieser Idealisierungen befindet, so sind neue
Tdealisierungen notig und andere miissen fallen gelassen werden,
usw. Bildlich ausgedriickt erhdlt man eine Entwicklung des Erkennt-
nisprozesses in der Form einer Spirale. Die Schwierigkeiten beil
der Widerspiegelung der objektiven Realitdt und das Problem der
Wahrheit der Theorien werden dabel rur im relativen Sinne geldst,
denn die neuen Idealisierungen sind mit neuen erkenntnistheore-
tischen Schwierigkeiten verbunden und stellen auch nur relative
Wahrheiten dar. Eine absolute ILosung der Schwierigkeiten und Er-
reichung der absoluten Wahrheit ist auch wegen der Unbegrenzt-—
heit des Erkenntnisprozesses nicht mdglich.

Dr. Gerhard Lischke
Bereich Kybernetik

Ein Operatorenkalkiil zur Losung
Linearei Differenzengleichungen 2. Teil

4. Nach diesen Vorbereitungen wollen wir eine Anwendung unserer
Sitze auf die Losung linearer Differenzengleichungen mit konstan-
ten Koeffizienten geben. Diese kann man, wenn wir uns auf Glei-
chungen hdchstens 2. Ordnung beschrdnken, in der Gestalt

X X +X + o X = f

o’'n 1%&1 2" n+2 B ? néNO

oder in der Form
2
,ﬂl'o‘ﬁl xn+F’1‘ﬁxn+ﬁ2xn=fn _
schreiben, wobel x= {xn} gesucht wird, f= {fﬂj und die Ko-
effizienten « und fs als reelle oder komplexe Zahlen gegeben
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geien. Eine Umrechnung beider Formen ineinander ist nach Defini-

tion der Differenzen leicht mdglich. Nach Definition ist

(4.1) X g =X, * Axn
und mittels (3.8) ergibt sich

2
(4.2) X2 = A x, + 2£3xn + X, .

Das Lsungsschema solcher Differenzengleichungen sieht folgender=-

maBen auss: .
- tiberfithrung von (4.1) oder (4.2) in Funktionen von q unter

Verwendung der Sdtze 3 und 4 und eventueller Umrechnungsfor-
meln fiir f als Operator in gq .

- Aufldsung der entstehenden linearen Gleichung nach den X .

- Riickiibersetzung der X als "Funktionen von q" in "Funktio-
nen von n'".
Wir betrachten jetzt einige Beispiele:
1. A Ky = n, x =a |
Nach (3.6) folgt mit (3.11) und (3.12) und (3.5)
q{xn} - (1+q)a ={n}
und daraus

{xn}=%{n}+l:1—'g-a=3*—'13+aa

q
3{%1:3—1'}1. {a} ={nﬂ(n.:1—l + aj
Also wird die LOsung

71\ 1=

Durch Einsetzen iiberzeugt man sich sofort davon, daB damit
eine Losung unserer Aufgabe gefunden wurde.

2
2e A Xy = 0, Xo=1s Axoz -1
Wieder liefern die Sdtze 3,4 sofort
q° {an = q(q+1) = (a+1)
und damit wegen (3.10), (3.11)
+1 +1 S . R
{mf = wtp =1y =faf wg1nt

also xn = 1=n .
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3.

X - 5%, .4 6xn=0, X,=1y x,=0

n+2
Die Umschreibung mittels (4.1), (4.2) liefert die &quivalente
Aufgabe

2 "
A {xn} - 3Axu + 2xn=0, > o . Ax0= -1.

0
Mit den Sdtzen 3 und 4 erhalten wir also

qz{xn} - (1+q)q + 14q -~ BQ{KH} + 3(14q) + 2 {x}=0
und das ergibt

{x,) = 1+ 79—— - (+q) —5——

q =3q+2 -3q+2
: 2 1 4 4 4
Nun ist 8 = - und = -~
q2-3q+2 q=2 q=1 q2—3q+2 q=2 q=1

wie man leicht nachrechnet. Damit wird

'~ 1 _ 2(g+1) _ g+l _ 4A(g+1 2 4(q+1) _ 3(q+1) _ +1
{Xn J=T9=2 T o= q- q-1 q-1 q- ’

Mit (3.10) liefert das sofort

{xnl\ - {3.2“ ~ 2.3“} , also x, = 3.2% = 2.3% .

SchlieBlich berechnen wir die Elemente der Folge der Fibonaccl-
schen Zahlen, denen ja eine ldngere Serie von "Wurzel"-Artikeln
mit dem Titel "Der Sieger von Palermo" gewidmet war. Die de-
finierende Differenzengleichung ist

) pe1 T Xpr Fo™s Xy=l, néN,.

Mittels (4.1) und (4.2) ergibt sich sofort

= X

2
A . &xn - X, = 0, XO-O, ﬁxoﬂ -
Die Sdtze 3 und 4 liefern
(P+q=1) {x,} = (1+a) =0 .

Sind u,v die Wurzeln von q2+q-1=0, so bestdtigen sie gleich,

dafB ) ]
(x, j.de 1tq [q_u - q_v] .

Mit (3.10) liefert das
{‘x } B (1+u)n (1+v)n
0] = =

u=v u=v

A
setzt man T=1+u, T=1+v, s0 gilt nach dem Vietaschen Wurzel-
setz wegen u+4v==1 und uv=-1 , dal T+C=1 und T’E=_1,
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-
d. he Tund T sind Wurzeln der Gleichung

xz—x-1 =0 .,

o 9
Damit erglbt sich sofort T = ?(1+i_), Ta= 2(1 -{5) und
u=v = T - T QS und schlieBlich die aus dem Artikel (III)

der oben genannten Serie ("Wurzel" 3‘78) bekannte Binetsche

Formel
g wbs (AP EY), mew,

. i )
5. Zum SchluB sei bemerkt, daB eine Ubertragung unserer Betrach-

tungen auf Differenzengleichungen hiherer Ordnung ohne weiteres
moglich ist. Fiir die Anwendung des Verfahrens ist natiirlich eine
moglichst umfangreiche Ubersetzungstabelle fiir "Funktionen von g"
in "Funktionen von n" von groBem Nutzen. Ihrem Tatendrang in die-
ser Richtung sind keine Grenzen gesetzt.

Prof. Dr. Hans-liirgen Glaeske
Bereich Analysis

P = —_—
—_— =

Preisaufgaben

1 Es ist zu zeigen, daB fiir alle n = 1 die Zahl

52n+1 " 3n+2 . 2n—1

durch 19 teilbar ist.

(o

K

Es ist zu zeigen, dafl man aus 1000 gegebenen natiirlichen
7zahlen stets solche Zahlen auswihlen kann, deren Summe
durch 1000 teilbar ist.

K 63 Man finde alle Losungen x der folgenden Gleichung (in Ab-
hingigkeit von a)

=

2
X =a - a =x VX +a

Man beweise folgende Aussage:

Aus

folgt

e

4
acos{3=bcosa<f.
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a89 Losungen
K 65 Man zeige

e
Q Tl 4+ 2:80 & 330 4 wes 4 BeBT = (BE1)] = 1

K 66 ILokasaTh, YTO eClM OTPE3OK, COSAVHAKIMY CePeAuHH ABYX
IIPOTMBONOJNOKHEX CTOPOH USTHDEXYTOJIBHUKA, PaBeH MOXyCcyuMe
IByX LDYTEX CTOPOH, TO 3TOT UETHPEXYTONBHUK - TPaNlellf.

EinsendeschluB: 15. 3. 1978

Losungsbedingungen:

Fiir jede vollstindige Losung erhdlt der Einsender die bei der
entsprechenden Aufgabe angegebene Punktzahl. Am Ende des Schul-
jahres versenden wir Biichergutscheine an alle Einsender, die im
abgelaufenen Schuljahr mindestens 10 Punkte erreichten. Einsen-
dern mit weniger als 10 Punkten werden die in diesem Jahr er-
reichten Punkte fiir das ndachste Schuljahr gutgeschrieben.

Die Losungen sind - jede LOsung auf einem gesonderten Blatt,
versehen mit Name, Adresse und Klassenstufe des Einsenders -
unter dem Kennwort "Wurzel-Preisaufgaben™ an uns zu senden.

Losungen

lAufgabe K 37

Eine Zahl n hinterldBt bei Division durch 9 den gleichen
Rest wie ihre Quersumme q(n)
n = k mod(9) €& qg(n) = k mod(9) s ks8

Nach Aufgabenstellung gilt q(n) = q(5n)

q(5n)
q(5n)

Also 5k = k mod(9)

k mod(9), aber andererseits
5k mod(3)

T ¥alls k £#0

5 = 1 mod(9) Widerspruch!
2. Fall: k =0

n =0 mod(9)

Also ist n durch 9 teilbar, wenn n und 5n die gleiche
Quersumnme besitzen.
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Aufgabe K 38

Wir nehmen an, 2“-1 gei Quadratzahl

M1 a k°
285 o k2et = (k+1) (k=1)
2n—1_1 k+1) (k=1
o Bails nw) 21y =21 =12
5, Fall: n >1 2%=1_1 3 1 mod(2)

lEil%ﬁE:ll £ 1 mod(2)

a) k = 0 mod(2)
(k+1)(k—1) s 1(2)

k1)Ck=1) 4 y ent£E11t

b) k =1 mod (2)

(k+1)(k=1) = 0 mod(4)

Widerspruch!
Darsus folgt, daB nur fir n= 2.1 eine Quadratzahl ist.

lAufgabe K 39 | ¥

Im Falle £ =0 entartet
das Dreieck, so daB wir
diesen Fall nicht un-
tersuchen werden.

Durch Berechnung der
Flicheninhalte der
Dreiecke ergibt sich:

%b.a.sinod1+ %c.a.sin X

1 s L d
?b.c.sln~x
Daraus folgt:

a.b.sin 0'51
C = p.einL - @.5810 X 5
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Losungen

Fiir den Fliacheninhalt A des Dreiecks ABC ergibt sich:

a.b%.sin af1.sinoé

A = f(b) = : b>0
2(besin X -a.sinode)

f(b) nimmt sein Minimum fir
gin &«
b = 28 2
* "8in &£
ane.
Der Fldcheninhalt betrdgt dann:
a2 sino(.l sina‘z

A =2
gin o

Durch die Angabe von b 1ist die Gerade g eindeutig
bestimmt.

lAufgabe K 40 |
Unter der Bedingung, daB A,B bzw. C der Tdater war,
stellt man eine Walrheitswerttabelle filir die Aussagen
auf: Tdater
A B C
A: 1. 0 1 1
2 1 0 1
B: 1. 0 1 1
2 0 0] 1
C: 1. 1 1 0
2. 1 0 0
Wie leicht zu erkennen ist, sind die Bedingungen der
Aufgabe nur dann erfiillt, wenn A der Tédter war.
[Aufgabe K 41

tan 7,50 = S0 1450 _ 2.8in 37,5°.sin T,5°
cos 7,5° 2.sin 37,50.009 T45°

0 & {??- N2
_cos 30 -cos 45" _Z21° "7
sin 45%+sin 30° -12—\]?+ -12-
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L ES P q3'DE2-1) =
~bﬂﬁ?-UQE?— &

e Emm o=

Aufgabe K 42

Die Eigengeschwindigkeit des Bootes sei VB'
Nach Aufgabenstellung gilt dann:
3n S 10 km " 6 km €4y

VB+ 1 km/h VB— 1 km/h

Nach Umstellung ergibt sich:

|-'_'_1
4 km/h & Vg g 8_+3'.¢_.5_1 km/h = 5,3 km/h

R I N S . o S ot oo r 2 == = St ot o e ey i e e e o e e . ——
e e e e S T e ======

Mathematik im Alltag

Kundin: Gestern hatte ich meinen Sohn einkaufen geschickt,
Br sollte 2 kg Apfel kaufen. Als ich die Tiite zu
Hause nachwog, waren nur 2 kg darin.
Verkéuferin: Vielleicht h#dtten Sie Ihren Sohn mal wiegen
sollen!
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