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P.S. Alexandrow
Die Entwicklung zum Wissenschaftler

Am 7. Mai 1896 wurde dem Oberarzt Alexandrow des Landeskranken=-
hauses des Beredsker Kreises im Gouvernement Moskau (heute
Noginsk) der Sohn Pavel geboren. Die Femilie lbersiedelte bald
darauf nach Smolensk, wohin das Familienoberhaupt, ein guter
Chirurg und fiir seine Zeit ein sehr fortschrittlicher Mensch,
als Oberarzt des Gouvernementkrankenhauses berufen wurde. Be-
reits in frither Kindheit beherrschte der Junge die franzdsische
und etwas spdter die deutsche Sprache gut und befaBte sich gern
mit Musik.

Bereits im Gymnasium interessierte sich Pavel Sergejewltsch fiir
mathematische Probleme. Im Unterschied zu den gewthnlichen mathe-
matischen "Schiilertalenten" faszinierten ihn jedoch nicht schwie=-
rig zu 1ldsende Gleichungen oder Konstruktionen, und er glanzte
auch nicht durch schnelles Rechnen. Er machte alles langsam,
aber griindlich. Sein Interesse filir die grundlegenden Probleme
der Mathematik fiel seinem Lehrer Alexander Romanowitsch Ejges
auf. Er begann den Jﬁnglihg langsam in die Welt der Mathematik
einzufithren und lenkte unmerklich desgen Studien. A.R. Ejges,
ein Schiiler des bekannten N.E. Shukowski, war ein sehr gebilde-
ter Mensch von hoher Kultur. Pavel Sergejewitsch gewann allmédhe
lich eine hohe Verehrung fiir seinen Lehrer und natiirlich auch
fiir das von ihm unterrichtete Fach, der Mathematik. Spédter ent-
schloB er sich, Lehrer zu werden und schrieb sich nach Abschlul3
des Gymnasiums mit der Goldenen Medaille an der Mathemwatischen
Fakultdt der Moskauer Universitdt ein. Von dieser Zeit an ist
das ganze leben und die gesamte Tdtigkeit P.S. Alexandrows un-
trenfibar mit der Moskauer Universitédt verbunden.

Im Jahr 1915 leistete der Student Alexandrow seinen ersien wig-
senschaftlichen Beitrag zur Mengentheorie und bewies das wich-
tige Theorem liber die Mdchtigkeit der Borelmengen.

1921 wurde Pawel Sergejewitsch Dozent an der Moskauer Universi-
tdt, dann ordentlicher Professor, 13293 qureapondierendes Mit-
glied der Akademie der Wissenschaften und 1953 Mitglied. 30 Jah-
re war er Prdasident der Moskauer Mathematischen Gesellschaft und
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ist heute ihr Ehrenprisident. Interessant ist auch, daB Alexan-
drow 1935 einer der ersten Organisatoren der Moskauer mathemati-
schen Olympiade fir Schiiler war,

#Mit meinem Lehrer, N.N. Lusin, traf ich nach AbschluB des 1, Stu-
dienjahres das erstemal zusammen" ,erinnert sich Pawel Sergeje-
witsch.nDer Eindruck dieser Begegnung war sehr tief, Seine Vor-
lesungen, die ohne jeden &HuBleren Schein und ohne sprachliche
Kunstgriffe waren, ergriffen die HErer durch ihre schépferische
Spannung, zwangen uns gleichsam an der Ldsung des mathematischen
Problems teilzunehmen, verwandelten die Vorlesung in ein typi-

sches Laboratorium mathematischen Ienkens, Nach VorlesungsschluB
wandte ich mich an Lusin um Rat bittend, wie ich mich weiter mit
der Mathematik befassen solle. Ichwar vor allem tiberrascht iiber
die Aufmerksamkeit und Achtung gegeniliber dem Gesprichspartner, ob-
wohl er damals ein bekannter Wissenschaftler und ich ein 18=-j8h-
riger Student war, Lusin stellte mir einige Pragen, um gleich
darauf in einer mir verstdéndlichen Form die Grundrichtungen nei-
ner weiteren Studien zu umreiBSen., Sehr vorsichtig, ohne jeden
Druck iiberzeugte er mich, eine dieser Richtungen zu wdhlen, Heu-
te; viele Jahre spiter, kann ich sagen, daB diese Richtung gut
gewdhlt war, Demals wurde ich N,N. Lusins Schiiler, Ich lernte bei
jhm nicht nur Mathematik, sondern bekam auch eine Vorstellung
dartiber, was ein richtiger Wissenschaftler ist, und was ein Uni-
versititsprofessor sein kann und sein soll, Damals begriff ich
auch, daB8 die Wissenschaft und das Heranfiihren junger Mensgchen

an sie zwei Seiten der gleichen THtigkeit, der THtigkeit eines
Wissenschaftlers, sind.," .

Nach AbschluB der Universitit befasBte sich Pawel Sergejewitsch
auf den Rat Lusins hin mit dem damals modernen Problem des Kon-
tinuums, das beinahme das erste mathematische "Problem des Jahr-
hunderts" war,

Ohne das "Problem des Jahrhunderts" geldst zu haben, kehrte Pa-
wel Sergejewitsch 1918 nach Smolensk zuriick und widmete sich
einige Zeit kultureller Aufklirungsarbeit in Tschernigow. Aber
1920 ist er wieder in Smolensk, Er unterrichtet Mathematik an
der neuersffneten Smolensker Universitit und fihrt jden Monat
nach Moskau, um die Priifungen zur Erlangung des Magistertitels
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abzulegen., Damals waren es ilibrigens 15 Priifungen, und sie umfafi-
ten den Stoff der ganzen damaligen Mathematik,

Tie beiden Pawels

"Die gleichen Priifungen legte manchmal sogar am gleichen Tag auch
Pawel Samuilovitsch Uryscn ab, der vor kurzem die Universitit
ahsolviert hatte. Bald hatten sich die beiden Pawels angefreun-
det, Die gemeinsamen Priifungen und zahlreiche Cespréche trugen
natiirlich dazu bei, daB wir uns immer n#her kamen," berichtet

P.S, Alexandrow., "Jedoch folgender Umstand war der eigentliche
Beginn urnserer Freundschaft, P.S, Uryscn liebte wie auch ich
die Musik sehr. Nach Ablegung des f#dlligen Examens gadb mir Uryscn
am 30, Midrz 1921 eine Karte fiir einen Abend Beethovenscher Violin-
sonaten, Ich freute mich sehr, urd wir gingen zusammen in das Kon-
zert, das uns beiden sehr gefiel, Nach dem Konzert hatten wir
Iust, spazieren zu gehen, wir streiften bis 4 Uhr morgens durch
Moskau und unterhielten uns iiber Mathematik,"

"Im Frithjahr 1921 konzentrierte sich P,S, Uryscn auf die Topologie,"
erzdhlt P,S. Alexandrow weiter, "In der Geschichte der sowjeti-
schen Mathematik nimmt Uryscn ja auch die Stellung des Begriinders
der sowjetischen Topologie ein, Nach den klassischen Arbeiten
P.S. Urysons entwickelte sich dieser Zweig der Nathematik in der
UdSSR in weitem Rahmen und erfolgreich.”

Den sehr heiBen Sommer 1922 verlebten die beiden Ireunde auf einer
Datsche in der Nihe von Bolschew am Ufer der F1ljasma, Morgens,
gleich nach dem Aufstehen, begaben sie sich zum Ufer des Flusses
und nahmen einige Butterbrote, Bleistifte und Papier mit,

"Dies waren Sturden intensivster Arbeit und lebhafter Gespriéche
iiber Nathematik," erinnert sich Pawel Sergejewitsch, "Wir verfaf(i-
ten gemeinsam 'Bemerkungen iiber kompakte topologische R&ume',
und das Werk wurde in diesem Sommer fertiggestellt,

Neben unserer Datsche wohnte Prof, W.E. Fomin mit seiner Familie,

Er besaf ein Boot, Einmal erschienen zwei junge Burschen bei ihm,
die sich als Dozenten vorstellten. Beide waren wir barfuB, auch
dementsmwr echend angezogen und sahen durchaus nicht wie Dozenten
aus,"ldchelt P.S.Alexandrow in Erinnerung an diese ldngst ver-
gangene Zeit, "Der Professor sagte, daB das Boot gestrichen wer-
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den muB und forderte uns auf, in einigen Tagen varbeizukommen,
Bei unserem n#chsten Besuch erhielten wir das Boot, aber bei
unserer ersten Fahrt damit schmierten wir ums tiichtig mit roter
Farbe voll, Es ergab sich, daB wdhrend des Streichens des Bootes
Prof., Fomin sich bei Prof. Jegorow iber ums erkundigte und die
Antwort erhielt: 'Sie sind gute Mathematiker, aber ob man ihnen
ein Boot anvertrauen kann, weiB ich wirklich nicht,'"

‘Was nun die Arbeiten Uber die topologischen Riume betrifft, die
von den beiden Freunden in diesem Sommer geschrieben wurden, so
waren sie so gut, daB sie bald in der ganzen Welt Anerkennung
fanden und sogar in den "Mathematischen Annalen" verdffentlicht
wurden, die von dem bekannten Felix Kleln redigiert wurden.

Anerkennung im WeltmaBstab

Den Sommer 1923 und den darauffolgenden Sommer 1924 verlebten
beide Freunde in GSttingen. Hier lernten die Freunde die meisten
Gottinger Mathematiker kemnen, auch D, Hilbert, R. Courant und
E., Nother, In G5ttingen kamen in den Sommersemestern die fithren-
den Mathematiker aller Welt zusammen,

In G6ttingen filhrten die beiden Freunde von Semester zu Semester
Spezialkurse und wissenschaftliche Seminare durch und wurden
Mitglieder der Gittinger Wissenschaftlichen Gesellschaft, einer
besonderen wissenschaftlichen Akademie, in die nur hervorragende
Wissenschaftler aufgenommen wurden, die sich durch ihre Arbeiten
einen Namen gemacht hatten,

An der Leine in Gttingen gab es einen Staudamm, der einen Xei-
nen See und einen nicht hohen, aber sehenswerten Wasserfall bil-
dete. An den Ufern dieses Sees kamen an heiBen Sommertagen die
Mathematiker zusammen, da die meisten von ihnen gern schwammen,
Rach dem Baden wurden am Ufer im Schatten der B#ume oft ernst-
hafte wissenschaftliche Dispute ausgetragen und wichtige Ideen
dargelegt. Pawel Sergejewitsch berichtet: "Einmal war ich Zeuge,
als Hilbert am Seeufer iiber die Grundgedanken seiner Arbeit 'Hber
die Unendlichkeit' sprach, die er fiir den Druck vorbereitete,"
Viele wissenschaftliche Arbeiten junger Mathematiker entstanden,
wurden dargelegt und diskutiert wdhrend des Badens., :
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Der Tod des Freundes

Nech dem Sommersemester 1924 in G&ttingen reisten die Freunde
nach Paris, nach Gottingen,das 2, Zentrum fiir die Mathematiker
der Welt., AnschlieBend entschlossen sie sich, einige Wochen am
Strand des Atlantischen Ozeans zu verbringen.

In seinen Memoiren "t'ber meinen Freund" schreibt P.S. Alexandrow:
"Vor mir liegen 2 Eisenbahnkarten 3. Klasse von Paris ... Sie
tragen das Datum 27, Juli 1924, dem Tag an dem Pawel Samuilo-
witsch und ich zum Atlantischen Ozean fuhren, Wir verbrachten
ungefdhr 3 Wochen am Strand. Es gab viel Sonne, manchmal auch
Wind, das Wetter war schén, es regnete nicht oder fast nicht.
Wir waren den ganzen Tag am Strand., ... Am 14, August beendete
Pawel Samuilowitsch seine Arbeit iber die 'Miichtigkeit zusam-
menhingender Mengen', eine seiner beme rkenswertesten Arbeiten,

Es kam der 17. August,,ein Somntag. Vor und nach dem Vittagessen
arbeiteten wir viel, Pawel Samuilowitsch dachte iiber seine neue
Arbeit nach, deren Inhalt das bekannte, heute in allen Lehrbii-
chern und Monographien enthaltene 'Urysonsche Lemma" und ein
nicht weniger bekanntes Theorem bildete, Er schrieb jedoch nur
die erste Seite, Die Sonne kam heraus, und wir gingen baden. Es
war ungeféhr um 5 Uhr, Und eine Stunde spéter lebte Pawel Samuilo-
witsch nicht mehr. Eine plotzliche Welle gchlug seinen Kopf gegen
einen Felsen."Nach dem tragischen Tod Uryéons durchlebte Pawel
Serge jewitsch eine Zeit schwerster seelischer Erschiitterungen,
Fast e¢in ganzes Jahr muBte er an der Durchsicht und Vorbereitung
zur Drucklegung des wissenschaftlichen Nachlasses seines Freun-
des arbeiten, besonders an den wichtigen Bemerkungen {lber die
Cantorschen Mannigfaltigkeiten.

Besonders bemerkenswert fiir die Tdtigkeit P.S. Alexandrows war
das Jahr 1927. Auf dem 1. Allrussischen KongreB8 gab Prof, Alexan-
drow eine Ybersicht iber die Entwicklung der sowjetischen Topo-
logie., Dies war fiir ihn die 1., Mdglichkeit, seine Ideen und Fr-
folge einem groBen Auditorium zu unterbreiten,

Fortsetzung folgt!
A. Chalamajser

Moskau



7 . Preisaufgaben

Preisaufgaben

N 1 van bestimme die maximale Anzahl von Springern die mar
derart auf ein Schachbrett stellen kann, daB keine zwei
Springer einander schlagen kdnnen. Man gebe eine solclie
gtellung an und beweise, daB keine groBere Zahl mdglich ist!

K 2 Man 15se das Gleichungssystem

<X+ Byn

yxw =xm%n
wobei x>0, y>0, n>»0 sei 1in den Variablen x und y.

Y e e S S P e

=
L

Man 10se die Gleichung
R —

41 x"+8x ¥

+ 1x+7 =

x+1 ) {;:ﬁﬂ

Seien ol , P und y die Winkel eines rechtwinkligen Drei-

N 4

“ ecks. Man zeige, daB dann
sin o sin\Bain(-L-p) +8in p siny sin(p-y) +
sin y gin o ain(‘r -d) + sin(d =p ) siu(P-r)sin(r-.(_) =0
gilt.

N 5 Es sei bekannt, daB die Verldngerungen zweier paralleler

Seiten eines Rechtecks ABCD eine Cerade in den Punkten

M und N schneide, und die Verlangerungen der Seited AD und
BC dieselbe Gerade in den Punkten P und Q.

Die Linge der Seite AB gei gleich p.

Man konstruiere das Rechteck ABCD.

In welchen Fdllen ist die Aufgabe 1dsbar und wieviele IO-
sungen gibt es?

‘N 6 lycts O LEHTD cpepu K; Q m P — TOUKH, Jexalle BHE K.

MpoBezitM BOKPYT TOUKM P xax BOKpyr lLeHTpa cfepy padnyca
PO, a BOKpYI TOUKM Q Kak BOKPYT LEHIPA cfepy panmyca Q0.
llokazaTs, YTO IJjomagd TeX yacTeft »Tux cdep, KOTOpHE

crkaxyThcs BHYTpZ K, DaBHH.

H
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Aufgabe M 37

Man erweitert den Bruch A mit 2.4.6. ... .(2n=-2) und er-

hidlt: '
A - 10203. [N .(211—1) F
2 =
(2-4.6. [ 0(2!1.-2) 02!1
- _21 . (2n=1)! _ 1 (2n-1)!
pen-1 (n=1)1 “n 2°%=17 " (p_qyrp
1 (2n—1)
= -ﬁz n- -
Der Binomialkoeffizient (En-1) ist eine ganze Zahl.

2n-1

Folglich ist _auch 2 A eine ganze Zahl.

Aufgabe M 38 -

Es gilt a2+b> = 1 (1)
02+d2 = 1 (2)
ac+bd = O : (3)

Aus (1) folgt, daB a und b nicht gleichzeitig O sein
knnen. Sei a # O.
Dann folgt aus (3):

bd
c=a— : (4)
Setzt man (4) in (2) ein, erhdlt man:
2.2 2
1=-ll—g—+d2=—-2(b2 2)
a
Aus (1) folgt dann: al = d° (%)

Unter Verwendung von (4) kann man ab + cd wie folgt
umformen: 5

ab + cd = ab = 25— = § 2fd2)

Wegen (5) ist &b + cd = (G

Aufgabe M 39

Sel ry der Radius des Kreises K, mit dem Mittelpunkt O1
und ry der Radius des Kreises K2 mit dem Mittelpunkt 02.



A

Die Dreiecke PO1A1 und P02A2 sind'ﬁhnlich, da sle ent=-
weder einen gemeinsamen Winkel haben oder die Winkel

& 01PA1 und <& 02PA2 als Scheipelwinkel gleich sind,
und da die Dreiecke suBerdem noch gleichschenklig sind.
Analog folgt die Ahnlichkeit der Dreiecke PO,B, und
PO,B,. Folglich ist:

22
PA1 : PA, = r

H
no
c
B
<Y

1

PB1 : PB2 = r1 : r2
und somit
PA1 : PA2 = ]?B1 H PB2.

Da die Dreiecke PA,B, und PA,B, zwel Paare entsprechen-

der Seiten haben und die Winkel am Punkt P gleich sind,
8ind die Drelecke &hnlich.

k)

Aufgabe

M 40

Eine ungerade ganze Zahl kann man in der Form 2k+1 dar-
etellen. Dabei ist k wieder eine ganze Zahl.

Weiter ist (2k+1)2 = 4k(k+1)+1.

Das Quadrat einer unger&den ganzen Zahl 1dBt also bei
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Division durch 8 den Rest 1 (entweder k oder k+1 ist
durch 2 teilbar). '
Sind 8,y 85y 83 8,49 85 ungerade, so l&aBt

a12+322+332+a42+352 bei Division durch 8 den Rest 5.

2 2 :
Da b2 = a12+32 +a3 +a42+352 ist, kdnnen a1.a2.a3,a4,a5

und b nicht gleichzeitig ungerade Zahlen sein.

Aufgabe M 42
Sei G der FuBpunkt des Lotes, das von der Ecke B auf die
Diagonale AC gef#llt wurde.

F Die groBere Diagonale AC
teilt daes Parallelogramm
in die zwei stumpfwinkli-

D c gen Dreiecke ADC und ABC.
Deshalb liegt der Punkt G
auf der Strecke AC zwi-
A 2 £ schen A und C.

Die rechtwinkligen Dreiecke AEC und AGB sind &hnlich,

da sie einen éemeinsamen Winkel an der Ecke A haben.

Die rechtwinkligen Dreiecke AFC und CGB sind auch dhn-

lich, da die Winkel an den Ecken A und C gleich sind.
Es gelten folgende Verh#dltnisse:
AC : AE = AB : AG und
AC : AF = BC : GC.

Men erhdlt:
AB . AE = AC . AG und
BC . AF = AC . GC.

Addiert man diese Gleichungen, erhélt man:

AB . AE + BC . AF = AC (AG + GC) (1)

Da BC = AD und AG + GC = AC

folgt aus (1):

AB . AE + AD . AF = AC™,
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Hyperkomplexe Zahlen und Drehungen im Raum

Im Aufsatz {iber anschauliche Einfiihrung komplexer Zahlensysteme

haben wir den Begriff einer Quaternion durch den Ausdruck
q=a+ bl +c¢j + dk

eingefiihrt, wobei a, b, ¢ und d beliebige reelle Zahlen sind

und die Symbole i, j und k folgende Beziehungen erfiillen:

1% e B =

ij = k, jk = i, Ki = j
ji = =k, kj = =i, 1k = =j
i1 charakterisiert eine 90°-Drehung im positiven Sinn um die z-Achse
.J charakterisiert eine 90°-Drehung im positiven Sinn um die x-Achse
-k charakterisiert eine 90°-Drehung im positiven Sinn um die y-Achse
(Siehe Skizzen 1a = 1c)
p2 p2 4t a

AN

| x 1a » 1 x 1c

1

Wir wollen nun zeigen, wie man Drehungen um eine beliebige Achse
durch den Ursprung des Koordinatensystems (x,y,z) mit Hilfe der
Symbole i, j und k daratellen.kann.

Zundchst betrachten wir Drehungen um die 3 Achaen Z, X und y um
einen beliebigen Winkel ¢ . (Skizzen 2a bis 2c)

4t [ 3 - pe
- C
c
' = S B/
A A'
% x X

28 2b 2¢c
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Drehen wir die Strecke OA = r auf der x-Achse im positiven Sinn
um die z-Achse um den Winkel ¢ , so geht OA iiber in

OA' = r(cos ¢ + i sing ).

Drehen wir die Strecke OB auf der y-Achse im positiven Sinn um
dle y-Achse um den Winkel ¢ , so geht OB = r in

OB' = r(cos ¢ + J sin ¢ )
liber,
Eine Drehung der Strecke OC = r auf der z=-Achse um dle y-Achse
im positiven Sinn um den Winkel ¢ fihrt OC tber in

0C' = r(cos ¢ + k sin ¢ ).

Um eine Dfehung_um eine beliebige Achse Birdurch unsere Symbole
i, J, k auszudriicken, gehen wir in 2 Schritten vor.
Die Lage einer beliebigen Achse OF 148t sich durch die beiden
Winkel « und P festlegen. OP, ist die senkrechte Projektion
von OF auf die x,y-Ebene (siehe Skizze 3).
a) Wir drehen zunichst das Koordina=-
tensystem um die z-Achse im positi-
ven Sinn um den Winkel &£ . Dabel
geht die x~Achse in die x*-Achse
und die y-Achse in die y'-Achse
{iber. Die z~Achse bleibt unveridn-
dert, z = 2'.
Dem x',y',z'-System konnen wir wie-#y
der 3 Symbole it', j' und k' zuord- Skizze 3
nen, die fiir dieses System die glei~- '
che Bedeutung heben wie i, j und k filir das x,y,z-System. Aus
der Konstanz der z-Achse ergibt sich: i' = i.
j' finden wir durch folgende Uberlegung:
Drehung der x~Achse in die Iage der y'-Achse wird durch die
Quaternion r(cos(90°+‘) + 1 8in(90% o )) dargestellt.
Drehung der y'-—Achse in die Richtung der z-Achse wird durch
die Quaternion j' dargestellt. Beidé Drehungen hintereinan-
der ausgefiihrt ergeben die Drehung der x-Achse in die Rich=-

pZ

tung der z-Achse.
r(coa(90°+-£.) + i Bin(90°+¢)). j' = rk oder
(-sined + i cosel ). J' = k.
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b)

Multiplizieren wir links mit
(-8in of = i cos ol ), 80 erhal=-
ten wir wegen |

(=8ine = i cosel)(=~sind + i cosd )= 1

j'=(-sind -~ i cosel ). k oder wegen
ik = =]

j' = j cosel = k sind

(siehe Skizze 4)

41'2'

A

4

Skizze 4
*®

k' finden wir aus der Beziehung k' = i'j' bzw. k' = ij"

k' = 1(j cosel - k-Binel )
k' = j sin s + k cosol

Fiir das x',y',2'=System haben wir also folgende Symbole:

-j_l
3 j cos el = k sinel
k' = jesine + k cosd

i

Nun drehen wir das (x',y',2')-System um die y'-Achse im po-
sitiven Sinn um den Winked.ﬁ « 2 = z' geht dabel iliber in die
z"-Achse, die mit der OP-Achse zusemmenfiéllt. Die x'- bzw.
y'=Achse geht iiber in die x"-Achse bzw. y"-Achse (siehe

Skizze 95).

Dem (x",y"=y',z2")-Symbol entspre-
chen wieder 3 Symbole i",j",k",
die in diesem System die gleiche
Rolle spielen wie i, Jj, k im
(x,y,2)=System.

i finden wir durch folgende Uber-
legung:

Drehung der x"-Achse in die Rich-
tung der x'-Achse wird durch die
Quaternion r(cos p + k' sinp )
dargestellt, Drehung der x'-Achse
in die Richtung der y'-Achse durch

* Skizze 5

ri' (r = Betrag der gedrehten Strecke. Beide Drehungen hin-
tereinender ausgefiinrt ergeben die Drehung r.i"
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| ri" = r(cos p + k' sinp ).i'

i" = i'cos p + j' einp

i" = i cosp + (j cos - k sind ) sin p

i* = 1 cospp + ] cos & sinp - k sind sin_'b

Wegen der Konstanz der yt-Achse ist k" = k' = j sin< + k cos o
Aus j" = k" i" finden wir des dritte Symbol:
jn (j sin +k cosol ) (1 cosp + j cosd sinp <k sindd sinp )
j" = -k sind cosp - sind cosd sinp -i sin odsinp +j cosd cosf
- i cos®d sinp + cosd sindsin(}
j" = -i sinp + J cos oL cosd - k sin o cosf

Bei der Multiplikation ist immer zu beachten, daf das kommutati-
ve Gesetz nicht gilt!
Plir das (x",y",z")=-System gelten also folgende Symbole:

i" = 1 cos® + j cosed sinp - k sind sin B

j" = -1 sinp + J cosed cosf - k sind COBP

k" = j sind + k cosd

Der Leser kann sich durch Ausrechnen davon {iberzeugen, daB fiir
im, j" und k" die gleichen Beziehungen bestehen wie fiir i, j, k.
Eine Drehung im positiven Sinn um die Achse OF um den Winkel @
kann also durch das Symbol i" charakterisiert werden.

q = r(cos @ + 1i" sin @ )

q = r[coslr + (1L cosp + j cosd sinp - k sind sinp )sin 9]
Die Quaternion bi + ¢j + dk bezeichnet man auch als eine vekto=
rielle Quaternion. In unserem Fall hat diese vektorielle Qua=-
ternion stets den Betrag 1, wie sich leicht ausrechnen 1&B8%.
r bedeutet eine Strecke, die senkrecht zur Drehachse liegt.
Als Beispilel wollen wir folgende Aufgabe losen.

Gegeben sei die Quaternion q=0,5(1+i+j+k).

Man bestimme die Richtung der Drehachse und den Dreh-

winkel @ .

3+ —;—- (14410 . T

cosqa% sinp:fg‘... ¢ = 60°.

Losung: Es ist q =

Die Drehachse finden wir durch die Beziehung
gn o Adtk
LE}
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 Hieraus folgen fiir &£ und @ die Gleichungen:

1 1 -1
cosp = — cos o Bind = — sin £ 8ind = —
EX P i
Die Gleichungen werden erfiillt durch die Winkel
oL, = = 457, b, =547 und
Lo = 135°%, Bp = -54,7°

Beide LUsungen ergeben dieselbe Drehachse.

Interessant ist folgende Feststellung: Fiihren wir eine 45°-

Drehung um die z-Achse aus, enteprechend der Quaternion

q, = _‘—_1'(1+1), und danach eine 45°-Drehung um die x-Achse mit
2

ap = F(1+1), 80 ergibt qa, = 3(1+1)(143) = F(T1+1+j+k).

Das Ergebnis der beiden Drehungen ist also eine Drehung um die im
obigen Beispiel bestimmte Drehachse.

An einem zweiten Beispiel wollen wir diese Feststellung bestédti-
gen.

Wir betrachten eine Drehung um die z-Achse um den Winkel 90° und
eine zwelte Drehung um die x-Achse um den Winkel von 45°,

q; = 1 und g, = -i_g,(nj)

aa, = :l-i_—a(n;j) - —{-_;7(1+k)

q. = qqq, = cos 90° + (—l L o k) sin 90?
2 2
Der Drehwinkel betrdgt - 90°.
Fiir die Drehachse ergeben sich die Glelchungen:

cos -1—-_15_ cos oL cosp = 0 und -sind éinp = F;T'
Hieraus folgt: o = 90° und P = -45° (siehe Skizze 6)
Mit Hilfe der Quaternionen lassen 2
sich also 2 Drehungen relativ leich
zu elner Drehung zusemmenfassen.

In der Fachliteratur werden meist
die Symbole 1, J und k etwas ab=
gedndert verwendet. i wird als Sym-
bol fir eilne 90°—Drehung um die =~
Achse, j als Symbol fiir eine 90°=

Skizze 6
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hung um die y-Achse und k als Symbol fiir eine QOO-Drehung um
ie z-Achse verwendet. Fiir diese Festsetzungen ist das Ergebnis

zweier Drehungen mit den Quaternionen q4 und 95 nicht q.lqg, son=
dern Q5945 wie sich 1leicht nachweisen 1&Bt.

Zum SchluB wollen wir noch einmal betonen, daB durch die Qua=-
ternionen suBerordentlich fruchtbare Gebiete der Mathematik ent-

standen, wie z. B. die Vektoralgebra, die Metrizenrechnung und
viele andere Algebren.

Dr. Bruno Hanisch
Halle
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P. S. Alexandrow (Forisetzung)

Ias Geheimnis der ewigen Jugend

Pawel Sergejewitsch studierte sehr eingehend das Schaffen N.I.
Lebatschewskis und {ibernahm nicht nur die geometrischen Ideen

des groflen Kasaner Matheratikers, sondern begzriff, iibernahm und
entwickelte auch die pidagogischen Tunschvorstellunszen des Pek-
tors der Kasaner Universitét, die in seiner Rede "/ber die wich-
tigsten Erziehungsfakten" enthalten sind. I NéErz 1967 hielt

P.S. Alexandrow in der Aula der MNoskauwer Uriversitét eine &f-
fentliche Vorlesung "{ther die wichtlgsten Erziehungsprobleme",
Ein bekanntes Dediirfnis des denkenden Menschen ist, oi ch nmitzu-
teilen, einem anderen zu erzihlen, worilber man nachdenkt und was
einem liedb ist, das Bediirfnis, sein Schaffen, mag es nun srrof}
oder klein sein, Menschen, einem Kollektiv, zu iibermitteln,

Aber was ist ein Kollektiv?

"Ich bezinne mit dem Kleinen", erkliért Pawel Sergejewitsch sei-
nen Gedankenzang,"Zin Kollektiv ist =z, B, die Seminargruppe, zu
der ein Student schon im 1, Studienjahr gehtrt, oder die Semina-
re in den htheren Studienjahren., Zu den *allzemeinstudentischen!
Interessen kommen die wissenschaftlichen Interessen; bei den ru-
ten Studenten treten diese bald in den Vordergrund. &Zs kommt zu
neuen Erle bnissen, den stZrksten, die ein Iensch haben kann, den
schtpferischen Erlebnissen., Mir ist bis heute das FYolleltiv jun-
ger Mathematiker an der lNoskauer Universitét von damals am lieb-
sten, als ich studierte. Ts ist die bekannte "TLusitania", Vir
alle — und wir waren viele - waren begeistert.,"

Die geistige Erziehung allein macht noch nicht die Zrziehung aus,
sagte Lobatschewski, Dieser Gedanke bedeutet fiir die konkrete pii-
dagogische Arbeit an der Mittel- wie auch an der Hochschule vor
allem die Untrennbarkeit des Unterrichtsprozesses vom gesamten
ErziehungsprozeB, Die Lrziehung des Menschen muBl mit der Achtung
vor der Erziehung beginnen. Fihlt der lensch diese Achtung nicht,
so kann das schrecklichste geschehen, das einem jun;/en l‘enschen
iiberhaupt zustofen kann, er kann die Achtung vor sich selbst ver-
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lieren, das "Gefiihl fiir Ehre und innere irde", von dem Loba-
tschewski immer sprach., Wenn der INensch die Achtung vor sich
selbst verliert, dann kommt es zu der Einstellung: Hein Wagen,
verliere alle 4 Réder! Das Gefiihl fiir Ehre und Achtung gegen-
lber sich selbst dagegen verpflichtet, und daraus entwickelt
sich die echte Disziplin, Sie entsteht aus einem ernsthaften
Verhalten gegeniber den eigenen Verpflichtungen und dem Ieben

im allgemeinen,

Pawel Sergejewitsch berichtet iiber die gute Tradition der rus-
Sischen Universd tdten, die entstanden und sich entwickelten
auf der Basis der russischen und sowjetischen Kultur. Die Vor-
lesungen der Professoren dieser Universitidten umfaBten ein zahl-
reiches Auditorium und gaben vielen jungen Menschen nicht nur
die Mdglichkeit, vieles zu erkennen, sondern auch dieses be-
sondere Gefiihl des Kontaktes mit der Wissenschaft zu erle ben,
das vom gleichen Charakter ist wie das Gefithl in Konzerten oder
im Theater, wenn groBSe Kinstler spielen."Ich glaube, daB das
hohe Niveau der gesamten Kultur fiir den Hochschullehrer nicht
weniger verpflichtend ist, als seine eigenen wissenschaftlichen
Leistungen, Ich glaube, da8 kein Lehrberechtigter, ob er nun
Professor, Dozent oder Assistent ist, und unabhingig von dem
Wert seiner eigenen wissenschaftlichen Erfolge das Recht hat,
8ich der Teilnahme an der Erziehung der Studenten zu entziehen,
Es gibt jedoch Menschen, die zweifellos begabt~sind und einzel-
ne oder sogar beachtenswerte wissenschaftliche Erfolge aufwei-
sen", fithrt Pawel Sergejewitsch seinen Gedanken aus,"die doch
gleichzeitig weit von meinem Begriff eineSIWissenschaftlers ent=
fernt sind, Sie betrachten die Wissenschaft nur vom Standpunkt
des eigenen Interesses und der eigenen Erfolge., Wenn man
Stanislawski mit anderen Worten wiedergibt, kenn man ‘sagen, das
diese Menschen nicht die Wissenschaft in sich lieben, sondern
die Wissenschaft fiir sich, mit anderen Worten, sie lieben sich
in der Wissenschaft. Dieses egozentrische Verhalten ist bei die-
sen Menschen auch in ihrer p#dagogischen T#tigkeit festzustel-
len, wodurch die folgende Generation - die Generation der Schii-
ler - verbildet wird., Meiner Neinung nach ist die Ursache dafiir
ein Mangel an Kultur und der damit verbundene YWunsch, an nichts
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anderes zu denken, was auBSerhalb des engen Kreises des eigenen
unmittelbaren Interesses liegt.

Unser pHdagogischer Beruf ist ein gliickbringender Beruf", er-
klirte Pawel Serge jewitsch an Ende seines Vortrages. "Im Umgang
mit der Jugend liegt das Geheimnis ewiger Jugend. Eine Genera-
tion wird durch die andere abgeldst, aber um uns herum gibt es
80 junge und frohe Gesichter! Und sie sind auch begeistert fiir
ihre Wissenschaft, und sie freuen sich ihrer Jugend, und sie
spielen auch FuB8ball vor allen Eingingen zur Universitét, er-
laubt ihnen das die Universitiétsleitung oder nicht??

Die mathematische Atmosphire

Wie in friiheren Jahren kommen zu ihm t#glich Schiiler, Die einen
brauchen einen Rat, eine Empfehlung, eine ausléndische Zeit-
gchrift oder ein seltenes Buch, die anderen wollen iliber ein Er-
gebnis berichten und ein Gutachten haben; die dritten haben
einen Artikel fiir eine ausl&éndische Zeitschrift geschrieben,
bitten um Durchsicht und Verbesserung des Wortlautes, um Berich-
tigung einer nicht ganz genauen Ubersetzung aus dem Russischen,
Einer der letzten Aspiranten Alexandrows, jetzt Mitarbeiter der
von ihm geleiteten Abteilung fiir Topologie am Mathematischen In-
gtitut namens W,A, Steklow der Akademie der Wissenschaften der
UdSSR, Kandidat der physikalisch-mathematischen Wissenschaften
Shenja Stachepin berichtet, daB er den mathematischen Teil sei-
nes letzten Aufsatzes fiir "Vortrige an der Franzbaischen Akade-
mie der Wissenschaften" selbst geschrieben habe, aber bei der
Formulierung des franzbsischen Textes Pawel Serge jewitsch ge-
holfen hétte. "Pawel Sergejewitsch hat fiir uns Stundeten der
jlingeren Studienjahre der Moskauer Universitét ein Seminar {iber
die Grundlagen der Topologie durchgefﬁhrt", erwkhnt Shenja., "Be-
reits im 1, Studienjahr wurde ich fiir meine Arbeit unter Anlei-
tung von Pawel Sergejewitsch mit einer Priémie im Wettbewerd fiir
wissenschaftliche Arbeiten der Studenten ausgezeichnet. Aus den
Teilnehmern dieses Seminars wihlte Pawel Sergejewitsch gewdhnlich
seine Aspiranten aus, Die 1, Arbeiten seiner Schiiler sah er immer
besonders genau durch, half oft sie umzuarbeiten, schrieb sie
sogar manchmal neu. Obwohl sein Anteil an der Arbeit das Uberge-
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wicht hatte, unterzeichnete er nie als M‘:l1;9.1'1:’9.’un!:e!r:':l
Sein ganzes Ieben ordnete Pawel Sergejewitsch zwei Forderungen
unter: 1, der Entwicklung der Wissenschaft, vor allem der Topo-
logie, 2. der Erziehung seiner Schiiler, indem er ihnen seine
Kermtnisse, Ideen und Erfahrungen ilbermittelte und sie der all-
gemeinen Kultur und der Wusik nahebrachte,

Pawel Serge jewitsch bleibt selten allein, sogar auf seiner Tat-
sche, Fast immer war bei ihm ein lauter Kreis von Gleichgesinn—
ten zu Besuch.,"Es verging kaum ein Sonntag, daB nicht zwischen
9 - 10 Uhr nach Komarowka einige Schiiler Pawel Serge jewitsch's
und seine Arbeitskollegen kamen", erzihlt Prof. ¥.I, Ponomarew,
"Mich zum Beispiel lud Pawel Sergejewitsch 1954 zum erstenmal
als Student des 1. Studienjahres ein, In diesem groBen Hause
voller Licht und Biicher freut man sich immer {iber Giste und
heiBt den Studenten genauso herzlich willkommen wie das Akade-—
miemitglied, Noch als Horer des 1, Studienjahres lernte ich in
der Datsche viele angesehene Wissenschaftler kennen,

Die frihliche Gesellschaft begab sich gewShnlich morgens auf
einen Spaziergang: im Sommer zu FuB zum Frjasiner See, im Win-
ter fuhr man Ski. Obwohl‘Pawel Serge jewitsch nicht mehr jung war,
lief er leicht 25 - 30 km Ski, Im IErz machten sich gewdhnlich
alle auf Skiern zum Fluld auf, um im eiskalten Wasser zu baden,
Dann rieben wir uns trocken und fuhren wieder Ski, Gegen 4 Uhr
fuhren wir zuriick zur Datsche zum Mittagessen., Denach setzben
wir uns fiir 1 1/2 - 2 Stunden zusammen, um zahlreiche mathemati-
sche Probleme zu diskutieren, Aufgaben, Theoreme und Bedingun-
gen zu formulieren. Es ergab sich eine eigenartigce mathematische
Atmosphére, in der die Probleme, Ideen und ISsungen gleichsam
in der Luft lagen. Manchmal wurden hier auch die Studien- und
Diplomarbeiten sowie die Dissertationen fiir die Kandidatur und
das Doktorat festgelegt. Um 8 Uhr gab es das traditionelle Tee-
trinken und natiirlich wieder Unterhaltungen iiber mathematische
Themen. Einige fuhren spit abends nach Moskau zuriick, andere
blieben in dem gastfreundlichen Haus 2 - 3 Tage und lasen in
den Biichern und Zeitschriften iiber Mathematik aus aller Welt,
Seit 1954 nehme ich auch den jihrlichen 'topologischen Ausflii-
gen' nach dem Tischkoner Stausee teil", fihrt Wladimier Iwano-
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witsch Ponomarew fort., "Gewshnlich unternimmt men sie im Nai,
und es nehmen 30 - 40 Studenten, Aspiranten und Hochschullehrer
teil, Als Pawel Sergejewitsch 1966 70 Jahre alt wurde, beteilig-
ten sich an dem 'Jubiltumsausflug' iiber 100 Wenschen. Man ging
von der Station Prawda der Jaroslawler Linie nach Tischkow, ins-
gesamt sind dies 15 km., Unterwegs rasteten wir, ziindeten ein
Feuer an, spielten FuB- oder Volleyball und fiihrten natiirlich
endlose Gespréche iiber topologische Themen, Darauf badeten wir."
Die Vorliebe fiir den Wassersport, fiirs Schwimmen und Rudern,

sind das stindige Hobby des Wissenschaftlers. Vor einigen Jah-
ren, zur Feier des'25-j§hrigen Bestehens des Sportklubs der
Moskauer Universitidt, wurde unter den fiihrenden Sportlern, die
mit der Jubilidumsmedaille ausgezeichnet wurden, auch Alexandrow
genannt, Wihrend seines langen Lebens sammelte er eine eigen-
artige "Kollektion" groBer und kleiner Fliisse, die er von der
Quelle bis zur Mindung mit dem Boot befuhr. Bei diesen wilden

- Wasserfahrten begleiteten ihn immer Freunde und Schiiler; eine
dieser Fahrten machte das bekannte Quartett der Akademiemitglie-
der P.S. Alexandrow, A.N. Kolmogorow, S.l., Nikolski und A.I.
Malzew, Es versteht sich, daB bei allen diesen Vasserfahrien
mit Pawel Sergejewitsch eine mathematische Atmosphire herrschte:
es wurden endlose Probleme der klassischen und moderen Mathe-
matik diskutiert,

A. Chalamajser
Moskau

GEHEIMTIP zum Losen der Preisaufgaben

In zweifelhaften FZllen entscheide man sich fiir das
Richtige.
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Preisaufgaben

N 7 Seien a,b,c,d solche ganzen Zahlen, daB das Gleichungss-

() system ax + by = m
cx + dy = n

fiir alle ganzzahligen m und n ganzzahlige Losungen hat,
Van zeigze, daB dann ad - be = & 1 celten muB.

N 8 Man zeige fir alle ganzen Zahlen n> 1 die folzende Unglei-

@ chung:

1 1 1 1
H+I—1I',!—+—E——+;2->1.

N g Jeder Ecke eines dreieckiren Prismas sei eine Zahl derart

() zugeordnet, daf die einer beliebigen Ecke zugeordnete Zahl
gleich dem arithmetischen ittel der Zahlen ist, die den
mit dieser Ecke durch eine Kante des Prismas verbundenen
Ecken zugeordnet sind,

Van zeige, daB alle 6 den Ecken zugeordneten Zahlen gleich

aind,

N 10 Seil p eine Primzahl gr6Ber als 2, Man zeige, daB % ein-

C) deufig in der Iorm % = % + % darcestellt werden kann, wenn

x und y verschiedene positive ganze Zahlen sind,

N 11 Im Inneren des Kreises K seien zwei Punkte A und B gegze-

() ben., Nan zeire, dafl ein solcher Kreis existiert, der durch
die Punkte A und 3 geht und v8llig im Inmneren des FKreises

¥ liegt,

N 12  [IycTh a IPOMBBONBHOE NOJOKUTRNBHOE YMCIO. PaccMoTpmu

@ I-1 NOCTeZOBATENBHHX KDPATHHX 3TOT'O YHCHA & 8, 28, 38,se,
(n=I)a. JlokasaTh, YTO CpeAu HUX HauwieTcs OO Kpatidet

Mepe OZAHO TaKoe YHUCIO, AJNA KOTOPOTo a0CONNTHAf BelMYHHA
DPABHOCTA MEXLy HUM ¥ OimxaifummM Lenuit uucioM He GyZerT

IPEBHTATH ﬁ .

EinsendesdhiuB: 15.5.1981
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Wourzel Preisaufgaben

Auswertung 1980

Im Schuljahr 1979/80, d.h. zu den Preisaufgaben, die in den
"Wurzeln" Heft 9/79 bis 7\8/80 verdffentlicht wurden,
erzielten folgende 10 Einsender die besten Ergzebnisse:

Name : Punktzahl
Erdm é n n, Frank Zeitz 60
Mohnke, Klaus Libbenau 57
Werner, Gerald Meiningen 56
3 c henk, Klaus Hoyerswerda 54
Kohlenr, Uwe Taura 41
Hibner, Matthias Leipzig 41
Schmidt, Jorg Neubrandenburg 40
Romnme c k, Steffen Dresden 40
Werner, Grit Magdeburg 38
Richter, Mario Gadebusch 38

Wir gratulieren den hier genannten fleiBigsten und erfolg-
reichsten Einsendern und bedanken uns bei allen Teilnehmern

am Preisaufgabenwettbewerb, die uns im Schuljehr 1979/80
Losungen eingeschickt haben. Wir hoffen weiterhin auf eine

rege Beteiligung und wiinschen dazu allen Lesern viel Errolg.
Fir alle Schiiler, die sich an den Preisaufgaben beteiligen
méchten, hier noch einmal die ausfithrlichen

Losungsbedinguneen:

Fir jede vollsténdige Lisung erhilt der Einsender die bei der
entsprechenden Ausgabe angegebene Punktzahl. Am Fnde des Schul-~
Jahres versenden wir Biichergutscheine an alle Einsender, die im
abgelaufenen Schuljahr mindestens 10 Punkte erreichten im Werte
von 0,50M je Punkt. Einsendern mit weniger als 10 Punkten wer-
den die in diesem Jahr erreichten Punkte fiir das nidchste Schul-
Jahr gutgeschrieben. Die Ldsungen sind — jede Lésung auf einem
gesonderten Blatt, versehen mit Name, Adresse und Klassenstufe
des Einsenders - unter dem Kennwort "Wurzel-Preisaufesben" an

uns zu senden. Alle Aussagen sind stets zu beweisen, unbewiesen
verwendete Sachverhalte sind anzugeben. Der Losungsweg (ein-
schlieBlich Nebenrechrnungen etc.) muBl deutlich erkennbar sein.
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Aufgabe M 19| (Lssung nach Prof. Dr. Roth, em. Prof. d. FSU Jena)

Fir die LUsung der Aufgabe mu8 man voraussetzen, dag die
Vektoren AB und BC unabhéngig sind,

L3sung:

Man verbinde B mit dem Mittel-

punkt M der Strecke AC. Die durch A(O:“)

A verlaufende Gerade der Schar
schneldet BM in D. Die Strecke x(g,'}
AD wird parallel zu AB verscho=-
ben, so da8 D in einen Punkt

von BC iibergeht. Man erh#ilt
die gesuchte Gerade g(XY). Blo,0) E\ \
Beweis:
Im schiefwinkligen Koordinaten-System mit B ale Ursprung,
g(BC) als x-Achse und g(BA) als y-Achse gilt

4 & (0,a) c= (c,0)

N(5:2)

C (c,0)

M= (3, 5) D= (te %, t* %) , wobei t von
der Parallelenschar abhéngt.
Die Verschliebung liefert: - b
E= (t*§, 0)
Welter sel X = (0,7 ).
Somit gilt: (0,a) & (0, p + te g), also -4 = te g SNEL
Wir dberpriifen nun die Teilverhiéltnisse:

B, =2t

-8

o - a = T2
tﬂ
- t7 t
Bc.-t%-l-c p

Die L3sung 1st fir alle t ¢ 2 mSglich.
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Einfilhrung in die Topologie
1 ToEolo§ische Eiﬁensehaften der Zahlengeraden

Von der 9. Klasse an ist jeder Schiiler mit der Menge der reel-
len Zehlen R, der Zahlengeraden, hinreichend vertraut. Wir ver=—
wenden die Begriffe "Menge der reellen Zahlen" und "Zahlengera-
de" als &quivalente Begriffe in dem Sinne, daB jeder reellen
Zahl eindeutig ein Punkt der Zashlengeraden und umgekehrt jedem
Punkt der Zahlengeraden eindeutig eine reelle Zshl zugeordnet
werden kann. In der Schule werden vor allem die algebraischen
Eigenschaften'und die Ordnungseigenschaften der Zahlengeraden
betrachtet. Zu den algebraischen Eigenschaften der Zahlengeraden
gehoren beispielsweise die unbeschrénkte Ausfithrbarkeit der Ad-
dition, der Multiplikation und der Subtraktion in R und die un-
beschrénkte Ausfithrbarkeit der Division in R ™ {0} . Ordnungs-
eigenschaften sind alle die Eigenschaften, die mit der Tatsache
verbunden sind, daB R eine geordnete Menge ist. Wie wir wissen,
gilt ja z. B. fiir zwei beliebige reelle Zahlen X, y entweder
x<y oder x>y oder X = y. Es lassen sich also zwei beliebige
reelle Zghlen X, y stets der GroBe nach vergleichen. Weiterhin
ist der Betrag |x| einer reellen Zahl x €R wie folgt definiert:
x firx>» 0
Ixl : = O fiir x =20
-x fiir x € 0
Der Betrag der Differenz zweier reeller Zahlen x,yé&R s |x=y] ,
wird als Abstand zwischen x und y bezeichnet, was der anschau=-
. lichen Deutung auf der Zshlengeraden villig entspricht.

In den folgenden Ausfilihrungen werden wir die sogenannte Drei-
ecksungleichung sehr hi¥ufig benutzen.

Sind x,y beliebige reelle Zahlen, so gilt stets:

Ix + yl #* |xl + (yl
Unter einer Folge reeller Zahlen verstehen wir eine eindeutige
Abbildung von N* (Menge der natiirlichen Zahlen N ohne Null)
in R . Mit anderen Worten: Eine Folge reeller Zahlen ist eine
Funktion f mit dem Definitionsbereich D(f) = N* und einem Wer-
tebereich W(f) € R . Fiir f(n) (neé N*, f(n)é R ) schreiben wir
auch a, und symbolisieren eine Folge reeller Zashlen durch
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(a )n EN* gy
Beiﬂpiele fir reelle Zahleufolgen.

]
( )n‘N. = (1’ E’ 3’ooo,n’ooc)
(2*7) = (1,2 4,...,2“"1,...)

neN*
' L

(( )Il— l'l“f' . (1 = 'é’ I! = 39'009(" >

'Der Begriff der Konvergenz einer Folge reeller Zahlen in R
wird wie folgt definiert:

Definition 1
Eine Folge reeller Zahlen (a ) .y heiBt konvergent
in R genau dann, wenn eine reelle Zahl a éR existiert
mit folgender Eigenschaft: Piir jedes £€R und € >0
existiert ein n_oelN' y 80 daB fiir alle n>n, ne N*®

gilt: Ian-al <€ .

Formalisiert:
Eine Folge reeller Zahlen (a ) nen¢ 1€iB8t konvergent
in R *—»

Ja¥e 3 nOVn(a,é ERA £>50n no,néN'An> n, = lan_-8|<£)

Ist fiir eine PFolge (an)neﬂ. die in Def. 1 formulierte Konvere
genzbedingung erfiillt, so sagen wir, die Folge konvergiert ge-
gen den Grenzwert a, bzw. die Folge bes:.'bzt den Grenzwert a. Die
T nem® besitzt demnach den Grenzwert O (Null), wihrend
die Folge (2"~ 1 nc-li" keinen (eigentlichen) Grenzwert hat.

Auch der Sachverhalt der Konvergenz 1&Bt sich auf der Zehlenge=-
raden veranschaulichen. Es muB ein Punkt a auf der Zahlengera-
den existieren mit folgender Eigenschaft:.wahlen wir eine belie-
bige positive reelle Zahl & ( & mag sich noch so wenig von Null
unterscheiden), so muB sich eine Zahl noeN" finden lassen, So
daB alle a, mit n> ng zwischen a - € und a + & liegen, wihrend
8ich guBerhalb dieses Abschnittes (Intervalls) hochstens die
endlich vielen Folgenglieder 8ys8 befinden.
Es gilt nun der folgende Satz:

,-.-,a
2 n,

S atz 1 %
Der Grenzwert einer konvergenten Folge reeller Zshlen

ist in R eindeutig bestimmt.

Beweis (indirekt): Nehmen wir an, es geien sowohl a als auch a'




~Topologie 28
mit a # a' Grenzwert einer Folge (a ) ue- Wegen a # a' gilt:
la - a'l >0. Wir wihlen & = 12858°L 50, Nach Definition 1 exi-

stiert dann ein noall' mit la -a|< € = laca'l  ¢ir glle n> Ry

Ebenso existiert dann nach Definition 1 ein ng € N"mit

Ian-a'l <g = a-a’l  fiyr alle n>nl.

Sei m,: = no+u5, 80 ist m, >0, und auch mo>n(;, und es muBl So-
wohl |a  -a|<g als auch |amo-a'|< € gelten. Wir erhalten:

o
le=-a’| =la—am +a; -a'l £ |a-a
o o :
5 a-a'
-

| + [a, -a'|< 2€ =
B My
! = [a=a'l .
Es kann aber |a-a'l| £ |a-a'l nicht richtig sein, also muB asuch

unsere Annahme 2 # a' falsch Bsein.

Wir bemerken: Um den Begriff der Konvergenz einer Folge reeller
Zahlen definieren zu k&nnen, war neben anderem insbesondere der
Begriff des Abstandes |x-y| zweier reeller Zahlen x,y erforder-
lich.

All die bisher besprochenen Tatsachen werden auch in der Schule
gelehrt oder konnen aus frilheren Beitrdgen in unserer Zeitschrift
als bekannt vorausgesetzt werden. Womit ein Schiiler aber weit we-
niger vertraut sein wird, das sind die topologischen Eigénschaf-
ten der Zahlengeraden. Ohne hier gusflihrliche Erkl&drungen anzu=-
schlleBen, was man unter topologischen Eigenschaften versteht,
wollen wir uns der Betrachtung solcher Eigenschaften zuwengen.

Defini+tion 2

Sind a,b€R und a<b, so heiBt
Ja,o : = fx : x6RAa<x<)}
ein offenes Intervall mit den Endpunkten a und b.

Die offenen Intervalle sind spezielle Teilmengen von R . Der
Punkt 252 heiBt Mittelpunkt des Intervalls Ja,bf , und |b-a
ist die Ldnge des Intervalls,

Definition 3 .
Sind x_ €R , £ €R und € >0, so heiBt das spezielle of-
fene Intervall der Liadnge 2€ mit X, als Mittelpunkt
eine £ -Umgebung von Xys die wir mit Ug (xo) bezeichnen.
UE(XU) ={x : XER A X, -E(xcxo +&€} .
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Jetzt 8ind wir in der Lage, einen ganz wesentlichen Begriff zu
definieren, nédmlich den Begriff der Umgebung.

Definition 4:
Eine Menge U £ R heiBt Umgebung eines Punkies x &R
genau dann, wenn ein £ € R, € >0 existiert mit
Ug (x) & UL

Satz 2 2 _
Jede & -Umgebung von X Ug (xo), ist Umgebung U je=-
des ihrer Punkte.

Beweis: Sei x€ Ug (xo) beliebig gewdhlt, so ist Ix-xol < € oder
€- |x-x_| > 0. Wir setzen €' =€- Ix-x_| und betrachten Ugi(x).
Wehlen wir y 6 Ug, (x) beliebig, so ist stets |y-xl < €'. Jetzt
betrachten wir den Abstand zwischen x und y, d. h. [y-xol i
ly=x | = [y-x+x-x| % ly-x| + Ix-X < &+ |x-x | =

£ - [x=-x,| + lx-xol =€ .
Iy-xo[c: € heiBt y & Ug (xo). Wenn also y € Ug (x), so auch
v € Ug (x,) und folglich Ug(x) U (x,).
Fiir jedes x € Ug(x,) existiert ein €'> 0, so daB
Ugr(x) & U, (x,). Nach Definition 4 bedeutet das aber, es ist
UE(xo) Umgebung von X.

Wegen. x & Ua(xo) ist .nach Satz 2 natiirlich U‘(xo) auch Umgebung
von x_  selbst. Ist x ein beliebiger Punkt der Zahlengeraden, so
gibt es fiir jedes £ €Rund &€ >0 eine £ ~Umgebung Ug(x,). Damit
ist gesagt, daB es flir jeden Punkt x_  €R beliebig viele & -Um-
gebungen gibt. Da jede £ -Umgebung von X5 auch Umgebung von X,
ist, kann die Anzahl der Umgebungen von X natirlich nicht ge-
ringer sein. Wir bezeichnen die Menge aller Umgebungen eines

Punktes x € R mit @ (xo).

Nunmehr beweisen wir vier Sdtze, die grundlegende topologische
Eigenschaften der Zahlengeraden beinhalten. Aus diesem Grunde ge-
ben wir diesen Sdtzen eine besondere Bezeichnung.

Satz U1:

Wenn U eine Umgebung des Punktes x eR ist, so gilt
x € U, Formalisiert:
¥Yx YU (xéeRAUEU (x) —= x€U).
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Beweis: Ist U€ ¥ (x), so existiert nach Definition 4 ein £¢2 ,
€>0, so daB Ug(x) € U. Da x€Ug(x) €U, folgt x €U.

Satz U2:
Wenn U eine Umgebung von x éR ist, und es ist U & Uur,
80 ist auch U' Umgebung von x.

Formalisiert:
Yx YU YU' (x€R A Ue (x)AUS U —»U'€ (x)).

Beweis: Ist U€ (x), so existiert nach Definition 4 ein £4K ,
€>0, so daB x €Ug(x) $ U. Da U S U' ist, gilt natiirlich auch:
Ue(x) € U'. Folglich ist nach Definition 4 auch U' Umgebung von
X3 8+ he UV E 7 (x)s

Satz U3:

Wenn U,, U, Unmgebungen von xeR sind, so ist auch ihr
Durchschnitt, U1nU2, Umgebung von x.

Formalisiert:

Vx YU, YUQ(x €ER A UjpU € 0 (x) == U AULE 1 (X)),

Beweis: Da U1 Umgebung von x ist, existiert nach Definition 4
ein € ER , £‘ >0, so daB Ug, (x) & Uy
Da U, Umgebung von X ist, existiert nach Defmltlon 4 ein
&, erR, E2>O, so daB U; (x) & U,

Setzen w:.r £ := m1n{£1, £ } ,» 80 ist Ug(x) € U, und
U‘_(x) = U, und somit UE(X) S UynU,. Nach Deflnltlon 4 ist also
U1n U2 Umgebung von x.

Satz U4:

Zu jeder Umgebung U eines Punktes x &€ R existiert eine
weitere Umgebung W von x derart, daB U Umgebung jedes
Punktes ye W ist.

Formalisiert:

YxVYUIWPy (xeRA U, WEe U (X)AYyeEW —TUE€E " (y))

Beweis: Da U Umgebung von x ist, existiert nach Definition 4 ein
EE€R , €>0, 80 daB U, (x) & U, Nach Satz 2 ist Ug(x) Umgebung
jedes Punktes y GUe(x) und natiirlich auch Umgebung von x. Wegen
Uc(x) ® U ist nach Satz U, auch U Umgebung jedes Punktes y € Ug(x).
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Setzen wir W : = Us(x), so erfiillt W gerade die im Satz'U4 ge-

forderten Bedingungen.

Karl Herrmann

Lektor im Bereich
Theoretische Mathematik
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Spiegelung am Kreis

Mit Hilfe der Spiegelung am Kreis ist es flir eine ganze Reihe

von Konstruktionsaufgaben mdglich, einfache und elegante Lisungen

zu gewinnen. Dazu zdhlen auch die zehn Beriihrungsprobleme des

Apollomus (262-190 v.u.Z.), deren elementare Lisungen in der

" Schiilerzeitschrift "alpha™ Heft 5/80 dargestellt sind. Die Spie=-

gelung am Kreis, auch Inversion genannt, erméglicht es uns,

solche und #hnliche Aufgabenstellungen ohne viele Irrwege zu

l6sen. |

Am Ende dieses Artikels wollen wir folgende Aufgabe mit Verwen—

dung der Inversion lOsen: |

Aufgabe: Es sind die Kreise zu konstruieren, die zwel gegebene
Kreise K1 und K2 beriihren und einen festen Punkt M,
welcher auBerhalb von Kﬁ und K2 liegt, enthalten.

Zu Beginn werden wir die Inversion als Abbildung der Ebene auf

8ich definieren. Geben wir uns also einen Kreis k mit dem Mit-

telpunkt M und, dem Radius r vor. Der Kreis k heiBt Inversions=-

kreis. Zu einem beliebigen Originalpunkt P # M findet man den

Bildpunkt P' auf folgende Weise:

1. P' liegt auf dem Strahl mit dem Anfangspunkt M, der P ent-

hdlt. _
2. P' erfiillt die Bedingung |MP| « |MP'l = re,

Aus der Definition dieser Abbildung folgt, daf auch der Punkt P!

bei dep\IﬁVersion in den Punkt P iibergeht. Mit anderen Worten:

P und P' wurden vertauscht. Die Punkte des Inversionskreises k

werden auf sich abgebi;ﬂef}JInnere Punkte von k werden autl #duBe=

re Punkte abgebi;ﬂeffun@ umgekeh: 1. Aus dem zweiten Teil der De=
p
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finition folgt, daB |MP| < r nur dann gilt, wenn |MP'> r er-
fiillt ist.

Der Puvnkt M, der nach Definition keinen Bildpunkt hat, wird in
einen unendlich entfernten Punkt abgebildet. Nimmt man nun zu
der Punktmenge der Ebene diesen umendlich entfernten Punkt hine
zu, 80 kann jedem Punkt gensu ein Bildpunkt zugeordnet werden.
Wir vereinbaren, daB der unendlich entfernte Punkt in der Punkt-
menge jeder Geraden enthalten ist.

Nun wollen wir liberlegen, wie man zu einem gegebenen Punkt P 4 M

sein Bild P' konstruieren kann. Wir unterscheiden dazu 3 Fdlle:

o) Ist'P ein innerer Punkt von k, 80 errichten wir in P auf der
Geraden MP die Senkrechte, die k in T schneidet. Die Tangen-
te an k in T schneidet die Gerade MP in P'.

f)) Liegt P auf k, so ist P - 7',

y) Ist P ein HuBerer Punkt von k, dann legen wir durch P eine
Tangente an k. Von dem Berilhrungspunkt T fdllen wir das Lot

auf die Gerade MP. Der LotfuBpunkt ist P'.
T

Den Beweis fiir die Richtigkeit der Konstruktion filhre der Leser
selbst. (z z P' erfiillt die Bedingungen 1. und 2.)

Im folgenden untersuchen wir, wie Geraden und Kreise bei der In-

version abgebildet werden. Aus der Definition der Inversion folgt

unmittelbar der : _ '

Satz 1.|Jede Cerade durch den Mittelpunkt M des Inversions-
‘kreises wird auf sich abgebildet.

/
Es ist niitzlich zu iliberlegen, welche Teile der Geraden esuf wel-

che Teile abgebildet werden (Strahl, Strecke, Punkt M und der
unendlich entfernte Punkt).

Wie werden aber nun Geraden abgebildet, die M nicht enthalten?
Umn diese Frage zu beantworten, erinnern wir uns sn den Sekanten-
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satz und dessen Umkehrung:

Die Geraden g, und g5 schneiden sich im Punkt M. Weiterhin haben
die Geraden mit einem Kreis die Punkte A1.und A2 bzw. B1 und B2
gemeinsam. Dann gilt IEKJ -Iﬁﬁzl = IE§¥ -lﬁﬁé}.

Der Satz folgt unmittelbar aus der Ahnlichkeit der Dreiecke
A MA,B, und A MA,B,. Die Umkehrung des Satzes zeigt man durch
einﬁn.indlrekten Beweis.

Nun ksnn folgender interessante Satz bewiesen werden:

Satz 2.|Jede Gerade, die den Vittelpunkt M des Inversions-

kreises nicht enthdlt, wird auf einen Kreis durch
M abgebildet.

Beweis. Gegeben ist eine Gerade g mit M¢ g. Der FuBpunkt des Lo-
tes von M auf g sei A. Wir betraéhten nun einen beliebigen Punkt
P # A auf g. A' und P' sind die zugeh''rigen Jildpunkte bei der

betrachteten Inversion.

Da IMAI-IﬁEﬁ = [ij IMP' - rz, folgt wegen der Umkehrung des

Sekantensatzes, dalB A,A',?” und P' auf einem Kreis ko mit dem KMit-

telpunkt M liegen. Nach Umkehrung des Satzes von Thalegs ist

AP Wi DHrEHmesEsE von k. Bs folgt |4 PP'A'| = 90°. Vir kon-

struieren den K;/id’k1 der die Punkte M,A' und P' enthdlt. Der
>~



57 Spiegelung am Kreis

Mittelpunkt M, von k, halbiert die Strecke MA'. (Begriinde diese
Aussage selbst!) Der Kreis k1 enthdlt die Bildpunkte A' und P'.
Weiterhin ist der Kreis k1 von der Lage von P auf g unabhingig.
Durchléauft der Punkt P alle Punkte der Geraden, so durchlduft
P' alle Punkte des Kreises k1. (Die Gerade g enthdlt nach Ver-
einbarung den unendlich entfernten Punkt, der auf M abgebildet
wird. ) Also wird g auf k, abgebildet und umgekehrt.

Der Leser entwerfe fiir die Fﬁlle, daB g Tengente bzw. Sekante
ist, die zugehbrigen Beweisfiguren.

Uber die Abbildung von Kreisen in allgemeiner Lage gibt folgen-
der Satz Auskunft:

catz

die nicht den Mittelpunkt M des Inversions-
kreises enthalten, werden bei der Inversion wieder
auf Kreise abgebildet.

Zum Beweis bendtigen wir das folgende

Lemma i Bei einer Inversion mit dem Mittelpunkt M des In-
versionskreises werden die Punkt A und B auf die
Punkte A% und B' abgebildet. Dann sind die Dreiecke
A MAB und A MA'B' #hnlich, also

4 MAB = 2 MB'A' und

% MBA = &4 MA'B'. -

1:_2 folgt IMAl _ INB Y

| VB J3IA
Weiterhin haben die zu untersuchenden Dreiecke den Winkel ge-
meinsam, der von dep Strahlen durch A bzw. B mit dem Anfangs-
punkt M gebildet wird. Also sind die Dreiecke A MAB und A MA'B!

dhnlich.

Beweis. Aus [MA| - |[MA1 = IiBl - IWBY

zum Beweis von Satz 3¢ Der Kreis k mit dem Mittelpunkt N soll am
Kreis K mit dem Mittelpunkt M gespiegelt werden. Die Gerade NN
schneidet k in den Punkten A und B. A' und B' sind die Bild-
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punkte bei der Inversion en K. Wir betrachten einen von A und
B verschiedenen Punkt C auf k. C' ist sein Bild. Wendet man das
Lemma auf die Punkte A und C an, so erhilt man

| 4 Macl = | & MC'A'] = @ . Betrachtet man nun die Punkte B
und C, 80 ergibt sich aus dem Lemma | < MBC/ = [ < MC'B'| =p .

K

Da C ek ist, folgt |<X BCA| = 900. lber den AuBenwinkelsatz
erhalten wir die Beziehung p - & = 90°. Wenden wir dieses
Ergebnis auf das Dreieck 4 A'B'C', so bekommen wir | A'C'B'] =90°,
Nech Umkehrung des Satzes von Thales liegt ¢' auf einem Kreis k1
und K'B* als Durchmesser. Durchlduft nun C alle Punkte von K,
dann durchlduft C' alle Punkte von k1. Alsoe ist k1 das Bild des
Kreises k. (Ist N' der MNittelpunkt von k1?)

Wenden wir uns nun der anfangs betrachtetén tufgabe zu:
Nehmen wir an, wir haben eine LGsuhg gefunden.
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Bilden wir die Figur mittels einer beliebigen Inversion mit dem
Mittelpunkt des Inversionskreises in M ab, so entstehen aus den
Kreisen,K1 und K2 die Kreise K; und Ké. Der gesuchte Kreis k wird
auf eine Gerade abgebildet. Demit haben wir ein neues Beriihrungs~
problem zu ldsen, wofiir wir aber schon eine Konstruktion kennen:

Zu 2 gegebenen Kreisen K{ und Ké sind die gemeinsamen Tangenten
i )

zu konstruieren.

ﬁ'ru

Ky

' . ~ 6;"-}
y
Durch nochmalige Anwendung der Inversion erhdlt man die gesuch=-
ten Kreise aus den gemeinsamen Tangenten von K! und K!'. Eine ge-

1 2

naue Diskussion zeigt, daB es je nach Lage der Kreise K1-uud K2
unendlich viele 4,3,2,1 oder keinen beriihrenden Kreis K geben

kanne.

Aufgabe,; prei Kreise Bchneiden sich alle in einem Punkt O.
Es ist gefordert, alle Kreise zu konstruieren, die

die Kreise K1, K2 und K3 beriihren.

Literatur:
/1/ Bakelmann: Spiegelung am Kreis, Leipzig 1976
/2/ Bdhm u.a.: Mathematik fiir Lehrer, Bd. 7, Berlin 1975, S.156=-162
/3/ Enzyklopddie der Elementarmathematik, Bd. IV, Berlin 1969,
' S. 164=-167

In /3 / wird mit Hilfe der Inversion der Satz von Mohr-Mascheroni
bewiesen, der besagt, daB jede Konstruktionsaufgabe, die mit Zir-
kel und Lineal ltsbar ist, unter alleiniger Verwendung des Zir-
kels 1losbar ist.
Peter-Michael Schmidt
Forschungsstudent
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Preisaufgaben

N 1 Sei S ein innerer Punkt des Dreiecks ABC. Der Flachenin-
halt der Dreiecke ABS, BCS und CAS sei gleich. Man zeige,
daB S der Schwerpunkt des Dreiecks ABC ist.

N 14 Auf der Seite BC des Quadrates ABCD liege die Strecke BE
der Linge % und auf der Verldngerung der Seite CD liege
die Strecke CF der Linge -g- Man zeige, daB der Schnitt-
punkt der Geraden AE und BF auf dem Umkreis des Quadra-
tes ABCD liegt. a sel die Seitenlidnge des Quadrates.

N 15 Wieviele fiinfstellige Zahlen gibt es, die durch 3 teilbar

QG sind und deren Dezimaldarstellung mindestens eine Ziffer
6 enthdlt?

N 1 Im gleichseitigen konvexen Sechseck ABCDEF sei die Summe

die Innenwinkel gegeniiberliegender Ecken A und B, B und
E, C und ¥, gleich sind.

€
() der Innenwinkel in den Zcken A,C und E gleich der Summe
der Innenwinkel in den Punkten E,D und F, lan zeige, daB

N 17 In einem Kreis sei ein Sechseck ARCDER einbeschrieben. Die
L

ange der Seiten AB,CD und EF sei gleich der Lidnge des
N 18

Redius des Kreises. Man zeige, daB die Mittelpunkte der
EinsendeschluB: 15.6.1981

drei ilibrigen Seiten des Sechsecks Eckpunkte eines gleich-
seitigen Dreiecks sind.

AOKasaTh, YTO M3 MEeAUaH BCIHOTO TDEYI'ONBANKA MO¥HO
HNOCTPOUTE HOBHI TPEYTONBHHK. L0KA3aTh Takis, UTO eCm

HI = HCXOZLHH} TpeyroNBHUK, HE - TP2yI'CJBHUK, TIOCTPOEHHH]
3 MellaH TPeyI'OJBHUKA HI’ a H3 = TP2YT'OIBHIIK, IOCTNOSHHH!
U3 MCLMaH TPEYroibhMxa H,, TO TPeyIO.BHMNN Hy u iy

IOZO0HH .
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Losungen

Aufgabe M 43
Seien 01,02 und 03 die Zentren\der drei Kreise, die die
Bedingungen der Aufgabe erfiillen. Die Tangenten an die
gesuchten Kreise in den Punkten A,B und C schneiden sich
in einem Punkt O. Weiterhin sind 04 und OB als Abschnit-
te zweier sich schneidender Tangenten eines Kreises, vom
Schnittpunkt bis zum Beriihrungspunkt, gleich. Analog ist
OB =0C und OA = 0OC. Somit ist O der Umkreismittelpunkt
des Dreiecks ABC. (Zeichnung 1)

Zeichnung 1 Zeichnung 2
Die Seiten des Dreiecks 010203 (bzw. ihre Verlidngerungen)
gehen durch die Punkte A,B,C und stehen senkrecht auf den
Strecken 0A, OB bzw. OC. Das heiBt, die Bedingungen der
Aufgabe erfiillen nur solche Kreise, deren Mittelpunkte
man wie folgt erhilt:
Man konstruiert den Umkreis des Dreiecks ABC und dessen

Tangenten in den Punkten A,B und C. Die Schnittpunkte
dieser Tangenten 8ind die Mittelpunkte der gesuchten Krei-
se. Ist das Dreieck ABC spitzwinklig, dann beriihren sich
K1,K2 und K3 pearweise von suBen. (Zeichnung 1)

Ist das Dreieck ABC stumpfwinklig, dann beriihren sich
zwel Kreise von auBen, den dritten beriihren diese von
innen. (Zeichnung 2)

Ist das Dreieck rechtwinklig, dann hat die Aufgabe kei=
ne Losung. Man kann sagen, daB in diesem Fall ein Kreis
zu einer Geraden entartet. Die beiden iibrigen Kreise
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liegen auf einer Seite der Geraden und beriihren einan-
der von auBen. (Zeichnung 3)

Zeichnung 3

Aufgabe N 44
Sel ABCD das gegebene Trapez. _ e D |
Weiter sei 4 EAB = 4 ABC
und E liege auf der Verliédnge-
rung der Strecke DC. Dann ist
ABCE ein gleichschenkliges
Trapez. Durch den Schnitt-
punkt F der Diagonalen des
Trapezes ABCE verlzuft die
auf dem Mittelpunkt der Strecke AR errichtete Senkrech-
te. G liegt auf FC. Die Senkrechte auf AB durch F teilt
die Ebene in zwei Halbebenen. ¢ liegt in derselben Halb-

A [ ¥

ebene wie B. Somit ist BG < AG. (1)
Dreiecke ABG und CDG sing dhnlich. .
Aus (1) folgt DG <CG (2)

Aus (1) und (2) folgt BD< AC.

|Aufgabe I 45'

Wir setzen %E% = t>0.

Aus der ersten Gleichung erhalten wir
t€ =3+ 220 ! und Hersus
t1 = 1, t2 = 2.

Wir betrachten jetzt die zwei Gleichungssysteme:




43 Losungen

' o : Pl .5
X=y X-y

(1) und (2)
X+Xy+y=T X+Xy+y =T

Das erste System hat die zﬁei Losungen:
(=5,=3) und (3,1). '
Das zweite System hat die beiden Losungen:

{ S0, 180 =0 5 und (- 10" -1, 34L1§9:2 )

Folglich hat das zu 16sende Gleichungssystem die obigen
4 Ltsungen.

Ltufgabe L 46
, Wir formen die Gleichung wie folgt um:

[x+2 cos(xy)] 4 + 4 [1-0092(xv)] = 0.

Beide Summanden sind nichtnegativ. Folglich ist

x+2 cos(xy) = O und cose(xy) a2 1.

Daraus folgt cos(xy) = + 1.

Im ersten Tall erhelten wir das System

cos(xy) = 1, x+2 cos(xy) 0.

Wir erhalten x = =2 und y = k9r , wobei k=0,+1,+2,4..
Im 2zweiten all erhalten wir das System

cos(xy) = =1, x+2 cos(xy) = 0.

Wir erhslten x=2 und y='% (2m+1), wobei m=0,+1,+2,...
Die Ldsungen beider Systeme sind die gesuchten Losungen
der gegebenen Cleichung.

i

An unsere Léser! :

Aufgrund eines Versehens in der Druckerei wurden die Titel-
bilder der Wurzeln 12/80 und 1/81 leider vertauscht.

Wir bitten dafiir um Entschuldigung.

Die Titelbilder stammen von Edgar Pforr (12/80) und
Dorothea Heinrich (1/81).
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Einfiihrung in die Topologie (Il)

2. Topologische Eigenschaften des ® %

Alles, was wir flr die Zahlengerade definiert, erldutert und be-
wiesen haben, kann bis auf die Ordnungseigenschaften ohne jede
Schwierigkeit auf die Menge aller n-Tupel reeller Zshlen

T = (x1,x2,...,x ), den R1T, iibertragen werden.

Hatten wir auf der Zahlengeraden d(x,y) :=|x-y| als Abstand der
beiden Punkte x und y erkldrt, so definieren wir den Abstand
d(« , uL) zweier Punkte e,z(x1,x2,...,x ) und q (31,32,...,3 )
des wie folgt:

d( ¢ ’h']) tm J (x ---zsnl)2 + (x -32)2+...+(xn-yn)2 .

Fir n =1 ist d(q_, )= V(x -y.l = ,x1—y1| -d(x.l,y,l). Also ent-
hélt die Abatandsdef1nition im R"™ den auf der Zahlengeraden de-
finierten Abstand als Spezialfall. PFiir n=2 ist d(<¢ ,13 ) der an=-

schaulich gegebene Abstand zweier Punkte der Ebene:
2 |
)

d(uha) —'{ (x4-v4) 2 + (x5=y,

t L’(NJ‘Z_)

|
|
|
| X2~ Yo
i

Sobald im ® " der Abstand d(+¢ »# ) zweler Punkte erklirt ist,
kann der Begriff der Konvergenz einer Folge (¢,)..n* VvoOR
Punkten ¢, des R " definiert werden.

Definition 5 : Eine Folge (¢.)_ ..+ von Punkten des
R ™ heiBt konvergent in iR P genau dann, wenn ein
Punkt 1 =(a1,ae,...,an)e WY existiert mit folgender
Eigenschaft: Fiir jedes ¢ W und €> 0 existiert ein
ve &€ N* , B0 daB fiir alle v >y, , velN®, gilt:

ale, s 9 )= ‘Ll(x( )-a1)2+(x;(2°r) -a,) +...+(x(") e '46
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Genau wie auf der Zahlengeraden ist auch hier der Grenzwert (o
einer kounvergenten Folge (¢,). .+« eindeutig bestimmt.

Auf der Zahlengeraden hatten wir fiir ¢ « iR und ¢ > 0 eine ¢ -
Ungebung U, (x,) eines Punktes x, ¢ IR durch
U, (x )._{x XER A X = £4XL X +£3 .ix xelk A]x-xolulj

definiert. Vollig analog definieren wir die Begriffe "¢ -Umge=-
bung" Uy (¢,) und "Umgebung" U im ®R":
Definition 6 : Sind toeﬁln und £ e R , € > 0 belie-
big vorgegeben, so heift . 5
; n 0 0
Ug_(to) i={eieeR A d(e,e,) ="\/(x1-x1) tooot(x ~X )7 2E
eine £ =-Umgebung von N

Definition 7 : Eine Menge U S R™? heiBt Umgebung des
Punktes e R ™ genau dann, wenn ein £e R und €> O
existiert mit U, (¢) € U.

Auch im R " gilt der Satz 2: Jede ¢ =-Umgebung von ¢ o? Ue (to),
ist Umgebung U jedes ihrer Punkte.

Die vier grundlegenden topologischen Eigenschaften U.l bis U4
gelten fiir den fR, ebenso wie fiir die Zahlengerade. Die Beweise
dieser vier Sdtze fiir den R ™ erh#lt men aus den Beweisen fiir
die Zahlengerade, indem dort lediglich x durch ‘¢ und y durchua
ersetzt werden.

3. Topologische Eigenschaften metrischer R&ume

Wir bemerken, daBl sich der Begriff der Kohvergenz einer Folge
(x,)ye N« Von Elementen einer Menge E in jeder Menge E erkléren
1ldB8t, in welcher ein Abstand d(x,y) zwischen je zwei beliebigen
Elementen x,ye E definiert ist. Mit Hilfe des Abstandes lassen
sich auch die Begriffe "e=-Umgebung" und "Umgebung" definieren
und damit wiederum die S&atze U1 bis U4 formulieren und beweisen.
Offensichtlich kommen die grundlegenden topologischen Eigen-
schaften U1 bis U4 nicht nur der Zahlengeraden und dem R’ = zu,

sondern auch noch allgemeineren Mengen,

Betrachtet{ wir den auf der Zahlengeraden definierten Abstand
d(x,y) = | x=y | zweier Punkte x,y ¢ K etwas ndher. Durch
d(x,y) = | x=y | wird je zwei Elementen x,ye R eindeutig eine
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neue reelle Zahl zugeordnet. Es ist d(x,y)= | x-y| eine eindeuti-

ge Abbildung (Punktion) von R xR in R (D(d)= R xR und
W(d) < R) mit folgenden Eigenschaften:

a) PFir jedes x,yeR ist |x-y| 2 0, und es ist [x-y| = 0
genau dann, wenn x=y gilt.

b) Fiir jedes x,yeik gilt: |x-y| = |y-x|.
c) Fiir jedes x,y,z e R gilt: |x—y\ s [x..zl + | Z-".Yl

Die Ungleichung unter c) ist eine elementare Folgerung aus der
Dreiecksungleichung:

|x=y| = | x=2 + z=y| & |x=2] + |2z-y|.
Wegen ihrer geometrischen Bedeutung im R 2 und R - wird diese
Ungleichung ebenfalls Dreiecksungleichung genannt.

Auch der im R " definierte Abstand zweier Punkte ¢ ;uJ e« R,
21

d(t!‘g) ”V(x1-?1)2 + (xz"Y2)2 +oeet (xn-?n) ’

ist eine eindeutige Abbildung von R nx R™ in K mit den Eigen-
schaften a) bis c¢):

a) Wie man sofort erkennt, gilt fiir jedes % ,19 e R".

d(‘t"g) = '1[(::1-3*1)2 + (x2-32)2 teeet (x,=y, )" =0,
und es ist d(t,h’]) = 0 genau dann, wenn v =13, d. h.
X = V1A X5 = VoA cee AX, = ¥ ist.

b) Fir jedes ¢ , W e @ gilt:

a6y = ¥ (x=9)2 + (Rgmyp)? 40t (2o )2

=1 (31-1:1)2} (vz-xz € +oeet (yn-xn)a
= d(‘q r‘(‘.)o
¢) Fiir jedes 4 » 1) ,' 3 gl'R,n gilt:

d(« ,‘ka) ='¢(x1-¥1)2 + (nzz-srg)2 P (xn_—yn)zl
5T
‘-‘V(x1-21)2+...+(xn-zn)2 +‘\[(z1--3f1)2+...-l-(zn--yn)é—l
= d(‘f_ '(I) )_ + d((j ,ll?)n

Der Beweis der hier angegebenen Dreiecksungleichung fiir den im
KR definierten ;A.ba'tan.d ist nicht ganz einfach und an dieser
Stelle unang/ebfacht. '
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Diese Erkenntnisse legen die folgende Definition nahe:

Definition & : Eine Menge E heiBt ein metrischer

Raum genau dann, wenn eine eindeutige Abbildung d von
ExE in R definiert werden kann, die folgende Eigen=-
schaften besitzt:

a) Fir jedes x,ye E ist d(x,y) 2 O, und es ist

d(x,y)=0 genau dann, wenn x=y.
b) Fir jedes x,ye E gilt: d(x,y) = d(y,x).
c¢) HKir jedes x,y,z2eE gilt: d(x,y) € d(x,z)+d(z,y).

Wir nennen die Abbildung d eisie Metrik oder Abstandsfupktion in

E und den Wert d(x,y) €R den Abstand zwischen den Punkten x und
y. Die Zahlengerade und der R ™ erweisen sich somit als metri-

sche Rdume mit d(x,y) = | x=-y| bzw.

d(‘t,‘“a) =_V(X1'Y1)2 +eeot (xn'yn)2o

Ist die Menge E ein metrischer Raum, so 148t sich die Konvergenz
eiper Folge (x,) ,.mn+ von Flementen aus E wie folgt definieren:

De finition 9 : Eine Folge (x,)..w 'von Elementen aus
E heiBt konvergent in E genau dann, wenn ein a €E exi=-
stiert mit folgender Figenschaft: Fiir jedes £ eR
und € > O existiert ein v e N", so daB fiir alle

)
vy ve N™, gilt: d(x,,a)< € .

Wir sagen dann, die Folge (xv?uwnN* besitzt den Grenzwert a und
schreiben:

lim x, = a.
v ]

In jedem metrischen Raum ist wie auf der Zahlengereden und im
R™ der Grenzwert a einer konvergenten Folge (xy) e N+ eindeutiyg
bestimmt. ' | '

Die Begriffe "e-Umgebung" und "Umgebung" definieren wir in einem
metrischen Raum E wie suf der Zahlengeraden und wie im R 7,

Definitiomn 10 : Sind x & E und £cR , &> 0 beliebig
vorgegeben, so heiBt
UE(xo) = {x ! XEBA d(x,xo)cc;&
eine ¢ -Umgebung von X,

Definitiomn 11 : Eine Menge U & E heiBt Umgebung des

Punktes x< E genau dann, wenn ein £ iR und &€ > 0
existiert mit U.(x) = U.
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Auch in einem beliebigen metrischen Raum E gilt: Jede E -Umge=-
bung von X & E, Uh(xo), ist Umgebung jedes ihrer Punkte.

Jetzt lassen sich die vier grundlegenden topologischen Eigen=-

schaften U1 bis U4 fiilr jeden metrischen Reum formulieren und

genau B0 beweisen wie fiir die 7ahlengerade. Somit erweisen sich
die Sdtme U, bis U, als Folgerungen aus den in Definition 8 an-
gegebenen Grundeigenschaften des metrischen Raumes.

Fortsetzung folgt! Karl Herrmann
Lektor im Bereich
Theoretische Mathematik
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lugendobijekt ,,Programmpaket Slaliﬁ!s‘k"

Die Aufgabenstellung des Jugendobjektes 1st eng mit der zuneh-
menden Anwendung mathematischer Msthoden in vielen Bereichen
der Wissenschaft, Technik und Volkswirtschaft verbunden. In vie-
len Problemen ist eln deterministischer Zusammenhang interes-
sant , aber dle Aufdeckung der GesetzmiBigkeiten wird durch zu-
fullige Stdrungen in Versuchs- und MeBreihen erschwert. Eine'
Lésung der Aufgabe ist dann nur mit statistischer Analyse mig-
lich. Studenten und junge Wissenschaftler der Sektion Mathematik
erstellen deshalb Programme, so daB die Rechentechnik als wich-
tiges Hilfsmittel angewandt werden kann,

Bei dem Begriff "Statistik" denken wir wohl zuerst an die Er-
fassung, Zusemmenstellung und Wiedergabe von zahlenmaterial. Die-
se beschreibende Funktion kann aber durch einen theoretischen
Aspekt, der mathematischen Statistik, wissenschaftlich ergénzt
werden. Es wird dadurch mdglich, die beobachteten Ergebnisse zu
verallgemeinern und aussagekréftige Schluffolgerungen zu ge=-
statten, '

Wir betrachten in einem Schraubenkombinat die Aufgabenstellung:
"Es ist zu untersuchen, ob sich die Produktion einer Schrauben-
sorte durch zwei Betriebsteile hinsichtlich der Qualitétskenn-
ziffer "Zugfestigkelit" unterscheidet!”

Die Notwendigkeit einer statistischen Analyse ergibt sich aus
der Zerstdrung des Erzeugnisses bei der Kontrollmessang. Wir
kénnen also nur eine Auswahl der Produktion untersuchen. In en-
ger Zusammenarbeit mit dem Praxispartner abstrahieren wir die
konkrete Erscheinung, d. h., wir suchen ein Modell, das den
mathematischen Zusammenhang mdglichst gut beschreibt.

Wir teilen die MeBskala in Intervalle (Klassen) ein. Die rela-
tive Haufigkeit, daB ein MeBergebnis in eine Klasse f&éllt, hingtl
von der Auswahl dieser Klasse ab. Bel zunehmender Zahl von lleB-
ergebnissen gelangen wir auf diese Welse 1lm klassischen Sinne
zu einer Wahrscheinlichkeltsverteilung der MeBergebnisse, da
die relative HHufigkeit gegen die Wahrscheinlichkeit strebt.

Mit wahrscheinlichkeltstheoretischen Methoden gelingt es, dlese
Verteilung durch geeignete Kenngrdgen (z. B. Mittelwert) zu cha-
rakterisierén. Dies wollen wir uns zu Nutzen machen.
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In unserem Beisplel ist jedes konkrete MeBergebnis additiv
durch systematische und zuf#llige Febler geatdrt. Zufédllige
Fehler wie Mef- und Produktionsungenauigkeiten sind in dem Kom-
binat sicherlich gleichwertig. Wir verstehen darunter, daé sich
die Abweichungen von Sollwerten auf Grund dieser Ursache nicht
in den Betrieben unterscheiden. Das kSnnen wir voraussetzen,

da gleiche Produktions- und MeSmethoden worherrschen sollen.
Folglich kdnnen Unterschiede in der EKennziffer nur darch Gr&gen
der ersten Art auftreten (z. B. verwendetes Material, Einstel-
lung der Automaten).

Nehmen wir jetzt an, die Produktionen seien nicht unterscheid-
bar. Dann kénnen wir anhand der KenngrdBen der Vertellungen Je
Betrieb untersuchen, ob die MeSergebnisse wirklich der gleichen
Verteilung entsprechen, Unsere Behauptung wird statistisch um
80 "sicherer" sein, je mehr MeBwerte zur Analyse vorliegen.
Wegen der Bedeutung der Entscheidungen ist der Einsatz von Rech-
nern also notwendig, um viele Daten verarbeiten zu kdnnen. Er-
gibt die Auswertung eine Differenz in den KenngrifSen, mu8 un-
sere Hypothese als falsch angesehen werden.

In der Wahrscheinlichkeltstheoris gibt es eine Reihe ldealer
und mathematisch gut handhabbarer Verteilungen. Erfahrungen

und auch theoretische {lberlegungen zeigen nun, dad viele reale
Prozesse durch solche Verteilungen recht gut beschrieben werden
kdnnen, So ist es mbglich, eine Vielfalt von Aufgeben mit glei-
cher Theorie zu l1l%sen, Damit kann mit einer Sammlung von Metho-
den eine umfassende Arbeit geleistet werden. Es ist die ver-
antwortungsvolle und interdisziplinire Aufgabe in erster Linie,
ein geeignetes Modell fiir das konkrete Problem auszuwéhlen und
das Ergebnis der Analyse richtig zu interpretlieren.

Die Mitarbeit an dieser interessanten und wichtigen Aufgabe weckt
die schépferische Selbstbetdtigung in der wissenschaftlichen Ar-
beit. Die Anwendung der Statistik bringt auf der einen Seite tie-
feres Verstindnis fiir Probleme der mathematischen Kybernetik

und Rechentechnik durch den unmittelbaren Kontakt zu Rechenan-
lagen., Andererseits ist die theoretische Arbeit sehr anspruchs-
voll. Das wissenschaftliche Studium statistischer Analysen fihrt
oft zu Jahres- und Diplomarbeiten. Nebenbel bereitet natiirlich
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auch das Kennenlernen verschiedener Probleme in nichtmathema-
tischen Bereichen und der eigene Beitrag zur Ldsung sehr viel
Freude.,

N. Bitterlich
Mathematikstudent
4. Studienjahr

XX. Olvmpiude Junger Mathematiker
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklassen 11/12

@ Man ermittle alle reellen Zahlen x, fir die das folgende
System von Ungleichungen (1), (2), (3) erfillt ist:

x4+ 2% - 2x® 0, (1)
ox’ +x -1 < 0, (2)
x° - x > O (3)

@ Es sel f die durch
£(x) = x* - ()4 - (@+2) + (x+3)4
definierte Funktion, wobeil der Definitionsbereich von f
a) die lMenge aller ganzen Zahlen,
b) die Menge aller reellen Zahlen
ist,
Man untersuche sowohl fiir den Fall a) als auch fiir den Fall
b), ob die Funktion f einen kleinsten Funktionswert annimmt,
und ermittle, falls das zutrifft, jeweils diesen kleinsten

Funktionswert.

Es sind alle natiirlichen Zahlen n zu ermitteln, die die
folgende Eigenschaft haben: '
Fir alle reellen Zahlen a und b mit 0O<a<bd gilt

1 1

<b +
1+a‘n 1+‘b'n

a +
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Ist £ eine im Intervall 0 & x & 1 definierte Funktion, so
seien flir sie die folgenden Bedingungen (1), (2), (3) be=
trachtet:

(1) Fir jedes reelle x mit 0 & x & 1 gilt £(x) & 0.

(2) BEs gilt £(1) = 1.

(3) Flir jedes reelle x, mit 0 & x; & 1 und jedes reelle x,
mit 0 & x251 und x4 + X, £ 1 gilt
f(x1+x2) f(xq) + £(x,).

a) Man beweise:
Wenn f elne Funktion ist, die den Bedingungen (1), (2),
(3) geniigt, so gilt f(x)< 2x flir jedes reelle x mit
0<x &1,

b) Men iiberpriife, ob auch die folgende Aussage wahr ist:
Wenn f eine Funktion ist, die den Bedingungen (1), (2),

(3) geniigt, so gilt £(x) £ 1,99 « x fiir jedes reelle x
mit 0<x E 1,

Men ermittle alle diejenigen ganzen Zahlen k, fir die die
Gleichung
X kK k+4
k-4 " ka7 "% =0
lésbar ist (d. h. mindestens eine Losung x besitzt), wobei
alle LOsungen x ganzzahlig sind.

TS

@ Man bewelse, dag fr jede natiirliche Zahl n die folgende
Aussege gilt:
Wenn die Anzahl der Ecken eines regelmiBigen Vielecks gleich
3n ist, dann gibt es kein rechtwinkliges Koordinatensystem,
in dem beide Koordinaten jedes Eckpunktes dieses Vielecks
rationale Zahlen sind. '

@ Men zeige, daB zu jeder natiirlichen Zehl n ® 1 und Jeder nag-
tlirlichen Zahl B> 1 eine natiirliche Zahl C 2 1 existiert,
die im Positionssystem mit der Basis B nur aus Ziffern
"Null" und "Eins" besteht und durch n teilbar ist.
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Preisaufgaben

N 1 Auf der Seite AB eines Drelecks ABC sei beliebig ein
(:) Punkt C, ausgewédhlt, Man verbinde Cq mit c. _
Der Schnittpunkt der Verlédngerung von CB mit einer zu
CC4 parallelen Geraden durch A seli A, und der Schnitt-
punkt der Verléngerung von AC und einer zu CC4 paralle-
len Geraden durch B 331131. : _ | ,

: 1
Man zeige, daB m‘*mnm.

N 20 Seian p und q ungerade ganze Zahlen. Man zeige, daB8 die
Gleichung
x2 + 2px + 24 = O

keine rationalen Losungen hat.

=
n
ek

lan zeige, da8 die 3. Potenz der gréBten dreier aufein-
anderfolgender natlirlicher Zahlen nicht gleich der Summe
der 3. Potenzen der beiden anderen Zahlen sein kann,

£2 Man zeige, daB filr ein beliebiges rechtwinkliges Drel=-
eck mit der Hypothenuse c¢ und den Katheten & und b fir
n>2 die Ungleichung ¢>a + pB gillt,
N zi
N 24 :
/loKasaThk, YTO paccTOfAHME OT TOUKM P, HOPOM3BONBHO
ﬂl BHOpAHHO? BHYTDM IapalliellorpaMua ABCD, A0 Oauxafimeit

©

=,

Seien a,b,c und 4 solche ganzen Zahlen, da8 jede der
Zahlen ac, bc+ad, bd durch eine ganze Zahl n teilbar
ist. Man zeige, daf in diesem Fall auch die Zahlen be
und ad durch n teilbar sind,

BEepIMHE UApAaNNesioTpaMMa HIKOTZA He IPeBOCXOLUT
pammyc R OmACaHHON OKPYXHOCTH TDPEYT'ONBHMKA ABC.

EinsendeschluB: 15.8.1981
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Lds ungen

Lésungen

[Auf gabe

M 49

Es ist § = 90° - AL < 90° - £ 90°.
Es gilt der Satz:

Je grifer ein spitzer Winkel ist, desto gréBer ist sein
Sinus. Folglich ist

sin %’ < sin(90°- /g) = cos é

und somit

singsi.né<cos/gsin£-%sin/ﬂ 5% (1)
Sel y der kleinste Winkel. Dann ist

sin & $ sin 30° = 3 (2)
Aus (1) und (2) folgt

sin‘-é-'ainé sinfsi.

Aufgabe

M 50

Es gibt 9m natirliche Zahlen zwischen 0 und 10m-1, die
in der Dezimaldarstellung nur mit den Ziffern 0,1,_2,...8
geschrieben werden. Die Anzahl der.‘lenigen Glieder1der

fraglichen Teilreihe, die zwischen '.]'_m:'I".T und T
s o®-
liegen, betrigt also 9% = g% 1, Der groBte Wert des

Intervalls ist -;-—i.-_nr N
0
Somit gilt fir die Tellreihe folgende Abschétzung:
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lAurgabo MHI : ;
Durch einfache Uberlegungen findet man nacheinander:
D=0
C=4
Bw 3
Pu 2
A=1
E= 7
G=5

Die eindeutig bestimmte Ldsung lautet:
1340 - 37 = 1301

- L

40 e« 25 = 1240
| 27 + 12 = 41
(Bemerkung: Die Aufgabe war im Oktalsystem zu 1dsen.)

Aufgabe M 52
Sei /.?c die lilinge der Winkelhalbie-
renden CD des Winkels ’ , der an
der Ecke C des Dreilecks ABC liege. a
Der Flécheninhalt von ABC ist A
gleich der Summe der Fléchen=-
inhalte van ACD und DCB,'

Folglich ist

&b sin y = a/(?c sin & + b/?c sinf é
Also ist

2ab sin & cos § = ﬂ“- (a+b) sin & .

Wegen Y 0 gilt:

Ec _ab .

* 2cos é a¥b

Fir y= 120° ist 2cos é = 2co8 60° = 1 und somit

pc'%'
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iAufgabe M 53i

Da es sich um eine endliche Anzahl von Punkten handelt,
kann man 2 Punkte auswihlen, die zueinander den grifSten
Abstand haben. Um diese Punkte legt man Kreise mit dem
Radius 1. Ein beliebiger dritter Punkt f#llt in einen
dieser beiden Kreise,

Haben die beiden ausgewiéhlten Punkte elnen Abstand gro-
Ber 1, so hat der dritte Punkt zu einem der beiden
einen Abstand kleiner 1,

Haben die belden ausgewiéhlten Punkte einen Abstand
kleiner 1, so gilt das erst recht, da dieser der maxi-
male Abstand ist.

Aufgabe M 54 :
Es ist (a-b)x = 2. Also ist & ¢ b und somit X = zop «
Da x eine natiirliche Zahl ist, ebensc auch a und b, 80
ist x Teiler von 2,

1. Fall: x = 1

Nach Aussage 2) gilt ax-6 = bx-4 = X,

also ist a = 7T und b = 5,

2. Fall: x = 2

Es folgt a=4 und b=3,

Die Paare (4,3) und (7,5) erfiillen die Bedingungen 1)
und 2) der Aufgabe. '

Aufgebe M 47
Wir schreiben das System in der Form
Gx+y)*Y = 9

X=V[328 = 2(3x+y)?

Aus der zweiten Gleichu folgt
324 = 257V (3x49) 2%V,
Mit Hilfe der ersten Gleichung erhdlt man
324 = 2%7Y.81
Daraus folgt x-y = 2 (1)
Setzt men (1) in die erste Gleichung ein, so erhidlt man
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zwel Systeme:
X-y = 2 X=y = 2
1) 2)
3x+y = 3 3x+y = 3
Die Losung des ersten ist: x, = Y% =17

und die des zweiten ist: X, == %, Yo = = % .

Diese beiden Losungen sind auch die Ldsungen des gegebe-
nen Gleichungssystems.

[Aufgabe 1 48
Durch die Punkte A1, B1, C1 werden Geraden parallel zu

den Seiten AB, BC, CA gezogen. Die Schnittpunkte dieser
Geraden mit den Seiten des Dreliecks werden mit B Cz.A2
bezeichnet.

Da A>3 ist, liegen die Punkte
B2, C, und A. auf den Strecken

2 2

CB1, AC1 und BA1.

Der Umfang des Dreiecks A1B1C1
ist offensichtlich kleiner als
der des Sechsecks A1B2B10201A2.
Es geniigt zu zeigen, daB der Um-
fang des Sechsecks das A -fache
des Umfangs des Dreiecks ABC ist.
De A.B, I AB; B,C, Il BC unag
C1A2ﬂCA, so folgt, daB die
Dreiecke A02B1, C1BA2 und n
B2A1C dhnlich dem Dreieck ABC sind. Aus den Gleichungen
A1C = (1= A)BC; B,A = (1= A )CAy C B = (1= A )AB folgt,dal
die Dreiecke AC2B1, C1BA2 und 32A1C kongruent sind.
Somit gelten die Gleichungen:

A1B2 = Acz, Bzc = C1A2 und B102 = AzB.
Somit ist der Umfang des Sechsecks gleich der Summe der

Strecken AC1,BA1 und CB1. d. h. der Umfang des Dreiecks
A.B.C. ist kleiner sls das A -fache des Umfangs des

177171
Dreiecks ABC.

2’
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Einfiihrung in die Topologie (llI)
4. Der Begriff des topologischen Raumes

Es taucht die Frage auf, ob man den Begriff der Konvergenz einer
Folge (xy)ve N' von Elementen einer Menge E auch dann noch defi-
nieren kann, wemh es nicht mehr mdglich ist, in E ein Metrik\
(Abstandsfunktion) zu erkldren. Mit anderen Worten: LiBt sich
der Konvergeﬁzbegriff einer Folge in noch alligemeineren Mengen,
als es die metrischen R#ume sind, definieren? Zur Definition der
Konvergenz einer Folge (x‘,)quxaus E ‘war letztlich nur die Men=—
ge aller € -Umgebungen Ug(a) - und da jede € -Umgebung auch Um-
~ gebung ist - die Menge aller Umgebungen von a, W(a), erforder-
lich. Es miiBte eigentlich der Umgebungsbegriff, mit allen er-
forderlichen Eigenschaften ausgestattet, auch zur Definition

der Konvergenz einer Folge genligen. Aber bisher sind natiirlich
stets die Begriffe "g-Umgebung" und_ "Umgebung" mit Hilfe der zur
Verfiigung stehendén Metrik definiert worden. Jetzt drehen wir
die Sache einfach um und benutzen cen Umgebungsbegriff als Crund-
begriff, und die in U, bis U, formulierten Eigenschaften fordern
wir als Grundeigenschaften (Axiome). Ist E eine beliebige Menge
und 148t sich jedem Element x €E ein nicht leeres System

Ulx ) €P(E ) 1) zuordnen, woflir die Grundeigenschaften U, bis
U4 erfillt sind, so nennen wir E einen topologischen Raum. Da-

mit werden wahrscheinlich allgemeinere Mengen erfaBt, als es die
metrischen Ridume sind, da sich ja U1 bis U4 als Folgerungen aus
den in Definition 8 angegebenen Grundeigenschaften des metri-
schen Raumes ergeben. Wir wollen eine saubere Definition fiir den
Begriff des topologischen Raumes notieren.

g8l 1haidloan T2

Eine Menge E heiBt topologischer Raum genau dann, wenn:

(U0 ) Jedem x €E ist eindeutig ein nicht leeres System
Ux) & ﬂ(E) (U (x) ist eine nicht leere Teilmen-
ge der Potenzmenge von E) zugeordnet. Eg heiBt
dann U (x) das Umgebungssystem von x € E.

(U,) Fiir jedes UEW (x) gilt xeU.
Vi ¥ (X€EEAUE U (x) » xel).

1) JJ(ED sel die Potenzmenge der Menge E, also die Menge aller
Teilmengen von E.
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(U,) Wenn ve U (x) und UgU', so gilt UleU(x).
Vi YU YU' (x€E AUeU(x)AULU' - U'e U (x))

(U;) Wenn U, U, eU(x), so gilt auch U, N U,€U(x).
x VU, Yu,(x€ E aU,,U,eUEx) = U, NnU,ekx))

(U4) Fiir jedes UelU(x) existiert ein Well(x), so daB
fiir alle yeWw gilt: vel(y).
V=VoIw ¥ (x€E AU, ielx)Ayew — UeU(y))

Sind fiir eine Menge E die Forderungen U  bis Uy erfiillt, so sa=-
gen wir, daB E mit einer Topologie T versehen ist. Eine Topolo-
gie T auf E ist von den Umgebungssystemen U (x) sbhéngig, d. h.
eine Menge E kenn mit verschiedenen Topologien versehen werden.

Beispiele fiir topologische R&ume:

T1e

Wir betrachten die Menge E= {a,b,c} . Sind die den Elemen-
ten a,b,c zugeordneten Systeme durch

U (o) = (@} , (a0} + {arc} » B
U (0) = {{=,0} , E}
U () = {{a,c} , E]

gegeben, so werden von diesen Systemen die Forderungen U1
bis U4 erfiillt, wie man leicht nachpriifen kann. Damit haben
wir E mit einer Topologie T1 versehen.

Betrachten wir nochmals die Menge E= {a,b,c} . Jetzt seien
V2 ) = {[e] » {a0} + fasc] » 5}

Us(b ) = (E]

uz(c ) {{a,c} y E} .

Es werden von diesen Systemen wiederum die Forderungen U,
bis U4 erfiillt. Also haben wir E erneut mit einer Topologie
T2 versehen. Es ist aber T2 eine von T1 verschiedene Topo~

logie.

Sei wieder E= {a,b,c} , und es sei U (x) fiilr jedes x € E die

Menge aller das Element x enthaltenen Teilmengen von E, also
U (a) [a] . a,p] . {b,c} . E}
U (b) {b} ’ %a’b} 3 {va} y B
V() = {{0} ’ {El,C} ’ (b’c} ’ E}

Auch diese Systeme erfiillen die Forderungen U, bis U4. Wir
haben damit E mit einer Topologie T3 versehen. Fiir diese To-
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pologie sind die Systeme ﬂ (x) fiir jedes x € E so umfassend

gewdhlt, wie es nach Forderung U1-nur irgend mdglich ist.
Wir nennen diese Topologie die feinste Topologie von E,
oder da zu jedem U (x) speziell die Menge {x} gehort, auch
die diskrete Topologie von E. Fiir diese Topologie ist jede
nicht leere Teilmenge von E Umgebung jedes ihrer Punkte.l

Nochmals sei E= ra,b,cj y und fir jedes x € E setzen wir

U(x) = (&}, also

U (a) = [E]
U (o) = {5}
y (e ={Ef.
Diese Systeme genligen ebenfalls den Forderungen U1 bis U4.

Es ist E mit einer Topologie T4 versehen. Im Gegensatz zu
Beispiel 3 sind hier die Umgebungssysteme U (x) so eng wie
moglich gewdahlt. Es wird T4 die grobe Topologie von E ge-

nannt.

Es ist vollig klar, daB jeder metrische Raum E ein topologi-
scher Raum ist. So ist filir jedes x € E das mit Hilfe der Me-
trik definierte Umgebungssystem U (x) = ¢ und geniigt den For-
derungen U1 bis U4, wie wir das in den S&dtzen U1 bis U4 be=
wiegen haben. Demnach sind die Zahlengerade und der R n‘to—
pologische Raume. Durch die dort vorhandene Metrik werden

die Zehlengerade bzw. der R™ mit einer ganz bestimmten To-
pologie versehen, die wir die iibliche Topologie der Zahlen-
geraden bzw. des R " nennen.

Aber natiirlich 148t sich z. B. die Zahlengerade 1? nicht
nur mit der liblichen Topologie versehen. Wdhlen wir fiir je-
des x €R als U (x) die Menge aller das Element x enthalten-
den Teilmengen von R , 80 wird damit R mit der diskreten
Topologie versehen. Es ist die iibliche Topologie auf R ver-
schieden von der diskreten Topologie auf ﬂQ -

Setzen wir fiir jedes z €R P(x) := {f\} , SO wird R mit
der groben Topologie versehen. Natiirlich ist die ilibliche 7o~
pologie auf R von der groben Topologie auf R verschiedene.

Ist die Menge E ein topologischer Raum, d. h. jedem x €E ist
ein Umgebungssystem U (x) eindeutig zugeordnet, das den Forde-
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rungen U.I bis U4 geniigt, so 1léBt sich die Konvergenz einer Foi-

ge (xy)ye N"von Elementen der Menge E wie folgt definieren:

Eine Folge (Xyp)ypesN* von .Elementen
aus E heiBt konvergent in E genau dann, wenn ein aé&E
existiert mit folgender Eigenschaft: Fiir jedes ve U(a)
existiert ein Vs 6}/‘: so daB fiir alle V>V , V¢ N*,
gilt: x, € U.

Wir sagen dann, die Folge (xy)ye N* besitzt den Grenzwert a und
schreiben:

lim xy = 8.
Vew ¥

Jetzt konnen natiirlich Erscheinungen eintreten, die uns von der

mit der iiblichen Topolgie versehenen Zahlengeraden her villig

unbekannt sind. Der Grenzwert einer Folge ist nicht mehr eindeu-

tig bestimmé :

1. Betrachten wir einige Folge der mit der Topologie T1 verse-
henen lienge E = {a,b,c} .

a) (Xp)yeN* = (a) = (8ya,ay...)

Es ist lim xy = a und 1lim xy = b und lim Xy = c.
Ve Verst V-0

(bybybyace)

i

b) (Xv)veN* = (b)

lim xy = b
V0

c) (Xv)ve:lﬂ* = {e)

lim Xy = C
Vo

a) (XU)VeN* = (a,b,a,b,a,bye0.)
lim xp = Db
V=

(CsCyCyoes)

e) (xp)vem*= (b,c,b,c,b,c,...)
Diese Folge ist nicht konvergent, d. h. sie besitzt in E
mit der Topologie T1 keinen Grenzwert.

2. Ist R mit der iiblichen, durch die Metrik definierten Topo=-
logie versehen, so gelten die uns vertrauten Tatsachen fir
die Konvergenz einer Folge:

1 x 2 1 _
a) (V)VSN s %’J_-'Elov =0
""1 s V"1
b) (!—V‘)VEN* ’ 1\}3:&-’— = 1
1w . 1.V
C) ((1+ v) )VCN*. %}.El.(.“" a) = €.,
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Der Grenzwert jeder konvergenten Folge ist hier eindeutig
bestimmt.

3. Ist R mit der diskreten Topologie versehen, so konvergieren
lediglich die bis auf endlich viele Glieder konstanten Folgen
(xp)ve ¥*=(...,x,X, x,...) mit lim Xy = X fiir jedes x€ R .
Alle anderen Folgen wie (V)VGN' (L)vg % und
((1+ 1) Jye N* sind jetzt nicht konvergent. Auch hier ist
der Grenzwert jeder konvergenten Folge eindeutig bestimmt.

4. Ist R mit der groben Topologie versehen, so besitzt jede
Folge reeller Zahlen jede reelle Zahl als Grenzwert. So gilt
z. B. fir die Folge (V)yewN* = (1,2, 3,...)11mv 1 und
1imy = O und 1imV¥ = 713 und liny =V3' usw.
Vs Vo

Vw0

Wie wir bemerken, ist in einem beliebigen topologischen Raum E
der Grenzwert einer konvergenten Folge von Elementen aus E nicht
eindeutlg bestimmt. Die topologischen Réume sind von sehr allge-
meiner Struktur, fiir sie ist eine Konvergenztheorie von Element-
folgen nach dem Muster metrischer Raume nicht moglich. Die For- |
derungen in den Axiomen U0 bis U4 reichen noch nicht aus, die
Eindeutigkeit des Grenzwertes einer konvergenten Folge zu sichern.
Brot durch Hinzunahme des sogenannten Hausdorffschen Trennungs-—
axioms U5 ist der Grenzwert jeder konvergenten Folge eindeutig
bestimmt.

U5: S5ind x,y zwei verschiedene Elemente von E, so existiert ein
UeWU(x) und ein Ve U(y) mit UNV = @.
Formalisiert:

Vx W [x,yE€EAX £y = Ju JV(Uelx)AVEU()AUNV = @)

: Ein topologischer Raum E heifBt ein
Housdorffscher Raum genau dann, wenn fiir E das Haus-

dorffsche Trennungsaxiom U5 zutrifft.

In einem Hausdorffschen Raum H ist der Grenzwert
jeder konvergenten Elementfolge (xy)yg N* eindeutig
bestimmt.

Beweis: Es seien a,,a,€H und & #az und es gelte 11m Xy = 8,
und %im Xy = 8,. Dann existiert fiir jedes UeWl(a.) e1n\?01, 80
daB fiir alle V>V 4, gilt: xy € U. Fir jedes VE (32) existierst

oin v gp® 8O dafl fiir alle ¥ > V02 gilt: xyp € V.
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m
Ist YV, = max Cvm.voz} s B0 gilt fiir alle ¥ >VO: Xy 68U und
Xy €V, d. h. Xy €UNYV. Das ist aber ein Widerspruch zum Haus-
dorffschen Trennungsaxiom, wonach es mindestens ein U‘éu(a1) und

mindestens ein VéU(ag) geben muB mit UNV = ¢g.

Es ist leicht 2zu zeigen, daB jeder metrische Raum asuch ein Haus-
dorffscher Raum ist. Demnach §ind die Zahlengerade R und der
Rn‘ Hausdorffsche R&ume.

Auf ogaben:

1. Gegeben sei die Menge E = [a,b,c,d 3. Ordnen Sie jedem x €E
ein System U (x )€ ﬂ(E) so zu, daB E ein topologischer Raum
wird. Versehen Sie E mit zwei weiteren, von der ersten Topo-
logie verschiedenen Topologien!

2. Beweisen Sie folgenden Satz:
Ist die Menge E ein metrischer Raum, so ist die Menge E ein
Hausdorffscher Raum. .

Karl Herrmann
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Theoretische Mathematik

Herausgeber: Jugendobjekt ,Studienvorbereitung — Studienwerbung“

Leiter: Heiner Schwulow

Chefredakteur: Andreas Kleinwdchter .

Stellvertretender Chefredakteur: Andreas Jeschag

Redaktion: H. Gottstein, D. Heinrich, R. Heinrich, i. HeB, |. Kaiser, M. Lutz
H. Rosner, H. Zein

Anschrift: WURZEL, 6900 Jena, Universitatshochhaus, Sektion Mathematik
Konto: Stadt- und Kreissparkasse lena 4471-22-1900i2

Die Zeitschrift erscheint einmal im Monat. Preis: Einzeiheft: 0,20 M,
Vierteljahresabonnement 0,60 M. Bestellungen nehmen alle Postamter entaegen.
Versffentlicht unter der Lizenz-Nr. 1633 des Presseamtes beim Vorsitzenden des
Ministerrates der DDR. Abdruck, auch auszugsweise, nur mit Genehmigung der
Redaktion.

Artikel-Nr. (EDV): 10932

Titelbiid: Martina Lutz
RedaktionsschluB: 14.3. 1981



--------------------

_ . ¥ 40 oop eo0
SeaoPERIRIIREOILE QOO ssedecone .ll........t.o..lcu....t.ﬁ.ctoooo LA A AL A LT T T Y T

e *® sew se L]
SOP08S 0 9 00 0 o 9 o ®8 4 0 5 s0ee 8 @ ® 8 8 0 00 0 0 &

----------------

9808 eae e

-----------------------------------------------------------------------

® 5 ode
e ean

80 » ep
Ll 98 ssoen L L L]
AR d AL N T T ]

® & o @ o0 @

@ S 9 0 00 SEEE @ ® 0 & © see 90 0 @ bl
L L eee ssee s o LL L]
L *tEdassesrnnas

* 8200 o oe

cee @ L]
LR Y

"owm
.

L e eee
.l...lll’l

LA LXT]

esen-

o
bt L L LT T TTY

A L LT LT T T TY ) sede L LN

WURZEL

-----------------------------------------------

L
*Seecnene LAl IT I Y]

-
-
L4 o0
o6 eno
° .8
L ] L
*9 s
-
se
® deo
® orr
00+ o
LEY ]
- o8
*e a0
L ] -9
. - 8
28 +0
o .« @
s .
& Dane
® saew
® 8 @
- -

Herausgegeben vom
Jugendobjekt Studienvor-
bereitung-Studienwerbung
der Sektion Mathematik
an der Friedrich-Schiller-
Universitét Jena

1eitschrift fiir mathematik an
ober- und spezialschulen

&
=)

a
-
.nu.n.o.ﬂ
ﬂ.”m
| —

E™ Bw
= u 9

- = o
—ES s

LR




Diophantische Gleichungen 66

Diophantische Gleichungen

Ein sehr interessantes Gebiet der 7Zahlentheorie sind die diophan-
tischen Gleichungen. Erstmalig wurden derartige Gleichungen von
dem griechischen Mathematiker Diophantos (250 u. Z.) behandelt,
und trotz jahrhundertelanger Forschungsarbeit sind heute noch
mehrere Probleme dieser Theorie ungeklért.

Gegenstand dieses Artikels soll nur ein spezieller Typ von
diophantischen Gleichungen sein: Wir wollen nur lineare Gleichun-
gen betrachten.

Definition 1 : G ist lineare diophantische Gleichung
genau dann, wenn G die Form ax + by = ¢ hat, wobei a,
b, ¢ gegebene ganze 7zahlendarstellenund x, y Variable
fiilr ganze Zahlen sind,

(Im folgenden wollen wir unter diophantischen Gleichungen immer
nur lineare diophantische Gleichungen verstehen.)

De findidtion 2 : L ist Losung der diophantischen Glei-
chung ax + by = ¢ genau dann, wenn L ein Paar
fko,ya]von ganzen Zahlen ist, fii* das axj + by, = ¢
gilt.

Allgemein ist bekannt, daf man die Gleichung ax + by = ¢ als Ge-
radengleichung interpretieren kann, falls x und y aus dem Be-
peich der reellen Zahlen gewihlt werden diirfen. Die Forderung
"x,y ganzzahlig" kann man nun so verstehen, daB wir auf der vor-
liegenden Geraden nach Punkten mit genzzahligen Koordinaten, so-
genannten Gitterpunkten, suchen werden, Das Ziel besteht nun
darin, sd@mtliche Losungen L der diophantischen Gleichung

ax + by = c anzugeben, ,
Rein anschaulich kann man sich iiberlegen, dall es Geraden geben
kann, die nicht durch Gitterpunkte hindurchfithren, Mit anderen
Worten bedeutet das: Nicht jede diophantische Gleichung mul 1&s-
bar sein. Bevor man also an das Losen von diophantischen Glei-
chungen herangehen wird, muf man die Losbarkeitsfrage klédren,.
Eine Antwort darauf gibt Satz 1:
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Sat a2 1 s Eine notwendige Bedingung fiir die Losbarkelt der
diophantischen Gleichung ax + by = ¢ ist, daB der
grofte gemeinsame Teiler von a und b auch ein Tei-

ler von ¢ ist.

Bemerkungen:

(1) Die natiirliche Zahl d heift Teiler der ganzen Zahl ¢, in
Zeichen dlc, wenn es eine ganze Zahl e gibt, so daB c = d-e
gilt, Gibt es keine solche Zahl, dann schreibt man d+°.

(2) Unter (a,b) verstehen wir den gridfSten gemeinsamen Teller von
& und b. Ist (a,b) = 1, so nennen wir a und b teilerfremd.

Beweig von Satz 1:
Es sei ax + by = ¢ ldsbar und (a,b) d. Unter Beriicksichti-
gung der Zerlegungen a =o «d und b = B +d mit ganzzahligen
et und ﬁ ergibt sich durch Einsetzen: d(xx +Py) = ¢, und
daraus folgt d|e. '

il

Die Frage der Lsbarkeit einer diophantischen Gleichung haben
wir damit auf das Vergleichen der ganzen Zahlen a, b, ¢ zuriick=-
gefiihrt, Besitzen a, b, c den grdBten gemeinsamen Teiler d, dann
wollen wir ihn stets aus der diophantischen Gleichung herausge-
kiirzt denken, so daB wir nun ohne Einschrénkung der Allgemein-
heit fiir 18sbare Gleichungen stets (a,b) = 1 voraussetzen kon-
nen,

Aufgabe: Man versuche, wenigstens je 2 Losungen X,y fiir die
diophantischen Gleichungen
(1) 6x + 3y = 1
(2) 3x =5y =717
anzugeben, indem man die zugehdrigen Geraden zeichne
und Gitterpunkte bestimme!

i

Ergebnis:'
(1) Da (6,3) = 3 und 341 folgt unmittelbar Unlosbarkeit!

(2) Aus der angefertigten Zeichnung kann man erkennen, daB8 z. B.
die Paare \-1,-2], 14,1] und [9,4] zur Losungsmenge gehdren,
wie man durch Einsetzen in die Ausgangsgleichung bestidtigen
kann. Auffallend ist, daB sich die x- bzw, y-Werte um Viel-
fache von 5 bzw. 3 unterscheiden. Diese Eigenschaft legt die
Vermutung nahe, daB, falls eine diophantische Gleichung 19s-
bar ist, beliebig viele Ldsungen existieren.
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Hiermit haben wir ein erstes, wenn auch umsténdliches Verfahren
zur Ldsung diophantischer Gleichungen kennengelernt. Es gibt je-
doch wesentlich elegantere Methoden. Zwei Verfahren werden wir
im folgenden behandeln,

Erste Methode: Dag Eulersche ReauktlonBVﬂrfahren

Wir erarbeiten uns den Ldsungsalgorithmus an Hand des Beigpiels

der diophantischen Gleichung 3x - 5y =

1, Schritts: Man stelle die Gleichung 3x - 5y =7 nach einer
Variablen um (aus rechentechnischen Griinden nach derjeni-
gen, deren Koeffizient den kleineren Betrag hat).

X = I_%%jht

2, Schritt: Man fithre die Divieion so weit wie mdglich aus.

x=_2+y+11+—2-x-

3, Schritt; Da beide Variable x,y ganzzahlig sind, folgt, daB
der verbleibende Bruch ebenfalls ganzzahlig sein mufl. Man
fiihre dafiir eine neue Variable z ein.

g = Lt 2¥

Hieraus folgt:
3z - 2y = 1.

Das Ergebnis dieser 3 Schritte besteht darin, daB wir die
diophantische Gleichung 3x = 5y =7 auf die

diophantische Gleichung 3z - 2y = 1 zuriickgefiihrt haben. Auf
diese neu gewonnene diophantische Gleichung wenden wir das Ver-
fahren abermals an und wiederholen es so lange, bis sich eine
Gleichung ergibt, in der eine Variable den Koeffizienten 1 hat.
(Dieger Fall wird stets erreicht, da bei diesem Verfahren die
Koeffizienten ihrem Betrage nach kleiner werden, )

1. Schritt: y = 25—5-1

2. Schritt: y =z + 2% 1

3. Schritt: u =251, 2u-z=-1
1. Schritt: 2z = 2u + 1

Damit ist der Algorithmus beendet.
Um die Ldsungen x,y 2zu erhalten, miissen wir nun lediglich
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z =2u+11iny = 2—z;---é_'r-l-einsetzen. Wir erhalten y = 1 + 3u,
Einsetzen in x = 1—5321 liefert x = 4 + 5u.

Ergebnis:
Die Lvsungen der diophantischen Gleichung 3x - 5y = 7 lauten:

x=14+ 3u
y =4+ 5u
mit beliebigem ganzzahligem u.
Damit haben wir iiberdies gezeigt, daB - wie oben vermutet -
die Gleichung unendlich viele L&sungen hat.

7weite Methode: "Verfahren mittels linearer Kongruenzen"

Wir lernen hier die wichtigsten Eigenachaften linearer Kongruen-
zen kennen. Mit Hilfe dieser Theorie lassen sich diophantische
Gleichungen, wie wir sehen werden, gehr schnell losen.

Definition 3 : Zwei ganze Zahlen a,b heifien
kongruent modulo m , in Zeichen a =b (m), wenn
m|a-b gilt.
Man sagt: a,b sind inkongruent modulo m , in Zeichen
a$b (m), wenn m + a-b 1ist.
Die natiirliche Zahl m nennt man den Modul der Kongruenz.

Beigpiele: 152 5 (5)
537 = 117 (10)
3= 4 (2)

sat sz 2 : Die Kongruenz a = b (m) gilt dann und nur dann,
wenn a und b bei der Division durch m denselben Rest.
lagsen.

Beweis: Wir haben zweierlei zu beweisen:

(1) Falls a = b (m) gilt, damn folgt, daB a und b bei
Division durch m denselben Rest lassen. -

(2) Umkehrung zu (1)
Zu (1): -
a =b (m) ist dquivalent mit m|a-b bzw. a = b + km mit
ganzzahligem k. Fiir b nehmen wir o. B. d. A, die Zerle-
gung b = qm + r mit O € r<m und ganzzahligem q an. Folg-
lich ergibt sich fiir a die Zerlegung a = (k+q)m + r.
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Zu (2):
a=qn+rund b = gm + r mit O # r<m und q,p ganzzah-
lig. Subtraktion der beiden Gleichungen liefert
a-b= (q-p)m, d. h. m|a-b und somit a = b(m).

Der Vorteil der Schreibweise a = b (m) fiir die Teilbarkeitsbe-
ziehung mla-b liegt vor allem darin, daB mit Kongruenzen beziig-
lich Addition, Subtraktion und Multiplikation so gerechnet wer-
den kann wie mit Gleichungen.

Satzz 3 : Gegeben sind die Kongruenzen
31: s bT (m)’
32 = bz (m)‘-'t
Dann gelten die Kongruenzen
8, +a, = b1 + b2 (p)
&, = 8, s by - b, (m)
31 Py 32 = b1 . b2 (m)

Aufgabe: Man versuche,die Beweise selbstiéndig zu fiihren, indem
man Definition 2 anwende!

Anders verhdlt es sich hingegen mit der Division. Wir wissen be-
reits, daB aus der Gleichung ax = ay stets x = y folgt, falls

a = 0 vorausgesetzt wird. Bei Kongruenzen ist dies jedoch nicht
immer richtig. Zum Beispiel ist 25 5 2¢10 (10), aber 5 § 10 (10}
bei Divieion durch 2.

Eine hinreichende Bedingung dafiir, wann in einer diophantischen
Gleichung dividiert werden darf, liefert Satz 4:

Satz 4 : Die Kongruenz ax = ay (m) kann durch a dividiert
werden, falls (a,m) = 1 gilt.

Beweig; ax 3 ay (m) bedeutet nach Definition 2 mla(k-y)a
Da m + a ist, folgt mlx—y. Do he x s y (m).
4

An einem Beispiel wollen wir jetzt das "Verfahren mittels 1li-

nearer Kongruenzen" anwenden lernen.

Beigpiel: Die diophantische Gleichung 3x - 5y = 7 (siehe Euler-
sches Reduktionsverfahren) soll mit dieser Methode ge-
lost werden.

1. Schritt: Wir verwandeln die diophantische Gleichung

3x - 5y = 7 in eine lineare Kongruenz. Als Modul wZhlen wir da-
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bei einen der Koeffizienten der Variablen, z. B. 5:
3x = 5y = 7 (5). Da =5y = 0 (5) und 5 = 0 (5) sind, folgt durch
Subtraktion 3x = 2 (5).

2. Schritt: Wir versuchen, durch geschickte Rechnung auf der
linken Seite der Kongruenz den Koeffizienten 1 zu erzeugen.
(Man kann beweisen, daB dies stets erreichbar ist, und zwar auf
Grund der oben getroffenen Voraussetzung (é,b) = 1,)
x =2 (5) |2
6x =2 4 {5)
Da 5x = O (5) gilt, folgt unmittelbar x = 4 (5).

-~

3, Schritt: Wir schreiben die so ermittelte Kongruenz als Glei-
chung auf. Mit diesem Ausdruck fiir x wird in die Ausgangsglei-
chung eingegangen und y bestimmt,

x =4+ 5u; 3(445u) = 5y = T3 ¥y =1 + 3u

Ergebnis: x =4 + 5u
y =1+ 3u mit beliebigem ganzzahligem u. &

Der Leser mbge sich nun selbst weitere Gleichﬁngen vorgeben und
sie nach den angegebenen Methoden lUsen.

Dr. Hartmut Menzer
Bereich Theoretische Mathematik

R e e s 2T

Wer eine Wissenschaft noch nicht so innehat, dal er jeden
VerstoB dagegen filhlt wie einen grammatikalischen Fehler in
seiner Muttersprache, der hat noch viel zu lermen.

Ist es nicht sonderbar, daB man das Publikum, das uns lobt,
immer filir einen kompetenten Richter hélt, eber sobald es uns

tadelt, es fiir unféhig erklért, iiber Werke des Geistes zu
urteilen?

Georg Christoph Lichtenberg
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Preisaufgaben

2 Auf einer Parabel liegt das Punktepaar A,B. Gesucht? wird
das Paar paralleler Geraden AA'|| BB', welches die Para-
bel in dem Punktepaar A',B' so schneidet, daf gilt:

AAY + BB'= 3 : 1,
(gestellt von Prof. Dr. habil. Roman Roth, emer.)

Gegeben sel ein gleichschenkliges Dreieck mit der Basis
& und den Schenkeln b.
lMan berechne das Verhdltnis von In- und Umkreisradius.

(gestellt von Birgit Thomas, Zittau, Schiilerin)
Losung ohne Verwendung von Winkelfunktionen !

Auf allen Feldern eines Schachbrettes liegen Wirfel. Die
Fléchen der Wiirfel und die Felder des Schachbrettes sind
kongruent. Genau eine Seite eines jeden Wirfels sel
schwarz angestrichen, Es wird gefordert, die Wirfel aus
beliebjger Ausgangslage so zu drehen, daf alle schwar-
2 Flachen nach oben zeigen., Dabei soll nicht jeder Wir-
fel einzeln gedreht werden,sondern immer alle Wirfel, die
auf einer Linie bzw. einer Reihe liegen, gemeinsame.

g

n
@

Man zeige, daf die drei Produkte (1-a)b, (1-b)ec, (1=-c)a,
gebildet aus den positlven zahlen a<1, b<1, ¢c<1, nicht
gleichzelitig grofer als Z sein ktnnen.

/|

_E

Men zeige, daB fiir beliebige positive Zahlen a,b,c,d
die Ungleichung gilt:

r
-J 2+b2+02+d2 < 4 abc+abd+acd+bed
4 4

0 Kaxopa HauGojbuag CTENeHb vucia 2, KOTOPYW
gemires 201 7

@’i@?

EinsendeschluB : 15.10. 1981
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Losungen

Aufgebe M 60

Sel PQRS das Quadrat, welches den Bedingungen der Auf-
gabe gentigte i
Dreht men das Quadrat um 90°
um seinen Mittelpunkt, dann
geht die Strecke CD in die
Strecke C'D' liber, Es ist
also C'D'=CD und CDIC'D',
Errichtet man auf der Ge-
raden, auf der A,B,C und D

A B c 2
liegen, in B die Senkrechte und trégt auf ihr die
Strecke BB' = CD ab, so bestimmt der so gewonnene Punkt
B' gemeinsam mit A die Gerade,auf der die Seite PS des
gesuchten Quadrates liegt. Somit ist dle Konstruktion
des Quadrates PQRS klar:

In B errichtet man die Senkrechte zu CD und trédgt auf
ihr die Strecke BB! = CD ab. Die Schnittpunkte der kon-
struierten Geraden AB' und der zu ihr parallelen Gera-
den durch B mit den zu ihnen senkrechten Geraden durch
¢ und D bestimmen das Quadrat PQRS.

Da man in B die Senkrechte zu CD in zwei Richtungen er-
richten kann, existieren zwei Quadrate, die die Bedin-
gungen der Aufgabe erfiillen. Belde Quadrate liegen sym-

‘metrisch zu der Geraden,auf der die Punkte A,B,C und D

liegen. Die Abbildung zeigt nur elnes der belden Qua-
drate, - ,

Begriindung der Konstruktion: Aus dem Punki B errichtet
man auf AB' die Senkrechte BL und aus dem Punkt C auf
DS die Senkrechte CN.

Die Dreiecke BLB' und CND sind gleich. Deshalb ist

BL = CN, Die Selten des konstruierten Vierecks sind
gleichlang und stehen paarweise senkrecht.

Folglich ist PQRS ein Quadrat und erfillt die Bedingun-—
gen der Aufgabe.
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Bezirksolympiade ‘

Lﬁsuﬁgen der Bezirksolympiade Klassen 11/12
(:) Tir alle reellen

x =1
gilt 2x> 0 und x-1 & 0, also ist (2) nlch® erflillt.
Wegen x2 = x = x(x-1)(x+1) ist (3) fir alle reellen

x & -1
nicht erfillt; denn fiir sie jst x< 0, x=1< 0 und x+1 & 0.
Ferner ist (3) fir alle reellen x mit

O xzl
nicht erfiillt; denn fir sie ijst x 2 0, x+1> 0 und x-1< 0.
Fiir alle reellen x mit

~1<x< 0
dagegen gilt:
Wegen x< 0, x=1< 0 und x+1> 0 ist (3) erfiillt, wegen
x4> 0, 12> 0, =-2x> 0 ist (1) erfitllt, wegen 2x3< 0, x=1< 0
ist (2) erfiillt. Daher erfilllen genau alle Zahlen X mit
1< x< 0 jede Ungleichung des systems (1), (2), (3).

(2) Es e11t £(x) = o (b axd46xtaxH) - (xt+axo+24x°+32x+16)
+ x4+12x3+54x2+108x+81

= 24:2 + T2x + 64 = 24(x * %)2 + 10,

paraus folgt: Fur alle reellen X gilt £(x) = 10, und es gilt
£(- 3) = 10, Also nimmt die Funktion £ im Fall b) einen
kleinsten Funktionswert an, und dieser betrigt 10.
Ferner folgt:
Fir alle (g_szmzze.hlig;em)‘l xr mit x = -1 gilt x + E% %, also

£(x) Z 24- ()% + 10 = 16, |
fiir alle (gelnzza.n].ig;e::;)1 x mit x £ -2 gilt x + %: - .12,&130
“(x+ #) B %, also £(x) = 24+ (=(x+ 34)2+1o 2 24-(%)2+1o = 16;
also gilt f(x) & 16 fur alle %anzzahligen x, und es gilt
£(-1) = 16 (sowie f(-2) = 16) .
Also nimmt die Funktlon f im Fall a) einen kleinsten Wert
an, und dieser betrégt 16.

) Diese Angaben sind an den genannten Stellen des Ldsungs-
textes nicht erforderlich.
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-

i@; Fir reelle Zahlen a,b mit 0<a<b ist die in der Aufgabe

genannte Ungleichung &quivalent mit
a(1+a®) (1+b2)+14b%< b(1+a") (140 )+1+a"

und dies mit
n o
b - nn.

Diese Ungleichung lautet im Fall n = 0
0<4,
" im Fall n - 1
1<1 + a + b + ab,
In diesen Fdllen ist sie also fiir alle D< a<b erfiillt,
Im Fall n = 2 lautet (1)
a+ b<1 + a2 +b2 +a.2b2.
Auch dies ist fir alle a, b mit 0<a<b erfiillt, denn fir
sie gilt
1+a%4+p° +a2b2 -a=b = (a- '2) + (b- %)2 + % + a2b2> O.
Im Fall n = 3 lautet (1)
a2 +ab+b2c 1+33+b5+a5b5.
Um auch dies fiir alle a, b mit 0< a< b zu beweisen, kann
man folgendermafen vorgehen- Fir alle reellen x>0 gilt

(x-3)3+(1t-3) S %x- x2-§x+§

sxj—x!l'

alsoxﬁ-:ﬁa-(x_gj (x=- +1)_ﬁ-_ﬁ

sowie
1

1,% 1,2 2 2 1
(x= =) + {Fx= = =13-'B'x X - = + |3 x"=2x+ —
13 i3 5{3 R E

-15-14‘—'2—

13

3
also x -x-(x--—-) (x----o--l?)..__ -
i3 5 33 33

Damit ergibt sich fiir alle a, b mit 0<a<b
1+a3-aa+b3-b2+a3'b3-ab = 1-2°ﬁ - -——>1 - ’2% - §>0,

33

wie behauptet,
Im Fall n & 4 lautet (1)

a1 &+ a2 #...+ b1 1 + aP+plralpl,

Man kenn npun zeigen, da8 schon zu (je einem n 2 4 und z.B.)
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b=1 ein reelles a mit 0< a< 1 existiert, fiir das (1), de.he.

1 4 A *ses® an"‘-.'. 2 (1+an),
nicht gilt. Beispielsweise fiir a=0,9 1lst
a2> 0,8, a5>0a7: 344 0,7»

also

1 + a +...+an

"1=1+a+'a2+a5

>1+ 0,9+ 0,8%*0,7T= 2(1+0,7)

> 2(1+at)

z 2(1+a.n).
Somit sind genau

n=0,1,2,3

die gesuchten zahlene.
Andere Moglichkelten fiilr bendtigte M‘:aghétzungen sind zZ.Be:

1 1
Fir alle reellen X ist xa -X = (X= 'E) L = - Z;

1
fiir alle x mit 0< X< 1 ist xs-xznx(xz-x) = - i«x> - I

5 2 2
fiir alle x2 1 ist sogar X = X = x (x-1) & 0. Also gilt:

f£{ir alle reellen x>0 ist x3 - xz'» - %,

x5 -X = (xj-x2)+(x2-x)> - %.

<b +—-1-3fﬁr alle a<b = 1
1+b

auch z. B. folgendermaBen herleiten, das n<4 sein muB:

Aus a + : n«:% folgt, etwa fir a = %;
1 1+a

1+an‘2 . S %’ (g)n‘< 2% (2)4'

b e L

Ferner kann man aus & + ol
1+a

a) Wenn f den Bedingimgen (1),.(2) (3) geniigt, 80 folgt

durch wiederholte Anwendung von (3) zunéchst:

(4) Fur jede natiirliche Zahl k 2 1 gllt:

Ist 0% kx & 1, so ist f£(kx) 2 kef(x).

Weiter ergibt sich:

(5) £ ist monoton steigend.
Aus 0 & xq £ x5 £ 1 folgt namlich wegen 0 & Xp = X4 g1
pnach (3) und (1) stets £(x,) = £(xq¥X5~X4 )’if(x1)+f(x2—x1)-

= f(xq).

Nun erh&lt man:
Fiir jedes x mit

%4:2 1
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e T e R R 22

folgt wegen (5) und (2) die Behauptung aus
f(x) = £(1) = 1< 2x; fiir jedes x mit

%u.‘.,} (7)

folgt O<2x & 1, also nach (4), (5) und (2) die Behauptung
aus 2f(x) & f£(2x) & £(1) = 1< 4x;
fiir jedes n=2,3%,... und jedes x mit
1 1

-£ﬁ-n< x = EE (8)
folgt 0< 2By £ 1, also nach (4), (5) und (2) die Behauptung
aus 2Pf(x) £ £(2%%) € £(1) = 1< 22%'x,
Da jedes x mit 0<x £ 1 entweder dle Ungleichung (6) oder
(7) oder fiir ein n=2,3,... die Ungleichung (8) erfillt, ist
hiermit die Behauptung f(x)< 2x fiir alle x mit 0< x & 1

bewiesen,

b) Nicht jede Funktion £, die den Bedingungen (1), (2), (3)
gentigt, erfillt f£(x) € 1,99x fiir alle x mit 0<x & 1,
Zum Beweis ist die Angabe eines Beispiels ausreichend,
etwa des folgenden: f sei die Funktion mit

0, falls 0 € x € %
f(x) = 1 "

1, falls -Ecx = 1

Fir sie gelten (1) und (2), und sie erfillt auch (3);

denn sind xq, X, reelle Zahlen mit O £x,51, ;

0% x, % 1 und xq+x, £ 1, so 1st entweder x4+X, s =

und denn x4 € %, X, € », also

f(xq+x,) = 0 = £(xq) + £(x;)
oder =< X4+xX, =1 z1md somit héchstens eine der Zahlen
X4, X, griBer als w», also

£(xq+x,) = 1 z f(xq) + :t‘1(:ac2).1
Andererseits erfillt z. B. X = » + 700 nicht die Unglei=-
chung f(x) € 1,99.x, sondern 1,99.x< f(x); denn fiir die-
ses x gilt

1,99:x = (2- 1%3)(% + H}J_O)‘1 = £(X).
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B
‘ Angenommen, fiir eine ganze 7ahl k besitze die Glelchung

k k+4
o il = e Rl L

eine Lésung x. Dann folgt durch Multiplikation mit x(k-4),
daB x auch eine Ldsung der quadratischen Glelchung

%% + % x+k®-16=0 - (2)
ist. Fir deren Diskriminante 1-19:- - k° + 16 = .,%(256-151:2)
muB somit

Tg' (256 - 15k%) Z 0 | (3)
gelten, und x ist eine der Zahlen

¥y.5 = % (-k +2V 256-15K%) . (4)

Aus (%) folgt 151{2 £ 256; also kann eine ganze Zahl k nur
dann die verlangte Eigenschaft haben, wenn gie

k| €4 (5)
erfillt.
Gilt (5) flir eine ganze Zahl k, so folgt (3), und k hat ge-
nau dann die verlangte Eigenschaft, wenn mindestens eine der
zu k gem#B (4) gehbérenden Zahlen x1’2 auch die Gleichung (1)
erfiillt, und wenn alle diejenigen 21,2, die auch (1) erfiil-
len, ganz sind.
(pabel kann man die Feststellung, ob (1) erfiillt wird, ent-
weder durch Einsetzen von k und x in (1f oder sber folgender-
maBen treffen: Die wegen (3) existierenden Zahlen (4) erfil=-
len jedenfalls (2). Hieraus folgt (1), sobald man (2) durch
x(k=-4) dividieren kann, d. h. sobald k £ 4 und x £ 0 ist,)
Hiernach ergibt sich: .
k=0 hat die verlangte Eigenschaft; denn x1’2= +4 erfiillen

(1) und sind ganz.

k=1 und k= -1 haben die verlangte Eigenschaft nicht; denn

- . 3 2 ’ :
fir diese k gllt'11256-15k =‘Uz41, und daher sind die
Zahlen x1,2 in (4) irrational.
k=2 und k= -2 haben die verlangte Eigenschaft; denn die Zzah-
len in (4) lauten
Xy, = %(-2 1#196), de he x4=3, Xp= -4
bzw.

Xy 5 12 +V196), a. h. xy=4, xp= -3,
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sie sind also ganz und erfiillen (jeweils fiir k=2 bzw,
k= «~2) auch (1),

k=% und k=-% haben die verlangte Eigenschaft nicht; denn je-
weils eine der Zahlen in (4) lautet

X, = % (-3 -V121) = - %
X4 ﬂ% (3 +¥127) '%s

ist also nicht ganz, erfiillt jedoch (1).
k=4 hat die verlangte Eigenschaft nicht; denn fiir k=4 1ist
die linke Seite der Glelchung (1) nicht definiert (und
kann schon aus diesem Grunde keine Losung x haben).
k=-4 hat dle verlangte Eigenschaft; denn die Zahlen in (4)
lauten xq=2, X,=0. Von ihnen erfillt genau x4 die Glei-
chung (1), und'x1;ist ganz. :

bzw.

Daher sind die gesuchten k genau die Zahlen
0: 2: ‘29 ”40

5e Angenommen, es gibe fir eine natiirliche Zahl n ein regelmi-
Biges 3n-Ecg V=44 Az ese ABn und zu ihm ein rechtwinkliges
Koordinatensystem, in dem beide Koordinaten jedes Eckpunktes
von V rationale Zahlen sind, Dann folgte: '
AnA2nA3n ist ein gléichseitiges Dreieck., Hdchstens eine sei-
ner Seiten kann zur y-Achse des Koordinatensystems parallel
sein, 0,B.d.A, haben also ssAngzn und s'-AnASn Anstliegswin-
kel der GroBen o bzw, < ', die von 90° verschieden sind.
Ihre Differenz betriégt 600, 0+.Bed.A. in der Relhenfolge

aL' - = 6000

Akn habe die Koordinaten (xk,yk) (k=1,2,3). Dann gilt

¥o=¥1q Tz=¥1
tand = %, ’ tan &' = S%_Lx‘ .

Setzt man dles in

0} tan oL ' « tan ol
-J?gta.nﬁo 'tan(d'-i)’T-ba%angL'o%:nuﬁ

ein, so erhdlt man den Widerspruch, daB'{S'gleich elner ra-

tionalen Zahl ist.
Daher ist die elngangs gemachte Annahme falsch, W.Z.b.W.
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‘ Zu beliebig gegebenen natﬁrliche_n Zahlen n & 1 und.B >1 bil-

de man die n+1 Zahlen

[g=1, -
[11:'3 = B+1’.‘
Bﬂ]B - 321-3-1-1,

PP QPSSR ORANTSEIEBDPRPROEOIPREERRIREOPRNE R

B1a..1]B = Bﬂ+BIl—1+-...+1 @

Bel Division dieser Zahlen durch n muB8 mindestens einer der
h Reste 0,1,...,n-1 mehrfach auftreten, d. h,, es mu8 unter
den Zahlen zwel geben, die bei Division durch n denselben
Rest lassen, Subtrahiert man die kleinere dieser beiden Zah-
len von der gr&Beren, so erhdlt man eine Zahl C mit den be-
haupteten Eigenschaften.

Hinweis: Der Aufgabentext kdnnte die Deutung als méglich er-
scheinen lassen, dag fiir C sowohl das Vorkommen von minde-
‘stens elner Ziffer "Eins" als auch das Vorkommen von minde-
stens einer Ziffer "Null" gefordert wird. Der obige Lésungs- -
Wweg fiihrt auf ein solches C. Es kann aber auch vorkommen,
dal bereits eine der Zahlen [31"‘i]B durch n teilbar ist.
Die Wertung einer solchen Zahl als C im Sinne der Aufgaben-
stellung sollte auch akzeptiert werden.
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Die Bedeutung von Vermutungen in der Mathematik

Der Mathematiker gewinnt wie jeder Naturwissenschaftler neue Er-
kenntnisse in der Weise, daB er Annahmen (Hypothesen)aufstellt,
sie an Beispielen und Erfahrungen priift und nach Zusemmenhéngen
und Analogien sucht.

Das geniigt jedoch nicht, um eine Behauptung oder einen Satz zu
einem festen Bestandteil der Mathematik zu machen und in ihr Ge=
bdude einzureihen. ‘ '

Die Vermutung oder Erfahrung muB durch logisches SchlieBen be-
wiesen werden, indem sie auf bereits bewiesene S&tze oder auf
die Grundlagen, die der Ausgangspunkt flir den Aufbau der lMathe=
matik sind, zuriickgefiihrt werden.

Bei fast allen Behauptungen ist der Beweis erbracht worden, wo=
bei in Einzelfdllen zwischen Behauptung und Beweis Zwischenridu=-
me von Jahren oder auch vielen Jahrzehnten liegen, In den weni-
gen Fdllen, in denen kein vollst&ndiger Bewels vorliegt, braucht
die aufgewandte Arbeit deshalb nicht wertlos zu sein. 3ie kann
Anregungen zu neuen Uberlegungen geben, gsie kann sogar von Nut-
zen sein in Féllen, in denen die ursprilingliche Behauptung sich
als falsch erwies.

Zwel Beiepiele aus dem reichen Schaffen des fr“n3051achen Ma the -~
matikers Pierre de Fermat (1601 - 1665), der zu den groBten
Mathematikern des 18, Jahrhunderts und auch zu den Wegbereitern
der modernen Mathematik z#@hlt, gehdren zu diesen Einzelfdllen.
Bei Studium der pythagoreischen Zahlen im Handbuch des griechi-
schen Mathematikers Diophant, der wahrscheinlich um 300 nach
der Zeitwende in Alexandria lebte, wurde Fermat zu einer Erwei-
terung der aufgeworfenen Fragestellung angeregt.

Bekanntlich sind pythagoreische Zahlentripel solche Zahlen x,y,2z,
die der Gleichung x2 + 32 = 22 genligen und anzzahlig gind, wie
z..B. 3, 4, 5 oder 5, 12, 13. Denn es ist 3~ + 4 2 oder

52 4 12°% = 13% |

Fermat stellte sich nun die Frage, glbt es auch solche Zahlen=-

tripel fiir Gleichungen x3 + y3 = 23 oder x4 + 34 = 4 bzw.

x? + Yn = zn, wenn n eine ganze positive Zahl ist. Durch zahl-
reiche Versuche und Untersuchungen kam er zu der Uberzeugung,

daB fiir ein beliebiges ganzzahliges n > 2 die Gleichung
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x* + ?n - z” keine ganzzehligen Iosungen habe und schrieb das

kithn an den Rand des von ihm gelesenen Diophaht. "Er habe = S0
fiigte er hinzu - einen wunderbaren Beweis fiir diese Behauptung,
doch sei der Rand des Buches leider zu eng, um ihn zu fassen."
Es wer eine Eigenart Fermats,alle seine zahlentheoretischen Exr-

kenntnisse an den Rand des genannten Werkes 2zu schreiben, um,
wie man behauptet, Papier zu sparen. Man darf allerdings nicht
libersehen, daB Fermet niemals seine Erkenntnisse zusemmengefalBt
und versffentlicht hat. Er hat sie lediglich seinen bedeutenden
Zeitgenossen wie Marin Mersenne, Blaise Pascal, Ren€ Descartes
brieflich mitgeteilt, so daB er seine Randbemerkungen nur als
zusitzliche Notizen bewertete, Der Hauptteil seiner Erkenntnig=
se wurde erst finf Jahre nach seinem Tode der Offentlichkeit
durch seinen Sohn zugédunglich gemacht, wobeil allerdings der wun=-
derbare Bewels fehlte. Das veranlaBte spiter Wissenschaftler,
gelbst einen Beweis zu suchen. Als das nicht gelang, wurde das
Interesse an dieser Frage stdrker. SchlieBlich konnte der be=-
kannte Berliner Mathematiker Ernst Kummer (1810 = 1893) fir al-
le Zahlen unter 100 die Richtigkeit der Fermatschen Vermutung
beweisen.
Diese Frage wurde besonders aktuell, als 1906 die Gottinger Aka=-
demie der Wissenschaften einen Preis von 100.000 Mark ausschrei=-
ben konnte fiir das Auffinden eines vollstdndigen Beweises. Als
das durch die Presse bekannt wurde, setzte eine Flut von Zu-
schriften ein. Es soll an groBen mathemetischen Instituten meh-
rerer deutscher Hochschulen jeweils einen Assistenten gegeben
haben, der die Losungen, die ausnshmslos von Nichtfachm&nnern
stemmten, beantwortete. Heute ist der Beweis fir groBe Zahlen-
bereiche erbracht (fiir alle n € 2521), allerdings steht der
| vollstédndige Beweis immer noch aus. Man vertritt allgemein die
Ansicht, daB die Behauptung Fermats zutrifft, ob aber sein Be-
weis liickenlos war, dariiber gibt es keine einheitliche Meinung.
Ein vielleicht noch stédrkeres Echo als dieser Satz hat die Be-
hauptung Fermats hervorgerufen, daB der Ausdruck 22 + 1 fir
beliebige nicht negative ganze Zahlen n stets Primzehlen lie-
fere. '

Fermat setzte n = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 ... und errechnete die
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folgenden Zahlen:
n 0 1 2 3 4

22 4 2'4123 [ 224105 | 2%1a17 | 2Brrazst | 2161265537 | ...

5
24124,249.496.297

03

Die Zehlen 3, 5, 17
8ie Primzehlen seien,
Die Zahl 4.294.967.297 priifte er nur oberfléchlich, da ihm die
vollstdndige Untersuchung zu zeitaufwendig war. Er war aber fest
davon iiberzeugt, daB auch sie und alle aus diesem Ausdruck er-
rechneten Zahlen Primzahlen seien und sprach deshalb die ange-
gebene Behauptung aus. Erst mehr als 100 Jahre spiter erbrachte
der Schweizer Leonhard Euler (1707 - 1783), der einer der pro-
duktivsten Mathematiker gller Zeiten ist, den Beweis, daB Fer-
mats Behauptung falsch ist, daB 232+1 keine Primzahl ist,
Um dieses Ziel zu erreichen, hat Euler viele und sehr umfang-
reiche fberlegungen angestellt.
Dabei gelang es ihm, zwischen der Zahl 641 und der Zahl 2 fol-
gende verkniipfende Eigenschaften zu finden:

641 = 5 * 2741

641 = 5% 4 24,
Daraus folgt I. 5 27 2 -1 (mod 641)
und 1I. 5% = —2%(mod 641).

y 257, 65537 priifte er und fand, da8

Durch doppeltes Quadrieren der Gleichung I erhilt man
5% . 22 2 1 (mod 641)

v 2
+ 232 =1 ;(m0d 641);

oder

demit hatte er den Beweis erbracht.

Das Auffinden der Zahl 641‘und flir weitere Untersuchungen not-
wendige Teiler ermdglicht der von Fermat gefundene und nach

ihm benannte kleine Fermatsche Satz., | ;

Er lautet: Wenn p eine Primzahl ist und s eine ganze Zahl, die
sich nicht ohne Rest durch p teilen 1&Bt, so ist aP~! - 1 durch
p teilbar.
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Fir a = 2 erhdlt man also
oP=1 _ 4z (mod p)
oder oP=1 1 (mod p).

Dieser Ausdruck hat eine Ahnlichkeit mit der Fermatschen Zahl
232 + 1, von der versuchsweise angenommen wird, daB sie keine
Primzahl sei., :

Also gilt 232 2 = 1 (mod einer Primzahl).

Um die Gleichheit beider Ausdriicke zu erreichen, wird sie qua-
driert und men findet

264 =1 (mod einer Primzahl)
oder oP-1g 264 (mod einer Primzehl),
daraus folgt p=1=64m

wobei m ganzzahlig sei.

Fiir m = 1,243,4,5 ees €rgibt sich folgende Tabelle:

o 1 121314516 ]7]8]98]10
Primzahl 193|257 449 577 |641
ZusSamme -
zes. zeml | 69129 321|385 513

Dividiert man nun 4.249.496.,297 durch die Primzahlen 193, 257,
449, 577, 641, so findet man, dafl diese Zahl teilbar ist. Es

ist (272 4+ 1 = 6500417 « 641).

Durch die Anwendung der Fermatschen Satzes spart man viel Arbeit,
da es bis 641 116 Primzanlen gibt, die man bei der Division hidt-
te heranziehen miissen.

Mit der modernen Rechentechnik Ist nachgewiesen, daB dies nicht
die einzige Primzahl ist, die durch den Fermatschen Ansatz ge-
liefert wird.

So ist z. B. die mehr als 600stellige Zahl 2
zahl,

Aber die Primzahlen 3, 5, 17, 257, 65537 haben trotzdem in der
Folgezeit eine Rolle gespielt und zwer in der Geometrie, Schon
im Altertum war bekannt, daB reguldre Vielecke mit den Ecken-
zehlen 2", 3, 5 und oM e g, 2% ¢ 5, 2% ¢ 3 . 5 bei beliebigen

2048 | 4 keine Prim-



Vermutungen 86

ganzzahligen n mit Zirkel und Lineal konstruiert werden kdnnen,
Ihre Konstruktion entsprach der Forderung der Griechen, daB zu
der Geometrie nur Zirkel und Lineal als Hilfsmittel verwandt wer=
den sollten. Es gelang mehr als 2000 Jahre nicht, andere Viel-
ecke zu konstruieren, bis Ende des 18, Jahrhunderts Carl Fried-
rich Gauss sich mit diesem Problemkreis beschiéftigte. Gauss ge-
lang bereits als 19jdhrigem Studenten im Jahre 1796 die Konstruk-
tion des reguldren 17=-Ecks.

Dieser Erfolg bestimmte ihn, sich nun voll und ganz dem Mathe-
matikstudium zu widmen.

Spéter fand er dann, daB auch das 257=Eck und 65537-Eck ebenso
konstruiert werden konnen.

Er bewies dann, daB nur Vielecke mit Eckenzshlen, die Fermat-
sche Primzahlen sind und nur sie - guBer dem im Altertum bekann-
ten - mit den klassischen Mitteln konstruiert werden kdnnen.,
Ubrigens ist auch das 65537-Eck konstruiert worden und das Ma-
nuskript wird in einem umfangreichen Handkoffer in der Univer-
sitdt Gottingen aufbewahrt.

Die behandelten Fragen stehen in unserem Jahrhundert weniger im
Vordergrund des Interesses, da in der Mathematik nicht nur neue,
duBerst wichtige ZErkenntnisse gewonnen wurden, sondern auch ihre
Erkenntnisse in zahlreichen Geblieten unseres Lebens auBerordent-
liche Bedeutung gewonnen haben.

Der Mathematik sind damit neue und fiir die Entwicklung unserer
Gesellschaft grundlegende Aufgaben gestellt, wobel auch Fermats
Name z. B. in der Wahrscheinlichkeitsrechnung genannt wird.

Es ist nicht uninteressant zu wissen, dal Fermat kein Berufs-
mathematiker war, sondern als Jurist und Parlamentsrat in
Toulouse (Siidfrankreich) arbeitete und die Mathematik in seiner
Freizeit betrieb,

In seiner Berufstdtigkeit erntete er allerdings weniger Iob,
Seine Kollegen kritisierten seine Berichte, da die in ihnen
angefithrten Tatsachen nicht hinreichend begriindet seien.

Prof. Otto Stamfort
Jena
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Waagerecht:

1. Wesentlicher Teill eines Vielecks

.

8.,
116
1%,
15.
,]6.
17,
18,
20,
21,
22,

Spuckende Tiere

Spezieller Logarithmus eines Kellners

1/3 einer Iteration

Wortart im Verband

Polytechnik im Garten Eden

Schneller Rechner (Abk.)

Koseform fiir Kaderleiter

Bei uns seltene Frucht zur Weinherstellung
Hypermodern

GroBer, ordentlicher, intelligenter Mensch
Zustand vor einer Prifung

Senkrecht:

1.
2,

30
m

5
6.

9.
10,
12,
15.
14,

19.

Ein fast runder Korper

Erfinder der Cantor— Nummer
Kleines MaR

Farbfernsehsystem eines Spaltes
United States

Kaputtgeschlagener Operator

Serum zur Beruhigung des 3. Falles
Sdchsischer Monat
Ausgeschriebener Konsonant
Viktors Lieblingsbegriff bei einer Rechnung
Nichtmathematische Ansprache

Alter eines Englénders




Unendlich 88

‘Unendlich ist nicht gleich unendlich!

Der Zahlbegriff, jedem eine "Selbstversténdlichkeit", setzt
ein relativ hohes Abstraktionsvermdgen voraus. Wie lernt

man zéhlen? "Sieben Kithe, sieben Héuser, ...", bis man fest-
stellt, daB alle betrachtetem Objektmengen eines gemeinsam
haben: die Anzahl. Die Zahl sieben ist dabei nur eine Be-
zeichnungsweise, ein Hilfsmittel, um sehr unterschiedliche
Objektmengen zu vergleichen. Dieser Vergleich zweier Mengen
ist natiirlich auch direkt mdglich: Man ordnet fedem Element
der einen Menge genau ein Element der anderen Menge zu. Wenn
eine solche Zuordnung méglich iét, bei der kein Element einer
Menge ungepaart bleibt, so sagt man, daf beide Mengen gleich
viele Elemente enthalten. Der Mathematiker nennt solche Mengen
gleichméichtig. Nach diesen Vorbemerkungen nun die exakte

Definition:
Zwel Mengen M und N heiBen gleichméchtig =D
Es existiert eine eineindeutige Abbildung
yon M auf N. (Man schreibt dann M ~ N,)

Beispiele:

1. A= {a,b,c) B = {a,B,Y}.
(Geben Sie eine eineindeutige Abbildung von A auf B an!)

2. Die Mengen C = {a,b,c,d} und B = {m,B’Y} sind nicht-
gleichméchtig.(Es wird Ihnen nicht gelingen, eine
“eineindeutige Abbildung von B auf C oder von C auf B
zu finden.)

Sehr oft gebraucht man die Begriffe "endliche Menge" und
"unendliche Menge" (z.B.: Es gibt unendlich wviele natiirliche
Zahlen.)., Anschaulich ist jedem klar, was danmit gemeint ist,
aber das kann einen Mathematiker natiirlich nicht befriedigen.
Mit Hilfe des Begriffs der,Gleichmichtigkeit kann man sehr gut
die Endlichkeit bzw. Unendlichkeit von Mengen charakteri-
sieren., Sie k&nnen selbst nachpriifen, daB die Definition gera-
de das ausdriickt, was Sie unter diesen Begriffen verstehen.
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Definition:

Eine Mengen heiBt endlich =D
fs gibt keine echt Teilmenge N von M (d.h. N g M
& und N # M) mit der Eigenschaft N ~ M.

Folgerung: Eire Menge M ist unendlich (nicht endlich), wenn
e€s eine echte Teilmenge N von M gibt, so daB N ~ M,

Beigpiel:
Wir behaupten, daB die Menge aller natiirlichen Zahlen
(Nz) unendlich ist.
Nachweis:
Die Menge aller geraden natiirlichen Zahlen (GNz) ist offen-
sichtlich eine echte Teilmenge von Nz, '
Wir definieren folgende Zuordnung f:

0 1 2 3 4 ... Nz
O T T A
O 2 4 6 8,.. GNz

Offenbar ist f(n) = 2n (n € Nz) eine eineindeutige Ab-
bildung, die jeder natiirliche Zahl eine gerade Zahl zu-
ordnet. Jede gerade Zahl k kommt auch als Bild einer na-
tiirlichen Zahl vor (n#mlich von k/2). £ ist also eine
eineindeutige Abbildung von Nz auf GNz.

Also ist Nz eine unendliche Menge.,

Man kann zeigen, daB die Menge der rationalen Zahlen P - die
Ja auf den ersten Blick "viel gréfer" erscheint - der lenge
Nz gleichméchtig ist: Jede rationale Zahl 145t sich bekannt-

lich in der Fomm

2 bzw.- : (Pyq € Nz, q 4 0)

darstellen. Im folgenden Schema erfassen wir sémtliche posi-
tiven Briiche: 0

0 0

T g2 3 48 e
30l

1’ 2/3 “e
2737 ...

s/

1
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Wir z8hlen nun die rationalen Zahlen in folgender Weise (der
Pfeilrichtung folgend) ab, wobei natiirlich jede Zahl nur ein-
mal aufgefiihrt wird (Briiche kiirzen!).

1 2 3 ? 5 6 7 8 9 e

§f ¢+ ¢ s ¢ & 4
0 1 -1 2 "'"2 2 -2 3 -3 )

Offenbar wird so jeder natiirlichen Zahl genau eine rationale
Zahl zugeordnet, und jede rationale Zahl wird genau einmal
erfaBt. Wir haben also eine eineindeutige Abbildung von Nz
auf P konstrulert. Es gilt also Nz ~ P,
Mengen, die zu Nz gleichméchtig sind, heiBen abzdhlbare Mengen.
Uns interessiert nun die Frage, ob alle unendlichen Mengen
abzéhlbar sind. Wir betrachten das reelle Intervall [0,1] .
Nehmen wir an, daB die Menge der reellen Zahlen dieses Inter-
valls abz&hlbar ist. Wir kOnnen dann alle Elemente dieser
Menge in ihrer Dezimalbruchdarstellung in einer Reihe auf-
schreiben:

O,o;j‘la"a“ .o

23
O,oc:tx?z_cz;- . (oci € {0415454699})
O,adadad ...
., 1203 _
: 2 falls ot 4 2
; [ 5
Die Zahl 4 = 0’318283"' mit BL =pf

2 falls of = 2

ist eine reelle Zahl, aber von allen aufgefiihrten verschieden.
Folglich war unsere Arnahme falsch, daR wir alle reellen Zahlen
aus [b,1] in einer abzdhlbaren Reihe aufschreiben kdnnen.
Solche unendlichen Mensen, die nicht abz&hlbar sind, heiBlen
Uberabz&dhlbar.

Wir k6nnen also auch die unendlichen Mengen noch nach ihrer
Méchtigkeit klassifizieren - unendlich ist nicht immer gleich
unendlich!

Bemerkung: Wenn man bei einer Funktion davon spricht, daf ihr

Wert an einer Stelle "gegen unendlich geht", so bedeutet dies,
daB ihr Wert Ulber alle Grenzen wéchst., Hierbei ist die Frage,

ob die Funktion "gegen abz&hlbar oder iliberabzéhlbar unendlich"
strebt, natiirlich nicht sinnvoll..
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Preisaufgaben

Preisaufgaben

N 31

©

Eine Fehne bestehe suz 13 horizontzlen Streifen, die rot,
gelb und blau gefdrbt sein kdnnen. Wieviel verschiedene
Farbgebungen gibt es, bei denen keine benachbarten Strei-
fen die gleiche PFarbe haben?

i 32 Aul einer ebenen Wiese steht eine Pappel. Aus 100, 200
und 300 lieter Entfernung wird gemessen, unter welchem
Winkel die Spitze der Poppel vom Boden aus zu sehen ist.
Die Summe dieser Winkel betrdgt 90°. Wie hoch ist die
Pappel?

K 33 lian beweise die Ungleichung

3 1 1 1

e+b+c = a+b * B+c t Tra
FUI' EJ,b,C > On

1. 34 Jeien a,b,c die Seiten eines Dreiecks, in dem der der

. T S . s e :
velte a gegenlberliegende Winkel gleicu 60° ist. ban be-

weise die Gleichung
3 1 1

——

a+b+rc ~ 3+B T Grc

W

Fiir welche x Gw‘il't
&
'ch'.- X

lloxasars, YTO ANA MWOOHX ZBYX HOOJOXATENBHHX YUCel
OPDOM3BEZGHNE MX CYMMH Ha CYMMY OOpAaTHHX BeJIYHH He
MEeHbIle YeTHpeX.

Einsendes.hluB: 15.10.1981
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Losungen

\ufgabe

M 55

Wir schreiben die in der Aufgabe gegebene Gleichung in
der TForm von

a + cos®x +c= -b » cos X (1)
Dann erfillen die vier Zahlen a,b,c und cos x of fenbar
auch die Cleichung

a2 400341 + (4ac-2b2)20052x + 4c2 = 0 (2)
Es gilt
cos(2x) = 2cosx - 1 (3)

Setzt man (3) in (2) ein, so erhdlt man

a2 [cos(Zx)+1]2 + (4&0-252) [cos(Zx)+1] + 4c2 =0
Die Umordnung nach Potenzen von (2x) ergibt:

320032(2x)+(2a2+4ac-2b2)cos(2x)+(a2+4ac-2b2+4c2)= 0

Das ist eine quadratische Gleichung in cos 2x.
Fir a=4, b=2, c= =1 erhédlt man
(o] r
a2=16, 2&“+4ac-2b2=8, a2+4ac-2b2+402= -4,
Wir erhalten somit flir cos(2x) die Gleichung:
40052(2x) + 2cos{2x) - 1 = 0
Die Gleichung fiir cos(2x) hat also die gleichen Koeffi-
zienten wie die Gleichung fiir cos x,

hufgabe

1 56

Konstruktionsbeschreibung
Umn den Punkt A wird ein

Kreis mit dexs Radius r =_§
geschlagen. (Atb.)

Dann wird ein beliebiger
Durchmesser eingezeichnet,
der den Kreis in den Punk-

ten B und C schneidet. Man
zeichnet nun die Parallele
zu BC im Abstand von & .

Sie schneidet den Kreis in
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D, Werden die Punkte B und ¢ mit D verbunden, so ist
das Dreileck BCD das gesuchte Dgeieck.

Beweis: BD * DC = 2DE * AC = ﬁ-
egen A ,pop = 24 4 ,p0 AC = §; DE = 7
2
Weiterhin ist AD = %, also AD2 = i— = BD * DC.
ufgabe M 57
a) Sei m eine natiirliche Zahl,
Behauptung: 2°%-1 ist durch 7 teilbar,
Beweis: vollst. Ind,:
m=0: 2°%.1 = o = o(7)
mek: Sei 29K-1 w o(7) ’
Bs ist 22(K*1) _ ,3k+3 o3k o (1+8)(7) = 1(7)
L 4
and somit 22 (k+1) 4 ¢ (7).
Ferner ist: p S+ w 23m02 g 2(7)
232 | 230 5w 407y,
Folglich ist fiir alle n=3m und nur flir diese die
zahl 2"-1 qurch 7 teilbar.
b) Fir alle natirlichen Zahlen 1&8t 22 bei Division
durch 7 den Rest 1,2 oder 4, niemals aber den Rest
-1 = 6(7).
Also ist 2041 niemals durch 7 teilbar,
hufgabe Il 58

lMan beginne mit einem Wissenschaftler und nenne ihn X.
Er schreibt an 16 andere, folglich an mindestens 6 iiber
dasselbe Thema, das sei o., B. d. A, Thema 1,

Wirden von diesen sechs Wissenschaftlern auch nur zwei
untereinander iiber Thema 1 schreiben, so widre dle Be-
hauptung schon bewiesen,

Nehmen wir also an, alle behandeln Thema 2 oder 3. Einen
der 6 Wissenschaftler nenne man Y. Dieser schreibt sich
mit 5 oder 6 Wissenschaftlern und zwar an mindestens 3
davon zum selben Thema (0.B.d.i. Thema 2)e
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Es bleiben also diese 3 Wissenschaftler A,B,C iibrig.

Sie miiBten siech alle zum Thema 3 schreiben (sonst gibt
es eine Gruppe Y,A,B oder Y,A,C oder Y,B,C zum Thema 2),
Damit ist die Behauptung bewiesen. Es gibt mithin stets
mindestens ein solches Tripel.

Aufgabe

M 59

Sei m nicht durch 5 teilbar.

Falls m durch 5 teilbar ist, so ist es guch 4, was im
Widerspruch zur Aufgabe sieht. ‘

Folglich kann man m durch 5k+r darstellen, wecbel k eine
ganze Zahl ist und r eine der Zehlen 1,2,%,4. In Ab-
héngigkeit davon, ob r=1, r=2, r=% oder r=4 ist, wéh-
len wir n=1, n=%, n=2 oder n=4,., Dann 1d4Bt das Produk?

‘men bei Division durch 5 immer den Rest 1.
Is seil A:am3+bm2+cm+d und

B=a+bn+cn2+dn5.
Wir bilden den Ausdruck AnB—B.
Es ist
AnB-Bza(m3n3-1)+bn(m2n2-1)+cn2(mn-1)=

= (mn-1) [a[m2n2+mn+1)+bn{mn+1)+cn2] o g

Da mn-1 immer durch 5 teilbar ist (bei obiger Wail von
n), ist auch AnB-B durch 5 teilbar,

Da nach Voraussetzung A durch 5 teilbar ist, ist
An’-B genau dann durch 5 teilbar, wenn auch ¥ durch 5
toilbar 1st, W.z.b.Wwe

“it wieviel taucend «leinen Mitteln muld gich der Mensch

gbgeben, ehe er mit etwas Grolem sich beschaitigen Kann.

£~

Jean Pgul




Das Naturgeheimnis

Von dem groBen Physikerpaar Robert Bunsen und Gustav
Kirchhoft, die nach Bunsens Erfindung des Bunsenbren-
nere die Spektralanalyse begriindeten, jene Methode,
aie uns das stoffliche Wesen der Kirper und damit auch
der fernsten Sterne erkennen 148t%t, erzihlen sich die
viudenten in Heidelberg folgende umiisunte Geschichte:
Ute beiden Herren wandelten einst, in gelehrte Gespriche
vertieft, durch den sonuigen Garten ihres Hauses in Hei-
delberg. Dort stand suf dem Rasen eine der-grafen, innen
versilberten spiegelnden Zierkugeln, wie sie frither Mode
wuren. Im Voriiberschreiten strich Bunsen spielerisch mit
der Hend liber diese Kugel und fand sie auf der der Sonne
ubgewandten Seite merkwiirdigerweise ganz warm, wihrend
die sndere Seite, die der Sonne zugekehrt war, sich kiihl
anfilhlte. Bunsen machte Kirchhoff zauf diesen Widerspruch
aufmerksum; der fiihlte ebenfulls die beiden Kugelhdlften
an und war nichi minder erstsunt. Lange debattierten die
beiden Forscher iiber die Ursuche; sie setzten sich auf
eine Rasenbank in der Nihe und erwogen alle physikalischen
Gesetze, die hier in Frage kidmen, um dus Ritsel zu 1Gsen,
dauld eine Glaskugel auf der der Sonne zugekehrten Seite
kiihl, auf der der Sonne abgewandten Seite dugegen warm
sei - ja, Bunsen glaubte mit Hilfe einer scharfsinnigen
Theorie sogar beweisen zu konnen, daB es eigentlich so
sein wiisse. Da kam der Girtner voriiber und 15ste mit einem
Schlage das Problem in sehr einfacher Weise: Er drehte
nimlich die Kugel herum, so daB nun die Schattenhdlfte
zur Sonnenhdlfte wurde. "Das tue ich immer, wenn ich
voriibergehe, sonst wird die eine Hilfte schneller blind
tls die andere", sagte er, und die beiden gelehrten Herren
gingen etwas verbliifft und um eine Erfehrung reicher in
ihr Laboratorium.

- Brund H. Biirgel -




Das Nordlicht

Der Physiker Dovefstellte bei einer Priifung die Frage
nach der Entstehung des Nordlichtes. Er wollte dumit
den Prifling auf die ele:tromagnetischen Vorginge im
allgemeinen hinlenken und dann das Exsmen in dieser
Richtung fortsetzen. Der Kandidet stutzie, iliberlegte eine
Weile, wurde immer verlegener und stieB8 schlieBlich in
Angsten schwitzend hervor:"Ich hebe es gestern noch
gewuBt, aber ich habe es wieder vergessen!" - "Das ist
wirklich ein gar nicht wiedergutzumachendes Ungliick
und ein groBer Verlust fiir die Wissenschaft", war die
antwort. "Nun sird Sie der einzige Mensch wuf der Erde
gewesen,der das gewuBt het, und muBten es wieder ver-
gessen!®

- Wilhelm Spohr -
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Einfiihrung in die lineare Algebra ()

Im ersten Studienjahr der Mathematiker gibt es neben einer Vor-
lesung zur "Differential- und Integralrechnung" einen Kurs zur
"Linearen Algebra und analytischen Geometrie". In diesen belden
Vorlesungen werden die Grundlagen fiir die weltere Ausbildung in
den hoheren Studienjahren gelegt. Einige Grundkenntnlope der
"Iinearen Algebra" sind gicherlich schon aus der Schule bekannt,
wie z. B. das Rechnen mit Vektoren, das Losen linearer Glel-

chungssysteme u. 8.

Wir wollen versuchen, einige wesentliche Aussagen und Begriffe
der "Linearen Algebra® zu erldéutern, wobei wir weniger Gewlcht
auf die strenge mathematische Ausfithrung legen, sondern mehy

an Beispielen die Theorie zu erliutern versuchen. In einem zwei-
ten Teil, der in dem n&chsten Heft erscheinen wird, steht dann
die strenge mathematische Ausfiihrung mit genauen Definitionen,
Sitzen und Beweisen im Vordergrund.

Noch eine Vorbemerkung. In diesem und auch im folgenden Artikel
werden wir nur reelle Zahlen betrachten. Fiir die Anwendung is%
gber eine Theorie mit komplexen 7ahlen ebenso wichtig. Wer al-
so mochte, kann alle Aussagen auf komplexe Zshlen Ulbertragen.

1. Vektoren

Unter einem Vektor stellt man sich einen Strich mit elnem Pfeil
vor, der an einem Punkt der Ebene beginnt und in einem anderen
endet. Wir wollen uns hier nur mit solchen Vektoren beschdfti-
gen, die im Nullpunkt anfangen. Dann 1ldBt sich jeder solche Vek-
tor x eindeutig durch die Koordinata1(§1,*§2) geines Endpunktes
beschreiben, d. h. x = (§'1, Z;'z). Die Addition zweier Vektoren
erfolgt nun nach folgender Regel: Fir x = (§,,5,) und

y = (7,7 ,) setzt man x +y :i= (& 4+ 74> &0* n,)-
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Weiterhin lassen sich Vektoren mit reellen Zahlen multiplizie-
ren und zwar fir x = (& ,,% ,) und eine reelle zahl & durch

| oox t= (XF,X55).
Geometrisch entspricht des einer Streckung (£ & 1) bzw. einer
Stauchung (0 £4= 1) des Vektors. Pir negative o« kehrt sich die
Richtung des Vektors um. *

2X__- |

-

-

-X

Eine besondere Rolle spielt der sogenannte Nullvektor O = (0,0),
der dadurch charskterisiert wird, daB

0O +x =X
fiir alle Vektoren x gilt.

Bei der Addition und Multiplikation mit einer reellen Zehl gel-
ten nun eine Reihe von Rechengesetzen, wie z. B.

o (x+y) = Xx + &y
oder (xX+B8)x = XX + B x.

In dem strengen axiomatischen Zugang sucht man nun die wesent-
lichen Rechengesetze heraus, die men an den Anfang als Axiome
stellt. Dies fiihrt in unserem Beispiel zum Begriff des Vektor-
raumes, den wir spidter erldutern werden. Ausgehend von diesen
Axiomen wird denn die Theorie entwickelt. Man nennt diese Vor-
gehensweise den axiomatischen Aufbau einer Theorie. Dies hat
den Vorteil, daB sich alle Ergebnisse mathematisch streng aus
den Axiomen ableiten lassen. Andererseits erschwert ein solcher
Zugeng i. a. das jphaltliche Verstidndnis und entspricht meist
nicht der historischen Entwicklung der Theorie. Seit etwa 40 Jah-
ren hat sich aber die axiomatische Methode in der Mathematik
durchgesetzt.

Flir die Anweadung ist es nun notwendig, den Begriff des Vektors
zu verallgemeinern.

Sei n eine natiirliche Zashl. Daur bilden wir n-Tupel

X = (§1,..., §n), wobei jedes E,i eine reelle Zahl ist. Zwel
solche n-Tupel x = ( §1,...,;n) und y = (121,...,02[1) werden
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nun gleich genannt (x=y), wenn '}‘1 = ;1,...,Izn =-2;n gilt. Mit

R? bezeichnen wir die Gesamtheit aller moglichen n-Tupel von re-
sllen Zehlen. Die Addition und Multiplikation mit einer reellen

zahl werden nun genauso wie oben definiert, ndmlich

X+y &= ({1+}?_1,...,£;n+rzn)
und Ax := (di-;,‘,...,dgn).

Ebenso ist O = (0,...,0) der Nullvektor.

Die Notwendigkeit, Vektoren flir o > 3 zu untersuchen, folgt aus
der Tatseche, daB sich viele Dinge eben nicht nur mit 2 oder 3
reellen Zahlen beschreiben lasgen. Z. B., wenn sich ein Teil-
chen im Raum bewegt, so interessieren neben dem Ort die Geschwin-
digkeit in jede der drei Richtungen der Koordinaten, die Be=-
schleunigung o. d&. m. Oder betrachten wir eine chmische Reak~-
tion. Zu jedem festen Zeitpunkt sind viele Parameter, wie z. B.
Druck, Temperatur, Konzentration der Stoffe u. #. m., von Inter-
esge, die sich durch eiln n-Tupel beschreiben lassen, wobeil n

i. a. groBer als 3 ist. .

2. Lineare Unabhidngigkeit

Der Begriff der linearen Unabhingigkeit spielt eine zentrale
Rolle in der Theorie. Er ist allerdings etwas gschwerer verstédnd-
lich. _

Nehmen wir m Vektoren X, ,e...,Xp aus o

Dann spannen diese Vektoren eine Ebene span {i1,...,xm} in g
durch den Nullpunkt 0 = (0,¢..,0) aus R?® auf, und zwar ist

X € span {xq,...,xm} , falls es reelle Zehlen &yeeeyd mit

= ol
X = 0(1x1+ ces + O X

gibt. Beispielsweise spannen die Vektoren (1,0,0) und (0,1,0)
im 33 genau die Ebene von Vektoren auf, die in der dritten Ko-
ordinate eine Null haben. Im Spezialfall m=1 gilt

span(x.I} = £¢x1, .2 reell} , de h. man erhdlt die durch X4 und
0 erzeugte Gerade. Nehmen wir nun noch ein x € R" hinzu. Dann
gind zwel Fille moglich:

(1) x gehdrt zur von X ,eee Xy aufgespannten Ebene

(2) x gehtrt nicht zu dieser Ebene.
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Als Beispiel nehmen wir x = (1,1,1), der nicht zu der von (1,0,0)
und (0,1,0) aufgespannten Ebene gehdrt.

Im 2. Fall sagt man nun, daB X von X, ,eee Xy linear unabhdngig
ist. Er heiBt von X yeeesXy linear abhdngig, falls der 1. Fall
eintritt.

Anders ausgedriickt, der 2. Fall tritt genau dann ein, wenn

span {x1,...,xm} echt in span {x1,...,xm;x} enthalten ist, durch
die Hinzunshme von x die aufgespannte Ebene groBer wird.

Wir kommen nun zur entscheidenden Definition:

Eine Menge{k1,.,.,xm}von Vektoren aus R” heiBt linear unabhdn-
gig, falls jedes X3 linear unabhéngig von x1,...,xj_1,xj+1,...,xm
ist, d. h. flr jedes j, 1 € j € m, gehort X nicht zur Ebene, die
‘'von den restlichen Elementen aufgespannt wird. LéaBt man in diesem
Fell nur einen beliebigen Vektor weg, 8O wird die aufgespannte
Ebene echt klelner, es werden also alle m Vektoren zum,Aufspén-
nen der Ebene benttigt, keiner ist iiberflissig.

Sind Xyseees¥py nicht linear unabhingig, so nennt man gie linear
ebhingig, d. h. es gibt mindestens ein X3 das zu der von den
restlichen Elementen erzeugten Ebene gehdrt, dieses xj ist also
tiberfliiseig. In Formeln kann man €8 wie folgt ausdriicken:
XqseeesXpy gind genau dann linear nnabhingig, wenn aus

& XKytenot o x =0 (Nullvektor) stets 061=G(-2-—....=a£m =0 folgt.
Versucht dies zu beweisen.

Wie erkennt men nun, ob eine Menge {k1,...,xm} von Vektoren aus
R? linear unabhiéngig ist oder nicht? Zur Beantwortung dieser
Frage ist es nlitzlich, einen weiteren Begriff einzuftihren?
Nehmen wir an, man kann k Vektoren aus {x1,...,xm} finden, dle
linear unabhiingig sind. Die gréBtmégliche Zahl k mit dieser
Eigenschaft nennt man nun den Rang der Elemente XjseeesXy -
Der Rang ist also diejenige Zahl mit O € k € m, fiir die es k
1inear unabhiéngige Elemente gibt, aber jeweils k+1 Vektoren
sind linear abhdngig (falls k<m). Insbesondere sind also
KyseoosXpy genau dann linear unabhdngig, wenn der Rang m ist.

Die obige Frage kann man nun viel allgemeiner stellen:
wie berechnet man den Rang von m Vektoren Xgsee.,X?

Ohne Beweis méchten wir folgendes feststellen:
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(1) Beim Vertauschen der Vektoren andert eich der Rang nicht.
(2) Bei der Addition des Vielfachen eines Vektore zu einem an-
deren Vektor bleibt der Rang erhalten. Z. B. haben {x1,x2}.
und {x1+ d.xz,xzj den gleichen Rang.
Dag Ziel besteht also darin, mit Hilfe von diesen beiden Opera=-
tionen solche Vektoren zu erzeugen, flir die man sehr einfach den
Rang berechnen kann. Nehmen wir also an, daB der Vektor x, an
der Stelle r, ein von Null verschiedenes Element besitzt, X,
an der Stelle r, mit rp>Xqs X4 an der Stelle rq mit r3>r2 |
uswe Dann sind Xgjye.«r¥py linear unabhidngig, denn natiirlich liegt
kein Vektor in der Ebene, die die restlichen aufspannen. Bei=-
gplelsweise sind die Vektoren
X, = (0,1,1)
12 = (01011)
linear unabhidngig (r1=2, r2=3).
Tauchen bei den Operationen Nullvektoren suf, so waren diese
Elemente linear abhdngig und konnen weggelassen werden. Wieder
ein Beisplel: |
X, (1,1,1)

X, = (1,=-1,1)
Xy = (3,=1,3)
(1) xy-x,: (2) x3-3x1: (3) x3-2x2:
(151413 (1,1,1) £151:1)
(0,-2,0) (0,-2,0) (0,=2,0)
(3,-1,3) (0,-4,0) (0,0,0)
Somit ist der Rang der Vektoren 2; sie sind also linear abhén=-

gige. , i
{iberlegt Euch weltere Beispiele!

Fine interessante Folgerung ergibt sich aus diesem Verfahren:
Sind x1,...,xm aus R® linear unabhédngig, 80O gilt m £ n,

Oder anders ausgedrlickt:

m Vektoren in R? mit m >n sind stets linear abhdangig.

3., Die Basis _
Besonders interessant ist der Fall, daB wman n linear unabhén-
gige Vektoren X, secessX, im R hat. Wie wir gesehen haben, ist
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daes ja die maximale Anzshl linear unabhéngiger Elemente. Nimmt
men nun ein beliebiges X aus R%, so muB x stets lineer abhingig
gsein von x,‘,...,xn, d. h. x gehort zur von XqyeeesXy aufgespann-
ten Ebene. Da dies aber flir alle X aus Rn'gilt, haben wir ge-
zeigts

gpan £X1"”'xn} = B2,
d. h., zu jedem X r" gibt es reelle Zahlen 0(1,..., a(n mit

X = 0‘-1x1+...+ o X e
Wir zelgen nun: °"1’“"°‘n gind eindeutig bestimmt, d. h. die
Darstellung ist eindeutig.

Beweis: Nehmen wir an, daB neben der obigen Darstellung auch
noch _

x = PX teeet ﬁnxn |
gilt, wobei die ﬁj pnicht alle gleich den a(.j gind, sei z. B.
81 - Durch Umstellen folgt dann

(Bs- &y)x; = (4" Blxteeat (s = By I%iq* (%5, 1= B 14107141

cee + (0l - B )X,

woraus wegen B, -, £ O die Aussage

e 3’.—*11{1'l“ : '+_Y1-1Xi-1+?'i+1xi+1+' : ’+_ Yi¥n

mit

By .
B F R A
gilt.

Also gehort x; zur von den restlichen Flementen aufgespannten
Ebene, was im Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit von .
xj,...,xn steht. Damit 18% die Aussage bewiesen.

Ein linear unabhingiges System Xjje..,X, 8U° R? nennt man nun
_eine Basis.

Jedes Element aus R? 14Bt sich dann in eindeutiger Weise als
Summe X =*¢1x1+...+a{nxn darstellen.

ﬂt1,...,ocn heiBen die Koordinaten von X bezliglich X sece,Xpye

BeiSDiel 1: Sei 61 = (1,0,‘..."0), ez = (0,1,0’10'-)'
en = (O,o--,0,1). \
Dann sind e1'”"en linear unabhingig und bilden eine Basis.
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X = ;1e1+...+§nen
schreiben. D. h. fiir x = (§1,...,§n) sind §,,..., &, die Ko-
ordinaten von x bezliglich IERERRL N

Beispiel 2: X, = (1,2) und x, = (2,1) sind linear unabh#éngig.
Jedes x = ( ;’1, ;2) kenn man als

X = af1x1 +a(.2x2 schreiben,
d. h. 5'1 = x,' + 24{2 und
€ 2 = 2%1 + ¢2 .
Man sieht schon am 2. Beispiel, daB zur Berechnung von ¢£1 und
<¥2 ein lineares Gleichungssystem geldst werden muB, das, wie
wir uns liberlegt haben, fiir beliebige & , und ¥, stets eine

eindeutig bestimmte Losung besitzt.

Geometrisch kann man das Problem wie folgt erkldren:

Seil Xq9%, eine Basis in R2,;xeff2vorgegeben. Durch Streckung
bzw. Stauchung von x, und X, erreiche man, daB die Summe X er-
glbg:

Das geht natlirlich nur, wenn die beiden Vektoren im R? nicht
auf einer Beraden liegen, d. h. wenn sie eine Bagis bilden.
Im Fall X,=€4y X =€) ist dies besonders einfach.

AbschlieBend wollen wir noch bemerken, daB wir im Grunde Jetzt
die Stelle erreicht haben, wo die eigentliche "Lineare Algebra"
beginnt. .

Insbesondere die Theorien der sogenannten linearen Abblldungen,
der Matrizen und Determinanten, der linearen Gleichungssysteme
spielen eine zentrale Rolle. Wir werden auf diese Fragen spidter
eingehen.

Doz. Dr. W. Linde
Bereich Analysis
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XX. Olympiade lunger Mathematiker der DDR

4. Stute (DDR-Olympiade) Olympiadeklassen 11/12

Autfgaben '

1. In einem beliebigen Dreieck ABC seien D, E, F die Schniti-
punkte der Winkelhalbierenden des Dreiecks mit den Dreiecks-
seiten.

Man beweise: Sind I der Fliécheninhalt des Dreiecks ABC und
I, der Fldécheninhalt des Dreiecks DEF, so gilt I, S % .

2, In einem Fischgeschidft stehen fiir die Aufbewahrung lebender
Karpfen drei Wasserbehilter zur Verfiigung. Zum Verkaufsbeginn
gind in jedem dieser drei Behilter genau 20 Karpfen. Am Ver-
kaufsende sind noch insgesamt 3 Karpfen vorhanden. Die ver-
kxauften Karpfen wurden einzeln nacheinander entnommen. Ein
Tausch eines Karpfens von einem Beh#dlter in einen anderen
fand nicht statt; neue Karpfen waren wéhrend des Verkaufs
nicht hinzugekommen.,

Berechnen Sie auf 3 Dezimalen nach dem Komma gerundet die:
Wahrscheinlichkeit dafiir, daB am Verkaufsende in jedem der
drei Behdlter genau ein Karpfen ist!

Hinweis: Die zu ermittelnde Wahrscheinlichkeit p ist folgen-
dermaBen definiert: Es sei A die Anzahl aller verschiedenen
Msglichkeiten fiir die Reihenfolge der Entnahme von 57 Karpfen
aus den drei Beh#ltern. PFerner sei G die Anzahl aller derje-
nigen unter diesen Moglichkeiten, bei denen am Verkaufsende

in jedem der drei Behilter genau ein Karpfen ist, Dabei gel-
ten zwei mbgliche Reihenfolgen der Entnahme genau dann als 1
gleich, wenn sie fiir jedes i=1,2,...,57 in der Angabe iliberein-
stimmen, aus welchem Behélter die i-te Entnahme eines Karpfens

erfolgte, Mit diesen Bezeichnungen ist p = %_.

%, Gegeben sei eine reelle Zahl a £ 0 mit lal £1.
Man ermittle alle reellen Lisungen x der Gleichung

L34 + 1)(x4 + 6x2 +1) _ (34 + 1)(a4 + 6a2 + 1)
¢ 2 . i 2, 2 2 =
x“(x° =-1) a~(a™ « 1)




DDR-Olympiade | 106

4,

Es seil @,4859000 98900 diejenige Folge reeller Zahlen, fir

die
a, =1 und .
. J 2 '
an+1 = 23n + 38'11 + 1 (n=1,2,3,¢¢a)
gilt,

Man ermittle alle diejenigen Glieder dieser Folge, die ganz-
zahlig sind.

De

Fiir jede natiirliche Zahl n 21 sei

f(n) =£E_'; b [m] (1)

k= -rk‘+'|k-1 ’

Man ermittle einen geachlosseneh Ausdruck fir f£(n) (d. h.
einen Ausdruck, der f(n) in Abh#ngigkeit von n SO darstellt,
daB zu seiner Bildnung nicht wie in (1) eine von n abhingende

Anzahl von Rechenoperationen verlangt wird).
Hinweis: Ist x eine beliebige reelle Zshl, 80 bezeichnet [#]
diejenige ganze Zahl, fiir die [x] 2 x <« [x]+ 1 eilt. “

Bine Strecke AB von 10 m Liénge soll auf folgende Weise durch

"wiederholtes Halbieren" in 10 niherungsweise gleichlange

Strecken zerlegt werden:

(1) Zuntchst wihlt man beliebige Punkte Pgo),PéO),... Pgo)
auf der Strecke AB wnd definiert Py°) = A und ngs = B.

(2) Liegen nun fiir eine natiirliche Zahl n bereits als "n-te
Ndherung" Punkte Pon ,Pgn) gg) vor, so definiert man
pn+1)_ g P%"”: B sowie fir j=1,2,...,9 jeweils ?gn‘”)

0
als Mittelpunkt der Strecke ?gf_‘;"”sz .

BEs seien Q1,Q2,...,Q9 die Punkte auf AB, die AB in 10 genau

gleichlange Teilstrecken zerlegen, fir die also
AQ, = QQp = eee = Q8Q9 = QgB = 1m

gilt,

Beweisen Sie, daB eine natiirliche Zahl N so existiert, daB

fir jede Wanl der Punkte Pgo),PéO),...,Pgo) auf AB gilt:

Bei der "n-ten Nsherung" weicht jeder der Punkte P%N)

"..’P
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(§=1424000,9) um weniger als 7 mm von der Lage des Punktes
Qj ab, d. h., es gilt

S,

P, ; 1mm.,
J QJ .

7, Ist T = ABCD ein Tetraeder, so bezeichne s die Summe aller
Kantenlingen von T, Dabei sei in dieser Aufgabe jede (in
Jentimeter zu messende) Kantenlinge nur durch ihre VaBzahl
ancegeben., Man untersuche, ob es unter allen Tetraedern T
mit den folgenden Bigenschaften (1), (2), (3) eines gibt,
fiir das s einen griften Wert annimmt. Trifft das 2zu, so er-
mittle man diesen groBten Wert von s, Die geforderten Eigen-
schaften sind:

(1) ¥ 500 = 4 CDA = & ADB = 90°,
(2) Simtliche Kantenléneen von T sind n
(3) Das Volumen von T ist gleich %.

icht kleiner als %.

Diophantische Gleid'lungén

.In diesem Artikel wollen wir diophantische Glelchungen zweiten
(und dritten) Grades mit drei Unbekannten betrachten.

1. Die diophantische Gleichung x2 + 32 = za mit xX,¥,2 €&

Das Losen dieser Gleichung bedeutet geometrisch, alle py thago=-
reischen Dreiecke zu finden, deren Seitenlidngen x, y und z sind.
Die Lisungen (x,y,z) dieser Gleichung heifen pythagoreische
Tripel. Fiir jede ganze 7ehl K ist auch (kx, ky, kz) eln pytha-
goreisches Tripel.

Beim Aufsuchen aller Losungen der Gleichung x2+y2=z2 kSnnen wir
uns auf den Pall (x,y) = 1 beschrénken.

Bewels dieser Aussage:

Der groBte gemeinseme Teiler von X und y sei da ((x,y)=d).

x und y ktnnen wir denn in der Form X = x1od und y = y1od der-
stellen. Setzen wir dlese Beziehung in die Ausgangsgleichung
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ein, so erhalten wir

i 4 202 « 22
bzw. d2(x$+y$) = 52 (1)

Folglich ist d2 Teiler von zz und d Teiler von z. Somit gllt

2-21.d. Durch Einsetzen in die Gleichung (1) erhalten wir

2, .2 .2 2,2
d (x1+;1) = zgd
: 2

Damit haben wir die Richtigkeit der Aussage gezeigt.

Wir beschriénken uns auf den Fall (x,y) = 1. Folglich konnen
beide Zahlen x und y nicht gleichzeitig gerade sein. Eine der
beiden Zahlen muB ungerade sein. _

Wir nehmen o.B.d.A. an, x sei ungerade.

Durch Umstellen der Gleichung x2 + 32 = za erhalten wir

I2 . 22 - 3’4'2’.

Unter Ausnutzung der binomischen Formel 1HB8% sich die Gleichung
auch in der Form x2 = (z+y)(z-y) schreiben.

Den griBten gemeinsamen Teiler der beiden Zahlen (z+y) und
(z-y) bezeichnen wir mit d,. ((24y),(z=y)) = 4,

Wenn wir die beiden Zahlen (x+y) und (z-y) durch 4, dividieren,
erhalten wir die Zahlen & und b

Eix--a und 2y 2 b,
1 1

Umgestellt: (2) z+y = a<d, (3) z=y = bed,

Da ((24y),(2=y)) = dyy muB (a,b) = 1 sein. Indem wir (2) und (3)
in die Gleichung x° = (z+y)(z~y) einsetzen, erhalten wir

x2 - a-b-d? .

Da (a,b) = 1, ist die erhaltene Gleichung nur dann gpdglich, wenn
a und b Quadratzahlen sind, Das Produkt zweier teilerfremder
Zahlen ist bekanntlich nur dann eine Quedratzahl, wenn jeder
Faktor eine Quadratzahl ist. Folglich muB a = u2 und b = v2
sein, wobei u und v aus dem Bereich der ganzen Zahlen stammen.
Durch Einsetzen ergibt sich die Form x2 = ua-vg-d§

bzw. X =10°Ved

Die LYsungen flr y und z:
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Die ISsungen filr y und z ktnnen wir aus den beiden Gleichungen
(2) und (3) ermitteln. Die Addition der Gleichungen (2) und (3)
ergibt 2z = a-d, + b-d1 = (ua+v2)d1.

Die Lsung fiir z lautet dann

2, .2
u—+v
z--Td1.
Durch Subtraktion der Gleichung (3) von der Gleichung (2) er-
gibt sich 2y = (a-b)d, = (u?=v")d,.
Wir erhalten y = E—E!- a,.

Bedingungen flir die Zahlen u, v und d,

1. Da wir o. B. d. A. x als ungerade angenommen haben und
X = u-v-d1 ist, mﬂaagn g, v und d1 ungerade sein,
2, Da x = u*ved,, v = E—i!- d, und (x,y) = 1, muB d; = 1 sein.

3. Da a = u2, b-v2 und (a,b) = 1, muB (u,v) = 1 sein.

Angabe der LOsung

Somit ergibt sich flir der Fall (x,y) = 1 folgende Losung:

2 2 2 .2
X =uewv, y= E-EE— und z = 5—53- , wobel u und v ungerade,

teilerfremde ganze Zahlen sind.
Alle (ibrigen ganzzahligen positiven ILdsungen dieser Gleichung
erhalten wir durch Multiplikation der einzelnen LYsungen fir
x, ¥y und 2z mit eipem beliebigen gemeinsamen Faktor d, wobel d
Element der genzen Zahlen sel.

Beispiele:

fe ¥ml EE3 Fw A4 = §
2e v=1 u=>5, 52 + 122 = 132
3, Vva=3,u=>5, 152 4 8% w 172.

2

Frank -Mugdmer
Student Ma/Phy-Lehrer
2. Studienjahr FSU
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Preisautgaben

N 37 Es seien a>0 und b>0. Man zeige, daf denn gilt

b b
®L e <t T

N 38 Man beweise, daB in jedem Dreieck ABC gilt
SA! SB* . BC!
©) I et e -

durch S und A, B, C sind.

wenn S ein Punkt im Innern des Dreiecks ist und A', B', C!
die Schnittpunkte der Strecken BC, AC, AB mit den Geraden

N 39 Man zeigeé, daB (m=1)!+1 nur dann durch m teilbar ist,
@ wenn m Primzahl oder gleich 1 ist,

bigen Drelescks, BO gilt
cosec + 0052/3 + cosly 2 % .

N 40 Man beweise: Sind o, B, y die Innenwinkel eines belle-

@ system

nx =y =5
2x + Jny =T

N 41 Man suche eilne pnatlirliche Zahl n so, daB das Gleichungs=-

eine LUSung besitzt, bei der X positiv und y negativ ist.

N 42 [loxasaThs, YTO eclm B DaBEHCTEBE
a + B892 + cyF =0
KOS(PUIMEHTH 8, B ¥ C pamonansit, 0 a =B = ¢ = 0.

EinsendeschluB: 15. 12. 81
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XX. Olympiade lunger Mathematiker der DDR 4. Stute

Olxmpiadeklassen 11[12 Lésungen
1, Bezeichnet man die Flécheninhalte der Ireiecke AFE, BDF, CED
entsprechend mit I,, 13, 14, so gilt '

Bezeichnet man die Lingen der Dreiecksseiten BC, CA, AB ent-
sprechend mit a, bm, c, 50 teilt 1) g aie Seite AC im Verhalt-
nis c:a, also ist AE = E%E . Entsprechend gilt'zi = 2%5;

Do die Dreiecke ABE und ABC bei Auffassung von AE bzw. AC als

Grundlinie dieselbe Hohe haben, verhalten sich ihre Fl&chen-
inhalte wie AB : AC = ——, daher hat das Dreieck ABE den

el a+c’
Fldeheninhalt aie ®
Ta die Dreiecke AFE und ABE bei Auffassung von AT bzw. AT als
Grundlinie dieselbe Hohe haben, verhalten sich ihre Fléchen-

. ——_ b )
inhalte wie AF:AB = a1b? daher gilt

bel
I, = T§+b)%a+c) d (2)

Entsprechend gilt

cl abl
I = Té+b?(b+o) y Ip = Tagc)(bec) ° (3)

aus (1), (2), (3) folgt

_ be(b+c) + ac(a+c) + ab(a+db

C L1 (b+c) (a+c) (a+b) l)
_ 2abcl

= Tb+c)(a+c)(a+b) °

Nun gilt aufgrund der Beziehung zwischen arithmetischem und
geometrischem Mittel

(b+c)(a§c)(a+bl?=' {oc {ac {ab = ave.
2 e I

_ abcl « I
mher gilt I1 = Th+o)(atc)\asb) % ' W.ZeboWe

1) Dies ist entweder als bekannter Satz zu zitieren oder z.B.
so zu beweisen: Verlingert man AB fiber B-hipaus um a bis G,
so wird wegen der Gleichschenkligkeit des Ireiecks BCG

und nach dem Auflenwinkel satz 4 BCB = ¥ BGC =fg’_}
(F’ = & ABC), also cG | BB, und daher nach dem Strahlensatz

AE:EC = AB:BG = c:a.
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2, Die verschiedenen Moglichkeiten fiir die Reihenfolge der Ent-

nahme lassen sich eindeutig kennzeichnen durch die verschie-
denen 57gliedrigen Folgen F = (31,a2,...;a57), in denen je-
weils ay die Nummer des Beh#lters angibt, aus dem die i-te
Entnahme erfolgt. In jeder dieser Folgen kommt jede der drei
Behslternummern héchstens 20 mal vor., Daher lassen sich alle
zu beriicksichtigenden Folgen so in Klassen éinteilen, wie
die nachstehende Tabelle angibt.

Anzahl des Vorkommens der Beh&lternummer
1 2 3
20 20 17
20 19 18
20 18 19
20 17 20
19 20 18
19 19 19
19 18 20
18 20 19
18 19 20
17 - 120 20

Um die Anzahl a(u,v,w) der Folgen in derjenigen Klasse, fir
die die in der Tabelle genannten drei Anzahl u, v, w lauten,
zu ermitteln, ersetze man zunschst die u Folgenglieder 1 durch
u verschiedene Elemente, etwa mit 11,...,1u bezeichnet, eben-
so die v Folgenglieder 2 durch v Elemente 21,...,2v und die

w Folgenglieder 3 durch w Elemente 31,...,3w. Aus den so ge-
bildeten 57 Elementen lassen sich genau 57! verschie dene Fol-
gen zusammenstellen, Loscht man darin die Indizes bei allen
Elementen 11,...,1u, so entsteht aus je u! Folgen ein und
dieselbe Folge. Entsprechendes gilt fiir das Ldschen der Indi-
zes bel 21,...,2v und bei,31,...,3w. Daher ist L

57t

ul!viw!

a(u,y,w)-c

Nach der Tabelle gibt es genau drei Klassen, in denen u,v,w
in irgendeiner Reihenfolge die Zahlen 17, 20, 20 sind, fermer
genau sechs Klassen, in denen u,v,w in irgendeiner Reihenfol-

1) Diese Formel kann auch als bekannt zitiert werden.
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ge die Zahlen 18, 19, 20 sind, und genau eine Klasse mit
u=v=w-= 19, Daher ist '

§ow e PSTL L ERETL ST
T 17120120! 181191201 191191191 °

Genau diejenigen Folgen, die der Klasse mit u = v =w= 19
angehren, entsprechen den Moglichkeiten, bel denen am Ver-
kaufsende in jedem Behi#lter genau ein Karpfen ist. Daher gilt

- 571
@ = 7371191797 °
Hiernach ergibt sich
PP, | S 6 1 _ 571 . 513+11404200
A= 7919 (55%70 * T8.70 * 18-19) T T7r19119tT - "9.19-2020

_ ! [ 1 = 5! o 200

& _ .20
P=X< 78

o

= 0,108,

N

3

%, BEine reelle Zahl x ist genau dann Losung, wenn fiir sie x # O
md x # 1 gelten und das Polvnom
P(x) = 32(a —1) (x +1)(x +6x° +1)- (a +1)(a +68 +1)x (x 1)
die Gleichung P(x) = O erfiillt. Dieses Polynom lautet
P(x) = (a6-2a +32)x -(a +14a4+1)x +2(a +Ta +7a2+1)x4

- (38+14a4+1)x2+a6-2a6+a o
An der urspriinglichen Form der Gleichung ist ersichtlich, dal
x = a und x = -a Losungen sind. Also ist das Polynom P(x)
durch (x=-a)(x+a) = 12 - az teilbar, Die Div1slon ergibt
Q(x) = P(x):(xz-az) = (a —2a4+a x6 (2a +13a +1)x
* + (a +13a2+2)x +(~a +2a2-1).
An der urspriinglichen Form der Gleichung ist ebenfalls ersicht-
lich: Setzt man x » % oder x = = % auf derslinken Seite ein
md erweitert den entstehenden Bruch mit a ', so erh#dlt man
einen Ausdruck, der gleich der rechten Seite ist, Daher sind

auch x = % und X = - % Idsungen; folglich ist Q(x) durch
az(x - l)(x + 1) = azxz - 1 teilbar., Die Division ergibt
4

R(x) = Q(x): (a X -1) = (a ~2a +1)x Z(a " +1)x +a 2& +1.,
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Wegen fal # 1 ist et2a%41 = (32—1)2 #Z 0, Also ist die Glei-
chung R(x) = O ﬁquigalent mit
4
o oy BoDB 25 1S Os
a'=2a +1
Dies ist eine quadratische Gleichung in x2 mit der Diskrimi-

nante

(a4+632+1)2 _ 16a (a +1l_
a =28 +1 (a%-1)"

Daher hat R(x) = O genau diejenigen x als Losung, fiir die
eine der Gleichungen

%2 = gf16a2+1 4a§aa+1!
(az-ﬂ:; (a®=1)
d, h,, eine der Gleichungen
2o (asn)t 2 (a 1)}
(a“=1) (a™=1)
gilt, Da die rechten Seiten dieser Gleichungen positiv sind,
sind dies genau die Zahlen

x=.a_.ﬂ x:—-a—i-l,}{:é:..i x:—-:-;:-

a-1 !

Wegen a # 1 und a # -1 gilt fiir jede dieser vier Zahlen x # O,
Ferner ist a+! £ a-1 und wegen a # 0 auch a+l # -a+1, also
gilt fiir jede dieser vier Zahlen x # 1 und x # -1.

Demit ist bewiesen, dal die gegebene Gleichung genau die Zah-

len
1 1 a+1 a+1 a-1 -1
X =8 -8 g ~F a1’ " a1’ an’ " ail

als Losung besitzt. .
Hinweis: Nicht nur + a und + % lassen sich auf die beschrie-
bene Weise unmittelbar als Lisung erkennen, sondern z., B, ver=-
nittels der Umformung

(x +1)(x +6x +1) _ 1(}[2+ 12)((x+1) (3—1)2)

x (12-1)
_ a+i i a-1 % g
auch x = + = und x = + E?T' Nun kénnte man versuchen, die

Nichtexistenz anderer Lisungen ohne weitere Rechnung damit
zu begriinden, daB P(x) als Polynom 8, Grades nicht mehr als
8 Nullstellen haben kann, In dieser Gestalt wire der Beweis
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liickenhaft, da die angegebenen Losungen nicht alle verschie-
den zu sein brauchen,

W

4,

>

Fiir alle n = 1 gilt nach Definition
2
(an+1 - zan) = 3a_  + 1, also

2 2
84 -~ %t =1
Fiir alle n £ 2 gilt also

2 2
8p = 488y q Y8y q = 1
und daher

2 2 _
8n41 T Bn1 T 4E"n(e"zw.+1-a'n-1) =0,
(an+1_ an—1)(an+1+an-1'4an) = 0, | , (1)
Fir alle n & 2 gilt ferner a . > 2a,> &, ebenso a,> 2, 4,
also '
8ns1 = Zn-1 # 0.
Daher folgt aus (1)
8n4q = 48 = B g0 (2)

Da a, = 1 und a, = 3 ganzzahlig sind, folgt aus (2) der Reihe
nach, daB auch 839 8y 35,... ganzzahlig sind.
Also sind alle Glieder der gegebenen Folge ganzzahlig.

Andere Herleitung wvon (2):

Aus a_,, = 28, + "3&12,1 + 1 folgt
212> + 12a 'iaa.ﬁﬂ + 4= 9a> +12a 7385+ +
+ 4(38541)

= (38, + 20 38041)%.

Ferner folgt, daB alle a positiv sind, Daher ergibt sich

weiter 4__7?___1 5
an+2 = 28'n+1 = 3an+1+1 = 2an+1 ¥ 3an + 2 I3an+1

28

2
38,41

> _ .
+ 2(2an + 3an+1) -a, =4a 4 — 8.

]

n+1
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5. Die in (1) fiir k=1 bis k=n2 zu bildenden Summanden lassen

sich zu n Teilsummen 8 (m=0y.0vayn~1) zusammenfassen, indem
jeweils S die Smmnanden aus (1) mit denjenigen k enthal‘t,

fiir die m2 +1%2x 2 (m+1) gilt, In diesen ist m2 2 k-1« (m+1)2

also m —" 1< m+1, d. h. m = [‘lk-—-1 - o Also wird

[f:‘ 2
# T k'—J = (n-m) - R L
k=m"+1 .hk * lk_

Darinzist
%ﬁf——%; ﬁ;ﬁd‘1ﬁﬁ
k=m"+1 1?"' k-1 k=m"+1

= |m2+1 -m +-[m +2 -1111 +H o+ = .00+ (m#1) = I(m+1)2-1

— 1-
Somit ergibt sich s, = n - m (m=0,...,n-1) und daher

f(n) =E03m =n + (n=1) +,..+ 1 = g%ﬂl i
mn=

Damit ist ein Ausdruck der verlangten Art ermittelt,

Es seien Pgo),Péo),...,Péo) beliebig auf AR gewzhlt.
Fir jedes k mit k=0,1,...,10 und jedes natiirliche n mit n £ 0
werden reelle Zahlen ekn definiert:

oM - AP£n5 - o, (1)
wobei Q = A und Q1O = B
gesetzt werden und alle Léngenangaben in der MaBeinheit Meter
angegeben sind,

Dann gilt
e(n) =Ah.- 4k = 0
o ™ Ahe N
B -T-F - o,
und we
2™ , 3, £ 3 =10 |
Ielgn)lﬁ 10, (2)

Ferner folgt aus der Definition der Pl(cn+1)
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e£%+1) N APin+1s . IE;

5 (n+1) (n) 1
- E(AP * APpq) - 3(AQ g + AQy )

(3)
1(e(n+1) (n))
Cx+1
Tir beweisen zundchst folgende Hilfsaussage: Sind fiir eine

natiirliche Zahl n und fiir m eine positive reelle Zahl z alle

|e.fcn) (=0 1saes;10) 5 (4)
so gelten fir k=0,1,...,10 die Uhgleichungen

I (n+1)| g (1 - —'E) (5)
Beweis: Fir k=0 und k=10 ist wegen e(n+1) = e$g+1) = 0 die

Ungleichung (5) erfiillt, Wemn (5) fur k = j-1 gilt, wobei j
eine der Zahlen 1,2,...,9 ist, so folgt nach (3) und (4) auch

(n) )

(n+1)
2 3+1

J

(n+1)

3=1 "

5,2_(

e 1 R - o
= 2(2(1 23_1 + Z) = 2(1 23)0

Damit ist die Hilfsaussage bewiesen,

Aus (5) folet wegen k % 10 erst recht

| (n+1)l_ a1 - _5) 2 1952, (k=0,1,...,10).

Beginnend mit n=0 (siehe (2)) ergibt sich daraus durch voll-
stindige Induktion iiber n

o)~ 10023 (k=0,1,...,10; n=0).  (6)

Aus (6) gelangt man zu dem geforderten Nachweis:

Es gibt eine natiirliche Zahl N mit N > 4
1g 1024 - 1g 1023
fiir die N(lg 1023 - 1g 1024) € -4, also

(157" € 75505 und damit vegen (1) wnd (6)
| (V) N
PIE:N)QI{ = IAPkN I l ( )ls 10(1023) < 1 s e o 1

gilt, wie gezeigt werden sollte,
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7. Bs sei T ein Tetraeder mit den Eigenschaften (1), (2), (3);
darin sei XD = a, BD = b, CD = ¢. Dann hat T nach (1) als Py-
ramide mit der Grundfléche des Dreiecks ABD vom Flicheninhalt
L ab und der zugehtrigen Hohe der Linge ¢ das Volumen %— abes
nach (3) gilt daher abc = 1. Aus (2) sowie durch geeignete
Wahl der Bezeichnungen erh#lt man %— 2 2%y 2., Hieraus

ferner 1 % 6a 2 6b, also ¢ £ 6a«<6bec = 36

2,
und abc = 1 £ 6a, Daher gelten die Ungleichungen

folgt 1 = abc # ¢”;

1%¢ %36 (4)
und :
atbvsl, (5)

Die zu untersuchende Summe ist nach (1) und dem Satz des
Phythagoras

-| 2 2" 2 -] 2
s =a+b+c + 12 +b =+ +c+b+c.
Fir sie gilt nach (5)

s %8, g +c +'| (-2-)2+(g) 1(6 = 2 1(6 2+02

c
6(2+1 2) -I 2 36
+ = + 2 Jec + ;—2- »
Es seien f und g die im Intervall 1 2 ¢ £ 36 dqurch

c
$lo) = o +6_(_’é:“é@, aiia) = o w B

c
definierten Funktionen, Fiir ihre Ableitungen gilt

f'(C)=1-§i&g@', g'(c)--Ec—Z%.

(o] 3
Deher ist £'(c)® O bzw, g'(c) > O fiir alle diejenigen c, fiir -
gie 2> 6(2+T2) bzw., c°5> 6 gilt.
Im Intervall 10 € ¢ ® 36 ist dies z., B, der Fall; daher sind

£ wnd g in diesem Intervell steigend, und es folgt '/

£(c) & £(36) = 36 + 21-5-{—?. g(c) & g(36) = 36° + 3-2; '

- ey
£(c) + 2 Tglo) = 36 + gig'l_z + 2 '362 + 57 . (6)

1) Herleitungsmoglichkeit ohne Differentialrechnung:

FMir Olugxévgiltuzévxund v -x2 0, also

2 g 2 & .9

u° (v=x) evx(v x),zalso vxT+u'v = v x+u'x, wegen vx> 0
also x + 4z + 31_ . Dies wende man einmal mit

X=C, u= '6(21-15'5, v=36, einmal mit x—cz, u=6, v-36
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Auch im Intervall 1 £ c&10 gilt (6), wie fiir diese ¢ aus
5+ SEHAZ). 2‘02 + 25 210 + 6(2+ 12) + 2 T100436"
c

€10 + 64 + 2.12

& 336436 + 2_+_6.E2.‘+ 2{362 + ";»'_16 ~

ersichtlich ist,
Damit ist bewiesen, daB fiir alle Tetraeder mit (1), (2), (3)

; L
56+ 2212 4 27362 4 51 (7)
gilt-

Setzt man aber speziell a = b = % und ¢ = 36, so sind (da

11 3

S

die iibrigen Kantenlingen von T nach dem Satz des Pythagoras
erst recht groBer als a sind) (2) und (3) erfiillt, und man
erhsdlt in (7) das Gleichheitszeichen,

Damit ist gezeigt: Es gibt urter allen Tetraedern T mit den
Eigenschaften (1), (2), (3) eines, fiir das s einen groBten
Yert anmimmt, und dieser ist die auf der rechten Seite von
(7) angegebene Zahl.

Preistriger der DDR-Olympiade

Olympiadeklasse 10

Einen ersten Preis erhielten: Punkte
Volkmar Liebscher EOS Goethe-Schule Ilmenau 40
Matthias Hiibner (9) Humboldt EOS, Leipzig 38
Jens Ponisch (9) Karl-Marx=-0S, Karl-Marx-Stadt 38

Einen zwelitem Preis erhielten:

Klaus Mohnke " POS "Erich Weinert" Liibbenau
Bezirk Cottbus 37
Torsten Fimmel EOS "Heinrich Hertz", Berlin 37
Bernd Schmutzler EOS "Artur Becker', Wilkau-HaBlau
Bezirk Karl-Marx-Stadt 37
Jérg Stahnke (9) EOS "Willi Sénger", Pasewalk

Bezirk Neubrandenburg 36
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Oliver Geupel (9)
Birgit Thomas

Karl-Heinz Fandrey (9)

Olympiadeklasse 11/12

" EOS "Romain Rolland",

Dresden 36
EOS Zittau

Bezirk Dresden 36
Puschkin-Schule (EOS), Prenzlau
Bezirk Neubrandenburg - 35

Einen ersten Preis erhielten:

Detlef Horbach

Jens Galley (11)

Spezialklasse der Technischen
Hochschule Karl-Marx-Stadt 40

EOS "Heinrich Hertz", Berlin 38

Einen zweiten Preis erhielten:

Peter Zienicke (11)

Jiirgen Grafenstein

Michael Giesecke

Jorg Pietschmann
- Steffen Zahn (11)
Bodo Heise (11)

John Matzke (11)

Ralf Hortig (11)

Spezialschule fiir Mathematik/Physik
der Humboldt-Universitédt Berlin 35

Spezialschule fiir Elektronische
Industrie "Martin Andersen Nexd"
Dresden 35

Spezialschule fiir Elektronische
Industrie "Martin Andersen Nexd"

Dresden 35
EOS "Johann Joachim Winkelmann",
Stendal, Bezirk Magdeburg 34

Spezialschule fiir Mathematik/Physik
der Humboldt=Universitét Berlin 33

Spezialklasse der Technischen

Hochschule Karl-Marx-Stadt 35
EOS "Gotthold Ephraim Lessing"

Exrfurt 32
I. EOS Qottbus 32

Aus Platzgriinden ist es uns leider nicht mdglich such alle
Teilnehmer, die dritte Preise oder Anerkennungsurkunden
errangen, namentlich gufzufiihren.

Die Redaktion der Wurzel gratuliert allen Preistrigern

recht herzlich.
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Lfisungﬁl
Lésungen
Aufgabe N 2 :
= oy (1)
yx+3 2 xZnyn (II)
Man multipliziere beide Gleichungen miteinander und er-
hélt 5 ' ' '
(I.s)x'fy - x2n¥ n o (ﬂ)2n.
pa x>0 und y >0, kénnen wir logarithmieren
X+y =2n (1). '
Eingesetzt in (I) ergibt dies
x2n - srn |
und somit y = x° (2).

Setzen wir nun (2) in (1) ein, so erhalten wir
x2 + x = 2n = 0, )
Daraus ergibt sich

Y8n+1 - 1
-

X =

y -% ( Y8n+1 -1)2.

Aufgabe N 3
Wir multiplizieren die Ausgangsgleichung mit ¥Y=x+1 und
erhalten '

7/::24-81 + x2+8::+7. = Te
(12+8x) ergetzen wir durch t, d. h. t=x2+8x (1)

It + Yt+1 = T.
Als ILdsung findet man nur t=9.
Aus (1) erhalten wir jetzt x2+8x-9 = 0,
Die Ltsungen dieser quadratischen Gleichung eind
x, = -9, X, = 1. Als LSsung bleibt nur x = 1, de man
sonst in der Ausgangsgleichung aus elnem negativen Wert
die Wurzel ziehen miiGte.

Auf&be N 4

Es sel o{ = 90° = g + ).
Dann gilt
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. gin & = 1
Bih(d-ﬂ) = sinY _
sin(y =et) = = sin(Ad~Y) = = sinf .
Folglich gelten auch folgende Beziehungen:
oin & gin B8 sin(® -g) = sinB siny”
gin B siny 8in(f - y) =8in g siny" sin(S ~-7") .
sin 4" sin & ain(y ~ot) = ~ sin )" sin /3
gin(ot =@ )sin(g -I-r)sin(y-d-) = - 8in ¥ sin(B -9")sing.
Da die Summe der linken Seiten der Gleichungen unsere
-gesuchte Summe ergibt und die Summe der rechten Selten
gleich Null ist, ist auch die gesuchte Summe gleich
Null.

Aufﬁabe NS5

M N Q
Anf der Strecke PQ komstruieren wir dae rechiwinklige
Dreieck PSQ mit der Hypotenuse PQ und der Kathete PS=p,
Durch die Punkte M und N legen wir Geraden parallel zu
PS. Dann fillen wir das Lot eus P und Q puf diese Gera-
den., Die Schnittpunkte ergeben das gesuchte Rechteck,

Diese Aufgebe ist gensu dann l¥sbar, wenn men das recht-
winklige Dreieck konstruieren kann, das heift, wenn

p <PQ ist. Eilne zweite ILosung erhilt man natlirlich,

wenn man die ganze Konstruktion auf der anderen Seite
der Geraden g macht.

Aufgabe N 6

Es ist zu zeigen, daB der
Teil der Oberfliche, der
Kugel K', der innerhalb

der Kugel K liegt, unab-
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Losungen

.hungig vom Radius der Kugel K' ist, wenn der Radius r!

von K' grtBer ist als der Radius r von K.

Dieser Teil berechnet sich aber gerede wile die Oberfléd-
che eines Kugelsegmentes (siehe Zahlentafel), also
Fa=af.OF - 08,
Wegen des Kathetensatzes gilt aber
OT + 0S = OMZ = r°.
Also ist P = T~ r? nur ebhingig vom Radius der klelne-
ren Kugel.

utgabe

N T

Es sei D = ad - bc.

Da nicht alle Zahlen.a, b, c, d gleich Null sein kdnnen,
nehmen wir an, daB wenigstens a £ O ist.

Falls D = 0 ist, setzen wilr

=32
und erhelten 4 = Ab und ¢ = Aea,
Also ax + by = m

Aex + Aby = n und somit wére n = A m,
Der Fall D = O ist also nicht flr alle natiirlichen Zeh=
len erfiillt und entf#llt, also D # 0.
Flir feste m und n erhilt das Gleichungssystem die Lisun-
gen

md = nb
Lo

na - mc
y==—
wobei x und y genze Zahlen seln miissen, Wiéhlen wir als

Spezialfille m=1, n=0 und m=0, n=1.
Wir erhalten

d
=y ¥91°°7
b

Xp==95 Y2=§F °

Es muB also
ad - bec 1

XV = V¥ = =7 T
eine ganze Zahl sein., Das 1st aber nur der Fall, wenn
D=+ 1 ist.
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Bemerkung: Es war nicht nach der Existenz solcher Zah-
len &, b, ¢ und d gefragt.

ufgghe

9 A, As
Seien 11, 12, A3 die Eckpunkte auf As

eiper Stirnseite des Prismas,

B1, Ba, B3 die gegentibérlie-

genden Eckpunkte und a,,8,,83, B, B;
b1,b2,b3 die ihnen zugeordneten

Zehlen. Bg

Dann miissen nach Aufgabenstellung folgende Gleichungen
erflillt sein:

3a, = 8, + 85 + b, 3b1 =b, + by + 8, (1)
3a, = 85 + 84 + b, 3b, = b3 + b, + 8, (;I)
3aq = a4 + 85 + b3 3b3 = b, + by + 85 (I11)

Addieren wir zu (I) euf belden Seiten a =b4 (bzwW. bg=84),

80 erhalten wir

431 - b1 =8y + 8y + 85 (1)
Durch Addieren von I, II und III erhalten wir
3(a1+a2+a3) - 2(a1+a2+a3) + b1+b2+b3.
Daraus folgt :
Aus {3) und (1), (2) erhalten wir
4a, - b1 = 4b, - &,
Analog erhdlt man b, = &5, b3 = 85, '
Durch Einsetzen von (4) in I erhalten wir
a4 = 8y + 83 + 84 = 3a, = 3&3. ;
Darsus ergibt sich die Gleichheit aller 6 Zahlen.
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Aufgabe M 61 | C

Es ist das spitzwinklige
Dreieck ABC gegeben. Im
Innern des Dreiecks legen
wir einen Punkt P fest.

Die kiirzesten Abstidnde von
P zu den 3 Seiten des Drei-
ecks gind durch das Lot
bestimmt, also die Strek-
ken PA1, PB1, PC1. Die ldngsten Absténde von P zu den
Seiten des Dreiecks sind offensichtlich die Strecken
PA, PB, PC. Durch diese neuen Strecken wird das Drei-
eck ABC in 6 rechtwinklige Dreiecke zerlegt, die den -
Punkt P gemeinsam als Eckpunkt haben. Einer der Winkel
am Pynkt P muB kleiner gleich 60° sein, da alle Winkel
zusemmen gleich 360° sind. Den klirzesten Abstand von F
zu einer Dreiecksseite nennen wir d, den groBten D.
Nehmen wir jetzt an z_-APC1 4 60°.

= 1 < 1
Dann gilt & # PC, 4 = AP = 5 D,

A c, D

also 4 # % D.

Die Gleichheit gilt, wenn ABC ein gleichseitiges Drei-
eck ist und P im Mjttelpunkt des Dreiecks liegt, d. h.
die Winkel um P alle gleich 60° sind.

Aufgabe M 62

Von 6 Personen kennt eine Person entweder mindestens 3
andere oder kennt mindestens 3 andere nicht.

1. Fall: Nehmen wir an, die Person A kennt 3 andere
Personen. Falls von diesen 3 sich 2 untereinander ken-
nen, 8o kennen sich mit A also schon drei untereinander.
Falls sich die 3 unterelnander nicht kennen, ist die
Bedingung sowieso erfiillt.

2. Fall: A kennt mindestens 3 andere Personen nicht.
Wenn sich von den 3 Personen zwei untereinander nicht
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kennen, so kennen sich mit A 3 untereinander nicht.
Wenn sich die 3 Personen kennen, ist die Bedingung auch
erfilillt.

Aufgebe M 65
Of fensichtlich kenn keine Hthe
gréBer sein, als die Seite,von
deren Scheitel sie gefdllt
wurde, d. h. '

h % bund b s c. 3 - c

Falls zwel Seiten kleiner sind

gls die esuf ihnen errichteten Hohen, elso z. B. a<h,

und b<h,, wirde die Ungleichung a<h 8 b<hy & a
folgen. Diese Ungleichung ist aber offensichtlich falsch.

Aufgabe M 63 _
Es seien die Zahlen a,,.«.+,2, gegeben. Wir bilden fol-

gende Summen: S1 = a,
Sz.f e, + 85
S =

8.1 + 8.2 +ooet an.

n
Lassen S1 bis Sn bei Teilung durch n jeweills verschie=-
dene Reste, so muB eine der Smmen durch n teilbar sein
(Es gibt nur die n Reste 152,000y0n=1 und 0). Falls zwei
Summen den gleichen Rest lassen, 80 hat eine der Sum-
men mindestens einen Summanden (oder mehrere) mehr. Da
sie aber den gleichen Rest haben und die Summanden gro=-
Ber Null sind, 1l&B8%t sich die Summe der zusdtzlichen Sum-

manden durch n teilen.

lAufgabe M 64
Es gilt gin 2« = 2 sind cosd
gin 3 = 3 sind cos2dl - sin’el .

Also ist
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gind + Jé- sin 24 + -13 ain 36 =
a
= gpino + sind cosel + sin_o{. coB-d, = s_a‘._nfi__
= 51—“;—'- (3 + 3 cosel + 3 soacd « sin®od §

- El% (2 + 3 cosel + 4 cos®d )

= 95-_“5‘5_ [(1+00$°L )2 + (1+cosst ) + 3 cos%l._]) 0,

denn sine > O flir O < o < 180°. Die anderen Summanden
gind offensichtlich ebenfalls groBer Null.

Aufgabe M 66
Sei D der Punkt, der symmetrisch &
zu P beziiglich g(R,Q) liegt.
Wegen dieser Eigenschaft und

wegen

A(4,B,C) ~A(B,P,R)~A(P,Q,C)
gilt (1) »
RB = RP = RD (2)

und

QC = QP = QD. (3)

Folglich ist Q der Mittelpunkt

jes Kreises, auf dem C, P und D liegen und R ist der
Mittelpunkt des Kreises, auf dem B, P und D liegen.
Aus der bekannten Peripheriewinkel-Zentriewinkelbezie-

hung £olgb

4 cDP = 5 & CQP (4)
und

4 PDB = 3 4 PRB. (5)

Wegen (1) gilt

4 CQP = 4 PRB = 4 BAC. (6)

Of fenbar ist

§ CDP + 4 PDB = 4 CDB. (7)

aue (4 ), (5), (6) und (7) folgt
4°CDB = 4 CAB. (8)
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Nach dem Peripheriewinkelsatz liegen deshalb A und D
auf einem Kreis, in dem BC Sehne ist. Und da dieser
Kreis schon durch A, B und C eindeutig bestimmt ist,
gilt die Behauptung.
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Diophantische Gleichungen

In diesem Artikel mdchten wir die diophantische Gleichung drit-
ten Grades mit drei Unbekannten auf LYsbarkeit untersuchen,

Fermatsche Varmutung:

Es gibt fUr keinen ganzzahligen Exponenten n » 2 ganze von Null
verschiedene Zehlen x,y,z, die der Gleichung x? + yn - z" ge=-

niigen,

Fermat hatte auf den Rand des "Handexemplars der Arithmetik des
Diophant" geschrieben, daB er einen wunderbaren Beweis gefunden
habe, aber der Rand sei zu klein, um ihn zu fassen. Bis heute
ist es noch keinem Mathematiker gelungen, diesen Satz zu bewei-
sen, Man weiB aber, deB die Vermutung flr alle Exponenten n bis
4002 richtig ist. Der Beweis der Fermatschen Vermutung flir spe=
zlelle Exponenten n ist besonders 8chwierig, da es keine allge-
meingliltige Beweismethode gibt,

2, Die Gleichung x° ¢+ y> = 23
Wir mdchten an dieser Stelle die Richtigkeit der Fermatschen
Vermutung flir n=3 beweisen,

Sa t 2z : Es gibt kelne ganze von Null verschiedene Zahlen
Xy¥y2, die der Gleichung x3 + y3 = 23 genligen.

Beweis., Aus der Gleichung x3 + y3 = 23 ktnnen wir erkennen, daB
zwel der Unbekannten x,y,z ungerade sein missen. Da die Unbe-
kannten aus dem Bereich der ganzen Zahlen stammen und da die Ad-
dition in diesem Bereich kommutativ ist, kdnnen wir o, B, d. A,
annehmen, daB z gerade und x,y ungerade seien.

Da die Addition bzw. Subtraktion zweier ungerader Zahlen stets
eine gerade Zahl ist, gilt x+y = 2p und X~y = 2Q.

Die Aufltsung dieses Gleichungssystems nach x und y fuhrt zu

den Losungen X = p+q und y = p=-q. Durch Einsetzen in die Aus-
gangsgleichung erhalten wir (p+q)3 + (p-q)3 = 23.

p3+3p2q+3pq2+q3+p3-392q+3pq2'-q3

2p+6 q2 - 23
2P(p +3q ) = 23-

-23
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Imn weiteren Bewelsverlauf ktnnen wir uns auf den Fall (1.33-1
beschriinken (vgl. Heft 7/8 , Diophantische Gleichungen, 1. Ab=
schnitt).
Wir nehmen o. B, d. A. (x,y) = 1 an. Folglich ist (p,q) = 1.
Untersuchen wir, welche Mbglichkeiten sich daraus flir p und q
ergeben,
1. Belde kdnnen nicht gleichzeitlg gerade sein, da
(plq) =1,
2. Beide kdnnen nicht gleichzeitig ungerade sein, da
X = p+qy, ¥ = p-q und (x-y) = 1,
3. Flir p ungerade und q gerade folgt aus der Gleichung
2p(p243q°) = 2z, daB z> nur durch die Zahl 2 dividier-
bar ist. Da z> eine Kubikzahl ist, muB sie aber min-
destens durch 8 teilbar sein, Folglich entfiéllt die-
se Moglichkelt.
4, p sel gerade und q sei ungerade. Somit ergibt sich,
daB (p2+3q2) ungerade ist.

Da (p,q) = 1 und da p %orade und qungerade 1ist, ergeben sich
aus der Gleichung 2p(p +3q2) = 23 folgende FHlle:

I) CZP.P§+3Q§) = 1
II) (2p,p“+3q ) = 3.

I, Pall: (2p,p°+3q2) = 1, das heiBt 3fb und (p,q) = 1.

2p und p2+3q2 miissen beide "perfekte" Kubikzahlen sein,

1, Die Kubikzahl p2+3q®

2 + 3q2 = 1'3.
Losungsansetz zur Ermittlung von p, g und r
Wir widhlen r = m2 + 3n2, wobei m und n ganze Zahlen sind und

setzen
p+qY=3=(m+ nYf=3 )3
=@ + 30°n V=3 + 3on2 Y=3 2 + n° 1=3'°
= m3 - 9mn2 + (3m2n-3n33 i-3 o
Durch Koeffizlentenvergleich erhalten wir
P -Ill3 = 9mn
und qQ= 3m2n - 3n3.

Wir setzen p
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Zur Probe kBnnen wir p und q in die Gleichung p2 * 3q2 = r3
einsetzen und erhalten r = m2 + 3n2. Somit ist die Richtigkeit
des Ansatzes bestitigt. Wir miiseen noch feststellen, welche
Eigenschaften m und n erfiillen miissen, um zu gewihrleisten, daB
P, q und r Lsungen der Gleichung sind. Wir haben vorausgesetzt,
daB (p,q) = 1 und (2p,p2+3q2) = 1, Folglich k¥nnen wir nur sol-
che m und n wihlen, fUr die gilt: (m,n) = 1

und 3 Fm,
Mit Hilfe dieser Methode erhalten wir passende LUsungen flr
p, q und r, die der Gleichung p2 + 3q2 = r3 genligen,

2, Die Kubikzahl 2p
Ersetzen wir p, 80 erhalten wir die Form
2p = 2(m3-9mn2) = 2m(m+3n) (m=3n).

Da q = 3n2n - 3n3 = 3n(m+n) (m=n) und da q ungerade ist, mlissen
n ungerade und m gerade sein., AuBerdem hatten wir bereiis fest-
gestellt, daB (m,n) = 1 und 3 % m, Folglich haben hdchstens zwel
der Ausdriicke 2m, m+3n und m=3n einen gemeinsamen Faktor, und
jeder der drei Ausdriicke muB flir sich genommen eine Kublkzahl
sein, um zu gewdhrleisten, def 2p eine Kubikzahl ist.
Wir erhalten: (1) m + 3n = ad

(2) m=30=b

(3) 2m = ::3.
a3 + b3 am+3n+m=30=2m= 03.
Aus dieser Beziehung ktnnen wir m ermitteln.

3.3
=5 3,
Ersetgan wir m in Gleichung (2) durch 5-59—, 80 erhalten wir
n-a—"El-)--

Um den Satz zu beweisen, miUssen wir fUr die von uns konstruler-
te Ldsung x, y und z einen Widerspruch zeigen. Aus diesem Grun-
de betrachten wir die Gleichung

2’ = 2p(p2+3q2).
Ersetzen wir 2p durch a3.h3.c3 und p
rm= m2+3n2, so ergibt sich

2+3q2 durch r3 mit
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53 = a3-b3.e3(m2+3n2)3.
zZ = a-b'o(m2+3n2)
3.3 3.3
z = asbec [(-a-ib—)2 + 3(2_3.!’_)2]
z = acbec [-}-(a6+2a3b3+b6) + 1%(&6-233113%6)]

- 388460703+ 3b645-203b741°

z = % a.bec (a6+a3b3+b6)

L 3 1 % % } o R A A A A U R 5 TR 3B
Aus der Gleichung a3+b3 = 03 wird deutlich, daB a und b nicht
gleichzeitig 1 sein kbnnen, folglich gilt stets z 4 c.
Somit haben wir gezeigt, daB der I. Fall keine ganze von Null

verschiedene Zahlen x, y und z liefert, die der Gleichung

13 + 33 = 7.3 genligen.

I, Fall: (2p,p2+3q2) = 3 und (p,q) = 1

In diesem Fall ist p durch 3 teilbar. Wir setzen p = 3p' und
erhalten 27 = 69'(91:'2 + 3q2) = 189'(313'2 + qz)-

Die Beweisflihrung verléuft analog der im L. Fall.

Der Leser moge den Beweis flir den Fall II selbst flihren.

Der Beweis des Satzes bestdtigt, daB die Fermatsche Vermutung
fir n=3 richtig ist.

Frank Maschner
Student Ma/Phy - Lehrer
3. Studienjahr FSU
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Preisaufgaben
N 43 Kann man ein ungleichseitiges Dreieck durch einen Schnitt
() in zweli kongruente Dreilecke zerlegen?

N 44 Man 1l8se folgendes Gleichungssystem

O 5 « 2xy + y+3 =0
2X = Xy -y +9 =0

N 45 Der Nenner des folgenden Bruches ist rational zu machen:

® i 59
AT -2 47

N 46 Man bestimme die kleinste natlirliche Zahl, die genau

@ 20 Teller besitzt.

N 47 Man 18se die Gleichung

@[I YoivT + ¥a-17 - Y7

N 48 _ /loxasaTh, UTO B KpyTe pazmyca I0 HeNB3A IOMECTHTE
400 Touek Tak, UTOOH paccTOSHUE MEELY KaXIHMH ABYMSA
Ouno Gomeme I,

Lésungsbedingungens:

Fir jede vollstédndige IOsung erhélt der Einsender die bei der
entsprechenden Aufgabe angegebene Punktzahl. Am Ende des Schul-
Jahres versenden wir Biichergutscheine an alle Einsender, die im
abgelaufenen Schuljehr mindestens 10 Punkte erreichten im Werte
von 0,50 M je Punkt. Einsendern mit weniger als 10 Punkten wer-
den die in diesem Jahr erreichten Punkte flir das néchste Schul-
Jjahr gutgeschrieben. Die Ldsungen sind - jede Ldsung auf einem
gesonderten Blatt, versehen mit Name, Adresse und Klassenstufe
des Einsenders - unter dem Kennwort "Wurzel-Preisaufgaben'" an
uns zu senden. Alle Aussagen sind stets zu beweisen, unbewiesen
verwendete Sachverhalte sind anzugeben. Der Lisungsweg (ein—
schlieBlich Nebenrechnungen etc.) muB deutlich erkennbar sein.
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XX. Olympiade lunger Mathematiker der DDR 4. Siufe

Olympiadeklasse 10 Aufgaben

1. Beweisen Sie die folgende Aussage: Zu jeder natlirlichen Zahl
n = 2 gibt es von Null verschiedene natiirliche Zahlen

und b, flir die

n
2 2 2
81 + 32 + see + an

a,,a ses gl
127 2° ’ 2
= b

gllt.

2. Gegeben sel eine Linge rqe Konstruieren Sie ein Trapez ABCD
mit CD € AD = AB = BC, in dem ein Kreis k.‘ mit dem Radius rq
und ein zwelter Kreis k2 80 liegen, daB sie einander von auBen
bertihren und deB k1 dle Seiten AD, AB und BC bertihrt, k2 die
Seiten BC, CD und AD beriihrt! Begriinden und beschreiben Sie
die Konstruktion! Untersuchen Sie, ob es bis auf Kongruenz
genau ein Trapez mit den geforderten Eigenschaften gibt!

3A. Ermitteln Sie alle Paare (X,¥) reeller Zahlen mit y > O und
y £ 1, fiir die das folgende Gleichungssystem (1), (2) er-
fiillt ist!
x-logy(ﬁ-mxa2ology (5-132). (1)

y-xXx=2 (2)

3B. Beweisen Sie, daB fiir keine natlirliche Zahl n die Zahl
625 + 4 - (9°7)
elne Primzehl seln kann!

4. Ein ebenfléchig begrenzter Kdrper mit
genau 6 Ecken 4,B,C,D,F,H soll den in pay’ c
Abb. dargestellten GrundriB haben.
(A'B*'C'D' ist dabei ein Quadrat von
gegebener Seitenldnge a.) Die Punkte
A, B, C, D sollen in der GrundriBebene
liegen, die Punkte F und H im Abstand a : 5
tiber B bzw. D. Jede Kante des Kdrpers A B'=F
soll in der Abb. sichtbar dargestellt
sein (entweder als Strecke oder, wenn
sie senkrecht zur GrundriBebene verlduft, Abb.
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6.

als Punkt), auch wenn sie etwa von oben betrachtet durch an-
dere Flidchen verdeckt wird.

Stellen Sie zwel Korper, die diese Forderungen erfilillen und
voneinander verschiedene Volumina haben, in schrdger Parallel-
projektion (K = 60°, q = %) dar! Ermitteln Sie flir jeden der
beiden dargestellten Kérper sein Volumen!

Tausend reelle Zahlen Xq9X5s++X10900 seien durch die Festset-
zung bestimmt, dal

I1=5
und fiir ealle n = 1,2,...,999

2
x,~ + 16

*o41 ™ Exn
gelten soll.
Beweisen Sie, daB (nach diesen Festsetzungen) flir jedes
n =1,2,...,1000 die Ungleichung

4 f:xn €5

gilt.

Ermitteln Sie alle diejenigen reellen Zahlen c, flir die das
folgende Ungleichungssystem (1), (2), (3) mindestens eine
(aus reellen Zahlen x, y bestehende) Ldsung hat!

¥>x2-2x+c, 1)
y>X+cC . (2)

!

—_————

"Man muB en die Einfalt, an das Einfache, an das urstiéndig

Produktive glauben, wenn man den rechten Weg gewinnen will.
Das ist aber nicht jedem gegeben; wir werden in einem

kiinstlichen Zustande geboren und es ist durchaus leichter,

diesen immer mehr zu bekiinsteln als zu dem Einfachen

guriickzukehren."

Johann Wolfgang von Goethe
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XX. Olympiade lunger Mathematiker der DDR 4. Stule

Olympiadeklasse 10 L&sungen

1. 1. Lsungsweg:
(I) Fir n = 2 und n = 3 ist z. B. aus

32 + 42 = 52, 32 + 42 + 122 = 132
die behauptete Existenz von a,,..«,8,, b mit der geforderten
Eigenschaft ersichtlich.
(II) Ist n 2 4 eine Quadratzahl n=mn° mit m = 2, so ist z.B.
elne Summe aus n Summanden 5 gleich
5 + eas + 5 = (5m)

und zeigt die behauptete Existenz der a1,.é.,an, b.
(III) Ersetzt man hierin k der Summanden 5 durch 3 + 42
(wobei k eine der Zahlen 1,...,n ist), so erhdlt man jeweils
flir n = m2 + k die behauptete Existenz der a1,...,an,b.
Die grifBte hiermit (zu Je einem m = 2) erreichbare Anzahl von
Summanden ist 2m° *n + 2m = (m+1) - 1. Damit ist also auch
fiir jedes n zwischen m° und der ndchsten Quadratzahl (m+1)
die Behauptung bewiesen.
Aus (I), (II), (III) folgt die Behauptung flir alle natlirli-
chen Zahlen n 2 2,

2. Ldsungsweg: _
(I) Die Aussage fiir n = 2 ergibt sich wie oben.
(II) Wenn die Aussage flir eine natlirliche Zahl b = k 22
gilt, ag f°1g§: Es gibt n%tﬁrliche Zahlen 01,02,...,ck,d mit
c.‘ +02 + eee +ck Bdc
Daraua ergibt Bich
(3c, )% + (4c ) + (5¢ ) + oo + (5c )2
’ 2, 2. %P 2
also haben denn die natfirlichen Zahlen
die Eigenschaft 8,7 + 8y teset By g = b~
Somit trifft die zu beweisende Aussage auch flir n = k+1 2u.
Mit (I) und (II) ist die Aussage flir alle nattirlichen n 22

bewlesen,
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2. I. Angenommen, ein Trapez ABCD
habe zusammen mit zwei Kreisen
kg, k, die verlangten Eigen-
schaften. Die Nittelpunkte von
k1, k2 seien M, bzw. Mé, der
Radius von k2 sel rye Die Sei-
ten AD und BC sind nicht pa-
rallel zueinander, da sonst
ABCD wegen AD = BC ein Pa-
rallelogremm wdre, im wWider-
apruch zu CD <€ AB. Also gilt
AB Wl D, und das Trapez ist
mit AD = BC gleichschenklig.
Da k1 und k2 die Schenkel
AD, BC berlihren, deren Verlédn-
gerungen iber D bzw. C hinaus
sich wegen CD < AB in einem A P P £ B
Punkt S schneiden, so liegen
M;s M, auf einer Winkelhalbierenden des Winkels <« ASB, nim-
lich auf der gemeinsamen Mittelsenkrechten m der Seiten AB
und CD. Diese Seiten werden also von k1 bzw. k2 in ihren
Mittelpunkten P bzw. R berlihrt. Ferner liegt auch der Bertih-
rungspunkt Q von kj, k2 auf m; die Parallele durch Q zu AB
und CD ist somit die gemeinsame innere Tangente von k1, k2;
gie schneide AD in H und BC in GC.
Das Trapez HGCD, dessen vier Seiten von k2 berlhrt werden,
geht demnach durch eine Streckung mit dem Zentrum S in das
Trapez ABGH Uber, dessen vier Seiten von k1 beriihrt werden,
und fiir das Verhdltnis

X =0r,: EJ -

sowle flir @ = AB, b = HG, ¢ = DC gilt x = DC : HG = HG : Iﬁ,
also b = ax, ¢ = bx = axz. Sind ferner U, V die Berlihrungs-
punkte von k1 bzw. k2 mit BC, so folgt aus dem Satz von der
Gleichheit der Tangentenabschnitte BP = BU, GQ = GU = GV,
CR = V. Also ist

8 =AB =BC =BU + GU + GV + OV = BP + 2 GQ + OR
- % + b+ % = % (1 + 2x + xz),

2 =1+ 2x + x%.
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Diese Gleichung wird nur von x1’2 ==14+ ?E'erfullt, von de-
nen wegen x » 0O nur

x = Y2 - 1, also r, = r1(f?— 1)
verbleibt. Also kann ein Trapez ABCD nur dann den Bedingungen
der Aufgabe genligen, wenn es durch folgende Konstruktion er=-
halten werden kann:
II. (1) Man konstruiere einen Kreis k, mit dem Radius r,.
Sein Mittelpunkt sei M,, zwel aufeinander senkrechte Radien
seien M1Q und RHT.
(2) Der Kreis um T mit r, schneidet TQ in X.
(3) Man verldngere M;Q iiber Q hinaus um r, = QX; der erhalte-
ne Punkt sei M,. Man konstruiere den Kreis um M2 mit roe
(4) Man konstruiere die gemeinsamen HuBeren Tangenten t und
t' von k1, kz.
(5) Die Gerade m durch My, M, schneidet k, und k2 auBer in Q
in P bzw. R; man konstruiere die Senkrechten p,r durch P,R
auf m. Durch ¢, t', p und r wird das gesuchte Trapez ABCD ge=
bildet.
IIT. Beweis, daB jedes so konstruierte Trapez den Bedingun-
gen der Aufgabe genligt: Nach Konstruktion ist ABCD ein gleich-
schenkliges Trapez mit AD = ﬁE, und k,, k2 haben die vorge=
schriebenen Berithrungen mit den Seiten. Wegen r, < r, gilt
auch CD < B, und man kann wie in I. herleiten, daf
X =r, : r, die Gleichung BC = % (1" + 2x + x2) gilt. Da nach
Ronstruktion r, = r,( 72'= 1) ist, erfiillt x die Gleichung
1+ 2x + x2 = 2, und es folgt'ﬁﬁ =@ = KE:
IV. Konstruktionsschritt (1) ist bis auf Kongruenz eindeutig
ausflihrbar, die Konstruktionsschritte (2) bis (5) sind de-
nach eindeutig ausfiihrbar. Also gibt es bis auf Kongruenz
genau ein Trapez mit den geforderten Eigenschaften.

Andere Idsungsmglichkeiten:
1. Nach Herleitung von x = 72'- 1 kann man x2 = 3 =2 72 ver-

wenden, um AB - DC = a(1-x2) = 2a(¥2 - 1) herzuleiten. Hier-
nach ist m die GroBe eines Basiswinkels in einem gleich=
schenkligen Dreieck, in dem sich Schenkell&nge zu Basislinge
wie 1 : 2('f5?— 1) verhalten. Daraus ergibt sich eine Kon-
struktion dieser WinkelgroBe. M1 llegt dann auf der Winkel=-
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halbierenden und auf einer Parallelen zu einem Schenkel im
Abstand r,. Danach ist die Figur leicht zu vervollstidndigen.
2. Die Ermittlung (I.) von r, : ry ist z. B. auch folgender-
maBen mdglich: Das Lot von U auf PR sei UW, das Lot von M,
auf M. U seil M%é. Wegen B0 = % ist U Mittelpunkt von BC, also

1

W = -12-(55 + ) = r, + Io also ﬁ1w = rpe Ferner ist
M1M2 =r, + I, und YUVM ein Rechteck, also m = ry = Tge
Aus A M, UW ~ AM1M2Y folgt daher

r r. +r

1 1 2 2 2 -
el s r,© + 2r,r, = r,< =0, also ry = r,( 2 - 1).

3. Wegen X PN U + 4 UMQ = 180° und A BM,P ¥ A BM,U,
T‘l'c TJ_M1GU.

AGM.U 2 AGMQ gilt & BM,U = 90° - U =
Hieraus und aus enteprechenden Aussagen im Trapez HGCD er-
h&dlt man
ABWP ¥ ABM.U ~VAM,GU TAMGQ ~ AGHQ ¥

T AGM,V ~A MOV :Anﬁ; :
Hiermit kann man z. B. der Reihe nach E% =0 = und TV
durch r, und & = BP = BU ausdriicken und erhilt aus BC = gs
eine Gleichung zwischen r, und s, die auf 8 = r, ¥1 + 2
fihrt.
Zu allen derartigen Moglichkeiten von (I.) ist jeweils (III.)
als Umkehrung durchzufiihren.

3A. Angenommen, ein Paar (x;y) reeller Zahlen mit y > O und
y £ 1 erftille (1) und (2).
Wegen (13 - mQ =5 = "?f?folgt dann
x2 . 1033 (3°-Y2) =4 - logy (P-m-

Wegen Yr-124£ 1 ist logv (ﬁ-m £ 0, also folgt
x2 = 4. ‘

Aus (2) und y > 0 folgt ferner X =y - 2> =2, Daher muB

X = 2 sein, nach (2) ergibt sich y = 2 + x = 4,

Also kann nur das Paar (x:;y) = (2;4) die Gleichungen (1),

(2) erfiillen.

Wegen 2 » 1034 (‘f}‘-ﬁz = 2 log4 (5 -fEZ) und

4 - 2 = 2 erfiillt es diese Gleichungen tatséchlich.

Daher ist genau das Paar (2;4) das gesuchte.



141 DDR-Olympiade

Hinweis:

Aus (1) kann man 105 (f_' ﬁx = logv (5 -N) ’
(173 - ﬁ‘)x = (5-'(7)2.:: = 1og( yT - v (5 - 125)°

2:1g(5 =~ !242

(=
herleiten. log(¥3 - ﬁ)

Dies lediglich mit dem niherungsweilsen Ausrechnen x%ﬂ 4

fortzusetzen, genlgt nicht, da ja, falls der genaue Wert
x° € 4 wire, auch die negative Losung x auf ein
¥y = 2 4+ x >0 flihren wlirde.

3B. Pir jede natlirliche Zahl n gilt
625 + 4 « (929) = 5 4 34n
- (5 + 203202 0 4052 32“
- (5 +232“+253)(5+232n253)
= ((5 + ¥ 32“)((5 + 3°%)
gowie (5+3)2+ 2n§(5+3) +3 >1unﬂ
5#3,a130(5-3)>0 (5-3") 3209 0 4+ 3° = 1.
Also ist 625 + 4. (92n) in zwel ganzzahlige Faktoren &1
zerlegbar und dasher keine Primzahl.
4,

Abb. 1
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‘gabe erfiillt. Man

Abb, 1 zeigt einen
Korper K, der die
Forderungen der Auf-

kann ihn dadurch ent-
standen denken, daB
von einem Wilrfel
ABCDEFGH die Pyrami-
den AFHE und CFHG
abgeschnitten wurden.

Abb. 2 zelgt eilnen

Korper K,, der ebenfalls
die Forderungen der Aufgabe
erfiillt. Man kann ihn daedurch entstanden denken, daB aus K|
die Pyramide AFHD herausgeschnitten wurde.

Fiir jede der genannten Pyremiden kann ein gleichschenklig-
rechtwinkliges Dreieck mit der Kathetenldnge a als Grundflé-
che aufgefaBt werden; die zugehtrige Hohe hat dann die Lédn-
ge a. Daher hat jede dieser drei Pyramiden das Volumen

% . % a2 e a = % a3. Somit hat K, das Volumen

3

a3—2--16a3-%33 undszaBVcalumena —3-%33::-12-&3.

Hinweis: AuBer diesen beiden sind noch weitere Lisungen mog-
lich.

5.

Nech der ersten Festsetzung ist x, = 4, Hat man flir eine der
Zahlen n=1,2,...,999 schon nachgewiesen, dal x >4 ist, so er=-

h&élt man (:r.n - 4)5 > 0é also x 2 + 16 = an. Wegen 2x (28)>»0
X~ + 1
folgt hieraus L‘&-— &4, d. h. nach der zwelten Festsetzung

X0+l 3 4. Auf diese ® Weise gewinnt man der Reihe nach die Un-
gleichungen x, 24, X4 2 454043%,0500 > 4,
Ferner gilt x, &£ 5, und hat man flir eine der Zahlen
n=l,2,0.4,999 schon 4 £x <5, 80 folgt -1 €x,-5 €0
und deraus (xn - 5)2 <1, (:tn-S)2 -9 € .38 €0, also
x.2 4+ 16 € 10x,_,
n > n
x°_ + 16

n
X4 =~ %5

n

n
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Auf diese w?éée gey}nnt man auch X, = 53 Xy = 5;---;X1000 = 5.

6.

1. Losungsweg: Angenommen, flir ein reelles c habe (1), (2),
(3) eine Losung (x;y). Aus (1) und (2) folgt dann x # 0, da
sich flir x = 0 der Widerspruch y > ¢, y € ¢ ergdbe.

Aus (1) und (3) folgt ferner x2 -2x +¢c< y € -2x + 1, also
cL 1~ xz, wegen x £ 0 also c € 1,

Daher kann des Syatem (1), (2), (3) nur fiir c € 1 eine Lisung
haben.

Es hat flir jedes ¢ € 1 eine Ldsung, z. B. eine mit y = c. Flr

diesen Wert ist das System ndmlich dquivalent zu
2

x° - 2x <0, (4)
x > 0, . (5)
-2x + 1 > c; (6)
(4) und (5) sind Hquivelent mit
0 x<2 (1)
und (6) ist dquivalent mit
x <1z2 . (8)

Wegen ¢ € 1 gilt L—E——c >0; also sind (7), (8) durch reelle
x erfiillbar.

Die gesuchten Zahlen sind folglich alle Zahklen ¢ € 1.

2. Losungsweg: Stellt man die Funktionen

y = x2 - 2X + c, f1')
y =X+ ¢ . (2")
y==2x+1 (3")

graphisch dar, so besteht die Losungsmenge des Ungleichungs-
systems (1), (2), (3) aus den Koordinatenpaaren (x;y) aller
derjenigen Punkte, die sowohl oberhalb der Parabel (1') als
auch unterhalb der Geraden (2') und unterhalb der Geraden

(3') liegen. Num hesben (1') und (2') stets die Schnittpunkte
(0;c) und (3;3+c).

Ist ¢ € 1 (Abb.), so liegt der Schnittpunkt (O;c) unterhalb
der Geraden (3'), und daher enthilt auch das oberhalb (1')

und unterhelb (2') gelegene Fldchenstiick Punkte unterhalb
(3'); do h., im Falle ¢ €< 1 ist die Losungsmenge von (1), (2),
(3) nicht leer.

Ist ¢ = 1, so folgt aus (1') und (3'), deB x2 = 0, also x = 0,
y = 1 sein muB. Ist c > 1, sc folgt aus (1') und (3') der Wi-
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derspruch x2 =1 -=c¢ < 0. Also haben (1') und (3') im Fall

¢ &1 hichstens den Punkt (0;c) gemeinsam (Abb.). Da die Pa-
rabel (1') von unten konvex ist, also ganz oberhalb jeder
nicht zZur y-Achse parallelen Geraden verlduft, mit der sie
hchstens einen Punkt gemeinsam hat, gibt es gomit keinen
Punkt, der sowohl oberhalb (1') als auch unterhalb (3') lége.
Daher ist im Falle ¢ & 1 die Ldsungsmenge von (1), (2), (3)
leer.

Die gesuchten Zshlen sind folglich alle Zahlen c < 1.

Abb, siehe Tittelbild !
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Einfiilhrung in die lineare Algebra (Il)

Wir haben in einem vorangegangenen Artikel (siehe Wurzel 7/8/81)
einige wesentliche Begriffe und S&tze der "Linearen Algebra" an-
schaulich erléutert. Nunmehr soll versucht werden, die dort ein-
geflihrten Definitionen und Theoreme in exakter mathematischer
Sprache zu besgchreiben.

1. Vektorriume

Betrachtet man die Vektoren (oder Punkte) im R 2 oder ?33, S0

sieht man, dafl die wesentlichen algebraischen Operationen die

Addition von Vektoren und die Multiplikation eines Vektors mit

einer reellen Zahl sind. Im folgenden bezeichnen wir mit K stets

die reellen Zahlen.

Sei V eine Menge, auf der zwei Zuordnungen definiert sind:

(1) Jedem Paar x,y von Elementen aus V (x,ye V) wird ein Ele-
ment x+y € V, die Summe, zugeordnet.

(2) Jedem «e®R und x ¢ V ordnét man ein Element o x (oder
® « x) aus V zu, das skalare Produkt.

Diese beiden Zuordnungen sollen folgende Eigenschaften besitzen:

(1) Pir x,y,z € V gelte (x+y)+z = x+(y+z) (Assoziativgesetz)
Man schreibt dann x+y+z an Stelle von (x+y)+z.
(2) Es gibt ein Element @ € V mit
C+x=x fiir alle x € V.
O nennt man Nullelement (oder neutrales Element).
(3) Zu jedem x ¢ V existiert ein y ¢ V mit x+y = ©.
Man nennt y inverses Element zu x.
(4) x +y =y + x fiir alle x,y € V.

Eine Menge mit einer Zuordnung "+", die die angegebenen Eigen-
schaften besitzt, nennt man kommutative Gruppe.
Man kann leicht zeigen, da8 O eindeutig bestimmt ist, und daB
zu jedem X € V genau ein Element y € Vmit x + y = & existiert.
Man schreibt dann y = -x, falls x+y = O.
(5) Fir «,Bck und x € V gilt

(c+f@ )x= a«x+ [fx
(6) o (x+4y) = ax + «y, xR , x,5e V

(5) und (6) nennt man Distributivgesetze.
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(1) «(px)=(xp)x fir a,pek , x €V
und
(8)1-x=x fir x e V.

Vielleicht ist es nicht klar, daB man 1.x=x fordern muB. Definiert
man aber z. B. «e X = O filr alle x e V und a2€¢ R | g0 sind al-
le anderen Eigenschaften erfiillt, aber (8) natiirlich i. a. nicht.
Eine Menge V mit zwei wie oben angegebenen Zuordnungen, die

(1) - (8) erfiillen, nennt man Vektorraum (iiber den reellen Zah~-
len). Man kann sich leicht ilberlegen, da8 alle Eigenschaften

auch fiir komplexe Zahlen sinnvoll bleiben.

Vir wollen nun einige leichte Folgerungen aus den Eigenécha.ften
herleiten.
1. FUr  Xogeeey %, €R wmd x 00001 € 7 i8¢

KX, teeoet+ X _x unabhdngig von der Reihenfolge der Summa=

1 nn
tion. Man schreibt

n
2- Qe x =6 fﬁr X € V.

Dies folgt aus 0 » x = (0+0)x = Ox + Ox, indem men in dieser
Gleichung auf beiden Seiten -0x addiert.

3- & . 3 = 9,
Beweig: e O = o (040) = X0 + « 0. Wieder fihrt eine Ad-
dition mit = a G zu a« €& = 6,

4, (- x )x = a(~x) = = & x, insbesondere gilt (=1)x = =x.

Ehe wir dies beweisen, wollen wir die Formel erléutern:

(= o )x bedeutet, daB - (reelle Zahl) mit x verkniipft wird
o(=x) ist das Element, welches O. und -x (inverses Element zu x)
zugeordnet wird, und schlieBlich ist = &« x das inverse Element
zu & x (in V). _

Beweig: (= X )x + &x = (- X+ & )x = 0ex = O, also ist (- «)x
invers zu & x, d. h. (= @ )x = = & x.

Ebenso folgt aus X (-x) + ¥ x = & (=x4x) = X O = O die Iden-
titdt X (=x) = - x,

Schreibweige: Piir x + (~y) schreibt man x-y, d. h. x-y ist genau
das Element, welches mit y verkniipft x ergibt.
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Beisgiele-
(A) n natiirliche Zahl

R_naiI,I= (f.l,-o-.fn)g ;1s---y FDCR ;

x +ywird als (Fy + 745000, §, +7,) flirx = (f.l,...,fn)
und y = (?1,..., ?n) definiert

2+ x sei (x f".l,...,a; g’n).

Man iiberpriift nun unmittelbar, daB diese beiden Zuordnungen
den Axiomen (1) - (8) genilgen. Insbesondere ist & = (0,...,0),
der sogenannte Nullvektor, das Nullelement.

(B) Sei M eine beliebige nichtleere Menge und
Vy ={f; £ Abbildung von M in R / .
Dann definiert man die Funktionen f + g und « f fiir
£,8 € Vy und x& R durch die Vorschriften:
f+g:m —- f(m) + g(m) (Addition in R )
f :m—w x ¢ £(m) (Multiplikation in R ),
m e M.
Auch hier ist der Nachweis der Eigenschaften unmittelbar zu
filhren. Die Nullfunktion € ist durch 6(m) = O fiir alle m € M

definiert.

= ¥ H = x n
(c) By { Polynome p; p(t) = R ?+ 1t eeod a7,
% s CX,.],-..,Q/,né?R_}‘

(p+q) (t) ist p(t)+q(t)=(x + g )+( ¥+ /31)t+...+( x+ /J’n)tn
und (xp)(t) = 2 +p(t) = (x ay) + (xoa )t ..+(x ann)tn

e(t) = 0, te‘ﬁ\) ’ d.. h,u 5(0 = Q‘T Do ee= Qn = 0-

AbschlieBend noch ein etwas schwerer zu verstehendes Beispiel,
das aber in der Mathematik (besonders in der Funktionalanalysis)
hdufig verwendet wird.

(D) Wir betrachten alle Folgen .521, 52,... reeller Zahlen mit

lim fn = 0. Mit x = (§,, {ps---) bezeichnen wir solch
n-—-— :
eine Folge. Man definiert dann

Co ={x; x=( _?1,7?2,"')’ lim .'?n = OZ -
_ n - oo
Das Besondere igt, daf die Elemente Folgen sind. x + y wird

als (.;1""?1"--)9 y = (?1’ ?’29000) und £ x = (&t g‘l’ l§;2!'0.)
definiert.
Beim Nachweis der Eigenschaften muB man sich zuerst iiberlegen,
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daB dies Zuordnungen nach , sind, d. h. aus x.y € o folgt
X+y € o und x x € Coe Das gilt aber, da die Summe zweier Null-
folgen wieder eine Nullfolge ist, ebenso flir &« x.

Bemerkung: Wilrde man z. B. diejenigen Folgen untersuchen, die
gegen 1 konvergieren, so wlirde die Summe nicht mehr zum Raum ge-
horen, da ja diese Summe gegen 2 konvergiert. Damit ist diese
Menge kein Véktorraum.

2. Unterrdume

Sei nun U eine Teilmenge des Vektorraumes V (U £ V). Verkniipft
man zwei Elemente X,y € U, so wird i. a. x+y nicht mehr zu U ge-
horen, sondern nur zu V. Beispielsweise sei U S R 2 duren
Us={x ¢ R®, £, =1 definiert. Dann gilt fir x,y € U,

daB x+y = (2,...), d. h. x+y ¢ U.

Hat aber U die Eigenschaft, dafl aus x,y € U stets x4y € U und
xx € U filr xe®R folgt, so nennt man U einen Unterraum von V.

Satz=z 1: Sei U ein Unterraum von V. Dann wird U zu einem
Vektorraum, wenn x+y und a« x wie in V definiert
werden.

Beweig: Wir miissen zeigen, daB "+" und "." alle Axiome (als Zu-
ordnungen in U) erfiillen. Zeigen wir z. B. die Existenz von ©
und -x. Wegen -x = (-1)x gehdrt ~x (als Element von V) sogar zu
U. Damit liegt aber auch x=x = & in U, d. h. © € U ist auch das
Nullelement von U.

Mit anderen Worten, -x und © (als Elemente von V) miissen bereits
in U liegen. Alle anderen Eigenschaften sind unmittelbar nachzu-
weisen.

Beispiele: (1) Sei U= R™ aurch U=/ xe¢ R ¢, = ¥ =¢f
definiert. Dann ist U ein Unterraum von 7 .
(2) Ist Xgreees an eine feste Folge reeller Zah-
len, so ist U =£ x eﬁn; f:‘ 4 51 = 0] ein Unterraum.
i=

(3) In einem Vektorraum V sei ein x, ausgewdhlt.
U =2_x; x =ix'xo mit~xé:@} ist dann ein Unterreaum. (U ist
die von x erzeugte Gerade)

(4) U ’trO] ist ein Unterraum.
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Aufgaben: (1) Sind U ={x e RY f.‘ - fn = 0] und
U ={x P Rn; _5’1 Yoot }’n = -1} Unterridume von 'Rn?

(2) Zeigen Sie an einem Beispiel, daB fiir zwei Unter-
réume U,,U, in V die Vereinigung U;vU, =/ xeV, x€U, oder x e Uyf
i. a. kein Unterraum ist. Kann man solche Beispiele auch unter
der zusiitzlichen Annahme U; € U, konstruieren?

3. Lineare Hillle

Ein ganz wesentlicher Begriff ist der der linearen Hiille.

Ist M eine beliebige nichtleere Teilmenge von V (Vektorraum),
80 fragt man nach dem kleinsten Unterraum, der M enth&dlt, oder
dquivalent dazu, nach dem von M aufgespannten Unterraum.
Seien XyseessX, e'v‘. xc V heit Linearkombination von XqseeesrX
Wenn x4j,eeey X existieren, s0 daB

x"::"‘i i
gilt.

i n "
Beispiel: Betrachten wir e; = (0,...,0,3,0,...,0) € R™, so ist
x Linearkombination von e ,...,e , m = n, genau dann, wenn man
£p4q1 =¢++= §, = 0 hat. Im Fall m = n kenn also jedes Element
aus /R~ als Linearkombination von €qseeesly dargestellt werden.

n!

Aufgaben: 1. Man stelle x = (3,0,=-1) als Lineasrkombination von
(1,0,0), (1,1,0) und (1,1,1) dar.

2. Ist x = (1,2,1) Linearkombination von (1,1,0) und
(0,1,=1)?
3. Zeigen Sie, daB die Menge aller lLinearkombinatio-

nen X 8us XgseeesX) € V einen Unterraum von V bildet.

Betrachtet man die Linearkombinationen von X, € V, 80 sind dies
genau diejenigen x € V, die sich als o x
xe R ,

. schreiben lassen,

Bezeichnung: span(x1 - ,:xn) = [xe‘ V, x Linearkombination
von Xis... ,xnf nennt man die lineare Hiille von XyseeesX o

Satz 2: span(x.l,...,xn) ist ein Unterraum von V.
Ist U ein Unterraum von V mit XyseeeryX € U, =0
gilt span(x.l,...,xn) £ U, d. h. span(x1....,xn)
ist der kleinste Unterraum, der Xyseoer X, enthdlt.
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Beweisg: Der erste Teil ist Aufgabe 3. Sind XqseeesX € U und
“1,..., Ctneim n’ so folgt nach den Eigenschaften eines Un-
terraumes auch ;:; x4y Xy U. Damit haben wir gezeigt, dal je-

des Element x aus span(x1,...,x ) auch zu U gehort, d. h.
ﬂpan(x.l goee ,xn) = U.

Sei nun M & V eine beliebige Teilmenge, nicht notwendig end-
lich. Als span(M) bezeichnet man die Menge aller mbglichen Li-
nearkombinationen von Elementen aus M, 4. h. x € span(M), genau
dann, wenn X;,...,X € M (n bel. natiirliche Zahl) und

Kigeoey X € R mit x = & 4 X; existieren. span(M) heiBt
die lineare Hille von M. <=

Beispiel: Sei M £ R > die Menge
¥={x e R, i§51 £1,1 5 $3}  (wirtel)

Dann gilt span(M) = R >, demn
x= £,0,0) + §£,(0,1,0) + f3(o,o,1).

Gilt fiir M € V die Beziehung

span(M) = V,
80 nennt man M erzeugend.
Insbesondere sind XqseeesX) € YV genau dann erzeugend, wenn zu
jedem x € V reelle Zahlen ﬂ/1,..., x mit x = 2:; a4
existieren.
Gibt es in V erzeugende Elemente XyseeesXyy 80 nennt man V
endlichdimensional. Im anderen Fall, d. h. filr alle
XyseeesXy €V, n=1,2,..., gibt es stets ein x € V mit
x ¢ apan(x1,...,xn), heiBt V unendlichdimensional.
Wir wollen uns im weiteren mit endlichdimensionalen Réumen be-
schiaftigen, obwohl in der modernen Mathematik gerade die unend-
lichdimensionalen Rédume von grofem Interesse sind. Bei deren Be-
trachtung treten aber eine Reihe komplizierter Probleme auf,

80 daB wir leider hier nicht weiter darauf eingehen konnen.

|

Beispiele: R und P, sind endlichdimensional wegen.

i{n = span(e1,...,e ) bzw. P, = apan(po,...,pn) mit

Py (t) = tj, 0 £ j S n. Dagegen ist RY fiir unendliche Mengen M
unendllchdlmenslonal
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4. Lineare Unabhidngigkeit und Basen

Seien Xy,..0,x € Vund U = spa.n(x.‘,...,xn) der erzeugte Unter-
raum. Betrachtet man nun z. B. apan(x1,...,xn_1), ‘so wird i. =a.
dieser Unterraum kleiner als U sein, denn wenn

n
X = z:‘ a ¥4 gilt,

go muB i. a. nicht die Darstellung
n-1

1"; Bi=

mit f4,...,/F, 4eR moglich sein.

Man sagt nun, daB x.l,...,xn linear unabhingig sind, wenn f{ir
jedes k, 1 £k € n, stets
spa.n(x1,...,xk_1,xk+1,...,xn) # spa.n(x.l,...,xn)

ist. Anders ausgedriickt, jedes X, ist notwendig flir die Kon-
struktion der linearen Hlille, kein Element kann weggelassen
werden, ohne die Hiille zu verkleinern.

Typisches Beispiel sind e4,...,e, € R 'R 1=k "

Sind XqseeesX, nicht linear unabhéngig, so nennt man sie linear
abhédngig. In diesem Fall existiert ein X, mit

span(x1,...,xn) = span(x1,...,xk_1,xk+1,...,xn). Insbesondere
s8ind XqseeesXy linear abhéngig, falls eins der X das Nullele=-
ment ist.

Satz 3 : Die folgenden Aussagen sind #Hquivalent:
(1) XyseeeyX, € V 8ind linear unabhéngig.

(2) Aus 1; o« ;X5 = O folgt o<,1= a;za...= Qn=0

(3) Zu jedem x € span(x.l,...,xn) aigd die reellen
Zahlen 061,..., X mit x=i}:10(,ixi ein-
deutig bestimmt. "

Beweisg: Wir zeigen zuerst, daB aus (1) stets (3) folgt:
n n
Gilt x = §i=1 ocsX; und x = Eﬁi‘i’ so ist X, = £, zu zeigen.

Dann folgt =
0= E(:’xi— ﬁ i)xi.

Ist nun fiir ein i, aoio £ ﬁ? 17 d. h. -xio- ﬁio # 0, so er-

hdlt man
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-1 n -
- —_— (= )%,
xio “i -ﬂi 1; AR

) 0 i;éio

d. h. xioe sp»sn.n(x.l jaae ,xi°_1 'xio+1 TP ,xn) =

Nun {lberlegt man sich aber einfach, daB hieraus
apan(x1,...,xn) - span(x1,....,xi 10Xy +1,...,xn)
folgt. e €
Das steht aber im Widerspruch zu (1) und damit war unsere Annah-
me 'xi *Pi falsch, d. h. es gilt (3).

Aus (3) folgt (2). Wegen © = ;ﬁl iv P =fp =eee= O =

n
folgt fiir © = 5;{ jX; aus (3) sofort a _/)1, d. h.. xy =0,

1 A 8
189 8 5,

(2) impliziert (1): Nehmen wir an, (1) widre falsch. Dann gibt
es ein io mit Span(x.l,...,xn) = span(x1,...,xio_1 ,xi +1,-..,xn).

Insbesondere findet man 061,..., q;io—-‘l’ "”Y’i +1,...,Jin mit

X. = X .xX., woraus
1o i i i
o
G = irx‘ix. mit %, = -1 folgt. Das steht
i=1 - lo

aber im Widerspruch zu (2), denn aus (2) wiirde xi = 0 folgen.
0
Bemerkung: In der Literatur ist es iiblich, Eigenschaft (2) aus

Satz 3 als Definition fiir die lineare Unabhiingigkeit zu nehmen.
Wir verwendeten die &quivalente Eigenschaft iiber die lineare
Hiillle, die uns anschaulicher erscheint.

Beispiel: 1. (1,1), (1,-1) sind linear unabhéngig, da aus
%q,01,1) +X,(1,-1) = (2 1t %5 X q=x5) = (0,0),
d. h. .|+Jc2 = 0 und fX. .%2 = 0, sofort
xq =X, = 0 folgt.
2. (141) und (-2,-2) sind linear abhéngig, wegen
(1,1) + 3(=2,-2) = 6

Die Menge {x.],...,xnj £ V heiBt Basis von V, falls XqseeesX,
linear unabhéngig und erzeugend sind. Es lia‘.gt sich nach (3) aus
Satz 3 somit jedes x€V eindeutig als x =15mixi darstellen.
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Die Zahlen ¢¥1,..., ah_nennt man die Koordinaten von x bzgl. der
Basis (11,...,xn). Andert man die Basis, so &ndern sich natfir-
lich auch die Koordinaten.,

Beispiel: 1. (e4s...,e ) ist eine Basis in R B, Fir .
X = (~F1""'.?n) sind in diesem Fall genau.\F1,...,hFh die Ko~
ordinaten von x.
2. (1,1), (1,-1) ist eine Basis in R °.

Jedes x = (.f1,‘§2) 188t sich also eindeutig als
darstellen, d. h. X, +a , - 3—"1 und X, -2, = 5’2.
Eine leichte Rechnung erg%?t f?n

§i*% e ‘ 1-S2
%y = 2 uwnd &, = —5==.
Den folgenden Satz wollen wir ohne Beweis angeben. Er liefert
aber die Moglichkeit, die Dimension eines Vektorraumes zu de=
finieren.

Satz : Sei (x1,...,xn)ev eine Basis und Fqreees¥p €V
linear unabhéngig. Dann gilt
<
mn - Il.

Folgerung: Sind (x4,...,%,) und (y;,...,y,) Basen in V, so gilt
Il = Ne. :

Beweis: Nach Satz 4 folgt m < n. Wendet man nun Satz 4 flir die
Bagis (y1,...,ym) an, 80 ergibt sich n € m, d. h. m = n.

Diese eindeutig bestimmte Zahl der Elemente jeder Basis nennt
man die Dimension von V (dim(V)).

D. h. dim(V) = n, genau dann, wenn eine (jede)Basis in V n Ele=-
mente enthélt.

Beispiele: 1. dim R® = n

2. dim Pn = n+l

3. Sei U =[I€ ’ﬂn; f.‘ = 0] .

Dann gilt dim U = n-1 wegen U = span(e2,...,e b=

Aufgaben- (1) Man zeige, da8 fiir einen Unterraum von V stets
dim(U) £ dim(V) gilt (man verwende Satz 4)!

(2) Beweisen Sie folgende Aussage: Sind U1,U2
Unterrdume mit U,7 U, ={ ¢} , d. h. aus x€U, und xe U, :Eolgt
x =0, so gilt dim(U1+U2) = dim(U1) + din(Ua), wobei



155 Lineare Algebra
T.I1 + Uza{ xeV; x = X, +X,, x1e-U1, xze U2} .

(3) Man bestimme die Koordinaten von x = (f.', 5’2’ §’3)
bzgl. der Basis (1,0,0), (1,1,0), (1,1,1)!

(4) Wie sehen die Koordinaten von x+y bzw. & x bzgl.
(x45¢00,x ) aus, wenn x die Koordinaten & qseeesa, und y die
Koordinaten ﬁ'.l,..., ﬁn hat?

5« AbschlieBSende Bemerkungen

Wir haben einige wesentliche Grundbegriffe der "Linearen Alge=~
bra" eingefiihrt, wie den Vektorraum, die linmeare Hiille, die
lineare Unabhéngigkeit und den Begriff der Basis. Dies sind die
Fundamente der "Linearen Algebra™, auf denen die weitere Theorie
aufbaut. Sollte Interesse an weiteren Aussagen bestehen, so
setzen wir gern diese Einfiihtung fort.

Doz. Dr. W. Linde
Bereich Analysis

Es ist eine grofle Stdrkung beim Studieren, wenigstens fiir
mich, alles, was man liest, so deutlich zu fassen, dall man
eigene Anwendungen davon oder gar Zusdtze dazu machen kann.
Man wird am Ende dann geneigt zu glauben, man habe alles
selbst erfinden kdnnen, und so was macht Mut., So wie nichts
mehr abschreckt als Gefiihl von Superioritét im Buch.

Georg Christoph Lichtenberg
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Preisaufgaben
N 49 Innerhalb eines gleichseitigen Dreiecks A ABC befinde
5 8ich ein Punkt P, von dem aus die Senkrechten PD, PE
bzw. PF auf EE, AC bzw. AB gezogen seien. Wie groB ist
PD + PE + PF ,
BD + OB + EF
N 50 Man beweise: Ist die Zahl abc (a, b, ¢ sind die Ziffern
Ga dieser Zahl im Dezimalsystem) durch 37 teilbar, so sind
auch die Zahlen bca und cab durch 37 teilbar.

N 51 Man bestimme den grﬁﬁten gemeinsamen Teiler der Zahlen
11111111 (8 Einsen) und 11 ... 1
100 Einsen
N 52 Wieviel Zusammenstellungen der Zshlen 1,2,...,n gibt es,

bei denen nicht eine Zahl k (k=1,2,...,n) an der k-ten
Stelle steht?

Un ein gegebenes Rechteck mit den Seitenliéngen a und b
sei ein Rechteck mit dem Flécheninhalt m°> zu umschreiben.
Flir welche Werte von m ist die Aufgabe 1lGsbar?

B Tpanemmy MeHBIEe OCHOB&HWE DABHO 2, NpHJIEXAlMe
yrm - mo I35°. Yron MEXZy ZHMAroHalAMH, oOpaleHHHH
K ocHOBaHmW, paBeH I50°, HaliTk miomans Tpamenua .,

Losungsbedingungen:

Die Ldsungen sind - jede LSsung auf einem gesonderten Blatt,
versehen mit Name, Adresse und Klassenstufe des Einsenders -
an uns zu senden. Dabei das Kennwort "WURZEL-Preisaufgaben"
bitte nicht vergessen! Der Ldsungsweg (einschlieBlich Neben-
rechnungen, Konstruktionen, Hilfslinien etec.) muB deutlich
erkennbar sein.
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Ldsungen

Aufgabe N 10

% -1+ % | + 2xyp
4xy = 2yp + 2xp _ | +p
4xv-29p-2xp+p2-pa
(2x-p) (2y=p) = p°
Wenn x und y verschiedene ganze Zahlen sind, kann das
Produkt (2x=p)(2y=-p) nur dann gleich dem Quadrat der
Primzehl p sein, wenn ein PFaktor gleich 1 ist und der
andere gleich p2 ist.
Sel also 2x=p = 1

2y-p = pz-

Dann ist — 2;1

ol

Aufgabe

0 = Mittelpunkt von K

-

Wenn men um einen beliebigen Punkt der Strecke OA einen
Kreis durch A legt, so ist dieser Kreis offensichtlich
stets innerhalb von K,

Fiillen wir also daes Lot aus dem Mittelpunkt der Strecke
AB., Es schneidet entweder OB oder OA im Punkt C., Diesen
Punkt C widhlen wir uns als Mittelpunkt des Kreises durch
A, welcher denn notwendigerweise such durch B geht, da
AC = BC 1st.
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hufgabe

N 13

Wir legen durch den Punkt S eine Gerade e, parallel zu
AB. Weil nach Voraussetzung F,ps = 3 Fypo g1l (Fype
ist der Fldcheninhalt des Dreiecks ABS), ist die HGhe,
die aus S euf die Seite AB gefdllt wird, gleich 3 h,
(wegen FABC = % c - hc). Deshalb wird jede Strecke, die
durch C und einen Punkt der Strecke AB geht, durch die
Gerade e im Verhdltnis 2 : 1 geteilt. Folglich geht die
Gerade e durch den Schwerpunkt des Dreiecks (die Seiten=
halbierenden schneiden sich im Schwerpunkt des Dreiecks
im Verhdltnis 2 : 1). Nun legen wir eine Gerade f durch

S und parallel zu AC. Mit f stellen wir die gleichen

Uberlegungen wie mit e an. Also haben beide Geraden einen

Punkt gemeinsam und dies ist der Schwerpunkt S.

E;;ﬂgabe

N 14

Bezeichnen wir mit M den Schnitt-
punkt der Strecken AE und BF und
mit G den Schnittpunkt der Gera- <
den durch AE mit der Verlédngerung
von DC. H ist der Schnittpunkt der ;
Geraden durch C und M mit der Ver- H ¥+

léngerung von AB.

Die Dreiecke ABE und GDA sind » -
ghnlich (2 Winkel stimmen {iber-

ein), deshalb ist

GD : AD = 3 und GD somit gleich 3a. A D

Wegen dem Parallelensatz gilt
BH : BA=PC: FG =5 : 32 =1: 3.

Daraus folgt, daB BH =-5-3§ = § ist. Somit ist ABE = CRH

und AE und CH stehen also senkrecht aufeinander. Somit .

bildet das Viereck AMCD ein Sehnenviereck und M liegt

somit auf dem Umkreis wvon ABCD.



159 , Losungen

hufgabe N 15 ,
Es gibt 90000 fiinfstellige Zahlen. Da jede dritte von
ihnen durch 3 teilbar ist, gibt es 30000 fiinfstellige
Zahlen, die durch 3 teilbar sind. Wir untersuchen nun,
wieviele von ihnen keine Ziffer 6 enthalten. Bezeichnen
Wir die Ziffern der Reihe nach von links nach rechts mit
a1a2a334a5. Filr 84 kommen auSer O und 6 die restlichen
8 Ziffern in Frage. Fiir 8,583 und a, kommen auBer der 6
die 9 anderen Ziffern in Frage. Damit die Zahl durch 3
teilbar wird, muB nun &g entsprechend gewdhlt werden.
Wenn a1+a2+a3+a4 bei Division durch 3 den Rest O 1l#8t,
S0 kommen fiir ag die Zifferen O, 3 und 9 in Frage, bei
Reat 1 die Ziffern 2, 5 und 8 und bel Rest 2 die Z2if-
fern 1, 4 und 7. Fir ag gibt es also immer 3 Moglichkei=-
ten. Es gibt also 8¢9¢9.9.3 = 17496 fiinfatellige Zahlen,
die durch 3 teilbar sind und keine 6 enthalten. Also
gibt es 12504 fiinfstellige Zahlen, die durch 3 teilbar
sind und mindestens eine 6 enthalten.

Aufgabe N 17 -I
Sei O der Mittelpunkt des Kreises, r sein Radius und
G, Hund J die Mittelpunkte der Seiten ¥A, BC und DE.
AuBerdem sei oL = ¥ GOF = § GOA, @ = 4 HOB = & HOC
und y = 4 JOD = 3 JOE. Es ist nun o + 8 + y = 90°,
well die Winkel AOB, DOC und EOF Innenwinkel gleichgei-
tiger Dreiecke sind. (siehe Tittelbild)
Nehmen wir nun die Seite GH des Dreiecks GHJ heraus und
versuchen wir ihre Linge zu bestimmen.
Nach dem Kosinussatz gilt
GH® = GO2 + HOZ - 2G0 . HO « cos( o + 60° + p ).
Es ist aber auch
GO = r » cos «
HO =r - cos
und wegen o +P + ¥ = 90° auch °L+600+fb = 1500-6.
Deshalb gilt
GH® = r° [coszd + 0032P - 2cos o coalb cos(150°- 1 )J
= r% (cos’d + coszp +c032§ -
- 2cos o cosp cos y cos 150° - 00328 -
- cos & cos B sin y )




Losungen 160
Wir formen jetzt noch den zweiten Teil der Summe um
coszr + cosd cosf sing' = 1-sinr (sinyp -cos & cos )

= 1=-8in \r[cos(d. +p )-cos d cos,b]
= 148in of ainp' gin y .
Wir erhalten jetzt eine Darstellung filr GH, in welcher
man die Winkel of , P ' ¥ gegeneinander vertauachen

kann
2

= r2(cos2d + cos®p + cos [

- 2 cos & cosp cos y cos 150°

= 1 = gin J.ainﬁ siny ).
Wir konnen jetzt die Seiten HJ und JG genauso bestimmen
und erhalten jeweils das gleiche Resultat.

GH
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Musik 162
Eine mathematische Grundlegung der
Musik

Bulers Tentamen novae theoria musicae

Eg ist eine landléufig bekannte Behauptung, daB Musik und Mathe-
matik in enger Beziehung stédnden. Zweiflern wird von naturwis-
senschaftlicher Seite demonstrativ der Violine spielende Albert
Einstein entgegengehalten. Ein umgekehrtes Beispiel, also ein
mathematisch intereasierter Musiker, ist freilich schwerer zu
finden. Gibt es nun Gemeinsamkeiten? Begreifen wir die Mathema-
tik als die Wissenschaft von den Ordnungsstrukturen, so ist sie
moglicherweise fidhig, zur Grundlegung der Musik etwas zu lei-
sten.

Die Anfidnge der Musik sind unbekannt, aber die Urspriinge der
abendléndischen Musik stehen in engem Zusammenhang mit der Mathe=-
matik der Griechen. Theon von Alexandra (um 370) berichtet, daB
Pythagoras (etwa 580 bis etwa 500 v. u. Z.) am Monochord die Ab-
stinde zweier TCne (Intervalle) durch Verhdltnisse ganzer Zahlen
bestimmt habe, nédmlich durch die Verh&#ltnisse der Léngen der
schwingenden Saiten. Entsprechendes ist auch mit den dazu umge-
kehrt proportionalen Schwingungszahlen mdglich (vgl. Abb. 1).

—

Abb. 1

Schwingungen einer einge-
. spannten Saite

K<<

Wir wollen die Weiterentwicklung dieser Ideen durch den Mathe-
matiker Leonhard Euler (1707 - 1783) in den Mittelpunkt unserer
Betrachtungen stellen, wie sie sich vor allem in seinem Buch
"Tentamen novea theoria musicee ex certussimis harmoniae prin-
cipiis dilucide expositae" (Versuch einer neuen Musik aus den
sichersten Grundlagen der Harmonie abgeleitet) von 1739 und in
seinen "Briefen an eine deutsche Prinzessin" von 1768 darstel-
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len. Uber den Tentamen schrieb Euler an seinen Lehrer Johann (I)
Bernoulli (1667 = 1748), daB es sein "Endzweck" sel, die "Musik
als Theil der Mathematik auszufithren" und alles aus richtigen
Griinden ordentlich herzuleiten. Bermoullis Sohn Daniel (1700 -
1782), ein Freund Eulers, lie8 im Geiste des Experimentalphysi-
kers seinen Flligel nach Eulers Manier stimmen.

Beim Erklingen von Ténen zeigt sich ein akustisches Phédnomen
(eine analoge optische Erscheinung gibt es nicht): die Eigenart
eines bestimmten Tones wird in anderen Ttnen wiedererkannt. Die-
se Tone unterscheiden sich dann um eine, zwei, drei, ... Oktaven.
Euler bemerkt dazu:

"Zwei Tone, die gerade eine Oktave verschieden sind, harmonie-
ren 8o schén und gleichen einander so sehr, daB die Musiker
gie mit einerlei Buchstaben bezeichnen."

Wird beispielsweise der Ausgangston mit c bezeichnet, so werden
die in Oktavabsténden folgenden Téne mit ¢!, o2, c° usw. notiert.
Euler hebt gleichzeitig einen weiteren Aspekt des Oktavenphiino-
mens hervor: den Wohlklang (Konsonanz). Ganz im Sinn der pytha-
gordischen Schule duBert er in seinem berilhmten Buch “Briefe an
eine deutsche Prinzessin®™, das ilbrigens eines der erfolgreich-
sten populdrwissenschaftlichen Werke aller Zeiten ist:

"Je einfacher ein (Schwingungs-) Verhidltnis (zweier Téne) ist,
oder durch je kleinere Zahlen es ausgedriickt wird, desto leich=
ter wird ea von unserem Verstand gefaBt, und erweckt in uns ein
gewissesa Geflihl von Vergnligen.™

Das einfachste Schwingungsverhidltnis ist zweifellos der Einklang
(z. B. ¢ : ¢), also das Verhdltnis 1 : 1; ihm folgt der Fall,
"wo der hohe Ton gerade noch einmal 8o viele Schwingungen als
der tiefe hat" (Euler), also das Verhidltnis 1 : 2 (z. B. ¢ : c1,
welches gerade den erwdhnten Oktavabstand charakterisiert). Dex
Ton c2, der zu c1 Oktavabstand hat bzw. mit diesem im Schwin-
gungsverhdltnis 2 : 1 (02 : c1) steht, hat zum Ausgangston ¢
einen doppelten Oktavabstand bzw. das Schwingungsverhdltnis

4 : 1. Die Oktaverweiterungen 01, cz, c3, ... von ¢ fiihren also
auf Verhdltnisse 1 : 2 : 4 : 8 : 16 ... Euler bemerkt hierzu

a. a. O.:

"Allein ein Instrument, welches nur Oktaven, z. B. C, ¢, C',c°,c>,

und sonst keine anderen Tone hdtte, kdnnte wegen seiner gar zu
grofen Einfachheit unmtglich eine angenehme Musik hervorbringen.™
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Migilr

Diese Erkenntnis "zwingt" uns, in das theoretische System der
Schwingungsverhéltnisse noch die Zahl 3 zu nehmen.

Wenn beispielsweise der Ton C (aus der groBen Oktave) eine
Schwingung macht, so wird der Ton gesucht, der in der gleichen
Zeit 3 Schwingungen ausfiihrt. Offenbar’ ist er hoher als ¢ mit
nur 2 Schwingungen, &ber tiefer als c1 mit bereits 4 Schwingun-
gen. Der gesuchte Ton wird mit g bezeichnet, das Intervall von ¢
nach g wird Quinte genannt (vgl. Abb. 2). Durch ein wichtiges
praktisches Beispiel verdeutlicht Buler das Hinschwinden der
Konsonanz von Intervellen, ndmlich durch die wachsende Schwie-
rigkeit beim Stimmen solcher Intervalle. Nach der Oktave (1 : 2)
ldB8t sich die Quinte (2 : 3) am einfachsten stimmen. Die vier
vaiten der Geige sind in Quintschritten gestimmt: g, d1, a1, e2.
Das Schwingungsverhéltnis 3 ¢+ 4 der Tone g und c1 oder g1 und c2

charakterisiert die sogenannte Quarte.

Ck unte gJuars " A
c c g c g c g 03
1 2 3 4 6 8 12 16
Abb., 2

Schwingungsverhdltnisse fiir Quinten und Quarten

Die Zahl 3 vermag aber noch weitere Intervalle zu liefern, wenn
wir ihre Potenzen betrachten. Fangen wir mit 32 = 9 an. Der
durch das Schwingungsverh8ltnis 1 : 9 beziliglich des Grundtones
C bestimmte Ton d2 liegt zwischen c2 und gz, und zwar ist er die
Quinte zu g1 (wvegen des Quintenverhéltnisses 2 : 3 =6 : 9),
vgl. Abb. 3.

- 4 1
DFs 4.3 d 3 dg &g d

| I 1 J N L
C c ¢ Sep timesc3 é"
A 2 3 H € §9 12 41 M 33
2 3 4 6 @ 12 48® 24 336 & &7
Sekurde
Abb. 3

Schwingungsverhédltnisse bei Einbeziehung der
Potenzen von 3, zunidchst fiir 32
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Als neue Intervalle erscheinen die Sekunde und die Septime mit
den Verhdltnissen 8 : 9 bzw. 9 : 16, welche schon zu den Disso-
nanzen gezdhlt werden. Euler untersuchte noch den Fall 33 = 27,
was auf die Tone A, &, &', ... filhrt; als neue Intervalle treten
die kleine Terz (27 : 32) und die groBe Sexte (16 : 27) auf,

vgl. Abb. 4.

g Soxte Wiz
G: q | Pl c% e | _ cﬂ
N T T S
7 2% M6T 7L g 2 3% (4
4 48 36 w 34 168
Abb. 4

Schwingungsverhéltnisse bei Einbeziehung der
Potenzen von 3, hier 33 = 27

Bis zu 3% = 81 ginge die Musik nicht, hebt Buler hervor, und er
féhrt fort "die ilbrigen musikalischen Tdne, die noch fehlen,
werden durch die Zahl 5 eingefilhrt", da die Potenzen von 2 und
3 noch keine abwechslungsreiche Musik hervorbringen. Mit 5 und
52 = 25 wird die Oktave in 12 Téne geteilt, mit denen eine “an~
genehme Musik" (Euler) mdglich sei. Die Tafel (Abb. 5) weist
alle Tdne der ersten Oktave auf, deren Schwingungsverhéiltnisse
durch die einfachen Zahlen 2, 3 und 5 sowie deren Potenzen be-
schrieben werden und findet sich in den genannten "Briefen".
Die anderen Oktaven, die eingestrichene, die zweigestrichene
usw. folgen hieraus durch Multiplikation mit einer passenden

Zweierpotenz.

Die Differenz der Tdne ist nicht gleich, sondern wie es die

"wahre Harmpnie" erfordert:

'Aber da die Ungleichheit nicht betréchtlich ist, so nimmt man ge-

meiniglich alle Unterschiede fiir gleich an, und nennt den {iber-

%ang von einem jeden Ton zu dem néchstfolgenden ein Semitonium
Halbton) ... Verschiedene Musiker machen sie auch wirklich alle

gleich, wiewohl dies den Grundsétzen der Harmonie zuwider ist,
enn auf diese Art wird keine Quinte, keine Terzie richtig."
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Ton Schwingungszahl Differenz der Schwingungszahlen
¢ 384 = 27.3 -

Cs 400 = 24.52 16 (= 400 - 384)
D 432 = 24.33 32

Ds 450 = 2-3°.5% 18

E 480 = 2°.3.5 30

P 512 = 2° 32

Fs 540 = 2°.33.5 28

G 576 = 26.32 36

Gs 600 = 23.3.5° 24

A 640 = 2.5 40

B 675 = 3°.5° 35

H 720 = 2%.32.5 45

c 768 = 253 48

Abb. 5

Verhidltnisse der Tone, die durch die einfachen Zahlen
2, 3 und 5 sowie der Potenzen beschrieben werden
(bezogen auf den Grundton C mit 384 Schwingungen)

Ein Tongeschlecht ist flir Euler die Zusammenfassung aller Ton-
verhdltnisse, die sich aus dem Ausdruck 2%.3P.5% (n natiirliche
Zahl, p und q feste Primzahlen) bilden lassen, z. B. mit p = 3
und q = 1 aus 2n-33-51:

' 3, 3%, 3%, 2, 3%, alesl, 228, 3t

Transponiert man dieses Tonmaterial in die durch das Schwingungs-
verhBltnis 128 : 256 bestimmte Oktave, so liegt die d-Dur Ton-
leiter mit zus#tzlicher kleiner Septime vor, die Euler genus
diatonicum nennt. Die Ausdriicke 22%+32.52 oger 22-3'.53 fihren
auf das genus chromaticum oder enharmonicum. Die Primzahlen

2, 3 und 5 filhren uns auf Verhdlinisse, die eine reine Harmonik
von Dur- und Molldreikléngen ermdglichen, was etwa dem Palestrina-
5til (Palestrina: 1525 bis 1594) entspricht.

Bereits G. W. Leibniz (1646 - 1716) stellte 1712 fest, daB man
in der Musik nur bis 5 zéhle, hdtte man nur mehr Empfindung, so
wire auch die 7 erfaBbar. EBuler schreibt hieriiber:

"Wenn man noch die Zahl 7 einfiihren wollte, so wiirde die Anzahl

der Tone einer Oktave gridBer und die ganze Musik auf einen hihe-
ren Grad der Vollkommenheit gebracht werden,"
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was aber Euler den Musikern selbst ilberlassen will. In den 4QOer
Janren dieses Jahrhunderts unternabm der holldndische Physiker
A. D. Fokker (1887 - 1962) diese Versuche und baute eine Orgel,
die 7 im Tongeschlecht berlicksichtigte. Zu Ehren Eulers wurden
zu desgen 250. Geburtstag auf ihr entsprechende Kompositionen
gespielt. Die Oktave wies 31 TOne auf.

Fast alle Tonerzeuger liefern mit dem sogenannten Grundton auch
eine Reihe von Tonen, die Obertdne, deren Schwingungszahlen gan-
ze Vielfache des gegebenen Grundtones sind, also zu diesem im
Verhédltnis 1 : 2 : 3 : 4 ..., (bzw. einer Auswahl hieraus) ste-
hen, vgl. auch Abb. 1 als Beginn einer Obertonreihe.

J. P. Rameaus (1683 = 1764) theoretisches System aus dem Jahre
1737 geht vom Obertonphénomen aus, bevorzugte aber den dritten
und flinften Oberton (Quinte und Terz zum Grundton, also Drei=-
klénge), der siebente Oberton wurde von Rameau zwar deutlich ge-
hort, im theoretischen System jedoch "unterschlagen". Eulers
System ist, wie bereits gesagt, gegen diese und andere Erweite-
rungen (z. B. durch Einfilhren der 11 und 13)offen und entspricht
einer dem anatomischen Bau des menschlichen Ohres angemessenen
Stimmung, némlich der reinen Stimmung. Auf die Konsonanz sol-
cher Tongeschlechter kommen wir gleich zu sprechen. Die tempe-
rierte Stimmung (A. Werckmeister: 1645 - 1706, Musicalische Tem-
peratur, 1691; J. S. Bach: 1685 - 1750, Kunst der Fuge) bietet
nur noch die Cktave rein und teilt die Oktave in 12 gleiche
Halbtonachritte. Eine Melodie bleibt damit in allen temperier-
ten Tongeschlechtern ungeéindert, da alle Halbtone gleich sind.

Als musikalischer Auflenseiter konnte sich Euler zwar einfacher
iiber die Tradition hinwegsetzen, er fand mit seinen {iberlegun-—
gen aber bel den stilgebundenen Musikern mehr Ablehnung als Zu=-
stimmung, so daB er bis in unsere Zeit die Musikentwicklung

eher behinderte als befruchtete. Eulers moderne wissenschaftli-
che Haltung zeigf sich aber in dem Bemfihen, vage Begriffe wie
"Wohlklang" zu prédzisieren und objektivieren, indem er sie quan-
tifizierte, also meSbar machte. Durchaus in Ubereinstimmung mit
der pythagoréiischen Maxime "Alles ist Zahl". Das geschieht durch
Zuordnung eines gradus suavitatis zu jedem Intervall.
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Wir bemerken zunéchst, daB ein Intervall, das aus zwei Inter—
vallen mit den Schwingungsverh#dltnissen a/b und ¢/d (wir schrei-
ben jetzt auch a/b flir a : b und sprechen auch kurz vom Inter-
vell a/b) zusammengesetzt werden kann, das Schwingungsverhdlt-
nis

(a/b)+(c/d) = (ac/vd)
hat. Der Addition von Intervallen entspricht die Multiplikation
zugehdriger Schwingungsverhéltnisse,

Nun zu der Zuteilung des Konsonanzgrades zu den Intervallen.
Euler wihlt als Werte des gradus suavitatis die natiirlichen
Zaehlen. Das einfachste Intervall, der Einklang 1 : 1, erhdlt
natiirlich den Konsonanzgrad 1:

G(1/1) = 1;
der Oktave 1 : 2 wird als néchsteinfachstes Intervall die niche
ste natiirliche Zahl zugeordnet, also

G(1/2) = 2.
Fir Oktaverweiterungen bzw. -verminderungen verfiéhrt Euler nach
der Regel: Wird ein Intervall um eine Oktave erweitert oder ver-
mindert, so soll sich der Konsonanzgred um 1 erhthen bzw. ver-
mindern, je nachdem ob sich das Zahlenverhdltnis verkompliziert
oder vereinfacht. Erweitern wir also die Oktave 1 : 2 um sgich
selbst, so hat die doppelte Oktave das Schwingungsverhidltinis
1/2 » 1/2 = 1/4, und es ist infolge der Komplizierung des
Schwingungsverh#dltnigses

G(1/4) = G(1/2) +1 =2 + 1 =a 3,
entsprechend gilt fiir

G(1/8) = G(1/4) +1 =3 + 1 = 4,

G(1/16)=G(1/8) + 1 =4 +1 = 5,
usw.
Spielen wir ein wenig mit diesen Relationen, so zeigt sich:
G(1/1) =1,
5(1/2) - 2$
G(1/4) = 3 = 6(1/2-1/2) = 2 + 2 = 1 = G(1/2) + G(1/2) - 1,
G(1/8) = 4 =G(1/4-1/2) = 3 + 2 - 1 = G(1/4) + G(1/8) - 1,
G(1/16)=5 = G(1/8+1/2) =2 4 + 2 = 1 = G(1/8) + G(1/2) - 1
= G(1/4°1/4) = 3 + 3 = 1 = G(1/4) + G(1/4) - 1.

Der Konsonanzgrad eines aus zwei Intervallen zusammengesetzten
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Intervalls ergibt aich aus der Summe der Konsonanzgrade der bei-

den Intervalle vermindert um 1. Neben den Festlegungen G(1/1) = 1
und G(1/p) = p fiir alle Primzahlen p definiert Euler den Konso-
nanzgrad durch die Beziehung:

G(1/ab) = G(1/a) + G(1/b) - 1.

Insbesondere folgen

G(1/pn) =np -n =1,

G(1/a) = n1p1+...+nrp -(n +o0o+n )+1,
wenn a die Primzahlzerlegung a = p11... P i hat. Als weiteres
Beispiel berechnen wir den Konsonanzgrad der groBen Terz 4 : 5:
Es ist 4/5 = 1/5 « 4/1 bzw. 1/5 = 4/5 - 1/4 = (4/5 - 1/2) - 1/2,
d. h., das Intervall 1/5 ist die doppelte Oktaverweiterung der
groBen Terz 4 : 5. Mithin ist gem#B unserer Regel

G(1/5) = G(4/5 - 1/2) = 1

=(6(4/5 - 1) = 1) = 6(4/5) - 2(=

(einfachere Schwingungsverhéltnisse durch Oktaverweiterungen)
bzw.

G(4/5) = G(1/5) +2 =5 +2 =1,
Nebenbei ergab sich aus (&) G(2/5) = 6 (vgl. Abb. 6).

Fir die durch die Obertdne mit dem Grundton gebildeten Inter-
valle ergeben sich folgende Konsonsnzgrade:

Oberton n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ...

G(n) 1 2 3 3 5 4 7 4 5 6 sss

Die von Rameau als Dissonanz verworfene Naturseptime 4 : 7 er-
h#lt bei Euler den Konsonanzgrad 9, den auch die Septime 9 : 6
(c = b) hat; der sogenannte Ganzton 8/9 besitzt wie die kleine
Sexte 5 : 8 (Grenze zwischen Konsonanz und Dissonanz bei Rameau,
Euler hat solche qualitativen Unterscheidungen im Kongonanzgrad
nicht) den Grad 8. Eulers Gradberechnung entspricht nicht dem
treditionellen Konsonenz- bzw. Dissonanzbegriff, jedoch wie
Helmholtz (1821 - 1894) ihr bescheinigte, entspricht sie sehr
gut der experimentellen Tonpsychologie.

Klassen gleicher Konsonanzgrade sind z. B.:
n 1 2 3,4 6,8 5,9,12,16 10,18,24,32
G(1/n) 1 2 3 4 5 6

Beziehungen von Eulers liberlegungen in der Musik zur Zahlen-
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theorie sind auffallend, und in der Tat hat BEuler sich in den
Jahren der Entstehung des Tentamen intensiv mit Zahlentheorie
befaBt,

Eulers Lehrer Bernoulli schrieb 1731 aus Basel nach Petersburg
einen Brief, der sich im Gegensatz zu seinen anderen Briefen
fast ausschliefSlich mit einem Thema, der musikalischen Theorie
Eulers, befaBt, die Bernoulli noch gar nicht vollstdndig kannte.
Obzwar Bernoulli den Entwurf insgesamt lobf, zweifelt er letzt-
endlich doch, ob das groflie Publikum in der Lage sei, die Schwin-
gungsverhdltnisse etc. einzusehen, also die "objektive Lieblich-
keit" geistig zu erfassen und nicht nur skustisch zu horen.
Bernoulli beschlieB8t den Brief mit der Hoffnung (vermutlich das
Motiv seiner langen Ausfiihrungen an den ehemaligen Schiiler), daB
Euler sich bald seiner Mechanik zuwenden modge. Das tat dieser
auch, und seine analytische Fassung der Newtonschen Mechanik
wirkte bahnbrechend Jeder Oberschiiler kennt z. B. die Eulersche
Form der Lex II aus Newtons Principia (Newton: 1643 -~ 1727):
Kraft = Masse x Beschleunigung,

2
X

oY

K(t,x,x) = m

i

Literatur:

Opera omnia Leonhardi Euleri. Basel

Der Tentamen findet sich in der Serie IIT im Band 1, ein Kommen-
tar dazu in der gleichen Serie im Band 11 von M. Vogel.

H. R. Busch .
Leonhard Fulers Beitrag zur Musiktheorie. Regensburg 1970.
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L. Euler ‘

Briefe an eine deutsche Prinzessin. In der Originalsprache in
den Opera omnia, Serie III Band 11/12. Deutsache {ibersetzungen
1769, 1792 und 1853. Die sehr lesenswerte Reclamausgabe enthalt
die Musiktheorie nicht.

P. H. FuB (Herausgeber)
Correspondance mathématique et physique. St. Pétersbourg 1843.

U. Michels
Atlas zur Musik. Leipzig 1980.

E. Schroder
Mathematik im Reich der Todne. Leipzig 1982,

Dr. Ridiger Thiele
Halle

Liebe Wurzelleser!

Wir m6chten an dieser Stelle darauf aufmerksam machen, daB
Wurzelexemplare fritherer Jahrgénge bei der Redaktion jeder-
zeit nachbestellt werden konnen. Wir bitten darum, daB bei
solchen Bestellungen mindestens 6 gewiinschte Hefte angegeben
werden, damit der Arbeitsaufwand pro Bestellung fiir uns

nicht so hoch wird. Die gewiinschten Wurzeln werden dem
Interessenten - soweit noch vorrédtig - per Nachnahme zugesandt.

Die Redaktion
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Preisauigaben

—_

Man bestimme den grdften und kleinsten Wert, den die
Funktion ¢ (x) = sin'x + cosz im gesamten Definitions-
bereich ennimmt.

6

=

Die 6. Potenz einer natiirlichen Zahl besteht aus genau
den Ziffexrn O, 2, 3, 4, 4, 7, 8, 8, 9. Wie lautet diese
Zahl?

-]
\J
=3

)

Man ldse das Gleichungssystem
(x241) (y%+1) = 10
(x+y) (xy=1) = 3.

=
1
@

Eg seien eine arithmetische Folge {ai} und eine geometri-
sche Folge {b;} (i=1,2,...) mit &, = b, und &, = b, ge-
geben. Aulerdem seien beide Folgen streng monoton wach=-
gsend. Man zeige, daf dann fiir alle n > 2 anf‘bn gilt.

o =

Einem Kreis mit dem Radius R sei ein regelmédfiiges Sechs=
eck einbeschrieben. Unter ausschlieBlicher Verwendung
eines Lineals konstruiere man % mit n=2,3,4,.¢0¢ «

4

KaTeTH NpAMOYyTONBHOTO TPEyTOJBHAKA DABHH B U C.
HauTs z/muHEy OMCCEKTPHCH IPSAMOTO yria.

EinsendeschiuB: 15.3.1982
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Lésungen

Aufgabe N 16
Sei a die Seitenliinge des Sechsecks und seien 2al.1, 2{51
und 2(1 die Winkel an den Ecken A, C und E.

Da die Innenwinkelsumme im Sechseck 720° betrigt und da
nach Voraussetzung die ‘inkelsumme an den Ecken A, C
und E gleich der Winkelsumme an den Ecken B, D und F ist,

gilt
o
2«(.1+2P1+261=3600 bzw.
ABF; BCD und DEF sind glei chschenklige Dreiecke. Deg-
halb gilt

BF = 2a sine,, BD = 2a sinp,, DF = 2a sin r 1.(2)
Die Winkel deg Dreiecks BDF seien o , (‘.p vnd ¢ .
Nech dem J3inussatz gilt '

BF : BD : DF = gsin e : sinP - sin".

Unter Verwendung von (2) ergibt sich

sin-(.1 - sjnP1 - sin‘r1 = sined : gi
¥egen (%) lassen sich die winkel o

np : sinyp (3)
nenwinkel eines Dreiecks auffassen.

Aug (3) und dem Sinussatz folgt, dal dieses Dreieck Hhne
lich dem Dreieck BDPF ist.

Darous ergibt sich

l=i1np=p1!r=‘1‘ (4)
Der Sechseckinnenwinkel an der Ecke D 1liBt sich als fol-
gende Summe schreiben

d.+(9o°-/s1)+(9o°-h)=¢+.z1=2J_1 (4)

Analog léBt sich filir die Winkel an den Ecken B und F zei=
gen, daB sie gleich den Winkelr an den gegeniiberliegen~
den Seiten sind.

2 E
t =

A 2.‘.) D
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Rufgabe N 18
a) Selen A,B und C die Ecken des Dreiecks H1 und A1,

B1 und 01 die Mittelpunkte der Seiten BC, CA und_AB.
Wir erginzen das Dreieck N1 zu einem Parallelogramm
ABCD.
A1E und C1F seien die Strecken, die die Mittelpunkte
gegenilberliegender Parallelogrammseiten verbinden.
Da auch AC10F und A1BB1F Parallelogremme sind, sind
die Seiten des Dreiecks AA1F ebenso lang wie die Sei=
tenhalbierenden des Dreiecks NT'

b) Aus der Abbildung ist ersichtlich, daB die Seiten-
halbierende des Dreiecks AA1F zu den entsprechenden
Seiten des Dreiecks N1 im Verhéltnis % ¢ 1 stehen.
Denn A1B1F0, AB1FC, AB1FE und AB1A1C1 sind Parallelo=-
gramme, deren Diagonalen gich folglich halbieren. Fer-
ner ist le%cht zu sehen, daB B1 Schwerpunkt des Drei=-
ecks AA1F ist. Und da dle Seitenhalbierenden des Drei-
ecks AA1F =N, ebenso lang sind wie die entsprechen=-
den Seiten des Dreiecks NJ, stehen die Iéngen entspre-

/ chender Seiten der Dreiecke N1 und NB im Verhdltnis

1 % . N, und N; sind folglich &hnlich.

A - & D

AN,

l&ufgabe N 19

Aus der Komstruktion folgt, dal die Dreiecke CAC1 und
B1AB einander dhnlich sind. Gleiches gilt fiir die Drei-

ecke CBC1 und A1BA.
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Losungen

'gind, gelten nun folgende

Da die Dreiecke dhnlich

Streckenverhidltnisse:
001 : BB1 = AC1 : AB
CC1:A.A1=C1B:AB c
Daraus erhalten wir
cC cC AC, + C.B 1
1 1 1 1 1

E_I.‘-BF"-:TB ’
also ist

+ = e 1
I, * B, <,

ufgabe

N 20

Wir wollen zeigen, daB x2 + 2px + 2q = O keine rationa-
len Lésungen hat, wenn p und q ungerade ganze Zahlen sind.
1. Wir zeigen, x ist nicht ungerade.
Annahme: x ist ungerade.
Ist x ungerade, so ist auch x2 ungerade.
Da 2px + 2q aber stets gerade ganze Zahlen
sind, kann x° + 2px + 2q nicht gleich Null
sein., Also ist die Annahme falsch.
2. Wir zeigen, x ist nicht gerade.
Annahme: x ist gerade. )
Wenn x gerade ist, so ist 12 + 2px durch 4
teilbar. Da q ungerade ist, ist aber 2q
nicht durch 4 teilbar. Also ist die Annahme
falsch.
3. Wir zeigen, x ist nicht echt gebrochene Zehl.
Annahme: x echt gebrochen.

: Dann ist (x+p) echt-gebrochen und (x+p)2
echt gebrochen. Da p~ - 2q eine ganze Zahl
ist, kenn nicht x° + 2px + 2q gleich Null
sein., Also ist die Annahme falsch.

Da x weder gerade, ungerade, noch echt gebrochene Zahl
sein kann, hat x2 + 2px + 2q = 0 keine rationalen Lo~
sungen.
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G. W. Leibnitz (1646 - 1716, Philosoph, Politiker und
Gelehrter auf fast allen Wissens-
gebieten, besonders in der
Mathematik)

(lber die von ihm wesentlich mit eingefithrte mathema-
tische Symbolik: "Bei den Bezeichnungen ist darauf zu
achten, daR sie fiir das Erfinden bequem sind. Die ist
am meisten der Fall, so oft sie das innere Wesen der
Sache mit llenigem ausdriicken und gleichsam abbilden.
S0 wird ndmlich aus vwunderbare Weise die Denkarbeit
vermindert."
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Ein einfaches Funktionensystem, mit dem stetige Funktionen

ndherungsweise dargestellt werden kénnen

(WALSH-Funktionen)

Die Beschreibung funktioneller Zusammenhinge, y=f(x), durch be-
kannte Funktionen (Potensfunktion, trigonometrische Funktion,

U. a.) spielt in der Naturwissenschaft und in der Mechnik eine
grofé Rolle. Hierbei wird die Tatsache ausgenutzt, daB es mig-
lich ist, eine stetige Funktion, f(x), beliebig genau durch eine
Linearkombination gewisser vorgegebener Funktionen, ¢n(x), dar-
zustellen:

£(x) ~ tao an?n(x), a -reelle Zahlen.
n _

So kann z. B, die Funktion

.% x 0O&£xs% ;—
-2x 2L s, 7
2 T X T X =
‘durch ein Polynom 2. Grades, also eine Linearkombination der
Funktion ?o(x) = x°,
(x) = x!,
?1 2
?2(1) =X ,

niéherungsweise dargestellt werden. Auch eine Darstellung mit
den Funktionen

@ o'(x) = gin x

y.'(x) = gin 5x
liefert eine ganz gute H&herung (Bild).

§ L) ] -'(u‘
L < - {tluh-';"‘l.“'+ %“%
faln) = -F“E‘ (s'»-x- i ‘L‘S‘)
| '
4 1
i
L/ $ ,\—-
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Es gIbt berelts eine reiche Auswahl solcher Funktlonensysteme,

die dem jeweiligen Verwendungszweck zum Teil recht gut angepaBti
sind. Anstelle der exakten Funktion f(x), deren analytischer
Ausdruck zuweilen HuBerst kompliziert ist, rechnet man mit einer
Neherungsfunktion

. (x) =$ (x),
N o & Pn

deren analytischer Ausdruck nur eine Linearkombination der be-
kannten (und méglichst einfachen) Funktionen ¢ (x) ist.

Solche Punktionensysteme { ¢ ,(x)} ; n=0,1,2,...; sind die be-
sten, bel denen man den auftretenden Fehler lf(I)- N(x)l belie=
big klein machen kann. Im allgemeinen ist es dann so, daB die
Anzahl N der Funktionen gréBer wird, je kleiner der Anniherungs-
fehler sein soll.

Wir stellen hier ein Punktionensystem vor, das genug Funktionen
enthdlt, um den bei der Nidherung suftretenden Fehler beliebig
klein machen zu kdnnen, und in dem jede Funktion T‘D(x) nur die
Funktionswerte =1 oder +1 haben soll. Solche Punktionen eignen
sich gut filr das Rechnen auf Rechenautomaten. Man kann mit Hil~
fe dieser Funkitionen stetige Funktionen niherungsweise darstel+
len und dann die weitere Auswertung einem Automaten ilberlassen,
Unsere Funktionen T (x) sollen auf dem Intervall: O € x< 1
definiert sein;

. die beiden einfachsten sind offenbar:

Definition: To(x) = +1 0%x<1
+1 0% xe %
T1(x) = 1 «

T (x) P ——
T.(x) o_ ' R ]
X
A 0

¥e 1 weiB: -1
T (x)  —— ——
o Y& Y2 3/4 1

' Wir finden weitere Funktionen, indem wir die Intervalle, auf
denen eine bereits gefundene Punktion konstant ist, halbieren
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er neuen on a er ersten te dieser Intervalle

den Funktionswert "+1% geben und auf der zweiten HHlfte den Wert
"=1", also zum Beispiel

( +1 Oﬁxc%
1 e )
- = X &
+1 %2:‘-%
L—1 %31‘1

Wir numerieren die so gefundenen Funktionen, indem wir Jeder eine
e=er-Potenz als Nummer geben: (7T o(x) ist hierbei eine Ausnahme).

¥
+13 —nzzi = X & Flei‘l
N - = -
'zk(x)= 21+1 = 2142 * 1 0.1,2,...,2k 1.
=1 oK+ okt

Tst n eine natfirliche Zahl, so kdnnen wir n als eine Summe ver-
sc'hiadene:s' 2-er-Potenzen darstellen:

N(n
é n.k- H nkl {0,1} ’ 2](:1) fne 2H(n)+1_
Diese Darstellung benutzen wir zur Definition der Punktion
"'n(x):

N(n)
fin:l.tiqn- ‘Tn(x) = i‘: T 2k (x) 3 n.kg {0,1} 2N(n) n& dn(n)ﬂ

FMir nka‘l steht im Produkt alao die oben beschriebene Punktion
'Tzk(x)s fUr m, =0 steht die Funktion T (x) = 1.

Im weiteren wollen wir einige Eigenschaften der Funktiionen
"."n(:r.); n=0,1,2,+++; kennenlernen. Wir berechnen als erstes das
Produkt zweier Funktionen unseres Fuanktionensystems:

Tn(x) T(x).

Ohne die Allgemeinheit einzuschrinken sei n & m und

ij 25 m g)mkz g‘-’mkzk

ne {0, me {0,1}; m =0, falls k > N(m).
f(n) bzw. N(m) ist also immer diejenige 2-e¢r-Potenz, die gerade
noch kleiner oder gleich n bzw., m iat.
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Graphische Darstellung von ‘CO bis 1'31

h
Huy 3y
Ale e Sy e
S Sin 3w LTI 0 oy (™
S| 3| Shaf il Blaa | Staa| wiaz | vez| 21 122] 1),] 181y] 201y, 9, | #14

n
hy | sk

X
£l
£

o
=
|
-
o
- N
||
=
H . L Toe &)
=
H N
L
L
L

Schwarzes Intervall Hiq
WeiBes Intervall "nqn

Die einzelnen Funktionen folgen ohne Zwisehem raum
aufeinander., Durch Abdecken der vorangegangemen und der
nachfolgenden Funktion wird die interessierende dsutlich
siehtbar gemacht.



Walsh-Funktionen 182
Setzen wir fiir ¢’ (x) und fiir 7 (x) ihre Produktdarstellung
durch T k(x) ein, erhalten wir.

2

N(m) ll(.n)
T (x) T (x) = 'I"l]'n T Lk (x) T (=)
n n k=0 m k=0 2

N(n)
ST @) T @),
k=0 mk2 nkz
Bei dér Berechnung der einzelnen Faktoren dieses Produktes tre-

ten je nachdem, in welcher Kombination n, und m, vorliegen, 4
verschiedene Fidlle auf, deren Berechnung wir in einer Tabelle

festhalten:

o T (x)e T (x) = T =)

2. T (@) T, (x) =T, (x)
2k

2k
3. 2 k() T (x) = Tk(x)

4. 2k(x)' k(x) “'T (x)
Das Ergebnis der Multiplikation T 2k(x) T 1L,(:l:) ist wie wir

my m, 2

sehen Tl 21L_(:':), wobei @sich lk aus m, und n, nach folgender

Tabelle berechnet:

;“'k o = 1y

0 O == 0
0 1 == 1
1 0 —» 1
1 1 = 0O

Wir erhalten also:

: N(n)
T (x)- T (x) = TS' T (x) = T,(x).
m n k 1
k=0 1,2
Hierbei ist 1 = 1k2 und die Koeffizienten 11: berechnen sich

wie oben angegeben. Wir sehen zugleich, daB die Nummer 1 der Pro-
duktfunktion nicht grtBer sein kann als (2N(n)+1_1)’ egal wie
wir m in dem Bereich O ® m & n wihlen., Wir kdnnen also jeweils
zwel der ZH Punktionen ‘Tn; n=0,...,(2N—1); miteinander multi-
plizieren, ohne die Menge dieser 215T Funktionen zu verlasgen.
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Beispiel:

e o
13(::) ! 5(:)

N(n)=2; m = 3 = 1.2° + 1.2} & 0.2 my=1 m=1 m,=0
n=5=12% 4 021 4 1.22 n =1 1,0 n,=1
1=6=02°+ 1.2" + 1-22 1 =o 181 1y=1

> T3(x) « Tglx) =T g(x)
Etwas mehr rechnerischen Aufwand erfordert der Nachweis, daB8 gilt.

falls n = 0
‘sz (x)dx = .{

falls n> 0O ,

2

Sei O0¢ n = é nkzk, n & {0,1} : 2H(n) £nt (2N(n)+1_1).
- N(n)
-
Dann ist T (z) = ;I'i;o Tnkzk (x).
Die Funktionen T 2k(x) 8ind fiir kK €« N(n) auf den Intervallen
Ty

1+1 (n) 2
a7y ° ;s 1=0,1,2,400 2 ; konstante Funktionen.
[ n ) ] ? ? !
2 Eﬂt n)

Dies iiberlegt man sich unachwer an Hand der Definition der Funk-
tionen T 1{(x) bzw. T (x). Weiter liefert diese Definition,
daB die Ffinktion 7'2N(n)(x) auf diesen Intervallen bis zur

Hdlfte "+1" und von dort bis zum Ende jedes dieser Intervalle
®-1" ist. Wir kdnnen also achreiben?

]‘l’ (x)ax I%P)T (x)ax 0
I = x [y n
5 2 o k=0 nk2k >

N({n)=1
- I (n) (%) ‘l) T p(@ax
o 2N k=0 nk2
1+1

N1 W) L
E f T ¥ ™ an k(")‘“
1

N (n)

1+1

M@y | win)=1 ' ;lni
guz 1 T
3:2:;;;:: o (EﬁTET) 1{- 2N{n)(x)dx

2 n
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AM(m)_1 f5(n)-1 " N (m)+1
== kA [ T

2§®)_y ()1
. 1 1
o . To2e @ | \ eayer (1) + owaper 1)

-

=0.

Ist n=0, so ist wegen 'To(x) =1, 0 £ x£ 1,
}To(x)dx= lax=1-o=1.
(> ,

Wir haben im Verlauf der letzten Rechnung gesehen, daB die
21 21+1
Punktionen T _(x) auf den Intervallen 2THT N+ und

: g, Eﬂ%‘%—% i 1s0,1,0..,28(0).1; konstant sind. Ande-
rerseits besitzt T (x) (dies zeigt die vorletzte Zeile unserer
obigen Rechnung) an den Stellen —g2atl. ; 160,152 ee0 s (2820},
einen Sprung, so daB8 die Liénge d6r Intervalle, auf denen T, ()

konstant ist, nicht lénger sein kann als :

21+1 - 2&1—1}4-1 & 1 .
2th!+1 n)+ ;’tnj
AbschlieBSend wollen wir die Punktion f£(x)=1-x auf dem Intervall
l0,1) niherungsweise durch unsere Funktionen "l'n(.x) darstellen,
Wir haben also in unserer Linearkombination
L. d
fy(x) = g a, T,(x)
die Keoeffizienten &, zu berechnen., Wenn wir uns auf den Stand-

punkt stellen, fiir geniigend groBes N sind ffir uns die Funktio-
men f(x) und 2 _ya T_(x) gleich, so kinnen wir mit den von uns
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nachgewlesenen Eigenschaelten der Funktionmen 7 n(x) eine Formel
flir die Koeffizienten aufschreiben:

Um ein ganz bestimmtes a, zu berechnen, schreiben wir:
(/)
I T dx = ﬁ T T )) ax
.,Z‘ (x) no(x) .z (n. a, T, (x) no(z
é } T, ()T, (x) ax
= b o x
&3 %o g By

= g a, I T, (x) dx,
o .
wobel 1=0 nur, wenn n =n und ansonsten 1% 0 gilt., Wir erhalten

somit fir alle n die Formel:
~
a = ! f(x)t Il(::) dx.

Wir haben in unserem Beispiel die folgenden Integrale zu berech-
nen:

a, = 2(1-::) T,(x) ax

1
P
= o} ln(x)dx- Jx‘Tn(x)d.x

(]
filr n = 0

o.'q_s o=

x'i'n(x)dx flr n>» 0 .

Integrale der Form } x"l'n(x) dx werden berechnet, indem man daw
@

Integral in eine Summe von Integralen iiber die Intervalle, auf
denen Tn(x) konstant ist, umformt und dann diese einzelnen In~
tegrale berechnet. '

Wir geben das Ergebnis an und zeichnen ein Bild:

808

k=0’1,2’.¢l

Y

gonst.

=]

';;I(I) = 'c'zk(x) +% .

n- ®
S

]

o N M=
3
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10 =3+3 7@

f,(z) = £(x) +3 T, ()
Fz(x) = ¥1 (x) + 1—2; '?'4(3:)
T3(x) = Ty(x) + 3 To(x)
;?4(x) = %(x) + -511- 716(1)

Dr. Hans Kretschmer
Bereich Analysis



187 Preisaufgaben

Preisaufgaben

N 61 In einer kbene seiep fiinf Punkte gegeben, von denen keine
drei auf einer Geraden liegen. Man zeige, daB man vier

Punkte davon so auswiéhlen kann, daB diese die Eckpunkte
eines konvexen Vierecks sind.

Es seien n und p natiirliche Zahlen mit n, p & 1. Man zei-
ge, daB dann gilt

1 1 1 1

1 1
n+1 ~ n+p+] < (n+1)2 wae BB <z~ n+p

Durch einen gegebenen Eckpunkt A eines konvexen Vierecks
ABCD ist eine Gerade so zu konstruieren, daB sie den
Fldcheninhalt F des Vierecks halbiert.

Die unendliche Summe 1 + % + 5 + ees + o + ... (n patir-
liche Zahl) wichst iber alle Grenzen. Man zeige, daB da-
gegen die unendliche Summe der Reziproken aller natiirli-
chen Zahlen, die keine Ziffer 9 enthalten, nicht groﬁer
als 28 ist.

Es sei T K HXHE, = 12 und xi>-0 (i=1,2,3,4).
Filr welche Werte der Xy nimmt das Produkt x5-x§-x3-xi
einen maximalen Wert an?

AoxasaTe, uTo ecmE a-1 Zemurcs Ha k™ , TO a’-1 AeETCA
m+4

Ha kK (k@m - neme momoxHTeNEHHe uMcna, & - meloe
ymcno, k #+7 u a+1),

EinsendeschluB: 15. 3. 1982 "
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Lésungen

[knrgabe N _19] (nach Olaf Raeke, Neubrandenburg)

Wegen der geforderten Parallelitit von AA1, BB
g1ilt nach dem Strahlensatz
BC cc AC., CC

1 1 1
73l v ol ™ = 5B, ° (1)
Weiterhin gilt AC, + BC, = AB,

kc1 Bc1

gomit ist IB_+E_=1'

Mit (1) gilt dann

1 und 001

1

und somit

- AE

- Q

— -t Jed
+

[Aufgabe

N 20]

Es ist zu zeigen, daB x2 + 2px + 29 = O (1)

fiir ungerade p und q keine rationale ILdsung x hat.

1. Es gibt keine ungerade ISsung x.
Wenn x ungerade ist, so auch z2, Da (2px + 2q) durch
2 teilbar ist, ist x> + (2px + 2q) nicht gleich Null.

2. Es gibt keine gerade LSsung x.
Wenn x gerade ist, so ist (::2 + 2px) durch 4 teilbar.
Da q ungerade,ist aber 2q nicht durch 4 teilbar und
X keine Ldsung von (1).

3. Es gibt keine echt rationale ILdsung x.
Wir formen (1) um in
(x+4p)2 = p® - 2q.
(p2-2q) ist eine ganze Zahl, x+p ist eine echt ratip-
nale Zahl, wenn x echt rational und p ganz. Es bleipt
zu zeigen, daB das Quadrat einer echt rationalen Zahl
wieder echt rational ist. :

4. Das Quadrat einer echt rationalen Zahl ist wieder
echt rational.
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Ix’isunien

Sei y = % eine echt -rgtionale Zahl mit a,b und
k

a p1 1. *se - pn n .
unkiirzbar, y = g o —— gel die Prim-
m ®

1, .
q1 eve qm

fektorzerlegung von a und b. Es gilt 1 £ Pj filr alle

i und j.
2k1 . 2kn
a Pqg ¢ eee °Py 2
() =—=7 - »7— = ¥ ist dann ebenfalls un«

1, " m
q1 eoe qm
kiirzbar und somit auch eine echt rationale Zahl.

[Aufgabe N 21]

Seien n-1, n, n+1 drei aufeinanderfolgende natiirliche
Zahlen. :

Annahme: Es gilt (n+1)° = no+(n=1)-.

Dann gilt auch

n3+3n2+3n+1=n3+'n3-3n2+3n-1

also 2 = nz(n-6).
n?(n-6) ist nur positiv fiir n > 6.
Pliir n > 6 gilt aber

nz(n-G) > 36> 2,
Somit ist die Annahme falsch.

l Aufgabe

N 22| (nach Uwe Stephan, leipzig)

Sel ¢ die Lédnge der Hypotenuse und a,b die Lidngen der
Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks.

Dann gilt

(1) a2 + b° = ¢2 (Pythagoras)

(2) e¢e>a,c>b, daa>0, b> 0.

Wegen (2) gilt auch ¢™> a™ und ¢®> b® flirm > 0.
Wir setzen jetzt m = n=2 und erhalten

n 2 m 2 2 nm 2an-2_ & bzbn-z

c=.c-c=acm+bc>a. =an+bnq
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lugendobjekt ,,Vorkursvorbereitung”

Die Aufgabenstellung und gleichzeitig das Ziel des Jugendobjek-
tea besteht in der Vorbereitung der zukiinftigen Vorkursstuden-
ten auf ihre Arbeit im Vorkurs. Viele von uns Lehrerstudenten
Mathematik/Physik kennen aus eigener Erfahrung die Probleme und
Schwierigkeiten, die beim Ubergang von der POS zum "0. Studien—
Jahr®, dem Vorkurs Mathematik/Physik éuftreten. Deshalb wollen
wir mit der Griindung dieses Jugendobjektes den Schiilern helfen,
sich gut auf das Studium vorzubereiten und ihnen den tbergang
zum Vorkurs zu erleichtern. Besonders kommt es auf die Verbes-
serung der Rechenfertigkeiten im Pach Mathematik und der Denk-
fihigkeiten im Fach Physik an. Die zukiinftigen Vorkursgstudenten
sollen sich schon rechtzeitig an selbstiéindiges Arbeiten gewsh-
nen, damit dadurch die meist auftretenden Ubergangsschwierig-
keiten von der POS zum Vorkurs vermindert werden ktnnen. Gleiche-
zeitig mollen auch erste Kontakte zwischen zukiinftigen und der-
zeitigen Studenten gekniipft werden.

Die Mitglieder des Jugendobjektes "Vorkursvorbereitung" sind
Studenten des 3. Studienjahres. Jeder dieser Studenten betreut
drei oder vier Schiiler. Er sendet ihnen libungsaufgaben in Mathe-
matik zu, die vom wissenschaftlichen Betreuer des Jugendobjek-
tes, Frédulein Barbara Salzmann (Bereich Theoretische Mathematik),
zusammengestellt werden. Ebenfalls werden den Schiilern Ubungs-
aufgaben in Physik, die von Vertretern des Bereiches Physik-
methodik ausgewihlt werden, zugeschickt. Mit diesen Aufgaben in
Mathematik und Physik, deren Lisung die Schiiler notieren und an
die entsprechenden Studenten des 3. Studienjahres zuriickschicken
sollen, wollen wir nicht etwa die Freizeit der Schiller nehmen
oder den SpaB8 an der Mathematik und Physik verderben, ganz im
Gegenteil! Wir wollen verhindern, daB8 den Schiilern zu Beginn

des Vorkurses die Arbeit iiber den Kopf wichst und wegen vieler
MiBerfolgserlebnisse, die wohl leider nicht ausbleiben, die
Schiller die Lust am Studium erst einmal verlieren. Wir wollen
erreichen, da8 sich die zukiinftigen Vorkursstudenten voll auf
den neuen Stoff konzentrieren kdnnen und ihnen rechnerische
Probleme kaum oder nur wenig zu schaffen machen.
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Die Eitgliader des Jugendobjektes korrigieren die eingegangenen
Losungen der drei oder vier Schiiler und schicken diese mit den
neuen Aufgaben an die Schiller zuriick. Sie registrieren die lei-
stungen, um somit ein Grundlagemmateriel fiir die Vorkurslehrer
zu schaffen.

Eine weitere Aufgabe der Mitglieder des Jugendobjektes ist es,
auf persgstnliche Fregen und Probleme zu antworten und Hinweise
zum Studienablauf zu geben.

Aus unserer Erfahrung kdnnen wir sagen, da8 die meisten zukiinf-
tigen Vorkursstudenten das Jugendobjekt begriiBen, Viele waren
froh, mit Hilfe der Ubungsaufgaben eine gute Starthilfe fiir den
Vorkurs zu erhalten.

Wir Studenten des 4. Studienjahres hoffen, da8 die jetzigen
Studenten des 3. Studienjahres das Jugendobjekt fortfilhren wer-
den,

4, Studienjahr

Mathematik-Physik-Lehrer

S e I . T s 5 7 TR oSO,
Kathederbliiten des Gothaer Schulprofessors

Johann Georg August Galletti (1750-1828)
zitiert aus Gallettiana:

"Wer iliber diesen Gegenstand etwas nachlesen will,
der findet es in einem Buche, dessen Tittel ich
vergessen habe; es ist aber das 42. Kapitel."

"Es muB gleich 4 Uhr schlagen: denn es hat vor
einer guten halben Stunde 3/4 geschlagen."

"Der Tag hat 365 Stunden, und die Stunde
24 Minuten."



"Ich statulere mit Kant nicht mehr als zwei
Kategorien unseres Denkvermdgens, némlich

Zaum und Reit, - ich wollte sagen Raut und
Zeim."

"Ratten und MHuse bekdmmt man selten zu sehn,
und fast niemals in einer Mausefalle,"
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