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Aus dem Vorwort zur russischen Ausgabe

Das vorliegende Bandchen enthalt eine elementare Darstellung der Theorie der sogenannten
Hyperbelfunktionen, die sich in vielem ahnlich wie die gewohnlichen trigonometrischen Funk-
tionen verhalten.

Auf Hyperbelfunktionen stoBt man bei den verschiedenartigsten physikalischen und techni-
schen Untersuchungen; duBerst wichtig sind sie in der Lobatschewskischen Geometrie, wo sie
in allen Formeln der Dreiecksberechnung vorkommen [siehe etwa A.P. Norden, "Elementare
Einflhrung in die Lobatschewskische Geometrie", Moskau 1953 (Ubersetzung beim Deutschen
Verlag der Wissenschaften in Vorbereitung); der Inhalt des IX. Kapitels dieses Buches stimmt
ungefdhr mit dem dieses Bandchens iberein].

Ganz unabhangig von diesen Anwendungen ist aber die Theorie der Hyperbelfunktionen auch
von groBem Interesse fiir Schiiler und Lehrer der Oberschule; die Analogie zwischen den hy-
perbolischen und den trigonometrischen Funktionen wirft namlich ein neues Licht auf viele
Fragen der Trigonometrie.

Das Bandchen umfasst drei Kapitel. Das erste behandelt die sogenannte hyperbolische Dre-
hung sowie ihre Anwendung auf die Untersuchung der Eigenschaften der Hyperbel und ist auch
an sich von Interesse.

Das wichtigste ist das zweite Kapitel, in dem die Elemente der Theorie der Hyperbelfunktionen
dargelegt werden. Kapitel |l behandelt den Zusammenhang zwischen Hyperbelfunktionen und
Logarithmen (siehe auch Band X dieser Reihe: A. I. Markuschewitsch, "Flacheninhalte und
Logarithmen").

Dem Leser dieses Bandchens sei noch empfohlen: B. N. Delaunay und D. A. Raikow, "Analy-
tische Geometrie"l. Teil, Moskau-Leningrad 1948.

Dort findet sich umfangreiches Material, das sich an die Darlegungen des ersten Kapitels
anschlieBt.

Das Bandchen ist fiir Teilnehmer und Leiter mathematischer Arbeitsgemeinschaften an Schulen
gedacht; es kann aber auch bei der Arbeit an Hochschulen verwendet werden. Im dritten
Kapitel sind die komplizierteren Abschnitte klein gedruckt, sie konnen von Schiilern iibergangen
werden. Im ibrigen wird beim Leser nicht mehr als der Stoff der Oberschule vorausgesetzt.
Der Verfasser dankt |. M. Jaglom aufrichtig fiir seine Mitarbeit und seine Hinweise bei der
Niederschrift dieses Biichleins.

W. G. Scherwatow
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1 Die hyperbolische Drehung

1 Die hyperbolische Drehung

1.1 Streckung in Bezug auf eine Gerade

Bei der Lésung geometrischer Konstruktionsaufgaben wird oft die Streckung in Bezug auf
einen Punkt verwendet (diese Transformation nennt man auch Homothetie oder Ahnlichkeit-
stransformation). Eine Ahnlichkeitstransformation in Bezug auf den Punkt O (das sogenannte
Zentrum der Streckung) mit dem Streckungskoeffizienten k besteht darin dass jeder Punkt
A der Ebene in den Punkt A’ auf dem Strahl OA ibergeht, wobe| =5 =k ist, d.h., es gilt
OA"=k-OA (Abb. 1a,b).

¢ 44 ¢ ik

Abb. 1 a,b

Ist der Streckungsfaktor k kleiner als 1, so ist OA” < 0A (Abb. 1a); man spricht hier gele-
gentlich von einer Stauchung beziiglich des Punktes O. Der Punkt O bleibt bei einer Ahnlich-
keitstransformation mit O als Zentrum fest (ist Fixpunkt der Abbildung).

Jede Figur F' geht bei einer Streckung beziiglich O in eine Figur F” Gber, die zu F' (mit O als
Ahnlichkeitszentrum und & als Ahnlichkeitskoeffizienten) ahnlich ist (Abb. 2).

DR

Ist £ < 1, so wird die Figur kleiner, ist k& > 1, so wird sie groBer. Jede Gerade geht bei der
Streckung beziiglich eines Punktes wieder in eine Gerade iiber (Abb. 3a); parallele Geraden
gehen in parallele Geraden (iber (Abb. 3b). Ebenso geht jeder Kreis bei der Streckung beziiglich
eines Punktes wieder in einen Kreis tiber (Abb. 3c).

- I o

Abb. 3 a,b,c

Abb. 2

Alle Strecken auf der Ebene werden bei der Streckung beziiglich eines Punktes in gleichen
Verhaltnis k verkleinert (oder vergroBert). Die Flacheninhalte aller Figuren werden ebenfalls
im gleichen Verhaltnis k? verkleinert (oder vergroBert).

Sei namlich F' eine ebene Figur, so bedecken wir die Ebene mit einem Netz aus kleinen
Quadraten (Abb. 4).
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Abb. 4




1 Die hyperbolische Drehung

Die Flache F' ist nun angenahert gleich der Anzahl der von der Randkurve eingeschlossenen
Quadrate, multipliziert mit dem Flacheninhalt eines einzelnen Quadrats. Der Fehler ist um so
kleiner, je kleiner die Quadrate des Netzes sind.

Wahlen wir die Quadrate geniigend klein, so lasst sich der Fehler kleiner als eine vorgegebe-
ne (beliebig kleine) Zahl o machen. Bei einer Ahnlichkeitstransformation in Bezug auf einen
Punkt geht das Quadratnetz in ein neues Quadratnetz lber; die Figur F' geht in F’ (ber,
die eben soviel Quadrate des neuen Netzes wie F' vom urspriinglichen Netz einschlieBt (die
Quadrate des neuen Netzes sind kleiner, wenn k& < 1 ist, groBer, wenn k > 1 ist).

Der Flacheninhalt von F” ist anndhernd gleich der Anzahl der iiberdeckten Quadrate, multi-
pliziert mit dem Flacheninhalt eines einzelnen Quadrates.

Nun ist der Flacheninhalt jedes neuen Quadrates gleich dem Flacheninhalt des urspriinglichen,
multipliziert mit k* (da jede Seite des Quadrates mit k multipliziert wird). Der Flacheninhalt
von F" ist somit gleich dem mit k% multiplizierten Flacheninhalt von F.

Abb.5 8 FiF ¢

Als Anwendungsbeispiel fiir eine Ahnlichkeitstransformation in Bezug auf einen Punkt wahlen
wir die folgende Konstruktionsaufgabe:

Man beschreibe einem gegebenen rechtwinkligen Dreieck ABC' ein Rechteck BDEF mit
vorgeschriebenem Seitenverhiltnis ein (Abb. 5).

Wir konstruieren zuerst ein beliebiges Rechteck BD'E’F’ mit gegebenem Seitenverhiltnis so,
dass die Ecken D’ bzw. F” auf den Dreieckseiten AB bzw. BC' liegen.

Wir bezeichnen mit E den Schnittpunkt von BE’ mit AC. Man sieht sofort, dass eine Ahn-
lichkeitstransformation mit dem Zentrum B und dem Ahnlichkeitskoeffizienten k = gg, das
Rechteck BD'E'F’ in das gesuchte Rechteck BDFEF Uberfiihrt. Damit kann man dieses

Rechteck leicht konstruieren [l

In der Geometrie ist es zuweilen zweckmaBig, eine andere Transformation anzuwenden, die
Ahnlichkeitstransformation in Bezug auf eine Gerade.

Eine Streckung in Bezug auf die Gerade o, die sogenannte Achse der Streckung, mit dem
Streckungskoeffizienten k besteht darin, dass jeder Punkt A der Ebene in einen Punkt A’
ubergefiihrt wird, der auf dem senkrecht auf o stehenden Strahl PA liegt. Dabei ist ];—i“/ =k
bzw. PA" = k- PA (Abb. 6a, b).

Ist der Streckungskoeffizient k groBer als 1, so ist PA" > PA (Abb. 6b). Die Punkte der
Geraden o andern bei der Transformation ihre Lage nicht.

!Analog kann man die Aufgabe auch dann Iésen, wenn das Dreieck ABC' nicht rechtwinklig ist; wir wollen
uns aber damit nicht aufhalten.
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Abb. 6.7 2l o =

Bei der Streckung beziiglich einer Geraden geht eine Figur F' in eine Figur F’ lber, die der
Figur F' nicht ahnlich ist (Abb. 7).

Die Streckung beziiglich einer Geraden hat eine Reihe von Eigenschaften, die denen der Stre-
ckung in Bezug auf einen Punkt entsprechen:

a) Bei der Streckung in Bezug auf eine Gerade geht jede Gerade wieder in eine Gerade iiber.

Ist ndmlich die Gerade [ parallel zu o und hat sie von o den Abstand d, so geht sie in eine
Gerade !’ iiber, die ebenfalls zu o parallel ist und von o den Abstand kd hat (Abb. 8a).

%

Abb. 8 a,b ¢

A

Es sei nun [ nicht parallel zu 0. Wir bezeichnen den Schnittpunkt von [ und o mit O (Abb.
8b); dieser Punkt behalt bei der Streckung beziiglich der Geraden o seine Lage bei. Ist A ein
beliebiger von O verschiedener Punkt auf der Geraden [ und A’ der Punkt, in den A bei der
Streckung beziiglich o Ubergeht, so gilt PA' = k- PA.

Nun wahlen wir auf [ einen anderen Punkt B. Ist B’ der Schnittpunkt des von B auf die
Gerade o gefallten Lotes B(Q) mit der durch OA’ gelegten Geraden, so ist %—g = ‘2’5 =k

(dies folgt aus der Ahnlichkeit der Dreiecke OQB und OPA bzw. OQB’ und OPA’), d.h.
QB =k-QB.

Hieraus folgt, dass bei einer Streckung beziiglich o der Punkt B in B’ iibergeht. Da B ein
ganz beliebiger Punkt auf [ war, geht diese Gerade bei der Streckung beziiglich o in die Gerade
OA’ iber (die wir entsprechend mit I’ bezeichnen).

b) Bei der Streckung beziiglich einer Geraden gehen parallele Geraden wieder in parallele Gera-
den lber. Die Geraden [ und m seien einander parallel, haben also keinen gemeinsamen Punkt.
Dann haben auch die Geraden I’ und m/, in die [ und m transformiert werden, keinen gemein-
samen Punkt (einen solchen kdnnte man nur aus einem gemeinsamen Punkt der Geraden [
und m erhalten); d. h., I’ und m/ sind ebenfalls parallel (Abb. 9))

2Sind ¢ und ¢’ die von der Geraden [ bzw. der transformierten Geraden I’ mit der Streckungsachse o
gebildeten Winkel, so liest man aus Abb. 8b leicht die Beziehungen
PA"  k-PA PA

70 =~ PO :kP—O =k-tanyp

tan ¢’ =

ab. Hieraus folgt ebenfalls, dass parallele Geraden, die o unter gleichem Winkel ¢ schneiden, wieder in
parallele Geraden tbergehen (die o nun unter gleichem Winkel ¢’ schneiden).
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Abb.9 77 o

c) Bei der Streckung beziiglich einer Geraden bleiben die Streckenverhaltnisse auf einer Geraden
erhalten.

Es ist namlich £2 = gl,g: nach dem in der Anmerkung zitierten Sat (Abb. 10).

Abb. 10

d) Bei der Streckung beziiglich einer Geraden andern sich die Flacheninhalte aller Figuren in
konstantem Verhaltnis (der Flacheninhalt ist mit dem Streckungsfaktor & zu multiplizieren).

Wir betrachten eine Figur F', die von einem Netz aus kleinen Quadraten (iberdeckt wird. Der
Flacheninhalt von F' ist dann ungefahr gleich der Anzahl der von F’ eingeschlossenen Quadrate,
multipliziert mit dem Flacheninhalt eines Quadrates (Abb. 11).

Hid

Abb. 11

Wir wollen annehmen, dass eine der das Quadratnetz bildenden Geradenscharen parallel zur
Streckungsachse o ist. Bei der Streckung geht das Quadratnetz in ein Netz von einander
gleichen Rechtecken iiber, wobei der Flacheninhalt eines einzelnen Rechtecks jeweils gleich
dem k-fachen Flacheninhalt eines Quadrates ist (eine Quadratseite bleibt namlich ungeandert,
wahrend die Lange der zweiten mit & multipliziert wird).

Die weiteren Uberlegungen unterscheiden sich nicht von dem Beweis, der fiir das entsprechende
Problem bei der Streckung beziiglich eines Punktes gefiihrt wurde. Hier war der Flacheninhalt
jeweils mit k% zu multiplizieren [

Als Beispiel fiir die Streckung beziiglich einer Geraden bringen wir die Lésung der folgenden

3Vgl. die Aufgabe auf 8.3.
*Erster Strahlensatz: Werden die Schenkel eines Winkels von zwei Parallelen geschnitten, so ist das Stre-

ckenverhaltnis auf dem einen Schenkel gleich dem entsprechenden auf dem anderen. - Anm. d. Red. d.
deutschen Ausgabe.
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Konstruktionsaufgabe®}

Es ist einem rechtwinkligen Dreieck ABC' ein Rechteck BFE D mit A vorgegebenem Produkt
seiner Seiten BD - BF = d?, d. h. mit vorgegebenem Flacheninhalt, einzubeschreiben (Abb.
12).

Abb. 12 4 i ¢

Zur Loésung der Aufgabe strecken wir das Dreieck ABC' beziiglich der Seite BC' mit dem
Koeffizienten k = g—i. Dabei geht dieses Dreieck in das gleichschenklige Dreieck A’ BC' iiber,
in dem BA' = k- BA = 5. BA = BC dessen Flacheninhalt gleich kS ist (mit S bezeichnen
wir den Flacheninhalt des Dreiecks ABC').

Das Rechteck BF'E D geht bei dieser Transformation in das Rechteck BF E'D’ lber, dessen
Flacheninhalt wegen der Eigenschaft d) gleich kd? ist. Nun miissen wir dem rechtwinkligen
gleichschenkligen Dreieck A’ BC das Rechteck BF'E'D’ mit dem bekannten Flicheninhalt kd?
einbeschreiben.

Dies ist nicht schwer, denn es ist

Spre'p = Sapcar — (Sarce + Saape)

und folglich
Sarce + Sanp e = Sapca — Sprep = kS — kd®

Nun ist andererseits

1 1 1 1
Sarce + Saapp = iFEIQ + §D,El2 = E(FEIQ + D'E?) = §BE’2
(wir haben hier benutzt, dass das Dreieck A’BC' und folglich die ihm ahnlichen Dreiecke

A'D'E" und E'FC gleichschenklig sind). Somit erhalten wir
1
§BE’2 = kS — kd?

Da wir nun die Lange der Strecke BE’ kennen, konnen wir ohne Schwierigkeit den Punkt £’
finden und damit unverziiglich das dem Dreieck A’BC' einbeschriebene Rechteck BFE'D’
sowie das dem Dreieck ABC' einbeschriebene Rechteck BF E'D konstruieren.

Je nach der GroBe von d hat die Aufgabe zwei Losungen, eine Losung oder iiberhaupt keine
Losung.

Es ist keine geometrische Losung dieser Abb. 13 Aufgabe bekannt, die nicht die Streckung
beziiglich einer Geraden benutzt[f]

®Man vergleiche diese Aufgabe mit der auf 8.3. - Anm. d. Red. d. deutschen Ausgabe.
®Analog kann man die Aufgabe auch dann lésen, wenn das Dreieck ABC' nicht rechtwinklig ist; wir wollen
uns damit aber nicht aufhalten.
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Im Gegensatz zur Streckung beziiglich eines Punktes transformiert die Streckung beziglich
einer Geraden einen Kreis nicht wieder in einen Kreis, sondern in eine Ellipse (Abb. 13).

O

Abb. 13 o

Benutzt man die Eigenschaften a) bis d) der Transformation beziiglich einer Geraden, so kann
man eine Reihe geometrischer Eigenschaften der Ellipse ableiten. Das geht jedoch iiber den
Rahmen dieses Bandchens hinaus.

1.2 Die hyperbolische Drehung

Im folgenden wird die graphische Darstellung der umgekehrten Proportionalitdt eine Rolle
spielen, d.h. eine Kurve, deren Gleichung durch

a
y=— oder Ty =a
x

gegeben ist. Eine solche Kurve nennt man Hyperbel (Abb. 14).

¥

Abb. 14

Der absolute Betrag von y ist um so kleiner, je groBer der absolute Betrag von z ist (und
umgekehrt); gilt also z — oo, so folgt y — 0, und fiir y — oo strebt z — 0.

Das heiBt geometrisch, dass die Hyperbel den Koordinatenachsen beliebig nahe kommt, ohne
sie jemals zu berithren (aus der Gleichung xy = a folgt, dass weder x noch y irgendwann
gleich Null sein kénnen).

Eine Gerade, der sich eine Kurve unbegrenzt nahert, ohne sie jemals zu erreichen, bezeichnet
man als Asymptote dieser Kurve. Die Koordinatenachsen sind somit die Asymptoten der Hy-
perbel. Die Hyperbel hat zwei Aste, die bei a > 0 im ersten (z und y positiv) und dritten (z
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und y beide negativ) Quadranten des Koordinatensystems liegen.

Die Gleichung xzy = a hat eine einfache geometrische Bedeutung. Die Flache des Rechtecks
MQOP, das von den Koordinatenachsen und von den durch irgendeinen Punkt M der Hy-
perbel zu den Koordinatenachsen gezogenen Parallelen gebildet wird (Abb. 14), ist gleich a,
d. h., sie hangt nicht von M ab. Da namlich OP = x und PM = y ist, gilt

SMQOPZOP~PM:CL‘y:a

¥

Abb. 15

Nennen wir das Rechteck M QOP das Koordinatenrechteck des Punktes M, so kann man
sagen, dass diese Hyperbel der geometrische Ort der Punkte ist, die im ersten und dritten
Quadranten des Koordinatensystems liegen und deren Koordinatenrechtecke gleichen Flachen-
inhalt haben.

Die Hyperbel ist zentralsymmetrisch, d. h., sie hat einen Punkt als Symmetriezentrum: Die
beiden Aste der Hyperbel liegen symmetrisch zum Koordinatenursprung O.

Der Beweis dafiir ergibt sich daraus, dass zu O symmetrische Koordinatenrechtecke M QO P
und M'Q’OP’" (Abb. 15) den gleichen Flacheninhalt haben. Die Hyperbel besitzt auch zwei
Symmetrieachsen, und zwar die Winkelhalbierenden aa und bb (Abb. 16), denn es haben die
zu aa symmetrischen Koordinatenrechtecke MQOP und M;Q,0P; gleichen Flacheninhalt.
Ebenso haben die zu bb symmetrischen Koordinatenrechtecke M QO P und M;(Q)20 P; gleichen
Flacheninhalt.

II',-------- O

y

;1I|i

[~

Abb. 16

Das Symmetriezentrum O und die Symmetrieachsen aa und bb nennt man oft einfach Zentrum
und Achsen der Hyperbel. Die Punkte A und B, in denen die Hyperbel die Achse aa schneidet,

10



1 Die hyperbolische Drehung

nennt man die Scheitel der Hyperbel.

Es sei uns nun die Hyperbel zy = a gegeben. Fiihren wir eine Streckung der Ebene beziiglich
der x-Achse mit dem Koeffizienten k aus, so geht dabei die Hyperbel xy = a in die Hyperbel
xy = ak UGber, da die Abszisse x jedes Punktes unverandert bleibt, wahrend die Ordinate in
ky ibergeht (Abb. 17).

Abb. 17 © z

Nun fihren wir noch eine Streckung beziiglich der y-Achse mit dem Koeffizienten % aus.

Hierbei geht die Hyperbel zy = ak in die Hyperbel xy = “k—k = @ uber; bei dieser zweiten
Streckung bleibt die Ordinate y eines beliebigen Punktes erhalten, wahrend die Abszisse in 7
ubergeht. Wir sehen also:

Die aufeinanderfolgende Streckung der Ebene beziiglich der x-Achse mit dem Koeffizienten &
und beziiglich der y-Achse mit dem Koeffizienten % fihrt y die Hyperbel zy = a wieder in

sich selbst uber.

Die aufeinanderfolgende Ausfiithrung dieser beiden Streckungen liefert eine Transformation, die
man als hyperbolische Drehung, bezeichnet.

Der Name "hyperbolische Drehung" hangt damit zusammen, dass bei dieser Transformation
alle Hyperbelpunkte auf der Kurve "entlanggleiten"; in Abb. 17 geht der Punkt M zuerst in
den Punkt M; iber, danach geht M in M’ iiber.

Eine hyperbolische Drehung fiihrt also einen Punkt M einer Hyperbel in den Punkt M’ der
gleichen Hyperbel (iber. Dieser Sachverhalt entspricht der Drehung eines Kreises - die Hyperbel
"dreht" sich.

Die hyperbolische Drehung hat folgende Eigenschaften:

a) Bei einer hyperbolischen Drehung gehen Geraden wieder in Geraden tber [als Folge der
Eigenschaft a) in Abschn. 1].

b) Bei einer hyperbolischen Drehung gehen die Koordinatenachsen (die Asymptoten der Hy-
perbel) in sich selbst iber, denn sie gehen bei jeder der beiden Streckungen, aus denen sich
die hyperbolische Drehung zusammensetzt, in sich selbst tber.

c) Bei einer hyperbolischen Drehung gehen parallele Geraden wieder in parallele Geraden iiber
[als Folge der Eigenschaft b) in Abschn. 1].

d) Bei einer hyperbolischen Drehung bleiben die Streckenverhaltnisse auf einer Geraden erhal-
ten [als Folge der Eigenschaft c) in Abschn. 1].

e) Bei einer hyperbolischen Drehung bleiben die Flacheninhalte von geometrischen Figuren
erhalten, denn bei der ersten Streckung werden die Flacheninhalte aller Figuren mit & multi-
pliziert, wahrend sie bei der zweiten Streckung durch k dividiert werden [siehe Eigenschaft d)
in Abschn. 1J.

11



1 Die hyperbolische Drehung

Es ist sehr wichtig festzustellen, dass man durch eine hyperbolische Drehung jeden Punkt einer
Hyperbel in jeden anderen Hyperbelpunkt tiberfiihren kann. Die erste Streckung fiihrt namlich
den Punkt (z,y) der Hyperbel zy = a in den Punkt (z,yk) der Hyperbel xy = ak tber.

Die zweite Streckung transformiert dann den Punkt (z,yk) der Hyperbel zy = ak in den

Punkt (%,yk:) der urspriinglichen Hyperbel 2y = a (Abb. 17).

Somit haben wir durch die hyperbolische Drehung den Punkt (z,y) in den Punkt (%,yk)
ubergefiihrt. Hieraus folgt, dass man durch eine passende hyperbolische Drehung jeden Punkt
(x,y) einer Hyperbel in einen beliebigen anderen Punkt (xy,7;) der gleichen Hyperbel iiber-

fuhren kann. Dazu braucht man k& nur so zu wahlen, dass z; = % d.h. k= wil ist.

1.3 Einige Eigenschaften der Hyperbel

Unter Verwendung der hyperbolischen Drehung kann man eine Reihe interessanter geometri-
scher Eigenschaften der Hyperbel beweisen. Vorher werden wir jedoch festlegen, was wir Sehne
bzw. Tangente einer Hyperbel nennen wollen.

Eine Gerade, die eine Hyperbel in zwei Punkten schneidet, nennt man Sekante dieser Hyperbel.
Diejenige Strecke auf einer Sekante, deren Endpunkte Hyperbelpunkte sind, bezeichnet man
als Sehne der Hyperbel. Bei einer Hyperbel gibt es zwei Arten von Sekanten (und Sehnen):
Eine Sekante erster Art schneidet nur einen Ast der Hyperbel, wahrend eine Sekante zweiter
Art beide Aste schneidet (Abb. 18a).

ey

Abb. 18 a,b

Wir betrachten eine Sekante erster Art. Unter den Geraden, die dieser Sekante parallel sind,
gibt es solche, die die Hyperbel in zwei Punkten schneiden, und andere, die die Hyperbel
uberhaupt nicht schneiden; schlieBlich existieren zwei Geraden, die mit der Hyperbel je einen
Punkt gemeinsam haben (man bezeichnet sie als Tangenten an die Hyperbeﬂ; Abb. 18b).

Bei einer hyperbolischen Drehung geht die Hyperbelsehne UV in eine neue Sehne U’V (iber,
wobei die Punkte U’ und V"’ auf einem Ast (auf verschiedenen Asten) der Hyperbel liegen,
wenn U und V Punkte eines Astes (verschiedener Aste) sind.

Die Punkte U und V' gehen namlich in die Punkte U’ und V"’ lber, wobei U’ auf demselben
Ast wie U liegt (Abb. 19).

"Man kann die Tangente an eine Hyperbel auch als eine Gerade definieren, die mit der Hyperbel genau einen
Punkt gemeinsam hat und nicht parallel zu einer Asymptote verlauft (jede Gerade, die parallel zu einer
Asymptote verlauft, hat zwar mit der Hyperbel einen Punkt gemeinsam, namlich den Schnittpunkt, ist
aber keine Tangente).

12



1 Die hyperbolische Drehung

Abb. 19 T

Die Tangente an eine Hyperbel in einem Punkt M geht bei einer hyperbolischen Drehung,
die M in M’ berfiihrt, in die Tangente im Punkt M’ Gber (zum Beweis betrachten wir eine
Sehne UV, die parallel zur Tangente im Punkt M verlauft).

Sie geht bei der hyperbolischen Drehung in die Sehne U’'V’ iiber, wahrend eine Gerade, die
parallel zu UV ist und mit der Hyperbel genau den Punkt M gemeinsam hat, in eine Gerade
ibergefiihrt wird, die parallel zu U'V’ verlauft und mit der Hyperbel genau den Punkt M’
gemeinsam hat (Abb. 19).

Wir kommen nun zum Beweis der Satze (iber die Hyperbel.
1. Die von den Asymptoten eingeschlossene Strecke auf einer Hyperbeltangente wird durch
den Beriihrungspunkt halbiert.

Abb. 20 10 L L

Da die Winkelhalbierende aa des von den Koordinatenachsen eingeschlossenen Winkels Sym-
metrieachse der Hyperbel ist (Abb. 20), wird die Strecke KL, auf der durch den Punkt A
gelegten Tangente im Punkt A halbiert: Die Abschnitte AKy und ALq gehen bei einer Spie-
gelung beziiglich der Achse aa ineinander lber.

Es sei nun K L der Abschnitt der Hyperbeltangente durch einen beliebigen anderen Punkt M.
Fiihren wir eine hyperbolische Drehung aus, die M auf A abbildet, so geht die Tangente im
Punkt M in die Tangente im Punkt A iber.

Weiterhin geht die Strecke K L in die Strecke KL, ber [siehe die Eigenschaften a) und b)
in Abschn. 2]. Da aber bei einer hyperbolischen Drehung der Mittelpunkt einer Strecke immer
Mittelpunkt bleibt [siehe Eigenschaft d) in Abschn. 2], ist M auch wieder Mittelpunkt von
KL, was zu beweisen war.

2. Der Flacheninhalt des von den Koordinatenachsen und der Tangente an die Hyperbel xy = a
gebildeten Dreiecks ist fiir alle Tangenten gleich.

Zum Beweis betrachten wir das Dreieck KOL, das von den Koordinatenachsen und der Tan-
gente an die Hyperbel zy = a gebildet wird (Abb. 20). Eine hyperbolische Drehung, die den
Punkt M in den Punkt A Gberfihrt, transformiert das Dreieck KOL in das Dreieck KO Ly,

13



1 Die hyperbolische Drehung

wobei KL, die Tangente an die Hyperbel im Punkt A ist. Hieraus erhalten wir infolge der
Eigenschaft e) in Abschnitt 2

SAKOL = SAKOOLO

d.h., der Flacheninhalt des Dreiecks KOL hangt nicht von der Wahl des Punktes M ab, was
zu beweisen war.

Abb.21 |

Aus den Eigenschaften 1 und 2 folgt: Jeder Zweig der Hyperbel ist der geometrische Ort der
Mittelpunkte aller Strecken, die mit den Schenkeln eines gegebenen rechten Winkels Dreiecke
gleicher Flacheninhalte bilden (Abb. 21).

3. Die Mittelpunkte paralleler Hyperbelsehnen liegen auf einer Geraden, die durch das Zentrum
der Hyperbel geht.

Es sei UV eine Sehne der Hyperbel, S ihr Mittelpunkt, 7" der Schnittpunkt der Geraden OS
mit der Hyperbeff| (Abb. 22a).

7{0 : : a,” ¢
Abb. 22 ab ? -

Wir fiihren eine hyperbolische Drehung aus, indem wir den Punkt 7" in den Scheitelpunkt A
transformieren. Dabei wird die Gerade O in die Hyperbelachse aa transformiert, wahrend die
Sehne UV in die von dieser Achse halbierte Sehne UyV; libergeht.

Das ist aber nur moglich, wenn UyVy L aa ist. Wiirde namlich Uy Vj; nicht senkrecht auf aa ste-
hen, so konnten wir die Lote UyZ und VoW auf die Achse aa fallen. Da aa die Symmetrieachse
der Hyperbel ist, wird Uy Z VW ein gleichschenkliges Trapez mit eben dieser Symmetrieachse
aa.

Nun kann aber die Symmetrieachse eines gleichschenkligen Trapezes die Diagonale nicht hal-
bieren (da VpSy = SoR < SoUy ist; Abb. 22b); wir kommen also zu einem Widerspruch.

8Wir beschranken uns hier darauf, dass UV eine Sehne erster Art ist, d.h., U und P liegen auf einem Ast
(nur mit diesem Fall werden wir uns im weiteren zu beschaftigen haben). Wir iiberlassen es dem Leser,
den Fall zu untersuchen, bei dem U und V auf verschiedenen Asten der Hyperbel liegen.

14



1 Die hyperbolische Drehung

Alle Sehnen, die parallel zu UV verlaufen, gehen in Sehnen iber, die parallel Uyl sind, d.
h. senkrecht auf der Symmetrieachse aa der Hyperbel stehen; die Mittelpunkte aller dieser
Sehnen liegen auf der Achse aa. Hieraus folgt, dass die Mittelpunkte aller Sehnen parallel zu
UV auf der Geraden OT' liegen, was zu beweisen war.

Jede Gerade durch das Zentrum der Hyperbel nennt man Durchmesser der Hyperbel (analog
zum Durchmesser eines Kreises)ﬂ

Der Hyperbeldurchmesser, der alle Sehnen einer Richtung halbiert, heit konjugierter Durch-
messer dieser Sehnen; umgekehrt nennt man die Sehnen Konjugierte des Durchmessers, durch
den sie halbiert werden. Wir konnen also auch von den Radien einer Hyperbel sprechen, wenn
wir darunter die Strecke vom Zentrum bis zum Schnittpunkt eines Hyperbeldurchmessers mit
der Hyperbel verstehen (die Radien einer Hyperbel sind also den Radien eines Kreises entspre-
chend definiert).

Wir bemerken, dass der Kreis eine der Eigenschaft 3. der Hyperbel adhnliche Eigenschaft hat:
Die Mittelpunkte paralleler Sehnen eines Kreises liegen auf einer Geraden, die durch den Kreis-
mittelpunkt geht (nadmlich auf dem Kreisdurchmesser, der senkrecht auf diesen Sehnen steht;

% -
\

4. Geraden, die parallel zu den Asymptoten durch die Endpunkte einer beliebigen Hyperbelsehne
gehen, schneiden sich auf dem konjugierten Durchmesser dieser Sehne.

~L L

Abb. 23

Es sei UV eine Hyperbelsehne, S ihr Mittelpunkt und 7' der Schnittpunkt der Geraden OS
mit der Hyperbel (Abb. 24).

,r
Abb. 24 mg

Wir fiihren eine hyperbolische Drehung durch, die den Punkt 7" in den Scheitelpunkt A lber-
fuhrt; dabei wird UV in die Sehne UyVj, transformiert, die senkrecht auf aa steht [siehe den
Beweis von Eigenschaft 3.].

9n der vorliegenden Broschiire bezeichnen wir nicht eine Strecke, sondern die ganze Gerade als Durchmesser.
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1 Die hyperbolische Drehung

Die Strecken UR und V R, die parallel zu den Asymptoten verlaufen, gehen in die wiederum
den Asymptoten parallelen Strecken Uy Ry und Vo R, Uber [siehe die Eigenschaften b) und c)
in Abschn. 2].

Da aa Symmetrieachse der Hyperbel und Winkelhalbierende des von den Asymptoten gebil-
deten Winkels ist, liegt der Schnittpunkt Ry von UgRy und VoRy auf aa. Hieraus folgt, dass
der Schnittpunkt R von UR und V' R auf dem Durchmesser OT liegt, was zu beweisen war.

Abb. 25 a,b

5. Die an die Hyperbel in den Endpunkten einer Sehne gelegten Tangenten schneiden sich auf
dem konjugierten Durchmesser dieser Sehne (Abb. 25a).

Der Beweis dieses Satzes entspricht vollkommen dem Beweis fiir die 4. Eigenschaft; wir tiber-
lassen ihn dem Leser.

Zu erwahnen ware noch, dass auch der Kreis eine der Eigenschaft 5. entsprechende Eigenschaft
hat: Die in den Endpunkten einer Sehne an einen Kreis gelegten Tangenten schneiden sich auf
dem zu dieser Sehne senkrechten Durchmesser (Abb. 25b).
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2 Die Hyperbelfunktionen

2 Die Hyperbelfunktionen

2.1 Die Mittelpunktsgleichung der Hyperbel

Es seien  und y die Koordinaten eines Hyperbelpunktes M in einem Koordinatensystem,
dessen Achsen die Asymptoten sind. Dann ist xy = a die Hyperbelgleichung (Abb. 26).

Abb. 26

Wir wahlen nun die Hyperbelachsen aa und bb als neue Koordinatenachsen. Die Koordinaten
des Punktes M im neuen Koordinatensystem bezeichnen wir mit X und Y. Wir wollen jetzt
die alten Koordinaten = und y durch X und Y ausdriicken.

Die Projektion des Punktes M auf aa nennen wir N, die Projektionen von M und N auf die
x- bzw. y-Achse nennen wir P, @ bzw. K, L (Abb. 26). Dann gilt

OP =0OK — PK = ON cos45° — NM cos 45°
OQ =OL+ LQ = ON cos45° + NM cos 45°

(die Projektion einer Strecke auf die Gerade, die mit der Strecke einen Winkel von 45° ein-
schlieBt, ist namlich gleich der Lange dieser Strecke, multipliziert mit cos 45°).
Nun ist OP =z, OQ =y, ON = X und NM =Y; wir erhalten alsd™|

x:(X—Y)\f , y:(x+y>*f (2.1)

Wir setzen in die Formel zy = a die fir x und y erhaltenen Ausdriicke ein. Dies ergibt
1
(X2—Y2)§:a oder X?-Y?=2q

die Mittelpunktsgleichung der Hyperbel.

Die Hyperbel
X2 —Y? =
1OFiir den Punkt M; (Abb. 26) erhalten wir
1 =0P, = OK; + K1 P, = ONj cos45° + N1 M cos 45° = Xlg + (—Yl)g
y1 = 0Q1 = OL; + Q1L = ON;y cos45° — Ny M cos 45° = Xlg — (7Y1)§

d.h. dieselben Formeln wie (2.1). Wir iiberlassen es dem Leser, sich davon zu iiberzeugen, dass diese Formeln
auch fir Punkte des zweiten Hyperbelastes gelten, der im dritten Quadranten des alten Koordinatensystems
liegt (eine Tatsache iibrigens, die wir im weiteren nicht benétigen werden).
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2 Die Hyperbelfunktionen

nennt man Einheitshyperbel; ihre Gleichung entspricht der Gleichung des Einheitskreises (des

Kreises mit dem Radius 1)}

X?+Y?=1

Die Gleichung der Einheitshyperbel in dem Koordinatensystem, dessen Achsen gleichzeitig
Asymptoten bilden (die sogenannte Asymptotengleichung), lautet

xYy = =

(es ist ndmlich 2a = 1, also a = ).

1
2

2.2 Definition und wichtigste Eigenschaften der Hyperbelfunktionen

Wir kommen nun zur Theorie der Hyperbelfunktionen (oder auch der hyperbolischen Funktio-
nen), die der Theorie der gewdhnlichen trigonometrischen Funktionen (also der Kreisfunktio-

nen) weitgehend entspricht.

Um die Analogie zwischen Kreis- und Hyperbelfunktionen hervorzuheben, werden wir die fol-
genden Ausfithrungen meist in zwei Spalten gliedern, links stehen die bekannten Tatsachen aus
der Theorie der Kreisfunktionen, rechts werden wir die Theorie der hyperbolischen Funktionen

darstellen.

Abb. 27 a
Wir betrachten den Einheitskreis (Abb. 27a)
X*+Y?*=1

Als Winkel o (im BogenmaB) zwischen den
Radien OA und OM bezeichnet man die
Zahl, die gleich der Lange des Bogens AM
oder gleich dem doppelten Flacheninhalt des
Sektors OAM ist, der von diesen Radien und
dem zugehorigen Kreisbogen berandet wird.

Abb. 27 b

Wir betrachten die Einheitshyperbel (Abb.
27b)
X?2-y?=1

Als hyperbolischen Winkel ¢ zwischen zwei
Radien OA und OM der Hyperbel bezeich-
net man die Zahl, die gleich dem doppelten
Flacheninhalt des von diesen Radien und dem
zugehorigen Hyperbelbogen begrenzten Sek-
tors ist.

Es ist eine wichtige Eigenschaft des Winkels «, dass er sich bei einer Drehung des Sektors

1Es sei M ein Punkt auf der Peripherie des Einheitskreises, dessen Mittelpunkt im Koordinatenursprung
liegt (Abb. 27a); X, Y seien die Koordinaten dieses Punktes. Aus dem Lehrsatz des Pythagoras folgt
OP? + PM? = OM?. Nun ist aber OP = X, PM =Y, OM = 1. Somit gilt fiir die Koordinaten eines
beliebigen Punktes auf der Kreisperipherie X2 +Y?2 = 1.




2 Die Hyperbelfunktionen

AOM um O nicht andert. Ebenso andert sich der hyperbolische Winkel ¢ bei einer hyperboli-
schen Drehung der Figur AOM nicht [siehe Eigenschaft €) in Kapitel |, Abschn. 2].

Wir fallen vom Punkt M der Hyperbel die
Senkrechte M P auf den Durchmesser OA
(d.h. auf die Symmetrieachse der Hyperbel,
die von der Hyperbel im Punkt A geschnit-
ten wird). Im Punkt A legen wir die Tangen-
te an die Hyperbel und verlangern sie bis zum
Schnitt mit dem Durchmesser OM im Punkt
N.

Der Abschnitt PM der Senkrechten ist gleich
dem hyperbolischen Sinus, der Abschnitt O P
des Durchmessers gleich dem hyperbolischen
Kosinus und der Abschnitt AN der Tangente
gleich dem hyperbolischen Tangens des hy-
perbolischen Winkels ¢:

Wir fallen vom Punkt M des Kreises die
Senkrechte M P auf den Durchmesser OA.
Im Punkt A legen wir die Tangente an den
Kreis und verlangern sie bis zum Schnitt mit
dem Durchmesser OM im Punkt V.

Der Abschnitt PM der Senkrechten ist gleich
dem Sinus, der Abschnitt OP des Durchmes-
sers gleich dem Kosinus und der Abschnitt

AN der Tangente gleich dem Tangens des
Winkels a:

PM =sina, OP = cosa, AN = tana PM =sinht,OP = cosht, AN = tanht
EBekanntIich haben die trigonometrischen Winkelfunktionen die Periode 27. Dagegen sind die
Hyperbelfunktionen nicht periodisch.

Der hyperbolische Winkel ¢ variiert zwischen 0 und co. Um dies zu beweisen (d.h. um zu
beweisen, dass die Flache des Hyperbelsektors AOM beliebig groB wird), betrachten wir einen
hyperbolischen Winkel AOM;, dessen GréBe wir mit ¢, bezeichnen.

Wir flihren eine hyperbolische Drehung aus, die A nach M, Gberfiihrt, und nehmen weiter an,
dass dabei M; nach M, My nach Mj, M; nach My gebracht wird, usw. (Abb. 28).

y

Abb. 28 23

Auf Grund der Eigenschaft e) in Kapitel |, Abschnitt 2, sind die Flacheninhalte der Hyperbelsek-
toren OAM;, M1OMy, MsOMs, MsODMy, ... einander gleich, folglich sind die hyperbolischen
Winkel AOM,, AOM,, AOMj3, AOMy, ... entsprechend gleich ¢, 2t;, 3ts3, t4, ... Hieraus
folgt, dass der hyperbolische Winkel beliebig groBe Werte annehmen kann.

Wenn ¢ alle Werte von 0 bis co durchlauft, so strebt sinh ¢ von 0 gegen oo, cosht von 1 gegen
oo und tanht von 0 gegen 1; das folgt aus der Definition der Hyperbelfunktionen (Abb. 27b).

2Im Originaltext werden die hyperbolischen Funktionen mit Gin, €os, Tg gekennzeichnet.
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2 Die Hyperbelfunktionen

Rechnet man analog zu den Kreisfunktionen den Winkel AOM; (Abb. 27b) negativ, setzt ihn
also gleich —t;, wobei t; die doppelte Flache des Sektors AOM, ist, so erhalt man

sinh(—tl) = —M1P1 = —Sinhtl,
—NlA = —tanht1

tanh(—t;)

cosh(—t1) = OP; = coshty,

In Abb. 29 sind die Hyperbelfunktionen graphisch dargestellt. Bemerkt sei noch, dass sinh 0 =
tanh 0 = cosh 0, aber cosh0 = 1 (analog zu sin0 = tan0 = 0 und cos0 = 1).
Wir leiten nun die wichtigsten Beziehungen zwischen den Kreis- und Hyperbelfunktionen her.

Y

Abb. 29

Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke OM P und
ONA (Abb. 27a) folgt 4% = £ Nun ist

A% = tana (wegen OA = 1), also

PM B sin o
OP  cosa

Somit erhalten wir

sin o
tana =

(1)

COS &

Die Koordinaten eines Punktes M auf dem
Kreis sind OP = X, PM =Y.

Die Gleichung des Einheitskreises ist X2 +
Y2 = 1. Folglich gilt

OP?+ PM?* =1
oder
cos’a +sina =1 (1

Dividieren wir beide Seiten der Identitat (Il)
zuerst durch cos?a und dann durch sin? «,
so erhalten wir die beiden Formeln

1
1+tan’a = —— 11
+ tan”® o oo (1)
1
t2 1= \Y;
cot® o + o (V)

Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke OM P und
ONA (Abb. 27b) folgt 4% = £LL. Nun ist
A = tanht (wegen OA = 1, der Punkt A
hat die Ordinate Y = 0, d.h. es ist OA? =

X?2=1+4+Y?%=1), also

PM B sinh ¢
OP  cosht

Somit erhalten wir

cosht ()

Die Koordinaten eines Punktes M auf der Hy-
perbel sind OP = X, PM =Y.

Die Gleichung des Einheitskreises ist X2 —
Y? = 1. Folglich gilt

OP? — PM? =1

oder
cosh?t —sinh?t =1

1)

(
Dividieren wir beide Seiten der Identitat (I1)
zuerst durch cosh®t und dann durch sinh?¢,
so erhalten wir die beiden Formeln

1
1 — tanh?®¢ = 1
o cosh? ¢ (1)

1 1
— 1= — \Y]
tanh? ¢ sinh? ¢ (V)




2 Die Hyperbelfunktionen

2.3 Die Additionstheoreme

Wir leiten jetzt die Additionstheoreme fiir die Kreis- und Hyperbelfunktionen ab.

Eine Drehung um den Punkt O fiihre die Ra-
dien OA und OM eines Kreises (der Winkel
AOM sei gleich «) in die Radien OA’ und
OM'’ tber (Abb. 30a).

Abb. 30a

Die den Sinus und Kosinus des Winkels M O P
darstellenden Strecken PM und OP ge-
hen dabei in die Strecken P'M’ und OF’
uber. Offenbar steht M’ P’ senkrecht auf dem
Durchmesser OA’.

Da PM’' = PM und OP' = OP ist (bei
der Drehung andern sich die Langen der Stre-
cken nicht), haben wir mit sina = PM und

cosa = OP auch
sina = P'M'; cosa=OP.

Eine hyperbolische Drehung fiihre die Radien
OA und OM einer Hyperbel (der hyperboli-
sche Winkel AOM sei gleich t) in die Radien
OA" und OM’ iiber (Abb. 30b).

y

Abb. 30b

Die Strecken PM und OP, d.h. der (hyper-
bolische) Sinus und Kosinus des Winkels ¢,
gehen dabei in die Strecken P’M' und OF’
iiber. Sind M und M’ die zweiten Schnitt-
punkte von M P und M’P’ mit der Hyperbel,
soist M P = PM (da OA die Symmetrieach-
se der Hyperbel ist) und M'P’' = P'M [dies
gilt wegen M P = PM infolge Eigenschaft d)
in Kapitel |, Abschnitt 2]. Mit anderen Wor-
ten:

Die Sehnen MM und M'M’ sind zu den
entsprechenden Durchmessern OP und OF’
konjugiert.

Die Gleichungen sinht¢ = M P und cosht
OP koénnen wir auch in der Form sinht

% und cosht = % schreiben (da OA =1

ist. Es bleibt zu beweisen, dass auch

/ !

inht = ——
sin oA

OP'
OA

cosht =

gilt.

Zum Beweis ziehen wir durch die Punkte M
und M, M’ und M Geraden, die den Asym-
ptoten parallel sind: MR || M'R" || Oy,
MR || M'R' || Ox (Abb. 30b).

Infolge der Eigenschaft 4. in Kapitel |, Ab-
schn. 3, liegen die Punkte R und R’ auf OA
bzw. OA’. Wegen
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2 Die Hyperbelfunktionen

Es sei LZAOM = o, ZMOM' = [ (Abb.
31a). Wir féllen von den Punkten M und M’
die Lote M P und M'(Q) auf OA, von M’ das
Lot M'P" auf OM und von P’ die Lote P'D
auf M’'Q und P'K auf OA. Dann ist

sina = PM, cosa=OP;
sinf3=PM, cosf3=O0OP;
sinfa+ B) =QM, cos(a+ ) =0Q

Die Dreiecke OM P und OP’K sind ahnlich,
denn beide sind rechtwinklig und stimmen
noch in einem weiteren Winkel (iberein.

/MRM = /M'R'M = /yOz = 90°

sind die Dreiecke M RM und M'R'M’ recht-
winklig. Es sind P und P’ die Mittelpunkte
der Hypotenusen dieser Dreiecke.

Sie sind gleichzeitig Mittelpunkte der den
Dreiecken umbeschriebenen Kreise. Folglich

gilt
PM =MP=RP, PM =MP =RP

Wir kénnen also

P
cosht = O—

OA

RP
sinht = —;

OA’

schreiben. Nun ist nach Eigenschaft d) in Ka-
pitel |, Abschn. 2,

RP R'P" OP OF
OA  OA” OA 04
und folglich
. R'P P'M OP’
sinht = o = oA coshh = O

was zu beweisen war.

Wir wollen die hyperbolischen Winkel AOM
und MOM' mit t bzw. u bezeichnen (Abb.
31b). Wir fallen von den Punkten M und A’
die Lote M P und M'Q auf OA.

Durch M’ ziehen wir die zu OM konjugierte
Sehne M'M’ (siehe oben). MM’ schneidet
OM im Punkt P’. Von Punkt P’ fallen wir
die Lote P'D auf M'Q und P'K auf OA.
Wir erhalten

sinht = PM, cosht=OP
/ ! OP/
Sinhu:W, coshu = O

sinh(t +u) = QM', cosh(t +u) = 0Q

Die Dreiecke OM P und OP’K sind ahnlich,
denn beide sind rechtwinklig und stimmen
noch in einem weiteren Winkel Gberein.
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2 Die Hyperbelfunktionen

oo

AR RN

Die Dreiecke OM P und M'P’D sind eben-
falls ahnlich, denn beide sind rechtwinklig,
und uberdies sind die Winkel MOP und
P'M’D als Winkel mit paarweise aufeinander
senkrecht stehenden Schenkeln gleich.

Offenbar ist (Abb. 31a)

sinfa+3)=QM' = KP'+ DM’
cos(a + ) =0Q = OK — DP'

y /
i

A,
o7

;é PK @ X
Abb. 31b
Die Dreiecke OMP und M'P’D sind eben-
falls ahnlich, denn beide sind rechtwinklig,
und es ist ZMOP = ZP'M'D. Es schnei-
det namlich die Gerade M’'R, die parallel zur
Y- Achse verlauft, den Durchmesser, OM im
Punkte R und die X-Achse im Punkt S.
Esist ZQM'S = ZQSM' = 45°. Weiterhin
git /ZPPM'R = ZM'RP’, da PPM' = RP’
ist (siehe oben). Nun ist

=]
[

/MOP = /M'SQ — Z/SRO
— /M'SQ — /M'RP'
LP'M'D = /ZSM'Q — ZRM'P’
folglich gilt ZMOP = /ZP'M'D.
Offenbar ist (Abb. 31b)

sinh(t +u) = QM' = KP'+ DM’
cosh(t + u) = 0Q = OK + P'D

Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke OM P und OP'K folgt

KP  PM OP' OK OP OP’
=——: KP = PM; —=—; OK= OP
OP"  OM’ oM " OP OM’ OM
Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke OM P und M'P’'D folgt
DM’ OP P'M DP"  PM P'M’
=—— DM = OP;, ——=——: DP = PM
PM  OM’ oM " PM OM’ OM
Beriicksichtigen wir
Berlicksichtigen wir
PM =sinht, OP = cosht
PM =sina, OP = cosa P'M ‘ opP’
P OP = sinh u, = coshu
OM = sin f3, OM:cosﬂ oM oM

so erhalten wir schlieBlich

sin(a + ) =sinacos f + cosasinf (V)

cos(a+ ) =cosacosf —sinasing  (VI)

so erhalten wir schlieBlich

sinh(t + u) = sinh t cosh u + cosh ¢ sinh u
(V)

cosh(t + u) = coshtcosh u + sinh ¢ sinh u
(V1)
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Aus den Formeln (V), (VII) und den Formeln
(1), (I1) des vorhergehenden Abschnitts kann
man bereits alle ibrigen Formeln der Trigono-
metrie herleiten. So erhalten wir zum Beispiel
sin(a + )
~ cos(a+ )
sina - cos 5 + cos « - sin 3

tan(a + )

cosa - cos 3 — sin« - sin 8

Teilen wir Zahler und Nenner des rechts ste-
henden Bruches durch cos « - cos (3, so erhal-
ten wir

tan a 4 tan 3
1 —tanatan 8

tan(a + ) = (V1)

Ist 5 = «, so gehen die Formeln (V), (VI)
und (VII) in

sin 2ac = 2sin a - cos « (V)
cos 2a = cos® a — sin® a (IX)
2t
tan 2a = LO; (X)
1 —tan®«

uber.

Aus den Formeln (V) und (VI) finden wir

sina = sin(a + ) cos f — cos(a + () sin 3
cos a = cos(a + f3) cos 5 + sin(a + ) sin
Diese Formeln gehen in
sin(a — ) = sina cos § — cos asin 3
(XI)
cos(a — ) = cosacos f + sin asin
(XI1)
iber, wenn wir in ihnen o + 3 durch « und
« durch o — (3 ersetzen.
Dividieren wir die Formel (XI) durch den Aus-

druck (XII), so erhalten wir

_ tana —tanf
~ l+tanatan

tan(a — ) (XI1I)

Aus den Formeln (V), (VII) und den Formeln
(1), () des vorhergehenden Abschnitts kann
man bereits alle iibrigen Formeln der hyper-
bolischen Trigonometrie herleiten. So erhal-
ten wir zum Beispiel

sinh(t + u)

cosh(t + u)
sinh ¢ - coshu + cost - sinu

tanh(t + u) =

cost-cosu—+sint-sinu

Teilen wir Zahler und Nenner des rechts ste-
henden Bruches durch cosht - coshu, so er-
halten wir

B tanh t 4+ tanh u

tanh(t =
anh(t + u) 1 + tanh ¢ tanh u

)

Ist u = ¢, so gehen die Formeln (V), (VI) und
(VI1) in

sinh 2¢ = 2sinh t - cosht

cosh 2t = cosh? t + sinh? ¢
2tanht
1 + tanh?¢

(Vi)
(1X)

(X)

tanh 2t =

iber.
Aus den Formeln (V) und (VI) finden wir

sinh ¢ = sinh(¢ + u) coshu — cosh(t 4+ u) sinh u
cosht = cosh(t + u) coshu — sinh(¢ + u) sinh u

Diese Formeln gehen in

sinh(t — u) = sinh ¢ cosh u — cosh t sinh
(X1)

cosh(t — u) = cosh t coshu — sinh ¢ sinh u
(XI1)

uber, wenn wir in ihnen ¢ + « durch ¢ und ¢
durch ¢ — u ersetzen.

Dividieren wir die Formel (XI) durch den Aus-
druck (XII), so erhalten wir

tanh¢ — tanh u
1 — tanh ¢t tanh u

tanh(t —u) = (X11)
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2 Die Hyperbelfunktionen

Wir driicken noch sina,cosa und tana
durch den Tangens des halben Winkels aus.
Aus den Formeln (VIII) bis (X) und (I11) folgt

Wir driicken noch sinht,cosht und tanht
durch den (hyperbolischen) Tangens des hal-
ben Winkels aus. Aus den Formeln (VIII) bis
(X) und (1) folgt

. e « sin & « inh & ;
sinoa = 2sin — cos — = 2 2 cos® — inht =2 'hf hEZQSm 2 h2t
9 9 COS % 9 sin sin 5 cos 5 osh % cos 5
« 2tan & t
= 2tan — - = 2 (XIV) t 1 2tanh §
_ 1 2 a = 2tanh — - = XIV
T E 1+ tan® 5 9 coslll2 . 1 — tanh? % (XIV)
o2& 2% :
COS ¥ = COS — sin 5t ..ot
2 2 cosht = cosh” — + sinh” —
2 O sin” 5 1 2 & 2 2 ¢ 2
= cos” o l-——=2)=—F—(—tan 5) th<1+sinh2
Cos” 5 —=a = cosh” — 5%
| an?e 0057 3 2 cosh” 5
— tan b 1 h2£
= XV) 1 9t + tanh® 5
2 a ( = 1+ tanh* =) = ——= (XV
1+ tan”5 71”( 2) 1 —tanh? L (V)
cosh 5 2
und ot & g
a an 5 un
tan — = 2 (XVI) 9 ht
2 1-tan®g fanh £ — 210 (XV1)

2 1—|—tanh2%

Es sei hier noch bemerkt, dass wir zum Beweis der Additionstheoreme fiir die Hyperbelfunk-
tionen nicht die Symmetrieachse OA als Schenkel des hyperbolischen Winkels ¢ zu nehmen
brauchen. Fast genauso wie oben konnen wir die Formeln (V) und (VI) auch dann herleiten,
wenn der Durchmesser O A eine ganz beliebige Lage einnimmt (Abb. 32).

Abb. 32

Die (hyperbolischen) Winkel AOM und MOM’ bezeichnen wir wieder mit ¢ und u; es ist
M P und M'Q konjugiert zu OA, M'P’ konjugiert zu OM und infolgedessen

o PM . OP . PM . OP
sinht = -, cosht = ==, sinhu=—5or,  coshu= o
' QM ~0Q
smh(t—i—u)—m, cosh(t +u) = OA

woraus sich wie oben die Formeln (V) und (VI) ergeben.
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3 Der Zusammenhang mit den Logarithmen

3 Der Zusammenhang mit den Logarithmen

3.1 Die geometrische Theorie der Logarithmen
Wir betrachten die Hyperbel zy = 1 (Abb. 33).

Y

z

7 N
]
Abb. 33 ¢ ' ’ &

Von zwei beliebigen Punkten M und N dieser Hyperbel fallen wir die Lote M P und N(Q auf
die x-Achse. Dabei entsteht ein krummliniges TrapezF_g] PQNM.

Der Flacheninhalt Sponas dieses Trapezes hangt von den Abszissen OP = 1, und OQ) = x5
der Punkte M und N ab (x5 > x1). Diese Abhangigkeit wollen wir jetzt niher untersuchen,
indem wir den Flacheninhalt von PQN M berechnen.

Wir zeigen zuerst, dass die Flache Spgnas nur von dem Quotienten %’ abhangt; d.h., wir
zeigen, dass zwei krummlinige Trapeze PQNM (OP = z1, OQ = x3) und P'Q'N'M’
(OP' = 2!, OQ'" = 7)) gleichen Flacheninhalt haben, wenn

Ty T

ry X

gilt (Abb. 33).

Wir fiihren eine hyperbolische Drehung aus, die M P in M’ P’ Gberfiihrt. Infolge der Eigenschaft
d) aus Kapitel I, Abschn. 2, geht ) in einen Punkt Q lber, fiir den gg, = % ist, d.h., Q
wird in ' transformiert.

Das bedeutet, dass N in N'(Q’ bergeht, d.h., es wird das krummlinige Trapez PQN M in
das krummlinige Trapez P'Q)’N' M’ transformiert. Folglich ist gemaB Eigenschaft €) in Kapitel
|, Abschn. 2, SPQNM = SP/Q’N’M/-

Wir sehen also, dass die Flache Spgnas nur vom Quotienten i—f = 2z abhangt, also eine
Funktion von z ist. Wir bezeichnen diese Funktion mit

x
S(Z) = SPQNM =95 (2>
T1
Offenbar ist S(z) gleich dem Flacheninhalt eines Trapezes, das von der Hyperbel, der Abszis-

senachse und den Geraden 2 = 1 und = = z berandet wird (f = z)

Die Funktion S(z) ist fiir jedes z > 1 definiert. Sie ist monoton wachsend (wenn z; > 2z,

so ist auch S(z1) > S(z2)) und stetig (benachbarten Werten von z entsprechen benachbarte
Werte von S(z)).

Natdrlich ist S(1) = 0 (das Trapez entartet in eine Strecke). Fir geniigend groBe z wird

13Als krummliniges Trapez bezeichnen wir eine Figur, die von zwei Ordinaten (Abszissen), dem von diesen
Ordinaten (Abszissen) begrenzten Abschnitt auf der Abszissen-(Ordinaten-)achse und einem Kurvenstiick
berandet wird.
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3 Der Zusammenhang mit den Logarithmen

S(z) beliebig groB (der Beweis verlauft ganz entsprechend wie der Beweis dafiir, dass der
hyperbolische Winkel beliebig groBer Werte fahig ist).

Hieraus folgt, dass eine Zahl z > 1 existiert, fiir die S(z) = 1 ist. Diese Zahl wird im weiteren
Verlauf noch von Bedeutung sein; wir bezeichnen sie mit e. Es ist somit S(e) = 1 (Abb. 34).

y

Abb. 34 7

Wir suchen jetzt also eine Formel fiir die Funktion S(z). Zunachst zeigen wir, dass fir zwei
Zahlen z; und z,, die groBer als 1 sind,

S(z1) + S(22) = S(z122)
gilt (fiir z; = 1 ist diese Formel offenbar richtig, da S(1) = 0 ist).

y
A
Mo M,
o M "
Abb.35 0 K  RA a T

Es sei S(z1) der Flacheninhalt des krummlinigen Trapezes K PyM; A, wobei OK = 1 und
OP; = z ist (Abb. 35), und S(z3) der Flacheninhalt des krummlinigen Trapezes K P,M>A
(mit OP, = z3) bzw. des ihm flachengleichen krummlinigen Trapezes PLQN M; mit OQ =

. OPy _ 23. OQ __ z1z0 __
212y, (denn es ist 532 = %, op =42 = 23).

Hieraus folgt unmittelbar
S(z1) + S(22) = Skpiaa + Spignm, = Skona = S(2122)
was zu beweisen war.
Mit Hilfe dieser Bezeichnung kénnen wir zeigen, dass fiir jede positive Zahl
S(z%) = aS(z)

gilt. Wir betrachten einige Spezialfille.
Ist &« = n eine ganze Zahl, so erhalten wir

S(") =8(z- 2" =9(2)+S(z"1) = S(2) + S(z-2"?%) =25(2) + S(z"?)
=29(2)+ S(z- 2" =35(2) + S(z"* = ... = (n— 2)S(2) + S(z%)
=(n—2)S(z)+ S(z-2) =nS(2)

Ist a = % wobei m eine ganze Zahl ist, so erhalten wir nach dem eben Gezeigten

()= S[(=%)"] =mS (%), dh. §(=%) = ~5(2)

m
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3 Der Zusammenhang mit den Logarithmen

n

Ist a = * rational, so folgt wieder aus dem Vorigen

S(z7) =5[(zm)"] =ns (=7) = = - 5(2)

m
o _— . m ng "
Ist schlieBlich « irrational, so wird z* als Grenzwert der Zahlenfolge z™1, zm2, ..., 2™k, ...
definiert, wobei die rationalen Briiche 2+, 2 = Ik gegen « streben.
mi1' mao mg

Da wir nun bewiesen haben, dass S (er;11> = T%S(z) o0 S (z:ll;c> = %S(z) ist, erhalten
wir beim Grenzibergang auch hier die gleiche FormeE‘]
S(z%) = aS(z)

Es sei nun z eine beliebige Zahl groBer 1. Dann ist offenbar z = ™7, wobei In z der natiirliche
Logarithmus der Zahl z ist, d.h. der Logarithmus der Zahl z zur Basis e. Da e > 1 und folglich
In z > 0 ist, haben wir,

In

S(z)=2S8 (elnz> =Ilnz-S(e)=Inz
(aus der Definition der Zahl e folgt S(e) = 1). So erhalten wir schlieBlich
S(z) =Inz

Das ist die gesuchte Formel. Aus ihr folgt, dass der Flacheninhalt des von der Hyperbel y = %
von der Abszissenachse und von den Geraden z = x; und © = x5 (23 > x) gebildeten
krummlinigen Trapezes PQN M gleich In 72 ist.

Wir wurden somit durch Flacheninhalte betreffende geometrische Uberlegungen ganz unerwar-
tet auf die Logarithmen gefiihrt.

Dabei ist die Basis des Logarithmensystems gleich einer ganz bestimmten Zahl e. Sie durfte
hier nicht beliebig gewahlt werden, wie das bei der sonst (iblichen Einfiihrung der Logarithmen
der Fall ist. Dieser Umstand erklart, warum die Begriinder der Logarithmen, Neper (auch Na-
pier geschrieben) und Biirgi, unabhéngig voneinander auf Logarithmen zu ein und derselben
Basis e kamen (und nicht zur Basis 10, was doch anscheinend am einfachsten gewesen ware).

Mit dieser "geometrischen" Definition der Logarithmen hangt es zusammen, dass die Loga-
rithmen zur Basis e oft in mathematischen und physikalischen Problemen auftauchen, die auf
den ersten Blick mit der logarithmischen Funktion nichts zu tun haben scheinen.E]

Wir schatzen die Zahl e ab. Der Flacheninhalt S(2) des krummlinigen Trapezes K PM A
(OK =1, OP = 2) ist kleiner als der Flacheninhalt KA - KP =1-1 = 1 des Rechteckes
KPMA (Abb. 34); es ist also S(2) < 1.

Andererseits ist der Flacheninhalt S(3) des krummlinigen Trapezes KQN A (OQ = 3) groBer
als die Flache PM - KQ = 4 -2 = 1 des Trapezes KQNA (AN ist die Tangente an die
Hyperbel im Punkt M), also S(3) > 1. Aus der Ungleichung S(2) < 1 < S(3) folgt™]

2<e<d

Man kann die Zahl ¢ noch genauer abschdtzen. Wir betrachten das krummlinige Trapez
KPMA, wobei OK =1 und OP =1+ 1 ist (Abb. 36).

“Hierbei wird die Stetigkeit der Funktion S(z) benutzt.

5Die Geschichte der Logarithmen behandelt das populdrwissenschaftliche Buch von I. B. Apelson, Die Ent-
stehung der Logarithmen, Moskau-Leningrad 1948. Siehe auch die Broschiire von A.l. Markuschewitsch,
Flacheninhalte und Logarithmen. Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin 1955 (Ubersetzung aus dem
Russischen).

Hierbei wurde beachtet, dass die Funktion S(z) monoton wachst.
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3 Der Zusammenhang mit den Logarithmen

|
J
Abb. 36 ¢ 4K z

Der Flacheninhalt dieses Trapezes ist, wie wir bewiesen haben, gleich In (1 + %) er liegt

zwischen den Flachenlnhalten der Rechtecke KPMA und KPMA, d.h. zwischen KA-KP =

1_1 1 _ 1, n _
1n_nundKP PM = 1+%_n n+1_n+1

Also ist
1 1 1
—>In(l+-) >
n n n+1

1 1\"
1>n1n(1—|—>:1n<1+>
n n

1 1 n+1
1<(n+1)ln<1+> zln(1—|—>
n n

Hieraus erhalten wir

Aus der Ungleichung In (1 + %)n <l<ln (1 + %)nﬂ folgt

1n 1n+1
(1+) <e<<1+)
n n

Diese letzte Ungleichung erlaubt, e mit beliebiger Genauigkeit abzuschatzen. Wir brauchen n
nur genlgend groB zu wahlen.
Setzen wir zum Beispiel n = 100 ein, so erhalten wir

1 100 1 101
2704 < (1+—) <e<(1+—) <2732
’ ( +100) ¢ ( +100> ’

woraus sich e &~ 2, 7 ergibt.

Lasst man n in dem Quotienten (1 + %) : ( %) =1+ % gegen oo gehen, so er man
n n+1

als Grenzwert 1. Zusammen mit der Ungleichung (1 + %) <e< (1 + %) folgt daraus

e = lim (1 + :L)" (3.1)

n—oo

Diese Formel wird oft zur Definition von e benutzt.
Wir fiigen noch hinzu, dass die Formel (3.1) wie folgt verallgemeinert werden kann:

lim <1 + a) _ (3.2)
n—oo n

Der Beweis der Formel (3. 2) unterscheidet sich kaum von der Herleitung der Formel (3.1).
Wir nehmen an, dass OP = 1+ % in Abb. 36 ist (a sei positiv). Dann ist Sxpara = In (1 + %)
und

a

Skprra = KA-KP=1. =
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3 Der Zusammenhang mit den Logarithmen

sowie

a 1 a n a
S —=KP -PM = —. = —. =
KPMA n 1+% n nta n+a
Hieraus folgt
a a a
>1n(1+) >
n n n-+a

Weiter erhalten wir genau wie vorher

a>nln<1+a):ln(1+a>
n n
n+a
a<(n+a)ln(1+a>:ln<1+a)
n n
n n—+a
ln<1+a) <a<1n(1+a>
n n

n n+a
(1+a) <ea<<1+a)
n n

Fir n — oo strebt der Quotient (1 + %)ma : (1 + %)n = (1 + %)a gegen 1. Mit Hilfe der
letzten Ungleichung folgt daraus die Formel (3.2).

d.h.

oder

Ganz analog kann man beweisen, dass Formel (8.2) auch fiir negative a richtig ist. In Abb. 36

sei OQ =1 — =, wobei a > 0 ist. Es liegt dann Sqp 45 = ln% = lné = —1In (1 — %)
zwischen Sgxan =17 =2 und Syeay = 1 - 1_% = —%-; hieraus folgt genau wie oben

lim (1 — a) =e ¢
n—oo n

Wir wollen zum Schluss untersuchen, wie groB der Flacheninhalt des von einer beliebigen

Hyperbel xy = a, der Abszissenachse und den Geraden x = z1, x* = x5 gebildeten Trapezes
PQNM ist (Abb. 37).

Abb. 37 ¢

Wir fiihren eine Ahnlichkeitstransformation mit dem Koordinatenursprung als Zentrum aus,

der Koeffizient sei k = ﬁ Dabei geht die Hyperbel zy = a in die Hyperbel xy = 1 tber (ein
Punkt mit den Koordinaten x, y geht in einen Punkt mit den Koordinaten ﬁx ﬁy uber,
und aus der Kurve xy = a wird zy = 1.)

Das krummlinige Trapez PQN M wird in das krummlinige Trapez P'Q)’N’'M’ transformiert.

Nun ist, wie wir schon wissen
OQ’)

OF

SP’Q’N’M’ = 111 (
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3 Der Zusammenhang mit den Logarithmen

andererseits gilt infolge der Eigenschaften einer Ahnlichkeitstransformation in Bezug auf einen
Punkt . 00 00
o)
Spion = k2S =25 e A
P'Q'N'M PQNM = —OPGNM ; 0P~ 0P =

Hieraus folgt
x

SPQNM =aln <$?>
Speziell folgt, wenn a = loge ~ 0,43, d.h. gleich dem dekadischen Logarithmus der Zahl e
ist,

SPQNM = 10g€ -In (?) = lOg > (1:2)

1 1

(aus den Gleichungen z = e"Z = (10%°&€)n= = J(Qlenz ynd » = 1018 folgt, dass log z =
loge - In z ist). Somit kann der dekadische Logarithmus einer Zahl z als der Flacheninhalt des
von der Hyperbel xy = loge ~ 0,43, der Abszissenachse und den Geraden x =1 und x = 2
gebildeten krummlinigen Trapezes K PM A definiert werden (analog zu Abb. 36, wenn darin
xy = log e statt xy = 1 gezeichnet ware und OK = 1, OP = z gewahlt wiirde).

Dies ist die "geometrische Definition der dekadischen Logarithmen".

3.2 Analytische Ausdriicke fiir die Hyperbelfunktionen

Wir betrachten jetzt wieder die Einheitshyperbel X? — Y2 = 1.
Es sei M irgendein Punkt dieser Hyperbel und der hyperbolische Winkel AOM gleich ¢ (Abb.
38).

Abb. 38

Die Koordinaten der Punkte M und A in dem Koordinatensystem, dessen Achsen mit den
Hyperbelachsen zusammenfallen, sind offenbar gleich OP = cosht, PM = sinht und OA =
1; 0. Die Koordinaten dieser Punkte in dem System, dessen Achsen gleichzeitig die Asymptoten
der Hyperbel sind, ergeben sich aus den Formeln (2.1), zu

OQ = (cosht — sinh t)\f : OR = (cosht + sinh t)\f
und
0K=(1—0)\f:é§ : OL:(1+0)\Q§:\£§
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3 Der Zusammenhang mit den Logarithmen

Weiterhin sieht man leicht, dass die krummlinigen Trapeze QK AM und RLAM gleichen
Flacheninhalt haben und dieser gleich dem Flacheninhalt des hyperbolischen Sektors O AM
ist.

Nach der Definition der Hyperbel sind namlich die Flacheninhalte der zu M bzw. A gehorigen
Koordinatenrechtecke gleich, d.h., es ist Sognmr = Soxar. Folglich gilt

Soram = Sorxam + Soomr — Sok AL = SrRLAM

Andererseits ist SAMOQ = Sps0K (wegen SAMOQ = %SOQMR und Spsa0r = %SOKAL)-
Hieraus erhalten wir

Soram = SorAam + Samoq — Saaokx = Soam

Da nach der Definition des hyperbolischen Winkels Spay = %t ist, ergibt sich

SorxAM = SrrAM = Qt

Die Einheitshyperbel hat in dem Koordinatensystem, dessen Achsen mit den Asymptoten zu-
sammenfallen, die Gleichung zy = 3; somit ist (siehe den Schluss des vorigen Abschnitts)

V2

1 =8 1
== = ——In(cosht — sinh ¢
OQ) 2 (cosh t —sinht)g 2 ( )

SQKAM == 5 In

1 (OK
und demnach
1 1

it =-3 In(cosht — sinh t) : —t = In(cosht — sinh t) (3.3)

Entsprechend gilt

I

1 (OR) 1. (cosht+ sinht)

Soam = Spram = = In 5 7

1 :
5 7z =3 In(cosht + sinht)

2

und hieraus schlieBen wir
t = In(cosht + sinht) (3.4)

Die Formeln (3.3) und (3.4) liefern den Zusammenhang zwischen den Hyperbelfunktionen und
den Logarithmen zur Basis e. Aus diesen Formeln erhalten wir

t —t t -t
cosht = & e : sinht = & ° (3.5, 3.6)
2 2
AuBerdem ist
coc 3.7
tanht = .
an et + et (37)

Das sind die analytischen Ausdriicke der Hyperbelfunktionen; durch sie werden diese Funk-
tionen in der Oberschule gewohnlich definiert. Aus obigen drei Ausdriicken lassen sich alle
Formeln der hyperbolischen Trigonometrie sehr einfach herleiten.
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3 Der Zusammenhang mit den Logarithmen
So ist zum Beispiel

¢ —t
e+ e
cosh?t — sinh?t = < +

2 ot — ot 2_62t+2+6—2t
2 2 B

62t _ 2 _|_ 6_2t
4 - 4 =1 ()
et 4 et 2 el _ ot 2 e2 49 4 o2 o2 94 o2
h?t + sinh?¢ = =
Ccos -+ sin ( 2 ) + 5 1 1
2t 2t
_ ¢ ze — cosh 2t (1X)
t -t it —t t o —t\(t —t 2t -2t
2sinht—cosht:26 c ¢ te :(6 e el te ):6 = sinh 2¢
2 2 2 2
(V)
— T = RSV = =sinht (XIV)
1 — tanh” 3 1 [etoed 4 2
e%-‘,—e}t
Analog ergeben sich auch die anderen Formeln.

Um aus den Formeln (3.5) und (3.6) weitere Schliisse ziehen zu kdnnen, formen wir den
Ausdruck (3.2) etwas um. Nach dem binomischen Lehrsatz gilt

(1+a>”_1+na+n(n—1)a2+n(n—1)(n—2)a3
n In 21 n?

3!
N n(n—1)..[(n—(n—1)]a"

E—i_"'

L +O 1)“2
n! nn o 17 n/) 2!
1 2\ a? 1 2
+<1—>(L—>—h”+(1—)(1—)m<
n n/) 3 n
:1+U1+U2+...+un

n—1\ a"
1— )

n n n!
mit

1 2 k—1\ d*
=(1—-——=){1l-=).. |1l=—]— k=1,2,..
= (0 () e
Wir brechen jetzt die Reihe 1+u;4us+...+ug nach dem Glied wuy ab, d.h., wir vernachlassigen
die Glieder w1, ugyo, ..., u,. Der dabei begangene Fehler betragt

Uk+1 + Uk4-2 + ...t Uuy
Nun folgt aus der Definition der GroBen wu,,

k
‘uk‘gﬂ
k!
£ o
el = (1 1) 5l <
k+1
|ukto| = |1 -

] < =Ly

k1 Uk+1 (k+ 1)2 Uk
9 sl < 49 ] < 2

k+3 k+1 (k+1)3

+
| o o
n k+2 k1
k42
|uk+3|=(1— - )
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3 Der Zusammenhang mit den Logarithmen

(die beiden senkrechten Striche sind die Zeichen fiir den absoluten Betrag einer Zahl). Der
absolute Betrag der Summe

Ug41 + Ugq2 + oo+ Uy

ist also nicht groBer als

| |al i |uk|£ 4 |Uk:|¢ 4o+ |uk|ﬂ
k+1 (k+1)2 (k+1)3 (k+ 1)k
|al a1 |al
= |ug| -

k+1 (k—l)n*kﬂl_ k+1
dabei wurde die Abschatzung
kst 4 Uiz 4 o+ Un| < g ] + (U] + o+ |
mitverwendet. Wir setzen nun voraus, dass k+1 > |a| ist (es soll n geniigend groB sein, damit

man k so wahlen kann). In diesem Fall wird der letzte Ausdruck kleiner als

o
AT |al lal*  |a]

1_ki|1_|uk‘k+1—|a| kK kE4+1—|a|

jal*
k!

daukg

|up|

Wir machen somit, wenn wir (1 + %)n durch die Summe 1+ wu; +ug + ... +uy ersetzen, einen

k+1
Fehler, dessen absoluter Betrag den Wert o

WO+T=]a) nicht Gbersteigt. Fir jedes n > k gilt also

|a|k+1
<
Kk +1— |a])

Wir fiihren nunmehr den Grenziibergang n — oo aus. Wegen

lim (1—|—a> = e

a n
‘<1+n> — (14w +ug+ ... +ug)

n—oo

(Formel 3.2) und
a 2 3 k
Ta

. a . a . a
up = —, lim uy = lim uz = —, ..., lim u,=—

(siehe die Definition von wy) erhalten wir

T VRIS | D
et — — 4+ =+ =+ ..+ =
1 2t 3 k! El(k+1—la])
Wir zeigen nun, dass
T L
k—oo kl(k 4+ 1 — |a|)
Zur Abklirzung setzen wir
|a|k+1
=V
Kk+1—1a)) "
Dann ist
‘a’k—s-l—i-l B ’a‘k—i-l—s-l k41— ‘al ‘a|l

Vil = = .
Tk D(k+l+1—a)) K(k+1—|a)k+l+1—1|a] (k+1)(k+2)..(k+1])
laf

V.
SR 1y
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(der Faktor ki%% ist kleiner als 1; wir brauchten ihn daher bei der Abschatzung nicht zu

beriicksichtigen; in dem Faktor
k+1).

Wir hatten vorausgesetzt, dass k + 1 > |al ist; d.h., der Quotient k|+‘1 = « ist kleiner als 1.
Aus

l
W ersetzten wir alle Faktoren im Nenner durch

Vk-i—l < Vkal, a<l1
folgt, dass Vi fiir [ — oo gegen 0 geht oder

lim V, =0
l—o00

a\" (12 (13 k
1+-) — (1 —
(O R (R R R

a CL2 GS k
“ (144 = =0
e <+1+m+3+ +MM

Die Formel
<V

liefert schlieBlich

lim
k—o0

oder

120 3l k!

Somit wird also e* gleich der Summe einer unendlichen Reihe,

. a o ok
e =lim (1+—-+ -+~ +..+
k—ro00

a a* a
=1 — 3.8
e totg gt (3.8)
was wir zeigen wollten.
Setzen wir in Formel (3.8) a =t bzw. a = —t, so liefert dies
t ot
=1+ 1+ gt
g t+ﬂ+ﬁ+
e’ = - —
120 3!
Beriicksichtigen wir noch die Formeln (3.5) und (3.6), so erhalten wir
2 44 6
ht=1 3.9
coS + 5 51 + = 1 + = ol + . (3.9)
t ot
inht = -+ —+ =+ ... 1
sinh ¢ 1—1-3!—1-5!—1— (3.10)

Mit Hilfe der Formeln (3.9) und (3.10) kann man die Werte von sinh¢ und cosht¢ (und
demzufolge von tanht = ZL‘;E@ fur jedes t mit beliebiger Genauigkeit berechnen; man muss
nur hinreichend viele Glieder der entsprechenden unendlichen Reihe summieren.

Diese Formeln ermdglichen uns, Tabellen der Hyperbelfunktionen aufzustellen.

3.3 Die Eulerschen Formeln

Im Algebra-Unterricht der Schule wird nur die reelle Potenz einer Zahl definiert. Ausdriicke
der Form 2! oder ¢2~* sind noch nicht bekannt. Wir kénnen die Potenz ¢ mit komplexem
Exponenten a aber jetzt durch die Formel (3.2) definieren:
¢ = hn1<14-a) (3.2)
n

n—o0
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3 Der Zusammenhang mit den Logarithmen

Um diesen Grenzwert auszurechnen, benutzen wir die Moivresche Formel

(cosp + isin )" = cosnp + isinnp

Ist a = 5+ ia (5 und « reell), so gilt

1+ 2 = (1 + 5) +is = y(cos ¢, + isin ¢y,)
n n n
mit
2 2 (e
o 2 062 + 2 @
rn:$<1+ﬂ> +<> :\/+B+ 25 s tanSDn: nﬁ
n n n 1+ -
o
n
Abb. 39
Hieraus erhalten wir "
(1 + a) = r(cosnp, + isinnp,)
n
und folglich
" = lim <1 + a) = R(cos ® + isin )
mit
R=lim ()@= lim (nen)
Wir bestimmen nun R und ®. Es ist
9 2 2
R:hm(¢y+6+fyi5)
n—0o0 n
Wir vergleichen diesen Ausdruck mit
n 2 "
9 2
e’ = lim <1+5> = lim <1+6> zlim< 1+£+B
n—00 n n—00 n n—r00 n n2

(siehe Formel (3.2)) und erhalten

1+ 2+ 2”32)

R V

5= h_)m . = le
€ <\/1+2;f+§2)

o¢2 "

142 4 245
1+%+p
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3 Der Zusammenhang mit den Logarithmen

Nun gilt fir 8 > 0 und genligend groBe n

e (1) <y

und folglich

2\ " 2\ %
lim ( 1+ O;) = lim (1 + O;) = lim

27 3m
I ] 4o\ y ] 402\" | "
I (Vo2 | Al [\ T g2

abschatzen. Dabei verwenden wir die Tatsache, dass fiir groBe n infolge Formel (3.2)

2 2
a?\" o2 4a02\" 10?
(1 + ﬁ ~ € und 1+ W ~ e 9

. a2yt . 40 1
dim (%) =1 und dim (e797)2 =1

und

gilt. Da nun

isfT’} sind die beiden uns interessierenden Grenzwerte gleich 1. Fiir 3 < 0 und geniigend groBe

n ist )
: ( 1)2 1
1>11+—] >(1—=) =-
<+n 2 4

und in der (3.11) entsprechenden Formel muss das entgegengesetzte Vorzeichen genommen
werden. Im ibrigen bleibt der Beweis derselbe.

Es ist also fiir jedes /3
a? "
lim 1+—2 | =1

R_
—

Wir kommen jetzt zur Bestimmung von ®. Es ist

Das bedeutet
1 , R=¢"

n— oo n—oo

e L On - Y ©Pn ) «
¢ = lim (np,) = lim (tan(ﬂn ntangpn> _”h—?go (tanwn 1+§)

"Dies folgt z.B. daraus, dass fiir jede Zahl a

1
oga _

. L .
lim loga? = lim
n— o0 n—oo 2N

und demzufolge lim am =1 gilt.
n—oo
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3 Der Zusammenhang mit den Logarithmen

Nun geht ¢, fir n — oo gegen 0 (weil dabei tan ¢,, = jﬁ — 0.

n

Daher ist
lim = lim = lim — cosp =1
n—o0 tan e, »—0 tan ¢ »—081n
denn es gilt
lim ,SO =1 und limcosp =1
»—0s1n @ ¥—0
Da aber auBerdem N
lim 7 =
n—o00 1 + -

haben wir

&= 1lim [ . % ) =g
n—oo \ tany, 1+ g
Es ist demnach R = ¢” und ® = a, also
P = P (cosa + isin @)

Wir konnen uns davon liberzeugen, dass unsere Definition der Potenz e* auch fiir komplexe
a wirklich brauchbar ist. Diese Definition geniigt namlich den beiden Hauptforderungen, die
man an sie auch von vornherein gestellt haben kénnte:

1. Bei reellem a stimmt diese Definition mit der fiir reelle Exponenten giltigen tberein (fir
reelle a hatten wir die Formel (3.2) bereits friiher bewiesen).
2. Diese Definition erfiillt die wichtigste Rechenregel fiir Potenzen:

a1 az a1taz

e -e” =e€

Ist namlich a; = (1 + 27 und ay = B5 + i, so wird

e - et = ehrtian . phatior — 0P (o 4 isinay) - €72 (cos o + i sin o)
=P P2 (cosay 4 isinay)(cos ag + isin as)

= M1HP2(cos(oy + ) 4 isin(ayg 4 ay)] = efrTRFilarta) — gatae

Setzen wir in den oben erhaltenen Ausdruck fiir a die Werte iax bzw. —i«v ein, so ergibt sich
[ 1o

e =cosa+isina , e " =cosa —isina

Aus diesen beiden Formeln folgt sofort

61'04 + efia eia B e*ia
CoOSQx = ———— 3 sin o = _ 3-51, 36,
2 21 ( )
demzufolge ist wegen tan a = 2:;;3
eiOé _ e—ia
tanqg = ——— (3.7)

i(e 4 e~io)

Das sind die Eulerschen FormeIrF_g]. Sie zeigen den Zusammenhang zwischen den trigonome-
trischen Funktionen und der Exponentialfunktion.

18Der schweizer Mathematiker Leonhard Euler (1707-1783) war der bedeutendste Mathematiker des XVIII.
Jahrhunderts. Er arbeitete in den Jahren 1727-1741 und 1766-1783 an der Akademie der Wissenschaften
in St. Petersburg und von 1741-1766 an der Akademie der Wissenschaften zu Berlin.
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3 Der Zusammenhang mit den Logarithmen

Aus den Formeln (3.5) und (3.6) kann man weitere Schlisse ziehen. Setzen wir ndmlich a = i«

bzw. a = —ic in Formel (3.8) ein™¥] so erhalten wir
i 1+i04 o? ia3+a4+ia5 al
e =1+—=—-=—-— — = — ..
1 2! 3! 4] 5! 6!
o i o i ot ia®  af
e =14 42Ty

20 3 4 5 6
Unter Beriicksichtigung der Formeln (3.5") und (3.6) folgt hieraus

a? ot af ,

a o o
i = — — — 4+ — — .. .10
sina = o 3!+5! (3.10")

Die Formeln (3.9') und (3.10") gestatten, sina und cosa (und folglich tana = 22) fiir
jedes o mit beliebiger Genauigkeit zu berechnen. Man braucht nur geniigend viele Glieder der
entsprechenden unendlichen Reihen zu beriicksichtigen. Mit Hilfe dieser Formeln kann man

Tabellen der trigonometrischen Funktionen aufstellen.

19Die Herleitung der Formel (3.8) aus Formel (3.2) bleibt auch fiir komplexe Werte von a richtig [es ist nur zu
beachten, dass die senkrechten Striche den Modul (absoluten Betrag) einer komplexen Zahl kennzeichnen,

d.h. die Quadratwurzel aus der Summe der Quadrate des Realteils und des (reellen) Koeffizienten des
Imaginarteils].
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