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Aus der mathematischen Kypernetik Il

2. Die Maus im Labyrinth

Nach dem Vorbild des amerikanischen Mathematikers und Nachrich-
tentechnikers Claude E. Shannon stellen wir die Aufgabe, eine
automatische Msus zu konstruieren, die in einem gegebenen Laby-
rinth ein Stiick Speck sucht, das an irgend einer Stelle dieses
Labyrinths liegt.

Zundchst wird das Labyrinth beschrieben. Es bestehe aus lauter
Zellen, dezsn Grundrisse kongruente gleichseitige Dreiecke seilen,
und je zwei dieser Zellen mbgen léngs einer ganzen Wand anelnan-
dergrenzen. Einige dieser Wiénde mdgen Tiiren besitzen. Wir setzen
ferner voraus, daB an jeder Wand, durch die keine Tiir fihrt, stén~-
dig eine rote Lampe brennt. {ver jeder Tir seien drei Lampen an-
gebracht, eine griine, eine blaue und eine rote. Diese Lampen die-
nen der Maus gzur Orientierung im Labyrinth. Bevor sie ihre Such-
aktion beginnt, sollen alle Tiiren griin beleuchtet sein. Wenn die
Maus eine griin beleuchtete Tiir passiert, soll diese Tiir hinfort
blau beleuchtet sein. Passiert sie eine blau belcuchtete Tir, so
soll das blaue Lémpchen verldschen und das rote soil leuchten.
Von der Maus fordern wir noch, daB sie so konstruiert ist, daf
gie sich stets geradlinig vom Mittelpunkt einer Zelle zum Mittel-
punkt einer benachbarten Zelle mit sofortiger 60°-Drehung nach
rechts bewegt, so da8 sie die rechte Wand der erreichten Zelle
vor sich hat.

Die Zelle, in der die Maus zu Beginn der Suche sitzt, mige
wenigstens eine Tir besitzen.




3. Algorithmen
Die zu konstruierende Maus darf nicht planlos umherirren, sondern
sle muB durch ein Steuerorgan nach einer vom Konstrukteur wohl-
durchdachten Vorschrift durch das Labyrinth geleitet werden. Die-—
ses Steuerorgan kann als ein informationsverarbeitendes System
sufgefaBt werden. Es nimmt némlich in jeder Zelle Informationen
liber die Farbe der dort leuchtenden Lampen auf und muB diese In-
formationen in Steuerinformationen, die das weitere Handeln der
Maus veranlassen, umsetzen. Theoretische Voraussetzung fiir eine
erfolgreiche Suche ist das ausfiihrliche Studium des vom
Steuerorgan zu leistenden Informationsverarbeitungsprozesses. Zur
mathematischen Beschreibung von Informationsverarbeitungsprozes-
sen eignen sich die Algorithmen (siehe dazu "Wurzel"-Nr.10/68
"Einfiihrung in die Rechentechnik"). Eine genaue Untersuchung des
Algorithmenbegriffes wird in der Algorithmentheorie, einem Teil-
gebiet der mathematischen Kybernetik, durchgefiihrt. Zur Erléute-
rung des Algorithmenbegriffes kehren wir noch einmal zum Regler-
Biigeleisen zurilick und stellen die von ihm geleistete Informations-
verarbeitung algorithmisck dar. Dazu filhren wir die Operatoren

A: Ausschalten der Helzspirale

E: FEinschalten der Heizspirale
und die Bedingungen

a: Die Temperatur des Bligeleisens liegt unterhalb

der unteren Grenztemperatur
B: Die Temperatur des Biigeleisens liegt oberhalb
der oberen Grenztemperatur

w: Enten sind Sdugetiere
ein. Die Bedingung w ist, wie man sieht, nie erfiillt. Der Algo-
rithmus der Informationsverarbeitung im Regler-Biigeleisen kann
damit kurz folgendermaBen dargestellt werden:
1 deTEV et 2t ot
In dieser Folge kommen zweli Sorten numerierter Pfeile vor. Auf
jede Bedingung muB unbedingt ein nach oben gerichteter numerier-
ter Pfeil folgen, zu dem irgendwo in der Folge genau ein nach un-
ten gerichteter Pfeil mit der gleichen Nummer existieren muB. Der
Algorithmus ist nun von links nach rechte abzuarbeiten. Dabei
werden abwérts gerichtete Pfeile nicht beachtet. St58t man auf ei-
nen Operator, so ist diese Operation sbzuarbeiten. (ielangt man zu
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eimer Bedingung, so ist zu priifen, ob sie erfiillt ist oder nicht.

Ist sie erfilllt, so beachte man den Pfeil f hinter dieser Bedin-

gung nicht und gehe zum nichsten Buchstaben iiber. Ist sie nicht

erfiillt, so setze man die Arbelt bei ? fort.

Der Algorithmus (1) ist also folgendermaBen zu lesen: Zundchst

priife man o, d.h. man priife, ob das Eisen zu kalt ist. Wenn ja,

fiihre man E aus (Heigzen), wenn nicht, priife man f, d.h. man stelle
fest, ob das Eisen zu heiB ist. Wenn ja, stelle man die Heizung ab

(Operation A wird ausgefiihrt), wenn nicht, wird man durch die

stets unerfiillte Bedingung w wieder an den Anfang des Algorithmus

verwiesen, und dieselbe Arbeit beginnt ermeut.

4, Der Suchalgorithmus der Maus

Einen passenden Algorithmus (es gibt mehrere) beschreiben wir zu-

ndchst in Worten durch folgende 5 Festlegungen:

1. Befindet sich der Speck in der betrachteten Zelle, so soll die
Maus das erfoigreiche Ende ihrer Suche melden.

2. Besitzt die Zelle zwel blau beleuchtete Tiiren, so soll sie
durch die Tiir, durch die sie gekommen ist, zuriickkehren. (Man
beachte, dsB der Algorithmus den Fall susschlieBt, daB eine
Zelle mit drei blau beleuchteten Tiiren betreten wird.)

3. Besitzt dle Zelle eine griin und nicht zwel blau beleuchtete
Tiiren, so soll sie durch eine griin beleuchtete Tiir weiter-
gehen.

4, Besitzt dle Zelle gensu eine blau und keine griin beleuchtete
Tir, so soll sie durch die Tiir mit der blauen Lampe gehen.

5. Sind alle Lampen rot, so soll sie anhalten und das erfolglose
Ende ihrer Suche melden.

Der Nachweis dafiir, daB durch Befolgung der in den Punkten 1 bis

5 zusammengefaBten Vorschrift wirklich der Speck gefunden wird,

falls die Zelle mit dem Speck von der Anfangszelle iiberhaupt er-

reichbar ist, soll hier nicht gefiihrt werden, weil dies kein ky-
bernetisches, sondern ein graphentheoretisches Problem ist.

Als niichstes wollen wir diesen Algorithmus in formaler Gestalt

notieren. Dazu fiihren wir folgende Abkiirzungen ein:

Operatoren:

S: Die Maus soll melden, dsf sie den Speck gefunden hat.

L: Die Maus soll eine 120°-Drahung nach links machen.

R: Die Maus soll eine 120°-Drehung nach rechts machen.,

4



V: Die Maus soll durch die Tiir gehen, vor der sie steht (mit so-
fortiger 60°—Drehuns nach rechts (siehe oben)).

E: Die Maus soll das erfolglose Ende der Suche melden.

Bedingungen:

o: Der Speck befindet sich in der betrachteten Zelle.

B: Die Tir vor der Maus ist blau beleuchtet.

Y: Die Tir vor der Maus ist griin beleuchtet.

w: Enten sind Siugetiere.

Damit kann nun der Algorithmus als Folge von Operatoren und Be-

dingungen so dargestellt werden:
) %o et T vyt Lyt vt B LVt U RV LtY D

RVt VP Ly v o v vt v o 8 syt v
TRV L Y4 v e aﬂ“‘ Tt FY

Dem Leser wird empfohlen, sich an Hand einiger selbstgewéhlter
Labyrinthsituationen davon zu {iberzeugen, da8 dieser Algorithmus
genau das in den Punkten 1 bis 5 formulierte Verfahren zur Durch-
forschung des Labyrinths darstellt.

Dr. G. Wechsung

Leiter der Abtellung Mathem. Kybernetik
an der Sektion Mathematik
der Friedr.-Schiller-Universitét
Jena

"

——
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Aufgaben (Serie 1/69)

(A25) Men 16se folgendes Gleichungssystem:

A26) p, und P, seien Primzahlzwillinge (p1 > 10). Man beweise,
deB dann stets das Produkt
(pq = 1)y = 1(py + 1)
durch 120 teilbar ist.
(A27) Es seien @ > O und b > O, Man zeige, daB dann gilt

a+b a b
T+a+d T+a " T35

(A28) Men beweise, daB in jedem Dreieck ABC gilt

B L,& LK, ,
AAT " BB'  TCY .




wenn S ein Punkt im Inneren des Dreiecks ist und A', B',
C' die Schnittpunkte Ser Strecken BC, AC, AB mit den Gera-
den durch S und A, B, C sind.

(A29) Fiir welchen Wert x hat die gegebene

Fléche den grdften Fldcheninhalt? o

x

(A30) In einem Dreieck teilen die HOhe h,, die Winkelhalbierende
wy und die Seitenhalbierende s, den Winkel y in vier glei-
che Teile. Wie groB sind die drei Winkel o, B und y des
Dreiecks?

Preisaufgabe (P. 25)

In einer Ebene sei ein Winkel o gegeben. Auf der Winkel-
halbierenden liege der Punkt P. Von P gehe ein zur Winkel-
halbierenden senkrechter Strahl aus und werde an den Schen-
keln des Winkels o reflektiert. Wieviel Reflexionen fin-
den statt (Die Schenkel seien unendlich lang.)?

Fiir jeden vollsténdigen Ldsungsweg der Preisaufgabe erhidlt der
Winsender einen ¥Wertpunkt. Fir fiinf Wertpunkte erh&lt der Ein-
sender ein Buch. Sollten pro Monat mehr als drei Einsender finf
Yertpunkte haben, entscheidet das Los (unter AusschluB des
Rechtsweges).

Falls ein Resitzer von fiinf Wertpunkten nicht unter die Gewinner
fallt, nimmt er automatisch an der n&#chsten Auslosung teil. Die
Losungen sind bis zum 10. des folgenden Monats (Datum des Post-
stempels) unter dem Kennwort "Wurzel-Preisaufgabe" an unsere
Adresse einzuschicken.

¥ir weisen darauf hin, daB alle uns eingesandten Ldsungs- bzw.
Aufgabenblédtter mit dem Namen des Einsenders, seiner Adresse
und der von ihm besuchten Schule versehen sein miissen. finsen-
dungen, bei denen diese Angaben fehlen, kdnnen nicht bericksich-
tigt werden.

Drehungen eines Wiirfel |

BPeim Spielwlirfel sind die Zahlen tins bis Sechs immer in ganz
bestimmter Anordnungsweise aufgetragen. Die Summe gegeniiberlie-
gender Augenzahlen ist stets sieben, und schaut man von oben surf
den eine {echs zeigenden %iirfel, so liegen die Ubrigen Zahlen im
Uhrzeigersinn gesehen meist in der Reihenfolge zwei - drei -
finf - vier. Offenbar kann man die Zahlen aber auch anders auf

6



dem Wiirfel anordnen. Wieviele Mdglichkeiten gibt es? Jemand
méchte zu jeder solchen Moglichkeit je einen Wirfel herstellen,
er viirde dann leuter sich durch die Anordnung der Zahlen unter-
scheidende Wiirfel bekommen. Er iiberlegt hierfiir so:"Fur die Be-
zifferung der ersten Fldche habe ich sechs mégliche Zahlen, fir
die zweite Fldche bleiben dann fiinf (aas gibt insgesamt schon
6+5 Mdglichkeiten), fiir die dritte Fléche kann ich noch unter
vier Zahlen wéhlen, fiir die vierte unter drei, fiir die finfte
unter zwei, und die sechste Fléche bekommt die libriggebliebere
zahl. Insgesamt gibt es 6+¢5+4+342+1 Moglichkeiten, ich kann also
720 verschiedene Wiirfel herstellen", und er baut auf Grund die-
ser Uberleguag die Wiirfel. Am SchluB stellt er jedoch fest, da8
sich ein groBer Teil der Wiirfel in der Anordnung der Zahlen nicht
unterscheidet!

Um dieser Sache auf den Grund zu gehen, liberlegen wir, wie man
zwei Wiirfel auf gleiche Anordnung der Zahlen hin ilberprift. Man
bringt sie doch - wenigstens in Gedanken - zunéchst ungeachtet
der Bezifferung zur Deckung und versucht dann durch Bewegungen
des einen Wiirfels eine Ubereinstimmung der Augenzahlen herbei-
zufithren. Die Bewegungen, an die wir dabei denken, sind Drehun-
gen, bei denen sich die Lage der einzelnen Fl&chen zwar &ndert,
der Wiirfel als Ganzes aber die alte Lage unverdndert wieder ein-
nimmt (z.B. ¢0°-Drehung um die Mittelsenkrechte einer Fldche).
Es ist klar, daB man stets z. B. die beiden Einsen zur Deckung
bringen kann. Bei den weiteren Bewegungen miicsen dann die

Fléche mit der Tins und demzufolge die ihr gegeniiberliegende
Fléche als Ganzes ungeéndert bleiben, man karn also nur noch um
die die beiden Flichenmittelpunkte verbindende Achse drehen, und
zwar um 90°, 180° und 270°. Wenn so keine Ubereinstimmung der
Augenzahlen srreichbar ist, dann sind die %Wiirfel sicher verschie-
den beziffert. Nun ist auch zu sehen, inwiefern sich unser Wiir-
felfabrikant verrechnet hat: Zr hat nicht beriicksichtigt, daB
sich viele der nach seiner Vorschrift hergestellten Wirtel

durch Zewvegung zur Deckung bringen lassen. Die richtige Zahl der
verschiedenen Anordnungen bekemmt man eret, wenn man diese He-
gepuncen mit bariicksiehtict. Man kdnnte so iiberlegen: Zine

erste Fl¥che bekomnt dis Zahl “ins, fiir die gegeniiberliegende
“1%che wibt eg dann ©'inl "Sclichkeiten der Bezlifterung, die



sicher alle auf Anordnungen filhren, die sich nicht durch Bewe~
gungen ineinander iliberfiihren lassen. Fir die librigen vier Fl&-
chen sind alle Bezifferungen auszusuchen, die sich nicht durch
Drehung um die Mittelsenkrechte der Eins-Fléche ineinander iiber-
filhren lassen. Das bedeutet, daB man eine der vier Fléchen will-
kiirlich mit einer der vier noch verfiigbaren Zahlen besetzen kann,
und daB alle mdglichen Anordnungen der drei iibrigen Zahlen auf
den drei restlichen Flachen - e gibt sechs Mdglichkeiten nier-
fiir - dann zu nicht ineinander iberfiihrbaren Anordnungen fiihren.
Insgesamt stellen wir fest: Es gibt 5+6 = 30 verschiedene Mog-
lichkeiten, einen Wiirfel mit den sechs Augenzahlen zu besetzen.
ﬁbrigens, wenn die Summe gegeniiberliegender Zahlen immer sieben
sein s0ll, gibt es nur zwei Mdglichkeiten, beide kann man auf
den handelsiiblichen Wiirfeln verwirklicht finden.

Bei einem mathematischen Schiilerwettbewerb in der Schweiz wurde
folgende Aufgabe gestellt (verdffentlicht in der Zeitschrift
"Elemente der Mathematik", Januar 1968): "Die Seitenflé&chen ei-
nes regulédren Oktaeders werden durch acht gegebene Farben ge-
féarbt, wobei jede Fléche eine verschiedene Farbe erhalten mufl.
Wieviele nicht #quivalente Fédrbungen sind méglich? (Aquivalent
bedeutet durch Rotation iiberfiihrbar)". Diese Aufgabe kann man
auch so formulieren: Auf wieviel verschie-
dene Weisen kann man auf die acht Ecken ei-
nes Wirfels acht Farben vertelilen, wobei
solche Férbungen nicht wverschieden sind, die
sich durch Drehung des Wiirfels ineinander
liberfiihren lassen? Denn die Flachenmittel-
punkte eines Wiirfels bilden die Ecken eines reguléren Oktaeders,
und jede Bewegung, die den Wirfel in sich iiberfiihrt, fihrt auch
das Oktaeder in sich liber. Bei der LOsung dieser Aufgabe analog
zu den obigen ﬁberlegungen wird man die 120°-Drehungen um die
Raumdiagonale des Wiirfels zu beriicksichtigen haben, sie fiilhren
offenbar den Wirfel in sich iiber und lassen dabei sogar zwel
Ecken fest. Dem Leser wird empfohlen, die Aufgabe jetzt schon zu
ldsen, obwohl die folgenden Ausfiihrungen einen Losungsweg zeigen
werden,

W. BoOrner

wissenschaftlicher Assistent
an der Sektion Mathematik der FSU Jena
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(A5): X +y=Uu+v (I)
I x° + ye T L va (1I)
Durch Umstellung erhélt man
X-u=v-y (Ia)
x° - vl = v - ye (ITa)
(x+u)(x-u) = (v+y)(v-y)
Ist hier x-u = 0, dann gilt u = x und nach (Ia) v = ¥,
d.h. es gilt immer x4 yn = u® + ¥R,
Ist x-u ¥ 0, dann kann man die Gleichung durch x-u = v-y
dividieren und erhdlt x+u = v+y. Wegen (Ia) ergibt sich dann

x=vund u=y, damit gilt auch hier immer

n+yn-un+vn.

(A6): Der Fldcheninhalt des Flichenstiickes QBC ist gleich einem
Viertel des Flidcheninhalts A der E
tonnchenfdrmigen Fliche. s R
Agec ™ 4aBc ~ 2ApBq
Das Fléchenstiick ABC ist ein c Q

Kreissektor. Seine Flédche berechnet
sich nach: A ‘33%0‘Kr% o = ¥ CAB

3 DAE ist rechter Winkel, AB = a "
und BR = ?! daher 3 BAR = 30° ¢

und wegen ¥ BAR = ¥ CAD ist auch § CAB= ¢ = 30

Somit gilt AABC qﬂa?

q halbiert den Winkel x, daraus folgt 3 QAB = & = 15°
“ABQ_: -E-AQ +AB+«sin(3 QAB) PR

fiir AQ erhdlt man durch Pythagoras (AQ)" = T+E
folglich Tz » mithin Ayp, = 1. 8 .3.5in15°

Fir s8in15°erhélt man durch eine einfache Beziehung am re-
guldren 12-Eck sin15° = E‘é -—J?' und somit

‘Q'a'arl‘m'—vﬁ" -3
aa = e - 2y VE T = 2 VD

Wegen A = 4A,p; folgt hieraus A = a (§ +1 =%

Es ist dann A

(Aufgabe (A6) und ISsung eingesandt von P. Cze.ner, Halle)
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(A7): Zuerst wird das Problem in einer beliebigen Ebene E, die

LB enthdlt, untersucht. Indieser Ebene seien das gleichsei-
tige Dreieck AABC mit AB = BC = CA sowie sein Umkreis K
konstruiert.
Behauptung: Liegt ein Punkt P auf dem Kreisbogen K, = AB
des Umkreises K, auf dem C nicht liegt, so gilt
JAPB = 120°.
Beweis: Das Viereck APBC ist Sehnenviereck, JAPB und JACB
sind gegeniiberliegende Innenwinkel. Daraus folgt:
JAPB + JACB = 180°
Nach Voraussetzung gllt aber JACB - 60, Folglich
muB gelten: JAFB = 120°,
Spiegelt man E, an AB, so entsteht der Kreisbogen K!.
Analog mufl fiir alle Punkte P' auf g gelten:
JAP'B = 120° 1
Kﬁ und K, stellen somit den geometrischen Ort aller
gesuchten Punkte in einer Ebene dar.
Da dieser Sachverhalt fiir alle Ebenen, die AB entual-
ten, zutrifft, ergibt sich der gesuchte geometrische
Ort &ls die Rotationsflache, die durch K1 (mit AB als
Rotationsachse) erzeugt wird.

,ﬂ
P
oo

S

|

Eine gerade Zahl 1dBt sich aus den drei gewiirfelten genau
dann zusammenstellen, wenn mindestens eine gerade Zahl un-
ter den gewiirfelten ist. Wir berechnen zunéchst die ¥ahr-
scheinlichkeit dafiir, daB lasuter ungerade Zseshlen gewiirfelt
wurden.

Fiir einen Wiirfel gilt: Die Wahrscheinlichkeit, eine ungera-
de Zahl zu wirfeln, ist 3, da in der Hélfte aller mdglichen
Fdlle ungerade Zahlen auftreten.

Da sowohl mit dem ersten als auch mit dem zweiten und drit-
ten Wiirfel ungerade Zahlen gewiirfelt werden miissen, sind
somit % : % + 4 = & aller Félle ginstig fiir das Wirfeln
von lauter ungeraden Zahlen.

Somit fdllt in g aller Fdlle mindestens eine gerade Zahl,
d.h. die ¥ahrscheinlichkeit, daB sich aus den drei gewiir-
felten Zahlen eine gerade Zahl zusammenstellen l&8t%, be-

trégt S.
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Es sei ag = 8gp teeot aOm-ﬂom und die Differenz d der
Folge habe die Form d = dgy + «e0 + d,-10". Dann gilt

a, = a; + nd
Setzen wir n, = 10k und n, = 10k+1 mit x > m. so erhal-
ten wir in beiden Féllen die gleiche Ziffernsumme s,
neEmlich S, ® 8ng t e + a5, *+ do + eee + dr‘

Setzen wir nun k+r
= + 10 vd, so 1ist
%5 an,] ’

S, @ 8pn + .es * By, 2(&0 + ees + dr)'

Die Folze der g, ist somit fiir 4 ¥ O weder konstant noch
arithmetisch.

(A11)

.

SR

Durch Division der beiden oberen Gleichungen crhalten vir

b _ sinx + sing . . o )
a = cosx + cosp ° ¥ir formen diese Beziehung durch

Additionstheoreme um:

. 74 - cos%atg%
Y + cos(o+
Daraus folgt 2; - 1 : ggs?aigg
s(x

a
und nach Umformungen ergibt sich

a - b
a~ +h
Da nach Voraussetzung a2 + b2 o 0 ist, existiert dieser

cos(x+p) =

Ausdruck.

(A12

Es gibt mindestens zwel Primzablen der Form 4n+3,

z.B. 3, 103.

Es werde nun angenommen, es gebe nur endlich viele Prim-
zahlen der Form 4n+3. Sie werden mit Pqs Pps eeey Dy te-
zeichnet. Es sel nun P = 4+p,ePse ... *Py -1

P hat die Form 4k+3 und kann daher nicht nur Primteiler
der Form 4n+1 haben. Da aber laut Annahme nuUr D,y .eey Py
als Primzahlen der Form 4k+3 existiercn, miiBte P durch
einp; (1s1is n) teilbar sein. Das ist aber ein Wider-
spruch zu der Tatsache, daR P+1 durch pyy ««ey Py teil=-
bar ist. Somit existieren nicht nur endlich viele Prim-
zahlen der Form 4k+3.

11



(413):

Wir zeigen zuerst durch indirekten Beweis, dal die Zahlen
m, 2m, M, ..., km bei Division durch k paarweise ver=-
schiedene Reste lassen.
Es gelte 1 < k und j < k, sowle 1 < j. Dann lassen sich
die Zahlen i-m und jem in der Form i.m = nj;k + q und
jem = nyk + p derstellen. Es sel q = p. Dann erhalten wir
jem - iems= (j-i)me= (na - nyk
Das 1ist ein Widerspiuch, da (j - 1) 2 1 und (k,m) = 1 ist.
Da wir aber genau k Zahlen haben, so erhalten wir alle
Reste, die mdglich sind (U, ..., k-1).
#enn nun der Rest von n bei Division durch k gleich r ist,
g0 gibt es unter den Zshlen m, 2m, ..., km genau elne,
die den Rest (k-r) lé8t. Es sei dies xm, dann gilt
n+ OX = (n1k + 1)+ (nek + (k-1))
= (n1 + n, + Mk

(A16):

Wir benennen die in der Aufgabe vorkommenden Aussagen
wle folgt: "a > 0'": A

"ga = b": B

"a <« b": C
Dann ist zu priifen, ob (A>~<B>~C)AC — Av B eine aus-
sagenlogische Identitédt darstellt (>—< bedeutet "entwe-
der - oder"). ¥ir stellen die VWahrheitswerttabelle auf':

A B| ¢C A>—~<B>~<C (A>—<B»~<CIA C ive Ga::x;-:aus.-
W Wl w F P - =

W w|F F P F W

4 i ¥ F F W

ol A B L F F v

P| F|F F P " e

F| W|F W F F :

F| F | W W W W W
Fiwlw F i P i

Der SchluB ist also richtig.

ﬁ Ab Januar 1969 ist der 10. des folgenden Monats
I EinsendeschluBl fiir die Preisaufgaben.

12



ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo
..............................................
............

[ X ]

fwurzeL

1eitschrift fiir mathematik an

ober- und spezialschulen




WURIEL - mathematische Sdhiilerzeitsdhrift V-14-8 7 ;M 175

Herausgegeber vom FDJ =Aktlv der Sektion Mathemetik der Friedrioh-Schiller-
Univeraitiit Jena, Die Zeitmohrift erscheint monatlioh zum Preis von 0,20 M.
Bestellungsn gind an die Mathematiklshrer der E0S, BBS oder SpS zu richten,
Einzelbeatellungen ki¥nnen direkt an unsere Adre¢ass eingegandt werden,

Redaktion: Ieitung: Dr. Eike Hertel, Wolfgeng Ulbrich
Mitarbelter: W.Kiefer, N,Kuse, R.Iorenz, L.S3taiger,
E.Taubald, R,Wackernagel

Anschrift der Radaktion: Sektion Mathematik
DDR 69 Jena
Helmholtzweg 1
PWURZEL"=-Redaktion

Aus der mathematischen Kybernetik lli

5. Automaten

Wit der Angabe des Algorithmus in der obigen Form (2) ist der
Informationsverarbelitungsvorgang des Steuerorgans der zu kon-
struierenden Maus hinreichend genau bekannt. Es kann nun das
Steuerorgan selbst entworfen werden, welches diesen Algorith-
mus abarbeitet.

Die Maus wird mit Hilfe geeigneter technischer Vorrichtungen in
der Lage sein, elne 120°—Rechtsdrehung, eine 120°—Linksdrehung,
eine Vorwdrtsbewegung von Zelle zu Nachbarzelle (s.o.) auszu-
fithren und erfolgreiche bzw. erfolgleose Suche zu melden. Die
Konstrukttion solcher Bauteile ist keine kybernetische sondern
elne technisc¢he Frage und wird hier als unproblemastisch angesehen.

Dafl die Maus aber in der richtigen Weise von diesen Organen Ge-
brauch machen kann, muB durch einen sogenannten Steuerautomaten
gewdhrleistet werden, der genau den Algorithmus (2) verwirk-
licht.

Bevor man die praktische Konstruktion eines solchen Automaten
in Angriff nehmen kann, muB man selne Arbeitsweise theoretisch
beschreiben. Dazu eignet sich der rein mathematische Begriff des
abstrakten Automaten. (Abstrekte Automaten werden in einem eige-
nen Zwelg der mathematischen Kybernetik, der Automatentheorie,
gesondert untersucht.) Zur Erléuterung dieses Begriffes stellen
wir eine Zwischenbetrachtung an. Das Steuerorgan der Maus wird
ausfithrlich im néchsten Abschnitt beschrieben.

Wenn man einen konkreten Automaten von mathematischer Warte aus

beschreibt, legt man keinen Wert darauf, daB dieser Automat aus
14



Schaltern, Endépfen, Tasten, Drdhten, Li&mpchen, Spulen, Réhren,
Widerstdnden u.dgl. besteht, sondern man stellt fest, daB er
gewisse Eingsbewerte aufnehmen, gewisse Ausgabewerte ausgeben
und gewlsse innere Zusténde annehmen kann und daf er im Prinzip
folgendermaBen arbeltet:

Befindet er sich im Zustand z und hekommt er die Eingabe x,

5o geht er in einen peuen, von z und x abhdngigen Zustand

z' = f(z,x) iber und gibt ein von z und x abhéngiges Element

¥y = g(z,x) aus. Ist dies geschehen, so ist der Automat bereit,

eine weitere Tingabeinformation auf die gleiche Weise zu verar-
beiten. Das Ergebnis dieser abstrahierenden Retrachtungen fassen
wir noch einmal zusemmern: Zu einem abstrakten Automaten A ge-
horen folgende finf Dinge:

1. Tine Menge Z von inneren Zusté&nden von A.

2. Eine Menge X von mdglichen Eingabeelementen von R.

3. Eine Menge Y von mdglichen Ausgabeelementen von R.

4, Eine Funktion f, dle jedem Paar [z,x], z € Z und x € X,
einen neuen Zustand z' = f(z,x) zuorinet (die sogenannte
verfithrungsfunktion).

5. Eine Funktion g, die jedem Paar [z,x], z € Z und x € X,
eln Ausgabeelement y = g(z,x) zuordnet (die sogenannte Aus-
gebefuniktion)..

Man schreibt damn A= [7,X,7,f,gl.

Die Funktionen f und g kann man entweder durch Tabellen oder

durch sogenannte Graphen angeben. Wir wollen beides an einem

elnfachen Beisplel erléutern und fassen dazu eine gewShnliche

Wechselschaltung mit zwei Scheltern A und B als Automaten auf.

Jeder Schalter kann zwei Stellungen annehmen, die wir mit O und

1 bezeichnen wollen. Insgesamt slnd daher vier Zusténde mog-

lich, mé&mlich (0,0), (0,1, (1,0), (1,1). Der Zustand (0,0) be-

deutet: A und B befinden sich beide in der Stellung O, (0,1) be-
deutet: A befindet sich in Stellung O , B befindet sich in

Stellung 1, usw. Wir setzen noch voraus, daB die Birne genau

1n den Zustédnden (0,0) und (1,1) brennt. Unser Automat hat zwei

Eingabeelemente a und b (a bedeutet eine Betdtigung von A, b ei-

ne Retdtigung von B) und zwei Ausgabeelemente h und 4 (h: hell,

die Birme brennt, d4: dunksl, dle Birne brennt nicht). Die Funk-
tionen f und g dieses Automaten konnen durch folgende Tabellen
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dargestellt werden, die ohne weiteres versténdlich sind:

f:

a )
00| 10| O1
01] 111} 00
10| 00 { 11
1 1C1 110

g2

af{b
00ld4d)d
01l h|h
| k]lhbh
1M1 datd

Bel der graphischen Darstellung ordnet man jedem Zustand z ei-
nen ebenfalls mit z bezelchneten Knotenpunkt eines Graphen zu
(slehe Skizze). Zwel derartige Knoten zq und z, werden genau
dann durch einen von Z4 nach z, welisenden Pfeil mit der Auf-
scq;ift X,y verbunden, wenn beil Eingabe von x auf den Zustand Zq
. der Zustand Zo entsteht und dabel y ausgegeben wird. In unserem
Falle ergibt sich damit folgendes Bild:

b h

In einer letzten Fortsetzung soll der Steverautomat det Maus
ndher beschrleben werden.

Dr. G. Wechsung

Leiter der Abteilung Mathem. Kybernetik
an der Sektion Mathematik
der Friedr.-Schiller-Universitédt

Jenag

- —

Aufgaben (Serie 2/69)

(A31) Wieviel verschiedene Teiler besitzt die Zahl

2«3 .5,

7+ 11

(A32) Man konstrulere ein Dreieck, von dem eine Seite, die Summe

der beiden anderen sowie dle HOhe auf eine dieser Seiten
gegeben sind.

(A33) Gegeben sei eine Folge {bn} durch b, = 3 und b =b__,+2n=1.

Wie groB 1st die Summe der ersten n Glieder?

16



(A%4) Man zeige, daB (m - 1)! + 1 nur dann durch m teilbar ist,
wenn m Primzahl oder glelch 1 ist.

(A35) Man zeige, daB fiir alle @ (0 <« < %) gilt:

cot % > 1 + cot «

(A36) Man bestimme zlle Tripel (x,Y¥,z) ganzer Zahlen, die fol-~
gender Gleichung geniigen:

2 2 2
X + Y + 2 = 2XyzZ

Preisaufgabe (P. 26)

In einer Ebene seien dle Punkte Pﬂ, P2, P3 fest vorgegeben.
Ein Punkt P erfiille die Bedingung, daB ein Quadrat mit der
gegebenen Seitenlénge a so konstruiert werden kann, da8

Pq, P2, PB' P auf Jjeweils verschiedenen Quadratseiten lie-
gen. Man gebe die Menge z2ller Punkte P an.

Fiir jeden vollstédndigen Losungsweg der Preisaufgebe erhidlt der
Einsender einen Wertpunkt. Fir finf Wertpunkte erhdlt der Ein-
sender ein Buch. Sollten pro Monat mehr als drei Eilnsender finf
Wertpunkte haben, entscheidet das Los (unter AusschluBl des
Rechteweges).

Falls ein Besitzer von fiinf Wertpunkten nicht unter die Gewinner
fA11t, nimmt er automatisch an der ndchsten Auslosung teil. Die
Lésungen sind bis zum 10. des folgenden Monats (Datum des Post-
stempels) unter dem EKennwort "Wurzel-Preisaufgabe" an unsere
Adresse elnzuschicken.

Wir welsen darauf hin, daB slle uns eingesandten Losungs- bzw.
Aufgabenblétter mit dem Namen des Einsenders, selner Adresse

und der von i1hm besuchten Schule versehen sein miissen. Einsen-
dungen, bel denen diese Angaben fehlen, kénnen nicht beriicksich-
tigt werden.

Drehungen eines Wiirfels Il

Zur Losung der in Teil I angegebenen Aufgabe iiber die Drehungen
eines Wirfels betrachten wir die Bewegungen, die einen Wiirfel
als Ganzes 1n sich ilberfiihren. Zwel Sorten solcher Bewegungen
wurden schon genannt: 41.Drehung um die Verbindungsachse der Mit-
telpunkte gegeniiberliegender Fléchen, Drehwinkel sind 900, 180°
und 2700, 2.Drehung um die Raumdiagonalen, Drehwinkel sind 120°
und 240°, Von der ersten Sorte gibt es pro Achse drel Drehungen
und, da drel Achsen mdglich sind, insgesamt neun Drehungen. Von
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der zwelten Sorte glbt es pro Rzumdiagonale zwel, insgesemt

acht Drehungen. Wenn man einen Wirfel zZuerst um eine Raumdiago-
nale und anschlieBend um eine Achse durch Fldchenmittelpunkte
dreht, so erglbt slch lnsgesamt elne Bawegung, bel der der Wir-
fel als Ganzes wiederum fest geblisben ist. Wir fiihren diese
"Zusemmensetzung von Bewegungen' elnmal an e¢inem Beispiel an
Hand der Figur durch. Dies 120°-Drehung um die in der Figur ange-

S/ gebene Achse wird durch folgende Tabel-
o ¢ le beschrleben:

120 Punlt : [ABCDEFGE
A /D geht iber in:lADHEEBRC G F

I T~ Und zur 90°-Drehung um die eingezeich-

- ﬁkif —- nete Achse gehdrt dle folgende Tabelle:
o / Punkt : [ABCDEFGH
7900 geht iiber in:|IDC GH ABF B

Ur zu sehen, in welchen Punkt z.B. B bel der Zusammensetzung
der beiden Drehungen libergeht, entnimmt man der ersten Tabelle:
B geht iliver in D; der zweiten Tabelle entrimmt man, daB dann
D bei der zweliten Drehung in H ibergeht. Also geht bei der zu-
sammengesetzten Bewegung B in H iliber. Insgecsamt flndet man fir
dle Zusammensetzung folgende Tabelle:
' Punkt: IA\BCDEFGH
geht iiber in:[DHEACGPF B
Bel der Veranachaulichung dleser Bewegung findet man, daB es
sich um eine 180°-Drehung handelt, deren Achse die Verbindung
der Mittelpunkte der EKanten AD und FG ist. Dies ist eine dritte
Sorte von Bewegungen, die den Wiirfel in sich iiberfiihren. Insge-.
samt haben wir jetzt
8 Drehungen um dle Raumdiagonalen
9 Drehungen um die Verbindungsgeraden von Mitten
gegeniiberliegender Flidchen

6 Drehungen um die Verbindungsgeraden gegeniiber-
liegender Eanten,
insgesamt 23 Drehungen. Da die Drehung um 0° auch den Wiirfel als
Ganzes fest 1l&dBt, wollen wir slie dazuzdhlen, so daB wir von 24
Drehungen reden konnen. Wir wollen pun zelgen, def es keine wei-
teren Drehungen gibt, d4.h., wir bewelsen den folgenden Satz:
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S atz: BEs gibt gé%au 24 Drehungen, die den Wiirfel als Ganzss
in sich tiberfiihren.

Dazu treffen wir drei Vorbereitungen:

1. Wir stellen einigeispezielle 1BO°-Drehungen Zusammen, mit
denen wir anschlieﬁpnd operieren wollen. Es seil
ap die 180°—Drehungium die Verbindung der Mitten ven AB und GIH

Up » " n \.‘. noon " " 1 w AD FG
L 1 t "'_ noon 1 n " n A8 CG
ST ST n " EX " " " w DH BF
%o w ow " w u Mittelsenkrechte der Flache ABCD
Xp n n " "-.‘.\ " n " " ABFE

Ly w n " n “‘,‘; " " " ADHE

o, die Drehung mit dem Dfehwinkel 0°.

Die Bezeichnung haben wir sbxgewéhlt, dal immer derjenige
Punkt in A libergeht, der als fhdgx beli o« steht; der Leser

o c 501l sich Eiqfvon bei jeder der angege-
benen Drehungénxan Hand der Figur selbst
A i 0 {iberzeugen. h -

f 2. Wir stellen fest.\gF gibt genau dreil
e 6 Bewegungen, bel denen\der Punkt A
it o fest bleibt: dle 120°- und die 240°-
Fi Drehung um die Raumdlagonale AG und

natiirlich die 0° ~Drehung; wir be-
zeichnen sie mit ®%qs m2 und Oy ~
5. Venn man irgendeine 180° —Drehung mit sich selbst zusammeﬁa

my

setzt, so ergipbt sich die 0° -Drehung. Denn wenn man zwelmal .
um dieselbe Achse um 180° dreht, so sind insgesamt Anfangs- AN
und Endlage der einzelnen Wirfelecken gleich.
Nun beweisen wir den Satz. Es seli P eine beliebige Bewegung, die
den Wiirfel in sich iiberfiihrt. Bei B geht der Punkt A in einen
wohlbestimmten Eckpunkt X iliber. Setzt man jetzt f mit der oben
mit aufgez&hlten Drehung 0y ZUSammen, indem man zuerst P, dann
Oy anwendet, so geht beli dieser Zusammensetzung A in sich selbst
tiber, denn beli B geht A nach X, beil Oy geht dann X nach A. Also
ist diese Zusammensetzung eine von den in Vorbereitung 2. ge-
nannten Bewegungen, d.h., gleich o, oder gleich u2 oder gleich %y

19



¥ir schrelben hierfiirs

p e Oy = Ly i =0 oder 1 oder 2,
wobel dle linke Selte gelesen werden kann: "f zusammengesetzt
mit ax". Jetzt wenden wir noch einmal die Drehung wy &n und
bekommen (B e ux) G oy = @y @ Oy .
Man darf auf der linken Seite die letzten belden "Faktoren'" zu-
semmenfassen, sie bedeuten ja Zusammensetzung von Cy mit sich
selbst, d.h., wie wir in 3. feststellten, die Drehung um 0°. Wenn
man gber B mit de- 0°—Drehung zusemmensetzt, so erhédlt man nur 8.
Somit gilt B=oa;0 ay .
Diese Formel bedeutet, daB sich eine beliebige den Wiirfel als
Ganzes festlassende Bewegung aus einer der drei Drehungen @y
und elner der acht Drehungen.czA bis gy zusammensetzen ldBt. Und
das wiederum bedeutet, daB es nur 3-8 = 24 Mdglichkelten fiir eine
Bewegung B gibt, Damit 1st der Satz bewlesen.
Jetzt kdnnen wir noch einmal auf das elngangs genannte Problem
der Anordnung der Augenzahlen auf den Wiirfelfldchen zuriickkommen,
Bei einer die Drehungen des Wiirfels nicht beriicksichtigenden
ﬁberlegung waren wir auf 720 Moglichkeiten gekommen. Inzwilischen
wissen wir, daB es 24 Drehungen des Wiirfels in sich gibt. Die
720 Zuordnungen der Zshlen zu den Flachen gruppieren sich demnach
in Klassen zu je 24, die jeweils innerhalb einer Klasse alle
durch Drehung auselnander hervorgehen. Somit gibt es
720 : 24 = 30 verschiedene nicht ineinander iiberfiihrbare Bezif-
ferungen. Dem Leser wird es nicht schwerfallen, in analoger Wei-
ge auch die Aufgabe iiber die Oktaederférbung zu ldsen.

W. BOrner

wissenschaftlicher Assistent
an der Sertion Mathematik
der Friedr.-Schiller-Universitidt
Jena

Losungen -
(A14): Es ist VE+F S —b/x-T+V/x+8-6Vx-1
«V/x-T-2+VV/x-T-372
=l VX -T-21+1Vx-1T-3|=1
Umn die Betrédge aufldsen zu kdnnen, macht man eine Fall-
unterscheidung:
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I.Fall: VX - 7 <2
2-VX - T+3-/x-1=1
VE-1m= 2
Widerspruch!
I1.Fall: 2sVx-153
VE-T-2+3=-/xT-1= 1
1= 1
ITI.Fall: VX -1>3
VE-T-2+V/x-1=-3=1
VI=T=3
Widerspruch!
Als Ldsungsmenge ergiht sich 2 s /X - 1 s 3 oder
S s xs 10,
(A18): Es ist zu zeigen, daB gilt:
1 1024 _ 16
(1 + ) <
S8 a5
Es gilt: fiir o > O
53042 _ 52042  3n+2 | 2042 | o0
(2n _ 1)22n+2 < (22n+2 _ 2_2n+"| + 1)2n
22n+2 < oh
(2n+1 _1)2 S0 _4q
n+1 k+1 n k
¢ n2 )2 < n2 2
2 l -1 27 -1
dann gllt: ,
4 0 5 13 .9 14
16 2 2 2 2 ‘oo 2 2 2
= (5 )% > ( )= > > (43" > (F52)
15 21 291 217 214
228 _ 4 < 28
2 4 2MH
— <
2 1h 2% 1
Daraus folgt:
1 1024 _ 16
(1 + _TEE ) < —;
(Die Ldsung wurde eingesandt von Joachim Puhl,
EOS Arnstadt)




(P.21.1): (eingesandt von H.-D. Gronau, EO3 Neubrandenburg)
Es sei B = 2a, hieraus folgt b > a

Es gibt somit 3 Félle:
I b = a+1 = c+2 1
b= c+1 = g+2 {(2)

¢ = b+1 = g+2 (3)

[
Nach dem Sinussaetz folgt: 7
b sinB sin2x
a” slnx T sinmx 2cosn
und: ¢ o siny _ sin(m-3a) 2, _
a sing simx = hcos'a 1

man erhdlt:

2
. < E? -1 oder ac = b
a

Aus (1) und {(4) folgt: aq 5= % 3‘%;?

Diese Losungen entfasllen, da sie nicht im Bereich der
ganzen Zahlen llegen.
Aus (2) und (4) folgt: 8z = 4 und a, = -1
a, entfdllt, da ay nicht pogltiv ist.
Aus a5 = 4 folgt: 3 = 5 wund b3 e 6
Aus (3) und (4) folgt: ag = 1
daraus ergibt sich: c5 = 3 und b5 w 2
Diese Losung entfdllt ebenfalls, da cg Z ag
Wir erhalten somit als Lésung:

a= 4%, b=s6, c=5

2 _

(4)

o

+b

(P,21.2): (eingesandt von G. Wagner, EOS Worbls, K1.12B)
Hilfssatz: Das Produkt der Ziffern elner mehrstelligen
Zahl ist immer kleiner als die Zahl selbst
(p(x) < x, x 2 10),
Beweis: Es sel x = gy + & 10 + ... + an-'lOn nz 0
Dann ist p(x) £ 9 ‘a
x 2 10" -
Hieraus folgt wegen a # 0 x 2 p(x)
1. Bs ist x2 - 10x - 22 = (X - 5)° = 47 2 O oder x 2 12
* 2. Wegen 1(x) = x2 - 10x - 22 5 x folgt aber

11,2 209
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und damit folgt: x < 209 + 11" . 13

3, Aus 1. und 2. folgt:
12 £ x < 13, 4d.h. hochstens x = 12 kann die
gesuchte Zahl seiln.
Probe: p(x) = p(12) = 2 = (12 - 5)2 - 47
Ergebnis: Die Zahl 12 ist die gesuchte Zahl.

(P.21.5):

(eingesandt von R. Schmidt, SpS Zeiss Jena, K1.11)
Nach Voraussetzung gilt:

£f(x + a) = 2 + Vaf(x) - (£(x))*
Daraus folgt:

f(x + 2a)
und f(x + 3a8) =
Weiterhin gilt:

f(x + &) - 3 = Var@ - (£(x)?
und (£(x + a))° - af(x + a) + %E = af(x) ~ (£(x))°
(Gleichung (1))

rof

+ Vaf(x + a) - (£(x + a))2
+ Vaf(x + 2a) - (£(x + 28))°

Ml rofp

Analog 1st 5

(f(x + 2&))2 - af(x + 2a) + 2

= af(x + a) - (f(x + a))
(Gleichung (2))

-ﬂm

(1) - (2) ergibt:
(f(x + a))2 - af(x + a) - (f(x + 2a))2 + af(x + 2a) =
e af(x) - (£(x))" — af(x + a) + (£(x + a))°

af(x + 2a) - (f(x + 2a))2 = af(x) - (f(x))2
Vaf(x + 2a) - (£(x + 28))° = Vaf(x) - (£(x))°
2+ +/af(x + 2a) - (£(x + 2a))° = § + Var(x) - (£(x))?

f(x + %a) = f(x +‘a)
Hieraus folgt, daB f(x) eine periodische Funktion mift
der Periode 2a ist.
Ein Beispiel fiir eine solche Funktion mit a =1 ist

£(x) = (-2

(P.21.6):

Fir beliebiges natiirliches n gil%

-0
k-1
n+ 2
)z
=1 2

2%



Der Bewels wird durch vollsté@ndige Induktion gefiihrt.
Induktionsanfang: n = 0
Z;j e
x| =¢
= o 2
Es werde nun angenommén, daB fir alle n < n' die Behaup=-
tung richtig seil.

Induk*ionsschritt: Dann gllt die Behauptung auch fir n'
Man unt erschelde nun zwel Fdlle:

1_5311' n' J.+4 _
.[21 :' Z: , ok l k-:l
2 . k
S 2 -~ K"Iﬂ
1 k
Nun gilt: 2+ 2 | _ 0 fiir k> 1 + 1
2
= 1 fiirk=1+ 1
=21 firxc<1
2 1 k-1 1
Somit: 25 + 27 ol-k + 12 ot
N e = D -2
Kz 1 K=
2.Fall: n' = 2 +m mit0<m<2
1
l_2 +m+ ‘] E [Q_lk+m+2k_:1-|
e P

_ |_2 + 2 +n{|
"'z : k

1 KﬁudL 2

Dam < 2 gilt nun:

1 k-1
(1) [2 +2k +m]=0fiirk

v
=
+
—

] N k-1
auBerdem [21_k + Lt%—-il g otk pr2 ]
Mai}perhalt' 1

n'+2k’1 Z21k+ . m + 257
2t s
< "ET] 2
Negen f’l) ist auch F——k—-—q =0 flirk>1+1
2

1 - , ® .
y—rlm N 2k— ZEI N Ek-’l nach 1I:miul{tJ.gnsvor—
— ———x—| = m aussetzun a
[ A— 2 = 2 < %’

K= =4 m n

k-1
Somit U‘lltE [n'+2 ]=21+m=n'
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Aus der mathematischen Kybernetik IV

©. Der Steuerautomat der Maus

wir gehen nun zur Beschreiburg des gesuchten Steuversutomaten

fiir die Maus tiber.Diese Aufgabe l&uft darauf hinaus, Zustands-,

Eingabe- und Ausgabemenge sowie [berfilhrungs- und Ausgabefunk-

tion dieses Automaten passend festzulegen,

Als Eingabemenge wéhlen wir X = {v, B, P, 0}. Y, B, ¢ behalten

ihre obige Bedeutung bei, p bedeutet: Die vor der Maus befind-

liche Tiir 1st rot beleuchtet. Die Menge der Ausgabeelemente ist
selbstversténdlich die Menge ¥ = {S, R, L, V, ¥} der von der

Maus zu erledigenden Operationen. Zur Darstellung des Algorithmu

in einem abstrakten Automaten braucht man folgende Zustiénde:

Zg* Die Maus befindet sich in der Anfangszelle oder hat soeben
eine griin beleuchtete Tiir durchlaufen.

z,% Die Maus hat eben eine blau beleuchtete Tir durchlaufen.

Z5t Die Maus ist bereit, die eben untersuchte Tir zu durchlaufen

Zz: Die Maus geht in den Zustend Zz iiber, wenn sie im Zustand

i Zn eine rot beleuchtete Tir ver sich sieht.

Z,t Die Maus geht in den Zustand 2, liber, wenr sie im Zustand
Zp eine grin beleuchtete Tiir oder im Zustand z, eine blau
beleuchtete Tiir ver sich sieht.

e: Endzustand

Die Uberfiihrungs- und Ausgabefunktion sind aus dem Graphen auf

Seilte 27 zu entnehmen.

Dieser Automat hat die Eigenart, dafl nicht in jedem Zustand fur

jedes-Eingabeelement ein neuer Zustand als Folgezustand erklart
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ist. Man nennt ihn deshalb elnen partiellen Automaten. Dies
wirkt sich aber euf unsere Untersuchungen nicht aus.

Dem Leser wird empfohlen, sich davon zu iiberzeugen, daB dieser
Automat genau so arbeltet, wie es der oben angegebene Algorithmus
vorschrelbt. Dabel beachte man, daB der Automat durch die ver-
schiedenen Zusténde in der Lage 1st, in verschiedener Weise auf
gleiche Eingabeelemente zu reagieren, defl er also durch seine
verschiedenen Zustdnde in gewisser Welse die Vorgeschichte elner
Jeden in selner Suchektion auftretenden Situation beriicksichtigen
kann.

Die néchste Aufgesbe bestédnde nun darin, dlesen abstrakten Auto-
maten konkret zu reamlisieren. Das kann zum Beispiel mit Mitteln
der sogenannten Schaltalgebra erreicht werden, soll aber hier
nicht durchgefiihrt werden, well der dafiir erforderliche Aufwand
zu groll wirde.

Bei der Realisierung wiirde man es technisch so einrichten, dafl
die Ausgabe L die Inbetriebnahme desjenigen Organs der Maus ver~
anlafBt, das eine 120°—Linksdrehung der Maus bewlrkt. Entsprechend
miiBten die anderen Ausgaben V, R, S, E in wirkliche Handlungen
der Maus umgesetzt werden. Der angegebene Automat konnte in die-
sem Sinne tatsdchlich als eine Art "Gehirn" der Maus betrachtet
werden.

Dr. G. Wechsung

Leiter der Abteilung Mathem. Kybernetik
an der Sektion Methematik
der Friedr,-Schiller-Universitéit
Jena
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Fir interessierte ILeser folgen einige Angaben iiber die Literatur,

auf die sich der Autor beil der Abfassung der Artikelserie "Aus

der mathematischen Kybernetik" im wesentlichen gestiitzt hat.

lber den Gegenstand der Kybernetik kann bei

A. A. Ljapunow: Uber einige allgemeine Fragen der Kybernetik,
Probleme der Kybernetik, Band 4, Akademie-Ver-
lag Berlin 1962

rachgelesen werden. Uber Automaten und iiber die Maus im Laby-

rinth findet der Leser weitere Angaben im Buch

N, B. EKobrinski und B. A. Trachtenbrot, Einfilhrung in die Theo-
rie endlicher Automaten, Akademie-Verlag

- Berlin 1967.

Aufgaben (Serie 3/69)

(A37) Aus der Giiltigkeit der Aussage "Wenn eine natirliche
Zahl a durch p und q teilbar 1st, so ist sie auch durch
prq teilbar" schluBifolgere man ohne zahlentheoretische
Hilfsmittel:

Wenn a nicht durch p.q teilbar ist, so ist a nichkt durch
p oder nicht durch g teilbar.

(A3B) VWelche Beziehung besteht zwischen den Ausdriicken
9979 + 100%Y una 10170 2

(A39) Man konstruiere ein Viereck ABCD aus den Seiten AB, BC,

CD, AD und dem Winkel zwischen den Seiten AB und CD.

(A40) Man 16se folgendes Gleichungssystem:

X +y= -4
1.1_ .4
x "y~ 2T
(A41) Gegeben seien dle drei Eckpunkte eines Drelecks
Py~ (X90Yq)s Py~ (%5155)y Pz~ (X3,¥3). Man berechne
die Koordinaten des Umkreismittelpunktes.
(A42)Man beweise, daB fir beliebiges ganzzahliges n (n 2 2)
immer gilt:
) 1 -1 1
1+ —+—+ oo + — >~/n
Ve V3 /n




Preisautgabe (P. 27)

Man zeige, dafl fiir beliebiges natiirliches n gilt:

1 + ?% + 5% + 3% + ...t E% < 3

Fir Jjeden vollsté@ndigen Losungsweg der Preisaufgabe erhélt der
Einsender einen Wertpunkt. Fiir finf Wertpunkte erhédlt der Ein-
sender ein Buch. Sollten pro Monat mehr als drei Einsender fiinf
Wertpunkte haben, entscheidet das Los (unter AusschluB des
Rechtsweges).

Falls ein Besitzer wvon finf Wertpunkten nicht unter die Gewinner
f&llt, nimmt er automatisch an der néchsten Auslosung teil. Die
Losungen sind bis zum 10. des folgenden Monats (Datum des Post-
stempels) unter dem Kennwort "¥urzel-Preisaufgabe' an unsere
Adresse einzuschicken.

Wir weleen darauf hin, daB alle uns eingesandten Ldsungs- bzw.
Aufgabenblidtter mit dem Namen des Tinsenders, seiner Adresse

und der von ihm besuchten Schule versehen sein mlissen. Einsen-
dungen, bei denen dlese Angaben fehlen, koénnen nicht beriicksich-
tigt werden.

Funktionalgleichungen |

Im Schulunterricht der 9. und 10.Klasse begegnet man zum
ersten Mele Beziehungen, die man iublicherwelse als Additions-
theoreme bezeichnet. Denken wir etwa an das Gesetz:

(1) lg(x+y) = l1g x + 1g y,
das benutzt wird, um die (schwierigere) Operation der Multi-
plikation auf die der Addition (ihrer Logarithmen) zuriickzufiih-
ren. Schreiben wir 1(x) = 1g x, so gilt also

(1) 1(xey) = L(x) + 1(y).
Das ist ein Beispiel fiir eine Funktionalgleichung.(In Zukunft
abkirzend PGL genannt). Die Funktion 1(x) = lg x nennen wir ei-
ne Ldsung der FGL (1').
Auch in der Trigonometrie sind Additionstheoreme geléufig. Wir
wissen z.B., daB

(2) cos(x+y) + cos(x-y) = 2c0s % + CcOsS ¥
gilt. Setzen wir c¢(x) = cos X, so nimmt (2) die Form an:
(2') c(x+y) + c(x-y) = 2¢c(x)+c(y).
Auch das ist ein Beispiel einer FGL. Sie wird als d'Alembert-

sche Funktionalgleichung bezeichnet, nach dem franzosischen
Mathematiker d'Alembert (1717-17832). D'Alembert stiel auf diese
FGL bei der Begriindung der Regel fiir die Addition von Kréaften,
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d.h, bei elnem physikalischen Problem.
Aber auch durch geometrische Probleme kann man zu Funktional-
gleichungen gelangen. Folgen wir elnem Gedankengang des fran-
z0sischen Mathematikers Legendre (1752-1833). Bezeichnen wir die
Seitenléngen eines Rechtecks R mit x und y, dann ist der Fléchen-
inhalt des Rechtecks natiirlich abhéngig von diesen Seitenlangen.
Er ist elne Funktion der zwei Ver&nderlichen x und y, F(x,y).
Wir wollen uns auf den Standpunkt stellen, daB wir erst eilne
Formel fir den Flédcheninhaelt gewinnen wollen. Welche Eigenschaf-
ten miiBte F(x,y) haben? Wenn man das Rechteck durch eine Paralel-
le zu elner der Seiten in zwel Rechtecke R, und R2 zerlegt, so
miiBte die Summe der Flicheninhalte von R1 und R2 gleich dem
Flédheninhalt von R 3ein. Das bedeutet in Formeln: Ist x = X +¥%s
(bzw. y = y1+y2) so gilt

(51) F(x1+x2!y) = F(xqsy) + F(xeiy)

(35) F(X,74+Y5) = F(x¥q) + F(x,7,)

Der Fldcheninhalt F(x,y) von R miiBte also die FGlen (31), (52)
erfiillen, d.h. ein System von Funktionalgleichungen.

Es entsteht hier sofort das Problem: Welche Funktionen F(x,Yy)
erfiillen dieses System? Solche Funktionen heifen Losungen von
(31. 32). Das Ldsen von FGLen bildet elnen der &ltesten Problem-—
kreise der Analysis. GroBe Mathematiker wie Euler, d'Alembert,
GauB, Cauchy, Abel, WeierstraB, Darboux, Hilbert um mur einige
Namen zu nennen, befaBten sich wiederholt und eingehend mit der
Aufldsung von Funktionalgleichungen. In den letzten 50 Jahren
haben viele Mathematiker Arbeiten iliber die Ldsung von Funktio-
nalgleichungen verdffentlicht. Es handelt sich also um die Auf-
gabe, s@mtliche Funktionen zu finden, die eine vorgegebene FGL
erfiillen. In unseren obigen Beispielen wiirden zum Beispiel auch

1(x) = 21g x eine Losung von (1') und c(x) s 1 eine Lésung von
(2') sein.

Fhe wir an die Losung von FGLen gehen wollen wir aber erklaren,
was wir unter einer FGL verstehen wollen. Hierzu geben wir zu-
erst die Definition des Begriffs "Ausdruck":
Definitiomn: (1) Die unabhéngigen Verdnderlichen

(X,9 Xqy «esy X, ) sind Ausdriicke.
1 k
(2) Sind Aq, Aoy ooy Ap Ausdriicke und ist P eine
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Funktion von m Verdnderlichen, so ist
F(Aq. Asy vy Am) ein Ausdruck.
(3) Sonst gibt es keine Ausdriicke.
Damit geben wir die Definition der Funktionalgleichung:
Definitions
Eine FGL ist eine Gleichung A, = A, zwischen zwel
Ausdriicken, welche k unabhéngige Verdnderliche Xqr KXo
Xzy sees X und n (n 2 1)'unbekannte Funktionen
W F’I' F2, ceey Fn sowie eine endliche Zahl wvon bekannten
~~ "\ Funktionen enthdlt.
In unseren ersten beiden Beispielen ist k = 2 und n = 1.
Nun zur Losung einiger Funktionalgleichungen. Als erstes Bei-~
spiel betrachten wir eine FGL besonders einfacher Gestalt:
(4) f(x + y) = £(x) + £(y)
Sie wird nach dem franzGsischen Mathematiker Cauchy ( 1789-1857)
als Cauchysche FGL bezeichnet. Sie wurde durch Cauchy selbst
1821 etwa wie folgt geldst: Mit der Methode der vollsténdigen
Induktion beweist man aus (4) sofort
f(xq+x2+...+xn) = f(x1) + f(xz) + ee. + f(xn)
Setzt man Xqg = Xy = eee = X = X 80 ergibt sich
(5) f(nx) = n-£(x)
Setzt men x = % so erh8lt man wegen nx = y
£( L) = 3£
Bezeichnen wir jetzt mit m eine positive ganze Zahl, so wird
mit y = mz hieraus
£( B2 ) = 1ef(nz) = Bo£(2)
wegen (5). Setzen wir hier z = 1 und f(1) = ¢, wobei ¢ also
irgendeine Konstante ist, so wird
(6) f(x) = cx
fir alle positiven rationalen Zahlen x = %. Dieses Ergebnis
gilt auch noch fiir x = O und fir die negativen rationalen Zahlen
X = - %; denn aus (4) folgt fiir x = O sofort £(0) = O. Setzen
wir aber in (4) y = —x so ergibt sich fiir negative rationale x
£(0) = f(x) + f(=-x) '
oder (%) = ~f(=x) = - ¢+(=x) = cx
d.h. wieder (6). Man kann sich nun tberlegen, daB (6) auch fiir
irrationale Werte von x eine Lisung von (4) darstellt, falls
man nur solche Funktionen sucht, wie sie in der Schule betrach-

31




tet werden. Das wollen wir hier nicht beweisen. Durch Einsetzen
stellt man fest, daB f(x) = cx auch wirklich eine Losung der
Cauchyschen FGL ist. Die sé@mtlichen LOsungen der FGL (6) sind
also, geomebtrisch gesprochen, die Geraden durch den Nullpunlt
des Koordinatensystems, mit Ausnahme der y-Achse selbst.

Dr. rer. nat. habil. H.-J. Glaeske

Oberassistent
an der Sektion Mathematik
der Friedr.-Schiller~Universitit
Jena

Losungen —————

(P.21.4)+ (eingesandt von R.Schmidt, SpS Carl Zeiss Jena, K1.11)
Behauptung: In jedem beliebigen Tetraeder 1&Bt sich

immer ein Eckpunkt so finden, dal man aus
den Lingen der von ihm ausgehenden Kanten
ein Dreieck konstruieren kann.

Beweis: Ein Dreieck ist genau dann konstruierbar, wenn
die Léngen seiner Seiten die Drelecksunglei-
chungen erfiillen.

Sei keine Kante des Tetraeders groBer als
AB = a. Daraus folgt:
bgaund b < a+d

dgaundd<ab (P
c g aund ¢ < a+f
f < aund f < atc (2) 7 a 3

Behauptung: Es gilt a < b+d (1'') oder
a<c+f (2'")
Indirekter Beweis: Es sei a » b+d (1')
und a 3 c+f (2')
Durch Addition von (1') und (2') folgt:
2a > b+c + 4d+T
Im Dreieck AABC gilt b+c > a
somit null gelten a > 4d+f.
Das ist ein Widerspruch, da im Dreieck
AABD gilt a < 4+f.
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Daraus folgt: (1') oder (2') ist falsch. Da-
her ist (1'') oder (2'') richtig. Daraus folgt
in Verbindung mit (1) bzw. (2) die Behauptung.

(P.23): (eingesandt von D.Soyka, EOS Spremberg)

- Hat das Gleichungssystem das Ldsungstripel (xq.yq,zq) so
kann man sofort ein weiteres Tripel (xe,yz,zz) angeben,
mit Xy = Yqr ¥p = X5 25 = 29 da das Gleichungssystem
in x und y symmetriscn ist. '

Gibt es nur eine Losung des Systems, so mull also gelten
x = y, und das System vereinfacht sich wie folgt:
2x2 = 7 (1)
2X + z = a (2)
Durch Sinsetzen von 2 erhdlt man:
2x +.2%° = a (3)
und somit die Losungen
"1.2:“%: 1+3 W
Es gebe aber hichstens eine Ldsung fiir x. Daraus erhédlt
man: % + % =0 oder a= - % (5)
Somit hat hochstens fir a = - % das Gleichungssysten ge-
nau eine LOsung.
Eine Ldsung des Gleichungssystems fir a = - % 18Rt sich
aus (1) und (4) sofort angeben, ndmlich:
yeye-d ael
Das Glﬁichungssystem hat daher fir a = - % und nur fir
a = - 5 genau eine Ldsung.
(P.24): (eingesandt von D.Miiller, EOS Herzherg, Klasse 10)

Behauptung: Der gesuchte geometrische Orc ist die ge-
samte Oberfléche der Kugel mit dem Durch-
messer ADB. c]
Beweis: I. Es sei P # A, B ein belie- P
biger Punkt der Oberfléche
dieser Kugel. Verbindet
man A mit B und Pund b
mit P, so ist das Dreieck AAPB R
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nach der Umkehrung des Thalessatzes recht-
winklig. Es gilt also 3APB = 90°, d.h., der
Punkt P ist ein Punkt des gesuchten geome-
trischen Ortes. Da P § A, B beliebig angenom-
men wurde, ist damit gezeigt, daB alle Punkte
der Oberfléche der Kugel auBer A und B zum
geometrischen Ort gehdren. Man weist leicht
nach, daB die Behauptung auch fir P = A oder
P =B gilt.
Damit ist gezeigt, daB alle Punkte der Kugel-
oberfléche zum geometrischen Ort gehdren.
IT. Ist S ein beliebiger Punkt, der nicht auf der
- Kugeloberfliche liegt, so gilt stets JASB 490°
(Daher kann S keine Projektion von A auf ei-
ne durch B verlaufende Ebene sein). Da der
Punkt S beliebig angenommen wurde, ist damit
gezeigt, daB alle Punkte, die nicht auf der
Kugeloberfléche liegen, nicht zum geometrischen
Ort gehoren.
Aus I. und II. folgt die Richtigkeit der Be-
hauptung.

(A17): Man zeige zunfchst: Wenn es einen Punkt P mit den gefor-
derten Eigenschaften gibt, dann ist das Viereck konvex
und seine gegeniiberliegenden Innenwinkel ergénzen sich zu
180°. Wenn der Punkt P zu den vier Eckpunkten des Vier-
ecks gleiche Absténde hat, dann kann man eine Kugel mit
dem Mittelpunkt P, auf deren Oberflidche die vier Eckpunk-
te liegen, konstruleren.

Schneidet man nun diese EKugel mit der Ebene, in der die

vier Punkte liegen, so ergibt sich A
als Schnittfigur ein Krels, auf ,
dessen Peripherie die Eckpunkte #

des Vierecks liegen. Somit ist
das Viereck ein Sehnenviereck,
d.h. es ist konvex und seine

gegeniiberliegenden Innenwinkel

ergdnzen sich zu 180°. C

34



Nun zeige man die Umkehrung:

Bs sei das Viereck konvex und seirne gegenitiberliegenden
Innenwinkel erzidnzen sich zu 180°. Das Viereck ist also
ein Sehnenviereck. HWan erhdlt einen Punkt F, der von al-
len Eckpunkten den gleichen Abstand hat, als Mittelpunkt
des Umkreises des Sehnenvierecks.

Danit ist die Umkehrung bewieser. Jomit ist auch die Be-
hauptung richtig.

(A20)

"ienn es drauBen regnet" werde mit p bezeichnet. Aus der
Nahrhelt von Peters Aussage schlieBe man durch folgende
Wahrheitswerttabelle:

P |~p |P>~p

W r 3

r N W
daB die Aussage p~»~ p, d.h. "Wenn es drauffen regnet,

regnet es drauBlen nicht", dann und nur daan wahr ist,
wenn p falsch ist. Somit regnet es drauBen nicht.

(A21): Bs ist 5in10° + sin50°
= s1n(30-20)° + s5in(20+20)°
= sinEOocoszoo - cosBOosinEOO
+ 8in30%c0s20° + co0s30%2in20°
= 23in30%c0s20°
= cos20°
Die Gleichung c0s20° = sin x
hat aber genau die Ldsungen X, = '700 + k+360°
x, = 110° + k-260°
wobei k eine beliebige ganze Zshl ist.
(A422): Den ersten Ball kann der Vater einem belieﬁigen der 8

Sohne geben. Den zweiten Bali kann er einem beliebigen
von den Ubriggebliebenen 7 Sohnen geben usw. Den 5. Ball
kann er dann einem der 4 lbriggebliebenen Sdhne geben. -
Somit erhalten wir 8.7.6+5:4 Mdglicnkeiten fir die Auf-
teilung der Bélle.
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(A29) ¢

e,

(eingesandt von
Tieweis durch veo
Tnduktionsantan

Induktionsvorsasu

J.TPakl, Z03 Arnstedr, Mlaszse

listéndige Induxtion:

£ K =

e = 4

ssetzung:

11...155...586 = (3%, 30)«(3%5,..7%2)

1 .
ha it—

induktionsbehau

NI

k+1
Rewelis:
1M...155...56 =
SLESEN REARRY
k+1 s

| g

prtung:
( ALY (5L B4
L——:Y_J\._V_..J

k X

e %7
_r}‘O = (.7).-.

E R T
Pl o«

11,0155, ..56 + 1100, . ,0400.,.0

k -1 k-1

o

= (33..,30)0(33,,.34) + 200,..040C,..0 + 9.10°%
‘_'-V.-J

k

k=1 k-1 k=1
= k z z, k
2 (33.,.34 4+ 3.707)0(33...34 + %.10)
k-1 k-
= (ZA,..%50)-(3%,,,34
(2 +)-(33...34)

k

e—
-1 k-1 k-1

k

k

_ 2 s rze Hd
(33.?.54)-(é3...)4) + 6+(3%...34):10" +

2.10

2k

(A24):Losung durch vollsténdige Induktion:

Induktinnsanfan
Induktionsvorau
Die Glei
Dann gil

Zu zeigen ist nun, daB die Gleichung auch fiir n

g: Fir n = 1 gilt u, = Un_q%g *+ Wpdq = up
ssetzung:
chung sei richtig fir n =

t speziell auch:
Unik-2 = Ym-1Yk-2 * YUpUk—9

um+k—1 = um-ﬂuk~1 + umuk

Ty

2y

, k.

k+1

richtig ist, also W = Yo%t Y Da dle Folge

eine Fibonacel-

Upik =

"

Folge war, gllit:

Ynak-1 ¥ Ut -2

Y q%%-1 * UpUk ¥ YpaqUp-p t YpUyp
um_,l(uk_1 + uk-2) + um(uk + uk_1)

Up AU + Uply g
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Funktionalgleichungen Il

Mit dem Ergebnis im ersten Teil ("Wurzel"-Nr.3/69, Selte 32)
kénnen wir auch das System zur Bestimmung einer Formel fir den
Flidcheninhdlt eines Recktecks 18&sen. Betrachten wir etwa (3,),
so sehen wir, daB die zweite Verdnderliche immer y heiBt, d.n.
wir k&nnen (51) wie eine FGL fiir eine Funktion einer Ver#dnder-
lichen betrachten. Schreiben wir etwa Fy(x) = F(x,y), so nimmt
(51) die Gestalt an:
Fy(xﬂ + x2) = Fy(xq) + Fy(xE).
Das ist aber die Cauchysche FGL, Ihre Lgsung ist
Fy(x) = g*X
Dabei ist es aber wichtig zu bemerken, daB unser g nur in Ab-
héngigkeit von x konstant ist, bezlglich y aber variabel sein
keann: g = g(y). Durch Einsetzen prift man sofort, daf
Fy(x) = g(y)x
Iosung ist. Nun soll aber F auch noch (32) geniigen. Durch Ein-
setzen (der Faktor x hebt sich weg) ergibt sich
B8(7q + ¥5) = 8(yq) + 8(yy)
Das ist aber wieder die Cauchysche FGL fiir die Funktion g(y).
Ihre Losung 1st bekanntlich
g8(y) = c+y
Insgesemt haben wir also F(x,y) = cxy fir den Inhalt des Recht -
ecks R. Der Wert der Konstante ¢ hingt von der Wahl des MaBstabs
ab. Wird der MaBstab so gewidhlt, daB der Fldcheninhalt des
Quadrates mit der Seitenlénge 1 gleich 1 ist, so ergibt sich

1= c+1+1, d.h. ¢ = 1 und demit unsere bekannte Formel.
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Wir sehen also, deB8 man zwangslduflg zu unserer bekannten In-
haltsformel gefilhrt wird, wenn man nur die geometrisch ein-
leuchtende Forderung der Additivitdt des Inhalts bezliglich der
Seiten fordert.

Mit Hilfe der Losung der Cauchyschen FGL kann man nun auch die
FGL (1') 1%sen. Seien vorerst x und y positiv. Dann fiihren wir
neue Verdnderliche Xqr ¥4 ein:

x = 100, d.h. x, =1g x
y=1"", ah y,=1lgy

Setzen wir noch l(ﬂOu)

f(u), so gilt also nach (1')

11051y = 1(10™) + 1(1077)
also (xq + 740 = £(xq) + £(34)
Die Funktion f erfiillt also die Cauchysche FGL, d.h. es gilt
f(xq) = CeXgqe
Wegen £(lg x) = 1(x) gilt also mit x;, = 1g x
(7) 1(x) = c-lg x.
Das gilt nur fiir positive x. Setzt man in (1') x =y =+t (>0),
so wird £(£2) = 2£(%). !
Setzt man x = y = —-t, BO ergibt sich
£(t5) = 2£(~t).
Also gilt f(t) = f£f(=t). Ist also x negativ, so0 gilt
(7") £(x) = c-1(-x).
Man faBt die Ergebnisse (7, 7') zusammen, indem men die GroBe
. e .
= {% firzco
einfiihrt. Damit gilt: Die mllgemeine I1Gsung von (1') hat fiir
x # 0 die Form
1(x) = c-1gixl.
Soll die WGL (1') auch fiir x = O erfiillt sein, so ergibt sich
aus (1') fiiry = 0O:
1(9) = 1(x) + 1(0),
d.h. 1(x) = O fiir alle x. Das is5t die Gleichung der x—Achse. Sie
ist also Losungsfunktion, falls (1') auch fir x = O einen Sinn
haben soll. ¥Man nennt diese sofort zu erratende Losung die tri-
viale Losung von (17).
Wenn man die umfangreiche Literatur ilber Funktiopalgleichungen
darchsieht, so £811t auf, daB fast jede Gleichung ihre eigene
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Losungsmethode bendtigt. Die Versuche einer einheitlichen Theo-
Tie der Funktionalgleichungen haben noch zu keinem Erfolg ge-
fiihrt. Trotzdem gelang es, gewisse Klassen von Gleichungen zu
finden, die einheitlich behandelt werden kénnen. So ist zum Bei-
spiel die Methode der Ldsung der Cauchyschen FGL auf alle rfunk-
tionalgleichungen des Typs

£(x + ) = F(£(x),£(3))
anwendbar, d.h. auf alle Additionstheoreme. Man kann sich auch
iberlegen, daB dieselbe Methode fir die Losung der Gleichung
(2') verwendet werden kann. Man stellt dann fest, dafl man ver -
schiedene Losungen erhdlt, Jje nachdem ob die Losungsfunktion
Funktionswerte haben kann die gréBer als 1 oder kleiner als 1

sind. Im letzten Falle erhé&lt man als einzige Lésung von (2'),
abgesehen von der trivialen Ldsung,
c(x) = cos bx
wobel b eine belietige reelle Konstante ist. Das so0ll hier nicht
vorgerechnet werden.
Unsere Beispiele zeigen aber auch, daB man Funktionalgleichungen
in der Mathematik zur Definition von Funktionen verwenden kann.
S50 kann man z.B. die Funktion 1(x) = lg x dadurch erkl&ren, daf
man sagt: 1(x) = 1g x ist flir alle positiven x nichttriviale
Losung der Funktionalgleichung (1') und es gilt 1(10) = 1. Durch
die letzte Bedingung 1st die Funktion 1(x) eindeutig bestimmt,
denn wegen 1(10) = 1 gilt
1(10) = ¢c+1lg 10 = ¢ = 1.

Ahnliches gilt filir die Funktionen e(x) = a* und p(x) =
Diese kann man mittels der FGLen

e(x + y) = e(x)-e(y)
bzw. p(x+y) = p(x)-p(y)
definieren. Das Problem der Losung dieser Funkticnalgleichungen
kann man, &hnlich wie im Falle der FGL fiir 1(x), auf die LOsung

]{A-

der Cauchyschen FGL (4) zuriickfithren (Man fithre das zur {bung
durch!).

Wir kodnnen hier natiirlich nicht annghernd ein Bild von den viel-
fdltigen Methoden zur Ldsung von Funktionalgleichungen entwerfen.
Fiir diejenigen aber, die Lust zum Probieren haben, sei beispiel-
haft noch ein ganz elementares Verfahren erldutert, das in vie-
len Fdllen zum Ziel fiihrt. Hierbel handelt es sich um die
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Methode der Spezialisierung der Variablen.
Betrachten wir etwa die FGL
(8) “(x +y) + f(x-y)=Ff(x) + 6xy-%/f(y) + x5.
Setzen wir y = O erhalten wir
2f(x) = £(x) + x3
d.h. f(x)= xa.
Das ist (Einsetzen!) auch wirklich eine Ldsung von (8).
Diese Methode fihrt bei
(9) fx+y) -2f(x-3) + £(x) - 28(y) = y - 2
nicht zum Ziel. Fiir y = O erhélt man nur
£(0) = 1.
Hier fihrt eine andere Methode zum Ziel. Setzt man etwa x = O,

y =1t so wird

f(t) - 2f(-t) + 1 - 2£(t) = t - 2.
Setzen wir x = 0, y = -t ergibt sich

£(-t) - 2f(t) + 1 - 2f(-t) = -t - 2.
Multiplizieren wir die zwelite Gleichung mit --2 und addieren sie
zur ersten so ergibt sich

—f(t) + 4f(t) = t - 3 + 2t + 6
und daraus folgt

f(t) = t + 1.

Diese Funktion erfiillt auch wirklich die Gleichung (9).
Diese Methode beruht darauf, daB jede Ldsung der Ausgangsglei-
chung notwendigerwelse auch die svezialisierte Gleichung erfil-
len muB. Diese ist i.a. von einfacherer Bauart und dann leichter
zu 13sen. AnschlieBend mufl man aber immer priifen, ob die erhal-
tenen Losungen der speziellen Gleichung auch die Ausgangsglei-
chung erfiillen. Es kann natiirlich durchaus der Fall sei, daR die
spezialisierte Gleichung mehr Ldsungen hat als die urspriinglich
gegebene. Hierzu ein Beispiel:

(10) f£(x + 3) + £(x = y) - £(x)(y + 2) + y(x* - 2y) = 0
Hier versagen die bisherigen Methoden. Setzen wir nacheinander
Xx=0, y=1t; x=1%t-2, y= -2 x= -2, y= t-2 so erhalten wir
die drei Gleichungen

£(£) + £(-t) - £(0)(t+2) - 2t° =0
£t - &) + £(t) - 2(t° - 4% + 8) =0
f(t - 4) + £(-t) - £(-2)t + (£t - 2)(8 - 2t) 0
Mit der Methode zur Losung von (9) erhédlt man aus (10) sofort

41



f(0) = 0. Setzen wir f{(-2) = b, so ergibt sich, wenn man die
dritte Gleichung von der Summe der beiden ersten subtrahiert,
2E(t) = 26° + (4 - £(-2))t.

Setzt man noch 4= £(=2

\ -

= ¢, so ergibt sich

f(t) = t2 + ct.

Diegse PFunktionen erfiillen fiir alle ¢ die drei spezialisierten
Gleichungen. Setzt man aber f(t) in (10) ein, so ergibt sich
(x+ 32 s clx+y) + (x -9+ clx-y)

- (x2 + cx)(y + 2) + y(x2 - 2y) =
oder cxy = 0
fir alle x, y, also ¢ = O. Damit ist f(x) = x2 die einzige Lo-
sung-von (10).
Mit diesen Anregungen zur eigenen Beschdftigung mit Funktional-
gleichungen wollen wir diese kurze Einfiihrung schlieBen.

Dr. rer. nat. habil. B.-J. Glaeske

Oberassistent
an der Sektion Methematik
der Friedr.-Schiller-Universitét
Jena

Aufgaben (Serie 4/69)

(A43) Gegeben seien drei dreistellige Zahlen, die man durch zyk-

lische Vertauschung einer gegebenen dreistelligen Zahl

erhélt. tlan zeige, dal

a) die Summe dieser drei so erhaltenen Zahlen nur dann
durch 5 teilbar ist, wenn die Juersumme einer Zahl
durch 5 teilbar ist,

b) die Differenz von zwel dieser Zahlen stets durch 9
tellbar 1st.

In einer arlthmetlschen Folge sei das Produkt der ersten
drei Glieder 15 und die Summe dieser Glieder G, Wie lau-
tet das allgumeine Glied dleser Folge°

Man begtlmme den kleinsten Wert der Funktlon

2: n fiir ganzzahlige m (m > 1) und beweise,
; f(m) = Té; -0 daB sie keinen groBten "ert hat.
n
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(A46)

Peter und Klaus stehen vor einer verschlossenen Tiir und
strelten sich. Peter behauptet: "Wenn das Radio im Zimmer
spielt, so ist jemand darin.™

Klaus ist der Meinung, daB Peter unrecht hat.

#Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, daB Klaus recht hat,
wenn man annimmt, daB alle mdglichen Fédlle mit derselben
Wahrscheinlichkeit auftreten konnen?

(A47)

Mit Hilfe der Methode zur Losung der Cauchyschen Funktio-
nalgleichung bestimme man die LOsung von

f(x +y) = g i ;g ¥

im Bereich der rationalen Zahlen.

(a48)

Von allen Geraden einer Ebene, die von elnem Punkt dieser
Fbene ausgehen, bestimme man diejenige, die mit einer an-
deren Ebene den griBten Winkel einschlieBt.

Preisaufgabe (P. 28)

b — e

Man konstruiere einen Automaten, der folgendes Verhalten
realisiert:
Der Automat sortiert Werkstiicke nach
I.Qualitdt
IT.Qualitét
und Ausschull
unter folgenden Bedingungen:
a) AusschuB wird sussortiert,
b) ein Werkstlick erster Qualitédt wird immer durch-
gelassen,
¢) ein Werkstiick zweiter Qualitdt wird genau dann
durchgelassen, wenn unmittelbar vorher zwei Werk-
sticke erster QJualitit vorausgegengen singd.

Fir jeden vollstidndigen Losungsweg der Preisaufgabe erhZlt der
Einsender einen Wertpunkt. Fir finf Wertpunkte erhdlt der Ein-
sender ein Buch. Sollten pro Monat mehr als drei Einsender fiinf
Wertpunkte haben, entscheidet das Los (unter AusschluB des
Rechtsweges). ,

Yalls ein Besitzer von fiunf Wertpunkten nicht unter die Gewinner
fallt, nimmt er automatisch an der n&chsten Auslosung teil. Die
Losungen sind bis zum 10. des folgenden Monats (Datum des Post-
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stempels) unter dem Kennwort "Wurzel-Preisaufgabe" an unsere
Adresse einzuschicken.

Wir weisen darauf hin, daB alle uns eingesandten Losungs— bzw.
Aufgabenblétter mit dem Namen des Yinsenders, seiner Adresse
und der von ihm besuchten Schule versehen sein missen. Einsen-—
dungen, bel denen diese Angaben fehlen, kdnnen nicht bertick-~
sichtigt werden.

Unser Mathematiklager

Das schon zur Tradition gewordene Mathematiklager des Bezirkes
Gera fand vom 17. bils 27.2.1969 in Lobenstein statt. 70 Schiiler,
unter ihnen auch die Kandidaten fir die Republik-Olympiade, ver-
brachten hier zehn erlebnisreiche Tage. Wie auch schon lm Sommer-
lager fanden neben dem Unterricht noch zahlreiche andere Veran-
sfaltungen statt. Von der Einsatzbereitschaft der Schiiler und
vom guten gegenseitigen Verstehen zwischen Schiilern und Studen-
ten zeugtenein gut gestalteter AbschluBabend und Diskussionen
liber aktuelle politische und auch fachliche Fragen.

Erstmals in der Geschichte der Mathematiklager wurden Unterrichts-
vortrdge fir Schiler vergeben, d.h. Schiiler wurden schon vor Be-
ginn des Lagers angeschrieben, sich vorzubereiten, in einem be-
stimmten Fachgebiet einen Einfuhrungsvortrag zu halten.

Im folgenden mdchten wir eine kurze Charakteristik einiger Un-
terrichtsgebiete geben.

Die Schiiler der 9.Klassen wurden in diesem Lager erstmals mit

der Zahlentheorie bekannt gemacht. Am Anfang standen dabei Teil-
barkeitsuntersuchungen. Daraus ergab sich der Begriff der Prim-
zahl. Die eindeutige Darstellbarkeit Jjeder natiirlichen Zehl durch
ein Produkt von Primzahlen, der sogenannte Hauptsatz der Zahlen-
theorie, war die Grundlage fir die weiteren Untersuchungen mit
Hilfe von Zahlenkongruenzen. Es wurde dabei n#her auf die ¢-Funk-
tion und den Fulerschen Satz eingegangen. Zum AbschluB wurden
Diophantische Gleichungen behandelt.

Im Fachgebiet Geometrie wurde in der 8.Klasse folgender Satz
tber die Zerlegungsgleichhelt ebener Vielecke (Zwel Vielecke
heiBen zerlegungsgleich, wenn sie in eine endliche Anzahl ein-
ander pagrweise kongruenter Vielecke zerlegt werden kdnnen.) er-
arbeitet: Zwei Vielecke sind genau dann zerlegungsgleich, wenn
sie flédchengleich sind. Darauf aufbauend wurden einfache Fl&-
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chenverwandlungen behandelt.
In der 9. und 10.Klasse beschdftigten sich dle Schiiler mit den
Kongruenzabbildungen in der Ebene (Im einzelnen sind das die
Ceradenspiegelung, die Translation, die Rotation sowie die Zu-
sammensetzung dieser Abbildungen.). Dabei wurde auch folgender
wichtige Satz hergeleitet: Jede Kongruenzabbildung in der Ebene
148t sich durch hochstens drei Geradenspiegelungen zusammen-
setzen. Weiter wurde gezeigt, daR die Kongruenzabbildungen eine
Gruppe bilden. Zur ﬁbung wurden geometrische Konstruktionsaufga-
ber gestellt, die durch Anwendung von Kongruenzabbildungen ge-
16st werden konnen.
Ein weiteres grundlegendes Unterrichtsfach war die Beweistheorie
in der 8. bis 10.Klasse. Dieses Gebiet wurde an Hand des Buchec
von G.Asser "Einfiihrung in die mathematische Logik I" aussagen-
logisch fundiert, d.h. dle einzelnen Beweisarten wurden zuerst
aussagenlogisch untersucht. Dabel ergab sich z.B. die dem indi-
rekten Beweis entusprechende aussagenlogische Identitat
P—>q€é€>pAqg—>kt
(kt - Xontradiktion, eine nachweislich immer falsche Aussage).
Dazu folgender Beweis: Die Menge NN der echt positiven recllen
Zahlen besitzt kein Minimum.
Annahme: N besitze das Minimum y.

Dann ist y > O und somit § > 0, a.h. § € N.

Daraus ergibt sich % 2min N =y
oder Yyz2ay
und schlieflilich 0 2 y woraus eln Widerspruch zu
Yy > O folgt.

Mit der Graphentheorie hatten wir ein Gebiet ausgesucht, was wir
sowochl in der 8. als auch in der 11. und 12.Klasse behandeln
konnten. Als Grundlage diente hierbei das Buch von J.Sedlacek
"Einfibrung in die Graphentheorie'. Aufbauend auf der Definition
des Graphen und seiner Bestandteile, Kanten und Knoten, wurden
Begriffe wie Kantenfolge, Zusammenhang erléutert.Speziell wurde
dann auf die Theorie der Transportnetze eingegangen.Die folgen-
de Aufgabe ist ein Beispiel fiir die im Unterricht untersuchten
Probleme: Innerhald eines gegebenen Netzes (z.B. StraBennetz)
mit bewerteten Kanten (z.B. Lidnge, Fahrzeit, Kosten) ist die
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ginstigste Verblndung zwischen zwei Knoten gesucht. Dabel sind
zusdtzliche Bedingungen ("ZinbahnstraBen") zugelassen. Im dar-
gestellten Beispiel ist 5 - P, - P7 - P - P5 - P, - P_3 -7

die ginstigste Verbindung. o
10 3 A

Der Lehrgang wurde mit der Plgnungsmethode PERT (siehe ™iurzel"
10/67 und 11/67) abgeschlossen.

Fir die 11.Klasse hatten wir ein Gebiet der mathematischen Ky-
bernetik ausgewdhlt. {ilber die abstrakte Beschreibung konkreter
Rechner wurden die Schiiler mit dem Begriff des atstrakten Au-
tomaten (vergleiche '"Wurzel"” 12/68 bis 3/69) bekannt gemacht.
Hierbei wurden auch Graphen zur Beschreibuhg_abstrakter Automa-
ten benutzt. Um den Begriff des abstrakten Automaten exakt fas-
sen zu konnen wurden Begriffe wie Alphabet, Yortmenge, Zustand,
{ilberfiihrungs- und Ausgabefunktion erarbeitet. Yeiterhin wurden
mit der Aquivalenz und Reduzierung von Automaten Probleme mit
zutiefst praxisbezogenem Hintergrund ercrtert.

Hit der Algorithementheorie wurde in der 12.Klasse ebenfalls
ein Gebiet der mathematischen Kybernetik behandelt. Dabei stan-
den im Vordergrund Probleme des algorithmischen Berechnens und
Fntscheidens. Der Algorithmenbegriff wurde an Hand der Turing-
Maschine gegeben (siehe auch: B.A.Trachtenbrot "Wiesoc kOnner
Automaten rechnen?™). Vom Modell der Turing-ilaschine aus wurde
die abstrakte Fassung erarbeitet.

Danach wurde ausfihrlich auf die algorithmische Unentscheidbar-
keit von Semi—Thue-Systemen eingegangen, um den Schiilern auch
einmal ein Beispiel fiir die Grenzen der Behandlung einfacher
Probleme mit Hilfe von Algorithmen zu geben.

Die Ergebnisse der Lagerolympiade bestatigten, daPB 2in GroBteil
der Schiiler den ihnen angebotenen, mitunter recht schwierigen
Stoff pgut verstanden hatte.

Das Betreuerkollektiv
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Losungen

=

(P.21.3):

Zunachst beweise man folgende Unglelchung:
n(x1 + oee. + xn) 2 (x,| toeee + X, ) 5
Dabei so0ll gelten n(x + see 4 xn) = (:c..I + ee. + xn)

genau denn, wenn Xq ™ X5 = e = X &

. 2
Es gilt :Exix:J s xi + X3 (wegen (x; - xj)2 2 0).
Das Gleichheitszeichen gllt hier genau denn, wenn
X: = X.. Somit erhdlt man

1 J
n

2. %%
J

YA

=t

Ms

2
(x1 + eee * xn)

~4
4

.M=

A

{L

-

Jjz
n-
= n:E: x

-

Die behauptete Ungleichung ist bewiesen und offen-
sichtlich gilt das Gleichheitszeichen genau dann,
wenn xq = ... ® X_. Weiterhin kenn man ohne Ein-
schrénkung der Allgemeinheit annehmen, daB a > 0 ist.
Fir a < O ersetze man a durch -a, ¢ durch -¢ und x;

1

durch -x; und das Gleichungssystem geht in ein &qui-
valentes (mit gleicher LOosungsmenge) iiber. Man addie-

re jetzt alle Gleichungen und erhédlt

a(x% + oaee + xﬁ) + (b - D(xqg + .00 +x) +0c=20.
Nun wird die obige Ungleichung angewandt, man erhélt
danit (x1 + a0 + X, = X):

8% + (b - X +1nc 50

("=" genau dann, wenn X, = ... = X))

oder ELD—:—ilX + 1n c 0

o2
(x + 2O = 1)y2 Z—E((b - 1% - 4ac) 50 (I
a

n(b - 142 5 0, ist diese Ungleichung nur

a
fir ((b - 1)2 - 4ac) 2 O 1l6sbar, d.h. die Behauptung
a) ist erfiillt.

Ist (b - 1)2 - 4ac = 0, so folgt unmittelbar

n(b - 1 nb - 1
X + 2 a 0, d.h. X = - _LEE___l

Da (X +
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Andererselts gilt in de

Fir (b - 1)° - 4ac > O
Diese Behauptung ist

r Ungleichung (I) das Gleich-

heitszeichen genau dann, wenn Xq = ese = X Somit
ist im Fall b), es kann dann in (I) nur das Gleich-
heitszeichen gelten, die Ldsung eindeutig bestimnmt.

existieren mehrere Losungern.

lelcht einzusehen.

(A9): Es sei a2 b ,
Denn gilt wegen a”’(a — b) 2 baia - b)
4 # % 3
a +b 2 a’b+ ab
4 4 3 5 N
und such 4 + 4b =2 4a”b + 4ab (1)
Welter gilt a* + vt 2 2472
wegen (a2 - b2)2 20
und demit 30% & 3% 2 62°b° (2)
Aus (1), (2) folgt
15 (a + b)4 = a‘LL + 4a3b + 6a2b2 + l-l-ab3 + b4
!
s at 4 aa + 38" + 3T 4+ 4bt 4 BT
- 8(at + v
Hieraus folgt die Behauptung
h g < 8t + bt
(A19): Die LOsung der Aufgabe ist einfach. Man markiert durch

MeBlatten am Ufergelinde =i

die Elgenschaften der Geradens

gelung, um eine zur gesu.n—
ten Strecke kongruente zu
konstruieren. Dazu braucht
man nur von zwel MeBpunk-
ten M1, M2 auf der Sple-
gelgeraden sus am Theodo-
liten die Winkel zwlschen
Pii Mj (1=1,2; =1, 2)
und g einzustellen und dies
libertragen.

M,

ne Hilfsgerade g und benutzt

pie~
A

22

e Winkel aufs Festland zu
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Eine Methode der siatistischen Qualitéiskontrolle |

1. Problemstellung

Mit der Qualitétskontrolle will sich ein Betrieb devor schiitzen,
deB minderwertige Erzeugrisse in seine eigene Produktion gelan-
gen oder daB durch Auslieferung fehlerhafter Produkte Reklama-
tionen auftreten. Dabel ist es vielfach nicht mdglich, jedes Er-
zeugnis einzeln zu priifen, da dabel das Erzeugnis zerstdért wer-
den kann (z.B. Munition, Sicherungen) oder dieser Priifvorgang

zu lengwierig wiirde (Brenndauer von Gliihlampen). Vor der Abtei-
lung Qualitédtskontrolle elnes Betriebes steht also z.B. die Auf-
gabe, iliber eine Lieferung groflen Umfangs von gleichartigen Waren
auszusagen, wieviele unbrauchbare Stiicke sie etwa enthdlt, wo-
bel diese Lieferung nicht Stiick fiir Stiick kontrolliert werden
50ll. Dazu wird man eine bestimmte Anzahl von Stiicken beliebig
(d.h. willkiirlich) aus der Lieferung herausgreifen, eine soge-
nannte Stichprobe, und diege Stiick fiir Stilick kontrollieren, um
dann von der Anzahl der minderwertigen Stiicke in der Stichpro-
be auf die Anzaehl der minderwertigen Stiicke in der gesemten Lie-
ferung zu schlieBen.

2. Die hypergeometrische Verteilung

Wir betrachten einen Behéltér.'der N Kugeln enthélt, unter denen
sich S schwarze und N-S weiBe Kugeln befinden (O £ S £ N). Wir
greifen wie bei einer Lotterie aus dem Behidlter willkiirlich n
Kugeln heraus und suchen die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal sich
unter den n gezogenen genau s schwarze Kugeln befinden

(0s s sn s N). Dle gesuchte Wahrscheinlichkeit wollen wir mit
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Ps(s) bezeichnen. (Zur niBheren Erléuterung des Begriffes der
Wahrscheinlichkeit siehe auch "Wurzel"-Nr.6/68 und 7/8/68 "Ein-
fiihrung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung!) Bei festem N und
n soll PS das Verteilungsgesetz sein, das sich auf "von N Ku-
geln sind S schwarz" bezieht. Berechnen wir PS(s):

Aus dem Behdlter mit N Kugeln kdnnen n Kugeln auf

Ne(N = 1)¢ ... o(N =n + 1)
ne(n = 1)e o4 ¢2¢7°

verschiedene Arten entnommen werden. Diese Anzahl der Méglich-
keiten leitet man durch einfache ﬁberlegungen her (Kombinato-
rik). Man schreibt N«(N - 1) ..., ¢2+¢1 = N! (N Fakultét), wo-
bei O! = 1 gilt. Damit kann man unseren Bruch als
wenyTaT = ()
schreiben. Somit ist die Anzahl der mdglichen Félle gegeben
durch (E). Wir werden es als "ginstigen Fall" bezeichnen, wenn
sich unter den n gezogenen Kugeln genau s schwarze (und n-s
weiBe) beflnden s schwarze Kugeln kénnen auf ( ) und n-s wei-
fe auf (N ) verschiedene Arten gezogen werden. D1e Anzahl der
gunstlgen Falle ist also (S) (R S), denn jede der ( ) Méglich-
keiten fiir das Herausnehmen einer schwarzen Kugel kann mit je-
der der (E:i) Mdglichkeiten fiir das Herausnehmen einer weifen
Kugel kombiniert werden. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit, das
Verh&éltnis der Anzahlen von giinstigen und méglichen Fdllen, ist
ryter « -0
(n)

Die Verteilung PS 1st das System der Wahrscheinlichkeiten
Ps(s) fir alle s mit 0 £ s £ min(n, S). Man nennt PS Hypergeo-
metrische Vertellung, wobei das sogenannte Wahrscheinlichkeits-
feld [M, %, Py) folgende Gestalt hat:

= {0, 1, +..y min(n, S)}, d.h. M besteht aus allen ganzen
Zghlen, die groBer oder gleich Null wund nicht groBer als die
klelnere der beiden Zahlen n und S sind. N ist das System aller
Teilmengen von M, das in der Mengenlehre als Potenzmenge be-
zelchnet wird (z.B. {0} ¢ m, {0,4,5} ¢ ® falls 5 < min(n, S)).
Man kann mun die Wahrscheinlichkeit PS(A) fir jedes Element A
von M, d.h. fir jJede Teilmenge von M, angeben:

(N lber n)
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Po(A) = 2 Po(s)
5 g€A Sh

.B. A= {0,1,2}: Po(0,1,2) = 2, P = P,(0)+P,(1)+P.(2),

d.h. die Wahrscheinlichkeit dafiir, da8 bei einer- "Auswahl auf
gut Gliick™ vom Umfang n aus den N Kugeln (S schwarze) hdchstens
zwel schwarze Kugeln enthalten sind, setzt slch additiv zusam-
men sus den Wahrscheinlichkelten fiir "0 schwarze', '1 schwarze"
und "2 schwarze".
In Nr.6/69 werden wir eine Anwendung auf das gestellte Problem
geben.

- L. Kantel

Forschungsstudent (Abt. Wehrschelnlichkeitsr.)
an der Sektion Mathematilk
der Friedr.=-Schiller-Universitét
Jena

Aufgaben (Serie 5/69)

(A49) Uber den Seiten eines konvexen Vierecks, dessen Diagonalen
sieh rebhtwinklig schneiden, seien rechtwinklig-gleich-
schenklige Dreiecke mit den Flécheninhalten Fp» F2. F5'

F4 errichtet. Man zeige, daB Fq + F3 = F2 + F4 gllt, wenn

F, und F3 die Inhalte zweier nicht aneinandergrenzender

Dreiecke sind.

(A50) In der linken oberen Ecke eines 2x8-Schachbrettes steht
eln Turm. Wieviel verschiedene Moglichkeiten gibt es, den
Turm in die rechte untere Ecke zu ziehen, wenn keine
rickléufigen Ziige zugelasgsen sind?

(A51) Man konstrulere ein Dreieck ABC, wenn dle FuRlpunkte der
Hohen h& und hb und die Gerade, auf der die Seite ¢ = AB
liegt, gegeben sind. ‘

(A52) Man zeige die Richtigkeit folgender Ungleichung fir be-
| liebige n (m - ganz und m < -2)}:

1.2

m(m2 +4m - 4 + n) %ma + zn° + 12

(A53) Man ldse in ganzen Zshlen die Gleichung
I Xy + 3x - 5y = -3




(A54) Man bewelse: Sind a«, B, Y die Innenwinkel eines beliebigen
Drelecks, so gllt cosea + coszﬁ + cosay z %.

Preisaufgabe (P. 29)

In einer Ebene seien die vier Eckpunkte eines Quadrates
und eine beliebige, durch einen dieser Eckpunkte verlau-
fende Gerade gegeben. Man konstrulere nur mit dem Lineal
die Schrnittpunkte des Umkreises des Quadrates mit der Ge-
raden.

Fir jeden vollsténdigen Ldsungsweg der Preisaufgabe erhélt der
Einsender einen Wertpunkt. Fiir fiinf Wertpunkte erh&lt der Ein-
sender ein Buch. Sollten pro Monat mehr als drei Einsender fiinf
Wertpunkte haben, entscheidet das Los (unter AusschluB des
Rechtasweges).

Falls ein Besitzer von fiinf Wertpunkten nicht unter die Gewinner
fdllt, nimmt er automatisch an der néchsten Auslosung teil. Die
Lésungen sind bis zum 10. des folgenden Monats (Datum des Post-
stempels) unter dem Kennwort "Wurzel-Prelsaufgabe" an unsere
Adresse elnzuschicken.

Wir weisen darauf hin, daB alle uns elngesandten Ldsungs- bzw.
Aufgabenblétter mit dem Namen des Einsenders, selner Adresse

und der von ihm besuchten Schule versehen sein miissen. Einsen-
dungen, bel denen diese Angaben fehlen, kdnnen nicht beriicksich-
tigt werden.

Einfilhrung in die Gruppentheorie |

Der Gruppenbegriff gehdrt heute zu den bedeutendsten Grundbe-
griffen der Mathematik. Zundchst wurde er als wichtiges Hilfs-
mittel zur Losung algebraischer Probleme im vorigen Jahrhundert
entwickelt (sishe "Evariste Galois - Mathematiker und Patriot"
in "Wurzel"-Nr.7/8/68). Vor allem dem deutschen Mathematiker
Felix Klein (1849-1925) ist es zu verdanken, daB der Gruppenbe-
griff auch in die Geometrie Eingang gefunden hat, ja dort zu ei-
nem Grundbegriff und zu einem allgemelnen geometrischen Eintei-
lungsprinzip geworden 1st. Die Gruppentheorie spielt heute in
allen mathematischen Disziplinen, auch in den neuesten - wie der
Autometentheorie - eine wichtige Rolle, und gegenwédrtig kommt
ihre groBe Tragweite auch in der Physik mehr und mehr zur Gel-
tung.

Wir wollen uns in diesem Artikel mit dem Gruppenbegriff ein we-
nig vertraut machen und beginnen dazu zundchst mit einigen be-
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kannten elementaren Beispielen.

I. Beispiele

1._Ganze Zahlen

In der 7. und 8.Klasse rechnet man bereits mit ganzen Zahlen;
wir wollen die Menge (..., -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, «+s} aller
ganzen Zahlen mit I’ bezelchuen. Es werden dann In der Schule
gewisse einfache Rechengesetze etwa bezliglich der Addition zu-

sammengestellt, z.B.:

() Die Summe von zwel ganzen Zahlen ist stets wieder elne gan-
ze Zahl. (Etwa (-3) + 2 = (-1)).

A) Bei der Summe von drei ganzen Zahlen ist es gleichgiiltig,
welche von zwei aufeinanderfolgenden Summanden zuerst zusam-—
mengefaBt wird, etwa:

s=[(-3)+2]+4=(-1) +4= 3,
s'= (-3) + [2+4) = (-3) + 6 =3, also s = s'.

N) Es gibt eine ganze Zahl (némlich die Null), so daB jede be-
liebige ganze Zahl erhalten bleibt, wenn man zu ihr diese
spezielle Zahl (d.h. die Null) addiert. Z.B.:

(-3) + 0= (~3), 6 + 0= 6.

I) Es gibt zu jeder beliebigen ganzen Zahl stets eine andere,

so daB die Summe dieser beiden Zaehlen gleich Null wird. Z.B.:
(-3) + 3 =0, 6 + (-6) = O.

K) In jeder Summe zweier ganzer Zshlen sind die Summenden ver—
tauschbar. Z.B.: (=3) + 2 = 2 + (-3),

Mit Hilfe der Elementbeziehung m € M ("m ist Tlement der Henge

M") und des Folgepfeils A—> B ("aus der fussage A folgt die

Aussege B") wollen wir in Zukunft solche Grundeigenschaften fol-

gendermallen charakterisieren:

0) Unbeschrénkte Ausfiihrbarkeit der Addition:

aelr, belP~>»(a+b) erl.

A) Assoziativgesetz:

a, b, ceI'>(a+b) +c=a+ (b+¢c).

N) Existenz eines neutralen Elements O ¢ T':

a€lr—a+0=0+a=a.

I) Fxistenz eines entgegenczesetzten Elements (Inverses):

8 € T—> es gibt e.n (-a) € I mit
a+ (-a) = (-a) + a= 0,
K) Gesetz der Kommutativitidt:
g, be€ '—>8+b=">0+ a.
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Man kann sich nun die Frege vorlegen, ob bezliglich der Multipli-
kation im Bereich T der ganzen Zahlen dieselben Gesetze gelten.
Man sieht sofort, daB bzgl. der Multiplikation 0), A) und K)
richtig sind. N) gilt ebenfalls, nur muB als neutrales Element
jetzt die 1 gewdhlt werden, denn es ist fu: ,jede ganze Zahl a:
1ea = a+1 = a.
Als einziges der aufgefiihrten Gesetze ist I) verletzt, denn
etwa zur ganzen Zahl 2 gibt es bzgl. der Multiplikation kein In-
verses ¥ (x € I'!) mit 2x = 1. Um diese Beziehung zu erfiillen,
miiBte x = % sein, % ist aber keine ganze Zahl.

2._Rationale_Zahlen
Die Menge der rationelen Zahlen R besteht bekanntlich aus allen
Zahlen p, die sich als Quotient p = % zwelier ganzer Zahlen
(a, beIl'y b# 0) darstellen lassen. Untersucht men die in R er-
kldrte Multiplikation hinsichtlich der obigen Eigenschaften, so
stellt man fest, dafl alle Eigenschaften erfiillt sind bis auf die
Tatsache, daB es zur rationalen Zahl Null kein Inverses gibt,
d.h. es glbt keine rationale Zahl r mit O.r = 1.
Betrachtet man daher die Menge R' = R\{0}, d.h. die Menge aller
rationalen Zehlen ohne die Null, so gilt wieder durchweg:
0) py» @ € R' —> peq € R',
A) (p+q)r = p(q'r) fir p, q, r € R',
N) pe R'"—> 1:p = p-1 = p,
I) p € R'—> es gibt genau ein q € R' mit

P*q = q*p = 1 (q=ip).
K) py ¢ € R' —» D*q = gq*D.

SchlieBlich betrachten wir noch
C ein v8llig anders geartetes (ném-
lich geometrisches) Beisplel. Da-
zu stellen wir uns eln beliebiges
gleichseltiges Dreieck ABC in -der
Tbene vor. Nun suchen wir solche
q Drehungen des Dreiecks, die die
8 Ecken des Dreiecks in sich ilber-
fithren, z.R2. s0ll A nach B, B nach C und C nach A lberfihrt wer-
den. T¥s zeigt sich, daB es im wesentlichen drei solche Drehungen
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gibt, die alle Drehungen um den Mittelpunkt M (z.B. Schnittpunkt

der Hohen) des Dreiecks sind. Wir beschreiben diese Drehungen

wie folgt:

Dq: Drehung um M und den Winkel ®, = +120° (mathematisch posi-
tiv, d.h. entgegen dem Uhrzeigersinn); diese Drehung ent-
spricht dem obigen Beisplel, d.h. durch D, geht A nach B,

B nach C und C nach A.

o} Drehung um M und den Winkel 95 = +240%: A nach C, B nach A
und C nach B. _ .

D3: Drehung um M und den Winkel P = +560°: A nach A, B nach B
und C nach C, d.h. diese Drehung &ndert eigentlich die Ecken
des Dreiecks nicht, und wir setzen sie deshalb gleich der

. Drehung D, um den Winkel ¢_ = 0° und nennen D, = D5 die
identische "Drehung".

Man kdnnte noch zwel Drehungen durch Umorientierung der Dreh-

winkel ®4 bzw. ?s gewinnen:

D, , = =120° ( A nach C, B nach 4, C nech B) und

D,: &, = -240° (A nach B, B nach C, C nach A).

Offenbar leistet D1 dasselbe wie D2. deshalb setzen wir D1 = Dg

und analog D, = D,. Auch Drehungen um M und Drehwinkel ¢ > 360

liefern nichts Neues.

Wir betrachten jetzt die Menge & = {D,, D,, D,} und erkléren

die Operation D; © D, als Hinterelnanderausfithrung der Drehung

Dj und (anschlieBendg der Drehung D;, wobei 1 und j die Werte

0, 1, 2 annehmen kénnen. Beispiel:

D, © D, (A—»B—>C, B—>C—4, C—>A—B),

also insgesamt geht A nach C, B nach A und C nach B iiber, d.h.

Dy O Dy = D2! Allgemein gilt nun wieder

0) Dy, Dy €8 —>(D;0D5) € 6,

4) (]3i 0 D.j) O Dy =D; O (Dj O Dy),

N) D; € 8 —»D; 0 D, = D, © D; = Dy,

1) D; € 6§ —es gibt genau ein Dj € 6§ mit D; O Dj = Dj 0D;=0D
(es istnéimlichD,IOD = D, 0D =DOODOBDO)'

IT, Definition der Gruppe
Die Relhe der obigen Beispiele 188t sich beliebig fortfiihren.
Allen diesen Belspielen ist etwas gemeinsam: es handelt sich

o]

2 2 1
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um elne Menge von Objekten (Zahlen, Drehungen, ...) in der
eine Operation (Addition, Multiplikatiomn, © , ...) erklért ist,
bzgl. derer die Gesetze 0), A), N), I) und K) gelten. Das be-
rechtigt, ganz allgemein, fir solche Strukturen einen Begriff
zu schaffen, der dieses Gemelinsame gerade charakterisiert - und
des ist der mathematische Begriff der Gruppe.
Definitilon:
Eine Gruppe ist eine beliebige Menge G, die mindes-
D tens ein Element enthalten soll und in der eine Ope-
ration * zwischen je zwei Elementen erklért 1ist,
welche folgende Eigenschaften hat:
0) gy h€ G-—>(g » h) € G,
A) (f » g) » h=f » (g » h),
N) Es gibt ein 8, € G, so daBl fir alle g € G gilt:
8, * 8=8 *8,=686 und
1) g€ G—> es gibt ein g € G mit
E+B=E*B= gy
Wenn in einer Gruppe G auBlerdem noch die Eigenschaft
K)g,hGG—ég-hEhmg
erfillt ist, so0 heiBt G kommutative oder abelsche
Gruppe -~ nach dem hervorragenden norwegischen Mathe-
matiker Niels Henrik Abel (1802 - 1829).

Pr. E. Hertel

Oberassistent
an der Sektion Mathematik
der Friedr.-Schiller-Universitét
Jena

- —— _ﬁ
l.osungen ——

(A4): Gegeben selen elne Gerade g und zwei Punkte P, und P,

auf derselben Seite von g. Man konstruiere einen Kreis
durch P, und P2, der g beriihrt.

Zur Losung dieser Aufgabe gibt es mehrere Moglichkeiten.
Drei davon geben wir an.

1.Lsung (durch Spiegelung am Kreis)

a) Konstruktion

Voraussetzung: P1 liege nicht auf g.

Als Spiegelkreis K wéhlt man den Kreis um P, mit dem Ra-
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dius ?;Pe. Man spiegelt zunéichst g an K_. Das Bild von
g 1st ein Kreis g'
durch P1. Durch P2
legt man Tangenten
en g' (Kj und K})
und splegelt sie
an Ks' Die Bilder
von K} und Ké,“ es
sind K1 und K2 -
gind die Ldsungen
der Aufgebe.
b) Bewels
K% und g' haben nach
Eonstruktion genau
elnen Punkt gemeinsam. Nach den Abblldungsgesetzen der
Splegelung am Kreis haben dann auch K,I und g genau ei-
nen Punkt gemeinsam, d.h. K, berihrt g. Da P2 auf KS liegt
und Ka nach EKonstruktion eine Gerade ist, ist K,1 eln Kreis
durch P1 und P2. Genauso zeigt man, daf K, die Bedingungen
der Aufgabe erfiillt.
¢) Determination
1.Fall: P2 liegt auf g: Dann liegt P2 auch auf g'. In die-
sem Fall gibt es nur eine Tangente durch P2, des~
halb erhédlt man als Ldsung nur einen Kreis.
2.Fall: P4P2 |l g: Daraus folgt: Flne der belden Tangenten
durch P2 verlduft durch Pq. Diese Gerade geht beil
der Spiegelung in sich selbst iiber und man erh&lt
ebenfalls als Ldsung nur einen Kreis.
3.Fall: P1 liegt nicht auf g und P1P24{'g: In diesem Fall
gibt es als Losung zwel EKrelse, da zwel verschie-
dene Tangenten existieren.

(Literatur: W.Bdrner, "Die Spiegelung am Krels -~ eine
geometrische Abbildung mit interessanten An-
wendungen", "Wurzel"-Nr.1/68 bis?/68)

2.Lésung (Ahnlichkeitskonstruktion)

a) EKonstruktion

Man zeichne die Mittelsenkrechte m zu ?;fz. Auf m legt man

einen Punkt M’ fest und zeichpet um M' einen Kreis K', der




g beriihrt. Man verbindet P, mit dem Schnittpunkt S von
m und g. Falls m || g, zeichnet man durch P, eine Parallele
zu g. Die Schnitt-
punkte dieser Geraden
mit XK', P' und P'',
verbindet man mit
M!' und zeichnet
die Parallelen
dqurch P,. Die (3 pr L Ly L2
Schnittpunkte dieser Parallelen mit m sind die Mittelpunk-
te M, und M, der gesuchten EKreise K, und K,.
b) Beweils
L1, L2 und L' gseien dle Projektionen von M1. M2 und M'
auf g.
1.Fall: m || g: Nach Konstruktion ist das Viereck M'P'P,‘M,1
ein Parallelogremm und es gilt MTP' = WM,F,. Wei-
terhin gilt M'P' = MLT « M,I,, folglich gilt
¥, = L.
2.¥ell: m M g: Nach Konguruktion gilt M'P' || M P, und
M L, I M'L'. Daraus folgt:
ASP'M' ~ ASP,M, und ASM,L, ~ ASM'L'.
Nach den Strahlensétzen folgt weiter:
SHY : M'P' = §E; : LP, und
SN : NLT = SN, : NML,.

171
Wegen MTPY =« MTLY folgt hieraus wie im Fall 1
L, Pq = T

L1 liegt also auf K1. Da M,lL,1 senkrecht auf g steht, ist
g Tangente von Kq. B, verlduft also durch P1 und beriihrt
g. Da M, auf der Mittelsenkrechten von P;FE liegt, liegt
P2 guch auf K1.
Ebenso zeigt men, daB K2 den Bedingungen der Aufgabe ge-
niigt.
Die Determination iiberlassen wir dem Leser.

.Losung (Sekanten-Tangenten-Satz
a) Analysis
Angenommen, dle Aufgabe ist geldst und K ist ein Krels
durch P1 und P2, der g beriihrt. Dann liegt der Mittel-
punkt von K auf der Mittelsenkrechten m der Sehne ?;PE.
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Verlidngert man P1P2, so erhidlt man mit g den Schnittpunkt

S, oder P,P, verlduft parallel

zu g. Ist L der Berilhrungs-

punkt von K und g, so gllt

im ersten Fall der Sekanten-

Tangenten-Satz

3PS - 5F; « (D)2

Falls P1P2 | g gllt, ist m /43

identisch mit ML. In beiden

Féllen 1&Bt sich der Punkt L und daraus der Punkt M kon-

struieren.

b) Konstruktion

1.Fall: P1P2.H'g: Man nehme auf m einen belieblgen Punkt
an und schlage um ihn einen Kreisbogen K', der
durch P, und P2 verléduft. Von S lege man an K'
eine Tangente an. Der Beriihrungspunkt sei L'. Man
trage von S aus auf g die Strecke SLT ab. Der End
punkt dieser Strecke, L, 1st ein Punkt des Krelse

| 2.Fall: P,]P2 ]| €: Den Punkt L erhélt man als Schnittpunkt

von m und g.

f Aus den drei Punkten Pas P2 und L 188t sich in beiden F&l

len eindeutig ein Kreis konstruieren.

E ¢) Determination

1.Fall: P..IP2 Il gt Es gibt nur einen Kreis sls Losung
2.Fall: P, (oder P,) liegt auf g: Daraus folgt ST « O,
d.h. S = L. Es gibt ebenfalls nur einen Krels als
Losung.
5.Fall: P1P2,H'g » P und P2 liegen nicht auf g: Dann gib
es suf g zwel Punkte L bzw. L,y fir dle gilt:
5L . ST, - 5T7.
Es gibt deshalb auch zwel Krelse K bzw, K1 als
Lésung.

(A31):

Die Zahl besitzt
P+ D+ QD+ QD@D+ D=1 = 2
Teiler
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Eine Methode der statistischen Qualitétskontrolie Il

-2. Anwendung guf das gestellte Problem

Wir stellen fest, daB das in 1. beschriebene Verfshren mit dem
EKugelmodell ibereinstimmt. Mit Hilfe der hypergeometrischen Ver-
teilung kdnnen wir also feststellen, wie grof die Wahrschein-
lichkeit flir das Auftreten einer. Stichprobe aus n Objekten mit

S unbrauchbaren Objekten ist, wenn die gesamte Lieferung aus

N Objekten mit S unbrauchbaren Objekten besteht. Da wir aber

S5 nicht kennen, miissen wir einen Schitzwert § angeben. Wir wéh-
len 8 so, daB dle zugehdrige Wahrscheinlichkeit unserer tat—
séchlich beobachteten Stichprobe PS(S) maximal wird. Dazu fas-
sen wir PS(B) als Funktion von S auf und untersuchen, wann die
Ungleichungen Ps(s) < Ps_q(s) oder Ps(s) > Ps_q(s) gelten.

Es ist
° rg(a) (A
Fg-a(8) = (BT 5+,

- S+ (N-S-n+s+1) .

N-S+ S5-s
Pq(s)
Pl <7

€> 5.(N~5-n+8+1) < (N-s+1)(S-s)
€> SN-8%485-Sn+S < NS-Ns5-S2+Ss+5—s

N+1
<—>S>—n—-s

Also gilt
PS(S) < PS_1(5) +-~>
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3 . .lm .
Ebenso gilt: Ps(s) > PS_,I(s)q—bS <=5 °s

(" <> ": genau dann, wenn).

Das bedeutet: Ps(s) als Funktion von S wdchst fiir S < E%i-s.

Ihr Maximum nimmt sie fiir die grdBte ganze Zahl, die den Wert
E%-1-5 nicht iibersteigt, d.h. fiir § = [Eig- ] an, Die Aussage der
Qualitédtskontrolle lautet:

Die wirkliche Anzshl S der unbrauchbaren Objekte liegt in der

Nihe des Wertes 8 = [E%i-s .

Wenn wir annehmen, daB n > 1, s < n und % eine ggnze Zahl ist,
. N

so lautet die Aussage § = [%}s + %] = 7°5 also X = %, d.h. es

ist anzunehmen, daB das Verhiltnis von schlechten und guten Waren
in der gesamten Lieferung mit dem Verhéltnis in der Stichprobe
Ubereinstimmt, was sehr einleuchtend ist.

AbschlieBBend noch ein Zahlenbeispiel:

N e= 1000, n = 300, s = 10. S ist nicht bekannt. Wir wissen, daB
die Ungleichung S 2 10 gilt. Nimmt man nun fir die gesamte
Lieferung S = 10 an, so erhidlt man mit

0 500-10
EWOOO)
200

fir die wirklich aufgetretene Zahl s = 10 elne verschwindend
kleine Wahrscheinlichkeit. Auch die Annshme, daB S sehr groB
ist, 2.B. S = 90, ist unhaltbar, denn P90(10) ~ 0,0001 ist eben-
falls sehr klein. Mit 8 = [Hiios] erhélt man S = 33 und

P33(1O) =~ 0,125. Die groBte Wahrscheinlichkelt hat die festge-
stellte Apnzahl s = 10 also bei einer Lieferung mit %3 unbrauch-
baren Objekten. Besteheil nun fiir das Zulassen der Lieferung
kritische Werte %, also untere Schranken, so kann sofort iliber
Zulassung oder Ablehnung entschieden werden. Natiirlich treten
dabei Fdlle auf, derart, daB das wirkliche 8 vom Schétzwert 8§
wesentlich abweicht und so eine relativ gute Lieferung abgewie-
sen wird oder eine Lieferung mit zu groBer Fehlerrate passieren
darf. Dieses "Risiko" geht man ein, da man auch die Wahrscheln-
lilchkeit dafiir berechnen kann und im Endeffekt diese Fehler

nicht sehr h#éufig sind.

e
P,5(10) = {1

~ 0,0008

L. Kantel

Forschungsstudent (Abt. Wahrscheinlichkeitsr.)
an der Sektlon Mathematik
der FSU Jena 6%



Aufgaben (Serie 6/69)

(A55) Man suche elne natiirliche Zahl n so, daB das
Glelichungssysten

nx -y=>5
2X + 3ny = 7
eine Losung besitzt, beil der x positiv und y negativ ist.

(A56) Man berechne
142 + 2¢3 + ... + n+(n+1)

(A57) Man zeige: Keine der aus den Ziffern 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7
geblldeten Zahlen ist Teiler einer anderen sol-
chen Zahl,

(A58) Man zeige, daB -~/ 2 + / 3 elne irrationale Zahl ist.

(A59) Auf einem Kreisbogen liegen die Punkte M, N und A.
I| A und M tellen den Bogen im Verhaltnis 3:13 und A und N
]

im Verhdltnis 4:24. Man berechne den Winkel <MAN.

(A60) Man stelle die Fibonacclsche Zahlenfolge
(ao = 8, = 1, a, = 8,4+ an—2) als Summe zweier geo-
metrischer Folgen dar.

Preisaufgabe (P.30)
I Man zelge, daB 11551958 + 341958 kelne Quadratzshl ist.

Fir jeden vollstédndigen Ldsungsweg der Preisaufgabe erhélt der
Einsender einen Wertpunkt. Fir finf Wertpunkte erhélt der Ein-
sender ein Buch. Sollten pro Monat mehr als drei Einsender finf
Wertpunkte haben, entscheidet das Los (unter AucschluBl des
Rechtsweges).

Falls ein Besitzer von fiinf Wertpunkten nicht unter die Gewinner
fédllt, nimmt er automatisch an der nichsten Auslosung teil. Die
Ldsungen sind bis zum 10. des folgenden Monats (Datum des Post-
stempels) unter dem Kennwort "Wurzel-Preisaufgabe'" an unsere
Adresse einzuschicken.

Wir weisen darauf hin, daB alle uns eingesandten Losungs- bzv.
pufgabenbldtter mit dem Namer. des Einsenders, seiner Adresse

und der von ihm besuchten Schule versehen sein miissen. Einsen-
dungen, bei denen diese Angaben fehlen, kdnnen nicht beriicksich-
tigt werden.
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Einfiihrung in die Gruppentheorie Il

Nachdem wir im ersten Teil dieses Artikels ("Wurzel" 5/69) den
Begriff der Gruppe definiert und einige elementare Belspiele
betrachtet haben, wollen wir jetzt speziellere Gruppen betrach-
ten.

ITI. Endliche Gruppen

Wie wir in der Gruppendefinition gefordert hatten, ist eine
Gruppe eine nichtleere Menge G, in der eine zweistellige Opera-
tion erklart ist, die wir in der Definition durch » bezeichnet
hatten. Genaugenommen muB men zwischen der Menge G und der zu-
gehorigen Gruppe unterscheiden, denn zur Gruppe gehdrt ja auBer
der Menge eben noch eine Operation ». Wir wollen deshalb fiir
die Gruppe die Bezeichnung [G,+] wihlen. Die Bezeichnung der
Operation ist dabei fir allgemeine Gruppen (deren Elemente kei-
ne Zahlen sind) unwesentlich. Man benutzt aber gern die aus der
Arithmetik {iblichen Bezeichnungsweisen der Addition oder Mul-
tiplikation fiir die Gruppenoperationen. Im ersten Fall spricht
man von einer additiven Gruppe [G,+], und das neutrale Element
nennt man dann auch '"Nullelement". Im zweiten Fall nennt man
die Gruppe [G,°+] multiplikativ und das entsprechende neutrale
Element "Einselement". Wir wollen uns hier auf dle multiplika-
tive Schreibweise allgemeiner Gruppen beschrénken. So hétten
wir z.B. im Falle der Drehgruppe eines gleichseitigen Dreilecks
die Hinterelnanderausfilhrung zweier Drehungen D, © DJ auch ein-
fach (multiplikativ) durch Di'Dj bzw. DiDj bezeichnen kdnnen.
Definition:

Eine Gruppe [G,+] heiBt endlich, wenn die Menge G
nur endlich viele Elemente enthdlt.

Wir wollen nun die Frage untersuchen, ob es zu jeder natiir-

lichen Zahl n (n 2 1) elne Gruppe [Gn.-] gibt, wo G, genau n

Elemente enthdlt. Wir beginnen mit dem einfachsten Fall:

n = 1: Die Menge G1-mﬁBte also genau eln Element a4 enthalten,
Gy = {a1}. Da keine welteren Elemente vorhanden sind,
kann a, nur mit sich selbst multipliziert werden, und
das Ergebnis muf wieder a, sein: 848, = a,. Wenn wir die

Operation so definiert haben, so 1st sofort klar, dall al-
le Gruppeneigenschaften 0), A), N), I) und "sogar" K)
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erfillt sind. a4 1st n&@mlich insbesondere Einselement
der Gruppe [Gq,-], und a, ist ferner zu sich selbst in-
vers, d.h. das im Sinne von I) zu a4 inverse Element
ist a,. Wir konnen also folgendes Ergebnis formulieren:
Jede einelementige Menge M = {m} wird zu einer Gruppe
[M,.] durch Einfiihrung der "Multiplikation" (1) mem = m.
Alle diese Gruppen haben dieselbe Strukbur, d.h. die Ope-
ration muB immer im Sinne von (1) definiert werden. Man
sagt deshalb auch, daB es bis auf Isomorphie genau eine
Gruppe [M,-] gibt, wobei M einelementig ist.
Gegeben sei die Menge G, = {a4, a,}. Wir wollen in G,
eine Multiplikation erkliren, so daf [Gz,-] Gruppe wird.
Damit N) gilt, muB ein Element die Rolle eines FEinsele-
mentes spielen, etwa 245 d.h. es muB gelten:

(2) a,a, = a4 und (3) 848, = 8584 = 8,5
Dann muB nur noch (4) as8, = @ definiert werden. Um zu
entscheiden, welcher der zun&chst méglichen zwei Fiélle

(ndmlich a, = e, oder ay = a2) in Frage kommt, ist I) zu

K
beachten. s muB ein Inverses a; haben mit a,8;=38;a=8,.
Wegen (3) kann a4 aber nur gleich a5 sein, also ist 8y
in (4) gleich aq zu setzen, d.h. a, ist zu sich selbst

invers. Das Ergebnis 8484 = 84

43y = 8584 = 85y 83385 = 84 I 84 a5
kann in einer Multiplikations- a4 a, a,
tafel (Struktur- oder Gruppen-

tafel) zusammengefaBt werden. 2 1 %2  #4
Das Produkt ai-aj steht in einer

solchen Tabelle immer im "Schnittpunkt' der dem ersten
Element a entsprechenden Zeile mit der dem zweiten Ele-
ment 8y entsprechenden Spalte. Im hier betrachteten Fall
ist die Reihenfolge jedoch unwesentlich, d.h.[G2,-] ist
kommutativ. Die Gruppentafel kommutativer Gruppen muB
beziiglich der "Diagonalen" (Produkte aiai) symmetrisch
sein. Als Ergebnis des Falles n = 2 kann wieder formu-
liert werden: Es gibt bis auf Isomorphie genau eine Grup-
pe [M,-], wobei M zwei Elemente enthilt.

Sel Gy = {a1, a5y a5}. Damit [Gﬁ"] Gruppe ist, muB die
Multiplikation wieder so erklért sein, daB ein Element



Einselement ist. Z.B. 8q% 8484 = 84y 8485 = 258 = a5y
a 2z = aza, = 85. Dann ist noch zu definieren 88z = ay.
1.Fall: a, = a,: Denn ist (5) ay8z = 853, (= a2). Zu a,
muBl es einInverses a; geben mit 8585 = 89, wir multipli-
zieren (5) wvon links mit diesem ayt

ai(a233) = ai(aaaq),
da A) gelten soll, folgt daraus

(aiae)a3 = (aiaz)aq, also a3z = 848, bzw. az=a,
das stinde im Widerspruch dazu, dalB G5 drel (verschiedene)
Elemente enthdlt, also a = a5 unmdglich.
2.Fall: ay = ds: Dann ist 858z = aan, von rechts mit dem
Inversen zu az multipliziert liefert 8y = 3. Also ist nur
méglich der
3, Fall: 8y = a11 d.h. aza3 = 84,
Nach ghnlichen Uberlegungen folgt ferner, daB a8y = 83
gelten mufl und 8383 = 85 sowie azay = a4.
Ergebnis: Es gibt bis auf Isomorphie genau eine Gruppe
[M,:], wo M drei Elemente enthilt.
Es soll hier noch eine Bemer-
kung zum Begriff der Isomorphile 84 81 ) a}
gemacht werden. Isomorphe Grup-
pen sind sclche, die sich im
wesentlichen nur durch die Be- 2z az a4 a5

a2 82 &3 a,]

zeichnung ihrer Elemente
(nicht der Anzahl!) und eventuell
durch die Bezeichnung der Operation (+, ©, +) unterschei-
den. Etwas genauer fassen wir den Begriff durch folgende
Definitilon:
Zwel endliche Gruppen heiBen jsomorph, wenn bei
geeigneter Wehl der Elementbezelchnung ihre
Strukturtafeln libereinstimmen.
Beispiel: Oben haben wir die Gruppe [G;,-] betrachtet mit
der Gruppentafel I. Andererseits kennen wir bereits eine
Gruppe mit drei Elementen, ndmlich die Gruppe [6,0], wo
& = {Dys Doy D2} die Menge der Drehungen eines gleichsei-
tigen Dreiecks ist. Stellen wir fiir diese Gruppe die Srtuk-
turtafel auf, so ergibt sich (Tafel II). Bezeichnen wir
die Elemente um, d.h. setzen Dy = 85,4 (i=290, 1, 2),

(Tafel I)
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so wird aus Tafel II die Tafel T, Dy Dy D2
und [G;,-] ist folglich isomorph
zu [6,0].

Dy } Do Dq Dy

D4

(Tafel II) D

2 | B2 Do g

n = 4: Wir haben bisher das schone Ergebnis erhalten, daB es

Na
st
ke
te
S

fir n « 1, 2, 3 Jeweils bls auf Isomorphie genau eine
Gruppe gibt. Bereits hel n= 4 gi’t diese scharfe Aussa-~
ge nicht mehr. Wir geben dazu zwei nicht isomorphe Grup-
pen [Aq,-] bzw. [B4.-] durch ihre Strukturtafeln an:

) a, a a2z &y b, b, b3 b,
a4 a4 a, a3 a, b1 b,I b2 b3 b5
a, a, aq a, 35 b2 b2 b3 b,+ b1
az az a, aq a, b3 b3 b,+ b,1 b2
a, 8, a5 s a9 b4 b4 bq b2 b5

Diese beiden Gruppen sind aber auch (bis auf Isomorphie)
die einzigen Gruppen mit wvier Elementen.
chdem wir fiir die Zahlen n =« 1, 2, 3, 4 unsere eingangs ge-
ellte Frage vollstédndig geldst haben (Existenz und Eindeutig-
it), wollen wir die Existenzfrage fiir allgemeines n beantwor-
n in dem folgenden
a t z: Zu jeder Menge G, = {aq. Buy eeey an} gibt es min-

destens eine Gruppe [Gn,-].

Beweis: Wir definieren in Gn elne Operation wie folgt:
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a8y = &, mit r = k+1 -1 - gn, wobei dle natiirliche Zahl

g =0 oder g = 1 so zu wdhlen ist, daB 1 s r s n. Damit wird
insbesondere aqa; = a; fur alle a; (a4 Einselement). Man iber-
legt sich nun leicht, daB mit dieser Multiplikation [Gn"]
eine Gruppe ist: 0) gilt nach Definition der Multiplikation,
A) gilt, da das Produkt aiajak von drei Elementen nur von der
Indexsumme i+Jj+k und nicht von der Relhenfolge der PFaktoren
abhéngf. Aus demselben Grund gilt auch K). a4 ist Finselement,
also ist N) erfiillt. Ferner gibt es zu Jjedem Element ay ein
Inveres a; mit i = 2 + gn - k, wobei g= 0 oder g =1 zu
setzen ist, so daB wieder 1 s i s n gilt, also ist auch I)
erfillt.



Die so definierten Gruppen heiBlen zyklische Gruppen. Mit
- b O
b= a bb=b" = 850 --+s D7 = &y, P = b’ = &, kann G als

Gﬁ ={Db, b2. ba. ceny bn} geschrieben werden, und man sagt, die

zyklische Gruppe [Gﬁ,-] wird von dem Element b erzeugt. So 1lEBt
sich z.B. die frilher behandelte Drehgruppe [§,0] als von D, er-
zeugte zyklische Gruppe auffassen.

Der hier behandelte Teil der Theorie endlicher Gruppen erscheint
vielleicht als mathematische Spielerei, daB absr endliche Grup-
pen in der hdheren Algebra eine groBe Rolle spielen, kann hier
nur erwsdhnt werden. Auch in der Geometrie spielen endliche
Gruppen z.B. als Decktransformationsgruppen geometrischer Figu-
ren eine wichtige Rolle.

Dr. E. Hertel

Cberassistent
an der Sektion Mathematik
der Friedr.-=-Schiller-Universitidt
Jena

Wir geben hier noch zwei Aufgaben an, die wir dem Leser als

ﬁbung zum Teil I empfehlen:

1. Man priife die Menge der natiirlichen Zahlen N = {1, 2, ...}
hinsichtlich Gruppeneigenschaften beziiglich der Addition.

2. Man gebe sémtliche Drehungen und Spiegelungen an, welche die
vier Ecken eines Quadrates in sich lberfiihren und priife, ob
die Menge dieser Abbildungen beziiglich der Operation der
Hintereinanderausfiihrung von Abbildungen eine Gruppe bilden.

»

(1)
Losungen | ——
(-425): ¥y - 2xy = & (/])
-X + ¥y - ‘F"F."f.(,\,f = 2 (P)
Aus (1) folgt y(1 - 2x) = 4 und (da 1 - 2x & 0):
4
A (N
sus (2) folgt -x + y(1 - 4x7) = = (2)"

ureh 3insetzen von (1)' in (2)' eorhilt man
°J

ol TS ’
_N+—h:]—i‘x{—l=a

| -—
- + 4 + By =2

x = - 5 (3)
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(3) in (1)' eingesetzt ergibt y = %% .

Die Losung des Gleichungsgystems lautet somit:
2
x:—%, y=ﬂ

(A28): Die in der Skizze eige-
zeichneten Hilfslinien
X', YY', ZZ' sind Pa-
rallelen zu den Drelecks-
selten AR, BC, AC. Dann
gilt nach dem Strahlensatz: A Zz! c' Y 8
LYURCH-T USRS R T L 1l 1)
ART AAT  BC
< SBT _ CZ (2)
BBY TBC
5CT . BT (3)
CC BC
Da die Vierecke YBX'S und SZCY' nach Konstruktion Pa-
rallelogremme sind, gilt YS = BX' und SY' = CZ. Damit
ist auch wegen (2) und (3)
w.B,W_ X ,Z_5 6 &
BC BC EBC BC BC CC' EBBT
und wegen (1) folgt dann die Behauptung:
SA' _ 8B' | 8C' _ 4
AT BBY CCT
(A30): Der Umkreis um das Dreieck ABC mdge die VerlZngerung der
Winkelhalbiefsnden WY im Punkt D schneiden. Dann halbiert
D den Bogen AB. Die Mittelsenk-
rechte der Seite AB halbiert N
gleichfalls diesen Bogen iB. &
Das heiBt aber, daB sich die £
Winkelhalbierende und die R f i L
Mittelsenkrechte in D schnei-
den. Weiter sind die Hohe
Cg = hc und die Mittelsenk- b
rechte parallel zueinander, )
da sie senkrecht auf AB stehen. \Voraussetzung:
Y=Y =Y 3=Y,)
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Damit gilt ¥HCD = ISDC (Wechselwinkel an geschnitteren
Parallelen). Das Dreieck DCS ist also gleichschenklig.
Die Mittelsenkrechte auf AB, auf der die Strecke DS liegt,
geht durch den Mittelpunkt des Unkreises. Auch die Mit-
telsenkrechte auf CD, die gleichzeitlg Héhe im Dreleck
DCS ist, verlduft durch den Mittelpunkt. Die beiden eben
genannten Geraden schneiden sich aber in S. Damit 1st S
der Mittelpunkt des Umkreises. Da S5 gleichzeitig der FuBl-
punkt der Seitenhalbierenden ist, muB nach dem Satz des
Thales der gegeniiberliegende Winkel Y = 900 sein.

f = YHBC ist gleich ¥CHB - $BCH = 90° - 99° = 67,5° und

I
der dritte Winkel a ist gleich 180° - p - y = 22,5°.

(432): Man konstruiere ein Dreieck, von dem eine Seite, die
Summe der beiden anderen Seiten sowie die Hohe auf eine
dieser Seiten gegeben sind.

a) Analysis

Angenommen, das Dreieck AABC sei das gesuchte, d.h. es
gelte 2B = ¢, AC + BC = a + b und das Lot von B auf AC
hebe die Lénge h,. Der Winkel 3BAC 0,/"
ist durch ¢ und hy elndeutig be-
stimmt._Beshalb muB ¢ auf einem
Strahl AP liegen. (P sei "genii-
gend weit" von A entfernt). Spie-
gelt man die Strecke BC an der
Winkelhalbierenden w des Winkels
4BCP, s0 geht sie in die kongru-
ente Strecke E:E iiber. Der Punkt
B' liegt auf AP und es gilt ]
AC + BC = iB', also AB' = & + b. Die Winkelhalbierende
w 1st gleichzeitig Mittelsenkrechte der Strecke BB'.
Daraus ergibt sich die Konstruktion.

b) Konstruktion

Man konstruiere zundchst aus AB = c, by und AB' = a +'b
das Dreieck AABB', Den Eckpunkt C des gesuchten Dreiecks
erhédlt man als Schnittpunkt von AB' mit der Mittelsenk-
rechten der Strecke BB,
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¢) Beweis und Determination
DaBl das konstrulerte Dreieck AABC den Bedingungen der
Aufgabe geniligt, ergibt sich unmittelbar aus der Analysis
und der Konstruktion. Es ist nur noch die Eindeutigkeit
zu zeigen. Das Dreieck AARM' ist eindeutig konstruierbar,
falls ¢ 2 hy,. Den Punkt C kann man ebenfalls eindeutig
kongtruieren, falls a + b & ¢. Um zu zeigen, daB C der
einzige Punkt auf AP ist, fir dem AC + BC = a + b gilt,
nimmt man an, es gébe einen weiteren Punkt C' auf AP, der
dieselbe Eigenschaft hat. Aus C' # C folgt aber

AC' + BC' 2 a + b.
Damit ist die Eindeutigkeit bewiesen.

(P.22):

Gegeben seien ein Kreis K und zwei Punkte P, und Ps.
Gesucht ist derjenige EKreis durch P1 und P2, der K
berihrt.

Zur Ldsung dieser Aufgabe, die lbrigens von keinem ©in-
sender richtig geldost wurde, bietet sich die Spiegelung
am Kreis an.

Als Spiegelkreis wéhle man zweckm@Bigp den Kreis mit dem
Radius ?;FE um den Mittelpunkt P, (oder P,). Alle Uber-
legungen, die Konstruktion und die Determination verleu-
fen wie bei Aufgabe A4 (1.Ldsung). \

Lésungshinweis zur Aufgabe (A15):

a) Durch Umkreisradius und Grundseite AB ist der Win-
kel ¥ACB des Dreiecks AABC konstant festgelegt, aller—
dings glbt es zwel verscéhiedene Mdoglichkeiten. Man
zelge, daB der Winkel #ASzB (8, ist Schnittpunkt der

Winkelhalbierenden) dadurch ebenfalls festgelegt ist.

In Aufgabe A15/b zelge man dasselbe fiir den Winkel

#ASEB. 82 ist jetzt Schnittpunkt der Mittelsenkrechten.

Aus ¥AS,B,AB und AS, 1&Bt sich das Dreleck AABS, und

aus diesem mit Hilfe des Umkreises das Dreieck AABC

konstruieren.
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Aus der Arbeit des wissenschafilichen Studentenzirkels
sRationelle Lehrmethoden"

Im September 1968 wurde auf Initiative des Assistenten der Ab-
teilung Kybernetik, Lutz Bernhard, der wissenschaftliche Studen-
tenzirkel "Ratlionelle Lehrmethoden" ins Leben gerufen. Er setzt
sich zusammen aus Studentinnen und Studenten des dritten Studien-
jahres Mathematik-Diplom und steht unter der Leitung des Initia-
toren. Auf seine Anregung hin besché&ftigen wir uns mit der Schaf-
fung eines Priifungsmodells. Dieser Aufgabe kommt insofern Bedeu-
tung zu, als auf Grund der wachsenden Studentenzahlen alle Berei-
che des Studiums so rationell wie mdglich gestaltet werden miissen.
Unsere Arbeit ist damit gleichzeitlg ein Beitrag zur Hochschul-
reform.

Zundchst muB etwas zu unserem Anliegen gesagt werden. Wir haben

uns folgende Ziele gestellt:

1. Als Nahziel betrachten wir die Schaffung einer Priifungsstruk-
tur. Dabei soll beriicksichtigt werden, daf diese Struktur da-
zu geeignet sein muB, die Priifung auf einem Automaten durchzu-
fiihren. Des weiteren steht dabeli das Problem der Ein- und
Ausgabe von Informationen (z.B. Fragen, Antworten) wéhrend
der Priifung. Dies soll so gestaltet werden, daBl gleichzeitig
bis zu 20 Studenten gepriift werden kiénnen. )

2. Als Fernziel betrachten wir die Aufstellung eines Programms
fiir die Elektronische Datenverarbeitungsanlage Robotron 300
und die Durchfiihrung der Priifung mit dieser Anlage.

Zur Erreichung dieser Ziele sind natiirlich viele umfangreiche
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Teilaufgaben zu lésen.
Wir sind zundchst von einem konkreten Vorlesungsstoff susgegan-
gen und haben ihn in inhaltlich zugammenh&ngende Gebiete, die
sogenannten Familien, unterteilt. Jede dieser Familien besteht
aus einer Schar von Fragen, die wir nach Schwierigkeitsgraden
anordneten. Eine weitere wichtige Aufgabe war die Aufstellung
eines Antwortprinzips. Wir haben uns festgelegt auf die Prinzi-
plen der "Auswahlantwort" (Der Priifling erh#lt zusammen mit der
Frage eine gewisse Menge von Antworten und wéhlt hieraus die
seiner Meinung nach richtige aus.) und der "Liickenantwort" (Der
Priifling erhélt zusammen mit der Frage einen Antwortsatz, in
dem verschiedene Worte ausgelassen sind. Diese Liicken sind von
ihm denn auszufiillen.). Der vom Priifling gegebenen Antwort wird
ein "Wahrheitswert" zugeordnet. Wir lassen dabei drei "Jahrheits—~
werte*- falsch, richtig, halbrichtig - zu.
Jetzt gingen'wir daran, in groben Ziigen den Ableuf einer Priifung
zu erfassen und ein Teilprogramm fiir einen Prifling aufzustellen.
Dies so0ll hier kurz skizziert werden:
1.Schritt: Auf Grund der Vorleistung des Priiflings wird ihm ei-
ne entsprechende Schwierigkeitsstufe zugeordnet. Un=-
Ter den zu dieser Stufe gehdrenden Familien wird will-
kiirlich eine ausgewéhlt. Aus dieser Familie bekommt
der Priifling eine Frage gestellt.
2.8chritt: Der vom Priifling gegebenen Antwort wird Jjetzt nach
einer vom Antwortprinzip abhiingenden Funktion ein
"Wahrheitswert" zugeordnet. Davon ausgehend bestimmt
sich dann der weitere "Weg" des Priiflings durch den
Stoff.
Jeder der beiden Schritte représentiert natiirlich ein ganzes Pro-
gremm. Um dieses Programm aufzustellen, muf man verschiedene Tei-
le konkretisieren. Wir sind dazu folgendermaBen vorgegangen. In
den Familien wurden je zwei Fragen zu einer sogenannten Einheit
E zusammengefaBt, allerdings nicht willkiirlich. Eine Einheit E
besteht aus einer Frage e4 mit der dazugehdrenden "Ergé#nzungs—
frage" €5 die in der Regel mehr inhaltliche Substanz beinhaltet.
AuBerdem enthélt E noch einen Hinweis zur Frage eqe Dieser wird
nur dann gegeben, wenn e, halbrichtig beantwortet wurde. Aus-
fihrlicher dargestellt lauten dann die beiden Schritte etwa wie
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folgt:

1. Nach der wie oben beschriebenen Auswahl der Familie wird in
dieser eine Einheit E, ausgewdhlt. Von dieser Einheit wird
die Frage e, gestellt.

2.1, Wird €4 richtig beantwortet, so wird die Frage es gestellt.

2.2. Wird eq falsch beantwortet, so wird eine neue Einheit ei-

ner niedrigeren Schwierigkeitsstufe asusgewihlt.

2.3. Wird e, halbrichtig beantwortet, so muB zunfichst gefragt

werden, ob e4 das erste Mal gestellt wurde.

2+3.1.Wurde e4 das erste Mal gestellt, so wird der Hinweis zu

e, gegeben und e, wird noch einmal gestellt.

2.3.1.1. Wird e, beim zweiten Mal richtig beantwortet, so wird

wie bei 2.1. verfahren.

2,3.1.2, Wird eq beim zweiten Mal falsch beantwortet, so wird

wie bel 2.2. verfahren.

2:3+1.3. Wird e, beim zweiten Mal halbrichtig beantwortet, so

wird eine neue Einheit ausgewdhlt, die etwa dem Schwie-
rigkeit=sgrad von E,1 entspricht.

2.3.2. e, wurde bereits das zwelte Mal gestellt. Dann wird wie
bei 2.3.1.3%. verfahren,

2.4. Ist e, gestellt worden, so gibt es nur zwei Mdglichkeiten,

entweder sie wurde richtig beantwortet oder nicht richtig.

2.4.1, Wurde e, Tichtig beantwortet, so wird eine neue Einheit
giner hoheren Schwierigkeitsstufe ausgewidhlt.

2.4.2. Wurde e, nicht richtig beantwortet, so wird eine neue
Einheit der Schwierigkeitstsufe ausgewdhlt, zu der E4
gehort.

Hierbei ist eine Punktbewertung der Antworten noch nicht be-

riicksichtigt. :

Die Aufstellung eines Programmes anhand dieser Schritte héngt

davon ab, in welcher Form die Eingabe bzw. Ausgabe der Antworten

bzw. Fragen erfolgt. Es hat sich gezelgt, daB die Ein- und Aus-
gabe liber Schreibmaschinen die zur Zeit wohl giinstigste Lésung
darstellt.
wissenschaftlicher Studentenzirkel
"Rationelle Lehrmethoden"
an der Sektion Mathematik
der FSU Jena
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Aufgaben (Serie 7/8/69)

(A61) Kann man eim ungleichseitiges Dreieck durch einen Schnitt
in zwei rcngruente Dreiecke zerlegen?

(A62) Man 13se folgendes Gleichungssystem:

5x - 2xy + y + 3 =0
2X - Xy -y + 9= 0

(A63) Wieviele geordnete Tripel ganzer Zshlen (X,57,2) gibt es,
die der Ungleichung Ix] + Iyl + |z < 20 geniigen?

(A64) Man zeige, daB8 fiir n 2 1 der Augdruck

1071 10(n + 1) + n
stets durch 81 teilbar ist.

(A65) Die 17.Potenz einer dreistelligen Zahl endet auf die Zif-
fer 3. Auf welche Ziffer endet die Zahl selbst?

(A66) Ein in 6x6 Felder unterteiltes Quadrat sei vollkommen mit
Dominosteinen ausgelegt. Jeder der 18 Dominosteine iiber-
decke genau zwei Felder. Man beweise, dsB es innerhald
des Quadrats stets eine Gerade gibt, die ¥einen Stein zer-
teilt.

Preisaufgabe (P. 31)

Man 15se die Funktionalgleichung
fx+y) + f(x~y) = 2f(x)+cos ¥y

Preisauigabe (P. 32)

Zwel Elemente a, b einer Gruppe G heiBen vertauschbar,
wenn ab = ba ist. Man beweise, daB die Gesamtheit der-
Jenigen Elemente aus G, die mit allen Elementen aus G ver-
tauschbar sind, eine abelsche Untergruppe von G bilden.

Fir jeden vollsténdigen Losungsweg der Preisaufgabe erhidlt der
Einsender einen Wertpunkt. Fiir fiinf Wertpunkte erhidlt der Ein-
sender ein Buch. Sollten pro Monat mehr als drei Einsender fiinf
Wertpunkte haben, entscheidet das Los (unter AusschluB des
Rechtasweges).

Falls ein Besitzer von fiinf Wertpunkten nicht unter die Gewinner
fd11t, nimmt er automatisch an der néchsten Auslosung teil. Die
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Losungen sind bis zum 10. des folgenden Monats (Datum des Post-
stempels) unter dem Kennwort "Wurzel-Preisaufgabe" an unsere
Adresse einzuschicken.

Wir weisen darauf hin, daB alle uns eingesandten Ldsungs- bzw.
Aufgabenblétter mit dem Namen des Einsenders, seiner Adresse
und der von ihm besuchten Schule versehen sein miissen. Einsen-
dungen, bei denen diese Angasben fehlen, konnen nicht beriick-
sichtigt werden.

Achtung: EinsendeschluB fir die Preisaufgaben (P.31) und (P.32)
ist der 30.August 1969.

Leichie Kost fiir die Ferien

Ein Kapitén wird gefragt, wie alt er sei. Er antwortet:
"Das Produkt aus meinem Alter, der Anzahl meiner Kinder
und der Anzahl der Passagiere suf meinem Schiff betrégt
32 195." Wie alt ist der Kapitédn?

Fliegt ein Flugzeug vom Nordpol aus 100 km nach Siden,

anschlieBend 100 km nach Westen und danach 100 km nach

Norden, so gelangt es wieder zum Nordpol.

Frage: Gibt es auf der Siidhalbkugel einen entsprechen-
den Punkt, von dem aus man jeweils 100 km nach
Siiden, dann 100 km nach Westen und dann 100 lm
nach Norden fliegt und dabei zum Ausgangspunkt
zuriickkehrt?

7wei Briider kaufen fiir 50,-M eine Lampe, Jeder bezahlt

die HElfte. Nachdem die beiden den Laden verlassen haben,
entsinnt sich der Verkéufer, daf die Lampe nur 45,~M kostet.
kostet. Er schickt deshald den Briidern seinen Sohn mit

den iibrigen 5,-M nach. Der Sohn beh#élt 2,-M als Trink-

geld und gibt den Briidern nur die restlichen 3,-M. Die
Briider haben somit 47,-M fiir die Lampe bezahlt,und 2,-M

hat der Sohn behalten. Dies sind zusammen 49,-M. Ver

hat die fehlende Mark?
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Einfilhrung in die Gruppentheorie Iii

Zum SchluB dieser Artikelserie iiber den Gruppenbegriff wollen
wir uns noch mit dem wichtigen Begriff der Untergruppe beschif-
tigen und abschlieBend noch ein Beispiel fiir Gruppen betrachten,
nidmlich die Permutationsgruppen.

IV. Untergruppen
Wir hatten frilher festgestellt, daB die Menge I' der ganzen Zsh-

len beziiglich der Addition eine Gruppe [Ty+] bildet mit der Zahl
O als neutralem Element (Nullelement). Der Leser iiberzeugt sich
leicht davon, da8 die Menge R der rationalen Zahlen beziiglich
der Addition ebenfalls eine Gruppe bildet, [R,+] mit O als Null-
element. Worin unterscheiden sich diese beiden Gruppen? Offen-
bar darin, daB die Menge R umfassender als die Menge I' ist, d.h.
es gilt ' & R, die Menge I ist eine Teilmenge der Menge R. Das
fiihrt uns auf den Begriff der Untergruppe, den wir in der folgen—
den Definition ganz allgemein formulieren wollen:
Definition:
[H,*] heiBt Untergruppe der Gruppe [G,*], wenn gilt
1. H € G (E Teilmenge von G) und
2. H bildet besziiglich der in G erklérten Operation
~ * selbst eine Gruppe.
In dieser Definition ist durchaus zugelassen, daB H = G gilt,
d.h., jede Gruppe kann als Untergruppe von sich selbst aufge-
faBt werden. Eine weitere einfache Untergruppe kann zu jeder be-
liebigen Gruppe [G,*] folgendermaBen gefunden werden:
Sei n das neutrale Element der Gruppe [6,%] » dann gilt n*nen,
d.h. die nur aus dem einen Element n bestehende Menge {n} bil-
det bereits beziiglich der in G erklérten Operation * eine
Gruppe [[n},*] - die entsprechenden Eigenschaften sind leicht
zu priifen (n ist zu sich selbst invers, und n ist neutrales
Element von En},*] ).
Die beiden Untergruppen [5,+] und [{n},'] nennt man triviale
Untergruppen der Gruppe [, q.
Wir beschrénken uns im folgenden wieder auf multiplikative
Gruppen und beweisen einen Satz ilber notwendige und hinreichen-
de Bedingungen dafiir, daB eine Tellmenge H von G eine Untergrup-
pe von [G,] bildet:
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Sataz: [6, ] sei eine Gruppe, H sei eine Teilmenge von G

(HE G). Dann ist [H,s genau dann eine Gruppe (also
Untergruppe von [G. ] ), wenn mit je zwei beliebigen
Elementen x und y aus H stets auch das Element xy’q
wieder in H liegt, wobei y-1 das zu y inverse Element
aus G sein soll.

Beweis: Es sind gensuer die beiden folgenden Aussagen zu bewei-

a0

sen:

a) Wenr [H,?] Untergruppe von [G,] ist, so gilt stets
fiir x € Hund y € H auch xy € H (notwendige Be-
dingung).

b) Wenn aus x € ¥ und y € H stets folgt :lc;y""‘1 € H, so
ist [H,J Untergruppe von [G,-] (hinreichende Be-
dingung).

Zu a): Wenn [H,] Untergruppe ist, so muB nach Eigen-

schaft I) fiilr y € H auch y € H gelten und fiir x € H

nach 0) also auch xy'1 € H, was zu beweisen war.

Zu b): Jetzt muB gezeigt werden, daB aus der Eigen-

schaft (x ¢ Hund y € H —» xy | € H) folgt, dad [H,]

Gruppe ist. Da x und y beliebige Elemente aus H sein

ktnnen, setzen wir zunfchst x = y, dann folgt also

=1 e H. xx_1 ist aber gleich dem Einselement e der

Gruppe [G, 7] s d.h. dieses Einselement e liegt auch in

H und damit ist N) fiir [H,+] erfiillt. Weiter folgt aus

e € Hund y € H auch ey'q € H, wegen ey_q = 3_1 gilt

also: fiir beliebiges y € H ist auch y | € H, d.h. I)

ist fiir IH,-] erfiillt. Die Assoziativitdt A) ist natir-

lich fiir [H, erfiillt, da diese Eigenschaft fiir alle

Elemente sus G gilt. SchlieB8lich muB noch O) nachgewie-

sen werden, d.h. es ist zu zeigen, daf aus x € H und

y € H auch xy € H folgt. Zundchst folgt wegen I), da8

mit y € H auch y‘ﬂ € H gilt, wie wir schon gezeigt ha-

ben. Wir setzen y_‘I = z, Dann gllt also x € H und z € H.

Daraus folgt nach Voraussetzung xz~V € H, also

x(y“1)-1 = xy € H, womit der Satz vollsténdig bewiesen
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V. Permutationsgruppen

Gegeben sei eine beliebige endliche Menge M, ={a,, 8y +-ey 81}
Wir wollen jetzt eineindeutige Abbildungen von M, auf sich
untersuchen, d.h. Abbildungen, die jedem Element a; aus Mn ge-
nau ein Element a, aus Mn zuordnen. Eine solche Abbildung 1&dBt
sich allein durch eine Indexzuordnung beschreiben, wenn die
Elemente von M, (wie oben) durchnumeriert sind. 2.B. kann die-
Jenige Abbildung P von M5 - {aq, 851 a;} in sich, die a, in 859
ay in az und a3 in 8, iiberfilhrt, charakterisiert werden durch die
die Indexzuordnung 1=—2»2, 2=»3, 3—>»1, Wir wollen dafiir kurz

schreiben P= g 2) - das Element mit dem Index

in der oberen Reihe geht in das Element mit dem darunter ste-
henden Index iiber. Cffenbar kann eine solche eineindeutige
Selbstabbildung einer endlichen Menge auch als Vertauschung der
Anordnung von endlich vielen Elementen aufgefaBt werden. Durch
P wird z.B. die Anordnung (aqy 85 aa) in die Anordnung
(a5, a3, &) Uberfiijhrt.
Definition:

Eine eineindeitige Abbildung einer endlichen Menge

in sich heiBt Permutation.

(Lateinisch: permutare = vertauschen).
Wir fiihren jetzt eine Operation in der Menge]Th aller Permutatio-
nen von n Elementen ein, némlich die Hintereinanderausfiihrung
von Permutationen, die wir wieder multiplikativ schreiben wol-
len.

2 «es I 12
Wenn P, = (‘ und Py = e s+ 80 definieren
1 1112.I. in) 2 (jqu|cn jn)

wir das "Produkt" P3 = P,P, von P, und P, wie folgt:

T 2 us n )

Pom ( e = . wird erhalten, indem men zuerst die
57Nd3 dy,-0- 34

n

Permutation P1 ausfihrt (z.B.: 1—»i4) und anschlieBend

P, (z.B.: 11-pji1). Das Ergebnis dieser Hintereinanderaus-
filhrung schreiben wir also wieder als Permutation, in der
Zum Ausdruck kommt, in welche Elemente die Ausgangselemente
insgesamt nach Anwendung beider "Vertauschungen" P, und P,
tibergehen.

Beispiels y.. p _ (} g g)' & = (; % g) wird 3P = (g % 2).
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Es sei gleich hier vermerkt, daB das Produkt von Permutatio-
nen im allgemeinen nicht kommutativ ist, d4.h. fiihrt man guerst
die Permutation Q und denn die Permutation P aus, s0 erhélt man

ein anderes Ergebnis: PG = (; % g) #QP.

Das Produkt ist also immer "von rechts nach links" zu bilden.
S a t z: Die Menge I[, aller Permutationen von n Elementen bil-
E:EEE;:] det besziiglich der Hintereinanderausfilhrung eine Gruppe.

Beweis: 0) ist erfiillt, da das Produkt zweier Permutationen
nach Definition stets wieder eine Permutation ist. Auch
die Assoziativitét A) {iberlegt man sich leicht, denn in
dem Produkt P1P2P5 dreier Permutationen sind unabhéngig
von eventueller Klammerung die Permutationen der Reihe
nach von rechts nach links auszufiihren. Schliefilich
fiihren wir als Einselement die identische Permutation

1 L -
PO =4 g g oo ﬂ ein, bei der jedes Element auf sich

selbst abgebildet wird. Damit gilt N). Endlich definie-

ren wir die zu P-( s 12 ‘
P~1 durch Vertauschung der "Zeilen" von P:
i (11 by, Wi 1n)
"Af 2 wes m A
wobei die "Spalten"in 51 g6 vertauscht werden kénnen,
daB die Zahlen i,, i, usw. in die natiirliche Reihenfol-
ge 1, 2, ..., n gelangen. Damit ist jedenfalls auch I)
erfiillt und der Satz bewlesen.
Wir wollen das Beispiel der Gruppe ﬂT3.ﬂ der Permutationen
von drei Elementen genauer aufschreiben:

Po=(153) Parsa(353) a=B=(373)

Pq-(é'??u)- Po=(353) P5=(353)

Weitere Permutationen von drei Elementen gibt es offenbar nicht
(In der 11.Klasse lernt man, daB es genau 1+2+3....en verschie-
dene Permutationen von n Elementen gibt.). Bel dieser Gruppe
handelt es sich - wie bei allen Permutationsgruppen — also unm
eine endliche Gruppe. Ihre Struktur geht aus der Gruppentafel
(Tafel I) hervor. Der Leser priife durch Berechnen der ent-—
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sprechenden Produkte die Richtigkeit der Strukturtafel, an der
man auBerdem erkennt, daf die Gruppe [ﬂr-] eine nichttriviale
sbelsche Untergruppe besitzt, némlich die Gruppe [(PO'P1'P2}"] .

Py P, 1=2!1=3 P, Pg
Pl Py P4 1=QIP3 P, Pg
P,| P, P, PO|P4 1
Py Pq) Ps

Py | P5 P P, Py P, Py
P, Py Pg P

5 Pq Py P
Po|Ps B, P; Py Py Py

Die groBe Bedeutung der Permutationsgruppen beruht in dem fol-
genden Satz von Cayley:

S a +t z: Jede endliche Gruppe ist isomorph zu einer gewissen
Permutationsgruppe.

Der Beweis dieses Satzes findet sich z.B. in dem Biichlein
"Einfithrung in die Gruppentheorie" (Alexandroff), worauf wir
interessierte Leser verweisen.

Dr. E. Hertel

Oberassistent
an der Sektion Mathematik
der Friedr.-Schiller-Universitédt
Jena

Konstruktion eines Automaten (Lésung der Preisaufgabe P. 28)

In der Nr.4/69 wurde fclgende Preisaufgabe gestellt:
Man konstruiere einen Automaten, der folgendes Verhalten
realisiert:
Der Automat sortiert Werkstiicke nach
I.Qualitét
ITl.Qualitét
und Ausschufl
unter folgenden Bedingungen:
a) AusschuBl wird aussortiert,
b) ein Werkstiick erster Qualitédt wird immer durch-
gelassen,
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c) ein Werkstiick zwelter Qualitét wird genau dann
durchgelassen, wenn urmittelbar vorher zwei Werk-
ssilicke erster Qualitét vorausgegangen sind.

Wir wollen hier den Ldsungsweg fiir diese Aufgabe ausfiihrlich
darstellen. Die Ausfijhrungen beziehen sich auf die Artikelserie
"Aus der mathematischen Kybernetik" in "Wurzel” Nr.12/68 bis
Nr. 3/69.

Betrachten wir einmal das Verhalten des zu realisierenden Auto-
maten, wenn nur Werkstiicke erster Qualitéit (gekennzeichnet im
folgenden durch 1) und AusschuB8 (durch O gekennzeichnet) ein-
laufen, z.B.:

< daddadaa [ Automat:] 10110100

Der Automat gibt entsprechend der Vorschrift aus, dafl die Werk-
stiicke entweder durchgelassen (d) oder aussortiert (a) werden.
Komplizierter wird das Verhalten dann, wenn auch Werkstiicke
zweiter Qualitét (durch 2 gekennzeichnet) einlaufen. Wie rea-
giert der Automat auf solche Eingabefolgen?

Das konnen wir uns an einigen Beispielen veranschaulicken:

I. Es laufen nur O und 2 ein:

aaaaa ‘:Aut omat 02200

Da hierbei nie 1 auftritt, wird 2 nach unserer Vorschrift
c) immer mit a bewertet (d.h. aussortiert).

I]-- 1
4——g§5—« Automat 102

Auch hierbei reagiert der Automat auf 2 mit a, da unmittel-
bar vor der 2 eine O einlBuft. Wann "1&Bt" nun eigentlich
der Automat eine 2 "durch"?

012

III. "
<888 1 rntomat Je—2oe-

Auch hier wird die 2 noch nicht "durchgelassen", da unmit-
telbar vor der 2 die Kombination 01 und nicht 11 einlduft.

Edddd.a Eitomat 11122

Tv.

Jetzt reagiert der Automat auf die erste 2 mit d, denn un-
mittelbar vor ihr steht 11 (die dritte 1 bleibt unberiick-
sichtigt). Die zweite 2 wird aber mit a bewertet, da vor
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ihr 12 steht, also nicht 11.
Bis jetzt haben wir nur das #uBere Verhalten des Automaten be-
trachtet. Was geht aber in seinem Inneren vor, damit er eine
eingegebene 2 genau nach Vorschrift c) mit a bzw. d belegt?
Werden dem Automaten eine O oder eine 1 eingegeben, so weiB er
nach Vorschrift a) bzw. b) sofort, dal O mit a und 1 mit 4 be-
legt wird. Wird ihm eine 2 eiﬂgegeben, so muB er diese genau
denn mit 4 belegen, wenn unmittelbar vorher 11 eingegeben wurde,
d.h, er miifte noch einmal die vorhergegangernen Eingaben betrach-
ten. Das ist aber auf Grund der Definition des Automaten nicht
mdglich.
Er muB sich also immer die letzten zwel Eingaben unter folgen-
dem Gesichtspunkt merken:

1M oder nicht 11.

Betrachten wir dazu eine Reihe von Beispielen:

' Automat 10 merkt: nicht 11

[ Automat 1021 merkt: nicht 11

10211

Automat merkt: 1M

Wie kann nun der Automat bei 21 (d.h. nicht 11) eine folgende

1 so zuordnen, daB er dann 11 merkt.

Offensichtlich muB er jede eingegangene 1 merken und priifen, ob
darauf noch eine 1 folgt.

Betrachten wir weitere Beispiele:

gemerkt: keine 1 [ Automat F—l—- merkt: eine 1
gemerkt: eine 1 | Automat F—a— merkt: Kkeine 1

0

merkt: keine 1

gemerkt: eine 1 i merkt: 11

0

gemerkt: eine 1 Automat

gemerks: 1M1 Automat merkt: keine 1 ,

d.h. der Automat merkt sich immer nur die letzten beiden Zahlen,
wenn es zweimal die 1 war, sonst reicht es aus,die letzte zu
merken, da man 2 oder O nicht durch eine weltere Eingabe zu 11
vervollstidndigen kann.



gemerkt: 11 ' Automat P—i— merkt: 11

well die dritte 1 iiberfliissig ist.

gemerkt: 11 [ Automat -2 merkt: keine 1

und gensu hierbei reagiert der Automat auf die 2 mit der Aus-
gabe 4.

Wie kann sich nun ein Automat iiberhaupt etwas merken? Ein Auto-
mat merkt mit seinen Zusténden. Offenbar bendtigen wir hier
drei Zustédnde:

Zg = keine 1
Zq - eine 1
32 = 11

Nun lassen sich auch leicht Aussagen iiber die ﬁherfﬁhrungs—
funktion f und die Ausgabefunktion g machen (Man vergleiche mit
den Belepielen!).

f Zq 24 _EQ_. 8 | 25 24 z,
0 Zo  Zj Zo) 0
1 Z4 Zs Z, 1
2 2 Zq 20 2 a a d

ACHTUNG - ACHTUNG - ACHTUNG - ACHTUNG - ACHTUNG - ACHTUNG - ACH

Wir mdchten unsere Leser darauf hinweisen, daB
Jéhrlich ein Sammelband der "Wurzel" erscheint.
Der Preis eines Sammelbandes beliéuft sich auf
8,00 M, Bestellungen sind bis zum 30.Juli an un-
sere Adresse zu richten. Die Sammelbénde 1967
und 1968 sind dann etwa ab September 1969 lie-

I ferbar.
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Lésungen E

(A26): Laut Voraussetzung sind P4q und Ps Primzahlzwillinge.
" Py - 1y Pqr Pp ~ 1, Pos Py + 41 sind demnach aufelnan-

derfolgende natiirliche Zahlen. Das Produkt von finf auf-
einanderfolgenden natiirlichen Zahlen ist stets durch 5
teilbar. Da p4 und p, Primzahlzwillinge sind und p, > 10
gilt, ist Pq - 1, Py - 1 oder p, + 1 durck 5 teilbar.

Pq = T P, - 1y Py + 1 sind suBerdem asufeinanderfolgende
gerade Zahlen, deshalb ist eine von ihnen ‘durch 4 teil-
bar. )

Py - 1, Pqs Pp = 1 sind drei aufeinanderfolgende Zshlen,
deshalb ist (da p, Primzahl ist) p, - 1 oder p, - 1 durch
3 teilbar.

Insgesamt gilt also: (p1 - ‘1)(p2 - 1)(p2 + 1) ist durch
Sef4e2+2+3 = 240 und somit auch durch 120 teilbar.

(A27): Es gilt _a + b a b
T+a+b " T+a+b0 " T+a+0b
Da a> Ound b > 0, folg?¥
a b a b
T3 ea+b T+a+b “TratT+o5°

Zu Aufgabe (A29):
Da die Aufgabe (A29) falsch gestellt wurde und deshalb
trivial 18sbar ist, wird diesmal eine berichtigte

Tassung dieser Aufgabe gegeben:
Flir welches x hat die nebenstehende Figur o »
den kleinstmdglichen Flécheninhalt?

) a

(Es gelte a < E)

(A33): Es gilt bo = 3 = 3 4+ 02
by =3+ -3+ 12
by=3+1+3 =342

bi = 354+ 1+3+5= 3 # 32
Man beweist nun mit Hlife der Methode der vollsténdigen
Induktion, daB b, = 3 + n° gilt.
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Die gesuchte Summe lsutet dann

‘i?b iit(3 +V2) = jg’i + :i?v

vso v vie
n(n + 1)(2n 1)
-3(n+‘|)+—(— z =8+

- 2—%—1(2n2 +n + 18)

(A34):

Wir beweisen die Kontraposition der Aussage, d.h. folgen-
de Aussage: Wenn m = peq (p, q > 1) ist, dann teilt m
nicht (m - 1)! + 1.

Es gilt dann né@mlich: p teilt (peq - 1)!, da P < peq - 1.
Des gleiche gilt fiir q. Somit teilt p.q die Zahl (peg=-1)!
und kann daher nicht (psq = 1)! + 1 teilen.

(435)

Es gilt ... % - cot o

sin o ecos % - ¢0s & ssin %

sin % 8in w

sin %
? = si; o

> 1 (wegen 0 < a < %),
sin § +sin « 2

Also gilt cot % - cot o > 1.

(A36):
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Aus x = 0, y = O oder 2 = O folgt stets x = y = z = 0,
Angenommen, X, y und z seien verschieden von Null und
es gelte x = 2axd, ¥y = 2 Yq» 2 = 2¢ zq( Xq» ¥4 und z4 un-
gerade).
Ohne Beschrﬁnkung der Allgem91nhelt sei a<sb s c.
Dann folgt aus x° + y + z = 2XyZ

(%)% + (2%)% + (2°29)2 = 2.2%.2%.2%x, 3.2,
Nachdem man durch (2%)2 gekiirzt hat, erh#lt man

xﬁ + (Eb—ay1)2 + (2°"a21)2 = 2-2b+°-2“qu121

= 2b+°+4_2ax131zy

Da auf der rechten Seite der Gleichung eine gerade Zahl
steht, muB auch links eine gerade Zahl stehen. Daraus



folgt p-a=0und k= c - a? 0. Man erhélt
x?I + Yﬁ + (2kz1)2 - 2k+‘|x‘1y’121 (kx > 0).

Man geige, daB die rechte Seite der Gleichung durch
vier teilbar ist, die linke jedoch nicht.

Bs ist

(14 + 100

und

(1 = 3% = 1 = oy + e = P +

)50 - 4 4 (50 (50 (50

155 + G2 + O 0D+ -0

(1+ 7550 = (1 = 157" =

= 2(5 )HUU 2(50)1653 + 2( 5)1655 + s0e > 1, da
2(5 ) = 1 und all>s weiteren Summanden positiv sind.

Damit wird aber
| 1+ 250 > 1+ (1 - 5350°°
und nach Multiplikation mit 100°°
101°° > 100%0 + 992°

Konstruktionsbeschreibung:

Man konstrulert zuerst das Dreieck ADCB' aus den Seiten
CD, 1B = DBY und dem eingeschlossenen Winkel a (¥inkel
zwischen AB und CD). Aus den Seiten B'C, BC und

AD = BBT konstruiert man das Dreieck ABB'C. Damit hat
man die Punkte B, C und D des Vierecks gewonnen.

Der vierte Eckpunkt A ergibt sich als Eckpunkt des Drei-
ecks AABD aus den Seiten AB, BD und AD.

Der Beweis fiir die Richtigkeit dieser Konstruktion

wird dem Leser iiberlassen.

(eingesandt von A. Y6bius, Erw. Leibnitzschule Leipzig,

Klasse 10).

Die ISsung erfolgt durch vollsténdige Induktion:

Induktionsanfang: neE 2
1+.2 A2+,

2
b ==
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folglich gilt: % 7§r >3

Induktionsschritt:

Es gelte: 1+?1!_+“_ +_7:q->wﬁi' fir n 2 2.

Dann gilt: 1 1 1 1
VAZE v o Y & ey WX % p—

o n+1) + 1 102 +1 _
IF + e =R > T - oo
Somit gilt die Behauptung.
Ein anderer Lésungsweg wurde von M. Schulze, EOS "Fried-

rich Engels", Karl-Marx-Stadt, Klasse 10, gewéhlt:
Fir n 2 2 gilt: _1

(A41):
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Gegeben:!
Pq ~ (I1ay1)
P2~ (xa!yé)
Py ~ (X3,¥32)
3 L Sl
8q - Mittelsenkrechte zu qua
B> ~ Mittelsenkrechte zu ?1F5
Der Schnittpunkt der Mittel-
senkrechten ergibt den Mittel-
punkt des Umkrelses, d.h. der Schnittpunkt von 81 und &>
ergibt PO'
Gleichung von g,: g, verléuft durch die Punkte P, und G,
Gy ~(§1_5_31,11_5;Ea)
Anwendung der Zweipunkteform der Gera-
dengleichung ergibt:

uﬂ-%@-@;’-’%—“-‘h (1)
¥y = Yo 1 20F1 + Y2) = Yo
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lei von g% &> verléuft durch die Punkte P, und G,

G, ~ (EL_EAEL'XL;EﬁIL)
Anwendung der Zwelpunkteform der Ge-
radengleichung erglibt:

X - Xg O,Esxg + x,; - Xg

Yy = Jo * 0,5(71 + ¥) = Yo (31
Aus Gleichung I und II ergeben sich die Koordinaten
von Py ~ (X¥)-

(A47)

18

Zunichst bemerke man, daf f(x) ¥ O, da sonst
f(2x) = f(x+x) = %, d.h. nicht bestimmbar. Mit Hilfe

der vollstindigen Induktion zeige man dann, daB
f(n.x) 2= .ﬂ!l

n
Es sei nun f(1) = ¢ (c ¥ 0), dann erhilt man

- 5

(P.25)

: (eingesandt von R. Schmidt, SpS Carl Zelss Jena, K1. 11)

Es gilt: gy = % - % - % By = % - % (erste Reflexion)

Bpam-(x =8y ~a
By = £ —'%-u(zweite Reflexion)

=

Behauptung: Fiir die n-te Reflexion gilt
Beweis: (vollsténdige Induktion)
Induktionsanfang: siehe oben
. 2n - 1
Induktionsschritt: Es sei By = % - Ss—a
Denn gilt B, .4 =% - (n ~By) -«
n 2n = 1

Bpyq =3 -~ 73 x -«
B 1‘_211"’1 - 1
n+1 = 2 2 e

Damit ist die Behauptung bewiesen.
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Fir Bn > @ findet stets noch die (n+1)-te Reflexion
statt. Fir B, § o finden keine weiteren Reflexionen
statt. Wenn k die Anzahl der stattfindenden Reflexionen
ist, gilt deshald « < Bk-ﬂ' B S o »

Daraus folgt: 5 - a:_;_z,va, % - _2152-_1.3 £ o

+ % > k, sk
1
2

£ k <

- [&-

#a M-
Bla Bla
n:l-....\ )8 PRY

3
A

SP.ZG):

Man konstruiere zunéchst alle Quadrate der Seitenlénge

a8, auf deren Seiten die Punkte P1, P2 und P3 liegen,
und zwar sollen P, und P,, a B |

P2 und P; bzw. P1 und P5

auf gegeniiberliegenden £y
Quadratseiten liegen. Die o

Konstruktion erfolgt nach & ¢ I
dem Satz des Thales (siehe a
Skizze). Als Menge M aller P
Punkte P erhdlt man die a |

Quadratseiten, auf denen weder Pﬁ, P2 noch P5 liegt.
Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit gelte

Man iiberlege sich, wieviel verschiedene Quadrate man
konstruieren kann, d.h., aus wieviel Geraden die Menge

M besteht!

—

(A54):

cos®a + cosas + cosaf

- cosza + cos“B + cosa(a + B) %

Hieraus folgt 2cosaa + 2cos® B + 2cos (a + B) 2 %

1 + cos2x + 1 + cos2p + 2005 (o + %) 2
2 + 2cos(x + B)cos(x - B) + 2c0s°(e + B) 2
cosa(u + B) + cos(a + B)cos(a = B)
+ %cosz(a -B) - 1cosa(a -B) +1 - 2 20

und (cos(a+B) + §cos(amﬂ)) - gin (a-a) 2 0, was stets
erfiillt ist.
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Liebe Leser! .

In dieser Nummer wollen wir Sie mit unseren Plénen fir das Jahr
69/70 bekannt machen. Ab September erscheint die "Wurzel" wie
angekiindigt mit 16 Seiten. Auf diesen 16 Seiten sollen Sie mit
vielen interessanten Problemen der Mathematik, mit dem Leben
an unserer Sektion und mit Neuigkeiten aus Wissenschaft und
Technik beksnnt gemacht werden. Im fachlichen Teil sind fiir
dieses Jahr folgende Artikel geplant:

Im Septemberheft beginnt eine Artikelserie iiber komplexe Zshlen,
die das Rechnen mit komplexen Zahlen, ihre geometrische Deu-
tung und die Darstellung in Polarkoordinaten beinhaltet.

In einer Artikelserie iiber Fehlerrechnung wird eine Einfiihrung
in die elementare Fehlerrechmung gegeben und die Notwendigkeit
der Fehlerrechnung begriindet. Der Leser wird mit Ndherungsme-
thoden und Iterstionsverfshren sowie mit Fehlerabschidtzungen
bekannt gemacht.

Eine weitere Artikelserie beschiftigt sich mit Folgen, Reihen
und Grenzwerten, Dabei wird in Anlehnung an den Schulstoff auf
Folgen nur kurz eingegasngen. Bei der Einfiihrung der Reihen so-
wie der Begriffe Grenzwert und Konvergenz wird Wert auf an-
schauliche Beispiele gelegt.

In einer umfangreichen Artikelserie wird der Leser mit Elemen-
ten der Programmierung bekannt gemacht. Dabei stiitzen wir uns
auf die Artikelserie "Einfiihrung in die Rechentechnik" in
"Wurzel"-Nr.6-12/68. Es wird die Problemstellung aus der Wirt-
schaft, die FluBbildtechnik, der Ayfbau und die Arbeitsweise
des elektronischen Kleinrechners SER 2¢, die Darstellung von
Zahlen behandelt. Die Serie soll abschlieBen mit Programmier-—
beispielen fiir den SER 2c.

Je eine Artikelserie iiber ein interessantes Problem aus der
Geometrie und iiber Kombinatorik sind ebenfalls geplant.

Der Aufgabenteil wird sich in Zukunft mehr auf die Artikel be-
ziehen, was natiirlieh fir September noch nicht zu realisieren
ist, da ab September 1969 viele Leser erstmals unsere Zeit-
gschrift in der Hand haben. Alle Aufgaben der Serie werden als
Preissufgaben gewertet und die eingesandten Lésungen dement-
sprechend bewertet.
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In Artikeln iiber unsere Sektion sollen Sie mit dem Studienab-
lauf, Wissenswertem iiber die Arbeit an unserer Sektion und die
Studienvorbereitung bekannt gemacht werden. Umfangreiche Infor-
mationen iiber die Ausbildung an unserer Sektion erhalten Sie in
der Sondernummer zum 20.Jshrestag der Griindung unserer Republik.
Wir werden ferner in Zukunft bemiiht sein, durch mathematische
Anekdoten, Rédtsel und Zahlensplelereien unsere Zeitachrift et-
was aufzulockern, ohne in den Artikeln und Preisaufgaben auf ma-
thematische Strenge zu verzichten.
Wir wollen mehr auf Probleme, die beim Lesen unserer Zeltschrift
auftauchen, eingehen. Uns interessiert die Meinung der Leser zu
den Artikelserien und zur gesamten Gestaltung der "Wurzel". Be-
richte iiber die Arbeit von Mathematikzirkeln an den Schulen sol=-
len in der '"Wurzel" vertffentlicht werden. Wir fordern unsere
Leser auf,uns solche und &hnliche Berichte zu senden. Wir haben
vor, ein .Korrespondentensystem zu errichten, um jederzeit iiber
die Arbeit der Mathematikzirkel, Mathematiklager usw. informiert
zu sein und Sie gegebenenfalls mit "Wurzel"-Mitarbeitern zu be-
suchen.Ferner wollen wir die Korrespondenten sowie ausgezeichne-
te Schiiler einladen, unsere Sektion zu besuchen. Auch Korrespon-
dententreffen und "Wurzel'-Pressefeste stehen in den kommenden
Jahren auf dem Programm.

Die Redaktion

INFORMATION - INFORMATION - INFDO

KYBERNETISCHE FABRIK

nennen die Einwohner von NOWOSIBIRSK ein in dieser sowjetischen
Stadt vor vier Jashren eingerichtetes elektronisches Rechenzentrum.
Dprt sind jetzt rund 450 Mitarbeiter im Durchschnittsalter von 30
Jahren beschéftigt. Jeder zehnte fiihrt den Doktortitel. Das Rechen-
zentrum Nowosibirsk bedient mehr als die Hélfte der 50 Akademie-
institute Sibiriens und versetzt dle Wissenschaftler in die Lage,
Untersuchungen in Fragen der Netz- und Branchenplanung, der Opti-
mierung von ProduktionsablBufen durch Anwendung msthematischer
Methoden wirksam zu betreiben. '
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Komplexe Zahien |

Die komplexen Zahlen wurden von GauB systematisch in die Mathe-
matik eingefiilhrt, nachdem sndere Mathematiker (unter ihnen ist
besonders Euler zu nennen) entscheidende Vorarbeiten geleistet
hatten. Von GsuB stammt auch die heute iibliche geometrische Dar-
stellung der komplexen Zshlen (1831), die wir noch genan unter-
suchen werden. Nach ihrer Einfiihrung stieSen die komplexen Zah~-
len keineswegs suf ungeteilte Zustimmung. Viele Mathematiker der
damaligen Zeit sahen darin etwas Unwirkliches. Darauf deutet
auch noch die Bezeichnung "imsgin#r" hin, die in der Theorie der
komplexen Zshlen eine wichtige.Rolle spielt. Heute gehGren die
komplexen Zahlen zum selbstversténdlichen Allgemeingut eines je-
den Mathematikers. Im folgenden soll versucht werden, die Grund-
lagen der Theorie der komplexen Zahlen auf exakte Welse zu be-
schreiben.

1. Einfithrung der komplexen Zshlen

Ausgangspunkt unserer Betrachtungen sind die reellen Zahlen, die
wir mit kleinen griechischen Buchstaben bezeichnen wollen. Zu
zwel reellen Zahlen %4 und x5 bilden wir das Zehlenpaar
a = (aq. “2)' Hierbel ist die Reihenfolge der Zahlen 04 und %5
wichtig, wir sprechen deshalb auch von einem geordneten Zahlen-
paar. In der Gesamtheit aller Zahlenpaare, dle wir auf diese
Weise bilden konnen, definieren wir:
Definition:
1. Zwel Zshlenpasre a = (m4y ®5) und b = (B,, Bo)
heiBen gleich genau dann, wenn o4 = B4 und
ay = By gilt. Wir schreiben dann a = D.
2. Zu zwei Zshlenpsaren a = (@4, @) und b = (B,4,B))
definieren wir ihre Summe a + b durch
a+be, (0 +Bgs % + B
Man muB sich dariiber im klaren sein, de8 in der Gesamtheit al~
ler Zahlenpaare im ersten Moment keinerlei Operationen, wie
Gleichheit oder Addition, erkldrt sind. Unsere Festlegung der
Gleichheit und der Addition ist zu einem gewissen Grade will-
kiirlich, wenn auch sehr naheliegend. Diese beiden ersten Defi-
nitionen erlauben uns bereits, einige einfache Rechenregeln ab-
zuleiten. Da a + b ebenfalls ein geordnetes Paar ist, ist es
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sinnvoll, (a + b) + ¢ 2zu bilden. Hierbeil sei ¢ = (71. 72).
Wir erhalten:

(a + 1) + ¢ = [(aq+B )41y (2xtB5)4y,]

= (ﬁf"ﬂf"\'qv ¢2+32W2) (&b

Andererseits ktnnen wir die Summe der Zahlenpaare a und b+ ¢
ausrechnen. Wir erhalten:

a+(b+c¢)= [G1+(B1+Y1); W2+(Ba+72)]

= (0g4By4Yq) 6x*BY,). (2)

Die rechten Selten der Gleichungen (1) und (2) stimmen iiberein.
Somit ist nach der Definition der Gleichheit der Zahlenpaare

(a+Db)+c=a+(b+c). (3)
Diese Regel nennt man das Assoziativgesetz der Addition. Es zeigt,
daB es fiir die Ausfiihrung der Addition der drei Zashlenpaare a, b
und ¢ belanglos ist, ob man erst a und b und anschlieBend ¢ ad-
diert oder erst b und ¢ und anschlieBend a. Wir kdénnen daher
ohne Verwechslungsgefahr statt (a + b) + ¢ einfach a + b + ¢
schreiben.
Wir konnen sofort eir zweites, ebenfalls sehr einfaches Gesetz
herleiten. Aus der Definition der Addition folghb némlich unmit-
telbar

a.+b==(oc,]+8.1, 052-1-32)

= (Bq + gy By + p)
=D + a.

Diese Regel nennt man das Kommutativgesetz der Addition. Es zeigt,
daB es beil der Ausfilhrung der Addition auf dle Reihenfolge der
Zahlenpaare a und b nicht ankommt. '
Wir wollen Jjetzt eine dritte Operation, nBmlich die Multiplika-
tion zweler Zahlenpsare, einfiihren. Sind wieder a = (aq, “2)
und b = (B4 32), 80 widre es naheliegend, die Multiplikation
der Zahlenpaare a8 und b durch

a » b =pe (aq'Bys xy°By) (#)
festzulegen. Bs zelgt sich jedoch, daB diese Definition sehr
unzweckméBig ist. Die Rechenregeln, die msn sus der Theorie der
reellen Zghlen kennt, wiirden bei einer derartigen Definition
der Multiplikation von geordneten Zahlenpaaren nicht mehr durch-
weg giiltig sein. Es ist sber ein Ziel unserer Uberlegungen, die
elementaren Grundrechenarten fiir Zeshlenpeare s0o zu definieren,
daf man mit ihnen in gleicher Weise rechnen kann wie mit den
reellen Zahlen, Die Rolle der Zshl O im Bereich der reellen Zsh~
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len iibernimmt jetzt das Zahlenpasar (0,0). In Anslogie zu den re-
ellen Zahlen werden wir an eine mdgliche Definition der Multi-
plikation der Zashlenpaare a = (aq. ag) und b = (81, 32) fol-
gende Forderung stellen: Aus as+b = (0,0) soll folgen, daB ent~
weder a = (0,0) oder b = (0,0) oder aber a = b = (0,0) ist.
Der Definitionsversuch (4) erfiillt diese Forderung aber nicht.
Pir a=(1,0) und b = (0,1) wére némlich a:b = (0,0). Wir
wéhlen deshalb eine etwas kompliziertere (wile sich spidter hersus-
stellen wird, geometrisch leicht deutbare) Definition der Multi-
plikation.

Definition:

3. Ist a = (ag, a2) und b = (B4, B,), so definieren
wir das Produkt asb durch

a * b=pe (a4Bg = %sBpy @By + xpB4). (5)
Statt a-b schreiben wir in Zukunft auch ab. Wir werden spéter
nachpriifen, da8 ab = (0,0) dann und nur dann gilt, wenn minde-
stens eines der beiden Zahlenpaare gleich (0,0) ist. Zuvor wollen
wir aber das Distributivgesetz herleiten, das die Addition und
die Multiplikation verkniipft.
Es seien wieder & = (xqs %)y b = (B4, B5) und ¢ = (vqy Y5)
drei geordnete Zahlenpasare. Dann ist b + ¢ = (31+yq, 32+72)
und somit erhalten wir nach (5): _ .
a(b+c) = [0‘1(344"(1) - c‘e(ﬁa“‘Yz): m1(82+Y2) + aziﬁq"‘\’f‘)]-
Rechnen wir die Klammern aus und fassen anschlieBend wieder ge-
schickt zussmmen, so erhalten wir:
a(b+c) =  (oqBytatq¥q0oBoeoY s B oY o+ oB 4t Y )
= [CouBymarB ) +( ¥ 4=0p¥ )y (oot )+(arg¥ptrpry) ]
= ab +.ac.
Somit ist
a(b + ¢c) = gb + ac. (6a)
(5) zeigt ferner, daB
ab = (@18 - %oBy, aqfp + 35B4)

" (Byy = Botipy fiomq *+ Byxp)

.= ba (7)
gilt. (7) ist ebenfalls ein Kommutativgesetz. Mit seiner Hilfe
kdnnen wir nun sus (6a) die Gleichung

(b+cla=Dba+ca (=ab+ ac) _ (6b)
herleiten. (6a) und (6b) nennt man die beiden Distributivgesetze.
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In der "Wurzel” 10/69 werden wir eine geometrische Interpreta-
tion einfiijhren und im Zussmmenhang damit die Beziehungen zwischen
geordneten Zahlenpaaren und komplexen Zahlen kennenlernen.

Dr. habil H. Triebel

Dozent
an der Sektion Mathematik
der Friedr.-Schiller~Universitit
Jena

Unser Mathematikiager

Die Teilnahme an Mathemstikspezialistenlagern steht schon seit
mehreren Jahren auf dem Ferienplan vieler Mathe-Asse unseres
Bezirkes. So waren such in diesem Sommer etwa 80 Schiiler einge-
laden, ihre Mathematikkenntnisse im Lager in Greiz zu erweitern
und zu vertiefen. leider konnte unser Betreuerkollektiv, Mitar-
beiter und Studenten der Fr.-Schiller-Universitét Jena, nur 35
Schiiler begriiBen. Viele Stammglste aus vergangenen Mathematik-
lagern fehiten, denn die Einladungen vom Rat des Bezirkes wa-
ren sehr spédt ausgegeben worden. Das Betreuerkollektiv hofft,

daB die Schiiler, die aus diesem Grunde nicht angereist sind,
welterhin Interesse am Lager haben und auch kiinftig wieder
kommen werden,

Unser diesjdhriges Mathematiklager stand in Vorbereitung des

20. Jshrestages der DDR unter dem Motto: "Wir wvollbringen Hochst-
leistungen fiir unseren sozlalistischen Friedensstaat!". Dieser
Gedanke zog sich durch unsere gesamte fachliche Arbeit und die
Freizeltgestaltung. Dall alle Schiiler halfen, diesas unser Motto
zu verwirklichen, zeig- | ;
ten die guten Ergebnisse .
der Lagerolympiade, das
disziplinierte Verhalten
der Schiiler und die rege
Mitarbeit bei allen Ver-
anstaltungen. So waren
die zwel Wochen in Greiz
fiir alle sehr arbeits-
und erlebnisreich.

Ein umfangreiches und




intpressantes Fachprogramm wurde den Schiilern durch die Mitar-
beiter der Sektion Mathematik, Herrn Dr. Bdérner und Herrn Dr.
Hertel, und durch Studenten geboten. Die folgenden Ausfithrungen
sollen einen kurzen Einblick geben:
Ein Schwerpunkt der fachlichen Arbeit in diesem Lager waren die
Grundlasgen der Mathematik., So wurde in den unteren Klassenstu-
fen (8 und 9) Mengenlehre behandelt Aufbauend auf die Cantor-
sche Mengendefinition #, e e
lernten die Schiiler ein-
fache Elgenschaften von
Mengen und Operationen
mit Mengen kennen.
In der 10. Klasse wurde
mit der Gruppentheorie
(vgl. Wurzel 5/69....
..7/8/69) ein weiterer
grundlegender Bestand-
teil der Mathematik be-
handelt.
Fir die 11. Klasse hatten wir uns etwas Desonderes herausgesucht:
Zunéchst wurde die Russelsche Antinomie, ein Widerspruch in der
Cantorschen Mengenlehre, erléutert. Man bildet hierbei eine
Menge R nach folgender Vorschrift:

R: XeR<e>»X¢gX.
Durch Belegung von X mit R, d.h. durch die Frage: "Ist R € R?"
erhdlt man den Widerspruch

R€ER «—» R{R.
Hieraus ersahen die Schiiler, daB ein anderer Zugang zur Mengen-
lehre, die ja ein fundamentaler Bestandteil der Mathematik ist,
gefunden werden muBte. Als Beispiel eines solchen Zugangs wur-
de dann die Axiomatisierung der Mengenlehre nach J. v. Neumann,
Gddel und Bernays behandelt.
In der Funktionentheorie untersuchten die Schiiler der 11. Klasse
Funktionen mit mehreren Veréinderlichen. Sie ldsten Extremwert-
probleme und fiihrten Koordinatentransformationer durch.
Die Schiiler der 10. Klasse beschiftigten sich noch mit interes-
santen Problemen gus dem Bereich der komplexen Zahlen (vgl. auch
die mit "Wurzel" 9/69 beginnende Artikelserie). Nachdem die Schii-
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ler mit komplexen Zahlen umgehen konnten, wurden sie mit inter-
essanten Anwendungen auf die analytische Geometrie der Ebene
bekannt gemacht.

Geometrie durfte ir unserem Spezialistenlager natiirlich nicht
fehlen. Die Schiiler der 9. Klasse beschéftigten sich mit der Spie-
gelung em Kreis (s. Wurzel 1/68 bis 3/68), und in der 11. Klasse
wurde mit der Inhaltslehre ein moderner Zweig dex Geometrie be-
handelt. Inhaltslehre beschéftigt sich mit dem Rauminhalt von
Polyedern. Im Lager wurden besonders einige algebraische Eigen-
schaften, die in diesem Zusammenhang = T

von Interesse sind, betrachtet.

In der Klassenstufe 8 wurde neben
Einfiihrungen in Zahlentheorie und
Kombinatorik néher =uf die Struktur
von Rechenautomaten eingegangen. Es
wurde die Frage: "Wie addlert ein
Automat?" behandelt. Als geeignete
Hilfsmittel zur Beantwortung dieser
Frage erwiesen sich Funktionsschal-
tungen, so daB die Schiiler auch ei-
nen Einblick in die Schaltalgebra,
ein Teil der mathematischen Kyber-
netik, erhielten.

Einen anderen Tell der Kybernetik,
die Theorie der Nervennetze, lern- :
ten die Schiiler der 10. Klasse kennen. Es wurden prinzipieller
Aufban und Wirkungsweise des menschlichen Nervensystems aufgezeigt
und dann der {ibergang zu einer geeigneten abstrakten mathema-
tischen Beschreibung vollzogen. Dieses Gebiet der mathematischen
Kybernetik vermittelt grundlegende Erkenntnisse fiir den Aufbau
von Automaten, die bestimmte Teilfunktionen des memschlichen
Gehirns realisleren kGnnen.

Nachdem das fachliche Programm erl&utert wurde, sollen nun zwel
Mitarbelter unseres Kollektivs vorgestellt warden.

Herr Dr. Bérner ist Oberassistent an der Sektion Mathematik. Seit
zwel Jahren nimmt er regelméBig an unseren Lagern tell. Die Vor-
bereitung unterstiitzt er, indem er hilft, die Fachprogramme aus-
zuarbeiten. Seine interessanten und anschaulichen Geometriestun-
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den haben bei den Schiilern viel Anklang gefunden.

Iudwig Staiger ist Student im 4, Studienjahr der Diplomanden.

Er gehdort zu den "Veteranen" des Lagers, denn er war bereits

vor fiinf Jahren als Schiiler im ersten Lager dabei. Die Studenten,
die damals das Betreuerkollektiv bildeten, “férderten sein Inter-
esse an der Mathematik, so daB Ludwig, der iibrigens auch an ei-
ner IMO teilnahm, vor drei Jahren in Jena ein Hgthematikstudium
aufnshm. Er gehdrt zu den besten Studenten unserer Sektion. Den
Mathematiklagern ist er stets treu geblieben, und seine Algebra-
stunden sind bei den Schiilern beliebt.

Natiirlich kam im Lager Greiz auch die Erholung nicht zu kurz.
Ausfliige in die herrliche Umgebung, rege Diskussionen um aktu-
elle Probleme, ein Abend am Lagerfeusr und sportliche Veranstal -
tungen boten die Mdglichkeit, das kameradschaftliche Verhédltnis
gwischen Betreuern und Schiilern zu vertiefen. An einem Leicht-
athletiksportfest beteiligten sich ausnahmslos alle Schiiler und
Betreuer. Einen Héhepunkt bildete unser Ganztagsausflug zur Tal-
sperre Pohl.

Eine gube Tradition bestent auch darin, stets einen prominenten
Gest von der Sektion Mathematik der Fr.-Schiller-Universitédt be-
griiBen zu kbtnnen. In diesem Lager hielt Dozent Dr. habil M. Walk
einen interessanten Vortrag iiber des Wesen der dynamischen Opti-
mierung. Seine Ausfiihrungen iiber die bisherige Entwicklung und
die Perspektiven derﬁM&thematik in unserer Republik waren eben-
falls sehr interessant. '

Um auf alle Erlebnisse genauer einzugehen, miite der Platz fiir
unseren Beitrag wesentlich erweitert werden. Schreibt uns des-
halb, was Ihr iiber des Mathematiklager wissen mbchtet. Wir sind
auch dankbar fiir Anregungen zur Gestaltung des Lagers. Noch un-
entdeckten "Mathe-Assen" geben wir gern Auskunft dariiber, welche
Moglichkeiten bestehen, an unseren Lagern tellzunehmen.

Das Betreuerkollektiv

Kleine Knobelei
Er ist doppelt so alt, wie sie alt war, als er so alt war, wie
sie heute igt. Beide zusammen sind 42 Jahre alt.
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Aufgaben (Serie 9/69)

A67) Gibt es eine Zghl, die susschlieBlich aus Einsen besteht,
und die durch 173 teilbar ist?

A68) Beweisen Sie, da8 die Verbindung der Seitenmitten eines
beliebigen Vierecks ein Parallelogramm ergibt.

(A69) Man bewelse: Ist a + b + ¢ = 1, dann gilt

a2 + b2 + 02 2 %

(A70) Der Nenner des folgenden Bruches ist rational zu machen:
A= b

1+ 3.2/2 - 2./
{A71) Man berechne die Diagonalen eines Sehnenvierecks mit
Hilfe der vier gegebenen Seiten.

(A72) Man finde die kleinste Permutationsgruppé, die die Per-

mutationen (1 2 3 4) und (1 2 3 4\ enthidlt.
1324 142 3

Achtung: Ab September 1969 werden alle Aufgaben der Serie als
Preisaufgaben gewertet, eine extra Preisaufgabe ent-
fdllt somit.

Fiir jeden vollsténdigen Ldsungsweg einer Preisaufgabe erhédlt der
Einsénder einen Wertpunkt. Fiir finf Wertpunkte erhidlt der Ein-
sender ein Buch.Solltem pro Monat mehr als drei Einsender fiinf
Wertpunkte haben, entscheidet das Los (unter AusschluB des
Rechtsweges).

Palls ein Besitzer von fiinf Wertpunkten nicht unter die Gewinner
fdllt, nimmt er automatisch an der néchsten Auslosung teil. Die
Losungen sind bis zum 10. des folgenden Monats (Datum des Post-
stempels) unter dem Kennwort "Wurzel-Preisaufgabe" an unsere
Adresse einzuschicken.

Wir weisen darauf hin, dsB alle uns eingesandten Losungs- bzw.
Aufgabenblétter mit dem Namen des Einsenders, seiner Adresse
und der von ihm besuchten Schule versehen sein miissen., Einsen-
dungen, bei denen diese Angaben fehlen, kdmnen nicht beriicksich-
tigt werden.
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Aus der Sektion Mathematik

Vom 15.9. bis zum 20.9. veranstaltet die Sektion Mathematik der
Fr.-Schiller-Universitét Jena zu Ehren des 20. Jahrestages der
Griindung der DDR eine wissenschaftliche Konferenz. Auf dieser
Konferenz wird iliber Probleme der Mathematik und des wissenschaft-
lichen Gerétebaues beraten. Neben Fachvortrédgen und Beratungen
aus den Bereichen Analysis, Wahrscheinlichkeitsrechnung, Eyber-
netik, Rechentechnik und numerische Mathematik finden Beratungen
{iber Fragen der Ausbildung und Erziehung, des 4-Jahres-Studiums
und der Prognose der Mathematik in Jena statt. Zahlreiche pro-
minente Gédste des In- und Auslandes haben ihr Kommen zugesagt.

Im September dieses Jahres findet im GST-Leger Schirgiswalde die
vormilitérische Ausbildung der Studenten des 1., 2. und 3. Stu-
dienjahres statt. Die elf Tage damernde Ausbildung sieht neben
Ordnungsiibungen, Umngang mit Handfeuerwaffen und Politausbildung
auch taktische Geléndeiihineen. Orientierungsmérsche mit Karte

o e R B e

und KompaB und eine verstérkte sportliche Ausbildung der Freunde
vor. In der Freizeit finden militdrpolitische Diskussionen, Buch-
lesungen, Gruppenversammlungen und Sportwettkémpfe statt.

Zur gleichen Zeit besuchen die Studentinnen einen DRE-Lehrgang.
Die Ausbildung wird von Angehdrigen der Universitdt und Offi-
ziersschiilern der NVA getragen.

Der Aufban des entwickelten gesellschaftlichen Systems des Sozia-
lismus, den wir im erbitterten Klassenkempf mit dem Imperialismus
durchfithren, erfordert von Jjedem einzelnen eine konsequente Hal-
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tung zur Erhdhung der Verteidigungsbereltschaft nnserer Repu-
blik. Doch geniigt nicht nur die Bereitschaft dazu, jeder muB
auch dazu in der lLage sein. Daher sind wehrsportliche Ausbil-
dung und Wehrerziehung fester Bestandteil der Erziehnng und
Ausbildung aller Studenten.

Etwa 180 Studenten unserer Sektion arbeiteten im Juli in drei
FDJ-Studentenbrigaden im Baueinsatz. Sie gaben ihrem Partner,
dem VE(B) StraBen-, Briicken- und Tiefbaukombinat Gera, bei der
Erfiillung seiner Volkswirtschaftspliine politische und Skonomi-
sche Hilfe. Die Gkonomische Aufgabenstellung sah dle terminge-
rechte Fertigstellung einiger StraSenabschnitte im Gebiet Bad
Kostritz - Serba-Trotz - Kahla und im Stadtgebiet Jena vor.
Die durchschnittliche Planerfiillung betrug 108 % der erarbei-
tete Wert betriigt etwa 250 000 Mark. Dariiber hinasus wurden durch
den Einsatz der FDJ-Studentenbrigaden wertvolle Arbeitskréfte
fiir den Aufbau des Stadtzentrums Jena frei. Alle drel Brigaden
‘nahmen sm Wettbewerd der Studentenbrigaden der Universitét
teil. Zu den Programmen der Brigaden gehdrten such FDJ-Ver-
sammlungen, Gespréche mit den Bauarbeitern und Brigadeabende
im Studentenkeller. Der Erlds einer Sonderschicht am 19.7.69
wurde auf -ein Spendenkonto fiir das kémpfende vietnamesische
Volk {iberwlesen. Die besten FDJ-Studenten werden zum "Treffen
Junger Sozialisten" im Oktober in Berlin delegiert. Durch ihren
hervorragenden Einsatz bekundeten die Studenten ihre Verbun-
denheit zu unserem sozialistischen Staat und die Bereitschaft,
iiberall tatkrédftig mit Hand anzulegen.

INFORMATION - INFORMATION = INFO

Computer steuert Fischfeng

Mit dem Computer "Minsk 22" wird von Kaliningrad aus der Ein-
satz der sowjetischen Fischfangflotille im Atlantik und in der
Ostsee gesteuert. Die Anlage errechnet in Sekundenschnelle den
Zug von Fischschwérmen und die giinstigsten Varianten des Ein-
satzes der Schiffe.
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Buntes Allerei

Kemnea Sie eigemtlich den von Weimmeister 1878 verfafiten Merk-
vers fir n? (Die Buchstabem der einzelnen Worter susgezéhlt er-
geben die einzelnem Stellen).

"Wie, 0 dies «

Mscht ermstlich so vielen viele Mih'!

Lernt immerhin, Jinglinge, leichte Verselein,

Wie so0 zum Beisplel dies diirfte zu merken sein!"”

In einer Klgsse waren drei faule Schiiler. Damit ihre Faulheit
nicht so schnell offenbar wurde, beschloB der Faulste, jeden
dritten Tag, der zweite, jeden fiinften Tag, der dritte, jeden
sechsten Tag ohne Aufgaben zu erscheinen. Als sie zum ersten
Male alle drei ohne Aufgaben erschienen, rif dem ILehrer die bis
dahin milhsam bewahrte Geduld und ... . Wann trat die Katastrophe
ein?

Jemand hat auf der Bank 500 M. Er hebt nacheinander ab
zuerst 200 M, bleiben also 300 M,
dann 150 M, blelbern also 150 M,
dann 90 M, bleiben also &0 M,
schlieBlich 60 M, bleiben glso 0 M.

zusemmen 500 M, zusemmen 510 M,
Er hat also noch 10 M auf dem Konto. So kann man miihelos sein
Vermbgen vermehren.

Ein vergilbtes Manuskript (diese Aufgebe ist eindeutig ldsbar!):

88#“#*# s 8.‘. = tEER
SRR

BAEES
LA LR S

‘8"‘
8'..8
LE 2 B K]

10-88
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Raten und Rechnen (jedes Kistchen be@eutet eine Ziffer, glei-
che Kiéstchen bedeuten gleiche Ziffern):

RINER - IR - (%Y

A ®-ANM
M- AN - NG

Aus der "Wurzel"-Werkstatt:

Das Schreibmaschinenmanuskript der "Wurzel" wird auf DIN A4-
BSgen geschrisben. Berechnen Sie, wieviel Platz freigelassen
werden muB, um beim Druck eln Bild der GrtBe 5cm x 10cm un-

terbringen zu kdnnen!

2

[——=.

Filir MuBestunden

Man setze ein Quadrat zusammen!
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INFORMATION - INFORMATION - INFDO

Laser entritselt Mikrowelt

Erstmals ermoglicht ein vom VEB Carl Zeiss Jena entwickeltes
neues Laser-Strahlenstichmikroskop im Jenaer Akademieinstitut

fir Mikrobiologie und experimentelle Therapie Untersuchungen
liber das Verhalten von Einzelzellen oder intrazelluléren Be-
standteilen gegeniiber Licht- und Wédrmestrahlung genau definier-
ter Wellenlédnge. Das Zelss-Geridt arbeitet auf der Grundlage ei-
nes Rubin-Impulslasers in gezielter Bestrahlung von Fléchen bis
zu wenigen Quadrat-Mikrometern. Die extrem kurze Lichtblitzdauer
von einer zehntausendstel Sekunde erlaubt es in der Zellbiologie
Untersuchungen von apBerordentlich kurzzeitigen Schock- und Reiz-
einwirkungen anzustellen, um die Zusammenhénge von Struktur und
Funktion der Zellbestandteile sowie damit verbundener Regulations-
mechanismen sufzukléren. Der Problemkreis ist unter anderem auch
von hohem Interesse fiir eine mikrobielle EiweiBsynthese zur
Stérkung des Weltnahrungspotentials.

Zum Titelbild

Unser Titelbild zeigt Harald Fischer, einen Teilnehmer des
diesjéhrigen Mathematikspezialistenlagers des Bezirkes Gera.
Harald Fischer kommt aus der Spezialoberschule des VEB Carl
Zelss Jena und nimmt im September 1969 ein Mathematikstudium
an der Sektion Mathematik unserer Universitédt euf.

ie Zeitschrift erscheint monatlich zum Preis von 0,20 M. Be-

tellungen sind an die Mathematiklehrer der EOS, BBS oder SpS
richten. Einzelbestellungen konnen direkt an unsere Adresse

ingesandt werden. —

redaktion: Leitung: Wolfgang Ulbrich, Rainer Wackernagel

Mitarbeiter: R.GroBmann, W.Kiefer, N.Kuse, R.Ilorenz,
S, Miill L.Staiger, E.T

chrift der Redsktion: Sektion Mathematik
DDR 69 Jena
Helmholtzweg 1
"Wurzel"-Redaktion

V-14-4 7 4418 M 175
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Komplexe Zahlen H (SchiuB)

2.Geometrische Interpretation

Nachdem wir gelernt haben, mit den geordneten Zahlenpaaren zu
rechnen, wollen wir eine verkiirzte Schreibweise und eine damit
verbundene geometrische Interpretation einfijhren. Hierzu betrach-
ten wir die reellen Zahlen sls Untermenge aller geordneten Zshlen-
paare, indem wir jeder reellen Zahl a umkehrbar eindeutig das
zahlenpaar (&,0) zuordnen. In diesem Sinne unterscheiden wir in
Zukunft nicht mehr zwischen der reellen Zahl o und dem Zghlen-
paar (x,0). Wir wollen jetzt die Multiplikation des Zahlenpaares
b= (31,32) mit der reellen Zahl « (also im Sinne unserer Verein-
barung mit dem Zahlenpaar (e«,0)) ausrechnen. Es ist

ab = (aio)'(ﬂqiﬂz) - (“ﬁﬂ!aaz)- (8)
Man hat also einfach die beiden reellen Zshlen B, und B, mit o
zu multiplizieren. Wir betrachten jetzt "imaginére'" Zahlenpaare.
Das sind Zahlenpaare der Form (O,x). Ist wiederum b = (31,32),
so erhalten wir

(Oyx) b = (Oom)(ﬂqsﬂg) = ("0532.'“81)- (9)
Also auch hier vereinfacht sich die Multiplikation wesentlich.
Die beiden letzten Formeln zeigen, daB die reellen und imsginéren '
Zahlenpaare eine besondere Rolle spielen. Unsere bisherigen Re-
sultate erlauben es, ein allgemeines Zahlenpaar in eindeutiger
Weise in ein reelles und ein imagindres Zahlenpaar zu zerlegen.
Hierfiir fiilhren wir noch folgende Vereinbarung ein. Neben unserer
Festsetzung, 1 und (1,0) als nicht verschieden anzusehen, setzen
wir i = (0,1). Dann folgt aber aus der Definition der Addition
und den Multiplikationsformeln (8) und (9) fiir ein Zahlenpaar
a = (apray) =

= (u,I,O) + (O,rxe) = aq('l,O) + (0,'])&2 = o, + i-aa.
Hierzu hat man in den Formeln (8) und (9) By = 0 zu setzen.
&=, + i-az bezeichnet man als komplexe Zahl. Sie setzt sich
aus dem "Realteil" o4 und dem "Imagindrteil" &%y zusammen. Als Bei-
spiel wollen wir i.i =12 ausrechnen. Setzt man in der Formel
(9) @ = 1 und b = (0,1), so erhalten wir
1% (-1,0) = -1 (10)

In diesem Sinne ist also die komplexe Zahl i eine Losung der
Gleichung x2 + 1= 0 im Bereich der komplexen Zahlen. Mit Hilfe
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der Rechenregel (10) kann man sich die Multiplikation der kom-
plexen Zahlen (so nennen wir ab jetzt die geordneten Zahlen-
‘paare) leicht merken. Es sei a = (a1,a2) und b = (B1,32). Dann
zeigt die Formel (5), daB

a‘b = @B, - @B, + i(e485 + “231) (11)
gilt. Losen wir nun in dem Ausdruck

asb = (@ + ix,)(B, + 1B,)
die Kleammern auf, indem wir die Distributivgesetze (6a) und
(6b) verwenden, so erhalten wir
asb = @By + 1Bp) + lay(By + 18p) =

= B, + i @By + 1x4Bs + im231. Da i = -1 ist, folgt
asb = By = @B, + ilaqBy + 1281) (12)

Selbstversténdlich stimmt dieses Resultat mit der Formel (11)
iiberein, da wir zu seiner Herleitung nur gliltige Rechenregeln
verwendet haben. Man multipliziert somit zwel komplexe Zahlen,
indem man die Klammern in der iiblichen Weise aufldst und die
Rechenregeln 1«1 = i+1 = i und 12 = -1 verwendet.
Wir gehen jetzt zu einer geametrischen Deutung der komplexen
Zahlen iliber. Jede komplexe Zaghl setzt sich aus zwei reellen Zah-
len zusammen, dem Realteil und dem Imaginidrteil. Wir zeichnen
uns ein x-y-Achsenkreuz auf (siehe Abbildung 1). Wir kdnnen
jetzt jede komplexe Zahl
a=a, + ia, = (a1.m2) geometrisch AY )
deuten, indem wir dem Realteil ay oty —_—— — —az(xnx;)
auf der x-Achse und den Imagindr-
tell ®o auf der y-Achse vom Null-
punkt aus abtragen (Abbildung 1).
Die Punkte der Ebene und die kom-
plexen Zahlen sind dann umkehrbar
eindeutig einander zugeordnet. Die-
se geometrische Interpretation
legt eine zweite Darstellung der
komplexen Zahlen nahe, die wir Polardarstellung nennen wollen.
Jede komplexe Zahl a kann man durch ihren Abstand |a] zum Null-
punkt und durch den Winkel & kennzeichnen. Hierbei ist
0s9 < 2n. Aus dem Satz von Pythagoras folgt

|al = a1 + af (13)

i =
und somit lal ‘,/ % 5 ag'

¢ a, X
Roeb. 4
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Ferner ist tan O = gﬁ ; (14)
Die Abbildung zeigt nun, daB man umgekehrt g und o, aus |a]
und 8 berechnen kann. Es ist

ay = la| ecos ® und «, = |a|+sin 9. (15)
Zur Abkiirzung fiilhren wir die komplexe Zahl
e18 = cos ® + i.sin 9 (16)

ein. Dann kdnnen wir sber die komplexe Zahl a = (uq,mz) =
=0y + i-cx2 in die Form

a= |laj:cos & + is]a]+sin ® = |a|(cos & + i.sin B) =
= la} cel? (17)
umschreiben. (17) nennt man auch die Polardarstellung einer kom-
plexen Zahl a. | a] nennt man den Betrag der Zahl a und § das
Argument der Zahl a.
Zum AbschluB wollen wir die Addition und die Multiplikation kom-
plexer Zahlen geometrisch deuten und zugleich eine bemerkenswer-
te Eigenschaft der Zahlen e'® herleiten. Zu diesem Zweck deuten
wir die komplexen Zahlen y Abb. 2
a = (d1im2) und b = (31'32) A
als Vektoren mit 0 und ®p
bzw. B84 und B> als Komponen-
ten. Wir tragen den Vektor
a vom Nullpunkt aus ab und
den Vektor b vom Endpunkt
des Vektors a (Abbildung 2).
Der so erhaltene Endpunkt ist
die komplexe Zahl a + b, wie ¢ o, e
man sofort aus der Abbildung 2 sieht. Die Addition von komplexen
Zahlen ist somit gleich der Addition von Kréften in einem Kréaf-
teparallelogramm. Um die Multiplikation in gleicher Weise geo-
metrisch deuten zu konnen, fiihren wir eine Vorbetrachtung durch.
Wir geben eine geometrische Herleitung der Additionstheoreme

arh

£z

> X

flir sin ¢ und cos @. Aus der N pou.3 P
Abbildung 3 liest man folgen- :
de Relationen ab: 0§5 e (N [
COS(Q + ¢) = 0P1 = H‘P
= UP;-cos ® - ?g?; =

= U?;-cos ¢+cos ¢ - P;Pg+sin ¢
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m=cos ¢+cosS @ —~ ﬁf;-sin ¢esin ¢ =
= cos $ecos @ — sin ¢+sin ¢
und
sia(e + 4) = FF; = FiF, + P = BF5 + EF; =
= 0P, sing + Fng-cos @ =
= GPgocos ¢esin @ + 5?;-sin $ecos @ =
= gin @.cos ¢ + sin decos o@.
Scmit gelten die Additionstheoreme
sin(p + ¢) = sin @+cos ¢ + sin ¢ecos ¢ und (18)
cos(p + ¢) = cos ¢+cos ¢ - sin @+sin ¢. (19)
Nach der Art unseres Vorgehens liegen die Winkel ¢ und ¢ zwischen
O und 2x, @+ liegt somit zwischen O und 4x. In den Formeln (18)
und (19) hat man zu beriicksichtigen, daB cos & und sin & Funk-
tionen mit der Periode 2 sind.
Mit Hilfe dieser Formeln konnen wir jetzt die Multiplikation
komplexer Zahlen geometrisch deuten. Es sei a = (uq.ua) und
b= (81,52). Wir wollen |abl susrechnen. Die Formeln (5) und
(13) fiihren zu

|abl2 = (x48q - ﬂng)E + (qua * C‘Qﬁq) =
= a5p5 - 2w, + aSBS + af3 + 2uqBaB + w38 =
= (m% + GS)(BE + Bg) e |a|2|b|2.

Somit ist

|ab| = |a] <|v]. (20)
Schreiben wir jetzt ab in die Polardarstellung (17) um, so erhal-
Sk ab = |ab] +ei® = [a|«|b] -eiP. (21)
Setzen wir andererseits )

a= |g|-e®, b= lb-e'?

so erhalten wir
ab = |a|-ei°-|blcei¢ = la]-lb]-ei¢-ei¢
Vergleichen wir die Darstellungen (21) und (22), so folgt
eiﬁ = eiq’-eid'. (23)
Wir wollen jetzt den Winkel & aus den Winkeln ¢ und ¢ bestimmen.
Dazu erinnern wir uns an die Formel (16). Die nochmalige Verwen-
dung der Multiplikaetionsregel fiir komplexe Zahlen fiihrt zu

e:i"a = (cos @ + iesin ¢)(cos ¢ + i.sin ¢) =

= COS @+CcOS ¢ — sin @esin ¢ + i(sin @e+cos ¢ + 8in ¢ecos @).
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Wir benutzen jetzt die Additionstheoreme (18) und (19) und er-
halten

eie s cos(@ + ) + iesin(op + ¢) = ei(Q L ¢). : (24)
Aus der Formel (23) folgt nun die bemerkenswerte Multiplika-
tionsregel

i(¢ + ¢) i¢ i¢ (25)

Die Formel (22) fiihrt uns zu der Polardarstellung
ab = |a]+|b] . 1(¢ + ¢)
= |a] «|b| (cos(ep + ¢) + i-sin(p + ¢)). (26)
Diese Formel 1&Bt eine einfache geometrische Deutung zu. Man
geht von einer der beiden komplexen Zahlen, sagen wir a, aus.
a und b deuten wir als Vektoren. Wir strecken den Vektor a mit
|b| und drehen den so erhaltenen Vektor |b|-.a um den Winkel ¢.
Das Resultat ist a*b (man vergleiche hierzu Abbildung 3).
Wir wollen jetzt noch auf die Frage eingehen, wann das Produkt
ab = 0 ist. Die Formel (20) zeigt, daB in diesem Fall
0= lal-|b]

gelten muB. Somit ist entweder |a| = O oder |b| oder lal = b} =0.
Aus der Formel (13) folgt fiir |a] = O, daB g = ay = O sein muB.
Entsprechend fiir |b] = O. Somit sieht man, daB a:b = O dann und
nur dann bestehen kann, wenn mindestens eine der beiden’komplexen
Zahlen a oder b gleich O ist.
Zum 3chlull noch eine Bemerkung zur Multiplikation komplexer Zah-
len. Wir denken uns die komplexen Zahlen a, b und c in Polardar-
stellung gegeben, also a = Ial-e ¢, b= lbl-el¢, C = Icl-ela.
Dann folgt aus der Formel (26)

(a-b)-c = (|a] - lbl-e1(° ¥ ¢)) ¢ =

= la]-1b] « Jof e (@ o+ 0)

= a(lbl - lcl set(d + B)y a-(b-c).
Diese Formel nennt man das Assoziativgesetz der Multiplikation.
Wie bei der Addition, so schreiben wir auch hier abc = a-bec
statt (asb)sc. .
Damit haben wir die Grundziige der Theorie der komplexen Zahlen
entwickelt. Die komplexen Zahlen spielen in zahlreichen Teilge-
bieten der Mathematik, Physik und Technik eine fundamentale Rol-
le. Viele Vorginge der Natur kann man unter Verwendung komplexer
Zahlen in mathematisch {ibersichtlicher Form beschreiben.

Dr. habil. H.Triebel
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Wir stellen vor: Dozent Dr. habil. Hans Triebel

Dr. habil. Hans 'I'riebel ist Dozent an der Sektion Mathematik der
FSU Jena und arbeitet auf dem Gebiet der Funktionalanalysis. Er
wurde am 7.2.1936 geboren. In Des-—
sau besuchte er die Rosa-Luxemburg-
Oberschule und legte dort 1954 sein
Abitur ab.

Von 1954 bis 1959 studierte er in
Jena. Nach Beendigung seines Stu-
diums arbeitete er ein Jahr im VEB
Carl Zeiss Jena. 1960 wurde er As-
sistent am Institut fiir Mathematik
der FSU Jena. Hier promovierte er
im Dezember 1962 mit der Arbeit
"Uber die Lamé'sche Differential-
gleichung". Nach seiner Promotion
wurde er fir ein Jahr nach Lenin-
grad delegiert.

Im Januer 1966 habilitierte Dr.

Triebel mit der Arbeit "Zur Theorie

der quasilinearen elliptischen

Differentialgleichungen und Diffe-
rentialgleichungssysteme'". Seit Februar 1969 ist er Dozent. Dr.
Triebel ist einer der profiliertesten Mitarbeiter der Abteilung
Funktionalanalysis. Das unterstreichen nicht zuletzt 19 Verdoffent-
lichungen in verschiedenen mathematischen Zeitschriften.

Preisaufgaben (Serie 10/69)

(A73) Man stelle die komplexe Zahl

=z (1 4 1)

geometrisch dar (Polarkoordinaten).

s » 2
Wie groB ist a~ = a-a?

(A74) Man bestimme s&mtliche Elemente einer Gruppe G, fir die
die Relation a“ = a gilt.

A75) Es ist zu beweisen: Wenn %(EH - 2) ganzzshlig ist, so ist

2B 1
auch 2 - 2 eine ganze Zahl.

g,
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(A76) Warum kann man aus der Giiltigkeit des Satzes

"Die Disgonalen eines Rhombus stehen senkrecht aufeinander."
ohne weitere geometrische fiberlegungen auf die Giiltigkeit
des Satzes

"Bin Viereck, dessen Diagonalen nicht senkrecht aufeinander
stehen, ist kein Rhombus."

schlieBen?

(A77) Man beweise, da8
tan(% + %) = 2tan o + tan(% - % gilt.

A78) Gegeben sei eine Funktion f(i¢), - < @ < o, mit

£(i(ep + ¢)) = £(i9)-f(id), o, ¢ reell.
Die Zerlegung der komplexen Zahl f(i¢) in Real- und Imagi-
nédrteil sei

£f(ip) = g(ig) + i+h(ip), &(ip) und h(ip) reell.
Man beweise

g(i(p + ¢)) = g(ip)g(idp) = h(ip)h(i¢) und

h(i(e + ¢)) = g(ig)h(id) + h(ie)g(id).
Ferner zeige man, daB die Additionstheoreme (18) und (19)
Spezialfédlle dieser Formeln sind. Wie hat man hierbei

f(ip) zu wahlen?

Achtung: Seit September 1969 werden alle Aufgaben der Serie als
Preisaufgaben gewertet, eine extra Preisaufgabe ent-
_ fdallt somit.
Fiir jeden vollsténdigen Losungsweg einer Preisaufgabe erh&lt der
Einsender einen Wertpunkt. Fiir finf Wertpunkte erhdlt der Ein-
sender ein Buch. Sollten pro Monat mehr als drei Einsender finf
Wertpunkte haben, entscheidet das Los (unter AusschluB des
Rechtsweges).
Falls ein Besitzer von fiinf Wertpunkten nicht unter die Gewinner
fd1lt, nimmt er automatisch an der n8chsten Auslosung teil. Die
Lésungen sind bis zum 10. des folgenden Monats (Datum des Post-
stempels) unter dem Kennwort "Wurzel-Preisaufgabe" an unsere
Adresse einzuschicken. Wir weisen darauf hin, daR alle uns ein-
gesandten Ldsungs- bzw. Aufgabenblédtter mit dem Namen des Ein-
senders, seiner Adresse und der von ihm besuchten Schule versehen
gein miissen. Einsendungen, bei denen diese Angaben fehlen, kon-
nen nicht berlicksichtigt werden.
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Aus der Sektion Mathematik

Studienprogramm fir d4as Grund -
studium Mathematik

Ab September 1969 erfolgt die Ausbildung der Diplom-Mathematiker
im 4-Jahresstudium. An die Studenten des ersten Studienjahres
werden damit schon von Anfang an erhdhte Anforderungen gestellt.
Wir wollen in dieser und der néchsten Ausgebe der "Wurzel" unse-
re Leser mit dem Studienprogramm riir das Grundstudium der Diplom-
Mathematiker bekannt machen.

Dieses Studienprogramm ist auf der Grundlage des Reshmenstudien-
programms fiir das Grundstudium der Grundstudienrichtung Mathema-
tik vom 7.3.1969, welches von der Sektion Mathematik der Hum-
boldt-Universitét zu Berlin ausgearbeltet und mit Vertretern der
Sektionen Mathematik der DDR beraten wurde, entstanden.

1. Ausbildungs— und Erziehungsziel

Fir die Grundstudienrichtung Mathematik wird die Ausbildung
durch die internationalen Entwicklungstendenzen der Mathematik
sowie die gesellschaftlichen Erfordernisse des umfassenden Auf-
baus des Sozialismus in der DDR, unter Beriicksichtigung des Prin-
zips der Finheit von Bildung und Erziehung, bestimmt. Im Prozef
der Ausbildung sind bei den Studenten die Eigenschaften und Ver-
haltensweisen zu entwickeln, die das Leitbild des sozialistischen
Wissenschaftlers kennzeichnen.

Jeder Student muB breite theoretische Grundkenntnisse sowohl in
Mathematik als auch in Marxismus-Leninismus erhalten, die ihm
einen hohen Grad von Disponibilitét verleihen. Jeder Absolvent
s0ll eine fundierte Ausbildung in einem Spezialgebiet besitzen,
die an die neuesten Erkenntnisse dieses Gebiets heranreicht und
und ihn fiir einen Einsatz in einem speziellen, jedoch nicht zu
engen Bereich der Volkswirtschaft oder der verschiedenen Bil-
dungs- und Forschungseinrichtungen vorbereitet. Zur Entwicklung
einer sozialistischen GroBforschung und bei Beriicksichtigung

des in der sozialistischen Praxis erforderlichen Verh&éltnisses
von Hochschulkadern mit Diplom und Promotion mufl es zur Regel
werden, daB Diplom-Mathematiker in einem Kollektiv unter Anlei-
tung promovierter Wissenschaftler arbeiten. In der Praxis werden
folgende Anforderungen stufenweise an den Mathematiker gestellt:
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a) Einsatz der im Studium vermittelten Kenntnisse und Methoden
in der Praxis.

b) Einarbeitung in neue mathematische Gebiete mit neuen Methoden
sowie Anwendung der erarbeiteten Kenntnisse auf praktische
Probleme.

¢) Selbsténdige Entwicklung mathematischer Modelle und Losungs-—
methoden bei gestellten Problemen.

d) Erkennen sich abzeichnender wissenschaftlicher Tendenzen
und selbstédndige Formulierung neuer Aufgabenstellungen.

e) Die Fdhigkeit, ein Kollektiv zu leiten und anzuleiten.

Das Ziel der Ausbildung besteht im Erreichen der Stufen a) und

b) und mit Einschrénkung c). Zur Erreichung der Stufen 4) und

e) sind jahrelange praktische Erfahrungen notig, die durch ein

sinnvolles System der Weiterbildung ergénzt werden.

Das Prinzip des wissenschaftl ~produktiven Studiums wird wahrend

der gesamten Studienzeit auf verschiedenen Stufen verwirklicht.

Im Vordergrund steht die aktive

Auseinandersetzung des Studie-

renden mit dem Stoff.

Fiir das Grundstudium sind

zwei Studienjahre vorgesehen,

die je 40 Wochen umfassen. Die

_Aufgaben des Grundstudiums sind:

a) Vermittlung von Mathematik-
Grundkenntnissen (Fakten, ma-
thematisches Schlieflen, Ver-
stdndnis mathematischer Pro-
bleme und Methoden) in geni-
gender Breite, um die Basis
aller in der DDR vorgesehenen
Fachstudienrichtungen zu le-
gen und diese Fachausbildung

einzuleiten.

b) Befahigung der Studenten zu
wissenschaftlichen Arbeiten.

¢) Durchfiihrung der Grundausbildung im Fach Marxismus-Leninis-
mus.

d) Vermittlung theoretischer und praktischer militdrischer
Kenntnisse.
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e) Durchfiihrung des Sportunterrichts.

f) Durchfiihrung des Sprachunterrichts.

g) Vorbereitung und Treffen der Entscheidung iiber die Aufteilung
der Studenten auf die Fachstudienrichtungen nach staatlichen
Kennziffern.

Uber den erfolgreichen AbschluB des Grundstudiums wird ein Beleg

ausgestellt, der zur Aufnshme des Fachstudiums berechtigt und

unter Umsténden einen Hochschulwechsel zulédBt.

Bunies Allerlei

Kann man auf einem Schachbrett das Pferd von der linken unteren
Ecke des Brettes in die rechte obere Ecke so ziehen, daB es da-
bel auf jedem Feld genau einmal abgesetzt wird?

Die abgebildete Figur ist mit einem Schnitt in zwei kongruente
Teile zu zerlegen

L LY

Das Gleichungssystem X, X2 (1)
R <
X=-y=4 (2)
wurde wie folgt geldst:
Aus (1) folgt x° + yg = 2Xy
x2 - 2Xy + 32 = 0
(x - 9% =0
x-y= 0.
Nach (2) ist aber X -y = 4.
Somit gilt 0= 4. Wo steckt der Fehler?
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Einfiihrung in die Spieltheorie |

In der Natur und Gesellschaft stdB8t man h&ufig auf Situationen,
in denen die Beteiligten unterschiedliche Interessen haben und
jeder ein gewisses Ziel erreichen will. Das eine solche Situa-
tion wiedergebende mathematische Modell heiBt "strategisches"
Spiel. Jedes Unterhaltungsspiel (Damespiel, Halma usw.), also
Spiele im tiblichen Sinn des Wortes, stellt eine solche Konflikt-
situation dar. Aber auch fiir viele andere Situationen, etwa die
Verteidigung einer Festung im Krieg, kann man oft ein abstraktes
Spielmodell konstruieren.: Die systematische Untersuchung "strate-
gischer" Spiele begann im Jahre 1928 durch den hervorragenden
Mathematiker J. v. Neumann. Seitdem sind viele Probleme aufge-
worfen und geldst worden.

Zur Einfiihrung in die Begriffe der Spieltheorie wdhlen wir ein
einfaches, aber charakteristisches Beispiel. Zwel Spieler A und B
wihlen unabhingig voneinander einen der drei Werte -1, O oder +1.
Der von A gewdhlte Wert werde mit s bezeichnet, der von B ge-
wihlte mit t. B hat an A den Betrag s(t-s)+t(t+s) zu entrichten.
Wenn A beispielsweise die Zahl -1 wéhlt, gewinnt er

-(t+1) +t(t-1) Einheiten, also 2, -1 oder -2 Einheiten, je nach-
dem, ob B -1, O oder +1 w&hlt. Der Gewinn oder der Verlust eines
jeden Spielers héngt also nicht nur von gseiner eigenen Verhal-
tensweise ab, sondern auch von der Verhaltensweise seines Gegen-
spielers. Dies ist ein Hauptmerkmal aller Spiele, die in der
Spieltheorie untersucht werden.. Ein grundlegender Begriff in der
Spieltheorie ist der Begriff der Strategie. Man versteht darun-
ter einen Plan, der fiir jeden nach den Spielregeln méglichen
Spielverlauf einen Zug angibt. In Spielen mit nur einem Zug, wie
in unserem Beispiel, ist die Strategie identisch mit dem Zug.
Eine Strategie im Schachspiel ist in unserem Sinne ein Verzeich-
nis, das fiir jede Stellung der Figuren einen Zug angibt. W&hlt
jeder Spieler eine Strategie, so ist der Verlauf und der Aus-
gang eines jeden Spieles bestimnt. In unserem Beispiel verfiigen
die beiden Spieler A und B iiber drei Strategien. Bezeichnen wir
mit S bzw. T die Menge aller Strategien von A bzw. B, 80 ist
§={-1,0, +1} und T = {-1, 0, +1}. Es sel A(s,t) der Gewinn
des Spielers A, wenn er die Strategie s und B die Strategie t
wihlt. Entsprechend werde der Gewinn B(s,t) des Splelers B defi-
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niert. Nach den Spielregeln ist A(s,t) = - B(s,t) =
= 8(t-s8)+t(s+t). Wir sind jetzt in der Lage, ein Zwei-Personen-
Spiel im mathematischen Sinn des Wortes zu definieren:
Definition:

Ein Zwel-Personen-Spiel {" wird bestimmt durch die

-Angabe

a) der Mengen der Strategien S und T der beiden Spie-
ler, _

b) der Gewinnfunktionen A(s,t) und B(s,t) der beiden
Spieler.

Formal schreibt man hierfiir kurz:

= {8, T; A(s,t), B(s,t)}.
Eine Partie eines Spieles I’ verlauft somit folgendermafBien: Die
Spieler A und B wdhlen unabhé8ngig voneinander ihre Strategien
sund t (s aus S, t aus T). Nach Beendigung der Partie erhédlt
A A(s,t) und B B(s,t) Einheiten aus einer nicht n&her bestimmten
Quelle ausgezahlt.
In unserem Beispiel gibt es nur endlich viele Strategien. Aubier-
dem ist der Verlust des einen Spielers der Gewinn des anderen,
also A(s,t) + B(s,t) = 0. Solche Spiele werden endliche Zwei-
Personen-Nullsummen-Spiele genannt. Mit ihnen wollen wir uns
jetzt ndher beschiftigen. S mdge aus den Strategien.sq, Spy eee

«evy Sp_qy Sp und T aus den Strategien tq, tg, SR tn—ﬂ’ tn
bestehen.Dann genligt zur Beschreibung eines endlichen Zwei-
Personen-Nullsummen-Spiels die Angabe der Gewinnmatrix

A=(%1&m"'%n)
a1 %m2 *** %mn

des Spielers A.

Die Zahl 8 4.h. diejenige Zahl, die in der i-ten Zeile und
k~ten Spalte der Matrix A steht, ist der Gewinn des Spielers A,
wenn er die Strategie s; und B die Strategie t, wghlt. Fir die
Elemente b der Gewinnmatrix B des Spielers B gilt offensicht-

lich bik = - 84y In unserem Beispiel ist
2 =1 =2
-2 -1 2

Wie werden nun die beiden Spieler vernlinftigerweise spielen? Die
Spieltheorie nimmt an, daB beide Spieler folgende Uberlegungen
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anstellen: "Beli jeder Wahl einer Strategie habe ich zu be-
fiirchten, daB mein Gegner meinen Gewinn so klein wie mdglich
macht. Wdhle ich also eine Strategie, die diesen kleinsten Ge-
winn so groB wie m8glich macht, dann gehe ich so sicher, wie

ich es verniinftigerweise nur tun kann." Spieler A sucht also in
der Gewinnmatrix A in jeder Zeile das Minimum und wé&hlt aus die-
sen m Zahlen das Maximum. Mathematisch ausgedriickt heiBt dies
die Zahl ma m}n a; 5 zu berechnen. Er wird also eine Zeile, d.h.
die entsprechende Strategie, wdhlen, die diesen Mindestgewinn
garantiert. Spieler B wird entsprechend zuerst die Maxima in den
Spalten bestimmen und aus diesen das Minimum auswéhlen, d.h.

m}n mfx aij berechnen. B verliert dann hochstens m}n m?x aij
Einheiten. In unserem Beispiel wird sich A deshalb fiir die Stra-
tegie 8, = O und B fiir die Strategie t2 = O entscheiden. Der
Gewinn beider Spieler ist deshaldb A(0,0) = B(0,0) = O.

Dr. A.Liemant

Assistent

an der Sektion Mathematik
der Priedr.-Schiller-Universitéat
Jena

Lésungen

(A37): Man bezeichne die Aussagen
g ist dqurch p teilbar mit s
a ist durch q teilbar mit +
a ist durch peq teilbar mit u.
Die Aussage "Wenn a durch p und q teilbar ist, so ist
a durch peq teilbar" ergibt sich als
sA t—> u.
Die Kontraposition dieser Aussage ergibt
~mu=>~(8 A t)
(Als Kontraposition der Aussage A —» B bezeichnet man
|| die Aussage ~B—®~A. Es gilt hierbel
A—>» BE€&> ~B=d~ ),
Da ~(BAt)e» vSvat
ergibt sich aus s A t =—>» u die Aussage
APy sSvear
oder in Worten '"Wenn a nicht durch peq teilbar ist, so
ist a nicht durch p oder nicht durch q teilbar".
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(P.27): Es gilt fiirn 2 3
n! > 2n-1 und somit E% < 5521 :
Man erhé&lt:
PR M 1 1 1
+-,1T+§r+...+-ﬁ-!-<1+’l+-2'+§z-+..-+-§ﬁ-:f

Also gilt die zu beweisende Ungleichung:
1+ 7% + 5% tooet 5% < 3,

(P.32): Es ist zu zeigen, daB
Z={z: 2 € GaV g(g € G—» zg = gz)} eine abelsche
Untergruppe von G ist.
Man zeige zundchst, daB 7 Untergruppe von G ist. Dazu
wird der Satz aus Heft 7/8/69 Seite 80 benutzt:
Zu zeigen ist:
x,yeZ%xqﬂez.
Man zeigt zunsdchst:
y € Z-i"yﬁq € Z, d.h. auch y_1 ist mit allen Elemen-
ten aus G vertauschbar:
Es gilt, da y € Z, fir alle g € G
i T
Nun ist auch y ygy =Y &Yy
oder SY- =y g
also ist mit y auch y—1 € Z.
Nun ist zu zeigen xy_q € Z, d.h. fiir alle g € G:
xy g = gxy
Zuniichst ist xy '€ = Xgy ', da y | mit g vertauschbar ist.
Danach vertausche man x mit g und erhélt:
xgy | = gxy
und als Endresultat
xy’qg = sxy—ﬂ, was zu zeigen war.
Noch zu zeigen ist, daB Z eine abelsche Gruppe ist, d.h.
X, Y € Z=>»Xy = yX.
Da Z &G ist, folgt somit aus y € Z auch y € G.
Bekannt ist nun, daB fiir x € Z und y € G xy = yx ist,
also erst recht fir y € Z.

1
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(A44): Die ersten drei Glieder der arithmetischen Folge seien

a, a8, = 8, + d, a, = a, + 2d. Es gilt dann

ao(aO + d)(ao + 2d4) = 15 1)
und B & Hy ® d + a, + 2d = 9
oder a, + d =3 (2)
Mittels (2) erhZlt man aus (1):

(3 = d)+3+(3 + &) = 15

oder 9 - d? = 5.
Somit ergeben sich fir d die Werte +2 oder -2, fir aj
entsprechend 1 oder 5.
Als Ldsung ergeben sich folgende arithmetische Folgen:

I (ep)p w 1,2,... MEgy=i+am
oder II (a;l)n = 1,2,.. mit aﬁ = 5 - 2n.

(A64): Es gilt

R T R it Ll ™9 + 1 -
-9(n+1) -1=

s gt o (560 & L.« (EY15ER,

_“ Diese Summe ist fiir beliebiges natiirliches n immer durch

81 teilbar.

Zum Titelbild _
Das Titelbild zeigt die Sektion Mathematik der Friedrich-Schiller-

Universitidt Jena.

ie Zeitschrift erscheint monatlich zum Preis von 0,20 M. Be-
stellungen sind an die Mathematiklehrer der EOS, BBS oder SpS
zu richten. Einzelbestellungen konnen direkt an unsere Adresse
eingesandt werden.

Redaktion: Leitung: Wolfgang Ulbrich, Rainer Wackernagel
Mitarbeiter: R.GroBmann, W.Kiefer, N.Kuse, R.Lorensz,
S.Miller, L.Staiger, E.Taubald, I.Zenner

-
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Einiges iiber Folgen und Reihen |

Sehr h&ufig operiert man in der Mathematik mit Folgen. Insbeson-
dere nimmt der Begriff des Grenzwertes einer Folge in vielen Ge-
bieten der Mathematik eine zentrale Stellung ein. Im vorliegenden
Beitrag soll eine Einfiihrung in diesen Begriff gegeben werden, um
ihn dann auf Reihen anzuwenden.

1. Folgen

Defini+tion:
Ist jeder natiirlichen Zahl n genau eine reelle Zahl a,
zugeordnet, so nennen wir 80r 849 seey Bpy e
eine Folge. a6 heiBt das p—te Glied der Folge.

Eine Folge bezeichnen wir im weiteren auch kurz mit (an).

Zur Verdeutlichung betrachten wir einige Beispiele:

B1: die Folge der natiirlichen Zahlen: 0, 1, 2, ..., 0, ...

B2: die Folge der Primzahlen

B3: die Folge der Ziffern hinter dem Komma, wenn man,% als Dezi-

malzahl schreibt: 6, 6, 6, ..., ST
B4: =, -%, T, —-%, ssey T, _'E%T’ *se

Wir lenken unsere Aufmerksamkeit nun auf solche Folgen, deren
Glieder a, bei immer groler werdendem n eine ganz bestimmte Ei-

genschaft besitzen. Dazu veranschaulichen wir uns die Folge

g
B5= 1’ %j E’ LR ] %n, [ ]

| Se8 2 s T
auf der Zahlengeraden: PR T —
0 %% % % 7

Bei dieser Folge hat man den Eindruck, daR a, sich mit wachsen-
dem n immer mehr der Null nEhert. Man kann noch sehr viele Folgen
finden, die so eine Tendenz zur Null hin besitzen. Betrachten wir

das folgende Beispiel:
1 .11 1

=1)n+1
B6: -'1, E’_g’ E’ ---1%11%-_—, LR ]

Skizziert man die ersten Glieder dieser Folge auf einer Zahlen-
geraden, so empfindet man auch ein gewisses Streben der Glieder
nach Null (jetzt allerdings von beiden Seiten her). Damit meinen
wir offenbar, daB der Abstand von a, zur Null, also der Betrag
von a (]anl) der Null nahekommt. Wie konnen wir aber dieses
"Nahekommen'", "Streben", "Tendieren", ... genau erfassen? In den
beiden vorhergehenden Beispielen gilt Iad > |an+1l. Das ist aber
eine sehr starke Eigenschaft (Monotonie). Es gibt hingegen viele
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Beispiele, wo diese Monotonieeigenschaft nicht erfiillt ist und
trotzdem ein "Tendieren" zur Null hin besteht.

B7: (an) mit 8oy = Q 841 =~ EE%T_ (k natiirliche Zahl)
Die ersten Glieder dieser Folge sind 0, -1, 0, - %, 0, - %, —
BR8: (an) mit a2k=’Eg§ y 8o, = qu (k natiirliche Zahl)

Die ersten Glieder lauten

Den Beispielen B5 bis B8 ist gemeinsam, daB es hdchstens end-
lich viele Glieder gibt, die betragsméBig nicht kleiner als %
sind. In B5, B6 und B7 sind es héchstens die Glieder a, und 849
in B8 hochstens (grob gesagt) die ersten 40 Glieder, fiir die gilt,
gilt [a& 2 % (Da es uns nur auf die Endlichkeit der Anzahl der
Ausnahmeglieder ankommt, braucht man nicht deren genaue Anzahl
festzustellen, und diese Vergrdberungen sind ausreichend.). Fir
alle anderen Glieder (das sind unendlich viele) dieser Folge gilt
also Ian] < %. Weil diese unendlich vielen Glieder die endlich
vielen Ausnahmen weit iiberwiegen, sagt man auch, daB "fast alle"
Glieder der Folge die Beziehung la | < % erfiillen.
Nun ist es aber so, daB die Bedingung

|anl < % fiir fast alle n
noch lange nicht ausreicht, um das Streben gegen Null zu erfas-
sen. Das zeigt auch das folgende Beispiel.

B9: 8, 8, 8, %, %, e %, ..

Hier gilt fiir fast alle Glieder |a | < 4, trotzdem wird der Ab-
stand zur Null nicht kleiner als %- gs muﬁ2also auch gefordert
werden, daB fast alle Glieder kleiner als 5 werden, daB fast alle
Glieder kleiner als beispielsweise E% werden, ja auch, daB fast
alle Glieder kleiner als 10™° werden usw. Xs l&uft also darauf
hinaus, daBl zu jeder vorgegebenen positiven Zahl e (auch wenn sie
noch so klein ist) héchstens endlich viele Glieder die Bedingung
Ianl < € nicht erfiillen diirfen. Betrachten wir beispielsweise B6
und & = 1070, In diesem Fall gilt

n | n+ 11" nsT?
-10 . 1 -10
und [a | < 10 soll fir fast alle n gelten, also /3 < 107 .

Das ist aber dann der Fall, wenn n+1 > 1016, also erst recht,
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wenn n > 1070, Also fiir alle n > 100, und das sind fast alle

n (weil n < 10°° nur fiir endlich viele natiirliche Zahlen erfiillt
ist), gilt la | < 10~°, Wir niissen uns aber dariiber im Klaren
sein, dall wir nur einen ganz bestimmten e-ert, nZmlich e=10_10
betrachtet haben. Und vorhin haben wir uns am Beispiel e = %
klargemacht, dall es v0llig unzureichend ist, nur e i ne n
e=dert zu betrachten. Wir missen also alle g-./erte betrachten.
Darauf wollen wir jedoch an dieser Stelle verzichten und erst
einmal unsere ﬁberlegungen uber die Vorstellungen des Strebens
gegen Null zu einer exakten Aussage zusammenfassen:
Definition:

Die Folge (an) heifit Nullfolge, wenn fiir jedes € > O

fir fast alle n gilt:

la,| < e.
Anschaulich bedeutet das, daZ aulerhalb des . 0 .
markierten Bereiches hiochstens endlich vie- -6 £

le Glieder der Folge liegen, und das fir jedes e > 0.
Jetzt folgt ein Beweis dafiir, dal es sich bei B6 um eine Wull-
folge handelt. Dazu betrachten wir eine beliebize positive Zghl

e und den Ausdruck | 1
ad = ——
n+1

Die letzte Ungleichung ist richtig, wenn n gridBer als % - 1 ist.
Deshalb konnen wir garanticren, dal die Ungleichung |an| < g
fiir alle n groBer als % erfillt ist (Vergrdberung), also fiir
dieses ¢ fiir fast alle n. Das vorgegebene g war aber beliebig,
es verkorpert sozusagen jede positive Zahl und deshalb ist die
Folge Bo eine Hullfolge. Durch fhnliche Uberlegungen kann man
zeigen, dal auch die Folgen B5, 37 und B8 Nullfolgen sind.

< E-

L."leischmann

Assistent
an der 5Sektion Mathematik
der Friedr.-3chiller-Universitit
Jena

Preisaufgaben (Serie 11/69)

(A79) Zwei Spieler (A und B) haben je ein Streichholz, das sie
- vom Gegenspieler unbemerkt - in der geschlossenen Hand
auf den Tisch legen koOnnen. Spieler A nennt eine Zahl
(0, 1 oder 2) und darauf B eine davon verschiedene. fs
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erhélt derjenige Spieler einen Punkt, der mit seiner
Zahl die Gesammtsumme der verdeckten iidlzer "erraten”
hat. Sind beide Zahlen falsch, erh&lt keiner der Spie-
ler einen Punkt. ‘/elche Strategien stehen dem Spieler
A und welche dem Spieler B zur Verfligung?
Beispiel: Eine Strategie fiir A wére:
Kein Streichholz in die Hand zu nehmen und 1
Zu sagen.
B kann beispielsweise folgende Strategie wfhlen:
Er nimut ein Streichholz in die Hand und sagt
2 wenn A 1 oder O angibt, und er sagt 1, falls
A 2 als Gesamtsumme vermutet.
Wie sieht die Gewinnmatrix fir A aus? Besitzt dieses Spiel
einen Sattelpunkt?

(A80) Man berechne siémtliche komplexen Zahlen a, so daB

(a) a2 = 1, (b) 32 = -1, (¢) a" = 1 ist.

Hierbei ist n eine natiirliche Zahl, also n= 1, 2, ...
Man deute die Resultate geometrisch.

Hinweis: Es ist zweckmiiig, die Polarkoordinatendarstellung
zu nehmen und zuerst zu zeigen, dal el® - B ist, sofern
« -B=2nk (k=0, 1, 2, ...) gilt. @ und B sind hierbei

reelle Zahlen.

(A81) Man entscheide, ob die Folge (an) mit den Gliedern

" 2 5n+1
8y = g (-1
eine Nullfolge ist (3Beweis!).

(AB2) Zu einer Strecke AB sei eine Parallele gezeichnet. lLian
teile nur mit Hilfe des Lineals AB in drei gleiche Teile.

(A83) Zu jeder komplexen Zahl a = g * aqi (ao und a, reell)
| kann die sogenannte konjugiert-komplexe Zahl a gzebildet

werden, die durch a = aj - a,i definiert ist. Man deute
den ﬁbergang von a zu a geometrisch und beweise, daB
aa = |a|“ ist.

(A84) Man zeige, daB es zu jeder natiirlichen Zahl n ganze Zah-
len a und b gibt, so daB

(V2 - 1= a+ W2 gilt.
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Fir jeden vollsténdigen Losungsweg einer Preisaufgabe erhdlt der
Einsender einen Wertpunkt. Fiir fiinf Wertpunkte erhidlt der Ein-
sender ein Buch. Sollten pro Monat mehr als drei Einsender fiinf
Wertpunkte haben, entscheidet das Los (unter AusschluB des
Rechtsweges).

Falls ein Besitzer von finf Wertpunkten nicht unter die Gewinner
féllt, nimmt er automatisch an der nichsten Auslosung teil. Die
Losungen sind bis zum 10. des folgenden Monats (Datum des Post-
stempels) unter dem Kennwort "Wurzel-Preisaufgabe'" an unsere
Adresse einzuschicken. Wir weisen darauf hin, daB alle uns ein-
gesandten LOsungs- bzw. Aufgabenblétter mit dem Namen des Ein-
senders, seiner Adresse und der von ihm besuchten Schule versehen
sein missen. Einsendungen, bei denen diese Angaben fehlen, kon-
nen nicht berlicksichtigt werden.

Buntes Allerlei
Auflosung der Knobeleien aus Nr.9/69

Ein vergilbtes Manuskript: 88417868 : 8932 = 9899
80388

80298
21456
88426
80388
80388
80388
0

742
117
625

Raten und Rechnen: 1261 - 519
3 +
15 o 9

97 + 528

n

Den Gesamtwiderstand bei der Parallelschaltung von Widerstinden
kann man graphisch bestimmen:

Rz

R4
Rx

D)

Man beweise die Richtigkeit dieser Konstruktion!
(Der Gesamtwiderstand bei der Parallelschaltung von zwei Wider-
sténden berechnet sich nach der Formel

1 .. 14 1 ).

R R Ry

X 1
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Wir stellen vor: Dr. rer. nat. Alfred Liemant

Dr. Alfred Liemant ist Assistent im
Bereich Wahrscheinlichkeitsrechnung
der Sektion Mathematik der FSU Jena.

Er wurde am 5.2.41 geboren. In Lichten-
stein (Sa.) besuchte er die Oberschule
und legte 1959 sein Abitur ab. An-
schlieBend studierte er bis 1962 in
Jena. Seit AbschluB seines Studiums
arbeitet er als wissenschaftlicher As-
sistent an der Sektion kathematik. Im
Januar 69 promovierte er mit der Arbeit
"Invariante zufédllige stationdre Punkt-
folgen". Zur Zeit beschiiftigt sich

Dr. Liemant mit Problemen der Lagerhal-
tung, einem modernen Teilgebiet der Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Einfiihrung in die Spieltheorie Il (SchluB)

Wir stellen nun die Frage: "Was wiirden A und B tun, wenn sie
wiiBten, daB ihre Partner nach den im ersten Teil angefiihrten
Uberlegungen vorgehen?" Wenn A annimmt, daB B auf Grund dieser
ﬁberlegungen t, = 0 wdhlt, dann wird er ebenfalls s, = 0 wéhlen,
denn dies sichert ihm den groBten Wert in der zweiten Spalte.
Folglich hat sich durch die Kenntnis der Strategie von B seine
Wahl nicht ge&ndert. Ahnlich wird auch die Entscheidung von B
nicht beeinfluBt wenn er weiBl, daBl A S, = O wahlt. Beide Spieler
haben also keinen Grund, ihre Entscheidungen zu revidieren. Die-
se Eigenschaft unseres Spiels beruht darauf, daB es in der Ge-
winnmatrix A ein Element (ndmlich a5s = 0) gibt, das das kleinste
in seiner Zeile und zugleich das groBte in seiner Spalte ist.
Solche flemente nennt man Sattelpunkte nach einer naheliegenden
geometrischen Analogie, auf die wir hier nicht weiter eingehen.
Wir konnen wie folgt formulieren:

Besitzt die Gewinnmatrix A eines endlichen Zwei-Personen-

Nullsummenspiels einen Sattelpunkt, dann gibt es fiir jeden

Spieler eine Strategie (optimale Strategie genannt), die

ihm einen Mindestgewinn sichert, der nicht vergrdBert wer-

den kann, wenn er die optimale Strategie des Gegners kennt.

143



Diese Aussage stellt einen wichtigen Satz in der mathematischen
Spieltheorie dar. Die optimalen Strategien stellen also beide
Spieler zufrieden.

Nicht jedes Spiel besitzt einen Sattelpunkt. Ein Beispiel hierfiir
ist die Pfennigwette, die durch folgende Regel beschrieben wird:
A und B legen verdeckt einen Pfennig auf den Tisch, Zahl oder
appen nach oben. Zeigen beide !Miinzen die gleiche Seite, gehen
sie an A, im anderen Fall an B. Das Spiel hat folgende Gewinn-
matrix A: B wihlt

Zahl ‘Yappen

Zahl ( 1 -1)

A wehlt “appen

Keines der vier Elemente ist ein Sattelpunkt. Der Mindestgewinn
fir A betrdgt -1, jede Strategie sichert ihm diesen Wert. Das
gleiche gilt fiir B. Man sieht, daB es in diesem Spiel fiir kei-
nen Spieler eine Strategie gibt, von der der Gegner unterrichtet
sein darf. Bs existieren also keine optimalen Strategien wie fiir
Spiele mit Sattelpunkten. Welches Verhalten schligt aber nun die
Spleltheorie den beiden Spielern vor? Wenn nur eine Partie ge-
spielt wird, ist kein Zug besser als der andere. Spielt man je-
doch mehrere Partien, wird es sicher unangebracht sein, eine Vor-
liebe fiir Zahl oder ‘appen zu entwickeln, oder auch nur nach ir-
gendeiner Gesetzmifligkeit Vappen und Zahl zu wecinseln. Der Geg-
ner konnte némlich nach einiger Zeit die Taktik erkennen und
daraus Nutzen ziehen. Da also ein systematischer “echsel vom Geg—
ner erraten werden kann, mufl die Wahl von ‘appen oder Zahl zu-
fédllig sein. Wir werden deshalb annehmen, daB Spieler A mit
‘fahrscheinlichkeit p Wappen wéhlen wird. Wéhlt nun B stindig
Zahl, gewinnt A mit Wahrscheinlichkeit 1-p einen Pfennig und ver-
liert mit Wahrscheinlichkeit p einen Pfennig. Der mittlere Ge-
winn ist somit gleich 1«(1-p) + (=1)p = 1-2p 1). Entscheidet
sich B immer fiir Zahl, gewinnt A im Mittel (=1)(1=p)+1ep=2p-1
PIennigc. Ist nun p < % gewinnt 3 stdndig, wenn er Zahl wihlt.

Bei p > ? gewinnt er, wenn er Uappen wéhlt. Die einzige Mglich-
keit fiir A zu verhindern, daB B stZndig gewinnt, besteht darin,

P = % zu setzen. Aus analogen Grinden wird B ebenfalls mit
Wahrscheinlichkeit g = ? Zahl oder ‘Yappen wdhlen. Der mittlere
Gewinn ist fiir beide Spieler gleich Null.
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Nach diesen ﬁberlegungen werden also beide Spieler verniunftiger-
weise ihre Entscheidungen dem Zufall iiberlassen. Um die Jiahr-
scheinlichkeit p = q = % zu realisieren, werden sie elwa eine
Minze werfen und je nachdem auf welche Seite die Minze fZllt ihre
Strategie wéhlen. £s 1&Bt sich zeigen, daB A sein Verhalten nicht
zu &ndern braucht, wenn er weiB, daf B eine iiinze wirft. Analog
gilt diese Aussage fir B. Der mittlere ilindestgewinn kann fir bei-
de Spieler nicht vergrolert werden. Es gibt also fiir beide Spie-
ler solche Verhaltensweisen (optimale Verhaltensweisen), die ana-
loge Eigenschaften besitzen, wie die optimalen Strategien in
Spielen mit Sattelpunkten. DaB diese Aussage auch fiir jedes be-
liebige endliche Zwei-Personen-Nullsummenspiel ohne Sattelpunkt
richtig ist, ist der Inhalt eines der grundlegenden Sdtze der
Spicltheorie. Der erste Beweis dieses Satzes stammt von J. v. Neu-
mann aus dem Jahre 1928.
Bines der £ltesten Spiele, das Schachspiel, ist ein endliches
Zwei-Personen-iNullsummenspiel, wenn man Gewinn, Niederirage und
Remis mit +1, -1 und O bewertet. Das Schachspiel besitzt einen
Sattelpunkt und deshalb gibt es flir Weil und Schwarz optinmale
Strategien. Dieses interessante Ergebnis erhielt der lathematiker
Zermelo bereits im Jahre 1911. Die Gesamtheit aller Stratepien
ist jedoch so gewaltig, daBl es auch in absehbarer Zeit kaum ge-
lingen wird, eine optimale Strategie fiir Yeil und Schwarz anzu-
geben. Dies trifft auch fir fast alle anderen bekannten Brett-
spiele (Damespiel, Halma usw.) zu. Der Reiz aller dieser Spiele
bleibt also erhalten.
Dr. A.Liemant
Assistent
an der Sektion Mathematik
der TFriedr.-Schiller-Universitédt
Jena

q)Der mittlere Gewinn berechnet sich aus der Summe der Produkte

der verschiedenen Gewinmmdglichkeiten mit den ‘/ahrschein-

lichkeiten dieser Moglichkeiten, also hier konkret Gewinn 1 mal

Wahrscheinlichkeit fiir Gewinn 1 plus "Gewinn" -1 (Verlust)

mal Wahrscheinlichkeit fir Verlust.
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INFORMATION -~ INFORMATION - INFO

Was ist Marxistisch-Leninistische Organisationswissenschaft?

Die Marxistisch-Leninistische Organisationswissenschaft (MLO)
untersucht die allgzemeinen GesetzméBigkeiten, die fir die Orga-
nisation und Leitung von Menschen bzw. Menschengruppen und ihrem
Zusammenwirken im gesellschaftlichen System gliltig sind.

Ziele der MLO sind die rationelle Gestaltung von gesellschaft-
lichen Prozessen und Systemen, zum Beispiel die Produktion in ei-
nem Industriebetrieb und die Gestaltung seines Leitungssystems,
die Sicherung des rationellen Zusammenwirkens von Teilsystemen
untereinander und mit dem Gesamtsystem (z.B. das Zusammenspiel
einzelner Betriebsabteilungen und ihr richtiges Arbeiten im In-
teresse des Gesamtbetriebes) und die optimale Verhaltensweise
der Systeme gegeniiber allen Anforderungen.

Fir Sie ist es sicher interessant zu wissen, woher diese Ant-
wort stammt. In der
Ausstellung zun
XX.Jahrestag der DDR
"Kémpfer und Zieger"
steht unter anderemn
ein Robotron 300,

der etwa 100 Auswanhl-
fragen beantworten
kann. "YURZEL" stell-
te ihm obige Frage.
Sofort nach Zinlegen
des zugehorigen Loch~

streifens druckte
R 300 die Antwort aus (dazu werden weniger als zwei Sekunden
benstigt!).

Nach der kurzen elementaren Zinfilihrung in die Grundziige der
Spleltheorie empfehlen wir unseren Lesern, ihre Kenntnisse
durch Selbststudium zu erweitern. Zin sehr geeignetes Buch ist
"Elemente der Sp.eltheorie" (von J.Z.Wentzel), erschienen in
der Reihe "Kleine naturwissenschaftliche Bibliothek".

Wir werden Ihnen durch geeignete Aufgaben im Welteren die Mog-
lichkeit geben, Ihre Kenntnisse zu iiberpriifen.
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Aus der Sektion Mathematik

Studienprogramnmm i r d a s Grunad -
studium Mathematik (Fortsetzung)
2.5tudienformen

Den Studienformen der aktiven Aneignung und schdépferischen Ver-
arbeitung des Stoffes ist der Vorzug zu geben.

Die Ausbildung wird durch die folgenden Studienformen gestaltet:

1. Vorlesung,

2. Unterrichtsvorlesung,

3. Ubung,

4, Selbststudium.

Hierbei kommt dem Selbststudium eine hervorragende Bedeutung zu.
In der ersten Phase des wissen-
schaftlich~-produktiven Studiums ist
die Fahigkeit zur selbstidndigen
Vissensaneignung mit Hilfe von
Lehrblichern und programmierten
Lehrmaterialien zu entwickeln. Die
Vorlesung dient der Darstellung
grolerer Zusammenhinge und unter-—
stutzt das Selbststudium durch ge-
zielte Hinweise. Die Unterrichts-
vorlesungen sind zum Unterschied
von den ﬁbungen Veranstaltungen,
in denen neuer Stoff erarbeitet
wird. Von den Vorlesungen grenzen
sie sich insofern ab, als sie
hauptsichlich dem Unterrichtsge-

spréch Raum bieten sollen. Sie ste-
hen unter Anleitung eines Assistenten bzw. Lehrers im Hochschul-
dienst und werden seminargruppenweise durchgefiihrt. Der Stoff
wird nach vorgegebener Literatur bzw. Lehrmaterial erarbeitet.
Dabei ist auf die Erziehung zur Féhigkeit der sauberen selbstéin-
digen Wiedergabe erworbenen Wissens Wert zu legen. Die Aufteilung
des durch den Grundkurs zu vermittelnden Stoffes auf Vorlesung,
Unterrichtsvorlesung und Selbststudium wird durch das Lehr-
kollektiv vorgenommen. Die ﬁbungen dienen vorwiegend der Kontrol-
le, dem Rechnen von Beispielen.und der Anwendung der theoreti-
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schen Kenntnisse.

Das Grundprinzip des Studiums besteht in der diaslektischen Ver-

bindung zwischen Aneignung und Anwendung wissenschatf'tlicher

Kenntnisse und Erkenntnisse. Von den irzieherkollektiven ist ein

System der wissenschaftlich-produktiven Tétigkeit zu entwickeln,

das das passive Element im Studium schrittweise zugunsten der

aktiven Bet&tigung, der aktiven Wissensaneignung zuriickdringt.

Es ist ein Stufenprogramm zur Entwicklung der erforderlichen

Féhigkeiten zu fixieren.

Fiir die Grundkurse sind Lehrmaterialien zu benutzen, die folgen -

den Anforderungen geniigen:

a) Es enthélt den Stoffumfang, der in dem dieser Disziplin ent-
sprechenden Zeitanteil, der in der Stundentafel ausgewiesen
ist, zu bewdltigen ist.

b) Die Darstellung trigt methodischen und didaktischen Erwd-
gungen Rechnung.

c) Jedem Stoffabschnitt des entsprechend gegliederten Lehrmate-
rials ist eine Zeit zugeordnet, die dem Studenten die durch-
schnittliche Dauer fiir das Durcharbeiten ausweist.

d) Literaturhinweise flir ein weiterfilhrendes Studium sind ab-
schnittsweise zu geben.

e) In die Darstellung sind Ubungsaufgaben aufzi nehmen.

f) Im Lehrmaterial sind die Stoffgebiete zu kennzeichnen, iiber
die Vorlesungen gehalten werden, z.B. als Ubersichtsvorle-
sungen.

g) Das Lehrmaterial ist mit einem begleitenden Kontrollsystem
zu versehen. Die HKoglichkeit maschincller Prifungen und der
BEinsatz von Lernmaschinen ist zu beriicksichti:sen. I'lir das
Durcharbeiten des zu testierenden Stoffkomplexes sind End-
termine zu setzen, die das Erreichen des Studienjahreszieles
sichern. Die Kontrolle iliber die Einhaltung der Termine ob-
liegt dem Erzieherkollektiv.

h) Bestimmte Stoffkomplexe sind in Form von programmierten
Lehrmaterialien auszugeben.

In der Phase des Grundstudiums besteht die Zielstellung im wis-

senschaftlich-produktiven Studium im selbstZndigen Erarbeiten

des mathematischen Stoffes durch Literaturstudium, im Vertraut-
sein im Umgang mit Wissensspeichern, in der Féhigkeit, die eige-
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ne geistige Arbeit zu planen und diszipliniert einzuhalten, in
der Entwicklung der Féhigkeit, in einem Kollektiv wissenschaft-
lich zu arbeiten, sowie im Erwerben der Fghigkeit, mathematische
Sachverhalte schriftlich und miindlich einwandfrei wiederzugeben.
Besonders im Grundkurs Operationsforschung ist die Féhigkeit des
mathematischen Modellierens zu entwickeln.

3. Stundentafel
Bezeichnungen: Vorlesung: V
Unterrichtsvorlesung: UV
Uoung: U
Selbststudium: S
Die Zeitangaben bezeichnen die Anzahl der Stunden pro Woche.

Grundkurs 1.Studienjahr 2.8Studienjahr
v uw U s v_uv_ U s

Analysis 4 2 2 10 4 2 2 10
Algebra 4 2 2 10 - - - -
Kybernetik/Rechen- 2 - 1 3 5 - 4,510
technik/Numerik
Operationsforschung - - - - 2 1 5
Marxismus-Leninismus 2 - 1 B 2 - 1 3
Russisch - 2 - 2 - - - 2
Englisch - 2 - 2 - - - 2
Sport -— - 2 - - - 2 -
Gesamt 58 58,5

Bei der Ausbildung in Rechentechnik ist ein Automatenpraktikum
einzubeziehen.

Die Bewertung der Leistungen der Studenten erfolgt auf Grund
von Klausuren und der Mitarbeit in Unterrichtsvorlesungen und
ﬁbungen. Das Erzieherkollektiv des Studienjahres setzt nach Be-
darf AbschluBlklausuren und AbschluBpriifungen an bzw. fordert die
Anfertigung von Belegarbeiten. Viese MaBnahmen bediirfen der Zu-
stimmung des stellvertretenden Direktors fiir Erziehung und Aus-
bildung.

Anmerkung der Redaktion: Zu diesem Studienprogramm gehort ein
ausfiilhrliches Lehrprogramm, in dem die einzelnen Grundkurse in
Stoffgebiete eingeteilt und auf Wochen aufgeschliisselt sind. Wir
sind gern bereit, Interessenten dieses Lehrprogramm zu schicken.
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L3sungen - —

(A45): Wir beweisen zunéchst die folgenden Ungleichungen:

Ist p ein Teiler von n, so gilt
n+12p+ -g 2 2/
I. Bs ist sicher -% =1

II. Bs gilt (p =10 )2 0
C
0

p+p 2¥'n

Jetzt wird liber die Teiler p summiert:

v Iv Iv

v

(n+ N3 p°2 Z(p+3) 22vE + X p°
pin PIn PIn
Dabei ist P die Anzahl der Teiler.
Bei dieser Summation tritt jeder Teiler einmal als p und

einmal als 2 auf. Deshalb gilt

b
n+ 1 o] o
. P 2 P2 n . P
T g EEREVR .
P
und nz’lz 2 - n

>’

. PI? g 4 2 3
Flirn=2gil‘t f(2)=1—+—-1"=2
Fir n 2 3 gilt f(n) 24/ 3 >%

Damit nimmt f(n) den kleinsten Wert fiir n = 2 an. Einen
groBten Wert kann f(n) wegen f(n) 2 +n nicht besitzen.

(A46): Die Aussage "Das Radio im Zimmer spielt." bezeichnen wir
mit A. Die Aussage "Es ist jemand im Zimmer." wird mit B
bezeichnet.

Die Aussagenverbindung A-» B ist genau dann falsch, wenn
A wahr und B falsch ist. Da es insgesamt vier mdgliche
Fglle gibt, ist die Wahrscheinlichkeit, daB A-» B wahr ist
ist, gleich 2.
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(A48):

Der gegebene Punkt P liege in E,. Die Projektion von P
auf E, sei P'.
Der Winkel
zwischen g und
E2 ist definiert
als der Winkel
zwischen g und
der Projektion
von g auf E, (g').
Aus P € g folgt
stets P' € g'.
Es gilt:

sin o = = .

Pq \ :

Da PPT konstant ist, wird sin « (und somit auch «) maxi
mal, wenn PQ minimal ist. Daraus folgt:

o« ist maximal, wenn gl s.

(A49): Die Viereckseiten seien a, b, c, d und die Diagonalenab-
schnitte e, £, g, h.
Der Flacheninhalt eines rechtwinklig—gle%chschenkligen
Dreiecks mit der Hypotenuse 1 ist F, = 7 - Daraus folgt
2 2 2
B o B B R
1% i
2
p.oob2 _ e+ g®
A 4
F _0_2_5.2_."_'._£
57 4 - 4
o o 25 B a
=L F I
Deshalb gilt: 5
2 2 2
_e +f" + g+ h -
F1 + F5 = yry F2 + F4
(A51): Analysis: f_ und f, liegen auf dem Halbkreis iiber AB.

(Unkehrung des Thales-Satzes!)
Konstruktion: Man konstruiert den Punkt M als Schnitt-
punkt von g und der Mittelsenkrechten zu
F;Fg. Um M schlégt man einen Kreis mit dem
Radius MF_ = NF_. Die Schnittpunkte dieses
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Kreises mit g sind die
Eckpunkte A und B des ge~-
suchten Dreiecks. Den
Punkt C erhélt man als

Schnittpunkt der Strahlen
¥ [Lﬁ) und E'Fa.

o
M

(453): Bs gilt (x = 5)(y + 3) = xy + 5x = 5y - 15

Daraus folgt (x - 5)(y + 3) =-18

Fiir jedes Produkt gibt es nun eine Losung:
(=18)+1 x=-13 y= =2
(=9).2 X = -4 y = -1
(=6)+3 x = =1 y= O
(-3)+6 x= 2 y= 3
(=2) 9 x= 3 y= 6
(=1).18 x= 4 ¥y = 15
18+(=1) x= 23 y= -4
e (-2) x= 14 y=-=5
6+(=3) x= 11 y= -6
3+(-6) x= 8 y=-9
2.(-9) x= 7 y = -12
1+(-18) x= 6 y = -21

Zum Titelbild
Die "Wurzel"-Redaktion

nahm am "Treffen Junger Sozialisten" vom

5.10. bis 7.10. in Berlin teil.
Der Banjo-Spieler ist Klaus Fleischmann, der Verfasser unseres

Artikels "Einiges iiber

Folgen und Reihen".

eingesandt werden.

Die Zeitschrift erscheint monatlich zum Preis von 0,20 M. Be-
stellungen sind an die Mathematiklehrer der EOS, BBS und SpS
zu richten. Einzelbestellungen kdonnen direkt an unsere Adresse

Mitarbeiters:

Redaktion: Leitung: Wolfgang Ulbrich, Rainer Wackernagel

R.GroBmann, W.Kiefer, N.Kuse, R.Lorenz,
S.Miller, L.Staiger, E.Taubald, I.Zennen

Anschrift deér Redaktion:

Sektion Mathematik
DDR 69 Jena
Helmholtzweg 1
"Wurzel"-Redaktion
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Einiges iiber Folgen und Reihen ]

2. Konvergente Folgen

Tm ersten Teil dieser Artikelserie fiihrten wir den Begriff der
Nullfolge ein. Dabei liefen wir uns von der Vorstellung leiten,
daB bei einer Nullfolge (a ) die Glieder a, gegen Null streben.
Wir wissen auch, da8 nlcht jede Folge ein solches Verhalten hat.
Aber manche Folgen Verhalten 51ch in gewisser Weise &hnlich, etwa

B10: %';::12')’ d.h. '41" % '31 4, seaey %‘—1-—% gy oo

Veranschaulicht man sich diese Folge an der Zahlengeraden, SO
gewinnt man den Eindruck, daB sich die Glieder dieser Folge im-
mer mehr der Eins n#hern. Auch bei dem folgenden Beispiel er-
kennt man ein Zhnliches Verhalten:

) 17 24 (=12 + n?
B11: 1, O 33, E%' =, 2% ooy SRR -

(Man skizziere diese Folge!)

Kann man auch so ein Streben gegen Eins exakt beschreiben?

Nun, bei dem Streben gegen Eins kommt es offensichtlich auf den
] h o 1 - o

Abstand zur Eins an, d. auf !a | lap =1 I

Dieser Abstand muB sich klein machen o %

lassen gegeniiber jedem vorgegebenen positiven €, und zwar in dem

bereits bekannten Sinne: la = 1] < £ darf fiir héchstens endlich
]

viele n verletzt sein. Oder anders gesagt:

1 1
Fast alle Glieder der Folge liegen in dem 4. p A+E

markierten Bereich.Wir fassen unsere Uberlegungen zusammen zu
einer

Definition:

= Wir sagen, die Folge (&n) konvergiert gegen a, wenn fir

jedes € > O fast alle Glieder dieser Folge die Unglei-

chung Ian = &l < g . (*)

erfiillen.
5 Konvergiert (an) gegen a, so heiBt a Grenzwert von

(an), und wir schreiben a = lim a .
ne oo

Insbesondere konvergiert also eine Nullfolge (b, ) gegen Null,
also lim b = 0.

n-y o0
Zur welteren Verdeutlichung dieser Definition betrachten wir

312= %’ %’ %’ sy 15113:'1 257- ('—1) “ e
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Das n-te Glied a, dieser Folge 18B% sich umformen zu

2 Y
a, = 5 - %3;%— ¥ s
Anschaulich ist klar, daB dabei der Ausdruck ;17 gegen Null
strebt, und deshalb wird von der 5 also immer weniger abgezogen.

So kann man vermuten, daB die Folge (an) gegen 5 konvergiert. Um
diese Vermutung zu iiberpriifen, setzen wir a = 5 und erhalten

1 - (=13 =1y
o, - al = 1922 5 0 -5 - |- S |

_ I MR |
= Zn+7 3n n'
Geben wir uns jetzt ein positives e vor und verlangen von der

natiirlichen Zahl n, daf & < € gilt, d.h. n > 1, gann gilt fir

diese Zahl n wegen der aufgestellten Ungleichungskette auch

la, = a| < €. Nun gibt es aber nur endlich viele natiirliche
Zahlen n, die die Ungleichung n > % nicht erfiillen, und deshalbd
ist die Bedingung (*) fiir fast alle n erfiillt. Das vorgegebene
e war aber beliebig, und somit erhalten wir das folgende Resul-
tat: Die Folge B12 konvergiert gegen 5, d.h.

150 + 35 = (1) _ 5,

n + 7

lim

h— o
PAHE, Ay = wewy T 0y e
Welches Verhalten zeigt diese Folge bei wachsendem n? Von der
Anschauung her kommen hdchstens 1 und -1 als Grenzwert in Be-
tracht. Wir wollen uns davon iiberzeugen, daB lim A = A
nicht gilt: "
Fiir ein ungerades n erhdlt man

la, = &l = [(-=D =1l =1-1 -1l = 2.
Nun gibt es aber unendlich viele ungeraden Zahlen, und deshalb
ist zum Beispiel fiir ¢ = 1 die Ungleichung (*) unendlich oft
verletzt, d.h. sie gilt nicht fiir fast alle n. Daraus folgt so-
fort, daB die Folge ((-1)®) nicht gegen 1 konvergiert (Analog
iberlegt man sich, da8 auch die Zahl -1 nicht Grenzwert dieser
Folge ist.). Abschliefend bemerken wir (ohne Beweis), daB die
Folgen B10 und B11 tatsichlich gegen 1 konvergieren (Der Leser
beweise dies!). |
- K.Fleischmann

Assistent
an der Sektion Mathematik
der FSU Jena
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Preisaufgaben (Serie 12/69)

2 -1
[(485) Man best imme g(-; - 522) (Beweis!).

(A86) Man 16se die Funktionalgleichung

£(x) - £(x+y) = (E(3))2(£(x-y))2 2T+
(Siehe Artikel in "Wurzel"-Nr.3/69 bis 4/69).

(AB7) In einem Dreieck mit dem Flécheninhalt S seien auf den
 Seiten AB, BC und AC die Punkte M, N, P so gegeben, daB

gil‘t m » EE _ 'C'P - 1

MBE W Pi
Wie groR ist dann der Fldcheninhalt des Dreiecks, das von
den Strecken AN, BP und CM abgetrennt wird?

(A88) Vorgegeben ist folgendes System von Punkten und Pfeilen

(NetZ):df ® ——— ————— '2—--———--.5
5 1,/’/”’/"' fk\ﬁh\“‘\\~1
[ poit : ° 4

Die beiden Spieler A und B wéhlen sich jeweils einen

Punkt aus. Wird dabei von beiden Spielern der gleiche
Punkt gewdhlt oder werden zwei Punkte gewéhlt, die nicht
durch einen Pfeil verbunden sind, so ist der Gewinn jedes
Spielers gleich Null. Werden zwei Punkte gewdhlt, die
durech einen Pfeil verbunden sind, so gewinnt der Spieler,
der den bei der Pfeilspitze gelegenen Punkt gewdhlt hat
einen Punkt. '

Wie sieht die Gewinnmatrix fiir den Spieler A aus?

Besitzt dieses Zwei-Personen-Nullsummenspiel einen Sattel-
punkt?

Welche optimalen Strategien gibt es fir die beiden Spieler?

(A89) Man zeige, da8 die 1., 2. und 3.Potenz der Zahl
2= -4 +2/31
eine abelsche Gruppe beziiglich der Multiplikation bilden.

(A90) Man bestimme den geometrischen Ort aller Punkte eines
(x,7)-Eoordinatensystems, fir die |z - 3 + 2i| s 3 gilt,
wobei z eine komplexe Zahl ist.
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Fiir jeden vollsténdigen Lésungsweg einer Preisaufgabe erhdlt der
Einsender einen Wertpunkt. Fiir fiinf Wertpunkte erhdlt der Ein- *
sender ein Buch. Sollten pro Monat mehr als drei Einsender finf
Wertpunkte haben, entscheidet das Los (unter AusschluB des
Rechtsweges).

Falls ein Besitzer von fiinf Wertpunkten nicht unter die Gewinner
£511t, nimmt er automatisch an der nichsten Auslosung teil. Die
I5sungen sind bis zum 10, des folgenden Monats (Datum des Post-
stempels) unter dem Kennwort "Wurzel-Preisaufgabe" an unsere
Adresse einzuschicken. Wir weisen darauf hin, daB alle uns ein-
gesandten Ldsungs- bzw. Aufgabenblidtter mit dem Namen des Ein-
senders, seiner Adresse und der von ihm besuchten Schule versehen
sein miissen. Einsendungen, bei denen diese Angaben fehlen, kon-
nen nicht beriicksichtigt werden.

T =

Buntes Allerlei
Man finde einen Polygonzug, der aus vier Strecken besteht, und
der durch alle neun Punkte der folgenden Figur verlauft.

¥ (] ® e
® @ ™
® e )

Man bilde aus den Ziffern 3, 1, 9, 5, ohne diese anders anzu-
ordnen, durch Zeichensetzung einen Ausdruck, der den Wert 52

Jemand beweist folgendermaBen, dal 1 die érﬁﬁte natiirliche Zahl
ist:

TIch nehme an, eine natiirliche Zahl k > 1 sei die grdBte Zahl.
Dann ist aber k2 = kek > ke1 = k eine noch grdBere Zahl, also
ein Widerspruch zur Annahme. Dieser ¥iderspruch kann nur geldst
werden, wenn k = 1 ist, denn 1° = 1. Daraus folgt, daB 1 die
groBte natiirliche Zahl ist.

Wo steckt der Trugschlufl?
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Wir stellen vor:

Diplom- Mathematiker Klaus Fleischmann

Klaus Fleischmann, am 6.12.41 geboren,
legte 1960 sein Abitur an der Henfling-
Oberschule in Meiningen ab. Nachdem er
seinen zweijihrigen freiwilligen Ehren-
dienst in der NVA abgeleistet hatte,
begann er 1962 ein Mathematikstudium
an der Friedrich-Schiller-Universitédt
Jena. Wihrend seines Studiums war er

2 Sekretdr der FDJ-Leitung der Sektion
Mathematik und Leiter eines mathema-
tischen Schiilerzirkels. Als Assistent
(im Bereich Wahrscheinlichkeitsrech-
nung) ist er unter anderem verantwort-
lich fiir die Arbeitsbereiche der
Hilfsassistenten an unserer Sektion.

Numerische Mathematik |

Die Mathematik ist neben ihrer Bedeutung als selbsténdige
Wissenschaft unentbehrliches Hilfsmittel und Werkzeug fiur

die Naturwissenschaften, die Technik, die Okonomie und immer
weitere Bereiche unseres Lebens geworden. Bei ihrer Anwendung
kommt es in den meisten Fillen auf die Gewinnung numerischer,
d.h. durch Zahlen darstellbarer Resultate an. Derjenige Zweig
der Mathematik, der sich mit der tats&@chlichen Durchrechnung
konkreter Einzelf#lle bis zum zahlenmd@Bigen Ergebnis beschdftigt,
wird "Numerische Mathemat i k" genannt. In der
vorliegenden Artikelserie sollen einige Probleme und Methoden
der Numerischen Mathematik geschildert werden.

Zundchst wollen wir jedoch die Betrachtungsweise der Numerischen
Mathematik noch etwas niher erlZutern und sie der Theoretischen
oder "Reinen" Mathematik gegeniiberstellen.

Vom Standpunkt der Theoretischen Mathematik gilt ein Problem
meistens als geldst, wenn die Existenz der Ldsung und ihre Uni-
48t nachgewiesen sind. Allenfalls wird noch darauf eingegangen,
wie man die Ldsung "im Prinzip" ermitteln koOnnte, was jeddch

oft nur die Bedeutung eines Gedankenexperiments hat.
Demgegeniiber sieht es die Numerische Mathematik als ihre Aufgabe
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an, einen gangbaren Weg fiir die tats&chliche zahlenmédfBige Kon-
struktion der Losung zu finden. Unter Beriicksichtigung der zur -
Verfiigung stehenden Rechenhilf%mittels, der geforderten Genauig-
keit der Lésung und des erforderlichen Zeitaufwands werden Ver-
fahren entwickelt, bewertet und einander gegeniibergestellt. Da
man beim numerischen Rechnen in der Regel gezwungen ist, N&he-
rungswerte anstelle von theoretisch exakten Werten zu verwenden,
besteht eine weitere Grﬁndaufgabe der Numerischen Mathematik in
der Untersuchung der Fortpflanzung von Fehlern im Laufe einer
Rechnung und in der Abschétzung des resultierenden Fehlers.

Es liegt auf der Hand, daB sich Theoretische und Numerische
Mathematik stdndig gegenseitig ergdnzen und beeinflussen. Wie-
viel Spielraum und Anregung die Numerische Mathematik fir das
mathematische Denken bietet, 1&Bt sich sckon aus der Tatsache
schlieBen, daB ein Mathematiker wie CARL FRIEDRICH GAUSE, selbst
ein passionierter Rechner, wesentliche Ideen und noch heute ver-
wendete Methoden zu diesem Gegenstand beigesteuert hat.
Natiirlich befinden wir uns heute hinsichtlich der zur Verfigung
stehenden Rechenhilfsmittel in einer weitgehend veré&nderten Situ-
ation. Rechenmaschinen und Rechenautomaten ermdglichen es, nume-
rische Rechnungen in einem unvorstellbar groBen Umfang durchzu-
fitlhren. Dieser Umstand war AnlaB zur Entwicklung neuer numeri-
scher Methoden, die ganz auf die Arbeitsweise und Mdglichkeiten
der Rechenautomaten zugeschnitten sind und mit friiheren Hilfs-
mitteln kaum durchfiihrbar gewesen wiren. Trotzdem gibt es Proble-
me der Numerischen Mathematik, die durch die Entwicklung der
Rechenautomaten nicht nur nicht beseitigt, sondern durch deren
Einsatz sogar besonders aktuell geworden sind.

Hierzu gehdrt in erster Linie das Problem des Rechnens mit un-
genaueh Zahlen und der hierdurch hervorgerufenen Fehlerhaftigkeit
der numerischen Resultate. Obwohl ein Rechenautomat Zahlen mit
groBer Stellenzahl verarbeitet (in praxi 8-12-stellige Zahlen),
also die einzelnen Grundrechenoperatioren mit verh&ltnism&Big
groBer Genauigkeit ausfiihrt, stellt die Komplizierheit der durch
die Geschwindigkeiten moderner Rechenautomaten ermdglichten
Rechnungen (mehrere Millionen Rechenschritte sind keine Selten-
heit) das Problem der Fehlerfortpflanzung und Fehlerh&@ufung wie-
der in den Vordergrund. Daher sind die folgenden Ausfiihrungen
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iiber die Genauigkeit numerischer Recknurngen fiir das Rechnen mit
Bleistift und Papier und fiir das Rechnen mit einer Maschine oder
einem Automaten gleichermaBen von Bedeutung.

1. Richtigkeit und Genauigkeit einer Rechnung

Bei einer Rechnung unterscheidet man zweckméBig zwischen Rich-
tigkeit und Genauigkeit.

Fine Rechnung ist r i ¢ h t i g, wenn kein Fehler im Sinne ei-
ner falschen Rechnung vorliegt. Eine falsche Rechnung kann auf-
gedeckt werden durch Rechenproben, durch Vergleich mit einer
{iberschlagsrechnung oder durch Wiederholung der Rechnung mog-
lichst in abgeénderter Form. Sie kann vom menschlichen Rechner
weitgehend vermieden werden durch iibersichtliche Anordnung und
kxlare Gliederung mdglichst in Form eines Rechenschemas. Neben-
rechnungen fiihrt man nicht auf einem Zettel aus, den man spéter
- fortwirft, sondern an einer dafir vorgesehenen Stelle des
Rechenblattes, so daB die Rechnung ohne Schwierigkeit von ande-
ren kontrolliert werden kann. Bei einer Automatenrechnung ist
die Richtigkeit so gut wie garantiert.

Wenn eine im genannten Sinne richtige Rechnung zu eginem u n g e-
n a u e n Resultat filhrt, so kommen im wesentlichen drei Fehler-
quellen als Ursache in Frage:

Erstens stammen bei der Anwendung mathematischer Methoden auf
Probleme der Praxis die meisten Zahlen, die in die Rechnung ein-
gehen, aus Messungen und manchmal sogar nur aus Schétzungen, Sie
sind daher von vornherein mit mehr oder weniger groBen Fehlern
behaftet.

Die zweite Ursache h&ngt mit der Darstellung der beim Rechnen
verwendeten Zahlen zusammen. Hier und im folgenden wollen wir
annehmen, daB alle in einer Rechnung auftretenden Zahlen in D e-
zimalform dargestellt sind (Die Verwendung anderer Zah-
lensysteme wie z.B. des Dualsystems in Rechenautomaten &ndert
nichts Wesentliches an unseren Betrachtungen.). Grundsdtzlich
kdnnen nun beim numerischen Rechnen nur Zahlen mit einer gewis-
sen Héchstzahl von Stellen verwendet werden. Diese Hochstzahl
liegt beim Rechnen mit der Maschine, mag es sich um eine ge-
wohnliche Biirorechenmaschine oder einen Automaten handeln, von
vornherein fest. Bs ist daher faktisch nicht mdglich, eine Rech-
nung, in der Irrationalzahlen wie Z.B.1/51 e, m vorkommen, ex-
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akt suszufiihren. Das Gleiche gilt sogar fiir alle Rechnungen, in
denen rationale Zahlen vorkommen, die (wie z.B. ;) nur durch ei-
nen unendlich en Dezimalbruch dargestéllt werden koén-
nen. Fir eine numerische Rechnung allein brauchbar sind die (auf
eine feste Stellenzahl beschrénkten) end l ichen Dezi-
malbriiche, zu denen wir hier auch die sé&mtlichen ganzen Zahlen
zéhlen. Alle librigen reellen Zahlen miissen durch diese endlichen
Dezimalbriiche angenihert werden, so da8 das numerische Rechnen
zwangsldufig zu einem Rechnen mit N&herungswerten wird.

Die dritte Fehlerquelle schlieBlich ergibt sich aus der Tatsache,
daB man die durch eine Formel vorgeschriebenen Operationen wie
%.B. das Dividieren oder Wurzelziehen in den meisten Fdllen gar
nicht exakt ausfiihren kann, so daB man gezwungen ist, N&herungs-
verfahren anstelle der eigentlich geforderten Operation anzuwen-
den.

Dozent Dr. habil. W.Wallisch'

Leiter des Rereichs Numerische Mathem.
an der Sektion Mathematik
der Friedr.-Schiller-Universitéat
Jena

Aus der Sektion Moihemulik'

Neue Lehrmethoden an gFr Sektion Mathematik der Friedrich-
Schiller-Universitét Jena

In Anbetracht der groBen Bedeutung, die die Mathematik in unserer
sozialistischen Gesellschaft hat, kommt es darauf an, neben einer
modernen inhaltlichen Gestaltung der Ausbildung, die Mathematik
sauch so zu lehren, daB bestmdgliche Studienergebnisse von allen

w

Studenten erreicht werden konnen.
Eine Méglichkeit, das Studium rationeller zu gestalten, ist der
Einsatz programmierten Lehrmaterials.
So konstituierte sich im vergangenen Studienjahr im Bereich
Methodik eine Arbeitsgruppe "Programmierung in der mathematischen
Grundausbildung". Die Mitarbeiter dieser Arbeitsgruppe haben sich
das Ziel gestellt zu untersuchen, wie durch den Einsatz von pro-
grammiertem Lehrmaterial die Effektivitdt in der mathematischen
Grundausbildung erhdht werden kann. Besonderes Augenmerk wird
dabei dem Uberszang von der Schule zur Universit#t geschenkt. Je-
der Bewerber soll giinstige Startbedingungen fir sein Studium
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der Mathematik erhalten und im Grundstudium die F&higkeiten er-
werben, die fiir das weitere Studium unentbehrlich sind. So wur-
den und werden z.B. Lehrprogramme entwickelt, in denen wichtige
Grundbegriffe aus dem Schulstoff wiederholt werden. Mit ihrer
Hilfe soll bei unterschiedlichen Voraussetzungen der Bewerber
eine mdglichst einheitliche Ausgangsbasis fir das weitere Stu-
dium geschaffen werden.

Eines dieser Programme ist z.B. dem EKomplex "Potenzen, Wurzeln
und Logarithmen" gewidmet, ein anderes der "Vektorrechnung".

Da die Entwicklung mathematischer Féhigkeiten besonders im Pro-
zeB der selbstindigen Ldsung von Aufgaben gefdrdert wird, kon-
zentrierte sich die Arbeitsgruppe auch auf die Erarbeitung von
sogenannten "ﬁbungsprogrammen". Eines davon ist das Programm

zur Erlernung der Technik des Integrierens, mit dem im Mai dieses
Jahres ein Versuch im ersten Studienjahr der Lehrerstudenten
durchgefiihrt wurde.

43 Studenten erlernten das Integrieren nicht wie bisher nach ei-
ner Methode, die dem i{iblichen Schulunterricht gleicht; sondern
erarbeiteten sich die erforderliche Technik an Hand eines Lehr-
programms. Etwa die gleiche Anzahl lernte nach der herkdmmlichen
Methode. Die Arbeit nach Programm fand bei allen beteiligten Stu-
denten groBen Anklang. Sie brachten zum Ausdruck, daf ihnen das
Lernen Freude gemacht hat und 8uBerten den Wunsch, in Zukunft
noch 6fter nach einem Programm zu lernen. In einer Abschlufklau-
sur stellte sich heraus, daB diejenigen, die nach der neuen Metho-
de lernten, im Durchschnitt bessere Leistungen zeigten als die
librigen. _

So sollen auch in Zukunft noch weitere Lehrprogramme erarbeitet
werden und die vorhandenen verbessert werden, damit die Arbeit
nach Lehrprogrammen einen festen Platz in der Ausbildung an der
Sektion Mathematik einnehmen kann. '

Ein spiterer Beitrag wird sich mit dem Aufbau eines Programms
beschéftigen;

Dr. K.Lemnitzer

Oberassistent
an der Sektion Mathematik
der Friedr.-Schiller-Universitét
Jena
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Losungen

(P31): Die Ldsung der Funktionalgleichung

I f(x+y) + £(x-y) = 2f(x)cosy (&)

I erfolgt mit Hilfe der aufeinanderfolgenden Substitution:
1.x=0,y=%t 2. x=%+t, y=5 3.x=5§ y=5+4%

Man erhidlt folgende Gleigbungen:
(1.1) f£(t) + £(-t) = 2£(0)cost
(1.2) f£(mn+t) + £(¢) = O
“ (1.3) f(n+t) + £(-t) = 2f(%)cos(% + t) = -Zf(%)sint
Aus (1.2) und (1.3) folgt:
£(t) - £(-t) = 2f(5)sint (2)

" Aus (1.1) und (2) erhédlt man
£(t) = f(%)sint + £(0)cost

Setzt man f(%) = a und £(0) = b, so lautet die LOsung
der FGL (1):

ll f(x) = asinx + bcosx (3)

Durch Einsetzen in (1) iiberzeugt man sich leicht, dafll
| (3) eine allgemeine Ldsung von (1) ist.

(A55): Man suche eine natiirliche Zahl n so, daB das Gleichungs-
|\ system nx -y=25 (1)

2x + 3ny = 7 (1I1)
eine Losung besitzt, bei der x positiv und y negativ ist.

Aus Gleichung (I) ergibt sich: y = nx - 5 £y
‘I Durch Einsetzen von (I)' in (II) erh8&lt man:

_ + 15n
x = 5 32F e

Mit Gleichung (III) ergibt sich:
y = a3 - 5
Da y negativ sein soll, muB man fordern:

n(2 I 1n?) <5

das heiBt: nex < 5 wobei x > O gilt (nach Forderung)

Flir n = 1 ergibt sich: _. 22 _ 4
X—"";: :Y"_g
Bei n = 2 erfiillt die Ldsung nicht die Forderung x posi-

tiv und y negativ.
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Fiir n > 2 14Bt sich dann Gleiches wie fiir n = 2 feststel-
len. Wir erhalten also folgendes Ergebnis:

Das Gleichungssystem besitzt nur fiir n = 1 eine Ldsung,
bei der x positiv und y negativ ist.

(A30): Es sei 2z, = 100a + 10b + c Zyr Ty 23 natiirliche
“ Z25 = 100b + 10¢c + a Zahlen,
zz = 100c + 10a + b Zqs Zoy 23z < 10

1M1(a + b + ¢) =
5.22(a + b +¢c) + (a+Db+ec),
also z4 + Z, + 23 = & + b + ¢ (mod 5)
Folglich ist (z4 + 2, + 53) dann, und nur dann durch 5
teilbar, wenn a + b + ¢ durch 5 teilbar ist.

a) Zg + 25 + 23

b) Es gilt: 2z; = 9(11a + b) + a+ b + ¢ i= 1y 24 5
Daraus folgt: z; = a + b + ¢ (mod 9)

Es ist also stets 1z; - Zj 0 (mod 9) 1i,j=1, 24 3

(a=b (mod n) bedeutet:
a 188t bei Division durch n den gleichen Rest wie b)

|

AS6): & 2 2
L 3 (k(k + 1)) SR +x) = 2K + Xk =

=1 K4 Ke1 k-
& %n(n + 1)(2n + 1) + %n(n + 1) =

& %n(n + 1(n + 2)
Beweis durch vollsténdige Induktion.

(A58): Angenommen, die Zahl¥ 2 + v 3 sei rational, d.h. es gilt
V2 + 3= % 1
(m, n natiirliche Zahlen).

pus (VZ4+V V-V =3-2=1

folgt mit Gleichung (1):
L3 -vD =1, /I-V2=3
+/% - +/2 ist demnach ebenfalls rational.
Wie man leicht beweisen kann, ist die Summe zweier ratio-

naler Zahlen eine rationale Zahl. Es ist aber

(w/§'+-vf3) + (wfg'-'vrﬁ) = 2-1f§'keine rationale Zahl,

o womit man einen Widerspruch zur Voraussetzung erhdlt.
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(A59):

Man bestimme aus den Teilverhdltnissen die zu den Bogen-
stiicken gehSrigen Zentriwinkel. Die Sehnen und die Ra-
dien bilden gleichschenklige Dreiecke. Aus der Summe bzw.
Differenz der Basiswinkel dieser Dreiecke ergibt sich
der gesuchte Winkel 3IMAN.

Lage von M, A und N béachten! Fallunterscheidung!

(A61):

Fiir jedes ungleichseitige Dreieck gilt

a+b>c¢ 1)
a¥b'b¥0;c¥ﬂ (2)
Ohne Beschriénkung der Allgemeinheit nehmen wir an, g ver-
laufe durch C und D und D teile c/ ¢
¢ in Cy und Coe
Da CD = CD, gilt nach dem 1.Kon-
gruenzsatz: -]
(02 = ¢4 und a = b) (3) € G
oder (°1 = b und Cy = 8y also ¢, + ¢, =C = a + ) (&)
(3) steht im Widerspruch zu (2) und
(4) steht im Widerspruch zu (1).
Hieraus folgt:
Man kann kein ungleichseitiges Dreieck durch einen
Schnitt in zwei kongruente Dreiecke zerlegen.

(A65):

Die 17.Potenz einer geraden Zahl ist wieder eine gerade
Zahl, d.h. sie endet nicht auf 3. Weiter gilt nun:
117 = 1 (moa10)

317 2 3.03M% = 3.81% =

\N

(mod10)
517 = 5 (mod10)
77 5 i)’ 7 (moa10)

8
917 = 9.(9%)® = 9.81° = 9 (moa10)
Das bedeutet aber, die gesuchte letzte Ziffer ist eine 3.

7.2401%

i
Lt

(A66):

Der Beweis erfolgt indirekt.

Annahme: Jede der Geraden Bqr ++01 Bqp (siehe Skizze)
schneidet einen Stein.

Jede der Geraden Bqr - 55 wird von mindestens einem

Stein bedeckt, der senkrecht liegt. Da nun in Reihe 1
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noch fiinf Felder abzudecken sind, muB ein weiterer
. Stein senkrecht liegen, so daB

g4 von zwei Steinen bedeckt wird. g

Man iiberlege sich, daB daraufhin _§ %4

oi_:;isdgf

auch die Geraden g5y 8zs 8y 85 4 #3
von zwei Steinen bedeckt sein 3 %2
miissen. Man bendtigt also zum > &

Abdecken von gqs +-+s Bg 2¢5 =10
senkrecht liegende Steine. Zum % 9 99 %9 F10
Abdecken von ggy «-+» 849 werden ebensoviel waagerecht
liegende Steine bendtigt.

Hieraus folgt: Man bendtigt 20 Dominosteine zum Abdecken
simtlicher Linien. Da aber nur 18 Steine zur Verfiigung
stehen, ergibt sich ein Widerspruch zur Annahme.

Es gibt somit immer eine Gerade, die keinen Dominostein
schneidet.

(A71): (Losung von M.Gulbins, TH Karl-Marx-Stadt, Spezialkl; 11)
Imn Sehnenviereck gilt folgende Beziehung:
Die gegeniiberliegenden Winkel ergénzen sich zu 1800, d.hs
o +y=8B+586= 180°
Ich betrachte nun das Viereck in
2 Dreiecke zerlegt, so daB e beil
beiden Seitenkante wird. Es gilt
der Kosinussatz:

2 2 2
2 2 2
COSY=b+2%c-e
cos y = cos(180° - ) = - COS
- at 3 9° — of _ b2 + ¢
2ad N
-azbc - dabc + ezbc = bzad + cgad - ezad
eg(ad + be) = a?bc + dzbc + baad + czad
a i a?bc + ab2d + aczd + bed2
- ad + be

Analog zerlege ich das Viereck in die Dreiecke AACD.und
AABC und erhalte:
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]

cos £ 2ab

-co8 B =

1
o
o
ot

—a2cd - b2ed + cdf2 = abe® + abd® - abf

, . 8% + bocd + abc® + abd>
- ab + cd

In eigener Sache

Wir wollen unsere Leser ndher mit dem Kollektiv, welches die
Schiilerzeitschrift "Wurzel" herausgibt, bekannt machen. Zu diesem
7wecke werden wir in den ndchsten Ausgaben der "Furzel" Studenten
der einzelnen Arbeits-
bereiche vorstellen

und kurz iliber ihre Ar-
beit berichten.

Fiir das Verpacken und
Verschicken. der "Wurzel"
ist die Abteilung Ver-
sand verantwortlich. In
dieser Abteilung arbeiten
ten fiinf Studenten. Auf
unserem Bild sehen Sie
(v.l.n.r.) Inge Zenner.
Elke Taubald (2.Studien-
jahr Mathematik-Diplom) und Norbert Kuse (4.Studienjahr Mathema-
tik-Diplom, Abteilung Kybernetik). Entsprechend den Bestellungen
werden die "§urzeln" abgezihlt und verpackt. Zu diesem Arbeits-—
bereich gehdrt es auch, die eingehende Bestellerpost zu bearbei-
ten und die Bestellerkartei auf dem laufenden zu halten.

Zum Titelbild

Am 28.11.1969 fand an unserer Sektion der Mathematiker-Ball 1969
statt. Unser Titelbild zeigt die aus diesem AnlaB herausgegebene
Ballzeitung. )

Die Vorbereitung und Durchfiihrung des jéhrlich stattfindenden
Mathematiker-Balles liegt jeweils in den Hénden des 4.Studien-
jahres der Diplom-Mathematiker.
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