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Domino

Domino haben die meisten von euch wohl schon gespielt. Fir diejenigen,
die es nicht kennen, wollen wir es kurz erklaren. Es besteht aus rechteckigen
Steinen (ihr kdnnt euch solche Téfelchen selbst aus Pappe anfertigen), die
durch einen Strich in zwei quadratische Halften geteilt sind. Auf jeder Stein-
héalfte sind ,Augen” (gewdhnlich von 0 bis é). Ein ,Satz” besteht aus

28 Steinen, von , «..., bis . Die Steine werden

gleichmafig unter die Mitspieler verteilt, oder man 143t eine Anzahl Steine
in der Mitte verdeckt zum ,Kaufen” liegen, wie beim Quartett. Aus den
Steinen wird eine Kette von beliebiger Form gebildet, indem die Spieler der
Reihe nach passende Steine so anlegen, dafl die aneinanderstoflenden Half-
ten zweier Steine stets die gleiche Augenzahl aufweisen.

Heute wollen wir dieses Spiel einmal als Denkaufgabe betrachten.

1. Eine Kette aus 28 Steinen.

Wie ist es méglich, 28 Dominosteine unter Einhaltung der Spielregel zu
einer ununterbrochenen Kette aneinanderzulegen?

2. Anfang und Ende der Kette,

Nachdem die 28 Dominosteine zu einer Kette ausgelegt waren, ergaben sich
an dem einen Ende der Kette 5 Augen.

Wieviel Augen wies das andere Ende auf?

3. Ein Dominokunsistiick.

Ein Mitspieler nimmt einen der Steine und fordert euch auf, aus den Gbrigen
27 Steinen eine ununterbrochene Kette zu bilden. Er behauptet, daB dies in
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jedem Falle mdglich sei, unabhéngig davon, welcher Stein herausgenommen
wird. Dann verlaf}t er das Zimmer, um nitht zu sehen, wie ihr die Kette
zusammenstellt.

Ihr geht ans Werk und stellt fest, da3 ever Mitspieler recht hat: Die 27 Steine
lieflen sich zvu einer Kette zusammenlegen. Noch erstaunlicher ist es, daf3 er
euch vom anderen Zimmer aus, also ohne dia Kette zu sehen, zuruft, wieviel
Avugen sich an ihren Enden befinden.

Wie kann er das wissen? Und aus welchem Grunde ist er {berzeugt, daf3
sich aus allen 27 Dominosteinen eine ununterbrochene Kette zusammen-
stellen laft?
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4, Der Rahmen.

Figur 1 stellt einen Rahmen dar, der unter Beachtung der Spielregel aus
Dominosteinen gebildet ist. Die Seiten des Rahmens sind von gleicher Lange,
enthalten aber nicht die gleiche Augensumme: Die obere und linke Seite
weisen je 44 Augen auf, die beiden anderen Seiten 59 und 32 Augen.

Kdénnt ihr einen quadratischen Rahmen zusammenstellen, bei dem jede der
Seiten die gleiche Summe von 44 Augen enth@lt?

5. Sieben Quadrate.

Man kann vier Dominosteine auswahlen, die sich zu einem kleinen Quadrat
mit der gleichen Augensumme auf jeder Seite zusammenstellen lassen. Eine
entsprechende Darstellung seht ihr in Figur 2: Jede der Seiten weist 11
Augen auf.

Konnt ihr aus einem vollen Satz von Dominosteinen gleichzeitig sieben sol-
cher Quadrate bilden? Es ist nicht erforderlich, dof3 die Augensumme einer
Seite bei allen Quadraten dieselbe ist; zu beachten ist nur, daf3 bei jedem
einzelnen Quadrat alle vier Seiten die gleiche Augensumme aufweisen
missen.

6. Magische Quadrate aus Dominosteinen.

Figur 3 stellt ein Quadrat aus 18 Dominosteinen dar, das dadurch bemer-
kenswert ist, dafl jede waagerechte Reihe, jede senkrechte Reihe und jede
diagonale Reihe die gleiche Augensumme, némlich 13, ergibt. Derartige
Quadrate hat man von jeher als ,magische Quadrate” bezeichnet.

Versucht einmal, einige weitere aus 18 Steinen bestehende Quadrate dieser
Art zusammenzustellen, aber mit einer anderen Augensumme. 13 ist die
niedrigste, 23 die héchste Augensumme, die in den Reihen eines magischen
Quadrats aus 18 Steinen méglich ist.

7. Arithmetische Reihe aus Dominosteinen.

Figur 4 zeigt 12 Steine, die nach der Spielregel aneinandergefigt sind und
sich dadurch auszeichnen, daf3 die Summe der Augen (auf beiden Halften
des Steins) bei jedem folgenden Stein um 1 Auge wachst. Angefangen mit
4, besteht die Reihe aus folgenden Augenzahlen:

4;5;6;,7;8;9.

Eine solche Zahlenfolge, die stets um die gleiche Einerzahl ansteigt (oder
absinkt), wird ,arithmetische Reihe” genannt. In unserer Reihe steigert sich
die Augenzahl jeweils um 1; aber auch jede beliebige andere Steigerung
ist méglich.

Die Aufgabe besteht darin, noch einige andere arithmetische Reihen aus
6 Steinen zu bilden.



Das Finfzehnerspiel

Das allgemein bekannte Késtchen mit den
15 numerierten quadratférmigen Steinen
hat, was mancher Spieler gar nicht ver-
mutet, eine interessante Geschichte. Wir
berichten dariber nach dem Buch des deut-
schen Mathematikers W. Ahrens, ,Mathe-
matische Unterhaltungen und Spiele”,
einem Erforscher des Spiels.

Vor etwa einem halben Johrhundert —
Ende der siebziger Jahre —kam in den
Vereinigten Staaten von Amerika das
»Fionizehnerspiel” {(auch Kastchenspiel, im
Russischen ,Taken” genannt) auf; es fand
schnell Verbreitung und wuchs sich dank
der unzéhlbaren Menge eifriger Spieler
zu einer férmlichen Volksleidenschaft aus.
Dasselbe konnte man diesseits des Ozeans,
in Europa, beobachten. Da sah man selbst
in den Pferdebahnwagen die kleinen Kéastchen mit den 15 Holzkldtzchen und
vnrvhige Hande, die darin hin und her schoben. Die Inhaber von Biros und
Laden gerieten durch die Spielleidenschaft ihrer Angestellten schier in Ver-
zweiflung und verboten durch Anschlége das Spielen wihrend der Geschafts-
zeit aufs strengste. Besitzer von Vergnigungssttten nutzten die Situation
geschickt aus und veranstalteten grofie Spielturniere. Selbst in die feier-
lichen Sale des deutschen Reichstags drang das Spiel ein. ,lch sehe noch
im Reichstag alte Herren vor mir, die starr auf das in der Hand gehal-
tene Viereck hinblicken”, erinnert sich der bekannte Mathematiker und
Geograph Siegmund Ginther, der in jenen Jahren der Spielepidemie, ném-
lich 1878 bis 1884, Reichstagsabgeordneter war.

In Paris fand das Spiel auf den Boulevards unter freiem Himmel reiflenden
Absatz und verbreitete sich von der Hauptstadt aus schnell Gber das ganze
Land. Bald war selbst in der Provinz kein noch so einsames Landhaus mehr,
in dem nicht in irgendeinem Winkel sich das unvermeidliche , Taquin” (wie es
franzosisch heiflt) befand, wie eine Spinne der Opfer lavernd, die es in seine
Netze verstricken kdnnte, schrieb ein franzésischer Schrifisteller.

Im Jahre 1880 hatte das Spielfieber offensichtlich seinen H&hepunkt erreicht.
Doch bald darauf wurde dieser Démon, der so viele Menschen gequélt und
tyrannisiert hatte, gestiirzt; die Mathematik war es, die ihn Gberwunden
hatte. Die mathematische Untersuchung des Spiels ergab, daf3 von den
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vielen Aufgaben, die gestellt werden kdnnen, nur gerade die eine Halfte
1&6sbar ist, wahrend die andere durch kein auch noch so anhaltendes Sinnen
und Briten bezwungen werden kann.

Jetzt war es offenbar, warum so manche Aufgabe auch den hartnéckigsten
BemiUhungen hatte trotzen kénnen. Jetzt war es klar, warum die Veranstalter
von Turnieren fur die Losung gewisser Aufgaben hohe Preise auszulosen
hatten wagen dirfen, ohne daf3 auch nur einer der zahlreich herbeigestrom-
ten Preisbewerber die Siegespalme zu erringen vermocht hatte. In dieser
Beziehung schofl der Erfinder des Spiels den Vogel ab, indem er das Sonn-
tagsblatt einer New Yorker Zeitung veranlafite, einen Preis von 1000 Dollar
fur die Losung einer bestimmten Puzzle-Aufgabe auszusetzen. Als der Ver-
leger zauderte, erklérte sich der Erfinder ohne weiteres bereit, den genann-
ten Betrag aus seiner Tasche zu hinterlegen. Die Aufgabe gehérte natiirlich
zu den unlésbaren, und der Preis fiel daher niemandem zu. Der Name des
Erfinders ist Sam Loyd. Er ist in weitesten Kreisen als Verfasser geistreicher
Denkaufgaben und zahlreicher Kunststicke bekannt geworden. Bemerkens-
wert ist, daf} es ihm nicht gelang, in Amerika ein Patent auf das von ihm
erfundene Spiel zu erhalten. Den Vorschriften geméf3 war er verpflichtet, ein
~Arbeitsmodell” fir die Probepartie vorzulegen; er unterbreitete dem Be-
amten des Patentamtes eine Aufgabe, und als dieser sich erkundigte, ob sie
I6sbar sei, mufite der Erfinder zugeben, daf3 dies mathematisch nicht mdglich
ist. ,In diesem Falle”, lavtete die Entgegnung, ,kann von einem Arbeits-
modell nicht die Rede sein, und wenn kein Arbeitsmodell vorliegt, gibt es
auch kein Patent.” Loyd gab sich mit diesem Bescheid zufrieden, wére aber
wahrscheinlich hartnéckiger gewesen, wenn er den unerhérten Erfolg seiner
Erfindung vorausgesehen hétte. (Diese Episode wurde von Mark Twain fir
seinen Roman ,Der amerikanische Pratendent” benutzt.)

Hier sei ein eigener Bericht des Erfinders Uber einige Einzelheiten aus der
Geschichte des Spiels mitgeteilt:

Die altesten Leute, die im Reiche des Scharfsinns zu Hause sind, schreibt
Loyd, erinnern sich noch, daf3 ich Anfang der siebziger Jahre die ganze
Welt dazu brachte, sich Gber einem Kastchen mit verschiebbaren Steinen den
Kopf zu zerbrechen, das unter dem Namen ,Finfzehnerspiel” bekannt ge-
*worden ist. In dem quadratischen Kastchen waren 15 Steine in der richtigen
Reihenfolge untergebracht, bis auf die Steine 14 und 15, deren Platze (wie
aus der beiliegenden Abbildung ersichtlich) vertauscht waren (Figur 5 und 6).
Die Aufgabe bestand darin, die Steine nacheinander zu verschieben und die
normale Stellung herzustellen, in der auch die Steine 14 und 15 ihren rich-
tigen Platz einnehmen.

Die fur die erste richtige Lésung dieser Aufgabe ausgesetzte Prémie von
1000 Dollar hat niemand gewonnen, obwohl sich alle unermiidlich mit der
Aufgabe beschéftigten. Man erzéhlte von Kaufleuten, die dariber das
Offnen ihrer Geschafte vergafien, von ehrbaren Beamten, die ganze Nachte
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unter einer StraBenlaterne standen und auf der Suche nach der richtigen
Lésung waren. Niemand wollte seine Bemihungen aufgeben, denn jeder
war davon Uberzeugt, daf ihm schliefilich der Erfolg beschieden sein wirde.
Steuerleute, sagt man, die vom Spiel gebannt waren, lielen ihre Schiffe
stranden, Zugfihrer fuhren mit den Zigen Gber die Stationen hinaus, Farmer
lieBen ihre PAloge im Stich.

1121374 112[3]4
5(6(71ea 5\6(7]8
91| AR
73 ’4 75 Figur § 13 75 14 Figur 6

Wir wollen den Leser jetzt mit der Theorie dieses Spiels bekannt machen.
In ihrer Gesamtheit ist sie sehr kompliziert und héngt eng mit einem Gebiet
der Algebra (der Theorie der Determinanten) zusammen. Wir beschrénken
uns auf einige von W. Ahrens entwickelte Gedanken.

Die Aufgabe besteht gewéhnlich darin, daf3 die 15 Steine aus einer be-
liebigen Anfangsstellung durch aufeinanderfolgende Verschiebungen, die
durch das Vorhandensein eines freien Feldes méglich sind, in die normale
Stellung gebracht werden sollen, das heif}t in eine solche, in der die Steine
in der Reihenfolge ihrer Ziffern liegen: in der oberen linken Ecke 1, rechts
davon 2, dann 3 und in der oberen rechten Ecke 4; in der né&chsten Reihe von
links ncch rechts 5, 6, 7, 8 und so fort. Eine solche normale Stellung zeigt
Figur 5.

Stellt euch eine Stellung vor, in der die Steine in buntem Durcheinander ge-
setzt sind. Durch eine Reihe von Verschiebungen ist es in jedem Falle még-
lich, den Stein 1 auf den Platz zv bringen, den er in der Abbildung einnimmt.
Ebenso besteht die Mdglichkeit, ohne den Stein 1 zu verschieben, den Stein 2
auf das Feld rechts daneben zu bringen. Dann kann man, ohne die Steine
1 und 2 zu verschieben, die Steine 3 und 4 auf ihre normalen Plétze bringen.
Wenn sie sich zuféllig nicht in den beiden letzten senkrechten Reihen be-
finden, so lassen sie sich leicht in diesen Bereich bringen, so dafl man durch
eine Reihe von Verschiebungen das gewinschte Ergebnis erreicht. Nun ist
die obere Reihe 1,2,3,4 in Ordnung gebracht, und bei den weiteren Ver-
schiebungen der Steine lassen wir sie unberGhrt. Auf dieselbe Weise be-
mihen wir uns, auch die zweite Reihe 5,6,7,8 in Ordnung zu bringen. Man
kann sich leicht davon Uberzeugen, daf} dies in jedem Falle erreichbar ist.



Sodann ist es erforderlich, in den letzten beiden Reihen die Steine 9 und 13
in die richtige Stellung zu bringen; auch dies ist in jedem Falle méglich. Von
den jetzt ordnungsméaflig gesetzten Steinen 1,2,3,4,5,6,7,8,9 und 13 wird
in der Folge keiner mehr verschoben. Es bleibt der kieine Abschnitt aus 6
Feldern Ubrig, von denen das eine frei ist und die anderen von den Steinen
10,11,12,14 und 15 in willkirlicher Anordnung eingenommen werden. Inner-
halb der Grenzen dieser sechs Felder lassen sich die Steine 10,11,12 stets
auf die normalen Platze bringen. Nachdem dies erreicht ist, werden die
Steine 14 und 15 in der letzten Reihe entweder in der normalen oder in der
umgekehrten Reihenfolge liegen (Figur 6). Auf diesem Wege, den ihr leicht
in der Praxis nachpriiten kénnt, gelangen wir zu folgendem Ergebnis:

Jede beliebige Anfangsstellung kann entweder in die Anordnung von
Figur 5 (Stellung 1) oder in diejenige der Zeichnung von Figur 6 (Steliung Il)
gebracht werden.

Wenn eine beliebige Stellung, die wir der Einfachheit halber mit dem Buch-
staben S bezeichnen wollen, in die Stellung | umgewondelt werden kann,
dann mufl es umgekehrt auch méglich sein, die Stellung | in die Stellung S
umzuwandeln. Aile Zige lassen sich ja rickgdngig machen: wenn wir zum
Beispiel in Stellung | den Stein 12 auf das freie Feld schieben kdnnen, so
laBt sich dieser Zug so.ort wieder durch eine umgekehrte Bewegung
zuricknehmen.

Wir haben somit zwei Gruppen von Aufstellungen: die Stellungen der einen
Gruppe, die sich in die normale Stellung |, und diejenigen der anderen Gruppe,
die sich in die Stellung li uméandern lassen. Umgekehrt kann man aus der
normalen Stellung zu einer beliebigen Stellung der ersten Gruppe und aus
der Stellung Il zu einer beliebigen Stellung der zweiten Gruppe gelangen.
Und endlich ist es méglich, zwei verschiedene Stellungen, die beide zu ein
und derselben Gruppe gehéren, ineinander umzuwandeln.

Kann man nicht noch weitergehen und die Stellungen | und |l miteinander
vereinigen? Es 1663t sich exakt nachweisen (aus Einzelheiten wollen wir dabei
nicht eingehen), daf} sich diese Stellungen auch durch eine noch so grofle
Zahl von Ziigen nicht eine in die andere umwandeln lassen. Die urgeheure
Anzahl verschiedenartiger Stellungen zerféllt daher in zwei unterschiedliche
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Gruppen: erstens in solche, die in die normale Stellung | verwandelt wer-
den konnen und somit eine |Gsbare Aufgabe darstellen, und zweitens in
solche, die in die Stellung Il verwandelt werden kénnen und sich folglich
unter keinen Umstdnden in die normale Stellung bringen lassen. Um Stel-
lungen der letzteren Art handelte es sich, wenn fir die Losung der Aufgabe
riesenhafte Pradmien ausgesetzt wurden.

Wie kann man feststellen, ob die jeweils vorliegende Stellung zu der ersten
oder zweiten Gruppe gehért? Ein Beispiel wird dies erkldren:

Untersuchen wir einmal die Stellung, die in Figur 7 dargestellt ist.

Die erste Reihe ist in Ordnung, und das gleiche trifft auch fir die zweite
Reihe bis auf den letzten Stein (9) zu. Dieser Stein nimmi das Feld ein, ouf
dem sich bei einer normalen Anordnung der Stein 8 zu befinden hat. Der
Stein 9 steht also vor dem Stein 8; eine solche Abweichung von der nor-
malen Ordnung wird ,Unregelméfligkeit” genannt. Mit Bezug auf den Stein 9
sagen wir, daf} hier die erste UnregelmaBigkeit vorliegt. Beim Durchsehen
der weiteren Steine entdecken wir eine ,Abweichung” beim Stein 14; er
steht drei Felder vor dem Platz, auf den er normalerweise hingehdrt, und
steht vor den Steinen 12,13,11. Hier haben wir drei UnregelmaBigkeiten
(14 vor 12, 14 vor 13, 14 vor 11). Im ganzen haben wir nun schon 1+3=4
UnregelméfBligkeiten festgestellt. Weiter: Der Stein 12 liegt vor dem Stein 11
und der Stein 13 ebenfalls vor dem Stein 11, Das ergibt nochmals 2 Un-
regelmafigkeiten. Somit liegen 6 Unregelmdfligkeiten vor. In &hnlicher
Weise wird fir jede Aufstellunng die Gesamtzahl der Unregelmafligkeiten
ermittelt, nachdem man vorher das letzte Feld in der unteren rechten Ecke
freigemacht hat. Wenn es sich bei der Gesamtzahl der Unregelmafligkeiten
wie in dem eben untersuchten Fall um eine gerade Zahl handelt, dann
kann die vorliegende Awufsteliung in die normale Stellung umgewandelt
werden; mit anderen Worten, die Aufgabe gehdrt zu den 16sbaren. Wenn
hingegen eine ungerade Zahl von UnregelmaBigkeiten festgestellt wird,
dann gehért die Stellung in die zweite Gruppe, das heif3t zu den unldsbaren
Aufgaben (null Unregelméfligkeiten gelten als gerade Zahl).

Nachdem die Mathematik einmal Klarheit geschaffen hat, ist die damalige
fieberhafte Leidenschaft fir dieses Spiel ganz unvorstellbar. Die Mathe-
matiker haben eine erschépfende Theorie des Spiels aufgestellt, eine Theorie,
die in keinem Punkt einen Zweifel hinterlaf3t. Der Ausgang des Spiels hangt
nicht wie bei anderen Spielen von irgendwelchen Zuféllen oder von der
Erfindungsgabe der Spieler ab, sondern von rein mathematischen Gegeben-
heiten, die ihn mit unbedingter Genauigkeit vorausbestimmen.

Wir gehen nun zu den Denkaufgaben auf diesem Gebiet iiber. Nachstehend
ein paar |16 sbare, vom Erfinder des Spiels erdachte Aufgaben.

10



8. Erste Aufgabe von Loyd.

Ausgehend von der in Figur 5 gezeigten Stellung bringen wir die Steine in
die richtige Reihenfolge, aber mit einem freien Felde in der linken oberen
Ecke (Figur 8).

9. Zweite Aufgabe von Loyd.

Ausgehend von der Stellung in Figur 5 machen wir mit dem Kastchen eine
Vierteldrehung und verschieben die Steine so lange, bis sie die Stellung von
Figur 9 einnehmen.

10. Dritte Aufgabe von Loyd.

Wir verschieben die Steine nach den Regeln des Spiels so, daf3 aus ihnen ein
»magisches Quadrat” gebildet wird, in dem die Summe der waagerechten,
senkrechten und diagonalen Reihen gleich 30 ist.

Krocket

Dieses Spie! werden nur wenige von euch kennen, aber das ist zur Losung
der folgenden Denkaufgaben auch gar nicht notwendig. Es genigt, wenn
ihr wifl)t, daf3 Krocket ein Rasenspiel ist, bei dem es darauf ankommt, eine
Holzkugel mit einem langstieligen Holzhammer so durch die in bestimmter
Ordnung aufgestellten ,Tore” zu schlagen, daf} sie diese, ohne anzustofien,
mit einer mdglichst geringen Anzchl von Schlagen durchluft. Die Tore sind
eckig oder rund gebogene Rundeisen {starker Draht), die in den Rasen ge-
steckt werden. In der Mitte des Spielfeldes sind zwei Tore Uber Kreuz auf-
gestellt, die , Glocke” genannt, die besonders schwierig zu passieren ist.
Am Anfang und Ende des Spielfeldes steht je ein hdlzerner Stab, der , Pfahl”,
den die Kugel berihren muf3. Liegt die Kugel eines anderen Spielers an einer
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Stelle des Spielfeldes, die fir die eigene Kugel eine ginstige Ausgangs-
position fir den ndchsten Schlag bietet, so versucht man, diese Kugel zu
treffen. Man kann dann die fremde Kugel wegschlagen und sich an ihre
Stelle setzen. Das nennt man ,krockieren”.

Versucht nun, nachstehende finf Aufgaben zu l&sen.

11. Durchs Tor gehen oder krockieren?

Die Krockettore sind rechteckig. Sie sind doppelt so breit wie der Durch-
messer der Kugel. Was ist unter diesen Umstdanden leichter: die Kugel von
der giinstigsten Stellung aus bequem und, ohne den Draht zu berihren, durchs
Tor zu schlagen (der Krocketspieler nennt das ,,durchs Tor gehen”) oder von
derselben Entfernung aus eine Kugel zuv krockieren?

12. Die Kugel und der Pfahl.

Der Pfahl hat unten eine Breite von 6 cm. Der Durchmesser der Kugel be-
triaigt 10 cm. Um wievielmal leichter ist es, die Kugel zu treffen, als von der-
selben Entfernung aus den Pfahl zu treffen?

13. Durchs Tor oder an den Pfahl gehen?

Die Kugel ist halb so breit wie das rechteckige Tor und doppelt so breit
wie der Plahl. Was ist leichter: die Kugel von der ginstigsten Stellung aus
bequem durchs Tor zu schlagen oder aus derselben Entfernung den Pfahl
zu treffen?

14. Durch die Glocke gehen oder krockieren?

Die Tore sind rechteckig und dreimal so breit wie der Durchmesser der
Kugel. Was ist leichter: die Kugel von der ginstigsten Stellung aus bequem
durch die Glocke zu schlagen oder aus derselben Entfernung eine Kugel zu
krockieren?

15. Die unpassierbare Glocke.

Bei welchem Verhdltnis zwischen der Breite rechteckiger Tore und dem
Durchmesser der Kugel wird das Passieren der Glocke unmdglich?

Avflésungen der Denkavfgaben 1—15

1. Zur Vereinfachung der Autgabe legen wir zundchst alle 7 Doppelsteine,
0-0, 1-1, 2-2 und so fort, beiseite. Es verbleiben nun 21 Steine, auf denen
sich jede Augenzah! sechsmal wiederholt. Vier Augen (auf einer Stein-
halfte) befinden sich zum Beispiel auf folgenden 6 Steinen:

40, 4-1, 42, 43, 45, 4-6.
12



Jede Augenzahl wiederholt sich also, wie wir sehen, eine gerade Anzahl
Male. Es ist klar, dafl man aus einem solchen Satz Steine mit gleicher
Augenzahl so lange aneinanderfigen kann, bis der ganze Satz erschopft
ist. Sobald das getan ist und die 21 Steine in einer ununterbrochenen Reihe
liegen, schieben wir zwischen die Fugen 0-0, 1-1, 2-2 und so weiter die
beiseite gelegten 7 Doppelsteine ein. Somit erhalten wir eine Kette, die aus
den 28 Dominosteinen unter Einhaltung der Spielregeln zusammengesetzt ist.

2. Es ist leicht nachzuweisen, daf} eine aus 28 Dominosteinen gebildete Kette
mit der gleichen Augenzahl enden muf3, mit der sie angefangen hot. In der
Tat: wenn es anders wdre, wiirden sich die Augenzahlen, die die Enden der
Kette aufweisen, eine ungerade Anzahl Male wiederholen (im Innern der
Kette liegen die Augenzahlen ja paarweise). Wir wissen jedoch, daf3 sich in
einem kompletten Dominosatz jede Augenzahl achtmal wiederholt, also eine
gerade Anzahl Male. Die in Betracht gezogene Méglichkeit, daf3 die Enden
der Kette voneinander abweichende Augenzahlen aufweisen kénnen, ist
demnach hinféllig: die Augenzahl mufl Ubereinstimmen. (Schluffolgerungen
solcher Art nennt man in der Mathematik ,Beweise aus dem Gegenteil” oder
»indirekte Beweise.”)

Obrigens ergibt sich aus der soeben nachgewiesenen Eigenart der Kette
folgende interessante Begleiterscheinung: eine Kette aus 28 Steinen 183t sich
immer zu einem Ring zusammenschlieBBen. Aus einem kompletten Domino-
satz kann man also unter Einhaltung der Spielregeln nicht nur eine Kette
mit freien Enden, sondern auch einen geschlossenen Ring bilden,

Vielleicht interessiert euch, auf wieviel verschiedene Arten eine solche Kette
oder ein solcher Ring gebildet wird. Ohne auf ermiddende Einzelheiten der
Berechnung einzugehen, sei hier nur gesagt, daf3 die Zahl der Arten, auf die
eine Kette (oder ein Ring) aus 28 Steinen gebildet werden kann, riesig grof3
ist: Ober 7 Billionen. Hier die genave Zah!:

7 959 229 931 520,
Sie stellt das Produkt nachstehender Multiplikationen dar:

218 .3%8.5.7-4231.

3. Die Losung dieser Aufgabe ergibt sich aus dem soeben Gesagten. Wir
wissen, daf} sich aus 28 Steinen in jedem Falle ein geschlossener Ring bilden
168t. Wenn man also aus diesem Ring einen Stein entfernt, dann stellen
erstens die restlichen 27 Steine eine ununterbrochene Kette mit freien Enden
dar; zweitens wird die Augenzahl an den Enden der Kette die gleiche sein,
die der herausgenommene Stein ayfweist,
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Wenn wir einen Dominostein wegnehmen, kdnnen wir im voraus sagen,
welche Augenzahl die Enden einer aus den restlichen 27 Steinen gebildeten
Kette aufweisen werden.

4. Die Summe aller Augen des gesuchten Quadrats muf3 44-4 = 176, das
heifit um 8 héher sein, als die Summe aller Augen eines kompletten Domino-
satzes (168). Dies kommt natirlich daher, daB3 die Eckfelder des Quadrats
doppelt gezdhlt werden. Aus dem Gesagten ergibt sich, wie grofl die Summe
der Augen an den Ecken ist, nédmlich 8. Hierdurch wird das Herausfinden der
gesuchten Stellung etwas erleichtert, obwohl es immer noch recht mihevoll
ist. Die Lésung wird durch Figur 10 dargestellt.

Figur 10
® olo o [0 [0 e e oo oleve[ese
oeleoe|elo|le|eoe|e]|e
o oje of o of o o o ole e|ece|ese
*
°
°
°
® o
') o[ eojo o
° o | o] o |o e ° e
oo o |o |oe <%
° ole ole o] o Y
° oo | e e o
o |o olo o]e °
o o
. * e e of® o
ool o ool o o ®
T o e o ole @ ~ e
o0 sl ol o %
2 e o oje |o |o Jo o o o
') )
o0 ... ::... [ ] Y
s ° o @ o ole o|e L
e 0 * o
e e ... e|o o .... ®
2 e o ole |o o * ole e o
oo 0
o0 °
L] Figur 13 (K ]
e o e o
° *
o0 ° o
e o
° °
° e
°
°
.
e (@ [0 [scelecele e e ole oje Jeo e °
o | e o | e | o] @
of o] eojecelece] o] o o ole o] o] o] eje

-t
Y



5. Aus der grofien Anzahl der méglichen Ldsungen fiihren wir hier zwei
Beispiele an. Bei der ersten Lésung (Figur 11) haben wir:

1 Quadrat mit der Augensumme 3 in jeder Reihe,
1 Quadrat mit der Augensumme 6 in jeder Reihe,
1 Quadrat mit der Augensumme 8 in jeder Reihe,
2 Quadrate mit der Augensumme 9 in jeder Reihe,
1 Quadrat mit der Augensumme 10 in jeder Reihe,
1 Quadrat mit der Augensumme 16 in jeder Reihe.
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Bei der zweiten L&sung (Figur 12):
2 Quadrate mit der Augensumme 4, 2 Quadrate mit der Augensumme 10,
1 Quadrat mit der Augensumme 8, 2 Quadrate mit der Augensumme 12,
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6. Figur 13 zeigt das Muster eines magischen Quadrats mit der Augen-
summe 18 in jeder Reihe.

7. Hier als Beispiel zwei arithmetische Reihen, bei denen die Steigerung
2 Punkte betragt:
a) 0-0; 0-2; 0-4; 0-6; 4-4 (oder 3-5); 5-5 {oder 4-6).
b) 0-1; 0-3 (oder 1-2); 0-5 (oder 2-3); 1-6 {oder 3-4);
3-6 (oder 4-5); 5-6.
Im ganzen lassen sich aus 6 Steinen 23 verschiedene arithmetische Reihen
bilden. Sie fangen mit den folgenden Steinen an.

a) Bei der Steigerung um 1 Punkt:
0-0, 0-1 (1-0), 0-2 {1-1, 2-0), 0-3 (1-2, 2-1, 3-0), 0-4 (1-3, 2-2, 3-1),
1-4 (23, 3-2),2-4(4-2..),34(43..),35...

b) Bei der Steigerung um 2 Punkte:
00,0-2...;01,03...

8. Die von der Aufgabe verlangte Anordnung kann von der Anfangsstellung
aus durch folgende 44 Zige erreicht werden:

14,11,12, 8, 7, 610,12, 8, 7,

4, 3, 6, 4, 7,14, 11,1513, 9,

12, 8, 4,10, 8 4,14, 11,1513,
9,12, 4, 8, 5 4, 8, 913, 14,
10, 6, 2, 1.

9. Die verlangte Stellung wird durch folgende 39 Zige erreicht:
14, 15,10, 6, 7,11,15,10,13, 9,
5 1, 2, 3, 4, 8,12,15,10,13,
9, 5 1, 2, 3, 4, 8, 12,15, 14,
13, 9, 5 1, 2, 3, 4 8,12

10. Ein magisches Quadrat mit der Augensumme 30 ergibt sich nach folgen-

den ZGgen: . o 4 3 2 610, 9,13, 15,
4,12, 8, 4 7,10, 9, 4,12, 8,
4, 7,10, 9, 6,

5 1,

-

10, 2, 3,10, 9, 6,
2, 3, 6 5 3, 2 1,13,
14, 3, 2, 1,13, 14, 3,12, 15, 3.

Solange wir uns mit den Aufgaben befafiten, die sich auf das Domino- und
Finfzehnerspiel bezogen, hielten wir uns in den Grenzen der Arithmetik.
Wenn wir jetzt zu den Aufgaben auf dem Krocketplaiz Gbergehen, beriihren
wir zum Teil das Gebiet der Geometrie.
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Figur 15\ & \
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11. Selbst ein gelbter Spieler wird vermutlich erkldren, dafl es unter den
angegebenen Bedirgungen leichter sei, durchs Tor zu gehen, als zu krok-
kieren, da jo das Tor doppelt so breit ist wie die Kugel. Diese Annahme ist
jedoch irrig: Das Tor ist zwar breiter als der Durchmesser der Kugel, aber
der glatte Durchgang durch das Tor ist fir die Kuge! halb so breit wie das
Ziel fur das Krockieren,

Betrachtet Figur 14, und das Gesagte wird euch einleuchten. Der Mittelpunkt
der Kugel mufl von dem Draht des Tors mindestens so weit entfernt sein, wie
ihr Radius betragt, da sie sonst den Draht berihren wirde. Fir den Mittel-
punkt der Kugel bleibt folglich ein Ziel, das um zwei Radien geringer ist
als die Breite des Tors. lhr seht, zu den Bedingungen unserer Aufgabe ge-
hért, daB3 die Breite des Ziels beim Passieren des Tors von der ginstigsten
Stellung aus gleich dem Durchmesser der Kugel ist.

Prifen wir nun, welche Breite das Ziel fir den Mittelpunkt der rollenden
Kugel beim Krockieren hat. Die Kugel wird mit Sicherheit getroffen, wenn,
wie in Figur 15, der Mittelpunkt der krockierenden Kugel von dem Mittel-
punkt der Kugel, die man treffen (krockieren} will, um weniger als einen
Kugelradius entfernt ist. Die Breite des Ziels entspricht also in diesem Falle
dem doppelten Durchmesser der Kugel.

Im Gegensatz zu der Meinung der Spieler ist es demnach unter den ge-
gebenen Umstdnden doppelt so leicht, die Kugel zu treffen, als von der
ginstigsten Stellung aus durchs Tor zu gehen.

12. Nach dem vorstehend Gesagten bedarf diese Aufgabe keiner weit-
laufigen Erlauterung. Man sieht ohne weiteres (Figur 16}, daf3 die Breite des
Ziels beim Krockieren dem doppelten Durchmesser der Kugel, das sind 20 cm,
entspricht. Beim Zielen auf den Pfahl entspricht die Zielscheibe dagegen dem
Durchmesser der Kugel plus demjenigen des Pfahls, das sind 16 cm (Figur 17).
Das Krockieren ist also um 20:16 = 1),mal (also um 259%,) leichter als das
Treffzn des Pfahls. Von den Spielern wird jedoch die Chance beim Krok-
kieren im Vergleich zu derjenigen fir das Treffen des Pfahls in der Regel
sehr Oberschétzt,
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13. Mancher Spieler wird so denken: Da das Tor doppelt so breit ist wie die
Kuge!, ist das Ziel fir das glatte Durchlaufen des Tors viermal so breit als for
das Treffen des Pfahls. Belehrt durch die vorangegangenen Aufgaben,
werdet ihr einen solchen Fehler nicht machen. lhr werdet euch sagen, daf3
das Ziel beim Angehen des Pichls um 14, mal breiter ist als beim Passieren
des Tors von der ginstigsten Stellung aus. Das erkennt mon deutlich an
Figur 18 und 19. Wenn das Tor nicht rechteckig, sondern gewdlbt ware,
wirde der Durchgang fir die Kugel noch schmaéler sein. Ihr konnt euch beim
Betrachten der Figur 20 leicht davon Gberzeugen.

14. Aus Figur 21 und 22 ist ersichtlich, da3 unter den Bedingungen, die wir
in der Aufgabe stellten, fir den Durchgang des Mittelpunkts der Kugel nur
ein recht schmaler Zwischenraum (a) iibriggeblieben ist. Wer mit der Geo-
metrie vertraut ist, weil3, dafl die Diagonale AC eines Quadrats knapp
anderthalbmal so lang ist wie die Seite AB. (Der genave Wert ist
Y2=1442..)

Wenn das Tor 3d breit ist (d = Durchmesser der Kugel), dann betrdagt AB
rund gerechnet 3d:14=21d.

Der Zwischenraum a jedoch, der das Ziel fir die Kugel bildet, die von der
gunstigsten Stellung aus durch die Glocke geht, ist noch schmdler. Er ist um
einen ganzen Durchmesser schmadler, namlich

21d—d=1,1d.

Figur 18 Figur 20
bt gf —1 [ S—
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Fir den Mittelpunkt der krockierenden Kugel ist das Ziel hingegen, wie wir
wissen, gleich 2d. Folglich ist das Krockieren unter den gegebenen Umstan-
den doppelt so leicht wie das Passieren der Glocke.

15. Das Passieren der Glocke wird unmdglich, sobald die Breite des Tores
den Durchmesser der Kugel um weniger als 1,4mal Obertrifft. Dies ergibt
sich aus der in der vorigen Aufgabe gegebenen Erklarung. Sofern das Tor
gewolbt ist, verschlechtern sich die Bedingungen fir den Durchgang noch
mehr.

Figur 21
Figur2 o~ ————=——", c
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Umgruppierungen (Permutationen)

16. Das kostenlose Mittagessen.

Zehn Freunde wollten den Abschlu3 der Schulzeit durch ein gemeinsames
Essen im Restaurant feiern. Als sich alle eingefunden hatten und der erste
Gang gebracht war, konnten sie sich iber die Tischordnung nicht einigen.
Der eine schlug eine Sitzordnung nach dem Alphabet vor, der ondere nach
dem Alter, ein dritter nach den Zeugnissen, ein vierter nach der Gréfle und
so fort. Der Streit zog sich in die Lange, die Suppe wurde kalt, und niemand
nahm Platz. Eine Einigung brachte der Kellner zustande, indem er sich mit
folgender Ansprache an die jungen Leute wandte:

»Meine jungen Freunde, lassen Sie von lhrem Streit ab. Setzen Sie sich so,
wie es sich gerade ergibt, und héren Sie mich an.”

Als alle Platz genommen hatten, fuhr der Kellner fort:

«~Einer von lhnen soll aufschreiben, in welcher Reihenfolge Sie jetzt sitzen.
Morgen werden sie wieder zum Mittagessen hierherkommen und sich in
anderer Reihenfolge setzen. Ubermorgen werden Sie sich wieder anders
setzen und so fortfahren, bis Sie jede mdgliche Tischordnung ausprobiert
haben. Und von dem Tage an, an dem sich lhre heutige Reihenfolge wieder-
holt, will ich Sie taglich — das verspreche ich lhnen feierlich — kostenlos
mit den ausgesuchtesten Gerichien bewirten.”
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Der Vorschlag fand Anklang. Man kam iberein, taglich in dem Restaurant
zum Mittagessen zusammenzukommen und die Plétze jedesmal anders zu
verteilen, um moglichst bald in den Genufl der kostenlosen Mittagessen zu
gelangen.

Diesen Tag hat die Tischgesellschaft indessen nicht erlebt. Und das lag nicht
etwa daran, weil der Kellner sein Versprechen nicht erfillte, sondern daran,
daf3 die Zahl der méglichen Reihenfolgen Uberméflig grof} ist. Sie betragt
nicht mehr und nicht weniger als 3628 800. Eine solche Anzah! von Tagen
entspricht, wie sich leicht errechnen l&fit, nahezu 10000 Jahren!

Ihr werdet es vielleicht fior unwahrscheinlich halten, dafd unter 10 Personen
eine so groBe Zahl von Md&glichkeiten in Frage kommen kann. Uberzeugen
wir uns durch eine Berechnung.

Vor allem muf3 man sich damit vertraut machen, die Zahl der Veranderurgen
in einer streng eingehaltenen Reihenfolge zu ermitteln. Der Einfachheit
halber beginnen wir mit einer kleinen Anzahl — mit drei Gegenstanden.
Wir bezeichnen sie mit a, b und ¢ (Figur 23).

Nun ist festzustellen, auf wisviel Arten sich die Pladtze der Gegenstdnde
untereinander auswechseln lassen. Wir sagen uns, daf3, wenn wir den Gegen-
stand ¢ zundchst beiseite legten, sich die beiden anderen Gegensténde nur
auf zwei Arten zu Paaren zusammenstellen lieflen.

Sodann fiigen wir den Gegenstand ¢ jedem dieser Paare hinzu. Wir k&nnen
dies auf dreierlei Weise tun:

1. hinter dem Paar,

2. vor dem Paar,

3. zwischen den Gegenstanden des Paares.
AuBler diesen drei Méglichkeiten gibt es fir den Gegenstand ¢ keine andere
Lage. Da wir aber zwei Paare, ab und ba, haben, beiragt die Zahl der
Umstellungsméglichkeiten also

2-3=6.

Die verschiedenen Arten der Zusammenstellung sehen wir in Figur 24.
Wir gehen nun weiter und machen die Berechnung mit vier Gegenstdnden, die
wir a, b, ¢ und d nennen. Auch diesmal legen wir einen Gegenstand, etwa




Fig. 24

den mit d bezeichneten, zunéchst beiseite und versuchen die verschiedenen
Stellungen mit den drei anderen. Wir wissen bereits, dof} fir diese 6 Grup-
pierungsmoglichkeiten bestehen. Auf wieviel Arten 1&8t sich nun der Gegen-
stand d jeder dieser 6 Gruppierungen hinzufigen? Offenbar auf 4 Arten:
1. d hinter den 3 anderen Gegensténden,
2. d vor den 3 anderen Gegenstdnden,
3. d zwischen dem 1.und 2. Gegenstand,
4. d zwischen dem 2.und 3. Gegenstand.
Im ganzen sind es demnach
6 - 4 =24 Arten;
und da 6=2-3 und 2=1-2 ist, l&Bt sich die Zahl aller Arten durch nach-
stehende Formel darstellen:
1-2:3:4=24,
Wenn wir von denselben Erwéigungen bei 5 Gegenstdnden ausgehen, ist for
diese die Zahl der Gruppierungsméglichkeiten gleich
1-2-3-4-5=120.
Bei 6 Gegenstanden:
1-2-3-4-5-6 =720, und so fort.

2



Kehren wir nun zu den 10 Mittagsgasten zuriick. Die Zahl der Gruppierungs-
méglichkeiten ergibt sich in diesem Falle aus dem Produkt von

1-2-3-4-5-6-7-8-9-10,
und wenn wir uns die MOhe machen, die Ausrechnung vorzunehmen, kommen
wir auf die schon erwdhnte Zahl

3 628 800.

Die Berechnung ware umstandlicher, wenn es sich bei 5 unter deh 10 Mittags-
gasten um Md&dchen handelte und diese mit den Jungen am Tisch unbedingt
eine bunte Reihe bilden sollien. Die Zahl der Gruppierungsmdglichkeiten
ist dann zwar bedeutend geringer, ihre Errechnung aber trotzdem etwas
schwieriger.

Nehmen wir an, einer der Jungen habe sich auf einen beliebigen Platz an
den Tisch gesetzt. Die vier anderen k&nnen sich dann, falls sie jeden zweiten
Stuhl fir ein Mdadchen frei lassen, auf 1:2-3-4 =24 verschiedene Arten
hinsetzen. Da es im ganzen 10 Stihle sind, kann sich der erste Junge auf
10 verschiedene Arten setzen; die Zahl der Sitzarten fiir alle Jungen ist
folglich 10-24 = 240.

Auf wieviel Arten kénnen sich hierauf die 5 Madchen auf die freien Stishle
zwischen den Jungen setzen? Offenbar auch auf 1-2:3-4-5 = 120 verschie-
dene Arten. Und wenn wir nun jede der 240 fir die Jungen in Frage kommen-
den Sitzarten mit jeder der 120 Sitzarten der Mddchen kombinieren, kommen

wir auf 240-120 = 28 800 mdgliche Arten.

Diese Zahl ist um ein Vielfaches geringer als die vorige und wirde im
ganzen etwas weniger als 79 Jahre in Anspruch nehmen.

Sofern unsere jungen Mittagsgéste ein Alter von 100 Jahren erreichen wiir-
den, kénnten sie es in diesem Falle dazu bringen, daf3 ihnen ein kostenloses
Mittagessen aufgetragen wird — wenn nicht durch den jetzigen Kellner, dann
von einem seiner Nachfolger.

Nachdem wir die Berechnung der Permutation (Veranderungen in der Anord-
nung) kennengelernt haoben, vermdgen wir auch zv ermitteln, wieviel ver-
schiedene Stellungen der Steine beim ,Finfzehnerspiel” moglich sind. Dabei
muf} immer das Feld in der unteren rechten Ecke frei bleiben. Mit anderen
Worten, wir kénnen die Zahl der Aufgaben errechnen, die uns dieses Spiel
stellen kann. Diese Berechnung lauft auf eine Feststellung der Permutations-
zah! bei 15 Gegenstanden hinaus. Wie wir schon wissen, ist hierzu folgende
Multiplikation erforderlich: 1:2:3-4--.... 14:15.

Das Resultat ergibt
1 307 674 365 000,
das ist mehr als eine Billion.

Die Halfte dieser riesigen Zohl von Aufgaben &8t sich nicht I6sen. Es gibt
also in dem genannten Spiel Uber 600 Milliarden unl&sbarer Stellungen.
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Dadurch, dof3 die Menschen von dieser grofien Zahl der unldsbaren Auf-
gaben keine Ahnung hatten, mag sich zum Teil die Leidenschaft erklaren,
mit der sie sich dem Fiinfzehnerspiel hingaben.

Bemerkt sei noch folgendes: Wenn es mdglich wére, den Steinen in jeder
Sekunde eine andere Stellung zu geben und sich ununterbrochen Tag und
Nacht damit zu beschéftigen, wirde das Ausprobieren aller méglichen
Stellungen mehr als 40000 Jahre in Anspruch nehmen.

17. Eine Aufgabe aus dem Schulleben.

Eine Klasse hat 25 Schiler. Auf wieviel verschiedene Arten kdnnen die Sitz-
platze verteilt werden?
Die Lésung ist fur diejenigen, die sich das Vorhergesagte zu eigen gemacht
haben, durchaus nicht schwierig. Man multipliziert:
1:2:3-4-5.6cccecnenees 23.924-25
Die Mathematik weist viele Mittel auf, durch die sich eine Berechnung ver-
einfachen 1a3t, aber eine Aufgabe in der Art der vorstehenden vermag sie
nicht zu erleichtern (falls man das Resultat bis auf die letzte Stelle genau
ausrechnen will). Es gibt keine andere Mdglichkeit, als diese Zahlen gewissen-
haft zu multiplizieren. Nur eine ginstige Gruppierung der Multiplikatoren
kann die Zeit der Ausrechnung etwas abkirzen. Das Resultat ist ungeheuer-
lich; es besteht aus 26 Ziffern und stellt eine Zahl dar, die jedes Vorstellungs-
vermdgen Ubersteigt:

15 511 210 043 330 985 984 000 000.

Von allen Zahlen, denen wir bisher begegnet sind, ist diese die gréfite, und
menr als allen anderen gebihrt ihr die Bezeichnung ,Zahlenriese”. Die
Anzahl aller kleinsten Tropfen in sd@mtlichen Meeren und Ozeanen der
Erdkugel ist bescheiden im Vergleich zv dieser gigantischen Zahl.

18. Das Umlegen von Miinzen.

Aus meiner Kindheit, erzahlt der Verfasser dieses Bichleins, erinnere ich
mich eines unterhaltsamen Spiels mit Minzen, das mir mein dlterer Bruder
zeigte. Er stellte drei Untertassen nebeneinander und baute auf der ersten
von ihnen ein aus 5 Minzen bestehendes Tirmchen auf: Unten lag ein
Rubelstock und Ober ihm, der Reihe nach aufgeschichtet, Minzen zu 50, 20,
15 und 10 Kopeken. Die Minzen sollten auf die dritte Untertasse Ubertragen
werden, wobei drei Vorschriften zu befolgen waren. Erstens: Es darf auf ein-
mal jeweils nur eine Minze umgelegt werden. Zweitens: Eine gréfBere Minze
darf niemals auf eine kleinere gelegt werden. Drittens: Voribergehend
kdnnen unter Einhaltung der ersten beiden Vorschriften Minzen auch auf
die mittlere Untertasse gelegt werden, aber zum Schluf3 sollen alle Minzen
in der urspringlichen Reihenfolge auf der dritten Untertasse liegen. Die
Vorschriften waren, wie man sieht, nicht kompliziert. Nun hief} es, ans Werk
zu gehen.
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Ich begann mit dem Umlegen. Das Zehnkopekenstick legte ich auf die
dritte, das Fiinfzehnkopekenstick auf die mittlere Untertasse — und zauderte,
Wohin sollte ich das Zwanzigkopekenstick legen? Es ist ja gréfer als die
beiden zuerst umgelegten Minzen.

«Nun, was denn#” kam mir mein Bruder zu Hilfe. ,Lege das Zehnkopeken-
stick auf die mittlere Untertasse Gber das Finfzehnkopekenstick. Dann hast
dv fir das Zwanzigkopekenstick die dritte Untertasse frei.”

Das tat ich. Aber schon stand ich vor einer neuen Schwierigkeit. Wohin mit
dem Funfzigkopekenstiick? Doch fand ich bald einen Ausweg: Ich Tbertrug
das Zehnkopekenstiick zundéchst auf die erste Untertasse, das Finfzehn-
kopekenstick auf die dritte und dann auch das Zehnkopekenstick auf die
dritte. Jetzt konnte ich das Finfzigkopekenstiick auf die freie mittlere Unter-
tasse legen. Nach einer langen Reihe von Umgruppierungen gelang es mir,
auch das Rubelstick von der ersten Untertasse umzulegen und schliefilich
das ganze Haufchen Minzen auf der dritten Untertasse zusammenzube-
kommen.

Der Bruder lobte meine Arbeit und fragte, wieviel Umstellungen ich im
ganzen ausgefihrt hétte.

»lch habe nicht gezahit.”

+Wir wollen einmal nachzdhlen. Es ist doch interessant zv erfahren, wie man
mit der geringsten Zahl von Umstellungen das Ziel erreichen kann. Wenn
das Hdaufchen nicht aus 5, sondern nur aus 2 Minzen, einem Zehn- und
einem Finfzehnkopekenstick bestdnde — wieviel Zige mifite man dann
macheng”

4Drei: die 10 Kopeken auf die mittlere Untertasse, die 15 Kopeken auf die
dritte und dann auch die 10 Kopeken auf die dritte.”

«Richtig. Nun wollen wir noch das Zwanzigkopekenstick hinzunehmen und
sehen, wieviel Umstellungen dann noétig sind. Wir machen es so: zuerst
Ubertragen wir die beiden kleineren Miinzen nacheinander auf die mittlere
Untertasse. Dazu brauchen wir, wie wir schon wissen, 3 Zige. Dann legen
wir das Zwanzigkopekenstick auf die freie dritte Untertasse — 1 Zug. Und
anschlieBend Ubertragen wir die beiden Minzen von der mittleren Unter-
tasse ebenfalls auf die dritte — 3 weitere Zige. Im ganzen waren es also
3+1+3=7 Zige."

+Mit 4 Minzen laf3’ mich die Sache einmal selbst untersuchen. Zuerst Gber-
trage ich die drei kleineren Minzen auf die mittlere Untertasse, das sind
7 Zige; dann das Finfzigkopekenstiick auf die dritte Untertasse — 1 Zug;
und hierauf auch die drei kleineren Minzen auf die dritte Untertasse —
nochmals 7 Zige. Zusammen: 7+ 1+7=15 Zige.”

»Ausgezeichnet. Und bei 5 Minzeng”

A5+ 1415=31", hatte ich sofort herausgefunden.

Nun siehst du, du hast die Art der Berechnung schon begriffen. Aber ich
will dir zeigen, wie man sie noch vereinfachen kann. Merke dir, daf} die
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Zahlen 3, 7, 15, 31, auf die wir gekommen sind, alle eine 2 darstellen,
die ein oder mehrere Male mit sich selbst multipliziert ist, aber unter Abzug
einer 1. Sieh her!”

Und mein Bruder schrieb folgende Tabelle hin:

3=2-2-1

7=2-2-2-1
15=2-2-2-2-1
3N=2-2-2-2-2-1.

Jlch verstehe: soviele Minzen umzulegen sind, soviele Male multipliziert
man die 2 mit sich selbst und zieht zum Schluf3 eine 1 ab. Ich kénnte jetzt
die Zige fir jede beliebige Zahl von Miinzen ausrechnen, zum Beispiel for
7 Minzen:

2.2:2:2:2:2:2-1=128-1=127"

»Ja, nun hast du dir dieses alte Spiel gut zu eigen gemacht. Nur noch eine
praktische Regel mufit du dir merken: wenn die Zah! der Minzen eine
gerade ist, muB man die erste Minze auf die dritte, wenn es eine ungerade
Zahl ist, auf die mittlere Untertasse legen.”

»~Du sagtest — ein altes Spiel. Hast du es denn nicht selbst ausgedacht?”
»Nein, ich habe es nur auf Minzen angewandt. Das Spiel ist sehr alten Ur-
sprungs und soll, wie es heiflt, in Indien entstanden sein. Es gibt eine alte
Legende, die mit diesem Spiel zusammenhé&ngt. Nach dieser Legende soll es
in der Stadt Benares einen Tempel geben, in dem der indische Gott Brahma
bei der Schépfung der Welt drei diamantene Stébchen aufgestellt und auf
einen von ihnen 64 goldene Ringe aufgeschichtet hat. Der gréfite Ring liegt




unten, und jeder folgende Ring ist kleiner als der vorhergehende. Die
Priester des Tempels sind verpflichtet, diese Ringe Tag und Nacht ununter-
brochen von einem Stiéibchen auf ein anderes zu Uberiragen, wobei sie das
dritte als Hilfsstébchen benutzen kénnen und im Gbrigen die Regeln unseres
Spiels einhalten missen: jeden Ring einzeln zu Ubertragen und keinen
grofleren auf einen kleineren zu legen. In der Legende heif}t es, daf}, so-
bald alle 64 Ringe Ubertragen sein werden, das Ende der Welt ge-
kommen ist.”

»~Dann mifite die Welt ja langst untergegangen sein, wenn diese Legende
recht hattel”

#Du scheinst zu glauben, daf3 die Ubertragung der 64 Ringe nicht allzyviel
Zeit in Anspruch nehmen kann2”

»+Natirlich nicht. Wenn man in einer Sekunde einen Zug macht, sind es ja
in einer Stunde 3600 Zige.”

+Nun, und?2”

»Und in 24 Stunden fast 100 000. In zehn Tagen sind es eine Million Zige.
Mit einer Million Zigen kénnte man, will ich meinen, selbst 1000 Ringe
Ubertragen.” _

«Du irrst dich. Um nur é4 Ringe umzuschichten, sind, rund gerechnet,
500 Milliarden Jahre erforderlich.”

#«Wieso denn? Die Zahl der Zige ist doch gleich dem Produkt von 64 Zweien
nach Abzug einer Eins, und das betrdgt ... Warte, ich werde es gleich
ausrechnenl”

«Sehr schdn. Und wéhrend du rechnest, werde ich Zeit haben, meine Be-
sorgungen zu erledigen.”

Der Bruder ging und lief mich, vertieft in meine Rechenaufgabe, allein. Ich
fand zuerst das Produkt von 16 Zweien, multiplizierte diese Zahl 65536 mit
derselben Zahl und das Resultat dieser Multiplikation wiederum mit sich
selbst. Zum Schlufl vergaf ich nicht, eine Eins abzuziehen.

Ich kam auf nachstehende Zahl:

18 446 744 073 709 551 615.

Mein Bruder hatte also recht.

Obrigens kennt ihr diese Zahl bereits aus dem Heft ,Denkaufgaben mit
Zahlenriesen”: nadmlich als die Anzahl von Weizenkérnern, die der Erfinder
des Schachspiels als Belohnung verlangt hatte.

lhr werdet euch in diesem Zusammenhang vielleicht dafir interessieren,
welche Zahlen tatsachlich fir das Alter der Sonne und der Erde in Frage
kommen. Die Gelehrten verfigen auf diesem Gebiet Uber einige, natirlich
nur ungefdhre Unterlagen. Nach nevesten Ermittlungen existieren:

die Sonne seit ungef&hr 5 Milliarden Jahren,

die Erde seit ungefdhr 3 Milliarden Jahren,
Lebewesen auf der Erde seit ungefdhr 500 Millionen Jahren.
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